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Od autorow

Ksigzka ta zamyka serie podrecznikow Matematyka z plusem dla szkoly
podstawowej. Skonstruowana jest bardzo podobnie jak podrecznik dla kla-
sy siodmej. Wyjatek stanowig rozdzialy powtorzeniowe. Kazdy z nich roz-
poczyna sie od kilku bardzo prostych pytan sprawdzajacych podstawowe
wiadomosci i umiejetnosci.

Dzial Symetrie — zgodnie z podstawag programowa — mozna realizowac
na lekcjach, ktore beda sie odbywa¢ miedzy egzaminem a koncem roku
szkolnego.

W pracy nad seria podrecznikow Matematyka z plusem pomagalo nam
wiele osob. Za ich prace oraz wszystkie cenne uwagi i wskazowki serdecz-
nie dziekujemy.
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] System rzymski

Rzymski system zapisywania liczb zostal w Europie wyparty przez
system dziesigtkowy juz wiele wiekow temu. Mimo to ciagle jeszcze

w roznych dziedzinach znajduje zastosowanie.

W systemie rzymskim do zapisywania liczb
uzywa sie siedmiu znakow: I, V, X, L, C,
D, M. Wprowadzili je jeszcze starozytni
Rzymianie i powszechnie uzywano ich
w Europie przez kilkanascie wiekow.

System dziesigtkowy stworzony przez Hin-
dusow trafil na nasz kontynent dopiero
okolo X wieku za poSrednictwem Arabow,
stad uzywane przez nas cyfry:

0,1,2, 3,4,5,6,7,8,9

sg nazywane arabskimi, chociaz to nie Ara-
bowie byli ich tworcami.

W chrzescijanskiej Europie system dziesiat-
kowy przyjmowano bardzo nieufnie, przez
niektorych traktowany byl on wrecz jako

Z histoprii

- = g — o

wytwor szatana. Dlatego od czasu, w kto-
rym sie pojawil, minelo kilka stuleci, zanim
zaczeto go powszechnie uzywac.

W nowym systemie fatwiej mozna bylo wy-
konywac dziatania, a mimo to umiejetnosci
rachowania uwazane byly za niedostepne
dla przecietnego czlowieka. Swiadczy¢ mo-
Zze 0 lym ponizszy fragment pewnego Sre-
dniowiecznego dokumentu:

yJesli wystarczy ci, by twoj syn nauczyl sie
dodawania i odejmowania, poslij go na do-
wolny uniwersytet we Francji lub w Niem-
czech. Gdyby jednak zalezalo ci na tym,
zeby poznal rowniez mnozenie i dzielenie,
o ile sobie z tym poradzi, to musi sie udac
do szkot wioskich”.

= 1.'__ ;' -] g o e A i = =l
Pytania i zadania kontrolne

A. Uporzadkuj podane liczby od najmniejszej do najwiekszej.
XV, VIII, XIV, XXI, XVI, XIX

B. Zapisz podane liczby w systemie rzymskim.
29, 37, 24, 18, 39

C. Zapisz podane liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej. Czy

potrafisz odczyta¢ podane liczby?

a) C, D, L, M

b) LXXII, MDC, XL, CM

D. Zapisz podane liczby w systemie rzymskim.
45, 162, 410, 1750
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W ramce obok zebrano wszystkie znaki, ktore
stuzg do zapisywania w systemie rzymskim liczb

od 1 do 3999. Obowigzuja przy tym nastepujace
zasady:

v/ Obok siebie moga wystepowac kolejno co naj-
wyzej trzy cyfry I (1), trzy cyfry X (10), trzy cy-
fry C (100), trzy cyfry M (1000), a pozostate cyfry
moga wystepowac w danej liczbie tylko raz.

v" Gdy cyfra mniejsza poprzedza cyfre wieksza,
to wartos¢ odpowiadajaca tym dwom cyfrom jest
rowna ich roznicy, przy czym taka kolejnosc¢ cyfr
moze wystepowac tylko w szesciu wypadkach:

IV(4) IX(9) XL (40) XC (90) CD (400) CM (900)

Gdy pamietamy, co oznaczajg zapisy 1V, IX, XL, XC, CD, CM, to kazda
liczbe od 1 do 3999 mozna traktowac jako sume odpowiednich war-

tosci. Oto przyktady:

XLIV CXLI
40+4 100+40+1
44 141

DXCII MCDX MMCMV
500+90+1+1 1000+400+10 1000+1000+900+5
592 1410 2905

CWICZENIE. Wéréd podanych zapiséw wskaz takie, ktére nie sg poprawnie
zapisanymi liczbami w systemie rzymskim.

XV XXXX XL XXL

DC CX XC DL LD LL XM MCDC

I T N N

e e 2 historii

Starozytni Rzymianie nie mieli jednoznacz-  wiekow. Znaki D i M wprowadzono dosc
nych zasad zapisu liczb. Na przykiad liczbe  po6zno, a liczbe 1000 przez diugi czas zapi-
40 poczatkowo zapisywano jako XXXX, anie  sywano jako dD (znak D i jego odbicie syme-
XL. Bywalo tez, ze liczbe 8 zapisywano jako
11X, a 84 jako XXCIIII. Na murach we Wilo-
szech mozna znalez¢ takie napisy:

tryczne). Zasady zapisu rzymskiego, jakimi
posiugujemy sie obecnie, utrwalily sie sto-
sunkowo niedawno, bo zaledwie okoto 300
lat temu.

Warto pamietac, ze znak C ma zwigzek z fa-
cinskim stowem centum, oznaczajacym ,sto”,
a znak M zwiazany jest ze slowem mille,
oznaczajacym ,tysiac”. Slady tych stéow moz-

Nawet znaki uzywane do zapisywania liczbh  na znalez¢ w wielu okresleniach, np. centy-
nie byly jednakowe na terenie calego pan-  metr, cent, procent, milimetr, mililitr, mile-
stwa rzymskiego i zmienialy sie w ciggu  nium.
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“-‘3 1. a) Zapisz podane liczby w systemie dziesigtkowym:

- -
'L‘aé - XXIX XLIV CXXII CCL DCCCX CMLXVI
- = b) Zapisz podane liczby w systemie rzymskim: 12,
~ --.40
45 159 1944 444 469 3800 866 A

2. Zapisz w systemie dziesiatkowym ponizsze daty.

3. Ponizej podano lata budowy trzech duzych kosciolow w Polsce. Ktory
7z nich jest najstarszy? Budowa ktorego z nich trwala najdtuzej?

katedra w Gnieznie: MCCCXLIT-MCCCXC
katedra w Krakowie: MCCCXXII-MCCCLXIV
bazylika Mariacka w Gdansku: MCCCXLIII-MDII

Budowe Bazylikiséw. Piotra
w Rzymie rozpoczeto w 1506
roku, a zakonczeno w 1626
roku. Lacinska inskrypcja na

kopule méwi, ze ukonczono
ja w roku MDXC, a Inna in-
skrypcja podaje date wznie-
sienia fasady: MDCXIL.

4. Przeczytaj powyzsze informacje z przewodnika. Po ilu latach od roz-
poczecia budowy bazyliki ukonczono kopute? Ile lat uplynefo pomie-
dzy ukonczeniem kopuly a wzniesieniem fasady? Jak nalezaloby zapi-
sa¢ za pomocag cyfr rzymskich date ukonczenia budowy bazyliki?

5. Ponizej podano, kiedy sie rozpoczely i kiedy zakonczyly pewne wyda-
rzenia historyczne. Zapisz te daty za pomocg cyfr rzymskich.
a) wojna stuletnia: 1337-1453
b) epidemia dzumy w Europie zwana czarna Smiercig: 1348-1352
¢) okres panowania krola Wiadystawa I Hermana: 1079-1102
d) wyprawa Magellana: 1519-1522
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6. Przyjrzyj sie rysunkom. Podniszczone napisy na dwoch starych budyn-
kach informuja o roku ich powstania.

Wiadomo, ze pierwszy z tych budynkow wzniesiono miedzy rokiem
1490 a 1540, a drugi zbudowano w XVI wieku. Jakie napisy mogly by¢
na tych budowlach, zanim zostaly czeSciowo zniszczone?

/. Zapisz za pomocg znakow systemu rzymskiego (I, V, X, L, C, D, M)
najwieksza mozliwg liczbe, uzywajac kazdego ze znakow:
a) Co najwyzej raz, 4o
b) dowolnie wiele razy, ale zgodnie z regutami. T~

8. Rzymianie liczyli lata od zalozenia Rzymu, co miato miejsce w roku
753 p.n.e. Tak obliczone daty opatrywane byly skrétem a.u.c. — od
lacinskich stow ab urbe condita, czyli ,,od zalozenia miasta”.

a) Historycy przyjmuja, ze cesarstwo rzymskie upadio w 476r. n.e.
Zapisz w systemie rzymskim, ile lat mial wtedy Rzym.

b) Zapisz w systemie rzymskim, ktorym rokiem od zalozenia Rzymu
jest obecny rok.

SPrawdz, czy umijesz

1. W zapisie rzymskim liczby 944 nie wystepuje znak:
A. L B. C C.D D. M

2. Ile lat zyt grecki filozof Sokrates, ktory urodzit sie w roku CDLXIX p.n.e.,
a zmar! w roku CCCXCIX p.n.e.?

A. 40 B. 50 C. 60 D. 70

3. Ktory z ponizszych zapisow nie przedstawia liczby w systemie rzymskim?

A. CMLXVI B. MCLXIV C. MCXLVI D. MLCXIV

- zadania uzupetniajace 1-4, str. 40
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2 Wiasnosci liczb naturalnych

Pyﬁania i zadania kontrolne

A. Wskaz liczby z ramki, ktore sa

podzielne: 192 1308 1073
a) przez 2, d) przez 4, 3333 7335

b) przez 5, €) przez 3, 2340 1234 1170
c) przez 10, f) przez 9.

B. Ktore z liczb podanych w powyzszej ramce sg podzielne przez 6,
a ktore — przez 307

C. a) Znajdz reszte z dzielenia liczby 150 przez 7.
b) Wymien reszty, ktore mozna otrzymac przy dzieleniu przez 7.

D. a) Wypisz wszystkie dzielniki liczby 40.
b) Wypisz te wielokrotnosci liczby 40, ktore sa mniejsze od 300.

E. Ile jest liczb pierwszych mniejszych od 207
F. Znajdz rozkiad na czynniki pierwsze liczby 198.

(. a) Podaj najwiekszy wspolny dzielnik liczb 36 1 28.
b) Podaj najmniejsza wspolna wielokrotnosc¢ liczb 6 i 8.

Rozwazmy nastepujaca sytuacje:

Gospodyni zebrata 172 jajka i uktada je do
opakowan, w ktorych miesci sie po 6 jajek.
FLatwo obliczy¢, ze gospodyni zapelni 28 opa-
kowan i jeszcze zostang 4 jajka. Mozemy po-

wiedziec, ze 4 to reszta z dzielenia liczby 172
przez 6, i zapisa¢ to w nastepujacy sposob:

172 : 6 = 28 reszta 4
Z rownosci tej wynika, ze:
172 =28 -6+4

CWICZENIE A. Jakie reszty mozemy otrzymac, dzielagc liczby naturalne przez 6?
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Ponizej zapisano wyniki dzielenia z resztg czterech liczb przez 13.

744 : 13 =57 reszta 3
1606 : 13 =123 reszta 7

546:13 =42 reszta 0
7787 : 13 =599 reszta 0

Z tych rownosci wynika, ze liczby 744 i 1606 nie sa podzielne przez 13,
a liczby 546 1 7787 sa podzielne przez 13.

CWICZENIE B. a) Korzystajac z rownosci 744 :

13 =57 reszta 3, uzasadnij, ze

liczby 744 — 3 oraz 744 + 10 sa podzielne przez 13.

b) Korzystajac z rownosci 1606 :

lenia przez 13 nastepujacych liczb:

a=1606-3

b=1606-7

13 =123 reszta 7, ustal, jakie sg reszty z dzie-

c=1606+38 d=1606+6

Przypomnijmy, ze kazda liczbe, przez ktora dana liczba naturalna
dzieli sie bez reszty (czyli reszta jest rowna 0), nazywamy dzielnikiem

tej liczby.

Na przyktad dzielnikami liczby 70 sa: 1, 70, 2, 35, 5, 14, 7, 10.

Aby sprawdzic¢, czy jakas liczba jest dzielnikiem danej liczby n, mozna
wykonac¢ dzielenie i ustali¢, czy reszta jest rowna 0. W wypadku nie-
ktorych liczb nie trzeba wykonywac¢ dzielenia, wystarczy skorzystac
z cech podzielnoSci, ktére przypominamy ponizej.

Liczba s Liczb:el jest
: podzielna
Przez 2, 9 PIREE Py
gdy jei
gdy jei ostatnia
fra jest 0.
ostatnig cyfra St
jest 0, 2, 4, 6, 8.
|
Liczba jest ‘
| podzielna
przez 3, ,
__ 3|
%hLJﬁE-ﬂ.J‘ﬁij
LI L
gdy suma

jej cyfr jest liczba
podzielng przez 3.

B Liczba jest
Liczba jest Podzielna
podzielna Przez 100,
| przez5, 5§ 100
SRy Y |
FJ' LILILI 1
gdy jej gay 1%
. mie
ostatnig cyfrg osta 0 00
| jest 0 lub S. dwie cyirY
Liczba jest
st
Liczoa ¢ podzielna
Dﬁdﬁema przez 4
pzezd  § ' 4
gdy suma gy 8l dwie
jej cyfr jest Gg.,tatme Yf
liczba podzielng worza \¢ rz 2
przez 9. pﬁdzne\ﬂﬁ P

Dla kazdej liczby naturalnej n # 0 jej dzielnikami sa liczby 1 i n. Jesli
liczba ma doktadnie dwa dzielniki, to nazywamy ja liczba pierwsza.
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Liczby pierwsze mniejsze od 1000:; e m——-—-———- Glekawostka

2 3 5 7 11 13 17 19
23 29 31 37 41 43 47 53

59 61 67 71 73 79 83 89 Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele,
97 101 103 107 109 113 127 131 zatem nie mozna wskazac najwiekszej z nich.
137 139 M9 151 157 163 167 1/3 Ciagle jednak trwaja poszukiwania coraz
179 181 191 193 197 199 211 223 wiekszych liczb pierwszych, bo takie liczby
227 229 233 239 241 251 257 263 uzywane sa miedzy innymi w zaawansowa-

269 271 277 281 283 293 307 311
313 317 331 337 347 349 353 359
367 373 379 383 389 397 401 409

nych metodach szyfrowania informacji w sys-
temach komputerowych i przy przesylaniu

419 421 431 433 439 443 449 457 datiyeln

461 463 467 479 487 491 499 503 W roku 2016 najwieksza znang liczbg pierw-
509 521 523 541 547 557 563 569 sza byla liczba 274207281 _ q Zapisana w Sys-
571 577 587 593 599 601 607 613 temie dziesietnym ma ona 22338618 cyfr.
617 619 631 641 643 647 653 659 Teliofkywey ohoymall nagrode 100ty de-

661 673 677 683 691 701 709 719
727 733 739 743 751 757 761 769
773 787 797 809 811 821 823 827
829 839 853 857 859 863 877 88]
883 887 907 911 919 929 937 941
847 953 967 971 977 983 991 997

larow od pewnej amerykanskiej fundacji. Ta
sama fundacja wreczy nagrode 150 tys. do-
laréow odkrywcy liczby pierwszej, ktora ma
wiecej niz 100 milionéw cyfr.

Liczby naturalne wieksze od 1, ktore nie sg liczbami pierwszymi, to
liczby zlozone. Liczby 0 i 1 nie sa liczbami pierwszymi ani ztozonymi.

Kazda liczbe zlozona mozna w jednoznaczny sposob roziozyc¢ na
czynniki pierwsze, tzn. przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb pierw-
szych.

Przykiad L
Roz16z na czynniki pierwsze liczbe 504.

>04
252
126
63
21
/

1

504=2.2.-2-3.3.7=23.32.7

~NW oo oo

Z powyzszego przykiadu wynika, ze dzielnikami pierwszymi liczby
504 sa: 2, 3 i 7. Liczba 504 ma tez wiele innych dzielnikow, nie be-
dacych liczbami pierwszymi. Na przyktad liczby: 2-7 =14, 2:2:2 =8,
2:2-3-7 =84 sa jej dzielnikami, gdyz kazdy iloczyn liczb wystepu-
jacych w rozktadzie na czynniki pierwsze danej liczby jest jej dziel-
nikiem.
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Gdy chcemy znalez¢ najwiekszy wspolny dzielnik liczb a i b, w skro-
cie NWD (a, b), mozemy wypisaC wszystkie dzielniki obu liczb, znalezc¢
wspolne i wybrac¢ z nich najwiekszy.

Najwiekszy wspolny dzielnik dwoch liczb mozna tez znalez¢, korzy-
stajac z rozkladow liczb na czynniki pierwsze.

Przykiad k
Znajdz NWD (840, 540).
840 | 2 040 | 2
420 | 2 270 | 2 Rozktadamy liczby na czynniki pierwsze
210 | 2 135 | 3 i podkreslamy te, ktore wystepuja w obu
105 | 3 45 | 3 rozkladach.
35 | S 15 | 3
7|7 D | D
1 1

NWD (840, 540)=2-2-3-5=060

Obliczamy iloczyn wspolnyvch czynnikow
pierwszych obu liczb.

Przypomnijmy, ze wielokrotnosSciami liczby naturalnej a sa liczby
O-a, 1-a, 2a, 3a, ...

Na przyklad wielokrotnosciami liczby 8 sa: 0, 8, 16, 24, 32, 40, ...

Aby znalez¢ najmniejsza wspolng wielokrotnos¢ liczb a i b (r6zna
od 0), w skrocie NWW (a, b), mozemy wypisac¢ tyle kolejnych wielo-
krotnosci obu liczb, az znajdziemy pierwsza taka, ktora jest wspdlna
dla obu liczb.

Najmniejsza wspolng wielokrotnosc¢ dwoch liczb mozna takze znalezc,
korzystajac z rozktadow liczb na czynniki pierwsze.

Przykiad k
Znajdz NWW (150, 315).
150 | 2 315 | ¥ Rozktadamy liczby na czynniki pierwsze
75 | 3 105 | 3 i skreslamy w drugim rozkladzie te czynni-
25 | § 35 | X ki, ktore wystgpily w pierwszym rozkla-
515 7| 7 dzie.
1 1

Obliczamy iloczyn nieskreslonych
czynnikow pierwszych.

NWW (150,315)=150-3 -7 = 3150

Uwaga. OczywiScie powyzsze algorytmy bylyby kiopotliwe do zasto-
sowania dla bardzo duzych liczb. W wypadku takich liczb stosuje sie
inne algorytmy.
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42 “‘a 1. Znajdz liczby oznaczone literami.
'La -7 a:7=12reszta 5 161 :c =3 reszta 8
. b:11=17reszta9 253 :d =15 reszta 13

2. Reszta z dzielenia liczby a =3945 przez 7 jest 4. Podaj trzy liczby
naturalne wieksze od a, ktorych:

a) resztg z dzielenia przez 7 jest tez 4,
b) resztg z dzielenia przez 7 jest 6.

3. a) Korzystajac z tego, ze 1347 :128 =~ 10,523, ustal, jaka jest reszta
7z dzielenia 1347 przez 128.

b) Korzystajac z tego, ze 5992 :48 =~ 124,8, ustal, jaka jest reszta
Z dzielenia 5992 przez 48.

4. a) Reszta z dzielenia pewnej liczby m przez 6 jest 5. Ktére z poniz-
szych liczb sa podzielne przez 67

m->5 m+ 5 =11 m+ 25
b) W wyniku dzielenia pewnej liczby n przez 13 otrzymano reszte 10.
Jakie reszty otrzymamy, dzielgc ponizsze liczby przez 137

n-10 n+1 n+3 n+>5

5. Reszta z dzielenia liczby a przez 4 jest 1, a reszta z dzielenia liczby b
przez 4 jest 3. Ustal, jaka jest reszta z dzielenia przez 4 liczby:

a) a+b b) 2a c) 2b

6. Ustal, przez ktore z liczb: 2, 3, 4, 5, 9, 10 mozna skroci¢ utamek:

5670 b) 1836 297 d) 81540

) 3735 108 <) 780 23130

/7. Podaj przyktad liczby, ktorg mozna zastapic litere, aby speiniony byt
warunek:

a) liczba 3854 + a jest podzielna przez 4,
b) liczba 1357 + b jest podzielna przez 2 i przez 3,
¢) liczba 5379 + ¢ jest poddzielna przez 51 9.

8. Liczba a jest podzielna przez 9. Podaj dwa przyklady liczby b, dla
ktorej liczba 10a + b:

a) jest podzielna przez 10, c) jest podzielna przez 9,
b) jest podzielna przez 5, d) jest podzielna przez 6.
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9. Podaj NWD i NWW liczb:
a) 5i7 b)4i6 ¢ 10112 d)8il2 e) 1001150 f) 82144

10. Znajdz NWD i NWW liczb:
a) 84190 b) 2701 700 c) 7351 252 d) 294 i 385

11. Znajdz NWD (a,b) i NWW (a, b), gdy:
a) a=2%-3-57-11° b) a=3%-5%.132
b=2%.3%.5-13° b=2%.3.5%.13

12. Podioga pewnego pomieszczenia ma ksztalt prostokata o wymiarach
264 cm x 840 cm. Podloge te chcemy wylozy¢ jednakowymi kwadra-
towymi plytkami. Jaki najwiekszy rozmiar moze miec taka plytka?

13. Na rysunkach ponizej przedstawiono poczatkowy fragment szlaczkow
zlozonych z powtarzajgcych sie elementow. Na pierwszym miejscu
szlaczkow znajduja sie czerwony kwadrat i czerwone kotko. Na kto-
rym miejscu tych szlaczkow powinna sie znalez¢ kolejna taka para?

90000000
EEDE 0
@00 e

el

O

SPrawdz, czy umiesz

1. Ktora z podanych liczb jest wielokrotnos$cia liczby 5047

A.a=2°-3.7 C.c=2-33.73
B.h=24.32.72.5 D.d=2%-73-5

2. Reszta z dzielenia pewnej wielocyfrowej liczby a przez 15 jest 8. Ktora

z ponizszych liczb jest podzielna przez 157

A.a-7 B.a+ 15 C.a-18 D. a+22

- zadania uzupetniajace 5-9, str. 40



Pytania i zadania kontroine

A. a) Podaj liczbe przeciwna do liczby 3% oraz odwrotnosc¢ liczby 3%
b) Skroc¢ utamek %g— i przedstaw go jako liczbe mieszana.
¢) Znajdz rozwiniecia dziesietne liczb: l, 133-, —%., %

B. Ktora z podanych liczb jest wieksza?

a) 0,405 czy 0,45 C) % czy % e) /7 czy /8
b) -1,6 czy -2,08 d) (-3)° czy (-3)* f) ¥=9 czy ¥-15
C. Oblicz.
33 -34 39 (=3)3 31

D. Podane liczby zapisz jako potegi liczby 10.

100 1000 1mln 1mld 0,001  0,00001 1

E. Kazda z podanych liczb zapisz w notacji wykladniczej.
500 60000 5 0,002 0,007

F. Wypisz pary rownych liczb:

2./0.01 433 4./ 2-}I J0.04 /36 /64

Jak wiesz, liczby mozna zapisywac na rozne sposoby. W kazdej z po-
nizszych ramek zapisano w rozny sposob te sama liczbe.

- 96 32
( 3,2 3% 30 10 \
[ 4 min 4.106

g 4000000 20002 ]
[ 2 ¥ va W

e

CWICZENIE A. Zapisz na dwa inne sposoby kazda z liczb:

a) 90000 b) 32 c) 0,06 d) 400
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I—— Liczby, ktore mozna przedstawic w postaci
- s utamka %, gdzie [ i m s liczbami calkowi-
przyklady liczb wymiernych: tymil 1m # 0, nazywamy liczbami wymier-
nymi.
1 3% —_ U ""216
7 1 . . , . o 1
/ | i Y8 Liczbami wymiernymi sg wszystkie liczby
5,3) ¥ naturalne (0, 1, 2, 3, ...), wszystkie liczby
he calkowite (..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ...)
oraz ulamki dodatnie i ujemne.
Kazda liczba wymierna ma rozwiniecie dziesietne skonczone lub nie-
skonczone okresowe.

Przykiady L

1i = 1,024 31 = 3,409009... = 3,4(09) Rozwiniecie dziesietne
125 22 ulamka zwyklego otrzy-
3 4 3 mujemy, dzielac licznik
—%5 = -0,06 -15 = —-1,4444... =-1,(4) przez pianownik
Utamki zwykle mozna rozszerza¢ lub skracac¢, utamki niewtaSciwe
mozna zapisywac¢ w postaci liczb mieszanych.

Przykiady k
12. _3 _+11_ __8 _ 2 53 _ 56 _
?_2_12_1’5 0'08_100_25 25_ 210_ 2,6

Dwa ulamki mozemy porownac, gdy sprowadzimy je do wspolnego
mianownika lub do wspolnego licznika.

Przykiady k

= e 3., 2
a) Porownaj liczby a = = i b= =
a= 3 = 1> b= £ - 1 3 Sprowadzamy ulamki do wspolnego mianownika.
7 35 5 O
15 14 ) b Gdy ulamki maja ten sam mianownik, to wiekszy
35 & 35’ Wit W= jest ten ulamek, ktory ma wiekszy licznik.
b) Porownaj liczby a = L s
19 32°
a= 2.5 b = - - Sprowadzamy utamki do wspolnego licznika
19~ 5 32 - 64 prowe y ulke pomeg '
6 6 , b Gdy ulamki majg ten sam licznik, to wiekszy jest
57 © o4 VI 42 ten ulamek, ktory ma mniejszy mianownik.
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Porownywac¢ utamki mozna tez na wiele innych sposobow. Ponizej
przedstawiamy dwa z nich.

Przykiady

33"

a) Porownaj liczby a = 2 § j—dd

2
0o

a= 5 =25:69 = 0,362

= S5

Znajdujemy rozwiniecia dziesietne ulamkow.
b = 3 =14:33 = 0,424

0,362 < 0,424, wiec a<b

wl

Porownujemy rozwiniecia dziesietne.

b) Porownaj liczby a = 14 i h= 21

45 65°

a:b:14,21_14*63_26

| Obliczamy iloraz tych liczb i porownujemy
4565 45-21 27 °

go z liczbg 1.
% <1, wiec a<b

Przy zapisywaniu bardzo duzych lub bardzo matych liczb dodatnich

postugujemy sie czasem tzw. notacjg wykladniczg, czyli zapisem licz-
by w nastepujacej postaci:

n
_a: 10 .

liczba spétr]jajaca

potega liczby 10,
warunek 1 <a <10

n jest liczba calkowita

CWICZENIE B. Przypomnij sobie, jak mnozymy

-
II 10! = _1_L -0,1 liczby przez 10, 100, 1000, ..., a jak przez 0,1,
i 10 0,01, 0,001, ..., czyli przez potegi liczby 10.
II 10~2 = .-1-10—3 =0,01 Zapisz podane liczby, nie uzywajac poteqg.
1 . 106 . 10-3
II 10_3:W=0‘001 a) 8-10 5 ¢) 5-10 4
L b) 3,2-10 d) 6,75-10"
Przykiady k
Zapisz podane liczby w notacji wykiadniczej.
. 5 Przecinek powinien stangc¢ po pierwszej
530000 =5,3-10°
c o o o o cyfrze roznej od zera. Liczba kropek pod
_ _ i odpowiednimi cyframi wskazuje na to, jaki
0, 0 00 2 L=g,1s 10 powinien by¢ wykladnik.




\
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= = o = -

W ramce obok przypominamy de- ':
finicje pierwiastka kwadratowego e Dla a > 0: :
oraz ple.mgstkfi szesciennego. va=b, gdy b2=qip> :
Zauwaz, ze pierwiastek szescienny -
mozna oblicza¢ z dowolnej liczby, * Dla dowolnej liczby ¢ !
: . _ - !

a pierwiastek kwadratowy — tyl- Ye=d, gdy a3 = ¢ :

ko z liczby nieujemnej.

Niektore pierwiastki z liczb maja rozwiniecia dziesietne skonczone lub
nieskonczone okresowe, czyli sg liczbami wymiernymi. Na przyklad:

9 3 _ _ 3/ 1L _ 1 _
ZE =206 J121=1.1 ,/2? = 5 =0,333333...

Wiele pierwiastkow ma rozwiniecie nieskonczone i nieokresowe, czyli
jest liczbami niewymiernymi. Na przykiad:

V2 =1,41421356... V3 =1,73205080... v-10,2 =-2,16870288...

Wartosc¢ pierwiastka mozemy tez oszacowacC bez korzystania z jego
rozwiniecia dziesietnego.

Przykiady k

Znajdz dwie kolejne liczby catkowite, takie ze jedna z nich bedzie mniejsza,

a druga — wieksza od liczby /74.
Im wieksza jest liczba podpierwiastkowa,

V04 <74 <+/81 tym wieksza jest wartosS¢ pierwiastka.
Zatem:
8 <74 <9

CWICZENIE C. Podaj dwie kolejne liczby catkowite, miedzy ktoérymi na osi
liczbowej lezy liczba /74 - 10.

. , . . . 5
zada“‘31 i 1. Ktora z podanych liczb jest wieksza*
o = a) T}E CZy T?TQ" d) 3% czy 3,81 o) —% WAY —-%.—
b) % CZY % e) 2,55 czy 2,(5) h) —2% czy —-2,3
0) 15 czy 3 f) 1,43) czy 1,44 ) -0,3) czy -0,33

2. a) Podaj przykiad liczby wiekszej od % i mniejszej od %
b) Podaj przyklad liczby wiekszej od —0,8 i mniejszej od —+.
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3. Zapisz podane liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.
ﬂlm_ 5
"'I.Q'j -

S a=-3 b=22(52) c=25@25 d=-5 e=252 f=33%

4. W tabeli podano, jaka cze$¢ powierzchni USA stanowi pie¢ najwiek-
szych stanow. Ustal kolejnosc¢ tych stanow od najwiekszego do naj-

mniejszego.
CzESC
STAN POWIERZCHNI
USA
- 11
Alaska 63
Kalifornia 2—13-
Montana %
Nowy Meksyk %
7
Teksas m

B 5. Zlote dukaty regularnie bito w Polsce od czaséw Zygmunta Starego.
Zawartosc czystego ziota w tych monetach byta rozna. Uporzadkuj
dukaty z tabeli w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej zawartosci
czystego zlota w monecie.

Dukat Dukat Dukat Dukat Dukat
Zygmunta Stefana Jana Augusta I | Stanisiawa
Starego Batorego Kazimierza Mocnego Augusta
1530 r. 1580 r. 1650 r. 1717 1. 1766 r.
Amwarios. 346 346 344 343 343
e 357 353 349 350 349

6. Dopasuj podane liczby do odpowiednich punktoéw na osi liczbowej.

® @

P 3 & o E
0

(—%)2 —~0,(7) —~0,(70) (—%)3

7. Zapisz bez uzycia poteg:

a) 23 (%)2 (-1)5  (=7)° b) (1%)2 (43%—)3 ~1,22 —43
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8. Ktora z podanych liczb jest wieksza?

a) (-3)1 czy 3 d) 6,75 czy 6,77

g) (-1,1)* czy (-1,1)7
b) -9 czy (-9)* e) (2)6 czy (

Po

3

—

) w (D) e ()

3
¢) 19 czy (~1)° f) (1)3 czy (%)3 i) 0,7* czy 0,7°

p s e n 9. Podaj nazwy liczb:
1 9 12 12 18
\ 106 — milion (mln) 5 - 10 30 - 10 1000 - 10 0,001 - 10
! 5

|I 109 — miliard (mld) e e m— e — . ClekawoStka

{ 10'2 — bilion (bln)

II 103 — biliard (bld) Liczby o nazwach konczacych sie na ,lion” to potegi

: 10'8 — trylion liczby 10, ktorych wykladniki sg wielokrotnosciami

lI L liczby 6. Liczby te sg potegami miliona. Na przyklad:

" 10 — kwadrylion bilion to druga potega miliona 10¢ = (109)?

! 1030 — kwintylion trylion to trzecia potega miliona 108 = (105)3

‘I 10% _ sekstylion kwadrylion to czwarta potega miliona 10%% = (10°)*

i

| 1042 — septylion -

i

| 10*® — oktylion

', 105% — nonilion 10. Zapisz w notacji wyktadniczej liczby:

| 109 — decylion a) 234600 40700000  320mln 76 mld
II 105{]“ . Cen“’li[}n b) 711']]11 0,5 I’Iﬂl’l 60 ]llld 19,5 I'Iﬂd

=

-;c:,f“iiﬁ"f
¢) 0,02  0,0000503  0,00053 0,0000528

11. Podkres$lone liczby zapisz bez uzywania poteg.

a) Slonce to jedna z 2 - 10'! gwiazd naszej Galaktyki. Jest wielka kula
plazmy o $rednicy 1,39 - 10% km. Na powierzchni Stofica panuje tem-
peratura 5,5 - 10° °C, a we wnetrzu 1,55 - 107 °C.

b) Czerwone ciatka krwi maja ksztalt krazka o $rednicy 7,5 - 107° m.
W ciele ludzkim jest ich okoto 2,5 - 101,

12. Podkreslone liczby zapisz w notacji wykiadniczej.

a) Przez jeden Swiattowod mozna przekazac¢ 2,4 mld bitow w ciggu

sekundy. Odpowiada to 32 tys. rozmow telefonicznych odbywanych
jednoczesnie.

b) Rosliny produkuja olbrzymie ilosci
pytku. Co roku dab opuszcza 100 min
ziarenek pyitku, a kepke dzikiego szcza-
wiu az 400 min ziarenek. Ziarenka te
sq bardzo mate. Ich Srednica waha sie
miedzy 0,000015 m a 0,00002 m.
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AP

13.

14.

15.

16.

17.

Ktora z liczb jest wieksza?

a) 36tys. czy 4 - 10* ¢) 67 -10%* czy 6,8 - 10°
b) 357 mld czy 3,5 - 100 d) 254 - 108 czy 2,5 - 1010
Dla kazdej z podanych liczb znajdz dwie kolejne liczby catkowite, tak

aby jedna z nich byla mniejsza, a druga wieksza od tej liczby.

V11 V23 2+/50 V9 —/15 0,6 -v/30

Porownaj podane liczby.

a) 2410 i 5,8 0) 3Y7 i 6,1 e) ““f_l i -1,6
3

b) 370 i 4,5 & LY i 07 f) 1Y=900 i -2,3

Ustal, ktora z podanych liczb jest wieksza.

a) 2+/19 czy 6 c) V/7-2 czy 1 e) m—%—czy7
b) V69 -5 czy 3 d)%+mczy7 f) %+\/§CZV4
Podaj przykiad liczby a, ktora speinia warunek:

a) 7</a<8 b) < a<l ¢ 3<ja<3z d) z<Ja<sy

SPrawdz, czy umijesz

1. Ktéra z podanych liczb jest wieksza od 115_1 i mniejsza od 1,(456)?

A. 1,455 B. 1,46 C. 1,(45) D. 1,454

2. Ktora z ponizszych liczb jest mniejsza od 23—5?

A. 0,12 B. C. /=2 D. (2)

"9 625

3. Jezeli a=1,4), b=1,2%, c=+/2, d=1%,t0:

|-

A.a<b<c<d B.c<b<a<xd C.d<a<c<b D.d<c<b<a

- zadania uzupefniajgce 10-17, str. 41
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4 Dziatania na liczbach

ania kontrolne

A. Ustal, ile zer ma kazda z liczb:
a= 1000 - 7200 b=2500000:100 c=0,17-10000

B. Wyraz mase 2 kg 300 ¢ w gramach, dekagramach i kilogramach.

C. Dane sg liczby a = % oraz b = -'31 Oblicz:
a+b b-a % % a-b a:b b:a
D. Oblicz:
a) (2-4)-3=5 b) =15 +10: (=5) c) 5-(-1)2+(=2)3

E. Zaokraglij mase 72497,9628 t:

a) do setek ton, b) do dziesiatek ton, c) do czeSci setnych ton.

W

F. Literami oznaczono wyniki dzialan. Nie wykonujac doktadnych obli-
czen, wskaz te z nich, ktore sa liczbami wiekszymi od 500.

a=97,82+388,3 b=2274,8-1952,47 c=(>7>-527)-11,5

Niektore dziatania na liczbach mozna wy-

konywa¢ w pamieci. Szczegolnie fatwe jest 0.054 - 10 000 = 540
mnozenie i dzielenie przez 10, 100, 1000, ...
Wystarczy dopisac lub usung¢ odpowiednie
zera albo wstawic¢ lub przesunac¢ przecinek.

19,7 : 1000 = 0,0197

Tego typu dziatania wykonujemy przy przeliczaniu jednostek.

Przykiady k
1
37540g=37540mkg lg:ﬁkg
0,65 m? = 0,65 - 1000 dm? = 650 1 1 m? =10%dm? = 1000 dm?
. 18 7600 1 h 1s=-1-h
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Obliczajac wartosci wyrazen arytmetycznych, nalezy w prawidiowy
sposob przeksztalcac liczby, poprawnie wykonywac dzialania i nie za-
pominac o regufach kolejnosci wykonywania dziatan.

Ponizej przedstawiony jest fragment pracy, w ktorej uczen popelnit
rozne biedy.

Y - popraw

by O 2 0,6 =+ 6%4  popraw

52
l
|
s
i

':T =l ] = N4 . 4 = 40 popraw

T IF 1. 1 J g B 128 _ 41
d) b-5:45=5:%5=53=% =13 popraw

i

CWICZENIE. W kazdym przykfadzie uczen w jednym miejscu popetnit btad.
Wskaz to miejsce.

W ponizszych przykiadach pokazano poprawne obliczenia.

Przykiady
1—(31)2=1—(3)2=1—“‘9=‘45=—11l b
2 2 1 =72 1

0,24:0,6=24:6=0,4

12-41 ,_ 29 . _ .29
a1 =73 —l=-13
7 741 7 7..21 7 7 5 7 1_e21 5 .16
e~ 15 45=315 "' 3 =215 "I 21 =°15 "9 -°45 45~ °15

Gdy wykonujemy dzialania na liczbach naturalnych lub utamkach
dziesietnych, mozemy korzysta¢ z algorytmow dziatan pisemnych,
ktore przypominamy ponizej.

2.1
2,097 720,3 98,9 9.4 :36=97,4: 3b
+ 9.0 - 68.7 % 1,23 72
11,947 691,6 1799 292
1170 252
289 ot

71955
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W zyciu codziennym podawanie dokladnego wyniku obliczen nie za-
wsze jest konieczne, czasem wystarczy wynik oszacowac.

Przykiady

4672 + 5672 > 10000 |
34 - 25,892 <9 |
147,2 - 36,11 < 6000
6789 : 985 > 6 |

b,

4672 + 5672 to wiecej niz 4500 + 5500 = 10000
34 - 25,892 to mniej niz 34 —25=9
147,2 - 36,11 to mniej niz 150 - 40 = 6000

6789 : 985 to wie¢cej niz 6000 : 1000 =6

< 1. Dane sg liczby a=347,6, b=7,391, ¢ =0,0452. Oblicz:

a) 1000a b) a: 100 c) a-0,1
b-100 b:1000 b - 0,001
c-10000 c:10 c 0,01

d) a:0,01
b : 0,001
¢ : 00,0001

! 8/4

rh,____ L f
S

S _—

2. a) Wyraz w metrach:

205km  75,5cm 30500 mm

1 cm =10 mm
1 m=100 cm

1 km = 1000 m

b) Wyraz w dekagramach:

1 t=1000 kg
120g  1,15kg  0,0002 t

3. a) Wyraz w arach:
7,5ha 3000 m? 1 km?

b) Wyraz w metrach kwadratowych:
300 cm® 0,6 ha

1 ha = 10000 m*
1 ha=100a
1 a=100 m-

1 km? = 10° m*

-y
~ /4]

0,75 a 2

_---------_

4. a) Wyraz w decymetrach sze$ciennych:
8,51 5 m? 2000 cm?
b) Wyraz w litrach:
0,5dm?® 15tys.hl 0,06 cm?
¢) Wyraz w centymetrach szesciennych:
6 dm? 0,2 hl 2 cl

d) Wyraz w metrach szeSciennych:
0,007 km® 1000 cm? 700001 .
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>. a) Wyraz w metrach na sekunde:

km km km cm
150 = 0,07 =5~ 50 5~ 120 ——
N b) Wyraz w kilometrach na godzine:
=" m km m m
30 % 125 == 10 < 25 -
RS A ) -.".L 4 6. Lech, Czech i Rus zjedli obiad
POLSKA [ ﬂI W R w Jadlodajni Polskiej. Zamowili trzy
{ RS N zurki, jeden kotlet schabowy, dwie
Zich 370 ' porcje gotabkow i dwie porcje pie-
wasnica 4,7 | ‘. - . .
— { T é;. rogow. Koszfanu Ubla,du post:{no—
(ot schabony 9,80 1 i . wili podzieli¢ sie po rowno. Spojrz
Bl z iy 6,608 AT Q na cennik znajdujacy sie obok i ob-
SN licz, ile zaptacil kazdy z nich.
/. Oblicz:
1 2 2 4 3
s 6 2z 3 3 5 L, 4 3., 5.6
2- 3 2 3 2 10 I 5 '3
4 2 5 2 3
8. Wykonaj obliczenia (postaraj sie liczy¢ w pamieci).
Q) 21-7 -18+6 -14-(-23) e 55 2-5 (-5)-(-3)
b) 6-7 -8-(-9) -75:3 f) £:3 3:3 -2:3
3 2 9 6 -4 5
C) §+2§ 5ﬁ+ﬁ 17+2? g 0,8+04 1,2-0,7 2,1-3
1 1 4 1 ;
d) 10- 3 12 -= 3=5-4 h)03-2 1,6-(-3) 04:2
9. Oblicz:
/ . 1
a) 1% - (-6) f) -1,5: (-23) k) 17,21 20,03
1 1 3 1
b) —1§ -2§ g) _13+7§ ) 12,5+ 3,75
D, . - . : (=
C) —11 : 8 h) -28 o m)-0,82 - (-0,3)
d) 1% - 0,5 i) —3,7+4,5 n) 0,7 - (-0,92)
2\ 15.__,

¢ e) 525: (-13) ) —13;1-2,5 0) -0,75-15
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10. Oblicz (pamietaj o wlasciwej kolejnos$ci wykonywania dzialan):

a) ~4-(-2-11) o -11-12:(-6) o) 121, B
b) -7+2 - (=5) d) -8-5-(-4)—4 - (-6) f) —1_14—9 B 6:312
11. Oblicz:
0 3+3:(-8)+(18) 0 (2-3)' - (32-,12)
_1 3
" (22:0),63‘8'57" o [(-5) :5] -(3-13)
o (3+2):(1-3)+ 0 16+ 75— 502

B 12. a) Srednia dlugo$¢ kroku Iwony wynosi 60 cm. Ile krokéw wykonata
Iwona podczas spaceru o diugosci 2,8 km?

b) Cena 1m?* dzialtki rekreacyjnej wynosi 22 z1. Ile kosztuje dzialka
o0 powierzchni 15 arow?

¢) W Polsce produkuje sie okoto 4000001t jaj kurzych rocznie. Jedno
takie jajo wazy okolo 55 g. Ile jaj jest co roku produkowanych w Pol-
sce? Wynik podaj w mld sztuk.

d) Jezioro Sniardwy ma powierzchnie 10660ha, a Morze Kaspijskie
ma powierzchnie 371 000 km?. Ile razy wieksze jest Morze Kaspijskie
od jeziora Sniardwy?

e) W opakowaniu znajduje sie 50 drazetek witaminy C, a kazda wa-
zy 0,1 g. Ile opakowan mozna wypelni¢ zapasem drazetek o wadze 1 t?

13. Najwiekszy znany naukowcom wieloryb mial mase 190 t. Najwieksze
dinozaury osiggaly % tej masy, a rekordowo wielki ston byl dziesiec
razy lzejszy od najwiekszych dinozaurow. Oblicz mase najwiekszych
dinozaurow i stonia rekordzisty.

14. Rozlewamy 1,5 litra soku do kolejnych szklanek o pojemnosci 0,2

litra. Szklanki wypelniamy tylko do 5 ich pojemnosci. Ile szklanek
w ten sposob napetnimy?

I

15. Przepisy kulinarne podaja, ze pojemnosc 1 fi-
lizanki jest rowna pojemnosci 16 1yzek stolowych,
a 11yzki stolowej — 3 lyzeczek do herbaty.

a) Ile tyzeczek do herbaty mieSci sie w filizance?
b) Jaka czesc filizanki zajmuje 6 tyzek stolowych
cukru?

c) Ile tyzek stotowych maki trzeba wsypac do fili-
zanki, aby wypelni¢ § jej pojemnosci?
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16. Na Swiecie okolo miliarda os6b moéwi po an-

. 5
Stagy Zjednoczona 18 gielsku. W tabelce obok podano, jaka czeS¢ tych
Wielka Brytania % 0sOb mieszka w czterech wybranych krajach.
1 a) Jaka czesc¢ ludzi mowigcych po angielsku miesz-
Kanada 6 ka poza wymienionymi krajami?
volika _% b) Ile razy wiecej os6b moéwiacych po angielsku
i mieszka w Kanadzie niz w Polsce?
17. Najpierw oszacuj warto$¢ wyrazenia, a nastepnie wykonaj rachunki
sposobem pisemnym.
a) 14,3 +10,57 + 0,29 c) 16,52 - 2,1 e) 5,424:0,12
b) 5,49 - 3,082 d) 0,304 - 5,02 f) 14,07 :3,5
18. Oszacuj wyniki dziatan. Jakim znakiem: < czy > nalezy zastgpi¢ * ?
a) 0,756 +6,824 * 7 d) (1,875)* * 4
b) 1832 - 1,9 * 4000 e) 3,76 - 74,1 * 300
c) 320:8,1 * 40 f) 4,99 + 8,60 + 84,7 * 100
19. Nie wykonujac obliczen, wyjasnij, dlaczego prawdziwe sa nierownosci:
a) 11,4 -(9,85+6,73) > 150 ¢) (58,36 -49,5) - (7,82+61,4) <700
b) (773 -156):143 >4 d) 61,2:9,7+120:18,7 > 10
20. Nie wykonujac doktadnych obliczen, oszacuj, ktéra z podanych w ram-

ce wielkosci jest najblizsza dokfadnej odpowiedzi.

a) Kolej Transsyberyjska to najdiuzsza linia kolejowa na Swiecie. Trasa
z Moskwy do Wiladywostoku ma 9259 km. Pocigg osobowy pokonuje
ja w ciggu 6 dob i 4 godzin. Ile kilometrow przejezdza w ciggu doby?

okoto 1000 km okoto 1500 km okolo 2000 km

b) Wycieczka do Egiptu dla jednej osoby
kosztuje 2450 zi. Wyobraz sobie, ze masz
milion ziotych 1 calg kwote wydajesz na
taka wycieczke dla znajomych. Ile osob
moglibys zaprosic?

nie wiecej niz 200
wiecej niz 200, ale mniej niz 400
wiecej niz 400
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21. Kupon Mini Lotto z jednym wypelnieniem kosztuje 1,25 zi. Kupon
mozna wypelni¢ na 850 668 sposobdw. Ile pieniedzy potrzeba na ku-
pony ze wszystkimi mozliwymi wypelnieniami?

okoto 100 tys. zt okoto 1 min zt okofo 10 min zt

SPrawd:z, czy umijesz

1. Szkolna sztafeta ptywacka sklada sie z 6 zawodniczek, z ktorych kazda
plywa na takim samym dystansie. Na ostatnich zawodach sztafeta uzy-
skata czas 2min 29,4 s. Jaki byl przecietny czas jednej zawodniczki?

A. 54,98 B. 24,95 C: 998 D. 5,4s

2. Niech symbol @ oznacza % liczby a, natomiast symbol | a | niech ozna-
cza % liczby a. Liczba @ — 12| jest rowna:

A. [ 4 B. (4) C.[7] D. (7)

3. Ktora nierownosc¢ jest prawdziwa?

A. 16,49+ 12,76 > 30 C. 9,687 - 52,9 < 529
B. 0,769+0,31 <1 D. 100,201 - 4,01 <400

- zadania uzupefniajace 18-42, str.41-44

5 Dziatania na potegach i pierwiastkach

Pytania i zadania kontrolne
A. Oblicz:
2 i - , | .
23 . 53 (0,12) 32.3> 83:43 0,5%:0,5°

B. Dana jest liczba a = 1,2 - 10°. Zapisz w notacji wyktadniczej liczby:
a-103 a: 103 24 20a a’ .

C. Wylacz czynnik przed znak pierwiastka:
V8 V75 72 y24 Y~128
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W ramce obok zapisano rowno- s l
Sci (tzw. prawa dziatan), z kto- am . gn — gmen
rych mozna korzysta¢, wykonu-
jac obliczenia na liczbach zapisa- amn
“m =0a n d]
a” aa#o

nych w postaci poteg.

Uwaga. Rownosci te sg spelnione, gdy
wartosci poteg po obu stronach sa

okreslone. Na przyklad liczba 0° nie (@-b)t=qgn.pn
jest okreSlona, wiec w réwnosciach,
w ktorych pojawia sie zapis a”, trzeba (g)n = -E-f—:- dla b + 0

zalozy¢, ze liczby a oraz n nie moga
by¢ jednoczesnie rowne 0.

Przykiady k
715 . 78 B 715 +8 B 723 _ 3 32 .68 B 32_(2,3)8 B 32 .98 . 38 _ 96
720 720 720 4.(35°  22.310 — 22.310
311D 45 . , . ;
(22) ___22 = DA5-1 D44 Bb_84:8£.84_84___64_84_84:63_84
.05.81-06.02 — 08 54458 _5-5%45% _6.5% 5% _ 5V
9:9°:81=9°-9=9 61 G2 - 64 _53_(6)
Przykiady L
Przedstaw w notacji wykladnicze;j:
675 -10° =6,75 - 10% - 10° = 6,75 - 107
0,032-10%=3,2-102%-10%=3,2-107°
S 6,105 : 5 - :
2 =20 1 =28-1077 =2,8 107
4,510 + 310" =450 - 1013 + 3 - 103 =453 - 1013 =4,53 - 101
™ = = - - —
W kolejnej ramce zapisano prawa -
dzialan na pierwiastkach. va-b=.a.p
3/
Uwaga. Podobnie jak w wypadku praw va-b=3/a- ip
dzialan na potegach, rownosci te sga spel- a =
nione, gdy pierwiastki w nich wystepu- \/gz f/% dla b+ 0
jace sa okreSlone. Na przykiad liczba S
. " : ) 3 (A _ 3/a
wystepujgca pod pierwiastkiem kwadra \/; =3 dla b+0

towym musi by¢ nieujemna.



Przykiady k
V50=+v25-2=25-2=52 (2v/5)2 =22 (\/5)2=4-5=20

456 _3/38 . g- (F+1) V=22, -2, 2

s\fs By Fugya 3V = 3 2= /33 7=37

63“‘a 1. Zapisz w postaci jednej potegi:

ot a (22 wmistine 0@ ) (2) -7

2. Oblicz:
42
a) 94: (3%)° b £ c) (25,—;) d) 92._' 3 4

27

7
3. Czworo uczniow rozpoczelo obliczanie wartoS$ci wyrazenia (%) “ 2. 50

Czy wszystkie ich przeksztalcenia sg poprawne? Jaka jest wartoSc¢ tego
wyrazenia?

GERFHRE AL

@ ;56.-.04? Astclodlogrdst L

4. Upros¢ wyrazenia:

125-15

93 . 44 ) (85 . 43)%. 252
33 . 54 €

610 104 . 210

(35) 64 0,253 : o 53 642 . 364

a) C)

5. Upros¢ wyrazenia:

o 37438 312
a) g b)

211 ¢ P12

614
315.— 313
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6. a) Milion kwadrylionow — ile to miliardow? ~ __ __ o
b) Bilion trylionow — ile to milionow? Ty
c) Miliard do kwadratu — ile to bilionow?

milion — 10°
miliard — 10?

|

]

i

i

| 1 12

/. Przeksztal¢ iloczyny i odpowiedz: lI bilion — 10
i
1
1
[

a) 2,5-10% — ile to milionow?
b) 3,9 - 10! — jle to miliardow?
¢) 7,28 - 101> — ile to bilionow?

tr}rh{)ﬂ — 1018
kwadrylion — 102

8. Zapisz podane liczby w notacji wykladniczej.

a) 357 - 10* ) 0,013 -10% e) 5,2-1020.3,5.101
. 105 10-3 1,25 - 1018
b) 25,3 - 10 d) 27,510 f) it

9. Wykonaj obliczenia, wyniki zapisz w notacji wykltadniczej.

a) Powierzchnia skrzydel muchy wynosi
1,2 - 10~ m?, a skrzydel Boeinga 747 B —
510 m?. Ile razy skrzydla Boeinga sa wiek-
sze od skrzydel muchy?
b) Wirus ospy o wielkosci do 2,5 - 10~ m
jest jednym z najwiekszych wirusow. Naj-

mniejsze wirusy sa od niego 25 razy mniej-
sze. Oblicz ich wielkoSc¢.

Q\ =

O;
00

Sizk

CY
-

10. Oblicz i zapisz wynik w notacji wyktadniczej.

& a) 1,27 -10°+9,8 - 106 c) 6,25-10M +3,75- 1013
p3! %" _
L= b) 2,7 - 105 +5,3 .10 d) 8,5 107 +10°

11. Zapisz w jak najprostszej postaci:

2) 2./5+/5 ) (2-;;’3)2
b) 37 -8 f) 537-2,5v7
e O 6J5-545 g) 2¥10- Y10
il d) (2+/3)2

12. Wylacz czynnik przed znak pierwiastka.

a) V12 b) /20 c) /50 d) /180 e) /16 f) 2000



13. Zapisz w postaci a+/b, tak aby liczba b byla jak najmniejsza liczba

naturalna.
a) V2 /6 ¢) 710+ 35
b) 23 - 18 d) /50 ++/2

14. Oblicz:

a) V243 d) Y10 - 30,1

DINFEENE o) 322 \f
“15. Ktéra liczba jest wieksza?

2 3VZ zy 25 b) 3L cay

I - N N O O O O S a .

2 _.2-y3 _2J3 wiastkéw z mianownika.
V3~ V3-v3 3 |
.n 3 5
e e A e e e e e a)ﬁ b)ﬁ

e) v/300-23

232 —24/8 -

g) ¥=9.3
Y128
J-2

3¥-0,5 - V4
V16

h)

i)

¢) 310 czy V13

16. Przeksztal¢ wyrazenia tak, aby pozby¢ sie pier-

. 53
_3_ 2~

SPrawdz, czy umiesz

1. Ktora z podanych liczb jest r6zna od 2°1?

A. 220 4 220 B. (27)° C.23.27
2. Liczba 25 -10° -5 - 10° to:
A. 125 min B. 1250 min C. 12,5 mid
3. Ktdéra rownos¢ jest nieprawdziwa?
AT 0 BAEVE <3 CoVE -

&nf

1 52
D.5-2

D. 125 mld

D,iz»f) = 144

4. Ktéra z podanych liczb jest rowna 2+/37?
A. V18 B. V6 -3 C. VI8

- zadania uzupetniajace 43-53, str. 44

D. v27-+3



Przed klasowkg

1. Ile wynosi suma trzech liczb zapisanych w ramce? CLXXIV
A. MMMCCLXXX C. MMMCCLXXXVIII DLX
B. MMDCCCXC D. MMMCCXC MMDLVI

2. Wiadomo, ze a:7=12 reszta 6. Jaka jest reszta z dzielenia liczby a
przez 5?

A. 0 B. 1 C.3 D. 4

3. Ile dzielnikow pierwszych ma liczba 7007
A. 1l B. 2 C. 3 D. 4

4. Czy to prawda, ze jesli pewna liczba jest podzielna przez 10 oraz jest
podzielna przez 15, to jest podzielna przez 150? Wybierz odpowiedz ,tak”
lub ,nie” oraz jej uzasadnienie sposrod zdan od A do D.

(1) Tak, poniewaz... 1D Nie, poniewaz...
A — ...jesli liczba jest podzielna przez a i przez b, to jest podzielna przez
a- b.
B — ...liczba parzysta i nieparzysta nie majg wspolnych wielokrotnosci.
C — ...na przykiad liczba 300 dzieli sie przez 10 i 15 oraz dzieli sie przez 150.

D — ...na przyklad liczba 180 dzieli sie przez 10 i przez 15, a nie dzieli si¢
przez 150.

5. Jakimi liczbami nalezy zastapi¢ kwadraciki?
a) Predkosc swiatta w wodzie wynosi: 225 000000 % =2,25+10
b) Srednica wirusa grypy typu B wynosi okoto: 0,00000012m=1,2 - 10. m.

¢) Srednica atomu helu wynosi okoto: 0,00000000006 m = 6 - 10. m.

“m
.Sl

- : : P - K . o ] L. . ; - 1
6. W ktorym z podanych zestawow liczb jest najwigcej liczb wigkszych od 57?

: : g 2 942 3\ 2
AR E W @0

7. Pewne boisko pitkarskie ma wymiary 100 m x 60 m. Pole powierzchni tego
boiska jest rowne:
A. 6 km? B. 6 ha C. 60 a D. 6-10* m*®




8. Kot przesypia Sredm0 doby, a pies 16 doby. O ile godzin diuzej od psa
Spi kot w ciggu tygodma'?

A. 0 % godz. B. o -i% godz. C. 0 2 godz. D. o 14 godz.

9. Cal i jard to jednosth dlugosci czesto uzywane w krajach anglosaskich.
Wiedzac, ze 1 cal = 36 jarda = 2,54 cm, ustal, jakimi liczbami nalezy zastgpi¢
kwadraciki.

a) 2 jardyi5 cali=" cali c) 0,5 cala=" mm

b) 200 cali = " cm d) 20 jardéow = ' m

10. Od dnia urodzin Karola uptyneto 3600 dni, od dnia urodzin Krystiana —
500 tygodni, Marcin ma juz 125 miesiecy, a Mateusz wtasnie skonczyt 10 lat.
Oszacuj, ktory z tych chiopcow jest najstarszy.

A. Karol B. Krystian C. Marcin D. Mateusz

11. Warto$¢ wyrazenia 45 —15:1,2- 31 jest rowna:

: 1 11 5
A. 1—3 B. 21—5 C. 52— D. 36

12. Czy ponizsze zdania sq prawdziwe?

a) Liczba (37)° - 3 jest rowna liczbie 38 - 37, TAK/NIE
3
b) Liczba 27,5 jest 4 razy wieksza od 8. TAK/NIE
16
¢) Liczba 125 - 5% jest 5 razy mniejsza od liczby 3 2 S TAK/NIE

13. Ktore z podanych wyrazen ma najwiekszg wartosc?
A, /T7=+/T2 B. /63 + /28 c. A0 eSS D. \/‘%1;2\/?

14. Przyjrzyj sie rysunkowi. Z kloc-
kow o wymiarach 45 mm X 84 mm X
x 20 mm ukladamy dwie wieze w spo-
sOb pokazany na rysunku. Ile co naj-
mniej klockéw potrzeba do ulozenia ek
obu wiez, aby ich wysokosci byly jed-
nakowe? Jaka wysokos¢ miatyby tak 84 mm ;
utworzone wieze? 45 mm
L Vo0mm | /20 mm

45 mm 84 mm
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Zadania uzupeiniajace

1 IR | S E — I E —

System rzymski

+ 1. Zapisz w systemie rzymskim liczby:
492 1319 2047 3924

» 2. Odczytaj, jakie to liczby:
DCCXIV CMLXXX MDCCX MCMLIX

» 3. a) Zapisz najmniejsza z liczb, w kto-
rej zapisie uzyte sg wszystkie symbole
zapisu rzymskiego.

b) Zapisz liczbe, do zapisu ktorej trzeba
uzyC¢ mozliwie najwiecej symboli uzywa-
nych w systemie rzymskim.

-~ -~ Ciekawostka

Wedlug zasad zapisywania liczb w sys-
temie rzymskim najwieksza liczba, jaka
mozna w nim zapisac¢, to MMMCMXCIX,
czyli 3999. Aby zapisywac liczby od niej
wieksze, Rzymianie uzywali poziomych
kresek. Kreska umieszczona nad liczbg
oznaczala, ze liczba jest 1000 razy wiek-
sza. Na przykiad:

Vv X M
5000 10 000 1 000 000

4. Przeczytaj ciekawostke. Zgodnie z po-
danymi zasadami zapisz liczby:

5049 10336 1000111

WiasnosSci liczb naturalnych

5. Ktore zdania sa prawdziwe?

@Liczba podzielna przez 2 i przez 3
musi by¢ podzielna przez 6.

(2) Liczba podzielna przez 5 i przez 10
musi by¢ podzielna przez 50.

(3) Liczba podzielna przez 2 i przez 4
musi by¢ podzielna przez 8.

(4) Liczba podzielna przez 10 i przez 9
musi by¢ podzielna przez 6.

6. a) Uzasadnij, ze liczba podzielna przez

6 1 przez 7 jest wielokrotnoscia 42.

b) Uzasadnij, ze liczba podzielna przez
12 i przez 21 jest wielokrotnoscia 14.

7. Czy liczba a jest dzielnikiem liczby b?
Czy liczba a jest dzielnikiem liczby c?

a) a=2%-3%:5 b) a =900
=234 hi=23 - 30 5¢
c=25.36.53,72 c=28.36.53

Ciekawostka

W rozkiadzie liczby na czynniki pierw-
sze niektore czynniki czasem sie powta-
rzaja. Mozemy je zapisa¢ w postaci po-
tegi, a pozostate czynniki potraktowac
jako potege o wykiadniku 1.
Tak zapisany rozkiad na czynniki
pierwsze pozwala obliczy¢, ile dzielni-
kow ma dana liczba. Mozna bowiem
udowodnic, ze tych dzielnikow jest tyle,
ile wynosi iloczyn wykladnikow po-
wiekszonych o 1.
Na przykiad: aby obliczyé¢, ile dzielni-
kéw ma liczba 5880, zapisujemy jej
rozktad na czynniki pierwsze i obli-
czamy odpowiedni iloczyn:
5880 =2%-3!.51.72
3+1)-(1+1)-(1L+1)-(2+1)=48

Liczba 5880 ma 48 dzielnikow.

8. a) Wypisz wszystkie dzielniki liczby 36.
Policz, ile ich jest. Sprawdz, czy metoda
opisana w powyzszej ciekawostce da ten
sam rezultat.

b) Ustal, ile dzielnikow ma liczba 600.
¢) Ktora z podanych nizej liczb ma wie-
cej dzielnikow?
gd=2°s7° < 11°
h=3%:5"-7.13:19

%9, Reszty z dzielenia przez 5 liczb na-

turalnych a, b, ¢, d wynosza odpo-
wiednio: 1, 2, 3, 4. Wykaz, ze suma
a+b+c+d jest liczba podzielna przez 5.



Porownywanie liczb

- 10. Zapisz ponizsze liczby w kolejnosci

od najmniejszej do najwiekszej.

a=-0,79 b=-0,79) ¢c=-0,8 d=-0,7

» 11. Zapisz podane liczby w kolejnosci
od najmniejszej do najwiekszej.

_12 4 3 > =32

5 =8 C o F

L 6

12. Nie wykonujac dziatan, uporzadkuj
liczby od najmniejszej do najwiekszej.

i 9,6 8,9 8,9 9,5

1
9,5 8,9 96 89 89

=

~» 13. Zapisz podane liczby w notacji wy-

ktadniczej.
a) 28 min ¢) 0,25 min
b) 350 mld d) 0,061 mld

14. Zapisz w notacji wyktadniczej:

a) dlugos¢ odcinka milion razy krot-
$zego niz 2 cm,

b) liczbe 1000 razy mniejszg niz 0,32.

15. Korzystajac z podanych przyblizen,
zapisz przyblizenia podanych liczb.

V2 =1,4142 +/3=~1,7321 /6 ~1,8171

V6
a) 6242 C) W+2’2
b) 10v/3-1 d) —/3-6,3

16. 1le jest liczb naturalnych n spelnia-
jacych podany warunek?

a) Vi1l <n<+40 ¢ «/111<n<+/230
b) V28 <n< 75 d) /420 <n <+/970

» 17. Znajdz dwie kolejne liczby catko-
wite, miedzy ktorymi na osi liczbowej
polozona jest liczba:

a) /105 +7 c) 6-+/79
b) v/30-10 d) -5- /992
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Dzialania na liczbach

~» 18. Oblicz:

a) 37,82:0,1
b) 0,01 - 605,12

¢) 4972,5 - 0,001
d) 0,075 :0,0001

» 19. Wyraz podane wielkosci w jednost-

ce wskazanej w ramce.

a) | m 0,07km 5lecm 25,5c¢m
b) | cm 2,3m 0,0754km 2,2mm
¢) | kg | 0,06t 25dag 3500¢g
d) | ha| 200a 2km® 10°mm?

- 20. a) Wyraz w metrach na sekunde:

28 g0

Cin
s 150 tnin

b) Wyraz w kilometrach na godzine:

6 1205 80 ——
- 21. Wykonaj dzialania:
a) —4- 23 f) 0,24 :(-0,4)
b) -31:11 g) 22 -(-0,5
0 2%:(-13) h) -2,3-3
d) -1,21 +5,1 i) -3,75:(-17%)
e) -3,2-(-0,2) ) o3:(-07)

22. Znajdz liczbe:

a) o S% mniejszg od —25,

b) 4 razy wieksza od 31,

C) stanowiaca % liczby 15%.
d) stanowiacg 0,75 liczby %

23. a) 0,01 godz. — ile to sekund?

b) 0,1 doby — ile to minut?

¢) 3 godz. 6 min — ile to godzin?

d) 4 godz. 30 min — jaka to czesSc doby?
e) 1500 s — ile to minut?

f) 3 godz. 3 min 3 s — ile to minut?
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24. Utamki, ktorych licznik jest rowny 1
nazywamy egipskimi. Zapisz jako sume
roznych utamkow egipskich liczby:

a) 2 b) 1 ) 0,7 d) 13
25. Oblicz
a) iz d) 1133
i 2l .2
3 6 4
1. 5 1 11
2 6 s o2
b) : e) 372
3
1 1
3 2 7
C) —1 f) =%
a 72003
19
26. Oblicz

e) (1%)2 (-3 -1,9°- 3

B 27. a) Gestosc zaludnienia w Polsce wy-
nosi 124 osoby/1 km?. Ilu Srednio Pola-
kow zyje na 1 ha powierzchni kraju?

b) Pole o powierzchni 14,63 ha podzie-
lono na 16 jednakowych dzialek rekre-
acyjnych. Ile arow ma kazda z nich? Wy-
nik podaj z dokladnoscig do 1 m®.

¢) Plony burakow cukrowych w Polsce
w 2012 roku wyniosly 636 g/ha. Ile ki-
logramow burakow cukrowych zbierano
zatem z 1 ara pola? (1 g =100 kg).

Uwaga. Skrot g oznacza kwintal.

28. Pizze podzielono na jednakowe ka-

waltki. Dwa kawatki to % pizzy. Jaka

czeS¢ pizzy stanowi 5 kawatkow?

29. a) W 100 g szpinaku jest 3,9 mg ze-
laza. W ilu kilogramach szpinaku jest
3,9 g zelaza?

b) W 3 hl wody nalezy rozpusci¢ 11
srodka owadobadjczego. Ile mililitrow
srodka nalezy rozpusci¢c w 3 [ wody?

¢) Jeden mililitr rteci wazy okolo 13,5 g.
Ile ton wazy 1 hektolitr rteci?

B 30. a) Ustal, ile metrow szesciennych

ma 1000 arkuszy blachy, kazdy w ksztal-
cie prostopadioscianu o wymiarach:
2mm X 120 cm x 15 dm.

b) W 1 cm® mieS$ci sie okoto 250 ziaren
piasku. Oblicz, ile ziaren piasku wypeini
pokoj o wymiarach 5m X 4m x 3 m. Wy-
nik zapisz w notacji wykiadniczej.

31. W tabeli podano kursy walut odno-
towane pewnego dnia.

€ $

4,2662 z1 3,8625 zt

4,8643 7t 3,3394 zi

Ile ztotych trzeba bylo tego dnia zapta-
cic za:

a) 1000 dolarow,
b) 50 euro,

¢) pot funta,
d) 500 jenow?

32. Stas zarobil pewna kwote pieniedzy.
Za % tej kwoty kupil piyty, % pozosta-
fej kwoty wydal na ksiazki, reszte wrzu-
cit do skarbonki. Jaka czes¢ zarobionych
pieniedzy znalazla sie w skarbonce?




33. Drukarnia Betext za wydrukowanie
1000 egzemplarzy pewnej ksiazki zapro-
ponowata cene 5540 zI. Za wydrukowa-
nie 2000 egzemplarzy tej ksiazki trzeba
zaplacic 7920 zt. O ile mniejszy jest
koszt wydrukowania jednego egzempla-
rza ksigzki przy wiekszym nakladzie?

Ciekawostka

Rodzaj papieru, na ktorym drukowane
sq ksiazki, a takze rodzaj kartonu na
okladki okresla sie, podajac ich grama-
ture. Na przykitad papier w tej ksiazce
jest 70-gramowy, a okladka 250-gra-
mowa. Oznacza to, ze 1m* arkusza
papieru, na ktorym wydrukowano te
ksigzke, wazy 70g, a 1 m* arkusza kar-
tonu na okladke wazy 250 g.

34. Przeczytaj ciekawostke. Stukartko-
wy notatnik wykonany jest z papieru 90-
-gramowego. Jedna strona notatnika ma
powierzchnie 500 cm?®. Ile wazy notat-
nik? Ile wazylby, gdyby go wykonano
Z papieru 70-gramowego?

B 35. Przepisy gry w pilke nozng sformu-
fowano w Anglii, dlatego wszystkie odle-
glosci i wymiary byly podane w jednost-
kach anglosaskich, tzn. stopach i jardach
(1 stopa = 30,48 cm, 1 jard = 3 stopy).

a) Bramka ma szerokosc¢ 8 jardow i wy-
sokosc¢ 8 stop. Pole karne jest prostoka-
tem o bokach 44 jardy i 18 jardow. Podaj
wymiary bramki w centymetrach, a wy-
miary pola karnego w metrach.

b) Punkt, z ktorego wykonuje sie rzut
karny, jest oddalony od bramki o 11 m.
Gdy zawodnik wykonuje rzut wolny,
gracze druzyny przeciwnej musza stac
w odleglosci co najmniej 9,15 m od pitki.
W pierwotnych przepisach te odleglosci
podane byly w peinych jardach. Ile jar-
dow wynosily te odleglosci?
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B 36. Skrupuly i luty to dawne jednostki

masy.
1 skrupul =1,056 g

1 tut = 12 skrupulow

a) Pani Wiestawa wazy 58 kg, a pani Ja-
dwiga wazy 77,8 kg. O ile wiecej skrupu-
fow ma pani Jadwiga?

b) Pan Jan powiada, ze zona to jego
szczescie i to szczescie ma 5000 tutow.
[le kilogramow wazy zona pana Jana?

37. Zapisz za pomoca szesciu réznych
cyfr i przecinka liczby: jak najmniejsza
i jak najwiekszg, ktorych zaokraglenia
do czesci dziesigtych rowne sg 1,4.

“38. Wynik pomiaru zapisano za po-

moca liczby majacej 5 miejsc po prze-
cinku (ostatnia z zapisanych cyfr nie jest
zerem). Po zaokragleniu otrzymano 1.
Ustal, jaki mogl by¢ najwiekszy, a jaki
najmniejszy wynik pomiaru, jesli zaokra-
glano go do czesSci:

a) dziesiatych,

b) setnych.

39. Czy mozna wybra¢ takie liczby a
ib,aby a>523 i b<470 oraz:

a) iloraz b :a byt liczbg wiekszg od 1,
b) réznica a-b byla liczba wieksza
od 60,

¢) suma a+ b liczb byla liczba ujemna,

d) iloczyn a -b byt liczbg wieksza od
1 miliona?
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40. Prostokaty A, B i C maja wymiary:
A: 1248 m x 20,691 m,

B: 31,37 m x 4,232 m,

C: 79,842 m x 3,825 m.

a) Oszacuj, czy suma obwodoéw prosto-

katow A i B jest wieksza od obwodu pro-
stokata C.

b) Oszacuj, czy suma pol prostokgtow A
i B jest wieksza od pola prostokata C.

41. Oszacuj, czy podana liczba jest
wieksza od 1.

135 . 315 15 6
Q) 576t 543 ) 16" 11

1 127 17 2 6
b)§+263 d)1_9+T§"}_"

42. Oszacuj wyniki odpowiednich dzia-
tan i odpowiedz na pytania.

a) Czy nasza era trwa dluzej niz milion
dni?

b) Czy od czasu chrztu Polski minelo
wiecej czy mniej niz miliard minut?

¢) Czy ferie zimowe trwajg diuzej czy
krocej niz milion sekund?

Dzialania na potegach
1 pierwiastkach

~» 43. Zapisz w postaci jednej potegi:

a) (=2)*° : (=2)° ey 177 < 17
5\ 1 5, 5
b) (7°)? d) (13) -3
» 44, Oblicz:
5+ 5 IV, (_2)2
a) 511 - 52 c) (5) '(_5)
0,253 :0,53 ) 3
b) = d) (0,12)*:0,1°
45. Oblicz:
2n+1 . - 10A:+1 32n+2
a) on b) 6™ 6° c) 10k -1 d) 32n-1

P

- 46. Uzasadnij, ze zachodzi réwnos¢:

. (2]9 i 219) — 221

U*47. Uzasadnij, ze liczba 372 +3" jest

podzielna przez 10 dla kazdej liczby na-
turalnej n.

1+ 48. Oblicz (wynik zapisz w notacji wy-

ktadniczej):
: 9.10%
3 3 EF G
a) 3-10"-2-10 C) 30 105
3,8 - 10
. 9 . LO !
b) 3-107+8-10 d) 0.2 - 101

49. Powierzchnia Danii to 4,3 - 10* km?.
Do Krolestwa Danii naleza jeszcze:
Grenlandia, ktorej powierzchnia jest
rowna 2,17 -10°% km?, i Wyspy Owcze
o powierzchni 1,4 - 10° km*. Oblicz po-
wierzchnie Krolestwa Danii. Wynik podaj
w notacji wykladniczej.

» 50. Zapisz w jak najprostszej postaci:

036+ o (-4

, =\2 =

51. Wskaz pary rownych liczb:
23 (V22 V12
V6-+/3 342  \/32-2

» 52. Wylacz czynnik przed znak pier-

wiastka i oblicz:

a) /5-/8 d) J16+2
b) 3v2 -2V8-+/3 e) 2v/24-23
c) 7v/2-0,1/12 B —81—3=3

+ 53. Przeksztal¢ wyrazenia tak, aby po-

zbyc sie pierwiastkow z mianownika.

1 3 5
g = B — Q) ——
: V3 ; V5 ) 2~/ 7
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l Przeksztaicenia algebraiczne

rzh ".u = =+ » - J = : nr-' . S . r
Fytania 1 zadania kontrolne

A. Liczba p jest dodatnia. Zapisz liczbe:

a) o 5 wieksza od p, c) 4 razy wiekszg od p,
b) o 3 mniejsza od p, d) 2 razy mniejsza od p.
k
B. Zapisz wzor na pole trapezu przedstawionego
na rysunku obok. f
7
C. Zapisz odpowiednie wyrazenie algebraiczne. “ )
a) x metrow — ile to centymetrow? b) g godzin — ile to minut?
y centymetrow — ile to metrow? m minut — ile to godzin?
D. Zapisz w jak najprostszej postaci:
a) x—0,7x b) x+5x-1 ¢) 1+3x-0,6-0,6x
E. Przedstaw w postaci sumy algebraicznej:
a) 3x(x+5)—2x2 b) (a+3)4-3a) c) 6x—2(3-x)

1L

F. Bilet normalny kosztuje x ztotych, a ulgowy jest o 7 zf tanszy. Za-
pisz w postaci wyrazenia algebraicznego, ile zlotych trzeba zaptacic
za 7 biletow ulgowych i 3 normalne.

Ponizsze przykiady przypominaja, jak przeksztalcamy wyrazenia al-

gebraiczne.
Przykiady k
X% +X—-7x°-0,2x =-6x° +0,8x (a+b)c—-d)=ac—-ad+bc-bd
2a+3 _ 2a ., 3 3
y-(2x-3)=y-2x+3 2 =245 =a+3
2x(1 = 3x) = 2x — 6x2 (x+10y): 5 =22 - X 1 9y
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a “"3 1. Zapisz w postaci jak najprostszej sumy algebraicznej:
7,36 i a) sume trzech liczb: liczby a, potowy liczby a i liczby 3,

=
-

. = b) wynik odejmowania dwoch liczb: od liczby o 5 wiekszej od liczby b
odejmujemy liczbe o 5 mniejsza od dwukrotnosci liczby b,

¢) sume trzech liczb: liczby ¢, liczby o 10 od niej wiekszej i liczby 10
razy mniejszej od kwadratu liczby c,

d) jaka liczbe otrzymamy, gdy od liczby x odejmiemy % tej liczby,

a nastepnie dodamy 6,

-~ __’r'!?/"{;? 6

e) 2}1_ liczby 0 4 wiekszej od % liczby a. A
2. Zapisz odpowiednie wyrazenia algebraiczne.

a) x kilometrow i 5 metrow — ile to metrow?

b) Skgi y gramow — ile to kilogramow?

c) x euro i y eurocentow — ile to eurocentow?

d) a zlotych i b groszy — ile to ztotych?

e) h hektarow i a arow — ile to hektarow?

f) g godzin i m minut — ile to godzin?
3. Upros$¢ wyrazenia.

a) 5x2 —3X —9x2 +4X + 5 d) —(3+2b% - 2b) + sb? + 2b

b) p3+4—%p+p+%p2 e) —(5-m)+0,3m* - 0,6m +2m?* 5

¢) —7a - (4a-3a?) + 5a2 - 2a3 f) 2n% —0,7n— (23 +0,9n% —2n) >

4, Zapisz w postaci jak najprostszej sumy algebraicznej:

a) —4(2x +0,5) d) -3(1-2y) + (6 - 12y)

b) 5(6y —15) &) ~(x-2)-4(1 -x) |
4

c) 3(x?-2)-(5-6x°) f) 1_3(%;(_2)_%(1_3}{)

D. Zapisz w postaci jak najprostszej sumy algebraicznej:
a) (x+1)(x+4) ¢) —(x+7)(x—-3) e) 2k? —(k+3)(2k +4) »
b) 2(2x+3)(2x—1) d 1-(z+5)(z-1) f) —3(a+2b)(a-b)+ 3a*

6. Zapisz w postaci jak najprostszej sumy
X+7P=x+7)(x+7) algebraicznej:

a) (x+ 7)? b) (2x —1)? c) (5x +2y)?
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/. Zapisz w jak najprostszej postaci obwody i pola figur:

a) lg b) 4 C) d) 3

[ (%}
&
!

8. Podane wyrazenia zapisz w jak najprostszej postaci.
a) a—la-(1-a) ) x=[y-(x-y)-x-(y-x)]
b) x-[-1-x)-(x-1)] d1-a-[1-(a-1)-2a-(1-3a)]-a -1

9. Oblicz warto$ci wyrazen dla podanych wartosci zmiennych.
a) 6x(2x —1)+4x(4-3x) dla x=-4,2
b) (y-2)(y+3)-y? dla y=-13
¢) aBa+b)-2a? dla a=5ib=-3

d) m2m+6)-3(1+2m) dla n=-5i m=%
10. Upros¢ wyrazenia.
2) 2x2+4 0) 4_XE7_ _3§x
f}I,(GE' - 3 o
=" b) 2 - X=18 d) 82t _9d-3

11. Liczby x i y sq ujemne i x < y. Ktore z ponizszych wyrazen ma wartos¢
ujemnag?

X—=y Xy X_1 +1

y y=X

>
=<

*12. a) Liczba x spelnia warunek 1 < x < 7. Liczba y jest o 4 mniejsza od x,
a liczba z jest rowna 2y. Jaka jest najwieksza, a jaka najmniejsza
mozliwa wartosc¢ z?

b) Liczba a spelnia warunek -2 < a <4, a liczba b warunek -3 < b < 5.
Jaka jest najwieksza mozliwa wartosS¢ wyrazenia 2a — b, a jaka — naj-
mniejsza?

~'13. Uzasadnij, ze:
a) wyrazenie x-+ 1 przyjmuje zawsze warto$¢ dodatnia,
b) wyrazenie x°—(5+ X+ x° —4x) - 3x przyjmuje zawsze warto$c¢ —5.



14.

15.
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Odpowiedzi na pytania zapisz w postaci wyrazen algebraicznych.

a) W pewnej szkole jest a uczniow, w tym x dziewczat. Okulary nosi 5
dziewczat i 11 chtopcow. Ilu jest chlopcow w tej szkole? Ilu chlopcow
nosi okulary? Ilu uczniow nosi okulary?

b) Wojtek jest o 7 lat starszy od Bozeny i o 10 lat miodszy od Ul
Bozena ma b lat. Ile lat ma Ula, a ile — Wojtek? Po ile lat beda mieli
Wojtek, Bozena i Ula za 5 lat? Po ile lat mieli 3 lata temu?

¢) W portmonetce jest x ztotowek i monety o nominatach 20gr i 2 z1.
Dwudziestogroszowek jest 3 razy wiecej niz zlotowek, a dwuzloto-
wek — 0 5 mniej niz dwudziestogroszowek. Jaka tgczng wartoS¢ maja
monety dwudziestogroszowe, a jaka — dwuzlotowe?

d) Jeden z katow tréojkata ma miare «, drugi kat jest o 10° mniejszy.
Jaka miare ma trzeci kat tego trojkata?

e) W czworokacie ABCD jeden z katow ma miare «, dwa inne katy
maja rowne miary, a kazdy z nich jest o 5° mniejszy od kata «. Jaka
miare ma czwarty kat tego czworokata?

Zapisz odpowiedzi w postaci wyrazen algebraicznych.

a) W pewnej klasie n uczniow ma jednego brata lub jedna siostre,
0 czterech uczniow mniej ma dwoje rodzenstwa, a dwoch uczniow ma
troje rodzenstwa. Zaktadajac, ze w klasie nie ma rodzenstw, ustal, jak
liczne jest rodzenstwo uczniow tej klasy.

b) Diugosc¢ prostokatnej podiogi jest rowna a metrow, a jej szerokosé
jest o 1,5 m mniejsza. Podioga ta bedzie pokryta wykiadzina, ktorej ce-
na za 1 m- wynosi 45 z1. Ile bedzie kosztowala potozona wyktadzina?

CENNIK ¢) Film pt. Zawod Leona w Kinie Bajka obej-
SR rzalo x 0séb. Film ten szczegdlnie podobat sie
Oorosi-1221| - dzieciom. Dorosli stanowili tylko + wszystkich
. zieci—10 z 3

+—  widzow. Jaki byl przychod ze sprzedazy bile-
tow na ten film w kinie Bajka?

d) Wiekszos¢ z 51 dzemu zmieScito sie w x stoikach o pojemnosci
0,311 y stoikach o pojemnosci 0,25 [. Ile dzemu sie nie zmieScilo?

e) Tomek mial pomalowac¢ ptot o diugosci p metrow. Sam pomalowat

fragment piotu o diugosci 2 metrow, a 0,9 pozostalej czesci pomalo- 7-7;,

wali jego koledzy. Ile metrow ptotu zostato do pomalowania?
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SPrawdz, czy umijesz

1. Ania byta wczoraj przez x godzin w szkole, a % pozostatej czesci doby
poswiecita na rozwiazywanie zadan domowych. Jak dtugo Ania rozwia-

zywala zadania?

1 4. L
A. T 24 —Xx B. 24 =X C.

V1| =

(24 - X) D. £(24-x)

2. Wyrazenie 2p(2r + p) —4r(p — r) mozna zapisa¢ w postaci:
A 2p% —4r? B. 2p? + 41?2 C. 2p® + 4r? = 2pr D. 2p +4r

3. Ktore z podanych wyrazen algebraicznych przyjmuje dla a=-3 i b=2
wartos¢ ujemna?

A.a+b-3a  B.-2ab+b  C. > +4 D. 1-(2a+3b)
- zadania uzupefniajace 1-17, str. 66-67
. ]
2 Rownania
=
|lr:ﬁ_3ﬁf'i€;e£‘]15*ﬂﬁa i zadania kontrolne
A. Znajdz liczby oznaczone literami:
3(a-1)=-a 1-0,2b =0,3b _*”2*1:%

B. Dane jest rownanie 2(x + 3) = —x + 3. Sprawdz, nie rozwigzujac rowna-
nia, czy speitnia je liczba —1.

C. Zapisz i rozwiaz odpowiednie rownanie.
a) Liczba 5 razy wieksza od x jest o 12 wieksza od x.

b) Piotr wazy x kg, Tomasz jest od niego o 4 kg ciezszy, razem wazq
134 kg.

D. Ktore z podanych rownan nie ma rozwigzan, a ktore ma nieskonczenie
wiele rozwigzan?

/X+4=7x-3 b+2x=06x-2 —A4x+5=5-4x

i

E. Wyznacz a ze wzoru L = 2a + 2b.



Przypominamy, ze liczba spelnia rownanie, gdy dla tej liczby wartosci
wyrazen po lewej i prawej stronie rownania sa rowne.

Przykiad k
Sprawdz, ktore z liczb: 4, 3, -5 spelniaja podane rownanie.
x3 +x% =20x
dla x=4: L=43+4%2=80 P=20-4=280 1i=P
dla x=3: L=33+3%2=36 P=20-3=60 L#P
dla x =-5: L = (-5)3 +(-5)? =-100 P=20-(-5)=-100 L=P

Odp. Liczby 4 i -5 spelniaja réwnanie, a liczba 3 nie spelnia réwnania.

CWICZENIE A. Sprawdz, czy liczby 0, —1 spetniaja réwnanie z powyzszego
przyktadu.

Rozwigza¢ rownanie to znaczy znalez¢ wszystkie liczby, ktore spet-
niajg to rownanie.
Rozwigzujac rownanie, zapisujemy coraz prostsze rownania rowno-
wazne danemu.
Przykiady k
Rozwiaz rownania:
a) 7x-3=x-2(5x-1)
7x-3=x-10x+2
7X=3=-9x+2 | +9x + 3

16X =5 1:16
5
X=E-
X Xx-3
2x—(x-3)=24
2X—-=X+3=24
X+3=24 |=3

X =21
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Niektore rownania z jedng niewiadoma
nie maja rozwiazan. Takie rownanie na-
Zywamy Sprzecznym.

X+1l=x+6

rownanie sprzeczne

Mozna rowniez zapisac rownania, ktore 2(X+1)=2x+ 2
spetnia kazda liczba rzeczywista. Takie réwnanie tozsamosciowe
rownanie nazywamy tozsamosciowym.

|

. Sprawdz, czy ktoéra$ z liczb -2 i 3 spetnia ponizsze rownania.

a) 5—;—‘&:% ¢) X3-x-6=0
2 . X3+3_ _X2+1
b) x4+ x=6+2x d) =5~ =8-F=7

. Sprawdz, ktore liczby catkowite niedodatnie i wieksze od —5 sa roz-

wigzaniami rownan:

3,48 = X _x_ 8 2,2 __1
a) x°+8=0 b) T~ T = 13 c)x+x +4x = 5
. Rozwigz rownania:
a) 2x+17 =26 -x d) —4(3x-2) -4 =2(-x+2)
b) 11-x=3x+8 e) 2x(x—-1)=2(x—-1)(x+3)
c) —7(x+2)+4=-3x f) Bx+2)2x+1)=(6Bx-3)x+1)
. Rozwiaz rownania:
a) % =32 ¢) XD _ Xt e) 3-%+1=2(x+6)
X _ x+1 _2x+5 _ x-1 x+1_ x
b) 3 =3 4 1=-5F=== h =3 2 4

. Przyjrzyj sie zapisom na karteczkach. Dwie osoby rozwiazywaly to

samo rownanie roznymi sposobami.

Wyjasnij, jak réwnanie

g Jacek rozwiazywala Iwona, a jak
6 + 0,5x = 0,2 6 + 0,5x = 0,2, — Jacek. Rozwiaz poniz-
0,5% - 0,2x = —6 60 + Sx = 2, sze rownania wybranym
sposobem.
0,3){:_6 ‘SK_'ZK:—-éa
=6 a) 1,2x+0,8 =0,3x
X =173 3x = —-60
=00 X=-20 b) 5+0,3x =1,8x + 0,5

c) 2x-0,2x=0,7x+3,7
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6. Rozwiaz rownania:

3 B , 3 1,81’—“% _2,3?\’4—%
a) §x+0,7——0,3a~1 C) 5 = =
b) %(1,4“21):—%;{ d) —1,8(%——0,5;4) = —3—(4“2,4)

7. lle rozwiazan maja ponizsze rownania?

a) 2(x+3)—-x=Xx+3 0) 3x+4)=12-x e 6”‘;5=2x+5

b) 4x-6(x-3)=2(9-x) d) 3x+2=1%+8 g X43 _IXt2 g

! 3

8. a) Ile rozwigzann bedzie mialo réwnanie ax —5 =4x + 3, gdy litere a

zastapimy liczbg 4, a ile — gdy zastapimy ja liczba 57

b) Ile rozwigzan bedzie mialo rownanie 3x + p = 3(x + 2), gdy liczbe p

zastapimy liczba 6, a ile — gdy zastapimy ja liczba 37

¢) Jaka liczba nalezy zastapi¢ m w rownaniu mx —4 = 5x —4, aby to
rownanie byto tozsamosciowe? Czy mozna zastapi¢ m taka liczba, aby

to rownanie byto sprzeczne?

9. Wyznacz ze wzoru wskazana wielko$¢.

a) Pz%—f, f C) P=(a+2b)h, b e) hzﬁz—g, a
b) V=gab-H, H  dd=aJ2, a f) p=Hathra

10. Oblicz warto$¢ a na podstawie ponizszych informacji:

a) &2 =12, 2p=32, L _5 b) 34¥b _ 5 sp=2c+3, 1-

11. Oblicz x — uto6z i rozwiaz odpowiednie rownania.

2X

o || )

b) 3x-2 C) /

X+ 4 X 3x-2 X X+ 1
pole = 20 obwdd = 18 pole = 28

12.
diuzsze od podstawy trojkata. Oblicz diugosci bokow tego trojkata.

b) Pole trapezu o wysokos$ci 6 cm jest rowne 30 cm?. Jedna z podstaw
jest o 8 cm diuzsza od drugiej. Jaka diugos¢ ma krotsza z podstaw

tego trapezu?

a) W trojkacie rownoramiennym o obwodzie 11 ¢m ramie jest o 1 ¢cm

~'~.—;,:(} ?.—'ﬂ‘?
Sy i
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13. Filizanka jest o 8 zt drozsza od podstawki. Za podstawke z filizanka
trzeba zapftaci¢ 38 z1. lle kosztuje filizanka bez podstawki?

14. Magda jest o 6kg lzejsza od Zuzanny. Razem waza 96 kg. Ile wazy
Zuzanna?

15. Roman pisze powiesc¢. Ma juz % zaplanowanej liczby stron. Jeszcze 37
stron i polowa powieSci bedzie gotowa. Ile stron ma liczy¢ powieS¢
Romana?

16. Na forum internetowym ,Sami o sobie” wpisalo sie 120 tys. oséb.
Tworca forum przesledzit wpisy i podzielit uczestnikow tego forum na
nudziarzy i fantastow, przy czym tych pierwszych jest 5 razy wiecej.
[lu nudziarzy i ilu fantastow zapisanych jest na tym forum?

17. Pod koniec XIV wieku trebacz miej-
ski w Krakowie zarabial 8 gr ty-
godniowo. Mogt za te sume kupic
2 korce grochu i 3 korce cebuli.
Korzec grochu byt o 1,5gr droz-
szy od korca cebuli. Ile kosztowat
korzec cebuli?

18. W hoteliku ,Pod rézami” sa 74 miej-
sca noclegowe. Pokoi dwuosobowych jest
o 10 wiecej niz jednoosobowych, pokoi trzy-
osobowych jest 3 razy mniej niz dwuoso-
bowych i na ostatnim pietrze sg 3 pokoje
czteroosobowe. Ile pokoi jest w tym hotelu?

19. Jacek obliczyl, Zze od poniedziatku do piatku, chodzac do szkoly i z po-
wrotem, pokonat odlegtos¢ 16,4 km. Korzystajac z informacji poda-
nych na rysunku, odpowiedz, ile razy Jacek wybieral droge przez las.
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20. Przez prawie wszystkie miesiace tego roku pani Beata zarabiala tyle
samo, a dopiero w grudniu zarobita o 600 zt wiecej. Dzieki temu jej
srednia miesiecznych zarobkow wynosila w tym roku rowno 2000 z1.
Ile wyniosia grudniowa pensja pani Beaty?

21. Przeczytaj dialogi na rysunkach. Oblicz, ile za bilety zaptaci mtodzie-
niec w okularach.

Bilet ulgowy jest 0 b zt Prosze 3 normalne Poprosze 1 normalny
tanszy od normalnego. i 2 ulgowe. i 5 ulgowe.

&
F . 1
NN T
S __-‘ ) (]

®292, Czy mozna rozmieni¢ zlotowke na monety o nominatach 2 gri 5 gr
tak, aby monet tych bylo razem 307?

23. W torebce jest sporo cukierkow. Az % z nich to krowki, a ;1-1- pozosta-
lych to irysy. Oprocz tego jest jeszcze 18 cukierkéw innych gatunkow.
Ile cukierkow jest w torebce?

24. Basia jest o 5 lat starsza od Agnieszki. Rok temu byla dwa razy starsza
od AgnieszKki. Ile lat ma Agnieszka?

25. Pan Piotr jest wyzszy od swojego syna dokladnie o 1 m. Gdyby pan
Piotr byt o 15 cm nizszy, to bylby dwa razy wyzszy od syna. Jakiego
wzrostu jest syn pana Piotra?

26. Na poczatku pewnego bardzo waznego zebrania bylo o 5 kobiet wie-
cej niz mezczyzn. Po pietnastu minutach przyszli jeszcze spoznieni
pan Jozio i trzy panie z ksiegowosci. Wtedy znudzony pan Tadeusz
zauwazyl, ze kobiet jest dwa razy wiecej niz mezczyzn. Ile osob byto
wowczas na sali?

27. Trzech zbdjow: Olek i dwoch Mar-
cinow podzielito sie fupem. Marcino-
wie wzieli po tyle samo skrzyn ziota,
Olek (herszt) — o piec¢ skrzyn wiecej
niz kazdy z Marcinow. Marcinowie ra-
zem wzieli o cztery skrzynie wiecej niz
Olek. Ile byto skrzyn ztota?
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28. Piotr, Pawel, Ania i Hania zbierali jagody. Pawel zebral potowe tego,
co zebral Piotr, Ania o 1 litr jagod wiecej niz Piotr, a Hania tylko -%-
tego, co zebral Piotr. Chiopcy zebrali tyle samo jagod co dziewczeta.

Ile litrow jagod maja razem?

*29. Gospodyni zebrala jajka w kurniku. Moze zapakowacé te jajka do po-
jemnikow po 6 jajek albo po 10 jajek. W kazdym wypadku zostanie
jej 5 jajek. Wybierajac tylko wieksze pojemniki, zuzyje o 4 pojemniki
mniej, niz gdyby uzyla tylko mniejszych pojemnikow. Ile jaj zebrata

gospodyni w kurniku?
X csnv
i ' ) SKLEP MIES
30. W sklepie miesnym Kra E?m\@:' a0
snal ceny sa ustalone tak,
. by TR 132
ze na oddzieleniu schabu z koscig
od kosci wtasciciel nic nie 1 kg schabu 16 24
bez kosci
zarabia 1 nic nie traci. Ile 1 kg koscl
przecietnie waza kosci, -{  bezschabu 4z !
a ile mieso w 1 kg schabu 7 =
7 koscig? I = — i
SPrawdz, czy umijesz
_2(3x —4) =5 1. Znajdz sume rozwigzan rownan podanych
W ramece.
Xte 2.1
‘ A. -2,5 B.~1.5 C.1,5 D. 2,5

a—+>5

2. Ze wzoru == = ¢ +2d wyznaczono kazdg ze zmiennych. W jednym wy-
padku zrobiono to blednie. Wskaz go.

A. a=hc+2bd-5 C.c=a;;5—2d
_ a+os _a+s
B.b =", D.d="5=-c

3. Test kontro]ny z matematyki pisato 150 uczniow. Oceny bardzo dobre
otrzymala 5 dziewczat i 5 chiopcow, razem 46 osob. O ilu wiecej chiop-
COW iz d21ewczqt pisafo ten test?

A.08 B.o 18 C.0 22 D. 0 66

zadania uzupefniajace 18-37, str. 67-69
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Proporcje

CWICZENIE A. Zapisz odpowiednie rownania:

a) Dzieci dostaty czekolady do rownego po-
dziafu. Czekolad byto x, a dzieci o 6 wiecej. Po

podziale kazde dziecko dostato 13- czekolady.

b) Odcinek o dfugosci 15 podzielono na x jed-
nakowych czesci, a odcinek o dfugosci 18 po-
dzielono na x+ 1 czesci. Wszystkie otrzymane
w ten sposob odcinki miaty te sama dfugosc.

c) W pewnej klasie jest k chtopcow, a dziew-
czat jest o 4 wiecej. Gdyby chfopcow podzielic
na 3 rowne grupy, a dziewczeta na 4 rowne
grupy, to w kazdej grupie byfoby tyle samo
0sob.

Po obu stronach rownan, ktore nalezalo zapisa¢ w ¢wiczeniu A, wyste-
powaty ilorazy. Oto inne przykiady rownan tego typu:
5 x+1 3,3

3 3
dix=2:13 ~ 7 X X+ X+2 25

Uwaga. W rownaniach tego typu zakladamy, ze dzielniki (mianowniki) nie
przyjmuja wartosci 0.

Rownos¢ dwoch ilorazow nazywamy proporcja.

T a ¢ Czytamy: a ma sie do b jak ¢ do d;
a:b=c:d — = —
b d zaktadamy, ze b i d sa rézne od zera.
F—-_--.______--
-
I
i i e wyrazy skraj )
Proporcje tworza f::ztery mg.lko:?;m / {ne |
nazywane wyrazami proporcji; aid !
to wyrazy skrajne, b i ¢ to wyrazy @a:b=c:d a_c |
: A b=d |
sSrodkowe. \ I
wyrazy Srodkowe i
I

CWICZENIE B. a) Dla kazdej z ponizszych proporcji oblicz iloczyn wyrazéw
skrajnych i iloczyn wyrazow srodkowych.

: , 3 1,5 2,4 30
6:9=10:15 Fikale- 16~ 20
b) Jakg rownosc¢ otrzymasz po pomnozeniu obu stron rownosci g- =6% przez

iloczyn bd.
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W kazdej proporcji iloczyn wyrazow skrajnych

\ / Jjest rowny iloczynowi wyrazow srodkowych.
b/\d Jezeli g=§, to a-d=D>b-c.

Przy rozwiazywaniu rownan, ktoére maja posta¢ proporcji, bedziemy
korzystac z powyzszej wlasnosci.

Przykiad L
2 3 21 2x+ 1 towyrazy skrajne, 3 i x to wyrazy
X 2x+1 srodkowe; zakladamy, ze x #0 i 2x + 1 #0
Iloczyn wyrazow skrajnych jest rowny
2(2x +1) = 3x oeeyn wyEEOm SR !
iloczynowi wyrazow Srodkowych.
4x +2 = 3X
X=-2 Otrzymane rozwigzanie spelnia zafozenia.

CWICZENIE C. Rozwiaz rownania z ¢wiczenia A.

d‘a “\a 1. Rozwigz rownania:
7,3 a) 3=2 ) 2 =1+t e) 2£=5 _ 4
X 7 6 1 3 75
8§ _ 4 1 65 10 8
b) 35y S f) 15=9-3n
2. Rozwiaz rownania:
_ 3 3_2x-1 o 04x-1 _ 2x-5
A X Tx-1 ) §=355x &) T3 =5
L 4 _5 2x+1 _ 2 O 4+x% _ 2x-1
¢ - b) Xx+1 X d) 1-2x 3 f) X @ 2

3. Dzielimy 3 przez liczbe b oraz liczbe 5 przez liczbe o 12 wieksza od b.
Jaka powinna byc¢ liczba b, aby ilorazy byly rowne?

4. a) Znajdz utamek, w ktérym licznik jest o 8 mniejszy od mianownika,
3 i ktory jest rowny %
24 | _
e~ " b) Znajdz utamek, w ktorym licznik jest o 6 wiekszy od mianownika,
i ktory jest rowny 2.
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5. O ktorej godzinie miedzy 233° a pot-
nocg stosunek liczby minut, ktérych
brakuje do po6inocy, do liczby minut,
ktére uptynely od 2339, jest réwny 3?

6. W firmie Trans pracuje o 6 mezczyzn
wiecej niz kobiet. Na kazde 4 kobiety
przypada 5 mezczyzn. Ilu pracownikow
liczy Trans?

7. Uczniowie klasy VIII b przygotowali

]
na loterie 120 loséw, w tym tylko U“{&G.A.
; : ; Wez udzial

15 wygrywajacych. Ile powinni do- wiloterii Gantowe]
fozy¢ losow wygrywajacych, aby klasy VIIIb.

loteria spelniata warunki zapowia-

dane na plakacie (zob. rys. obok)? Co czwarty los wygrywal

*8. a) Jaka cyfre mozna wpisa¢ miedzy cyfry licznika oraz miedzy cyfry
mianownika ulamka 33, aby otrzymany utamek nadal byl réwny 5?

b) Jaka cyfre mozna wplsac miedzy cyfry licznika oraz miedzy cyfry
mianownika utamka - o 4, aby otrzymany utamek nadal byt rowny

SPrawdz, CZy ujész

1. Z rownosci % = zi wynika, ze
A . 4x-3)=6-2x C.8x=6x-18
B.6-4=(x-3)"2x D.8x=6x-3

2. lloraz dwoch liczb dodatnich, z ktorych jedna jest o 8 wieksza od drugiej,
jest rowny % Iloczyn tych liczb wynosi:

A. 20 B. 84 C. 128 D. 308

3. W sadzie rosto kilkanascie jabtoni i 12 $liw. Ogrodnik zasadzil jeszcze
3 jabtonie i 2 Sliwy, ale stosunek liczby jabtoni do liczby Sliw sie nie
zmienil. Ile jabtoni rosnie teraz w sadzie?

A. 18 B. 20 B | D. 24

- zadania uzupetniajace 38-41, str. 69-70
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4 Wielkosci wprost proporcjonalne

CWICZENIE A. Puszka farby wystarcza do po-
malowania okofo 4 m? powierzchni.

a) Oblicz, ile metrow kwadratowych mozna
pomalowaé, majac do dyspozycji:

o 2 puszki * 5 puszek ¢ 20 puszek

b) Ustal, ile puszek farby musimy kupic, jesli
chcemy pomalowac powierzchnie:

« 40 m? » 100 m? ¢ 120 m?

Rozwazmy dwie wielkosci: iloS¢ farby i powierzchnie, ktora mozemy
ta farba pomalowaé¢ (zakladamy, ze stale kladziemy warstwe farby
tej samej grubosci). Zauwazmy, ze gdy zwiekszamy ilos¢ farby np.
2 razy, to takze 2 razy zwiekszy sie powierzchnia, ktora mozna ta
farba pomalowac.

Jesli wraz ze wzrostem jednej wielkoSci druga wielkoS¢ rosnie tyle
samo razy, to mowimy, ze wielkosci te sa wprost proporcjonalne.

WielkoSciami wprost proporcjonalnymi sa wiec ilo$¢ farby i powierzch-
nia, ktéra mozemy ta farbg pomalowaé. Ponizej podano przyklady

innych wielkos$ci wprost proporcjonalnych.

« Liczba kupowanych butek i kwo-
ta, kKtora musimy za nie zaptacic.

« Dlugosc¢ boku kwadratu i obwod
kwadratu.

« Liczba jednakowych ziaren ryzu
i ich aczna masa.

» Liczba jednakowych butelek i ob-
jetos¢ ptynu, ktéry mozemy w nich
pomiescic.

» Odlegio$¢ na mapie i odpowia-
dajaca jej odlegtoSc¢ w terenie.

« Czas podrozy samochodem jadg-
cym ze stalg predkoscia i przebyta
odleglosc.

I

Gdy zwiekszamy liczbe zakupionych
bulek, tyle samo razy zwiekszy sie
kwota, ktorg trzeba za nie zapfacic.

Gdy zwiekszamy diugos¢ boku kwa-
dratu, tyle samo razy zwieksza sie
obwaod.

Ille razy wiecej ziaren ryzu, tyle razy
wieksza ich 1aczna masa.

lle razy zwiekszymy liczbe butelek,
tvle razy wiecej plynu mozemy do
nich wlac.

Im dluzszy odcinek na mapie, tym
proporcjonalnie wieksza odleglosc
w terenie.

Im diuzszy czas podrozy, tym pro-
porcjonalnie dluzszg droge przebe-
dziemy.
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Tabelka przedstawia zaleznos¢ miedzy liczba kupowanych bulek a kwo-
ta, ktora musimy za nie zaplacic:

Fiezba buek 1 2 3 @ 5 6 7 8
Kwota iﬂ;ﬂpfﬂw 0,60 | 1,20 | 1,80 |[2.40|| 3 | 3,60 | 4,20 | 4,80

Zauwaz, ze jeSli dowolnag kwote z dolnego wiersza tabelki podzielimy
przez odpowiadajaca jej liczbe bufek, to zawsze otrzymamy taki sam
wynik (cene jednej buiki). Dla liczb zaznaczonych w tabeli zachodzi
wiec rownosc¢ ilorazow, czyli proporcja:

240 4,20

(4) (7

Mozna sprawdzic, ze zachodzg tez proporcje:

(4) [240 420 7 (4) (7

7 4.20 2 40 @ 2 40| 420

CWICZENIE B. Sprawdz, ze zachodza powyzsze proporcje, obliczajac iloczyny
wyrazow skrajnych i srodkowych.

Czesto w zadaniach tekstowych mamy do czynienia z wielkoSciami
wprost proporcjonalnymi. Cata sztuka w rozwigzaniu takiego zadania
polega najczesciej na utozeniu odpowiedniej proporcji.

Przykiad k

Piecdziesiagt ziaren kawy wazy 6,25 g. Oszacuj, ile ziaren jest w jednym Kilo-
gramie kawy.

masa ziaren [g] 6,25 1000 | 1kg=1000g
liczba ziaren [szt.] 50 X
2 1
05 = goo ‘ Uktadamy proporcje.
50 X
6,25x =50- 1000 ‘ lloczyn wyrazow skrajnych jest rowny
iloczynowi wyrazow Srodkowych.
x = 8000

Odp. W jednym kilogramie kawy jest okoto 8000 ziaren.
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“"a 1. Sprawdz, ile kresek potrafisz narysowac
o - w ciggu 10 sekund. Ile czasu zajetoby
- ci narysowanie miliona kresek, gdybys

rysowal w tym samym tempie?

2. a) PieC rozbitych jajek wypelnia szklan-
ke o pojemnosci 0,25 I. Jaka pojemmos¢
musi mie¢ naczynie, w ktorym zmiesci
sie tuzin rozbitych jajek?

b) Siedem jajek wazy 455 g. Ile wazy kopa jaj?
Uwaga. Tuzin to 12, a kopa to 60.

3. Pan Szopinski w hurtowni ,Wszystko dla n6g” kupit 350 par skarpetek
i zaptacit 630 z1.

a) Ile par takich skarpetek mozna kupic¢ w tej hurtowni za 450 z1?
b) Ile w tej hurtowni trzeba zaptaci¢ za 450 par skarpetek?

4. Mozna przyjac¢ w uproszczeniu, ze diugosc¢ dioni cztowieka jest wprost
proporcjonalna do jego wzrostu. Zmierz dlugos¢ dioni (swodj wzrost
pewnie znasz).

a) Oblicz, jaka byta diugosc¢ twojej dtioni, gdy miates 70 cm wzrostu.
b) Oblicz, jaka dlugos¢ ma dion czlowieka o wzroscie 2 m.
e :é::" SEli(orziifstliijqc z.inf{}:rlii(lacjikpoda;nlifch na mztkach,
SER GOUDA : oblicz, ile kosztuje wiekszy kawalek sera gouda.
l;l..&‘iﬁ H.l:lTﬂ 0.430 ke

2% “;' o3 -4 li::li:g : -

Ky A% S . 6. W ciggu doby Ziemia obraca sie wokol wlasnej

SER GOUDA ; . o s Sl .

MASA NETTO 0.230 ke 2 osi 0 kat 360°. O jaki kat obraca sie Ziemia w ciagu

ML jf__ 5‘5_2; — godziny lekcyjnej?

/. Joanna chciala zrobi¢ paczki we-
diug przepisu otrzymanego od ko-
lezanki. Miata wszystkie sktadniki,

, ale tylko trzy jajka. Ile powinna
i1’ wzig¢ poszczegolnych sktadnikow,
L~ .
aby proporcje byly zachowane? Przepis na paczki
Sktadniki ciasta:

8. Tabletka musujaca Provit o masie — 1,5 szklanki mleka
4200 mg zawiera 30 mg witaminy C. — 1 kg maki
lle mg witaminy C zawiera tabletka :i[;;ﬁ;ukm
Provit o masie 1g? Wynik zaokra- — 1 paczka drozdzy (5 dag)

glij do 1 mg.
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”9, Kostka sze$cienna o krawedzi 10 cm wykonana z mosigdzu wazy 8 kg.
Ile bedzie wazy¢ mosiezna kostka o krawedzi 20 cm?

10. Do zawodéw na najoszczedniejszy samochod stanelo kilkadziesiat
pojazdow. W baku kazdego startujgcego pojazdu byly dokladnie 2 li-
try benzyny. Zawody wygral pan Solski, ktory swoim samochodem
przejechat 90 km i 900 m. Ile litrow na 100 km pali jego samochod?

11. O godzinie 17'> rowerzysta wyjechatl
z Zabkowa do odlegtego o 15km Bo¢-
kowa. Pierwsze 2,5 km przejechal w ciggu
8 minut. Czy jadac w tym tempie, ma
szanse zdazyC na spotkanie wyznaczone
w Bockowie na godzine 18%0?

*12. Pusta mala beczka o pojemnosci
20 Iwazy 3 kg, a duza pusta beczka
o0 pojemnosci 50 wazy 5 kg. Mata
beczka peina lepiku wazy 25 kg. Ile
wazy duza beczka pelna lepiku?

*13. Oto zadanie utozone przez Johna Mellisa w 1594 roku:

Jesli 1 jard sukna kupujesz za 6 szylingow i 8 pensow, a sprzedadjesz
za 8 szylingow i 6 pensow, to ile zarobisz na kazdych 100 szylingach
zainwestowanych w takq transakcje?

Uwaga. W 1594 roku 12 pensow stanowilo rownowartosc¢ 1 szylinga.

SPrawdz, czy umijesz

1. Taka sama iloScia karmy, jaka zjada 8 kaczek, mozna nakarmi¢ 20 kur.
[los¢ karmy, jaka zjada 12 kaczek, wystarczy dla:

A. 24 kur B. 30 kur C. 36 kur D. 40 kur

2. Pchta, ktora ma wysoko$¢ 1 mm, potrafi skoczy¢ na wysokos¢ 13 ¢cm. Na
jaka wysokos¢ mogtby skoczy¢ cztowiek o wzroscie 1,7 m, gdyby byt tak
skoczny jak pchta?

A. 221 m B.22.1m C. 221 cm D. 13% m

- zadania uzupetniajace 42-47, str. 70



Przed klasowkg

1. W portmonetce bylo m monet, w tym tylko 5 zlotowek. Wiozono do niej
dodatkowo jeszcze 3 dwuzlotowki. Ile teraz jest tam monet, ktére nie sa
zfotowkami?

A.m+38 B.m-8 C.m+?2 D.m-2

2. Prostokat, ktorego jeden bok ma diugosc x, a obwod jest rowny 48, roz-
cigto na dwa jednakowe mniejsze prostokaty. Jesli jeden z bokow mniejszego
prostokata ma takze diugosc x, to drugi jego bok ma diugosc:

A. 12 - 2x B. 12~*'f“E C.24—x D. 24 — 2x

3. Czy to prawda, ze niezaleznie od wartosci a
4a%(a+1)-4a%a-1) liczba zapisana w ramce obok jest 4 razy wieksza
| | niz liczba a*? Wybierz odpowiedZ ,tak” lub ,nie”
oraz jej uzasadnienie sposrod zdan od A do D.
() Tak, poniewaz... (1D Nie, poniewaz...

A — ...wyrazenie w ramce jest rowne 8a? tylko dla niektorych wartosci a.

B — ...wyrazenie w ramce jest réwne 8a? niezaleznie od wartosci a.
C — ...wyrazenie w ramce jest zawsze rowne 0.
D — ...wyrazenie w ramce mozna przeksztalci¢ do postaci 4aZ.

4. Trapez przedstawiony na rysunku
sklada sie z dwoch trojkatéw i pro-
stokata. O ile pole trapezu jest wiek-
sze od pola prostokata?

A. 0 4a C. o 8ab
B. 0 4ab D. o 8ab + 2b?

3a

5. Ktory czworokat ma wieksze pole: kwadrat o boku dlugosci a czy prosto-
kat o wymiarach (a—4) x (a + 2)? O ile wieksze?

A. Pole kwadratu jest o 2a + 8 wieksze.
B. Pole kwadratu jest o 2a — 8 wigksze.
C. Pole prostokata jest o 2a + 8 wieksze.
D. Pole prostokata jest o 2a — 8 wieksze.



6. Ocen prawdziwo$¢ zdan.

a) Liczba -3 spelnia réwnanie x3 +4x? = 3 — 2x. PRAWDA/FALSZ
b) Liczba % jest rozwigzaniem rownania H = X. PRAWDA/FALSZ
¢) Rozwiazanie réwnania *3+ = *31 jest tez rozwigzaniem

réwnania > = i-. PRAWDA/FALSZ

7. Ktore z ponizszych rownan ma nieskonczenie wiele rozwigzan?
A. 3(2x-4)=2(3x—-4)

B. :(3x—6)=0,6(x - 2)

C.5@2x+7)=4(2x+7)

D. 2(9x - 3) = 3(18x + 6)

8. Ktére z ponizszych réwnan ma inne rozwiazanie niz e 3 1
rownanie zapisane w ramce? [ ;‘:x =5 ]
A.22x-3)=4-x C.3-4-x)=2x-3

4-x . ITv—3=2.(4 —
B. ooty =2 D.2x-3=2-(4-X)

9. Jesli za 32 dag truskawek zaplacono 2,407z1, to za 0,7 kg truskawek trzeba
zaplacic:
A. 3,20 z1 B. 5,00 z1 C. 525z D. 6,20 z1

10. Do wyprodukowania 100g keczupu potrzeba 190g pomidorow. Jakimi
liczbami nalezy zastgpi¢ kwadraciki?

a) W butelce miesci sie 410 g keczupu. Do jego wyprodukowania trzeba bylto
uzy¢ | g pomidoréw.

b) Z 8,55 kg pomidoréw mozna wyprodukowac ' kg keczupu.

11. Klub sportowy otrzymatl pewna dotacje od
sponsorow. Polowe otrzymanej kwoty wydano
na remont boiska, za ¢ dotacji kupiono sprzet
sportowy, a pozostate 5500 zt wydano na stro-
je dla zawodnikow. Jaka kwote przeznaczono
na zakup sprzetu sportowego?
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Zadania uzupeiniajgce = ¥ 6. Wykonaj mnozenie.
ST a) X+/5)x—-+/5 ¢ (a++/2)a-+/3)

Przeksztalcenia algebraiczne b) Qy-V3)y+1) d) 2v2+Kk(v2-k)

1. L - L] i - " " = -
Uprosc wyrazenia 7. Zapisz w postaci jak najprostszej

3 2 2 . .
) 0w s
d) \X+INX—/)—(Y— +
b) =2x.- (=3x) + % d) "1(;'”1 ' I;L;n b) 2a? —(a+6)(2ay— 1) '
- 2. Upro$¢ wyrazenia. €) 3(x*=1)=(x=3)(x+2)
a) —(x+1)+2x+4) d (im+n)(m-2)+(m-n)im+1)

b) (x+4)+((2x —6)

C) —(2y +3x)+(=4y +2x+ 1) 8. Niech k oznacza dowolna liczbe do-

datnig. Zapisz:
d) —(x —2xy)—(4x +xy)+(xy — x)

a) liczbe k razy wieksza niz 7,
e) X2+2x+1)—(x2—4x+3) € Yy Wigkszg

b) liczbe 5 razy mniejszg niz Kk,

¢) liczbe o 10 mniejsza od potowy licz-
by k.

d) liczbe k razy wieksza od % liczby k.

- 3. Upro$¢ wyrazenia.
a) 3(a*-4)-(2-a’)
b) —(3x+4)+2(5x-3)
¢) 3(5-x)—4(2x-3)

d) -5(2x +3)-3(5 - 3x) 9. Jakie wyrazenie nalezy odja¢ od wyra-

zenia 5a° — 3ab + 7, aby otrzymac a* — 77

» 4. Zapisz w postaci sumy algebraiczne;.

~» 10. Zapisz odpowiednie wyrazenia alge-
a) (2a+b)-c—-(2ac-bc+1) p P Wiy &

braiczne.
b) 5(x-2)+2(z-x) a) Od podwojonej sumy liczb a i b odej-
c) 2x*(x—5)—-3x(x*>—-3x+5) mij ich roznice.
d) 6(4:12 +bh+ "li) _ 6(-:12 _ Jé) _ 3(1;; + i-) b) Od podwojonej réznicy liczb a i b

odejmij ich sume.

» 5. Upro$c¢ wyrazenia.

4-5x - 11. Klasa VIIIa liczaca m uczniow po-

2) = kX jechata na wycieczke pod opieka dwoch
b) 2x — 7X4+1 nauczycieli. Podrozowali pociggiem, zaj-
mujac wszystkie miejsca w kilku oSmio-

C) 2X6+1 e gx osobowych przedziatach. W ilu przedzia-

tach podrozowali?

e) W+x—4y

) 15a+20b 4a+8b
5 2

7k+21 3k-9
8 —11 %

3p+6 , 10-5p
h) 4 5 = TE 9

e ——



WYRAZENIA ALGEBRAICZNE I ROWNANIA | 67

-» 12. W pewnym sklepie sprzedawano

dziennie x kartonow soku w cenie y zl.
Gdy obnizono cene o 1 zi, liczba karto-
now soku sprzedawanych dziennie wzro-
sta dwukrotnie. Jaki byt dzienny przy-
chod ze sprzedazy soku po obnizce?

-» 13. Zeszyt kosztuje x zlotych, pisak jest

o 2,50 z1 drozszy od zeszytu, olowek
jest 3 razy tanszy od pisaka, cena cyr-
kla stanowi % ceny zeszytu. Zapisz od-
powiednie wyrazenia algebraiczne.

a) Ile trzeba zapftaci¢ za zeszyt i otowek?
b) Ile zlotych reszty z 50 zl otrzymasz,
jesli kupisz 2 pisaki i 3 ofowki?

¢) O ile wiecej trzeba zaplacic za 6 otow-
kow niz za 2 cyrkle?

14. Zapisz w jak najprostszej postaci
pole trapezu rownoramiennego przed-
stawionego na rysunku.

(’

raj—
~

==
,

1
3

15. Zapisz w postaci sum algebraicz-
nych wzory na pola ponizszych figur.

a)

16. Piteczka pingpongowa wazy p gra-
mow, pileczka do tenisa — t gramow,
a pitka do siatkowki — s dekagramow.

a) O ile ciezsze sg 3 pileczki do tenisa
od 5 piteczek do ping-ponga?

b) Ile razy ciezsze sg 4 pitlki do siat-
kowki od 3 piteczek do tenisa?

17. Jeden talerz gleboki kosztuje g I,
a jeden talerz plaski p zlotych i t gro-
szy. Zestaw obiadowy skiada sie z talerza
glebokiego i ptaskiego. Ile ztotych trzeba
zaplacic za n kompletow ziozonych z tu-
zina zestawow obiadowych?

Rownania

» 18. Rozwiaz réwnania:

a) 7x—-6=-06x+7
b) %x+2=x

c) -7(2x+1)=4
d) 8=6(x—-1)—4x

- 19. Rozwiaz rownania:

3-x  x+2 1

Q) H+5H5m=3
b) x5 =3
<) x—51+2x3—2=£xﬁ—4
d) 2x3+3+xg4=35:155

- 20. Rozwiaz rownania:

a) (x+3)(x+5)=—-4(x+2)+5x°
b) (x —2)(4+x) = x(x— )

c) —2x(x+1)=(3-2x)(x+2)

d) (x-3)(x+3)=(x-2)?

21. W trojkacie prostokatnym o obwo-
dzie 24 cm diugosc¢ jednej z przyprosto-
katnych stanowi -} diugosci drugiej przy-
prostokatnej, a przeciwprostokgtna ma
diugosc¢ 10 cm. Narysuj ten trojkat.




22. Pan Jan kupit za 448 000 zI miesz-
kanie z garazem 1 piwnica na Osie-
dlu Stonecznym. Powierzchnia mieszka-
nia jest pietnascie razy wieksza od po-
wierzchni piwnicy. Jak duze jest miesz-
kanie pana Jana?

Czas kupic mieszkanie!

Polecamy

mieszkania

- wiE - ! - ™

e
] "

OSIEDLE

CLA

SLONECINE Metraz 35-112 m2

Cena 1| m2-7000 zt

Elementy dodatkowe:
Garaz — 25000 zt Piwnica- 750zt zal m?2

23. W pierwszym kwartale roku sprze-
dano 1300 samochodow pewnej marki.
W lutym sprzedano o : mniej samocho-
dow tej marki niz w styczniu, a w marcu
0 130 wiecej niz w lutym. Ile samocho-
dow sprzedano w marcu?

24. Pan Zablocki od trzech lat han-
dluje mydiem. W pierwszym roku inte-
res szedf Swietnie. W drugim roku sprze-
dal o % mydia mniej, a w trzecim roku
polowe tego, co w roku poprzednim.
W ciagu trzech lat sprzedal 3,8 tony my-
dla. Ile sprzedat w ostatnim roku?

25. W partii Cymbaltkow jest o 8 czlon-
koéw wiecej niz w partii Trabek. Gdyby
z partii Trabek 4 osoby przeszly do par-
tii Cymbatkow, to w Cymbatkach bytoby
3 razy wiecej cztonkow niz w Trabkach.
Ile osob nalezy do Trabek?
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26. Przez pierwsze dwa tygodnie lipca
(od poniedziatku do niedzieli) sprzeda-
wano przecietnie 18 koktajli dziennie.
Gdy cene zmniejszono o 3 z1, liczba kok-
tajli sprzedawanych dziennie przez na-
stepne dwa tygodnie wzrosia dwukrot-
nie. Lacznie przez te 4 tygodnie sprze-
dano koktajle za 5670 zi. Jaka byla po-
czatkowa cena koktajlu?

+ 27. Przypomnij sobie wzor na Srednig

predkoS¢ zapisany w ponizszej ramce,
a nastepnie przeksztal¢ ten wzor, wy-
zZnaczajac z niego s oraz .

vt
vy — Srednia predkosc¢
s — przebyta droga

t — czas ruchu

28. Dzdzownica porusza sie z predko-
$cia 0,4 %.

a) W jakim czasie pokona odleglosc
0,5 m?

b) Jakg odlegtos¢ moze pokonac¢ dzdzow-
nica w ciagu 15 sekund?

29. a) Stonn biegnie z predkoscia do
12m/s. Z jakag predkosciag (w km/h) mu-
siatby jecha¢ samochod, aby poruszac
sie szybciej od tego stonia?

b) Slimak porusza sie z predkoscia
12 cm/min. Ile razy szybciej od Slimaka
porusza sie czfowiek idacy z predkosciag
6 km/h?

c¢) Sokol moze spas¢ na swoja ofiare
7z predkoscia 56m/s. Strzala wypusz-
czona z tuku osigga predkosc 180 km/h.
Porownaj te predkosci.
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30. Najszybsze ptaki osiagaja predkos$é
60 m/s, a najszybsze ryby moga plywac
z predkoscia 70 weziow. Porownaj te
dwie predkosci (1 wezel = 1 mila mor-
ska/h, 1 mila morska = 1852 m).

31. a) Rekord predkosci ssakéw mors-
kich nalezy do orki i wynosi 55,5 km/h.
[le czasu zajmuje orce przeplyniecie
100m z taka predkoscia?

b) Bambus rosnie z predkoscig 0,7 <.
Ile centymetrow urosnie w ciggu doby?

c) Najszybciej poruszajacy sie lodowiec
zaobserwowano na Alasce. W ciggu doby
przesunal sie o 20m. Z jaka predkosScia
w c¢cm/min poruszal sie ten lodowiec?

d) Najszybsze strusie moga przebiec
100 metrow w 4 sekundy. Jakg predkosc
(w km/h) moga wtedy rozwinac?

32. Michat najpierw biegl z predkoscia
12 km/h przez 20 minut, a nastepnie
szedl z predkoscig 6 km/h przez 40 mi-
nut. Jaki dystans pokonal Michat?

33. Spadochroniarz przez 30 sekund le-
cial z zamknietym spadochronem ze
Srednig predkoscig 200 km/h. Na wyso-
kosSci 1 km nad ziemig otworzyl spado-
chron i lecial dalej ze Srednia predkoscia
20km/h. Jaka byla Srednia predkosSc¢ ca-
fego lotu spadochroniarza?

Uwaga. Pamietaj, ze Srednia predkosc¢ to
nie to samo, co srednia arytmetyczna dwoch
predkosci!

34. Pan Samochodzik wyruszyl o godzi-
nie 6°° z Dolnowa do Gorowa. Jechat ze
srednia predkoscig 60 km/h i dotart do
celu o godzinie 10°°. Powro6t zajal mu
3 godziny. Z jaka Srednia predkoscia je-
chat w drodze powrotnej?

35. Dzwiek rozchodzi sie w powietrzu
z predkosciag 330 m/s. Hania stoi 110 m
od skraju lasu. Krzykneta, a jej krzyk od-
bit sie od Sciany drzew i powrocit do niej
w postaci echa. Po jakim czasie Hania
ustyszata echo?

36. Kaczka i czapla wystartowaly jedno-
czeSnie 7z tego samego miejsca. Kaczka
leciatla przez 15 minut z predkoscig
65 km/h i usiadla. Czapla leciala z pred-
koscig 40 km/h. Gdy zobaczyla kaczke,
sfrunefa i usiadia obok niej. Jak diugo
kaczka czekata na czaple?

©37. Kon biegnacy klusem osigga pred-

koS¢ 2m/s, a cwalem — 12m/s. Kon
biegt klusem przez 5 minut, a przez na-
stepne 2 minuty cwalowal. Z jaka Sred-
nia predkoscig biegl kon przez te 7 mi-
nut?

Proporcje

- 38. Rozwiaz rownania:

3 4 6x—1 23
A === i €) i =12

2 _ 3x+2 =X ZX
b) 3 2x-2 d) 3x—1 1-6x

» 39. Jaka liczbe nalezy dodac do licznika

i mianownika utamka 2 aby oftrzymac

5 1
utamek rowny %?




40. Wyobraz sobie, jak mate dzieci wi-
dza dorostych.

Przypus¢my, ze mamy zbudowac taki
posag, aby stosunek wysokosci doro-
stego cztowieka do wysokosci posagu
byl taki sam jak stosunek wysokosci
dziecka do dorostego (zob. rysunek).
Jaka wysokos¢ powinien miec posag?

41. Podczas mistrzostw Europy w 2004
roku zwycieska druzyna Grecji zdobyta
0 3 gole wiecej niz stracita. Stosunek
goli zdobytych do straconych wyniost f:-
Ile razem goli padio w czasie meczow
rozgrywanych przez Grekow w tych mi-
strzostwach?

Wielkos$ci wprost proporcjonalne

P.r H_I:é?a
Mieszanka warzywna ~350g

Wartos¢ energetyczna 560kcal
Biatko 7¢
Weglowodany przyswajalne 42¢g
Tluszcz catkowity 0,84¢

~» 42. Na opakowaniu mieszanki warzyw-

nej umieszczono tabele wartosci odzyw-
czych tej mieszanki. Ile kcal dostarczysz
organizmowi, zjadajac 150 g takiej mie-
szanki warzywnej, ile dostarczysz biatka,
a ile weglowodanow?
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43. W dzbanku zmiesci sie 1,81 wody,
a w kubku tylko 0,25 [. Napelnienie kub-
ka woda z kranu trwa 5 sekund. Jak diu-
go trzeba nalewac¢ z tego kranu wode,
aby napelni¢ dzbanek? Zakladamy, ze
woda leci z kranu caly czas takim sa-
mym strumieniem.

44, Jesli podczas burzy stycha¢ grzmot
po 3 sekundach od btyskawicy, to zna-
czy, ze piorun uderzyl w odleglosci
okolo 1 km. W jakiej odleglosci uderzyt
piorun, jesli od blyskawicy do grzmotu
mineto 7 sekund?

“45. W konkursie Mistrz Klawiatury Jo-

asia zajela drugie miejsce, bezblednie
zapisujac w okresSlonym przez jury cza-
sie 4920 znakow. Gdyby pisala o 5 zna-
kow na minute wiecej, bylaby pierwsza
z wynikiem 5040 znakow. Z jaka predko-
Scia (w znakach na minute) pisata Joasia?

46. Mintuszewo jest o 6km dalej od
Szyntul niz od Pociejska. Na mapie odci-
nek Mintuszewo — Szyntuly ma 11,5 cm,
a Mintuszewo — Pociejsk 10 cm. W jakiej
odleglosci od Mintuszewa lezg Szyntuty?

©47. Trzy koty ztapaly 3 myszy w ciagu 3

dni. Ile myszy padnie tupem szesSciu tak
fownych kotéw w ciaggu 6 dni?

" ———
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] Trojkaty i czworokaty
2 Twierdzenie Pitagorasa
3 Zastosowania twierdzenia Pitagorasa

4 Przekgtna kwadratu.
Wysokosc trojkata rownobocznego

5 Trojkaty o katach 90°, 45° 45° oraz
90°, 30° 60°

Odcinki w uktadzie
wspofrzednych

7 Dowodzenie w geometrii

“a Przed klasowka, s. 112

A Zadania uzupefniajace, s. 114
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l Trojkaty i czworokaty

F’yiéﬁﬁ'ﬂﬁéﬁl i Zgdania U'&@H“ﬂﬁ_‘:n"‘@.l Ne

A. Czy boki trojkata moga mie¢ diugosci 3cm, 6cm i 10 cm?

B. Dwa katy trojkata maja miary 35°1 40°. Jaki to trojkat — ostrokatny,
prostokatny czy rozwartokatny?

C. Ktore z ponizszych zdan sa prawdziwe?
(1) Kazdy trojkat réwnoboczny jest trojkatem réwnoramiennym.
(2) Kazdy trojkat rownoramienny jest tréjkatem réwnobocznym.
(3) Kazdy trojkat prostokatny ma dwa katy ostre.

4) W kazdym trojkacie rownoramiennym kat miedzy ramionami jest
katem ostrym.

D. Kat miedzy ramionami trojkata rownoramiennego ma miare 50°. Jakie
miary majg katy przy podstawie?

E. Nazwij czworokaty przedstawione na rysunkach. Ile jest wsrod nich
rownolegtobokow, ile rombow, a ile trapezow?

/ /
N

F. Ponizej narysowano rownolegiobok, romb i trapez. Oblicz ich pola.

(o

G. Ile wynosi suma miar katow czworokata?
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W tym rozdziale uporzadkujemy wiadomosci o tréjkatach i czworoka-
tach. Zaczynamy od informacji o trojkatach.

e Suma miar katow trojkata wy- e Kazdy bok trojkata ma dtugos¢
nosi 180°. mniejszg od sumy diugosci dwoch

pozostatych bokow.

a

x+pB+y=180° a<b+c b<a+c c<a+hb

e WZOR NA POLE TROJKATA

e CECHY PRZYSTAWANIA TROJKATOW

Jesli dla dwoch trojkatow spetnione sa warunki zapisane pod ktoryms
Z ponizszych rysunkow, to trojkaty sa przystajace.

Cecha bbb Cecha bkb Cecha kbk
(bok, bok, bok) (bok, kat, bok) (kat, bok, kat)

r

I
I

S QR
I
9T =

0 SR
|
QS XT

Przypomnijmy, ze Kazdy kwadrat jest rombem oraz prostokatem. Kaz-
dy romb i kazdy prostokat jest rownolegtobokiem. Kazdy rownolegto-
bok jest tez trapezem. W tabeli na nastepnej stronie sg przedstawione
najwazniejsze informacje o czworokatach.
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NAJWAZNIEJSZE WEASNOSCI

POLE

Trapez — czworokat, kto-
'y ma co najmniej jedna

pare bokow rownoleglych.

Suma miar katow lezacych przy tym
samym ramieniu jest rowna 180°,

L

a
p - (a+b)-h
x+B =180 &+y=180 2
Rownolegliobok — czwo- | Przekatne przecinaja sie w polowie.
rokat, ktory ma dwie pary D C
bokow rownoleglych.
AE = EC
E BE = ED
A B h
Przeciwlegle katy maja jednakowe
miary. Suma miar katow sasiednich a a
wynosi 180°.
- - P=a-h
_ X = =0
5 7 y B D
x+ p =180
Q B/ pay=180°
Romb — czworokat, ktory Przekatne przecinaja sie w pofowie
ma wszystkie boki rownej i sg prostopadte.
diugosci.
D E
f e
AE =EC
4 BE = ED p &
A B ¢
Prostokat — czworokat, | Przekatne majq jednakowe diugosci
ktory ma wszystkie katy i przecinajg sie w polowie.
proste.
D C b
AC=BD
7 AE =EC “
BE =ED P=a-b
A B
Kwadrat — czworokat, | Przekatne maja jednakowe diugosci,
ktory ma wszystkie katy przecinaja sie w polowie
proste i wszystkie boki 1 sg prostopadle.
rownej dlugosci. a
D C
AC=BD
- AE = EC “
E BE=ED P=a’
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Wsrod trapezow wyrozniamy trapezy rownoramienne, czyli takie, kto-
rych ramiona maja rowne diugosci, oraz trapezy prostokatne, w kto-
rych przynajmniej jedno ramie jest prostopadie do podstaw.

Warto zwroci¢ uwage na wiasnosci trapezu rownoramiennego, ktory
nie jest rownoleglobokiem. Taki trapez ma wszystkie wlasnosci opi-
sane na poprzedniej stronie, a ponadto:

e katy lezace przy tej samej pod- ® przekatne majg rowne dlugo-
stawie maja rowne miary,

[N N

a=8, y=90 AC = BD
x+y=pB+6=180°

a) Sposrod pieciu odcinkow o diugosciach 1m, 2m, 3m, 4m i 5m
wybierz trzy, ktore moga by¢ bokami trojkata. Na ile sposobow mozna
to zrobic?

Wskazowka. Wystarczy sprawdzic¢, czy najdiuzszy z trzech wybranych odcin-
kow jest krotszy niz suma dwoch pozostalych.

b) Katy w dwoch trojkatach majg miary 30°, 40° 60° 70° 80°1i 80°.
Jakie katy ma kazdy z tych trojkatow?

2. Oblicz miary katow «, B i y.

y
B
42, 51° 116°
; \
F
J
50° A Y 40°
D E G H
AC = BC DF = EF GI = JI

v 3, Jeden z katow trojkata rownoramiennego ma 80° Jakie moga byc¢

miary pozostalych katéow tego tréojkata?
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4. Jakie miary maja zaznaczone katy?

5. Trojkat ABD na rysunku obok ma pole réwne 3.
a) Jakie pole ma tréojkat ACD?

©b) W trojkacie ABD poprowadzono wysokosS¢
z wierzchotka A, a w trojkacie BCD poprowa-
dzono wysokos¢ z wierzchotka C. Uzasadnij, ze
stosunek tych wysokosci jest rowny 2: 3.

6. Oblicz pole tréjkata o wierzchotkach:
Mﬁ"ﬂ&eﬂ a) A = (_2: 4)1 B = (61 _1), C — (2,_1)
& b) K= (_2; 3)1 L= (_25 ]-)3 M = (O, 0)

C /. Ktory z nizej narysowanych tréjkatow jest przystajacy
do trojkata ABC?

B (D @ 4 ©
A ' -
4 -

D C -

8. Czworokat ABCD na rysunku obok

jest rownoleglobokiem. Uzasadnij, ze:

S a) trojkaty ABC i ACD sa przystajace,

A B b) trojkaty ASD i BSC sa przystajace.

N M
99, Czworokat KLMN na rysunku obok
jest trapezem rownoramiennym. Uza- >

sadnij, ze trojkat KPN jest przysta-
jacy do tréjkata LPM.
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10. Na rysunku obok poziome odcinki

Vi
N / maja diugosc 4, a pionowe — 3.
a) Jakie wspolrzedne maja punkty M, N,
M K, jesli L =(-1,2)?
“I'b) Uzasadnij, ze narysowane trojkaty sa
przystajace.
L 7 ¢) Uzasadnij, ze punkty K, L, M, N leza
na jednej prostej.
K X Wskazowka. Aby stwierdzié, ze punkty A, B,
P C sa wspolliniowe, wystarczy wykazac, ze kat
ABC ma 180°.
11. Przez podane punkty A i B poprowadzono prosta. Podaj wspoirzedne
trzech dowolnych punktow lezacych na prostej AB. Skorzystaj z wnio-
skow wynikajacych z zadania 10.
a) A=(-3,-10) b) A =(87,16) c) A=(50,42)
B =(-5,2) B=(107,22) B = (65,40)
12. Oblicz miary katow « i B:
a)

x B b’/lao“ / c)
65° 80° X 50°

trapez rownoleglobok trapez rownoramienny

13. Czworokaty narysowane ponizej to rownolegiobok, romb i trapez row-
noramienny. Oblicz miary katow wewnetrznych tych czworokatow.

C H G
33 s
70°
B /40"
B E F I

14. Bok kratki ma diugosc¢ 1. Oblicz pola narysowanych figur.
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15.

16.

|

18.

~19.

a) Oblicz pole rombu o przekatnych dlugosci 2+/2 i 4./3.
b) Jaki obwod ma kwadrat o polu réwnym 20 c¢cm?=?

Boki rownolegioboku majg 10cm i 12cm, a krotsza wysokosS¢ ma
6 cm. Oblicz druga wysokosc.

Boki trojkata prostokgtnego maja dlugosci 5, 12, 13. Jaka dlugos¢ ma
najkrotsza z wysokosci tego trojkata?

Czworokat ABCD na rysunku
obok jest trapezem. Oblicz pole
trojkata BMC.

A 3 b

a) W pewnym czworokacie przekatne majg rowne diugosci. Czy z tego
wynika, ze ten czworokat jest prostokatem?

b) W pewnym czworokacie przekgtne sg prostopadie. Czy z tego wy-
nika, ze ten czworokat jest rombem?

SPrawdz, czy umijesz

p

1. Ile wynosi suma miar katow o i B?

A. 125° B. 145° C.150° D. 160°

2. Ktory z ponizszych czworokatow ma naj-
mniejsze pole?

3. Wysokosci rownolegtoboku sa rowne 6 cm i 8 cm. Pole tego réwnoleglo-
boku wynosi 60 ¢cm?. Jakg dlugos$¢ ma krotszy bok tego rownolegtoboku?

A. 7,5 cm B. 10 cm C. 8 cm D. 6 cm

-4 zadania uzupetniajgce 1-6, str. 114
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2 Twierdzenie Pitagorasa

Gdy znamy diugoSci dwoch bokow trojkata i miare kgta miedzy nimi,
to mozemy skonstruowac trzeci bok trojkata. Jesli chcielibySmy znac
diugosc¢ tego boku, to moglibySmy go zmierzy¢. Nie bedziemy jednak
mieC pewnosci, czy wynik jest dokladny.

1
I
i
i
i
1
i
I
I
!
!
1
i
i
1

-

CWICZENIE A. Skonstruuj prze- - :
ciwprostokatng tréjkata prosto- .E Dy, (
katnego o przyprostokatnych -§ :
dtugosci 6 cm i 7 cm. 8 i
N i

& 0N -

= Przyprostokatna :

i

Juz ponad 2500 lat temu zauwazono, ze jesli kat
miedzy danymi bokami jest prosty, to trzeci
bok trojkata nie tylko mozna skonstruowac,

ale takze mozna obliczy¢ jego diugosc.

s NG et R e CWICZENIE B. a) Popatrz na rysunek obok. Na
s T, e bokach tréjkata prostokatnego zbudowano kwa-
NG R draty. Poréwnaj sume pdl dwéch mniejszych
\ NG kwadratow z polem wiekszego kwadratu.
b) Narysuj trojkat prostokatny o przyprostokat-
NN nych dtugosci 3 cm i 4 cm. Zmierz dfugosc
przeciwprostokatnej. Na bokach tego trojkata
zbuduj kwadraty i oblicz ich pola. Dodaj pola
A dwoch mniejszych kwadratow i poréwnaj z po-
lem najwiekszego kwadratu.
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Starozytni matematycy odkryli nastepujaca
wilasnosc¢ trojkgtow prostokatnych:

B W trojkqcie prostokqtnym suma pol kwa-
P, dratow zbudowanych na przyprostokqt-
nych jest rowna polu kwadratu zbudowa-

nego na przeciwprostokqtnej.

Py + P> = P3

Py, P, — pola kwadratéw zbudowanych na przy-
P, prostokatnych

P; — pole kwadratu zbudowanego na przeciw-
prostokatnej

Powyzszg wlasnos$¢ nazywamy twierdzeniem Pitagorasa. Mozna ja
uzasadnic, dzielagc dwa mniejsze kwadraty na takie czesci, aby mozna
byto z nich zlozy¢ najwiekszy kwadrat. Na ponizszych rysunkach
przedstawiono dwa rozne sposoby takiego podziatu.

Uwaga. Linie podzialu dwoch mniejszych kwadratow (na obu rysunkach) sg
rownolegle do odpowiednich bokéow duzego kwadratu. Na drugim rysunku linie
podziatu przechodza przez srodek kwadratu (punkt przeciecia przekatnych).

CWICZENIE C. Jakie pola maja zacieniowane kwadraty z rysunkow ponizej?
Jakie dtugosci maja boki tych kwadratow?

12_~As 3v2

‘)

3vV14

i

10
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Zauwazmy, ze jezeli boki trojkata maja diugosci a, b i ¢, to kwadraty
zbudowane na tych bokach maja pola rowne odpowiednio a?, b® i c?.

Twierdzenie Pitagorasa mozemy wiec sformutowac w inny sposob:

Jesli trojkat jest prostokqtny, to suma kwa-
dratow dlugosci przyprostokqtnych jest row-

C na kwadratowi dlugosci przeciwprostokqtnej.
a
a’ + b? = ¢?
B a, b — diugosci przyprostokatnych

b ¢ — dlugos¢ przeciwprostokatnej

Uwaga. Matematycy nazywaja twierdzeniem kazde zdanie (np. dotyczace
figur lub liczb), ktérego prawdziwos¢ zostala udowodniona. Wiele roz-
nych twierdzen juz znasz, na przyklad:

e Suma miar katow w trojkacie jest rowna 180°.

e Przekatne prostokata majg rowne diugosci i przecinajg sie w potowie.

e Liczba naturalna, ktérej ostatnia cyfra jest O lub 5, jest podzielna przez 5.
e [loczyn liczby parzystej i nieparzystej jest liczbg parzysta.

____________________________________ Z historii

Pitagoras z Samos (572 p.n.e.-497 p.n.e.) zyl w czasach, gdy w In-
diach nauczal Budda, a w Chinach — Konfucjusz. Zalozyl Zwia-
zek Pitagorejski — bractwo religijno-polityczne, ktore prowadziio
takze dzialalno$¢ naukowa. Pitagorejczycy uwazali, ze Swiat moz-
na opisa¢ za pomocg liczb. Celem ich zycia bylo poszukiwanie
harmonii w Swiecie. Odkryli na przykiad, jakie diugosci powinny
mie¢ dwie struny, aby razem pieknie (harmonijnie) brzmiaty.

Twierdzenie zwane twierdzeniem Pitagorasa bylo uzywane juz
wczesniej przez Babilonczykow, Egipcjan i Hindusow. Od pita-
gorejczykow pochodzi prawdopodobnie ogolny dowod i nazwa
twierdzenia. Legenda glosi, ze po udowodnieniu twierdzenia
Pitagoras zlozyl bogom hekatombe, czyli ofiare ze stu wolow.
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Stosujac twierdzenie Pitagorasa, mozemy obliczy¢ diugosc¢ jednego
z bokow trojkata prostokagtnego, gdy znane sa diugosci dwoch po-
zostalych bokow.

Przykiad k

W trojkacie prostokatnym przyprostokatne maja diugosci 2 cm i 3 cm. Jaka
diugos¢ ma przeciwprostokatna tego trojkata?

X Wykonujemy rysunek pomocniczy; przez x ozna-
2 cm czamy szukana dlugosc¢ odcinka.
B
3 cm
5 5 5 Zapisujemy rownos¢ wynikajacg z twierdzenia
25435 =R Pi
itagorasa.
X%=13 . o . ‘
Poniewaz x to dlugos¢ odcinka, wiec rozpatru-
X =+/13 [cm] Jjemy tylko dodatnie rozwigzanie rownania
x% =13,

Odp. Przeciwprostokatna ma dlugos¢ /13 cm, czyli okolo 3,6 cm.

Przykiad L

Przeciwprostokatna trojkata prostokagtnego ma diugosc¢ 9, a jedna z przy-
prostokatnych ma dtugosc 6. Oblicz diugosc drugiej przyprostokatnej.

X 9
| Wykonujemy rysunek pomocniczy; przez X ozna-
czamy szukang dlugosc¢ przyprostokatnej.
B
6

x2 + 62 = 92 | Z:apfsujemy rownos¢ wynikajaca z twierdzenia
Pitagorasa.

x*+36 =81

X% =45
Znajdujemy dodatnie rozwigzanie rownania

% =35 | jdujemy 4

X2:45; .UHE:.VQ- 523\;@.

Odp. Druga przyprostokatma ma diugos¢ 3./5, czyli okoto 6,7.
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1. Na kazdym z rysunkow podano pola dwoch kwadratow wyrazone
- w pewnej jednostce. Oblicz pole trzeciego kwadratu.
/,f‘ N e C)
/ N
/ N
) / N\ P=7? P=10
{ P=2 /
_ \\\\ /
P_ 6 ~ \x /’/ b)
_\ ./
P= 20
P=10 P=16
P= ]2
B
P=7
2. Skonstruuj kwadrat, ktorego
pole jest rowne:
a) sumie pol narysowanych
kwadratow,
b) roznicy pol narysowanych
kwadratow.
Y3, Trojkaty pomalowane na zielono
sg prostokagtne i rownoramienne.
a) Jakie pole ma najwiekszy kwa-
drat na rysunku obok, jesli pole zo1-
tego kwadratu jest rowne P?
b) Jakie pole ma zotty kwadrat,
jesli pole najwiekszego kwadratu
wynosi S?
4, Rysunek obok przedstawia kwadrat a b
o boku dlugosci a + b, podzielony na i
cztery jednakowe trojkaty i kwadrat. :
Korzystajac z tego rysunku, uzasad- b

nij twierdzenie Pitagorasa.

Wskazowka. Przedstaw pole duzego kwa-
dratu na dwa sposoby: jako pole kwa- a o
dratu o boku a+b oraz jako sume pol
figur, na ktore podzielony jest kwadrat. b a

8/;

l'fﬂ'¢



5. Zapisz zwigzek miedzy dlugos$ciami bokéw ponizszych trojkatow wy-

nikajacy z twierdzenia Pitagorasa.

a) c) e)
| a
b 3
[ Q
A :
b) N d) f)
)
y 3
| B C

6. Trojkat KLM jest prostokatny. Ustal, jaka literg jest oznaczony wierz-
chotek kata prostego, jesli zachodzi rownos¢ KL? = KM? — LM?,

7. Oblicz dlugosci odcinkéw oznaczonych literami.

> i
25
R b
d)

8. Oblicz dlugosc¢ odcinka AB.

a) C by C 0) C
B / i
B
A A

A AC = 6 AC=75 B AC=5

BC=5 BC =125 BC = V11
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9. a) Przyprostokatne trojkata prostokatmego maja diugosci 24 i 18. Ob-
licz diugosc¢ przeciwprostokatne;j.
b) W trojkacie prostokatnym przeciwprostokgtna ma 34 ¢m, a jedna
z przyprostokatnych ma 16 c¢cm. Oblicz diugosc¢ drugiej przyprosto-
katnej.
¢) Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego ma diugosc 10, a jedna
7z przyprostokatnych ma diugo$¢ 2./10. Oblicz pole tego tréjkata.

10. Oblicz diugosci zaznaczonych na czerwono odcinkow. Wyniki zaokraglij.

11. Statek wyplynat z portu w kierunku wschodnim. Po przeplynieciu
10 mil skrecilt i przeplynal 7,5 mili w kierunku potudniowym. Jak
daleko znalazt sie od portu?
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12. Rysunek przedstawia fragment planu miasta. Oszacuj z dokladnoscig
do 1 m dlugos¢ zaznaczonej trasy. (Do obliczen przyjmij, ze 2 =~ 1,4
10 = 3,2).

“13. Tam za murem dziewczyna,
a pod rekq drabina,
co pie¢ metrow dlugosci ma.
W fosie krazaq rekiny.
Zal przecudnej dziewczyny,
co za murem z rozpaczy tka.
Czy zwyktemu chiopczynie
na wspommnianej drabinie
te przeszkody pokonac sie da?
Dane wierszyk pominie,
znajdziesz je przy rycinie.
Policz sprytnie,
odpowiedz raz-dwal

14. Popatrz na rysunek obok. Oblicz p 1 E
dlugosci odcinkéw: AC, AD, AE, | TP F
AF, AG, AH i AL o
C L]
NG
“15. Skonstruuj odcinki o diugosciach: L N 1
Bl
) +/10 cm, /13 cm, /40 cm 1 A QH
b) +/15 c¢m, /7 cm, /96 cm 1
I

Wskazowka. 10 =32+ 12, 15 =42 -12,

16. Narysuj 0§ liczbowa, zaznacz na niej odcinek jednostkowy, a nastepnie
Wi zaznacz konstrukcyjnie na narysowanej osi punkt o wspéirzednej /5
o oraz punkty o wspétrzednych 1+ /5, -2./5, 2./5.
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Spfawﬁﬂz‘g CZy umjesz

7 1. Przedstawiony na rysunku tréojkat jest prostokatny.
j 7 twierdzenia Pitagorasa wynika, ze:

K 1 A m2=k2+12 C.I2=m?-Kk2
B. k2 =m? -2 D. k2 =12 —m?

2. Dtugosc¢ boku trojkata, na rysunku oznaczonego
literg x, jest rowna:

A. V43 B. /2 C. /83 D. 5+/2

3. Jakie pole ma trojkat, ktoérego jedna z przyprostokatnych ma diugosc 4,
a przeciwprostokatna ma diugosc¢ 77

A. 2./65 B. /65 C. 433 D. 2./33

4. Prosty pret metalowy o diugosci 4 m jest oparty

o mur. Czes¢ preta wystajgca ponad mur ma g
diugosc¢: ] [1,5m
-~
A.2m B. 1,5m C.2,5m D.1m Z
- —

2 m

- zadania uzupetniajace 7-11,str. 114

3 Zastosowania twierdzenia Pitagorasa

CWICZENIE. Kolejne figury przedstawione na ponizszych rysunkach to trojkat,
trapez, prostokat i romb. Odcinek CD to wysokosc trojkata, a odcinki HI i GJ
to wysokosci trapezu.

Znajdz w kazdej z narysowanych figur jeden trojkat prostokatny. Zapisz dla
tego trojkata rownosc wynikajaca z twierdzenia Pitagorasa.

C H G N M
N\ A g S
XO \
o \
4 \




88 | FIGURY GEOMETRYCZNE NA PLASZCZYZNIE

1_363“; |

=t

Przykiad

—_

I
]

A

Oblicz pole trapezu rownoramiennego o podstawach diugosci 4 i 16 oraz
ramionach diugosci 10.

| Wykonujemy rysunek; wysokosc
trapezu oznaczamy literg h.

16 -4

AE=FB==—5—=6 | Obliczamy dlugosci odcinkéw AE i FB.
h? + AE? = 10?2
h? + 62 = 10° ,

' Stosujemy twierdzenie Pitagorasa dla troj-
h* = 64 kata AED.
h=28
P = (16+4)-8 _ 80 | Obliczamy pole trapezu.

Odp. Pole trapezu jest rowne 80.

o

Czworokaty

. Narysowane czworokaty to prostokat, romb i rownolegiobok. Oblicz

diugosci odcinkéw oznaczonych literami.

C) 14

9

. a) Oblicz dlugos¢ przekatnej kwadratu o boku 4.

b) Jaka diugos¢ ma przekatna prostokata o bokach 51i 107
¢) Oblicz diugos¢ boku rombu o przekatnych diugosci 10 i 6.
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3. Lustro ma wymiary 2,2 m x 2,2 m.
Czy mozna je przenieSc przez drzwi
0 wymiarach 1 m x 2 m?

4. Oblicz pole prostokata, ktorego
przekatna ma diugos¢ 7 cm, a jeden
z bokéw ma dtugos¢ 3+/2 cm.

5. Bok rombu ma diugos$¢ 13 cm, a jedna z jego przekatnych ma diugos¢
24 cm. Oblicz diugosc drugiej przekatne;j.

6. W rownolegtoboku diuzszy bok ma 10 cm, a kroétsza przekatna ma
6 cm i dzieli rownoleglobok na dwa trojkaty prostokatne. Oblicz ob-
wod tego rownolegtoboku.

7. Oblicz obwod prostokata, ktorego przekatna ma diugosc¢ 5, a jeden
z bokow jest dwa razy diuzszy od drugiego.

V8. ] aka wysokosc¢ ma romb o przekatnych diugosci 12 cm i 16 cm?

9. Oblicz obwody narysowanych trapezow.

: b

C)
6 8/ |5 13 / 4 &
5 5

17

a)

10. Podstawy trapezu rownoramiennego maja diugosci 11cm i 27 cm, s,
a dfugos$ci ramion wynosza 14 cm. Jaka wysoko$¢ ma ten trapez? ”

11. Przyjrzyj sie rysunkowi. Smycz psa
ma dlugos¢ 6 m. Kot potozyl sie
w odlegtosci 7,5 m od psa. Czy kot
moze sie czuc¢ bezpiecznie?
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*12. HuStajacy sie chlopiec
trzyma liny w polowie ich
diugosci. Oblicz, o ile cen-
tymetrow podniosta sie de-
ska, na ktorej stoi chtopiec,
gdy liny zostaty zblizone.

Trojkaty
13. Oblicz diugosci odcinkéw oznaczonych literami.

a) b) C)

(o]

14. Tréjkat rownoramienny ma podstawe dlugosci 12 cm i ramie diugosci
10 cm. Oblicz jego wysokosS¢ opuszczong na te podstawe.

15. Typowa karta do gry ma wysokos$¢ 9 cm.
Aby pojedynczy domek z kart byl sta-
bilny, tworzace go karty powinny byc roz-
stawione na okofo 6cm. Ile warstw ta-
kich domkow nalezy ustawic¢, by otrzy-
mac¢ konstrukcje o wysokosSci ponad 1 m?

16. W trojkacie ostrokatnym ABC boki AC i BC maja dlugosci /13 i 5,
a wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka C ma diugosc 3. Oblicz pole
tego trojkata.

17. Przystanek autobusowy znajduje sie
przy prostokgtmym skwerze (zob. rysu-
nek). Niektorzy pasazerowie skracaja so-
bie droge do przystanku, niszczac przy
tym trawnik. Zal6ézmy, ze starszy pan
spieszacy sie do autobusu biegnie z pred-
koscia 81%“ (= 2,2 %—). [le czasu zaosz-
czedzi, wybierajac droge przez trawnik?
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18. Pole trojkata rownoramiennego jest réwne 48 cm?, a podstawa ma
diugosc 12 cm. Oblicz obwod tego trojkata.

©19. W sali lekcyjnej uktadana jest podloga z desek. Deski oka-
zaly sie zbyt diugie (zob. rysunek). Oblicz, o ile centy-
metrow trzeba skrocic¢ jedna z desek, aby obie lezaly na
podiodze, Scisle przylegajac do siebie.

T

3m 3:m

e ,a . ’ . .
20. W pewnym tréjkacie rownoramiennym podstawa ma dlugos¢ 16 cm,
a wysokosc¢ jest o 4 cm krotsza od ramienia. Oblicz pole tego tréjkata.

© 21. Gdy wiat silny wiatr halny, drze-
wo 0 wysokosci 20m zlamalto
sie w ten sposob, ze jego czu-
bek dotknal ziemi w odlegtosci
6 m od pnia. Oblicz, na jakiej
wysokosci od ziemi drzewo zo-
stalo ztamane.

Y

22. a) Przyprostokatne trojkata prostokatnego maja diugosci 4 i 8. Oblicz
wysokos¢ tego trojkata opuszczong na przeciwprostokatna.

b) W trojkacie rownoramiennym podstawa ma diugos¢ 10 cm, a ramie
13 cm. Oblicz wysokosc¢ tego trojkata opuszczona na ramie.

Wskazowka. Oblicz pole trojkata na dwa sposoby.

Trojkaty w okregach

23. Oblicz diugosci odcinkéw oznaczonych literami.

20
x|

8 12

[ e
/

el

N




© 24. Rysunek przedstawia po-
le karne na boisku do pitki

11m

noznej. Zaznaczony fuk jest
fragmentem okregu o promie-

| niu 9 m i Srodku w punkcie P

16 m (z ktorego egzekwowany jest
rzut karny). W jakiej odlegto-

Sci od bramkarza B jest za-

r*mﬂm wodnik stojacy w punkcie Z7?

¥ 25. a) Zwierciadlo wody plynacej w kanale ma szerokoSc¢ 2 m, a najwiek-
sza glebokos$¢ wynosi 0,5 m. Oblicz Srednice kanatu.

b) Jaka bylaby w tym samym kanale szerokos$¢ lustra wody, gdyby
poziom wody podniost sie o 25 cm?

SPrawdz, czy umijesz

1. Obwdd rombu o przekatnych dlugosci 4 i 8/2 jest rowny:

A. 24 B. 48

7

10

15

C. 20 D. 87

2. Pole trapezu prostokatnego przedstawione-
g0 na rysunku obok jest rowne:

A. 66 B. 77 C. 110 D. 88

3. Ktore nozyczki sa po zlozeniu najkrotsze?

=4 zadania uzupetniajace 12-26, str. 115-116
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Przekatna kwadratu.
Wysokosé trojkata rownobocznego

Przyjrzyj sie rysunkowi. Przekatna dzieli kwadrat na dwa trojkaty
rownoramienne prostokatne. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa,

mozemy znalez¢ wzor na diugosc¢ przekatnej d.

d* = a® + a*
d a d? = 2a?
Gl d=+v2-a
7|

Dlugoéc przekatnej kwadratu: d = a+/2
a — dlugos¢ boku kwadratu

CWICZENIE A. Oblicz dfugos¢ przekatnej kwadratu o boku dtugosci:
a) ] b) 2 C) 5 d) w’fj EJ 31:"?

Przykiad

Przekatna kwadratu ma dlugosc 4. Jaka dlugos¢ ma bok tego kwadratu?

a — szukana diugos¢ boku

Odp. Bok tego kwadratu ma diugosc

Stosujemy wzor na dlugosc przekgtnej
kwadratu.

Wyznaczamy a.

V2"

Uwaga. Wynik otrzymany w przyktadzie mozna zapisac inaczej:

V2

4.3 43 . =
B3 2 —eve

Rownanie z powyzszego przykladu mozna takze rozwigza¢ w inny spo-

sob:
a2 =4
2a =42

a=2.2

W)
2

Mnozymy obie strony réwnania przez /2.

aJv2-\2=a-2=2a
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Przykiad

Popatrz na ponizszy rysunek. WysokoS¢ h trojkgta rownobocznego
dzieli ten trojkat na dwa jednakowe trojkaty prostokatne. Aby otrzy-
mac¢ wzor na wysoko$¢ tréjkata rownobocznego, mozemy skorzystac
7 twierdzenia Pitagorasa.

i (3)" -
S 2
a h A h® = aE B %
h? = 2 a’
q a h = lé—a
2 2
Wysokos¢ trojkata rownobocznego: h = dy o \2/3

a — diugosc boku trojkata rownobocznego

Gdy znamy diugos¢ boku trojkata rownobocznego, mozemy obliczy¢
jego pole.
a>/3

-4

a

P =

a-hz%a- 23——-

o] —

a3

p=23

a — dlugosc boku trojkgta rownobocznego

Pole trojkata rownobocznego:

CWICZENIE B. Oblicz wysokos¢ i pole tréjkata rownobocznego o boku 4.

N

Bok rombu ma dlugos¢ 5, a jeden z katow ma 60°. Oblicz dlugosci przekat-
nych tego rombu.

BD =5

AC=2.-AE=2.23 _5/3

3 C

) Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Co

Trojkat ABD jest rownoboczny.
Diugosc¢ odcinka AE obliczamy ze wzoru
na wysokosc trojkgta rownobocznego.

2

Odp. Przekatne rombu maja diugosci 5 i 5+/3.
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1. a) Jaka dlugos$¢ ma przekatna kwadratu o boku 7+/3?

dan'® _ | o
19 "t b) Czy przekgtna kwadratu o boku 5 cm jest diuzsza czy krotsza niz
- 7 cm?

s
-

. = ¢) O ile diuzsza jest przekatna kwadratu o boku 5cm od przekatnej
kwadratu o boku 3 cm?

2. a) Oblicz diugos¢ boku kwadratu o przekatnej 2.
b) Jaki obwod ma kwadrat o przekatnej 5?

¢) O ile dluzszy jest bok kwadratu o przekatnej 10 od boku kwadratu
0 przekatnej 8?

3. Przeczytaj wierszyk i odpowiedz na pytania, korzystajac z rysunku.
@

=] :

-

- )
* Tody o

Zosia chodzita po tace,
Zbierata kwiatki pachnqce.
A Tadek w rogach kwadratu
Potozyt bukiety kwiatow,
Ostatni bukiet na srodku,

I rzekt: — Pozbieraj je, kotku!
Zosia przez moment dumata
I krotszq droge wybrala.
Zastanow sie i Ty chwile:
Ktorq i krotszq o ile?

4. Oblicz sume obwodoéw kwadratow nary-
sowanych obok, jesli bok najwiekszego
kwadratu ma diugosc 4.

5. Oblicz wysokos$¢ trojkata rownobocznego
o boku:

a) 12 b) 5 c) /3 d) 4.6

6. Oblicz pole tréjkata rownobocznego o boku:
a) 8 cm b) 10 cm ¢) 2/3 cm d) 5v/2 cm

7. a) Oblicz dlugos¢ boku tréjkata rownobocznego o wysokosci 4.
b) Jakie pole ma trojkat rownoboczny o wysokosci 5+/37
¢) Jaka dlugos$¢ ma bok tréjkata rownobocznego o polu +/3?



96 | FIGURY GEOMETRYCZNE NA PLASZCZYZNIE

b
E_T‘}

A 1
r'f

8. Pieciokat na rysunku obok jest zbudowany z czte-
rech trojkatow rownobocznych. Oblicz pole i obwod
tego pieciokata.

9. Na bokach kwadratu o przekatnej dtugosci 2 zbu-
dowano trojkaty rownoboczne potozone na zewnatrz
kwadratu. Jakie pole ma otrzymany oSmiokat?

P N

*10. Bok trojkata rownobocznego ABC

ma diugos¢ 2. Na kazdym boku C

tego trojkata zbudowano kwadrat

tak, jak na rysunku obok. Oblicz R

pole szeSciokata KLMNPR.

A B
K L
SPrawdz, czy umijesz

1. Figura narysowana obok jest zbudowana z dwoch
kwadratow. Odlegios¢ AB jest rowna:

A. 42 B. 2422 C. /6 D, 24 /2

2. Pole tréjkata réwnobocznego jest réwne 9./3.
Zatem bok tego trojkata ma diugosc:

A. 3 B. 6 C. 33 D. 6./3
D 2 C
3. Tréjkaty ABS i DSC sa rownoboczne. <
Jakie jest pole trapezu ABCD?
A. 18+/3 C. 93
B. 4,5+/3 D. 942 -

zadania uzupefniajace 27-34,str. 116
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5 Trojkaty o katach 90°, 45°, 45°
oraz 90°, 30° 60°

CWICZENIE A. Narysuj kwadrat o boku 5cm. Zamaluj jeden z trojkatow, na
ktore dzieli ten kwadrat jego przekatna. Jakie katy ma ten trojkat? Jakie dfugo-
Sci maja jego boki?

Rysunek obok przedstawia trojkat prostokatny ABC,
ktorego jeden z katow ostrych ma miare 45° a jedna
z przyprostokatnych ma diugosc a.

Trojkat ABC jest polowa kwadratu o boku a. Zatem
przyprostokagtna AC ma diugosc a, a przeciwprosto-
katna BC ma dlugo$¢ a/2.

CWICZENIE B. Narysuj trojkat réwnoboczny o boku 6 cm. Podziel ten tréjkat
wzdfuz wysokosci. Zamaluj jeden z otrzymanych trojkatow. Jakie katy ma
zamalowany trojkat? Jakie dfugosci maja boki tego trojkata?

M

60° /.

______________

K

b L
KM =2b LM =b\3

Rysunek obok przedstawia trojkat prostokatny KLM,
ktorego jeden z katow ma 60° a krotsza przypro-
stokatna ma dilugosc b (drugi kat ostry tego trojkata
ma 30°).

Trojkat ten jest potowa trojkgta rownobocznego
0 boku 2b. Zatem przeciwprostokatna KM ma diu-
goS¢ 2b. Diugosc¢ przyprostokatnej LM mozna obli-
czy¢ ze wzoru na wysokosc trojkata rownobocznego:

i 2b - +/3 _ b\/g 21? — dlugos¢ boku trojkata
2 rownobocznego

PokazaliSmy, ze w trojkatach o katach 90°, 45° 45° oraz w trojkatach
o katach 90°, 30° 60° wystarczy zna¢ diugosc¢ jednego z bokow, aby
obliczy¢ diugosci dwoch pozostalych.

97
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Przykiad

A

W trojkacie prostokatnym o kacie ostrym 45° przeciwprostokatna ma dilu-
g0S¢ 7. Oblicz dlugosci pozostalych bokow tego trojkata.

Trojkat jest rownoramienny; oznaczamy
literg x dlugosci przyprostokatnych.

P
N
;

| Przeciwprostokgtna ma diugosé x+/2.

P
I

™

| Obliczamy diugosc¢ przyprostokgtnej.

Odp. Przyprostokatne trojkata maja diugos¢ %

Przykiad

N

W trojkacie prostokatnym jeden z katow ostrych ma 30°, a dtuzsza przypro-
stokatna ma dlugosc¢ 5. Oblicz diugosc¢ przeciwprostokatnej.

Dtuzsza przyprostokatna trojkata lezy na-
przeciw kata 60°; oznaczamy literg x diugosé
krotszej przyprostokatnej, wobec tego prze-
ciwprostokatna ma diugosc 2x.

X3 =5 | Dluzsza przyprostokatna ma diugos$c¢ x+/3.
-
= czamy diugosc drugiej przyprostokgtne;.
X ) | Obli diugosc d Kk '
_9 5 _ 10 _ _ _ _
2x=2- A=A |  Obliczamy dlugosc¢ przeciwprostokgtnej.

Odp. Przeciwprostokatna ma diugosc 1—\/%.

Wyniki z przykltadow mozna tez zapisa¢ tak, aby w mianowniku nie wy-
stepowal pierwiastek.

7 _ 72 _ 72 10 _ 10-+/3 _ 10V3

Fi
V2 V2 - VIE 2 V3 B V33 3




3. Oblicz brakujagce diugosci bokow w narysowanych trojkatach.
b) C)

35/
-2

2

4. W trojkacie prostokatnym jeden z katéw ostrych ma 30°. Oblicz ob-
wod tego trojkata, jesli:
a) krotsza przyprostokatna ma diugosc 2,
b) diuzsza przyprostokatna ma diugosc 2,
¢) przeciwprostokatna ma diugosc 2.
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5. Narysowane ponizej czworokaty to prostokat, rownolegtobok i trapez
rownoramienny. Oblicz diugosci odcinkow oznaczonych literami.

4

120°

10

30°

7. W trdjkacie ABC wysokos$¢ CD wynosi 8. Kat ABC ma miare 60°, a kat
BAC ma 45°. Oblicz obwdd tego trojkata.

8. Kat ostry rombu ma 60°, a dluzsza przekatna ma 8 cm. Oblicz dlugos¢
boku tego rombu.

9. Odpowiedz na pytania (wyniki obliczen zaokraglij).
a) b)

Jak wysoko nad ziemiqg Na jakiej wysokosci
siedzi ptak? jest spadochroniarz?

10. a) Oblicz obw6d trapezu prostokatnego, ktorego krotsza podstawa
ma 2 cm, dluzsze ramie ma 4 ¢cm, a kat ostry ma 60°

b) W trapezie narysowanym obok dolna
podstawa jest dwa razy diuzsza od gornej.
Oblicz obwod tego trapezu.
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11. Pokdj na poddaszu ma skosny sufit, ktory jest nachylo-
ny do poziomu pod katem 30°. W najnizszym e
miejscu pokoj ma 120 cm wysokosSci. el || |
Podloga ma ksztalt kwadratu ‘ ivak Q (R Ml
o boku 3 m. Jaka wysoko§¢ T e, |

ma ten poko6j w najwyz- : "

SZym miejscu?

“12. W trapezie rownoramiennym wysokos$¢ ma 5 cm i jest rowna diugosci
krotszej podstawy trapezu. Przedluzenia ramion przecinajg sie pod
katem prostym. Oblicz obwod tego trapezu.

13. Przekatne trapezu rownoramiennego dzielg katy przy diuzszej pod-

stawie na polowy i przecinaja sie pod katem 120°. Diuzsza podstawa
ma 12 cm. Oblicz obwod tego trapezu.

SPrawdz, czy umijesz

1. Trojkat prostokatny rownoramienny ma ramie diugosci 4 cm. Wysokosc
tego trojkata opuszczona na przeciwprostokatng wynosi:

A. % cm B. 4./2 cm C.2cm D. 4 cm

2. W trojkacie prostokatnym diuzsza przyprostokatna ma diugosc¢ 12, a je-
den z katow ma 30°. Zatem pozostate boki tego trojkgta maja diugosci:

A.24 i 123 B.6 i 63 Clgi% D.4i 8

V3

3. Jakie pole ma trojkat ABC?
A. 54 C. 36 +36./3
B. 183 +18 D. 18/3+18+2

4. Wysoko$¢ namiotu cyrkowego
przedstawionego na rysunku wy-

nosi okoto:
A. 12,1 m C.99m
B. 19,1 m D. 14,1 m

- zadania uzupetniajace 35-42,str. 117
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6 Odcinki w ukladzie wspoéirzednych

CWICZENIE A. Jakie dtugosci maja odcinki za-
znaczone na rysunku obok?

Latwo jest okresli¢ dlugos$c¢ odcinka, gdy
jest on rownolegly do jednej z osi ukfadu
wspolrzednych. Twierdzenie Pitagorasa
pozwala nam obliczac¢ dtugosci dowolnie
potozonych odcinkow.

CWICZENIE B. Narysuj w ukfadzie wspéftrzednych trojkat o wierzchotkach:
A=(-5,2), B=(7,2) i C=(-5,7). Jakie dfugosci maja boki AB, AC i BC?

------ SO W W
ettt e oo sl s sl
A-- ..... ..... -~C
..... .......... 1 ..... ..... ..... ...... . -
B - S S i 1
""""" LB H . lp. .
Przykiad

A

Oblicz diugos¢ odcinka o koncach w punktach P=(-1,-2) i R =(4,2).

PR? = PS? + RS?
PR =+/52+42=./41

Odp. Dlugos¢ odcinka PR wynosi +/41.

Rysujemy odcinek PR w ukiadzie wspoirzed-
nych, znajdujemy punkt S, taki ze trojkat
PSR jest prostokatny, i odczytujemy diugo-
sci odcinkow PS i RS.

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa.

Gdy znamy wspoirzedne koncow odcinka, mozemy takze wyznaczyc¢
jego Srodek.

CWICZENIE C. Narysuj o$ liczbowa. Zaznacz na niej podane liczby oraz ich
Srednig arytmetyczng. Co mozna zauwazyc?

a) 4i

12

b) 0i-6

a

c) =517 d -10i-2

Na osi liczbowej srodek odcinka wyzna-
czonego przez dwie liczby ma wspoirzed-
ng rowng ich Sredniej arytmetycznej.

Ten fakt wykorzystamy do okreslenia wspoirzednych Srodka odcinka
lezacego w ukladzie wspolrzednych.
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vi F CWICZENIE D. Odczytaj wspoétrzedne
300 koncow odcinkéw zaznaczonych na ry-
sunku obok oraz ustal wspotrzedne ich
A T 530 T B :E srodkow.
, H_ Tl C f +D Na ponizszym rysunku zaznaczono
i 5 f i w uktadzie wspolrzednych odcinek
i ! ‘ . o koncach A = (xg,Va) 1 B = (Xp, Vb)
-180  |-100 120 220 320 X oraz jego srodek S.
5 ------- r-80
Pierwsza wspolrzedna punktu S lezy
na osi x dokladnie w srodku mie-
dzy liczbami x, i xp, a druga wspotl-
rzedna punktu S lezy na osi y do-
ktadnie w Srodku miedzy liczbami y;,
i v». Wynikaja stad nastepujace wzo-
ry, pozwalajace oblicza¢ wspolrzedne
srodka odcinka o danych koncach:
Xa+ Xp Ya+ Vb
Xg = . 2 3 Ys = 1 2
CWICZENIE E. Oblicz, jakie wspotrzedne ma $rodek odcinka AB, gdy:
a) A=(7,2), B=(11,14) b) A=(-35,1), B=(-17,-7)
Przykiad k

Punkt P =(-2,3) jest Srodkiem odcinka AB, gdzie A =(-10,-7). Znajdz
wspolrzedne punktu B.

B =(x,y)

~10+x _ —7+y _ Korzystamy ze wzoru na wspolrzedne
T R 7 =3 srodka odcinka.

X=0 y=13

Zatem B = (6, 13).

Zwro¢ uwage, ze w powyzszym przykiadzie szukany punkt B lezy na
prostej AP.
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42 “‘\a 1. Oblicz diugo$¢ odcinka, ktérego koncami sa punkty A i B.
2oV -7 2 A=(1.4), B=(,6) ¢) A=(-5,-9), B=(1,-3)
- b) A=(=3,2)., B=(-7,-1) “d) A=(120,200), B=(124,203)

2. Popatrz na rysunek obok. Z punk-
tu A do punktu B prowadzg dwie
drogi — jedna przez punkt K, a dru-
ga przez punkt L. Oblicz diugosci
tych drég i oszacuj, ktora droga jest
diuzsza.

3. Ponizej narysowano kwadrat, tréjkat rownoramienny i rownolegtobok.
Oblicz obwody tych figur. Oszacuj, ktora figura ma najwiekszy obwaod,
a ktora — najmniejszy.

VRSN NS T AU R ) WD/

4. Oblicz odleglosci podanych ponizej punktow od poczatku ukladu
wspolrzednych.

A=3,4) B=(,3) C=(8,6) D=(3,-3) E=(12,-))

>. Ktory z punktow P =(-8,6), P> =(7,-7), P3=(-5,-9) lezy na okregu
0o Srodku w poczatku ukladu wspolrzednych i promieniu 10?7 Ktory
punkt lezy wewnatrz, a ktory na zewnatrz kota ograniczonego tym
okregiem?

6. Punkty P i R lezg na okregu narysowa-
nym obok. Znajdz ich wspoirzedne.

© 7. Ktore z ponizszych punktow naleza do
kota o srodku w poczatku uktadu wspot-
rzednych i promieniu 8?

A=(-3,4) C = (+/33,/33)
B = (-5,-6) D =(2+/10,2/5)




10.

11.

12.
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. Wyznacz wspoirzedne srodka odcinka o podanych koncach.

a) A=(7,11), B=(13,3) c) P=(-5,2), R=(-9,-12)
b) K =(-6,14), L=(2,20) d §$=(-8,-11), T =(-6,-7)

. Punkt § jest Srodkiem odcinka AB. Oblicz, jakie wspoirzedne ma

punkt B, gdy:
a) A=4,9), S=(10,10) b) A=(-7,6), S$=(-11,-2)

Znajdz wspolrzedne trzech punktow, ktore lezg na prostej PR, gdzie
P=(-3,12) i R =(5,24), i ktore:

a) leza na odcinku PR, b) leza poza odcinkiem PR.

Odcinek AB jest Srednica pewnego okregu. Oblicz wspolrzedne srodka
okregu oraz diugosc¢ promienia, gdy:

a) A=(-2,9), B=(6,3) b) A=(-4,-2), B=(8,3)

Punkty A =(40,-10), B =(-50,0) i C =(-20,50) to trzy kolejne wierz-
cholki rownolegioboku ABCD. Znajdz wspoirzedne srodka przekat-
nych oraz czwartego wierzchotka tego réwnolegtoboku.

- A e __\_I] » = ) e . =
SPrawaz, CZYy ulnjesz

1. Odcinek o koncach A =(-10,20), B=(-20,-10) ma dlugos¢:
A. 10410 B. 100 C. 1000 D. V10

2. Punkt S = (-4, 7) jest srodkiem odcinka PR, gdzie P =(-10,-1). Punkt R
ma wspoirzedne:

A. (-6,-8) B. (—7,3) G2, 15) D. (-=16,-9)

3. Ktory z podanych punktow lezy na zewnatrz
okregu narysowanego obok?

A. A=
B. B=(11,4) D. D =(9,-7)

Vi

12 X

(-10,-6) C. C=(-8,9) f \ _

P zadania uzupetniajace 43-46,str. 117-118
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7 Dowodzenie w geometrii

Znasz juz wiele wlasnosci figur geometrycznych. Niektére z nich przy-
pominamy ponizej.

Jesli prosta przecina dwie proste
rownolegte, to katy odpowiadajace
majq rowne miary oraz katy naprze-
mianlegle maja rowne miary.

Suma miar katow w trojkacie

wynosi 180°.
x+B+y=180°
o < F
JeSli a=p i o=y a
1 f=0, to trojkaty A b
ABC i DEF sa przy-
Stajace. D
B E

Korzystajac z takich podstawowych wtasnoS$ci, mozna uzasadniac inne
wilasnosci figur geometrycznych.

W trojkqcie rownoramiennym kqty
przy podstawie majqg rowne miary.

Szesciokqt foremny mozna podzieli¢
na 6 jednakowych trojkqtow rownobocznych.

Zwykle to uzasadnienie mozna przeprowadzi¢ na wiele roznych spo-
sobow. W kazdym z przykladow na kolejnych stronach dowodzimy
pewnej wlasnosci i pokazujemy jeden z mozliwych sposobow prze-
prowadzenia dowodu.
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Przykiad k

Przez dwa punkty przeciwleglych bokow rownolegioboku poprowadzono
prosta, ktora podzielita rownolegtiobok na dwa trapezy. Wykaz, ze te trapezy
maja rowne katy.

D \P .
Przedstawiamy na rysunku informacje podane
w zadaniu i wprowadzamy oznaczenia.
A Q\ B

Przeciwlegte katy rownolegioboku maja rowne miary, zatem:
<QAD =<«BCP
<PDA =<QBC

Poniewaz AB || CD, wiec katy naprzemianlegle sg rowne:
LAQP =<CPQ
<«DPQ =<BQP

Wykazalismy, ze katy w trapezie AQPD sa rowne odpowiednim katom w tra-
pezie QBCP.

Przykiad k

Figura na rysunku obok to szesciokat foremny. A B
Wykaz, ze pole tréjkata ABC jest 3 razy mniejsze
od pola szesciokata.

C

Przerysowujemy rysunek, dzielimy sze-
sciokat na trojkaty rownoboczne i wpro-
wadzamy oznaczenia. Zauwazamy, Zze

2h

Y Pse o pole wysokosc¢ trojkata ABC to dwie wysoko-
szesciokata éci tréjkata ABD.
Panpy = 40 P = ip Zapisujemy pole tréjkata ABD na dwa
ABD =72 ABD = g7 sz sposoby.
a-2h ah 1 1
Papc = 5 =2‘T=2-PABD=2-EPSZ=§PSZ

WykazaliSmy, ze trojkat ABC ma pole 3 razy mniejsze od pola szeSciokata.



'1;.':»‘)““‘:‘.1i

o
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Przykiad

Na przyprostokatnych AB i AC trojkata prostokatnego ABC zbudowano
trojkaty rownoboczne ACD i ABE tak, ze punkty A, E, B, C, D sg kolejnymi
wierzchotkami pieciokata. Wykaz, ze trojkat CED jest rOwnoramienny.

Sporzadzamy rysunek.

Pokazemy, ze trojkaty ACE i ADE sa przystajace.

Trojkat ACD jest rownoboczny, wiec AC = AD. Zauwazmy tez, ze odci-
nek AE jest wspolnym bokiem trojkatow ACE i ADE.

Ponadto:

< CAE =90°+60°=150°

< DAE = 360°-(60°+90°+60°) = 360°-210°=150°
Stad: «CAE =4<DAE

Z cechy bkb przystawania trojkatow wynika, ze trojkaty ACE i ADE sa
przystajace.

Zatem: CE =DE

PokazalisSmy, ze trojkat CED ma dwa rowne boki, wiec jest rownoramienny.

Zagadnienia dotyczace katow w wielokatach

“'1. Na rysunku obok zaznaczono trzy katy. P
Uzasadnij, ze o+ p =Y.

N

AN

C H2. W trojkacie ABC na rysunku obok AC = CB.
Uzasadnij, ze jesli przez punkt C poprowadzi-

my prosta rownolegia do boku AB, to podz
ona kat BCD na dwa rowne katy.

ieli
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='3. W trgjkacie ostrokatnym poprowadzono
dwie wysokosci, tak jak na rysunku obok.
Wykaz, ze katy & i B sa roOwne.

“'4, Pewien trdjkat prostokatny podzielono na dwa tréjkaty prosta prze-

chodzaca przez wierzchotek kata prostego. Jeden z otrzymanych troj-

katow jest rozwartokatny rownoramienny. Wykaz, ze drugi trojkat tez
jest rownoramienny.

5. W tréjkacie rownoramiennym poprowadzono wysokos$é do jednego

z ramion. Uzasadnij, ze kat miedzy ta wysokoscig a podstawg trojkata
jest 2 razy mniejszy niz kgt miedzy ramionami.

“'6. Odcinki AB, BC i CD na kazdym rysunku majg takie same dlugosci.
Wykaz, ze 2 = & oraz ze y = 3.

a)
B
oc p
A C D
--------------- =7, Przeczytaj informacje obok. Uza-
A A sadnij nastepujace wilasnosci:
a) Suma miar katow zewnetrznych
w trojkacie jest rowna 720°.
. b) W czworokacie, w ktorym kazdy
s ok o katow to kat ze- ) oL .
il Zaiﬂfﬁéﬂ?&ﬁ ZZ:netrzne sq kat jest wypukly (mniejszy niz 180°),
WRRUZIY W : iar katow zewnetrznych jest
katow wewnetrznych). suma miar Kq € ycn j
przylegle do katow réwna 720°.
C
=1 8. Trojkat ABC na rysunku obok jest réw-
noboczny oraz katy LAB, MBC i KCA
maja takie same miary. Wykaz, ze trojkat
KLM jest rownoboczny. L
A B

Zagadnienia dotyczace pol wielokgtow

=19, Uzasadnij, ze przekatne dzielg rownoleglobok na cztery tréjkaty o row-
nych polach.
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D E
~'10. Na boku DC réwnolegtoboku ABCD wybrano
dowolny punkt E. Wykaz, Ze pole trojkata ABE
jest rowne sumie pol trojkatow ADE i EBC.
A B

C

_______ -1
I Sm—— “11. a) Wykaz, ze Srodkowa trojkata dzieli go
'. érodkowa trojkata to od- na dwa trojkaty o rownych polach.
| cinek laczacy wierzcho- L, .. o
1 tek trojkata ze Srodkiem b) Wykaz, ze Srodkowa trojkata i odcinki 1a-
', przecil;vleg-iego boku. czace jej Srodek z wierzchotkami trojkata dzielg
L g0 na cztery trojkaty o rownych polach.
~112. Na bokach prostokata wybrano cztery punkty
w ten sposob, ze dwa z nich lezg na prostej
rownolegiej do jednego z bokow, tak jak na \
rysunku obok. Wykaz, ze pole zacieniowanego /
czworokata jest rowne polowie pola prostokata.
D C “'13. W trapezie ABCD o podstawach AB i CD
prowadzimy przekatne przecinajace sie w punk-
S cie § (zob. rysunek obok). Uzasadnij, ze trojkaty
ACD i BCD maja rowne pola oraz ze trojkaty
A B ASD i BCS maja rowne pola.
C
714, Czworokat przedstawiony na rysunku obok ma D
dwie pary bokow o jednakowych diugosciach:
AD =CD i AB = BC. Wykaz, ze pole tego czwo-
rokata jest rowne polowie iloczynu diugosci
przekatnych AC i BD. A "B

- 16.

. Wykaz, ze pole kazdego czworokata, ktorego przekatne przecinajg sie

pod katem prostym, jest rowne polowie iloczynu diugosci jego prze-
katnych.

Zagadnienia dotyczace przystawania trojkgtow M
Trojkat ABC na rysunku obok jest rownobocz-

ny i odcinki AK, BL i CM maja rowne dlugosci.
Wykaz, ze trojkat KLM jest rownoboczny. K
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“'17. Udowodnij, ze trojkat, ktorego wierzchotkami sa srodki bokéw tréj-
kata rownoramiennego, tez jest rownoramienny.

~'18. Udowodnij, ze w tréojkacie rownoramiennym Srodkowe poprowadzone
do ramion tego trojkata maja rowne diugosci.

C

919. Trojkat ABC na rysunku obok jest row-
noramienny. Na podstawie AB wybrano
dwa punkty D, E, takie ze AD = EB. Wy-
kaz, ze trojkat DEC jest rOwnoramienny.

A D E B

= 20. Prostokat ABCD dzielimy prosta prze-
chodzacg przez punkt przeciecia przekatnych
(zob. rysunek obok). Uzasadnij, ze odcinki
DE i FB sa rowne oraz ze prosta EF dzieli
prostokat na dwie czesci o rownych polach.

F

H21. Na bokach DC i BC prostokata ABCD
zbudowano trojkaty rownoboczne DCF
i BCE (zob. rysunek obok). Wykaz, ze D £,
trojkat AEF jest rownoboczny.

D A B

N\

=122, Na kazdym z bokéw kwadratu zbudowa-
no trojkaty rownoboczne tak, jak pokazano

na rysunku obok. Uzasadnij, ze czworokat
ABCD jest kwadratem.

©23. Dwa kwadraty sa polozone tak, jak
na rysunku obok. Wykaz, ze kat « a
jest prosty. b

P zadania uzupetniajace 47-55, str. 118 b



Przed klasowkg

1. W trgjkacie rownoramiennym poprowadzono wysokos¢ do jednego z ra-
mion. Kat miedzy ramionami ma 50°. Jaka miare ma kat miedzy wysokoScia
poprowadzong do ramienia a podstawa trojkata?

A. 25° B. 40° C, 80° D. 90°

2. Boki trojkata maja dtugosci 13 cm, 20 cm i 21 c¢m, a pole tego tréjkata jest
rowne 126 cm?. Jaka dlugo$¢ ma najkrotsza z wysokosci tego trojkata?

A. 6cm C. ok. 19¢cm
B.12cm D. Podano za mato informacji, aby to obliczyc¢.

3. Jeden z bokéw rownolegloboku jest dwa razy diuzszy od drugiego. Czy
stad wynika, ze jedna z wysokoSci tego rownolegloboku jest dwa razy diuzsza
od drugiej? Wybierz odpowiedz ,tak” lub ,nie” oraz jej uzasadnienie sposrod
zdan od A do D.
() Tak, poniewaz... 1D Nie, poniewaz...
A — ...wysokos¢ poprowadzona do 2 razy diuzszego boku musi by¢ 2 razy
diuzsza niz wysokos¢ poprowadzona do krétszego boku.
B — ...oba iloczyny — dlugosci boku i wysokosci do niego poprowadzonej —
sq rowne.
C — ...wysokosci poprowadzone z jednego wierzchotka rownolegtoboku mo-
gq miec rozne dlugosci.
D — ...na przyklad w rombie wszystkie wysokoS$ci sq rowne.

4. Drabina ma diugo$¢ 5m i jest oparta o Sciane
tak, ze jej podstawa (punkt A) jest oddalona od
Sciany o 3 m, tak jak na rysunku. Jesli podstawe
drabiny odsunie sie od Sciany o dodatkowe 0,5 m,
to o ile centymetrow przesunie sie w dot drugi ko-
niec drabiny (punkt B)?

A. ok. 25 cm C. ok. 50 cm
B. ok. 43 cm D. ok. 57 ¢cm

5. Wiadomo, ze w tréjkacie POR: « POR =90°, PR =q, PQ =r, QR =p. Czy

podane rownosci sg prawdziwe czy falszywe?

a) p?=q° -1’ b) 12 =gq? - p? 0 q2=p?-r?
PRAWDA/FALSZ PRAWDA/FALSZ PRAWDA/FALSZ
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6. Pole trapezu przedstawionego 8
na rysunku jest rowne:
4.3 12
A. 72-/3 C. 48 +24./3
B. 28 +12./3 D. 84 +12./3 60 30°

7. Punkty A = (-3, —4) i B =(1, —6) sa koncami Srednicy pewnego kota. Czy po-
nizsze zdania sa prawdziwe czy falszywe?

a) Diugosc srednicy tego kofa jest mniejsza od 5. PRAWDA/FALSZ
b) Srodek tego okregu lezy w II ¢wiartce uktadu wspotrzednych. PRAWDA/FALSZ

c) Odlegtosc¢ srodka okregu od poczatku uktadu wspoirzed-
nych jest mniejsza od 5. PRAWDA/FALSZ

8. Na bokach tréjkata prostokatnego rownoramiennego o przyprostokatnej a
zbudowano trojkaty rownoboczne. Jakie jest pole otrzymanego w ten sposob
szesciokata?

A. a®\/3 C.
B. 2a*/3 D.

+a>\/3
+2a°\/3

a’
2

a
2

9. Przyjrzyj sie rysunkom i fotografii. Kazdy taboret widziany z gory ma ksztalt
kwadratu o boku 30 cm. Kolejne taborety dostawiane sg tak, aby kazdy kolejny
stykat sie potowg jednego boku z poprzednim taboretem. Na rysunkach przed-

stawiono widok z gory tak ustawionych taboretow. Jakie diugosci maja odcinki
oznaczone literami p, a, b, ¢, X, y, z, m?

Jeden taboret Dwa taborety Trzy taborety

~10. Uzasadnij, ze czworokat, ktorego wierzcholtkami sa Srodki bokéw rombu,
jest prostokatem.



Zadania uzupetniajace

Trojkaty i czworokaty

1. Kat miedzy ramionami trojkata row-
noramiennego jest o 30° wiekszy niz kat
przy podstawie. Jakie miary maja katy
tego trojkata?

2. Podaj miary katow:

a) rombu, w ktorym jedna z przekat-
nych ma diugos¢ rowna dlugosci bokow,
b) réwnolegtoboku, w ktérym kat ostry
jest dwa razy mniejszy niz kat rozwarty,

“¢) trapezu réwnoramiennego, w ktorym
wysokosc¢ jest dwa razy krotsza od ra-
mienia.

3. Na boku AB tréjkata ABC wybrano
punkt D. Odcinek CD podzielil ten troj-
kat na dwa trojkaty o polach 14 i 6.
Bok AD wiekszego z trojkatow ma dlu-
goSC¢ 7. Jaka diugos¢ ma bok DB dru-
giego z tych trojkatow?

» 4. Oblicz pole:
a) trojkata o wierzchotkach:

(=7,2), (-4,-10) 1 (-3,2)

b) réwnolegloboku o wierzchotkach:
(-53,-6). (-83,-4). (34,7)1(-53,9

“¢) trapezu o wierzchotkach:
E=153), (5,=3)y {5,3) I {2,6)

5. Na rysunkach przedstawiono dwa
jednakowe kwadraty o boku a. Ktora
z zacieniowanych figur ma wieksze pole?

O ile wieksze?
1 2
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6. Roéwnoleglobok rozcieto na trzy cze-
sci o rownych polach: dwa trojkaty i row-
noleglobok, tak jak na rysunku. Ile razy
odcinek a jest dluzszy od odcinka b?

N N

a N b\

Twierdzenie Pitagorasa

/. Pole kwadratu zbudowanego na prze-
ciwprostokatnej trojkata prostokatnego
jest rowne 20, a pole kwadratu zbudowa-
nego na jednej z przyprostokatnych jest
rowne 4. Jakie pole ma kwadrat zbudo-
wany na drugiej przyprostokatnej? Jaki
obwod ma ten trojkat?

*8. Skonstruuj kwadrat, ktérego pole jest

rowne sumie pol trzech kwadratow nary-
sowanych ponizej.

9. Dwa boki trojkata prostokgtnego ma-

ja dlugosci 10 cm i 20 cm. Jaka diugoscé
moze miec trzeci bok?

10. Jedna z przyprostokatnych trdjkata
prostokgtmego ma diugosc¢ 6 i jest dwa
razy krotsza od przeciwprostokatnej.
Oblicz obwod tego trgjkata.

+ 11. Opisz, w jaki sposéb mozna kon-

strukcyjnie zaznaczyC w ukladzie wspol-
rzednych punkty o wspoirzednych:

A=(/2,3) B = (-/2,+/2)
C=(5-/3)
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Zastosowania twierdzenia Pitagorasa ~» 18. Boki trapezu réwnoramiennego ma-
’ ’ ja diugosci 24 ¢cm, 15 ¢m, 15 cm i 6 cm.
12. Oblicz diugosci odcinkéw oznaczo- Oblicz pole tego trapezu.

nych literami.

a) e 19. Jedna z przekatnych rombu ma dhu-
gos¢ 10. Pole rombu jest rowne 40. Jaki

obwod ma ten romb?

*20. Oblicz pole trapezu, ktérego pod-
stawy majg 35 cm i 10 cm, a dlugosci ra-
mion wynosza 20 cmi 15 ¢m.

13. Obwod prostokata wynosi 42 cm,
a stosunek diugosci bokow jest rowny .
Oblicz diugosc przekatnej prostokata.

» 21. Oblicz dlugosci odcinkow zazna-
czonych kolorem czerwonym.

14. Jedna z przekatmych rombu ma diu-
goS¢ 4+/2, a druga jest od niej dwa
razy krotsza. Oblicz diugos¢ boku tego
rombu.

@)

W
<o)

- 15. Oblicz pole rombu o obwodzie 60 cm B
i przekatnej 10 cm.

B 22. Oblicz dlugosci zaznaczonych na

16. Podstawy trapezu réwnoramienne- czerwono odcinkow. Wyniki zaokraglij.
go majag diugosci 4 cm i 20 cm, a jego
wysokos¢ ma 6 cm. Oblicz obwdd tego
trapezu.

~17. Pieciokat przedstawiony na rysunku
jest zbudowany z kwadratu i trojkata
rownobocznego o boku 1. Uzasadnij, ze
zacieniowany czworokat nie jest rowno-
legtobokiem,.




23. Jak wysoko siega drabina malarska
0o diugosci 3 m, rozstawiona na Szero-
kos$¢ 2 m?

24. Uczestnik letniego biegu na orien-
tacje przebiegl 500 m w kierunku poi-
nocno-wschodnim, a nastepnie skrecit
na polnocny zachod i przebiegl 200 m.
W jakiej odleglosci od punktu wyjScia
sie znalazi?

“25. W trojkacie rownoramiennym wy-
sokos¢ poprowadzona do podstawy ma
dlugosc¢ 2+/15. Ramie jest 2 razy dluzsze
od podstawy. Oblicz obwod tego troj-
kata.

“ 26. Boki trojkata maja diugosci 13, 13
i 10. Oblicz pole tego trojkata oraz
wszystkie jego wysokosci.

Przekatna kwadratu.
Wysokos¢ trojkata rownobocznego

27. Przeciwprostokatna trojkata prosto-
katnego rownoramiennego ma diugosc
10 cm. Oblicz pole i obwod tego trojkata.

28. Z trzech tréjkatow réwnobocznych
zbudowano trapez o polu 12+/3. Jaka
jest wysokoS¢ tego trapezu? Oblicz ob-
wod tego trapezu.

116 | FIGURY GEOMETRYCZNE NA PLASZCZYZNIE

29. a) Kwadrat i trgjkat réwnoboczny
maja takie same obwody rowne 12 cm.
Czy przekatna kwadratu jest diuzsza od
wysokosci trojkata?

b) Przekatna kwadratu i wysokosc¢ troj-
kata rownobocznego majg jednakowg
dtugosc rowna 3 cm. Czy pole kwadratu
jest wieksze od pola trojkata?

30. Czworokat ABCD D
jest zbudowany z dwoch

trojkatow: rownobocz- 12
nego i rownoramienne-

go prostokatnego. Ob- 4
licz przekatna DB oraz
pole i obwod czworoka-

ta ABCD.

31. Trojkat ABC przedstawiony na ry-
sunku jest rownoboczny. Jaki obwod ma
zacieniowany kwadrat?

32. Znajdz wysokos¢ tréjkata, ktorego
wierzchotkami sa Srodki bokow trojkata
rownobocznego o boku 6.

33. a) O ile zwiekszy sie dlugos¢ prze-
katnej kwadratu, jesli bok kwadratu
zwiekszymy o 27

b) O ile zwiekszy sie wysokoS¢ trgjkata
rownobocznego, jesli bok trojkata zwiek-
szymy o 27

34, Wewnatrz kwadratu o boku dlu-

goSci 8 lezy punkt, ktorego odleglosc
od dwoch sasiednich wierzchotkow tego
kwadratu jest réwna 5. Oblicz odle-
gtos¢ tego punktu od dwoch pozosta-
lych wierzchotkow kwadratu.
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Trojkaty o katach 90°, 45°, 45°
oraz 90°, 30°, 60°

+ 35. Oblicz dlugosci odcinkow x i y.

36. Trojkat prostokatny ma przyprosto-
katne diugosci a i b oraz przeciwpro-
stokatng dlugosci ¢, a jeden z kagtow
ostrych ma miare «. Oblicz obwod troj-
kata, jesli:

a) a= 2. oo=45",

b)Y =68 = 30"

¢) b=4, x=60° i a<b,

d) a=5 a=302 i a=<b.

37. Ruszajac z punktu polozonego na
wysokosci 1000 m n.p.m., jedziemy 1 km
pod gore droga nachylong do poziomu
pod statym katem 30°. Na jakg wysokos¢
wjedziemy?

38. W trapezie katy przy dluzszej pod-
stawie maja miary 30° i 45° Dluzsza
podstawa ma diugos¢ 16, a wysokosc
trapezu jest rowna 3. Jaki obwod ma ten
trapez?

39. Krotsza podstawa trapezu rownora-
miennego ma diugos¢ 10 cm. Ramie ma
diugos¢ 4 cm i jest nachylone do pod-
stawy pod katem 30° Oblicz pole tego
rapezu.

“41]1. Katy trojkata maja miary 60°, 45

40. Uderzona kula bilardowa potoczyla
sie z punktu A w kierunku bandy, odbita
sie i znalazta w punkcie B (zob. rysunek
ponizej). Jaka droge przebyta?

5dm
30° 30°
6 clm/ E.
gl B
(4

A-

o

i 75° a najkrotszy bok ma dtugosc¢ 6 cm.
Oblicz pole tego trojkata.

*42, Jaka dlugo$¢ ma stup AB?

30
45’ A
m—! 5m
=1

Odcinki w ukladzie wspoirzednych

43. Oblicz obwody narysowanych czwo-
rokatow.

44, Wierzchotki trojkata maja wspotrzed-
ne A=(-2,-9), B=(7,-7), C=(-1,-1).
Ktory bok tego trojkata jest najkrotszy?
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45. Czy trojkat o wierzchotkach:
A=(=3,-2), B=4,1), C=(-1,3)
jest rownoramienny?

46. Ustal, ktore z punktéw P, =(8,-5),
P> =(4,12), P; =(-6,9), Py =(10,-4) leza
na okregu o Srodku w punkcie S = (2, 3)
i promieniu 10. Ktory punkt lezy we-
wnatrz, a ktory — na zewnatrz tego
okregu?

Dowodzenie w geometrii

147, Uzasadnij, ze suma miar katow we-
wnetrznych pieciokata wypuklego jest
rowna 540°.

- 48. Czworokat ABCD na ponizszym ry-
sunku jest trapezem. Prosta DE dzieli
kat ADC na dwie rowne czesci. Wykaz,
ze trojkat AED jest rownoramienny.

\D C
A \ E
49, W prostokacie na ponizszym rysun-

B
ku punkty A i B sg Srodkami bokow. Wy-
kaz, ze pole zacieniowanego trojkata jest
rowne polu zacieniowanego czworokata.

B

~'50. Dwa paski papieru o jednakowej
szerokosci przyklejono jeden na drugim,
tak jak na rysunku. Wykaz, ze figura,
ktora jest ich czeScia wspolna, to romb.

~'51. Udowodnij, ze suma odleglo$ci do-
wolnego punktu trojkata rownobocz-
nego od jego bokow jest rowna wysoko-
Sci tego trojkata.

-1 52. Udowodnij, ze suma odleglosci do-
wolnego punktu podstawy trojkata row-
noramiennego od jego ramion jest rowna
wysokos$ci opuszczonej na ramie.

“'53. Odcinki AB, BC i AD na poniz-
szym rysunku majg takie same diugosci,
a punkt D jest srodkiem odcinka BE. Wy-
kaz, ze odcinki AE i DC maja rowne dlu-
g0SCl.
E

A B &

-'54. Na przekamej BD réwnolegtoboku
ABCD wybrano punkty E i F tak, ze
DE = FB. Wykaz, ze czworokat AFCE
jest tez rownolegtobokiem.

D C
E

A B

~'55. Dwa jednakowe kwadraty polozono
jeden na drugim tak, ze wierzchotek jed-
nego z nich pokrywa sie ze Srodkiem
drugiego (punktem przeciecia przekat-
nych). Udowodnij, ze figura, ktora jest
czeScig wspolng tych kwadratow ma
pole 4 razy mniejsze od pola kazdego
7 kwadratow.
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] Obliczenia procentowe

F\}.rﬁ;amﬁa ] zggdan-zﬁa @-E::?_’ﬂrﬁ'ﬁ:ﬁ”@jﬁe
A. Okresl, ile procent ciasta zostato, jesli goscie zjedli:

a) polowe ciasta, b) ¢wierc ciasta, C) cztery pigte ciasta.

B. Okresl w procentach, jakie czesci figur zamalowano.

a) b) C) d)

C. a) Zamien na ulamki dziesietne: 3% 48% 0,2% 55% 130%
b) Zamien na procenty: 0,35 0,7 0,007 6,5 1,2

D. Oblicz w pamieci najpierw 10% liczby 140, a nastepnie 5%, 20% i 70%
tej liczby.

E. Okresl, co jest wieksze:
a) 0,27 ceny czy 20% tej ceny, C) % pola czy 30% tego pola,

b) % doby czy 90% doby, d) 1% ciasta czy 112% tego ciasta.

F. a) W klasie jest 10 chlopcow i 15 dziewczat. Jaki procent klasy stano-
wig chiopcy, a jaki — dziewczeta?

b) Ser zawiera 27% tluszczu. Ile dekagramow tluszczu jest w 2 kg sera?

Stowo procent oznacza setna czeSc¢
danej wielko$ci. Ponizej przypomi- 1% = 155 = 0,01
namy, jak zamienia sie procenty na

utamki zwykte lub dziesietne. %= 160
Przykiady k
28%_—8””/028 15%__#_/,.0015
100 " ’ 100 ™~ 18 3
25 1000 — 200
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Zamieniajac ulamek na procent, wystarczy pomnozy¢ ten utamek przez
100 i dopisac znak %.

Przykiady k
3 = > - 100% = 15% 0,35 = 0,35 - 100% = 35%
= . 0o/ — 0
%_ _ % . 100% = 66%% ~ 66.67% 1,735=1,735-100% =173,5%
P = e e - E
Warto pamietac, ze gdy zamieniamy ulamek dzie- I
sietny na procent, wystarczy przesunac¢ przecinek 0,275 to 275% |
0 2 miejsca w prawo, a gdy zamieniamy procent na :
ulamek dziesietny, wystarczy przesunac przecinek L L5% to 0,015

0 2 miejsca w lewo.

Ponizej, na podstawie opowiesci 0 zajeciach pasazerow podczas pew-
nego rejsu statkiem wycieczkowym, przypominamy trzy typy obliczen
— obliczanie, jakim procentem jednej liczby jest druga liczba, oblicza-
nie procentu danej liczby oraz obliczanie liczby, gdy dany jest jej
procent.

Przykiad

Oficer kulturalno-oswiatowy zaproponowat
pasazerom statku 15 rodzajow zaje¢, w tym
3 przeznaczone dla dzieci. Jaki procent pro-
pozycji oficera przeznaczono dla dorostych?

15=3=12 Liczba propozycji dla
dorostych wynosita 12
i stanowily one %

wszystkich propozycji.

1 4 4 0/ — QMO

[

Odp. Dla dorostych przeznaczono 80% zajec.

Przykiad k

Na zajecia plastyczne uczeszczalo 15 0sob,
chociaz 60% z nich nie miato zadnych uzdol-
nien. Ile osob nie miato uzdolnien?

0,6-15=9 60% = 0,6

|

Odp. 9 osob nie miato uzdolnien.
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Przykiad

W sekcji sportowej 18 mezczyzn cwiczylo 4 o)
codziennie gimnastyke artystyczna. Stano- a <
wili oni 90% cztonkow tej sekcji. Ile osob r

liczyta sekcja sportowa?
x — liczba cztonkow sekcji sportowej

0,9x =18

, 18 _
""_0,9_20

Odp. Do sekcji sportowej nalezalo 20 osob.

zaéa“::?ﬂ =

| 90%=10,9

1. Zastap litery odpowiednimi liczbami. Postaraj sie liczy¢ w pamieci.

a) 20% liczby 15 to a g) 10% liczby 0,8 to g

b) 25% liczby b to 12 h) 10% liczby h to 0,7

c) 5% liczby 20 to ¢ i) liczba 8 to i % liczby 40
d) liczba 3 to d % liczby 12 j) 0,5% liczby 400 to j

e) 200% liczby e to 4,6 k) 150% liczby k to 300

f) liczba 60 to f % liczby 15 ) liczba 40 to [% liczby 10

. a) Przez 18 dni listopada padal deszcz. Jaki procent liczby dni listo-

pada stanowily dni deszczowe?

b) Weglowodany stanowia 57% kremu orzechowego. Ile weglowoda-
now jest w 400 g takiego kremu?

c) Czesc¢ zebranych jablek to owoce uszkodzone. Jest ich 9kg, co sta-
nowi 37,5% calego zbioru. Ile kilogramow jabtek zebrano?

. a) 12,5% kwoty 1600 zt — ile to zlotych?

b) Jaka to liczba, ktorej 150% jest rowne 3307?

¢) Jaka to pojemmnosc, ktorej 3% jest rowne 12 litrow?
d) Jaki procent kwoty 200 z1 stanowi 240 z1?

e) Jaka to odlegtosc¢, ktorej 1,5% jest rowne 300 m?

. W glosowaniu na przewodniczgcego samorzadu szkolnego wzielo

udzial 80% uczniow szkoly. Zwyciezca wyborow uzyskal 60% odda-
nych glosow. Czy prawda jest, ze glosowala na niego ponad polowa
uczniow tej szkoty?
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______________ -1
r ----- . .
| Symbol % oznacza promil, czyli 5. Dwutlenek wegla stanowi zaledwie
'. tysieczng czes$¢ danej wielkosci. okolo 0,3%o objetosci powietrza. W ptu-
] oo = —L— 20,001 cach czlowieka mieSci sie 5 litrow po-
: 10 = 1000 1 | wietrza. Ile dwutlenku wegla jest w po-
) 1%o = 15 % wietrzu wypeltniajacym pfuca?
]

B 6. Jedna tabletka preparatu Vitamineral wazy 1,8 g i zawiera 40 mg wita-

miny C. Jakim promilem masy tabletki Vitamineralu jest masa zawar-
tej] w niej witaminy C?

B 7. Przyjrzyj sie tabeli. Jakie liczby trzeba wpisa¢ zamiast liter a, b i ¢?

KOBIETY W ARMII W 2010 ROKU

Liczba | Liczebnos§c¢ Udziat
Kraj kobiet armii kobiet
(W tys.) (w tys.) (w procentach)
USA 203 1400 14,5
Holandia a 49,3 8,9
Wegry 3,9 b 17,5
Polska 1,8 99,7 s

B 8. Diagramy kolowe przedstawiaja sktad pewnej orkiestry symfonicznej

oraz sklad jej sekcji instrumentow smyczkowych. W tej orkiestrze na

skrzypcach gra 27 osob. Ilu muzykow liczy ta orkiestra? Ilu z nich gra
na drewnianych instrumentach detych?

18,75%

6,25%

Orkiestra symfoniczna

12,5%

62,5%

20%

Instrumenty smyczkowe

Instrumenty dete drewniane skrzypce
instrumenty dete blaszane altowki
Instrumenty perkusyjne wiolonczele
Instrumenty smyczkowe Kontrabasy
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B 9. Az 98% zasobow wody na Ziemi stanowig wody stone. Stodkiej wody
jest 28,5 mln km?, ale 80% tej wody jest uwiezione w lodowcach.

a) Jaka objetos¢ miataby woda ze stopienia lodowcow?
b) Jaka objetos¢ maja zasoby wody na Ziemi?

_______ I B 10. a) Do 14 kg wody wsypano 2 kg cukru. Wy-
g raz w procentach stezenie otrzymanego roz-
i
i Mowimy, Ze roztwor tworu.

'l cukru jest 15-procen- b) Ile cukru znajduje sie w 30dag roztworu
| towy, gdy masa cuk- 9-procentowego?
I ru stanowi 15% masy
" _ ¢) Do wody w garnku dosypano 20g cukru
roztworu. ; 2 :
L i otrzymano roztwor 15-procentowy. Ile wazy
roztwor w garnku?
B 11. a) Ile soli trzeba wsypaé do 12 kg wody, aby otrzyma¢ roztwor pietna-
stoprocentowy?
b) W jakiej ilosci wody nalezy rozpusci¢ 30 g soli, zeby otrzymac roz-
twor 20-procentowy?
%{_i‘?.fff‘l‘u-ﬂ c) Jaka powinna by¢ masa soli i wody, aby po rozpuszczeniu soli
w wodzie otrzymac 5,5 kg roztworu o stezeniu 10%?
E 12.

Lidyjski krol Krezus zyjacy w VI w. przed Chrystusem zarzadzil, ze
stop ziota i srebra, z ktorego bite sg monety, ma zawierac tylko 3 cze-
Sci srebra na 40 czeSci ztota. Jaki procent srebra zawieral taki stop?

SPrawdz, czy umijesz
1. Ktore zdanie jest nieprawdziwe?

A. 45% diugosci 200 m to 90 m. C. 0,3% objetosci 1501 to 0,451.

B. 1,5% masy 40 kg to 6 kg. D. 125% kwoty 120 z1 to 150 z1.

Skfad twarogu 2. Dzienne zapotrzebowanie pietna-

inne 5% stolatka na biatko wynosi 90g. Ile

* ' twarogu powinien zje$¢ pietnastola-

biatko 18% tek, aby zapewnic¢ organizmowi po-
trzebna ilos¢ biatka?

- A. 50 dag C.50¢g
o WORH T B. 16,2 dag D. 200 g

-4 zadania uzupefniajgce 1-7, str. 160-161
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2 Zmiana o dany procent. Lokaty bankowe

Pytania i zadania kontrolne

A. Liczba a jest dodatnia. Zapisz:
a) liczbe, ktora jest o 26% wieksza od liczby a,
b) liczbe, ktéra jest o 26% mniejsza od liczby a.

B. a) Spodnie kosztowaly 80 z1. Ile kosztuja po obnizce o 25%?

b) Bilety kolejowe podrozaly o 10%. Ile teraz kosztuje bilet, ktory
przed podwyzka kosztowat 5 z1?

C. a) Metr kwadratowy lokalu kosztowal 5000 z1, ale cene obnizono do
4500 z1. O ile procent obnizono cene?

b) Przed remontem w teatrze miesScito sie 800 widzow, a teraz miesci
sie ich 1000. O ile procent wzrosta liczba miejsc na widowni?

D. a) Cene pewnego towaru obnizono o 25% i wynosi ona obecnie 120 z1. 0
Ile wynosila przed obnizkg?

b) W szkolnym klubie sportowym jest teraz 60 osob. To o 50% wiecej
niz w zeszlym roku. Ilu byto cztonkow klubu w zesziym roku?

Przy rozwazaniu zagadnien dotyczacych podwyzek lub obnizek warto
pamietac, ze liczbe o dany procent wiekszg lub mniejszg mozna zapi-
sac na dwa sposoby. Na przykiad:

aTOJa a-0,2a

! " - /
/ a+ 10% liczby a J//J a- 20% liczby a

o 10% wiecej niz a to S 0 20% mniej niz a to <_
= 11a b 0,8a

110% liczby a 80% liczby a

Przykiad

W chorze 8 osob Spiewalo basem, a liczba o0sob,
ktore Spiewaly cienko, byla o 25% wieksza. Ile
0sOb cienko $piewalo?

1,25 -8 = % -8 =10 125% liczby 8 to 1,25 - 8.

Odp. Cienkim glosem Spiewalo 10 osob.
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Przykiad

BANK MIEJSKI

oprocentowanie

3%

rocznie

Tyle wplacasz

do banku
(lokata)

|

kwota wptacona +

P

DKF (Dyskusyjny Klub Filmowy) rozwijal sie
bardzo preznie. Na poczatku rejsu nalezaty do
niego 2 osoby, a juz po dwoch dniach — 5 o0sob.
O ile procent wzrosta liczba czionkow DKF-u?

D=2
2

Obliczamy stosunek liczby
nowych osob do poczgtko-
wej liczby osob i zamie-
niamy ulamek na procent.

N Lo

3 _ 3 o _ 0
5 =5+ 100% = 150%

Odp. Liczba cztonkow DKF-u wzrosta o 150%.

A

Szachistow byto tylko pieciu, ale o 150% wie-
cej niz brydzystow. Ilu bylo brydzystow?

x — liczba brydzystow

x+1,5x=5 | 150%=1,5
2,5X =5
_ D _
X=735% =2

Odp. Brydzystow byto dwoch.

Gdy oddasz do banku na przechowanie przez rok pewna
kwote pieniedzy, to bank po roku dopisze do twojego
konta pewna kwote, tzw. odsetki. W Banku Miejskim
oprocentowanie wynosi 3% rocznie, czyli stan konta po
uplywie roku mozna obliczy¢ w nastepujacy sposob.

Tyle doliczy po roku
Bank Miejski Po roku
(odsetki) na koncie

| |
3% wptaconej kwoty = kwota powiekszona
0 odsetki

CWICZENIE. Klient wptacit do Banku Miejskiego 1200 zt na roczna lokate. lle
wyniosg odsetki po roku? Jaki bedzie po roku stan jego konta?

Uwaga. Bank od doliczonych odsetek oblicza podatek (19% kwoty odsetek)
i przekazuje go w imieniu klienta do skarbu panstwa, ale przy rozwiazywaniu
zadan podatku od odsetek nie bedziemy brali pod uwage.
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Przykiad L

Na pewng lokate roczng wptacono 5000 zI. Po roku stan tej lokaty wzrost
do 5200 z1. Jakie jest oprocentowanie tej lokaty?

X — oprocentowanie lokaty wyrazone w procentach

5000 + 1—30- - 5000 = 5200 | kwota na koncie = kwota wplacona + odsetki
_ 200
X=750
X=4

Odp. Oprocentowanie wynosi 4%.

1. Oblicz (postaraj sie liczy¢ w pamieci).

Wa
1,363 - a) O 10% mniej niz 3000 zt — ile to ztotych?

=

b) O 125% wiecej niz 200 m — ile to metrow?
¢) O 2zi mniej niz 50 zt — o ile to procent mniej?
d) O 10 kg wiecej niz 40 kg — o ile to procent wiecej?

e) Jesli po obnizce o 25% nowa cena jakiegos towaru wynosi 300 z1,
to ile wynosita przed obnizka?

f) Jaka kwota po podwyzce o 50% bedzie wynosita 300 z1?

2. Liczba n jest dodatnia. Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego:
a) liczbe o 50% wieksza od n,
b) liczbe o 20% mniejsza od n.

3. Liczba a jest dodatnia. Zapisz w jak najprostszej postaci:
a) liczbe o 80% wieksza od potowy liczby a,
b) liczbe o 35% mniejsza od liczby a,
¢) liczbe, ktorej potowa stanowi 60% liczby a,
d) liczbe, ktora jest o 16% mniejsza od 150% liczby a,
e) liczbe rowng 120% liczby mniejszej od a o 20%.

B 4. a) Kosiarka do trawy kosztowala 750 zl. Teraz jest tarisza — kosztuje
600 zt. O ile procent obnizono cene kosiarki?

b) Lodowka kosztowata 1150 zi. Przeceniono ja o 12%. Ile teraz kosz-
tuje ta lodowka?

¢) Cene zyrandola obnizono o 15% i obecnie wynosi ona 272 z1i. Ile
kosztowat ten zyrandol przed obnizka?
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5.

60 zi

50zt +
40 zt +
30 zt +
20zt +
10zt +

Rysunek przedstawia, jak ksztaltowaly sie ceny akcji firmy Blif w ko-
lejinych dniach tygodnia.

a) O ile procent wzrosia cena akcji
w Srode w porownaniu z wtorkiem?

b) Pan Rafal kupit w poniedziatek
120 akcji firmy Blif. We wtorek sprze-
dal 35% tych akcji, a reszte sprzedat
w Srode. Czy jego kapital wzrost czy
zmalat dzieki tym operacjom? O ile
pn.  wt  §ér  czw.  pt. ztotych?

e ——— e ——————— e — — m . Ciekawostka

W wiekszosci krajow ceny produk- Jedna z najwiekszych w historii inflacje — hiperinflacje
tow 1 usiug systematycznie rosng. — zanotowano w latach dwudziestych w Niemczech.
Wzrost cen nazywamy inflacja i wy- W 1923 r. inflacja tam byla tak wielka, ze ceny w re-
razamy ja w procentach. Jezeli na stauracjach zmienialy sie w trakcie obiadu. Cena chleba
przyklad inflacja wynosi 2% w ska- mogla sie zwiekszy¢ w ciggu jednego dnia o 25000%.
li roku, to znaczy, ze przecietnie Roczna inflacja wyniosta 30 mld procent. W listopadzie
w ciggu roku ceny wzrosty o 2%. 1923 r. dolar kosztowat 4,2 biliona marek.

E 6.

B 7.

& 8.

Inflacja w Polsce w 2000 roku wyniosta 10%. Pani Jabtonowska w stycz-
niu 2000 roku zarabiata 1500 zl, a w styczniu 2001 roku — 1600 zi.
Czy realna wartosc¢ jej pensji wzrosta czy zmalata?

W 2014 roku przyrost naturalny w Polsce byt ujemny. Liczba ludnosci
Polski w ciagu tego roku obnizyia sie o 0,11%.. Pod koniec 2013 roku
w Polsce zyto okolo 38 496 tys. osob. Oszacuj liczbe ludnos$ci naszego
kraju na koniec 2014 roku.

Pan Mariusz wptacit na roczna lokate pewna kwote. Po roku otrzymat
2455,20 z1, w tym 55,20 zt odsetek.

a) Jakie bylo oprocentowanie tej lokaty?

b) Jaki bedzie stan konta pana Mariusza po kolejnym roku, jesli zo-
stawi na lokacie calg kwote i oprocentowanie sie nie zmieni?

. Pan Kowalski wplacil do banku 2000 zt na konto, ktérego oprocen-

towanie wynosi 4% w stosunku rocznym. Jaka kwote bedzie mial pan
Kowalski po roku, a jaka po dwoch latach, jezeli w tym czasie nie be-
dzie wplacal ani wyplacat zadnych pieniedzy i oprocentowanie sie nie
zmieni?
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Jesli poparcie dla pewnej par-
tii wynosito 40% 1 po pewnym
czasie wzrosto do 50%, to mo-
zemy powiedzie¢, ze wzrosto
o 10 punktow procentowych.

Uwaga. Stwierdzenie, 7e popar-
cie dla partii wzrosto o 10%,

byloby bigdem.
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10. Gdy Ania zaczela kampanie w wyborach
do samorzadu szkolnego miata poparcie 40%

z 500 uczniow szkoty. W wyborach glosowato
na nig 60% uczniow.

a) Przeczytaj informacje w ramce. O ile punk-
tow procentowych wzrosto jej poparcie w cza-
sie kampanii?

b) O ile procent uczniow wiecej popario Anie

w wyborach niz popierato jg na poczatku kam-
panii?

11. Mleko ,Eko” zawiera 3% tluszczu, a mleko ,Slim” — 2% tluszczu.
O ile punktow procentowych wiecej ttuszczu jest w mleku ,,Eko” niz

w mleku ,,SIim”? O ile procent wiecej tluszczu zawiera mleko ,Eko”
w porownaniu z mlekiem ,,Slim”?

B *12. Przeczytaj uwaznie informacje Wﬁfeb.imd |
podane na rysunku obok. O ile _ Teraz 22 woreczK|
procent obnizyla sie cena jed- | O0Y czyli 0 10% wigcej,
nego 1t{;l*s.n:)re-czka do robienia ku- 24!20 Zr za te samg cene.
lek lodu? |

E *13.

Podczas zebrania samorzadu szkolnego propozycje wydluzenia prze-

rwy poparto 7 0sob, czyli wiecej niz 60%, ale mniej niz % uczestnikow
zebrania. Ile 0soOb uczestniczylo w zebraniu?

™ G '|F-I - P - e S - =
SPrawdz, czy umijiesz

1. Pan Tomaszewski zarabiat przez pierwsza potowe roku 3000 zI miesiecz-

nie. W lipcu dostat podwyzke o 500z1, a w grudniu kolejna podwyzke
0 10%. O ile procent wzrosta jego miesieczna pensja w ciggu roku?

A.oo0k 17% B. 0 ok. 28% C. o ok. 83%

lazka przed obnizka?
A. 132 z1 B. 88 z1

A. 530 zt B. 515 z1

D. o ok. 128%

. Po obnizce ceny o 20% zelazko kosztuje 110 zf. Jaka byta cena tego ze-

C. 92zt D. 137,50zt

. Na lokate roczng o oprocentowaniu 3% wptacono 500 zI. Stan konta po
uplywie dwoch lat wyniesie:

C. 530,45 zi D. 555zt
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3 VAT i inne podatki

W czasie zakupow w sklepach mozna spotkac¢ informacje podobne do
tych na obrazku.

Kwota, ktora ptacimy za towar w sklepie, to cena brutto.
cetto. 250 zt Te cene sprzedawca ustala w nastepujacy sposéb:

+ 23% VAT (1) Najpierw ustala, jakg kwote chce otrzymac za dany
o towar (cene netto).
brutto 42 zt

(2) Nastepnie sprzedawca oblicza kwote podatku (VAT).

o) . : .
wom O Jo VAT W Polsce na wiekszosc towarow obowigzuje stawka
cena 23%, a niektore towary i ustugi objete sg stawka 5%
brao 324 z4 lub 8%.

o)
wom 8% VAT (3) Na koncu ustala cene brutto, ktéra jest suma ceny

netto i kwoty podatku.

kwota dla sprzedawcy VAT (kwota podatku) kwota, ktorg placimy

l l l

cena netto + 23% ceny netto cena brutto
(albo 5% ceny netto)
(albo 8% ceny netto)

Po sprzedazy towaru sprzedawca musi przekaza¢ kwote VAT do skarbu
panstwa. VAT to skrot od angielskiej nazwy Value Added Tax.

CWICZENIE. Stawka VAT na sprzet gospodarstwa domowego wynosi 23%.
Sprzedawca ustalit cene netto robota kuchennego na 1500 z{. lle bedzie kosz-
towat ten robot?

Przykiad k

Jacek zaptacil w sklepie za aparat fotograficzny 1107 z1. Ile ztotych wynosita
cena netto tego aparatu, a ile — podatek VAT? Stawka VAT na ten artykul
wynosi 23%.

X — cena netto 2 ; . ;
Kwota, ktorg zaplacil Jacek, jest o 23% wieksza

1,23x=1107 od ceny netto, wiec jest rowna 1,23x.

x =900
Zatem podatek wyniost 1107 z1 — 900 zi = 207 z1.

Odp. Cena netto aparatu wynosita 900 z1, a podatek — 207 z1.
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Oprocz VAT panstwa pobieraja od obywateli podatek od dochodow
PIT. PIT to skrot od angielskiej nazwy Personal Income Tax.

W Polsce wiekszos¢ obywateli ptaci 12% podatku od dochodow. Poda-
tek ten oblicza sie wedlug nastepujacego schematu:

kwota do opodatkowania podatek od dochodu kwota po opodatkowaniu

1 l 1

kwota brutto - 12% kwoty brutto =  kwota netto

Uwaga. Zwykle kwota do opodatkowania jest nieco nizsza niz dochod obywatela, na
przykiad ze wzgledu na mozliwosc odliczania tzw. ulg podatkowych.

Przykiad k

Dochod pana Kowalskiego w ciggu roku wyniost 57 000 zi. Kowalski mogt od
tej kwoty odliczy¢ 7000 z1 i od pozostatej kwoty oddal do skarbu panstwa
12%. Ile ztotych podatku PIT zaptacil pan Kowalski?

Kwota do opodatkowania:
57000zt —7000zf = 50000 zt
0,12 - 50000 zt = 6000 zt

Odp. Kwota podatku wyniosta 6000 z1.

Roznice sposobow naliczania podatkow VAT i PIT zilustrowano na
ponizszych schematach.

ceny towarow i ustug zarobki obywateli
netto a brutto b
VAT -+ 0,23 a PIT = 0,12 b
brutto a+ 0,23 a neto b-0,12 b

12 B 1. Ktéry z tych komputeréw jest tanszy?

2092 -

“ 3075 zt
C cena. 2550 .zt (w cene wliczony
. + 23% VAT 23% VAT)
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‘ : # 2. Stawka VAT przy sprzedazy obuwia, odziezy
L B . i sprzg¢tu sportowego wynosi 23%. Korzystajac
h_'—'--.__..-i'} : o -
auz‘. z informacji podanych obok, odpowiedz:

cena brutto 861 zt a) Jaka jest cena brutto butow?

J cenabrutto

b) Jaka jest cena netto nart?
c) Jaka jest cena netto, a jaka brutto piaszcza?

cena netto 120 zt : : :
& 3. Jeden metr kwadratowy mieszkania na osie-

dlu Marysienka kosztuje brutto 6000 zl. Jaka
kwota pozostaje na koncie firmy budowlanej,
a jaka kwota VAT jest przekazywana do skarbu
w tym VAT 69 zt panstwa po sprzedazy mieszkania o powierzch-
ni 50m?, jesli stawka VAT wynosi 8%? Wyniki
zaokraglij do 1 zi.

B 4. Stawka VAT na wate cukrowa wynosi 23%. Za porcje waty trzeba za-

(61162 placi¢ 4 z1. Sprzedawca waty cukrowej sprzedal w lipcu 2460 porcji
=" waty. Jaka kwote VAT odprowadzit z tego tytulu do skarbu panstwa?
B 5. Pan Leszek, wlasciciel restauracji, ustala ceny w taki sposéb:
1. Oblicza, ile kosztowaly wszystkie potrzebne skfadniki.
2. Mnozy otrzymang kwote przez 3.
3. Do kwoty z punktu 2. pan Leszek dolicza 8% VAT. Otrzymana kwota
to cena podawana w menu.
. a) Jaka kwote zaptaci klient w restaura-
L, - cji pana Leszka za danie, jeSli produkty
DESERY ~ potrzebne do jego przygotowania koszto-
Ry waly 8 z1?
carpaccio ze sliwek b) Popatrz na fragment menu z restaura-
W wﬁu li"_'flhfufmnflw,'fm ) 9,72 4 cji pana Leszka. Oblicz, ile kosztowaly pro-
HE IR SR dukty potrzebne do przygotowania naj-
i odoown 16004 CroZszeso 2 deserdw
¢) W pewnym miesigcu w restauracji sprze-
|-,r1|{:‘f;nil;i Z pemaranczami ]9’44 II dano 20 tart OWDCOWYCh Ile WYHOSII VAT

W SOSie 7 I;-iuh-j t‘Z{—'L{,-!.JnlLJ

od tej sprzedazy?

E 6. Jaki procent ceny brutto stanowi VAT, jeSli stawka VAT wynosi 23%?

Odpowiedz podaj w przyblizeniu. Czy racje ma sprzedawca, ktory
twierdzi, ze przy stawce 23% VAT podatek stanowi prawie ]g ceny

brutto kazdego towaru?

~ 152
i
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B7 a Wynagrodzenie brutto pracownika wyniosto 5300 zt. Jakie byio jego
wynagrodzenie netto, jesli podatek obliczany jest wediug stawki 12%?

b) Podatek pewnego obywatela obliczony wediug stawki 12% wyniosl
1800 z1. Od jakiej kwoty obliczono ten podatek?

B 8. W roku 2015 w Polsce podatek od dochodéw (PIT) obliczany byt we-
diug ponizszej tabeli. Oblicz wysokos¢ podatku, gdy podstawa obli-
czenia wynosita:

a) 20000 ztotych, b) 50000 ztotych, ¢) 90000 ztotych.

Podstawa obliczenia podatku
Podatek wynosi

ponad do

85528 zit 18% podstawy obliczenia minus 556,02 zi

85528 zi 14 839,02 zt + 32% nadwyzki ponad 85 528 zi

9. W panstwach A, B i C obowiazujaca waluta sg talary, a obywatele ptaca
podatki wedtug nastepujacych zasad.

'—---------------‘  E O O O . O . O O . . iy

4 . & S

Panstwo A Panstwo B Panstwo C
Wszyscy obywatele placg Jesli obywatel w ciggu Jesli obywatel w ciggu
12% podatku od uzyska-

nych dochodow. 2000 talarow, to nie placi cej niz 5000 talarow,
podatku. Obywatele, kto- , to placi 10% podatku.
rzy zarobili 2000 talarow Jesli zarobit wiecej, to
lub wiecej, ptaca 15% po- . podatek wynosi 500 ta-
datku, ale tylko od kwoty larow +20% od kwoty

powyzej 2000 talarow. ' powyzej 5000 talarow.

i
|
|
i
i
roku zarobil mniej niz + roku zarobit nie wie-
i
i
|
i
i
H

- O . N - N S O N S O S e e
o o e EE O B B N B PR S S B W s

*ﬂ--‘--ﬂﬂ-“---"‘--' S e - - O . O O . S e e S

a) Jaka kwote rocznego podatku zaplacag w kazdym z tych panstw
obywatele, ktorzy zarobili w ciggu roku 7000 talarow, a ile — obywa-
tele, ktorzy zarobili 20 000 talarow?

b) Pewien obywatel panstwa B zaplacit 600 talarow podatku. Jaki byl
jego roczny dochod?

¢) Dochod netto pewnego mieszkanca panstwa A (po zaplaceniu po-
datku) wyniost 13 200 talarow. Jaki podatek zaptacit ten obywatel?

d) Pewien obywatel panstwa C zaptacit 1300 talarow podatku. Jaki byt
jego roczny dochod?
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SPrawdz, czy umijesz

1. Cena netto za naprawe pralki wyniosta 55 z1l. Stawka VAT na tego typu
ustugi wynosi 8%. Ile zlotych trzeba zaptaci¢ za naprawe pralki?

A. 55zt B. 59,40 zt C. 63zl D. 67,10 z1

2. Cena brutto lodéwki (z doliczonym VAT) wynosi 738 zI. Stawka VAT jest
rowna 23%. Zatem cena netto lodowki wynosi:
A. 570,96 z1 B. 600 zt C. 700 z1 D. 393,04 z1

3. Firma ptaci 19% podatku od dochodu. Roczny podatek firmy Milux wy-

niost 15960 z1. Jaki byt dochod tej firmy?
A. 303 240 z1 B. 18992,40 zt C. 129276z D. 84 000 zt

- zadania uzupefniajace 15-20, str. 162-163

4 Czytanie diagramow

Przyktadowe zyski z inwestowania Produkcja energii elekirycznej
w fundusze inwestycyjne

Inne 0,3%

[(150.000 PLN [ 100.000 PLN  [1200.000 PLN
3 500 000

3000 000
2 500 000
2000000
1500 000
1000 000

200 000

3273307 zt

Gaz ziemny |
26,8% Jadrowa

Struktura ludnosSci Polski 34,6%
wedtug pici | wieku

1627412 21
1636653 zi

818326 zi
| AL §

L5
|
) Euthfi{lmfﬂizﬂfﬁglﬂ'

406853 =t

- 813706 21

Wodna

| Hopa, 9.5%
p— Naftowa
' 79%

15 lat 20 lat e

=
EG‘U"QU\ noon o oo
| R I A I |

2000 1500 1000 500 0 O 500 1000 1500 2000
mezczyzni kobiety

Przedstawianie danych za pomoca diagramow i tabel na ogot jest bar-
dzo obrazowe i pozwala szybciej odczytywacC wiele faktow, a takze
uzyskac¢ dodatkowe informacje po wykonaniu odpowiednich obliczen.

W tym rozdziale w kazdym omawianym zagadnieniu trzeba skorzystac
z kilku informacji przedstawionych w réznej formie.
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Przyjrzyj sie informacjom przedstawionym na diagramie i w tabeli.

Emisja tlenkow siarki i wegla (w kg na jednego mieszkarnca)

112,8
E N
92,2
’ 87.3
84,3 - 1
68,7
65,9 35
49,6
44,5 ’
* 40,9 40,2
| 1
- P 32,0
20,9 19,0 | 16,7
e F : 11,8
L i
1999 2001 2003 2005

emisja tlenkow siarki w Polsce

emisja tlenkow siarki w Wielkiej Brytanii

emisja tlenkow wegla w Polsce

Na podstawie tych informacji
mozemy na przykiad obliczy¢,
ile w Polsce, a ile w Wielkie]
Brytanii wyemitowano w 2005
roku tlenkéw wegla w przeli-
czeniu na 1 km? powierzchni.

W Polsce:

I 1 emisja tlenkow wegla w Wielkiej Brytanii

LudnosS¢ i powierzchnia Polski i Wielkiej Brytanii

Paristwo | Ludnosé Powierzchnia
- [ys ] [tys. km?]
Polska | 38174 312
Wielka Brytania 60 060 244 1

* Dane za rok 2005

tlenki wegla: 38174000 - 87,3 kg ~ 3333 tys. ton

na 1 km?2: 333308100 14 2 ¢ /km?

312 tys. km?
W Wielkiej Brytanii:

tlenki wegla: 60060 000 - 40,2 kg = 2414 tys. ton
na 1 km2: -22ldtys.ton g gg t/km?

2441 tys. km*

CWICZENIE A. Wykonaj podobne obliczenia dla tlenkéw siarki.

Korzystajac z podanych informacji, mozna takze obliczy¢ na przykiad,
o ile procent zmniejszyta sie w Polsce emisja tlenkow siarki na jednego

mieszkanca w latach 1999-2005.
44.5-32,0

44,5

- 100% ~ 28%

CWICZENIE B. Oblicz, o ile procent w latach 1999-2005 zmniejszyfa sie emisja
tlenkow siarki na jednego mieszkanca w Wielkiej Brytanii.
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“‘a 1. a) Na podstawie informacji podanych ponizej przygotuj radiowy ko-
1363 P e mentarz na temat pogody w Krakowie i Gdansku.
- b) Znajdz jak najwiecej ciekawych roznic w prognozie pogody dla Kra-
kowa i Gdanska.
48 GODZIN W GDANSKU 48 GODZIN W KRAKOWIE
. temperatura ; temperatura

10— © 10— C

5 5

0- 0—

5 — <5~

odz7 13 19 1 7 13 19 1 7 godz7 18 19 1 7 13 19 1 7

opady opady
[ pada [_] moze pada¢ [ ] nie pada [ pada [ ] moze pada¢ [__] nie pada

woiz? 13 19 1 7 13 19 1 7 godz7 13 19 1 7 13 19 1 7
50 — km/h wiatr 50 | km/h wiatr
40 —

30 —

20 — \/

10 O ——

=ttt —tt
godz7 13 19 1 7 13 19 1 7 godz7 13 19 1 7 13 19 1 7

B 2. Diagram przedstawia informacje o wielkoéci opadéw w wybranych

623

miastach Polski.

Sumy opadéw (w mm)

1229

1007

571 604

521

743 66

588 630

Hel Warszawa

srednia roczna w latach 2001 -2010

Zakopane

Szczecin Jelenia Gora

suma opadow w 2011 roku

a) Ile milimetrow opadow spadio w Warszawie przez 11 lat od 2001 r.?

b) O ile procent wzrosty w 2011 opady w Szczecinie w poroéwnaniu ze
Sredniag opadow w latach 2001-20107?

c) Oblicz, jaka byta Srednia roczna opadow w latach 2001-2011 w Je-

leniej Gorze.
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3. Diagramy przedstawija ceny (w zfotych) akcji firm A i B w ciagu ostat-
niego tygodnia.
Ceny akcji firmy A (w zi) Ceny akcji firmy B (w zf)

 |” —

—— =

Pon. Wt Sr Czw. Pt Sb. Ndz Pon. Wt. Sr. Czw. Pt Sh. Ndz

a) O ile zlotych spadia cena akcji firmy A w ciggu tygodnia? O ile
procent spadfa cena tych akcji?

b) W jakich dniach tego tygodnia nalezato kupic¢ akcje firmy B, a w ja-
kich sprzedac, aby zysk byt jak najwiekszy?

¢) Ile maksymalnie ztotych mogt straci¢ pechowy inwestor na jednej
akcji firmy A, a ile na akcji firmy B?

d) Inwestor sprzedal w czwartek 1000 akcji firmy A i nastepnego dnia
za wszystkie otrzymane pienigdze kupil akcje firmy B. Ile akcji kupit?

B 4. Z ponizszego diagramu mozna odczyta¢ informacje o liczbie trene-
row i zawodnikow w czterech dyscyplinach sportowych. Na podstawie
diagramu odpowiedz na ponizsze pytania.

Zawodnicy (juniorzy i seniorzy) i trenerzy niektorych dyscyplin sportowych

SZACHY 260 3600 2900
KARATE 300 6400 4300
LEKKOATLETYKA 930 14800 4700
PILKANOZNA 3030 [ | | 81200 || 42300
trenerzy juniorzy seniorzy

a) O ilu wiecej junioréw niz seniorow uprawia lekkoatletyke?

b) Ile razy wiecej jest zawodnikow uprawiajacych pilke nozna niz
uprawiajacych karate?

¢) W ktorej z dyscyplin sportowych seniorzy stanowia okolo 40%
wszystkich zawodnikow?

d) Ilu zawodnikéw przypada na jednego trenera w szachach?
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49%350%

B 5. Czlonkowie Towarzystwa Hodowcow Ogérkéw (THO) w wyborach po-
wszechnych wybrali prezesa. Na to stanowisko kandydowali Magda-
lena Mizeria i Antoni Malosolny. Ponizej przedstawiono wyniki wybo-
row.

Antoni Matosolny

Magdalena Mizeria

Wojewodziwo g?olssfaztich

1. zachodniopomorskie 892
2. pomorskie 756
3. warminsko-mazurskie 1012
4. podlaskie 834
5. lubuskie 900
6. wielkopolskie 1524
7. kujawsko-pomorskie 1257
8. mazowieckie 1312
9. fodzkie 042
10. swietokrzyskie 520
11. lubelskie 1212
12. dolnoslaskie 950
13. opolskie 634
14. slaskie 720
15. malopolskie 1020
16. podkarpackie 934
RAZEM 15419

Frekwencja wyborcza
okolo 80%

Wyniki glosowania

44%

Antoni Matosolny

Magdalena Mizeria

I glosy niewazne

a) W ilu wojewodztwach wygrata
M. Mizeria?

b) W ktorych wojewodztwach wy-
gral A. Matosolny?

¢) Ile osob gtosowalo na A. Matlo-
solnego, a ile na M. Mizerie w woj.
lubuskim?

d) Czy wiecej osob glosowalo na
A. Malosolnego w woj. warminsko-
-mazurskim czy w woj. wielkopol-
skim?

e) W jednym z wojewodztw na po-
fudniu Polski 5% oddanych glosow
bylo niewaznych. Ktore to woje-
wodztwo? Ile to bylo gtosow?

f) Iu cztonkow THO wzielo udzial
w wyborach? Ile osob nalezy do
THO?

g) O ile mniej glosow niz A. Malo-
solny otrzymata M. Mizeria?
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Przedstawienia teatralne w Polsce w 2014 r. B 6. W 2014 roku w polskich teatrach
] i instytucjach muzycznych wystawio-
25,7% no tacznie 56,1 tys. przedstawien.
a) Ille przedstawien wystawiono w te-
a
L teatry dramatyczne atrach dramatycznych?
filnarmonie, 5 3 ; :
orkiestry i chory b) Oszacuj, ile razy wiecej byto przed-
stawien w teatrach dramatycznych niz
58,5% teatry muzyczne w teatrach muzycznych.
c) Ile przecietnie przedstawien przy-
TEATRY W 2014 ROKU padato na jeden teatr muzyczny? Ile
to przecietnie przedstawien miesiecz-
Liczba Liczba Iliel; & P b
teatrow | widzow '
(W tys.) d) Ilu przecietnie widzow przypadato
na jedno przedstawienie w teatrze dra-
Teatry dramatyczne 100 2827 matycznym?
Filharmonie, 44 4438 e) O ile wiecej widzoéw bylo przeciet-
orkiestry, chory ' : : s S
= nie na jednym przedstawieniu w teat-
Teatry fnizycze 57 1998 IZe muzycznym niz na jednym przed-
stawieniu w teatrze dramatycznym?
SPrawdz, czy umijesz
Zuzycie energii w czasie godziny ¢wiczen 1. Sredni banan dostarcza 100 kcal.
W zaleznosci od wagi [le bananow musi zjesS¢ osoba o wa-
energil 834 gii spowodowane godzina biegu?
[keal] 744
648 A. 3 B. 4,5 C.4 D. 6,5
558
492
438
330 o4 o3 ;
2. Gornik o wadze 81 kg w ciagu
doby zuzywa 4400 kcal energii. Jak
diugo musialby jechac¢ na rowerze,
54 63 79 81 waga aby zuzyc tyle samo energii?
cwiczacego _ _
wkg A.ok. 1 godziny C. ok.9 godzin
[_1logging (bieg)  [_Jrower B. ok. 1,5 godziny D. ok. 24 godzin

3. O ile procent wiecej energii zuzywa osoba o wadze 72 kg podczas go-
dzinnego biegu niz podczas godzinnej jazdy na rowerze?

A. o ok. 30% C.oo0k. 70%
B. 0 ok. 60% D. 0 ok. 90%

,*.« zadania uzupefniajace 21-23, str. 163-164
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5 Podzial proporcjonalny

CWICZENIE. a) Hania zmieszata 30dag cukru i 120dag maki. W jakim sto-

sunku zmieszatfa te skfadniki?

1

b) Karol przygotowat sos, ktorego = stanowi ocet, a % oliwa. W jakim sto-

sunku zmieszat te skfadniki?

c¢) Marta do 0,5/ octu dolata wody i otrzymatfa 2/ zalewy. Jaki jest stosunek
octu do wody w tej zalewie?

Rozwazmy nastepujacy problem. Wstagzke o znanej diugosci chcemy
podzieli¢ tak, aby stosunek diugosci krotszej czesci do diuzszej wy-
niost 2 : 3. Taki podziat wstazki oznacza, ze gdybysmy krotsza z tych
czesci podzielili na dwa rowne kawatki, to diuzsza czeS¢ musiataby
sie skladac z trzech takich kawalkow.

Przykiady k

a) Jak nalezy podzieli¢ wstazke o dtugosci 60 cm w stosunku 2: 37
Co2x 03X Jesli jeden z kawalkow jest 2 razy dluzszy od
G pewnego odcinka x, to drugi kawalek musi by¢
1% 60 = 3 razy diuzszy od tego odcinka.
2x +3x =60

oX = 60

X=12

2X=2-12=24 3x=3-12=36

Odp. Wstazke nalezy podzieli¢ na kawalki o dlugosciach 24 cm i 36 cm.

b) Jak nalezy podzieli¢ sznurek diugosci 90 cm w stosunku 1:4:77?

4x 7N | Jesli jeden z kawalkow jest rowny
e pewnemu odcinkowi x, to pozo-
state kawalki muszg byc¢ rowne

20 4x 17X.

T

X+4x+7x =90

12x =90
o= V.5

4x=4-7,5=230 IX=17-7,5=52,5

Odp. Kawaiki sznurka powinny miec¢ diugosci: 7,5 cm, 30cm i 52,5 cm.
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Uwaga. Pierwszy z przykladow na poprzedniej stro- oa 60-a ]

nie mozna takze rozwiazac, zapisujac warunki po- ! ! ‘

dane w zadaniu w postaci proporcji i rozwigzujac F[Jﬂ = %

otrzymane rownanie (zob. zapiski obok). o ,
Ja=120-2a
S5a=120

a=24
a ald 1. a) Podziel kwote 520 zI w stosunku 1: 3.

=" b) Podziel mase 28 t w stosunku 2:5.
¢) Podziel dlugos¢ 13 m w stosunku 3:7.
d) Podziel objeto$¢ 3001 w stosunku 1:2:3.
e) Podziel odlegtos¢ 1200 km w stosunku 2:3:5.
f) Podziel okres 28 dni w stosunku 2:5:7.

2. a) Odcinek AB podzielono na dwie cze$ci w stosunku 2 :3. Jedna
czeScC jest o 2 cm krotsza od drugiej. Jaka diugosc¢ ma odcinek AB?

b) Pewien odcinek KL podzielono w stosunku 1:3:10 tak, ze naj-
diuzsza z tych czesci miata 1,6 dm. Jaka diugos¢ miat odcinek KL?

3. Trzy dziewczynki kupily wspoélnie los na loterie za 6 zl. Ania data 1 zi,
Basia — 2 zt, a Kasia — 3 zl. Dziewczynki wygraty 1,5 kg cukierkow
i chcg podzieli¢ sie nimi w takim samym stosunku, jak stosunek kwot, %4 I64
ktore wptacity. Ile cukierkow powinna dostac¢ kazda z dziewczynek?

4. Moneta jednozlotowa wykonana jest z miedzioniklu. Stosunek ilosci
niklu do miedzi w tej monecie wynosi 1:3. Zfotowka wazy 5 g. Ile jest
W niej gramow miedzi?

# 5. Beton mozna otrzymaé, mieszajac ce-
ment, wode, piasek i zwir w proporcji
3:2:5:9. Ile kilogramow betonu uzyska-
my wedlug tego przepisu z worka ce-
mentu (25 kg)?

6. Pewien dystans podzielono na dwa etapy w stosunku 3:5. Krotszy 2,
z etapow mial dlugos¢ 195 km. Jaka dlugos¢ miat diuzszy z etapow?

7. Pewng objeto$¢ benzyny rozlano do trzech zbiornikow w stosunku
2:3:10. Zbiornik, w ktorym znalazlo sie najmniej benzyny, zawieratl
72 litry tego paliwa. Oblicz, jaka objetos¢ mialo paliwo w kazdym
z pozostalych dwoch zbiornikow.
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SPrawdz, czy umijesz

1. Krzysztof i Mateusz zarobek za wykonana prace podzielili w stosun-
ku 2:7. Mateusz dostat 595 z1. Ile razem zarobili obaj chtopcy?

A. 765 z1 B. 892,50 zt C. 1120zt D. 1190 z1

2. Film Dziecielina byt wyswietlany w kinie ,Adam” od poniedziatku przez
trzy dni. Obejrzato go w sumie 195 osob. Liczby widzow w kolejnych
dniach mialy sie do siebie jak 5:3:7. Ile 0osob obejrzalo w tym kinie
Dziecieline w srode?

A. 105 B. 91 C. 65 D. 39

- zadania uzupetniajace 24-27, str. 164

6 Obliczanie prawdopodobienstw

Pvtania i zadania kontrolne

A. Losujemy jedna kule z pudetka, w ktorym jest 6 kul bialych i 8 czer-
wonych. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania biatej kuli?

B. Rzucamy szeScienng kostka do gry. Co jest bardziej prawdopodobne
— wylosowanie liczby parzystej czy liczby wiekszej od 27

C. Wybieramy losowo jedna z liczb: 18, 27, 45, 54. Sposrod opisanych
ponizej zdarzen wybierz zdarzenie pewne oraz niemozliwe. :

(1) Wybrana liczba jest podzielna przez 5.
(2) Wybrana liczba jest podzielna przez 9.
(3) Roznica cyfr wybranej liczby jest rowna 3.

Przypomnijmy, ze obliczajac prawdopodobienstwo, musimy ustalic, ile
jest wszystkich mozliwych wynikow w opisanym zdarzeniu, ile z tych
wynikow speinia podany warunek, i obliczy¢ odpowiedni iloraz.

_n
PHN

P — prawdopodobienstwo, ze wynik speilni podany warunek
n — liczba wynikow spelniajacych podany warunek
N — liczba wszystkich mozliwych wynikow
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Przykiad k

Losujemy liczbe sposrod liczb naturalnych od 50 do 80. Jakie jest prawdo-
podobienstwo otrzymania liczby, ktorej reszta z dzielenia przez 6 jest 37

‘ Liczb naturalnych od 1 do 80 jest 80, w tym

N =80-49 =31 jest 49 liczb mniejszych od 50.

50:6=8reszta 2
wiec

Ustalamy, ze 51 jest najmmniejsza z liczb
51:6 =8 reszta 3 ‘ ) jest najmniejsza

spelniajgcych podany warunek.
Podany warunek spelniaja liczby:
51, 57, 63, 69, 75

‘ Kolejne liczby, ktore maja te sama reszte
z dzielenia przez 6, roznia sie o 6.

Il
Ul

M

2
31

P

Odp. Prawdopodobienstwo wylosowania z danego zbioru liczby, ktorej resz-
ta z dzielenia przez 6 jest 3, wynosi =

% 1. W szufladzie sq jednakowe diugopisy w réznych kolorach — 8 czer-
- wonych, 4 niebieskie, 3 zielone i 3 czarne. Jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze losowo wybrany diugopis:

a) jest zielony, b) nie jest zielony ani czerwony?

2. Podr6zny ma w sakiewce 12 zlotych monet,
20 srebrnych i 8 miedzianych. Chce nagrodzi¢
karczmarza losowo wybrana moneta.

_‘ ] a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze karcz-
/ ‘ {‘ marz dostanie zfotg monete?
[ < b) Podrozny dal karczmarzowi ztota monete.
'y} Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losujac jed-
ng z pozostalych monet dla stajennego, takze
wybierze ztotag monete?

|
\

Y
|

6=

v
-

TRE ¥
.h1 -.'—I_.l

3. Wojtek ma trzy rézne kostki do gry — czworos$cienna z liczbami od 1
do 4, szeScienng — z liczbami od 1 do 6 i oSmioscienna — z liczbami
od 1 do 8. Dla kazdej kostki ustal, jakie jest prawdopodobienstwo, ze
rzucajac nia, Wojtek otrzyma:

a) liczbe podzielna przez 4, ¢) liczbe mniejsza od 3,
b) liczbe pierwsza, d) liczbe wieksza od 4.
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4,

Przypomnij sobie, jakie karty sg w klasycznej talii 52 kart. Ktore z po-
nizszych zdarzen jest bardziej prawdopodobne?

a) Wylosowanie asa z talii 52 kart czy wylosowanie asa sposrod wszyst-
kich kierow?

b) Wylosowanie pika z talii 52 kart czy wylosowanie krola pik sposrod
wszystkich kroli?

c) Wylosowanie krola sposrod kart z figurami (waletow, dam, kroli
i asow) czy wylosowanie damy sposrod tych samych figur?

. Sposrod liczb naturalnych wiekszych od 33 i mniejszych od 57 wybie-

ramy losowo jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wy-
brana liczba ma nastepujaca wiasnosc:

a) jest wielokrotnoscia liczby 10,

b) jest wielokrotnoscia liczby 5,

c) resztg z dzielenia tej liczby przez 5 jest 4,
d) resztg z dzielenia tej liczby przez 5 jest 1.

. Sposrod wszystkich dzielnikow liczby a wybrano losowo jeden. Ob-

licz prawdopodobienstwo tego, ze wybranym dzielnikiem jest liczba
pierwsza, gdy:

a) a=11 b) a=21 ¢) a=:60

. Tomek jest uczniem klasy VIII ¢, w ktorej jest 16 chiopcow i 15 dziew-

czat. Przed klasowa Wigilia kazdy uczen tej klasy losuje kolezanke lub
kolege i dla tej osoby przygotowuje Swigteczny upominek.
Ktore z ponizszych zdan sa prawdziwe?

(1) Prawdopodobienstwo, ze Tomek wylosuje jednego ze swoich dwdch
najlepszych przyjaciof jest rowne ﬁ

(2) Prawdopodobienistwo, ze Tomek wylosuje kolezanke z klasy jest

7 15
rowne s7.

. . . « 1
(3) Prawdopodobienstwo, ze Tomek wylosuje kolege z klasy wynosi =

. W pierwszym pojemniku jest 7 kul biatych i 13 czarnych. W drugim

pojemniku jest 15 kul bialych 1 20 czarnych. Ile jeszcze kul bialtych
i ile czarnych nalezy dolozy¢ do drugiego pojemnika, aby prawdo-
podobienstwo wylosowania biatej kuli z kazdego z pojemnikow bylto
takie samo?
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9. W pudelku znajduje sie 5 kul czerwonych, 4 biale i 3 zielone. Zuzanna
wycigga losowo kule. Pierwsza kula, ktorg wyciggneta jest zielona.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze druga kula bedzie biala, a jakie
— 7e bedzie zielona?

b) Druga wyciggnieta kula byla czerwona. Jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze nastepna wylosowana kula bedzie biata, a jakie — ze bedzie
czerwona?

. L-_f E?'_.II ‘? 6.’_‘?

10. Nauczyciel spytat uczniow z klasy VIIIa, czy potrafia gra¢ w szachy.
Odpowiedzi przedstawil w ponizszej tabelce.

Potrafie grac Nie potrafie
w szachy. grac¢ w szachy.
Dziewczeta 7 8
Chlopcy 6 12

a) Oblicz prawdopodobienstwo, ze wybrana losowo osoba z tej klasy
to chlopiec.

b) Oblicz prawdopodobienstwo, ze wybrana losowo osoba z tej klasy
nie potrafi gra¢ w szachy.

¢) Wybieramy jedna osobe z grupy dziewczat. Oblicz prawdopodo-
bienstwo, ze potrafi ona gra¢ w szachy.

SPrawdz, czy umijesz

1. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania liczby podzielnej przez 15
sposrod wszystkich liczb dwucyfrowych?

1 3 6 /
A. 1= B. =5 C‘§§ D'Tﬁﬁ

2. Na pieciu bialych kartkach napisano liczby: 1, 2, 3, 4, 5, a na szeSciu
niebieskich kartkach napisano liczby: 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Czy ponizsze zdania sa prawdziwe?

(1) Prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana kartka
jest biata, wynosi 3. TAK/NIE

(2) Prawdopodobienstwo tego, ze na wylosowanej kartce
jest liczba nieparzysta, jest rowne % TAK/NIE

(3) Prawdopodobienstwo wylosowania kartki bialej z nieparzystym nu-
merem jest mniejsze niz prawdopodobienstwo wylosowania kartki nie-
bieskiej z parzystym numerem. TAK/NIE

P zadania uzupetniajace 28-30, str. 164-165
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7 Odczytywanie wykresow

Wykres jest jednym
Z najwygodniejszych
sposobow przedsta-
wiania informacji.

Daje mozliwos¢ po-
rownywania rozmai-
tych wielko$ci oraz
obserwowania zalez-
nosci miedzy nimi.

Ponizszy wykres pokazuje, jak zmieniala sie predkosc¢ pewnego diugo-
dystansowca. Pokonat on dystans 10 000 m w czasie 28 minut, a potem
jeszcze przebiegl runde honorowa wokot stadionu.

(= |
' 1

T 10 20 30«

X - czas (w minutach) y - predkos¢ (w metrach na sekunde)

Z wykresu mozna odczytac na przyktad, ze:

e Zaraz po starcie zawodnik sie rozpedzil i po chwili osiggnat pred-
kosc 6 %, potem nieco zwolnit, a po 6 minutach od startu znowu
zaczal przyspieszac.

e Miedzy 10 a 12 minuta zawodnik biegl coraz wolniej, a miedzy 12
a 16 minuta utrzymywal stata predkosc 6 %

e Najwieksza predkos¢ zawodnik osiggnal na mecie — w 28 minucie
biegu, a po 30 minutach od startu sie zatrzymalt.

e Zawodnik w czasie tego biegu mial predkos¢ chwilowg 6, ? czte-
rokrotnie — w momentach, gdy od startu uplyneto 10, 18 i 27
minut oraz po kilkunastu sekundach od przekroczenia mety.

CWICZENIE A. a) lle czasu trwafa runda honorowa?

b) lle facznie minut (przed osiggnieciem mety) zawodnik biegf z predkoscia
wiekszg niz 6 77
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Kolejny wykres pokazuje, jakie sa mozliwosci czlowieka w biegach na
roznych dystansach. Z wykresu mozna odczytac, jakie Srednie pred-
kosci mogliby osiaga¢ biegacze na roznych dystansach.

WY 1

] | | 1 | | i 1 | 1 | I i i | L | I i 1 |
11 L | ¥ 1 L (] | I 5 ] T ] ' T ] 1 T 1 T i

100 200 400 800 1500 X

x — dystans (w metrach) y — Srednia predkos¢ (w metrach na sekunde)

WyKkres ten sporzadzono wiele lat temu w wyniku rozwazan teoretycz-
nych, uwzgledniajac rozne czynniki (site i wytrzymatosc¢ cztowieka,
szybkosc¢ reakcji na strzat startera, opor powietrza itp.).

Okazuje sie, ze Srednie predkosci uzyskane przez rekordzistow Swiata na
poszczegolnych dystansach sg zblizone do tych, ktore mozna odczytac
z wykresu. Oznacza to, ze dzisiejsi zawodnicy niemal optymalnie wyko-
rzystuja swoje mozliwosci.

Z przedstawionego wykresu mozna na przyklad odczytad, ze:

e Na dystansie 100m lekkoatleta moze osiggna¢ Srednia predkosc¢
okoto 10,3 %, a na dystansie 1500 m moze osiagnac¢ Srednia pred-
kos¢ rowna okolo 7,5 .

e Najwieksza srednig predkos¢ mozna osiagnac¢ w biegu na ok. 150 m,
a nie (jak mozna byloby przypuszczac¢) na krotszych dystansach.
Czy sie domyslasz dlaczego?

o Srednie predkoéci mozliwe do uzyskania na dystansach 50m i 450 m
sa bardzo zblizone.

e Mozliwa do uzyskania Srednia predkosc¢ jest na dystansie 400 m
o 1,5 % wieksza niz na dystansie 800 m.

CWICZENIE B. Rekord $wiata na dystansie 200 m, ustanowiony w 2009 r. przez
sprintera z Jamajki — Usaina Bolta, wynosi 19,19s. Oznhacza to, ze Srednia
predkosc¢ rekordzisty na tym dystansie wyniosfa ]29‘{?;”5 ~ 10,42 . Poréwna;
ten wynik ze Srednig predkoscig odczytang z wykresu.
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1. Wykres przedstawia zmiany temperatury piekarnika.

Yi
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—

a) Jaka temperatura byla w piekarniku o godz. 10%°, a jaka o 1199?

b) O ktorej godzinie termometr wskazywat 100°C?

¢) Jaka byla najwyzsza temperatura? Jak diugo sie utrzymywata?

d) Jak diugo temperatura piekarnika rosta, a jak dtugo malata?
“e) O ktorej godzinie wiaczono piekarnik, a o ktorej go wylaczono?

2. Michat skakat z trampoliny do basenu. Wykres pokazuje, jak zmieniala
sie odleglosc jego stop od lustra wody w zaleznosci od ich odlegtosci
od brzegu basenu (zob. rysunek obok wykresu).

o>

a) Na jakiej wysokosci nad lustrem wody znajdowala sie trampolina?

b) Na jakiej najwiekszej wysokosci nad lustrem wody znalazly sie
stopy Michala podczas tego skoku?

¢) Jak daleko od brzegu basenu stopy Michata dotknety wody?

d) W jakiej odlegtosci od krawedzi basenu Michal zaczat plynac tak,
Ze jego stopy byly na powierzchni wody?

e) Basen ma giebokosc¢ 6 m. Ile brakowato, aby Michat dotknat stopami
dna basenu?
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3. Nauczyciel matematyki oddat uczniom sprawdzone klasowki. Na kaz-
dej pracy zamiast oceny zapisatl liczbe uzyskanych punktow, a na ta-

blicy narysowatl nastepujacy wykres.

F o
?3[’! 735 :F-Iﬂ "?'4:': ?"Sﬂ 753 Sﬂﬂ X

X - pora dnia y- odlegos¢ od domu w km

Dodatkowo wyjasnit: y = 5% ozna-
Ccza ocene S5+, y = 4% oznacza oce-
ne 5—, y = 4% ocene 4+ itd.

a) Dorota zdobyla 14 punktow,
Marek 10, a Kuba 15. Jakie oceny
otrzymali?

b) Ile punktow trzeba bylo uzy-
ska¢, aby otrzymac¢ ocene bdb,
a ile, aby otrzymac dst+?

¢) Jacek i Wacek otrzymali takg
sama ocene, chociaz Jacek zdobyt
0 dwa punkty wiecej od Wacka.
Jaka to byla ocena?

4, Kamil dojezdza do szkoty au-
tobusem. Na wykresie przedstawio-
no, jak pewnego dnia zmieniala
sie jego odleglosc od domu w dro-
dze do szkoly.

a) Jak diugo Kamil szedt na przy-
stanek autobusowy? Jak daleko od
domu znajduje sie przystanek, na
ktorym wsiada do autobusu?

b) Gdzie byt Kamil o 738?

¢) Ile kilometrow jechat autobu-
sem?

d) Na ktorym z kolei przystanku
wysiadi Kamil?

e) Na ile minut przed dzwonkiem
o godzinie 8" byl w szkole?

*f) Innego dnia Kamil wyszed! do szkoly jak zwykle o 73°. W potowie
drogi na przystanek zawrocil do domu, bo czego$s zapomnial. Gdy
drugi raz wychodzil z domu, byla 7°%, Na przystanek dobiegl o 74°.
Autobus nadjechal po 4 minutach. O ktorej Kamil byt w szkole?

wj‘{;"’ffﬁs

S

s
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5. Cukiernice postawiono na stole, potem kilka osob bralo z niej po ty-
zeczce cukru. Po jakims czasie dosypano cukru do peina. Na wykresie
przedstawiono, jak zmieniata sie iloS¢ cukru w tej cukiernicy.

Pl dosiinadmsboni e bobanladontad a) Ile cukru miesci sie w cukiernicy?

b) Tle cukru miesci si¢ na lyzeczce?
T desciasdd . c) lle tyzeczek cukru wzigeto z cu-
NN O O d) Ile Iyzeczek cukru bylo w cukier-
15+ i RO S S OO S, R, I N (N nicy tuz przed dogwmem cukru?
= I[le gramoéw cukru dosypano?

X - czas w minutach y - masa cukru w gramach

e) Ile czasu upiyneto od momentu, gdy zabrano z cukiernicy trzecia
tyzeczke cukru, do momentu, gdy uzupeiniono cukiernice?

©f) Narysuj podobny wykres ilustrujacy nastepujaca sytuacje: ta sama
cukiernica stata petna na stole, po 2 minutach wysypano z niej potowe
cukru. Po uptywie kolejnych 3 minut dosypano 30 g cukru.

6. Na wykresie przedstawiono, jaki procent tarczy Ksiezyca byt widoczny
w pierwszych dniach pewnego roku.

Y T T T I S T e e e N

L —

T2 30 40 X
X - dzien roku (x =1 oznacza 1 stycznia, godz. 24.00) y - procent widocznej tarczy ksiezyca

a) Jaki procent tarczy Ksiezyca byt widoczny wieczorem 1 stycznia?
b) W ktorych dniach stycznia widoczna byta potowa tarczy Ksiezyca?

c¢) W jakim okresie stycznia Ksiezyc przybieral, tzn. widoczna czeS¢
Ksiezyca byla coraz wig¢ksza?

d) Ktorego dnia stycznia tarcza Ksiezyca byla niewidoczna (Ksiezyc
byt w nowiu)?

e) Odczytaj z wykresu, ile dni uptywa miedzy jednym a drugim no-
wiem Ksiezyca. Ktorego dnia lutego i ktorego dnia marca owego roku
Ksiezyc byt w nowiu (przyjmij, ze nie byl to rok przestepny)?

*f) W jakich okresach lutego widoczna czes¢ tarczy Ksiezyca malata?
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Jagiellonczyk

Zyegmunt
August
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7. 7 przedstawionego ponizej wykresu moz-
na odczytac, ile lat miat krol w dowolnie wy-
branym roku z czasoOw panowania dynastii
Jagiellonow.

a) Ile lat mial Wladystaw Jagiello w czasie
bitwy pod Grunwaldem?

b) W roku 1450 Jan Gutenberg wynalazt druk.
Kto byt wowczas krolem w Polsce?

¢) Ile lat mial Wiadystaw Warnenczyk w chwili
wstapienia na tron, a ile w chwili Smierci?
d) Ktory z Jagiellonow rzadzil najdiuzej?
e) Ilu krolow z tej dynastii zyto ponad 60 lat?
“f) Gdy Kolumb odkrywal Ameryke, mial 41
lat. W Polsce wowczas od niedawna panowat
nowy krol. Czy byt on starszy od Kolumba?
©g) Nastepca kazdego krola tej dynastii byt albo
jego syn, albo brat. W trzech przypadkach
berto po ojcu przejal syn. Wymien krolow,
ktorzy przejeli wiadze po ojcu.
©h) Ile lat mial Zygmunt Stary, gdy urodzit sie
jego nastepca?
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y

1521

150

148

x - numer kolejnego dnia roku
y - odlegtos¢ Ziemi od Stonca (w min km)

)

8. Ziemia, obiegajac Slonce, porusza sie po orbicie, ktéra nie jest okre-

giem. Wskutek tego w ciggu roku nasza odlegios¢ od Stonca jest raz
mniejsza, raz wieksza.

Niebieska linia na wykresie obok przedsta-
wia, jak zmienia sie ta odleglosc. Zielong
linia zaznaczono Srednig odlegtoS¢ Ziemi
od Stonca.

\ a) Oszacuj, jaka jest najwieksza odleglosc
_ Ziemi od Slonca.

146 -

b) W jakim miesigcu Ziemia jest najblizej

0

100 200 300 X Stonca, a w jakim — najdalej?
¢) Czy gdy w Polsce trwa wiosna, Ziemia
zbliza sie do Stonca, czy od niego oddala?

d) Srednia odleglo$¢ Ziemi od Stonca wynosi 149,6 mln km. W jakich
miesigcach Ziemia znajduje sie w tej odlegtosci od Slonca?

. Na wykresie przedstawiono zmiany temperatury odnotowanej tego sa-

mego dnia w Suwatkach i w Szczecinie.
a) Jaka temperatura panowata w tych miastach w potudnie?

b) Dla kazdego z tych miast okresl, o ktorych godzinach temperatura
wynosita 0°C.

¢) Dla kazdego z tych miast okresl, w jakich godzinach temperatura
byia ujemna.

d) O ktérej godzinie temperatura w obu miastach bylta taka sama?
e) W jakich godzinach w Suwatkach byto cieplej niz w Szczecinie?

f) Jaka byla najwyzsza temperatura w Suwaltkach, a jaka w Szczecinie?
O ktorej to byto godzinie?

g) Jaka temperatura byla w Suwaikach, gdy w Szczecinie bylo —3°C?

Temperatury w Suwalkach i w Szczecinie w ciggu tej samej doby.

T

|

46 8 Ay 12 14 16 18 20 22 24 X

- Suvatki

—— Szczecin i

X - godzina y - temperaturaw C



ODCZYTYWANIE WYKRESOW | 153

10. Ponizej zamieszczono trzy wykresy przedstawiajace, jak zmienia sie
dtugosc¢ dnia w ciggu roku w Gdyni, Bombaju i Kapsztadzie.

a) Okresl dla kazdego z tych miast, ile trwa najdiuzszy dzien w roku.

b) W ktérym z tych miast roznica miedzy najdiuzszym a najkrétszym
dniem jest najmniejsza?

¢) Czy w kazdym z tych miast dzien trwa 12 godzin w tych samych
dniach roku?

d) Ile trwa dzien w Kapsztadzie, gdy dzien w Gdyni jest najdiuzszy?

e) W jakim okresie roku dlugos¢ dnia w Bombaju rosnie? Jak zmienia
sie w tym czasie dlugos¢ dnia w Gdyni, a jak w Kapsztadzie?

: ol o om oW omfoi o ow w om b 5 P B o B omoMo: o % oF OF W3 IR N (S N
0 100 200 300 x O 100 200 300 x O 100 200 300 x
X - numer dnia w roku y - diugos$¢ dnia (w godzinach)

11. Ponizsze wykresy obrazuja, jak zmienia sie Srednia temperatura nad
powierzchniag Ziemi, Marsa i Wenus, w zaleznoSci od odleglosci od
powierzchni planety. Korzystajac z wykresu, odpowiedz na pytania.

Srednie temperatury nad powierzchnia a) Na ktorej planecie (sposrod rozwa-
Ziemi, Marsa 1 Wenus zanych) panuje najwyzsza temperatura
goo AY. i S T T SO S - tuz przy powierzchni?

8 o TERUUN SONRN. WO S TN - 411 b) Na jakiej wysoko$ci nad Wenus, a na
f 1 3 f f '- f jakiej nad Marsem panuja temperatury
podobne do tych, ktore panuja tuz nad
powierzchnig Ziemi?
¢) Na jakiej wysokosci nad powierzch-
nig Ziemi panuja najnizsze temperatury?
d) W pewnej odlegtosci od Wenus pa-
nuje taka sama temperatura, jak na tej
samej wysokosci nad powierzchnia Zie-
mi. Jaka to odlegloSc?
e) Na jakich wysokosciach nad Wenus
temperatury sa dodatnie?
x - odlegtosé¢ od powierzchni planety f) Opisz, jak zmienia sie temperatura
w kilometrach nad Marsem wraz ze wzrostem wyso-
y - temperatura w “C kos$ci nad powierzchnia planety.
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12. Wykresy przedstawiaja zaleznos¢
zuzycia paliwa od predkosci dla roz-
nych samochodow, ktore przedstawio-
no na ponizszych fotografiach.

a) Przy jakiej predkosci samochdd
mogl przejecha¢ 7 km na jednym litrze
paliwa?

N b) O ile kilometrow wiecej mozna prze-
@ jecha¢ na jednym litrze paliwa przy
5 predkosci 100 km/h wspotczesnie niz
w koncu lat piecdziesiatych, a o ile wie-
cej niz w latach dwudziestych?

10 50 100  «x

x — predkos¢ w km/h | ’

y - liczba kilometréw przejechanych ¢) Dla kazdego z trzech samochodow

na 1 litrze paliwa ustal, przy jakiej predkosci zuzycie pa-
liwa jest najmniejsze.

@)

koniec lat 20. koniec lat 50. czasy wspolczesne

b -2 Naukowcy amerykanscy ustalili, ze szybkos¢ cykania Swierszczy za-
lezy od temperatury powietrza. Ta zaleznoS¢ zostata przedstawiona
na pierwszym wykresie. Drugi wykres przedstawia zwigzek miedzy
skalg Fahrenheita uzywang w USA do okreslania temperatury a skalg
Celsjusza.

/ RS NN | NN SOOI SO -
x - temperatura w °F ¢ - temperaturaw C

y - liczba cykniec Swierszcza f - temperatura w F
w ciggu 15 sekund

a) Jaka jest temperatura w stopniach Fahrenheita, jeSli Swierszcze cy-
kajg 40 razy w ciagu 15 sekund? Oszacuj, ile to stopni Celsjusza.

b) Ile razy w ciagu 15 sekund cykaja Swierszcze w temperaturze 10°C?
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“ 14. Jurek wsiadt do fodzi przycumowanej do prawego brzegu rzeki, 16dz
odbita i przez jakis czas plyneta wzdiuz brzegu. Nastepnie Jurek do-
plynal do lewego brzegu, wysiadl, odpoczal przez chwile i powrocit
fodzig do miejsca, z ktorego wyruszyl.

a) Na jednym z ponizszych wykresow przedstawiono, jak zmieniata
sie odleglosc todki Jurka od prawego brzegu. Na ktorym?

. 1,0 . .-
t - czas w (minutach) d - odlegtosc todki od prawego brzegu (w metrach)

b) Jak diugo Jurek odpoczywal na lewym brzegu rzeki? Ile czasu spe-
dzil na wodzie?

¢) Jaka jest szerokosc rzeki? W jakiej odlegtosci od lewego brzegu
rzeki ptynat Jurek wowczas, gdy po rozpoczeciu swojej wycieczki pty-
nat rownolegle do brzegow?

d) Jeden z pozostalych dwoch wykresow opisuje ruch innej fodki,
w ktorej ptynat kolega Jurka. Wskaz, ktory to wykres, i opisz ten ruch.

15. Psy przebiegly w poblizu swoich wtascicieli (na rysunkach oznaczo-
nych literag W) wzdtuz zaznaczonych tras od punktu P; do punktu P-.

P.
Pl - .P_:— P] W. a
W K
51 P, P, e

Azor Reksio Burek Szarik

Na wykresach przedstawiono, jak zmieniata sie odlegios¢ psa od wia-
Sciciela. Dopasuj rysunek trasy do odpowiedniego wykresu.

P N 'k D
& dl B d | O dl ©

— - — - _— - —

10 ( 10 t 10 ( 10 (

d — odleglosc¢ psa od witasciciela (w metrach) t — czas (w sekundach)
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©16. Przyjrzyj sie rysunkom. Wlewamy jednakowym strumieniem wode do
roznych naczyn.

R

Ponizsze wykresy przedstawiaja, jak zmienia sie poziom wody w na-
czyniach. Ktore wykresy odpowiadaja kolejnym naczyniom?

N £ e
T vy B yi \© yy @
X X X X
X - Czas y - poziom wody w naczyniu
17. Naczynie o ksztalcie takim, jak na ry- -
sunku, jest napetniane wodg stalym stru- 30 cm
mieniem. Dolna c¢ze¢S¢ naczynia napel- B e 1
nifa sie w ciggu 4 minut, a gorna — s *
w ciggu kolejnych 10 minut. Naszkicuj S0 em
wykres przedstawiajacy, jak zmieniaf sie
poziom wody w tym naczyniu. jo == =n S
Yi *18. Wykres z lewej strony przedsta-
__ wia, jak zmieniala sie w czasie pred-
X- C"Laiﬂ( . koS¢ pewnego pojazdu. Jeden z poniz-
¥ PICEROst szych wykresow pokazuje, jak w tym
czasie zmieniata sie diugos¢ drogi
. przebytej przez ten pojazd od poczat-
X ku podrézy. Ktéry to wykres?
Yi A) Yi (B Y © y D)

Ti— k f i T i—

X X
X - Czas y - dlugosc¢ przebytej drogi

s
|
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1. Temperaturze 0°C odpowiada w przyblizeniu temperatura +273 K (273
kelwiny). Natomiast —273°C to 0K. Ktory z wykresow przedstawia zalez-
nosS¢ miedzy skala Kelvina a skalg Celsjusza?

N

e, \Jf‘ yi/ x_,.
273.15 273,15 \

\ _ 7 ~273,15 273,15
273

5 X - 5 ; -;:
27315 w -273.15 -2?3,15/

> |

X - temperatura w C y - temperatura w K

INFORMACJE DO ZADAN 2. ORAZ 3.

Trzy takie same pojemniki ustawio-
no w trzech ré6znych miejscach.

Pojemnik II stoi w miejscu zada-
szonym, pojemnik I stoi w cieniu,
ale nie pod dachem, pojemnik III
stoi w miejscu nasfonecznionym. I | I

Poczatkowo Swiecito stonce i woda we wszystkich pojemnikach parowata,
a nastepnie spadl deszcz. Na ponizszych wykresach przedstawiono, jak
zmieniala sie objetos¢c wody w pojemnikach.

2. Ktore wykresy odpowiadaja po-
szczegolnym pojemnikom?

A. B. C. D.

a—1 a—1 a— 111 a—1l
b—IlI b—I1II b—11 b—1I
x-czas (w godz.) y-objetos¢ (w litrach)y ¢ —HII ¢ —I ¢ —1 c — III

3. Ktore z ponizszych zdan jest falszywe?
A. Poczatkowo w trzech pojemnikach byfo facznie ponad 21 wody.
B. Deszcz padal przez godzine.
C. W jednym z pojemnikow przez pewien czas nie byto wody.

D. W pojemniku, w ktorym poczatkowo bylo najwiecej wody, po 8 godzi-
nach tez bylo najwiecej wody.

P zadania uzupetniajace 31-36, str. 165-166



Przed klasowkg

1. Pan Jan przytyl w ciggu ostatniego roku az o 14 kg i wazy teraz 84 kg.
O ile procent wzrosia jego waga w ciggu tego roku?

A. o0 12,5% B. 0 ok. 14% C.oo0k. 17% D. 0 20%

2. Bank Panamski oferuje lokaty roczne o oprocentowaniu 4% w skali roku.
Jaka kwote trzeba wptaci¢, aby kwota odsetek po roku wyniosta 500 USD?

A. 520USD B. 480 USD C. 12500USD D. 2000 USD

3. Po jeziorze plywat
jacht. Wykres przed-
stawia, jak zmieniala
sie¢ odlegtosc jachtu
od przystani podczas
rejsu. Ocen prawdzi-
wos¢ zdan.

(D) W 40 minucie rej- 10 2@ 30 40 50 60 70 8{] 90 100 110 120 13{1 140 X
su i 10 minut przed x - czas (w min) y - odleglo$¢ od przystani (w km)

koncem rejsu odlegtos$¢ jachtu od przystani byta jednakowa. PRAWDA/FALSZ
(2) Jacht nie odptynal od przystani dalej niz na odlegto$¢ 10 km. PRAWDA/FALSZ
(3) Cztery razy podczas rejsu odleglo$é¢ jachtu od przystani wynosita doklad-
nie 7,5 km. PRAWDA/FALSZ

Rejs trwal 2 godziny i 40 minut. PRAWDA/FALSZ

4. Miedzy 18" a 20" ze stacji A rusza pocigg w kierunku stacji B. W tym sa-
mym momencie ze stacji B odjezdza pocigg w kierunku stacji A. Na wykresie
przedstawiono, jak zmieniajq sie odleglo-
Sci od stacji A kazdego z tych pociggow.
Ocen prawdziwos$¢ ponizszych zdan.

a) Pociag (1) jedzie ze stacji A w kie-

runku stacji B. TAK/NIE
b) O godzinie 18! pociag (2) jest na sta-
cji A. TAK/NIE

¢) Pociag (1) nie zatrzymuje si¢ miedzy
e fogw | agux  Stacjami AiB. TAK/NIE
x — czas (w godzinach) d) Gdy Pﬁaacg @ mija pociag (2), ma
y — odlegloé¢ od stacji A (w kilometrach) ~ predkos¢ 3() km T TAK/NIE




5. Na festyn dobroczynny przygotowano loteria | 500 loteria Il
dwie loterie. W kazdej z nich jest wiecej
losow przegrywajacych niz wygrywajacych.
Liczby obu rodzajow losow przedstawiono
na diagramach.

150 | 140
90

Przypusémy, ze jako pierwszy uczestnik kupujesz po jednym losie w kazdej lo-
terii. Czy prawdopodobienstwo wygrania w loterii I jest wieksze niz w loterii 11?7
Wybierz odpowiedz TAK lub NIE oraz jej poprawne uzasadnienie sposrod zdan
od A do D.

(D Tak, poniewaz... ID Nie, poniewaz...

A — ...w loterii I jest wiecej losow wygrywajacych.

B — ...w loterii I jest wiecej losow.

C — ...r0znica miedzy liczba losow przegrywajacych i wygrywajacych jest taka
sama w obu loteriach.

D — ...iloraz liczby losow wygrywajacych do liczby wszystkich losow jest mniej-
szy w loterii II.

6. W corocznej loterii zawsze sa trzy ro-
dzaje losow: wygrywajace, przegrywajace
i takie, ktére upowazniajag do powtoérnego
losowania. Liczby losow ustala sie w sto-
sunku 1 :4: 2. Ocen prawdziwos¢ zdan.
(1) Losow wygrywajacych jest cztery razy
mniej niz losoOw przegrywajacych.
TAK/NIE

(2) Jesli w ubieglorocznej loterii byly lacz-
nie 434 losy, to wsrod nich byly 62 losy

wygrywajace. TAK/NIE
(3) Prawdopodobienstwo zakupu losu prze-
grywajacego wynosi . TAK/NIE

(4) Jesli w loterii byto 50 loséw upowaz-

niajacych do powtérnego losowania, to lo-

sOw przegrywajacych musiato byc¢ 150.
TAK/NIE

7. Cena brutto pewnego towaru wynosi 126 zl. VAT jest rowny 5%. Jaka jest
cena netto tego towaru?
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Zadania uzupetniajace

1 I [=—] == E =

Obliczenia procentowe

1. Spytano 1100 oséb, z jakimi umiejet-
nosciami sobie nie radzg. Wyniki ankiety
przedstawia ponizszy diagram.

Z czym Polacy sobie nie radzg?

gotowanie 42%
gra na instrumencie muzycznym 85%
prasowanie 67%

a) Ile osob sposrod ankietowanych nie
umie gra¢ na instrumencie muzycznym?

b) Ilu oséb potrafiacych gotowac nalezy
sie spodziewacC w grupie 1200 o0sob?

¢) Do nieznajomosci jezykow obcych
przyznato sie ankieterom 869 osob. Jaki
to procent ankietowanych?

& 2. Najpopularniejsze kolory pojawiajace
sie na flagach panstwowych to bialy
i czerwony. Wsrod flag 224 panstw tylko
na 18 flagach pojawiaja sie tylko kolory
bialy i czerwony, a na czterech z nich
koloru bialego jest tyle samo co czerwo-
nego.

a) Jaki procent wszystkich flag stanowig
flagi bialo-czerwone?

b) Jaki procent flag bialo-czerwonych

stanowia flagi, na ktorych koloru biatego
jest tyle samo co czerwonego?

3. Pole trapezu ABED stanowi 70% pola
kwadratu ABCD. Jakie diugosci maja od-
cinki DE i BE?

D K C

4. W pewnej szkole oceny sa ustalane
wedlug zasad okreslonych w ponizszej
tabeli:

Procent zdobytych

puinkeGw Ocena

od 0% do 49% 1

od 50% do 59%
od 60% do 79%
od 80% do 89%
od 90% do 94%

Sl o | W | R

od 95% do 100%

a) Na sprawdzianie z fizyki mozna bylo
zdoby¢ 45 punktow. Wiesia zdobyta 30
punktow. Jaka otrzymata ocene?

b) Jarek na sprawdzianie z chemii zdo-
byl 90% punktow na 80 mozliwych do
uzyskania. Ilu punktow zabrakio mu do
SzOstki?

“¢) Krysia zdobyta na sprawdzianie z hi-

storii 39 punktow. Tylko dwoch punk-
tow procentowych brakowalo jej do
czworki. Ile maksymalnie punktow moz-
na byto zdoby¢ na tym sprawdzianie?

Y5, W liczacej 20 uczniow klasie chiop-

cow jest wiecej niz dziewczat. Czworo
uczniow, czyli 20% dziewczat i 20%
chiopcow, nosi okulary. Ilu chtopcow
i ile dziewczat jest w tej klasie?

-+ 0. Ile Smietany o zawartosci 12% tlusz-

czu i ile mleka dwuprocentowego trzeba
zmieszaC, aby otrzymac¢ 200g mleka,
w ktorym bedzie 3% tluszczu?




7. Na pewnym forum internetowym
mozna ocenia¢ opinie innych internau-
tow. Podsumowanie glosowania pod opi-
nig jednego z internautow wygladalo

tak:
392 | 132

Oznacza to, ze te opinie ocenifo tacznie
392 internautow i glosow negatywnych
bylo o 132 wiecej niz glosow pozytyw-
nych. Ile bylo ocen pozytywnych, a ile —
negatywnych? Jaki procent wszystkich
ocen stanowily oceny pozytywne? Odpo-
wiedz podaj z doktadnoscig do 1%.

Zmiana o dany procent.
Lokaty bankowe

8. W kiosku egzemplarz Wiem kosztuje
4,20 zt, a w prenumeracie tylko 3,30 zl.
Poczta pobiera 2,50 z1 oplaty za przekaz
pocztowy, ktorym dokonuje sie wplaty
na prenumerate. Sprawdz, czy rzeczywi-
Scie prenumerata roczna jest o 20% tan-
sza od zakupow w kiosku, tak jak to
obiecuje reklama.

Miesiecznik Wiem
W roczne|
prenumeracie

0 20% taniej!

9. W sklepie u pana Jamrozego mozna
kupic¢ stot za 243 z1. Pan Jamrozy zara-
bia na nim 8% (tzn. sprzedaje go o 8%
drozej niz zaplacil za niego w hurtowni).
Ile procent zysku mialby pan Jamrozy,
odyby sprzedal ten stof za 252 z1?
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“10. Ekonomisci przewiduja, ze w pew-

nym kraju inflacja 10% rocznie utrzyma
sie przez kilka lat. O ile procent wzrosna
ceny w tym kraju w ciagu dwoch najbliz-
szych lat, a o ile — w ciagu trzech lat?

*11. Fabryka produkuje zielone i czer-

wone szelki. Zielone sg o 50% tansze
niz czerwone i stanowia 10% liczby pro-
dukowanych szelek. Gdyby fabryka ta
produkowala miesiecznie o 100 szelek
mniej, ale wszystkie czerwone, to przy-
chod ze sprzedazy by sie nie zmienit.
[le szelek miesiecznie produkuje ta fa-

Uwaga. W zadaniach 12-14 nie uwzgled-
niamy podatku od odsetek.

~» 12. Panowie Malinowski i Kowalski wpla-

cili po 3000zt na lokaty roczne w dwoch
bankach: pierwszy w Banku Pienieznym,
a drugi w Banku Oszczednosciowym
(zob. rysunek ponizej).

a) O ile ziotych stan konta pana Ma-
linowskiego bedzie wyzszy od stanu
konta pana Kowalskiego po uplywie
roku?

® BANK PIENIEZNY

Oprocentowanie lokaty rocznej 4%

BANK OSZCZEDNOSCIOWY

Termin lokaty ‘ Oprocentowanie
1 rok 3%

b) Jaka kwote zlozono na lokate roczna
w Banku Pienieznym, jesli po roku nali-
czone od niej odsetki wyniosty 99 z1?

¢) Jaka kwote ziozono na lokate roczng
w Banku Oszczednosciowym, jesli po
roku na lokacie znajduje sie 3502 z1?
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» 13. Pan Grzegorz i pani Zuzanna wpla-
cili po 1000 zf na roczna lokate oprocen-
towang 6% w stosunku rocznym.

a) Pan Grzegorz co roku wypltaca od-
setki. Jaka bedzie suma wyptaconych od-
setek po trzech latach?

b) Pani Zuzanna nie dokonata zadnych
wyplat ani wplat przez trzy lata. O ile
ztotych powiekszyt sie stan jej konta?

B *14. a) Pani Karolina wplacita do Banku

Dziennego 800 zl na lokate 90-dniowa.
Jaki bedzie stan jej konta po uplywie ter-
minu lokaty?

BANK DZIENNY
Stopa procentowa™
Lokata
terminowa ponizej od
10000 zt 10000 zt

7 dni 3% 3,4%

14 dni 3,5% 4%
30 dni 5% D,2%
60 dni 5,3% 5,5%
90 dni 6% 6,4%

* oprocentowanie podane w skali roku

Uwaga. Bank nalicza odsetki wg wzoru:

Odsetki = 325 - p% kwoty a

p — oprocentowanie lokaty

a — wplacona kwota

n — liczba dni lokaty
b) Pan Wojtek zatozyl lokate 14-dniowa,
wplacajac 12 000 z1. Jaki bedzie stan je-
go konta po uptywie terminu lokaty?
¢) Jaka kwote trzeba by wptaci¢ na lo-

kate trzydziestodniowa, aby odsetki wy-
niosty 1000 z1?

VAT i inne podatki

@ 15. Popatrz na rysunki i odpowiedz:
" a) Ile zlotych trzeba zaptaci¢ za sok?

b) Ile ziotych wynosi podatek VAT w ce-
nie (brutto) stoika miodu?

¢) O ile tansza bytaby kawa, gdyby po-
datek VAT wynosit 8%?

CENABRUTTO 15,75zt CENABRUTTO 18,45 zi
VAT 2% VAT 23%

| CENANETTO [ L asrUTTO | CENANETTO 1521

VAT 8%
CENANETTO 4zl

- 16. Wlasciciel sklepu odziezowego usta-

lif cene netto krawatow na 70 zI. Stawka
VAT wynosi 23%.

a) Ile kosztowal w tym sklepie krawat?

b) W grudniu sprzedano 120 krawatow.
Jakg kwote stanowil VAT od sprzedazy
krawatow przekazany przez sprzedawce
do skarbu panstwa za ten miesiac?

17. a) Cena netto pralki wynosi 2000 zt,
a stawka VAT wynosi 23%. O ile ziotych
zmniejszylaby sie cena brutto, gdyby
stawke VAT zmniejszono do 18%, a cena
netto nie zostata zmieniona?

b) Cena netto wynajecia pewnego po-
koju hotelowego wynosi 80zl. Stawka
VAT na ustugi hotelowe to 8%. O ile pro-
cent wzrostaby cena brutto wynajecia
pokoju, gdyby cena netto sie nie zmie-
nita, a stawke VAT zwiekszono do 15%?

18. Cene brutto benzyny w 2018 roku
ustalato sie, dodajac do ceny netto trzy
rodzaje podatkow: VAT (23% ceny netto),
akcyze (1,54zt do ceny kazdego litra)
oraz opfate paliwowa (0,13zf do ceny
kazdego litra). Laczny podatek byl od-
prowadzany do skarbu panstwa. Ile wy-
nosily podatki przy cenie 5 zi brutto za
1 litr benzyny? Jaki procent ceny brutto
benzyny stanowily podatki?



19. Znajdz w domu jakikolwiek rachu-
nek, np. za prad, gaz lub zakupy. Od-
czytaj z niego informacje dotyczace cen
netto, cen brutto oraz podatkow.

-~ Clekawostka

Oprocz pracownikow zatrudnionych
na stale, to znaczy na etat, prace na
rzecz firmy wykonuja tez czasem pra-
cownicy zatrudnieni na tzw. umowe-
-zlecenie. W umowie zawartej miedzy
takim pracownikiem a firma podaje
sie kwote brutto wynagrodzenia. Wy-
nagrodzenie, ktore rzeczywiscie otrzy-
muje pracownik (kwota netto), to zapi-
sana w umowie kwota brutto pomniej-
szona o podatek. Podatek w tym wy-
padku to 12% z 80% kwoty brutto.

20. Przeczytaj ciekawostke.

a) Jacek przez tydzien pracowal na umo-
we-zlecenie w pewnej firmie reklamo-
wej. Jego wynagrodzenie brutto wynio-
sto 500 z1. Jaka kwote netto otrzymat?
b) Pewien producent proponuje wyna-
orodzenie 30 zI brutto za godzine pracy.
Jaka kwote netto mozna zarobi¢ u tego
pracodawcy za 8 godzin pracy?

“¢) Wynagrodzenie netto za pewna umo-
we-zlecenie wynosito 1446,40z1. Jaka
kwota brutto byia na tej umowie?

Czytanie diagramow

21. Popatrz na diagramy. O ile pro-
cent wzrosnie liczba ludnosci w Chinach,
a o ile w Indiach w roku 2030 w porow-
naniu z poczatkiem wieku?

Prognoza liczby ludnosci (w min)

1475 1380
1000

1250

Chiny Indie
2000r. 2030r.

2000 r. 2030r.
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22. Grupie 1000-osobowej zadano pyta-
nie: Jak czesto sam gotujesz? Oto wyniki
ankiety:

codziennie
3-6 razy w tygodniu
1-2 razy w tygodniu

nigdy

Tych, ktorzy sami gotuja, dodatkowo
spytano: Potrawy jakich narodow potra-
fisz gotowac?

9%6% | & o0% |
KUCHNIA POLSKA ~ KUCHNIA
SRODZIEMNOMORSKA
v 100 F ]
L 5%
KUCHNIA AZJATYCKA INNE

a) Ile osob gotuje codziennie?

b) Ile osob w podanej grupie nigdy sa-
modzielnie nie gotuje?

¢) Ile osob gotuje chociaz raz w tygo-
dniu?

d) Wyjasnij, dlaczego na drugim diagra-
mie suma liczb wyrazonych w procen-
tach przekracza 100%.

e) Ile osob potrafi gotowac potrawy azja-
tyckie? Jaki to procent badanej grupy?

f) Wiadomo, ze 5% badanej grupy to we-
getarianie 1 wszyscy oni codziennie go-
tuja. Jaki procent osob, ktore codziennie
gotuja, stanowig wegetarianie?

g) Wiadomo, ze 10% gotujacych potrawy
kuchni Srodziemnomorskiej potrafi go-
towac¢ takze potrawy przynajmniej jed-
nej z pozostaltych wymienionych w an-
kiecie kuchni. Oblicz, ile jest takich osob.
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23. Przyjrzyj sie ponizszym diagramom

i odpowiedz na pytanie.

Skiad fasoli biatej
61,6%

Skiad wieprzowiny

tuszcze woda | | biatko

1 inne sktadniki

weglowodany

Dobowe zapotrzebowanie na wazniejsze skladniki
odzywcze miodziezy w wieku 13-15 lat

S

o

=
(=

DANY

105 g

|
s

WEGLOWO

BIALKO
TLUSZCZ

a) O ile wiecej ttuszczu jest w 200 g wie-

przowiny niz w 200 g fasoli?

b) W porcji fasoli z wieprzowina jest
150 g fasoli i 50 g wieprzowiny. Ile w tej

porcji jest weglowodanow, a ile biatka?

¢) Czy zjadajac 0,5 kg fasoli bialej,
pokryjesz dzienne zapotrzebowanie na

biatko?

d) Jaka ilo§¢ wieprzowiny pokrywa twoje

dzienne zapotrzebowanie na tluszcz?

Podzial proporcjonalny

» 24. W pewnej szkole liczacej 432 ucz-

niow stosunek liczby dziewczat do licz-
by chiopcow wynosi 4:5. Ile dziewczat
i ilu chtopcow jest w tej szkole?

25. Panowie Marian, Stefan i Jerzy sa
wlascicielami sadu. Do Mariana nalezy -
sadu, do Stefana — l%, a do Jerzego — Tln
sadu. Po sprzedaniu owocow otrzymali
20000 z1 i podzielili zarobek proporcjo-
nalnie do czesci sadu, ktore do nich na-

leza. Ile zarobit kazdy z tych panow?

» 26. Pewna kwote podzielono w sto-
sunku 1:4. Wieksza czesSC otrzymana

w wyniku tego podzialu wynosita 336 z1.
Jaka kwote podzielono?

27. W pewnej restauracji sporzadzono
dziewiecCset litrow napoju owocowego,
dodajac do wody mineralnej sok owo-
cowy w proporcji 11:4. Ile litrow wody,
a ile soku owocowego zuzyto do przygo-
towania tego napoju?

Obliczanie prawdopodobienstw

~» 28. W starym ulu jest 5 kul czerwonych,

4 biate i 3 zielone. Ula wycigga losowo
kule z ula.

a) Pierwsza wyciagnieta kula jest zie-
lona. Jakie jest prawdopodobienstwo
tego, ze nastepna kula bedzie biala, a ja-
kie — Ze bedzie zielona?

b) Pierwsze dwie wyciagniete kule byly
zielone. Jakie jest prawdopodobienstwo
tego, ze trzecia kula bedzie biata, a jakie
— 7e bedzie czerwona?

-~ 29. Sposrdd stu liczb naturalnych od 0

do 99 losujemy jedna. Jakie jest prawdo-
podobienstwo tego, ze liczba ta:

a) jest parzysta,
b) jest podzielna przez 7,
¢) przy dzieleniu przez 5 daje reszte 17



» 30. Wybieramy losowo liczbe sposrod
dwucyfrowych liczb naturalnych. Oblicz
prawdopodobienstwo otrzymania liczby:

a) nieparzystej,

b) podzielnej przez 11,

¢) ktora nie jest podzielna przez 11,
d) ktorej dokladnie jedna z cyfr to 2.

Odczytywanie wykresow

31. Ponizej przedstawiono, jak zmie-
niata sie temperatura w Polsce w 1990
roku i jak przewiduje sie, ze bedzie sie
zmienia¢ w 2075 roku.

["CIA — Rok 1990 — Rok 2075
251

20 -
Lo
[0 e oo A e e e N e s

=

0._‘____'.#__'_;. ; ; ; y : ; ; ; -
30 90 150 210 270 ﬁ}u]

a) Jak diugo w 2075 roku bedg pano-
waly temperatury wyzsze niz najwyzsza
temperatura w 1990 roku?

b) Okres wegetacyjny to okres, gdy
panuja temperatury wyzsze niz 5°C.
O ile dluzszy bedzie okres wegetacyjny
w 2075 roku od okresu wegetacyjnego
w 1990 roku?

32. Pan Jan jezdzi do pracy samocho-
dem. Wykres przedstawia, jak pewnego
dnia zmieniata sie odlegtoS¢ samochodu
pana Jana od domu. Odczytaj z tego wy-
kresu jak najwiecej informacji.

16+ i

12 L

i f—

?Iiﬂ 84!-!1 !}‘_[HI IUL’H! 1]“’] 120" 13“[! I;i[]-lfl 13“1'1 lﬁﬂl! l?W"HII X

X — czas (w godz.) y — odleglos¢ od domu (w km)
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33. Wykres przedstawia, jak zmienia sie
Srednia dlugosc¢ pstraga w zaleznosci od
jego wieku.

o 2 4 6 8 10 12 14 x
x — wiek (w mies.) y — diugosc (w cm)

a) Jaka mniej wiecej dlugos¢ ma pstrag
trzymiesieczny?

b) Ile miesiecy moze miec¢ pstrag o diu-
gosci 20 cm?

¢) Wymiar ochronny dla pstraga wynosi
30 cm. Oznacza to, ze zlowione pstragi
o diugosci mniejszej niz 30 c¢cm nalezy
wrzucac z powrotem do rzeki. Ile co naj-
mniej miesiecy ma pstrag, ktory nie pod-
lega ochronie?

+ 34. Z wykresu mozna odczytac, jaka od-

leglosc pokonali turysci podczas pewnej
wycieczKi.

16+ .i“..i.__.._ e

13- -

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10X
X — czas (w godz.) y — droga (w km)
a) Ile kilometrow przeszli turysSci przez
pierwsze 2 godziny marszu?

b) Jak diugo szli pierwszych 6 km?

¢) Po ilu godzinach od wyruszenia tury-
Sci zatrzymali sie na odpoczynek? Jaka
odleglosc¢ pokonali do tego czasu?

d) Z jaka Srednia predkoscia turysci szli
przez pierwsze 3 godziny?
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35. Woda nie zawsze wrze w tempera-
turze 100°C — tak jest tylko pod ci-
snieniem 1000 hektopaskali. Korzystajac
z ponizszych wykresow, mozna odczytac
zaleznosS¢ miedzy ciSnieniem, tempera-
tura wrzenia wody i wysokoscia nad po-
Ziomem morza.

/8 SRS
100_ ....... ...... ,,,,,, ....... ,,,,,,, ,,,,,,, ,,,,,,, ....... ...... -
e e
80_ ,,,,,,, . ,,,,,, . ...... .,.-, .,,,:' ....... ‘. ,,,,,,, :. ...... :. ...... : .....
T e et o e et b e s e
60, ,,,,,,, , ,,,,, ,,,,,, .‘ ,,,,,,, ....... ,,,,,,, ....... , ,,,,,, , ,,,,,
SO proveseiffmmtmim bttt b e
Ay GO R B S R D
30 4/ ...... ....... ....... ...... ______ _____
p (R S SR R ] (R SO S e

g . ! ! ; ; .
i L] " ¥ " L] - ] ' ]
10 ,,,,,, SR - T S e YR e e a s i arials e ard i R I T
L - L] " 1] * - + # 1)
L] L i L3

100 300 500 700 900 p
p — ci$nienie (w hPa)
T — temperatura wrzenia wody (w °C)

temperatura ("C)

a) W jakiej temperaturze wrze woda
przy cisnieniu 500 hPa? Oszacuj, na ja-
kiej wysokosci nad poziomem morza pa-
nuje takie ciSnienie.

b) Oszacuj, w jakiej temperaturze wrze
woda na Sniezce (1602 m n.p.m.), a w ja-
kiej na Mount EveresScie (8848 m n.p.m.).

¢) Taternik sprawdzit, ze wrzatek, ktory
wiasnie gotuje, ma 90°C. Na jakiej wyso-
kosci najprawdopodobniej jest ten tater-
nik?

d) W miejscowosci A jest wyzsza tempe-
ratura wrzenia wody niz w miejscowo-
Sci B. Ktora z tych miejscowosci jest po-
lozona wyzej?

1 2 3 4 5 6 7 8 9h
h — wysokoS$¢ nad poziomem morza (w km)

wiatr (km/h)

36. Odczucie zimna zalezy m.in. od
temperatury powietrza i sily wiatru.
W tabelce podano tzw. temperature od-
czuwalna w zaleznosci od tych dwoch
czynnikow.

temperatura powietrza (°C)

0(-1|-2]-3| -4| -6]|-10
6 | 2| -3 | 4| =5 -7| -8|-14
8 | =53 | =4 [ =5 | =6 -7 -9 -14

10 |h=30 | =aa | =0 | = =& | =8 =15
15 | 4 | =6 [ =7 | -8 =9 [F=100 [F==L 7
20 | =5 | =7 | =8 | =9 | =10 | =12 | =18

wiatr w km/h

Wykresy przedstawiaja, jak zmieniala sie
temperatura i sita wiatru w ciggu trzech
grudniowych dni w Karpaczu.

00 06 12 18 00 06 12 18 00 06 12
pn. 17 XII wt. 18 XII $r. 19 XII

00 06 12 18 00 06 12 18 00 06 12
pn. 17 XII wt. 18 XII Sr. 19 XII

Jaka byla odczuwalna temperatura:

a) o godzinie 18" 18 grudnia,

b) w chwili gdy temperatura powietrza
byla najwyzsza,

¢) w chwili gdy wiatr wial z najwieksza
predkoscia,

d) w Srode rano, gdy temperatura po-
wietrza byla najnizsza?



-l Pole powierzchni
i objetoS¢ graniastostupa

2 Odcinki w graniastosfupach

3 Rodzaje ostrostupow

4 Siatki ostrostupow. Pole powierzchni
5 Objetos¢ ostrostupa

6 Odcinki w ostrostupach

“A Przed klaséwka, s. 198

“A Zadania uzupetniajace, s. 200
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] Pole powierzchni i objetosé graniastostupa

Pytania i zadania kontrolne

A. Krawedz szescianu ma 3 m. Oblicz powierzchnie catkowitg oraz obje-
tos¢ tego szeScianu.

B. Prostopadfoscian ma wymiary 40 cm X 3 dm x 0,5 m. Oblicz:
a) objetosc¢ tego prostopadioscianu (w litrach),
b) pole jego powierzchni (w metrach kwadratowych).

C. Ile krawedzi, ile wierzchotkow i ile Scian ma graniastostup piecio-
katny?

D. W graniastostupie prawidfowym sze$ciokatnym krawedz podstawy ma
15 ¢cm, a krawedZ boczna ma 2 dm. Oblicz sume diugosci krawedzi
tego graniastostupa.

> 7/ 5 E. Rysunek przedstawia graniastosiup
trojkatmy. Oblicz objetoS¢ tego grania-

,,,,,, stostupa.
\/

F. Zaden z ponizszych rysunkow nie przedstawia siatki graniastostupa.
Wyjasnij dlaczego.

12 G. Na rysunku obok przedstawiono siatke
graniastostupa, oblicz jego objetosc.
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Na ponizszym rysunku przedstawiony jest graniastosiup prosty. Taki
graniastostup ma dwie podstawy, ktore sg rownolegltymi i przystaja-
cymi wielokatami, a jego Sciany boczne sa prostokgtami.

podstawa Krawedzie boczne graniastosiupa pro-
stego sa rownolegle, maja jednakowa
- wierzcholek diugosc i sq prostopadie do podstaw.

Sciana boczna

Wysoko$¢ graniastostupa prostego jest
krawedz boczna ~ rowna diugosci krawedzi bocznych.

krawedzZ podstawy ‘ )
Graniastosiup prosty, ktorego podstawa
pﬂdstawa jest wielokatem foremnym, nazywamy

graniastosiup prosty graniastosiupem prawidiowym.
pieciokatny

Ponizej przypominamy, jak obliczamy objetosc i pole powierzchni gra-
niastostupa.

Objetosc graniastostupa: V =P, - H

\ / P, — pole podstawy
—/ H 55

H — wysokoS§¢ graniastostupa

""""""" / Pole powierzchni catkowitej: P. = 2P, + Py
podstawa I P, — pole podstawy

P, — pole powierzchni bocznej (suma
pol wszystkich Scian bocznych)

Na kolejnym rysunku przedstawiono graniastoslup pochyly. Taki gra-
niastostup ma dwie podstawy, ktore sq rownolegltymi i przystajacymi
wielokatami. Jego krawedzie boczne maja jednakowa diugosc i sa row-
nolegte, ale nie sa prostopadie do podstaw.

Sciany boczne graniastostupa pochytego
sg rownolegiobokami, a wysokoS¢ nie jest
rowna diugosci krawedzi bocznych.

Gdy obliczamy objetosc¢ i pole powierzch-
ni graniastostupow pochylych, mozemy
korzystac z takich samych wzorow jak dla graniastostup pochyty
graniastostupa prostego. czworokatny
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Rozwiazujac zadania dotyczace bryl, czasem bedziemy Kkorzystac
z twierdzenia Pitagorasa lub wynikajacych z tego twierdzenia wzorow.

Przykiad k

W graniastostupie prawidlowym szesSciokatnym krawedz podstawy ma 4 cm,
a wysoko$¢ ma 5 cm. Oblicz objeto$¢ tego graniastostupa.

Rysujemy graniastosiup, podstawa jest sze-
sciokgtem foremnym, skiada sie z 6 trojka-
tow rownobocznych o boku 4.

A

- -
4°-/3
Pp,=6- 4 - 24\/3  [em?) | Obliczamy pole podstawy.
V=P,-H
V= 24\/§ - 5= 120\@ [cmg] | Obliczamy objetos¢ graniastosiupa.

Odp. Graniastoslup ma objeto$¢ 120+/3 cm?, czyli okolo 207,8 cm?.

1. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni:

ne
1,963? - a) prostopadloScianu o wymiarach

- 2cmx 1 dm x5 mm, ;
t::."-"'r:;ﬁ C ! V—
= abc

b) szes$cianu o krawedzi 1,2 cm. )

P

2. Czy prostopadlos$cian o wymiarach f
0,4m x 15 cm x 1,2 dm ma wieksza A1z V =a3

o

czy mniejszg objetoS¢ niz prosto-
padioScian o wymiarach 45 cm X
x 0,15 m x 80 mm?

3. a) Jakie pole powierzchni ma szescian o objetosci 27?

b) Graniastostup prawidtowy czworokatny ma objeto$¢ 250 cm?, a je-
go krawedz boczna jest dwa razy dluzsza od krawedzi podstawy. Ob-

licz pole powierzchni tego graniastosiupa.

4. Dwie Sciany prostopadioscianu to kwadraty o boku 2,5 cm. Objetos¢
tego prostopadio$cianu jest rowna 26 cm?. Oblicz pole powierzchni

tego prostopadftoscianu.
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5. Czy 15 litréw wody zmie$ci sie w akwarium w ksztalcie
1dm3 =11 prostopadoS$cianu o podanych wymiarach?

a) 20 cm x 1,6 dm x 3,5 dm b) 0,3 m x 2 dm x 500 mm

6. Do akwarium, ktorego dno ma wy-
miary 40 cm X 50 cm, dolano 5 li-
trow wody. Poziom wody w akwa-
rium podniost sie, ale woda sie
Z niego nie wylata. O ile centyme-
trow podniost sie poziom wody?

7. Plyty styropianowe typu FS15, uzywane do ocieplania Scian, majq
wymiary 60 cm x 100 cm X 10 cm 1 sa sprzedawane w paczkach po
8 sztuk. Odpowiedz na pytania, przyjmujac, ze 1 m? takiego styro-
pianu wazy 15 kg.

a) Ile wazy paczka plyt typu FS 157

b) Wyobraz sobie, ze plyty styropianowe ukladamy jedna na drugiej,
tak aby otrzymac wieze, ktora wazy co najmniej 1 tone. Jaka wysokos$¢
miataby taka wieza?

8. Piaskownica ma wymiary (ze-
wnetrzne) 4m xX 3 m. Wnetrze pia-
skownicy otacza betonowy murek
0 wysokosci 30 cm i grubosci 20 cm.
Ile metrow szesciennych betonu zu-
Zyto na wykonanie tego murku?

9. Metr sze$cienny asfaltu wazy 1,4 t. Do pokrycia asfaltem boiska o wy-
miarach 20 m x 40 m uzyto 42 ton asfaltu. Jaka grubos$¢ ma warstwa
asfaltu na tym boisku?

10. Plastikowe pudetko w ksztalcie szeScianu ma pojemnos¢ 0,125 litra.
Inne pudetko, wykonane z takiego samego plastiku i o takiej samej
grubosci Scianek, ma dwa razy diuzsze krawedzie. Jaka pojemnos¢ ma
wieksze pudetko? Ile razy wiecej plastiku zuzyto do wyprodukowania
wiekszego pudetka?

*11. Drewniany klocek ma ksztalt sze§cianu o krawedzi 8 cm. Zaprojek-
tuj kartonowe pudetko (z wieczkiem), do ktérego mozna zapakowac
40 takich klockow. Postaraj sie tak dobra¢ wymiary, aby na projekto-
wane przez ciebie pudetko zuzy¢ jak najmniej kartonu.
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12. Oblicz pola powierzchni graniastostupow prawidtowych przedstawio-
nych na ponizszych rysunkach.

a) : b) \ C)
1 |e .
<+

2 dm 4 cm
13. Oblicz objeto$¢ graniastostupa prawidiowego:

a) czworokatnego o krawedzi podstawy diugosci 4 i wysokosci 8,
b) trojkatnego o krawedzi podstawy diugosci 3 i wysokosci 7,

_ﬁ_.ii'?-;‘-‘ c) szeSciokatnego o krawedzi podstawy diugosci 2 i wysokosci 9.

14. Oblicz objetosci i pola powierzchni graniastostupow prostych przed-
stawionych na rysunkach.

a) b) 2

/ 4
/ R
11

15. Popatrz na kostke szeScienng przedstawiona na rysunku.
/ Wiadomo, ze na kazdej Scianie jest narysowany odcinek,
/ ktory taczy srodki krawedzi albo wierzcholki szescianu, a po-
nadto odcinki na przeciwleglych Scianach sg rownolegle. Na-

rysuj siatke, z ktorej mozna skleic te kostke. Na kazdej Scia-
nie narysuj odpowiedni odcinek.

16. Wyobraz sobie, ze z ponizszych siatek zbudowano graniastostupy. Ob-
licz objetos¢ kazdego z nich.

a) b) < C)
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17. Z graniastostupa, ktorego wszystkie krawedzie
maja dlugos¢ 10 cm, wycieto szeScian o krawe-
dzi 4 cm w sposOb pokazany na rysunku. Jakag /20
objeto$¢ ma tak otrzymana bryta? -

18. Podstawa graniastosiupa pochylego jest kwadra-
tem. Wszystkie krawedzie tego graniastostupa
majq diugosc 6, a wysokosc jest od nich trzy ra-
zy krotsza. Oblicz objetosc¢ tego graniastostupa.

“'19. W takich samych prostopadto$cianach umieszczono dwa graniasto-
sfupy pochyle. Zaznaczone punkty to Srodki krawedzi prostopadio-
Scianu. Uzasadnij, ze te graniastosiupy maja rowne objetoSci.

L]
L]
' .—
i .
.
-
i r
-
Ll L
[ -

'

SPrawdz, czy umijesz
1. Ile litrow wody zmie$ci sie w akwarium, ktore ma ksztalt prostopadto-

Scianu o wymiarach 6 dm x 30 cm x 45 cm?

A. 8,11 B. 811 C. 8101 D. 8100 [

2. Pole powierzchni graniastoslupa prawidlowego trojkatnego, w ktorym
krawedz podstawy ma 3 cm, a wysokos¢ ma 5 cm, wynosi:

A. 15 cm? C. 75 cm?

B. (15 + 94—\/§) i D. (9“25 +45) cm?

3. Wszystkie krawedzie graniastosiupa prawidlowego szesciokatnego o ob-
jetosci 12+/3 em® maja jednakowa dlugosé. Suma diugosci wszystkich
krawedzi wynosi:

A. 36 cm B. 24 cm C. 72 em D. 4 cm

P zadania uzupetniajace 1-8, str. 200
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2 Odcinki w graniastostupach

przekatna

przekatna
podstawy

CWICZENIE A. Wskaz na
modelu graniastostupa
przekatne scian.

Na rysunku obok za-
znaczono przekatne
Scian graniastosiupa.

CWICZENIE B. Na rysunkach zaznaczono przekatne scian prostopadtoscianow.
Oblicz ich dfugosci (skorzystaj z twierdzenia Pitagorasa).

a)

i e Joe

S 3

b)

N

C)

=y

>

Odcinek, ktory taczy dwa wierzchotki graniastostupa, a nie zawiera sie
w zadnej z jego Scian, nazwiemy przekatng graniastosiupa.

o

przekatna
graniastostupa

e

Zauwaz, ze graniasto-
stup trojkatny nie ma
przekatnych (cho¢ ma
przekatne Scian bocz-
nych).

CWICZENIE C. Na ponizszych rysunkach graniastostupéw zaznaczono rézne
odcinki. Znajdz wsrod nich przekatne podstaw, przekatne Scian bocznych oraz
przekathe graniastosfupow.

B

A

H

CWICZENIE D. Wez model graniastostupa prostego nietrojkatnego. Wskaz
przekatnag podstawy i krawedzie boczne, ktore majg z ta przekatng punkty
wspolne i sg do niej prostopadfe.
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Przekatna podstawy i krawedz boczna wychodzace z jednego wierz-
chotka graniastostupa prostego sa prostopadile. Korzystamy z tego
faktu, obliczajac dlugosé przekatnej graniastostupa.

Przykiad k
Oblicz dlugosc¢ przekatnej prostopadiosScianu o wymiarach 3 x 5 x 7.
AT
Rysujemy prostopadfoscian i jego przekat-
ng; przekatna p jest przeciwprostokatng
7 trojkata prostokatnego ACA’.
.“~§ = ;..._;__ .
A 3
A2 = 32452 Obliczamy kwadrat dlugosci przekgtnej AC
’ podstawy, stosujac twierdzenie Pitagorasa
ACé =34 dla tréjkata ABC.
pg = A2 72 Smsujem}-: twierdzenie Pitagorasa dla troj-
kata ACA'.
p° =34+49 Obliczamy dlugos¢ przekatnej p.
p=+83

Odp. Przekatna prostopadio$cianu ma diugos¢ /83, czyli okoto 9,1.

“\a 1. Oblicz dtugosci przekatnych $cian bocznych w narysowanych grania-
2363 “  stostupach prostych.
- a) b) C)
4
| 10
— 3 k%

2. a) Jakie dlugosci maja przekatne podstawy w graniastostupie prawi-
dfowym czworokatnym o krawedzi podstawy 10 cm?
b) Jakie dlugosci maja przekatne podstawy w graniastostupie prawi-
dfowym szeSciokatnym o krawedzi podstawy 7 cm?
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12 cm

3. Przekatna podstawy graniastostupa prawidlo-
wego czworokatnego ma diugos¢ 6+/2, a przekatna
Sciany bocznej ma diugosc¢ 8. Oblicz objetosc tego
graniastosiupa.

4. Wazon ma ksztalt graniastostupa trojkatmego.
Wtozono do niego kwiaty w sposob przedstawiony
na rysunku obok. Ktory z kwiatow jest dtuzszy?

5. SzeScian o krawedzi 6 rozcieto na dwie czesSci (zob. rys. 1), z ktérych
sklejono graniastostup (zob. rys. 2). Oblicz pole powierzchni catkowi-
tej tego graniastostupa.

//"'

6. Oblicz dlugosci zaznaczonych przekatnych graniastostupow prawidto-

wych.
a)

10

7. a) Oblicz dlugo$¢ przekatnej szeScianu

o krawedzi 10.

b) Znajdz wzor na dlugosc¢ przekatnej sze-
Scianu o krawedzi a.

¢) Jakie wymiary ma kostka Rubika przed-
stawiona na fotografii?

C)

b)<;\

]
- -
#
L

8. a) Oblicz diugos¢ przekatnej prostopadio$cianu o wymiarach 3 cm x

X 4cm X 5cm.

b) Znajdz wzor na dlugos¢ przekatnej prostopadiosScianu o krawe-
dziach diugosci a, b i c.

9. W graniastostupie prawidlowym szesciokatnym krawedz podstawy ma
diugosc 6 cm, a krawedz boczna ma 10 cm. Jakie diugosci maja prze-
katne tego graniastostupa?
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10. Podstawa graniastostupa pochylego jest
szesciokat foremny o boku 5. Krawedz 0

boczna ma diugosc 13. Wysokos¢ grania-
stostupa opuszczona z jednego z wierz- 13
chotkow gornej podstawy pada w punkcie
przeciecia diuzszych przekatnych dolnej
podstawy. Oblicz objetos¢ tego graniasto-
stupa. 5

11. Kostki szeScienne o krawedzi 1 ustawiamy jedna
na drugiej, tworzac prostopadiosciany. Oblicz diu-
g0oSC przekatnej prostopadioscianu zbudowanego z:

a) 2 kostek, ¢) 5 kostek,

b) 3 kostek, “d) n kostek.

Y12, Podstawa graniastosiupa prostego jest czworokat o przekatmych dlu-
goSci 8 cm i 6 cm, wysokosS¢ graniastostupa ma 10 cm. Oblicz diugosci
obu przekatnych tego graniastostupa.

SPrawdz, czy umijesz

1. Rysunki przedstawiaja graniastostupy prawidiowe. Na ktorym rysunku
zaznaczony trojkat nie jest rownoramienny?

A. B. C. D.

2. Jaka dlugos$¢ ma przekatna graniastostupa prawidlowego czworokatnego,
w Kktorym krawedz podstawy ma 4 ¢cm, a krawedz boczna ma 7 cm?

A. 11 cm B. 9 cm C. /65 cm D. 15 cm

3. Podstawa graniastostupa prostego o wysokosci 8 cm jest trojkat, ktérego
boki majg diugosci 4 cm, 5 cm i 6 cm. Najdiuzsza z przekatnych Scian
bocznych ma dlugosé:

A. 9 cm B. 10 cm C. V61 cm D. 14 cm

P zadania uzupetniajace 9-13, str. 200-201
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3 Rodzaje ostrostupow

Wiele budowli ma ksztalt graniasto-
stupow. Wladcy starozytnego Egiptu
uznali jednak, ze bryla, ktora naj-
lepiej przedstawi ich potege, bedzie
ostrostup. Taki ksztalt majg grobow-
ce faraonow — piramidy.

Na rysunku przedstawiono rozne modele figur przestrzennych. Figury
zaznaczone na zielono to przyktady ostrostupow.

CWICZENIE A. Dla kazdego z ostrostupéw przedstawionych na rysunkach
ustal, ile bokow ma podstawa i ile krawedzi ma ten ostrostup.

Podstawa ostrostupa moze by¢ dowolny wielokat, a Scianami bocz-
nymi sg trojkaty o wspolnym wierzchotku.
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wierzchotek ostrostupa W kazdym ostrosiupie podstawa jest
wielokatem, a Sciany boczne sa trojka-
tami.

krawedzie boczne
Sciana boczna Wspolny wierzcholek Scian bocznych

wisezchotd padstany nazywamy wierzchotkiem ostrosiupa.

Jezeli podstawa ostrostupa jest trojkat,
to ostrostup nazywamy trojkatnym,
jesli czworokat, to czworokatnym, jesli
pieciokat, to pieciokatnym itd.

;;;;;;;;;;;;;;;;

podstawa

~_— krawedz podstawy

ostrosiup czworokatny Ostrostup trojkatny nazywamy tez
czworoscianem.

Jesli podstawa ostrostupa jest wielokat
foremny i krawedzie boczne maja row-
ne dlugosci, to taki ostrostup nazywamy

prawidiowym.

W ostrostupie prawidiowym Sciany bocz-
ne sa przystajacymi trojkatami rownora-
miennymi.

Ostrostup, ktorego wszystkie Sciany sg
trojkatami rownobocznymi, nazywamy
czworoScianem foremnym.

ostrostup prawidlowy
szeSciokatny

Na kazdym z ponizszych rysunkow zaznaczony jest odcinek faczacy
wierzcholek W ostrostupa z plaszczyzna podstawy i prostopadly do
tej ptaszczyzny. Taki odcinek nazywamy wysokoscig ostrosiupa. Wy-
sokoScig ostrostupa nazywamy takze diugosc tego odcinka.

W W ..

Punkt wspolny wysokosci i ptaszczyzny podstawy (na rysunku ozna-
czony literg §) nazywamy spodkiem wysokoS$ci. Zauwaz, ze spodek
wysokosSci nie zawsze lezy na podstawie ostrostupa.
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W ostrostupie prawidtowym spodek wysokosci lezy w jednakowych
odlegtosciach od wierzchotkow podstawy. (Innymi stowy — jest Srod-

kiem okregu opisanego na podstawie).

Kwadrat, szesciokat foremny i trojkat rownoboczny to przyktady pod-

staw ostrostupow prawidtowych.

Ponizej przedstawione sg podstawy ostrostupow prawidiowych wi-
dziane z gory oraz rysunki ostrostupow o takich podstawach. Zwroc
uwage, w jaki sposob na rysunkach ostrostupow prawidiowych wyzna-
czone zostaly spodki wysokosci ostrostupow.

Podstawa
widziana z gory

kwadrat

\'- )
\
N

\
y 1‘-\
A
/ \
/

szesciokat
foremny

trojkat
rownoboczny

Rysunek ostrostupa

ostrostup prawidtowy
czworokatny

ostrostup prawidifowy
szesciokatny

ostrostup prawidiowy
trojkatny

W ostrostupie prawidtowym
czworokgtnym spodek wyso-
kosci lezy na przecieciu prze-
katnych podstawy.

W ostrostupie prawidiowym
szeSciokatmym spodek wyso-
kosci lezy na przecieciu diuz-
szych przekatnych podstawy.

W ostrostupie prawidiowym
trojkatnym spodek wysokosci
lezy na przecieciu wysokosci
podstawy.

Zauwaz, ze z plaskiego rysunku, bez dodatkowych informacji, nie mozna
odczytac, czy jest to ostrostup prawidiowy.



Na rysunkach przedstawiono kolejne etapy rysowania ostrositupow
prawidiowych.

@ @ ©
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@ Rysujemy podstawe.

@ Wyznaczamy spodek wysokosci. (W ostrostupie prawidfowym czworokat-
nym rysujemy przekatne podstawy, w ostrostupie prawidiowym trojkat-
nym — odcinki faczace wierzchotki podstawy ze Srodkami przeciwleglych
bokow).

(3) Rysujemy wysokos¢.
Dorysowujemy krawedzie boczne.

CWICZENIE B. Narysuj ostrostup:

a) prawidfowy szesciokatny,

b) tréjkatny, w ktérym spodkiem wysokosci jest jeden z wierzchotkéw pod-
stawy,

c) czworokatny, w ktorym spodek wysokosci jest srodkiem jednego z bokow
podstawy.

1@ 1. Ile krawedzi i ile $cian majg narysowane ostrostupy?
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2. Podaj, ile krawedzi i ile Scian ma ostrostup:
a) pieciokatny, b) dwunastokatny, ¢) stukatny, d) n-katny.

3. a) Ile Scian bocznych, a ile wszystkich Scian ma ostrostup o 20 krawe-
dziach?
b) Ile wierzchotkow podstawy ma ostrostup o 30 Scianach bocznych?

4. a) Czy krawedz boczna moze by¢ rowna wysoko$ci ostrostupa?

b) Czy spodek wysokosci ostrostupa moze leze¢ w srodku krawedzi
podstawy?

5. Oblicz sume diugosci krawedzi kazdego z narysowanych ostrosiupow.

a) b) C)
1 2,5
ostrostup prawidiowy ostrosiup prawidiowy ostrostup prawidiowy
czworokatny szesciokatny trojkatny
d) e) f)
24/3
czworoscian foremny ostrosiup trojkatny ostrostup, ktérego
podstawg jest kwadrat
6. Ktore z ponizszych zdan sa prawdziwe dla kazdego ostrostupa?
(1) Wszystkie krawedzie maja wspolny punkt.
(2) Liczba wszystkich krawedzi jest parzysta.
(3) Liczba wszystkich §cian jest nieparzysta.
(4) Wszystkie Sciany boczne sa trojkatami.
(5) Z kazdego wierzchotka wychodza 3 krawedzie.
(6) Krawedzi jest tyle, ile wszystkich $cian.
\9 0. (7) Krawedzi bocznych jest tyle, ile §cian bocznych.

Spodek wysokosci lezy na podstawie ostrostupa.
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/. Z drutu o dlugosci 60 cm zbudowano szkielet ostrostupa prawidio-
wego. Okresl, jakg diugos¢ ma krawedz boczna, jesli podstawa jest:

a) kwadratem o boku 3 cm,

b) szeSciokatem o boku 4 cm,

¢) trojkatem o boku 1 dm, J8/

d) stukatem o boku 0,2 mm.

*8. Dlaczego ponizsze zdania sa nieprawdziwe?

a) Ostrostup prawidiowy, ktorego Sciany boczne sg trojkatami rowno-
bocznymi, jest czworoScianem foremnym.

b) Ostrostup prawidlowy, ktorego wszystkie krawedzie maja jedna-
kowa diugosc, jest czworoscianem foremnym.

¢) Ostrostup, ktorego podstawa jest kwadrat, jest ostrostupem prawi-
diowym.

d) Istnieje ostrostup prawidtowy szesciokatny, ktorego wszystkie kra-
wedzie maja rowne diugosci.

SPrawdz, czy umijesz

1. Ostrostupem jest bryta przedstawiona na rysunku:

" B- Cl -
L) [] ¥
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2. Ostrostup o 30 krawedziach ma:

A. 30 Scian bocznych C. pietmastokat w podstawie
B. 20 Scian bocznych D. dziesieciokat w podstawie

3. Na zbudowanie szkieletu ostrostupa prawidiowego czworokatnego, kto-
rego wszystkie krawedzie maja rowne diugosci, zuzyto 120 cm drutu.
Jedna krawedz tego szkieletu ma diugosc¢:

A. 12 cm B. 15 cm C. 20 cm D. 30 cm

P zadania uzupetniajace 14-19, str. 201
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4 Siatki ostrosiupow. Pole powierzchni

Na rysunku przedstawiony jest ostrostup prawidiowy czworokatny
oraz przykiady siatek tego ostrostupa.

Na ponizszym rysunku przedstawiony jest ostrostup trojkatny oraz
przykiady jego siatek.

CWICZENIE. Na rysunku przedstawiono siatke ostro-
sfupa czworokatnego. Zmierz dfugosci odpowied-
nich odcinkow i oblicz pole powierzchni podstawy
i Scian bocznych ostrosfupa.

Pole powierzchni ostrostupa jest rowne sumie
<l pol Scian bocznych i pola podstawy.

Pole powierzchni ostrostupa: P¢ = Py + Pp,

P. — pole powierzchni catkowitej
P, — pole podstawy
P;, — pole powierzchni bocznej



Przy obliczaniu pola powierzchni ostrostupa czesto korzysta¢ bedzie-
my z twierdzenia Pitagorasa.
Przykiad k

Oblicz pole powierzchni ostrostupa prawidtowego czworokatnego, ktorego
krawedz podstawy ma dlugosc 6, a krawedz boczna ma diugosc 8.

W

Rysujemy ostrostup i zaznaczamy jedng ze
scian bocznych.

| Obliczamy pole podstawy.

Rysujemy Sciane boczng — jest ona trojkg-
tem rownoramiennym.

h= + 32 = 82 Obliczamy wysokosc sciany bocznej, stosu-
W2 = 55 jac twierdzenie Pitagorasa.

h =55

P,=4- % =12h | Obliczamy pole powierzchni bocznej.

Py =12+/35

Pe = Pp + Py | Obliczamy pole powierzchni calkowitej.

Odp. Pole powierzchni ostrostupa jest rowne 36 + 12+/55.
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63“"3 1. Nazwij ostrostupy, ktérych siatki narysowano ponizej.

22 0 @ © @

.
,
o

2. Zaden z ponizszych rysunkow nie przedstawia siatki ostrostupa. Wy-
jasnij, dlaczego.

® ® 3 @
VAN

3. Narysuj siatke:

a) ostrostupa prawidiowego czworokatnego, w ktorym krawedz pod-
stawy ma 3 ¢cm, a krawedz boczna ma 5 cm,

b) ostrostupa prawidltowego tréjkgtnego o krawedzi podstawy 4 cm

ool i krawedzi bocznej 6 cm,
il ¢) czworoscianu foremnego o krawedzi 4 cm.
4. Oblicz pola powierzchni narysowanych ostrostupéow prawidtowych.
5. Oblicz pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego czworo-
katnego, w ktorym:
a) wysokosc¢ Sciany bocznej jest rowna 5 c¢cm, a pole powierzchni bocz-
+ 0% nej wynosi 80 cm?,

L b) pole podstawy jest rowne 144 cm?#, a krawedzZ boczna ma 10 cm.



SIATKI OSTROSLUPOW. POLE POWIERZCHNI | 187

6. Pole powierzchni czworoscianu foremnego jest rowne 72+/3. Oblicz
diugosc¢ krawedzi tego czworoscianu.

7. Dach kazdej z dwoch wiez w zabyt-
kowej warowni ma ksztalt ostrosiupa
prawidiowego czworokatnego o krawe-
dzi podstawy 4 m i krawedzi bocznej
rownej 6 m. Litr farby wystarcza na po-
malowanie 7 m* powierzchni. Ile litrow
farby trzeba kupic¢, aby dwukrotnie po-
malowac¢ dachy obu wiez?

8. Do zbudowania indianiskiego namiotu uzyto dwumetrowych tyczek.
Szkielet namiotu ksztaltem przypomina ostrosiup prawidiowy sze-
sciokatny o krawedzi podstawy 90 cm. Kat miedzy przeciwleglymi
tyczkami ma 60°. Jakag dlugosc ma wystajaca czesc tyczki? Czy chio-
piec 0 wzroscie 1,60 m bedzie mogl sie w tym namiocie wyprostowac?
Czy 4,5 m* materialu wystarczy na pokrycie $cian tego namiotu?

e ——— e e e e e e — — — . CiekawoStka

Narysowang obok bryle, wygladajaca jak dwa przenika-
jace sie czworoSciany foremne, odkryl niemiecki mate-
matyk i astronom Johannes Kepler (1571-1630). Nazwatl
ja stella octangula, co po lacinie znaczy ,gwiazda osSmio-
ramienna”. Kepler najbardziej znany jest z odkrycia, ze
planety kraza nie po okregach, lecz po elipsach. Byl
takze konstruktorem lunety oraz jako pierwszy wpro-
wadzil przecinek w zapisie ulamka dziesietnego. stella octangula

Y9, Jakie pole powierzchni ma stella octangula utworzona przez dwa czwo-
rosciany o krawedzi diugosci 8 cm?

“10. Ile $cian ma bryla, ktora jest czeScig wspolng dwoch czworoscianow
foremmych o krawedzi 10 cm, tworzacych bryte stella octangula? Jakie
pole powierzchni ma ta bryfa?
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SPrawdz, czy umijesz

1. Ktory z rysunkow przedstawia siatke ostrostupa?

A. B. C. D.

2. Pole powierzchni czworoScianu foremnego o krawedzi 2 cm jest rowne:

A. 4./3 cm? B. 12./3 cm? C. 16 cm? D. 24 cm?

3. Pole powierzchni ostrostupa prawidiowego
przedstawionego na rysunku wynosi:

A. 360 + 100+/3 C. 360 +150+/3
B. 390 + 150./3 D. 510/3

- zadania uzupeftniajace 20-27, str. 201-202

5 Objetosc ostrostupa

(N —

CWICZENIE. Przygotuj otwarte pudetka w ksztatcie graniastostupa i ostrostupa
o takiej samej podstawie i wysokosci. Napetnij pudetko w ksztafcie ostrosfupa
piaskiem i przesyp ten piasek do pudetka w ksztatcie graniastostupa. lle razy

trzeba te czynnos¢ wykonac, aby napefnic¢ graniastosfup?
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ObjetosSc¢ ostrostupa jest trzy razy mniejsza niz objetosc¢
graniastostupa o takiej samej podstawie i wysokosci.

Objetos¢ ostrostupa: V = %Pp -H

P, — pole podstawy ostrosiupa
H — wysokos¢ ostrostupa

1. Oblicz objetosci narysowanych ostrostupow prawidfowych.

Zadama

2. Oblicz objetosc:

a) ostrostupa o wysokosci 12 cm, ktorego podstawa jest romb o prze-
katnych 6 cm i 8 cm,

b) ostrostupa o wysokosci 10 cm, ktorego podstawa jest trapez o pod-
stawach 4 cm 1 3 ¢m oraz wysokosci 2 ¢m,

c) ostrostupa o wysokosci 8 cm, ktérego podstawa jest trojkat rowno-
ramienny o bokach 5 cm, 5 cm i 6 cm.

3. Dwa ostrostupy prawidiowe czworokatne maja rozne wysokos$ci, ale
takie same podstawy o krawedzi 8 cm. Gdy sklejono podstawy, odle-
glos¢ miedzy wierzchotkami ostrostupow wyniosta 20 cm. Oblicz ob-
jetosc¢ otrzymanej bryly.

4. a) Oblicz, jaka wysoko$¢ ma ostrostup prawidiowy czworokatny o ob-
jetosci 100 cm? i krawedzi podstawy 10 cm.

b) Jakie pole podstawy ma ostrosiup dziewieciokatny o wysokosci 5 cm
i objetosci 20 cm??

c) Jaka diugos¢ ma krawedz podstawy ostrostupa prawidiowego troj-
katnego o wysokosci 1 m i objetosci 12+/3 m?3?

5. Czy ostrostup o polu podstawy 1 cm? i objetosci 1 dm? jest wyzszy od
ciebie?
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6. Swiece w ksztalcie ostrostupa prawidlowego czworokatnego o kra-
wedzi podstawy 6 cm i wysokoSci 12 cm przetopiono na Swieczke
w ksztalcie szesScianu. Jakie wymiary ma otrzymana swieczka?

————— - ClekawosStka

W czasach hellenistycznych siedem naj-
efektowniejszych budowli nazywano cu-
dami Swiata. Jednym z siedmiu cudow
swiata byly piramidy w Gizie. Tylko one
przetrwaly do czasow wspolczesnych.
Najwieksza z nich — piramida Cheopsa,
zwana Wielka Piramida, przypomina
ksztaltem ostrostup prawidtowy czworo-
katny. Ma 146 m wysoko$ci, a krawedz
jej podstawy jest rowna 230 m.

Na zbudowanie piramidy Cheopsa zuzyto
2300000 blokow kamiennych o ciezarze
od 2,5tdo 15 t.

B 7. Przeczytaj ciekawostke. Jaka diu-

g0S¢ miatby mur o wysoko$ci 3 m
i grubosci 25 cm, zbudowany z ka-
mienia zuzytego do budowy pirami-
dy Cheopsa? Czy mozna by tym mu-
rem opasac cala Polske? Diugosc
granic wynosi 3582 km.

B 8. Piramidzie Cheopsa towarzysza

dwie mniejsze piramidy — Chefrena
(wys. 143 m, krawedzZ podstawy —
215 m) i Mykerinosa (wys. 66 m, Kra-
wedz podstawy — 108 m). Czy ka-
mien zuzyty na budowe mniejszych
piramid wystarczytby na zbudowa-
nie piramidy Cheopsa?

O - " - -, - ra
9. Z szeScianu odcieto czworoscian w SpOSOb

przedstawiony na rysunku. Oblicz objetos¢

tego czworoscianu.

Wskazowka. W czworoScianie kazda Sciana moze

by¢ podstawa.

©10. Oblicz objetosci

\ ostrostupow, ktorych
siatki przedstawiono

4 na rysunkach obok.
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SPrawdz, czy umiesz

1. Ktory z narysowanych ponizej ostrostupow prawidtowych ma najwieksza
objetosc?

A. B. G D.

2. Podstawg ostrostupa o objetos$ci 200 cm? jest romb, ktorego przekatne
maja dlugosci 6 cm i 10 cm. WysokoSc¢ tego ostrostupa jest rowna:

A. 3% cm B. 20 cm C. 60 cm D. 10 cm

3. Graniastostup i ostrostup maja takie same podstawy i rowne objetosci.
WysokosS¢ graniastostupa jest rowna 9 cm. Jaka wysokos¢ ma ostrosiup?

A. 3 cm B. 9 cm C. 18 am D. 27 cm

- zadania uzupefniajace 28-33, str. 202-203

6 Odcinki w ostrostupach

CWICZENIE A. Sprobuj
wymyslic, w jaki sposob
mozna zmierzyC¢ wyso-
koS¢ ostrosfupa.

Zmierzenie wysokosci ostrostupa jest na ogot klopotliwe. Duzo tatwiej
zmierzy¢ dlugosci jego krawedzi. Jesli znamy diugosci krawedzi ostro-
stupa prawidtowego, to mozemy obliczy¢ jego wysokoSc.
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W tym celu nalezy w ostrostupie wskazac trojkat prostokatny, ktorego
jedna z przyprostokatnych jest ta wysokosc. Na rysunkach przedsta-
wiono przykiady takich trojkatow w ostrostupie prawidiowym czwo-
rokatnym.

WE, WF — wysokosci scian bocznych
WS — wysokosc ostrostupa

Przykiad k

Oblicz wysokos$¢ ostrostupa prawidiowego czworokatnego, w ktorym kra-
wedzZ podstawy ma 4 cm, a krawedz boczna ma 10 cm.

Rysujemy ostrostup (spodek wysokosci S
lezy na przecieciu przekatnych podstawy).

AS = % = 'ng =22 [cml] Odcinek AS to polowa przekatnej kwa-
dratu o boku 4 cm.
w
10 H | Rysujemy trojkat ASW.
7
A 242 S

(24/2)" + H2 = 102

Obliczamy wysokosc¢ ostrosiupa, stosujac

2 _
H<=100-8 twierdzenie Pitagorasa dla tréjkata ASW.

H=.92=2./23 [cm]

Odp. Wysokos¢ ostrostupa jest réwna 2+/23, czyli okoto 9,6 cm.
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Na ponizszych rysunkach zaznaczono kilka trojkatow prostokatnych
w ostrostupie prawidiowym trojkatnym.

W
WD, WE — wysokosci Scian bocznych
WS — wysokos¢ ostrostupa
A iiii ) ?/:--:.- C ] C
i
B

CWICZENIE B. Spodek wysokosci ostro-
stupa prawidtowego trojkatnego dzie-
li wysoko$¢ podstawy na dwa odcinki.
Podaj, jakie dfugosci majag te odcinki,
jesli krawedz podstawy ma dfugosc:

a) 15 mm b) 3.3 cm

Przykiad k

W ostrostupie prawidiowym tréjkatnym wysokos¢ podstawy i wysoko$¢ Sciany
bocznej maja odpowiednio 6 cm i 7 cm. Oblicz wysokos¢ tego ostrostupa.

W

Rysujemy ostrostup i zaznaczamy odpo-
wiedni trojkat.

WL =7 cm KL =6 cm
_lpr_ 1 _
SL—§KL—§ - 6=2 [cm]
H? 4 2% = 72
Obliczamy wysokos¢ ostrosiupa, stosujgc
H? =45 twierdzenie Pitagorasa dla trojkgta SLW.
H =3./5 [cm]

Odp. Wysoko$¢ ostrostupa jest rowna 3+/5 cm, czyli okofo 6,7 cm.
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Przykiad k

Oblicz wysokoS¢ czworoscianu foremnego o krawedzi diugosci 12.

W

Rysujemy czworoscian i zaznaczamy od-
powiedni trojkat.

Obliczamy wysokos¢ podstawy; stosujemy
AFE = ==X2 = 64/ wzOor na wysokosS¢ trojkata rownobocz-
nego o boku diugosci 12.

2 2 >
AS = 3AE =3 - 6/3 =43 Odcinek AS to 5 wysokosci podstawy.

H? + (4./3)%? = 122
H* =144 —-48 =96
H=4.6

Obliczamy wysokos¢ ostroslupa, stosujgc
twierdzenie Pitagorasa dla trojkata ASW.

Odp. Wysoko$¢ czworo$cianu jest rowna 4./6, czyli okoto 9,8.

“"a 1. Ponizej narysowano ostrostupy prawidiowe czworokatne. Oblicz dfu-
zada e gosci odcinkow oznaczonych literami.

2. Wszystkie krawedzie ostrostupa prawidiowego czworokatnego maja
diugos$c 4. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

3. Przeczytaj informacje w ramce na stronie 190. Oblicz diugos¢ krawe-
dzi bocznej piramidy Cheopsa.
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4. Podstawa ostrosiupa jest prostokat o bokach 10 cm i 4 em. Kazda
z krawedzi bocznych ma 13 cm. Oblicz wysokosc¢ tego ostrostupa.

5. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym
wysokos¢ oraz krawedz podstawy maja diu-
g0S¢ 6. Ostrostup podzielono na osiem jedna-
kowych ostrostupow trojkatnych (na rysunku
zacieniowano jeden z nich). Oblicz diugosci
krawedzi bocznych kazdego z otrzymanych
w ten sposob ostrostupow.

6. Ponizej narysowano ostrostupy prawidiowe tréjkatne. Oblicz diugosci
odcinkow oznaczonych literami.

24/3 6

7. a) Oblicz objetosS¢ ostrostupa prawidtowego trojkatnego o krawedzi
podstawy 6 cm i krawedzi bocznej 10 cm.

b) Jakie pole powierzchni ma ostrosiup prawidfowy trojkatny o wyso-
kosci 5 cm 1 krawedzi podstawy 9 cm?

¢) Wysokos¢ ostrostupa prawidtowego tréojkatnego jest rowna 8 cm.
Spodek wysokosci lezy w odleglo$ci 4+/3 cm od kazdego wierzchotka
podstawy. Jaka objetoS¢ ma ten ostrostup?

8. Jaka wysokos¢ bedzie mial szkielet czworoscianu foremnego zbudo-
wany z drutu o dlugosci 6 m?

9. a) Wysokos$¢ ostrostupa prawidltowego szeSciokatnego jest rowna 6,
a krawedz boczna ma dlugos¢ 8. Oblicz dlugos¢ krawedzi podstawy
tego ostrostupa.

b) Krawedz podstawy ostrostupa prawidlowego szesciokatnego ma
diugos¢ 2/2, a krawedz boczna jest 2 razy dluzsza. Oblicz objetos¢
tego ostrostupa.

¢) Ile wynosi wysokoS¢ Sciany bocznej ostrostupa prawidiowego sze-
Sciokatnego, ktorego krawedz podstawy ma diugosc 4, a wysokosc jest
rowna 9?
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10. Ostrostup prawidlowy szesciokatny o wysokosci 12 cm ma objetosc¢
150+/3 cm?. Oblicz dlugosci krawedzi tego ostrostupa.

X Y B 11. Popatrz na rysunki obok. Ba-

lon X przytrzymuja 4 liny, kazda

o diugosci 30m, zamocowane

w wierzchotkach kwadratu. Ba-

30 il 30 m lon Y przytrzymuja 3 takiej sa-

mej diugosci liny, zamocowane

w wierzchotkach trojkata rowno-

bocznego. Oblicz, na jakiej wy-

\/ sokosci znajduje sie balon X,
24 m a na jakiej balon Y.

24 m

12. Oblicz wysokoSci ostrostupow prawidtowych, ktorych siatki przedsta-
wiono na rysunkach.

a) b) C)

13

4./3

10

13. Spodek wysokoSci ostrostupa @ lezy w wierzchotku podstawy, spo-
dek wysokosci ostrostupa lezy w polowie najdiuzszej krawedzi
podstawy. Oblicz dlugosci krawedzi bocznych obu ostrosiupow.

W

47

*14. Pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidlowego czworokatnego
jest 4 razy wieksze od pola podstawy. Krawedz podstawy ma dtu-
g0S¢ 6. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.
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@A) B 15. a) Bryly @) i przedsta-

wione na rysunkach otrzymano
przez sklejenie graniastostupow
prawidtowych z ostrostupami
prawidtowymi. Oblicz objetosci
tych bryt.

b) Bryly © i (D otrzymano, wy-
cinajac ostrostupy prawidtowe
Z graniastostupow prawidtowych.
Jakie objetosci maja te bryly?

9¢) Oblicz pole powierzchni cail-
kowitej bryly D).

*16. O$mioscian foremny to bryla, ktora otrzymamy;,
sklejajac podstawami dwa jednakowe ostrostupy
prawidlowe czworokatne, w ktorych wszystkie
krawedzie maja jednakowe diugosci.

W narysowanym obok oSmioScianie foremnym
odcinek AB ma diugosc¢ 10. Oblicz sume diugo-
Sci wszystkich krawedzi tego oSmioScianu.

SPrawdz, czy umijesz

1. Rysunek przedstawia ostrostup pra-
widliowy czworokatny. Najwiekszg dlu-
g0S¢ ma odcinek:

A. X B. y C.w D. z

2. KrawedzZ podstawy ostrostupa prawidtfowego szesSciokatnego ma 6 cm,
a krawedz boczna ma 10 cm. Wysokos¢ tego ostrostupa jest rowna:

A. 6/3 cm B. 8 cm C.9 cm D. 6 cm

3. Krawedz podstawy ostrostupa prawidlowego trojkatnego ma 6 cm, a jego
wysokos¢ rowna jest 2 cm. Krawedz boczna tego ostrostupa ma:

A. 4 cm B. /7 cm C. 6/3 am D. 16 cm

P zadania uzupefniajace 34-47, str. 203-204
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Przed klasowka

e—lg I B I &= = I = W B B

1. Bryle przedstawiona na rysunku obok zbudowa-
no z 9 jednakowych szeScianow o krawedzi 1 cm.
Jakie pole powierzchni calkowitej ma ta bryia?

A. 54 cm? C. 18 cm?

B. 34 cm* D. 9cm?

2. Prostopadtoscienng kostke lodu o wymiarach 2 cm X 2 cm X 3 ¢cm, wrzu-
cono do pustej szklanki. Jaka objetos¢ bedzie miata woda po stopieniu sie
tej kostki? Mozna przyjac¢, ze woda otrzymana z lodu ma objetoS¢ o 10%
mniejsza niz lod.

A. 12ml C. 10,8ml
B. 13,3 ml D. 1,2 ml

3. Z prostopadioscianu wycieto bryte przedsta- .
wiong na rysunku. Jaka obj¢toS¢ ma ta bryla? F| o cosnn L

A. 32 B. 64 C. 96 D. 192 -+

4. Pole powierzchni bocznej graniastostupa prawidtowego dziesieciokatnego
wynosi 40+/3 cm?. KrawedZ podstawy ma 2 cm. Jakg dlugosé ma przekatna
sciany bocznej tego graniastostupa?

A. 4 cm B. 2/3 cm C. /10 cm D. 2/13 cm

5. Na dziedzincu przed paryskim mu-
zeum Luwr zbudowano za szkla cztery
piramidy. Najwieksza z nich stuzy jako
wejscie do muzeum. Ma ona wysokos¢
21,64m, a jej podstawa jest kwadrat
o boku 35,42 m. Jaka objetos¢, po za-
okragleniu do 1 m?, ma taki ostrostup?

A. 27149m? C. 2034 m?
B. 9050 m? D. 766 m3

6. Stosunek pola powierzchni sze$cianu o krawedzi 1 do pola powierzchni
czworoScianu foremnego o krawedzi 1 jest rowny:

A./3:1 B.3:1 C.6:+/3 D. 631
P



7. Od szeScianu odcieto bryle taka jak ta, ktora zazna-
czono na zielono. Czy bryla pozostala po odcieciu ma
dwa razy wieksza objetos¢ niz odcieta cze$¢? Wybierz
odpowiedz ,tak” lub ,nie” oraz jej uzasadnienie spo-
Srod zdan od A do D.

(1) Tak, poniewaz... (1) Nie, poniewaz...

A — ...objeto$¢ obu bryl zalezy od diugosci krawedzi szeScianu.

B — ...odcieta bryla to potowa szeScianu.

C — ...pozostala bryla nie jest ostrostupem.

D — ...objetos¢ odcietej bryly jest 3 razy mniejsza od objetosci szeScianu.

8. Na rysunku przedstawiono siatke ostrostupa, kto-
rego podstawa jest prostokatem. Wszystkie sciany bocz-
ne sa trojkatami rownoramiennymi. Ocen prawdziwosc
podanych zdan.

a) Suma diugosci wszystkich krawedzi tego ostrostupa

jest rowna 76. PRAWDA/FALSZ 8

b) Suma po6l dwoch wiekszych Scian bocznych tego os-

trostupa jest 1,5 raza wieksza od pola jego podstawy.
PRAWDA/FALSZ

¢) Wysokosci wszystkich $cian bocznych sa takie same.
PRAWDA/FALSZ

12

9. Podstawami dwoch ostrostupow sa takie same wielokaty, kazdy o polu 7 m?.
Jeden z ostrostupow jest wyzszy od drugiego o 15 m. O ile wigksza obje¢tos¢ ma
ten wyzszy ostrosiup?

A.022m3 B. 0 35m° C.085m? D. o 105m3

10. Na rysunkach przedstawiono siatki dwoch graniastostupow. W obu tych
brytach Scianami bocznymi sa prostokaty o wymiarach 8cm x 10 cm. Ktory
z tych graniastoslupow ma wiekszg objetosc? O ile wieksza?

11. W ostrostupie prawidlowym ABCDEFG krawedz podstawy ma 4 cm, a wy-
soko$¢ §ciany bocznej wynosi 4+/3 cm. Oblicz pole powierzchni i objeto$¢ tego
ostrostupa.
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Zadania uzupetniajace

. S — o= | E ==

Pole powierzchni i objetosc
graniastosiupa

1. Klocek w ksztalcie prostopadioscianu
o wymiarach 10 cm x 10 cm X 20 cm po-
malowano farbga, a nastepnie rozcieto na
4 czesSci wzdluz przekatnych podstaw.
Oblicz sume pol powierzchni wszystkich
niezamalowanych Scian.

I h._/

2. Porownaj objeto$ci narysowanych
graniastosiupow prawidtowych.

N

2a

PN

Sl

» 3. Oblicz pole powierzchni i objetos¢
graniastosiupa prawidiowego:

a) trojkatnego o krawedzi podstawy
>cm i wysokosci 12 cm,

b) szeSciokatnego, w ktorym krawedz
podstawy ma 2cm, a wysokoS¢ jest
6 razy dluzsza.

4. Graniastostup prawidtowy trojkatny
ma objetos$¢ 37 cm?. Jaka objeto$¢ miatby
ten graniastostup po podwojeniu diugo-
Sci kazdej krawedzi?

5. Naczynie o pojemnosci 6 [ ma ksztatt

graniastostupa, ktorego podstawg jest
trojkat rownoboczny. Stosunek wysoko-
$ci naczynia do diugosci krawedzi pod-
stawy wynosi /3 : 1. Jaka wysoko$¢ ma
naczynie?

» 6. Bryly przedstawione na ponizszych
rysunkach powstaly przez wyciecie z gra-

niastosfupow prostych trojkatnych in-
nych graniastostupow prostych. Oblicz
pola powierzchni i objetosci tych bryl.

a)

b)

()]

7. Sciana boczna graniastostupa pra-
widiowego trojkatnego jest kwadratem
o polu 64 cm®. Oblicz objeto$¢ grania-
stostupa.

8. Sciana boczna graniastoslupa prawi-
dtowego trojkatnego jest prostokatem
o wymiarach 6 cm X 4 cm. Oblicz obje-
tosc tego graniastosfupa. Rozpatrz dwa
przypadki.

Odcinki w graniastosiupach

9. Czy wszystkie przekatne graniasto-
slupa prostego maja te samg dlugosc,
gdy podstawa jest:

a) kwadratem,

b) pieciokatem foremnym,
¢) szesciokatem foremnym,
d) oSmiokatem foremnym?

Jesli nie, to ile roznych diugosci mogag
miec te przekatne?



10. Przekatna graniastosiupa prawidto-
wego czworokatnego ma dlugosc¢ 16 cm,
a pole jego podstawy wynosi 64 cm?. Ob-
licz objetosSc¢ tego graniastosiupa.

11. Podstawa graniastostupa prostego
jest romb o przekatnych dlugosci 4 i 6.
Krotsza przekatna tego graniastostupa
ma dfugosc 10. Oblicz diugosc drugiej
przekatnej.

12. Na kazdym rysunku przedstawiono
graniastostup prawidiowy. Oblicz diugo-
Sci odcinkow oznaczonych literami.

a) . b)

©13. Cztery jednakowe graniastosiupy
prawidiowe czworokgtne ustawiono obok
siebie (zob. rysunek). Oblicz diugosc¢
przekatnej utworzonego w ten Sposob
prostopadioscianu.

A
2

Rodzaje ostrosiupow

14. Czy ostrostup moze miec:

a) 30 Scian bocznych i 50 krawedzi,
b) 40 krawedzi bocznych i 20 Scian,
¢) 11 Scian i 20 krawedzi?
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15. Odpowiedz, czy prawda jest, ze:

a) czworoscian foremny jest ostrosiu-
pem prawidlowym trojkatnym,

b) w czworoScianie foremnym wszystkie
krawedzie maja jednakowe diugosci.

16. Ustal, czy ostrostup moze miec:
a) 21 krawedzi,

b) 18 Scian,

c) 72 Sciany boczne.

17. Oblicz sume dlugosci wszystkich
krawedzi czworoscianu foremnego o kra-
wedzi podstawy 5,5 cm.

- 18. Suma dlugosci krawedzi ostrostupa

prawidlowego wynosi 150 cm. Oblicz
diugosci tych krawedzi, jezeli:
a) podstawa ostrostupa jest kwadrat
i wszystkie krawedzie sa rowne,

b) podstawg ostrostupa jest szesciokat
i krawedz boczna jest o 5 cm dluzsza od
krawedzi podstawy.

» 19. Ktore zdania sa prawdziwe dla

ostrostupow prawidtfowych?

@ Wszystkie krawedzie maja jednakowa
diugosc.

(2) Sciany boczne sa przystajace.

(3) Spodek wysokosci lezy w jednako-
wych odlegtosciach od wierzchotkow
podstawy.

(4) Wysoko$¢ jest krotsza od krawedzi
bocznej.

@Krawedzie boczne maja jednakowa
diugosc.

Siatki ostrosiupow. Pole powierzchni

» 20. Narysuj model i siatke ostrostupa,

ktorego podstawa jest prostokat o wy-
miarach 6 ¢cm x 8 cm, a krawedz boczna
ma 15 c¢m. Oblicz pole powierzchni tego
ostrostupa.
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21. Ktéry z ponizszych rysunkow nie
przedstawia siatki ostrosiupa?

@ ; © é
22. Ponizszy rysunek przedstawia siat-

ke ostrostupa. Oblicz pole powierzchni
tego ostrostupa.

23. Narysuj powyzsza siatke ostrostupa
w skali 10:1. Sklej z niej ostrostup (pa-
mietaj o zakladkach). Z trzech takich

modeli mozesz ztozy¢ szeScian.

» 24. Oblicz pole powierzchni ostrostupa:

a) prawidlowego czworokatnego, ktore-
go krawedz podstawy ma 10cm, a kra-
wedz boczna ma 12 cm,

b) prawidlowego szeSciokatnego, ktore-
g0 krawedz podstawy ma 14 cm, a kra-
wedz boczna ma 25 cm.

°25, Czy pole powierzchni bocznej ostro-
stupa moze by¢ rowne polu podstawy?

e ———

26. Z szescianu o krawedzi dlugosci 6
odcieto naroza w sposob przedstawiony
na rysunku. Jakie pole powierzchni ma
otrzymana bryta? Jakie pole powierzchni
ma kazdy z odcietych ostrostupow?

2 7. 7 graniastostupa prawidtowego o wy-
miarach podanych na ponizszym rysun-
ku wycieto ostrostup o takiej samej pod-
stawie i wysokosci.

\

6

a) Oblicz dlugosci krawedzi bocznych
ostrosiupa.

b) Oblicz pole powierzchni bocznej tego
ostrosiupa.

Objetos¢ ostrosiupa

28. Rysunek przedstawia ostrostupy pra-
widlowe czworokgtne. Ktory z tych ostro-
stupow ma wiekszg objetosc?




29. Podstawa ostrosiupa na ponizszym
rysunku jest kwadrat, a jedna z krawedzi
bocznych jest prostopadia do podstawy.
Oblicz objetosc tego ostrosiupa.

30. Z prostopadlo$cianu wycieto ostro-
stup, tak jak na rysunku ponizej. Punkt P
jest srodkiem krawedzi prostopadio-
Scianu. Ile razy mniejsza jest objetosc
ostrosiupa od objetosci prostopadlo-
Scianu?

a) b)

31. Bryly, ktore narysowano ponizej,
powstaly z dwoch jednakowych szeScia-
now o krawedzi 1 dm w ten sposob, ze
Z jednego szeScianu wycieto ostrosiup
0 wysokosci 1 dm i doklejono do dru-
giego szesScianu.

.........

a) Porownaj pola powierzchni tych bryt.

b) Oblicz, ile razy objetosc¢ drugiej bryly
jest wieksza od objetosci pierwszej brytly.
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“32. Podstawa ostrostupa o objetosci

rownej 60 i wysokosci 10 jest romb.
Jedna z przekatnych tego rombu jest
dwa razy diuzsza od drugiej przekatnej.
Oblicz diugosc¢ krawedzi podstawy tego
ostrostupa.

33. Do kazdej Sciany prostopadtoscianu
o wymiarach 3 cm X 6 cm X 4 cm dokle-
jono ostrosiup czworokatny o wysokosci
8 cm (zob. rysunek ponizej).

a) Jaka objetos¢ ma otrzymana ,rogata”
bryta?

b) Jakie pole powierzchni ma ta bryta?

Odcinki w ostrosiupach

34. W ostrostupie prawidiowym czwo-
rokatnym krawedz podstawy ma dlu-
goS¢ 6, a krawedz boczna jest rowna 5.
Oblicz:

a) diugosc¢ przekatnej podstawy,
b) wysokosS¢ Sciany bocznej,
¢) wysokosc ostrostupa.

35. Jakie pole powierzchni ma ostro-
stup prawidiowy czworokatny o krawe-
dzi podstawy 10 i wysokosci 127

36. W ostrostupie prawidiowym czwo-
rokatnym o objetosci 5% cm® wysokos¢
jest 2 razy diuzsza od krawedzi pod-
stawy. Oblicz pole powierzchni tego
ostrostupa.
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37. Oblicz wysoko$¢ i objetos¢ ostrostu-
pa prawidiowego szesciokatnego, w kto-
rym krawedz podstawy ma 4 c¢m, a kra-
wedz boczna ma 10 cm.

38. Oblicz pola zaznaczonych trojka-
tow w ostrosiupach prawidfowych.

a)

39. W ostrostupie prawidfowym trojkat-
nym krawedz podstawy ma diugosc 10,
a krawedz boczna jest rowna 13. Oblicz:

a) wWysokosc Sciany bocznej,
b) wysokosc ostrostupa.

40. Oblicz objeto$¢ ostrostupa prawi-
dfowego trojkatnego o krawedzi pod-
stawy 8 cm i krawedzi bocznej 12 cm.

41. Na rysunku czworoscianu forem-
nego litery oznaczaja diugosci odcin-
kow. Uporzadkuj te diugosci od najwiek-
szej do najmniejszej.

142, Uzasadnij, ze w ostrostupie prawi-
dfowym czworokatmym krawedz boczna
jest dluzsza niz polowa przekatnej pod-

stawy.

43. Wszystkie krawedzie ostroslupa pra-
widlowego czworokatnego maja jedna-
kowa dlugosc. Pole powierzchni bocznej
tego ostrostupa wynosi 36+/3. Oblicz wy-
sokoS¢ ostrostupa.

*44. Czworoécian foremny ma objeto$¢

rowna 2./2. Jaka dlugo$¢ ma krawedz
tego czworoscianu?

45. 7 ostrostupa prawidlowego czworo-
katnego wycieto mniejszy ostrostup pra-
widlowy o tej samej podstawie w sposob
przedstawiony na rysunku. Oblicz obje-
toS¢ otrzymanej bryly.

8./2
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“ 46. 0Osmioscian foremny otrzymamy,

skladajac podstawami dwa jednakowe
ostrosfupy prawidlowe czworokatne,
w ktorych wszystkie krawedzie maja jed-
nakowe diugosci. Jakie pole ma zacienio-
wana figura przedstawiona na rysunku?

47. KrawedZ podstawy ostrostupa pra-
widiowego czworokatnego ma 20 cm,
a krawedz boczna 30 cm. Oblicz pole
trojkata zawierajgcego wierzcholek ostro-
stupa i przekatng podstawy.
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] Symetria wzgledem prostej

_.-L.-..{_(-.
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Przyjrzyj sie ilustracji. Czy
wiesz, jaki wyraz znajduje

sie na karetce pogotowia?
Czy sie domyslasz, dlacze-
go to sfowo jest napisane
w taki sposob, jakby zo-
stalo odbite w lustrze?

Gdy na kartce zrobimy niewielki kleks, zlozymy te kartke na pot
i przyciSniemy, to po roztozeniu kartki zobaczymy dwie identyczne
plamy. Kleks odbije sie po drugiej stronie linii zgiecia. Podobnie poto-
zone sg pary figur na ponizszych rysunkach.

A\ b )

Na kazdym z tych rysunkow jedna z figur jest odbiciem drugiej wzgle-
dem narysowanej prostej. O takich figurach mowimy, ze sg syme-
tryczne wzgledem prostej.

Rysunek obok przedstawia dwie

figury symetryczne wzgledem
proste].

Gdybysmy ztozyli kartke wzdiuz
prostej k, to punkt A natozytby
sie na punkt P. Punkty A i P
sa wiec symetryczne wzgledem
prostej k.

CWICZENIE A. Wskaz kilka innych
par punktéw symetrycznych wzgle-
dem prostej k.
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CWICZENIE B. Na kazdym z ponizszych rysunkéw tylko jeden z punktéw jest
symetryczny do punktu A wzgledem prostej k. Wskaz ten punkt.

a) b) N
oM
o
k A

CWICZENIE C. Zt6z kartke na pét, a nastepnie przekfuj w jednym miejscu. Roz-
t6z kartke. Jak wzgledem linii zgiecia kartki pofozone sg slady po przekfuciu?

Dwa punkty nielezace na prostej k sg symetryczne
wzgledem prostej k, jezeli speiniajg nastepujace wa-
runki:

e lezg na prostej prostopadiej do prostej k,
e leza po przeciwnych stronach prostej k,
e leza w rownych odleglosciach od prostej k.

Przyjmujemy, ze jezeli punkt lezy na prostej k, to
jest symetryczny sam do siebie wzgledem tej proste;j.

Zaltozmy, ze punkt P nie lezy na pro-
stej m. Zastanowmy sie, jak znalezc
punkt P’ symetryczny do punktu P
wzgledem prostej m. Pe

Punkt P’ nietrudno znalez¢ za pomoca
ekierki.

CWICZENIE D. Narysuj prosta m i zaznacz

punkt P nielezacy na prostej m. Za pomoca

ekierki narysuj prosta przechodzacg przez m
punkt P i prostopadtg do prostej m. Znajdz

na tej prostej szukany punkt P’° (mozesz
postuzyc sie podziatkg lub cyrklem).

CWICZENIE E. Narysuj prosta m i zaznacz punkt P nielezacy na tej prostej.
Znajdz za pomocg ekierki punkt P* — symetryczny do punktu P wzgledem
prostej m. Narysuj kilka okregow, ktore przechodza przez punkt P i ktorych
srodki lezg na prostej m. Co zauwazyfes?

7 ¢wiczenia E wynika, ze szukany punkt P" mozna znalez¢ za pomoca
samego cyrkla. Wystarczy narysowa¢ dwa dowolne okregi o srodkach
na prostej m, przechodzace przez punkt P.
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Najwygodniejszy sposob znalezienia punktu symetrycznego do da-
nego punktu wzgledem prostej przedstawia ponizszy przykilad.

Przykiad k

Znajdz za pomoca cyrkla punkt A" symetryczny do punktu A wzgledem
prostej k.

Z punktu A kreSlimy luk przecinajacy
prosta k w dwoch punktach.

Z obu otrzymanych punktow, nie zmienia-
jac promienia, kreslimy po drugiej stronie
prostej dwa przecinajgce sie fuki.

Punkt przeciecia tych fukow (punkt A')
jest punktem symetrycznym do punktu A.

Zwro¢ uwage, ze w powyzszej konstrukeji punkty A, A" oraz zazna-
czone punkty na prostej k to wierzchotki rombu. Prosta AA" i prosta k
zawieraja przekatne tego rombu.

CWICZENIE F. Narysuj dowolny odcinek AB i prosta k nieprzecinajaca tego
odcinka. Zaznacz na odcinku AB kilka punktow i znajdz punkty do nich sy-
metryczne wzgledem prostej k. Narysuj odcinek symetryczny do odcinka AB
wzgledem prostej k.

Aby narysowac¢ odcinek syme-
tryczny wzgledem prostej do
odcinka AB, wystarczy znalez¢
jego konce, czyli punkty syme-
tryczne do punktow A i B, oraz
je potaczyc.

Aby narysowa¢ wielokat symetryczny wzgledem prostej do danego
wielokata, wystarczy znalez¢ jego wierzchoiki, czyli punkty symetrycz-
ne do wierzchotkow danego wielokata, a nastepnie narysowac odpo-
wiednie boki.



MHZAXC
WOMY

---- Ciekawostka

Mato znany jest fakt, Ze
Leonardo da Vinci wiele
traktatow z zakresu medy-
cyny i teorii sztuki zapisy-
wat w odbiciu lustrzanym.

1. Ponizej narysowane sa odbicia lustrzane kilku
- wyrazow. W niektorych z nich sa btedy. Wskaz
w ktorych. Mozesz pomoc sobie lusterkiem.

nNOZde ASANAT
KVEOL XUVK
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Na rysunku obok czworokat A'B'C'D’ jest
symetryczny wzgledem prostej k do czwo-
rokata ABCD.

Zauwaz, ze figury symetryczne wzgledem
prostej sg przystajace, poniewaz jedna
mozna natozy¢ na druga. Odcinki syme-
tryczne wzgledem prostej majg rowne diu-
gosci, a symetryczne katy maja jednako-
we miary.

2. Dwie mate litery alfabetu sg lustrzanym odbi-
ciem litery b. Ktore?

3. Rozszyfruj ponizszy tekst. W razie trudnosci
pomoz sobie lusterkiem.

DOSTIY SROIWOY isdTistau]
SOSWS W yxe(aimigigisn Jes| o

4. Czy dane punkty sa symetryczne wzgledem narysowanej prostej?

b)

Q) d) e)

5. Czy dane dwie figury sa potozone symetrycznie wzgledem narysowa-

nej prostej?

b)

/ C) P \&)\ @
Ry '
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6. Wskaz odcinek symetryczny do odcinka AB wzgledem prostej k.
a) / b) - C

/. Ponizsze rysunki sg prawie symetryczne wzgledem pewnej prostej.
Symetrie psuje piec szczegolow. Znajdz te szczegoly.

8. Zaznacz cztery rozne punkty i narysuj prosta przechodzaca przez do-
kladnie jeden z nich. ZnajdZz punkty symetryczne do zaznaczonych
punktow wzgledem narysowanej prostej.

.............. ,,,,, i ..... ,,,,, odbicie symetryczne wzgledem
R NS SRR - N pewnej prostej, mozna otrzymac
i e kazda z figur przedstawionych
na rysunku obok.

.........................

SRR - Narysuj sze$¢ innych figur, ktore
R mozna otrzymac w ten sposob.

- ———— e p—

-------------------------------

10. Narysuj dowolny trojkat i znajdz figure do niego symetryczna wzgle-
dem prostej:
a) nieprzecinajgcej trojkata,
b) zawierajacej jeden z bokow tréjkata,
g ¢) przechodzacej przez jeden z wierzchotkow,
d) przecinajacej dwa boki trgjkata.

11. Narysuj prostg a i prosta k tak, aby prosta a i jej odbicie symetryczne
wzgledem prostej k:
a) byly rownolegte, ¢) przecinaly sie pod katem prostym,
b) przecinaty sie, d) tworzyly jedng prosta.



12.

13.

14.

15.

16.

S - e

Jezeli punkty A, B, C i P leza na
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Narysuj poiprosta i figure do niej symetryczng wzgledem prostej. Roz-
waz rozne przypadki.

Narysuj dowolny kat ostry i znajdz jego odbicie symetryczne wzgle-
dem prostej nieprzecinajacej ramion kata.

Narysuj kwadrat o boku 4 cm 1 takg prosta k, aby pole figury ziozone]
z tego kwadratu i jego odbicia symetrycznego wzgledem prostej k
byto rowne 24 cm?,

Wierzchotkami trojkata sa punkty A =(-1,-2), B=(3,-5) 1 C =(-2,4).
Znajdz wspotrzedne wierzchotkow trojkata, symetrycznego do troj-
kata ABC:

a) wzgledem osi x, b) wzgledem osi y.

Podaj wspolrzedne wierz-
chotkow figury symetrycz-
nej do czworokata naryso-
wanego obok wzgledem:

a) osi x,
b) osi y.
-. Ciekawostka 17. Narysuj okrag i trojkat o wierzchotkach

lezacych na tym okregu. Zaznacz na okregu
dowolny punkt P, ktory nie jest wierzchot-

jednym okregu, to punkty syme- kiem trojkata. Znajdz odbicia symetryczne
tryczne do punktu P wzgledem punktu P wzgledem prostych zawierajacych
prostych zawierajacych boki troj- boki trojkata. Sprawdz, czy zgodnie z wlas-
kata ABC leza na jednej prostej. noscig opisang w ciekawostce, otrzymane

“18.

. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC.

punkty leza na jednej prostej.

Trojkat ostrokatny ABC ma obwod d. Jaki obwod ma wielokat zbudo-
wany z tréjkata ABC oraz jego odbi¢ symetrycznych wzgledem pro-
stych AB, AC i BC?

Punkty Py, P> i P3 s symetryczne do
punktu P wzgledem prostych AB,
BC i AC. Wykaz, ze pole wielokata
AP,BP>CP3; jest dwa razy wieksze
od pola trojkata ABC.
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SPrawdz, czy umijesz

1. Ktore boki wielokata przedstawionego na
rysunku obok sa pofozone symetrycznie
wzgledem narysowanej prostej?

A. ABiED C.AFiCD
B. ABi AF D. BCiED

2. Ktore z ponizszych zdan jest fatszywe?

A. Trojkat rownoramienny i jego odbicie wzgledem prostej zawierajacej
jego podstawe tworza romb.

B. Trojkat prostokatny i jego odbicie wzgledem prostej zawierajacej jedna
7 jego przyprostokatnych tworza trojkat rownoramienny.

C. Trojkat prostokatny i jego odbicie wzgledem prostej zawierajacej jego
przeciwprostokatna tworza prostokat.

D. Trojkat prostokatny rownoramienny i jego odbicie wzgledem jego prze-
ciwprostokatnej tworzg kwadrat.

D pyd
3. Prosta [ na rysunku obok przechodzi przez
srodki bokow kwadratu ABCD. Jesli punkt A’
jest symetryczny do punktu A wzgledem pro- A
stej k, a punkt A” symetryczny do punktu A’
wzgledem prostej I, to:

A.A”=B B.A"=D C. A=A D.A"=C

- zadania uzupefniajgce 1-11, str. 230

2 0s symetrii figury

Przyjrzyj sie figurze narysowanej
obok. Zauwaz, ze gdybySmy kartke /
ksiazki ztozyli wzdluz prostej k, to

obie czesci tej figury nalozylyby sie
na siebie. Narysowana figura jest
wiec symetryczna sama do siebie ’
wzgledem prostej k.
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Jezeli figura jest symetryczna sama do siebie wzgledem prostej k, to
prosta k nazywamy o0sig symetrii tej figury. Figure, ktora ma os syme-
trii, nazywamy figura osiowosymetryczna.

Oto przykiady kilku figur osiowosymetrycznych. Ich osie symetrii na-
rysowane s linig przerywana.

-
-

|
|
|
|
|
|
I
|
|
-
=
i
|
1
|
|
|

Zauwaz, ze niektore figury maja wiecej niz jedna oS symetrii.

___________________________________ Ciekawostka

e

1. Ile osi symetrii majg ponizsze znaki?

Czy wiesz, ze ludzka twarz nie jest dokladnie
symetryczna? Fotografia w Srodku przedstawia
twarz pewnego chiopca. [lustracja z lewej strony
powstala przez pofgczenie lewej czesci tej fo-
tografii z jej odbiciem symetrycznym. Ilustracja
z prawej strony przedstawia prawg czesSc¢ twarzy
polaczona z jej odbiciem symetrycznym.

719

-

=" 4\\ @ "‘ QO @
H @ W

2. Podaj, ile osi symeitrii ma:

aan\? _

a) kwadrat, d) prostokat, ktory nie jest kwadratem,
b) koto, e) romb, ktory nie jest kwadratem,
c) potkole, f) pieciokat foremny.

3. Ile osi symetrii ma tréjkat? Rozwaz rozne przypadKi.
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I~ D)

D.

AR '

v

6.
BT

8.

4. a) Ktore litery alfabetu maja oS sy-
metrii? Ktore z liter majg wiecej niz
jedna oS symetrii?

b) Uloz jak najdiuzszy wyraz, ktory
ma oS symetrii (pozioma lub pionowa).
Oto przyktady takich wyrazow:

af“?';a}j';
N | —— s
W X Y Z oo -exe -oBo- ™
Odszyfruj wyrazy, dla ktorych linie przerywane sa osiami symetrii.
= [P N .l I_lf N
\) | J
) AR/ [ D V)~
Jjj«?f

Narysuj szesciokat, ktory ma dokltadnie jedna oS symetrii.

Narysuj figure, ktora ma doktadnie 8 osi symetrii.

a) lle osi symetrii ma odcinek, ile prosta, a ile potprosta?

©b) He osi symetrii moze mie¢ figura zlozona z dwoch prostych? Roz-

9.

10.

waz rozne potozenia tych prostych.

Narysuj figure zlozona z dwoch okregow, ktora ma:
a) doktadnie dwie osie symedtrii,

b) doktadnie jedng 0§ symetrii,

¢) nieskonczenie wiele osi symetrii.

Ktore z ponizszych zdan sg prawdziwe?

(1) Odcinek ma dokladnie jedna o$ symetrii.

(2) Kazdy tréjkat réwnoramienny ma dokladnie jedna o$ symetrii.
(3) Istnieje trojkat prostokatny, ktoéry ma o$ symetrii.

(4) Jezeli trojkat ma o$ symetrii, to jest rGwnoramienny.

(5) Kazdy romb ma dokladnie dwie osie symetrii.

(6) Jezeli pieciokat ma o§ symetrii, to przechodzi ona przez jeden
Z wierzchotkow.

(7) Jezeli czworokat ma o$ symetrii, to przechodzi ona przez jeden
7. wierzchotkow.
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Na rysunku obok punkt B’ jest symetryczny do punkiu B
wzgledem prostej k. Wynika z tego, ze dla kazdego punktu
C lezacego na prostej k odcinki BC 1 B'C maja taka sama
dlugosé. Wobec tego droga z punktu A przez punkt C do
punktu B jest taka sama jak do punktu B’.
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—-.. Ciekawostka

B A

[
| k
| C
|

B!

Gdy chcemy wyznaczyc¢ najkrotsza z drog taczacych A z B i przechodzacych przez punkt
na prostej k, wystarczy wybrac taki punkt na tej prostej, ktéry nalezy do odcinka AB’.

4 ﬁ%& éj 11. Przeczytaj ciekawostke. Na rurociagu (zob.
/% } rysunek) nalezy wyznaczyc taki punkt, by popro-

i : wadzone z niego odnogi do miejscowosci A i B
f/‘f’fjﬂ mialy w sumie mozliwie najkrotsza diugosc¢. Jak

znalez¢ ten punkt?

V Vv

12. 7Z ktorej wycinanki otrzymamy serwetke

NN A INS NN

N
narysowang obok? <z
NOW S
il

00O 00
. . £
| ) > 9

A\ N\ A\ /\ /\

SPrawdz, czy umiesz

1. Ile liter w wyrazie ORNAMENT ma o$ symetrii?

Al B. 3 C. 4 D. 5

2. Ktory napis nie ma osi symetrii?

A. KOK B. SOS

c. MIM

D. BOB

3. Ktora z narysowanych figur ma najwiecej osi symetrii?

S
@O

- zadania uzupetniajace 12-16, str. 231
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3 Symetralna odcinka

Prosta, ktora jest prostopadia do odcinka i prze-
chodzi przez jego srodek, nazywamy symetralng
odcinka. Symetralna odcinka jest jednag z dwoch
jego osi symetril.

CWICZENIE A. Prosta k jest symetralna odcinka AB.
Ktore z zaznaczonych punktow sg jednakowo odlegte
od punktow A i B? Ktore punkty lezg blizej punktu A
niz punktu B?

Mozna zauwazyc, ze symetralng odcinka tworza wszystkie punkty jed-
nakowo oddalone od jego koncow.

CWICZENIE B. Narysuj odcinek, a nastepnie wyznacz za pomocga cyrkla kilka
punktow jednakowo oddalonych od obu koncow odcinka. Jaka figure tworza
wyznaczone punkty?

Z powyzszej wlasnosci symetralnej wynika, ze aby skonstruowac sy-
metralng danego odcinka, wystarczy wyznaczy¢ dwa punkty jedna-
kowo odlegte od obu koncow odcinka i poprowadzi¢ przez nie prosta.

Najwygodniejszy sposob znalezienia symetralnej odcinka przedstawia-

my ponizej.
Konstrukcja L
Konstrukcja symetralnej danego odcinka AB.
@ N @ X @ X
A B A B A B
S P X

(1) Z punktu A po obu stronach odcinka AB kre§limy tuki (o promieniu wiekszym
niz potowa dlugosci odcinka).

@ Nie zmieniajac rozwartosci cyrkla, kreslimy fuki z punktu B.

@ Przez punkty przeciecia tukow prowadzimy prosta. Narysowana prosta jest syme-
tralng odcinka AB.
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1o 1. Narysuj dowolny odcinek. Znajdz konstrukcyjnie jego Srodek.

2. Odcinek narysowany obok ma diugos¢ 1 cala. Skonstruuj
odcinek diugosci % cala.

Wskazowka. Mozesz zacza¢ od konstrukeji odcinka o diugosci 3 cale.

3. Narysuj prosta, a nastepnie skonstruuj odcinek, ktorego symetralna
jest ta prosta.

=4, a) Uzasadnij, ze symetralna kazdej cieciwy okregu przechodzi przez
srodek okregu.

b) Narysuj okrag, obrysowujac na przykfad pokrywke lub szklanke.
Wyznacz konstrukcyjnie srodek narysowanego okregu.

*5. Zaznacz dwa punkty A i P. Narysuj figure ztozona ze wszystkich pun-
ktow B, dla ktorych symetralna odcinka AB przechodzi przez punkt P.

6. Narysuj prosta, okrag i dwa punkty
A 1 B potozone tak, jak na rysunku
obok. Wyznacz punkt, ktory jest tak
samo odlegly od punktéw A i B

oraz lezy:
a) na narysowanej prostej,
b) na okregu.
T /. Rzek! raz Kargul do Pawlaka:
l.""lufl‘:fl* ‘ ". ‘ "r','t

— Zaswitata mi mysl taka:
Jakze by to bylo cudnie,
gdybysmy tak mieli studnie

na granicy dwoch gospodarstw.
Na to Pawlak: — Studnia? Zgoda.
Kopmy w miejscu wyznaczonym
tak, by droga z obu domow
jednakowa do niej byta.

uu Fg

AN e

= | Tu rozmowa sie skoriczyla.
ey |I||| \ 1 1 I |\ “““ Punkt na mapce wyznaczyli.
JUf LLUULDY W jaki sposob to zrobili?

*8. W trojkacie ABC kat CAB ma miare 25° Srodek boku AB lezy na
symetralnej boku AC. Oblicz miary pozostalych katow tego trojkata.
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SPrawdz, czy umijesz

1. Na ktorym rysunku narysowano symetralng odcinka AB?

A. B. C. AT D.
B+ B
/4
A
At B A
E E
2. Punkt P na pewno nie lezy na symetralnej od- D
cinka: p
A. AF B. AB C. BC D. CD ¢
A B

- zadania uzupeftniajgce 17-20, str. 231

4 Dwusieczna kata

3. Czworokat ABCD jest rombem. Ile
sposrod zaznaczonych punktow lezy na
symetralnej odcinka BD?

A. 2 B. 3 C.4 D. 6

CWICZENIE A. Kat AOB na rysunku obok ma
miare 40°. Prosta OC jest osig symetrii tego
kata. Jakie miary maja katy AOC i COB?

Polprosta dzielagca kat na dwa katy o jed-
nakowych miarach nazywamy dwusieczng
kata. Zauwaz, ze dwusieczna kata lezy na
jego osi symedtrii.

W tym rozdziale rozwazacC bedziemy wylacznie dwusieczne katow,
ktorych miary sg mniejsze od 180°.

CWICZENIE B. Trojkat narysowany obok jest
rownoramienny. Czy wiesz, jak wyznaczyc jego

0S symetrii?
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Dwusieczng kata konstruujemy podobnie jak 0§ symetrii trojkata row-
noramiennego.

Konstrukcja k

Konstrukcja dwusiecznej danego kata «.

@

|

@ Z wierzchotka kata & kreslimy tuk (o dowolnym promieniu).

(2) Z punktéw przeciecia tuku z ramionami kata kreslimy tuki o jednakowym pro-
mieniu (przecinajace sie wewnatrz kata).

(3) Z wierzchotka kata « prowadzimy polprosta przechodzaca przez punkt przeciecia
tukow. Narysowana polprosta jest dwusieczna kata «.

CWICZENIE C. Popatrz na rysunek obok. Jak
myslisz, ktore z zaznaczonych punktow lezg
na dwusiecznej kata «? Porownaj odlegfosci
kazdego z tych punktow od ramion kata «.

Dwusieczng kata tworza wszystkie punkty tego kata, ktore sg jedna-
kowo odlegte od obu ramion kata.

Powyzszg wlasnos$C mozna uzasadnic, korzystajac z cechy przystawa-
nia trojkgtow.

O CWICZENIE D. Udowodnij, ze jesli punkt lezy na dwusiecznej kata, to jego
odlegfosci od obu ramion kata sg rowne.

e o e o e e e — = C1EKAWOStKA

Konstruujac dwusieczng, mozna podzielic dowolny Za pomocg cyrkla i linijki mozna
kat na dwa rowne katy. Przez ponad dwa tysigce skonstruowac wiele roznych ka-
lat matematycy nie mogli sobie poradzi¢ z nastepu- tow, ale nie kazdy. Nie mozna
jacym, wydawaloby sie prostym, zadaniem: Jak za np. skonstruowac kata o mierze
pomocq cyrkla i linijki podzielic dany kqt na trzy 20° a takze katow o miarach 1°

rowne czesci? Jest to stynny problem trysekcji kqta, i 2°. Udowodniono, ze kat o mie-
postawiony jeszcze w starozytnej Grecji. Dopiero rze n°, gdzie n jest liczba natu-
w 1837 r. francuski matematyk Pierre Wantzel [czyt. ralng, mozna skonstruowac tylko
pier wancel] udowodnit, ze dla wielu katow trysek- wtedy, gdy liczba n jest podziel-

cja jest niewykonalna — np. dla kata o mierze 60° na przez 3.
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1. a) Narysuj dowolny kat ostry i skonstruuj jego dwusieczna.

ada“‘a_’ = . . . -
y A b) Narysuj dowolny kat rozwarty i podziel go na 4 rowne katy.

——
=

2. Skonstruuj katy:
a) 45° b) 22,5° ¢) 30° a) 15° e) 7,5°

3. W trojkacie ABC kat CAB ma miare 80° a kat ABC ma miare 50°.
Dwusieczna kata BCA przecina bok AB w punkcie D. Oblicz miary
katow trojkata CDB.

J4. Wykaz, ze kat miedzy dwusiecznymi katow przylegltych jest katem
prostym.

= 5. Uzasadnij, ze dwusieczne katow lezacych przy tym samym ramieniu
trapezu przecinajq sie pod katem prostym.

6. W trojkacie rownoramiennym ABC o podstawie AB kat miedzy ramio-
nami ma miare «, a dwusieczne katow przy podstawie przecinaja sie
w punkcie D. Uzasadnij, ze kat ADB ma miare -‘} +90°

*7. Dany jest odcinek dlugos$ci a oraz kat ostry. Jak znaleZz¢ wewnatrz
tego kata punkt, ktorego odleglosci od obu ramion kata sg rowne a?
SPrawdz, czy umijesz

1. Dwusieczne katow przy podstawie troj-
kata rownoramiennego ABC przecinaja sie

pod katem 130°. Kat &« ma miare:
'@\ A.80° B.65° C.50° D.100°

A B
2. Jeden z zaznaczonych punktow jest jed- SN
nakowo odlegly od ramion kata zacie- L

niowanego na zielono. Ktory to punkt?

A. K B: L C. M D.N -~

®» zadania uzupetniajace 21-24, str. 231-232

[: -:I._H
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5 Symetria wzgledem punktu

?
|

"
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?
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We wzorze na serwetce wida¢ pewna
symetrie, choc¢ nie istnieje zadna pro-
sta, wzgledem ktorej obie czeSci wzo-
ru bytyby symetryczne.

Potaczmy odcinkami niektére odpo-
wiadajace sobie punkty.

Dorysowane odcinki przecinajg sie
w jednym punkcie. Zauwaz, ze ten
punkt jest srodkiem kazdego z tych
odcinkow.

Podobnie polozone sa figury na ponizszych rysunkach.

¥ AV

O takich figurach mowimy, ze sg symetryczne wzgledem punktu.

Zauwaz, ze dwie figury sg symetryczne wzgledem
punktu S, jezeli jedna z nich mozna otrzymac, ob-
racajagc druga wokol punktu S o 180°.

II’ CWICZENIE. W kazdej ramce jeden z punktéw jest sy-
: metryczny do punktu A wzgledem punktu S. Wskaz ten

i punkt.
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Moéwimy, ze punkty Ai A’ sg symetrycz- Ae_
ne wzgledem punktu S, jezeli punkt S
jest Srodkiem odcinka AA’. g,

Przyjmujemy, ze punkt S jest symetrycz- .
ny sam do siebie wzgledem punktu §. -

Aby znalez¢ punkt A" symetryczny do punktu A wzgledem punktu S,
wystarczy narysowac potprosta AS i znalez¢ na niej punkt A" (ré6zny
od A), taki ze A’'S = AS.

B

Aby narysowac odcinek symetryczny do odcin-
ka AB wzgledem punktu S, wystarczy znalez¢
punkty symetryczne do punktow A i B — bedg
to konce szukanego odcinka.

Odcinki symetryczne wzgledem punktu maja
jednakowa diugosc i sa rownolegte. Symetrycz-
ne katy majg jednakowe miary.

: 1. a) Narysuj odcinek AB i punkt S lezacy poza prosta AB. Skonstruuj
136 - odcinek A’'B’ symetryczny do odcinka AB wzgledem punktu S.
- b) Czy figurg symetryczng do odcinka wzgledem punktu moze by¢
ten sam odcinek?

2. Narysuj dowolny tréojkat i skonstruuj trojkat
symetryczny do niego wzgledem:

a) jednego z wierzchotkow,

b) srodka jednego z bokow,

¢) punktu lezacego poza trojkatem,

d) punktu lezacego wewnatrz trojkata.

3. Narysuj dowolny trapez i skonstruuj figure
symetryczna do niego wzgledem:

a) wierzchotka przy diuzszej podstawie,

b) wierzchotka przy krotszej podstawie,

¢) punktu przeciecia przekamych.

4. Popatrz na obrazki obok. Sa one prawie sy-
metryczne wzgledem pewnego punktu. Syme-
trie psuje 5 szczegoiow. Znajdz je.



5.

11.

. Wierzchotkami trojkata sa punkty A=(-1,-6), B=(8,3) i C =(-4,2).
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Zaznacz trzy punkty A, B i S nielezgce na jednej prostej. Narysuj
rownoleglobok, ktorego wierzchotkami sg punkty A i B, a przekatne
przecinajq sie w punkcie S.

. a) Ktora figura jest symetryczna b) Wzgledem ktorego punktu
do figury F wzgledem punktu S? figury G i G’ sa symetryczne?
7 _ .
: Vg D
: S .-:_':.'; . B
.- A F
. Y G
a) Narysuj prosta i jej odbicie symetryczne wzgledem punktu, ktory

nie lezy na tej prostej.

b) Narysuj poiprostg i jej odbicie symetryczne wzgledem punktu leza-
cego na tej poétprostej.

¢) Narysuj okrag i jego odbicie symetryczne wzgledem punktu lezg-
cego na okregu.

Znajdz wspotrzedne wierzchotkéw trdjkata symetrycznego do trojkata =<2
ABC wzgledem poczatku uktadu wspoirzednych.

. Przekatna kwadratu ma diugos$¢ 6 cm. Srodek przekatnej odbijamy

symetrycznie wzgledem wierzchotkéw kwadratu. Jakie jest pole czwo-
rokata, ktorego wierzchotkami sg otrzymane punkty?

. Tréjkat rownoramienny ABC o podstawie AB ma pole réwne 12 cm?.

Punkty A" i B" sa symetryczne do punktow A i B wzgledem punktu C.
Jakie jest pole czworokata ABA'B'?

Punkt S lezy wewnatrz kwadratu o boku 5 cm, w odlegtosci 1 cm od
dwoch sasiednich bokow kwadratu. Jaki obwod ma figura zlozona
z tego kwadratu i jego odbicia symetrycznego wzgledem punktu S?

. Dane sg trzy punkty nielezace na jednej prostej. Przez punkty te po-

prowadz trzy proste rownolegte w taki sposob, aby odlegiosci miedzy
sasiednimi prostymi byly réwne.



SPrawdz, czy umijesz

1. Ustal, ktore punkty znajdujace sie "
na rysunku obok sg symetryczne P
wzgledem punktu Q. )
A.PiU CPiW L 2
B.RiS D.WiT ! .

2. Na ktorym z tych rysunkow figury sa symetryczne wzgledem punktu $?
A. C. D.

B. @

3. Na pewno nie istnieje punkt,

D E
wzgledem ktorego sa symetrycz-
B F ne odcinki:
C A. ABi FG C. ABiDC
A G B. BC i FE D. GF i DE

- zadania uzupefniajace 25-29, str. 232

[.n'

6 Srodek symetrii figury

CWICZENIE. Narysuj rownolegtobok, oznacz litera S punkt przeciecia jego
przekatnych. Narysuj figure symetryczng do tego réwnolegfoboku wzgledem
punktu S.

Przyjrzyj sie figurze F narysowanej obok.
Zauwaz, ze figurg symetryczna do F wzgle-
dem punktu S jest ta sama figura.

Jezeli figura jest symetryczna sama do sie-
bie wzgledem punktu S, to punkt § nazy-
wamy Srodkiem symetrii tej figury. Figure,
F ktora ma Srodek symetrii, nazywamy figurg
srodkowosymetryczng.
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Oto przyktady kilku figur srodkowosymetrycznych. Zaznaczone punk-
ty sa ich Srodkami symetrii.

7S ©

Uwaga. Zauwaz, ze obracajac figure srodkowosymetryczng o 180° wokot
Srodka symetrii, otrzymamy te sama figure.

“l'\a 1. Dla kazdej z podanych figur ustal, czy jest sSrodkowosymetryczna. Jesli
1363 _~~  tak, okresl pofozenie srodka symetrii:
- a) odcinek, ¢) kofto,

b) tréjkat rownoboczny, d) rownolegtobok.

2. a) Ktore z liter alfabetu maja Srodek symetrii (zob. str. 214)?

b) Wyraz ONO jest Srodkowosymetryczny. Ul6z kilka innych wyrazow
srodkowosymetrycznych.

3. Ktore z ponizszych znakow maja Srodek symetrii?

& o O, WD,

¢

4. Na rysunku przedstawiono figu-

— ry Srodkowosymetryczne utozone
_— z patyczkow. Uloz z szeSciu patycz-
™ kow kilka innych figur $rodkowo-

symetrycznych.

jest z pieciu jednakowych patyczkow.
a) Czy mozna przefozy¢ jeden patyczek tak,

aby otrzymac figure osiowosymetryczna?
b) Czy mozna przeltozy¢ jeden patyczek tak,

aby otrzymac figure sSrodkowosymetryczna?

5. Figura przedstawiona na rysunku zbudowana =[]



226 | SYMETRIE

6. a) Podaj przykiady kilku czworokatow, ktore maja Srodek symetrii.
Jaki warunek muszga speiniac¢ przekatne takich czworokatow?

b) Narysuj czworokat, ktory ma oS symetrii, a nie ma Srodka symetrii,
oraz taki czworokat, ktory ma Srodek symetrii, a nie ma osi symetrii.

7. Narysuj szeSciokat, ktéory ma Srodek symetrii, chociaz nie wszystkie
jego boki sg jednakowej dtugosci.

8. Podaj przykiad figury, ktora ma -———--. Ciekawostka
wiecej niz jeden Srodek symetrii.
Jezeli figura ma wiecej niz je-
9. Ile Srodkoéw symetrii moze miec den srodek symetrii, to musi
fioura ztozona z dwéch réznych miecC ich nieskonczenie wiele.
prostych? Rozwaz rozne poloze-
nia tych prostych.

10. Podaj przyktad figury, ktora nie jest czworokatem i ktora:
a) jest jednoczesnie osiowosymetryczna i Srodkowosymetryczna,
b) ma oS symetrii, a nie ma Srodka symetrii,
¢) ma Srodek symetrii, a nie ma osi symedtrii,
d) ma nieskonczenie wiele osi symetrii i jeden Srodek symetrii.

11. Ktore z ponizszych zdan sa prawdziwe?
(1) Réwnolegtobok ma $rodek symetrii.
(2) Jezeli czworokat ma $rodek symetrii, to jest rownolegtobokiem.
(3) Tréjkat réwnoboczny ma $rodek symetrii.
(4) Prosta ma nieskonczenie wiele srodkéw symetrii.

(5) Srodek symetrii figury srodkowosymetrycznej nalezy zawsze do tej
figury.

(6) Kazda figura srodkowosymetryczna ma o$ symetrii.

(7) Kazda figura, ktora ma wiecej niz jedng o$ symetrii, jest figura
Srodkowosymetryczna.

~'12. Nazwijmy punktem kratowym
kazdy punkt, w ktorym przecinaja
sie linie na papierze w kratke. Wy-
kaz, ze w kazdym kole, ktorego Sro-
dek jest punktem kratowym, znaj-
duje sie nieparzysta liczba punktow
kratowych.
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~'13. a) Uzasadnij, ze kazda prosta przechodzaca
| \ przez Srodek symetrii figury lezacej na plaszczyznie
: dzieli te figure na dwie czeSci o rownych polach.

b) Obok przedstawiono schematyczne rysunki ka-
.‘ napek. Zoélte figury przedstawiaja plasterki sera. Jak
: znalez¢ linie, wzdiuz ktorych mozna przekroic te
| J il kanapki dokladnie na p6t (w kazdej z dwoch czesci
powinno by¢ tyle samo pieczywa i tyle samo sera)?

e e e — — — _ __ Ciekawostka

mozna jednym cieciem noza przeciqc otrzy-
mang kanapke na dwie czesci tak, by prze-
potowic jednoczesnie i chleb, i masto, i ser.

Twierdzenia wspolczesnej matematyki sa na
ogol bardzo skomplikowane. Czasem jed-
nak uczeni staraja sie wyniki swojej pracy
podac¢ w przystepnej wersji. Oto przykiady

takich sformutowan:

Twierdzenie o kanapce
Jesli kawatek chleba posmarujemy mastem,

Twierdzenie o mapie

Jesli z samolotu lecqcego nad Polskq zrzu-
cimy mape Polski, to upadnie ona tak, ze
Jjeden z jej punktow bedzie lezal w punkcie

a na to polozymy kawalek sera, to zawsze terenu, ktory przedstawia.

SPrawdz, czy umiesz

1. Ktéra z narysowanych ponizej figur jest jednoczes$nie osiowosymetryczna
i1 Srodkowosymetryczna?

A. B. Coo oo D.

2. lle liter w wyrazie SZACHOWNICA ma s$rodek symetrii?
A. 3 B. 4 C.5 D. 6

3. Ktore zdanie jest prawdziwe?
A. Nie istnieje figura, ktora ma wiecej niz jeden Srodek symetrii.
B. Wielokat, ktory ma parzysta liczbe bokow, ma dwa Srodki symetrii.
C. Kat prosty ma co najmniej jeden Srodek symetrii.

D. Zaden pieciokat nie ma $rodka symetrii.

- zadania uzupetniajace 30-35, str. 232



Przed klasowka

1. Na ktorym rysunku punkty E i F leza symetrycznie wzgledem narysowanej

prostej?
A B. C D.
‘? °F
. B E F
F
2. Ustal, czy osig symetrii rombu, ktory nie jest kwadratem, jest:
a) prosta przechodzaca przez przeciwlegle wierzchotki, TAK/NIE
b) symetralna jednego boku, TAK/NIE
¢) prosta przechodzaca przez $srodki dwoch przeciwleg-
tych bokéw. TAK/NIE

3. Jedna z figur Fi, F2, F3 i Fy nie jest sy-

F, |
s ./ metryczna do figury F wzgledem zadnego
=~ F z zaznaczonych punktow. Ktéra to figura?
— V A. F C. F;
F, ' _
\ ' B. F» D. Fy

4. Na rysunkach przedstawiono trojkat réwnoboczny, kwadrat, romb oraz
trapez rownoramienny. Ktéra z tych figur ma najwiecej osi symetrii?

ANE O VAR

5. Ktory z ponizszych punktow lezy na symetralnej odcinka o koncach
w punktach P =(-2,-8) i R = (-2, 2)?

A. (_2_: 0) B. (—4!-8) G (-10: -3)

D. (0,—4)




6. Punkt symetryczny do punktu P = (-6, 5) wzgledem poczatku uktadu wspot-
rzednych to:

A. (-6,-5) B. (6,-5) C. (6, 5) D. (-5,6)

7. Jedna z przekatnych trapezu réwnoramiennego zawiera sie w dwusiecznej
kata ostrego tego trapezu. Podstawy trapezu maja diugosci 8cm i 15 cm. Jaki
obwdd ma ten trapez?

A. 23 cm B.31cm C.39cm D. 35cm

8. Pewien wielokat ma Srodek symetrii. Czy kazda prosta przechodzaca przez
ten Srodek dzieli wielokat na dwie czesci o rownych polach? Wybierz odpo-
wiedz ,tak” lub ,nie” oraz jej uzasadnienie sposrod zdan od A do D.

(I Tak, poniewaz... ID) Nie, poniewaz...

A — ...przez Srodek symetrii przechodzi wiele réznych prostych.

B — ...wielokat, ktory ma Srodek symetrii, nie musi mie¢ osi symetrii.

C— ...jesli jedng z czeSci, na Kktore podzielono wielokat, obrocimy o 180°
wzgledem Srodka symetrii, to dokladnie pokryje sie ona z druga czeScia
wielokata.

D — ...kazda prosta przechodzgca przez srodek symetrii jest osig symetrii wie-
lokata.

9. Figura narysowana obok skfada sie z pieciu jednako-
wych kwadratow. Przerysuj ja do zeszytu i dorysuj dwa
takie same kwadraty tak, aby otrzymana figura miafa:

a) oS symedtrii, b) Srodek symetrii.

10. Na rysunku obok przedstawiono czwo-
rokat ABCD. Potprosta AC jest dwusieczng
kata BCD. Jakie miary maja katy «, B iy, je-
sli < ABC =85°% <ADC =52° <«<BCD =122%
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Zadania uzupetniajace

1 I [=—] == E =

Symetria wzgledem prostej

1. Sprébuj narysowaé dwie figury syme-
tryczne, rysujac prawg i lewa reka row-
noczesnie.

2. Wsrod rysunkow oznaczonych nume-
rami znajduje sie figura symeitryczna
do figury F wzgledem pewnej prostej.
Ktora to figura?

@
3

Ll . ]

|
Iy

§
\

3. Odcinek AB nie ma punktéw wspol-
nych z prostg k i nie jest prostopadty do
prostej k. Odcinek A’B’ jest symetryczny
do odcinka AB wzgledem prostej k. Jaka
figura jest czworokat AA’'B’B?

4. Odpowiedz, czy to prawda, ze dwa
odcinki symetryczne wzgledem proste;j:
a) moga byc¢ rownolegte,

b) moga byc¢ prostopadie,

¢) moga leze¢ na jednej prostej,

d) moggq sie pokrywac.

» 5. Narysuj dowolny czworokat oraz pro-
sta przecinajaca jego dwa przeciwlegte
boki. Skonstruuj czworokat symetryczny
do danego wzgledem narysowanej pro-
stej.

6. Narysuj dowolny trapez réwnora-
mienny i trapez do niego symetryczny
wzgledem prostej, ktora zawiera jedno
Z ramion.

7. Proste [ i I’ sa symetryczne wzgle-
dem prostej k. Ustal, na ile czesci dziela
plaszczyzne proste k, [ i I'. Rozwaz
rozne przypadki.

' 8. Punkt M lezy wewnatrz kata ostrego

o wierzchotku w punkcie A i mierze «.
Znajdz punkty symetryczne do punktu
M wzgledem ramion kata; oznacz je li-
terami B i C. Jaka jest miara kata BAC?

© 9. Punkt M jest dowolnym punktem we-

wnetrznym kwadratu o boku diugosci a.
Punkty E, F, G, H sg punktami syme-
trycznymi do punktu M wzgledem pro-
stych zawierajacych boki kwadratu.

a) Jaka dlugosc maja przekatne czworo-
kata EFGH?

b) Oblicz pole czworokata EFGH.

Y 10. Ustal, czy dla podanych dwoch fi-

gur niezaleznie od ich polozenia zawsze
mozna znalezc¢ prosta, wzgledem ktorej
$3 one symetryczne:

a) dowolne dwa punkty,

b) dowolne dwa odcinki przystajace,

¢) dowolne dwie proste,

d) dowolne dwie polproste,

e) dwa przystajace okregi,

f) dwa przystajace kwadraty,

g) dwa przystajace trojkaty.

~p 11. Punkty A=(-2,1) i B=(-2,4) od-

bito symetrycznie wzgledem osi x oraz
wzgledem o0si y.

a) Jakie wspolrzedne majg otrzymane
punkty?

b) Otrzymane cztery punkty sa wierz-

chotkami pewnego czworokata. Jaki to
czworokat?



O$ symetrii figury

12. 716z kartke papieru na cztery czesci
i wytnij na brzegach wybrany przez cie-
bie wzor. Roztoz kartke. Ile osi symetrii
ma twoja wycinanka?

~» 13. a) Ktére cyfry maja oS symetrii?

Ktore maja wiecej niz jedna oS symetrii?

b) lle mozna zapisa¢ liczb trzycyfro-
wych, ktore majg dwie osie symetrii?

c¢) Ile mozna zapisa¢ liczb dwucyfro-
wych, ktore maja doktadnie jedng oS sy-
metrii?

14. Wytnij cztery jednakowe tréojkaty
prostokatne rownoramienne. U0z z nich
5 roznych figur, z ktorych kazda ma do-
kladnie jedna o$ symetrii. Oto przykiady:

AN AN
AN

~» 15. Narysuj szesciokat, ktory ma:

a) doktadnie jedng os symetrii,
b) dokladnie dwie osie symetrii.

“16. Ile osi symetrii moze mie¢ figura:

a) zlozona z okregu i cieciwy,

b) zlozona z okregu i dwoch cieciw,

¢) zlozona z okregu i prostej,

d) zlozona z dwoch okregow o jednako-
wych promieniach,

e) zlozona z dwoch okregéw o réznych
promieniach?
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Symetralna odcinka

17. Zaznacz dwa dowolne punkty i na-
rysuj kilka okregow przechodzacych
przez te punkty.

18. W trojkacie o obwodzie 16 cm jeden
Z bokow ma diugos$¢ 4 cm. Symetralna
tego boku przechodzi przez wierzchofek
trojkata. Oblicz diugosci pozostatych bo-
kow tego trojkata.

H19. W trojkacie ABC symetralna boku AC

przechodzi przez wierzcholek B, zas syme-
tralna boku BC przechodzi przez wierz-
cholek A. Wykaz, ze trojkat ABC jest
rownoboczny.

20. a) Czy punkt P = (11,9%) lezy na
symetralnej odcinka, ktorego koncami sg
punkty A=(0,0) i B=(12,-5)7

b) Czy poczatek ukiadu wspolrzednych
lezy na symetralnej odcinka o koncach
K=(-8,11)i L=(-4,13)7?

Dwusleczna kata

21. W rownolegtoboku o bokach diugo-
Sci 6 1 4 poprowadzono dwusieczne ka-
tow wewnetrznych. Na jakie czeSci dzieli
diuzszy bok rownolegloboku:

a) dwusieczna kata ostrego,
b) dwusieczna kata rozwartego?

122, W trojkacie ABC dwusieczne katow

przy wierzchotkach A i B przecinaja sie
w punkcie O. Przez punkt O prowadzi-
my proste rownolegie do bokow AC i BC,
przecinajace bok AB w punktach D i E.
Uzasadnij, ze obwod trojkata DEO jest
rowny diugosci boku AB.

23. Skonstruuj trojkat réwnoramienny
0 podstawie dtugosci 3 cm, w ktorym kat
miedzy ramionami ma miare 30°.
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24, W réwnolegloboku, ktory nie jest
rombem, poprowadzono dwusieczne
wszystkich katow wewnetrznych. Uza-
sadnij, ze czworokat, ktorego wierzchol-
kami sa punkty przeciecia tych dwu-
siecznych, jest prostokatem.

Symetria wzgledem punktu

» 25. Narysuj dowolny trapez prostokat-
ny (nierownoramienny) oraz trapez do
niego symetryczny wzgledem:

a) wierzchotka kata ostrego,

b) punktu przeciecia przekatnych.

26. Przerysuj ponizszy wielokat i na-
rysuj wielokat do niego symetryczny
wzgledem:

a) punktu C, b) punktu E.

27. Narysuj dowolny trojkat prostokat-
ny ABC. Znajdz punkt A" symetryczny
do punktu A wzgledem Srodka przeciw-
prostokatnej BC. Jaka figurg jest czwo-
rokat ABA'C?

28. Jaka figure stanowi zbidr wszyst-
kich punktow symetrycznych do srodka
okregu wzgledem punktow tego okregu?

~» 29, W ukladzie wspotrzednych narysuj

trojkat ABC o wierzchotkach w punk-
tach A=(-3,-3), B=(3,-3), C=(0,3).
Narysuj trojkat symetryczny do trojkata
ABC wzgledem punktu (0,0). Ile osi sy-
metrii ma figura zbudowana z tych troj-
katow?

Srodek symetrii figury

30. Z czterech jednakowych trojkatow
rownoramiennych prostokatnych ul6z
pie¢ roznych figur Srodkowosymetrycz-
nych. Oto przyklady takich figur:

31. Ile sposrod ponizszych figur ma oS
symetrii, a nie ma Srodka symetrii?

................................

R AR RN

32. Dla kazdej z podanych figur ustal,
ile ma osi symetrii i czy jest srodkowo-
symetryczna:

a) romb,

b) siedmiokat foremny,

¢) dziesieciokat foremny.

33. Kiedy figura zlozona z trzech pro-
stych ma Srodek symetrii?

*34. Niech n bedzie dowolna liczba na-

turalng. Opisz, jak usunac¢ z kwadratu n
punktow, aby otrzymana figura nadal
miata Srodek symetrii, gdy n jest liczba:
a) parzysta, b) nieparzysta.

35. Punkty K =(-35,-12) i L=(15,-12)
sa wierzchotkami rownolegloboku KLMN,
a Srodkiem symetrii tego czworokata jest
poczatek ukiadu wspolrzednych. Jakie
wspolrzedne maja wierzchotki M i N7
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] Styczna do okregu

Przyjrzyj sie rysunkom. Prosta moze mie¢ z okregiem dwa punkty
wspolne, moze mie¢ jeden punkt wspolny, moze tez nie mie¢ zadnego
punktu wspolnego.

O

CWICZENIE. Narysuj dowolna prosta i zaznacz punkt S w odlegfosci 3 cm od
tej prostej. lle punktéow wspolnych z prostg ma okrag o srodku S i promieniu r,
gdy: a) r<3cm, b) r>3cm, ¢ r=3cm?

Mowimy, ze prosta jest styczna do okregu, jezeli ma z tym okre-
giem dokfadnie jeden punkt wspdélny. Punkt ten nazywamy punktem
stycznoSci.

prosta styczna

do okregu \

punkt stycznosci

okrag styczny
= do prostej

Zauwaz, ze promien poprowadzony do punktu stycznosci jest najkrot-
szym z odcinkow 1aczacych Srodek okregu ze styczng (inne odcinki
majg dlugos¢ wieksza od promienia okregu). Wiemy, ze odcinek 13-
czacy punkt z prostag jest najkrotszy, gdy jest prostopadly do prostej.
Wynika stad nastepujaca wiasnosc:

Styczna do okregu jest
prostopadla do promienia
poprowadzonego do punktu stycznosci.
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Konstrukcja k
Konstrukcja stycznej do okregu, przechodzacej przez dany punkt na okregu.

P =t
@ €)

_—

S

@ Prowadzimy poiprosta SA.
(2) Wyznaczamy na narysowanej polprostej punkt B, taki ze |SB| =2 - |SA].
(3) Kreslimy symetralng odcinka SB.

“'\3 1. Zbadaj, ile punktéw wspolnych moze miec¢ okrag z figura zlozona
7—363 e z dwoch prostych. Rozwaz rozne potozenia prostych wzgledem siebie.

"

e 2. Rysujemy pie¢ okregéw o tym samym Srodku S. Najmniejszy okrag
ma promien 2cm, a kazdy nastepny ma promien o 1 cm diuzszy od
poprzedniego. Ustal, ile jest punktow wspolnych tej rodziny okregow
Z prosta, od ktorej punkt § jest odlegtly o:

a) 1cm b) 5cm ¢) 6,9cm

3. Wyobraz sobie, ze na kartce w linie rysujemy
okregi. Odlegtos¢ miedzy sasiednimi liniami
Wynosi 8 mm.

a) W ilu punktach tacznie okrag o Srodku le-
zacym na jednej z linii i o promieniu 5cm
przecinalby linie na kartce?

b) Gdzie powinien lezec¢ Srodek okregu o pro-
mieniu 3 cm, aby przecinal jak najmniej linii?

U ¢) Uzasadnij, ze niezaleznie od tego gdzie lezy Srodek okregu o pro-
mieniu 2 cm, ma on zawsze 10 punktow wspolnych z liniami na kartce.

4. a) Narysuj dowolny okrag, zaznacz na nim punkt A. Skonstruuj prosta
styczna do tego okregu, przechodzaca przez punkt A.

b) Narysuj dowolng prosta i zaznacz punkt S nielezacy na tej proste;j.
Skonstruuj okrag o srodku S, styczny do narysowanej proste;j.
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@)
@)

=10.

11.

12.

13.

. a) Narysuj dwie proste rownolegie. Skonstruuj okrag do nich styczny.

b) Narysuj dwie proste prostopadte. Skonstruuj okrag do nich styczny.

. Narysuj okrag i dowolng jego cieciwe. Skonstruuj styczng do tego

okregu, rownolegla do narysowanej cieciwy. (S dwie takie proste).

. Na prostej stycznej do okregu o Srodku S i promieniu 3 cm zazna-

czono odcinek AB o diugosci 4 cm. Jakie pole ma trojkat SAB?

. Narysowane proste sg styczne do okregoéw. Oblicz miare kata «.

b) A )
=)
“ /254

. Cieciwa AB ma taka sama diugosc jak promien okregu. Przez punkty A

i B poprowadzono styczne do okregu, przecinajace sie¢ w punkcie C. ~<%
Oblicz miary katow trojkata ABC.

Na rysunku obok prosta a jest
styczna do okregu o Srodku S.
Uzasadnij, ze kat « jest 2 razy
wiekszy niz kat B.

Okrag o promieniu r jest styczny do dwoch prostych, ktore sa pro-
stopadle. Jaka jest odlegtosc¢ sSrodka tego okregu od punktu przeciecia
prostych?

Z punktu A poprowadzono styczna do okregu o promieniu 20. Od-
legtoS¢ tego punktu od Srodka okregu wynosi 25. Oblicz odlegtos¢
miedzy punktem A i punktem stycznosci.

Popatrz na rysunek obok. Pro-
sta AC jest styczna do okregu
0 Srodku B w punkcie D. Oblicz
obwod trojkata ABC.




___________________________________ Ciekawostka

Jezeli dwie styczne do okregu przeci-
czace punkt P z punktami stycznosci
maja te samg dtugosé.

Y14, a) Uzasadnij wlasno$¢ podana w ciekawostce.

b) Oblicz dtugosci odcinkéw a i b zaznaczonych na ponizszych rysun-
kach. (Konce tych odcinkow to punkty stycznos$ci okregow z prosta).

¢) Na rysunku obok potproste o po-
czatku S sg styczne do narysowa-
nych okregow. Uzasadnij, ze punkty
stycznosci — A, B, C i D lezg na
okregu o Srodku S i promieniu SA.

SPrawdz, czy umijesz

1. Przez punkty A i B lezace na okregu o Srodku S poprowadzono dwie
styczne do tego okregu. Styczne te przeciely sie w punkcie P. Ktora row-
nosc jest fatszywa?

A. SB? + BP? = P§? C. AP2 = PS2 —SA2
B. AS?+ AB® = SB? D. AS-SB=0 K

2. Na rysunku obok proste k il sa styczne
do okregu. Kat &« ma miare:

A. 40° C. 70°
B. 50° D. 140°

- zadania uzupetniajace 1-3, str. 254
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2 Wzajemne polozenie dwoch okregow

CWICZENIE A. Odcinek AB ma 5 cm. Okrag o $rodku A ma promieri 2 cm. Ustal,
ile punktow wspolnych z tym okregiem ma okrag o srodku B i promieniu:

a) 2,5cm b) 3cm c) 4cm d) 6cm e) 7cm f) 8cm

Dwa okregi moga by¢ wzgledem siebie polozone w rozny sposob.

e Moga nie mie¢ punktow
wspolnych. Mowimy wow-
czas, Ze sg roziaczne.

Okregi rozlaczne Okregi rozigczne
e Moga mie¢ dwa punkty
wspolne. Mowimy wow-
) czas, ze sie przecinaja.
Okregi przecinajgce sie OKkregi przecinajace sie

e Mogg mie¢ jeden punkt
wspolny. Tak potozone
okregi nazywamy okre-
gami stycznymi.

Okregi styczne zewnetrznie OKregi styczne wewnetrznie

CWICZENIE B. Sprobuj narysowac¢ dwa okregi styczne zewnetrznie, ktérych
promienie majg 1,5cm i 2,5cm.

Prosta przechodzgca przez srodki dwoch okregow stycznych przecho-
dzi takze przez punkt stycznosSci.

§
§
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
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\
\
\
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Okrag o srodku S ma promien 5 cm, a okrag o srodku P ma promien
7 cm. Ustal, jakie jest wzajemne polozenie tych okregéw, jesli:

a) SP =10 b) SP=12 c) SP>15 d) SP<2

Ustal, ile punktow wspolnych moze miec¢ prosta z figura zbudowana
7. dwoch okregow.

3. Okregi narysowane obok sa styczne. Oblicz, jaka jest
odlegtos¢ miedzy Srodkami tych okregow.

4. Okresl, jaka jest odleglos¢ miedzy Srodkami okre-
goOwW o promieniach 5 ¢cm i 8 cm, gdy:

a) okregi te sg styczne zewnetrznie,

b) okregi sa styczne wewnetrznie,

¢) mniejszy okrag przechodzi przez srodek wiekszego,
d) wiekszy okrag przechodzi przez sSrodek mniejszego.

Punkty A i B to Srodki odpowiednich okregow. Czerwony okrag jest
styczny zarowno do niebieskiego, jak i do zielonego okregu. Srodki
wszystkich okregow leza na jednej prostej. Oblicz diugos¢ odcinka AB.

6. Ustal, jak sa polozone wzgledem siebie dwa okregi, jesli:

a) jeden z nich ma Srodek w punkcie A = (-1, 7) i promien diugosci 5,
a drugi ma srodek w punkcie B =(11, 2) i promien diugosci 8,
b) jeden z nich ma srodek w punkcie § =(-9,4) i promien diugosci 5,
a drugi ma Srodek w punkcie P =(-5,1) i promien diugosci 3.

. Okrag o srodku w punkcie S =(0,5) ma promien diugosci 1 i jest

styczny do okregu o Srodku A i promieniu diugosci 10. Punkt A lezy
na osi y. Jakie ma wspoirzedne? Uwaga. Zadanie ma 4 rozwiazania.

. Czy w garnku o Srednicy 24 cm zmieszcza sie (ustawione pionowo,

obok siebie) 4 stoiki o srednicy 10 cm kazdy?
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- o e e e e e G 1@KAWOStKA

Na kazdym z ponizszych rysunkow najwiekszy okrag ma promien diugosci r, a dwa mniejsze
okregi sa styczne do siebie i jednoczesnie styczne wewnetrznie do wiekszego okregu. Mozna
wykazac, ze kazdy z zaznaczonych trojkatow ma taki sam obwod.

*9, Jaki obwod majq trojkaty, o ktorych mowa w powyzszej ciekawostce?

SPrawdz, czy umijesz
1. Odcinek AB ma diugosc¢ 8 cm. Ile punktow wspolnych ma okrag o srod-
ku A i promieniu 4 cm z okregiem o Srodku B i promieniu 12 cm?
A. 1 punkt wspolny C. 3 punkty wspolne
B. 2 punkty wspolne D. nie maja punktow wspolnych

2. Okrag o Srodku S =(0,5) i promieniu 2 jest styczny zewnetrznie do
okregu o Srodku P i promieniu r, gdy:

A.P=(0,0) 1 ¥r=>5 C.P=(0,6) 1 r=1
B.P=(0,10) i r=3 D.P=(0,-10) i r=12

- zadania uzupefniajace 4-7, str. 254

3 Liczba TT. Dlugosé¢ okregu

Wyobraz sobie, ze rozcinamy okrag i ,prostujemy” linie, ktora ten
okrag tworzylta. Otrzymany w ten sposob odcinek ma takag sama diu-
g0SC jak okrag.

N




LICZBA TT. DLUGOSC OKREGU | 241

Kazdy okrag jest brzegiem pewnego kola. DIugos¢ okregu nazywana
jest tez obwodem Kkota.

Zauwazmy, ze im wieksza Srednica okregu, tym wieksza jest diugos¢
okregu. Zastanowmy sie, jaki jest zwiazek miedzy tymi wielkoSciami.

CWICZENIE A. Przygotuj przedmiot, ktérego brzeg ma
ksztatt okregu (np. puszke lub nakretke od stoika).

Zmierz Srednice tego przedmiotu.

Zmierz jego obwodd, tzn. dtugoS¢ okregu (uzywajac
miary krawieckiej lub nitki).

Podziel dfugosc¢ okregu przez dfugos¢ srednicy; mo-
zesz uzyc kalkulatora.

Powtorz takie pomiary i rachunki dla kilku przedmio-
tow. Porownaj otrzymane wyniki.

Juz w czasach starozytnych zauwazono, ze stosunek diugosci okregu
do diugosci srednicy jest dla wszystkich okregow tg samag liczba.
Liczbe te oznaczamy greckag literg 7 (czytamy: pi).

diugosc¢ okregu
T : =TT
dlugosc srednicy

Liczba 7t nie jest wymierna, jej rozwiniecie dziesietne jest nieskon-
czone i nieokresowe.

= 3,14159265358979323846264338327950288419716939937...

CWICZENIE B. a) Rozszyfruj, jaki zwiazek z liczba ™ maja podane nizej teksty
w jezyku polskim, angielskim i szwedzkim.

JAS O KOLE Z WERWA DYSKUTUJE,

BO DOBRZE TEMAT TEN CZUJE.

ZASTAPIE. LUDOLFINE SEOWAMI WIERSZYKA.

Czy TY JUZ ODGADLES, SKAD ZMIANA TA WYNIKA?...

FOR A TIME | STOOD PONDERING

ON CIRCLE SIZES. THE LARGE

COMPUTER MAINFRAME QUIETLY PROCESSED

ALL OF ITS ASSEMBLY CODE. INSIDE MY ENTIRE...

HOR 1 ALLA 1T KWALL ARKIMEDES

JU LOVADE KOMMA. HAN SKALL

PITALETS VANSKLIGA SIFFROR FRAMSALLA

FOR ER. DEM FORVISSO. RATT MANGEN EJ MINNES...

b) Wymysl zdanie, w ktorym liczby liter w kolejnych wyrazach odpowiadaja
kolejnym cyfrom rozwiniecia dziesietnego liczby 7.
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Matematycy od dawna starajg sie wyzna-
czyC jak najwiecej cyfr rozwiniecia dzie-
sietnego liczby r. W 1610 roku holender-
ski uczony Ludolf van Ceulen podal 35
cyfr po przecinku. Na jego czesc liczba
nazywana jest czasem ludolfing. Angielski
matematyk William Shanks podat w 1874
roku 707 cyfr po przecinku. Okazal sie
jednak pechowcem — kilkadziesiat lat poz-
niej zauwazono, ze popeinit blad przy ob-
liczaniu 528. cyfry po przecinku. Dzis za
pomoca komputera mozna obliczy¢ milio-
ny cyfr rozwiniecia dziesietnego liczby 7.

Wiemy juz, ze dla kazdego okregu o diugosci I i Srednicy d zachodzi
7. Przeksztalcajac te rownosc, otrzymamy zaleznosc:

—

rownosé +

e . Ciekawostka

Wszystkie znane dowody Swiadczace, ze
liczba 1t jest niewymierna, wymagajg wie-
dzy z matematyki wykraczajacej poza pro-
gram szkolny. Pierwszy dowod podal ma-
tematyk Johann Lambert w 1761 roku.
Liczba 1 wystepuje w wielu zagadnieniach
matematycznych. Peini ona tak szczegolna
role, ze uczeni, poszukujac kontaktu z cy-
wilizacjami pozaziemskimi, wystali w kos-
mos droga radiowa informacje o warto-
sci liczby 1r. Wierza, ze inteligentne istoty
spoza Ziemi (o ile istnieja) znaja te liczbe
1 rozpoznaja nasz komunikat.

l=1td

Poniewaz Srednica jest dwukrotnie wieksza od pro-
mienia okregu, wiec diugos$¢ okregu o promieniu

¥ mozna obliczy¢ ze wzoru:

Dlugos¢ okregu:

I =21ty

r — dlugosc¢ promienia okregu

CWICZENIE C. Oblicz przyblizona dtugos¢ okregu o promieniu 5m, przyjmu-
jac rézne zaokraglenia liczby

a) w= 3 b) m= 3,1 c) = 3,14 d) m= 3,142

Gdy obliczamy przyblizong diugo§¢ okregu, musimy przyjaé pewne
zaokraglenie liczby 1r. NajczeSciej wystarczy przyjac, ze m = 3,14.

N

Przykiad

Jaki promien ma koto o obwodzie 20 cm?

[l =21Tr
20=21Tr Stosujemy wzor na dlugos$¢ okregu.
r= T T 3,2 [CH]] = 3.2

Odp. Promien kofa jest rowny L—” cm

(czyli okoto 3,2 cm).
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. 1. Marek obliczal przyblizona warto$¢ liczby 1T, uzywajac roweru. Kolo
1‘36 e wykonalo pelny obrot. Odlegios¢ miedzy punktami A i B wynosi 2,5 m.

_a ™ otrzymal Marek?

- Srednica kota roweru Marka ma 0,8 m. Jakie przyblizenie liczby 7T

————— . Ciekawostka

Oto liczba 1 podana z dokiadnoscig
do 13 miejsca po przecinku:

m = 3,1415926535898

W czasach starozyinych nie byly zna-
ne utamki dziesietne, uzywano nato-
miast przyblizen liczby m w postaci
utamkow zwyktych.

T = % — Babilonia (XX w. p.n.e.)

22

g ‘f’ — Grecja (III w. p.n.e.)

i

= f?g — Chiny (V w. n.e.)

B 2. ZnajdZ rozwiniecia dziesietne ulam-

kow zwykltych podanych w ciekawostce
obok, a nastepnie zaokraglij je do pia-
tego miejsca po przecinku. Ktory z po-
danych utamkow jest najdoktadniejszym
przyblizeniem liczby 7177

3. Biblia (I Ksiega Krolewska, rozdziat 7,
werset 23) podaje, ze na zlecenie krola
Salomona zbudowano kolisty zbiornik na
wode o obwodzie 30 fokci i Srednicy 10
tokci. Jakie przyblizenie liczby 1 wynika
z tych informacji?

4. Zapisz w jak najprostszej postaci.

a) 3,52 ¢) 31 - 21 e) 411 — 2,577 o) 3TT3-:TGTT
b) 37 - 4 d) 27 + 37 f) 2T iy B

5. a) Podaj dlugosci okregow o promieniach:

1 2 1,4

2

7

b) Podaj dlugosci okregow o Srednicach:

2
1 D 3

4,2

¢) Podaj dlugosci promieni kol o obwodach:

T 2 1077

0,677
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6. Jeden z odcinkow ma takg sama dlugosc jak okrag. Ktory?

= dm w2 e e o

B 7. a) Oblicz przyblizone dlugosci okregéw o promieniach:
2 m 0,3 cm 10 km

b) Oblicz przyblizone dtugosci okregow o Srednicach:
2 m 0,4 cm 200 m

¢) Oblicz przyblizone diugosci promieni kol o obwodach:

1 m 628 mm 3,5 cm

8. Rulon o Srednicy 8 cm nalezy obwigza¢ wstazka. Jak dluga powinna
by¢ ta wstazka, jesli na wezel i kokarde potrzeba 20 cm?

9. Czy drutu o diugosci 60 cm wystarczy na wykonanie:
a) obreczy w ksztaicie okregu o promieniu 10 c¢m,
b) dwoch obreczy, kazda o promieniu 4 cm,
¢) dwoch obreczy, z ktorych jedna ma promien 6 cm, a druga 3 cm?

10. Nierozciagnieta gumka do wlosow ma diugos¢ 9 cm. Ile razy diuzsza
stanie sie ta gumka, gdy natozy sie jg na butelke o Srednicy 9 cm?

11. Jaki obwod ma figura, ktora:
a) jest ¢cwiartka kota o promieniu 2 m,
b) jest potkolem wycietym z kota o Srednicy 5 m?

12. Oblicz diugosci esow-floresow (przyjmij, ze bok kratki ma dlugos¢ 1).
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13. Kazdy z czterech chiop-
cOW ma rozpietos¢ ramion
rowng 140 cm. Czy zdotajg
razem objac¢ pien drzewa
0 Srednicy 180 cm?

14. Konce wskazoéwek zegara na wiezy ratuszowej sa oddalone od srodka
tarczy o 1 m i 1,5 m. Jaka droge w ciggu godziny pokonuje koniec
wskazowki minutowej, a jaka koniec wskazowki godzinowej?

15. W ciagu minuty karuzela
obraca sie 5 razy. Chiopiec
siedzi na koniku w odle-
glosci 5 m od srodka karu-
zeli. Jakg droge pokonuje
chiopiec w ciggu 5 minut?

16. Gdy moneta sie obraca, to posuwa sie do przodu
I po jednym swym obrocie robi trase jej obwodlu.
Policz, mity czytelniku, jakaq droge pokonuje,
kiedy toczqc sie po stole, dwa obroty wykonuje.

Pewien rachmistrz z miasta Lodzi zamierzal 17. Ile obrotow wykonuje koto
Na przejazdzke sie wybrac do Zgierza. tramwaju na drodze z Lodzi do
Zgierza?

Aby w drodze sie zbytnio nie nudzic,
Postanowil liczeniem sie trudzic.

Wiec na petli srednice kol zmierzyt,
Dtugosc trasy znal z fodzi do Zgierza
I policzyt bez zadnych ktopotow,

Ile koto wykona obrotow.
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18. a) Kolo dorozki ma Srednice
1 m. Ile pelnych obrotéw wykona
to koto na drodze 100 m?

b) Koto samochodu osobowego
ma promien 30cm. Ile pelnych
obrotow wykonuje to kolo na
drodze 1 km?

19. a) Porownaj obwod duzego kota na rysunku
obok z suma obwodow dwoch mniejszych kol.

b) Znajdz promien r okregu, ktorego diugosc
jest rowna sumie dlugosci wszystkich trzech
okregow przedstawionych obok. Jaka jest za-
leznos¢ miedzy diugoscia r a promieniami na-
rysowanych okregow?

20. a) Dane sa dwa okregi, jeden o promieniu 10 cm, a drugi — o pro-
mieniu 10 m. O ile zwiekszy sie dlugos¢ mniejszego okregu, a o ile —
wiekszego, gdy promien kazdego z tych okregow zwiekszymy o 1 cm.

©'b) Uzasadnij, ze jesli promien okregu zwiekszymy o a, to diugos¢ tego
okregu zwiekszy sie o 271ra.

SPrawdz, czy umijesz

1. Ile liczb mmiejszych od 1t zapisano obok?

| 22 243
A. jedna C. trzy o5 16 331
B. dwie D. wiecej niz trzy 8 5 ’
2. Okrag o Srednicy 2 ma diugosc:
A. 41T B.2-3,14 C.2m D.4-.3,14

3. Koto o promieniu 10 i kwadrat maja taki sam obwod. Wobec tego bok
kwadratu ma diugosc:

A. 51T B. %—n C. 107 D. 2,57

4, Kofo, ktore na drodze 100 m obrdcito sie 25 razy, ma promien rowny:

A. ok. 0,6 m B. ok. 20 cm C.ok. 1,3 m D. ok. 80 cm

- zadania uzupefniajgce 8-18, str. 254-256
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Popatrz, jak mozna podzieli¢ koto i z otrzymanych czeSci utozy¢
figure przypominajaca prostokat.

Pole kota:

P =rT1r

Dlugos¢ tej linii jest rowna
diugosci potokregu.

Im wiecej jest czesci, na Kto-
re dzielimy koto, tym bar-
dziej ulozona figura przy-
pomina prostokat.

Mozna dojsSc¢ do wniosku, ze
pole kola jest rowne polu
prostokata o bokach mrrir.

2

¥ — dlugos¢ promienia kota

Przykiad

N

Plama oleju na jeziorze miala ksztalt kola o promieniu 10 m. Po pewnym
czasie promien plamy zwiekszyt sie o 1 m. O ile wzrosto pole powierzchni

plamy?

P, =1 -10% = 10071

P, =1-11%=121m

P>—P; =121 —10071r = 21711 = 66

Podstawiamy 10 m i 11 m do wzo-
ru na pole kota. Wynik otrzymamy
w metrach kwadratowych.

Obliczamy roznice pol.

Odp. Pole powierzchni plamy wzrosto o 217t m?, czyli o okolo 66 m?.
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———— e e e e — — — _ . Ciekawostka

W 1858 roku odnaleziono papirus, na ktérym 1600 lat p.n.e.
Egipcjanie spisali 84 zadania matematyczne oraz ich rozwia-
zania. Od nazwiska pierwszego Europejczyka, do ktorego rak
trafil ten dokument, nazywany jest on papirusem Rhinda.
Z tego dokumentu wynika, ze w starozytnym Egipcie obli-
czano pole kofa o srednicy d wediug wzoru: P = (d — %d)z.

. a) Podaj, jakie pola maja kola o promieniach:

2
b) Podaj, jakie pola maja kola o srednicach:
6 2,5 1 T

Oblicz, ile w przyblizeniu wynosi pole kota:

a) o promieniu 3 cm, d) o Srednicy 2,2 m,

b) o promieniu 0,2 m, e) o obwodzie 31T cm,

31T

c) o Srednicy 20 cm, f) o obwodzie ;- m.

. Oblicz promienie kot o polach:

a) 16T cm*  b) 100r m* ¢ 0,047 dm* d) mkm*® e %TT mm?

. Jak myslisz, ktora z narysowanych figur ma wieksze pole — koto czy

czworokat?

S VN i

f —

-

Promien kofa ma 13 mm.
Bok kwadratu ma 23 mm.

Srednica kota ma 26 mm.
Przekatne rombu majg 26 mm i 40 mm.

5. Oblicz pole kola
o promieniu 10 cm
(przyjmij 1 =~ 3,14).
Przeczytaj zamiesz-
czong obok ciekawost-
ke. Porownaj swoj wy-
nik z wynikiem, jaki
otrzymaliby starozyt-
ni Egipcjanie.

6. Dane jest kolo o promieniu 8. Ustal, jak zmieni sie pole tego kota, jesli:

a) promien zwiekszymy o 2, b) promien zwiekszymy 2 razy.
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B 7. Najwieksza na $wiecie okragla pizze
wyprodukowano w Rzymie w 2012 r. Mia-
fa ona Srednice 39,6 m. Ile metrow kwa-
dratowych tej pizzy otrzymalby kazdy
z uczniow twojej klasy, gdybyscie podzie-
lili ja miedzy siebie na rowne czesci?

8. Blaty dwodch stolow narysowano w jednakowej skali.
a) Ktory blat ma wieksza powierzchnie?
b) Ktory blat ma wiekszy obwod?

I m

21m | 1,6 m

9. a) Oblicz pole kota o obwodzie:

161t cm T m 0,121 mm %'n km 4 dm
b) Oblicz obwod kota o polu:
167 cm? %Tr m? 0,251 mm? 211 dm? 3 km?

10. Jaka diugos$¢ ma bok kwadratu, ktorego pole jest rowne polu kola
0 Srednicy 107?

. Ciekawostka

. . - e

Przez ponad dwa tysiace lat wielu matema-
tykow bezskutecznie probowalo skonstru-

Istnieja jednak przyblizone rozwigzania
kwadratury kota. Jedno z ciekawszych po-

owac za pomoca cyrkla i linijki kwadrat,
ktorego pole byloby rowne polu danego
kola. Problem ten nazwano kwadratura
kota. Dopiero w 1882 roku Ferdinand Lin-
demann wykazat, ze takiej konstrukcji wy-
kona¢ nie mozna!

*11. Koto i kwadrat maja rowne pola. Ile razy obwod kwadratu jest wiekszy

niz obwod kota?

dat w 1685 roku Adam Adamandy Kochan-
ski, nadworny matematyk krola Jana So-
bieskiego i nauczyciel krolewicza Jakuba.
Znane jest tez rozwiazanie kwadratury kola
za pomoca innych przyborow niz cyrkiel
i linijka.



‘ 12. Oblicz pola zacieniowanych pierscieni.
\ a b) C)

2 e m e e

]

T |

|

13. Klomb ma ksztatt kota o $rednicy 8 m. Woko6t klombu biegnie chodnik
. o szerokosSci 2 m. Jakg powierzchnie ma chodnik?

14. Przyjmijmy, ze pole jednej kratki jest rowne 1. Jakie pola maja poko-
lorowane cze¢sSci figur?
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16. Oblicz pola figur (przyjmij, ze pole kratki jest réwne 1).

2

17. Kazdy z czterech mniejszych kwadratow przedstawionych ponizej ma
bok dtugosci 2 cm, a wiekszy kwadrat ma bok diugosci 4 cm. Oblicz
pola zacieniowanych figur.

SPrawdz, czy umiesz

-4.

1. Ktéra z podanych liczb najdokladniej
okresla, jaki procent narysowanego kwa-
dratu przykrywa koto?

4 -
h J A. 50% B. 67% C. 79% D. 85%

2. Pole kota o obwodzie 2 m jest rowne:

A. 1T m?2 B. 'flr_ m? C.1 m? D. 12 m?

3. Suma pol dwoch mniejszych kot na rysunku obok jest rowna
polu trzeciego kota. Promien najwiekszego kota jest rowny:

A. 4 B. 13 C. v13 D. 5

- zadania uzupetniajace 19-28, str. 256



Przed klasowkg

1. Na rysunku obok proste PQ i QR sa styczne do
okregu o Srodku A. Kat PQR jest rowny:

A. 925 C. x—-180°
B. ®—90° D. 360° - &

2. Okregi przedstawione na rysunku obok sg styczne,
a ich srodki leza na jednej prostej. Najmniejszy okrag
ma $rednice 4 cm, a najwiekszy ma $rednice 10 cm.
Odlegtos¢ miedzy srodkami dwoch mniejszych okre-
gow jest rowna:

A. 5cm B. 6cm C. 8cm D. 14cm

3. Jaki jest promien kotfa, ktérego obwdd jest rowny 8?

A. % B. 477 C. 4 D. I

4. Litery narysowane obok zbudowa-
ne sa z czeSci okregow i odcinkow.
Jakimi literami nalezy zastgpi¢ kwa-
draciki?
a) Najdluzsza linia tworzy litere [, b) Najkrotsza linia tworzy litere | .

3m 5. Pole bramkowe w piltce recznej to dwie

o ¢wiartki kot i prostokat o wymiarach jak na
rysunku obok. W polu bramkowym moze
przebywac tylko bramkarz. Ustal, jaka po-
wierzchnie zajmuje to pole (z doktadnoscia
do 0,1 m?).

B. ok. 74,5 m? D. ok. 131 m?

6. Znaki drogowe maja rozne wielkoS§ci. Najwiek-
szy znak zakazu ruchu ma Srednice 1m, a czer-
wony pasek na takim znaku ma szeroko$¢ 10 cm.
Jaki procent pola powierzchni znaku jest biaty?

A. 90% B. 81% C. 75% D. 64%




7. Czy istnieje koto, ktorego obwdd ma tyle metréw, ile metrow kwadratowych
ma jego pole? Wybierz odpowiedz ,,tak” lub ,nie” oraz jej uzasadnienie sposrod
zdan od A do D.

(D Tak, poniewaz... (D Nie, poniewaz...
A — ...kolo o promieniu 1 ma te wlasnosc¢.
B — ...kolo o obwodzie 41t ma te wlasnosc.
C — ...kolo o promieniu 1 nie ma tej wlasnosci.

D — ...obwod wyraza si¢ zawsze inna liczba niz pole.

8. Na rysunku obok pokazano walec dro-
gowy. Ile pelnych obrotow wykona przedni
wal tego walca na drodze 1 km?

A. 265 B. 266 C. 532 D. 884

9. Z kota o promieniu 10 cm wycieto mniejsze kolo w ten sposob, ze kazda
z otrzymanych czesci ma takie samo pole. Jakg diugos¢ ma promien mniejszego
kota?

A. 3.5cm B. 2./5¢cm C. 5v/2cm D.5cm

10. Z prostokatéow o wymiarach 3 x 4 wycieto kota lub ich czesci. Figury I, 1I,
IIT i IV to zacieniowane czeSci prostokata.

I 11 I |

Ocen prawdziwos¢ zdan:

a) Figury IiIV majq takie same pola. PRAWDA/FALSZ
b) Figura IV ma wieksze pole niz figura II. PRAWDA/FALSZ
c¢) Figura Il ma o 7 wieksze pole niz figura L PRAWDA/FALSZ

11. Zapisz w postaci wyrazen algebraicznych pola i obwody zacieniowanych
figur. Przyjmij, ze bok kratki ma diugos¢ a.
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Zadania uzupeiniajgce

Styczna do okregu

1. Prosta AB jest styczna w punkcie B
do okregu o Srodku § i promieniu 5.
Ustal, jaka dlugosc¢ ma:

a) odcinek AS, gdy AB =10,
b) odcinek AB, gdy AS = 10.

» 2. Narysowane proste sa styczne do
okregow. Jaka miare ma kat o?

X
v

+ 3. Odcinek AB jest Srednica okregu
o srodku S. Na okregu tym wybieramy
punkt D, taki ze kat DS A ma miare 110°.
Przez punkty A i D prowadzimy styczne
do okregu, przecinajace sie w punkcie C.
Oblicz miary katow czworokata o wierz-
chotkach A, B, Ci D.

Wzajemne polozenie dwoch okregow

4. a) Dana jest ,rodzina” pieciu okre-
gow 0 wspolnym Srodku S i promieniach
diugosci: 1, 2, 3, 4, 5. W odleglosci d
od punktu S rysujemy prosta. Okresl, ile
punktow wspolnych ma ta prosta z okre-
gami, gdy:

e d =4, e d=3.5, e 2<d<3.

b) Dana jest ,rodzina” stu okregow
o wspolnym Srodku S. DlugoSci pro-
mieni tych okregow wynosza: 1, 2, 3, 4,
>, 6, 7, ..., 100. Prosta p ma z ta ro-
dzing okregow 113 wspolnych punktow.
Jaka jest odleglosc¢ S od prostej p?

>. Rysunek przedstawia dwa przecina-
jace sie okregi oraz okrag styczny we-
wnetrznie do kazdego z nich. Odci-
nek AB ma diugosc¢ 20. Jaki jest promien
najmniejszego okregu?

/A

\/

?6. Poczatek ukladu wspoéirzednych jest
. srodkiem okregu, ktory przechodzi przez

punkt A = (-6,-2). Okrag o srodku w punk-
cie §=(-2,0) przechodzi przez punkt
B = (-3,-5). Jakie jest wzajemne potoze-
nie tych okregow?

“ 7. Okrag o $rodku w punkcie S =(3,2)

i promieniu diugosci 2 jest styczny do
okregu o srodku P =(-9,-3). Jaka dlu-
g0S$C ma promien drugiego okregu?

Uwaga. Rozpatrz dwa przypadKki.

Liczba mr. Dlugos¢ okregu

~» 8. Ustal, jaka dlugos¢ ma okrag:

a) o promieniu 7,5, d) o Srednicy 3,2,
b) o promieniu 3, e) o $rednicy 37,
¢) o promieniu /2, f) o Srednicy 3/2.

O. Ktéra z figur przed-
stawionych na rysunku
ma wiekszy obwod: kwa-
drat czy kolo? Zmierz
diugosci odpowiednich \ y
odcinkow i wykonaj ob-
liczenia.

~» 10. Oblicz srednice okraglego pnia drze-

wa, ktorego obwod wynosi:

a) 50 cm b) 1 m c) 4m

~» 11. Czy z drutu o dlugosci 1 m mozna

wykonac¢ dwie obrecze, z ktorych jedna
ma Srednice 20 cm, a druga — 10cm?



12. Kon biega po padoku na lonzy
o dlugosci 4 m. Przyjmij, ze 1 ~ .
a) Jaka droge pokonal ten kon, jesli

przebiegl 5 okrgzen?

b) Ile okrazen powinien przebiec kon,
aby dystans, jaki pokona, byl wiekszy
niz 10 km?

- e - . Cl@k@WOStka

Montujac licznik rowerowy, nalezy
wprowadzic do urzadzenia wartosc¢ ob-
wodu kola roweru.

W instrukcji licznika zaleca sie wpisac
liczbe 3,14 x Srednica kola. Na pod-
stawie liczby obrotow kot roweru licz-
nik wskazuje przejechang odleglosc.

B *13. Przeczytaj ciekawostke. Jacek wpi-
sal do licznika, ze kola jego roweru maja
60 cm Srednicy. Licznik jego roweru po
miesiacu pokazal, ze Jacek pokonal juz
762 km.

a) O ile wieksza odleglos¢ pokazalby
licznik, gdyby zamiast 1T = 3,14 przyjac
przyblizenie 1T ~ 3,14167?

b) Okazalo sie, ze Srednica kot Jacka
wynosi 59 cm. O ile mniejsza odleglosc¢
wskazalby licznik roweru, gdyby Jacek
wpisal wiasciwa Srednice kot?

KOLA I OKREGI | 255

” 14. Popatrz na rysunek. Na pewnym od-
cinku drogi duze kolo bicykla wyko-
nato 100 obrotow. Ile obrotéw wykonalo
w tym samym czasie male kolo? Ile ob-
rotow wykona duze koto, w czasie gdy
mate koo wykona 100 obrotow?

. W& 52
| 2 } X Q
= I8 ;;'JZE.- 9«’

ﬁg‘

i
\
Yy

15. Na rysunku podano wymiary stadio-
nu. Zawodnicy A i B przebiegli po swo-
ich torach jedno okrazenie. Oszacuj, o ile
diuzszy dystans przebiegl zawodnik B.

—

~» 16. Oblicz dlugosci narysowanych linii.
Przyjmij, ze bok kratki ma diugosc 1.

17. Na kazdym rysunku linia czerwona
to polokrag o Srednicy 12, a linia zielona
zbudowana jest z jednakowych potokre-
gow. Jak myslisz, ktéra z nich jest diuz-
sza? Sprawdz swoje przypuszczenia za
pomocg rachunkow.




256 | KOLA I OKREGI

18. Cztery jednakowe puszki o Srednicy
5 cm kazda oklejono tasma. Jaka co naj-

24. Oblicz, o ile wieksze jest pole kota
0 promieniu 4 od:

mniej dlugos¢ musi mie¢ taSma? a) pola kola o $rednicy 4,
1

b) pola kota o promieniu 1

¢) pola kota o promieniu 17

25. Pizzeria oferuje pizze w trzech wiel-
kosciach. Oblicz, ile w przyblizeniu kosz-
tuje 1 dm® pizzy kazdego rodzaju.

Pole kola CENNIK
Sigfﬁwm CENA
™ _ _ 744
» 19. Obhcz. pt:frle kofa: Wem 167
a) o0 promieniu 1,2 m, d0cm 20
b) o srednicy 3,6 dm, \ 60cm 272

c) o obwodzie 41T cm.

_f 26. Koto i kwadrat maja rowne obwodly.

» 20. Oblicz, jaki promien ma kolo o polu: Oblicz stosunek ich pol.

a) 167 cm? b) 10 cm? ¢) 400 m?

& 27. Oblicz pola zacieniowanych figur.
Przyjmij, ze bok kratki ma diugos¢ 1.

21. Czy wiekszy promien ma kolo o po-
lu 157 cm® czy koto o obwodzie 81T cm?

22. Kazdy ze spryskiwaczy podlewa ob-
szar w ksztalcie kota o promieniu 4 m.
Ktora czes¢ dziatki ma wieksza po-
wierzchnie — podlana czy niepodlana?

=0 m *28. Antek i Bogdan B
mieli uwiazac koze na
zewnatrz plotu od-
gradzajacego warzyw-
nik od pastwiska. Wa-
rzywnik ma wymiary
4mx7m, a sznurek
4 m. Antek chce przy-
wigzac koze w punk- A

cie A, a Bogdan w punkcie B. Ktora pro-
pozycja jest dla kozy lepsza?

~» 23. Oblicz pola obszaréw narysowanej
tarczy.

32 cm | > ?

I S
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'll lle jest mozliwosci?

\ Jacek codziennie jezdzi na rowerze. Ma trzy koszulki kolarskie: czer-
\ wona, zielong i z6itg oraz spodenki w dwoch kolorach — niebieskie

1 szare.

Policzmy, na ile sposobow moze wybrac strdj do jazdy na rowerze.

To, jak sie Jacek ubierze, zalezy od dwoch decyzji. Pierwsza z decyzji
to wybor koszulki. Ma tutaj 3 mozliwosci. Druga z decyzji to wybor
spodenek. Przy ich wyborze ma 2 mozliwosci.

Jacek do kazdej z 3 koszulek moze dobra¢ jeden z dwoch kolorow
spodenek. Ponizej przedstawiono wszystkie mozliwo$ci.

LALR]
LR N

Zamiast rysowa¢ koszulki i spodenki, koszulki
mozna wypisa¢ wszystkie mozliwosci, c 7 7
na przyklad za pomoca takiej tabeli. Za-
pis NC w tabeli oznacza niebieskie spo-
denki i czerwona koszulke, a zapis S$Z
— szare spodenki i zielong koszulke.

spodenki

N | NC NZ N~
S| S€ SZ 8%

Jak wida¢, stroj mozna skompletowac na tyle sposobow, ile wynosi
iloczyn 2 - 3. Jacek ma wiec 6 mozliwosci wybrania stroju.

CWICZENIE A. Na ile sposobow Jacek mégtby wybraé ubiér do jazdy na rowe-
rze, gdyby dokupit jeszcze biatg koszulke i czarne spodenki?

Podobny sposob zliczania mozliwosci mozna stosowa¢ w wielu roz-
nych sytuacjach.



Przykiad

ILE JEST MOZLIWOSCI? | 259

N

W pudetku znajduje sie 5 klockow w ksztalcie cyfr od 1 do 5. Z tych cyfr
mamy utworzy¢ liczbe dwucyfrowa.

a) Najpierw wybieramy jedna cyfre, zapisujemy ja i wrzucamy z powrotem
do pudelka. Potem wybieramy kolejng cyfre i dopisujemy ja do poprzedniej
cyfry jako cyfre jednosci. Ille roznych liczb mozemy w ten sposob otrzymac?

Pierwsza cylfre mozna wybrac¢ na 5 sposobow
i do kazdej tak wybranej cyfry mozna dopi-
sac jedna z 5 cyir.

Liczba mozliwosci:

D+D>=2>

Odp. W ten sposob mozemy otrzymac 25 liczb.

b) Najpierw wybieramy jedna cyfre (nie wkladamy jej z powrotem do pu-
detka), a nastepnie wybieramy kolejng cytre i ustawiamy ja obok poprzed-
niej jako cyfre jednosci. Ile r6znych liczb mozemy w ten sposob otrzymac?

Liczba mozliwosci:

Pierwszq cyfre mozna wybrac¢ na 5 sposobow

5 -4 =20

Odp. W ten sposob mozemy otrzymac 20 liczb.

i1 do kazdej tak wybranej cyfry mozna dobrac
jedna z pozostalych 4 cyir.

Kazdy z powyzszych przykladow mozna byloby rozwigzac, wypisujac

wszystkie liczby, ktore mozna uzyskac, np. za pomoca tabeli.

a) druga wylosowana cyfra b) druga wylosowana cyfra
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
E 1 11 12 13 14 15 < 1 x 12 13 14 15
<O 2| 21 22 23 24 25 <9 2| 21 x 23 24 25
ﬁfﬁ gfﬁ
E§ 3| 31 32 33 34 35 Eg 3| 31 32 x 34 35
2 &
QE 4 41 42 43 44 45 ﬂ'_% - 41 42 43 X 45
= =
* 5| 51 52 53 54 55 = 5| 51 52 53 54 x

CWICZENIE B. Dla kazdego ze sposobéw losowan przedstawionych w przykfa-
dzie, korzystajac z opisanej metody lub tabelki, ustal, ile razy otrzymalibySmy
liczbe, ktorej:

a) suma cyfr jest rowna 6,

b) suma cyfr jest rowna 7.

CWICZENIE C. lle roznych liczb mogliby$my otrzymac przy pierwszym sposo-
bie losowania, a ile przy drugim, gdyby w pudetku oprocz cyfr od 1 do 5 byty
jeszcze cyfry 7 i 8?
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Przykiad L
W klasie VIIIa jest 12 chlopcow i 14 dziewczat.

a) Z klasy tej nalezy wybrac¢ chiopca i dziewczynke, ktorzy na koniec roku
szkolnego maja podziekowa¢ pani woznej za jej prace. Chtopiec ma wre-
czyC kwiaty, a dziewczynka — skiadac zyczenia. Ile takich dwuosobowych
delegacji mozna wybrac z tej klasy?

Liczba delegacji: Chiopca mozna wybrac na 12 sposobow i do kazdego
wybranego chiopca mozna dobrac dziewczynke na 14
12-14 =168 Sposobow.

Odp. Mozna wybrac¢ 168 roznych delegacii.

b) Do pana dyrektora maja pojs¢ dwie dziewczynki. Pierwsza z nich ma
wreczy¢ kwiaty, a druga — sktadac zyczenia. Na ile sposoboéw mozna wybrac
tak okreslona pare dziewczat?

Dziewczynke wreczajacq kwiaty mozna wybrac¢ na 14
sposobow i do kazdej tak wybranej dziewczynki mozna
14 -13 =182 dobra¢ druga dziewczynke (ktora ma sklada¢ zZycze-
nia) sposrod pozostalych 13 dziewczat.

Dwie dziewczynki:

Odp. Mozna wybrac¢ 182 pary dziewczat.

Powyzsze przyklady mozna takze rozwigzac, opisujac mozliwe pary
uczniow, np. w sposob podany ponizej.

a) dziewczeta b) dziewczeta
d, d> d; ... dy dy d> d; ... dy
Cq Cld1 C1d3 C]dg C]dH d] X d]dz djdg d]d].}
. 2 ng] ngg ng'_] C.?dH E dz dgdl X dgdg dgdl_}
& N
E‘ c3 | c3dy c3dy c3dsz ... c3diy S ds| dsdy dsd> x ... didis
!
Ci12 | Ci2d;y Ci2dz Ci2d3 ... Cr2diy dia| dygdy dysdy dygdsy ... X

Druga tabela pokazuje, ze wiele delegacji sktada sie z tych samych
0sOb, na przykifad te same dziewczeta sag w parach d»>ds i dsd». Trak-
tujemy jednak te pary jako rozne, poniewaz w delegacji d>dz dziew-
czynka d»> wrecza kwiaty, a d3 sklada zyczenia, natomiast w delegacji
dzd, jest odwrotnie.

Warto tez zauwazyc¢, ze w obu przypadkach opisanych w przykiadzie,
gdybySmy najpierw wybrali osobe sktadajacq zyczenia, a potem osobe
wreczajaca kwiaty, to liczba mozliwych delegacji by sie nie zmienita.
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Metode zliczania mozliwoS$ci, ktora opisaliSmy wczesSniej, mozna tez
stosowac, gdy problem wymaga podjecia wiecej niz dwoch decyzji.

Przykiad k

Na karuzeli dla matych dzieci jest 15 miejsc na figurach roznych zwierzat.
Na ile sposobow mozna na tej karuzeli wybrac¢ miejsca dla dwojga dzieci, na
ile — dla trojga dzieci, a na ile — dla czworga dzieci?

Liczba mozliwosci, Pierwszemu dziecku przydzielamy jedno z 15

gdy dzieci jest dwoje: miejsc i dla kazdego tak wybranego miejsca
mozna drugiemu dziecku przydzielic jedno

15-14 =210 z 14 pozostalych miejsc.

Liczba mozliwosci, Pierwszej dwojce dzieci przydzielamy miejsca

gdy dzieci jest troje: na 15 - 14 sposobow i dla kazdej tak wybranej

pary miejsc mozna trzeciemu dziecku przy-
dzieli¢ jedno z 13 pozostalych miejsc.

15-14-13 =2730

Liczba mozliwosci, Pierwszej trojce dzieci przydzielamy miejsca

gdy dzieci jest czworo: na 15 - 14 - 13 sposobow i dla kazdej tak wy-
) branej trojki miejsc mozna czwartemu dziecku

15-14-13-12=32760 przydzieli¢ jedno z 12 pozostalych miejsc.

Odp. Dwojgu dzieciom mozna przydzieli¢ miejsca na 210 sposobow, trojgu
— na 2730 sposobow, a czworgu — na 32 760 sposobow.

Czasami, aby ustali¢ liczbe mozliwosci, musimy dodac¢ obliczone wy-
niki z dwoch odrebnych przypadkow.

Przykiad

W miejscowosci letniskowej jest pizzeria i piero-
garnia. W pizzerii mozna kupic 8 rodzajow pizzy
i 5 roznych napojow, a w pierogarni mozna wy-
brac¢ 7 roznych rodzajow pierogow i 6 napojow.
Ile roznych zestawow skladajacych sie z dania
i napoju mozna wybrac, stolujac sie tylko w piz-
zerii lub pierogarni?

Danie wybieramy na 8 sposobow, a napoj —

Liczba zestawOow w pizzerii:
| na 5 sposobow.

8-5=40

Danie wybieramy na 7 sposobow, a napodj —

Liczba zestawOw w pierogarni:
| na 6 sposobow.

7-6=42

Liczba zestawow fgcznie:
40+42 =82

Odp. Mozna wybrac 82 rozne zestawy.
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1. a) Mechanizm przerzutek pewnego ro-

. Jacek z Agatka graja w kolko i krzy-
zyk. Jacek rysuje pierwsze kotko, a po
nim Agatka rysuje krzyzyk. Na ile spo-
sobow moga zaznaczy¢ te dwa pierwsze
znaki?

weru ma 4 kofa zebate z przodu i 7
z tylu. Na ile sposobow mozna w tym
rowerze ustawic przerzutki?

b) Klawiatura fortepianu skiada sie z 52
biatych i 36 czarnych klawiszy. Ile roz-
nych dzwiekoOw mozna zagrac, naciska-
jac jeden bialy i jeden czarny klawisz?

¢) Pani Aniela umie gotowac 5 roznych
zup i 10 roznych drugich dan. Przez ile

dni moze serwowa¢ dwudaniowy obiad
bez powtarzania zestawu?

. a) W pudelku jest 12 roznych kredek. Na ile sposoboéw mozna przy-

dzieli¢ po jednej kredce dwojgu dzieciom?

b) Na ile sposobow 2 osoby moga zajaC miejsca w autobusie, w ktorym
jest 30 wolnych miejsc?

¢) W pudefku jest 11 kart z liczbami naturalnymi od 10 do 20. Losu-
jemy najpierw jedng karte, potem druga i ukfadamy jg obok pierwszej
(z jej prawej strony). Ille roznych liczb czterocyfrowych mozna utwo-
rzy¢ w ten sposob?

. Lucyna kupita 7 nowych segregatorow w roznych kolorach. Do jed-

nego z nich chce wklada¢ klasowki z matematyki, a do drugiego —
prace z jezyka polskiego. Na ile sposob6w moze wybrac¢ segregatory
do przechowywania materiatow z tych dwoch przedmiotow?

. W hali fabrycznej na dwoch Scianach sg okna. Na jednej Scianie jest

14 okien, a na drugiej jest 10 okien. Na ile sposobow mozna otworzy¢
okna, aby na kazdej ze Scian z oknami jedno bylo otwarte?

6. Wybierajac dowolna sylabe z pierwsze-
go worka i dowolng — z drugiego worka,
mozna utworzy¢ wyraz. lle réznych stow
mozna w ten sposob utworzyc?
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8. Leszek ma w kurtce 5 kieszeni. Ustal,

11.

12.
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‘ l 7. Popatrz na rysunek obok. Na ile
g ‘ sposobow mozna przydzieli¢c miej-

w | o = ' sca przy tym stole:

1i

a) dwom osobom,
\ h il b) trzem osobom?

na ile sposobow moze schowac w kie-
szeniach swojej kurtki:

a) klucze i telefon,

b) klucze i telefon, ale tak, aby zna-
lazly sie w roznych kieszeniach,

. Na ile sposobow mozesz umiesci¢ dwa przedmioty w kieszeniach ubra-
nia, ktére masz dzi$ na sobie? Na ile sposobow mozesz umiescic¢ trzy
przedmioty w twoich kieszeniach? Zakladamy, ze przedmioty nie mu-
sza trafi¢ do réznych kieszeni.

10. Alina moze pojs¢ do szkoly siedmioma
roznymi drogami.

a) Na ile sposobow Alina moze wybrac¢ droge
do szkoly i z powrotem?

b) Na ile sposobow Alina moze wybrac¢ droge
do szkoly i z powrotem tak, aby nie wracac ta
sama droga?

W lodziarni jest 12 smakow lodow, 4 ro-
dzaje posypek, 5 roznych rodzajow polew
i 3 rodzaje wafli. Oblicz, na ile sposobow
mozna wybrac¢ w tej lodziarni:

a) jedna gatke lodow w waflu (bez dodat-
kow),

b) jedna galke lodow w waflu z posypka,

c) jedng gatke lodow w waflu z posypka
i polewa.

a) Ile jest liczb dwucyfrowych podzielnych
przez 5, a ile wsrod nich jest liczb o roz-
nych cyfrach?

b) Ile jest liczb trzycyfrowych podzielnych
przez 5, a ile wsrod nich jest liczb parzy-
stych?
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# 13. Tworzymy kod, wybierajac znaki z 26 wielkich liter i 10 cyfr. Ustal, ile
roznych kodow mozna utworzy¢ przy opisanych warunkach.

a) Kod sktada sie z dwoch dowolnych liter.

b) Kod sklada sie z dwoch roznych cyfr.

¢) Kod sktada sie z trzech réznych liter.

d) Kod sktada sie z trzech réznych cyfr.

e) Pierwszym znakiem kodu jest litera, a drugim znakiem jest cyfra.

f) Kod sklada sie z trzech znakow, ale pierwsze dwa znaki to litery,
a trzeci znak jest cyfra.

14. Panstwo Kownaccy spodziewaja sie dziecka,
ale nie wiedza, jakiej bedzie pici. Chca dziecku
nadac¢ dwa imiona. Przygotowali liste 12 imion
zenskich i 10 imion meskich. Ile roznych zesta-
wow dwoch imion dla przysztego dziecka moga
przygotowac, korzystajac z tych list?

B *15. Na pianinie mozna zagra¢ 88 réznych dzwiekéw, a na dzwonkach
mozna zagra¢ 27 dzwiekow. Wyobraz sobie, ze masz zagrac¢ na tych
instrumentach dwa dzwieki — kolejno, jeden po drugim. Ile réznych
sekwencji dwudzwiekowych mozesz zagrac, jesli:

a) dzwiek moze sie powtorzyc,
b) nie chcesz zagra¢ tego samego dzwieku dwa razy na tym samym
instrumencie?

SPrawdz, czy umijesz

1. Na potmisku leza: jabtko, gruszka, Sliwka, brzoskwinia i nektarynka.
Chlopiec i dziewczynka wybieraja po jednym owocu. Na ile roznych spo-
sobow moga to zrobic?

A. 10 B. 20 C. 25 D. 40

2. Pan Sedzinski chce kupi¢ samochod. Rozwaza dwa rozne modele. Pierw-

szy z modeli jest sprzedawany w szesciu kolorach i z trzema typami
silnikow. Drugi z modeli oferowany jest w dziesieciu kolorach i ma piec
typow silnikow. Ile jest roznych samochodow, sposrod ktorych pan Se-
dzinski moze dokonac¢ wyboru?

A. 24 B. 68 C. 128 D. 450

#» zadania uzupefniajace 1-11, str. 270-271

4
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2 Obliczanie prawdopodobienstw (cd.)

Metody ustalania liczby mozliwosci opisane w poprzednim temacie
przydaja sie czasami przy obliczaniu prawdopodobienstwa.

Przyklad

N

W pierwszej szufladzie sq 4 czapki — dwie biate, rozowa i zielona. W dru-
giej szufladzie jest 5 szalikow — trzy zielone, czerwony i bialy. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze losujac czapke i szalik, otrzymamy komplet w tym
samym kolorze?

Z]

Z?2

szaliki
Z3 C b

¢ o
2 —

czapki

VZ

N N

N=4-5=20

Yz

bizy b1z, bizs bic
bZZi szz b223 sz

rzz rc rb

@@@ zc zb

Liczba wszystkich mozliwych zestawow:

Wypisujemy wszystkie mozIliwosci
za pomocg tabelki i zaznaczamy
te, ktore speilniaja opisany waru-
nek.

Czapke wybieramy na 4 sposoby
i do kazdej wybranej czapki do-
bieramy szalik na 5 sposobow.

Liczba mozliwych kompletow w tym samym Kolorze:

n=>5

Prawdopodobienstwo:
- R

P=55=1

Czapka 1 szalik mogq byc¢ zielone
lub biate.

Odp. Prawdopodobienstwo wybrania kompletu w jednym kolorze wynosi %

CWICZENIE. Korzystajac z powyzszej tabeli, oblicz prawdopodobiefistwo, ze:
a) wybierzemy biata czapke i czerwony szalik,

b) wybierzemy czapke i szalik w dwoch roznych kolorach,

c) wybierzemy rozowg czapke, a szalik nie bedzie biaty.

Gdy chcemy ustali¢ liczbe mozliwosci spelniajacych podany warunek,
czasami tatwiej obliczy¢ najpierw, ile zdarzen nie speinia tego wa-
runku, a nastepnie otrzymana liczbe odjac¢ od liczby wszystkich moz-
liwych wynikow.
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Przykiad k

W talii sa 52 karty, w tym 4 asy. Karol i Gosia wybieraja kolejno po jednej
karcie. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze co najmniej jedno z nich nie
wylosuje asa?

Liczba mozliwos$ci wylosowania

dwoch kart: | Karol wybiera kart¢ na 52 sposoby i po

kazdym takim wyborze Gosia moze wy-
brac jednag z pozostalych 51 kart.

N =52 - 51 = 2652

Liczba mozliwos$ci wylosowania

dwoch asow: | Karol moze wybra¢ asa na 4 sposoby

i po kazdym takim wyborze Gosia moze
wybrac jednego z pozostalych 3 asow.

4-3=12

Liczba mozliwoSci, gdy co najmnie;j
jedna osoba nie wylosuje asa:

n=20652-12=2640

Prawdopodobienstwo:
p_ 2640 _ 220
2652 21

Odp. Prawdopodobienstwo tego, ze co najmniej jedna z osob nie wylosuje

.2 220
dSd, WyInosl 597 "

1. Rysujemy prostokat, ktérego wymiary ustalamy, rzucajac szesScienna
kostka do gry. Jeden bok ma taka diugos¢ w centymetrach, jak wynik
pierwszego rzutu, a drugi bok — jak wynik drugiego rzutu. Oblicz,
jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze:

7—963“‘3 ;

a) otrzymamy prostokat o polu wiekszym niz 10 cm?,
b) otrzymamy prostokat o obwodzie mniejszym niz 20 cm,

¢) otrzymany prostokat bedzie mial pole wieksze niz 10 cm?, a obwod
mniejszy niz 20 cm.

2. Kazdy z dwoch graczy rzuca kolejno szeScienng kostka do gry. Wy-
grywa gracz, ktory wyrzuci wieksza liczbe oczek. Gdy obaj gracze wy-
rzucg tyle samo oczek, jest remis.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo remisu?
b) Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze pierwszy gracz wygra?
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3. Marek i Darek spedzaja pigtkowe popotu-
dnia w jednym z trzech skateparkow. Kazdy
z chlopcow wybiera skatepark losowo. Ob-
licz prawdopodobienstwo tego, ze w najbliz-
szy piatek chiopcy:

a) spotkajq sie w jednym skateparku,

b) beda w roznych skateparkach.

4. Karolina ma trzy szeScienne kostki do gry: biala, z61ta i zielona. Lo-
Sowo wybiera jedna z nich i rzuca. Oblicz, jakie jest prawdopodobien-
stwo tego, ze:

a) wybrana kostka bedzie z6tta i wypadnie na niej 5 oczek,

b) wybrana kostka bedzie zielona i wypadnie na niej parzysta liczba
oczek,

¢) wybrana kostka nie bedzie biata i liczba oczek na niej nie bedzie
liczbg pierwsza.

5. Pani Grazyna, korzystajac z internetu, uzywa 3 loginow i 7 hasel, jed-
nak czesto zapomina, ktore z nich trzeba zastosowac. Oblicz praw-
dopodobienstwo tego, ze pani Grazynie uda sie zalogowacC na danej
stronie internetowej, gdy:

a) wybierze losowo jeden ze swoich loginow i jedno ze swoich haset,

b) pamieta, ze hasto na tej stronie to jedno z dwoch, ktéorych uzywa,
a login wybierze losowo,

C) pamieta, ze login na tej stronie to jeden z dwoch loginow, ktorych
uzywa, a hasto wybierze losowo.

6. Pan Marian chce kupi¢ w kwiaciarni gozdziki w jednym z 5 kolorow
(czerwonym, rozowym, biatym, zoéitym lub fioletowym). Zastanawia
sie, czy bukiet ozdobi¢ asparagusem i wstazka, czy dodac tylko aspa-
ragus, czy tylko wstazke, czy tez bukiet zostawi¢ bez ozdob. Zakta-
dajac, ze pan Marian podejmuje swoje decyzje w kwiaciarni w sposob
losowy, oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wybrat:

a) czerwone gozdziki bez ozdob,

b) rozowe lub biate gozdziki z wstazka,

¢) biate gozdziki z jedna z ozdob,

d) gozdziki, ktére nie sa czerwone i maja chociaz jedng z ozdob.

7. Wérod 6 roznokolorowych patyczkow jeden jest krotszy od pozosta-
lych. Dwie osoby kolejno wyciggaja po jednym patyczku. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze zadna z 0sOb nie wyciggnie krotszego
patyczka?
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8. a) W wagonie II klasy pociagu osobowego jest 10 przedziatow. Oblicz,
jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze dwie osoby, ktore wsiadty do
tego wagonu, znajda sie w tym samym przedziale, a jakie — ze beda
podrozowac w roznych przedziatach.

b) W kazdym przedziale jest 8 miejsc. Dwie osoby wsiadly do prze-
dziatu nr 5. Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze obie sie-
dzg przodem do kierunku jazdy.

9. Na rysunku przedstawiono rozkiad miejsc w wagonie pociggu pendo-

lino. Zaktadamy, ze system sprzedazy biletow przydziela je losowo.
Kupujemy dwa bilety na miejsca w tym wagonie.

G5 | @5 (6] (65 (@8] (@5 (@8] (59
(57
63 @8 @3 (8 (3 G8 (@ 63 G (63 Gy (3 8
G1) G2 () &2 @) 62 (@) -@.--.

Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze miejsca beda:
a) przy oknie, C) przy tym samym stoliku,
b) przy stoliku, *d) mialy numer koniczacy sie ta sama cyfra.

10. Ania zapisala trzycyfrowa liczbe naturalng. Oblicz prawdopodobien-

stwo tego, ze ta liczba:

a) jest wieksza od 500, d) sktada sie z takich samych cyfr,
b) jest podzielna przez 10, e) sklada sie z r6znych cyfr,
c) jest podzielna przez 5, f) jest parzysta i mniejsza od 700.

SPrawdz, czy umijesz

1. W finale zawodow bierze udzial 8 rownorzednych zawodnikow (kazdy

Z nich ma taka samg szanse wygrania zawodow). Dwoch z tych zawod-
nikow nalezy do jednego klubu. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze
zajma oni dwa pierwsze miejsca?

1 1 1
A.T"‘%'_ B.':g“z" C;"S"E}"-_ -64

. Marcin rzuca dwiema kostkami: czworoscienng — z liczbami od 1 do 4

oraz szescienna — z liczbami od 1 do 6. Jakie jest prawdopodobienstwo
tego, ze suma otrzymanych liczb jest liczba pierwsza?

7 11 13
53 C. 55 D. ==

5
A. 53 B. 24 24

zadania uzupefniajace 12-23, str. 271-272
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Przed klasowkag

En = ¥ I EEN UE T . = = - . .

1. W domu jest 5 rodzajow owocow, jogurt, maslanka i kefir. Marcin chce przy-
gotowacC koktajl, wybierajac jeden z rodzajow owocow oraz jogurt lub kefir.
Malgosia nie lubi jednego z owocow, wiec chce wybrac¢ jeden z pozostalych
owocow i dodac do niego jogurt, maslanke lub kefir.

Ktora osoba moze zrobi¢ wiecej rodzajow koktajli?
A. Malgosia B. Marcin

O ile wiecej?
C. 0 1 wiecej D. 0 2 wiecej

2. Pan Alojzy kupuje ser i pieczywo w jednym z dwoch sklepow. W pierwszym
ma do wyboru 3 gatunki chleba i 6 rodzajow serow, a w drugim — 6 gatunkow
chleba i 4 rodzaje serow (inne niz w pierwszym sklepie). Gdy pan Alojzy wybie-
rze juz sklep, kupuje w nim oba produkty. Na ile sposobow moze przy takim
postepowaniu wybrac chleb i ser?

A. na 18 sposobow C. na 24 sposoby
B. na 90 sposobow D. na 42 sposoby

3. Na pieciu kartkach zapisano znaki: I, V, X, C, M. Losujemy kolejno dwie
kartki i uktadamy je obok siebie w takiej kolejnosci, w jakiej byly wylosowane.
Prawdopodobienstwo tego, ze otrzymamy liczbe poprawnie zapisang w syste-
mie rzymskim wynosi:

A. 0,7 B. 0,8 C. 0,84 D. 0,96
4. Rzucamy dwa razy szescienna kostka do gry i obliczamy sume oczek otrzy-

manych w obu rzutach. Czy sume 6 mozemy otrzymac z takim samym praw-
dopodobienstwem jak sume 8?

(I) Tak, poniewaz... 1D Nie, poniewaz...
A — ...kazdy wynik rzutu kostka jest jednakowo prawdopodobny.
B — ...prawdopodobienstwo otrzymania sumy 6 jest rowne %, wiec jest wiek-
sze.
C — ...prawdopodobienstwo otrzymania kazdego z tych wynikow jest rowne %
D — ...sume 7 otrzymamy z wiekszym prawdopodobienstwem niz sume 6 i niz
sume 8.

5. Na Sciankach czworosciennej kostki znajduja sie liczby od 1 do 4. Rzucamy
dwiema takimi kostkami i obliczamy roznice otrzymanych liczb (od wiekszej
odejmujemy mniejszg). Jaki jest najbardziej prawdopodobny wynik?

A. 0 B. 1 . D. 3
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Zadania uzupel‘niaiace - 6. W pewnej pizzerii w ramach promo-
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Ile jest mozliwosSci?

1. Ania i Jakub kupili niezaleznie od sie-
bie bilety do kina w tym samym rzedzie.
Jest w nim 12 miejsc. Na ile sposobow
mogly by¢ im przydzielone te miejsca?

~» 2. W poczekalni jest 8 wolnych krzesel.

Ustal, na ile sposobow moga zaja¢ miej-
sca na tych krzestach:

a) 2 osoby, b) 3 osoby, «¢) 4 osoby.

i 3. Na basenie jest 10 torow. Na ile spo-
sobow mozna przydzieli¢ tory:

a) dwom zawodnikom,
b) trzem zawodnikom,
¢) pieciu zawodnikom?

4. Odtwarzacz wybiera losowo piosenke
z zestawu 20 utworow.

a) Na ile sposobow odtwarzacz moze
wybrac dwie pierwsze piosenki?

b) Na ile sposobow odtwarzacz moze
wybrac¢ dwie pierwsze piosenki tak, aby
byly to rozne utwory?

¢) Na ile sposobOw odtwarzacz moze
wybrac trzy rozne piosenki?

5. Podczas festiwalu mozna wystuchac
dwoch koncertow: jednego wieczornego
i jednego nocnego. Festiwal oferuje 6
wieczornych koncertow odbywajacych
sie w tym samym czasie i w roznych
miejscach oraz 4 koncerty nocne.

a) Ile mozliwosci wyboru dwoch koncer-
tOw: wieczornego i nocnego ma uczest-
nik tego festiwalu?

b) Dla najwytrwalszych stuchaczy festi-
wal oferuje tez trzy koncerty poranne.
[lu wyborow wieczornego, nocnego i po-
rannego koncertu moze dokonac uczest-
nik tego festiwalu?

cji mozna bezplatnie dosta¢ jeden z 15
dodatkow i jeden z 5 sosOw.

a) Na ile sposobow mozna wybracé ze-
staw promocyjny?

b) Jesli pizzeria doda do promocyjnego
zestawu jeden z 3 napojow, to na ile
sposobOw mozna bedzie wybrac taki po-
wiekszony zestaw?

L6 el
" <
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7. W pewnym meczu pitkarskim trener
moze wymieni¢ dwoch zawodnikow. Wsrod
rezerwowych jest 3 obroncow i 2 napast-
nikow. Na ile sposobow moze wybrac
pare zlozong z obroncy i napastnika?

8. W klasie VIIIb jest 13 dziewczat i 15
chtopcow. Oblicz, ile maili zostanie wy-
slanych w kazdej z opisanych sytuacji.
Zaktadamy, ze uczniowie nie wysylaja
maili do siebie.

a) Kazdy uczen tej klasy wysle jedna
wiadomos¢ do wszystkich kolezanek
i kolegow z tej klasy.

b) Jedna wiadomos¢ wysle kazdy chio-
piec do wszystkich kolegow, a kazda dziew-
czynka — do wszystkich kolezanek.

¢) Kazdy chiopiec wysle maila do wszyst-
kich kolezanek 1 otrzyma odpowiedz
droga mailowa.

e



B 9. Mucha i biedronka chca usias¢ na sza-
chownicy. Na ile sposobow moga doko-
na¢ wyboru pol, na ktorych usiada, jesli:

a) wybiora rozne pola,

b) wybiora biale pola (niekoniecznie
rozne),
c) wybiora pola o réznych kolorach?

10. Ile jest liczb trzycyfrowych, w kto-
rych cyfra 5 wystepuje dokladnie dwa
razy?

»11. Z cyfr od 1 do 5 uktadamy liczby
trzycyfrowe. Ile mozna utworzycC roz-
nych liczb:

a) parzystych,
b) parzystych o réznych cyfrach,
¢) podzielnych przez 9,

d) podzielnych przez 9 i o roznych cy-
frach?

Obliczanie prawdopodobienstw (cd.)

12. W pojemniku sa kule ponumero-
wane roznymi liczbami. Losujemy jed-
na kule, zwracamy ja do pojemnika,
a potem losujemy druga kule. Czy bar-
dziej prawdopodobne jest wylosowanie
dwoch roznych kul, gdy kul w pojem-
niku jest 50, czy wtedy, gdy jest ich 517

13. Rzucamy dwa razy czworoS$cienna
kostka. Na jej Sciankach sa liczby natu-
ralne od 1 do 4. Co jest bardziej prawdo-
podobne: ze iloczyn otrzymanych liczb
jest wiekszy od 4 czy ze jest mniejszy
od 67

RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA | 271

14. Sposrod kartek, na ktoérych zapi-
sane sa litery P, A, R, A, wybrano losowo
dwie i zapisano w kolejnosci losowania.
Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze
otrzymano stowo AR?

P AR A

15. Drzwi maja trzy zamki. Do kaz-
dego z zamkow pasuje tylko jeden klucz
z peku oSmiu kluczy. Wybieramy losowo
zamek i klucz. Jakie jest prawdopodo-

bienstwo tego, ze klucz bedzie pasowal
do zamka?

2

16. Marcin ma dwie jednakowe sze-
Scienne kostki z liczbami od 1 do 6
oraz jedna kostke czworoscienna z licz-
bami od 1 do 4. O ile wieksze jest praw-
dopodobienstwo otrzymania sumy liczb
wiekszej od 4, gdy Marcin rzuca dwiema
kostkami szeSciennymi, niz wtedy, gdy
rzuca dwiema roznymi kostkami?

17. Sposréd 21 liczb naturalnych od 0
do 20 losujemy kolejno dwie liczby, kto-
re stanowig wspoirzedne punktu w ukia-
dzie wspoirzednych. Oblicz, jakie jest
prawdopodobienstwo, ze wybrany punkt
bedzie speinial podany warunek:

a) Obie wspolrzedne sa parzyste.

b) Tylko jedna wspolrzedna jest parzysta.
¢) Punkt lezy na osi y.

d) Punkt nie ma jednakowych wspoi-
rzednych.
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18. Ala ma zestaw 20 farbek w réznych
kolorach i pudelko z 20 kredkami o ta-
kich samych kolorach jak farbki. Wsrod
kolorow farbek i kredek sa 4 odcienie
niebieskiego. Ala wybiera losowo jedng
farbke i jedna kredke. Oblicz prawdopo-
dobienstwo tego, ze:

a) farbka i kredka maja ten sam kolor,

b) ani farbka, ani kredka nie sa koloru
niebieskiego,

¢) farbka albo kredka (ale nie obie jed-
noczesnie) jest niebieska.

19. W portmonetce znajduje sie 6 mo-
net: 10 gr, 20gr, 50gr, 1zl, 2zl i 5zl
Asia i Basia wyciagnely z portmonetki
kolejno losowo po jednej monecie.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
faczna kwota wyciggnieta przez dziew-
czeta jest wieksza od 1 z1?

b) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
kwota wyciggnieta przez Basie jest dwa
razy wieksza od kwoty wyciagnietej
przez Asie?

20. W worku sa kule biale i niebieskie
ponumerowane kolejnymi liczbami. Sto-
sunek kul bialych do niebieskich jest
rowny 1:2.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo wylo-
sowania kuli niebieskiej?

b) Losujemy kolejno dwie kule bez
zwracania. Jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze obie beda niebieskie, gdy w tym
worku sg 2 kule niebieskie, a jakie — gdy
sq 4 kule niebieskie?

21. Na kartkéwce z geografii podana
byla lista 8 panstw 1 lista 10 miast,
wsrod ktorych byly wszystkie stolice
panstw z pierwszej listy. Nalezalo po-
laczy¢ w pary panstwa z ich stolicami.
Trzy osoby rozwigzywaty to zadanie w roz-
ny sposob. Dla kazdej z nich oblicz, jakie
jest prawdopodobienstwo, ze ta osoba
poprawnie polaczyla panstwo z miastem.

a) Marek wybral losowo jedno z panstw
i polaczyl z losowo wybranym miastem.

b) Ania skreslita z listy miast dwa, ktore
nie sg stolicami zadnego z panstw z listy,
a z pozostatych miast wybrala jedno i po-
faczyta z losowo wybranym panstwem.

¢) Romek poprawnie pofaczyl 5 panstw
z ich stolicami, a z pozostatych panstw
wybral jedno i polaczyl je z losowo wy-
branym miastem z pozostatych na liscie.

22. Na promocyjnej zdrapce umiesz-
czono w sposob losowy liczby naturalne
od 1 do 9. Nalezy odkry¢ (zdrapac) dwie
liczby. Gdy ich suma bedzie wieksza
od 10, wygrywamy nagrode. Jakie jest
prawdopodobienstwo wygranej?

23. W pudelku sg 3 kulki czerwone
i 4 niebieskie. Lucja wyciaga losowo
jedna kulke, a Julek — druga. Lucja wy-
grywa, gdy obie kulki sa tego samego ko-
loru, a Julek — gdy sa réznych kolorow.
a) Jakie jest prawdopodobienstwo tego,
ze wygra bucja, a jakie — ze Julek?

b) Jak mozna zmienic¢ liczby kulek w pu-
detku, aby kazdy miat takg sama szanse
wygrania?
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Odpowiedzi

str. 12-13: 1. a) 29, 44, 122, 250, 810, 966, b) XLV, CLIX, MCMXLIV, CDXLIV, CDLXIX,
MMMDCCC, DCCCLXVI. 2. 1876, 1688, 1880, 1927, 1700. 3. Katedra w Krakowie;
Bazylika Mariacka. 4. Po 84 latach; 22 lata; MDCXXVI. 5. a) MCCCXXXVII-MCDLIII,
b) MCCCXLVIII-MCCCLII, ¢) MLXXIX-MCII, d) MDXIX-MDXXII. 6. MDXXVI; MDLVI
lub MDXLVI. 7. a) MDCLXVI, b) MMMCMXCIX. 8. a) MCCXXVIIL

str. 18-19: 1.a=89,b=196,c=51,d=16. 3.a) 67, b) 40. 4.a) m-5, m—-11,
m+25, b)0,11,0,2. 5.a) 0, b)2, ¢ 2. 6.a) Przez3i5, b) przez 2, 3,419,
c)przez 3, d) 2,3,5,9110. 9.a) 1; 35, b) 2;12, c) 2; 60, d) 4; 24, e) 50; 300,
f) 2; 1804. 10. a) 6; 1260, b) 10; 18900, c) 21; 8820, d) 7; 16170. 11.a) 22-3-5;
23.35.57.11°-13% b) 3-57-13;22.32.58.13%, 12.24cmx24cm. 13.a) Na

trzynastym miejscu, b) na jedenastym miejscu.

str. 23-26:  1.a) 125, b) &, © 3, d) 3,81, e) 2,(5), f) 144, g -1, h) -23,
i) -0,33. 3.d,a,b,e c, . 4. Alaska, Teksas, Kalifornia, Montana, Nowy MeksyKk.
5. D. Zygmunta Starego, D. Augusta II Mocnego, D. Stefana Batorego, D. Stanistawa

Augusta, D. Jana Kazimierza. 6. A =-0,(7), B =-0,(70), C = (-%)3, D= (-%)2, E=(2],
F = (g) 7.a) 8, &, -1,1, b) 32, 123 1,44 -64. 8.a) 34, b) (-9°, o 1),
d 677, e (2), D (%) L ® 1,1 b (-2), 90,74 9. 5 miliardéw, 30 bilionéw,
biliard, biliard. 10. a) 2,346 - 10°, 4,07 - 107, 3,2 - 10%, 7,6 - 10'°, b) 7-10°%, 5 - 10°,
6-10' 1,95-10%, © 2-107% 503:107, 5,3-107% 528-10"., 12.a) 2,410,
3,2-10% b) 1-10°%4-10%1,5-107>,2-10. 13.a) 4-10% b) 357mld, c¢) 67 - 10?,
d) 254-10%. 14. 3, 4; 4, 5; 14, 15; 2, 3; -4, -3; 0, 1; -4, -3. 15.a) >, b) <, 0 <,
d >, e)< f)> 16.a) 2++/19, b) V/69-5, o) 1, d) 7, e) 7, ) 4.

str. 29-33: 1. a) 347600; 739,1; 452, b) 3,476; 0,007391; 0,00452, ) 34,76;
0,007391; 0,000452, d) 34760; 7391; 452. 2. a) 2050 m, 0,755 m, 30,5m, b) 12 dag,
115 dag, 20 dag. 3.a) 7504, 30a, 10000 a, b) 0,03 m?, 6000 m?, 75 m?. 4. a) 8,5dm?,
5000 dm?, 2 dm?, b) 0,51, 1500000 1, 0,00006 I, ¢) 6000 cm?, 20000 cm?, 20 cm?,
d) 7000000m?, 0,001 m?, 70 m?. 5. a) 25002, 702, ok. 13,92, 0,022, b) 0,03 X,
450000 %2, 36 %2, 1,5, 6. 17,10zt 7.8, 1, 3, 2, =, 16, 2, 2. 8. a) -28, -12,
9, b) ~42. 72, 25 ) 3,6-+,42, d) 95, 112, J; e) 13, 3 1» f E 2, -1%, 9 1,2
0,5; -0,9, h) 0,6; -4,8; 0,2. 9.a) -115, b) -3, © -5, d 3, e) -3,5, f) ]‘L,
g) 545, h) -231, i) 0,8, j) -15,6, k) 2,82, 1) 16,25, m) 0,246, n) —0,644, o) -2

el
O]
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10. a) 52, b) -17, © -9, d) 36, e 6, f)3. 1l.a) 2, b) -2, o 13, d) -4,
e) %, f) -9.4. 12. a) Ok. 4667 krokow, b) 33 tys. zl, ¢) ok. 7,273 mld, d) ok.
3500 razy, e) 200 tys. 13. 126% t; l2§ t. 14. 11 szklanek. 15. a) 48 tyzeczek, b) %
filizanki, ¢) 12 tyzek. 16. a) 333 b) ok. 2 razy wiecej. 17. a) 25,16, b) 2,408,
c) 34,272, d) 1,52608, e) 45,2, f) 4,02. 18.a) >, b) < 0o < d < e)< f) <
20. a) Ok. 1500 km, b) wiecej niz 400. 21. Ok. 1 mln z1.

str. 35-37:  1.a) (2), b) 1 35, ¢) 65, d) 25. 2.a) 9, b) 8, ¢ 625, d) 9. 3. Tak
2. 4.3 %, b3 o d) 0,13, e) 228, f)211.35 5 a)35 b)1,5,
c) 3-2!1, 6.a) 10°' mld, b) 10** min, c) 10° bilionéw. 7. a) 250 mln, b) 39 mld,
c) 7280 bilionéw. 8. a) 3,57-10° b) 2,53-10° ) 1,3-10'°, d) 2,75-107%,
e) 1,82-10%, £ 5-10% 9.a) 4,25-10" razy, b) 10°m. 10. a) 9,927 - 10°,
b) 3,23 - 10*°, ©) 3,8125 - 103, d) 1,085 -10°. 11.a) 3+/5, b) 247, © 15, d) 12,
e) 2, f) 2,5Y7, g 3v10, h) -40. 12.a) 2\/3, b) 2\/5, ¢ 5v2, d) 6.5, e) 272,
f) 1092. 13.a) 2v3, b) 6.6, ¢ £v2, d) 6v2, e) 83, ) -12/2. 14. a) 3,
b) 2, ©) 0,8, d) I, e) 2, £) 03, g -3, h) -4, ) -1. 15.a 25, b) £, ) 2/I0.

16,a) 22, h) 2 ¢) «2 dy 20

34 )Jl

str. 40-44: 3. a) MCDXLIV, b) MMMDCCCLXXXVIIL. 4. VXLIX, XCCCXXXVI, MCXI.
5. i(@). 7.a) Nie; tak, b) tak; tak. 10. ¢, b, a,d. 11. b,c,e,d,a. 12. 5=, Bfgv g:g,
5535 3. 13.a) 2,8-107, b) 3,5-10", ¢) 2,5-10°, d) 6,1-107. 14.a) 2-10°cm
b) 3,2-10*. 15. a) 63,4142, b) 16,321, c) 2,38171, d) -8,0321. 16. a) Trzy,
b) trzy, c¢) pie¢, d) jedenaScie. 17.a) 17, 18, b) -7, -6, ¢) -3, -2, d) -15,
-14. 18. a) 378,2, b) 6,0512, c¢) 4,9725, d) 750. 19.a) 70m; 0,51 m; 0,255 m,
b) 230 cm; 7540 am; 0,22 cm, ¢©) 60 kg; 0,25 kg; 3,5kg, d) 2 ha; 200 ha; 0,0001 ha.
20. a) 0,28 2, ok. 16,7 2, 0,025 2, b) 0,36 X2, 432 X2 0,048 X, 21. a) -81, b) -2,
) -3, d) %89 e) 0,64, f) -0,6, g) —13, h) -237, 1) 3, ] —g. 22. a) -83, b) 131,
¢) 5, 3 d} —. 23. a) 36 sekund, b) 144 mmuty ¢) 3,1 godziny, d) %— doby, e) 25 mi-
nut, f) 18'3;“ Imnuty 24, a) 5 + 3, b) S4+3+3, 0 3+1, d) 3+ +5lubg+1+g.
25.a) 43, b) 55, O 55, D8 e 3 06 26 a 55. b) 21, o —;—f, d) 0,5,
e) 155. 27.a) 1,24 osoby, b) 91,44a, ¢) 350kg. 28. . 29.a) W 100Kkg,
b) 10ml, «¢) 1,35t. 30. a) 3,6 m®, b) 1,5-10" ziaren.  31. a) 3862,50z1,
b) 213,31z, ¢ 243z, d) 1669,70z. 32. =. 33. 0 1,58zL  34. 45 dag;
35 dag. 35. a) 731,52 cm x 243,84 cm; 40,2336 m X 16,4592 m, b) ok. 12 jardow;
ok. 10 jardow. 36. a) O 18 750 skruputow, b) 63,36 kg. 37. 1,35024; 1,43987.
38. a) 1,04999; 0,95001, b) 1,00499; 0,99501. 39. a) Nie, b) tak, c¢) tak, d) tak.
40. a) Nie, b) tak. 42. a) Nie, b) mniej, c) dluzej. 43. a) 28, b) 719, ¢) 17°°,
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d) 0,001. 45.a) 2, b) 216, ¢) 100, d) 27.

d) 4°. 44.a) 25, b) 0,001, ¢
48.a) 6-10", b) 8,3-10", ¢) 3-107, d) 1,9-10°. 49. 2,2144 - 10° km?. 50. a) 33,

b) 22, o BX, d) 113, e 3, f *Tf. 51. 23 i v12; 2v2)" i V32 - 2 VB - /3
i 3v/2. 52.a) 210, b) 24V3, ©) 1,46, d) 332, e) 233, f) 2¥3. 53.a) 2,

3.5 57
b) ==, ) 37

2
57
10

str. 47-49: 2. a) 1000x+5, b) 5+ 1555, © 100x+y, d) a+ m{)! e ht-, b)) g+
3.a) —4x°+x+5, b) p’+ip+4, 0 -2a°+8a’-11a, d) —2b*+b-3, e) Z,Bm*
+0,4m-5, f) -2n3+1,1n*+1,3n. 4.a) -8x-2, b)4y-10, ¢ 9x*-11, d) 0,
e) 3x, f) 6%. 5.a) X2+5x+4, b) 8x*+8x—-6, ) —x*—4x+21, d) —z?-4z+6,
e) -10k-12, f) -3ab+6b>. 6. a) x>+ 14x+49, b) 4x> —4x+1, ) 25x% + 20xy + 4y?2.
7.a) P=2ab, obwod=2a+2b, b) P=a’+b?+4ab, obwéd =4a +8b, ) P=y>—x*+
+2xy, obwod =4x+4y, d) P=3a’+5a+15, obwod=10a+16. 8.a) 1-a, b) —x,
c) 2x-y, d)-2a-1. 9.a)-42, b)-73, o 10, d) -25. 10.a) x+2,
b) x-3, ¢ 4x-20, d) 6a-1. 11.x-y. 12.a) 6;-6, b) 11;-9. 14. a) a—x
: “(a X); ;x—t——a b) b+17 lat; b+ 7 lat; b+ 12 lat; b+5 lat, b+ 22 lat;
b+4 lat; b—3 lata; b+ 14 lat, c¢) 0,6x |zl]; 2(3x-5)[zt], d) 190°-2«, e) 370°— 3¢
15. a) 3n-2, b) 45a®>-67,5a, ¢) 10,4x, d) 5-0,3x-0,25y, e) 0,1p —-0,2.

chliopcow;

str. 52-56: 1. a) Zadna, b) obie, ¢) zadna, d) 3. 2.a) x=-2, b) x=-1, ¢) x=—4
3. a)x=3- b X= i, c) x=-2,5, d) rownanie tozsamosciowe, e) x=1, ) x= —%.

4. a) X = % b) x=1, ¢ x==, d) x=-7, e) rownanie tozsamosciowe, f) rownanie
sprzeczne. 5. a) x=—%, b)) X=3.- @) xX= ?—f 6. a) x=—%, b) x=-6, ¢) x= ;,
d x= —%?—) 7. a) Nie ma, b) nieskonczenie wiele, c¢) jedno, d) nieskonczenie wiele,
e) brak, f) brak. 8. a) Brak; jedno, b) nieskonczenie wiele; brak, c) m = 5; nie.
9.a) f=2,e40, b) H=3 a+40,b#40, 9 b=2%-a,h40, d a=%, e a=2,
f)a=L-b-c,r#0. 10.a)a=8, b)a=-4. 1l.a)x=2, b)x=2, 0 x=2.
12. a) 3 cm,4cm,4cm, b) 1ecm. 13. 23zi. 14. 51 kg. 15. 222 strony. 16. 100 tys.
nudziarzy i 20 tys. fantastow. 17. 1gr. 18. 35 pokoi. 19. 8 razy. 20. 2550 zt.
21. 37 zt. 22. Nie mozna. 23. 36 cukierkow. 24. 6 lat. 25. 85am. 26. 21 0sob.

27. 32 skrzynie. 28. 18 litrow. 29. 65 jaj. 30. Kosci waza 0,25 kg, a mieso 0,75 kg.

str. 58-59: 1.a) x=4z, b)y=13, 0 t=73 d) z=23, e p=37 f)n=2%
2. a) x=—2, b) x=-5, ©=x=3, dx=-, € x=25 f)x=-8. 3.b=18.
4. a) 5 3% b) %12 5. O godzinie 23 :54. 6. 54 pracownikow. 7. 20 losow. 8. a) 9,
b) 6.
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str. 62-63: 2.a) 0,61, b) 3,9kg. 3. a) 250par, b) 810zt. 5. 10,32z. 6. O kat 11°15’.
7 1-;5 szklanki mleka, 0,75 kg maki; 150 g cukru, 3 jajka, 3,75 dag drozdzy. 8. 7 mg.
9. 64 kg. 10. Okoto 2,21. 11. Nie. 12. 60kg. 13. 27 szylingow i 6 pensow.

stir. 66-70: 1. a) -%, b) 3x2, O x%, d) -im2.  4.a) 2bc-1, b) 3x-3z,
¢) x3-x>-15x, d) 3b+4. 5.a) -1,5x+2, b)0,25x-0,25, ¢ 3, d) 2x-
—3%, e) 3x-8y, fla, g 3, h) -2p+8. 6.a) x°-5, b) 2y*+2y—3y-./3,
€ a*-+/3a++2a-6, d) =k?—-+2k+4. 7.a) x*-2y*-4x-2y-17, b) -11la+6,
) 2x2 +x+3, d) 2m?-m-3n. 8.a) 7k, b) £k, ©) 3k-10, d) sk, 9. 44> -3ab+14.
10. a) a+3b, b) a-3b. 11. W ™= przedziatach. 12. 2x(y— 1)zl 13. a) 3x+ 2 [z1],
b) -3x+42,5[zl], ©) 1,5x+5([zl]. 14. P=3a’ 15.a) P=x*+8x+12, b) P=5a+2h.
16.a) O 3t-5p)g, b) % razy. 17. 12n(g+p+1y). 18.a) x=1, b) x=3,
c) X =—i—4, d x=7. 19. a) Rownanie sprzeczne, b) rownanie tozsamosciowe,
) x=-2, d) x=5%. 20.a) x=-2, b)x=2, 0x=-6 dx=1. 22 60m°
23. 490 samochodow. 24. 600kg. 25. 12 oséb. 26. 9,50z1. 27.s=v-t, t==2

=
28.a) 2min5s, b) 6cm. 29. a) Z predkoscig wieksza niz 43,2 % b) ok. 833 razy

szybciej, c¢) predkoSc¢ sokota jest o 6 % wieksza od predkosci strzaly. 30. Predkosc
ptakow jest wieksza o ok. 24 7. 31. a) Ok. 6,55, b) 100,8 cm, ¢) ok. 1,39 —=, d) 90 7.
32. 8km. 33. Ok.45,7 5. 34.80%2. 35.Po:s. 36.0k 9min. 37.Ok.4,86 2.
38.a) x=-5,5, b)x=-2, ¢gx=3, d x=0. 39.1. 40.270cm. 41. 11 goli
42, 240 kcal; 3 g; 18 g. 43. 36 sekund. 44. Okolo 2,3 km. 45. 205 znakoOw na minute.

46. 46 km. 47. 12 myszy.

| &

str. 75-78: 1. a) Trzy, b) 30° 70° 80° oraz 40° 60° 80°. 2. a) x=30° B=48"
y=65°% b) x=65° B=30° y=25° 3.50%i50°lub 80°i20°. 4. x=15° B =155°
y=28° 5.a)P=75. 6.a)P=10, b)P=2. 7.3). 10.a) M=(3,5), N=(7,8),
K=(-5,-1). 12.a) x=115° B=100° b) x=50° B=50° <) x=50° p=130°
13. Rownolegtobok: 70° 110° 70°% 110% romb: 66° 114° 66° 114°% trapez: 50° 50°,
130° 130°. 14. 23,5; 18; 22; 11; 22. 15. a) P =4./6, b) obwod =8+/5. 16. 7,2 cm.
17. 4%. 18. P=16. 19. a) Nie, b) nie,

str. 83-86: 1.a) P=16, b) P=4, ¢ P=10. 3.a) 8P, b) 3S. 6.L. 7.a) x=10,
b) y=8, ¢) z=2/10, d) a=+2, e) b=+47, f) c=2. 8.a) AB=+61, b) AB =10,
c) AB=+/14. 9.a) 30, b)30cm, ¢) P=10/6~=24,5. 10.0k. 1,1m i ok. 1,3 m;:
ok. 1,4m; ok. 4,5m; ok. 28,5m; ok. 19,4 cm; ok. 3,8 m. 11. 12,5 mili od portu.
12. Okolo 224m. 13. Tak. 14. AC=+/2, AD=+/3, AE=2, AF =./5, AG = /6,
AH = [T, AT =22,
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str. 88-92: 1.a) x=17, b) y=+119, ¢ z=+74. 2.a) 42, b) 5.5, ©) /34.
3. Tak. 4. P=3/62cm®=~236cm=. 5.10cm. 6.36cm. 7. 6/5. 8. 9,6cm.
9.a) 6/5+28, b) /39+43, ¢) 24. 10. 233 cm=11,5cm. 11. Tak. 12. O ok. 4 cm
(2 (1 ~\/1~0,22) ~0,04). 13.a) x=2+6, b) y=+57, ¢) z=10v/2-12. 14. 8 cm.
15. Co najmniej 12 warstw. 16. P=9. 17. Okolo 3s. 18. 32cm. 19. O okolo
3cm. 20. P=48cm?.  21. 9,1 m od ziemi. 22.a) -, b) 9% cm. 23.a) x=3,

V5

b) y=2J41, ¢) z=4v11. 24.2./78m~17,7m. 25.a) 2,5m, b) ok. 2,29 m.

str. 95-96: 1. a) 76, b) dluzsza, ¢) o 2/2cm=28cm. 2.a) 2, b) 102,
c) 0 v2. 3. Druga, krotsza o 10-5+2 m, czylio ok. 2,93 m. 4. 24+122. 5. a) 6./3,
b) 22, © 1,5, d)6v2. 6.a) P=16/3cm?, b) P=25/3cm?, ¢ P=3/3cm?
dP=28cm? 7.a) L, b)P=25/3 02 8 P=25 obwéd=2 9.P=2/3+2
10. P=4/3+12.

str. 99-101: 1.a) 8+4v2, b) V3+L, ) 4v2+4. 2.a) a=4, b=23, c=25,
d=2,53,e=6,f=12,9=6, h=3+3, b)a=3,5b=3,5v3,¢c=8,d=43, e=4.3,
f=d,g=10=2. 3.8 .= b) &=, —, & =, 2 &2 242 4.a)6+25

V3! /3 Vg V3’ V3’
b)%+2, c) 33 5.x=%,y=%,z=4. 6. a) 4/2+4/3+12, b) 3.3+
+3/6+9, © 5V/2+5V3+5. 7. 8J§+%+8. 8. %. 9.a) 15m, b) ok. 462 m.

10. a) 2/3+10)cm = 13,5cm, b) 15+3V/3. 11. 0k. 29m. 12. (10/2+20)cm =~
~ 34,1 cm. 13. 30cm.

str. 104-105: 1.a) 25, b) 5, ¢ 6v2, d) 5. 2. Przez K: \/34 +4; przez L: \/29+5;
droga przez L jest dtuzsza. 3. a) 426, b) 2./58+6, c¢) 4/10+10. 4. 5; J/10;
10; 3v/2; 13. 5. P — na okregu; P, — wewnatrz okregu, P; — na zewnatrz okregu.
6. P=(4,2\5), R=(4,-2\/5). 7.A, BiD. 8.a)(10,7, b)(-2,17), © (-7,-5),
d) (-7,-9). 9.a) B=(16,11), b) B=(-15,-10). 11 a) $=(2,6),r=5, b) S=(2,3),
r=6,5. 12. S =(10,20), D =(70,40).

str. 114-118: 1. 50° 50° 80° 2. a) 60° 120° 60° 120° b) 60° 120° 60° 120°
c) 30°,150° 150°% 30°. 3. DB=3. 4.a) P=24, b) P=25%, ¢) P=27. 5. Pierwsza;
0%5. 6.2razy. 7.P=16;0bwdéd=6+25. 9.10+/3cm lub 10+/5cm. 10. 18+ 6+/3.
12. a) x=3v6, b) y=+v21. 13. 15cm. 14. v/10. 15. P=100+/2 cm? =~ 141,4 cm?.
16. 44cm. 18. P=180cm?. 19. 4/41. 20. P=270cm?. 21. /55, 3+/5, 3 ++/65.
22.a) Ok.1,74m, b) ok. 1,47m, ¢) 0,75m; 1,25m. 23. 0Ok.2,8m. 24. 100/29m =~
~ 539m. 25.20. 26.P=60;12;9% 193, 27.P=25cm? obwéd = (10v2+10) cm =
~ 24,14cm. 28. 2/3: 20. 29. a) Tak, b) nie. 30. DB=6+6+/3; P =363 + 36;
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i)

obwod =24 +12v2. 31.4v3. 32. 2. 33.a 02/2, b)o /3. 34. V4l

35. a) X = > y=-2 b x=6V2, y=12, ¢ x=12, y=12y3. 36. a) 4+2./2,

V3

b) 9+33, ¢) 4+ 15 d) 5/3+15. 37.1500mn.p.m. 38.35+3v2-3+/3. 39.P=

e e

= (20 +4+/3) em? = 26,9 cm?. 40. (12+12) dm ~ 18dm. 41. P = 232 cm?. 42, AB =
=(5-%)m=~21m 43. VA1+13;8+4v2+/58. 44. AC. 45.Tak. 46.P; iP;;

P, — wewnatrz okregu, P, — na zewnatrz okregu.

str. 122-124: 1.a) a=3, b)b=48, c)c=1, d)d=25 e)e=2,3, 1) f=400,
g) g=008, h)h=7 1)i=20, j) j=2, k) k=200, 1)I1=400. 2. a) 60%,
b) 228¢g, c¢) 24kg. 3. a) 200z1, b) 220, c¢) 4001, d) 120%, e) 20000 m = 20 km.
4. Nie. 5.1,5cm’. 6. 0Ok.22%. 7.a=4,4,b=223,c=1,8. 8. 320 0sob; 40 osdh.
9. a) 22,8 mln km?®, b) 1425mln km®.  10. a) 12,5%, b) 2,7dag, ¢ 1335 g.
11. a) Ok. 2,1 kg, b) 120 g, ¢) masa soli — 55 dag, masa wody — 4,95 kg. 12. Ok. 7%.

str. 127-129: 1. a) 2700zi, b) 450m, c¢) o 4% mniej, d) o 25% wiecej, e) 400 z1,
f) 200z1. 2.a) 1,5n, b) 0,8n. 3. a) 0,9a, b) 0,65a, c) 1,2a, d) 1,26a, e) 0,96a.
4, a) O20%, b) 1012z1, c¢) 320zt. 5. a) O 50%, b) wzrost o 360 z1. 6. Zmalafa.
7. 38492 tys. osob. 8. a) 2,3%, b) 2511,67 z1. 9. 2080 zi; 2163,20 zt. 10. a) O 20 p.p.,
b) 0 50% wiecej. 11. O 1 p.p.; 0 50% wiecej. 12. O ok. 9%. 13. 11 osob.

str. 131-133: 1. Ten drugi. 2. a) 147,60zi, b) 700 zl, c¢) netto — 300 zlI, brutto
— 369zt 3. 277778z, 22222zt. 4. 1840zt. 5. a) 25,92z1, b) 6z, c) 24zl
6. Ok. 19%; tak. 7. a) 4664z, b) 15000z1. 8. a) 3043,98z1, b) 8443,98 zi,
c) 16270,06 z1. 9. a) A: 840 talaréow, 2400 talarow; B: 750 talarow, 2700 talarow;
C: 900 talarow, 3500 talarow, b) 6000 talarow, c) 1800 talarow, d) 9000 talarow.

str. 136-139: 2. a) 6314mm, b) o okolo 7%, c¢) 736 mm. 3. a) O 3 zl; o 60%,
b) kupowac¢ we wtorek lub w Srode, sprzedawac¢ w piatek, sobote lub niedziele, c) 8 zl
na akcjach firmy A i 2zl na akcjach firmy B, d) 1250. 4. a) O 10100 osob,
b) okoto 11,5 razy wiecej, ¢) w karate, d) 25 zawodnikow. 5. ¢) Na A. Matosolnego
glosowato 441 osob, na M. Mizerie — 450 osob, d) wiecej w wielkopolskim, e) maflo-
polskie; 51 glosow, 1) liczba cztonkow THO wynosi 19274, w wyborach wzielo udzial
15419 cztonkow, g) A. Malosolny otrzymal o 1388 gltosow wiecej. 6. a) Ok. 32,8 tys.,
b) prawie 4 razy, c¢) ok. 328; ok. 27 przedstawien miesiecznie, d) ok. 178, e) o ok. 50.

str. 141: 1. a) 130z1i390z1, b) 8ti20t, ¢ 39mi9l1lm, d) 50/ 10011 1501,
e) 240 km, 360 km i 600km, f) 4 dnj, 10 dnii 14 dni. 2. a) 10cm, b) 2,24 dm.
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3. Ania — 0,25 kg, Basia — 0,5 kg, Kasia — 0,75 kg. 4. 3,75 g. 5. Ok. 158 kg.
6. 325km. 7. 10811360 1.

str. 143-145: 1l.a) ¢, b) &. 2.2 =, b 5. 3.2 1, 4,1, b 3,3, 3, O 3,3, 1,
d) 0, £, 5. 4. a) Sg tak samo prawdopodobne, b) sa tak samo prawdopodobne, ¢) sa
tak samo prawdopodobne. 5.a) 5, b) 2, 0 =, d) . 6.a) 3, b) 3, 0 ;. 7. @
i (3). 8. Np.6 biatychi 19 czarnych. 9. a) % %, b) % % 10. a) %, b) %, C) %
str. 148-156: 1. a) 200°C; 250°C, b) o0 10'%i 0 11%°, ¢) 250°C; 30 minut, d) rosta
przez 25 minut, a malata przez 1 godzine i 10 minut, e) wilaczono o godzinie 10%,
a wylaczono o godzinie 11°°. 2. a) 3m nad lustrem, b) ok. 4,5 m nad lustrem,
¢) 4,5m od brzegu basenu, d) 9m od brzegu basenu, e) 3 m. 3. a) Dorota —
4, Marek — 3—, Kuba — 4+, b) 17 punktow; 12 punktow, c¢) celujaca lub niedo-
stateczna. 4. a) 6 minut; 0,5 km od domu, b) na przystanku, c¢) 6km, d) na
trzecim, e) 3 minuty, f) 0 8%2. 5.a) 105g, b) 7,5¢g, ©) 3 lyzeczki, d) 1 lyzeczka;
97,5¢g, e) 6 minut. 6. a) Ok. 80%, b) 4 stycznia i 19 stycznia, ¢) od 11 stycznia do
26 stycznia, d) 11 stycznia, e) ok. 29 dni; 9 lutego oraz 9 marca lub 10 marca, f) od
1 lutego do 9 lutego oraz od 24 lutego do konca lutego. 7. a) 59 lat, b) Kazimierz
Jagiellonczyk, c¢) 10 lat; 20 lat, d) Wladystaw Jagiello, e) trzech, f) nie, g) Wia-
dystaw Warnenczyk, Jan Olbracht, Zygmunt August, h) 53 lata. 8. a) 152 mln km,
b) w styczniu; w lipcu, ¢) oddala, d) w kwietniu i w pazdzierniku. 9. a) W Suwatkach
1°C, w Szczecinie 2°C, b) w Suwalkach o godz. 119 i 2290 w Szczecinie o godz. 10°°
i 2490  ¢) w Suwatkach od 0°° do 11%° i od 22° do 24%°, w Szczecinie od 0°° do 1099,
d) o 1399 i 0 2199 e) od 13° do 2199, f) 5°C w Suwalkach, 4°C w Szczecienie;
o 16", g) —-4°C. 10. a) Gdynia — 17 godz., Bombaj — 13 godz., Kapsztad — 14
oodz., b) w Bombaju, c¢) tak, d) 9,5 godz., e) w pierwszej polowie roku; w Gdyni
rosnie, w Kapsztadzie maleje. 11. a) Na Wenus, b) nad Wenus na wysokosci ok.
65 km, nad Marsem na wysokosci ok. 270 km, c¢) ok. 100km, d) ok. 90km, e) do
ok. 65 km, f) najpierw temperatura spada, a od wysokosci ok. 175 km zaczyna rosnac.
12. a) 30 & lub ok. 85 X2, b) o 1km wiecej; o ok. 2 km wiecej, ©) A — ok. 60 52,
BiC — ok. 65 % 13. a) 80°F; ok. 27°C, b) 10 razy. 14. a) Na trzecim wykresie,
b) 4 minuty; 16 minut, ¢) 10 m; 7m, d) drugi wykres. 15. Azor — (C), Reksio — (A),
Burek — (B), Szarik — (D). 16. Pierwsze naczynie — (B), drugie naczynie — (D), trzecie

naczynie — ©, czwarte naczynie — @ 18. ©

str. 160-166: 1. a) 935 0sob, b) 696 osob, c¢) 79%. 2. a) Ok. 8%, b) ok. 22%.
3. DE=4, BE=2/34. 4. a) 3, b)4 punktow, c¢) 50 punktow. 5. 5 dziewczat
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i 15 chlopcow. 6. 20 g Smietany i 180 g mleka. 7. 130; 262; 33%. 8. Nie. 9. 12%.
10. O 21%; o 33,1%. 11. 2000 szelek. 12. a) O 30zt, b) 2475z, ) 3400 zi.
13. a) 180z1, b) o 191,02z1. 14. a) 811,84z1, b) 12018,41z1, c¢) 233 974,36 zi.
15. a) 4,32 z1, b) 0,75z1, ¢) 02,25zt 16. a) 86,10z1, b) 1932zt. 17. a) O 100 zi,
b) o ok. 6,5%. 18. 2,29 zt; ok. 46%. 20. a) 452 zt, b) 216,96zt, ) 1600 z1.
21. W Chinach o 18%, w Indiach o 38%. 22. a) 620 osob, b) 50 osob, c¢) 950 osab,
d) niektoérzy ankietowani wskazali kilka typow kuchni, e) 171 osob; 17,1%, f) ok. 8%,
g) 19 osob. 23. a) O 86,8g, b) weglowodany — 92,4 g, biatka — 38,05 g, ¢) tak,
d) ok. 233 g. 24. 192 dziewczeta i 240 chtopcow. 25. Marian — 4000 zi, Stefan —
14000 zt, Jerzy — 2000zL.  26. 420zL.  27. 6601 wody i 2401 soku. 28. a) -+, &,
b) =, 2. 29.a) 3, b) 5, © 1. 30.a) 3, b) 15, © =, d) 5. 31.a) Ok. 3 miesiace,
b) ok. 3 miesiace. 33. a) Ok. 8 cm, b) 7 miesiecy, c¢) 10 miesiecy. 34. a) 8 km,
b) 1,5 godziny, c) po trzech godzinach; 10 km, d) 3% 1_11;2 35. a) Ok. 80°C; ok. 5 km
n.p.m., b) ok. 95°C; ok. 70°C, c¢) ok. 2300 m n.p.m, d) miejscowosc¢ B. 36. a) —-8°C,
b) -2°C, ¢) -9°C, d) -14°C.

str. 170-173: 1.a) V=10cm?; P=52cm?, b) V=1,728cm?; P =8,64cm?>. 2. Ma
wieksza objeto§¢. 3.a) P=54, b) P=250cm®. 4. P=54,1cm?. 5. a) Nie,
b) tak. 6. 025cm. 7.a) 7,2kg, b) ok. 111 m. 8. 0,792 m® betonu. 9. 3,75 cm.
10. 1 litr; 4 razy wiecej. 12. a) P=48dm*, b) P=(18+/3+144)cm? = 175 cm?,
C) P=(48/3+108) cm? ~ 191 cm?.  13. a) V=128, b) V=28 ¢ v =543
14. a) V =67,5, P =87 +9./34, b) V =320, P =264+20/13. 16. a) V =183,
b) V=36, ¢) V=135. 17. V= (250+/3+936) cm?® = 1369 cm?. 18. V =72.

str. 175-177: 1. a) /341 v41, b)4y2, v41 i 5, ¢ 5.5, 10v2, 2+/29 i 2/89.
2.a) 10/2cm~14,1cm, b) 14cmi7vV3am~=12,1cm. 3. V=72 7. 4. Ten z pra-
wej strony. 5.a) P=144+72v2, b) P=180+36+2. 6.a) 243, b) /106,
c) 8./2. 7. a) 10/3, b) a3, ©) jest to szeScian o krawedzi % cm = 5,8 cm.
8.a) 5/2cm~7,1cm, b) va2+b2+c2. 9. 2/6lcm=15,6cmi4y/13cm = 14,4 cm.
10. V=450/3. 11.a) /6, b) V11, ¢ 33, d) v2+n2. 12.2y/41cm = 12,8 cm
i 2+/34cm =~ 11,7 cm.

str. 181-183: 1.a) 10;6, b) 8;5, c¢) 14;8. 2.a) 10; 6, b) 24; 13, c) 200; 101,
d 2n;n+1. 3.a) 10; 11, b) 30. 4. a) Tak, b) tak. 5. a) 32, b) 30, c) 19,5,
d) 123, e) 20++/34, ) 8+8v2+2V/17. 6.2, @ i(@). 7.a)12cm, b) 6cm,
c) 1dm, d) 5,8 mm.
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str. 186-187: 1. (1) Ostrostup czworokatny, (2) ostrostup prawidlowy sze$ciokatny,
(3) ostrostup prawidlowy tréjkatny, (4) czworoscian foremny. 4. a) P =64 + 3221,
b) P=180+25+/3, ¢) P=36y5+24/3. 5.a) P=144cm?, b) P=336cm?*. 6. 6/2.
7. 26 litrow. 8. 20 cm; nie; nie. 9. P =963 cm* = 166,3 cm=. 10. 8 Scian;
P =50+/3 cm? = 86,6 cm?.

str. 189-190: 1.a) V=12, B V=228 ¢ Vv=6/3. 2. aV=96cm3 b)V=
=23z cm®, ¢ V=32cm’. 3.V=4265cm’. 4.a)3cm, b) 12cm? o 12m
6. Jest szeScianem o krawedzi 2+/18 cm, czyli okolo 5,2 cm. 7. Ok. 3433 km; nie
mozna. 8. Nie. 9.V =202cm’. 10.a) V=12, b) V=4,

str. 194-197: 1. x=2V7, y=4J6, z=%. 2. v=232 3, Okolo 2186m.
4. 2/35cm~11,8cm. 5.6, 35,3/6. 6.x=222, y=2.26,z=2/13. 7.a) V=
— 61/66 cm® ~ 48,7 cm?,  b) P=8B22VI 0y2 & 917 1 em?,  ©) V=963 cm?® =
~ 1663cm3. 8 \2m~08m. 9. a)2/7, b)V=24/2, ¢ /93. 10.5cm
i 13em. 11. X — ok. 24,7m, Y — ok. 26,6 m. 12. a) /119, b) /13, ©) 4./3.
13. W ostrostupie A: /41, /41, 5; w ostrostupie B: /33, /33, v/33. 14. V =36./15.
15. a) Va =32+ 227 V; =40,5v/3+60,75v2, b) V=483, Vp =300, ©) P=276+
+12+/34. 16. 60+2.

str. 200-204: 1. 8002 cm? =~ 1131,4 cm?. 2. Objeto$¢ pierwszego graniastostupa
jest dwa razy mniejsza od objetosci drugiego. 3. a) V=75/3cm’ = 129,9 cm?,
P=(12,5V3+180)cm? = 201,7cm?, b) V=723 cm? = 124,7 cm?, P =(12+/3 + 144) cm® =~
~ 164,8cm?*. 4. V=296cm?. 5.2/3dm=~346dm. 6.a) V=54, P=62+6/41+
+6v2, b) V=48, P=74+6v41. 7. V=128/3cm?® = 221,7cm?>. 8.V =243 cm? =
~ 41,6 cm?® lub V=36/3cm? = 624cm3. 9. a) Tak, b) tak, c©) nie, dwie, d) nie,
trzy. 10. V=512/2cm?=724,1cm’ 11.2y30. 12.a) y=6+2, b) t=10+3.
13. 6./7. 14. a) Nie, b) nie, c¢) tak. 15. a) Tak, b) tak. 16. a) Nie, b) tak,
c) tak. 17. 33cm. 18. a) 18,75 cm, b) krawedz podstawy — 10 cm, krawedz boczna
— 15ecm.  19. @, 3), @ i 3. 20.P=48+36,/6+8+/209. 21.(©. 22.P-=
=2++/2. 24.a) P=(100+20+/119) cm? = 318,2cm?, b) P = (2943 +1008) cm? ~
~ 1517,2cm?. 25. Nie. 26. P=168+16+3; P=6+2+3. 27.a) 8, 10, 10, 2./34,
b) P=108. 28. Drugi. 29. V=12. 30. a) 6 razy mniejsza, b) 6 razy mniejsza.
31. a) Pola powierzchni sg takie same, b) objetosc drugiej bryly jest 2 razy wieksza.
32. 390 33.2) V=360cm? b) P =(10v265+1473 +36v17) cm? ~ 430,8 cm?.
34. a) 6v2, b4, © V7. 35.P=360. 36.P=(4+4/17) cm? ~ 20,5 cm?.
37. 221 =292 cm:; V =48+/7cm3 = 127cm3. 38.a) P=9/2, b) P=8./5. 39. a) 12,
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b) 221 40, V=B cm3~1023cm3. 41.w, z, x, y. 43.3+2. 44. 233

45. V=384. 46. P=16. 47. P=100+/14 cm? = 374,2 cm®.

str. 209-211: 7. Zylka, listek, czubek beretu, pasek, ptak. 15. a) A" =(-1, 2),
Br = (3: 5)1 C! = (_21_4)1 b) Af = (]-1_2)1 BI = (_31 _5)1 Cf = (214)- 16' a) (_5:_1)1 (_3: 1)1
(51 2)1 (41 _2)1 b) (51 1)1 (3:_1}1 (_51_2)1 {_41 2)- 18' Zd-

str. 213-215: 2. a) 4, b) nieskonczenie wiele, ¢) 1, d) 2, e) 2, f) 5. 3. Rownoboczny
— 3, rownoramienny — 1, pozostale — nie maja osi symetrii. 4. a) Wskazowka. 16 li-
ter ma oS symetrii i 4 litery maja wiecej niz jedna oS symetrii. 8. a) 2; nieskonczenie
wiele; 1, b) proste rownoleglte — nieskonczenie wiele, proste prostopadie — 4, proste

przecinajace sie, ktére nie sa prostopadle — 2. 10. 3), @), (6). 12. Ze $rodkowej.

str. 217: 5. Wskazowka. Punkt P lezy na symetralnej odcinka AB, wiec AP = PB. Jaka
figure tworza wszystkie punkty B, ktore sa odlegle od punktu P o te sama odleglos¢ AP?
8. 65°, 90°.

str. 220: 3. 105 507 25% 7. Wskazowka. Jak wyglada zbior punktow, ktorych
odlegtos¢ od jednego ramienia kata jest rowna a?

str. 222-223: 4. Ryba, czubek beretu, sptawik, haczyk, zab. 6. a) Fo, b) B.
8. A'=(1,6), BB=(-8,-3),C'=4,-2). 9.P=72cm*. 10. P=48cm*. 11. 32 cm.
12. Wskazowka. Oznacz dane punkty literami A, B, C. Poprowadz proste przez punkt A
i Srodek odcinka BC, przez punkt B i punkt symetryczny do C wzgledem punktu A oraz
przez punkt C i punkt symetryczny do B wzgledem punktu A. [Uwaga. Sa jeszcze dwa

inne rozwiazanial.

str, 225-227: 1. a) Tak, b) nie, ¢) tak, d) tak. 5. a) Tak, b) tak. 6. a) Przekatne
musza sie przecinac w polowie. 9. Proste rownolegle — nieskonczenie wiele, w po-
zostalych wypadkach — 1. 11. @, ® i @ 12. Wskazowka. Jezeli punkt kratowy
nalezy do kola, to punkt symetryczny do niego wzgledem Srodka tez nalezy do tego

kota. Oprocz srodka w kole znajduje sie wiec parzysta liczba punktow kratowych.

str. 230-232: 2. Figura 4. 3. Trapezem rownoramiennym. 4. a) Tak, b) tak,
c) tak, d) tak. 7. Gdy proste k, I, I’ sg rownolegle — na 4 czesci, gdy proste k, I,

I’ sie pokrywaja — na 2 czes$ci, gdy proste k, [ , I’ sie przecinaja — na 6 czesci, gdy
proste [ i I’ sie pokrywaja, a prosta k jest do nich prostopadia — na 4 czesci. 8. 2.

9. a) 2a, b) P=2a’. 10. a) Tak, b) nie, c¢) tak, d) nie, e) tak, f) nie,
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g) nie. 11. a) A’ =(-2,-1), B'=(-2,-4); A” =(2,1), B =(2,4), b) réownoleglobok.
13. b) Dwie, c¢) piec. 16.a) 1 lub 2, b)0O,1,2lub4, ¢ 1 1lub 2, d) 2 lub
nieskonczenie wiele, ) 1 lub nieskonczenie wiele. 18. 6 cm i 6 cm. Wskazowka.
Jaki to trojkat? 20. a) Tak, b)tak. 21.a)4i2, b)4i?2  22. Wskazowka.
<DOA=<CAO =<0AD, wiec trojkat OAD jest rownoramienny; rownoramienny jest
tez trojkat OEB.  27. Prostokatem.  28. Okrag o dwa razy wiekszym promieniu.
29. Dwie. 31. Jedna. 32. a) 2 osie; tak, b) 7 osi; nie, ¢) 10 osi; tak. 35. M =(35, 12),
N =(-15,12).

str. 235-237: 2.a) 10, b)3, ¢ 0. 7.P=6cm* 8.a) «=22° b) x=24°
c) x=65° 9.30° 30° 120°. 11.r/2. 12.15. 13.42. 14.b) a=6, b =8.

str. 239-240: 1. a) Przecinajq sie, b) sg stycznie zewnetrznie, c¢) sa roztaczne, d) sg
rozlaczne. 3.a) 11, b) 4. 4.a) 13cm, b) 3cm, ¢ 5am, d) 8cm. 5.a) 7, b) 7,
c) 2. 6. a) Sa styczne zewnetrznie, b) przecinaja sie. 7. (0,-6) Iub (0,—4), lub (0, 14),
lub (0, 16). 8. Nie. 9. 2r.

str. 243-246: 1. = 3,125. 2. 3,125; 3,14286; 3,14159; ??é 3. m= 3. 4.a) 7m,
b) 12w, ¢ 6m?%, d) 5m, e) 1,5m, f) 3, g 3, h) 3m-3. 5. a) 2m; 4m; 2,8m; =,
b) -mr: S %TT; 4271, ©€) f; #; 5; 0,3. 6. Trzeci. 8. Okolo 45cm. 9. a) Nie, b) tak,
c) tak. 10. m~3,14razy. 11.a) (m+4)m, b) 2,5m+5m. 12. 3m; 611, 47171;
47r; 61r. 13. Nie. 14. Wskazowka minutowa: 3™ m = 9,4 m, wskazowka godzinowa:
% m~0,5m. 15. Okolo 785 m. 16. Okolo 14,4cm. 17. 222% + 5308 obrotéw.

31T

18. a) 31 pelnych obrotow, b) 530 pelnych obrotow. 19. a) Obwod duzego kola jest

rowny sumie obwodoéw dwoch mniejszych két. b) r =5, r jest rowne sumie diugosci
promieni narysowanych okregow. 20. a) Mniejszego o 21T cm, wiekszego o 0,027 m =

= 27T .

str. 248-251: 1. a) 9rm; %ﬂ; ; 12, b) 917; 1,56257T; 0,2577; ”Tj 3.a) 4cm, b) 10m,
¢) 0,2dm, d) 1 km, e) %mm 4. a) Kolo, b) kolo. 5. 314 cm-”. Egipcjanie otrzymaliby
okolo 316 cm?. 6. a) Zwiekszy sie o 361, b) zwiekszy sie o 19271 (czyli 4 razy).
8. a) Okragly, b) owalny. 9. a) 647 cm?; ;1w m?; 0,0036T mm?; $7r km?; = dm?,
b) 8 cm; %T[' m; 7T mm; 2+/27m dm; 2+/3m km. 10. 5./mT. 11. % razy. 12. a) P =48,
b) P=15m, ¢) P=64m, d) P=35m. 13. Okolo 63 m>. 14. @ 36 —21, ® 24 — 411,
© 15-2,5m, @) 36-6,5m, (E) 4,57, (F) 97-9, (G 9w -18, H) 9m-12. 15. Pola
zacieniowanych figur sa rowne. 16. 4+ 8,51; 41m; 9+4,5m; 16; 2+371w. 17. T cm?;

(4 — 17) cm?; (8 — 277) cm?; (21T — 4) cm?; (87T — 16) cm?.
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str. 254-256: 1. a) 5v/5, b) 5/3. 2. a=80° 3. 90° 55° 145° 70°. 4. a) 3 punkty;
4 punkty; 6 punktow; b) 44. 5. 3. 6. Przecinajg sie. 7. 11 lub 15. 8. a) 157,
b) 2, © 2v2m, d) 32w, e)33m, f) 3V/2m. 9. Kwadrat. 10. a) 2> cm =~
~159cm, b) =m=~03m, © 2m=~13m. 11. Tak. 12. a) 40 = 125,7m,
b) 398 okrazen. 13. a) O okoto 388m, b) 0 12,7 km. 14. 400 obrotow; 25 obrotow.
15. O 201 = 63 m. 16. a) 5,51r, b) 5,5 +4. 17. a) Sa rowne, b) sa rowne.
18. 20 + 571 =~ 36 cm. 19. a) P=1,44mm?, b) P=324mwdm? c¢) P =41 cm?.
20. a) 4cm, b) P cm, © 122 m. 21. Kolo o obwodzie 8T cm.  22. Podlana.
23. P=16m cm?; P=48m cm?: P=192mr cm?. 24.a) O 12m, b) o 15 TI' c) o 157r.
25. 2,26 z1; 1,59 z1; 0,96 z1. 26. Stosunek pola kota do pola kwadratu Wynosi 2

™
27. P=8+m; P=6+1m; P=36-91m; P=14-11. 28. Propozycja Bogdana.

str. 262-264: 1. a) Na 28 sposobow, b) 1872 dzwieki, c) przez 50 dni. 2. a) Na
132 sposoby, b) na 870 sposobow, ¢) 110 liczb. 3. Na 42 sposoby. 4. Na
140 sposobow. 5. Na 72 sposoby. 6. 24 sfowa. 7. a) Na 56 sposobow, b) na
336 sposobow. 8. a) Na 25 sposobow, b) na 20 sposobow. 10. a) Na 49 sposobow,
b) na 42 sposoby. 11. a) Na 36 sposobow, b) na 144 sposoby, ¢) na 720 sposobow.
12. a) 18 liczb, 17 liczb, b) 180 liczb, 90 liczb. 13. a) 676 kodow, b) 90 kodow,
c) 15600 kodow, d) 720 kodow, e) 260 kodow, f) 6760 kodow. 14. 222 zestawy.
15. a) 13225 sekwencji, b) 13 110 sekwencji.

str. 266-268: a) i j{, =
0 5. s.a)i, mg, c)ﬁ. 6.2) 55, b) 13, O 15, d

4 499 I
9. a) 118, b) =5, © gt}, d g 83'3 10. a) 555, b) 15

b) 2, 0 5. 2.a) ¢ b 3. 3.a 1 b2

™
_—

str. 270-272: 1. Na 132 sposoby. 2. a) Na 56 sposobow, b) na 336 sposobow, ¢) na
1680 sposobow. 3. a) Na 90 sposobow, b) 720 sposobow, c¢) 30240 sposobow.
4, a) Na 400 sposobow, b) na 380 sposobow, c¢) na 6840 sposobow. 5. a) 24 mozli-
wosci, b) 72 wybory. 6. a) Na 75 sposobow, b) na 225 sposobow. 7. Na 6 sposobow.
8. a) 756 maili, b) 366 maili, ¢) 390 maili. 9. a) Na 4032 sposoby, b) na 1024 spo-
soby, ¢) na 2048 sposobow. 10. 26 liczb. 11. a) 50 liczb, b) 24 liczby, ¢) 19 liczb,
d) 12 liczb. 12. Gdy lcul jest 51. 13. Oba zdarzenia sa jednakowo prawdopodobne.
14. ;. 15. 3. 16.0 5. 17. a) l;;, b) 22, O -, d) 2. 18.a) 55, b) 32, © =
19.a) 2, b) +. 20.a) 5, b) 1; 2. 21. a) Marek — -, b) Ania — 3, ¢) Romek — <.

v pS
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