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Jak korzystac z podrecznika

W trakcie lekcji

]

Tu znajdziesz najwazniejsze wzory,
definicje i twierdzenia. I

» Pod kazdym tematem sg
umieszczone cele lekgji.

btedéw podczas rozwigzywania

- Dodatkowe informacje poszerzg
zadan.

~ twojg wiedze na dany temat.

/{# l¢
ey 0000

1. zadania o podwyzszonym stopniu 1. zadania sprawdzajgce na koniec tematu.
trudnosci.

T @ Dobre rady pomogg ci unikng¢

2. Zadania zamkniete i otwarte.

i R e e .l S e N M

2. Zadania, ktére mozna rozwigzac

z uzyciem kalkulatora.

g g g g g g g gl gl g g g g g g g

3. Zadania typu egzaminacyjnego. Rozwigzania zadan zapisuj

w zeszycie przedmiotowym.

Na koniec dzialu

b,
Powtorz wiadomosci Jum Potrenuj — zadania uzupeiniajgce

Krotkie powtérzenie catego dziatu. Zadania uzupetniajgce do wszystkich

tematow z dziatu.
A
Sprawdz umiejetnosci et

Zadania sprawdzajace z catego dziatu.
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1 s System rzymski

» Odczytywanie liczb zapisanych w systemie rzymskim

» Przedstawianie w systemie rzymskim liczb zapisanych
W systemie dziesigtkowym

Istniejg rozne systemy zapisywania liczb. W systemie arabskim (dziesigtkowym) liczby zapisuje
sie za pomocg 10 cyfr. Znaczenie cyfry w liczbie zalezy od pozycji, jakg w tej liczbie zajmuje, dla-
tego system ten nazywamy pozycyjnym. System rzymski nie jest systemem pozycyjnym. Pozwala
tworzyc liczby przy pomocy znakéw o zawsze ustalonej wartosci.

Do zapisu liczb w systemie rzymskim uzywamy siedmiu znakow: I, V, X, L, C, D, M.

t I Vv X C D M

100 500 | 1000

4

Zapisywanie liczb w systemie rzymskim

€D Obok siebie mogg sta¢ nie wiecej niz trzy jednakowe znaki: I, X, C lub M.

| II [11 X XX | XXX C CC | CCC M MM | MMM
1 2 3 10 20 30 100 200 300 | 1000 | 2000 | 3000
€ znaki V, L oraz D mogg wystapi¢ w danej liczbie tylko raz.
IV=4 LXVII = 67 DCCI = 701

€) Bezposrednio przed znakiem o wiekszej wartoéci moze stac tylko jeden znak o mniejsze]

wartosci.

e Znak I moze poprzedzac tylko znaki Vi X. IV=4 IX=9

e Znak X moze poprzedzac tylko znaki L i C. XL =40 XC =90

¢ Znak C moze poprzedzac tylko znaki D i M. CD =400 CM =900

o Znaki V, L oraz D mogg poprzedzac tylko znak o mniejszej wartosci.

VI=6 LXXI =171 DXVIII =518

L 8 ) 1. LiICZBY I DZIALANIA
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Odczytywanie liczb zapisanych w systemie rzymskim

Jezeli znak o wiekszej wartosci stoi MDCXXXI = 1631

przed znakiem o mniejszej wartosci -

dodajemy. 1000 +500+ 100+ 10+ 10+ 10+ 1 =1631
Jezeli znak o mniejszej wartosci stoi MCDXCII = 1492

przed znakiem o wiekszej wartosci -

odejmujemy. 1000 + (500 =100) + (100 =10)+ 1+ 1 =1492

— Przyktad 1.

Liczby zapisane w systemie rzymskim przedstaw w systemie dziesigtkowym.

a) MMDCLXXYV = 1000 + 1000 + 500 + 100 + 50+ 10+ 10 + 5 = 2675

M M D 1 X KXV
H) MCMXLIX = 1000 + (1000 — 100) + (70 = 10) + (10 = 1) = 1000 + 900 + 40 + 9 = 1949
M CM X IX

® Cwiczenie 1.
Liczby zapisane w systemie rzymskim przedstaw w systemie dziesigtkowym.

a) XLII h) LXXXIV ¢) DCLXI d) CMLVII =) MMDXCIX

— Przykiad 2.

Liczby zapisane w systemie dziesigtkowym przedstaw w systemie rzymskim.

a) 1558 =1000+500+50+5+1+1+1=MDLVII

M D A I D |
D) 993=900+90+3 =(1000-100)+(100-10)+ 1+ 1+ 1 = CMXCIII
CM XC I 3 A0

® Cwiczenie 2.

Liczby zapisane w systemie dziesigtkowym przedstaw w systemie rzymskim.

a) 45 ) 94 ) 986 o) 1409 e) 2793

Gospodarka starozytnego Rzymu rozwija-
ta sie bardzo dynamicznie. Konieczne byto
prowadzenie coraz bardziej skomplikowa-
nych rachunkow. Wymagato to wdrozenia
systemu liczbowego. Rzymianie opracowa-
li taki system w V w. p.n.e., opierajgc go na — | . -
systemie etruskim. Etruskowie oznaczali liczby, wykonujgc pionowe ztobienia na drewnia-
nych tabliczkach. Rzymianie do pieciu znakow etruskich dodali kolejne dwa.

)
1. System rzymski ﬂ;@j



Rozwiaz zadania |

1. Liczby zapisane w systemie rzymskim zapisz w systemie dziesigtkowym.
a) LXXXV D) LXVIII ¢) DCCXXIV o) CMXLVI
e) DCLXXXVIIL ') DIV 2 MDXCIX 1) MMCMXCI

!\) |

Liczby zapisane w systemie dziesigtkowym zapisz w systemie rzymskim,
a) 24 11 79 c) 876 o) 942
=) 684 1) 1815 212490 1) 1001

W

Poréwnaj liczby. Uzyj odpowiedniego znaku: <, > lub =.
2] 572 oraz DLXXXII 2) 2020 oraz MMXX
£} MCDX oraz 1412 © ) 1960 oraz MCMXL

4. Kosciét Mariacki w Kra kowie jest jednym z najbar-
dziej rozpoznawalnych zabytkéw w Polsce. Ottarz
gtowny znajdujgcy sie w tym kosciele jest gotyckim
dzietem sztuki stworzonym przez Wita Stwosza
w latach MCDLXXVII - MCDLXXXIX. Jak dtugo
trwaty prace nad gtownym ottarzem w kosciele
Mariackim w Krakowie?

ﬂ:: E) Informacje do zadan 5. i 6.
Ponizej podano daty kilku wydarzen historycznych.
. odkrycie Ameryki przez Krzysztofa Kolumba - MCDXCII
'I. upadek cesarstwa rzymskiego - CDLXXVI
‘11, chrzest Polski - CMLXVI
V. wybuch powstania listopadowego - MDCCCXXX
V. odzyskanie przez Polske niepodlegtosci - MCMXVIII
V1. bitwa pod Grunwaldem - MCDX

5. W jakiej kolejnosci, chronologicznie, wystepowaty podane wydarzenia i odkrycia? Wybierz
witasciwg odpowiedz sposrod podanych.

AL VLV IV S L L VL LIV, VY L VL LIV, Y S0 UL L L VLY, IV

6. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest
fatszywe.

Od wybuchu powstania listopadowego do odzyskania przez Polske niepod-
legtosci uptyneto 88 lat.

Krzysztof Kolumb odkryt Ameryke 1026 lat po upadku cesarstwa rzymskiego. F F

(10 1. LiczBY 1 DZIALANIA
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8.

Zapisz w systemie rzymskim:
liczbe minut w 9 godzinach, 2! liczbe godzin w jednym tygodniu,
| trzykrotnosc liczby CDXXXIII, '} czwartg czesc liczby MDCCXCII.

Dana jest liczba MCMLXVI. Zamien miejscami dwa znaki rzymskie w podanej liczbie, tak by
powstata liczba:

2] 02 mniejsza, 0 20 mniejsza, 1 0200 wieksza.

Znajdz czterocyfrowg liczbe, ktora spetnia wszystkie podane warunki. 72(

¢ Szukana liczba jest mniejsza od liczby MMCLXVI.

* (Cyfra tysiecy szukanej liczby jest wieksza od cyfry jej setek.

* W zapisie rzymskim szukanej liczby wystepuje dwa razy znak M.
» Szukana liczba jest podzielna przez 4,

Czy istnieje tylko jedna taka liczba? Uzasadnij swojg odpowiedz.

L
Czy liczba jest zapisana zgodnie z zasadami zapisywania liczb w systemie rzymskim?
a) XXVI ) LLX c) CCD ) DCII ) LDL
MCDVV ) MCXXX 1) VI 1) MC ) CM

Uporzadkuj liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej: XLVII, MII, CMLXXI, CDXLIV,
LXXIII.

Kuba podczas zwiedzania Zadaru
(miasta w Chorwacji) zrobit zdjecie
aparatem natychmiastowym. Na
zdjeciu uwiecznit fragment fasady
Muzeum Szkta Antycznego, na kto-
rej widnieje rok zakonczenia jego
budowy.

lle lat uptyneto od zakonczenia bu-
dowy tego muzeum do 2024 r.?

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz spo$réd oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz ([ |
sposroéd oznaczonych literami Ci D. |

W zapisie rzymskim liczby 1624 nie wystepuje znak A B .

A.C B.L

Najmniejszg liczbg zapisang w systemie rzymskim z uzyciem kazdego ze znakow rzymskich
tylkorazjest C D .

C.MCDLXVI ~  D.MCDXLIV

1. System rzymski | 11



2 = Wilasnosci liczb naturalnych

» Pojecia liczby pierwszej i liczby ztozonej
» Znajdowanie NWD oraz NWW dwoch liczb naturalnych
» Zastosowanie cech podzielnosci liczb

Do zbioru liczb naturalnych N nalezg liczby: 0, 1, 2, 3, 4, 5, ... Wszystkich liczb naturalnych jest
nieskonczenie wiele.

Wielokrotnoscig liczby naturalnej n nazywamy kazdy iloczyn
@ liczby n i dowolnej liczby naturalnej. Najmniejsza wielokrotnoscia
kazdej liczby naturalnej jest liczba 0. Kazda liczba naturalna rézna
od 0 ma nieskonczenie wiele wielokrotnosci. Jedyng wielokrotnoscig
liczby 0 jest 0.

— Przyktad 1.
Wyznacz cztery kolejne wielokrotnosci liczby 5, z ktorych pierwszg jest liczba 0.
¢ §5-0=0 ¢ J5-1=5 ¢ .5.2=10 ¢ 3.-3=13

3-3

@ Kazde dwie kolejne wielokrotnosci liczby naturalnej n roznig sie o n.

Wyznacz piec kolejnych wielokrotnosci liczby 16, z ktorych pierwszg jest liczba 0.

o

(12 1. LiczBy 1 DZIALANIA

Liczbe naturalng k r6zng od zera nazywamy dzielnikiem liczby
naturalnej n, gdy wynik dzielenia liczby n przez liczbe k jest liczbg
naturalng, np. 4 jest dzielnikiem liczby 32, poniewaz 32 : 4 = 8,




— Przykiad 2.

Podaj wszystkie dzielniki liczby 18.

Liczba 18 ma nastepujgce dzielniki:

e 1,bol18:1=18;
e 2 bol8:2=9;
e 3 bo18:3=6;
e 6,bo18:6=3;
e 0,bo18:9=2;
e 18 bo18:18=1. — 18

Podaj wszystkie dzielniki kazdej z liczb 27 i 36.
W przypadku duzych liczb nie zawsze mozna w tatwy sposob wskazac ich dzielniki. Z pomocg
przychodzi nam wtedy znajomosc¢ cech podzielnosci liczb.

Cechy podzielnosci liczb

Podzielnosc
przez Cecha Przyktad
Ostatnig cyfra Liczba 538 jest podzielna przez 2, poniewaz jej
2 danej liczby ostatnia cyfra to 8.

jest0, 2,4, 6 lub 8.

Suma cyfr danej liczby
3 jest podzielna przez 3.

Liczba 471 jest podzielna przez 3, poniewaz
suma jej cyfr, czyli4+7+1 = 12, jest liczba
podzielng przez 3.

Liczba utworzona
4 z dwdch ostatnich
cyfr danej liczby jest
podzielna przez 4,

Liczba 724 jest podzielna przez 4, poniewaz
liczba utworzona z jej dwoch ostatnich cyfr,
czyli 24, jest podzielna przez 4.

5 Ostatnig cyfrg danej
liczby jest 0 lub 5.

Liczba 1785 jest podzielna przez 5, poniewaz
jej ostatnia cyfrato 5.

Dana liczba jest po-
6 dzielna przez 2
oraz przez 3.

Liczba 432 jest podzielna przez 6, poniewaz
jej ostatnia cyfra to 2 oraz suma jej cyfr,
czyli4+3+2 =09, jest liczbg podzielng przez 3.

Suma cyfr danej liczby

Liczba 2718 jest podzielna przez 9, poniewaz

danej liczby sg zerami.

9 jest podzielna przez 9. | suma jej cyfr, czyli2+7+1+ 8 = 18, jest liczbg
podzielng przez 9.
10 Ostatnig cyfrg danej Liczba 190 jest podzielna przez 10, poniewaz
liczby jest 0. jej ostatnia cyfra to 0.
100 Dwie ostatnie cyfry Liczba 2600 jest podzielna przez 100,

poniewaz jej dwie ostatnie cyfry sg zerami.

2. Whasnoéci liczb naturalnych | 13




— Przykiad 3.
Sprawdz, ktére z liczb: 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 100 sg dzielnikami liczby 1320.

Ostatnia cyfra liczby 1320 to 0. Liczby 2, 5, 10 sg dzielnikami liczby 1320.

Liczba 3 jest dzielnikiem liczby 1320,
poniewaz liczba 6 jest podzielna przez 3.
Liczba 9 nie jest dzielnikiem liczby 1320,
poniewaz liczba 6 nie jest podzielna przez 9.

Suma cyfr liczby 1320 jest
rownal+3+2+0=6.

Dwie ostatnie cyfry liczby 1320
tworzg liczbe 20, ktéra jest
podzielna przez 4.

Liczba 4 jest dzielnikiem liczby 1320.

Liczba 1320 jest podzielna
przez 2 i przez 3.

Liczba 6 jest dzielnikiem liczby 1320.

Jedna z dwoch ostatnich cyfr 0 —f; > Liczba 100 nie jest dzielnikiem liczby 1320.
liczby 1320 nie jest zerem.

Sprawdz, ktére z liczb: 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 100 sg dzielnikami podanej liczby.
2] 468 20 2800 c) 837 ) 15300

Liczby pierwsze to liczby naturalne wieksze od 1, ktore maja
doktadnie dwa dzielniki: liczbeg 1 i samg siebie. Liczby pierwsze to:
2.3, 5,7, 11,13, 17 .«

Liczby ztozone to liczby naturalne wigksze od 1, ktére majg wiecej
niz dwa dzielniki. Liczby ztozone to: 4, 6, 8,9, 10, 12, 14, ...

Liczby 0 i 1 nie sg ani liczbami pierwszymi, ani ztozonymi.
Najmniejsza liczba pierwsza to 2. Kazdg liczbe ztozong mozna
przedstawic w postaci iloczynu liczb pierwszych.

O

i

— Przyktad 4.
Q
Przedstaw liczby 105 i 1188 w postaci iloczynu liczb pierwszych. ~!

Aby przedstawi¢ liczbe 105 w postaci iloczynu
liczb pierwszych, roztozymy jg na czynniki pierwsze.

Suma cyfr liczby 105 jestréwna 1 +0+5 =6, 1053
wiec liczba 105 jest podzielna przez 3. q % > 33 |2
Ostatnig cyfra liczby 35 jest 5, T !

wiec liczba 35 jest podzielna przez 5.
Liczba 7 jest liczbg pierwszg, wiec jej jedynym
dzielnikiemn bedgcym liczbg pierwszg jest ona sama.

Zatem 105=3-5.7.

14 1. LiczBY | DZIALANIA



Lo
1188 |2 “|
594 (2
Aby przedstawic liczbe 1188 w postaci iloczynu liczb . ’ E ; :
pierwszych, roztozymy jg na czynniki pierwsze. %&? 13 |3
11 |1
1
Zatem 1188 =2-2-3-3-3-11 =2%-3% - 11.
Przedstaw podang liczbe w postaci iloczynu liczb pierwszych. &
P
a) 77 b) 84 °) 129 d) 2160 )

Rozktad na czynniki pierwsze mozemy wykorzysta¢ do wyznaczenia najwiekszego wspolnego
dzielnika (NWD) oraz najmniejszej wspdlnej wielokrotnosci (NWW) liczb naturalnych.

Najwiekszym wspoinym dzielnikiem (NWD) dwoch lub wiecej
liczb naturalnych nazywamy najwiekszg liczbe naturalna,

przez ktérg sg podzielne jednoczesnie wszystkie dane liczby. @

Najmniejszg wspolng wielokrotnoscig (NWW) dwoch lub
wiecej liczb naturalnych nazywamy najmniejszg liczbg naturalng
rozng od zera, ktérej dzielnikami sg dane liczby.

— Przyktad 5.
Wyznacz NWD oraz NWW liczb 504 i 756.
Liczby 504 i 756 roztozymy na czynniki 50412 7562
- i T A 252 |2 378 |2
pierwsze. Jezeli czynnik pierwszy ool s [
w rozktadzie liczby 504 jest rowniez %—2 > o |5 i
czynnikiem pierwszym w rozktadzie 21 |3 21 |3
liczby 756, to zaznaczymy go tym samym 7|7 7|7
kolorem. : I
lloczyn wspolnych czynnikoéw z rozktadu NWD(504, 756) =2 -2-3-3-7 = 252

liczb 504 i 756 jest ich najwiekszym
wspolnym dzielnikiem.

lloczyn najwiekszego wspolnego
dzielnika liczb 504 i 756 oraz liczb, ktore

wystepujg tylko w rozktadzie na czynniki NWW(504, 756)=2-2-3-3.7-2-3 =

jednej z tych liczb, jest ich najmniejsza Sl A Jake
wspolng wielokrotnoscia.
Wyznacz NWD oraz NWW podanych liczb. 0
1.0
a) 24160 2) 90i 126 ©) 4202310

2. Whasnoéci liczb naturalnych | 15
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Rozwiaz zadania K=

1. Wyznacz wszystkie wielokrotnosci
2} liczby 7 mniejsze niz 50, 1) liczby 24 nie wieksze niz 144,

2. Podaj wszystkie dzielniki danej liczby.
a) 20 b) 72 c) 120 d) 139

3. Ela otrzymata piec liczb w generatorze
liczb losowych.

Ustal, ktére z wyswietlonych
liczb sg podzielne:

¢! przez4, d) przezs,
e) przez 6, f) przez9, T T W T T
2) przez10,  h) przez 100. LOSUJ

4. ustal, jaka cyfre nalezy wstawi¢ w miejsce sf, aby liczba 310 52¢f byta podzielna:
a) przez2, D) przez 3, C) przez 4, ) przez6.
Rozwaz wszystkie przypadki.

5. Podaj wszystkie liczby pierwsze:

2| parzyste, 2] mniejsze od 50, ¢ wieksze od 60ijednoczesnie mniejsze od 100.
6. Przedstaw liczbe w postaci iloczynu liczb pierwszych.
P zy P zy Q.

y & Wyznacz NWD oraz NWW podanych liczb.
2l 500210 ) 441165 ) 2881576 d) 1i1084

8. Przedstaw utamek w postaci nieskracalnej. Wykorzystaj cechy podzielnosci liczb lub
NWD(l, m), gdzie [ to licznik utamka, a m - mianownik utamka.

.} [ e —

Y %70 1 612 ! 23580

e i S e

3 TAc
0. Wyznacz NWD(a, b) i NWW(a, b) liczb a = %’f orazb = sz' 2.
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Informacje do zadan 10. i 11.

Miejskie Centrum Kultury organizuje
co trzy lata turniej tanca towarzyskie-
g0, a co dwa lata turniej tanca nowo-
czesnego. Turniej tanca towarzyskiego
odbyt sie w 2020 r., a turniej tarica no-
woczesnego w 2021 r.

10. Czy oba turnieje odbywajg sie w tym samym roku co 6 lat?
Wybierz odpowiedZ A albo B i jej uzasadnienie sposéréd 1., 2. albo 3.

A. | Tak 1. 2+3=3.

poniewaz | 2. | NWD(2, 3) = 1.

B. Nie,
3. | NWW(2, 3) = 6.

11. 1e razy w latach 2024-2030 r. oba turnieje bedg odbywac sie w tym samym roku? Wybierz
wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

A. 0 B. 1 C. 2 D.3

12. Uzasadnij, ze suma trzech dowolnych liczb bedgcych kolejnymi wielokrotnosciami liczby 2 :ff}
jest liczbg podzielng przez 6. :

1
prawdz, co umiesz!
1. Rozktad liczby 10 010 na czynniki pierwsze ma posta¢ 2 -5 -7 - 11 - 13. (E)

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposréd oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych Ci D.

Liczba 10 010 jest podzielna przez liczbe A | B | A.28 B. 35
Liczba 10 010 jest wielokrotnoscig liczby C D C.2-13 D.2-3

2. Wypisz wszystkie dzielniki liczby 163. Okres|, czy jest to liczba pierwsza, czy ztozona.

3. Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych. IﬁE\’
Wielokrotnoscia liczby 54 jest liczba
A. 2711 B.3.24 C. 3%.20 D. 185

4. Wyznacz NWD(a, b) i NWW(a, b) liczb a = 170 oraz b = 204.

2. Wiasnosci liczb naturalnych (4




Dzialania na liczbach
= wymiernych

» Pojecie liczby wymiernej
» Kolejnosc wykonywania dziatan

W zbiorze liczb wymiernych mozemy wykonywac dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie.
Dzieli¢ nie mozemy jedynie przez zero.

Liczba wymierna to kazda liczba, ktérg mozna przedstawi¢ w postaci utamka
zwyktego, czyli g, gdzie a jest dowolng liczbg catkowita i b jest liczbg catkowitg
rozng od zera. Ma ona rozwiniecie dziesietne skonczone lub nieskoriczone
okresowe, np. 0; 3; -8; —6%; 0,54; 7.(3); V100 = 10.

O

Liczba niewymierna to kazda liczba, ktéra ma rozwiniecie dziesietne nieskonczone
nieokresowe, np. v2 = 1,4142135...; 4\/3 = 6,9282032...; v/5 = 1,7099759....

— Przyktad 1.

Czy podana liczba jest liczbg wymierng? Uzasadnij swojg odpowiedz.

@) 4 jest liczbg wymierng, poniewaz mozna jg zapisac w postaci utamka zwyktego “_11_

) 3,(23) jest liczbg wymierng, poniewaz ma rozwiniecie dziesietne nieskonczone okresowe.

c) % nie jest liczbg wymierng, poniewaz /3 znajdujacy sie w liczniku nie jest liczbg catkowitg.
d) —3% jest liczbg wymierng, poniewaz mozna jg zapisa¢ w postaci utamka zwyktego (—%).

=) +/8 jest liczba wymierna, poniewaz v/8 =2 = %

Czy podana liczba jest liczbg wymierng? Uzasadnij swojg odpowiedz.

a) 76 b) —11(7) ) ? d) 8¢ e) V12
— Przyktad 2.

Oblicz.

a) 35 +(-6)

Skorzystamy z faktu, ze a +(-b) = a - b. %? 3% +(—6) = 3% -6

(18 1. LicZBY I DZIALANIA



Liczbe mieszang zamienimy na utamek
niewtasciwy, a liczbe 6 przedstawimy

6 33 _g=15_6_15_6-4_
W postaci T Nastepnie utamki | _,; 4 4 1 4 4
sprowadzimy do wspoélnego mianownika. f = % — % - _z = —25—11
Wynikiem odejmowania liczby wiekszej
od liczby mniejszej jest liczba ujemna.
b) L4l (—1—1)

12 9 4

Zamienimy liczby mieszane na utamki 1 Il Y19 19,5 _
niewtasciwe i skorzystamy z faktu, g_$> 12 ‘9 (_ 21) 129 47
ze a—(-b) = a + b. Nastepnie sprowadzimy - 19-3 19-4 5.9 57 176 45
utamki do wspolnego mianownika. 12-3 94 4.9 36 36 36
Wykonamy odejmowanie, a nastepnie % = % + % =
skorzystamy z prawa przemiennosci 19 45 45 19
dodawania: a + b = b+ a. Aby przedstawic — =736 T35 36 (‘%) =
wynik w najprostszej postaci, skrocimy _ 45 19 _ 26" 13
utamek. 36 36 336 I8

c) 12.(03
5 (25)

Liczby mieszane zamienimy na utamKki
niewtasciwe i wykonamy skracanie.

Wykonamy mnozenie, pamietajac,
ze iloczyn liczb o przeciwnych
znakach jest liczbg ujemna.

d) -5 : (-1%) : (—1@

Lllczby mieszane zamienimy na ufamkl % (_E) : (_E) _
niewtasciwe, a nastepnie pomnozymy 24 7
liczbe (-5) przez odwrotnosci utamkow _ s ( 24 ) ( 7) 3
(—E) i (—E) Wykonamy mnozenie, 387 .

24 7 324 Yk
pamietajac, ze ilo_czyn_dwéch liczb . tych =-1 (_1_) - (—Ei) -
samych znakach jest liczbg dodatnia. = PR = ) =8
Obilicz.
) 121 -3l ) L (-2 c) 12 —22 +(- d) -2 _10_(_19
a) 12 -3 ) L ( 9) ) 122 -22 +(-3) ) -1-X ( 22)
2) 2 .M f-B. (2 g) 2:19. (=31 )22 . (<122} qd
e) 2.2 -2 ( 52) g) 2:19 ( 36) ) 22 ( 153) 15

3. Dziatania na liczbach wymiernych | 19



— Przykiad 3.

Oblicz.
a) 17,62 +9,57 b) 32-8,43 c) 4,21 -2,3
| || 119, ||
(11| | | | |2 p]d|10] 4,21
[1]7]6]2] e | (213
+ 19,57 - 18,43 1 [1[2]6[3]
[2]7]1]9] 2[3]5]7 +[8[4]2
LR B LB T 9,6 8 3
17,62 + 9,57 = 27,19 32-8,43 = 23,57 4,21 - 2,3 =9,683

d) 3,26 : 04

Przesuniemy przecinek w obu liczbach o tyle

miejsc w prawo, aby dzielnik byt liczba catkowita. 326:04=326:4

|
| 8,15
| [3]2/6]:|4
—13]2]
Wykonamy dzielenie sposobem pisemnym. | 06
= 4
| 2.0
| =[:2 |
Otrzymali$my 3,26 : 0,4 = 8,15. | 0
Oblicz.
a) 2,84+79 2} 20,01 - 8,63 c) 9,22 -(-8.,5) o) 52,875 : (-1,25)
— Przykiad 4.
Oblicz.

= | HE l :
) (23)

Liczbe mieszang zamienimy na utamek
niewtasciwy. Wyktadnik potegi jest
parzysty, wiec wynik potegowania
liczby ujemnej jest dodatni.

3
p) (<11)
4

nlevietcivy vidadnik poreg et o8, (13) = (5) =()- () - (5) -

nieparzysty, wiec wynik potegowania 125 6l

liczby ujemnej jest ujemny. T 64 64
® Cwiczenied4.

Oblicz.

) (3) ) () 9 (33) ) (43)

"20 ) 1. LICZBY | DZIALANIA
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Kolejnos¢ wykonywania dzialan:

dziatania potegowanie mnozenie dodawanie
w nawiasach | pierwiastkowanie i dzielenie i odejmowanie

w kolejnosci wystepowania

— Przykiad 5.
Oblicz.
1 - - i L A ¥ s
2 (2g-1) 2 (-te) 2 (-n) 2 (m-8)
147 B 1 B 1 7 B 1. B
32 32 2 32

=2'(]§_1%)2 1_ﬂ_1_%32_1—49-4‘; 121‘Q-g—zl—l=l-1=[}‘

117 P T “ 910 132 49,
32 3 32

® Cwiczenie 5.

Oblicz.
1 3 . 2 1.9
a) (V4-3)* b) I3 -(275) o) 70 - 2 9) d) U35 iy
% NE) 2,52+3;—§ (_,1% .3)3

.F_‘./

Rozwigz zadania s

1. Czy podana liczba jest liczbg wymierng? Uzasadnij swojg odpowiedz.

a) 1 b) /168 c) v-125 d) 2,009)
2. Oblicz.

a2y 7l _13 4 _ (53 v _s_11 . (_1l1

-~ W) B (26) -5 111+(33)

7 3 7. V(13 (1LY . (—102

d) 15 (_31_?) €) _11_3 R f) (15) ( 124) ‘ ( 125)
3. Oblicz.

a) 12,1+9,29 h) 36,71 -29.15 c) -5+1,732 d) -781-13,9

e) 25-52 f) -6,3-192 g) -20 : (-0,16) h) 47,32 : (-2,8)

4. Bruno kupit na Festiwalu Czekolady tort. Siostrze dat 0,25 tortu, dla rodzicow przeznaczyt po
% tego, co pozostato. Reszte tortu zostawit dla siebie. Ustal, kto otrzymat najwiekszy kawatek
tortu.

3. Dziatania na liczbach wymiernych




5. Zosia jedzie do szkoty metrem przez % h. Zaktadajac, ze Zosia jedzie juz metrem od 15 min,

uzasadnij, ze jej podroz bedzie trwata jeszcze % h. Przyjmij, ze nie wystgpi zadne opoznienie.

6. Dany jest trapez rownoramienny, ktérego podstawa a ma dtugosc 3.4 cm. Podstawa b jest
krotsza o 1% cm od podstawy a. Wysokosc tego trapezu stanowi 2—‘; dtugosci jego krotszej
podstawy. Wykaz, ze pole tego trapezu wynosi 0,(8) cm?.

7. Poréwnaj liczby. Uzyj odpowiedniego znaku: <, > lub =.

':' (%)2 ! (_12_5)2 b) (%)4 i (__; )3

8. Oblicz.

2 p 2,::1,+1i—1-(41)2
)/
1. oblicz.
d) (25): (H45) 2 € 6-(-192)+(37) ) 23536 : (0.52)

i E 2. Pola chce kupi¢ mate do tanczenia. Udato jej sie zaoszczedzic¢ 150 zt, ale % oszczednoSci
wydata na bilet do kina, a % kwoty, ktora jej pozostata, na butelke filtrujgcg. Cena maty do
tanczenia wynosi 95 zi.

Czy oszczednosci, ktore pozostaty Poli, wystarczg na zakup maty do tanczenia?
Wybierz odpowiedZ A albo B i jej uzasadnienie sposréd 1., 2. albo 3.

1 _
A |7Tak 1. 125 - 5 23229y,
poniewaz 2. | 125-30=095.
B. | Nie, 3. | 125. ‘g ~ 100 > 95,

7Y
(8,?5 " 4@) . 0.4

()

3. Oblicz wartoé¢ wyrazenia:

122 | 1. LICZBY | DZIALANIA



4 Dzialania na potegach
= 1plerwiastkach

» Wiasnosci poteg
» Notacja wyktadnicza

» Wiasnosci pierwiastkow

1

Potega
o wykladniku naturalnym

at=a-a-..-adlan>?2
nczynmkﬂw
a'=a , a’ —1 ai{)

Iloczyn i iloraz poteg o tych
samych wykladnikach
=(a-bdlaa=0,b%0

10*-3* = (10 - 3)* = 30¢

i

@ :b=%=(4) =(@:bydaaz0,b=0,

bfi.

(0,64)° : 4° = (0,64 : 4)° = (0,16)°

— Przyktad 1.
Zapisz wyrazenie w postaci jednej potegi.

a) 64-63=§-6-6-§-§-6-Q=64+3=6T
4czy'nniki 3cz_\,;nniki

19 510 519

b) 10°:2°=(10-10-10): 2-2-2) =
{;)( ) =74 .74 = A+ = 8

@® Cwiczenie1.

Zapisz wyrazenie w postaci jednej potegi.
a) 8'0.8° b) 1220 12

2.2 -

c) 56.46

Dzialania na potegach ;

Iloczyn 1 lloraz poteg
o jednakowych podstawach
sarsa dlaaso

5_52=51+2=53

a™ _
:::1”=E=f:1"'1 "dlaaz0, mz=n

(2 4)5 (2 4)3 = (2 4)5’3 = (2 "-'*)2

Potegowanie potegi

mhdlaa=z0

(122) =107 4= |28

n - liczby naturalne

=5.5.5=5°

d) 307 : 37 e) (95

4. Dziatania na potegach i pierwiastkach :'_




— Przykiad 2.

Oblicz wartos¢ wyrazenia.

L, 3.3
R

Przeksztatcimy licznik utamka, korzystajgc
ze wzoru: a™ - a" = a"*", oraz mianownik,
korzystajac ze wzoru: @ : a" =a" ™ ".

32 _34 _ 32+4 _ 3(‘}
P~ e

il

Skorzystamy ze wzoru: “—ﬂ =a" ",

1
8
i 0 '(ﬁ)

@) -4

Przeksztatcimy licznik utamka, korzystajgc
ze wzoru: a" - b" = (a - b)". Liczbe 4

w mianowniku przedstawimy w postaci
potegi liczby 2.

Skorzystamy w mianowniku ze wzoru:
(a@™)" =a™ ", a nastepnie ze wzoru:
am . d‘l — an'1+l1

fi
Skorzystamy ze wzoru: & = g™ ",
(F]

Oblicz wartos¢ wyrazenia.

(1,2)2 . (10}2 b) |:(2 )7 : ( 2)5]3 ) (5 . 52)2 d) (73 LA 75)4

Notacja wyktadnicza

Notacja wyktadnicza pozwala nam zapisywac duze i mate liczby w czytelny sposéb, umozliwiajacy
tatwe ich porownywanie.

Liczbe dodatnig @ mozna przedstawi¢ w postaci notacji wyktadniczej, czyli
a=k-10"

gdzie k jest liczbg mniejszg od 10, ale nie mniejszg od 1, natomiast »
jest liczbg catkowita.

Dla dowolnej liczby a # 0 oraz dla dowolnej liczby naturalnej n
prawdziwy jest wzaor:

(24 1. LiCZBY | DZIALANIA



— Przykiad 3.

.. Podane w tekscie wielkosci przedstaw w notacji wyktadniczej.

e e

5 cyfr 5 zer wyktadnik
rowny 3

190 000 kg = 1,9 - 100 000 kg = 1.9 - l[ﬁﬁkg

— . — . 3
2700 kg = 2,7 - 1000 kg = 2,7 - 10 .‘kg

sSwiecie jest ptetwal btekitny. rowny 3
Moze on osiggng¢ mase nawet |

. [ S, T — L — — - _3
190 000 kg. Jego jezyk wazy 0,2()35 kg=2,5 0,29_1‘ kg=2,5 T kg=25-10 .\kg
okoto 2700 kg. - .

e _ . Przesuwamy 3 miejsca wyktadnik
Najmniejszym ssakiem swiata przecinek po przecinku réwny -3
jest ryjowek etruski. Masa o 3 miejsca

W prawo.

jego ciata to zaledwie okoto
0,0025 kg.

. Podane w tekscie wielkosci zapisz bez uzycia notacji wyktadniczej.

1,88 - 10° cm = 1,88 - 1000 cm = 1880 cm
——
3 zera

1,36 - 10* kg = 1,36 - 10 000 kg = 13 600
Najwiekszy osobnik rekina g | g kg

wielorybiego - najwiekszej ryby zela
$wiata - mierzyt 1,88 - 10° cm.
Masa ciata rekina wielorybiego 1.4-102 m=14- # m=14-0,0l m=0,014 m
siega 1,36 - 10* kg. 2 m?;jsca
Z kolei babka filipinska, czyli po przecinku
najmniejsza jadalna ryba na
$wiecie, osigga do 1,4 - 10? m
dtugosci.
.. Zapisz liczbe w notacji wyktadniczej.
2 8000 000 D) 327 000 ©) 0,00035 ¢} 0,00101
.. Zapisz liczbe bez uzycia notacji wyktadniczej.
a) 1,7-10° b) 1,034 - 10* c) 38107 d) 9,99 -10°°

4. Dziatania na potegach i pierwiastkach | 25



* Dzialania na pierwiastkach {

va=b,gdyb>=adlaa>0,b>0. Ja=b,gdyb’ =a.

Potegowanie pierwiastka

(vaf =vVa2=+/a-Ja=adlaa>0 (Va) =V = Ya- Ya- Ja=a
(VI =V =Vi-\/1=1 (¥10)’ = V10° = /10 - /10 - /10 = 10

Mnozenie i dzielenie pierwiastkow

Ja-Vb=va-b
V3-V9=+v3-9=v27=3

va-vb=+va-bdlaa>0,b>0
V2-4/8=12-8=+/16=4

a

va_ Ja ) V2 _ /2 dlab#0
ﬁ_\/;d|aa;0,b>0 V5

/50 0 _./3 V32 32 3
i _—— 5=5 -————:3—= —
75 V5 = V25 7 = =v8=2

Mozemy zredukowac tylko te pierwiastki, ktére
sg tego samego stopnia i majg te samg liczbe
podpierwiastkowa.

5v2+v2 42 =612 -4v/2

— Przykiad 4.

Oblicz wartos¢ wyrazenia.

f.‘_

F..

26
\'%!‘"-- -4

a) (V10)’ = V10% = v/100 = 10

e) YO _ /100 _ \/g=9

L) . LICZBY | DZIAEANIA

e

b) (\3/?)3=W=\3734—3=7
d) V3. J4=32.4=8=2
3

Y56 - /36 = Y5=2

.-'_;': %
1)

V25 25 Y7
® Cwiczenie 4.
Oblicz wartos¢ wyrazenia.
a) (V15)* b) (V=7 c) V327
) V48 ) Y. 3 [y V625
d) e) V12 +/18 T)
V3 5



— Przyktad 5.

Sprawdz, czy warto$¢ wyrazenia /144 + /25 jest réwna /144 +25.

Obliczymy /144 oraz v/25. V144 =12,+/25=5

V144 +25 = /169 = 13

Obliczymy /144 + 25.

Otrzymali$my /144 + /25 = 12+ 5 = 17 oraz v/144 + 25 = 13, wiec /144 + /25 = \/144 + 25.

Uzasadnij, ze v/25 — /16 # v/25 - 16.

— Przyktad 6.

Oblicz wartos¢ wyrazenia.

=) —\’/E ’ VE

T 2v/3-4/3

Przeksztatcimy licznik, korzystajgc ze wzoru:

va-v/b=+/a-b.W mianowniku wykonamy %9 2@.—\/\% _ \/j? _ v\/l’?
12

odejmowanie, pamietajac, ze 2a —a = a.

.Va _ Ja vI2 _ (12 _ /7o

Skorzystamy ze wzoru: T \/; : 5 3

b) v3 (\/2_7 — 4\/5)

Sposob | V3 - (\/2_7_4\/5) =

Pomnozymy jednomian /3 przez kazdy =v3-V27-v3-4/3 =

sktadnik sumy algebraicznej. Nastepnie =l T — A B A

skorzystamy ze wzoréw: \/a- Vb =+va-b A g

oraz \/a-va=(ya) =a. =Bl /3] =
=9-4.3=9-12=-3

Sposob Il
Wytgczymy czynnik przed znak pierwiastka. %? V27=v/9-3=v/9-1/3=33

V3(V27-4V3) =
=v3(3V3-4/3) =

Wykonamy odejmowanie w nawiasie.

- V3 (-V3)

S ) N B
Skorzystamy ze wzoru: v/a - \/a = (ﬁ)z =4 ( " )

=-(V3f =-3
Oblicz wartos¢ wyrazenia.
a) V5125 b) 3V71-27 c) 216 d) —v8(3v2+V8)

V1 V2

4. Dziatania na potegach i pierwiastkach v &



Przeksztatcenie wyrazenia, tak aby w mianowniku nie wystepowat niewymierny
pierwiastek, nazywamy usuwaniem niewymiernosci z mianownika.

— Przyktad 7.
. 12 _ 443
Uzasadnij, ze = ,
J 73 -
Przeksztatcimy lewg strone wyrazenia, 12 _ 12 V3 _ 123 _
tak aby w mianowniku nie wystepowata BB W OB B8
liczba niewymierna. Pomnozymy licznik _1V3 _ 43
i mianownik utamka przez v/3. TR 7
. 12 43
Zatem wykazalismy, ze = :
| Wy y 37T
® Cwiczenie7.
coso 20 44/5
Uzasadnij, ze = ;
h 3T 3
Rozwigz zadania Jam
1. Przedstaw wyrazenie w postaci jednej potegi.
a0 iy ) 7. 4 oy B)° AV —18MI0 . 1500 - 1803
) (3) (3) h) (0,2)-(0,2)* - 0,2 Bl o 1) (=150)' : 150° : 150
) (LY. 548 F) (16012 - (—13)12 o) (—53)!! h) ((—162Y"Y
(6) 24 ) (-169)12 : (=13) g) (-5 (( 15))
2. Oblicz.
) 2 1 3 1 3 ) 1 2
L7 (7) Ly (10°-10°: 107 (- (05 NCROES)
v e 1003 64 - (22 2) 81 : (92 : 32)
3. Przepisz przyktad do zeszytu i wstaw w miejsce ¢ odpowiedni wyktadnik.
a) 3,2-10%= 320 000 b) 2,2 - 10%= 220 000 000
¢) 1,051 - 10"=0,1051 d) 1,23 - 10" = 0,000123
4. oblicz.
a) V2.3 1/3% : 1/2% 13/1— 1/_— d) 4024032
) (V18) f) (V11§10 g) vV2-2-16 h) —v/=4.16:27
5. Usun niewymiernosc¢ z mianownika.
V3 IRV T 53 335

Fa Y
Fo i %

- C
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%,b:%,c:S(\/_) d= \/_,e—x/OS F=1/(v3 UpnrzqdeJ

liczby: a, b, ¢, d, e, f od najmniejszej do najwiekszej.

Dane sg liczby: a =

Oblicz.
W g sy 9% 1812 25 (72)2 L §10, 912
U= - = 49 - (512 -2) O T
Wskazowka: 3° +37 =3°-1+3°-32=3.1+3.9=3.(1+9) =3 10.
Oblicz.
4y 118 11° R G o (@2-4) gy 327
. e Bl 5% (L iy el L F - 93 . (-81)?
Czy potowa liczby 4* jest réwna 2*? E
Wybierz odpowiedz A albo B i jej uzasadnienie sposrod 1., 2. albo 3.
1 (1)‘* =
A. | Tak, 2) 16
8
poniewaz | 2. 25 =127,
B. | Nie, 4
3| (3) =2
2
Oblicz.
2y 3V2-2v2 Ly 3V27-V3 2 IV54+/12 7332 - /256
V2 AT - Y250 27/4000

./"-- "'\‘l

Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest *E

L.

fatszywe.

Wyrazenie 12v2 mozna zapisac w postaci M. P F
5V6 5
Liczba 0,0000743 zapisana w notacji wyktadniczej ma postac 0,743 - 10*, P F

3 10542 .. 007 £19°
3

Uzasadnij, ze wartosc wyrazenia jest liczbg czterocyfrowa.

4. Dziatania na potegach i pierwiastkach T 29



Liczby 1 dzialania

Powtorz wiadomosci

Dlaa#01b =0 prawdziwe sg rOwnosct:

am - a® = am+n - am-nl m=n

g
a’

a - b = (a- by 93:(-‘1)"

(am)“ = gmn

PlEIWlaStkl
(vVa)’ =va® = a-a=adlaa:0
Va-vVb=+va-bdlaa>0,b>0

Va a
Y~ = ./=dlaa>0,b>0
Vb b

Ja-Vb=va-b
E_aﬂ
o bdlab#[]

Cechy podzielnosci liczb

Liczba jest podzielna przez

e 2,jeslijej ostatnig cyirg jest 0, 2, 4, 6 lub §;

e 3,jesli suma jej cyfr jest podzielna przez 3;

® 4,jesli liczba utworzona z dwaoch jej ostat-
nich cyfr jest podzielna przez 4;

Kolejnos¢ wykonywania dziatan

L_ ., ll. potegowanie

) ' |. dziatania w nawiasach |
AV ¥ 110 - ‘2/
10- (2,8 - 24)2 _ 1o (0,4) wqm
—2 +1=
13 13 8
5 5

IV. dodawanie i odejmowanie w kolejnosci wystepowania J

30 1. LICZBY | DZIALANIA

PODSUMOWANIE DZIALU I

System rzymski

I | Vv X L|C| D M

1 5 10 50 | 100 | 500 | 1000
MDCXCII = 1692
__mwy S
' Najwiekszym wspolnym 30 | 2
dzielnikiem (NWD) dwoch 15 | 3
lub wiecej liczb naturalnych 515
nazywamy najwiekszg liczbe L
naturalng, przez ktorg sg 9|2
podzielne jednoczesnie 21 | 3
wszystkie dane liczby. 71 7
NWD(30,42)=2-3=6 1

Najmniejsza wspolna wielokrotnoscig
(NWW) dwoch lub wiecej liczb
naturalnych nazywamy najmniejszg
liczbe naturalng, r6zng od zera, dla ktorej
podane liczby sg jej dzielnikami.
NWW(@30,42)=2-3-5-7=210

e 5,jeslijej ostatnig cyfrg jest 0 lub 5;

® 6,]esli jest podzielna przez 2 1 przez 3;

e 9,jesli suma jej cyfr jest podzielna przez 9;
® 10, jesli jej ostatnig cyfrg jest 0;

® 100, jesli jej dwie ostatnie cyfry sg zerami.

_lll. mnozenie i dzielenie w kolejnosci wystepowania |

16v/3 e "2
+l==:=-+1= +1 +1l=1+1=2
10 " 5 ISTR?

= ‘21 '__,I\



Sprawdz umiejetnosci

1. Przerysuj tabele do zeszytu i jg uzupetnij.

System dziesigtkowy o8 ([EIXEEH| 1976 |RRBETEEE|  2mo

2. Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedzZ sposréd podanych.
Na osi liczbowej najblizej liczby 250 znajduje sie liczba
A. CCX B. CXC C. CCLXXVI D. CCXV

Lo e W S W W W e W S W W S W O S W N S W S e W S S S S S S S S S S W S W W S o S S S W o W S S G S e W S W SF o N

3. Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowied?
sposérdd oznaczonych literami C i D.

Liczba 22 074 jest podzielna przezl A B.| A.3 B. 4
Liczba | C | D |jest dzielnikiem liczby 440 178. (.6 D.9
4. Wyznacz NWD oraz NWW podanych liczb.
a) 15i60 n) 72108 £ 1401630 d) 204255

B ™ o L o S NI o M o NP W S P o W WP S e W N o W o W e W N VA o W W N W WU o NP W WP S W W B o W W N W B e W W W N e O e WP o W e

5. oblicz.

1 5 3 4 5 5
a) 53+27 b) 2010 65 c) 36 146

2 44 (] “10-43 _ (.~ L sl Yool g8 Y s 5l
d) 321 +142+( 66) ®) -10 47 ( 214) f) ( 103) ' ( 69) '216
g —4% . (—11%) : (—-14) h) 4,93 +16,79-(-3,7) i) =20 . (-0,35) - (-5,6)

6. Na ilustracji przedstawiono kursy wymiany

walut. K A N T O R

ry doby pokdj w hotelu w Amsterdamie.

Doba w wybranym przez nig hotelu = USD -
: : ) —— g 4.40 zt

kosztuje 52,50 euro. Sprawdz, czy pani (dolar amerykanski)

Maria zaptaci za wynajecie pokoju na EUR

cztery doby wigcej niz 1000 zt. - (Buto) 4,75 zt

%) Pan Roman chce wynaja¢ pokdj w ho- <1 GBP |
telu w Nowym Jorku. Doba w wybra- m (furit brytyjski) 5,28 zt
nym przez niego hotelu kosztuje 83 do-

lary amerykanskie. Ustal, ile d6b moze o
spedzi¢ w tym hotelu pan Roman, jesli W W (korona duriska)

dysponuje kwotg 2000 zt.
Podsumowanie dziatu | .




7. Oblicz.

1V, 3
a) 32 (—%)3—2,4 : (0,4) b) (_14) il

(1-3)

L T R T R T R L o S T N

8. Przedstaw wyrazenie w postaci jednej potegi. ( 1)12 ( 3)12
Eﬁ' 14_!'. 2\ . 0 ~3 32{].([},6)29 2"5' ! '"65
) (2) (2) 5 Wy ewe ‘) 16 : (22) < ((1)“)5_1
3 3

B L I R T T R R I T T L T T T T T L T T T R e .

9 Zapisz liczbe w notacji wyktadniczej.

a) 1900 000 2} 13 010 000 <1 0,00007 ¢} 0,0000103
Informacje do zadan 10. i 11. Pierwiastek chemiczny Temperatura wrzenia
Temperatura wrzenia wody wy- Wesiel )
nosi 100 °C. W tabeli podano tem- egiel [C] 3852 °C
perature wrzenia poszczegdlnych ZHoto [AU] 2700 °C
pierwiastkow chemicznych.

Rtec [Hg] 356,7°C

10. Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposréd oznaczonych literami A i B oraz odpowied?
spos$roéd oznaczonych literami Ci D.

Temperatura wrzenia ztota zapisana w notacji wyktadniczej wynosi A B .

A.2,7-10*°C B.2,7-10° °C
Temperatura wrzenia rteci zapisana w notacji wyktadniczej wynosi EE
C. 35,67-10°C D. 3,567 - 10° °C

11. 1e razy nizsza jest temperatura wrzenia wody od temperatury wrzenia wegla? Wybierz
wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

A. 3852-10 5. 3,852-10 C. 3852107 D. 3,852 - 10
12 Sprawdz, czy liczba ”\/_ jest liczbg wymierna.
13 Oblicz.
V14% (V8- /32
a) V32 V8 ) \/13% : \/g ) v-5-v00128  d) ((";\/;)3‘/")
2
14. Uzasadnij, ze wartoé¢ wyrazenia
a) 20v2 jest 4 razy wieksza od /10, b) 6v6 jest odwrotnoscig liczby ‘/—

V5 5V/3

. . LICZBY | DZIAEANIA




[
Potrenuj — zadania uzupeiniajace -

1. Grecki uczony Tales z Miletu urodzit sie w DCXXV r. p.n.e. Mikotaj Kopernik - prawnik, astro-
nom, matematyk - urodzit sie w MCDLXXIII r. n.e. Oblicz, ile lat p6Zniej urodzit sie Mikotaj
Kopernik niz Tales z Miletu.

Wskazéwka: Po 1 r. p.n.e. nastapit 1 r. n.e. llustruje to ponizsza o0$ czasu.

| 4| 4 4

1rok 1 rok 1 rok

2 Czy liczba 45 684 jest podmelna przez 127
Wybierz odpowiedZ A albo B i jej uzasadnienie sposrdd 1., 2. albo 3.

A. | Tak 1. | suma jej cyfr jest podzielna przez 3.

poniewaz | 2. | 84 jestwielokrotnoscig liczby 4.

B. | Nie, 3. | jest podzielna przez 3 i przez 4.

L e, W N W T, N T, W N T N e W S S N S W NS NS W W W NS S o N WS SR NS NS NS o WS SR NS NS WS W SR NS NS e WS o W SR SSN o NS WS W WS NS NS

3. Bruno zapisat za pomocg cyfr: 0, 1 i 2 wszystkie mozliwe liczby trzycyfrowe.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedZ sposréd oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
spos$réd oznaczonych literami Ci D

Liczb podzielnych przez 5 jest A | B razy mniej niz liczb parzystych.

A. dwa B. trzy

WSsréd wypisanych liczb jest| € | D liczb bedgcych wielokrotnosciami liczby 4.
C. piec D. szes¢

4. pane sg liczby:a=102+2,b=10-1,¢c= 10" +4, d = 10" +5.
Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Liczba, ktora nie jest podzielna przez 3, to liczba
A. a B. b C. ¢ D. d

L e R W e N W o S W e N SR W W e N e W NN NN WP S W N NG W N e N e MU i N i N o N e N o NI o N N o N
5. Dane sg liczbym=16-3-11orazn=4-9-22. Oblicz NWD(m, n) i NWW(m, n).
L e W W W W e O W W W W W e W OB o W W e S W e O W e W S e e O o W e S e O e W B o W e W W W W W W O e W e W W e P WS e W e W W W C o W e W S

6. Liczby x i y sg liczbami naturalnymi réznymi od 0 oraz x # y. Najwiekszy wspdlny dzielnik liczb
x iy jest rowny 1. Uzasadnij, ze tylko jedna z tych liczb moze by¢ parzysta.

e R A e S W W

7. Podaj przyktad liczby niewymiernej, ktéra jest
a) wieksza niz 2+v/11, ) wieksza niz 5, ale mniejsza niz 4v/2.

Podsumowanie dziatu | .



8. w trapezie rownoramiennym jedna z podstaw ma dtugosé 1% dm, druga podstawa jest trzy
razy krotsza. Wysokos$c tego trapezu stanowi 200 % dtugosci jego krotszej podstawy.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest

fatszywe.
Pole tego trapezu jest réwne 64 ¢cm?, P F
Ramie tego trapezu ma dtugosé —¥= 4‘/_ P F

L S WP W S T S W S s S S SN S S i W e S s O S W e S NS e S s W i W e S S N g S i S S e S NS e S W s S s S S i W i S S NS i S e E i W W e NS i S e W i W W e S i S i S S

3
0. Uzasadnij, ze liczba spetniajgca réwnanie: 4% - (-0,25)% = (—i) *x—% ma rozwiniecie dzie-
sietne skoriczone. |

T R e T e

10. oblicz.

ol (\/1_1)2-1213-(13312)3 b)( 272.;493)4 &) (65+64)-(6“):
(nvir) - 121’ A 2°- [-1-(-8)]

B T T R N . .

11. Dokoricz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Pole powierzchni réwne 12,5 km* zapisane w metrach kwadratowych w notacji wyktadni-
czej ma postac

A. 1,25-10° m? 2. 1,25-10* m? C. 1,25-10° m? 0. 1,25-10" m?

A W T W W W o WS S W WS o S aa WS S SN g S W W e T e S g S W W e S i W e S e W W S W g S e S e W W W S I, S W WU g W aie TS W W W W e Sy W W

12 Swiatto porusza sie w prézni z predkoscig 3 - 10% m/s. Oblicz, jaka droge przebedzie Swiatto
w przestrzeni kosmicznej w ciggu roku nieprzestepnego. Wynik podaj w metrach i zapisz
go w notacji wyktadniczej.

13 Uzasadm}, ze
a) kwadrat wartosci wyrazenia (v5+1) - (v/5-1) jest wielokrotnoscig liczby 8,

1) warto$¢ wyrazenia (v3+v/2) - (V9 -v6+V/4) jest liczba pierwsza.

o R e T T i i i R R T i T e R R i ™ T, S A i M W W T o N

14. ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli

jest fatszywe.
Liczba 294 jest 0 50 % wieksza od liczby (v/14)". P £
Wartos¢ zenia [ &F ‘/&
wyrazenia 5 jest liczbg wiekszg od liczby 1,5. P F

. . LICZBY | DZIAEANIA
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1 m Zbiory na osi liczbowej

» Obliczanie odlegtosci miedzy punktami zaznaczonymi na osi
liczbowej

» Zaznaczanie na osi liczbowej zbioru liczb spetniajgcych podany
warunek

» Zapisywanie warunku, ktory spetniajg liczby zaznaczone na osi

Kazdemu punktowi zaznaczonemu na osi liczbowej odpowiada liczba, ktérg nazywamy
wspotrzedng tego punktu,

Y i ™
I' Odcinek "

jednostkowy to ‘
\ odcinek od 0 do 1.

I I | I I : : | I I # I I | I I i —
-6 —3 0 1 3 6 9 12
Wspohzedna punktu A (pnczqtek GSD Wspo%rzedna punktu B ( zwrot osi )
jest rowna (-3). JESt erna 5
A=-3

Odlegtos¢ miedzy liczbami a i b na osi liczbowej, gdzie a < b, jest rowna roznicy
b-a.
Np. odlegtos¢ miedzy liczbami (-5) i 3 zaznaczonymi na osi liczbowej jest rowna:
3-(-5)=3+5=8.

— Przyktad 1.
Oblicz odlegtosc na osi liczbowej miedzy podanymi liczbami.
a) 23i31
31-23=8
Wieksza z liczb to 31, zatem od liczby 31 . ,

a i . H
odejmiemy liczbe 23. . P
) -7i-1

~(-T)=-1+7=6
Wieksza z liczb to (-1), zatem od liczby — | * 1
(-1) odejmiemy liczbe (-7). Y ~— 5 - r v 0 1 ]

.36 11 UKLAD WSPOERZEDNYCH



c) 3i2

2 (3)=2+3=5

Wieksza z liczb to 2, zatem od liczby 2

odejmiemy liczbe (-3). —3 3 —r
Oblicz odlegtosc¢ na osi liczbowej miedzy podanymi liczbami.
a) 54i37 D) 6i-21 22 i 14

Przykiad 2.

Wyznacz wspoétrzedng punktu zaznaczonego na osi liczbowej.

A
; } I I — I
30 120

1
]

|
T -

Odcinek o koncach w punktach o wspotrzednych 301 120 zostat podzielony na 6 rownych czesci.

Obliczymy, jaka dtugosc¢ ma kazda z tych
czesci.

120-30 _ 90 _
z _6_15

+15 +15 +15 +15 +15 +15

30 45 60 75 90 105 120

Zaznaczymy brakujgce wspotrzedne
punktow na osi liczbowej.

Zatem A = 90.

* =z

-3 -2

Odcinek o koncach w punktach o wspotrzednych (-3) i (-2) zostat podzielony na 5 rownych czesci.

Kazda z tych czesci ma dtugosc 2 ~5(—3) = _2;3 = % = % = 0,2,

+0,2 +0,2 +0.2 +0,2 +0,2

3 28 26 =24 =22 2

Zaznaczymy brakujgce wspotrzedne
punktow na osi liczbowej.

-
=

Zatem B =-2.6.

™ B8 ey e B o -3
Ak d =1 -
i f i 7= =
i i s BB S il

Wyznacz wspotrzedng punktu zaznaczonego na osi liczbowe;j.

&
* 3

¢
*T
|

_40 S 120 140

1. Zbiory na osi liczbowej T )



Zbiér liczb spetniajacych warunek Zbior liczb spetniajacych warunek
x < a, czyli zbiér liczb mniejszych x > a, czyli zbiér liczb wiekszych
od a. od a.

I <£—" } L =

0 a X 0 a

Niezamalowane koétko na osi liczbowej przy liczbie a oznacza, ze liczba a nie
nalezy do zbioru (nie spetnia podanego warunku).

©

Zbior liczb spetniajacych warunek Zbior liczb spetniajacych warunek
x < a, czyli zbidr liczb nie wiekszych x = a, czyli zbior liczb nie mniejszych
(mniejszych lub rownych) od a. (wiekszych lub réwnych) od a.

I l > : I -

0 a = 0 a X

Zamalowane kotko na osi liczbowej przy liczbie a oznacza, ze liczba a nalezy do
zbioru (spetnia podany warunek).

— Przykiad 3.
Zaznacz na osi liczbowej zbior liczb spetniajgcych podany warunek.
() X > 2
Zaznaczymy na osi liczbowej liczby, ktore
sg wieksze od liczby 2. Liczba 2 nie spetnia %2\/\ .. A
podanego warunku, wiec kotko przy tej liczbie - -1 0 1 2 3 4 5 6
jest niezamalowane.
b) x<-1
Zaznaczymy na osi liczbowej liczby, ktore sg
mniejsze od liczby (-1) lub réwne liczbie (-1). w DN -
Liczba (1) spetnia podany warunek, wiec o -4 3 -2 -1 0 1 2 3
kotko przy tej liczbie jest zamalowane.
Zaznacz na osi liczbowej zbior liczb spetniajgcych podany warunek.
a) x>7 D) x<0 C)x>-4 1) x <6
— Przykiad 4.
Zapisz warunek, ktory spetniajg liczby zaznaczone na osi liczbowej.
| é - l : =
0 10 -8 0
Na osi liczbowej zostaty zaznaczone liczby Na osi liczbowej zostaty zaznaczone liczby nie
mniejsze od liczby 10. Kétko przy liczbie 10 mniejsze od liczby (-8). Kétko przy liczbie (-8)
jest niezamalowane, zatem na osi liczbo- jest zamalowane, zatem na osi liczbowej zazna-
wej zaznaczono liczby spetniajgce warunek czono liczby spetniajgce warunek x > -8,
s el [} 3
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Zapisz warunek, ktory spetniajg liczby zaznaczone na osi liczbowe].

oy
- l

I =
15 -3.5 0

Rozwigz zadania Jam

1. oblicz odlegtos¢ na osi liczbowej miedzy podanymi liczbami.

¥

= % - R - o 2 * 5
d } 12 l 1 ol — I —4’ Cl —6— I 4_
) 3 ) -8 S _ 63 ¢

2. Wyznacz wspotrzedne punktow zaznaczonych na osi liczbowej.

A B 84 D
. — ———t———+—+—+—+—
20 70 -10 5
E F G K L M
% 5 e * I — t———
0 1 0 3,2
3. Narysuj oS liczbowsa i zaznacz na niej punkty o podanych wspotrzednych.
a) A=35B=-15;C=10 b) K=06L=—095M=-02 ) P=2%;R=-15;5=2

4. Zaznacz na osi liczbowej zbidr liczb spetniajgcych podany warunek.

a) x <2 b) x> -5 ¢) x>0 d) x < %

5. Zaznacz na osi liczbowej zbior liczb spetniajgcych warunek x > 1,6. Czy liczba przeciwna do

liczby (—1%) nalezy do tego zbioru?

6. wzdtuz ogrodzenia o dtugosci 56 m postanowiono posadzi¢ drzewa co 160 cm. Jacek zaczat
sadzenie z jednego konca ogrodzenia i posadzit 13 drzew, a Bruno, zaczynajgc z drugiego
konca, posadzit 11 drzew. lle drzew jeszcze muszg posadzic?

7. Zapisz warunek, ktory spetniajg liczby zaznaczone na osi liczbowej.

& ]
L9 1l'

t T $ - { l -
g I 2 0 1
S\ - | ! —t—t— -
O 1 2 3 0 1

3




_' 'if.i’ 8. zaznaczna jednej osi liczbowej zbior liczb spetniajgcych podane warunki. Uzasadnij, ze liczba

V5 nie nalezy do tego zbioru.

1 Lk :':;."' i § i 1
a) x>-3ix<?2 D) x> 241.3.?«'::12

72? 0. Zapisz warunki, ktore spetniajg liczby zaznaczone na osi liczbowe,;.

l t } I l p—

li.i.*..t:ﬂ.i*- —
0 0,1 0

R

A

E 1. Ponizej przedstawiono fragment osi liczbowej z zaznaczonymi punktami M, N, K i L. Odcinek
- ML zostat podzielony na szesc rownych czesci. Wspotrzedne punktow M i K sg odpowiednio
rowne 112 i 148.
M N K L
— t . & ——
112 148

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Odlegtos¢ miedzy punktami N i L jest rowna
0. 42 2. 45 C. 36 D. 30

2. Zaznacz na osi liczbowej zbidr liczb spetniajgcych podany warunek.

a) x <5 20 x <30 C) x=>-6 d) x> %1

3. Zaznacznaosi liczbowej zbidr liczb spetniajgcych podany warunek. lle liczb catkowitych wiek-
szych od —4 nalezy do tego zbioru?

) x <2 ) x < 4% c) x< -1 dlx>-4

E 4. Naosi liczbowej zaznaczono zbior liczb.

L,
3

444 b 1 B

Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest

fatszywe.
Wszystkie liczby zaznaczone na osi liczbowej spetniajg warunek x < 2. P F
Odwrotnosc liczby —3% nalezy do zbioru liczb zaznaczonego na osi. P F
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Punkty kratowe w uktadzie
wspolrzednych

» Zapisywanie wspotrzednych punktow kratowych w uktadzie
wspotrzednych na ptaszczyznie

» Zaznaczanie w uktadzie wspotrzednych punktow kratowych

» Znajdowanie punktéw kratowych nalezgcych do proste;
przechodzacej przez punkty kratowe

Aby w jednoznaczny sposob okresli¢ po-

tozenie obiektu na pewnym obszarze, po-
winnismy podzieli¢ ten obszar w sposob l.' "' I.l '.l '.' '.l l.[ '.l fi /
uporzadkowany, np. na wiersze i kolumny:. 180,008,008, .6 7
z ta:‘m P‘sz;a*“—;m Spotykimy sig ”:_ ma- 080880808,

ach, w grach planszowych, na parkingu,
Es.fteatrzegczy Wiinie_ " Partine 18::8:,0:,0:,0:,0,,0:,,8,

. .I I.I I.I I.I I.I I.I I.I

Na ilustracji przedstawiono plan kina. W po- e -
Senitesdeyiulomymamer rikjsea, awpis: 80810000006,
nie oznaczenie literowe rzedu, w ktérym to |.| |.| |.| |.| |.| |.| |.| |.|
miejsce sie znajduje. 1 2 3 45 6 7 8

W matematyce, aby precyzyjnie okresli¢ po- Salanrl
tozenie punktu na ptaszczyznie, korzystamy
z prostokatnego uktadu wspotrzednych.

Prostokatny uktad wspoétrzednych (karte- Vi ( WSpOtr Zlid ne
zjanski uktad wspotrzednych) wyznaczajg 1T 11 f"'_"" p|u” Ul I
dwie prostopadte osie liczbowe, ktéremajg ;,. 1T 1] .;)é———
wspoélny poczagtek w punkcie O (poczatek [ [ Tl | :!/k;—-—
uktadu wspétrzednych). S N O I IO _( | P )
O$ pozioma to 0$ x, natomiast 0$ pionowa T T T T |\, wapirzadnay
to oS y. Na kazdej osi okreslamy jednostke. REE [ | ( WSDﬂ*fzed &z ]— |

|

Potozenie punktu na ptaszczyznie z ukta-
dem wspoétrzednych okresla para liczb (x, y),
ktére nazywamy wspoétrzednymi punktu.
Wspbtrzedna x jest pierwszg wspoéirzedng, |
a wspotrzedna y - drugg. Poczatek uktadu |
wspoéitrzednych ma wspétrzedne (0, 0).

— 4
g

_.._I;l_ —
=

i P -
%
o2
=¥
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— Przyktad 1.
Zapisz wspotrzedne punktu P zaznaczonego w uktadzie wspotrzednych.
Vi

Pierwszg wspotrzedng punktu P jest -5
wspotrzedna x. Narysujemy w uktadzie 4
wspotrzednych pionowg prosta, ktora T T
przechodzi przez punkt P i jest prostopadta 2T
do osi x. | it |

. B _f _I _I {} i T L
Drugg wspotrzedng punktu P jest 4-3-2-1,19 1 3 47
wspotrzedna y. Narysujemy w uktadzie | =24
wspotrzednych poziomg prostg, ktora 3 =
przechodzi przez punkt P i jest prostopadta — 41— |
do osi y. IS I g

Z rysunku mozemy odczytad, ze pionowa prosta przecina o$ x w punkcie 2, a pozioma prosta
przecina oS y w punkcie (-3). Zatem P = (2, -3), co czytamy: punkt P ma wspotrzedne 2 i 3.

i

Odczytaj wspbtrzedne punktéw: K, L, M oraz N zaznaczonych .
w uktadzie wspotrzednych i odpowiedz na pytanie.

1) Pierwsza wspotrzedna, ktorego punktu jest najwieksza?
'} Druga wspétrzedna, ktdérego punktu jest najmniejsza?

C! Pierwsze wspotrzedne, ktorych punktéw sg wieksze od -27 —t—t—1 1'
') Drugie wspotrzedne, ktorych punktow sg ujemne? |

! )t
=) Pierwsze wspotrzedne, ktorych dwoch punktow | 3l fM
roznig sie 0 3? N I I
_.__.E__fr
. —5—
— Przyktad 2.
Zaznacz w uktadzie wspotrzednych punkt § = (-4, 2).
Narysujemy uktad wspotrzednych. =
Pierwszg wspotrzedng punktu § jest (-4). | f |
Narysujemy w uktadzie wspotrzednych pionowg | s B
prosta, ktora jest prostopadta do osi x i przecina jg g_z\/\ ] ] | || X
w punkcie (—4). ' b 32 —1'_]0__ 1 2 3 4%
Drugg wspotrzedng punktu S jest 2. Narysujemy | . | I
w uktadzie wspotrzednych poziomg prostg, ktora — 73 |
jest prostopadta do osi y i przecina jg w punkcie 2,
Punkt S = (-4, 2) to punkt przeciecia pionowe] prostej oraz poziomej prostej.
Zaznacz w uktadzie wspotrzednych punkty: A = (1, 5), B=(-2,0), C = (-4, -3), D = (0, -5).
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Osie uktadu wspotrzednych dzielg ptaszczyzne na cztery czesci (1, Il, 1ll, 1V), ktore nazywamy
cwiartkami uktadu wspétrzednych. Punkty lezgce na osi x lub osi y nie nalezg do zadnej ¢wiartki.

[ § | . Vi _ . '

Tu lezg punkty, | L || ‘ ] Tu lezg punkty,
ktorych pierwsza | ktérych obie
wspotrzedna jest 1l Ewibrtka | éwiartka | | wspotrzedne
ujemna, a druga | FZI —tx<ol T sg dodatnie.

dodatnia. I i w7 | . 53
\ AP PN
| 4 5
A I O ) A I Tu lezg punkty,

Tu lezg punkty, | ktorych pierwsza
ktorych obie I} éwiartka IV cwiartka wspotrzedna jest
wspotrzedne ' Tx<0| [ 220 | | dodatnia, a druga

sg ujemne., - Ty =<0 Fy< 07 - ujemna.
" LT BISMEEAS S J
— Przyktad 3.
Ustal, w ktorej cwiartce uktadu wspoétrzednych lezy punkt A = (2, =3).
v
! 3 il
! 2 A4

Aby ustali¢, w ktorej cwiartce uktadu wspotrzednych
lezy punkt A = (2, -3), zaznaczymy go w uktadzie
wspotrzednych.

Zatem punkt A = (2, -3) lezy w IV Cwiartce uktadu wspoétrzednych.

-

gy Csninemvesrs i 3
- | L -] 1 =

R CYWiILLernie 5.

Ustal, w ktorej cwiartce uktadu wspoétrzednych lezy podany punkt.
a) P=(-1,6) D) R=(12,7) c) $=(10,-11)

Kartezjusz, czyli René Descartes (czyt. Rene Dekart), byt francu-
skim filozofem, matematykiem, fizykiem oraz jednym z najwy-
bitniejszych uczonych XVII w. Wedtug legendy Kartezjusz jako
dziecko czesto chorowat i musiat lezec w t6zku. Czas ten wyko-
rzystywat na myslenie i obserwacje. Pewnego dnia obserwowat
muche latajgcg przy szybach okna. Zauwazyt, ze punkty, w ktorych
mucha wylgdowata, mozna wykorzystac do okreslenia jej potozenia na ptaszczyznie. Na-
pisany przez Kartezjusza traktat La géométrie przedstawiat oryginalny pomyst przypisania
kazdemu punktowi na ptaszczyznie dwoch liczb - wspotrzednych. Stato sie to poczatkiem
upowszechnienia uktadu wspotrzednych zwanego od nazwiska jego wynalazcy uktadem
kartezjanskim.,

René Descartes

f."':' h:-;\
: e
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— Przykiad 4.

Zaznacz w uktadzie wspétrzednych punkty A = (4, -3) oraz B = (3, 0). Przez punkty A i B popro-
wadz prostg. Podaj wspotrzedne trzech innych punktéw kratowych, ktore nalezg do prostej AB.

Punkty kratowe to punkty w uktadzie wspotrzednych, ktorych obie
wspotrzedne sg liczbami catkowitymi.

Punkty nalezgce do jednej prostej nazywamy punktami wspoétiiniowymi.

Zaznaczymy w uktadzie wspotrzednych
punkty A = (4, -3) i B = (3, 0), a nastepnie
przeprowadzimy przez nie prosta.

Aby dotrzec z punktu A do punktu B, musimy
przemiescic sie o 1 jednostke w lewo
i 0 3 jednostki w gbre.

Podobnie, aby dotrzec z punktu B do punktu C,
musimy przemiescic sie o 1 jednostke w lewo

| 0 3 jednostki w gore. Postepujgc analogicznie,
mozemy wyznaczy¢ wspotrzedne punktu D.

Aby dotrzecC z punktu A do punktu E, musimy
przemiescic sie o 1 jednostke w prawo
1 0 3 jednostki w dot.

Odp. Przyktadowymi punktami kratowymi lezgcymi na prostej AB sg: C=(2,3), D=(1, 6)
| E = (5, -6).

Zaznacz w uktadzie wspotrzednych punkty F = (-5, 7) oraz G = (-3, 3). Przez punkty F i G popro-
wadz prostg. Podaj wspotrzedne trzech innych punktow kratowych, ktére nalezg do prostej FG.

Rozwiaz zadania Jas

1. Odczytaj wspotrzedne zaznaczonych punktow | e
i odpowiedz na pytanie. |0

1} Ktorych punktéow wspotrzedne sg liczbami TR T T
o roznych znakach? Do ktorej cwiartki nalezg 1 | |
te punkty? T ; ] —t

2] Ktérych punktéw wspétrzedne sg liczbami e _
o tych samych znakach? Do ktérej cwiartki M| | L] |D) | |
nalezg te punkty? I S N O O O O A -
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A Narysuj uktad wspoétrzednych i zaznacz w nim punkty: A = (3, -2), B=(-2,0), C = (0, -3),
. — (3. — . = (-1l 21\ g=(01L
D=(0,0),E=(3,-1),F=(22),G ( 12,22)5 (0, 12).

3. Zaznacz w uktadzie wspotrzednych po trzy punkty, ktérych wspotrzedne spetniajg podane
warunki.

2] Obie wspotrzedne sg liczbami nieparzystymi.
Druga wspotrzedna jest o 2 wieksza od pierwszej wspotrzedne;.

¢! Pierwsza wspotrzedna jest trzy razy wieksza od drugiej wspotrzedne;j.

") Druga wspoétrzedna jest liczbg przeciwng do pierwszej wspoétrzednej.
Wspotrzedna x jest liczbg podzielng przez 3, a wspoétrzedna y jest liczbg pierwsza.

4. Punkty A = (-1, 1) i B = (2, 3) sg dwoma kolejnymi wierzchotkami czworokgta ABCD. Zaznacz
w uktadzie wspotrzednych punkty A i B oraz takie punkty C i D, aby czworokat ABCD byt
kwadratem. Odczytaj wspotrzedne punktow C i D. Ile par takich punktow mozna wskazac?
Podaj wszystkie mozliwosci.

5. Dane sg punkty K = (-3, -2)i L = (1, 4). Podaj wspotrzedne punktu kratowego wspotliniowego
z punktami K i L, ktéry lezy

2] w ll ¢wiartce uktadu wspétrzednych,
w Il ¢wiartce uktadu wspotrzednych.

6. Dane sgpunkty P=(-1,-2),R=(3,2)i S = (-3, 2).
2] Podaj wspotrzedne punktu Q, jesli czworokat PORS jest trapezem prostokgtnym.
Uzasadnij, ze do odcinka PR nalezy 5 punktéw kratowych.

Informacje do zadan 7. i 8. E

Punkty K = (-1, 2), L = (5, 2), M = (6, 6) sg kolejnymi wierzchotkami réwnolegtoboku KLMN.

7. Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami Ci D.

Punkt N ma wspotrzedne | A | B |

A. (6, 0) B. (0, 6)

Punkt K lezy w ?Ew cwiartce uktadu wspotrzednych.
C. pierwszej D. drugiej

8. Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Punktami kratowymi nalezgcymi do prostej LM sg punkty o wspétrzednych

. (5,2) i (7,9). (5% 4) i (3, -6). C. (4,-2) i (7, 10). ). (6, 6) i(ﬁ%, 0).
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9. Punkty A = (-4, 1)i B = (2, 1) sg koncami odcinka, ktory jest podstawg trojkata rownoramien-
nego ABC.

2] lle jest rowna pierwsza wspotrzedna punktu C?

72? 9} Ustal wspotrzedne punktu C, tak aby trojkat ABC byt tr6jkatem prostokgtnym réwnora-
o miennym. Podaj wszystkie mozliwosci.

1. Odczytaj wspotrzedne zaznaczonych punktow. Wskaz punkt, ktérego suma obu wspotrzed-
nych jest ujemna. lle jest takich punktow?

_]I,-"JL
>—
| | | B
-]
2
A T ||
! [__ !
® f f 1 t T I f T *—>
H o 1 Dl X
... 5 -
G
L ]
L .E.

2. Zaznaczw kazdej cwiartce uktadu wspotrzednych po dwa punkty, ktérych roznica odpowied-
nich wspotrzednych jest rowna 3.

3. Punkty A = (4, -2), B= (2, -2), C = (2, 4) s3 kolejnymi wierzchotkami kwadratu ABCD.
'} Podaj wspobtrzedne wierzchotka D.

1) Zapisz wspétrzedne wszystkich punktéw kratowych nalezgcych do przekatnej AC.

E 4, Punkty P = (5, 1) i R = (-3, 4) sg przeciwleglymi wierzchotkami prostokata PORS.
Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Punkty Q i § majg wspotrzedne
A. 0=(4,5),5=@3,1) B. 0=(5,4), S=(1,-3)
C.0=G,4,5=(3,1 U.0=(45),8=(,-3)
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3 = Srodek odcinka

» Obliczanie wspotrzednych srodka odcinka

» Obliczanie wspotrzednych drugiego konca odcinka, gdy dany jest
jego jeden koniec i Srodek

— Przyktad 1.
Na osi liczbowej dane sg punkty A =-3 i B = 5. Wyznacz wspotrzedng srodka S odcinka AB.

Sposoéb |

Narysujemy os liczbowg i zaznaczymy na niej
punkty A i B.

Odlegtos¢ miedzy punktami A i B wynosi

5-(-3)=5+3 = 8. Potowa tej odlegtosci P 4 odcinki

to8:2=4. jednostkowe jednostkowe

Zatem jedli z punktu A przesuniemy sie %&? i e B

w prawo o 4 odcinki jednostkowe, a z punktu o 1 e I e
B3.2-19 12 345

B - w lewo 0 4 odcinki jednostkowe,

to otrzymamy punkt lezacy na osi liczbowej
doktadnie posrodku odcinka AB, czyli
srodek S odcinka AB.

Wspotrzedna Srodka odcinka na osi liczbowe]j jest Srednig arytmetyczng
wspotrzednych koncow tego odcinka.

, A s B
Srodek odcinka o koncach w punktach A =a . * ;—" @
| B=bwyrazony jest wzorem ¢
b
g=2 +
2
Sposob Il
Aby wyznaczy¢ wspotrzedng srodka §
odcinka AB, obliczymy Srednig arytmetyczna a—%\; g Bal 3 g
wspotrzednych jego koncow, czyli sume : T T 9 T o~

wspotrzednych jego koncdw podzielimy przez 2,

Odp. Srodek odcinka AB to punkt S = 1.

Na osi liczbowej dane sg punkty A i B. Wyznacz wspotrzedng srodka S odcinka AB.
a) A=-8,B=16  h) A=-20,B=20 <) A=-13,B=2; d) A=2V3,B=10\3
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— Przykiad 2.

W uktadzie wspotrzednych dane sg punkty A = (-2, 4) oraz B = (6, 2). Wyznacz wspotrzedne srod-
ka § odcinka AB.

Sposéb |

Narysujemy uktad wspoétrzednych

i zaznaczymy w nim punkty Ai B.

Odlegtos¢ miedzy wspotrzednymi x punktow ]
AiBwynosi 6-(-2) =6+2=8. Potowa tej — —
odlegtoscito 8 : 2 = 4. Zatem jesli z punktu A R s =
przesuniemy sie w prawo o 4 odcinki 13T
jednostkowe, a z punktu B - w lewo 2
0 4 odcinki jednostkowe, to otrzymamy ;
wspotrzedng x srodka §. %D
Odlegto$¢ miedzy wspotrzednymi y punktow

A i Bwynosi 4 -2 = 2. Potowa tej odlegtosci
to2:2=1.Zatem jesli z punktu A

przesuniemy sie w dot o 1 odcinek

jednostkowy, a z punktu B -

w gore o 1 odcinek jednostkowy, to

otrzymamy wspotrzedng y srodka §.

S

Wspotrzedne punktu S = (x5, ys) bedgcego sSrodkiem odcinka AB,
gdzie A = (x4, ya), B = (xp, yp), obliczamy ze wzoréw:

— X4 +Xg y YA +VB

2 ' T g

XS

Sposob Il

Obliczymy wspotrzedng x Srodka S,

korzystajac ze wzoru: xg = “AT*E  gdzie o
2 2 2

XA =—2,EIB =0

Obliczymy wspotrzedng y srodka §,

korzystajac ze wzoru: yg = L gdzie yg = 442 o 5.3
2 : 2 2

ya =4ra}}3 = 2.

Odp. Srodkiem odcinka AB jest punkt § = (2, 3).

W uktadzie wspotrzednych dane sg punkty A i B. Wyznacz wspotrzedne srodka § odcinka AB.
a) A=(10,4), B =(22, 12)

&Y Gk —

h) A=(2,-5)B=0,5)

c) A= (-1, -41),B= (-3,-21)
2 5 2
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— Przykiad 3.
Punkt § = (-2, 9) jest srodkiem odcinka AB. Wyznacz wspotrzedne punktu B, jesli A = (-6, 12).

Aby wyznaczy¢ wspétrzedne punktu B, skorzystamy z tego, ze xg = 2 ;IE orazys= 24-28

2
Wiemy, ze
S=(-2,9) oraz A = (-6, 12).
4 k— e N\
Xs Ys | XA
xg = TATIE ys = 22728
Aby wyznaczyC wspotrzedne - 2
: . - 2 _ —6+xp 12+ yp
punktu B, utozymy i rozwigzemy s |2 == |2
dwa rownania, w ktorych
niewiadomymi bedg xz oraz yj. —4=-6+xp 18 =12 +yp
.EB=—4+6=2 y3=18—12=6

Odp. Drugi koniec odcinka AB to punkt B = (2, 6).

" g, S ame TN
T an b Fnl o 3 -
e W L'!I | {. n'r. =2 B § &= B

feem
o
L

Punkt S jest srodkiem odcinka AB. Wyznacz wspotrzedne punktu B, jesli:

a) S = (24, 16), A = (28, —6), b) §= (7% , —%) = (10, —15).

Rozwiaz zadania Jas

1. Narysuj os liczbowg i zaznacz na niej punkty A i B. Wyznacz wspo6trzedng srodka odcinka AB.
a) A=13,B=25 D) A=-1,B=6 €C) A=4,B=-T7
) A=-6,B=6 e) A=-11,B=-7 M A=-23B=-12

2. Na osi liczbowej dane sg punkty A i §. Znajdz wspotrzedng punktu B, wiedzac, ze punkt S
jest srodkiem odcinka AB.

a A = 3, S = 6 '“L A = —5Jr S = 1
= =2 ) e 1 — 2
t) A=—4,5S=-2 d) A=, 8=

3. Oblicz wspotrzedne punktu S, ktory jest Srodkiem odcinka AB.
a) A=(13,5), B=(17,31) D) A=(4,-7),B=(-3,-1)
c) = —_ —. a) et l — l
€) A=(2,-5),B=(-61 d)A (12,5),3 (2,32)
4. Srodek odcinka o koficach w punktach A = (a, a) i B = (3a, 3a) ma wspotrzedne (8, 8). Oblicz
wartosc a.

==
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5. Zosia gra z Polg w gre Srodek odcinka. Kazda z dziewczat oznaczyta pinezkami w swoim ukta-
dzie wspotrzednych 4 punkty. Zadaniem pierwszej osoby jest podanie wskazowki drugiej oso-
bie, tak aby mogta ona odgadnac, jaki punkt kryje sie pod dang pinezka. Wygrywa ta osoba,
ktora poprawnie okresli wspotrzedne wiekszej liczby punktow. Na rysunku przedstawiono
przyktadowg rozgrywke.

@ Jaki kolor pinezki
wybierasz?
Niebieski. @

Ten punkt to Srodek
odcinka o koncach

w punktach (0, -2)

i4,2).
Ten punkt ma @

wspotrzedne (2, 0).

2| Pola opisata Zosi jeden z punktow w nastepujgcy sposob: Ten punkt to srodek odcinka,
ktorego poczatkiem jest poczgtek uktadu wspotrzednych, a koncem - punkt (6, 0). Wyznacz
wspotrzedne tego punktu, korzystajgc ze wzoru na srodek odcinka.

21 W jaki sposob Zosia mogta opisac Poli punkt oznaczony czerwong pinezkg, a jak zielong?

6. Punkt s jest Srodkiem odcinka KL. Znajgc wspotrzedne jednego z koricdw odcinka, oblicz
wspotrzedne drugiego konca tego odcinka.

a) S=(4,12),L=(8,4) b} §=(-100, 230), K = (140, -300)

0s=(aujr=(ha)  @s=(ahthe=(al]

7. Punkty A =(-2,6) i C = (4, 4) sg przeciwlegtymi wierzchotkami kwadratu ABCD. Oblicz
wspotrzedne punktu S, ktéry jest punktem przeciecia przekatnych tego kwadratu.

8. Punkt P = (4, -5) jest punktem przeciecia przekatnych rombu KLMN. Wiedzgc, ze punkt K
ma wspotrzedne (-1, -7), oblicz wspotrzedne wierzchotka przeciwlegtego do wierzchotka K.

9. Dpane sg punkty: A, B, C, D, E. Punkt C jest Srodkiem odcinka AB, a punkt E Srodkiem odcin-
ka CD. Wiemy, ze: A = (-6, -2), C = (-2, 1), D = (10, 10). Oblicz wspo6trzedne punktéw B i E.
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10. Punkty A =(0,0) i B=(3, 2) sg kolejnymi wierzchotkami rownolegtoboku ABCD. Prze-
katne tego rownolegtoboku przecinajg sie w punkcie § = (2, -2). Uzasadnij, ze C = (4, 4)
| D = (1, -6).

11. pane sg punkty: S= (-3, 1), P = (2a T ‘5’3_‘2) i Q=(4,1). Sprawdz, dla jakich wartosci ﬁ

a i b punkt S jest srodkiem odcinka PQ.

12. odcinek AC, gdzie A = (-3, -2), C = (-3, 8), jest przekatng rombu ABCD. Podaj wspotrzedne i‘i’
pozostatych wierzchotkéw tego rombu, ktére sg punktami kratowymi. Czy punkt o wspot-
rzednych (-3, 3) moze byc¢ wierzchotkiem tego rombu? Ile rozwigzan ma to zadanie? Jakie
warunki muszg spetnia¢ wspotrzedne wierzchotkéw B i D?

i,

1. Narysuj w uktadzie wspotrzednych trojkat o wierzchotkach A = (-3, 1), B=(2,4)i C = (0, 4).
Oblicz wspotrzedne sSrodkow bokéw tego trojkata.

2. Punkt s jest srodkiem odcinka CD. Oblicz nieznane wspotrzedne jednego z punktow.

C=(Q,-3),D=(3,-2) bh)s= (—% 1), C=@3,-5) ¢€)S= (%,-1),9:(-3, 2)

3. Odcinek AB jest podstawg trojkata rownoramiennego ABC, a odcinek CD jest jego wysokos- E
cig. Wiadomo, ze A = (5, -2) i B = (-7, 4). .
Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami Ci D.

Punkt C nie moze znajdowac sie wi A | B \ cwiartce., A. drugiej B. czwartej
Pierwsza wspotrzedna punktu D jestrowna € D . C.1 D.-1

4. Punkty K = (-3, 0) i L=(0, 1) sg kolejnymi wierzchotkami rombu KLMN. Przekgtne rombu E :_
przecinajg sie w punkcie S = (-1, 2). )
Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest

fatszywe.
Druga wspotrzedna wierzchotka M jest rowna 1. P F
. 1 51
Srodek boku LM to punkt (—, 2—). P F
273

3. Srodek odcinka 51



Odlegtosc w uktadzie
s Wspoirzednych

» Obliczanie dtugosci odcinka, ktorego koncami sg punkty kratowe
w uktadzie wspotrzednych

W zyciu codziennym, gdy spytamy o odlegtos¢ miedzy dwoma miastami, jedna osoba poda te od-
legtosC w linii prostej, a inna - dtugos¢ drogi tgczgcej te miasta. W matematyce odlegtos¢ miedzy
dwoma punktami na ptaszczyZnie to diugosc odcinka, ktérego koricami sg te punkty.

— Przyktad 1.
Oblicz dtugosci odcinkéw: AB, CD i EF .

Odcinek AB ma wspotrzedne A = (2, 4) i B = (6, 4).

Odcinek AB jest rownolegty do osi x. Aby
obliczyc jego dtugosc¢, od wspotrzednej x
punktu B odejmiemy wspotrzedng x punktu A,
poniewaz zawsze od wiekszej wspotrzednej
odejmujemy mniejsza.

Analogicznie mozemy obliczy¢ dtugos¢ odcinka =
EF,gdzie E=(-7,2)i F = (-4, 2). %& > |EF|=4-(-T)=—4+7=3

Konce odcinka CD majg wspotrzedne C = (-2, 4) i D = (-2, -3).

Odcinek CD jest rownolegly do osi y. Aby

obliczy¢ jego dtugos¢, od wspotrzednej y

punktu C odejmiemy wspotrzedng y punktu D, @ ICD|=4-(-3)=4+3=7
poniewaz zawsze od wiekszej wspotrzedne]

odejmujemy mniejsza.

o,
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Dtugosc¢ odcinka wyraza sie
w jednostkach zaznaczonych
na osiach. W prostych przypadkach
mozemy jg odczytac bezposrednio

z uktadu wspotrzednych.

2 odcinki

~ T

odcinek |
jednostkowy

dAWEF ['[ JEONOSEOWY
3219 12345677 @

3 odcinki =1

\ Jednostkowe |

Narysuj uktad wspotrzednych i zaznacz w nim punkty: A = (-1, 1), B= (2, 1), C = (0, -3), D = (0, -1),

E =(-3,0) oraz F = (-2, 0). Oblicz dtugosci odcinkéw: AB, CD i EF.

Przyktad 2.

Uzasadnij, ze dtugosc odcinka AB wynosi

2+/34,

Mozemy zauwazy(, ze odcinek AC jest row-
nolegty do osi y, a odcinek BC - do osi x, wiec
odcinki AC i BC sa prostopadte. Zatem troj-
kat ABC jest prostokatny. Odcinki AC i BC sg
jego przyprostokatnymi, a odcinek AB jest
jego przeciwprostokatng. Aby obliczyc dtu-
gosc odcinka AB, skorzystamy z twierdzenia

Pitagorasa.

Odczytamy wspotrzedne punktow:
A =(-3,-6), B=(3,4), C = (-3, 4). Obliczymy

dtugosci odcinkéw AC i BC.

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa,
obliczymy dtugos¢ odcinka AB. Poniewaz |AB|
jest diugoscig odcinka, to musi wyrazac sie za

pomocg liczby dodatnie;.

ey

AC| =4-(-6)=4+6=10
IBC|=3-(-3)=3+3=6

AC[? + |BC|? = |AB[”

10? + 6% = |ABJ?
100 + 36 = |AB|?
AB|? = 136

AB| = /136 = /4 - 34
AB| =2+/34

Zatem uzasadniliSmy, ze dtugosc odcinka AB wynosi 2v/34.

Narysuj uktad wspotrzednych i zaznacz w nim punkty K = (-2, 3) i L = (5, —1). Uzasadnij, ze dtu-

goé¢ odcinka KL wynosi v/65.

4. Odlegto$¢ w uktadzie wspétrzednych )




Rozwiaz zadania Jas

1. Podaj dtugosci odcinkdéw narysowanych w uktadzie wspotrzednych.

y
: | _}EB_
.._ 1]
F| | -
I I
L ] B | }
C | D
- + —— o
E 1
' G
: ! : | : f | —— : | -
0 1 X
I e |
K L
é&— ]
J .
M N
L
H

E

——t— /
L

3. Zaznacz w uktadzie wspoétrzednych punkty: K =(4,3), L=(1,7), M=(5,3), N =(2,-4),
P = (-4, —4). Oblicz dtugosci odcinkow: KM, PN, MN, PL.

4. Punkty B i C sg kolejnymi wierzchotkami kwadratu ABCD. Oblicz dtugosc¢ przekatnej tego
kwadratu, jesli
a) B=(+4,5iC=Q,-7), D) B=(-1,-2)iC=(,2).

5. Dwa wierzchotki trojkata rownobocznego KLM majg wspotrzedne K =(3,-2) i L= (7, 4).
Oblicz

2 dtugosc¢ boku trojkata KLM, 2} wysoko$¢ trojkata KLM.
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A. 6

A-

Tak,

Nie,

poniewaz 2

O Informacje do zadan 6. i 7.

W uktadzie wspotrzednych narysowano odcinki AB, CD i EF.

_}"u
D

Y

Dtugosc odcinka EF jest réwna

B. 2./3

| F

© 6. Dokoricz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

C. 4 D. 24/5

® 7. Czy z narysowanych odcinkéw mozna zbudowac trojkat?
Wybierz odpowiedZ A albo B i jej uzasadnienie sposrdd 1., 2. albo 3.

1. | 4<20<5.
P00y B
3. | V/5<3.

™ ™ T

et

Tt

P e W W N W

R A W o W o W o WO W W WS W W W o W W W S W W

8. Na planie przedstawiono fragment osiedla Zielony zakatek, ktérego centralng czes¢ stanowi

park. Teren parku ma ksztat tréjkata prostokatnego. Oblicz, ile metréw ogrodzenia nalezy
kupié, aby ogrodzi€ park, jesli plan zostat wykonany w skali 1 : 3000.

PLAN OSIEDLA: ZIELONY ZAKATEK

S f/’ .

¥ o
o -\---'. s
-
S
o
o
-
-
1 .
i
| L=
s
;

4. Odlegtos¢ w uktadzie wspotrzednych




9. W uktadzie wspobtrzednych dane sg dwa odcinki: AB i CD, gdzie: A= (0, 3), B=(3,0),
C = (-v2,0), D = (0, —V/6). Ustal, ktdry odcinek jest dtuzszy i o ile procent.

‘iﬁ? 10. w uktadzie wspotrzednych dany jest szeSciokat forem- 7§
- ny ABCDEF. Wiedzac, ze wierzchotek £ ma wspot- =~ g
rzedne (0, 6), oblicz dlugosc¢ boku tego szesciokata

oraz dtugosc jego dtuzszej przekatnej.

| D_A | X
/
E 1. W uktadzie wspotrzednych narysowano 6 odcinkow. 4 vi
| lle sposrod narysowanych odcinkéw ma dtugosé v/57 X | [F
Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych. - | ||
A. 2 B. 3 | . Bl /| |
s D |
HEEERCSERNGE
/"H 1 /
! ./ | : !
G K

2. Zaznacz w uktadzie wspotrzednych punkty: P = (-5, 8), O = (-4, 5) oraz R = (-2, -1). lle razy
dtugosc odcinka PR jest wieksza od dtugosci odcinka PQ?

3. Punkty: K = (-7, -1), L = (-4, 4), M = (2, 2) sg kolejnymi wierzchotkami prostokgta KLMN.
Oblicz

') obwod prostokgta KLMN, 1) diugosc przekatnej prostokgta KLMN.

4. Dane sg w uktadzie wspotrzednych punkty: A=(1,2), B=(2,5), C=(0,0), D= (\/5 0),
E = (0, 6), F = (0, 2). Uzasadnij, ze z odcinkdw AB, CD, EF mozna zbudowac trojkat prosto-
katny.
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Figury w uktadzie
s Wspoirzednych

» Obliczanie dtugosci odcinkéw w uktadzie wspoétrzednych
» Obliczanie obwodow i pél figur w uktadzie wspotrzednych

Przy obliczaniu obwodow i pol wielokagtow potozonych w uktadzie wspotrzednych wykorzystuje-
my umiejetnos¢ wyznaczania dtugosci odcinkow.
— Przyktad 1.

Punkty: A = (-2, -2), B=(4, -2), C = (4, 3) oraz D = (-2, 3) sg wierzchotkami prostokata ABCD.
Oblicz jego obwad.

'D' [ Vi C
Zaznaczymy w uktadzie wspotrzednych ] h |
punkty A, B, C oraz D, a nastepnie W | | | | .
narysujemy prostokat ABCD. ; 0 1 .
- =
Obliczymy dtugosci bokéw AB i BC AB|=4-(-2)=4+2=6
prostokata. BC|=3-(2)=3+2=5

Obliczymy obwdd prostokgta ABCD.

: o Obw. = 2|AB| +2|BC]
Skorzystamy ze wzoru na obwod prostokata ,
o bokach dtugoscia ib: Obw. =2a +2b. Obw.=2:6+2-5=12+10=22

Odp. Obwdd prostokata ABCD wynosi 22.

Punkty: K = (-4, -3), L = (5, -3), M = (5, 10) oraz N = (-4, 10) sg wierzchotkami prostokata KLMN.
Oblicz jego obwad.

— Przykiad 2.

Punkty: A =(-1,-1),B=(3, 2), C = (-1, 5) oraz D = (-5, 2) sg wierzchotkami rombu ABCD. Oblicz
jego pole.

L[] [€]-
|
Zaznaczymy w uktadzie wspotrzednych //
punkty A, B, C oraz D, a nastepnie %_2> -—B<
narysujemy romb ABCD. Odcinki AC i BD sg ’ | |
przekgtnymi tego rombu. | |

EERNZANRE:
|

A

y

5. Figury w uktadzie wspétrzednych 5?



AC|=5-(-1)=5+1=6

Obliczymy dtugosci przekatnych AC i BD.
Ny SUE0ac! PIZERaUY IBD|=3-(-5)=3+5=38

Obliczymy pole rombu ABCD. Skorzystamy _ |AC| - |BD|

ze wzoru na pole rombu o przekatnych g—3 B 2
ccieipped B8 g8

dtugosciei f: P = 5 5 > 24

Odp. Pole rombu ABCD wynosi 24.

yrhTm, F .
I 1

LwWwiczenie /

Punkty: K =(3,-1), L=(6,1), M =(3, 3) oraz N =(0, 1) sg wierzchotkami rombu KLMN. Oblicz
jego pole.

— Przyktad 3.

Uzasadnij, ze pole czworokata o wierzchotkach: A =(2,-2), B=(4,2), C=(0,5) oraz D = (-3, 4)
jest rowne 22%.

Zaznaczymy w uktadzie wspotrzednych

punkty A, B, C oraz D i narysujemy czworokat

ABCD. Uzupetnimy ten czworokat do kwadratu %?
KLMN. Aby obliczy¢ pole czworokata ABCD, ’
odejmiemy od pola kwadratu KLMN pola

trojkatow: ADK, ALB, BMC oraz CND.

Obliczymy dtugosc boku kwadratu KLMN. KL|=4-(-3)=4+3=7
Nastepnie obliczymy jego pole, korzystajac g p = |KLJ?

Z tego, ze wzor na pole kwadratu o boku RERN—

dtugosci @ ma postaé: P = a?. Priun =77 =49

o,
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PMDK=%-|DK|-|AK|=%-6-5=3-5=15

. 1 |
Obliczymy pola trojkatow: ADK, ALB, Prarg =7 - |AL| - |BL| = 5 24=1-4=4
BMC oraz CND. P&BMC=%'|CM|‘|BM|=%'4'3=2 =6
e ; =lig. 1 =2aql
Pacnp = > |CN| [DN| 5 3-1 > 12
Pole czworokgta ABCD wynosi:

Pgryn — Paapk — Paars — Pamc — Pacnp =49 - 15—4—6—1% = 22%-

i
® Cwiczenie3
i IcCZel L

Uzasadnij, ze pole czworokata KLMN, ktorego wierzchotkami sg punkty: K = (1, 4), L= (0, 5),
M = (2, 6) oraz N = (-4, 5) jest rowne 20.

Rozwiaz zadania [

1. oblicz pole i obwod prostokata o podanych wierzchotkach.
a) A=(1,3),B=(5,3,C=5,7.D=(1,7)
b) K=(3,4),L=@4, 4),M=(4,2),N=(3,2)

2. Oblicz pola trojkatow narysowanych w uktadzie wspotrzednych.

_}’JL

TP lel LT[ 18]
S___\\I
L LT T s Taf |

3. Oblicz pole czworokgta ABCD narysowanego w uktadzie wspotrzednych.

By




A. Wierzchotki trojkata ABC majg wspotrzedne A = (-5, -3), B = (1, -2) oraz C = (-3, 2). Narysuj
trojkat ABC w uktadzie wspoétrzednych i oblicz jego pole.

5. Oblicz pole narysowanego wielokata.

_}Jh yji.

D 1 lC HEEIRNI
Nisncas WIS <
W \ |

s /'/:
o

i

/-

o

6. Punkty: K =(2,-3), L=(2,4), M =(-6,4) i N = (-6, 1) sg kolejnymi wierzchotkami trapezu
prostokatnego KLMN. Oblicz
2] dtugosc przekatnej KM, 2] pole i obwéd trapezu KLMN.

7. Punkty A = (-2, 2) i B = (-4, —4) sg wierzchotkami tréjkata réwnobocznego ABC. Oblicz pole

tego trojkata.
Wskazowka: pole trojkgta rownobocznego o boku dtugosci a wyraza sie wzorem P = azf.
E Informacje do zadan 8. i 9.
Punkty K = (-4, -3) i M = (-4, 5) sg przeciwleglymi wierzchotkami rombu KLMN o polu 16.
8. Uzupetnij zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wierzchotek L moze mieC wspotrzedne
A, (=2, 1) (4 C. (0, 1) D. 2, 1)
9. ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest
fatszywe.
Punkt przeciecia przekatnych rombu KLMN ma wspotrzedne (-4, 1). P F
Obwod rombu KLMN jest réwny 8+/5. P F

10. Uzasadnij, ze czworokat KLMN o wierzchotkach: K =(-7,2), L=(-4, -3), M =(-1, 2)
| N = (4, 7) jest rombem.
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11. Uzasadnij, ze pole trojkata ABC jest dwa razy wieksze od pola trojkata DAB.

Ly

1. w prostokatnym uktadzie wspotrzednych narysowano czworokgt KLMN. E

T yh

oy |

N
N/
:ﬁ'\.f‘f/ﬁd

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedzZ sposrdd podanych.
Pole czworokata KLMN jest rowne

A. 24 B. 18 C. 30 D. 48
Oblicz obwéd trojkata PRS, jezeli P=(-3,-4),R=(-1,-6)i S=(2, 1).

Punkt B = (4, -1) jest jednym z wierzchotkdw kwadratu ABCD, a punkt § = (3, 2) jest punktem E !
przeciecia przekatnych tego kwadratu.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposroéd oznaczonych literami Ci D.

Przekatna kwadratu ma dtugos¢| A B . A. /10 B. 210

Pole kwadratu jest réwne C D J| C. 20 D. 40

5. Figury w uktadzie wspotrzednych 51
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PODSUMOWANIE DZIALU II
Uklad wspoirzednych

Powtorz wiadomosci Jem

Prostokqtny ukiad wspulrzednych

Prostokatnym (kartezjanskim) .

ukladem wspoirzednych nazywamy Il éwiartka 4 | éwiartka
dwie prostopadle osie liczbowe, | 4
ktore majg wspolnych poczatek O A=(5.2) -3
(poczatek ukladu wspoélrzednych). L z 2
Punkty A, B oraz C sg punktami | I
kratowymi, poniewaz obie | j| | {| J S T I
wspolrzedne kazdego z tych | —6 -5 —4 -3 1 = ﬁ___l 2 34567
punktow sg liczbami catkowitymi. B=(=2.41) '\ w‘apuir?i;dna X
Punkty A, B oraz C sg punktami I "i | \Wbp()hZ@dnd y
wspolliniowymi, poniewaz nalezg | T TN CL1l—4 |
do jednej prostej. 71 — T b ) 8

Il cwiartka IV cwiartka

Srodek odcinka

Wspolrzedne punktu § = (xg, yg) bedacego srodkiem odcinka AB, gdzie A = (x4, ya),
B = (xB, yg), obliczamy ze WZzorow:

Xp+X o
X5 = A.ZB y3=}’A2}’B

Srodek odcinka o koricach A = (-8, 6) oraz B = (4, 10) ma wspélrzedne réwne:

o= (R4,958) « (2.9) =20

e e S W W W ™ e S, W N s e T B e W W .

Odleglosc w ukladme wspolrzednych

Aby obliczy¢ dlugosé odcinka AB
w ukladzie wspoélrzednych, mozemy VA
skorzystac z twierdzenia Pitagorasa. 4+ T A=)
Ta-029 lc=62)
AC|* + |BC|? = |AB[’ N
| + S~y |
32 +4% = |ABJ? R sl
5 6-5-4-3-2-10 12 3 %
9+16 = |AB]| F o
Vi 0 N —1 l"‘*|~'l
‘AB'Z = 25 31 B=( |
]
|AB| =5 |




Sprawdz umiejetnosci

1. Naosi liczbowej zaznaczono punkty: W, S, L, T.
Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest

fatszywe.
W S L T
>
195 225
Wspétrzedne punktéw L i T réznig sie o 10. P F
Wspétrzedne punktéw L i W roznig sie o 30. P F
Punkt W ma wspdtrzedng réwng 189. P F

L, S W S o S S S S S S W W S S S NS S S S S S S S S o S O B S S o S S i N o S S S e e S e W S S S s S S S S e S S S s S

2. Zaznacz na osi liczbowej zbior liczb spetniajgcych podany warunek.

a) x<0 b) x>-25 ¢) x>-3 d)xc:—l%

R T i i i i e e e i i e e e e i e e e e Tl i i e e i i i,

3. W uktadzie wspétrzednych zaznaczono odcinek RT, gdzie R=(3,4) i T = (-1, -2). Zapisz
wspotrzedne wszystkich punktéw kratowych nalezacych do odcinka RT.

4. Dane sg punkty o wspotrzednych A = (2, 0) i B = (-3, 2).
Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.
Wierzchotek C trojkata prostokgtnego ABC moze miec wspotrzedne rowne
A, (0,3) 2. (-3, 0) C. (4,6) D. (2,5)

e i o e i e e e e e e o i e e e i e e i e i i e e e e e e

5. Wyznacz wspotrzedng Srodka S odcinka AB.
a) A=15;B=35 b) A=-6;,B=2

c) A=64; B=-32 d)A=_7%;B=_4%

R e i il e i o R R O R = e W o S N o S

6. Naosi liczbowej dane sg trzy punkty: K, M, N. Punkt K jest Srodkiem odcinka MN. Wyznacz
nieznang wspo6trzedng punktu.

a) K=10,M =24 b) M=-26, K=-48 c)N=—§,K=1

W

B ™ e T e, W N, T o S S 5 S S S S W i S Gh W A W W i W W o W

7. Danesa punkty D =(2,5)i F = (=6, ).
Dokoricz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrdod podanych.

G g i, W W W e W W W e W R i S i e W e

I N S e W S T e

Dtugos¢ odcinka DF jest réwna
A.9 B. 43 C. 2V/10 D. 4/5

Podsumowanie dziatu Il .



8. Dane sg punkty: A =(-3,0), B=(-1,-3), C=(5, 1) oraz D = (3, 4), ktore sg wierzchotkami
prostokgta. Uzasadnij, ze obwod prostokgta ABCD jest wyrazony liczbg niewymierna.

L T I N R I e R R e T e o e R e R R R R R T o S N T

9. Dane sg wierzchotki trapezu: A = (-2,-2),B=(3,-2),C=(3, 6), D = (-2, 3).
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest

fatszywe.
Trapez ABCD jest trapezem prostokgtnym. P F
Pole trapezu ABCD jest wyrazone liczbg catkowita. P F

10. Dane sg punkty: A = (-2, -1), B=(1, 1) oraz C = (1, 5).

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedzZ sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowied?
sposrod oznaczonych literami C i D.

Odcinek AB jest| A B ‘ od odcinka BC.
A. dtuzszy B. krotszy

Srodek odcinka AC lezy w‘ C | D ¢wiartce uktadu wspéirzednych.

C. drugiej D. czwarte]

B T e R N

11. Punkty K = (-3, -1) i N = (-3, 5) sg koficami przekatnej pewnego kwadratu. Podaj wspoét-
rzedne pozostatych wierzchotkdw tego kwadratu oraz oblicz jego pole i obwéd.

12. Punkty K i L podzielity odcinek AB na 3 réwne czesci tak, ze |AK| = |[KL| = |LB|. Wiedz3c,
zeA=(1,-7)iK =(-1,-2), wyznacz
2] wsp6trzedne punktu B, 1) dtugos¢ odcinka AL.

o W WL S e W W W W W W W W W S S B W W N S S W S S W N e S e W S W W S e e S W S S S S W S N S W S S W S W S

13. ovlicz pole figury przedstawionej w ukfadzie wspoétrzednych.
a) b) c)
Vi Vi | Vi

=Y

N
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e
Potrenuj — zadania uzupelniajace JBums

1. Na osi liczbowej dane sg punkty o wspétrzednych: A =—3%, B= 1%, C=-5 D=2,
E = -3+/2. Oblicz dtugoéci odcinkéw: AB, AC, BC, DE.

R e S B N N A T e A e W o W S W W B S S N SN S p O W WP S S S S B N W W S B o W W W S N T W M S P N W W O

2. Narysuj o$ liczbowg i zaznacz na niej zbiér liczb spetniajgcych podany warunek.

a) -1<x«<3 b)—3,5<x{—2§ c) 1%@:{5%

b L B W e e W W B e S e e N

e T R N N S R

i S, W N T e M S N N T S W W W W e S R e S W

3. Podaj warunek, ktory spetniajg liczby zaznaczone na osi liczbowej. Jakie liczby catkowite na-
lezg do zaznaczonego zbioru?

a) b)

'~l-‘: l - —l !-l—o
s 0 o a7 0 V7

L S i S e O S e B S i S i S s W e W e i S oy W S e W i S o S e S S W W i S e SO O s S i S W s S SOV o S s W e W s S o O S e W e W i S o S e W i S e Sy S W W i S W e S o W e

4. Daness punkty P = (60, 90) i R = (-30, —30). Ktore z podanych ponizej punktéw lezg na pro-
stej PR?

A = (20, -70), B=(-50,60), C=(15,-210), D=(-5,-120), E=(0,-150), F =(32,-278)
5. Dane sg punkty A, B, C. Uzasadnij, ze punkty A, B, C sg wspotliniowe.
a) A=(-1;2),B=(2;-1),C=(0; 1)

0 A= (2 1) 5= 29,0 (1)

L e, S M e T

e e e e e e e e N i S e

6. Pu nkty A = (-1, 2), B = (3, 4), C = (0, -3) sg wierzchotkami rownolegtoboku ABCD. Zaznacz je
w uktadzie wspotrzednych i podaj wspoétrzedne punktu D. Rozwaz wszystkie mozliwe przy-
padki.

Bl e e T e e e i e al a i

7. Punkt K = (a, b) lezy w Il ¢wiartce uktadu wspétrzednych, a punkt L = (2a + 8, b+5) lezy na
osi y. Rozstrzygnij, w ktorej Cwiartce lezy punkt:

a) A=(-a,b), D) B=(a-3,-10b), c) C=(2b,-0,5a).

—_—

e i

e et e e il il Pl il et il il Pl et il il Pl il il il Pt il i it

8. Naosi liczbowej zaznaczono punkty A i B.

A B
L
3431 53+ 1

lle wynosi wspotrzedna srodka odcinka AB? Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
A. -3 B. 43 C. 4/3-1 D. —v/3-1

i W W S W W W W W W o W W W S W W W W o W

C e e, N W N W W W e W S W W N S S W S S e S W W W S S W W

9. oblicz wspotrzedne punktu S bedacego Srodkiem odcinka AB.
a) A=(2v2,-5), B=(-6V2, 1) b) A= (? V5), B = (-2v/3,-3V4)

Podsumowanie dziatu Il .



10. Punkty A = (-3v/11, 4), B = (5V/11, -4) s3 dwoma wierzchotkami tréjkata rownoramienne-
g0 ABC o podstawie AB i wysokosci 7.

Czy wierzchotek C moze miec wspoétrzedne rowne (0, 3)?
Wybierz odpowiedzZ A albo B i jej uzasadnienie sposrdd 1., 2. albo 3.

1. —4+7=3,
A. | Tak,
poniewaz 2, | 4-7=-11.
B. Nie, /T +5¢11
3' 3 +5 — 11.
Z \/_

11. punkts jest Srodkiem odcinka KL. Znajgc wspétrzedne jednego z koricéw odcinka, oblicz
wspotrzedne drugiego konca tego odcinka.

25 (LD-CBY  wss (B (7)

: 55 ; c E. el _ (<1,
12. Oblicz dtugosc¢ odcinka KL, jesli K = (36’ 75),L (53, 9,1).

L el il B Sl S Nl R N S i R Nl Nl Nl Sl T il Ml N T i i e T R N Sl M il e gl i e Nl e

13. Danyjest prostokat ABCD, w ktérym A = (-2v/2, —/2), B = (8v/2, —v/2). lle moga by¢ réwne
wspotrzedne punktow C i D, jesli |[AB| = 2|BC|? Rozpatrz wszystkie mozliwosci.

e I L T N S N N S N N S N S N N N S S N e N N S N S e N S N S N N S N S N

14. Dany jest trojkat ABC, gdzie A = (-1, 1), B= (5, 0), C = (3, 5). Czy tréjkat ABC jest rownora-
mienny? Ktory kat tego tréjkata ma najwiekszg miare? Uzasadnij swojg odpowiedz.

L S S e S o S L N M S S S S N N N S L S N S L R S N S N S S N S N N S S S N N S SN S S S N S S S N

15. Znajdz wszystkie punkty w uktadzie wspétrzednych, ktérych odlegtos¢ od poczatku uktadu
wspotrzednych jest réwna 5v/2, a jego wspétrzedne sg liczbami catkowitymi o réwnych
wartosciach bezwzglednych.

16. W uktadzie wspétrzednych przedstawiono 7t
trojkat ABC. _ ] | JC
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, . . Ll 7
jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest /
fatszywe.,
X
Pole trojkata ABC jest
; P F
rowne 375.
Bok AC ma dhugos¢ 25v/2. P F

. Il. UKEAD WSPOLRZEDNYCH
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Przeksztalcanie wyrazen
= algebraicznych

» Wykonywanie dziatan na jednomianach i sumach algebraicznych
» Redukcja wyrazow podobnych

Wyrazenia, w ktorych wystepujg liczby, litery lub liczby i litery potgczone znakami dziatan oraz
nawiasami, nazywamy wyrazeniami algebraicznymi.

Jednomianem nazywamy wyrazenie algebraiczne, ktore jest liczbg, literg lub
iloczynem liczb i liter, np. % b, 2a%, Txy.

Jednomian jest uporzgdkowany, jezeli jego pierwszym czynnikiem jest liczba,
a nastepnymi litery w kolejnosci alfabetyczne].

®

— Przyktad 1.

Przedstaw jednomian w postaci uporzgdkowane,;.
a) 32 (-2x5)

Wykonamy mnozenie liczb i wynik zapiszemy na 32 . (_215 ) _
poczgtku jednomianu. Nastepnie iloczyny takich —
samych czynnikow przedstawimy w postaci potegi. =3.(2): 2" x> =-6x

b) ¢*. (—2&3) . (—Tlobz) =13. (_Tﬂ%s) @bt = %a:*bza_'f‘

s ¥

Przedstaw jednomian w postaci uporzgdkowane,;.
a) 4f - 7f° 5) O - g2+ (=57°) c) 96 - (=) - (-1%35)

3

Wyrazenie algebraiczne, ktore powstaje przez dodanie jednomiandw,
nazywamy sumg algebraiczng, np. 2x+3, 3a* - b* + 1.

Jednomiany nazywamy podobnymi, jesli zawierajg te same czynniki literowe
i sg one w takiej samej potedze. Tylko takie jednomiany mozemy dodawac

i odejmowac. Takg operacje nazywamy redukcjg wyrazow podobnych.

— Przyktad 2.

Uprosc sume algebraiczng, a nastepnie oblicz jej wartosc liczbowg dla podanych wartosci zmiennych.
a) dxy-3x>+5x*-5yx+2dlax=3iy=-2

4xy —3x° +5x° = Syx +2 =

= 2x% — xy+2

Zaznaczymy jednomiany podobne, a nastepnie
wykonamy redukcje wyrazow podobnych.
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W miejsce zmiennej x wstawimy liczbe 3,
W miejsce zmiennej y - liczbe (-2), )
a nastepnie obliczymy wartos$c wyrazenia. =18+6+2=26

2+3¥-3.D+2=2-94642 =

h) —a?b-3ab® +2b% —4ba® +5a*b—ab’ dlaa=—/2 ib=-1

—a?b - 3ab’ + 2b% —4ba® + 5a*b — ab® =

Najpierw wykonamy redukcje wyrazow

podobnych. — _4agh? + 21>
o 1P 22 . (1) =

W miejsce zmiennej a wstawimy liczbe 4 ( \/E) 1y +2- (1)

(—x/i), natomiast w miejsce zmiennej b - =42 - (-1)+2-1=

liczbe (-1). e 43422243

Uprosc sume algebraiczng, a nastepnie oblicz jej wartosc liczbowga dla podanych wartosci zmiennych.

a) 32 -2y+4xt+3ydlax=1iy=5
b) -5x2%y-2xy* +4x%y - S5y’x +2y dlax =21y =4

— Przykiad 3.
Opusc¢ nawias i zredukuj wyrazy podobne.
a) -52% + (6z—42% +3)

Opuscimy nawias i nie zmienimy znakow

przed poszczegolnymi jednomianami, § ; -57% + (6z — 47> + 3) =
a nast?pnle wykonamy redukcje =505 6y A §5= 9 46553
wyrazéw podobnych. =

Jesli przed nawiasem wystepuje znak dodawania, to opuszczamy nawias
i nie zmieniamy znakow przed poszczegdlnymi jednomianami.

b) 6r - (-2t+5¢ -9)

Opuscimy nawias i zmienimy znak na
przeciwny przed kazdym jednomianem,
ktory jest w nawiasie. Wykonamy
redukcje wyrazow podobnych.

61 — (-2t +5°-9) =
=62+ -5P+9=+2+9

Jesli przed nawiasem wystepuje znak odejmowania, to opuszczamy
nawias i zmieniamy znak kazdego jednomianu, ktory jest w nawiasie,
na przeciwny.

Opusc nawiasy i zredukuj wyrazy podobne.
a) 3f + (4 -5 +9) ) 2¢* - (3g* +4g+8) c) —(a+2b)-(-3a-9b)
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Aby pomnozy¢ jednomian przez sume algebraiczng, nalezy pomnozy¢ go przez
kazdy sktadnik tej sumy, a otrzymane iloczyny dodac.

ab+c)=ab+ac ab—c)=ab-ac
N ¥ Y

@ Aby podzieli¢ sume algebraiczng przez liczbe rozng od 0, kazdy jej wyraz
nalezy podzieli¢ przez te liczbe, a otrzymane ilorazy dodac.

(b+£5a=b:a+m (b—gl;a=b:a—c:a azl

— Przyktad 4.

Zapisz wyrazenie w postaci sumy algebraiczne,j.

o

A

s
a) 3z(2z-42%+7) = (-32) - 2z -3z (4z%) -3z - 1= —67" + 122 - 21z = 127° - 62" - 21z

(-29-8?+£ﬁ4= (2%) :4-82 :44x:4=-22 22+ 2x=_1F 2242y
4 4 2 4

.y 324’ 166> +3 _ R’ 216a’ |

3 3 2 3
3 4894243
8 g, 8 8 ¢ T3

A& L

Zapisz wyrazenie w postaci sumy algebraiczne,;.

hy (] 1
P 0 (39 -+4)- (o)
c) (14 +21y* - 5y) : (-7) d) 25y - ijz z+ 10z

Aby pomnozy¢ dwie sumy algebraiczne, nalezy kazdy sktadnik jednej sumy
pomnozy¢ przez kazdy sktadnik drugiej sumy.

(amd)=a(c+d)+b(c+d)=ac+ad+bc+bd

S

— Przyktad 5.

Przedstaw wyrazenie (Bx2 - 6x) (2x — 1) w postaci sumy i przeprowadz redukcje wyrazéw podobnych.
/ﬁ‘;ﬂ:_—'_'—_—\_‘—"m*
(3x% = 6x)(2x— 1) = 3x% - 2x+3x% - (1) — 6x - 2x —6x - (1) = 6x° = 3x* — 12x* + 6x = 6x° — 15x% + 6x

Przedstaw wyrazenie w postaci sumy i przeprowadz redukcje wyrazéw podobnych.

a) (x+2)(2x+4) 1) (4w+2w) (3w* +2) o) 2(a+b*)(3a-b)
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Rozwiaz zadania Jas

1. Przedstaw jednomian w postaci uporzgdkowane;.

a) 4%yt - 1252 b) cd® - (—6cd4 )
C) 3la . 2ape d) xy°2%-0,7xy%z* - (—xy2) - (—lUnyzz)

2. Uprosc¢ sume algebraiczng, a nastepnie oblicz jej wartosc liczbowg dla podanych wartosci

zmiennych,
a) —3a? +4a+8a? dlaa=-1
b) ?d? +Tcd*-3d* —cd? dae=2d=-3

) -5K31+ 2Pk + 4K+ 513 - SkI*  dlak = 1%, l= —1§
d) -2 =7+ 322 =3z + Wz dlaz=2v2,t=-/3
3. Opus¢ nawiasy i zredukuj wyrazy podobne.
a) 2a-3b+(6a-3b) Bb) 2¢—15-(-5¢+30)
—(1,5x* +3,3x—4) + (6 - 2,7x — 4,5y) d) (- -2g) + (-g +7g) +10g

4. Przedstaw podane wyrazanie w postaci sumy algebraicznej. Pamietaj o redukcji wyrazow

podobnych.

a) 3b-4(-3b + 10) b) 6(-2f2+f) +(52-8f) -3

c) _§ (6x° —18x® + 15x) + % (—20x° + 10x° — 45x) d) 2p(p - s)+3s2p - 3s)

e) 3a(b? - b) -2b(a’ -a) 1 (2m+3)-m—4m(m-m*+1)

5. Upros¢ wyrazenie.

a) (4x—12y+8):2 B) (~18c +36) : (=6) c) (-m+4n-9): (4) d) 2= 123“ =

6. Cezary byt na wycieczce rowerowej. W pigtek przejechat x km. Przeczytaj treS¢ rozmowy
Cezarego i Zosi. Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego dtugosc drogi, jakg Cezary poko-
nat w czasie wycieczki. Zredukuj wyrazy podobne.

lle kilometrow @ ! /

przejechates o
w sobote?

Dwa razy wiecej

niz w pigtek.

A w niedziele? ‘»%)

TRASY ROWEROWE

niz w poprzedme
dwa dni razem.

.
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Informacje do zadan 7. i 8.

Pola postanowita zaoszczedzi¢ ze swo-
jego kieszonkowego na prezent urodzi-
nowy dla swojej siostry. W pierwszym ty-
godniu odtozyta x zi, a przez trzy kolejne
tygodnie odktadata po (x +6) zt. Prezent,
ktory chciata kupic siostrze, kosztowat
64 zt. Po czterech tygodniach odktadania
posiadata juz kwote wyzszg niz cena pre-
zentu.

7. Czy kwota odtozona w pierwszym ty-
godniu mogta byc rowna 10 zt?

Wybierz odpowiedz A albo B i jej uza-
sadnienie sposrod 1., 2. albo 3.

A Tak 1- 4 ¥ ].6' = 64.
poniewaz 2. | 10+3-16 < 64.
B | His 3. | 10+4-16> 64,

8. Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wyrazenie opisujgce kwote, ktora pozostata Poli po zakupie prezentu, ma postac

A. (3x—46) z. 3. (3x-58) zt. C. (4x —58) 7. D. (4x —46) z.

9. Zapisz podane wyrazenie w postaci sumy algebraicznej. Pamietaj o redukcji wyrazow po-
dobnych.

a) (Ta+4)(5a +8) b) (2x-1)(-3x+2)
) (-3a+b)(2a - 4b)+3(-2a* + 6b*) d) (—c+3d)(2c+5d) - (3cd-5)
) —(m—-n)(Bm+2n)—6n2n —m) [ @2s=1)2—s(-6s+1)

10. Dtugosci sgsiednich bokdéw prostokgta opisujg wyrazenia (3a—06) i (3a +8), gdzie a > 2.
Kwadrat ma obwdd rowny obwodowi prostokgta. Uzasadnij, ze pole kwadratu wynosi
16a* + 8a + 1.

11. Zapisz w postaci wyrazen algebraicznych:
2] cztery kolejne liczby catkowite poprzedzajace liczbe k;
2 cztery kolejne wielokrotnosci liczby 7, z ktdrych pierwsza jest réwna 7k;
| piec kolejnych liczb parzystych, jesli ostatnia ma postac 2n + 18;
| piec¢ kolejnych liczb nieparzystych, z ktérych srodkowa jest réwna 2n — 3;
=) liczbe trzycyfrowga, ktorej cyfra setek jest rowna s, cyfra dziesigtek d i cyfra jednosci 4.
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12. na rysunkach przedstawiono: trojkat rownoramienny, rownolegtobok oraz szesciokat fo-
remny. Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego obwody oraz pola tych figur.

B
4a

13. za pisz dwie kolejne liczby naturalne podzielne przez 3. Uzasadnij, ze suma kwadratow tych iﬁ?
liczb jest liczbg podzielng przez 9. ~—

__/4_9

1. Przedstaw jednomian w postaci uporzgdkowane,;.

il bY —2.82 . (—22ca213) . (—
a) Txy* - 6y3x2 ) 3ab2 (ESca bj) (=bca)

2. Przedstaw wyrazenie 3x* — (2x + x> — 8) w postaci sumy algebraicznej i podaj jego warto$¢ dla
x = (2).

3. Zapisz podane wyrazenie w postaci sumy algebraicznej. Pamietaj o redukcji wyrazéw po-
dobnych.

a) 3a(-2a +3) 9) 2b(5a —b)—3a(-4b +2)
C) (—2a +3b)(5a + b) d) (-2a+3b)(-2a-b)-3(ab-1)

4. Zapisz w postaci sumy algebraicznej pole rownolegtoboku, ktérego dtugosc jednego boku
jest rowna 3a + 3, a wysokos¢ opuszczona na ten bok jest rowna 4a+ 5, gdzie a jest liczbg
dodatnia.

5. Dane jest wyrazenie 3(x - 2)(x* +3x) =32 + 15x - 1. E
Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest
fatszywe.

Dane wyrazenie mozna zapisa¢ w postaci 3x* - 3x — 1. P F
Wartos¢ danego wyrazenia dla x =-2 jest rowna 19. P F
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2 = Rozwigzywanie rownan

» Liczby spetniajgce réwnanie
» Rownania sprzeczne i tozsamosciowe
Rozwigzywanie rownan pierwszego stopnia z jedng niewiadoma

Za pomocg rownan mozemy opisac i rozwigzac wiele problemow i zagadnien z matematyki, fizyki,
chemii i innych dziedzin nauki.

Dwa wyrazenia algebraiczne, w ktorych wystepuje przynajmniej jedna litera,
potgczone znakiem rownosci hazywamy rownaniem, np.

/.; 2.1:+3=7ﬂ

: : ; : &
Clewa strona rownania. L] l: prawa strona rownania: PJ

O

Liczba spetnia dane réwnanie, jezeli po podstawieniu tej liczby w miejsce
niewiadomej lewa strona rownania jest rowna prawej stronie tego rownania.

— Przyktad 1.

Sprawdz, czy liczba (-1) spetnia rownanie (x — 1)(x+ 2) = x(3 +x).
L=(-1-1(1+2)=-2-1=-2
P=(-1)-[3+(-1)]=-1-B-1)=

=-1-2=-2
Poniewaz-2 = -2, wiec L = P. Zatem liczba (-1) jest rozwigzaniem (pierwiastkiem) tego rownania,
czyli spetnia to rownanie.

Obliczymy wartosc lewej strony
rownania dla x = -1 oraz wartosc¢ prawe;
strony rownania dla x = 1.

Sprawdz, czy liczba 3 spetnia rownanie 6(x—4) —2(1 +x) = 4x.

Aby otrzymac rownanie rownowazne do danego rownania, mozemy:
* do obu stron rownania dodac te samg liczbe lub to samo wyrazenie,
ktérego wartos¢ mozna obliczy¢ dla dowolnej liczby,
@ e od obu stron réwnania odjgc¢ te sama liczbe lub to samo wyrazenie,
ktorego wartos¢ mozna obliczy¢ dla dowolnej liczby,
¢ obie strony rownania pomnozyc przez te samg liczbe r6zng od zera,
* obie strony rownania podzieliC przez te samg liczbe rézng od zera.
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Rozwigzanie rownania polega na znalezieniu wszystkich liczb, ktore spetniajg to rownanie, lub
stwierdzeniu, ze takie liczby nie istnieja.

— Przykiad 2.
Rozwigz rownanie 2x —3(4 —x) = 6x - 5.

2x-3(4-x) = 6x—5

Uproscimy lewg strone réwnania. 2x-12+3x=6x-5

5x-12=6x-5
5x-12=6x-5 |+12
; . 5x-12+12=6x-5+12
Do obu stron rownania dodamy 12, %—g 7 Sx=6x+7 |-6x

a nastepnie odejmiemy 6x. St e R T

-x=17
Obie strony réwnania pomnozymy —x=7 |-(-1)
przez liczbe (-1). x==7

5,

Rozwigz réwnanie.

20 2x+3=11-5x b) 4x—-10=2-5(3 +x) €) 12x-3(5-2x) = 0,5(38x +4)

!

Rownanie, ktérego nie spetnia zadna liczba, nazywamy réwnaniem
sprzecznym.

Réwnanie, ktére spetniajg wszystkie liczby, nazywamy réwnaniem
tozsamosciowym.

— Przyktad 3.

Rozwigz réwnanie.

a) @+ DE-3)=22-2(x~1) b) 6(2%x-2) =-2(6-6,59
x2—3x+x—3=x2—2x+2 13

6(—x-2)=-12+13x

%Rt —+2 |- (6 )
2x-3=-2x+2 |+2 13x-12=-12+13x |- 13x
. -12=-12

Liczba (-3) nie jest rowna liczbie 2. Otrzymali- Liczba (-12) jest réwna liczbie (-12). Otrzyma-
smy sprzecznosc. Oznacza to, ze rownanie jest  liSmy tozsamos$c¢. Oznacza to, ze réwnanie jest
sprzeczne, czyli nie ma rozwigzania (zadna licz- tozsamosciowe, czyli ma nieskonczenie wiele
ba nie spetnia tego rownania). rozwigzan (kazda liczba spetnia to réwnanie).

Rozwigz rownanie.

1) 6x+8=2(3x-4) b) 7(x—1) = %(16 + 14x) c) 22— > (6x+4x2) =-1,5x

| =
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— Przykiad 4.

-x—-3 _x+6
5 4 +2x

Rozwigz rownanie

Obie strony rownania pomnozymy przez
liczbe 20, czyli przez wspolny mianownik
utamkow znajdujgcych sie po lewej i po
prawej stronie rownania. Nastepnie
uproscimy obie strony réwnania.

Do obu stron rownania dodamy 12,
a nastepnie odejmiemy 45x. W kolejnym
kroku uproscimy obie strony réwnania.

Obie strony rownania podzielimy przez
liczbe (—49).

® Cwiczenie 4,
Rozwigz rownanie.

a) X3 - x—1 by 21 _ 9-4x

Rozwigz zadania s

1. Sprawdz, czy podana liczba spetnia réwnanie.

a) 2x-5=09, x=17
b) 2x-(11 -x) =x-3, x=-4
c) 4b+%(10b—5)=2(4—b), b=-1

d) @-52-3y) =y(-2y+6)-y*+1, y=1
-a* +7a _ 6 —3a’

, a=3
6 7

==

a) 3x+6=2x-5

é = = —

) 5(2e-3) =74

) (x-2)+0,1(8x+3)=0,6
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—.1'—3 — I+6 _.-}
== +2x |-20

490 —X—3 _5 x+6 _
2Q —51 20 % +20 - 2x

4(-x—3) =5(x+6) +40x
—4x —-12 = 5x+30+40x
~A4x—12 = 45x+ 30

—4x-12=45x+30 |+12

4x—-12 +12 =45x+30 + 12
4x=45x+42 |-45x

—4x —45x =45x +42 — 45x
—49x =42

49x =42 | :(-49)

x = -2
49
p= -
7
1 0 T
€ 3_]:-[— ==
-

b) 2x-(10-x) =—4x-6

d) 5(

I 1,5(x-3)+0,5x =2,5(x-4)- 10

5 _3 =
—Ex—l) = 2(4x+8)-Tx



Sprawdz, co umiesz!

Rozwigz réwnanie.

1 2 1
al) —x—2=-=
)2 3 6
1 X+3
€) O==-x+=——-4
: 3 6
3-x x—1
e) 8 4

I 4x—(7-2x) =8 —x
. 2@+ 1) = 5x - 7(x+3)

V. 3y+9

=3y-(1,9y-4,3)

Rozwigz rownanie.
a) 3x(2x-3)-5=6x(x-1)+10
c) 8(x*—3) —5x(2+x) = 3x*— 10x

Uzasadnij, ze:

2} zadna liczba nie spetnia réwnania

3x+12 _ _2x+36

b) 12 _d5=_034
4 8

8
3-2x _ -3x+2
d) 2 4
=x+3 _ _x+6 _ 1
f) 3 4 2"

Sprawdyz, ktére réwnania sg tozsamosciowe, a ktdre sprzeczne. Uzasadnij swojg odpowiedz.

1 !
Il 14—2(4x+5)—4 %

Iv. 6"2b_s+b o I
4 2

VI. 3=-3)y+1)-y*=4

b) —x(x-2) =-2x(x+4)+x*-5
d) —4x(x +2) +6x = 2x(2x — 1) — 82

+X
4 r

5) réwnanie 3(-x* +2x-4) +(x-3)(x- 1) = 2(x - 1)* - 2x - 7 jest spetnione przez nieskor-
czenie wiele liczb.

2

1. Sprawdz, ktére z liczb: -1, 0, 2 sg rozwigzaniami rownania.

a) 14x-22=6

Rozwigz rownanie.
a) 1llx-2=12+10x

c) 10(%;;—1) = 10+ 2x

10
6-2r  13-Tx
e) 4 6
dg—T 549% To. Al
_ =Jtyiinl
g8 = TR ik

i g, - - - F

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
-1§(3x _6)—1 jest liczba

Rozwigzaniem réwnania 5(—%.}:—3) =

A. -6 B. 2

b) 4x(1+x)-5x=3x>+x

b) 4y-(6+y)=5y—-12
d) 13(1 —y) +8y+9=-5(y-4)+2
f) 225 - 951

5
h) x(x—2)+6= 2"2;1”“

— T a — - - et — s — ——

C. 6 D. -1

2. Rozwigzywanie rownan .




Zastosowanie rownan
= W praktyce

» Rozwigzywanie zadan tekstowych za pomocg rownan pierwszego

stopnia z jedng niewiadoma

— Przykiad 1.

wymiary czytnika Cezarego.

Analiza zadania

a - szerokosSc¢ czytnika Cezarego

a+9 - dtugosc czytnika Cezarego
Obwaéd czytnika Cezarego wynosi 46 cm.

Utozenie i rozwigzanie rownania

Wiedzac, ze obwaod to suma dtugosci
bokow, utozymy odpowiednie rownanie.,

Rozwigzemy réwnanie i obliczymy
szerokosc czytnika Cezarego.

Wyznaczymy dtugosc czytnika Cezarego.

Sprawdzenie

2:-7cm+2-16cm= 14 cm+ 32 cm = 46 cm.

62 cm. Oblicz wymiary tabletu Eli.

— Przykiad 2.

pracownicy.

Analiza zadania
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Dtugosc prostokatnego czytnika e-bookow Cezarego jest 0 9 cm
wieksza niz szerokosc¢. Obwdd tego czytnika ma 46 cm. Oblicz

x - wysokos¢ wynagrodzenia pierwszego pracownika
1,1x - wysokos¢ wynagrodzenia drugiego pracownika
x + 1000 - wysokos¢ wynagrodzenia trzeciego pracownika

Suma wynagrodzen trzech pracownikow wynosi 13 400 zi.

Rozdziat |

a+9

2a+2(a+9) =46

2a +2a+18 = 46
4a+18 =46 |- 18
da=28 |:4
g="7 [cm]

a+9=7+9=16[cm]

Czytnik Cezarego ma 7 cm szerokosci i 16 cm dtugosci. Zatem obwod czytnika ma

Odp. Czytnik Cezarego ma 7 cm szerokosci i 16 cm dtugosci.

Szerokosc prostokatnego tabletu Eli jest o 7 cm mniejsza niz dtugos¢. Obwaod tego tabletu ma

Suma wynagrodzen netto trzech pracownikow wynosi 13 400 zl. Pensja drugiego pracownika
stanowi 1,1 pensji pierwszego pracownika. Wynagrodzenie trzeciego pracownika jest o 1000 zt
wieksze od wynagrodzenia pierwszego pracownika. Oblicz, jakie wynagrodzenia netto otrzymujg



Utozenie i rozwigzanie rownania
Wiemy, ze suma wynagrodzen trzech

pracownikéw wynosi 13 400 zi. Utozymy
odpowiednie rownanie i je rozwigzemy.
Otrzymamy wysokos¢ wynagrodzenia
pierwszego pracownika.

Obliczymy wysokosci pensji drugiego | _3 I1x = 1,1 - 4000 = 4400 [z1]
i trzeciego pracownika. ' x + 1000 = 4000 + 1000 = 5000 [z1]

x+ 1,1x+x+1000 = 13 400
3,1x + 1000 = 13 400 |- 1000
3,lx=12400 |:3.1

x = 4000 [zi]

Sprawdzenie
Wynagrodzenie pierwszego pracownika wynosi 4000 zt, drugiego - 4400 zi, a trzeciego - 5000 zt.
Wowczas 4000 zt + 4400 zt + 5000 zt = 13 400 zt.

Odp. Wynagrodzenia netto pracownikow wynoszg odpowiednio: 4000 z1, 4400 zt i 5000 zt.

W galerii handlowej znajdujg sie trzy sale kinowe. £gcznie w tych salach jest 1420 miejsc. W drugie;
sali znajduje sie 3 razy wiecej miejsc niz w pierwszej. W trzeciej sali jest o 180 miejsc mniej niz
tgcznie w pierwszej i drugiej sali. Oblicz, ile miejsc jest w kazdej z sal.

— Przyktad 3.

Bilet normalny do kina kosztuje 36 zt, a bilet ulgowy - 18 zt. We
wtorek kino odwiedzito 128 osob. Do kasy ze sprzedazy biletéw
wptyneto 3834 zi. lle tego dnia sprzedano biletéw ulgowych?

Analiza zadania

We wtorek sprzedano tacznie 128 biletow.

x - liczba sprzedanych biletow normalnych
128 — x - liczba sprzedanych biletow ulgowych
Do kasy ze sprzedazy biletow normalnych i biletéw ulgowych wptyneto 3834 zt.
Kwota, jaka wptyneta ze sprzedazy biletow normalnych: 36x

Kwota, jaka wptyneta ze sprzedazy biletow ulgowych: 18(128 - x)

Utozenie i rozwigzanie rownania
Utozymy odpowiednie rownanie,

a nastepnie je rozwigzemy. Otrzymamy 36x + 18(128 — x) = 3834

liczbe sprzedanych biletow normalnych. %@ 36x +2304 — 18x = 3834 | -2304
Kwota, ktora wptyneta ze sprzedazy biletow | 18x=1530 |: 18

normalnych i biletow ulgowych, wynosita ¥ =285

3834 zi.

Ezgﬁﬁy liczbe sprzedanych biletow - %ﬁ\; R

Sprawdzenie
36 zt - 85+ 18 zt - 43 = 3060 zt + 774 zt = 3834 zi

Odp. Tego dnia sprzedano 43 bilety ulgowe.

Bilet ulgowy na koncert kosztuje 85 zi, a bilet normalny - 120 z. W dniu ogtoszenia koncertu
sprzedano 78 biletéw za tgczng kwote 7890 zt. Oblicz, ile tego dnia sprzedano biletéw normalnych.
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— Przykiad 4.

Wychowawczyni organizuje wycieczke dla swojej klasy. Ustalita, ze jesli kazdy z uczestnikow wpta-
Ci 95 zi, to na pokrycie wszystkich kosztow zwigzanych z wyjazdem zabraknie 52 zi. Natomiast
jesli kazdy z uczestnikéw wptaci 100 zi, to zostanie 78 zi. Oblicz, ilu uczniow zadeklarowato udziat
W wycieczce.

Analiza zadania

x - liczba uczestnikow wycieczki

Jesli kazdy z uczestnikow wptaci 95 zi, to kwota potrzebna na pokrycie kosztow wycieczki wyniesie
(95x + 52) zL.

Jesli kazdy z uczestnikow wptaci 100 zi, to kwota potrzebna na pokrycie kosztow wycieczki wy-
niesie (100x — 78) zL

Utozenie i rozwigzanie réwnania
95x+52=100x-78 |- 100x

Utozymy odpowiednie réwnanie, 95x+352-100x = 100;‘? —78 — 100x
a nastepnie je rozwigzemy. Otrzymamy ) __$ —S5x+52=-78 |-52

liczbe uczestnikow wycieczki. 3x+82—-52=-18-52
Sx=-130 |:(-5)

x =26
Sprawdzenie
(95 - 26 +52) zt = 2470 z1 + 52 z1 = 2522 7}
(100 - 26— 78) zt = 2600 zt — 78 zt = 2522 71

Odp. Udziat w wycieczce zadeklarowato 26 uczniow.

Organizatorzy balu 6smoklasisty ustalili, ze jesli kazdy z uczestnikow balu wptaci 180 zi, to na
pokrycie wszystkich kosztéw zwigzanych z balem zabraknie 324 zt. Natomiast je$li kazdy z uczest-
nikdw wptaci 190 zi, to zostanie 216 zi. Oblicz, ilu uczniow zadeklarowato udziat w balu.

Rozwiaz zadania §

1. Polazabrata na wycieczke o 25 zt wiecej niz jej siostra. Razem miaty 115 zt. Oblicz, ile pieniedzy
zabrata siostra Poli na wycieczke.

2. Obwdd prostokatnej dziatki jest rowny 240 m. Jeden z bokow dziatki jest 3 razy krotszy od
drugiego boku. Oblicz wymiary tej dziatki.

3.w trojkacie rownoramiennym miara kata przy podstawie jest 2,5 razy wieksza od miary kata
miedzy ramionami. Oblicz miary kgtow tego trojkata.

4. Cezary jest o 5 lat starszy od swojego kuzyna Marka, a Marek 2 razy mtodszy od swojej siostry
Kasi. Razem majg 41 lat. Oblicz wiek kazdego z nich.

5..

Tosia jest o trzy lata mtodsza od Michasi. Razem maja 21 lat. lle lat temu Michasia byta dwa
razy starsza od Tosi?
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6. Na rysunku przedstawiony jest trapez rownoramienny, gdzie x > 0. E
3x+2 =

5x° + 2

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposréd oznaczonych literami Ci D.

Wartosc x jestrowna| A B ! A.2 B. 4
Obwadd trapezu jest réwny‘ C ‘ D ‘ C.42 D. 52

7. Przedstaw liczbe 110 w postaci sumy dwoch sktadnikéw, tak aby jeden sktadnik byt o 20
wiekszy od podwojonej wartosci drugiego sktadnika.

Informacje do zadan 8. i 9. E

Objetos¢ prostopadtoscianu jest rowna iloczynowi dtugos-
ci krawedzi wychodzacych z jednego wierzchotka. Suma
dtugosci trzech krawedzi prostopadtoscianu poprowadzo- : "
nych z jednego wierzchotka jest rowna 37 cm. Krawedz [ P A
jest 0 9 cm krotsza od krawedzi k, a dtugosc krawedzi m !

stanowi g dtugosci krawedzi «. k

8. Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami Ci D.

Krawedz m ma diugoéﬁ! A B cm. A. 10 B. 18
Suma dtugosci wszystkich krawedzi jest réwna! c | D ‘cm. C. 148 D. 296

9. Dokoricz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Objetosc¢ prostopadtoscianu jest réowna
. 360 cm® 2. 810 cm? ~. 1620 cm? ). 3420 cm’

10. Bruno postanowit kupi¢ za zaoszczedzone pienigdze deskorolke elektryczng. Miat juz
400 zt oszczednosci, ale ta kwota nie wystarczyta na zakup deskorolki. Postanowit, ze bedzie
odktadat na ten cel co miesigc 30 zi. Okazato sie, ze gdyby odktadat co miesigc 50 zi, to mog-
tby kupi¢ wymarzong deskorolke o szeS¢ miesiecy wczesniej. Cena deskorolki przez caty
okres oszczedzania byta taka sama. Jaka byta cena deskorolki, ktorg chciat kupi¢ Bruno?

11. & kupita na przyjecie z okazji swoich
czternastych urodzin 1,8 kg stodyczy.
Cena za 1 kg pralinek byta o 16 zt wyzsza
od ceny za 1 kg galaretek owocowych.
Za mieszanke stodyczy zaptacita 48,60 zi.
Jaka byta cena za kilogram kazdego ro-
dzaju stodyczy, jezeli Ela kupita trzy razy
mniej pralinek niz galaretek owocowych?
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12. Czy istnieje szesc kolejnych liczb parzystych, ktérych suma jest rowna 25207 Uzasadnij
swojg odpowiedz.
Wskazowka: kolejne liczby naturalne parzyste mozemy zapisac w postaci 2k, 2k+2, ...,
gdzie k jest liczbg naturalna.

13. Dana jest liczba dwucyfrowa, w ktorej cyfra jednosci jest o0 2 mniejsza od cyfry dziesigtek.
Jezeli do tej liczby dwucyfrowej dodamy cyfre jej dziesigtek, to otrzymamy liczbg 82. Znajdz
te liczbe.

'if( 14. Wiiczbie naturalnej dwucyfrowej cyfra dziesigtek jest o 3 wieksza od cyfry jednosci. R6znica
o danej liczby i liczby dwucyfrowej otrzymanej po przestawieniu cyfr tej liczby jest rowna 27,
Znajdz wszystkie liczby o tej wtasnosci.

f

-~

1. Babcia Zosi przygotowata na zime 61 stoikow z konfiturami: malinowa, porzeczkows i tru-
skawkowg. Stoikow z konfiturg malinowg byto 4 razy wiecej niz stoikow z konfiturg truskaw-
kowa, a stoikow z konfiturg porzeczkowg o 7 wiecej niz z truskawkowg. Oblicz, ile stoikéw
konfitury porzeczkowej przygotowata babcia Zosi.

! E 2. Na rysunku przedstawiony jest trojkat rownoramienny,

gdzie x > 0.

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod

podanych. A7+ 1
Obwod tréjkata wynosi

A. 21 B. 31 . 39 ). 69

i E_ ) 3. Agnieszka rozmienita 5 zt na monety 50-groszowe i 20-groszowe. Monet 20-groszowych byto
0 4 wiecej niz monet 50-groszowych.

Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest

fatszywe.
Jesli przez x oznaczymy liczbe monet 20-groszowych, to sytuacje opisuje
: : P F
rownanie x- 0,5 +(x-4)-0,2 =35.
Agnieszka rozmienita 5 zt na 10 monet 20-groszowych i 6 monet P -

50-groszowych.

4. Na wystawe modeli starych samochodow mozna kupic bilet normalny w cenie 18 zt, bilet
ulgowy za 14 zt oraz bilet rodzinny, ktéry jest dwa razy drozszy od biletu normalnego. Pew-
nego dnia sprzedano 142 bilety, w tym 62 bilety rodzinne. lle sprzedano biletow ulgowychi ile
normalnych, jezeli tego dnia przychod ze sprzedazy biletow wyniost 3472 zi?
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4 s Procenty w rownaniach

- Rozwigzywanie za pomocg rownan zadan tekstowych, w ktorych
wystepujg dane wyrazone w procentach

Umiejetnos¢ wykonywania obliczen procentowych przydaje sie miedzy innymi podczas wyzna-
czania cen produktow po obnizkach lub podwyzkach, obliczania oprocentowania kredytow, czy
wysokosci odsetek od wptaconego kapitatu na lokate bankowg. Aby utatwic obliczenia w zada-
niach dotyczacych lokat, nie bedziemy uwzgledniac pobierania przez bank podatku od odsetek,
ktory w Polsce wynosi 19 %.

— Przykiad 1.

Zosia podczas trzydniowych przygotowan do sprawdzianu z matematyki rozwigzata 50 zadan.
Liczba zadan rozwigzanych przez Zosie drugiego dnia stanowita 325 % liczby zadan rozwigzanych
przez nig pierwszego dnia. Trzeciego dnia Zosia rozwigzata o 100 % wiecej zadan niz pierwszego
dnia. Ustal, ile zadan rozwigzata Zosia w poszczegolnych dniach.

Analiza zadania

50 zadan
N
F i s
* [ i M L “ s [ l”
dzien dzien dzien
et 325 % liczby x, X +100 % liczby x,
c2yl(3,25) zedar 2§+ = X zaden

Utozenie i rozwigzanie rownania

Utozymy odpowiednie rownanie i je X +3,25x +2x = 50

s ; 4 B 6,25x =50 |:6,25
rozwigzemy. Otrzymamy liczbe zadan 50 5000
rozwigzanych pierwszego dnia. X=525 " 65 8
Obliczymy, ile zadan Zosia rozwigzata %@ dzien Il: 3,25x = 3,25 -8 =26
drugiego dnia, a ile - trzeciego. dzien lll: 2x =2 -8 =16
Sprawdzenie
8+26+16 =50

Odp. Zosia pierwszego dnia rozwigzata 8 zadan, drugiego - 26 zadan, a trzeciego - 16 zadan.

Kuba co miesigc odktada zaoszczedzone pienigdze. Od wrzesnia do grudnia udato mu sie odtozyc
156 zi. We wrzesniu i w pazdzierniku zaoszczedzit takg samg kwote. Pienigdze odtozone przez
Kube w listopadzie stanowig 50 % kwoty, kt6rg odtozyt we wrzes$niu. W grudniu zaoszczedzit
0 25 % mniej pieniedzy niz w pazdzierniku. Ustal, jakie kwoty odtozyt Kuba w poszczegolnych
miesigcach.
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— Przykiad 2.

Ankietowanym zadano pytanie: W jaki sposob
optacasz rachunki? Kazdy z ankietowanych mogt
wskazac tylko jeden sposob. Wyniki ankiety przed-
stawiono na procentowym diagramie kotowym.
Odpowiedzi, ze optaca rachunki na poczcie, udzie- 73 %
lito 57 ankietowanych. Uzasadnij, ze w ankiecie
wzieto udziat 300 osoéb.

it przez aplikacje
internetows

! na poczcie

W w banku

Analiza zadania

x - liczba ankietowanych

57 ankietowanych optaca rachunki na poczcie. Stanowig oni 100 % —73 % —8 % = 19 % wszystkich
ankietowanych, czyli 0,19x.

Utozenie i rozwigzanie ro6wnania
0,19x =57 |:0,19

57 5700 _
*=00 " 19 —°0

Utozymy odpowiednie rownanie i je
rozwigzemy.

Zatem uzasadniliSmy, ze w ankiecie wzieto udziat 300 oséb.

Sprawdzenie
0,19x = 0,19 - 300 = 57

rd =

P e f N ¢ il @

.-
. X - L |
,1: wiczenie 2

Ankietowanym zadano pytanie: Jaki jest twéj ulu- 60 %

biony gatunek muzyki? Kazdy z ankietowanych 0%

mogt wskazad tylko jeden gatunek. Wyniki przed- 0%

stawiono na procentowym diagramie stupkowym. > :’{’ — 20 %
Rock jako ulubiony gatunek muzyki wskazato Tg: — B
40 osoOb. Uzasadnij, ze 135 ankietowanych wybra- 5 9;

to pop. rock dance pop hip-hop

Przyktad 3.

W szkole, do ktorej uczeszcza Kuba, chtopcy stanowig 45 % liczby wszystkich uczniow. Dziewczat
jest 0 52 wiecej niz chtopcow. llu uczniow uczeszcza do tej szkoty?

Analiza zadania

x - liczba uczniow w szkole, do ktorej uczeszcza Kuba

Chtopcy stanowig 45 % liczby uczniow w tej szkole, czyli 0.45x.

Dziewczeta stanowig 100 % — 45 % = 55 % liczby wszystkich uczniow w tej szkole, czyli 0,55x.
Dziewczat jest o 52 wiecej niz chtopcow.

Utozenie i rozwigzanie rownania

0,45x+52 =0,55x | -0.45x
0,45x +52 - 0.45x = 0,55x — 0.45x
52=0l1x |:0]

Jesli liczbe chtopcéw zwiekszymy o 52,
to bedzie ona réwna liczbie dziewczat.
Utozymy odpowiednie rownanie i je 50 520

rozwigzemy. S0 1 520
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Sprawdzenie

Dziewczeta: 0,55x = 0,55 - 520 = 286
Chtopcy: 0,45x = 0,45 - 520 = 234
286 -234 =52

Odp. Do tej szkoty uczeszcza 520 uczniow.

W chorze, do ktorego nalezy Ela, dziewczeta stanowig 75 % wszystkich jego wokalistow. Chtopcow
jest o 18 mniej niz dziewczat. lle 0séb nalezy do choru?

— Przyktad 4.

Cene pitki obnizono 020 %, a po pewnym czasie podwyzszono o 10 %. Po tych zmianach cena
pitki wynosi 176 zt. Oblicz cene poczatkowa pitki.

Sposab |

Oznaczymy przez x cene poczgtkowg pitki, a przez y cene pitki po obnizce.
Jesli cene y pitki podwyzszono o 10 %, to 176 zt stanowi 110 % = 1,1 ceny y.
Liy=176 |:11

Obliczymy cene pitki po obnizce. 176 1760
y = 11 = 1 =160 [Zﬂ

Jesli cene x pitki obnizono o 20 %, to 160 zt stanowi 80 % = 0,8 ceny x.

08x=160 |:0,8

Obliczymy cene poczgtkowa pitki.
oy g g x={1]63=16;}0=200[zl]

Sposéb II

Oznaczymy przez x cene poczgtkowg pitki. Cena pitki po obnizce wynosi 0,8x.

Cena pitki po podwyzce stanowi
110 % = 1,1 ceny po obnizce.

; e 0,88x =176 |:0,88
Obliczymy cene poczatkowg pitki. @
176 _ 17600 _ 51y, (1]

1,1 -0,8x = 0,88x

= —
(0,88 88

Sprawdzenie
Cena po obnizce: 200 zt - 0,8 = 160 zt
Cena po podwyzce: 160 zt - 1,1 = 176 zt

Odp. Cena poczatkowa pitki wynosita 200 zt.

Cena drona po dwoch obnizkach, za kazdym
razem o 15 %, jest rowna 578 zi. Oblicz cene
poczatkowg drona.
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— Przyktad 5.

Pan Kwiatkowski wptacit 10 000 zt na roczng lokate bankows. Po roku stan lokaty wynosit 10 780 zi.
Jakie byto oprocentowanie w skali roku tej lokaty?

Oznaczymy przez x oprocentowanie lokaty w skali roku wyrazone w procentach.

Po roku do kwoty 10 000 zt bank doliczyt odsetki w wysokosci x % - 10 000 zt.

Zapiszemy odpowiednie réwnanie. 10 000 +x % - 10 000 = 10 780

10 000 + —*— . 10-600' = 10 780

10 000 +100x = 10 780 | — 10 000
100x =780 | : 100
x =78 [%]

Zamienimy procent na utamek
I wyznaczymy oprocentowanie lokaty.

Odp. Oprocentowanie lokaty wynosito 7.8 %.

@® Cwiczenies5.
Pani Nowak zaciggneta w banku kredyt w wysokosci 5000 zt. Po roku zwrdcita do banku kapitat
wraz z odsetkami, ktore wynosity 450 zt. Jakie byto oprocentowanie w skali roku tego kredytu?

Rozwiaz zadania Jes

1. 35% pewnej liczby x jest rowne 22.4. Oblicz liczbe .

2. Przez 4 godziny obserwowano natezenie ru-
chu na przejsciu dla pieszych. Wyniki obser-
wacji przedstawiono na procentowym dia-
gramie kotowym. Miedzy godzing 13.00
a 14.00 z przejscia dla pieszych skorzystaty
63 osoby. lle osob skorzystato z tego przej-
Scia dla pieszych w czasie 4 godzin obserwacji?

M 11.00-12.00
B 12.00-13.00
W 13.00 - 14.00
B 14.00-15.00

3. Cene hulajnogi obnizono o 12 %, dzieki czemu Cezary zaptacit za nig o 72 zt mniej, niz gdyby
kupit jg przed obnizka. lle kosztowata hulajnoga przed obnizkg?

do Wiednia. Znalazta odpowiednig oferte,
ale podczas rezerwacji okazato sie, ze cena
wycieczki zostata podwyzszona o 16 %. Po
podwyzce pani Anna musiataby za wyciecz-
ke zaptacic 928 zi. Jaka byta poczatkowa cena
wycieczki?

5. 62 uczniéw z klas 8a, 8b oraz 8c wzieto udziat w konkursie wiedzy o Unii Europejskiej. Liczba
uczniow z klasy 8b byta o 15 % wieksza od liczby uczniow z klasy 8a, a z klasy 8c 0 4 mniejsza
od liczby uczniow z klasy 8b. llu uczniow z kazdej klasy brato udziat w konkursie?

A,
A ey
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6. Cene nart obnizono o 5 %, a nastepnie o 10 %. Obecnie narty kosztujg 1710 zi. Jaka byta po-
czgtkowa cena nart?

Informacje do zadan 7. i 8. i

y o - I
Cene laptopa obnizono o 15 %, a pozniej jeszcze o 10 %. 2t
Po obu obnizkach laptop kosztuje 3519 zi.

7 Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oz-
naczonych literami Ai B oraz odpowiedz sposrod
oznaczonych literami Ci D,

Laptop przed obnizkami kosztowat A | B Izl.

A. 4692 B. 4600 .
Pierwsza obnizka byta wyzsza od drugiejo C D | zl.
C. 230 D. 299 |

8. lle procent ceny poczatkowej laptopa stanowi cena
koncowa? Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

A. 235 % e T3 % 76,5 % 25 %

9. Pan Kowalski wzigt kredyt gotowkowy, ktorego oprocentowanie roczne wynosi 9,6 %. Po roku
sptacit kredyt (wraz z odsetkami) w kwocie 27 400 zi. lle ztotych kredytu wzigt pan Kowalski?

10. Pani zofia wptacita 8000 zt na roczng lokate bankowg. Po roku bank doliczyt odsetki w wy-
sokosci 680 zt. Jakie byto oprocentowanie roczne tej lokaty?

1M1. w naczyniu znajduje sie 800 g roztworu wodnego soli o stezeniu 15 %. lle gramow wody
nalezy odparowac, aby otrzymac roztwor o stezeniu 16 %?

12. w15 g stopu srebro stanowi 5 %. lle gramow innych metali trzeba dodac do tego stopu,
aby w nowym stopie srebro stanowito 4 %?

13. & hoduje rybki akwariowe. Mieczyki stanowig 40 % liczby wszystkich rybek, liczba moline-
zji to 20 % liczby mieczykow, a pozostate 13 rybek to gupiki. Ille rybek ma Ela?

14. Zosia, Polai Ela zbierajg widokowki. Zosia ma o 40 % widokowek wiecej niz Pola, a Ela ma
0 20 % widokowek mniej niz Zosia. Razem majg 528 widokowek. lle widokowek ma kazda
z dziewczat?

15. olana zakup ksigzek wydata 45 % swoich oszczednosci, a na bizuterie 20 % tego, co zostato jej
po kupieniu ksigzek. Oblicz, ile Ola miata oszczednosci, jesli po tych zakupach zostato jej 110 z.

16. Jedna liczba jest o 50 wieksza od drugiej. Suma 24 % liczby mniejszeji 42 % liczby wiekszej
jest rowna 87. Wyznacz te liczby.
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17. Roznica dwéch liczb jest réwna 12, a suma podwojonej wiekszej z nich i 50 % mniejsze]
liczby jest rowna 14.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedzZ sposréd oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrdd oznaczonych literami C i D.

Jezeli przez x oznaczymy wiekszg z liczb, to warunki zadania opisuje réwnanie A B .

A.2x+0,5(x+12) =14 B.2x+0,5(x-12) =14
Liczby, o ktérych mowa w zadaniu,to € | D .
C.4i8 D.3,2i15.2

R R R L R I R T o T

18. Nadwoch regatach byto ustawionych tgcznie 117 ksigzek. Gdy z pierwszego regatu prze-
stawiono 35 % ksigzek na drugi regat, to na pierwszym byto 2 razy mniej ksigzek niz na
drugim. lle ksigzek stato poczgtkowo na kazdym regale?

i o I I W B M R e N o W

19. w sklepie z bakaliami cena za 1 kg migdatow jest o 38 % wyzsza od ceny za 1 kg rodzynek.
Za 30 dag migdatdéw i 1,5 raza wiecej rodzynek zaptacono 21,60 zt.

Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli

jest fatszywe.
Cena za 1 kg rodzynek jest 0 9,50 zt nizsza od ceny za 1 kg migdatow. P F
20 dag migdatéw i 0,5 kg rodzynek kosztuje 19,40 zi. P F

- — — e W N N N N T N e I R N R I T R N T R o W N N S o S e M O M T M T S N N N T T W N I M o S

20. wiiczbie dwucyfrowej cyfra dziesigtek jest o 50 % mniejsza od cyfry jednosci. Jezeli miedzy
cyfry tej liczby wstawimy cyfre 7, to otrzymamy liczbe o 340 wiekszg od liczby poczatkowe;.
Wyznacz liczbe dwucyfrows.

L/
s o

1. 68 % pewnej liczby x jest rowne 102. Oblicz liczbe x.

B T e - e

2. Polaw ciggu trzech dni prze-
jechata trase wokot Jeziora
Sniardwy o dtugosci 110 km.
W drugim dniu pokonata dy-
stans 0 20 % dtuzszy niz
pierwszego. Trzeciego dnia
przejechata 25 % tgcznej
liczby kilometrow pokona-
nych pierwszego i drugiego
dnia. lle kilometréw poko-
nata Pola kazdego dnia?
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3. Na diagramie przedstawiono, ile procent dziewczat i chtopcow klasy 8a uczy sie jezyka hiszpan-
skiego i niemieckiego. W klasie jest o dwoch chtopcow mniej niz dziewczat. Jezyka niemieckiego
w tej klasie uczy sie tyle samo dziewczgt co chtopcow. llu ucznidw jest w klasie 8a?

procent liczby uczniow

70 %
60 %
50 %
40 %
30 %
20 %
10 %
0%

W dziewczeta

hiszpanski

—— [ chtopcy

niemiecki
jezyk

4. Dziatka pana Romana ma ksztatt kwadratu o boku dtugosci x. Dziatka pana Henryka ma i@
ksztatt prostokata, ktorego dtugosc jest o 16 % wieksza, a szerokosc o 16 % mniejsza od dtu-
gosci boku dziatki pana Romana.

Czy powierzchnie tych dziatek sg jednakowe?

Wybierz odpowiedzZ A albo B i jej uzasadnienie sposréd 1., 2. albo 3.

A.

Tak,

Nie,

poniewaz 2.

1-

2(0,84x + 1,16x) = 4x.

0,84x - 1,16x < x2.

3.

(x + 16)(x — 16) = x°.

do 6 %.

roztwor

+[0%

:f-J

woda NoOwWYy roztwor

lle gramdw wody dolano do tej solanki? Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrdod podanych.

A. 60

=. 100

. 180 2. 300
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PODSUMOWANIE DZIALU III
Wyrazenia algebraiczne 1 rownania

Powtorz madﬂmoscl | Mnozenie jednomianu

przez sume algebraiczng

Aby pomnozy¢ jednomian przez sume algebraiczng, nalezy pomnozy¢ go

przez kazdy wyraz tej sumy.
alb+c)=ab+ac a(b—c)=ab-ac
A o Y o

6x(3x+5—-y) = 6x-3x+6x-5—6x-y=18x* +30x — 6xy

Mnozenie sum algebraicznych

Aby pomnozy¢ sumy algebraiczne, mnozymy kazdy skladnik pierwsze] sumy przez
kazdy skladnik drugiej sumy.

(a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd

(3x% - 2x)(4x +5) =3x% - 4x+3x% - 5-2x - 4x - 2x- 5= 12" + 152" - 8x* = 10x =
= 12x3+7x2—10x

Liczba rozwigzan

rownania

Kuba kupit kilka cienkopisow. Zosia kupita o 60 %

Réwnanie moze mieé jedno . wiecej cienkopisow niz Kuba. Kuba 1 Zosia razem kupili
rozwiazanie. © 13 cienkopisow. Oblicz, ile cienkopisow kupit Kuba.
2x+5=11 ' 1. Analiza zadania
_ x — liczba cienkopiséw kupionych przez Kube
x=73 ) o x+60 % - x =x+0,6x = 1,6x — liczba cienkopisow
y A R | kupionych przez Zosie
Rownanie moze miec s : g
. . .. Razem kupili 13 cienkopisow.
nieskonczenie wiele :
rozwiazan (rownanie ) 2. Ulozenie i rozwiazanie rownania
tozsamosciowe). | ,.‘- 1 e=i13
20x=13:26
12x+6 =6(2x+ 1) |
0=0 - 26 26
Rownanie moze nie mieé r ' 3. Sprawdzenie
rozwiazan (rownanie (o 16-5=8
Sprzeczne). | 5.8=13
Tx+10=Tx-2 { 4. Odpowiedz

10 = =2 5 A Kuba kupil 5 cienkopisow.
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Sprawdz umiejetnosci

1. Dane Sg wyrazenia: 2x -2, x -2, %x+3.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest
fatszywe.

Dla x = 1 dwa z podanych wyrazen przyjmujg warto$¢ dodatnia. P F

Jedno z podanych wyrazen przyjmuje wartos¢ 7 dla x = 8. P F

2. Dane jest wyrazenie (7x+ 1)(y - 3).
Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowied? sposrdod podanych.
Wyrazenie to przyjmuje wartos$¢ ujemna dla

A . x=-5iy=-2. B.x=—éiy=2. C. x=05iy=4 D. x=0iy=-

L e N T e W N, N, S, W, W, S S S s S S S S S S W W S W S e W S S e S S S S S S S W S S W S S S S S S W S NS S

3. obwad réwnolegtoboku wynosi 10a + 4b. Jego diuzszy bok ma dtugos¢ 2a + b. Oblicz diugos
krotszego boku tego réwnolegtoboku.

i A i i e R L i il i e R T i i e il T i i R e O AN

4. Zapisz wyrazenie w postaci sumy algebraicznej. Pamietaj o redukcji wyrazow podobnych.

a) (Ta+ 15b) + (9b +23a) D) (6b-5)+7(4-b)
¢} (4ab-11a +9b) — (a+ 13ab - 8b) ) (12¢* +3x —14) — 0,9(10x% — 4x — 25)
e) (1§y + 15) (; 2 o,zy) ) (9x+4)(2-6x) - Bx—5)(Tx+1)

L T M R N I L I T R T T I R A N R M I T N R T I R T e M
5 7 A - o Y

« Sprawdz, czy liczba (-3) spetnia rownanie 5(31: -4) = 2x.
L o T R R R o W W W o N L S W W S o WS S NS o W S S o W o S W S W o W WS W S W W W N S WV o W WO W WS NS W W N NS o W W W o W S S W

6. Rozwigz réownanie.

a) 3x-5=4x+0,8 b) 82x-7) =3x—(1-13x) €) 5x—4-2(x+5)=—
d) 20 - 23 e) 7- 22 =4y f) (x—3)2%+3) = 24

L. S, W S ™

e, S, S s B S e W O S S S S g S W S e U g W W i W N S S g W W O W e W i S W W W W e O g W W S W O B e S S W

7. Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedZ sposréd oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
spos$rdd oznaczonych literami Ci D.

Rozwigzaniem rownania %‘ =5-2xjestliczba A| B |
A.24 B. 238

Réwnanie %‘r —g gjest C|D|

C. sprzeczne D. tozsamosciowe

T S T S W S S S S U S S S S W S S S S S S W S S S W T U e S S N W U S S S S S S S S S S e S e S S S S

8 Obwadd prostokata jest rowny 42 cm. D+ugosc jednego boku jest 0 5 cm mqksza od dtugosci
drugiego boku. Oblicz wymiary tego prostokata.

I e i . e i = e e T e e A T S e B i i i e i e O N . ™ . = e S W B, W = e N

9. Pola jest 3 razy mtodsza od swojej mamy, a tata jest o 2 lata starszy od mamy. Pola i jej ro-

dzice majg razem 100 lat. Oblicz wiek Poli i jej rodzicow.
Podsumowanie dziatu Il| .



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(@) 18.

19.

W czworokgcie KLMN miara kata przy wierzchotku L jest 5 razy mniejsza od miary kata przy
wierzchotku K i 0 27° mniejsza od miary kata przy wierzchotku M. Kat przy wierzchotku N
ma miare 39°. Wyznacz miary katéw czworokata KLMN.

Oblicz pole prostokata przedstawionego na 2x=7

rysunku. Odpowiedz na pytanie.

2y-5 6y — 23

Czy pole prostokata jest wyrazone liczbg
wymierng? 8 +x
2 Jaka diugosc miatby bok kwadratu o takim samym polu jak pole prostokata?

Mata czekolada jest o 1,20 zt tansza od duzej czekolady. Zosia kupita dwie duze czekolady
| trzy mate. Ptacac za zakupy banknotem piecdziesiecioztotowym, otrzymata 29,60 zt reszty.
lle kosztowata mata czekolada?

We wrzesniu liczba ucznidw, ktorzy zapisali sie do kota geograficznego, stanowita % liczby

uczniéw zapisanych do kota historycznego. W pazdzierniku 5 osob przeszto z kota geo-
graficznego do historycznego. Po tej zmianie do kota historycznego nalezy 2 razy wiecej

ucznidéw niz do kota geograficznego. llu uczniow zapisato sie we wrzesniu do kota geogra-
ficznego?

Po obnizce o 12 % sweter kosztuje 132 zt. Oblicz cene tego swetra przed obnizka.

Na diagramie przedstawiono procentowy
sktad mieszanki herbat owocowych. Herbaty
malinowej w tej mieszance jest o 60 g mniej
niz herbaty truskawkowej. Oblicz mase tej
mieszanki herbat.

B truskawkowa
W jezynowa
W malinowa

Pani Ewa wzieta w banku kredyt na rok, ktorego oprocentowanie roczne wynosi 9 %. Po
roku oddata do banku 16 350 zi. lle ztotych kredytu zaciggneta pani Ewa?

WSszyscy uczniowie z klas 6smych pojechali na wycieczke do Krakowa. Uczniow, ktérzy byli
juz raz w tym miescie, byto 20 %. Uczniow, ktorzy byli w Krakowie wiecej niz jeden raz, byto
0 4 mniej niz tych, ktérzy byli jeden raz. Dla 65 % wszystkich ucznidow byt to pierwszy wyjazd
do Krakowa. llu uczestnikow wycieczki pojechato po raz pierwszy do Krakowa?

W ciggu minionego roku kalendarzowego pani Kasia dwukrotnie otrzymata podwyzke mie-
siecznego wynagrodzenia. Za kazdym razem jej wynagrodzenie wzrastato o 15 %. Obecnie
pani Kasia zarabia 5819 zt. Oblicz miesieczng pensje pani Kasi przed podwyzkami.

Roztwor soli o masie 150 g oraz stezeniu 5 % zmieszano z 8-procentowym roztworem sol
| otrzymano roztwor o stezeniu 6 %. Oblicz mase roztworu 8-procentowego.
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.
Potrenuj — zadania uzupeiniajace JBumg

1. i3 ktérej z liczb: -2, -1, 0, 2 wyrazenie a* —2a’ + a -3 przyjmuje najwiekszg warto$¢? Wy-
bierz wtasciwg odpowiedz sposrdd podanych.

A =2 B. -1 C.0 D. 2

L T N N M S S N T N T S N N T o N W S N R S W S N N N W S S N S T N W S R, W N N N S S S S N S, W S S

2. Doprowadz wyrazenie do najprostszej postaci, a nastepnie oblicz jego wartosc dla podanych
wartosci zmiennych.

a) Gr-yP - (33-1) (3x+1) - (9% +)?) dla x=-03iy=05

2 3
b) (V3++/5a)(v3-+/5a)(3 +5a°) dla a= %

3. Dana jest figura o wymiarach jak na rysunku. T4 |
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli T Ll \ I
zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest fatszywe. <: —r—

Obwad tej figury jest réwny 8a+4v/5a. | P F _— I \\\
Pole tej figury jest rowne 14a”. P F |

i e e S S e S e W

G e S NS NI SO S i S e e e S S S S o S S W B N e S S WO S e W o SN W N W W S W N W e S e S g W S e S

4. Rozwigz réownanie.

_2-x I+x-4

al 4 - 3 b) (x—3\/§) (x+3\/§) = (x—\/’?)z

3 4

5. Rozwigzaniem réwnania 2x — b = x + 2b z niewiadoma x jest liczba 2. Oblicz warto$¢ liczby b.

Lo S S S N O W W S W S W S W W W W s N e W S W S W i W W W S s N W W o S W WO W g W S S W S S e W NN o W S e W S W S

; " oo R K=k D il
6 Dan st rownani + = —
« Dane jest anie 5 3 2 3

jest rozwigzaniem tego rownania.

L Wyznacz wartosc k, wiedzac, ze x = -1

e P e T P S

O O e B e S W W e W o W W S e S i S i W W W W S W W W e W

7. Wyznacz cztery kolejne liczby naturalne, ktére przy dzieleniu przez 7 dajg reszte 3, i ktérych
suma jest réwna 502.

e N i S e S ™ e o e ™ it e o s S S e e e N e — e o S N e — S — I W W e

8. Cyfra jednosci liczby dwucyfrowej jest o 5 wieksza niz cyfra dziesigtek. Jezeli miedzy cyfry tej
liczby wstawimy liczbe 26, to otrzymamy liczbe 86 razy wiekszg od danej liczby dwucyfrowe;.
Znajdz te liczbe dwucyfrowa.

L. S W S S S W W S ah S S W S S e S S O

B e O e i e O O e i i, e, S, N W T T W e S b i, W, S, M, S

9. Réznica dtugosci ramion trapezu jest réwna 2 cm, jedna z podstaw jest trzy razy dtuzsza
od drugiej i o 8 cm dtuzsza od krétszego z ramion. Obwadd trapezu jest réwny 56 cm. Oblicz

dhugosci bokéw tego trapezu.
Podsumowanie dziatu Il .



K

E

94

10. Jesli grupe ucznidow ustawimy w rzedach po 7 osob w kazdym, to w ostatnim rzedzie bra-

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

kowac bedzie 2 os6b. Te sama grupe mozna ustawi¢ w petnych rzedach po 9 oséb i wtedy
rzedow bedzie o 4 mniej. lle 0séb liczy ta grupa uczniéow?

Miasta A i B sg oddalone od siebie 0 240 km. O godzinie 12.00 z miasta A wyjechat pan Jan
w kierunku miasta B, a 20 min p6zniej z miasta B wyjechat pan Marek w kierunku miasta A.
Obaj jechali tg samg droga. Pan Marek jechat z predkoscig o 12 km/h wiekszg niz pan Jan.
O godzinie 14.00 ich samochody sie minety. Z jakg predkoscig poruszali sie samochodami
obaj panowie?

Bilety ulgowe do muzeum kosztujg o 40 % mniej niz bilety normalne. Mama Kasi kupita
2 bilety normalne i 3 bilety ulgowe i zaptacita 95 z. Mama Basi kupita 1 bilet normalny
| 4 bilety ulgowe, a mama lwony 3 bilety normalne i 2 bilety ulgowe.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami C i D.

Mama Basi za bilety zaptacita A B .

A. 66 zt B. 85 zi

Mama Iwony za bilety zaptacita o okoto| C | D wiecej niz mama Basi.
C.24 % D. 19 %

W dwéch zbiornikach znajduje sie woda. W pierwszym zbiorniku jest o 15 % 1 wody wiece;
niz w drugim. Jesli z pierwszego zbiornika przelejemy 9 1 wody do drugiego, to w drugim
bedzie 4 razy wiecej wody niz w pierwszym. Oblicz, ile litréw wody byto na poczatku w kaz-
dym ze zbiornikow.

Na parkingu stojg samochody osobowe i ciezarowe. Samochodow osobowych jest 5 razy
wigcej niz cigzarowych. Na parking wjechato 8 samochodéw ciezarowych i wyjechato
11 osobowych. W konsekwencji na parkingu jest o 37,5 % mniej samochodow ciezarowych
niz osobowych. lle po zmianach jest samochodow osobowych na tym parkingu?

Cene nart dwukrotnie obnizono o 20 %. O ile procent nalezy podnieS¢ obecng cene nart,
aby kosztowaty tyle, ile przed dwoma obnizkami?

Pani Malinowska zainwestowata 20 000 zt w akcje dwoch firm: A i B. Po roku ceny akcji obu
firm wzrosty odpowiednio: firmy A 04 %, a firmy B o 6 %. Teraz warto$c¢ akcji posiadanych

przez panig Malinowskg jest réwna 21 040 zt. lle ztotych zainwestowata Pani Malinowska
w akcje kazdej z firm?

Pan Kowalski kupit akcje firmy Y w cenie 60 zt za akcje. W pierwszym miesigcu cena akgji
spadta o x %, a w kolejnym wzrosta o x %. O ile procent zmieniata sie cena akcji firmy Y,
jesli po dwoch miesigcach jej wartosc byta rowna 54,60 z1?
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DZIAL I V

GRANIASTOSLUPY




= Graniastostupy 1ich rodzaje

» Znajomosc wtasnosci graniastostupa

» Rozpoznawanie graniastostupow prostych, pochytych
| prawidtowych

» Pojecie przekatnej graniastostupa

Nazwa ,graniastostup” pochodzi od stowa graniasty. Zgodnie z Wielkim stownikiem jezyka polskiego
PAN graniasty to taki, ktorego boki tworzg wyrazne i ostre krawedzie.

: ; krawedz
Graniastostup jest brytg, ktéra ma: [\( podstf-f.w

e dwie przystajgce (takie same), rownolegte / e 3 v
podstawy bedgce wielokgtami, |

e wszystkie krawedzie boczne rownolegte Mﬁec,ana bmzna

@ wzgledem siebie i rownej dtugosci.

Graniastostup n-katny, czyli o podstawie krawedz
n-kata, ma: | —— bDCZHE
® 2n wierzchotkow, ® (n+2) scian,

* n krawedzi bocznych, e 3n krawedzi.

W ponizszej tabeli przedstawiono przyktady graniastostupow wraz z liczbg ich wierzchotkdw,
scian, krawedzi i krawedzi bocznych.

Wielokat Nazwa Rysinek I\;;;::rl?z? Liczba krl'_alcvibjzi Liczba
w podstawie | graniastostupa y scian & krawedzi
chotkéw bocznych
. graniastostup
trojkat trojkatny 6 5 3 9
graniastostup
czworokat czworokatny [ 8 6 4 12
£ graniastostup ;
szesciokat szeéciokatny == 12 8 6 18
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— Przyktad 1.

Wskaz, ktore z przedstawionych bryt sg graniastostupami. Uzasadnij swojg odpowiedz.

_________

¢ ¢
r 7
i v
i 4 S
4 ’ !
,.-" i .r’ T e e e by e
@
¢ f ¢
¢ ¢ F
4 i’
&
’

.. Podstawy bryty sg przystajgcymi pieciokagtami, a krawedzie boczne sg rownolegte wzgledem
siebie i majg te samg dtugosc, zatem bryta jest graniastostupem.

. W tej bryle nie ma dwoch rownolegtych, przystajgcych podstaw, zatem bryta nie jest grania-
stostupem.

1. Podstawy bryty nie sg przystajgcymi wielokgtami i krawedzie boczne nie sg rownolegte wzgle-
dem siebie, zatem bryta nie jest graniastostupem.

V. Podstawy bryty sg przystajgcymi dziesieciokgtami, a krawedzie boczne sg rownolegte wzgle-
dem siebie i majg te samg diugosc, zatem bryta jest graniastostupem.

Dla kazdego graniastostupa z Przyktadu 1. oblicz, ile ma:

2 wierzchotkow, ) Scian, ¢ krawedzi, o'} krawedzi bocznych.

Graniastosiup

prosty

pochyly
Sciany boczne sg prostokgtami Sciany boczne sg réwnolegtobokami
(krawedzie boczne sg prostopadte (krawedzie boczne nie sg prostopadte
do podstaw). do podstaw).

Wysokosc graniastostupa to odcinek prostopadty do jego podﬁstaw, konce
tego odcinka zawierajg sie w ptaszczyznach, na ktorych lezg te podstawy.

: H
H B
Kazda krawedz boczna Krawedz boczna
jest wysokoscig. jest dtuzsza od wysokosci.
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Graniastostupem prawidtowym nazywamy graniastostup prosty, ktory w podstawie
ma wielokat foremny (wszystkie boki tego wielokata sg tej samej dtugosci, a jego katy

majg takie same miary).
@ Na przyktad, jesli podstawg graniastostupa jest

* trojkat rownoboczny, to nazywamy go graniastostupem prawidtowym trojkatnym;
¢ kwadrat, to nazywamy go graniastostupem prawidtowym czworokatnym;
* pieciokat foremny, to nazywamy go graniastostupem prawidtowym pieciokatnym.

— Przyktad 2.

Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego czworokatnego jest trzy razy krotsza od jego
krawedzi bocznej. Krawedz boczna graniastostupa prawidtowego pieciokgtnego jest o 8 cm diuz-
sza od krawedzi jego podstawy. Suma dtugosci wszystkich krawedzi w kazdym graniastostupie
wynosi 100 cm. Uzasadnij, ze krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego czworokgtnego
jest dtuzsza od krawedzi podstawy graniastostupa prawidtowego pieciokgtnego.

Wykonamy rysunki pomocnicze.

Dtugosc¢ krawedzi podstawy graniastostupa

prawidtowego czworokgtnego oznaczymy

jako x. Wowczas jego krawedz boczna 3y

bedzie miata dtugosc 3x. v+8
Dtugosc krawedzi podstawy graniastostupa | |
prawidtowego pieciokgtnego oznaczymy L I
jako y. Wowczas jego krawedz boczna 2 X - y
bedzie miata dtugosc (y + 8). ) ‘
Liczba krawedzi w graniastostupie 8x +4 - 3x = 100
czworokatnym wynosi 12 (8 krawedzi E _%\/\. 8x+ 12x = 100

podstawy i 4 krawedzie boczne). Utozymy ; 20x =100 |:20

rownanie i wyznaczymy x. s Kt

Liczba krawedzi w graniastostupie 10y +5(y +8) = 100
pieciokgtnym wynosi 15 (10 krawedzi %_g > 10y +5y+40 =100 |-40
podstawy i 5 krawedzi bocznych). Utozymy - 15y=60 |: 15

réwnanie i wyznaczymy y. y = 4 [em]

Otrzymalismy x >y, wiec uzasadniliSmy, ze krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego
czworokatnego jest dtuzsza od krawedzi podstawy graniastostupa prawidtowego pieciokatnego.

Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego czworokgtnego ma dtugosc 8 cm. Suma dtugosci
wszystkich krawedzi tego graniastostupa wynosi 104 cm. Krawedz podstawy graniastostupa pra-
widtowego pieciokatnego ma dtugosc 4 cm, a suma dtugosci jego wszystkich krawedzi to 102 cm.
Uzasadnij, ze wysokosc graniastostupa prawidtowego czworokatnego jest krotsza od wysokosci
graniastostupa prawidtowego pieciokgtnego.
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Przekatna graniastostupa nazywamy odcinek, ktory tgczy dwa

wierzchotki graniastostupa i nie zawiera sie w zadnej z jego Scian.

Z wierzchotka B graniastostupa czworokagtnego ABCDEFGH H G
poprowadzono trzy przekatne: E/\ F
® BD - przekatna podstawy ABCD graniastostupa,
®* BG - przekatna Sciany bocznej BCGF' graniastostupa,

» BH - przekatna graniastostupa. DN\ c
Ten graniastostup ma 4 przekatne: AG, BH, CE oraz DF. A B

©

— Przykiad 3.

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym dtugosc krawedzi podstawy wynosi 2 cm. Kra-
wedz boczna tego graniastostupa ma dtugosc 4 cm. Oblicz dtugosci podanych odcinkéw.,

H G

| . E F

4| przekatna podstawy graniastostupa
Wykonamy rysunek pomocniczy. Graniastostup

prawidtowy czworokatny ma w podstawie r b
kwadrat. Obie przekatne kwadratu majg taka %m’z ;
samg dtugosc¢. Zaznaczymy na rysunku jedng :
z przekatnych. D | C

. 2cm
A 2cm B

Dtugos¢ przekatnej kwadratu o boku diugosci a wynosi av/2. Bok podstawy graniastostupa ma
dtugo$é 2 cm, wiec dtugosé przekatnej podstawy jest réwna 2v/2 cm.

Odp. Przekatna podstawy tego graniastostupa ma dtugos$é 2/2 cm.

H G
) przekatna Sciany bocznej graniastostupa 2 | _F
Wykonamy rysunek pomocniczy. Wszystkie
Sciany boczne graniastostupa prawidtowego 4cm
czworokatnego sg przystajgcymi prostokatami,
wiec przekatne tych Scian sg takiej samej |
dtugosci. Zaznaczymy przekatna jednej ze Scian D /lc
bocznych. /'} ______ fpe
, 2cm
A 2em B
3 AT 2

Przekgtna Sciany bocznej BCGF to przekatna 2 4E =BG
prostokata o bokach dhugoéci 2 cm i 4 cm. Aby 4+16 = |BG[
obliczy€ jej dtugosc, skorzystamy z twierdzenia 20 = |BG|?
Pitagorasa. IBG| = V20 = V4 -5 = 2+/5 [em]

Odp. Przekatna $ciany bocznej tego graniastostupa ma dtugos¢ 24/5 cm.
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¢! przekatna graniastostupa

Wykonamy rysunek pomocniczy.
Wszystkie przekatne graniastostupa
prawidtowego czworokatnego sg tej
samej dtugosci. Zaznaczymy jedng
z przekatnych tego graniastostupa.

Trojkat BDH jest trojkatem
prostokgtnym. Przekgtna BD kwadratu
ABCD ma dhugo$¢ 2v/2 cm.

Aby obliczy¢ dtugos¢ przekatnej BH,
zastosujemy twierdzenie Pitagorasa.

Odp. Przekatna tego graniastostupa ma dtugos¢ 24/6 cm.

7| podstawy graniastostupa,
2| Sciany bocznej graniastostupa,

¢} graniastostupa.

y ’
o

Rozwiaz zadania |

1. Na rysunku ponizej przedstawiono rozne figury przestrzenne. Wskaz, ktore z nich sg grania-

stostupami. Uzasadnij swojg odpowiedz.

4 cm

A

2 cm B

|BD|? + |DH|? = |BH|?
(2\/5)2+42 = |BH|?
8 +16 = |BH|?

24 = |BH|?
|BH| = /24 = /4 - 6 = 2/6 [cm]

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym dtugos¢ krawedzi podstawy wynosi 4 cm. Kra-
wedz boczna tego graniastostupa ma dtugosc 6 cm. Oblicz dtugosc przekatne;j:

2. Okreél, ile wierzchotkéw, cian, krawedzi bocznych oraz krawedzi ma graniastostup:

2] jedenastokatny, 1) siedemnastokatny,

00 1v. GRANIASTOSEUPY
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Informacje do zadan 3. i 4. E

Na rysunkach przedstawiono cztery graniastostupy, ktérych podstawami sg odpowiednio: czwo-
rokat wklesty, trojkat, czworokagt wypukty i pieciokat foremny.

H

3. Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Graniastostupami prostymi sg bryty

A1l B. 1illl C. lilv, O HHIV. . T IV.
4. Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest
fatszywe.
W graniastostupie | krawedz AB jest prostopadta do krawedzi DC. P F
Wysokosc graniastostupa Il jest krotsza od dtugosci jego krawedzi P v
bocznej.
Wszystkie przekatne graniastostupa IV majg jednakowe dtugosci. P F

5. Liczba wszystkich krawedzi graniastostupa jest o trzy wieksza od liczby jego wierzchotkow. E |
Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Graniastostup ten ma w podstawie
. czworokat. ~. pieciokat. L. szesciokat. . trojkat.

1. Graniastostupy i ich rodzaje 1&1



« Wskaz zdania, ktore nie sg prawdziwe. Jesli zdanie jest fatszywe, podaj uzasadnienie albo
6. Wskaz zdania, kt¢ [ prawdziwe. Jesli zdanie jest fatszywe, podaj dnienie alb
przyktad graniastostupa, ktéry potwierdza jego nieprawdziwosc.

Kazdy graniastostup prawidtowy jest graniastostupem prostym.

Liczba wierzchotkow graniastostupa jest réwna liczbie jego krawedzi bocznych.

Sciany boczne graniastostupa prawidtowego sg przystajgcymi prostokatami.

Kazdy graniastostup prosty jest graniastostupem prawidtowym.

Graniastostup, ktory ma dziewiec krawedzi, nie ma przekatne;j.

Wszystkie przekgtne graniastostupa prawidtowego szesciokatnego sg rownej dtugosci.

7. suma liczby wszystkich Scian, wierzchotkow i krawedzi graniastostupa jest rowna 38. Jaki
wielokat jest podstawg tego graniastostupa?

8. Graniastostup prawidtowy szesciokgtny oraz graniastostup prawidtowy pieciokatny majg ta-
kie same dtugosci krawedzi podstawy oraz takg samg sume dtugosci wszystkich krawedzi,
rowng 84 cm. Wysokosc graniastostupa prawidtowego szeSciokgtnego jest rowna 8 cm. Ustal,
jaka wysokos¢ ma graniastostup prawidtowy pieciokagtny.

9. w graniastostupie prawidtowym czworokgtnym pole podstawy jest réwne 0,49 dm?, a kra-
wedz boczna ma diugosé 7 cm.

Uzasadnij, ze ten graniastostup jest szescianem.
) Oblicz dtugosc przekgtnej tego graniastostupa.

10. Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego trojkatnego ma dtugosc 8 cm. Wysokosc
tego graniastostupa jest o 30 % wieksza od dtugosci krawedzi podstawy. Oblicz sume dtu-
gosci wszystkich krawedzi tego graniastostupa.

11. Podstawg graniastostupa prostego jest trojkgt prostokgtny o przyprostokatnych dtugosci
5 cm i 12 cm. Wysokosc graniastostupa jest rowna 13 cm. Oblicz dtugosc przekgtnej Sciany
bocznej o najwiekszym polu.

E) 12. Dany jest graniastostup prawidtowy szesciokatny, ktorego pole
| podstawy jest réwne 12/3 cm?, a wysoko$¢ jest rowna 4 cm.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych lite-
rami A i B oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami Ci D.

Suma dtugosci wszystkich krawedzi tego graniastostupa jest row-

na A B cm,

A. 24 +24/3 B. 24 +24+/2
Dtugosc przekatnej w tego graniastostupa jest réwna| C D cm.
C.4V/3 D. 21/6

13. Podstawg graniastostupa prostego jest romb o przekgtnych dtugosci 12 cmi 16 cm. Wyso-
kos¢ tego graniastostupa jest réwna 24 c¢cm. Oblicz:

1) sume dtugosci wszystkich krawedzi tego graniastostupa,
' dtugosci przekatnych tego graniastostupa.
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14. Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny, ktérego pole podstawy jest rowne
54 cm?, a przekatna $ciany bocznej ma dtugo$¢ 61/3 cm. Uzasadnij, ze ten graniastostup
jest szeScianem.

f
.

1. Graniastostup ma 14 wierzchotkow. E
Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest
fatszywe.

Liczba krawedzi graniastostupa jest rowna 14. P F
Graniastostup ma 9 Scian. P F

2. Wskaz zdania, ktére nie sg prawdziwe.

‘. W kazdym graniastostupie krawedz podstawy jest prostopadta do krawedzi boczne;j.
Graniastostup ma dwa razy wiecej wierzchotkow niz krawedzi bocznych.
.. Podstawy graniastostupa prawidtowego czworokgtnego sg przystajgcymi kwadratami.

. Graniastostup pochyty, ktérego podstawg jest trojkgt rownoboczny, jest graniastostupem
prawidtowym.

. Graniastostup moze miec 11 wierzchotkow.

3. Liczba wszystkich krawedzi graniastostupa prawidtowego jest o 8 wieksza od liczby wszyst- f_.IE,':
kich jego écian. Sciana boczna jest kwadratem o polu réwnym 50. "

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami C i D.

Podstawa tego graniastostupa jest | i i\
A. pieciokat B. czworokat
Suma dtugosci wszystkich krawedzi tego graniastostupa jest rowna C | D |

C. 502 D. 751/2

4. Podstawg graniastostupa prostego jest trapez réwnoramienny o podstawach dtugosci 7 cm
I 19 cm oraz wysokosci rownej 8 cm. Wysokosc tego graniastostupa jest rowna 5 cm. Oblicz
sume dtugosci wszystkich krawedzi tego graniastostupa.
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2 = Siatki graniastostupow

» Rysowanie siatek graniastostupow
» Obliczanie dtugosci krawedzi graniastostupow

Siatka bryly powstaje poprzez ,rozciecie" jej wzdtuz niektérych jej krawedzi (tak, aby zadna ze
scian ,,nie odpadta") i, roztozenie" jej ptasko. Rysowanie siatki bryty warto rozpoczac od naryso-
wania scian bocznych. Nastepnie pozostaje juz tylko dorysowanie podstaw.

Przyktady graniastostupow

graniastostup rysunek graniastostupa siatka graniastostupa

prawidtowy
trojkatny

a

prosty,

ktorego
podstawg i
jest romb

__________

pochyly,
ktorego
podstawg
jest
szesciokat
foremny
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— Przyktad 1.

Narysuj siatke graniastostupa prostego, ktoérego wysokos¢ wynosi 2, a jego podstawa jest trojka-
tem prostokatnym o przyprostokatnych dtugosci 3 i 4.

Siatka takiego graniastostupa sktada sie z dwoch trojkgtéw prostokatnych o przyprostokatnych
dtugosci 3 i 4 oraz trzech prostokatow bedacych jego scianami bocznymi.

_ Ppdd=p?
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa,

i
obliczymy dtugosc¢ przeciwprostokatnej ¢ | I+lo=c

podstawy graniastostupa. 25 = ¢

c=23
Rysowanie siatki rozpoczniemy od na- ]
rysowania trzech prostokatow, ktére
sg Scianami bocznymi graniastostupa, —— e 11
a nastepnie dorysujemy do nich dwie | E Y. —
podstawy. | 3| | | 5

Narysuj siatke graniastostupa prostego, ktérego wysokos¢ wynosi 3 cm, a jego podstawa jest:

7| prostokatem o bokach dtugosci 2.5 cm i 3,5 cm,
') rownolegtobokiem o bokach dtugosci 4 cm i 6 cm i kacie ostrym o mierze 45°.

— Przykiad 2.

Na rysunku przedstawiono fragment siatki graniasto-
stupa prawidtowego osmiokatnego. Oblicz sume dtu- 7o
gosci wszystkich krawedzi tego graniastostupa.

3cm

Z fragmentu siatki graniastostupa odczytamy, ze dtugosc
jego krawedzi podstawy wynosi 3 cm, a krawedz boczna
ma dtugosc 7 cm. Graniastostup prawidtowy osmiokagtny
ma 16 krawedzi podstawy oraz 8 krawedzi bocznych.

Obliczymy sume dtugosci wszystkich krawedzi %_%.T;

tego graniastns+upa_ 16-3+8-7=48+56 =104 [Cm]

Odp. Suma dtugosci wszystkich krawedzi tego graniastostupa wynosi 104 cm.

Zenie . 10 cm

Na rysunku przedstawiono fragment siatki graniasto- 15 &

stupa prostego, ktéry w podstawie ma trapez rownora- % -
cm cm

mienny. Oblicz sume dtugosci wszystkich krawedzi tego

graniastostupa.
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Rozwiaz zadania Jes

1. Na rysunku przedstawiono fragment siatki graniastostupa prostego. Podaj liczbe Scian
i wierzchotkow tego graniastostupa.

2. Ktore rysunki nie przedstawiajg siatki graniastostupa?

3. Krawedzie prostopadtoscianu majg dtugosci: 0,3 dm, 4 cm, 70 mm. Narysuj siatke tego pro-
stopadtoscianu.

4. Narysuj siatke szescianu, jezeli:
%) obwod jego jednej Sciany jest rowny 10 cm,
21 suma diugosci wszystkich jego krawedzi jest réwna 42 cm,
) przekatna jego $ciany ma dtugo$¢ /8 cm,
) dtugosc jego przekatnej jest réwna /27 cm.

5. Dtugosci krawedzi poprowadzonych z jednego wierzchotka prostopadtoscianu sg w stosun-
ku1:2:3. Suma dtugosci wszystkich jego krawedzi jest rowna 36 cm. Narysuj siatke tego
prostopadtoscianu.
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6.

Na rysunku przedstawiono graniastostup prawidtowy szesciokatny, =
ktorego krawedz podstawy ma dtugosc 2,5 cm, a wysokosc¢ stanowi ‘
40 % obwodu jego podstawy. Narysuj siatke tego graniastostupa. ’

Narysuj w skali 1 : 20 siatke graniastostupa prostego, ktorego podstawg jest trojkat prosto-
katny o przyprostokatnych dtugosci 8 dmi 15 dm. Wysokosc graniastostupa jest rowna 5 dm.

Na rysunku przedstawiono fragment siatki graniasto- 16 cm
stupa prostego o podstawie rownolegtoboku oraz za-

pisano dtugosci niektorych odcinkow. Kat ostry tego
rownolegtoboku ma miare 30°, Oblicz:

17
sume dtugosci wszystkich krawedzi tego graniasto- o

stupa,
dtugosci przekatnych Scian bocznych tego graniasto-
stupa.

Dany jest graniastostup pochyty o podstawie prostokata. Krawedzie podstawy majg dtugosci
4 cm i5 cm, a dtugosc krawedzi bocznej jest rowna 3 cm. Narysuj siatke tego graniastostupa.
Czy istnieje tylko jedna taka siatka?

/.

Narysuj siatke graniastostupa prawidtowego trojkatnego, ktorego krawedz podstawy ma dtu-
gosc¢ 0,3 dm, a krawedz boczna jest 0 2,5 cm dtuzsza od krawedzi podstawy.

Podstawg graniastostupa prostego jest trapez prostokatny. Wysokos¢ trapezu wynosi 9 cm
i jest rowna dtugosci jego krotszej podstawy. Dtuzsza podstawa trapezu ma ditugosc 21 cm.
Wysokosc graniastostupa jest rowna 6 cm. Narysuj w skali 1 : 3 siatke tego graniastostupa.

Na rysunku przedstawiono fragment siatki graniastostu- E _
pa prawidtowego czworokatnego.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczo- Hem

nych literami A i B oraz odpowiedz sposréd oznaczonych

literami C i D. = e
J 11 cm !

Wysokosc tego graniastostupa jest rowna |E\?\ cm.
A. 6 B. 8 - |
Suma dtugosci wszystkich krawedzi tego graniastostupa jest réwna € | D |cm.
C. 44 D. 56 -

2. Siatki graniastostupow 1&7



s Pole powilerzchni graniastostupa

» Obliczanie pol powierzchni bocznej i catkowitej graniastostupow

» Znajomosc¢ wzorow na pole powierzchni catkowitej
prostopadtoscianu i szescianu

— Przyktad 1.

Pola postanowita pomalowac szafke, kto-

ra ma ksztatt prostopadtoscianu o wy- ,_
miarach podanych na ilustracji. Puszka h_"‘"--f*
wybranej przez Pole farby do pomalo-
wania szafki wystarcza na pokrycie 5 m*
powierzchni. Pola pomalowata szafke
dwukrotnie. Czy jedna puszka farby wy-

starczyta Poli na pomalowanie szafki?

v.
0,6 m
0,6 m
0.4 m P
Szafka ma ksztatt prostopadtoscianu.
Narysujemy jego siatke. Sktada sie ona
z 6 prostokatow, ktore tworza 3 pary Im| P P; P P;
figur przystajgcych. Pola prostokatow
oznaczymy Py, P, oraz Ps.
0.4 m 04m 0,6m
P

Py =04:0,6 =024 [m?]
Obliczymy pola: Py, P, oraz Ps. ﬁ Py=04-1=04 [m?]
Py=0,6-1=0,6 [m’|
P=2P,+2P,+2P; =
=2-024+2-04+2-0,6 =
=0,48+0,8+1,2=248 [m’]

Obliczymy powierzchnie szafki.

Szafka zostata pomalowana dwukrotnie, zatem Pola pomalowata powierzchnie o mierze
2-2,48 m? =4,96 m?.

Poniewaz 4,96 m? < 5 m?, wiec jedna puszka farby wystarczyta na dwukrotne pomalowanie szafki.

Odp. Jedna puszka farby wystarczyta Poli na dwukrotne pomalowanie szafki.

h

s
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Na rysunku przedstawiono siatke graniastostupa prawidtowego
tréjkatnego. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego graniasto-
stupa.

4 dm

8 dm

Pole powierzchni graniastostupa mozna obliczy¢ bez rysowania jego siatki. Wystarczy, ze naszki-
cujemy graniastostup lub wyobrazimy sobie ksztatt jego poszczegdlnych scian.

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa mozemy obliczy¢, korzystajgc ze
WZOru:

P, = 2P, +Ps,

gdzie: P, - pole powierzchni catkowitej graniastostupa, @
P, - pole podstawy graniastostupa,

P, - pole powierzchni bocznej graniastostupa, czyli suma pol wszystkich
jego scian bocznych.

— Przykiad 2.

Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego szesciokagtnego ma dtugosc 5 cm, a jego wyso-
koS¢ wynosi 12 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

Graniastostup prawidtowy szesciokatny 2.c0l
ma w podstawie szesciokat foremny, 5cm 5cm
ktéry mozna podzieli¢ na 6 tréjkatow
rownobocznych. Zatem, aby obliczyc

5cm Scm

A 5cm 5cm
pole szesciokgta foremnego, wystarczy
obliczyc pole tréjkgta rownobocznego yem
i A 2
o tym samym boku i pomnozyc¢ je przez 6. P, =35 5};/?_5 =3 253/5 ” 75;/5 [cmz}
2

Pole powierzchni bocznej tego
graniastostupa szesciokatnego
prawidtowego jest rowne sumie pol
szesciu przystajgcych prostokatow
o wymiarach 5 cm x 12 cm.

Py=6-5-12=360 [cm?]

Obliczymy pole powierzchni catkowitej
tego graniastostupa, korzystajgc
ze wzoru: P, = 2P, + Py,

= (75v/3+360) [cm?]

Odp. Pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa wynosi (75\/5 + 36{]) cm?,

Podstawg graniastostupa prostego czworokatnego jest romb o przekatnych dtugosci 10 cm
i 14 cm. Wysokosc¢ graniastostupa wynosi 6 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego grania-
stostupa.
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P, = 2(ab + bc + ac) P. = 64°

— Przyktad 3.
Oblicz pole powierzchni catkowitej:
2] prostopadtoscianu o wymiarach 1) szescianu o krawedzi diugosci 3% cm.
25cm x4 cm X 7 cm,
a=25cm b=4cm c=7cm a=3%cm
=2.(2,5:4+4. S 6. (30 26. (7Y =
Po=2-(2,5-4+4-7+25 - T)= P.=6-(31) =6 (1) =
= - i 2 _3x 49 5, 49 147 _ 41 2
=2-(10+28+175)=2-555= 111 [em?] = 6\-?\2-3-? =~ =T33 [em?]
Oblicz pole powierzchni catkowitej:
2] prostopadtoscianu o wymiarach 3 cm x 2% cm X 7 cm,
) szeScianu o krawedzi dtugosci 1,25 cm.
Rozwigz zadania Jas
1. oblicz pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidtowego.
| 7 dm ! : : :
| 10 dm | 'r
' 8 cm : |
50 cm 6 cm I m 40 cm

8,5 dm

2. Elanawarsztatach kreatywnych wykonata kartonowe pudetko w ksztatcie prostopadtoscianu
o wymiarach 45 cm x 0,6 m x 5.4 dm. Okleita je blyszczgcg folig. Czy 165 dm? folii wystarczyto

na oklejenie tego pudetka?
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3.w graniastostupie prawidtowym trojkgtnym krawedz podstawy jest trzy razy krotsza od kra-
wedzi bocznej. Suma dtugosci wszystkich krawedzi graniastostupa jest rowna 120 cm. Oblicz
pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

4. Na rysunku przedstawiono fragment siatki graniastostupa prostego. Oblicz pole powierzchni
catkowitej tego graniastostupa.

60°

12
Ty 5\/2_.

5. Przekatna Sciany bocznej graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugosc 22 cm
i jest dwa razy dtuzsza od krawedzi podstawy. Oblicz pole powierzchni bocznej tego grania-
stostupa.

6. Oblicz pole powierzchni catkowitej szescianu, jezeli przekatna:
) jego $ciany ma dhugosé 7v/2 cm, 1) szescianu ma dtugosc 5v/3 m,
£ jego Sciany ma dtugosc 8 dm, "} szesScianu ma dtugosc 6 cm,

7. Podstawg prostopadtoscianu prostego jest kwadrat, ktérego przekatna ma dtugosé 21/50 m.
Oblicz pole powierzchni catkowitej tego prostopadtoscianu, jesli dlugosc krawedzi bocznej
stanowi 125 % dtugosci krawedzi podstawy.

8. Oblicz pole powierzchni bocznej graniastostupa prostego, ktorego podstawg jest trojkat row-
noramienny o obwodzie 18 cm, a dwie $ciany boczne sg kwadratami o polu 49 cm? kazda.

9. Podstawg graniastostupa prostego jest trapez prostokatny. Diuzsze ramie trapezu ma dtu-
go$¢ 17 dm, a dtugosci podstaw sg réwne 9 dm i 24 dm. Sciana boczna o najmniejszym polu
jest kwadratem. Oblicz pole powierzchni catkowitej graniastostupa.

10. w graniastostupie prawidtowym tréjkatnym krawedz podstawy ma dtugosc 12, a pole po-
wierzchni bocznej jest rowne polu jego podstawy. Oblicz wysokos¢ tego graniastostupa.

11. Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego szesciokgtnego ma dtugos¢ 6 m, a pole
jednej Sciany bocznej jest trzy razy mniejsze od pola podstawy. Oblicz:

'} wysokosc tego graniastostupa,
)} pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

3. Pole powierzchni graniastostupa 111



f E Informacje do zadan 12. i 13.

Podstawg graniastostupa prostego jest romb. Dtugosc jednej przekgtnej tego rombu stanowi
75 % dtugosci drugiej przekatnej. Wszystkie krawedzie graniastostupa sg tej samej dtugosci,
a pole podstawy jest réwne 96 dm?.

12. vw petnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami Ci D.

A. 10 B. 20
Suma dtugosci wszystkich krawedzi graniastostupa wynosi| C £| dm.
C. 40 D. 120

13. Dokoricz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa jest rowne
A. 384 dm® 2. 400 dm? . 576 dm? ). 592 dm?

L&) 14. zosia zaplanowata dwukrotne pomalowanie z kazdej strony szesciu potek, ktére majg
' ksztatt graniastostupa prostego o podstawie pieciokata przedstawionego na rysunku. Gru-
bosc¢ kazdej pofki jest réwna 2,5 cm. Jedna puszka farby wybranej do pomalowania potek
wystarcza na jednokrotne pomalowanie 3 m? powierzchni. lle puszek farby powinna kupi¢

Zosia, zeby zrealizowac swoj plan?

60 cm

15. stosunek dtugosci dwoch krawedzi prostopadtoscianu wychodzgcych z jednego wierz-
chotka jest rowny 3 : 4, a trzecia krawedz wychodzgca z tego wierzchotka ma dtugos¢ 12.
Przekatna prostopadto$cianu ma dtugo$¢ 21/61. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego
prostopadtoscianu.

16. Krawedz boczna graniastostupa prawidtowego czworokatnego jest 4 razy dtuzsza od kra-
wedzi podstawy. Uzasadnij, ze stosunek pola powierzchni catkowitej do pola powierzchni
bocznej graniastostupa jest rowny 9 : 8.

iﬁ? 17. Réznica dtugosci krawedzi dwoch szeScianow jest rowna 1 cm, a roznica ich pol powierzch-
o ni catkowitych jest réwna 30 cm?, Oblicz dtugoéci krawedzi obu tych szeéciandw.
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1. B poprosita tate o nowe akwarium. Tata wykonat akwarium ze szkta akrylowego o wymia-
rach podanych na ilustracji. lle zaptacit za szyby potrzebne do wykonania tego akwarium, jesli
1 m? szkta akrylowego kosztuje 240 z1? Przy obliczeniach pomin grubos$¢ szkta.

f

i_. -50 cm | . o
y

2. Na rysunku przedstawiono siatke gra- _ Yean 'E
niastostupa prawidtowego. =
Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami Ai B
oraz odpowiedz sposrod oznaczo-
nych literami Ci D.

6 cm
Suma pol powierzchni obu podstaw

jestrowna A | B cm’.

A. 24V/3 B. 48+/3

Suma pol powierzchni obu podstaw
jest 0‘ C(D “cm? mniejsza od pola
powierzchni catkowitej.

C. 9% D. 144

3. Podstawg graniastostupa prostego jest trapez rownoramienny o podstawach dtugosci 0,7 dm E."_‘I:f
i 1,3 dm oraz wysokosci 0,4 dm. Wysokos¢ graniastostupa jest réwna 9 cm.

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Pole powierzchni bocznej graniastostupa jest rowne
A. 1.2 dm? B. 2,7 dm® C. 3,1 dm? D. 3,5 dm’

4. w graniastostupie prawidtowym trojkatnym krawedz podstawy ma dtugosc 7, a pole po-
wierzchni bocznej jest rowne sumie pol jego podstaw. Oblicz wysokosc tego graniastostupa.
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4 = Objetosc graniastostupa

» Obliczanie objetosci graniastostupa

» Obliczanie dtugosci odcinkdow w graniastostupie, gdy dana jest
jego objetosc
» Zamiana jednostek objetosci

Metode, za pomocg ktérej mozemy obliczyc objetos¢ dowolnego graniastostupa, zilustrujemy na
przyktadzie graniastostupa przedstawionego na rysunku,

Graniastostup jest utozony «~Rozetnijmy” nasz graniasto- W sktad przedstawionego szes-
z kostek w ksztatcie szeScianu stup na 3 warstwy. W kazde; cianu wchodzg 3 warstwy, czyli
o krawedziach dtugosci 1 cm. warstwie znajduje sie: 3-3=9 3.9 =27 szeSciandéw jednost-
szescianow jednostkowych. kowych.
To szescian ﬁ Objetosc jednej Objetosc
jednostkowy, @ warstwy jest graniastostupa
Jego objetosc rowna WYNOSi
wynosi 1 cm?, 1*3-3:9[cm3]. V=33 3=
=27 [Emjl.

| Objetosc V graniastostupa wyraza sie wzorem:

@ Y g ||
gdzie: P, - pole podstawy graniastostupa, M_
| H - wysokosc graniastostupa. 2 Py
— Przyktad 1.

Podstawa graniastostupa prostego jest trojkat przedstawiony na ry-
sunku. Wysokosc graniastostupa wynosi 10 cm. Oblicz jego objetosc¢.

5cm

Bh

6 cm

Obliczymy pole podstawy graniastostupa,

korzystajgc ze wzoru na pole trojkgta o boku p _Y&-5 _ 3.5=15 [Cmg}
a-h 7 B B

dhugosci a i wysokosci h: P, = 4. | 2,

Obliczymy objetos¢ graniastostupa, korzystajac
zewzoru:V =P, - H, gdzie H = 10 cm,

V=15-10=150 [cm’]

Odp. Objetos¢ tego graniastostupa wynosi 150 cm’.
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Podstawg graniastostupa prostego jest rownolegtobok przed- -
stawiony na rysunku. Wysokosc graniastostupa wynosi 14 cm. -
Oblicz jego objetosc. \\

12 em

Prostopadloscian

i & i a
[ _ S
b £l
[} fd
V = abc V=d’
— Przykiad 2.
Oblicz objetosc:
4 prostopadtoscianu o wymiarach 1) szescianu o krawedzi dtugosci 0,25 cm.,

1% cm X 6 cm X 8 cm,

a=1% cm b=6cm c=8cm a=0,25 cm

1 4 058 = (Y — (1Y 2 L [opd
V=1§.6.3=IE.52.3= e _(1(10) _(4) T 64 [em’]
=8-8=064 [cm’®]

Oblicz objetos¢:

2| prostopadtoscianu o wymiarach 2{—11 cm X 12 cm X 5 cm,

2} szescianu o krawedzi dtugosci 0,4 cm.

— Przyktad 3.

Oblicz dtugos$¢ krawedzi sze$cianu, ktérego objetos¢ wynosi 64 cm®.

Obliczymy dtugos¢ krawedzi szescianu, V=a®
korzystajgc ze wzoru na objetosc 64 = g’
szescianu o boku a. a =64 =4 [cm]

Odp. Dtugosc krawedzi tego szescianu wynosi 4 cm.

% ™ l,-."‘

Oblicz dtugos$¢ krawedzi szescianu, ktérego objeto$¢ wynosi 729 cm?.
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— Przykiad 4.

Oblicz wysokos¢ graniastostupa prawidtowego trojkatnego, ktorego krawedz podstawy ma dtu-
go$¢ 3 cm, a jego objetos¢ wynosi 45v/3 cm?,

Obliczymy pole podstawy graniastostupa,
korzystajac ze wzoru na pole tréjkata

rownobocznego o boku dtugosci a: 4
_aV3
P, = 1

V=P, -H
Aby obliczy¢ wysokosc H graniastostupa, 45./3 = 9v/3 H |-4
skorzystamy ze wzoru na objetosc 4
graniastostupa. ) 180v/3=9v3-H |:9/3
H =20 [cm]

Odp. Wysokosc tego graniastostupa jest rowna 20 cm.

Oblicz wysokosc graniastostupa prawidtowego czworokatnego, ktérego krawedz podstawy ma
dtugos$¢ 24/3 cm, a jego objetosé wynosi 96 cm?.

Aby sprawnie zamieniac jednostki objetosci, nalezy znac zasady zamiany jednostek dtugosci.

Zamiana jednostek dtugosci Zamiana jednostek objetosci

- mim mim
-IUC > : 10 +]00{J< ) : 1000
3'#-

cm

'1”( > : 10 -100{)( > : 1000
@ . dm S dm? '
.10( > 10 -1000< ) £ 1000
m Nl
- 1000 < ) : 1000 - 10° < > - 10Y
R km?® *
. Przykiad 5. :
Na rysunku przedstawiono prostopadtoscian. 2dm
Zapisz jego objetos¢ w podanych jednostkach. o
o s ) 3.5 dm
. 5dm

A Zapiszemy objetosc prostopadtoscianu w centymetrach szesciennych.

Skorzystamy z zaleznoSci: 2 dm = 20 cm,
3,5dm =35 cm oraz 5 dm = 50 cm
i obliczymy objetosc prostopadtoscianu.

V=2dm-35dm:-5dm=
=20 cm - 35 ¢cm - 50 cm = 35 000 cm?

Odp. Objeto$¢ prostopadioscianu wynosi 35 000 cm®,

116 1v. GRANIASTOSLUPY



) Zapiszemy objetos¢ prostopadtoscianu w metrach szes$ciennych.

Skorzystamy z zaleznosci: 2 dm = 0,2 m, B V=9 #m 35 dm <5 dm=
35dm=0,35moraz5dm=0,5m q
=02m-0,35m-0,5m=0,035 m

i obliczymy objetos¢ prostopadtoscianu.

Odp. Objetos¢ prostopadtoscianu wynosi 0,035 m’,

Dany jest prostopadtoscian o wymiarach 6,5 cm x 4 cm x 10 cm. Zapisz jego objetoS¢ w podanych

jednostkach.

a) mm? b) dm’ c) m’

\ Objetosc ptynow najczesciej wyraza sie w litrach (1) lub w mililitrach (ml).

11=1dm’ 1ml=1cm’ 1 ml = 0,001 1
— Przykiad 6. &
Ela kupita wazon w ksztatcie graniastostupa prostego przed- ' \

stawionego na rysunku. Wiata do wazonu wode, ktora siega

do % wysokosci wazonu. Uzasadnij, ze do tego wazonu moz- o
20 cm ,’U"\ | >2.5 dm

na wlac co najwyzej 8 1 wody. S :
i — 1 | 20 cm

b,

Podstawa graniastostupa jest trojkat

prostokatny o przyprostokatnych w _1990.20 _ 10 e 5
dtugosci 20 cm. Obliczymy pole Be—y A=K Cud
podstawy graniastostupa.

Przez H oznaczymy wysokosc 5 8

wazonu. Wlana przez Ele woda siega : gA=2 | 5

do g wysokosci wazonu, czyli do H=°25. % =5-8=40 [cm]
1

2.5 dm =25 cm.

Obliczymy objetos¢ wazonu.

V =200 - 40 = 8000 [cm’|

8000 cm®> =8-10cm-10cm-10cm=8-1dm-1dm-1dm=8 dm’ =81, wiec uzasadniliémy, ze
do tego wazonu mozna wlac co najwyzej 8 1 wody.

P

® Cwiczenie 6.

Basen w ksztatcie prostopad-
toscianu przedstawionego na
ilustracji wypetniono woda,

ktora siega do % jego wysoko-
sci. Uzasadnij, ze do tego ba-

senu mozna wlac co najwyzej
90 000 1 wodly.
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Rozwiaz zadania Jas

1. Na rysunku zapisano wymiary podstaw graniastostupow prostych o podstawach odpowied-
nio: prostokata, szesciokgta foremnego, trojkata rownoramiennego i trapezu rownoramien-
nego. Wysokos$¢ kazdego graniastostupa jest rowna 15 cm. Oblicz objetosci tych graniasto-

stupow.

12 cm

w2 ‘H?

7 cm

3dm 4 cm
6 dm 18 cm

//gcm

6 cm

2. Na rysunku przedstawiono siatke graniastostupa prawidtowego i zapisano dtugosci niekto-

rych jego krawedzi. Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

5 cm 8 cm
13 cm 22 cm
3. Wyraz podane wielkosci we wskazanej jednostce.
a) 6 cm?® oraz 1,7 cm? w mm?3 h) 28 m3 oraz 0,73 m3 w dm?
c) 13 m? oraz 0,37 m’ w cm? ) 2 km?® oraz 0,0125 km* wm’
2) 248 dm® oraz 98,23 dm® wl ) 9 dm? oraz 3,2 dm® w ml
4. Wyraz podane wielkosci we wskazanej jednostce.
2) 4000 mm® oraz 2,17 mm®> w cm? 9) 6200 dm® oraz 58.1 dm® wm?
¢) 31 000 cm? oraz 60,8 cm? w m? ) 53 000 m® oraz 7,45 m®> w km®
=) 431oraz 8,931 w dm’ f) 80ml oraz192,6 ml  w dm?

5. Naczynie wykonane z cienkiego szkta ma ksztatt prostopadtoscianu. Dno naczynia ma wymia-
ry 18 em x 15 cm, a wysokosSc naczynia jest rowna 24 cm. Sprawdz, czy do naczynia zmiesci

sie 6 1 wody.
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Informacje do zadan 6. i 7. E

Na ilustracji przedstawiono akwarium wraz z jego wymiarami wewnetrznymi. Bruno nalat wody
do % wysokosci akwarium, a nastepnie wtozyt do akwarium dwa jednakowe zamki - kryjowki dla

rybek. Po wstawieniu zamkow poziom wody w akwarium podnidst sie o 1 cm,

6. Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami Ci D.

Bruno wlat do akwarium A | B !1 wodly. A. 250 B. 25
Pojemnosc akwarium jest rowna C R\ m’, C.3 D. 0,3
7. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest
fatszywe.
Po wstawieniu zamkow odlegtosc gornej krawedzi akwarium od lustra - P

wody jest réwna 0,9 dm.

Objetos$¢ jednej kryjowki dla rybek jest réwna 0,5 dm?. P F

8. Stoj ma pojemnosc rowng objetosci szescianu o krawedzi dtugosci 20 cm. Ela przelata do tego
stoja sok z dwunastu butelek. W kazdej butelce byto 450 ml soku. lle procent pojemnosci
tego stoja zajmuje sok?

LA

| . ‘.*““‘\

B~ (@
W F
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. 9. Kazdaz ieciu Swiec ma ksztatt graniastostupa prawidtowego trojkatnego o krawqdzn odsta-
P g pap g J g P
wy dtugosci 4 cm i wysokoéci 10 cm. Swiece wykonano z wosku, ktérego 1 cm® wazy 0,96 g.
Oblicz taczng mase tych $wiec. Przyjmij, ze v/3 ~ 1,7.

10. Podstawg prostopadtoscianu o objetosci 416 m® jest kwadrat o boku dtugoéci 8 m, Oblicz
wysokosc tego prostopadtoscianu.

11. pole powierzchni catkowitej szeécianu jest réwne 7,5 dm?. Oblicz objeto$¢ tego szeScianu.
Wynik podaj w centymetrach szesciennych.

12. Objeto$¢ graniastostupa prostego jest réwna 0,15 dm’. Oblicz wysokos¢ i pole powierzchni
bocznej graniastostupa, jesli jego podstawa jest:
a) kwadratem o polu réwnym 75 cm?;
2} tréjkatem prostokgtnym o przeciwprostokgtnej dtugosci 13 cm i jednej z przyprostokat-
nych dtugosci 5 cm;
C) prostokatem o obwodzie 34 cm, ktorego jeden bok jest o 7 cm dtuzszy od drugiego;

&) rombem o obwodzie 16 cm i wysokosci 0,3 dm.

13. Objeto$¢ graniastostupa prawidtowego szesciokatnego wynosi 432+/3 cm?®. Oblicz pole po-
wierzchni catkowitej tego graniastostupa, jesli jego wysokosc jest rowna 8 cm.

14. Podstawy dwéch graniastostupdw prostych sa przystajacymi wielokatami o polach 61/7 dm?.
Krawedz boczna pierwszego graniastostupa ma dtugosc 15 cm. Objetosc drugiego graniasto-
stupa jest 0 40 % wieksza od objetosci pierwszego. Oblicz wysokos¢ drugiego graniastostupa.

15. Podstawg prostopadtosciennego pojemnika jest kwadrat o boku dtugosci 14 cm. Wysokosc
tego pojemnika jest wyrazona catkowitg liczbg centymetrow. Jaka musi by¢ najmniejsza
wysokosc¢ tego pojemnika, aby zmiescito sie w nim 5 1 wody?

"iﬁ? 16. pwie Sciany prostopadtoscianu sg kwadratami, a pozostate jego Sciany sg prostokatami,

= w ktorych jeden bok jest dwa razy dtuzszy od drugiego. Suma dtugosci wszystkich krawedzi
prostopadtoscianu jest réwna 80 cm. Oblicz objetosc tego prostopadtoscianu. Rozwaz dwa
przypadki.
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1. oblicz objetosc graniastostupa prostego, ktoérego podstawg jest wielokat przedstawiony na

rysunku. Wysokos¢ graniastostupa jest rowna 9 dm.

0.6 dm
5cm
5 em
ﬁ\ 6 ¢m
4 cm 4 cm 1 dm
2. Wyraz podane wielkosci we wskazanej jednostce.
a) 8cm? oraz 0,4 cm? w mm? ) 27 m? oraz 5,16 m? w cm?
¢) 3 km’ oraz 0,375 km® wm? ) 1500 dm?® oraz 8,1 dm®> wm’
693 000 cm® oraz 0,8 cm® wl ) 1810 ml oraz9,26 ml  w dm’

3. Objetosc prostopadtoscianu jest rowna 210, a dtugosci dwoch jego krawedzi sg rowne 6 i 14. E

Czy trzecia krawedz tego prostopadtoscianu jest jego najkrotszg krawedzig? Wybierz odpo-
wiedz A albo B i jej uzasadnienie sposrod 1., 2. albo 3.

A Tak 1. | 210-2-(6- 14) = 42.
poniewaz 2. 210 : (6 - 14) = 2.,5.
B. | Nie, 3. | 210:(2-14+2-6)=525.

4. Dtugosc¢ krawedzi bocznej graniastostupa prawidtowego czworokgtnego stanowi % dtugosci E
jego krawedzi podstawy. Pole powierzchni bocznej graniastostupa jest réwne 448 dm?.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami C i D.

Krawedz boczna tego graniastostupa ma dtugosc ?ﬂ dm.

A. 8 B. 14
Objetosc tego graniastostupa wynosii C | D ‘dm3.
C. 896 D. 576
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PODSUMOWANIE DZIALU IV

Graniastostupy

Objetos¢ graniastosiupa

Objetosc¢ V graniastostupa
wyraza sie wzorem:

V=P, -H,

gdzie: P, — pole podstawy,
H - wysokos¢ graniastostupa.

[
|
|
I
[
|
|
|
I
|
|
|
|
P,

122 v. GRANIASTOSLUPY

Graniastostup

Graniastoshup jest brytg, ktora ma:

* dwie przystajace (takie same) podstawy,

* wszystkie krawedzie boczne rownolegte
wzgledem siebie 1 réwnej diugosci.

i Graninstostup Graniastostup n—katny ma:
| prqsty * 2n wierzcholkow,
i ® Sclany .
: ® (n+2) scian,
. boczne sg .
| ; ® n krawedzi bocznych,
| prostokgtami :
A ; ® 3n krawedzi.
N |l (krawedzie
s \ boczne sg krawedz podstawy
P \ prostopadle :
do podstaw). . Podstawa
| 23]
i 8
Graniastosiup | 2
pochyly = : !
® Sciany boczne '@ : e | 2
sg réwno- S | E &
leglobokami 2 |
(krawedzie N
boczne nie sg
prostopadie p pogslawa
do podstaw). krawedz podstawy
Graniastosiupem prawidiowym

nazywamy graniastostup prosty, ktory
w postawilie ma wielokat foremny
(wszystkie boki tego wielokata sg tej
same]j diugosci, a jego katy majg takie
same miary).

Pole powierzchni catkowitej graniastosiu-
pa mozemy obliczy¢, korzystajac ze wzoru:

P.=2P,+P,

gdzie: P, — pole powierzchni catkowitej
graniastostupa,

P, — pole podstawy graniastostupa,

P — pole powierzchni bocznej grania-
stostupa, czyli suma pol wszystkich jego
scian bocznych.



l/

1. ocen prawdziwoé¢ podanych zdan. Wybierz P, jeéli zdanie jest prawdziwe, albo F - jedli jest |
fatszywe.

Graniastostup czworokatny ma 12 krawedzi. P F

Podstawg graniastostupa prawidtowego trojkatnego jest trojkat P -
prostokgtny rownoramienny.

W graniastostupie prawidtowym czworokgtnym wszystkie sciany P -
zawsze sg kwadratami.

2. Podaj nazwe graniastostupa, ktory ma:
osiemnascie wierzchotkow, osiem Scian bocznych,
dwanascie scian, dwadziescia jeden krawedzi.

3. Kwadrat o boku 4 cm i prostokat o wymiarach 4 cm x 5 cm sg $écianami tego samego pro- (K
stopadtoscianu. |

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Suma dtugosci krawedzi tego prostopadtoscianu jest rowna
20 cm 36 cm 52 cm 56 cm

4. Podstawg graniastostupa prostego jest trojkat prostokatny. Dtugosc jednej z przyprosto-
katnych jest rowna 6 cm, a dtugosc przeciwprostokgtnej wynosi 10 cm. Najmniejsza sciana
boczna graniastostupa ma pole rowne 72 cm?, Oblicz sume ditugosci wszystkich krawedzi
tego graniastostupa.

. Sciana boczna graniastostupa prawidtowego tréjkatnego jest prostokgtem o przekatnej dtu-

5. Scianab graniastostupa prawidtowego tréjkatnego jest prostok przekatnej dt
gosci 184/2 cm. Krawedz podstawy graniastostupa ma dtugo$¢ 20 cm. Oblicz wysoko$¢ tego
graniastostupa.

6. Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny, ktorego krawedz podstawy ma dfugosc
5 cm, @ wysokosc jest dwa razy dtuzsza od krawedzi podstawy. Oblicz pole powierzchni cat-
kowitej tego graniastostupa.

7. Na rysunku przedstawiono fragment siatki graniastostupa
prawidtowego trojkatnego. Oblicz:

sume dtugosci wszystkich krawedzi tego graniastostupa, 8 cm
dtugosc przekatnej sciany bocznej tego graniastostupa,

pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.
3 cm
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8. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objeto$¢ sze$cianu o krawedzi dtugoéci 3v/2 cm.

E ) 9. Dokonicz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Prostopadtoscian o wymiarach 2 mm x 3 cm x 12 dm ma objetos¢ rowng
720 mm® 72 e’ 7,2 dm® 720 cm’

10. oblicz pole powierzchni bocznej i objetos¢ graniastostupa prawidtowego czworokatnego,
ktorego krawedz podstawy ma dtugosc 12 m, a wysokosc jest rowna 90 cm.

E) 11. Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego szesciokgtnego ma dtugosc 4, a wyso-
kosSc tego graniastostupa jest rowna 5.

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Objetosc tego graniastostupa jest rowna

80 201/3 124/3 1204/3

12. na rysunku przedstawiono dwa prostopadtosciany oraz zapisano dtugosci ich krawedzi.
Pola powierzchni catkowitej obu bryt sg rowne.

]

--------------

3 2 a
6 ‘ a

Ktory prostopadtoscian ma wiekszg objetosc? Uzasadnij swojg odpowiedz.

E) 13. Podstawg szklanego naczynia w ksztatcie graniastostupa prostego jest prostokat o wymia-
rach 50 ecm x 20 cm. Wysokos$¢ tego naczynia jest rowna 40 cm. Na dnie naczynia umiesz-
czono rosliny i kamienie, ktore zajmujg 10 % objetosci catego naczynia.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrdd oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami C i D.

Aby napetni¢ naczynie, potrzeba A B-_l wodly.

A. 36 B. 40
Po wlaniu| C D |1 wody naczynie bedzie napetnione do potowy jego wysokosci.
C. 16 D. 20

14. Marmurowy blat kuchenny w ksztatcie prostopadtoscianu mawymiary 60 cm x 40 cm x 35 mm,
Oblicz, ile wazy ten blat, jesli 1 dm® marmuru, z ktérego jest wykonany, wazy 2.8 kg.

15. Objeto$¢ graniastostupa prostego o podstawie rombu jest réwna 504 dm?®. Przekatne pod-
stawy tego graniastostupa majg dtugosci 8 dmi 14 dm. Oblicz wysokos¢ tego graniastostupa.
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1. suma dtugosci wszystkich krawedzi prostopadtoscianu jest réwna 30 + 20v/2. Krawedzie pro- E
stopadtoscianu majg dtugosci: x, x + 1, x + 2.

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wartosc x jest rowna

20V2 g 252 9 +10v/2 194/2
3

6 6 6

2. Krawedz szescianu ma dtugosc k. Uzasadnij, ze dtugosc przekatnej tego szescianu wyraza
sie wzorem kv/3.

3. Dany jest graniastostup prawidtowy szesciokatny, w ktoérym
wszystkie krawedzie sg tej samej dtugosci, a przekatna p ma
dtugosc 15 dm. Oblicz:

sume dtugosci krawedzi tego graniastostupa,

dtugosc przekatnej d tego graniastostupa.

4, Pokoj ma ksztatt prostopadtoscianu o wymiarach 4 m x 3 m x 2,5 m, gdzie najmniejszy wy-
miar to wysokos$¢ pokoju. Puszka farby wystarcza na jednokrotne pomalowanie 18 m?* po-
wierzchni. lle puszek farby potrzeba na dwukrotne pomalowanie scian tego pokoju, jesli na
drzwi i okna trzeba odliczyc 8 % powierzchni Scian?

5. Jezeli dtugosc krawedzi podstawy graniastostupa prawidtowego czworokgtnego zwiekszymy
0 1 cm, a wysokosc pozostawimy bez zmian, to jego pole powierzchni catkowitej zwiekszy sie
0 16 cm?. Oblicz sume dtugosci wszystkich krawedzi bocznych i wszystkich krawedzi jednej
podstawy tego graniastostupa.

6. Na rysunku przedstawiono siatke graniastostupa prawidtowego i zapisano dtugosc przekat-
nej jednej z jego Scian bocznych. Podano réwniez miary wybranych katow. Oblicz pole po-
wierzchni catkowitej tego graniastostupa.

$45°
bcf? 30° DUS”»*

45°

60°
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7. Podstawg graniastostupa prostego jest trapez rownoramienny, ktérego trzy boki majg taka
samg dtugosc rowng 41 cm, a wysokosc trapezu jest rowna 40 cm. Oblicz pole powierzchni
catkowitej tego graniastostupa, jesli jego wysokosc jest rowna 2 dm.

8. Podstawg graniastostupa prostego jest romb o przekatnych dtugosci 30 cm i 20 cm. Dtuzsza
- pap g0 P Yy 8
przekatna graniastostupa ma dtugo$¢ 30+/2 cm. Oblicz:

| pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa,

dtugosc krotszej przekatnej tego graniastostupa.

9. Z oémiu jednakowych kostek szeéciennych o objetosci 1 dm® budowano prostopadto$ciany.
Podaj wymiary wszystkich prostopadtoscianow, ktére mozna zbudowac z tych kostek. Wskaz
ten prostopadtoscian, ktorego pole powierzchni jest najmniejsze.

E) 10.

Objetos¢ graniastostupa prawidtowego tréjkagtnego jest réwna 120 cm?, a krawedZ pod-
stawy ma dtugosc 4 cm.

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wysokosc¢ tego graniastostupa jest rowna
5v/3 cm 104/3 cm 15 cm 30 cm

11. Jacek ma 287 jednakowych szesciandw, z ktérych chce zbudowac szescian o mozliwie naj-

12.

13.

14.

15.

16.

wiekszej objetosci. Ile szeSciandw mu zostanie?

Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego szesciokatnego jest dwa razy krotsza
od jego wysokosci. Przekatna $ciany bocznej ma dtugo$é 2v/5 cm. Oblicz objeto$¢ tego
graniastostupa.

Betonowa donica ma ksztatt prostopadtoscianu. Ze- — i
wnetrzne wymiary donicy podano na rysunku. Sciany
i dno donicy majg grubos¢ 5 cm.

lle litrow ziemi zmiesci sie w jednej takiej donicy? 60 cm

Czy 0,5 m* betonu wystarczy na wykonanie 6 takich
donic? Uzasadnij swojg odpowiedz.

80 cm

Dane sg dwa szeSciany. Objetosc pierwszego szescianu jest dwa razy wieksza od objetosci
drugiego szescianu. lle razy dtugosc¢ krawedzi pierwszego szesScianu jest dtuzsza od kra-
wedzi drugiego szescianu?

Dane sg dwa szesciany, ktorych dtugosci krawedzi pozostajg w stosunku 2 : 5. Oblicz sto-
sunek pol powierzchni catkowitych tych szescianow.

Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny, w ktérym stosunek dtugosci krawedzi
podstawy do wysokosci jest rowny 1 : 3, oraz szescian, ktérego dtugos¢ krawedzi jest rowna
dtugosci krawedzi podstawy graniastostupa. Oblicz stosunek objetosci tych bryt.
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DZIAL V

OSTROSLUPY




1 s Ostrostupy 1ich rodzaje

» Znajomosc¢ wiasnosci ostrostupow
» Rozpoznawanie ostrostupow prostych, pochytych i prawidtowych
Rysowanie siatek ostrostupow

Wsrod bryt mozemy wymienic trzy najwazniejsze ich rodzaje: graniastostupy, ostrostupy, bryty
obrotowe (np. kula, walec, stozek). Pozostate bryty mozemy okresli¢ mianem ,,inne”.

Ostrostupy w przeciwienstwie do graniastostupow maija tylko jedng postawe, a ich Sciany boczne
nie sg rownolegtobokami tylko tréjkagtami. W wielu jezykach , ostrostup” jest synonimem rze-
czownika ,piramida”, np. w jezyku angielskim czy francuskim pyramid (czyt. piramid) oznacza
| piramide, i ostrostup. Nietrudno sie domysli¢, ze zawdzieczamy to egipskim piramidom.

wierzchotek
ostrostupa

sciana
boczna

Ostrostup jest brytg, ktora ma:
* jedng podstawe w ksztatcie wielokata,
e Sciany boczne bedgce trojkagtami

0 wspoélnym wierzchotku.

Ostrostup n-katny, czyli C krawed? j& /
0 podstawie n-kgta, ma: boczna '

® (n+1) wierzchotkdw,

¢ (n+1) Scian,
krawedz
podstawy

* n krawedzi bocznych,
e 2n krawedzi.

W ponizszej tabeli przedstawiono przyktady ostrostupow wraz z liczbg ich wierzchotkdw, scian,

krawedzi i krawedzi bocznych.

O

Wielokat Nazwa Lleba Liczba Ligztia y Liczba
; Rysunek wierz- . krawedzi :
w podstawie ostrostupa chotkéw Scian bocznych krawedzi
& ostrostup
trojkat tréjkatny 4 4 3 6
ostrostup
czworokat eANETORTY A\ 5 5 4 8
&3 ostrostup
szeSciokat szeciokatny T 7 6 12
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Zaleznosc¢ miedzy liczbg wierzchotkdéw, krawedzi

I Scian wieloscianow sformutowat szwajcarski

matematyk, fizyk i astronom Leonhard Euler

(czyt. Leonard Ojler) w postaci wzoru:
W+S-K=2,

gdzie W jest liczbg wierzchotkdw, S - liczbg Scian,

a K liczbag krawedzi.

— Przykiad 1.

lle wierzchotkéw, Scian oraz krawedzi ma ostrostup oSmiokatny?

Podstawa tego ostrostupa jest osmiokgtem. Zatem ten ostrostup ma osiem wierzchotkéw pod-
stawy oraz jeden wierzchotek ostrostupa, czyli ostrostup osSmiokatny ma 9 wierzchotkow.

Ostrostup oSmiokatny ma osiem Scian bocznych oraz jedng podstawe. Zatem tgcznie ma 9 Scian.

Ostrostup osmiokatny ma osiem krawedzi podstawy oraz osiem krawedzi bocznych. Zatem tgcz-
nie ma 16 krawedzi.

Odp. Ostrostup osSmiokatny ma 9 wierzchotkow, 9 Scian oraz 16 krawedzi.

Okresl, ile wierzchotkdw, Scian oraz krawedzi ma ostrostup:

a) pieciokatny, 2] siedmiokatny, ¢} dziesieciokatny.

Krawedzie boczne sg rownej dtugosci. Krawedzie boczne nie sg réwnej diugosci.

']
o, I|. &
1.{\]125_.

Wysokoscig ostrostupa nazywamy odcinek, ktory tgczy wierzchotek ostrostupa z ptaszczyzng
zawierajgcg jego podstawe i jest do niej prostopadty. Koniec tego odcinka, lezgcy na
ptaszczyZnie zawierajgcej podstawe ostrostupa, nazywamy spodkiem wysokosci.

E J
e '.'--"
b

wysokosc !
ostrostupa / —

H

wysokosc
ostrostupa

-8
Ii spodek wysokosci \"' li spodek wysokosci J
Spodek wysokosci lezy zawsze Spodek wysokosci nie musi
na jego podstawie. lezeC na jego podstawie.
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Ostrostupem prawidtowym nazywamy ostrostup prosty, ktory w podstawie ma wielo-
kat foremny (wszystkie boki tego wielokata sg tej samej dtugosci, a jego katy majg takie
same miary).

Na przyktad jesli podstawg ostrostupa jest

@ * trojkat rownoboczny, to nazywamy go ostrostupem prawidtowym trojkgtnym;

e kwadrat, to nazywamy go ostrostupem prawidtowym czworokgtnym.

Ostrostup, ktérego wszystkie Sciany sg przystajacymi trojkgtami
rownobocznymi, nazywamy czworoscianem foremnym.

— Przyktad 2.

Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego tréjkatnego jest o 50 % krotsza od jego krawedzi
bocznej. Suma dtugosci wszystkich krawedzi tego ostrostupa wynosi 63 cm. Oblicz dtugos¢ kra-
wedzi bocznej tego ostrostupa.

Jesli krawedz podstawy ostrostupa jest o 50 % krotsza od jego krawedzi bocznej, to stanowi

100 % — 50 % = 50 % = % = % jej dugodci.

Wykonamy rysunek pomocniczy. Jesli dtugosc
krawedzi bocznej ostrostupa prawidtowego
trojkatnego oznaczymy jako x, to dtugosc jego

krawedzi podstawy bedzie wynosita %x.

Liczba wszystkich krawedzi w ostrostupie 9y = 63 B 9
tréjkatnym to 6 (3 krawedzie podstawy 1N 2
I 3 krawedzie boczne). Utozymy réwnanie ﬁﬁ;ﬂ@/ x=63: g
I wyznaczymy x.
Wy  dab) 2 X = ?65 - %
1
=2
x =14 [cm]

Odp. Dtugosc krawedzi bocznej tego ostrostupa wynosi 14 cm.

Diugosc krawedzi bocznej ostrostupa prawidtowego czworokatnego stanowi 75 % dtugosci jego
krawedzi podstawy. Suma dtugosci wszystkich krawedzi tego ostrostupa wynosi 140 cm. Oblicz
dtugosc krawedzi podstawy tego ostrostupa.
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Przyktady ostrostupow i ich siatek

ostrostup rysunek ostrostupa siatka ostrostupa

prawidtowy pieciokatny

pochyty, ktérego
podstawg jest
trojkat prostokatny

pochyty, ktorego
podstawg jest
czworokat foremny

— Przyktad 3.

Na rysunku przedstawiono fragment siatki ostrostupa pra-
widtowego czworokgtnego. Oblicz sume dtugosci wszystkich
krawedzi tego ostrostupa.

10 cm

Z fragmentu siatki ostrostupa odczytamy, ze dtugosc jego
krawedzi podstawy wynosi 12 cm, a krawedz boczna ma dtu- 12 em
gosc 10 cm. Ostrostup czworokatny ma 4 krawedzie podstawy

| 4 krawedzie boczne.

Obliczymy sume dtugosci wszystkich

krawedzi tego ostrostupa. 4-12+4-10 =43 +40 =83 [cm]

Odp. Suma dtugosci wszystkich krawedzi tego ostrostupa wynosi 88 cm.

Na rysunku przedstawiono fragment siatki ostrostupa pra-
widtowego szesciokatnego. Oblicz sume dtugosci wszystkich i
krawedzi tego ostrostupa. - 8 em
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Rozwiaz zadania Je

1. Na rysunku ponizej przedstawiono rozne figury przestrzenne. Wskaz, ktore z nich sg ostro-
stupami. Uzasadnij swojg odpowiedz.

2. Okresl, ile wierzchotkow, Scian, krawedzi bocznych oraz krawedzi ma ostrostup:
y P
2] jedenastokatny, 2 dwudziestokatny, ¢ siedemnastokatny.

W

Ostrostup ma 112 krawedzi. lle wierzchotkéw ma podstawa tego ostrostupa?
4. Ostrostup ma 39 wierzchotkow. lle Scian bocznych ma ten ostrostup?

5. suma dtugosci wszystkich krawedzi ostrostupa prawidtowego wynosi 2,4 dm. Oblicz dlugosc
krawedzi bocznej tego ostrostupa, jesli jego podstawg jest

2] trojkat o obwodzie 6 cm, n) kwadrat o polu réwnym 9 cm?.

6. Ktérez narysowanych figur przedstawiajg siatki ostrostupow? Podaj nazwy tych ostrostupow.

AVAVY
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7. Ela narysowata na kartce papieru trojkat rownoboczny o boku dtugosci 1,2 dm. Wycieta ten
trojkat, zaznaczyta srodki jego bokow i zagieta kartke wzdtuz odcinkow tgczgcych zaznaczone
punkty. Czy udato jej sie otrzymac model ostrostupa? Jesli tak, nazwij ten ostrostup.

8. Narysuj siatke ostrostupa prawidtowego o krawedzi podstawy dtugosci 5 cm, w ktérym wy-
sokosc sciany bocznej poprowadzona do krawedzi podstawy jest rowna 4 cm, jesli jego pod-
stawa jest

a) trojkatem, ) czworokagtem.

9. Krawedz boczna ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest o 20 % dtuzsza od jego kra-
wedzi podstawy. Suma dtugosci wszystkich krawedzi tego ostrostupa wynosi 132 ¢m. Oblicz

dtugosc krawedzi podstawy tego ostrostupa.

10. Na rysunku przedstawiono fragment siatki ostrostupa. Oblicz sume dtugosci wszystkich
jego krawedazi.

2 ostrostup 3] ostrostup C) ostrostup prosty
prawidtowy prawidtowy 0 podstawie
czworokatny czworokatny prostokata

10
\ [fH/E 15
12 : .
7. 7 20
i
30°
20v/3

11. pole podstawy ostrostupa prawidtowego czworokgtnego i pole kwadratowej Sciany pro-
stopadto$cianu sa réwne 32. Krawedz boczna ostrostupa ma dtugo$¢ 8+/2. Suma dtugosci
krawedzi prostopadtoscianu jest rowna sumie dtugosci krawedzi ostrostupa. Oblicz wyso-

kosc tego prostopadtoscianu.
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| #

E 1. ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest

fatszywe.
Liczba krawedzi bocznych ostrostupa jest rowna liczbie krawedzi P -
podstawy.
W ostrostupie liczba wierzchotkow jest rowna liczbie Scian. P F
Istnieje ostrostup, ktéry ma 17 krawedzi. P F

X Ostrostup i graniastostup majg takg sama liczbe wierzchotkow, réwng 36. Oblicz roznice liczb
krawedzi tych bryt.

3. Na rysunku przedstawiono fragment siatki ostrostupa prawidtowego trojkatnego. Oblicz
sume dtugosci wszystkich krawedzi tego ostrostupa.

13 cm

13 ¢m

10 cm

E 4. Diugosc krawedzi bocznej ostrostupa prawidtowego osmiokatnego stanowi 175 % dtugosci
- £ J pap g g g
' jego krawedzi podstawy. Suma dtugosci krawedzi tego ostrostupa jest rowna 88.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami Ci D.

Suma dtugosci krawedzi podstawy tego ostrostupa jest o 24} A \ B od sumy dfugosci jego
krawedzi bocznych. |

A. mniejsza B. wieksza
Krawedz boczna tego ostrostupa ma dtugos¢ C | D .
C.4 D.7

5. suma dtugosci wszystkich krawedzi czworoscianu foremnego jest rowna 24 cm. Oblicz wy-
sokos¢ Sciany tego czworoscianu poprowadzong do krawedzi podstawy.
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2 = Pole powierzchni ostrostupa

» Obliczanie pol powierzchni bocznej i catkowitej ostrostupa

— Przyktad 1.

Ela postanotwita na lekcje plastyki przygotowac z papieru
choinke w ksztatcie ostrostupa prawidtowego czworokgtnego
o wymiarach przedstawionych na rysunku. Oblicz, jaka bedzie
powierzchnia papieru potrzebnego do wykonania tej choinki.

10 cm

Narysujemy siatke ostrostupa

o wymiarach choinki. Sktada sie

ona z kwadratowej podstawy oraz
czterech takich samych Scian bocznych
bedgcych trojkgtami rownoramiennymi.
Obliczymy pole podstawy ostrostupa:
P, =10 =100 [cm?].

Wysokos¢ k Sciany bocznej ostrostupa
poprowadzona do krawedzi podstawy
dzieli krawedz podstawy na potowy.

5cm Sm
h + 5% =20°
h? + 25 = 400
h* =400 -25 = 375
h =+/375 =+/25 - 15 = 5v/15 [cm]

Py=24-1.10-5/15=2-10-5/15 =

Obliczymy wysokos¢ 4 Sciany boczne]
przedstawionego ostrostupa.

Obliczymy pole powierzchni bocznej 2,
ostrostupa. = 1001/15 [cm?]

Obliczymy pole powierzchni catkowitej
ostrostupa.

P, = (100 + 100v/15) [em?]

Odp. Powierzchnia papieru potrzebnego do wykonania tej choinki wynosi (100 + lﬁﬂx/ﬁ) cm?,

® Cwiczenie 1.
Na rysunku przedstawiono siatke czworoscianu foremnego. Oblicz
pole powierzchni catkowitej tego czworoscianu.

2. Pole powierzchni ostrostupa :'



Pole powierzchni catkowitej ostrostupa wyraza sie wzorem:

P.=P,+P;,
gdzie: P, - pole podstawy ostrostupa,

Py, - pole powierzchni bocznej ostrostupa, czyli suma pol jego wszystkich Scian
bocznych.

— Przyktad 2.

Oblicz pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego czworokgtnego ABCDS, ktorego
krawedz podstawy ma dtugosc 4 cm, a wysokosc jest rowna 5 cm.

Wykonamy rysunek pomocniczy. =M

Ostrostup prawidtowy czworokatny ma w podstawie
kwadrat. Spodek wysokosci tego ostrostupa (punkt O)
jest punktem przeciecia przekatnych kwadratu.

rrrrrr

Obliczymy pole podstawy ostrostupa.

Mozemy zauwazy¢, ze tréjkat SOE to trojkat
prostokatny. Jego przyprostokgtne to:

- odcinek SO o dtugosci 5 cm;

- odcinek OE, ktérego dlugos¢ stanowi potowe
dtugosci krawedzi podstawy, czyli

|OE| =4 cm: 2 =2cm. =
Przeciwprowstokatng trojkata SOE jest odcinek SE, T : B
ktory jest wysokoscig h Sciany bocznej tego ostrostupa.

= p2
Obliczymy wysokosc k sciany bocznej ostrostupa. N : Py B+4=h

Obliczymy pole powierzchni bocznej przedstawionego i
ostrostupa prawidtowego czworokgtnego. Wszystkie P, =Y. 2, 4.4/29=
cztery sciany sg przystajgcymi trojkgtami. Kazdy z tych -

=2-4-y29=
trojkgtow ma podstawe dtugosci 4 cm oraz wysokosc B 5
réwna v/29 cm. =8v/29 [om
Obliczymy pole powierzchni catkowitej ostrostupa, %? _ 2
korzystajgc ze wzoru: P, = P, + Py, Po=(16+ 3@) oo’

Odp. Pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa wynosi (16+8\/2_9) cm?,

Oblicz pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego czworokatnego, ktorego krawedz
podstawy ma dtugosc 16 cm, a wysokosc jest rowna 15 cm.
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— Przykiad 3.

Pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidtowego szesciokatnego wynosi 360 cm?. Wysoko$¢
Sciany bocznej tego ostrostupa poprowadzona do krawedzi podstawy jest rowna 12 cm. Oblicz
pole podstawy tego ostrostupa.

Ostrostup jest prawidtowy, wiec
wszystkie jego Sciany boczne sg
przystajgce (takie same). Obliczymy pole
powierzchni jednej Sciany.

360 cm? : 6 = 60 cm?

Wykonamy rysunek pomocniczy Sciany

bocznej ostrostupa. Podstawa a sciany

bocznej jest jednoczesnie krawedzig @‘mj?
podstawy ostrostupa, czyli bokiem

szesciokgta foremnego.

a-h

Korzystajgc ze wzoru na pole trojkata P 2
0 boku dtugosci a i wysokosci h 60 = & 126
poprowadzonej do tego boku, obliczymy Y
dtugosc krawedzi podstawy. 60=6a |:6

a= 10 [cm]
Obliczymy pole pf)dstawy ostrostupa, E P, =7 107v3 _ 3 0190v/3 _
wiedzgc, ze szesciokgt foremny mozna w 2 2,

podzieli¢ na 6 tréjkatéw réwnobocznych. =3-50v/3 = 150v/3 [cm?]

Odp. Pole podstawy tego ostrostupa wynosi 150v/3 cm?,

Pole podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego wynosi 36 cm?, a jego pole powierzchni
catkowitej jest rowne 84 cm?. Oblicz wysokos$¢ Sciany bocznej, ktéra jest poprowadzona do kra-
wedzi podstawy ostrostupa.

Rozwiaz zadania |

1. Dany jest ostrostup prawidtowy, ktérego krawedz podstawy ma 6 cm. Wysokosc Sciany bocz-
nej, ktora jest poprowadzona do krawedzi podstawy tego ostrostupa, jest rowna 9 cm. Oblicz
pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa, jesli jego podstawg jest:

a) trojkat, 2 ) kwadrat, ) szesciokat.
2. Na rysunku przedstawiono fragment siatki ostrostupa prawidto- 16 cm
wego. Oblicz wysokosc Sciany bocznej poprowadzong do krawe- 16 cm

dzi podstawy oraz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.
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3. Na rysunku przedstawiono siatke ostrostupa. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego os-
trostupa.

=

B
p®
[

4. pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidtowego tréjkatnego jest réwne 120 cm?, a wyso-
kosc¢ Sciany bocznej poprowadzona do krawedzi podstawy ma dtugosc¢ 10 cm. Oblicz pole
podstawy tego ostrostupa.

- E 5. Podstawg ostrostupa jest kwadrat. Sciany boczne tego ostrostupa sg tréjkgtami réwnobocz-
| nymi o polu 91/3 cm? kazda.

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Krawedz podstawy tego ostrostupa ma dtugosc

12 cm Z. 6cm L. 3cm ). 9cm
6. Na rysunku przedstawiono siatke ostrostupa, ktérego podstawg 6+/2 cini
jest trojkat prostokatny réwnoramienny, oraz zapisano dtugos-
ci niektérych jego krawedzi. Oblicz pole powierzchni catkowite] /
tego ostrostupa. :

12 cm

7. Przekatna podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugosé 21/2 dm. Krawedz
boczna ostrostupa jest cztery razy dtuzsza od krawedzi podstawy. Oblicz pole powierzchni
bocznej tego ostrostupa.

8. Przekgtna podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugo$é 7v/2 cm. Pole
podstawy ostrostupa jest szes¢ razy mniejsze od pola powierzchni bocznej. Oblicz wysokosc
Sciany bocznej tego ostrostupa, ktora jest poprowadzona do krawedzi podstawy.

O. Wysoko$¢ podstawy ostrostupa prawidtowego tréjkatnego jest réwna 61/3 cm. Krawedz bocz-
na ostrostupa ma dtugosc 10 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

10. Podstawg ostrostupa jest prostokat, ktérego pole jest réwne 96 cm?. Stosunek dtugosci bo-
kow prostokgta wynosi 2 : 3. Wszystkie krawedzie boczne ostrostupa majg dtugosc¢ 10 cm.
Oblicz pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.
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11. na rysunku przedstawiono siatke ostrostupa pieciokgtnego. Oblicz pole powierzchni cat-
kowitej tego ostrostupa.

ZﬁM cm

12. pPole powierzchni bocznej ostrostupa prawidtowego szeéciokatnego jest réwne 90+/3, a jego
pole podstawy wynosi 541/3. Oblicz wysoko$¢ $ciany bocznej tego ostrostupa, ktéra jest
poprowadzona do krawedzi podstawy.

13. Podstawg ostrostupa jest romb o przekatnych dtugosci 30 cm i 40 cm. Spodek wysokosci
ostrostupa jest punktem przeciecia przekatnych podstawy. Pole powierzchni catkowitej
ostrostupa jest réwne 1950 cm?. Oblicz wysoko$¢ $ciany bocznej tego ostrostupa popro-
wadzong do krawedzi podstawy.

14. &. wykonata dwa papierowe modele: ostrostupa prawidtowego czworokatnego o wszyst-
kich krawedziach dtugosci 10 cm oraz czworoscianu foremnego o krawedzi dtugosci 10 cm.
Nastepnie skleita te modele tréjkgtnymi scianami tak, ze wierzchotki obu scian sie pokryly.
Oblicz pole powierzchni catkowitej powstatej bryty.

15. Bruno wspolnie z tatg zbudowali altane ogrodowg. Jej dach ma ksztatt ostrostupa pra-
widtowego szesciokgtnego. Krawedz podstawy tego ostrostupa ma dtugosc 160 cm, a jego
krawedz boczna - 240 ¢cm. Dach chcg pokryc farbg odporng na dziatanie deszczu i promie-
ni UV. Czy 5 1 farby wystarczy na dwukrotne pomalowanie dachu altany, jesli 1 1 tej farby
wystarcza na jednokrotne pomalowanie 4 m?> powierzchni? Uzasadnij swojg odpowiedz,
Przyjmij, ze v2 ~ 14,
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ﬁ 16. Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego szesciokagtnego ma dtugosc 10 i jest trzy raz
o P wy pap g g g J y razy
= krotsza od wysokosci Sciany bocznej tego ostrostupa poprowadzonej do krawedzi podsta-
wy. Wyznacz stosunek pola powierzchni bocznej tego ostrostupa do pola jego podstawy.

/.

1. KrawedZ podstawy ostrostupa prawidtowego ma dtugos¢ 9 ecm. WysokosSc¢ Sciany bocznej

P Wy pap g g y ¥ )

poprowadzona do krawedzi podstawy jest rowna 16 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej
tego ostrostupa, jesli jego podstawg jest

1) tréjkat, 2} czworokat.

2. Na rysunku przedstawiono siatke ostrostupa. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego os-
trostupa.

10

10
/I

E ) 3. Wszystkie krawedzie ostrostupa prawidtowego tréjkgtnego majg dtugosc 8.
Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrdéd podanych.

Pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa jest rowne
. 256 1. 64V/3 - 128v/3 ). 128

E 4. Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugosc 4 cm. Pole po-
| wierzchni catkowitej jest réwne 56 cm?.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami Ci D.

Pole powierzchni jednej sciany bocznej tego ostrostupa jest rowne I\?\ cm?.

A. 40 B. 10 -

Wysokos¢ kazdej sciany bocznej tego ostrostupa poprowadzona do krawedzi podstawy jest
rowna C D cm.

C.25 D.5
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3 s Objetosc ostrostupa

» Obliczanie objetosci ostrostupa

» Obliczanie dtugosci odcinkéw w ostrostupie, gdy dana jest jego
objetosc

Wiesz juz, ze objetosc graniastostupa obliczamy, korzystajgc ze wzoru: V = P, - H, gdzie P, - pole
podstawy graniastostupa, H - wysokosc graniastostupa. Na rysunku przedstawiono szescian.
Zauwaz, ze mozemy ,rozcig¢” go w taki sposob, aby otrzymac trzy takie same ostrostupy. W kaz-
dym z tych ostrostupow podstawg jest jedna ze Scian szescianu, a wysokoscig jedna z krawedzi
szescianu. Mozemy zatem stwierdzic, ze objetosC ostrostupa jest trzy razy mniejsza niz objetosc
graniastostupa o takiej samej podstawie i wysokosci, jakie ma ostrostup.

Objetosc V ostrostupa wyraza sie wzorem:

1
V= SPP-H,

gdzie: P, - pole podstawy ostrostupa, H - wysokosc ostrostupa. |

— Przyktad 1.

Podstawg ostrostupa jest romb o przekagtnych dtugosci 4 cm i 6 cm. Jego wysokos¢ wynosi 14 cm.
Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

Obliczymy pole podstawy ostrostupa,

korzystajgc ze wzoru na pole rombu

ey
5 "

Obliczymy objetosc ostrostupa, korzystajgc

0 przekatnych dtugosciei f: P =

v=1.12% 14=4.14 =56 [cm?

ze wzoru: V = %Pp -H, gdzie H = 14 cm, 13

Odp. Objetos¢ tego ostrostupa wynosi 56 cm?,

Podstawg ostrostupa jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych dtugoéci 24/5 cm i 3v/5 cm.,
Jego wysokos¢ wynosi 7 em. Oblicz objetosc tego ostrostupa.
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— Przykiad 2.

Ostrostup ma w podstawie trapez rownoramienny o podstawach dtugosci 8 cm i 12 cm. Ramiona
tego trapezu majg dtugo$¢ 6 cm. Objeto$¢ ostrostupa wynosi 240v/2 cm’. Oblicz jego wysokos¢.

8 cm
Wykonamy rysunek pomocniczy 6 cm I o,
podstawy ostrostupa. ~ -
2¢cm 8 cm 2c¢m
W +2% = 6%
Aby obliczy¢ wysokosc h trapezu, ktory B+ 4 =136
jest podstawg ostrostupa, skorzystamy 12— 64

z twierdzenia Pitagorasa.

h=1+/32=416-2 =42 [cm]

Obliczymy pole podstawy ostrostupa,
korzystajgc ze wzoru na pole trapezu: p=8+12)- 4v2 _ 1920-4v2 _

2 2

p={0*D"" oqziea=8 cm, b =12 cm - 10 4v/2 = 40V3 [cm?]
i h=4v2 cm.
1

V= 5 P - H
Aby obliczy¢ wysokoS¢ H ostrostupa, 2402 =1 . 402 - H | : 40v/2
skorzystamy ze wzoru na objetosc g [ I
ostrostupa. = §H -3

H =18 [cm]

Odp. Wysokosc tego ostrostupa jest rowna 18 cm.

Ostrostup ma w podstawie szeSciokat foremny o boku dtugosci 2 cm. Objetos¢ bryty wynosi
10v/3 cm?. Oblicz wysoko$¢ tego ostrostupa.

— Przyktad 3.

Na rysunku przedstawiono siatke ostrostupa trojkgtnego. Ob- 2/6 em
licz objetosc tego ostrostupa. /
/“

D

Podstawg ostrostupa jest trojkat prostokatny o przyprosto- V2cm

katnych dtugosci v/2 cm i 24/2 cm. Zatem pole podstawy tego

ostrostupa wynosi P, = \/i—gx/i =4/2- 2 =2 [cm®}:
|

Jesli podstawg ostrostupa jest trojkat prostokatny
o przyprostokatnych dtugoséci v2 cm i 2/2 cm,

to wysokoscig H ostrostupa bedzie odcinek
zaznaczony kolorem czerwonym.
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(2v2)' +H> = (2V6)

Aby obliczyC wysokosc¢ ostrostupa, skorzystamy 8 '2" H =24
z twierdzenia Pitagorasa. H*=24-8
H*=16
H =4 [cm]
Obliczymy objeto$¢ ostrostupa. = % .2.4=%= 2% len?’|

Odp. Objetosc tego ostrostupa wynosi 2% cm’,
Cwiczenie 3.

Na rysunku przedstawiono siatke ostrostupa, ktérego podstawg jest kwadrat. Oblicz objetos¢
tego ostrostupa.

10 cm

Rozwigz zadania Jas

1. oblicz objetosc ostrostupa prawidtowego.

D)

6 m 9 dm

2. Oblicz objetosc ostrostupa, ktérego wysokosc jest rowna 0,9 dm, a podstawg jest:
2] prostokat o bokach dtugosci 8 cmi 12 cm;
2} tréjkat rownoramienny o podstawie diugosci 10 ecm i ramionach diugosci 13 cm;

e )

=) réwnolegtobok o obwodzie rownym 1,8 dm, w ktorym jeden bok jest dwa razy dtuzszy od
drugiego, a wysokos¢ poprowadzona do krotszego boku jest rowna 4 cm.
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3. Podstawg ostrostupa ABCS jest trojkat prostokatny ABC, ktorego jedna przyprostokgtna ma dtugosc

6 dm, a przeciwprostokatna diugoé¢ 2v/34 dm, KrawedZz boczna poprowadzona z wierzchotka
kata prostego ma dtugosc 24 cm i jest wysokoscig ostrostupa. Oblicz objetosc tego ostrostupa.

4. zaktad rzemieslniczy produkuje przyciski do papieru o roznych ksztattach. Sg wsréd nich
przyciski w ksztatcie ostrostupow prawidtowych czworokgtnych. Wysokosc przycisku wynosi
10 cm, a krawedz jego podstawy ma dtugosc 6 cm. lle litrow ptynnego szkta potrzeba na wy-
produkowanie dwudziestu takich przyciskow?

5. Doniczka ma ksztatt ostrostupa prawidtowego trojkatne-
go. KrawedZz podstawy ma dtugos¢ 10 cm, a wysokos€ jest
rowna 25 cm. Czy 1 1 ziemi wystaczy do napetniena trzech
takich doniczek, jesli w kazdej z nich ziemia bedzie zajmo-

wac ;—1 jej pojemnosci? Uzasadnij swojg odpowiedz.

6. Dany jest szeScian ABCDEFGH o krawedzi dtugosci H G
v/6 cm. Punkty: A, C, D, H sg wierzchotkami ostrostupa. E b F
Oblicz objetosc tego ostrostupa. e

b |
‘.' 3 / C
A B

7. Objetos¢ ostrostupa jest réwna 56 cm?, a pole jego podstawy wynosi 24 cm?. Oblicz wysoko$¢
tego ostrostupa.

8. Objeto$¢ ostrostupa prawidtowego szeéciokatnego jest rowna 480+/3, a krawed? podstawy
ma dtugosc 8. Oblicz wysokos¢ tego ostrostupa.

9. Objeto$¢ ostrostupa prawidtowego tréjkatnego ABCS jest réwna 16/3 cm?, a jego wysoko$é
jest trzy razy dtuzsza od krawedzi podstawy. Oblicz dtugos¢ krawedzi podstawy tego ostro-
stupa.

10. Podstawg ostrostupa jest prostokat, ktérego jeden bok ma dtugosé 6 cm, a przekgtna ma
diugosc¢ 10 cm. Wszystkie krawedzie boczne ostrostupa majg takg sama diugos¢ - 10 cm.
Oblicz objetosc tego ostrostupa.

11. Podstawg ostrostupa jest trojkat prostokatny ABC, w ktorym jeden z katéw ostrych ma
miare 60°, a przeciwprostokatna ma diugosc 8 cm. Wysokosc¢ ostrostupa bedaca jedna
Z jego krawedzi bocznych jest trzy razy dtuzsza od dtuzszej przyprostokatnej jego podstawy.
Oblicz objetosc tego ostrostupa.
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12. Wysokosc¢ ostrostupa jest rowna 10. Podstawa ostrostupa jest trapezem réwnoramiennym

0 podstawach dtugosci 10 i 30. Obwéd podstawy jest réwny 70. Uzasadnij, ze objetos¢ tego
ostrostupa jest mniejsza niz 1000.

13. na rysunku przedstawiono siatke ostrostupa czworokatnego. Oblicz objetosc tego ostro-

stupa.

7 cm

11 em

14. Objeto$¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest réwna 36+/2 dm’. Wysoko$¢ ostro- ‘iﬁ(

stupa jest dwa razy krotsza od przekatnej podstawy. Oblicz pole powierzchni catkowitej
tego ostrostupa.

s

Podstawg ostrostupa jest prostokat o bokach dtugosci 7 m i 9 m, a jego wysokos¢ wynosi 11 m.
Oblicz objetosc tego ostrostupa.

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych. E

Objetosc ostrostupa prawidtowego trojkatnego o krawedzi podstawy dtugosci 4 oraz wyso-
kosci réwnej 2+/3 wynosi

Oblicz wysoko$¢ ostrostupa o objetosci 36 cm?, jezeli jego podstawa jest:
romb o przekatnych dtugosci 6,4 cm i 7,5 cm,
1) szesciokat foremny o boku dtugosci 0,02 m.

Dany jest szescian ABCDEFGH o krawedzi dtugosci 9 cm. & G E '
Punkt M dzieli bok CD na dwa odcinki, takie ze stosunek E A 7
|IDM| : |MC]| jest réwny 2 : 1. del °
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie ,,E-I?-"-;; M
jest prawdziwe, albo F - jesli jest fatszywe. C
A B
Objetos¢ ostrostupa AMDH jest réwna 81 cm?, P F
Dtugosc¢ krawedzi MH jest rowna 3v/13 cm. P F
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Ostrostupy

Ostrostup prosty

* Wszystkie krawedzie boczne sg
rownej diugosci.

® Spodek wysokosci lezy zawsze na
jego podstawie.

wysokosc
ostrostupa

spodek
~ wysokosci

Ostrostup pochyly

* Krawedzie boczne nie sg rownej
dlugosci.

® Spodek wysokosci nie musi leze¢
na jego podstawie.

wysokose
ostrostupa

spodek
wysokosci

M'B.--E-i-------

wysokosé
ostrostupa

spodek
wysokosci
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PODSUMOWANIE DZIALU V

Ostrostup

Ostroshup jest brylg, ktora ma:
* jedng podstawe w ksztalcie

wielokata,
e Sciany boczne
bedace trojkatami ‘6?9
o wspdolnym ! 2
wierzchotku. ' \Z

Ostrostup n-katny ma:
® (n+1) wierzcholkow, e n krawedzibocznych,
* (n+1) scian, e 2n krawedzi.

Ostrosthupem prawidiowym nazywamy ostrosiup
prosty, ktory w podstawie ma wielokat foremny
(wszystkie boki tego wielokata sg tej samej
dlugosci, a jego katy majg takie same miary).

Pole powierzchni calkowitej

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa to suma
pol wszystkich Scian tego ostrostupa. Zatem

P. =P, +Py,
gdzie: P, — pole podstawy ostrostupa,

Py, — pole powierzchni bocznej ostrostupa, czyli
suma pol jego wszystkich scian bocznych.

Objetosé

Objetosc V ostrostupa
wyraza sie wzorem:

1
V=§PP'H,

gdzie: , — pole podstawy
P, ostrostupa,
H — wysokosc¢ ostrostupa.



Sprawdz umiejetnosci

1. Dokoricz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedzZ sposréd podanych.
Ostrostup o podstawie oSmiokgta ma
/. 8 krawedzi, 10 Scian i 16 wierzchotkéw. . 16 krawedzi, 8 Scian i 16 wierzchotkow.
. 16 krawedzi, 9 Scian i9 wierzchotkow. 7. 8 krawedzi, 9 Scian i 9 wierzchotkow.

i . i o O . e o O e o O R O O O ™ e o O O A o e W W = e W

2. Podaj nazwe ostrostupa, ktory ma:
a) 12 scian, ) 18 krawedzi, ¢} 19 wierzchotkow.

L S W S W W e S o S W S e N e S S e S S S S S e S S S e S S S S S e S S S S S e S S S S e S S S S e S S S S S e S S e S N S

3. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest
fatszywe.

Trojkat prostokgtny réwnoramienny moze by¢ podstawg ostrostupa 5 r
prawidtowego trojkatnego.

Dtugosci wszystkich krawedzi ostrostupa prawidtowego szesciokatnego sa o c
zawsze rowne.,

I W I T N T i T W o N P W o S S W L W o WP o W SSF o S W N o W S o N o W W o S P S S L S W W W S L S o W e W SV S LS W o S S

4. suma dtugosci wszystkich krawedzi czworoscianu foremnego jest réwna (48 +60v/2).
Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedzZ sposréd podanych.
Dtugosé jednej krawedzi tego czworoscianu jest réwna
A. 12+15V2 B. 18v2 C. 8+10v2 D. 27v2

i e e i i i e e i i e il i i o e e e i e e i i e i i i e i i i S i, T S

s

5. oblicz pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawnd}owego czworokqtnegu 0 krawedzi
podstawy dtugosci 4 cm i wysokosci Sciany bocznej poprowadzonej do krawedzi podstawy
réwnej 5 cm.

T R T M N T e e S S S O o S S R N S S S S S NS W NS S S N S S N N SO e S N S O o S S S S S S

6. oblicz pole powierzchni catkowitej czworoscianu foremnego o krawedzi dtugosci 6 dm.

L S S S W e W EE s SO SR W N e WS WS e S W e W N SE S S W s S N e N S e e S N S S e W e S N R N i S e S W N N n S S e W e W N a W W e W S o S

7. pa ny jest ostrostup prawidtowy szeéciokatny, ktérego krawedz podstawy ma diugo$é 4/6,
a wysokos$¢ wynosi 5. Oblicz:
2] objetos¢ tego ostrostupa,
1) sume dtugosci krawedzi tego ostrostupa,
¢ pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

B i R e e O R R o  al a = T S , W N L T R B . S . = W S & S

8 Model piramidy wykonanej z granitu ma ksztatt
ostrostupa prawidtowego czworokatnego o krawe-
dzi podstawy dtugosci 10 cm i wysokoSci 6 cm. lle
kilograméw wazy model piramidy, jesli 1 cm® tego
granitu wazy 2,8 g?

Podsumowanie dziatu V .



9. Ania wykonata model ostrostupa prawidtowego czworokatnego, ktorego krawedz podstawy
ma dtugosc 20 cm, a krawedz boczna jest od niej o 30 % dtuzsza. Postanowita okleic¢ go sa-
moprzylepng folig w kolorze srebrnym. Czy arkusz folii o wymiarach 0,3 m x 0,4 m wystarczy
na oklejenie tego modelu? Uzasadnij swojg odpowiedz.

E) 10. na rysunku przedstawiono siatke ostrostupa trojkgtnego.
15
Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami

A i B oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami C i D. "
Suma dtugosci wszystkich krawedzi tego ostrostupa jestrowna A B . A
A. 73 B. 22

Objetosc tego ostrostupa jest rowna C D

C. 240v/3 D. 80v/3

E) 11. pane sg ostrostup prawidtowy szesciokgtny o krawedzi podstawy dtugosci 4 cm oraz os-
trostup prawidtowy tréjkatny o krawedzi podstawy dtugosci 12 cm. Obie bryty majg taka
samg wysokosc rowng 10 cm.

Czy objetosc ostrostupa prawidtowego szesciokatnego jest 1,5 raza mniejsza od objetosci
ostrostupa prawidtowego trojkgtnego?

Wybierz odpowiedzZ A albo B i jej uzasadnienie sposrdd 1., 2. albo 3.

dtugosc krawedzi podstawy ostrostupa
1. | szesciokatnego jest mniejsza od dtugosci krawedzi
A. | Tak podstawy ostrostupa trojkgtnego.

pole podstawy ostrostupa szesciokatnego jest
poniewaz 2. | 1,5 raza mniejsze od pola podstawy ostrostupa
trojkatnego.

B. | Nie, podstawa ostrostupa szesciokgtnego sktada sie
3. | z6trojkatéow réwnobocznych.

12. Objetoé¢ ostrostupa prawidtowego tréjkatnego wynosi 108+/3. Wysoko$¢ ostrostupa jest
rowna 6. Oblicz dtugos¢ krawedzi podstawy tego ostrostupa.

13. Pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidtowego czworokgtnego wynosi 128 cm?, a pole
podstawy jest réwne 64 cm?. Oblicz objeto$¢ tego ostrostupa.

14. pane sg ostrostup prawidtowy czworokatny, ktérego krawed? boczna ma dtugos$é 3+/10 cm,

oraz graniastostup prawidtowy czworokatny, ktérego przekatna ma dtugosé 64/10 cm. Obie
bryty majg krawedzie podstawy rowne 6 cm. Ostrostup i graniastostup sklejono ze sobg
podstawami. Oblicz wysokosc¢ powstatej bryty.
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1. Wyznacz liczbe scian ostrostupa, w ktérym liczba krawedzi jest o 12 wieksza od liczby jego
wierzchotkow. Podaj nazwe tego ostrostupa.

2. Uzasadnij, ze trojkat rownoramienny o bokach dtugosci: 20 cm, 12 cm i 12 cm nie moze byc
Sciang boczng ostrostupa prawidtowego czworokgtnego.

3. Na rysunku przedstawiono ostrostup, ktory w podstawie ma czwo-
rokat foremny. Krawedz boczna o dtugosci 2v/2 jest wysokoscig
tego ostrostupa. Dwie krawedzie boczne majg dtugosc 6 kazda.
Oblicz sume dtugosci wszystkich krawedzi tego ostrostupa.

4. Dany jest ostrostup prawidtowy szesciokgtny. Najdtuzsza przekatna jego podstawy ma dtu-
gosc 4 cm. Wysokos¢ tego ostrostupa jest rowna 6 cm. lle wynosi suma dtugosci jego kra-
wedzi?

5. Wszystkie krawedzie ostrostupa prawidtowego czworokatnego sg tej samej dtugosci. Oblicz
stosunek wysokosci sciany bocznej poprowadzonej do krawedzi podstawy do wysokosci
tego ostrostupa.

6. Dany jest ostrostup prawidtowy czworokgtny. Przekatna podstawy oraz dwie krawedzie bocz-
ne tworzg trojkat rownoboczny o boku dtugosci 16. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego
ostrostupa.

7. Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny ABCDS, w ktorym
trojkat ACS jest prostokatny o przyprostokatnej dtugosci 9. Oblicz
pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

3. w prostopadtoscianie ABCDEFGH na $cianie ADHE zaznaczono punkt P, a na scianie EFGH
punkt S. Punkty: B, C, G, F, P oraz A, B, C, D, § sg wierzchotkami dwoéch ostrostupéw. Uza-
sadnij, ze ostrostupy te majg jednakowe objetosci.

H G H G
E/ N F/ E/\  Sif
e AT
P~ o
1‘,{11 | ri A
' A
________ 3 .
D C D |\~ C
A B A B
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9. Wieza zabytkowej bramy jest zakonczona dachem w ksztatcie ostrostupa prawidtowego
czworokatnego, ktorego kazda krawedz ma dtugosc 10 m. lle metrow kwadratowych da-
chowki trzeba zamowi¢ na nowe pokrycie dachu wiezy? W zamowieniu nalezy uwzglednic
mozliwe ubytki dachéwek wynoszace 5 % powierzchni dachu. Przyjmij, ze v/3 ~ 1,7. Wynik
podaj z doktadnoscig do 1 m?.

10. Wysokosci trojkgta rownobocznego przecinajg sie w jednym
punkcie, ktory dzieli kazdg z nich w stosunku 2 : 1, liczagc od
wierzchotka trojkata. Punkt S, bedgcy punktem przeciecia wyso-
kosci trojkgta rownobocznego, jest spodkiem wysokosci czwo-
roscianu foremnego ABCW. Oblicz objetosc tego czworoscianu,
jesli jego krawedz ma dtugosc 18 cm.

11. Uzasadnij, ze nie istnieje ostrostup prawidtowy trojkatny o krawedzi podstawy dtugosci
4.2 dm i krawedzi bocznej dtugosci 23 cm.

12. Podstawg ostrostupa jest prostokat o bokach dtugosci 61/2 cm i 84/2 cm. Objeto$¢ ostro-
stupa wynosi 640 cm’. Punkt przeciecia przekatnych prostokata jest spodkiem wysokosci
tego ostrostupa. Oblicz dtugos¢ krawedzi bocznej ostrostupa.

13. Elaku pita na wystawie mineratow krysztat gorski w ksztatcie os-
mioscianu foremnego o krawedzi dtugosci 4 cm. Gestos¢ krysz-
tatu gorskiego jest rowna 2,65 g/cm’. Oblicz, ile wazy ten krysztat.
Przyjmij, ze v/2 ~ 1,4. Wynik zaokraglij do petnych graméw.

E Informacje do zadan 14. i 15.
Na rysunku przedstawiono ostrostup prawidtowy szesciokatny oraz
niektore jego wymiary.

14. vn petnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych lite-
rami A i B oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami C i D.

Objetos$¢ tego ostrostupa jestréwna A | B  cm’.
A. 1440v/3  B.1920V/3
Wysokos¢ kazdej Sciany bocznej tego ostrostupa poprowadzona do krawedzi podstawy

jestréwna C | D cm.
C. 4v/34 D. 41/37

15. Dokoricz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa jest rowne

288+/3 cm? (288v/3 +961/102) cm” 312v/3 cm® (312v/3 +96+/102) cm®

16. Wysokosc¢ Sciany bocznej ostrostupa prawidtowego czworokgtnego poprowadzona do kra-
wedzi podstawy jest rowna 6 cm. Stosunek pola jednej Sciany bocznej do pola podstawy
jestrowny 1 : 2. Oblicz

objetosc tego ostrostupa, sume dtugosci wszystkich krawedzi tego ostrostupa.
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DZIAL V I

STATYSTYKA
I WSTEP
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Odczytywanie 1 interpretowanie
= danych

» Odczytywanie danych przedstawionych za pomocg tabel,
diagramow stupkowych i kotowych oraz wykresow

> Interpretowanie danych statystycznych

Statystyka jest naukg, ktéra zajmuje sie zbieraniem danych, ich opracowywaniem i interpretowaniem.
W platformach streamingowych (czyt. strimingowych) muzyki i filmow wykorzystywane sg me-
tody statystyczne. Na podstawie analizy dotychczasowych wyboréw uzytkownika przewidywane
sg inne tresci, ktore moga go zainteresowac.

— Przykiad 1.

Wsréd 10 000 os6b przeprowadzono ankiete. Ankietowanym zadano pytanie: Z jakiego typu
serwisu internetowego korzystasz najczesciej? Kazdy z ankietowanych mogt wskazac tylko jedna
odpowiedz. Liczbe osob, ktoére wskazaty poszczegdlne typy serwisow, przedstawiono w tabeli,
na diagramie stupkowym oraz procentowym diagramie kotowym.

Typ serwisu internetowego Liczba osob
spotecznosciowy 3540
muzyczny 3210
informacyjny 1423
fotograficzny 1159
inny 668

typ serwisu

| 6,68 %
11,59 %

spotecznosciowy

muzyczny B spotecznosciowy

35.40 % . muzyczny
W informacyjny
W fotograficzny

informacyjny
fotograficzny

inny inny

0 1000 2000 3000 4000
liczba oséb

Skorzystaj z diagramow stupkowego, procentowego kotowego oraz tabeli i odpowiedz na pytanie.

@ O ile mniej osob wskazato serwis fotograficzny niz serwis informacyjny?
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W tym przypadku najlepiej skorzystac z tabeli, w ktérej podano doktadne liczby odpowiedzi an-
kietowanych. Serwis fotograficzny wskazato 1159 ankietowanych, a serwis informacyjny 1423
ankietowanych.

Obliczymy réznice miedzy liczbg osob, ktore

wskazaty serwis informacyjny, a liczbg osob,
ktore wskazaty serwis fotograficzny.

1423 — 1159 = 264

Odp. Serwis fotograficzny wskazato o 264 osoby mniej niz serwis informacyjny.
2 Olile punktow procentowych wiecej 0sob wskazato serwis spotecznosciowy niz serwis muzyczny?

Tym razem skorzystamy z procentowego diagramu kotowego. Mozemy z niego odczytac, ze z ser-
Wisu spotecznosciowego najczesciej korzysta 35.4 % ankietowanych, a z serwisu muzycznego
32,1 % ankietowanych.

Obliczymy, o ile punktéw procentowych wiecej
0s0b wskazato serwis spotecznosciowy niz
serwis muzyczny.

354-321=33

Odp. Ankietowanych, ktorzy wybrali serwis spotecznosciowy, jest o 3,3 punktu procentowego
wiecej niz tych, ktorzy wskazali serwis muzyczny.

el Aby obliczy¢, o ile procent EE

liczba a jest wieksza od liczby b, - liczba a jest mniejsza od liczby b,
wykonujemy nastepujace dziatanie: wykonujemy nastepujgce dziatanie:
L. 100 %. 24100 %.

' O ile procent wiecej osob wskazato serwis spotecznosciowy niz serwis muzyczny? Wynik za-
okraglij do 1 %.

Aby obliczyc, o ile procent liczba a 3540 — 3210 o, _ 330 .
jest wieksza od liczby b, skorzystamy 3210 100'% = 3210 100% =
ze wzoru: 2= . 100 %, gdzie . %z_@? =33 100% =1L .100 % =

e > 00 %, g a>b 51 100 % 5 100 %
Zgodnie z danymi zawartymi w tabeli - P .
a=3540i b = 3210. = el el

Odp. Ankietowanych, ktorzy wybrali serwis spotecznosciowy, jest o okoto 10 % wiecej niz tych,
ktorzy wskazali serwis muzyczny.

Skorzystaj z tabeli, diagramu stupkowego i diagramu kotowego przedstawionych w Przyktadzie 1.
i odpowiedz na pytanie.

4 O ile wiecej osob wskazato serwis muzyczny niz serwis fotograficzny?

1) Oile punktéw procentowych mniej os6b wskazato serwis fotograficzny niz serwis muzyczny?

' O ile procent mniej osob wskazato serwis fotograficzny niz serwis muzyczny? Wynik zaokraglij |
do 1 %. N
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Wykres liniowy wykorzystywany jest zazwyczaj w celu przedstawienia danych zebranych w pew-
nym czasie. Pomaga szybko i sprawnie przeanalizowac zebrane dane, zauwazy¢ wystepujgce
zmiany i pojawiajgce sie trendy. Na wykresie liniowym kazde dwa kolejne punkty sg potgczone
linig. Mozemy prezentowac na nim dane takie, jak np. temperatura powietrza, kursy walut, za-
leznosc¢ drogi od czasu, w ktérym zostata pokonana.

— Przykiad 2.

Na ponizszym wykresie liniowym przedstawiono sredni kurs dolara amerykanskiego w kolejnych
miesigcach 2022 r.

kurs dolara amerykanskiego
5.0

4.9
4,8 ‘ .
P 4687 7 1\

: e 5 wﬁum
4.6 7 4.6657 | ,

i,i 4,3942 / 5 [
: 43154 | | | - 4.4249
43 g —4.3864 ; —
4,2 '
4.1 rz 0202 |
40140139 . |
39— ' ' : ;

| v v v vl vk IX X Xl XI

miesigc

Zrédto: https://usd-pin.pl/2022/.

Na podstawie danych przedstawionych na wykresie odpowiedz na pytanie.

11 lle wynosita roznica miedzy najwyzszym a najnizszym srednim kursem dolara amerykanskiego
w kolejnych miesigcach 2022 r.? Wynik zaokraglij do 1 gr.

Z wykresu mozemy odczytac, ze najwyzszy sredni kurs dolara w podanym okresie wynosit
4,8889 z1, a najnizszy 4,0139 zt.

Obliczymy roznice miedzy najwyzszym
a najnizszym srednim kursem dolara
amerykanskiego. Wynik zaokraglimy do 1 gr.

4,8889 — 4,0139 = 0,875 ~ 0,88 [21]

Odp. Réznica miedzy najwyzszym a najnizszym srednim kursem dolara amerykanskiego w ko-
lejnych miesigcach 2022 r. wyniosta okoto 0,88 zi.

2] W jakich okresach w2022 r. $redni kurs dolara amerykanskiego wzrastat?
Z wykresu mozemy odczytac, ze sredni kurs dolara amerykanskiego wzrastat od lutego do marca,
nastepnie od kwietnia do maja, pézniej od czerwca do lipca oraz od sierpnia do pazdziernika.

- Czy w lipcu 2022 r. Sredni kurs dolara amerykanskiego byt wyzszy niz 4,50 z1?

Z wykresu mozemy odczytaé, ze w lipcu 2022 r. sredni kurs dolara amerykanskiego byt wyzszy
niz 4,50 zi.

Skorzystaj z wykresu przedstawionego w Przyktadzie 2. i odpowiedz na pytanie: w jakich okresach
w 2022 r. Sredni kurs dolara amerykanskiego

a2, malat? 21 miat wartosS¢ mniejszg niz 4 z1?
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Rozwiaz zadania Je

1. Uczniowie klas 8 na zakoriczenie szkoty otrzymali propozycje wyjazdu na wspolng wycieczke.
Osmoklasiéci mieli do wyboru cztery miasta: Torun, Gdansk, Wroctaw lub tancut. W celu usta-
lenia miejsca docelowego wycieczki przeprowadzono gtosowanie wsrod wszystkich uczniow
klas 8 tej szkoty. Kazdy gtosujgcy wybrat tylko jedno miasto. Wycieczka odbyta sie do tego
miasta, ktore uzyskato najwiekszg liczbe gtosow. W tabeli przedstawiono wyniki gtosowania.

Miasto Liczba gtosow
Torun 16
Gdansk 18
Wroctaw 26
tancut 20

2| Dokad pojechali uczniowie klas 8 na wycieczke?

2} lHlu ucznidéw klas 8 wzieto udziat w gtosowaniu?

©) Jaki procent wszystkich uczniow klas 8 stanowili uczniowie, ktérzy wybrali Torun?
¢} O ile procent wiecej uczniéw chciato jecha¢ do Wroctawia niz do kancuta?

2. Coraz czesciej w duzych miastach tworzy sie nowe tereny zielone, w tym parki, zielence i tereny
zieleni osiedlowej. Na diagramie stupkowym przedstawiono przyblizony udziat procentowy
laséw i innych terenow zielonych w ogolnej powierzchni 10 wybranych miast w Polsce w 2019 .

procent powierzchni
40 %
35 %
30 %
25 %
20 %
15 %
10 %

5%

0 %

40 %

Warszawa Krakow Szczecin  k0dZz Wrocdlaw Gdansk Poznan Katowice Lublin Rzeszow
miasto

B parki, zielence i tereny zieleni osiedlowe;j B lasy

Zrédto: https://rynekpierwotny.pl/wiadomosci-mieszkaniowe/ktore-z-naszych-miast-jest-najbardziej-
zielone/7869.

Odpowiedz na pytanie.

2! W ktérych miastach lasy zajmujg ponad 15 % ich powierzchni?

21 Wilu miastach udziat parkéw, zielencéw i terenéw zieleni osiedlowej jest mniejszy niz5 %?

C) Wypisz trzy miasta z najwiekszym tgcznym procentowym udziatem laséw i innych terenéw
zieleni osiedlowej w ich powierzchni.

'} Oblicz, jakim procentem powierzchni wszystkich terenéw zielonych w Warszawie sg lasy.
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3. Wéréd 200 os6b przebywajgcych na waka-
cjach przeprowadzono sondaz ha tematich
ulubionego smaku lodow. Kazdy pytany
podat tylko jeden smak. Na procentowym
diagramie kotowym przedstawiono wyniki
sondazu.

waniliowy

B czekoladowy
B truskawkowy
I pistacjowy

B Smietankowy

Odpowiedz na pytanie.
. I stony karmel

2] Ktory smak lodow wskazata najwieksza
liczba osob?

| Czy taczna liczba osdb wybierajgcych smak smietankowy albo truskawkowy jest taka
sama jak taczna liczba osob wybierajgcych smak czekoladowy albo waniliowy?

C) lle razy czesciej ankietowani wybierali smak Smietankowy niz stony karmel?
¢} Oile punktéw procentowych mniej oséb woli lody o smaku pistacjowym niz Smietankowym?
2! O ile procent wiecej oséb woli smak waniliowy od smaku pistacjowego?

E ) Informacje do zadan 4. i 5.

Cezary i jego rodzice spedzili weekend w Szczawnicy. W sobote wyszli na szlak w Mate Pieniny. Celem
byto zdobycie Wysokiej (1050 m n.p.m.). Wedrowke rozpoczeli z parkingu w Jaworkach. Po zdobyciu
szczytu wrocili tg sama trasg na parking w Jaworkach. Na wykresie liniowym przedstawiono zaleznosc
drogi, ktérg Cezary wraz z rodzicami przebyli podczas wycieczki, od czasu.

droga (km)

(schronisko) _(schronisko)

polana ] \

piknikowa|
I/
0
Jaworkd) : 3 " (Gawerk) 42

4. Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrdéd oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposroéd oznaczonych literami C i D.

b L e LA

Jesli Cezary i jego rodzice wyruszyli na szlak z parkingu o godzinie 9.00, to wrécili na parking
Ugodzinie'A- B .

A. 1345 B. 14.00

Dtugosc trasy ze schroniska na szczyt Wysokiej wynosi| C D \

C. 1.5km D. 2km o

5. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest
fatszywe.

kgczny czas postojow podczas wycieczki wyniost 1 h. P F

Odcinek trasy z Jaworek do polany piknikowej Cezary wraz z rodzicami
pokonat z predkoscig 2 km/h.
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6. Na diagramie stupkowym przedstawiono procentowy udziat poszczegolnych grup wiekowych E ::i';'_
w zamawianiu online jedzenia.

udziat procentowy
o

40 % 39 %
35 %
001 25%
25 %
20% |
15 %
10 %

5 %

0 %

<25lat  25-34 3544  45-54 >54]lat
grupa wiekowa

Zrédto: https://38pr.prowly.com/88032-polacy-coraz-chetniej-zamawiaja-online-wyniki-najnowszego-
raportu-pizzaportal.pl.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami C i D.

Liczba os6b zamawiajgcych online jedzenia w wieku od 45 lat stanowi ‘ A ‘ B \ liczby 0s6b
z grupy wiekowej 25-34 lat.

A. mniej niz 50 % B. wiecej niz 50 %

Osb6b zamawiajgcych online jedzenie z grupy wiekowej powyzej 54 latjesto C D  mniej od
liczby 0séb z grupy wiekowej ponizej 25 |at. R

C. 20% D. 80 %

- AT TAYIM A & & ah Falulrd
i‘l":.- I‘i J1 C by LR 4. LaL -’rt -I' FREMNS ol Ny 8 I
i ol .b_'-._'-'_‘" il y el ¥ R . ¥ . 5

1. Uzytkownikéw najpopularniejszych mediow spotecznosciowych poproszono, aby wskazali
swoj jeden ulubiony sport lub aktywnos¢ fizyczng. Na procentowym diagramie kotowym
przedstawiono wyniki ankiety. Odpowiedz na pytanie.

B bieganie

B koszykéwka

B pitka nozna

o ptywanie

o jazda na rowerze
siatkowka

W ¢wiczenia na sitowni

B taniec

2| Ktore sporty cieszg sie takg samg popularnoscig?

2] lle razy czesciej wybrano bieganie niz ptywanie?

¢} Oile punktéw procentowych wiecej osdb wskazato w gtosowaniu bieganie niz siatkéwke?
¢} O ile procent wiecej os6b woli jazde na rowerze od ¢wiczen na sitowni?
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. E ) Informacje do zadan 2.-4.

W latach 2012-2013 na terenie Swietokrzyskiego Parku Narodowego przeprowadzono inwenta-
ryzacje drzew pomnikowych. W tabeli przedstawiono liczbe drzew pomnikowych poszczegolnych
gatunkow.

Gatunek | Liczba drzew
drzewa pomnikowych

buk 600

dab 15
grab

jodta
klon

modrzew

inne

Zrédto: https://www.swietokrzyskipn.org.pl/przyroda/rosliny/drzewa_pomnikowe/.

2. Dokoricz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wsrod drzew pomnikowych najwiecej jest
<. modrzewi. ~. debow. .. bukow. . grabow,

3. Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest

fatszywe.
Liczba debow jest okoto 5 razy mniejsza od liczby klonow. P F
Liczba modrzewi pomnikowych jest 0 62,5 % mniejsza niz liczba bukéw P E
pomnikowych.

4. Jaki procent liczby wszystkich drzew pomnikowych stanowi liczba modrzewi? Wybierz wtas-
ciwg odpowiedz sposrod podanych.,

A. Okoto 13 %. 2. Okoto 14 %. C. Okoto 21 %. . Okoto 22 %.
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Zbleranie 1 opracowywanie
= danych

» Przedstawianie danych na diagramach stupkowych oraz
kotowych

» Rysowanie wykresow liniowych

Zbieraniem i opracowywaniem danych zajmujg sie zarowno

instytucje prywatne, jak i publiczne. Gromadzg i analizujg dane ’
charakteryzujace rézne dziedziny naszego zycia spotecznego 4
i gospodarczego. W Polsce od 1918 r. zadania te realizuje a—

Gtowny Urzad Statystyczny (GUS). Wyniki badan przeprowa- . G U S
dzanych przez te instytucje prezentowane sg w formie tabel,

a takze na wykresach i réznego rodzaju diagramach. Graficz-

ne prezentowanie danych jest o wiele bardziej czytelne dla
odbiorcow.

— Przyktad 1.

W tabeli przedstawiono wyniki gtosowania na przewodniczgcego samorzgdu szkolnego.

Kandydat na przewodniczgcego Maja | Kacper Pola Patryk Ewa
Liczba zdobytych gtoséw 90 73 45 60 30
Na podstawie danych przedstawionych w tabeli sporzadz diagram stupkowy i procentowy dia-
gram kotowy.
Diagram stupkowy

Aby przedstawi¢ wyniki glosowania na diagramie stupkowym, narysujemy dwie osie: poziomg
i pionowa. Na osi poziomej zaznaczymy imiona kandydatow na przewodniczgcego szkoty, a na osi
pionowej - liczbe gtosow, jakg kazdy z nich zdobyt. Dla kazdego z kandydatow narysujemy stupek,
ktorego wysokosc¢ odpowiada liczbie gtosow zdobytych podczas gtosowania.

liczba zdobytych gtosow

100
90
80 |
70 |
60 |
50 |
40
30|
20
10

0

Maja Kacper Pola Patryk  Ewa
kandydat
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Procentowy diagram kotowy

Aby przedstawic¢ wyniki gtlosowania na procentowym diagramie kotowym, najpierw obliczymy,
ile procent wszystkich oddanych gtosow stanowig gtosy oddane na poszczegolnych kandydatow.

Obliczymy sume wszystkich oddanych |
s / %;M@ 90 + 75 + 45 + 60 + 30 = 300

gtosow.

90 o, _
Aby obliczy¢, jaki procent wszystkich Maja: 0{} - 100 % = : % =30 %

oddanych gtosow stanowity gtosy
oddane na danego kandydata, liczbe
uzyskanych przez niego gtosow
podzielimy przez liczbe wszystkich
oddanych gtoséw, a nastepnie F‘atryk 6(?0 100 % = % % =20 %
pomnozymy przez 100 %.

Kacper 300 - 100 % = ?5 % =25 %

Pola: 42 300 100 % = 435 % =15 %

30 u_aon_ ;
Ewa: 300 - 100 % %0 = 10 %

Obliczymy miary katow odpowiadajgcych poszczegolnym wynikom wyrazonym w procentach.
Wiemy, ze kat pelny ma miare 360°,

* Maja: 30 % z 360° to =2 . 360° = 0 -360° =3 -36° = 108°.

DU l
o Kacper: 25 % z 360° to %50 - 360° = -36(}“ = 1-90° = 90°.
e Pola: 15 % z 360° to — 1{]-[} . 360° = = -360° =3 18 =547,
s Patryk: 20 % z 360° to m L360° = = . 360° =2 - 36° = 72°,
o Ewa: 10 % z 360° to E 360° = L .360° = 1-136° = 36°.

Narysujemy koto i zaznaczymy w nim katy srodkowe o odpowiednich miarach.

Ewa uzyskata 30 glosdéw,
czyli 10 % liczby wszystkich gtosow.

\ v

Maja uzyskata 90 gtosow,
czyli 30 % liczby wszystkich gtosow. |

B Maja

| Patryk uzyskat 60 gtosow,
. czyli 20 % liczby wszystkich gtosow. |

M Ewa
Pola uzyskata 45 gtosow, g N Kacper uzyskat 75 gtosow,
. czyli 15 % liczby wszystkich glosow. | . czyli 25 % liczby wszystkich gltosow.
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W grupie 600 osob przeprowadzono ankiete, dotyczgcg ulubionej miejscowosci nadmorskiej w Pol-
sce. Kazda z osOb wybrata jedng miejscowosc. Gdansk wskazato 270 oséb, Gdynie - 15, Sopot - 135,
Kotobrzeg - 90, a tebe - 60. Pozostali wybrali odpowiedz ,inna miejscowosc”. Przedstaw podane
informacje w postaci: tabeli, diagramu stupkowego i procentowego diagramu kotowego.

Wykres liniowy

— Przyktad 2.

Zosia podczas pobytu w gorach korzystata z aplikacji, ktora re-
jestruje predkosc jazdy na nartach. Dane w aplikacji aktualizuja
sie co minute. Skorzystaj z danych przedstawionych na ilustracji
i sporzadz na ich podstawie wykres liniowy. Co mozesz z niego
odczytac?

Na osi poziomej zaznaczymy godzine pomiaru, a na osi piono-
wej - predkos¢, jaka zostata osiggnieta w danej godzinie. Nastep-
nie zaznaczymy punkty, ktore odpowiadajg poszczegdlnym pred-
kosSciom. Aby lepiej pokazaé zmiany predkosci jazdy na nartach,
sgsiednie punkty potgczymy odcinkami.

predkosc (km/h)
25

20 1 | [ I~ [T X 1 W

15

10

9:10 9:11 9:12 9:13 9:14 0:15 9:16 9:17
godzina

Z wykresu mozemy odczytac, ze predkosc Zosi w pierwszych 4 min jazdy wzrastata, a nastepnie
zmalata do 0. Zjazd Zosi trwat 7 min. Najwieksza predkos¢, jaka osiggneta Zosia podczas zjazdu,
wynosita 23 km/h.

Cezary zbierat dane do projektu z geografii. Kazdego dnia od 12 do 21 listopada o godzinie 12.00
zapisywal, jaka jest temperatura powietrza. Otrzymane dane przedstawit w tabeli.

Data 12,11 | 13.11 | 14.11 | 15.11 | 1e.11 | 17.11 | 18.11 | 19.11 | 20.11 | 21.11

Temperatura | 8°C | 4°C | 2°C | -1°C | -3°C | 4°C| 0°C | -1°C | 3°C | 5°C

Skorzystaj z danych przedstawionych w tabeli i sporzadz na ich podstawie wykres liniowy. Co
mozesz z niego odczytal?
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Rozwiaz zadania Jus

1. Przed przyjeciem Ela zapytata swoje kolezanki i ko-
legow, ktére z proponowanych napojow lubig naj-

bardziej. Kazdy mogt wskaza¢ tylko jeden napéj. Sok pomaranczowy ||\

Na kartce zanotowata ich odpowiedzi. Sok jabfkuw‘, il

2] Przedstaw zebrane informacje na diagramie Napéi owocowy |/
stupkowym. Woda mineralna |

2] Ela przygotowata cztery napoje, ktére wybrato Kumpo’t domowy [l
najwiecej osob. Ustal, ktore to napoje.

c) Oile procent wiecej os6b wybrato sok jabtkowy
niz napoj owocowy?

2. Wéréd nastolatkéw przeprowadzono ankiete. Zadano im pytanie: Ktdry prezent sposréd za-
proponowanych sprawitby Ci najwiekszq radosc? Na diagramie kotowym przedstawiono pro-
centowy rozktad odpowiedzi. Kazdy nastolatek mogt wybrac jedng propozycje. Prezent ,nie-
spodzianke” wybraty 24 osoby.

9 %

B sprzet elektroniczny

B gra komputerowa

W pienigdze

B prezent ,niespodzianka”
B karnet na basen

2 Oblicz, ilu nastolatkow brato udziat w ankiecie.
2} 1lu nastolatkow wybrato sprzet elektroniczny, a ilu gre komputerowg?
©) Przerysuj tabele do zeszytu, uzupetnij jg i na jej podstawie narysuj diagram stupkowy.

Rodzaj sprzet gra eniadze prezent karnet
prezentu | elektroniczny | komputerowa pienia ,niespodzianka” | na basen
Liczba
0sob

3. Ela przez 5 kolejnych dni dwa razy dziennie odczytywata temperature powietrza na zewnetrz-
nym termometrze, Wyniki swoich pomiaréw przedstawita w tabeli.

Dzien
Pora dnia 25.11.2022 | 26.11.2022 | 27.11.2022 | 28.11.2022 | 29.11.2022
Rano 6°C 4°C 390 4°C 39(;
Wieczér 1Y€ 0°C p.°C 49,90 8,90

2| Przedstaw wyniki pomiaréw przeprowadzonych przez Ele na jednym wykresie liniowym.
21 W ktérym dniu réznica temperatur byta najwieksza? lle wynosita ta réznica?
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4. Wiréd uczniow klas 8, w ramach zajec Lizzha liczha

z doradztwa zawodowego, przeprowa- Odpowiedz dziewczat | chtopcow

dzono ankiete dotyczacg wyboru szkoty Liceumn

ponadpodstawowej. Kazdy uczen mogt og6lnoksztatcace 24 12

wybrac tylko jeden typ szkoty. Wyniki

ankiety przedstawiono w tabeli. Technikum 9 11

2 Przedstaw na jednym diagramie T 6 &
stupkowym dane dotyczgce wyboru
szkoty przez dziewczeta i dane doty- Jeszcze nie wiem 8 4
czgce odpowiedzi chtopcow.

Na procentowym diagramie kotowym przedstaw dane dotyczgce wyboru szkoty przez
uczniow klas 8, wsrod ktorych przeprowadzono ankiete.

5. Bruno postanowit uzupetni¢ wode w basenie ogrodowym o pojemnosci 9 m’, ktéry byt juz ?ﬁ?
w 60 % wypetniony wodg. Odkrecit kran, z ktérego do basenu wptywato 20 1 wody w ciggu
jednej minuty. Po dwoch godzinach napetniania basenu nastgpita przerwa w dostawie wody.
Awaria zostata usunieta po jednej godzinie i basen byt napetniany dalej. Z powodu mniejsze-
go cisnienia wody w ciggu minuty wptywato o 5 1 wody mniej niz przed awarig. Kran zostat
zakrecony, gdy w basenie byto 9 m”> wody.

2] lle minut trwato wlewanie wody do basenu po usunieciu awarii?

! Przedstaw na wykresie liniowym, jak zmieniata sie objetos¢ wody w basenie w czasie jego
uzupetniania.

i

\

1. Pola postanowita przeprowadzi¢ obserwacje kietkowania nasion fasoli. Po
trzech dniach od zatozenia hodowli pojawity sie korzonki oraz pierwsze
pedy i liscie. Pola mierzyta codziennie dtugosc¢ jednej wybranej todygi.
Tabela przedstawia wyniki pomiarow Poli w kolejnych dniach obserwacji.

Dzieri obserwacji 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Dtugos¢ todygi

(w centymetrach) 0 0 05| L5 (35| 5 |75| 10| 13

2] Przedstaw wyniki pomiaréw przeprowadzonych przez Pole na wykresie liniowym.
UtOz 3 pytania, na ktére mozna odpowiedziec, analizujgc sporzgdzony wykres.

2} Od ktérego dnia obserwacji przyrost dzienny todygi byt wiekszy niz 2 cm?

2. Na zimowisko wyjechato 120 os6b, w tym na:

e 0bdz narciarski - 54 osoby;

* 0bo0z snowboardowy - 24 osoby;

* 0boz rekreacyjny - 42 osoby.

2 Oblicz, ile procent uczestnikdw zimowiska wybrato poszczegolne formy wypoczynku.

| Przedstaw podane informacje na procentowym diagramie kotowym.
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= Srednia arytmetyczna

» Obliczanie Sredniej arytmetycznej

» Wykorzystywanie sredniej arytmetycznej do rozwigzywania
zadan

Srednia arytmetyczna jest najpopularniejszg miarg wykorzystywang w statystyce. Stosuije sie jg
w zyciu codziennym, np. do obliczania Sredniej: ocen na Swiadectwie, wieku os6b w danej grupie,
wysokosci wynagrodzenia w danym Kkraju.

— Przyktad 1.

Sredniag arytmetyczng zestawu liczb nazywamy sume tych liczb podzielong
przez ich liczbe.

Oblicz srednig arytmetyczng liczb: 3, 5, 6, 9, 12.
Dodamy podane liczby, a otrzymang = %ﬁ> 3454649412 35
sume podzielimy przez ich liczbe, czyli 5. | 5 e N 7
Odp. Srednia arytmetyczna liczb: 3, 5, 6, 9, 12 jest rowna 7.
Cwiczenie 1.
Oblicz srednig arytmetyczng podanych liczb.
a) 4,6;2;67;3;14 o) 8;13;21; 39 c) 7,-2;-19; 10 d) %; 2%; 0,25
— Przyktad 2.
Na diagramie stupkowym przedstawiono, ile filméw uczniowie liczba uczniow
z klasy 8a obejrzeli w kinie w ostatnim roku. Oblicz srednig liczbe fil- g
mow obejrzanych przez ucznia z klasy 8a w kinie w ostatnim roku. 6
Odczytamy z diagramu, ile filmdéw uczniowie z klasy 8a obejrzeli Z
w kinie w ostatnim roku. 3
e 2 uczniéw - 0 filmoéw * 5 uczniéw - 4 filmy 2
® | uczen -1 film ® 3 ucznidéw -5 filmow {1}
* 6 uczniow -2 filmy ® 1 uczen - 6 filmow 0 1 2 3 4 5 6
® 7 uczniow - 3 filmy liczba filméw
Wyznaczymy liczbe wszystkich filmow obejrzanych przez uczniow z klasy 8a w kinie w ostatnim
roku:
2:0+1:-146:2+7-3+5-44+3-5+1:6=0+1+12+21+20+15+6=75
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Wyznaczymy liczbe ucznidw klasy 8a. %? 2+1+6+7+5+3+1=25

Obliczymy Srednig arytmetyczng liczby 4
obejrzanych filmow przez ucznia kla- %& 2—2 =3
sy 8a w kinie w ostatnim roku.

Odp. Srednia liczba obejrzanych filméw przez ucznia klasy 8a w kinie w ostatnim roku wynosi 3.

W tabeli przedstawiono, ilu uczniow z klasy 8b

2 ; ; Stopien L2134 ]|5 |86
otrzymato poszczegolne stopnie ze sprawdzia- _ .
nu z matematyki. Oblicz $rednig arytmetyczna Liczba uczniow | 2 | 6 | 7|9 |5 |1
tych stopni.
— Przyktad 3.

W klasie 8c jest 10 dziewczat i 14 chtopcédw. Srednia liczba punktéw uzyskanych przez dziewczeta
Z testu sprawnosciowego wynosi 25, a przez chtopcow 22 punkty. Uzasadnij, ze srednia arytme-

tyczna liczby punktow uzyskanych przez uczniow z tej klasy z testu sprawnosciowego wynosi 23}1 .

Liczba uczniow w tej klasie wynosi 10 + 14 = 24,

Wiemy, ze
taczna liczba punktow
k h dzi t
srednia liczba punktow _ N R R RS
k h dzi t
uzyskanych przez dziewczeta T
dziewczat
czyli
Srednia liczba punktéow . liczba _ tgczna liczba punktow
uzyskanych przez dziewczeta dziewczat uzyskanych przez dziewczeta
Analogicznie mozemy policzyc, ile punktéw zdobyli chtopcy.
Obliczymy, ile punktow uzyskaty %_%\; Dziewczeta: 25 - 10 = 250
dziewczeta, a ile chtopcy. e Chiopcy: 22 - 14 = 308

taczng liczbe punktdéw uzyskanych przez
dziewczeta i chtopcdw podzielimy przez
liczbe uczniéw w klasie.

250 +308 _ 558 _ 93 _231
24 24 4 T4

Zatem uzasadnilismy, ze Srednia arytmetyczna liczby punktow uzyskanych przez uczniow z klasy

8c z testu sprawnosciowego wynosi 23%1 \

W grze terenowej brato udziat 15 osob. Uczestnicy zostali podzieleni na dwie grupy: grupa | sktadata
sie z7 0soOb, grupa Il - z 8. Kazda osoba z grupy | za wykonanie wszystkich zadan zdobyta Srednio
50 punktow, a kazda osoba z grupy Il - Srednio 53 punkty. Uzasadnij, ze Srednia arytmetyczna liczby
punktow zdobytych przez wszystkich uczestnikow gry terenowej nie jest liczbg catkowita.
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— Przykiad 4.

W szkolnej druzynie siatkowki jest osiem zawodniczek. Ich srednia wieku wynosi 14 lat. Jesli
uwzglednimy rowniez wiek trenerki druzyny, to Srednia wieku wzrosnie do 16 lat. lle lat ma
trenerka?

Jako x oznaczymy wiek trenerki.

Zawodniczki maja tacznie 8 - 14 = 112 lat.
112 +x

Suma wieku zawodniczek i trenerki podzielona 9 16 |-9
przez 9 (8 zawodniczek i 1 trenerka) jest réwna 16. 112+x=144 |-112
Utozymy réwnanie i je rozwigzemy. 3

X =

Odp. Trenerka druzyny ma 32 lata.

>
P PR A
LWiczZzenie 4

e

==
1&-’

Srednia masa 21 dalmatyriczykdéw w pewnej hodowli jest réwna 28 kg. Powiekszono hodowle o jed-
nego dalmatynczyka. Jesli uwzglednimy jego mase, to Srednia masa psow wzrosnie do 28,1 kg. lle
wazy ten dalmatynczyk?

W dowolnym trapezie odcinek tgczgcy srodki ramion

D
jest rownolegty do podstaw trapezu i jego dtugosc
jest rowna sredniej arytmetycznej dtugosci podstaw. »

\EF| = |AB| + |CD,| /
2

A B

Rozwiaz zadania Jam

1. oblicz Srednig arytmetyczng podanych liczb.

a) 13;7; 12; 66; 6; 22 b) -8;-12; 0; 13; 17, -11; 25
c) 3,2;3,22;3,4;3,44 d) 1:;3-%; 2

2" 3" 6
2. Na diagramie stupkowym przedstawiono, ilu uczniéw  liczba uczniow
klasy 8c korzysta z komputera dziennie przez okre$- !
lony czas. 10

o

2]} Oblicz Sredni dzienny czas korzystania z komputera
przez ucznia z klasy 8c.

2} Oblicz $redni dzienny czas korzystania z komputera
przez ucznia klasy 8c spedzajgcego przy kompute-
rze wiecej niz godzine dziennie.

= = 2 W B h D ] o2

45 60 75 90 120
liczba minut

A
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3. Coraz bardziej popularnym zrodtem energii elektrycznej sg panele fotowoltaiczne. Na diagra-
mie ponizej przedstawiono, ile kWh (kilowatogodzin) energii w kolejnych miesigcach jednego
roku wyprodukowato zZrodto fotowoltaiczne o mocy 1 kW (kilowata).

produkcja energii elektrycznej [kKWh]
180 L

160 = 145
gue 2 | 118
80 | 71

60 61

40 | 34
20 | w20 17

0

144

| 1 Il IV v VI VIl VI IX X Xl Xl
miesiac

Zrédto: https://www.brasit.pl/elektrownie-fotowoltaiczne/slonce-w-polsce/.

Odpowiedz na pytanie.

2] lle razy taczna ilos¢ energii elektrycznej wyprodukowanej w miesigcach letnich (VI, VII,
VIII) jest wieksza od tacznej ilosci energii elektrycznej wyprodukowanej w miesigcach zi-
mowych (I, II, XIl) przez to Zrodto fotowoltaiczne? Wynik podaj z doktadnoscig do catosci.

2 lle kilowatogodzin jest rowna Srednia miesieczna produkcja energii elektrycznej przez to
zrodto fotowoltaiczne w ciggu drugiego potrocza?

4. Na diagramie przedstawiono procentowy rozktad liczby uczniow klas 8 w zaleznosci od licz-
by wypozyczonych ksigzek ze szkolnej biblioteki w ciggu trzech pierwszych miesiecy nauki.
W klasach 8 uczy sie 80 uczniow.

9 %

5 %
>

B 5 ksigzek
B 4 ksigzki
W 3 ksigzki
B 2 ksigzki

1 ksigzka
B 0 ksigzek

2] Oblicz, ilu osmioklasistow wypozyczyto 3 ksigzki.

2 lle wynosi srednia liczba wypozyczonych ksigzek przypadajgca na jednego ucznia?

£} Uzasadnij, ze ucznidw, ktorzy wypozyczyli 5 ksigzek, byto o 40 % mniej niz tych, ktorzy
wypozyczyli 4 ksigzki.

5. Oblicz wartoé¢ x, jezeli srednia arytmetyczna liczb: x -2, 2x, 4x— 1, —6x jest rowna 8.

6. Zestawy liczb: 5, 4, 6, -1, 8 oraz liczb: 5, 4, 6, -1, 8, k majg takg samg srednig arytmetyczna.
Oblicz k.
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Kuba wraz z rodzicami, siostrg i ciocig utworzyli druzyne, ktéra
wezmie udziat w rodzinnych zawodach sportowych. Srednia
wieku zawodnikow tej druzyny jest rowna 26 lat. Z powodu kon-
tuzji Kuby w zawodach zastgpit go wujek. Wskutek tej zamiany j
Srednia wieku druzyny zwiekszyta sie o 3 lata. Wiek wszystkich N
zawodnikow miesci sie w przedziale10-45 lat. gr\
2] O ile lat wujek jest starszy od Kuby?
! Czy wujek moze byc 3 razy starszy od Kuby? Uzasadnij swoj3
odpowiedz,

Pan Adam jechat autem. Pokonat 30 km ze Srednig predkoscig rowng 60 km/h. Nastepne 30 km
pokonat z predkoscig 120 km/h. Uzasadnij, ze Srednia predkos¢ przejazdu catej trasy nie jest
rowna sredniej arytmetycznej predkosci na poszczegolnych jej odcinkach.

_/,

Ela wykonata dziesieC rzutow szescienng kostkg do gry. Wyniki kolejnych rzutow zapisata
w tabeli.

Numer rzutu

Il

v

Vv

Vi

Vil

VI

IX

Liczba oczek

6

4

4

5

3

2

5

.

Oblicz srednig liczbe oczek uzyskanych podczas tych dziesieciu rzutow.

Srednia arytmetyczna szesciu liczb jest réwna 12, a $rednia arytmetyczna pieciu spo$rod tych
szesciu liczb jest rowna 16. Oblicz szdstg liczbe.

Srednia arytmetyczna osmiu liczb: 1, 2, x, 2, 3,4, 1, 1 jest réwna 2.
Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Liczba x jest rowna

A. 1 B. 2 C. 3 ). 4

Sredni wiek Zosi, jej siostry i rodzicow wynosi 23 lata. Jezeli doliczymy wiek dziadka, to $rednia
wieku wzrosnie o 8 lat. lle lat ma dziadek?
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4 m Doswiadczenia losowe

» Pojecie doswiadczenia losowego

» Wyznaczanie i zliczanie wszystkich mozliwych wynikéw
doswiadczenia losowego

Rzut monetg jest jednym z przyktadow doswiadczenia, w ktérym o przebiegu decyduje wytgcznie
przypadek, przewidzenie wyniku jest niemozliwe, a czynnosc te mozna wielokrotnie powtarzac.
Doswiadczenia majace takie wlasnosci nazywamy doswiadczeniami losowymi.

Doswiadczenie losowe Zbior wszystkich mozliwych wynikow

Rzut monetg

Rzut szescienng kostkg do gry ﬁ ﬁ

Rzut oSmioscienng kostkg do gry oooooooo
Iégsiwdvgnlig kuli z zestawu kul ponumerowanych o 9 o o o o o o ow

Zarowno w zyciu codziennym, jak i w roznych dziedzinach nauki czesto zachodzi koniecznosc
wyznaczenia zbioru wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia losowego. Dziatem matema-
tyki, ktory zajmuije sie zliczaniem liczby wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia losowego,
jest kombinatoryka.

Wsrod wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia losowego czasami w sposob szczegolny
interesujg nas takie, ktére spetniajg okreslony warunek, np. w doswiadczeniu losowym polega-
jacym na rzucie szeScienng kostka do gry interesuje nas wyrzucenie parzystej liczby oczek.

Doswiadczenie losowe Warunek Wyniki spetniajgce warunek

wyrzucenie jednocyfrowej

liczby oczek

wyrzucenie parzystej liczby
Rzut szescienng kostkg oczek
do gry wyrzucenie liczby oczek

mniejszej niz 3

wyrzucenie liczby oczek -
wiekszej niz 6

oz
4. Doswiadczenia losowe Iﬁ{ ;




— Przyktad 1.

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie moneta.

2 Jakie sg wszystkie mozliwe wyniki tego doswiadczenia losowego?
Podczas rzutu monetg mozemy otrzymac dwa wyniki:

* wypadnie orzet (wynik oznaczymy literg O),
e wypadnie reszka (wynik oznaczymy literg R).

| rzut Il rzut
Jesli w I rzucie wypadnie orzet (O), to w Il rzucie moze 0 0
wypasc orzet (O) lub reszka (R).
@) R
Jesli w | rzucie wypadnie reszka (R), to w Il rzucie moze
wypasc orzet (O) lub reszka (R). R O
R R

Odp. Wszystkie mozliwe wyniki tych rzutow to: (O, O), (O, R), (R, O) oraz (R, R).

21 Wypisz wyniki doswiadczenia losowego spetniajgce warunek: reszka wypadta co najmniej raz.

Jesli reszka wypadta co najmniej raz, to oznacza, ze wypadta doktadnie jeden raz (w | lub w Il rzucie)
lub dwa razy (w | iw Il rzucie).

Wyniki, w ktorych reszka wypadta doktadnie jeden raz. (O,R)i(R, O)

(R, R)

Wyniki, w ktorych reszka wypadta dwa razy.

Odp. Wyniki doswiadczenia losowego spetniajgce warunek: reszka wypadta co najmniej raz to
(O, R), (R, O) oraz (R, R).

Doswiadczenie losowe polega na trzykrotnym rzucie monets.

2 Jakie sg wszystkie mozliwe wyniki tego doswiadczenia losowego?

2] Wypisz wyniki doswiadczenia losowego spetniajgce warunek: orzet wypadt doktadnie dwa razy.

— Przykiad 2.

Uzasadnij, ze podczas 33 rzutdéw szescienng kostka to gry nie mozna otrzymac sumy liczby oczek
rownej 200.

Na Scianie szesSciennej kostki do gry jest: 1 oczko, 2 oczka, 3 oczka, 4 oczka, 5 oczek lub 6 oczek.

Zatozymy, ze w kazdym z 33 rzutéw wypadto 6 oczek,
i obliczymy sume oczek ze wszystkich rzutow.

6-33=198

Zatem przy zatozeniu, ze podczas 33 rzutow szescienng kostkg do gry wyrzucimy za kazdym
razem maksymalng liczbe oczek czyli 6, to suma liczby oczek nie moze by¢ rowna 200, poniewaz
najwieksza suma wynosi 198, a 198 < 200.

Uzasadnij, ze podczas 1000 rzutow szescienng kostkg do gry nie mozna otrzymac sumy liczby
oczek rownej 999.
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— Przykiad 3.

Podczas szkolnej wycieczki w czwartek uczniowie na obiad dostawali zupe, drugie danie i deser.

Drugia danie

@) Na ile sposobéw kazdy z uczniow mégt skomponowac swoj obiad w czwartek?

Kazdy z uczniow mogt wybrac: jedng z dwéch zup, jedno z dwoch drugich dan oraz jeden z dwoch
deserow.

Aby nie pomingc¢ zadnej z mozliwosci, sporzgdzimy odpowiedni rysunek (drzewko).

Pl SPosoby skomponowania obiadu S
H{ '\'\:ﬂr

L

_KOsOl _ krem dyniowy
/_,-' -~ M"\-._\I rr/,z" .
A \ ' |
pierogi z migsem  pierogi ze szpinakiem pierogi zmigsem  pierogi ze szpinakiem
> . Ve N / '-\; /.z" ™
/ \ : \ / \ |
szarlotka  lody szarlotka  lody szarlotka  lody szarlotka  lody
Wszystkie mozliwosci:
€ rosot, pierogi z miesem, szarlotka @ krem dyniowy, pierogi z miesem, szarlotka
@) rosét, pierogi z migsem, lody O krem dyniowy, pierogi z miesem, lody
9 rosét, pierogi ze szpinakiem, szarlotka 0 krem dyniowy, pierogi ze szpinakiem, szarlotka
@) rosot, pierogi ze szpinakiem, lody @) krem dyniowy, pierogi ze szpinakiem, lody

Odp. Kazdy z ucznidéw mégt skomponowad swoj obiad w czwartek na 8 sposobdw.

1) Naile sposobéw uczniowie mogli skomponowac obiad, tak aby na drugie danie zjes¢ pierogi
ze szpinakiem?

Skorzystamy z podpunktu a) i wypiszemy wszystkie mozliwosci: €, @, @. ©.

Odp. Aby na drugie danie zjesSc pierogi ze szpinakiem, uczniowie mogli skomponowac swoj obiad

na 4 sposoby.

® Cwiczenie 3.

Pola chce sie zapisac do jednego kota naukowego i na jedne zajecia sportowe. Sposrod kot nauko-

wych ma do wyboru: koto matematyczne, koto z jezyka polskiego, koto z jezyka angielskiego oraz

koto geograficzne. Zajecia sportowe, ktoére moze wybrac, to: siatkowka, ptywanie oraz fitness.

Na ile sposobéw Pola moze wybrac

2 ) jedno koto naukowe i jedne zajecia sportowe?

) zajecia sportowe, jesli zapisze sie do kota matematycznego?

4. Doéwiadczenia losowe 'ﬁ 17’ )



— Przykiad 4.

Oblicz, ile trzycyfrowych liczb o réznych cyfrach mozna otrzymac z cyfr: 2, 4, 9. lle z tych liczb
trzycyfrowych jest podzielnych przez 27

Liczby, ktérych pierwszg cyfrg jest 2, to 2491 294,
Liczby, ktorych pierwszg cyfrg jest 4, to 4291492,
Liczby, ktorych pierwszg cyfrg jest 9, to 924 i 942,

Liczba jest podzielna przez 2, gdy ostatnig jej cyfrag jest 0, 2, 4, 6 lub 8.

Sposrod otrzymanych liczb: 249, 294, 429, 492, 924, 942 liczby: 294, 492, 924 i 942 sg podzielne
przez 2,

Odp. Z cyfr: 2, 4, 9 mozna otrzymac 6 liczb o réznych cyfrach. Cztery z nich sg podzielne przez 2.

Oblicz, ile czterocyfrowych liczb o réznych cyfrach mozna otrzymac z cyfr: 1, 4, 5, 7. lle z tych liczb
czterocyfrowych jest podzielnych przez 5?

Rozwiaz zadania J=

1. Doéwiadczenie polega na rzucie monetg oraz szescienng kostkga, ktorej kazda Sciana jest
w innym kolorze: zielonym (Z), biatym (B), niebieskim (N), czerwonym (C), fioletowym (F)
lub pomaranczowym (P). Przerysuj tabele do zeszytu i jg uzupetnij. Wpisz wszystkie mozliwe
wyniki tego doswiadczenia zgodnie ze wzorem.

Wynik rzutu szescienng kostka

Z B N C F P

Wynik O |(0,2)
rzutu
monetg | R

2. KubaiEla zapisujg liczby trzycyfrowe, w ktorych cyfry sie nie powtarzajg. Ela utozyta wszystkie
mozliwe liczby z cyfr: 2, 0 oraz 4, a Kuba - wszystkie mozliwe liczby z cyfr: 2, 3 oraz 4.
2 Czy Ela utozyta tyle samo liczb co Kuba?
2 lle liczb parzystych zapisata Ela?
£} Czy ElaiKuba otrzymali tyle samo liczb podzielnych przez 37

o lle liczb podzielnych przez 5 zapisata Ela, a ile Kuba?
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3. Pola, Zosia, Maja i Lena wybraty sie na finat turnieju tanca nowoczesnego. Kupity bilety
na cztery sasiednie miejsca: 6, 7, 8 i 9 w jednym rzedzie. Na ile sposobow moga zajac te miej-
sca, jesli Maja chce siedzieC obok Leny, a Pola obok Zosi?

4, Przeprowadzono doswiadczenie losowe polegajgce na dwukrotnym
rzucie kostka, ktorej siatka jest przedstawiona na rysunku.

2 Przerysuj tabele do zeszytu i jg uzupetnij.

Wynik drugiego rzutu

2 3 ! 6

Wynik
pierwszego

rzutu

6

*00 )
YT
.0
""“'ﬁ;
+00
+E”"
+.e:ﬂ
u:r::‘t

“.. 5 sposobdw.

2! w kolorze kier?

7 T 55T
Al213
A

!-4?*
a-u::t“'!

Zosia moze wybrac czapke i szalik na
2. 6 sposobdéw.

2} zliczbg 8?7

(9fg]
&

Dl
i

<n0 |

) Sprawdz, ile jest wynikow, w ktorych liczba oczek otrzymanych w drugim rzucie jest nie-
parzysta.

¢} Uzasadnij, ze jest 6 wynikéw, w ktorych liczba oczek wyrzuconych za pierwszym razem
jest wieksza od liczby oczek wyrzuconych za drugim razem.

5. Zastep pieciu harcerek i druhna zastepowa wybrali sie na rajd pieszy. Gdy harcerki weszty
na waska sciezke, musiaty iS¢ gesiego, czyli jedna za drugg. Grupe prowadzita druhna zaste-
powa, a jako ostatnia szta harcerka Marta. Na ile sposobow pozostate harcerki mogty sie
ustawic, aby is¢ gesiego?

6. zosia ma trzy czapki: biatg, r6zowg i niebieska oraz dwa szaliki: r6zowy i niebieski.
Dokonicz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedZ sposréd podanych.

C. 3 sposoby.

7. Talia kart zawiera 52 karty czterech koloréw: piki &, kiery ¥, trefle &, kara ¢ po 13 kart w jed-
nym kolorze. Wsrod kart kazdego koloru sg 4 figury: as, krél, dama, walet oraz 9 kart ozna-
czonych liczbami od 2 do 10. lle jest r6znych mozliwosci wybrania karty:

¢! zkrdélem lub karty zdamg?

€U |
<.
eLn |

‘!E‘*_“'
€1

T

ii’:ni

I',.
9
v

lE‘.
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. 2 sposoby.
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1. Bruno wykonuje dwa rzuty szescienng kostkg do gry i tworzy liczby dwucyfrowe. Liczba oczek
wyrzuconych w pierwszym rzucie jest cyfrg dziesigtek, a liczba oczek wyrzuconych w drugim
rzucie - cyfrg jednosci. Przerysuj tabele do zeszytu i uzupetnij jg wszystkimi mozliwymi wy-
nikami tego doswiadczenia losowego.

g Liczba oczek wyrzuconych w drugim rzucie
1 2 3 4 5 6
1
2
Liczba oczek 3
wyrzuconych
W pierwszym
rzucie 4
5
6

2] lle otrzymanych liczb jest nie mniejszych od 447
) Podaj, ile sposrdéd otrzymanych liczb jest podzielnych przez 9.
<) lle jest liczb, ktorych iloczyn cyfr jest wielokrotnoscig liczby 47

E 2. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest

fatszywe.
Jest dziewigc liczb dwucyfrowych, ktore sg jednoczesnie podzielne przez 2 o c
| przez 5.
Wsroéd wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych jest jedenascie liczb, P c
ktore przy dzieleniu przez 8 dajg reszte 3.

3. Bartekma 5 réznych ksigzek. Chce postawic po jednej z tych ksigzek na kazdg z pieciu potek.
Dwie z ksigzek, ktore chce postawic, sg przygodowe. Na ile sposobow Bartek moze postawic
te ksigzki, jesli ksigzki przygodowe postawit na dwoéch gornych poétkach?

474 vi. STATYSTYKA | WSTEP DO KOMBINATORYKI



Wprowadzenie do rachunku
= prawdopodobienstwa

» Obliczanie prawdopodobienstwa zdarzen w doswiadczeniach
losowych

W zyciu codziennym zdarzajg sie sytuacje, w ktorych
chcemy ocenié, jakie jest prawdopodobienstwo: wystg-
pienia opadow czy tez wyrzucenia 6 oczek na szesciennej
kostce do gry. Dla kazdej z tych sytuacji jesteSmy w sta-
nie obliczy¢, jaka jest szansa, ze sie wydarzy. W przypad-
ku prognozowania opadow obliczenia te bedg wymagaty

Ile wynosi prawdopodobienistwo

wyrzucenia 6 oczek na szescien-
nej kostce?

wszystkie mozliwe wyniki

wiedzy specjalistycznej, natomiast prawdopodobien- ' '

stwo wyrzucenia 6 oczek na szesciennej kostce mozemy

obliczy¢, korzystajgc ze zdobytych juz umiejetnosci. g g g
Aby obliczy¢ prawdopodobienstwo, musimy ustalic,

ile jest wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia

losowego oraz ile z tych wynikéw spetnia podany w za-
daniu warunek.

wynik spetniajacy warunek

o

(E i

“ ¢
el

Prawdopodobienstwo p otrzymania wyniku spetniajgcego podany
warunek obliczamy, korzystajgc ze wzoru

liczba wynikow speiniajgcych podany warunek

P= liczba wszystkich mozliwych wynikéw doswiadczenia losowego

— Przykiad 1.
Doswiadczenie losowe polega na jednokrotnym rzucie szescienng kostkg do gry.

2] Jakie jest prawdopodobienstwo wyrzucenia liczby oczek podzielnej przez 3?
p - prawdopodobienstwo wyrzucenia liczby oczek podzielnej przez 3

Wszystkie mozliwe wyniki. Jest ich 6. |

Wyniki podzielne przez 3. 53 2 takie wyniki.

Aby obliczy¢ prawdopodobienstwo wyrzucenia liczby oczek podzielne;
przez 3, liczbe wynikow, ktore spetniajg podany warunek, podzielimy
przez liczbe wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia losowego.

Odp. Prawdopodobienstwo wyrzucenia liczby oczek podzielnej przez 3 jest rowne %

5. Wprowadzenie do rachunku prawdopodobienstwa ;f{__



1) Jakie jest prawdopodobienstwo wyrzucenia dwucyfrowej liczby oczek?
p - prawdopodobienstwo wyrzucenia dwucyfrowej liczby oczek

Wszystkie mozliwe wyniki to: 1, 2, 3, 4, 5 lub 6 oczek. Jest ich 6. Zaden z mozliwych wynikéw nie
jest liczbg dwucyfrowg, wigc jest 0 wynikow spetniajgcych podany w zadaniu warunek.

Obliczymy prawdopodobienstwo
zymy p p @E;?

e A
wyrzucenia dwucyfrowej liczby oczek. = v

Odp. Prawdopodobienstwo wyrzucenia dwucyfrowej liczby oczek jest rowne 0.

¢ Jakie jest prawdopodobienstwo wyrzucenia liczby oczek mniejszej niz 77
p - prawdopodobienstwo wyrzucenia liczby oczek mniejszej niz 7

Wszystkie mozliwe wyniki to: 1, 2, 3, 4, 5 lub 6 oczek. Jest ich 6. Wszystkie z mozliwych wynikow sg
mniejsze niz 7, wiec jest 6 wynikow spetniajgcych podany w zadaniu warunek.

Obliczymy prawdopodobiernistwo @ _6_1
wyrzucenia liczby oczek mniejszej niz 7. P=%

Odp. Prawdopodobienstwo wyrzucenia liczby oczek mniejszej niz 7 jest rowne 1.

Prawdopodobienstwo jest liczbg wieksza lub rowng 0 i jednoczeSnie
mniejszg lub rowna 1.

@ * Jesli prawdopodobienstwo jest rowne 0, to oznacza, ze dane zdarzenie

nigdy sie nie wydarzy - jest zdarzeniem niemozliwym.

* Jesli prawdopodobienstwo jest rowne 1, to oznacza, ze dane zdarzenie
na pewno sie wydarzy - jest zdarzeniem pewnym.

Doswiadczenie losowe polega na jednokrotnym rzucie szescienng kostkg do gry. Jakie jest praw-
dopodobienstwo wyrzucenia

A parzystej liczby oczek?
2} liczby oczek bedacej wielokrotnoscig liczby 1?

¢! liczby oczek podzielnej przez 107

— Przykiad 2.

Pola i Zosia nie mogty zdecydowac sie, gdzie pojechac na wycieczke rowerowg. Ustality wiec, ze
o kierunku wycieczki zdecyduje losowanie. Sposrod przedstawionych na ilustracji kul wylosujg

T 20000022000

Jesli wylosowana kula bedzie czerwona lub niebieska, to dziewczeta pojadg na wycieczke do par-
ku. Natomiast jesli kula bedzie zielona lub biata, to wybiorg sie nad jezioro. Uzasadnij, ze praw-
dopodobienstwo pojechania do parku jest mniejsze od prawdopodobienstwa pojechania nad
jezioro.
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p1 - prawdopodobienstwo pojechania do parku
p2 - prawdopodobienstwo pojechania nad jezioro

Wsrod kul sa: 3 kule czerwone, 2 - zielone, 4 - biate i 2 - niebieskie.
tgcznie jest3+2+4+2 =11 kul.

Pola i Zosia pojadg do parku, jesli wylosowana kula 3+2=35
bedzie czerwona lub niebieska. Obliczymy liczbg 5
tych kul. Nastepnie obliczymy p;. : Pr=17
Pola i Zosia pojadg nad jezioro, jesli wylosowana 2+4=6
kula bedzie zielona lub biata. Obliczymy liczbe tych 6
kul. Nastepnie obliczymy p». : P2 =10

Zatem prawdopodobienstwo pojechania do parku jest mniejsze niz prawdopodobienstwo poje-
6

chania nad jezioro, poniewaz % <

Cezary i Maja chca zagrac w szachy. Aby ustalic, ktore z nich rozpocznie gre,
postanowili rzuci¢ oSmioscienng kostka do gry. Jesli na kostce wypadnie licz-
ba podzielna przez 4, to gre rozpocznie Cezary. W przeciwnym przypadku
gre rozpocznie Maja. Czy Cezary i Maja majg rowne szanse na rozpoczecie
gry? Uzasadnij swojg odpowiedz.

— Przyktad 3.

W pudetku byto 6 kul niebieskich i 7 kul czerwonych. Do pudetka dotozono pewng liczbe kul
czerwonych. Losujemy jedng kule. Teraz prawdopodobienstwo wylosowania kuli niebieskiej jest

rowne % Oblicz, ile kul czerwonych dotozono do pudetka.
x - liczba kul czerwonych, ktore dotozono do pudetka

W pudetku jest 6 kul niebieskich i (7 + x) kul czerwonych. Teraz prawdopodobieristwo wylosowa-
nia kuli niebieskiej jest rowne 8o 0 .l
6+7+x 13+x 3

6 |
Aby obliczy¢ liczbe kul czerwonych, ktore dotozono B+x 3
do pudetka, rozwigzemy rownanie. lloczyn » _; 6-3=1-(13+x)
wyrazow skrajnych przyrownamy do iloczynu 18=13+x |-13
wyrazow srodkowych. i

X=3

Odp. Do pudetka dotozono 5 kul czerwonych.

W pudetku byto 9 kul zielonych i 6 kul zottych. Z pudetka zabrano pewng liczbe kul zottych. Teraz

prawdopodobienstwo wylosowania kuli zielonej jest réwne %. Oblicz, ile kul zéttych zabrano

Z pudetka.
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Rozwiaz zadania Je

1. W wazonie stoi bukiet, w ktorym sg: 3 roze z06ite, 3 - czerwone i 5 - rozowych. Zosia wyjeta
losowo z wazonu jedng roze. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wylosowana roza:

2] jest czerwona, 2] nie jest z6Hta, C) jest z6tta lub rozowa.

2. W dwéch pojemnikach sg kule w trzech kolorach. W pierwszym pojemniku sg 3 kule czarne,
5 kul biatych i 8 zielonych. W drugim pojemniku sg 2 kule niebieskie, 6 kul czerwonych i 4 kule
biate. Z kazdego pojemnika losujemy po jednej kuli. Uzasadnij, ze wylosowanie kuli biate]
Z pierwszego pojemnika jest mniej prawdopodobne niz wylosowanie kuli biatej z drugiego
pojemnika.

3. Wéréd pracownikow pewnej firmy przeprowadzono ankiete na temat znajomosci jezyka
angielskiego i niemieckiego. Na ponizszym diagramie stupkowym przedstawiono wyniki tej
ankiety.

liczba os6b
35
30
25
20
15
10
5
0

Tylko jezyk Tylko jezyk Jezyk Zaden  znajomos¢
niemiecki  angielski  niemiecki jezyk jezyka
i angielski
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wybrana losowo z grupy ankietowanych pracownikow
osoba zna jezyk niemiecki?

4. Sposraod liczb naturalnych: 1, 2, 3, ..., 30 wylosowano jedng liczbe. Jakie jest prawdopodobien-
stwo tego, ze wylosowana liczba jest
2] szeScianem liczby naturalnej?

) liczbg przeciwng do liczby V(-1)? =327

5. W klasie Poli stosunek liczby dziewczat do liczby chtopcow jest rowny 4 : 3. Wybrano losowo
z tej klasy jedng osobe. Oblicz prawdopodobiernistwo, ze wybrano chtopca.

6. w koszyku sg 3 pitki czerwone i 5 pitek niebieskich. Losujemy jedng pitke. lle trzeba dotozyc
pitek czerwonych, aby:

2 prawdopodobienstwa wylosowania pitki niebieskiej oraz wylosowania pitki czerwonej byty
rowne?

2] prawdopodobienstwo wylosowania pitki czerwonej byto mniejsze od prawdopodobien-
stwa wylosowania pitki niebieskiej?

¢! prawdopodobienstwo wylosowania pitki czerwonej byto wieksze od prawdopodobien-
stwa wylosowania pitki niebieskiej?
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7. Doswiadczenie polega na losowaniu jednej liczby sposrod wszystkich liczb naturalnych dwu-
cyfrowych. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania

2 liczby podzielnej przez 9,
1) liczby podzielnej przez 10 lub podzielnej przez 15.

>

8. w pudetku znajduje sie 5 kartonikéw oznaczonych liczbami: -2, 0, 3, -1, 4. Losujemy jeden
kartonik, zapisujemy na kartce zamieszczong na nim liczbe i wrzucamy z powrotem kartonik
do pudetka. Ponownie losujemy kartonik i zapisujemy umieszczong na nim liczbe. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania dwoch liczb, ktérych iloczyn jest liczbg ujemna.

i W
r

.

1. Doswiadczenie losowe polega na trzykrotnym rzucie jedng monetg. Wypisz wszystkie mozli-
we wyniki tego doswiadczenia losowego. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, w ktorym
liczba wyrzuconych ortow jest wieksza od liczby wyrzuconych reszek.

2. Doéwiadczenie losowe polega na jednokrotnym rzucie szescienng kostka do gry. Oblicz praw-
dopodobienstwo, ze kwadrat liczby wyrzuconych oczek jest liczbg podzielng przez 9.

3. Na loterie przygotowano losy, wsrdd ktorych jest 14 losow wygrywajacych i 10 losow pustych. E
Czy prawdopodobienstwo wyciggnigcia losu wygrywajgcego zmieni sig, jesli dotozymy 4 losy |
puste i 4 losy wygrywajgce?

Wybierz odpowiedzZ A albo B i jej uzasadnienie sposrdd 1., 2. albo 3.

% | 1. | dotozono tyle samo loséw wygrywajgcych co pustych.
. ak,
: : zwiekszy sie tgczna liczba losow wygrywajacych
poniewaz 2. i pustych.
B. | Nie, 3. | zZmieni sig stosunek liczby loséw wygrywajacych
" | do liczby wszystkich loséw.

4. Doswiadczenie losowe polega na rzucie szeScienng kostka do gry,
a nastepnie rzucie moneta.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami
A i B oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami Ci D.

Wszystkich mozliwych wynikow tego doswiadczenia jest’ A ‘ B ‘
A. 8 B. 12

Prawdopodobienstwo wyrzucenia parzystej liczby oczek i orta jest
rowne C D l

&= B 2
4 8
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PODSUMOWANIE DZIALU VI
Statystyka 1 wstep do kombinatoryki

Wykres liniowy

Godzina 8.00 9.00 10.00 11.00 12.00 13.00 '
Temperatura 6 °C 8 °C 8 °C 10 °C 11 °€ 14 °C

16 °C -
14°C+
129C X
10°C | 3
g °C ,&1/—.
gl i |
! i L
0°C - ! | I ! )

8.00 9.00 10.00 11.00 12.00 13.00  godzina

Najnizsza temperatura |

Najwyzsza temperatura

temperatura

Srednia arytmetyczna

Srednig arytmetyczna zestawu liczb ' Doswiadczenie, w ktérym o przebiegu |
nazywamy sume tych liczb podzielong ) decyduje wylgcznie przypadek, :’
przez ich liczbe. - przewidzenie wyniku jest niemozliwe,
\ " a czynnosc te mozna wielokrotnie
Srednia arytmetyczna liczb: 2,7,8,14i19 | powtarzaé, nazywamy doswiadczeniem
jest rowna losowym.
2+ 7+ 85+ 14+19 _ 5;] = 1( | .: Duétl::;ieme R rAal spgggjke:ce

warunek

‘wyrzucenie (O, R)
Dwukrotny | jednegoorta | (R, O)

rzutmoneta | \wyrzucenie -
trzech ortow

Rachunek prawdopodobienstwa

Prawdopodobienstwo p zdarzenia spelniajgcego podany warunek obliczamy, korzystajgc
Ze Wzoru

liczba wynikoéw spetniajacych podany warunek

- liczba wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia losowego

Podczas losowania jednego losu sposrod 5 loséw wygrywajacych i 15 loséw przegrywajgcych
prawdopodobienstwo otrzymania losu wygrywajgcego wynosi

5 _ 5 _1

5+15 20 4
Prawdopodobienstwo jest liczbg wiekszg lub rowng 0 i jednoczesnie mniejszg lub rowna 1.

e Jesli p = 0, to dane zdarzenie jest zdarzeniem | ¢ Jesli p = 1, to dane zdarzenie jest zdarzeniem
niemozliwym. pewnym.
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1. w t_abeli przedstawiono_ wxnipki Sport Dziewczeta Chiopcy

ankiety przeprowadzonej wsrod _ _

uczniéw klas 8. Uczniowie odpo- ~ pitka nozna 27 36

wiedzieli na pytanie: Jaki sport siatkowka 23 24

u,_oruwiasz najchetniej? Kaidy_ Z an- bieganie 21 79

kietowanych wskazat tylko jeden -

sport. koszykowka 12 12
jazda na rowerze 13 10

Ktory sport cieszyt sie najwiekszg popularnoscig wsrdd wszystkich ankietowanych?
Ktéry sport wybrato wiecej niz le liczby wszystkich ankietowanych uczniéw klas 8?
Ktore sporty wybrato wiecej niz 20 % liczby ankietowanych dziewczat?

Uzasadnij, ze liczba dziewczat, ktore wskazaty koszykéwke, stanowi 12,5 % liczby wszyst-
kich dziewczat.

2. Bruno przez 10 dni o tej samej godzinie mierzyt termometrem elektronicznym temperature
powietrza. Pierwszego dnia odnotowat temperature 2,3 °C. Przez kolejne trzy dni tempera-
tura byta 0 0,6 °C nizsza niz poprzedniego dnia. W pigtym i széstym dniu temperatura byta
taka sama jak w czwartym dniu. Przez ostatnie dni pomiaru temperatura rosta kazdego dnia
0 takg samg wartos¢. Ostatniego dnia pomiaru Bruno zanotowat 3,7 °C,

Przedstaw wyniki pomiardw przeprowadzonych przez Brunona na wykresie liniowym.

W ktérych dniach pomiaru temperatura byta nizsza od 1,5 °C?
W ciggu ilu dni pomiaru temperatura przekroczyta sSrednig temperature z 10 dni pomiaru?

Informacje do zadan 3. i 4. | E_

Na diagramie stupkowym przedstawiono wyniki sprawdzianu liczba os6b
z matematyki 25 uczniow klasy 8a. |

3. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie
jest prawdziwe, albo F - jesli jest fatszywe.

Srednia stopni z tego sprawdzianu jest 5 r
rowna 4,56.

o S SR PO S 0 S I

ndst dop dst db bdb cel

Liczba stopni dostatecznych stanowi 30 % o c stopien
liczby wszystkich stopni z tego sprawdzianu.

4. Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrdéd oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposroéd oznaczonych literami C i D.
Ponad potowa uczniow klasy 8a uzyskata z tego sprawdzianu stopien ﬁ
A. co najwyzej dostateczny B. nie nizszy niz dobry
Stopien dobry ze sprawdzianu otrzymato o EE ucznidéw wiecej niz stopien bardzo dobry.

C. 40% D. 8%
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5. Olamiata cztery stopnie z geografii, ktorych srednia byta rowna 4.5. Z odpowiedzi otrzymata
kolejny stopien i teraz srednia jej stopni jest wyzsza o 0,1. Jaki stopien otrzymata Ola z od-
powiedzi?

6. 2 cyfr: 0,1, 2, 3, 4 utworzono wszystkie liczby dwucyfrowe, w ktérych cyfry sie nie powtarzaja.
Ustal, ile sposrod utworzonych liczb jest podzielnych przez:

2, 3; 5, 10, 13.

7. Doéwiadczenie losowe polega na rzucie osmioscienng kostkg do gry i rzucie monetg. Naj-
pierw rzucamy kostkg, a nastepnie moneta.

Ustal, ile jest wszystkich mozliwych wynikow tego doswiadczenia losowego.
Jakie jest prawdopodobienstwo wyrzucenia liczby oczek nie wiekszej niz 3 oraz orta?

E) 8w paczce znajdujg sie jednakowe koperty na listy. Jest w niej 8 kopert czerwonych, 5 - z6ttych,
3 koperty rozowe i 10 kopert niebieskich. Z paczki losujemy jedng koperte.

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Prawdopodobienstwo wylosowania koperty niebieskiej jest rowne
2 L 5

3 5 13

RENg RO

E) 9. Kasia losuje z pudetka jedng z ponumerowanych od 1 do 4 kul. Jacek rzuca szeScienng kostka
do gry.
Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest

fatszywe.

Wyrzucenie parzystej liczby oczek przez Jacka jest bardzie
prawdopodobne niz wylosowanie kuli o numerze bedgcym liczbg parzystg P F
przez Kasie.

Wylosowanie przez Kasie kuli o numerze bedacym liczbg podzielng przez 3
jest tak samo prawdopodobne, jak wyrzucenie przez Jacka liczby oczek P F
podzielnej przez 3.

10. oo klasy 8a uczeszcza 10 dziewczgt i 11 chtopcow, do klasy 8b - 9 dziewczagt i 10 chtopcow,
a do klasy 8c - 8 dziewczat i 12 chtopcow. Sposrdd wszystkich uczniow tych klas wybrano
losowo jedng osobe.

Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania dziewczyny z klasy 8b?

O ile wieksze jest prawdopodobienstwo wylosowania chtopca z klasy 8c od prawdopo-
dobienstwa wylosowania dziewczyny z klasy 8a?

11. Wkoszu jest 8 kul biatych, 9 - zielonych i 13 - czarnych.
lle trzeba dotozy¢ kul biatych, aby podczas losowania jednej kuli, prawdopodobienstwo

wylosowania kuli biatej byto rowne %?

lle trzeba dotozy¢ kul czarnych, aby podczas losowania jednej kuli, prawdopodobien-

stwo wylosowania kuli zielonej byto réwne %?
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1. na procentowym diagramie kotowym przedstawiono udziat poszczegolnych sktadnikow w sa-
tatce owocowej. Do zrobienia satatki uzyto 100 g boréwek amerykanskich.

B ananas

B pomarancza

B kiwi

| boréwka amerykanska
winogrono

W truskawka

B banan

lle gramow kiwi uzyto do zrobienia satatki?
lle razy wiecej zuzyto pomaranczy niz truskawek?
O ile gramow jest mniej winogron od bananow w tej satatce?

2. Ania wybrata sie do znajomych. Wyszta z domu o godzinie 9.00. Na przystanek tramwajowy,
ktory jest oddalony o 500 m od jej domu, szta 10 min. Na przystanku czekata 5 min na przyjazd
tramwaju. Przejazd tramwajem odcinka trasy o dtugosci 3,5 km trwat dwa razy dtuzej niz
droga Ani na przystanek. Ostatni etap podrozy, ktory byt o 100 % dtuzszy od odcinka drogi
z domu na przystanek, przeszta pieszo, co trwato kwadrans.

Przedstaw na wykresie liniowym zaleznosc drogi przebytej przez Anie od czasul.
lle kilometrow pokonata Ania?
O ktorej godzinie zakonczyta podroz?

3. Kasiai Tomek rzucajg rzutkami do tarczy cyfrowej przedstawionej
na ilustracji. Oboje wykonali po dziesiec rzutow do tarczy i uzy-
skali nastepujgce wyniki:

Kasia: 20, 30, 40, 50, 30, 50, 100, 40, 30, 50 punktow;
Tomek: 30, 40, 50, 50, 20, 100, 30, 100, 30, 20 punktow.

Przedstaw na jednym diagramie stupkowym wyniki rzutow
Kasi i Tomka.

Oblicz srednig liczbe punktéw uzyskanych tgcznie przez Kasie
i Tomka.

Na procentowym diagramie kotowym przedstaw dane dotyczgce tgcznej liczby trafien
Kasi i Tomka w poszczegodlne strefy.

4. w sklepie zatrudnionych jest czterech sprzedawcéw i kierownik. Kazdy sprzedawca otrzymuje |
takie samo wynagrodzenie. Miesieczna srednia zarobkdw wszystkich pracownikow sklepu
wynosi 4800 zi. Jesli podczas obliczania Sredniej nie uwzglednimy miesigcznych zarobkow
kierownika, to srednia zarobkow zmaleje o 600 zi. O ile procent miesieczne zarobki kierow-
nika sg wieksze od miesiecznych zarobkow sprzedawcy? Wynik podaj z doktadnoscig do 1 %.
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E) 5. ro sprawdzianie z biologii okazato sie, ze 25 % ucznidw otrzymato stopien bardzo dobry, 30 % -
dobry, 20 % - dostateczny, a dwdch uczniéw - stopien dopuszczajgcy. Pozostali uczniowie otrzy-
mali stopien niedostateczny. Srednia wszystkich stopni z tego sprawdzianu wyniosta 3.4.

llu ucznidw otrzymato stopien niedostateczny? Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
1 2 3 4

6. e roznych liczb czterocyfrowych nieparzystych mozna zapisac, zmieniajgc kolejnosc cyfr
W zapisie dziesietnym liczby 12237

7. Ktodka jest zamykana i otwierana za pomocg kodu, ktory sktada sie z jednej
litery sposréd: A, B, C, D oraz dwadch cyfr sposrod: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Cyfry
w kodzie mogg sie powtarzac. lle wszystkich takich kodéw mozna utworzyc?

3. Sposrod wszystkich liczb dwucyfrowych losujemy jedng liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo
wylosowania liczby

podzielnej przez 6 8§, podzielnej przez 6 lub 8.

E ) 9. Dokonicz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

W czterokrotnym rzucie monetg prawdopodobienstwo wyrzucenia co najmniej dwa razy

orta wynosi

B S 3
8 16 8

11
16

10. w pojemniku jest 40 kul, w tym 5 kul zielonych. Do pojemnika dotozono pewng liczbe kul,
wsrod ktorych jedna jest zielona. W przypadku losowania z pojemnika jednej kuli przed
dotozeniem oraz po dotozeniu kul prawdopodobienstwo wylosowania kuli zielonej sie nie
zmienito. lle kul w kolorze innym niz zielony dotozono do pojemnika?

11. szescian, ktorego wszystkie sSciany pomalowano na niebiesko, rozcieto na 27 jednakowych
matych szesciandw i wtozono do koszyka. Losujemy jeden maty szescian. Oblicz prawdo-
podobienstwo, ze wylosowany szescian ma

doktadnie jedng sciane pomalowang na niebiesko,
dwie sciany pomalowane na niebiesko.

E) 12. Losujemy jedng liczbe sposrod liczb naturalnych dwucyfrowych, ktére sg wieksze od 55
| mniejsze od 91.

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Prawdopodobienstwo wylosowania liczby podzielnej przez 7 jest rowne
4 1 6 5

35 7 35 34
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DZIAL VI I

POWTORZENIE




1. Liczby

'z

a Liczby rzeczywiste )

Liczby naturalneto: 0, 1, 2, 3, 4, ... ( Liczbywymieme ) [ Liczbyniewymieme )
Liczby calkowite to: .., -3,-2,-1,0, 1,2, 3, .. ¥ 9
2(3) g 415

Liczba wymierna to kazda liczba, ktérg moz- a —
na przedstawic w postaci utamka zwyklego, 11_;:; s 5 \XE
czyli g, gdzie a jest dowolng liczbg calkowitg = 12 n
1 b jest liczbg catkowitg rozng od zera. Liczby naturalne ;
Ma ona rozwiniecie dziesietne skonczone 3 0 B \E
lub nieskonczone okresowe, np. 0; 4; -7, 101

1
—2- =-2,25;097;3,(1); v4 = 2.

. 5;0,97;3,(1); V4 \}u )L ),

Liczba niewymierna to kazda liczba, ktora ma rozwiniecie dziesietne nieskonczone nie-
okresowe, np. V3 = 1,7320508...: 5/6 = 12,247448...: V10 = 2,1544346...

Liczba przeciwna do liczby a jest liczba —a.

4 4
3 _3
8 3

Odwrotnoscig liczby a jest liczba l. gdzie a jest liczbg calkowitg rozng od zera. Mowimy
a

rowniez, ze liczba odwrotna do liczby a jest liczba i :

Odwrotnoscig utamka g jest utamek é, gdzie a 1 b sg liczbami catkowitymi réznymi od zera.
(]

G
=3 10 _;1
0.3 = = 3 33
jl o M _2
2 2 17

Wartosc bezwzgledna

Odlegtosé¢ liczby a od liczby 0 na osi liczbowej nazywamy wartoscig bezwzgledng liczby a.

—11‘ =11
4 4

Wartosc bezwzgledng liczby a oznaczamy |al, np. |7| =7,
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Wielokrotnosci i dzielniki liczb naturalnych

Wielokrotnoscia liczby naturalnej n nazywamy kazdy iloczyn liczby n i dowolnej liczby na-
turalnej. Najmniejszg wielokrotnoscig kazdej liczby naturalnej jest 0. Kazda liczba naturalna
rozna od 0 ma nieskonczenie wiele wielokrotnosci.

Wielokrotnosci liczby 20 to: 0, 20, 40, 60, 80, ...

Liczbe naturalng & nazywamy dzielnikiem liczby naturalnej n, gdy wynik dzielenia liczby n
przez liczbe k jest liczbg naturalng.

Dzielniki liczby 20 to: 1, 2, 4, 5, 10, 20.

Cechy podzielnosci liczb naturalnych

dwie ostatnie cyfry tworzg
liczbe podzielng przez 4

(

suma cyir jest et - ___
podzielna przez 3 o

(

cyfrg jednosci jest

0,24 6lub 8 ]"

cyfrg dziesigtek ;
ijednoscijest0 ™

-

_____ gez 5 T (cvfrajednns’cijest

b=
)

o liczba jest podzielna
przez 213

L suma cyfr jest
e : e .
: podzielna przez 9

i cyfrg
2 jednosci jest 0

Sprawdz, ktore z liczb: 2, 3,4, 5, 6,9, 10, 100 sg dzielnikami liczby 1080.

Ostatnia cyfra liczby 1080 to 0.

Suma cyfr liczby 1080 jest réwna
1+0+8+0=09.

Dwie ostatnie cyfry liczby 1080
tworzg liczbe 80, ktora jest podziel-
na przez 4.

Liczba 1080 jest podzielna przez 2
iprzez3.

Dwie ostatnie cyfry liczby 1080 nie
sq zerami.

Liczby 2, 5, 10 sg dzielnikami liczby
1080.

Liczby 3 19 sg dzielnikami liczby 1080,
poniewaz suma jej cyfr dzieli sie przez 3
1przez 9.

Liczba 4 jest dzielnikiem liczby 1080.

Liczba 6 jest dzielnikiem liczby 1080.

Liczba 100 nie jest dzielnikiem liczby
1080.

Odp. Liczby 2, 3,4, 5, 6, 9 oraz 10 sg dzielnikami liczby 1080.
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Liczby pierwsze i zloZzone

Liczby pierwsze to liczby naturalne wieksze od 1, ktére majg doktadnie dwa rozne dzielniki:
liczbe 1 i samg siebie. Liczby pierwsze tonp. 2, 3,5,7, 11, 13, ..

Liczby zlozone to liczby naturalne wieksze od 1, ktore majg wiecej niz dwa dzielniki. Liczby
zlozone tonp. 4,6, 8,9, 10, 12, ...

Liczby 0 i 1 nie s ani liczbami pierwszymi, ani zlozonymi.

pesssssssessasassiaas Liczby naturalne ESSttteteiiiiatiats
v 4 Y

R N N
Liczby, ktore nie sg ani ( Liczy pierwsze majg tylko | d Liczby zloZzone majg wiecej “|
pierwsze, ani zlozoneto0il. \ dwa rézne dzielniki. J L niz dwa rozne dzielniki. /

Rozklad liczby na czynniki pierwsze

> N

Rozklad liczby na czynniki pierwsze polega na przedstawieniu jej 420 | 2

w postaci iloczynu liczb pierwszych, np. 420 =2-2-3-5-7. 210 | 2

| 105 | 3

35| D

Przedstaw liczbe 360 w postaci iloczynu liczb pierwszych. i
360 =2+2 23 3. 5=2%.32.5 1

Najwiekszy wspolny dzielnik 1 najmniejsza wspolna wielokrotnosc

Najwiekszym wspolnym dzielnikiem (NWD) dwoch lub wiecej liczb naturalnych nazywamy
najwiekszg liczbe naturalng, przez ktérg sg podzielne jednoczesnie wszystkie dane liczby.

Najmniejsza wspolng wielokrotnosciag (NWW) dwoch lub wiecej liczb naturalnych nazywa-
my najmniejszg liczbe naturalng, r6zng od zera, ktorej dzielnikami sg dane liczby.

Wyznacz NWD 1 NWW liczb 24 1 36.

Liczby 24 1 36 rozlozymy na czynniki 242 36 | 2
pierwsze. Jezeli czynnik w rozkladzie 1212 18| 2
liczby 24 jest rowniez czynnikiem 62 913
w rozkladzie liczby 36, to zaznaczymy 3i| 3 3|3
go tym samym kolorem. 1 1

Iloczyn wspolnych czynnikow z roz-
ktadu liczb 24 1 36 jest ich najwiekszym
wspolnym dzielnikiem.

NWD(24, 36) =2 -2 .3 =12

Iloczyn najwiekszego wspolnego dziel-

nika liczb 24 136 oraz ]ic_zb, ktore e E NWW(24, 36) =
stepujg tylko w rozkladzie na czynniki .

jednej z tych liczb, jest ich najmniejszg =g 2+3:2-3=T2
wspolng wielokrotnoscig.
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Zaokraglanie liczb

o Znajdujemy cyfre w rzedzie, do ktorego zaokrgglamy.
9 Patrzymy na kolejng cyfre.

e Jesli jest mniejsza od 5, to cyfre w rzedzie, do ktorego zaokrgglamy, pozostawiamy bez
zmian, a kolejne cyfry zastepujemy zerami. Takie zaokraglenie nazywamy zaokrggleniem
z niedomiarem, np. zaokraglenie do setek: 7321,97 ~ 7300.

e Jesli jest wieksza od 5 lub rowna 3, to cyfre w rzedzie, do ktérego zaokraglamy, zwieksza-
my o 1, a kolejne cyfry zastepujemy zerami. Takie zaokrgglenie nazywamy zaokragleniem
z nadmiarem, np. zaokrgglenie do czesci dziesigtych: 36,792 ~ 36.8.

23 945.1 tysigce 24 000 Zz nadmiarem
436.29 jednosci 436 Z niedomiarem
15,999 czgscl setne 16,00 = 16 z nadmiarem

System rzymski
I ' X C D M
1 5 10 : 100 500 1000

o Obok siebie mogg stac nie wiecej niz trzy jednakowe znaki: I, X, C lub M.
9 Znaki V, L oraz D mogg wystepowac w danej liczbie tylko raz.
9 Bezposrednio przed znakiem o wieksze] wartosci moze sta¢ znak o mniejszej wartosci.
o Znaki V, L oraz D mogg poprzedzac tylko znak o mniejszej wartosci.
e Jesli przed znakiem wiekszej liczby znajduje sie znak mniejszej liczby, to od liczby wiekszej
odejmujemy liczbe mniejsza:
XL=50=10=40
¢ Jesli po znaku wiekszej liczby znajduje sie znak mniejsze]j liczby, to liczby te dodajemy:
DC =500 + 100 = 600
MMCDLXXI = 1000 + 1000 + (300 - 100) + 50 + 10 + 10 + 1 = 2471

Kolejnos¢ wykonywania dzialan

I. dzialania w nawiasach II. potegowanie III. mnozenie i dzielenie w kolejnosci wystepowania
28 2 l
8-(31-260 2 _8:(05° 2_8-025_2_  %_2_,.6_2_19 5_2_
[l 3 6 3 6 3 6 3 5 3 63 3
3, ) 5 3
_ g _% _ % —1 IV. dodawanie i odejmowanie w kolejnosci wystepowania
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Rozwiaz zadania }

1. oblicz roznice miedzy najwiekszg liczbg czterocyfrowg i najmniejszg liczbg trzycyfrowa.
2. Zapisz wszystkie liczby trzycyfrowe, ktorych suma cyfr jest rowna 3.

i E 3. Czy iloczyn dwoch roznych liczb pierwszych moze byc€ liczbg parzysta?
Wybierz odpowiedzZ A albo B i jej uzasadnienie sposrdd 1., 2. albo 3.

iloczyn dwaoch liczb nieparzystych jest liczba
A. | Tak * | nieparzysta.

iloczyn dwaoch liczb naturalnych jest liczbg parzysta,
gdy np. obie liczby sg parzyste.

poniewaz 2.

B. | Nie, iloczyn liczby 2 i dowolnej liczby naturalnej jest liczbg
parzysta.

4. Dana jestliczba a=54-9-2+ 1. Sprawdz, czy liczba a jest liczbg pierwsza.

E 5. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest

fatszywe.
Rozwiniecie dziesietne liczby % jest rowne 0,(72). P F
Liczba 0,6(45) jest wieksza od liczby 0,(645). P F

Setng cyfrg po przecinku rozwiniecia dziesietnego liczby 12,2(21) jest cyfra 2. P F

6. Polaz mamg zamierzajg pojechac pociggiem z Warszawy do Krakowa. Mama poprosita corke
0 znalezienie w internecie potgczenia kolejowego na tej trasie miedzy godzing 8.00 a 9.00.
Pola znalazta dwa potgczenia, ktore spetniajg ten warunek. Oblicz, ile czasu mogg zaoszcze-
dzic, wybierajgc potgczenie, przy ktorym podréz trwa kroce;j.

STACJA SRODEK TRANSPORTU
Warszawa Centralna odj. 08:43 |
Krakow Glowny przyj. 11:32 o Ei- BRET,
Warszawa Centralna odj. 08:48 -
Krakow Glowny przyj. 11:06 ulled KUE BILET
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Informacje do zadan 7. i 8. E

Na rysunku przedstawiono kartke z kalendarza. Zosia, PR c2022
g . oo : . Czerwi€
Kasia i Basia sg siostrami. Zosia obchodzi urodziny —
10 czerwca, Kasia 2 lipca, a Basia 1 grudnia. 22
7. Dokonicz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz
spoéréd podanych. Sroda r«
Urodziny Kasi w 2022 roku wypadty
M. w niedziele. o, W czwartek. L. w pigtek. ). wsobote.
8. Poilu dniach od urodzin Zosi wypadajg urodziny Basi?
Wybierz wtasciwg odpowiedzZ sposréd podanych.
A. 172 B. 173 L. 174 D. 175
9. pane sg liczby: x =-1,5,y = 4% 08, F=3 4%. E )

Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest
fatszywe.

Liczby x i y sg liczbami przeciwnymi. P F
Liczba x jest odwrotnoscig liczby z. P F
Liczba y jest odwrotnoscig liczby z. P F

10. Odpowiedz na pytanie.

2] Baton kosztuje 3,80 zt. lle najwigcej takich OWOCOWY BATON
batondw mozna kupic¢ za 20 zI? PROTEINOWY g ;
', Do podlania jednej rabaty kwiatowej po- | ?

trzeba 2,75 1 wody. Woda do podlewania
gromadzona jest w pojemnikach o po-
jemnosci 12 1 kazdy. lle najmniej takich
pojemnikéw trzeba przygotowad, aby
podlac 18 rabat kwiatowych?

11. pane sg dwie liczby: a = —1% b= 3%. rIE

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami Ci D.

Odwrotnoscig sumy liczb a i b jest Iiczba‘ A ‘ B ‘

A, 2 .
25 12

lloczyn liczby a oraz liczby przeciwnej do b jest réwny‘ c/D Ir
4 25

C. - D. =
9 -
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i E 12. Dane sg liczby x =3,84 iy = 1,5.
Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli

jest fatszywe.
lloczyn liczb x i y jest rowny 5,34, P F
Warto$¢ wyrazenia  jest réwna 2,56. F F
¥

E 13. Dane sg liczby p = 1—51 I r=-0,8.

Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli

jest fatszywe.
Réznica |p| - |r| jest rowna 3. P F
Prawdziwa jest zaleznos¢ p < |r|. & F

14. Zaokraglij liczby z podang obok doktadnoscia.
2 359; 1342; 2697 z doktadnoscig do setek.

21 4,37, 13,758, 6,943 z doktadnoscig do czesci dziesigtych.
c) 9,187; 0,6538; g z doktadnoscig do czesci setnych.

15. Wykonaj dzielenie. Wynik podaj ze wskazang obok doktadnoscia.
2 359 :5; 1342 :9; 2697 : 13 z doktadnoscia do dziesigtek.

2) 8,59 :7; 13,758 : 11; 6,973 : 2,5 z doktadnoscig do czesci dziesigtych.
c) 2,187:8; 0,568 : 3,4, 9 : 13 z doktadnoscig do czesci setnych.

E 16. Dpane sg dwie liczby: a = 10,534 i b = 11,276.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrdod oznaczonych literami Ci D.

Zaokraglenie liczby a do jednosci jest rowne i E\

A. 10 B. 11
Roznica zaokraglen do czesci dziesigtych liczb b oraza jestrowna C D .
C. 0,8 D. 0,7

17. Wyznacz wszystkie dzielniki podanej liczby.
a) 21 D) 36 c) 90 i) 125 =) 163
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18. z: pisz wszystkie liczby, ktore sg wielokrotnosciami
2] liczby 16 mniejszymi od 100, 3] liczby 43 nie wiekszymi od 215.

19. Sposraéd liczb: 1002, 9809, 750, 4536, 555, 3172, 702 wybierz wszystkie podzielne przez:
a) s, b) 9, <) 4, d) 2iprzez3.

20. W rozktadzie na czynniki pierwsze pewnej liczby wystepujg tylko dwie trojki i trzy pigtki.
Jaka to liczba?

21. Wyznacz NWD i NWW liczb 48 i 30.

22. Danesaliczbya=23.52.7*ib=3*.5. 72, E
Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli
jest fatszywe.
NWD(a, b) =5 - 7°. P F
NWW(a, b) =23 .32.52 .74, P 3

23. Pan Jan postanowit wymienic¢ ogrodzenie dziatki wzdtuz boku o dtugosci 36 m. Obecnie
stupki sg rozmieszczone co 2.4 m, a nowe stupki bedg rozmieszczane co 1,8 m. lle dodat-
kowych dotkéw musi wykopac pan Jan przy wymianie ogrodzenia?

24. e jest dodatnich utamkow wiasciwych o mianowniku réwnym 50?7 Wybierz wtasciwg od- E
powiedZ spoéréd podanych. |
A, 49 B. 50 C. 51 ). Nieskonczenie wiele.

25. ustal wspotrzedne punktéw oznaczonych literami: A, B, C, D, E, F, G, H.

—— "+
A 0 4 B 5 C 2]
L i & - & & & .
D 0 3 E F =3 G H ]
2
26. Oblicz.
a) (110-5-7) : 5 b) 7+6-(2) €) 6:(=2)"=4.(3)?
27. oblicz.
-y 24 (s_42 Y @ 7 _»3 .3 ey 2_ 1 (2
37 (5 415) 812 24'8 e (5)



28. Oblicz.
P 2 ot mrigl @ fiBnsf @ 525 o s
2) 648:08- (225  b) 2.81-51:32 (13 2,5) (33 5) (1,5)

29. Nadziakce o powierzchni 1,8 a rosng truskawki, maliny i poziomki. Truskawki zajmujg 0,5 a,
maliny 0 0,2 a wiecej niz truskawki. Pozostatg powierzchnie zajmujg poziomki. Jakg czesc

powierzchni dziatki zajmujg poziomki? Odpowiedz podaj w postaci utamka zwyktego nie-
skracalnego.

30. rola kupita 35 dag sera w cenie 56 zi
za kilogram oraz 1,6 kg jabtek w cenie
4,90 zt za kilogram. Za zakupy zaptaci-
ta banknotem 50-ztotowym. lle reszty
otrzymata Pola?

31. sok zajmowat % objetosci butelki o pojemnosci 2% 1. Potowe soku z butelki przelano do

dzbanka o pojemnosci % 1. Jakg czes¢ pojemnosci dzbanka zajmuje wlany sok?

E ) 32. Mama Kasi kupita trzy stoiki dzemu. W pierwszym stoiku byto 0,2 1 dzemu, w drugim 350 ml,
aw trzecim % 1.

Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P - jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli

jest fatszywe.
kgcznie w pierwszym i drugim stoiku byto wiecej dzemu niz w trzecim. P F
W trzecim stoiku jest trzy razy wiecej dzemu niz w pierwszym. P F

33. Liczby zapisane w systemie rzymskim przedstaw w systemie dziesigtkowym.
a) DCCCXI 2 MCMLXXVI c) MMDLIX t) CDXLIV

E\ 34. Dokoncz zadanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
| Liczba 2694 zapisana w systemie rzymskim ma postac
A. MMCDXCIV ~. MMDCXCIV L. MMDCCXIV 2. MMCDXCIV

E/ 35. oileliczba MMCM jest wieksza od liczby MDCXL? Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod
o podanych.
A. MCCCXL 2. MCCLX L. MCCXL . MCDLX
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2. Procenty

'z

Dwie dodatnie wielkosci sg wprost proporcjonalne, gdy wraz ze wzrostem jednej wielkosci
druga rosnie tyle samo razy, a wraz ze zmniejszeniem jednej wielkosci druga maleje tyle
samo razy.

Iloraz wielkosci wprost proporcjonalnych jest staly, np. w ruchu ze stalg predkoscia (v) dlu-
gosc przebyte] drogi (s) jest wprost proporcjonalna do czasu jazdy (7), tzn. v = =

t
Proporcja to rownos¢ dwoch ilorazow:

e

A
b d

gdzie b # 0, d # 0. W proporciji iloczyn wyrazow skrajnych jest rowny iloczynowi wyrazow
srodkowych:a-d=b-c.

Ela 1 Kuba wybrali sie na targ. Kuba kupit 5,5 kg wisni 1 zaplacil za nie 33 zi. Ela kupita

3.5 kg takich samych wisni. Oblicz, ile Ela zaplacita za wisnie.

Oznaczmy przez x kwote w zlotych, za ktérg Ela kupita wisnie.

Liczba kilogramow zakupionych
wisnli jest wprost proporcjonalna
do kwoty, jaka musimy wydac

za ich zakup. Ulozymy proporcje.

33 5

A
th
n

Iloczyn wyrazow skrajnych przy- 33:3,5=5,5x
rownamy do iloczynu wyrazow W B
srodkowych. 3,9x = 115,5

55x=1155 |:5,5
_ US55 _ 1S5 _ 5y oy

3.5 55

Aby obliczy¢ x, nalezy podzieli¢
115,125 przez 5.,5.

Odp. Ela zapiacila za wisnie 21 zi.

Jeden procent (1 %) pewnej wielkosci to jedna setna tej wielkosci.

Sto procent (100 %) pewnej wielkosci to jedna calos¢.
p % pewnej wielkosci to ﬁ tej wielkosci.

T o, 92 _ 13 o - 120 _ .20 .1
Np.3 % =100> 927 = 190 = 25> 20 %= 750 =100 = 15~
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—

;
u,_
'E

_ na ulamek dziesietny
(
’: o = 8 _ 17 o, — 40 _ ~
) 85 % =100 = 20 W= jge =04 E
rl i ff
Ly .. 8.8 7 1. ..7 By 3B {
( 2=- % = = == = % = = =U,
) 3 t 100 100 3 100 300 92 % 100 1000 13D “
( -.
) : : y
) Zammna ul:amk:a zw?ki_egn &
[-f lub liczby mieszane;j (
( (
f; é:
|] {
| 4220 _s50 =32 _so |
E liader 20 % 0,52 0 52 % 5
) 7 28 _ 628 3 0,3 )
—_— = o = 628 % = = 2= = 0 {
E- 25~ %900 = 100 ~ 08 % WD == T 5
-. 1_8 100% =239 o, — 1142 o _ 18 _ 1800 _ 0 \
E 1? - 100 % 7 Yo 1147 0 18 3 100 1800 % 5
f I}ﬁ
Obliczanie procentu danej liczby ff
:‘ Aby obliczy¢ procent danej liczby, nalezy zamieni¢ procent na utamek zwykty lub dziesigt-
If] ny i pomnozy¢ go przez te liczbe. H
( (
( )
f;
" Np. 24 % liczby 80 wynosi 0,24 - 80 = 2% .gg4 = 2 .4 =20 _ 9l ;*
5160 5 5 5 g
Obliczanie, jakim procentem jedne] liczby jest druga liczba f;
)
f Aby obliczy¢, jakim procentem jednej liczby jest druga liczba, nalezy kolejno: (
E €) ustali¢, jakim utamkiem pierwszej liczby jest druga liczba; L
Itj 9 wyrazic¢ otrzymany wynik w procentach.
( {
S Przyklad 2. :;
f
( Cene rocznego karnetu na basen obnizono z 1200 zt na 960 zi. Oblicz, jakim procentem
) ceny poczatkowej karnetu jest jego cena po obnizce. )
( -'
! Podzielimy cene koncowg przez [‘
S cene poczgtkows, a otrzymany 960 100! % = 960 % = 80 % (
;: wynik pomnozymy przez 100 %. 121200 12 §
5 Odp. Cena karnetu po obnizce stanowi 80 % jego ceny poczatkowe;j. }
f_ g
B R R e R R N A A R A A e S R e R R S R S R A A A R SR el
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Obliczanie liczby, gdy dany jest jej procent

Aby wyznaczyc¢ liczbe x, ktorej p % jest rowne a:
o obliczamy wartosc¢ 1 % liczby x, dzielgc a przez p,

9 mnozymy otrzymang wartosé przez 100.

Wyznacz liczbe, ktorej 48 % jest réwne 192.

Sposob I
48 % szukanej liczby to 192. 8% — 192 N .48
1 % szukanej liczby to 4. g . 1% -4 j . 100
100 % szukanej liczby to 400. 100 % — 400
Sposob II
Oznaczymy przez x szukang liczbe.
Zastosujemy metode proporcji. Zapiszemy 192 — 48 %
w jednej kolumnie liczby, a w drugiej x—100%
kolumnie procenty, ktore im odpowiadajs.

. . . 192 48 %
Ulozymy proporcje, a nastepnie iloczyn 100 %
wyrazow skrajnych przyrownamy duzrg :
do iloczynu wyrazow srodkowych. | 192 - 100 % =48 % - x

- . 98 e 98T o
Zamienimy 48 % oraz 100 % na liczby. L _2‘; 100 48
Nastepnie obliczymy wartosc x. : xr=4192 . % =4 .100 = 400
|

O ile procent wiecej, o ile procent mniej

Aby obliczyc, o ile procent:
* liczba «a jest wieksza od liczby b, wykonujemy nastepujgce dzialanie:

L;’.wo%.

Np. O ile procent liczba 200 jest wieksza od liczby 407

20040 ionor ‘180 canier g tous or g
0 100 % %0 100 % =4 - 100 % =400 %

¢ liczba « jest mniejsza od liczby b, wykonujemy nastepujace dzialanie:

f’;;‘.m%.

Np. O ile procent liczba 40 jest mniejsza od liczby 2007?

200 - 40 160 1 160
. 100 % = , 0 = 0/ — 9,
5 00 0—2— 100 n——2 o =80 %
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Rozwiaz zadania Je=

| E 1. za 3.8 kg sera zaptacono 95 zt.

Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest

fatszywe.
Za 4,2 kg tego sera zaptacono 110 zi. P F
Kilogram tego sera kosztuje 25 zi. P F

2. Pan Jan przejechat samochodem osobowym trase o diugosci 72 km z predkoscig 60 km/h.
O ktorej godzinie dotart do celu, jesli wyjechat o 8.35?

3. Samochéd jedzie ze statg predkoscig 84 km/h. A

2! lle kilometrow przejedzie ten samochod w ciggu 20 min,
a ile w ciggu 75 min?

) W jakim czasie, jadac z takg samga predkoscig, samochéd
przejedzie 126 km?

4. Na mapie wykonanej w skali 1 : 50 000 odlegtos¢ od dworca autobusowego do lesniczow-
ki jest rowna 1,5 cm. Oblicz rzeczywistg odlegtos¢ od dworca do lesniczowki. Wynik podaj

w kilometrach.

5. W mieszance bakaliowej znajdujg sie orzechy laskowe i rodzynki w stosunku wagowym 3 : 7.
lle gramow bakalii kazdego rodzaju znajduje sie w 0,5 kg tej mieszanki?

E 6. Cezary, Bruno i Kuba postanowili kupi¢ wspolnie gre komputerowg. Kwoty przeznaczone na
ten zakup odpowiednio przez Cezarego, Brunona i Kube sg w stosunku 7: 4 : 9,

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposréd oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami Ci D.

Kwota przeznaczona przez Kube na zakup gry stanowi ‘ A \ B ceny gry.

A. 35% B. 45 %

Cezary i Kuba tagcznie na zakup gry przeznaczyli kwutq‘ CD razy wiekszg niz przeznaczyt
Bruno.

C. 4 D. 3

7. zamien procent na liczbe.
2) 20 %: 9 %: 150 % 9) 35 %: 2 %: 8.3 % 12% %: 3% %: 22% %
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8. zamien liczbe na procent.

0,26; 0,09; 2,32 21 0,3; 1,8; 0,007

9. zosia przeznaczyta potowe oszczednosci
na prezent urodzinowy dla swojej siostry
Michasi. Za 20 % pozostatych oszczedno-
Sci kupita zabawke dla pieska.

'} lle procent oszczednosSci Zosia prze-
Znaczyta na zabawke dla pieska?

2] lle procent oszczednosci pozostato
Zosi?

s

10. ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli i-__E )

jest fatszywe.
0,3 % liczby 800 jest rowne %1 liczby 3. P i
160 % liczby 1% jest wieksze niz 80 % liczby 2,75. P F

11. pane sg dwa prostokaty: F; i F,. Dlugosci bokow prostokata F; sg rowne 20 cm i 80 cm. E |
W prostokgcie F, szerokos€ jest o 15 % wieksza od dtugosci krétszego boku prostokgta Fi,
a dtugosc jest o 15 % mniejsza od dtugosci dtuzszego boku prostokata Fj.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposréd oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposroéd oznaczonych literami C i D.

Dtugosc dtuzszego boku prostokata F; jest rowna E‘E cm.
A. 65 B. 68

Obwadd prostokata F jest c|p prostokata Fj.

C. rowny obwodowi D-._rr;nTéjszy od obwodu

12. Cene marynarki, rowng 200 zi, obnizono o 20 %, a nastepnie jeszcze o 10 %. E

Czy cena marynarki po dwéch obnizkach byta rowna 140 z1? Wybierz odpowiedz A albo B
| jej uzasadnienie sposrod 1., 2. albo 3.

A Tak 1. | 0,7 - 200 zt = 140 zi,
poniewaz 2. | 200zt -30 zt = 170 z1.
B. | Nie, 3. | 09082002 =144 7k

13. w pigtek na lekcji matematyki w klasie 8a byto obecnych 80 % uczniow. Piecioro uczniow
byto nieobecnych. llu ucznidw liczy klasa 8a?
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14. smartband to rodzaj opaski sportowej przeznaczonej do
mierzenia np. przebytego dystansu czy spalonych kalo-
rii. Producenci wprowadzajg ciggle innowacje w swoich
produktach. Bruno chce kupi¢ nowg opaske sportows.
Na jej zakup postanowit przeznaczyc¢ 150 zt ze swoich
oszczednosci, a brakujgcg kwote, czyli 40 % wartosci
opaski, obiecata dotozyc¢ babcia. lle kosztuje opaska,

ktorg wybrat Bruno?

15. Pani Katarzyna zmienita operatora sieci komorkowej i jej rachunek za telefon zmniejszyt sie
0 20 %. Obecnie miesieczny rachunek pani Katarzyny za telefon wynosi 62,80 zi. lle ztotych
miesiecznie zaoszczedzita pani Katarzyna, zmieniajgc operatora?

16. rola utozyta kolorowy bukiet z kwiatow rosngcych w ogrodzie. W bukiecie znalazto sie
15 kwiatow rozowych, 6 kwiatow fioletowych i kilka biatych. Biate kwiaty stanowig 30 %
wszystkich kwiatow w bukiecie. lle biatych kwiatow jest w bukiecie?

17. oblicz, jakim procentem liczby a jest liczba b.
1) a=120;b =42 2} a=60; b=210 €C) a=175;b=35

18. Pan Adam wptacit 18 000 zt na konto oprocentowane 4 % w skali roku. Oblicz kwote odse-
tek, ktérg po roku doliczy bank panu Adamowi.

19. Mama Jacka wptacita pewng kwote pieniedzy na lokate, ktorej oprocentowanie w skali
roku wynosi 4,5 %. Po roku bank doliczyt odsetki w wysokosci 540 zt. Oblicz kwote, ktorg
wptacita mama Jacka na lokate.

20. Pan Michat zaciggnat w banku kredyt w wysokosci 35 000 zt na okres jednego roku. Ob-
liczona wraz odsetkami tgczna kwota do sptaty byta réwna 37 100 zt. lle wynosito roczne
oprocentowanie tego kredytu?

E 21. Pan Adam wptacit 5000 zt do banku na lokate, ktorej oprocentowanie roczne wynosi 3 %.
o Po roku oszczedzania od naliczonych odsetek pobrano podatek w wysokosci 19 %.

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Maksymalna kwota, jakg pan Adam bedzie mogt wyptacic z tej lokaty po uptywie roku, jest
rowna wartosci wyrazenia

| :5000-(—%-13—0): 71 . [5000-(“%-%): 2t
:5{}00.(1+%-ﬁ): 7t .r-.[sooo- (1-%%) 71

22. Do 160 g wody dosypano 40 g soli. Oblicz stezenie procentowe tego roztworu.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

Do 400 g wodnego roztworu cukru o stezeniu 15 % dolano 500 g wody. Jakie stezenie ma | @
powstaty roztwor? Wynik podaj z doktadnoscig do 1 %.

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych. (E E
Liczba 56 jest wieksza od liczby 35
A. 021 %, B. 0375 %. C. 060 %. D. 062,5 %.

S

Cezary kupit w promocji buty sportowe
za 168 zI. Buty przed promocjg koszto-
waty 240 z1. Oblicz, o ile procent obnizo-
no cene butow,

Na diagramie przedstawiono liczbe poszczegdinych stopni Kasi i Joli na koniec roku szkolnego.

liczba ocen

= = M e s Ln

celujgcy  bardzo dobry dobry dostateczny
stopien

2] lle procent liczby wszystkich stopni Joli stanowi liczba jej stopni dostatecznych?
1) Oile procent wiecej stopni bardzo dobrych na koniec roku szkolnego ma Kasia niz Jola?

Na procentowym diagramie kotowym przedstawiono sktad soku. W jednej butelce soku
znajduje sie 45 ml soku z marchwi.

)
2] lle mililitréw soku miesci sie w jednej 3 %
butelce? B
. .. . jabtka
1) Oile procent mniej w tym soku jest =P

soku malinowego niz soku z czar-

nych porzeczek? B czarne porzeczki

. pomarancze

¢} Czytacznie w 12 takich samych butel- B maliny

kach soku jest litr soku pomaranczo-
wego? Uzasadnij swojg odpowied?z.

Rodzice przeznaczajg tygodniowo kwote 75 zi na kieszonkowe dla swoich corek: starsze]
Michasi i mtodszej Zosi, dzielgc pienigdze odpowiednio w stosunku 3 : 2.

2] Oile procent kieszonkowe Michasi jest wieksze od kieszonkowego Zosi?
9] Oile procent kieszonkowe Zosi jest mniejsze od kieszonkowego Michasi?
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Potega o wykladniku naturalnym

Potega liczby a o wykladniku naturalnym », gdzie n > 1, nazywamy iloczyn n czynnikow,
z ktorych kazdy jest réwny a.

[wyk}adnik pﬂtegiH

a.ﬁ'

=ad-a-:... "4
[podstawa potqgi])’ ) ¥ .
(n’f czynnikow

Np.6°=6-6-6-6-6.
Dla kazdej liczby a przyjmujemy, ze a' = a.
Dla kazdej liczby a # 0 przyjmujemy, ze a’ = 1.

Liczba 1", gdzie n jest liczbg naturalng, zawsze jest rowna 1.

Znak wartosci potegi

* Potega liczby dodatniej jest zawsze liczbg dodatnig.

Y =5-5-5=125

* Jezeli wykladnik potegi jest nieparzysty, to potega liczby ujemnej jest ujemna.
(3P =(-3)- (-3)- (-:3)=-27

e Jezeli wykladnik potegi jest parzysty, to potega liczby ujemnej jest dodatnia.

(3= (- () 6) 324

Iloczyn i iloraz poteg o jednakowych podstawach

* Aby pomnozy¢ potegqi, ktore majg takg samag podstawe, nalezy podstawe pozostawic bez
zmian 1 dodac¢ ich wykiadniki.

ar-d =atn,
gdzie g # (0 oraz m, n sg liczbami naturalnymi.
Np. 5 -5 =5* =5 =635
* Aby podzieli¢ potegi, ktore majg takg samag podstawe, nalezy podstawe pozostawic bez
zmian i odjac ich wykladniki.

a™ -
:a"=—ﬂ=r,f"'”,
il

gdzie a # 0, m, n sg liczbami naturalnymi oraz m > n.

Np. 3" : 3% =238 233 2943
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Potegowanie iloczynu i ilorazu

* Aby pomnozyc¢ potedi o takich samych wykladnikach, nalezy pomnozyc¢ podstawy, a wy-
kladnik przepisac.

a'-b"=(a-b)",
gdzie a # 0, b# 0 oraz n jest liczbg naturalna.
4 4
Np.21*- (2) = (21-1) =3* =81
p 7 4=

* Aby podzieli¢ potegi o takich samych wyktadnikach, nalezy podzieli¢ podstawy, a wy-
kiadnik przepisac.

@ =2 = (%) =@:by,

gdzie a # 0, b # 0 oraz n jest liczbg naturalng.
Np. 64% : 325 =(64:32)°=2° =64,

96.9% . ¢

33 '
96.92:95> 96+2.95 0o8.05 ©Q8-5 @
B To33 0 33 33

Oblicz wartos¢ wyrazenia

33 33
Potegowanie potegi

Aby podniesc potege do potegi, nalezy pomnozyc¢ wykiadniki, a podstawe pozostawic bez
zmian.

@)=

gdzie a # 0 oraz m, n sg liczbami naturalnymi.

3 .
w () - (- () -4

Dla dowolnej liczby a # 0 oraz dla dowolnej liczby naturalnej n prawdziwy jest wzor:

| —
Np @ =8 3.
Liczbe dodatnig ¢ mozna przedstawic¢ w postaci notacji wykladniczej, czyli

a=k-10".

gdzie k jest liczbg mniejszg od 10, ale nie mniejszg od 1, natomiast n jest liczbg catkowits.

Zapisz liczbe w notacji wykiadnicze;.

38 000 000 = 3,8 - 10 000 000 = 3,8 - 10’ 0,000000003 = 3 - 0,000000001 =3 - 10~
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Rozwiaz zadania Je

1.

s,
. I:.f ﬁ'l
E) 2
R / o
A/

Oblicz.
a) 25 bh) 107 c) (—4)* d) (-3)°
a) _1 ? o) [ — 1 ’ h 1
e) 2 ( 7) g) ( 12) h) (0,1)
. g3 0
12y i) ~(0,57 k) = ) (-11,3+95,2)°
Dane s3 liczby: x = (4)", y =45, z = (-4)'S,

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Podane liczby uporzagdkowane w kolejnosci od najwiekszej do najmniejszej to

A. X, ¥, 2 B..X%; 2, y C.zxy D. z,y,x

Przedstaw wyrazenie w postaci jednej potegi.

(%)3 (_é)? b) (0,3)°-03- (0,3 E:g:
d) —111° : 111° : 111 e) 9°.4°. -1y f) (—%)6 - (-25)°
o) (93" (1L n) (32): (21) ) (125)2: (0,05)"

D (65)" 10 (3)" k) (-8°)° ) ()

Dane sgliczby x =23 iy = 33,

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrdod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami C i D.

Suma liczb x iy jestrowna A B .

A. 35 B. 125
lloczyn liczb x i y wynosi' C | D .
C. 125 D. 216

. ) _521].531 =15 53? _ 3 14. 17
Dane sg liczby: a = s b=5 -E,c—(S) 55V,

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest
fatszywe.

Liczby a i b sg rowne. P F

Liczba ¢ jest dwa razy mniejsza od liczby a. P F




6. Wyrazenie:
oy 2947 < 16°
e 4
Ry 27 g
- 3530

zapisz w postaci potegi liczby 4,

zapisz w postaci potegi liczby naturalnej a mniejszej od 10.

7. Czytrzecia czeéé liczby 9° jest réwna 352 E

Wybierz odpowiedzZ A albo B i jej uzasadnienie sposrdd 1., 2. albo 3.

A. | Tak 1. (%)5 sk

3 %2 ]
poniewaz 7. (—) = .

B. Nie, 310

8. Oblicz, korzystajgc z wtasnosci dziatan na potegach.

6 - 6° 3332 5 B8]
T {3V, 13N 075 o 50057
(53) : (53)
o) 8 3 8 - l 4
ey NERORE
1y _43 ‘ (_16)2 . | 2?5 -y 64 . (211 . 45)
9. Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwa odpowiedz sposréd podanych. tE
Liczba (-2)' nie jest réwna
A. 48 3. 42.8% C. 216 D. 4%.16
10. Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych. E

i}
Wartosc wyrazenia 13% jest rowna

A 43 B. 32 .46 C. 4 D. 3°.4°

11. Zapisz wyrazenie w postaci jednej potegi.
a) 27 +27 b) 31043104310 c) 118+113+9.11°

12. Uzasadnij, ze wartosc wyrazenia:

4 4
a) 27 +i'7 +7 jest wielokrotnoscig liczby 14,
h) 10 - 4° — 6 - 4° -4
v L
13:27+26-2°+52.2°
2'?

jest réwna 22,

jest podzielna przez 13.
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10 30
E) 13. Danajestliczba a = 84 us g

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami C i D.

Odwrotnoscig liczby a jest A B |

1
A. -8 B. 2
Kwadrat liczby przeciwnej do liczby a jest réwny] C \ D|
C. 2° D. -26

14. Podaj liczbe, ktérg mozna wstawi¢ w miejsce o, tak aby zachodzita rownos¢.

0,007 =7 - 10% ) 0,013=13-10%

1200 000 = 1,2 - 10%® 530 000 =5,3 - 10%®

1,5 -10% =15 000 1 7.9 - 10% =7 900 000 000
5] 3,026 - 10% = 0,003026 ) 4,98 - 10%=4,98

E) 15. panesaliczby k =28 - 10° oraz m = 0,04 - 10°.
Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych,

k 2 rd
lloraz — jest rowny
i

7 - 10%7 7. 10? 7 - 1028 7 -10%

16. Diugosci bokéw prostokata sa réwne 2,4 - 10° i 7,5 - 10", Oblicz pole prostokata. Wynik
zapisz w notacji wyktadniczej.

17. oo najmniejszych zwierzat Swiata zaliczany
jest ryjkonos malutki, nietoperz zamieszku-
jacy Tajlandie, ktory wazy 2 g. Wsrod naj-
wiekszych zwierzat jest ptetwal btekitny,
ssak morski, ktorego srednia waga to okoto
130 t. lle razy ptetwal btekitny jest ciezszy
od ryjkonosa malutkiego? Wynik zapisz
w notacji wyktadniczej.

18. Wyraz wielkoS¢ w podanej jednostce. Wynik zapisz w notacji wyktadniczej.

96 km = dm ) 56t= dag

74 mm = m 12 cm = km
64 g = kg 35h = S

32 doby = min g5= h

864 s = doby ' 12 000 gr = zt
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4. Pierwiastki

Pierwiastek kwadratowy i pierwiastek szescienny

Pierwiastek kwadratowy (stopnia drugiego) z liczby nieujemnej a jest rowny nieujemnej
liczbie b, ktorej kwadrat jest rowny a.

va=b,gdyb* =a.
Pierwiastek szescienny (stopnia trzeciego) z liczby «a jest rowny liczbie b, ktorej szescian
jest rowny a. |
va=b,qgdy b’ =a.
16 _4 (:—1)2:1_6, somie 3] 216 _ 6 _ 3 _
Np. = 5,I:n:: = T v/ 0,216 00— 10 0,6, bo (0,6)° = 0,216.

Mnozenie, dzielenie i potegowanie pierwiastkow

\/ b=+a-vb, a>0,b>0 v25-36=1/25-1/36=5-6=30

a _ 25 _
\/; f.a >0,b>0

)
5
Lh

5
.\/c? (\/_) ZaldinGEE G U_\/@=(m)z=m*m=10

L
h
(7%)
o

Va-b=<Ja-/b Y125 - (B) =125 - Y/(B) =5 (-2) =-10
a_ va 3/125 _ V125 _ 5 _ 1
Eb_e/g'b;o —3_\3/__3_—2_22

V@ = (Va)' = ¥a-va-Ja=a | V= (V) =VR-VE- V=12

Wylaczanie czynnika przed znak pierwiastka

Podczas wylaczania liczby przed znak pierwiastka powinnismy zadbac o to, aby pod pier-
wiastkiem zostala najmniejsza mozliwa liczba naturalna.

va® - b= avyb,gdzie a ib sa liczbami nieujemnymi va® - b=avb

Np. /200 = v/100- 2 = 10v/2, /135 = /27 - 5 = 3v/5.

Wiaczanie czynnika pod znak pierwiastka

Aby wlgczyc¢ czynnik pod znak pierwiastka, nalezy skorzystac z rownosci:
a = /a2, gdzie a jest liczbg nieujemna a=va

Np.5v2=v52-2=4/25-2=+/50, 2¢/T=v23-7=+8-7=/56.
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Dodawanie i odejmowanie pierwiastkow

Mozemy dodawac lub odejmowac tylko te pierwiastki, ktore sg tego samego stopnia i majg
te sama liczbe podpierwiastkows.

Oblicz warto$¢ wyrazenia /128 + V3 +3v2-/375.

V128 =1/64 -2 =82
V375 = V125 -3 =5v/3

Dodamy pierwiastki drugiego stopnia o tej V128 + /3 +3v2-+/375 =

samej liczbie podpierwiastkowej oraz pier- B 3 o
wiastki trzeciego stopnia o tej samej liczbie =8V2+V3+3v2 ﬂ T3

podpierwiastkowe;. = 11v/2-43

Wylaczymy czynniki przed znak pierwiast-
ka w liczbach /128 oraz v/375.

Usuwanie niewymiernosci z mianownika

Przeksztalcanie wyrazenia, tak aby w mianowniku nie wystepowal niewymierny pierwia-
stek, nazywamy usuwaniem niewymiernosci z mianownika ulamka.

Np 2 2 VI 211 3 3 V15 1815 _ V15

VI VI VI 11 V5 VB J5 18 3

Szacowanie pierwiastkow

2~ 1,41
Pierwiastek kwadratowy (szesScienny) jest liczbg niewymierng, jesli nie jest V2 |
mozliwe wskazanie takiej liczby wymiernej, ktorej kwadrat (szescian) jest V3 =& 1,73
réwny liczbie podpierwiastkowej, np. /7 = 2,6457513..., v/7 = 1,9129311... sy 904

Okresl, miedzy jakimi kolejnymi liczbami naturalnymi na osi liczbowej znajduje sie

liczba v/11.
Podniesiemy liczbe /11 do potegi ) —2 > ( m)z — 1
drugiej. -

Znajdziemy kwadraty dwoéch kolejnych

liczb naturalnych takich, ze pierwszy 32=9i9 < 11, wiec V9 < V11

42 =16 16 > 11, wiec v/16 > /11

z nich jest mniejszy niz 11, a drugi —
wiekszy niz 11.

NE V11 V16
Zatem V9 < V11 < /16, wiec 3 < V11 < 4. ’ |

Vil 4

|
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Rozwiaz zadania Jes

1. oblicz.
a) V49 h) V121 c) 27 d) 216

2. Oblicz.

a) /1600 ) /0,64 | 51—2
1B 3 A\ 3 E
343 2) 0,027 4

3. Oblicz.
= if 1 .; 14 13 1 7
) 1- + 2— JT-'i = —_ C) — — 4+ 5 Pl
"V e TV /%35 "4/ 73 S TR T
) 3 E 3 ﬂ a) 3 E .3 E £ 3 _zﬁ = 22
R VEFRRVASTY =) {1729 ~\/?2 ) 343~ \/“29

4. Oblicz wartos¢ wyrazenia.

o — 2 d) 2 . 2
h) V/3-3-49 °) (V26) d) 1/145 : 1/25

V3.V
Rl YE IV DB W) Y e

—

5. Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz ﬁ EH

—

sposrod oznaczonych literami Ci D.

ROWNOSC \/x = 100 zachodzi dla x réwnego A B A. 100 B. 10 000
Réwnos¢ %x = 0,25 zachodzi dla x rownego| C | D R i D. %

6. Wytgcz czynnik przed znak pierwiastka.

a) V252 b) /1728 ¢) v/3000 d) /1080

de Wigcz czynnik pod znak pierwiastka.
a) 75 b) 0,315 c) %{‘/ﬁ ) 100,07

8. oblicz przyblizong warto$¢ pierwiastka. Przyjmij, ze V6 ~ 2,45,
\/2_4 1) /600 C) V1.5




9. Dpane sg liczby a = v/3+1i b =2/3-1. Czyiloczyn tych liczb jest liczbg naturalng? Uzasadnij
swojg odpowiedz.

10. Wyrazenie zapisz w postaci av/b, gdzie a i b sg liczbami catkowitymi.

a) 8v2+232-7V72 h) V216 - 5v/6 +2/600 c) —24/99-6V/11 +3v/275

11. Sprawdz, czy wartosc¢ wyrazenia jest liczbg wymierng.

a) (VS00+VB0): V5 b) V3. (VOZT+VI)  c) VAN MO0

E 12. Dokoricz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wartos$¢ wyrazenia (-3v/2+5v/18 —=24/128) : v/2 jest réwna

E 13. Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrdd oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami Ci D.

Wartos¢ wyrazenia (3v/3)” jest réwna A B

A. 15 B. 45
Wartosc wyrazenia v25 + 144 jestrowna C D !
C 13 D. 17

14. usun niewymiernosc¢ z mianownika.

L3 n) 17V2 ) 3V/125 4) 53 .y 85
V2 VAT V3 7 3v21 - 5V/10
| E 15. pane sg liczby: x = 2v50-v98 | _ 2V8I  _ 1

5v/2 ,}—5%12—3(@)2-

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Podane liczby uporzgdkowane w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej to

y: Z,.x _ Z:X:}’ }’: -x:z ZI }’;I

E 16. uz petnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami Ai B oraz odpowiedz
- spos$réd oznaczonych literami C i D,

Warto$¢ wyrazenia —2v/62 + 3v/53 jestrowna A B .
A 3 B. -3

3/ 10 S
1;’5_2 jest liczba EE

C. wymierng D. niewymierng

Wartos¢ wyrazenia
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17.

Uzasadnij, ze wartosc wyrazenia -~ 108 - V12 jest mniejsza od %

22/75

18. ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli E

19.

jest fatszywe.
Liczba -2 V27 jest rowna 45. P F
V3
Liczba 21/72 jest mniejsza od potowy liczby v/512. P F

Dane sg liczby x = 24/125 i y = v/135.
Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz

sposrod oznaczonych literami C i D.
Liczba x znajduje sig na osi liczbowej miedzy liczbami A | B |

A 22i23 B. 23i24
Liczba y jest \LE od liczby 3.
C. mniejsza D. wieksza

(E]

20. ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli rE

jest fatszywe.
Liczba 31/7 - 8 jest liczba dodatnia. P F
Liczba v/190 + 3 jest mniejsza od 9. P F

21. Pole kwadratu wynosi 162 cm?. Jeden z bokéw prostokgta ma dtugo$¢ réwna dtugosci boku E

22.

kwadratu, a drugi jest od niego dwa razy dtuzszy.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposréd oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami C i D.

Bok kwadratu ma dtugosc A B cm.

A. 9V2 B. 40,5
Pole prostokata wynosi € | D |cm?,
C. 162v/2 D. 324

Szescian i prostopadtoscian majg takg samg objetos¢. Suma dtugosci trzech réznych kra-
wedzi prostopadtoscianu jest rowna 18, a ich dtugosci pozostajg w stosunku 2 : 3 : 4.

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedZ sposrdod podanych.

Dtugosc krawedzi tego szesScianu jest rowna

A. 83/3 8. 3V4 C. 4/3 ). 432

(E]
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5. Wyrazenia algebraiczne

'z

Wyrazenia, w ktérych wystepujg liczby 1 litery potgczone znakami dziatan oraz nawiasa-
mi, nazywamy wyrazeniami algebraicznymi. Litery w takich wyrazeniach sg nazywane
zmiennymi.

Np.3x+9, 3t—-4(w*-7).

Jednomianem nazywamy wyrazenie algebraiczne, ktore jest liczbg, literg lub iloczynem
liczb 1 liter.

Np.4, vy, %xzy, AW’

Jednomian jest uporzadkowany, jezeli jego pierwszym czynnikiem jest liczba, a nastepny-

mi litery w kolejnosci alfabetycznej. Liczbe, ktora wystepuje na poczatku uporzadkowanego
jednomianu, nazywamy wspoélczynnikiem liczbowym tego jednomianu.

Przedstaw jednomian %xz . 25y° - (—6x) w postaci uporzadkowanej i podaj jego wspét-
czynnik liczbowy.

%xz-zsf '(—6x)=§'255-(—6}-)52-.x-y5=2'5'(—6)'x3'}’5=—60x3}f5

Wspélczynnik liczbowy tego jednomianu jest rowny (—60).

Sumy algebraiczne

Wyrazenie algebraiczne, ktore powstaje poprzez dodanie jednomianow, nazywamy suma
algebraicznag.

Np.—-7a+3b, 3% +(—4y°).

Jednomiany podobne

Jednomiany nazywamy podobnymi, jezeli zawierajg te same czynniki literowe i sg one
w takie] same]j potedze. Jednomiany podobne mogg sie roznic¢ tylko wspoétczynnikiem
liczbowym lub kolejnoscig czynnikow.

Tylko jednomiany podobne mozemy dodawac¢ i odejmowac. Takg operacje nazywamy re-
dukcjg wyrazow podobnych.

Zredukuj wyrazy podobne.

42 -8t +92 + 12t =20 = 132 + 4t =20
) 6a2b —4ab? +7 —9ba? — 13ab? -7 = -3a%b - 17ab>

———————
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Dodawanie i odejmowanie sum algebraicznych

Skiadniki w dodawaniu mozemy dodawac¢ w dowolnej kolejnosci.

Nawias opuszczamy bez jakichkolwiek zmian, jesli przed nawiasem:

e wystepuje znak dodawania, np. 3% + (2x— 1) = 3x% + 2x — 1;

® nie wystepuje zaden znak, np. (6x—y)+5=6x—y+35.

Jesli przed nawiasem wystepuje znak odejmowania, to opuszczamy nawias 1 zmieniamy znak
kazdego wyrazu znajdujgcego sie w nawilasie na przeciwny, np. —(4}{2 +3x— 1) =—4x* - 5x+1,

Opusé nawiasy 1 zredukuj wyrazy podobne.
-3x +(12x — 6y + 8)

Opuscimy nawias bez zmiany znakéw =Sx+(12x—- 6y +8) =
przed poszczegolnymi jednomianami |- =-5x+12x—6y+8 =
1 wykonamy redukcje wyrazéw podobnych. =7x—6y+8

—(13y? + 2y — x) + 13y% — 2y + 3x2

Opuscimy nawias 1 zmienimy znak na (132 +2y—x) + 13y =2y + 32 =
przeciwny przed kazdym jednomianem, - 2 > B 5 e B
ktory byl w nawiasie. Wykonamy e =13y ﬁ" +x+ 13y ﬂ +3x° =
redukcje wyrazow podobnych. = —4y + x+ 3x*

Mnozenie jednomianow przez sumy algebraiczne

* Aby pomnozy¢ jednomian przez sume algebraiczng, nalezy pomnozy¢ go przez kazdy
skiadnik tej sumy, a otrzymane iloczyny dodac.

a(b +c) = ab+ac a(b—-c)=ab-ac
\./) - N -

Np. 5x% - Ba +4c) = 5x* - 3a+ 5x° - 4c = 15ax® +20cx®

® Aby podzieli¢ sume algebraiczng przez liczbe r6zng od 0, kazdy jej wyraz nalezy podzieli¢
przez te liczbe, a otrzymane ilorazy dodac.

(b+cg:ﬁ=b:a+c:a_ (b—cu=b:a_—c:a dlaaz0

Np. (35abc - 60b) : 5 = 35abc : 5-60b” : 5 = Tabc — 12b*

o Jesli w kazdym z wyrazow sumy algebraicznej wystepuje taki sam czynnik, to mozna ten
wspolny czynnik wyigczyc przed nawias. Gdy wytgczamy wspolny czynnik przed nawias,
zamieniamy sume na iloczyn.

Np. 95t + 121> = 3st - 35+ 3st - 4% = 3s1(3s5 +41%)

Mnozenie sum algebraicznych

Aby pomnozy¢ sumy algebraiczne, nalezy kazdy skladnik jednej sumy pomnozyc¢ przez
kazdy skiadnik drugiej sumy.

H.._f_-r:._—*—t — A
(a+b)c+d)=alc+d)+b(c+d) = ac+ad+bc+bd
T«

Np. B3p-9)2q+p)=3p-2g+3p-p-q-29—q-p =6pq+3p* - 24> —pq = 3p* - 24* +5pq
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Rozwiaz zadania Jes

‘E} 1. Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz spoéréd oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
o sposroéd oznaczonych literami C i D.

Pole prostokata o bokach dtugosci 2b i 3%5 jestrowne A B .

A. 7b* B. 7b

Pole tréjkata o podstawie dtugosci 3¢ i wysokosci rownej 4c poprowadzonej do tej podstawy
WYnosi \LL‘

C. 122 D. 6¢2

A Zredukuj wyrazy podobne.

a) 12a-3a+10b-21b-5 h) =12ab - 12b + 6ba — 10b

c) —4,5¢f? + 6,6€*f — 12,5¢f* — 16,6¢*f d) 225°4:1,25% — 12—1,75%

_ _3 M12_12 1. glya 1
e) 0,75xy+0,125x - 2,5yx o ) 15 15t2u+73u 35m ok

3. Dane sg jednomiany 0,6x°y i lgyxz. Uzasadhnij, ze wspoétczynniki liczbowe tych jednomianéw
sg liczbami odwrotnymi.

-,

i) Wf 4. Dokoricz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

.

Jednomianami podobnymi sg

A. —abe i a*b’e. B. 4a*b*c i -5a*bc. C. a*b*ci2b*a*c. D. 0,5a%b*ci0,5a*c%b.

5. Zapisz wyrazenie algebraiczne.

2] iloczyn liczby —28 i kwadratu liczby x

2| iloraz liczby 14 i szeScianu liczby ¢

 (a+b)’

ELCTA sumy

£} suma liczby -8 i podwojonego kwadratu liczby z
'} réznica potowy liczby vy i trzykrotnosci liczby a

@) kwadrat sumy liczby g i liczby z '
'} suma kwadratéw liczby x i potowy liczby y kwadratusumy
KE:‘ 6. Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
- Suma algebraiczna -2x?y + 1,5 — 4,1xy* + 12x%y — 2,25 + 1,1xy? po przeprowadzeniu redukgji
wyrazow podobnych ma postac
A. 10x*y —3xy* +3,75 B. 10x%y - 5,2xy* + 0,75
C. 10¢y—=5202+375 D. 10x%y - 3xy?> -0,75

7. Zapisz wyrazenie w postaci sumy algebraicznej. Pamietaj o redukcji wyrazow podobnych.
a4l (z+10)+(4z-6) D) (3d*-5d) - (4d-5) ) 9z-4)+(-z+3)-(7T+42)

S,
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8. Zapisz wyrazenie w postaci sumy algebraicznej. Pamietaj o redukcji wyrazow podobnych.
2) 3(x+y) h) —4g(3g-5) £} 5b(8a —9b)
) 3-x)-2x ) 2x+32x+1) ') 2y —10(=1 -2y)

9. Zosiama x lat, jej siostra Michasia jest od niej o 4 lata mtodsza, a mama jest 3 razy starsza E
od Michasi. )

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
tgczny wiek mamy i dziewczynek za 5 lat mozna opisa¢ za pomoca wyrazenia
A. (5x-138) lat. 2. (3x+4) lat. L. (5x-1) lat. . (5x -4 lat.

10. Zapisz wyrazenie w postaci sumy algebraicznej.
A) (20x-4y-12):2 ) (l6k-321+12): (-4)  ¢) =21 Db

3

+ 6y + 12

11. Zapisz w najprostszej postaci wyrazenie, a nastepnie oblicz jego wartosc liczbowg dla po-
danych wartosci zmiennych.

a) 3x(—x+3)+2(5x* +5) dlax=2
3) 6xy(2x-2)-3y(-22 +3y) dlax=-1iy= %
£) y(=5x+y) - (~8xy—1) dlax = 1% iy=-02

d) 13 —x(xz - Zy) + 2}?(—5.»:2 —.r) dlax=+11iy=-03

12. Przedstaww postaci sum algebraicznych pola zacieniowanych figur. Przeprowadz redukcje

wyrazow podobnych. Oblicz pola zacieniowanych figurdla b =04 dm iy = é m.

/

A &
Y

b+4

4bh

5, /~

4b

13. wykonaj dziatania. Pamietaj o redukcji wyrazéw podobnych.
y J J JI WY P b
) x-6y)@dy-x) b)) (3b-2a)(~6a +2b) €) 8(2-3)(4s>+3) d) (4-2y)

14. 7z pisz w postaci sumy algebraicznej pole tréjkata prostokatnego
o przyprostokgtnych dtugosci 3a +1 i 2a + 3. Pamietaj o redukgji

3a+ 1
wyrazow podobnych. Oblicz pole tego trojkata dla a = 6 cm. “

A

2a+3

5. Wyrazenia algebraiczne 215



b E 15. Krawedzie prostopadtoscianu poprowadzone z jednego wierzchotka majg dtugosci: 2aq,
Ta+1i3a+2, gdzie a > 0.
Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli
jest fatszywe.

Suma dtugosci wszystkich krawedzi tego prostopadtoscianu wynosi
48a + 12,

Pole najwiekszej Sciany bocznej tego prostopadtoscianu mozna zapisac
za pomocg wyrazenia 21a® + 2.

E 16. Dokoricz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wyrazenie (-3x +2)* — 9(x + 2)(x — 2) mozna przedstawi¢ w postaci
. —6x?—6x+40 3. —12x-32 C. -6x2—-6x-32 J. —4(3x-10)

K ) Informacje do zadan 17. i 18.

Bruno zbudowat tréjkat rownoboczny o boku dtugosci 2, a na-
stepnie budowat tréjkaty rownoramienne, ktorych podstawa mia-
ta dtugosc 2, a ramie kazdego kolejnego trojkata byto o 1 dtuzsze
od ramienia poprzedniego trojkagta. Pierwszy trojkat nazwat 77,

drugi 7; itd. o —
17. ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli
jest fatszywe.
Trojkat 7, ma wysoko$¢é rowng 24/6. P F
Pole tréojkata 7y jest 4 razy wieksze niz pole tréjkata 7. i F

18. Dokoricz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wyrazenie algebraiczne opisujgce obwod trojkata T,, ma postac
A, 2n 5. 2n-4 . 2n+4 D. 2n+2

19. - jednakowych ptytek w ksztatcie oSmiokatow, w ktorych sgsiednie boki sg prostopadte,
uktadano wzory w sposob pokazany na rysunku.
4

A

-

6
2| Oblicz dlugosc wzoru sktadajgcego sie z pieciu ptytek.
21 Oblicz dtugosc¢ wzoru sktadajgcego sie z 8 ptytek.
C) Zapisz wyrazenie algebraiczne opisujgce dtugosc wzoru sktadajgcego sie z n ptytek.
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6. Rownania

'z

Rownania

Dwa wyrazenia algebraiczne, w ktorych wystepuje przynajmniej jedna litera, polgczone
znakiem rownosci nazywamy rownaniem, np.

4x-5=9 <

( lewa strona rownania: L ] ( prawa strona rownania: P )

Litery wystepujgce w rownaniu to niewiadome.

Rownanie z jedna niewiadoma to rownanie, w ktérym wystepuje tylko jedna niewiadoma,
np. 8—4x =0, x* = 64.

Jesli w rownaniu wystepuje jedyna niewiadoma tylko w pierwszej potedze, to jest to rowna-
nie pierwszego stopnia z jedna niewiadoma, np. 2x — 7 = 3x + 8.

Liczba speinia dane rownanie, jezeli po podstawieniu tej liczby w miejsce niewiadomej lewa
strona rownania jest rowna prawej stronie tego rownania.

Kazdg liczbe spelniajgcg dane rownanie nazywamy rozwigzaniem rownania (pierwiast-
kiem rownania).

Zbiorem rozwigzan rownania nazywamy zbior wszystkich liczb speiniajgcych dane rownanie.

Rozwigzywanie rownan

Rozwigzanie rownania polega na znalezieniu wszystkich liczb, ktére speiniajg to rownanie,
lub stwierdzeniu, ze takie liczby nie istniej3.

Aby otrzymac rownanie rownowazne do danego rownania, mozemy:

do obu stron . od obu stron obie strony rownania | ' obie strony rownania
rownania dodac te | rownania odjacte | pomnozy¢ przezte |  podzielic przez te
samgq liczbe lub to samag liczbe lubto =  samg liczbe rézng samag liczbe rézng
samo wyrazenie, samo wyrazenie, od zera, od zera.

Rozwigz rownanie SX+ 8 = 5 i sprawdz otrzymane rozwigzanie.

1

_ —x+8=5 |-8
Od obu stron ré6wnania odejmiemy i 2
liczbe 8. Nastepnie obie strony %W:ﬁ%/ lx =-3 |-2
rownania pomnozymy przez liczbe 2. 2
x=-6

Sprawdzenie

L=% (-6)+8=-3+8=5P=5zatemL =P.
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Rownania sprzeczne i tozsamosciowe

Rownanie, ktorego nie speinia zadna liczba, Rownanie, ktore speiniajg wszystkie liczby,
nazywamy rownaniem sprzecznym. nazywamy rownaniem tozsamosciowym.
é(8+2.r)=2(%x—6) 2(3x—4) = 5 (13 —6x)

6x—-8=5-13+6x

prac xR = 6x-8=-8+6x |+8

Gr=6x |—6x

0=0
Liczba 4 nie jest réwna liczbie —12, wiec Liczba 0 jest rowna liczbie (), wiec otrzyma-
otrzymaliSmy rownanie sprzeczne. Oznacza  liSmy rownanie tozsamosciowe. Oznacza to,
to, ze rownanie nie ma rozwigzania (zadna ze rownanie ma nieskonczenie wiele roz-
liczba nie spelnia tego réwnania). wigzan (kazda liczba spelnia to rownanie).

Zadania tekstowe z wykorzystaniem rownan

Szesc lat temu Karol byl cztery razy miodszy od mamy. Obecnie majg razem 52 lata.
Oblicz, ile lat miat Karol szes¢ lat temu.

1. Analiza zadania 2. Ulozenie i rozwigzanie rownania

X+6+4x+6=2352
_ 5x+12=52 |-12
Karol  ylat (x+6) lat 5c=40 |:5
mama 4x lat (4x +6) lat Pt
3. Sprawdzeﬁie

Szesc lat temu Karol miat 8 lat, wiec teraz ma 8 + 6 = 14 lat.
Szesc lat temu mama Karola miala 4 - 8 = 32 lata, wiec teraz ma 32 + 6 = 38 lat.
Karol i jego mama majg razem 14 + 38 = 52 lata.

4. Odpowiedz

Odp. Szesc lat temu Karol mial 8 lat.

Przeksztalcanie wzorow

Przeksztalcanie wzoru polega na przedstawieniu jednej niewiadome] za pomocg pozostatych.

Z podanego wzoru wyznacz niewiadoma b.
2a+3b
C= -4
4 _
4c=2a+3b |-2a

dc-2a=3b |[:3
_4c-2a
v="3
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Rozwiaz zadania Ju=

1. Sprawdz, czy podane liczby spetniajg rownanie.
a) llx—(—=x+2)=10 =], ppmee] D) x2=—6x-9 r=-—2 x=-3

2. Dokoricz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych. E
Liczba 1 jest rozwigzaniem rownania
A, -12x-10=2 B. 3x-1)+2=4x C.2x+1)+2=10 D.2-22%=1-x

3. Ktéra z liczb nie spetnia réwnania x° — 2x* —x+2 = 0? Wybierz wtaéciwg odpowiedz sposréd E
podanych. "

i - | G 2 J. =3

4. Rozwigz rownanie.

al 5x-10=135 D) 2(x+1)=3x-3
C) 5+(2x+4)=8-5(x-3) ) 8(=x+2)+9=—(-2x+2)-8
3_2 PP 2_ g —
24 3 23 X . 5(5x+3) 21 +5x
v 3+x _ 2x-6 Ly 2-3x x+4 o
25 Sia i ) =3 5 =3—15%

5. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest E

fatszywe.
Zadna liczba nie spetnia réwnania (x — 1)(x + 1) — 2x = x(x - 2) — 12. = S
Réwnanie 2x(x +4) — 8x = —2x(x + 1) + 4x? jest rownaniem tozsamos$ciowym. 5 =

6. W dwoch pojemnikach znajduje sie woda. W pierwszym pojemniku
jest 4 razy mniej litréw wody niz w drugim. Jesli z drugiego pojemnika
przelejemy 9 1 wody do pierwszego pojemnika, to w obu bedzie tyle
samo litrow wody. lle litrow wody jest w kazdym z pojemnikow?

7. Na poczagtku roku zostata ustalona stata optata miesieczna za mieszkanie pana Jana (czynsz).
W czwartym kwartale miesieczny czynsz za mieszkanie pana Jana byt wyzszy o 44 zit niz
w pierwszych trzech kwartatach. tgczne wydatki pana Jana na czynsz w ciggu catego roku
wyniosty 5268 zi. lle ztotych czynszu zaptacit pan Jan w grudniu?

8. Zosia postanowita w ciggu trzech dni przeczytac ksigzke, ktérg polecita jej Ela. Pierwszego
dnia przeczytata 24 strony, drugiego dnia % pozostatej liczby stron, a trzeciego ostatnie 32

strony. lle stron liczy ta ksigzka?
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9. Ania jest o trzy lata mtodsza od swojej siostry Kasi. Mama dziewczynek jest piec razy starsza
od Ani. Za dwa lata mama z corkami bedg miaty razem 58 lat. lle lat ma obecnie mama?

10. Bartek mieszkaw odlegtosci 1,2 km od szkoty i do szkoty chodzi pieszo. Zazwyczaj pokonuje te
trase z predkoscig 4,8 km/h. lle minut zazwyczaj zajmuje Bartkowi przejscie z domu do szkoty?

11. PaniMaria pojechata na rowerze z domu do parku oddalonego o 9 km. Droge do parku po-
konata w czasie 40 min, a te samg droge, wracajgc do domu, pokonata z predkoscig 15 km/h.

2, Oblicz, z jaka predkoscig pani Maria pokonata droge z domu do parku.

2 Oile minut czas powrotu byt krotszy od czasu jazdy z domu do parku?

12. pPodstawa trojkata rownoramiennego jest o 3,7 cm krotsza od jego ramienia. Obwaod troj-
kata jest rowny 50,9 cm. Oblicz dtugosci bokow tego trojkata.

13. Kazdy kolejny kat wewnetrzny czworokgta ma miare o 22° wiekszg od poprzedniego. Oblicz
miare najwiekszego kgta wewnetrznego tego czworokata.

14. Dtugosci bokow czworokata sg kolejnymi liczbami parzystymi. Obwod czworokata jest row-
ny 108 cm. Oblicz dtugosc najdtuzszego boku tego czworokata.

15. Dzienny karnet ulgowy na stok narciarski jest o 10 % tanszy od karnetu normalnego. Grupa
znajomych za 4 karnety normalne i 3 ulgowe zaptacita 804 zl. lle kosztuje karnet ulgowy,
a ile normalny?

16. Dpane sg dwie liczby, ktérych réznica jest rowna 19. Suma trzykrotnosci liczby wieksze;
i siedmiokrotnosci mniejszej z nich jest rowna 507. Znajdz te liczby.

« Suma trzech liczb jest rowna 168. Znajdz te liczby, jesli druga liczba stanowi - pierwszej,
17. s h liczb jest réwna 168. Znajds te liczby, jeéli druga liczb ';p' j
a trzecia jest o 8 mniejsza od drugiej liczby.

18. cena stotu jest o 120 zt wyzsza niz cena krzesta. W czasie wyprzedazy obnizono cene stotu
020 % i cene krzesta o 15 %. Pan Kowalski za stot i 4 krzesta kupione na wyprzedazy za-
ptacit 348 zi. lle kosztowat stot podczas wyprzedazy?

19. nNa planie wykonanym w skali 1 : 200 boki prostokgtnego ogrodu sg rowne 5 cm i 8 cm.
Jakie sg wymiary tego ogrodu na planie wykonanym w skali 1 : 3007
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20. Patryk wzigt udziat w szkolnym konkursie matematycznym, podczas ktérego miat do roz-
wigzania test. Za kazdg poprawng odpowiedz uczen otrzymywat 3 punkty, za btedng -
0 punktow, a za brak odpowiedzi uczen tracit 1 punkt. Patryk do potowy zadan podat po-
prawng odpowiedz, do 30 % zadah odpowiedz? btedng, a do pozostatych nie podat zadnej
odpowiedzi. lle zadan byto w tescie, jesli Patryk zdobyt tgcznie 39 punktow?

21. Na potmisku byty pierogi. Jacek zjadt czwartg czeS¢ wszystkich pierogow i jeszcze dwa pie-
rogi, Kuba zjadt potowe pozostatych pierogéw i wtedy okazato sie, ze na pdtmisku zostato
5 pierogow. lle pierogow byto poczgtkowo na potmisku?

22. Ela po zakupach powiedziata, ze za butki i jedno opakowanie mleka zaptacita 12,40 zt. Kazda
butka kosztowata 1,20 z1, a opakowanie mleka byto 4 razy drozsze od jednej butki. Uzasad-
nij, ze Ela pomylita sie, podajgc informacje dotyczace zakupow.

23. Karol ma 1210 zt w banknotach 20-ztotowych i 50-ztotowych. Banknotow 50-ztotowych ma
o 13 wiecej niz 20-ztotowych. lle banknotow kazdego rodzaju ma Karol?

24. suma dtugosci krawedzi prostopadtoscianu wychodzgcych z jednego wierzchotka jest row-
na 136 cm. Jedna z tych krawedzi jest 0 4 cm dtuzsza od drugiej i 5 razy krotsza od trzeciej.
Oblicz wymiary tego prostopadtoscianu.

25. Dane sg kwadrat i prostokat o rownych polach. Jeden z bokow prostokata jest o 7 cm krot-
szy, a drugi o 12 cm dtuzszy od boku kwadratu. Oblicz wymiary tego prostokata.

26. Dtugosci bokéw rownolegtoboku opisano za pomocg wy- x+25
razen algebraicznych. Oblicz dtugosci bokow tego rowno-
legtoboku.

6x—7,5
27. stosunek dtugosci bokdw prostokata jest réowny 2 : 3. Pole tego prostokata wynosi 150 cm?,
Oblicz obwod tego prostokata.

28. Do3 kg solanki o stezeniu 18 % dolano 2 kg wody. lle procent soli zawiera nowa solanka?

29. lle kilogramow soli nalezy dosypac do 4 kg solanki 6-procentowej, aby uzyskac solanke
o stezeniu 20 %?

30. 2 podanych wzorow wyznacz wskazang zmienng. Wartosci wszystkich zmiennych sg licz-
bami dodatnimi.

2] é=ﬂ, b k—.E:m, k F '. 3ﬂb =c, a

) - 7 c

2) (u+5-w=4, u =) 3b*c=a+c, b §+—C=4w, z, t#¢
—¢
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7. Figury plaskie

Dwa odcinki sg rownolegte, gdy zawierajg Dwa odcinki s prostopadie, gdy zawierajg
sie w prostych rownolegtych lub zawierajg sie w prostych prostopadtych.

sie w te] samej prostej. b J,
—e o £ —e -:E“j-—h = alb
A B D clld A B & H AB1 CD
— —49  AB|GH 1D EF | GH
G H CD || GH £ CD L GH
AB || CD {F EF 1 AB

Rodzaje katow

a=0 0°<a<90° a=90° 90° < a< 180° a = 180° 180° < & < 360° a = 360°

Kat jest wypuktly, jesli ma miare nie mniejszg niz 0° 1 jednoczesnie nie wiekszg niz 180°.
Kat peiny rowniez jest zaliczany do katow wypukiych.

* Dwa katy nazywamy katami przyleglymi,
jesli majg wspolne ramie, a ich dwa pozostate
ramiona tworzg prosta.

Katy o 1 [ sg katami przyleglymi.
a+ = 180°

e Katy wierzcholtkowe to katy tej samej miary,
utworzone przez przecinajgce sie proste.

Katy o 1 a, oraz katy [, 1 /> sg katami wierz-
chotkowymi.

a; =az, b1 = P2

® Dwie proste rownolegte: k1 / przecieto prostg m.
Powstaly katy odpowiadajace 1 naprzemianlegte.

Katy odpowiadajgce: aia, fif1,yiy1,016;.
Katy naprzemianlegle: a1y, f16,,y1a1,0 1 fs.

W kazdej parze katy odpowiadajqce i katy na-
przemianlegte majg jednakowe miary.
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Klasyfikacja trojkgtow
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Warunek istnienia trojkata

Dlugosc kazdego boku trojkata jest mniejsza od sumy diugosci
dwoch pozostalych bokow.

a<b+c b<a+c c<a+b

o

dlugosci najdluzszego odcinka.

™ ™

Suma miar katow w trojkacie 4

W kazdym tréjkgcie suma miar kagtow wewnetrznych wynosi 180°.

S

™

e T S

Twierdzenie Pitagorasa

W kazdym trojkacie prostokatnym suma kwadratow dtugosci przy-
prostokatnych jest rowna kwadratowi dlugosci przeciwprostokatnej.

e o, T

Jesli znamy dlugosci wszystkich trzech odcinkéw, to aby ustalié, czy da sie z nich zbudowaé
tréjkat, wystarczy sprawdzié, czy suma dlugosci dwoch krétszych odcinkéw jest wieksza od

i T, W W e W S W N W W e S TR S W e N S = VW, W W S W e, W, W, W S

b

a+p+y=180°
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Cechy przystawania trojkatow

Ay S e

bok-bok-bok (bbb) bok-kat-bok (bkb) kat-bok-kat (kbk)
a=adi,0=b{, c=¢ a=a;,a=ay,b=b a&=a;,a=ai,p=p

Trojkaty charakterystyczne

Najbardziej charakterystycznymi tréjkgtami
prostokatnymi sg trojkaty, ktorych katy majg
miary: 45°, 45°, 90° oraz 30°, 60°, 90°. Pierw-
szy z nich jest potowg kwadratu, a drugi poto-
wa trojkata rownobocznego.

{

Oblicz nieznane diugosci bokow trojkata prostokgtnego.

trojkat rownoramienny o przeciwprostokatnej dlugosci 20 cm

Trojkat jest prostokgtny rownora-
mienny, wiec |AB| = |AC| = a.

Skorzystamy z wiasnosci trojkata

o katach: 457,45, 90°. Odcinek BC
to przeciwprostokatna trojkata ABC
o przyprostokatnych dlugosci g,
wiec |BC| = aV/2.

Odp. Boki AB i AC majg dtugosé po 10v/2 cm.
| trojkat o przeciwprostokatnej dlugosci 36 cm, ktérego katy majg miary: 30°, 60°, 90°

Tréjkat ma katy o mierze: 30°, 60°,
90°, wiec mozemy przyjac, ze

IBC| = a, |AC| = La, |aB| = 23
2 2
Skorzystamy z wilasnosci trojkgta a=36 |:2

naprzeciw kata 90°, wiec @ = 36 cm. ,a=18[cm]
Najpierw obliczymy dlugos¢ boku AC,

a nastepnie diugos¢ boku AB. ”‘2@ =!83ﬁf = 18v/3 [cm]
1

o katach: 30°, 60°, 90°. Bok BC lezy 1
0 _2:/\

Odp. Bok AC ma dlugosé 18 cm, a dlugosé boku AB jest réwna 18v/3 cm.
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Obwody 1 pola figur ptaskich

:_j Tréjkat Tréjkat rownoboczny
h= av'3
) Obw.=a+b+c .
¢ P ﬂ_h Obw. = 3a
\ 2
4
‘ﬁ' Trojkat prostokatny Prostokat
n Obw.=a+b+c i - b Obw. = 2a +2b
{ A b .
. a
) Kwadrat Réwnoleglobok
g d=a\?
| " Obw. = 4a
( _.d 5@ P=ﬂ‘ﬂ=ﬂ2
'J_ : . 1 2
— P= 2d
::‘: Trapez
b
n Obw. = 4a éj Obw.=a+b+c+d
'- P=ash cf | i P=(‘3+b)'h
e-f 2
r 2 AR a+6=p+y=180°
( (4]

Suma miar katow w czworokacie

W kazdym czworokacie suma miar katéow wewnetrznych wynosi 360°.

Wielokaty foremne

Wielokat, ktorego wszystkie boki sg tej samej dlugosci, a katy majg takie
same miary, nazywamy wielokatem foremnym.

Wzor na pole szesciokata foremnego o boku dlugosci ¢ ma postac: szesciokat
- foremny
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Jednostki diugosci i jednostki pola
e 1ar (1 a)to pole kwadratu

o boku diugosci 10 m.

- 10 - 10 - 10 - 1000
7 N A N Ao 1a =100 m?
1 mm 1 cm 1 dm 1m 1 km
~ S~ v~ S e 1hektar (1 ha) to pole kwadratu
: 10 : 10 : 10 : 1000 o boku diugosci 100 m.

1 ha = 100 a = 10000 m?

Oblicz, ile aréw ma dziatka o diugosci 20 m 1 szerokosci 300 dm.

Zamienimy decymetry na metry. w 300 dm =30 m

Obliczymy pole dziatki i przed-
stawimy je w arach, wiedzgac, ze
1 a=100 m?.

P=20m-30m=600m*=6a

Odp. Powierzchnia tej dziatki wynosi 6 a.

Uklad wspolrzednych

Prostokatny uklad wspolrzednych (kartezjanski uklad wspolrzednych) wyznaczajg dwie
prostopadle osie liczbowe, ktore majg wspoélny poczatek O (poczatek ukladu wspolrzed-
nych). Poczatek ukladu wspolrzednych ma wspolrzedne (0, 0).

Punkty kratowe to punkty w ukiadzie wspolrzednych, ktorych obie wspotrzedne sg liczba-
mi catkowitymi.

Wspoélrzedne punktu S = (xg, ys) bedacego srodkiem odcinka AB, gdzie A = (x4, ya),
B = (x, yg), obliczamy ze Wzorow:

x_=IA+IB — YA + VB
S 7 ! S 7
Oblicz diugos¢ odcinka PQ. 0 Vi
Z rysunku odczytamy, ze P = (2, —-1), Q = (-3, 2) | \ |
iR=(-3,-1). Wiemy, ze [PR| =2-(-3)=2+3=5 N ”
oraz |[QR|=2-(-1)=2+1=3. 0 \\ X
R | e
|PR* +|QR|* = |PQP?

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, obliczymy 52 132 — | PQF
dlugosc odcinka PQ. Poniewaz PQ jest dlugoscig

— 2
odcinka, to musi wyrazac si€ za pomocg liczby : 25+9 =|PQ)|
dodatniej. |PO* =34

PQ| = V34

Odp. Dlugosc odcinka PO wynosi v/34.
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Rozwiaz zadania Jes

1. Na rysunku przedstawiono proste: a, b, c,d, e, f. ‘

: b
\ ;
W

Wskaz wszystkie pary prostych a

21 rownolegtych,

prostopadtych. / / J
/ e

2. Punkt S dziell odcinek PQ o dtugosci 21 cm na dwa odcinki: PS i SQ, ktorych stosunek dtugosci
jestrowny 2 : 5. Oblicz dtugosci odcinkow PS i SQO.

3. Jeden z katow przylegtych ma miare cztery razy wiekszg od miary drugiego kata. Wyznacz
miare kazdego z tych katow.

4. Roznica miar dwoch katéw przylegtych jest rowna 40°. Oblicz miary tych katéw.

5. Oblicz miary katow oznaczonych literami greckimi.

6. Proste aib s réwnolegte. am 7 RE
Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod 40°
oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz spo- b B
srod oznaczonych literami Ci D. \/{'(

Miara kata a jestrowna A B .

A. 115° B. 105°

Stosunek miary kata a do miary kata g jest rowny ’?
c.2:1  D.3:1 -

7. Oblicz miare kata a.

= 1 | 1 #43
) M) e} €l

£

o




8. Wyznacz miary katow trojkgta rownoramiennego, jezeli miara kata przy podstawie jest trzy

razy mniejsza od miary kata miedzy ramionami.

9. oblicz miary katow wewnetrznych trojkgta ABC.

s B

c 353

B AC I DE
IACl = |BC]

40°

10. w trojkacie rownoramiennym kat przy podstawie ma miare 50°. Z wierzchotkéw przy pod-
stawie poprowadzono dwie jego wysokosci. Wyznacz miare kgta ostrego miedzy tymi wy-
sokosciami.

E 11. Jeden z katow wewnetrznych trojkgta ma miare 45° a roznica miar dwoch pozostatych
katow jest rowna 15°,

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Najwiekszy z katow wewnetrznych tego trojkgta ma miare
A. 60° 3. 45° C. 75° ). 120°

12. Miara jednego z katow trojkata jest o 60° wieksza od miary jego najmniejszego kata. Mia-
ra trzeciego kata jest cztery razy wieksza od miary najmniejszego kata. Uzasadnij, ze ten
tréjkat jest rownoramienny.

13. Trojkaty ABC i DEF sg przystajgce. Wyznacz miare kata przy wierzchotku D.

5 .
4(31'[‘1 C’ E
E 5cm
4
A 4 cm — & Sc:m
F A B
4 cm
B D A D

E 14. Dane s trzy pary tréjkatow.

Za\F

W ktorych parach trojkaty sg przystajgce? Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych,
AL WL S WL oW L S WL I
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15. Sprawdz, czy mozna zbudowac trojkat z odcinkow o podanych dtugosciach.

g1 4
) 3,3,5 ) 5,6, V121 ot

16. ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli E

d) 1,v2, /8

jest fatszywe.
Ramie trojkata rownoramiennego o dwoch bokach diugosci2 cm i 5 cm P F
moze miec dtugosc 2 cm.
Istnieje trojkat, ktorego dtugosci bokow pozostajg w stosunku 3 : 4 : 7. P F
17. Wyznacz nieznane dtugosci bokow tréjkata prostokatnego.
C 6dm B C ¢
6 dm 12 cm 20 cm
A - Scem . . 10 em B
18. Dany jest trojkat prostokgtny rownoramienny ABC. Na przypro- A _C
stokatnej CB zbudowano tréjkat rownoboczny T, a na przeciw- N\
prostokatnej AB zbudowano tréjkat rownoboczny 7. a h

Czy pole trojkata T; jest dwa razy wieksze od pola tréjkata 7;?
Wybierz odpowiedz A albo B i jej uzasadnienie sposrod 1., 2. albo 3.

s P trojkaty Ty i 75 sa rownoboczne.
A. | Tak, Jaty 1y 14239
2
poniewaz 2. | pole trojkata T, jest rowne agf_
B. Nie,
. 3. | Z2=V2.
a
19. oblicz obwod kwadratu, jesli jego przekatna ma ditugosc:
JESII JE€E0O P 8
a) 9v2, b) 56, c) 16.

20. Jedna z przyprostokatnych trojkata prostokatnego jest dwa razy dtuzsza od drugiej przy-

prostokatnej. Przeciwprostokgtna ma dtugosc¢ 10 cm. Oblicz obwod tego trojkata.

21. Na planie w skali 1 : 100 ogrodek jest prostokgtem o wymiarach 12 cm i 24 cm.

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Rzeczywista dtugosc Sciezki wytyczonej wzdtuz przekatnej tego ogrodka jest
wieksza niz 25 m i mniejsza niz 26 m. *. rowna 26 m.

L. wieksza niz 26 m i mniejsza niz 27 m. ). rowna 27 m.
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22. Zosia przygotowuje plan zagospodarowania dziatki, ktéra ma ksztatt prostokgta o wymia-
rach 120 m i 90 m. Swoéj pomyst postanowita przedstawic na kartce o wymiarach 40 cm
1 30 cm. Jaka skale powinna zastosowac Zosia, aby otrzymany plan zmiescit sie na tej kartce
| byt mozliwie najdoktadniejszy?

E) 23. Kasiama uktadanke z dwoma rodzajami elementow. WSrod nich jest
| 70 prostokgtow o wymiarach 1 cm x 3 cm i 30 prostokgtow o wymia-
rach 1 cm x 4 cm. Kasia z tych elementdéw uktada kwadraty takie, jak

pokazano na rysunku.

Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest praw-
dziwe, albo F - jesli jest fatszywe.

Po utozeniu 12 kwadratéw Kasi zostang 22 mniejsze prostokaty. P F

Z tego zestawu Kasia moze utozyC maksymalnie 18 kwadratow. P F

24. oblicz wysokosSc trojkata rownobocznego o boku dtugosci:

12, ) 64/3, c) 74/15.

E 25. uz petnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
| sposrod oznaczonych literami Ci D.

Pole trojkata rownobocznego o boku dtugosci 6 cm jest rowne A | B |
A. 18\/§ cm? B. 9\,@ cm? -
Dtugo$¢ boku tréjkata rownobocznego o wysokosci réwnej 2v/6 cm Wynosi ‘E ‘F!
C. 4/6 cm D. 4v/2 cm -

26. w trojkacie ABC bok AC ma dtugosc¢ 17 cm, a wysokos¢ CD 2
dzieli bok AB na dwa odcinki o dtugosciach |AD| =15 cm
| |[BD| = 4 cm. Oblicz:

%) pole tréjkata ABC, ) dtugos¢ odcinka BC.

E 27. Podstawa trojkgta rownoramiennego ma dtugosc 10 cm, a wysokosc i poprowadzona do
h tej podstawy jest od niej 0 20 % dtuzsza.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami Ci D.

Wysokosc h trojkata jest rowna I|?\ cm.

A.6 B. 12
Obwad trojkata wynosi| C E cm.
C.31 D. 36

28. w trojkgcie rownoramiennym prostokatnym wysokos$¢ poprowadzona z wierzchotka kata
prostego jest rowna 9 cm. Oblicz:

dtugosci bokdéw tego trojkata, 2 pole tego trojkata.
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29. Uzasadnij, ze pola trojkgtow ABC i ACD sg rowne.

D
b
c
b
b <200

A B

30. w rownolegtoboku KLMN z wierzchotka L kata rozwartego poprowadzono wysokosc LP. E
Miara jednego z katow rownolegtoboku jest rowna 112°, )

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.
Miara kgta MLP jest rowna
A. 12° B 22° L. 45° . 68°

31. oblicz miary zaznaczonych kolorowymi tukami katow.

D
EFIlGH / ABII CD
500

A B

E 1

32. Boki rownolegtoboku majg dtugosci 1,5 dm i 9 cm, a wysokos¢ poprowadzona do diuzszego E
boku jest réwna 6 cm. '

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.
Druga wysokosc tego rownolegtoboku jest rowna

3,6 cm B. 72 ¢cm _. 10 cm ). Scm

33. Krétsza przekatna rombu ma dtugosc¢ 16 cm, a bok tego rombu jest o 9 cm dtuzszy od
potowy tej przekatnej. Oblicz:

2] pole tego rombu, 21 wysokosc tego rombu.

34. Pole rolnika ma ksztatt rownolegtoboku o bokach dtugosci 300 m -

| 60 m. Odlegtos¢ miedzy dtuzszymi jego bokami jest rowna 45 m.

Rolnik chce na tym polu zasiac rzepak. Dla uzyskania optymalnych m

plonow planuje wysiac 3 kg ziarna na jeden hektar.

2} Rolnik z jednego hektara moze uzyskac 3,2 t rzepaku. Zapylenie kwiatéw rzepaku przez
pszczoty moze zwiekszyc¢ plony o 30 %. lle kilograméw rzepaku uzyska ten rolnik, jesli
kwiaty rzepaku na jego polu zostang zapylone przez pszczoty?

' lle kilogramow rzepaku zuzyje rolnik na obsianie tego pola?
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b E 35. Kat rozwarty rombu ma miare 135°, a dtugos$¢ jego boku wynosi 81/2.
- Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
lloczyn dtugosci przekatnych tego rombu wynosi
64 8. 128 C. 64v/2 . 128v/2

36. zbudowano trapez z prostokgta o bokach dtugosci 12 cm i 30 cm oraz trojkata prostokat-
nego, ktorego przyprostokagtne majg dtugosci 5 cm i 12 cm. Oblicz;

1, obwaod i pole tego trapezu, 1) dtugosc dtuzszej przekatnej tego trapezu.

| E 37. Kat rozwarty trapezu rownoramiennego ma miare 120°. Kazde z ramion ma dtugosc 14 cm,
| a krétsza podstawa ma dtugosc 10 cm.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami Ci D.

Obwad trapezu jest rc’}wny| A \ B cm. A. 52 B. 62

Pole trapezu jest rowne \LB cm?, C. 119V/3 D. 2383

E 38. Krotsza przekatna szeéciokgta foremnego ma dhugosc¢ 124/3.
| Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli

jest fatszywe.
Dtuzsza przekatna tego szesciokgta ma dtugosc 24. P F
Pole tego szesciokata jest rowne 6° - v/3. P =

39. Czy suma miar katow wewnetrznych dwunastokata foremnego wynosi 1800°7? Uzasadnij
swojg odpowiedz.

40. pane sg punkty A = (-4, 6) i B = (-6, —10). Wyznacz wspotrzedne punktu S, tak aby:
1 punkt S byt Srodkiem odcinka AB, 2} punkt A byt Srodkiem odcinka BS.

E _: 41. Dany jest trojkat o wierzchotkach: K (-8, 1), L (0, 1), M (-4, 5).

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami C i D.

Do bokow trojkata KLM naIeZyi A \ B | punktow kratowych. A. 16 B. 18
Pole tréjkata KLM jest réwne € | D . C.20 D.16

42. w prostokatnym uktadzie wspotrzednych dany jest czworokat ABCD o wierzchotkach:
A=(-11),B=(2,-2),C=(2,1),D =(0, 3). Oblicz pole i obwod czworokgta ABCD.
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LA

Graniastostupy S

: : - £ Lpodetéws,r)
Graniastoshup jest bryig, ktora ma: |
* dwie przystajgce (takie same), rownolegle

podstawy w ksztalcie wielokata,

* wszystkie krawedzie boczne rownolegie (wysokos¢ ) V’“i\:’:tiarm bocznal
wzgledem siebie 1 rownej dlugosci. N7 4\

~

Graniastostup nazywamy prostym, jesli jego [! A 2 )
wszystkie krawedzie boczne sg prostopadie do e
podstaw. W przeciwnym wypadku graniasto- \ AR |

stup nazywamy pochylym. Wszystkie sciany
boczne graniastostupa prostego sg prostokgtami.

Graniastostupem prawidlowym nazywamy graniastostup prosty, ktéry w podstawie ma
wielokat foremny.

Przekatng graniastostupa nazywamy dowolny odcinek, ktory tgczy dwa wierzchotki grania-
stostupa 1 nie zawiera sie w zadnej z jego scian.

Z wierzcholka B graniastostupa czworokgtnego ABCDEFGH H G
poprowadzono trzy przekatne: E

® BD — przekatna podstawy ABCD graniastostupa, 5 1\"‘\
® BG — przekgtna sciany bocznej BCGF graniastostupa, \

e FH - przekgtna graniastostupa. D \ s

Graniastostup czworokatny ABCDEFGH ma 4 przekgtne: A B
AG, BH, CE oraz DF'.

Dlugosc¢ przekatnej szescianu o krawedzi dlugosci ¢ wyraza sie wzorem:

d=a\/§.

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa

Pole powierzchni caltkowitej graniastosiupa P, mozemy obliczy¢, korzystajgc ze wzoru:
Pa=2F pt P bs

gdzie: P, — pole podstawy graniastostupa,
P, — pole powierzchni bocznej graniastostupa, czyli suma pél wszystkich jego scian bocznych.

Pole powierzchni calkowitej prostopadloscianu o krawedziach dlugosci: a, b 1 ¢ wyraza sie
wzorem:

P. = 2(ab + bc + ac).

Pole powierzchni calkowitej szescianu o krawedzi diugosci a wyraza sie wzorem:

P. = 64>.
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Dany jest graniastostup prosty, ktory w podstawie ma trojkat prostokatny o przypro-
stokatnych dlugosci 9 cm 1 12 cm. Pole najwiekszej Sciany bocznej tego graniastostupa
wynosi 165 cm?. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

Jednym z bokow najwiekszej Sciany
bocznej danego graniastostupa jest

przeciwprostokatna jego podstawy. 9 ¢cm
Wykonamy rysunek podstawy grania-
stostupa. Przeciwprostokatng oznaczy- 12 cm
my literg c.

92 +12% = ¢2
Aby obliczy¢ dlugosc¢ przeciwprosto- : 31 + 144 = 2
katnej ¢ skorzystamy z twierdzenia %@;??
Pitagorasa. | 225 =¢?

c=15[cm]

Pole najwiekszej Sciany bocznej wynosi

165 cm?. Jeden z jej bokéw ma dlugosé _ 165=15-H |:15
15 cm, a drugi to wysoko$¢ graniastostu- %? -
pa, ktorg oznaczymy literg H. Ulozymy H =11 [cm]
odpowiednie rownanie 1 wyznaczymy H.

= 1
)

P,=165+9-11+12-11 =

= 165 + 99 + 132 = 396 [cm’]

P,==-125.9=6-9=>54 [cm?]

Obliczymy pole podstawy oraz pole @ ‘?
powierzchni bocznej graniastostupa. o

graniastostupa korzystajgc ze wzoru:

Obliczymy pole powierzchni caltkowitej 4 P =7 844306 =
P.=2P,+P, | '%: = 108 + 396 = 504 [em?]

Odp. Pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa wynosi 504 cm?.

Objetosc graniastostupa

Objetosé¢ graniastoslupa V wyraza sie wzorem:
V= Pp - H,

gdzie: P, — pole podstawy graniastostupa, H — wysokosc graniastostupa.

Objetos¢ prostopadioscianu o krawedziach dlugosct: a, b, c wyraza sie wzorem:
V = abc.
Objetos¢ szescianu o krawedzi dlugosci a wyraza sie wzorem:

V=d.
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Ostroshupy

ostrostupa

Ostrostup jest brylg, ktora ma: ﬁ wierzchotek )

* jedng podstawe w ksztalcie wielokata,
® sciany boczne bedace tréjkatami o wspolnym f’m‘\"‘
wierzchotku. \ boczna J /i

Ostrostup nazywamy prostym, jesli jego wszystkie

krawedzie majg jednakowg diugosc. W przeciwnym g krawedz )
wypadku ostrostup nazywamy pochylym. l\_{_ poostawy

Ostrositupem prawidiowym nazywamy ostrostup prosty, ktéory w podstawie ma wielokat
foremny.

Pole powierzchni catkowitej i objetos¢ ostrostupa

Pole powierzchni calkowitej ostrostupa P, to suma podl wszystkich scian tego ostroshupa.
Zatem

P = P p +.P b
gdzie: P, — pole podstawy ostrostupa,
P, — pole powierzchni bocznej ostrostupa, czyli suma pol wszystkich jego scian bocznych.

Objetosc ostroslupa V wyraza sie wzorem:
1
[/ = EP P 2 H 5

gdzie: P, — pole podstawy ostrostupa, H — wysokosc ostrostupa.

Na rysunku przedstawiono ostrostup ABCDS. Prostokat
ABCD jest podstawg tego ostrostupa. Punkt £ jest srodkiem
krawedzi AD, a odcinek ES jest wysokoscig ostrostupa.
Oblicz objetosc tego ostrostupa.

Pole podstawy ostrostupa wynosi P, =5 c¢cm - 6 cm = 30 cm?.
Krawedz AD ma takg samg dlugosc jak krawedz BC, wiec
|AD| = 6 cm. Punkt E jest Srodkiem krawedzi AD, wiec

|JAE| =6cm:2=3cm.

|AE|? + |ES|? = |AS|?

Skorzystamy z twierdzenia Pitagora- 32+ |ES|? = 52

sa, aby obliczy¢ dlugos¢ odcinka ES, %? 9+ IESIZ = 25
ktory jest wysokoscig ostrostupa . +|ES|" =
ABCDS. |ES|>?=25-9=16
|ES| =4 [cm]
Obliczymy objetos¢ ostrostupa, V= %Pp - |ES|

: 1
korzystajgc ze wzoru: V = —P, - H, Mg 1 0 5

Odp. Objetos¢ tego ostrostupa wynosi 40 cm®.
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Rozwiaz zadania Je

E 1. Kasia dodata liczby wszystkich krawedzi, wierzchotkow i Scian pewnego graniastostupa
- i otrzymata liczbe 50.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami C i D.

Podstawa tego graniastostupa jest| A B ..

A. osmiokat B. dziesieciokat

Liczba wierzchotkow tego graniastostupa jesto € | D ‘wigksza od liczby jego Scian.
C.6 D.8

2. Szeécian o krawedzi 6 cm rozcieto na 8 jednakowych szescianow. lle razy pole powierzch-
ni catkowitej mniejszego szescianu jest mniejsze od pola powierzchni catkowitej wiekszego
szescianu?

E 3.w pudetku znajduje sie 200 jednakowych szesciennych klockow. Kuba postanowit utozyc
== z nich mozliwie najwiekszy szescian.
lle klockdéw zostato niewykorzystanych? Wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.
A, 16 B. 0 C. 75 D. 4

E 4. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest

fatszywe.
Jesli pole powierzchni catkowitej sze$cianu jest rowne 96 cm?, to jego P .
objetos$¢ wynosi 64 cm®,
Jesli objetos¢ szescianu wynosi 125 dm®, to jego pole powierzchni
catkowitej jest rowne 150 dm?. P d

5. Oblicz objetosc i pole powierzchni bocznej graniastostupa prawidtowego.

12 em

J 10 cm

%
e T e

S| Ao LN

-

e

5 cm 6 cm

6. Dtugosci krawedzi podstawy prostopadtoscianu sg rowne 6 cm i 11 cm. Oblicz wysokosc tego
prostopadtoscianu, jezeli jego

2) objetos¢ jest rowna 0,792 dm?, ) pole powierzchni catkowitej wynosi 370 cm?.
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7. Do akwarium o wymiarach 50 cm x 30 cm x 35 cm czesciowo !
wypetnionego wodg wrzucono trzy takie same szescienne / 35 cm
kostki, ktore zatonety. Poziom wody w akwarium podniost i_
sie 0 2 cm. Oblicz dtugo$¢ krawedzi jednej z wrzuconych | = |
szeSciennych kostek.

50 cm

8. Przekgtna graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugos¢ 6v/3, a jego wysokosé
jest rowna 10. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

9. Doniczka ma ksztatt graniastostupa prawidtowego czworokgtnego o krawedzi podstawy dtu-
gosci 20 cm i wysokosci 32 cm. Ela chce wypetnic ziemig do % wysokosci 5 takich doniczek.

Ziemia sprzedawana jest w workach po 20 1. lle najmniej workéw ziemi musi kupic Ela?

10. Na rysunku przedstawiono drewniany klocek. Jego objetosc
jest réwna 744 cm’,

2] Oblicz dtugos¢ odcinka x. 12 cm
) Oblicz mase klocka, jesli gesto$¢ drewna wynosi 0,6 g/cm’,

1. w szesciennym kawatku drewna o krawedzi dtugosci 60 cm
rzezbiarz wydrgzyt zagtebienie w ksztatcie ostrostupa, kto-
rego podstawg jest jedna ze Scian szescianu, a wysokosc
stanowi % dtugosci krawedzi szescianu. Oblicz objetosc po-
zostatej czesci kawatka drewna.

60 cm

60 cm

12. Podstawa graniastostupa prostego jest trojkgtem prostokatnym o przyprostokatnych dtu-
gosci 10 cm i 24 cm. Suma dtugosci wszystkich krawedzi graniastostupa jest rowna 162 cm.
Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetosc tego graniastostupa.

13. Pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu o krawedziach dtugosci: 6 cm, 7 cm, 8 cm
P ] P P 3
jest 0 2 cm®* mniejsze od pola powierzchni catkowitej szescianu. Ktéra z tych bryt ma wiek-
szg objetoscioile?

14. Podstawg graniastostupa prostego jest romb o przekatnych diugosci 12 cmi 16 cm. Wyso- E
koSC graniastostupa jest rowna 8 cm. “

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposréd oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami C i D.

Objetosc graniastostupa jest rowna ‘ A ‘ B ‘ dm’, A. 7,68 B. 0,768
Dtugos¢ krawedzi podstawy jest réwna‘ C D cm. C. 10 D. 14

15. Bruno narysowat siatke szesScianu wraz z zaktadkami potrzebnymi do sklejenia modelu.
Powierzchnia siatki z zaktadkami jest réwna 403,2 cm?, a zaktadki stanowig 5 % pola po-
wierzchni catkowitej szescianu. Oblicz objetosc bryty, ktorej model sklejono z tej siatki.




16. zosia z szesciu jednakowych graniastostupow prawidtowych czworokatnych o krawedzi
podstawy 5 cm i wysokosci 9 cm zbudowata dwa prostopadtosciany w sposob pokazany
na rysunku. Oblicz pole powierzchni catkowitej kazdego z prostopadtoscianow.

! L]

I 1
i i i I I
| | 1 t t

i 1

E 17. 2 prostopadtoscianu o krawedziach dtugosci: a, b i ¢ wycieto prosto-
padtoscian o krawedziach dtugosci: %a, %b [ %c. } .

Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest praw- b

dziwe, albo F - jesli jest fatszywe. : a

Pole powierzchni catkowitej powstatej bryty jest mniejsze od pola B -
powierzchni prostopadtoscianu.

Objetos¢ powstatej bryty stanowi 87,5 % objetosci prostopadtoscianu. P F

18. na rysunku przedstawiono fragment siatki graniastostupa prostego oraz podano dtugosci
niektérych jego krawedzi. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetosc tego graniastostupa.

10 dm 10 dm

12 cm

4 dm ‘\

10 dm 5¢cm 5¢cm

19. Dany jest trojkat rownoramienny o podstawie dtugosci 10v/3 i kacie miedzy ramionami
o mierze 120°. Trojkat ten jest podstawg graniastostupa prostego o wysokosci 10. Oblicz
pole powierzchni catkowite] i objetosc tego graniastostupa.

8), 20. Forma do pieczenia ciasta ma ksztatt graniasto- 16 cm
| stupa prostego, ktérego dwie najmniejsze sciany
majg ksztatt trapezu rownoramiennego. Wymiary
formy podano na rysunku. Ciasto wlane do formy
zajmuje 80 % jej pojemnosci. Oblicz, ile centyme- Temy
tréw szesciennych ciasta wlano do tej formy. Przyj- T
mij, ze v/5 ~ 2,2.

7 cm

21.7213 jednakowych szescianow o krawedzi dtugosci 1 budowano prostopadtosciany. lle
roznych prostopadtoscianow o objetosci 12 mozna zbudowac z tych szescianow? Podaj
wymiary tego prostopadtoscianu, ktory ma najwieksze pole powierzchni catkowitej.
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22. 7 czterech jednakowych prostopadtosciennych belek, w ktorych dwie Sciany sg kwadrata-
mi, zbudowano na ptaskiej powierzchni piaskownice. Ksztatt i niektore wymiary piaskow-
nicy podano na rysunku. Do piaskownicy wsypano piasek, ktory zajmuje %jej pojemnosci.
Oblicz, ile metrow szesSciennych piasku jest w tej piaskownicy.

23. Schody prowadzgce do domu majg ksztatt i wymiary pokazane na rysunku. Kazdy stopien
ma takg samg gtebokosc i wysokosc. Wysokosc i gtebokosc kazdego stopnia sg rowne.
Schody wykonano z betonu. lle metrow szesciennych betonu zuzyto na wykonanie tych

schodow?
0.9 m
.y <
24. ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli th
jest fatszywe. -
Ostrostup moze miec 14 wierzchotkéw. P F
Ostrostup moze miec 51 krawedzi. P F

25. Podstawy graniastostupa i ostrostupa sg przystajgcymi wielokgtami. tgczna liczba krawedzi
tych bryt jest rowna 60. O ile wiecej wierzchotkOw ma graniastostup niz ostrostup?

26. Na rysunku przedstawiono siatke ostrostupa prawidtowego trojkgtnego. Oblicz pole po-
wierzchni catkowitej tego ostrostupa.

27. suma dtugosci wszystkich krawedzi czworoscianu foremnego jest rowna 84. Oblicz pole
powierzchni catkowitej tego czworoscianu.

o

720
8. Bryly | &£33

o



28.

Na rysunku przedstawiono fragment siatki ostrostupa prawidtowego. Oblicz jego pole po-
wierzchni catkowitej.

i

18

_E ) 29. Podstawg ostrostupa prostego jest prostokat, w ktorym przekatna dtugosci 18 cm tworzy

30.

31.

32.

) 33.

z bokiem kat o mierze 30°. Dtugosc¢ krawedzi bocznej tego ostrostupa jest rowna dtugosci
przekatnej jego podstawy.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrdd oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami Ci D.

Suma dtugosci wszystkich krawedzi tego ostrostupa wynosi ! A ‘EI cm.
A. 108v/3 B. 90 + 18V/3

C. 729 D. 729+/3

Objeto$¢ ostrostupa prawidtowego szesciokatnego jest réwna 405v/3. Dlugosé¢ krawedzi
podstawy tego ostrostupa jest rowna 9. Oblicz wysokos$¢ tego ostrostupa.

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz podstawy ma dtugosc¢ 6 cm i jest dwa
razy krotsza od krawedzi bocznej.

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Objetos¢ tego ostrostupa wynosi

. 108y/14 cm? 2. 36114 cm? C. 10815 cm? . 36115 cm?

Pola dla siebie i siedmiu swoich kolezanek chce przy-
gotowac na deser galaretki owocowe. Na galaretki
przygotowata pojemniki w ksztatcie ostrostupa prawid-
towego czworokatnego o krawedzi podstawy dtugosci
6 cm i wysokosci 10 cm. Z jednego opakowania galaretki
mozna przygotowac 0,5 1 ptynu. Czy dwa opakowania
galaretki wystarczg na napetnienie przygotowanych
pojemnikow?

Przycisk do papieru ma ksztatt ostrostupa prawidtowego pieciokatnego, ktérego pole pod-
stawy jest rowne 60 cm?, a wysokos$¢ 11 cm. lle wazy przycisk do papieru, jesli zostat zro-
biony z materiatu, ktérego 1 dm* ma mase 70 dag?
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9. Statystyka 1 rachunek
prawdopodobienstwa

Powtorz wiadomosci !

Srednia arytmetyczna

Srednig arytmetyczng zestawu liczb nazywamy sume tych liczb podzielong przez ich liczbe.
6+11+13+8+2 _ 40 _ ]
5 S

Np. srednia arytmetyczna liczb: 6, 11, 13, 8, 2 wynosi

Przyklad 1.

Na diagramie przedstawiono procentowy rozkiad liczby uczniow klasy 8c, ktorzy na
Swiadectwie mieli stopnie bardzo dobre. Do klasy 8c uczeszcza 30 osob. Oblicz Srednig
arytmetyczng liczby otrzymanych na koniec roku stopni bardzo dobrych w klasie 8c.

10 % 10 %

B 1 stopnien bardzo dobry
" 2 stopnie bardzo dobre
| 3 stopnie bardzo dobre
I 4 stopnie bardzo dobre
B 5 stopni bardzo dobrych
B 6 stopni bardzo dobrych

1

10 % liczby 30 to 1{%- 30 = IiD .30 =3.
Obliczymy, ilu uczniow na 0 2 i
koniec roku otrzymalo dang  Thuws ~ 20 % liczby 30 to 100 30= 5 30=6

i i - 5

liczbe stopni bardzo dobrych. 368 3 X

30 % liczby 30to =— -30==:.30"=3:3=9

o 11CZDY 0 100 10

Zatem
® 3 uczniow otrzymalo | stopien bardzo dobry,
® (ucznidéw otrzymalo 2 stopnie bardzo dobre,
® 3 uczniow otrzymato 3 stopnie bardzo dobre,
® 9uczniow otrzymato 4 stopnie bardzo dobre,
® 6 uczniow otrzymato 5 stopni bardzo dobrych,
® 3 uczniow otrzymato 6 stopni bardzo dobrych.
Obliczymy Srednig arytme- 0 3-146-2+43-3+49-446-5+3-6 _
tyczng liczby otrzymanych ., * 30 -
na koniec roku stopni bardzo ™% 3,12494+36+30+18 _ 108 _ 36 _ 36 _36
dobrych w klasie 8c. - 30 T Ay 100 1

Odp. Srednia arytmetyczna liczby otrzymanych na koniec roku stopni bardzo dobrych
w klasie 8c wynosi 3,6.
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Doswiadczenie losowe

Doswiadczenie losowe to doswiadczenie, w ktorym o przebiegu decyduje wylgcznie przypa-
dek, przewidzenie wyniku jest niemozliwe, a czynnosc¢ te mozna wielokrotnie powtarzac.

Doswiadczenie losowe polega na wylosowaniu liczby trzycyfrowej zbudowanej z cyfr: 3,4, 7,
w ktorej cyfry nie mogq sie powtarzac. Na ile sposobow mozna wylosowac liczbe parzystg?

347, 374,
Wypiszemy wszystkie mozliwe i_z;
wyniki doswiadczenia losowego. G 437, 473,
734, 743

Tylko dwa z wypisanych wynikoéw sg liczbami parzystymi: 374 i 734.

Odp. Liczbe parzystg mozna wylosowac na dwa sposoby.

Prawdopodobienistwo

Prawdopodobienstwo p otrzymania wyniku spelniajgcego podany warunek obliczamy,
korzystajac ze wzoru

_ liczba wynikéw spelniajacych podany warunek
~ liczba wszystkich mozliwych wynikéw do§wiadczenia losowego

P

Doswiadczenie polega na jednokrotnym rzucie szescienng kostkg do gry. Jakie jest
prawdopodobienstwo wyrzucenia liczby oczek nie wiekszej niz 5?

Wszystkie mozliwe wyniki to: 1, 2, 3, 4, 5 lub 6 oczek. Jest ich 6.
Wyniki, ktore spelniajg podany warunek, to: 1,2,3,4,5. Jestich 5.

Obliczymy prawdopodobienstwo
wyrzucenia liczby oczek nie wiek-
szej niz 5.

Odp. Prawdopodobienstwo wyrzucenia liczby oczek nie wiekszej niz 5 wynosi %

Zdarzenie niemozliwe i zdarzenie pewne

Prawdopodobienstwo jest liczbg wiekszg lub rowng 0 1 jednoczesnie mniejszg lub rowng 1.

* Jesli prawdopodobienstwo jest rowne 0, to oznacza, ze dane zdarzenie nigdy sie nie
wydarzy — jest zdarzeniem niemozliwym, np. wyrzucenie dwucyfrowej liczby oczek na
szesclenne] kostce do gry.

* Jesli prawdopodobienstwo jest rowne 1, to oznacza, ze dane zdarzenie na pewno sie Wy-
darzy — jest zdarzeniem pewnym, np. wyrzucenie jednocyfrowej liczby oczek na szesciennej
kostce do gry.

242 vi1. POWTORZENIE



Rozwiaz zadania Je

1. oblicz srednig arytmetyczng liczb: 9, 15, 20, 13, 25, 8.

2. Srednia wieku szeScioosobowej zatogi jachtu jest rowna 23 lata. W najblizszym porcie, do
ktorego wptynat jacht, na lad wysiadt 33-letni kapitan. lle jest rowny sredni wiek cztonkow
zatogi, ktorzy pozostali na poktadzie?

3. Kazdy uczen klasy 8c odpowiedziat na pytanie: lle czasu dziennie spedzasz na swiezym powie- E
trzu? W tabeli przedstawiono odpowiedzi ankietowanych. o

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych lite- Liczba Liczba
rami A i B oraz odpowiedz sposrod oznaczonych Iiterami Cii D'; uczniéw | godzin
Uczen klasy 8c spedza na $wiezym powietrzu Srednio A B

dziennie. - 12 2
A.175h B.1,45h 9 1
Co najwyzej jedng godzing dziennie na swiezym powietrzu spe- 6 3
dza ! € D uczniow klasy 8c.

C. 10 % D. 40 % 3 0.5

4. Srednia arytmetyczna pieciu kolejnych liczb naturalnych jest rowna 108 % najmniejszej z nich.
Oblicz najwiekszg z tych liczb.

5. Tata jest 3 razy starszy od Brunona i o 31 lat mtodszy od dziadka. Srednia wieku dziadka, taty
| Brunona jest rowna 43 lata. lle lat ma Bruno?

6. w 12-0sobowym zespole jest osiem kobiet i czterech mezczyzn. Srednia wieku w tym zespo-
le jest réwna 38 lat, a Srednia wieku kobiet jest rowna 36 lat. lle jest réwna Srednia wieku
mezczyzn w tym zespole?

7. Na diagramie przedstawiono podziat doméw znajdu- liczba domow
jacych sie przy jednej ulicy ze wzgledu na liczbe oséb
w nich zamieszkujacych.

2| lle razy mniej jest domow zamieszkatych przez 5 osob

7
6
5
4
3
niz domow zamieszkatych przez 1 osobe? %
()

! lle procent wszystkich domow stanowig te, w ktorych I 2 3 4 5 6
mieszkajg nie wiecej niz cztery osoby? liczba osdb

| Czy Srednia liczba os6b zamieszkujgcych te domy jest wieksza od 37?7
] Oile procent wiecej jest doméw zamieszkatych przez nieparzysta liczbe oséb niz doméw
zamieszkatych przez parzystg liczbe oséb?
2! Oile punktéw procentowych wiecej jest domow zamieszkatych przez 4 osoby niz domow
zamieszkatych przez 5 os6b?
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8. Ponizej przedstawiono wykres zmiany ciSnienia atmosferycznego w Krakowie od 4 maja do

18 maja 2023 r. wyrazonego w hPa (hektopaskalach).

cisSnienie atmosferyczne [hPa]

1005 1000

-4

1000 99

Y

993

995 994

fETAta 00— 009
FL l:)y] FFL TFFL

994 994

VO]
990 _ 929/

£

985

g1 984 984

980

975 —— i

970 '
4 5 6 7 8

dzierh maja
Zrédto: http://meteo.ftj.agh.edu.pl/archivalCharts.
Odpowiedz na pytanie.

9 90 11 12 13 14 15 148 17 18

2| lle wynosita najwieksza roznica ciSnien atmosferycznych w wybranym okresie?

2] Podaj dzieh, w ktérym zanotowano najwiekszy spadek cisnienia w stosunku do dnia po-

przedniego.

£} Oile procent nizsze byto ciSnienie atmosferyczne 18 maja od ciSnienia atmosferycznego

8 maja?

b

m ( E}‘ 9. Kobiety w wieku 25-40 lat zapytano, czy prowadzg zdrowy tryb zycia. Na diagramie procen-
—= towym stupkowym przedstawiono wyniki sondazu. Odpowiedz NIE wybrato 36 kobiet.

NIE WIEM
NIE
TAK

. | | | | |
0 % 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35% 40% 45% 50% 55%

Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest

fatszywe.
W sondazu odpowiedzi udzielito 250 kobiet. P F
Odpowiedz TAK wybrato o 15 % kobiet wiecej niz odpowiedz NIE WIEM. P F

10. na diagramie przedstawiono procentowy udziat wydat-
kow sktadajgcych sie na miesieczng optate za miesz-
kanie. Miesieczny koszt zuzycia zimnej wody to 144 zi.
2 lle procent miesiecznej optaty za mieszkanie sta-

nowi kwota za zuzycie zimnej wody?
9} lle wynosi miesieczna optata za mieszkanie?

C! Oblicz miesieczng stawke na fundusz remontowy.
'} Oile ztotych miesiecznie mniej kosztuje centralne
ogrzewanie od tgcznego kosztu zuzycia wody?
=) O ile procent miesieczny koszt utrzymania nieru-
chomosci jest wiekszy od kosztu zagospodarowa-

nia odpadéw?

==L, '_.__.
-

W utrzymanie nieruchomosci

W centralne ogrzewanie

.~ zuzycie zimnej wody

W zuzycie cieptej wody

B zagodspodarowanie odpadow
B fundusz remontowy




11. Reprezentacje klas: 8a, 8b i 8c wziety udziat w eliminacjach do miedzyszkolnego konkur-
su wiedzy ogolnej. Eliminacje sktadaty sie z czterech rund. W kazdej rundzie mozna byto
zdobyc¢ maksymalnie 20 punktow. Na diagramie przedstawiono liczby punktow zdobytych
przez poszczegolne reprezentacje w czterech rundach. Do etapu miedzyszkolnego zostaja
zakwalifikowane te reprezentacje, ktére zdobyty co najmniej 80 % wszystkich punktow
mozliwych do uzyskania w czterech rundach tgcznie i w kazdej z rund zdobyty nie mnie;
niz 60 % maksymalnej liczby punktéw.

liczba punktéw Msa M8 I s
20
18
16
14
12
10
8
6

runda 1 runda 2 runda 3 runda 4

2] lle wynosi Srednia liczba punktéw przypadajgca na jedng reprezentacje w czwartej
rundzie?

2] Czy Srednie punktéw uzyskanych w czterech rundach przez klasy 8b i 8c sg rowne?

C) Sprawdz, ktora reprezentacja zostata zakwalifikowana do etapu miedzyszkolnego
konkursu.

12. e jest liczb trzycyfrowych nieparzystych, ktére sg wielokrotnosciami liczby 25?7

13. 2 cyfr: 0,2, 7, 8 tworzymy liczby dwucyfrowe, w ktorych cyfry moga sie powtarzac.
2] lle takich liczb mozna utworzy¢?
21 lle liczb podzielnych przez 3 mozna utworzyc?
¢ lle liczb podzielnych przez 4 mozna utworzyc?

14. Sposrdd 4 dziewczat i 3 chtopcdw trzeba wybrad delegacje sktadajacg sie z 1 dziewczyny
I 1 chtopca. Na ile sposobow mozna wybrac takg delegacje?

15. e jest wszystkich liczb trzycyfrowych, ktérych suma cyfr jest réwna 4?7 Wybierz wtasciwg E
odpowiedz sposrod podanych. h

“.. Jedenascie. 2. Dziesiec. C. Szesc. D. Trzy.

16. nNa loterie fantowg przygotowano losy ponumerowane od 1 do 35. Kazdy los, ktérego
numer jest liczbg podzielng przez 6, jest wygrywajacy. Pozostate losy sg puste. Kupujemy
jeden los. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze kupimy los wygrywajacy.

9. Statystyka i rachunek prawdopodobienstwa



E)

17.

) 18. \

19. \

20.

21.

22,

Pola rzucita trzy razy symetrycznym krgzkiem, ktory
na jednej stronie ma zapisang cyfre 2, a na drugiej cyfre 5.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w wyniku
przeprowadzonego doswiadczenia Pola otrzyma liczbe
trzycyfrowa, ktorej suma cyfr jest rowna 12.

W pudetku znajdujg sie tylko kule zotte, czerwone i niebieskie. Kul zo6ttych jest dwa razy
wiecej niz niebieskich, a niebieskich cztery razy wiecej niz czerwonych. Z pudetka losujemy
jedng kule.

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze nie wylosujemy kuli z6ttej, jest rowne
8 . . —

13 - B B ig

W pudetku jest 45 kul, w tym 5 biatych, a pozostate to kule czarne. Losujemy jedng kule.
Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami C i D.
Po dotozeniu czterech kul biatych prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej bedzie
réwne‘ . ‘ B \
A= B.

" 45 " 49
Jesli do pudetka dotozymy 5 kul czarnych i 5 kul biatych, to prawdopodobienstwo wyloso-
wania kuli czarnej‘ C ‘ D _‘w stosunku do sytuacji poczgtkowe;.

C. zmniejszy sie D. nie zmieni sie

Rzucono trzykrotnie symetryczng monetg jednoztotows.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia.

21 Na wszystkich monetach wypadt orzet lub na wszyst-
kich monetach wypadta reszka.

21 Wypadto wiecej reszek niz ortow.
=) Wypadto tyle samo ortow co reszek.

W klasie jest 15 dziewczat i 12 chtopcdw. Tenisem ziemnym interesuje sie 20 % dziewczat

i 25 % chtopcow. Wybieramy losowo jedng osobe z tej klasy.

2 Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze losowo wybrana osoba z tej klasy interesuje
sie tenisem ziemnym.

21 lle bedzie wynosic¢ prawdopodobienstwo wylosowania osoby interesujgcej sie tenisem
ziemnym, jesli do klasy dojdg dwie uczennice interesujgce sie tym sportem?

Ola wykonuje dwukrotny rzut symetryczng kostkg do gry.
2} Uzasadnij, ze wyrzucenie przez Ole liczby oczek, ktorych roznica
jest rowna co najwyzej 5, jest zdarzeniem pewnym.

21 Uzasadnij, ze wyrzucenie liczby oczek, ktérych iloczyn jest wiekszy
od 36, jest zdarzeniem niemozliwym.
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1 = Regula mnozenia i1 dodawania

» Stosowanie reguty mnozenia
» Stosowanie reguty dodawania

Juz wiesz, ze kombinatoryka jest dziatem matematyki, ktory zajmuje sie zliczaniem liczby wszyst-
kich mozliwych wynikow doswiadczenia losowego. Istniejg zaawansowane metody zliczania,
dzieki ktérym nie trzeba wypisywac wszystkich wynikéw, aby poznac ich liczbe. Metody te to
tzw. reguta mnozenia oraz reguta dodawania.

Przyktad 1.

Ela postanowita skorzystac z pro-
mocji w lodziarni. Na ile sposo-
bow Ela moze wybrac deser skia- e
dajacy sie z gatki lodow i polewy? Adda VoY

Ela moze wybrac jeden smak lodéw i jeden smak polewy. Aby nie poming¢ zadnej z mozliwosci,
sporzgdzimy odpowiedni rysunek zwany ,drzewkiem”,

.- ane Wybér deseru

czekoladowe ~ Smietankowe

I Y

—_

kokosowa  wisniowa mietowa kokosowa  wisniowa mietowa

Wszystkie mozliwosci:

€D lody czekoladowe, polewa kokosowa @) lody Smietankowe, polewa kokosowa
@) lody czekoladowe, polewa wisniowa @ lody $mietankowe, polewa wisniowa
€) lody czekoladowe, polewa mietowa ) lody $mietankowe, polewa mietowa

Otrzymalismy 2 - 3 = 6 mozliwosci.

AN

2 smaki lodéw 3 smaki polewy
Odp. Ela moze wybrac deser sktadajgcy sie z gatki lodow i polewy na 6 sposobow.

Ela miata 2 mozliwosci wyboru smaku lodéw i 3 mozliwosci wyboru smaku polewy. Liczbe wszyst-
kich mozliwosci wyznaczyliSmy, mnozgc 2 - 3. Gdy dokonujemy kilku kolejnych wyboréw, do zlicze-
nia wszystkich mozliwosci wyboru mozemy zastosowac tzw. regute mnozenia.
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: Reguta mnozenia: Jesli dokonujemy wyboru jednej z n mozliwosci,
a nastepnie jednej z k£ mozliwosci, to wszystkich mozliwych wyboréw jest

n-k.

Pola wybrata sie do cukierni, w ktorej serwowane jest 5 rodzajow herbaty oraz 7 rodzajéw ciasta.
Na ile sposobdw Pola moze wybrac zestaw sktadajgcy sie z herbaty oraz ciasta?

— Przyktad 2.
Kod do telefonu sktada sie z czterech cyfr.

4! Na ile sposobow mozna utworzyc taki kod, jesli jego cyfry moga sie powtarzac?
Istnieje 10 cyfr:0,1,2,4,5,6, 7, 8 oraz 9. Kod tworzymy poprzez wybor jego kolejnych cyfr. Zatem
kazdg cyfre kodu mozna wybraé na 10 mozliwosci.

| cyfra Il cyfra Il cyfra IV cyfra

10 . 10 . 10 . 10 = 10 000
mozliwosci mozliwosci mozliwosci mozliwosci mozliwosci

Odp. Taki kod mozna utworzyc¢ na 10 000 sposobow.

'] Na ile sposobéw mozna utworzy¢ taki kod, jesli jego cyfry nie moga sie powtarzac?

Cyfry kodu nie mogg sie powtarzac. Zatem, wybierajac kolejne cyfry kodu, mamy za kazdym
razem o 1 mozliwos¢ mniej.

| cyfra Il cyfra Il cyfra IV cyfra

10 . 9 . 8 . T 50440
mozliwosci mozliwosci mozliwosci mozliwosci mozliwosci

Odp. Taki kod mozna utworzyc¢ na 5040 sposobow.

Kod do sejfu sktada sie z pieciu cyfr. Podaj, na ile sposobéw mozna utworzyc taki kod, jesli cyfry

) mogg sie powtarzac, 2] nie mogg sie powtarzac.

Stosujgc regute mnozenia, czesto obliczamy iloczyn kolejnych
liczb naturalnych od 1 do x.
W 1808 r. francuski matematyk Christian Kramp wprowadzit dla
takiego iloczynu oznaczenie n! (czyt. n silnia), zatem silnia liczby
naturalnej n wyraza sie wzorem:

nl=1-2-3-...-n.
Symbol silni pozwala w krotki sposob zapisywac dtugie iloczyny kolejnych liczb natural-
nych, np.

1:-2:3-4.5=35!=120.
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— Przykiad 3. 10
Uzasadnij, ze istnieje doktadnie 450 trzycyfrowych liczb, ktore sg parzyste.

W trzycyfrowej liczbie parzystej:

e cyfrg setek nie moze byc¢ 0, wiec

 cyfra dziesigtek jest dowolna, wiec setek dziesiatek:  jednosci
mamy 10 mozliwosci jej wyboru; : 9 . 10 . 5 = 450

» cyfra jednogci musi by¢ podzielna mozliwosci mozliwosci  mozliwosci  mozliwosci
przez 2, wiec mamy 5 mozliwosci
(0,2, 4,6 lub 8) jej wyboru.

Zatem uzasadniliSmy, ze istnieje doktadnie 450 trzycyfrowych liczb, ktore sg parzyste.

Uzasadnij, ze istnieje doktadnie 180 trzycyfrowych liczb, ktére sg podzielne przez 5.

— Przykiad 4.

Na obozie jest 19 dziewczat i 32 chtopcow. Kazdego dnia jedna osoba przygotowuje Sniadanie.
Na ile sposobédw mozna wybrac osobe, ktéra przygotuje Sniadanie?

Wszystkich os6b na obozie jest 19 + 32 = 51, wiec mamy 51 mozliwosci wyboru.
Odp. Osobe do przygotowania Sniadania mozna wybrac na 51 sposobow.

Wyboru osoby, ktora przygotuje sniadanie, dokonywaliSmy z dwoch réznych grup osob - dziew-
czat i chtopcow. Liczbe wszystkich mozliwosci wyboru wyznaczylismy, dodajac 19 + 32. Gdy wy-
bieramy element z jednego lub drugiego zbioru i zbiory te nie majg wspolnych elementow, do
zliczenia wszystkich mozliwosci wyboru, mozemy zastosowac tzw. regute dodawania.

Reguta dodawania: Jesli mamy wybrac jeden element sposrod elementow
dwéch zbiordw, z ktérych pierwszy ma n elementow, a drugi k elementdw,

@ i zbiory te nie majg zadnych wspolnych elementow, to wszystkich mozliwych
wyborow jest

(n+k).

Kuba chce kupic jedng ptyte w sklepie muzycz-
nym. Interesuje go: 12 ptyt z muzyka rockowa,
8 ptyt z muzyka jazzowg oraz 11 ptyt z muzyka
klasyczna.

1! Na ile sposobdéw Kuba moze wybrac ptyte,
ktora kupi?

| Kuba chce kupic ptyte z muzyka rockowg lub
jazzowa. Na ile sposobow moze to zrobic?
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— Przyktad 5. %o

W parku rozrywki jest 9 kolejek gorskich oraz 7 atrakcji wodnych. Ustal, na ile sposobow mozna
wybrac

2] jedng kolejke gérska i jedng atrakcje wodng, ! jedng kolejke gérska lub jedng atrakcje
wodng.

Wybieramy 1 z 9 kolejek goérskich, a nastepnie  Wybieramy 1 z 9 kolejek gérskich lub 1 z 7
1 z 7 atrakcji wodnych. Zatem mamy 9 -7 =63 atrakcji wodnych. Zatem mamy 9 + 7 = 16 moz-

mozliwosci. liwosci.
Reguta mnozenia Reguta dodawania
Stosujemy, gdy dokonujemy dwoch (lub Stosujemy, gdy wybieramy z jednego
wiecej) kolejnych wyborow. lub z drugiego zbioru. Zbiory nie mogg

mie¢ wspolnych elementow.

Bruno ma w swojej biblioteczce: 6 ksigzek przyrodniczych, 10 ksigzek mtodziezowych oraz 4 ksigz-
ki przygodowe. Ustal, na ile sposobow Bruno moze dokonac wyboru, jesli chce zabrac na wyjazd

@) po jednej ksigzce z kazdego gatunku, 2] jedng ksigzke.
Rozwigz zadania [

1. zosia ma 5 roznych ko-
szulek oraz 3 rézne pary
spodenek sportowych. Na
ile sposobéw moze skom-
pletowac stroj na lekcje
wychowania fizycznego?

2. W Klasie 8a jest 14 dziewczat i 12 chtopcow. Na ile sposobow mozna wybrac¢ dwuosobowg
delegacje, w ktorej bedzie jeden chtopiec i jedna dziewczyna?

3. Na szczyt gory prowadza 4 rozne szlaki. Kuba z Cezarym chcg zaplanowac wycieczke na szczyt
i z powrotem. lle jest mozliwosci wyboru trasy, jesli z powrotem bedg szli innym szlakiem
niz na szczyt?

4. Sposrod siedmiu kandydatow do prowadzenia zebrania nalezy wybrac przewodniczgcego,
zastepce i protokolanta. Jedna osoba moze petnic tylko jedng funkcje. Na ile sposobéw moz-
na to zrobic?

5. Uzasadnij, ze pie€ 0séb moze ustawic sie w jednym rzedzie na 120 sposobow.
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6. Cztery harcerki i pigciu harcerzy ustawiajg sie w pojedynczym szeregu. Oblicz, na ile sposo- 7o
bow mogg sie ustawic, jesli na poczatku szeregu ustawiajg sie harcerki. |

7. Centrala telefoniczna w pewnej firmie obstuguje czterocyfrowe numery wewnetrzne, w kto-
rych nie wystepuje cyfra 0. lle numeréw moze obstuzy¢ ta centrala, jesli cyfry w numerach
moggq sie powtarzac?

8. Pieciocyfrowe numery biletow na koncert sg generowane przez komputer. Zaprogramowa-
no, ze pierwszg cyfrg kazdego numeru jest 9 i cyfry w numerze sie nie powtarzajg. Uzasadnij,
ze liczba wygenerowanych numeréw jest wieksza od 3000.

9. Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie szescienng kostkg do gry.
21 lle jest wszystkich mozliwych wynikow tego dosSwiadczenia?
! lle jest takich wynikow tego doswiadczenia, ze liczba oczek w obu rzutach jest inna?

! lle jest takich wynikéw tego doswiadczenia, ze za pierwszym razem liczba oczek jest pa-
rzysta?

lle jest takich wynikow tego doswiadczenia, ze za pierwszym razem wypadnie nieparzysta
liczba oczek, a za drugim razem - parzysta?

10. ze zbioru liczb: 1,2, 3, 4, 5 Ela losuje jedng liczbe. Nastepnie z pozostatych liczb losuje
druga liczbe. lle jest wszystkich mozliwosci wylosowania dwoch liczb, ktorych iloczyn jest
liczbg nieparzystg?

11. zezbioruliczb: 0,2,3,4, 6,7 losujemy kolejno dwie liczby bez zwracania i tworzymy liczby
dwucyfrowe w ten sposob, ze pierwsza wylosowana cyfra jest cyfrg dziesigtek, a druga to
cyfra jednosci. Oblicz, ile mozna utworzyc:

! wszystkich takich liczb, )1 liczb parzystych, C) liczb nieparzystych.

12. w koszyku jest 5 pitek zielonych, 2 pitki zotte i 4 pit-
ki niebieskie. Wszystkie pitki sg ponumerowane. Na
ile sposobow mozna wybrac jedng pitke, ktora jest

' z6Ka lub niebieska?

) zielona lub niebieska?

13. w pudetku jest 10 kul biatych, 10 czerwonych i 5 zielonych. lle najmniej kul musi wyciggngc
z tego pudetka Pola, aby miec pewnosc¢, ze bedg wsrod nich kule we wszystkich trzech
kolorach?

14. Talia kart zawiera 52 karty czterech koloréw: piki #, kiery v, trefle #, kara ¢ po 13 kart
w jednym kolorze. Wsrod kart kazdego koloru sg 4 figury: as, krél, dama, walet oraz 9 kart
oznaczonych liczbami od 2 do 10. Na ile sposobdw mozna wybrac

2, po jednej karcie z kazdego koloru? 2] jedna karte w kolorze kier lub trefl?
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15. ranstwo Kowalscy chcg kupic komplet mebli ogrodowych: stolik kawowy i kanape. Dowy- 9o
boru majg meble drewniane lub meble z rattanu. W ofercie sklepu sg 3 modele stolikow |
rattanowych, 2 modele stolikéw drewnianych oraz 4 modele kanap rattanowych i 3 mo-
dele kanap drewnianych. Na ile sposobow panstwo Kowalscy mogg wybrac komplet mebli
ogrodowych, jesli obydwa meble majg by¢ wykonane z tego samego materiatu?

16. lleliczb trzycyfrowych wiekszych od 620 mozna utozycC z cyfr: 1, 2, 3, 6, 8, 9, jesli
2 cyfry mogg sie powtarzac? 2] cyfry nie mogg sie powtarzac?

1. Cezary wykonuje rzut dwiema kost-
kami do gry. Najpierw rzuca kostka
szescienng, a nastepnie kostka czwo-
roscienng. lle wszystkich mozliwych
wynikow moze otrzymac Cezary
w tym doswiadczeniu?

2. Talia kart zawiera 52 karty czterech koloréw: piki , kiery v, trefle &, kara ¢ po 13 kart w jed-
nym kolorze. Wsrod kart kazdego koloru sg 4 figury: as, krél, dama, walet oraz 9 kart ozna-
czonych liczbami od 2 do 10. Na ile sposoboéw mozna wybrac

2 krélaidame? 2} krola lub dame?

3. lleliczb dwucyfrowych mozna utozyC z cyfr: 0, 1, 2, 3, 4, 5, jesli:

2) cyfry mogg sie powtarzac? 2] cyfry nie mogg sie powtarzac?
£} muszg to bycC cyfry parzyste? ¢} suma cyfr musi by¢ nieparzysta?
Informacje do zadan 4. i 5. ')

Rzucamy trzy razy czworoscienng kostkg do gry. Wynik pierwszego rzutu to cyfra setek liczby
trzycyfrowej, drugiego - cyfra jej dziesigtek, a trzeciego - cyfra jej jednosci.

4. Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest
fatszywe.

W ten sposob mozna utworzyc¢ doktadnie 24 rézne liczby. P F

WsSréd wszystkich liczb utworzonych w ten sposéb jest 16 podzielnych
przez 4,

5. lle jest liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach utworzonych w ten sposob? Wybierz wtasciwg
odpowiedz sposrod podanych.

A. 64 B. 24 C. 12 D. 9
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2 = Obliczanie prawdopodobienstwa

» Obliczanie prawdopodobienstwa w doswiadczeniach
polegajgcych na losowaniu dwéch elementow bez zwracania
i ze zwracaniem

Obliczanie prawdopodobienstwa z wykorzystaniem reguty
mnozenia i reguty dodawania

— Przyktad 1.

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie szeScienng kostkg do gry. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze suma liczby oczek bedzie mniejsza niz5?

p - prawdopodobienstwo, ze w obu rzutach suma liczby oczek bedzie mniejsza niz 5

Zapiszemy wszystkie mozliwe wyniki, a1 ad,2 d,3 @1,4 @,5 (1,6
czyli pary liczb, ktore mozemy 2,1) 2,2) (2,3) 2,49 (2,5 (2,6)
otrzymac w wyniku dwukrotnego G, (3,2 3.3 (3.4 (3B.5 @3,6)
rzutu kostka. Wynik np. (1, 4) oznacza, b2z 4,1 42 &3 44 45 46
Ze W pierwszym rzucie wypadnie G, 1) (5,2 (5,3 5.4 (5,5 (5,6)
1 oczko, a w drugim wypadng 4 oczka. 6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5 (6,6)

Zatem wszystkich mozliwych wynikow jest 36.
Pary liczb, ktorych suma jest mniejsza niz 5, to: (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (3, 1).
Takich par jest 6.

Obliczymy prawdopodobienstwo, ze
suma liczby oczek bedzie mniejsza niz 5.

Odp. Prawdopodobienstwo, ze suma liczby oczek bedzie mniejsza niz 5, wynosi é.

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie szescienng kostka do gry. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze iloczyn liczby oczek bedzie podzielny przez 37

Przykiad 2.

Dany jest zbiér siedmiu liczb naturalnych: 1,2, 3,4, 5, 6, 7. Oblicz prawdopodobienstwo wyloso-
wania dwoch liczb mniejszych niz 4, jesli losujemy

| ze zwracaniem, 1) bez zwracania.

p - prawdopodobienstwo wylosowania dwaoch liczb mniejszych niz 4

@) Jeslilosujemy liczby ze zwracaniem, to zarowno podczas pierwszego, jak i drugiego losowania
mamy 7 mozliwosci. Zatem wszystkich mozliwosci jest 7 - 7 = 49,
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Zapiszemy pary, w ktérych obie liczby sg mniejsze niz 4.
Mozemy zauwazyc, ze skoro losujemy ze zwracaniem,
to w danej parze liczby mogg sie powtarzac.

(1, 1), (1, 2), (1, 3), .,f%@
2, D2 223
3, D3 2:43,3)

Takich par jest9. Zatem prawdopodobienstwo wylosowania dwoch liczb mniejszych niz 4 wynosi
e 2
P= %9
1) Jesli losujemy liczby bez zwracania, to podczas pierwszego losowania mamy 7 mozliwosci,
a podczas drugiego - 6 mozliwosci. Zatem wszystkich mozliwosci jest 7 - 6 = 42,

Zapiszemy pary, w ktorych obie liczby sg mniejsze niz 4.
. o : : B (1, 2), (1, 3), (2, 1),
Mozemy zauwazyc, ze skoro losujemy bez zwracania,
. . . . , - 2,3),G,1,3,2)
to w danej parze liczby nie mogg sie powtarzac.

Takich par jest 6. Zatem prawdopodobienstwo wylosowania dwoch liczb mniejszych niz 4 wynosi
6 _1

P~ 7

Dany jest zbior dziewieciu liczb naturalnych: 1,2, 3,4,5,6,7, 8, 9. Oblicz prawdopodobienstwo
wylosowania dwdch liczb wiekszych niz 5, jesli losujemy

| Ze zwracaniem, 1) bez zwracania.

— Przykiad 3.

Zosia losuje z pudetka jedng kule, odktada jg do pu-
detka, a nastepnie losuje z niego drugg kule. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania przez Zosie
dwaéch kul biatych lub dwoch kul czarnych.

p - prawdopodobienstwo wylosowania przez Zosie dwoch kul biatych lub dwéch kul czarnych

W pudetku znajduje sie 6 + 8 = 14 kul. Zosia po wylosowaniu
pierwszej kuli odktada jg do pudetka, wiec jest to losowanie |
; : , i ! W;f;> 14 - 14 = 196
ze zwracaniem. Wyznaczymy liczbe wszystkich mozliwych
wynikow tego losowania, stosujgc regute mnozenia.

Korzystajgc z reguty mnozenia, wyznaczymy, na ile sposobow 6.6 <36
Zosia moze wylosowac dwie kule biate oraz na ile sposobow 4 _e 7 T
moze wylosowac dwie kule czarne. 8-8=064

Aby obliczy¢, na ile sposobow Zosia moze wylosowac dwie kule i |
biate lub dwie kule czarne, skorzystamy z reguty dodawania. %? 36 +64 =100

Zatem prawdopodobienstwo wylosowania przez Zosie dwoch kul biatych lub dwoch kul czarnych
100 _ 25

nosi p= — = =—,
WYNosIp= 196 = a9

W pudetku znajduje sie 5 kul zielonych oznaczonych numeramiod 1 do 5 oraz 9 kul zéttych ozna-
czonych numerami od 1 do 9. Cezary losuje z tego pudetka jedng kule, odktada jg do pudetka,
a nastepnie losuje z niego drugg kule. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania przez Cezarego
dwach kul zielonych lub dwaoch kul zottych.
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» Kuba rzuca dwukrotnie szeScienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo wyrzucenia
1. Kub dwukrotni SCi kostkg do gry. Oblicz prawdopodobien wy '
przez Kube liczby oczek o dwa wiekszej w pierwszym rzucie niz w drugim.

2. Wszkla nym pojemniku znajdujg sie kartki z zapisanymi kolejnymi liczbami dwucyfrowymi od
20 do 35. Pola losuje z tego pojemnika jedng kartke. Odktada jg. Nastepnie losuje z pojemnika
drugg kartke. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania dwaéch kartek, takich ze:

2| zapisane na nich liczby sg podzielne przez 4,
) zapisane na nich liczby sg nieparzyste,
¢! iloczyn zapisanych na nich liczb jest liczbg pierwsza.

3.w pewnej szkole podstawowej sg dwie klasy 6sme: 8a i 8b. W klasie 8a jest 12 dziewczat
I 16 chtopcow, a klasie 8b jest 18 dziewczat i 10 chtopcow. Do samorzgdu szkolnego nalezy
wybrac¢ dwoch ucznidw, z kazdej klasy jedng osobe. Oblicz prawdopodobienstwo wybrania:

2] dwojga dziewczat, 2} dziewczyny i chlopca.

4. Flai Cezary rzucajg kostkami do gry, kazde z nich rzuca jeden raz. Pierwsza rzuca Ela szes-
cienng kostka, a nastepnie Cezary czworoscienng kostkg. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
ze suma liczb wyrzuconych oczek na obu kostkach bedzie:

2! podzielna przez 5, 2 ) liczba ztozona.

5. Na loterii jest 10 losow pustych
I 2 losy wygrywajgce. Kazdy los
ma inny kolor. Losujemy bez
zwracania jeden los, a nastepnie
drugi. Oblicz prawdopodobien-
stwo, ze wylosujemy co najmniej
jeden los wygrywajacy.

6. Dany jest zbior dziewieciu liczb catkowitych: 4, -3, -2,-1,0, 1,2, 3, 4. Oblicz prawdopodo-
bienstwo wylosowania dwoch liczb mniejszych niz (-1), jesli losujemy

2] ze zwracaniem, ) bez zwracania.

7. ze zbioru liczb: 0, 2, 4, 6, 8 losujemy kolejno dwie liczby bez zwracania. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze wieksza z wylosowanych liczb jest rowna 67

8. w pierwszym koszyku znajduje sie 5 pitek z6ttych i 4 pitki zielone, a w drugim sg 3 pitki zotte
| 3 pitki zielone. Jakie bedzie prawdopodobienstwo wylosowania pitki zottej z drugiego koszy-
ka, jesli przetozymy do niego dwie pitki zielone z pierwszego koszyka? Czy zmieni sie prawdo-
podobienstwo wylosowania pitki zottej z pierwszego koszyka? Uzasadnij swojg odpowiedz.
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9. Talia kart zawiera 52 karty czterech koloréw: piki &, kiery v, trefle &, kara ¢ po 13 kart w jed- 1o
nym kolorze. Wsrod kart kazdego koloru sg 4 figury: as, krél, dama, walet oraz 9 kart ozna-
czonych liczbami od 2 do 10. Kasia losuje z talii jedng karte, zatrzymuje jg i z pozostatych kart
losuje kolejng. Oblicz prawdopodobienstwo, ze Kasia wylosuje:

dwie karty w kolorze pik,
2 dwie karty w réznych kolorach,
dwie karty, ktore nie sg w kolorze trefl.

10. - cyfr: 3, 4,5, 7,9 utworzono wszystkie liczby trzycyfrowe, ktorych cyfry mogg sie powta-
rzac. Sposrod zapisanych liczb losujemy jedng. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania
liczby mniejszej od 550.

L/

1. w pudetku znajduja sie losy: 5 wygrywajgcych i 10 przegrywajgcych. Kazdy los ma swoj nu-
mer. Leszek losuje kolejno, bez zwracania, dwa razy po jednym losie. Oblicz prawdopodo-
bienstwo wylosowania przez Leszka:

dwéch loséw przegrywajacych, 1) co najmniej jednego losu wygrywajgcego.

A Dany jest zbior liczb naturalnych od 0 do 14. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania
dwach liczb pierwszych, jesli losujemy

Ze Zwracaniem, ' bez zwracania.

3. Olama szescienng symetryczng kostke, na ktorej sciankach zapisane sg cyfry: 2,3,4,5,7, 8. E _
Wykonuje tg kostkg dwa rzuty i tworzy liczby dwucyfrowe, ktérych cyfre dziesigtek stanowi
wynik pierwszego rzutu, a cyfre jednosci - wynik drugiego rzutu.

Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest
fatszywe.

Prawdopodobienstwo utworzenia liczby parzystej jest rowne % P F

Prawdopodobienstwo utworzenia liczby, ktorej suma cyfr jest mniejsza

od 8, wynosi é. P F

4. Na dwéch potkach znajduja sie ksigzki przyrodnicze i historyczne. Na pierwszej potce jest | E_
8 ksigzek przyrodniczych i 4 historyczne, a na drugiej 4 ksigzki przyrodnicze i 6 historycznych.
Ala wybiera losowo jedng ksigzke z pierwszej potki i jedng z drugiej.
Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Prawdopodobienstwo wybrania przez Ale ksigzki przyrodniczej i historycznej jest rowne
4 n 8 7 y, 2
1 15 ! 15
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PODSUMOWANIE DZIALU VIII
Kombinatoryka i1 rachunek
prawdopodobienstwa

%
bk

Regula mnozenia

Jesli dokonujemy wyboru jednej z # mozliwosci, a nastepnie jednej z & mozliwosci, to
wszystkich mozliwych wyborow jest 7 - £.

Np. doswiadczenie losowe polega na rzucie monetg oraz szescienng kostkg do gry.
Ile jest wszystkich mozliwych wynikow tego doswiadczenia?

_2-6=12

il L!'l
f \
o 'r

n = 2 mozliwosci w rzucie monetg k = 6 mozliwosci w rzucie szescienng kostka do gry

Regula dodawania

Jesli mamy wybrac pewien element sposrod elementoéw dwoch zbioréow, z ktorych pierwszy
ma » elementow, a drugi £ elementow, i zbiory te nie majg zadnych wspoélnych elementéw, to
wyboru takiego mozemy dokonac na (71 + k) sposobow:.

Np. Kuba ma 8 koszulek gladkich w roznych kolorach i 5 koszulek z roznymi nadrukami. Na ile
sposobow Kuba moze wybrac jedng koszulke?

.8+5f13

' L
f \

| \
n = 8 rdznych koszulek gladkich  k = 5 réznych koszulek z nadrukami

Regula mnozenia a regula dodawania

Regule mnozenia stosujemy, gdy dokonujemy dwoch (lub wiecej) kolejnych wyborow.
Regule dodawania stosujemy, gdy wybieramy z jednego lub z drugiego zbioru. Zbiory nie mogg
mie¢ wspolnych elementow.

Prawdopodobienstwo

Prawdopodobienstwo p otrzymania wyniku speilniajgcego podany warunek obliczamy,
korzystajac ze wzoru:

B liczba wynikéw spelniajacych podany warunek
liczba wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia losowego

P
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l/

1. Maja ma do dyspozycji owoce: omarancze, banany, kiwi i mango oraz warzywa: marchewke,
J yspoZzycj P y & yw
jarmuz i buraki. Na ile sposobdéw moze przygotowac koktajl sktadajacy sie z jednego rodzaju
owocow i jednego rodzaju warzyw?

2. W jednej szufladzie znajdujg sie 2 czapki: biata i zielona, a w drugiej szufladzie 4 szaliki: zie-
lony, fioletowy, niebieski i czarny. Ola losowo wybiera z szuflad jedng czapke i jeden szalik.

Na ile sposobow Ola moze wybrac komplet czapka i szalik?
Na ile sposobow Ola moze wybrac¢ komplet czapka i szalik w roznych kolorach?

3. lleliczb trzycyfrowych parzystych mozna utozyc z cyfr: 0, 1, 2, 3, 6, 8, 9, jesli
cyfry mogga sie powtarzac? cyfry nie moga sie powtarzac?

4. lle jest liczb trzycyfrowych zbudowanych z cyfr: 0, 1,2, 3,4, 5 oraz
podzielnych przez 57 wiekszych niz 3007
ktorych suma cyfr jest wieksza od 157 ktorych suma cyfr jest rowna 27

5. Trzej uczniowie losujg kolejno jeden z czterech roznych tematéw referatu zaproponowanych
przez nauczyciela matematyki. Na ile sposobéw moga dokonac wyboru, jesli tematy nie moga
sie powtarzac?

6. W dwéch skrzynkach sg baterie. W pierwszej jest 15 baterii, w tym 6 wyczerpanych,
a w drugiej 12 baterii, w tym 4 wyczerpane. Wszystkie baterie sg rozréznialne. Losujemy jed-
ng baterie z pierwszej skrzynki, a drugg z drugiej. lle jest wszystkich mozliwosci wylosowania
jednej baterii wyczerpanej i jednej natadowanej?

7. 74 aséwi4 krolow losujemy jedna karte, odktadamy na stét i losujemy druga. Starszenstwo
kart w talii w porzgdku malejgcym to: as, krél, dama, walet, 10,9,8,7,6, 5, 4, 3, 2.

lle jest wszystkich mozliwosci wylosowania dwoch asow?
lle jest wszystkich mozliwosci wylosowania asa i krola?

lle jest wszystkich mozliwosci wylosowania kart w kolejnosci starszenstwa w porzadku
malejgcym?

8. Oblicz prawdopodobienstwo wyrzucenia dwa razy parzystej liczby oczek przy dwukrotnym
rzucie szescienng kostka.

9. Kod do schowka sktada sie z jednej litery oraz dwoch cyfr i jest tworzony losowo. Do kodo-
wania uzywane sg litery A, B i C oraz wszystkie cyfry rézne od 0.

lle najwiecej kodow mozna w ten sposéb utworzyc?
Oblicz prawdopodobienstwo utworzenia kodu o jednakowych cyfrach.
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E ) 10. poswiadczenie losowe polega na jednokrotnym rzucie moneta, a nastepnie jednokrotnym 9,

Ll 1

rzucie szescienng kostka do gry. 'J

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesl
jest fatszywe.

S3 24 mozliwe wyniki takiego doswiadczenia. P F

Prawdopodobienstwo, ze wypadnie orzet i liczba oczek wieksza od 3,

jest rowne é

11. Losujemy kolejno bez zwracania dwie cyfry sposrod cyfr: 1,2, 3, 4, 5. Pierwsza wylosowana
cyfra jest cyfrg dziesigtek, a druga cyfrg jednosci pewnej liczby dwucyfrowej. Oblicz praw-
dopodobienstwo, ze utworzona liczba dwucyfrowa jest

podzielna przez 5, | nieparzysta.

E) 12. ztali 52 kart losujemy jedng karte. Zapisujemy, jaka to byta karta, odktadamy jg do talii
| i znéw losujemy jedng karte.

t 9 [ v v viv viv vie eiv v iemeler o
Ce e e vy vy v iy e ‘edeior, fem
@ v vvvuvee N | @
O & A AN AL AN AN REUR :

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wylosowane karty bedg kierami? Wybierz wtasciwg
odpowiedz sposrod podanych.
1 1 |
169 16 4 16
E 13. Ze zbioru liczb: 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22 losujemy kolejno dwie liczby bez
Zwracania.

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Prawdopodobienstwo wylosowania pary liczb, w ktorych zapisie nie wystepuje cyfra 2,

jest rowne
. 14 15 5
9 33 22 44

14. xarolzna odpowiedz na 60 % sposrod 10 roznych pytan. Losuje kolejno dwa pytania. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze Karol

umie odpowiedziec na obydwa pytania,
nie zna odpowiedzi na zadne pytanie.

E) 15. w urnie jest 5 kul biatych i 25 czarnych.

lle kul czarnych trzeba odtozyc, zeby prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej wy-
nosito 0,87 Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrdod podanych.

1 o D 10 8
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W talii sg 52 karty. Na ile sposobOow mozna z tej talii wybrac:
asa kier? dwie karty, z ktorych jedna jest pikiem?

trzy karty, z ktorych kazda jest wyzsza niz dama, pierwsza to pik, druga - karo,
a trzecia - kier?

Z cyfr: 0, 3, 5, 6, 8 tworzymy liczby czterocyfrowe, w ktorych cyfry mogg sie powtarzac.
lle mozna utworzyc liczb

podzielnych przez 47 wiekszych od 50007
mniejszych od 65007 podzielnych przez 37

Szescienna kostka ma 3 Sciany pomalowane na z6tto, 2 na zielono i 1 sciane - na biato. Rzu-
camy dwa razy kostka i notujemy kolory otrzymane w kolejnych rzutach.

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w dwoch rzutach wypadnie ten sam kolor, jest rowne
1 19 1 )

3 36 9 18

W koszyku i na paterze sg brzoskwinie i pomarancze. Pola policzyta, ze stosunek liczby brzos-
kwin do liczby pomaranczy w koszyku jest rowny 3 : 2, a na paterze ten stosunek jest rowny
5 : 4. Pola wybrata losowo jeden owoc z koszyka, a potem jeden z patery. Oblicz prawdopo-
dobienstwo danego zdarzenia.

Wybranymi owocami sg dwie pomarancze.
Pola wybrata rézne owoce.

Na zakonczenie kursu dla uczestnikow przygotowano 44 nagrody, ktore umieszczono
w dwoch pudetkach. W pierwszym jest 12 ksigzek i 10 zestawéw dtugopiséw, a w drugim
8 ksigzek i 14 zestawow dtugopisow. Wszystkie nagrody danego rodzaju sg rozrdznialne.
Kazdy uczestnik losuje jedng nagrode z pierwszego pudetka oraz drugg - z drugiego pudetka.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposréd oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposroéd oznaczonych literami C i D.

Prawdopodobienstwo wylosowania przez pierwszego uczestnika dwoch zestawow dtugopi-
sow jestrowne| A B .

35
A. 1 B. T

Prawdopodobienstwo wylosowania przez pierwszego uczestnika ksigzki i zestawu dtugopi-
sow wynosi| C D .
c 42 | 62

121 D. 121

Na ile sposobéw mozna posadzi¢ dwie osoby na 8 ponumerowanych miejscach? Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze nie bedg siedzie¢ obok siebie?

Podsumowanie dziatu VII| 261



7. w pierwszym pojemniku znajduje sie 12 kul biatych i 10 kul czerwonych, a w drugim 25 kul

czerwonych i 6 biatych. lle kul czerwonych nalezy przetozy¢ z drugiego pojemnika do pierw-
szego, aby prawdopodobienstwo wylosowania z pierwszego pojemnika kuli czerwonej byto

rowne %? lle bedzie wynosito wowczas prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej z dru-

giego pojemnika?

E) 8. Trzy kolezanki wybierajg sie w tym samym czasie do jednego z pieciu kin w miescie. Kazda
z dziewczat wybiera kolejno losowo jedno z pieciu kin.

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Prawdopodobienstwo, ze dwie z nich wybiorg to samo kino, jest rowne
2 2 4 12

5 5 25 25

9.w pierwszym koszyku znajduje sie 9 pitek czerwonych i 4 pitki zielone, a w drugim jest
7 pitek czerwonych i 7 pitek zielonych. Wszystkie pitki w danym kolorze sg rozrdéznialne.
Zosia losuje z kazdego koszyka dwie pitki. Uzasadnij, ze wylosowanie dwoch pitek w tym
samym kolorze z drugiego koszyka jest tak samo prawdopodobne jak wylosowanie dwoch
pitek czerwonych z pierwszego koszyka.

10. Cezary przygotowuje sie do udziatu w teleturnieju. Warunkiem udziatu jest poprawna od-
powiedz na przynajmniej jedno z dwoch pytan. Pierwsze pytanie Cezary losuje z zestawu A,
drugie z zestawu B. W zestawie A jest 20 pytan, a w zestawie B - 15 pytan. Cezary zna od-
powiedzi na 80 % pytan z zestawu A i na 60 % z zestawu B. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia, ze Cezary zakwalifikuje sie do udziatu w tym turnieju.

11. na diagramie przedstawiono wyniki uzyskane przez finalistow konkursu historycznego.
liczba os6b [l kobiety [ mezczyzni
5
.|

3| -

| III III

]i

mll HE B
20 24 30

liczba punktow

Z grupy finalistow wybrano losowo jedng kobiete i jednego mezczyzne, aby wreczyli kwiaty
komisji konkursowej. Oblicz prawdopodobienstwo, ze:

obydwoje uzyskali po 20 punktow,
taczna liczba punktow uzyskanych przez wybrang pare jest wieksza od 50,

liczba punktow uzyskanych przez kobiete jest wieksza od liczby punktow uzyskanych
przez mezczyzne,

obydwoje uzyskali liczbe punktow wiekszg od Sredniej arytmetycznej przypadajgcej na
jednego finaliste.
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DZIAL I x

DEUGOSC OKREGU
[ POLE KOLA

P=1-(31,5)"- - (20,5)" = 572n



1 s Dilugosc okregu

Srednicy

- Obliczanie dtugosci okregu o danym promieniu lub danej

Obliczanie promienia lub Srednicy okregu, gdy dana jest dtugosc

okregu

Okregiem nazywamy zbior wszystkich punktow ptaszczyzny jed-

nakowo oddalonych od punktu O - Srodka okregu.

Okrag i wszystkie punkty wewnatrz tego okregu tworzg koto, za-
tem wzor na dtugosc okregu bedzie rownoczesnie wzorem na

obwodd kota.

Jesli ,rozetniemy” okrag i go ,wyprostujemy”, to otrzymamy odci-

nek, ktérego dtugosc jest réwna dtugosci okregu.

srodek okregu

‘VI

promien

,

srednica

cieciwa

W tabeli przedstawiono przedmioty, ktorym zmierzono obwody i Srednice. Dla kazdego z przed-
miotow wyznaczono stosunek obwodu do dtugosci srednicy. Mozna zauwazyc, ze w kazdym
z przypadkow stosunek ten jest w przyblizeniu rowny 3,14.

Przedmiot
Obwod (i’) 94.3 cm 17 cm 6,29 m
Dtugos¢ srednicy (d) 30 cm 5,4 cm

Stosunek obwodu do
g o5 ; l
dtugosci srednicy (c_i)

94,3 cm _
i 3,14(3)

Ylem
S4cm 3,(148)

| Stosunek dtugosci okregu do dtugosci jego srednicy jest dla wszystkich
@ okregow rowny tej samej liczbie. Liczbe te oznaczamy grecka literg = (czyt. pi).

Liczba & jest liczbg niewymierna. Jej rozwiniecie dziesietne jest nieskonczone
I nieokresowe.

n = 3,14159265358979...
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- 3,141592 653589 793238 462643
A to cieckawe N sx3279 s02884 197160 19575

105820 97 7 816406 iy e

286208 9986 4825 342117

Inzynierowie firmy Google 8 czerwca 2022 r. ogtosili, 067982 143b6 B 52 306647

Ze przy pomocy komputerow uzyskali rozwiniecie 093844 609550 582231 725359

liczby = do stu bilionéw, czyli 10" miejsc po przecinku. 08128 as1 11y o028 102101
: - o  ———————————
Liczba = zwana jest réwniez ludolfing. Nazwe te )

zawdziecza Ludolfowi van Ceulenowi (czyt. Ludolfowi wan Zulenowi) - holenderskiemu
matematykowi, ktory w 1596 roku podat wartosc liczby = z doktadnoscig do 20 miejsc po
przecinku.

| Przyjmiemy, ze [ jest dtugoscig okregu. Jesli promien okregu -
oznaczymy literg r, to jego Srednice d wyrazimy jako
d=2r
.
Wowczas po przeksztatceniu wzoru na liczbe =n: otrzymamy
wzor na dtugosc okregu.

| =2nr

Aby obliczy¢ przyblizong dtugosc¢ okregu, przyjmujemy przyblizenie liczby .
Najczesciej stosujemy przyblizenie: n ~ 3,14,

— Przyktad 1.

Oblicz dtugosc okregu o promieniu rownym 4.5 cm.

Zastosujemy wzor na dtugosc okregu: [ = 2xr. [=2n-4,5 =97 [cm]

Odp. Dtugosc tego okregu wynosi 9 cm.

Oblicz dtugosc okregu o promieniu rownym:

a) 8 cm, 3% dm, c) 0,4 m.

Przyktad 2.
Oblicz przyblizong dtugosc okregu o Srednicy réwnej 12 cm. Przyjmij, ze & = 3,14.

Aby Ul?[leyC pfrom_en r okregu, podzielimy . P 10749 =6 fei]
dtugosc jego Srednicy przez 2.

Obliczymy dtugosc¢ okregu, przyjmujac, ze %& [=2r-6=12n~12-3.14 = 37,68 [cm]
xR 3,14, , ,

Odp. Dtugosc tego okregu wynosi 12r cm, czyli okoto 37,68 cm.
Oblicz przyblizong dtugosc okregu o podanej Srednicy d. Przyjmij, ze & = 3,14.

a) d=20cm, b) d=56m, ¢) d= % dm.

1. Dtugos¢ okregu



— Przykiad 3.
Oblicz promien okregu, ktérego dtugosc jest rowna [.

a) [=14xcm

Skorzystamy ze wzoru na dtugosc
okregu i obliczymy promien okregu.

Odp. Promien tego okregu wynosi 7 cm.

B) [=32dm
lL=2nr
Sknrzysjcamyf Z€ WZOru na djrugosc =0 |:om
okregu i obliczymy promien okregu.
_32 _ 16
p= == fdm]
2n I
Odp. Promien tego okregu wynosi 1—: dm.

LWiczZenie 5.

Oblicz promien okregu, ktorego dtugosc jest rowna 1.

a) [ =24 cm b) /=163 m ¢) 1 =100 dm d) I= 1% km
Rozwiaz zadania |
1. oblicz dtugos¢ okregu o promieniu rownym:
r=3cm, b ) r= % dm, r=12 dm, d ) r= 2\/5 m.
2. Oblicz przyblizong dtugosc¢ okregu o promieniu r, dla podanych przyblizen liczby =.
a) r=6cm,x~3 D) r=15mm, x~ 3,1 c) r=08dm,n =~ 3,14
3. Oblicz dtugosc okregu o Ssrednicy rownej:
a) d=4cm, D) d=34m, C) d= 3% mm, ad) d= 67/3 dm.

4. oblicz przyblizong dtugosc okregu o Srednicy d, dla podanych przyblizen liczby =.

2) d=8km, n~ 3,14 b) d=14m,x~ 2—?2 ) d=42mm, 1~ 3%

5. Oblicz promien okregu, ktérego dtugosc jest réwna |.
a) I=10r mm b) I=17% m ) I=6v5r cm d) I=40dm




6. oblicz dtugosc srednicy kota, ktorego obwaod jest réwny /.

a) l=4rncm ) 1=0,7% dm c) [ =4y/Tn km d) I=50m

7. Koniec duzej wskazowki zegara w ciggu dwoch godzin przebyt droge o dtugosci 100,48 cm.
Oblicz przyblizong dtugosc tej wskazowki. Przyjmij, ze & =~ 3,14. |

8. Zosia zaprojektowata dla swojej siostry zawieszke. Ma do dyspozycji 0,5 m cienkiego drutu.
Czy ten kawatek drutu wystarczy Zosi na wykonanie tak zaprojektowanej zawieszki? Przyjmij,
zen~ 3,14,

9. oblicz dtugosc linii utworzonej przez 4 pétokregi przedstawione na rysunku.

7 cm 5c¢cm ml cm
\

10. tancuch sktada sie ze 120 jednakowych ogniw wykonanych z drutu. Kazde ogniwo ma

ksztatt okregu o Srednicy 2 cm. Oblicz, ile drutu zuzyto na wykonanie tego tancucha. Przyj-
mij, ze & ~ 3,1.

11. Dany jest okrgg o Srednicy 12 cm.
2 O ile zwiekszy sie dtugosc okregu, jesli jego promien zwiekszymy o 4 cm?

2} lle razy zwiekszy sie diugos¢ okregu, jesli jego Srednice zwiekszymy dwa razy?

12. Srednica kota hulajnogi jest rowna 120 mm. Odpowiedz na pytanie. Przyjmij, ze n = 3.

2) Jaki dystans pokona koto hulajnogi po wykonaniu 20 petnych obrotow? Wynik podaj
w metrach.

/| lle petnych obrotéw wykona koto na drodze dtugosci 180 m?

1. Dtugos¢ okregu



13.

14.

%) 15.

Bruno z mtodszym bratem wybrat sie na
przejazdzke rowerows. Srednica kota rowe-
ru Brunona jest rowna 70 cm, a roweru jego
brata 50 cm. Koto roweru Brunona wykona-
to w czasie przejazdzki 600 petnych obro-
tow. lle petnych obrotéw wykonato podczas

tej przejazdzki koto roweru jego brata?

O ile decymetrow nalezy zmniejszy¢ promien okregu réwny 10 dm, aby dtugosc tego okregu
zmalata cztery razy?

Obwaod kota jest réwny 4x, a jego promien stanowi EI wysokosci pewnego trojkgta rowno-
bocznego. Oblicz pole tego trojkata.

A #

1. Przerysuj tabele do zeszytu i uzupetnij brakujace dane.

Promieri okregu | Srednica okregu | Dlugo$¢ okregu | | Promier okregu | Srednica okregu | Dlugo$¢ okregu
1,2 24n
44/3 1 %
45 0,6

__E ) 2. Dany jest okrag o srednicy 1,2 dm.
Dokoncz zadanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Dtugosc okregu zwiekszy sie dwukrotnie, jesli jego Srednice zwiekszymy
0 2 dm- B. o 1,2 dm_ 0 0,6 dm_ . 9] 2,4 dIll

3. Ela kupita mamie na urodziny szklany wazon w ksztatcie walca,
ktorego podstawg jest okragg o srednicy 15 cm. Chce przybrac
wazon wstgzka, tak jak pokazano na ilustracji. Jak dtuga musi
byC wstazka, jesli na wezet i kokarde potrzeba 30 cm? Przyjmij,
zen ~ 3,14,

4. pola narysowata projekt wieszaka na krawaty, ktoéry wykona
z drutu. Kazdy element wieszaka jest takim samym okregiem
o Srednicy 8 cm. lle co najmniej centymetréw drutu musi przy-
gotowac Pola na wykonanie tego wieszaka? Przyjmij, ze & = 3,14.
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2 s Pole kola

» Obliczanie pola kota o danym promieniu lub danej Srednicy
» Obliczanie promienia lub Srednicy kota o danym polu

Jak obliczy¢ pole kota? Jesli umiescimy koto na siatce, zobaczymy, ze nie /’_\
jest tatwo policzy¢, ile kwadratow jednostkowych, miesci sie catkowicie |

w kole. Nie mozemy zatem wyznaczyC pola kota zliczajgc kwadraty jed-
nostkowe.

Z pomocg przychodzi nam podziat kota na czesci.

Podzielimy koto na 12 jednakowych czesci.

Figura, ktorg otrzymalismy, przypomina prostokat.

Podzielimy koto na wiecej jednakowych czesci.

Widzimy, ze otrzymana figura jeszcze bardziej przypomina prostokat.

Mozemy wiec przyjac, ze pole kota o promieniu r jest rowne polu prostokata o bokach dtugos-

ci r oraz nr. Zatem, korzystajgc ze wzoru na pole prostokata, otrzymamy wzor na pole kota:
P=r-nr=nxr.

Pole kota o promieniu r wyraza sie wzorem:
P =nr’

2. Pole kota (269




— Przyktad 1.

Oblicz pole kota o promieniu rownym 6 cm.

Zastosujemy wzor na pole kota: P = nr?.

P=n-6>=36% [cmz}

Odp. Pole tego kota wynosi 36x cm?,

Oblicz pole kota o promieniu rownym:

2) 10 cm, b) 2 Elg dm, c) 0,5m,

— Przykiad 2.

Oblicz pole kota o srednicy rownej 0,2 dm. Wyznacz jego przyblizong wartos¢. Przyjmij, ze n =~ 3,14.

Aby obliczy¢ promien r kota, podzielimy dtugosc jego
Srednicy przez 2.

pra=02 5 2=1001 [dm]

P=x-(0,1)*=0,01ln ~

Obliczymy pole kota, przyjmujac, ze n =~ 3,14.
~ 0,01 - 3,14 = 0,0314 [dm?|

Odp. Pole tego kota wynosi 0,01r dm?, czyli okoto 0,0314 dm?,

a) d=6cm, D) d =9 dm, ) d=0,8 m.
— Przykiad 3.
Oblicz promien kota o podanym polu P.
2) P =497 cm®
P =nar?
Or=nr’ |:¢

Skorzystamy ze wzoru na pole kota i obliczymy
promien kota. Poniewaz r jest promieniem, to musi w 2 = 48
wyrazac sie za pomocg liczby dodatnie,;.

r* =49

r =7 [cm]
Odp. Promien tego kota wynosi 7 cm.,
b) P =121 cm?

P =nr?
Skorzystamy ze wzoru na pole kota i obliczymy 21=n? |:x
promien kota. Poniewaz r jest promieniem, to musi 121
wyrazac sie za pomoca liczby dodatniej. i r = g

= 11 . \/E = llﬁ [{:]Il]

17 Ve vEooom

Odp. Promien tego kota wynosi cm.

T
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Oblicz promien kota o polu rownym:

a) 25xr cm?, b) é:-: cm?, c) 225 m?, d) 0,81 m2,
— Przyktad 4.

Oblicz obwéd kota o polu réwnym 64x cm?.

P =nr?
Obliczymy promien kota, korzystajgc ze wzoru na pole Bm=mr® | om
kota. Poniewaz r jest promieniem, to musi wyrazac sie '
za pomoca liczby dodatnie;j. ) r* =64

r=28 [cm]

Obliczymy obwaod kota, korzystajac ze wzoru: [ = 2xr. [=2n-8=16n [cm]

Odp. Obwadd tego kota wynosi 16n cm.

| %N T O A
!-‘_ L L!I Ll I ™,

Oblicz obwéd kota o polu réwnym 196x cm?.

Rozwiaz zadania s

1. oblicz pole kota o podanym promieniu r, a nastepnie wyznacz jego przyblizong wartosc,
przyjmujac podang obok wartosc .

a) r=7dm, =~ 3,14 D) r= :11 m,mﬁi‘;% ) r=2v2km, n~3

™

Oblicz pole kota o podanej srednicy d, a nastepnie wyznacz jego przyblizong wartosc, przyj-
mujgc podang obok wartosc =,

a) d=4cm,n~ 3,14 D) d=32dm,x~ 31 ¢) d=8V/5dm, n~ 3

W/

Oblicz pole kota o podanym obwodzie /.
a) 1=64ncm h) I=1641m ¢) 1=23ndm d) I= 1% km

4. oblicz promien kota o podanym polu P.

a) P=64n cm? h P= %n mm? ¢) P =100 cm? d) P=196 m?
5. Oblicz obwéd kota o podanym polu P.
a) P=225% cm? Dl P= 13_;175 mm? c) P=121n dm? d) P=8xndm?

6. Cwierc kotama pole réwne 81x. Oblicz Srednice tego kota.

2. Pole kota T



7. Na przygotowanie polewy na gorng powierzchnie tortu w ksztat-
cie kota o Srednicy 28 cm potrzeba 300 g czekolady. Czy taka
ilos¢ czekolady wystarczy na przygotowanie polewy na gorna
powierzchnie tortu w ksztatcie prostokgta o wymiarach 24 cm
| 25 cm, jesli zatozymy, ze w obu przypadkach grubosc¢ polewy
jest taka sama? Przyjmij, ze & = 3,14.

8. Rodzice Kuby kupili basen ogrodowy, ktorego dno ma ksztatt kota o srednicy 457 cm. Posta-
o nowili, ze kupig jeszcze folie solarng, aby obnizyc¢ efekt utraty ciepta z wody nagrzanej przez
stonce. Jakg powierzchnie musi miec folia w ksztatcie kota, aby przykryta powierzchnie wody,
unoszac sie na niej? Przyjmij, ze = ~ 3,14. Wynik podaj z doktadnoscig do 0,5 m?.

9. Dane jest koto K; o polu rownym 2x oraz koto K, ktorego pole jest cztery razy wieksze od
pola kota K. Oblicz stosunek promienia kota K; do promienia kota K.

E10

1.

12.

Ania na swojej dziatce ma klomb w ksztatcie kota o Srednicy 10 m. Chce posadzi¢ na nim
réze. Na jeden krzew rézy zaplanowata 0,5 m? powierzchni. Jeden krzew rézy kosztuje
12,40 zt. Przyjmij, ze n =~ 3,14,

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposréd oznaczonych literami C i D.

Ania potrzebuje A ‘ B ‘ krzewow roz.

A. 157 B. 126
Ania zapftaci za krzewy C ‘E‘ zt.
C. 1946,80 D. 1562,40

Z kota wycieto kwadrat o polu 196 cm?, ktérego wierzchotki lezg
na okregu tego kota.

2 Oblicz obwéd tego kota.
2} Oblicz pole zacieniowanej figury.

Prostokgtny stot o bokach dtugosci 1 m i 1,4 m powiekszono, dotgczajgc do krotszych bo-
kow blaty w ksztatcie potkoli. Przyjmij, ze m ~ 3,14.

1.4 m

21 O ile zwiekszyt sie obwod tego stotu?
21 Oile zwiekszyta sie powierzchnia tego stotu?
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13. Nabokach trojkata prostokatnego o przyprostokgtnych dtu-
gosci 6 cm i 8 cm zbudowano potkola. Uzasadnij, ze pole
potkola zbudowanego na przeciwprostokatnej jest rowne
sumie pol dwoch pozostatych potkoli.

o

14. promierikota o polu rownym 40 wynosi r, a promien kota o obwodzie rownym 40 wynosi R. ‘iﬁi’

2
Oblicz %.
F

15. Stosunek obwodu kwadratu do obwodu kota jest rowny 2 : /x. Uzasadnij, ze kwadrat i koto *

majg rowne pola.

"

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Pole kota o promieniu 1,4 dm jest rowne
A. 1,4n dm? 2. 7,84% dm? C. 1,96n dm?

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Obwad kota o polu 250% cm? jest réwny

A. 5¢/10 cm 2. 5v/10m cm ~. 10v/10% cm

Pizze w ksztatcie kota podzielono na 6 rownych kawatkow, kazdy
0 polu 54n cm?. Wysoko$¢ pizzy to 2 cm.

1} Oblicz promien tej pizzy.

21 Czy pizze mozna spakowac do pudetka w ksztatcie prosto-

padtoscianu o wymiarach 35 cm x 35 cm x 3 cm? Uzasadnij
swojg odpowiedz.

0. 3.92% dm®
(E)
). 20v/10% cm

Z kwadratu o boku dtugosci 6 cm wycieto ¢wierc kota, ktorego srodkiem jest wierzchotek E

kwadratu, a promien jest rowny dtugosci boku kwadratu.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposréd oznaczonych lite-
rami A i B oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami C i D.

Pole zacieniowanej figury jest réwne! A B.

A. 27r cm? B. (36 — 91) cm®
Obwaod zacieniowanej figury jest réwny' CD.
C. 15t cm D. (12 +3%) cm

2. Pole kota (273



3 s Pole pierscienia kotowego

» Obliczanie pola pierscienia kotowego o danych promieniach lub
Srednicach obu okregdow tworzgcych pierscien

Obszar miedzy dwoma okregami o roznych promieniach, ktére majg ten sam srodek, wraz z tymi
okregami nazywamy pierscieniem kotowym.

&

Promien r mniejszego okregu nazywamy promieniem wewnetrznym pierscienia, a promien R
wiekszego okregu - promieniem zewnetrznym pierscienia. Szerokoscig pierscienia kotowego
nazywamy roznice tych promieni: R —r.

o Pole pierscienia kotowego jest rowne
réznicy pol wiekszego kota i mniejszego: e
P = 7R? — 2.

Przyktad 1.

Oblicz pole pierscienia kotowego, ktory ograniczony jest okregiem o promieniu rownym 10 ¢cm
oraz okregiem o srednicy rownej 14 cm.

Obliczymy promien r okregu, ktérego srednica wynosi @ r=14:2=7 [cm]
14 cm. '

Obliczymy pole P, kota o promieniu rownym 7 cm, _ ¥ : ;
korzystajagc ze wzoru na pole kota: P = nr2. %g Py =x.7% =49 [em?]

Obliczymy pole P, kota o promieniu rownym 10 cm, . 5 5
korzystajgc ze wzoru na pole kota: P = nr2. =y Py =m-10% = 100 [cm’|

Pole pierscienia kotowego jest rowne roznicy pol P, oraz Py, czyli wiekszego i mniejszego kota.
Zatem P = P, — Py = 100n— 497 = 51% [cm?].

Odp. Pole tego pierécienia kotowego wynosi 51z cm?,

Oblicz pole pierscienia kotowego, ktory jest ograniczony okregiem o promieniu rownym 12 cm
oraz okregiem o srednicy rownej 30 cm.
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— Przykiad 2.

Moneta dwuztotowa jest dwukolorowa. Rdzen tej monety wykonany jest
z miedzioniklu, natomiast pierscien - z brgzalu. Oblicz przyblizong po-
wierzchnie pierscienia tej monety. Przyjmij, ze n = 3,14. Wynik podaj w
zaokragleniu do catosci.

Aby obliczy¢ powierzchnie pierscienia, nalezy obliczy¢ powierzchnie awer-
su monety oraz powierzchnie rdzenia tej monety.

Przyjmiemy nastepujgce oznaczenia:

R - promien monety, r - promien rdzenia monety,

D - Srednica monety, d - Srednica rdzenia monety,

P, - powierzchnia monety, P, - powierzchnia rdzenia monety.

Z ilustracji mozemy odczytac, ze D=2 cm orazd = 1,2 cm.

Obliczymy promien R monety oraz D =2R
promien r rdzenia monety, korzystajgc Nz 2=2R |12
z faktu, ze promien jest potowg Srednicy. R=1[cm]

Obliczymy powierzchnie monety (Pq)
oraz powierzchnie rdzenia monety (P,).

Obliczymy powierzchnie pierscienia. P=P-P

Odp. Powierzchnia pierscienia tej monety jest réwna okoto 2 cm?.

® Cwiczenie 2.

Moneta piecioztotowa jest dwukolorowa. Rdzen tej monety jest wyko-
nany z brazalu, natomiast pierscien - z miedzioniklu. Oblicz przyblizo-
ng powierzchnie pierscienia tej monety. Przyjmij, ze = =~ 3,14. Wynik
podaj w zaokragleniu do catosci.

Rozwiaz zadania =

1. oblicz pole pierscienia kotowego przedstawionego na rysunku

2 ¢cm
R o e

| 1,2 em 4
2 cm
a =2r
T2=2F |2
r=0,6 [cm]

Pi=n-R°=m-1%2=n [{:mz}
Py==n-r*=x-(0,6)*=0,36r [cm?]

P =mn-0,36n = 0,64n =~ 0,64 - 3,14 ~ 2 |cm”]

[
]

10 cm




2. Wyznacz pole pierscienia kotowego ograniczonego okregami. Jeden z okregdw ma promien -

3.

rowny 7, a promien drugiego okregu jest cztery razy wiekszy.

Oblicz pole pierscienia kotowego, ktérego obwdd zewnetrzny jest rowny 20r, a obwod we-

wnetrzny wynosi 12z,

W celu zwiekszenia bezpieczenstwa ruchu postanowiono
wybudowac rondo przy skrzyzowaniu dwoch ruchliwych
ulic w miescie. Srednica zewnetrzna planowanego ronda
jest rébwna 19 m, a szerokosc¢ pasa ruchu 5 m. Oblicz pole
wyspy srodkowej oraz pole pasa ruchu na tym rondzie.
Przyjmij, ze n =~ 3,1.

Dokota okrggtej piaskownicy o srednicy 10 m wytyczono
powierzchnie Sciezki. Przyjmij, ze & ~ 3,14.

Czworokat przedstawiony na rysunku jest kwadratem
o boku dtugosci 6 cm. Wierzchotki kwadratu lezg na wiek-
szym okregu. Mniejszy okrgg ma po jednym wspdlnym
punkcie z kazdym bokiem kwadratu. Oblicz pole przed-
stawionego pierscienia kotowego.

Z prostokata o bokach dtugosci 8 cm i 3 cm wycieto figure
wyznaczong przez dwa potokregi w sposob pokazany na
rysunku. Punkt S jest Srodkiem obu pétokregdédw. Oblicz
pole tej figury.

sciezke o szerokosci 1 m. Oblicz

3 cm

3
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-

o .
4 cm 1,5 cm

Okragte tace o Srednicach 42 cm i 56 cm postanowiono ozdobi¢, malujgc na brzegu kazde;
z nich ztoty pasek o szerokosci 2 cm. Do wykonania dekoracji uzyto ztotej farby, ktérej opa-
kowanie o pojemnosci 100 ml wystarcza na pomalowanie powierzchni 1,2 m?. Czy jedno opa-
kowanie tej farby wystarczy na zrobienie dekoracji na 21 mniejszych i 14 wiekszych tacach?

Przyjmij, ze n = 3%.

42 cm 56 cm
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9. Dtugos$¢ boku tréjkata réwnobocznego jest réwna 4+/3.
Wierzchotki trojkata lezg na wiekszym okregu. Mniejszy
okrgg ma po jednym punkcie wspolnym z kazdym bokiem
trojkata. Stosunek dtugosci promienia wiekszego kota do
promienia mniejszego kota jest rowny 2 : 1. Uzasadnij, ze
pole zaznaczonego pierscienia kotowego jest rowne 12x.

e

1. Dokoricz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Pole pierscienia kotowego przedstawionego na rysunku jest

rowne
M. 1697 cm? 2. 160% cm?
C. 120m cm? D. 1327 cm?

2. Zkotao promieniu 9 cm wycieto koto o promieniu trzy razy krotszym. Oba kota majg wspolny E

Srodek.
Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest
fatszywe.
Wyciete koto i powstaty pierscien kotowy majg réwne pola. P F
ROznica obwodow kot, ktore utworzyty pierscien kotowy, jest rowna 12x. P =

3. Na rysunku przedstawiono tarcze do rzutek. Szerokosc kaz-
dego pierscienia tarczy jest taka sama i wynosi 6 cm. Sredni-
ca kota z liczbg 100 jest takze rowna 6 cm. Oblicz powierzch-
nie jaka tgcznie zajmujg niebieskie pola.

3. Pole pierscienia kotowego &£



PODSUMOWANIE DZIALU IX
Diugosc okregu 1 pole koia

Powtorz wiadomosci

Okr
Okregiem nazywamy zbior wszystkich punktow Okrag i wszystkie punkty wewnatrz
piaszczyzny jednakowo oddalonych od punktu O okregu tworza kolo.
— Srodka okregu.
promien )
cieciwa ) :'
Srednica )

( srodek okregu )

Diugosc okregu Pole kola

Przyjmiemy, ze / jest dlugoscia okregu. Jesli promien okregu '_: Pole kota o promieniu r

oznaczymy literg r, to jego srednice d wyrazimy wzorem: || wyraza sie wzorem:
d=2r. b P=nr.

Po przeksztalceniu wyrazenia

_ dlugos¢ okregu |

 dlugos¢ Srednicy  2r

otrzymamy wzor na diugosc¢ okregu:

l=2xr,

Pierscien kolowy

Obszar miedzy dwoma okregami o roznych promieniach, ktore majg ten sam srodek, wraz

z tymi okregami nazywamy pierscieniem kolowym.

Pole pierscienia kolowego jest rowne réznicy pol wiekszego kola (o promieniu R) i mniejszego
(o promieniu r):

P = nR? — nur?.
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[/
Sprawdz umiejetnosci Jams

1. oblicz dtugosc okregu o promieniu rownym:
a) 13 cm, b) 2% m, ¢ 6,8 mm, d) 24/2 dm.

B T, W S WS N S o S S S e N S S S S s S S S o S S S S S o S S e S S S N e R S o S S W e W S S S S S W W W e e W

2 Oblicz dtugos$¢ okregu o podane; sredntcy d, a nastepnie wyznacz jego przybllzonq wartos¢,
przyjmujac podang obok wartos¢ x.

ald=24cm, n=~3 b)d=82m,nt~31 €) d=15dm, n ~ 3,14

3. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest

fatszywe.
Dtugosc¢ okregu o promieniu 12 jest cztery razy wieksza od dtugosci okregu P .
0 promieniu 3.
Dtugosc okregu jest rowna dwukrotnosci jego srednicy. P F

e R N R R R T T T N  ar_  u

4. W trakcie dnia sportu odbywaty sie dwa rodzaje biegow. Pierwszy to bieg wokot okraggtego
placu o promieniu 18 m, a drugi to bieg na 400 m. Pola startowata tylko w pierwszym biegu,
okrazajac plac czterokrotnie, a Ela tylko w drugim. Ktéra z dziewczat pokonata dtuzszy dystans?
Przyjmij, ze n ~ 3,14.
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5. obwéd okragtego stotu jest rowny 372 cm. Czy mozna przykry¢ catkowicie ten stét kwadra-
towym obrusem o boku podanej dtugosci? Przyjmij, ze n ~ 3,14.
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6. oblicz pole kota o promieniu réwnym:
a) 12 mm b) 2,6 m c) %dm d) 3v/5dm
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7. oblicz pole kota o srednlcy d, a nastepnie wyznacz jego przyblizong wartos¢, przyjmujac
podang obok wartos¢ x.

a) d=18 mm, = ~ 3,1 D) d=4v3m, t~3,14 C)d=1%dm,ﬂ:m3%

8. oblicz pole kota o podanym obwodzie /.
a) I=28n cm b) 1=08tm ) [=8y3n mm d) 1=10dm
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9. pa ne jest potkole o promieniu réwnym 3 cm.

Dokoricz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.
Pole potowy tego pétkola jest réwne

A. 3ncm® 2. 97 cm? C. xcm® D. 2,257 cm?®

Podsumowanie dziatu 1X .



E Informacje do zadan 10. i 11.

10.

11.

13.

14.

15.

¢) 16.

Na okraglym stole o powierzchni 0,36z m? potozono okragty serwetke o $rednicy 24 cm.

Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli

jest fatszywe.
Srednica tego stotu jest réwna 60 cm. P F
Obwad tego stotu jest 5 razy wiekszy od obwodu tej serwetki. P £

lle procent powierzchni tego stotu zajmuje powierzchnia tej serwetki? Wybierz wtasciwg
odpowiedz sposrod podanych,
15 % 4 % 8 % 12 %

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Pole zamalowanej figury jest rowne

2 2

3t cm 21t cm

On cm?> 20 cm?

Pole pierscienia kotowego wynosi 51z, a jego promien wewnetrzny jest rowny 7. Oblicz
szerokosc tego pierscienia.

Tasiemka ozdabiajgca kapelusz umieszczona nad jego rondem ma dtugosc¢ 57 cm. Ze-
wnetrzny obwaod ronda kapelusza jest rowny 93 cm. Oblicz szerokoSc ronda tego kape-
lusza. Przyjmij, ze &= ~ 3.

W oceanarium znajduje sie basen dla delfinow, ktérego dno ma ksztatt kota o polu réwnym
okoto 432 m?. Oblicz obwdéd dna tego basenu. Przyjmij, ze n ~ 3.

Z kwadratu o boku dtugosci 5 cm wycieto cztery ¢wiartki kot o promie-
niu 2 cm kazda i srodku w wierzchotkach kwadratu, tworzgc figure I. ‘/ \
Figura Il powstata po wycieciu z trojkata prostokatnego rownoramien-

nego o przyprostokatnej dtugosci 41/2 cm éwiartki kota o promieniu \ /

2 cm i Srodku w wierzchotku kata prostego. Przyjmij, ze n =~ 3,14.

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami
A i B oraz odpowiedz sposrod oznaczonych literami C i D.

Pole figury | jest réwna| A | B cm?, /
A. 254z B.20-4n
Wieksze pole ma figura| C | D
C.1I D. Il
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Potrenuj — zadania uzupelniajace

1. Bieg z przeszkodami odbywa sie trasg, ktéra sktada sie z trzech pétokregdw i dwdch odcin-
kéw. Kazdy z odcinkéw ma dtugos¢ 50 m, a Srednica kazdego okregu jest réwna 60 m. Oblicz
dtugosc trasy. Przyjmij, ze n =~ 3,14. Wynik podaj z doktadnoscig do 1 m.

- - B
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2. Ptyta winylowa ma ksztatt kota o obwodzie 94,2 cm. Czy ta ptyta zmiesci sie w kwadratowe]
kopercie o boku dtugosci 29 cm? Uzasadnij swojg odpowiedz. Przyjmij, ze & =~ 3,14.

T R R T e I R e O e T T I T

3. Wskazéwka godzinowa zegara na wiezy Big Ben ma dtu-
gos$¢ 2,7 m, a minutowa 4,2 m. lle razy dtugos¢ drogi, kté-
rg pokona koniec wskazéwki minutowej, jest wieksza od
dtugosci drogi pokonanej przez koniec wskazéwki godzi-
nowej w ciggu jednej doby? Wynik zaokraglij do catosci.

e il R R R e T e T R R e B e S o, S e S = Eam W e S B = e T S W M e S S S S B S B e S

4. Nabeczce umieszczone sg trzy obrecze w ksztatcie okrggu kazda: dwie Jednakowe przy dnie
i w gornej czesci, oraz trzecia w najszerszym miejscu. Wieksza obrecz jest 0 20 % dtuzsza od
mniejszej. tgcznie obrecze majg dtugosc 352 cm. Oblicz Srednice beczki w jej najszerszym

miejscu. Przyjmij, ze ¢ =~ 3%.

5. Oblicz pole kota, ktérego Srednica jest réwna:

a) 6, b) 1ik, c) 2.

T

6. Podaj, o ile procent zwiekszy sie pole kota, jesli jego promien
2] zwiekszymy dwukrotnie, 0} zwiekszymy 0 20 %.

7. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest
fatszywe.

Jesli obwod kota jest rowny 10, to pole kota jest rowne 100. P F
Jesli pole kota jest réwne 36, to jego obwdd jest rowny 6. P F
e i S e aa "{'iio

8 Z kota K; o promieniu 4 wycieto koto K, ktérego pole jest dwa razy mniejsze od pola kota K.
Oblicz szerokos$¢ powstatego w ten sposéb pierscienia kotowego.
Podsumowanie dziatu | .



9. oblicz pole zamalowanej figury.

4 ¢cm

10. w kwadracie o boku dtugosci 8 cm narysowano dwie ¢wiartki kota,
ktérych promienie majg dtugosé 8 cm, a Srodkami sg przeciwlegte
wierzchotki kwadratu. Czescig wspélng narysowanych ¢wiartek
kota jest figura pokazana na rysunku. Oblicz pole tej figury.

O il it il e N T N N

11. Bruno chce uzupetnic liczbe zetondw do gry w bingo. Postano-
wit wycigé z grubej folii kota o $rednicy 14 mm. Ma do dyspozycji
2 prostokatne kawatki folii o wymiarach 30 cm i 15 cm.

a) lle zetondéw wytnie, jesli bedzie wycinat kota z obydwu kawat-
kow folii w sposob pokazany na rysunku obok?

. 1
em ~ 33—,
7

12. Zkotao éred nicy 28 cm wycieto szesciokat foremny, ktérego wierz-
chotki lezg na okregu tego kota. Oblicz pole zamalowanej figury.

Przyjmij, ze n ~ 3% oraz /3 ~ 1,73.

drugi promien. Rozpatrz dwa przypadki.

o IX. DEUGOSC OKREGU | POLE KOtA
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4 cm
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90
O

) lle procent tgcznej powierzchni obu kawatkéw folii nie zostanie wykorzystanej? Przyjmij,
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13. Pole pierscienia kotowego jest rowne 48z, a jeden z jego promieni jest rowny 7. Oblicz jego

S

14. Bieznia wokét stadionu sportowego ma ksztatt i wymiary przedstawione na ilustracji. Biez-
nie postanowiono wysypa¢ maczka ceglang. Na 1 m? powierzchni potrzeba 12 kg takiej
maczki. lle ton maczki trzeba kupi€? Przyjmij, ze = =~ 3,1. Wynik podaj z doktadnoscig do 1 t.
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Symetria osiowa. Figury
m OSlowosymetryczne

» Rozpoznawanie figur osiowosymetrycznych i wskazywanie ich osi
symetrii
» Uzupetnianie figury do figury osiowosymetrycznej

Ludzie, tworzgc symetryczne budowle, przedmioty codziennego uzytku czy tez dzieta sztuki, in-
spirujg sie naturg. Zaden obiekt naturalny nie jest jednak idealnie symetryczny - jest zatem asy-
metryczny. Jak widac na ponizszym rysunku, lewa potowa kwiatu rézni sie od jego prawej potowy.
Kwiaty uzyskane przez odbicia symetryczne potowek nie sg identyczne.

lewa | prawa lewa | symetryczne symetryczne | prawa
potowa ! potowa potowa ! odbicie lewej  odbicie prawej | potowa
potowy potowy
Na kartce narysowano prostg, ktéra podzielita figure na dwie przy- /\

stajgce czesci. Po ztozeniu kartki wzdtuz narysowanej prostej wy-
Znaczone przez nig czesci natozg sie na siebie i pokryja. Prosta o tej
wiasnosci to 0$ symetrii figury.

Os symetrii figury to prosta, ktéra dzieli figure na dwie przystajgce czesci
bedgce swoim lustrzanym odbiciem. Figure, ktéra ma co najmniej jedng 0$
symetrii, nazywamy figurg osiowosymetryczng.

a, JK Aé %

0 osi 1 0S8 2 osie 3 osie nieskonczenie
wiele osi




; Ile osi symetrii majg wielokaty foremne? f

Wielokaty foremne zawsze maija tyle osi symetrii, ile bokéw.
N\

3 osie 4 osie 5 osi 6 osi

Punkty A i A’, nielezgce na prostej k, nazywamy
symetrycznymi wzgledem prostej , jesli odcinek
AA' jest prostopadly do prostej k, a jego srodek lezy
na tej prostej.

Punkt B lezacy na prostej k jest sam do siebie
symetryczny.

— Przykiad 1.
Uzasadnij, dlaczego punkty:

| ==

> |
S

2l Ai A’ sg symetryczne wzgledem prostej k, o . e
2] B i B" nie sg symetryczne wzgledem proste;j &, B T T B
¢) D iD sasymetryczne wzgledem prostej k. | | | IB"

2] Odcinek AA’ jest prostopadty do prostej k, k
a jego érodek lezy na prostej k. Zatem punkty ] Al | ] | A A
A i A’ sg symetryczne wzgledem prostej k. I / | i '
1) Odcinek BB nie jest prostopadty do prostej k. —
Zatem punkty B i B” nie sg symetryczne wzgle- 'S T U S _— “*“‘-\-L--x-.ﬂ |
dem prostej k. | | 1

=) Punkt D lezy na prostej k oraz pokrywa
sie z punktem D', Zatem punkty D i D' sg
symetryczne wzgledem prostej . ] ] ',911_ D!

Skorzystaj z rysunku z Przyktadu 1. Uzasadnij, dlaczego punkty:

a) Ai A" nie sg symetryczne wzgledem prostej k,
) Bi B sgsymetryczne wzgledem prostej k,

£} CiC' nie sg symetryczne wzgledem prostej k.

1. Symetria osiowa. Figury osiowosymetryczne



— Przykiad 2.

Wierzchotkami tréjkata sg punkty: A = (-4, -3), B = (1, -1), C = (-2, 3). Znajdz wspotrzedne wierz-
chotkow trojkgta symetrycznego do tréjkata ABC wzgledem osi y.

Narysujemy trojkat ABC w uktadzie wspotrzednych,
a nastepnie zaznaczymy w uktadzie wspoétrzednych

punkty symetryczne do wierzchotkow trojkgta ABC 'y —2>
wzgledem osi y i oznaczymy je literami: A', B' i C'.

A =(4,-3) B =(-1,-1) C'=(2, 3)

Po potgczeniu zaznaczonych punktéw otrzymamy

trojkat A'B'C’, ktory jest symetryczny do tréjkata . —’f; >
ABC wzgledem osi y.

Punkt A" symetryczny do punktu A = (x,, y,) wzgledem osi x ma

@ wspotrzedne (x,, —y.).
Punkt B’ symetryczny do punktu B = (x5, y») wzgledem osiy ma

wspotrzedne (—xp, yp).

Wierzchotkami kwadratu sg punkty: A = (-5, -2), B=(-1,-2), C=(-1, 2), D = (-5, 2). Znajdz
wspotrzedne wierzchotkow kwadratu symetrycznego do kwadratu ABCD wzgledem

a) osix, 2] osiy.

Rozwiaz zadania J§

1. Na ilustracji przedstawiono flagi: Chorwacji, Czech, Francji oraz flage Unii Europejskiej. Wskaz
flagi osiowosymetryczne. lle osi symetrii majg te flagi?

hm A B

Chorwacja Czechy Francja
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2. Wskaz pary punktéw symetrycznych wzgledem prostej /. Uzasadnij swoj wybor.

A 1] | ][4
* 4 |
DEENERSL
ARNEER |
IC'.
C
.
Ei
D, D
3. Na podstawie rysunku uzupetnij zdanie, tak aby byto prawdziwe. Tkl Tt] Jo
2] Punkt M jest symetryczny do punktu - wzgledem prostej KN. | . . ]
2] Punkt N jest symetryczny do punktu L wzgledem proste; : PL L W

C) Punkt  jest symetryczny do punktu O wzgledem prostej LM.
4. Przerysuj rysunek do zeszyt i dorysuj figure symetryczng do danej wzgledem prostej k.

5. Sposrod narysowanych liter wskaz te, ktore: ABCDEFGHI)
2] nie majg osi symetrii,

2] majg jedng 0$ symetrii, KLMNOP Q RS
£} majg dwie osie symetrii. TUVWXY?Z

6. Wéréd ponizszych figur wskaz figury osiowosymetryczne. Jezeli figura jest osiowosymetrycz-
na, narysuj jej wszystkie osie symetrii.

'. trojkat rownoramienny 1. romb (niebedacy kwadratem)

111. réwnolegtobok V. trapez réwnoramienny (niebedacy réwnolegtobokiem)

7. lle osi symetrii ma figura przedstawiona na rysunku, jesli wszystkie widoczne kota majg taki
sam promien?

1. Symetria osiowa. Figury osiowosymetryczne (287



8. Narysuj figure, ktora sktada sie z:
2} dwoch prostych i ma doktadnie 4 osie symetrii,
2} prostej i okregu i ma doktadnie 2 osie symetrii.

9. Punkty A=(0,-2),B=3,-2),C=@3,4)s3 wmrzchoikamltrojkqta ABC. Narysuj
2} trojkat DEF symetryczny do trojkata ABC wzgledem osi x. Podaj wspotrzedne jego wierz-

chotkow.
1) trojkat KLM symetryczny do trojkagta ABC wzgledem osi y. Podaj wspoétrzedne jego wierz-
chotkow.

L

1. wskaz pary punktow symetrycznych wzgledem prostej k. Uzasadnij swoj wybor.

xlJ] |6

E 2. Na rysunku przedstawiono figury: Fy, Fy, F5 i Fy.
' k

k
-

Fs

4\
Fi ——

g

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Prosta k nie jest osig symetrii figury
A. F; S 2 C. F; ). Fy

E 3 Odcinek A'B’ jest symetryczny wzgledem osi y do odcinka AB, gdzie A = (-2, 1), B= (3, 6).
Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest

fatszywe.
Wspotrzedne punktu A’ sg réwne (2, -1). P F
Odcinki AB i A’B’ sie nie przecinaja. P F
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Symetria Srodkowa. Figury
s Srodkowosymetryczne

- Rozpoznawanie figur Srodkowosymetrycznych
- Wskazywanie Srodkow symetrii figur Srodkowosymetrycznych

WSsSrod przeksztatcen geometrycznych mozemy wymienic nie tylko symetrie osiowg, lecz takze
symetrie Srodkowa. Na ponizszym schemacie przedstawiono, czym roznig sie te rodzaje symetrii.

% T 3

wzgledem prostej (symetria osiowa) unktu (symetria srodkowa)
Dwa punkty nazywamy symetrycznymi Dwa punkty nazywamy symetrycznymi
wzgledem prostej, jesli lezg na odcinku wzgledem punktu, jesli lezg wraz z nim
prostopadtym do tej prostej i sg od niej na jednej prostej i sg od niego rowno
rowno oddalone. oddalone.

Ae AS

'.x
k 9 .
‘04’ e A’
Punkty A i A’ sg symetryczne wzgledem Punkty A i A" sg symetryczne wzgledem
prostej k. Prosta k jest osig symetrii. punktu S. Punkt § jest Srodkiem symetrii.

Na rysunku przedstawiono figure, ktora jest Srodkowosymetryczna.
Figura jest Srodkowosymetryczna, poniewaz istnieje punkt S taki, ze
obraz kazdego punktu figury w symetrii wzgledem punktu S tez na-
lezy do tej figury. Punkt S to srodek symetrii figury. Obrazem punktu
A jest punkt A’, obrazem punktu B jest punkt B’ itd.

Punkt S jest sam do siebie symetryczny wzgledem punktu S.

Mozemy zauwazyc, ze po
obroceniu figury Srodkowo-
symetrycznej o 180° wokot
srodka symetrii pokryje sie

ona ze soba. #

| $0)

2. Symetria srodkowa. Figury srodkowosymetryczne 289



pokryje sie ona ze soba.

Ile sSrodkow symetrii moze mie¢ figura?

0 Srodkoéw 1 Srodek nieskonczenie wiele srodkow

Nie istnieje figura, ktéra ma dwa, trzy, cztery itd. sSrodki symetrii.

Wielokaty foremne o nieparzystej liczbie bokow nie majg srodka symetrii.

Przykiad 1.

Na rysunku zaznaczono punkty:A, B, C, D, E, F, G, H.
Wskaz punkty zgodne z opisem.

@1 Punkt symetryczny do punktu H wzgledem punktu E.

Poprowadzimy prostg przechodzaca
przez punkty H i E. Punkt symetryczny

Figura sSrodkowosymetryczna to figura, ktéra jest symetryczna sama do
siebie wzgledem pewnego punktu. Ten punkt nazywamy Srodkiem symetrii.
Po obroceniu figury Srodkowosymetrycznej o 180° wokot srodka symetri

. ",,_,—r"""—k

<

do punktu H wzgledem punktu E musi w
by¢ oddalony od punktu £ o tyle samo,

ile punkt H od punktu E. Takg wtasnos¢
ma punkt F.

Odp. Punkt symetryczny do punktu H wzgledem punktu E to punkt F.
1) Punkt, wzgledem ktérego punkt A jest symetryczny do punktu D.

Punkt, wzgledem ktorego punkt A jest
symetryczny do punktu D, to Srodek

odcinka AD, czyli punkt C.

=

Odp. Punkt A jest symetryczny do punktu D wzgledem punktu C.
290 x. SYMETRIE




¢} Punkt, wzgledem ktérego punkt B jest symetryczny do samego siebie.
Odp. Punkt B jest symetryczny do samego siebie wzgledem samego siebie.

ir [ o — 4
Ty F ™ % | )
"' 1 r i F 4 ) K =]

Skorzystaj z rysunku z Przyktadu 1. i wskaz punkty zgodne z opisem.

@) Punkt symetryczny do punktu E wzgledem punktu B.
2] Punkt, wzgledem ktérego punkt A jest symetryczny do samego siebie.

¢ Punkt, wzgledem ktérego punkt H jest symetryczny do punktu D.

— Przyktad 2.
Okresl, ktora z przedstawionych figur ma os symetrii i ile, a ktdra ma srodek symetrii.
1) szesciokat foremny 0] tréjkat rownoboczny
SzeSciokat foremny ma 6 osi symetrii Trojkat rownoboczny ma 3 osie symetrii
i ma srodek symetrii. i nie ma srodka symetrii.
C) trapez rownoramienny o} réwnolegtobok
Trapez réwnoramienny ma 1 oS symetrii Rownolegtobok nie ma osi symetrii
i nie ma srodka symetrii, i ma Srodek symetrii,

= i
¢ Aall= )
S L L= {

Podaj przyktad figury, ktéra ma:

I-.I-;..Lf

2 dwie osie symetrii i Srodek symetrii, 1) wiecej niz jeden srodek symetrii,
C| cztery osie symetrii i ma Srodek symetrii, '} piec osi symetrii i nie ma $rodka symetrii.
Rozwiaz zadania |
1. Skorzystaj z rysunku i wskaz punkt zgodny z opisem. i{. | | k] [s]
2! Punkt symetryczny do punktu L wzgledem punktu N. | -
2} Punkt, wzgledem ktérego punkt M jest symetryczny do | 2
punktu R. T 7] X
£} Punkt, wzgledem ktérego punkt K jest symetryczny do ? T 1p t
punktu L. 1 T | | |




2. Przerysuj rysunek do zeszytu, a nastepnie narysuj figure symetryczng do danej figury wzgle-
dem punktu S.

s | | &

E 3. Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Figurami srodkowosymetrycznymi s3
f.. okragitrojkat rwnoramienny. ~. potprosta i rownolegtobok.
L. prostokat i odcinek. ). pieciokat foremny i kwadrat.

4. Narysuj figure, ktora ma srodek symetrii i sktada sie
2] z dwdch odcinkow, 2! z dwoch okregdw.

5. Punkty: A=(1,1),B=(3,-1),C=(5, 1), D = (3, 3) sg wierzchotkami kwadratu ABCD. Narysuj
kwadrat EFGH symetryczny do kwadratu ABCD wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych.
Podaj wspotrzedne wierzchotkow kwadratu EFGH .

6. Wyznacz wspotrzedne srodka symetrii odcinka AB, gdzie A = (-7, -2), B = (9, -6).
7. wsrod zapisanych liczb w systemie rzymskim wskaz te, ktore majg srodek symetrii i 0S sy-

metrii.

I 1 IV X XIX CC XXilI LIX MCM

8. Punkt K jest symetryczny do punktu L = (-5, -7) wzgledem punktu § = (-1, 4). Wyznacz
wspotrzedne punktu K.

0. Narysuj figure, ktora sktada sie z trzech odcinkdéw oraz posiada
2] $rodek symetrii i co najmniej jedng os$ symetrii,

2} Srodek symetrii i nie ma osi symetrii.

E 10. ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli

jest fatszywe.
Istnieje figura, ktéra ma doktadnie dwa Srodki symetrii. P F
Nie istnieje figura, ktéra ma nieskonczenie wiele srodkow symetrii. P F
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11. W uktadzie wspétrzednych dane sg punkty: A = (=6, -2), B = (0, -4), C = (4, 0), D = (6, 2),
E=(2,6), F=(0,4), G=(-2,6), H=(-6, 2). Wskaz pary punktow, ktére sg symetryczne
wzgledem:

a) osix, B) osiy, ¢ poczatku uktadu wspoétrzednych.

2. Dokoricz zdanie. Wybierz odpowiedz sposréd podanych.
Srodek symetrii ma

M. tréjkat réwnoboczny. . pétprosta.
L. pétkole. 2. o$miokat foremny.

3. PunktB jest symetryczny do punktu A = (-4, 3) wzgledem punktu S = (-3, 0). Wyznacz wspot-
rzedne punktu B,

4. Danych jest sze$¢ napiséw.

OCO OWO OXO ONO MAM LOT

Wskaz napisy, ktore sg
2 Srodkowosymetryczne, ] osiowosymetryczne.

2. Symetria srodkowa. Figury srodkowosymetryczne




Symetralna odcinka i jej
= wiasnosci

» Pojecie symetralnej odcinka
» Stosowanie w zadaniach wtasnosci symetralnej odcinka

Umiejetnosc¢ wyznaczania punktu réwno oddalonego od danych dwoch punktow jest umiejet-
noscig wykorzystywang podczas rozwigzywania problemoéw geometrycznych,

m

Symetralna odcinka to prosta prostopadta do tego P
odcinka przechodzgca przez jego Srodek.
Prosta m jest symetralng odcinka AB. e [+/ &
Kazdy z punktéw lezgcy na symetralnej odcinka jest
rowno oddalony od obu koncow tego odcinka, np.
[AP| = |BP|, |AQ| = |BQ|, |AR| = |BR|.

r

— Przyktad 1.
Narysuj dowolny odcinek AB. Korzystajgc z cyrkla i linijki, skonstruuj jego symetralna.

Aby skonstruowac symetralng odcinka AB, wystarczy znalez¢ dwa rdzne punkty, przez ktoére ta
symetralna przechodzi. Kazdy z tych punktéw musi by¢ rowno oddalony od koricéw odcinka AB.
Aby znalez¢ punkty spetniajgce podane warunki, narysujemy dwa przecinajgce sie okregi o tych sa-
mych promieniach, dtuzszych niz potowa odcinka AB i srodkach bedgcych korncami tego odcinka.

Narysujemy okrgg o srodku w punkcie A.
Jego promien jest dtuzszy niz potowa
dtugosci odcinka AB.

Dorysujemy okrgg o srodku w punkcie B
o takim samym promieniu jak okrag o srodku
w punkcie A.
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Oznaczymy punkty przeciecia okregow jako K i L.

Mozna zauwazy¢, ze |AK| = |BK| = |AL| = |BL| = r,

gdzie r to promien okregow. Punkty K i L nalezg %;,;?
zatem do symetralnej odcinka AB, poniewaz sg

rowno oddalone od punktéw A i B.

Narysujemy prostg KL - symetralng odcinka AB. W

Aby narysowac symetralng,
nie musimy rysowac¢ catych @
okregow - wystarczg tuki.

1: 11~

Narysuj dowolny tréjkat ABC. Korzystajgc z cyrkla i linijki, skonstruuj symetralne jego bokow.
Sprawdz, czy przecinajg sie one w jednym punkcie.

Przykiad 2. 9

Miejscowosci A | B rozdziela rzeka. Nalezy zbudowac na A

rzece most, tak aby obie miejscowosci lezaty w tej same]

odlegtosci od mostu. W ktorym miejscu nalezy wybudowac rzeka =

ol

most na tej rzece?

Narysujemy symetralng odcinka AB i oznaczymy jq litera «. 9 -
Punkt przeciecia symetralnej i rzeki oznaczymy literg M.
Poniewaz lezy on na symetralnej odcinka AB, to punkt
ten jest rowno oddalony od punktu A i punktu B, czyli

|AM| = |BM|. Punkt M wyznacza zatem miejsce, w ktérym rzeka N
nalezy wybudowac most.

W poblizu dwdch miejscowosci: C i D planowana jest bu- 9

dowa drogi szybkiego ruchu. Droga bedzie rozdzielata te o

miejscowosci. W ktérym miejscu nalezy wybudowac wia- \

dukt nad tg drogg, aby byt jednakowo oddalony od kazdej droga .\\
z tych miejscowosci? D
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LF
Rozwigz zadania Jas

1. Na ktorym rysunku prosta k jest symetralng odcinka AB?
. Il. 1.

\ B

A Narysuj odcinek o dtugosci 7,3 cm i skonstruuj jego symetralna.

=g
e
9

3. Narysuj dowolny odcinek AB, a nastepnie korzystajgc z cyrkla i linijki, podziel go:
2] na dwie réwne czesci, 2} na cztery rowne czesci, ©! wstosunku 3 : 5.

4. Dwie grupy harcerzy chcg wyznaczyc na skra-
ju polany miejsce spotkania. Jedna grupa
jest w miejscu oznaczonym literg A, a druga
w miejscu oznaczonym literg B. Opisz, w jaki
sposOob mozna wyznaczy¢ na skraju polany
miejsce spotkania, tak aby droga pokonana
przez kazda grupe harcerzy byta taka sama
i mozliwie najkrotsza.

P — — - —_ - — — - - — - —= pe - p—
- T ’ W . . - o -

5. Prostekil przecinajg sie w punkcie P pod katem 20°. Punkt Q lezy na prostej k. Oblicz miare
kata ostrego miedzy symetralng odcinka PQ i prostg /.

6. Sprawdz, ktére z punktow: P, O, R nalezg do symetralnej odcinka AB.

7 Dtugosc boku AB trojkata ABC jest rowna 10 cm. Wierzchotek C tréjkata lezy na symetralne;
odcinka AB w odlegtosci 13 cm od wierzchotkow A oraz B. Oblicz pole tréjkata ABC.

8. Dany jest rownolegtobok ABCD, w ktérym |AB| = 15 cm, a |BC| = 12 cm. Wierzchotek D réw-
nolegtoboku nalezy do symetralnej boku BC. Wyznacz dtugosc przekatnej BD tego rowno-
legtoboku.

X. SYMETRIE




9. Punkty A = (4, 3) i B=(4, 7) sg koncami odcinka AB.
'} Wyznacz wspotrzedne punktu wspdélnego odcinka AB i jego symetralne;.
2) Sprawdz, czy punkty C = (-2, 5) i D = (5, 4) nalezg do symetralnej odcinka AB.

10. Czworokat ABCD jest trapezem prostokatnym o podstawach AB i CD oraz wysokosci AD.
Symetralna boku BC przechodzi przez wierzchotek A i przecina bok BC w punkcie E. Wie-
dzac, ze |AB| = 10 cm i |BC| = 8 cm, oblicz dtugos¢ odcinka AE.

11. Symetralne dwdch ramion trojkgta rownoramiennego przeciety sie pod kgtem 90° w punk- iﬁi’
cie, ktory jest Srodkiem jego podstawy. Wyznacz miary katow tego trojkata. '

Z

1. Narysuj trojkat ostrokatny roznoboczny i skonstruuj symetralne wszystkich jego bokow.

2. Odcinek AB podzielono punktami: Ay, Ay, A3 na cztery rowne czesci. E

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposréd oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami Ci D.

Punkt A; podzielit odcinek AB w stosunku A B.
A3 ] B.3:4 -
Symetralna odcinka A;B| C D  przez punkt A,.
C. przechodzi D nie przechodzi

3. Na rysunku przedstawiono trojkaty: APB, ABQ i ABR. E |

Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest

fatszywe.
Punkty P i Q nalezg do symetralnej odcinka AB. P F
Punkt R nie nalezy do symetralnej odcinka AB. P F
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4 s Dwusieczna kata 1je] wiasnosci

» Pojecie dwusiecznej kata
» Stosowanie w zadaniach wtasnosci dwusiecznej kata

Dotychczas, chcgc podzieli€ kat na dwa katy o tej samej mierze, musieliSmy postuzyc sie kato-
mierzem. Okazuje sie, ze mozna dokonac takiego podziatu rowniez bez uzycia kgtomierza - kon-
strukcyjnie z wykorzystaniem cyrkla.

Dwusieczng kata nazywamy potprostg o poczgtku
w wierzchotku tego kata, ktora dzieli ten kat na dwa

katy o jednakowych miarach.
Prosta m jest dwusieczng kata AOB, czyli

[9AOP| = |<BOP| = %|-ﬁAOB| = a.

O

Kazdy z punktow lezgcych na dwusiecznej kata jest réwno oddalony od obu
ramion tego kata, np. |AP| = |BP|, |CR| = |DR|.

— Przyktad 1.
Narysuj dowolny kat ostry KAL. Korzystajgc z cyrkla i linijki, skonstruuj jego dwusieczng.

Aby skonstruowac dwusieczng kata, wystarczy znalez¢ dwa rozne punkty, przez ktore ta dwu-
sieczna przechodzi. Jednym z tych punktow jest wierzchotek kata. Drugi punkt musi by¢ réwno
oddalony od ramion kata.

Narysujemy okrgg o dowolnym promieniu

i Srodku w wierzchotku kata, czyli punkcie A.
Oznaczymy punkty przeciecia okregu

z ramionami kata literami K i L.

Narysujemy okrag o srodku w punkcie K
i promieniu AK, a nastepnie okrgg o Srodku
w punkcie L i takim samym promieniu.
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Oznaczymy punkt przeciecia nowo
narysowanych okregow jako S. Narysujemy
prostg AS - dwusieczng kata ostrego KAL.

Aby narysowac
dwusieczng kata,
nie musimy rysowac
catych okregow -
wystarczg tuki.

Narysuj dowolny trojkat, a nastepnie skonstruuj dwusieczne jego katow. Sprawdz, czy przecinaja
sie one w jednym punkcie.

— Przykiad 2.

W trojkacie rownoramiennym ABC dwusieczne katow przy podstawie przecinajg sie w punkcie K
pod katem o mierze 130°. Wyznacz miary katow trojkata ABC.

trojkat rownoramienny ABC oraz dwusieczne

Wykonamy rysunek pomocniczy. Narysujemy _g
jego katow przy podstawie. |

130° +2a = 180° |- 130°

Wiemy, ze suma miar kagtow w dowolnym

tréjkacie jest rowna 180°. Zapiszemy sume miar 2 =50 |[:2
kgtow trojkata ABK i wyznaczymy miare kata a. 050

o=

da +vy = 180°

4.25° +y = 180°
100° +y = 180° |- 100°
y = 80°

Aby obliczy¢ miare kata y, zapiszemy sume miar
katéw trojkata ABC.

Zatem |JCAB| = |[<CBA| =2 -a =2 - 25° = 50°,

JACB| =y = 80°.
Odp. Miary katow tego trojkata sg rowne: 50°, 50°, 80°.

5,

W trojkacie rownoramiennym KLM dwusieczne katow przy podstawie przecinajg sie w punkcie P
pod katem o mierze 150°. Wyznacz miary katow trojkgta KLM.
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Rozwiaz zadania Jes

1. Ktory rysunek przedstawia dwusieczng kata a?

k
pd \,

2. Narysuj kat o mierze 70°. Skonstruuj jego dwusieczna.

3. Narysuj trapez prostokatny. Skonstruuj dwusieczng kata ostrego i dwusieczng kata rozwar-
tego tego trapezu.

4. Na podstawie informacji podanych na rysunku sprawdz,
ktory z punktow: P, Q, R nalezy do dwusiecznej kgta ABC.
Uzasadnij swojg odpowiedz.

5. Na rysunkach dane sg: kwadrat ABCD, prostokat KLMN i romb PORS.
Wskaz, ktéry z zaznaczonych odcinkéw w narysowanych wielokgtach zawiera sie w dwusiecz-
nej zaznaczonego kata. Uzasadnij swojg odpowiedz.

D € N M

S
P et > R
g B K L 0

6. Oblicz miare kata rozwartego, pod jakim przecinajg sie dwusieczne dwoch katow wewnetrz-
nych w trojkgcie rownobocznym.

7. punkt P nalezy do dwusiecznej kata AOB, ktérego miara
jest rowna 60°. Odlegtos¢ punktu P od wierzchotka kata
AOB jest réwna 10 cm. Oblicz dtugosc odcinka x.
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8. Dwusieczna kata o wierzchotku M trojkgta KML przecina
bok KL tego trojkata w punkcie N. Oblicz miary katéw
wewnetrznych trojkata KML.

9. stosunek miar katéow wewnetrznych trojkata jest rowny 2 : 6 : 1. Oblicz miare kata rozwar-
tego, jaki tworzg dwusieczne

2] katow wewnetrznych o najwiekszej i najmniejszej mierze,
1) katdéw ostrych tego tréjkata.

10. Prosteaib sg rownolegte. Prosta ¢ tworzy z prostymi @ 7 ‘iﬁ?
a i b odpowiednio katy a i f. Uzasadnij, ze dwusieczne . N
katéw a i B sg prostopadte. b p

&
/

1. Narysuj kat prosty, na jego podstawie skonstruuj kat o mierze 45°.

2. W trdjkacie ABC poprowadzono dwusieczne kagtow pr
J pPop przy
podstawie AB, ktore przeciety sie w punkcie D. Oblicz
miary katow wewnetrznych trojkata ABC.

3. Na rysunku przedstawiono kgt ABC.

Ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jesli zda-
nie jest prawdziwe, albo F - jesli jest fatszywe.

Punkty P i R nalezg do dwusieczne] o E
kata ABC.
Punkt Q nie nalezy do dwusieczne] o r
kata ABC.

4. Dwusieczne katow DAB i ABC rownolegtoboku ABCD, ktory nie jest prostokgtem, przeciety E
sie w punkcie S. "

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Trojkat ABS jest
‘. rownoboczny. ~. rownoramienny. . prostokatny. . rozwartokatny.
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Symetrie

'\.

/
N

Symetria wzgledem prostej (symetria
osiowa)

Dwa punkty nazywamy symetrycznymi
wzgledem prostej, jesli lezg na odcinku
prostopadiym do tej prostej i sg od niej
rowno oddalone.

Punkty A i A’ Ay,
sg symetryczne k
wzgledem

prostej k.

Prosta k to

0S symetrii. k

Figura osiowosymetryczna

Os symetrii figury to prosta, ktora dzieli
figure na dwie przystajgce czesci bedace
swoim lustrzanym odbiciem. Figure,
ktéra ma co najmniej jedng os symetrii,
nazywamy figurg osiowosymetryczna.

PODSUMOWANIE DZIALU X

Tréjkat rownoboczny ma 3 osie symetril.

Symetralna odcinka

Symetralna odcinka to prosta prostopadia
do tego odcinka przechodzgca przez jego

srodek.
k

Ae SN g

(=

srodek symetralna
odcinka AB odcinka AB

802 x.svuere

Rodzaje symetrii

Symetria wzgledem punktu (symetria
srodkowa)

Dwa punkty nazywamy symetrycznymi
wzgledem punktuy, jesli lezg wraz z nim na
jednej proste] i sg od niego rowno oddalone.
Punkty Ai A’

sq symetryczne As.
wzgledem )
punktu S. g
Punkt S to g
srodek symetrii.

LS
L
L
LY
A’

Figura srodkowosymetryczna

Figura srodkowosymetryczna to taka,
ktdra jest symetryczna sama do siebie
wzgledem pewnego punktu. Ten punkt
nazywamy Srodkiem symetrii.

Kwadrat ma srodek symetrii.

Dwusieczna kata

Dwusieczng kata nazywamy polprostg

o poczatku w wierzchotku tego kata, ktora
dzieli ten kat na dwa katy o jednakowych
miarach.

dwusieczna
kata AOB




[/
Sprawdz umiejetnosci Jams

O

1. na ktérych rysunkach pary figur sg symetryczne wzgledem prostej m?
1L, V.

a0 B = X

L e i i e i e T i e T il il i e e i i il i o i e N A I

2. Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.
Figurg osiowosymetryczng nie jest
A. kwadrat. 2. potkole. L. odcinek. 2. réwnolegtobok.

et e T T T T il Sl i Sl R T T i T R il T i a at T al  at a a  a at Saal al  aa at

3. Narysuj trojkat r6znoboczny, a nastepnie narysuj tréjkat symetryczny do niego wzgledem
dowolnego punktu lezgcego na boku tego trojkata, roznego od jego wierzchotka.

L S T S S W S W N SR W N e SR S S R S SR SR SR W o W S SR S o SR S S SR o NS NS o WS S S S SRS S SRS e SR SR o S N o S SR S SRS W S S S W

Informacje do zadan 4. i 5.

W uktadzie wspoétrzednych dane sg punkty P = (-2, —1) oraz R = (-5, 3). Punkty P’ i R' sg syme-
tryczne odpowiednio do punktow P i R wzgledem osi y.

4. Dokoricz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.
Wsp6trzedne punktéw P’ i R’ sg réwne

A. P =(=2,1),R =(5,3) 5. P =(=2,1),R =(-5,-3)
C. P=2,-1),R =(5,3) D. P=(@2,-1),R =(5,-3)
® 5. ocen prawdziwosc podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest
fatszywe.
Pole czworokata PP'R'R jest réwne 28. P F
Dtugosc przekatnej czworokata PP'R'R jest réwna 5. P F

e R O R R R R R R o e W B T B

6. W ukiadzie wspotrzednych dane sg punkty: A =(-3,-3),B=(4,-1),C=3,4),D=(4, 1).
Czy czworokat ABCD jest figurg Srodkowosymetryczng?
Wybierz odpowiedZ A albo B i jej uzasadnienie sposrdd 1., 2. albo 3.

A | Tak 1. | Srodek odcinka BD ma wspétrzedne (0, 0).
poniewaz 2. | srodki odcinkow AC i BD majg rézne wspotrzedne.
B. Nie, ; ; ;
= 3. | srodek odcinka AC ma wspétrzedne (0, %)

Podsumowanie dziatu X .




7. Narysuj figure ztozong z dwoch okregow, ktdra ma os symetrii i nie ma Srodka symetrii.

8. Na ilustracji przedstawiono cztery karty do gry. Ktore z kart majg os symetrii, a ktore sSrodek
symetrii? Uzasadnij swojg odpowiedz.

*—]

¢ ¢ o

o=

B3 X )i

[ .-."'_. J L

* ¢ o
»

i B G

P~
oO%
€
ool ;

E) 9. Nna ktorym rysunku prosta & jest symetralng odcinka AB? Wybierz wtasciwg odpowiedz spo-
srod podanych.

i’l'{

A A
k B il I k
A -/ l
B

e
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B

10. Narysuj odcinek o dtugosci 12 cm, a nastepnie, korzystajgc z cyrkla i linijki, podziel go kon-
strukcyjnie w stosunku 1 : 3.

11. Narysuj kat o mierze 140°, a nastepnie, korzystajgc z cyrkla i linijki, skonstruuj na jego
podstawie kat o mierze 105°.

E) 12. w trojkacie rownoramiennym ABC kat miedzy ramionami ma miare 100°. W trojkacie tym
poprowadzono dwusieczne jego katow wewnetrznych, ktore przecinajg sie w punkcie R.
C

A B

Uzupetnij zdania. Wybierz odpowiedz sposrod oznaczonych literami A i B oraz odpowiedz
sposrod oznaczonych literami Ci D.

Miara kata RAB jestrowna A B ‘ A. 40° B. 20°
Kat BRC ma miare réwnq; C D . C. 110° D. 120°

13. w trojkacie ABC miara kata przy wierzchotku A jest rowna 80°. Dwusieczna kata BAC prze-
cina bok BC w punkcie D. Dtugosci odcinkéw AB i AD sg rowne. Oblicz miary pozostatych
katow trojkata ABC.

14. Uzasadnij, ze dwusieczne katow przylegtych przecinajg sie pod kgtem prostym.

304 x. sYMETRIE



| /

1. ocen prawdziwoé¢ podanych zdan. Wybierz P, jeéli zdanie jest prawdziwe, albo F - jeéli jest |
fatszywe.

Kazde dwa odcinki sg symetryczne wzgledem pewnej prostej. P F
Dowolne dwa okregi sg symetryczne wzgledem pewnej prostej. P F
Kazde dwa punkty sg symetryczne wzgledem pewnej proste;. P F

2. lle osi symetrii moze miec figura ztozona z dwoch réznych prostych i okregu? Rozwaz wszyst-
kie mozliwosci.

3. Jacek spojrzat w lustro po potudniu i zobaczyt odbicie lustrzane zegara. Ktora godzina byta
na zegarze w czasie, kiedy Jacek spojrzat w lustro?

4. Przeksztaté trojkat rownoboczny KLM o boku dtugosci 4 cm w symetrii wzgledem prostych
zawierajgcych dwa jego boki. Rozwaz wielokat utworzony przez trojkat KLM i powstate dwa
trojkaty do niego symetryczne. Oblicz obwod i pole powstatego wielokata. Czy ten wielokat
ma os symetrii? Uzasadnij swojg odpowiedz.

5. Narysuj prostokat ABCD o bokach dtugosci 4 cm i 5 cm, a nastepnie prosta, tak aby pole fi-
gury ztozonej z prostokata ABCD i jego odbicia symetrycznego A’ B'C’' D’ wzgledem tej prostej
byto réwne 30 cm?,

6. W uktadzie wspotrzednych dane sg punkty: A = (-2, 4), B = (8, 4), C = (0, 8). Trojkat ABC prze-
ksztatcono w symetrii wzgledem prostej zawierajgcej wysokosc tego trojkagta poprowadzong
z wierzchotka C. Oblicz pole figury, ktora jest czescig wspolng tréjkata ABC i jego odbicia
symetrycznego.

y & Narysuj dwa rownolegte odcinki: AB i CD o rownej dtugosci. Wyznacz taki punkt S, wzgledem
ktorego odcinek AB jest symetryczny do odcinka CD.
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8. W uktadzie wspoétrzednych dane sg punkty: K = (3, 1), L = (0, 3), M = (-5, 0), N = (2, -9). Punk-
ty:K', L', M’', N' sg punktami symetrycznymi do odpowiednio punktéw: K, L, M, N wzgledem
poczatku uktadu wspoétrzednych. Oblicz pole figury KM'N'L.

B T R R T T T T R T R T e T R T T N

0. Punkty A = (-3, -2) oraz B = (5, -3) s3 dwoma kolejnymi wierzchotkami réwnolegtoboku
ABCD, a punkt § = (%, I)jestjego Srodkiem symetrii.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest

fatszywe.
Wspotrzedne punktu C sg réwne (6, 4). P F
Punkt S nalezy do symetralnej odcinka AD. P F

g T T G N N N S S N S o S S P S o S NS S S S S NS R o R o W R N S R R o RS N T N N o S N S R o SR NP R S N S

10. pane sg punkty A i B oraz prosta k. Narysuj analogiczny rysunek w zeszycie. Wyznacz
konstrukcyjnie na prostej k punkt P, ktérego odlegtos¢ od punktow A i B jest taka sama.

a) b)
Ae k

*B /

Ae k

—_ B

e T R R R e T R R o N T o N N W o R S

11. pane sq punkty A, B, C, D, ktére nie sg wspétliniowe, takie ze |AB| —2 cm, |[BC| =24 cm,

|CD| = 12 ¢m, =2,25 cm.
Ocen prawdziwnéé podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli
jest fatszywe.
Punkt C nalezy do symetralnej odcinka BD. P F
Punkt B nalezy do symetralnej odcinka AC. P F

T T T T T

12 W trapezie prostokgtnym ABCD dwusieczne kagtow ABC i BCD przecinajg sie w punkcie P.
Punkty K i L sg punktami przeciecia tych dwusiecznych odpowiednio z bokami AD i AB.
Uzasadnij, ze kgt KPC ma miare 90°.

o X. SYMETRIE



Odpowiedzi

DZIAL |. LICZBY | DZIALANIA

1. System rzymski
‘wic 1.a)42 b)84 ) 661 d)957 e)2599 2.a)XLV b)XCIV c) CMLXXXVI d) MCDIX
e} MMDCCXCII

ozwiaz zac 1.a)85 b)68 c)724 d)946 e)688 f) 504 g) 1599 h)2991 2.a) XXIV b) LXXIX
c) DCCCLXXVI d) CMXLII e) DCLXXXIV f) MDCCCXV g) MMCDXC h)MI 3.a)< b)= ¢ <
d)> 4.12lat 5.B 6.PF 7.a)DXL b)CLXVII ¢)MCCXCIX d)CDXLVII 8.a) MCMLXIV

b) MCMXLVI ¢) MMCLXVI 9. np. 2000; 2100

Sprawdz, co umie 1. a)tak b)nie c)nie d)tak e)nie f)nie g)tak h)nie i)tak j)tak
2, XLV]I < LXXI]] < CDXLIV < CMLXXI < MIT 3. 147 lat 4.BD

2. Wiasnosci liczb naturalnych

Cwic: 1.0, 16, 32, 48, 64 2. dzielniki liczby 27: 1, 3, 9, 27; dzielniki liczby 36: 1,2, 3,4, 6,9, 12, 18, 36
33)23469b)245 10,100 ) 3,9 d)2,3,4,5,6,9,10,100 4.a)77=7-11 b)8=2-2-3.7
€)129=3.43 d)2160=2-2-2-2-3-3.3.5 5.a)NWD(24, 60) = 12, NWW(24, 60) = 120

b) NWD(90, 126) = 18, NWW(90, 126) = 630 c) NWD(420, 2310) = 210, NWW (420, 2310) = 4620

rwigz za 1.2)0, 7, 14, 21, 28, 35,42, 49 b)0, 24, 48, 72,96, 120, 144 2.a)1,2, 4,5, 10,20
b)123468912 18,24,36,72 ©)1,2,3,4,5,6,8, 10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120 d) 1, 139

3. a) 128, 1650, 2100 b) 243, 1650, 2100 ¢) 128, 2100 d) 1650, 2100 e) 1650, 2100 f) 243 g) 1650, 2100
h)2100 4.a)0,2,4,6,8 b)1,4,7 ©0,4,8 d)4 5.a)2 b)2,3,5,7, 11,13, 17, 19, 23,29, 31, 37, 41, 43, 47
c) 61, 67,71,73,79, 83,89,97 6.a)45=3-3.5 b)92=2.2-23 ¢)112=2-2.2.2.7
d)2200=2-2:2-5-5-11 7.a)NWD(50, 210) = 10, NWW(50, 210) = 1050 b) NWD(44, 165) = 11,
NWW(44, 165) = 660 ) NWD(288, 5‘?6} 288, W(zss, 576) = 576 d) NWD(1, 1084) = 1,

NWW(1, 1084) = 1084 8. a)§ by 2 290 )2 d) 86 131 9. NWD(80, 70) = 10, NWW(80, 70) = 560 10. A3

11. B 12. Wskazowka: trzy kD|EJﬂE wuelukrutnoécl liczby 2 mozna zapisa¢ w postaci: 2k, 2k +2, 2k +4,
gdzie k jest liczbg naturalna.

Sprawdz, co umiesz! 1.BC 2.1, 163; Jest liczbg pierwszg. 3.B 4. NWD(170, 204) = 34,
NWW(170, 204) = 1020

3. Dziatania na liczbach wymiernych

1. a) tak; E b) tak; 1,1(7) to rozwiniecie dziesietne nieskoriczone okresowe c) tak; %

d) tak; - 94 e) nie; —f 2 nie jest liczbg catkowita 2. a)B— b}l— {:)—4 d)—% E}l% f)3% g}-—%
1 ? 1 1 1
h) 2 3. a) 10,74 b) 11,38 c) 78,37 d)-42,3 4.a) _169 lc:-)s_16 €) 42 d) 20, 5.a)5 b) 2 04 d) 5
g ¢ a}tak'lz% b) nie; v/168 nie jest liczba catkowitg c) tak; v/~12 =—? d) tak; 2,0(9)
to rozwiniecie dziesietne nieskonczone okresowe 2, a)zj b)9— Q) 9— d) 4 e}—% f)%;

3.a) 21,39 b) 756 c)-3,268 d)-21,71 e) 13 f)-120,96 g) 125 h)-16,9 4. Wszyscy otrzymali takg samg

czesc, czyli po % tortu. 5. Wskazowka: nalezy zauwazy¢, ze 15 min to T, 6. Wskazowka: pole trapezu

4
o podstawach dtugosci a | b oraz wysokosci rownej h wyraza sie wzorem: P = (‘H;’) -,

7.a)= b)>
1 5
c)> 8.a) _HE b)-173 ¢) 5

1.a)41i2 b)% c) -8 d)3% e)4,2 680 2.A3 3.88



4. Dziatania na potegach i pierwiastkach
1.a) 8" b)12!® ¢)20% d) 107 e)9® 2, a)144 b)g o)l d)49 3.1. a)8-10° b)3,27-10°

©)3,5-10% d)1,01-1073, 1. a) 170 000 b) 10 340 c) 0,000038 d) 0,00000999 4.a)15 b)-7 ¢)9 d)4
e)6 )5 5. Wskazéwka: nalezy obliczy¢ oddzielnie wartoéci wyrazen v/25 — /16 oraz v/25 — 16.
6.3)25 b)1 4 d)-20 7. Wskazowka: nalezy usungc niewymiernosc¢ z mianownika utamka ﬂ.

3v/5

1. a) (%)13 b) (0,2)2 ¢)(-8)® d)150° e)4® ) 132 g)(-5)* h)16* 2.a)49

b) 100 ¢) -1 d)i 3.2)5 b)8 ¢)-1 d)—4 4.2)6 b)i c}—l—; d)0.4 e) 14 f)121 g)8 h)]%
5.a) 3v/3 b) 15v30 ¢) 2¥° WE )‘“‘[ 6.d<b<e<f<c<a 7.a)40 b)9 ¢)7 d)2000

SprawdZ, co ul 1.a)1l b)7 c)l6 d)27 2.B2 Ba)— b}— c) 5 d)— 4. PF 5. Wskazowka:
W I[czmku nalezy wytgczy¢ przed nawias 10°.

Sprawdz umiejetnosci

1. XCVIII, 424, MCMLXXVI, 1667, MMDCCXLIX 2.C 3.AC 4.a)NWD (15, 60) = 15,

NWW (15, 60) = 60 b) NWD (72, 108) = 36, NWW (72, 108) = 216 ¢) NWD (140, 630) = 70,

NWW (140, 630) = 1260 d) NWD (204, 255) = 51, NWW (204, 255) = 1020 5. a) 3% b) 13% Q) 44-11

d)—l% e}—ui f)% g)—é h) 15,56 i)-39,2 6. a) Nie, poniewaz 997,50 zt <1000 zt. b)5 7. a)-19
1% 13 20 L§H 6 7 5 8

b)104 8.2) (;) B)77 (Y d) () 9.a)19-10° b)1301-107 7-107 d) 1,03 10

10.BD 11.B 12.Niejest. 13.a)16 b)6 c)-04 d)-14v/2 14. a) Wskazéwka: nalezy usunac

niewymiernosc¢ z mianownika utamka 2‘3/‘5@. b) Wskazowka: nalezy usungc¢ niewymiernos¢ z mianownika
6v6
utamka
5v3'

Potrenuj - zadania uzupetniajgce
1.2097 2.A3 3.AD 4.C 5.NWD(528, 792) = 264, NWW(528, 792) = 1584 6. Wskazéwka: nalezy

pamietac o tym, ze dzielnikiem kazdej liczby parzystej jest liczba 2. 7.a)np.2v/12 b) np. v/26
8. PF 9. Wskazowka: nalezy rozwigzac réwnanie i uzasadnic, ze liczba bedaca rozwigzaniem rownania ma

rozwiniecie dziesietne skoniczone. 10.a) 1331 b)441 ¢©)6 11.D 12.9.4608 - 10 m 13. a) Wskazéwka:
nalezy kazdy sktadnik jednej sumy pomnozy¢ przez kazdy sktadnik drugiej sumy. b) Wskazowka: nalezy
kazdy sktadnik jednej sumy pomnozyc¢ przez kazdy sktadnik drugiej sumy. 14. PP

DZIAL 1l. UKLAD WSPOLRZEDNYCH

1. Zbiory na osi liczbowej
1.a)17 b)15 ¢ 3% 2.a)A=2 b)B:ﬁ;—l ¢) C = -51 d)p=53%

3 :‘-J] | I i i i I | l { t i T -
0 1 7
2 ——
0 1
C) | $ .L — ——
_4 0
d) | l — >
-6 0 1

4.3)x>15 b)x<-35
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Rozwigz zadania 1.3a)19 b)3,5 ¢ 11% 2:a)A=30B=30 B) C=0; D=15 Q) E= _g; F = %;

G=1} d)k=—24:L=08 M=4

3
B C A
339) —e—+—+—+—+—¢—+—+—+—+—+—+—
-135 0 35 10 35
L M K
b)—b—A—"F—"F—FFF+—F——F——+—F+—F—F—+—F+—o—»
—0,9 -0,2 0 0,1 0,6
R S P
c} . *l | T T : : ; 1 i | : : ‘2 1 -
—]5 0 3 | 25
"N ) PR S —
0 1 2
B) — o+
-5 0 1
) ———+—+— i e e e
0 1
d) —t— xl,; T
L 7 1
12 12
5.nie 6.12 7.a)x>2 b)x>1 ¢)x<3 d)x)—%
5
8.a) —+— — — J:‘f_a —_—
-3 0 1 2
b) - e
3 1
—23 0 1 15 \/g
9.3)x>-04ix<03 b)x=15ix<4,5
Sprawdz, co S 1.B
2.3 —4——+—F————F———+———— l -
0 1 5
b) —+— .
-30 0 10
= D S S S-S
-6 2 1
— é —
d) 0 4 1
3.a) R l —t—t—t+—+—+—+—+— 2 liczby
-2 0 1
) e e — + + Blib
0 1 s 3 4 5
) ————+— l —t—t——t—t—t——+— 2 liczby
-1 0 1
d) l l L+t » nieskonczenie wiele liczb 4. FP
4 0 1

2. Punkty kratowe w uktadzie
Cwi 1.K=(-3,5),L=4,3), M=(1,-2), N=(-2,-5) a)L b)N o)LiM d)MiN eLiM
orazM iN




3.a)ll b)l IV d)lll 4.np.:H=(0,-3),1=(1,-5),J=(L-1)

1.A=0G,2),B8=0,3),C=45),D=(2,-2),E=(6,-3), F=3,-4), G= (-2, -1

A0 Fa .'..".:;..-. i € )!
=(-3,-4),K=5,0,L=0,2),M=(-5,-2),N=(4,0),P=(-1,2),0=(-3,4) a)PiQ -1l cwiartka;

H
D, E, F -V cwiartka b)A i C - | ¢wiartka; G, H, M - lll ¢wiartka
2 T T T Tel 'J}T | T |
.._
{ + H
oy ot |
1 | ‘BJ 1 L ‘DJ 1 L ! 1 ——
CEESENCANNERE L
E
& 155 £
5, . .A.
4_3'C-

3.a)np.:A=(,3),B=(1,1),C=@3,5) b)np.:A=(1,3),B=(-2,0),C=(-3

= (1%) C=(-1,-3) dynp:A=(2,-2),B=(1,-1),C=(-1,1) e)A=3,3),B=(6,2),C=(6,7)

4.2 pary:C=4,00iD=(1,-2)orazC=(0,6)iD=(-3,4) 5.a)(-1,1) b)np.(-5,-5) 6.a)Q0=(3,-2)

b) Wskazéwka: nalezy zaznaczy¢ w uktadzie wspotrzednych punkty P i R, a nastepnie zauwazyc, ze do
odcinka PR nalezg punkty, ktérych pierwsza wspotrzedna jest o 1 mniejsza od drugiej wspotrzednej;
P=(-1,-2),R=(3,2),A=(0,-1),B=(1,0),C=(2,1). 7.BD 8.C 9.a)-1 b)C=(-1,4)lubC=(-1,-2)

,~1) onp.:A=(3,1),

1.A=(4,2),8=00,4,C=05,3),D=06,0,E=4,-3),F=(0,- 5), G= (3, -2),
H (—? (}) sqeltakie punkty: A, F, G, H 2. ¢wiartka, np.: (6, 3), (1, 4); Il ¢wiartka, np.: (-1, 2), (-2, 1);
Il ¢wiartka, np.: (4. 1), (-2, =5); IV ¢wiartka, np.: (-4, -1), (-6, -3) 3.a)D=(-4.4) b)(-4,-2), (-3, -1),
(-2,0), (-1, 1),(0,2),(1,3),2,4) 4.C

3. Srodek odcinka

1.3)S=4 b)S=0 ¢)S= f’z

3 aﬂB:(—?ﬁ, 38) b)B= (5 ‘-1) ?

’ 9
1
1.2)19 b)2

d)S=6v3 2.a)S=(16, 4) h)S:(lf—l;U) c)S:(—

c}—l% d)0 e)-9 f)—17% 2.a)B=9 b)B=7 ¢)B=0 d}B:lé

1

3.3)S=(15,18) b)S=(35-4) OS5=(2,-2) d)s=(12,4]

pinezka - Ten punkt to srodek odcinka, ktérego poczatkiem jest punkt (3, 1), a kornicem - punkt (3, -5);
zielona pinezka - Ten punkt to Srodek odcinka, ktérego poczgtkiem jest punkt (1, -3), a koncem -

) 4.a=4 5.a)(3,0) b)np.:czerwona



punkt (=5,7). 6.a) K = (-16,28) b) L = (340, 760) c)L:(—S%; —3) d)K:(—-l%,—%) 7.8=(1, 1)

8.(19,3) 9.B=(2,4),E=(4; 5,5 10. Wskazowka: nalezy dwukrotnie skorzystac ze wzoru na srodek
odcinka. 11.a= —1%, b=-5 12.np.:B=(1, 3), D = (-4, 3); nie; nieskonczenie wiele; yg = yp =3

Sprawdz, co umies 1.(-2.20), (112.-12),,0 2.8)5=(-1,-2]) BD=(4,7) C=(4},4)

4. Odlegtosc w uktadzie wspotrzednych
L 1.|AB| =3, |CD| =2, |[EF| =1 2. Wskazéwka: nalezy skorzystac z twierdzenia Pitagorasa.

riaz za 1. |AB| =6, |CD| =3, |EF| =2, |GH| =17, |l]| =8, |[KL| =4, [MN| =5 2.|AB|=5,

|CD|_3\/_ |EF| = /29, |GH| = /10, |KL| =+/53 3. |KM| =9, |PN| =6, |[MN| = /58, |PL| = V146

4.a)13v2 b)8 5.a)2V13 b)v/39 6.D 7.A2 8.720m 9.AB 0 50 % od ocinka CD 10. 2v/3, 4y/3
1.B 2.3 razy 3.a)Obw.=18v2 b) 310 4. Wskazéwka: nalezy obliczy¢

cﬂugném pnszczegé[nych odcinkéw, a nastepnie sprawdzic, czy kwadrat dtugosci najdtuzszego z nich jest
rowny sumie kwadratow dtugosci pozostatych odcinkow.

5. Flgury w uktadzie wspotrzednych

_ 1.0bw. =44 2.P=12 3. Wskazowka: nalezy obliczy¢ pole czworokata KLMN przez podziat
na trojkaty.

1.a)P=16,0bw.=16 b)P=42,0bw.=26 3.P=21 4.P=14 5.a)P=35
b)P 295 6.a) |[KM|=+/113 b)P=40, Obw.=18+4y/5 7.P=10V/3 8.C 9.PF 10.Wskazéwka:

nalezy obliczy¢ dtugosci bokéw czworokata KLMN. 11. Wskazowka: mozna obliczy¢ pole trojkatow ABC
oraz DAB przez uzupetnienie do wielokata lub podziat na trojkaty.

1.A 2.0bw.=7v2++58 3.BC

Sprawdz umiejetnosci

1.FPF 2.a) I " b) : : y
0

9) ! | d)
3 0 4

Ly | e L=
r

3.(-1,-2),(1,1),(3,4) 4.B 5.3)§=25 b)S=-2 )S=16 d)S=-6 6.a)N=—4 b)N=-
OM= 4% 7.D 8. Wskazowka: nalezy obliczy¢ dtugosci bokéw prostokgta ABCD,

korzystajac z twierdzenia Pitagorasa. 9.PF 10.BC 11.(0,2) i (-6, 2), P = 18, Obw. = 121/2
12.2) B=(-5,8) b)|AL|=2v25 13.a)P=17 b)P= 31% Q)P = 35—;

Potrenuj zadania uzupetniajgce
1. |AB| = 5., |AC| = 13, |BC| = 62, |DE| = 9V2

2.3) —e L . b) — . c) —4 -

-l : g5 2 | '

ﬁ_
=

3.a)4<x<v21;-3,-2-1,0,1,2,3,4 b)-4v7 <x<+7;-10,-9,-8,-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2

4.A, C,E, F b5. a)Wskazowka: nalezy odczytac, o ile kratek przesuwamy sie w pionie i poziomie, id3c

z punktu A do punktu C. b) Wskazowka: nalezy odczytad, o jakie czesci kratek przesuwamy sie w pionie

| poziomie, idgc z punktu A dopunktu C. 6. D=(4,-5 lubD=4.-1)IlubD=(2,9 7.a)lV b)ll ¢l

8.B 9.a)§=(-2v2,-2) b)S:(_¥,4ﬁ) 10. B3 11.a)f{=(‘f?§,—§) b) L= (-4v/2, v/3)

Lad | 2

311



12. k1) =22 13.C= (8v/2.4v2) i D = (-2v/2, 4v/2) lub C = (8V2, ~6v/2) i D = (-2v/2, -6)
14.nie; SACB  15.(5. 5), (5, -5), (5. 5), (-5.-5) 16.FP

DZIAL Ill. WYRAZENIA ALGEBRAICZNE | ROWNANIA

1 Przeksztatcanie wyrazen algebraicznych

1.a) 28f7 b) 45’2 ) 12¢r*s°F 2.a) 72 +y; 12 b) —x%y - Txy* + 2y; 904

3. a) 5f3+7f+9 b)-g2-4g-8 ¢)2a+7b 4.a)2y*+12y*-18y b)-3b°+b° - 245 c)—2y5—3y2+§y
d)Syzz—lgy z+2z 5.a) 22 +8x+8 b)-6w’ — 8w’ +8w c)—-6a®-4ab® +2b*

wigz z: 1.3) 48xy® b)-62d° ) -a’b’c d) Xy 2.a)5a> +4a; 1 b)-2c%d? +6¢d?; 36
c) 4;{23 3}:12 27,5 d) 22 -21724-12v/2 3.a)8a-6b b)Tc-45 ¢)-1,5x2—6x-4,5y+10 d) 19g

4.3) 15b-40 b)3f2-18f ) 4x’ —4x’ —46x d)-2p® +8ps—9s> e)—2a’b—ab+3ab* f)4m’ —6m> —m

5.a) 2x—6y+4 b)3c—6 E)im—n+2:11 d) 3r+4z-5 6.(6x-20)km 7.B2 8.D

9.3)35a> +76a+32 b)-6x>+7x-2 ¢)-12a>+ ldab+ 14b* d) 2¢% - l4cd + 15d*> +5 €) -3m® + Tmn — 10n>

f) 10s> —4s —st+ 1 10, Wskazéwka: nalezy na poczatku skorzystaé ze wzoru na obwdéd prostokgta o bokach
dtugoscia ib: Obw.=2(a+b). 11.a)k—-4,k-3,k-2,k—1 b) Tk, Tk+7, Tk+ 14, Tk+21 c)2n+10, 2n+12,
2n+14,2n+16,2n+ 18 d)2n-7.2n—-5,2n-3.2n—-1,2n+1 e)100s+ 10d+4 12.1. Obw. = 4a+2b; P = 6ah,
Il. Obw. =y + %z; P= l%xz, ll. Obw. = 36d; P = 54\/3d> 13. Wskazéwka: nalezy pamieta¢, ze dwie kolejne
liczby naturalne podzielne przez 3 mozna zapisa¢ w postaci 3a, 3a + 3, gdzie a jest liczbg naturalng.

prawdZ, co umiesz! 1. a) 42x3y° b}—l%f*bﬁcﬁ 2.2x>-2x+8;20 3.a)—6a>+9a b)-2b%+22ab-6a
¢)-10a* + 13ab + 3b* d)4a*>-Tab-3b>+3 4.12a*> +27a+15 5.PF

2. Rozwigzywanie rownan
| 1. niespetnia 2.a)x= 1% b) x =—% c) x=-17 3. a) zadna liczba nie spetnia rownania

b) zadna liczba nie spetnia rownania c) kazda liczba spetnia rownanie 4. a)x =13 b) zadna liczba nie

spetnia réwnania ¢)x = —23—?

/13: 1. a) spetnia b) nie spetnia ¢) nie spetnia d) spetnia e) nie speia 2.a) x=-11
b)ng )x=8 d)x=2§ E}x:S% f) x =3I 3.a)x=1§ b)x=-1 Qx=7 d)x=4 e)x=-1
1

flx= _1% 4. tozsamosciowe - Il i V; sprzeczne-lllilV 5.a)x=-5 b)x= = ¢) zadna liczba nie spetnia

rownania d) kazda liczba spetnia rownanie 6. Wskazowka: nalezy rozwigzac rownanie i okreslic, ile liczb je
spetnia.

1.3)2 b)0i2 2.a)x=14 b)y= 3 €) zadna liczba nie spetnia rownania
d) kazda Iiczba spetnia rownanie e)x=1 flx=0 g}x_—S— h)-2 3.C

3. Zastosowanie rownan w praktyce
: 1.12cm x 19 cm 2. pierwsza sala - 200, druga sala - 600, trzecia sala - 620 3.36 4.54

ZWiaZ z: 1.45zt 2.30m x90m 3.30° 75°,75° 4. Marek - 9 lat, Cezary - 14 lat,
Kama— 18 Iat 5.6 lattemu 6.AD 7.110=80+30 8.AC 9.C 10.850zt 11. galaretki- 23 z,
pralinki - 39 zt 12. Nie istnieje. 13.75 14.41, 52, 63, 74, 85, 96

1.16 2.C 3.FP 4. 30 normalnych, 50 ulgowych



4. Procenty w rownaniach

Cw 1. wrzesien i pazdziernik - po 48 zi, listopad - 24 z1, grudzien - 36 zt 2. Wskazowka: nalezy
obliczyc, jaki procent ankietowanych wskazat pop jako ulubiony gatunek muzyki. 3.36 4.800zt 5.9 %

lozwiaz zad. 1.x=64 2.300 3.600zf 4.800zt 5.8a-20 uczniow, 8b - 23 ucznidw, 8c- 19
uczniow 6.2000zt 7.BD 8.C 9.25000zt 10.85% 11.50g 12.3,75g 13.25 14.Pola-150,
Zosia -210, Ela - 168 15.250 z} 16. 100 i 150 17.BC 18. pierwszy regat - 60, drugi regat - 57

19. PP 20. 36

Sprawdz, c 1.x =150 2. pierwszy dzien - 40 km, drugi dzier - 48 km, trzeci dzien - 22 km
3.22 4.B2 5.B

Sprawdz umiejetnosci
1.FP 2.D 3.3a+b 4.a)30a+24b b)-b+23 c)-12a-9ab+17b d)3x*> +6,6x+8.,5
e) —%yz - Zﬂy+21 f)-75x2 +26x + 13 5. nie spetnia 6. a) x =-5,8 b) zadna liczba nie spetnia

rownania ¢)x =0 d)kazda liczba spetnia rownanie e)x = 1 f) x=-3 7.BD 8.8cm x 13 cm

9. Pola - 14 lat, mama - 42 lata, tata - 44 lata  10. |[SMNK| = 39", [ALMN| = 69°, |<LKN| = 210°,
|-=IMLK£ =42° 11. P=62; a)tak b) V@ 12.3,60z1 13.20 14.150 z1 15.240 ¢ 16. 15000 zi
17.52 18.4400zt 19.75¢

Potrenuj - zadania uzupetniajace

1.A 2. a}——x2 6xy + 1 113[)90 b) 9 - 25a*; —47— 3.PP 4.a)x=-2 b)x %Tﬁ 5.b=§ 5.;.::%
7. 115,122,129, 136 8.38 9.7cm, 13cm, 15cm, 21 cm 10. 117 11. pan Jan - 60 km/h, pan Marek -
72 km/h 12.BC 13. w pierwszym zbiorniku - 14,375 1, w drugim zbiorniku - 12,51 14. 24

15.056,25 % 16.firma A-8 000 zI, frmaB-12000 zt 17.0 30 %

DZIAL IV. GRANIASTOSLUPY

1. Graniastostupy i ich rodzaje

1.a) 1. 10; IV.20 b)I;71IV.12 ) I.15;1V.30 d)I. 5;IV.10 2. Wskazowka: nalezy utozyc

réwnania, z ktérych mozna wyznaczy¢ wysokos¢ graniastostupa prawidtowego czworokatnego oraz
wysokos$¢ graniastostupa prawidtowego pieciokatnego. 3.a)4v2cm b) 2v/13 cm ¢) 2y/17 cm

E 2 1.1l 2.3)liczba wierzchotkow - 22, liczba scian - 13, liczba krawedzi bocznych - 11,
Ilczba krawedzl - 33 D) liczba wierzchotkdw - 34, liczba scian - 19, liczba krawedzi bocznych - 17,

liczba krawedzi - 51 c) liczba wierzchotkéw - 40, liczba scian - 22, liczba krawedzi bocznych - 20, liczba
krawedzi-60 3.C 4.FPP 5.D 6. B, poniewaz liczba wierzchotkow graniastostupa jest dwa razy
wieksza niz liczba krawedzi bocznych; D., poniewaz podstawg graniastostupa czworokgtnego prostego
moze by¢ np. prostokat ; F., poniewaz przekatne graniastostupa prawidtowego szesciokatnego majg dwie
rozne dtugosci 7. szesciokgt 8. 10,8 cm 9. a) Wskazdwka: nalezy obliczy¢ dtugos¢ krawedzi podstawy
graniastostupa, korzystajac ze wzoru na pole kwadratu. b)7v3cm 10.792cm  11.13v/2 cm

12.BC 13.a) 176 cm b) 12v/5cm; 8v/13 cm 14, Wskazéwka: nalezy obliczy¢ dlugo$¢ krawedzi podstawy
graniastostupa, korzystajgc ze wzoru na pole kwadratu, a nastepnie obliczy¢ wysokos¢ graniastostupa,
korzystajac z twierdzenia Pitagorasa.

1.FP 2.A/D,E 3.AD 4.112cm

2. Siatki graniastostupow
' 2.132 cm

313
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: 1. a) liczba scian - 5, liczba wierzchotkdw - 6 b) liczba scian - 6, liczba wierzchotkéw
-8 0 Ilczha §cian - 7, liczba wierzchotkdw - 10 2.1, Il, IV 4. a) Wskazowka: dtugosc krawedzi tego
szescianu wynosi 2,5 cm. b) Wskazowka: diugosc krawedzi tego szescianu wynosi 3,5 cm. ¢) Wskazowka:

dtugosc krawedzi tego szescianu wynosi 2 cm. d) Wskazowka: dtugos¢ krawedzi tego szescianu wynosi
3cm. 5. Wskazowka: wymiary tego prostopadtoscianu to 1,5 cm x 3 ecm x 4,5 cm. 6. Wskazowka:

wysokosc tego graniastostupa wynosi 6 cm. 7. Wskazowka: w podanej skali krawedzie podstawy tego
graniastostupa majg dtugosci: 4 cm, 7,5 cm, 8,5 cm, a wysokosc tego graniastostupa to 2,5 cm.

8.a) 160 cm b) 2v/89 cm; 2v/74 cm 9. nie

1. Wskazowka: krawedz boczna tego graniastostupa ma dtugosc 5,5 cm.

2 Wskazuwka w podanej skali w tym graniastostupie podstawg jest trapez prostokatny, ktérego podstawy
majg dtugosci 3 cm i 7 cm, ramiona majg dtugosci 3 cm i 5 cm, a wysokosc¢ graniastostupa wynosi 2 cm. 3. BD

3. Pole powierzchni graniastostupa
1.P. = (96+8V3) dm® 2.P. = (140+24V74) cm?> 3.a)P. = 88% cm® b) P = 9% cm’

| 1.a) P. =190 dm® b) P. = (144 +18+/3) cm? ¢)P,=6m? d) P, = (204 +48+/3) dm’
2. Nie wystarczyto. 3. P, = (576+32v3) cm® 4.a) P, =135+81V3 b) P, =119 +70v2
5.P, =484v/3cm®> 6.a)P.=29%cm? b)P.=150m? ¢)P.=192dm? d)P.=72cm?> 7.P. =700 m>
8.P,=126cm?* 9.P.=728dm> 10.H=+/3 11.a)H=3vV3m b)P.=216V/3m? 12.AD 13.D 14.3
15. P, =432 16. Wskazowka: nalezy zapisac iloraz wyrazenia opisujgcego pole powierzchni catkowitej
danego graniastostupa przez wyrazenie opisujgce jego pole boczne. 17.2 cm, 3 cm

1.51120 21 2.BD 3.B 4_H=?T{§

4. Ohjetosc graniastostupa

1.V=1176 cm® 2.a)V=135cm’ b)V=0,064cm® 3.9cm 4.H=8cm
5. a) 260 000 mm> b) 0,26 dm® ¢) 0,00026 m> 6. Wskazéwka: nalezy utozy¢ réwnanie, z ktérego mozna
wyznaczy¢ wysokos¢ basenu,

- zac 1.1, V=27 000 cm? Il. V = 360v/3 cm® lll. V = 5400 cm® IV. V = 270/10 cm?

2, a} V 325 cm® b) V=352y/3cm’® 3.a)6000 mm?; 1700 mm?® b) 28 000 dm?; 730 dm® c) 13 U'UO 000 cm?
370 000 cm® d) 2 000 000 000 m?; 12 500 000 m® e) 248 1; 98,231 ) 9000 ml; 3200 ml 4. a) 4 cm’;
0,00217 cm® b) 6,2 m*; 0,0581 m* ¢) 0,031 m?; 0,0000608 m*> d) 0,000053 km?; 0,00000000745 km*
e) 43 dm’; 8,93 dm® f) 0,08 dm?; 0,1926 dm® 5. Nie zmiescisie. 6.AD 7.PF 8.675% 9.3264¢
10.H=6,5m 11.V=625v/5cm® 12.a)H =2cm, P, =40v3 cm? b)H =5 cm, P, = 150 cm?
OH= 2% cm, P, =85 cm? d) H =12,5cm, P, =200 cm®> 13. P, = (108/3 +288) cm? 14.H =2.1 dm

15.26 cm  16. V =250 cm® lub V = 256 ¢cm?

Sprawe 1.3) V=900 cm® b) V =2160 cm® ¢) V = 2160 cm’ d) V = 8100 cm?
2 a} 300(} mm?; 400 mm® b) 27 000 000 cm?; 5 160 000 cm® ¢) 3 000 000 000 m?; 375 000 000 m?
d) 1,5 m?; 0,0081 m® e) 693 1; 0,0008 1 f) 1,81 dm®; 0,00926 dm® 3.A2 4.BC

Sprawdz umiejetnosci

1. PFF 2. a) graniastostup dziewieciokatny b) graniastostup osmiokatny c) graniastostup
dziesieciokatny d) graniastostup siedmiokatny 3.C 4.84cm 5.H =2y62cm 6. P. =250 cm?
7.a)57cm b)v/73cm )P, = (72+32y/3) cm?* 8.P, =108 cm? V=54y2cm® 9.B 10. P, = 4320 dn?’,
V=129600dm> 11.D 12.sze$cian 13.AC 14.23,52kg 15.H =9 dm



Potrenuj - zadania uzupetniajgce

1. C 2. Wskazéwka: nalezy zastosowac twierdzenie Pitagorasa. 3.a) 54v/5 dm b) d = 6v/5 dm
4.4 5.14cm 6.a) P, = (18+36v3) cm®> b)P, = (32v/3+192) dm* 7.P, =7640 cm?

8.a) P. = (600 +600v/13) cm? b) 10y/13cm 9.1 dm x 1 dm x 8 dm; 1 dm x 2 dm X 4 dm;

2 dm x 2 dm x 2 dm - najmniejsze pole 10.B 11.71 12.V=24\3cm? 13.a) 115,51
a) tak, wystarczy 14. v/2 razy 15. zis 16. 3

DZIAL V. OSTROSLUPY

1 Ostroslupyl ich rodzaje

C 1. a) liczba wierzchotkow 6; liczba scian 6; liczba krawedzi 10 b) liczba wierzchotkéw 8; liczba
scian 8; liczba krawedzi 14 c) liczba wierzchotkow 11; liczba scian 11; liczba krawedzi 20 2. 20 cm
3. 150 cm

z cadania 1ULV, VI 2. a) liczba wierzchotkéw 12 liczba Scian 12; liczba krawedzi bocznych 11;
Ilczba krawe;dm 22 b)liczba wierzchotkdw 21; liczba scian 21; liczba krawedzi bocznych 20; liczba krawedzi 40

c) liczba wierzchotkow 18; liczba scian 18; liczba krawedzi bocznych 17; liczba krawedzi 34 3. 56 4. 38
5.a)6cm b)3cm 6. I|lliVI- ostrostup prawidtowy czworokatny, IV - ostrostup trojkatny, czworoscian
foremny 7. tak; czworoscian foremny 9. 15cm  10.a) 92 b) 132 ¢) 160+20v/3 11. H = 4¢/2

1.PPF 2.16 3.69cm 4.AD 5.h=2y3cm

2. Pole powierzchni ostrostupa
1.P,=36vV3cm? 2.P,=800cm’> 3.h=4cm

1.a) P. = (9v3+81) cm? b) P, = 144 cm® ¢) P. = (54V/3 +162) em®> 2. h=8v3 cm,
P= (256+256\/_) em?> 3.P.=(8V5+40) 4.P,=16y/3cm? 5.B 6.P.=144cm’> 7.P,=12V/7 dm’
8.h=2lcm 9.P.=(36V3+144) cm®* 10. P, = (16v/21+96) cm®> 11. Pc = (16 +4v2 +4V6) cm?
12.h=5V3 13.h=27cm 14.P. = (150v/3+100) cm® 15. nie wystarczy 16.2y/3

1.a)P. = (Slf +216) cm? b) P. =369 cm*> 2.P.=(8v/34+80) 3.B 4.BD

3. Ohjetnsc ostrostupa
i 1.V=35cm’ 2.H=5cm 3.V =800cm’

Rozwiaz za 1.a)V=36V3m’ b)V=270dm> ¢)V=160v/3cm’ 2.a)V =288 cm® b)V =180 cm?
V=36cm> 3.V=24dm’> 4.241 5.tak wystarczy 6.V=+v6cm’> 7Z.H=7cm 8.H=15 9.4cm
10. V=803 cm’® 11.V=96cm® 12. Wskazéwka: nalezy wyznaczy¢ wysoko$¢ trapezu, a nastepnie
przyja¢, ze vV5<3. 13.V= %‘/ﬁ em® 14, P. = (36 +36v/3) dm®

1.V=231m’ 2.B 3.a)H=45cm b)H=63cm 4.PP
Sprawdz umiejetnosci

1. C 2. a) ostrostup jedenastokagtny b) ostrostup dziewieciokgtny c) ostrostup osiemnastokgtny 3. FF
4.C 5.P.=56cm? 6.P.=36v/3dm?> 7.a)V=240v3 b)24v/6+66 c)P,=121/582 8.0,56 kg

9. niewystarczy 10.AD 11.A2 12.6v/6 13.V=&3‘/§cm3 14. H = 18y/2 cm



Potrenuj - zadania uzupetniajgce

1. 14; ostrostup trzynastokatny 2. Wskazéwka: nalezy przyjgc zatozenie, ze dany trojkagt moze by¢ sciang
boczna takiego ostrostupa, a nastepnie obliczy¢ wysoko$¢ danego ostrostupa. 3. 8v/7 +2v/2+ 20

4. (12+12v/10) cm 5.v3 :v/2 6.P,=128+128v/7 7.P.=81+81v3 8. Wskazéwka: nalezy oznaczy¢

dtugosci krawedzi prostopadtosciandw literami: a, b, ¢, a nastepnie zapisac wyrazenia algebraiczne
opisujgce objetosci obu ostrostupéw. 9.179 m®> 10. V =486v2 cm’® 11. Wskazéwka: nalezy pamietaé

0 tym, ze wysokosci trojkata rownobocznego przecinajg sie w punkcie, ktory dzieli kazdg z nich w stosunku
2:1. 12.15/2cm 13.79g 14.BC 15.B 16.a) V=36V3cm® b) (12/5+24) cm

DZIAL VI. STATYSTYKA | WSTEP DO KOMBINATORYKI

1. Odczytywanie i interpretowanie danych

' 1.a) 02051 b)o 20,51 p.p. €)oo 64 % 2.a)od stycznia do lutego, od marca do kwietnia, od
maja do czerwca, od lipca do sierpnia, od pazdziernika do grudnia b) nigdy

Rozwigz za 1. a) do Wroctawia b)80 ¢)20 % d)o 30 % 2. a) Szczecin, Gdansk, Katowice b)w 4
C) Katmwme Gdansk, Warszawa d) 70 % 3. a) smietankowy b)tak c)1,5raza d)o 1l p.p. e)0 80 %

4. AD 5.FP 6.AD

Sprawd: 1. a) koszykowka, pitka nozna, siatkowka b)2 razy c)o7p.p. d)o10% 2.C
3.PP 4.B
2. Zbieranie i opracowywanie danych

1. Gdansk 45 %, Gdynia 2,5 %, Sopot 22,5 %, Kotobrzeg 15 %, teba 10 %, ,inna miejscowos¢”

5% 2.Zwykresu mozna odczytac np.: najwyzszg i najnizszg temperature w danym okresie; okres,
w ktorym temperatura rosta oraz malata; o ile stopni temperatura wzrosta lub zmalata w danym okresie.

ROz . 1. b) sok pomaranczowy, sok jabtkowy, kompot domowy i nap6j owocowy ¢) o 100 %
2. a} 120 b)sprzqt elektroniczny - 42, gra komputerowa - 18 ¢) 42, 18, 30,24, 6 3.b)25.11.2022 r.; 7°C
4. b) liceum ogolnoksztatcgce - 45 %, technikum - 25 %, szkota branzowa - 15 %; ,jeszcze nie wiem” - 15 %
5. a) 80 min

) ul 1. a) Np.: lle dni Pola prowadzita obserwacje? Jaki byt najwiekszy przyrost dtugosci
mdygl podczas prowadzonej obserwacji? lle wynosit przyrost todygi miedzy czwartym a pigtym dniem?
b) po széstym dniu 2. a) 45 %, 20 %, 35 %

3. Srednia arytmetyczna
1.a) 16 b) zoi -1 d) li 2.3,4 3. Wskazdéwka: nalezy obliczy¢ taczng liczbe punktow

grupy ligrupy Il. 4. 30,2 kg
1.a) 21 b)S% ¢) 3,315 d)lé 2.a)70 min b)85min 3.a) 10 b)87 kWh 4.a) 24

b) 3,1 c) Wskazéwka: nalezy skorzystac z tego, ze jesli chcemy obliczy¢, o ile procent liczba a jest mniejsza
9.100%. 5.x=35 6.k=28 7.a)ol5 b)nie 8. Wskazéwka:

nalezy obliczy€ czas przejazdu na obu odcinkach trasy.

1.4 2.-8 3.B 4.63 lata

4. Doswiadczenia losowe

_ 1.a) (0, 0, 0),(0,0,R), (O, R, 0),(O,R,R), (R, 0O,0),(R,O,R), (R, R, 0), (R R R) b)(O, O, R),
{O R, 0), (R, O, 0) 2. Wskazowka: nalezy obliczy¢ minimalng liczbe sumy wyrzuconych oczek podczas 1000

rzutéw. 3.a)12 b)3 4.24: 6
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ozwiaz zad: 1. kolejno wierszami: (O, B), (O, N), (O, ©), (O, F), (O, P); (R, Z), (R, B), (R, N), (R, ©), (R, F), (R, P)
2 a) nie b)4 c)nie d)Ela-2,Kuba-0 3.8 4.a)kolejnowierszami: (2, 2), (2, 3), (2,4), (2, 6), (3, 2),

(3,3),3,4),(3,6),(4.2), (4, 3), (4.4, 4,6),(6,2), (6, 3), (6, 4), (6,6) b)4 c)Wskazéwka: nalezy wypisac
wszystkie wyniki, w ktérych liczba oczek wyrzuconych za pierwszym razem jest wieksza od liczby oczek
wyrzuconych za drugim razem. 5.24 6.B 7.a)13 b)4 ¢) 8

SprawdZ, co t 1.(1L D, (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6), 3, 1),
(3 2) (3 3) (3,4),(3,5),3,6),4 1), 4.2),43), 44, 45),4,06),(51),(5,2),(5,3),5.4,(5,5), (5, 6),
(6, 1), (6,2), (6,3),(6,4), (6,5),(6,6) a)15 b)4 )15 2.PF 3.12

5. Wprowadzenie do rachunku prawdopodobienstwa
1.a)% b)I )0 2.nie 3.3

igz zadania 1.a) i b) i c) i 2. Wskazowka: nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo

wylosowania kuli biatej z plerwszegm pujemmka oraz prawdopodobienstwo wylosowania kuli hlah-:-]
z drugiego pojemnika. 3. — 4. a) e b}— 5.2 6. a)2 b)0lub1 c)conajmniej3 7. a]

by2 82 ?

15 25

ra 1.(0, 0, 0), (0, O, R), (O, R, 0), (R, O, O), (O, R, R), (R, O, R), (R, R, O), (R, R, R};%
2.% 3.A3 4.BC

Sprawdz umiejetnosci
1. a) pitka nozna b) pitke nozng c) pitka nozna, siatkdwka i bieganie d) Wskazéwka: nalezy zamienic
utamek % na procent. 2. b)w trzecim, w czwartym, w pigtym, w szostym i w siédmym dniu c) pieciu

3.FF 4.BC 5.5 6.a)10 b)5 04 d)4 e)1 7.a)16 b)f—ﬁ 8.C 9.FF 1n.a}% b)a3iﬂ
11.3)3 b)9

Potrenuj - zadania uzupetniajgce
1.a) 150 g b) 6 razy wiecej ¢)o 150 g 2.b)5km c)o0 9.50 3.b)45.5 c)20 punktéw - 15 %, 30 punktow
- 30 %, 40 punktow - 15 %, 50 punktéw - 25 %, 100 punktow -15% 4.071% 5.C 6.5 7.324

2 1 6 12 4
8.a) - b),. 9.D 10.7 11.a) > b) ~=7 12.B

PowtoOrzenie

1. Liczby

adania 1.9899 2.300, 201, 210, 102, 120, 111 3.A3 4.Tak, jest. 5.FFP 6.31 min 7.D
8.C 9.PFP 10. a)5 b)5 11.AD 12.FP 13.FF 14.a)400; 1300; 2700 b)4.4; 13,8; 6,9 ¢)9.19; 0,65;
0,78 15.a) 70; 150;210 b)1,2;1,3;2,8 ¢)0,27;0,17;0,69 16.BC 17.a)1,3,7,21 b)1,2,3,4,6,9, 12,
18,36 ©1,2,3,5,6,9,10,15,18,30,45,90 d)1,5,25,125 e) 1,163 18.a)0, 16, 32, 48, 64, 80, 96

b) 0, 43, 86, 129, 172, 215 19. a) 750, 555 b) 4536, 702 c) 4536, 3172 d) 1002, 750, 4536, 702  20. 1125
21. NWD(30, 48) = 6, NWW(30, 48) =240 22.PP 23.15 24.A 25.a)A=-8 b)B=-3:C=17

T R e B B | E 2 1 . i
OD=-15E=3; d)F=-35G=-2;H=-1 26.2)3 b)-5 -84 27.a)3 b)1; o)

28. a) -18,225 b) 0.3 r:)1— d)6 29.1 30.22,562 31.° 32.FP 33.a)811 b) 1976 c)2559 d)444
34.B 35.B 6



2. Procenty
FAUEY. 1.FP 2.09.47 3.a)28 km; 105 km b) 1h 30 min 4. U?Skm 5. orzechy - 150 g,
2

rodzynki-350 g 6.BC 7.a)0,2; 0,09; 1,5 b)0,35; 0,02; 0,083 c)0,125; 30 o B8.2)26%;9%;232%

b) 30 %; 180 %; 0,7 % ) 665 %, 445 %, 116§ % 9.a)10% b)40% 10.PF 11.BD 12.B3 13.25

14.250zt 15.15,70zt 16.9 17.3)35% b)350% ¢c)20% 18.720zt 19.12000zt 20.6% 21.C

22.20% 23.7% 24.C 25.030% 26.a)30% b)o 100 % 27.a)375ml b)o40 % c)nie;
Wskazéwka: nalezy obliczyc, ile mililitrow soku pomaranczowego jest w jednej takiej butelce.

28. ) 0 50 % b)u33§1 %
3. Potegi

1.a) 64 b) 10000 000 c) 256 d)-243 e)-16 f)@ g}5— h) 0.1 i)-1,728 j)-0.25 k)ﬁ— N1 2.D

3. 2) (E)m b) (0,3)" ) (-12 d)-111* e)(-36)° f)10° g) (~10)" h)( 5)? i) 252 j)(=39,2)"> k) -8'5

)9 4.AD 5.PF 6.a)4!! b)3® 7.B3 8.a)36 b)81 c)625 d)-64 e)27 )8 9.D 10.D

11.a) 2% b)3" ) 11° 12. a) Wskazéwka: nalezy wytgczy¢ wspélny czynnik przed nawias (74).

b) Wskazéwka: nalezy wytaczy¢ wspélny czynnik przed nawias (4%). ) Wskazéwka: nalezy wytgczy¢ wspolny
czynnik przed nawias (2°). 13.BC 14.a)-3 b)-2 )6 d)5 e)4 )9 g -3 h)0 15.C 16.1,8:10%
17.6,5-10"razy 18.a)9,6-10° b)5,6-10° ¢)74-102 d)12-10* e)6,4-102 f) 1,26-10° g) 4,608 - 10*
h)2,5-103 i)1-102 j)1,2-10?

4, Pierwiastki
1.2)7 b)11 ©3 d)6 2.a)40 b)0,38 c)2§ d)7 €03 f)l% 3.a)zg b)—%}
c)zﬁ d) 2,7 e}—% -1 4.a)5 b)2l )26 d)V6 e)—lé f)105 )05 h)-0,6 5.BC 6.a)6v7

b) 24+/3 ¢) 10v/3 d)6v/5 7.a) v245 b) /1,35 ) ¢1,5 d)v/70 8.a)4,9 b)24,5 ¢) 1,225 9. nie
10.3) -26v/2 b)21v6 ¢)3v11 11.a)jest b)jest c)jest 12.C 13.BC 14.a)4v2 b)7v22 ¢)5V15

sv” 4~/§
21 5

18.PF 19.AD 20.FP 21.AD 22.C

15.B 16. AC 17. Wskazowka: nalezy wytgczyc czynniki przed znaki pierwiastkow.

5. Wyrazenla algebraiczne
: 1AD z a}9a—1[b 5 b) —6ab —22b c) -17ef* - 10¢*f d) 22x> —0,5x — 12
e) ITSxy 0,5x f)l rgu+6 u— 3 tu? +1— 3. Wskazowka: nalezy liczbe 0,6 przedstawi¢ w postaci utamka

zwyktego, a liczbe lg zamienic na u+amek niewlasciwy. 4.C 5. a)-28x? I:j)l—‘;1 €)-8+27 d) %y—Ba
(i
2
e) (g +2)° ﬂx2+(%y) 6.D 7.a)3z+4 b)3d®>-9d+5 c)4z—8 8.a)3x+3y b)-12g%+20g

C) 40ab - 45b% d) 6x—-2x2 €)4x+3 f)22y+10 9.C 10.a) 10x - 2y 6 b)dk+81-3 ¢) x+7
11. a) 732 +9x + 10; 56 b) 18x2y— 12xy—9y%; 12,75 ©) 3xy+y2 + 1; -5 d) -10x2y; 33 12.1. P = 15b% — 4b;

P=08dm? Il. P=757+10y; P=23m? 13.a) 2+ 10xy-24y> b) 124> -22ab+6b> c) 325" — 18
d)4y’—16y+16 14.P=3a*+55a+15; P=1425cm> 15.PF 16.D 17.PP 18.C 19.a)26 b)4l
c)dn+1

6. ROwnania

)ZWigzZ zac 1. a) 1 spetnia, -1 n:e spetnia b)-2 nie spetnia, -3 spetnia 2.D 3.D 4.a)x=9
b),x_S x=2 dYx=3.5 e}x_—lﬁ— f) x =-2 g) kazda liczba speinia réwnanie h) zadna liczba nie
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spetnia rownania 5.PF 6.1 pojemnik-61, Il pojemnik -241 7.472zf 8.120 9.35 10. 15 min

11.a) 13,5 ]ﬂl b)o4 min 12. 18,2 cm; 18,2 cm; 14,5 cm 13. 123° 14.30cm  15. ulgowy: 108 zi,

normalny: 120 7zt 16.45164 17.|liczba - 64, |l liczba - 56, Il liczba - 48 18. 144 z1 19. 3% cm X 551 cm

20.30 21.16 22. Wskazéwka: nalezy utozy¢ odpowiednie réwnanie, rozwigzac je, a nastepnie uzasadnic,
ze liczba butek musi by¢ wyrazona liczbg naturalng. 23. liczba banknotow 20-ztotowych: 8,
liczba banknotow 50-ztotowych: 21 24, 16 cm x 20cm X 100 cm 25.9.8 cm x 28,8 cm  26.3 14,5

2
27.Obw.=50cm 28.10.8% 29.0,7kg 30.a)b=a-c b)k=2m+! E}a:% d)u:i—S
w

e) b= % f)z=dw(t—c) -c

7. Figury ptaskie
0zWiagi 1.2)b||f; a|lc b)ald;dlc;ble;elf 2.|PS|=6cm,|SQ|=15cm 3.36°, 144°
4.70° 110° S.a)a=3P,; =307 bDa=53°" Qo=2AF, =70 Qa=30°8=11F 6.BD 7,a)a=98"
b)a=75 a=20° d)a=20° 8.36° 36° 108° 9. a) 50°, 65°, 65° b) 35°,40°,105° 10. 80° 11.C
12. Wskazowka: suma miar katow wewnetrznych tréjkata jest rowna 180°. 13.a)80° b)42° 14.A
15.a)tak b)nie c)tak d)nie 16.FF 17.a) |AB| =6v2dm b)|AB| = |BC|=10dm c) |BC|= 13 cm

d)|BC|=10v3 cm 18.A2 19.a) Obw. =36 b) Obw.=20V3 c) Obw.=32y2 20.0bw. = (10+6v/5) cm
21.C 22.1:300 23.PF 24.a)h=6V3 b)h=9 ) h= Lf 25.BD 26.a) P =76 cm?

b) |BC| = 4y/5cm 27.BD 28.a3)9v2cm, 9v2cm, 18 cm b) P =81 cm? 29. Wskazdwka: nalezy zauwazyc,
ze trojkat ABC jest trojkgtem réwnoramiennym o wysokosci %b poprowadzonej do boku AB, a trojkat ACD

jest tréjkgtem réwnobocznym o boku b.  30.B  31. a) [SROP| = 72°, |[SOPQ| = 46°, |[<QRO| = 92°

b) |SNOK| = 70°, |4KOL| = 110°, |[SLNM| = |[4NLK| = 40°, |[SNMK| = |[SMKL| = 30° ¢) |<HEF| = |<EFG)| = 68",
[SEHG| = |<HGF| = 112° d) |<DAB| = 36°, |SDCB| = 50°, |[9ABC| = 130°, |9ADC| = 144° 32.C
33.a) P=240 cm® b)h= 14% cm 34.a3)405ke b)5616ke 35.D 36.a) Obw. =90 cm,

P=390cm? b)37cm 37.BC 38.PP 39.tak 40.3)S=(-5,-2) b)S=(=2,22) 41.AD 42.P=7%,
Obw. =3 +5V2+5

8. Bryly

ozwiaz zad 1.AC 2.4razy 3.C 4.PP 5.a)V=300cn’; P, =240 dm? b) V =90v/3 dm’,
P,=180cm®’ 6.a)H=12cm b)H=7cm 7.10cm 8.V=40cm’, P, =88 cm?> 9.3 10.a)x=8cm
b) 4464 ¢ 11.V=192dm’ 12. P, = 1080 cm?, V = 1680 cm® 13. szeécian; 0 7cm’ 14, BC
15.V=512¢cm® 16.P. =510 cm?, P, =590 cm> 17.FP 18.a) P. = (50v/3+120) em?, V = 100v/3 e’
b) P. =210 cm?, V=150 cm® 19. P. = 150v/3 +200, V = 250v/3 20. 1848 cm® 21.cztery, I x 1 x 12
22.75m° 23.108m° 24.PF 25.011 26.P,=7v3 27.P,=196v/3 28.a)P,.=1764

b) P =5?5‘/§+2225‘/9_1 29.BC 30.H=10 31.B 32.tak 33.154 dag

g, Statystyka i rachunek prawdopodobienstwa

7 2 1.15 2.21lat 3.AD 4.29 5.14 6.42 7.a)2razy b)85% c)tak d)o 50 %
E)DlSp p. 8.a)17hPa b) 15 maja2023r. )005% 9.FF 10.a) 18 % b) 800zt c) 120zt d)o 88 z

e)o20% 11.a)14 b)tak ¢)8a 12.18 13.a)12 b)4 )5 14.12 15.B 16.% 17.% 18.B
19. BC 20. a) i b) % c)0 21.a) 2% b) % 22. a) Wskazéwka: nalezy wyznaczyc¢ wszystkie mozliwe

réznice wynoszgce co najwyzej 5. b) Wskazéwka: nalezy sprawdzic, jaki jest najwiekszy iloczyn liczby oczek,
ktory mozemy otrzymac w dwaoch rzutach kostka do gry.
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DZIAL VIII. KOMBINATORYKA | RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

1. Reguta mnozenia i dodawania.

Cwic 1.35 2.a) 100 000 b) 30240 3. Wskazowka: nalezy pamietac, ze ostatnia cyfra liczby
podzielnej przez5 to0 lub5. 4.a)31 b)20 5.a)240 b)20

0zZWiaz ; 1.15 2.168 3.12 4.210 5. Wskazowka: nalezy pamietac, ze osoby w jednym
rzedzie nie mogg sie powtarzac. 6.2880 7.6561 8. Wskazdéwka: nalezy pamietac, ze pierwsza cyfra jest
stata oraz nalezy zastosowac regute mnozenia. 9.a)36 b)30 ¢) 18 d)9 10.6 11.a)25 b) 17

8 12.a)6 b)9 13.21 14.3)28 561 b)26 15.18 16.a)102 b)56

1.24 2.a)16 b)8 3.a)30 b)25 )6 d)15 4.FP 5.B

2. Obliczanie prawdopodobienstwa

- 6 1 o 53
1.2 2a) bz 3.5

1 T g e B 27 1y 51 5 o 18w 7 1

1y 285 by 050 3a g by 4a; b 5. 6a)

| 3, o 3 i3 (19 . 12
b) 7. — 8. 8,Tak, zmieni sie. 9. a) 5 b)4 0) v 10. T

3 4 4 1
1.a)= b)= 2.a) — -~ 3.PF 4.B
]'? )7 )25 b}?

Sprawdz umiejetnosci

1.12 2.a)8 b)7 3.a)168 b) 105 4.a)60 b)107 c)0 d)3 5.24 6.84 7.a)12 b)32 ¢) 16
I 1 f g3 1 2

8., 92729 by 10.FF 11.a) ¢ b){ 12.B 13.B 14.a); b) o 15.B

Potrenuj - zadania uzupetniajgce
1.a)1 b)507 ©)8 2.a)100 b)374 ¢)300 d)54 3.D 4.3)% b)% 5. AD 6.56,% A 14,%

8. C 9. Wskazowka: nalezy ustali¢ i porownac prawdopodobienstwa obu zdarzen. 10. % 11. a) 516

gt gl
b 2% 97 D

DZIAL IX. DEUGOSC OKREGU | POLE KOLA

1. Dtugosc¢ okregu
Cwic : 1.a)16ncm b)7ndm ) 0.8xm 2.a)20rcm~ 62.8cm b) 5.6 m =~ 17,584 m
0 %n dm ~ 03925 dm 3.a)12cm b)8v3m ¢) 2dm d) 8ikm
m i

1.a) l6ncm b) 1%31: dm ¢)24ndm d)4v2rm 2.a) [2x=~ 36 cm b)30r ~ 93 mm
€) 1,6mn ~ 5,024 dm 3.a)4ncm b)34nm ) 3%11: mm d) 6v3rdm 4. a) 8x km =~ 25,12 km
b)ldnm~a~44m )42xmm~~ 132mm 5.3)5mm b)8,5m c)3v5cm d)@ dm 6.a)d4cm b)0.7 dm

T
) 4y/7 km d) Om 7.8cm 8.tak 9.8% 10.744cm 11 a)o8ncm b)2razy 12.a)72m b) 500
T

13.840 14.75dm 15. 123

1. kolejno wierszami: 2.4; 2.4x; 8v/3; 8v/3m; 22,5; 45%; 12; 24; 0.8; 1,6x; 0’3; Ll

2.B 3.771cm 4.150.72 cm L
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2. Pole kota
1. a) P = 100% cm? b}P=GlTEdI’ﬂ2 0 P=025rm?> 2. a)P=9ncm2m2826cm2

b) P =20,25% dm’® ~ 63,585 dn® <) P= 0,16n m” ~ 0,5024 m* 3.2)5cm b) Sem ©) 15\/;“ dy 2T
4. 281 cm "

1.a) P = 491 dm? ~ 153,86 dm> b)P_Enm M%mﬁ ¢) P = 8n km? ~ 24 km>
2.a) P=4ncm? ~ 12,56 cm?> b) P = 2,56r dm? ~ 7,936 dm’> ) P = 80n dm? ~ 240 dm’

3.a) P=1024n cm? b) P=6724n m? ¢) P = 3 dm® el)P:%km2 4.2) 8 cm b)%m_m o R o
T o

d) #VE 1 5.2)30n em b)2§mm ) 22ndm d)4v2ndm 6.36 7.tak 8.165m? 9.1 :2
T

10.AC 11.a) 14v2ncm b)P=(98n—196) cm? 12.0 1,14 m b)0 0,785 m?> 13. Wskazéwka: nalezy

skorzystac z twierdzenia Pitagorasa, a nastepnie obliczy¢ pola kazdego pétkola. 14. 2 15. Wskazowka:
I

nalezy wyznaczy¢ dlugos¢ boku kwadratu, a nastepnie obliczy¢ pole tego kwadratu.

1.C 2.C 3.a) 18 cm b)nie mozna 4.BD

3. Pole pierscienia kotowego
1.P=8lxcm? 2.P=3cm?

ozwiaz z: 1.a)P=60ncm? b)P=16ncm? ¢) P=32rcm? 2.P=735n 3.P=64n 4.wyspa
érodkowa - P = 62,775 m?; pas ruchu - P=217m> 5,P=3454m?> 6.P=9n 7.P=3375ncm? 8,tak
9. Wskazowka: nalezy wyznaczyc dtugosci promieni kazdego z okregow.

1.C 2.FP 3.P = 1087 cm?

Sprawdz umiejetnosci
1.a) 26n cm b) f}—lﬂ: m ¢) 13,6r mm d)4v2rdm 2.a)24ncm,72cm b)82xm, 2542 m c) 157 dm,

471 dm 3.PF 4.Pola 5.a)tak b)nie. 6.a)P=144xmm? b) P=6,76nm® c) P = —x dm>

25
49 3 an
lilxdm 1,11 dm

8.a) P=196n cm? b) P=0,16n m? c) P = 48t mm’ f:mf'_—dm2 9.D 10.FF 11.B 12.B 13.3

d)P=45rdm? 7.a)P=8lamm? ~ 2511 mm? b)P=12xm? ~ 37,68 m?> c)P=

14.6cm 15.72m 16.AD

Potrenuj - zadania uzupetniajgce
11k 1

1.383m 2.nie 3.19razy 4.42m 5.a)P =9’ b)P:Tn c)P= 6.a)0 300 % b)o 44 %
F|
7.FF 8.4-2V2 9,a)P=l§:n:cml b)P=ncm? 10.P=32n-64)cm®> 11.a)420 b)okoto 28 %

12. P=10738 cm®> 13.11lub +v97 14.51t

DZIAL X. SYMETRIE

1 Symetria osiowa. Figury osiowosymetryczne
2.2 A =5, 2,8 =(-12), C=c1,=2,D=5-2 bha"=(5,-2),F'=0,-2), C"=(,2),
D" =(5,2)
1. flaga Francji - 2 osie symetrii, flaga Unii Europejskiej - 2 osie symetrii 2. BiB',DiD/,

EIE 3.2)P b)KM OK 5.a)F G, J,LN,P,QRS,Z b)A B CD,EKMT,UV.WY oHIlO0 X
6.1 1LIV 7.a)2 b)4 9.a)D=(0,2),E=(32),F=3,-4) b)K=(0,-2),L=(3,-2), M=(-3,4)



1.BiJ MiM,GiC,FIE 2.A 3.FF

2. Symetria Srodkowa. Figury Srodkowosymetryczne.
Wi 1.3) C b)A c)Punkt spetniajgcy warunek nie zostat zaznaczony. 2. a) prostokat b) prosta
r:) kwadrat d) pieciokat foremny

ZWigZ Zé 1.a)S b) N c) Punkt spetniajgcy warunek nie zostat zaznaczony. 3.C 5. E=(-1,-1),
F= (—3 D),G=(-5-1),H=(-3,-3) 6.S=(1,-4) 7.LI1,H0LXXIX 8K=@3,-1) 10.FF 11.a)AiH,B
iF b)GIE;HID c)BiF,AiD

Sprawdz, « 1.BiG,DiJ,HiC,FiL 2.D 3.B=(-2,-3) 4.a)0X0, ONO b)0OCO, OWQ,
OX0, MAM
3. Symetralna odcinka i jej wlasnosci

1. Tak, przecinajg sie w jednym punkcie. 2. W miejscu przeciecia symetralnej odcinka CD
oraz drogi.
R0ZWi3 | 1.1l 4. W miejscu przeciecia symetralnej AB i skraju polany. Sg dwa takie miejsca.
5.70° 6. P1Q 7.P=60cm?> 8.|BD|=15cm 9.a)(4,5) b) C-tak, D -nie 10.|AE|=2y/2] cm
11. 45°, 45°, 90°

2.AD 3.FF

4. Dwusieczna kata i jej wiasnosci
( 1. Tak, przecinajg sie w jednym punkcie, 2. 30°, 30°, 120°

) Z 1.1 4. P 5.AC w kwadracie ABCD; PR i SQ wrombie PORS 6.120° 7.5cm
8. |-=;(MKL| =30°, |9KML| = 40°, |[9KLM| = 110° 9. a) 110° b) 150° 10. Wskazéwka: nalezy wykorzystac

wiasnosci katow naprzemianleghych oraz katow przylegtych, a nastepnie wykorzystac wtasnosc
dwusiecznej kata.

2. |<BAC| = 30°, |SABC| = 40°, |[SACB| = 110° 3.PP 4.C

Sprawdz umiejetnosci

1.1ilVv 2.D 4.B 5.PF 6.B2 8. 05 symetrii-Il; Srodek symetrii-Ill 9.C 12.BC 13. |<ABC|="70°,
|SBCA| = 30°, |[<CAB| = 80° 14. Wskazdéwka: nalezy wykorzysta¢ wtasnosc¢ katow przylegtych oraz wtasnos¢
dwusiecznej kata.

Potrenuj - zadania uzupetniajgce

1.FPP 2.0lub1lub2lub4 3.1505 4.0bw.=20cm, P=12v/3cm?;tak 6.P=8 8.P=125 9.PF

11. PF 12, Wskazdwka: nalezy wykorzysta¢ wiasnosg, ze suma katow przy jednym boku trapezu wynosi
180° oraz rozwazyc sume kgtow wewnetrznych, np. tréjkata PBC i obliczy¢ kat BPC.
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jednostki objetosci /216

jednostka osi liczbowej / 36
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liczba pierwsza / 14, 188

liczba przeciwna / 186
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M
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