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Drogie Uczennice!
Drodzy Uczniowie!

Zaczynacie kolejny etap nauki, kiéry zakoficzycie egzaminem maturalnym. Starali-
$my si¢ pisac nasz podrecznik tak, aby Was do tego egzaminu jak najlepiej przygo-
towad, ale koniecznos¢ zdawania matury nie powinna by¢ gléwnym powodem, dla
Ki6rego warto uczy¢ si¢ matematyki. Minela bowiem moda na stwierdzenie: ,nie
umiem Wy iekowi juz nie wypada tak mowic.

Wybitny polski uczony Hugo Steinhaus (czyt. Sztajnhaus) pnmadal Matematyka
nie moze nikomu wypelni¢ Zycia, ale ¢ uz

wypelnila”. Cheielibysmy, abyscie uczyli si¢ ze swiadomoscia, ze Torumowanic ma-
tematyczne przydaje si¢ w Zyciu codziennym i bedzie potrzebne w dalszej edukacji,
a takze niemal w kazdej dzialalnosci zawodowej, ktdrej zechcecie si¢ w przyszlosci
poswicic. To, Ze matematyki powinni si¢ pilnie uczy¢ przyszli informatycy, inzy-
nierowie i ekonomisc, jest oczywiste. Ale potrzebna bedzie ona takze przyszlym
psychologom, socjologom, lekarzom, itd.

Matematyka okazuje si¢ przydatna w wielu nieoczekiwanych sytuacjach, takze
w zawodach pozornie niemajacych z niq nic wsplnego. Przykladem moze by¢
tzw. wsp6lezynnik mglistosci tekstu, ktorym postuguje si¢ wiele redakeji gazet na
calym $wiecie. Dla kazdego tekstu — artykulu, ksiazki, wypracowania czy przepi-
su prawnego — mozna policzy¢ taki wspolezynnik ze specjalnego wzoru. Pozwala
on oceni¢, czy tekst jest przejrzysty i latwo si¢ go czyta, czy tez jest Zle napisany
i w zwiazku z tym niezrozumialy.

Nasze podreczniki piszemy nie tylko z mysla o tych, ktérzy matematyke lubia
i ucza sie jej z przyjemnoscia. Staralismy si¢ tak przedstawié rézne matematycz-
ne pojecia i problemy, aby ulatwi¢ Wam samodzielne zglebianie i ugruntowanie
zagadnies, ktére byly omawiane na zajeciach w szkole. W naszym podreczniku
mozna znalez¢ ciekawe informacje z rozmaitych dziedzin zycia. Staralismy si¢ tez
pokazaé, ze matematyka, ktora poznacie w trakcie nauki, pozwala odkrywac wiele
fascynujacych interpretacji otaczajacego $wiata.

Mamy nadzieje, ze kazdy z Was znajdzie w naszej ksiazce co$ interesujacego.

Autorzy






Zbiory

Wedtug Polskiej Normy skrzynka pocztowa wiszaca powinna miec szerokos¢
35:20,5cm, wysokosc 28,5+0,5¢m i glebokos¢ 20,5 + 0,5cm.
Warunki te mozna zapisac w jezyku matematyki.

Zbiory i dziatania na zbiorach = Przedzialy liczbowe = Powtdrzenie



ZBIORY | DZIALANIA NA ZBIORACH

Zbir to w matematyce pojecie pierwotne, czyli takie, ktorego si¢ nie
definiuje. Mozemy mowic o zbiorze liczb (np. liczb naturalnych, liczb ujem-
nych), o zbiorze punktow tworzacych figure geometryczna, o zbiorze figur
(np. trapezow, prostokatéw czy tréjkatow rozwartokatnych) itp.

o Przedmioty”, 7 kiérych utworzony jest

zbior, nazywamy elementami tego zbioru. A
« Zbiory oznaczamy zazwyczaj duzymi lite-
rami, a ich elementy — malymi.
o Zdanie: p nalezy do zbioru A mozemy za-
pisa¢ w nastepujacy sposob: p € A (sym- .
bol € czytamy: nalezy do). a
peA
* Zdanie: g nie jest elementem zbioru A mo-
a¢A
zemy zapisaé: g ¢ A (symbol ¢ czytamy:
nie nalezy do).
Jesli do zbioru B naleza wszystkie
elementy zbioru A, to méwimy,
e zbiér A zawiera sie w zbiorze B
lub Ze jest podzbiorem zbioru B.
Zapisujemy to tak: A C B.
AcB
Zbiér, kiéry ma nieskoriczenie wiele -
nym. Pozostale zbiory nazywamy skoficzonymi.
PRZYKEADY ZBIOROW PRZYKEADY ZBIOROW
NIESKONCZONYCH SKONCZONYCH
« zbior liczb naturalnych parzystych  zbior liczb dwucyfrowych
« zbior liczb dodatnich « zbiér liczb calkowitych ujemnych
« zbiér liczb wiekszych od 5 i jedno- wigkszych od ~1000
czesnie mniejszych od 7 « zbiér dzielnikéw liczby 60
* zbidr liczb pierwszych « zbiér punktow przeciecia stu roz-
« zbior wszystkich punkiow prostej nych prostych

o zbiér wszystkich prostokatow « 7bior rozwiazan réwnania 2x+1=7



Zbior, ktory nie ma zadnego elementu, nazywamy zbiorem pustym.
‘Taki zbiér oznaczamy symbolem (.
Uwaga. Przyjmujemy, ze zbior pusty jest zbiorem skoriczonym.

Dla dowolnego zbioru A zbiér pusty jest jego podzbiorem, czyli § < A,
a takze zbidr A jest swoim podzbiorem, zatem A C A.

Zbiory mozemy czasem opisac, wymieniajac ich elementy. Oto przyklady:

i © Zbiér liczb naturalnych mniejszych od 4
-lonas) i i skancaon

* Zbior liczb catkowitych parzystych
(zbiér nieskoriczony)

B=

-4,-2,0,2,4,

© zbior liczb pierwszych
(zbior nieskoriczony)

Zbiér dzielnikow liczby 70

c=1{2,3,57,11,13,17,19,
{1,70,2,35,5,14,7, 10} b e taom)

CWICZENIE A Wypisz elementy nastepujacych zbiorow
A — zbiér liczb dwucyfrowych podzielnych przez 15

B — zbir liczb pierwszych, ktére sa parzyste N
zadania 1-4

Il W ponizszej ramce zebrano symbole, kidrymi bedziemy si¢ poslugiwac
przy oznaczaniu pewnych zbioréw liczbowych.

Przypomnijmy, ze kazda liczbe wymier-
N — zbiér liczb naturalnych nq mozna przedstawié w postaci ilo-
Z — zbiér liczb catkowitych razu liczb catkowitych. Istniejq jednak
i liczby, Ktérych nie da si¢ przedstawi¢
Q=elii iy Wiel postac, b, V2, V2o 1, . Ta
1Q — zbidr liczb niewymiernych Kie liczby nazywamy niewymiernymi.
R — zbir liczb rzeczywistych Wszystkie liczby wymierne i niewymier-
ne tworzg zbiér liczb rzeczywistych.

Przyjmujemy ponadto, ze R, oznacza zbiér liczb rzeczywistych dodatnich,
R- — zbiér liczb rzeczywistych ujemnych, Q, — zbior liczb wymiernych
dodatnich itd.

Zaleznosci miedzy zbiorami
liczbowymi mozna opisa¢ tak:
NcZcQcR

IQcR

daia 56 )

ZBIORY | DZIALANIA NA ZBIORACH n



CWICZENIE B Wskaz rysunek, na ktérym zacieniowano zbiér punktow, kior

a) nalezq do trojkata lub do kwadratu,
b) nalezq jednoczesnie do tréjkata i do kwadratu,
¢ naleza do tréjkata, ale nie naleza do kwadratu.

1ys. 1 1ys. 2 1ys. 3

> DEl B

do kwadratu, a nie naleza do trojkata.

Zbior, kt6rego wszystkie elementy na-
lezq do zbioru A i jednoczesnie do
Zbioru B, nazywamy czescia wspolna
lub ifloczynem zbioréw A i B.

Taki zbiér oznaczamy A n B.

Tloczyn zbioréw nazywa si¢ tez prze- AnE
krojem zbiorow.

CWICZENIE C Narysuj trojkat i kwadrat. Zaznacz wszystkie punkty, ktére naleza

Jesli zbiory A i B nie maja wspdlnych element6w, to méwimy o nich, ze sq

rozlaczne. Mozemy to zapisac tak: A0 B = (.

Zbiér wszystkich clementéw naleza-
cych do zbioru A lub do zbioru B (réw-
niez tych, ktore naleza do obu zbio-
r6w) nazywamy sumq zbioréw A i B.
Oznaczamy go AU B. Aus

Zbiér utworzony ze wszystkich tych
element6w zbioru A, ktére nie naleza
do zbioru B, nazywamy réznica zbio-
16w AiB.

Taki zbior oznaczamy A\B. ANB

ZBIORY



[TATTTEN Elementami zbioréw, ktore przedstawiono na rysunkach, sa litery.
Okresl zbiory réwne iloczynowi, sumie i réznicy podanych zbioréw.

/

AnB= cnD=0 EnFnG={e}
AUB= {abzd&} cup={ab,cde} (EUPANG={b,c,d}
ANB={a,b} c\D=C (ENPUG={a,b,d,ef}
B\A={d,e} D\C=D (F\BNG=0

ZADANIE | Elementami zbiorow, ktore przedstawiono na rysunkach, s3 greckie lite-
1y. Okres] zbiory réwne zbiorom zapisanym pod rysunkami.

AnB cup EnPHUG
ANB DNC G\PNE
AT
v Dane 53 zbiory:
={3,57,9}, 8={3,6,9}, c={4,6,7,9}
Znajdz zbiory: An B, B\C, BUC, (AUBNC oraz (B\A)U (BN C).
Elementy, kiore naleza jednoczesnie do zbioru
AnB= 3,9 A do zbioru B, 0 319.
_ Po odrzuceniu ze zbioru B elementow zbioru
ene-{3} C pososie ke 3
Do elementow zbioru B dopisujemy te clemen-
BuC={3,6947} ty zbioru C, ktére nie wystepuja w zbiorze B.

(AuBNC

3,5,7,9,6}\C

s} | Wyznaczamy abior AU B, 3 nasepnie odrauca
d my elementy zbioru C.

EAUEA 0 = {6} u{6,9) = [6,9) | Wyznaczamy zbiory 8141 8. 2 nastcpnie
ich sume.

ZADANIE | Dla zbioréw okreslonych w przykladzie powyzej znajdz:

a) AuC o C\B © B\AUQ)

b) AnC d) (AnB\C f) (A\B)nC
sadoia 117

ZBIORY | DZIALANIA NA ZBIORACH 13



v W 30-0sobowej klasie jest 6 jedynakéw, 12 0sob ma brata, ale nie
ma siostry, a 3 osoby maja zaréwno brata, jak i siostre. Niech B i S oznaczaja
odpowiednio: zbior osob tej Klasy, ktére maja brata, i zbiér osob, ktore maja
siostre. lle elementéw ma zbi6r S\ B?

30—
/ B s Sporzadzamy rysunek pomocniczy i dopi-
sujemy na nim podane informacje. (Liczby
12 oznaczaja ilosé elementéw w odpowiednich
zbiorach).

Ustalamy liczbg elementow zaznaczonego
zbioru

30-(6+12+3)=9

Odp. Zbiér S\ B ma 9 elementow.

ZADANIE | W koszyku jest 20 owocow. Wsrod mich 3 sa zélte i kwasne, 7 jest
kwasnych, ale nie zéltych oraz 6 — ani z6ltych, ani kwasnych. Niech Z i K oznaczaja
odpowiednio zbiér owocéw Zoltych i zbior owocow kwasnych. lle owocow nalezy do
zbioru Z\K, aile — do zbioru Z U K?

wdaia 12

ZESTAW ZADAN

1. Ustal, ile elementéw ma podany zbior.

a) Zbiér liczb naturalnych spelniajacych warunek x < 5.

b) Zbiér liczb calkowitych spelniajacych warunek ~6,7 < x < 1.

) Zbiér liczb calkowitych ujemnych spelniajacych warunek 11,3 < x <3,

d) Zbior liczb naturalnych, ktére nie spetniaja warunku x > 20.

2.3) Ktére z podanych zbioréw sa podzbiorami zbioru {K, R, A, B}?
{4} {arl 0 {Bas} {K.AR B} {B.AROK}

b) Zapisz kilka innych zbiorow, ktore zawieraja si¢ w zbiorze {K, R, 4, B}.

3. Literami oznaczono zbiory figur:

K — zbiér kwadratéw P — zbior prostokatow
T — zbior tréjkatow R — zbiér réwnoleglobokéw
RB — zbiér rombow TR — 7bi6r trapezow réwnoramiennych

Wiadomo, ze kazdy kwadrat to prostokat, co mozna zapisa¢ tak: K ¢ P. Zapisz za
pomocg znaku ¢ inne zwiazki miedzy podanymi zbiorami.

14 ZBIORY



4. Ustal, ile elementéw maja podane zbiory.

A={1,3,57,9,11,..,29,31} B=

21,22,23,24,...,50}

41l 5. Zapisz:
a) skoriczony lub nieskoriczony dowolny podzbior zbioru N, w ktrym wszystkie
clementy sq liczbami parzystymi,
b) czteroelementowy podzbior zbioru IQ,
© nieskoriczony podzbiér zbioru Q...

6. Dla kazdego 7 podanych zbioréw ustal, w ki6rych sposréd zbiorow N, Z., Q,
Q,, IQ, 1Q, si¢ zawiera.

A= {1%}

B={22,24,26,28} E={v2,2v2,3V2,4V.

e "7,-3,-1,1,3,5,7,9,

V2,5-2v2,5-3V2

c-{m

/Il 7. Narysunku obok zaznaczono kropkami wszyst-
kie elementy zbiorow A, B i C. Policz, ile elemen-
6w ma zbiér:

a) AUB d AuC 9 An(BUCO)
b) AnC @ B\(AUC)  h) C\(AnB)
Q B\NA f) (AnB\C i) (BNOUA

8. a) Na ktérym rysunku zaznaczono zbiér (A n B)\C? Opisz, jakie zbiory zazna-
czono na pozostalych dwoch rysunkach.

5.2

b) Na ktérym rysunku zaznaczono zbiér (A\B)U(C\ A)? Opisz, jakie zbiory zazna-
czono na pozostalych dwoch rysunkach.

1ys. 4

ZBIORY | DZIALANIA NA ZBIORACH 15



9. W pewnej grupie czes¢ os6b uczy sie jezykéw obeych. Niech A oznacza zbior

tych, ktérzy ucza sie jezyka angiclskiego, F — jezyka francuskiego, H — jezyka
iszpariskiego, a G — zbior wszystkich osob w tej grupie. Opisz stowami zbior:

Zy=FUH Zy=HnA Z3=G\H Z;=F\A Zs=AnFnH

10. Niech P oznacza zbiér wyrazow piecioliterowych, A — zbiér wyrazéw, w kté-
rych wystepuje litera a, T — zbi6r wyrazéw rozpoczynajacych si¢ na litere t.
Podaj przyklady elementéw Kazdego ze zbiorow:

Z;=PnA Z;=P\A Z3=PnANnT Zy=T\(PU A)

=(TnA\P

11. Wypisz wszystkie elementy podanego zbioru, przyjmujac, Ze:

A={ab.c} B={bc.a} c={ad.e} D={e,
a) AnB o CuD e AuC g9 AUBNCO)
b) B\D d) AND 0 BAD b (AUCND

12. Znajdz podany zbiér, przyjmujac, ze:

A= {72. -10,v2 m s, 9%}

a) AnN o AnlQ e) AnR_ 9 QnANZ
b) ANZ d) ANQ. f) AUR h) AN(NuQ,)

13. Znajdz podany zbiér, przyjmujac, Ze:

A={-6-4 13,7} B={-6, -4, 3, 5}
a) (AUBNQ 9 (ANB)nIQ &) (BNANZ o) (BAZ)\A
b) (ANZ)UB d) (AnB\N ) (AnNNB h) (AnQ)nB

14. Wyznacz podany zbiér, przyjmujac, ze:
- {5.6,7,8,9,10} c={5,10,15,20,25,

={0,2,4,6,8,10,12,14,16,18,20} D= {10,20,30,40,
a) AnB 9 CuD e AnBnC 9) (AND)U(CNnB)

b) ANB d) D\C ) (AuBNnC h) (CnD)\(AUB)

15. Co mozna powiedziec o zbiorach AUB, AnB i A\B, gdy spetniony jest podany
warunek?

a) AcB b) B=0 o A=B d) ANB=AUB

16 ZBIORY



16. O zbiorach A i B wiadomo, Ze sq rozne i nie s puste.

a) Ktore z ponizszych réwnosci sa gdy A jest zbioru B?
AUB=A ANnB=A ANB=0 B\A=B

b) Ktére z ponizszych réwnosci sa prawdziwe, gdy zbiory A i B sa rozlaczne?
AUB=A AnB=0 A\B=A B\A=B

©17. Niech L,, oznacza zbiér liczb
pierwszych, a L, — zbior liczb
Zlozonych. Wyznacz zbior:

Lu:zm naturalng, kiora ma wiecej niz dwa a) {0,1,2,..,19,20} n L,
, nazywamy liczbq zlozona. o ({01
Llczby 011 nie s3 ani pierwsze, ani zlozone.

Liczbg naturalng n, ktéra ma dokladnie dwa
dzielniki, nazywamy liczbq pierwsza.
Liczby pierwsze to: 2, 3,5, 7, 11, .

L 10JNL) N Ly
9 Ny ULy

4V 18.2) Pewien zbiér C ma 20 element6w, zbiér D ma 50 elementéw, a zbiér € N D
ma 5 elementéw. Ile elementéw maja zbiory: C U D, C\D, D\C?
b) Zbiory E i F maja po 15 element6w, a zbiér EUF ma 20 elementéw. Ile elemen-
16w maja zbiory: En F, ENF, FNE?

19. Do miski wlozono 20 cukierkéw, 11 z nich
jest czekoladowych, a wérod czekoladowych cu-
kierkow 5 zawiera orzechy. Dwa cukierki zawie-
raja orzechy, ale nie sa czekoladowe. Oznaczmy
litera C zbiér cukierkéw czekoladowych, a lite-
1q O — zbiér cukierkéw z orzechami. lle ele-
mentéw jest w zbiorze C U 0?

20. W pudelku znajduje si¢ 26 klockéw w dwéch kolorach: biatym i czerwonym, 10
sposrod tych Klockow ma Ksztalt szescianu. Bialych szesciennych klockéw jest 6,
a bialych, ktére nie sa szescienne, jest 9. Przyjmijmy oznaczenia:

K — zbior wszystkich Klockéw, € — zbiér czerwonych Klockéw,
B — zbiér bialych Klockéw, S — zbior Klockéw szesciennych.
Ustal, ile elementéw nalezy do podanego zbioru:

ac b) S\B 9 BUS d) K\S o Cns

21.Kazda z 1000 ankietowanych osob odpowiedziala na dwa pytania: czy lubi
slodycze oraz czy lubi warzywa. Okazalo sie, Ze 830 osob lubi slodycze, 600 lubi
warzywa, a 100 — nie lubi ani slodyczy, ani warzyw. lle sposrod ankietowanych
0s6b lubi stodycze, ale nie lubi warzyw?
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©22. W Krasnolandii kazdy obywatel jest piekny lub bogaty. Bogaci stanowia 50%

ludnosci. Pieknych Krasnolandian jest 501ys. (z czego 70% to nicbogaci). Ilu

ieszkaricow liczy K ia? Jaki procent mieszkancow K i stanowia
pickni i zarazem bogaci?

MINISPRAWDZIAN

zych zbioréw ma najwiecej

S1. Dany jest zbiér L 3,%,2} Ktéry z poniz

elementow?
ALNZ B.L\N CLnQ D. L\R

52. Na rysunku zaznaczono prostokat, kolo i tréjkat.

Litery P, K i T oznaczaja zbiory punktéw tworzacych

te figury. Zacieniowany na rysunku zbiér to: X

A (PUK)NT C.(P\NT)UK T
B.(PnKNT D.(T\K) " P

S3. Niech: A = {0,0,4,%,@}, B={0,,x} i € = {0,0, T}. Ktéry z podanych
zbioréw jest réwny AN(B U C)?

A {m} B {a, %00} c{oo.m1} b. {0,0}

54. Kazdy z uczniéw pewnej szkoly uczy si¢ jezyka niemieckiego lub francuskiego.
Jezyka niemieckiego uczy si¢ 75% uczniow, a francuskiego — 40%. Jaki procent
uczniéw uczy si¢ obu tych jezykéw?

A.35% B.25% C.15% D. 5%

PRZEDZIALY LICZBOWE

CWICZENIE A Zaznacz na osi liczbowej zbior
liczb rzeczywistych spelniajacych nierow-
nos¢ x > 3, a nastepnie zbidr liczb spel
niajacych nierownos¢ . Zaznacz zbior
zywistych spelniajacych nierow-

X<

liczb
nosé 3 <x <7,

18 ZBIORY



Zbior liczb rzeczywistych wikszych od liczby a i jednoczesnie mniej-
szych od liczby b nazywamy przedzialem otwartym o koficach a i b.

_ A,

(aip) °

Oznaczamy go symbolem (a;b).

x e (asb), gdy a<x<b

Zbiér liczb rzeczywistych wickszych od a lub réwnych a i jedno-
czesnie mnicjszych od b lub réwnych b nazywamy przedzialem
domknietym o koricach a i b.

Oznaczamy go symbolem (a;b).

xe(asb), gy a<x<b T ) b

Ponizej przedstawione sq rézne typy przedzialow o koricach =3 i 7.

3 7 3 0 7
(-3;7) (-3:7)
przedzial otwarty o koricach -3 i 7 przedzial domkniety o koricach -3 i 7
3 0 7 3 0
(-3:7) 3;7)
przedzial lewostronnie otwarty przedzial lewostronnie domknigty
i prawostronnie domknicty i prawostronnie otwarty
o koncach -3 7 o koricach -3 i
CWICZENIE B Narysuj os liczbowa i zaznacz na niej przedzialy

(-3:2) (3:7) (-105-8) (s

Zbior liczb rzeczywistych wigkszych od a to przyklad przedzialu nie-
ograniczonego.
Oznaczamy go symbolem (a;+co).

_ AN
€ (a;+w), gdy x > a a (as )
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Przedzialy nicograniczone moga by¢ otwarte lub jednostronnie domknigte.
Na przyKlad: (a;+), (-e0;a), (-0

|

0o s [
(-o035) (53+w)
przedzial prawostronnie domkniety przedzial owarty
od minus nieskoriczonosci do 5 od 5 do plus nieskoiczonosc

CWICZENIE C Zaznacz na osi liczbowej przedzial (2;+0) oraz przedzial (~o0;3).
zadania 13

Przedzialy to zbiory liczbowe, mozemy wige okresla¢ ich sume, réznice
oraz ich czes¢ wspdlna.

Zapisz kazdy z podanych zbioréw w prostszej postaci.

@ (-3;2) n(0:5)

o (-5:4

-5 01 4 8

<,

i llustrujemy oba przedzialy na osi liczbowej
¢ i zaznaczamy kolorem ich czes¢ wspolna.

¢ llustrujemy oba przedzialy na osi liczbowej
i i zaznaczamy ich cze$¢ wspoing (na rysunku
¢ jest ona zaznaczona kolorem).

i llustrujemy oba przedzialy na osi liczbowej
¢ i zaznaczamy kolorem ich sume.

5:4) U (1:8) = (-5;8)

d) (-8;-2) \ (-4:3)

¢ llustrujemy oba przedzialy na osi liczbowej
i i zaznaczamy kolorem zbiér skiadajacy sie
i zliczb, kére naleza do pierwszego przedzia-
i 1u, a nie naleza do drugiego.

(-8:-2) \ (-4:3) = (-8:-4)

20
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@) (-35+00) U (1;+m)

i llustrujemy oba przedzialy na osi liczbowej
i i zaznaczamy kolorem ich sume.

(=3540) U (1i40) = (=3;4m)

R\ (2;+0)

¢ llustrujemy zbiér (2;+) na osi liczbowej
i zaznaczamy zbior liczb, ktdre do niego nie
i naleza

R (2100) = (=12)

ZADANIE | Zaznacz na osi liczbowej i zapisz w jak najprostszej postaci zbior:

) (-8;7) U (2:9) o (-4;6) \ (-3:7)

b) (-1055) 0 (-12;4) d) (~;6) 0 (-35+)
zodania 416
ZESTAW ZADAN
1. Zapisz za pomoca zbior liczb spelniajacych warunck:
a) 0<x<5 b) -6<x<6 9 x>-3 d) x<6

2. Zaznacz podany przedzial na osi liczbowej. Opisz go za pomoca nieréwnosci.
a) (-4:5) 9 (-12;-8) @ (-x:5) 9) (~6;+%0)
b) (3;7) &) (0;6) 0 (2;4+%) B (~eoi-1)

3. Wedlug Polskiej Normy (zatwierdzo-
nej przez Polski Komitet Normalizacyj-
ny) skrzynka pocztowa wiszaca powin-
na mie¢ szerokosé 35 = 0,5 cm, wysokosé
28,5+0,5 cm i glebokos¢ 20,5£0,5 cm. Za-
pisz, w jakich przedzialach powinny sie
miesci¢ wymiary skrzynki pocztowej.

4. Zaznacz na osi liczbowej zbior:
a) (-5;-4) n (-3;2) 9 (-3;7) v (6:8) e (-;4) \ (08)
b) (~e05-2) n (-3;0) @) (-1;5) U (2;+) 0 (-2:4)\ (-1;0)
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isz w prostszej postaci.

a) (-435) 0 (25+0) @) (-0;3) U (0;6) 5:-3) \ (-4
b) (3;10) 0 (-6;1) o) (-1034) U (-7;7) m,2> N (-o; 0)
9 (3:8)n (3:6)  Cijiden) b (s

6. Na osi liczbowe] zaznaczono zbidr liczb. Zapisz za pomoca sumy przedzialéw
2biér liczb nienalezacych do tego zbioru.

2 1 | [,
0 1 0 05

Y S e Y B
0 1 0 0 1

7. Zapisz w postaci przedzialu lub sumy przedzialow.

a) R\ (-w0;5) 9 R\ (634%0) o R\ {5}

b) R\ (-7;2) &) R\ (052) o R\{-5-1}

8. Zapisz za pomoca réznicy zbioréw zbior liczb zaznaczonych na osi liczbowej.

a) | Ll
0 10 101 208

b) a [
0 10 0 05

9. Zapisz za pomocq przedzialu lub sumy przedzialéw zbiér liczb spelniajacych
podane warunki.

a) x<-V3 lub x>-v2  Xx>-3,75 i x<3,7
b) x<2V3 lub x>3V3 d) x>3,14 i x<m
10. Dane s zbiory: A = (~;-10), B = (~20;20), € = (10;4w), D = (~5;5).
Zapisz w postaci przedzialu lub sumy przedzialow:

a) O\ (AnB) b) (B\NA)\D 9 Du(c\B) d) B\ (AUD)

11. Zaznacz na osi liczbowej zbiér:
a) (( n(-5:-1)) v (4;6) o (-434) \((-4:7) v (-235))
b) ((-2;4) n (-2:5)) 0 (-1:3) @) (0:3) \((-2:3) n (0;7))
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12. Ustal, ile elementéw ma zbior:

a) (-1,5:3)nZ 9 (-1;m+3)nZ e (-2m;m)nz

b) (-3;16) AN d) (-o0;-4) AN f (-vZ;v2)nN

13. Niech P oznacza zbior liczb pierwszych. Ustal, ile elementéw ma zbior:

a) P (2;27) o PA(11;+0) o ({13,57,.}nP)\ (214)
b) P (-00513) d) P\ (11;+00) 0 (PN(-5;5)) \ (175+)

14. Zapisz w innej postaci.

a Z 0 (-3;2) & R, v (-2033) 9 R.u(-7:4)
b) N\ (-00:5) o Q\ (2:4m) ) Z, 0 (-033)
9 N\ (3;+) o Nn(-10;5) i) QU (-2;+w)

15. Ustal, ile liczb calkowitych nalezy do podanego zbioru.
a) (-7.5:3) o R\[(-o03-33) U (-14;4+00) ]

b) (<203200) 1 (-200;+e0) @ (-101;10,1) \N

16. Ustal, ile elementéw ma zbiér:

a) (-2vZ;m+3) n (Z\N) o (-6m;2+m)n (v2;20)nZ

b) (-20;-2v173) 0 (-15,5; +20) NN @) (-5;5) AN\ (0;+0)
MINISPRAWDZIAN

51, Zbior wszystkich liczb, ktore sq mniejsze od =5 lub wieksze od 3, to:

A (-5;3) B. (-5;3) C. (~e03-5) U (3;4) D. (-005-5) n (3;+00)

52 Na ktérym rysunku zaznaczono zbiér R\ (~2;3)?

A C .
-2 3 -2 3

B. . D. | | | |
-2 3 -2 3

53. 1le liczb catkowitych nalezy do zbioru (-v30;10) U (3;V30)?
A16 B.15 c1 D. 10
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1. Zapisz dowolny czteroelementowy

zbiér liter, ktory:

a) zawiera wszystkie elementy zbioru
A=fxnz

b) zawiera si¢ w zbiorze
B={aeiouyl,

<) jest rozlaczny ze zbiorem C={a,b,c}.

2. Dane sq zbiory:

K={1,23,45} L={0,1,23}
M={1,3,6}
Wypisz wszystkie elementy zbioru:
a) KuL d) (LuM)NK
b) KnL e) (M\L)nK
o L\M ) MUK\L)

3. Przerysuj ponizszy diagram i za-
znacz w nim podany zbicr.
B
A

&

a) (AUBNC
b) C\(AnB)
9 (AnC)U(C\B)

4.Na rysunku zaznaczono kropkami

wszystkie elementy zbioréw A, B i C.

Ustal, ile elementéw ma podany zbior.
B

)
2

o (AuBInC

d) (AnO\B

a) AnB
b) AnNBNC

24

5. Ponizej podano, ile elementéw nale-
zy do wymienionych zbioréw.

A—50 B—40 C—60
AnNB—20 BNC—18 CnA—15
AnBnC—3

Oblicz, ile elementéw nalezy do zbioru:
a) AUB

b) B\C

9 (ANQO)U(C\A)

d) AUBUC

6. Zapisz za pomoca przedzialu zbiér
przedstawiony na rysunku.

-1 5
5 -——< MMM
-6 2

o . V.
© ]

7. Znajdz zbior:
a) (-3;1)nZ
b) (7:8) \N

9 (-9;-6) UR

) [(45+) nQ]\R
8. Zapisz w prostszej postaci.

a) (-3;-1) n(-7;-2)

b) (4;11) U (2;8)

9 (-4:7)\ (-3;8)

9. Przedstaw w postaci jednego prze-
dzialu.

a) (-o038) \((-2;10 U (-3;1))

b ((-1050) 0 (0;2)) u (0;5)

o (37) N (cw7) 0 (7150))
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Wyrazenia
algebraiczne

Dia osoby, ktdra wazy m Kilogramw i ma w metrow wzrostu, wskaznik BMI
(od ang. body mass index — wskaznik masy ciala) oblicza sie ze wzoru BMI= 11t
Zwykle przyimuje sie, ze masa ciala jist prawidlowa, gdy wskaznik BMI jest wigkszy
od 20 i mniejszy od 25.

Zapisywanie i przeksztalcanie wyrazen algebraicznych = Wytaczanie
wspolnego czynnika przed nawias ® Wzory skréconego mnozenia
= Przeksztalcanie wzoréw = Twierdzenia. Dowodzenie twierdzen

= Powtérzenie
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ZAPISYWANIE | PRZEKSZTALCANIE
WYRAZEN ALGEBRAICZNYCH

CWICZENIE A Zapisz w jak najprostszej postaci wyrazenie 2x

_1
dlax=1i

i oblicz jego wart

3

CWICZENIE B Popatrz na rysunek. Kolejne figu

-3(x-2a)

sa ukladane 7 zapalek wedlug
pewnej reguly. Jakimi wyrazeniami nalezy zastapic w tabelce znaki zapytania?

6 6+3 [6+2-3

Liczba zapalek

Figura 1 Figura 2 Figura 3
Ny e ey
— S .

[ Numer rigury 1 3 | 4 5

\ [~ [ ]2

czwarta figura, z ilu — piata, a  ilu — n-ta figura?

Figura 1 Figura 2 Figura 3
L L LY BN B
| S ————

W ¢wiczeniu B nalezalo sformutowac
ogélne reguly, wedtug kiérych uklada-
no zapalczane figury.

Przyklady wyrazert
algebraicznych:

Takie uoglnienia, zapisywane za po- n+2

moca wyrazed algebraicznych, bardzo ey

czesto wystepuja w matematyce i in- ol

nych dziedzinach wiedzy. Na przyklad:

o Pole tréjkata réwnobocznego o bo-
ku diugosci a obliczamy ze wzo

/3

(@ + bh
2

P=2
S

o Liczba przekatnych w wielokacie o n
bokach wynosi $n(n - 3).

o Dawka leku o nazwie Winkrystyna x+5x-dx
dla dziecka, ktére wazy m kilogra-
méw (m>21), powinna wynosi¢
0,03m +0,6 miligraméw na dobe.

3(a+bh)-2c+7

-3x%y + X'y

Przyjrzyj sie kolejnym figurom z zapalek. Z ilu zapalek powinna by¢ ulozona

adani 110 )
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I AT Przedstaw podane wyrazenie w postaci jednomianu albo jak naj-
prostszej sumy algebraicznej.

a) x+5x-$x=55x ¢ Redukujemy wyrazy podobne.

b) 3x(2x +y) - 5(x? ~2xy +3) =

Mnozymy jednomiany przez sumy w na-
¢ wiasach i redukujemy wyrazy podobne.

+13xy-15

O @a+bla-3b+1)=
Kazdy skiadnik pierwszej sumy mnozymy
=207 —6ab+2a+ba-3b2 +b= i przez kazdy skladnik drugiej sumy.
- - Nastepnie redukujemy wyrazy podobne.

=2a%-3b*-5Sab+2a+b

d) 22 _3:-5p_52p _3-5p_
4 15 15 15
Doprowadumv ufamki do wspdlnego
_10p=G=5p) _ 10p=3+5p _ ika, zapisuemy w postaci jednego
15 s Uramka | redukujemy wyrazy podobne.

ZADANIE | Zapisz w postaci jednomianu lub sumy algebraicznej.

a) 3a-a-ta o a(2b-2)-bla-2) o

b) 7ab®-3ab?+ 9L d) (xy+2)x+y-3) ) 3
sadania 1117 )

ZESTAW ZADAN

1. Przyjrzyj si¢ rysunkom. Z ilu
kwadracikéw zbudowano pierw- 0
sza figure, 7 ilu druga, a 7 ilu

trzecia? Z ilu kwadracikéw po- T I
winna byé zbudowana czwarta,

azilu n-ta figura?

2. Zapisz odpowiednie wyrazenie algebraiczne:
a) polowa sumy liczb a i b,

b) liczba 0 5 wicksza od sumy liczb a i b,

9 liczba 4 razy mniejsza od kwadratu liczby n,
d) liczba 0 3 mniejsza od polowy liczby x.
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3. a) Zapisz liczby przeciwne do liczb:
3p -n b-2c xJ/3-7 Liczbq przeciwng do liczby a jest
liczba -a.

b) Zapisz odwrotnosci liczb: . ,
Dla a 40 odwrotnosé liczby a to L.

X ;p 3a-2b

4. W jakiej postaci mozna zapisa¢ liczbe natu-
ralng n, aby spelniony byl podany warunek?

a) Liczba n jest parzysta.

b) Liczba n jest podzielna przez 5.

o Reszta z dzielenia liczby n przez 4 wynosi 2.

Liczba calkowita n jest niepa-

rzysta, gdy mona ja zapisa¢

W postaci:
n=2k+1,gdziek € Z

5. Przyjmujemy, e liczby a, b i ¢ sa dodatnie. Zapisz:
a) 10% liczby a, 130% liczby b, 2% liczby c,
b) liczbe 0 40% wieksza od @, 0 7% wicksza od b, 0 0,5% wieksza od ¢,

) liczbe 0 15% mniejsza od a, o 6% mniejsza od b, 0 80% mniejsza od c.

©6.2) Zapisz w postaci wyrazen algebraicznych liczby: p% liczby 27, p% liczby a
oraz liczbe o p% wicksza od liczby a.

b) Uzasadnij, ze p% liczby q jest réwne q% liczby p.
© Uzasadnij, Ze jesli ceng zwigkszymy o p%, a nastepnie 0 g%, to otrzymamy taki
sam wynik, jak gdyby$my najpierw zwiekszyli ja 0 g%, a nastepnie 0 p%.

7. Kilogram jablek kosztuje j zlotych, gruszek — g zlotych, a pomaraiczy — p zlo-
tych. Zapisz w postaci wyrazer algebraicznych odpowiedzi na ponizsze pytania.

a) Iwona kupila 5 kg jablek, 2,5 kg gruszek i pomararicze, kiére wazyly 78 dag. Za-
placila banknotem piecdziesieciozlotowym. Ile zlotych reszty powinna otrzymac?

b) Przed zamknieeiem sklepu ceng jablek obnizono o 10%, a ceng gruszek o 20%.
Ostatni Klient kupil po obnizonych cenach 4 kg jablek i 2kg gruszek. lle zaplacit?
0 ile wigeej by zaplacil, gdyby kupil te same ilosci owocow przed obnizkq cen?

8. Oblicz wartos¢ wyrazenia algebraicznego.

2i
b) -5(m-n)3+n) dlam=5in=-4

a) 3ab-32 dlaa-=4ib=} =32 dlay=-1iz=-2

9. Wskaznik BMI (od ang. body mass index — wskaznik masy ciata) osoby, ktora
wazy m kilogramoéw i ma w metrow wzrostu, oblicza si¢ ze wzoru BMI= % ZwyKle
przyjmuje sie, Ze masa ciala jest prawidlowa, gdy wskaznik BMI jest wigkszy od 20

i mniejszy od 25. Oblicz wskaznik BMI osoby o wzroscie 1,7m, wazacej 63 kg.
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Ciekawostka

Kazdy Pole wiclokata o w punktach kra-
o wiclokata lezy w punkcie kra.  towych (jednostka pola o powierzchnia jednej
towym, czyli w punkeie przeci¢- kratki) mozna obliczaé tak: do liczby punktow
cia linii tworzacych kratki. kratowych lezacych wewnatrz wielokata dodaje-
my polowe liczby punktow kratowych lezacych
na brzegu wielokata § odejmujemy 1. Pole naryso-
wanego wielokata wynosi wige 25+ 22 — 1 =

T regule obliczania pol odkryl dum.ack. mate-
matyk Georg Pick (czyt. Georg Pik) w 1899 roku.

10. Korzystajac z ciekawostki, zapisz wzor Picka. Przyjmij oznaczenia: w — liczba
punktéw kratowych wewnatrz wielokata, b — liczba punktéw kratowych na brzegu
wielokata.

a) Narysuj na kartce w kratke tréjkat o wierzcholkach w punktach kratowych.
Oblicz jego pole na dwa sposoby: korzystajac ze wzoréw znanych ci z geometrii
oraz stosujac wzor Picka.

b) Narysuj trzy dowolne wielokaty o wierzchotkach w punktach kratowych i oblicz
ich pola. Skorzystaj ze wzoru Picka.

11. Przedstaw w postaci jednomianu.

a) ¥-a o 2n-04n

x+% d) 7ab_Lap

12. Zapisz w jak najprostszej postaci.
a) -x-4(1-x) © 5(3-x)-2(1-5x) €) 5x(2+3x)-2(4-7x)

b) 3(5x-2)-5(3-4x) d) 3x(5-20)+56x-3) ) -2xB-x)-4x(5x-2)

13. Przyjmijmy, Ze n jest liczba naturalna. Zapisz w jak najprostszej postaci sredniq,
arytmetyczna:

a) picciu Kolejnych liczb naturalnych nastpujacych bezpostednio po liczbie n,

b) dwdch kolejnych liczb parzystych edzajacych liczbe 2n,

@ trzech kolejnych liczb nieparzystych jacych Srednio po liczbie 2n,
d) szesciu liczb: dwoch kolejnych liczb parzystych poprzedzajacych liczbe natural-
na 2n- 1 oraz kolejnych czterech liczb nieparzystych nastepujacych po tej liczbi

14. Przedstaw wyrazenie w postaci jak najprostszej sumy algebraicznej.
a) @m-2mBm-5n) o (a-2b)3a-b-4) o 5-(Q2x+Dx-3)
b) (3+2b)(1-b+5¢) d) a-(b-a(-2+a) N 20 - (1-x3)(y2 1)
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15. Zapisz w jak najprostszej postaci.

_ 1ob
a) b 3

sx-4 _ _3)_6n+d
b) SX 3 e) 2(n-3) 5

) 34210 -2(6-5a)

©16. Pan de Fraudant wyjechal w podréz sluzbowa z Paryza do Orleanu. Wzial ze
sobq x euro pieniedzy prywatnych i dwa razy tyle sluzbowych. Pieniadze prywatne
wlozyl do lewej kieszeni, a stuzbowe do prawej.
W poniedzialek pan de Fraudant nic nie wydal, ale za-
pewne przez pomylke przelozyl 300€ pieniedzy stuzbo-
wych do lewej kieszeni. We wtorek zaplacil w restauracji
15€ pieniedzmi z lewej kieszeni, a po poludniu, znowu
przez pomylke, przelozyl czwarta czeS¢ pieniedzy z pra-
wej kieszeni do lewej. W ktorej kieszeni mial wwczas
wiccej pieniedzy i o ile wiecej?

©17. Dziadek przyniést wnukom worek, w ktorym bylo n cukierk6w, i powiedzial:
— Niech Marek wezmie 1 wszystkich cukierkdw. Ania wezmie J5 tego,
co zostalo, i dodatkowo 10 razy mniej cukierkow, niz ma Marek.
— Teraz ja — powiedziala Tosia. — Wezme 5 tego, co zostalo, i do-
datkowo 10 razy mniej cukierkow, niz majq razem Marek i Ania.

Pozostale dzieci stwierdzily, ze rozumicja sposob, w jaki dalej nalezy dzieli¢ cukier-
ki i podzielily pozostale. Kiedy ostatnie wziclo swoja porcje, cukierki si¢ skoriczyly.
le bylo wnuczat?

MINISPRAWDZIAN
51. $rednia arytmetyczna czterech kolejnych liczb naturalnych, z ktérych naj-
mniejsza to n, jest od liczby n wieksza o:

1 n n
Al B.15 ct D.2

52. Ktérego z wyrazefi nie mozna przeksztalci¢ do postaci: a +a* - a* - a?

A-a(l+a-a*-a®)  B.(@-1@+a)  C.a*+a-(@+a)  D.(@-ala+1)
53. Ktére z ponizszych wyrazei dla dowolnych liczb a i b ma te sama wartos¢ jak
wyrazenie 10ab - 6a?

A.-2a(3-5b) B, S0ab-Ga C.a-(7a+10ab) D. (5a-2)(2b-5a)

30 WYRAZENIA ALGEBRAICZNE



WYLACZANIE WSPOLNEGO CZYNNIKA
PRZED NAWIAS
Niektére iloczyny wyrazen icznych mozemy tak ¢, aby

otrzymaé sume algebraiczna, Gdy wszystkie wyrazy sumy algebraicznej
maja wspolny czynnik, to mozemy wykonac operacje odwrotna.

CWICZENIE A Jakim wyrazeniem nalezy zastapic gwiazdke?
a) x-(x+4)=3x+12 O x-(x+y)=4x2 +4xy
b) x-(a 5a d) (a2 +2ab) = a* + 2

Wytacz wspélny czynnik przed nawias.

Wspélnym czynnikiem jednomianow

2 = . - . =
2 15x* - 20xy S\)S 3x §-X/ 4y 15x% i -20xy jest jednomian 5x.

= 5xBx - 4y)

b) 8m?n+6m* +2m=

Wspélnym czynnikiem jednomianow
8m?n, 6m* i 2m jest jednomian 2m.

2m-4mn+2m-3m*+2m. 1=
= 2m(4mn+3m? +1)

ZADANIE | Wylacz wspdlny czynnik przed nawias.

a) 12p+20p? b) 3ab-15a ©) 4xy+6x-10x2

adaria 12

Il Czasami wspélny czynnik moze mie¢ postac sumy algebraicznej.

7)Y+ 7+ X+ Ty —4) b) (5m-2)(3n+1)-(5m-2)2n-1)

VICZENIE B Wskaz wspolny czynnik i przedstaw wyrazenie w postaci iloczynu.
a)

[TIATTILWN Przedstaw podang sume algebraiczng w postaci iloczynu.

@-2a+ab-2b=ala-2)+bla-2) | W kazdej z dwéch grup wyrazéw: @’ - 2a
SSTRTS oraz ab - 2b wylaczamy wspolny czynnik.

=(a-2)a+b) ¢ Wspélnym czynnikiem wyrazen a(a - 2)
iba-2)jesta-2
ZADANIE | Przedstaw w postaci iloczynu.
a) ab-2a+5b-10 b) 3¢ +x-3xy-y
Uwaga. Poszukujac wspolnego czynnika, wyrazy mozemy zwykle grupowaé na
rézne sposoby. Na przyklad wyrazenie z przykladu 2 mozna przeksztalcac tak:

a*-2a+ab-2b=a*+ab-2a-2b=ala+b)-2(a+b)=(a+bla-2)
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[IIATITIEN Przedstaw podang sume w postaci iloczynu.

2ab-15-3b+10a= Znajdujemy takie grupy wyrazéw, aby w kaz-

= 2ab+10a-3b-15= i dej z nich dato sie wylaczy¢ wspdiny czynnik.
_ _ i Wspslnym czynnikiem wyrazen 2a(b + 5)
=2a(b+5)-3(b+5)=(b+5)2a-3) i-3(b+5) jest b+ 5.

ZADANIE | Przedstaw w postaci iloczynu.

a) 2mn+6m+3n+9 b) 3p2-3q+9p-pq
zadania 1317 )
ZESTAW ZADAN
1. Przedstaw w postaci iloczynu.
a) 3x+15y Q 17x2+17 e) xy+3x g) 9xy -y
b) 7x+ 14y d) be-bd 0 py-p h) ab+3b?
2. Oblicz sprytnie (wylacz wspolny czynnik przed nawias).
a) 28-17-28-15 9 31-15-62-7 ) 13-49-26-27

b) 134135133135 d) 12-13-6-26 f) 572-57-55

3. Wylacz w liczniku wspélny czynnik, a nastep-
nie upros¢ wyrazenie.

3x+12 ~10a+15 , 12a-18

a 5 R

8y-4 14x-21 _ 64-16x

b) JT d) 3
4. Wylacz przed nawias jednomian 2x.
a) 2x-2xy b) 4x - 8xy Q -6x%+12x d) 10xy - 6xz
5. Wylacz wspolny czynnik przed nawi
a) 5x% - 15x © -8xy +8x & xy-xy ) 12ab? +16b*
b) —8x* - 4x d) 10a* - 2ab ) 14uv? - 7uv h) X*V2-x

6. Przedstaw sume 6xy - 12x2y? + 24x2y w postaci iloczynu, wylaczajac przed na-
wias: a) 2, b) -6x, ¢ 3x).

7. Wylacz wspolny czynnik przed nawias.
a) 6a-24b +30c o 15ab-5a®+10ac e) 9pr+(pr)? +3p*r?
b) 2xy +3x-x%y d) st2+ 2520 — 4522 ) 8a2h-20a’h? +4ab
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8. Zastap gwiazdke odpowiednig suma.

a) 2x+1=2(x) © 6ab+10=3(x) €) X2 —x=5x(%)

b) 3a

3(%) d) xy —4x =2x(*) ) a?-2ab =2a(*)

9. Zapisz wyrazenie, ktére przedstawia:

a) wysokosé prostopadioécianu, ktérego podstawa jest kwadrat o boku dlugosci 2a
i ktdrego objetose wynosi 2a® +4a2,

b) wysokos¢ odpowiadajacq podstawie 3a w tréjkacie o polu }a? +ab.
10. Dla pewnych liczb a, b, ¢ warto$¢ wyrazenia a - 2b +4c wynosi 6. Podaj dla
tych samych liczb a, b i ¢ wartos¢ wyrazenia:

a) -3a+6b-12c b) 4b-2a-8c o ja-b+2c-3

© 11. Oblicz sprytnie wartos¢ wyrazenia dla podanej wielkosci zmiennej x.

a) x2+0,24x dla x=0,76 b) 3x*-3x dla x=1,1

© 12. Wykaz, ze pole pieciokata narysowanego obok jest réwne 1a(x +y + 2).

z
y
- a
€I 13, Przedstaw w postaci iloczynu.
a) x+y)-a+(x+y)-b Q) (m=1)k=-1)+(Kk=-1)(m+1)
b) 3z-y)-alz-y) d) (a-1(b+0)-(a-1)b-c)
14. Przedstaw sume w postaci iloczynu.
a) p2+5p+pq+5q d) 15a% - 21a* + 10a - 14
b) X*-2x*+x -2 ) st-5s+12-50
9 5a-10b+a*-2ab 0 12x+3y +4xy? +y?
15. Przedstaw sume w postaci iloczynu.
a) st? - 4%t - st +4s? © 8p+20p*q-6q-15pq*
b) ~9uv - 3u+3uv? + v d) ~18y +12y% + 15x — 10xy
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16. Przedstaw kazde z podanych wyrazeri w postaci iloczynu.

a*+a+ab+b a*-a+ab-b a*+a-ab-b a’-a-ab+b

17. Przedstaw sumeg algebraiczng w postaci iloczynu.

a) 15mn +8-6n-20m © 3p2-10g+2p-15pq
b) 10a® +9b - 6a - 15ab d) 6x% -2y —4xy +3x
MINISPRAWDZIAN

S1. Wyrazenie 2a%b? - 8a%b jest réwne iloczynowi:

A. 2a(-ab®-4ab) B. 4a’b(3a-2) C. 2ablab-4a) D. 2a*b(2b-4)
$2. Wyrazenie 6a> +9ab - 10a - 15b mozna przedstawi¢ jako iloczyn dwéch czyn-
nikow, z ktorych jednym jest:

A.2a-3b B.3a-5 C.3a+2b D.5a+3

WZORY SKROCONEGO MNOZENIA

ICZENIE A Przedstaw w postaci sumy

a) (x+2)(x +2) b) (5+x)? 9 (x-3)°
Przeksztalcajac niektore wyrazenia Kwadrat sumy:
algebraiczne, mozemy korzystaé ze (@aDIP o P s [P
wzoréw, ktére zapisano obok. Sa to
przyklady réwnosci, Ktore nazywa- Kwadrat réznicy:
my wzorami skréconego mnozenia. (@-bp = a? - 2ab + b?

Kazdy z tych wzoréw mozna udowodni¢, przeksztalcajac lewa stron row-
nosci tak, aby otrzymac prawa. Oto dowdd wzoru na kwadrat sumy:

L=(a+by =(a+bla+b) a?+2ab +b* =P

a?+ab +ba+b?

ICZENIE B Udowodnij wzor na kwadrat roznicy
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Warto wiedziec!

Wzory na kwadrat sumy i kwadrat roznicy dla liczb dodatnich
mozna zinterpretowac geometrycznie.

Na rysunku obok kwadrat o boku a + b podzie-
lono na kwadraty o polach a? i b? oraz dwa
prostokaty, kazdy o polu ab. Pole calego kwa-
dratu to suma pol wszystkich tych czworokatow.

Stad otrzymujemy: bl ab i b
(a+b) =a?+2ab+b? H
Na kolejnym rysunku kwadrat o boku a podzie- a-b__ b
lono na kwadrat o polu (a - b)? oraz prostokaty
© polach ab i bla - b). Pole mnicjszego kwadratu S|y,
mozna obliczy¢, odejmujac od pola duzego kwa- »
ab |a

dratu sume pol prostokatGw. -
(a-by =a*-(ab+b(a-b) | ba-b

Po h

Przeksztal¢ wyrazenie.

) (4+3x)2 =42 +2-4-3x+(3x)2 = 16+ 24x + 9x?
2,2 2 (2x)?

B (5x-v) = (5%)

Q) (5+x)?2-(1-5x)2=25+2-5x+x2-(1-2-5x+(5x)?) =
=25+ 10x+x2 =14+ 10x - 25x2 = -24x? + 20x + 24

2 2,4

4
IRy

Xy +(y2)

ZADANIE | Korzystajac ze wzorow skroconego mnozenia, przeksztal¢ wyrazenie.

a) (5+6p)° b) (x-3y@ ¢ (a-4by-(a+b)?
zadania 1-6 )
Il Korzystajac z poznanych wzoréw,

mozemy latwo udowodni¢ wzory na Szescian sumy:
szescian sumy i szeScian r6ZnicY, (a4 by= ad+ 3a’h + 3ab?+ b’
Ktore zapisano obok.

Szescian réznicy:
Oto dowéd pierwszego wzoru: (@ - by = a*-3a2h + 3ab>— b3
L=(a+b)=(a+b)a+b) =

=(a+b)(a®+2ab+b?) =

=a’+2a’b +ab® + a’b + 2ab* + b* =

+3ab+3ab>+b* =P

VICZENIE C Udowodnij wz6r na szescian roznicy.
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[TIATTITRA Przedstaw podane wyrazenie w postaci sumy algebraicznej.

a (Se2p) = (3 +3-(4) 20431 @p2+2p?

b) (2a- %b)’ -@ay-3Qa?-%+3.2a- (g)z N

ZADANIE | Przedstaw w postaci sumy algebraicznej.

a) (3a+5) b) (x-2y)*

il Kolejny wzor pokazuje, jak roznice
kwadratéw dwéch liczb mozna przed-
stawic w postaci iloczynu.

CWICZENIE D Uza
strong réwnosci tak, aby otrzymac lewa,

Warto wiedzi

1 2
37 +5papt 8y’

(4) - 80> -6ab+ 2425 _ 1

adanio -5 )

RézZnica kwadratow:
-b?=(a-b)a+Db)

sadnij wzor na roznice kwadratow, przeksztalcajac prawg

Wz6r na réznice kwadratéw dla liczb dodatnich mozna zinterpretowaé

geometrycznie.

Gdy od kwadratu o boku a odejmiemy kwa-
drat o boku b (zob. rysunck obok), to pozo-
stala czgs¢ bedzie miala pole réwne sumie pol
a(a-b)iba-b).

=aa-b)+ba-b)

az-
Stad otrzymamy wzor:
~b?=(a-ba+b)

a-b b
I
al a@-b i
ib(a-b|a-b

[IIATIVIEN 2) Przedstaw podang sume algebraiczna w postaci iloczynu.

ZADANIE

b) Przedstaw iloczyn (2a

36

X2 =1=(3x2-12=3x-1D3x+1)

b) Przedstaw podany iloczyn w postaci sumy algebraicznej.

(+3)(3-3)-

(¢ -4

a) Przedstaw wyrazenie 25x% — % ¥? w postaci iloczynu.

L) (2a+%) w postaci sumy algebraicznej.

wdnias-12 )
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IV Réznice szescianow dwoch liczb
mozna przedstawié w postaci ilo- Réznica szescianow:
czynu, ktérego jednym z czynni- a3 - b? = (a - b)(@? + ab + b?)
Kkéw jest réznica tych liczb.

CZENIE E Uzasadnij wzor na roznice szescianw

[LIATTORA Przedstaw podane wyrazenie w postaci iloczynu.

» 3 Przedstawiamy wyrazenie jako réznice
3 3 .
270 - {55 = Gor - (§) = szesciandw.
b 2 b, (b Rozkladamy wyrazenie na czynniki zgodnie
3a-¢) (‘3") +3a-2+(8) ¢ ze wzorem na roznice szescianow.

y s, p Odpowled. prasdstawiamy w Jak najprost
-8) (a4 dabe ) s2¢] postac

ZADANIE | Przedstaw wyrazenie 1000p* - -Lg* w postaci iloczynu.

e 13 )
V' Podobne wzory mozna utworzy¢ dla réznic wyzszych poteg liczb:
@t~ b= (a-b)ad +ab + ab? +b?)
a®-b’ =(a-b)a*+a’b+a’b® +ab* + b*)
a8~ b5 = (a-b)a® +a'b + a*b? + @%b + ab* + b%)

CWICZENIE F - Uzasadnij jedna z tych rownosci.
Powyzsze réwnosci mozna zapisaé w postaci uogélnionego wzoru:
- b" = (a-b)a"! +a"2b +a"3b? +...+a*b"3 + ab"? + b")

[LATITIEN Przedstaw podane wyrazenie w postaci iloczynu.

S -15= Przedstawiamy wyrazenie jako

s_
32x réznice piatych poteg.

2x=1)(@x)F + @071+ 2207 12+ 2x-13 +1%) Koraystamy ze wzory
=(a-b)a*+a’b+a?b?+

5
= @x=1)(16x% 483 +4x2 +2x+1) E)

ZADANIE | Przedstaw wyraZenie

s =1 w postac loczynu.

i 14-15 )
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<

ZESTAW ZADAN

1. Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
b (1-49° o (Z+3

a) (5+p)y

2. Upros¢ wyrazenie.
a) (3x+4)° - X(2+9%)
b) 2p(3-8p) +(1+4p)?

o (5a-b)* +b(10a - b)
d) y(x+y)-(x+2y)?*
3. Zastap symbole # i #
Kazda liczba rzeczywista.

a) X2+ 14x+49 = (x + #) d) X2 -6x+4

© 202 +200+50 = 2(t + #)?

4. Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (a+b)b+a) b) (-a-b)* o (-a+b)y

d) (m?-2k)*

takimi liczbami, aby otrzyma¢ réwnos

) (3m-2)%+(6m+ 1)
) (Ga+b)-(b-5a?

ktéra spelnia

=(x-ap

€ yi-dy+d=(y-a)?
) ON2+12x+4=(3x+4)

d) (-a-b)a+b)

5. Ktére z ponizszych réwnosei sq prawdziwe dla dowolnych liczb a i b?

@ @-b?=b-a?
@ (-a+bp=(b-aP

® -(a-b?=b-a?
@ (-a-bp=—(a+by

® (a-bE=(@+bp

© 6. Zapisz w postaci sumy algebraicznej wyrazenie (a - 1)*.

Il 7. zapisz w postaci sumy algebraicznej.

4

@ (ze)
0 (o)
d) (x+2y)° - 6xy(x + )

e (p+3P-(p-2)°
) (+57+(-57

a) (2+b)°
b) (p-0,1)°

8. Upros¢ wyrazenie.
a) (x+2)* =232 + 2x)
b) P’ G-p)+(p-1°
o a*(15b-a)+(a-5b)*

9. Zapisz w postaci iloczynu.
a) 49-16x% g X

b) 36a’ -1

38

® (-a+by=-(a-by?
9) (ac+ [
1
m (%

9 (m+ 1% +(m-1)°
h) (x4 )= (x-y)P
i) ala+b)*-bla-b)?

g) 100m? -

b £ -0,

4
n
121 &
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A
E

10. Oblicz sprytnie, korzystajac ze wzoréw skréconego mnozenia.
a) 1005 - 995 b) 510 - 490 9 207193

11. Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (4-5)(4+%) B (2-07)(2+07) O (@+3b)Bb-a) o (-

12. Upros¢ wyrazenie.

a) (x=3y)(x+3y) - (x + 2)° 9 (2+ala-2)+(-3+2a)
b) (5x—Y)5x +y) - (5 - 2y) A (1-2x0(1+ 25) - Q2
13. Zapisz w postaci iloczynu.
a) pP-27 9 1000k &) 64m’ - %’ o a-}
1_\3 3L wd 125 3_27
b) d=-v d) 8a’- L 0 - 128 h) 0,001x K
14. Przedstaw w postaci iloczynu.
a) wi-1 b) 1-b° 9 16-p* d -1 o x-L
32 ¥

15. a) Wykaz, ze liczba 25'% - 1413 jest podzielna przez 11.
b) Wykaz, ze liczba 7° -1 jest podzielna przez 6.
) Wykaz, ze liczba 9° - 32 jest podzielna przez 7.

MINISPRAWDZIAN

S1. Wyrazenie a(a+b)? - (a-b)* mozna zapisac w postaci:
A. -a’b -3ab* - b* C.-2a’b-2a’h? - b*

B. ab® +2a%b + b* B b-2ab*+b*

52. Réznica objetosci szescianu o krawedzi a i objetosci szescianu o krawedzi
0 1 krétszej jest réwna:

Aa*-1 B.3a*+3a-1 C.3a°-3a+1 D. 3a%+1

\5 Wynosi:

S3. Wartoé¢ wyrazenia J(x* ~0,25) dla x =
A9 B.95 c.10 D.115

54. Ktére z poniZszych wyrazeii nie jest réwne wyrazeniu 1-a?
A (@ +a’+a+1)1-a) C.(a*+ 1)@+ 1)(1-a)

B.(1-a*(1+a% D. (1-a)?*1 +a)y
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PRZEKSZTALCANIE WZOROW

W niektérych krajach temperature mierzy si¢ w stopniach Fahrenheita
(czyt. Farenhajta) (°F). Zaleznos¢ micdzy skalami Celsjusza i Fahrenheita
wyraza wzor:

9
f=2c+32
Korzystajac z tego wzoru, mozemy zamieni¢ temperature ¢ (wyrazong,
w stopniach Celsjusza) na f (w stopniach i

WICZENIE Wyraz w stopniach Fahrenheita: 0°C, 100°C, 36,6°C.
Wyraz w stopniach Celsjusza: ~40°F, 95°F, 0°F.

Jesli cheemy wykona¢ operacje odwrotna, czyli zamieni¢ temperature

w skali Fahrenheita na temperature wyrazona w skali Celsjusza, najwygod-
nij jest najpierw przeksztalcié wzor f = 9¢ + 32, wyznaczajac 7 niego c.

f:%uaz |-32

_32-9 s
f-32=9%¢ |-3
r-39=c
S Zamieniamy ze soba
¢ Jlf 32) strony réwnania.

Przeksztalcajac wzory, postepujemy podobnie jak przy rozwiazywaniu
rownari. Mozemy do obu stron réwnosci dodac lub od obu stron réwnosci
odjac to samo wyrazenie, mozemy tez obie strony pomnozy¢ lub podzieli¢
przez to samo wyrazenie (o ile jego wartos¢ jest r6zna od 0). Gdy niewia-
doma, ktérq chcemy wyznaczy¢, wystepuje we wzorze w kilku miejscach,
przydaje sie umiejetnosé wylaczania wspolnego czynnika przed nawias.

sadania 1-4

i Wyznacz b ze wzoru a= 525 +2 (zakladamy, ze b+1 40, czyli
b+#-1).

a=plre2 [-b+D)
alb+1)=b+2(b+1)
ab+a=b+2b+2 |-3b-a
ab-3b=2-a Wytaczamy wspélny czynnik b przed nawias.
ba-3)=2-a |:(a-3) Zalozenie:
a+3.

ZADANIE | Wyznacz q ze wzorw: a) p= 1%‘7;
oo 510 )
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ZESTAW ZADAN
Rozwiazujac zadania, zapisz, jesli to konieczne, odpowiednie zalozenia dla wielko-
ci wystepujacych we wzorach.

1. Z podanego wzoru wyznacz a.

a) b=5a-2 o k=2b-a3
b) d=2n-3a 4 p-22

2. Z podanej rownosci wyznacz x oraz. y.
a) 2y+x=6 9 2x-5y=3 e) 3y=10x-5
b) 3x-y=9 d) 10x+2y

f 12x=dy-1

3. Z podanego wzoru wyznacz wskazang wielkosé.

a) m=a@B+n); n

4. Cisnienie pod woda zalezy od glebokosci. Im
wieksza glebokos¢ pod powierzehnia morza, tym
wyzsze jest cisnienie. Zwiazek miedzy tymi wielko-
Sciami mozna opisa¢ wzorem p = Ln 1, gdzie
p omacza ctfnlentie wyrazone w atmosferach (atm),
ax — glebokos¢ w metrach.

a) Wyznacz X z tego wzoru.
b) Oblicz, jakie ci$nienie panuje na glebokosci 15 m.

 Na jaka glebokos¢ moze zejs¢ pletwonurek, aby
ci$nienie nie przekroczylo 3atm?

5. Z podanego wzoru wyznacz wskazang wielkos

a u=2k-kr; k r ¢
Hoi . _r. _

b) 3a-2ab-1; a o u= L p Wop=5- M n
_og= . 1 k.. D o203 o

9 p-2q=pa+5 q 0 oL=gkn Dx=5mcE Y

jSsn i a lirow plynu o 1 b litr6w tego samego plynu

t, \mwc7as in¢ o t, ktéra mozna
obllczyc ze wzoru t = L (aty + btz). Wyznacz 7 tego wzoru , oraz a.
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7. Przeksztalé rownos¢ tak, aby wyznaczy¢ wskazang wielkose.

a) (m+mm-n=m@+my; m O WevP-4=w V4 u
LRt d) (k+17 =k(k? + 3KI); K

© 8. Przeksztal¢ rownoscé tak, aby wyznaczyé stosunek [

a) a=4b o asib
5a- = 5b.
b) 5a-3b=0 a b -2
Ciekawostka
Czy znasz swéj rozmiar buta? A czy Jednostka jest tu § cala, czyli

wiesz, o ile centymetréw dluzszy jest
but, ktéry ma rozmiar o 1 wigkszy od
twojego?

okolo 8,5 mm.

System francuski powstal pod koniec
XVl w. Zasady numeracji sa duzo prost-
W Polsce na ogol stosuje si¢ dwa sys- sze, a jednostka jest 3 cm ~ 6,7 mm.

temy numeracji obuwia: angielski lub
francuski. Numery butow 3, 53, 9 itp. to
numeracja angielska. Numery 36, 3
40 itp. wystepuja W numeracji francu-
skiej. L=4 - 25

Zwiazek micdzy dlugoscia stopy w cen-
tymetrach a rozmiarem buta opisuja
wzory:

39 [P PROMETHEA F - NBKINGR.4cAVA L — dlugosé stopy w centymetrach
IDAARSF 035G5 €995 A — rozmiar buta w numeracji angielskicj
F — rozmiar buta w numeracji francu:

Stosujac te wzory w praktyce, trzeba pa-
mictaé, ze buty produkuje si¢ nie we
wszystkich mozliwych rozmiarach, a tyl-
ko w takich, kidre wyrazajq si¢ liczba
System angiclski powstal na poczatku  naturalng lub liczba naturalng powick-
XIVw. i ma dos¢ skomplikowane zasady ~ szong o 1.

9. a) Przeczytaj ciekawostke. Jaka dlugos¢ ma stopa, dla kt6rej przeznaczony jest
but o numerze 37 (wg numeracji francuskiej), a jaka — stopa, na ktéra pasuje but
o rozmiarze 7 (wg numeracji angielskicj)?

b) Przeksztal¢ wzory podane w ciekawostce dotyczace numeracji butow tak, aby
mozna bylo latwo obliczy¢ wlasciwy rozmiar buta, gdy znana jest diugos¢ stopy
(w cm). Zmierz dlugosé swojej stopy i oblicz, jaki rozmiar butéw jest dla ciebie
odpowiedni (pamietaj, ze musisz podac otrzymany wynik z dokladnoscia do 0,5
numet

© ¢ ZnajdZ wzér, kiéry pozwala obliczy¢ numer buta w numeracji angielskiej, gdy
znamy numer buta w numeracji francuskiej.
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©10. Z podanego wzoru wyznacz u.

1
r 1
1+ L
1+
MINISPRAWDZIAN
S1. JeSlia-b=b-17, to:
Ab Z B.p=4l7 Ca=17 D.a=-17

2 2

52. W prostokacie o polu P jeden z bokéw ma diugos¢ a. Obwod tego prostokata
Jest réwny:

A.2a+2P B.a+ L C.2a+2a D.2a+2P
2a P a
ail
S3. Jesli
- _ ab _ash .
Ap=a+b B.p=gb Cp=a3b D.p=ab

TWIERDZENIA. .
DOWODZENIE TWIERDZEN

Twierdzenia matematyczne czgsto sa

formulowane w postaci zdania: Jeze-  Implikacja to zdanie postaci:
to... . Takie zdanie nazywane r=a
Jest implikacja i w skrocie mozemy TR G

je zapisac za pomoca symbolu =

Pierwsza cze$¢ twierdzenia w postaci implikacji jest nazywana zalozeniem,
a druga — teza. Oto przyklady:

Jezeli bok kwadratu ma dtugosc a, to jego przekatna ma dtugosc a/2.
teza

zalozenie

a>01ib>0 = Jab=a-Jb

zaloze teza

AcBiBcC = AcC

zalozenie teza
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Nawet jesli twierdzenie nie jest zapisane w postaci implikacji, to zwykle
mozna je na implikacje przeksztalcic.
Na przyklad twierdzenie:
Suma dwdch liczb parzystych jest liczba parzysta.
mozna sformutowa tak:
Jesli dwie liczby sq parzyste, to ich suma tez jest liczbq parzysta.

zalozenie teza

Przy twierdze nych najczesciej stosuje si¢ dwa
rodzaje jenia, ze implikacja jest Jeden 7 nich nazywa
sie dowodem wprost, a drugi — dowodem nie wprost.

Gdy twierdzenie w postaci implika-

cji dowodzimy metoda wprost, przyj dow6d wprost:
mujemy, ze prawdziwe jest zalozenie, I
i wykazujemy, Ze teza takze jest praw-
dziwa.
teza

Udowodnij, ze dla liczb catkowitych a i b zachodzi twierdzenie

Jesli a jest liczbq podzielng przez 6 oraz b Zatozenie: liczba a jest podziel

Jest liczbq podzielng przez 15, to suma e 94 leshablestpodziel

liczb a i b jest podzielna przez 3. Teza: Uezba a-+ b jest podzielna
prez 3.

Dowéd

Zaktadamy, ze liczba a jest podzielna przez 6 Pryimujemy, 7 zalozenie jest

oraz ze liczba b jest podzielna przez 15. prawdzive.

Zatem a=6m i b=15n dla pewnych liczb catkowitych m i .

W takim razie:

a+b=6m+15n=3-2m+3-5n=3Q2m+5n

Liczby m i n'sa catkowite, wiec liczba 2m+5n

tez jest catkowita. Liczba a+b jest iloczynem Wykazalismy, ze prawdziwa jest
eza

liczby 3 i pewnej liczby catkowitej, zatem jest
podzielna przez 3.

ZADANIE | Udowodnij, Ze gdy od liczby podzielnej przez 8 odejmiemy liczbg po-
dzielna przez 20, to otrzymay liczbe podzielna przez 4.

Uwaga. Na koricu dowodu w powyzszym przykladzie pojawit si¢ maly kwadracik.
W ten sposob bedziemy oznaczac, ze dowod jest juz zakoriczony.
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Przy dowodzeniu implikacji metoda nie wprost zastanawiamy si¢, co by

moglo wynikac 7 tego, Ze teza nie jest prawdziwa.

Zaczynamy wiee od przypuszezenia,

Ze teza jest falszywa. Gdy nastepnie, dowdd nie wprost:

poprawne i
dojdziemy do sprzecznosci z zaloze-
niem, uznajemy, Ze teza jednak nie
alszyy
tym sposobem udowodnione.

[IATISRN Udowodnij twierdzenie:

Ze teza

a, a twierdzenie jest nieprawda, Ze zalozenie

Jesli liczba a jest niewymierna, to Zatozenie: Liczba a jest niewymierna.
a +3 tez jest liczbq niewymierng. Teza: Liczba a+3 jest niewymierna
Dowéd
Przypuscmy, ze liczba a+3 jest Przyjmujemy, ze teza jest nieprawdziwa,
wymierna.
Wobec tego:
a+3 Z dla pewnych liczb catkowitych p i g.
Stad:

p_3 li a=234
a=2-3, ayli a-P;

Poniewaz p i g s3 liczbami catkowitymi, wiec liczba p - 3 jest liczba catkowita.

Wynika stad, ze liczba a to iloraz dwéch liczb catkowitych, czyli jest liczbg

wymierna. Jest to sprzeczne z zafozeniem.

Z zaprzeczenia tezy wyniklo zaprzecze- | Wykazalismy, Ze gdyby teza byfa nie

nie zatozenia. Wobec tego twierdzenie

by spelnione
jest prawdziwe. Ve s

ZADANIE | Udowodnij twierdzenie:

Jezeli a jest liczbq niewymierna, to liczba & takze jest liczba niewymierna.

prawdziwa, to zalozenie nie mog

toby

Inny sposéb dowodzenia metoda nie wprost polega na tym, ze przyj-

mujemy, iz cale nie jest i w wyniku

ze znanym faktem matema-

tyeznym. Przyklad mklego znanego faktu stanowi twierdzenie: Kazda
liczba naturalna zlozona jest podzielna przez jakas liczbe pierwszq od niej

mniejsza.

W dowodzie metoda nie wprost przedstawionym na nastepnej stronie do-

chodzimy do sprzecznosci z tym twierdzeniem.

TWIERDZENIA. DOWODZENIE TWIERDZEN
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Udowodnijmy twierdzeni

Liczb pierwszych jest nieskoriczenie wiele.

Dowsd

Przypusémy, ze liczb pierwszych jest Plzwnmmmw ze twierdzenie nie jest
skoriczenie wicle. prawdzi

Wynika stad, ze wsréd liczb pierwszych mozna wskazaé najwiksza. Oznaczmy
jalitera p.

Zatem lista wszystkich liczb pierwszych w Kolejnosci od najmniejszej do naj-
wigkszej jest nastepujaca:

2,3, 5 7, o b
Tworzymy liczbe:
L=2:3:5-7-....p+1

Liczba L jest wigksza od p, zatem nie jest liczba pierwsza. Musi by¢ wige liczba
Zlozona.

Jednoczesnie reszta z dzielenia liczby L przez 2 jest 1, resz1a z dzielenia liczby
L przez 3 tez jest 1 i taka sama reszi¢ otrzymamy, dzielac liczbe L przez kazda
2 pozostalych liczb pierwszych: 5, 7, .., p.

Wobec tego nasza zlozona liczba L nie jest podzielna przez zadna liczbe pierw-
572, Jest to sprzeczne 7 twierdzeniem, ze kazda liczba naturalna zlozona dzieli
sie przez jakas liczbe pierwsza od niej mniejsza.

Zaprzeczajac twierdzeniu liczb pierwszych jest nieskoficzenic

wiele?,
‘malismy sprzecznosc. Tym samym jego sé

otrzy-

dani 18 )

‘W matematyce mozna tez czasem

spotka twierdzenia, w ktorych wy-
stepuje zwrot: weedy i tylko wtedy,
gdy. Zdanie w takiej formie nazy-
wamy réwnowaznosciq i mozemy
zapisaé, uzywajac symbolu <.
Oto przyklady réwnowaznosci:
Trdjkat jest réwnoramienny wtedy
i tylko wedy, gdy dwa jego katy
majq takq samq miare.

< a=b lub a=

Réwnowaznosé to zdanie
posta

pe=a
czytamy:
p wiedy i tylko wiedy, gdy q

Taki zapis oznacza, ze zacho-

Aby
simy udowodni¢ dwie implikacje.

46

dza obie ponizsze implikacje:
p=a
a=p

w postaci Sci, mu-
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Na przyklad, aby udowodnié nastepujaca rownowaznosé dotyczaca liczb
naturalnych:

Tloczyn a - b jest liczbq parzystq wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba a jest parzysta lub liczba b jest parzysta.

musimy udowodnié implikacje:

Jezeli floczyn a - b jest liczbq parzysta,
to liczba a jest parzysta lub liczba b jest parzysta.

oraz implikace odwrotna:

Jezeli liczba a jest parzysta lub liczba b jest parzysta,
to iloczyn a - b jest liczbq parzysta.

CWICZENIE Udowodnij kazda z powyzszych implikacji.

Wskazowka. Pierwsza z tych implikacji udowodnij metoda nie wprost — przyj-
mij, Ze teza nie jest prawdziwa, czyli Ze obie liczby a oraz b sa nieparzyste,
i udowodnij, ze zalozenie nie moze by¢ prawdziwe. Druga implikacie udowod-

nij metoda wprost.
sadania 9-11

Ciekawostka
W matematyce twierdzeniem nazywamy tylko takie zdanie, ktérego praw-
dziwos¢ zostala udowodniona.

‘Twierdzenia powstaja na 0gél w ten sposib, ze zauwazona prawidlowos
np. dotyczaca liczb lub figur, formulowana jest w postaci ogdlnej, a na-
stepnie zostaje udowodniona.

Jesli kto$ sformulowal pewna prawidlowos
‘mowimy, ze postawil hipoteze.

ale jej nie udowodnil, to

Jedna z hipotez w historii byla hipoteza Fer-
mata. Na marginesie pewnego dziela matematycznego Pierre de Fermat
(czyt. Pier de Ferma) napisal, Ze potrafi udowodnié nastepujaca wlasnosé
liczb naturalnych:

Dlan>3 nic istnicje tréjka liczb naturalnych dodatnich x, y, z spelniaja-
ca réwnanie X"+ y" = 7

Napisal tez, e uzasadnienic nie miesci si¢ niestety na marginesie ksiazki.
Do dzi$ nie wiemy, czy Fermat znal poprawny dowdd powyzszego faktu.
Hipoteze te probowano udowodnié przez ponad 350 lat. Dopiero w 1994
roku matematyk angielski Andrew Wiles znalazt dowod hipotezy Fermata,
Kt6ra od tego momentu moze by¢ juz nazywana twierdzeniem Fermata.

Oczywiscie nie kazda hipoteza okazuje si¢ by¢ twierdzeniem. Na przyklad
nieprawdziwa okazala si¢ inna z hipotez postawionych przez Fermata:

Dla kazdej liczby naturalnej n liczba 22" + 1 jest liczbq pierwszq.

TWIERDZENIA. DOWODZENIE TWIERDZEN 47



<

ZESTAW ZADAN

1. Uzasadnij, ze:

a) suma trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 3,

b) suma dwoch kolejnych liczb nieparzystych jest podzielna przez 4,
) suma czterech kolejnych liczb nieparzystych jest podzielna przez 8.

2. Udowodnij twierdzenie.

) Kwadrat liczby parzystej jest liczba podzielng przez 4.

b) Tloczyn liczby parzystej i liczby nieparzystej jest liczba parzysta.
 Jesli liczba naturalna jest podzielna przez 6, to jest podzielna przez 3.
d) Roznica kwadratéw dwoch liczb nieparzystych jest liczba parzysta.

3. Udowodnij twierdzenie.

a) Dla kazdej liczby rzeczywistej x liczba x* + 1 jest dodatnia.

b) Dla dowolnej liczby rzeczywistej x liczba x* ~ 4x + 4 jest nieujemna.

9 Dla dowolnej liczby rzeczywistej x liczba x% - 2x + 2 jest liczba dodatnia.

© 4. Niech n oznacza liczbe naturalna. Uzasadnij, Ze:

a) liczba n? + 1 jest parzysta, ) liczba 3n? + 3n jest podzielna przez 6,

b) ostatnia cyfra liczby 5n* +5n jest 0, d) liczba "5 ~ 3 jest liczba calkowita.
5. Udowodnij twierdzenic.

a) Jesli a i b sq liczbami calkowitymi, to liczba a’ - 32b5 jest podzielna przez a-2b
(przy zalozeniu, Ze a-2b #0).

b) Jesli a oraz b sq liczbami catkowitymi, to liczba ab - 4a + b? - 4b jest podzielna
przez a+b (przy zalozeniu, ze a+b #0).

6. Uzasadnij twierdzenie.

a) Jesli resztq z dzielenia liczby naturalnej n przez 11 jest 1, to reszty z dzielenia
liczby n® przez n tez jest 1.

b) Jesli reszta z dzielenia przez 7 liczby naturalnej n jest 5, to reszta z dzielenia
przez 7 liczby n® jest 6.

7. Uzasadnij twierdzenie.

a) Jesli a i b sa liczbami wymiernymi, to a-+b jest liczba wymierna,
b) Jesli 2a + 3 jest liczba wymierna, to a jest liczba wymierna.

o Jesli %7 jest liczba niewymierna, to a jest liczba niewymierna.
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© 8. Udowodnij twierdzenie. Prz)umi_]. e os(amiq cyfra rozwazanej liczby nie jest 0.

a) Jezeli od liczby dwucyfrowej liczbe dwucyfrowq powstala z przesta-
wienia cyfr tej liczby, to otrzymamy liczbe podzielng przez 9.

b) Jesli od liczby trzycyfrowej odejmiemy liczbe utworzong przez zamiang cyfry
Jednosci z cyfra setek, to otrzymay liczbe podzielna przez 1.

/Il 9. Udowodnij twierdzenie: liczba naturalna n jest dzielnikiem liczby naturalnej m
wtedy i tylko wtedy, gdy n - m jest dzielnikiem liczby m?.

©10. Udowodnij twierdzenie: liczba trzycyfrowa jest podzielna przez 3 wtedy i tylko
wtedy, gdy suma cyfr tej liczby dzieli si¢ przez

Ciekawostka

W 1742 roku pruski matematyk Christian Goldbach postawil nastepujaca hipoteze:
Kazda liczba parzysta wigksza od 2 jest suma dwich liczb pierwszych.

Hipoteza ta do dzisiaj nie zostala ani potwierdzona, ani obalona, mimo Ze przez
jakis czas mozna bylo za to zdobyé nagrodg w wysokoécl 1 min dolaréw Aby
potwierdzi¢ hipoteze Goldbacha, trzeba dowod, zas aby ja ol
wystarczy poda¢ kontrprzyklad, czyli liczbe parzysrq, ktéra nie spelnia oplsanego
warunku.

11. Przeczytaj ciekawostke. Uzasadnij, ze podane zdanie jest falszywe, podajac
odpowiedni kontrprzyklad.

a) Roznica dwoch liczb ujemnych jest liczba ujemna,

b) Liczba, ktéra jest podzielna przez 4 i przez 6, jest podzielna przez 24.

¢ Srednia arytmetyczna czterech liczb parzystych jest liczba parzysta.

d) Jesli czworokat ma réwne przekatne, to jest prostokatem.

MINISPRAWDZIAN

S1. Jesli w liczbie postaci 1000...01 liczba zer jest parzysta, to liczba ta dzieli si¢
przez 11. Zalozenie tego twierdzenia spelnia liczba:

A 102+ 1 B.10%+1 C.10-11 D.21-11

52. W kt6rym z ponizszych zdari symbol = moZna zastapic symbolem <7

A.liczba @ jest wymierna = liczba a? jest wymierna.

B. liczba n jest podzielna przez 6 = 3 jest dzielnikiem liczby n.
Cm>n = 2m-2n>0

D.m<0 = mi>0
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1. Zapisz w postaci sumy algebraicz-
nej:

a) iloczyn liczby a przez liczbe o 2
mniejsza od a,

b) iloraz liczby 3a +6b przez 2.

2. Liczba m jest pewna dodatnia liczba
podzielng przez 7. Zapisz wyrazenie,
ktére przedstawia:

2) najwicksza z liczb podzielnych
przez 7 mniejsza od m,

b) najmniejszq z liczb wiekszych od m,
ktéra podzielona przez 7 daje reszte 5.

3. Objetosé pewnego prostopadloscia-
nu, Ktérego podstawa jest kwadratem
0 boku a, jest réwna 8a? + 4a®. Zapisz.
wyrazenie, ktére przedstawia:

a) wysokos¢ tego prostopadloscianu,
b) pole jednej Sciany bocznej tego pro-
stopadioscianu,

¢ pole powierzchni calkowitej tego

prostopadloscianu.

4. Zapisz w jak najprostszej postaci.
a) 3x+2-(x-5)

b) 2(5-4a) +5(2a+ 3b)

o) ~73p +2q)-2(p-3q)

d) 50m +2n) - Smdn

o) 5k=3 , 2(3k-6)
3

5. Przedstaw w postaci sumy jedno-
miandw.

a) (2x=3)(5-x) - 2x(x +4)

b) (3a-2b)(5a +4) - 2a(b - 3a)
9 (3m=2n)(5+m-3n)

d) (Se-25)(s-4t+2)

50

6. Przedstaw w postaci sumy jedno-
mianow.

a) (Bx-y)* = (3x-2y)Bx +2y)
b) (p-2q)° +(p +2q)°
o b(3a-2b)?-(2b-a)’

7. Przedstaw w postaci iloczynu.
a) 15a+5ab - 20a®

b) Xy +3x+5y +15

o m?-4n®

d) 8p*-g°

8. wykaz, ze:
(a-b)* +4ab = (a+b)?

9. Wykaz, ze:
(a+ba-b)=(a*-b>a+b)

10. Wyznacz A ze wzoru:

a) 4tB-4 0 3A-AB=5
Bes _As2
b) Bx5-y d) B=4:2

11. Sformuluj twierdzenie w posta-
ci implikacji. Wskaz zalozenie i teze
twierdzenia.

2) Kazdy prostokat to réwnoleglobok.
b) W tréjkacie rownobocznym wszyst-
kie katy maja miare 60°.

) Kazda liczba wymierna ma rozwinie-
cie dziesigtne skoriczone lub nieskon-
czone okresowe.

12. Wykaz, Ze jesli kwadrat dowolnej
liczby nieparzystej podzielimy przez 4,
to zawsze otrzymamy reszte 1.
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Potegi i pierwiastki

Wloski fizyk Enrico Fermi byl jednym z najwybitniejszych uczonych XX wieku.
Bardzo lubil rozwigzywac problemy, w ktGrych trzeba bylo szacowac nietypowe
wielkosci, np.: ,llu stroicieli fortepiandw jest w Nowym Jorku?”, , lle ziaren fasoli
zmiesci sig w sloju?”, ,lle kropel wody potrzeba, aby zapelnic wanng?”. Tego typu
pytania nazywamy pytaniami Fermiego. Przy szukaniu odpowiedzi na takie pytania
warto skorzystac z notadji wykladniczej.

Potegi 0 wykfadnikach catkowitych = Pierwiastki
= Potegi 0 wyktadnikach wymiernych = Potegi o wyktadnikach
rzeczywistych = Powtdrzenie
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POTEGI O WYKtADNIKACH CALKOWITYCH

CWICZENIE A Oblicz: 6', [11’)‘ L3%, @5, 1%

Obok przypominamy definicje po-

tegio ze:
(dlaa+0)
wykladnik
e
a\pndmwa Gdy n jest liczba naturalng

in>1,to

a-a-a

Uwaga. Wartos¢ potegi 0° nie jest
okreslona, tzn. zapis 0° nie oznacza
Zadnej liczby.

n czynnikéw

Przeksztalcajac wyrazenia, w ktdrych wystepuja potegi, mozna korzystac
2 ponizszych réwnosci. Kazde z tych praw dziafa jest twierdzeniem, kidre
mozna udowodnié.

Oto jak mozna udowodni¢, ze dla licz-

PRAWA DZIALAN NA POTEGACH by naturalnej n zachodzi rownosé:
$] i . a\"_a" i
Jeslia#0ib+0, to: (§)" =2 @s0ib40)
am men
Dowsd
am _ gm-n NiechneN,a+40,b#0.
an 0
Jeslin=0,t0: (2
i @

Jeslin=1,10:  (2)'=a-a

(ab)" = a"b"

Jeslin>1, to:

b m
nezymnikin  nczynnikow [m]

Gdybysmy korzystali z prawa 25t = a”" dla m = 0, otrzymaliby§my:
at
an
Jednoczesnie wiadomo, ze dla liczby naturalnej n i a # 0 zachodzi rownosé:

a_ 1
an an

0-n  gn

Z powyzszych rozwazan wynika wigc rownosé: a™ = u“n
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Otrzymana réwnos¢ sklania do zdefinio-

wania poteg o wykladnikach catkowitych Dla liczby naturalnej n
ujemnych tak, jak w ramce obok. ia+#0 przyjmujemy, ze:
L

Zauwaz, ze a”' to odwrotnos
7a$ @™ to odwrotnosé liczby a".

liczby a, a™"= an

i 1-8 )

Dla poteg o wykladnikach catkowitych ujemnych zachodza takie same
prawa dzialar jak dla poteg o wykladnikach naturalnych.

Oto jak mozna udowodnié, e dla liczby naturalnej n zachodzi rownosc:

(@#0ib+#0)

Dowéd CWICZENIE B Udowodnij po-

Niech ne N, a0, b 40, zostale prawa dzialan na
, . potegach dla wykladnikéw

(8= 2 1 o g calkowitych ujemnych.

i g b

(&)

ZENIE C Zapisz w postaci potegi liczby 7

oba W

Wiele na pozér bardzo skomplikowanych obliczeri mozna uproscié, korzy-
stajac z praw dzialar na potegach.

[LIATTIORE Przeksztalé wyrazenie, korzystajac z praw dziatari na potegach.

213° 137 -4-3) - 1371 2
D3 s st ST
4% (77 70 e gon
w2 T =7
5y - 2 o
o B @P-@) 22 20 e,
27108 2-10. 23 27 27

315-377 37(32-1) 377.8 3717.93

220 220 220 220

d)

-7 517 L g7

ZADANIE | Przedstaw w postaci jednej potegi.

5
( w2 o s

wadonias-17
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CWICZENIE D Zapisz w postaci potegi liczby 10,
0,00001

. 1
Tooooos  %:000001 5o 10000000

Przy zapisywaniu liczb bardzo duzych lub bar-
dzo malych wygodnie jest postugiwaé si¢ nota-
cja wykladnicza.

Notacja wykladnicza to zapis liczby w po-
7000000 kg =7 - 10° kg staci:

a-10", gdzie a e (1;10) ineZ
0,000004 kg = 4 - 10 kg

Przecigtna kostka lodu ma objetos¢ 2,5 cm?. lle takich kostek moz-
na by wykroi¢ z gory lodowej o objetosci 2-10° m*? Odpowiedz zapisz w notacji
wykladniczej.

3 pe. (10 mieos.106md | Ob;ewsc kostki lodu wyrazamy w m’.
2,5cm*=2,5-(102)’ m*=2,5-10°m> 10 m, wiec 1 b = (10-2)° m3
2-109m3 2

L105-¢9-08.102=8-10"-102=8-10"
T510%m =25 10 0,8-10'2=8.10"-10'2=8-10

Odp. Z tej géry lodowej mozna wyciac 8 - 10" kostek lodu.
ZADANIE | Duza lyzka mozna zaczerpna¢ 15cm?® wody. Jezioro Sniardwy zawiera

okolo 6,6 - 10°m* wody. Ile lyzek wody miesci si¢ w tym jeziorze? OdpowiedZ zapisz

W notacji wykladniczej. zadania 18-24

ZESTAW ZADAN

1. Oblicz.
5% 5 (-5 [CH

30
2. Oblicz.

A100 o220 (3) ot oo

w(3)° (1%)7l 157% (73%)74 -0017%  ~-0,1° 117

3. Przyjmijmy, Ze liczba a jest dodatnia. Ktére z ponizszych liczb tez sa dodatnie?

(-a)* (~a)? ~(-ay*!
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4. Zapisz podane liczby w postaci poteg o wykladniku ujemnym.

6

O]

5. Ktére obliczenia wykonano blednie?

asts  ala)ri ol sl
D)2 a1 o vha

6. Ktora z liczb jest wigksza?

a) (-3)° czy 37

1) 1)°
o (1) ()
7. Podaj przyklad liczby spelniajacej podany warunek.
b) bl >1

9 (%)) czy 46

d) (é)ﬁs czy 55

a) a*<a Q c2>cic<0

(=3)

0 (314

B 02"'=5

o (1) @ (4

) (-0,1)7 czy 0,17

dd?<did<0

8. Uporzadkuj podane liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.

172 173
0,67

a) 172 17 170 0,23

b) 0,6

903

06 0,67 0,6 d) 0,25

9. Zapisz w postaci jednej potegi.

a) 65:62 d35.3.32 g (72:7%) 7.7
b) (87)° b (#)"
Q 1573157

10. Zapisz kazda z liczb w postaci potegi liczby 2.
s -3 1y 1 1y 1 1)?
£ 8 G % @) 2 (3)

11. Por6wnaj podane liczby.

o
& (0,67 i (§)
e 0,57 i 01257

a) 125% i 5°
b) (<2150 i (~4)%

9 (27)° i (82) f) 279 i 0.25*

POTEGI O WYKLADNIKACH CALKOWITYCH

0,33

0,257

i [57:60°] 50 @ ee

0,23 0,20

£ 45 040
P (132:13%) 7 13-
W (42)7: (a4

251

0,5 025

9) (-8 i (-2)°
h) (-4 i (-2)°
o e (1)



©12. Oszacuj podane liczby, korzystajac z przyblizen

210~ 109

510~ 10

72 =50 zapisanych obok.

212 74

13. Wyobraz sobie, ze jedna osoba przedziera kartke
formatu A4 na pél i przekazuje jedna poléwke drugicj
osobie. Druga osoba przedziera otrzymang czeS¢ kartki
na pél i przekazuje jedna z otrzymanych czesci trze-
ciej osobic itd. Jaka cz¢s¢ kartki otrzyma pigta osoba?
Oszacuj (w milimetrach kwadratowych), jakiej wielkosci
kawalek otrzymalaby jedenasta osoba.

14. Upros¢ wyrazenie.

(z)-a2

5. (a2)?
a) a° - (a*) L] bar
’ SN
b) =) d (pPa°)": n
15. Oblicz.
a) 282490 4 (52 2¢ 9 25°-05°
b) 'Qi: €) 0,28 25% h) 55
o i 0 00121000 B

16. Upros¢ wyrazenie.

a) 20 € 9%7:33n

2
b) 21°n . 2n

g 221 o)

o Logn 0 025-2m5

17. Uzasadnij réwnosé.

4437
a)3+3

= 376437

7478

) 57 4 68 = 68
B =77 d) 67465657

56

© 5834512511 =511.29

) (@2

) (22n): @n?
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I 18. Jaka liczba nalezy zastapi¢ kwadracik?

a) 10m=10"km

b) 100kg=10""t

L]

10ml=10"1

d) 10g=10"kg

Przedrostek | Symbol | Ulamek
decy d 107
centy 3 102
mili m 10
mikro n 106
nano n 107
piko P 10712

e) ile

d) ile mililitrow mie:

) 0,1dag=10"kg

H 001dm=10"m

liczy centylitr.

20. Odpowiedzi na podane pytania zapisz w notacji wykladniczej.

19. Tabelka przedstawia przedrostki oznacza-
jace czesci jednostek podstawowych. Oblicz:

a) ile nanograméw jest w miligramie,
b) ile pikometréw zawiera decymetr,
© ile mikrometréw jest w centymetrze,

i sie w centylitrze,

a) Objetos¢ Storica wynosi okoto 1,41 - 10 km?. Ile to metréw szesciennych?

b) Powierzchnia Storica to okolo 6,07 - 10" m?. Ile to kilometréw kwadratowych?

© Powierzchnia kropli wody to okolo 1,6-10710

W prézni wynosi
okolo 300000 K2,

22.2) lle razy masa Ziemi jest wigksza

od masy Ksigzyca?

mm?Z. Ile to metréw kwadratowych?

21.2) Rok $wietlny to odleglos¢, jaka w ciagu roku
przebywa swiatlo w prézni. Oblicz i zapisz w notacji
wykladniczej, ile kilometréw ma rok swietlny.

b) Srednica naszej Galaktyki to okolo 100tys. lat
swietlnych. Tle to kilometrow?

b) Ile razy $rednica Slorica jest wieksza | Slorice
od $rednicy Ziemi?

9 Oile kilometréw Srednica Storica jest | Ksigzyc
dluzsza od Srednicy Ziemi?

Masa [kg] Srednica [m]
1,9-10% 1,4-10°
Ziemia | 5,975-10% | 1,28-107
73-10%2 | 7,0-10°

23. Objetos¢ kropli wody to okolo 4,5 - 102 cm®. Tle kropli wody miesci si¢ w wan-
nie o pojemnoéci 150 1?

24. 7apisz podane liczby w notacji wykladniczej.
a) 2,2-10°+1,8-10°
b) 6,810 +2,5- 107

@ 7,01-10%-3. 10"

d) 4-10%-2,1-107
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MINISPRAWDZIAN

51, Kt6ra z podanych liczb jest najwigksza?

A (774)? B.73.74 C.73:74
27.16 (1)? N

s2. Liezba 210 ( 4) jest réwna:

A2 B.211 c2 D. 215

S3. Liczba 3714 jest od liczby 3712

A.Orazywicksza  B.3razywicksza  C.9razy mniejsza  D. 3 razy mniejsza

4. Liczba 240 - 107 - 50 - 10'° jest réwna:
A.1,2-10¢ B. 1,210 C.1,2-10'° D. 1,2-10'¢

PIERWIASTKI

CWICZENIE A Oblicz.

0063 VT3

Wiesz juz, ze pierwiastek kwadratowy jest
okreslony dla liczb nieujemnych i jest licz-
ba nieujemna, a pierwiastek szescienny
jest okreslony dla dowolnej liczby i mo-
Ze by¢ liczba ujemna, Podobnie okreslamy
pierwiastki wyzszych stopni. liczba podpierwiastkowa

/ stopieit pierwiastka

Jesli k jest parzysta liczba naturalng wicksza od 1, to
dla a > 0 przyjmujemy, Ze:

Ya=b < (bk=aibz>0)

Jesli m jest nieparzysta liczba naturalna wicksza od 1, to
dla dowolnej liczby a przyjmujemy, ze:

b = b"-=a

58 POTEGI | PIERWIASTKI



CWICZENIE B Oblicz.

a) V16

J~100000

1
32

Zauwaz, ze [(=5)° wynosi 5, a nie —5. Warto zatem pamigtac, ze jesli chce-
my uproscié wyrazenie VaZ, a nie wiemy, jaki jest znak liczby a, musimy
Zzaznaczyé, ze wynik jest nieujemny, np. za pomocq znaku wartosci bez-
wazglednej:

VaZ = al
Podobnie trzeba postepowac w wypadku pierwiastkéw wyzszych parzy-
stych stopni, np. ¥a® = |al, Ya®=al.

Pierwiastki 0, VI, V4, V9, V16, v25, /36, V49, V64 itd. sq liczbami
naturalnymi. Mozna udowodni¢, Ze pierwiastek kwadratowy z dowolnej
liczby naturalnej, ktéra nie jest kwadratem liczby naturalnej, jest liczba
niewymierna. Ponizej pokazujemy dowod niewymiernosei liczby V2.

Twierdzenie: Liczba /2 jest liczbq niewymierng.

Dowod
Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost.

Zakfadamy, ze twierdzenie

Przypusémy, ze V2 jest liczba wymierna. nie jest prawdziwe.

Wobec tego V2 = :i dla pewnych liczb naturalnych p i g.
Zatem:

) e i Jesli w rozkladzie liczby g na czynniki
Rozwazmy liczbe 2g°. W jej rozkla- pierwsze dwojka wystepuje m razy, to
dzie na czynniki pierwsze liczba 2 | w rozkladzie liczby 4 wystepuje 2m

epa i i i razy. Zatem w rozkladzie liczby 24
wystepuje nieparzysta liczbe razy. ooy Zatem ¥ wenadzie He
Rozwazmy liczbe p2. W jej rozkla-  Jesii w rozkladzie liczby p dwojka wy:
dzie na czynniki pierwsze liczba 2 stepuje K razy, to w rozkiadzie licz

wystepuje parzysta liczbe razy. by p? wystepuje 2k razy.
Zatem liczby 247 i p? nie moga by rowne, bowiem kazda liczbe mozna rozlo-
2yé na czynniki pierwsze w sposGb jednoznaczny.

§¢. Tym samym udowodni-

lismy, Ze liczba 2 jest niewymierna, [J

W podobny sposéb mozna udowodnié, ze liczby: V3, V5, V6, V7, V8, V10
itd. sa liczbami niewymiernymi. Oznacza to, Ze kazda z tych liczb ma
rozwiniecie dziesigtne nieskoriczone nieokresowe. zadania 1-6 )
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Ciekawostka

Liczby niewymierne pojawiaja si¢ w naturalny sposéh w geometrii, na
przyklad przekatna kwadratu o boku dlugosci 1 ma diugos¢ V2, prze-
katna prostokata o bokach 11 2 ma dlugos¢ V5 itp. Popatrz, jak mozna

dokladnie wyznaczyé na osi liczbowej liczby -1 -5, V2 oraz 3+ VI3.
3
2 1 ) i3
1o
t 1 t
BENG 10 vz 3 34vI3

Waréd liczb niewymiernych sq tez takie, ktrych nie da si¢ wyrazic za
pomoca pierwiastkow z liczb wymiernych. Taka liczba jest na przyklad 1.

iil P jac wyrazenia 7 pierwi mozemy Korzysta z poniz-
szych réwnosci.

PRAWA DZIALAN NA PIERWIASTKACH

Dla parzystej liczby k: Dia nieparzystej liczby m:
Yak = |a| "/am = a
Yab=Ya-Yb da a>0ib>0 "ab = %a- b
Ya i Wa
vy dla az0ib>0 wdlab#o

Ya' = (Ya)' dla a>0

Ponizej pokazujemy, jak mozna udowodnic, Ze jesli @ > 0, b > 0 i k jest
liczba parzysta, to zachodzi réwn

Dowsd
Zal6zmy, ze a> 0, b > 0 i k jest liczba parzysta.
Przyjmijmy oznaczenia: Ya=x i Yb=y, gdziex>0iy>0.

Stad: a=xf i b=yt

N - Poniewaz x> 0i y > 0,
= e yk= k= Iyl =xy=¥a- ¥p O Wit Ixy| = xy.
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W analogiczny sposéb mozna udowodni¢ pozostale prawa dziafari na pier-
wiastkach.

ZENIE € Uzasadnij jedno z pozostalych praw dzialai na pierwiastkach.
Prawa dzialaii na pierwiastkach pozwalajq upraszczaé niektore wyrazenia.

Oblicz.
a) QY8 =2°-(¥6)’=8-6=48 o V2. Vd=YB=-2

b) V210 = 257 =25=32 d)‘l%:ﬁ=\/7'

ZADANIE | Oblicz.

¥ A VFT

10 Y
V10

a (203)" b) (¥76) )

zadania 713
Il Czasami pierwiastki wygodnie jest zapisa¢ w innej postaci — wylaczy¢
czynnik przed symbol pierwiastka albo wykona¢ operacje odwrotna, tzn.
wlaczy¢ czynnik pod pierwiastek.

Wylacz czynnik przed znak pierwiastka.

a) V180=19-20=9-4-5=19-V4-/5=6.5

-R7T2=-27-¥

-3%2

ZADANIE | Wylacz czynnik przed znak pierwiastka

a) VA50 b) - Y160 o I7 A (¥3)

sadania 14-17 )

IV MEEBATEEEN Wiacz czynnik pod znak pierwiastka.
a) 3/5=132-/5=/9-5=1/45
b) 23/100 = ¥23 - 700 = /8- 100 = /800
ZADANIE | Wiacz czynnik pod znak pierwiastka.
a) 5v2 b) 26 o 3V2 d 574
zadanie 18 )
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V' Gdy pierwiastek z liczby wymiernej wystepuje w iku wyrazenia,
to mozemy je tak przeksztalcié, aby w mianowniku byla liczba wymierna.
M6wimy wiedy, Ze usuwamy niewymiernos¢ z mianownika.

PRZYKL, Usui niewymiernos¢ z mianownika.

9 2 __2(2V3+1) _4/3+2 _4J/3+2  Korzystamy ze wzoru
2317 @B-NEBH) T 12-1 T i @-ba+b=at-p?

ZADA

a)

NIE | Usuri niewymiernos¢ z mianownika.
1-3 s 1
D 55 9 % 95

dani 193 )

ZESTAW ZADAN

1. Na osi liczbowej zaznaczono podane liczby. Oszacuj te liczby i przyporzadkuj

kazdej z

nich odpowiedni litere.

a) 10V3 5V2 27 V130
a b c d
2 5 10 15 20
b) V=100 2V-10 -1930 V25
U w y z
0 1
2. Wymieri dwie Kolejne liczby calkowite,  ktérych jedna bedzie mniejsza od po-
danej liczby, a druga od niej wieksza.
a) V109 b) V930 9 V109 d) V=930
3. Oblicz.
a) V16 b) {/70,000001 9 V87
4. 7najdz liczby oznaczone literami.
Va=02 Vp=-11 k=1
Jf = V120
62
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5. Zapisz w jak najprostszej postaci.
a) 3v7-12V7 b) J/9-279 9 V=6+ 6 d) I7-29-7
6. Przyjrzyj sic przykladom w ramce. Zwro¢ uwage, w jaki sposéb przeksztalcono

wyrazenia z pierwiastkami. Zapisz kazdy z podanych nizej pierwiastkow w postaci
r6znicy dwéch liczb.

a) y(v3-2)° d {(v5-7)°
b \/(v/10-3)° o J3-4v5)" Je-va'=12-v3|=2-v3

9 (VI0-4)° 0 JWIs- 27y

7. Oblicz.
VERE - Vo1%F VIR 210 ST el e

8. Zapisz w postaci potegi liczby 7.

Vet et 7‘J7’6)' & va9. VT
9. Oblicz.
) V327 9 (52)° o 52 B 9 LvT(37)
W oos: s @) @1 0 6v51VIzs w2y (s95)°
10. Zapisz w jak najprostszej postaci.
a) 2v5-43 9 iﬁ; o V3W/2-2V3) g YA4-20)

Y

b) 293372 d 23, f) 3v201-2V5) h) 572(V4+1)
11. Przedstaw w postaci sumy.
a) 3+5)? d) (3v2-2V5) g) (1-25)?
b) (20347 o (F503) 1 (V6+2)°
9 (W7-6)(6+7) 0 @V3-3v2V3+3v2) B (3- V2

12. Uzasadnij rownosc.
a) VaZ+2ab+b?=|a+b| b) VX 2x+ 17 = [(x - 1)

© 13. Uporzadkuj podane liczby w kolejnosci rosnacej (n jest liczba naturalna, n > 1).
a=va@  b=V8" =271 d= Y21 e= 8T
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4 14. Wylacz czynnik przed znak pierwiastka tak, aby pod pierwiastkiem zostala jak

A
E

najmniejsza liczba naturalna.

a) V63 V20 32 V50 o ¥32 Y40 V16 Y54
b) V98 V08 /99 /160 d) V256 Y270 Y=640 Y1125

15. Zapisz w postaci av/b lub a ¥b tak, aby b bylo jak

1575=32.52.7 najmniejsza liczba naturalng (skorzystaj
liczb 1575 i 5400 na czynniki pierwsze).
5400=27.3%.5%

z rozkladow

a) VI575 b) V5400 ¢ V6-1575 d) /54002
16. Korzystajac z przyblizen podanych
obok, oszacuj kazda z ponizszych liczb V2~141 V5~224 Ba~144
2 dokladnoscia do czesci dziesiatych. FBaizs Belzs Bain
V8 V20 /500 VI6 3000 V24
17. Zapisz w jak najprostszej postaci.
a) VIB+4v2Z 9 3VI47- V75 ) 3v24+ 254~ V150
b) VA8~ V27 d) 32+ Y108 Ll T
18. Ktora z liczb jest wigksza?
a) 7V2 czy V97 d) 445 czy 9 9) 93 czy 55
b) 56 czy V222 e) 3V11 czy 10 h) 3v10 czy 2v23
9 1097 czy V6789 f) 295 czy 5 i) 297 czy 392

Wakazowka. Wlacz czynnik pod znak pierwiastka.

19. Usuit niewymiernos¢ z mianownika.
A B

_s _1 _2 _2
a)a—ﬁ b)c-ﬁ‘d_f :)E—ﬁ
21. Usufi niewymiernosé z mianownika.

8 2 [T+2 3/6-2
&l L~ s, Rl = e
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22. Uzasadnij, ze prawdziwe jest zdanie:

a) odwrotnos¢ liczby V2 jest réwna polowie tej liczby,

b) odwrotnos¢ liczby o 2 wickszej od /5 stanowi liczbe 0 2 mniejsza od /5.

23. Zapisz podang liczbe w postaci ulamka tak, aby mianownik byl liczba wymierna.

g1 30 o+ L
a) v +5 b) V20— /55  Ji0+ 5
MINISPRAWDZIAN
S1. Liczba (23 -5v6)" jest rowna:
A.-138 B.-24 C. 162 - 602 D. 138 -60v2
S2. Liczba ¥3 wynosi:
Al B.2 vz D. -

V2
$3. Ile sposrad liczb: 3200, 572, 10/18, 30v2 jest réwnych liczbie /18007
A. Zadna

B. jedna C. dwie D. wszystkie

POTEGI O WYKLADNIKACH WYMIERNYCH

Umiesz juz obliczaé potegi o wyKladnikach calkowitych. Mozna réwnicz
okreslié potege, ktorej wykladnik nie jest liczba calkowit. Zastanowmy si¢
na przyklad, jakie liczby moglyby oznaczac zapisy 5%, 55. Aby zachowane
zostaly prawa dzialari na potegach, musialyby zachodzié réwnot

,
(4] -5t -1

Poniewaz liczbe 5 mozna takze za-

B
pisac w postaci (5), wiec powinna

zachodzi¢ ré6wnos

s

W podobny s
Kladnikach wymiernych.

POTEGI O WYKLADNIKACH WYMIERNYCH

2\
(5’?) =532

Poniewaz liczbe 5% mozna takze

3

-
zapisac w postaci (¥/57)', wigc po-

winna zachodzi¢ réwnos¢:

&3

56b — za pomoc pierwiastkéw — definiujemy potegi o wy-
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Jesli n, k sq liczbami naturalnymi oraz
n>1ik>0, to przyjmujemy, ze:
.

(dlaa>0)

k_w

a

(dla a>0)

(dla a>0)

CWICZENIE a) Zapisz za pomoca
pierwiastkow

71 6 107
b) Zapisz w postaci poteg.

BV

Zauwaz, e pierwiastki stopnia nieparzystego sq okreslone dla wszystkich
liczb rzeczywistych, takze ujemnych. Jednak potege o wykladniku wymier-
nym okredlilismy tylko w wypadku, gdy podstawa potegi jest nieujemna.

Gdybysmy bowiem przyjeli na przyklad, ze (-8)5 =

V=8, to korzystajac

2 praw dzialari na potegach otrzymalibyémy nastepujaca sprzecznosc:

(-85 =YB=-2 i (-8

PRZYKEAD Oblicz.

o 2¢

VT (vm) 8
ZADANIE Oblicz.
a) 10000 b) 273

Potega o wykladniku wymier-
nym zdefiniowana jest tak, by
spelnione zostaly takie same
prawa dzialan jak dla poteg
o wykladnikach cafkowitych.

Korzystajac z rownosci zapisa-
nych obok, mozna przeksztal-
ca¢ wyrazenia, w ktorych wy-
stepujq potegi o wykladnikach
wymiernych.

66

d) 165 =162

V2E =V 2=272

winia 12

PRAWA DZIALAK NA POTEGACH
0 WYKLADNIKACH WYMIERNYCH

a*-a’=a*” dlaa>0
4 =ar daa>0

@y =a*” dlaaz0

a*. b* = (ab)* dla a>0ib>0
';7:= (%)X dlaa>0ib>0

POTEGI | PIERWIASTKI



[TITTINWN Przeksztaf¢ wyrazenie.

s

2 3808 -275 = (27%) (v27) =35 =243

ZADANIE | Oblicz.

a) 64143 b) 27% 9% o (1012)73
i 35 )
Il K tajac z poteg o il 'miernych, mozna takze
ca¢ niektore wyrazenia z pierwiastkami.
Przeksztaté wyrazenie.
a) V2-v2=25-2
b)
5]
d)
ZADANIE Przeksztal¢ wyrazenie.
a) W6 b o V255 aQ V77
zadani 6-10
ZESTAW ZADAN
1. Oblicz.
a) 8% 16% 0,0105 25% 0,0275 643
. . . 075
b 144b 0001602 22505 o125 918 (%)
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2. Zapisz za pomoca poteg.

1 (%)’ 1 1
W\ W e

a) VI3 2 V2T U3 T

Il 3. Przedstaw kazdq z podanych liczb w postaci a b tak, aby pod pierwiastkiem
byla jak najmniejsza liczba naturalna. Mozesz skorzystac z jednego ze sposobow
opisanych w ramce.

4. Przedstaw w postaci jednej potegi.

a) 585t 6 5.5 B 2580
2 o1 2 Sl o
b) 3%:38 3 EEEREH
o 7.7 )7t
0l 1
d (675)° )

@3k, ot =) o, 2t

)’ 0 V27, U

b 25, 4

Wskazowka. Sprawdz, czy iloraz tych liczb jest liczba wigksza czy mniejsza od 1.
4/l 6. 2) Zapisz kazda z podanych liczb w postaci potegi liczby 3.

7 -+ 2733 927 £

b) Zapisz kazda z podanych liczb w postaci potegi liczby 2.

N i ;

73 2 VB- V3 Nd

9 Zapisz kazda z podanych liczb w postaci potegi liczby 5.
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7. Oblicz.

a (¥5) o (V) PRECRG
~ w
w (v2)"” o (0125)" o (af) D) @
H

8. Przedstaw podane wyrazenie w postaci a Vb tak, aby pod pierwiastkiem byla jak
najmniejsza liczba naturalna.

z » ¥ o8
a (V1) 9 (¥6)° o (¥2)° PRERS
b) V32 d) V2 f) V55 h) V107

9. Uzasadnij réwnosc.
1

4 _0511
a) ) G 05

b) ) 8035 Y2=4%

Q 225.16703 f

10. Znajdz liczbe a spelniajaca podany warunek.

a) at=4 b) a® =1 9 a®?=10 dat=

MINISPRAWDZIAN

S1. Liczba V5 jest rowna:

5
3

=
@

A5t B.55 cs

S2. Liczba 16%% jest réwna:

A V2T B.L C.4 D. V&
53. Odwrotnoscia liczby ¥4 jest:

A2d B2} c2? D.27%

4. Liczba ¥3 - Y9 jest réwna:
A W27 B. 3T c 3

=]
f»ﬁ
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POTEGI O WYKtADNIKACH RZECZYWISTYCH

Wiesz juz, jak oblicza si¢ potegi o podstawach dodatnich i wykladni-
kach wymiernych. Mozemy rowniez rozpatrywa¢ potegi o podstawach
dodatnich, ktorych wykladnik jest dowolng liczbg rzeczywista, takze nie-
wymierna,

Zastanéwmy sie na przyklad, jaka liczbe méglby oznaczaé zapis 3VZ.
Wiadomo, ze /2 jest liczba niewymierna, a wiec ma rozwiniecie nieskori-
czone nieokresowe.

V2 =1,414213562373095. ..

Liczbe 3v2 mozemy przybliza¢, zastepujac wykladnik potegi coraz do-
liczby z
kalkulatora, otrzymamy:
VZ ~ 14, wiee 32 ~ 314 = 4,655536...

V2~ 1,41, wige 32 » 3141

4,706965 ...
V2~ 1414, wige 317 ~ 31414 = 4727605 ..
V2 & 1,4142, wiee 3V2 ~ 314142 24728733 ..,

V2 ~1,41421, wiee 3V2 ~ 3141421 = 4728785 ...
Otrzymywane w ten sposob wyniki coraz bardziej przyblizalyby si¢ do
liczby 4,72880438783741494. .. Przyjmujemy, Ze potega 3'2 jest rowna
tej liczbie, czyli: i

3Y2 = 4,72880438783741494...

Podobnie mozemy przyblizac inne potegi o wykladnikach niewymiernych.

W praktyce wartosci poteg o wykladnikach niewymiernych mozna szaco-
wat, jac zei dzi h ikow. Na przyklad:

205~ 2236~ 471
27 5 2514 5 8,82

(%)"ﬁz 0,5%162 ~ 0,112

Niektére kalkulatory pozwalajq obliczac po-
tegi o wykladnikach rzeczywistych z jesz-
cze wigkszq dokladnoseia.
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3

ZENIE A Zastosuj odpowiedni kalkulator i oblicz 2

Jesli nie mamy kalkulatora, to wartosci poteg o wykladnikach rzeczywi-
stych mozemy szacowac.

CWICZENIE B Ustal, ktéra z dwoch podanych liczb jest wigksza.

A ezy 5t b) 725 cay 7.20

q 27 czy 23 d) 6% czy 675

CWICZENIE C Ustal, ktéra z dwéch podanych liczb jest wigksza.

ey (1)

ay 03 9 (4) ey (1)

Gdy szacujemy potegi, musimy pamigtac, Ze regula ,im wigkszy wykladnik,
tym wigksza potega” dotyczy tylko poteg o podstawie wiekszej od 1. Gdy
podstawa potegi nalezy do przedzialu (0;1) trzeba stosowaé regule ,im
wiekszy wykladnik, tym mnicjsza potega’.

Jeslia>1 Jeslio<a<1
oraz. oraz
x<y x<y

to o
a‘<a” a*>a”

[TATTICRE Korzystajac z nieréwnosci 3 < +/T0 < 4, oszacuj podang liczbe.
- 1

a) 2/ b (1)
V10 > 3, wiec: V10 > 3, wiec:

2/0523=8

V10 < 4, wiec:

270 <24=16

Wynika stad, ze:
8<2M<16

ZADANIE | Oszacyj liczbe w opisany powyzej sposcb.

@) 370 b) 2% o (g)\7

o 15 )

POTEGI O WYKLADNIKACH RZECZYWISTYCH 7



Il Prawa dzialari na potegach o wykladnikach wymiernych obowiazujq takze
dla poteg o wykladnikach rzeczywistych.

Przeksztat¢ wyrazenie.
2) 372Y2.337 2322432 232
3\WZ 3.5
b (37) =377 =33=27

o BT _ze-m-cm 72 249

2o
7T

ZADANIE | Przeksztal¢ wyrazenie,

Q) 24724

dani 6.3 )

ZESTAW ZADAN
<

1. Uporzadkuj podane liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.

a7V 70 7k 72 B
CEORNCINON

9 0,6

2 ~141
2. Oszacuj, ktéra z podanych dwoch liczb jest s
wieksza: a czy b. VB~173
VB2,
a)a= b=2 224
™=3,14

b a=2", b=§

3. Uporzadkuj podane liczby w kolejnosci od najwiekszej do najmniejszej.
I 43 1y y3)" 1)
2EoaT () ()T s (g)
© 4. Ktéra z podanych dwdoch liczb jest wigksza?
. 3 Loy 4 2
a) 272, (v2) b 277, (§) 9 (L), (¥m
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5. Na osi liczbowej zaznaczono liczby:
o 128 15 45 gt

Przyporzadkuj te liczby odpowiadajacym im literom.

uwox Y
5 10 20
6. Oblicz.
a (77)° a (2257%) o 352717
PR ) (0.2\3)‘/§ [} (%)\3- 1257

© 7. Znajdz liczbe a spetniajaca warunek:

a) (37)
8. a) Do jakiej potegi nalezy podniesé liczbe 2+, aby otrzymac 4?
b) Do jakiej potegi nalezy podnies¢ liczbe +/2, aby otrzymac 2+2?

z 3

9. Ile razy wieksza od liczby ((ﬁ)A) Jest liczba (22) "7

MINISPRAWDZIAN

S1. Ktora z podanych liczb jest niewymierna?

A (V3)° B.173 c (3! D. 0"
52. Oszacuj, ktéra z podanych liczb jest najwieksza.

A9 B. (%)i c(v3)" D.3V2

53. Oszacuj, ktdra z podanych liczb jest wicksza od 1000

1\ 5 4
A (E) B.10 D. 10005
S4. Liczba 2%~ réwna sie:

2 S 8y N
T L B.(2°-2) c (8) D. &

POTEGI O WYKLADNIKACH RZECZYWISTYCH

V2. 3a- 32
b) 37.30=3 9 3z

3

73



1. Oblicz.

1257% 328 ( 0,00167%

2. Zapisz w postaci potegi liczby 10:

a) liczbe tysiac razy wieksza niz licz-
ba 10720,

b) liczbe milion razy mniejsza niz 101°.

3. Ktéra z liczb jest wicksza — 8 - 217
czy 4 - 2207 Ile razy?

4.W ktérych przykladach blednie
wstawiono znak nierownosci?

@ 35<6° @ 95 <o

@ 1)

5. Zapisz odpowiedzi w notacji wy-
Kladniczej.

a) 2,5-10% em — ile to metréw?

b) 6,7 - 1078 kg — ile to graméw?

¢ 1,2-10% cm? — ile to metréow kwa-
dratowych?

d) 3,5-107 dm? — ile to centymetréw
szesciennych?

6. Masa Jowisza — najwickszej pla-
nety Ukladu Slonecznego — wynosi
1,9 107 kg. Masa Ziemi to 6 - 102 kg.
Tle razy masa Jowisza jest wigksza od
masy Ziemi?

7. Wylacz czynnik przed znak pier-
wiastka tak, aby pod pierwiastkiem zo-
stala jak najmniejsza liczba naturalna.

a) V96 o {21
b) Y7135 d) I3
74

8. Usuri niewymiernos¢ z mianownika.

)3—2J§ )1+\E

R ‘v

b)wﬁu d)zJé+ﬁ
2925 26 -2

9. Przedstaw w postaci jednej potegi.

0@yt

& o 2
RCRRES

10. Zapisz za pomoca jednego znaku
pierwiastka.

a) W7 b) V6

11. Oblicz.
a) ( ‘E) b (99%)"

12. Wykaz, e zachodzi réwnosé:

a3i:i3i-93 <)%:2ﬁ
22, 49 L
b) 72249 = =

13. Ustal, ktéra z podanych liczb jest
wigksza.

a) (%)-17czy 0,515 d) VA czy V2
5 ,

b) 1,212 czy (%) ©) 104 czy Y10

9 1,57 czy (%)9 N (g)S czy V135
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Logarytmy

Sile trzgsienia ziemi mierzy sie w stopniach Richtera. Jedne z najsilniejszych
Zarejestrowanych w Polsce wstrzasow ziemi mialy 4,8 stopnia w tej skali
(bylo to w 2010 roku). W indliach w 1950 roku odnotowano trzesienie ziem,
ktdre mialo 8,7 stopnia w skali Richtera. Nie oznacza to, e w Polsce

sila trzgsienia byla tylko okofo 2 razy slabsza. Znajac sposéb okreslania

skall Richtera oraz wiasnosci logarytméw, mozemy obliczy¢, ze wstrzasy

w Indiach byly 10 000 razy silniejsze niz w Polsce.

Pojecie logarytmu = Wtasnosci logarytméw = Powtérzenie



POJECIE LOGARYTMU

Rozwazmy nastepujace pytania: Do jakiej potegi nalezy podnies¢ liczbe 2,
aby otrzymac 327 Do jakiej potegi nalezy podniesc liczbe 2, aby otrzy-
mac 307 Pytania te mozemy zapisac w postaci réwnati:

2 2=30

o

Latwo stwierdzi¢, Ze rozwiazaniem pierwszego réwnania jest 5, bo 2% = 32
Trudno jednak ustali¢, jaka liczba spelnia rownanie 2X = 30. Liczbe spel-
niajaca takie réwnanie bedziemy nazywac logarytmem liczby 30 przy
podstawie 2 i oznaczac¢ symbolem log, 30. Mozna sprawdzi¢, ze 2491 ~ 30,
czylilog, 30 ~ 491.

Podobnie okreslamy logarytmy o innych podstawach.

Dlaa>0,b>0ia#1 liczba
przyjmujemy, Ze: logarytmowana
log,b=c < a‘=b IOgab
/
Zapis log, b czytamy: logarytm podstava
logarytmu

liczby b przy podstawie a.

Mozna powiedzie¢, ze liczba log, b stanowi wykladnik potegi, do ktdrej
nalezy podnies¢ a, aby otrzymac liczbe b.

Zauwatz, 7 liczba spelniajaca réwnanie 2

32 to logarytm liczby 32 przy
podstawie 2. Poniewaz 2° = 32, wiec log, 32 = 5.

[IATTCEN Oblicz.

= 4 3__ 2y 3
a) log; 81 =4, bo 34 = 81 ) log 5= 1bo (%) -2
b) log;40,001 = -3, bo]0’3=|'?=0.00] e log;7=1,bo7'=7
) logg2=1,bo8 = VB=2 f) logs1=0,bo 50 =1

ZADANIE | Oblicz.

a) log, 4, log,, 10000 < logg6, lo A l()g%l. logg 1

b) l()g7%, logy X d) logs 5*, logs 3'2, loy




Logarytmy stosuje si¢ w réznych dzie-
dzinach wiedzy. Szczegdlne znaczenie
ma logarytm przy podstawie 10, ktéry
nazywamy logarytmem dziesigtnym.
Zapisujemy go w uproszczony sposcb.
Zamiast log,o b piszemy logb.

log b oznacza log;o b

Logarytmy dziesietne mozna latwo obliczaé, gdy mamy do dyspozycji od-
powiedni kalkulator. Stuzy do tego Klawisz z napisem log.

E Oblicz za pomoca kalkulatora;

log89  log

12 log 1500

adania 14 )

Ciekawostka

Na Kalkulatorze — oprocz Klawisza log
sluzacego do obliczania logarytméw
dziesigtnych — znalez¢ tez mozna Kla-
wisz In. Stuzy on do obliczania loga-
rytmow, ktérych podstaw jest pewna
liczba niewymierna nazywana liczba e.

©=2,71828182845904...

Logarytm przy podstawie e nazywa-
my logarytmem naturalnym i zamiast
log, b piszemy Inb.

Liczbe e do W XVIII wieku szwi matematyk
Leonard Euler (czyt. Ojler). Zauwazyl, ze kolejne liczby: (1+3), (1+3),
(1+4)", ... zblizaja si¢ do pewnej liczby, ktora nazwal liczba e.

Z definicji logarytmu wynika, Ze dla a > 0 i a # 1 zachodza réwnosci:

log,1=0 log,a =1 log,a’ = b

PRZYKEAD 2 eI

e
V5 53 1 22
logs 155 =logs 55 =logs 53 7% = logs 5 25 =

ZADANIE | Oblicz.

a) log, ¥ b) log; 9v3

oo 53
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il Gdy trudno jest ustali¢ wartoé¢ logarytmu, mozna sic postuzyé metoda
przedstawiong ponizej.

[IATITEN Oblicz logs 27.

logg 27 = x * Szukan liczbe oznaczamy litera x.
9% =27 D loggb=x < ai=b
200 3 i Przeksztalcamy réwnosc tak, aby otrzymac po obu stronach
(32 =3 i potegi o te] samej podstawie.
32x =33 i Korzystamy z tego, Ze jesli potegi o tych samych podsta-
: wach sa réwne, to ich wyktadniki tez sa réwne.
2x=3 .
=3
*=2

Odp. log, 27 = 2

ZADANIE Oblicz.
) logy} b) log, 81 ©) logys V5 d) logo, VIO
wadonia 10-14 )

IV Logarytmy moga by¢ liczbami wymiernymi albo niewymiernymi. Na przy-
klad liczby: log, 4, logi 27, log /10 sa wymierne, a liczby: log, 5, log; 7,
log % sa niewymierne. Mozna to udowodnié.

Twierdzenie: Liczba log,5 jest niewymierna.

Dowsd
Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost.

Zaktadamy, ze twierdzenie

Zalozmy, ze liczba log, 5 jest wymierna. | (R A4HT 0 B

Zatem log, 5 = £ dia pewnyeh liczb :  (iczba og, 5 jest dodatnia, wiec moze-
calkowitych dodatnich p i g. my przyjac, ze p i g tez s3 dodatnie.

Stad: 27 =5

24
Wobec tego: (z%) =50
Zatem: 27 =50

W rozkladzie na czynniki pierwsze liczby 27 wystepuje tylko liczba 2, a w roz-
Kladzie na czynniki pierwsze liczby 59 wystepuje tylko liczba 5. Zatem liczby
27 59 nie moga by¢ réwne.

i i i s¢. Tym samym udowodni-
lismy, 7e liczba log, 5 jest niewymierna. [

adare 15 )
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Z historii

Na pomysl wprowadzenia logarytméw jako pierwszy wpadl Szkot John
Napier (czyt. Dzon Neipier). Swoje rozwazania opublikowal w 1614 roku
w ksigzce ,Opisanie cudownych zasad logarytmow”. Logarytmy Napiera
r6znily si¢ nieco od tych, ktorymi poshugujemy si¢ dzisiaj, ale stanowily
tak ogromny postep w metodach rachunkowych, ze od razu wzbudzily
ogromny entuzjazm.

Nazwe logarytm wprowadzil sam Napier. Powstala ona z greckich slow:
logos — myslenie i arithmos — liczenie.

do obliczeri pomoglo Johan-
nesowi Keplerowi odkry¢ prawa dotyczace ruchu planet. Inny znany
uczony Pierre Laplace (czyt. Pier Laplas) twierdzil nawet, ze ,wynalazek
logarytmow (...) podwaja Zycie astronomonn”.

ZESTAW ZADAN

1. a) Zastap podang réwnosc odpowiednia réwnoscia typu a

logg4 = log;1=0

3

b) Zapisz liczby a, b, ¢ i d za pomoca logarytmu.
b

- 1Y o

=10 (-7

2. Znajdz liczby oznaczone literami.

log,a=4 logsd =1 log,

logyb=5 logze=1 logsh=2 logk =2
logygc = 5 logs f=-1 logi=V3

3. Znajdz logarytmy.

a) log; 25 d) log; 1 9) log; V5 i) logs V36
b) log; 27 e) logy 3 h) log; V7 K log, 16
o logg ¢ ) 1ogi00 10 i) logs V3 1) logs2
4. Oblicz.

a) log10% 9 log @) log 9 log1

b) log 100 d) 1og0,001 0 log10® 1 log /10
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/Il 5. Oblicz.
a) log,4 log; 1 logs 5° logy 37 log, 67

210
b log: (3) log

log: log; 1

9logsl  logs(VA)T logs(v2)  loggve  logss (V7Y

6. Oblicz.
2 ’ 26 .
a) logs 57 logs (5%) logs (5%) logs (57)
15)-4 o1 o( ¥10)? gL
b) log(10'5) log 135 log(J/10) log %

9 log, 27 log, (0,57)° log, 41 log1 (v2)'®

7. zapisz litery odpowiadajace liczbom w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.

a) A=log; 81 K:Iog,% O:logx% R=log;27
b) A=log, V2 G =log, % R=log, 1 T =log,2
1 1
9 A=lng%\/; B-logy2  K=log} R-log, 1
d) A=log; C=logs /5 E =log; 125 R =logs %
8. Oblicz.
a) logy9-log; 1 - logy 3 - logy V3 b) log, 1 -logy 2 -log, 2 - log, V2

9. Ktéra z podanych liczb jest najmniejsza, a ktéra — najwieksza?
a)logi7 logs7 logs7 0 10g10010  logoy 10 log 510

b log,8 logs8 log, 8 d) logyz25  log125  logss25

41 10. oblicz.

a) log,,; 100 9 log,8 o) log; VI3 9) logy 33
d) log, V5 ) log, V2 h) log 1010

11. Oblicz.

a) log 575 o log 54v2 €) log 335 V105

b) log 527 d) log 3566 ) log,7 V49
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12. Znajdz liczby oznaczone literami.

a) log, 125 =3 d) log,3 = % g) log,5=-2

b) log, 10000 = 2 @) log, 3 h) log, 0,0001 = -8

o log.v2=1 0 log,7=-1 i) log, 05=-1

13. Znajdz liczby x, i z spelniajace warunki:

a) logsx =3 b) loglx=% o logsx=-4
5
log; V7 =y loge, VIO =y
log, 16 =4 log, 100 = -2 log,3 = 5

14. Przedstaw liczbe 1 jako logarytm pewnej liczby przy podstawie p.

a)l=4, p=3 Ql=1, p=7 e I=

a1

, p=6 1=

15. Wykaz, ze:

a) liczba log, 7 jest niewymierna,

b) liczba log, 6 jest niewymierna.

MINISPRAWDZIAN

S1. O dwdch liczbach dodatnich a oraz b wiadomo, ze a’ = 3. Z tej réwnosci
wynika, Ze:

A a=logsb B.log,b=3 C.b=logsa D.b=log,3

$2. Tle sposrod liczb: logs 1, logs 3, log; 7, 1oge6 1o liczby naturalne?
A. jedna B. dwie C. trzy D. cztery

3. Ktéra z podanych liczb jest wieksza od 17

A. logs o B.log; V3 Clogy 4 D. log, 1
54. Wskaz liczbe réwna log 101/T0.

A.-0,5 B.0,5 C1,5 D.25
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WEASNOSCI LOGARYTMOW

Pojecie logarytmu §cisle wiaze si¢ z pojeciem potegi. Nic wiee dziwnego, Ze
2 praw dzialaii na potegach wynikajq pewne wlasnosci logarytmow.

CWICZENIE A’ Sprawdz, Ze prawdziwa jest podana rownosc.

=log,(4 - 8) b) log 100 + log 1000 = log 100000

a) log, 4 + log,

o logarytmie iloczynu
Jeslia, b i sq liczbami dodatnimi i a 41, to:

log,(bc) = log, b +log,

Dowéd
Przyjmujemy, ze a>0,b>0,c>0ia#1.

Niech: log,b=x i log,c=y
Wobec tego: b=a* i c=a’
Zatem:

be=a*-ar
Korzystamy z wiasnosci poteg.
be=a¥y
Stad:
logg(bc)=x+y Korzystamy z definicji logarytmu

Wobec tego:

log,(bc) = log, b +log,c O

CWICZENIE B Sprawdz, Ze prawdziwa jest podana rownosc.

log; & b) log 100 - log 1000 = log 0,1

a) log, 4 - log, 8

Twierdzenie o logarytmie ilorazu
Jeslia, b ic sq liczbami dodatnimi i a4 1, to:

log, 2 = log, b - log, ¢

ICZENIE € Uzasadnij powyzsze twierdzenie. Mozesz wzorowac sig na dowo-
dzie twierdzenia o logarytmie iloczynu.
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PRZYKtAD 1 oIS

10g5 10 +10gs 7,5 - logs 3 = logs(10 - 7,5) ~ logs 3 = logs %2 = logs 25 = 2

ZADANIE | Oblicz.

) logs9+logg 4 b) log; 35 -logs 7 © log, 12 +1og, 6~ log, 9
Przyjmij, ze log4 ~ 0,6 i oblicz przyblizona wartos¢ log 250.
100

109250 = log 192% =10g 1000 ~log4 ~ 3-0,6 = 2,4

ZADANIE | Oblicz przyblizon wartos¢ log40 oraz log0,004.

daria 14 )

Il Zauwaz, ze korzystajac z twierdzenia o logarytmie iloczynu, otrzymamy:

log, b* =log,(b - b) = log, b +log, b = 2log, b

ZENIE D Uzasadnij, Ze zachodzi réwnosé: log, c* = 3log, ¢

[

Rownosci rozwazane w éwiczeniu D dotyczyly logarytméw poteg o wy-
Kladniku naturalnym. Analogiczne réwnosci zachodza tez dla logarytméw
poteg o dowolnym wykladniku.

Twierdzenie o logarytmie potegi
Jesli a oraz b sq liczbami dodatnimii a 41,
to dla kazdej liczby rzeczywistej p:

log, b” = plog, b

Dowéd
Przyjmujemy, ze a>0,b>0ia#1.
Niech: log,b=x i log,b" =y

iar=br

Korzystamy z definicji logarytmu.
Zatem: a* =

Wobec tego:
@ =bP = (@) =a%
Zatem: a” = a¥"
y=px
Zatem: log, b? = p -log,b [
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[TIATTEN Korzystajac z tego, ze logy7 ~ 1,8, ustal przyblizonq wartos¢
podanej liczby.

a) log;49 =log; 7% = 2log; 7 ~ 3,6

b) logs 997 = logs 9+ logs 75

2431097 52,6

ZADANIE Korzystajac z tego, ze log, 10 = 3,32, podaj przyblizona wartos¢ liczby:
a) log, V10 b) log, 0,01 © log, 2100 d) log, @
sadania 55 )
(Il PRZYKL, Przedstaw w postaci jednego logarytmu.

) 1log, 36 -2log, 5 = log, 36% - log, 52 = log; 6 - log; 25 = log, =
b) 2-logs 2 =2logs 5 - logs 2 = logs 52 - logs 2 = logs (25 : 2) = logs 12,5
ZADANIE | Przedstaw w postaci jednego logarytmu.

a) 2logg3+Llogg8 b) 4-2log;7
sodania 9-14 )

ZESTAW ZADAN

1. Przedstaw podane wyrazenie jako jeden logarytm.

a) log, 3+log, x o) log; & +log; & ~log; n

b) logs a - logs 4b ) logg a +logg 5b - logs 8¢

o log % +log3m g) logs 2v +log; v -logs 3v

d) log 7a - log4a - log 3a h) logx + log VX - log V2X

2. Oblicz.

a) log, 80 +log, 0,1 d) logs 100 - logs 4 9) log; 6+log, 12 +log, 3
b) log, 4,5 +log; 2 @) log, 7-log, 56 h) log3 +log2 ~log6

9 lug2000+lug% 1) log; 14 -log; 27 i) log4-log5+log125

3. Przedstaw podany logarytm w postaci sumy lub réznicy logarytméw.
9 4x u ab
a) log,(5%) 9 log & o) logy, & 9 log 2

b) log, § d) log; 2 1 log(abc) h log L

1
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4. Przyjmij, ze log7 ~ 0,845, i oblicz:
log 70 log 700 log 7000 000 log 0,7 1log 0,07 log (7 - 10719)

5. Niech a bedzie taka liczba, ze loga = 2. Oblicz:

13 1 il (loga)*
a) loga 9 log % @) log Va 9 Qe
b) loga” d) log ¥a 9 logiE h) loga - loga*
v

6. ) Przyjmij, e log; 2 ~ 0,43, i oblicz:
logs V2

logs4 logs32 logs} logs § logs 515
b) Przyjmij, Ze logs 7 ~ 1,21, i oblicz:

logs 49 logs L logs L 1ug577" logs 749 log; L
7

7. Przyjmij, ze log2 ~ 0,3, log5 ~ 0,7, i oblicz:

a) log o log40 €) log0,4 g) 10g0,04 i) log/20
b) log 2 d) log 250 f log2,5 h) log6,25 i) log25v2

8. Przyjmil, ze log, b =x i log, = y. Przedstaw za pomoca liczb x i y wyrazenie:
a) logy(bo) 9 log, > o) log, <

A
b log, o log,(b%c’) 0 log, (51

9. Przedstaw podane wyrazenie jako jeden logarytm.
a) 3log,a+log, b 9 3log;(4n) - 2logy(5n) e log 2k - 5logk® - 2logk
b) 2log;(4x) +5logsy  d) ~2logz - 4log(22) 1 log 1 -2loga?+3loga

10. Przedstaw podane wyrazenie jako jeden logarytm.

a) 2+log,5 9 log,3-4 o 4-log3 9 L+log,7
b) log2+3 d) log; 10~ 1 0 1-log5 h) 2-log2
11. 0bok podano wzér, ktéry pozwala przedsta- Jeslia>0,b>01a$1, 10

wi¢ dowolny logarytm za pomoca logarytméw
dziesietnych. Przyjmij, Ze log2 ~ 0,301 i log 2
~ 1,398, i korzystajac z podanego wzoru, oblicz:

log, b= {‘_‘:g%

a) log, 25 b) log,s 2 9 log,s4 d) log, 25
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12.W 1938 roku amerykariski psycholog
Robert S. Woodworth (czyt. Ludiorf) prze-
prowadzil badania nad szybkoscia zapomi-
nania zdobytej wiedzy, gdy nie jest ona
utrwalana. Okazalo si¢, Ze zjawisko zapo-
minania mozna opisac za pomoca WZoru:

M =100 -35log(t +1)

M — procent pamigtanych wiadomosci

t — liczba dni, ktére uplynely od nauczenia si¢ tych wiadomosci

a) Oblicz, jaka czgs¢ wiadomosci zostala zapomniana podczas badaii Woodwortha
ic 10 dni. Mozesz skorzystaé z kalkulatora.

w czasie pierwszych 5 dni, a jaka w ¢

©b) Po jakim czasie zostala zapomniana polowa wiadomosci?

Ciekawostka

W 1935 roku amerykaiiski sejsmolog
Charles Richter (czyt. Czars Risze) wpad!
na pomys! mierzenia sily trzesien ziemi
na podstawie amplitud drgari wywoly-
wanych przez wstrzasy. Poczatkowo za
podstawe swej miary cheial obrac stosu-
nek amplitudy drgani (mierzonej w od-
leglosci 100 km od epicentrum) do am-
plitudy wzorcowej, wynoszacej 10~ cm
(odpowiada ona drganiom niewyczuwal-
nym przez czlowieka). Okazalo si¢ jed-
nak, Ze otrzymywal w ten sposdb liczby
od bardzo malych do bardzo duzych
(od 0 do 800000 000), co utrudniato ich
poréwnywanie. Postanowil wigc jako mia-
Te intensywnosci trzgsiei ziemi przy-
ja¢ logarytm dziesigtny otrzymywanych

13. Przeczytaj ciekawostke.

liczb. Tak powstala powszechnic dzi
wiywana skala Richicra, Sl trzesinia
ziemi oblicza sic w tej skali ze wzoru:
=log 4
R — sila trzesienia ziemi mierzona
w stopniach w skali Richtera
A — amplituda trzesienia ziemi (w cm)
Ay — amplituda wzorcowa (10~ cm)

Na przyklad: jesli amplituda trzgsienia
ziemi bwa 100 razy wicksza od wzor-
100), to R = log100 =
Jesh et trzgsienie ziemi mialo
7 stopni w skali Richtera, to z powyz-
szego wzoru mozna obliczyé, ze bylo
ono 10 min razy silniejsze od trzgsienia
o amplitudzie wzorcowe].

a) lle stopni w skali Richtera mialo trzesienie ziemi o amplitudzie 1 cm?

b) Naukowcy oceniaja (na podstawie obserwowanych do dzis skutkéw), ze najsil-
nicjsze trzgsienie ziemi nawiedzilo Polske 5 czerwea 1443 roku i mialo sile 6 stopni
w skali Richtera. Oblicz amplitude drgari tego trzesienia.

9 Jedno z najsilniejszych trzesieri ziemi w Polsce o sile 4,8 stopnia w skali Rich-
tera zanotowane przez sejsmografy mialo miejsce w 2010 roku. Ile razy mniejsza
byla amplituda drgaii podczas tego trzesienia ziemi od amplitudy drgari podczas
trzesienia ziemi, ktore dotknelo Japonie w roku 2011 i mialo site 9 stopni w skali
Richtera?
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Ciekawostka

Wyobraz sobie eksperyment, w Ktrym t=a+blog ’%
badana osoba ma na przemian wafi€ ;4 oy sekundach) pourzebny do wy-
wskaznikiem w dwa jednakowe paski konania ruchu od paska do paska
polozone obok siebie. y — odleglos¢ (w cm) miedzy paskami
x_y_ X X — szerokos¢ (w cm) kazdego z paskow
a,b — stale charakierystyczne dla danego
eksperymentu

Wzor Fittsa zostal doceniony m.in. przez

projektantow interfejsow systeméw ko
Latwo zrozumie¢, ze czas potrzebny do  puterowych. Chociaz opisuje on prosta
przesuniccia wskaznika i trafienia w pa-  prawde, Ze trafia si¢ w cel tym latwiej,
sek zalezy od szerokosci paskow i odleg-  im jest on wigkszy 1 blizej polozony, to
tosci migdzy nimi. W 1954 roku amery-  pomaga zdecydowat, czy lepiej umiesz-
kaitski psycholog PM. Fitts podal wzor,  czac duze ikony na wigkszej powierzch-
ktory przedstawia ten zwiazek. ni, czy male, ale za to blisko sicbie.

14.W pewnym eksperymencie podobnym do opisanego w powyzszej ciekawostce
ustalono, ze stale a 1 b wynosza: a=0.2s, b=0,5 s. Zatem:

t=02+05log 2

a) O ile dluzszy jest czas ¢ w wypadku, gdy y = 3cm i x = 7cm, od czasu t
w przypadku, gdy y = 2cmix=5c

o b) Oile wydluzy sic czas , gdy odleglosé micdzy paskami zwickszymy dwukrotnie,
a0 ile — gdy zwiekszymy ja trzykrotnie?

MINISPRAWDZIAN

51. Ktéra z podanych liczb jest dwa razy wieksza od liczby logs 107

A.logs 25 B.logs 5 C. logs 20 D. log; 100

52. Liczba 3log;2-2log; 5 jest rowna:
A 1og,§ B. log; 0,6 C. logs é D. log; 0,32

3. Liczba log,(15 - 16) jest od liczby log, 15:
A. 16 razy wigksza B. 0 16 wicksza C. 4 razy wigksza D. 0 4 wigksza
54. Tle 7 rownosci zapisanych w ramce obok jest 2log5 =log 10
prawdziwych?

A. jedna B. dwie C. uzy D. zadna

L1og25=1og15-10g3
log25 +log4 = 10
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1. Oblicz wartosé b.

a) logs b
b) log, b=3

1 o logzb=-2

2. Oblicz wartos¢ a.

a) log, 125 =3 o log, ¥2=1
b) log, 7 =-1 d) log,3v3=3
3. Oblicz.
a) log, 81 €) log 1000

1
b) log, 1) log; 7
9 log; 125 9) log; V3
d) logg 1 h) logo 0,04
4. oblicz.
a) logy; 81 d) logy NA
b) log, 55 e) log,s V3
9 logys 152 1) logy, 125

5. Uporzadkuj liczby w kolejnosci od
najmniejszej do najwiekszej.
: e
a=logs5F  b=log (37%)

6. Oblicz.

a) logy 27 +logy 3

b) log, 8 +log, 2

o) logs 180 - logg 5

d) log5Y10-log5

e) 2log;310 - 2log; VIO

7. Liczba p jest 1000 razy wicksza od

liczby g. O ile wicksza jest liczba log p
od liczby log g7

88

8. Ktéra z podanych dwéch liczb jest
wicksza? O ile jest wigksza?

a) a=log,5, b=log,20
b) a=log3, b=log300
9 a=logy3, b=logy 24

) a=log,15, b=logy,75

©

. Przedstaw jako jeden logarytm.
a) logs 2x +log; 5y

b) logs 6x - logs

o -log; x* +log; 2xy

d) 3log, 4x +log, ¥

o) zlog%-mog%

10. Przedstaw jako jeden logarytm.
a) log,5-3 o 3+log4

b) 2-logy 3 d) %Hog;ﬁ
11. Przedstaw jako jeden logarytm.
2log; /5 ~log; 6.+ 2

12. Korzystajac z przyblizeri log2 ~ 0,3,
log5 ~ 0,7, oszacuj:
2) log4  log8

log25  log125

b) log} logJc

log20

log V2 log %

2 5 4
o log? log3  log s
13. Udowodnij, ze dla kazdej liczby na-
twralnej n liczba nlogg 4 + nloge 9 jest
parzysta.

14. Wykaz, ze liczba log, 7 jest niewy-
mierna.
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Rownania,
nierownosci,
uktady réwnan

Pewien profesor Uniwersytetu Jagiellorskiego, zapytany o swdj wiek, odpowiedzial:
— Siedem lat temu moja uczelnia byla ode mnie siedem razy starsza. Siedemdziesiat lat
temu byla ode mnie starsza siedemdziesiat razy.

W ktdrym roku 6w profesor wypowiadat te stowa? lle miaf wtedy lat?

Na te pytania mozna odpowiedzie¢, rozwiazujac odpowiedni uklad réwnari

Rozwigzywanie réwnan = Wielkosci wprost proporcjonalne i odwrotnie
proporcjonalne = Rozwigzywanie nierdwnosci = Nieréwnosci z war-
toscig bezwzgledng = Ukfady réwnan = Uklady réwnar oznaczone,
nieoznaczone i sprzeczne = Zadania tekstowe = Powtdrzenie



ROZWIAZYWANIE ROWNAN

CWICZENIE A Kazde z rownan w ramce obok przeksztal¢
Przyklady réwnai do postaci ax+b = 0.

pierwszego stopnia
2 jedna niewiadoma;

Réwnanie, kiére mozna przeksztalcic do postaci:

ax+b=0,
gdzie a i b sq danymi liczbami, nazywamy réwna-
niem pi stopnia z jednq niewi

Nicktére réwnania, w kidrych niewiadoma wystepuje w drugiej lub wyz-
szej potedze, tez s rownaniami pierwszego stopnia, ale widaé to dopiero
po ich upr niu. Pr ijmy, Ze ljac réwnania, zapisuje-
my coraz prostsze réwnania réwnowazne, czyli takie, kiére maja to samo
rozwigzanie. Mozemy przy tym do obu stron réwnania dodac lub od obu
stron réwnania odjaé t¢ sama liczbe. Mozemy takze obie strony réwnania
pomnozy¢ lub podzieli¢ przez liczbe rézng od zera.

PRZYKLAD Rozwiaz réwnanie.

(x=2) - x3(x-6)=7x+2
Korzystamy ze wzoru
3_6x? 34 6x2 =
X3 =6x% +12x -8 -x3 +6x% = 7x +2 @b o - 32 30~
12x-8=7x+2

5x=10

(x+4)2 b) (2x-5)2x+5)=(1-2x)?
wdania 13

ZADANIE | Rozwiaz réwnanie:

Rownania, ktére nie maja rozwiazan, nazywamy sprzecznymi. Gdy kaz-
da liczba spelnia dane réwnanie, nazywamy je tozsamosciowym.
[IIATITEN Rozwiaz réwnanie.
a) 4x(x+1)=Qx+1)?

4x% +4x = 4x7 +4x+1

Nie ma liczby, ktéra po pomnozeniu przez 0
bytaby réwna 1. Rownanie nie ma rozwiazar
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b) x(x +2)-(x +12+1=0

X 4+2x- (2 +2x+1)+1=0
X H2X=x2=2x=1+1=0

0-x=0

Réwnanie toseaniotciows, Rozwiazaniem réwnania jest dowolna

ZADANIE | Rozwiaz réwnanie.

) (2x-D@x+1)+2 = (2x+1)? - 4x b) (x+4)x-6)=(x~ 1
zadanie 4
il Niektére réwnania, ktére maja postac
proporcji, da si¢ rozwiazaé, stosujac Jeslib 4 0id+#0, to pro-
takie same metody, jak przy réwna- porcje: g _ ¢
niach pierwszego stopnia. Trzeba jed- b=a
nak pamictaé, ze wartosci wyrazen mozna zastapié réwnoscia:

wystepujacych w mianowniku nie mo-

d = b
ga by¢ réwne 0. ad=be

[TIATIITEN Rozwiaz réwnanie.

4-x _5-x senia: .
a) $% =22 Zatozenia: 5+x40 i x+140
x#-5 x#4-1
@=X0+1) = (5 =0 +x) § Jesli b4 0140, t0 proporcie § = §
mozna zastapi¢ réwnoscia ad = be.
4x+4-x2-x=25-x%
3x+4=25
3x=21

Rozwiazanie x = 7 spefnia zafozenia.

1-3x Zatoz 1

5 atozenia: x =240 i x40
x42

35 x = (= _ Jesli b#0id#0, to proporcie § = §
6-3x - x=(x-2)1-3x mozna zastapi rownosci ad = be.

6x-3x% = x-3x% - 2+6x
0=x-2
x=2

. e T Rownanie nie
Liczba 2 nie spetnia zatozenia, wiec réwnanie jest sprzeczne. et

ZADANIE | Rozwigz rownanie.

4 ez 9xel by 93 _ 3x ¢ 226 _ 3ex

2ex " 3x+2 x+3 "X+l Ixe1 T 2006

i 513 )
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[IATISRE Rozwiaz réwnanie.

a) [4-x|=7 ¢
4-x=7 lub 4-x=-7

IV Metody rozwiqzywania réwnari pierw-
szego stopnia z jedna niewiadoma
mozna tez wykorzysta¢ do wyznacza-

Przyklady rownan
2 wartoscia bezwzgledna:

nia liczb spelniajacych niektére row- IxI=6 I2x-1
nania, w ktorych wystepuje wartos¢ 6 15-x
bezwzgledna.

CWICZENIE B Dla kazdej rownosci ustal, ile jest liczb, ktérymi mozna zast
litere.

lal=4 bl=0 cl =

Wartos¢ bezwzgledna liczby jest zawsze liczba nieujemna i wyrazenie |al
mozemy zinterpretowaé jako odleglos¢ na osi liczbowej liczby a od 0.
Rozwazmy réwnanie:

lal=7
Spelniaja je liczby, ktérych odleglosc od 0 jest rowna 7, czyli liczby 71 7.

lal=7 < a=7lub a

Gdybysmy w réwnaniu |a| = 7 zastapili liter¢ a innym wyrazeniem alge-
i np. 4 - x, to iby$smy réwnanie, ktére mozna réwniez

Tatwo rozwiazac.

Je-xl=7
8

3 lub x=11 : Réwnanie ma dwa rozwigzania.

b) |2x+5=13
2x+5=13 lub
2x=8 lub
x=4 lub Rownanie ma dwa rozwiazania.
O 3.15x-41=0 |:3 { Pracksztatcamy rounanie do_postaci
[5x-41=0
 Liczba 0 to jedyna liczba, kiorej war-
5x-4=0 t0¢ bezwzgledna jest rowna 0
x 4

92
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d)5|2x+3|+4=0 |-4 i Przeksztalcamy rownanie do postaci
i lal=b.

Sl2x+3l=-4 |:5
[2x+31=-%
i Nie ma liczb, ktérych warto$¢
Réwnanie sprzeczne. bezwzgledna jest ujemna.

ZADANIE | Rozwiaz rownanie.
a) Ix+6|-8=0 b) H=3-p O 4-12x-6/+3=3
sodania 14-17 )

ZESTAW ZADAN

1. Rozwiaz réwnanie.

a) 3x-(2-x)=-9 d) —4(2x-5)=2(3x+7)
b) x-(x-3)=4x-8 e —52-x=3-(x-1)
© Sx=10x-2(x+5) ) x=7(x-1)-4(3-x)

2. Rozwiaz réwnanie.
Ix+2=2(5x— 2y_1=1-3x
a) §X+2—§lSX 1) d) §% 1 )

302 - 3x+2 _ 3
b) Xf7(2x+3)7 e =

3. Rozwiaz réwnanie.

a) 4x2+x)=(x-17 @ (5x+ DGx-1)=(3-5%°
b) (6x+5)° = 9x(4x +7) N (x+2)? =x(x+6)

Q) (3+4X)(3-4x)=1-8x(2x+1) g) 4x°(3-2x) = (1-2x)°

d) (2x-3) = (1+2x)? h) (x-2)° =x(x-3)*

4. W kazdej grupie rownari wskaZ réwnanie sprzeczne oraz réwnanie tozsamosciowe.

a) x+(x-3)=5 b) 35X=) - 3x 9 (x-2)x+2)=
x-(x-4)=5 S -0 (x-3)=

X-(x-5)=5 39~ 3x-45 (D=1 +1=x°
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4/l 5. RozwigZ réwnanie.

X-17 x+
o X —xil
X+T 7 X+

6. Zapisz i rozwiaz odpowiednie réwnanie.

a) Liczba 3 razy wicksza od x jest réwna polowie sumy liczb x i 7.

=

) lloraz liczby x i liczby o 1 od niej wiekszej jest réwny 2.

) Roznica kwadratu liczby x i kwadratu liczby o 2 mniejszej od x jest réwna 40.
d) lloraz liczby o 5 wickszej od x przez 4 jest rowny ilorazowi liczby 2 razy wick-
szej od X przez 6.

@) Liczbe x najpierw powiekszono o 20%, a nastepnie otrzymana liczbe obnizono
0 30%. Wynik byl réwny 63.

7. Stosunek dlugosci bokw pewnego prostokata jest réwny 2 : 5. Jeden z bokéw
jest o 1m dluzszy od drugiego. Jaki obwd ma ten prostokat?

8. Tata Ani jest cukiernikiem. W tlusty czwartek Ania przyniosta do klasy wielkie
pudio z paczkami. Antek zjadl 15 wszystkich paczkow. Wiesick i Kazik tez okazali
si zarlokami — kazdy z nich zjad! tylko o 2 paczki mniej niz Antek. Szesciu
uczniéw zjadlo po 3, a Ania i jej dwie kolezanki — po 2 paczki. Reszta uczniéw,
czyli polowa obecnych, zjadla po jednym paczku. Wychowawca zjadl cztery paczki
iw pudle zostala jeszcze § wszystkich paczkéw. Tle paczkow zjedli uczniowie?

9. Jeszcze w zeszlym miesiacu w firmie Macho pracowalo 6 pari. W tym miesiacu
Zatrudniono 7 panéw i 2 panie, ale stosunck liczby panéw do liczby par sie nie
zmienit. Tlu pracownikGw zatrudnia teraz firma Macho?

10. Do niedawna chiopey stanowili 30% zespotu piesni i tarica Biesiada. Wezoraj
dolaczylo 5 chlopeow. Teraz meska czes¢ zespolu stanowi 40% liczby wszystkich
czlonkéw. Jak liczny jest teraz zespot Biesiada?
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11. Pawel ma o 10071 wigcej niz Gawel. Gdyby Pawel oddal Gawlowi polowe swo-
ich pieniedzy, to Gawel mialby dwa razy wiecej pieniedzy niz Pawel. O ile zlotych
wiecej mialby wowczas Gawel?

12. Kiedys do partii Przeszlos¢ nalezalo 3 razy wiecej oséb niz do partii Przy-
szlosé. W wyniku nieudanych dziatai w Przeszlosci 5 0séb przeszio do Przyszlosci.
Ostatnio przewodniczacy Przeszlosci ipr udang akeje pro-
pagandowa, w wyniku ktérej 2 osoby z Przyszlosci wrocily do Przeszlosci, a na
dodatek przyjeto jeszeze 5 nowych czlonkéw. Teraz Przeszlosé jest dwa razy licz-
niejsza niz Przyszlosé. lle osob nalezy do Przeszlosci?

 FPRzZEszirosE

prgslodeiq uerodu

Gdyby plurpatka
Plurpatka ma miata o 3 bzdyle mnicj, Ite razent
3 razy wiecej amlukolka o 4 bzdyle bzdyli maja
bzayli niz mlukotka. wigcej, to plurpalka mialaby milukolka
tylko 2 razy wigcej bzdyli 2 plurpatka?
e

V' 14. Rozwiaz réwnanie.

a) 13x+2|=7 d) 7+13y[=9 g Xtll-3
€ 3:]1-2w[-6=0 h) 6-[10-4t| =2
Q 2-|x-3|=8 5-14-x|=5 i) zx—éul

15. Nie rozwiazujac ponizszych réwnar, uzasadnij, Ze sa to réwnania sprzeczne.
Sel2x+7]=4 1-ly+11=3 1zI-3-|zI =8

16. Rozwiaz réwnanie.

a) Ix-3] = |2x] b) [x+4] = [2-x| 9 [2x+5

Wskazowka: lal = |b| <> a=bluba=-b.

=11-2x|

® 17. Rozwiaz réwnanie.
a) x| +1|=7 b) [3-12x+1]1=15 9 112-3x]-5=
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MINISPRAWDZIAN

S1. Tle spoéréd réwnan w ramce ma roz-
wiazanie nalezace do przedziatu (-3;1)?

Ajedno  B.dwa C.tizy  D.cztery

52. Ktre z ponizszych réwnaii jest sprzeczne?
A (5-2)(3+2) = 3x-4) Cod(x+1? = (@x+17
" o5 e

D.

53. Kt6re z rownan spelniajq dwie liczby parzyste?
A |x+5|=4 B.Ix+4|=3 C. |x-7

D. |x-6/=0

54. Kazda wypowiedZ na forum internetowym mozna ocenic, jac +1, gdy
wypowiedz si¢ podoba, lub -1, gdy si¢ nie podoba. Pewnq wypowiedZ ocenito
57 0s6b, a suma ocen to +13. Ilu oceniajacym osobom ta wypowiedz si¢ podobala?

A 13 B.22 C.3 D. 44

WIELKOSCI WPROST PROPORCJONALNE
| ODWROTNIE PROPORCJONALNE

W tabeli przedstawiono, ile zlotych trzeba zaplaci¢ za kawalki pewnej

wstazi.
x o2 ]o5| 1 [12]15] 5 |75
y 010025050 060 075]250]375
x — dhugos¢ wstazki (w metrach) ¥ — koszt zakupu wstazki (w Zlotych)

Zauwazmy, ze dla liczb podanych w tabeli stosunek ¥ jest zawsze rwny
0,50. Zatem zwiazek miedzy kosztem zakupu a dlugdscia wstazki mozna
zapisac w postaci réwnosci:

2=050

Z tej réwnosci wynika, ze gdy zwicksza si¢ wielko§¢ , to tyle samo razy
zwieksza sie wielkos¢ y.
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0 zmieniajacych si¢ wiclkosciach, Zalezne od siebie wielkosci X i y
ktérych iloraz jest zawsze taki 53 wprost proporcjonalne, gdy:
sam, mowimy, Ze s wWprost pro- 2o

¥-a

porcjonalne.
gdzie a jest stala i a > 0.

Gdy na wadze potozono gwozdzie z duzej paczki, okazato sie, ze
wazyly 1,05kg. Po zdjeciu z szalki 24 gwozdzi waga wskazafa, ze pozostate
gwozdzie waza 0,9kg. lle sztuk gwozdzi bylo w duzej paczce?

masa gwozdzi [kg] ‘ 1,05 | 0,9
liczba gwozdzi [szt]| x| x-24
1,05 Liczba gwozdzi | ich masa to wielkosci wprost pro

porcjonalne, wiec zachodzi réwnos¢ ilorazow.

1,05(x - 24) = 0,9x
1,05x-25,2 = 0,9x

Rozwiazujemy otrzymane réwnanie.
0,15x = 25,2

x =168
Odp. W duzej paczce bylo 168 gwozdzi.

ZADANIE | W stoiku jest 0,91 miodu, kiéry wazy 1,25 kg. Oblicz mase 4,5 L miodu.

i 1-8 )

Il Rozwazmy prostokaty o polu 2. W tabeli podano przyklady wymiarow
takich prostokatow.

Dla liczb podanych w tej tabeli iloczyn xy jest zawsze réwny 2. Zwiazek
miedzy tymi wielkosciami mozna zapisac w postaci réwnosci:

X-y=2
Z tej réwnosci wynika, ze gdy zwicksza si¢ liczba x, to tyle samo razy
zmniejsza si¢ liczba y.

0 zmieniajacych si¢ wielkosciach, Zalezne od siebie wielkosci x 1 y s
Ktérych iloczyn jest zawsze taki odwrotnie proporcjonalne, gdy:
sam, méwimy, Ze sa odwrotnie y-x=a,

proporcjonalne. gdzie a jest stalq i a > 0.
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Kierownik schroniska obliczyt, ze jesli schronisko odwiedza¢ be-
dzie 250 turystow dziennie, to zapasow zywnosci wystarczy na 30 dni. Na ile
dni wystarczytoby tych zapaséw, gdyby schronisko odwiedzato dziennie 300
turystow?

liczba oséb | 250

zba di 30 i Liczba turystow jest odwrotnie proporcjonalna do licz-
by dni, na kibre wystarczy zapasow Zywnosci, wiec
250302300 x zapisujemy r6wnos¢ iloczynow.
x=25 Rozwigzujemy rownanie.

Odp. Zapasow wystarczyfoby na 25 dni.

ZADANIE | Hodowca obliczyl, ze zapas wody w zbiorniku na pastwisku starczy dla
25 kréw na 6 dni. Naile dni starczylby ten zapas dla 30 krow?
sadania 9-19 )

ZESTAW ZADAN

1. Sprawdz, ile razy wypowiesz fraze: ,stol z po-
wylamywanymi nogami” w ciagu 20 sekund. lle dni
zajeloby ci wypowiedzenie tej frazy milion razy
W tym samym tempie?

2. Po zmiksowaniu 30 dag truskawek wypelnily one szklanke o pojemnosci 0,25 L.
a) Jaka objetos¢ ma 1,5 kg zmiksowanych truskawek?
b lle truskawek trzeba zmiksowa, aby otrzyma¢ 1,81 musu?

3. Korzystajac z informacji podanych na metkach,
oblicz, ile kosztuje wiekszy kawalek sera Gouda.

4. Czas obiegu Ziemi wokél Slofica wynosi 365,25
doby. W tym czasie nasza planeta pokonuje okolo
340 minkm. Odleglos¢ miedzy Warszawa a Nowym
Jorkiem wynosi okolo 6900 km. W jakim czasie Zie-
mia pokonuje taka odleglosc?

5. Mréwka, ktéra wazy Gmg, potrafi
unies¢ przedmiot wazacy 50mg. Ja-
ki ciezar méglby podnies¢ mezezyzna
wazacy 70kg, gdyby byl tak silny jak
mrowka, a sila ta bylaby wprost pro-
porcjonalna do masy ciala?

98 ROWNANIA, NIEROWNOSCI, UKLADY ROWNAK



© 6. Kostka szecienna o krawedzi 20 cm wykonana z ofowiu wazy 91 kg. Tle bedzie
wazy¢ olowiana kostka o krawedzi 10 cm?

© 7. pusta mala beczka o pojemnosci 201 wazy 3kg, a duza pusta beczka o pojem-
nosci 501 wazy 5 kg. Mata beczka pelna kiszonej kapusty wazy 25 kg. lle wazy duza
beczka wypelniona taka kapusta?

8. Lekarstwo Provitt sprzedawane jest w tabletkach o masie 4,2g i 3,5g. W wigk-
szych tabletkach jest o 5mg wiecej witaminy C niz w mniejszych tabletkach. Tle
miligraméw witaminy C zawiera wicksza tabletka Provittu?

9. Pan Zenek, kierowca cigzaréwki, jedzie zwykle od granicy do domu ze $rednia
predkoscia 60 km/h. Zajmuje mu to 4 godziny i 15 minut. Dzi§ jechal krécej o pot
godziny. Z jaka przecietng predkoscia si¢ poruszal?

10. Dawno temu w pewnym Klasztorze dziesieciu mnichow przepisato Bibli w cig-
gu 300 dni. Tlu réwnie sprawnych w pisaniu mnichéw powinien byl dodatkowo
zaangazowaé opat, aby przepisywanie trwalo o 50 dni krécej?

11. Agata pociela wstazke na 5 jednakowych czesci. Gdyby podzielita te sama
wstazke na 8 jednakowych czesci, to kazda czes¢ bylaby o 6 centymetrow krétsza.
Jaka dlugos¢ miala kazda z 5 czesci wstazki?

12. samochéd cizarowy przywiézl na budowe zapas piasku. W tym celu wykonal
12 kurséw. Inny samochéd, o ladownosci o 2 tony wieksze], przewiozl taki sam
zapas piasku, ale wykonal o 3 kursy maiej. Jaka ladownos¢ ma kazdy z tych samo-
chodéw? Przyjmij, ze w trakcie kazdego kursu ladownos¢ samochodu byla w pelni
wykorzystana.

13. Zajac, kidry biega 1,5 raza szybciej niz wilk, przebiega polang w 12 sekund. lle
czasu potrzebuje wilk, aby przebiec t¢ polane?
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14.Dla stnikéw rajdu pr kociol grochéwki. Zamiast 40 uczestni-
Kkéw w rajdzie wzielo udzial 50 0s6b i racje zupy przypadajaca na osobe trzeba
bylo zmniejszy¢ o 60 ml. Ile litrow grochéwki przygotowano na rajd? lle grochowki
przypadalo na kazda osobe?

Ciekawostka

Wyobraz sobie deske podparta w jednym miej-  Zasade dzwigni mozna opisac réw-
scu. Czy wiesz, 7e czlowiek na takiej hustawce  naniem:

moglby si¢ hustac ze stoniem? Wystarczy tyl-
ko, by punkt podparcia hustawki znajdowal si¢
znacznie blizej slonia niz ciebie.

Regule pozwalajaca obliczyé, w kiérym miejscu
nalezy ustawic punkt podparcia, odkryt grecki
matematyk Archimedes (ok. 287-212 r. p.n.e.).
Regula ta, zwana zasada dzwigni, glosi, ze aby Qi di=Q:dy

dwa przedmioty na hustawce (dzwigni) byly

W réwnowadze, nalezy je umiescic tak, by od- Po odkryciu zasady dzwigni Archi-
leglosci od punktu podparcia byly odwrotnie medes mial powiedzieé: Dajcie mi
proporcjonalne do ich cigzaréw. punkt podparcia, a porusze Ziemie.

Informacje podane w ciekawostce 53 potrzebne do rozwigzania zadari 15-19.

15. Przeczytaj ciekawostke. Przyjmij, e stori wazy 5 t i siedzi w odleglosci 5 m od
punktu podparcia, a czlowiek wazy 50 kg. Oblicz, jak daleko od punktu podparcia
hustawki musialby usias¢ czlowiek, by mogt sie hustac ze stoniem.

4

16. Jaki ciezar nalezaloby ustawic na drugim koricu deski, aby hustawka pozostala
W rownowadze?
a)
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17. W jakiej odleglosci od punktu podparcia nalezaloby postawi¢ odwaznik o ma-
sie 5 kg, aby hustawka pozostala w rownowadze?

a) b)

& @

18. Wykorzystujac zasade dzwigni, mozna
oszacowa¢ masy malych przedmiotow za
pomoca linijki. Popatrz na rysunck obok.
Temperowka, guma do Zucia o masie 14g
ka o dlugosci 30 cm polozone sg tak,
e gdyby przesunaé linijke (chocby odro-
binke) w lewo, to linijka by si¢ przechylila
i temperéwka by spadia. Oblicz, ile mnicj
wigcej wazy temperéwka.

19. Rysunki przedstawiaja schematy zawieszonych wag, ktére pozostaja w rowno-
wadze. Liczby w kétkach oznaczaja ciezar, a liczby przy ramionach wagi oznaczaja
dlugosci. Jakie cigzary powinny by¢ wpisane w miejscach liter?

Ciekawostka

Wag o wielu ramionach, wykorzystujacych zasade dzwigni uzywaja artysci do two-
rzenia réznych kompozyci, np. takiej jak na ponizszej fotografii.
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MINISPRAWDZIAN

51. Taka sama iloscia miesa, jaka zjada 6 Iwow, mozna nakarmi¢ 8 hien. llosé, jaka
zjada 9 lwéw, wystarczy dla:

A. 21 hien B. 12 hien €. 15 hien D. 17 hien

52. Pchla o wysokosci 1 mm potrafi podskoczy¢ na 13 cm. Na jaka wysokos¢ mogl-
by skoczy¢ czlowick o wzroscie 1,70 m, gdyby byl tak skoczny jak pchta?

A.221m B.22,1m C.221 cm D. 135 m

53. Sok, ktéry wypelnial kilka pelnych butelek péltoralitrowych, przelano do bu-
telek o pojemnosci 0,3 L. Teraz sok zajmuj

A. 0 pie¢ butelek wigcej C. pigé razy mniej butelek
B. 0 picé butelek mnicj D. pieé razy wigeej butelek

54. Na rysunkach przedstawiono cztery hustawki pozostajace w réwnowadze. Na
kt6rej z nich masa M nie jest rowna 1,2kg?

A 2m 5m c 6m 1m

3kg M 0,2kg M
B. 3m 4m D. 4m 2m
M 08kg M Z \ 24kg

ROZWIAZYWANIE NIEROWNOSCI

CWICZENIE A Dla kazdej z nieréwnosci zapisa Przyklady nieréwnosci:

nej w ramee: Zods2

a) sprawdz, ktére z liczb: 2, 10, 20 spelniaja dxic<x

¢ nierownosc, I seo
Ix-5¢

b) podaj przyklad liczby (innej niz 2, 10, ~20), 2

Ktéra spelnia t¢ i >4

Rozwigzaniem nieréwnosci nazywamy kazda liczbe, ktéra ja spelnia. Nie-
rownosé mozemy uwazaé za rozwiazana, jezeli okreslimy zbior wszystkich
Jej rozwiazai.
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CWICZENIE B Zapisz dwie dowolne liczby i postaw miedzy nimi odpowiedni
znak nieréwnosci. Sprawdz, kiore z podanych operacji zmieniaja zwrot nieréw-
nosci:

+ do obu liczb dodajemy tg sama liczbe (dodatnia Jub ujemna),

+ od obu liczb odejmujemy t¢ sama liczbe (dodatnia lub ujemna),

+ obie liczby mnozymy przez te sama liczbg dodatnia,

+ obie liczby mnozymy przez te sama liczbe ujemna,
+ obie liczby dzielimy przez te sama liczbe dodatnia,
« obie liczby dzielimy przez te sama liczbe ujemna,

Przy jemy bardzo podobnie jak przy
rozwiazywamu réwnai. Nalezy jednak pamietac, Ze gdy mnozymy lub
dzielimy obie strony nieréwnosci przez liczbg ujemna, musimy zmienic
Zwrot nieréwnosci na przeciwny.

PRZYKLAD Rozwiaz nieréwnos¢ i zaznacz jej zbidr rozwiazan na osi liczbowej.
a) -3x+4<10 [-4 © 0d obu stron odejmujemy 4.

Obie strony dzielimy przez -3, zmieniamy
2Zwrot nieréwnosci na przeciwny.

-3x<6  [:(-3)

Rozwiazaniami nieréwnosci s3 wszystkie licz.
by wigksze od -2 oraz liczba 2.

lustrujemy zbior rozwiazan na osi
liczbowej.

Rozwiazanie nierownosci mozemy przedsta-
wic za pomoca przedziatu.

-8 © Mnozymy obie strony przez 8.

4x-1)<x+6 Przeksztatcamy lewa strone.
4x-4<x+6 |-x+4 : Do obu stron dodajemy —x + 4.
3x<10 |:3 * Obie strony dzielimy przez 3
x<3} ¢ Rozwiazaniami nieréwnosci sa wszystie licz

by mniejsze od 3.

lustrujemy zbior rozwiazan na osi
liczbowej.

Rozwiazanie nierownosci mozemy zapisac za
pomoca przedziatu.

ZADANIE | Rozwiaz nierownosc.
a) 3(2x-5)<10x+1

o 12
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W przykladach na poprzedniej stronie ilustracja zbioru rozwiazar nie-
réwnosci byla polprosta (z poczatkiem lub bez). Ale nie zawsze tak jest!
Przyjrzyj si¢ nier6wnosciom:
x-1<x X+1<x
Pierwsza, z tych nierdwnosci spelnia kazda liczba rzeczywista (liczba o 1
mniejsza od X jest zawsze mniejsza od x). Drugiej nieréwnosci nie spelnia
Zadna liczba (liczba o 1 wigksza od X nie moze by¢ mniejsza od x).
sadonia 315

ZESTAW ZADAN

1. Rozwiaz nieréwnosci.
2a<1 5b<-10 -c<7 -d>-4 -3¢>9 -3 <4

2. Rozwiaz nieréwnos¢ i zaznacz jej zbior rozwiazan na osi liczbowe.

a) 4x-7 < 2x+3 ) 32-x<-5(6x-21)
b) ~x+4 > -3(x-1) ) 6-3x>10x-3

O 2x+ 1) +x > 4x 9) (x+25)<-0,1(2x~10)
d) -2(x+6) > 4(3+2%) ) 7(2-1x)>-6(5-1x)

3. Rozwiaz nieréwnosc.

® 1oz
a) 1>
b) - >-1
o X9 28x=1150

4. W grupie trzech nier6wnosci wskaz taka, ktéra nie ma rozwiazaf, oraz taka,
kt6rej rozwiazaniem jest kazda liczba rzeczywista.

a) 2x+3>x+4 b) =3(5-2x%) > 6x o 55 q42x
2x+532x+1 4B3-50> 1-20x
2x+4<2x+3 “7(1+4x)>-7x+4

© 5. Rozwazmy nier6wnos

x+3<w 3x-2<4 2x-1)> &
Zastap symbole @, #, 4 takimi aby otrzymane nier6wnosci:
a) spelniala kazda liczba, b) nie mialy rozwiazai.
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6. Rozwiaz nieréwnos¢ i zaznacz jej zbior rozwiazarn na osi liczbowej.

a) (2x-57 <4’ d) (2x+5)2x-5) < (2x- 9 +2
b) (x=6)(x+6) < (x-6) ) (2x-3)?+5x(x +5)> (3x - 2)*
P 3x;5)223x1+5 f) X_:,Zx;lbz<1xfl3lx¢2)

7. Ze zbioru A wybierz liczby, ktére
spelniaja nieréwnosc:
2(x+1)-3(@x+5) <~(x-2)

8. Rozwiaz ponizsza nieréwnosc, a nastepnie odpowiedz na pytania.
3x-2(x-2) > 3(x-4)- 22 - 3x)

a) Jakie liczby naturalne naleza do zbioru rozwiazan tej nierownosci?

b) lle liczb calkowitych wiekszych od -3 nalezy do zbioru rozwiazar?

© Jaka jest najmniejsza liczba parzysta, ktéra nie spelnia tej nierownosci?

9. Ile jest liczb dwucyfrowych, ktére spelniaja ponizsza nierownosé?

S5 2x-20
10. Ustal, dla jakich wartosci zmiennej x warto$¢ wyrazenia 2(3 - x) - 3(x - 1):
a) jest liczba dodatnia,
b) jest mniejsza od wartosci wyrazenia 7(1 - x) - (2x - 2).

11. Znajdz wszystkie liczby calkowite, ktére spelniaja jednoczesnie dwie podane
nizej nieréwnosci.

3(x+2)+522 x-3x-2)>x-1

12. Popatrz na rysunek obok. Na ile
co najmniej pelnych godzin nalezy
wypozyczy¢ 16dz, aby bardziej opla-
calo sie skorzystac z uslug firmy Y?
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13.Irek ma w indeksie tylko piatki, czworki i tréjki. Tréjek ma najwiecej, o 10

wiccej niz pigtek. Czwérek ma 3 razy wiecej niz piatek. lle ma tréjek, czworek

i piatek, jesli $rednia jego ocen jest nizsza niz 3,67

fe1my o
14. Przyjrzyj sie rysunkowi. Dla jakich war-
tosci liczby a pole zacieniowanej figury jest

T wicksze od 107
1

ie rysunkowi. W kwadracie zaznaczono pewien trapez. Oblicz, dla
i x pole tego trapezu jest wicksze od 8.

15. Przyjrzyj
jakich warto$

a) b) X 9 x
x 5
N 3
2 2x 3 1
MINISPRAWDZIAN

S1. Narysunku obok przedstawiono zbiér g

rozwigzan jednej z podanych nieréwnosci.
Ktorej?

A x-1>0 B.1-x>0 C.1+x<0 D.-x-1<0

$2. Zbir rozwigzan nieréwnosci x + 2 - (2x + 1) < 3 przedstawiono na rysunku:

A s B. [

53. Tle sposrod liczb —3, -2, -1 12 3 "1 gpeinja ponizsza nierownos$c?
45 7'8' 2
(2x=0,57 = 3x(x ~ 4) < (x +1,5)°

A cztery B. pie¢ C. szesc D. siedem

54. Jaka najmniejsza liczba catkowita spelnia nieréwnosc 2x - 3(x + 1) < 4x + 87
A3 B.-2 c.-1 D. nie ma takiej liczby
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NIEROWNOSCI Z WARTOSCIA
BEZWZGLEDNA

| VICZENIE A Podaj przyklady kilku liczb dodatnich i kilku liczb ujemnych, kto-
rych wartos¢ bezwzgledna jest mniejsza od 5.

Pr jmy, ze |al mozna ¢ jako odleglos¢ (na osi liczbo-
wej) liczby a od zera. Nieréwnos¢ |al <5 spelniaja wiec te liczby, ktrych
odleglosé od zera jest mniejsza od 5, czyli liczby wieksze od -5 i jedno-
czesnie mniejsze od 5

Gdyby$my w nieréwnosei [al < 5 li-
Y tere a zastapili innym wyrazeniem

= o 3 algebraicznym, np. 7 - 3x, otrzyma-

<5 & Bea i @<5 liby$my nierwnos¢ |7 - 3x1 <5, kté-

ra mozna latwo rozwiazac.

Rozwiaz nieréwnosé |7 - 3x| < 5. |?‘3x|<5

17-3x1<5
7-3x>-5 i 7-3x<5 X
S3x>-12 i -3x<-2
x<4 i x>3

Zbiorow lo Zbior mzw\qun nierownosci

o % 4 17-3x1 <

ZADANIE RozwiaZ nierownosc.
a) Ix-9l<4 b) 17+2xI<3
wdoie 1 )

 kto-

il | CWICZENIE B Podaj przyklady kilku liczb dodatnich i kilku liczb ujemnyc
rych wartos¢ bezwzgledna jest wieksza od 5.

Nierwnosé lal > 5 spelniaj te liczby, ktérych odleglosé od zera (na osi
liczbowej) jest wieksza od 5, a wiec liczby mniejsze od -5, a takze liczby
wieksze od 5.

NIEROWNOSCI Z WARTOSCIA BEZWZGLEDNA 107



Zastepujac w nieréwnosci |al > 5

[\ | litere @ innym wyrazeniem, np.

-5 0 5 3 - 4, otrzymaliby$my nierow-

la|>5 <> a<-5 lub a>5 nos¢ |3 - 4x| > 5, ktéorq mozna
Tatwo rozwigzac.

LTI Rozwiaz nieréwnosé |3 —4x| > 5.

[3-4x]>5
3-4x<-5 lub 3-4x>5
—4x<-8 ~4x>2
x>2  lub x<-3

Zaznaczamy zbiory rozwiazan obu nie-
réwnosci na osi; suma tych zbiorow to
2bi6r rozwiazan nieréwnosci |3 - 4x| > 5

ZADANIE | Rozwiaz nier6wnosc.
a) |x+8]>7 b) 14-3x/>8

adani 26 )

ZESTAW ZADAN

41 1. RozwigZ nier6wnosc.
a) 12x/ <9 b) [x-2|<1 o 13y+5|<4

I 2. Rozwiaz nieréwnosc.
a) Ix+31>3 b) [4z+1]>5 9 I5-2x1>1

3. Rozwiaz nierownosc.

a) 3+2w-1]<5 9 13-5x-2>0 o L3240
b) 2-[3+4p|>6 d) 7-2-1t+11>0 0 -12vly3

4. Nie rozwiazujc ponizszych nieréwnosci, uzasadnij, ze kazda z nich spelnia do-
wolna liczba rzeczywista.

13x-71+2>1 524-lz-1

® 5. Znajdz liczby spelniajace podany warunek.
a lIxI-51>0 B llzl+11<6 @ [2-1t-111>10  d) [4-13y-1]|<7
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Warto wiedzi

Zauwaz, z¢ odlegloé¢ migdzy liczbami @ i b na osi liczbowej jest rowna a - b, gdy
a> b, lub jest rowna b -a, gdy b > a. W obu tych przypadkach odleglosc te mozemy
Zzapisac, uzywajae wartosci bezwzglednej, jako [a - bl.

Te wlasnosé wartosci bezwzglednej mozemy wykorzys(ac do geometrycznej inter-
pretacji niektorych réwnan i i. Na prz)
x - 21> 7 s liczby, kiérych odleglosé od 2 na osi lmzbowe_\ jest wicksza niz 7.
7 7
s 2 9

Nierdwnosé |x + 1| < 6 mozna zapisa¢ w postaci |x - (~1)| < 6, zatem tg nier6wnosé
spelniaja liczby, ktérych odleglosc od liczby ~1 na osi liczbowej jest mniejsza niz 6.

5
6 - 6

6. Przeczytaj ciekawostke.

a) Zapisz réwnanie, ktérego rozwiazaniami sq wszystkie liczby, kiorych odlegloé¢
od liczby -9 na osi liczbowej jest rowna 10.

b) Nie wykonujac zadnych i icznych, zaznacz na osi liczbowej
2biér rozwiazai nierswnosei |x - 5/ <3

© Zapisz nieréwnosci z wartoscia bezwzgledna, ktdrych zbiory rozwiazari sa
przedstawione na rysunkach.

ys. 1 1ys.3
4 6 8 12
1y5.2 1ys.4
0 2 3 7
MINISPRAWDZIAN

51 Na rysunku przedstawiono rozwia-
zanie jednej z ponizszych
Wskaz tg nier6wnosc.

A lx-2|>2 B.[3x+1/>3 C.[3+2x|>4 D.[2x-3|>5

-1 4

52. Ktéra z nieréwnosci ma wsrod rozwiazan najwiecej liczb calkowitych?

A l2x+6] <4 B. |6+ 1x| <3 C.I3x-4l<2 D.I5-x<1
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UKLADY ROWNAN

Przyjrzyj si¢ rysunkom. Sprébujmy odpowiedzie¢ na pytanie:

lle wazy jedna cegta, a ile — jeden pustak?

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:
X — masa cegly (w kg)
y — masa pustaka (w kg)

Informacje podane na rysunkach mozna opisa¢ dwoma réwnaniami:

3x+y=11 x+2y=12

Aby ustalié mase cegly i pustaka, musimy znalezé taka pare liczb x i y,
kiéra spelnia oba réwnania jednoczesnie. Tak postawiony problem mozna
zapisac w postaci tzw. ukladu réwnar.

3x+y=11 i Zapisujemy réwnania jedno pod
xi2y-12 ¢ drugim i faczymy je klamra,

Rozwazmy najpierw pierwsze z réwnaii tego ukladu réwnar. Latwo spraw-
dzié, ze réwnanie 3x+y = 11 spelnia para liczb x = 3 1 y = 2, a takze para
X=2,51y =35. Mozna znalezé wiele par liczb spelniajacych to réwnanie.

CWICZENIE a) Zastap symbole odpowiednimi liczbami tak, aby otrzymane pary
liczb spetnialy réwnanie 3x+y =11

- 1
x=1iy=® —eiy=5 x=jiy=4

b) Podaj przyklady par liczb, ktére spelniaja réwnanie x + 2y = 12.

o Ktéra z par liczb otrzymanych w podpunkcie a) spelnia takze réwnanie
x+2y=12?

Rozwigzujac powyzsze ¢wiczenie, mozna zauwazyé, ze para liczb x =2
i y =5 spelnia zaréwno pierwsze, jak i drugie réwnanie ukladu réwnan.
Mamy wiec odpowiedZ na nasze pytanie: cegla wazy 2 kg, a pustak 5 kg.

ROWNANIA, NIEROWNOSCI, UKLADY ROWNAN



Uklady réwnan stuza do

zapisywania i rozwiazy-

wania tych zadar | pro- it xey=3
o < x=-3y=5 3v=4s

blemow, w kiérych wy-

stepuje wiecej niz jedna .

niewiadoma.

Przyklady ukladéw réwnan:

y=
2x+z 5

wtania 14 p

Jesli uklad tworza dwa réwnania 7 dwiema niewiadomymi, to pare liczb,
kiéra spelnia oba te réwnania
ukladu réwnai.

Z historii

Rozwiazywaniem ukladow rownani Jednak metody ich rozwiazywania
zajmowano si¢ juz ponad 3000 lat  wynalezione przez starozytnych
lemu' Na]sra.rsza przyklady ukla-  rachmistrzow niewicle si¢ rézniq,
aii pochodza z glinianych  od metod stosowanych dzisiaj.

labhczek odkrytych podczas wy-
kopalisk archeologicznych na tere-
nie starozytnej Babilonii. Uklady te
Zaplsano pismem Klinowym, ktore

niczym nie przypomina wspol-
czesntj symboliki matematycznej.

Jedng z metod rozwiazywania ukladéw réwnar jest metoda podstawiania,
kt6ra ilustruje ponizszy przyklad.

Rozwiaz ukfad réwnar.

X+4y=0
2x+3y =25

i Z pierwszego réwnania wyznaczamy x. Ko
x=-4y i rzystajac z rownosci x = -4y w drugim
2(-4y)+3y = r6wnaniu, w miejsce x podstawiamy ~4y.

Plerwsze rownanie przepisujemy, a drugie
réwnanie (z jedna niewiadoma y) rozwiazu
Jemy.

Poniewaz y = =5, wiec mozemy obliczy¢ x
(z pierwszego rownania)

Rozwiazaniem ukfadu réwnari jest para liczb
0iy=-5.

3x-y=0

ZADANIE | Rozwiaz uklad rownan: -
2y-5x=4

UKLADY ROWNAN 1



Przy rozwiazywaniu ukladu réwnari metoda podstawiania mozna pozwolié
sobie na uproszczenie zapisu. Gdy otrzymamy réwnanie z jedna niewia-
doma, mozemy je rozwigza¢ oddzielnie, nie przepisujac za kazdym razem

ukladu dwéch réwnan.

PRZYKLAD Rozwiaz ukfad réwnan.

{2(x+'\)=3y
y+2x=10
{2”2 y
y=10-2x

2x+2=3(10-2x)
2x+2=30-6x
8x=28

x=3,5

y=10-2:3,5

{x-3.5
1

ZADANIE

x=2y
a {x+Ay

12

il Kolejne przyklady

Pierwsze réwnanie przeksztatcamy,
2 drugiego réwnania wyznaczamy y.
W pierwszym réwnaniu w miejsce y podsta

wiamy 10 - 2x i rozwigzujemy otrzymane
réwnanie.

Aby obliczy¢ wartos¢ y, wstawiamy 3,5 za
miast x do réwnania y = 10 - 2x.

Rozwiazaniem ukladu rwnar jest para liczb
x=35iy=

Rozwiaz uklad réwnaii metodq podstawiania.

y-3x=2
b {zx»sy

adaria s

inny sposcb rozwi

uklad6w row-

nari — metode przeciwnych wspélczynnikéw.

[TATIEN Rozwiaz ukfad réwnan.

x=8

ZADANIE

3x-2y=11

3 {7X+2y=9
112

ROWNANIA, NIEROWNOSCI,

Wspotcaynnid pray rieviadome] y <3 licz-
bami przeciwnymi; dodajemy do siebie lewe
i prawe strony obu réwnan, pozbywajac sie
W ten sposob jednej niewiadomej, bowiem
6y +(-6y) =

Otrzymana wartos¢ x = 8 wstawiamy w miej-
sce x do jednego (dowolnego) réwnania ukfa
du i obliczamy wartos¢ niewiadomej y.

Rozwiazaniem ukladu rownar jest para liczb
|
x=81

Rozwiaz uklad réwnai metoda przeciwnych wspolczynnikow.

b {—4x»2y:13
4x+1ly=14

UKLADY ROWNAN



Przypadek, gdy wspslezynniki przy tej samej niewiadomej sa liczbami
przeciwnymi, zdarza si¢ raczej rzadko. Do takiej sytuacji mozna jednak

W prosty sposdb doprowadzic.

PRZYKtAD 4 RS

wiaz uklad réwnar.

Mnozymy obie strony drugiego rownania przez -3

13x+3y=1
24y =5 |-(-3) otrzymamy w ten spossb uklad, w kiérym wspotczyn
i niki przy zmiennej y beda liczbami przeciwnymi

{ 13x+3y =

—6x-3y=-15 i Dodajemy réwnania stronami.

7x=-14
e Obliczamy wartosé x

224y Wtawiamy x = -2 do jednego (dowolnego) ownania
y=9

ZADANIE
Sx-y=10
a {3x+2y 6

IV Czasami, aby

Rozwiazaniem ukladu réwnari jest para liczb
2iy=

Rozwiaz uklad réwnaii metoda przeciwnych wspélczynnikow.

4x+3y
D {fo 10
e 313 )
¢ z metody przeciwnych o ikéw, trzeba

oba réwnania ukladu pomnozy¢ przez odpowiednia liczbe.

PRZYKtAD 5 [l

ozwiaz ukfad réwnar.

2x+4y=3 |- (—3)
3x+5y=2 |- H
Mnozymy oba réwnania przez takie liczby, aby otrzy-
{—GX -12y=-9 i mac przeciwne wspdtczynniki przy niewiadomej x.
+ 1 6x+10y=4 H
-2y =-5
y=2,5
e Korzystamy z pierwszego r6wnania ukladu, aby obli
2X+4:2,5=3 czyé wartos¢ x.

2x=-7

ZADANIE
o {>x+4y:

UKLADY ROWNAN

Rozwiazaniem ukladu réwnar jest para liczb x =
i .

Rozwiaz uklad réwnan metoda przeciwnych wspolezynnikéw.
3
-3x+5y=20
b) [ N

13
3 =
2x-3y=-6

adania 123 )

13



<

ZESTAW ZADAN

1. Sprawdz w pamicci, ktére z podanych obok

par liczb spelniaja réwnanie 3y—x = 10, a ktére At x=2 i y=4

spelniaja rownanie 2x -3y +1 . Wskaz pare, B: x=05 i y=4

ktéra spelnia uklad réwnari: C uet i pea
Sy=x=10 D: x=5 iy=5
2x-3y+11=0

2. Zapisz dowolny uklad réwna, ktérego rozwiazaniem jest para liczb x =11y

3. Rozwiaz w pamieci uklad réwnari.

) 4x=20 Sy=2

= {y=x+2 9 Uxry=22
3y=12 4y-x=6

B {x—yZI o {17)/:0

4. Podany uklad réwnari spenia para liczb naturalnych. Jaka to para?

-9 2x+3y=5
3 {x+y b){)wy 5
x-y=1 x=y

5. Rozwiaz uklad réwnari metoda podstawiania.

y=2x+1
a) )
4x+y=13

6. Rozwiaz uklad rownan. Wykorzystaj metode podstawiania.

o [xedr=s o {3m+n:9 o [ox-d-2y
X-y=5 2m-5n=-11 4x+y=3
2x-y=10 4a-b=2 6x-3y=9

b) ) 5 f)
X+5y=-17 3a+7b=1,5 X+5y

7. Rozwiaz uklad réwnari metoda podstawiania.

 [3x=6-3y , [2x-2r=s 1x_2y-s
Sx+2y =10 @ Usx+3y=-1 ® Lox+sy=6

g (=100 ) (2= 0,4x+0,3y = 1,4
3x-4y =6 3x-2y=8 0,1x+3y =23
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8. Zapisz podane informacje w postaci ukladu réwnar i znajdz jego rozwiazanie.
a) Frytki kosztuja x zlotych, a sok kosztuje y zlotych. Andrzej kupit 2 porcje frytek
i sok i zaplacil 7 z1. Kamila kupila jedna porcje frytek i 2 soki i zaplacila 6,50 z1.
b) W pewnej Klasie jest x dziewczat 1 y chlopcow, razem 27 uczniéw. Gdyby
chiopcow bylo dwa razy wiccej, a dziewczat dwa razy mniej, to Klasa liczylaby
24 ucznidw.

©) Jas ma x zlotych, a Stas ma y zlotych. Razem maja 35 z1, ale Sta$§ ma o 8 zlotych
wigcej od Jasia.

d) Czapka kosztuje x 71, a szalik y z1. Za komplet trzeba zaplaci¢ 90 zL. Gdyby
czapka byla 0 10% tanisza, a szalik o 10% drozszy, to komplet kosztowalby 85 z1.

9. Rozwiaz uklad réwnari metoda przeciwnych wspélczynnikow.

, fxrav-o ) [2x-1ly=07
9l x-3y=16 ¢ losx+1,1y=43
—2y=4
LB

10. Pomn6z obie strony réwnania przez taka liczbe, aby wspolezynnik przy zmien-
nej y byl réwny 2.

a) x+2y=-13 9 —x+dy=2 o 3x-3y=1
b) 3x+y=-5 d x-ly=1 f x+3y=0

11. Réwnania podane w zadaniu 10 przeksztalé tak, aby wspolczynnik przy zmien-
nej x byt réwny 2.

12. Rozwiaz uklad réwnar metoda przeciwnych wspélezynnikéw.

" 13 ) [Burav=2
A loxsy=11 9 lsusav=6
Sx+3y=0
—x-2y=7

©13. tuty i skrupuly to dawne jednost-
ki masy. Pan Albert twierdzi, ze 2 tuty
i 5 skrupuléw to 30,624g. Pan Dioni-
2y twierdzi, ze 4 Tuty i 10 skrupulow
to 61,248 g. Pan Zenobiusz twierdzi, Ze
8 Tutow i 20 skrupulow to 120,496g.
Wiadomo, ze dwoch z tych panéw méwi
prawde, a jeden klamie. Ktory klamie?
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14. Rozwiaz uklad réwnar metoda przeciwnych wspélczynnik6w.

2x-3y 2x-3y=10 4x+5y =123
a) - Ll - )

3x-5y=11 5x+5y=0 3x-2y=-4
p {522 g [Sniran=d 3x-0.2y =35

3p+5r=—6 7Vi+5v: =6 25x-5y=5

15. Rozwiaz uklad réwnan metoda podstawiania oraz metod, przeciwnych wspot-
czynnik6w. Rozstrzygnij, ktora metoda jest wygodniejsza.

 [2ee3y=03  (Zry=14 xrdy-2
A Uaxey=-1 sx+ly=35 Sx+7y=1

16. Przyjrzyj sie rysunkom. Oblicz, ile wazy kostka, a ile — kulka.

17. Zapisz i rozwiaz odpowiedni uklad réwna.

a) Liczba x jest o 5 mniejsza od liczby y. Liczba o 1 wigksza od y jest 3 razy
wicksza od .

b) Liczba a jest o 3 wieksza od b. Srednia arytmetyczna liczb a i b jest réwna 14,5.
© Liczba x jest o 8 mniejsza od liczby y. Liczba y jest 3 razy wicksza od liczby x.
d) Liczba u jest o 6 wicksza od liczby v. Suma liczb u i v jest 4 razy wicksza od v.

@) Liczba u jest o 5 wieksza od v, a trzecia czes¢ liczby u jest réwna polowie
liczby v.

1) Liczba o 5 wieksza od x jest o 2 mniejsza od y. Liczba 2 razy mniejsza od x jest
4 razy mniejsza od y.

g) Liczba p jest o 3 wigksza od polowy liczby r, a suma liczb p i r jest réwna 18.

18. Figury przedstawione na
Kazdym 7 rysunkow zostaly
ulozone z dwéch rodzajow
element6w. Ustal, jakie pola
maja te elementy.

Pole = 16,5 Pole =29
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19. Na podstawie informacji poda-

nych pod rysunkami oblicz, jakie " > m :
dlugosci maja odcinki oznaczone 8
literami x, y, a i b. - 7
x a
Obwéd = 40 Obwéd = 34
Pole = 80 Pole = 30

20. Ponizsze rysunki przedstawiaja prostokat, trojkat réwnoboczny i trapez réw-
noramienny. Oblicz a, b, x, y, ¢ i d.

5h+3

5a+7
4b

5a+3b 2x

21. Rozwiaz uklad réwnan.

Xypyogl 3x-1,2y-3 _3(+1)
21237 ol s T 2

Xyl Xty _3y-1_x-6y

3727°% T2 1

3yaly oo

3xsly=2 x+y_

{f : @z
lex-y)=2 Xoy L,y
2 7 *5°73

22. U162 i rozwiaz odpowiedni uktad réwnan.

a) Liczba 0 20% wicksza od x jest o 10 mnicjsza od y. Liczba o 20% mniejsza od y
Jest 0 6 wigksza od x.

b) Liczba o 50% mniejsza od liczby y jest o 1 wigksza od liczby x. 60% liczby x
stanowi 25% liczby y.

) Suma 30% liczby x i 40% liczby y jest réwna 79, a 30% sumy liczb x i y wynosi 66.
d) Liczba x jest 0 10% wieksza od liczby y. Liczba o 2 mniejsza od y stanowi 90%
liczby x.

e) Liczba m stanowi 30% liczby n, a suma liczb m i n jest réwna 65.

f) Suma p% liczby 6 i r% liczby 8 wynosi 5. Suma r% liczby 6 i liczby o p% wickszej
od 8 wynosi 12,8.

®23. Dla jakich wartosci a i b rozwiazaniem ax+by =4
ukladu réwnan zapisanego obok jest para

bx-ay=7
liczh x=31y=-2?
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MINISPRAWDZIAN

—_—— S1. Litery a i b na rysunku obok oznaczaja
Sa 7 . i
i pewne liczby. Suma tych liczb jest rowna:
—_—
a 3b-25 | 2a+s A 10 B. 20 .40 D. 70
52. Rozwigzanie ukladu réwnari podanego obok -
to para liczb, ktérych iloczyn rowna sie: { =
4x-3y =14
A5 B.715 c.10 D. -110
4x+y
2 . S3. Obwd prostokata narysowanego obok
) Y jestrowny:
x
= A 46 B.9,1 C 33 D. 14
3y+d

UKLADY ROWNAN OZNACZONE,
NIEOZNACZONE | SPRZECZNE

Kazdy z ukladéw réwnari w poprzednim temacie mial rozwiazanie. Nie
Zawsze jednak tak jest. Przyjrzyj si nastepujacym ukladom réwnari:

{x +y=3 { X+y=3
X+y=4 2x+2y =6

Ten uklad réwnaii nie ma rozwig-  Ten uklad réwnai ma nieskoricze-
zai. Jezeli bowiem suma dwéch nie wiele rozwiazar, bo kazda para

liczb jest réwna 3, to nie moze by¢  liczb, ki6ra spelnia pierwsze rowna-
Jednoczesnie réwna 4. nie, spelnia takze drugie réwnanie.

CWICZENIE A Wymien kilka par liczb, ktore sa rozwigzaniami drugiego z po-
wyzszych ukladéw réwnari.

Dla kazdego ukladu réwnai pierwszego stopnia z dwiema niewiado-
mymi zachodzi jeden z trzech przypadkéw. Uklad réwnati:

 ma jedno rozwiazanie; wtedy nazywamy go ukladem
© nie ma rozwiazari; taki uklad nazywa sic ukladem sprzecznym,
* ma skoficzenie wiele igzan; wowczas uklad ukla-

dem nieoznaczonym.
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Nie zawsze od razu mozna stwierdzi¢, czy dany uklad jest oznaczony,
nicoznaczony czy sprzeczny. Aby to ustalié, trzeba ten uklad rozwiazac.

[TOTTCM Rozwiaz uklad réwnan.

3x-dy=x+1
a)

—3x+y=3
3x-4y=x+1
y=3+3x

1
3x-4(3+3x)=x+1
3x-12-2x=x+1
3x-2x-x=12+1

0-x=13 Otrzymalismy rownanie sprzeczne.
Ukfad réwnath jest sprzeczn) i Zadna liczba x nie spefnia réwnania 0 - x =
o uacrownanles sprzeczny 5 aISE 62 powno S Ismlele pare legh. p y)
Ale ML rozwIgzan). © spetniajaca rozwazany ukfad rownari

x-03y=02
b)
Sx-1=15y

{x=0,3y+0,2

Sx-1=15y
50,3y +0,2)-1=1,5y
1.5y +1-1=15y
1,5y-1,5y=0
0-y=0 i Otrzymaliémy rownanie tozsamosciowe.

Ukfad réwnan jest nieoznaczony (ma
nieskonczenie wiele rozwigzan).

Rownanie 0 - y = 0 spelnia kazda liczba. Gdy

Kazda para liczb x, y, kiéra spefhia ;o jemy 22y dowolna liczbe, a 7a x licz
rownanie x = 0,3y +0,2, jest rozwia- be rowna 0,3y +0,2, to kazda tak otrzymana
zaniem tego ukfadu réwnan. para liczb speinia rozwazany ukfad réwnan.

ZADANIE Rozwiaz uklad rownan.
6x-4y =5 2x=8y-1
" b) {

@ {2y=3xf5 4y=x+1

2

CWICZENIE B Wymien kilka |)<\r liczb, ktére s3 rozwiazaniami ukladu nieozna-
czonego p 80 W powyZszym w

dania 13
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I Uklady réwnan sprzeczny i nicoznaczony, takie jak w przykladzie na po-
przedniej stronie, mozna tak przeksztalcié, aby w obu réwnaniach po
Jjednej stronie wystepowalo to samo wyrazenie, a po drugiej stronie —
liczba. Przyjrzyj sie ukladom réwnan, kiére otrzymalismy w wyniku prze-

ksztalcen.
3x—dy=x+1 {x»o.3y=o.2 |5
{f%xwﬁ | (4 Sx-1=15y
2x-4y=1 Sx-15y=1
2x-dy=-12 Sx-15y=1

Po przeksztalceniach wida¢, e Oba réwnania ukladu przedsta-

rownania tworza uklad sprzecz-  wiaja te sama zaleznosé. Zatem

ny, gdyz jesli réznica liczb 2x  uklad réwnan jest nieoznaczo-

oraz 4y wynosi 1, to nie moze  ny. Kazda para liczb, ktéra spel-

by rowna ~12. nia jedno z tych réwnari, spelnia
takze drugie rownanie.

CWICZENIE C Nie rozwiazujac ukladu rownaii, ustal, czy jest to uklad sprzeczny
czy nieoznaczony

2a-5b

ln{ [){\¢Jy—37(l

x+dy-7=0 oo 47

2a-5b

ZESTAW ZADAN

41 1. Ustal, ki6ry z podanych ukladéw réwnati jest oznaczony, ktéry — nieoznaczony,

aktéry — sprzeczny.
2y+x=3
o

6y-2x=9
[OF PSN IR
y=x-6 y-1,5=-0,5x

2. Przyjrzyj sie przedstawionemu obok rozwig-
x=2 3= -3 zaniu ukladu rownai. Podaj kilka par liczb,
i Xy = 23y ktére spelniaja ten uklad.

3. Rozwiaz uklad réwnar.

[x=Ry==3
7 2x-3y=3 x-y=3
(7—:}0_1 a {%4“75 9 —5x+10y =-10
" 6x+y=3 y X-2y=-4
Ocp. UKInd, A mizoumaszomsy. ) 3x+3y=5 4 05x+y=2
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4l 4. Wskaz, ktére z podanych ponizej ukladéw réwnari sq sprzeczne, a ktére —

Ustal to bez ; ukladéw rownani.
X+y=3 Ix+2y=10 2x-y)+
®{2x+2y=4 ®{x+4y:20 ® 2y-2x-
x-y=1 x-y=4
®{5x—5y=s ®{72x+2y=8

© 5. Z réwnari podanych w ramce obok wybierz takie
dwa, ktore utworza uklad:

a) oznaczony,  b) nieoznaczony, ¢ sprzeczny.

6. Zastap symbol taka liczba, aby otrzymany uklad réwnari byl nieoznaczony.

) x+3y=4 ) 6x+2y=1 2x+1)-y=
a 9

Ix+y=v Ox+3y =+ 20y-x)-2x=#
© 7. Jaka liczba nalezy zastapic litere a w ukladzie rownan 2x+6y =4

zapisanym obok, aby otrzyma uklad nicoznaczony? 3xsay=6

MINISPRAWDZIAN

51. Co mozna powiedzie¢ o podanym obok

ukladzie rownari?

02x-3y=1

A. Jest sprzeczny. n=12p=Eed

B. Jest oznaczony. 5

C. Jest nieoznaczony.

D. Ma dokladnie dwa rozwiazania.

2. Jaka liczba nalezy zastapic litere @ w po- {3y -3x=a

danym obok ukladzie réwnai, aby otrzyma¢ | x-y=2

uklad nicoznaczony?

Aa=3 Ca=-6

B.a=6 D. nie ma takij liczby

3. Ktéry z podanych ukladéw rownan nie ma rozwiazania?

lx+3y=2 Xty -3 2x-3y=4 -2y =5
Az By 2 C. D);y)_
2x+6y =4 x+y=% 2y-3x=5 Sx-y=25
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ZADANIA TEKSTOWE

i W sadzie rosty jabonie, $liwy i jedna grusza. Jablonie stanowity
trzy czwarte wszystkich drzew owocowych. Gdy dosadzono jeszcze 2 jablonie,
5 3liw i 3 grusze, to jabloni bylo 0 10 wiecej niz pozostatych drzew. lle drzew
owocowych rosnie obecnie w sadzie?

X — liczba jabtoni na poczatku

y — liczba $liw na poczatku

X+y+1 — liczba wszystkich drzew na poczatku

X+2 — liczba jabfoni obecnie

y+9 — liczba pozostatych drzew obecnie Sliw jest y +5, a grusz 1 +3 =4,
X=3x+y+1) Na poczatku jablonie stanowity § wszystkich drzew.
X+2=(y+9+10 Teraz jabtoni jest o 10 wiecej niz pozostatych drzew.

4x=3(x+y+1)
4x=3x+3(x-17)+3
4x=3x+3x-51+3
-2x=-48
x=24

y=24-17
y=17

x=24
B Na poczatku w sadzie rosty 24 jablonie i 7 $liw.
y=

Obecnie:

liczba jabtoni = 24 +2 = 26

7+9

16
liczba wszystkich drzew = 26 + 16 = 42

liczba pozostatych drzew

Odp. W sadzie rosna teraz 42 drzewa owocowe.

ZADANIE | W torebce znajdujq si¢ krowki. Dwie z nich sa mleczne, a pozostale s
czekoladowe i kokosowe. Kokosowe krwki stanowia } wszystkich cukierkow w torebce.
Jurek zjadt 2 krowki czekoladowe i 4 kokosowe i teraz w torebce jest 0 10 wigeej
kréwek czekoladowych niz pozostalych. Tle cukierkow pozostalo w torebee?

2adonia 1-19 )
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ZESTAW ZADAN

1.2) Obraz w ramie kosztuje 2707
Rama jest 0 20071 drozsza od obrazu.
le kosztuje obraz?

b) Waza z warzachwia wazy 900g. Wa-
rzachew jest 3 razy lzejsza niz waza.
0 ile mniej od wazy wazy warzachew? 7

2. $rednia arytmetyczna dwdch liczb wynosi 33, Gdybyémy jedna  liczb zwickszyli
01, a druga zmniejszyli 0 2, to otrzymalibysmy liczby réwne. O jakich liczbach
mowa?

3. ZnajdZ ulamek zwyKly, kiéry ma nastepujaca wlasnosé: gdy do licznika i mia-
nownika ulamka dodamy 1, to otrzymamy 3}, a gdy od licznika i mianownika

odejmiemy 1, to otrzymamy }.

4. a) suma cyfr pewnej liczby dwucyfrowej wynosi 13. Gdybys ili cyfry
tej liczby, to otrzymalibysmy liczbe o 27 mnicjsza. O jakiej liczbie mowa?

b) Czwarta czes¢ pewnej liczby dwucyfrowej jest réwna sumie jej cyfr. Jezeli mig-
dzy cyfry tej liczby wstawimy zero, to otrzymamy liczbe 8,5 razy wicksza. Jaka
liczba ma t¢ wlasnosc?

5. Paiistwo Wodziniscy zuzyli w marcu 6m® wody zimnej i 7m® wody cieplej. Za-
placili za to 138 zL. W kwietniu za zuzycie 7m® wody zimnej i 6m? wody cieplej
zaplacili 135 z1. Ceny wody w marcu i kwietniu byly takie same. Ile kosztowal 1m’
wody zimnej, a ile — cieplej?

6. Podczas meczu pewien koszykarz zdoby! 44 punkty, wykonujac 19 skutecznych
rzutéw z gry (czyli za 2 lub za 3 punkty). lle skutecznych rzutéw za 3 punkty
wykonal ten zawodnik?

7. Czy mozna rozmienic zlotowke na monety o nominalach 2 gr i 5 gr tak, aby
monet tych bylo razem 307

8. Maly Olgierd czesto kupuje pieczy-
wo. Wezoraj kupil 2 chleby i 4 bul-
ki. Twierdzi, ze wydal 6 zL. Dzisiaj za
3 chleby i 6 bulek zaplacit podobno
10 7L Mama Olka podejrzewa, ze al-
bo sprzedawca si¢ pomylil, albo Olek
2gubil czeS¢ pieniedzy. Czy watpliwo-
$ci mamy Olka sq uzasadnione?
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9. Test kontrolny z matematyki pisali wszyscy uczniowie klas pierwszych. Stopnie
bardzo dobre otrzymala & dziewczat i 2 chlopcow, razem 46 0s6b. Stopiert dobry
uzyskala co szésta uczennica i co czwarty chiopak, razem 32 osoby. lle 0s6b pisalo
ten test?

10.D0 l(onl(urbu wSpiewa¢ kazdy moze” przystapilo 81 oséb. W pierwszym etapie
odpadia ! kobiet oraz 1 mezczyzn. Sposrod os6b, ktére przystapily do drugiego
etapu konkursu, odpadia polowa kobiet i polowa mezczyzn. Po tym etapie nastapil
final, w ktorym startowalo 30 os6b. Ile kobiet i ilu mezezyzn przystapilo do tego
konkursu?

11.W pewnym tescie za dobra odpowiedZ przyznawano 3 punkty, a za zlq od-
powiedz lub jej brak odejmowano 1 punkt. Malgosia miala dwa razy wiecej
poprawnych odpowiedzi niz Jas i zdobyla 64 punkty, a Jas zdobyl 20. Ile facznie py-
tan bylo w tym tescie? Czy za rozwiazanie tego testu mozna otrzymac 15 punktow?

12. W torebce byly irysy oraz kréwki. Z bli-
zej nieznanych przyczyn z torebki znikne-
Ia polowa iryséw i trzecia czesé krowek,
lacznie 18 cukierkow. W rezultacie w to-
rebce zostalo tyle samo irysow co krowek.
Tle cukierkéw zostalo w torebce?

13. Dziadek Stefan zbieral kiedys znaczki pocz-
towe. Dzisiaj znaczki zbiera jego wnuk Jacek.
Gdyby dziadek oddal Jackowi 150 znaczkow,
to obaj mieliby ich tyle samo. Gdyby za$ oddat
Jackowi trzy czwarte swojej kolekeji, to zosta-
loby mu tyle znaczkéw, ile Jacek ma teraz. lle
znaczkéw ma dziadek Stefan, a ile — Jacek?

©14. stara anegdota uniwersytecka opowiada o pewnym profesorze Uniwersytetu
Jagielloniskiego, ktory zapytany o swoj wick, odpowiedzial:
— Siedem lat temu maja uczelnia byla ode mnie siedem razy starsza. Siedemdziesiqt
lat temu byla ode mnie starsza siedemdziesiat razy.
W ktérym roku 6w profesor wypowiadal te stowa? Ile mial wtedy lat?
Uniwersytet Jagiellofiski to najstarsza uczelnia w Polsce, zalozona przez kréla Ka-
zimierza Wielkiego w 1364 roku w Krakowie, 6wczesnej stolicy Polski.

15. Pani Helena ulokowala na gieldzie kwote 1000 z1, kupujac akcje firm X i Y. Po
roku inwestycja ta przyniosta 10% zysku, przy czym wartosé akcji firmy X wzrosla
0 20%, a wartosc akgji firmy Y o 20% spadia. Ile pieniedzy ulokowala pani Helena
w akcjach firmy Y?
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16. Antykwariusz zakupit stolik
do kawy i lustro za laczng kwote
4050 z1. Sprzedal lustro, zysku-
jac na transakcji 25%, a sprze-
dajac stolik, zyskal 40%. Zarobit
W ten sposob 1260 z1. lle zapla-
cit za lustro, a ile — za stolik?

17. Platki owsiane zawieraja 14% bialka i 6,4% tluszczu. Platki kukurydziane zawie-
raja 8% bialka i 0,8% tuszczu. Jaka ilosé platkow kazdego rodzaju nalezy zmieszaé,
aby otrzymac:

a) 0,15 kg mieszanki zawierajacej 1,5 dag biatka,

b) 0,28 kg mieszanki zawicrajacej 5% thuszezu?

18.Z szesciu jednakowych tréjkatéw réwno-
ramiennych o obwodzie 26 zbudowano réwno-
leglobok o obwodzie 66 (zob. rysunek obok).
Oblicz dlugosci bok6w tego rownolegloboku.

19.0bwod tréjkata ABC narysowanego obok
jestrowny 53. Obwody tréjkatow ADC i DBC sa 20 15
jednakowe. Oblicz dlugosci odcinkéw AD i DB.

A D B
MINISPRAWDZIAN

51. Skrzynka, w kt6rej bylo 8 butelek z sokiem i 4 puste butelki, wazyla 10,9kg.
Gdy ze skrzynki wyjeto 3 pelne butelki i 2 puste, skrzynka wazyla 7kg. lle wazy
taka skrzynka z 12 pustymi butelkami, jesli sama skrzynka (bez butelek) wazy
90 dag?

A. 14,1kg B.13,2kg C.4,5kg D. 3,6kg

52. Antek jest 0 9 lat starszy od Michala. Pi¢ lat temu byl od niego dwa razy
starszy. Wobec tego Antek ma:

A 18 lat B. 14 lat C.23lata D. 33 lata

53. Obwod prostokata jest 5 razy wickszy od dlugosci krotszego boku. Réznica
migdzy dluzszym bokiem a krotszym wynosi 6. Jakie pole ma ten prostokat?
A16 B.72 C.216 D. 3240

54. Ania i Kasia zaczynaja nauke jezyka hiszpaniskiego. Ania zna juz o 20% wiecej
stowek niz Kasia, Kasia zna 0 30 slowek mniej niz Ania. lle stowek zna Ania?

A. 150 B. 180 C.90 D. zadanie nie ma rozwigzania
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1. Rozwiaz réwnanie.
a) (x+3) = (x-2)(x+2)

b) 2

2. Rozwiaz réwnanie.
a) 12x-7]=0
b) I5x+3|

o I11-4x|=5
4 d) 2|3x+2|-5

3. ) W kanistrze jest 4,5 litra benzyny,
Ktdrej masa jest rowna 3,15 kg. Oblicz
mase 20 litrow takiej benzyny.

b) Gdyby do karmnika przylatywato
dziennie 30 ptakéw, to zapas ziarna
wystarczylby na 80 dni. Na ile dni star-
czy ten zapas, jesli do karmnika bedzie
przylatywalo 40 ptakéw?

4. Rozwiaz nierownosé.
9 3533 142x
b) -23-X>4x ) Ix-7<x%

a) 3(x-3)<5x

8

5. RozwiaZ nieréwnosc.
a) 12x+71<=5 o Ix-4/<6
b) |1-3x|>-2 d) [5-2x|>3

6.Ceng butéw obnizono najpierw
01021, a potem jeszcze o 20% nowej
ceny. Po tych dwdch obnizkach buty
kosztuja 10071, Ustal, o ile zlotych no-
wa cena jest mniejsza od ceny sprzed
obnizek.

7. Rozwiaz uklad réwnan.
{ 2x+y)=1-x
1+3(x-y)=x+4y

N {5x=4<y—z)
2x+y+3)=-x-1

126

8. Za wigzanke, w ktorej sa 2 gerbery
i 5 162 ozdobiona wstazka za 4 71, trze-
ba zaplaci¢ 37 zL. Za 3 gerbery i 2 roze
ozdobione taka sama wstazka trzeba
zaplaci¢ 26 7. lle kosztuje réza, a ile
— gerbera?

9. Zapisz i rozwiaz odpowiednie ukla-
dy rownan.
a) oy

Y, 8 Yy

b) b
a
9
6
Pole = 126
Obwéd = 54

10. Liczba o 10% mniejsza od liczby x
jest 0 3 wicksza od liczby y, a licz-
ba o 10% wicksza od liczby y jest 0 6
mniejsza od x. Znajdz x i y.

11.Ktory z ukladéw réwnan jest
sprzeczny, kiéry jest nieoznaczony,
a ktéry — oznaczony?

of
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Funkcje

Elektrokardiogram przedstawia, jak zmienia sie napiecie elektryczne
w obrebie migsnia sercowego w ciagu pewnego czasu. W podobny sposch —
23 pomocg wykresu ~ mozna ilustrowa takze rézne inne zaleznosci

migdzy dwiema wielkosciami.

Pojecie funkgji = Czytanie wykresow = Monotoniczno$¢ funkdji
= Wz6r i wykres funkgji liniowej = Wtasnosci funkgj
= Proporcjonalno$¢ prosta i odwrotna = Powtérzenie




POJECIE FUNKCJI

Przyjrzyj sie ponizszej tabeli. Numerom za-
wodnikéw bioracych udzial w biegu na 400m

przypisano uzyskane przez nich czasy.

|189|13 5‘75‘40‘12

y |46,22 | 47,98 ‘ 47,36 ‘ 48,07 ‘ 1621 ‘45,88

X — numer zawodnika

y — czas biegu (w sekundach)

Z podobnymi sytuacjami spotykamy si¢ bardzo czesto. Na przyklad kazde-
mu uczniowi jest przypisany jeden numer w dzienniku lekeyjnym, kazda
ksiazka ma Scisle okreslong liczbe stron, kazde zwierze mozna zakwalifi-
kowac do okreslonego gatunku. Odpowiada to nastgpujacemu schematowi:

Mamy pewien zbiér X oraz pewien
zbiér ¥ i kazdemu clementowi zbio-
ru X przypisujemy lub — inaczej mé-
wiae — przyporzadkowujemy dokdadnie
jeden element zbioru Y.

Przyporzadkowanie, w ktérym kazde-
i zbioru X i

W naszym przykiadzie X to zbi6r
numeréw zawodnikow, a ¥ — zbior
mozliwych do osiagniecia czasow.
Kazdemu zawodnikowi przyporzad-
kowujemy uzyskany czas.

naszym preykiadzie funkcja

mu Zbior
dokladnie jeden element zbioru Y, na-
zywamy funkcja okreslong na zbio-
rze X o warto$ciach w zbiorze Y.

Zbiér X, ma ktérym jest okreslona
funkcja, nazywamy dziedzing funk-
cjl. Kazdy element dziedziny nazywa-
my argumentem funkcji.

Jezeli argumentowi x jest przyporzad-
kowany element y, to méwimy, ze
funkcja dla argumentu X przyjmuje
wartosé y.

CWICZENIE A Rozwaz nastepujaca funkc;
ba liter wy

pujacy

2 li
Na przyklad: jesli w Kla

a) lle elementéw ma dziedzina tej funkeji?

9 Jaka najmniejsza i jaka najwicksza wart

¢ przyjmuje ta funkcja?

olaeslona jest na zbiorze nume

o wartofclach
W Zbiorze mozlwych do osagnic
cia czasow.

Zbiér {5,12,13,40,75,189} jest
dziedzing funkji, a kazda liczba
2 tego zbioru jest argumentem.

Na przyklad dia argumentu 5 oma-
wiana. funkda prayjmuje wartose
47,36, a dla argumentu 12 —

105¢ 45,88,

Kazdemu uczniowi twojej Klasy jest
h w jego pierws
jest Barbara, to przyporzadkowujemy jej liczbe 7.

ym imieni

b) Podaj wartosci tej funkcji dla kilku wybranych argumentéw.

a1



I

Dziedzing funkeji moze byé dowolny zbidr i wartosci funkeji tez moga
by¢ elementami dowolnego zbioru. W tym rozdziale bedziemy rozwazac
przede wszystkim takie funkeje, ktérych argumenty i wartosci s liczbami.

Funkeje okreslamy, podajac jej dziedzing i sposob, w jaki argumentom
przyporzadkowywane s3 wartosci. Mozemy to zrobi¢ na rézne sposoby, na
przyklad za pomoca opisu slownego, tabelki, wykresu, wzoru lub grafu.
Ponizej t¢ sama funkeje opisano na pie¢ réznych sposobGw.

Oto mozliwe przedstawienia.

Opis stown

Kazdej liczbie caikowitej x wigkszej od ~4 i mniejszej od 4 przyporzadko-
wujemy liczbg y o 2 mniejszq od polowy kwadratu liczby x.

Tabelka: Wykres:

‘Wzér:

y= %xz -2
Zaznaczone punkty tworza wy-
kres funkeji. Pierwsza wspolrzed-
na kazdego  nich to argument

Liczbie x ze zbioru
-3,-2,-1,0,1,2,3}
funkcja przyporzad-
Kowuje liczbe y réw-

ng 3x-2.

i
funkji odpowiadajaca temu ar-
gumentowi.

Dziedzing tej funkeji jest zbior liczb: {-3,-2,-1,0,1,2,3}. Kazdej liczbie
2 tego zbioru jest prz; pewna liczba rzeczywista.

Z historii

O funkcji mozemy myslec jako o wzajemnej zaleznosci miedzy dwiema
wielkosciami.

Poszukiwaniem takich zaleznosci zajmowali si juz starozytni Grecy. Termin
Jfunkcja” pojawit si¢ jednak dopiero w XVII wieku, w pracy niemieckiego
matematyka Gotifrieda Leibnitza (czyt. Gotfryd Lajbnio). Definicje funkcji
(jako przyporzadkowania) pierwszy sformutowal matematyk niemiecki Pe-
ter Dirichlet (czyt. Pejter Dirisle) w 1837 roku.

Dzisiaj pojecie funkeji jest jednym z najwazniejszych poje¢ matematyki.
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Rozwazmy nastepujaca funkcje:
Zdanie: Funkcja f argumen- Funkcja f kazdej liczbie naturalnej

tom ze zbioru X przyporzqd- przyporzadkowuje reszte 7 je

kowuje wartosci ze zbioru Y lenia przez 3.
mozemy zapisac tak:

dzie-

Dziedzine funkji f stanowi zbi6r

(BeX=1¢ liczb naturalnych. Jej wartosciami

Zapis f(x) oznacza wartos

Tl T e ey cje mozemy zapisa¢ tak:

fiN—N

Obliczmy wartosci funkdji f dla argumentéw: 0, 1, 20, 28, 42, 67.
f(0)=0, bo 0:3 =0 reszta 0
f(1)=1, bo 1:3=0reszta 1 f42)

tez sq liczby naturalne. T informa-

f(28)=1, bo 28:3 =9 reszta 1
0, bo 42:3 = 14 reszta 0

£(20)=2, bo 20:3 = 6 reszta 2 £(67)=1, bo 67:3 =22 reszta 1

CWICZENIE B Dla funkcji f okreslonej powyzej oblicz f(2), £(10), f(15) i f(100).

przyjmowac ta funkcja?

mych wartosci moz

Zbi6r wszystkich wartosci, ktre przyjmuje funkcja, nazywamy zbiorem

wartosci funkcji.

Uwaga. W zapisie f: X — Y zbiér X oznacza dziedzine, ale zbiér wartosci funkcji

nie musi byé réwny zbiorowi ¥, cho¢ musi by¢ jego podzbiorem.

Zauwazmy, e zbiér wartosci funkdji f rozwazanej powyzej jest trzyele-

mentowy: {0, 1,2} i jest oczywiscie podzbiorem zbioru N.

CWICZENIE C Zapisz zbior wartosci funkji przedstawionej na stronie 129.

wdanio -4 )

Omawiang funkcje f mozna przedstawi¢ za pomoca wykresu:
Y
3
> . . . . .
i . . . .
1 X
Powyzszy wykres sklada si¢ z pojedynczych punktow, bo dziedzing jest

zbior N. Wykresami funkcji moga by¢ tez linie ciagle lub ich fragmenty.
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Gdy rysujemy wykres funkcji, warto
Do wykresu funkcji f naleza wszyst- pamigtac, Ze nie moga do niego na-
kie punkty o wspdirzednych (x, f(x)), lezec dwa punkty o tej samej wspol-
gdzie x jest elementem dziedziny, rzednej x, bowiem dowolna funkcja

a f(x) to wartos¢ funkeji dla tego ar- dla kazdego argumentu przyjmuje
gumentu. tylko jedna wartosc. Moze si¢ jednak
r zdarzyé, ze dla réznych argument6w

o) wartosci beda jednakowe.

WICZENIE D Narysuj wykres funkcji,
kiéra dla argumentéw -2, 0 i 3 przyj-
muje te sama wartosc.

a3

v ZENIE E Dla jakich argumentéw funkcja f opisana na poprzednicj stronie
przyjmuje wartosé 07

Argument, dla ktdrego funkcja przyjmuje wartosé 0, nazywamy miejscem
zerowym tej funkgji. Inaczej méwiac, argument x jest miejscem zero-
wym funkgji £, gdy £(x)= 0.

Y
Gdy funkcja jest okreslona za pomoca wy-
kresu, to zwykle latwo odezytac jej micj-
sca zerowe. Sq nimi pierwsze wspélrzedne A
punktéw wykresu lezacych na osi x. /\

X
Rysunek obok przedstawia wykres pew- ‘
nej funkcji. Jej miejscami zerowymi
liczby -3, -1 oraz wszystkie liczby z prze-
dzialu (2;

adara 1014 )

ZESTAW ZADAN

1. Opisane przyporzadkowanie to przyklad funkcji. Okresl jej dziedzine, podaj
kilka argument6w oraz odpowiadajace im wartosci.

a) Kazdemu stowu w zdaniu: ,Nie czyi drugiemu, co tobie niemite” przyporzadko-
wano liczbe liter w tym wyrazie.

b) Numerowi strony pewnego podrecznika do matematyki zostala przyporzadko-
wana liczba zadar na tej stronie.

© Uczniowi twojej Klasy przypor liczbe jego
d) Laureatowi Nagrody Nobla przyporzadkowano kraj, w ktérym si¢ urodzil.
e) Pierwiastkowi zostal przypor jego symbol.

) Szezytowi gorskiemu przyporzadkowano jego wysokosc.
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Il 2. Dla podanej funkgji wybierz dwa argumenty i podaj odpowiadajace im wartosci.
a) £:{2,3,5,7,8} — R i f(x) to polowa liczby x
b) f:(5,6,7,...,99) — R i f(x) to 10% liczby x
¢ f:R— R i f(x) to zaokraglenie liczby x do jednosci
&) fiN—Rif0=%
e f:(-2;3) —Rif(0=x+2

3. Ponizszy graf przedstawia funkcje, ktéra kazdemu wojewédztwu w Polsce przy-
porzadkowuje liczbe miast znajdujacych si¢ na terenie tego wojewodztwa (dane
220167).

Oznaczenia:

D — dolnoslaskie
K — kujawsko-pomorskie

L — lubelskie
LU — lubuskie
L — todzkie

MP — malopolskie
MZ — mazowieckie
0 — opolskie

PK — podkarpackie

W — wielkopolskie
2 — zachodniopomorskie

a) Tle elementow ma dziedzina funkcji
b) Jakq najmnicjsza, a jaka najwiekszq wartosé przyjmuje ta funkcja?
) Ile jest argumentdw, dla kt6rych wartosci funkdji sa mniejsze niz 457

d) Dla ilu argument6w funkcja przyjmuje wartosci wigksze niz 507

4. Ponizej podano dwie funkcje okreslone za pomocg tabelek.
Dla kazdej z nich ustal:

x|s]-2[-3]o]1]2]2 a) Jaka jest najwi a jaka
ool 2 [-3]-3]-382k[ 0 [0 wartos¢ runkeji?

b) Jaki jest zbior wartosci funkcji?
x|[-1]|-3|-3| 0|} © Dla jakich argumentéw funkcja przyj-
%T&T 22 T muje wartosci dodatnie?

d) llu argumentom jest przyporzadkowa-
na liczba 27
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<l 5. Na rysunku przedstawiono wykres pewnej funks

a) Okresl dziedzine i zbi6r wartosci tej funkcji.

b) Dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje
najwicksza wartosé?

9 Dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje
wartosci ujemne?

d) Podaj przyklady argumentéw, dla Ktérych
funkcja przyjmuje t¢ sama wartos¢.

@) Przedstaw funkcje za pomoca tabeli.

6. Przyporzadkujmy kazdej liczbie naturalnej od 0 do 9 liczbe liter w slowie ja
oznaczajacym, np. liczbie 1 (j-e-d-en) odpowiada 5. Przedstaw te funkcje w postaci
tabelki i sporzadz jej wykres. Ktrej liczbie odpowiada najmniejsza wartosé?

7. Ponizej podano przyklady pr fi (liczbom x pr licz-
by y). Ktére z nich nie sa funkcjami?

-
G2 G2 0

8. Ponizej podano wzér i dziedzing pewnej funkgji. Przedstaw te funkcje w postaci
tabelki i narysuj jej wykres.

a) y= 4 Dzedzina: {-2,-1,1,2) b) y=R-1 Dziedzina: {0,1,1,4}
9. Sporzadz tabelke i narysuj wykres funkeji, ktora kazdej liczbie ze zbioru
{-1,4,13} przyporzadkowuje jej odwrotnos. Zapisz wzor tej funkcji.
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IV 10. Podaj miejsca zerowe, ktore mozna odczytaé na o
podstawie podanych informagji o funkcji: 9 ( ES “P 1)
|

b
R x|-2]-1]o]1]2 )

y]o|-e[3]=s]3

d) b L]

11. Przedstaw za pomoca tabelki albo wykresu przyklad funkcji, ktdrej dziedzina
ma szesé elementéw i ktora:

) ma dwa miejsca zerowe, b) nie ma miejsc zerowych.

12. Ustal, jakie miejsca zerowe ma podana funkcja, i okresl jej zbior wartos
a) f:N—N i f(n) toreszta z dzielenia n przez 7

b) f:N— N i f(n) to cyfra jednosci liczby 5n

9 £:(0;2) — R i f(X) to zaokraglenie liczby do jednosci

d) f:(0;5) — R i f(x) to cyfra jednosci rozwinigcia dziesigtnego liczby x

e f:{1,2,3,4,...,20} — N i f(n) to liczba parzystych dzielnikéw liczby n

13. Funkcja g zostala okreslona nastepujaco: Kazdej liczbie naturalnej n przypo-
rzadkowujemy najwiekszq z liczb parzystych miejszych lub réwnych n.

a) Podaj wartosci g(3), g(5), g(16), g(158).

b) Dla jakich argumentéw funkcja g przyjmuje wartos¢ 1207

¢ Jakie miejsca zerowe ma ta funkcja?

d) Dla ilu argumentéw funkcja g przyjmuje wartosci mniejsze od 507

14. Narysuj wykres funkcji spelniajacej jednoczesnie nastepujace warunki:

® do wykresu nalezy punkt P = (1,3),

 dla argumentu x = 2 funkcja przyjmuje wartosé 7,

 funkcja przyjmuje wartosé 8 dla co najmniej dwéch argumentéw,

o funkcja przyjmuje wartosé 0 dla argumentu x = 3,

 dziedzina funkcji to zbior liczb calkowitych wikszych od —4 i mniejszych od 6.
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MINISPRAWDZIAN

S1. W tabelce podano niektore argumenty i warto-
Sci funkgji £. Na jednym z rysunkow przedstawiono
fragment wykresu tej funkeji. Na ktérym?

flx)

A, i B. Vi C. VI D. b

(18 N % iy AU YA \x
2. Ile miejsc zerowych ma funkeja przedstawiona 0
nia grafie obok? e\ _ [
Al B.2 .3 D. 4 6 ¥
8

53. Funkdja g jest okreslona nastepujaco:

g:110,11,12,...,99,100} — N, g(n) to iloczyn cyfr zapisu dziesictnego liczby n.
le jest argumentow, dla ktérych funkcja g przyjmuje wartosc 67
A4 B.G 3 D. 10

CZYTANIE WYKRESOW

Za pomocq funkcji opisujemy zwykle, w jaki sposb zmienia si¢ jedna
wielkosé w zaleznosci od drugiej. Najlatwicj obserwowa¢ te zaleznos¢ na
podstawie wykresu.

Funkcja, Ktéra przedstawiono ponizej, opisuje, jak zmienia si¢ temperatura
w zaleznosci od wysokosci nad powierzchnia Ziemi (do 100 km).

y x -~ wysokos¢ nad Ziemia (w km)
snt - temperatura (w °C)
10720 30 740 50 7080 90 100x
-50,

CWICZENIE A Odczytaj z wykresu:

a) Na jakiej wysokosci temperatura jest najnizsza?

b) Na jakich wysokosciach panuja temperatury dodatnie?
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Czasami argumenty i wartosci funkcji nazywa si¢ zmiennymi: argument
funkcji — zmienng niezalezng, a wartos¢ funkcji — zmienng zaleing.

W przykladzie na poprzedniej stronie zmienng niezalezng jest wysokos¢
nad powierzchnia Ziemi, a zmienna zalezna — temperatura.

Ponizej zostaly przedstawione wykresy trzech funkeji. Na ich podstawie
mozemy okresli¢ dziedzing oraz zbior wartosci funkcji. Przyjmujemy, ze
punkty oznaczone pustym kéleczkiem nie naleza do wykresu funkcji.

1A
.' 1. X =8 X /F/ X

Y Yi Y

Dziedzina: Dziedzina: Dziedzina:
-2,-1,1,2,4) (-3:4) (-3i-1) v (0:3)
Zbiér wartosci: Zbiér wartosci: Zbiér wartosci:
-3,-1,2) =310 (-133) (-351) v (2:4)

Na kolejnych rysunkach przedstawiono fragmenty wykreséw trzech funk-
cji. Jezeli wykres nie koficzy sic kropka z lewej lub prawej strony, to
przyjmujemy, Ze dziedzing jest przedzial nieograniczony. W przypadkach
takich jak ponizsze bedziemy tez przyjmowa, ze widoczne sq wszystkie
miejsca zerowe, a niewidoczna czeS¢ wykresu jest nieprzerywana linia.

y yi

Dziedzina: Drziedzina: Dziedzina:
zbior R (-35+m) (~o034)

Rysunki te przedstawiaja tylko fragmenty wykresw, wiec na ich podstawie
nie mozemy okresli¢, jakie sa zbiory wartosci poszczegolnych funkcji, bo
nie mamy pewnoci, jak dalej przebiegaj wykresy.
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CWICZENIE B Wybierz jedna z funkeji przedstawionych na poprzedniej stronie
i odpowiedz na pytania

a) Jaka wartos¢ przyjmuje funkcja dla argumentu 0, a jaka — dla argumentu 2?7
b) Dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartos

wartosci
5

/i

argumenty

: i
i

argumenty =

wartoéci

Tak znajdujemy war-
t0s¢ funkeii dla dane-
g0 argumentu x.

A tak: argumenty, dla
Ktérych funkcja przyj-
muje dang wartos¢ y.

Gdy znamy miejsca zerowe i korzystamy z wykresu, mozemy okresli¢, dla
jakich argument6w funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, a dla jakich —
ujemne.

(S

c--x

f(X)>0 dia x < (a;b)
fX)<0 dla x & (-00;a) U (]

CWICZENIE C Narysuj wykres funkcji, ktdrej miejscami zerowymi sa liczby 1, 2
i3 oraz spetniony jest podany warunek.

a) Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie tylko dla x & (1;2) U (3;+w).

b) Funkeja przyjmuje wartosci ujemne tylko dla x € (-eo;1).

o) Funkcja nie przyjmuje wartosci dodatnich.
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Na rysunku przedstawiono wy-
kres funkcji f. Okresl dziedzing i zbiér warto-
Sci tej funkeji, najwieksza wartosé i najmniej-
523 wartoé¢ oraz miejsca zerowe. Dla jakich
argumentow wartosci funkdji s3 ujemne?
Dziedzina jest przedziat (-3;7).

Zbiér wartosci to przedziat (-3;5).

Warto$¢ najwigksza to f(-3) = 5.
Warto$¢ najmniejsza to f(1) = -3.
Miejsca zerowe to liczby: -1, 3, 6.

Funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla x € (-1;3) U (6:7).

y
ZADANIE | Okresl dziedzine i zbior wartosci

funkji g przedstawionej na wykresie obok oraz
podaj, dla jakich argumentéw wartosci tej funkeji g
sa dodatnie.

adanio 112

ZESTAW ZADAN

1. Korzystajac z wykresu funkcji, odpowiedz na pytania:

o Jaka jest dziedzina funkcji? Jaki jest zbior wartosci funkji?

o Jaka najmniejsza i jaka najwieksza wartosé przyjmuje funkcja?
o Jakie wspélrzedne ma punkt przeciecia wykresu z osia y?

o Czy funkcja ma miejsca zerowe? Jesli tak, to jakie?

e Dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci dodatnie?

a) v 9 Y L} y

¥ / 3 1

0 1 X o 1 X 0 1 X
b) ¥ d) b f y

1 & ¥

0 1 X 0 1 X 0 1 X
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2. Ktéra z funkeji przedstawionych w zadaniu 1. na poprzedniej stronie spelnia
jednoczesnie ponizsze warunki?

o Funkcja ma dokladnie trzy micjsca zerowe.

* Dla argumentow z przedzialu (~2;2) funkcja przyjmuje wartosci ujemne.

o Najmniejsza wartos¢ funkeji wynosi 2.

3. a) Narysuj wykres dowolnej funkeji, ktérej dziedzing jest przedzial (-5;5)
i ktora ma dwa miejsca zerowe.

b) Narysuj wykres funkcji, ktGrej dziedzina jest zbior (~4;6) i ktéra przyimuje
wartosci ujemne tylko dla argumentéw wigkszych od -3 1 jednoczesnie mniejszych
od 2

o Narysuj wykres funkeji, ktérej dzlcdzmq jest zbior (~5;3) 1 ktéra przyjmuje
wartosé mniejszych od 1, a dla pozostalych' — wartos¢ 2.

4. Odezytaj miejsca zerowe funkdji przedstawionej za pomoca wykresu. Okresl, dla
jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, a dla jakich — ujemne.

a) ¥ ) i €) yi

x|

&
T 7S

5. Naszkicuj taki fragment wykresu funkcji okreslone_] na zbiorze R, z kiérego
widaé, ze funkcja moze spelnia¢ podany warunck

a) Funkeja nie ma miejsc zerowych.
b) Funkcja przyjmuje tylko wartosci ujemne.

9 Funkeja liczbom dodatnim przyporzadkowuje wartoéé 1, liczbom ujemnym
przyporzadkowuje wartosé -1, a liczbie 0 — wartosc 0.

d) Funkcja dla argumentéw mniejszych od 4 przyjmuje wartosci ujemne, a dla
pozostalych argumentéw — wartos¢ 3
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6. Na rysunkach przedstawiono wykresy szesciu réznych funkcji.

a) Dla ktérych z tych funkeji dziedzing jest zbior liczb rzeczywistych?

b) Jedna z tych funkeji przyjmuje tylko wartosci dodatnie. Ktéra?

) Dwie 7 tych funkeji maja jedno miejsce zerowe. Ktore to funkcje?

d) Zbiorem wartos

® ¥y

i jednej z tych funkcji jest przedzial (~0;0). Ktéra to funkcja?

/ NS X
o) i ® ke ® N
1{ 1 1
o 1 X 01 X o 1 *

7. Ktéra z funkdji z zadania 6 spelnia jednoczesnie ponizsze warunki?

® Punkt (0, 0) nalezy do wykresu funkgji.

 Dla argumentu 1 wartos¢ funkdji jest ujemna.

 Funkdja nie przyjmuje wartosci mnicjszych od ~3.

8. Korzystajac z informacji przedsta-
wionych w tabeli, narysuj wykres funk-
<ji, ktéra wysokosci fali na morzu przy-

Wysokos¢| Stopieni | Wysokos¢| Stopiert
fali | skali fali | skali
(m) [Beauforta| (m) |Beauforta
0 0 (4:6) 7

1 (6:8) 8
2 (8;10) 9
3 | (10:12)| 10
4 (2| 1
5 (143400) | 12
6

por stopien w skali Beaufor-
ta (czyt. Boforta).

© 9. Funkcja jest okreslona nastepujaco: Kazdej liczbie rzeczywistej przyporzadkowu-
Jemy najwieksza z liczb calkowitych nie wiekszych od tej liczby.

Wypisz kilka punktéw nalezacych do wykresu tej funkcji. Naszkicuj jej wykres.
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10. Na podstawie wykresow funkeji f i g odpowiedz na pytania:

o Jaka jest dziedzina funkcji £, a jaka — funkcji g?

o Jaki jest zbior wartosci funkdji f, a jaki — funkcji g?

o lle miejsc zerowych ma funkcja f, a ile — funkcja g?

o Dla jakich argumentéw wartosci funkcji g sq dodatnie, a dla jakich argumentéw
dodatnie sa wartosci funkcji f?

o Ktéra z funkcji ma wieksza wartosc dla x = 1, a ktéra — dla x = ~3?

o Dla jakich argument6w wartosci funkcji £ i g sa réwne, a dla jakich argument6w
wartosci funkeji f s wieksze od wartosci funkcji g7

a) ke b) Y D] Y|
g
g f
1 1 1 >
/ ) X A 0 1 x / oA X

11. Narysuj w jednym ukladzie wspélrzednych wykresy dwéch funkeji f i g okres-
lonych na zbiorze liczb rzeczywistych tak, aby:

a) wartosei funkeji g byly mniejsze od wartosci funkdji f tylko dia x & (-3:7),

b) wartosei funkcji g byly wicksze od wartosci funkeji f tylko dla x & (~
oraz dla x € (3;5).

© 12. Wyobraz sobie, e do naczyn, ktérych ksztalt zilustrowano na rysunkach, wle-
wamy jednakowym strumieniem wode.

1o

Wykresy przedstawiaja, jak zmienia si¢ poziom wody w naczyniach w czasie ich
napelniania. Dopasuj wykresy do naczy.

No "e e N"e 7"e
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MINISPRAWDZIAN

Rysunek do zadari $1-52. S1. Ktére zdanie jest prawdziwe?

H A. Najwicksza wartosé funkcja przyj-

muje dla argumentu 12.
B. Funkcja przyjmuje wartos¢ —2 do-
Kladnie dla trzech argumentéw.
C. Wartos¢ funkeji dla argumentu 3
jest wicksza niz dla argumentu 7.

D. Roznica miedzy najwiekszq a naj-
mniejsza wartoscia funkcji jest
réwna 5.

52. Ktére zdanie jest falszywe?

A. Dziedzing funkeji jest zbior liczb spelniajacych warunek —4 < x < 12.
B. Funkcja przyjmuje wartosé 2,5 dla dwéch argumentow.

C. Miejscami zerowymi funkcji sa liczby -2, 8 1 12.

D. Funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla argumentéw mniejszych od 0.

53. Na rysunku przedstawiono wykresy funk- y g
Gji f oraz g. Wartosci funkeji f sa wieksze od \[\ N r
wartosci funkgji g dla 6w nalezacych 5 1

X

do przedziatu:

A (-4;5) B.(

MONOTONICZNOSC FUNKCJI

CWICZENIE A Jeden z wykresw przedstawia funkcje f spelniajaca ponizszy wa-
runek. Ktory to wykres?

F=3)<f-1,5) < fO) < f (1}) < f(2,55)

i i i
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Ponizej przedstawiono fragmenty wykreséw funkeji, kidre wraz ze wzro-
stem argument6w przyjmuja coraz wigksze wartosci. O takich funkcjach

mowimy, Ze sq rosnace.

¥ Y

Vi

CWICZENIE B Dla kazdej z funkcji
przedstawionych  na  wykresach
powyzej wybierz takie dwa argu-
menty x, Ustal, dla
tych argumentow funk-
cja przyjmuje wigksza wartosc.

7o <
kidrego

Funkcje f nazywamy rosnaca,
gdy dla dowolnych argumen-
oW X1 i X2 jest spelniony wa-
runek:

Jesli x; < x2, 10 f(x1) < f(x2)

CWICZENIE C Jeden z wykresow z ¢wiczenia A przedstawia funkcj¢ g spelniaja-
ca ponizszy warunek. Ktory to wykres?

93)>g-1,5)> g0)> f

Kolejne rysunki przedstawiaja fragmenty wykresow funkeji, ktore wraz ze

Wwzrostem argumentéw przyjmuja coraz mniejsze wart

O takich funk-

05
cjach méwimy, ze sq malejace. Oto przyklady funkcji malejacych:

% Y,

Vi

CWICZENIE D Dla kazdej z funkcji
przedstawionych na  powyzszych
wykresach wybierz takie dwa argu-
menty x, i x2, 7 x1 <x.. Ustal, dla
kidrego z tych argumentéw funk-
cja przyjmuje wigksza wartosc.

MONOTONICZNOSC FUNKCI!

Funkeje f nazywamy malejaca,
gdy dla dowolnych argumen-
16w X1 i X, jest spelniony wa-
runek:

Jesli xi < xz, to f(x1) > f(x2)
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Ponizej przedstawiono przyklady funkeji, kiére przyjmuja tylko jedng war-
t08¢. Pierwsza z tych funkdji przyjmuje dla kazdego argumentu wartosé 3,

a druga — wartosé ~2. O takich funkcjach méwimy, ze s stale.

Vi

CWICZENIE E Narysuj wykres funk-

ji f, ktorej dziedzina jest prze- Funkgje, ktora dla kazdego argu-
dzial (-3:4) i kiéra kazdemu mentu przyjmuje t¢ sama war-
to¢, funkcjq stala.
Wartosé 2.
zadania 12
il 8
1
1 x
1

Przyjmijmy, ze funkeja przedstawiona powyzej jest okreslona na zbio-
rze R, a niewidoczne czesci wykresu to pélproste. Funkcja taka nie jest
oczywiécie ani rosnaca, ani malejaca, ani stala, ale o funkeji f mozemy

powiedzie, ze jest:
rosnaca w przedziale (-e03-3)

malejaca w przedziale (-3;4)
rosnaca w przedziale (4;8)
stala w przedziale (8;10)
malejaca w przedziale (10;+00)

Uwaga. ChociazZ funkcja f rosnie w przedziale (~e;-3) oraz w przedziale (4;8),

nie mozemy powiedzieé, ze funkcja ta j
gdyz na przyklad dla argumentow x; =
i jednoczesnie nierownosé f(x1) > f(xz).

t rosnaca w zbiorze (~co

3) U (4:8),
41 x; =5 spelniony jest warunek x; < x

Jesli podajemy przedzialy, w ktérych funkeja jest rosnaca, przedzialy,
w ktorych jest maquca oraz [akk w kmrych jest stala, to mowimy, ze

w i funkcji.

adario -6 )
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ZESTAW ZADAN

41 1. Czy ktéras z funkgji przedstawionych za pomoca wykreséw moze by¢ rosnaca,
malejaca albo stata?

i yi

ANG T T IN

2. Wér6d podanych zaleznosci wskaz takie, ktére sa funkcjami rosnacymi.
o Zaleznos¢ dlugosci drogi hamowania od predkosci samochodu.

§¢ pola kwadratu od diugosci jego boku.

o Zalezno$¢ dlugosci grafitu oléwka od czasu uzywania tego oféwka.

€Il 3. Podaj p i sci funkcji j za pomoca wykresu.
a) b 9 M o Y
1, 1, gl
1 & 1 = 1 L4
b) Y f b
1 1 1
4 » 1 g 1 *

4. Narysuj wykres funkdji, ktéra jednoczesnie spelnia warunki:
o dziedzing funkeji jest zbiér liczb rzeczywistych,
o funkcja jest stala w przedziale (~c0;-3) oraz w przedziale (2;+w),

o funkcja jest rosnaca w przedziale (-3;2).
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5. Narysuj wykres funkcji, ktéra jednoczesnie spelnia warunki:

« dziedzing jest zbior (~o0;-2) U (0;+%0),

« funkcja jest rosnaca w przedziale (~oo;

« funkcja jest rosnaca w przedziale (3 '+oa),

o funkcja jest malejaca w przedziale (—

o funkcja jest malejaca w przedziale (0; 3)

6. W wyscigu wioslarskim na dystansie 2000 m wziely udzial trzy 8-osobowe osady
reprezentujace uniwersytety z Kamfort, Oksbridz i z Jelitkowa. Wykresy pokazuja,
jak zmieniala si¢ predkos¢ tych osad na trasie wyscigu.

»
300
200
100
2000
x-droga [m] y- predkos¢ [ ;]
MINISPRAWDZIAN

X

Osada z Kamfort w pierwszej fazie wy-
Scigu rozpedzala si¢, a w drugiej utrzy-
mala staly predkosé. Zaloga z Oksbridz
szybko uzyskala duzy predkosé, jednak
wkrétce stracila sily i predkos¢ ich 16dki
znacznie zmalala.

a) Ktére wykresy opisuja predkosé osad
2 Kamfort i Oksbridz?

b) Jak zmieniala si¢ predkosé osady 7 Je-
litkowa?

51. Na ktrym rysunku przedstawiono wykres funkcji malejacej?

A b B. b( C Y D. \/
1 T~ 1 T
01 X 0|

X o 1 X 01\x

52. Ktéra z funkcji przedstawionych ponizej spelnia warunek: jest rosnaca w prze-

dziale (~3;-1) i w przedziale (1;4) oraz jest malejaca w przedziale (~1;1)?
A B c... D. ¥
1 1 / 1 / 1
X 0|

146
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WZOR | WYKRES FUNKCJI LINIOWE)

Rozwazmy funkcje, kiorej dziedzina jest zbior liczb rzeczywistych, okre-
$lona wzorem:

F)

§x+2

Wstawiajac do wzoru (w miejsce x) liczbe nalezaca do dziedziny, otrzymu-
jemy wartos¢ funkgji dla tej liczby. Na przyklad dla argumentow 1, -3, 0
otrzymujemy:

-3 =32
f=31+2=32

f(=3) (=3)+2=

3

fO)=5-0+2=2

Wyniki te mozna przedstawi¢ w tabelce. Nalezy
Jjednak pamieta¢, ze taka tabelka nie jest pelnym
opisem funkcji, gdyz zawiera tylko wybrane ar-
gumenty i odpowiadajace im wartosci.

0
fx) 2

ch obliczeri wynika, ze do wykresu rozwazanej funkeji naleza
2), (3,-3), (0,2).

7 powyis:
punkty: (1

VICZENIE A Znajdz trzy inne punkty nalezace do wykresu funkeji f(x) =

Ponizej zaznaczono kilka punktow
nalezacych do wykresu funkeji f.
Zauwaz, ze punkty te sq wspolli-
niowe.

Prowadzac prosta przechodzaca
przez te punkty, otrzymamy wy-
kres funkeji:

fX)=3x+2
i ¥
l
0 1 X 01 X

u funkeji )

E

WZOR | WYKRES FUNKCII LINIOWE)

CZENIE B Zaznacz w ukladzie wspolrzednych kilka punkiow nalezacych do
X~ 1. Sprawdz, czy zaznaczone punkty sa wspolliniowe.
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Oto przyklady kilku innych funkcji, ktérych wykresy sq liniami prostymi.

y=x+2 y=-2x
Y Y
1 1
|
1 X T x i x

CWICZENIE C Dla kazdej z powyzszych funkcji odczytaj z wykresu odpowiedzi
na pytania, a nastepnie sprawdz swoje ustalenia za pomocq Wzoru.
a) Jaka wartos¢ przyjmuje funkcja dla argumentu x = ~2?

b) W jakim punkeie wykres funks

przecina o§ y?

©) Jakie miejsce zerowe ma funkcja?

Funkcj okreslona na zbiorze R, ktdrej wzr mozna zapisaé w postaci
y=ax+b,

gdzie a i b sq danymi liczbami rzeczywistymi, nazywamy funkcja
liniowa. Wykres takiej funkdji jest liniq prosta.

Narysuj wykres funkcji y = —$x-2.

Aby narysowaé wykres funkeji liniowej,
znajdujemy wspdirzedne dwdch punk-
t6w jej wykresu

Zapisujemy wspdirzedne szukanych
nktow.

Otrzymane punkty zaznaczamy w ukla-
dzie wspélrzednych i rysujemy prosta
przechodzaca przez te punkty.

ZADANIE | Narysuj wykres podanej funkcji.
a) y=3x+2 b) y=

X+2 o y=-2x-1 d y=2x+3

wdaie 1 )
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Il Wspslezynnik @ decyduje o tym, czy funkeja f(x) = ax + b jest rosnaca,
malejaca czy stala. Od wartosci wsplezynnika a zalezy takze kat nachy-
lenia wykresu funkcji y = ax + b do osi x. Dlatego liczbe a nazywamy
wspélczynnikiem kierunkowym.

y y a<0 y a=0
Kat rozwarty D
1 1 ik
[) i o o 1 X
2
é
Jesli a > 0, to funkcja Jesli a <0, to funkcja a=0, to funkcja

y=ax+b jestrosnaca.  y=

x + b jest malejaca. y=ax+b jest stala,

Wspolezynnik b decyduje o punkcie przeciecia wykresu funkeji y = ax + b
7 osia y. Zauwazmy bowiem, ze dla x = 0 funkcja ta przyjmuje wartosc b.
Zatem jej wykres przecina 0§ y w punkcie (0, b).

7 powyzszych rozwazai wynikaja nastepujace wlasnosci funkcji liniowych.

Wykresy funkcji typu y = ax+b Wykresy funkji typu y = ax + b
o takim samym wspolczynniku a o takim samym wspélczynniku b
sa prostymi réwnoleglymi. przecinaja si¢ w punkcie (0, b).

CWICZENIE D Wykres funkgji f na ry
sunku obok jest réwnolegly do wy-
kresu funkci y = Ix -4, a wykres

funkcji g jest réwnolegly do wykre-
su funkeji y = ~3x + 2. Zapisz wzory
funkcji f i g.

o *

wdania 23
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ZESTAW ZADAN

1. Narysuj wykres funkcji.

a) y=2x-3 9 y=3x+1 e y=-
b) y=-x+2 d) y=-04x+1 ) y:%
2. Podaj wspolrzedne punktu przeciecia wykresu podanej funkcji z osia y. Ustal,
czy podana funkcja jest rosnaca, malejaca czy stata.

a) y=-9x-3 9 y=-37 ¢ y=3x-72

b) y=2x-08 d) y=85x+3 0 y=2-x

3. Dopasuj wzory do wykresow.
fx(xi:%)w% fs(x):%x+% f;'x):%xfé

() =—Zx+3
fo)==-3x+3

-

x
x1

jy g 4 4. a) Dopasuj wzory do wykreséw przed-
stawionych na rysunku obok.

\ Dy=3x-1 @y:—%x—l
Q@y=-2x+4 @y:%xw’l

' b) Zapisz wzory funkeji, ktérych wykre-

M sy sq rownolegle do prostych a, b, ¢, d
b i przechodza przez punkt (0, 3).

5. Przeksztal¢ wzor funkdji do postaci y = ax +b i podaj wspotrzedne punktu
przeciecia wykresu z osia . Okresl monotonicznos¢ funkcji.

b) y =222 9 y=150 ox g yoxs1- 3
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6. Przez kiére éwiartki ukladu wspolrzed-
nych przechodzi wykres podanej funkeji?

1
éwiartka

17y 3 =y
a) y=-lx+d 9 y-dx-76 "
eiaria
B) y=-1,72x-3,1 d) y=Lix

7. Ustal, przez ktére éwiartki ukladu wspdlrzednych przechodzi wykres funkcji
y=ax+b, gdy:
aa>0ib<0  bBa<0ib<0 Qa>0ib>0 da=0ib<0

© 8. Niech f bedzie funkcja okreslong wzorem f(x) = ax + b.
a) Uzasadnij, Ze dla a > 0 warto$¢ funkji f dla argumentu 1 jest o a wicksza od
wartosci dla argumentu 0.
b) Sformutuj podobng wlasnosé dla a < 0.

Warto wiedziec!

Znajge wartosci wspélezynni-

Kow a i b, mozemy lawo nary- Y=+ 1a>0 ymax+bia<o
sowaé wykres funkeji y = ax-b. » y

Na pierwszym rysunku przed- A L
stawiono sposdb rysowania, gdy . N
wspolczynnik kierunkowy jest T

liczba dodatnia, a na drugim — ix i

gdy jest liczba ujemna.

9. Korzystajac z informacji podanej w ciekawostce, narysuj wykres funkeji:

a) y=3x-5 b) y=-2x+4 9y

1y 7
3

MINISPRAWDZIAN

S1. Wskaz wzor opisujacy funkcje, ktdrej wykres
przedstawiono na rysunku.

Cy=-2x-2

D.y:—%xu

52. Wykres pewnej funkgji liniowej przechodzi przez punkt (2,7), a wspolczynnik
Kkierunkowy jest ujemny. Miejsce zerowe tej funkcji:
A. jest liczba mniejsza od 7, C. nalezy do przedziatu (0;2),

).

WZOR | WYKRES FUNKCII LINIOWE) 151

B. jest liczbg wickszg od 2, D. nalezy do przedziau (~7;
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konujq iednie obliczenia.

y=§x+}

« Aby obliczy¢ micjsce zerowe tej funkeji,
wystarczy rozwigzaé rownanie:
2 1
2x+i=0

o Argument, dla kt6rego ta funkeja przyj-
muje wartos¢ 2, to liczba spelniajaca
réwnanie:

o Argumenty, dla ktérych wartosci tej
funkeji sq wieksze od -1, tworza zbior
rozwiazani nieréwnosci:

2x+l>o
2x+1>-1

® Aby obliczy¢ wspélrzedne punktu prze-
cigcia wykresu funkeji y = 2x+ 4 z wy-
Kresem fumkeji y=-x+2, wystarezy

rozwiazac uklad réwnar:

=i 1
y=3X+3
2

o Zbi6r argumentéw, dla ktérych warto-
Sci funkeji y = 2x+ 4 sa mnicjsze od
wartoscl funkeli = —x+2, wy: y

Gdy znamy wzér funkeji liniowej, mozemy okreslié rozne jej wlasnosci,

na przyklad funkeje:

rozwiazujac nier6wnosc:

2541
FXH G <X+2

adania 14 )
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il Na podstawie pewnych informacji o funkcji liniowej mozna tez czasem
wyznaczy¢ wzor tej funkcji.

Wykres pewnej funkji liniowej jest réwnolegly do wykresu funkcji
y =-3x+4 i przechodzi przez punkt A = (-2, -5). Znajdz wzér tej funkeji.

x + b jest row-

Wykres szukanej funkdji y

y=ax+b
nolegly do wykcesu funkelly =3 &4, wiee
a=-3 a=-
y=-3x+b
5=-3.(2)+b Wepslrzsdne purkiy A (x =2 1 = =5 spet
niaja roWnose = -
b=-11

Odp. Wzér szukanej funkeji jest nastepujacy: y = -3x - 11.

ZADANIE | Wykres funkeji liniowej g jest rownolegly do wykresu funkcji
1x+7 i przechodzi przez punkt P = (6,-5). Znajdz wzor funkcji g.

dania 56

i Wykres funkdji y =ax+b przechodzi przez punkty o wspotrzednych
(1,3)1 (-1, 1). Znajdz wzor tej funkeji.

3=a-1+b WspSirzedne punkedw (1,3)1 -1, ) spelnia
T=a-(-D+b ja rownanie y = a
a+b=3
—a+b=1
Rozwiazujemy otrzymany uklad réwnar.
2b=4
b=2
a+b=3
Obliczamy a, wstawiajac b = 2 do jednego
a+2=3 2 réwnan ukdadu.
a=1

Odp. Szukana funkcja ma wzér y = x + 2.

ZADANIE | Znajdz wzor funkcji liniowej, ktdrej wykres przechodzi przez punkty:

a) A=(3,7), B=(5,1) b) P=(-2,7), R=(-1,-3)
wtania 116 )
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ZESTAW ZADAN

1. Oblicz miejsce zerowe podanej funkcji oraz wspolrzedne punktéw przeciecia
wykresu tej funkcji z osiami ukladu wspétrzednych. Narysuj wykres funkcji.

a) f=-x+7 b) y=08x-2 9 fo=

1 1 - 1
xed A y=7xs+l

2. a) Dla jakiego argumentu funkcja f(x) = %x -5 przyjmuje wartosé 67
b) Funkcja g(x) = ~4x + b dla argumentu x = 1 przyjmuje wartos¢ 7. Dla jakiego
argumentu ta funkcja przyjmuje wartos¢ ~77

9 Wartosé funkcji h(x) = ax +6 dla argumentu x
ment, dla ktérego wartos¢ tej funkeji jest rowna -3.

jest réwna 9. Znajdz argu-

3. ) Dla jakich argumentéw wartosci funkdji y = 3x - 2 s dodatnie?

b) Dla jakiego argumentu wartosé funkcji £(x) = xv/3 - 5 jest rowna 3v37

9 Da jakich argument6w funkcja y =-0,2x +5 przyjmuje wartosci ujemne?
d) Dla jakich argumentéw wartosci funkcji y = 5x ~ 7 sq wieksze od 1007

e) Dla jakich argumentéw wartosci funkeji £(x) = 2(x - 3) - 4 sq mniejsze od ~50?

4. Dane s funkcje:
Fx)=3x+2 g0 =-1x-1 h(x)=-2x+3
a) Znajdz wspolrzedne punktu przeciecia wykresow funkcji £ i g.
b) Dla jakiego argumentu wartosci funkcji f i h sa rowne?
© Dla jakich argumentéw wartosci funkeji g s wicksze od wartosci funkcji h?

5. Podaj wzér funkeji, ktérej wykres spelnia podany warunek.

a) Wykres jest réwnolegly do wykresu funkcji y = ~3x + V7 i przecina o§ y w punk-
cie (0,-1).

b) Wykres jest réwnolegly do wykresu funkji y = v2 - x i przechodzi przez pocza-
tek ukladu wsp6lrzednych.

© Wykres jest réwnolegly do osi x i przechodzi przez punkt (-1,6).

6. Znajdz wzor funkeji, kidrej wykres jest rownolegly do wykresu funkeji
a jej miejsce zerowe jest odlegle od poczatku ukladu wspolrzednych o 5 jednostek.

7. Znajdz wzor funkcji liniowej, ktérej wykres przechodzi przez punkty:
a) (2,1) 1 (-2,-3) b) (-1,1) i (-2,5) o (10,8) i (-100,-3)

8. Znajdz wzor funkcji liniowej, ktorej miejscem zerowym jest -3 i ktorej wykres
przechodzi przez punkt (-5, 7).

154 FUNKCJE



Warto wiedzi

Latwo wykaza¢, ze dla funkgji liniowej f(x) = ax + b, jesli wybierzemy dwa rozne
argumenty x1, X2, to zachodzi réwnos

Przyjrzyj si¢ narysowanym wykresom funkji liniowych oraz zaznaczonym tréjka-
tom prostokatnym. Z powyzszej réwnosci wynika, ze dla danej funkeji stosunek
dlugosci odpowiednich przyprostokatnych jest w kazdym trojkacie taki sam.

Jesli funkcja y = ax + b jest rosnaca, Jesli funkcja y = ax + b jest malejaca,
to stosunek dlugosci pionowej przypro- to stosunck dhugosci pionowej przypro-
stokatnej do poziomej przyprostokatnej  stokatnej do poziomej przyprostokatnej
jest rowny wspolezynnikowi a. jest liczba przeciwng do wspolczynnika a.

9. Na kazdym 7 ponizszych wykresow znajdz punkty o obu wspéirzednych catko-
witych i korzystajac z ciekawostki, zapisz wzory funkji f i g.

a) b b) X 9 y 3
L
1 1 1 9
1 X 0 1 X o 1 X
9
f
9

10. Korzystajac z ciekawostki, znajdz wzér funkcji liniowej, ktéra spelnia podane
warunki.

a) Wykres funkcji przecina osie ukladu wspdlrzednych w punktach (-2,0) i (0, 7).

b) Wykres funkcji przecina 0§ y w punkcie (0,-50) i przechodzi przez punkt
(=3,10).
) Wartos¢ funkeji dla x = 30 wynosi 1240, a dla x = 150 wynosi 1600.

WEASNOSCI FUNKCII LINIOWES 155



11. Tabelka przedstawia kilka argumen-
16w i wartosci pewnej funkeji liniowej.
Znajdz liczby p, q i r.

12. Znajdz wzér funkcji liniowej, ktorej wykres przechodzi przez punkt (-2,-9)
i jest rownolegly do prostej przechodzacej przez punkty (0,3) i (2,0

13. Czy punkty (-7,0), (5,6) i (10,9) sa wspétliniowe?

14. Oblicz pole zacieniowanej figury.

a) 4 q .
e
y‘&)‘// y=2
~J
- 0 1 X X 0 1 X
Q
2,
8.
Cs
Ciekawostka

Zero bezwzgledne to temperatura, w kt6- w ukladzie wspélrzednych, zauwazyli-
rej zamiera ruch postepowy czasteczek.  bysmy, Ze zaleznosé migdzy tymi wiel-
Wynosi ona okolo ~273°C. Takiej tempe-  kosciami jest funkcja liniowa.

ratury nie mozna osiagnac nawet w wa-
runkach laboratoryjnych. Jak to wige
mozliwe, ze juz w XIX wicku obliczono
Jej wartosé?

Miejsce zerowe tej funkgi jest wlasnie
zerem bezwzglednym (gdy zamiera ruch
czasteczek, cisnienie jest réwne 0).

cisnienie [hPal |
Okazuje si¢, 7e wykorzystano wlasnosci
funkeji liniowej. Gdybysmy mierzyli
temperature i cisnienie powietrza pod-
grzewanego w szczelnie zamknigtym na-
czyniu i zaznaczali otrzymane wyniki 73 ‘temperatura [C]

15. Przeczytaj ciekawostke. W ponizszej tabeli podano wyniki bardzo dokladnych
pomiaréw cisnienia i powietrza w naczy-
niu. Oblicz, dla jakiej temperatury cisnienie bedzie réwne zeru.

Temperamralw“(?)‘ 10 ‘ 20

Ciénienie (w hPa) ‘ 962,71 ‘ 996,71
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16. Przeczytaj uwaznie zamieszczone ponizej informacje o warunkach wypozycze-
nia samochodu w dwdch réznych firmach — Pik i Caro.

a) Ceng y wypoyczenia samochodu w firmie Pik
& PIR mozna obliczy¢ ze wzoru y = 0,5x+10, gdzie x ozna-
[
WYPOIYCZALNIA SANOCHODOW 7@ liczbe. przejechanych. kilometrow. Podaj wzor
zaleznosci y od x dla firmy Caro.

Cena 20 potyaeni:
+u$;r;‘mme;y b) Na ponizszych wykresach przedstawiono zalez-

nosc y od x dla obu tych firm. Ktory wykres od-
powiada firmie Pik, a ktéry — firmie Caro? Odczytaj
2 wykresow, z kidrej wypozyczalni bardziej oplaca
sie skorzystad, jesli chcemy przejechac:

¢ 50km 100 km 150 km

przejechany kilometr.

WSPOZYGZALNIA SAMOCHODOW y —~
CARD ©
Koszt 30
wypoiyczenia 20
17 z 30
+?(r‘_:‘ 20
20 kois
prasischany 10
Klometr!

10 50 100 x

 Odezytaj z wykresu, przy ilu
camochodu jest taki sam w obu firmach. Sprawdz uduyldny vq'mk wykonujac
odpowiednie obliczenia.

MINISPRAWDZIAN

S1. Wartosci funkeji y = -2x + 8 sq ujemne dla wszystkich argument6w:
A. mnicjszych od 4, C. mniejszych od 2,

B. wiekszych od 4, D. wiekszych od 2.

52. Pewna funkcja jest okreslona wzorem y = ~$x+30. Ktére zdanie jest falszywe?
A. Miejscem zerowym funkdji jest liczba 40.

B. Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla x < 40.

C. Do wykresu tej funkeji nalezy punkt (4, 26).

D. Dla argumentow ujemnych wartosci funkdji sa wieksze od 30.

53. Zbiér wszystkich argumentéw, dla kidrych wartosci funkeji f(x) =
wicksze od wartosci funkji g(x) = -2x - 3, jest réwny:

A (,m;%) B. (3;+) c (f%;+oa)
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PROPORCJONALNOSC PROSTA | ODWROTNA

Przypomnijmy, e o wielkosciach x, y méwimy, Ze sa wprost proporcjonal-
ne, gdy ich iloraz jest staly i rowny liczbie dodatniej, czyli gdy zachodzi
rownosé ¥ = a, gdzie @ > 0. Te r6wnos¢ mozna przeksztalcié, wyznacza-

Jacy.

y = ax, gdzie a>0

Taka zaleznosé nazywamy proporcjonalnoscia prosta, a liczbe a —

spélczynnikiem proporcjonalnosci.

Wazdr y = ax opisuje funkejg liniowa, kiérej wykresem jest prosta przecho-

dzaca przez poczatek ukladu

h. W sytuacjach prak

nych

wykresem przedstawiajacym zaleznos¢ miedzy wielkosciami wprost pro-
porcjonalnymi jest najczesciej pélprosta lezaca w I éwiartce ukladu wspol-

rzednych lub jej fragmenty.

Oto przyklady proporcjonalnosci prostych:
 Obwdd kwadratu jest wprost proporcjonal-
ny do dlugosci boku.
X — dlugos¢ boku kwadratu
y — obwéd kwadratu
y=4x
o Jeden batonik kosztuje 1,507L. Koszt zaku-

pu batonikéw jest wprost proporcjonalny
do liczby zakupionych batonik6w.

X — liczba batonikéw

y — koszt zakupu

o Maksymalna predkos¢, z jaka moze jechaé
pewien kolarz, wynosi 40 %2 Droga, kt6-
ra pokona ten kolarz w ciagu kwadransa,
jadac ze stalg predkoscia, jest wprost pro-

porcjonalna do predkosci jazdy.

X — predkosé kolarza w k"'
y — droga (w km) przcjcch'\na w ciagu 15 minut

y=025x

dania 17
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Il O dwéch wielkosciach x, y méwimy, Ze s odwrotnie proporcjonalne, gdy
ich iloczyn jest staly i rowny liczbie dodatniej, czyli xy = a, gdzie a> 0. Te
réwnosé mozemy przeksztalcié, wyznaczajac y.

y=%daa>0

Taka zaleznos¢ nazywamy proporcjonalnoscia odwrotna.

ZENIE Znajdz kilka punktow wykresu funkji okr

$lonej wzorem y = .

y Wzér y = 4, gdzie a> 0, opisuje funkcje, kto-
rej wykres przedstawiono na rysunku obok.
Zauwaz, 7e jej dziedzing jest zbior R\ {0}.
‘Takq krzywa nazywamy hiperbola.

X W sytuacjach praktycznych wykresem przed-
stawiajacym zaleznos¢ miedzy wielkosciami
odwrotnie proporcjonalnymi jest najczesciej
cz¢3¢ hiperboli lezaca w I éwiartce ukladu
wspolrzednych lub jej fragmenty.

Oto przyklady proporcjonalnosci odwrotnych:
o Cena 1kg jablek i ilosé jablek, ktorq moze- ¥,
my kupic za 1071,

x — cena 1kg jablek
y — iloé¢ jablek (w kg), kiére mozemy kupié

- 10 . -
y=x 10 X
8m dzielimy na jednakowe ¥
czesci. Dlugosé kazdej czesci jest odwrotnie 8] *
proporcjonalna do liczby czesci.
4 -

x — liczba czesci, na ktdra dzielimy drut
y — dlugosé (w m) jednej czesci

y=%

o Samochod moze jechaé ze Srednia predko- ¥
§cia nie wigkszq niz 100 82 i nie mniejsza
niz 10 ¥, Czas potrzebny na pokonanie
100km jest odwrotnie proporcjonalny do
sredniej predkosci samochodu.

x — srednia predkosc (w K
y — czas (w h) potrzebny na pokonanie 100km

y=10 sadonia 813 )
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ZESTAW ZADAN

1. Zapisz wzor opisujacy, jak wielko$¢ y zalezy od wielkosci x.

a) Z kranu wycieka 10ml wody w ciagu 1 minuty. Po x minutach wycieknie y
mililitréw wody.

b) Wojtek codziennie przebiega 1,5 km. Po x dniach przebiegnie y kilometréw.
9 Jesli 1 m drutu wazy 10 dag, to x metréw wazy y dekagraméw.

d) W czasie ulewy na kazdy metr kwadratowy powierzchni spadio 5 litréw wody,
Zatem na powierzchnie x metréw kwadratowych spadio y litr6w wody.

2. Znajdz zaleznosé y od x.

) Do ugotowania zupy dla 8 0s6b potrze-
ba 240 g koncentratu, czyli do ugotowania
takiej zupy dla x 0s6b potrzeba y graméw
koncentratu.

b) Za 5 galek lodow zaplacono 15 z1, wiee
x galek kosztuje y 71,

9 Poziom wody w zbiorniku podnosi si¢
0 2em w ciagu 5 godzin, zatem po x go-
dzinach poziom si¢ podniesie o y centyme-
trow.

d) Koniec wskazowki zegara pokonuje 5 cm
w ciagu 10 minut, wobec tego w ciagu X go-
dzin pokonuje y centymetréw.

3. Zapisz zaleznosé y od x. Czy ta zaleznosé jest proporcjonalnoscia prosta? Jesli
tak — podaj wspotczynnik proporcjonalnosci.

a) x — dlugos¢ krawedzi szescianu, y — objetosé szescianu

b) X — promicri okregu, y — dlugos¢ okregu

o X — promieii kola, y — pole kola

d) x — dlugosé boku kwadratu, y — diugosé przekatnej kwadratu

4. Slimak porusza si¢ ze staly predkoécia 0,2 centymetra na sekunde. Przedstaw za
pomoca wzoru, jak zmienia sie dlugos¢ drogi przebytej przez slimaka w zaleznosci
od czasu. Narysuj wykres tej zaleznosci.
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5. Kazdy z ponizszych wykreséw mozna opisa¢ wzorem y = ax. Oblicz wspolczyn-
nik kierunkowy a dla kazdego z wykresow i podaj jego interpretacje.

Koszt zakupu jablek Zuzycie paliwa Masa plynnego azotu
przez samochéd
itzt) i ikl
I
[ km O dm’)
I , X I 1 X I X X

6. Step, klus, galop i cwal to rodzaje chodu konia w kolejnosci od najwolniejszego
do najszybszego. Zilustrowano je na ponizszych wykresach. Do kazdego rodzaju
chodu dopasuj odpowiedni wykres.

® Yy ® Yy © y © y

15 15 15 15

Tos 1 % s 3 " o1 02 % 703 06 x
X— czas (w godzinach) y - droga (w kilometrach)

7. Marcin przed wyjazdem do Szwecji przygotowal sobie ponizszy wykres. Jak my-
$lisz, do czego mu shuzyl?

y a) Bilet do muzeum kosztowat 100 koron.

so Tle to Zlotych?

40

w0 b) Tle koron még! kupi¢ Marcin za 4017

% 9 Ktéry z ponizszych wzoréw opisuje funk-
cje przedstawiong na wykresie?

10

y=x y=045x y=055x
w00 %

0 - > vspélcz -
D oromysmaiikie ¥ cononid d) Co oznacza wspélezynnik proporcjo

nalnoéci w tym przykladzie?

) Wyobraz sobie, ze jedziesz na wycieczke po Europie. Sprawdz kurs waluty euro.
Narysuj odpowiedni wykres.
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4/l 8. zapisz zaleznos¢ opisujaca zwiazek migdzy x i y oraz wyznacz y.

a) Za kwote 4571 kupujemy cukierki. Gdy kilogram cukierkow kosztuje x zlotych,
10 za tg kwote mozemy kupic y kilograméw cukierkow.

b) Kelner ma rozla¢ 2 litry napoju do x szklanek. Powinien nala¢ y litréw napoju
do kazdej szKlanki.

) Drogowcy zamierzaja zbudowaé 200km drogi w ciagu x dni, zatem kazdego
dnia powinni budowac srednio y kilometréw drogi.

d) Naukowiec ma w ciagu doby wykona¢ x pomiaréw w odstepach co y godzin.

e) Wiadomo, ze 1 litr farby wystarcza na pomalowanie 10m? powierzchni asfal-
tu. Na pomalowanie pasa na jezdni o dlugosci y metréw i szerokosci x metréw
przeznaczono 8 litréw farby.

9. Zapisz zaleznos¢ opisujaca zwiazek miedzy x i y oraz wyznacz y.

a) Pole tréjkata o wysokosci X centymetréw opuszczonej na bok o dlugosci y cen-
tymetréw wynosi 50 cm?.

b) Pole rombu o przekatnych dlugosci x metrow i y metrow jest réwne 20m?.

y 10. Wykres przedstawia zaleznosé miedzy diu-
gosciami przekatnych x i y romb6w o pewnym
polu P.
a) Odezytaj wartosci y dla x = 3 oraz dla x = 6.
Oblicz pole P.
b) Kt6ry z ponizszych wzoréw okresla funkcje
przedstawiong na wykresie?

i ~ y=3 y=ex

11. Firma Macio chce otrzymaé pewien i
okreslony kapital ze sprzedazy akcji.

Menedzer przygotowal wykres przed-
stawiajacy, jak wartosé akcji zalezalaby

od ich liczby.

a) Jald kapital ze sprzedazy akji chee
otrzymaé firma Macio? 1000,

< N " 200 X
b) Zapisz wzor przedstawiajacy zalez-
nos¢ y od x. x — liczba akeji y — wartos¢ jednej akcji (wzl)

12. Wyobrazmy sobie, Ze nagrodg o wartoci 1000021 dzielimy po réwno mie-
dzy wybrane osoby. Narysuj wykres przedstawiajcy zaleznos¢ miedzy liczba oséb
a kwotq przypadajaca na jedng osobe.
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13. Rowerzysta ma do pokonania pewien dystans. Wykres przedstawia, jak czas
jazdy t (w godzinach) zalezy od sredniej predkosci rowerzysty v (w km/h). Ustal,
jaka droge ma do pokonania rowerzysta. Zapisz wzor opisujacy zaleznosé przed-
stawiang na wykresie.

a) t b) ot
6 6
4 4
2 2 .
"5 30 45w ! 0 20v 1020 30 40 50 v
MINISPRAWDZIAN

51. Nawykresach przedstawiono, w jaki sposdb y zalezy od x. Ktéry wykres przed-
stawia zaleznos¢ migdzy wielkosciami wprost proporcjonalnymi?

Ay B. | Cy D.y,

52. PoniZsze wzory opisuja zaleznos¢ y od x. Ktéry wzor nie przedstawia zalezno-
Sci miedzy wielkosciami odwrotnie j i

Ay=2 B.y= Cy=§ D.y=

$3. Czy opisane wiclkosci s3 wprost proporcjonalne?

Pole czworokata i jego obwod. TAK NIE
Cena przed obnizka i cena po obnizce o 30%. TAK NIE
Wiek ojca i wiek jego dziecka. TAK NIE

54. Czy opisane wielkosci sa odwrotnie proporcjonalne?

Wysokos¢ i pole podstawy w ostrostupach o objgtosci 12. TAK NIE

Dlugos¢ krawedzi podstawy i wysokosé w graniastostupach TAK NIE
prawidlowych czworokatnych o objetosci 1000.

Liczby a i b, ktérych suma jest réwna 20. TAK | NIE
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1. Funkgja jest okreslona tabelka:

-3|-2|-1|of1|2]|3]4

4. Funkgjg liniowa_okreslono wzorem
y=3ix-1 Dblnu jej miejsce zerowe
i podaj punktow przecie-

ylz[ifolr]ola]s]2
2) Wymieri wszystkie ujemne argumen-
ty tej funkeji.
b) Jaki jest zbidr wartosci funkcji?
9 Dla jakich argumentéw funkcja
przyjmuje wartosé 17
d) Odczytaj micjsca zerowe tej funkeji.
¢ Dla jakich argumentéw wartosci
funkeji sq dodatnie?
) Dla jakiego argumentu funkcja
przyjmuje najmniejsza wartosc?
9) Narysuj wykres tej funkcji.

2.Na rysunku przedstawiono wykres
pewnej funkdji.

2) Podaj dziedzing i zbidr wartosci.
b) Znajdz miejsca zerowe.
o) Ustal, jakg wartos¢ przyjmuje funk-
qa dla arument 2, a jakg — dla
argumentu
d) Ustal, dla _]aklch argumemow funk-
cja przyjmuje wartosé —2.

©) Jaka jest najwicksza, a jaka naj-
mniejsza wartos¢ funkeji?
) Okresl monotonicznos¢ funkcji.

cia wykresu tej funkeji z osiami ukla-
du wspdirzednych. Narysuj wykres tej
funkeji

5. a) Znajdz wzor funkcji liniowej, kto-
rej wykres jest rownolegly do wykresu
funkcji y = -3x - % i przecina o§ y
w punkeie (0,7).

b) Znajdz wzér funkeji liniowej f, kto-
rej wykres przechodzi przez punkty
(-3,5)1(12,8).

6. Oblicz wspolrzedne punktow ozna-
czonych literami.

7. Wielkos¢ y jest wprost proporcjonal-
na do wielkosci x. W tabelce podano
kilka wartosci x i y:

3. Narysuj wykres funkcji
na zbiorze liczb rzeczywistych, ktéra
dia x & (~003-2) U (5;+) przyjmu-
je wartosci dodatnie, a dla x & (-
przyjmuje wartosci ujemne.

164

x
y \ 8 | a \40
a) Oblicz aib.

b) Podaj wzor, kiory przedstawia za-
leznos¢ miedzy x i .
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Rownania
kwadratowe

Najlepsi koszykarze potrafia skoczyc tak wysoko, Ze moga sie znalez¢
nawet 1 m nad ziemia. Rozwigzujac odpowiednie réwnanie, mozna obliczy,
jak dlugo trwa taki wyskok koszykarza

Réwnania kwadratowe w najprostszej postaci ® Wyréznik réwnania
kwadratowego. Rozwigzywanie rbwnah = Powtérzenie



ROWNANIA KWADRATOWE
W NAJPROSTSZEJ POSTACI

Odpowiedz na pytania

Tle jest liczb, kt6rych kwadrat jest rowny 64?
b) Tle jest liczb, ktérych kwadrat jest rowny 07

Czy istnieje liczba rzeczywista, ktérej kwadrat jest rowny 97
i) Podaj liczby, ktre spelniaja réwnania:

x2=4 y2-9=0

Najlepsi koszykarze potrafiq skoczy¢ tak
wysoko, Ze mogq znalez¢ si¢ nawet 1m
nad ziemia. Wydaje si¢ wtedy, Ze sporto-
wiec ,frunie” w powietrzu.

Obliczmy, jak dlugo trwa taki jednometro-
wy wyskok.

Mozemy przyjac, Ze czas wznoszenia
jest réwny czasowi spadania. Ponadto wia-
jesli cialo (takze cialo koszykarza)
spada z wysokosci h metréw w czasie ¢ se-
kund, to zwiazek miedzy tymi wielkosciami
opisuje wzor:

gt?

gdzie g ~ 10 T jest ziemskim. Przeksztalcajac ten wzdr,
otrzymamy réwnosc:

W takim razie, aby obliczy¢, ile sekund koszykarz spada z wysokosci 1m,
trzeba rozwiazaé réwnanie:

Rozwigzanie t odrzucamy, bo czas wy
~ 0,45, wiec koszykarz spada z wysokosci 1m w ciagu okolo 0,4
Lot w gore i w d6l trwa 2 razy dluzej, czyli okolo 0,9s. Zatem nawet prz;
takim wyskoku mozna si¢ oderwac od ziemi zaledwie na niecala sekunde

oku nie moze by¢ ujemny,




CWICZENIE B Kazde 7 réwnari w ponizszej ramce przeksztalé do postaci:
ax? +bx+c=0.

Réwnanie, ktére mozna przeksztal-

Przyklady rownan
ci¢ do postaci:

kwadratowych:
ax?+bx+c =0, =1
gdzie a, b, ¢ sa danymi liczbami 5x2 = (x+ 77
i a#0, nazywamy réwnaniem dru- 8x=3x2+1
giego stopnia z jedna niewiadoma P

albo réwnaniem kwadratowym.

CWICZENIE C Podaj przyklad réwnania typu ax? + bx + ¢ = 0, w Ktorym:
a) wspolczynnik b jest rowny 0, b) wspolczynnik ¢ jest réwny 0.

Pokazemy teraz, jak rozwiazuje si¢ niektére proste rownania kwadratowe.
Zaczniemy od réwnan typu ax? +¢ = 0.

[IOTTCEN Rozwiaz réwnanie.

a) 2x2-30=0
2x2=30
x*=15

Istnieja tylko dwie liczby, ktérych kwadrat
- . i jest rowny 15 liczba VTS i liczba ~V/T5; row:
x=/15 lub x==J/T5 nanie ma zatem dwa rozwiazania.

b) -3x2-6=0
-3x2=6
X ==2

Nie istnieje liczba rzeczywista, ktorej kwa
5 . N drat bytby liczba ujemna.
Réwnanie nie ma rozwiazan

(jest sprzeczne).

] (x=2?2=40-x
X -4x+4=4-4x
=0 .
i Jedyna liczba, ktérej kwadrat jest rowny 0,
x=0 ¢ Jest liczba 0; réwnanie ma jedno rozwiazanie.

ZADANIE | Rozwiaz réwnanie.

8=0 b) (5x+2)=20x+4 ©) 5x(3-2X0=15x+9

o 12
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I VICZENIE D Kazde z ponizszych réwnari spelniaja dwie liczby. Podaj te liczby
yiy+2)=0 22z-1)=0

Pokazemy teraz, jak rozwiazuje si¢ rownania typu ax? + bx = 0.

LTSN Rozwiaz rownanie.

a) 5x2-3x=0
Lewa strone réwnania zapisujemy w postaci
X(5x-3)=0 H \r\‘z;ﬁ:u — wylaczamy wspélny czynnik przed
x=0 lub 5x-3=0 Hoczyn dwoch liczb jest rowny 0 wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy jedna z tych liczb — pierwsza
lub druga — jest réwna 0.

Réwnanie ma dwa rozwiazania.

2

2
b) -x/5=%
@ Przeksztatcamy réwnanie do postaci
T +x/5=0 i ax2+bx = 0 i wyciagamy wspolny czynnik
przed nawias.
x(5+v5) =0
x=0 lub F+V5=0
x
L
x=-25
x=0lub x=-2.5 © Réwnanie ma dwa rozwiazania

ZADANIE  RozwiaZ réwnanie.

a) 7x42x=0 b) 10x=2x* © X -2x=2x

Uwaga. Niekt6re réwnania typu ax?+c = 0 mozna réwniez rozwiazywac, zapisujac
lewa strone w postaci iloczynu. Na przyklad réwnanie x?~25 = 0 jest rownowazne
réwnaniu (x - 5)(x + 5) = 0. Dalej tak, jak w

wadanio -6

ZESTAW ZADAN

1. Rozwiaz réwnanie.

© 12-3x*=0 e) 4(x*+2)=8

) 6x2=8-x° n Sed g
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2. Lodka plynaca po spokojnej wodzie tworzy na niej fale. Odleglos¢ A (czyt. lamb-
da) micdzy wierzcholkami tych fal (w metrach) mozna obliczy¢ ze wzoru A = I
gdzie v oznacza predkos¢ lodzi (w ). Oszacuj, z jaka predkoscia musi plynac
16dka, aby odleglos¢ micdzy falami, ktére tworzy, byla rowna 10m.

3. Rozwiaz rownanie.

a) x2-2x=0

b) 3x* +8x=0 e)%=4x-

9 -

4. Rozwiaz réwnanie.

a) (5x+2)* =20x d) (3+2x)° = (3x+27 + 10
b) (x-2)(x+2)=5 &) (Gx-2)3-0=
Q (x-1)(x+2)=3x-2 ) (4x-6)=(x-4)(x-9)

=6(1 = x)(1 +x)

5. Uzasadnij, ze jesli w réwnaniu kwadratowym typu ax? + bx = 0
liczby a oraz b s3 calkowite, to wszystkie rozwiazania tego réw-
nania sq liczbami wymiernymi.

6. Na jednym z bokéw prostokata zbudowano tréjkat réwnora-
mienny, kérego wysokos¢ jest dwa razy duzsza od podstawy
(zob. rysunek). Przy jakich wymiarach prostokata pole tréjkata
bedzie dwa razy wieksze od pola prostokata? 2

MINISPRAWDZIAN

S1. Kazda liczba spelniajaca réwnanie 2x* = 5x jest tez rozwiazaniem réwnania:

A.2x=5 B.-3x=0 C.x(2x-5)=0 D. X3(5x-2)=0

52. Wszystkie rozwiazania réwnania 3 0 nalezq do przedziatu:

A, (-o;0) B. (051) ¢ (-1;01) D. (0,1;+%0)

53. Dlugos¢ boku tréjkata réwnobocznego o polu 1073 jest liczba:
A. wymierng i mniejsza niz 10 C. wymierna i wieksza niz 10
B. niewymierna i mniejsza niz 10 D. niewymierna i wicksza niz 10
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WYROZNIK ROWNANIA KWADRATOWEGO.

ROZWIAZYWANIE ROWNAN

Umicjetnosé rozwigzywania réwnar typu

d mozna wykorzystaé przy

rozwiazywaniu réwnan, w ktérych po jednej stronie jest kwadrat pewnego

wyrazenia, a po drugicj — liczba.

[TBTICEN Rozwiaz réwnanie.

@x-32=5
3o s Istnie dwie liczby, krych kadrat jest
2x-3=5 lub 2x-3=-V5 i rowny 5: liczba V5 i liczba ~/5.
2x=3+./5 2x=3-.%
x=305 b x=35 Réwnanie ma dwa rozwiazania

ZADANIE | Rozwiaz réwnanie.

170

(x-1)* =64 @x+172=10 (@x-87=0

WICZENIE A Zapisz lewa strone réwna-
nia jako kwadrat sumy lub kwadrat r6z-
nicy i rozwiaz r
=0 b)x2-12x+36

wnanie:

a) X+ 2%+

Bx-17

2ab+b? =(a+ by
2ab +b? = (a-b?

JURRTS

Pokazemy teraz, jak mozna rozwiazaé réwnanie kwadratowe, korzystajac
ze wzoréw skréconego mnozenia. Rozwazmy rownanie:

X2-6x+5=0

Mozna je tak przeksztalci¢, aby otrzyma¢ réwnanie typu: (x -H)* = A,

X2 -6x
t
2.x-3

2.x-3+3
(x-3

x-3=2 lub x-3
x=5 lub x=1

Zapisujemy réwnanie w innej postacl.

Rozwiazujemy otrzymane rownanie.

W podobny sposéb mozna rozwiazaé kazde rownanie kwadratowe.
CWICZENIE B RozwiaZ podane réwnanie metoda opisang powyzej.
a) X +10x+9=0 -

ROWNANIA KWADRATOWE

Po dodaniu 32 do obu stron réwnania otrzy-
mujemy po lewej stronie wyrazenie (x - 3)°.



Metode znajdowania rozwiazan réwnania kwadratowego opisang na po-
przedniej stronie mozna zastosowaé do przeksztalcenia réwnania kwadra-
towego w postaci ogélnej.

bo rozwazamy rownanie
kwadratowe.

ax’+bx+c=0 |:a

Przeksztalcamy rownanie tak, aby po
lewej stronie otrzymac kwadrat pewne:
go wyrazenia.

Liczba rozwiazan tego réwnania zalezy od tego, czy iloraz b2=4ac o 4ac jest
liczba dodatnia, ujemng czy réwna 0. Wartos¢ wyrazenia 4a® jest zawsze
dodatnia, zatem liczba rozwiazari rownania zalezy od wartosci wyrazenia
b? - 4dac. To wyrazenie znikiem réwnania

i oznaczamy grecka litera A (czyt. delt

A =b?-4ac

Rozwazane réwnanie mozemy wicc zapisac w postaci:
by _
(xea) =

Gdy A <0, to réwnanie nie ma rozwiazania.

Gdy A =0, to: by
ly (x+ E) =0
b Réwnanie ma jedno
~2a rozwiazanie,
Gdy A >0, to: bY_ A
(e 35) = 3

b V&Y
(o4 - ()
Kwadraty dwéch liczb sa réwne, gdy te liczby sa rowne albo gdy sa liczba-
mi przeciwnymi. Zatem:
b _J&
x+ oA b

Réwnanie ma dwa
rozwiazania.

Wobec tego:
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iqzywanie rownan mozna ujaé w jacy schemat:

Aby rozwiazaé réwnanie ax® +bx + ¢ = 0 (a # 0), najpierw obliczamy
warto$¢ wyrazenia:

A =b?-4ac
Jesli A > 0, to rownanie ma dwa rozwiazania:

-b-VA& _-h+VA
2a

X 2a

X2

Jesli A = 0, to réwnanie ma jedno rozwiazanie:

" 2a

Jesli A < 0, to réwnanie nie ma rozwigzan.

[TOTISEN Rozwiaz rownanie.

a) 6x2-13x+5=0

A=(-137-4-6-5=49 4> 0, wiec réwnanie ma dwa rozwiazania.
_ =(=13)- /49
XN=T0%

Korzystamy ze wzoréw.
A

=(=13)+./49 _=b+ &
X2 = % ="
1 s
X1 X =3
b) 6x2 +4x+% =0
a=22-4.6-2-0 =0, wigc réwnanie ma jedno rozwigzane.
1
3 i Korzystamy ze wzoru: x= 57
€ 6x2-5x+2=0

A=(-52-4-6-2=

<0, wigc réwnanie nie ma rozwiazan.
Réwnanie nie ma rozwiazat

ZADANIE | Rozwiaz réwnanie.
Q) X +x+20=0 b) 4x

8x+3=0 ) 9 -6x+1=0
adani 215
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ZESTAW ZADAN

1. Rozwiaz réwnanie (metoda pokazana w przykladzie na stronie 170).

a) (x-37=25 9 3(6-5%2=0 o -3(5x+3) =2
b) 4(3x+2)° =8 d) (0.2x-3) = ) -030,7x+1)* =

2. Rozwiaz réwnanie.
a) X*-5x-14=0 0 —4x?+2x-5=0
b)

-2x+15=0 d) 6x% - x—

0 f) x*+2x+1=0

3. Rozwiaz rownanie.

a) 2x*-3x+7=8 d) 1+x+5% =0 9) 0,04x% = 1+0,4x
b) x-5x2-10=0 @ 15-3x*-4x=0
9 X2 +10=7x ) 4x-3x* i) 2x=3x0+ 1

4. Ustal, ile rozwiazan ma réwnanie.

a) 7x%-x+200=0 d) 12x - 7x - 16 9) X*-24-10x=0
b) -2x2+9x+73=0 e) ~-mx +x-1m=0 h) 20y =2y2 +50
© 100x* +20x+1=0 f) V2 -8x+2v2=0 i) -z2+2V/32+6=0

5. Rozwiaz réwnanie (wybierz jak najprostsza metode).
a) 2x2-7=0 9 x-3x2=0 @ (Bx-12=0
b) X(5-2¥

0 d) X?-2x+1=0 f) Gx2=7

6. Rozwiaz rownanie.
a) x(x-3)=3x-4 0 (2-3%)2 =4x(x-2) @) 20x(x+1)=(5+2x)?

b) 3(1-X) = 2x(x - 4) d) @+x)?=@x+ 77 0 (3-1)(3+1) =x-12
7. RozwiaZ réwnanie (zapis

x 1 2x-1_2
3x-1 2x R

odpowiednie zalozenia).

a)

x+1 x

8. Rozwiaz rownanie (zapisz odpowiednie zalozenia).

2

_5- 1o
a) x 2 0 b) 2x H 3 Q
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9. Rozwiaz uklad réwnan.

X+y=8 y=2x+1 x+2y=6
a) b4, 9 2
Xx-y=-33 X ryt=4 y=x2+1

10. Pewne réwnanie kwadratowe ax? + bx + ¢ = 0 ma dwa rozwiazania, a wszystkie
wspolezynniki a, b oraz ¢ sa liczbami catkowitymi. Uzasadnij, ze albo oba rozwia-
zania sq liczbami wymiernymi, albo oba niewymiernymi.

1. Mierzac dlugos¢ sladow, jakie zostawil hamujqcy samochod osobowy, mozna
ustalié, z jaka jechal predkoscia. Trzeba : jezeli
samochéd jechat z predkoscia v kilometréw na godzmg, 10 jego droga hamowania
wynosi okolo 0,006v? +0,21v metrow. Z jakg predkoscia jechal samochéd, ktérego
droga hamowania wyniosta 25,5 m?

12. Liczby pod rysunkami to cztery Kolejne liczby zwane tréjkatnymi. Piata liczba
tréjkatna to 15. Ogélnie: n-ta liczba tréjkatna jest rowna yn(n+1). Sprawdz, czy 78
Jest liczba trojkatna.

o Q0

Qo Q0 Q00

o o0 900 0000
1 3 6 10

13. Pole pewnego prostokata jest réwne 195 cm?. Jeden z bokéw jest o 2 cm diuz-
szy od drugiego boku. Jakie wymiary ma ten prostokat?

©14. 7 okna umieszczonego na wysokosci d me-
tr6w nad ziemia wyrzucamy w gore pilke z pred-
kosciq v ™. Po uplywie ¢ sekund pitka znajduje
sie na wysokosci b metréw, kt6ra mozna obli-
czy¢ ze wzoru:

h:w-“’zim, gdzie g~ 10 |
Oblicz, po jakim czasie pitka spadnie na ziemie, {1
gdy rzucimy ja do géry z predkoscia 1 2 & ‘ |
a) bedac na wysokosci 4m,
b) bedac na wysokosci 8 m.
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Ciekawostka

Starozytni Grecy uwazali, 7e wirod moz-
liwych podzialow odeinka na dwie cze-
sci jest taki, w ktorym czgsci otrzyma-
ne w wyniku podzialu majq wyjatkowo
pickne proporcje. Ten podzial, zwany
zlotym podzialem, powinien by¢ wedlug
nich dobrany tak, aby stosunek diugosci

@+ mozna zapisa¢ w in-

nej postaci: § = 1+ 2. Przyjmujac § = @,
otrzymamy rownanie:

ROWNOSE & =

\
@=1+3

Dodatnie rozwiazanie tego rwnania to
wlasnie zlota liczba.

dluzszej czgsci do krotszej byl taki sam,
jak stosunek dhugosci calego odcinka do
dluzszej czesci (zob. rysunek).

Zlota proporci¢ mozna odnalezé w.
Iu rzezbach i obrazach dawnej i wspol-
czesnej sztuki. Czgsto tez wystepuje

Leonardo da
Vinci zlota pro-
porcje nazywat
boska i stosowal
Jaw wielu dzie-
lach. Oto jeden
2 jego rysunkéw

a _ash
b a

Powyzej zapisana proporcja nazywana
jest ztota proporcja. Gdy dokonamy zo-
tego podzialu odcinka, to niczaleznie od
jego dlugosci stosunek  jest zawsze
jednakowy. Liczba rowna temu stosun-

(zaznaczono
kowi jest nazywana zlota liczba i ozna- na nim zloty
czana grecka litera @ (czyt. fi). podzial).

15. Przeczytaj ciekawostke. Rozwiaz odpowiednie réwnanie i znajdz zlota liczbe.
Podaj jej wartos¢ z dokladnoscia do drugiego miejsca po przecinku.

MINISPRAWDZIAN

51. Tle sposréd czterech réwnari zapisanych w ramce nie ma rozwiazari?

[x3+x+1:o X4x+1=0  K+x-1=0 x-x-1

A jedno B. dwa C. trzy D. cztery
52. Wszystkie rozwiazania réwnania x* - 7x+6 =5 sa liczbami:
A. ujemnymi

B. wymiernymi

C. nalezacymi do przedziatu (0;7)
D. wickszymi od 6

3. Jeden z bokow prostokata jest o 3cm diuzszy od drugiego boku. Pole tego
prostokata jest rowne 10 cm?. Jaki obw6d ma ten prostokat?
A l4em B. 20cm

C.22cm D. 26cm
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1. Rozwiaz rownanie.

a) 12X +4 =40

€) 6x2+5x =3x?

f 3@ +5=3-1x
9) @x-172 =25
) 3x+12-2=0

2. Tle w ramce zapisano réwnan, ktore
maja dwa rozwiazania?

~3-173+605%* =0

2x+734+19x2 =0

2 -307+1,19x=0

072-11x% - 182x

3. Rozwiaz réwnanie.
a) 22 +2x-1=0
b) 6x2=1-x

e X +xV/5=1

4. Rozwiaz réwnanie.
a) (x+3)x+1=-1

b) (x+4)-8x=2

o (1-3x2=1-6x

d) x+9=(x-3)

e (x+12=9+(Kx-1)

176

5. RozwiaZ réwnanie (zapisz odpowied-
nie zalozenia).

6. Jaka liczba ma podang wlasnosé?
Jesli od kwadratu liczby o 5 mniejszej
od pewnej liczby dodatniej a odejmiemy
liczbe 5 razy wigkszq od a, to otrzyma-
my liczbe 0 42 wiekszq od a.

7. Suma kwadratéw pewnych trzech
Kolejnych liczb naturalnych wynosi
6350. Co to za liczby?

8. Dla jakiej wartosci x pole narysowa-
nej figury jest réwne 52
a)

9. Podstawa tréjkata o polu 21 jest o 1
krétsza od wysokosci do niej poprowa-
dzonej. Jaka jest dlugosé tej podstawy?

10. Korzystajac ze wzoru podanego
w ramce, ustal, czy istnieje wielokat,
kt6ry ma:
a) 60 przekatnych,
b) 90 przekatnych.

Liczba przekatnych n-kata

nin-3)
2

Jest rowna
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Funkcja
kwadratowa

Pilka odbita przez siatkarke porusza sig wzdluz krzywej zwanej parabolg.
Korzystajac z whasnosci funkdji kwadratowej, mozna ustalié, jak dlugo pitka
bedzie sie znajdowala ponad siatka.

Parabola = Wzor funkgji kwadratowej w postaci ogélnej

i kanonicznej = Wzor funkgji kwadratowej w postaci iloczynowej

= Funkcja kwadratowa — podsumowanie = Nieréwnosci kwadratowe
= Zastosowania funkcji kwadratowej = Powtdrzenie



PARABOLA

ICZENIE A’ Zaznacz w ukladzie wspolrzednych kilka punktow nalezacych do

.y
wykresu funkcji y = 1x? i naszkicuj jej wykres.

Ponizej narysowano wykresy kilku réznych funkcji typu y = ax?.

Y ¥ % b
: ‘ 3
N N 5
7’ * J
It 1 i /A
i x i x i X
¥ ¥y ¥y
1 1 1
1 x T x ] X
5 ta ¥
y G /
EN B A

Krzywa, ktéra jest wykresem funkcji y = ax?, gdzie a # 0,
nazywamy parabola. Wierzcholek paraboli y = ax? lezy
w poczatku ukladu wspélrzednych, a of y jest jej osia symetrii.

Gdy a<0, wykresem funkgji y = ax?
jest parabola o ramionach skiero-
wanych w d6l. Zbiorem wartosci tej
funkeji jest przedziat (-o0;0).

Gdy a>0, wykresem funkeji y = ax?
jest parabola o ramionach skiero-
wanych do gory. Zbiorem wartosci
tej funkeji jest przedziat (0;+co).

y=ax i a>0 y=ax¥ i a<0
b{ b/

wierzcholek

ramiona
paraboli

wierzchotek
paraboli

wdanie 1)
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Na ponizszych rysunkach przedstawiono parabole, ktéra stanowi wykres

funkcji f(x) =-1x% oraz parabole otrzymang w wyniku jej przesunigcia

W pionie.

Po przesuniceiu wykresu funkdji £
0 4 jednostki w gore
otrzymano wykres funkcji g.
Funkeja g przyjmuje dla kazdego
argumentu x wartos¢ o 4 wicksza

niz funkeja f.

gX) =f(x)+4

Po przesunicciu wykresu funkdji £
02 jednostki w dél
otrzymano wykres funkeji h.

Funkeja h przyjmuje dla kazdego
argumentu x wartos¢ o 2 mniejsza
niz funkdja f.

h(x)=f(x)-2

Wierzcholek paraboli
y = -Ix+4
lezy w punkcie:
©,4)

paraboli y =3

a) 0 10 jednostek w gore,

PARABOLA

Wierzcholek paraboli

y =-ix-2
lezy w punkcie:
0,-2)

CWICZENIE B Zapisz wzor funkcji, ktorej wykres otrzymamy po przesunieciu

b) 0 3 jednostki w dol.

Z powyzszych rozwazar wynika, ze
parabola y = ax? + g ma wierzcho-
Tk w punkeie (0, ).
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Na kolejnych rysunkach przedstawiono parabole, ktéra jest wykresem
funkcji f(x) = x?, oraz parabole otrzymane w wyniku jej przesuniecia

W poziomie.
Po przesunieciu wykresu funkeji £

Po przesunieciu wykresu funkdji £
05 jednostek w prawo 0 3 jednostki w lewo
otrzymano wykres funkeji h.

otrzymano wykres funkcji g.
Funkeja g przyjmuje dla kazdego  Funkcja h przyjmuje dia kazdego
argumentu x takq samq warto§¢  argumentu x taka samq wartos
jak funkcja £ dla argumentu 0 5 jak funkeja f dla argumentu o 3
mniejszego, czyli: wigkszego, czyli:

900 =fx~5) h = f(x+3)
Y

Vi

5%
fl)azsg)(2

s

Wierzcholek paraboli

Wierzcholek paraboli
y = 3x-52 y = dx+3)
lezy w punkcie: lezy w punkcie:
3,0)

(5,0
CWICZENIE C Zapisz wzér funkeji, KiGrej wykres otrzymamy po przesunieciu
paraboli y = ~4x%:
) 0 7 jednostek w prawo, b) 0 10 jednostek w lewo.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze
parabola y = a(x-p)? ma wierzcho-
Tek w punkcie (p, 0).

zadanie 2

=
Sa
e

X1

FUNKCJA KWADRATOWA
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il Kolejne rysunki przedstawiajq wykres funkcji £(x) = -1

,5x% oraz parabole
otrzymane w wyniku przesuniecia tego wykresu w poziomie oraz w pionie.

Po przesunieciu wykresu funkcji f Po przesunieciu wykresu funkcji f
0’5 jednostek w lewo 0 3 jednostki w prawo
i0 1 jednostke w dot

i 02 jednostki w gore
otrzymano wykres funkdji g. otrzymano wykres funkcji h.

¥ ¥
Ly g
1 X X
= x o
i 2 W
o i |=
2 = i
L2 < =
4T
e
Wierzcholek paraboli Wierzcholek paraboli
y = -15(x+5? -1 y=-15x-32+2
ma wspolrzedne: ma wspolrzedne:
(=5,-1) (3,2)
Wykresem funkcji y = a(x - p)? +q, gdzie a # 0
jest parabola o wierzchotku (p, g).
a<o
Y|
najwicksza
i wartos¢ funkcji
warmsc funkqx /\ 7
P | X
argumen( dla kmrego argument, dla kidrego
‘ przyjmowana jest \{ przyjmowana jest
Inajmnicjsza wartosé najwicksza wariosé
CWICZENIE D Podaj przyklad wzoru funkeji, kiorej wykresem jest parabola
o wierzcholku:
a) (4,-7) b) (-5,8) 9 (-6,0)
Zadania 35 )
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v IEZEATEEE Jakie wspotrzedne ma wierzchotek paraboli, ktéra jest wykresem
unkej 1(x +3)2 + 47 Ustal zbiér wartosci tej funkdji i okresl przedziaty jej
monommcznoscl

= Jx+37+4

=1 -3 : Zapisujemy wzor w postaci
y=-3-(3)2+4 LT

Wierzchofek paraboli:

i Zaznaczamy wierzchofek i szkicujemy wykres funk-
* ji (ramiona paraboli skierowane w d6

. < _ Najwieksza wartoscia funkdji jest 4; funkcja osiaga
Zbior wartoscl funkeii (o0:4) dowolnie mafe wartosci.

Funkgja jest rosnaca w przedziale i jest malejaca w przedziale

ZADANIE | @) Jakic wspéirzedne ma wierzcholek paraboli, kidra jest wykresem
funkdji y -6?

b) Jaka najuwicksza wartos¢ przyjmuje funkcja y = -1 (x + 42 + 57

c) Okresl przedzialy monotonicznosci funkgji y = 1,5(x - 2)? -
adaria 69

v Znajdz wzér funkeji, ktrej wykresem jest parabola o wierzchotku
(13,-5), przechodzaca przez punkt (12,-8).

y=alx-p?+q

y=alx-132-5 p=13i4=-5

ao _132_ i Wazor funkdji spetnia para liczb x =12 i y = -8, bo
8=a(12-13)-5 punkt (12,-8) nalezy do wykresu szukanej funkeji

-8=a-5

=-3(x-13)2-

ZADANIE | Znajdz wzor funkci, ktérej wykresem jest parabola o wierzcholku (-3,2)
przechodzaca przez punkt (7,-48).
2adana 10-11
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ZESTAW ZADAN

41 1.Na rysunku obok przedstawiono
wykresy nastepujacych funkcji:
D()pasu] wzory funkeji do wykresow. ©
/Il 2. Rysunck ponizej przedstawia parabolg y = ~1x? oraz parabole otrzymane w wy-
niku jej przesuniecia. Zapisz wzory funkeji, ktérych wykresami s te parabole.
a) b)
b X

4 3. Kazda z narysowanych ponizej parabol powstala w wyniku przesuniccia wykresu
funkeji y = 3x%. Zapisz wzory funkdji, kiérych wykresami sq te parabole.

N
7

4. Naszkicuj w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy podanych funkcji.

a) y=x b) y=-2x 9 y-=
3 y=-20x-47

y=

N

y=(x-42+1 y==20x+13
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=

5. Narysowane obok linie otrzymano,
przesuwajac odpowiednio wykresy na-
stepujacych funkjiz

y=2x2 y=-2x2

y=x* y=
Zapisz wzory funkeji, ktérych wykresa-
mi sq te linie.

6. Ustal, jakie wspolrzedne ma wierz-
cholek paraboli:

a) y= 2 9 y=-(x-17+5
b) y=-25x+37 4g) yzzxg?»e

7. Wykres funkcji y przesunieto tak, ze otrzymano parabole o wierzchotku A.
Zapisz wzor funkji, ktérej wykresem jest ta parabola, jesli:

a) A=(10,0) 9 A=0,7) @ A=(-2,1)
b) A=(-15,0) @ A=(01) N A=(,-5)

8. Ustal zbiér wartosci podanej funkcji i podaj, ile miejsc zerowych ma ta funkcja.

a) y=-40x2 +25 9 y=Fx+5? € y=-3(x-2°+3

d) y =130~ 152 -20 f y=-8(x+2?-12

9. Okresl przedzialy monotonicznosci podanej funkcji.

Q y=14(x-48)?

d) y=-35(x+1,2) f) y=-27(x-137-4,5

10. Znajdz wzér funkdi, ktdrej wykresem jest parabola o wierzchotku W przecho-
dzaca przez punkt P.

a) W=(-1,-1,P=(3,3)  b) W=(-8,7),P=(16)  W=(3,2), P=(-5,10)

11. Znajdz wzor funkgji, ktérej wykresem jest narysowana parabola.

a) 7| b) Vi P yi
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MINISPRAWDZIAN

S1. Jakie wspélrzedne ma wierzcholek paraboli y = —2(x +1)2 - 72
A7) B.(-1,-7) C.(-1,7) D. (1,-7)

$2. Na ktérym rysunku przedstawiono wykres funkeji y = —(x - 2)? +3?

A i B. C. \/ Y D.

g g
01 X O\1

53. Funkcja y = -3(x + 8)* - 7 jest rosnaca w przedziale:
A (-o0;-8) B. (-8;+w) C (~w:i7) D. (7;+%)

54. Ktéry z ponizszych wzoréw opisuje funk-
cje przedstawiong na wykresie obok?
Ay=2x+172-2 Coy=-2x+1P+2
B.y=-2(x-132-2 D.y=2(x-1P+2

WZOR FUNKCJI KWADRATOWE)
W POSTACI OGOLNEJ | KANONICZNEJ

Rysunek obok przedstawia wykres funkcji okre-
slonej wzorem:

y=20x-37-4
Wyrazenie wystepujace po prawej stronie mo-
zemy przeksztalcié:
2(x-3)2 -4 =22~ 6x+9) 4 = 2x2 - 12X + 14

Zatem wz6r funkcji mozemy zapisaé w postaci:
y=2x*-12x+14

Oba wzory opisuja oczywiscie te sama funkcje.
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Kazda funkcje, ktérej wzér mozna Przyklady funkcji
Zzapisa¢ w postaci: kwadratowych:

y=ax*+bx+c, 2+2x-7

gdzie a, b, ¢ sa danymi liczbami rze-
czywistymi i a # 0, nazywamy funk- Bx-2Hx-3)
cja kwadratowa, Wykresem funkcji =

Kkwadratowej jest parabola.

y=5(x-12-5

~3(x+5)

WICZENIE A Ostatni wzor sposrod zapisa

ych powyzej przeksztalé do postaci
y = ax? + bx +c. Podaj wartosci wspolezynnikow a, b i c.

Zapis y = ax? + bx + ¢ to postaé ogélna wzoru funkeji kwadratowej. Po-
przednio omawialismy wlasnosci funkeji kwadratowych, ktérych wzory
zapisywalismy w postaci y = a(x - p)? + g, nazywanej postacia kanoniczna.

2 Przyklady wzoréw funkji kwadratowej:
y=ax?+bx+c
postaé ogélna W postaci ogélnej W postaci kanonicznej
y=x+6x+11 y=(x+37+2
y=alx-pP+q ¥ =3x2-42x+147 y=3(x-78
posta¢ kanoniczna y=-5x2+10x y=-S(x-17+5

polczynnik a pujacy w obu postaciach wzoréw decyduje o tym,
jak skierowane s3 ramiona paraboll. Jesli @ > 0. to ramiona paraboli skic-

rowane s w gore, a jesli a <0, to ramiona skierowane sa w dol.

CWICZENIE B Zapisz dowolny przyklad
funkcji kwadratowej w postaci ogélnej Parabola y = ax? + bx + ¢

i podaj punkt przeciecia jej wykresu przecina o y

7 osia y. w punkeie (0, ).
8

Na podstawie wzoru funkcji kwadra- <

towej w postaci kanonicznej mozemy

ustali¢, jakie wspdlzedne ma wierz- ——

cholek paraboli. Gdy znamy wzor
w postaci ogélnej, to od razu wia-
domo, jakie wspolrzedne ma punkt
przecigeia paraboli  osia y.

zadonia 13 )
Zastanéwmy si, jak znalez¢ wspdlrzedne (xy,y,) wierzcholka parabo-
1i, kt6ra jest wykresem funkeji kwadratowej okreslonej wzorem ogélnym
y=axt+bx+c.
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Przyjmijmy, ze a 40 i wzory y = ax?+bx+c oraz y = a(x-p)*+q okreslaja
te sama funkcje. Wzor w postaci kanonicznej mozemy przeksztalcic:

y=alx-py+q DoXw=pvw=q
y=a(?-2px+p*)+q
y=ax?-2apx+ap® +q i Przeksztalcamy postaé kanoniczna wzoru do

A postaci ogoine].
y=ax?+(-2ap)x +ap*+q
b <

Zatem: { Watn = ot 2apcrapti onise c sama
- 2= funkeje co wzor y = ax? + bx -+, wigc odpo.
_2ap = +q-=
ap=b i ap*+q=c . Wspotczynniki musza byé rowne
Stad:

e an? i Z otrzymanych réwnosci wyznaczamy p i q
L og=cap W zaleznosci od a, b c.

Z powyzszych réwnosci wynika, ze:

-b? _ - (b2 -4ac) _ ~
Ia

¥ Wspolrzedne (x,y, i) wierzcholka pa-

y raboli, kiéra jest wykresem funkdji

Ny kwadratowej y = ax? + bx + ¢, moz-
na obliczyé, korzystajac ze wzoréw:

[TATCEE Zapisz wzor funkgji y = -5x2

Wierzchotek: (-0,3,-1,55)
Zapisujemy wzér w postaci kanonicznej

(x+0,37-1,55 yoakopreadaa==s p=-03,

ZADANIE | ZnajdZ posta¢ kanoniczna wzoru funkcji y = 1 2x-1.
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Aby obliczy¢ druga wspéirzedna wierzcholka paraboli, nie musimy korzy-

staé ze wzoru yy ﬁ. Mozna ja obliczy¢, ustalajac najpierw, jaka jest

pierwsza wspolrzedna, a nastepnie wstawié te wartos¢ do wzoru funkcji.
zadania 4-5 )

i Znajdz wspotrzedne wierzchotka paraboli, ktéra jest wykresem
1

funkeji y = ~1x2 + x/2 +1,52. Okres| monotonicznos¢ tej funkeji.
+xV2+1,52
R R RC
I
Yom £ (D) =LA vE VIt s2mnse | Y s et

i waor Ranke) Y o FikeD

Wierzchotek parabol /2,252

Zaznaczamy wierzchotek para-
boli, punkt przeciecia z osiq y
i szkicujemy parabole.

(=o0: 2) Odczytujemy z wykresu prze-
dzialy monotonicznosci.

Funkja jest rosnaca w.

i jest malejaca w przedziale (/2 +c).

ZADANIE | Okresl funkeji y = 42 - 4x

monotonicznos
atanio 57 )

Funkcja kwadratowa y = ax? + bx + ¢ ma tyle miejsc zerowych, ile

rozwiazai ma réwnanie ax?+bx+c = 0. Liczba miejsc zerowych zalezy

od wartosci wyrazenia A = b? - 4ac.

Jesli A > 0, to funkcja ma dwa miejsca zerowe. Jesli A = 0, to wyste-

puje jedno miejsce zerowe. Jesh A<0, to brak miejsc zerowych.
A>0 A<0

U i Y
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@-2x-5=0
A=b?-dac=(-27-4 -} (-5)=9

VA=3

Miejsca zerowe to =2 i 10.

ZADANIE | W jakich punktach parabola y = ~2x* +4x + 6 przecina osie ukladu
wspolrzednych?
2adonia 811 )

ZESTAW ZADAN

1. Wykresem podanej funkdji jest parabola. Czy parabola ta ma ramiona skierowa-
ne do gory czy w d6? W ktérym punkcie parabola ta przecina o§ y?

2x-12 b) y=(2- VX2 -3x 9 y=2x-

a) y-

2. Dopasuj wzory do wykres6w.
Dy=x*-6x+8 @Qy=-2+2-1 @y=--4x-2 @y=x*+x-2

¥y ®\ ¥ ¥ ¥y [
i 1 1 1
/ *1 ) }/‘ X A l\ ' ‘ l )
®) ©
3. Na rysunku obok sg przedstawione B Vi

wykresy nastepujacych funkcji:
@y=x2-x+5
@y=-jx+x+1
@y=ixt+x+s

@y=-}

Dopasuj wzory do wykresow.

x1

—x+1
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Il 4. Podaj wspdirzedne wierzcholka paraboli, ktéra jest wykresem funkcjiz

a) y=-2x2-8x-3

2 _5x+3 o y=—§xz+3x+z

5. Zapisz wzér podancj funkeji w postaci kanonicznej.
»‘7%)”% e y=x>v2-4x+V2

a)y Q y=-

b) ¥ =-3x% +6x d) y=-x2+04x-0,8 f) y=-x*V3-2x-V3

4l 6. Ustal zbiér wartosci i okresl monotonicznosé funkej

a) y=x2+4x-12 b)y:—%xz+7x—5 o y=-6x%+9x

7. Udowodnij, Ze jesli liczby a, b, ¢ sa calkowite oraz a # 0, to obie wspolrzedne
wierzcholka paraboli y = ax? + bx + ¢ sq liczbami wymiernymi.

PN
E

8. Il miejsc zerowych ma podana funkcja?

a) y= %xu“g b) y=1,2x2+0,7x-2,3 9 y=9x*+12x+11

9. Ustal, ktéra z trzech podanych funkcji ma dwa rézne miejsca zerowe. Oblicz je.
a) y=2x7-14x+20 b) y=(x-77+6 9 y=15x*+3
y=-5(x+1)?-40 y=6x2+x

y=2x+2?-2 y=-3x

10. a) Dla jakich argumentow funkcja y = -2x2 przyjmuje wartosé 337

b) Dla jakich argumentow funkcja y = 2x? + 15x + 5 przyjmuje wartos¢ ~207
) Dla jakich argumentéw funkeja y = ~3x + 11x +4 przyjmuje wartos¢ 12?
- X przyjmuje wartos¢ 157

d) Dla jakich argumentéw funkcja y =

11. Oblicz pole prostokata zaznaczonego na rysunku.
a b) ¥y 9 ¥y

6xys5

=2
I8

X X & X
\/ % )
%
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MINISPRAWDZIAN

S1. W ktorej ¢wiartce ukladu wspé h lezy paraboli
wzorem y =-3x%+ 15x - 10?

A. W pierwszej B. w drugicj C.w trzeciej D. w czwartej

52. Ktéra z podanych funkcji ma dwa miejsca zerowe i osiaga najmniejsza war-
t0$¢?

A f(x)=2x% = 5x+183 C. f(x) = 0,4x° - 13x - 562

B. f(x) ~661x +0,7x - 2

2 +3x+307 D. f(x)

53. Wykres funkcji f(x) = £x? - x~ 12 przecina o$ x w punktach A i B. Odleglos¢
miedzy tymi punktami jest rowna:

A2 B.5 C. 10 D. 12

WZOR FUNKCJI KWADRATOWE)
W POSTACI ILOCZYNOWEJ

CWICZENIE A Podaj miejsca zerowe funkcji f(x) = 3(x - 2)(x + 5). Nastepnie uza-
sadnij, Ze tak okreslona funkcja jest funkcjq kwadratowa — przeksztal¢ wzor
do postaci y = ax? + bx +c.

Jesli liczby x1, 2 s miejscami zerowymi funkcji kwadratowej, to jej
wz6r mozna zapisa¢ w postaci:
f(x) = a(x - x)(x - x2)

‘Taka postac wzoru nazywamy postacia iloczynowa.
Uwaga. Wzoru funkeji kwadratowej, kiora nie ma miejsc zerowych, nie da si¢

zapisac w postaci iloczynowej. Gdy jedynym miejscem zerowym funkeji kwadra-
towej jest Xo, to jej wzor mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej f(x) = a(x - Xo)?.

CWICZENIE B Sprawdz, czy podany wzor funkeji mozna przedstawic w postaci
iloczynowej. Jesli tak — zapisz t¢ postac.

h(x) = 9x? +6x+ 1
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[TIATTEE Znajdz wzor ogolny funkeji kwadratowej, ktérej miejscami zero-
wymi s liczby ~1 i 3 i ktérej wykres przechodzi przez punkt (2,6).

Znamy miejsca zerowe funkgji: X, =
zapisujemy zatem jej wzér w postaci umy

£00) = alx = x1)(x - x2)

f) =alx+1)(x-3) nowej.

f@=6 Wykres funkeji przechodzi przez punkt (2,6)
6=a@R+1)2-3)

6=-3a

a=-2

00 = =20+ D(x=3)

Zapisuemy watr w postac loczynowe  prze:
2

00 = =202 = 3x +x = 3) ksztatcamy go do postaci ogolnej.
fx)=-2x2+4x+6

ZADANIE | Znajdz wzor ogolny funkcji kwadratowej, ktorej micjscami zerowymi sa

liczby 31 4 i ktdrej wykres przechodzi przez punkt (5, 1).
sadona 13 )

ICZENIE C Podaj miejsca zerowe funkcji y = 3(x

]
symetrii paraboli, ktor

Gdy mamy wzér funkeji w posta-

2)(x~ 8). W jakim punkcie
jest wykresem tej funkcji, przecina o§ X

ci iloczynowej, to nie trzeba go
przeksziaicaé do ogolnej ani do ka-

Srednia arytmetyczna miejsc
zerowych funkgji to pierwsza

nonicznej, aby ustali¢

wierzchotka paraboli.

Zauwazmy, ze wierzcholek parabo-
li lezy na jej osi symetrii. Zatem
pierwsza wspolrzedna wierzchotka
— liczba Xy — lezy na osi x po-
srodku miedzy miejscami zerowy-
mi Xy, X2. Zatem:

—X1=X2 -

X
Stad:

S lyo -5
1x-Dx-5)

o
raboli, ktdra jest wykresem tej
funkdji.

b) y =-2(x+ D(x~5)

(CZENIE D Znajdz wspélrzedne wierzcholka paraboli o podanym wzorze.
ay

192

FUNKCJA KWADRATOWA



Znajdz miejsca zerowe funkgji f(x) = ~1(x +2)(x - 6), wspoirzedne
wierzchotka paraboli, ktéra jest jej wykresem, oraz punkt przeciecia z 0sia y.
Narysuj wykres funkcji.
fo) = _%(u 2)(x - 6) Na podstawie wzoru ustalamy miejsca zerowe.

Miejsca zerowe: x1=-2 X2 =6

Obliczamy pienwsza wspdlrzedna wierzcholka,
Korzystajac ze w20ru xy = 2

. Obliczamy druga wsptrzedna wierzchotka pa-
@+2)2-6)=8 raboli, czyli f(x).

Yu=f@)=

Wierzchotek paraboli: (2, 8)

_1 e Obliczamy druga wspolrzedna punktu przecie-
f0)=-3(0+20-6)=6 ciaz osia y, cayli £(0)
Punkt przeciecia z osia y: (0.6)
y
8
5
Zaznaczamy znalezione punkty
i szkicujemy wykres funkgji.
2 6\ x

ZADANIE | Znajdz wsphizedne punkiow przeciceia z osiami ukladu wspélzed-
nych oraz wspolrzedne wierzchotka paraboli y = 6(x + 3)(x + 5). Narysuj jej wykres.
sadorin 47 )

ZESTAW ZADAN
1. Podaj miejsca zerowe funkcji.

a) y=(x-3)x+1) 9 y=3(x+3) e y=x(6-x)
b) y=-2(x-3)3-x)

f) y=-2x(x+8)

2. Ustal, dla jakich argumentéw podana funkcja przyjmuje wartosci dodatnie.

=5(x-1(x-7) b) y

a)y Fx=2D)(x+12) 0 y=(x+4)x+50)
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3. Wykres funkcji kwadratowej przechodzi przez punkt P, a funkcja ma podane
miejsca zerowe. Znajdz wzor tej funkcji w postaci ogolnej.

a) P=(1,-30) 9 P =(0,-100)
‘miejsca zerowe: ~2 i 3 miejsca zerowe: =5 i 10
b) P=(1,-5) d) P=(57)
miejsce zerowe: 4 micjsce zerowe: 6

4. Okresl monotonicznos¢ funkeji.
a) y=3x-5)x+7) b) y =—(x+2) © y=-0,1(x+6)(x+20)

5. Podaj wspolrzedne wierzcholka oraz punkt6w przeciecia z osiami ukladu wspot-
rzednych paraboli o podanym réwnaniu. Narysuj t¢ parabole.

a) y=—5(x+4)(x+6) b)y=%(xf2i(x+12) o y=2(x-1)x-3)

6. a) Micjscami zerowymi pewnej funkcji kwadratowej sa liczby -5 i 11, a jej naj-
wieksza wartos¢ jest réwna 10. Podaj wspolrzedne wierzcholka paraboli, ktéra jest
wykresem tej funkgji.

b) Pewna parabola ma wierzcholek w punkcie (-3, 7). Odleglosé miedzy punktami,
w ktérych ta parabola przecina 0§ x, jest réwna 8. Znajdz ich wspotrzedne.

o Parabola o wierzchotku w punkcie (5, 14) przecina os x w dwéch punktach. Jeden
2 nich ma wspé (-10,0). Znajd? wspé drugiego z tych punktéw.

© 7. Wierzcholek pewnej paraboli i punkty przeciecia tej paraboli z osiq x leza na
okregu o promieniu 4, ktérego srodek znajduje si¢ w poczatku ukladu wspélrzed-
nych. ZnajdZ wzor funkdji, ktérej wykresem jest ta parabola.

MINISPRAWDZIAN

S1. Wierzcholkiem paraboli y = -2(x + 1)(x - 3) jest punkt o wspéirzednych:

A1,3) B.(1,8) 3 D. (-1,8)
52. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej sq liczby =5 i 1, a jej wykres przecina
0§ y w punkeie (0, 5). Wz6r tej funkcji mozna zapisac w postaci:

Ay =(x+3)x-1) Cy=-x2-4x+5

B.y=-(x+57+1 D.y=x+x+5

S3. Wzor funkcji f(x) = ~(x + 5)(x - 7) mozna zapisa¢ w postaci kanonicznej:
Ap=-tx-12+12 C.p=3(x-12-35

B.p=3(x-6)°+12
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FUNKCJA KWADRATOWA - PODSUMOWANIE

I Poni . jak mozna ¢ rézne postaci wzo-
row funkcu kwadratowej do ustalenia jej miejsc zerowych i wierzcholka
paraboli bedacej jej wykresem.

wzor Postac kanoniczna Postaé ogélna Postac iloczynowa
i wykres fx)=alx-pP+q | fx)=ax’*+bx+c | f(x)=alx-x)x-xa)
Y 4l M
e
X X %
H
wierzcholek Xw =P Xe= 32 Xy = M
paraboli -
=4 =3 Y = Flx)
lub
Yw = fxw)
micjsca
zerowe réwnania rownania réwnania
alx-pP+q=0 ax+bx+c=0 | alx-x)x-x)=0
Miejsca zerowe Jesli A >0, to Miejscami
spelniaja wiec funkcja ma dwa Zerowymi sa
réwnanie micjsca zerowe: liczby X i Xz.
x-pP =74 x =258
Liczba miejsc X = b2 VB
zerowych zalezy 2a
od tego, czy Jesli A =0, to
S jest liczba funkcja ma
dodatnig, ujemng jedno miejsce
czy réwna 0. zerowe xo = 52.
Jesli A <0, to
funkcja nie ma
miejsc zerowych.
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a) Znajdz wzér funkcji kwadratowej, ktérej wykres przecina osie
ukfadu wspéfrzednych w punktach (1,0), (-5, 0), (0,15).

xi=1, x=-5 Miejscami zerowymi sa liczby 1§ =5.
¥y =alx=1)(x+5) Korzystamy z postaci iloczynowe] y = ax - x))x - x,).
15 =a(0-1)(0+5) Punkt (0,15) nalezy do wykresu szukanej funkeji
15=-5a

a=-3

¥ =-3(x-1)(x+5) Zapisujemy wz6r funkeji

b) Ustal wzor funkdji kwadratowej, ktérej wykresem jest parabola o wierzchotku
w punkcie (5,~7) przechodzaca przez punkt (3,-8).

p=5 4 (p.9) to wierzchotek paraboli.
y=alx-5?2-7 Korzystamy z postaci kanonicznej y = a(x - p)? + q.
-8=aB3-572-7 Punkt (3,-8) nalezy do wykresu szukanej funkcji.

a-4

Al

7

Fx-52-7 Zapisujemy wz6r funkji.

© Wykres funkji y = 5x przesunieto, a otrzymana krzywa przecina o§ y w punk-
cie (0,~4) i przechodzi przez punkt (-2, 6). Znajdz wzér otrzymanej funkcji.

f(x)=ax?+bx+c Korzystamy z postaci ogéinej wzoru.

a=5 Wasr funkejif ma taki sam wspSiczynnik @
jak wzor funkcji y =

¢ Wykres funkgji f przecina o$ y w punkcie (0, 4).
fx)=5x*+bx-4

6=5-(-22+b-(-2)-4 Punkt (-2, 6) nalezy do wykresu funkdji f.
6=20-2b-4

b=5

fx)=5x2+5x-4 Zapisujemy wzor funkji

ZADANIE | a) ZnajdZ wzor funkeji kwadratowej, ktorej miejscami zerowymi sq licz-
by 4 6 i ktdrej wykres przechodzi przez punkt (0,5).

b) Ustal wzér funkeji kwadratowej, ktorej wykresem jest parabola o wierzchotku
w punkcie (-2,5) przechodzaca przez punkt (-3, 2).

© Po przesunieeiu wykresu funkeji f(x) = ~3x? + 7x otrzymano wykres funkcji g, ktéry
przecina o y w punkeie (0,6) i przechodzi przez punkt (2, 10). Znajdz wzor funkji g.
zodania 1-9 )
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Gdy znamy wzor funkeji j, to wiemy, jak s ski ramio-
na paraboli, ktéra jest jej wykresem, i mozemy stwierdzié, czy y (druga
wsp6lrzedna wierzcholka paraboli) jest najmnicjsza czy najwicksza war-
toscia funkcji. Mozna réwniez ustalic, jakq najmniejsza i jaka najwicksza
wartos¢ przyjmuje funkeja w danym przedziale.

CWICZENIE Ustal odpowiedz na pytanie, korzystajac z wykresu lub wzoru.

a) Jaka najmniejsza i jaka najwiek- b) Jaka najmniejsza i jaka najwiek-
574 wartos¢ przyjmuje ta funkcja sza wartos¢ przyjmuje ta funkcja
w przedziale (1;5)? e (1;3)7

a) Jaka najmniejsza i jaka najwieksza wartos¢ przyjmuje funkcja

f(x)=5x2+3x+1 dla argumentow z przedziatu (~10;5)?
P i Obliczamy pierwsza wspolrzedng wierz-
Xe==95=5T= chotka paraboli, ktéra jest wykresem

2z funkeji f.
xwe (-10;5) Poniewaz x, nalezy do rozpatrywanego
przedzialu | ramiona paraboli skierowa-
ren=l. oy . ne 3 w gére, wiee najmniejsza warto-
Yu=fED =5 (3243 (-3 +1=-35 iamae

Szkicujemy wykres funkdji f, czyli pa-
rabole o wierzchotku (-3,-3,5) i ramio-
nach skierowanych do gory.

f100=5- (1 02 +3-(-10)+1=21 Obliczamy wartoéci funkcji f na kor-
: cach rozwazanego przedziatu i sposréd
f5)=F-57+3:5+1=285 : liczb f(-10) i f(5) wybieramy wieksza

Odp. W przedziale (~10;5) najmniejsza wartoscia funk

f jest =3,5, a naj-

wigksza jest 28,5.
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b) Jaka najmniejsza i jaka najwigksza wartos¢ przyjmuje funkcja y = -3(x+2)2+5
w przedziale (~12;-8).

Xy = -2 Pierwsza wspdirzedna wierzcholka paraboli
w nie nalezy do rozwazanego przedziatu, wiec
. funkcja osiaga najmniejsza i najwieksza war-

o (12;-8) toit  Koreach pzectals

f(=12)==3(-12+2)? +5=-295
f(-8) = -3(-8+2)? +5 =-103
¥

Odp. W przedziale (~12;-8) najmniejsza wartoscia funkji f jest 295, a naj-
wigksza jest ~103.

ZADANIE | @) ZnajdZ najmniejsza qraz najwigksza wartosc funkei

fx)= ~2x+5 wprzedziale (~9;0).

b) Znajdz najmniejsza oraz najwicksza wartos¢ funkcji £(x) = 2x% + x -1

w przedziale (~1:2). zadania 1013 )

ZESTAW ZADAN

1. Znajdz wspolrzedne wierzcholka oraz punktéw przecieia z osiami ukladu
wspélrzednych paraboli o podanym réwnaniu. Naszkicuj te parabole.

a)y:%xzfxft! d) y=x(x+6) g) y=-5(x+1)(x+3)
b) y=3(x+22-75 e y=ix-3 h)y=f%lx75)z+2
© y=-5x%+30x-40 f) y=-4x+2x i) y=3(x-107

2. Wykres podanej funkeji to parabola. Czy jej ramiona skierowane sa do géry czy
w d6l? W ktrym punkcie ta parabola przecina 0§ y?

a) y=-3-2x+4x? b) y=(5+x)(3-x) Q y=-4(7-x)1+x)

3. Ustal zbi6r wartosci podanej funkcji.

b) g3 = 3(x-2)(x-6) 9 h(x)=-2(x+57-10
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4. Znajdz na rysunku punkty kratowe, przez ktére przechodzi wykres funkeji i za-
pisz wzor tej funkcji.

a) Y

L) Y

5. Znajdz wzor funkcji kwadratowej, kiora spelnia podany warunek.

a) Wykres funkcji przechodzi przez punkty (0,3), (1,2) i (=1,8).

b) Wykres funkcji jest parabola o wierzchotku w punkcie (-3,2), ktéra przechodzi
przez punkt (0,5).

 Miejscami zerowymi funkeji s liczby 2 16, a punkt (4,~1) nalezy do jej wykresu.
d) Funkcja ma najwieksza wartos¢ réwna 2, a jej wykres jest symetryczny wzgle-
dem osi y i przechodzi przez punkt (100, 1).

6. Znajdz wzor funkcji kwadratowe
wsplny, a prosta y = -2 przecina ten wykres w punktach (3

, kt6rej wykres ma z prosta y = -1 jeden punkt
-2)i(1,-2).

7. Podaj przyklad wzoru funkgji kwadratowej, ktora spelnia podany warunek.

a) Funkcja jest malejaca w przedziale (~o05-2) i rosnaca w przedziale (-2;+2).
b) Punkt (0,6) nalezy do wykresu funkcji i funkcja przyjmuje wartos¢ najwicksza.
 Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie tylko dla argumentow z przedziatu ( -3;7).
d) Dla argumentu x = 3 funkcja przyjmuje wartosé najwieksza rowng —3.

e) Funkcja przyjmuje wartos¢ najwicksza rowna 2 i jej wykres przecina o y
w punkeie (0,-3).

8. Naszkicuj wykresy odpowiednich funkdji i korzystajac z tych wykresow, okresl,
ile punktéw wspélnych majq podana parabola i prosta.

a) y=-5x247 i y=3 9 y=5(-3)x-7) i y=-20

b) y=2x?-3x-11i y=-2 d) y=-3(x-72+11 i y=12
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9. Na ponizszych rysunkach zacieni tréjkat 16 i romb i trapez
réwnoramienny. Oblicz ich pola.

¥ ¥ ¥

a0zt

Yy
[Gh

Il 10. Znajdz najwieksza oraz najmniejsza wartos¢ funkeji f(x) =
dziale:

a) (-1;3) b) (2;5) 9 (6;7)
11. ZnajdZ najmniejsza oraz najwieksza wartos¢ funkcji y = x?—4x+3 w przedziale:
a) (0:3) b) (0;5) 9 (-1;0)

12. Znajdz najwieksza oraz najmniejsza wartos¢ funkdji £(x) = 10(x + 6)(x + 4)
w przedziale:

a) (-10;-8) b) (-6:4) 9 (-1:2)

1(x-4)2+7 w prze-

13. Znajdz najmniejsza i najwicksza wartosé podanej funkcji w przedziale (~1;3).
a) y=3x-1°-7 b) ¥ =-2(x-2)(x-6) Q y=-4x*-4x+8

MINISPRAWDZIAN

51. Ktéra z podanych liczb jest najwieksza wartoscia funkeji £(x) = ~4(x + D(x + 5)
w przedziale (~2;5)?

A. =20 B. 1 L+ § D.5

1
3

52. Wykres jednej z podanych funkeji jest parabola, ktérej wierzcholek lezy w tym
samym punkcie, co wierzcholek paraboli y =~7(x + 1)2 - 6. Ktéra to funkcja?

B.y=-7(x-2)(x+4)
53. 0 pewnej funkgji kwadratowej f wiadomo, ze dla x = 0 przyjmuje najwicksza
wartosc. Ktéra z podanych wartosci funkeji f jest najmnicjsza?

A f(=3) B. f(0) C.fy D. f(5)
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NIEROWNOSCI KWADRATOWE

CWICZENIE Ponizej nary
jac z narysowanych wy

@ y

owano wykresy kilku funkeji kwadratowych. Korzysta-

zbiory rozwiazari podanych nierswnosci.

y © i

f2! £
fi
1 1 1
10X 0‘ i X o| 1 X
filx) = 437 +2x fox)=2x2+12x+19  f(0)=x2 -~ 10x+
Ix2+2x<0 2x2+12x+193 0 X2-10x+25>0
) ® ® g
1 1
% o1 X 01 %

3550

Kazdq z nier6wnosci zapisanych obok
mozna przeksztalcié tak, aby po jed-
nej stronie znaku nieréwnosci wyste-
powala liczba 0. Wowczas po drugiej ax2-oxe7

Przyklady nierownosci
kwadratowych:

stronie nierwnosci pojawi si¢ wyraze- <5
nie opisujace pewna funkcje kwadra- .
towa. Rozwiazanie nieréwnosci kwa- F23x-1

dratowej mozemy odczyta¢ z wykresu X +x<3x2-6
takiej funkcji.

Uwaga. Wykres, z ktorego mamy odczytaé rozwigzanie nierownosci, nie musi by¢
byt dokladny — wystarczy zna¢ micjsca zerowe funkeji (jesli istnieja) i wiedzieé,
jak skierowane sq ramiona paraboli.
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PRZYKLA Rozwiaz nieréwnosé.
) x?-18<0

x e (-3v2:32)

b) -3x? +6x <0

-3x% +6x
-3x(x-2)=0
7 x=0 lub x-2=0
x=2
o X

O -(x=7?22x+1

—(x* - 14x+49)-2x-120
-x?+14x-49-2x-130

-x*+12x-50>0

+12x-50=0

Y A=122-4-(-1)-(-50) <0

202

Obliczamy miejsca zerowe
funkgji y = x? - 18.

Zaznaczamy miejsca zerowe
i'szkicujemy wykres

a> 0, wiec ramiona s3 skiero-
wane w gore

Z wykresu odczytujemy zbior
rozwiazan nierownosci.

Obliczamy miejsca zerowe funk-
3x(x = 2) =-3x +6;

Zaznaczamy miejsca zerowe
i szkicujemy wykres

a <0, wiec ramiona sg skiero-
wane W dot.

Z wykresu odczytujemy zbior
rozwiazai nierownosci.

Przeksztaicamy nierownosc.

Funkcja y = -x? + 12x - 50
nie ma miejsc zerowych, a jej
wykres lezy ponizej osi X (ra-
miona paraboli sa_skierowa-
ne w doh), zatem nierownos¢
-x2 412X +50 > 0 nie ma
rozwiazati
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d)"%uﬁs—\

2
X +xV2+1<0

:
Laxv2e1=0 |2
X2 +2V2-x+2=0

A=(Z\/2)2—S 8-8=0

ZADANIE | Rozwiaz nierownosc.

a) 232 -5x>0

ZESTAW ZADAN

1. RozwiaZ nieréwnosé.
a) 26x-1)(x+3)>0
b) -2(x-5)(x-7)>0

b) Ix+dx<-8

9 S+ 13)x+17)20
d) x(x-3)<0

Obliczamy miejsca zerowe

funkdji +x/2

Szkicujemy wykres funkgji.

Nierownos¢ %+ x2+1 <0

7

spefnia tylko liczba —v2.

o 3x-2<5x

e (x-0,5) <0

) -2x(x+3)<0

i 116 )

2. Znajdz miejsca zerowe funkeji y = -6x?~5x+4, naszKicuj jej wykres, a nastepnie
ustal rozwigzanie nieréwnosci:

a) —6x° -5x+4>0

b) —6x% ~5x <-4

3. Rozwigz nieréwnosé.
a) 22 +5x-3320

b) -3 +x-4 <0

4. Rozwiaz nieréwnosé.
a) x2-49<0

b) 3x* > 120

NIEROWNOSCI KWADRATOWE

9 6x2+5x-430
d) 5x<4-6x%

 4x*-4x+1<0
d) X2-x-12<0

Q 7X2+2x>0

d) 6x > 5x%

e) -12x*-10x+8 <0

24 5x_2
f) X2+ 3x-5<0

o -Ix2+2x+5<0

f) -4x?+8x+4>0

e) —2(x-7)° <0

f 2(x+572<0
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5. Rozwiaz nierowne

a) x*=5x>-6 d) 3x(x-2) <x 9) 10x <(3x-1)(x+2)
b) OX®+6x+4 <3 e) 4x>-5x(2x+1) h) —x(x-4)> (x=4)(x+1)
o Sx-10<2x? ) 50x+3) <2x(x+3) i) 3X(7-20<(Gx+ DE-x)

6. Rozwiaz nierownosc.

a) 5(x-2)x+2) x> 25(1-x) 9 26x-312-1>7@2-x)

b) 5x-1<(@x-17 d) (x-2)° <(x+1P+9

7. Zbior rozwiazan nierownosci x* - 4x - 21 < 0 to przedzial (-3;7). Korzystajac
2 tej informacji, zapisz zbidr rozwiazar nierownosci:

a) ¥ -4x-2120 b) -x? +4x <-21 o 4x+212x

8. a) Dla jakich argument6w wartosci funkcji y = x2 + 3x - 20 sq mniejsze od 20?

b) Dla jakich argumentéw wartosci funkgji y = x* +2x - 33 sq wigksze od 667

Y, ©9.Na rysunku pokazano wykresy funkcji:
fx) = 3x2-2x-2 i glx) 2 4+ 2x + 10,
Dla jakich argument6w wartosci funkdji f sq
wicksze od wartosci funkcji g7

10. Dla jakich argumentéw wartosci funkeji
f sa wicksze od wartosci funkeji g7
a) f)=x-x+1 b) (=3 ~x-2

2 +2x+3

B

gx)=2x+1 glx) =

©11. Ustal, dla jakich argumentéw wartosci funkcji
¥ = —x% + 8x - 22 sa wigksze od -15 i jednoczesnie
mniejsze od ~7.

®12.Dla jakich argumentéw wartosci funkgji kwa-
dratowej, ktorej wykres przedstawiono na rysunku
obok, nalezq do przedziatu zaznaczonego na osi y?

13. Znajdz liczby, ktre spelniajq jednoczesnie nieréwnosci:

a) ¥ -3x-10>0 i 3x-1<0 O X +OX+1420 i X2-2x>15

b) —2x* +13x-15<0 i %x—gao d) 2x2+17x+3020 i —
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14. W prostokatnym ogrodzie o wymiarach 20m x 30m chcemy zalozy¢ klomb
2 kwiatami tak, jak przedstawiono na rysunku (klomb to zacieniowany na zielono
obszar). Jaka powinna byé wartosé x, aby klomb zajmowal nie wiecej niz polowe
powierzchni ogrodu?

a) I

X

b)

©15. Rozwazmy trapezy zbudowane tak, jak przed-
stawiono na rysunku obok. Pole trapezu zalezy od
liczby a (a > 0). Dla jakiej wartosci a pola odpowied-
nich trapezow

sa wigksze od 5107

MINISPRAWDZIAN

Tx

1=
8
B

©16. Na rysunku obok zacieniowano pewien prosto-
kat. Dla jakiej liczby a pole tego prostokata jest
wieksze od 57

S1. Zbidr rozwigzan sci (x=2)(x+3) <0 i na rysunku:
A c

-3 0 2 20 3
B. D.

-3 0 2 2 0 3

52. Ustal, ile ujemnych liczb calkowitych nalezy do zbioru rozwiaza nieréwnosci:

A. jedna

=3(x-2)(x+7)20

B. dwie C. sze:

S3. Zbidr, ktory przedstawiono na ry-

sunku obok,
nieré6wnosci:

A x*+5x<0

jest zbiorem rozwiaza

B.—x?+5x>0

NIEROWNOSCI KWADRATOWE

D. siedem
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ZASTOSOWANIA FUNKCJI KWADRATOWE)

Czasami, analizujac jaki$ problem, mozemy opisa¢ zaleznoé¢ migdzy bada-

nymi wielkosciami za pomoca funkeji kwadratowej, a nastepnie skorzystac
2 wlasnosci tej funkeji. Rozwazmy nastepujacy problem: przy brzegu je-
ziora cheemy wyznaczy¢ kapielisko w ksztalcie prostokata, odgradzajac je
sznurem 7 bojami. W ten sposob mozna wydzielié kapieliska o roznych

powierzchniach.

Sznurem o dtugosci 80 m mamy odgrodzi

prostokatne kapielisko.

Jakie powinno mie¢ wymiary, aby jego powierzchnia byta mozliwie najwieksza?

Oblicz te powierzchnie.

80 - 2x

p — powierzchnia kapieliska
(w m?)

p(x) = x(80 - 2x)
x €(0; 40)

P00 = 80x - 2x2
(0 = ~2x? +80x

Jesli x = 20, to:
80-2x=80-2-20=40
p=20-40=800

odp.

kapieliska

i Jesli przez x oznaczymy dlugos¢ boku kapieli

ska, ktéry jest prostopadly do brzegu jeziora,
to bok lapieliska rownolegly do brzegu ma di
gos¢ 80-2x (dlugosci x i 80-2x s3 wyrazone
Fpahais

Powierzchnia p kapieliska zalezy od wartosci x.
Zapisujemy wzor funkeji opisujacy te zaleznosc.

Ustalamy dziedzine funkeji, biorac pod uwage wa-
runki zadania (diugosé boku x musi by¢ liczba
dodatnia i mniejsza od pofowy diugosci sznura).

presztalcamy wzdr funkdi do postac p(s) =

bx +c. Parabola p(x) = ~2x* +80x ma ra-
miona skierowane w dot, wiec funkcja p przyjmuje
najwieksza wartos¢ dia Xy

Obliczamy x, i sprawdzamy, czy otrzymana liczba
nalezy do dziedziny funkcji.

Obliczamy diugosé drugiego boku.

Obliczamy pole powierzchni mozliwie najwieksze
go kapieliska.

gdy bedzie ono miafo

wymiary 20m x 40m (krotszy bok jest prostopadly do brzegu jeziora). Po-

wierzchnia ta bedzie réwna 800 m2.

ZADANIE

Przy murze cheemy ogrodzic prostokatny plac z trzech stron siatka

o lacznej dlugosci 100m. Jakie wymiary powinien mie¢ ten plac, aby jego powierzchnia

byla jak najwigksza?
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ZESTAW ZADAN

1. W III wieku p.n.e. Archlmedes zbudowal katapulte, ktéra mozna bylo miota¢
nawet Kami wykresie jak mogt
wygladac tor ruchu Kamienia s wyrzuconego przez te katapulte. Korzystajac ze wzo-
ru funkeji opisujacej ten ruch, odpowiedz na pytania:

a) Jaki byl zasieg katapulty Archimedesa?

b) Na jaka najwicksza wysokos¢ wzlecial kamieri wyrzucony przez te katapulte?

v x- odleglos¢ w metrach
¥ - wysokosé w metrach
50
Yo e
50 x
Ciekawostka

W 1965 roku w St. Louis (Stany Zjed- Gateway Arch ksztaltem bardzo przy-
noczone) ukoriczono budowe Gateway —pomina parabole, cho¢ w rzeczywistosci
Arch (czyt. Gejtlej Arcz), monumental-  architekt Eero Saarinen przy projektowa-
nego tuku podbdj Dzi-  niu inn krzywa, tzw. krzy-
kiego Zachodu. Wysokos¢ tego luku wy-  wa laricuchowg (takg nazwe nosi krzywa,
nosi 192m i jest rowna odleglosci mi¢-  wzdhuz ktérej uklada si¢ np. swobodnie
dzy ramionami mierzonej przy ziemi. wiszacy laiicuch zaczepiony na koricach).

2. a) Korzystajac z informacji,
ktére podano w ciekawostce,
najdz wzér paraboli, ktéra
przechodzi przez punkty za-
znaczone na rysunku obok.

b) W Stanach Zjednoczonych
wymiary podawane s w sto-
pach. Wysokos¢ luku Gateway
Arch i rozpigtos¢ ramion wyno-
sza 630 stop. Jaki wzor para-
boli opisanej w podpunkcie a)
otrzymaliby twoi amerykaiscy
réwiesnicy?
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3. Tor ruchu kuli pchnietej przez mio-  y X - odleglos¢ w metrach
tacza podezas zawodow lekkoatletycz- ¥~ wysokos¢ w metrach
nych to fragment paraboli. Na wykresie

przedstawiono zaleznosé wysokosci, na |

jakiej znajduje si¢ kula, od jej odle- :

glosci od miotacza (mierzonej w pozio- 1] '

mie). Wierzcholek paraboli zaznaczono 5 % x
kropka.

a) Znajdz wzor funkcji, ktorej wykres przedstawiono na rysunku.

b) Oblicz, na jakiej wysokosci znajduje si¢ kula w najwyzszym punkcie swego lotu.

4. Ponizszy wykres przedstawia, jak zmieniala si¢ wysokos¢, na ktérej znajdowala
si¢ pilka, od momentu, w ktérym zostala odbita przez siatkarke, do momentu,
w ktérym upadia na ziemie. Wykres ten stanowi fragment paraboli.

b X~ czas w sekundach
- wysokoéé w metrach

0,2 x
a) Znajdz wzdr funkcji, kiérej wykres przedstawiono na rysunku.

b) Oblicz, po jakim czasie pitka spadia na ziemie. Jaka jest dziedzina funkcji przed-
stawionej na wykresie?

9 Oblicz, jak dlugo pitka wznosita si ponad siatkq (gorna krawedz siatki znajduje
sie na wysokosci 2,24 m).

5. Z drutu o dlugos
a) Znajdz wymiary takiej ramki, ktora ogranicza najwieksze pole.
b) Jakie wymiary powinna mie¢ ramka, aby ograniczala obszar wiekszy od 25 cm??

40cm mozna zbudowaé prostokatne ramki.

6.7 drutu o dlugosci 2m cheemy zbudowaé model prostopadioscianu, kidrego
podstawa jest kwadratem. Jakie wymiary powinien mie¢ ten prostopadioscian, aby
jego pole powierzchni calkowitej bylo najwicksze?

7. Rysunek obok przedstawia bramke
do pilki recznej. Slupki i poprzeczka
ograniczaja obszar o powierzchni 6 m?.
Jaki najwickszy obszar moze ograni-
cza¢ bramka, ktrej stupki i poprzeczka
maja w sumie takq sama dlugos¢ jak
w wypadku bramki do pitki recznej?
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8. Przy brzegu jeziora chcemy wyznaczy¢
prostokatne kapielisko z wydziclonym bro-
dzikiem, odgradzajac je sznurem z bojami
tak, jak przedstawiono na rysunku. Sznur,
ktérym dysponujemy, ma 80 m diugosci. Ja-
Kie wymiary powinno mie¢ kapielisko, aby
jego powierzchnia byla mozliwie najwick-
sza? Jaka jest ta najwicksza powierzchnia?

©9. Przy narozniku domu chcemy ogrodzié siatka
fragment terenu w sposob pokazany na rysunku.
4m Ogrodzony teren ma mie¢ ksztalt szesciokata, kté-
rego sasiednie boki sa prostopadie. Siatka, ktora
4m dysponujemy, ma 20m dlugosci. Jakie dlugosci
powinny mie¢ te boki, aby powierzchnia ogrodzo-

nego obszaru byla mozliwie najwicksza?

MINISPRAWDZIAN

51. Na rysunku przedstawiono tor ruchu rzuconej pitki. Tor ten jest fragmentem
paraboli, ktérej wierzcholek ma wspélrzedne (8, 5). Z jakiej wysokosci zostata rzu-
cona ta pitka?

x— odleglos¢ w m]
— wysoko¢ w m]

8 18%
A.05m B.14m C.1,8m D.22m

52. Sposrod wszystkich tréjkatéw prostokatnych, w kiérych suma diugosci przy-
prostokatnych jest réwna 20, wybieramy jeden o mozliwie najwickszym polu. Jego
pole jest rowne:

A. 400 B. 200 C. 100 D. 50

53. 0d prostokatnej kartki o wymiarach 20 cm x 30 cm 30cm
odcinamy z obu jej brzegéw dwa paski o takiej samej  x
szerokosci x (zob. rysunek). Ta czes¢ kartkd, kiéra pozo-
stanie po odcieciu paskow, bedzie wieksza od polowy
kartki, gdy spelniony bedzie warunck:

20 cm

A,

3 50x > 300 C. =x*=50x < 300 x
B. x*

50X +300 >0 D. =X +50x +300 < 0
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1. Na rysunku przedstawione sq wykre-
sy nastepujacych funkcji:

@D y=06(x-3?-2
@y=06(x+3)7+2
@y =06(x-27+3
@y =-06(x+3)?+2
®y=-0,6(x+27-3
®y=-06(x-372-2

Dopasuj wzory do wykresow.

2. Naszkicuj wykres funkeji:
y=ax+bx+c

spelniajacej warunki:

a) a>0,c>0ia>0

b) a<0,c<0ia=0

3.2) Znajdz wzor funkgji kwadrato-
wej, kt6rej miejscami zerowymi sa licz-
by ~113, a jej wykres przechodzi przez
punkt o wspdirzednych (1,-2).

b) Znajdz wzér funkeji kwadratowej,
kt6rej wykres przechodzi przez punkt
(6,8), a jedynym punktem wspolnym
tego wykresu z osia X jest (5,0).

210

4. Znajdz micjsca zerowe | wspélrzed-
ne wierzcholka wykresu funkcji:

fx)=-4x% +4x+3

5. Wykres funkeji f(x) = X +bx+c prze-
cina 0§ y w punkcie (0,-5) i przechodzi
przez punkt (-2,1). Oblicz wartosci
wspdlezynnikéw b i c.

6. Podaj przedzial, w ktorym funkcja
Jjest rosnaca.

a) f(x)=5(x-9)?+13

b) f(X) = -9(x + 6)(x - 8)

7. ) Przeksztalé wzor funkcji:
FX) =-3(x+2) -5
do postaci ogolnej.

b) Przeksztalé wzor funkcjic
GX)=2x* +7x+3
do postaci iloczynowej.

) Przeksztal¢ wzor funke]
h() = -2(x - 1)(x~ 5)
do postaci kanonicznej.

8.7najd7 najwicksza i najmniejsza
warto$¢ funkeji £(x) = -5(x + 1)* - 10
w przedziale (~3;3).

9. RozwigZ nier6wnosc.
a) 7(x-9)(x+5)<0
b) =3x% +8x >0

 -x*-2x+15<0

10. Cheemy zbudowa¢ prostokatny ko-
jec podzielony na dwie prostokatne
cze$ci. Mozemy uzy¢ 80m siatki. Ja-
kie wymiary powinien mie¢ kojec, aby
ogrodzona powierzchnia byla jak naj-
wigksza?

FUNKCJA KWADRATOWA



ODPOWIEDZI

str.14-18: L.a)3, b8 oll, d 2L 2. a) {A}, {B/AR}, 0, {K,ARB}.
4. A — 16clementow, B — 30 clementow. 7.7, b0, 94, A8 el D2
@92 W5 D4 8 aRys3ins ] —np C\(AUB), 1y5.2 — np. (AUBN(ANB),
b) 1ys.6; 1ys. 4 — np. (ANB)UBN O UMANOIN(ANBNC), 1ys.5 — np. ANBNCU(CN A).
1L @) (be), b) (hed), O {adef.gl d) labcl, o {abcdel, 0, g {abecd,

b {abed. 12,2 (05, b {-5LvZmel, o {van], @ {-2-}0vzn],
o f-2-4, DR 9| - VZml 13w (V3VS)L b {-6,-4,95,05),
90, d{-6-3v3, @0 D@, @0 b {6-i 14. @) {6,810},

b) {5,7,9), ¢ 15,10,15,20,25,30,35,40,45,50,60,70,80,90,100},  d) {60,70,80,90,100},
€ {10}, f) {5,10,20}, g {5,6,7,8,9,10,20}, h) {30,40,50}. 15.a) AUB=B, AnB=4,
ANB=0, b)) AUB=A ANB=0,ANB=A, ¢ AUB=A=B, AnB=A=B A\B=0,
d AUB B,ANB=A=B, ANBE=0. 16.2) AnB=A,ANB=0, b) AnB=0, A\B=4,
B\NA=B. 17.a) {2,3,57,11,13,17,19}, b) {0,1}, o) {1}. 18.a) 65 element6w; 15 ele-
mento

3 45 clementow, b) 10 elementéw; 5 elementéw; 5 elementéw. 19, 13 elementow.

20. a) 11 elementéw, b) 4 elementy, ©) 19 elementéw, d) 16 elementéw, ) 4 elementy.
21. 300 0s6b.  22. 70 tys. mieszkaricéw; okolo 21%.

s 21-23: Loa) (0i5),  b) (<6:6) O (-3i4@),  d) (~e9;6). 2.0 4 <x<5,
B3<x<7, O-12<x<-§ dO0<x<6 ex<5 Hx>2 gx>-6
h) x < -1 3. Szerokosé w cm: (34,5;35,5), wysoko§¢ w em: (28;29), glebokos¢ w em:
(20;21). 5. (25, b0 OG6), A w6), e C107), ) (2+wm)
8 (5i-4, b ©:2), D) (57). 6. ) (-00;=1) U (23),  b) (~09-2) U (0;1) U (3;+c),
O (L035)U(L540), d) (eo-4) U (-2-1) UG, 7. ) (Si+e0),  b) (00;=7) U (2;40),
0 (-20;6),  d) (~0;0) U (2;4®), @) (~;5) U (5;+e),  f) (~e0;=5) U (=5;=1) U (=1;+e0).
8.a) R\ (0;10), b) R\ {-10}, ¢) R\ (101;208), d) R\ [=1;0,5)U(1,5;+0)]. 9. a) (~o0;-V3)U
Ul-VZi4m),  b) (-e0i2v3) UBVEiHe), 0 (-3753.7), d) Glkm). 10, ) (10;+0),
b) (-10;-5) U (5;20),  ©) (-5;5) U (20;+c0),  d) (-10;-5) U (5;20).  12. a) 4 elementy,
b) 17 elementéw, ¢ 7 elementéw, d) 0 elementéw, ¢ 10 elementéw, ) 2 elementy.

13. @) 9 clementéw, b) 5 elementéw, ) 4 clementy, d) 5 elementéw, ¢) 7 elementéw,
f) 4 clementy.  14. @) {-3,-2,-1,0,1}, b) {6,7,8,9,...}, © {0,1,2,3}, d) (-20;+), ) Q.
0 10,1,2,3,4}, g (-oi4), h) {L2,3}, i) (-Z+e)  15.a) 12, b) 401, ) 2, d) 100.
16. a) 2 elementy, b) 0 elementow, ¢) 4 elementy, d) 1 element.

St 24 2.2 0,1,2,3,4,5), b) (1,23}, 0 10,2}, d) (0,6}, ©) 0, D) {1,3,4,5,6). 4.a)5,
b)2, 05 d) 1 5.3 70, b) 22, 0 80, d) 100. 6. 2) (-;5), b) (G+e), ) (i}
7.) (-2,-1,0,1}, b) (7:8), O R, d) 0. 8. a) (-3;-2), b) (Zi11), O (~4-3). 9. a) (-0
b ©:5), 0 (-37).




S.27-30: L 591317 54(n-1)-4=dn+1. 2.) 2L b) avb+5, o i, d) Ix-3.
3.4 -3p,m20-b, 7-xV2 b Loy bt dan-2kkeN, bn=sk
keN, 9n=4k+2,keN. 5. a) 0la; 135002, b) 14a; 1,07h; 1,005¢, o) 0,85a;
0,94b; 0.2¢. 6. a) 165 - 27 =027p, {5 - a, a+ {5 -a. 7. a) [50-(5j+2,59+0,78p)] [z1],
b) 4:09j+2-0,89 = (3,6j+1,69) [21]; 4j+29~(3,6j +1,69) = (0,4j+049) [21]. 8. a) -14, b) 45,
o % d) -1 9.0kolo218. 10.P=w+5-1. 11.a) -2a, b) Ex, o in, d) 325ab,
@ Bmd, f) -43wv2 12, a) 3x-4, b) 35x-21, ©) 5x+13, d) -6x?+35x-15, € 15x2424x-8,
f) -18x2+2x. 13.2) n+3, b) 2n-3, O 2n+3, d) 2n+3. 14, @) 12m? - 26mn+ 10n?,

=2b% ~b+15¢ +10bc +3, <) 3a%-7ab-4a+8b+2b?, d) a’*-a+2b-ab, €) -2x* +5x+8,
1) 5x2y2-x2-y*+1. 15.) -b+1, b) 3x-1, 0 - d) ~2x-2, ¢ -n-8, ) 10,6a-14,
g -p+13, h) ~Ix+1, 02 16. W lewej kieszeni o 435 euro.  17. Dziesiccioro wnuczat.

str. 32-34: 1. a) 3(x+5y), b) 7(x+2y), © 176 +1), d) bc-d), e x(y+3), f) ply-1),
8) ¥(9x-1), h) b(a+3b). 2. a) 56, b) 135, ¢) 31, d) 0, e) -65, f) 114. 3. a) x+4, b) 2y-1,
©) 0, d) 4x-11. 4. a) 2x(1-y), b) 2x(2-4y), ©) 2x(-3x+6), d) 2x(5y-32). 5. a) 5x(x~3),
b) —4x(2x+1), <) -8x(y-1), d) 2a(5a-b), e) xy(1-x), f) 7uv(2v-1), g) 4b*(3a+4), h) x(xv2-1).
6. ) 23xy-6x2y? +12x2y), b) ~Gx(-y+2xy?~4x), ©) 3xy(2—4xy+8Y. 7. ) 6la-4b+5c),
b) x(2y +3-xy), ¢ 5aBb-a+2c), d) st2(1+2st-4s), e pr(9+pr+3pr)=pr(9+dpr),
1) 4ab(2a-5a2b+1). 8. a) x+1, b) a-3, 0 2ab+¥, d) $y-2, ¢ tx-1, 0 Ya-b. 9.a) ka1,
b) @52 10, a) -18, b) -12, 0 0. 11.2) 0,76, b) 0,33. 13. a) (x+)(a+h), b) (z-y)(3-a),
9 2m-(k-1, d2c-@-1 142 @p+ap+5), b x-2)(x+1), o @-2b)a+5),
d) (5a-7)3a+2), @ (€=5)(s+0), f) @x+)2+3). 15, a) (t-4s)(st=5) = s( = 4s)t - 1),
b) Guv+ 1)(v=3u), ©) (2+5pa)dp-3a), d) B-2y)Gx-6y). 16. (@+b)(a+1), @+b)(a-1),
(@-b)a+1),(a-b)@-1. 17.a) Gn-4)(Gm-2), b) (5a-3)2a-3b), <) (p-59)Gp+2),
) Bx-2y)@x+1).

Str. 38-39:  1.a) p2+10p+25, b) 1632 =8x+1, ©) 9a?+12+ 3, d) m*-dkm? +4k2,
€) §y7-4y+0. 2.2) 22x+16, b) 14p+1, ©) 25a%, d) -x*-3)%, €) 45m?+5, f) 20ab. 3.a) 7,
b) 3, 05 d)9,3, ©4,2 04,2 4 a) a+2ab+b? b) a*+2ab+b?, ) b2 -2ab+a?,
d) -a2-2ab-b2. 5., @, 3. 6.a'-4a>+6a’-4a+1. 7.a) b3 +6b? +12b+8,
b) pkn,zp'-’m mp 0,001, ¢) % +3x%+24x+64, d)
0 3-543-2, 9 a2+ G h) AL
o) 75ab’ -12>h3. d) x3+6xy2+8y3, ) p3+8p?+31p+23, f) t3-1412+85t-100, g) 2m3+6m,
B 6y 4200, ) at s 2a%h 4 6atht ~2ab? 4 b 9. @) (7-AN(7 +4¥, B) (Ga=D6a+ 1)
9 (2y-x) (3y+x). @ (09a-}) (00a+}), o (-4 0 (5x-y2) (5x+y?),
8 (mmJ (1om+2), W (f- oz)(L +02). 10 n) 999975 b) 249900, ) 39951.
11. a) 16-57, b) 14-049, ©) 9b2-a?, d) fhx?-}. 12.2) -13y2-4xy, b) 25x2-5y2+20y-25,
© 5a*-12a+5, d) -128-2y%+8xy+1. 13, a) (p-3)(p?+3p+9), b) (1-v) (%
O (10-K)(100+ 10k +K2), o) (2a-3) (a2 +3a+d), o (4m=-2) (16m? +2mn+15),
0 (35-3)(B+i+E) 9 (a-3)(a2+dard), b (01x-3) (001x2+ %1 5)

25V3-15v3+dv-ghs, @) greS27we27w,

el
Z_75. 8. a) xP+4x2+8x+8, b) 3p-1,

bvard),
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14. a) (v = DOw# s wdew2ew 1), b) (1=b)(1+h+b2 +b3 +b3+b%), ©) (2~ p)(8+4p+2p? +p3),

D(§-1)(f+5+5+5+1), 0 (x-3) (C+FameBadate

St 41-43: 1.a)a= 2%
Na=3r40. 2.@x
@) x= 53, =
a40, ba b41, o b=3a-uv,u40, dr e b
f) 5=z ’.140 s46w. 4.a) x=10p-10, b) 2,5 atmosfery, ¢) 20m.

c)u-i% da=-t, e)a.“—Wwo
b) x= 2,y =3x-9, o x= 35

ré2 ba=gs b4 9a=bE pd-2 dr=plupilrdl op
pé-r, Dk m@,.mu m40,p4-k g)t-ﬁ.u#ﬂ/# z“ hy
P45 41, 6.0y = bt a0, a1 .

br=4ré0rép Qu=%v4o, d)k——i,lio sa;,,ﬂ
L b#40, O §=4,b40, &) §=3,b40. 9. a) Okolo 25 cm; okolo 27 cm,
3o A-F5-25 10.u ut0,ut-lut-yrt}

St.50: 1.a)a-2a, b) 15a+3b. 2.@) m-7, b) m+5. 3.a) 4a+8, b) 4a?+8a,
© 18a2+32a.  4.a) x+7, b) 2a+15b+10, o) -23p-8q, d) 2m+8n, € 4,5k-55.
5. a) -4x* +5x - 15, b) 21a® - 12ab + 12a - 8b, <) 3m? + 6n® — 11mn + 15m - 10n,
d) -2 - 257 + 855t +t-4s.  6.a) 5y? -Gxy, b) 2p®+24pa’, o) ~4b® +a’ +3a’h.
7@ Sa+b-dal B (53 O m2mm=2m, D @p - @r? +2pa + ).
B, b) A=E53 440, 0 A= L A4-B,BAL

Str. 54-58: 1. 125; 1k -
~100000; -6250000, b) §; ;5
% -al. 4.3% (2 § )5(3)7 s anbud e ng. 6.0 37, b)( )
) (%);, d) (%)’“‘ ) (,7) ) 0,1 ‘. 8.a) 1779,17°%,17°, 17%,17%, b) 0,6%, 0,62, 0,6,
067,067, 0 02%03%02° 037,027, d) 47,0254 0470257, 4% 9. 67, b) 85,
0 15710, d) 316, e 43, )5, g 7%, h) 412, )54, j)13, k43, D20 10,2,
29,273, 24, 2710, 25, 22, 271, 22, 28 25 11L.a) = b) < d > < s
h) < D> 12, 4000; zd; 40000; syodorg- 13- i okolo 60 mm?. 14, a) 1, b) x5,
Q) . d) p'S.q, @ xty bz, f) aThS 15. ) 4, b) 16, ©) 75, d) 1000000, ) 1,
) 0,000001, g) 1000000, h) 5, i) 125, j) ¢ k) 121, D 2401, 16.@) 2™, b) 2, o) 2",
d) 32, @ 3, )23, g 2 b L 18.a) -2, b) -l O -2, d) -2, & -3, -3
19.2) 10° b) 10", © 10%, d) 10, ¢ 107.  20.a) 14110 m*, b) 6,07 - 10" km?,
© 1,6-10m2. 21. a) Ok. 9,4608-10' km, b) ok. 9,4608-10'7 km. 22. a) Okolo 80 razy,
b) okolo 100 razy, ¢) o okolo 1,4 - 10°km. ~ 23. Okolo 3,3 min kropel. ~ 24. a) 2,218 - 10%,
b) 7,05-107%, ¢ 6,71-10'%, d) 3,79 10°5.

L-li 1 2 a) 0,00001; 15
-1000000; 0,00001; 190 3. a’, a?,

str. 62-6!

1.a)a =27, b =52 c =130, d = 103, b) u= =100, w = 2J-T0,
2.2) 10,11, b) 30,31, O 4,5, d) -10,-9. 3.2 2, b) 01, 0) 2,
d=-10%e=81,f= 2. 5.a) -947, b) -8,

s
e
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©) 0, d) 37 6.2) 2-4/3, b) VIO-3, ) 4-VI0, d) V5-7, ¢ 4V5-3, ) VI5-3/3.
7.125;0,001; 121; 32; 49; 81; 16, 8. 75,75, 73,72,7%,7°. 9.2 9, b) 2, 9 50, d) §, &) 6,
)50, 8 -4, h) 640. 10 2) 815, b) 676, o) 4, d) 26, € VG-6, f) 32 -6V,
8) 493-6, h) 10+5YZ. 11. a) 6/5+14, b) 28-163, ¢) -29, d) 38-12V10, e) 76}+5/T5,
) -6, g —46v5+61, h) 6V36+1206+14, i) 3V3-9V2+3V3V4-2. 13.a,d,c ¢ b
14. ) 317, 25, 4V2, 5V2, b) 72, 63, 3VI1, 4V10, ©) 24, -275, 272, =372, d) 474,
=310, 410,599, 15.2) 157, b) 6325, o 15/42, d) 60V3. 16. 2,8; 45 224 2,5;
14429, 17.2) 7V2, b) V3, ¢ 16V3, d) =34, ¢ 76, 0 9. 18.a) 7V2, b) V222,
@ 10Y7, d) 9, 10, )5, g 9v3, h) 223, n 3/_2 19. a) 442, b) ,L? o &72
@ Le2, o lE, ) 2/ gy 220 20,0 a<h b ced, s
210 252, B, o MM g E 3 g 4 by I, o Wi

2.0 134, 24,24, 3

4.a) 5%, b) 3%,
h2t 5w 0f,
b 2%, 2

i) 28, 1! 3i,
L 928, 03 6. 3% 37, 3%,
. 7.2 /5 b2 o
h) 7. 8.a) 7V7, b) 3V3, c) 66, d)2V2, e 2¥2, f) 255, g 3
10. a) a=256, b) a=1, ¢ a=100000, d) a=4.

2 dh 92 D8 93,
h) 1000/100.

S, 72-73: 1.a) 7
0,62, 0,697, 0,675, 0,6~

70,787, ) (3)7, E
067 Z2aa ba ga da 327 i, ()", 32°,

(%) 4002 (%,)":‘ 9 (& ) - Wskazwka. Przedstan liczby w postaci potss

i
o tej samej podstawie. 5. u=mZ, w ™ oz=45. 6.a) 49, b) ik,

93 d @27, 01 7.a)a=, V2, 9 a=v2-1. 8.a) V2, b)2V2
9. 2 razy.
str. 74: L16, 2,125 2.a) 1077, b) 10t 3,422 d4razy. 4D, @.

5. 25v10"'m b) 671078, < 1,2-10°m? d) 35-10%cm’. 6. Okolo 320 razy.
7. ) 446, b) -375, ciJv,di27T 8o Lood gy BTAVS ) 5o, ) B
9.0 6%, b) 32, 5%, d) 2%, @27, DEL 10.a) Y7, b) Y6 11.a) 36, b) 3.

3.0 ()7 b 1212 0 (3)7 @) A e o, 0 (2)

s, 79-81: 1. a)8f =4, 70 = b) a = logs 10, b = log, 7, ¢ = logo,;

~10g06. 2.a=16,b=5; ,d=V5,e=13,f g:%z.h:muw‘”f
k=100,1=Y10. 3.22 B3 o-1, d-2 o Hi g B i _|) ,<
W4, DL 42 b2 o-1, d-3 e-5 NS go, h 5.2)1,0,6,-7, 3
b) 10,1,-1,0,-6, ¢ 0,-3,3,1,5. 6.a) -,21,-4, 2

b) -60, -2, 4, -%, <) 4, 56, -26,
0. 7.a) KORA, b) GRAT, o) BRAK, d) RACE. 8.a) -}, b) L. 9.a) log) 7: log 77,
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1 log 8 log g8, © logo) 103 log 1510, ) Iogy 25 logy525. 10,9 -2, ) - ENCREA

-5 o-h D o9-L WS 1Lad b6 95 d45 @75 0 j, 9 -4
b -§ I12.@a=5 b bh=100, dc=VZ dp=9, ©q=27, Dr=z5 ©s=%,
h) t=V10, i) w=4. 13. aix—|25 y=-1,z=2, b;xn,.y Lo x=4y=-1,

z=81. 14.4) logs81, b) log, 35, © log; 7, d) logg 55, © log VIO, ) log, %5.

Str. 84-87: 1. a) log, (3%, b) logs &, ) loy ) log; %, ) logs %2,
g logy 2, 223 b2 o3 d2 5o®5 ho D2

3.0 log;5+logox, b) logya- log1 3, o log4 +logx-logy, d) log;2 - logzs - logz t,

©) logo, u~logy, 7-logy, v, 1) loga+logh +loge, g) loga+logh-logc, h) logl-loga-
~logh-logc. 4. 1,845; 2,845; 6,845; ~0,155; -1,155; -9,155. 5. a) 26, b) -14, 0 =10, d) }
L D=L, 91, 012 6.a) 086 215 -043; -1,29; 4,3 0,14(3), b) 242; ~1,21; 7,26,
8.47; 0,80(0) -0,605. 7. ) -0,1, b) <04, O 1,6, d) 24, € -04, 1) 0.4, g) ~14, h) 08,
0,65, ) 1,55, 8.2) x+¥, b) x-y, O 5y, d) 2x+3y, @ 7y=5x, 1) -2x-y. 9. a) logz (@’h),
b) logs (16x2y%), ) logs 52, d) log v, ) log gz, ) log .  10. a) log45, b) log2000,
© logy £, d) log1 20, e log 1%9%, ) log2, g) log;14, h) log 11. a) 4,645,
b) 0215, © 0431, d) ~4645. 12. a) Okolo 27%; okolo 36%, b) po 26 dniach. 13. ) 4,
b) 100 cm, <) ponad 10000 razy (dokladnie 10 razy).  14. a) O okolo 0,01s, b) o okolo
0,155; 0 okolo 0,24 5.

sw. 88 La)l b &, il d VIO 205 b E 92 d V3 a4 b) -

-3, )0, 93, D1, g4 H2 4 ),, b -3 0 -3, d-f -1, H-3 5.aq
b 62 b2 92 d5 02 7.03 Babobbho2 gaos da
01 9.a) logs10xy, b) logs12, o logs 2, d) log, 64x%, ¢ log 23 10. a) log,
b) logy 15, © log4000, d) logs6¢3. 11 logs7,5. 12.a) 0,6; 09 1.4; 2.1, b) =0,3; ~1.4;
0,1;-0,35, ©) ~0:4; 1,3; 0,1;

S, 93-96: 1.a) x=-1,75, b) x =275 ¢

)X ©
sprzeczne, x - (x~5) = 5 — réwnanie tozsamosciowe, b) 234=1! = 3x — réwnanie sprzeczne,

3@=3) _ 3y 4,5 — réwnanie tozsamosciowe, ) (x-2)(x+2) = X2 — réwnanie sprzeczne,
(+ 1) (x=1)+ — réwnanie tozsamosciowe. 5. a) x =13, b) x = -6,
sprzeczne, d) X = -}, ¢) réwnanie sprzeczne, n x=} @ x=} h) x=-{, i) rownanie
sprzeczne.  6.a) 3x = L(x+7) x=14, b) &y 15, 0 X% -(x=2 =40, x = 11,
@ 22 5, € 07-12x=63,x=75. 7.42m. 8.56 paczkow. 9. 36 osob.
10,35 osth, 1L 01004 12. 13 ostb, 13, 44 bzdyle.  14.a) x
b) x &) y=%by=-% ¢ w=-05lbw=
Slubt=35, i) x= 16. 2) x =3 lub x
17.2) x=-6lub x =6, b) x=-9,5lub x=85, ¢) x=-% lubx =4, lubx= 3.

©) rownanie

S o
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str.98-102: 2. a) 1,25 litra, b) 216dag. 3. 103271 4. Okolo 10 minut 40 sekund.
5. Okolo 583,3kg. 6.11,375kg. 7. 60kg. 8.30mg. 9. 68km/h. 10. Dwéch mnichéw.
1L 16em. 12.6ti8t  13.18s 14, 12 liwow, 240ml.  15.500m.  16. a) 6kg,
b) 10kg. 17.2) 96, b) 48. 18. Okolo9,3g. 19.a=4,b=20,c=2,d=2,¢=8,f =24

st 104-106: 1.a<}, b<-2 ¢> -
O x<2, d)x<-24, ) x<8 DHx<, g a<-19, hx<ll 3@ x>1

d<4,e<-3,f>-8 2.a)x<5 b)x>-},
b) x <33,
nie ma rozwiazania. 4. @) 2x+4 < 2x+3

<08, © x>1, ) nierownos

— nier6wnosé nie ma rozwiazai, 2x+5 > 2x + 1 — rozwiazaniem nieréwnosci jest dowolna

liczba, b) ~3(5 -~ 2x) > 6x — nieréwnos¢ nie ma rozwiazai, 4 (3 - 5x) > 1 - 20x — rozwiazaniem

o2 axes

nieréwnosci jest dowolna liczba, ©) >142x

>x+5 — nierownosc nie ma rozwiazai,

— rozwiazaniem nieréwnosci jest dowolna liczba. 6. a) x> 1%, b) x<6, 0 x< %, d) x<3,
8.x<2%,a0,1,2, b) 5 liczb, ©) 4.
10.a) Dlax <18, b) dlax<0. 11.-3,-2,-1,0,1,2 12. Na co najmniej
6 godzin.  13. 1 piatke, 3 czwérki, 11 tréjek lub 2 piatki, 6 czworek, 12 réjek. 14, Dla
a>35. 15.a) Dlax>4, b) dlax> 145, ¢ dlax>43.

St 108-109:  1.a) x € (-4,5:45), b) x€ (13), o ye (-3 @) X € (-00;-6) U
i+0),  b) z € (-oi-3) UlliHw), O x € (w2 U Gito) 3@ w e (-}
b p e (-mi-3) Ul O x € (o) Ullise),  d) e (4525, o x e (-1:3),

1) nieréwnos¢ nie ma rozwiazaii. 5. a) x € R\ {=5,5}, b) z € (-5;5), ) t € (~0;-11) U (13; +c0),

%

4 ye (-
Ix=2] <5.

). 6.a) [x+9] =10, b) x € (28), © Ix=5/>1 Ix-1|> L [x-10| £ 2;

s, 114-118: 1. 3y-x=10 — A, C, D; 2x-3y +11 =0 — B, Zayx=5y=7,

b)x=5y=4, ) x=2,y=%, d) x=-6,y=0, ¢ x=40,y=80, ) x=6,y=3. 4.a) x=5,
L b x=2,y=1, O r=d,s=12

y=d4, b x=1y

L Ox=1,y=0. S.ax=2y

6.a) x=45,y=-05 b x=3,y=-4, Om=2,n , d)a=05b=0, € x= 3,
f) x=05y=-2. 7.ax=2y=0, b)x
O x=8y=-2 0 8. |

Yy
y=7, cy{y AP
Y =06, b) x=4, y=-2,

3y

=20, 9.a)x=2,
Ly =3, Dx=12
y=4. 10.) -x-2y =13, b) -6x-2y
0 -8x-2y=0. 11.a) 2x+4y=-26, b) 2x
e 2x-2y =3, N 2x+15y=0. 12 a)x=9,y=
d) s=-2,t=0, ¢ x=3,y=4, ) x 2

L d) dx-2y=4, ¢ 2x-2y
O 2x-8y=-4, d) 2x-y
7, B x=3,y=-5 Qu=-2,v=4

13. Pan Zenobiusz. 14. ) x=2,y =1,

Ly=
2,y A wvi=13, v
b) x=4,y=6, 0 x=10,y=

16. Kostka wazy 0,2 kg, a kulka —
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0lkg. 17.a) { Ly

y=12, d){

y-5
yal=30%

[ ,
Uy uma =3 o i

cus1sve10, 0
L

y=14, g {Pjsqu‘y:&rzlo, 18.2i85. 19.x=4,y=8a=2b

b=6x=15,y=5c=25d=10. 2l.a) x=4,y=-2, b) x=25y=1, ¢ x=3,y=-2

d) x=-3,y=9, ¢ x=075y=-2 f) x=105y=-26. zz.a;{”; Vo0 x50,
05y=x+l 03x+04y=79 {x—lly

y=70, b) { v25),,)(75 y=12, 0 {03()(*)" 66 ,X=90,y =130, d) y-2=09x"
5 m=03n +0,08r =5 S

X =220, y = 200, E'{M*ni S.M715 n=50, f) {Oﬂﬁriﬂioﬂﬂp 2‘sv"7301r740-

23.Dlaa=2ib=1.

str. 120-121: 1. () sprzeczny, (2) oznaczony, (3) nieoznaczony. 3. a) Uklad nieozna-
czony, b) uklad sprzeczny, © x=4,y =1, d) x=0,y=2. 4. Sprzeczne: O, @, ®,

x+y Xoy=5  (-x+y=-5 x+y=
mecznaczone@ @@ s {50707 e {0 T {0 e {11072

5
6.a) 3, b) 1,5, 0 6. 7.a=9.

str. 123-125: 1.a) 35zL b) 04508  2.2i5. . 4.a) 85, b) 12,24, 36 lub
48. 5.9711127L 6. Grzutow. 7. Niemozna. 8. Tak. 9. 150 oséb. 10. 45 kobiet

§36 mezezyzn. 11, 24 pytania; nie mozna.  12. 24 cukierki. 13, Dziadek — 400 znaczkéw,
Jacek — 100 znaczkéw.  14. W 1854 roku; profesor mial wtedy 76 lat.  15. 25021,
16. Lustro — 240021, stolik — 165028 17. a) 5 dag platkéw owsianych 1 10 dag platkéw
kukurydzianych, b) 21 dag platkéw owsianych i 7 dag platkéw kukurydzianych. 18, 241 9.
19. AD =65, DE=115.

s 126: L) x=-%, b)x=%. 2 ax=35 b brak rozwiazan, ¢ x=-1 lub
3, dx=-flbx=-1. 3.a) l4kg b) 60 dni. 4. a) x € (~4,5+x), b) x € (-;-3),
o x€ (-w:2), d) x€(-;31). 5. a) Nierownosc jest sprzeczna, b) x € R, ©) x € (-2;10),
d) X € (01U d40). 6. 03571 L L b x=-2,y
=22,y=10, b) a= . 10.x=270,y
sprzeczny, ) — oznaczony, © i @ — nieoznaczone.

3. 8.Réza—57,

gerbera — 471 9. a) 40. 11 @ —

str. 131-135: 3. a) Szesnascie, b) najmnicjsza — 32, na]wxgksza — 112, o) pie¢, d) dla
osmiu. 4. a) Dla f: 3,0,2,24}, v € (-2,2),
o f: dla x € {-5,1}; d) f: jednemu argumentowi, g: czte-
rem argumentom. 5. a) x € {-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}, fx) € {-2,-1,1,2,3,5}, b) dla

x=2 odaxe{4-13, ddax=-3x=-2ix=4orzdax=-4ix=-L
7. a) Srodkowe, b) pierwsze i trzecie, c) drugie i trzecie. 10.a)x=-2, b)x=0
ix=3, Ox=-1ix=2 dx=-6x=-4x=2,x=3 ¢x=-5ix=3 0x=-2
X=3,x=5 12, 0,7,14,21,25,... (wielokrotnosci liczby 7), f(n) € {0,1,2,3,4,5,6},
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b) liczby parzyste, f(n) € {0,5}, ¢ 5% F) € 10,12}, d) (031), F(X) € {0,1,2,3,4},
€ 1,3,5,7,9,11,13,15,17,19, f(n) € {0,1,2,3,4}. 13. a) gB3) = 2, g(5) = 4, g(16) = 16,
9(158) =158, b) dla 1201121, ¢) 011, d) dla piecdziesicciu argumentéw.

str. 138-142: 1. @) D = (-3;3), zbiér wartosci
x=-3,x=-L,x=2dlax€(3-1)U3), b) D= (~44), zbiér wartos -2,0,2}; -2,
2 (0,25 x € (3i4); dla X € (-4-2), ) D = {~4,-3,-1,2,3,4}, zbiér wartosci = {-3,0,2};
3, f(-3) = f(4) = 2; brak punktu przeciecia z osig
d) D = (-4;0) U(1;3), zbiér wartoci = (-3;2); f(0) = -3, f(3) = 2; (0,-3); x = -3, x = 2; dla
XE (~4-3)U(23), © D = (~43), zbiér wartosci = (- (3)=2; (0,
x=2dlax € (4-2)U(23), ) D = (~44), zbiér wartoici = (-3;0); f(-4) =
F(=2) = f(2) = f(4) = 0; (0,-2); x = -2, x = 2,
nich. 2. W podpunkcie ¢). 4.

3,

X = 4; funkcja nie przyjmuje wartosci dodat-
la x & (-3;3) dla X € (~00;-3) U (3;+),
) U (=1;+00); dla x € -1), 9x=-3, x=1x=4da
DU @) dla x € (154, d) x=1; dla x € (1;3); dla x € (<03 1) U (
=3;dla x € (-00;-2) U (3;+0); dla x € (-2;3)\ {2}, f) x=-4,x=-1,x=3;dla
DUEL2)U G +eo); dlax € (o;-4)U (23). 6.2 @, ®,©, ®, b ®, o ©, ®,
7.®. 10. a) Dziedzina f i g: x € (~4;4); f(x) € (-1;3), g0 € (- f — jedno
miejsce zerowe, g — dwa miejsca zerowe; f(x) > 0 dla x € (-3;4), g(x) > O dla x € (-4;-1)U(1;4);
£(1) > g(1), g(=3) > f(-3); dla x = -2 oraz x = 2, f(x) > g(x) dla x € (-2;2), b) dziedzina f i g:
X € (~4;4); f(x) € (1;4), g(x) € (~1;4); f — brak miejsc zerowych, g — jedno miejsce zerowe;
f(x)>0dla x € (-4;4), gx) > 0 dla x € (-3;4); f(1) < g(1), g(-3) < f(-3); ~lorazdlax=3,
f(x) > g(x) dla x € (-4;-1) U (3;4), ¢) dziedzina f i g: x € (-4;4); f(X) € (-3;3), g(x) € (-3;4,5);
f — dwa miejsca zerowe, g — jedno miejsce zerowe; f(x) > 0 dla x € (-3;-1) U (1;4), g(x) > 0 dla
X € (~4=1) U (1;4); £(1) < g(1), 9(-3) > f(=3); dla x = =2, X = 0, x = 2 oraz x = 4, f(¥) > g(x) dla

xe@-DUEHUERY. 120-0.0-0.0-0.0-0.®-@.

idlax € (oo

+o),

la x

str. 145-146: 1. f; rosnaca, f; malejaca; g1 malejaca, g rosnaca; hy stala, hy malejaca.
2. Dwie pierwsze. 3. a) Rosnaca w (-os;1), stala w (1;3), malejaca w (3;+), b) rosnaca
W (~1;+0), malejaca w (-;-1), ©) rosnaca w R, d) malejaca w R, ©) rosnaca w (-o0;0),
malejaca w (0;2), rosnaca w (2i+x), ) malejaca w (~ov;-1), rosnaca w (-1;0), malejaca
W (0;+e). 6. a) B — Kamfort, © — Oksbridz, b) w pierwsze] fazie predkos¢ powoli rosta,
w polowie dystansu druzyna szybko nabierala predkosci, a potem utrzymywala prawie staly
predkosc.

str. 150-151: 2. a) (0,-3), malejaca, b) (0,-0,8), rosnaca, ¢ (0,-37), stala, d) (0,3),
rosnaca, @) (0,-7,2), rosnaca, ) (02), malejaca. 3. ® ~ fi, ® ~ fo. © ~ fo, © ~ f.
®-®-(O-fO~f 4da-@,b-@,c~D,d=~0G, b)y=3x+3,
y=-2x+3,y=-3x+3, Ix+3. 5.a) 4x-1,5, (0,-1,5), rosnaca, b) y =0,5x-0,5,
(0,-0,5), rosnaca, ) y =4, (0,4), stala, d) y = %x, (0,0), rosnaca. 6. @) LI IV, b) IL, IIL IV,
o LULIV, d) LILIOL 7. a) LILIV, b) ILILIV, ¢ LILIIL d) I, V.
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=7;(0,7), (7,0, b) x=25;(0,-2),(2,5,0), ¢ x=3
2.a)Dlax=165 b dax=4 ox=-18 3.a Dl
3V3, 9 dlax>25 d dlax>214, o dlax<-20. 4.a) (-§-1),
5.a) y=-3x-1, b)y=-x, o y=6. 6.y =-3x+15
Q) y=0lx+7. Sy—73§x7105

b) dla x = &,

luby=-3x-15. 7.a)y=x-1, —4x-3,

9. a) f(x) = §x, 900
10. a) y =35x+7, b) y=-20x-50, ¢ y=3x+1150.
12. y=-5x-19. 13.Niesa. 14.a) P=32, b) P=123
16. a) y =0,4x+17, b) pomaraiczowy — Pik, niebieski — Caro; 50 km — Pik, 100 km — Caro,
150 km — Caro, ¢) przy 70 km.

str. 160-163: 1. a) y=10x, b) y =1,5x, ¢) y =10x, d) 2.2a) y=30x, b) y=3x,
O y=04x, d) y=30x. 3.a) y=x% b)y=2mx, wspélczynnik: 21, ¢) y =mx?, d) y =xv2,

wspolczynnik:

4.5 =021, gdzie s — przebyta droga (cm), t — czas (). 5. y = 3x,
a=3 — cena 1kg jablek; y = 2 paliwa na 1km; y = 0,8x, @ = 0,8 — masa
azotu o objetosci 0,1dm?. 6. @) — klus, ®) — step, © — cwal, ©) — galop. 7. a) 4571,
b) 90koron, ©) y =045x. 8. ) xy =45, y 0 xy =200,y = %2,
A xy =24,y =2, n
10,0 £0)-2,16) =3, by

=32, b) 20km, =%, o 10km,

O xy=80,y=2 9.4 ly=-50y ‘f—" b) xy =20,y =
3

11. a) 160000021, b) y = 169900 13, q) 3ka‘

S, 164 1. @) -3,-2,-1, b) zbior wartosci = {-1,0,1,2,3}, O dlax=-2ix=0, d) x=-1,
x=1, ¢ dlax € {-3,-2,0,3,4}, D dlax=2. 2.a) D=(~6;6), 7bidr wartosci = (-1;3)u {-2},
b) x=-2,x=3,x=5 30, d) dia X (-6-2), © -2 3, 1) funkcja jest stala W (-6;-2),
rosnaca w (~2;2) oraz w (4;6), malejaca w (2;4). 4. x -t)s (§5:0). 5. @) y=-§x+7,
6. A=(-25,45), B=(-1,3), C=(0,2), D =(2,0), E = (-1,8,-3), F = (2,4,6).

=

str. 168-169: 1. a) x 3lubx=-3, ox=2lbx=-2
2. Okolo 4m/s. 3. a) x=0lub
=2, b) x= olubx--z,, © x=0lubx=-125, d) x=0lubx=-7, ¢ x=0lubx=0,125,
N x=0lubx=15 g x=0lubx=35 h) x=0lubx=8 i x=0lubx 4. ) Brak
rozwiazania, b) x=3lub x =-3, ¢) x=0, d) brak rozwiazania, ¢ x =0 lub x ) x=0

lubx=2%. 6.4 x2

=

str. 173-175: 1.a) x=8 lub x =
rozwiazania, e) brak rozwiazania, f) x = 22510 jub x = 2.a) x=7lub x=-2,
b) x=3lub x =5, o) brak rozwiaza, d) x=0,5lubx=-4, ¢ x=2, f)x=1+/2lub
~VZ 3.a) x= 27 b x = 207 by brak rozwiazar, ©) x=2lubx=5, d) brak

3, Hx=% gx=5-5/Zlbx=5+5/2, h)x=21lub
4.0 b2 91 d2 0 N2 g2 hl,

o x=12 d brak

x

rozwiazai, ) x = 1% lub x =
Xx=10, i) x=
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b x= 4, b) x=0lubx=25, 0 x=0lubx=

D2 5.8 x= LD x=1, ¢ x=

Dx=Zlbx=L 6ax=3-/5lbx=3+5 bx=3lbx=-05 o bk
rozwiazan, d) x=-3lub x =-3%, € x=1,25 lub x
Iubx:l‘zzlnzen\a:x#OJ(%%. b) x=-0,5 lub x = 2, zalozenia: x 4 -1, x40, ¢) x=
lub x = -3 +3/2, zalozenia: x40, x 43, d) x=1-05y2 lub
x#3. 8.a) x=-/Slbx L

/5, zalozenie: x 40, b) x = 2=}
o x=155 b x = 155, zalozenie: x40, d) x

1,25, f) brak rozwiazari. 7. a) x=0,5

-3v2

= 140,52, zalozenia: x # —4,

§
-5 lub x = 3, zalozenie: x 0. 9. a) {
-3 =-0,4-02V19 X=-04+0,2/19 =-0,25-0,25v33
lub { - P {y 02-0410 P {y:o,z‘omﬁ . {y=3,125‘0,125\/ﬁ
X=-0254025V33 1y sopm/h. 12.Tak. 13.13emx 15em. 14.) Po Ls, b) po

¥ =3,125-0,125/33"
Lo /Ter

lub

L5~ 145 15, @~ 162

V3, b
20 brak romvigzar, g
+J3

+ b) X1 ==}, X2 = §, ¢ brak rozwiazan, d) x;
, b) brak rozwiazafi, ©) x=0, d) x1
b) xi
6.17. 7.45,46i47. 8 a) Dla

. b) dlax =4

slr183185 LO-® 0-00-00-00-0 0- 6

2 22y x=3% 3. @y=Fx+137
2 ®y*’1x b\‘ 2,®y= ’(x—u)‘n 5. @y=2(x+47+4,
®y=-20x+4"+6, @y*llx 492+4, @y =-2(x-4°+6, ®y=x2-5 ®y=1x2-3
6.a) (0,-2), b) (-3,0), o) (1,V5), d) (1, 3 Lay= (=107, b) y=(x+157, ©) y=x*+7,
d)y 3@ y=(x+2%+1, ) y=(x-

brak miejsc zerowych, ) (0;+00), 1 miejsce zerowe, d) (~20;+00), 2 miejsca zerowe, ¢) (~o;3),

5. 8. a) (-9;25), 2 miejsca zerowe, b) (;+),

2 micjsca zerowe, ) (~oo;-12), brak micjsc zerowych. 9. a) Malejaca w przedziale (-o;0),
rosnaca w przedziale (0;+e), b) rosnacaw przedziale (~e,;0), malejaca w przedziale (0; +),
©) malejaca w przedziale (~oo;48), Tosnaca w przedziale (48;+%), d) rosnaca w przedzia-
le (~o0;-1,2), malejaca w przedziale (-1,2;+), ¢) malejaca w przedziale (-o;-3), rosnaca
wprzedziale (-3;+c0), f) rosnaca w przedziale (~;1,3), malejaca w przedziale (1,3;+e).
10.a) y=J(x+17 -1, b) y=—gr (x+8°+7, O y=k(x-3P+2 1l a) y=-L(x+27+3,
b) y=2(x-2-1, 0 y=fx+1* -1

str. 189-191: 1. a) Ramiona w gore, (0,-12), b) ramiona w dél, (0,0), ) ramiona w dol,
oy 20-0.0-0.0-®0®-® 30-0.0-0.0-0.
@-©. 425, b 10,-22, ) (48). 5a) y=2(x+]) -8k b y=-36x-12+3,
O y=-k(x+3743, d) y=-(x-027-076, & y = VEx-v22-VZ, 1) y=-V3(x-F) -2
6. a) (~16;+), maleje w przedziale (-oo;-2), rosnie w przedziale (-2;+®), b) (-
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rosnie w przedziale (-3 3t), maleje w przedziale (3+e), o (-;33), rosnie w przedziale
(-1 ), maleje w przedziale (3;+). 8. a) Jedno micjsce zerowe, b) dwa micjsca zerowe,
©) brak miejsc zerowych. 9. a) Pierwsza: x; = 5, x2 = 2, b) trzecia: x
10. @) Dla: xy = 3, x2 = =3, b) dla: x1 =5, x2 =3, o dlarx1 =1, =5,
11.a) 16, b) 18, 0 45.

1,x2 =3, ©) druga:

xX=0,x=

]
d) dla: xg = 2, x2

St 193-194: 1.a)3,-1, )3, O -3, A6 ©0,6 00,-8 2. Daxe (L),
b) dla X € (~oo; -12) u(21 +®), ) dla X € (-09;=50) U (=4;+00). 3. a) y = 5x% - 5x - 30,
b) y= Y K 2x% ~30x-100, d) y=7x%-84x+252. 4. a) Funkcja maleje
w przedziale (~eo;-1), a rosnie w przedziale (~1;+c), b) funkcja rosnie w przedziale (~oo;-2),

+

a maleje w przedziale (-2;+), c) funkcja rosnie w przedziale (~0;-13), a maleje w przedzlale
(-13;+0). 5.a) p=-5, : (4,0, (-6,0% 7 osia y: (0,-12), b) p =
2 osia x: (2,0, (-12,0); 7 osia y: (0,
6. a) (3,10), b) (1,0), (-7,0), ©) (20,0).

7 osia

Str. 198-200:  1.a) p=2,q=-9 7z osia 2 (0,-8), b) p
,0), (3,0); z osia y: (0,-63), ©) p 1 (2,0), (4,0); z osia y: (0,-40),
q=-9; zosiqx (= G 0), (0,0); z osiq y: (0,0), ) p=0, q=-3; 2z osiq x: (~3,0), (3,0)
osia x: (0,0, (3,0); z osia y: (0,0), g p=-2,a=5;zosia x:
(-3,0), H,m, z osig y: m,—m, h) p=5,q=2z0sia x: (3,0), (7,0 z osia y: (0,-%), i) p =10,
: (10,0); z osig y: (0,300). 2. a) Do gory, (0, ), b) wdél, (0,15), ¢) do gory,
0,-28). 3. a) (£i+®), b) (-3;4m), O (-3-10). 4. a) y = -}(x+2)(x-4), b) y = (x-2)°-3,
O y=-2(x+2%+5, d) y=fx+22+1, € y=-F(x+3)%, ) y = Ix(x+4). 5. a) y=2x7-3x+3,
F #3742, 0 y= §x-2x-6), d) y = -5p5x°+2. 6.y =-§(x+2°-1. 8.a) Dwa
punkty wspolne, b) dwa punkty wspdlne, o) jeden punkt wspdlny, d) brak punktGw
wspolnych.  9.2) 8, b) 16, ©) 36. 10, a) fin(-1) = =55, frnax(3) = 6,5, ) finax(®
frin( =5, ) frun(?) = 25, fnax(®) = 5. 11 @) frun() = =1, finax(0) b) finin(2)
Fnax(3) =8, ©) frnaxl=1) =8, frin(0) = 3. 12. @) frin(~8) = 80, frnax(~10) = 240, b finin(-5)
Fnax() = 800, ) finax(?) = 480, fnin-1) = 150. 13 @) finin(1) = =7, finax(3) = finax(-1) = 5,
b) finax(3) = 6, fnin(~1) = =42, O finn(3) = ~40, finax (~1) = 9.

: (~4,0), (8,0);  osi

I 208-205 1 3) x € (-3 U Uik, B X G O X € Coinl) U ),
d) xe(0:3), © x=§, ) X € (-00i-3)U0+0). 2. @) x € (15:4), b) x € (~o0s-1})u(d540),

). d) xe 15 (5i+0), st(lj,_,).
@), D) xeR, o x=} dxet ©) X € (-097-2) U (10;409),
+V2). 4.a) XxE(TiT), b) X € (-0i-2VT0) U (2VT;+), ) x € (-
U©+w), d)xe (8, o xERN{T), Dx=-5 5. a)x€(w®2)UBEw), b) brak
rozwigzaii, ¢ x €R, d) x € (0,3), © x € (i) U(Oke), £) X € (-ei-3) U
9 xe (=) u@i+w), b x € L) XER. 6.a) x € (~oo 1R
b x e (-mii)Uew), O xe DU (1hi+0), dxER 7. a) (-0i-3) U (Ti+o),
b) (=00;=3) U (7;4), ©) (- 8. a) Dla x € (-8;5), b) dla x € (~e0;-11) U ). 9. Dla
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X € (-e9;-2) U(Gi+e).  10. a) Dlax € (-e9;0) U (3;+), b) dlla x € (~eo; J""‘) u(
11 Dlax € (133)U(5;7). 12, Dlax € (3-5:3-V2)U(3+VE3+V5).
b) X € (64), ) X € (-09i=7)U(5; +e0), d) X € (-0;-6) U (-
b) x€ (20-5/10;10). 15.Dlaa>30. 16.Dlaae (4~

St 207-209: 1.a) 180m, b)nad45m.  2.a)y - 524192, b) y = —5hsx? +630.
3.a) y=-gpx?+ x+2, b) 655 m. 4. a) y=-75x +30x+2, b) po ok.
(0:046), © ok. 038s. 5.a) 10cm x 10cm, b) x,y € (105731045
byé szescianem o krawedzi § m. 7. 6,125m?. 8. 20m x 20m; 400m’. 9. 7m, 7m,3m,

3m, 4m, 4m.

6'5; dziedzina:

6. Powinien

sw.210: 1LD-©.0-®.0-® @— @ @ -©.0-® 3.0 y- o)
Sx=3), b y=8x-5% 4.x = 5.b=-1c=-5
6.2) (9+), b) (-051), ©) (~di+e0). b) gx) = 20x+3) (x+ 1),
O h(X) = 2 =32 8. 8. fiun(3) = 90, fux(-1) = -10. 9. @) x € (-5,9), b) x € (0:5),

©) X € (-0-5) U (3i+). 10, 134m x 20m.
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