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Drogie Uczennice!
Drodzy Uczniowie!

Zaczynacie kolejny etap nauki, ktéry zakoficzycie egzaminem maturalnym. Starali-
smy si¢ pisac nasz podrecznik tak, aby Was do tego egzaminu jak najlepiej przygo-
towag, ale koniecznoé¢ zdawania matury nie powinna by¢ giéwnym powodem, dla
Kiérego warto uczy¢ sic matematyki. Mingla bowiem moda na stwierdzenie: ,nic
umiem juz nie wypada tak mowic.

Wybitny polski uczony Hugo Steinhaus (czyt. Sztajnhaus) powiadal: ,Matematyka
nie moze nikomu wypelni¢ zycia, ale juz

wypelnita”. Cheielibysmy, abyicie uczyli si¢ ze $wiadomoscia, ze rozumowanie ma-
tematyczne przydaje si¢ w Zyciu codziennym i bedzie potrzebne w dalszej edukacji,
a takze niemal w kazdej dzialalnosci zawodowej, ktrej zechcecie si¢ w przysztosc
poswiecic. To, Ze matematyki powinni si¢ pilnie uczy¢ przyszli informatycy, inzy-
nierowie i ekonomisci, jest oczywiste. Ale potrzebna bedzie ona takze przysziym
psychologom, socjologom, lekarzom, itd. Wielu 6w pasjonuje
sie ta dziedzing wiedzy.

Nasze podreczniki piszemy nie tylko z mysia o tych, ktérzy matematyke lubia
i ucza sie jej z ji iSmy si¢ tak i¢ rézne

ne pojecia i problemy, aby ulatwic Wam samodzielne zglebianie i ugruntowanie
Zagadnieni, ktdre byly omawiane na zajeciach w szkole. W naszym podreczniku
mozna znalez¢ ciekawe informacje z rozmaitych dziedzin zycia. Staralismy si¢ tez
pokazac, ze matematyka, ktora poznacie w trakcie nauki, pozwala odkrywa wiele
fascynujacych interpretacji otaczajacego §wiata.

Mamy nadzieje, ze kazdy z Was znajdzie w naszej ksiazce co$ interesujacego.

Autorzy



Zbiory

Wedtug Polskiej Normy skrzynka pocztowa wiszaca powinna miec szerokos¢
35:20,5cm, wysokosc 28,5+0,5cm i glebokos¢ 20,5 + 0,5cm.
Warunki te mozna zapisac w jezyku matematyki.

Zbiory i dziatania na zbiorach = Przedzialy liczbowe = Powtdrzenie



ZBIORY | DZIALANIA NA ZBIORACH

Zbir to w matematyce pojecie pierwotne, czyli takie, ktorego si¢ nie
definiuje. Mozemy mowic o zbiorze liczb (np. liczb naturalnych, liczb ujem-
nych), o zbiorze punkiéw tworzacych figure geometryczna, o zbiorze figur
(np. trapezow, r6jkatow rozwartokatnych) itp.

o Przedmioty”, z kiérych utworzony jest
2biér, nazywamy elementami tego zbioru.

>

o Zbiory oznaczamy zazwyczaj duzymi lite-
rami, a ich elementy — malymi.

« Zdanic: p nalezy do zbioru A mozemy za-
pisac w nastepujacy sposob: p € A (sym- .
bol € czytamy: nalezy do). a

€A
* Zdanie: g nie jest elementem zbioru A mo- Z ¢A
zemy zapisaé: g ¢ A (symbol ¢ czytamy:
nie nalezy do).
B
Jesli do zbioru B naleza wszystkie
clementy zbioru A, to méwimy,
7e zbior A zawiera sie w zbiorze B
Iub Ze jest podzbiorem zbioru B.
Zapisujemy to tak: A C B.
ACB
Zbiér, ktéry ma skoricz wiele 6 ieskonczo-
nym. Pozostale zbiory nazywamy skoficzonymi.
PRZYKLADY ZBIOROW PRZYKEADY ZBIOROW
NIESKONCZONYCH SKONCZONYCH

« zbiér liczb naturalnych parzystych bior liczb dwucyfrowych

« zbior liczb dodatnich « zbior liczb calkowitych ujemnych
« zbior liczb wiekszych od 5 i jedno- wigkszych od ~1000
czesnie mnicjszych od 7 « zbiér dzielnikow liczby 60
+ 7bidr liczb pierwszych « zbiér punkiéw przeciecia stu réz-
« zbior wszystkich punkiow prostej nych prostych
« zbir wszystkich prostokatow « 7bior rozwiazan réwnania 2x+1=7
ZBIORY



Zbior, ktory nie ma zadnego elementu, nazywamy zbiorem pustym.
‘Taki zbi6r oznaczamy symbolem 0.
Uwaga. Przyjmujemy, ze zbior pusty jest zbiorem skoriczonym.

Dla dowolnego zbioru A zbiér pusty jest jego podzbiorem, czyli § < A,
a takze zbior A jest swoim podzbiorem, zatem A € A.

W ramce ponizej zebrano symbole, ktérymi bedziemy sic postugiwaé przy
pewnych zbioréw liczbowych.

Przypomnijmy, e kazda liczbe wymier-

N — zbiér liczb naturalnych nq mozna przedstawi¢ w postaci ilo-

— 7biér liczb calkowltych razu liczb calkowitych. Istnieja liczby,

” ktérych nie da si¢ przedstawi¢ w tej

@ —zbiorlieab wymiemych postaci, np. v2, vZ - 1, . Takie licz-

1Q — zbicr liczb ych by A . Wszyst-

R — zbiér liczb rzeczywistych kie liczby wymierne i niewymierne two-
174 7bior liczb rzeczywistych.

Przyjmujemy ponadto, ze R, oznacza zbiér liczb rzeczywistych dodatnich,
_ ~ zbiér liczb rzeczywistych ujemnych, Q, — zbior liczb wymiernych

dodatnich itd.
< Q
Zaleznosci miedzy zbiorami
liczbowymi mozna opisaé tak:
NcZcQcR
IQcR
zadanin 13 )

Zbiory mozemy czasem opisac, wymieniajac ich elementy. Oto przyklady:

Zbiér liczb naturalnych mniejszych od 4
(zbior skoriczony).

={o12

} Zbior kwadratow liczb naturalnych
(zbior nieskoriczony).

Zbior liczb catkowitych od -9 do 9
(zbiér skoriczony)

Kazdy z powyzszych zbioréw mozna tez zapisaé inaczej:
A={xeN: x<4}
B={xeN: x=k, gdzie ke N}

c-{xez: -9<x<o} 2adania -6

ZBIORY | DZIALANIA NA ZBIORACH "



CWICZENIE A WskaZ rysunek, na ktorym zacieniowano zbiér punktéw, ktére:
a) nalezg jednoczesnie do trojkata i do kwadratu,
b) naleza do tréjkata lub do kwadratu,

o naleza do trojkata, ale nie naleza do kwadratu

rys. 1 1ys. 2

i S

CWICZENIE B Narysuj tréjkat i kwadrat. Zaznacz wszystkie punkty, ktdre nalezq
do kwadratu, a nie naleza do tréjkata.

Zbiér, kt6rego wszystkie elementy na-
lezq do zbioru A i jednoczesnie do
Zbioru B, nazywamy czesciq wspolng
lub iloczynem zbioréw A i B.

Taki zbi6r oznaczamy A N B.

lloczyn zbioréw nazywany jest tez AnE
przekrojem zbiorow.

Jesli zbiory A i B nie maja wspdlnych element6w, to méwimy o nich, ze sq
rozlaczne. Mozemy to zapisac tak: A0 B =

Zbiér wszystkich element6w naleza-
cych do zbioru A lub do zbioru B (réw-
niez tych, ktére naleza do obu zbio-
r6w) nazywamy suma zbiordw A 1 B.
Oznaczamy go AU B.

Zbiér utworzony ze wszystkich tych
element6w zbioru A, ktére nie naleza
do zbioru B, nazywamy réznica zbio-
16w A i B.

Taki zbior oznaczamy A\ B.

ZBIORY



[TATTTEN Elementami zbioréw, ktore przedstawiono na rysunkach, sa litery.
Okresl zbiory réwne iloczynowi, sumie i réznicy podanych zbioréw.

/

AnB= cnD=0 EnFnG={e}
AUB= {nbcde} cup={a,b,c,de} (EUPNG={b,c,d}
ANB={ab} c\p=c (E\NPUG={a,b,d.ef}
B\NA={d,e} D\C=D (F\HNG=0

ZADANIE | Elementami zbiorow, ktore przedstawiono na rysunkach, s3 greckie lite-
1y. Okresl zbiory réwne zbiorom zapisanym pod rysunkami.

OO &

A

cup EnPHUG
PNG G\NP)NE
sdania 210
v Dane s zbiory:
={3579}, 8={369}, c={4,6709}
Znajdz zbiory: An B, B\.C, BUC, (AU B\ C oraz (B\NA) U (BN O).
_ Elementy, ktére naleza jednoczesnie do zbioru
Ang={3,9} A do zbioru B, 0 3 1 9.
- Po odrzuceniu ze zbioru B elementéw zbioru
sne- 3 C pososae ke 3
Do elementow zbioru B dopisujemy te elemen-
BUC={3,6947] 0 2biors €, Ktare e wystapui w 2biore 5.

_ Wyznaczamy zbior AU B, a nastepnie odrzuca-
s.7.96}NC={as} Y o C

BNAUE 0= {6} {60} = {6,0] | Wyzraczamy aiory 814180 €, 3 asspnie

ZADANIE | Dla zbioréw okreslonych w przykladzie powyzej znajdz:
a) AuC ¢ C\B € B\N(AuCO)

b) AnC d) (AnBNC f) (ANB)nC
wdoia 121 p

ZBIORY | DZIALANIA NA ZBIORACH 13



v W 30-0sobowej klasie jest 6 jedynakéw, 12 0sob ma brata, ale nie
ma siostry, a 3 osoby maja zaréwno brata, jak i siostre. Niech B i S oznaczaja
odpowiednio: zbior osob tej Klasy, ktére maja brata, i zbiér osob, ktore maja
siostre. Ile elementéw ma zbior S\ B?

0
/ B s i Sporzadzamy rysunek pomocniczy i dopi-
| sujemy na nim podane informacje. (Liczby
12 oznaczaja ilosé elementéw w odpowiednich
zbiorach)

Ustalamy liczbg elementow zaznaczonego
30-(6+12+3)=9 ¢ Zbior

Odp. Zbior S\ B ma 9 elementéw.

ZADANIE | W koszyku jest 20 owocéw. Wérod nich 3 sq zolte i kwasne, 7 jest
kwasnych, ale nie z6ltych oraz 6 — ani Zoltych, ani kwasnych. Niech Z i K oznaczaja
odpowiednio zbidr owocow zGltych i zbior owocow kwasnych. Tle owocéw nalezy do
zbioru Z\K, a ile — do zbioru Z U K?

sadania 22:26

ZESTAW ZADAN

1. Ustal, ile element6w ma podany zbiér.

a) Zbiér liczb naturalnych spelniajacych warunek x < /5.

b) Zbior liczb calkowitych spelniajacych warunek ~6,7 < x < 1.

) Zbidr liczb calkowitych ujemnych spelniajacych warunek ~11,3 <x <3,7.
d) Zbior liczb naturalnych, ktore nie spelniaja warunku x > 20.

2. Literami oznaczono zbiory figur:

K — zbiér kwadratéw P — zbiér prostokatéw
T — zbiér tréjkatow R — zbiér réwnoleglobokéw
RB — zbi6r rombéw TR — zbi6r trapezéw réwnoramiennych

Wiadomo, e kazdy kwadrat jest prostokatem, co mozna zapisac tak: K < P. Zapisz
Za pomocq znaku ¢ inne zwiazki miedzy podanymi zbiorami.

3. Zapisz:

a) skoriczony lub nieskoriczony dowolny podzbicr zbioru N, w ktorym wszystkie
elementy sq liczbami parzystymi,

b) czteroclementowy podzbidr zbioru 1Q,

) nieskoficzony podzbidr zbioru Q...

14 ZBIORY



Il 4. a) Ktéry z podanych zbiorow jest podzbiorem zbioru {K, R, A, B}?
{ab  {sar} 0 {Bas}  {karB}  {BAROK}
b) Zapisz kilka innych zbiorow, ktore zawieraja sic w zbiorze {K,R, 4, B}.

5. Ustal, ile elementéw maja podane zbiory.

A={1,3,57,9,11,..,29,31} B

6. Dla kazdego z podanych zbioréw ustal, w ktorych sposrod zbioréw N, Z., Q,
Q,, IQ, 1Q, si¢ zawiera.

A={3%} E={xeZ: x=2k+1, gdriek e Z}
B={22,24,26,28} F={xeR: x=k/2, gdzic ke N}
c={mv3,v2-vio} G={xeZ: x=7k gdzieckeN}
D={5-125-2v25-32,...} H={xeR gdziel Zil<5}

kie elementy zbioréw A, B i C. Policz, ile elemen-

Il 7. Narysunku obok zaznaczono kropkami wszyst- A/
16w ma zbior:

a) AUB d AuC 9 AnBUCO)
b) AnC e) B\(Au () h) C\(AnB)
o B\NA f) (AnBNC i) BNOUA

8. ) Na kt6rym rysunku zaznaczono zbior (A B)\ C? Opisz, jakie zbiory zazna-
czono na pozostalych dwoch rysunkach.

1ys. 1

b) Na kt6rym rysunku zaznaczono zbior (AN B) U (C\ A)? Opisz, jakie zbiory za-
Znaczono na pozostalych dwéch rysunkach.
1ys.4

@ ay @«

ZBIORY | DZIALANIA NA ZBIORACH 15




9. W pewnej grupie czes¢ os6b uczy sie jezykéw obeych. Niech A oznacza zbior
tych, ktérzy ucza sie jezyka angiclskiego, F — jezyka francuskiego, H — jezyka
iszpariskiego, a G — zbior wszystkich 0sob w tej grupie. Opisz stowami zbior:

=FUH Z3=G\H Zs=AnFnH Z;=GN\(AUFUH)
Z;=HnA Zy=F\A Zg=(AUF\H Zg=(G\(AnH)\F

10. Niech P oznacza zbiér wyrazéw piecioliterowych, A — zbior wyrazow, w kt6-
rych wystepuie litera a, za$ T — zbior wyrazéw rozpoczynajacych sie na litere t.
Podaj przyklady elementow kazdego ze zbioréw:

Z1=PnA  Z;=P\A  Z3=PnAnT Z;=T\(PUA) Zs=(TnA\P

11. Wypisz wszystkie elementy podanego zbioru, przyjmujac, ze:

A={ab,c} B={b,c,a} = {e.f.a}
a) AnB 9 cuD @ AuC 9 AUBNO)
b) B\D @ AND o BnD ) (AUCOND
12. znajdz podany zbior, przyjmujac, ze:
=4-2 -1 /3 5 92

a=f-a-doo vz m s 0z}
a) AnN 9 AnIQ o ANR 9 QNANZ
b) ANZ 4 ANQ. o) AUR B ANNUQ.)
13. Znajdz podany zbiér, przyjmujac, ze:

a={-6 -4 37} B={-6 -4, V3, 5}

a AnB d) (AUBNQ 9 (ANB\N ) BazNA
b) AUB e (ANZ)uB h) (BNA)NZ KW (AnQnB
9 B\A 0 (A\B)NIQ ) (ANNN\B ) (ANZ\B

14. Wyznacz podany zbidr, przyjmujac, ze:
= {5,6,7,8,9,10} ¢={5,10,15,20,25,...,50}

={0,2,4,6,8,10,12,14,16,18,20} D ={10,20,30,40,...,90, 100}

a) ANC d cup 9 AnBnC ) (AND)U(CB)
b) DN B e CnD h (AuB)nC K (CAD)\(AUB)
9 AuC f D\NC i) AUBNC) ) (DNC) (BN A)

16 ZBIORY



15. Wsréd podanych zbioréw wskaz zbiory skoriczone i ustal, ile majq element6w.
_ 1
} c-fxeQ: L>1}

D={xeR: x<7}

a-{11
B={i-
Wyznacz zbiory:

a) A\NB b) ANC o DnF d) EnF e) F\(CnD) f) (EUF\D

16. Podaj przyklad dwéch réznych zbioréw nieskoriczonych A i B takich, ze:
a) An B jest zbiorem jednoelementowym,

b) A\ B jest zbiorem skoriczonym,

© A\ B jest zbiorem nieskoficzonym, a B\ A jest zbiorem skoriczonym,

d) AU B jest zbiorem liczb naturalnych.

17. Co mozna powiedzie¢ o zbiorach AUB, ANB i A\ B, gdy spelniony jest podany
warunek?
a) AcB b) B=0 9 A=B d ANB=AUB

18. 0 zbiorach A i B wiadomo, Ze sq rozne i nie sa puste.

a) Ktére z ponizszych réwnosei s gdy A jest zbioru B?
AUB=A ANnB=A ANB=0 B\A=B

b) Kt6re z ponizszych réwnosci sa prawdziwe, gdy zbiory A i B sa rozlaczne?
AUB=A AnB=0 A\B=A B\A=B

19.a) Zbiér zaznaczony na rysunku obok moz-
na zapisa¢ na dwa z podanych sposobow. 7

(C\NA)N(C\B) (CUANCUB) C\(AUB) )
Zapisz wynikajaca stad réwnosc.

b) Uzasadnij réwnos¢ C\ (A0 B)=(C\ A) U (C\ B),
przedstawiajac na rysunkach zbiory C\ (A 1 B) oraz
(C\A)UC\B).

20. Niech D, oznacza zbiér wszystkich

Dzielnik liczby naturalnej n to ta- dzielnikow liczby n. Wyznacz zbiory:
ka liczba naturalna, przez KIOra - g) 1), pg, Dy, Dy

dzieli si¢ bez reszty. Na przyklad

dzielniki liczby 49 to 1, 7 i 49. b) D5 0 Dio, D110 Dis, Dzo 0 Digo

9 D5 U Do, Ds\Ds, Ds\D7

ZBIORY | DZIALANIA NA ZBIORACH 17



© 21. Niech L,, oznacza zbior liczb

pierwszych, a L, — zbiér liczb Liczb naturaln n, Ktéra ma dokladnie dwa
zlozonych. Wyznacz zbior: dzielniki, nazywamy liczbq pierwsza.
a) {0,1,2,..,19.20} n L, Liczby pierwsze to: 2,3, 5, 7, 11,

B (01,2010} N L) NI, Liczbe naturalng, kiéra ma wiccej niz dwa
dzielniki, nazywamy liczbq zlozona.

9 N\, UL
@ R (L,\ {xeN: x> 10})
e {xeL,: -x<20} v fo}

Liczby 0 i 1 nie sa ani pierwsze, ani zlozone.

22. a) Pewien zbiér C ma 20 elementéw, zbiér D ma 50 element6w, a zbiér €0 D
ma 5 elementéw. lle elementow maja zbiory: €U D, C\D, D\C?

b) Zbiory E i F maja po 15 elementow, a zbiér EUF ma 20 element6w. Ile elemen-
tow maja zbiory: EnF, ENF, FNE?

23. Do miski wlozono 20 cukierkéw, 11 z nich
jest czekoladowych, a wérod czekoladowych cu-
kierkéw 5 zawiera orzechy. Dwa cukierki zawie-
raja orzechy, ale nie sa czekoladowe. Oznaczmy
litera C zbiér cukierkéw czekoladowych, a li-
terg O — zbior cukierkéw z orzechami. Ile
elementow jest w zbiorze € U 07

24.W pudelku znajduje sie 26 klockéw w dwoch kolorach: bialym i czerwonym,
10 sposrod tych Klock6w ma ksztalt szescianu. Bialych szesciennych Klockow jest 6,
a bialych, ktére nie sa szescienne, jest 9. Przyjmijmy

K — zbiér wszystkich Klockéw, c—2
B — zbiér bialych Klockéw, S — zbior Klockéw szesciennych.

61 czerwonych Klockéw,

Ustal, ile elementéw nale?

/ do podanego zbioru:
a) C b) S\B © BusS d) KNS e CnS

25. Kazda z 1000 ankietowanych oséb odpowiedziala na dwa pytania: czy lubi
stodycze oraz czy lubi warzywa. Okazalo sie, ze 830 oséb lubi stodycze, 600 lubi
warzywa, a 100 — nie lubi ani slodyczy, ani warzyw. lle sposrod ankietowanych
0s6b lubi stodycze, ale nie lubi warzyw?

© 26. W Krasnolandii kazdy obywatel jest pick-
ny lub bogaty. Bogaci stanowia 50% ludnosci.
Pigknych Krasnolandian jest 50tys. (z cze-
g0 70% to niebogaci). Ilu mieszkaricow ma
Krasnolandia? Jaki procent mieszkancow Kra-
snolandii stanowia piekni i zarazem bogaci?

18 ZBIORY



MINISPRAWDZIAN

S1. Dany jest zbior L= {x e R: x=$, gdzie ~10<a<10ia € Z}. Ktéry z po-
nizszych zbiorow ma najwiccej elementéw?

ALAN BINZ c1nQ, D.I\R
2. Na rysunku zaznaczono prostokat, kolo 1 tréjkat. £

Litery P, K i T oznaczaja zbiory punktéw tworzacych

te figury. Zacieniowany na rysunku zbior to: %

A (PUKINT C.(PNT)UK T
B.(PAKNT D.(INK)n P

S3. Niech: A= {0,0,4,%,8}, B={0,4,x}, ¢
zbioréw jest réwny (AN B) n (B u C)?

A oot B.{0,A,%,0,1} c{o} p. {00}

0, O, T}. Ktéry z ponizszych

54. Kazdy z uczniéw pewnej szkoly uczy sie jezyka niemieckiego lub francuskiego.
Jezyka niemieckiego uczy si¢ 75% uczniow, a francuskiego — 40%. Ile procent
uczniow uczy si¢ obu tych jezykow?

A.35% B.25% C.15% D. 5%

PRZEDZIALY LICZBOWE

CWICZENIE A Zaznacz na osi liczbowej zbior liczb rzeczywistych spetni

a nastepnie zbidr liczb spelniajacych nierownos

Zaznacz zbior liczh rzeczywistych spetniajacych nieréwnosé 3 <x <7.

acych
<7

Ciekawostka

Wszystkie liczby, ktérymi poshugujemy si
podezas nauki w szkole, to liczby rzeczy-
wiste. Powstaje pytanie, dlaczego wprowa-
dzono nazwe liczby rzeczywiste. Czyzby
byly jakies inne liczby? Okazuje si¢, ze
matematycy, fizycy, chemicy, inzynierowie
i przedstawiciele wielu innych dziedzin ko-
rzystajacych z matematyki postuguia sie
takze liczbami innymi niz rzeczywiste, np.
liczbami, ktére nazwali zespolonymi.

PRZEDZIALY LICZBOWE 19
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Zbior liczb rzeczywistych wickszych od liczby a i jednoczesnie mniej-
szych od liczby b nazywamy przedzialem otwartym o koricach a i b.
Oznaczamy go symbolem (a

(asb) = {x e R: a<x<b}

Zbir liczb rzeczywistych wickszych od a lub réwnych a i jedno-
czesnie mniejszych od b lub réwnych b nazywamy przedzialem
i o koricach a i b. O; g0 (asb

(asby={xeRia<x<p} [

-3 0 (ca17) 7 -3 [

przedzial otwarty o koricach -3 i 7 przedzial domkniety o koricach -3 7

0 7 =i 0 7
Przedzial lewostronnie otwarty przedzial lewostronnie domkniety
i prawostronni domknicty i prawostronnie otwarty
koricach ~31 7 o koricach -3 i
CWICZENIE B Narysuj os liczbowa i zaznacz na niej przedzialy:

(-3:2) (3:7) (-10;-8) (8:9)

Zbidr liczb rzeczywistych wickszych od a to przyklad przedzialu nie-
ograniczonego. Oznaczamy go symbolem (a;+o0).

(as+w) = {x e R: x> al _ o

* (aie)

ZBIORY



Przedzialy nieograniczone moga by¢ otwarte lub jednostronnie domknigte.
Na przyklad: (a;+), (-;a), (-0;a).

|

0 5 0 5
(-o0i5) (5:+%)
przedzial prawostronnie domkniety przedzial otwarty
od minus nieskonczonosci do 5 od 5 do plus nieskonczonosci

CWICZENIE C Zaznacz na osi liczbowej przedzial (2;+e0) oraz przedzial (-00;3).
L sodania 1-4 )

Przedzialy to zbiory liczbowe, mozemy wiee okresla¢ ich sume, réznice
oraz ich czes¢ wspdlna.

Zapisz kazdy z podanych zbioréw w prostszej postaci.

) (-3;2) n (0:5)

i llustrujemy oba przedzialy na osi liczbowej
: i zaznaczamy kolorem ich czes¢ wspolna

i llustrujemy oba przedziaty na osi liczbowej
i i zaznaczamy ich czes¢ wspéina (na rysunku
jest ona zaznaczona kolorem),

¢ llustrujemy oba przedzialy na osi liczbowej
© i zaznaczamy kolorem ich sum

¢ llustrujemy oba przedzialy na osi liczbowej
i i zaznaczamy kolorem zbiér skladajacy sie
i zliczb, ktére naleza do pierwszego przedzia:
i u, a nie naleza do drugiego.
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) (-3;+e) U (1:+%)

i llustrujemy oba przedzialy na osi liczbowej
i i zaznaczamy kolorem ich sume.

(=3140) U (154) = (=3;4+0)

RN (2;+0)

© lustrujemy zbior (2;+00) na osi liczbowej i za-
¢ znaczamy zbiér liczb, ktére do niego nie naleza,

R\ (2;+00) = (-00;2)

9 ((55) (419 (1:5%)

 lustrujemy przedziaty (o;5) i (~4:8) na osi
¢ liczbowej i zaznaczamy ich iloczyn (~4;5)

i llustrujemy przedziaty (~4;5) i (1+e) naosi
liczbowej i zaznaczamy ich roznice (~4;1)

ZADANIE | Zaznacz na osi liczbowej i zapisz w jak najprostszej postaci zbior:
) (-8:7) U (2:9) @) (-0i6) 0 (-33400)
b) (-10;5) n (-12;4) AR\ (-0;5)

o (-4:6) \ (-3:7) 0 ((-3:7) 0 (2:+)) \ (6:10)

adaria 515

ZESTAW ZADAN

1. Zapisz za pomoca bior tkich liczb spelniajacych warunek:

a) 0<x<5 b) 6<x<6 9 x>-3 d) x<6

2. Zaznacz podany przedzial na osi liczbowej. Opisz go za pomoca nierownosci.
a) (-4;5) 9 (-12;-8) e (-:5) 9 (-6;+w)
b) (3:7) @ (0:6) 0 (2540) 0 (-e0i-1)
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3. Wedlug Polskiej Normy skrzynka pocz-
towa wiszaca powinna mie¢ szerokosé
35 +0,5 cm, wysokos¢ 28,5 = 0,5 cm i gle-
bokos¢ 20,5 = 0,5cm. Zapisz, w jakich
przedzialach powinny si¢ miesci¢ wymia-
1y skrzynki pocztowej.

4. Zapisz podane zbiory za pomoca przedzialow.
A={xeR: -3<x<s) c=fxe
B={xeR: x<13} D={xe
5. Zaznacz na osi liczbowej zbior:

a) (-5;-3) n(-4:2) 9 (-3:7) v (6:8) ) (-;4) \ (0;8)
b) (-o0;-2) 0 (-3;0) @) (-1;5) U (2;+0) 0 (-2;4)\ (-150)
6. Zapisz w prostszej postaci.

a) (-4;5) n (2;+0) d) (-0;3) U (0;6) 9 (-5;-3) \ (-4;7)
b) (3;10) 0 (-6;1) o) (-1034) U (-7;7) ) (-o;2) \ (~2050)

9 (3:8) n (3:6) 0 (3;400) U (-2;40) i) (2:7)\ (259)

7. Na osi liczbowej zaznaczono zbiér liczb. Zapisz za pomoca sumy przedzialow
2biér wszystkich liczb nienalezacych do tego zbioru.

2 1 g i NV B
0 1 0 0 1
o o =
0 1 0 1
9 . D, K
0 05 0 05

8. Zapisz w postaci przedzialu lub sumy przedzialow.
a) R\ (-w0:5) 9 R\ (6+0) o R\ {
b) R\ (-7:2) @ R\ (0;2) o R\ {-5-1}
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9. Zapisz za pomoca réznicy zbioréw zbior liczb zaznaczonych na osi liczbowej.

a) I L]
0 10 101 208

" I A | mm,
0 10 0 05

10. Zapisz 7a pomoca przedziatu lub sumy przedzialGw.
a) {xeR: x<-v3 lub x>-v2}

b) {xeR: x<2v3} U fxeR: x>3v3}

{

{

9 {xeR: x>-375}\ fxeR: x<3,7}

d) {xeR: x>314} n{xeR: x<m}
{

o {xeR: x<3v2}\ {xeR: x> 5}

11. Dane sq zbiory:
A=(-w;-10)  B=(-20;20)  C=(10;+)

Zapisz w postaci przedzialu lub sumy przedzialow zbior:
a) C\ (AnB) b) (B\A)\D 9 Du(C\B) d) B\ (AuD)

12. zaznacz na osi liczbowej zbior:

a) ((-3:5) n (-5:-1)) u (4:6) o (~434) \ ((-4;7) v (-2:9))
b (29 n (2:9)) 0 153) @ (03) N ((-2:9) 2 0:7)
13. Ustal, ile elementow ma zbiér:

a) (-15:3)nZ 9 (-1;me3)nZ o (-2m;im)nzZ

b) (-3;16) "N &) (-w;-4) AN 0 (-/Zv2)nN

14. Zapisz w innej postaci.

a) Zn(-3;2) &) R, U (-2033) 9 Rou(-7:4)
b) N\ (-0;5) § Q\ (25+%) 0 Z, 0 (-;3)
9 N\ (3;400) o Nn(-10;5) i) QU (-2;+%)
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15. Ustal, ile liczb calkowitych nalezy do podanego zbioru.

a) (-v2;v3) u (V5;10) O R\[(-e05-38) U (-14:400) ]
b) (-20;200) 1 (-200;+09) d) (-101;10,1) \ N

16. Ustal, ile elementéw ma zbior:

a) (-2vZ;m+3) n (Z\N) o (-6m;2+m)n (v2;20)nZ
b) (-o0;-2V173) 0 (-15,5; +) NN d) ((-5;5) N N) \ (0;+00)

17. Wypisz elementy zbioru:

a) {xeZ: -vIo<x<m}n(-~vZ;T) b {xeN: -m<x<V50}\ (3;2m)

18. Niech P oznacza zbidr liczb pierwszych. Ustal, ile elementéw ma zbior:

a) P (2;27) 9 P\ (11;400) o ({1.3,57,..}nP)\ (215+%)
b) P (-0513) d) P\ (115400) N (PN (-5:5)) \ (17;+00)
MINISPRAWDZIAN

S1. Zbior wszystkich liczb, ktdre sa mnicjsze od -5 lub wigksze od 3, to:
A(-5:3)  B.(-5:3)  C(-w5-5)U(334@) DL (-;-5) 0 (3;400)

52. Na ktérym rysunku zaznaczono zbiér R\ (-2;3)?

A. C. [ |
-2 3 -2 3

B. . D. | | |
-2 3 -2 3

S3. Tl liczb catkowitych nalezy do zbioru (~v/30;7)\ [ (6550) L (v6039) |7

A. 16 B.15 cn D. 10

4. Niech A= fxeR: x<-9} i B={xeZ: x>-3}. 2bior (AUB)n (-62)
jest réwny:

AR B. (-3;2) o D.{-3,-2,-1,0,1}
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1. Dane s zbiory:
K={1,2345} L=
- {136}
Wymieri wszystkie elementy zbioru:
a) LUMNK O (KnL)UM\L)
b M\DNK 4 KUMNKNL

1,2,3}

2. Przerysuj ponizszy diagram i za-
znacz w nim podany zbior.

A7)
(P

a) (AnCQ)U(C\B)
b) (ANO)n(BUCO)
9 (AUONANBNC)

3.Na rysunku zaznaczono kropkami
wszystkie elementy zbiorow A, B, C
i D. Ustal, ile clementéw ma podany
zbiér.

d DU(ANBNC)
e) (AUBUCO)ND
f) (CnD)U(ANB)

a) (BUDI\C
) (ANB)n D
) C\(AUBUD)

4. Dane sq zbiory:

A-{xez: ¥en}
=fxeQ: -1<x<10}
c={xeR: 2xeN}
Znajdz zbior:
a) (CUBNA o (CNANB
b) (ANB) N C 4 (AnBNC

26

5. Ponizej podano, ile element6w nale-
2y do wymienionych zbioréw.

A—50 B — 40 C — 60
ANnB—20 BNC—18 CnA—15
AUBUC — 100
Oblicz, ile elementéw nalezy do zbioru:

a) AUB

b) B\C

9 (ANQuU(C\A)
d) AnBnC

6. Podaj najmniejsza liczbe nalezaca
do zbioru:
a) (-6;4w) nZ
b) (3m;300) \Q
3.125
o (-53;12%)nR

7. Zapisz w prostszej postaci.

a) (-9;-2v3) u (-7;-3)

b) (43 11) v (2;275)

o (~4:7)\ (-2v2;8)

8. Przedstaw w postaci sumy przedzia-
1ow.

a) R\ (-4;7)

b) R\ {-2,5}

O R\ [(-53) U (455)]

9. Zapisz w postaci przedzialu lub su-
my przedzialéw.

a) [(-42) mlg)] (15 +e0)
b [(-7:8) \ (-3;5)] U (6:9)
9 [(- 5) (65 +0) | \ (12; 20)
@ (i2) () <-a: ]



Wyrazenia
algebraiczne

Wskaznik BMI (od ang. body mass index ~ wskaznik masy ciafa) osoby,
ktdra wazy m kilogramow i ma w metréw wzrostu, oblicza sie ze wzoru BMI=1g;
Zwykle prayimuje sie, ze masa ciala jest prawidlowa, goly wskaznik BMI jest wigkszy
0d 20 i mniejszy 0d 25. Czy potrafisz wyznaczyc swoje BMI?

Zapisywanie i przeksztatcanie wyrazen algebraicznych = Wytaczanie
wspolnego czynnika przed nawias = Wzory skréconego mnozenia
= Przeksztatcanie wzoréw = Twierdzenia. Dowodzenie twierdzen

= Powtérzenie



ZAPISYWANIE | PRZEKSZTALCANIE
WYRAZEN ALGEBRAICZNYCH

CWICZENIE Popatrz na rysunck. Kolejne figury sa ukladane z zapalek wedlug
pewnej reguly. Jakimi wyrazeniami nalezy zastapi¢ w tabelce znaki zapytania?

Figura 1 Figura 2
e N
v Y
LI LS
(N <
Numer figury 1 2
Liczba zapalek 6 6+3

6+

Figura 3

Ty

W powyzszym éwiczeniu nalezato sfor-
mulowa¢ ogélne reguly, wedlug Kt6-
rych ukladano zapalczane figury. Ta-
kie uogdlnienia, zapisywane za pomoca
wyrazei algebraicznych, bardzo czesto
wystepuja w matematyce i innych dzie-
dzinach wiedzy. Na przyklad:

Przyklady wyrazen
algebraicznych:
nez vy @rbh ‘2")"

mgh 3(a+b)-2c+7

« Pole tréjkata réwnobocznego o boku diugosci a to: P= 4573

o Liczba przekatnych w wielokacie o n bokach wynosi n(n - 3).
« Dawka leku Winkrystyna dla dziecka, ktére wazy m kilogramow (m > 21),

powinna wynosi¢ 0,03m +0,6 miligraméw na dobe.

adari 110

I MEGETTRM Przedstaw podane wyrazenie w postaci jednomianu albo jak naj-

prostszej sumy algebraicznej.

@) pr1-B2 i1 -@pen)=

=p+1-3p-1=-2p i Redukujemy wyrazy podobne.

b) 3x(2x+y)-5(x2 =2xy +3) =

Mnozymy jednomiany przez sumy w na

=6x%+3xy-5x2+10xy-15= ¢ wiasach i redukujemy wyrazy podobne,
=x2+13xy-15 H

0 Ra+bla-3b+1)=

Kazdy sktadnik pierwsze sumy mnozymy
=2a?-6ab+2a+ba-3b2 +b= i przez kazdy skfadnik drugiej sumy.
= Nastepnie redukujemy wyrazy podobne

=2a%-3b?-5Sab+2a+b

28
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2p_3-5p_52p_3-5p
L e i
Doprowadzamy ulamki do wspéinego
_10p-(3-5p) _ 10p-3+5p _ mianownika, zapisujemy w postaci jednego
15 TS5 utamka i redukujemy wyrazy podobne.
15p-3 1
15 -P°5s

ZADANIE | Zapisz w postaci jednomianu lub sumy algebraicznej.

a) Sab?- 0= b) (xy+2)x+%-3)-x%y <

adoia 11-16

ZESTAW ZADAN

1. Przyjrzyj sie rysunkom. Z ilu kwadracikéw
zbudowano pierwsza figure, z ilu druga, a z ilu

trzecia? Podaj zauwazong prawidlo- =
wosc. Z ilu kwadracikéw powin-

na byé zbudowana czwarta, Eﬁj [T O [ Inn)

a z ilu n-ta figura?

2. Zapisz:

a) szescian réznicy liczb a i b,

b) iloraz sumy liczb m i n przez iloczyn tych liczb,
9 sume odwrotnosci kwadratow liczb p i q.

3. a) Zapisz liczby przeciwne do liczb:
3 on b-2c xF-7 Liczbg przeciwng do liczby a jest
liczba -a.
b) Zapisz odwrotnosci liczb:

Dla a # 0 odwrotnos¢ liczby a to +.
ro-1 i %p 3a-2b &

4. W jakiej postaci mozna zapisac liczbe natu-
ralna n, aby spelniony byl podany warunek?

a) Liczba n jest parzysta.

b) Liczba n jest podzielna przez 5.

© Reszta z dzielenia liczby n przez 4 wynosi 2.

Liczba calkowita n jest niepa-

rzysta, gdy mozna ja zapisa¢

w postaci:
n=2k+1,gdziek € Z

5. Przyjmujemy, Ze liczby a, b i ¢ sa dodatnie. Zapisz:

a) 10% liczby a, 130% liczby b, 2% liczby c,

b) liczbe 0 40% wieksza od a, o 7% wieksza od b, 0 0,5% wieksza od c,

9 liczbe 0 15% mnicjsza od a, o 6% mniejsza od b, o 80% mnicjsza od c.
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6. Kilogram jablek kosztuje j zlotych, gruszek — g zlotych, a pomarariczy — p zlo-
tych, Zapisz w postaci wyrazen algebraicznych odpowiedzi na ponizsze pytania.

a) Iwona kupila 5kg jablek, 2,5 kg gruszek i pomararicze, ktére wazyly 78 dag. Za-
placila banknotem piecdziesieciozlotowym. Ile zlotych reszty powinna otrzymac?
b) Przed zamknicciem sklepu ceng jablek obnizono o 10%, a cene gruszek o 20%.
Ostatni Klient kupil po obnizonych cenach 4kg jablek i 2kg gruszek. lle zaplacil?
0 ile wigcej by zaplacil, gdyby Kupil te same ilosci owocéw przed obnizka cen?

7. a) Zapisz w postaci wyrazeri algebraicznych liczby: p% liczby 27, pt% liczby a
oraz liczbe o p% wicksza od liczby a.

b) Uzasadnij, ze p% liczby q jest réwne g% liczby p.

© Uzasadnij, Ze jesli cene zwiekszymy o p%, a nastepnie 0 %, to otrzymamy taki
sam wynik, jak gdybysmy najpierw zwickszyli ja 0 g%, a nastepnie o p%.

8. Oblicz wartosé wyrazenia algebraicznego.

a) 3ab-3¢ dlaa=4ib=1 9 3 glay=-1iz
7
b) ~5(m-m3+n) dla m=5in= d) 1222 dla x=1}

9. Wskaznik BMI (od ang. body mass index — wskaznik masy ciala) osoby, ktéra
wazy m kilograméw i ma w metréw wzrostu, oblicza si¢ ze wzoru BMI= LV'L Zwykle
przyjmuje si¢, ze masa ciala jest prawidlowa, gdy wskaznik BMI jest wickszy od 20
i mnicjszy od 25. Oblicz wskaznik BMI osoby o wzroscie 1,7 m, wazacej 63 kg.

Ciekawostka

Kazdy wierzcholek narysowane-  Pole wielokata o wierzcholkach w punktach kra-
go wielokata lezy w punkcie kra-  towych (jednostka pola to powierzchnia jednej
towym, czyli w punkcie przeci¢-  kratki) mozna oblicza¢ tak: do liczby punktow
cia linii tworzacych kratki. kratowych lezacych wewnatrz wiclokata dodaje-
my polowe liczby punktéw kratowych lezacych
na brzegu wielokata i odejmujemy 1. Pole naryso-
wanego wielokata wynosi wige 25 + 20— 1 = 34,

T regule obliczania pol wlLl()k4l<m odkryl au-
striacki matematyk Georg Pick w 1899 roku.

10. Korzystajac z ciekawostki, zapisz wzor Picka. Przyjmij oznaczenia: w — liczba
punktéw kratowych wewnatrz wielokata, b — liczba punktéw kratowych na brzegu
wielokata.

a) Narysuj na Kartce w kratke tréjkat o wierzcholkach w punktach kratowych.
Oblicz jego pole na dwa sposoby: Korzystajac ze wzoréw znanych ci z geometrii
oraz korzystajac ze wzoru Picka.

b) Narysuj trzy dowolne wielokaty o wierzcholkach w punktach kratowych i oblicz
ich pola, korzystajac ze wzoru Picka.
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Il 1. Zapisz w jak najprostszej postaci.

a) ¥-a+d d) -x-4(1-x) 9) 3x(5-2x) +5(4x - 3)
b) 03p*q- 2p%q ) 3(5x-2)-5(3-4x) h) 5X(2+3X) -2(4-7x)

L] D,lwvg—%wvl—AlW\'z f) 53-x-2(1-5x%) ) -2x(3 -x)-4x(5x-2)

12. Przyjmijmy, Ze n € N. Zapisz w jak najpro:
a) pieciu kolejnych liczb naturalnych nastepujacych bezposrednio po liczbie n,
b) dwoch kolejnych liczb parzystych bezposrednio poprzedzajacych liczbe 2n,
) trzech kolejnych liczb nieparzystych nastepujacych bezposrednio po liczbie 2n,
d) szesciu liczb: dwéch kolejnych liczb parzystych poprzedzajacych liczbe natural-
ng 2n -1 oraz kolejnych czterech liczb nieparzystych nastepujacych po tej liczbie.

¢j postaci $redniq arytmetyczna;:

13. Przedstaw wyrazenie w postaci jak najprostszej sumy algebraiczne;.
a) (4m-2n)@3m-5n) 9 (3a-b-4)a-2b) @ 5-(2x+1)(x-3)
b) (3+2b)(1-b+5¢) d) a-(b-a(-2+a) f 2xp)° - (1-x2)(y2-1)

14. Zapisz w jak najprostszej postaci.

a) p- 108

5

sx-4 _x
b) =7 2

an+l
9 2(n-3)- A

2p+5 , 3-4p
6 3

15. Pan de Fraudant wyjechal w podr6z stuzbowa z Paryza do Cartouse. Wzial ze
soba x euro pieniedzy prywatnych i dwa razy tyle sluzbowych. Pieniadze prywatne
wiozy! do lewej Kieszeni, a stuzbowe do prawej.

W poniedzialek pan de Fraudant nic nie wydal, ale zapewne
przez pomylke przelozyl 300 € pienidzy stuzbowych do lewej
Kieszeni. We wtorek zaplacil w restauracji 15 € pieniedzmi z le-
wej kieszeni, a po poludniu, znowu przez pomylke, przetozyt
czwarty czeS¢ pieniedzy z prawej kieszeni do lewej. W ktérej
kieszeni mial wowezas wiecej pieniedzy i o ile wiecej?

16. Dziadek przyniést wnukom worek, w ktérym bylo n cukierkéw, i powiedzial:
— Niech Marek wezmie 1 wszystkich cukierkéw. Ania wezmie 7 tego,
co zostalo, i dodatkowo 10 razy mniej cukierkow, niz ma Marek.

— Teraz ja — powiedziala Tosia. — Wezme 1 tego, co zostalo, i do-
datkowo 10 razy mniej cukierkow, niz majq razem Marek i Ania.

Pozostate cukierki zostaly podzielone wedlug tej samej reguly. Kiedy ostatnie
2 whuczat wzielo swoja porcje, cukierki sie skoriczyly. Ile bylo wnuczat?
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MINISPRAWDZIAN

51. Srednia arytmetyczna czterech kolejnych liczb naturalnych podzielnych przez 7,
2 kiérych najmniejsza to n, jest od liczby n wieksza o:

A7 B. 14 C.n+10,5 D. 10,5

52. Ktbrego z wyrazeri nie mozna przeksztalcié do postaci: a* +a® - a* - a?

A -a(l+a- a®) B. (a®-1)(a*+a) C.a*+a-(a’+a) D. (@*-a)a+1)

53. Ktére z ponizszych wyrazen dla dowolnych liczb a i b ma te sama warto¢ jak
wyrazenie 10ab - 6a?

A.-2a(3-5b) B, S0ab-Ga C.a-(7a+10ab) D. (5a-2)(2b-5a)

54. Po przeksztalceniu wyrazenia 3284=6b) _ (4q + b)(5a - 2b) otrzymamy:
A 2(b* - 8a%) B. -15ab - 2b? C. 2b(b - 6a) D. 2b* - 18a

WYLACZANIE WSPOLNEGO CZYNNIKA
PRZED NAWIAS

Niektére iloczyny wyraz h mozemy tak ¢, aby
otrzymaé sume algebraiczna. Gdy wszystkie wyrazy sumy algebraicznej
maja wspolny czynnik, to mozemy wykonaé operacje odwrotna.

CWICZENIE A Jakim wyrazeniem nalezy zastapic gwiazdke?
a) %o (x+4)=3x+12 O - (x+y) =4 +dxy

b) %-(a-5)=a*-5a d) *-(a*+2ab)=a*

[TATTCEN Wyfacz wspélny czynnik przed nawias.

2 20xy = Sx-3x—5x- 4y = Wspsinym czynnikiem jednomianow
8 152 - 20xy = 5x - 3x - 3% - 4y I 15x2 =208y jest jednomian 5x.

=5x(3x - 4y)

b) 8m?n+6m* +2m =

—2m-Amns2m-3me2me 1= ¢ Wsplnym czynnikiem jednomianow
S <& <& 8mn, 6m* i 2m jest jednomian 2m

=2m(4mn+3m? +1)

ZADANIE | Wylacz wspdlny czynnik przed nawias.

a) 12p+20p? b) 3ab-15a O 4xy+6x- 108
sadania 1-12 )
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Il Czasami wspélny czynnik moze mie¢ posta¢ sumy algebraicznej.
CWICZENIE B Wskaz wspolny czynnik i przedstaw wyrazenie w postaci iloczynu
a) (DY + 7)+ (x4 Ty = 4)

b) (5m-2)3n+1)-(Gm-

-1

[LYATCILWA Przedstaw w postaci iloczynu.

a?-2a+ab-2b=a(a-2)+b@-2) W kazdej z dwoch grup wyrazow: a? - 2a
LEerRte oraz ab - 2b wylaczamy wsplny czynnik

=(a-2)a+b © Wspolnym czynnikiem wyrazen a(a - 2)
iba-2) jesta-2
ZADANIE | Przedstaw w postaci iloczynu.

) ab-2a+5b-10 b) 3¢ +x-3xy-y

Uwaga. Poszukujac wspolnego czynnika, wyrazy mozemy zwykle grupowaé na
rozne sposoby. Na przyklad wyrazenie z przykladu 2 mozna przeksztalcaé tak:

a*-2a+ab-2b=a’+ab-2a-2b=ala+b)-2(a+b)=(a+bla-2)

[TIATTEN Przedstaw w postaci iloczynu.
2ab=15=3b%10a= ¢ Znajdujemy takie grupy wyrazéw, aby w kaz-
—2ab+10a-3b-15=  dej z nich dato sie wylaczye wspoiny czynnik

i Wspolnym czynnikiem wyrazen 2a(b+ 5)

=2ab+5)-3(b+5)=(b+5)2a-3) i=3(b+5) jest b+ 5

ZADANIE | Przedstaw w postaci iloczynu.
@) 2mn+6m+3n+9 b) 3p2-3q+9p-pq

adoia 13-18

ZESTAW ZADAN

1. Przedstaw w postaci iloczynu.

a) 3x+ 15y 9 17x2 417 @) xy+3x o) 9xy -y
b) 7x+ 14y d) be-bd 0 py-p h) ab+3b?
2. Oblicz sprytnie (wylacz wspolny czynnik przed nawias).

a) 28:17-28-15 ¢ 31-15-62-7 e) 13:49-26-27

b) 134-135-133-135 d) 12-13-6-26 f) 572-57-55
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3. Wylacz w liczniku wspélny czynnik, a nastep-
nie upros¢ wyrazenie.

26 By 3x+12 10a+15 , 12a-18
3 a) =53 Ll o e
8y- L4x-21 _ 64-16x
b) 8 d) L

4. Wylacz przed nawias jednomian 2x.

a) 2x-2xy b) 4x - 8xy Q) -6x2+12x d) 10xy - 6xz

5. Wylacz wspdlny czynnik przed nawias.

a) 5x

15x Q ~8xy+8x o) xy-xy g) 12ab? +16b?
b) -8x% - 4x d) 10a - 2ab ) 14uv? - 7uv ) XVZ-x

6. Przedstaw sume 6xy - 12x%y? + 24x%y w postaci iloczynu, wylaczajac przed na-
wias: a) 2, b) -6x, ¢ 3xy.

7. Wylacz wspélny czynnik przed nawias.

a) 6a-24b +30c o 15ab-5a®+10ac e) 9pr +(pr)? +3pr?
b) 2xy +3x-x2y d) st2+ 25200 — 4522 ) 8ab-20a’h? +4ab

8. Zastap gwiazdke odpowiednig suma.
a) 2x+1=2(x) © 6ab+10 =3(*) €) X* X =5x(*)

b) 3a-5=3(x) d) xy -4x =2x(*) ) a?-2ab=2a(»)

9. Zapisz wyrazenie, ktére przedstawia:
) wysokos¢ prostopadloscianu, ktorego podstawa jest kwadrat o boku dlugosci 2a
i ktérego objetos¢ wynosi 2a® + 4a?,

b) wysokos¢ odpowiadajaca podstawie 3a w tréjkacie o polu a? +ab.

10. Dla pewnych liczb a, b, ¢ wartos¢ wyrazenia a-2b +4c wynosi 6. Podaj dla
tych samych liczb a, b 1 ¢ wartoé¢ wyrazenia:

a) -3a+6b-12c b) 4b-2a-8c 9 ta-b+2c-3

11. Oblicz sprytnie wartosé¢ wyrazenia dla podanej wielkosci zmiennej x.

a) x?+0,24x-0,26 dla x=0,76

2_x+3 1
x+6dlax s

B) 203 glg x=

% -1,21x+1,21 dla x=1,1
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12. Wykaz, Ze pole ponizszego pigciokata jest réwne La (x+y+2).
80 pigciokata j H

13. Przedstaw w postaci iloczynu.

a) (x+y)-a+(x+y)-b

b) 3(z-y)-alz-y)
Q (m=1)k=-1)+(k=-1)m+1)
d) (@a-1b+c)-(a-1)b-c)

14. Przedstaw sume w postaci iloczynu.

a) p2+5p+pa+sq d) 15a° - 21a% + 10a - 14
b) X*-2x?+x-2 @) st-5s+7 -5
o 5a-10b+a? -2ab f) 12x+3y+4xy? +y3

15. Przedstaw sume w postaci iloczynu.
a) st2—4s%t st +4s? ) 8p+20p°q-6q-15pq°
b) -9u?v - 3u+3uv?+v d) ~18y +12% + 15x ~ 10xy

16. Przedstaw kazde z podanych wyrazeri w postaci iloczynu.

a*+a+ab+b a*-a+ab-b a*+a-ab-b at-a-ab+b

17. Przedstaw sume algebraiczna w postaci iloczynu.
a) 15mn+8-6n-20m o 3p2-10g+2p-15pq
b) 10a® +9b - 6a - 15ab d) 637 -2y — 4xy +3x

18. Roz26z sumy algebraiczne na czynniki.

a) 2x°%+2x% + 2x-3x4 - 3x° -3 o 4p*q-2pq+4pq+ap-2q-2
b) Sab+2b+5ac+2c+5a+2 d) =3xy7 -9 3xy? -9y - 3xy - 9y*

MINISPRAWDZIAN

51. Jeden z bokéw prostokata o polu réwnym 2a%b? - 8ab ma dlugos¢ 2ab. Jaki
obwod ma ten prostokat?

A.2ab -8a2b B.3ab-4a C.aBb+4) D. a(6h - 8)

52. Wyrazenie 6a? +9ab - 10a - 15b mozna przedstawic jako iloczyn dwéch czyn-
nikéw, z ktérych jednym jest:

A.2a-3b B.3a-5 C.3a+2b D.5a+3
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WZORY SKROCONEGO MNOZENIA

CWICZENIE A Przedstaw w postaci sumy

a) (x+2)(x +2) b) (5+x)* 9 (x-3)
Przeksztalcajac niektore wyrazenia Kwadrat sumy:
algebraiczne, mozemy korzysta ze (@ DR o (P e BTy 2P
wzoréw, ktére zapisano obok. Sa to
przyklady réwnosci, ktére nazywa- Kwadrat réznicy:
my wzorami skréconego mnozenia. (@-by = a? - 2ab + b?

Kazdy z tych wzoréw mozna udowodnié, przeksztalcajac lewa strong row-

nosci tak, aby otrzyma¢ prawa.

Dowéd wzoru na kwadrat sumy

L=(@+b)?=(a+b)a+b)=a*+ab+ba+bh?=

Na koficu powyzszego dowodu pojawit si¢ maly kwadracik. W ten spossh

bedziemy oznaczad, ze dowdd zostal zakoriczony.

CWICZENIE B Udowodnij wzor na kwadrat roznicy

Warto wiedzi

Wzory na kwadrat sumy i kwadrat r
mozna zinterpretowa¢ geometrycznic.

icy dla liczb dodatnich

Na rysunku obok kwadrat o boku dlugosci a + b :
podziclono na kwadraty o polach a? i b? oraz :
dwa prostokaty, kazdy o polu ab. Pole calego
kwadratu to suma pél wszystich tych czworo-
Katow. Stad otrzymujemy:

(a+by =a?+2ab+b?

Na kolejnym rysunku kwadrat o boku dhugosci a a-b

podziclono na kwadrat o polu (- b)? oraz pro-
stokaty o polach ab i b(a - b). Pole mnicjszego
kwadratu mozna obliczy¢, odejmujac od pola du-
7ego kwadratu sume pol prostokatow. |

b

B
g

ba-b) |
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Przeksztaf¢ wyrazenie.
Q) (4+3x07=4242- 4 3x+ (302 = 16+ 24x + 9x*
2
o) (5x-77) = (3x)
O G+x?7-(1-5x7=25+2 - 5x+x2~ (1 -2 5x+(5x)?) =
=25+10x+x2~ 1 +10x - 25x2 = ~24x% + 20x + 24

22 a =5 - dnt ey

ZADANIE | Korzystajac ze wzordw skroconego mnozenia, przeksztalé wyrazenie.

a) (5+6p)° b) (2x-3y)® ©) (a-4by-(a+by
zadania 17
Il Korzystajac z poznanych wzoréw,
mozemy latwo udowodni¢ wzory na Szescian sumy:
szescian sumy i szesclan T6ZNICY, (a4 b= ad+ 3a%h + 3ab+ b

Ktdre zapisano obok.

Szescian réznicy:
(a - b)*= a’-3a?b + 3ab*- b?
Dowdd wzoru na szescian sumy
L=(a+b) = (a+b)a+by =(@+b)a® + 2ab+b?) =

=a’+2a’b+ab® +a’b+2ab* + b} = a’ +3a*b + 3ab’ +b* =P []

VICZENIE C Udowodnij wzér na szescian roznicy.

Przedstaw podane wyrazenie w postaci sumy algebraicznej.
s g 2
A (S+2p) = (1) +3-(3) 2p+3- - @pP+@p = 3y + 2praptr8p?

3 _egtps 308 _ b
a>-6a’b+ =5 5

b (2a-1b) = @ar 3202 - 4320 (4 - (4) -

ZADANIE | Przedstaw w postaci sumy algebraicznej.
a) (3a+5) b) (x-2y)° zadania 8-10

il Kolejny wzér pokazuje, jak rézni- i~
cg¢ kwadratow dwoch liczb mozna a
przedstawi¢ w postaci iloczynu. -b*=(a-b)a+b)

ZENIE D Uzasadnij wz6r zapisany obok.
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Warto wi

Wzor na roznice kwadratéw dla liczb dodatnich takze mozna zinterpreto-
waé geometrycznie.

Gdy od kwadratu o boku dlugosci a odejmie- a-b b
my kwadrat o boku dlugosci b (zob. rysunek

obok), to pozostala czes¢ bedzie miala pole A
réwne sumie pél a(a - b) i b(a - b). ==
¢ b =ala-b)+ba-b) a| aa-b)
@mre ib(a-b|a-b

Stad otrzymamy wzor: :
a*-b? =(a-b)a+b)

2) Przedstaw podana sume algebraiczna w postaci iloczynu.
9x2-1=0Bx)?-12=36x-1)Bx+1)
b) Przedstaw podany iloczyn w postaci sumy algebraiczne).

(o8 (3-3)- (§+3) 3-3)- (3" 5o

ZADANIE | a) Przedstaw wyrazenie 25x° - 1y? w postaci iloczynu.

b) Przedstaw iloczyn (2a- g) (2a+ g) w postaci sumy algebraicznej.

o 11-16 )
IV Sume szeScianéw oraz réznice
sze§cianéw dwoch liczb mozna Suma sze§cianow:
rozklada¢ na czynniki, korzys- PP (DR oD 5E5)

tajac ze wzoréw podanych obok.
Roznica szescianow:
a* -~ b* = (a- b)a® + ab + b?)

WICZENIE E Uzasadnij podane
obok wzory

Podang sume algebraiczng przedstaw w postaci iloczynu.
) 8341 =QxP+13=Qx+1)- (X2 -2x-1+1%) =x + )(4x2 -2x+1)

3_ B _3ap_ (L)< b 243 L
b) 27a* - 55 = Ba)* - (£) = (3a-£) (9a? + ab+ 5

ZADANIE | Przedstaw w postaci iloczynu.
540,001 b) 1000p° -

2;

o 11-18 )
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V' Dla réznic wyzszych poteg liczb mozna utworzyé podobne wzory:

a'-b*=(a-b)a+a’b+ab®+b) CWICZENIEF Uzasadnij
jedna 7 rownosci zapi-
sanych obok

a®-b’ =(a-b)a*+a’b+a’b® +ab® + b*)

a®-b° = (a-b)(@ +a‘b+a’b? +a’b* + ab* + b%)

Wszystkie powyzsze réwnosci mozna zapisaé w postaci uogélnionego
wzoru:

a" - b" = (@ - b)@"! + a"2b + a"3b? + ... + a®b"3 + ab"2 + b"1)

Dowéd
P=(a-b)(a" ' +a" 2b+a" b’ +...+ab" 2 +b"" ) =
=a-a"'+a(@h+andbte.+ab" 2 b 1)+

~b(a" a2 a" b+ vab" ) ~bbn ) =

=a"+ (@b +at bt e kab" ) - (a" b a2+ v ab" ) - b7 =

=a"-p"=L O

[TIATITIN Przedstaw podane wyrazenie w postaci iloczynu.

32 2005 =15 = @x = D(@0% + 2x0° 1 + @02 124 2x13 +1%)

=@2x-1(16x* +8x> +4x> +2x +1)

ZADANIE | Przedstaw wyrazenie -1 w postaci iloczynu.

100000
zadona 13-21 )

ZESTAW ZADAN

1. Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) G+p)? 9 (2+3a) B (%ya?)-

b) (1-4x)? d) (m?-2k)° ) (,1a+0,2b)*

2. Uproé¢ wyrazenie.

a) (Bx+4)° - x(2+9x) 9 (5a-b)*+b(10a-b) e) (3m-2)?+(6m+1)*

b) 2p(3 - 8p) + (1 +4p)? d) yx+y) - (x+2y)? ) (Ga+b)’-(b-5a)°
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i

3. Zastap symbole # i # takimi liczbami, aby otrzyma¢ réwnos¢, ktdra spelnia
kazda liczba rzeczywista.

a) X2+ 14x+49 = (x + #)? d) X2 -6x+ % = (x-#)?

b) a?-5a+ 23

=(a-»)p €) yi-dy+d=(y-op

© 203 +20t+50 = 2(t + #)? ) 9X?+12x+% = (3x + 4)?

4. Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) (a+b)b+a) b) (-a-b)* o (-a+b)y d) (a-b)a+b)

5. Ktre z ponizszych réwnosci sa prawdziwe dla kazdych liczb a i b?
® (a-b?=b-ar @ ~a-b?=(b-a? ® (-a-b)*=(a+by?
@ a+bp=b-a? @ (-a-bp=-@+bp (-a+b?=-@-b?

6. Jakimi wyrazeniami nalezy zastapi¢ symbole?
@ +b*=(@+b)?-® (@-b?=(a+by-+

7. Zapisz w postaci sumy algebraicznej wyraZenie (a - 1)*.

8. Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
5

3
a) @+b)? 9 (§+4) 9 (n[f%)
3

- 3 Sy-1 1
B (-0,1) o (sv-1) ) (v ;
9. Uprosc wyrazenie.
a) (x+2)* =28 + 2%) d) (x+2y)° - 6xy(x +y) 9 (m+ 17 +(m-1)
b) p2B-p)+(p-1° e (p+3°-(p-2)° h) (x+y)* - (x-y)
9 a(15b-a)+@-5b A ((+57+(-5° i) aa+b)?-ba-b>
10. Uzasadnij réwnosc.
a) (a-b)’ +(a+b)? = 2a(a* + 3b%) b) (a%+b?)? - (a® - b*)* = (2ab)’
11. Zapisz w postaci iloczynu.

—16x2 1_at 2
a) 49~ 16x o -5 9 10})m 3
b) 36a% -1 f) 25x2 -yt h) {ﬁ ~0,04
12. Oblicz sprytnie, ze wzoréw skréconego mnozenia
a) 1001 - 999 b) 510 - 490 9 207193 d) 705 - 695
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13. Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
9 (a-b)b+a)
d) (-a-b)a-b)

A (4-5)(+3)
b) (t2-0,7)(2+0,7)

14. Uprosé¢ wyrazenie.
a) (x=3y)x+3y) - (x+2y)*

b) (5x-y)5x+y)-(5-2y)*

e) (a+3b)3b-a)

9 (2+a)a-2)+(-3+2a)?
@ (1-2x)(1 +2x) - Q0

15. Przedstaw w postaci sumy algebraicznej.

a) (a+b+1)b+1-a)

b) (a-b+1)a-b-1)

16. Kt6re rownosci sa prawdziwe dla kazdych wartosci a i b?

® (a-b’=b-a
@ @-bP-(b-a=b-aP

17. Zapisz w postaci iloczynu.

@ (@+by-(a-b)?=(@-b>)?
@ (a-by=(b-ar@-bp?

a) pPe27 9 1000-k* o G4m“—"{ 9 a+l
L 5 w125 527
b) Y d) 8a®+ 3 f) 7006 * 3 h) 0,001x %

18. Uzasadnij rownosé.

a) _ateb?

@oprap 0P

19. Przedstaw w postaci iloczynu.
a) wi-1 b) 1-b°

Q 16-p*

a3-p?
b b ran

20.2) Wykaz, ze liczba 2513 - 141% jest podzielna przez 1.

b) Wykaz, 7 liczba 76 -1 jest podzielna przez 6.

o Wykaz, ze liczba 9° - 32 jest podzielna przez 7.

21.a) Wykaz, ze a®+b5 = (a+b)a* - a*b +a?

2—ab’ +b*).

e) X7

b) Korzystajac ze wzoru w ramce, zapisz sume x” + 7 w postaci iloczynu.

Jesli n jest liczba naturalng nieparzysta, to

an+b" = (@+b) (@'~ - a"-2b+an=3b? - an=4b? +...+b-1)

 Uzasadnij wzor podany w ramce.
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MINISPRAWDZIAN

S1. Wyrazenie a(a+b)? -(a-b)® mozna zapisa¢ w postaci:
A.-a’b-3ab*-b* C.-2a*b-2a’b* - b

B. ab?®+2a%b +b* D. 5a%b-2ab? +b*

52. Réznica objetosci szescianu o krawedzi dlugosci a i objetosci szescianu o kra-
wedzi o 1 krotszej jest rowna:

Aab-1 B.3a%+3a-1 C.3a2-3a+1 D.3a?+1

S3. Wartos¢ wyrazenia §(x*-0,25) dla x =9,5 wynosi:

A9 B.9,5 C.10 D. 11,5

54. Ktére z ponizszych wyrazei nie jest rowne wyrazeniu 1 - a*?
A @ +a+a+1)(1-a) C. (@ +1)a+1)1-a)
B.(1-a?)(1 +a?) D. (1-a)@(1 +a)?

S5. Wyrazenie 3-a® + 125b% mozna przedstawi¢ jako iloczyn dwéch czynnikéw,
2z ktérych jednym jest 3a +5b. Drugim czynnikiem jest:
Lab+25p2

A Za2+Rab+5b? B 3a?+ ab+25b?  C.4a%+25b?

PRZEKSZTALCANIE WZOROW

W niekt6rych krajach temperature mierzy si¢ w stopniach Fahrenheita (°F).
¢ migdzy skalami Celsjusza i Fahrenheita wyraza wzor:

f=2c+32

Korzystajac z 1eg0 wzoru, mozemy zamienié temperaturg ¢ (wyrazona
w stopniach Celsjusza) na f (w stopniach

Jesli chcemy wykonaé operacje odwrotna, czyli zamienié temperature
w skali Fahrenheita na temperature wyrazong w skali Celsjusza, najwygod-
niej jest najpierw przeksztalcic wzor f = ¢ + 32, wyznaczajac z niego c.

=92+32 |-32
5

f-32=2¢ |
S(F-32)=
!)(f ) Zamieniamy ze sobg
c=3F-32) strony rownania

42 WYRAZENIA ALGEBRAICZNE



I MCTATTICI  Wyznacz b ze wzoru a= bf|

Prcksztalcajac wzory, postepujemy podobnie jak przy rozwiazywaniu

réwnai. Mozemy do obu stron réwnosci doda¢ lub od obu stron réwnos

odjac to samo wyrazenie, mozemy tez obie strony pomnozy¢ lub podzieli¢

przez to samo wyrazenie (o ile jego wartos¢ jest rozna od 0).

b#-1).
a=gzlie2 1+
alb+ ) =b+2(b+1)
ab+a=b+2b+2 |-3b-a

zadani 13

ze b+140, czyli

ab-3b=2-a Wytaczamy wspélny czynnik b przed nawias.

b@-3)=2-a |:(a-3) Zatozenie:
a#3.

2-a
b=o=3

ZADANIE | Wyznacz q ze wzorw:  a)

ZESTAW ZADAN

1. Z podanej réwnosci wyznacz x oraz y.
a) 2y+x=6 9 2x-5y=3
b) 3x-y=9 d) 10x+2y

2. 7 podanego wzoru wyznacz wskazang wielkosé.

a) m=aBB+n); n qv=

2a

b) u a d) w=2-3r

3. Ciénienie pod woda zalezy od glebokosci. Im
wigksza glebokos¢ pod powierzchnia morza, tym
wyzsze jest cisnienie. Zwigzek miedzy tymi wielko-
Sciami mozna opisa¢ wzorem p = %x+ 1, gdzie
p oznacza cisnienie wyrazone w atmosferach (atm),
ax — glebokosé w metrach.

a) Wyznacz x z tego wzoru.

b) Oblicz, jakie ci$nienie panuje na glebokosci 15 m.
9 Na jaka glebokos
cisnienie nie przekroczylo 3atm?

pletwonurek, aby

PRZEKSZTALCANIE WZOROW
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e) 3y=10x-5
f 12x=dy-1
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a) u=2k-k

5k d p
b) 3a=2ab-1; a

O p-2q=pa+5 q 1

1 k.
e

4/l 4. 7 podanego wzoru wyznacz wskazang wielkosc.

Pl 3 1.

r o f=4 Lot

P W op=5-thon
S 2

k D x=20-3-2 y

5. Jesli zmieszamy a litréw plynu o temperaturze {; i b litréw tego samego plynu

to, wowcezas

o
obliczy¢ ze wzoru t ﬁ(a(, +bty

o
Wyznacz z tego wzoru t, oraz a.

t, ktéra mozna

6. Przeksztalé rownos¢ tak, aby wyznaczy¢ wskazang wielkosé.

a) (m+n)m-n)=mEd+m);, m

b) L= 2er
AR

Q W+v)P-4=u’+

d) (k+D* = k(k? +3kD; Kk

© 7. Przeksztal¢ rownoscé tak, aby wyznaczyé stosunek [

a) a=4b b) 5a-3b=0

Ciekawostka

Czy wiesz, o ile centymetrow diuzszy
jest but, ktéry ma rozmiar o 1 wigkszy
od twojego?

W Polsce na ogol stosuje si¢ dwa sys-
temy numeracji obuwia: angielski lub
francuski. Numery butéw 3, 51, 9 itp. to
numeracja angielska. Rozmiary 36, 373,
40 itp. wystepuja w numeragji francu-
skicj. System angielski powstal na po-
czatku XIVw. i ma dos¢ skomplikowane
zasady numeracji. Jednostka jest tu }
cala, czyli okolo 8,5 mm. System francu-
ski powstal pod koniec XVIIw. Zasady
numeracji sq duzo prostsze, a jednostka
jest cm ~ 6,7 mm.

g a53b-7 0 3b

Zwiazek miedzy dlugoscia stopy w cen-
tymetrach a rozmiarem buta opisuja
wzory:

L=

A’ab -2,54

L — dlugos¢ stopy w centymetrach
A — rozmiar buta w numeracj

angielskicj
F — rozmiar buta w numeracji francuskiej

Stosujac te wzory w praktyce, trzeba pa-
migtac, Ze buty produkuje si¢ nie we
wszystkich mozliwych rozmiarach, a tyl-
ko w takich, ktdre wyrazaja si¢ liczba
naturalng lub liczba naturalng powick-
szona o 1.

8. a) Przeksztal¢ wzory podane w ciekawostce tak, aby mozna bylo fatwo obliczy¢
wlasciwy rozmiar buta, gdy znana jest dlugosé stopy (w cm). Zmierz dlugos¢ swojej
stopy i oblicz, jaki rozmiar butow w numeracji angielskiej, a jaki — w numeracji
francuskiej jest dla ciebie odpowiedni (pamietaj, Ze musisz poda¢ otrzymany wynik
2 dokladnoscia do 0,5 numeru).

b) Znajdz wzor, kiéry pozwala obliczy¢ numer buta w numeracji angielskiej, gdy
znamy numer buta w numeracji francuskiej.
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©9. Z podanego wzoru wyznacz u.

r= 1 1
1+ 1_+;r
MINISPRAWDZIAN
S1. Jesli a*th
- zibalsc=3d Coem2azibead

==2a-3d-15c
B.b==2a=3d-15¢

52. W prostokacie o polu P jeden z bokéw ma dlugosc a. Obwod tego prostokata
Jjest réwny:
A.2a+2P B.a+ L C2a+2 D.2a+20

gl 1
S3. Jesli L
_c-a _ ac . _a-c
Ab= ra B'bicfu Cb=a-c D.b= s

TWIERDZENIA. .
DOWODZENIE TWIERDZEN

‘Twierdzenia matematyczne czesto sa
formulowane w postaci zdania: Jeze- implikacje: jezeli p, to g mo-
i..., to.... Takie zdanie nazywane zemy zapisa¢ kroc

jest implikacja i w skrécie mozemy P
je zapisac za pomoca symbolu =

Pierwsza czgs¢ twierdzenia w postaci implikacj jest nazywana zaloZeniem,
a druga — teza. Oto przyklady:

Jezeli- bok kwadratu ma dtugosé a, to jego przekatna ma dlugosé /2.

zalozenie teza
az01ib>0 = Jab=va-vb
zalozenie teza

AcCBiBcC = AcC

zalozenie teza
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Nawet jesli twierdzenie nie jest zapisane w postaci implikacji, to zwykle
mozna je na implikacje ,przerobic”.

Na przyklad twierdzenie:
Suma dwdch liczb parzystych jest liczbq parzysta.
mozna sformulowac tak:
Jesli awie liczby sq parzyste, to ich suma tez jest liczbq parzystq.

zalozenie teza
Przy twierdzen n nych najczesciej stosuje si¢ dwa
rodzaje ienia, ze ja jest Jeden z nich nazywany

jest dowodem wprost, a drugi — dowodem nie wprost.

Gdy twierdzenie w postaci implika-
cji dowodzimy metoda wprost, przyj- dowéd wprost:
mujemy, Ze prawdziwe jest zaloZenie,

v b zaloZenie
i wykazujemy, ze teza takze jest praw-
dziwa. l
teza

Udowodnij, ze dla liczb catkowitych a i b zachodzi twierdzenie

Jesli a jest liczbq podzielnq przez 6 oraz b Zalozenie: liczba a jest podziel-

Jest liczbq podzielng przez 15, to suma na przez 6 liczba b jest podziel

liczb a i b jest podzielna przez 3. Teza: lezba a+ b Jest podzielna
przez 3.

Dowsd

Zakladamy, ze liczba a jest podzielna przez 6 Preyimujemy, ze zalozenie jest

oraz ze liczba b jest podzielna przez 15. prawdziwe.

Zatem a=6m i b=15n dla pewnych liczb catkowitych m i n.

W takim razie:

a+b=6m+15n=3-2m+3-5n=32m+5n)

Liczby m i n'sa catkowite, wiec liczba 2m+5n

tez jest catkowita. Liczba a-+ b jest iloczynem Wykazaliémy, ze prawdziwa jest
eza

liczby 3 i pewnej liczby catkowitej, zatem jest
podzielna przez 3.

ZADANIE | Udowodnij, Ze gdy od liczby podzielnej przez 8 odejmiemy liczbe po-
dzielna przez 20, to otrzymamy liczbe podzielng przez 4.
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Przy dowodzeniu implikacji metoda, o
nie wprost przyjmujemy, ze falszywa dowéd nie wpro:

jest teza, i wykazujemy, e zalozenie nieprawda, Ze teza

nie moze by¢ prawdziwe.

nieprawda, Ze zaloZenie

[IBTISRN Udowodnij twierdzenie:

Jesli liczba a jest niewymierna, to Zatozenie: Liczba a jest niewymierna.
a+3 tez jest liczbq niewymierng. Teza: Liczba a-+3 jest niewymierna,
Dowsd

Przypuscmy, ze liczba a+3 jest Przyimujemy, ze teza jest nieprawdzia.
wymierna.

Wobec tego:

a+3= § dla pewnych liczb catkowitych p i g.

Stad:
v

Poniewaz p i g 53 liczbami catkowitymi, wigc liczba p - 3 jest liczba catkowita.

Wynika stad, ze liczba  jest ilorazem dwéch liczb catkowitych, czyli jest liczba
wymierna. Jest to sprzeczne z zafozeniem.

Z zaprzeczenia tezy wyniklo zaprzecze- Wykazalismy, ze gdyby teza byfa nie

nie zatozenia. Wobec tego twierdzenie
jest prawdziwe. [J

prawdziwa, to zalozenie nie mogtoby
byé spefnione.

ZADANIE | Udowodnij twierdzenie:
Jezeli a jest liczbq niewymierna, to liczba & takze jest liczbq niewymierna.

Inny spossb dowodzenia metoda nie wprost polega na tym, Ze przyj-
mujemy, iz cale st i w wyniku
rozumowania dochodzimy do sprzecznosci ze znanym faktem matema-
tycznym.

Na przyklad takim znanym faktem est wierdzenic: Kazda liczba natural-
na zlozona jest podzielna przez jakas liczbe pierwszq od niej mni

W dowodzie metoda nie wprost przedstawionym na nastepnej stronie do-
chodzimy do sprzecznosci z tym twierdzeniem.
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Udowodnijmy twierdzeni

Liczb pierwszych jest nieskoficzenie wiele.

Dowsd
Przypuscmy, ze liczb pierwszych jest
skoriczenie wicle.

Przyjmujemy, ze twierdzenie nie jest
prawdziwe.

Wynika stad, ze wsréd liczb pierwszych mozna wskaza¢ najwiksza. Oznaczmy

jalitera p.

Zatem lista wszystkich liczb pierwszych w kolejnosci od najmniejszej do naj-

wigkszej jest nastepujaca:
2,03, 5 7 .. p

‘Tworzymy liczbe:

L=2-3.5

p+l

Liczba L jest wicksza od p, zatem nie jest liczba pierwsza. Musi by¢ wige liczba

zlozona,

Jednoczesnie reszta z dzielenia liczby L przez 2 jest 1, reszta z dzielenia liczby
Lprzez 3 tez jest 1 i taka sama reszt¢ otrzymamy, dzielac liczbe L przez Kazda

2 pozostalych liczb pierwszych: 5, 7,

Wobec tego nasza zlozona liczba L nie j

p.

t podzielna prz

adng liczb pierw-

sza. Jest to sprzeczne  twierdzeniem, ze kazda liczba naturalna zlozona dzieli
sie przez jakas liczbe pierwsza od niej mniejsza.

Zaprzeczajac twierdzeniu Jiczb pierwszych jest nieskoriczenie wiele’, otrzy-
g i ite e 0

‘malismy Tym samym

W matematyce mozna tez czasem
spotkac twierdzenia, w ktorych wy-
stepuje zwrot: weedy i tylko wtedy,
gdy. Zdanie w takiej formie nazy-
wamy réwnowaznosciq i mozemy
zapisac, uzywajac symbolu <.
Oto przyklady réwnowaznosci:
Trdjkat jest réwnoramienny wtedy
i tylko wtedy, gdy dwa jego katy
majq takq samq miare.

< a=bluba

Jego
adani 13 )

Réwnowaznosé: p wiedy i tyl-
ko wtedy, gdy  mozemy zapi-
saé krocej:
rp=a
Taki zapis oznacza, Ze zacho-
dza obie ponizsze implikacje:
p=>aq
a=r

Aby - ’
simy udowodni¢ dwie implikacje.

W postaci 16 znosci, mu-
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Na przyklad, aby udowodnié nastepujaca rownowaznosé dotyczaca liczb
naturalnych:

Tloczyn a - b jest liczbq parzystq wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba a jest parzysta lub liczba b jest parzysta.

musimy udowodnié implikace:

Jezeli iloczyn a - b jest liczbq parzysta,
to liczba a jest parzysta lub liczba b jest parzysta.

oraz implikaci¢ odwrotna:

Jezeli liczba a jest parzysta lub liczba b jest parzysta,
to iloczyn a - b jest liczbq parzysta.

CWICZENIE Udowodnij kazda z powyzszych implikacji.

Wskazéwka. Pierwsza z tych implikacji udowodnij metoda nie wprost — przyj-
mij, Ze teza nie jest prawdziwa, czyli Ze obie liczby a oraz b sa nieparzyste,
i udowodnij, ze zalozenie nie moze by¢ prawdziwe. Druga implikacie udowod-

nij metoda wprost.
sadania 10-12

Ciekawostka
W matematyce twierdzeniem nazywamy tylko takie zdanie, ktérego praw-
dziwos¢ zostala udowodniona.
‘Twierdzenia powstaja na og6l w ten sposch, ze zauwazona prawidlowosc,
np. dotyczaca liczb lub figur, formulowana jest w postaci ogélnej, a na-
stepnic zostaje udowodniona.

Jesli ktos sformulowal pewna prawidiowo
‘mowimy, ze postawil hipoteze.

ale jej nie udowodnil, to

Jedna z naj hipotez w historii i byla hipoteza Fer-
mata. Na marginesie pewnego dziela matematycznego Pierre de Fermat
napisal, ze potrafi udowodnic nastgpujaca wlasnos¢ liczb naturalnych:

Dlan>3 nic istnicje tréjka liczb naturalnych dodatnich x, y, z spelniaja-
ca réwnanie X"+ y" = 2",

Napisal tez, ze uzasadnienie nie miesci si¢ niestety na marginesie ksiazki.
Do dzis nie wiemy, czy Fermat znal poprawny dowod powyzszego faktu.

Hipoteze t¢ prébowano udowodni¢ przez ponad 350 lat. Dopiero w 1994
roku matematyk angielski Andrew Wiles znalazt dowod hipotezy Fermata,
ktéra od tego momentu moze by¢ juz nazywana twierdzeniem Fermata.

Oczywiscie nie kazda hipoteza okazuje si¢ by¢ twierdzeniem. Na przyklad
nieprawdziwa okazala si¢ inna z hipotez postawionych przez Fermata:

Dla kazdej liczby naturalnej n liczba 22" +1 jest liczbq pierwsza.

TWIERDZENIA. DOWODZENIE TWIERDZEN 49



<

ZESTAW ZADAN

1. Uzasadnij, ze:
a) suma trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 3,
b) suma dwéch kolejnych liczb nieparzystych jest podzielna przez 4,

9 suma czterech kolejnych liczb nieparzystych jest podzielna przez 8.

2. Udowodnij twierdzenie.

a) lloczyn liczby parzystej i liczby nieparzystej jest liczbg parzysta.

b) Jesli liczba naturalna jest podzielna przez 6, to jest podzielna przez 3.
o Réznica kwadratow dwoch liczb nieparzystych jest liczba parzysta.

3. Udowodnij twierdzenie.

Dla kazdej liczby rzeczywistej x liczba x* + 1 jest dodatnia.
b) Dla dowolnej liczby rzeczywistej x liczba x? - 4x + 4 jest nieujemna.
9 Dla dowolnej liczby rzeczywistej x liczba x* — 2x + 2 jest liczbq dodatnia.

4. Uzasadnij, e dla dowolnych liczb a i b:

2 di-4 =1yl oq=
a) (a+b)*-4ab >0, b jesli S =1+ b 0a=b.
© 5. Niech n oznacza liczbe naturalng. Uzasadnij, ze:

a) liczba n? + 1 jest parzysta,

=

2

6. a) Udowodnij, Ze jesli a i b s liczbami calkowitymi, to liczba a’ — 32b% jest

podzielna przez a - 2b (przy zalozeniu, ze a-2b 4 0).

b) Udowodnij, Ze jesli a oraz b sa liczbami catkowitymi, to liczba ab -~ 4a + b - 4b

jest podzielna przez a + b (przy zalozeniu, Ze a+b 40).

7. Uzasadnij twierdzenie.

a) Jesli reszty z dzielenia przez 7 liczby naturalnej n jest 5, to reszta z dzielenia

przez 7 liczby n® jest 6.

b) Jesli reszta z dzielenia liczby naturalnej n przez liczbe naturalna k jest 1, to

reszta z dzielenia liczby n® przez k tez jest 1.

8. Uzasadnij twierdzenie.
a) Jesli a i b sa liczbami wymiernymi, to a + b jest liczba wymierna.
b) Jesli 2a+ 3 jest liczba wymierna, to a jest liczba wymierna.

Q) Jesli L:7 jest liczba niewymierna, to a jest liczba niewymierna.
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©9. Udowodnij twierdzenie. Przyjmi_]. e osramia cyfra rozwazanej liczby nie jest 0.

a) Jezeli od liczby dwucyfrowej liczbe dwucyfrowq powstala z przesta-
wienia cyfr tej liczby, to otrzymamy liczbe podzielng przez 9.
b) Jesli od liczby trzycyfrowej odejmiemy liczbe utworzona przez zamian cyfry

jednodci z cyfra setek, to otrzymamy liczbe podzielng przez 1.

10. Udowodnij, Ze liczba naturalna n jest dzielnikiem liczby naturalnej m wtedy
i tylko wiedy, gdy n - m jest dzielnikiem liczby m?.

11. Udowodnij, Ze liczba trzycyfrowa jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy,
gdy suma cyfr tej liczby dzieli sie przez 3.

Ciekawostka

W 1742 roku pruski matematyk Christian Goldbach postawil nastepujaca hipote:

Kazda liczba parzysta wigksza od 2 jest suma dwdch liczb pierwszych.

Hipoteza ta do dzisiaj nie zostala ani potwierdzona, ani obalona, mimo Ze przez
jakis czas mozna bylo za to zdoby¢ nagrode w wysokosci 1 min dolaréw. Aby
potwierdzi¢ hipoteze Goldbacha, trzeba podac jej dowod, zas aby ja obalic —
wystarczy podac kontrprzyklad, czyli liczbe parzysta, ktora nie spelnia opisanego
warunku.

12. Uzasadnij, ze podane zdanie jest falszywe, podajac kontrprzyklad.
a) Réznica dwoch liczb ujemnych jest liczba ujemna.

b) Liczba, ktéra jest podzielna przez 4 i przez 6, jest podzielna przez 24.
© Srednia arytmetyczna czterech liczb parzystych jest liczbg parzysta.
d) Jesli czworokat ma réwne przekatne, to jest prostokatem.

MINISPRAWDZIAN

1. Jesli w liczbie postaci 1000...01 liczba zer jest parzysta, to liczba ta dzieli si¢
przez 11. Zalozenie tego twierdzenia spelnia liczba:

A 102 +1 B.10%+1 C.10-11 D.21-11

52. W kt6rym z ponizszych zdari symbol = moZna zastapic symbolem <7
A. Liczba a jest wymierna = liczba a? jest wymierna,

B. Liczba n jest podzielna przez 6 = 3 jest dzielnikiem liczby n.

Cm>n = 2m-2n>0

D.m<0 = mi>0
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1. Zapisz w postaci sumy algebraicz-
nej:

a) szescian sumy liczby a i liczby o 1
wickszej od a,

b) iloraz szescianu liczby 3a+2 przez 3,
o réznice odwrotnosci kwadrat6w liczh
1y 1

2. Objetos¢ pewnego prostopadioseia-
nu, ktérego podstawa jest kwadratem
o0 boku a, jest rowna 8a + 4a’. Zapisz
wyrazenie, ktére przedstawia:

2) wysokos¢ tego prostopadioscianu,
b) pole jednej sciany bocznej tego pro-
stopadloscianu,

o pole powierzchni calkowitej tego
prostopadioscianu.

3. Liczba n jest pewna liczba naturalng
podzielng przez 11.

a) Zapisz majwicksza z liczb mniej-
szych od n, kiérej reszty z dzielenia
przez 11 jest 3.

b) Jaka jest reszta z dzielenia przez 11
liczby (n+4)*?

4. Zapisz w postaci ax + b.
3x

b) x- 35X 43(x+1)

a)

5. Przedstaw w postaci jak najprostszej
sumy algebraicznej.

9 (5-3) +e-oe0)

b (ar2)~afas)

52

6. Przedstaw w postaci iloczynu.
a) 6a%-15ab+2a-5b
i
b) 81x* - X
9 32m’-1
d) p?-

2

+p?

7. Jeden z bokéw prostokata jest réw-
ny 2a- L. Ustal, jaka diugos¢ ma drugi
2 bokow, jesli pole prostokata wynosi:

405
9 64a°- L
d) 128a”

8. Wykaz, ze ponizsze rownosci sa

ai+b*=(a+b)((a- by +ab)
a*~b*=(a-b)((a+by -ab)

9. Wyznacz A ze wzoru:

_A+2 _A+C
a) B-4:2 o B=4tC.c
A-C 1, BsC
b) B=4=C d) B=L+Bic
10. Sformutuj ponizsze twierdzenia

w postaci implikacji. Wskaz zalozenie
i tezg kazdego z tych twierdzeri.

a) W tréjkacie rownobocznym wszyst-
kie katy maja miare 60°.

b) Kazda liczba wymierna ma rozwinie-
cie dziesigtne skoficzone lub nieskori-
czone okresowe.

11. Wykaz, ze jesli kwadrat dowolnej
liczby nieparzystej podzielimy przez 4,
to zawsze otrzymamy reszte 1.

12. Wykaz, Ze jezeli liczba a jest nie-
wymierna, to rowniez liczba 3a - 8 jest

liczba niewymiern.

WYRAZENIA ALGEBRAICZNE



Potegi i pierwiastki

Wloski fizyk Enrico Fermi byt jednym z najwybitniejszych uczonych XX wieku,
Bardzo lubil rozwigzywac problemy, w ktdrych trzeba bylo szacowac nietypowe
wielkosci, np.: ,llu stroicieli fortepiandw jest w Nowym Jorku?", ,le ziaren fasoli
Zmiesci sig w stoju?”, ,le kropel wody potrzeba, aby zapelnic wanne?”. Tego typu
pytania nazywamy pytaniami Fermiego. Przy szukaniu odpowiedzi na takie pytania
warto skorzystac z notadji wykladniczej

Potegi o wykfadnikach catkowitych = Pierwiastki
= Potegi 0 wyktadnikach wymiernych = Potegi o wyktadnikach
rzeczywistych = Powtdrzenie
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POTEGI O WYKtADNIKACH CALKOWITYCH

CWICZENIE A Oblicz: 6', [11’) » 19, R, 18 0t

Obok przypominamy definicje po-

tegi o zet
(dlaa+0)
wykladnik
/pmg.
a Gdy n jest liczba naturalng
d it
\pu = awa in>1,to:

Uwaga. Wartos¢ potegi 0° nie jest d:d:ia
okreslona, tzn. zapis 0° nie oznacza
Zadnej liczby.

n czynnikéw

Przeksztalcajac wyrazenia, w ktdrych wystepuja potegi, mozna korzystac
2 ponizszych réwnosci. Kazde z tych praw dziafa jest twierdzeniem, kidre
mozna udowodnié.

Oto jak mozna udowodni¢, ze dla licz-

PRAWA DZIALAN NA POTEGACH by naturalnej n zachodzi réwnosé:
$] i . a\"_a" i
Jeslia#0ib#0, to: (§)" =2 @s0ib40)
am men
Dowéd
am _ gm-n NiechneN,a40,b#0.
an 0
Jesli n=0, to: a
P G-t
Jeslin=1, to: (g) -e-g2
(ab)" = a"b" i
Jesli n>1, to: nczynnikéw
an a)"_a.a a
b7 @)=3 5 Vb
nezymnikin  nczynnikow [m]

Gdybysmy korzystali  prawa 25t = ™" dla m = 0, ouzymaliby§my:

Jednoczesnie wiadomo, Ze dla liczby naturalnej n i a # 0 zachodzi réwnos¢:
a1
an  an

Z powyzszych rozwazan wynika wiec rownosé: a = ;7
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Otrzymana réwnos¢ sklania do zdefinio-

wania poteg o wykladnikach calkowitych Dla liczby naturalnej n

ujemnych tak, jak w ramce obok. ia+0 przyjmujemy, ze:
= L
Zauwaz, ze @' to odwrotno$¢ liczby a, a™"= an

7a$ a™" to odwrotnos liczby a”.
wadoia 18

Dla poteg o wykladnikach catkowitych ujemnych zachodza takie same
prawa dzialar jak dla poteg o wykladnikach naturalnych.

Oto jak mozna udowodnié, e dla liczby naturalnej n zachodzi rownosé:

(@#0ib#0)

Dowéd CWICZENIE B Udowodnij po-

Niech ne N, a0, b 40, zostale prawa dzialan na
, . potegach dla wykladnikéw

(8= 2 1 o g calkowitych ujemnych.

i g b

(&)

ZENIE C Zapisz w postaci potegi liczby 7.

77* 7107 (7

oba W

Wiele na pozér bardzo skomplikowanych obliczeri mozna uproscic, korzy-
stajac z praw dzialaii na potegach.

[LIATTIORE Przeksztalé wyrazenie, korzystajac z praw dziatari na potegach.

b 2T TR e
o SEL.ELEN 2 2 e
o TP U@ 3 3

220 220 220 220

ZADANIE | Przedstaw w postaci jednej potegi.
259 1o

b o 93

6 4 14

sadoia5-18 )
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| CWICZENIE D Zapisz w postaci potegi liczby 10.
\
0,00001 1000000
\
0,0000001 o001 10000000

B Przy zapisywaniu liczb bardzo duzych lub

" bardzo malych wygodnic jest postugiwaé sic
notacja wykladnicza.

7000000 kg =7+ 105 kg Notacja wykladnicza to zapis liczby
W postaci:

- a-10" gdziea € (1;10)ineZ
0,000004 kg = 4 - 106 kg

Przecigtna kostka lodu ma objetos¢ 2,5 cm?. lle takich kostek moz-
na bytoby wykroi¢ z gory lodowej o objgtosci 2 - 106 m?? Odpowied zapisz
w notacji wykfadniczej.

H OI?N!OS( kostki lodu wyrazamy w m‘
3o 213 3 = om3
25em*=2,5-(102)° m?=2,5-10%m? =102 m, wiec 1 cm? = (102)° m?
06 m?
106m3 ~ 2,5

106-¢6-0,8.10'2=8-10"-10'2=8-10""

Odp. Z tej gory lodowej mozna wyciaé 8 - 10'! kostek lodu.

ZADANIE | Duza lyzka mozna zaczerpnaé 15cm® wody. Jezioro Sniardwy zawiera
okolo 6,6 - 108 m* wody. Ile lyzek wody miesci si¢ w tym jeziorze? Odpowiedz zapisz
w notagji wykladnicz

dani 19-20 )

ZESTAW ZADAN

1. Oblicz.
53 53 (-5 5

50
2. Oblicz.
D100 (27 () @2t ot 002

B (37 (12" @ (37 oot ccos 117

3. Przyjmijmy, ze liczba a jest dodatnia. Ktére z ponizszych liczb tez sa dodatnie?
) (-ar ay? ~Cap

a - (-ay a® a
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4. Zapisz podane liczby w postaci poteg o wykladniku ujemnym.
' s :

1 3 1 5 .
(4) () 7 © (24)

5. Ktre obliczenia wykonano bldnie?

atts  ala)=i a1 ¢ (114
» (&) DED=1 D B 02%:5

6. Ktora z liczb jest wigksza?

a) (3)° czy 37 9 (%)5 czy 46 o (%)G czy (7%)75
b (%)* czy (_%) 4 (é)in czy 5° H 0,17 czy 0,1

7. Podaj przyklad liczby spelniajacej podany warunek.
a) a’<a b) bl>1 O cscic<0  ddi<did<0

8. Uporzadkuj podane liczby w kolejnosci od najmnicjszej do najwickszej.

a) 172 175 170 172 175 903 028 03% 027 020
b) 06 06 067 06 06' d) 025" 0257 45 475 04°F
9. Zapisz w postaci jednej potegi.

a) 65:672 4)35.33.32 g (72:73)7.7 ) (132:135)7 132

b) (87) e) 47 .40

54

h (494

W (47 () 4

9 157157 ) S50 @22t

10. Kazda z liczb zapisz w postaci potegi liczby 2.

A O O

11. Poréwnaj podane liczby.

05 025 05 0257

a) 1258 i 5 o 061 9 8 i (-2

b) (-2)'%° i (-4)%° e 0,57 i 01257 h) (-4 i (-2)°
S

9 @7 i (82 0 27 i 025 e (5)
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©12. Oszacuj podane liczby, korzystajac z przyblizen
zapisanych obok.
212 74 144 51

210%10° 7250

510 4 107

13. Wyobraz sobie, ze jedna osoba przedziera
kartke formatu A4 na pol i przekazuje jedng
poléwke drugiej osobie. Druga osoba przedziera
otrzymang czes¢ kartki na pol i przekazuje jed-
na z otrzymanych czesci trzeciej osobie itd. Jaka
€2¢$¢ Kartki otrzyma pigta osoba? Oszacuj (w mi-
limetrach kwadratowych), jakiej wielkosci bylby
kawalek, kt6ry otrzymaaby jedenasta osoba.

14. Upro$c¢ wyrazenie.

6. 2)-3 21,3
a) a° - (a%) 9 e (x*y3z)
: sy 2 (@e®
b ) @ (PPa?) T L=
15. Oblicz.
5 (62
a) 251400 o (32720 9 25705 p &6
(%)
b 18 o 025 25% o 2
” ' ()"
i
9 25228 0 001121000 B

16. Upros¢ wyrazenie.

¢ 2wm-1;n-1 139 g) (477 ;292

b) 21-n.2n g L.gemez 0 025 2m+5 w2

17. Uzasadnij rownosc.

By o, 6. 1335
a) 337 3°+3 9 37+364+3 ==9
3 10 S5
b) 6°465=69.7 & - 7 p 25

7T 7y 55 + 50
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<

18. Korzystajac ze wzoréw

___a-pt g
R CET e R

brzedrostek | Symbol | Ulamek 19. Tabelka przedstawia przedrostki oznacza-

jace czesci jednostek podstawowych. Oblicz:

decy d 107 ) e R
a) ile nanogramow jest w miligramie,

centy c 102

mili m 100 b) ile pikometr6w jest w decymetrze,

‘mikro " e ¢ ile mikrometréw jest w centymetrze,

nano n 10 d) ile mililitréw jest w centylitrze,

ke 10712 P
plko P o ile itrow jest w

20. Odpowiedzi na podane pytania zapisz w notacji wykladniczej.
a) Objetosé Storica to okolo 1,41 - 10" km?. Ile to metréw szesciennych?
b) Powierzchnia Slotica to okolo 6,07 - 10" m?. Ile to kilometréw kwadratowych?

) Powierzchnia kropli wody to okolo 1,6-107'% mm?. Ile to metréw kwadratowych?

21.2) Rok éwietlny to odleglosc, jaka w ciagu roku

Predkosé éwiatla przebywa $wiatlo w prozni. Oblicz i zapisz w notacji
W prozni wynosi wykladniczej, ile kilometréw ma rok $wietlny.
km

b) Srednica naszej Galaktyki to okolo 100tys. lat
$wietlnych. Ile to kilometrow?

okolo 300000

22.a) lle razy masa Ziemi jest wigksza Moz (kg | Srednica (]
od masy Ksiezyca?

b) Ile razy $rednica Slorica jest wigksza Storice 1,9-10% 14-10°
od srednicy Ziemi? Ziemia | 5,975-10% | 128107
9 Oile kilometréw $rednica Storica jest | Kgiezyc 73-102 | 7,010
dluzsza od srednicy Ziemi?

23. Objetosé kropli wody to okolo 4,5 - 102 em?. lle kropel wody miesci si¢ w wan-
nie o pojemnosci 150 1?

24. zapisz podane liczby w notacji wykladniczej.
a) 22-10°+18-10° 9 7,01-10%-3-101
b) 6,8-107+25. 107 d) 4-10°-21-107
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MINISPRAWDZIAN

27.16° -2
1. Liczba =0+ (1) jest rowna:
(8322 (5

A2 B.27% c.27%8 D. 2%

2. Suma 774 +7-5+7-% jest rowna:

A.57-77 B.57-77 c.712 D. 2

~Ig
3

53. Liczba 0,271 jest od liczby 0,272

A. 25 razy wicksza C. 25 razy mniejsza
B. 5 razy wicksza D. 5 razy mniejsza
sa. Liczba 220102 56 1010 jest rgwna

: 96105 ) :

A 1,25-10% B.1,25-10° C.2,5-10710 D.3-107"

PIERWIASTKI

Vi Vo b) ¥

27

{0,063

!

Wiesz juz, Ze pierwiastek kwadratowy jest
okreslony dla liczb nieujemnych i jest licz-
ba nieujemna, a pierwiastek szescienny
jest okreslony dla dowolnej liczby i mo-
e by¢ liczba ujemna. Podobnie okreslamy
pierwiastki wyzszych stopni. liczba podpierwiastkowa

/ stopiert pierwiastka

Jesli k jest parzyst liczba naturalng wiksza od 1, to
dla a > 0 przyjmujemy, ze:

Ya=b < (bk=aib>0)

Jesli m jest nieparzysta liczba naturalng wicksza od 1, to
dla dowolnej liczby a przyjmujemy, ze:

"a=b < bm=a
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CWICZENIE B Oblicz.

a) V16 ¢~100000

Zauwaz, e \[“5)? wynosi 5, a nie 5. Warto zatem pamictat, ze jesli chce-
my uproscié wyrazenie VaZ, a nie wiemy, jaki jest znak liczby a, musimy
zaznaczyé, ze wynik jest nicujemny, np. za pomocq znaku wartosci bez-
wazglednej:

/a? = |a|

Podobnie trzeba postepowac w wypadku pierwiastkéw wyzszych parzy-
stych stopni, np. Va® = |al, Va® = |al.

Pierwiastki v/0, VI, v4, V9, \/T vZS ﬂ V49, V64 itd. sa liczbami

Mozna e 2 dowolnej
liczby naturalnej, kiéra nie jest kwadratem liczby naturalnej, jest liczba
niewymierna. Ponizej dowdd niew liczby V2.

Twierdzenie:  Liczba V2 jest liczbq niewymierna.
Dowéd
Dowéd przeprowadzimy metoda nie wprost.

Zakfadamy, ze twierdzenie

Przypuscmy, ze 2 jest liczba wymierna, e Dz

Wobec tego vZ 5 dla pewnych liczb naturalnych p i g.

Zatem:

i e i Jesli w rozkladzie liczby g na czynniki
Rozwazmy liczbe 2g°. W jej rozkla- pierwsze dwojka wystepuje m razy, to
dzie na czynniki pierwsze liczba 2 | w rozkladzie liczby 4° wystepuje 2m

jepa i . i razy. Zatem w rozkiadzie liczby 2g°
wystepuje nieparzysta liczbg razy. Gwoika wystepuje 2m = 1 razy.
Rozwazmy liczbe p?. W jej rozkla- Jesli w rozkiadzie liczby p dwojka wy
dzie na czynniki pierwsze liczba 2 © Stepuje k razy, fo w rozkladzie licz
wystepuje parzysta liczbe razy. i by 7 wystepuje 2k razy.

Zatem liczby 247 i p? nie moga by rowne, bowiem kazda liczbe mozna rozlo-
2yé na czynniki pierwsze w sposGb jednoznaczny.

§¢. Tym samym udowodni-
lismy, Ze liczba 2 jest niewymierna, [J

W podobny sposéb mozna udowodnié, ze liczby: V3, V5, V6, V7, V8, VIO
itd. sq liczbami niewymiernymi. Oznacza to, ze kazda z tych liczb ma

rozwinigcie dziesi¢tne nieskonczone nieokresowe. 2adania 1-6 )
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Ciekawostka

Liczby niewymierne pojawiaja si¢ w naturalny sposéh w geometrii, na
przyklad przekatna kwadratu o boku dlugosci 1 ma diugos¢ V2, prze-
katna prostokata o bokach 11 2 ma dlugos¢ V5 itp. Popatrz, jak mozna

dokladnie wyznaczyé na osi liczbowej liczby -1 -5, V2 oraz 3+ VI3.
3
2 1 ) i3
1o
t 1 t
BENG 10 vz 3 34vI3

Waréd liczb niewymiernych sq tez takie, ktrych nie da si¢ wyrazic za
pomoca pierwiastkow z liczb wymiernych. Taka liczba jest na przyklad 1.

P wyrazenia z pierwi mozemy Korzysta z poniz-
szych réwnosci.

PRAWA DZIALAN NA PIERWIASTKACH

Dla parzystej liczby k: Dia nieparzystej liczby m:
Yak = |a| wam = a
Yab=Ya-Yb da a>0ib>0 "ab = %a- b
Ya i Wa
vy dla az0ib>0 wdlab#o

Ya = (Ya)' dla a>0

Ponizej pokazujemy, jak mozna udowodnic, Ze jesli @ > 0, b > 0 i k jest
liczba parzysta, to zachodzi r6wnos

Yab=Ya- b

Dowéd
Zal6zmy, ze a> 0, b > 0 i k jest liczba parzysta.

Przyjmijmy oznaczenia: Ya=x i Yb=y, gdziex>0iy>0.

Stad: a=xf i b=yt

I R R R
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W analogiczny sposéb mozna udowodni¢ pozostale prawa dziafari na pier-
wiastkach.

ZENIE C Uzasadnij jedno z pozostalych praw dzialari na pierwiastkach.

Prawa dzialari na pierwiastkach pozwalajq upraszcza¢ niektére wyrazenia.

PRzYKtAD 1 eI

a) QY8 =2°-(¥6)’=8-6=48 o V2. Vd=YB=-2

b) V210 = 257 =25=32 d)‘l%:ﬁ=\/7'

ZADANIE | Oblicz.

¥ A VFT

10 Y
V10

a (203)" b) (¥76) )

zadania 112
Il Czasami wygodnie jest zapisa¢ pierwiastki w innej postaci — wylaczy¢
czynnik przed symbol pierwiastka albo wykona¢ operacje odwrotna, tzn.
wlaczy¢ czynnik pod pierwiastek.

Wylacz czynnik przed znak pierwiastka.

a) V/180=19-20

V9 4-5=9-V4-/5=6/5

-R7T2=-27-¥

-3%2

ZADANIE | Wylacz czynnik przed znak pierwiastka

a) VA50 b) - Y160 o I7 a (V3

sadania 13-16 )

IV MEEBATEEEN Wiacz czynnik pod znak pierwiastka.
a) 3/5=132-/5=/9-5=1/45
b) 23/100 = ¥23 - 700 = /8- 100 = /800
ZADANIE | Wiacz czynnik pod znak pierwiastka.
a) 5v2 b) 26 o 3V2 d 574
2adonie 17
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V' Gdy pierwiastek z liczby wymiernej wystepuje w iku wyrazenia,
to mozemy je tak przeksztalcié, aby w mianowniku byla liczba wymierna.
M6wimy wiedy, Ze usuwamy niewymiernos¢ z mianownika.

PRZYKE. Usuri niewymiernos¢ z mianownika.

2 2-(2V/3+1) _

0 2= 42
X CNE B (CNE Ea) B PR

V3+2 : Korzystamy ze wzoru
T @-bla+h=a -5

ZADANIE | Usui niewymiernosé z mianownika.

b =8 9 £ a

1
b 573 7% ()

el

) sadonia 1822

ZESTAW ZADAN

1. Na osi liczbowej zaznaczono podane liczby. Oszacuj te liczby i przyporzadkuj
kazdej  nich odpowiednia litere.

a) 103 5V2 V27 VI30
a b e d
& 5 10 15 20
b) V=100 29710 -3V30 -¥25
u w y 2

0 1

2. Wymiefi dwie kolejne liczby catkowite, z ktdrych jedna bedzie mniejsza od po-
danej liczby, a druga — od niej wicksza.

a) V109 b) /930 o V109 d) J-930
3. Oblicz.

J o 13
a) VV16 b) |/¥/0,000001 9 V82 LN

4. Znajdz liczby oznaczone literami.

Ja=02 3/5:4% ‘T:% Yd=-10
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5. Zapisz w jak najprostszej postaci.
a) 3V7-127 b) V9-279 o V6+6 d) V7-239-7

6. Przyjrzyj si¢ przykladom w ramce. Zwr¢ uwage, w jaki sposéb przeksztalcono

wyrazenia z pierwiastkami. Zapisz kazdy z podanych nizej pierwiastkw w postaci
réznicy dwdch liczb.

a(v3-2)° &) (v5-7)° Ja-vr

1-v2|=v2-1
b) |(/10-3)° o J(3-4v5)" Ye-va'=12-v3|=2-v3
9 (VI0-4)° 0 JWIs-v27)’

7. Zapisz w postaci potegi liczby 7.
N S R o M 2 ( 7%)' L.vas T

7

8. Oblicz.

a V327 9 (5v2)° o525 9 bvT ()

b) Y320: 95 d) Q_?E 0 6/5- L1235 b 2975 - (845)°

9. Zapisz w jak najprostszej postaci.

a) 25443 o 8318 o VAVZ-243) g V3@-299)
1638

) 3V2(1-2V5) h) 5V2(4+1)

10. Przedstaw w postaci sumy.

a) (3+5? d) (3v2-2V5)? 9 (1-25
B 2/3-42 o (L+503)° W (V5427
) (V7-6)6+7) ) (2V3-3v2)2/3+3v2) i) (V3-92¢

11. Uzasadnij rownosc.

a) VaZ+2ab+b? =|a+b| O VXTHBNTABXFT=x+1

b) V- 2x+ 1) = |(x=1)°|

© 12. Uporzadkuj podane liczby w kolejnosci rosnacej (n jest liczba naturalna, n > 1).

a=van  b=VBW =V d=Y2T o=@
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I 13. Wylacz czynnik przed znak pierwiastka tak, aby pod pierwiastkiem zostala jak

A
=

najmnicjsza liczba naturalna.
a) V98 V108 V99 VIGO0 o VIS V6-3° V55107 V67150
b) V256 =270 Y~640 Y1125 d V70 Y3 QT3 Y5108

14. zapisz w postaci av/b lub a Vb tak, aby b bylo jak
.7 najmniejsza liczba naturalng (skorzystaj z rozkladow
liczb 1575 i 5400 na czynniki pierwsze).

a) V1575 b) V12-5400 ¢ V5400 d) V1575

1575 =

5400=27.3%. 5%

15. Korzystajac z przyblizen podanych N
obok, oszacuj kazda z ponizszych liczb V2x141 V5=224 Ba144
2 dokladnosci do czesci dziesiatych.

V8 V20 V500 Y16 Y3000 V24

V3=173 2~126 V5=171

16. Zapisz w jak najprostszej postaci.

a) VIB+4V2 o 3V147- V75 ) 324 +2./54- /150
b) VAE- V37 d) 32+ U108 B i
v

17. Ktéra z liczb jest wieksza?
a) 7V2 czy Vo7 d) 45 czy 9 9) 9V3 czy 545
b) 56 czy V222 e) 3V11 czy 10 h) 310 czy 223
Q 1097 czy V6789 f) 295 czy 5 i) 297 czy 39-2
18. Usuni niewymiernos¢ z mianownika.

8 5 Ys5+1
a) N Ll 7 e) 275

@ L2 62207
3v2 0,5V7

19. Usuri niewymiernosc z mianownika i poréwnaj liczby.

ib=2 be=Lid=2 Qe=2if=-
7 ) e=zid=] ) e=pif=ym
20. Usuri niewymiernosé z mianownika.
[+2 V21
€ xLre e) o e 1
) s ) v
0 3/6-2 0 2L 1y ¥Z=vI0
3+2/6 V7+V10
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21. Uzasadnij, ze prawdziwe jest zdanie:
a) odwrotnosé liczby v2 jest réwna polowie tej liczby,
b) odwrotnosé liczby o 2 wickszej od /3 jest liczba o 2 mniejsza od +/5.

22. Zapisz podan liczbe w postaci utamka tak, aby mianownik byt liczba wymierna,

5 y Ll
a) \/3+ﬁ b) V20 Q J10+ 5t
MINISPRAWDZIAN

1. Liczba (213 -6)" jest réwna:

A. 60v/3-42/6 B.36V/3-18.6 C. 60v/3-30V6 D. 48/3-15/6

S2. Liczba

o "‘ jest rowna:

A.0,75 B.1,5+0,5v6 C.3- D.3-2V6

S3. Ile sposrad liczb: 3200, 572, 10V/18, 30v/2 jest réwnych liczbie /T8007
A. 7adna B. jedna C. dwie D. wszystkie

POTEGI O WYKLADNIKACH WYMIERNYCH

Umiesz juz obliczaé potegi o wyKladnikach calkowitych. Mozna réwnicz
okreslié potege, ktorej wykladnik nie jest liczby calkowita. Zastanowmy si¢
na przyklad, jakie liczby moga kryé sie pod zapisami 5%, 55. Aby zacho-
wane byly prawa dziatai na potegach, musialyby zachodzié réwnosci:

(5) =5} (st

Poniewaz liczbe 5 mozna takze za-  Poniewaz liczbe 5% mozna takze

50=

pisac w postaci (¥5)’, wiee powinna  zapisa w postaci (¥3%)", wige po-
winna zachodzic r6wnosé:

s st- s

W podobny sposéh — za pomoca pierwiastkow — definiujemy potegi o wy-

Kladnikach wymiernych.

zachodzi¢ ré6wnos
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CWICZENIE a) Zapisz za pomoca
pierwiastkow

Jesli n, k sq liczbami naturalnymi oraz
n>1ik>0, to przyjmujemy, ze:

L 7i 61 10
F-va  (daaz0)

b) Zapisz w postaci pot
VIs 5 U3

N

= Vak (dla a>0)

a

(dla a>0)

Zauwaz, e pierwiastki stopnia nieparzystego sq okreslone dla wszystkich
liczb rzeczywistych, takze ujemnych. Jednak potege o wykladniku wymier-
nym okreslilismy tylko w wypadku, gdy podstawa potegi jest nieujemna.
Gdyby$my bowiem przyjeli na przyklad, ze (-8)5 = V=8, to Korzystajac
2 praw dzialaii na potegach otr $my nastepujaca sprzecznosé:

-85 =¥B=-2 i =V6i=2

PRzYKEAD 1 eI

2) 97=y9=3

b 8% = Y87 = (8) =4

ZADANIE Oblicz.
) 100004 b) 27% o (4)°

winia 12

Potega o wykladniku wymier-
nym zdefiniowana jest tak, by
spelnione byly takie same pra-
wa dziatari jak dla poteg o wy- T

Kladnikach calkowitych. GO

PRAWA DZIALAK NA POTEGACH
O WYKLADNIKACH WYMIERNYCH

al —a-v dlaa>0
@

Korzystajac z rownosci zapisa-
nych obok, mozna przeksztal- @Y =a*7 dla a30

caé wyrazenia, w ktorych wy-

stepuja potegi o wykladnikach a*- b = (ab)* dla a>0 i b>0

wymiernych.

b
L";(E) dia a>01b>0
b
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[TITTINWN Przeksztaf¢ wyrazenie.

s

2 3808 -275 = (27%) (v27) =35 =243

ZADANIE | Oblicz.

a) 64143 b) 27% 9% o (1012)73
i 35 )
Il K tajac z poteg o il 'miernych, mozna takze
ca¢ niektore wyrazenia z pierwiastkami.
Przeksztaté wyrazenie.
a) V2-v2=25-2
b)
5]
d)
ZADANIE Przeksztal¢ wyrazenie.
a) W6 b o V255 aQ V77
zadania 61
ZESTAW ZADAN
1. Oblicz.
a) 8% 16% 0,0105 25% 0,0275 643
. . . 075
b 144b 0001602 22505 o125 918 (%)
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2. Zapisz za pomoca poteg.

a) VI3 2 V2T U3 T

4/Il 3. Przedstaw kazda z podanych liczb w postaci a /b tak, aby pod pierwiastkiem
byla jak najmniejsza liczba naturalna. Mozesz skorzystac z jednego ze sposobow
opisanych w ramce.

973

B3 =3 3973

5 73

5. Ktéra z podanych dwéch liczb jest wicksza?
., ERNY ) :
a) 35, of a9 (37 () o V4, 2%
- ., s 5
b) 275, 470 d) 2%, (%) s f) ¥27, V3F

Wskazwka. Sprawdz, czy iloraz tych liczb jest liczba wieksza czy mniejsza od 1.

4/l 6. 2) Zapisz kazda z podanych liczb w postaci potegi liczby 3.

5) 1 37 9
Kl % 2793 9y27 e

b) Zapisz kazda z podanych liczb w postaci potegi liczby 2.
. i
2T z VBV fe

4

9 Zapisz kazda z podanych liczb w postaci potegi liczby 5.
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7. Oblicz.

a (va0)” 9 *j—; o (V)

b (v2)"" o (y0135)!

0 (¥

43

g)\/b_@-‘ﬁ

Ly
W 7ﬁ‘ﬁ
71

)%

0

8. Przedstaw podane wyrazenie w postaci a Vb tak, aby pod pierwiastkiem byla jak

najmniejsza liczba naturalna.

2
a) (¥2)° PRE 9 37
9. Jaka liczba nalezy zastapi¢ litere?
a) V2=Ya b) VI0= Vb 9 V3
10. Uzasadnij réwnosc.
a) Y778 =797 9 2251605 = 2
b -7 4.

V7 VB2

11. Znajdz liczbe a spetniajaca podany warunck.

a) at=4 b) a% =1 9 a2

MINISPRAWDZIAN

vz
S1. Liczba 305 jest réwna

Al B.5% cs

52. Liczba 32704 jest rowna:

A-22 B.32% €025
53. Liczba Y27 - Y9 jest réwna:

D. V3

A X279

4. Toczyn odwrotnosci liczb V3 i 0,573 jest rowny:

1 3 i
Al B.4 c.2i D.27%

POTEGI O WYKLADNIKACH WYMIERNYCH

d) V10
3 o 77T
o) 8035 Y2=4%
-10 o at -1
7
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POTEGI O WYKtADNIKACH RZECZYWISTYCH

Wiesz juz, jak oblicza si¢ potegi o podstawach dodatnich i wykladni-
kach wymiernych. Mozemy rowniez rozpatrywa¢ potegi o podstawach
dodatnich, ktorych wykladnik jest dowolng liczbg rzeczywista, takze nie-
wymierna,

Zastanéwmy sie na przyklad, jaka liczbe méglby oznaczaé zapis 3VZ.
Wiadomo, ze /2 jest liczba niewymierna, a wiec ma rozwiniecie nieskori-
czone nieokresowe.

V2 =1,414213562373095. ..

Liczbe 3v2 mozemy przybliza¢, zastepujac wykladnik potegi coraz do-
liczby z
kalkulatora, otrzymamy:
VZ ~ 14, wiee 32 ~ 314 = 4,655536...

V2~ 1,41, wige 32 » 3141

4,706965 ...
V2~ 1414, wige 317 ~ 31414 = 4727605 ..
VZ ~ 14142, wige 37 ~ 314142 = 4,728733 ..
V2~ 1,41421, wige 37 ~ 3141421 - 4728785 ...
Otrzymywane w ten sposob wymkl coraz bardziej przyblizalyby sig do

liczby 4,72880438783741494. .. Przyjmujemy, Ze potega 3*7 jest rowna
tej liczbie, czyli:

3 4,72880438783741494...
Podobnie mozemy przyblizac inne potegi o wykladnikach niewymiernych.

W prakiyce wartosci poteg o wykladnikach niewymiernych mozna szaco-
wat, h Na przyklad:

205~ 2236~ 471
27 5 2514 5 8,82

(%)"ﬁz 0,5%162 ~ 0,112

Niektére kalkulatory pozwalajq obliczac po-
tegi o wykladnikach rzeczywistych z jesz-
cze wigkszq dokladnoseia.
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3

ZENIE A Zastosuj odpowiedni kalkulator i oblicz 2

Jesli nie mamy kalkulatora, to wartoéci poteg o wykladnikach rzeczywi-
stych mozemy szacowaé.

CWICZENIE B Ustal, ktéra z dwoch podanych liczb jest wigksza.

a) 5% czy 5¢ b) 7,2% czy 7,24 q 27 czy 2} d) 6% czy 675

CWICZENIE C Ustal, ktéra z dwéch podanych liczb jest wigksza.

o) ey (1) Boseayosr o) ey (1) (2w (2)°

Gdy szacujemy potegi, nalezy pamietad, ze regula ,im wiekszy wykladnik
tym wieksza potega” dotyczy tylko poteg o podstawie wigkszej od 1. Gdy
podstawa potegi nalezy do przedzialu (0;1) trzeba stosowaé regule ,im
wigkszy wykladnik, tym mniejsza potega”.

Jeslia>1 Jeslio<a<1
oraz, oraz,
x<y x<y

to to
a‘<a” a'>a”

Korzystajac z nieréwnosci 3 < /10 < 4, oszacuj podang liczbe.

7 1
a 2 b (3)
V10> 3, wiec: V10> 3, wigc
afazes CNSORE
V10 < 4, wigc: V10 < 4, wiec:
2Matete O 0=
Wynika stad, ze: Wynika stad, ze
o5 V10
8<2M <16 fe<(3) <3

ZADANIE | Oszacuj w opisany powyzej sposcb liczbe:

@ 310 b) 2% o (1)

o 15 )
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Il Prawa dzialari na potegach o wykladnikach wymiernych obowiazujq takze
dla poteg o wykladnikach rzeczywistych.

[IIATILRA Przeksztaf¢ wyrazenie.

_ 32z

2 327233
N
b) (33) 3% o327

7@-m-(m _ 72 _ 49

ZADANIE | Przeksztalé wyrazenie.

d) 242 4m

adanio 610 )

ZESTAW ZADAN

1. Uporzadkuj podane liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.

a7 P 7 g ogmop

b (3)

0,67
" S V2=141
2. Oszacuj, ktéra z podanych dwéch liczb jest -
wicksza: a czy b. 3~173
3 5 V5224
a) a=2%, b=2 9 a=3 b=(3)"
. =314
b)a=2", b=8 d a=m5 b=9

3. Uporzadkuj podane liczby w kolejnosci od najwickszej do najmniejszej.

2745 () ()7 a2 (%)

© 4. Ktéra z podanych dwéch liczb jest wigksza?

a 27, (v2)° w275, (4)7 9 ()" m*
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5. Na osi liczbowej zaznaczono liczby:
o 12w 14 45
Przyporzadkuj te liczby odpowiadajacym im literom.

uw x y 2
01 5 10 20

4/l 6. Oblicz.
a (77)° 9 (2.25'%)\7 o 352717
PR ) (0.2\‘7)\/§ [} (l)3 1257

© 7. Znajdz liczbe a spelniajacq warunek:

a (37)'=3 B 3%.30-3 933

8. a) Do jakiej potegi nalezy podnies¢ liczbe 22, aby otrzymac 42
b) Do jakiej potegi nalezy podnies¢ liczbe v2, aby otrzymac 227

e
9. Ile razy wieksza od liczby ((ﬁ)) jest liczba (27
© 10. Uzasadnij, e potega liczby niewymiernej o wykladniku niewymiernym moze

byé liczba wymierna.

MINISPRAWDZIAN
51. Ktéra z podanych liczb jest wymierna?

A (V3)'+V3 B.15-v3 C(v3)'-v3 D.0%+V3

52. Oszacuj, kiéra z podanych liczb jest najwicksza.

3 _
A9 B. (%) c (V3" D.3%2
53. Oszacuj, ktéra z podanych liczb jest wigksza od 100.
AT B.5" 7 D.107

S4. Liczba 2327 jest réwna:

3 B. (25 -22)" . (g)" D.8- L

2
A
2221
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1. Oblicz.
52 )" )'2 36%

O

2. Zapisz w notacji wykladniczej:

2N
o £

0,001°%

%

L
1253

a) liczbe tysiac razy wicksza
niz 0,6 - 1074,

b) liczbe milion razy mniejsza
niz 124107,

3. Ktora liczba jest wicksza — 8 - 2717
czy L2707 lle razy?

4. Zapisz odpowiedzi w notacji wy-
Kladniczej.

a) 30-10'7 m* — ile to kilometrow sze-
sciennych?

b) 275107 dm® — ile to centymetréw
szesciennych?

5.Masa Jowisza — najwiekszej pla-
nety Ukladu Slonecznego — wynosi
1,9 - 1027 kg. Masa Ziemi to 6 - 1024 kg.
lle razy masa Jowisza jest wicksza od
masy Ziemi?

6. Wylacz czynnik przed znak pier-
wiastka tak, aby pod pierwiastkiem zo-
stala jak najmniejsza liczba naturalna.

a) +/2000 9 V38
b) V=54 d) 21

7. Usuri niewymiernos¢ z mianownika.

a3 a2
V6 VA
2-V5 1+35
R 2
76

8. Przedstaw w postaci jednej potegi.
p
6762
)

d) 0,257

o VB-VZ.4

9. Zapisz za pomocy jednego znaku
pierwiastka.

AW BWVZ 9 VB o) VB2
10. Oblicz.
a) (&%)

)mi

@ (2"

o (5-5%)7

b) (9%

11. Udowodnij, ze zachodzi rownosc:

74 4 712\F
50 49

12.Niech a =37 i b= 9. Wykaz, ze:
a) a:b=81 b) a-b=80V3

13.Ktéra z liczb jest wigksza?

a) (%)’”czy 057 o) Vdczy V2

1 ,
b) 1,272 czy (%) ©) 10} czy Y10

B 20
9 1,577 czy

) (g) czy V125
14. Udowodnij, e liczba:
4100 4 4101, 4102

jest podzielna przez 7.
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Logarytmy

Site trzgsienia ziemi mierzy sig w stopniach Richtera. Jedne z najsilniejszych
Zarejestrowanych w Polsce wstrzqséw ziemi mialy 4,8 stopnia w te] skali
(bylo to w 2010 roku). W Indiach w 1950 roku odnotowano trzesienie ziemi,
ktdre mialo 8,7 stopnia w skali Richtera. Nie oznacza to, e w Polsce

sila trzgsienia byta tylko okofo 2 razy stabsza. Znajac sposdb okreslania

skall Richtera oraz wiasnosci logarytméw, mozemy obliczy¢, ze wstrzasy

w Indiach byly 10 000 razy silniejsze niz w Polsce.

Pojecie logarytmu = Wiasnosci logarytméw = Powtérzenie



POJECIE LOGARYTMU

Rozwazmy nastepujace pytania: Do jakiej potegi nalezy podnies¢ liczbe 2,
aby otrzymac 327 Do jakiej potegi nalezy podnies¢ liczbe 2, aby otrzymac
307 Pytania te moZemy zapisa¢ w postaci réwnarn:

=32 2=30

Latwo stwierdzi¢, ze rozwiazaniem pierwszego réwnania jest 5, bo 2° = 32
Trudno jednak ustali¢, jaka liczba spelnia réwnanie 2* = 30. Liczbe spel-
niajaca takie rownanic bedziemy nazywaé logarytmem liczby 30 przy
podstawie 2 i oznaczaé¢ symbolem log, 30. Mozna sprawdzié, ze 249! ~ 30,
czyli log, 30 ~ 4,91.

Podobnie okreslamy logarytmy o innych podstawach.

Dlaa>0,b>0ia#1 liczba
przyjmujemy, Ze: logarytmowana
/s
log,b=c < a‘=b IOgab
Zapis log, b czytamy: logarytm pndsl;a
liczby b przy podstawie a. logarytmu

Mozna powiedzie¢, ze liczba log, b jest wykladnikiem potegi, do ktorej
nalezy podnies¢ a, aby otrzymac liczbe b.

Zauwaz, 7 liczba spelniajaca réwnanie 2¥ = 32 to logarytm liczby 32 przy
podstawic 2. Poniewaz 2° = 32, wiec log, 32 = 5.

[IATTCRN Oblicz.

a) log; 81 =4, bo 3¢ = 81 3 2y 3
o ! @ log; 3=-1,bo0 () =3
. L
b) 10g100,001 = =3, bo 107 = 17 = 0,001 ¢ log,7=1,bo 7' =
-1 5. YE=
Q) logs2 =1}, bo 8 = ¥8=2 f) logs 10, bo 50 =

ZADANIE | Oblicz.

a) log, 4, logyo 10000 ) 1og6, loj

: 1, logy §, logg1
a) logs 5%, log; 312
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Logarytmy s3 stosowane w roznych dziedzinach wiedzy. Szczegdlne zna-
czenie ma logarytm przy podstawie 10, kiéry nazywamy logarytmem
fesi isujemy go w upr ny sposcb. Zamiast logy, b pisze-

my logh.

Logarytmy dziesi¢tne mozna latwo oblicza¢,
gdy mamy do dyspozycji odpowiedni kalku-  log b oznacza log,o b
lator. Stuzy do tego Klawisz z napisem log.

ZENIE Oblicz za pomoca kalkulatora
log6 log89 log02 log1500
zadania 1-4

Ciekawostka

Na kalkulatorze — oprocz Klawisza log
sluzacego do obliczania logarytmow dzie-
sigtnych — znalezé tez mozna Klawisz
In. Stuzy on do obliczania logarytmow,
Ktérych podstawa jest pewna liczba nie-
wymierna nazywana liczba e.
e=2,71828182845904...

Logarytm przy podstawie e nazywamy
logarytmem naturalnym i zamiast log, b
piszemy Inb.

w XVIII wieku matema-

Liczbe e it do

tyk Leonard Euler (czyt. Ojler). Zauwazyl on, Ze kolejne liczby: (1 +3),
1 H

(1+4), (1+1) ... zblizaja si do pewnej liczby, kiora nazwal liczba e.

]
Z definicji logarytmu wynika, Ze dla a >0 i a # 1 zachodza réwnosci:

log,1=0 log,a=1 log,a’=b  alb-b

PRZYKtAD 2 eI

e ! )
a) logs 133 = logs 35 =logs 55~ = logs 525 =22
b) 1250952 = (53)"°%2 = (S\uggz)! _2-g
ZADANIE Oblicz.
a) log, ,—3 b) logs Zi o) 9lomsS d) 0,184
zodania 53
79
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il Gdy trudno jest ustali¢ wartoé¢ logarytmu, mozna sic postuzyé metoda

przedstawiona ponizej.

Oblicz logs 27.

logy 27 = X Szukang liczbe oznaczamy litera x.
9% =27 i log,b=x < a=b
. i Przeksztalcamy rownosc tak, aby otrzymac po obu stronach
(32 =3 i potegi o te] samej podstawie.
326 =33 i Korzystamy z tego, ze jesli potegi o tych samych podsta-
wach sa rowne, to ich wyktadniki tez sa réwne.
2x=3
=3
*=3

Odp. logs 27 = %

ZADANIE | Oblicz.

) logs % b) logy 81 0 logys v/

80

a

d) logo,; VIO
sadania 10-16 )

IV Logarytmy mogg by¢ liczbami wymiernymi albo niewymiernymi. Na przy-
klad liczby: log, 4, logi 27, log /10 sa wymierne, a liczby: log, 5, log; 7,
log § sq niewymierne. Mozna to udowodnic.

Twierdzenie: Liczba log,5 jest niewymierna.

Dowsd
Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost.

Zaktadamy, ze twierdzenie

Zalozmy, ze liczba log, 5 jest wymierna. | (R A4HT 0 B

Zatem log, 5= £ dla pewnych liczb :  Liezba og,  jest dodatnia, wiee mote-
calkowitych dodatnich p i q. my przyjac, ze p i q tez s dodatnie.
Stad: 27 =5

24
Wobec tego: (z%) =50
Zatem: 27 =50
W rozkladzie na czynniki pierwsze liczby 27 wystepuje tylko liczba 2, a w roz-
Kladzie na czynniki pierwsze liczby 59 wystepuje tylko liczba 5. Zatem liczby

27 59 nie moga by¢ réwne.

s¢. Tym samym udowodni-

lismy, 7e liczba log, 5 jest niewymierna. [
wdanie 17
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Z historii

Na pomysl wprowadzenia logarytméw jako pierwszy wpadl Szkot John
Napier (czyt. Dzon Neipier). Swoje rozwazania opublikowal w 1614 roku
w ksigzce ,Opisanie cudownych zasad logarytmow”. Logarytmy Napiera
r6znily si¢ nieco od tych, ktorymi poshugujemy si¢ dzisiaj, ale stanowily
tak ogromny postep w metodach rachunkowych, ze od razu wzbudzily
ogromny entuzjazm.

Nazwe logarytm wprowadzil sam Napier. Powstala ona z greckich slow:
logos — myslenie i arithmos — liczenie.

do obliczeri pomoglo Johan-
nesowi Keplerowi odkry¢ prawa dotyczace ruchu planet. Inny znany
uczony Pierre Laplace (czyt. Pier Laplas) twierdzil nawet, ze ,wynalazek
logarytmow (...) podwaja Zycie astronomonn”.

ZESTAW ZADAN

. a) Zastap podang réwnos¢ odpowiednia réwnoscia typu ac
2

logs 4 log;1=0 logs |

25

b) Zapisz liczby a, b, ¢ i d za pomoca logarytmu.
50 1y’ 2 a
57=10 (1)'=7 002¢=2 10406
2. Znajdz liczby oznaczone literami.
log;a=4 log, log.j = -0,
logy b=5 logyh=2 logk =2

logjge =1 logi =3 logl

3. Znajdz logarytmy.

a) logs25 d) log; s 9) logs V5 i) logg V36
b) log; 27 e) logy 3 h) log; V7 K log, 16
9 logs ) logio00 10 i log; V3 ) logs2
4. Oblicz.

a) log10% a9 log Bl log\/% 9 log1

b) log 100 d) 1og0,001 0 log10° 1 log /10
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/Il 5. Oblicz.

a) log, 4 logs 5 log; 37 logs 65
10 -
. (2 , g (L
b log; (3) log; 1 log, (1)
R 5\ . =5
9 logsl  logs (V3T logs(v2) logsV6  log7(v7)

6. Oblicz
a) logs5F logs (57
b) log (10%5) ™ 10g 0,01

9 log; 27 log, (057)°

log (¥10)*

log, 419

7. Zapisz litery odpowiadajace liczbom w kolejnosci od najmniejszej do najwigkszej.

a) A=log; 81 K =log; § 0=logy § R=log;27
b) A=log, V2 G =log, % R=log, 1 T =log,2

9 A=logy % B=log, 2 K=10g§% R=log; 1
d) A=logs C=logs /5 E =logs 125 R=logs

8. Oblicz.
a) log, 2 log, 4 - log 72 - log, 1
b) log 0,1 - log /10 - logy, +10 - log, /1510

9. Oblicz.

a) 2lor25 b) 158156

o log;9-log 59 - logy § -log 1 9
&
d) log, 43 ~logy 71§ -log5 4 - log53

o glm? d) 16823

<l 10. Ktéra z podanych liczb jest najmnicjsza, a ktéra — najwigksza?

a)logi7 logs7 logy7
b) log.8  logz8 logi8
11. oblicz.

a) logy, 100 9 log,8

b) log, d) log1 V5

82

0 log, 72

0 10810010 10go, 10 log 510
d) logy525  logi 25 logis 25
@) log; V15 9) log; 3V

h) log10v10
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12. oblicz.
a) log 575

o) log 35 VI0®

b) log,527 d) log 15616 1) log 7 V49

13. Znajdz liczby oznaczone literami.

a) log, 125=3 d) lng,j:% g) log, 5
b) log, 10000 = 2 e) log, 37 =3 h) log,0,0001= -8
o log.v2=1 1) ]0g,7:7% i) log, 0,5

14. Znajdz liczby x, y i z spelniajace warunki:

a) logsx =3 b) log; x= 4 o log5x=
3 log; V7 =y logg, VIO =y
log, 16 =4 log, 100 = -2 log,3= %

15. Przedstaw liczbe I jako logarytm pewnej liczby przy podstawie p.

a) =4, p=3 Q1=

16. Wyznacz ze wzoru wskazang wielkos¢. Przyjmij odpowiednie zalozenia.

a) a=pk, k Q T=3+r% a e M=m-alog,r,
b) P=Ma', t d) D =logs(m+1), m f V=wlog(l+a),
17. Wykaz, 7

a) liczba log, 7 jest niewymierna, b) liczba log, 6 jest niewymierna.
MINISPRAWDZIAN

51. 0 dwdch liczbach dodatnich a oraz b wiadomo, ze a? = 3. Zatem:

A a=logb B.log,b=3 C.b=log;a D.b=log,3

52. Tle sposrod liczb: log, 3, logs 3, log1 0,25, log0,1 jest wickszych od 17
A. jedna B. dwic C.uzy D. cztery

$3. Wskaz liczbe réwna log, V4.

2 3
A5 B. 1 C.j D.2

POJECIE LOGARYTMU

r

a
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WLASNOSCI LOGARYTMOW

Pojecie logarytmu jest scisle zwiazane z pojeciem potegi. Nic wiee dziwne-
go, ze 7 praw dzialai na potegach wynikaja pewne wlasnosci logarytméw.

CWICZENIE A' SprawdZ, Ze spelniona jest podana réwnosc.
a) log, 4 +log, 8 = log,(4 - 8)
b) log 100+ log 1000 = log 100000

Twierdzenie o logarytmie iloczynu
Jeslia, b i ¢ sq liczbami dodatnimi i a4 1, to:

log,(bc) = log, b +log,

Dowsd
Przyjmujemy, ze a>0,b>0,c>0ia#1.
Niech: log,b=x i log,c=y

@ ic=a

Wobec tego:
Zatem: bc =a*-a”
be=ay

Korzystamy z wlasnosci poteg.

Stad:  log,(bo)=x+y Korzystamy z definicji logarytmu.

Wobec tego:
log,(bc) = log, b +log,c [

Twierdzenie o logarytmie ilorazu
Jeslia, b i ¢ sq liczbami dodatnimi i a4 1, to:

log, 2 =log, b - log, ¢

CZENIE B Uzasadnij powyzsze twierdzenie.

©) log, 4 -log, 8 =log,(4 : 8)

d) log 100 - log 1000 = log 0,1

zadonio 14

Zauwaz, ze korzystajac z twierdzenia o logarytmie iloczynu, otrzymamy:

log, b? = log,(b - b) =1og, b +1og, b = 2log, b

Analogiczna wlasnosé ma logarytm potegi o dowolnym wykladniku.

LOGARYTMY



Twierdzenie o logarytmie potegi
Jeslia oraz b sq liczbami dodatnimi i a# 1, to dla dowolnej liczby p:

log, b” = plog, b

Dowéd
Przyjmujemy, ze a>0,b>0ia#1.
Niech: log,b=x i log,b"=y

Korzystamy  definicji logarytmu
Wobec tego: a*=b i a”

b

Zatem: @ = b = (@) =a*, wiec a’=a"
Stad: y = px

Wobec tego: log, b” =p -log,b O

[IIATTICEN Przedstaw w postaci jednego logarytmu.

10°

2) -210g10+10g 80 - log 20 = log 1072 + log 80 - log 20 = log ;650

1
log 35
b) 2-logs 2 = 2logs 5 - logs 2 = logs 52 - logs 2 = logs 275 =logs 12,5

ZADANIE | Przedstaw w postaci jednego logarytmu.

) 3log;2+ 1 log; 25 -log; 20 b) 4-2log; 7
zadonia 5-10

Twierdzenie o zmianie podstawy logarytmu
Jesli a, b, ¢ sq liczbami dodatnimi ia #1 oraz ¢ 41, to:

log. b

log, b = joecy

Dowéd

Przyjmijmy, ze a>0, b>0, >0, a#1ic#1.
Niech: log,b=x i logca=y

Wobec tego: b=a*ia=c”

Zatem: b=

=@, wiec b=c¥
Stad: xy =log. b, czyli log,b - log, a=log.b
Poniewaz a4 1, wie log.a#0.

loacb o

Wobec tego: log, b = 5<%
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Ostatnia wlasnoé¢ pozwala wyrazi¢ dowolny logarytm za pomoca loga-
rytméw dziesietnych i do jego obliczania skorzysta¢ z kalkulatora. Oto

przyklady:

_log30 148
log, 30 = AT = 48 ~ 49

[T Przedstaw w postaci jed

_log20 _ 13 . 4
log; 20 = Eng B SRt

nego logarytmu.

|og;5+|ogg4f2=\og3S+‘—°u+log332=|0935+]E|0934+|0939=|09390

09,9

ZADANIE | Przedstaw logs 15 -2logs 10 +10g,; 400~ 1 jako jeden logarytm.

ZESTAW ZADAN

1. Przedstaw podane wyrazenie jako jed
a) log 2 +log3m

b) log2a-log4a

2. Oblicz.
a) log, 80 +log, 0,1
b) log; 4,5 +log; 2 @) log, 7-lo

e logZOOOHog% ) log; 14—

9 log; ! +log; I ~log; n

d) logg a +logg 5b—logg

d) logs 100 - logs 4

len logarytm.

0g, 56

log; 217

sadania 120

@) log; 2v +logy v - log; 3v

1) logx +log VX~ log V2X

9) log, 6 +log, 12 +log, §
h) log3+log2-log6

i) log4-log5+log125

3. Przedstaw podany logarytm w postaci sumy lub réznicy logarytmow.

a) log,(5x) L) lug%
g1 2 g, 2
b) log, 4 d) log; 2

4. Przyjmij, ze log 7 ~ 0,845, i oblicz:
log70  log700  log7000000

5. Niech a bedzie taka liczba, ze loga =
a) loga™ 9 log qL
b) loga™ d) log Ya

86

@) logo, 4

1 log(abc)

log0,7  log0,07
2. Oblicz:
@) log Va®

) log-L

g ab
9) log &
1

1 log L

log (7 - 1071)

g) Uoza?
loga”

W) loga - loga®
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6. a) Przyjmij, ze logs 2 ~ 0,43, i oblicz:
logs4 logs32 logs 1 log;% logs E}“o logs /2
b) Przyjmij, ze logs 7 ~ 1,21, i oblicz:
s -
logs49  logs % logs 7% logs 77 logs Y49 logs %
7. Przedstaw podane wyrazenie jako jeden logarytm.
a) 3log,a+log, b ) 3log;4n-2log;5n ) log 2k® - 5logk® - 2logk
b) 2logs 4x +5

logsy d) ~2logz-4log2z  log L -2loga® +3loga

8. Przedstaw podane wyrazenie jako jeden logarytm.
a) 2+log, 5 b) log2+3 9 log,3-4 d) 1-log5

9. Przyjmij, ze log, b =x i log, ¢ = , i przedstaw wyrazenie za pomoca liczb x i y.
Sc 203 yad 1
a) log,(b%¢) b) log,(b2c*) 9 log, & d) log, (h_,r)

10. Przyjmij, ze log2 ~ 0,3, log5 ~ 0,7, i oblicz:
a) log20 log50 log0.2 log04 log0,04 logv20
b) log % log g log g log2,5 log625 log25v2

€ 11. Przedstaw podane wyrazenie jako jeden logarytm.
a) log, 5 +log, 9 ) logyg0 25 -log3+2
b) logs4 - log,»5 8 d) logg 27 +log, 5-3

12. Przyjmij, ze log2 ~ 03 i log5 =~ 0,7. Oblicz:
a) log, 5 b) log; 4 9 log, 50 d) log, 25

13. Przedstaw podany logarytm za pomocg logarytméw dziesi¢tnych i oblicz go za
pomoca (wynik podaj z Scia do czesci tysigeznych).

a) log; 2 b) logy;4 < log% 2,9 d) log, , 124

©14. wykaz, ze dla a>0, a4 1 i b>0 zachodzi réwnosé:

a) logy b =log, | b) log,n b =log, b 9 logugb=log, b"

©15. wykaz, 2

a) log, 81 +log s 81 =log,27  b) logy 4 +log) 10 =log; 0,2
©16. Przyjmij, Ze log,s 3 = a. Przedstaw liczbe log; 9 za pomoca a.
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©17. wykaz, e jesli a i b s liczbami dodatnimi i réznymi od 1, to zachodzi réwnos
log, b - logya = 1, a nastepnie oblicz: In7 -logz e, log5 - logs 100, log, 8 - log, 9.

18.W 1938 roku amerykanski psycholog
R.S. Woodworth przeprowadzil badania nad
szybkoscia zapominania zdobytej wiedzy,
gdy nie jest ona utrwalana, Okazalo sie, 7e
zjawisko zapominania mozna opisa¢ za po-

moca wzoru:

M =100 - 35log(t +1)

M — procent pamigtanych wiadomosci
£ — liczba dni, ki6re uplynely od nauczenia si¢ tych wiadomosci

a) Oblicz, jaka czgs¢ wiadomosci zostala zapomniana podczas badaii Woodwortha
w czasie pierwszych 5 dni, a jaka w czasie 10 dni. Mozesz skorzystaé z kalkulatora.

b) Po jakim czasie zostala zapomniana polowa wiadomosci?

Ciekawostka

W 1935 roku amerykariski sejsmolog
Charles Richter wpadl na pomyst mie-
rzenia sily trzesien ziemi na podstawie
amplitud  drgai wywolywanych przez
wstrzasy. Poczatkowo za podstawe swej
miary cheial obra¢ stosunek amplitudy
drgan (mierzonej w odleglosci 100 km
od epicentrum) do amplitudy wzorco-
wej, wynoszacej 10~ cm (odpowiada
ona drganiom niewyczuwalnym przez
czlowieka). Okazalo si jednak, Ze otrzy-
mywal w ten sposdb liczby od bardzo
malych do bardzo duzych (od 0 do
800000000), co utrudnialo ich porow-
nywanie. Postanowil wicc jako miarg in
tensywnosci trzesien ziemi przyja¢ lo-
garytm dziesitny otrzymywanych liczb.

19. Przeczytaj ciekawostke.

Tak powstala powszechnie dzi uzywa-
na skala Richtera. Sile trzesienia ziemi
oblicza si¢ w tej skali ze wzoru:

=log 4

R — sila trzesienia ziemi mierzona
w stopniach w skali Richtera

A — amplituda trzgsienia ziemi (w cm)
Ag — amplituda wzorcowa (104 cm)
Na przyklad: jesli amplituda trzesienia
Zziemi byla 100 razy wigksza od wzor-
cowej =100), to R = log100 = 2.
Jesli natomiast trzesienie ziemi mialo
7 stopni w skali Richtera, to z powyz-
szego wzoru mozna obliczy¢, ze bylo
ono 10 min razy silniejsze od trzgsienia
o amplitudzie wzorcowej.

a) lle stopni w skali Richtera mialo trzesienie ziemi o amplitudzie 1 cm?

b) Naukowcy oceniajq (na podstawie obserwowanych do dzi§ skutkéw), ze najsil-
niejsze trzesienie ziemi nawiedzilo Polske 5 czerwca 1443 roku i mialo sile 6 stopni
w skali Richtera. Oblicz amplitude drgaii tego trzesienia.

) Jedno 7 najsilniejszych trzesieri ziemi w Polsce o sile 4,8 stopnia w skali Rich-
tera zanotowane przez sejsmografy mialo miejsce w 2010 roku. Ile razy mniejsza
byla amplituda drgaii podczas tego trzesienia ziemi od amplitudy drgari podczas
trzesienia ziemi, ktore dotknelo Japonie w roku 2011 i mialo site 9 stopni w skali
Richtera?
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Ciekawostka

Wyobraz sobie eksperyment, w ktérym
badana osoba ma na przemian trafi
wskaznikiem w dwa jednakowe paski
polozone obok siebie.
x

y._x

Latwo zrozumie¢, 7e czas potrzebny do
przesuniecia wskaznika i trafienia w pa-
sek zalezy od szerokosci paskow i odleg-
Tosci migdzy nimi. W 1954 roku amery-
kaiiski psycholog PM. Fitts podal wzr,
ktéry przedstawia ten zwiazek.

t=a+blog
t — czas (w sekundach) potrzebny do wy-
konania ruchu od paska do paska
y — odleglos¢ (w cm) miedzy paskami
X — szerokos¢ (w cm) Kazdego z paskow
a, b — stale charakterystyczne dla danego
eksperymentu
‘Wzor Fittsa zostal doceniony m.in. przez
projektantéw interfejsow systeméw kom-
puterowych. Chociaz opisuje on prosta.
prawde, ze trafia si¢ w cel tym latwiej,
im jest on wickszy i blizej polozony, to
pomaga zdecydowad, czy lepiej umiesz-
czaé duze ikony na wickszej powierzch-
ni, czy male, ale za to blisko siebie.

20. W pewnym eksperymencie podobnym do opisanego w powyZszej ciekawostce

ustalono, ze stale a i b wynosza: a=02's, b=

)5 s. Zatem:

t=02+05 ]ng%

a) O ile dluzszy jest czas ¢ w wypadku, gdy y = 3cm i x

w przypadku, gdy y = 2cm i x = 5 cm?

7cm, od czasu t

©b) Oile wydluzy si¢ czas t, gdy odleglos¢ miedzy paskami zwickszymy dwukrotnie,
aoile — gdy zwigkszymy ja trzykrotnie?

MINISPRAWDZIAN
S1. Liczba 3log; 2 - 2log, 5 +1 jest rowna:
A log; 1,2 B. log; 1,6 C. log; % D. log; 0,96

52. Liczba log,(15 - 16) jest od liczby log, 15:

A. 16 razy wicksza

B. 0 16 wicksza

C. 4 razy wicksza

53. Ktéra z podanych liczb nie jest réwna log, 47

A logs 1 B. —logy; 16
54. Tle z réwnosci zapisanych

w ramce jest prawdziwych? 2

A. jedna
B. dwie

C. uzy
D. cztery

WLASNOSCI LOGARYTMOW

C.log 5 45

D.log, 2
log5 =log 10 %log25=log15»log3

log25+log4 =10  logpy5 :%10;;5

D. 0 4 wigksza
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1. Oblicz.

a) log, 81 ©) log 1000
b) log, & 1) log; 7
9 logy 125 0) log; V3
d) logg 1 h) logo 0,04
2. Oblicz.
a) log,; 81

1
b) log, 35 :
9 logys 15= 1) logy, 125

3. Uporzadkuj liczby w kolejnosci od
najmniejszej do najwiekszej.

b-log, (374) "

4. Oblicz.

a) logy 27 +logy 3
b) log, 8+log, 2
) logs 180 - log 5

d) log5¥10-log5

e) 2log33+/10 - 2log; VIO

1) 3log; 10-log, 125

5. Liczba p jest 1000 razy wicksza od

liczby q. O ile wigksza jest liczba log p
od liczby log 47

6. Ktora z podanych dwoch liczb jest
wicksza? O ile jest wicksza?

a) a=log,5, b=log,20
b) a=log3, b=log300
o a=logy3, b=logy 24

d) a=logy, 15, b=logy,75

90

7. Przedstaw jako jeden logarytm.
a) logs 2x +logs 5y

b) logs 6x +logs §

o 2logab +log3ab

d) -log; x* +log; 2xy

©) 3log, 4x-log, ¥

f 2105%*731%%

8. Niech logs 2 = a. Przedstaw za po-
mocg a liczbe log 52.

9. Korzystajac z przyblizeit log2 = 0,3,
log5 ~ 0,7, oszacuj:

a) log4  log25 logl125 log32
b) logzm log V2 log0,125 log%
o logZ log20 log log 8-

10. Przedstaw jako jeden logarytm.
a) log,5-3 ) log,9+log, 5

b) 2-log, 3 d) log; 5~ log,; 8- 1

11. Zapisz podana liczbe za pomocy
logarytmu dziesi¢tnego.

= 1
) Tog. 10 ER
1 1 -2
b) Zlog; 10 a9 Tog; 100 2
12. Wykaz, ze:
Zlog,me log, 10

g2

13. Udowodnij, Ze dla kazdej liczby na-
turalnej n liczba nlogg 4 +nlogg 9 jest
parzysta.

14. Wykaz, ze liczba log, 7 jest niewy-
mierna.
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Rownania,
nierownosci,
uktady rownan

Pewien profesor Uniwersytetu Jagielloriskiego, zapytany o swdj wiek, odpowiedzial
~ Siedem lat temu moja uczelnia byla ode mnie siedem razy starsza. Siedemdziesiat lat
temu byta ode mnie starsza siedemaZziesiat razy.

W ktrym roku Sw profesor wypowiada te slowa? lle mial wtedy lat?

Na te pytania mozna odpowiedziec, rozwigzujac odpowiedni uklad réwnar

Rozwigzywanie rownan = Wielkosci wprost proporcjonalne i odwrotnie
proporcjonalne = Rozwigzywanie nierdwnoséci = Réwnania i nierow-
nosci z wartoscig bezwzgledng = Réwnania i nieréwnoéci z wartoscig
bezwzgledng (cd.) = Uktady réwnan = Ukfady réwnan oznaczone,
nieoznaczone i sprzeczne = Zadania tekstowe = Powtdrzenie



ROZWIAZYWANIE ROWNAN

CWICZENIE A Kazde z rownan w ramce obok przeksztal¢
Przyklady réwnai do postaci ax+b = 0.

pierwszego stopnia
2 jedna niewiadoma;

4-3x Réwnanie, ktére mozna przeksztalcic do postaci:
ax+b=0,

gdzie a b sa danymi liczbami, nazywamy réwna-

niem pi stopnia z jednq

Nickt6re réwnania, w ktérych niewiadoma wystepuje w drugiej lub wyz-
szej potedze, tez sa réwnaniami pl(‘n\szcgo stopnia, ale wida¢ to dopiero
po ich uprosz . Pr réwnania, zapisuje-
my coraz prostsze rownania réwnowazne, czyli takie, ktére maja to samo
rozwiazanie. Mozemy przy tym do obu stron réwnania dodac lub od obu
stron réwnania odjac te sama liczbe. Mozemy takze obie strony réwnania
pomnozy¢ lub podzieli¢ przez liczbe r6zng od zera.

Rozwiaz réwnanie.
(x=2%-x2(x-6)=7x+2
Ex? g3 2_ Korzvsmmvzewzuru
6x2+12x-8-x3+6x2 = 7x+2 e s ab? —
12x-8=7x+2
5x=10

Liczba 2 spetnia rozwazane rownanie,
wiec jest jego rozwiazaniem.

ZADANIE | Rozwiaz rownanie. a) (6+x)2=(x+4)? b) (2x-5)2x+5)=(1-2x?

i 13

Réwnania, kiére nie majq rozwiazar, nazywamy sprzecznymi. Gdy kazda
liczba spelnia dane rownanie, nazywamy je tozsamosciowym.

Rozwiaz réwnanie.
a) 4x(x+1)=Qx+1)?

Ax2+4x=4x +4x+1
0-x

Nie ma liczby, ktora po pomnozeniu przez 0

D 3 ' : A
Réwnanie sprzeczne. bylaby réwna 1. Réwnanie nie ma rozwiazar
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b) x(x+2) = (x+ 12 +1=0

42X = (2 +2x+1)+1=0

X 4+2x-x*-2x-141=0

0:-x=0

Rozwiazaniem réwnania jest dowolna

Réwnanie tozsamosciowe.

ZADANIE | Rozwigz rownanie.

a) @x-1DEx+1)+2=@x+1) - 4x b) (x+4)x-6)=(x~-1)
sadanie 4

Il Niektore réwnania, ktére maja posta¢

proporcji, da si¢ rozwigzac, stosujac 12l B i@l @) @ e

takie same metody, jak przy réwna- Porgje: g _c

niach pierwszego stopnia. Trzeba jed- Bl

nak pamietac, ze wartosci wyraZen mozna zastapic réwnoscia:
wystepujacych w mianowniku nie mo- ad = be

g4 by¢ réwne 0.

[TOTTNEN Rozwiaz réwnanie.

1X_3X zatosenia: S+x40 i x+140
4

a)
5
o x#-5  x#-1

@=-x)x+1)=(5-x)(5+x) i Jesli b#0id#0, to proporcje § = §
N N mozna zastapié réwnoscia ad = be.

AXHAoxt o x=25-x Korzystamy ze wzoru

(a+bXa-b)=at - b

3x+4=25
Sx=al Liczba 7 spefnia rownanie i zalozenia,
x=7 wiec jest rozwiazaniem rownania.

Zalozenia: x-240 i x#0
x

Z3x) - x=(x-2)1 - i Jesli b#0id#0, to proporcje £
{B=500 sde=lr =211 =00) mozna zastapic rownoscia ad = be.
6X-3x2=x=3x2-2+6x

0=x-2

x=2

RGwnanie nie
ma rozwiazan.

ZADANIE | Rozwigz rownanie.

B2 _oxel 943 _ 3x 2046 _ 3ux
24X 3x+2 b - o

a)

NS TR Sl o
i 513 )
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A

i

ZESTAW ZADAN

1. Rozwiaz réwnanie.
a) 3x-(2-X)=-9 9 5x=10x-2(x+5)
b) x-(x-3)=4x-8 d) —4(2x-5)=23x+7)

2. Rozwiaz réwnanie.

3x+2

]
w

)

a) Ix+2=26x-1

E

-3 = 2x
b) x 7(2X+3)7 X

3. Rozwiaz réwnanie.

a) 4x2+x)=(x-1? @ (5x+1)(5x-1)=(3-5x)?
b) (6x +5) = 9x(4x +7) ) (x+2)7 =x(x+6)

© (3+4x)(3-4x) =1-8x(2x+1) g) 4x°(3-2x) =(1-2%)°

d) (2x-3)% = (1+2x)? h) (x-2)° =x(x-3)

4. W Kazdej grupie rownari wskaz réwnanie sprzeczne oraz réwnanie tozsamosciowe.

a) Xx+(x-3)=5 b) 36X=1 - 3x 9 (x-2(x+2)=x?
X-(x-4)=5 A9 -9 (x-3)=x*
X-(x-3)=5 =3 - 3x-45 (x+Dx-1)+1=

5. Rozwiaz réwnanie.

6. Zapisz i rozwiaz odpowiednie réwnanie.

) Liczba 3 razy wicksza od x jest rowna polowie sumy liczb x i 7.
b) lloraz liczby x i liczby o 1 od niej wiekszej jest rowny 2.
© Réznica kwadratu liczby x i kwadratu liczby o 2 mniejszej od x jest réwna 40.
d) lloraz liczby o 5 wiekszej od x przez 4 jest rowny ilorazowi liczby 2 razy wiek-
szej od X przez 6.

€) Liczbe x najpierw powiekszono o 20%, a nastepnie otrzymana liczbe obnizono
0 30%. Wynik byl réwny 63.

s
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5. Jeden z bok6w

7. Stosunck dlugosci bokéw pewnego prostokata jest réwny 2
jest o 1 m dluzszy od drugiego. Jaki obwod ma ten prostokat?

8. Tata Ani jest cukiernikiem. W tlusty czwartek Ania przyniosta do klasy wielkie
pudto z paczkami. Antek zjadt -5 wszystkich paczkow. Wiesiek i Kazik tez okazali
sie zarlokami — kazdy 7 nich zjad} tylko o 2 paczki mniej niz Antek. Szesciu
uczniow zjadto po 3, a Ania i jej dwie kolezanki — po 2 paczki. Reszta uczniow,
czyli polowa obecnych, zjadla po jednym paczku. Wychowawca zjadt cztery paczki
iw pudle zostala jeszcze § wszystkich paczkow. le paczkow zjedli uczniowie?

9. Jeszcze w zeszlym miesiacu w firmie Macho pracowalo 6 paii. W tym miesiqcu
Zatrudniono 7 pandw i 2 panie, ale stosunek liczby pandw do liczby pan si¢ nie
zmienit. Tlu pracownikéw zatrudnia teraz firma Macho?

10. Do niedawna chiopcy stanowili 30% zespolu piesni i tarica Biesiada. Wezoraj
dolaczylo 5 chiopcow. Teraz meska czes¢ zespolu stanowi 40% liczby wszystkich
czlonkow. Jak liczny jest teraz zespol Biesiada?

11. Pawel ma o 100 z1 wigcej niz Gawel. Gdyby Pawel oddal Gawlowi polowe swo-
ich pieniedzy, to Gawel mialby dwa razy wiecej pieniedzy niz Pawel. O ile Zlotych
wigcej mialby wowczas Gawel?

12. Kiedy$ do partii Przeszlos¢ nalezalo 3 razy wigcej oséb niz do partii Przy-
szlosc. W wyniku nieudanych dzialai w Przeszlosci 5 osob przeszlo do Przyszlosci.
Ostatnio przewodnicza Sci ipr it udana akcje pro-
pagandowa, w wyniku ktérej 2 osoby z Przyszlosci wrécily do Przeszlosci, a na
dodatek przyjeto jeszeze 5 nowych czlonk6w. Teraz Przeszlos¢ jest dwa razy licz-
niejsza niz Przyszlosc. lle osob nalezy do Przeszlosci?

e
FRZESZLOSE  prupilokeia_nerode

13. Przyjrzyj sie rysunkowi. Jaka jest odpowiedz na zadane pytanie?

Gdyby plurpatka
Plurpatka ma ‘miata o 3 bzdyle mniej, 1le razem
3 razy wigcej amilukolka o 4 bzdyle bzdyli majq
bzdyli niz miukotka. wiecej, to plurpatka miataby ‘mlukotka
tylko 2 razy wigcej bzdyli z plurpatka?
2N iz mlukotka. -
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MINISPRAWDZIAN

S1. Tle spoéréd réwnan w ramce ma roz-
wiazanie nalezace do przedziatu (-3;1)?

T-2x
8x-3(2x-1)=
(3x=2)(3x +2) = 3x(3x +2)

A jedno C. trzy
B. dwa D. cztery

52. Ktére z ponizszych réwnari jest sprzeczne?

A (3x-2)(3x +2) = 9x(x - 2) C.a(x+1)* = (@x+1)°
2045 _ 2x45
B. D. -
53. Kazda wyp 7 na forum internetowym mozna ocenic, jac +1, gdy

wypowiedz si¢ podoba, lub -1, gdy si¢ nie podoba. Pewnq wypowiedZ ocenito
57 0s6b, a suma ocen to +13. Ilu oceniajacym osobom ta wypowiedz si¢ podobala?

A 13 B.22 C.35 D. 44

WIELKOSCI WPROST PROPORCJONALNE
| ODWROTNIE PROPORCJONALNE

W tabeli przedstawiono, ile zlotych trzeba zaplaci¢ za kawalki pewnej
wstazki.

[o2]o5| 1 |12]15]|
\

X L
y 010025 050 060 075

x — dlugos¢ wstazki (w metrach)
y — koszt zakupu wstazki (w zlotych)

Zauwazmy, ze dla liczb podanych w tabeli stosunek ¥ jest zawsze rwny
0,50. Zatem zwiazek miedzy kosztem zakupu a dlugdscia wstazki mozna
zapisac w postaci réwnosci:

2=050

Z tej réwnosci wynika, ze gdy zwicksza si¢ wielko§¢ , to tyle samo razy
zwieksza sie wielkos¢ y.
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0 zmieniajacych si¢ wielkosciach, Zalezne od siebie wielkosci X i y

ktorych iloraz jest zawsze taki sa wprost proporcjonalne, gdy:
sam, mowimy, Ze s Wprost pro- %o
porcjonalne. x o

gdzie a jest stala i a> 0.

Gdy na wadze potozono gwoidzie z duzej paczki, okazato sie, ze
wazyly 1,05kg. Po zdjeciu z szalki 24 gwozdzi waga wskazala, ze pozostate
gwozdzie waza 0,9 kg. lle sztuk gwozdzi bylo w duzej paczce?

masa gwozdzi [kg] ] 1,05 | 0,9

liczba gwozdzi [szt)| x| x-24
105 09 Liczba gwozdzi i ch masa to wielkosci wprost pro
X “x-24 porcjonalne, wiec zachodzi réwnos¢ ilorazow.

1,05(x - 24) = 0,9
1,05x-25,2 = 0,9x

Rozwiazujemy otrzymane réwnanie.
0,15=25.2

x=168
Odp. W duzej paczce bylo 168 gwozdzi.

ZADANIE | W sloiku jest 0,91 miodu, ktéry wazy 1,25 kg. Oblicz mas¢ 4,51 miodu.

sadania 1-6 )
Il Rozwazmy prostokaty o polu 2. W tabeli podano przyklady wymiaréw

takich prostokatow.
0,2

y |20 ] 10

0,05

Dla liczb podanych w tej tabeli iloczyn xy jest zawsze rowny 2. Zwiazek
miedzy tymi wielkosciami mozna zapisa¢ w postaci réwnosci:

X-y=2

Z tej réwnoéci wynika, ze gdy zwicksza sic liczba x, to tyle samo razy
Zmniejsza sie liczba y.

O zmieniajacych sie wielkosciach, Zalezne od siebie wielkosci X i y s
ktérych iloczyn jest zawsze taki odwrotnie proporcjonalne, gdy:
sam, mowimy, Ze sa odwrotnie y-x=a

proporcjonalne. gdzie a jest stalq i a > 0.
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Kierownik schroniska obliczyt, ze jesli schronisko odwiedza¢ be-
dzie 250 turystow dziennie, to zapasow zywnosci wystarczy na 30 dni. Na ile
dni wystarczytoby tych zapaséw, gdyby schronisko odwiedzato dziennie 300
turystow?

liczba oséb | 250

zba di 30 i Liczba turystow jest odwrotnie proporcjonalna do licz-
by dni, na kibre wystarczy zapasow Zywnosci, wiec
250302300 x zapisujemy r6wnos¢ iloczynow.
x=25 Rozwigzujemy rownanie.

Odp. Zapasow wystarczyfoby na 25 dni.

ZADANIE | Hodowca obliczyl, ze zapas wody w zbiorniku na pastwisku starczy dla
25 kréw na 6 dni. Naile dni starczylby ten zapas dla 30 krow?
sadania 9-19 )

ZESTAW ZADAN

1. Sprawdz, ile razy wypowiesz fraze: ,stol z po-
wylamywanymi nogami” w ciagu 20 sekund. lle dni
zajeloby ci wypowiedzenie tej frazy milion razy
W tym samym tempie?

2. Po zmiksowaniu 30 dag truskawek wypelnily one szklanke o pojemnosci 0,25 L.
a) Jaka objetos¢ ma 1,5 kg zmiksowanych truskawek?
b lle truskawek trzeba zmiksowa, aby otrzyma¢ 1,81 musu?

3. Korzystajac z informacji podanych na metkach,
oblicz, ile kosztuje wiekszy kawalek sera Gouda.

4. Czas obiegu Ziemi wokél Slofica wynosi 365,25
doby. W tym czasie nasza planeta pokonuje okolo
340 minkm. Odleglos¢ miedzy Warszawa a Nowym
Jorkiem wynosi okolo 6900 km. W jakim czasie Zie-
mia pokonuje taka odleglosc?

5. Mréwka, ktéra wazy Gmg, potrafi
unies¢ przedmiot wazacy 50mg. Ja-
ki ciezar méglby podnies¢ mezezyzna
wazacy 70kg, gdyby byl tak silny jak
mrowka, a sila ta bylaby wprost pro-
porcjonalna do masy ciala?
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© 6. Kostka szescienna o krawedzi dtugosci 20 cm wykonana z olowiu wazy 91 kg.
Tle bedzie wazy¢ olowiana kostka o krawedzi diugosci 10 cm?

© 7. pusta mala beczka o pojemnosci 201 wazy 3kg, a duza pusta beczka o pojem-
501 wazy 5 kg. Mala beczka pelna kiszonej kapusty wazy 25 kg. Ile wazy duza
beczka wypelniona taka kapusta?

8. Lekarstwo Provitt sprzedawane jest w tabletkach o masie 4,2g i 3,5g. W wick-
szych tabletkach jest 0 5mg wiecej witaminy C niz w mniejszych tabletkach. lle
miligraméw witaminy C zawiera wigksza tabletka Provittu?

9. Pan Zenek, kierowca ciezarowki, jedzie zwykle od granicy do domu ze $rednia
predkoscia 60 km/h. Zajmuje mu to 4 godziny i 15 minut. Dzis jechal krocej o pot
godziny. Z jaka przecietng predkoscia si¢ poruszat?

10. Dawno temu w pewnym Klasztorze dziesieciu mnichéw przepisalo Biblig w cia-
gu 300 dni. llu réwnie sprawnych w pisaniu mnichéw powinien byl dodatkowo
Zaangazowac opat, aby przepisywanie trwalo o 50 dni krocej?

11. Agata pociela wstazke na 5 jednakowych czesci. Gdyby podzielita te sama
wstazke na 8 jednakowych czesci, to kazda czesé bylaby o 6 centymetrow krétsza.
Jaka dlugos¢ miala kazda z 5 czesci wstazki?

12. samochéd ciezarowy przywiozt na budowe zapas piasku. W tym celu wykonal
12 kursow. Inny samochéd, o ladownosci o 2 tony wickszej, przewiézl taki sam
zapas piasku, ale wykonal o 3 kursy mniej. Jaka ladownos¢ ma kazdy z tych samo-
chod6w? Przyjmij, ze w trakcie Kazdego Kursu ladownos¢ samochodu byla w pelni
wykorzystana.

13. Zajac, ktéry biega 1,5 raza szybciej niz wilk, przebiega polane w 12 sekund. Ile
czasu potrzebuje wilk, aby przebiec te polane?
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14.Dla stnikéw rajdu pr kociol grochéwki. Zamiast 40 uczestni-
Kkéw w rajdzie wzielo udzial 50 0s6b i racje zupy przypadajaca na osobe trzeba
bylo zmniejszy¢ o 60 ml. Ile litrow grochéwki przygotowano na rajd? lle grochowki
przypadalo na kazda osobe?

Ciekawostka

Wyobraz sobie deskg podparta w jednym miej-  Zasadg dzwigni mozna opisac réw-
scu. Czy wiesz, 7e czlowiek na takiej hustawce  naniem:

moglby si¢ hustac ze sloniem? Wystarczy tyl-
ko, by punkt podparcia hustawki znajdowal s
znacznie blizej slonia niz ciebie.

Regule pozwalajaca obliczyé, w ktérym miejscu
nalezy ustawic punkt podparcia, odkryt grecki
‘matematyk Archimedes (ok. 287-212 1. p.n.e.).
Regula ta, zwana zasada dzwigni, glosi, ze aby Qi -d=Q-d;

dwa przedmioty na hustawce (dzwigni) byly

w réwnowadze, nalezy je umiesci¢ tak, by od-  Po odkryciu zasady dzwigni Archi-
leglosci od punktu podparcia byly odwrotnie medes mial powiedzie¢: Dajcie mi
proporcjonalne do ich ciezarow. punkt podparcia, a porusze Ziemie.

Informacje podane w ciekawostce sq potrzebne do rozwiazania zadari 15-19.

15. Przeczytaj ciekawostke. Przyjmij, e stori wazy 5 t i siedzi w odleglosci 5 m od
punktu podparcia, a czlowiek wazy 50 kg. Oblicz, jak daleko od punktu podparcia
hustawki musialby usias¢ czlowiek, by mogt sie hustac ze stoniem.

4

16. Jaki ciezar nalezaloby ustawic na drugim koricu deski, aby hustawka pozostala
W rownowadze?
a)
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17. W jakiej odleglosci od punktu podparcia nalezaloby postawi¢ odwaznik o ma-
sie 5 kg, aby hustawka pozostala w rownowadze?

a) b)

& @

18. Wykorzystujac zasade dzwigni, mozna
oszacowa¢ masy malych przedmiotow za
pomoca linijki. Popatrz na rysunck obok.
Temperowka, guma do Zucia o masie 14g
ka o dlugosci 30 cm polozone sg tak,
e gdyby przesunaé linijke (chocby odro-
binke) w lewo, to linijka by si¢ przechylila
i temperéwka by spadia. Oblicz, ile mnicj
wigcej wazy temperéwka.

19. Rysunki przedstawiaja schematy zawieszonych wag, ktére pozostaja w rowno-
wadze. Liczby w kétkach oznaczaja ciezar, a liczby przy ramionach wagi oznaczaja
dlugosci. Jakie cigzary powinny by¢ wpisane w miejscach liter?

rys. 1 rys.2
2

Ciekawostka

Wagi o wielu ramionach, wykorzystujace zasade dzwigni, sa uZywane przez artystow
do tworzenia réznych kompozycii, np. takiej jak na ponizszej fotografii.

| A
v'
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MINISPRAWDZIAN

51. Takq samg iloscia migsa, jaka zjada 6 lwéw, mozna nakarmic 8 hien. los¢, jaka
zjada 9 lwéw, wystarczy dla:

A. 21 hien B. 12 hien C. 15 hien D. 17 hien

52. Pchla, ktéra ma wysokos¢ 1 mm, potrafi podskoczy¢ na 13 cm. Na jaka wy-

soko

moglby skoczyé czlowiek o wzroscie 1,70 m, gdyby byl tak skoczny jak
pchta?
A.221m B.22,lm C.221 cm D.13%5 m

53. Sok, ktéry wypelnial kilka pelnych butelek péltoralitrowych, przelano do bu-
telek o pojemnosci 0,3 L. Teraz sok zajmuje:

A. 0 picé butelek wiccej C. pieé razy mnicj butelek
B. 0 pic¢ butelek mniej D. pieé razy wiccej butelek

54. Na rysunkach przedstawiono cztery hustawki pozostajace w réwnowadze. Na
ktrej z nich masa M nie jest réwna 1,2kg?

A o2m 5m c 6m 1m,
3kg M 02kg /\ M

ROZWIAZYWANIE NIEROWNOSCI

CWICZENIE A Dla kazdej z nieréwnosci zapisa Przyklady nieréwnosci:

nej w ramee: Zods2

a) sprawdz, ktére z liczb: 2, 10, 20 spelniaja dxic<x

¢ nierownosc, I seo
Ix-5¢

b) podaj przyklad liczby (innej niz 2, 10, ~20), 2

Ktéra spelnia t¢ i >4

Rozwigzaniem nieréwnosci nazywamy kazda liczbe, ktéra ja spelnia. Nie-
rownosé mozemy uwazaé za rozwiazana, jezeli okreslimy zbior wszystkich
Jej rozwiazai.
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CWICZENIE B Zapisz dwie dowolne liczby i postaw miedzy nimi odpowiedni
znak nieréwnosci. Sprawdz, ktdre z operacji zmieniaja zwrot nieréwnosci:

+ do obu liczb dodajemy tg sama liczbg (dodatnia Jub ujemna),

+ od obu liczb odejmujemy te¢ sama liczbe (dodatnia lub ujemna),

« obie liczby mnozymy przez te sama liczbe dodatnia,

« obie liczby mnozymy przez te sama liczbe ujemna,

« obie liczby dzielimy przez t¢ sama liczbe dodatnia,

« obie liczby dzielimy przez tg sama liczbe ujenna.

Przy bardzo podobnie jak przy
ok WIAZyMaRin seWTAR NGl 27 dna pamietag e 4y o tyeay Lot
dzielimy obie strony nieréwnosci przez liczbe ujemna, musimy zmienic
Zwrot nieréwnosci na przeciwny.

[TIATTITM Rozwiaz nier6wnosé i zaznacz jej zbior rozwiazari na osi liczbowej.

a) -3x+4<10 [-4 © 0d obu stron odejmujemy 4.

Obie strony dzielimy przez -3, zmieniamy

-3x<6 [:(-3) zwrot nierswnosci na przeciwny.
Rozwiszaniami ieréwnotc s wszystiie licz
x2-2 * by wieksze od -2 oraz liczba -
¢ llustrujemy zbior rozwiazan na osi
2 0 1 ¢ liczbowej.
Rozwiazanie nieréwnosci mozemy przedsta-
xe (—2' +°°) wi za pomoca przedziatu.
-8 I Mnozymy obie strony przez 8
4x-1)<x+6 i Przeksztalcamy lewa strone.
4x-4<x+6 |-x+4 i Do obu stron dodajemy —x + 4.
3x<10 [:3 © Obie strony dzielimy przez 3

x<3! Rozwiazaniami nieréwnosci sa wszystke licz
* by mniejsze o

Hustrujemy zbiér rozwiazaf na osi

liczbowe

Rozwigzanie nierownosci mozemy zapisaé za

pomoca przedziafu.

ZADANIE | Rozwiaz nierownosc.
a) 3(2x-5)<10x+1

o 13
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W przykladach na poprzedniej stronie ilustracja zbioru rozwiazar nie-
réwnosci byla pélprosta (z poczatkiem lub bez). Ale nie zawsze tak jest!
Przyjrzyj sie nierdwnosciom:

x-1<x X+1<x

Pierwsza 7 tych nieréwnosci spelnia kazda liczba rzeczywista (liczba o 1
st zawsze mniejsza od x). Drugiej nieréwnosci nie spelnia
Zadna liczba (liczba o 1 wigksza od x nie moze by¢ mnicjsza od x).

aadoia 4-15

ZESTAW ZADAN

1. Rozwiaz nieréwnosci.
2a<1 5b<-10 —c<7 -d>-4 -3¢>9

2. Rozwiaz nieréwnos¢ i zaznacz jej zbior rozwiazan na osi liczbowe.

a) 4x-7 < 2x+3 ) 32-x<-3(6x-21)
b) —x+4 > -3(x-1) f) 6-3x>10x-3
 2(x+1)+x > 4x 9) #(x+25)<-0,1(2x~10)
d) -2(x +6) > 4(3 + 2x) W 7(2-1x)>-6(5-

3. Rozwiaz nieréwnosc.

4. W kazdej z grup nierownosci wskaz taka, ktéra nie ma rozwiazan, i taka, ktérej
rozwigzaniem jest dowolna liczba.

a) 2x+3>x+4 B) -3(5-2x) > 6x

2x+522x+1 4 ) > 1 - 20x

2x+4<2x+3 =7(1+4x)2-7x+4

© 5. Rozwazmy nieréwnosci:

x+3<w 3x-2<4 2x-1)> &
Zastap symbole @, #, 4 takimi aby otrzymane nier6wnosci:
a) spelniala kazda liczba, b) nie mialy rozwiazai.
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6. Rozwiaz nieréwnos¢ i zaznacz jej zbior rozwiazarn na osi liczbowej.

a) 2x-57 <4x? d) (2x+5)2x-5) < (2x-9) +2
b) (x=6)(x+6) < (x-6)° @) (2x=3)2+5x(x +5) > (3x - 2)°
9 3A;5323X:+5 ) X.’_Zx;lZ(XflgA*Z

7. Ze zbioru A wybierz liczby, kiére
spelniaja nierownosc:
20x+1)-3x+5) < -(x-2)

8. Rozwiaz ponizsza nieréwnosc, a nastepnie odpowiedz na pytania.
3x-2(x-2) > 3(x-4)- 22 - 3x)

a) Jakie liczby naturalne naleza do zbioru rozwiazan tej nieréwnosci?

b) lle liczb calkowitych wiekszych od -3 nalezy do zbioru rozwiazar?

) Jaka jest najmniejsza liczba parzysta, ktéra nie spelnia tej nieréwnosci?

9. Ile jest liczb dwucyfrowych, ktére spelniaja ponizsza nierownosé?

62&”,20

10. Ustal, dla jakich wartosci zmiennej x warto$é wyrazenia 2(3 - x) - 3(x - 1):
a) jest liczba dodatnia,
b) jest mnicjsza od wartosci wyrazenia 7(1-x) - (2x - 2).

11. Znajdz wszystkie liczby calkowite, ktére spelniaja jednoczesnie dwie podane
nizej nieréwnosci.

3(x+2)+522 x-tx-2)>x-1

12. Popatrz na rysunek obok. Na ile
co najmnicj pelnych godzin nalezy
wypozyczy¢ 16dz, aby bardziej opla-
calo si¢ skorzystac z uslug firmy Y?
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13.Irek ma w indeksie tylko piatki, czworki i tréjki. Tréjek ma najwiecej, o 10
wiccej niz pigtek. Czwérek ma 3 razy wiecej niz piatek. lle ma tréjek, czworek
i piatek, jesli $rednia jego ocen jest nizsza niz 3,67

I
14. Przyjrzyj sie rysunkowi. Dla jakich war-
tosci liczby @ pole zacieniowanej figury jest

i wieksze od 107

15. Przyjrzyj sie rysunkowi. W kwadracie zaznaczono pewien trapez. Oblicz, dla
jakich wartosci x pole tego trapezu jest wigksze od 8.

a) b) x 9 x
x| 5
N 3
2 2x 3 1
MINISPRAWDZIAN
S1. Zbidr rozwiazai nieréwnosei x + 2 - (2x + 1) < 3 przedstawiono na rysunku:
A. 1— B. r
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
L | D.—
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
o lioh 3 .2 1123 1 B
S2. Tle sposrod liezb -3, -2, -1, 1, 2, 3, 1 spelnia ponizsza nierownosc?
(2x-0,572 - 3x(x - 4) < (x+ 1,5)?
A cztery B. pie¢ C. szesc D. siedem

53. Jaka najmniejsza liczba catkowita spelnia nieréwnosc 2x - 3(x + 1) < 4x + 87

A3 B.-2 C-1 D. nie ma takicj liczby

54. 7 kwadratu o boku 10 wycinamy trapez w sposb pokazany
na rysunku. Dla jakiej wartosci x pole trapezu bedzie mniejsze niz
4 pola kwadratu?

A.XE(O;S%) B.xe(%;s) C.xe(d%:lo) D.xe(%:s)
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ROWNANIA | NIEROWNOSCI
Z WARTOSCIA BEZWZGLEDNA

Metody rozwiazywania réwnari pierwszego stopnia z jedna niewiadoma
mozna tez wykorzysta¢ do wyznaczania liczb spelniajacych nicktére row-
nania, w ktérych wystepuje wartos¢ bezwzgledna.

ZENIE A Ustal, ile jest liczb, ktorymi mozna zastapic litere.
al=4 bl =0 cl=-3

Wartos¢ bezwzgledna liczby jest zawsze liczba nieujemna i wyrazenie |al
mozemy zinterpretowac jako odleglosé na osi liczbowej liczby a od 0.
Rozwazmy réwnanie:

lal

Spelniaja je liczby, ktérych odleglosc od 0 jest réwna 7, czyli liczby 7 i 7.

lal=7 <> a=7lub

Gdyby$my w réwnaniu lal = 7 zastapili liter¢ @ innym wyrazeniem alge-
braicznym, np. 5 - 3x, to otrzymaliby$my réwnanie, ktre mozna rowniez
fatwo rozwiazac.

N |s-3x|=7
PRZYKLAD 1 Rozwiaz réwnanie.

a) [5-3x/=7 Q
5-3x=7 lub 5-3x=-7 W

-3x=2 lub -3x=-12
2

lub x Rownanie ma dwa rozwiazania.

x

b) 3-15x-41=0 |:3 Prackszatcamy rownanie do_postaci
[5x-4]=0

Liczba 0 to jedyna liczba, ktérej war-
5x-4=0 t05¢ bezwzgledna jest rowna 0,
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€5-12x+3|+6=0 |-6 Przeksztalcamy réwnanie do postaci

lal=b.

Sl2x+3[=-6 |:5
[2x+31=-%

i Nie ma liczb, ktérych wartos¢
Réwnanie sprzeczne. bezwzgledna jest ujemna.

ZADANIE Rozwiaz rownanie.
a) |x+6/-8=0 b) M=o o 4-12x-6/+3=3
sadania 1-4 )

I | CWICZENIE B Podaj przyklady kilku liczb dodatnich i kilku liczb ujemnych, kt6-
rych wartos¢ bezwzgledna jest mniejsza od 5.
Rozwazmy nieréwnosé:
lal <5

Te nieréwnoéé spelniaja liczby, kidrych odleglosé od 0 (na osi liczbowe)
jest mniejsza od 5.

e\

5
laj<5 ¢ -5<a i a<5

Gdyby$my w nieréwnosci lal < 5 litere a zastapili innym wyrazeniem
icznym, np. 7-3x, ibys 6wnos¢ |7 -3x| <5, ktdra
mozna latwo rozwiazac.

Rozwiaz nieréwnosé |7-3x| <5. [7-3x1<5

17-3x <5
7-3x>-5 i 7-3x<5 {
3x>-12 0 -3x<-2
x<4 i x>2

Zaznaczamy zbiory rozwiazar obu nierow-
nosci na osi; wspdina czesc tych zbiorow to
2bi6r rozwiazan nierownosci |7 -3x] <5,

ZADANIE | Rozwiaz nierownosc.
a) x-9l<4 b) 17+2x1<3
sadene s

108 ROWNANIA, NIEROWNOSCI, UKLADY ROWNAK



CZENIE C Podaj przyklady kilku liczb dodatnich i kilku liczb ujemnych, kt6-

| cw
rych wartos¢ bezwzgledna jest wicksza od 5

Rozwazmy teraz nierownosé:
lal>5

Spelniaja ja te liczby, kiorych odleglosé od zera (na osi liczbowej) jest
wigksza od 5, a wiec liczby mniejsze od -5, a takze liczby wigksze od

-5 0 5

la|>5 < a<-5 lub a>5

Zastepujac W nier6wnosci lal > 5 litere @ innym wyrazeniem, np. 3 - 4x,
otrzymalibyémy nier6wnosc 3 - 4x| > 5, ktéra mozna fatwo rozwiazac.

Rozwiaz nierownosé |3 - 4x| > 5.

PRZYKLAD 3

13-4x|>5
3-4x<-5 lub 3-4x>5
~4x<-8 -4x>2
x>2
Zaznaczamy zbiory rozwiazan obu nie
tych zbioréw to

[ N S Townosc ma osi; sum
2 2Zbiér rozwiazan nierownosci |3 - 4x

xe (-mid) o (2i40)
ZADANIE Rozwiaz nieréwnos
a) Ix+8/>7 b) 14-3x/>8

CWICZENIE D Przyjrzyj si¢ podanym nieréwnosciom. Nie rozwiazujac ich, wskaz
te, kidre nie maja rozwiazan, te, ktérych rozwiazaniem jest dowolna liczba,

+4<0

oraz te, kiére maja tylko jedno rozwiazanie.
12a-11<-3 18c-91>-5 |4+6
5+|4e-7125 4-If+10/ >4

zodania 6-10 )
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ZESTAW ZADAN

41 1. RozwigZ réwnanie.
a) 3x+2| = d) 7+13y1=9 9 Xrll-3
b) |1 3 @ 3-11-2w[-6=0 h) 6-110-4t| =2

2
 2-|x-3|=8 f) 5-14-x|

j) lx-l+10 5
3 5

2. Nie rozwiazujac ponizszych réwnar, uzasadnij, ze sa to réwnania sprzeczne.

5+12x+71=4 1-ly+1l=3 1zI-3:|z|=8

3. Rozwiaz réwnanie.
a) Ix-3|=12x b) [x+4]=[2-x| § 12x+5]=1-2x|

Wskazéwka: lal = [bl <> a=bluba=-b.

® 4. Rozwiaz réwnanie.
a) llxl+1]=7 b) 13- 12x+1]1=15 9 112-3xI-5

4/l 5. Rozwiaz nieréwnosc.
a) [2x] <9 b) Ix-2I<1 q 13y+5I<4

4l 6. Rozwiaz nier6wnosé.
a) x+3]>3 b) 4z +1/>5 9 I5-2xI>1

7. Rozwiaz nieréwnosé.

a) 3+12w-1]<5 9 13-5x-2>0 e)%hzw
b) 2-[3+4p|>6 d) 7-2-[t+1/>0 0712_V4L133

8. Nie rozwigzujac ponizszych nierownosci, uzasadnij, Ze kazda z nich spetnia do-
wolna liczba rzeczywista.

13x-71+22>1 -7- 524-lz-1
® 9, Rozwiaz nier6wnosc.
a) |lx|=5/>0 9 12-lt=1]>10
b) 1zl +1] <6 d) [4-13y-1/1<7
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Warto wiedzi

Zauwaz, z¢ odlegloé¢ migdzy liczbami @ i b na osi liczbowej jest rowna a - b, gdy
a> b, lub jest rowna b -a, gdy b > a. W obu tych przypadkach odleglosc te mozemy
Zzapisac, uzywajae wartosci bezwzglednej, jako [a - bl.

Te wlasnosé wartosci j mozemy ¢ do j inter
pretacji nicktérych réwnan i nierswnosci. Na przyklad rozwiqzaniami nierownosci
Ix~21'> 7 sa liczby, ktérych odleglos¢ od 2 na osi liczbowej jest wicksza niz 7.

7 7
———

-5 2 9

Nierdwnosé |x + 1| < 6 mozna zapisac w postaci |x - (~1)| < 6, zatem te nieréwnosc
spelniaja liczby, ktérych odleglosc od liczby ~1 na osi liczbowej jest mniejsza niz 6.

e
6 1 6

10. Przeczytaj ciekawostke.

a) Zapisz réwnanie, ktérego rozwiazaniami s wszystkie liczby, ktérych odleglosé
od liczby -9 na osi liczbowej jest réwna 10.

b) Nie \jac zadnych icznych, zaznacz na osi liczbowej
zbiér rozwiazan nieréwnosci [x - 5| <3

¢ Zapisz nieréwnosci z wartoscia bezwzgledna, ktérych zbiory rozwiazan sa
przedstawione na rysunkach.

1ys. 1 rys. 3
4 6 8 12
1ys. 2 rys. 4
T == A -
o2 3 7
MINISPRAWDZIAN

S1. Ktére z rownan spelniaja dwie liczby parzyste?
A lx+5/=4 B.[x+4[=3 C. lx=7=5 D. x-6] =

52. Na rysunku przedstawiono rozwia-

Zanie jednej z ponizszych nieréwnosci.
WskaZ te nierownosc. -1 4
Alx-2l>2 B.13x+1]>3 C.l3+2x>4 D.[2x-3]>5

$3. Ktéra z nieréwnosci ma d rozwigzan najwigeej liczb catkowitych?

A l2x+6] <4 B. |6+ 1x| <3 C.I3x-4l<2 D.I5-x<1
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ROWNANIA | NIEROWNOSCI
Z WARTOSCIA BEZWZGLEDNA (CD.)

Umiesz juz jazywa¢ réwnania i nierownosci z wartosciq
na, ktére mozna tak przeksztalcié, aby po jednej stronie bylo wyrazenie
w wartosci bezwzglednej, a po drugiej stronie — liczba.

Pokazemy teraz, jak mozna iazywaé nieco bardziej
réwnania i nieréwnosci z wartosciami i

WICZENIE A Ustal, jaki warunek musza spelniac liczby a, b, c, aby spelnione
byly réwnoci
al=a b+2l=b+2 c+1l=~(c+1)

Wartos¢ bezwzgledna liczby a mozna zdefiniowaé tak:

|u\:{“ dlaaz0
-a dlaa<0

Litere a mozna zastapic dowolnym wyrazeniem, zatem na przyklad wyra-
Zenie |4x + 1| mozna zapisa¢ bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej:

a1y [#EHL dialies X spelnigjacych warunek 4x +1>0
x+1]=
~@x+1) dlaliczb x spelniajacych warunek 4x +1 <0

Zapis ten mozna uprosci

ax+1l dlax>-1
l4x+1] =
“(x+1) dlax<-1

Liczba 7% dzieli 0§ liczbowg na dwa przedzialy, wiec wyrazenie |4x +1|
mozna zapisa¢ bez symbolu wartosci bezwzglednej, rozwazajac dwa przy-
padki, ktére mozemy zilustrowac na osi liczbowej.

l4x+ 1] — -(Ax+1) N\ 4x+1

-4

CWICZENIE B Korzystajac z powyzsze] ilustracji, zastap rownanie [4x+ 1
odpowiednim réwnaniem bez wartosci bezwzglednej

-1) b)dlax € (~1;4m)

a)dlaxe (-
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[TATTITRE Rozwiaz ponizsze rownanie.

[x+2/+3x=8 : (x+2  dax>-2

X+ 2= 1 x+2) diax<-2
Ix+2]1— -(x+2) X+2
¢ Informacje te przedstawiamy na
E) ¢ rysunku pomocniczym
1xe (-i-2) 2.xe (-2;+%) Rozwazamy dwa przypadki. W kaz:
«dym zapisujemy réwnanie bez sym-
—(x+2)+3x=8 =8 bolu wartosci bezwzglednej, roz-
wigzujemy Je i sprawdzamy, czy
—x-2+3x=8 otrzymana iiczba spelnia zafozony
warunek.
x=5
2 otrzymanych liczb tylko 3 spetnia
5 ¢ (-oi-2) Zatozony warunk

Odp. Rozwigzaniem rownania jest liczba 3.

ZADANIE Rozwiaz réwnanie |3x -6|-2x=1.
TN

[IIATTILRN Rozwiaz ponizsze réwnanie.
13=x|-|2x+10[ =5

(B-x) dlaxs<3
3 3-x dax>3
3-xl— 3 G0 diax
[2x+ 10]—= -@x+10) 2x+10 3 {Zxom dla x> -5
[2x+10,
~@x+10) dlax<-5
1. x & (~o0;-5)
3-x-(-2x+10)=5
3-x+2x+10=5
x=-8 1 x=-8 speinia warunek x € (~e0; =5)

2.xe(-5;3)
(3-x-@x+10)=5
3-x-2x-10=5

a4 X = -4 spetnia warunek x € (-5 3)

w

. x € (3;40)
-B-x)-@2x+10)=5
-3+x-2x-10=5
x=-18, ale 18 ¢ (3;+)
Odp. Rozwiazaniami réwnania s3 liczby -8 i -4.

ZADANIE Rozwiaz rownanie |5 - x| +|3x - 1| = 14.
wdonie 2 )
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fil Nier6wnosci z wartosciami i iazujemy podobnie jak
réwnania, rozwazajac rézne przypadki.

W kazdym przypadku po ustaleniu zbioru rozwigzai odpowiedniej nic-
rownosci nalezy ustalié, kiére liczby 2 tego zbioru spelniaja rozwazany
warunek. Zatem nalezy wyznaczy¢ iloczyn h

Po rozwazeniu wszystkich przypadkéw ustalamy, jaka jest suma otrzy-
manych czastkowych rozwigza. Ta suma to szukany zbior rozwiazai
nieréwnosci.

[LIATIIVEN Rozwiaz nierownosé 2x —|x +5| > -4.

Ix+5 — -(x+5) X+5 D oes|o XS dax>-s
1y X512 xes) dlax<-5

1xe(-o;-5)
2x—((x+5) > -4
2x+Xx4+5>-4
3x>-9
x>-3 x € (-3;4w)

(T s

przedziatow

t6re nalezq jednoczesnie do
=5) i (-3;4%)

I,

S 3
(~o01-5) 0 (=3;4%) =0
Brak rozwiazan.
2. x € (-5;+m)
2x-(x+5)> -4
2x-x-5>-4

x>1 xe (1:40)

Odp. Rozwiazaniami nieréwnosci sa wszystie liczby z przedziatu (1;+2).

ZADANIE | RozwiaZ nieréwnosé |x-7]-3x>5.
zadanie 3
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IV IETEATTTE Rozwiaz nierownosé |x - 1+ [2x + 4 > 1 - 2x i zaznacz jej zbior
rozwiazan na osi liczbowej.

(1-x dax<1

1-x x-1 [x-1] 1= 1621 dlaxs
-2x-4 -2 1 2x+4 [2x+ 4]

_f2x+4 dlax>-2

‘2X‘4‘7(72)(74 dla x <=2

Txe(-o;-2)

Tox-2x-4>1-2x Dlax <2

x> 4, cayli x<—4 IX=1=1 X 0 (2x0 4] =-2x-4
Sprawdzamy, ktére z liczb spetniaja-

cych nieréwnos¢ x <-4 naleza do roz-
wazanego przedziatu

2.xe(-2;1) Dla-2<x<1
T-x+2x+4>1-2x Ix=1=1-xi|2x+4|=2x+4
3x> -4, oyl x>-3

Sprawdzamy, ktére z liczb spetniaja-

cych nieréwnos¢ x > % naleza do roz-
wazanego przedziatu

3.xe (15+m) Dlax>1
X=-1+2x+4>1-2x Ix=1=x=1i|2x+4|=2x+4
Sx>-2, cyli x>-2

Sprawdzamy, kidre z liczb spetniaja
cych nieréwnos¢ x > -2 naleza do roz-
wazanego przedziatu

Zbior rozwiazan nieréwnosci |x —
+12x+4] > 1-2x jest suma przedzmew

Odp. Rozwiazaniami nieréwnosci sa liczby ze zbioru (~o0;-4) U (

ZADANIE RozwiaZz nierownosc |2x-3|—|x+2| < 3+2x i zaznacz jej zbior rozwigzan
na osi liczbowej.
2adoni 47
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ZESTAW ZADAN

41 1. RozwigZ réwnanie.
a) Ix|-x=2 © 3x+[5x+8/=0 e x-4[x-1/+5=0
b) [x-2|+2x=4 d) 2x-[2x+3| =-3 ) 203x+8| =3x+10
/Il 2. Rozwiaz réwnanie.
a) [x-1]+Ix|=5 d) 12-x|-1=]1-5x
b) Ix-3|-Ix|=3 @ |x=8|+4lx+4[=5x+8
o Ix+2/-l4-xI=7 ) 3Ix+4]-5lx-1]=25+x
Il 3. Rozwiaz nieréwnosc.
a) [x-2[>x 9 4-3[x+2[>2x €) 10+[11x~-9| > 10x
b) 3x+[2x-5/ <0 d) 2(3x -4 -5x <1 ) 18x+7/<5x-6
4V 4. Rozwiaz nierwnosé. Zaznacz zbior rozwiazai na osi liczbowej.
a) [2x]+[x-4/23 d) [2x+ 1= [x+2] >3
b) [x-1]-Ixl <0 e |x+6]-|x+3]>8x+11
Q Ix-7l+Ix+2|>9 f) Ix=50+[x+8/-2x<15

5. Dla jakiej liczby a réwnanie |x~1]+|x+1| = a ma nieskoriczenie wiele rozwiazan?

® 6. Udowodnij, ze réwnanie |x - al + |x-b| = 1 ma
wtedy i tylko wtedy, gdy odleglosé liczb a i b na osi

jeskoniczenie wiele rozwiazari
iczbowej jest réwna 1.

7. Nie rozwiazujac nieréwnosci, uzasadnij,

a) nier6wnos¢ 5 +13x— 1| <5 - [x - 1| nie ma rozwiazan,

b) nierwnos¢ |4x — 7| +12x + 3| > 0 jest spelniona dla kazdej liczby rzeczywistej.

MINISPRAWDZIAN

S1. Suma rozwigzaii réwnania |x - 2| - [2x - 10| = 2 wynosi:
by 2
Al B.8 c.102 D. 12
2. Ustal, ktory z podanych przedzialow zawiera zbior rozwiazai nieréwnosci
Ix=31+Ix-2]<1.
C. (4:6) D. (6;9)

A (-2;1) B (1
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UKELADY ROWNAN

Przyjrzyj sie rysunkom. Sprobujmy odpowiedzie¢ na pytanie:

lle wazy jedna cegta, a ile — jeden pustak?

Przyjmijmy nastepujace oznaczeni
x — masa cegly (w kg)
y — masa pustaka (w kg)
Informacje podane na rysunkach mozna opisa¢ dwoma réwnaniami:
3x+y=11 x+2y=12
Aby ustali¢ mase cegly i pustaka, musimy znalez¢ taka pare liczb x i y,

ktéra spelnia oba réwnania jednoczesnie. Tak postawiony problem mozna
Zapisa w postaci tzw. ukladu réwnar.

3x+y=11 i Zapisujemy rownania jedno pod
x+2y=12 * drugim i faczymy je klamra,

Rozwazmy najpierw pierwsze z réwnaii tego ukladu rownan. Latwo spraw-
dzi¢, ze réwnanie 3x +y = 11 spelnia para liczb x = 3 i y = 2, a takze para
X=2,51y =3,5. Mozna znalez¢ wiele par liczb spelniajacych to réwnanie.

CWICZENIE a) Zastap symbole odpowiednimi liczbami tak, aby otrzymane pary
liczb spelnialy réwnanie 3x+y =11

x=1iy=® x=aiy=5 x=%

b) Podaj przyklady par liczb, ktére spelniaja réwnanie x +

9 Ktéra z par liczb otrzymanych w podpunkcie a) spelnia takze rownanie
x+2y=12?

Rozwiazujac powyzsze ¢wiczenie, mozna zauwazy¢, ze para liczh x =2
i y =5 spelnia zar6wno pierwsze, jak i drugie réwnanie ukladu réwnar.
Mamy wicc odpowiedZ na nasze pytanie: cegla wazy 2 kg, a pustak 5 kg.

UKLADY ROWNAN 17



UKlady réwnar sluza do
Zapisywania | rozwiazy-
wania tych zadati i pro- { 2x+y=7 xey=3
bleméw, w kidrych wy- x=3 { dv-ds {
stepuje wiecej niz jedna s=2v+10
niewiadoma.

Przyklady ukladéw réwnan:

y-
2x+z

tania 1-4 )

Jesli uklad tworza dwa réwnania z dwicma niewiadomymi, to pare liczb,
kiéra spelnia oba te réwnania j
ukladu réwnar.

Z historii

Rozwiazywaniem ukladow rownan Jednak metody ich rozwiazywania
zajmowano si¢ juz ponad 3000 lat  wynalezione przez starozytnych
temu! Najstarsze przyklady ukla-  rachmistrzow niewiele si¢ réznia,
dow rownai pochodza z glinianych  od metod stosowanych dzisiaj.

tabliczek, odkrytych podczas wy-
kopalisk archeologicznych na tere-
nie starozytnej Babilonii. Uklady te
sa zapisane pismenm Klinowym, kt6-
re w niczym nie przypomina wspol-
czesnej symboliki matematycznej.

Jedna z metod rozwiazywania ukladéw réwnai jest metoda podstawiania,
ki6ra ilustruje ponizszy przyklad.

[IATICEN Rozwiaz ukfad réwnan.

x+4y=0
2x+3y =25
Z pierwszego réwnania wyznaczamy x. Ko-
rzystajac z rownosci x = -4y w drugim
2(- 4y) +3y =25 r6wnaniu, w miejsce x podstawiamy ~4y.

x

Sy

l
iz
[z
e
b
l

Pierwsze rownanie przepisujemy, a_drugie
réwnanie (z jedna, niewiadoma ) rozwiazu-
x i jemy.
y
x Poniewaz y = =5, wiec mozemy obliczyé x
y (2 pierwszego réwnania).
x=20 i Rozwiazaniem uktadu réwnar jest para liczb
y=-5 D x=20iy=-5

3x-y=0

ZADANIE | Rozwiaz uklad rowna: ~
2y-5x=4
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Przy rozwiazywaniu ukladu réwnari metoda podstawiania mozna pozwolié
sobie na uproszczenie zapisu. Gdy otrzymamy réwnanie z jedna niewia-
doma, mozemy je rozwigza¢ oddzielnie, nie przepisujac za kazdym razem
ukladu dwdch réwnazi.

Rozwiaz ukfad réwnar.

{z(x +1)=3y
y+2x=10
2x+2=3y i Pierwsze réwnanie przeksztatcamy,
0-2x : 2 drugiego rownania wyznaczamy y.
2x+2=3(10-2x) i W pierwszym réwnaniu w miejsce y podsta-
X +2-30-6x  wiamy 10~ 2x i rozwiazujemy otrzymane
réwnanie
x=3,5
Aby obliczy¢ wartos¢ y, wstawiamy 3,5 za
y=10-2-35 i miast x do réwnania y =10 - 2x.
{X =35 * Rozwiazaniem ukladu réwnan jest para liczb
v X=35iy-=

ZADANIE | Rozwiaz uklad rownari metoda podstawiania.
2

y-3;
2 b {Zx—sy

@ |

il Kolejne przyklady inny spos6b rozwia ia ukladow réw-
nari — metode przeciwnych wspélczynnikéw.

donin 57

[LATOTEN Rozwiaz uktad réwnaf. : wspsiczynniki przy niewiadomej v sa licz
© bami przeciwnymi; dodajemy do siebie lewe

2x+6y =15 i prawe strony obu réwnan, pozbywajac sie
+ 13x-6y=25 i w ten sposob jednej niewiadomej, bowiem
6y +(-6y) = 0.
5x =40
x=8

i Otrzymana wartos¢ x = 8 wstawiamy w miej.
2:8+6y=15 sce x do jednego (dowolnego) rownania ukla:
du i obliczamy wartosé niewiadome y.

Rozwigzaniem ukfadu réwnar jest para liczb
!
iy=-g

ZADANIE | Rozwiaz uklad rownar metoda przeciwnych wspolczynnikéw.

3x-2y=11 —ax-2y=13
@ {7,‘(+2y=9 b) {4x+11y=14

UKLADY ROWNAN 19



Przypadek, gdy wspdlezynniki przy tej samej niewiadomej s liczbami
przeciwnymi, zdarza sie raczej rzadko. Do takiej sytuacji mozna jednak
W prosty spos6b doprowadzic.

PRZYKLA Rozwiaz ukfad rownar.
13x+3y=1 Mnozymy obie strony drugiego réwnania przez —3;
2x+y=5|-(-3) otrzymamy w ten spos6b uktad, w ktérym wspétczyn-

niki przy zmiennej y beda liczbami przeciwnymi

{ 13x+3y
¥ l-6x-3y=-15 Dodajemy réwnania stronari.
7x=-14
Obliczamy wartos¢ x.
x=-2
2. D4y=s Wstawiamy x = -2 do jednego (dowolnego) réwnania

y=9

Rozwigzaniem ukfadu réwnari jest para liczb
y=9.

ZADANIE | Rozwiaz uklad rownar metoda przeciwnych wspélczynnikow.
Sx-y=10 ax+3y=7
o { o

3x+2y=6
wtaies-12 )

IV Czasami, aby skorzysta¢ z metody przeciwnych wspolczynnikéw, trzeba
oba réwnania ukladu pomnozy¢ przez odpowiednia liczbe.

[TATINEN Rozwiaz ukfad réwnan.

{zxu 3163
3x+5y=2 -2
Mnozymy oba réwnania przez takie liczby, aby otrzy-
-6x-12y=-9 maé przeciwne wspétczynniki przy niewiadomej x.
+ 1 6x+10y
“2y=-5 |:(-2)

Korzystamy 2 pierwszego rownania ukfadu, aby obli
czy¢ wartos¢ x.

Rozwiazaniem ukfadu réwnas jest para liczb x =

ZADANIE | Rozwiaz uklad rownari metoda przeciwnych wspdlczynnikow.

s 1320
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ZESTAW ZADAN

1. Sprawdz w pamicci, ktdre z podanych obok

par liczb spelniaja réwnanie 3y -x = 10, a ktére iy=4
spelniaja rownanie 2x-3y +11 = 0. Wskaz pare, iy=4
ktéra spetnia uklad réwnan: iy=3

iy=5

{3y7x=10
2x-3y+11=0

2. Zapisz dowolny uklad réwnar, ktérego rozwiazaniem jest para liczb x =11y =2.
3. Rozwiaz w pamieci uklad réwnan.

3y=12 4y-x=6 x+10=50
a) {xiy L m{”y:(} :){ p

4. Podany uklad réwnar spelnia para liczb naturalnych. Zgadnij, jaka to para.

b {2x+3y=5
x=y

5. Rozwiaz uklad réwnari metoda podstawiania.

{3){:673)' Ix-2y=8

a PR

Sx+2y=10 2x+5y=6

p (3710045 g [2xeIy=14 04x+03y =14
3x-4y=6 3x-2y=8 0,1x+3y =

7. Zapisz podane informacje w postaci ukladu réwnar i znajdz jego rozwiazanie.
a) Frytki kosztuja x zlotych, a sok kosztuje y zlotych. Andrzej kupil 2 porcje frytek
i sok i zaplacil 7 7. Kamila kupita jedna porcje frytek i 2 soki i zaplacita 6,50 z1.
b) W pewnej Klasie jest x dziewczat 1 y chlopeow, razem 27 uczniéw. Gdyby
chlopcow bylo dwa razy wiece), a dziewczat dwa razy miej, to Klasa liczylaby
24 uczniéw.
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Il 8. Rozwiaz uklad rownar metoda przeciwnych wspélezynnikow.

) (2eesy=7 g [XF=9 2x-1,1y=0,7
a) 9
3x-5y=3 -x-3y=16 05x+1,1y=4,3

9. Pomn6Z obie strony réwnania przez taka liczbe, aby wspdlczynnik przy zmien-
nej y byl réwny -2.

a) x+2y=-13 9 —x+dy=2 e 3x-3y=1
b) 3x+y

5 d) x-1y=1 f) x+3y=0

10. Réwnania podane w zadaniu 9 przeksztalé tak, aby wspélczynnik przy zmien-
nej x byl réwny 2.

11. Rozwiaz uklad réwnai metoda przeciwnych wspélczynnikéw.

) (3xrer=13 ) [Burav=2 ) (5=3x-y
A ox+y=11 k. e

Su+4v=6

Sx-2y=7

©12.tuty i skrupuly to dawne jednost-
ki masy. Pan Albert twierdzi, ze 2 tuty
i 5 skrupuléw to 30,624 g. Pan Dioni-
zy twierdzi, ze 4 luty i 10 skrupulow
to 61,248 g. Pan Zenobiusz twierdzi, ze
8 futéw i 20 skrupuléw to 120,496 g.
Wiadomo, ze dwéch z tych panow mowi
prawde, a jeden ktamie. Ktory klamie?

IV 13. Rozwiaz uklad réwnari metoda przeciwnych wspolezynnikow.

) [2x-3r=7 2x-3y =10 ) [Hxesy-123
o

Sx+5y=0 3x-2y=-4

W Svi+dva=4 3x-02y =35

Vi +5v=6 25x-5y=5

14. Rozwiaz uklad réwnai metoda podstawiania oraz metod, przeciwnych wspol-
czynnikéw. Rozstrzygnij, ktora metoda jest wygodniejsza.

) {2x+3Y W 2x+y=14 3x+dy=2

D Uaxey=-1 8x+1y=35 Sx+7y=1
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15. Przyjrzyj sie rysunkom. Oblicz, ile wazy kostka, a ile — kulka.

16. Zapisz i rozwiaz odpowiedni uklad réwnari.

a) Liczba X jest o 5 mniejsza od liczby y. Liczba o 1 wieksza od y jest 3 razy
wieksza od x.

b) Liczba a jest o 3 wieksza od b. Srednia arytmetyczna liczb a i b jest rowna 14,5.
9 Liczba x jest o 8 mniejsza od liczby y. Liczba y jest 3 razy wicksza od liczby x.
d) Liczba u jest 0 6 wicksza od liczby v. Suma liczb u i v jest 4 razy wieksza od v.
e) Liczba u jest 0 5 wieksza od v, a trzecia czeS¢ liczby u jest réwna polowie
liczby v.

f) Liczba o 5 wigksza od x jest o 2 mniejsza od y. Liczba 2 razy mniejsza od x jest
4 razy mnicjsza od y.
g) Liczba p jest o 3 wigksza od polowy liczby r, a suma liczb p i r jest rowna 18.

17. Figury przedstawione na
kazdym z rysunkéw zostaly
ulozone z dwéch rodzajéw
elementow. Ustal, jakie pola
maja te elementy.
Pole = 16,5 Pole = 29

18. Na podstawie informacji podanych pod rysunkami oblicz, jakie diugosci maja
odcinki oznaczone literami x, y, a, b, m i n.

2 3
6 v] [® m
. o
7 5
Y 4
X
@ G

Obwod = 40 Obwod = 34 Obwod = 52
Pole = 80 Pole = 30 Pole =94
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19. Ponizsze rysunki przedstawiaja prostokat, tréjkat réwnoboczny i trapez row-
noramienny. Oblicz a, b, x, y, ¢ i d.

Sb+3 15
o 4,
P x -
% b 4 &l .
B £l 3
Sa+3b 2x 3
20. Rozwiaz uklad rownar.
X4yl X$2 _2y -5 3x-1,2y-3 _ 30+l
N 2+3713 ol =5 ) A 2
A=Y a3l x-Yt2_3 X+y _3y-1_x-6y
3 2 3 6 4 2 4

3

3x-2_2X+y _y, 1
a3 X5
R

21. U167 i rozwiaz odpowiedni ukiad réwnan.

a) Liczba o 20% wigksza od x jest 0 10 mniejsza od y. Liczba o 20% mniejsza od y
jest 0 6 wigksza od x.

b) Liczba 0 50% mniejsza od liczby y jest o 1 wigksza od liczby x. 60% liczby x
stanowi 25% liczby y.

©) Suma 30% liczby x i 40% liczby y jest réwna 79, a 30% sumy liczb x i y wynosi 66.
d) Liczba x j
liczby x.

st 0 10% wicksza od liczby y. Liczba o 2 mniejsza od y stanowi 90%

e) Liczba m stanowi 30% liczby n, a suma liczb m i n jest réwna 65.

© 1) Suma p% liczby 6 i % liczby 8 wynosi
od 8 wynosi 12,8.

Suma r% liczby 6 i liczby o p% wickszej

Zapisanego obok jest para liczb x =3 1 y = -2?

© 22. Dla jakich wartosci a i b rozwiazaniem ukladu réwnan ax+by=4
bx-ay=7

® 23. Rozwiaz uklad réwnar.

2x+5y+32=8 2y+1=-z-2x a+b+c+d=10

a) | 1x+11y-62= b) {2x+3y-z=4 g Ja-bee=d==2
| f ) a+b-c-d
Ix-y-iz=0 3x+2y+z=1

24. suma trzech liczb x, y, z jest réwna 18. Liczba z jest rowna sumie liczb x i y,
aliczba y jest o 5 wicksza od liczby x. Znajdz x, y i z.
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MINISPRAWDZIAN

e s ] S1. Na rysunku obok litery a i b oznaczaja
Sa I _ I
1 pewne liczby. Suma tych liczb jest réwna:
—_——
a 3b-25 | 2a+s A 10 B.20 c.40 D. 70
52. Rozwiazaniem ukladu réwnari podanego obok iy ay
jest para liczb, ktérych iloczyn jest rowny: { Y=
4x-3y =14
ALS  B.7LS 10 D.-110
4x+y
2 . 53. Obwéd prostokata narysowanego obok
) Y jestrowny:
x
v A 46 B.91 C.33 D. 14
3y+d

UKLADY ROWNAN OZNACZONE,
NIEOZNACZONE | SPRZECZNE

Kazdy 7 ukladéw réwnari w poprzednim temacie mial rozwiazanie. Nie
zawsze jednak tak jest. Przyjrzyj sie nastepujacym ukladom réwnari:

{X+y
x+y
Ten uklad réwnari nie ma rozwia- Ten uklad réwnari ma nieskoricze-

zan. Jezeli bowiem suma dwoch nie wiele rozwiazan, bo kazda para
liczb jest réwna 3, to nie moze by¢  liczb, kiora spelnia pierwsze réwna-

{x+y:3
2x+2y=6

jednoczesnie rowna 4. nie, spetnia takze drugie réwnanie.

ZENIE A Wymien kilka par liczb, ktdre sa rozwiazaniami drugiego z po-
zszych ukladéw réwnan,

Dla kazdego ukladu réwnari pierwszego stopnia z dwiema niewiado-
mymi zachodzi jeden z trzech przypadkéw. Uklad réwnari:

« ma jedno rozwi wiedy nazywamy go ukladem
« nie ma rozwiqzaf; taki uklad ukladem
* ma nieskoricz wiele i; wowezas uklad ukla-

dem nieoznaczonym.
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Nie zawsze od razu mozna stwierdzi¢, czy dany uklad jest oznaczony,
nicoznaczony czy sprzeczny. Aby to ustalié, trzeba sprébowaé ten uklad

rozwiazac.

PRZYKLAL Rozwiaz ukfad réwnan.

3x-4y=x+1
. -jx+y=3

3x-4y=x+1
y=3+3x

x+1

1
3x-4(3+3x)
3x-12-2x=x+1
3x-2x-x=12+1

0-x=13 i Otrzymalismy réwnanie sprzeczne.
Uktad réwnar jest sprzeczn i Zadna liczba x nie spefnia rownania 0 - x = 13,
. wiec na pewno nie istnieje para liczb (x,)

nie ma rozwiazan). : spetniajaca rozwazany uklad rownan.

x-03y =02
b |

5x-1=15y
x=03y+0.2
5x-1=15y

50,3y +0,2)-1=1,5y
15y +1-1=15y
1,5y -1,5y=0

Otrzymalismy rownanie tozsamosciowe.

0.y=0
Ukfad réwnan jest (ma il ie wiele )
Kazda para liczb x, y, kira spetnia - Rownanie 0.y =0 speinia kazda liczba. Gy
. _ : ia. i przyjmiemy za y dowolna liczbe, a za x licz
réwnanie x = 0,3y + 0,2, jest rozwia be rowng 0,3y +0,2, to kazda tak otrzymana
zaniem tego uktadu réwnan. para liczb spetnia rozwazany uktad réwnan.

ZADANIE | Rozwiaz uklad réwnai.

2x=8y-1

x4y =5
@ {2y=3xf5 b {4y=x*%

przykladzie w y
sadania 13 )

WICZENIE B Wymien kilka par liczb, ktére sa rozwiazaniami ukladu nieozna-
czonego W
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Il Uklady réwnai sprzeczny i nieoznaczony, takie jak w przykladzie na po-
przedniej stronie, mozna tak przeksztalcic, aby w obu réwnaniach po
jednej stronie wystepowalo to samo wyrazenie, a po drugiej stronie —
liczba. Przyjrzyj sic ukladom réwnan, kiore otrzymalismy w wyniku prze-

ksztalceri.
3x-dy=x+1 {x—0,3y=0,2 15
{7%x+y 3 (-4) 5x-1=15y
2x-dy=1 Sx-15y=1
2x -4y =-12 sx-1,5y=1

Po przeksztalceniach wida¢, e Oba réwnania ukladu przedsta-

rownania tworza uklad sprzecz-  wiaja te samg zaleznosé. Zatem

ny, gdyz jesli réznica liczb 2x  uklad réwnan jest nieoznaczo-

oraz 4y wynosi 1, to nie moze  ny. Kazda para liczb, kt6ra spel-

by¢ réwna ~12. nia jedno z tych réwnar, spetnia
takze drugie réwnanie.

CWICZENIE C Nie rozwiazujac ukladu réwna, ustal, czy jest to uklad sprzeczny
czy nieoznaczony.

2a-5b=6
o

2a-5b=6

dania 17

ZESTAW ZADAN
41 1. Ustal, kt6ry z podanych ukladéw réwnar jest oznaczony, ktéry — nieoznaczony,

a ktéry — sprzeczny.
2y+x=3
o{

6y-2x=9 2
®{3y:x—6 ®{ y=15=-05x

2. Przyjrzyj sie przedstawionemu obok rozwia-
x —L}— k) zaniu ukladu réwnan. Podaj kilka par liczb,

S\X Sy=Axeayd ktére spelniaja ten uklad.
3. Rozwiaz uklad réwnar.
lye _y=3
2 {Zx ir=3 9 {x-y
4x=-6 —5x+10y =10
X-2y=-4
. {0.5x+y=2
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Il 4. Wskaz, ktére z podanych ponizej ukladéw réwnaii sa sprzeczne, a ktére —
nicoznaczone. Postaraj si¢ to ustali¢ bez rozwiazywania ukladéw réwnati.

X+y=3 1x+2y=10 {lefyhlﬂ)
®{2x+2y=4 ®{x+4y:20 O lay-2x-1-0

x-y x-y=4 Ix-(x+y)=1
®{5x—5y:5 ®{»2x+2y:8 ©{y+%x:3

© 5. Z rownai podanych w ramce obok wybierz takie P s
dwa, ktore utworza uklad: Y “r=

X+y=-5 x+y=3
a) oznaczony, b) nicoznaczony, ¢ sprzeczny.

6. Dla jakiego parametru m podany uklad réwnar jest nieoznaczony?

x+3y=4 Gx+2y=1 2x+1)-y=5

A Uixsy=m ) Lox+3y=m Ly -x-
Dla jakiej liczby @ uklad réwnaii zapisany obok jest 2x+6y=4
nieoznaczony? Ix+ay=6

MINISPRAWDZIAN

51. Co mozna powiedzie¢ o podanym obok
ukladzie réwnari?

A. Jest sprzeczny.

B. Jest oznaczony.

C. Jest nieoznaczony.

D. Ma dokladnie dwa rozwiazania.

52. Dla jakiej liczby a podany obok uklad 3
rownai jest nieoznaczony? x-y=2
Aa=3 Ca=-6

B.a=6 D. nie ma takiej liczby

3. Ktéry z podanych ukladéw réwnar nie ma rozwiazania?
lx43p=2 24y 3 2x-3y =4 -2y=5
I Ehaaed B 2 C. D. ’; g _
2x+6y =4 x+y=3 2y-3x=5 $x-y=25
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ZADANIA TEKSTOWE

i W sadzie rosty jabonie, $liwy i jedna grusza. Jabfonie stanowy
trzy czwarte wszystkich drzew owocowych. Gdy dosadzono jeszcze 2 jablonie,
5 Sliw i 3 grusze, to jabloni bylo 0 10 wiecej niz pozostatych drzew. lle drzew
owocowych roénie obecnie w sadzie?

X — liczba jabfoni na poczatku

y — liczba éliw na poczatku

x+y+1 — liczba wszystkich drzew na poczatku

x+2 — liczba jabfoni obecnie

y+9 — liczba pozostatych drzew obecnie Sliw jest y +5, a grusz 1 +3 =4,
x=3(x+y+1) Na poczatku jablonie stanowity § wszystkich drzew.
X+2=(y+9)+10 Teraz jabloni jest o 10 wigce niz pozostalych drzew.

4x=30x+y+1)
y=x-17

4x=3x+3(x-17)+3
4x=3x+3x-51+43

—2x=-48
x=24
y=24-17
y=7
x=24
7 Na poczatku w sadzie rosty 24 jabtonie i 7 sliw.
y=
Obecnie:

liczba jabtoni = 24 +2 = 26

liczba pozostatych drzew = 7 +9

6
liczba wszystkich drzew = 26 + 16 = 42

Odp. W sadzie rosna teraz 42 drzewa owocowe.

ZADANIE | W torebce znajdujq si krowki. Dwie z nich sa mleczne, a pozostale s
czekoladowe i kokosowe. Kokosowe krowki stanowia } wszystkich cukierkow w torebee
Jurek zjadt 2 krowki czekoladowe i 4 kokosowe i teraz w torebce jest 0 10 wigeej
krowek czekoladowych niz pozostalych. lle cukierkéw pozostalo w torebce?
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ZESTAW ZADAN

1. a) Obraz w ramie kosztuje 27071
Rama jest 0 20071 drozsza od obrazu.
Tle kosztuje obraz?

b) Waza z warzachwia wazy 900g. Wa-
rzachew jest 3 razy lzejsza niz waza.
0 ile mniej od wazy wazy warzachew?

2. Srednia arytmetyczna dwdch liczb wynosi 3. Gdybyémy jedna 7 liczb zwickszyli
0 1, a druga zmniejszyli 0 2, to otrzymalibysmy liczby réwne. O jakich liczbach
mowa?

3. ZnajdZ ulamek zwykly, ktéry ma nastepujaca wlasnosé: gdy do licznika i mia-
nownika ulamka dodamy 1, to otrzymamy 1, a gdy od licznika i mianownika

odejmiemy 1, to otrzymamy }.

4. a) suma cyfr pewnej liczby dwucyfrowej wynosi 13. Gdybysmy przestawili cyfry
tej liczby, to otrzymaliby$my liczbe o 27 mniejsza. O jakiej liczbie mowa?

b) Czwarta czeS¢ pewnej liczby dwucyfrowej jest rowna sumie jej cyfr. Jezeli mie-
dzy cyfry tej liczby wstawimy zero, to otrzymamy liczbe 8,5 razy wicksza. Jaka
liczba ma t wlasnos¢?

5. Paistwo Wodziniscy zuzyli w marcu 6m® wody zimnej i 7m® wody cieplej. Za-
placili za to 138 zI. W kwietniu za zuzycie 7m? wody zimnej i 6m? wody cieplej
zaplacili 135 z1. Ceny wody w marcu i kwietniu byly takie same. Ile kosztowal 1m?
wody zimnej, a ile — cieplej?

6. Podczas meczu pewien koszykarz wykonal 19 skutecznych rzutéw z gry (czyli
za 2 lub za 3 punkty) i zdobyl 44 punkty. lle skutecznych rzutéw za 3 punkty
wykonal ten zawodnik?

7. Czy mozna rozmieni¢ zlotowke na monety o nominalach 2 gr i 5 gr tak, aby
monet tych bylo razem 307

@7 8. Maly Marek czesto kupuje pieczy-
ﬂ 9E; wo. Wezoraj kupit 2 chleby i 4 bul-
Ki. Twierdzi, ze wydal 6 z1. Dzisiaj za
3 chleby i 6 bulek zaplacil podobno
10 z1. Mama Marka podejrzewa, ze al-
bo sprzedawca sie pomylil, albo Marek
zgubil czes¢ pieniedzy. Czy watpliwo-
$ci mamy Marka sq uzasadnione?
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9. Test kontrolny z matematyki pisali wszy-
scy uczniowie klas pierwszych. Oceny bar-
dzo dobre otrzymata } dziewczat i £ chiop-
6w, razem 46 0sob. Ocene dobrg uzyskala
co szosta uczennica i co czwarty chiopak,
razem 32 osoby. Ile 0s6b pisalo ten test?

10. Do konkursu ,Spiewac kazdy moze” przystapilo 81 oséb. W pierwszym ctapie
odpadia ! kobiet oraz } mezczyzn. Sposréd oséb, ktére przystapily do drugiego
etapu konkursu, odpadia polowa kobiet i polowa mezczyzn. Po tym etapie nastapil
final, w ktorym startowalo 30 osob. Ile kobiet i ilu mezczyzn przystapilo do tego
konkursu?

11. W pewnym tescic za dobra odpowiedZ przyznawano 3 punkty, a za zlg odpo-
wiedZ lub brak odpowiedzi odejmowano 1 punkt. Malgosia miala dwa razy wicej
poprawnych odpowiedzi niz Jas i zdobyla 64 punkty, a Jas zdobyl 20 punkt6w. lle
lacznie pytani bylo w tym tescie? Czy za rozwiazanie tego testu mozna otrzymac
15 punktow?

12. W torebce byly irysy oraz krowki. Z bli-
7ej nieznanych przyczyn 7 torebki znikne-
fa polowa irysow i trzecia czes¢ krowek,
tacznie 18 cukierkow. W rezultacie w to-
rebee zostalo tyle samo irysow co krowek.
Tle cukierkéw zostalo w torebce?

13. Dziadek Stefan zbieral kiedy$ znacz-
ki pocztowe. Dzisiaj znaczki zbiera jego
wiuk Jacek. Gdyby dziadek oddal Jacko-
wi 150 znaczkéw, to obaj mieliby ich tyle
samo. Gdyby za$ oddal Jackowi trzy czwar-
te swojej kolekeji, to zostaloby mu tyle
znaczkow, ile Jacek ma teraz. lle znaczkow
ma dziadek Stefan, a ile — Jacek?

14. Pewien profesor Uniwersytetu Jagielloriskiego, zapytany o swoj wiek, odpowie-
dzial:

— Siedem lat temu moja uczelnia byla ode mnie siedem razy starsza. Siedemdziesiqt
lat temu byla ode mnie starsza siedemdziesiat razy.

W ktérym roku 6w profesor wypowiadal te stowa? Ile mial wtedy lat?

Uniwersytet Jagielloriski to najstarsza uczelnia w Polsce, zalozona przez kréla Ka-
zimierza Wielkiego w 1364 roku w Krakowie, 6wczesnej stolicy Polski.
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15. Helena ulokowala na gieldzie 1000 z1 — kupila akcje firm X i Y. Po roku
inwestycja ta przyniosta 10% zysku, przy czym wartosé akeji firmy X wzrosta o 20%,
afirmy Y o 20% spadia. lle pieniedzy ulokowala Helena w akcjach firmy Y?

16. Antykwariusz zakupil stolik
do kawy i lustro za faczna kwote
4050 71. Sprzedal lustro, zysku-
jac na transakcji 25%, a sprze-
dajac stolik, zyskal 40%. Zarobil
W ten sposob 1260 7. lle zapla-
cit za lustro, a ile — za stolik?

17. Platki owsiane zawierajq 14% bialka 1 6,4% tluszczu, a kukurydziane — 8% bial-
ka i 0,8% tluszezu. Jakie ilosci platkéw kazdego rodzaju nalezy zmieszac, aby mieé:
a) 0,15 kg mieszanki zawierajacej 1,5 dag bialka,

b) 0,28kg mieszanki zawierajacej 5% tuszezu?

© 18.W miescie Male sq dwa niemale licea
oglnoksztalcace. Razem uczy si¢ w nich
1620 uczniéw. W I1LO jest o 16% wiecej
uczniow niz w 110, Licealistek w Malem
Jest 0 40 wiecej niz licealistow. Gdyby 55
uczennic przeszlo z I1LO do 11O, to w obu
szkolach byloby tyle samo dziewczat. Jaki
procent uczniow ILO to chlopey?

19.7 szesciu jednakowych tréjkatéw réwnora-
micnnych o obwodzie 26 zbudowano réwno-
leglobok o obwodzie 66 (zob. rysunek obok).
Oblicz dlugosci bokéw tego réwnolegloboku.

20. Pole trapezu ABCD jest rowne 66. Tra-
pez rozcigto wzdluz prostej laczacej Srodek
podstawy DC z punktem R tak, jak na
rysunku obok. Pole otrzymanego w ten spo-
s6b trapezu RBCP jest réwne 42. Jakie
dlugosci maja odcinki AB i DC?
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21. 0bwéd tréjkata ABC narysowanego obok jest
réwny 53. Obwody trjkatow ADC i DBC sq jed-
nakowe. Oblicz dlugosci odcinkéw AD i DB. 20, 15

A D B

22. Popatrz na rysunck obok. Przekatna AC dzieli

pigciokat ABCDE na dwie figury: trapez ro

noramienny i tréjkat réwnoboczny. Obwéd tréj

kata ABC jest o 6 mniejszy od obwodu trape-

zu ACDE. Obwéd pieciokata jest réwny 78, a su-

my dlugosci przeciwleglych bokw trapezu sq
B réwne. Oblicz dlugosci bokéw pieciokata.

A

23. Gdy sposrod pewnych trzech liczb wybierzemy dwie, to w zaleznosci od tego,
ke6re liczby wybierzemy, ich suma moze by¢ rowna 20, 30 lub 40. Jaka jest suma
wszystkich trzech liczb?

MINISPRAWDZIAN

51. Karma dla psa jest sprzedawana w mniejszych i wigkszych puszkach. Czte-
ry duze puszki i pie¢ mniejszych waza 6,8kg, a 6 duzych i 2 male wazq 69kg.
Mniejsza puszka wazy:

A.0,35kg B. 0,6kg C.0,75kg D. 0,9kg

52. Antek jest 0 9 lat starszy od Michala. Pie¢ lat temu byt od niego dwa razy
starszy. Wobec tego Antek ma:

A. 18 lat B. 14 lat C. 23 lata D. 33 lata

53. Jeden z bokéw prostokata jest 5 razy krotszy od obwodu prostokata, a réznica
miedzy dlugosciami sasiednich bokéw wynosi 6. Jakie pole ma ten prostokat?

A 16 B.72 C.216 D. 3240
54. Ania i Kasia zaczynaja nauke jezyka hiszpaniskiego. Ania zna juz o 20% wiecej
st6wek niz Kasia, Kasia zna o 30 slowek mniej niz Ania. lle stowek zna Ania?

A. 150 B. 180 C. 90 D. zadanie nie ma rozwiazania
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1. Rozwiaz rownane.
a) (x+3) = (x=2)(x+2)
4 2
R S
9 Bx-5)Bx+5) = O _x

2. RozwiaZ réwnanie.

a) [5-7x=1

b) [3x-5|=7

o I5x-8| =[3x- 16|

d) |x+3]+13x-1l=x+4

3. a) W kanistrze jest 4,5 litra benzyny,
ktorej masa jest rowna 3,15 kg. Oblicz
mase 20 litrow takiej benzyny.

b) Gdyby do karmnika przylatywalo
dziennie 30 ptakow, to zapas ziarna
wystarczylby na 80 dni. Na ile dni star-
czy ten zapas, jesli do karmnika bedzie
przylatywalo 40 ptakow?

IS

. Rozwiaz nieréwnosc.

a) 3(x-3) <5x
ly_7<x+3

b) EX 7< 1

o =2 _3<5x+3

5. RozwiaZ nier6wnosc.
a) [2x+7]<5

b) 11-3x1>7

Q I2x-11-x24

d) [x-6]+[2x+6| <3x+1

6. Cene butéw obnizono najpierw
0 1071, a potem jeszcze o 20% nowej
ceny. Po tych dwéch obnizkach bu-
ty kosztuja 100zl Ustal, o ile zlotych
ta nowa cena jest mniejsza od ceny
sprzed obnizek.

134

7. Rozwiaz uklad rownan.
{ 2x+y)=1-x

D 1 1+30-y) =x+4y

p [r=d-2)
20x+y+3)=-x-1

8. Zapisz i rozwiaz odpowiedni uklad
réwnari.

a) L
Y/ '
X
Pole = 128 »
Obwéd = 52
a
b)
9
6)
Pole = 126
Obwod = 54

9. Gdy od cyfry dziesiatek pewnej licz-
by dwucyfrowej odejmiemy cyfre jed-
nosci, otrzymamy liczbe 5 razy mniej-
sz3 od sumy tych cyfr. Jesli przesta-
wimy cyfry rozwazanej liczby, otrzy-
mamy liczbe o 21 wieksza od polowy
poczatkowej liczby. Jaka liczba ma te
wilasno$c?

10. Liczba o 10% mnicjsza od liczby x
jest 0 3 wieksza od liczby y, a licz-
ba o 10% wieksza od liczby y jest 0 6
mniejsza od X. Znajdz x i y.

11.Ktéry z ukladéw réwnan jest
sprzeczny, Ktory jest nieoznaczony,
a ktéry — oznaczony?

4x-2y=0 (dx-2y=0
o ofm,

4x-2y=0 4x-2y =0
®{x—zy=o ©{y—2x=o
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Funkcje

Elektrokardiogram przedstawia, jak zmienia sig napiecie elektryczne
w obrebie migsnia sercowego w ciagu pewnego czasu. W podobny sposch —
2a pomocg wykresu ~ mozna ilustrowac takze rézne inne zaleznosci

migdzy dwiema wielkosciami.

Pojecie funkcji = Czytanie wykresow = Wzory i wykresy

= Monotonicznosé funkcji ® Wzér i wykres funkgji liniowej

= Wiasnosci funkgi liniowej = Proporcjonalno$¢ prosta i odwrotna
= Powtérzenie




POJECIE FUNKCJI

Prayjrzyj sic ponizszej tabeli. Numerom za-
wodnikéw bioracych udzial w biegu na 400 m
przypisano uzyskane przez nich czasy.
|89 | 13 | s |75 |40 |
v |40.22|47.98]47.36] 48,07 [ 46,21 [ 4588

X — numer zawodnika

y — czas biegu (w sekundach)

Z podobnymi sytuacjami spotykamy si¢ bardzo czesto. Na przyklad kazde-
mu uczniowi jest przypisany jeden numer w dzienniku lekeyjnym, kazda
ksiazka ma Scisle okreslong liczbe stron, kazde zwierze mozna zakwalifi-
kowac do okreslonego gatunku. Odpowiada to nastgpujacemu schematowi:

Mamy pewien zbiér X oraz pewien
zbiér Y i kazdemu elementowi zbio-
ru X przypisujemy lub — inaczej mo-

W naszym przykiadzie X to zbi6r
numeréw zawodnikow, a ¥ — zbior
mozliwych do osiagniecia czasow.

wige — przyporzadkowujemy dokladnie  © Kazdemu zawodnikowi przyporzad-
jeden element zbioru Y. i kowujemy uzyskany czas.
Przyporzqdkowame‘wklorym kazder I W naszym przykfadzie funkcjn
iizbiom X i jest okreslona na zbiorze nume:
i row o wartofclach
doklndmc jeden element zbioru Y, na-

w zbiorze mozliwych do osiagnie-
zywamy funkcja okreslong na zbio- | cia czasow,

rze X o warto$ciach w zbiorze Y.

Zbiér X, ma ktérym jest okreslona | zbisr 15,12,13,40,75,189)] jest
funkcja, nazywamy dziedzing funk- | dziedzing funkcli, a kazda liczba
cji. Kazdy element dziedziny nazywa- 7 (90 2Dioru jest argumentern.

my argumentem funkcji.

Jezeli argumentowi x jest przyporzad-
kowany element y, to méwimy, ze yad g

. A wiana funkeja przyjmuje wartosé
funkeja dla argumentu x przyjmuje 27,36, & dia rgamentd 12
‘wartos¢ y. tos¢ 45,88.

Na przyklad dia argumentu 5 oma-

CWICZENIE A Rozwaz nastepujaca funkc;

Kazdemu uczniowi twojej Klasy jest
ba liter wystepujacych w jego pierwszym imieni
jest Barbara, to przyporzadkowujemy jej liczbe 7.

2 li
Na przyklad: jesli w Kla

a) lle elementéw ma dziedzina tej funkeji?

b) Podaj wartosci tej funkcji dla kilku wybranych argumentéw.

9 Jaka najmniejsza i jaka najwicksza wart

¢ prayimuje ta funkeja?  gagaria 12
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Dziedzing funkeji moze byé dowolny zbidr i wartosci funkeji tez moga
by¢ elementami dowolnego zbioru. W tym rozdziale bedziemy rozwazac
przede wszystkim takie funkeje, ktérych argumenty i wartosci s liczbami.

I

Funkeje okreslamy, podajac jej dziedzing i sposob, w jaki argumentom
przyporzadkowywane sq wartosci. Mozemy to zrobic na rézne sposoby, na
przyklad za pomoca, opisu slownego, tabelki, wykresu, wzoru lub grafu.
Ponizej te sama funkcje opisano na pieé roéznych sposobéw.

Opis stowny:
Kazdej liczbie calkowitej x wikszej od ~4 i mniejszej od 4 przyporzadko-
wujemy liczb y o 2 mniejszq od potowy kwadratu liczby x.

Tabelka: Wykres:
y
B
Waér: T
y=3x2-2

Zaznaczone punkty tworza wy-
kres funkcji. Pierwsza wspolrzed-
na kazdego 7 nich to argument
funkeji, a druga — to wartos¢
funkeji odpowiadajaca temu ar-
gumentowi.

Liczbie x ze zbioru
-3,-2,-1,0,1,2,3}
funkcja przyporzad-
Kowuje liczbe y réw-
na 8% -2

Dziedzing tej funkeji jest zbidr liczb: {-3,-2,-1,0,1,2,3}. Kazdej liczbie
2 tego zbioru jest przyporzadkowana pewna liczba rzeczywista.

Z historii

O funkeji mozemy mysle¢ jako  w pracy niemieckiego matematyka
0 wazajemnej zaleznosci migdzy  Gottfrieda Leibnitza. Definicje funk-
dwiema wielkosciami. Gji (jako przyporzadkowania) pierw-
Poszukiwaniem takich zalezno- 52y sformutowal matematyk niemiec-
Sci zajmowali sie juz starozytni ki Peter Dirichlet w 1837 roku.

Grecy. Termin ,funkcja” pojawil ~ Dzisiaj pojecie funkeji jest jednym
sic jednak dopiero w XVII wieku,  z najwazniejszych poje¢ matematyki.
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Rozwazmy nastepujaca funkcje:
Funkcja f Kazdej liczbie naturalnej
przyporzadkowuje reszte z jej dzie-
lenia przez 3.
Dziedzing funkeji f jest zbior liczb
(BEE=57 naturalnych i jej wartosciami tez sa
liczby naturalne. Te informacje mo-
Zzemy zapisac tak:

fiN—N

Zdanie: Funkcja f argumen-
tom ze zbioru X przyporzqd-
kowuje wartosci ze zbioru Y
mozemy zapisac tak:

Zapis f(x) oznacza wartos
funkeji £ dla argumentu x.

Obliczmy wartosci funkdii f dla argument6w: 0, 1, 20, 28, 42, 67.
F(0)=0, bo 0:3 =0 reszta 0 £(28)=1, bo 28:3 =9 reszta 1
f(1)=1,bo 1:3=0reszta 1 £(42)=0, bo 42:3 = 14 reszta 0
£(20)=2, bo 20:3 = 6 reszta 2 f(67)=1, bo 67:3 =22 reszta 1

ICZENIE B Dla funkgji f okreslonej powyzej oblicz f(2), f(10), f(15) i f(100).
mych wartosci moze przyjmowac ta funkcja?

Zbidr wszystkich wartosci, ktére przyjmuje funkcja, nazywamy zbiorem
wartosci funkgji.

Uwaga. W zapisie f: X — Y zbiér X oznacza dziedzine, ale zbidr wartosci funkeji
nie musi byé réwny zbiorowi Y, cho¢ musi by¢ jego podzbiorem.

my, Ze zbiér wartosci funkeji f rozwazanej powyzej jest trzyele-
0,1,2} i jest oczywiscie podzbiorem zbioru N.

CWICZENIE C Zapisz dziedzin oraz zbidr wartosci funkji przedstawionej na
poprzedniej stronie. oo 3-4

Omavwiang funkcje f mozna przedstawic za pomoca wykresu, ktorego po-
czatkowy fragment (dla argumentéw od 0 do 14) wyglada tak:

Y
3
> . . . : .
1o . . . .
L N
Powyzszy wykres sklada si¢ z pojedynczych punktow, bo dziedzing jest

zbior N. Wykresami funkcji moga by¢ tez linie ciagle lub ich fragmenty.

FUNKCJE



Do wykresu funkeji £ naleza wszyst-
kie punkty o wsp6lrzednych (x, f(x),
gdzie x jest elementem dziedziny,

Gdy rysujemy wykres funkcji, warto
pamigtac, Ze nie moga do niego na-
leze¢ dwa punkty o tej samej wsp

rzednej x, bowiem dowolna funkcja

dla kazdego argumentu przyjmuje
tylko jedna wartosc. Moze si¢ jednak

f zdarzy¢, ze dla roznych argumentéw
) wartosci beda jednakowe.

a £(x) to wartos¢ funkcji dla tego ar-
gumentu.

CWICZENIE D Narysuj wykres funkcji,
ktéra dla argumentéw -2, 0 i 3 przyj-

muje t¢ samq wartosc.

wadonio 58

[V | CWICZENIE E Dla jakich argumentow f funkcja opisana na poprzedniej
Zyimuje wartosé 07

Argument, dla kiérego funkeja przyjmuje wartosc 0, nazywamy miejscem
zerowym tej funkcji. Inaczej méwiac, argument x jest miejscem zero-
wym funkgji £, gdy £(x)= 0.

Gy funkcja jest okreslona za pomoc wy-
kresu, to zwykle latwo odczyta¢ jej miej-
sca zerowe. Sa nimi pierwsze wspolrzedne
punktow wykresu lezacych na osi x.

Na rysunku obok jest przedstawiony wy-
kres pewnej funkeji, ktdrej dziedzing jest
przedzial (-4;5). Jej micjscami zerowy-
mi sq liczby -3, -1 oraz wszystkie liczby
z przedzialu (2

sdonia 514

ZESTAW ZADAN

1. Opisane przyporzadkowanie to przyklad funkcji. Okresl jej dziedzine, podaj
kilka argumentéw oraz odpowiadajace im wartosci.

a) Kazdemu slowu w zdaniu: ,Nie czyri drugiemu, co tobie niemite” przyporzadko-
wana jest liczba liter w tym wyrazie.

liczba za-

b) Numerowi strony podrecznika do jest przypor
dan na tej stronie.
) Uczniowi twojej klasy jest przypor: liczba jego

d) Laureatowi Nagrody Nobla jest przyporzadkowany kraj, w ktérym si¢ urodzit.
e) Pierwiastkowi chemicznemu jest przyporzadkowany jego symbol.
1) Szezytowi gorskiemu jest przyporzadkowana jego wysokosé.
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2. Ponizej podano przyklady przyporzadkowai (liczbom x sa przyporzadkowane
liczby y). Ktére z nich nie sq funkcjami?

a)

Ll

3. Dla podanej funkcji wybierz dwa argumenty i podaj odpowiadajace im wartosci.
a) f:{5,6,7,...,99) — R i f(x) 10 10% liczby x

b) f:R—R i f(x) to zaokraglenie liczby x do jednosci

9 f:N—Rifx=}

4. Obok podano dwie funkcje okreslone za
pomocg tabelek. Dla kazdej z nich ustal:
a) Jaka jest najwicksza, a jaka najmniejsza
wartos¢ funkcji?

b) Jaki jest zbidr wartosci funkcji?

9 Dla jakich argumentéw funkcja przyj-
muje wartosci dodatnie?

d) Ilu argumentom jest przyporzadkowa-
na liczba 2?

5. Obok przedstawiono wykres pewnej funkcji.
a) Okresl dziedzine i zbiér wartosci tej funkcji.
b) Dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje
najwicksza wartosé?

o Dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje
wartosci ujemne?

d) Podaj przyklady argumentow, dia kiorych
funkcja przyjmuje te sama warty
) Przedstaw te funkcje za pomoca tabeli.
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6. Przyporzadkujmy kazdej liczbie naturalnej od 0 do 9 liczbe liter w slowie jq
oznaczajacym, np. liczbie 1 (j-e-d-em) odpowiada 5. Przedstaw te funkcje w postaci
tabelki i sporzadz jej wykres. Ktorej liczbie odpowiada najmniejsza wartosc?

7. Ponizej podano wzr i dziedzine pewnej funkji. Przedstaw te funkcje w postac
tabelki i narysuj jej wykres.

a)y-= :_2 Dziedzina: {-2,-1,1,2} b) y=VK-1  Dziedzina: {0,1,1,4]

8. sporzad? tabelke | narysuj wykres funkeji, kiora kazdej liczbie ze zbioru
1,411} przyporzadkowuje jej odwrotnosc. Zapisz wzr tej funkcji.

pE=d
Koy

9 Y

1 x || x

10. Przedstaw za pomoc tabelki albo za pomocq wykresu przyklad funkcji, ktérej
dziedzina ma szes¢ elementow i ktéra:

9. Podaj miejsca zerowe, ktére mozna odczytaé na

podstawie podanych informacji o funkgji:

a x|[-2|-1]0
ylo]-63

b x|o|1]|2]|3]4
ylo[1]-1]o]3

d) b e) ”|

a) ma dwa micjsca zerowe, b) nie ma miejsc zerowych.

11. Ustal, jakie miejsca zerowe ma podana funkcja, i okresl jej zbiér wartosci.
a) f:N— N i f(n) toresztaz dzielenia n przez 7

b) f:N— N i f(n) to cyfra jednosci liczby 5n

9 f:(0;2
d) £:(0;5) — R i f(x) 1o cyfra jednosci rozwiniecia dziesigtnego liczby x
e f:{1,2,3,

) — R i f(x) to zaokraglenie liczby do jednosci

20} — N i f(n) to liczba parzystych dzielnikéw liczby n

12. Funkdja g jest okreslona nastepujaco: Kazdej liczbie nmumlnu n przyporzad-
kowujemy najwigkszq z liczb parzystych mniejszych lub réwnych

a) Dla jakich argumentéw funkcja g przyjmuje wartosc 1207

b) Jakie miejsca zerowe ma ta funkej
 Dla ilu argument6w funkcja g przyjmuje wartosci mniejsze od 507
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13. Funkcja f okreslona jest nastepujaco: Kazdej liczbie naturalnej dwucyfrowej
przyporzadkowujemy sume jej cyfr.

a) Jaka najmniejsza, a jaka najwigksza wartos¢ przyjmuje ta funkcja?
b) Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosc 4?
0 lle elementéw ma 7zbior wartosci funkcji f?

©d) Jaka wartos¢ funkcja f przyjmuje najezesciej? lle razy?

14. Narysuj wykres funkeji spelniajacej jednoczesnie nastepujace warunki:

o do wykresu nalezy punkt P = (1,3),

o dla argumentu x = 2 funkcja przyjmuje wartosé 7,

o funkeja przyjmuje wartos¢ 8 dla co najmniej dwdch argumentéw,

o funkcja przyjmuje wartosc 0 dla argumentu x = 3,

o dziedzing funkdji jest zbior liczb calkowitych wiekszych od —4 i mniejszych od 6.

MINISPRAWDZIAN

S1. W tabelce podano niektére argumenty i warto- V2| o |vio
$ci funkgji f. Na jednym z rysunkow przedstawiono o o 2
fragment wykresu tej funkcji. Na ktérym?

A, i B. i C. i D. VI

(AN e Jm\_x J:)N\x

52. Ktéra z przedstawionych ponizej funkeji ma najwiecej miejsc zerowych?

53. Funkcja g jest okreslona nastepujaco:

g: {10,11,12,...,199,200} ~ N, g(n) to iloczyn cyfr zapisu dziesi¢tnego liczby n.
. dla ktérych funkeja g przyjmuje wartosc 67

Tle jest argumentéw.
A4 B.6 C.8 D. 10
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CZYTANIE WYKRESOW

Za pomocq, funkdji opisujemy zwykle, w jaki sposéh zmienia si¢ jedna
wielkos¢ w zaleznosci od drugiej. Najlatwicj obserwowa t¢ zaleznos¢ na
podstawie wykresu.

Funkcja, kt6ra przedstawiono ponizej, opisuje, jak zmienia si¢ temperatura
w zaleznoéci od wysokosci nad powierzchnia Ziemi (do 100 km).

x - wysokos¢ nad Ziemia (w km)
50, ¥~ temperatura (w °C)

CWICZENIE A Odezytaj z wykresu:

a) Na jakiej wysokosci temperatura je
b) N

najnizsza?
a jakich wysokosciach panuja temperatury dodatnie?

Czasami argumenty i wartosci funkcji nazywa si¢ zmiennymi: argument
funkcji — zmienng niezalezna, a wartos¢ funkcji — zmienng zalezna.

zmienng jest wysokos¢ nad po-
vnerzchma Ziemi, a zmienng zalezng — temperatura.

Ponizej zostaly przedstawione wykresy trzech funkgji. Na ich podstawie
mozemy okreslié dziedzine oraz zbiér wartosci funkji. Przyjmujemy, ze
punkty oznaczone pustym koleczkiem nie naleza do wykresu funkcji.

y y y
I ! Vs
3 1. X T X / H
Dziedzina: Dziedzina: Dziedzina:
-2,-1,1,2,4}

-1)u (o

Zbior wartos Zbior wartos Zbior wartosci:

T =31 (-1;3). (-3:1) u (2;4)

CZYTANIE WYKRESOW 143



Na kolejnych rysunkach przedstawiono fragmenty wykreséw trzech funk-
Gji. Jezeli wykres nie jest zakoficzony kropka z lewe] lub prawej strony, to
przyjmujemy, ze dziedzing jest przedzial nicograniczony. W przypadkach
takich jak ponizsze bedziemy tez przyjmowaé, ze widoczne sq wszystkie
miejsca zerowe, a niewidoczna czeS¢ wykresu jest nieprzerywana linia.

v y

yi

Dziedzina: zbiér R

Rysunki te przedstawiaja tylko fragmenty wykresw, wiec na ich podstawie
nie mozemy okresli¢, jakie sa zbiory wartosci poszczegélnych funkeji, bo
nie mamy pewnoci, jak dalej przebiegaja wykresy.

wartoscl

1 1

x
argumenty — argumenty

Tak znajdujemy war- A tak: argumenty, dla
tos¢ funkgji dla dane-  ktdrych funkcja pryj-
go argumentu x. muje dang wartos¢ y.

144

CWICZENIE B Dla jednej z funk-
cji przedstawionych powyzej od-
powiedz na pytania:

a) Jaka wartos¢ przyjmuje funk-
cja dla argumentu 0, a jaka —
dla argumentu 2?

b) Dla jakich argumentGw funk-
cja przyjmuje wartos¢ 17

Gdy znamy miejsca zerowe i korzystamy z wykresu, mozemy okresli¢, dla
jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, a dla jakich —

ujemne.

G4 b b+ d

c--x

f0>0 dla x e (a;b)
F)<0 dla x € (~o0;a) U (b;+oo)
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Na rysunku przedstawiono wy-
kres funkgji f. Okres| dziedzine i zbiér wartosci
tej funkgji, najwieksza warto$é i najmniejsza
wartos¢ oraz miejsca zerowe. Dla jakich argu-
mentéw wartosci funkgji sa ujemne?

Dziedzina jest przedziat (-3;7).
Zbiér wartosci to przedziat (~3;5)

Wartos¢ najwigksza to f(-3)= 5.

Wartos¢ najmniejsza to f(1) =

Miejsca zerowe to liczby: -1, 3, 6.

Funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla x & (~1:3) U (6;7

ZADANIE | Okresl dziedzing i zbiér wartosci 7
funkeji g przedstawionej na wykresic obok oraz po-
daj, dla jakich argumentéw wartosei tej funkeji sa g
dodatnie.
t X
, i 112y
ZESTAW ZADAN
1. Korzystajac z wykresu funkcji, odpowiedz na pytania:
o Jaka jest dziedzina funkeji? Jaki jest zbior wartosci funkeji?
o Jakq najmnicjsza i jakq najwicksza wartos¢ przyjmuje funkeja?
o Jakie wspélrzedne ma punkt przeciecia wykresu z osiq y?
o Czy funkcja ma micjsca zerowe? Jesli tak, to jakie?
o Dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci dodatnie?
o Dla jakich argument6w funkcja przyjmuje wartosci wicksze od ~27
a) y 9 b4 e 24
1 / 1 1
0 1 X 0 1 x 0 1 X
b) b4 d) Y| f) b4
1 & / 1
01 x 0 / X o 1 x
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2. Ktéra z funkcji ionych w zadaniu 1. na j stronie spetnia
jednoczesnie ponizsze warunki?
o Funkeja ma dokladnie trzy miejsca zerowe.

* Dla argumentow z przedzialu (~2;2) funkcja przyjmuje wartosci ujemne.
* Najmnicjsza wartos¢ funkeji wynosi 2.

3. Odczytaj miejsca zerowe funkcji przedstawionej za pomoca wykresu i okresl, dla
jakich argument6w funkeja przyjmuje wartosci dodatnie, a dla jakich — ujemne.

a) y 9 o y
1 i H
i X T X i 3
\
b) Y d) Y f) Vi

i 72 A

4. 2) Narysuj wykres dowolnej funkeji, kiérej dziedzing jest przedzial (-

zbiorem wartosci jest przedzial (~3;0) i ktora ma dwa micjsca zerowe.

b) Narysuj wykres funkeji, Ktérej dziedzing jest zbior (~4;6) i ktéra nie ma miejsc
zerowych, a przyjmuje wartosci ujemne tylko dla argumentow wickszych od -3
i jednoczesnie mniejszych od 2.

© Narysuj wykres funkcji, ktérej dziedzing jest przedzial (-5;3), zbiorem warto-
sci jest (~1;2) U (4;6) i kiora tylko dla argumentow mniejszych od ~1 przyjmuje
wartos¢ 2.

5. Narysuj taki fragment wykresu funkeji okreslonej na zbiorze R, z ktérego widac,
Ze funkeja moze spelnia¢ podane warunki.

) Funkcja nie ma miejsc zerowych, przyjmuje tylko wartosci ujemne i najmniejsza,
wartoscig jest —3.

b) Funkcja liczbom rzeczywistym dodatnim p wartosc 1, liczbom
ujemnym warto¢ -1, a liczbie 0 — wartosc 0.

9 Funkeja dla argumentéw wickszych od 4 przyjmuje wartoé¢ 3, dla pozostalych
przyjmuje wartosci ujemne, ale wartos¢ -3 przyjmuje tylko dla trzech argumentow.
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6. Na rysunkach przedstawiono wykresy szesciu réznych funkcji.

a) Dla ktérych z tych funkeji dziedzing jest zbior liczb rzeczywistych?

b) Jedna 7 tych funkcji przyjmuje tylko wartoéci dodatnie. Ktéra?

 Dwie z tych funkcji majq jedno miejsce zerowe. Ktére to funkcje?

d) Zbiorem wartosci jednej  tych funkcji jest przedzial (~o9;0). Ktéra to funkcja?

@ b
LN X
© ” ® Y ® L4
l 3 1
o 1 X o 1 X

7. Ktéra z funkgji z zadania 6. spelnia jednoczesnie ponizsze warunki?

o Punkt (0,0) nalezy do wykresu funkcji.

o Dla argumentu 1 wartosé funkeji jest ujemna.

o Funkcja nie przyjmuje wartosci mniejszych od 3.

8. Korzystajac z informacji przedsta-
wionych w tabeli, narysuj

Wysokosc| Stopieii | Wysokos¢| Stopieri
fali | skali fali | skali
()  |Beauforta| (m) |Beauforta| b kt6ra wysoko;
0 0 (4:6) 7 P

(0:01) | 1 (6:8) 8

(01:05)] 2 (8:10) | 9

(0,5:1) 3 (10:12) | 10

(1:2) 4 (12:14) | 11

(2:3) 50 | ()| 12

(354) 6

© 9. Funkcja jest okreslona nastepujaco: Kazdej liczbie rzeczywistej przyporzadkowu-
Jemy najwieksza z liczb calkowitych nie wiekszych od tej liczby.

Wypisz kilka punkt6w nalezacych do wykresu tej funkcji. Naszkicuj jej wykres.

CZYTANIE WYKRESOW
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10. Na podstawie wykreséw funkgji f i g odpowiedz na pytania:

o Jaka jest dziedzina funkdji f, a jaka — funkcji g?

o Jaki jest zbior wartosci funkji f, a jaki — funkji g?

o lle miejsc zerowych ma funkcja f, a ile — funkcja g?

e Dla jakich argumentow wartosci funkcji g s3 dodatnie, a dla jakich argumentéw
dodatnie sa wartosci funkcji f?

 Ktora z funkgji ma wiksza wartosc dla x = 1, a ktéra — dla x = -3?

« Dla jakich argumentéw wartosci funkeji £ i g sa rowne, a dla jakich argumentow
wartosci funkeji f s wieksze od wartosci funkcji g7

b ¥ 9 .

T .
}

a .

14

11. Narysuj w jednym ukladzie wspéirzednych wykresy dwéch funkeji f i g okres-
lonych na zbiorze liczb rzeczywistych tak, aby:

a) wartosci funkcji g byly mnicjsze od wartosci funkeji f tylko dla x € (-3;7),

b) wartosci funkji g byly wicksze od wartosci funkcji £ tylko dla x € (~00;-4)
oraz dla x € (3;5).

12. Wyobraz sobie, ze do naczyf, ktérych ksztalt zilustrowano na rysunkach, wle-
wamy jednakowym strumieniem wode.

R R

Wykresy przedstawiaja, jak zmienia si¢ poziom wody w naczyniach w czasie ich
napelniania. Dopasuj wykresy do naczyr.

"o ”"e e "e e
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MINISPRAWDZIAN

Rysunek do zadari $1-S2.
Vi

o
5
B

S1. Ktére zdanie jest prawdziwe?

A. Najwicksza wartosé funkeja przyjmuje dla argumentu 12.

B. Funkeja przyjmuje wartos¢ -2 dokladnie dla trzech argumentow.

C. Wartosc funkeji dla argumentu 3 jest wigksza niz dla argumentu 7.
D. Roznica miedzy najwicksza a najmniejsza wartoscia funkcji jest réwna 5.

52. Ktére zdanie jest falszywe?

A. Dziedzina funkdji jest zbior liczb spelniajacych warunek —4 < x < 12.
B. Funkcja przyjmuje wartosé 2,5 dla dwéch argumentw.

C. Miejscami zerowymi funkcji sq liczby -2, 8 1 12.

D. Funkgja przyjmuje wartosci ujemne dla argument6w mniejszych od 0.

53. Na rysunku przedstawiono wykresy funk- b4 g
Gji f oraz g. Wartosci funkcji f sa wieksze od \/\ . f
wartosci funkcji g dla 6w nalezacych 1

do przedziatu: 9 X
A (-435) . (-43-1)

B.(-3;2) D. (-1;5)

54. Funkdje okreslamy nastepujaco: Kazdej liczbie dodatniej mniejszej od 5 przy-
porzadkowujemy zaokraglenie tej liczby do jednosci. Na ktérym rysunku przedsta-
wiono wykres tej funkcji?

A B. C. D.
¥ Y ¥ ¥,
5 5 e 4 5 5
4 Gt 4 — 4 — 4
3 4 3 — 3 — 3
Pl ! 2 2 2.
1 1 1 1
T12345% T12345% T12345% T12345%
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WZORY | WYKRESY FUNKCJI

Rozwazmy nastepujaca funkcje

Kazdej liczbie rzeczywistej X wigkszej od ~1 przyporzadkowujemy iloraz
liczby x przez liczbe o 1 wigkszq od x.
Sposob, w jaki argumentom sa przyporzadkowane wartosci tej funkcji,
mozna przedstawi¢ za pomoca WZoru:

flo=

Uwaga. Wzor tej funkji mozna tez zapisac na inne sposoby. Oto przyklady:

Yeea R

Wstawiajac do wzoru (w miejsce x) liczbe nalezaca do dziedziny, czyli do
zbioru (=1;+e0), otrzymujemy wartos¢ funkcji. Na przyklad dla argumen-

6w 2, 0, 3 otrzymujemy:
PO .
f@) 10 =525 =0
F(3)= 3 _ =3
1) fO=33-1

Wyniki te mozna przedstawic w tabelce. Na-
lezy jednak pamietac, Ze taka tabelka nie
jest pelnym opisem funkeji, gdyz zawiera
tylko wybrane argumenty i odpowiadajace
im wartosci.

fx)

Z powyzszych obliczeri wynika, ze do wykresu rozwazanej funkeji naleza
punkey: (2:3), (4.1 0.0. (3

Ponizej zaznaczono kilkanascie Wazystkie punkty wykresu tej
punktdw nalezaeych do wykre- funkeji tworzg taka krzywa, jak
su rozwazanej funl widac na ponizszym rysunku.
Vi
1
1 X

CWICZENIE A’ Zaznacz w ukladzie wspolrzednych kilka punktow nalezacych do
wykresu funkeji y = 1x* - 1 adania 12

FUNKCJE



(] Funkcja przedstawiona na wykresie jest okreslona wzorem
00 = 13 + 2| - 4. Znajdz wspotrzedne punktow A i B.
Punkt A
f@=13-2+2|-4=4 A=@.f@)
A=Q.4)

Punkt B
fO=13-0+2/-4=-2 B=(0,f(0)
B=(0,-2)

ZADANIE | Funkcja g jest okreslona wzorem g(x) = [2x - 3| - 5.
) Punkt P o pierwszej wspolrzednej -7 nalezy do wykresu tej funkeji. Jaka jest druga
wspolrzedna tego punktu?

b) W jakim punkcie wykres tej funkji przecina o$ y?

Funkeje okreslona na zbiorze R\ {0} opisuje wzér f(x) = *5t.
Sprawdz, czy podany punkt nalezy do wykresu tej funkcji.

a A=(2.%)

f@=21=1

Odp. Punkt A= (2, ) nalezy do wykresu funkcji f.

b) B=(-2,1)

fe2=Fp=-3 41

Odp. Punkt B = (-2, 1) nie nalezy do wykresu funkgji f.

ZADANIE | Czypunkty A= (o‘ ‘iu) naleza do wykresu funkcji gx) = 257

oo 37

[LATTTEN Ktore z liczb: 1, -3, -2 sa miejscami zerowymi funkeji okreslonej
wzorem f(x) = (x + 2)VxZ — 12

f)=0+21
f(-3)=(3+2V32-T40
f=2)=(2+2\(-2)?-1=0

Odp. Liczby 1 i -2 sa miejscami zerowymi funkgji .
ZADANIE | Ktore 7 liczb: —1, 0, 1, 2 i 3 sa miejscami zerowymi funkgji okresloncj

wzorem f(x) = (x* - §)VX + 17
2adonia 814
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IV Niekiedy za pomoca wzoru opisana jest zaleznos¢ midzy dwiema wiel-
kosciami. Trzeba pamietad, Ze argumentami takiej funkcji moga by tylko
takie wielkosci, dla ktrych wzor ma sens. Oto przyklady takich zaleznosci:

« Liczba (L) przekatnych wiclokata e Dlugos¢ przekatnej (d) prostoka-
zalezy od liczby jego bokow (n). ta 0 obwodzie 10 zalezy od dlu-
gosci jednego z bokéw (x).

d=x*+(5-x?

L=

n(n -3)
2

n — liczba bokow wielokata

L — liczba przekatnych x — dlugos¢ jednego z bokow
prostokata

Dziedzing tej funkcji jest zbior: d — dlugos¢ przekatnej

3,4,5,6,...}.

Dziedzing tej funkeji jest

L s przedzial (035
d
. 5
! 1 !
M3 n (I 3 X

WICZENIE B Dla kazdej z powyzszych funkcji oblicz wartosci dla kilku wybra-
nych argumentow.

Gdy funkcja jest okreslona tylko za pomoca wzoru, a jej dziedzina nie jest
podana, przyjmujemy, e do dziedziny nalezq wszystkie liczby rzeczywiste,
dla ktérych da si¢ obliczy¢ wartosé funkeji.

PRZYKLA Okresl dziedzine funkcji y = /3x + 7=z

3x20ix-240 i Liczba podpierwiastkowa musi by¢ nieujem
na; dzielenie przez zero nie jest okreslone.

Zatem:

X200 x42

Odp. Dziedzing funkdi jest zbiér (0;+00) \ {2}.

ZADANIE | Okresl dziedzing funkcji y = Af:"‘
zadonia 15-18 )

152 FUNKCIE



V' Czasami nie dla wszystkich argumentéw wartosci funkeji sq okreslone za
pomocy tego samego wyrazenia. Oto przyklad takiej funkcjiz
x(x-2) dlax<1
flx)=
N3 dlaxz1
Zapis ten oznacza, Ze dla argumentu X mniejszego od 1 wartos¢ funkeji f
obliczamy ze wzoru f(x) = x(x - 2), a dla argumentu 1 lub wigkszego od 1
— ze wzoru f(x) = v/X. Na przyklad:
£5)=5
f8)=\B=2V2

CWICZENIE C Podaj przyklady kilku punktéw nalezacych do wykresu tej funk-

Gji. Uzasadnij, Ze 0 jest miejscem zerowym tej funkcji, a 2 nie jest
zadania 19-20

ZESTAW ZADAN

-

1. Ustal, jakq wartos¢ przyjmuje podana funkcja dla argumentu 0, a jakq — dla
argumentu 2.

a) f(x=x* b) f(¥) = /X~ 10 9 f=s

2. Okresl wspélrzedne trzech punktéw, ktore naleza do wykresu podanej funkcji.
a) y=2x2+1 Q y=

4/l 3. Znajdz wspéirzedne punktéw zaznaczonych na wykresach.

¥, ¥

0 1, X s

¢
D &5

E

4. sprawdz, ktére z punktow A, B, C naleza do wykresu podanej funkcji.
Sas(Ld). 8-

a) y=

N

b) y=VT=5% A=(40), B=(10,7, C=(-2,V10)

9 y=x+—L a=(o

g B=(-3,-2, C=(55%)
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5. Ponizej narysowano wykresy nastepujacych funkcji:

900 = X% +3x h(x) = X° + X - 6x
Dopasuj te wzory do wykresow.
@ %) ® X © 2
1 1 1

Vi 6. Fotografia przedstawia za-
wodniczke pchajaca kule.

W zaleznosei od predkosci po-
czatkowej x (w m/s) odleglosé
y (w m), na jaka poleci kula,
opisuje wzor:

¥ = 25 (x+VA7+80) dlax>0

Funkcje opisang tym wzorem przedstawia wykres.
Sprobuj odezytaé z wykresu i oblicz, korzystajac ze
wzoru, na jaka odleglosé poleci kula przy predkosci

x 75 % poczatkowej 8 ™. O ile dalej polecialaby kula, gdyby
predkosé poczatkowa wynosila 10 7

7. Znajdz taka liczbe a, dla ktdrej wykres funkeji okreslonej podanym wzorem
przechodzi przez punkt (2, 5).

a) y=ax® b) y=4¢ 9 y=alx-1)? d) y = Jax

Il 8. Sprawdz, ktére z podanych liczb sq miejscami zerowymi funkeji f.
a) f=Vx+3 b) f(x)=x2 - 5x 9 fX)=1-x°
0,-3,3 0,-5,5 1,-1,0
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) 9. Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji
okreslonej wzorem:

y=x(x*-3)
Ustal, na ktére z ponizszych pytan latwiej odpowie-
dzie¢, korzystajac z wykresu, a na ktére — korzysta-
jac ze wzoru funkcji.
2) Jaka wartosé przyjmuje funkcja dla x = ~1?
b) Czy wartos¢ funkeji dla x = 5 jest wicksza od 1007
© Czy warto¢ funkcji dla x = 11 jest dodatnia?
d) Czy wartos¢ funkcji dla x =~100 jest ujemna?
e) Czy istnicje argument, dla ktérego wartosé funkcji
jest wigksza od 40007
) Czy liczba 1,7 jest miejscem zerowym funkcji?
) Czy liczby f(-20) i f(20) s liczbami przeciwnymi?
h) Czy punkt (6,198) nalezy do wykresu tej funkcji?
i) Czy wartos¢ funkcji dla x = 1,75 jest wicksza czy
mniejsza niz wartosé dla x = -2,75?
i) e jest liczb calkowitych ujemnych, dla ktérych
funkeja przyjmuje wartosci dodatnie?

10. Wsréd funkeji podanych w ramce wskaz te, ktére
spelniaja podany warunek.

a) Wykres funkeji przecina o§ y w punkcie (0, 1).

b) Wykres funkcji przechodzi przez punkt (1,1).
 Micjsce zerowe funkcji jest réwne 0.

©11.2) Funkdja f jest okreslona wzorem f(x) =
f(a?) w postaci wyrazen algebraicznych.

b) Funkja g jest okreslona zbiorze R kazdemu argumentowi x przyporzadkowuje
wartos¢ x(x - 1)(2x + 3). Jakie wartosci przyjmuje ta funkcja dla argumentéw 3x,
x+1, x~ 37 Zapisz odpowiednie wyrazenia algebraiczne.

12. Wykaz, ze wartosci funkcjiz

a) f(x)= M%Ixf 5 dla przeciwnych argumentow sa rowne,

b) £(x) = 3x(x2 +2) dla przeciwnych argumentdw s liczbami przeciwnymi.

13. Funkcja jest okreslona wzorem y = (x - 2)(x + 1). Wykaz, ze dla kazdego argu-
mentu a zachodzi réwnosé f(a+1)-fla-1)=4a-2.

14. Wykaz, e jesli roznica miedzy argumentami funkcji f(x
to réznica miedzy odpowiadajacymi im wartosciami wynosi 10.

jest réwna 4,
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4V 15. Okres] dziedzine funkcji.

a) y=x*-5x

b) y=x

©16. Okresl dziedzine funkcji.

mie2_ 1 - 5—X
ay= -y b) y=Vx+2+/5-X
°17. zmy tréjkaty o przeci j diugosci 1. Niech x

oznacza dlugos¢ jednej z przyprostokatnych. Przedstaw za pomoca wzoru zalez-
10$¢ y od x i wskaz wykres, ktory przedstawia te zaleznosé, jesli:

a) y oznacza dlugos¢ drugicj z przyprostokatnych,

b) y oznacza pole trojkata,

9 y oznacza obwéd tréjkata,

d) y oznacza dlugos¢ przeciwprostokatnej.

o e e e
I 1 1 I
ol 1 x ol 1 X of 10X ol 1 X

© 18. Rozwazmy prostokaty o polu réwnym 1. Niech x oznacza dlugos¢ jednego
2 bokéw. Przedstaw za pomocg wzoru zaleznosé y od x i wskaz wykres, ktéry
przedstawia te zaleznosc, jesli:

a) y oznacza dlugos¢ drugiego boku prostokata,
b) y oznacza obwdd prostokata,

9 y oznacza dlugos¢ przekatnej,

d) y oznacza sume dlugosci przekatnych prostokata.

"N ® N ® ! -© 7 ©
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19. Oblicz f(-2), £(0), f(10), j

-2x? dlax e (-e05-1)

2 -
a f(xJ={X o g:“j . 9 fw-11  daxe(-151)
X-1 dlaxs-
3% dlaxe (1;+m)
35X dlaxe (-;-v2) VZ=x  dlax<0
SLFeOS . A F0-15¢-2  da0<x<s
x2+21 dlaxe(_\/z;m)

0,1x-10 dlax>5

© 20. Niech x oznacza dlugosé jednego z bokéw prostokata o obwodzie 12, zas y
— odleglosé punktu przeciecia przekatnych od dluzszego boku prostokata. Ktéry
2 ponizszych wzorw przedstawia zaleznosc y od x?

,,,{ ¥ dlaxe(0;3) ) {3-g dla x < (0:3)
¢ . x .6
3-% daxe(3;6) 4 dlaxe(3;6)
MINISPRAWDZIAN

S1. Przez punkt (-1,2) przechodzi wykres funkcji:

— 12 =x2 - _ 4+
Ay-12 B.y=x+2x-1 C.y =il

52. Niech f(x) oznacza pole kola o Srednicy x. Zatem:
A flX) = %ﬂxz C. f(0) =X

B. (9 = Jmx D. f(x) = 2mx*

53. Na ktérym z ponizszych rysunkéw przedstawiono wykres funkeji y = vX+ 47

A B Y [SR D. ¥
- 2
4 X £ X 0 o i

54, Dziedzing funkcji okreslonej wzorem y = 2K+ 1 jest zbiér:
A (053) U (3;+m) B. (0;+00) C. (3i+0) D. (0;3)
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MONOTONICZNOSC FUNKCJI

CWICZENIE A Jeden 7 wykresow przedstawia funkc f spelniajaca ponizszy wa-

runek. Ktéry to wykr
<15 <f0 <f (11) <259

n ) »

Ponizej przedstawiono fragmenty wykresow funkgji, kiére wraz ze wzro-
stem argumentéw przyjmuja coraz wicksze wartosci. O takich funkcjach
mowimy, Ze sa rosnace.

Vi

Funkeje f nazywamy rosnaca, gdy dla dowolnych argumentéw x, i x2
jest spelniony warunel

Jes

X1 <Xz, 10 f(x)) < f(x2)

Wykaz, ze funkcja f(x) = 3% jest rosnaca.
Przyjmijmy, ze xi < Xz, czyli X2 = x1 > 0.
74X _7+x _x-x
foe) = fix) = 152 - TH0 L %2 5
fix2) - f(x) >0, wigc f(x1) < fx2)
Zatem funkdja f jest rosnaca.

ZADANIE | Uzasadnij, ze funkcja f(x) = X
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CWICZENIE B Jeden z wykreséw z cwiczenia A przedstawia funkcje g spelniaja-
ca ponizszy warunek. Ktéry to wykres

96-3)> g(-1,5)> 9(0) > f (14) > g

2,55)

Kolejne rysunki przedstawiaja fragmenty wykreséw funkeji, ktére wraz ze
WZrostem argumentéw przyjmujq, coraz mniejsze wartoscl. O takich funk-
cjach méwimy, ze s malejace. Oto przyklady funkeji malejacych:

Yy Vi

Funkcje f nazywamy malejaca, gdy dla dowolnych argumentéw
X1 1 X2 jest spelniony warunek:
Jesli X, < x2, to f(x1) > f(x2)

32X jest

CWICZENIE C Wzorujac sie na przykladzie 1, wykaz, ze funkcja f(x) =
malejaca,
Ponizej przedstawiono przyklady funkeji, ktére przyjmuja tylko jedna war-
108¢. Plerwsza z tych funkdji przyjmuje dla kazdego argumentu wartosc 3,
a druga — wartos¢ 2. O takich funkcjach mwimy, ze sq stale.

b Y
& 1
01 X 01 x

Funkcje, ktéra dla kazdego argumentu przyjmuje t¢ sama wartosé,
nazywamy funkcjg stala.

CWICZENIE D Narysuj wykres funkeji f, ktorej dziedzing jest przedzial (~3;4)
téra kazdemu argumentowi przyporzadkowuje wartosé 2 >
zadania 1-3
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il | CWICZENIE E Uzasadnij, Ze funkcja f,
Wskaz takie argumenty xi i Xz, Ze X1 <X

dstawiona ponizej
ale f(x1) > f(x).

nie jest rosnaca.

Przyjmijmy, Ze funkcja przedstawiona powyzej jest okreslona na zbio-
rze R, a niewidoczne czesci wykresu to pélproste. Funkcja taka nie jest
oczywiscie ani rosnqca, ani malejaca, ani stala, ale o funkcji f mozemy
powiedzie¢, ze:

Jest rosnaca w przedziale (—

. 3)
Jest malejaca w przedziale (-3;4)
jest rosnaca w przedziale (4;8)
Jest stala w przedziale (8;10)
jest malejaca w przedziale (10;+00)
Uwaga. ChociaZ funkcja f rosnie w przedziale (~oo;-3) oraz w przedziale (4;8),
nie mozemy powiedzie¢, ze funkcja ta jest rosngca w zbiorze (-co;-3) U (4;8),

gdyz na przyklad dla argumentow x; =4 i x; = 5 spelniony jest warunek x; < x;
i jednoczesnie nierownosé f(x1) > f(x2).

Jesli podajemy przedzialy, w ktérych funkcja jest rosnaca, przedzialy,
w kirych jest malejaca, oraz takie, w kidrych jest stala, to méwimy, ze
e

adanio -5 )

il Wykaz, ze funkja f(x) = 5% - 7 jest malejaca w przedziale (- ;0).
Przyjmijmy, e xi, x; € (-00;0) i X1 <x.
f) =) =53 -7-6xF=7) =
=5x2-7-5x0+7=50¢ - x}) = X1, 30 € (~:0), wigc x2 + 1 <0
=506 —x)( +x) <0 X1 <X, Wiee Xp = X1 >
Fx2) = f(x) <0, wiec f(x1) > f(x2)
Zatem funkdja f jest malejaca w przedziale (~o;0).

ZADANIE | Wykaz, ze funkcja f(x) =

7 jest rosnaca w przedziale (0;+2).
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Wykaz, ze funkcja f(x) = =% + 6 jest rosnaca w przedziale (-5:-2).

Przyjmijmy, ze xi, x; € (~5:-2) i X1 <.

4 4
fo= s == w0 (5 +0) - o € (5-2) e 0

-4, 4 _cAxtde _ cda-x) X1 <Xz, Wiec X ~ xz <0.
XX XXz Xix

FOx) = F0x1)> 0, wige flx1) < f(x2).

Zatem funkdja f jest rosnaca w przedziale (-5;-2).

ZADANIE | Wykaz, ze funkcja g(x)

2 jest malejaca w przedziale (-3

-1).
Zadania 912 )
ZESTAW ZADAN

1 1. Czy keéras z funkdji przedstawionych za pomoca wykres6w moze by¢ rosnaca,
malejaca albo stata?

/I

2. Wsréd podanych zaleznosci wskaz takie, ktdre sq funkcjami rosnacymi.
o Zaleznos¢ dlugosci drogi hamowania od predkosci samochodu.

pola kwadratu od dlugosci jego boku.

dlugosci grafitu oléwka od czasu uzywania tego oléwka.

® Zalezn

® Zalezn

3. Okresl dziedzing funkeji f i uzasadnij podana wlasnosc.

a) Funkcja f(x) = 3 + 4x jest rosnaca. b) Funkdja £(x)

jest malejaca.

a

4. podaj przedzialy icznosei funkcji ionej na wykresie.

a) y b) i 9 ¥
1 /\/ 1

1 \ X 1 X N\ *
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© 5. Czy ktéras
malejaca albo stata?

2 dwoch funkeji przedstawionych na rysunku moze by¢ rosnaca,

) y 9 ) y
a : , s
2. .
//1 9 \ 1
% 1 X
[~
g [l
b) "V d) i L
. 7 5 .9
> bt
e S
. 1 X \ 1 X
/ e
~_f

6. Narysuj wykres takiej funkeji, kiéra jednoczesnie spetnia warunki:

a) dziedzing jest zbior (75;72> U (055), funkcja jest rosnaca w przedziale
(~53-4), jest rosnaca w przedziale (3;5), jest malejaca w przedziale (-4;-2),

jest malejaca w przedziale (0;3),

b) dziedzing jest zbior liczb 1zeczywistych, funkcja jest stala w przedziale (~5;-3)
oraz w przedziale (2;5), aw przedziale (~3;2) jest rosnaca.

7. W wyscigu wioslarskim na dystansie 2000 m wziely udzial trzy 8-osobowe osady
reprezentujace uniwersytety z Kamfort, Oksbridz i z Jelitkowa. Wykresy pokazuja,
jak zmieniaa si¢ predkosc tych osad na trasie wyscigu.

y
300

o)
200

©
100

2000 X
x-droga[m] y- predkos¢ [gis]

162

Osada z Kamfort w pierwszej fazie wy-
Scigu rozpedzala si¢, a w drugiej utrzy-
mala staly predkosé. Zaloga z Oksbridz
szybko uzyskala duzy predkosé, jednak
wkrdtce stracila sily i predkos¢ ich 16dki
znacznie zmalala.

a) Ktére wykresy opisuja predkosé osad
2 Kamfort i Oksbridz?

b) Jak zmieniala si¢ predkos
litkowa?

osady 7 Je-
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8. Badania naukowcéw nad skokami pchel zaowocowaly wykresami, kiére przed-

stawiono ponizej.

h | [mm]

[milisekundy]
150

1.2
1,0
0,8|
0,6
02 [milisekundy]

15t

2000,

1000

[milisekundy]
15t

9. wykaz, ze:

Pierwszy wykres przedstawia, jak zmie-
nia si¢ wysokos¢, na jakiej znajduje si¢
pehla (jej Srodek ciezkosci). Drugi wy-
kres przedstawia, jak zmienia si¢ pred-
kos¢ pehly w tym samym czasie, a trzeci
— jak zmienia si¢ przyspieszenie.

a) Jak zmienia si¢ przyspieszenie pch

ajak — wysokos¢, na kiorej si¢ znajduj
gdy predkosc pehly jest stala?

b) Na jakiej wysokosci znajduje si¢ pehla,
gdy ma ona najwicksze przyspieszenie?
Jaka ma wowczas predkosc?

© Z jakim przyspieszeniem pchla rozpo-
czyna skok? Czy predkos¢ pehly maleje,
gdy maleje jej przyspieszenie?

d) Z jaka predkosci porusza si¢ pehla,
gdy znajduje sie na wysokosci 0,25 mm?

a) funkcja f(x) = x* - 8 jest malejaca w przedziale (~e0;0),

b) funkcja f(x) = -3x* -4 jest rosnaca w przedziale (~0;0),

) funkcja f(x) = % +5 jest malejaca w przedziale (0;+00),

d) funkcja £(x) = 2x° jest rosnaca w przedziale (~10;-1).

10. Uzasadnij, ze podana funkcja nie jest ani rosnaca, ani malejaca, ani stala.

a) f=3x*+2

MONOTONICZNOSC FUNKCI!

b) =3

9 flx)=1]2x-4|
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11. Wykaz, ze:
a) funkcja (0 = x* - 2x jest malejaca w przedziale (~o0;1) 1 jest rosnaca w prze-
dziale (1;+e),
b) funkeja f(x) = & -3 jest malcjaca w przedziale (~e030) 1 jest malejaca w prze-
dziale (0;+),

®9 funkcja f(x) = |x - 5| jest malejaca w przedziale (~o;5) i jest rosnaca w prze-
dziale (5;+e).

©12. a) Funkcje f i g sa rosnace i maja te sama dziedzing. Uzasadnij, ze funkcja
h(x) = f(x) + g(x) tez jest funkcja rosnaca.
b) Funkcja f jest malejaca, a funkcja g jest stata i obie majq te sama dziedzing
Wykaz, Ze funkcja h(x) = f(x) - g(x) jest malejaca, a funkcja k(x) = g(x) - f(x) j
rosnaca.

MINISPRAWDZIAN

S1. Na jednym 7 rysunkow przedstawiono fragment wykresu funkcji malejacej.

Na ktérym?

A. )’T
S

1
0‘1 X

52. Ktora z funkcji przedstawionych ponizej spelnia warunek: jest rosnaca w prze-
dziale (~3;-1) i w przedziale (1;4) oraz malejaca w przedziale (~1;1)?

A ) B. ) C. Yl D. i

St B e e
e e o

53. 0 funkji f wiadomo, 7e jest rosnaca, a jej dziedzing jest R. Ktéra nierownosé
jest spelniona dla dowolnego argumentu?

A f)> flx+2) B. f(x)> f(x-2) C. F(X) < f(2x) D. f(x)>f (g)
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WZOR | WYKRES FUNKCJI LINIOWE)

Rozwazmy funkeje okreslonq wzorem:

Jej dziedzing jest zbiér R. W tabeli podano trzy
argumenty i odpowiadajace im wartosci. Zatem
do wykresu rozwazanej funkcji naleza punkty:
(1:33), 3.9, 0.2

VICZENIE A Znajdz kilka innych punktow nalezacych do wykresu tej funkcji
i zaznacz je w ukladzie wspolrzednych.

Ponizej zaznaczono kilka punktéw  Prowadzac prosta przechodzaca
nalezacych do wykresu funkeji £ przez te punkty, otrzymamy wy-
Zauwaz, ze punkty te sq wspolli-  kres funkgjic
niowe. 0

Y Y

1

o 1 x o 1 X

Oto przyklady kilku innych funkcji, ktrych wykresy s liniami prostymi.
y=x+2 y=-2x

Vi )7 Vi
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Funkcje okreslong na zbiorze R, ktérej wzor mozna zapisa¢ w postac
y=ax+b,

gdzie a i b sa danymi liczbami rzeczywistymi, nazywamy funkcja

liniowa. Wykres takiej funkji jest linia prosta.

[IIATTECRE Narysuj wykres funkgji y = ~3x-2.

x=0=y= i Aby narysowa¢ wykres funkdji liniowej,
i znajdujemy wspdirzedne dwoch dowol
i nych punktow jej wykresu.

x=3=>y=-1.3-2

0,-2)i(3,-3) Zapisujemy wspoirzedne szukanych
i punktow.

i Otrzymane punkty zaznaczamy w ukia:
dzie wspélrzednych i rysujemy prosta
i przechodzaca przez te punkty.

ZADANIE | Narysuj wykres podanej funkji.
a) y=3x+2 b) y=fix+2 o y=-2x-1 d) y=2x+3
zadanie 1

il Zbadajmy monotonicznosé funkeji liniowej.
Rozwazmy funkcje okreslona wzorem:
fx)=ax+b
Niech x; < xa.
fx2) = f(x1) = axz + b - (axy +b) = alxz - x1)
Otrzymalismy wiec réwnosé:
f(
Poniewaz X, - x; > 0, wiec znak réznicy f(x,) - f(x;) zalezy od tego, czy
wspolezynnik a jest liczba dodatnia, ujemna czy réwna zero.

= f(x1) = alxz = x1)

Jesli a >0, to f(x2) - f(x1) > 0, wige f(x1) < f(x2), czyli funkcja jest rosnaca.
Jesli a <0, to f(x2) =~ f(x1) <0, wige f(x1) > f(x2), czyli funkcja jest malejaca.

Jedlia =0, to f(x2) - f(x1) = 0, wiec f(x1) = f(x2), czyli funkcja jest stata.
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Wspdlezynnik a decyduje wige o tym, czy funkcja y = ax +b jest ros-
naca, malejaca czy stala. Od wartosci wspolezynnika a zalezy takze kat
nachylenia wykresu tej funkeji do osi x. Dlatego liczbg a nazywamy wspél-
czynnikiem kierunkowym.

a<0 a=0
Y bJ M
Kat rozwarty L2
1 1 7 1
0 o 1 o X 0 1 X
S
@
S
Jesli a> 0, to funkcja Jesli a <0, to funkcja a=0, to funkcja
¥ =ax+b jest rosnaca. ¥ =ax+Db jest malejaca. ¥ =ax+b jest stala.

Wspolezynnik b decyduje o punkcie przeciecia wykresu funkeji y = ax + b
7 osia y. Zauwazmy bowiem, ze dla x = 0 funkcja ta przyjmuje wartos¢ b.
Zatem jej wykres przecina o$ y w punkcie (0, b).

Z powyzszych rozwazan wynikajq nastepujace wlasnosci funkcji liniowych.

Wykresy funkeji typu Wykresy funkci typu y = ax +b
o takim samym wspol o takim samym wspélczynniku b
sa prostymi réwnoleglymi. przecinaja si¢ w punkcie (0, b).

CWICZENIE B Popatrz na rysunek.
Wykres funkgji f jest rownolegly

do wykresu funkgji y = 1

a wykres funkeji g je

rownolegly

do wykresu funkeji y = ~3x+2. Za-

pisz wzory funkcji f i g.

wdania 23
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3x+10 dia x<-2
Narysuj wykres funkgji f(x)={4 dla -2<x<4
0,5x+2 dla x>4
fD=3-(-2+10=4
f-3)=3-(3)+10=

Wykres funkcji  skiada sie z trzech fragmen-
tow wykresow funkgji liniowych: y = 3x + 10,
=40y =05x+2. Wykres funkcji y =4 jest
réwnolegly do osi x. Dla pozostalych funk-
f#4)=05-4+2=4 Gi znajdujemy po dwa punkty lezace na ich
wykresach.
f6)=05-6+2=5

(-2,4), (-3,1), (4,4)i (6,5) Zapisujemy wspétrzedne szukanych punktow.

Vi

Otrzymane punkty zaznaczamy w ukfadzie
wspotrzednych i rysujemy wykres funkcji.

~ix+6 dla x<3
ZADANIE | Narysuj wykres funkcji g(x)=15 dia 3<x<5

-2x+15 dla x25
adani 10-11 )

ZESTAW ZADAN

1. Narysuj wykres funkcji.

a) y=2x-3 o y=3x+1 e)y=f%x—2
b) y=-x+2 d) y=-04x+1 9 y=§x

2. Ktére z podanych funkdji sq rosnace, kiore — malejace, a ktre — stale? Dla
kazdej funkeji podaj wspolrzedne punktu przeciecia jej wykresu z osia y.

flx)=

X - =3
2 hx) =-37 () = 3
ax)=~2x+3 P = (v2-3)x s = 4=43%

3. Okres] icznosé funkeji oraz
z 0sia .

punktu przeciecia jej wykresu

b) y=

1-6x o 9 y=x+1-352
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4. Dopasuj wzory do wykresow.

fio=3x+3 300 =3x+

f2(x) = falx) =

@ by

5. a) Dopasuj ponizsze wzory do wykre-
s6w przedstawionych na rysunku obok.

Dy=3x-1
@y=-2x+3 @y:%x+3
b) Zapisz wzory funkeji, ktorych wykre-

sy sa réwnolegle do prostych a, b, ¢, d
i przechodza przez punkt (0,2).

6. Przez kiore éwiartki ukladu wspoirzed-
nych przechodzi wykres podanej funkcji?

a) y=

17543 _dy_
33X*3 ()yfgx 7,6

b) y=-1,72x-3,1 d) y=1tx

7. Ustal, przez ktére ¢wiartki ukladu wspdlrzednych przechodzi wykres funkcji
y=ax+b, gdy:

a) a>0ib<0 b) a<0 i b<0 9 a>01ib>0 d a=0ib<0

8. Niech f bedzie funkeja okreslong wzorem f(x) = ax + b. Uzasadnij, ze dla a > 0
wartos¢ funkeji f dla argumentu 1 jest o @ wieksza od wartosci dla argumentu 0.
Sformuluj podobng wlasnos¢ dla a < 0.
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i

Warto wiedziec!

Znajac wartosci wspélezynni-

k6w a i b, mozemy latwo nary- Y= @+b1a>0 y=ax+bia<0

sowac wykres funkeji y = ax-+b. ” y

Na pierwszym rysunku przed- A T .

stawiono sposob rysowania, gdy ) S
6 jest T

liczba dodatnia, a na drugim — i 1
gdy jest liczba ujemna.

9. Korzystajac z informacji podanej w ciekawostce, narysuj wykres funkcji.

a) y=3x-5 b) y=-2x+4 B y:%x+%
10. Narysuj wykres funkcji.
2x+1 dlaxe (o )
~x-1 dlax<3
A FO=100 10 dlaxs3 9 f@=1 -1 daxe(-1;
X diaxe (3; m)
1 X
244 dlaxe (-oi-1) g dlax<-2
b) f(0) = d) f)=13x+5 dla-2<x<1
x+2 dlaxe (-1;+0) 1y dlaxs1

11. Zapisz wzér funkcji bez uzywania wartosci bezwzglednej. Narysuj jej wykres.
a) y=l2x-1| b) y=Ixl+|2x+1|

MINISPRAWDZIAN

S1. Wskaz wzor opisujacy funkcje, ktorej wykres
przedstawiono na rysunku.

Ay= lx +2 Cy=
B.y= 1x +2 D.y=

52. Wykres pewnej funkeji liniowej przechodzi przez punkt (2,7), a wspétczynnik
kierunkowy jest ujemny. Miejsce zerowe tej funkcji:

A. jest liczba mniejsza od -7, C. nalezy do przedziatu (0;2),

B. jest liczba wickszq od 2, D. nalezy do przedzialu (7;0).

53. Ktéry warunck musi by¢ spelniony, aby wykres funkcji y = ax + b nie przecho-
dzil przez 1l éwiartke ukladu wspolrzednych?

Aa>0ib>0 B.a>01ib<0 C.a<0ib>0 D.a<0ib<0
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WEASNOSCI FUNKCJI LINIOWE)

Gdy znamy wzér funkeji liniowej, mozemy okresli¢ rézne jej wlasnosci,
konuja iednie obliczenia. zmy na przyklad funkcje:

=2x+1
3%*3

« Aby obliczyé miejsce zerowe tej funkcji,
Wwystarczy rozwiaza¢ rownanie:

2x4 1
3%tz

o Argument, dla ktdrego ta funkeja przyj-
muje wartos¢ 2, to liczba spelniajaca

rownanie:
& 1
2x+l-2
o Argumenty, dla ktérych wartosci  tej ¥ S

funkeji sq wigksze od -1, tworza zbior
rozwiazai nieréwnosci:

2x+l>-
x+1>-1

o Aby obliczy¢ wspotrzedne punktu prze-
cigcia wykresu funkcji y = 2x+ 1 z wy-

3 [
kresem funkcji y = -x +2, wystarczy roz- 1
N
wigza¢ uklad réwnaii: qﬂ,\ EAN
s 2x4l ¥ X
=3%*z
y=-x+2
o Zbior argument6w, dla ktérych warto- ”i qh
sci funkcji y = §x + % sq mniejsze od 32
wartosci funkeji y = X +2, wyznaczamy, e
rozwiazujac nieréwnos . X
5 %
2x+lcax+2
3 2
zadania 1-4
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Il Na podstawie pewnych informacji o funkeji liniowej mozna tez czasem
wyznaczy¢ wzor tej funkcji.

Wykres pewnej funkeji liniowej jest réwnolegty do wykresu funkdji
¥ =-3x-+4 i przechodzi przez punkt A = (-2,5). Znajdz wzér tej funkcji.

Wykres szukanej funkji y = ax + b jest row.
nolegly do wykesu fukci y = ~3x +4, wiec
y=-3x+b a=-

y=ax+b i a=

Wspétrzedne punk(u A (x =-2iy=-5)spet-
3-(-2)+b, wiec b=-11 niaja rownos¢ y = -

Odp. Wzér szukanej funkeji jest nastepujacy: y = -3x - 11.

ZADANIE | Wykres funkej liniowe g jest réwnolegly do wykresu funkcji
£ =~1x+7 i przechodzi przez punkt P = (6,-5). Znajdz wzor funkcji g.

zodania 57
11 Wykres funkgji y=ax+b przez punkty o wspé h
(1,3) i (=1,1). Znajdz wzor tej funkji.
3=a-1+b Wspétrzedne punktéw (1,3) i (-1,1) spetnia-
T=a-(-D+b Ja rownanie y =
{a+ b=3
~a+b

Rozwiazujemy otrzymany ukiad réwnar

a+b=3 i b=2, wiec a=1 Obliczamy a, wstawisiac b = 2 do jednego

2 rownan ukla
Odp. Szukana funkcja ma wzér y = x +2.

ZADANIE  Znajdz wzor funkeji liniowej, ktérej wykres przechodzi przez punkty:
a) A=(3,7), B=(51) b) P=(-2,7), R=(-1,-3)

a8 2 )

ZESTAW ZADAN

A

1. Oblicz micjsce zerowe podanej funkeji oraz wspélrzedne punktéw przeciecia
wykresu tej funkcji z osiami ukladu wspolrzednych. Narysuj wykres funkeji.

a) f(x)=-x+7 b) y=08x-2 9 flx)

Lyl —7x+l
Ixsl  dy-7xsl
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A

il

2. a) Dla jakiego argumentu funkcja f(x) = 2x~ 5 przyjmuje wartos¢ 67
b) Funkcja g(x) = —4x + b dla argumentu x = % przyjmuje wartos¢ 7. Dla jakiego
argumentu ta funkcja przyjmuje wartos¢ ~77

 Wartos¢ funkeji h(x) = ax +6 dla argumentu x =
ment, dla ktdrego wartos¢ tej funkeji jest rowna -3.

3 jest réwna ~9. Znajdz argu-

3. 2) Dla jakich argumentéw wartosci funkcji y = 3x - 2 sq dodatnie?
funkeji £(x) = xv/3 -5 jest réwna 3/37
 Dla jakich argumentow funkcja y = ~0,2x + 5 przyjmuje wartosci ujemne?

b) Dla jakiego argumentu wart

d) Dla jakich argumentéw wartosci funkeji y = 5x - 7 s wigksze od 1007

e) Dla jakich argumentéw wartosci funkcji £(x) = 2(x - 3) - 4 sq mniejsze od ~507

4. Dane sq funkcje:
fi X —3x+2 g:xv———%x—l h: X — -2x+3
a) Znajdz wspolrzedne punktu przeciecia wykreséw funkdji f i g.
b) Dla jakiego argumentu wartosci funkeji £ i h sq rwne?
 Dla jakich argumentow wartosci funkcji g sa wieksze od wartosci funkcji h?

5. Podaj wzér funkcji, ktérej wykres spelnia podany warunek.

a) Wykres jest rownolegly do wykresu funkcji y = ~3x+ 7 i przecina 0§ y w punk-
cie (0,-1).

b) Wykres jest rownolegly do wykresu funkcji y = vZ-x i przechodzi przez pocza-
tek ukladu wspétrzednych.

 Wykres jest rownolegly do osi x i przechodzi przez punkt (-1,6).

6. Znajdz wz6r funkeji, kidrej wykres jest rownolegly do wykresu funkeji y = -3x+7,
a jej miejsce zerowe jest odlegle od poczatku ukladu wspolrzednych o 5 jednostek.

7. Wykres funkdji g jest rownolegly do wykresu funkgji £(x) = 1x - 8 i przecina o$ y
w punkcie (0, 5). Oblicz odleglosé miedzy miejscami zerowymi tych funks

8. Znajdz wzor funkeji liniowej, kt6rej wykres przechodzi przez punkt
a) @1 i (-2,-3) b) L1 i (2,5 9 (10,8) i (-100,-3)

9. Znajdz wzér funkji liniowej, ktérej miejscem zerowym jest -3 i ktérej wykres
przechodzi przez punkt (-5, 7).
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Warto wiedzi

Latwo wykazaé, ze dla funkeji liniowej f(x) = ax + b, jesli wybierzemy dwa rozne
argumenty xy, X2, to zachodzi réwnosc:
flx) = fx1)
X - X

Przyjrzyj sic narysowanym wykresom funkji liniowych oraz zaznaczonym tréjka-
tom prostokatnym. Z powyzszej réwnosci wynika, ze dla danej funkeji stosunek
dlugosci odpowiednich przyprostokatnych jest w kazdym tréjkacie taki sam.

Jesli funkcja y = ax +b jest rosnaca, Jesli funkcja y = ax + b jest malejaca,
to stosunek dlugosci pionowej przypro- to stosunck dlugosci pionowej przypro-
stokatnej do poziomej przyprostokatnej  stokatnej do poziomej przyprostokatnej
jest rowny wspolezynnikowi a. jest liczba przeciwna do wspolezynnika a.

10. Na kazdym z ponizszych wykres6w znajdZ punkty o obu wspélrzednych cal-
kowitych i korzystajac z ciekawostki, zapisz wzory funkeji f 1 g.

a) y b) X 9 y £
L
1 1 1 g
1 X 0 1 X o 1 X
[
f
q

11. Korzystajac z ciekawostki, znajdz wzér funkgji liniowej, ktéra spetnia podane
warunki.

) Wykres funkeji przecina osie ukladu wspolrzednych w punktach (-2,0) i (0,7).
b) Wykres funkcji przechodzi przez punkty (0,-50) i (-3, 10).

12. Wartos¢ pewnej funkeji liniowej dla x = 100 wynosi 1250, a dla x = 150 wynosi
1600. Jaka jest wartos¢ tej funkeji dla x = 50, a jaka — dla x = 2007 W ktérym
punkcie wykres tej funkgji przecina 0§ y?
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13. Tabelka przedstawia kilka argumen-
16w i wartosci pewnej funkdji liniowej.
Znajdz liczby p, q i r.

14. Znajdz wzor funkcji liniowej, ktérej wykres przechodzi przez punkt (-2,-9)
i jest réwnolegly do prostej przechodzacej przez punkty (0,3)i (2,0

15. Czy punkty (-7,0), (5,6) i (10,9) sa wspotliniowe?

16.2) Dla jakiej wartosci p funkeja f(x) = (p ~ 4)x + 3p jest rosnaca?
3k+1)x ~k+5 jest -

b) Dla jakiej wartosci k miejscem zerowym funkcji y
 Dla jakiej wartosci m wykres funkcji h(x) = (5 - 2m)x + 2m - 4 przechodzi przez
punkt (1,1)?

17. Oblicz pole zacieniowanej figury.

a) 7| b) i Q Y
ot i
=08
0 1 X 3 0 1 X X
y=-2

Ciekawostka

Zero bezwzgledne to temperatura, w kio-
rej zamiera ruch postepowy czasteczek.
Wynosi ona okolo ~273°C. Takiej tempe-
ratury nie mozna osiagna¢ nawet w wa-
runkach laboratoryjnych. Jak to wiec
mozliwe, ze juz w XIX wieku obliczono
Jej wartos¢?

Okazuje si¢, ze wykorzystano wlasnosci
funkeji liniowej. Gdybysmy mierzyli
temperature i cisnienie powietrza pod-

w szczelnie ictym na-

w ukladzie wspolrzednych, zauwazyli-
bysmy, 7e zaleznosé miedzy tymi wiel-
Kosciami jest funkcja liniowa,

Micjsce zerowe tej funkgi jest wlasnie
zerem bezwzglednym (gdy zamiera ruch
czasteczek, cisnienic jest réwne 0).

ci$nienie [hPa]

czyniu i zaznaczali otrzymane wyniki

273 | temperatura ['C]

vietrza podgr

aneg

18. Przeczytaj ciekawostke. W ponizszej tabeli podano wyniki bardzo dok{adn‘ych
p—r .

pomiaréw cisnienia

niu. Oblicz, dla jakiej temperatury ciénienie bedzie réwne zeru.

Temperatura w°C) | 10| 20

Cisnienie (w hPa)

WEASNOSCI FUNKCI LINIOWE
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19. Przeczytaj uwaznie zamieszczone ponizej informacje o warunkach wypozycze-
nia samochodu w dwéch réznych firmach — Pik i Caro.
a) Niech y oznacza cene wypozyczenia samochodu,
a x — liczbe przejechanych kilometrow. Podaj wzory
WYPOZYCZALNIA SAMOCHODOW zaleznosci y od x dla firmy Pik oraz dla firmy Caro.

Cena 0 wypoiycene: 10 zt b) Na ponizszych wykresach przedstawiono zalez-
05 270 kaidy nos¢ y od x dla obu tych firm. Ktéry wykres od-
e e powiada firmie Pik, a ktéry — firmie Caro? Odczytaj

2 wykresow, z ktorej wypozyczalni bardziej oplaca
sie skorzystad, jesli chcemy przejechac:
«50km 100 km e 150 km

WIPOZYGZALNIA SAMOCHODOW > /
60

40
30
20

10 50 100 x

9 Odezytaj z wykresu, przy ilu przejechanych kilometrach koszt wypozyczenia
samochodu jest taki sam w obu firmach. Sprawdz odezytany wynik, wykonujac
odpowiednie obliczenia.

20. Znajd7 miejsca zerowe funkgji i ustal, dla jakich argumentéw wartosci funkcji
sq ujemne.

~lx+2 dlax<e x+4  dlax<-l
a) fo=1 * 9 fw=1 5 da-l<x<2
AL —2x+9 dlax>2
1y n
x diaxe(-=51)
&) f0=1 x+4 da<(1;5)
~2x+9 dlaxe (5;+0)

2x-5 dlaxe (-
b) fx)=
-3x=6 dla x (-1;+w)

21. Wykres funkdji sklada si¢ z dwoch pétprostych i odcinka. Zapisz wzor funkcji.
a) i b) i
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h b em] 22. Wykres przedstawia, jak zmienia-
Ta si¢ wysokos¢ lustra wody w pewnej
beczce w czasie jej napelniania.

a) Jaka byla poczatkowa wysokosé lu-
stra wody?

b) Jaka jest glebokosé beczki?

¢ O ile centymetréw podnosilo si¢ lu-
stro wody w ciggu minuty, zanim becz-
ke napelniono?

[min] d) Podaj wzor funkcji opisujacej ten
5 30 t wykres.
MINISPRAWDZIAN
S1. Wartosci funkji y = -2x + 8 sa ujemne dla wszystkich argumentow:
A. mniejszych od 4, C. mniejszych od 2,
B. wigkszych od 4, D. wickszych od 2.

52. Pewna funkcja jest okreslona wzorem y = $x+30. Ktére zdanie jest falszywe?
A. Miejscem zerowym funkgji jest liczba 40.

B. Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla x < 40.

C. Do wykresu funkeji nalezy punkt (4, 26).

D. Dla argumentéw ujemnych wartosci funkdji sq wigksze od 30.

53. Zbiér wszystkich argument6w, dla ktdrych wartosci funkeji f(x) = ~7x + 12 s3
wieksze od wartosci funkeji gx) = ~2x - 3, jest réwny:

A (w;g) & (—

B. (3;+0) D. (-003)

54. Pole tréjkata zacieniowanego na rysunku
obok wynosi:

A. 482 B. 50 C.64% D. 90

x-2 dla x<4

S5. Zbior wszystkich argumentéw, dla ktérych funkeja f(x) = {Zx Tl e x4

przyjmuje wartosci dodatnie, to:
A (-2:7) C.(—o05-2) U (75+0)
B. (-14;2) D. (-0;-14) U (2;5+0)
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PROPORCJONALNOSC PROSTA | ODWROTNA

Przypomnijmy, e o wielkosciach x, y méwimy, Ze sa wprost proporcjonal-
ne, gdy ich iloraz jest staly i rowny liczbie dodatniej, czyli gdy zachodzi
rownosé ¥ = a, gdzie @ > 0. Te r6wnos¢ mozna przeksztalcié, wyznacza-

Jacy.

y = ax, gdzie a>0

Taka zaleznosé nazywamy proporcjonalnoscia prosta, a liczbe a —

spélczynnikiem proporcjonalnosci.

Wazdr y = ax opisuje funkejg liniowa, kiérej wykresem jest prosta przecho-

dzaca przez poczatek ukladu

h. W sytuacjach prak

nych

wykresem przedstawiajacym zaleznos¢ miedzy wielkosciami wprost pro-
porcjonalnymi jest najczesciej pélprosta lezaca w I éwiartce ukladu wspol-

rzednych lub jej fragmenty.

Oto przyklady proporcjonalnosci prostych:
 Obwdd kwadratu jest wprost proporcjonal-
ny do dlugosci boku.
X — dlugos¢ boku kwadratu
y — obwéd kwadratu
y=4x
o Jeden batonik kosztuje 1,507L. Koszt zaku-

pu batonikéw jest wprost proporcjonalny
do liczby zakupionych batonik6w.

X — liczba batonikéw

y — koszt zakupu

© Maksymalna predkos¢, z jaka moze jechaé
pewien kolarz, wynosi 40 K. Droga, kt6-
ra pokona ten kolarz w ciagu kwadransa,
jadac ze stalg predkoscia, jest wprost pro-
porcjonalna do predkosci jazdy.

X — predkosé kolarza w k"'
y — droga (w km) przcjcch'\na w ciagu 15 minut

y=025x

dania 17
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Il O dwéch wielkosciach x, y méwimy, Ze s odwrotnie proporcjonalne, gdy
ich iloczyn jest staly i rowny liczbie dodatniej, czyli xy = a, gdzie a> 0. Te
réwnosé mozemy przeksztalcié, wyznaczajac y.

y=%daa>0

Taka zaleznoé¢ nazywamy proporcjonalnoscia odwrotna.

w

CZENIE Znajdz kilka punkt6w wykresu funkcji okreslonej wzorem y = 4

y Wzér y = 4, gdzie a> 0, opisuje funkcje, Kto-
rej wykres przedstawiono na rysunku obok.
Zauwaz, Ze jej dziedzing jest zbior R\ {0}.
‘Takq krzywa nazywamy hiperbola.

X W sytuacjach praktycznych wykresem przed-
stawiajacym zaleznos¢ miedzy wielkosciami
odwrotnie proporcjonalnymi jest najezesciej
cz¢5¢ hiperboli lezaca w I éwiartce ukladu
wspdlrzednych lub jej fragmenty.

Oto przyklady proporcjonalnosci odwrotnych:

® Cena 1kg
my kupi

jablek i ilos¢ jablek, ktéra moze- ¥
za 107,

x — cena 1kg jablek
y — iloé¢ jablek (w kg), kiére mozemy kupié

o Drut o dlugosci 8 m dzielimy na jednakowe
czesci. Diugos¢ kazdej czesei jest odwrotnie
proporcjonalna do liczby czesci.

B

x — liczba czesci, na kiora dzielimy drut
 — dlugosé (w m) jednej czesci teus

y=%

o Samochod moze jechaé ze Srednia predko- ¥
Scig nie wicksza niz 100 K2 i nie mnicjsza
niz 10 KM Czas potrzebny na pokonanie
100km jest odwrotnie proporcjonalny do
sredniej predkosci samochodu.

10 00 %
X — srednia predkos¢ (w %;
y — czas (w h) potrzebny na pokonanie 100km
y=10 sadania 813
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ZESTAW ZADAN

1. Zapisz wzor opisujacy, jak wielko$¢ y zalezy od wielkosci x.

a) Z kranu wycieka 10ml wody w ciagu 1 minuty. Po x minutach wycieknie y
mililitréw wody.

b) Wojtek codziennie przebiega 1,5km. Po x dniach przebiegnie y kilometrow.

9 Jesli 1 m drutu wazy 10dag, to x metréw wazy y dekagraméw.

d) W czasie ulewy na kazdy metr kwadratowy powierzchni spadio 5 litréw wody,
Zatem na powierzchnie x metréw kwadratowych spadio y litr6w wody.

2. Znajdz zaleznosé y od x.

a) Do ugotowania zupy dla 8 0s6b potrze-
ba 240 koncentratu, czyli do ugotowania
takiej zupy dla x 0sGb potrzeba y graméw
koncentratu.

b) Za 5 galek lodéw zaplacono 1571, wige
x galek kosztuje y L.

 Poziom wody w zbiorniku podnosi si¢
o0 2cm w ciggu 5 godzin, zatem po X go-
dzinach poziom si¢ podniesic o y centyme-
row.

d) Koniec wskazowki zegara pokonuje 5 cm
w ciagu 10 minut, wobec tego w ciagu x go-
dzin pokonuje y centymetréw.

3. Zapisz zaleznos¢ y od x. Czy ta zaleznosé jest proporcjonalnoscia prosta? Jesli
tak — podaj wsplczynnik proporcjonalnosci.

) x — dlugos¢ krawedzi szescianu, y — objetos¢ szescianu

b) x — promieit okregu, y — dlugos¢ okregu

9 x — promiefi kola, y — pole kola

d) x — dlugo$c¢ boku kwadratu, y — dlugos¢ przekatnej kwadratu

4. Slimak porusza sic ze stala predkoscia 0,2 centymetra na sekunde. Przedstaw za
pomoca wzoru, jak zmienia si¢ diugosé drogi przebytej przez Slimaka w zaleznosci
od czasu. Narysuj wykres tej zaleznosci.
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5. Kazdy z ponizszych wykreséw mozna opisa¢ wzorem y = ax dla x > 0. Oblicz
wspélczynnik Kierunkowy a dla kazdego z wykreséw i podaj jego interpretacje.

Koszt zakupu jablek Zuzycie paliwa Masa plynnego azotu
przez samoch6d

yhzt] i Yilkgl

100 x 05 X

6. Step, klus, galop i cwal to rodzaje chodu konia w kolejnosci od najwolniejszego
do najszybszego. Zilustrowano je na ponizszych wykresach. Do kazdego rodzaju
chodu dopasuj odpowiedni wykres.

©
®,, y Hy o,
15 15 15 15
Tos 1 x s 3 x o1 02 x 703 06 x
X~ czas (w godzinach) y — droga (w kilometrach)

7. Marcin przed wyjazdem do Szwecji przygotowal sobie ponizszy wykres. Jak my-

Slisz, do czego mu stuzyl?
y a) Bilet do muzeum kosztowat 100 koron.
50 Tle to zlotych?
40 N .
ot b) Tle koron mog! kupi¢ Marcin za 40 z1?
20 © Ktéry z ponizszych wzoréw opisuje funk-
o cie przedstawiona na wykresie?
y=Xx y=045x y=0,55x
0 50 100 x " . "
d) Co oznacza wspélczynnik proporcjo-
x— korony szwedzkie y — zlotowki nalnosci w tym przykladzie?

) Wyobraz sobie, ze jedziesz na wycieczke po Europie. Sprawdz kurs waluty euro.
Narysuj odpowiedni wykres.
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4/l 8. zapisz zaleznos¢ opisujaca zwiazek migdzy x i y oraz wyznacz y.
a) Za kwote 45 zI kupujemy cukierki. Gdy kilogram cukierkéw Kosztuje x zlotych,
1o za t¢ kwote mozemy kupi¢ y kilograméw cukierkow.
b) Kelner ma rozlac 2 litry napoju do x szklanek. Powinien nala¢ y litrow napoju
do kazdej szklanki.
© Drogowcy zamierzaja zbudowaé 200km drogi w ciagu x dni, zatem Kazdego
dnia powinni budowa¢ srednio y kilometréw drogi.
d) Naukowiec ma w ciagu doby wykona¢ x pomiaréw w odstepach co y godzin.
e) Wiadomo, ze 1 litr farby wystarcza na pomalowanie 10m? powierzchni asfal-
tu. Na pomalowanie pasa na jezdni o dlugosci y metréw i szerokosci x metrow
przeznaczono 8 litr6w farby.

y 9. Wykres przedstawia zaleznosé miedzy diugo-
Sciami przekatnych x i y rombow o pewnym
polu P.

a) Odezytaj wartosci y dla x = 3 oraz dla x

Oblicz pole P.
b) Ktory z ponizszych wzoréw okresla funkcje
przedstawiona na wykresie?

i x - oy oy

10. Firma Macio che otrzyma¢ pewien )
okreslony kapital ze sprzedazy akcji.
Menedzer przygotowal wykres przed-
stawiajacy, jak wartos¢ akeji zalezalaby

od ich liczby (zob. rysunek obok).

a) Jaki kapital ze sprzedazy akcji chee

otrzymac firma Macio? 1000

2 X
b) Zapisz wzér przedstawiajacy zalez- o0
no&¢ y od x. X — liczba akeji y — wartos¢ jednej akcii (wzh)

11. Rowerzysta ma do pokonania pewien dystans. Wykres przedstawia, jak czas
jazdy t (w godzinach) zalezy od sredniej predkosci rowerzysty v (w km/h). Ustal,
jaka droge ma do pokonania rowerzysta. Zapisz wzor opisujacy zaleznosé przed-
stawiang na wykresie.

a) ¢ b)t 9t
6
4 4
2 2 05
TT15 30 45 . 10 20v 71020304050 v
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12. Wyobrazmy sobie, ze nagrode o wartosci 10000z dzielimy po réwno mie-
dzy wybrane osoby. Narysuj wykres przedstawiajacy zaleznos¢ miedzy liczba oséb
a kwota przypadajaca na jedn osobe.

13.2) Wielkos¢ x jest wprost proporcjonalna do wielkosci y, a wielko§¢ y jest
wprost proporcjonalna do wielkosci z. Wykaz, ze wielko§¢ x jest wprost proporcjo-
nalna do wielkosci z.

b) Wielkosé x jest odwrotnie proporcjonalna do wiclkosci y, a wielkosé y jest
odwrotnie proporcjonalna do wielkosci z. Wykaz, ze wielkosé X jest wprost pro-
porcjonalna do wiclkosci z.

) Wielkos¢ x jest wprost proporcjonalna do wielkosci y, za$ wielkosé y jest
odwrotnie proporcjonalna do wielkosci z. Czy wielkosci X i z sq Wprost propor-
cjonalne czy odwrotnie proporcjonalne?

MINISPRAWDZIAN

51. Na wykresach przedstawiono, w jaki sposéb y zalezy od x. Ktdry wykres przed-
stawia zaleznosé miedzy wielkosciami wprost proporcjonalnymi?

Ay B. y, C.y, D.y,

52. Ponizsze wzory opisuja zaleznosé y od x. Ktéry wzor nie przedstawia zalezno-
Sci miedzy wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi?

Ay=2 By:TZ cy=% D.y=L

53. Czy opisane wielkosci sq wprost proporcjonalne?

Pole czworokata i jego obwod. TAK NIE
Cena przed obnizka i cena po obnizce o 30%. TAK NIE
Wiek ojca i wiek jego dziecka. TAK NIE

54. Czy opisane wiclkosci sa odwrotnie proporcjonalne?

Wysokos¢ i pole podstawy w ostrostupach o objgtosci 12. TAK NIE

Dlugos¢ krawedzi podstawy i wysokosé w graniastostupach TAK NIE
prawidlowych czworokatnych o objetosci 1000.

Liczby a i b, ktérych suma jest réwna 20. TAK | NIE
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1. Na rysunku przedstawiono wykres
pewnej funkeji.

a) Podaj dziedzine i zbior wartosci.

b) ZnajdZ miejsca zerowe.

¢ Podaj wartosci przyjmowane doklad-
nie dla trzech réznych argumentow.

d) Dla jakich argumentéw wartosci
funkgji nalezq do przedziatu (~2;0)?7
€) Jaka jest najmnicjsza, a jaka — naj-
wicksza wartosé funkeji?

) Okresl monotonicznos¢ funkeji.

2.Na rysunku przedstawiono wykres
funkcji okreslonej wzorem:

a) Pierwsze wspolrzedne kazdego z za-
znaczonych punktéw sq liczbami cal-
kowitymi. Oblicz druga wspolrzedng
kazdego  tych punktow.

b) Odczytaj na podstawie wykresu
miejsca zerowe funkcji, a nastepnie
sprawdZ to, korzystajac ze wzoru.

184

3.Podaj wzér funkgji liniowej, kt6-
rej wykres jest rownolegly do wykre-
su funkeji f(x) = 2 - xv3 i przechodzi
przez punkt (2/3,-8). W jakich punk-
tach wykres tej funkgji przecina osie
ukladu wspolrzednych?

4. Pole zacieniowanego prostokata wy-
nosi 21, a pole rombu jest rowne 24.
Znajdz wzory funkcji liniowych, kté-
rych wykresy zaznaczono kolorem.

5. Wykaz, ze funkcja f(x

naca w przedziale (~o0;0).

jest ros-

6. Wielkos¢ y jest odwrotnie propor-
cjonalna do wielkosci x. W tabelce po-
dano kilka wartosci x i y:

a) Oblicz aib.

b) Podaj wzor, kiory przedstawia za-
leznos¢ miedzy x i .

7. Narysuj wykres funkcji okreslonej
nastepujaco: Kazdej liczbie rzeczywistej
prayporzadkowujemy najwieksza z liczb
calkowitych mniejszych od tej liczby.

FUNKCJE



Rownania
kwadratowe

Najlepsi koszykarze potrafia skoczyc tak wysoko, Ze moga sie znalez¢
nawet 1 m nad ziemia. Rozwigzujac odpowiednie réwnanie, mozna obliczy,
Jak dlugo trwa taki wyskok koszykarza,

Réwnanie kwadratowe w najprostszej postaci ® Wyréznik réwnania
kwadratowego. Rozwigzywanie rwnan = Wzory Viete'a
= Powtérzenie



ROWNANIA KWADRATOWE
W NAJPROSTSZEJ POSTACI

Odpowiedz na pytania
Tle jest liczb, kt6rych kwadrat jest rowny 64?

Tle jest liczb, ktérych kwadrat jest rowny 07

Czy istnieje liczba rzeczywista, ktérej kwadrat jest rowny 97
Podaj liczby, kiére spelniaja réwnania:

x2=4 y2-9=0

Najlepsi  koszykarze potrafia skoczy¢
tak wysoko, ze moga znaleZé si¢ nawet
1 m nad ziemia. Wydaje si¢ wtedy, e spor-
towiec ,frunie” w powietrzu,

Obliczmy, jak diugo trwa taki jednometro-
wy wyskok.

Mozemy przyjac, Ze czas wznoszenia sic
jest xGwny czasow spadania. Ponadito wia-
domo, 7e jesli cialo (takze cialo koszyka-
rza) spada z wysokosci h metréw w czasic
¢ sekund, to zwiazek miedzy tymi wielko-
Sciami opisuje wzor:

gdzie g ~ 102
otrzymamy rownos&:

alcajac ten wzor,

W takim razie, aby obliczyc, ile sekund koszykar:
trzeba rozwiazac réwnanie:

Rozwigzanie t odrzucamy, bo czas wyskoku nie moze by¢ ujemny,

~ 0,45, wiec koszykarz spada z wysokosci 1 m w ciagu okolo 0,45s.
Lot w gore i w d6l trwa 2 razy dluzej, czyli okolo 0,9s. Zatem nawet prz;
takim wyskoku mozna si¢ oderwac od ziemi zaledwie na niecala sekunde
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CWICZENIE B Kazde z réwnaii w ponizszej ramce przeksztal¢ do postaci:
ax? +bx+c=0.

Réwnanie, ktére mozna przeksztal-

Przyklady rownari
ci¢ do postaci:

kwadratowych:
axz +bx+c=0, =1
gdzie a, b, ¢ sa danymi liczbami 5x% = (x+7)
i a#0, nazywamy réwnaniem dru- 8x=3x2+1
giego stopnia z jedna niewiadoma Ax+5)m2

albo réwnaniem kwadratowym.

+ by

tréwny 0, b) wspélezynnik ¢ jest réwny 0.

CWICZENIE C Podaj przyklad réwnania typu ax
a) wspolezynnik b j

0, w ktérym:

Pokazemy teraz, jak rozwiazuje si¢ niektdre proste rownania kwadratowe.

Zaczniemy od réwnan typu ax? +c = 0.

[IOTTCEN Rozwiaz réwnanie.

a) 2x2-30=0
2x2=30
x*=15

Istnieja tylko dwie liczby, ktérych kwadrat
- . i jest rowny 15 liczba VTS i liczba ~V/T5; row:
x=/15 lub x==J/T5 nanie ma zatem dwa rozwiazania.

b) -3x2-6=0
-3x2=6
x2==2 Nie istnieje liczba rzeczywista, kiérej kwa

PR - drat bylby liczba ujemn
Réwnanie nie ma rozwiazan i SIS

(jest sprzeczne).

] (x=2?2=40-x
X -4x+4=4-4x
=0 .
i Jedyna liczba, ktérej kwadrat jest rowny 0,
x=0 ¢ Jest liczba 0; réwnanie ma jedno rozwiazanie.

ZADANIE | Rozwiaz réwnanie.

8=0 b) (5x+2)°=20x+4 €) 5x(3-2x)=15x+9
o 12
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il | CWICZENIE D Kazde z ponizszych réwnan spelniaja dwie liczby. Podaj te liczby
Xx-1)=0 Yy +2)=0 22z-1)=0

Pokazemy teraz, jak rozwiazuje si¢ rownania typu ax? + bx = 0.

[TATISEN Rozwiaz rownanie.

a) 5x2-3x=0
Lewa strong réwnania zapisujemy W postaci
XEx-3)=0 iloczynu — wylaczamy wspéiny czynnik przed
x=0 lub 5x-3=0 ¢ lloczyn dwéch liczb jest réwny 0 wedy i tyl-

ko wtedy, gdy jedna 2 tych liczb — pierwsza
lub druga — jest réwna 0.

x=0 lub x Réwnanie ma dwa rozwiazania.

b)
Przeksztafcamy réwnanie do postaci

ax? + bx = 0 i wyciagamy wspélny czynnik
przed nawias.

x/5=%
£ x/5=0
x(5+v5)=0

x=0 lub F+V5=0
-5
-2V5

x=0 lub x=-2\5 i Réwnanie ma dwa rozwiazania.

X
2
x

ZADANIE | RozwiaZ réwnanie.

a) 7x%+2x=0 b) 10x=2x2 -2x=2x

Uwaga. Niektére rownania typu ax?+c = 0 mozna rowniez rozwiazywac, zapisujac
lewa strong w postaci iloczynu. Na przyklad réwnanie x?~25 = 0 jest réwnowazne
rownaniu (x - 5)(x+ 5) = 0. Dalej tak, jak w

adaria 35

ZESTAW ZADAN

1. Rozwiaz réwnanie.

Q 12-3x*=0 e) 4(x*+2)=8

d) 6x%=8-x* f) Sx?

188 ROWNANIA KWADRATOWE



2. Lédka plynaca po spokojnej wodzie tworzy na niej fale. Odleglosé A (czyt. lamb-
da) miedzy wierzchotkami tych fal (w metrach) mozna obliczy¢ ze wzoru A = ™

gdzie v oznacza predkos¢ lodzi (w ). Oszacuj, z jaka predkoscia musi plynac
16dka, aby odleglos¢ micdzy falami, ktére tworzy, byla rowna 10m.

3. RozwiaZ réwnanie.
a) X2-2x=0 d) X2 =-7x 9 -2x*+2x=x

b) 332 +8x =0 ) X522 mgxel

o -5x-4x2=0

4. Rozwiaz rownanie.

a) (5x+2)2 =20x d) (34202 = (3x+ 22+ 10
b) (x-2)x+2)=5 € (5x-2)(3 - X) ==6(1 - X)(1+X)
o (x-1)x+2)=3x-2 f) (@x-6)* = (x-4)(x-9)

5. Uzasadnij, ze jesli w réwnaniu kwadratowym typu ax? + bx = 0
liczby a oraz b s calkowite, to wszystkie rozwiazania tego row-
nania sq liczbami wymiernymi.

6. Na jednym z bokéw prostokata zbudowano tréjkat réwnora-
mienny, kiérego wysokos¢ jest dwa razy diuzsza od podstawy
(z0b. rysunek). Przy jakich wymiarach prostokata pole tréjkata
bedzie dwa razy wigksze od pola prostokata?

MINISPRAWDZIAN

51. Kazda liczba spelniajaca réwnanie 2x* = 5x jest teZ rozwigzaniem réwnania:

A.2x=5 C.x(2x-5)=0
B.-3x=0 D. x*(5x-2)=0

52. Wszystkie rozwiazania réwnania 3x* - % = 0 nalezq do przedziatu:

A, (-o;0) B. (051) ¢ (-1;01) D. (0,1;+%0)

53. Dlugos¢ boku tréjkata réwnobocznego o polu 1073 jest liczba:
A. wymierng i mniejsza niz 10 C. wymierna i wieksza niz 10
B. niewymierna i mniejsza niz 10 D. niewymierna i wicksza niz 10
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WYROZNIK ROWNANIA KWADRATOWEGO.
ROZWIAZYWANIE ROWNAN

Umiejetnosé rozwiazywania rownari typu x* = d mozna wykorzystaé przy
rozwiazywaniu réwnas, w ktrych po jednej stronie jest kwadrat pewnego
wyrazenia, a po drugiej — liczba.

Rozwiaz réwnanie.
(@x-37=5
-3=y5 lub 2x-3=-5

ftniela dwe lczby, kirych kadratjest
rowny : liczba |5 i liczba

Réwnanie ma dwa rozwiazania,

ZADANIE | Rozwiaz rownanie.
(x=1)* =64 (@x+17=10 (@x-87=0 Bx-12=

e 1 )

il | CWICZENIE A Zapisz lewa strong réwna-
nia jako kwadrat sumy lub kwadrat r6z- a?+2ab+b? = (a+b)?
nicy i rozwiaz r &~ 2ab+ b = (b

12x+36 =2

Pokazemy teraz, jak mozna rozwiaza¢ réwnanie kwadratowe, korzystajac
ze wzoréw skréconego mnozenia. Rozwazmy réwnanie:

X2-6x+5=0
Mozna je tak przeksztalcié, aby otrzymac réwnanie typu: (x - H)? =

X - 6x = Zapisujemy réwnanie w innej postaci.

Po dodaniu 32 do obu stron réwnania olrzy-
mujemy po lewej stronie wyrazenie (x - 3)2

Rozwiazujemy otrzymane rownanie.

W podobny sposéb mozna rozwiazaé kazde réwnanie kwadratowe.

CWICZENIE B RozwiaZ podane réwnanie metoda opisana powyzej,

=12

2) X +10x+9=0 b) X
| E—
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Metode znajdowania rozwiazan réwnania kwadratowego opisang na po-
przedniej stronie mozna zastosowaé do przeksztalcenia réwnania kwadra-
towego w postaci ogélnej.

bo rozwazamy rownanie
kwadratowe.

ax’+bx+c=0 |:a

Przeksztalcamy rownanie tak, aby po
lewej stronie otrzymac kwadrat pewne:
go wyrazenia.

Liczba rozwiazan tego réwnania zalezy od tego, czy iloraz b2=4ac o 4ac jest
liczba dodatnia, ujemng czy réwna 0. Wartos¢ wyrazenia 4a® jest zawsze
dodatnia, zatem liczba rozwiazari rownania zalezy od wartosci wyrazenia
b? - 4dac. To wyrazenie znikiem réwnania

i oznaczamy grecka litera A (czyt. delt

A =b?-4ac

Rozwazane réwnanie mozemy wicc zapisac w postaci:
by _
(xea) =

Gdy A <0, to réwnanie nie ma rozwiazania.

Gdy A =0, to: by
ly (x+ E) =0
b Réwnanie ma jedno
~2a rozwiazanie,
Gdy A >0, to: bY_ A
(e 35) = 3

b V&Y
(o4 - ()
Kwadraty dwéch liczb sa réwne, gdy te liczby sa rowne albo gdy sa liczba-
mi przeciwnymi. Zatem:
b _J&
x+ oA b

Réwnanie ma dwa
rozwiazania.

Wobec tego:
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iqzywanie rownan mozna ujaé w jacy schemat:

Aby rozwiaza¢ réwnanie ax® +bx +c = 0 (a # 0), najpierw obliczamy
warto$¢ wyrazenia:

A= b? - 4ac
Jesli A > 0, to réwnanie ma dwa rozwiazania:

b - VA b+ VA
2a 2a

X1 =

Jesli A = 0, to réwnanie ma jedno rozwiazanie:

Jesli A < 0, to réwnanie nie ma rozwiaza.

[TATISEN Rozwiaz rownanie.

2) 6x2-13x+5=0
A=(-13-4-6.5=49 250, wiec réwnanie ma dwa rozwiazania
x = 2120
Korzystamy ze wzoréw:
o ocb- & o cbi JE
X2 = ! 2a N 2a
x=% x=3
b) 6x2 +4x+2 =0
a=42-4.6-2=0 =0, wige réwnanie ma jedno rozwiazanie.

Korzystamy ze wzoru: x =

2a

<0, wigc rownanie nie ma rozwiazan.

ZADANIE | Rozwiaz réwnanie.

a) K4x+20=0 b) 4x?-8x

) 92-6x+1=0
adani 215
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ZESTAW ZADAN
1. Rozwiaz réwnanie metoda pokazana w przykladzie na stronie 190.
a) (x-32=25 9 16-502=0 ) -3(5x+}

) -03(07x+1)* =

b) 4(3x+2)° =8 d) (0,2x -3

2. Rozwiaz réwnanie.

a) X2-5x-14=0 € -4x2+2x-5=0

b) -x*-2x+15=0 d) 6x*-x-1=0

3. Rozwiaz réwnanie.

a) 2x2-3x+7=8 d) 1+x+5x%=0 @) 0,04x% = 1+0,4x
b) x-5x*-10=0 € 15-3x*-4x=0 h) 3x?=6x-10

O X2+10=7x ) 4x-3x =141 i) 2x=3x2+}

4. Ustal, ile rozwiazar ma réwnanie.

a) 7x%-x+200=0 d) 12x*-7x-19=0 9) X*-24-10x=0
b) -2x*+9x+73=0 @) -mx +x-m=0 h) 20y =2y2 +50

© 100x* +20x+1=0 f) V2 -8x+2v2=0 i) -z +2V/32+6=0

5. RozwiaZ réwnanie (postaraj si¢ wybra¢ jak najprostsza metode).
a) 2x2-7=0  x-3x2=0 € (3x-12=0
B) x(5-2X=0 d) ¥ -2x+1=0 f) Gx?=7

6. Rozwiaz réwnanie.
a) x(x-3)=3x-4 € (2-3%)° =4x(x-2) €) 20x(x +1) = (5+2x)*
b) 3(1-X) = 2x(x ~ 4) d) (@+x)? = @x+ 7R 0 (3-1)(3+1) =0x-12

7. Rozwiaz rownanie (zapisz odpowiednie zalozenia).

x 1 X102
-1 2x X+1 " x

a)

8. Rozwiaz rownanie (zapisz odpowiednie zalozenia).

_5- -1 2
a) x 2 0 b) 2x H 3 Q
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9. Rozwiaz uklad réwnan.

o [xry-8 o (Y2l g (¥rv=6
Xx-y=-33 X+yi=4 y=x*+1

10. Pewne réwnanie kwadratowe ax? + bx +¢ = 0 ma dwa rozwiazania, a wszystkie
wspélczynniki a, b oraz ¢ s liczbami catkowitymi. Uzasadnij, Ze albo oba rozwia-
zania s liczbami wymiernymi, albo oba sa liczbami niewymiernymi.

11. Mierzac dlugos¢ Sladow, jakie zostawil hamujacy samochéd osobowy, mozna
ustali¢, z jaka jechal predkoscia. Trzeba skorzystac z nastepujacej zaleznosci: jez
samochéd jechal z predkoscia v kilometréw na godzing, to jego droga hamowania
wynosi okolo 0,006v? +0,21v metréw. Z jakg predkoscia jechal samochéd, ktdrego
droga hamowania wyniosla 25,5 m?

;C%

12. Liczby pod rysunkami to cztery kolejne liczby zwane trojkatnymi. Pigta liczba
tréjkatna to 15. Ogdlnie: n-ta liczba trojkatna jest réwna yn(n+1). Sprawdz, czy 78
jest liczba tréjkatna.

o
o Q0
o Q0
o o0 o000 0000
1 3 6 10

13. Pole pewnego prostokata jest réwne 195 em?. Jeden z bokéw jest 0 2 cm diuz-
szy od drugiego boku. Jakie wymiary ma ten prostokat?

14.7 okna umieszezonego na wysokosci d me-
tréw nad ziemia wyrzucamy w gore pilke z pred-
koscia v™. Po uplywie ¢ sekund pitka znajduje
si¢ na wysokosci h metrow, ktéra mozna obli-
czy¢ ze wzoru:

h:w-“’zim, gdzie g~ 10 |
Oblicz, po jakim czasie pitka spadnie na ziemie, {1
gdy rzucimy ja do géry z predkoscia 1 2 & ‘ |
a) bedac na wysokosci 4m,
b) bedac na wysokosci 8 m.
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Ciekawostka

Starozytni Grecy uwazali, ze wiréd moz-
liwych podzialow odcinka na dwie cze-
Sci jest taki, w ktérym czesci otrzyma-
ne w wyniku podzialu maja wyjatkowo
pickne proporcje. Ten podzial, zwany
Zlotym podzialem, powinien by¢ wedlug
nich dobrany tak, aby stosunck dlugosci
dluzszej czesci do krotszej byl taki sam,
jak stosunek dlugosci calego odcinka do
dluzszej czesci (zob. rysunek).

Powyzej zapisana proporcja nazywana
jest zlota proporcja. Gdy dokonamy zlo-
tego podzialu odcinka, to niezaleznic od
jego dlugosci stosunek £ jest zawsze
jednakowy.

15. Przeczytaj ciekawostke. Rozwiaz odpowiednie réwnanie i znajdz zlota liczbe.

Liczba rowna temu stosunkowi jest
nazywana zlota liczba i oznaczana
gretka litera @ (czyt. fi). Rownosé
-2 mozna zapisa¢ w innej po-
: & =1+ L Proyimujac § = @,
olrzy‘mamy rownanie:

\
@=1+%
Dodatnie rozwiazanie tego réwnania
1o wlasnie zlota liczba.

Leonardo da Vinci zlota proporci¢
nazywal boska i stosowal ja w wielu
swoich dzielach. Zafascynowani nia
byli takze inni artysci. Zlota propor-
cje mozna znalezé w wielu rzezbach
i obrazach dawnych i wspolczes-
nych. Czesto tez wystepuje w archi-
tekturze.

Podaj jej wartos¢ z dokladnoscia do drugiego miejsca po przecinku.

MINISPRAWDZIAN

51. Tle sposrod czterech réwnati zapisanych w ramce nie ma rozwiazari?

F4x+1=0
B. dwa

A. jedno C.uzy

x+1=0

+x-1=0  x-x-1=0

D. cztery

52. Wszystkie rozwigzania rownania x2 - 7x + 6 =5 sg liczbami:

A. ujemnymi
B. wymiernymi

C. nalezacymi do przedziatu (0;7)
D. wiekszymi od 6

53. Jeden z bokéw prostokata jest o 3cm dluzszy od drugiego boku. Pole tego

prostokata jest rowne 10 cm?. Jaki obw6d ma ten prostokat?

A. l4cm B.20cm

C.22cm

D. 26cm

WYRGZNIK ROWNANIA KWADRATOWEGO. ROZWIAZYWANIE ROWNAN
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WZORY VIETE'A

Wiesz juz, 7 jesli rownanie kwadratowe ax?+bx +c = 0 ma dwa rozwiaza-
nia, to mozna je wyznaczy¢, korzystajac ze wzorow:
-b-V& _ b+ s

Xi= s X =—

Obliczmy sume liczb x, i x, oraz ich floczyn:

b+ A b+ VK

2a

b+ /A _ (bt /BNb-VA) _ ~(b? -dac) _
2a 4a? 4a?

sac
4a2 @

o i$my proste wzory obliczy¢ sume oraz iloczyn roz-
wigzai réwnania kwadratowego bez rozwiazywania réwnania.

Jesli liczby x; i X, 53 rozwiazaniami réwnania kwadratowego
ax? +bx+c=0, to:

xtxe=L XX =§

Wzory te odkryt juz w XVI wieku francuski matematyk Francois Viéte (czyt.
Fransua Wjet). Dlatego tez s3 one nazywane wzorami Viete'a. Zwro¢ uwa-
ge, ze wzory te mozemy stosowaé tylko wtedy, gdy mamy pewnosé, ze
réwnanie kwadratowe ma dwa rozwiazania.

CWICZENIE Podane rownanie ma dwa rozwiazania. Oblicz sume tych rozwiazari
oraz ich iloczyn.

a) X - 132x+25

Q) =V2

2327+

]

wdania 13

Zauwaz, ze jesli wiemy, jakie znaki maja lloczyn i suma dwéch liczb, to
mozemy okreslic znaki tych liczb.

Liczby X1 1 X2 maja r6zne znaki, gdy X - Xz < 0.

Liczby X i X2 majq te same znaki, gdy Xy - X2 > 0.
Liczby x, i X2 sa dodatnie, gdy x;-X2>0 i X1 +x2>0.
Liczby X1 i X2 sa ujemne, gdy X1 -Xx2>0 i X1 +x2<0.

ROWNANIA KWADRATOWE



[TATTICRE Sprawdsz, ile dodatnich rozwiazai ma podane réwnanie.

—2/5x% + /70x - 0

D= (V707 = 4(-2/5)1) = 70-8/5 > 0 | SPrawdzamy. czy révnanie ma dua rozvia
Oba rozwigzania 53 dodatnie lub oba 53 ujemne.

Skoro dodatkowo x; + X, > 0, to oba rozwia:
zania 53 dodatnie

Odp. Réwnanie ma dwa dodatnie rozwiazania.

ZADANIE | Sprawdz, ile dodatnich rozwiazan ma réwnanie:

a) 3x+20x-1 ~10x-20=0

2adonio 46 )

11 a) Oblicz sume odwrotnosci rozwiazar podanego réwnania.
—623x? + 864x +432=0

A= 8642 4 62343250 Sprawdzamy, czy réwnanie ma dwa rozwig:

ania.
P : Sprawdzamy, czy isnisia odwromosci tych
xox=<=BL 40 rozwiazan, tzn. czy x tarczy

gt 2 4o

T T
Odp. Suma odwrotnosci rozwiazan rownania wynosi —2.

b) Oblicz sume kwadratow rozwiazan podanego rownania.
-6x?+39x+34=0

Sprawdzamy, czy réwnanie ma dwa rozwia-
ia

2)"-2- () - ()" +3

A=392+4.6-34>0

Odp. Suma kwadratow rozwiazar réwnania wynosi 5375

ZADANIE | Oblicz:
) sume odwrotnosci rozwiazan réwnania  ~2x* +3x+5 =0,
~8x-30=0.

b) sume kwadratéw rozwigzari réwnania 5
sadaia 111
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Ciekawostka

Frangois Viéte (1540-1603) z wyksztalcenia byl praw-
nikiem, ale najbardziej znany jest ze swych osiagnieé
matematycznych (choé w tej dziedzinie byl tylko sa-
moukiem). Jako pierwszy wpadl na pomysl, by w row-
naniach oznaczy¢ literami nie tylko niewiadome, ale
takze wspolczynniki. Dzigki temu mogt odkry¢ swoje
stynne wzory.

Viéte byl znany ze swej sprawnosci w rozwiazywaniu
rownan. W 1594 . holenderski matematyk Adrian Van
Roomen rzucil innym matematykom wyzwanie, pre-
zentujac bardzo skomplikowane réwnanie 45 stopnia
(czyli takie, w ktorym niewiadoma wystgpuje w 45 po-
tedze), kidrego — jak sadzil — nikt nie bedzie w stanie
rozwiazaé. Ku jego zdumieniu, Viéte bardzo szybko
znalazl 23 rozwiazania tego rownania.

Innym stynnym wyczynem Viéte'a bylo zlamanie szyfru, ktrym postugiwal si¢ krol
Hiszpanii w swojej tajnej korespondencii. Hiszpanie nie mogli uwierzy¢, ze mégl tego
dokonac zwykly czlowiek, i zwrocili si¢ do papieza ze skarga, Ze Francuzi uzywaja
czarnej magii.

ZESTAW ZADAN

1. Sprawdz, czy réwnanie ma dwa rozwiazania. Jesli tak — oblicz ich sume oraz
iloczyn.

a) X7 - 9 3 -VI7x+{=0 € —V5x*-0,12x+13=0
b) X +97x-1,2=0 d) -57x%- Jx-703=0 ) 17x*+162x-3=0

2. Oblicz, dla jakich wartosci b i ¢ rozwiazaniami réwnania x* + bx + ¢ = 0 sq liczby
31211 1, a dla jakich — liczby ~79 i 10.

3. Wybierz dwie rozne liczby, z ktérych jedna jest wicksza od 1, a druga jest mnicj-
sza od -1. Zapisz dwa rézne réwnania typu ax’> +bx+c =0, gdziea40ia 41,
ktérych rozwigzaniami sq wybrane przez ciebie liczby.

4. Ktére z ponizszych zdan sa prawdziwe dla podanego réwnania?

(D Réwnanie ma dwa rozwiazania.

(@ Rozwiazania réwnania maja przeciwne znaki.

(3) Suma rozwiazan jest liczba wicksza od iloczynu rozwiazan.

@ Oba rozwiazania sa dodatnic.

a) 2x*-11x-15=0 Q X2-15x+4=0 €) 5x2-7x-2=0
b) -3x2+9x-8=0 d) 20 - 12x+6=0 f) -7x-9x-1=0
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5. Sprawdz, ile rozwiazari ujemnych ma podane réwnanie.
a) ~315x2 -379x +7,82 =0 © -8,03x2 - 852x~ 1,67 =0
b) 1,79x% - 954x +5,93

0 d) 5,423 +6,13x-375 =0
© 6. Rozwiazaniami kazdego z ponizszych réwnari sa dwie liczby calkowite. Korzy-
stajac ze wzoréw Viéte'a, ustal, czy sa to liczby parzyste czy nieparzyste.

a) x*-67x+310=0 b) -x* +159x-770=0 € -Xx*+34x-273=0

€l 7. Oblicz sume odwrotnosci rozwiazai réwnania —1257x2 + 345x + 609 = 0.

metyczna, $rednig geo-
metryczng oraz srednia
harmoniczng rozwiazan
réwnania:

Srednia arytmetyczna liczb a i b: "T'"

Srednia geometryczna dodatnich liczb a i b: vab

a) X2+ 16x-8=0 Srednia harmoniczna liczb a i b (roznych od 0 &7 )
b) 25 +30x+18 =0

9. Oblicz sume kwadratéw rozwiazan réwnania x? - 300x - 200 = 0.

10. a) Uzasadnij, ze jesli réwnanie ax? +bx +c = 0 ma dwa rozwiazania, to suma
odwrotnosci kwadratow tych rozwiazan jest réwna

¢
b) Oblicz sume odwrotnosci kwadratéw rozwiqzar réwnania

X+21=0.

11. Oblicz réznice szescianéw rozwiazan réwnania x% - 3x -2 = 0.

MINISPRAWDZIAN

S1. Suma rozwigzan réwnania ax* - 8x - 21 = 0 wynosi 2, gdy:

Aa=1 B.a=2 Ca=3 D.a=4

52. Rozwiazaniami réwnania ax? + bx +

0 s liczby 10 i 0,1. Wynika stad, ze:
Aa=-b B.b=10,1 Ca=c D.a=1

S3. W ktérym z ponizszych réwnan suma odwrotnosci rozwiazan jest najwicksza?
AL 16x% +20x -4 =0 C.-52x%-6x+1=0
B. ~49x% - 5x+100 = 0 D.0,13x% -9x-4=0
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1. Rozwiaz réwnanie.

a) 8x-3x=0

o V2 -Bx=0
d) 4x*-25=0

e) x-1)?=16
) 3(x+1)?2-1
g) X*-4x+4=0

0

2. RozwiaZ réwnanie.

6x+1=0
b) 2x2+7x+3=0
9 11 +5
d) (1-3x)2=1-6x
€ x+9=(x-37

3. Rozwiaz réwnanie.

4. Rozwiaz uklad réwnati.

X+y=9 X-y=
ok {xy;ls b {xy=2

5. Jaka liczba ma podana wlasno§¢?

Jesli od kwadratu liczby o 7 mniejszej
od pewnej liczby dodatniej a odejmiemy
liczbe 7 razy wigkszq od a, to otrzyma-
my liczbe o 5 mniejsza od a.

6. Jeden z bokéw prostokata jest
0 3 dluzszy od drugiego boku. Pole
tego prostokata wynosi 18 cm?. Oblicz
jego obwod.

200

7. Zapisz i rozwiaz odpowiednie réw-
nanie.

Suma kwadratéw pewnych trzech kolej-
nych dodatnich liczb parzystych wyno-
5i596. Co to za liczby?

8. Korzystajac ze wzoru podanego
w ramce, ustal, czy istnicje wielokat,
kt6ry ma:

2) 60 przekatnych,

b) 90 przekatnych.

Liczba przekatnych n-kata

S MM=3)
Jest rowna T2

9. Jesli réwnanie ma dwa rozwiazania,
oblicz ich sume i floczyn.

) X2 +1736x-2150 =0
b) 2x% +884x - 142 =0
) ~4x2 - 5236X + 6656 = 0
d) —6x° + 36X — 6666 = 0

10. Sprawd?, ze podane réwnanic ma
dwa rozwiazania, a nastepnie oblicz su-
me odwrotnosci tych rozwiazar.

a) 6x2 +964x+2 =0

b) 53 +161x-23 =0

9 31 -125x-5=0

d) =8X2 = 32X +800 = 0

11. Sprawdz, ze podane réwnanie ma
dwa rozwiazania, a nastepnie oblicz su-
me kwadratow tych rozwiazar.

a) 232 -20x-7=0
b) X2 +20x+10=0
€ X2 +25

d) =0,5x% +10x +1,5=0

+3,5=0
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Wektory.
Przeksztatcanie
wykresow funkgji

Samochdd cigzarowy utkwil w blocie. Trzy jednakowe traktory majq go wyciagnac.
Jak (w jakim kierunku) ustawic te traktory, by samochdd mdgt rozpoczac ruch do
przodu? Problem ten mozna rozwiazac za pomocg dzialert na wektorach,

Wektory. Dziatania na wektorach = Wektory w ukiadzie wspétrzednych
= Dziatania na wektorach w ukfadzie wspétrzednych = Przeksztatcanie
wykreséw funkdji ® Przeksztatcanie wykreséw funkdji (cd.) = Powtérzenie
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WEKTORY. DZIALANIA NA WEKTORACH

Pojecie wektora pojawilo si¢ zapewne na lekcjach fizyki. Slowo ,wektor”
oznacza po lacinie ,tragarz”. Dobrze oddaje to znaczenie, jakie nadaje si¢
pojeciu wektora w matematyce.

Gdy dang figure przesuniemy na plasz-
czyfnic tak, ze Kazdy jej punkt przemie-
Sci sie w tym samym Kierunku, na taka
samg odlegloé¢ i w t¢ samg strone, to
méwimy, Ze figur t¢ przesunelismy o pe-
‘wien wektor.

0 wektorach réwnoleglych mowimy, 7e maja ten sam Kierunek. Jesli po-
aja W t¢ sama strone, to méwimy, Ze maja ten sam zwrot.

Wektory, ktére maja taki sam kierunek, zwrot i takq sama, dlugos¢, opisuja

to samo przesuniecie. Dlatego o takich wektorach méwimy, ze sa réwne.

- JE—
- T - -, - —_— ==
- Sty
e — . ——
Wektory o tym samym Wektory o tym samym Wektory o tym samym
Kierunku. kierunku i tym kierunku, zwrocie i diugosci,
samym zwrocie. czyli wektory réwne.

Wektor mozemy opisaé za pomoca dwéch punktow, wskazujac, ktéry
2 nich jest punktem poczatkowym, a ktory — koficowym. Aby wyznaczy¢
wektor, wystarezy wige wskaza¢ pewna uporzadkowang pare punktéw.

Wektory oznaczamy za pomoca dwoch .

wielkich liter, np. AB, AA”, KL (pierw- L

sza litera to poczatek wektora, a druga AB
to koniec wektora) albo za pomoca Prosta AB wyznacza Kierunek
malych liter, np. @, @, ¥. Dlugos¢ wektora AB. Odleglos¢ mie-

dzy punktami A i B to diu-

wektora oznaczamy za pomoca dwoch iA
0S¢ wektora AB.

pionowych kreseczek, np. |AB|, |@|.

Wektor, ktrego poczatek pokrywa si¢ z koficem, nazywamy wektorem
zerowym i oznaczamy 0.

N B Zauwaz, Ze jesli A # B, to wektor AB nie jest rowny

L —"  wektorowi BA. O dwéch wektorach, ktére maja taka sa-
— ma dlugosc i taki sam kierunek, ale przeciwne zwroty,
=2 mowimy, ze sa wektorami przeciwnymi. Wektor prze
Ci=BA ciwny do wektora & oznaczamy . Zatem: BA = -AB.
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CWICZENIE A a) ZnajdZ na rysunku wektory A R
rowne wektorowi @ oraz wektory do niego B/P/
przeciwne. -
b) Narysuj trzy dowolne punkty K, L i M. Na- _ A= E
- , 6 ¥ v -
rysuj wektor o poczatku K rowny wektorowi %
IM oraz wektor o poczatku L przeciwny do

wektora K

Niech T bedzie dowolnym wektorem na

@ X A =4
T plaszczyznie. Przesuniecie o wektor @ to

przeksztalcenie geometryczne, w ktorym
P— Kazdemu punktowi P plaszezyzny odpo-

4 wiada punkt P’ taki, ze PP’ =17i.

Przesuniecie o wektor T nazywamy te translacja (od laciniskiego stowa

translatio — przeniesienie). sadania 15

Przypusémy, 7e pewna figure J przesuwa-
my najpierw o wektor @, a potem otrzy-
many obraz przesuwamy o wektor ¥ (zob.
rysunek). Przesuniecia te mozna zastapi¢
jednym przesunicciem — o wektor . Taki
wektor nazywamy suma wektoréw 7 i V.

/ _ Dane sq wektory @ i b. Aby wyznaczy¢
\ wektor rowny @ + b, najpierw wybiera-
B my jakikolwick punkt A i rysujemy wektor
AB =, a nastepnie wektor BC =b. Wow-

AC =a+b.

af

W podobny sposéb wyznaczamy wektor,
Kt6ry jest rowny sumie kilku wektorow.

ZENIE B Narysuj dowolny czworokat ABCD,
réwne sumom wektorow: AB +BC, AB +BC +CD o

W wyniku dodawania wektoréw mozemy
czasem otrzymac wektor zerowy.

epnie wskaz wektory
z AB +BC +CD +DA.
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CWICZENIE C Narysuj dwa m(‘im\l\nll‘;,h‘
wektory @ i b, a nastepnie wektor b oraz
wektor @ +(-b).

Dla dowolnych dwoch wektorow @ i b mo-

Zemy takze okreslié ich roznice:

Wektor @ -B jest réwny sumie wektora @

iwektora -b (wektora przeciwnego do b).
sadania 611

ICZENIE D Narysuj réwnoleglobok ABCD. Uzasadnij, ze wektor AB +BC jest
wny wektorowi AB + AD.

Uwaga. Aby wyznaczyé sume oraz roznice dwoch wektorow, mozemy zaczepic
oba wektory w jednym punkcie i skorzystac z reguly rownolegloboku, znanej ci
zapewne z lekeji fizyki (zob. rysunek).

Okreglilismy juz sum

i r6znice dwoch wektoréw. Mozemy okresli¢ takze

iloczyn wektora przez dowolna liczbe rzeczywista.

Jesli k > 0, to wektor k - @ ma ten sam

kierunek i zwrot co wektor %, a jego diu-

g0s¢ wynosi k - 7.

Jesli k <0, to wektor k- ma ten sam kie-
runck co wektor T, ale przeciwny zwrot,
a jego dlugose wynosi [k |7 |.

esli k = 0, to wektor k -  jest wektorem

I
zerowym, czyli 07 =0.

@ +bh)+T =a+({F+7.
k@ +b) = ka + kb
d+0=a

a-a=0

oo 218

Obok zapisano kilka wlasnosci dziatan
na wektorach. Jak widaé, sa one po-
dobne do praw dzialan na liczbach.

Mozemy powiedzie¢, ze dodawanie wek-
toréw jest przemienne i laczne oraz ze
mnozenie wektorow przez liczbe jest roz-
dzielne wzgledem dodawania wektorow.
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[TATTICM Wykaz, ze odcinek faczacy $rodki dwéch bokow tréjkata jest row-
nolegty do trzeciego boku | dwa razy od niego krétszy.

€
" Sporzadzamy rysunek pomocnicz
M punicty M1 N 53 $rodkami bokow tréjkata
B
A
) I Odcinek MN ma byé réwnolegly do odinka

Wykazemy, ze MN = JA8. AB10 polows od niego krotszy.

TN = WC + TN =

= Jo
2CB = 7(AC +CB) = ;4B

Wektor 3AB ma taki sam kierunek jak wektor AB i jest od niego 2 razy krotszy.
Zatem odcinki MN i AB sa réwnolegfe oraz [MN| = 1AB|.

ZADANIE | Wykaz ze odcinek laczacy srodki dwoch sasiednich bokéw dowolnego
czworokata jest réwnolegly do jednej  jego przekatnych.
zadania 19-22

ZESTAW ZADAN

1. Szesciokat ABCDEF przedstawiony na rysun- A F
Ku obok jest foremny.
a) Wskaz wektory o koricach w ch

punktach, ktére maja taki sam kierunek co wek-
tor OD.
b) Wska wektory, ktore maja t¢ sama dlugosé co
wektor FB.

o Kiére z wektorow OC, ED FC, OF, AB sa
przeciwne do wektora BA?

A C 2. Zapis Ty (F) = K oznacza, Ze po przesuniciu punk-
tu F o wektor BG otrzymamy punkt K. Jakimi figurami

] E G H lub i nalezy zastapi¢ znaki zapytania?

1A LA Tg=? Ty =? Ty5(ABFE) =7

b) T:(E)=G T:(N)=K T?(ANKO)= AEBF

B Ll Tmi")=l T51(?)= ABDL Trc(?)=AFGD

WEKTORY. DZIALANIA NA WEKTORACH 205



3. Prostokat o bokach dlugosci 3 i 5 przesunigto o wektor dlugosci 1, rownolegly
do jednego z bokéw tego prostokata. Znajdz pole czesci wspélnej prostokata i jego
obrazu. Rozwaz rozne przypadki.

4. Pole czesci wspélnej rombu i jego obrazu w przesunieciu o wektor T jest row-
ne 1 pola tego rombu. Jaka dlugos¢ ma wektor @, jesli jest réwnolegly do:

a) jednego z bokéw rombu,

b) jednej z przekatnych rombu?

® 5. Narysuj odcinek AB i dwie proste réwnolegte k oraz I. Nastepnie narysuj od-
cinek AgBy symetryczny do odcinka AB wzgledem prostej k oraz odcinek A;B;
symetryczny do odcinka AoBy wzgledem prostej I.
Wykaz, ze odcinek A, B, mozna otrzymac w wyniku przesuniecia odcinka AB o wek-
tor prostopadly do tych prostych, o dlugosci dwa razy wickszej od odlegtosci
migdzy prostymi k i I.

6. a) Wektor AC zaznaczony na rysunku obok przed-
staw na cztery sposoby jako sume roznych wektorow
wyznaczonych przez punkty A, B, C, D, E.

b) Przedstaw wektor AC jako réznice dwoch wekto-
16w wyznaczonych przez zaznaczone punkty.

7. Narysuj trzy rozne wektory @, b i €. Wyznacz wektory:

8. Wiréd wektorow narysowanych obok
znajdz dwa, ktérych suma jest réwna

af b g 97

9. O$miokat ABCDEFGH narysowany obok jest fo-
remny. Wskaz wektor o Koricach w zaznaczonych
punktach réwny wektorowi:

a) EO +AH d) DC + HG - A0
b) DE - AB ) OF + OH + 0B
o OF+CB-CO ) A0 +OF - BO
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10. Przerysuj rysunek i narysuj wektor W spelniajacy warunek zapisany pod ry-
su

b) 9

11. Narysuj dowolny czworokat ABCD. Uzasadnij, Ze zachodzi rown
a) DA +AC =DB +BC b) BC -BA =AD +DC o AB +CD =AD

il 12.Na rysunku ponizej przedstawiony jest wektor @ oraz wektory rowne: ~2a,

-v3a, -1a, o4aﬂ72 V2@, 1,8d. Wskaz te wektory.

= 4 - /51
A a B C
13. Na rysunku obok punkty F, L, H, B v
sq srodkami bokéw prostokata KMCA. G
Wyraz za pomoca wektorow @ i vV wek- F , H
tory: KC, GJ, HL, MF, BH, IB. Y
K L M

14. Narysowana figura zbudowana jest  rombw. Wskaz wektory o koricach w za-
znaczonych punktach réwne wektorom:

a) 3]F, -2AE, JHC
b) CB +BI, GN +ED, 2E+R

15. Jak skonstruowac wektory @ i b, jesli dane sq wektory F i§?

ap=a+b ig=a-b b)p=a+2b i G=3a+2b
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16. Na rysunku obok odcinek AB jest
3 razy krétszy od odcinka CD i jest do
niego rownolegly. Zapisz:

a) wektor b za pomoca wektor6w @
D c b) wektor d za pomoca wektoréw @ i b.

17. Narysuj dwie przecinajace si¢ proste oraz wektor W nieréwnolegly do zadnej
2 nich. Narysuj wektory réwnolegle do tych prostych, kidrych suma jest rowna w.

18. a) Narysuj dowolna prosta k i wektor & nieréw-
nolegly do tej prostej. Znajdz taki wektor V, aby
wektor 7 +¥ byl réwnolegly do prostej k i dlugosci
wektoréw @ i v byly rowne.

©b) Samochod ciezarowy utkwil w blocie. Trzy
jednakowe traktory maja go wyciagnac. Dwa
traktory s juz ustawione. Jak (w jakim kie-
runku) ustawié trzeci traktor, by samo-
chéd mégl rozpoczaé ruch do przodu
(wzdluz linii przerywanej)?

4V 19. Udowodnij, ze jesli w czworokacie ABCD punkty M i N s srodkami przekat-
nych AC i BD, to MN = }(AB +CD).

© 20. Korzystajac z wlasnosci wektoréw, uzasadnij twierdzenie:
a) Czworokat, ktdrego przekatne przecinajq si¢ w polowie, jest réwnolegtobokiem.
b) Srodki bokdw dowolnego czworokata sq wierzcholkami réwnolegloboku.

c) Dlugos odcinka tqczacego srodki przekatnych trapezu jest réwna polowie rézni-
dlugosci podstaw (od dlugosci dluzszej podstawy odejmujemy dlugosc krdtszej).

21. Wewnatrz trojkata ABC wybrano dowolny punkt P. Niech M, L i N oz
czaja_odpowiednio $rodki bokow AB, BC i CA. Wykaz, ze zachodzi réwnos
PA +PB +PC =PM +PL +PN.

22. Przeczytaj informacje w ramce. Udowodnij, ze jesli punkt D jest $rodkiem
cigzkosci tréjkata ABC, tzn. punktem przeciecia srodkowych, to DA +DB +DC =

Warto wiedziec!

$rodkowa tréjkata to odcinek laczacy wierz-
cholek ze srodkiem przeciwleglego boku.

zr L IsAl=2-IsA'l
W kazdym tréjkacie srodkowe przecinaja s N
si¢ w jednym punkcie, kiory dzieli kazda A 25 Selos s
2z nich w stosunku 2: 1. c B ISCl=2-1sC|
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MINISPRAWDZIAN

51, Na rysunku obok przedstawiono kwadrat podzielo-
ny na dziewie¢ mniejszych Po pFl G H
punktu F otrzymano punkt O. Zatem punkt F przesu-
nigto 0 wektor réwny wektorowi:

A.OF B.CL C.NE D. HO M 5
52. Szesciokat ABCDEF jest foremny. Wskaz bledna rownosc.
A. AD = 2BC B.EF+DC =EA C.DE = 3FC D. AB-CB = FD

53. Na rysunku obok przedstawiono wektory @, b i T.
Wynik ktérego z ponizszych dzialan jest rowny wektoro-

wia?
A 3B~ BT-25 5 D.1%-7 3 \

WEKTORY W UKELADZIE WSPOLRZEDNYCH

| Ze w ukladzie wsp6 h kazde o dany
wektor mozna zinterpretowa¢ jako przesuniccie najpierw wzdluz osi x,
a potem wzdluz osi y. Przyjrzyj si¢ rysunkom.

Przesuniecie o wektor  oznacza to samo co
i przesuniecie 0 6 jednostek w prawo i 3 w go-
F1 - re. Przesuwanie w prawo i w gore jest zgodne
ze zwrotami obu osi. Takie przesuniecie be-
dziemy opisywac za pomoca liczb dodatnich.
7 =16,3]
Liczby 61 3 to wspolrzedne wektora @

Przesuniceie o wekior ¥ oznacza to samo
co przesuniecie o 7 jednostek w lewo i 4
i W dol. Przesuwanie w lewo i w dot odbywa sie
dembmfm i —i w przeciwne strony, niz wskazujg zwroty osi.
Wowezas przesunicci bcdzlcmy opisywaé za
15 pomocy llczb ujemnych.
| v ,,7' 4]
Liczby -7 i —4 to wspélrzedne wektora V.
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CWICZENIE A Zaznacz w ukladzie wspélrzednych dowolny punkt A i punkt B
otrzymany w wyniku przesuniecia punktu A o 1 jednostke w prawo i 2 jednost-
ki w dol. Jak myslisz, jakie wspolrzedne ma wektor AB?

W podobny sposéb mozna opisa¢ dowolny wektor w ukladzie wspol-
rzednych. Wspdlrzedne wektora informuja, jak przesunac dowolny punkt
o dany wektor. Pierwsza wspolrzedna opisuje przesuniecie wzdluz osi x,
a druga — wzdluz osi y.

ccAt--— E F
e A : F =19,0)
| |
] ] X
L AB =[-9,-4] !
B @3] | HT —
i
b GH =[-6,1]

CWICZENIE B Narysuj uklad wspolrzednych i zaznacz wektory:

@=[-3,0, 5=[0,5], €=[24], d=[-1,6]

Dwa wektory w ukladzie wspélrzed- Dwa wektory sq przeciwne wiedy

nych sq rowne wtedy i tylko wtedy, 1 tylko wtedy, gdy ich odpowiednie

gdy maja takie same wspolrzedne.  wspolrzedne sq liczbami przeciw-
nymi.

- 7

I
vl
I
X 1% )

7 =[(2,-5],

wdania 13

i | CWICZENIE C Jakie wspélrzedne ma punkt P’ otrzymany w wyniku przesuniecia
punktu P = (5,1) o wektor @ = [2,-3]?

Punkt P’ otrzymany w wyniku przesuniecia punktu P = (x,y) o wektor
@ = [p,q ma wspélrzedne P’ = (x +p,y +).
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CWICZENIE D Dane sa punkty A = (xi,31) i B =

y2). Ustal wspotr;
tora AB i oblicz roznice:

2~ X1 Oraz Y - 1, jes

a)A=(2,1), B=(5,3) b) A=(-4,-3), B=(7,-2)

Gdy znamy wspolrzedne poczatku
i kofica wektora, to obliczajac odpo-
wiednie roznice tych wspélrzednych,
otrzymamy wspélrzedne wektora.

WSPOLRZEDNE WEKTORA

Zauwaz, 7e jesli poczatek wektora lezy

% % X w punkcie (0,0), to wspélzedne tego
T iy = T wektora sa rowne wspolzednym jego
[xB = Xa, ¥ = yal howisg

CWICZENIE E Wektor @ ma wspolrzedne @ =[-3,7].
a) Jakie wspolrzedne ma punkt B, gdy

TiA=(4,-5?
b) Jakie wspolrzedne ma punkt C, gdy CD =7 i D =(~12,40)?

adaria 43

1] Punkty A =

L B=(2-1)iC=(@21 to kolejne
ZnajdZ wsp6 czwartego tego

réwnolegtoboku.

D= (% )

A=(14,14

B=(-2,-1)
7B =[-2-(-13).
[2-x0,1-y0]
DC = AB, wiec:
2-xp=-% 1-yp=-2f
xw=2% yo=3%
Odp. Czwarty 6 ma wspé (22.3%).

ZADANIE | Punkty P =(-5,-10), R = (2,-7), S = (1,5) to kolejne wierzcholki réwno-
legloboku. Znajdz o czwartego wit tego 16

i 10-11 )
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CWICZENIE F Zaznacz w ukladzie wspdlzednych punkty A = (1,2) i B = (5,4),
a nastepnie, Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, oblicz dlugos¢ odcinka AB
(dorysuj odpowiedni tréjkat prostokatny).

Dlugos¢ wektora to odlegl
miedzy jego poczatkiem i kori- DLUGOSC WEKTORA
cem. Zatem mozna ja obliczaé, Vi
korzystajac z podanego obok
wzoru (|AB | = |ABI).

% X

Jesli A =(xa,Y4) 1 B = (x, ), to:

IAB| = \|(xs = Xa)? + (V2 - y2)?

Zauwazmy, ze liczby Xz—X, Oraz ys—y, wystepujace w pOWyZSzym wzorze
to wspolrzedne wektora AB. Suma kwadratow tych wspolrzednych jest
réwna kwadratowi diugosci wektora.

Jedli @ =[p,ql, to 7| =\p?+q2

CZENIE G Oblicz dlugos¢ wektora:

b) 4B, gdzie A=(4,-7) i B=(-1,-19)
sadania 12-13 )
ZESTAW ZADAN
471" 1. 3) Podaj wspélrzedne narysowanych wektor6w.
¥ ¥y

/ lf i i3

/ A 1 q
B/ 1 x 1 x

b) Podaj wspélrzedne wektoréw przeciwnych do wektoréw T, f,
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2. Zaznacz w ukladzie wspolrzednych dowolny punkt P i takie punkty A, B, C, D,
aby ipelmone byly podane warunki:

=[2,1] PB =[-3,4 PC =10,4] PD =[-5,01

3. ) Podaj wsporzedne dwoch wektorow o dlugosei 5, réwnoleglych do osi x oraz
dwdch wektoréw o dlugosci 5, réwnoleglych do osi y.

b) Wektor PK jest réwnolegly do osi X, ma zwrot przeciwny do zwrotu osi i ma
dlugos¢ 100. Jakie wspolrzedne ma punkt K, jesli P =

©) Wektor MN jest réwnolegly do osi y, ma zwrot zgodny ze zwrotem osi i ma
diugos¢ 50v2. Jakie wspolrzedne ma punkt M, jesli N = (20VZ,-301/2)?

4. 7najdz wspolrzedne punktu otrzymanego w wyniku przesuniecia punktu A
o wektor U.

a) ¥y b) 9 ¥y
> /i/ 4
l* 3
o 1 x 01 x o1~ X
T
A ‘
|
5. Znajdz wspé punktu otrzymanego w wyniku suniecia punktu P
o wektor @, jesli:
a) P=(-2,-16v2), ©=[2,0] 9 P=(-a,a), 1=la,-2al

b) P=(3+51-4/5), U=[7,/5-3] d) P=(a+3,3a-1), U=[1-a,a-1]
6. Kwadrat o wierzcholkach A = (-4,3), B = (-1,4), C = (-2,7) i D = (-5,6) chce-
my przesunaé tak, aby otrzymany kwadrat mial dokladnie jeden punkt wspélny
z osia X. Jakie wspolrzedne moze mie¢ wektor takiego przesuniecia?

7. Podaj wspolrzedne wektora AB oraz wektora BA, |
a) A=(-242), B=(3-11) 9 A=(ab), B=(2a,-b)
b) A=(2-V7,3-5V7), B=G-V7,V)) d A=(a-1,2a-1), B=(a+2,1-2a)

8. Znajdz wspolrzedne punktu P, ktéry otrzymamy w wyniku przesuniecia punk-
tw P =(3,-1) o wektor KL, jesli:

a) K=(2,-1), L=(3,-5) o K=(-1,0), L=(6,-2)
b) K=(0,6), L=(10,-}) d) K=(2,2), L=(-7,6)
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9. Jakimi wspolrzednymi (punktu lub wektora) nalezy zastapic znaki zapytania
w tabelce obok?

Punkt A [(-128,2134)| (-15,14) ? ? 0,0 (-a,a)
Punkt B |(-125,2130) ? (-103,-2) (a,1) ) ?
Wektor AB ? [0,124] | (7,-138] |[1+a,1-a) ? la,-a)

4 10.punkty A = (3,2) i B = (-4,-6) sq wierzcholkami réwnolegloboku. Przekatne
tego réwnolegloboku przecinaja si¢ w punkcie P = (7,-2). Znajdz wspéirzedne jego
pozostalych dwéch wierzchotkow.

11. 0 jaki wektor nalezy przesuna¢ okrag o $rodku $; =

(-3,~5) i promieniu 2, aby

otrzymany okrag byl styczny zewnetrznie w punkcie (2,-2) do okregu o Srodku
S2=(2,3) i promieniu 5?7

A
=

réw AB, AC iBC.

b) Oblicz diugosci wektorow:

V=[-8,6],

a=(10,-1, 7

[V2-/3,2/6],

12. a) Dane sg punkty A = (2, -3), B = (6,7), C = (~5,-8). Oblicz dlugosci wekto-

W=la-VI-a a+VI-al.

13. Wektor AB, gdzie A = (1,0), ma dlugos¢ 5. Punkt B lezy na wykresie funkcji
y = 2x. Jakie wspolrzedne ma ten punkt?

MINISPRAWDZIAN

S1. Ktére zdanie jest prawdziwe?

A Jesli K =(-2,v3) i L=(-V/5,6), to KL =[2-5,v3-6].
V5,7l o T =V.
C. Jesli R=(/3,4) i $=(3V3,6), to |RS| = 10.

B. Jesli @ =

D. J

7,V51i v

ciej cwiartce ukladu wspotrzednych.

52. Dlugos¢ wektora AB, gdzie A = (4,7) i B = (-3,-2), jest réwna:
B. 16 C. V130 D.4

A V26

$li punkt (-55,47) przesuniemy o wektor & = [47,-55], to znajdzie si¢ w trze-

53. Po przesunieciu punktu (3,-4) o pewien wektor otrzymano punkt (1,1). Ja-
kie sq wsporzedne punktu, Ktéry po przesunieciu o ten sam wektor znalazl sie
w punkcie (10,20)?

B.(12,15) C.(6,-2)

A.(8,25)

214

D. (5,-5)
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DZIALANIA NA WEKTORACH
W UKLADZIE WSPOLRZEDNYCH

Wektory @, ¥ na rysunkach obok
maja wspolrzedne:

Przesuniccie o wektor @ + ¥ moz-
na zinterpretowa jako przesuniecie
wazdluz osi x w lewo o 6 jednostek,
a potem w prawo o 5, czyli razem
0 1 jednostke w lewo, natomiast
wazdluz osi y w gore o 4 jednost-
ki, a potem jeszcze 0 2 w gore, czyli
razem o 6 jednostek w gore.

Analogicznie przesuniccie o wektor
% -V mozna zinterpretowaé jako
przesuniecie wzdluz osi x o 6 jed-
nostek w lewo, a potem jeszcze o 5
jednostek w lewo, czyli 0 11 jedno-
stek w lewo, natomiast wzdluz osi
¥ 0 4 jednostki w gore, a potem o 2
jednostki w dét, czyli razem o 2 jed-
nostki w gore.

T-V = 1-6,41- 15,21 = -11,2]

Na kolejnym rysunku narysowano
wektor @ = [3,2] oraz wektor 21 -

1)
Zauwaz, ze wspolrzedne wekiora 217 22 !
sa 2 razy wigksze od h } =
wspélrzednych wektora @, L —— — — S

Powyzsze wnioski mozna uogolni¢
dla dowolnych wektorow.

2.13,21=16,4]

Jesll 1 = uy, el 1 =, 2], to: CWICZENIE Dane sa wektory
a-[3, =1-10,01i T =11,

T +V = [y +vy, uz +v2]
Oblicz wsplrzedne wektora:

0=V =[u-vy, u2-v2l

a)a+h 9 2@
b) b-T d) ©+ia
sadania 1-8

Dla dowolnej liczby k:
k-7 = [kuy, kuz)
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[l

I

I Aby sprawdzi¢, czy dwa niezerowe wektory @ i b sq rownolegle (maja ten
sam kierunek), mozemy skorzystac z nastepujacego twierdzenia:

Dwa niezerowe wektory @ i b sq réwnolegle wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje taka liczba k, ze @ =k -b.

Uwaga. Przyjmujemy, Ze wektor zerowy jest rownolegly do kazdego wektora.
dania 513 )

Punkty A, B, C, D, E sa kolejnymi wierzchotkami pieciokata oraz

AB = [7,-2], AE =[2,3), CB = [-5,-6] i CD = [-4,1]. Wykaz, ze przekatna AC
tego pigciokata jest réwnolegta do boku ED i jest od tego boku dwa razy diuzsza.
D i Sporzadzamy rysunek pomocniczy: rysujemy

pieciokat ABCDE i zaznaczamy wektory, kt6-
rych wspétrzedne sa dane.
i Tylko przekatna AC moze by¢ rwnolega do
A boku ED (pozostate przekatne maja z tym
/ bokiem punkt wspolny).

Przekatna £D spefnia warunki zadania, gdy
Wykazemy, ze AC = 2ED. i AC = 2ED

ED =EA +AB + BC +CD = -AE +AB +(-CB)+ CD =
=[-2,-3]+(7,-2] +[5,6] + [-4,1] = [6,2]
AC =7AB +BC =AB - CB =[7,-2]-[-5,-6] = [12,4] =2 [6,2] =2ED O

ZADANIE | O czworokacie ABCD wiadomo, ze: C = (11,3), D = (5,12), AD =[7,12],
BC = [11,6]. Wykaz, ze bok CD jest réwnolegly do boku AB i jest 3 razy od niego
dtuzszy.

adani 14-17 )

ZESTAW ZADAN

1.

a)
b)

2.

a)

3.

a)

Niech @ =[2,-1), b 1, T =[5,0]. ZnajdZ wspolrzedne wektora:
a+b o a+b+T 9) 5C -43d +2b
b-a &b -T+d h) 2 +3(T - 2b)

Niech K =(-2,1), L=(1,3), R = (4,-5), S =(0,-2). Oblicz wspéirzedne wektora:
KL +5% b) KS - 2IK 9 3(KR +IR) d) -2KS +3KR
Niech @ = [-4,1], B =[0,-6] i © . Znajdz wspolzedne wektora:

4T +2(6 +7)

2€ - 3(4@a+b -7) -2d +3}
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4. Znajdz wspdirzedne wektora T, gdy:
[1,-31+7 =[5,5] o 4-[7,1]-2 -2,3]
b) 27 ~[10,-2] = [4,-1] &) @+ [4,-2] =2@-11,1)

5. Niech A =(-3,7), B=(-2,-1), C = (5,8). Znajdz wspolrzedne punktu D, jezeli:
a) AD =2AB -AC b) DA =-3BC + BA

6. Znajdz takie liczby m i n, dla ktérych © = ma +nb .
a) @=[1,-1), b =[4,3], T =[-10,-11] b) @ =[-3,4), b =[6,-8], T =[-12,16]

7. Dane sq wektory: @ =[-4,-3] i ¥ =[4,6]. Uporzadkuj podane wektory w kolej-
nosci od najdluzszego do najkrotszego.

F=u-2v

dA=U+vV = T=2u

8. Niech 7 = (3,41, 7 =[5,0], 47
maja réwne dlugosci oraz ze [F +5 |

7 . Wykaz, Ze wektory 7 i §

9. Ktére z podanych wektoréw sa réwnolegle do wektora @ = [12,-20]?

2]

11. Znajdz wsplrzedne wektora o dlugosci a réwnoleglego do wektora 7, jesli:

a) a=1, =3,-4], b a=5, @=[-£,-1].

12. Korzystajac z wlasnosci wektoréw, sprawdz, czy proste AB i CD sq rownolegle.
a) A=(-3,-2), B=(-1,-5), C=(66,3), D=(64,6)
b) A=(B+V5,4+v2), B=(6+/5,4-v2), C=(1+v2,2+/3), D=(4+/2,5+/3)

13. Korzystajac z wlasnosci wektoréw, sprawdz, dla jakich wartosci p i g prosta
przechodzaca przez punkty A = (2,3) i B =(5,7) jest réwnolegla do prostej CD,
jesli C=(p,q) i D=@2p,q-1).

14.2) Niech A=(1,-1), B=(5,2), C=(-1,5), D =(-7,3). Czy czworokat ABCD
jest trapezem? Czy jest on réwno]eglobokiem7

b) W czworokacie ABCD dane sa: =14,3], AC = 8,2] i DB =[0,-4]. Wykaz,
Ze czworokat ABCD jest rovmolcgrobokmm
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15. 0 picciokacie ABCDE wiadomo, ze CB = [-6,-9], CD = [0,4], ED = [6,1]
i EA = -2,-11]. Wykaz, 7 jedna 2 przckatnych tego plec)okala Jw réwnolegla do
boku AB, a jedna z pozostalych h jest boku BC.

©16. Przekatne czworokata ABCD przecinaja sic w punkcie P o wspélrzednych
(-3,7), a punkl ten dzieli kazda 2z nich tak, ze |PC|:|PA|=|PD|:|PB|=1:3. Wia-
domo, ze AC = [4,6] i BD = [-10,-2]. ZnajdZ wspolrzedne wierzcholkéw tego
czworokata i wykaz, ze jest on trapezem.

©17. Punkty A = (-3,0), B=(4,-1), C = (5, 1), D = (2,3) s wierzcholkami czworokata.
W jakim stosunku prosta réwnolegla do boku DC, przechodzaca przez punkt B
dzieli bok AD?

MINISPRAWDZIAN

S1. Dane sa wektory T = [-3,4] 1 W = [36,-8]. Wynikiem ktorego z ponizszych
dziatari jest wektor réwnolegly od osi y?

A2T+W B.-37-}w C. 12T+ 3w D. 47 - %

52. O czworokacie ABCD wiadomo, Ze AB
DC =[-4,-3]. Bok AD tego czworokata ma diugos

A5 B. 97 C.13 D. 2/10

53. Jesli A=(90,20) i B=(30,50), to prosta AB jest réwnolegla do wektora:
A [2,-1] B. [-3,6] C. [120,60] D. [-30,-15]

PRZEKSZTALCANIE WYKRESOW FUNKCJI

b
Popatrz na rysunek obok. Wykres |
funkeji g powstal w wyniku prze-
suni¢cia wykresu funkdji f o 5 jed-
nostek w gére, czyli o wektor [0,5].

Zauwaz, e wartosé funkcji g dla
argumentu X jest o 5 wicksza od
wartosci funkcji £ dla tego argu-
mentu. Mozna wiee powiedzie¢, ze
dla kazdego x funkcja g
przyjmuje wartosé rowna f(x) + 5.

1

1 a X

fla) ‘+ —————
|
!

gx)=f(x)+5
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CWICZENIE A Kazdy z narysowanych wykresGw powstal przez przesuniccie wy
Jeden z wykreséw zostal opisany. Opisz pozostale.

¥

kresu funkeji y

Popatrz na ponizszy rysunck. Wykres funkeji h powstal w wyniku przesu
nicia wykresu funkcji f o 8 jednostek w prawo, czyli o wektor [8,0].
Zauwaz, e wartosé funkdji h dla

i
X jest taka sama, jak

! wartosé funkeji f dla argumen-
Y | wo 8 mhicjszego od x. Mozemy
! ! ie¢, 7e dla kazdego
a-8 a X arg x funkcja h przyjmu-
je wartos¢ réwna f(x~8).
h() = f(x-8)

CWICZENIE B Kazdy z narysowanych wykresow powstal przez prz
kresu funkcji y = f(x). Niektére wykresy zostaly opisane. Opisz pozostale.

AAZAEAA/

1

suniecie wy-

cji f, moze miec inng dziedzine.

PRZEKSZTALCANIE WYKRESOW FUNKOI

Ze gdy dziedzing funkdji f nie jest zbiér liczb rzeczywistych, to
funkcja, ktrej wykres otrzymano w wyniku przesuniecia wykresu funk-
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W tabeli zebrano przyklady funkeji, kiére mozna otrzymaé, przesuwajac
w pionie albo w poziomie wykres funkeji y = £(x).

Sposéb przesuniecia Wspolrzedne Otrzymana
wykresu funkeji y = £(x) wektora przesuniecia | funkcja
przesuniecie o 5 jednostek w gore (0,5 y=f)+5
przesunigcie o 3 jednostki w dét 10,31 y=f(x)-3
przesunigcie o 2 jednostki w prawo 12,0] y=fx-2)
przesuniecie o 6 jednostek w lewo [-6,0] y=f(x+6)

CWICZENIE C Zapisz wzér funkeji, ki
wykresu funkdji y = f(x) o wektor:
a)[0,-1] b) [-2,0] 9 [10,0] d [«

j wykres otrzymamy po przesunicciu

Informacje zapisane w tabeli mozna uogdlnié w nastepujacy sposob:

Jesli wykres funkdji y = f(x) przesuniemy o wektor [0, b], to otrzymamy
wykres funkdji y = £(x) + b.

Jesli wykres funkcji y = f(x) przesuniemy o wektor [a,0], to otrzymamy
wykres funkdji y = f(x - ).

a) Funkeja f jest okreslona wzorem f(x) = % +5. Wykres tej funk-
cji przesunieto o wektor [0, -9]. Znajdz wzér funkcji, ktérej wykres otrzymano.

y=fx)-9

y=2%+5-9
2
VY=

b) Funkeja f jest okreslona wzorem f(x) = 5y + 2x - 3. Wykres tej funkgji prze-
sunieto o wektor [=5, 0]. Znajdz wzér funkaji, ktérej wykres otrzymano.

_ Po przesunieciu wykresu funki f o wektor [-5,0] otrzy-
¥=fx+5) mamy wykres funkeji y = £(x - (-5)), czyli y = Fx+5).
y=5VRFS42(x+5)-3

y=5/X+5+2x+7

ZADANIE | a) Funkda f jest okreslona wzorem f(x) = 3yX - 4. Wykres tej funkcji
przesunigto o wektor [0,7]. Znajdz wzor funkeji, ktdrej wykres otrzymano.
b) Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = 2x - 3x. Wykres tej funkeji przesunigto
© wektor [6,0]. Znajdz wzér funkji, kidrej wykres otrzymano.
2adora 17 p
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Zauwazmy, ze jesli wykres funkeji f przesuniemy najpierw o wektor [a,0l,
a potem otrzymany wykres przesuniemy o wektor [0,b], to bedzie ozna-
czalo, ze przesunelismy wykres funkeji f o wektor [, bl.

Na kazdym z ponizszych rysunkéw przedstawiono wykres funkeji £ i wy-
kres, ktéry powstal w wyniku jego przesuniccia.

Wykres funkcji f Wykres funkcji f
przesuni¢to o wektor: przesuni¢to o wektor:
i =[-2,-3] V=123]

Vi i

X =f(x+2)-3 h(x)=f(x-2)+3

CWICZENIE D Kazdy z narysowanych wykreséw powstal przez przesuniecie wy-
kresu funkeji y = f(x). Niektore wykresy zostaly opisane. Opisz pozostale.

a)

o
7
2
~
N
v
<

7
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CWICZENIE EJak nalezy przesunaé wykres funkcji £, aby otrzyma¢ wykres funk-
cji h okreslonej wzorem h(x) = f(x + 1) +4?

Przesuwajac wykres funkcji y = £(x)
o wektor @ = [a,b], otrzymujemy
wykres funke

9 = fx-a)+b

Znajdz wzér funkgji, ktérej wykres mozna otrzyma po przesunie-
ciu wykresu funkgji f(x) = 4x* + 5x + 1 0 wektor [-2, 7).

y=flx+2)+7 Po przesunieciu wykresu funkcji y = f(x)
o wektor [a,b] otrzymamy wykres funkgji
Y=4(x+23 +5(x+2)+1+7 Dy=fx-a)+b.

Dla a=-2 i b=7 mamy: y=fx+2)+7.
Y =403 +6x2+12x+8)+5x+10+8

y =4x3 +24x% +53x +50

ZADANIE | Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = Z + 5x. ZnajdZ wzor funkji,
Ktorej wykres otrzymamy w wyniku przesuniecia wykresu funkgi f o wektor [-6,4].
sadenin 822

ZESTAW ZADAN

1. Na rysunku obok przedstawiono wykres pewnej
funkcji f. Narysuj wykres funkcji:

a) y=f(x-2) 9 y=flx+4)
b) y=fx)+1 d) y=flx)-

2. Narysuj wykres dowolnej funkeji. Oznacz ja lite-
ra f. Narysuj wykres funkeji, kt6ra opisuje rownosé:

a) y=f()+3 b) y=fx)-2 Q y=flx+3) d) y=flx-3)

3. Zapisz wzor funkcji, ktorej wykres otrzymamy po przesunieciu wykresu funk-
cji y = f(x) o wektor T, gdy:

=10,7] b) @ =[0,-7] q u=(7,0] d) @ =[-7,0]
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4. Wykresy funkcji g i h powstaly w wyniku przesunigcia wykresu funkcji, ktorej
wz6r podano na rysunku. Zapisz wzory funkcji g i h.

a)\“‘;:Y 9/ |h o b4 g e /R 7
"
¢l A
yext
1 1 1
o 1 X 0 1 X D) X

yow |
TN

5. a) Miejscem zerowym pewnej funkgji f jest liczba 5. Jaka liczba jest miejscem
zerowym funkji y = f(x+3)? Jaka liczba jest miejscem zerowym funkgji y = f(x-7)?
b) Czy funkcja f i funkeja y = £(x) + 3 moga mie¢ to samo miejsce zerowe?

6. W wyniku przesuniecia wykresu funkgji f(x) = -3x* + 2 réwnolegle do osi y otrzy-
mano wykres funkcji g(x) = ~3x2 - 7. O jaki wektor przesunieto wykres funkcji £7

7. W wyniku przesunigcia wykresu funkgji f(x) = g -5 réwnolegle do osi x otrzy-
4

mano wykres funkeji g(x) = % - 5. 0 jaki wektor przesunigto wykres funkcji f7

8. Na rysunku przedstawiono wykres pewnej funkcji f. Narysuj wykresy funkcji
podanych pod rysunkiem.

a) Vi b) Y Q 24
1 1 1
01 X 0 1 X o 1 X
y=fx-3) y=fx-4 y=fkx+5)
y=f(x-3)-5 y=flx-4)+1 y=f(x+5)-3
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9. Zapisz wzér funkgji, ktérej wykres otrzymasz w wyniku przesuniecia wykresu
funkeji y = 3x%:

) o wektor [5,-2], b) o wektor [-4,7], 9 o wekor [3,-5].

10. Oznaczone kolorami wykresy otrzy-
mano w wyniku przesuniecia wykresu
funkcji f(x) = $x*. Dopasuj poniZsze
wzory do wykreséw.

®y=1x-67-6

@y=1x-67+6

@y=1x+67-6

@y=lx+6+6

11. Wykres podanej funkcji przesunieto o wektor @. Podaj wzér funkdji, ktérej
wykres otrzymano.

Q y=2-Ix|,
d) y=3x"-1,

12. Zapisz wzér funkeji, ktdrej wykres otrzymano w wyniku przesuniecia wykresu
funkeji £ o wektor V.

a) =525, [2,-51 o f(x)=5xVX+1,
b) f(0)=(x+3)(x-4), V=[-3,1] d) f(0)=3x- ¢

13. Przesuwajac wykres funkcji £, mozna otrzymac wykres funkcji g. Podaj wspol-

rzgdne wekiora przesunigeia, jes

a) f=x* g =(x+3) e f(X)=vX gx)=Vx-T+7

b) f() =22 g0y =2(x-11)° H =5 g(x)=5(x+2°-3
9 =% aw=;-2 9 fX)= Y% g = IN=T+5

d) fx)=VAX  gx) = VAx+17 h fo=-2x gx)=-2x-13-8

14. Jak nalezy przesuna¢ wykres funkgji f, aby otrzymaé wykres funkcji g?

a) fX)=Vx+2 gx)=Vx+7  f)=2x-3°+5 g(x)=2(x+3)*
b fo=3+7 g=3-2 d) f)=x+x g =(x-17+x-2
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15. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji y = f(x).
a) Znajdz najmniejsza wartos¢ funkcji y = f(x-50)+30.

b) W jakim przedziale funkcja y = f(x + 70) - 60 jest
rosnaca?

©) ZnajdZ miejsce zerowe funkcji y = f(x + 100) - 4.

d) Dla jakich argumentéw funkeja y = f(x - 40) - 2 przyj-
muje wartosci dodatnie?

16. Najwicksza wartosé funkcji f wynosi 15. Okres] najwicksza wartosé funkcji g,
jesli wiadomo, ze:

a) g(x) = f(x)-20 9 g(x)=fx+13) e gx)=f(x-3)+5

b) g(0) =f(x)+10 d) g(x) = f(x-8) f) g =flx+1)-4

17. Dziedzing funkeji f jest zbiér (-3;7), a zbiorem wartosci jest przedzial
(71 ;4). Okresl dziedzing i zbiér wartosci funkcji, ktorej wykres otrzymamy po
przesunieciu wykresu funkcji £ o wektor:

a) (5,01 b) [0,-7] 9 [-3,4] d) [1,-10]

18. Funkeja f jest rosnaca tylko w przedziale (~2; 5). Okresl przedzial, w kiorym
rosnaca jest funkcja g.

a) g0 =f(x-5) b) g(x) =f(x+10) 9 g =flx+7)-3

19. Funkcja f jest malejaca tylko w przedzialach (-o05-1) oraz (0;2). Okresl
przedzialy, w ktérych malejaca jest funkcja g.

a) g(x)=f(x+2) b) g(x)=f(x-3) Q gx)=f(x-10)+5

20. Wykres funkgji liniowej f przesunigto o wektor [p,ql. Wykaz, ze otrzymany
W ten sposob wykres jest prosta réwnolegla do wykresu funkcji f.

21. Wykres funkcji £(x) = -3x + 7 przesunigto o wektor [2,6] i otrzymano prosta p.
a) Wykaz, 7e te prosta mozna réwniez otrzymaé, przesuwajac wykres funkcji f
0 wektor [4,0] albo o wektor [0, 12].

b) Znajdz dwa inne wektory, o ktére mozna przesuna¢ wykres funkgji f, aby otrzy-
mac prostg p.

22. Wykres funkcji liniowej f(x) = ax + b przesunieto o wektor [0,q] i otrzymano
wykres funkgji g. Wykaz, ze istnicje taka liczba p, ze wykres funkcji g mozna
otrzymac z wykresu funkeji f w wyniku przesuniecia o wektor [p,0].
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MINISPRAWDZIAN

S1. Po przesunigciu wykresu funkcji y = x° o trzy jednostki w prawo otrzymamy
wykres funkji:

Ay=x+3 Cy=(x+3y
B.y=x°-3 D.y=(x-3) ¥
: r
52, Na rysunku obok przedstawiono fragment wykresu funk- %
cji f. Ktory z ponizszych rysunkow s fragment o
wykresu funkji y = f(x +2)?
A i B. Vi [ Vi D. i
1 11 1
01 X 01 X 0 X i X

53. Wykres funkcji f(x) = VX+2 -5 mozna otrzyma¢ z wykresu funkdji gx) = X
w wyniku przesuniccia o wektor:

A.[-2,-5] B.[2,-5] C.[-5,2] D.[5,2]

PRZEKSZTALCANIE WYKRESOW FUNKCJI (CD.)

I | CWICZENIE A Podaj wspolrzedne punktu symetrycznego do punktu A = (@, b):
a) wzgledem osi x, b) wzgledem osi y.

CWICZENIE B Na rysunku przedstawiono wykres f.

a) Niech funkeja g bedzie okreslona wzo-
rem g(x) = ~f(x). Korzystajac z wykresu
funkeji f, ustal, jaka wartos¢ przyjmuje
funkcja g dla argumentu -2, a jaka — dla
argumentu 3.

b) Niech funkcja h bedzie okreslona wzo-
rem h(x) = f(-x). Korzystajac z wykresu
funkeji f, ustal, jaka wartos¢ przyjmuje
funkcja h dla argumentu -2, a jaka — dla
argumentu 3.
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Na kazdym 7 rysunkéw przedstawiony jest wykres pewnej funkeji f oraz
jego odbicie symetryczne.

y Wykres funkcji g powstat

B ™~ przez odbicie symetryczne
w wykresu funkeji f wzgledem
osi x. Dla kazdego argumen-

tu x wartosci funkdji g i £ sa
liczbami przeciwnymi. Zatem
dla argumentu x funkcja g

y\ przyjmuje wartosé —f(x).

Wykres funkcji h powstal
przez odbicie symetryczne
wykresu funkcji f wzgledem
osi y. Dla kazdego argumen-
tu x wartos¢ funkdji h jest
taka sama jak wartos¢ funk-
Gji f dla argumentu —x.

a)=f-a

)= () denia 15 )

|| MEIIATIIEEN Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = x3 - x? + %

a) Zapisz wzor funkdji g, ktorej wykres jest symetryczny do wykresu funkdji f
wzgledem osi x.

900 =~f(x) == (x> =x? +

g(x) = —x3 + x°

b) Zapisz wzér funkaji h, ktérej wykres jest symetryczny do wykresu funkeji f
wzgledem osi y.

LI SV S

h0) = Fox) = (30° = (X0 + 7 = = ~

hix) =

ZADANIE | Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = 3x~5X+7. Znajdz wzor funkeji,
Ktérej wykres otrzymano w wyniku odbicia symetrycznego wykresu funkji £

a) wzgledem osi x, b) wzgledem osi y.
oo 67
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Wykres funkdji () =

2
2x-1

+3 przeksztatcono najpierw przez

symetrie wzgledem osi y, potem przez symetrie wzgledem osi x, a nastepnie

przesunigto o wektor [

o=
:

fix) = f=x) =T

i) = =%

00

L =557 -3

A0 =flx +5)-2= %-3-2

o0 = G s

ZADANIE | Wykres funkcji f(x) = 6VX+4—

2x najpierw przeksztalcono przez

2]. Zapisz wzér funkdji, ktérej wykres otrzymano.

Zapisujemy wzor funkeji fi, ktorej wy-
kres jest symetryczny do wykresu funkeji
f wzgledem osi .

Zapisujemy wzor funkdji fz, ktérej wykres.

i jest symetryczny do wykresu funkcji fi

wagledem osi x.

Zapisujemy wzor funkcji fi, ktorej wykres
otrzymano, przesuwajac wykres funkdji
fo 05 jednostek w lewo i 2 jednostki
w dot.

syme-

trig wzgledem osi y, potem przez symetrie wzgledem osi x, a nastepnie przesunigto
o wektor [-7,5]. Podaj wzor funkcji, ktérej wykres otrzymano w ten sposcb.

Korzystajac z wykresu funkdji y = V&, narysuj wykres funkcji

y=-Vx+3-

fox)=
fil0=flx+3)=Vx+3
) =-fi)=-Vx+3
f0=f00-2=-Vx+3-2

Vi

ZADANIE | Korz

228

Zapisujemy wzory funkeji, ktére
mozemy otrzymac po kolejnych
przeksztatceniach.

Kolejnosé przeksztaicer:

1. Przesuwamy wykres funkcji f
o wektor [-3,0] | otrzymujemy
wykres funkdji fy

2. odbijamy wykres funkei i
ledem osi x, otrzymujemy

wikres fonkel £

3. Przesuwamy wykres funkdi f2

o wektor [0,-2] i otrzymujemy

wykres funkdji f5

stajac z wykresu funkeji y = VX, narysuj wykres funkgji y = =X+ 4.

wdania5-12 )
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Pokazemy teraz jeszcze jeden sposob przeksztalcania wykresu funkcji.

CWICZENIE C Dane sq funkcje f1(x)=-3x+2 i f2(x) = | 2|.. Oblicz wartosci
Kazdej z nich dla kilku dodatnich i dla kilku ujemnych argumentéw. Narysuj
wykresy tych funkcji

Zastanéwmy sie, jak przeksztalcié wykres funkcji £, aby otrzymaé wykres
funkejiz

gx) = If(I
Dla argumentéw, dla ktérych f(x) > 0, zachodzi réwnosc g(x) = f(x). Dla po-
zostalych argumentéw, czyli tych, dla ktorych f(x) < 0, zachodzi réwnosé
9x) =—f (0.
f,  gdy f(x)>0

gx) = 1fx) = {—ﬂx). ady F(X) <0

Zatem wykres funkeji g otrzymamy w ten sposcb, Ze ta czes¢ wykresu
funkeji £, kiéra znajduje si¢ nad osig X, pozostanie niezmieniona, a pozo-
stale czesci wykresu funkeji f zostang odbite symetrycznie wzgledem osi x.

i

g(x) = fx)|

Korzystajac z wykresu funkdji f() =
narysuj wykres funkdji y

fo=%
At =flx-3)=
LK) =fi)-2
f00 =101

ZADANIE | Korzystajac 2 wykresu funkeji £(x) = L, narysuj wykres funkcji

adania 1320
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ZESTAW ZADAN

1. Narysuj wykres dowolnej funkgji £, a nastepnie narysuj wykres funkcji:
a) y=-f(x) b) y=f(=x) Q y=-fl=x)

2. Na rysunku przedstawiono wykres pewnej funkgji f. Narysuj wykresy funkcji
podanych pod rysunkiem.

a) ” 9 L4
1 r 1
0 1 x * " 1 *
y=-f)+1 y=4(x)+1 y=1-hx)
y=-flx+1) y=-g(-x) y=-1-h(x-1)

3. Funkcja f jest rosnaca. Ustal, ktéra z funkcji g, h, j tez jest rosnaca, a ktéra —
malejaca, jesli

9 =f(x) h(x) =-f(x) JX) = —~f(=x)

4. Jedynym miejscem zerowym pewnej funkcji f jest liczba 7. Znajdz miejsce
zerowe funkdji g, jesli:

a) g0 = ~f(x) b) g(x) = f(=x) 9 g =~f(x+5)

© 5. Narysuj wykres takiej funkcji £ (kt6ra nie jest funkcjq stata), aby wykresy funkcji
y==f(x) iy = f(=x) byly takie same.

Il 6. Wykresy funkeji g i h powstaly w wyniku przeksztalcenia wykresu funkdji, ktorej

wz6r podano na rysunku. Zapisz wzory funkcji g i h.

a) Yy b) ¥, 9 9| hw
v
9 Y,._j%
1 1+
( X

7. Zapisz wz6r funkcji g, ktérej wykres otrzymamy w wyniku przeksztalcenia:

x
I}
.

Xt

a) wykresu funkcji f(x)=5x -2 przez symetri¢ wzgledem osi X,
b) wykresu funkcji f(x) = % +1 przez symetrie wzgledem osi y.
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8. Znajdz wzor funkcji, ktorej wykres powstaje w wyniku przeksztalcen:
a) wykresu funkcji f(x) = 2x - % najpierw przez symetrie wzgledem osi x, a na-

stepnie przez przesuniccie o wektor [0,~4],

b) wykresu funkji £(x) = 3xV/X— 1 najpierw przez przesuniecie o wektor [0,
a nastepnie przez symetrie wzgledem osi y.
1

¢ wykresu funkgji f(x) = VX + = najpierw przez przesunigcie o wektor [7,0],
a nastepnie przez symetrie wzgledem osi y.

9. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres funk- Vi
Gji y = JX. Przeksztalcajac odpowiednio ten wykres,
narysuj wykres funkcji:

a) y=-VX+5 d) y=-/xX-4 N
b) y=2-Jx e y=1-Vx-3 i =
Q y=3+/X ) y=-Vx+2-4

©10.2) Jak kolejno nalezy przeksztalcac wykres funkdji y = V&, aby otrzymac wy-

kres funkcji y = v-x 27
b) Jak kolejno nalezy przeksztalcaé wykres funkeji y = VX~ 2, aby otrzymaé wykres
funkeji y = VX +27

11. Funkcja f jest malejaca w przedziale (~o0;2) i rosnaca w przedziale (2;+00).
Okres] przedzialy, w ktorych malejaca jest funkcja g.

a) g(x)=-f(x) 9 g(x)=f(=x) e) g(x)=~f(-x)

b) 900 =~f(x)+2 d) g(x) =~f(x-3) f) g =3+f(=x)

12.a) Funkeja f przyjmuje wartosci dodatnie tylko w przedziale (~5;1). W jakim
przedziale funkcja g(x) = ~f(x - 2) przyjmuje wartosci ujemne?

b) Funkcja f przyjmuje najwieksza wartos¢ rowna 4 dla argumentu 3. Podaj naj-
wieksza wartos¢ funkcji g(x) = 5 + f(-x) i argument, dla ktérego jest przyjmowana.

 Funkcja f przyjmuje wartoé¢ 3 tylko dla argument6w ~10 i 5. Dla jakich argu-
mentow przyjmuje te wartos¢ funkcja g(x) = 6 - F(-x)?

13. Narysuj wykres takiej funkcji f, ktéra przyjmuje wartosci dodatnie i ujemne
oraz ma trzy miejsca zerowe, a nastepnie narysuj wykres funkcji:

a) y=Ifl b) y =-If ()l Q y=If(x+35)

14. 0dpowiedz, czy wykres funkgji f moze by¢ taki sam jak wykres funkji g, jes
a) g(x) = fl b) g(x) =-If(x)| Q) g(x)=If(=x)|
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15. Na rysunku przedstawiono wykres pewnej funkeji f. Narysuj wykresy funkcji
podanych pod rysunkiem.

a) 4 b) Vi L} 4
1 1
0 1 X "Vl N* \ﬁ 1 X
=Ifl y=-Ifxl y=-If=x)
=If(l-3 y=Ifx-2) y=1-1fxl

16.2) Jedynymi micjscami zerowymi funkej f sa liczby =3 12 Jakie migjca zero-
we ma funkcja g(x) = F(x+3

b) Wykres funkcji f przecina 0§ y w punkcie (0,-12). W jakim punkcie wykres
funkeji g(x) = [f(x)| - 7 przecina 0§ y?

© Najmniejsza wartos¢ funkcji £ jest réwna 10. Jaka jest najwicksza wartosé funk-
i g =2-1f (0?7

17. Narysuj wykres funkcji y = —3x + 2, a nastepnie, korzystajac z tego wykresu,

narysuj wykres funkej

(x-3)+2 o y=2-|-Ix+2|

18.Na rysunku obok przedstawiony jest wykres
funkgji y = x°. Przeksztalcajac odpowiednio ten wy-
kres, narysuj wykres funkcji:

d) y=l(x-37°|
e y=3+I(x+17°

) y=-lx+27-1|

19. Wykres funkeji g powstal w wyniku przeksztalcenia wykresu funkgji, ktdrej
wz6r podano na rysunku. Zapisz wzér funkcji g.

a) LX) b) |9 Yi 9
i
y=ix
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©20. ponizsze wykresy

otrzymano w wyniku prze- fo=|Le1]  gw=
ksztalcen wykresu funk- )
cji y = L. Dopasuj wzory k= |-L+1] 100
do wykreséw.
SHP BN 2
1 g 4
0 1 x 01 * o 1 X

e e

1 1 i

MINISPRAWDZIAN

S1. Ktére z ponizszych zdan jest zawsze prawdziwe?

A. Jesli funkcja y = f(x) jest rosnaca, to funkcja y = f(-X) tez jest rosnaca.
B. Jesli funkcja y = £(x) jest malejaca, to funkcja y = -f(x) jest rosnaca.

C. Funkgje y = f(x) i y = f(~x) maja zawsze takie same miejsca zerowe.

D. Funkcje y = f(x) i y = |f(x)| przecinaja 0§ y w tym samym punkcie.

52. Po odbiciu symetryczym wykresu funkcj
osi x otrzymamy wykres funkcji:

X
X wrgledem

Ay=3X Cy

53, Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji y = x* + 2x% Na ktérym rysunku przedstawiono
wykres funkgji y = -x? + 2x2?
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1. Na ponizszym nsunku przedstawio-
ne sq trzy wektory: @, b i €. Narysuj

wektory @, ¥ i W, takie 7e

u-la-oc /'
a f

d+w=3¢-F Fl

2. Pie¢ punktow przedstawionych na
rysunku lezy na jednej prostej. Odleg-
losci miedzy sasiednimi punktami sq
jednakowe. Wypisz wszystkie wektory
o koricach w tych punktach przeciwne
do wektora CA.

A B C D E

3. Ktore 7 ponizszych wektoréw maja
taka sama dlugos
E

A
jest wektorem przeciwnym do BA?
T=[54v3]
a=12v2,-2)

4. punkt A = (-4, 3) jest wierzchotkiem
réwnolegloboku o kolejnych  wierz-
cholkach ABCD. Znajdz wspolrzedne

wierzchotkéw B, C i D, jesli AB = [5,4]
iAC =[-3,7]

5.W_réwnolegloboku KLMN  dane
sq KL = [-1,2] oraz KN = [5,-2]. Jakie
diugosci maja przekatne tego rownole-
globoku?

6. Wiadomo, ze: A =(-2,5), C =(0,-3),
BA =[5,-2]. Oblicz wspolrzedne wek-
tora:

2) BC + B o -1 (B +BX)
b) AB +AC d) 3CA -2CB

7.Niech P=(a,3a+1) i Q=(a+4,2).
Dla jakiej wartosci a wektor PQ_ jest
réwnolegly do wektora & =[-2, 117

8. Podaj wspolrzedne wektora, o ja-
ki nalezaloby przesunaé wykres funkcji
y = f(x), aby otrzymac wykres funkcji:

a) y=fx)-3 o y=f(x+2)+6
b) y=f(x-5) d) y=f(x-5)-4

9. Zapisz wzér funkcji, ktérej wy-
kres otrzymamy, przeksztalcajac wy-
Kres funkcji f w opisany sposéb.

2) Przesuwamy wykres funkcji f(x)
o wektor [-4,3].

b) Najpierw przesuwamy wykres funk-
cji f(x) = 2yX o wektor [L1,5], a po-
tem otrzymany wykres odbijamy syme-
trycznie wzgledem osi x.

5
X

) Najpierw wykres funkcji f(x)=4x*
odbijamy symetrycznie wzgledem osi y,
a potem otrzymany wykres przesuwa-
my 0 3 jednostki w lewo.

10. Dany jest wykres funkcji f:

¥y
1 L
X
Narysuj wykres funkcj
a) y=Ifml o y=-Ifx+2)
b) y =If=x) d y=3-1fxl

11. Udowodnij twierdzenie.

Odcinek Iqczacy Srodki ramion trapezu
jesr rawnolcg{y do podstaw, a jego dlu-
st Sredniq arytmetycznq dlugosci
podsmw tego trapezu.
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Funkcja
kwadratowa

Pifka odbita przez siatkarke porusza sie wzdtuz krzywej zwanej parabolg.
Korzystajac z whasnosci funkdji kwadratowej, mozna ustalié, jak dlugo pitka
bedzie sie znajdowala ponad siatka.

Parabola = Wzor funkeji kwadratowej w postaci ogéinej

i kanonicznej = Wzor funkgji kwadratowej w postaci iloczynowej

= Funkgja kwadratowa — podsumowanie = Nieréwnosci kwadratowe
= Zastosowania funkgji kwadratowej = Réwnania i nieréwnosci

z parametrem = Powtérzenie
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PARABOLA

CWICZENIE A Zaznacz w ukladzie wspéhizednych kilka punktow nalezacych do
wykresu funkji y = 1x i naszkicuj jej wykres.

Ponizej narysowano wykresy kilku réznych funkdji typu y =

Y ¥ %
v
X
1 1
1 x 1 X 1 X
y y ¥y
1 1
1 x T x 1 x
§ a ¥
i / J
A q A

Krzywa, ktra jest wykresem funkcji y = ax?, gdzie a 40,
nazywamy parabola. Wierzcholek paraboli y = ax? lezy
w poczatku ukladu wspolrzednych, a o$ y jest jej osiq symetrii.

Gdy a>0, wykresem funkcji y =ax®  Gdy a<0, wykresem funkeji y = ax?
jest parabola o ramionach skiero- jest parabola o ramionach skiero-
wanych do gory. Zbiorem wartosci  wanych w d6l. Zbiorem wartos
tej funkeji jest przedzial (0;+c0).  funkcji jest przedziat (-0;0).

y=a¥ i a>0 y=a¥ i a<0
Y

wierzcholek

ramiona
paraboli
X

wierzcholek
paraboli

JURRTS
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Wiesz juz, ze po przesunicciu wykresu funkdji f(x) o wektor [p,q] otrzy-
mamy wykres funkeji y = f(x - p) + . Wiadomo takze, Ze po przesunieciu
paraboli y = ax? o wektor [p, q] wierzcholek nowej paraboli znajdzie si¢

w punkcie (p,q).

CWICZENIE B Na rysunku obok
przedstawiono trzy krzywe —

parabole y = ~1,5% oraz para-
bole, ktére otrzymano w wyni-
ku jej przesuniecia. Odezytaj
wspolrzedne wektorow prze-
suniecia i zapisz wzor kazdej
2 tych funkcji

Wykresem funkeji y = a(x - p)? + 4, gdzie a 40
jest parabola o wierzchotku (p, 4).

a>0
i

najmniejsza
qﬂarmgc’ funkeji

a<o

najwicksza
wartos¢ funkeji

PARABOLA

X
gument, dla ktérego

przyjmowana jest
'najmniejsza wartos¢

"

CWICZENIE C Podaj przyklad wzoru funkcji,

o wierzcholku:

a) (4,-7) b) (-5,8)

Ciekawostka

N\
argument, dla kmrego
przyjmowana jest
najwigksza wartosé

ktorej wykresem jest parabola

) (-6,0)
donia 28 )

Jezeli przetniemy stozek plaszezyzng rownolegla
do dokladnie jednej jego tworzacej, to otrzymany
przekrj, ktorego brzeg jest fragmentem paraboli.
Gdyby plaszczyzna przecinajaca stozek byla usta-
wiona w inny sposob, moglibysmy otrzymac inne

krzywe, np. fragment hiperboli lub elipse. Takie
figury sq nazywane krzywymi stozkowymi.
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i WEEATTEERN Jakie wspotrzedne ma wierzcholek paraboli, ktora jest wykresem
funkeji y = —5(x + 3)? + 47 Ustal zbiér wartosci tej funkgji i okres! maksymalne
przedzialy jej monotonicznosci.

y (x+3) +4

- —(=3)? Zapisujemy wz6r w postaci
y=-3(x=(=3)*+4 Fraige i e

Wierzchotek parabol 4

Zaznaczamy wierzcholek i szkicujemy
% ¢ wykres funkeji (ramiona paraboli skie:
rowane sq w dé).

Najwieksza wartocia funkji jest 4
2Zbior wartofcl funkejt 4 funkcja osiaga dowolnie mae wartosci.

Funkcja jest rosnaca w przedziale (~o0;~3) i jest malejaca w przedziale (~3;+e0).

ZADANIE | Dla funkeji okreslonej podanym wzorem ustal wspélrzedne wierzcholka
paraboli, ktdra jest jej wykresem, podaj zbior wartosci funkcji i okres] maksymalne
przedzialy jej monotonicznosei.

S(x-212-3

@ y=2x-77-6 b) y=-dx+4P+5 9 y=

danias-11 )

v Znajdz wzér funkeji, ktrej wykresem jest parabola o wierzchotku
(13,-5), przez punkt o wspé h (12,-8).

y=alx-p?+q

y=alx-13) -

p=13igq

2
~8=a12-13)" -5 ¢ Wzer funkeji spefnia para liczb x = 12
i'y = -8, bo punkt (12,-8) nalezy do
\icesu szukane) funkeh

(x=13)2 —

ZADANIE | Znajdz wzor funkci, ktdrej wykresem jest parabola o wierzcholku (-3,2)
przechodzaca przez punkt (7,-48).

s 1213
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ZESTAW ZADAN

1.Na rysunku obok przedstawiono
wykresy nastepujacych funkcji:

@y-i¢ @y=-{x
@y=-ix ®y=3x
By=5¢ ®y=-3¢

Dopasuj wzory funkeji do wykresow.

0]

2. Kazda z narysowanych ponizej parabol powstata w wyniku przesuniecia wykresu

At

2. Zapisz wzory funkcji, ktérych wykresami sa te parabole.

®

A
v,

3. Zapisz wz6r funkcji otrzymanej po przesunieciu wykresu funkeji £ o wektor .

a) f(x)=3x*  ii=[2,3] d) f0 =3 d=[-3,-7]
b) f(0=3x  di=[-1,0] @) f(x) =12,-51
9 f(0=-01x  i=[0,-4] 0 f0=%  d=[-6-10]
4. Wykres funkcji y = x? przesunigto P
tak, Ze otrzymano parabole o wierzchol-
ku A. Zapisz wzor funkcji, ktorej wykre- ® ©
sem jest ta parabola, jesli:
a) A=(10,0) 9 A=(=
b) A=(-150  d) A=(-5,-8)
® ©

5 Llruc ktore narysomno obok, otrzy- \@ 1

wykre- T X
sy nas(cpu_]qcych funkcji:

y=x2 y=l@ y-22 y-_22

Zapisz wzory funkeji, ktérych wykresa-
mi s te linie.
PARABOLA 239
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6. Naszkicuj w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy podanych funkcji.
(x=30-4

a) y=x% y=x-3, y=(x-47+1 b) y=1x%, y=1x+1? y=1
7. Podaj przyklad wzoru funkdji, ktérej wykresem jest parabola:

a) o wierzcholku lezacym w II éwiartce ukladu wspotrzednych i o ramionach skie-
rowanych w gore,

b) o wierzcholku lezacym w IV éwiartce ukladu wspdlrzednych i o ramionach skie-
rowanych w dol.

8. Parabole y = 3x2 przesunieto najpierw o wektor i, a potem o wektor V. Zapisz
wzor otrzymanej funkcji, jesli:

a) i=[23] V=[-510]

v=[-7,12]

9. Ustal, jakie wspolrzedne ma wierzcholek paraboli, ktdra jest wykresem funkcji
okreslonej wzorem:

2 9 y=-(x-1F+/5 e y=-

a) y=3
b) y=-2,5(x+3) d)y:ﬂ%ﬁ+% 9 yza%m

10. Ustal zbior wartosci podanej funkgji i podaj, ile miejsc zerowych ma ta funkcja.

a) y=-40x2 +25 9 y=3x+3)? € y=-3(x-2°+3

242 d) y=13(x-15?%-20 f) y=-8(x+2?2-12

przedzialy icznosci podancj funkcji.

 y=14(x-48) o y=4(x+
d) y=-35(x+1,2) 0 y=-27(x-137-45

12. Znajdz wzor funkcji, ktorej wykresem jest parabola o wierzcholku W przecho-
dzaca przez punkt P.

a) W=(-1,-1, P=(3,3) o W=(-8,7), P=(1,6) e W=(3,2), P=(-510)
b) W=(0,6), P=(-6,-1) d) W=(-1,1), P=(4,0) f) W=(1,0), P=(0,8)

13. Znajdz wzor funkcji, ktérej wykresem jest narysowana parabola.
a) ¥ b) Y ) i
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MINISPRAWDZIAN

S1. Na ktérym rysunku przedstawiono wykres funkgji y = ~(x - 2)? +3?

A y] B. y[ C oy W D.

/A A

0
52. Jaka jest odleglosé wierzchotka paraboli y = ~2(x +1)2 - 7 od wierzchotka
paraboli y = 5(x - 8)> - 77

A9 B.8 Lo D.6

53. Ktorej z podanych wlasnosci nie ma funkcja f(x) = ~3(x + 8)2 = 72

A. Funkcja nie przyjmuje wartosci dodatnich.

B. Wartosci funkji dla argumentéw 100 i —116 sa rowne.

C. Funkgja jest malejaca w przedziale (~co;-8).

D. Zbiorem wartosci funkji jest przedzial (-c0;-7).

S4. Po przesunieciu wykresu funkcji f(x) = —5(x+4)2 -6 o wektor [-3, 4] otrzymamy
wykres funkejiz

Ay 5(x+8)* -9

B.y=-5(x+1)?2-2 D.y=-5(x+7?2-2

-5(x+3)* +4 Cy

WZOR FUNKCJI KWADRATOWE)
W POSTACI OGOLNEJ | KANONICZNE)

y Na rysunku obok jest przedstawiony wykres
funkeji okreslonej wzorem:

y=2(x-3P-4
1 Wyrazenie wystgpujace po prawej stronie mo-
zemy przeks: E
20x-3)? 4= 23 ~6x+9) -4 = 2x2 - 12x + 14
Zatem wz6r funkcji mozemy zapisa¢ w postaci:
y=2x7-12x+14

Oba wzory opisuja oczywiscie te sama funkcje.
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Kazda funkcje, ktérej wzér mozna

zapisac w postaci:
y=ax+bx+c,

gdzie a, b, ¢ sa danymi liczbami rze-

czywistymi i a # 0, nazywamy funk-

cja kwadratowa, Wykresem funkcji

Kkwadratowej jest parabola.

Przyklady funkcji
kwadratowych:

2+2x-7

y=5(x-12-5
y=-3(x-2)x-3)

~3(x+5)

CWICZENIE A Ostatni wzdr sposréd zapisanych w ramce przeksztalé do postaci
¥ =ax? +bx +c. Podaj wartosci wspotczynnikow a, b i c.

Zapis y = ax? + bx + ¢ to postaé ogélna wzoru funkeji kwadratowej. Po-
przednio_ omawialismy w|a<no<c1 funkgji kwadratowych, ktorych wzory

Papisywalismy W postact y

y=ax?+bx+c

postac ogolna

y=x2+6x+11

w postaci ogolnej

y=ax-pP+q ¥ =3x" - 42x+ 147

posta¢ kanoniczna y

5x2+ 10x

stepujacy w obu

~p)? +a, nazywane] postacia kanoniczna.

Przyklady wzoréw funkji kwadratowej:

W postaci kanonicznej
x+3) 42
3(x-7?
S5 -1 +5

wzoréw decyduje o tym,

a
jak skierowane sq ramiona paraboli. Jesli a > 0, to ramiona paraboli skie-
rowane s w gore, a jesli a < 0, to ramiona skierowane sq w dol.

CWICZENIE B Zapisz dowolny przyklad
funkeji kwadratowej w postaci ogdlnej
i podaj punkt przeciecia jej wykresu
Z osia y.

Na podstawie wzoru funkeji kwadra-
towej w postaci kanonicznej mozemy
ustalié, jakie s wspélrzedne wierz-
cholka paraboli. Gdy znamy wzér
w postaci ogdlnej, to od razu wia-
domo, jakie wspolrzedne ma punkt
przeciecia paraboli  osia y.

Parabola y = ax? + bx + ¢

przecina o y

w punkcie (0, c).

7
@

B

dania 13

jak znalezé wspGirzedny

(X, yw)

paraboli,

E
Ktora jest wykresem funkeji okreslonej wzorem ogolnym y = ax? + bx + .
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Przyjmijmy, ze a 40 i wzory y = ax?+bx+c oraz y = a(x-p)*+q okreslaja
te sama funkcje. Wzor w postaci kanonicznej mozemy przeksztalcic:

y=alx-pP+q D Xw=pyw=4
y=a(?-2px+p*)+q :
y=ax*-2apx+ap*+q i Przeksztatcamy posta¢ kanoniczna wzoru do
. postaci ogolne].
¥ =ax®+(-2ap)x +ap*+q
b <

Zatem: H zor y= axl zapxmphq opisuje te sama
~ g funkeje c ax? + bx + c, wiec odpo
- +q-=
2ap=b 1 ap’+q=c | . Wspotczynmiki musza by rowne
Stad:

cc—ap? Z otrzymanych réwnosci wyznaczamy p i 4
L og=cap W zaleznosci od a, b c.

Z powyzszych réwnosci wynika, ze:

y Wspsltzedne (x,, ) wierzcholka pa-
raboli, ktora jest wykresem funkeji

e kwadratowej y = ax? + bx + ¢, moz-
na obliczyé, korzystajac ze wzoréw:

[TATCEE Zapisz wzor funkgji y = -5x2

Wierzchotek: (-0,3,-1,55)
Zapisujemy wzér w postaci kanonicznej
55 V:(S p?+qdaa=-5

(x+0,3)? - g=-1

ZADANIE | ZnajdZ posta¢ kanoniczna wzoru funkcji y = 1

2x-1.
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Aby obliczy¢ druga wspéirzedna wierzcholka paraboli, nie musimy korzy-
staé ze wzoru yy ﬁ. Mozna ja obliczy¢, ustalajac najpierw, jaka jest
pierwsza wspolrzedna, a nastepnie wstawié te wartos¢ do wzoru funkcji.

Znajdz wspétrzedne wierzchotka paraboli, ktéra jest wykresem
funkji y = ~3x2 + x/2 +1,52. Wyznacz maksymalne przedzialy monotonicz-
nosci tej funkdji.

24 xv/2+1,52

Obliczamy pierwsza wspéirzed-
na wierzchofka.

Obliczamy druga wspotrzedng
wierzchotka, wstawiajac x =
do wzoru funkcji yw = f(x).

Zaznaczamy wierzchotek para-
boli, punkt przeciecia z osia y
i szkicujemy parabole.

(=o0: 2) Odczytujemy z wykresu prze-
dzialy monotonicznosci.

Funkja jest rosnaca w.

i jest malejaca w przedziale (/2 ; +e0).

x-3.

ZADANIE | Wyznacz maksymalne przedzialy monotonicznosci funkcji y = 4x?
sadania 4-5

Funkeja kwadratowa y = ax’ + bx + ¢ ma tyle miejsc zerowych, ile
rozwiazai ma réwnanie ax? +bx +c = 0 czsll liczba miejsc zerowych
zalezy od warto$ci wyrazenia A = b?
Jesli A > 0, to funkcja ma dwa miejsca zerowe. Jesli A = 0, to ma
jedno miejsce zerowe. Jesli A <0, to nie ma miejsc zerowych.

40 a-0 a<0

b7 ¥ b7

244 FUNKCJA KWADRATOWA



x2-2x-5=0

A=b-dac= (-2 -4 (-5)=9 VB=3

Miejsca zerowe to ~2i 10.

ZADANIE | W jakich punktach parabola y = ~2x* +4x + 6 przecina osie ukladu
wspolrzednych?
sadania 112 )

ZESTAW ZADAN
1. Wykresem podanej funkgji jest parabola. Czy parabola ta ma ramiona skierowa-

ne do gory czy w d6l? W ktérym punkcie parabola ta przecina o$ y?

a) y=x2-2x-12 b) y=(@2-V7)x*-3x

2. Dopasuj wzory do wykresow.
@Dy=x>-6x+8 Q@y=-x+2x-1 @y=-x"-4x-2
¥ ® ¥ Y ¥

Ji

3. Na rysunku obok sq przedstawione
wykresy nastepujacych funkeji:

—x+1

Dopasuj wzory do wykresow.
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4l 4. zapisz wzor podanej funkcji w postaci kanonicznej.

a) y=
b) y=

+5x-5 9 y=-ix2-3x+3

3x2 + 6x d) y=-x2+04x-0,8 f) y=-x2/3-2x-3

5. Podaj wspdlrzedne wierzchotka paraboli, ktéra jest wykresem podanej funkeji,
i okresl jej zbi6r wartosci oraz przedzialy monotonicznosci.

a) y=-2x*-8x-3 b) y=1x

5x+3 o y:—§x2+3x+z

6. Udowodnij, Ze jesli liczby a, b, ¢ sa calkowite oraz a # 0, to obie wspélrzedne
wierzcholka paraboli y = ax? + bx + sa liczbami wymiernymi.

i 7. Tle miejsc zerowych ma podana funkcja?

a)y:%x:'+x+% b) y=1,2x2+0,7x-2,3  y=9x2+12x+11

8. Ustal, ktéra z trzech podanych funkcji ma dwa rézne miejsca zerowe. Oblicz je.

a) y=2x7-14x+20 b) y=(x-77+6
JE TS Sk 12— —6x2
y=-1x+dx+ 3 y=-5(x+1)2 -40 y=6x2+x
y=1xt-3x+6 y=2(x+2)-2 y=-3x*-63

9. Podaj wspélrzedne punktéw przeciecia z osiami wspdlrzednych paraboli okre-
Slonej wzorem:

a) y=2x2+xV3-3 b) y=-5x2+4x\/2+2 Q y=-x2/6+5x-6

10. a) Dla jakich argumentéw funkeja y = ~2x? przyjmuje wartos¢ »3%7

b) Dla jakich argumentéw funkcja y = 2x? + 15x + 5 przyjmuje wartos¢ ~207

) Dla jakich argumentéw funkcja y = 2x° - x przyjmuje wartosé 152

11. Oblicz pole prostokata zaznaczonego na rysunku.

a " b) Y 9 i
s
&
N -
%
A D S
= X % <
v %
. )
£ i
» S

12. Wykaz, ze jesli liczby X1 i X2 sa miejscami zerowymi funkcji kwadratowej
FX)=ax? +bx+c, 1o f(x1+X2) = axixz.
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MINISPRAWDZIAN

S1. W ktorej ¢wiartce ukladu wspé h lezy paraboli
wzorem y =-3x% +15x - 10?

A. W pierwszej B. w drugicj C.w trzeciej D. w czwartej

52. Ktérego z podanych warunkéw nie spelnia funkcja y = x? - 4x + 72
A. Przyjmuje najmniejsza wartosc.

B. Jest malejaca w przedziale (~o0;2).

C. Zbiorem wartosci jest przedzial (7;+c0)

sci dodatnie.

D. Przyjmuje tylko wart

53. Wykres funkeji f(x) = 1x* ~x~12 przecina osie ukladu wspéirzednych w punk-
tach A, B, C. Pole tréjkata ABC wynosi:

A. 30 B. 60 C. 90 D. 120

WZOR FUNKCJI KWADRATOWE)
W POSTACI ILOCZYNOWEJ

[ | CWICZENIE A Podaj miejsca zerowe funkcji f(x) = 3(x ~ 2)(x + 5). Nastepnie uza-
sadnij, ze tak okreslona funkeja jest funkcja kwadratowa,

Jesli liczby x1, x; sa miejscami zerowymi funkcji kwadratowej, to jej
Wz6r mozna zapisa¢ w postaci:
F() = alx = x1)x - x2)

Taka postac wzoru nazywamy postacia lloczynowa.

Uwaga. Wzoru funkgji kwadratowej, ktora nie ma miejsc zerowych, nie da si¢
zapisa¢ w postaci iloczynowej. Gdy jedynym miejscem zerowym funkeji kwadra-
towej jest Xo, to jej wzor mozna zapisa w postaci iloczynowej f(x) = a(x — xo)2.

CWICZENIE B Sprawdz, czy podany wzor funkeji mozna przedstawié w postaci
iloczynowej. Jesli tal
£

Zapisz t¢ postac.

222 +3x-2 a0 =

X+5 h(x) = 9x* +6x+ 1
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[TIATTEE Znajdz wzor ogolny funkeji kwadratowej, ktérej miejscami zero-
wymi s liczby ~1 i 3 i ktérej wykres przechodzi przez punkt (2,6).

fx) = alx = x)(x = xz2)
fO) = atx+1(x-3)

f=6
6=al+1)2-3)
6=-3a

a=-2

fx)==2(x+1)(x=3)
fO) =202 =3x+x=3)
fx)=-2x2+4x+6

Znamy miejsca zerowe funkgji: X, =
zapisujemy zatem jej wzér w postaci umy
nowe.

Wykres funkcji przechodzi przez punkt (2,6).

Zapisujemy wz6r w postaci iloczynowej i prze-
ksztalcamy go do postaci ogdlnej.

ZADANIE | Znajdz wzor ogolny funkcji kwadratowej, ktérej miejscami zerowymi sa

liczby 31 4 i ktdrej wykres przechodzi przez

Gdy mamy wz6r funkeji w postaci
iloczynowej, to nie trzeba go prze-
ksztalca¢ do postaci ogdlnej ani
do postaci kanonicznej, aby ustali¢
wspolrzedne wierzchotka paraboli.

Zauwazmy, ze wierzcholek parabo-
li lezy na jej osi symetrii. Zatem
pierwsza wspélrzedna wierzcholka
— liczba x, — lezy na osi x po-
srodku miedzy micjscami zerowy-
mi xy, Xz. Zatem:
X = X1 = X2 = Xy
Stad:

X1+Xo
2

punkt (5, 1).
sadone 13 )

ICZENIE C Podaj miejsca zerowe funkeji y = 3(x - 2)(x - 8). W jakim punkcie
symetrii paraboli, ktra jest wykresem tej funkcji, przecina o$ x?

Srednia arytmetyczna miejsc
zerowych funkgji to pierwsza
wspolrzedna wierzcholka pa-
raboli, ktéra jest wykresem tej

b) y =-2(x+ Dix~5)

CWICZENIE D Znajdz wspolrzedne wierzchotka paraboli o podanym wzorze.
a)y=Ltx-1x-3)

248

FUNKCJA KWADRATOWA



Dana jest funkgja f(x) = —%(x +2)(x - 6). Znajdz jej miejsca zerowe
i wspofrzedne wierzchotka paraboli, ktéra jest jej wykresem. Narysuj wykres
funkgji.

00 =30+ 2x-6)

Miejsca zerows

Xi=-2 =6 Odczytujemy miejsca zerowe.

Obliczamy pierwsza wsporzedna wierzchofka,
korzystajac ze wzoru xy =

. Obliczamy druga wsptrzedna wierzchotka pa
2+2)2-6)=8 raboli, czyli f(x).

Wierzchotek paraboli: (2, 8)

0 --10+210-6)-6 Obliczamy druga w(sopo'lrzednq punktu przecie

ciaz osia y, czyli f(0)

Punkt przecigcia z osia y: (0, 6)

ZADANIE | Znajdz wspdlrzedne punkiow przecieia z osiami ukladu wspélzed-
nych oraz wspolrzedne wierzchotka paraboli y = 6(x + 3)(x + 5). Narysuj jej wykres.
Todania 4-6 >

ZESTAW ZADAN

1. Podaj miejsca zerowe funkcji.

a) y=(x-3)x+1)
b) y=-2(x-3)3-x)

e y=x(6-x)
f y=-2x(x+8)

2. Zapisz w postaci iloczynowej przyklad wzoru funkeji kwadratowej, ktéra speinia
podane warunki.

a) Miejscami zerowymi s liczby 5, 1, a parabola, kt6ra jest wykresem funkeji, ma
ramiona skierowane w dol.

b) Funkcja ma jedno miejsce zerowe réwne 8, a parabola, ktdra jest wykresem tej
funkeji, ma ramiona skierowane w gore.
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3. Wykres funkcji kwadratowej przechodzi przez punkt P, a funkcja ma podane
miejsca zerowe. Znajdz wzor tej funkcji w postaci ogélnej.

a) P=(1,-30) o P=(0,-100)

‘miejsca zerowe: ~2 i 3 miejsca zerowe: =5 i 10
b) P=(1,-5) d) P=(57)

miejsce zerowe: 4 micjsce zerowe: 6

4. Podaj wspslrzedne wierzcholka oraz punkt6w przeciecia  osiami ukladu wspol-
rzednych paraboli o podanym réwnaniu. Wyznacz maksymalne przedzialy mono-
tonicznosci funkeji, ktérej wykresem jest ta parabola.

a) y=
b) y=

L+ d)x+6) 9 y=dx-57? e y=-@2-x?
Lix-2)(x+12) d) y=2(1-x)(x-3) f) y=01-v3)x-V3?

5. a) Miejscami zerowymi pewnej funkcji kwadratowej sa liczby -5 i 11, a jej naj-
wicksza wartosé jest rowna 10. Zapisz wzor tej funkcji.

b) Pewna parabola ma wierzcholek w punkcie (-3, 7). Odleglos¢ migdzy punktami,
w ktérych ta parabola przecina o§ x, jest rowna 8. Znajdz ich wsporzedne.

) Parabola o wierzcholku w punkcie (5, 14) przecina o$ x w dwéch punktach. Jeden
2 nich ma wspé (-10,0). Znajdz wspé drugiego z tych punktéw.

6. Wierzcholek pewnej paraboli i punkty przecigeia tej paraboli z osiq x leza na
okregu o promieniu 4, kidrego $rodkiem jest poczatek ukladu wspéirzednych.
Znajdz wzor funkeji, kiérej wykresem jest ta parabola.

MINISPRAWDZIAN

$1. Zbior wartosci funkji y = 20c+ 1)3 - X) to przedzial:

A (8;40) B. (-0;8) . (-»;0) D. (0;+c0)

52 Micjscami zerowymi funkeji kwadratowej sa liczby =5 1 1, a jej wykres przecina
0§ y w punkcie (0, 5). Wzor tej funkcji mozna zapisac w postaci:

—4x+5

A y=(x+3)x-1) Cy=
B.y=(x+52+1 D.y=xt+x+5

53. Wzor funkji f(x) = ~4(x + 5)(x - 7) mozna zapisa¢ w postaci kanonicznej
f(x) = p(x - m)* + n. Jakie warto$ci maja parametry p, m i n?
Ap=-}, m=1, n=12 C.p=3 m=

B.p=3, m=6, n=12 D.p=-%, m=6, n=
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FUNKCJA KWADRATOWA - PODSUMOWANIE

I Poni . jak mozna ¢ rézne postaci wzo-
row funkcu kwadratowej do ustalenia jej miejsc zerowych i wierzcholka
paraboli bedacej jej wykresem.

wzor Postac kanoniczna Postaé ogélna Postac iloczynowa
i wykres fx)=alx-pP+q | fx)=ax’*+bx+c | f(x)=alx-x)x-xa)
Y 4l M
e
X X %
H
wierzcholek Xw =P Xe= 32 Xy = M
paraboli -
=4 =3 Y = Flx)
lub
Yw = fxw)
micjsca
zerowe réwnania rownania réwnania
alx-pP+q=0 ax+bx+c=0 | alx-x)x-x)=0
Miejsca zerowe Jesli A >0, to Miejscami
spelniaja wiec funkcja ma dwa Zerowymi sa
réwnanie micjsca zerowe: liczby X i Xz.
x-pP =74 x =258
Liczba miejsc X = b2 VB
zerowych zalezy 2a
od tego, czy Jesli A =0, to
S jest liczba funkcja ma
dodatnig, ujemng jedno miejsce
czy réwna 0. zerowe xo = 52.
Jesli A <0, to
funkcja nie ma
miejsc zerowych.
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a) Znajdz wzér funkcji kwadratowej, ktérej wykres przecina osie
ukfadu wspéfrzednych w punktach (1,0), (-5, 0), (0,15).

xi=1, x=-5 Miejscami zerowymi sa liczby 1§ =5.
¥y =alx=1)(x+5) Korzystamy z postaci iloczynowe] y = ax - x))x - x,).
15 =a(0-1)(0+5) Punkt (0,15) nalezy do wykresu szukanej funkeji
15=-5a

a=-3

¥ =-3(x-1)(x+5) Zapisujemy wz6r funkeji

b) Znajdz wzér funkdji kwadratowej, ktérej wykresem jest parabola o wierzchot-
ku w punkcie (5,~7) przechodzaca przez punkt (3,-8).

p=5 a=-7 (p.9) to wierzchotek paraboli.
y=alx-5?2-7 Korzystamy z postaci kanonicznej y = a(x - p)? + q.
-8=aB3-572-7 Punkt (3,-8) nalezy do wykresu szukanej funkcji.

Fx-52-7 Zapisujemy wz6r funkcji

© Wykres funkcji y = 5x2 przesunigto — otrzymana krzywa przecina 0§ y
w punkcie (0, -4) i przechodzi przez punkt (-2,6). Znajdz wzér otrzymanej funkgji.

f(x)=ax?+bx+c Korzystamy z postaci ogéinej wzoru.

a=5 Wasr funkejif ma taki sam wspSiczynnik @
jak wzor funkcji y =

¢ Wykres funkgji f przecina o$ y w punkcie (0, 4).
fx)=5x*+bx-4

6=5-(-22+b-(-2)-4 Punkt (-2, 6) nalezy do wykresu funkdji f.
6=20-2b-4

b=5

fx)=5x2+5x-4 Zapisujemy wzor funkji

ZADANIE | a) ZnajdZ wzor funkeji kwadratowej, ktorej miejscami zerowymi sq licz-
by 4 6 i ktdrej wykres przechodzi przez punkt (0,5).

b) Znajdz wzor funkeji kwadratowej, kiorej wykresem jest parabola o wierzchotku
w punkcie (-2,5) przechodzaca przez punkt (-3,2).

© Po przesunieeiu wykresu funkeji f(x) = ~3x? + 7x otrzymano wykres funkcji g, ktéry
przecina o y w punkeie (0,6) i przechodzi przez punkt (2, 10). Znajdz wzor funkji g.
zodania 19 )
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Gdy znamy wzor funkeji j, to wiemy, jak s ski ramio-
na paraboli, ktéra jest jej wykresem, i mozemy stwierdzié, czy y (druga
wsp6lrzedna wierzcholka paraboli) jest najmnicjsza czy najwicksza war-
toscia funkcji. Mozna réwniez ustalic, jakq najmniejsza i jaka najwicksza
wartos¢ przyjmuje funkeja w danym przedziale.

CWICZENIE Ustal odpowiedz na pytanie, korzystajac z wykresu lub wzoru.

a) Jaka najmniejsza i jaka najwiek- b) Jaka najmniejsza i jaka najwiek-
574 wartos¢ przyjmuje ta funkcja sza wartos¢ przyjmuje ta funkcja
w przedziale (1;5)? e (1;3)7

a) Jaka najmniejsza i jaka najwieksza wartos¢ przyjmuje funkcja

f(x)=5x2+3x+1 dla argumentow z przedziatu (~10;5)?
P i Obliczamy pierwsza wspolrzedng wierz-
Xe==95=5T= chotka paraboli, ktéra jest wykresem

2z funkeji f.
xwe (-10;5) Poniewaz x, nalezy do rozpatrywanego
przedzialu | ramiona paraboli skierowa-
ren=l. oy . ne 3 w gére, wiee najmniejsza warto-
Yu=fED =5 (3243 (-3 +1=-35 iamae

Szkicujemy wykres funkdji f, czyli pa-
rabole o wierzchotku (-3,-3,5) i ramio-
nach skierowanych do gory.

f100=5- (1 02 +3-(-10)+1=21 Obliczamy wartoéci funkcji f na kor-
: cach rozwazanego przedziatu i sposréd
f5)=F-57+3:5+1=285 : liczb f(-10) i f(5) wybieramy wieksza

Odp. W przedziale (~10;5) najmniejsza wartoscia funk

f jest =3,5, a naj-

wigksza jest 28,5.
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b) Jaka najmniejsza i jaka najwigksza wartos¢ przyjmuje funkcja y = -3(x+2)2+5

w przedziale (~12;-8).

Pierwsza wspotrzedna wierzchotka paraboli

nie nalezy do rozwazanego przedziatu, wiec
RPN i funkcja osiaga najmniejsza i najwieksza war-

X ¢ (-12;-8) : tosé na koncach przedziatu.

f(-12)=-3(-12+2)2 +5 =295

X

f(-8) = -3(-8+2)2 +5=-103

Odp. W przedziale (~12;-8) najmniejsza wartoscia
funkdji f jest 295, a najwieksza jest ~103.

ZADANIE | ) ZnajdZ najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkcji () =

w przedziale (-9;0).
b) Znajdz najmniejsza oraz najwicksza wartos¢ funkcji f(x) = 2x% + 3x - 1 w przedziale
-1:2).
sodania 10-13 )

ZESTAW ZADAN

1. Znajdz wspolrzedne wierzcholka oraz punktéw przecieeia z osiami ukladu
wsplrzednych paraboli o podanym réwnaniu. Naszkicuj te parabole.

a) y=ix*-x-8 d) y=x(x+6) g) y=-5x+1)3-x)
b) y=3(x+22-75 o y=1x2-3 h) y=
O y=-5x2+30x - 40 ) y=-dx2+2x i) y=3kx-107

2. Wykresem podanej funkeji jest parabola. Czy jej ramiona s skierowane w gére
czy w d6I? W kiérym punkeie ta parabola przecina o§ y?

a) y=-3-2x+4x b) y=(5+06-x) 9 y=-20-x2+2

3. Ustal zbior wartosci podanej funkcji.
a) y=3x2-1x+} Q y=-i(x+5°-10 e y=-(5-x)(x+2)-10x

b) y = 3(x-2)x-6) d) y=5x% +4x-7x? 0 y=-32+x)+4x
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4. Podaj wzor funkeji, ktorej wykres przedstawiono na rysunkach.

a) 4 Q Y, ) |

5. Znajdz wzér funkcji kwadratowej, ktéra spelnia podany warunek.

a) Wykres funkcji przechodzi przez punkty (0,3), (1,2) i (=1,8).

b) Wykres funkeji jest parabola o wierzchotku w punkcie (-3,2), ktéra przechodzi
przez punkt (0,5).

 Miejscami zerowymi funkeji s liczby 2 16, a punkt (4,~1) nalezy do jej wykresu.
d) Funkcja ma najwieksza wartos¢ réwna 2, a jej wykres jest symetryczny wzgle-
dem osi y i przechodzi przez punkt (100, 1).

© 6. Znajdz wzor funkcji kwadratowej, ktérej wykres ma z prosta y = -1 jeden punkt
wspdlny, a prosta y = -2 przecina ten wykres w punktach (-5,-2) i (1,-2).

7. Podaj przyklad wzoru funkgji kwadratowej, ktéra spelnia podany warunek.

a) Funkcja jest malejaca w przedziale (-c0;-2) i rosnaca w przedziale (~2;+e).
b) Punkt (0,6) nalezy do wykresu funkcji i funkcja przyjmuje wartos¢ najwicksza.
¢ Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie tylko dla argumentow z przedziatu (-3;7).
d) Dla argumentu x = 3 funkcja przyjmuje wartosé najwieksza rowng —3.

e) Funkcja przyjmuje wartos¢ najwicksza rowna 2 i jej wykres przecina o y
w punkcie (0,-3).

8. Naszkicuj wykresy odpowiednich funkdji i korzystajac z tych wykresow, okresl,
ile punktow wspolnych maja podana parabola i prosta.

a) y=-5x2+7 i y=3 Q y=5(x-3)x-7) i y=-20

b) y=2x2-3x-11i y=-2 d) y=-3(x-72+11 i y=12

FUNKCJA KWADRATOWA ~ PODSUMOWANIE 255



9. Na ponizszych rysunkach zacieni tréjkat 16 i romb i trapez
réwnoramienny. Oblicz ich pola.

¥ ¥ ¥

a0zt

Yy
[Gh

. ZnajdZ najwicksza oraz najmniejsza warto$é funkgji f(x) = -1 (x-4)*+7 w prze-
471 10. znajdz najwicks: j j $¢ funkcji £(x) %( 42+7
dziale:

a) (-1:3) b) (2:5) 9 (6
11. Znajdz najmniejsza oraz najwieksza wartos¢ funkcji y = x?~4x+3 w przedziale:
a) (0:3) b) (0:5) 9 (-1;0)

12. Znajdz najwicksza oraz najmnicjsza warto$¢ funkeji f(x) = 10(x + 6)(x + 4)
w przedziale:

a) (-10;-8) b) (~6;4) 9 (-1;2)

13. Znajdz najmnicjsza i najwicksza wartos¢ podanej funkji w przedziale (-1;3).
a) y=3x-17-7 b) y = -2(x-2)(x~6) 9 y=-4x*-4x+8
MINISPRAWDZIAN

S1. Ustal, jaka jest réznica miedzy najwicksza a najmniejsza wartoscia funkcji
()= =5(x+ 1)(x+ 5) w przedziale (~4;5).

A2} B.19 ca D.21}

52. Wykres jednej z podanych funkcji kwadratowych ma wierzcholek lezacy w tym
samym punkcie co wierzcholek wykresu funkcji y =~7(x + 1) - 6.

A y=-2x2+3x+8 C.y=x?+2x-5

B.y=-7(x-2)(x +4) D.y=-3(x-1x+3)

53. 0 pewnej funkcji kwadratowe] f wiadomo, ze dla x = 0 przyjmuje najwieksza
wartosc. Ktora z podanych wartosci funkeji £ jest najmniejsza?

A f-3) B. f(0) Cf) D. f(5)
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NIEROWNOSCI KWADRATOWE

] CWICZENIE Ponizej nary
jac z narysowanych wykn

owano wykresy kilku funkeji kwadratowych. Korzysta-
w, okresl zbiory rozwiazan podanych nierdwnosci.

y y © i
f2! £
(
1 1
1x

x o|1 X

x+19 f3(0=x2 - 10x+

2x2+12x+193 0 X - 10x+

+16x-35

3550

Kazda z nieréwnosci zapisanych
obok mozna przeksztalcic tak, aby
Po jednej stronie znaku nieréwno-
$ci wystepowala liczba 0. Wowczas axt-2xs7
po drugicj stronie nieréwnosci be-
dzie wyrazenie opisujace pewna
funkeje kwadratowa. Rozwiazanie
nieréwnosci kwadratowej mozemy X 4+x<3x2-6
odczyta¢ z wykresu takiej funkcji.

Przyklady nierownosci
kwadratowych:

3 <5

F
L23x-1

Uwaga. Wykres, z ktorego mamy odczytaé rozwigzanie nierownosci, nie musi by¢
byt dokladny — wystarczy zna¢ micjsca zerowe funkeji (jesli istnieja) i wiedzieé,
jak skierowane sq ramiona paraboli.
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PRZYKLA Rozwiaz nieréwnosé.
) x?-18<0

x e (-3v2:32)

b) -3x? +6x <0

-3x% +6x
-3x(x-2)=0
7 x=0 lub x-2=0
x=2
o X

O -(x=7?22x+1

—(x* - 14x+49)-2x-120
-x?+14x-49-2x-130

-x*+12x-50>0

+12x-50=0

Y A=122-4-(-1)-(-50) <0

258

Obliczamy miejsca zerowe
funkgji y = x? - 18.

Zaznaczamy miejsca zerowe
i'szkicujemy wykres

a> 0, wiec ramiona s3 skiero-
wane w gore

Z wykresu odczytujemy zbior
rozwiazan nierownosci.

Obliczamy miejsca zerowe funk-
3x(x = 2) =-3x +6;

Zaznaczamy miejsca zerowe
i szkicujemy wykres

a <0, wiec ramiona sg skiero-
wane W dot.

Z wykresu odczytujemy zbior
rozwiazai nierownosci.

Przeksztaicamy nierownosc.

Funkcja y = -x? + 12x - 50
nie ma miejsc zerowych, a jej
wykres lezy ponizej osi X (ra-
miona paraboli sa_skierowa-
ne w doh), zatem nierownos¢
-x2 412X +50 > 0 nie ma
rozwiazati
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& ,(272 xvIg-l Obliczamy miejsca zerowe
funkgji y = 5 +xyZ+1
i szkicujemy jej wykres.
%uﬁn;o e

2
L +xvZ+1=0

X2 4242-x+2=0

0
Szkicujemy wykres funkgji.
Nier6wnosé % +xy2+1 <0
spefnia tylko liczba -/2.
ZADANIE Rozwigz nierownosé.
a) 22 -5x>0 b) L iax<-s o 3x-2<5¢
Zadania 115 )
ZESTAW ZADAN
1. Rozwiaz nieréwnosé.
a) 26x-1)(x+3)>0 9 3x+13)x+17)20 & (x-057<0
b) 2(x-5)(x-7)>0 d) x(x-3)<0 f) -2x(x+3)<0

2. Znajdz miejsca zerowe funkji y = ~6x2~5x+4, naszkicuj jej wykres, a nastepnie
ustal rozwigzanie nieréwnosci:
a) —6x°-5x+4>0 © 6x°+5x-4>0 €) —12x* - 10x+8<0

b) —6x% —5x <4 d) 5x<4-6x7 f K+2x-3<0

3. Rozwiaz nierownosc.
a) 2x*+5x-320 9 4 -4x+1<0 & —ixX+2x+5<0

b) -3x%+x-4<0 d) X2 -x-12<0

4. Rozwiaz nieréwnosc.
a) X*-49<0 § 7x?+2x>0 @ 2(x-772<0
b) 332> 120 d) 6x> 5%

=

2(x+52 <0
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5. Rozwiaz nierowne
a) X2-5x>-6 Q 5(x+3)<2x(x+3) &) ~x(x-4)> (x=4)x+1)
b) 5x-10 <2x* d) 10X <Bx-Dx+2) ) 3x7-2x) < Gx+ D -x)

6. Rozwiaz nierownosc.
a) S(x-2)x+2)+x>25(1-%) 9 2x-32-1>72-%)
b) Sx-1<(2x-1)? d) (x-2° <(x+17°+9

7. Zbior rozwiazar nierownosci x* - 4x - 21 < 0 to przedzial (-3;7). Korzystajac
2 tej informacji, zapisz zbiér rozwiazar nieréwnosci:

a) A -4x-2120 b) —x?+4x <-21 Q 4x+212x3

8. Wyznacz wszystkie argumenty, dla ktorych:
a) wartosci funkgji y = x? + 3x - 20 sa mniejsze od 20,
b) wartosci funkcji y = X2 + 2x - 33 sq wieksze od 66.
9. Znajdz wszystkie argumenty, dla ktérych wartosci funkji f sa wieksze od war-
tosci funkcji g.
a) f(x)=-7x>+14x+9 b) f(x)=x-x+1 9 f(=3x2-x-2
alx) = gx)=2x+1 00 =X +2x+3

10. Znajdz wszystkie argumenty, dla ktorych war-
todci funkcji y = —x? + 8x — 22 sa wigksze od -15
i jednoczesnie mnicjsze od ~7.

11. Wyznacz wszystkie argumenty, dla ktérych war-
tosci funkeji kwadratowej (jej wykres przedstawio-
no na rysunku obok) nalez do przedzialu zazna-
czonego na osi y.

12. Wyznacz wszystkie liczby, ktore spelniaja jednoczesnie nieréwnosci:
a) X*-3x-10>0 i }x-1<0 Q X*+9x+1420 i x2-2x>15

b) -2x% +13x-15<0 i 3x-920 d) 2% +17x+3020 | —3x% - 4x <8

© 13, Rozwazmy trapezy zbudowane tak, jak przedsta-
wiono na rysunku obok. Pole trapezu zalezy od licz-
by a (a > 0). Wyznacz wszystkie wartosci a, dla ktérych
pola odpowiednich trapezow sa wieksze od 510.
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14. Na rysunku obok zacieniowano pewien
prostokat. Dla jakicj liczby a pole tego pro-
stokata jest wieksze od 57

15. W prostokatnym ogrodzie o wymiarach 20m x 30m cheemy zalozyé Klomb
7 kwiatami tak, jak przedstawiono na rysunku (klomb to zacieniowany na zielono
obszar). Jaka powinna by¢ wartosé x, aby klomb zajmowal nie wiecej niz polowe
powierzchni ogrodu?

a) ' - b) ‘x
- 2 l2om 2 l20m
i IE
30m 30m
MINISPRAWDZIAN
51. Zbi6r rozwiazar nierownosci (x-2)(x +3) <0 jest przedstawiony na rysunku:
A c
3 [ 270 3
B D.
3 [ 20 H

S2. Do zbioru rozwigzai nieréwnosci —2(x - 1)(x + 7) > 0 nalezy liczba:
A -8 B. -6 C.6 D.8

S3. Zbior, ktéry przedstawiono na ry-
sunku obok, jest zbiorem rozwiazan 0 /a7

nieréwnosci: - 0

A X2+5x<0 B.—x?+5x>0 C.=x*=5x<0 5x>0

S4. Na rysunku obok zacieniowano trapez.
Dia jakich wartosci a (a > 0) pole tego tra-
pezu jest wicksze od 6 i mniejsze od 127

Aae(4:6) Cae(6;12)
B.ac (5;7) D.ae(7;14)

\
>
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ZASTOSOWANIA FUNKCJI KWADRATOWE)

Czasami, rozwazajac jakis problem, mozemy opisa¢ zaleznos¢ miedzy
badanymi wielkosciami za pomoc, funkji kwadratowej, a nastepnie sko-
rzystaé z wlasnosci tej funkeji. Rozwazmy nastepujacy problem: przy
brzegu jeziora cheemy wyznaczy¢ kapielisko w ksztalcie prostokata, odgra-
dzajac je sznurem z bojami. W ten sposéb mozna wydzieli¢ kapieliska
o réznych powierzchniach.

Sznurem o dtugosci 80 m mamy odgrodzi¢ prostokatne kapielisko.
Jakie powinno mie¢ wymiary, aby jego powierzchnia byta mozliwie najwigksza?
Oblicz te powierzchnie.

80 - 2x i Jesli przez x oznaczymy dtugosé boku kapieliska,

¢ kery jest prostopadty do brzegu jeziora, to bok ka
pieliska rownolegty do brzegu ma diugosé 80 - 2x
(dtugosci x i 80 - 2x 53 wyrazone w metrach).

p — powierzchnia kapieliska Powierzchnia p kapieliska zalezy od wartosci x.
(W m?) i Zapisujemy wzor funkcji opisujacy te zaleznosc.

p(x) = x(80 - 2x)
Ustalamy dziedzine funkeji, biorac pod uwage wa-
X €(0; 40) i runki zadania (diugos¢ boku x musi by¢ liczba
dodatnia i mniejsza od pofowy diugosci sznura).

prasksztatcamy wadr funkej do postac plx) =
2

L bx+c. Parabola p(x) = ~2x* + 80x ma ra-
miona skierowane w d6t, wiec funkcja p przyjmuje
najwigksza wartos¢ dia xy.

px) =
P(X) = =27 + 80X

Obliczamy x, i sprawdzamy, czy otrzymana liczba
nalezy do dziedziny funkcji.

Jesli x = 20, to:
80-2x=80-2-20=40

Obliczamy diugosé drugiego boku.

i Obliczamy pole powierzchni mozliwie najwigksze-
p=20-40 =800 go kapieliska.

odp. Najwi i Kapieliska gdy bedzie ono miato
wymiary 20m x 40m (krétszy bok jest prostopadly do brzegu jeziora). Po-
wierzchnia ta bedzie réwna 800 m2.

ZADANIE | Przy murze cheemy ogrodzi¢ prostokatny plac z trzech stron siatka
o lacznej dlugosci 100m. Jakie wymiary powinien mie¢ ten plac, aby jego powierzchnia
byla jak najwieksza?

zadania 110
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ZESTAW ZADAN

1.W Il wicku pun.e. Archimedes zbudowal katapulte, kiéra mozna bylo miotaé
nawet kamienie. Na poni wykresie moégt
wygladac tor ruchu kamienia wyrzuconego przez te katapulte. Korzystajac ze wzo-
ru funkeji opisujacej ten ruch, odpowiedz na pytania:

a) Jaki byl zasieg katapulty Archimedesa?

b) Na jakq najwicksza wysokos¢ wzlecial kamieri wyrzucony przez te katapulte?

v x- odleglos¢ w metrach
¥ - wysokosé w metrach
50
Yo e
50 x
Ciekawostka

W 1965 roku w St. Louis (Stany Zjed-
noczone) ukoriczono budowe Gateway
Arch, monumentalnego luku upamiet-
niajacego podboj Dzikiego Zachodu.
Wysokos¢ tego huku wynosi 192 m i jest
rowna odleglosci miedzy ramionami
mierzonej przy ziemi. Gateway Arch

2. a) Korzystajac z informacji,
ktére podano w ciekawostce,
najdz wzér paraboli, ktéra
przechodzi przez punkty za-
znaczone na rysunku obok.

b) W Stanach Zjednoczonych
wymiary podawane s w sto-
pach. Wysokos¢ luku Gateway
Arch i rozpicto$¢ ramion wy-
nosza 630 stop. Jaki wzor pa-
raboli opisanej w punkcie a)
otrzymaliby twoi amerykariscy
réwiesnicy?

ZASTOSOWANIA FUNKCI KWADRATOWE

ksztaltem bardzo przypomina parabol,
choé w rzeczywistosci architekt Eero Sa-
arinen przy projektowaniu wykorzystal
inng krzywa, tzw. krzywa laiicuchowa
(takq nazwe nosi krzywa, wzdhuz ktorej
uklada si np. swobodnie wiszacy lai-
cuch zaczepiony na koricach).




3. Tor ruchu kuli pchnietej przez mio-  y X - odleglos¢ w metrach
tacza podezas zawodow lekkoatletycz- ¥~ wysokos¢ w metrach
nych jest fragmentem paraboli. Na wy-

kresie przedstawiono zalezno$é wyso- |

kosci, na jakiej znajduje si¢ kula, od :

jei odleglosci od miotacza (mierzonej 1 '

w poziomie). Wierzcholek paraboli za- 5 % x
znaczono kropka.

a) Znajdz wzor funkcji, ktorej wykres przedstawiono na rysunku.

b) Oblicz, na jakiej wysokosci znajduje si¢ kula w najwyzszym punkcie swego lotu.

4. Ponizszy wykres przedstawia, jak zmieniala si¢ wysokos¢, na ktérej znajdowala
si¢ pilka, od momentu, w ktérym zostala odbita przez siatkarke, do momentu,
w ktérym upadia na ziemie. Wykres ten jest fragmentem paraboli.

b X~ czas w sekundach
- wysokoéé w metrach

a) Znajdz wzdr funkcji, kiérej wykres przedstawiono na rysunku.

b) Oblicz, po jakim czasie pitka spadia na ziemie. Jaka jest dziedzina funkcji przed-
stawionej na wykresie?

02 =

9 Oblicz, jak dlugo pitka wznosita si ponad siatkq (gorna krawedz siatki znajduje
sie na wysokosci 2,24 m).

5. Z drutu o dlugos
a) Znajdz wymiary takiej ramki, ktora ogranicza najwieksze pole.
b) Jakie wymiary powinna mie¢ ramka, aby ograniczala obszar wiekszy od 25 cm??

40cm mozna zbudowaé prostokatne ramki.

6.7 drutu o dlugosci 2m cheemy zbudowaé model prostopadioscianu, kidrego
podstawa jest kwadratem. Jakie wymiary powinien mie¢ ten prostopadioscian, aby
jego pole powierzchni calkowitej bylo najwicksze?

7. Rysunek obok przedstawia bramke
do pilki recznej. Slupki i poprzeczka
ograniczaja obszar o powierzchni 6 m?.
Jaki najwickszy obszar moze ograni-
cza¢ bramka, ktrej stupki i poprzeczka
maja w sumie takq sama dlugos¢ jak
w wypadku bramki do pitki recznej?
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8. Przy brzegu jeziora chcemy wyznaczyé prosto-
Katne kapielisko z wydzi ikiem, odgra-
dzajac je sznurem z bojami tak, jak przedstawiono

na rysunku. Sznur, ktérym dysponujemy, ma 80m
dlugosci. Jakie wymiary powinno mie¢ kapielisko,
aby jego powierzchnia byla mozliwie najwicksza?
Jaka jest ta najwicksza powierzchnia?

©9. Przy narozniku domu chcemy ogrodzi¢ siatka frag-
‘ment terenu (zob. rysunck). Siatka, ktora dysponujemy, ma
20m dlugosci. Ogrodzony teren ma mie¢ ksztalt szescio-
4m Kata, ktrego sasiednie boki sa prostopadie. Jakie dlugosci
powinny mie¢ te boki, aby powierzchnia ogrodzonego ob-
szaru byla mozliwie najwicksza?

©10. Wybierz dowolny punkt nalezacy do wykresu
funkeji y = -3x +5 i oblicz odleglos¢ tego punktu
od poczatku ukladu wspolrzednych. Znajdz punkt,
kt6ry nalezy do wykresu funkcji y = ~3x +5 i lezy
najblizej poczatku ukladu wspélrzednych.

MINISPRAWDZIAN

51. Na rysunku przedstawiono tor ruchu rzu- 1Y s-tasenta
conej pitki. Tor ten jest fragmentem parabo- 4

1i, ktérej wierzcholek ma wsplrzedne (8,5).

Z jakiej wysokosci zostala rzucona ta pilka?

A.05m B.14m C.18m D.22m 8 18%
52. Sposrod wszystkich tréjkatéw prostokatnych, w ktérych suma dlugosci przy-
prostokatnych jest rowna 20, wybieramy jeden o mozliwie najwiekszym polu. Jego
pole jest rowne:

A. 400 B. 200 C. 100 D. 50

53. 0d prostokatnej kartki o wymiarach 20 cm x 30 cm 30 cm
odcinamy z obu jej brzegow dwa paski o takiej samej  x
szerokosci x (zob. rysunek). Ta czeé¢ kartki, ktra pozo-
stanie po odcieciu paskow, bedzie wicksza od polowy
Kartki, gdy spelniony bedzie warunek:

0x > 300 L 0x < 300 x
50x +300 >0 D. +50x+300 <0

20 cm

B. x*
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ROWNANIA | NIEROWNOSCI

Z PARAMETREM

Na rysunku obok przedstawione
sq przyklady kilku funkgji typu:
y=mx*+mx+1

Kazda z funkcji otrzymano w ten
sposéb, ze litere m zastapiono
pewng liczba. W tym wzorze lite-
ra m gra inna role niz x. Litera x
jest zmienna, natomiast m _ jest
wielkoscia, ktora mozemy trakto-
waé jak konkretng liczbe, choé
nie _]es[ ona dana. Méwimy, ze m
jest parametrem w tym wzorze.

Wlasnosci funkeji y = mx? + mx + 1 zmieniaja si¢ w zaleznosci od wartosci
parametru m. Dla m = 0 wykresem funkcji tego typu jest prosta, a dla m 4 0
— parabola. Wszystkie wykresy przecinaja si¢ w punktach (0,1) i (-1,

Wiasnosei funkeji y = mx® +mx + 1 w zaleznosci od wartosci paramc(ru m

réwnania lub

mozna badac,

[TIATTTVRE Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych funkcja

y = mx? +mx+1 nie ma miejsc zerowych.

Rozpatrzmy réwnanie mx? + mx +1 =

Przypadek I:  m#0

A<0
A=m?-am
m-4m<0

mim-4)=0
m=0 lub m=4

Omawiana funkcja nie ma miejsc zero-
wych, gdy rownanie mx? + mx +1 =0
nie ma rozwigzar

Rownanie kwadratowe mx?+mx+1 =0
nie ma rozwiazar, gdy &

Aby rozstrzygna¢, dia jakich warto-
Sci parametru m zachodzi nierdwnose
A< 0, trzeba rozwiazaé nierownosc

kwadratowa m? -
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Przypadek Il:  m=0
Réwnanie sprzeczne, wiec dla m = 0 funkcja

0-x2+0-x+1=0
nie ma miejsc zerowycl

1=0

Rownanie mx? +mx + 1 = 0 nie ma rozwiazar, gdy m € (0;4) lub gdy m = 0,
czylidlame (0;4).

Odp. Funkcja y = mx? + mx + 1 nie ma miejsc zerowych, gdy m € (0;4)

ZADANIE | Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla kiorych funkcja
(p+1)x~ 1 ma jedno micjsce zerowe.

i 113 )

W powyzszym przykladzie rozpatrywaliSmy réwnanie z parametrem. Row-
niez w nier6wnosciach moga wystapic¢ pewne litery pelniace role parame-
tru. Mozemy wowezas bada¢ na przyklad liczbe rozwiazari nieréwnosci
w zaleznosci od wartosci parametru.

[TATTTEN Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, dla ktérych nieréwnosé
2x% +kx +8 <0 jest sprzeczna.

Réwnanie 2x? + kx + 8 = 0 nie ma Parabola y = 2x? + kx + 8 ma ramiona skie-
rozwiazaf, gdy A <0. fowane W gore, zatem nierwnosé:
H 20+ kx+8<0
A=k?-4-2-8=k-64 bedzie sprzeczna, gdy rownanie:
K2 -64<0 20+ kx+8=0
@6a nie bedzie miato rozwiazan.

k=-8 lub k=8

ke(-8:8)
Odp. Nierownosé 2x? + kx + 8 < 0 nie ma rozwiazar dla k < (~8;8).

ZADANIE | Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla kiorych rozwiazaniem

nieréwnosci ~3x° + mx - 75 < 0 jest kazda liczba rzeczywista.
o 14-17 )
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fil Czasami, aby zalezé warunck, jaki ma spelniaé parametr, warto korzystaé
ze wzorow Viéte'a.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych funkcja
Y =x2+px+p+5 =0 ma dwa rézne miejsca zerowe, bedace liczbami dodatnimi.

Warunek 1. &> 0 i Funkcja kwadratowa ma dwa rézne miejsca
zerowe, gdy &> 0.
A=p?-4(p+5)=p?-4p-20

P -4p-20>0
pP-4p-20=0
A/ =16-4-(-20)=16+80 = 96
VB = /96 =46
p=428_2 2/
p= B L2406

pe(-w:2-2/6) U (2+2V6;+)

Warunek 2. x>0 i x50 i Zapisujemy ::arlmek jaki- spetniaja miejsca

§ Zerowe x|
X x>0 | xntx>0 £ llocay suma ducich iz docatich musza
X x=PP=pss i Ze wzoru Viete'a: xi - x = §

p+5>0, czyli p>-5

pe(-5:+e)

x+x=-f=-p ¢ Ze wzoru Viewa: x +x = -4

—p>0, czyli p<0

pe(-w;0)

Oba warunki s3 spefnione, gdy:

pe((-0i2-2v6)u(2+2V

i+o9) | [ (=5:+%) 0 (~0;0) ] = (=5;2-2v6)
0Odp. Podana funkcja ma dwa dodatnie miejsca zerowe dla p & (=5; 2 -26).

ZADANIE | Wyznacz wszystkie wartosci parametru n, dla kiorych rownanie
232+ nx+n-1 =0 ma dwa rézne rozwiazania, bedace liczbami ujemnymi.

wtani 18-24 )
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v MECEATINRA Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rozwiazania
réwnania 2x2 - mx + 2 = 0 s3 wieksze od -2.

Warunek 1. A>0
A=(-mP-4-2-2=m*-16

m-163>0

Warunek 2. x1 > -2 i x> -2
Zatem: x;+2>0 i x;+2>0

Te nieréwnosci zachodza, gdy

X +2+x+2>0 0 (0+20+2)>0

X1 +x2> -4 XiXp +2X1 +2x+4>0

m s g XX+ 201 +X2) 44> 0
m>-8 242.55M 4450 Korzystamy ze wzoréw
me(—s;we) ms -5

me (-5;+0)
Oba warunki sq spetnione, gdy:
me ((-0;-4) U (4:42)) 0 (=8;40) 0 (=5 ;+0)
me (-5;-4) U (4;+0)
Odp. Rozwiazania rownania sa wigksze od ~2 dla m & (~5;-4) U (4;+e).
ZADANIE | Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych rozwiazania row-

nania x? + px + 20 = 0 s3 mniejsze od 3.
Zadania 2526 )

ZESTAW ZADAN

1. Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktorych podane réwnanie ma jed-
1o rozwiazanie.

a) X 4x+p=0 9 pxPax+1=0 e) pPix+p=0

b) X2 +px+1=0 d) X +(p+1x+1=0 fl A-pX2+x+p=0
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2. Wyznacz wszystkie warto$

i parametru k, dla ktérych réwnanie ma dwa rézne

rozwiazania.
a) 1x2+9x-k+1=0 O X +kx+2k+1=0 ) 3kx2+6x-2=0
b) 5x2 +kx-5=0 d) i+ (k+2x+k=0 ) 2k -(1-kx=}

3. Uzasadnij, ze prawdziwe jest podane zdanie.

a) Dia kazdej liczby m réwnanie x* + 2mx + m® = 0 ma jedno rozwiazanie.

b) Dla kazdej liczby k réwnanie 5x2 + 3kx — 2 = 0 ma dwa rézne rozwiazania.
9 Nie istnieje liczba s, dla ktorej réwnanie 3s2x? - sx +5 = 0 ma rozwiazanie.

4. Wyznacz wszystkie wartoéci parametru t, dla ktorych:

a) réwnanie 5x% + tx+5 = 0 ma jedno rozwiazanie, ktore jest liczba ujemna,

b) réwnanie 2x? - 3tx +8 = 0 ma jedno rozwiazanie, ktére jest liczba dodatnia.

5. Przyjrzyj si¢ ponizszym réwnaniom. Wyznacz wszystkie wartosci parametrow p,
i r, dla ktérych réwnania te nie majq rozwiazan.

2+q°=0 (x-4)%=(4-r)?

X2=p+l

© 6. Wykaz, ze podane réwnanie ma rozwiazanie dla kazdej wartosci parametru m.
Zapisz rozwiazania réwnania w zaleznosci od parametru m.

a) X2 +(m+Dx+m=0 b) X2 +(m=2)x-2m=0

7. Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, dla ktorych:
a) funkcja y = (k- 1)x? + 6x - 3 nie ma miejsc zerowych,
b) funkcja y = (1+K)x® +2x + 5 ma dwa miejsca zerowe,

9 funkcja y =kx? +4x + 3 ma jedno miejsce zerowe,

d) funkcja y = kx? - 2x + k przyjmuje tylko wartosci ujemne,

@) wierzcholek paraboli y =

x2 + 2kx — k lezy na osi x,

) funkcja y = (k + 1x? — kx - 1 przyjmuje najmniejsza wartosc i jest ona liczba,
ujemna.

8. Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych parabola o réwnaniu
y =x2+3x+5 ma jeden punkt wspélny z wykresem funkcji

a) y=2x+p b) y=px+4 o y=px+p

ci parametru ¢, dla ktérych parabole o réwnaniach
+1x~5 przecinajq si¢ w dwoch punktach.
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10. a) Jaki wzor ma funkcja liniowa, ktérej wykres jest rownolegly do wykresu
funkcji y = 3x+ 5 i ma z parabola o réwnaniu y = 2x? jeden punkt wspélny?

b) Jaki wz6r ma funkcja liniowa, ktorej wykres przecina o$ y w punkeie (0,2) i ma
2 parabol o rownaniu y = ~1x? jeden punkt wspélny?

11. Parabola o réwnaniu y = x? nie ma punktéw wspélnych z prosta o réwnaniu
y=2x-2.

a) O ile jednostek w prawo nalezaloby przesunaé parabole, aby otrzymana parabo-
la miala 7 ta prosta jeden punkt wspolny?

b) O ile jednostek w gore nalezaloby przesuna¢ prosta, aby miala z parabola do-
Kladnie jeden punkt wspolny?

12. Na rysunku obok jest zacieniowany pewien
prostokat. Wyznacz wszystkie wartosci parame-
tru t, dla ktérych wierzcholek paraboli o réwna-
niu y = 2x% + 4tx + t nalezy do tego prostokata.

'13 Dana jest rodzina parabol o réwnaniach
+nx+2. Udowodnij, ze wierzcholki wszyst-
e tych parabol tworza pewna parabole. Zapisz
réwnanie tej paraboli.

€Il 14. Wyznacz wszystkie wartosci parametru s, dla ktérych podana nieréwnos¢ nie
ma rozwiazar.
a) s +5<0 b) -2x% +5x-8>0 A (s- DR +5x+2<0

15. Wyznacz wszystkie wartosci parametru s, dla ktérych:

a) nieréwnos¢ sx? + 2sx+3 < 0 jest spelniona dla kazdej liczby rzeczywistej x,

b) nieréwnos¢ (1 +s)x* +x +s > 0 ma tylko jedno rozwiazanie.

16. Wyznacz wszystkie wartosci p, takie, Ze dla
wartosci funkcji f(x) = -x2+px+2 sa mniejsze od wartosci funkcji g() = x2-4x+7.

17. Dana jest nier6wnos¢ tx2 + 2tx + 1+ > 0. Wyznacz wszystkie wartosci:
a) parametru t, dla ktérych nier6wnosc ta jest spetniona dla kazdej liczby x,
©b) parametru x, dla ktorych nieréwnosc ta jest spetniona dla kazdej liczby t.

Il 18. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych réwnanie:
a) 6x* —x+6m-1=0 ma dwa rozwiazania o réznych znakach,
b) -x? +2mx-m?+3 =0 ma dwa rozwiazania dodatnic,
© X2 +3x+5m+2=0 ma dwa rozwiazania ujemne.
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19. Wyznacz wszystkie wartosci;
) parametru g, dla kt6rych nieréwnosé —
wigzania,

b) parametru k, dla ktorych funkcja y = 2x* +kx -k +3 przyjmuje wartosci ujem-
ne tylko dla argumentéw ujemnych.

+@x-q-320 ma tylko dodatnie roz-

© 20. Znajdz wartos
a) wspolczynnika m, dla ktorego rownanie x-200x +m =0 ma dwa rozwiazania,
takie Ze jedno jest trzy razy wicksze od drugiego,

b) wspdlczynnika p, dla ktérego rownanie x*— 160x +p =0 ma dwa rozwiazania,
2 ktérych jedno jest o 20 wicksze niz drugie.

21. Wyznacz wszystkie warto$ci parametru k, dla ktérych suma kwadratéw rozwia-
zan réwnania x% - (k - 3)x + 17 = 0 jest wieksza od 15.

22. Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktorych réwnanie A2 + px +9 = 0
ma dwa rozwiazania, a suma kwadratéw tych rozwiazan jest szesé razy wicksza od
sumy tych rozwiazan.

© 23. Znajdz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych suma odwrotnosci roz-
wigzan réwnania x* + 2x - (m* + 1) = 0 jest najwigksza.

Ciekawostka

Popatrz na rysunek obok. Wykres funk-
Gji y = mx przecina parabolg y = x* + k
w dwéch punktach. Pierwsze wspolrzed-
ne tych punkiow to x; i x.. Okazuje
si¢, ze jesli prosta przecina parabole
6ch punktach, to niezaleznie od
parametrow k i m zachodza
Xi+x=m,xix =k,

24. Przeczytaj c i ij opisane w niej znosci miedzy liczbami
X1 i X oraz parametrami k i m.

V' 25.2) Znajdz wszystkie wartosci parametru p, dla kiérych réwnanie X% + px +4 = 0

ma dwa rozwiazania mniejsze od 3.

b) ZnajdZ wszystkie wartosci parametru k, dla ktorych oba rozwiazania réwnania
2x2 +kx+ k= 0 5 wieksze od 1.

26. Wyznacz wszystkie wartoci parametru m, dla ktérych jedno z miejsc zerowych
funkeji f(x) = 3x2 + mx + 4} jest wigksze od 5, a drugie jest mniejsze od 5.
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MINISPRAWDZIAN

S1. Réwnanie 3x? + bx+3 = 0 ma przynajmniej jedno rozwiazanie wtedy i tylko
wiedy, gdy:

A.-6<b<6 B.b>-6 C.b<6 D.b<-6 lub b>6

52. Tloczyn rozwiazai rownania 2x% - 4x + p = 0 jest wigkszy od
nalezacego do przedzialu:

A (-w32) B. (15+00) o (1;2) D. (-251)

$3. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie x>

zania wieksze od 107

dla kazdego p

Smx - 25 = 0 ma dwa rozwia-
Am<3 B.m>8 C.3<m<8 D. nie ma takich wartosci m
54. Dla pewnych wartosci parametru p wykresy funkcji £(x) = 10x* + px +5 oraz

g(x)=x*+x+1 maja jeden punkt wspolny. Suma tych wartosci jest rowna:
A -11 B. -4 €.2 D. 13
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1. Na rysunku przedstawione sq wykre-
sy nastepujacych funkcji:

Dy=06(x-37-2
@y =06(x+3)2+2
@ y=06(x-2?+3
@y=-06(x+3)?+2
®y 6(x+2)2 -3
©®y=-06(x-3?-2

Dopasuj wzory do wykresow.

@

2. Przeksztalé wzor funkcjic
a) f(x)=-3(-x+27-5

do postaci ogdlnej,

b) g =-2x2~7x-3

do postaci iloczynowej,

9 h(¥)=-2x-1)5-x)
do postaci kanonicznej.

3. Ustal zbiér wartosci, argumenty, dla
ktérych funkcja przyjmuje wartosci do-
datnie oraz maksymalne przedzialy jej
monotonicznosci.

a) f(x)=5(x-9?%-20

b) f(x) = ~(x+6)(x - 8)

4. Ustal, w kiorej cwiartce ukladu

wspolrzednych lezy wierzcholek para-

boli bedacej wykresem funkcji f(x) =

= ax? + bx + ¢, jezeli wiadomo, ze:

a) a>0,b>0,c<0

b) a<0, b>0,c>0

5.Znajdz najwieksza i najmniejsza

wartosé funkeji £(x) = —4x> + 4x + 15 w

a) (1;2) b {-131) 9 {-2;3)

6. Znajdz 7bior liczb, ktére jednoczes-

nie spelniaja dwie nierownosci:
“X242X4330 0 X +4x-5<0

7. Ustal, dla jakich argumemow warto-
Sci obu funkgjiz f(x) = -x* + 2x + 3 oraz.
g0 = X +4x - 5 maja ten sam znak
(wartosci obu funkcji sq dodatnie albo
wartosci obu funkcji sa ujemne).

8. Dla jakiej wartosci parametru p réw-
nanie (p - 1)x* + px -2 = 0 ma jedno
rozwiazanie?

9. Wyznacz wszystkie wartosci para-
metru p, dla ktérych funkcja f(x) =
= :xZ px+2p -1 ma dwa rézne:

a) dodatnie miejsca zerowe,

b) miejsca zerowe wicksze niz 3.

10.W tréjkat prostokatny réwnoramien-
ny o przeciwprostokatnej diugosci 10
wpisujemy rézne prostokaty w spo-
s6b przedstawiony na rysunkach. Jakie
wymiary powinien mie¢ wpisany pro-
stokat, aby jego pole bylo najwicksze?
a)

A L o
A L A
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ODPOWIEDZI

str.14-19: 1L.a)3, b8 o1l d 21 4. ) (A} {BARY 0, (K AR, B}
5.4 — 16 clementéw, B — 30 clementéw.  7.a)7, b0, o4, A8, ol
N2 @2 W5 D4 S RS Hrs 1 —np CNAUB), rys. 2 — np.

(AU BIN(ANB), b)rys. 6 1ys. 4 — np. (ANBUBNC)UANCYN(ANBNC), 1ys. 5
— mp. ANBNC U (CN\A). 11. a) {b,c}, b) ibcd}, o {adef.gl, d) {abcl,
o {abcdel, DO g (abcd, b {abcd. 12 (05, b {-}
L DR g [ b {
i O (V) ) (V3
9 {-6-4v3, W0, )7 D0 b f-6-3] D7) 14.) (6,7.8,9) b) (10,20},
©) {5,6,7,8,9,10,15,20,25,30,35,40,45, 50}, d) {5,10,15,20,25,30, 35,40, 45, 50,60, 70, 80,
90,100}, e) {10,20,30,40,50}, f) {60,70,80,90,100}, g) {10}, h) {5,10,20}, i) {5,6,7,8,9,
10,20}, j) {5,6,7,8,9,10,20}, k) {30,40,50}, 1) 0. 15. B ma 16 elementéw, E ma
90 elementow, F ma 7 elementow; @) {1,757, {5.-., b {1}, O F &0, oF OE

o |

17.2) AUB=B,ANB=A, ANB=0, b) AUB=A, ANB=0,ANB=A, 0 AUB=A=B,
ANB=A=B ANB=0, d) AUB=A=B AnB=A=B A\B=0. 18.2 AnB=4,
ANB =0, b AnB=0, ANB =4, BNA =B 19.2) C\(AUB) = (C\A) N (C\B).
20. @) Di2 = {1,2,3,4,6,12}, Dao = {1,2,4,5,10,20}, Dg = {1,2,3,6}, Ds1 = {1,3,9,27},
b) D5 0 Dio = (1,5}, D1y N D15 = {1}, D201 Dioo = {1,2,4,5,10,20}, ) D5U Do = {1,2,5,10},
D\ D3 = (2,6}, Ds\ D7 = {5}. 2L.a) {2,3,5,7,11,13,17,19}, b) {0,1}, 0 {1}, d) {2,3,5,7},
©) Lpu{0}. 22.a) 65 lement6w; 15 elementéw; 45 elementow, b) 10 elementéw; 5 elemen-
tow; 5 elementGw.  23. 13 elementow. 24, a) 11 elementéw, b) 4 elementy, ¢ 19 elementéw,

d) 16 elementéw, e) 4 elementy.  25. 300 0s6b.  26. 70 tys. mieszKaric6w; okolo 21%.

St 22-25: 1.a) (0:5), b) (-6;6), ©) (-3;+), d) (-0036) 2.a) 4<x<5, b) 3<x<7,
O -12<x<-8, d)0<x<6, ©x<5 Hx>2 gx>-6 hx<-L 3. Szerokosc
woem: (34,5;35,5), wysokos¢ w cm: (28; 1). 4. A = (-3;5),
B=(-oi13), €= (§:3), D= (-234). 6.2) (25), b) 0 O (3i6), d) (-wi6), ©) (-10;7),
) (-2;+w), g) (=5;=4), h) (0;2), 1) (5;7). 7. a) (—00;=1)U(2;3), b) (e0;=2)U(0;1) U (3;+00),
O 105U (L5 +%0), d) (-003-4) U (-2i-1) U(0;1), @) (-3:-2) U (-1;0), £) (-3i-1) v ({
8.a) Gi+o) b (Cwi-D)U (Z4w), ) (-wi6), ) (-0i0) U2+, €) (-035) U
) (0i-5) U (5i-D UL+ 9. @) RN(0;10, b RN (=10}, o R\ (101;208),
&) R\ [(-1;,0,5) U (1,55 +0)). 10. ) (~00=V3) U (~VZi+0),  b) (~2:2V3) U (3VBi+e0),
O B74w), A G, o) (o5 1L @) (10400),  b) (-10;-5) U (5;20),
©) {=5;5) U (20;+), d) (-10;-5) U (5;20). 13. a) 4 elementy, b) 17 elementéw, ) 7
elementow, d) 0 elementow, ¢) 10 elementéw, f) 2 elementy. 14, ) {-3,-2,-1,0,1},
b) 16,7,8,9,..4, 0 (0,1,2,3}, d) (-20;+m), ©) Q-, ) 0,1,2,3,4}, ) (o034}, h) {1,2,3],

9), glebokos¢ w em: (20;
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i) (-2;+00). 15.a) 4, b) 401, ©) 2, d) 100. 16. a) 2 elementy, b) 0 elementéw, ) 4 ele-
menty, d) 1element. 17.a) {-1,0,1}, b) {0,1,2,7}. 18.a) 9 elementow, b) 5 elementéw,

©) 4 elementy, d) 5 elementdw, ¢) 7 elementdw, f) 4 elementy.

S, 26: 1.a) {0,6}, b) O, © {1,2,3,6}, d) {4,56}. 3.a) 11, b) D c) 3, d)8, o2
N9 4aA b 2151821} o 3 8,83,93},
d) 0. 5.a) 70, b) 22, ¢80, d)3. 6.a)-7, b Srr, CY 7, -17 (= 9, 3', b) (2;11),
o) (-4-2V2). 8. a) (-0,-4) U (7;40), b) (-e0;-2) U 5)U (5j+0), ) (3;4) U (5;+00).
9. a) (-1;1), b) (-7;-3) U (5;9), ©) (=0;12) U (20;+), d) (-6;-3).

SU.29-32: 1.59;13;0p. 17;5+(n-1)-4=4n+1. 2. a) (a- m’ b) mn o) bk
3.a) -3p, m 2c-b, 7-xvZ b Fdlar40-y ;dax+0, 5 dap40, iy dla
a+3 4.a)n=2kkeN, byn=5k keN, CYn:4k+2‘kE]N. 5. a) 0,la;
1,3b; 0,02¢, b) 1,4a; 1,07b; 1,005¢ ¢) 0,85a; 0,94b; 0.2¢c. 6. a) [50-(5) +2,5g +0,78p)] [z1],
b) 4:0,9j+2-0,89 = (3,6)+1,69) [21]; 4j+29-(3,6) + 1,69) = (0,4j+0,49) [21]. 7. a) 1f5-27 =0,27p,
o aa+L a. 8.a)-14, b) 45, 0 1, d) -17;. 9. Okolo21,8. 10.P=
1L ) -Fra, b) —3p%a, ) —43wv2, d) 3x-4, ¢ 35x-21, ) 5x+13, g —6x? +35x- 15,
h) 15; 24x-8, 1) -18x% +2x. 12. ayn+3, b)2n-3, o 2n+3, d2n+ 51
13. @) 12m? - 26mn + 1002, b) -2b? ~b +15¢ + 10bc +3, <) 3a® +2b? - 7ab - 4a + 8b,
) a*-a+2b-ab, ¢ -2x°+5x+8, ) 5xyF-x - 14.2) -b+1, b) $x-1, ¢ -6},
d) 10,6a-128, e) 35 2x 1) g)ffx+l h72 sm, i) -4

0435 curo. 16, Ducslguulu wnuezat.

valo
i1

g

15. W lewej kieszeni

str. 33-35: L. a) 3(x+5y), b) 7(x+2y), 0 176 +1), d) bc-d), e x(y+3), f) ply-1),
8) ¥Ox-1), h) ba+3b). 2.a) 56, b) 135, ¢) 31, d) 0, e -65 f) 114. 3.a) x+4,
b) 2y-1, 00, d) 4x-11. 4. a) 2x(1-y), b) 2x(2-4y), ©) 2x(-3x+6), d) 2x(5y - 32).
5. a) 5x(x-3), b) -4x(2x+1), ¢) -8x(y-1), d) 2a(5a-b), e) xy(1-x), f) 7uv2v-1),
@ 4b?Ba+4),  h) xWZ-1). 6. a) 2Bxy - 6x%y? +12x%y), ) -6x(-y + 2xy? — 4xy),
©) 3xy(2-4xy+8x). 7. a) Gla-4b+5c), b) x(2y+3-xy), ©) 5a(3b-a+2c), d) st*(1+2st-4s),
©) pr(9+pr+3pr) = pr0+4pr), f) 4ab2a-5a’b+1). 8. a) x b)a-3, o 2ab+Y,
d dy-2, o Ix-% 0la-b 9@ fa+1, b 10.a) <18, b) -12, o0
L2005 b # oR A0 132 «+y@+b, b (z-yG-a, o 2mk-1),
d 2c@-1. 14, p+a)p+5) b) (x-2(F+1), o) (@-2bla+5), d) (5a-7)3a*+2),
@ ((=5)Ms+0, 1) @x+)2+3). 15, a) ((-4s)st -5) = st 45Kt - 1), b) Guv+ 1)y -3u),
©) (2+5pq)dp - 3q), d) (3 -2y)5x - 6y). 16. (a + b)a + 1), (a +b)a - 1), (a-b)a + 1),
(a-b)a-1). 17. a) 3n-4)5m-2), b) (5a-3)2a-3b), ¢) (p-5¢)3p+2), d) (3x-2y)2x+1).
18. a) (¥ +x2+1)(2 b) (5a+2)(b+c+1), O (2p-1)2pa+2q+2), d) (y*+y% +1) (3xy-9).

S 39-42: 1.a) 25+10p+p2, b) 1-8x+16x%, © 2 +12+9a2, d) m*-d4m2k +4k2,
€ dy?-4y+9, ) 1,21a% +0,44ab+0,04b%. 2. a) 22x+16, b) l4p+1, © 25a%, d) -x2-3)2,
€ 45m?+5, f) 20ab. 3.2)7, b) 3, 5, d) %3, o 42, D) £2. 4. a) a®+2ab+b?,
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b) a? +2ab+ b2, <) b2 -2ab+a?, d) -a® - 2ab - b2 50 @ 6. 6. 2ab,
dab.  7.a*-4a*+6a’-4a+1. 8.a) b3 +6b2+12b+8, b) p’ —03p2+003n—0‘001.
© % +3x2+24x+64, d) 125V -15v2+ By ok,
9 u3c’+a3..3¢—¢- b) e -25 9.a) X0 +4x248x+8, b) 3p-1, 0 7Sab‘ 125b3
d) X*+6xy? +8y%, @) p+8p? +31p+23, f) £~ 1412 +85(-100, g) 2m*+6m, h) 6x*y+2y3,
i) @' +2a%b+6a%h? ~2ab*+b*. 11 @) (7-4x)(7+4%), b) (6a-16a+1), o (3y-x) (3y+x),
@ (09a-3)(09a+3), o (4 0 Gx=yGx+y), g (10m-2) (10m+2),
by (f-02) (f+02). 12.2) 999999, b) 249900, ©) 39951, d) 489975, 13. ) 16- 4,
b) t4-049, ¢) a2-b?, d) b*-a?, ) 9b*-a?, ) fpx’-1. 14, @) ~13y-4xy, b) 25x2-5y%+
+20y-25, ) 5a2-12a+5, d) -12x2-2y?+8xy+1. 15.a) b2-a?+2b+1, b) a®+b?-2ab-1.
16. @, 3, @. 17.2) (p+3)(p? -3p+9), b) v) (% + Ev+v2), O (10-K)100+ 10k +
+K2), d) (2a+ %) (4a2-3a+3), o (4m-3) (16m? +2mn+ %), 0 ($5+3) (T -3+ &),
9 (a+3)(a®-a+1), b (01x-3) (001 + f5 + %), 19. ) Aw4>(w‘;w‘+whw+l>.
b) 1lfb)(|+b+b‘fb‘4b‘4b’). O @-pIB+ap+2p?ep?), ) (8-1) (F+S+5+

O (-1) (LR H R k). 2L b) (ey)O-xSyaxty?oxdydexytoxySayS).

o h+2a2rwazzwd, ) &

sw. 43-45: L.a) x=6-2y, y = 5%, b) x= 4, y

= - =8 f) x= y =12
b#1, 9b=3a-uv,us0, dr=2F p0, ubs-auc«zd
vZ#O s#6w. 3.a) x=10p-10, b) 2,5 atmosfery, ¢) 20m. 4. a) k =
r42 Da-ggb43 da-E3pd-2 dr-zlnpilrdl o p-
p4-r nk:;@,,mﬂmwwk n,h u#ztf# -2}, h)

p45,nd-1, sr\:wnsobw b3t tdn.
6.a) m= L, b)r-4,r407#ﬂ, Qu=2,v40, d) k==L 140 7.2 f=4,b40,

3,40, O §=4,b40, d) §=3,b40. 8.2 A
SoutOud-lud-3,ré.

25, F=3L, b) A= 5 -25.

S, 52: 1.a) 8a’+12a%+6a+1, b) 9a3+18a2+12a+5, o) 2a-1. 2. a) 4a+8, b) 4a*+8a,
©) 18a2+32a. 3.a) n-8, bi 5. 4.a) -3x b) 45x+1,5, © 1,255 d) 2§x- 3.
5.0 Srextoxe -8l b) arded. 6.2) a-5h)3a+1), b) (3x-¥) (3x+ ) (k- %),
O @m-1(6m* +8m® +4m? +2m+ 1), d) (p-aNp? +a% +pa+pra).  7.a) dat+2+ %
b) 16a*+8a%+4+ %+, ) 32a°+16a%+8a+3+ 2+, d) 64a0+32a*+16a% +8+ 4+ F+ .

B41,A4-B, b) A=B2C Bd1,44-C, 0 A=G=EP A4 B-CH1,

1 -125; ~kei 1; -1 1. 2. a) 0,00001; {5;
100 2
ki ~1000000; 0,00001; 199, 3. a3, a%3,

-100000; -6250000, b) & ¥; -

Cart-cat. 434 (22) %75 (3)7(E)7 sabdeng. 6w 37 b (1)
a9 (3). @ (g)”“ o 0014 8. 177,177%,17% 174, 17%, b) 0,6, 0,62 06,
067,067, 0 02%03%02° 037,027, d) 47,025 04702574, 4. 9.a) 673, b) 85,
Q1571 d) 31, @4 N5, g 7F b4 )5 s, k4, )20 10,200
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279,273,274, 2710, 275,22, 271, 22,23, 28 1L = bl < 9= D> O DS g

h) < i) > 12. 4000; 3 40000; symog- 13- fgi okolo 60mm?.  14. @) 1, b) x°*
Q) &, ) p'®q10, @ x iy Szl f) a7hSct. 15.a) 4, b) 16, ¢ %, d) 1000000, ¢) 1,
) 0,000001, g) 1000000, h) 5, i) 125, j) :7, k) 121, 1) 2401.  16.a) 2", b) 2, o) 2",
d) 3%, e) 3", f)27m+3, gy 2n+2 h) 1. 19.a) 105 b) 10'), ¢ 10%, d) 10, € 107.
20. @) 1,41-107m’, b) 6,07 102km?, ¢ 1,6-107"°m?,  21. @) OK. 94608 - 10" km,

b) ok. 9,4608 - 10! km.  22. a) Okolo 80 razy, b) okolo 100 razy, ¢) o okolo 1,4 - 10°km.
23. Okolo 3,3 mln kropel.  24. a) 2,218 10% b) 7,05-107%, ) 6,71-10'%, d) 3,79- 105,

S 64-67: 1) a = V37, b = 53, ¢ = /130, d = 103, b) u = Y7100, w = 20710,

y=-25,2=-4¥30. 2.2 10,11, b) 30,31, 0 4,5, d) -10,-9. 3.2)2, b) 0.1, I 2,
& 13 4.a=004, 4 10% e=81,f=1,g=32. 5.a) -9V7, b) -9,
0, d)3J7. 6.a)2-V3, b) VI0-3, o) 4-10, d) V5-7, e 4/5-3, f) VI5-3V3.

708,70, 7737 829, b2 950, & o6 )50, g -3 h 6.
9. a) 815, b) -636, o) 5, d) 2v6, ¢ V6-6, f) 3v2-6/10, g 4V3-6, h) 10+52.
10. 2) 6/5+14, b) 28-16y3, o) -29, d) 38-12/10, € 76} +5/I5, 1) -6, g) ~46,/5+61
h) 6336+1206+14, i) 3v3-9V243V3¥4-2. 12.a,dc,e b 13.a) 7/
4VT0, b) 44, -3V10, 4710, 530, ¢ 3375/15, 2772, 625000110, 4050V10, d) 34377,
474,370, 259200. 14. a) 15V7, b) 180v2, ¢) 6325, d) 105V15. 15. 2,8; 4,5; 22,4; 2,5;
144,29, 16.a) 7V2, b) ¥3, 0 16V3, d) V4, © 76, N 9. 17.2) 7V2, b) V222,
© 1097, d) 9, e 10, )5, g 9V3, h) 223, i) 3J-2. 18. a) 4v2, b) %. <) H

& B2, o B p e g WP2VE m-x‘,+,v— 19.@ a<b, b)c<d,
Ge>f. 20.a)2/5+2, b) & c)Ml @ 2 @ 5V3+5V2 )7y

g RIS gy 270 2. o 48, b 95, o m‘m.:m &) L1

h) 7. 8.a) 2V2, b) 2595, o 3027, d) 1000Y700. 9.a) a

&) d=7%. 11.a) a=256, b) a=1, 0 a=100000, d) a=4.
st 74-75: L) 724,72, 70,78, 7,77 vy (3), (3)% (3 ;. )" (3)" 0 o0e,
06%%, 0,6%7, 0674, 064,062 200 a, b a, o a da 325245 (v2)", 520, (4)%

i
(&) 42w v ()" o Wskazéwka. Przedstaw hczby W postaci poteg o tej
samej podstawie. 5. u=m2, w =173, x= 127, y =27, z=45. 6.2 49, b) by, O &,

A s, 027, D1 Z.a)a=, ba=1-v2, 9 a=v2-1. 8.a) V2, b) 2V2. 9. 2razy.

1
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St. 76: 1. 4.6,5,4,8,100. 2.a) 6-102, b) 1,24-1071. 3.8 2'”' 256 razy.
4.2) 3 mf'km, b) 2,75-102em®. 5. Okolo 320 razy. 6. ) 20V5 b) 37,
d) 474, 7aizbiz),c)>f @ s 8wy e, b3, o 3
e 2f, p27h 9. V7 b \'2. © V6, d VI8 10.a) 36, b) 3, o 2376, d) 125
1Boa (377, 01212 0 ()7 0 VA @ VT, 0 VIS

str. 81-83: 1.a)87=4,70=1, 5. b) a=logs10,b = ¢ =logggz 2, d=10g0,6.
2.a=16,b=145,c=2,d="5¢= {3 ,g:%,h:w,]:m", =100, I = Y10.
Zazb3o-Ld-2enL0h9inL 004D 4w b)z
-1, d) -3, & -3 N8 g0 h-% 52106-7% b)10,1,-1,0,-6 ¢ 0, -;
3,15 6.a) -%,21,-4,-%, b) =60, -2, §, -4, ©) 4,56, -26,-9. 7. a) KORA, b) GRAT,
©) BRAK, d) RACE. 8.a) 2, b) %, ©) 16, d) l. 9. a) 5, b) 6, ¢) 49, d) 81. 10. a) log,
108,77, 1) log, 510828, 0 logo 10: 08,110, ) log, 25 log525. 114 -
915 d-h o-L 0k 9- W5 1284 06 95 45 975 0

-4 W -% 13.a)a=5 b b=100, o ¢ d p=9, & q=27, N r=55
b t=VI0, )w=4 14.a) x=125y=-1, Z—Z bx=4y=-}
y=-% 15. a) log; 81, b) logg 5, ©) log; 4= 16. a) k=log,a, p>0,p#1,a>0,
b) r-lug,N,n>0 a41,§>0, 0 a=log (T~ 3),r>0,r41‘7'>3. d
“r>0,a40, ) a=10% -1,a>-1, w40,

N
L Z= 15

e r=2

St 86-89: 1. a) log %, b) log 4, o) log; 4, d) logs 32
b)2, 3 d2 -3 f
©) log4+logx-logy, d) log; 2-log; s-log; t, €) logy,, u-logy,
g) loga+logb -logc, h) logl -loga-logh-logc. 4. 1,845; 2,845; 6,845; -0,155; -1,15'
9155 5.@26 b -14, 9-10, & @ H-L 1 h12 6 086
2,15; -043; -1,29; —4,3; 0,14(3), b) 2,42; -1,21; -7,26; 8,47; 0,80(6); ~0,605. 7. a) log; (a*h),
b) logs (16x2°), ) logs S, d) log 1, © log gz, f) log2z. 8. a) log; 45, b) log2000,
O logy &, d) log2. 9.a) 5x+y, b)2x+3y, o 7y-5x d) -2x-y. 10.a) 13; L7
1,4; 0,65, b) -0,4; ~0,1; ~0,4; 0,4; 0,8; 1,55. 11. a) log, 15, b) log,z ©) log 2§

12205 B 0¥ i 13w 22 ~0356, b gk ~-L151,
0,768, d) P14 26438, 16.log;9= {25 17.1,2,6. 18. a) Okolo 27%;
okolo 36%, b) po 26 dniach.  19. a) 4, b) 100cm, ) ponad 10000 razy (dokladnie 10%*
okolo 0,24s.

2.2 3,
. 95 W0 )2 3.4 log5+logx, b) logya-log; 3,

) logs &, 1) log 2.

logo, v, 1) loga+logh+loge,

500,

razy).  20. ) O okolo 0,01, b) o okolo 0,15s;

S.90: l.ay4, b) 4, -3, A0, &3, N1, g% b2 2a1} b-24 -3

& -4 @1, 03 3ach 4a2b2 92 di 0203 503 6ak
02 b bo2 o 3, d)aol. 7. a) logs10xy, b) logs3x2, o) log3a’h?, d) log; ¥,

o log, %, 0 log &Y. 8.2a. 9 a)OG 142,13 15, b) -3; 0,1; -0,9; -035, ¢) -0,4;
1,3; 0,05 1,2, 10. @) logz 3, b) log © log215, d) logs 3. 1L a) logs, b) log /5,

o) log2,5, d) log 5.
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Str. 94-96: 1. a) x =
) x=05, d) x=2, ¢ x=

L 3

35, dx=3.
L b) x=8%, o x
— réwnanie sprzeczne, X

rownanie tozsamosciowe, b) #3=1) = 3x — réwnanie sprzeczne, 2= = 3x-4,5 — réwnanie
tozsamosciowe, ©) (x-2)(x+2) = x? — réwnanie sprzeczne, (x+1)(x~1)+1 = x* — réwnanie tozsa-
mosciowe. 5. ) x
Nx=% g x=4 hx=
X=15, O X -(x-22 =40, x=11, d) X 3,x=75. 7.45m.
8.56 paczkw.  9.36 0sb. 10.350séb. 11.0100zL 12. 14 0séb. 13 44 bzdyle.

str.98-102: 2. a) 1,25litra, b) 216dag. 3. 10,3221 4. Okolo 10 minut 40 sekund.
5. Okolo 5833kg. 6. 11375kg. 7. 60kg. 8.30mg. 9. 68km/h. 10. Dwoch mnichow.
1L 16em.  12.6ti8t  13.18s. 14, 12litcdw, 240ml.  15. 500m.  16. ) Gkg,
b) 10kg. 17.a) 96, b) 48. 18. Okolo 93g. 19.a=4,b=20,c=2,d=2,¢=8,f=24

S, 104-106: l.a<} b<-2,c>-7,d<4, e<-3,f>-8 2. x<5 b x>
O x<2 d) x<-24, O x<8, D xs<g, @ xs<-19, h)x<1l 3.2 x>%, b x<33,
d x<08 ¢ x>1, f)x>3 4 a)2x+4<2x+3 — nierdwnosé nie ma

o x<-,

rozwiazaf, 2x +5 > 2x + 1 — rozwiazaniem nier6wnosci jest dowolna liczba, b) ~3(5 - 2x)> 6x

— nier6wnos

nie ma rozwigzan, 43

liczba, © 72 > x+5 — nieréwnos¢ nie ma rozwiazan, %> > 1+2x — rozwiazaniem

X)> 1 - 20x — rozwiazaniem nieréwnosei jest dowolna

nierownosci jest dowolna liczba.  6.a) x> 1%, b) x<6, o x<i, dx<3, o x>-1,
fx<0. 7.-1%-15;-1;0;001; 13, 8.x<2},20,1,2, b) 5liczb, ) 4. 937
liczb. 10.a) Dlax<18, by dlax<0. 11.-3,-2-1,0,1, 12. Na co najmniej 6
godzin. 13, 1 piatke, 3 czworki, 11 tréjek lub 2 piatki, 6 czwérek, 12 rjek. 14, Dlaa>3,5.
15. @) Dla x> 4, b) dla x> 145, ¢ dlax>43.

St 110-111: L) x=13 lubx=-3, b) x=-5lubx=7, o x=-1lubx=7, d) y=}
2 oow 0,5 lub w =15, f) x=4, g x=-7lub h) t=15lubt =35
S.a)x=-3lbx=1 bx--1, Jx= 4.3) x = =6 lub x = 6,
5lubx=85 o x=-5lbx=4lbx=2% 5 ) xe(45 b) x € (1;
). 6.2) x € Cwi-6)U(0;+), b) z € (~003-3) U1 +), ©) X € (-9 2) U (Fj+09).
Y b pe (-mi-3) Uloirw), O xe (- d) Uil d) £ e (4529,
). b nieréwnosc nie ma rozwiazan. 9. a) x € R\ (=55}, b) z € (-5;5),
1)UA34w), d) ye (-354). 10. @) [x+9[=10, b) x & (3i8), O Ix-5/>1;
Ix=1131; [x=10] €2; [x=2| <5.

St 116: Loa)x=-1, b x=2, o x L dxe
x=3, ) x=-25 ubx= 2.a) x=-2lubx=3, b)xe (-

~4lub x =

i4m), @ x=-1 lub
) xel dx=0
lubx=14, ¢ xe(§+), Hxed 3. xelxl), b)xex-5), oxe(-10;
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dxe(f9), @xeR Dxed 4 axeR b xe(diw), oxe w207,
&) X € (052D U (45+%), € X € (-0i-1), ) X & (li+eo). 5. Dlaa=2

str. 121-125: 1 3y-x=10 — A, C,
b) X =6,y =0, ¢
5.a) x =45,y =-0,5,
y=% Dx=05y
d)x=4,y=2 ex=8y=-2

x-3y+11=0 — B, G;C. 3.a)x=5,y=4,
b x=1y=1, ox=1y=0
da=05b=0

"'{,X«Zy 24 X=20,y = 25, O x=2y=3
9.a) -x-2y =13, b) 6x-2y=10, © 05x-2y=-1, d)4x-2y=4, e 2x-2y=%,
f) -8x-2y=0. 10.a) 2x+4y =-26, b) 2x+ %y =-%, o 2x-8y=-4, d) 2x-y=2,
© 2x-2y =3, D 2x+15y 1La)x=9,y=-7, b)x=3,y=-5 Ju
d) s=-2,0=0, ¢ x=3,y=4, D x 12. Pan Zenobiusz.  13. @) x =2,y = -1,

2, d v € Xx=02,y=23, f)x=12,y=5
15. Kostka wazy 0,2kg, a kulka —

x=y-8
sean16b-13, u{ .

0,
a

3,y =8, b by 4
o x=3y=8 b 195 (x=4,

u=v+6 u=v+s
y=12, d;{uw”v‘u "'{x 1o u=15,v=10,
s
ye14, 9 4P=2"*3 g rat0. 17.2i85 18.x=4,y=8a
p+r=18

19.a=3,b=6x=15 =25.d
y=-2,d) x=-3,y=9, ) x=075,y

y=70b {0 0as,

@ 9
0,3(x+y) = 66 ,X =90,y =130, d) {
_ m= 0,06p+0,08r =5
220,y =200, € { 5 50, f {onanxuz)m;p
22.Dlaa=2ib 23.2) x=2,y=-1,z=3, b) x=%,y=

3,d=4. 24.x=2,y=7,2=9.

x=sv=z 0 {g) o
3)

o P =30, 7 =40.

13, 9 a=1,b=2

o5

str. 127-128: 1. (D sprzeczny, (2) oznaczony, (3) nieoznaczony. 3. a) Uklad nieozna-
4. sprzeczne: D, @), ©®),

x-y y x+y
lub{“y 3,luh{x+y PR o
xey=s

Cyes -
w0 (Mo G apam-d b dam- 7. Dlaa=o.

czony, b) uklad sprzeczny, ) x=4,y =1, d) x=0,y

s
nicomaczone: @, @, ®. 5.0 ¥

Lo dlam=

str. 130-133:  1.a) 3521, b) 0450g. 2. 21i5. 4. a) 85, b) 12, 24, 36 lub
48. 5.9zti 122, 6. 6 rzutow. 7. Nie mozna. 8. Tak. 9. 150 os6b. 10. 45
Kobiet i 36 mezczyzn. 11, 24 pytania; nie mozna.  12. 24 cukierki. 13, Dziadek — 400
naczkéw, Jacek — 100 znaczkéw. 14, W 1854 roku; profesor mial wiedy 76 lat.  15. 25021,
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16. Lustro — 240071, stolik — 165071, 17. a) 5dag platkéw owsianych i 10dag platkéw
kukurydzianych, b) 21dag platkéw owsianych i 7dag platkow kukurydzianych. — 18. 52%.
19.2419. 20. AB=14,DC=8. 21. AD=6,5,DB=115. 22.12,15,15,18,18. 23.45.

s 134: Loa)x=-%, bpx=§ 2.a)x=3lbx=% b x=-%lb
x=4, O x=-4lubx=3, d) x=0lubx=3. 3.a) l4kg b) 60 dni. 4. a) x& (- 4) +o0)
b xe83) oxe (-6him).  Saxe G-, b xe w2 u(§ie),
©) X € (-00; =1) U(5; +), d) x € (5,5 +w). 6.035zL 7.a) x=73, b) x=-2,y
8.a) x=22,y=10, b)a=12,b=6. 9.96. 10, x=270,y=240. 11. & — sprzeczny,
® — ozaczony, © i ® — nieoznaczone.

Str. 139-142: 2. ) Drugie, b) pierwsze i trzecie, ¢) drugie i tizecie. 4. a) Dla
b o0 e {-33,-3,0228, g € (22,  OFf: da
x e (-5,1} g dla x € {-1,-4,3,2}, d) : jednemu argumentowi, g: czterem argumentom.
5. a) x € {-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}, f(®) € {-2,-1,1,2,3,5}, b) dlax=2, ¢) dlaxe€ {-4,-1,3},
-1 9. a) x
d) x=-6,x=-4,x=2,x=3, @x=-5ix=3, f)x=-2,x=3,x
11. a) 0,7, 14, 21, 28, (wielokrotnosci liczby 7), f(n) € {0,1,2,3,4,5,6}, b) liczby parzyste,
f(n) € {0,5}, o) (0;0,5) f(x) € {0,1,2}, d) (0;1), f(x) € {0,1,2,3,4}, e 1,3,5,7,9,11,13, 15,
17,19, f(n) € {0,1,2,3,4}.  12.2) Dla 120§ 121, b) 01 1, ¢) dla piecdziesieciu argumentow.
13. a) 1,18, b) dla x € {13,22,31,40}, c) osiemnascie, d) 9 i 10; 9 razy.

str. 145-149: 2. Funkcja z podpunktu @) 6. a) @, ®, ©, ®, b ®, o ©, ®,
&) ®. 7.©®. 10.a) Dziedzina f i g: x € (-44); f(x) € (~1;3), g0 € (-2;4); f — jedno
miejsce zerowe, g — dwa miejsca zerowe; £(x) > 0 dla x € (~3;4), g(x) > 0 dla x € (~4;-1)U(1;4);
f(1) > g(1), g(=3) > f(-3); dla x = -2 oraz x = 2, f(x) > g(x) dla x € (-2;2), b) dziedzina f i g:
X € (~44); f(X) € (1;4), gx) € (~1;4); f — brak miejsc zerowych, g — jedno miejsce zerowe;
£(x)>0 dlax € (~4;4), g(x) > 0 dla x € (=3;4); £(1) < g(1), 9(-3) < f(-3); dla x = -1 oraz dla x
f(x)> g(x) dla x € (~4-1)U (3:4), ©) dziedzina f i g: x € (~44); f(x) € (-3:3), g(x) € (-3;4,5);
f — dwa miejsca zerowe, g — jedno miejsce zerowe; f(x) > 0 dla x € (-3;-1) U (1;4), g(x) > 0 dla
X € (~4-1) U (1;4); f(1) < g(1), g(-3) > f(-3); dla x = =2, X = 0, X = 2 oraz x = 4, f(x) > g(x) dla

NUODUERL. 12 ®-0, ®-O ©-6, O-0, ®-@.

8, b) f(0)

str. 153-157: 1. a) £(0) =0, f(2) 10, f(2) = ¥2-10, ©) f(O
3.A=(2,1),B=0,v3, C=(-3,-3§), D= (L-1} (-1,-24),
DAC JABC S5f-©ig-®;h-®. 6 8mo3(

i 0, da=5 da=12 8. a -3 b05 ol 10.a) y=x+1,
by =xfy ’2Xfl>'—v’?vyfﬂyf L Oy=xhy =Ry =K
4 f@?) = b) g(3x) = 9x(3x - D2x + 1),
glxe1) = x(x+1)(2x+5), g (x 15.a R, m (03400), ©) R\ {2}, d) (~0;3),
R\, DR 16,0 RN(-3,2), b) (-25) O () U0l 17. ) y = VT=N,

@, Wy=I-x0, dy=x+V1-¥+1,@, dy=1@.
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by = @ oy-LE @ ay-2850 0. 199 f-2) =5 fO = -1,
fQo)= 95) b) f(-2)=2,5, f(0) = 21, f(10) = 121, ©) f(-2) 8, f(0) = 1, £(10) = 300, d) f(-2)=
f(0)=-2, f(10)=-9.  20. Pierwszy.

str. 161-164: 1. f> rosnaca, f3 malejaca; g1 malejaca, g2 rosnaca; hy stala, hy malejaca.
2. Dwie pierwsze. 3.) D=R, b) D=R. 4. a) Rosnaca w (-; 1), stala w (1;3), malejaca
W (3;+0), b} rosnaca w (~o;0), malejaca w (0;2), rosnaca w (2;+), ) malejaca w (-os;-1),
rosnaca w (~1;0), malcjaca w (0;+%). 5. a) g moze byé rosnaca, b) f moze byé rosnaca, <) g
moze by¢ stala, d) f moze by malejaca, ) f i g moga by¢ malejace, f) f moze by¢ rosnaca.
7. a) ® — Kamfort, © — Oksbridz, b) w pierwszej fazie predkos¢ powoli rosla, w polowie
dystansu druzyna szybko nabierala predkosci, a potem utrzymywala prawie stala predkosc.

str. 168-170: 2. Rosnace: f, r, malejace: g, p, s, stala: h; f: (0,0), g: (0,3), h: (0,-37), p:
©0), r: (0,-%), s (0,3). 3. a) Malejaca, (0,-%), b) stala, (0,3), © rosnaca, (0,0).
4D ND @~ ® o ® = ® =~ © - ® ~Fr. 59 D
@-b@®—d@—a b 5 x+2. 6.a) LILIV, b) II,
LIV, o LILIV, d) LILIL 7. a) LILIV, b) ILILIV, ¢ LI, d) 1,1V,

sw. 172-177: Loa) x

7:0,7), (7,0, b) x=25; (0,-2), (25,0),
0). 2.2 Dlax=165 b)dax=4

o diax>25, d) dlax>214, ¢ diax<-20.
bydlax=% o dax>2} 5.8 y=-3x-1, b y= y=6. 6.
y=-3x-15. 7.39. 8.a) y=x-1, b) y=-4x-3, 0 y=0,1x+7. 9. y=-3,5x-10,5.
10. a) £(x) = 3x, g(x) = §x =3, b) f(0) = ~Fx+4, gx) = ~3x =3, O f(x)= $x+2, g(x) = 3x -2

1L ) y=35x+7, b) y=-20x=50. 12. f(50) = 900, f(200) = 1950; (0,550). 13. p=-37;,
a=%,r=}. 14.y--5x-19. 15. Niesa 16.a) Dlap>4, b) dlak=2, o dlameR.
17.a) P b) P=123;, o P=20. 18.Dla-27315°C. 19. ) Pik: y = 3x+ 10, Caro:

y=04x+17, b) pomaraiiczowy — Pik, niebieski — Caro; 50km — Pik, 100km — Caro, 150 km

— Caro, ) przy 70km. 20, a) x€ {4,7); dla x € (457), b) brak; dlax € R, O x {-4,4}

dla x € (s~ U (4h:400), @) x € (0,4); dla X € (- 0) U (di400). 22 2) 30em, b) 90em,
" _{2t+30 dlate (0;30)

@ ozem @y {90 dlat>30

str. 180-183:  1.a) y=10x, b) y=1,5% o y=10x, d) y
© y=04x, d) y=30x. 3.a) y=x nie, b) y=2mx, tak, wspélczynnik: 2, ¢) y = x%, nie,
) y = xV2, tak, wspslczynnil 4.5 = 0,2, gdzie s — przebyta droga (cm), ¢ — czas (5)
5.y =3x,a=3 — cena 1kg jablek (w z} 5% a= 45 — zuzycie paliwa na 1km (w litrach);
y = 0,8, a = 0,8 — masa azotu o objetosci 0,1dm® (w kg). 6. @— kius, step, ©
al, ©— galop. 7. a) 4521, b) 90 koron, ¢) y = 045x, d) kurs korony szwedzkiej.
8.a)xy=45,y=2 byxy=2y=2 o xy=200,y=22 d xy=24y=2 o xy=80,
y=% 9.af3)=2f6)=1,P=3 by=% 10.a) 1600000z, b)y = 16000
11. a) 30km, ¢ =32, b) 20km, t =32, ) 10km, t

x. 2.a) y=30x, b) y=3x,
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1. 2) D = (-6;6), zbidr wartosci = (~1;3) U (-2}, b) x
2 przedzialu (0;1), d) dla x € (-6;-2)U(3;5), ) ~2; 3, ) funkcja jest stala w (-6;-2), rosnaca
W (-2;2) oraz w (4;6), malejaca w (254). 2. ) A= (-1,-23), B= (1,23), b) xe (3,0, 3)
3. Bx-20,-2) (-32,0). 4 y=-3x+dy=ix+5 6.2 a=16b=4,b) y

2,x=3,x=5, ¢) wartodci

St 188-189: 1.a) x=3vZ lub x=-3v2, b)x=3Mubx=-3, O x=2lbx=-2
d) x Iub @ x=0, f) x=V3lubx 2. Okolo 4m/s. 3. a) x=0 lub
x=2, bix olubx»fzj, c»x-oluhx-42>, ) x=01lubx=-7, ¢ x=01lubx=0,125,
f) x=01lubx=15 g x=0lubx=35 h) x=0lubx=8 i x=01lubx= 4. a) Brak

rozwigzania, b) x =3 lub x=-3, ¢) x
lubx=2%. 6. 4x2

. d) brak rozwiazania, ¢ x =0 lub

str. 193-195: 1.a) x=8 lub x =
rozwi.

o x=

2, d) brak
0510 yp x = 205210 2, g) x=7 lub x = -2,

ania, ) brak rozwiazania, f) x =
b) X =3 lub x = -5,

©) brak rozwiazari, d) x=0,5lubx=-%, e x=2, f) x=1+yZ lub
x=1-VZ 3.a)x=2 b) brak rozwiazan, c) x =2 lub , d) brak
f)x!g, 8 x=5-5/2lubx=5+5/2, h) x=21lub
4.0, b2 ol d2 €0 0H2 g2 hol,

b) x=0 lub
3+V5, b) x=3lubx=-0,5, ¢) brak rozwiazar,
425 lub x = -1,25, f) brak rozwiazania. 7.a) x =05 lub
-3-3/2

5,

x = 1, zalozenia:

=2, zalozenia: x 4 -1, x 4 0, ©)
lub x = -3 +3V2, zalozenia: x # 0, x # 3, d) x=1-0,5/2 lub
X435 8.a)x »@mm:\@
0 x=155 lub x = 145, zalozenie: x 40, d) x= -5 lub x = 3, zalozenie: x 0. 9. )
x=-3 40215 x=-04+02/T9 Xx=-025-025/33
L {y Y {y:o,z—o,-)v'ﬁ lub {y:D,zm,wﬁ s 9 {y:3.125¢0,1zsvﬁ
X=-025+025/33 B
e ossygy 1 SOkm/AL 12 Tak 13 13emxI5am. 14, Pols, b) po
Lol 1 4s. 15, @ = L62.

= 140,52, zalozenia: x # ~4,
, zalozenie: x # o

lub

str. 198-199:
© tak; X1 +x2

x2 =12,
, D) tak;
X1 +X2 i dla b =69, c=-790. 4. ab@ [0}
@, b) zadne, o O, @, @, d O, G, @, e»@ @, @, H@. 5. a Jedno, b) nie
ma, ¢ dwa, d) jedno. 6. ) Jedna parzysta, druga nicparzysta, b) jedna parzysta, druga
nieparzysta, ) obie nieparzyste. 7. — 8. a) 82V 1, b) 77 3, lw. 9. 90400.
10.b) . 11 -11V17 lub 11VT7.

SU.200: 1.a) x; =0, x2
e x

& x =30 =-3

V10, Xz = 3+ /10,
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b) X1 = -3, x2 = =05, ¢) brak rozwiaza, d) x=0, ¢ xi =0, x;

x2 =I5, b) x1 =

7. 3.a) x =-VI5,
D x1=0,x =10, ¢ x =-1,

-3 4 x= 2Tl 4L x=-2
x=05 Dx =158 x40 g4 ay{y ooy lub . b {y__l
b {% 5.11-V67 b 11+/67. 6. 18em. 712, 14116 8. a) Nie,

b) tak. 9. ) Suma: ~1735, iloczyn: 2150, b) suma: ~442, iloczyn: 71, ¢) suma: ~1309,
iloczyn: ~1664, d) brak rozwiazari.  10. @) -482, b) 7, ¢) -25, d) 2. 1l a) 107, b) 380,
© 632, d) 406.

. EF, FE, AD, DA, b) BF, AC

AEGO, AMNK. 3. 10 lub 12.
do kidrej wekior jest rwnolegy.
DO, f) np.A0. 12.
13. KC

ad diugosei boku rombu, b) H

str.212-214: L)@ = (3,2, b = [-1,-4], € = [0,-3), d = [-1,0,, @ = 5,3, = 3,0},
(4,7, 7 = [0,4], b) T = [0,3], - = [-3,0],
© M=(20v2,-80V2). 4.a) (10,4), b) (3,5),
O (-8,-1. 5. (0,-16V2), b) (10+/5,-2-3/5), o) 0,-a), ) @4a-2). 6.[a,-3]
lub [a,-7], gdzie a € R. 7. AF = [34,-2), B4 = [-3%.2], ) A = [3,607-3],
BA = [-3,-6V7+3), <) AB = [a,~2b), BA =[-a,2b), d) AB =[3,~4a +2), BA = [-3,4a-2].
8. a) (4,-5), b) ( = ©) (10,-3), d) (-6,3). 9. [3,-4]; (~15,138); (-110,136); (~1,a);
[x, Y] (0,0 10. (11, -6, (18,2). 1L 5,1 12.2) \AB}.z\f |ac |BC | = V335,
b) [V 7| =v29-276, |W|=v2. 13.(2%,4%) lub (-2,-4).

Str. 216-218: 1.a) [-1,3), b) [-5,5], © [4,3], d) [-6,3), @ [-4,2), £ [1,-3) g) [11,12],
h) 37,26 2. @) (7,-1], b) (8,1} O [45,-7], &) (14,-12 3. @) [63,6], b) (9,201
4.2) 14,8], b) [7.-13], 0 [13,33], & [24,0] 5. @) 9,-10), b) (18%,30). 6.2) n=-3,
m=2 bneRim-2n+4 7.7,¢F,¢da 9adF.d 10.2)Dap--
b) dia p = -2 1L o) [3-3] b [-3,4
rownolegle, b) nie sa réwnolegle.  13. Dla p =
rownoleglobokiem. 16, A= (~6,23), B = (43,

5
h) [-3 -3,] b [35,31]. 12,9 59
14. a) Jest trapezem, ale nie jest
-51,63). 17.11:8.

S, 222-226: 3.a)y = f)+7, Dy =fM-7 y=flx-7, dy=flx+7).
3, b) g =x*+3, ) =x -2, 0 gix)=xt +2, hix)=xi -4,

@) gx) = (x+ 2%, hix) = (x =31, €) gx) = (x +3)%, hiox) = (x=2)%, 1) glo) = 20x+ 4, hix) = 20x -
S.a)x=2x=12, bynme 6.7 =[0-0L 77=[30 9 ay=3x-5 -

by =3x+4*+7, oy =30x-3°-5 10.m~ @1~ @ h-Gg-@.
1L a)y=2x-12+6, b)y=5/&+5+2 oy=-Ix-2[-1, dy=3x+1F+4
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=5, b) y=(x+6)x-1+1, ) y=5(x+12Vx+2-4, d) y=V3XF15-3+7.
13.2) 13,0, b) (11,0, 0 (0,-2,, ) (0,17}, ¢ [L7, 0 [-2,-3} ) (L5l h) [1,-8].
14. @) O wektor [-5,0], b} o wektor [0,-9], o) o wektor [-6,-5], d) o wektor [1,-1].
15.2) 30, b) (-68;-66), ©) x=-96, d) dlax € (43;45). 16.a) -5, b) 25, ) 15, d) 20,
e) 20, f) 11. 17. a) x €(2;12), y € (-1;4), b) x € (-3;7), ¥ € (-8;-3), ) x € (-6;4), ¥ € (3;8),
d) X € (28), y € (156 18.) (3;10), b) (-12-5), ) (-9i-2). 19 @) (oo -3),
(=2:0), b) (=097 2), (3;5), ©) (~09;9), (10;12).

str. 230-233: 3. g — malejaca; h — malejaca; j — rosnaca.
© x=-12. 6. a) gix) = X%, h(x) = ~(x - 3)%, b) g(x) = VX, h(x)
h) = -(x= 1P +2. 7.8 g() = -5x+2, b) g9) = —% + 1.

b) gx) = 3x/X-T-4, 0 g = VK + 75 11. a) (2+),
@) (540, @) (2i4e), ) (o0i-2). 12.a) (-3:3), b) y=1dlax=-3, o dlaxe {-510}.
14. ) Tak, b) tak, o) tak. 16.) X € (8,3}, b) (0,5), ) y=-8. 19.a) gov)=[x* -2,
b) g(x) = I(x+3Pl, ) gx)=1Vx-1l. 20.f~©;g~®ih—®i k- @;1-®im-O.

str.234: 2. AC, BD CE. 4. B =(1,7), C = (-7,10), D = (-12,6).

5.414V13. 6.a) [2-8], b)[-3,-6l, o (0,0, d) (84 7. Daa=1 8 a [0-3]
b) [5,0], ©) [-2,6], d) [5,~4]. 9.a) y=325+3, b) y=-2/X=1-5, ¢ y=-d(x+3).

s.239-241: L1 -®.2-®.3-©.4-0O.5-@.6 - ®. 2.®
x+132, ®y=jx+8?-3, ©y=3x2+2, Oy (x-127 +1.
3.a) y=3(x-22+3, b) y=J(x+1)%, ) y=-01x2-4, d) y=3(x+372-7, ¢ y=~(x-27-5
4.2) y=(x-107% b) y=(x+157 o y=(x+3+7, d) y=(x+5°-8.
5. @ y-20c+4 44 y=-20+47+6, © y=-20x-92+4, ® y=--20x-4*+6,
® y=x*-5 ® y=3x*-3. 8. y=3x+3°+13, b y=3x+82+8 9. a) (0,-2)
b 3,0, o (1LV3), d (-1.3), @20, 0 (L) 10.a ¢
b) (2;+), brak miejsc zerowych, ¢) (0;+), 1 miejsce zerowe, d) (-20;+), 2 miejsca zerowe,

@) (~0;3), 2 micjsca zerowe, ) (~o%;-12), brak miejsc zerowych. 11. a) Malejaca w przedziale

:25), 2 micjsca zerowe,

(~e9;0), rosnaca w przedziale (0;+0), b) rosnaca w przedziale (-o;0), malejaca w przedziale
(0;+0), ) malejaca w przedziale (~eo; 48), rosnaca w przedziale (48;+e), d) rosnaca w prze-
dziale (~oo;

12), malejaca w przedziale (~1,2;+), €) malejaca w przedziale (-oo;-%
w przedziale (~4;+x), ) rosnaca w przedziale (~;1,3), malejaca w przedziale (1,3;+e).
12.0) y = §x+1%-1, b)y=- S8 H7, Ay = -1,
e y=fx-37+2 DHy=8x-1% 13 ay=-fx+2?+3 b y=20-27-1,
O y=hx+1? -1

str. 245-247: 1. a) Ramiona w gore, (0,-12), b) ramiona w dél, (0,0), ¢) ramiona w dél,
©on. 20-0.0-00-0.0-0 30-0.0-0.0-0.0-0.
4. y=2(x+3) -8k b) y=-3x-17+3, O y=-fx+37+3, d) y=-(x-027-076,

& y=VEx-22-VZ, ) y=-V3 (x+ £) 20

7. a) Jedno miejsce zerowe, b) dwa miejsca
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zerowe, ¢) brak miejsc zerowych. 8. a) Pierwsza: x; =5, X2 =2, b) trzecia: x = -1, x2 = -3,
o) druga:xi =0, x: =—F. 9.2) (0,-3), (3,0}, (£.0), b) (0,2), (/Z,0), (-£,0), O ©,-/6),
(4£.0), (+.0). 10. 2 Dlax
11. a) 16, b) 18, ) 45.

foxe=-f, by dlaxi=-5,x2=-3 o dlaxi =5 x=-5

S 249-250: 1.a) 3,1, b) 3, O -3, d) 6, © 0,6, D) 0,-8. 3.a) y =5 -5x-30,
e Px-8, 0 y=-22-30x-100, d)y=7x-84x+252 4 a) (-5,3)

0), (-6,0), (0,-12); funkcja jest rosnaca w przedziale (~oo; =5), a malejaca w przedziale

+e), b) (-5,-7); (2,0), (-12,0), (0, 7%“ funkcja jest rosnaca w przedziale (-5; +), a male-
;=5), ©) (5,05 (5,0), (0,100); funkcja jest malcjaca w przedziale (-eo;5),
a rosnaca w przedziale (5;+%0) d) (2,2); (1,0), (3,0), (0,-6); funkeja jest rosnaca w przedziale
(2+0), a malejaca w przedziale (-o5;2), €) (2,0); 2,0), (0, ~4); funkeja jest rosnaca w przedziale
(~;2), a malejaca w przedziale (2;+), f) (v3,0); (+/3,0), (0,3 - 3v/3); funkcja jest rosnaca

Jaca w przedziale (-

w przedziale (~0;v/3), a malejaca w przedziale (v3;+%). 5. a) y =—35(x+5)x~11), b) (1,0),
(-7,0), ©) (20,0). 6. y=4x2-4luby=-Ix2+4.

Str. 254-256: L a) p=2,q=-9

2 osiq x: (3,0), (=7,0) z osia y: (0,-63), o) p =3,

7 osig x: (8,0), (~4,0); z osia y: (0,-8), b) p=-2,
z osia x: (2,0), (4,0); z osia y: (0,-40),
z osig x: (0, m, (-6,0); z osia y: (0,0), ¢ p=0,q ;2 osig x: (3,0),
(-3,0); z osia y: (0,-3), D p =14, =14z osia x: 0,0), (4,0): z osia y: 0,0, g p=1,
q = -20; z osi : (=1,0), (3,0) z osig y: (0,-15), h) p =5, g = 2; z osig x: (7,0), (3,0);
z osia y: (0,-%'), 1) p =10, g = 0; z osia x: (10,0);  osia y: (0,300). 2. &) W gore, (0,-3),
b) wdél, (0,15, o wdél (0,0, 3.a) (Ei+w), b (-Fe) O (-wi-10), d) (-e0;2),
@ (-52§i+e), N ®). 4.@) y=-}x+2x-4), b) y=(x-2°-3, O y=-2(x+2)°+5,
L+32, D) y= Ixtxed). 5.a) y=2x2-3x43, b) y = § (e 3742,

=-§(x+2)*~1. 8. a) Dwa punkty wspolne,

b) dwa punkty wspélne, ¢) jeden punkt wspélny, d) brak punktéw wspélnych. 9. 8, 16,
36, 10. ) faun(-1) = =55, finax(3) = 6,5, b) fruan) =7, fiin(@ =5, ©) fanin(7) = 2.5, frnan(6) = 5.
11 @) fin@ = -1, foax© = 3, B) frun(@) = <1, fiux(5) = 8, ©) finan(=1) = 8, finn(0) = 3.
12. @) fmin(-8) = 80, fmax(~10) = 240, b) fmin(~5) = =10, fmax(4) = 800, ) fmax(2) = 480,
Fin(-1) = 150, 13. @) fun(-1) = 7, frnax(3) = frnax(-1 b) finax(3) = 6, frn(-1) = ~
) finin(3) = =40, frmax (~3) = 9.

Str. 259-261: 1. a) x € (-;-3) U (L;+®), b) x € (5;7), () X € (=00;-17) U( l3'+ou’,
d) x € (0;3), @ 1) X € (~o9;-3)U(0; ). 2. ) X € (=
o xe (-oi-13) U (Jivw), d) xe (-1ki3), @ xe (-
oa)xe (o3 u(kism), DxER Ox=3} dxe34), Oxelx-2u
U10+), ) xe (1- +VZ). 4o x € (77, b)x € (-i-21T0) U (2V10;+c0),
O xe (-wi-3) U(Oi+w), d) x€(0;9), & XxERN(7), ) x=-5. 5.a) X € (~;2)UBi+e0),
b)x€R, o x€(w-3)u(2 U@tw), @ xe (-
6.a) xe £ H) U@, O xe (o
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O XER. 7.) XE (-wi-3) U (7i4w), b) XE (-w-3)U(7i+0), ) X€ (-37). 8. ) Dha
X€(-8;5), b) dlax € (-o;-11)U(%+m). 9.a) Dlaxe (1-v31+V3), b) dlax e (300U
UGitw), O dla x € (-0 2550) U (25840). 10, Dlax € (133U 1L Dl

€ (3-V5i3-V2) U (3+ VE3+V5). 12.) x€ (oi-2), b) X € (6i+), O) X € (-o05-7) U
UGi+e), d) x € (i-6) U (-2}i4x).  13.Dlaa>30.  14. Dlaa € (4- G4+ 0).
15.a) xe ( 10), b) x € (20-5/10;10).

Str. 263-265: 1.a) 180m, b)na4sm. 2.a)y=
3.) y =g+ 5x+2, b) 65 m. 4.a) y=-75x +30x+2, b) po ok. 046s; dziedzina:
(0;0,46), ©) ok.0,38s. 5.a) 10cm x 10cm, b) x,y € (10-53; 10+5y3). 6. Powinien
by¢ szescianem o krawedzi 1 m. 7. 6,125m?. 8. 20m x 20m; 400m?. 9. 7m, 7m, 3m,
3m,4m 4m. 10. (13,}). Wskazowka. Pierwiastek z danego wyrazenia przyjmuje wartosé

X2 +192, b) y =

najmniejsza, gdy wartos¢ tego wyrazenia jest najmnicjsza.

SU.269-273: Lap-4 bp-2bp--2 p=-4lbp d) p=-3 lub
p=1, @p=tlbp=-flbp=0, Hp=}lubp=1 2 ake(395+w), bkeR,
O k€ (wi4-2/5) U@ +2V5+0),  d) k € (o) U (-1i+m), @) k € (<3;0) U (0;+0),
) keR\N{-1,0}. 4.a) t=10, b) 5. p <-1; 4 4 0; nie ma takiego r (réwnanic
Zzawsze ma rozwiazanie). 7. a) k € (-;-2),
b ke (—m;—nu(— L d) k€ (-1, @ k=0lubk=3, ) k€ (-1;+).
-2/3lubp=1+2/3. 9. (€ (-o;-5)U(3
11. a) O § jednostki, b) o 1 jednostke.
8), o s € (4-2vZ4+2V2).
15. a) Nie ma takiego s, b) s 16. Dla p € (-4-2/10;-4+2T0).  17. a) t & (0;+e0),

18. @) me (- f), b) me(Fiaw), o me (04005, 19. ) g € (6i+),
;3). 20. @) m=7500, b) p=6300. 21 k€ (-o9; 3-2/17)U (34217 +0).
23.m=0. 25 ) pe (-4} -4) U4 +e), b nie isticje takie k.

+o).

sw.274 1 O-0. @-0. 0-0. 0-0. 0-® ©-0.
2.2) (0 =-3x +12x-17, b) g0 =2 (x+ 1) (x+3), ©) h(x) = 20x-3) 3. a) (-20; +e0);
funkeja jest rosnaca w (9; +), a malejaca w (-e9; 9); X € (003 7) U (11; 4),  b) (~o9; 40);

funkeja jest rosnaca w (-5 1), a malejaca w (1; 409 X € (6;8), ) (-8 +0o); funkcja jest
rosnaca w (~4; +00), a malejaca W (-oi—4); X € (o5 -B)U(0; +) 4. @) w Il Ewiartce,
b) w éwiartce. 5. @) fnax(1) =15, fin(2) = 7, 6 Fnin1) = 7, ©) fnas (1) =16,
Frin(-2) = frnin(3) = 9. 6. x € (-1 1). DUM3). 8. Dap=1lub
p=-4-2/6lbp=-4+25. 9 ape (242 +®), b) p € @+ VZi+w).
10. @) 2,5 x5, b) 2,5vV2% 2,512,

i2-v2) U
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