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Drogie Uczennice!
Drodzy Uczniowie!
Jeden z najwybitniejszych uczonych XVII wieku René Descartes, zwany w Polsce

Kartezjuszem, w swoim dziele ,Rozprawa o metodzie” pisal: ,Nie wystarczy mie¢
rozum, trzeba jeszcze umie¢ z niego korzystac.”

Tadeusz Boy-Zeleriski, tlumacz ,Rozprawy o metodzie”, opatrzyl pierwsze polskie
wydanie dziela Kartezjusza napisem ,Tylko dla dorostych” na obwolucie. Liczyl na
to, ze skusi tym napisem mlodziez, by siegnela po ksiazke, ktéra madrze mowi
o tym, jak postugiwac si¢ rozumen.

Kartezjusz pisal w swym dziele: ,(...) wiadomosci ksiazkowe (...) nie sq tak bliskie
prawdy jak proste rozumowania, ktére (..) moze uczyni¢ czlowiek o zdrowym
rozsadku (...)". Mamy nadzieje, Ze korzystajac (zapewne nie zawsze dobrowolnie)
2 naszego podrecznika do jdziecie w nim nie tylko wiadomosci
ksiazkowe, ale takze pomoc w poslugiwaniu si¢ wlasnym zdrowym rozsadkiem.

Autorzy






Wielomiany

Czy wiesz, ilu paczkéw potrzebuje cukiernik, aby ulozy¢ skiadajaca
sie z pigciu warstw piramide, taka jak na fotografii? lu paczkow
potrzebowatby, gdyby warstw bylo 122 Problem ten mozna fatwo
rozstrzygnac, korzystajac z pewnego wyrazenia algebraicznego.

Przyktady wiel 6w = Rozktad wielomianu na czynniki
= Réwnania wielomianowe = Dzielenie wielomianéw

= Twierdzenie Bézouta = Réwnania wielomianowe (cd.)
= Powtdrzenie



PRZYKEADY WIELOMIANOW

Kazde 7 wyraze w ramce obok to iloczyn

Przyklady jednomiandw

liczby i potegi jednej zmiennej o wykladni-

ku naturalnym. Takie wyrazenia nazywamy

axio 3md jednomianami.

2 /2001
iy 3vee

Uwaga. Jednomianami nazywamy takze wyraze-
nia, w ktdrych wystepuje wiccej zmiennych, np.
3 mn. Nie bedziemy si¢ nimi jednak

zajmowaé w tym rozdziale.

Jednomianem stopnia n > 1 zmiennej x
nazywamy wyrazenie, ktére mozna prze-
ksztalcié do postaci:

ax", gdzie a € R,a#0,n € N,.

stopieri
Jednomianu

ax"

wspélezynnik
Jednomianu

Kazda liczba rzeczywista rézna od zera jest jednomianem stopnia zero-
wego. Przyjmujemy, Ze liczba 0 jest takze jednomianem i nazywamy go
jednomianem zerowym. Stopieii takiego jednomianu nie jest okreslony.

oraz ich sumy

Wielomianem stopnia n zmiennej x nazy-
wamy wyraZenie, ktére mozna przeksztal-
ci¢ do postaci:

ApX"+ @pa X+ apX + @iX + o,
gdzie wspolezynniki @, @n.1, .... a2, @y, do
s liczbami rzeczywistymi, a, #0 i n € N.

Wsp6lezynnik ao wielomianu jest nazywany
wyrazem wolnym.

CWICZENIE A Okres] stopien kazdego z wiclo

miandw podanych w ramce obok.

stopien wielomianu

Przyklady wielomianGw:

40+ 110 +7

8a-2
0,04u’
367 - 2615 + 19 -9
@x-1?
2+ B +om’

6

X" + A XTL * ..+ AXE + QX+ g

wspélczynnik przy najwyzszej potedze

wyraz wolny

WIELOMIANY



Wielomian, ktéry mozna zapisaé w posta-
Przyklady dwumianow: ci sumy dwéch niezerowych jednomianéw
réznych stopni, nazywamy dwumianem,

2=l a sume trzech jednomianéw (rznych stop-
are2 ni) nazywamy tréjmianem.
36 - V2x
Tréjmian, ktory jest wielomianem drugiego
2742 stopnia, nazywamy tréjmianem kwadrato-
wym.

Przyklady trojmiancw: 3

CZENIE B a) Wymieni wspélezynniki przy

¢

-2x+3 najwyzszej potedze Kazdego z dwumianow
i tréjmiandw zapisanych w ramce obok
2ysayian i pisany
b) Podaj przyklad tréjmianu kwadratowego

m'o—2m7 +m® o wspolezynnikach calkowitych.

) Czy wyrazenie (2x - 3)? jest trojmianem
kwadratowym?
sadania 12
Il Wielomiany mozna dodawac, ¢ i mnozy¢. Wykonujac tego typu
dziatania, jemy nowy wielomian, ktéry warto wat, czyli

zredukowa¢ wyrazy podobne, a wystepujace w nim jednomiany zapisa¢
w kolejnosci od stopnia najwyzszego do najnizszego.

[LATTTRE Zapisz w jak najprostszej postaci:
a) sume wielomianéw:

(7-5x°5-3x2) +(3x2 - 4x = x%) = 7= 5x° - 3x2 + 3x2 — 4x - x°

b) réznice wielomianéw:

(-8p*~2p° +3)~ (3~ 5p+2p%) = -8p* ~2pF +3 -3 +5p - 2p°

4p°-8p* +5p

O iloczyn wielomian6w:

B-2t5+0)(-512—1) = =15t =3t +10t7 +25-563 =2 = 10t7 + 25 - 52 1612 -

ZADANIE | Uporzadkuj wielomian.

) (4x°+3x2 - 2x +5) + (2x° - 3x2 + 3x
b) (9a°-5a*)-(9a° +5a* - 4a* +2)
o (B2 -22)(z-22+3)

Zmienna wielomianu moze oczy by¢ oznaczona dowolna litera. Wie-
lomiany zmiennej x bedziemy czasami oznaczac w skrocie W(x), V(x), P(x).
sadania 3-8 )

PRZYKLADY WIELOMIANOW n



Il Warto$¢ wielomianu dla danej liczby otrzymamy, wstawiajac w wielomianie
te liczbe w miejsce zmiennej. Dla danego wielomianu W(x) jego wartosé na
przykiad dla x = 5 bedziemy zapisywali jako W(5).

[IATITEN Oblicz wartosé podanego wielomianu dia x = .

a) W) =Bx7-9x% = 4x) - (3x7 - 8x3 + X)

Aby uprosci¢ obliczenia,
najpierw  porzadkujemy
wielomian W(x).

W(x) = 3x7 - 9x* - 4x - 3x7 + 8x

2 2)* 2 8
W($)=-(3) -5 5=-135
b) V(x) = (25x% - 5x +3)(1 - x)

v(3)= (s (3

ZADANIE Oblicz warto$¢ podanego wielomianu dla x 3
a) W(x)=(8x° +6x% +3) +(-8x° - 5x% +x - 3) b) V(x)=(x-2)(x*-9x*+1)
wdnias-12 )

Nie porzadkujemy wielo-
mianu V(x), bo nie uprasz:
cza to obliczer

IV Dwa wielomiany tej samej zmiennej s réwne, gdy sq tego samego stopnia
i po uporzadkowaniu kazdego z nich wspélezynniki przy tych samych
potegach sq réwne.

Rozwazmy wielomiany:
U =ax?+bx  V()=2x7-11x2+12x W) =x-3
Dia jakich wartosci wspotczynnikow a i b wielomian U(x) - V(x) jest réwny wie-
lomianowi U(x) - W(x)?

U() = V(x) = (ax? + bx) = (2x3 = 11x2 +12x) = ax? + bx = 2x3 + 11x2 = 12x =
=-23+@+11)x2 +(b-12)x

U(X) - W(x) = (ax? + bx)(x - 3) = ax® = 3ax? + bx? = 3bx = ax® + (b - 3a)x? - 3bx
U0 = Vx) = =25 +(@+11)x2 + (b= 12)x
U(X) - Wx) = ax® + (b= 3a)x? - 3bx

2-a Poréwnujemy wspélczynniki obu wielomia
now przy odpowiednich potegach zmiennej;
a+11=b-3a rozwiazujemy ukfad réwnan.

b-12

Liczby oraz b =3 speiniaja kazde
2 trzech rownan ukladu.

Stad: a
ZADANIE  Dla jakich wartosci wspélczynnikow @ i b iloczyn wiclomianéw
x?

U(x)=2x-a i V(x)=x* - x jest réwny wielomianowi W(x) = bx* - 5x* - 2x* + a:
sadoia 13-15 )

12 WIELOMIANY



ZESTAW ZADAN

1. Wskaz w ramce wielomiany i okresl stopieri kazdego z nich.

a) b) 9
[ E— 0,2t +61% - 1,410
X3-5x2+4
6u’ - 11u2 +4 —2x8 -5 X +4 3w’
V3215 4+ 2 8% Swi o+ 4w

3

2. Przedstaw podane wyrazenie w postaci ax”.

a (b)) ¢ btz 9 %

d) x2-Gx?
2

3. Wynik dzialania przedstaw w postaci uporzadkowanego wielomianu.

a) (4x - 8x%) — (210 - 3x+2 - 8x%) O X7 = X5) = xS(x=x7 ~ 1)

b) (6x° +4x* = 2x) = 2x(2x* + X ~ 1) d) —x(x* = 8x* = 5) + 4x*(3x - 2)

4. Wynik dzialania przedstaw w postaci uporzadkowanego wielomianu.

a) (5x° - 2)(x* +1) - 6x3(2 - x%) d) (3-4x3)(5x% +x) - [6x% - 5x° - (5x° - x%)]
b) (x* — 6)(2x +3) + 3x(4 - 2x%) €) (-3x% +2x°)(x° ~ 1+ 5x%)
© [4x(=2x° +7x%) - 20x*] - (1 - 2x) ) 2-3x3)x* - 7x°-2)

5. Niech P oznacza wielomian -4x+5, Q — wielomian x*-3x+1, a R — wielomian
2x* - 1. Wykonaj dzialania.

a) P-(Q+R) b) 4Q73P+%R Q R-(P+Q)

6. Bez porzadkowania wielomianu okresl jego stopieri i wyraz wolny.

a) (5x*+3)3x* +2x2 1) b) Bx-2)(x+5)(7-x) 9 (x+ 1) (x - 9% +2)

7. stopien pewnego wielomianu W(x) jest réwny m, a stopieri wielomianu V/(x)
wynosi n oraz m > n. Okresl stopieri wielomianu:

a) W)+ V(x) b) W(x)-V(x) Q WX)-Vix) d) WP -V

© 8. Podaj przyklady dwoch wielomianéw stopnia czwartego, ktorych:

a) suma jest jednomianem stopnia trzeciego, b) iloczyn jest dwumianem.

PRZYKLADY WIELOMIANOW 13



4l 9. Oblicz wartos¢ wielomianu dla podanej wartosci zmiennej.

a) Lo -axe dn dla x=2 d) 5x(10x-3)(2-15%) dla x

1
5

I:) 712p‘ ‘_p3 ;-2 dla p=-5 e) 3(3m-2)*(m+3) dla m:%

] 0.32(3—0.42(—1.32(3+1AZI’ dla t=-10 ) a@-5(-1)° dla a=-

10. Oblicz wartoé¢ wiclomianu dla podanej wartosci x.

231y 1(x3 4 x2 =1
2 (ij 1y +5)+3(x ox) dia x=1

b) (-1,3%* +0,6x) - (2,7x% ~0,4x) dla x =

o (o3¢ +3+42)(2-%) dla x5

d) (5,4x* +2x2 - 4,4x%) 3-70x)° dla x = —%

11.2a) Dany
kow r, s, 1, jesli wiadomo, ze W(1

t wielomian W(x) = x* + rx? + sx + t. ZnajdZ wartosci wspélczynni-
, W(=1) =101 W(0) = -4.
b) Dany jest wielomian W(x) = ax® + bx? + c. ZnajdZ wartosci wspolezynnikow a, b
oraz c, jesli wiadomo, ze W(v/2) = 4, W(-v2) = -12 i W(0) = -10.

12. Cukiernik uklada paczki w piramidy, tak jak na
zdjeciu. Liczba paczkéw w piramidzie o n warstwach
wynosi:

Lim=4in*+in*+in
a) Oblicz, z ilu paczkéw jest zbudowana piramida
0 12 warstwach.

© b) Uzasadnij, ze L(n+1)~L(n)=(n+1).

4V 13. Ustal, dla jakich warto$ci wspolczynnikow p, g, r wielomian x*+px3+qx2 +rx+1
jest rowny wielomianowi:

a) X*-3x+x'-13 d) (X,z,(xs,”,%)
b) X5 = (7% = x4 +X) &) (Z+5x-17
9 (-1 (0 -200¢ 429+ 1

14. Dane sq wielomiany A(X) = 3x? + 5x + 2, B(x) = 9x* + 3x2 - 17x — 4 oraz
C(x) = mx +n. Dla jakich wartosci wspolczynnikow m i n wielomian B(x) + C(x)
jest réwny wielomianowi A(x) - C(x)?

©15. Podaj przyklady jednomianéw, ktére mozna wstawic w miejsca liter A i B, aby
zachodzila r6wnos¢ wielomianéw.

a) ARX2+x)=4x>+B b) AX?(9X +2) = 5x* + Bx

14 WIELOMIANY



MINISPRAWDZIAN

51. Dla wielomianu W(x) = 3x - (2x* = 1)(5 - X) réznica W(5) - W(0) jest réwna:

A5 B. 10 C.15 D. 20
52. Ktéry z ponizszych wi 6w jest janem szdstego stopnia?
A (6x7 - 6x2+6)° C. (535 +2x4) + (x° - 4x*)

B. 4x% - 3x* +2x% +

2x+3 D. (4x? - 3x)(2x* ~

53. Dla jakiej wartosci a wielomiany (x-+a)(2x* —x) i 5x~(x2 + 10x? ~2x*) s réwne?

Aa=-5 B.

-2 Ca=1 D.a=5

ROZKLAD WIELOMIANU NA CZYNNIKI

Wiadomo, Ze w wyniku mnozenia wielomianéw otrzymujemy pewien wie-
lomian. Czasem mozna wykonaé operacj¢ odwrotn — rozlozy¢ wielomian
na czynniki, czyli przedstawié go jako floczyn innych wielomianéw.

[LAATTCRE Rozt6z wielomian na czynniki co najwyzej drugiego stopnia.

2 6 -3 +10x-5= W kazdym z podkreslonych dwumianéw wy-
faczamy wspoiny czynnik przed navias, tak
aby otrzyma¢ sume wielomianw, kiére

=3x2‘(2xf ja wspélny czynnik. Nastepnie ten wspu\—
- ny czynnik, czyli 2x - 1, wylaczamy przed
nawias.

W kazdym 2 podkreslonych dwumianow wy-
taczamy wspélny czynnik przed nawias, tak
aby otrzymac sume wielomianéw, ktére maja
wspolny czynnik.

Dwumian x - 4 wylaczamy przed nawias.

=X -HEX =X =

—x(x—4)Ex - 1) W zaznaczonym dwumianie wylaczamy wspol-
Ao BLX =) ny czynnik x przed nawias.

ZADANIE  Rozloz wielomian na czynniki.
a) 10x3 -4x +15x -6 b) 6x' - 15x% - 2x% +5x

ROZKLAD WIELOMIANU NA CZYNNIKI 15



Nicktére trjmiany kwadratowe mozna rozkladaé na czynniki, korzystajac
Ze wzorow, ktre przypominamy ponizej.

Réwnanie ax? +bx + ¢ = 0, gdzie a # 0, mozna przedstawi¢ w postaci
iloczynowej, gdy A > 0 (A = b2 - 4ac).

Jesli A > 0, to réwnanie ax®+bx +c =0 ma dwa rozwiazania:

PRt n=cbrSa

i zachodzi réwnosc

ax? +bx + ¢ = a(x - x))x - x2)

Jesli A = 0, to réwnanie ax?+bx +c =0 ma jedno rozwiazanie:

2a

i zachodzi ré6wno:

ax? + bx + ¢ = a(x - xo)*

Jesli A <0, to réwnanie ax?+bx+c = 0 nie ma rozwiazari i wielomianu
ax? +bx +c nie mozna rozlozy¢ na czynniki pierwszego stopnia.

[TIATITEN Rozi6z wielomian W(x) na czynniki jak najnizszego stopnia.

a) W(x) = -10x3 +25x2 + 60x = =5x(2x2 = 5x - 12)

A=(-57-4-2-(-12=121 Obliczamy wyrdznik A tréjmianu 2x2 - 5x ~12.
Poniewaz A > 0, tréjmian ten rozklada si¢ na
czynniki pierwszego stopnia.

3 3
W) ==5x-2(x= (-3)) =4 =-10x (x+ 3) x-4)
b) W(x) = x* =3x" +4x% = Obliczamy wyrénik & tréjmianu X2 - 3x +4,

T Poniewaz A < 0, trgjmian ten nie rozkfada si¢
=000 -3x+4) na czynniki pierwszego stopnia

A=9-4.1-4=-7<0

ZADANIE  Rozloz wielomian W(x) na czynniki jak najnizszego stopnia.
a) WX =—4x" + 14x* ~ 6x* b) W) =—xt +4x0 - 7x

sadoio 1-5 )

16 WIELOMIANY



Il Ponizej przypommamy wzory skroconego mnozenia. Mozna je takze wy-

Korzystywaé przy na czynniki.

Wzory skréconego mnozenia
(a+ by

@-bp=a?

+2ab + b? (a +b)* = @® + 3a®b + 3ab® + b*

2ab+b?  (a-b) = a®-3a’h +3ab? -
=(@a-b)Xa+b) a* - b = (a-b)a? +ab + b?)

- b" = (a-b)a"" +a"2b + a"3p? + ...+ ab"? + b"Y)

CWICZENIE B Uzasadnij, ze ze wzoru pozwalajacego rozlozy¢ na czynniki réz-
nicg a" - b" wynikaja wzory na roznice kwadr:

6w i rznice

Scianow

[TATTTIE Rozt62 wielomian na czynniki mozliwie najnizszego stopnia.

a) 4x?

6x+9=02x-3)? Stosujemy wzor a? - 2ab + b? = (a— b)?

b) x4 -

= 5)(x2 +5)
=(x = V/5)(x + V/5)(x2 +5)

Dwukrotnie stosujemy wzor
a2 - b? =(a-b)a+b)

O kx4 3-8 - 8x - 8, W kazdym z podreslonych tréjmianow wy-
taczamy wspélny czynnik przed nawias.
=X+ x+1)-8X2 +x+1) =

Wytaczamy wspélny czynnik (tréjmian

=X+ - 1) przed nawias

O X - 204 24 ) Stosujemy wz6r a® - b* = (a- b)(a? +ab+ b?).

Sprawdzamy, czy otrzymane czynniki dru
-4<0  £;=4-16<0 giego stopnia da sie rozfozy¢ na czynniki
pierwszego stopnia.

a

d) x*-10x7 425 = (63 =2 5x2 452 = | ioujemy waor a? - 2ab+ b7 = (a- b7, a na
5 = [(m VB B = stepnie wzor a2 - b% = (a- b)(a-+ b)

=(x= V5 tx+ V5

ZADANIE  Rozloz wielomian na czynniki.
a) 25x%+10x+1 b) 81x'-1 ©) 87 +8x

d) x-6x2+9
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w ianych dotad h czynniki jace w e wie-
lomianu nie mialy stopnia wyzszego iz 2. Okazuje sie, ze kazdy wielomian
mozna rozlozy¢ na czynniki stopnia co najwyzej drugiego.

Warto wiedzi

Juz w XVIII wieku znane bylo twierdzenie:

Kazdy wielomian mozna rozlozyé na czynniki stopnia co najwyzej drugiego.
Pierwszy dowdd tego twierdzenia podal w swojej rozprawie doktorskicj
Carl Friedrich Gau (czyt. Karl fridrich gauss) (1777-1855). Mial wowczas
zaledwie 22 lata. Gauss jest uwazany, obok Archimedesa i Newtona, za
jednego z najwigkszych matematykéw $wiata (zwany byl ksigciem mate-
matykow). Zajmowal si¢ prawie wszystkimi dzialami matematyki, a takze
fizyka i astronomia,

dani 6-15 )

ZESTAW ZADAN

1. Wylacz wspdlny czynnik przed nawias.

a) X -x* d) 15x° —20x% + 5x%
b) X = +x2 ) —9x0+18x* - 12x*
© 4x7+8x° ) 14x8 - 21x7 - 28x°

2. Przedstaw w postaci iloczynu dwéch wielomianéw.

a) XP+ax?+x+4 d) 2x* +5x% -2x -5
b) 6%~ 5x% +6x -5 @) 3x* - 4x*-3x+4
K- Ixax-l1 f) -7x} 62+ 7x+6

3. Rozl67 wiclomian na czynniki.

a) X352 +3x+15 d) ~15x% +6x2 = 5x +2
b) 2x3 - 3x2 +6x~9 ) 5x% - V7x2 +10x - 27
 2x*-3x%+4x-6 ) V2x} - V/3x +5v2x - 513

4. Roz162 wielomian na czynniki jak najnizszego stopnia.

a) 15x% - 10x° +6x% - 4x d) 2x* +6x% +3x% + 9x

b) —10x* +25x3 - 8x% + 20x e) 2x5 - 10x* +x? - 5x°
) X% +10x* + X% +10x> ) -6x% +3x* —4x? + 2x2
18
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5. Rozl6z wielomian na czynniki jak najnizszego stopnia.
a) 10x* +15x° - 45x2 d) X% -2xt - x?
b) x¥—4x? - 5x% @) 2x* - 8x? +6x% - 24x

© 2x%+3x%-2x

6. Roz167 wielomian na czynniki ystaj ze WZOrow
a) x2-16 O X2-6x+9 e x*-27
2 Lyzglysl 3
b) 4x2 -5 &) I dxed H -1
7. Rozl6z wielomian na czynniki.
a) x*-25 o 4x*-9 e) x'-2x2+1 9 5
b) 40x - L d) X7 - 100x° ) (x+32+2x+3)+1 h) 64x10—x7

8. Przedstaw wiclomian w postaci iloczynu dwéch wielomianow, z ktérych jeden
Jjest dwumianem pierwszego stopnia.

a) X°-1 b) 32x° -1 o x°-64 d) X°-3 e) x°-27

9. Roz162 wielomian na czynniki.

2x% - 5x

a) -3x% - 7x? 46X + 14x e) 2x°+

b) —x® - 3x% + 2x* + 6x° ) 15x° - 10x% - 45x* + 30x°

€ —2x7+5x +8x% 9x% - 6/5x

3v5x% +2/6x% + /5x

20x2 g) 3% +2y3
d) ~10x° - 20x° + 80X? + 160 h) —6/6x*

10. Roz162 wielomian na czynniki.

a) 3x° 4 x4 +2x3 -3x2 —x -2 d) 2x% + x4 +3x% -2x2 -x -3
b) X°—x*+x% - 5x%+5x -5 @) X% +2x% +2x% - 8x% ~ 16x - 16
O X 4xt - 200 -8 - 8x + 16 ) X° = VExtead X2+ VB -

©11. a) Rozi6Z wielomian x* + 5x% + 3x + 15 na czynniki, a nastepnie uzasadnij, ze

przyjmuje on wartoéci dodatnie tylko dla x > -5.

b) Rozi62 wielomian 4x* —8x* + 3x ~ 6 na czynniki, a nastepnie okres, dla jakich
wartosci x wielomian ten przyjmuje wartosci ujemne.

© Rozl6z wielomian —12x% + 6x* —2x + 1 na czynniki, a nastepnie uzasadnij, ze dla
ujemnych wartosci x wielomian ten przyjmuje wartosci dodatnie.
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12. Zapisz podane wyrazenie w jak najprostszej postaci (przyjmij, Ze x jest liczba,
dla ktorej wyrazenie wystepujace pod kreska ulamkowa jest rézne od 0).

-3x*+x-3 30x* - 6x% +45x% - 9x 3x-5x+2

L b 83+ 12x 9 3e-2¢-12xe8

13.a) Rozl6z wielomian n® - n na czynniki, a nastepnie uzasadnij, ze dla kazdej
liczby calkowitej n wartos¢ tego wielomianu jest liczba podzielng przez 3.

b) Wykaz, ze dla dowolnej liczby catkowitej n wartos¢ wielomianu n* —2n® +n? jest
liczba podzielna przez 4.

9 Uzasadnij, ze dla dowo]neJ liczby catkowitej n wartosé wiclomianu n - n jest

liczba podzielng przez 6.

14. Znajdz liczbe, ktéra nalezy wpisa¢ w kratce, a nastepnie rozl6z otrzymany
wielomian na czynniki.

a) 3xt+x? +ax 4 2x+ 1 =3x 428 + X2 + 00X+ 2x + 1

b) 5x*—7x% +8x2 —7x+3 = 5x* — 7x* + X% + 5x% — 7x + 3

© —2x4 =73 +13x% - 7x 15 = -2x* - 7% + 15x% + X2 - 7x + 15

d) —Ox* 4+ 6x% — Ox? +4x - 2 = -Ox* 4+ 6x% - 3x% + X% +4x -2

15. Roz162 wielomian na czynniki, korzystajac z metody przedstawionej w po-
przednim zadaniu.

a) 2xt x4 3x%4x+1 Q xt-2x? -4x-6

b) 3x*+2x% +4x2 +2x+ 1 d) x*xP-3x% —dx -4

MINISPRAWDZIAN

51. Wskaz ten z wielomianow, Ktorego nie mozna rozlozyé na czynniki tak, aby
jednym z czynnikow byl dwumian x - 3.

A XP-6x+9 B.x*-27 C.x*+9 D.x*-9

$2. Wielomian x* + 5x% - 3x — 15 mozna przedstawi¢ jako iloczyn trzech sposréd
podanych dwumianéw. Ktéry dwumian nie wystapi w tym rozkladzie?

A X+5 B.x-5 Cx+3 D.x-
53. Wielomian 3 - 4x* + x? ~ 3x2 + 12x — 3 mozna przedstawi¢ jako iloczyn
(x* + a)(bx? + cx + d). Ktora z wartosci wspdlezynnikow a, b, ¢, d jest bledna?

Aa=-3 B.b=4 Cc=-4 D.d=1
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ROWNANIA WIELOMIANOWE

i Kazde 7 réwnai zapisanych w ramce obok

Przyklady réwnar mozna przeksztalcic tak, aby po jednej stro-

wielomianowych: nie réwnania wystepowal wielomian, a po
o drugiej — liczba 0.

5k 6 6x Réwnanie, ktére mozna zapisaé w posta-

i W(x)=0, gdzie W(Y) jest wielomianem
(3x+2) = Ox(x~2) stopnia n, nazywamy réwnaniem wielomia-
nowym stopnia n.

-3x2+5x-2=0

Liczbe, ktéra jest rozwiazaniem réwnania

wielomianowego W(x) = 0, nazywamy pier-

6N -3) =262 +5 wiastkiem wielomianu W(x) lub pierwiast-
kiem réwnania.

-2x2+15x-6=0

CWICZENIE A a) ZnajdZ w powyZszej ramce rownania wielomianowe pierwszego
stopnia i oblicz ich pierwiastki.

b) Znajdz w powyzszej ramce rownania wielomianowe drugiego stopnia i oblicz
ich pierwiastki.

Metody pierwiastk6w pierwszego stopnia byly juz
omawiane w szkole podstawowej. Wiesz tez, jak rozwiazywaé réwnania
wielomianowe drugiego stopnia.

Pokazemy teraz, jak znajdowa¢ pierwiastki niektérych wielomianéw wyz-
szych stopni.

CZENIE B Podaj liczby, kiére spelniajq rownanie:

a) (x+1)(x-6)=0 b) (x-2)'=0 9 3x(x-1)2x-4) =0

Dosy¢ latwo mozna rozwiaza¢ rownanie wie-

lomianowe W(x)=0, gdy wielomian W(x) jest @oB=0)
przedstawiony w postaci iloczynowej. Wystar- 1

czy skorzystac z faktu, Ze iloczyn czynnikéw

Jest réwny zero wtedy, gdy ktérykolwiek z czyn- a=01lub b=0

nikéw jest réwny zero.

Uwaga. Przy rozwia réwnari wielomi h e wi na
czynniki jak najnizszego stopnia nie jest konieczne. Wystarczy rozlozy¢ wielo-
mian na takie czynniki, kt6rych pierwiastki potrafimy obliczy¢.
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[TOTTCEE Rozwiaz réwnanie.
a) x®-6x* =40x3 Przeksztatcamy réwnanie do postaci W(x) =

X5 - 6x4 - 40x3 = Wielomian W(x) rozktadamy na czynniki.

X3(x? - 6x - 40) = 0

=0 lub x*-6x-40=0

x=0 A=(-62-4-
Va=14

(~40) =196

Pierwiastkami réwnania
sa liczby: =4, 0 10.

lub -4 lub

b) x3-6x%=3x+18=0
X2 (x-6)-3(x-6)=0
(x-6)(x?=3) =0
x-6=0 lub x*-3=0

x=6 lub x*=3
x=v3 lub x=-3

Pierwiastkami réwnania
V3is.

x=6lub x="3 lub x=-J3 sa liczby
O 4x'
4x5-x2=0

x@xt-1=0
X@x2-1)RxF+1) =0
x*=0 lub 2x*-1=0 lub 2x*+1=0

- réwnanie
x=0 sprzeczne
X Pierwiastkamj rownania
53 liczby: 0i
ZADANIE Rozwiaz rownanie.
a) 2x*-5x*-3x2=0 b) 2x*-3x*-2x+3=0 o 15x° =
oo 17
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I MEATIIEEA Rozwiaz réwnanie.

x4 -7x2+12=0 W miejscu x* podstawiamy ¢
i rozwiazujemy otrzymane row-
_7t+12=0 nanie z niewiadoma .
1 VB=1
741
=14l -4

Rozwiazujemy rownania
ix=t

x=+/3 lub x=-v3 lub x=2 lub x

Pierwiastkami rownania sa licz-
by: =2, -3, 21 V3.

ZADANIE  Rozwiaz rownanie: x* - 9x2 +20 =0.

Zastanéwmy sie teraz, jaki moze by¢ zwiazek migdzy stopniem wielomianu
aliczby pierwiastkow tego wielomianu.

Wiadomo, Ze wielomian pierwszego stopnia ma jeden pierwiastek (kazde
réwnanie postaci ax + b = 0, gdzie a # 0, ma jedno rozwiazanie). Wiadomo
takze, ze wiclomian drugiego stopnia moze mie¢ dwa pierwiastki lub jeden
albo weale nie mie¢ pierwiastkow.

CWICZENIE C a) Kazdy z trzech ponizszych wielomian6w jest wielomianem trze-
ciego stopnia. Ustal, po ile pierwiastkw maja te wielomiany.

Ux) = x(x = 2)(x +3) V(x) = (x + )(x* =3x +5)

b) Podaj przyklad wielomianu czwartego stopnia, kiéry nie ma pierwiastkow,
oraz wielomianu piatego stopnia, ktéry ma tylko jeden pierwi

Zauwazmy, ze:

 Wiclomian n-tego stopnia ma co najwyzej n pierwiastkow (taki wielomian
‘mozna rozlozy¢ na co najwyzej n wiclomianéw pierwszego stopnia).

o Poniewaz kazdy wielomian mozna rozlozy¢ na czynniki stopnia co naj-
wyzej drugiego, wiec w wypadku wielomianu nieparzystego stopnia co
najmniej jeden czynnik musi by¢ pierwszego stopnia. Zatem wielomian
nieparzystego stopnia musi mie¢ co najmniej jeden pierwiastek.

W takim razie na przyklad wielomian stopnia trzeciego zawsze ma jakis
pierwiastek, ale nie moze mie¢ ich wiecej niz trzy. Wielomian czwartego
stopnia moze nie mie¢ pierwiastkow, ale jesli ma, to nie wigcej niz cztery.

CZENIE D Podaj przyklad wiclomianu jak majnizszego stopnia, ktory ma
szes¢ pierwiastkow,

sadaia5-13 )
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ZESTAW ZADAN

1. Rozwiaz réwnanie.

a) (x+5)(x2-7) =0 d) Gx+2)°(3x2+4) =0
b) (2x-3)(x +1) =0 @) (2% +54)3x- 1) =0
9 (x*-6)(x*-8) =0 f @3 -1)(sx0 -k

2. Znajdz wszystie liczby spelniajace réwnanie.

a) (2x+ Dx+5)(3x-2) =0 &) x(3x* - L)oxt+1)=0
b) (x-3)(2x +5)4-3%)?=0 €) (2x% +1)(4x* ~ 8X)(-8x +6) = 0
9 (x+5)xP - 8)(x2~5) =0 H - D+ =0

3. Nie rozwiazujac réwnania, ustal, czy ma ono rozwiazania.

a) xt+1=0 b) 3x%+x1=0  3x*+4x+2=0

4. Rozwiaz réwnanie.

a) 5x% -45x =0 d) 6x* +3x7 = 45x°
b) 3x% =% +2x €) 2x° — 14x* +24x* =0
@ x*-3x*-10x* =0 f) -5xt 4383+ 14x%2 =0

5. Rozwiaz réwnanie.

a) 6x3 +6:

3x-3=0 @) 2x° —8x* +16x° —64 =0

b) 2x° 12x3 - 12x2 +48 =0
Q 4x

d) 3x° - 2x* - 27x+18=0 h) 5=3x+5x*-3x%

18x° +2x° - 18 =0 ) 3x

14x2 +6x-21 =0 g) 5x° +x% -6 =30x*

6. RozI62 wielomian W(x) na czynniki jak najnizszego stopnia i podaj wszystkie
jego pierwiastki.

a) W) = (x* = 9)(-x2 +x+2) 9 W) = (x*-8)(2x2-x~3)
b) W(x) = (3x% - 4)(x* - 1) d) W) = (2x2 = 3x+1)*(7x% +5%)

7. Rozwiaz réwnanie.

a) 2x°

x4 d) x4 (x-6)-x* =0 9) X2 (x+5)=4(x+5)
b) 5x7 = 10x4 o X (x+7)=x h) 3 (x2-9) = 27(x? -9)
9 x=5x2 H 2x2(Bx-1)=3x i) 3% (- 8) =x (x* - 8)
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41l 8. Rozwiaz réwnanie.

a) X -13x2+36=0 d) X°+x%-12x=0
b) x*-9x%+20=0 @) 2x° +5x* ~12x =0
9 4x*-5x2+1=0 f) 2x7 -x'-x=0

9. Rozwiaz réwnanie.
a) X°-xt+3x3-3x%+2x-2=0
b) X°+2x1-3x% —6x% +2x+4 =0

© X5 +3x4-3x3 - 0x% —4x-12=0

©10. Rozwiaz réwnanie (postaraj si¢ znaleZ¢ rozwiazania w jak najprostszy sposéb).

a) (2x-1)* =100 b) (5-x)°=-8 © 32x%-7P2=27

11.2) Znajdz liczbe, kiérej szescian jest réwny sumie tej liczby i jej kwadratu.

b) Znajdz liczbe, o ktdrej wiadomo, ze suma tej liczby i szescianu liczby o 1 od niej
mniejszej wynosi 11.

 Znajdz liczbe, kt6rej kwadrat jest o 2 mniejszy od jej czwartej potegi.

12. Uzasadnij nastepujaca wlasnosé:

Liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu wtedy i tylko wtedy, gdy suma wspslczynni-
kow tego wielomianu jest réwna 0.

13. Uzasadnij, ze jesli wielomian W(x) = ax” + bx® + cx* +dx + e spelnia warunek
W(-1) = -W(1), to 0 jest pierwiastkiem tego wielomianu.

MINISPRAWDZIAN

S1. Wielomian (4x? +5)(x* + 3x - 10)(x +6)* ma:
A. szes¢ pierwiastkow C. trzy pierwiastki
B. cztery pierwiastki D. jeden pierwiastek

$2. Suma rozwigzan réwnania 6x* - 2x*

24x+8=0 jest rwna:

= 1 1 4
A -2 B. 3 C. 23 D. 4

53. Wszystkie pierwiastki rownania x* - 7x? + 10 nalezq do przedziatu:

A (-10;-7) B. (-7;-3) ¢ (-3;3)
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DZIELENIE WIELOMIANOW

Wiadomo, Ze jesli dana liczba naturalna a jest iloczynem pewnych dwdch
liczb, to w wyniku dzielenia liczby a przez jedna  tych liczb otrzymamy
druga z nich. Na przyklad réwnos

4503 =57 79

mozemy zapisac w postaci:
4503157 =79
Oznacza to, ze liczba 4503 jest podzielna przez 57 (a takze przez 79).
W analogiczny sposéb bedziemy rozumieli dzielenie wielomianow.
Wiesz juz, ze wielomiany mozna rozklada¢ na czynniki. Na przyklad wie-
lomian W(x) = 2x* - 4x? + 3x ~ 6 mozna zapisa¢ w postaci iloczynu:
203 —4x2 43X - 6 = (x - 2)(2x2 +3)

Powyzszq 1ownos¢ mozna zapisac inaczej:

(234X +3x-6): (x-2) =2x* +3
Mowimy wéwezas, ze wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian x - 2.
Wynikiem dzielenia wielomianu W(x) przez x -2 jest wiclomian 2x* + 3.

Uwaga. Wielomian ¥ (x) jest takze podzielny przez wiclomian 2x’ +3.

Mowimy, ze wielomian W(x) jest podzielny przez niezerowy wielomian
P(x), jesli istnicje taki wielomian Q(x), ze:

W(x)=P(x) - Q(x)
Te rowno$¢ mozna tez zapisa¢ w postaci:
WX): P() = Q(x)

Zauwaz, ze po rozlozeniu danego wielomianu na czynniki latwo mozna
wskaza¢ wielomiany, przez ktére jest on podzielny, i podac wyniki takiego
dzielenia.

ENIE A RozI6Z wielomian x* - 4x* +x* -4 na czynniki, a nastepnie okresl
wynik dzielenia.

a) (F - 43 4 X2 - 4) 1 (x-2) b) (x° —4x + X2 = 4) 1 (x2 ~ 4)

Pokazemy teraz memdc, kiora pozwala znalezé wynik dzielenia dwach
2 nich na czynniki.
Metoda ta przypomma pisemne dzielente liczb naturalnych.
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Wynik dzielenia W(x): P(x), gdzie W(x) = 2x*

~16x+3 1 P =x-3,

mozna znaleZé w nastepujacy sposcb:

2x2

(@x'-x2-16x+3): (x-3)
|

2x?
(@x* = x? - 16x+3): (x-3)
2x3 - 6x*

|

2x?
(@x*-x? - 16x+3

(x-3)
X
5x-16x+3
|
2X2 4 5%
(2x*-x2-16x+3): (x~-3)
- (@x*- 6x)
5= 16x+3
|
2X2+5x
(@x3- X~ 16x+3): (x-3)
- (2%~ 6x)
5X2-16x+3
= (5x%-15%)
x+3
|
2x2+5x- 1
(2x* - x2- 16x+3) 1 (x- 3)
- (2x*- 6x’

5x-16x+3
= (5x2-15x)

1.

5.

Dielimy pierwszy wyraz wielomianu Wix)
(jednomian najwyzszego stopnia) przez pier-
wszy wyraz wielomianu P; 2x': X = 2x

. Mnozymy czesciowy wynik 22 przez wielo-

mian PX); 2x° + (X - 3) = 2x* - 6X°

. Otrzymany wynik mnozenia 2x* - 6x*

odejmujemy od wielomianu W(;
200~ X2~ 16X+ 3 - (2% - 6x) = 52~ 16x+3

. Dzielimy pierwszy wyraz wielomianu otrzy-

‘manego w wyniku odejmowania przez pier-
wszy wyraz wielomianu P(; 5x: x = 5x

Mnozymy czesciowy wynik 5x przez wielo-
mian P(x); 5x-(x - 3) = 5 - 15xi otrzymany
wynik odejmujemy od wielomianu 5x° - 16x + 3;
5x2-16x+3 - (5x- 150 = -x+3

. Dzielimy pierwszy wyraz wielomianu otrzy-

‘manego w wyniku odejmowania przez pier-
wszy wyraz wielomianu P(x); -x :
Mnozymy -1 przez wielomian P(3) i otrzy-

‘many wynik odejmujemy od wielomianu -x + 3.

Wynikiem dzielenia wielomianu W(x) przez
wielomian P(x) jest wielomian 2x? + 5x - 1.

(2x7-X2-16x+3): (x-3)=2x"+5x -1

CWICZENIE B Upewnij sie,
mian x -3 przez wielomian

DZIELENIE WIELOMIANOW

otrzymany wynik jest poprawny — pomnoz wielo-
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Zauwaz, Ze przy wykonywaniu dzielenia obliczalismy réznice pewnych
wielomianéw. Gdy wykonujemy takie dzialania, latwo o pomylke, dlate-
0 warto nieco zmienié sposob zapisu dzielenia.

2x+
ox-x 16x+ 3):(x-3)  Wynik mnozenia 2x*(x - 3) zapisujemy
x4 6x? = zezmicnionymi znakami, a nastepnic doda-

TR 16k +3 jemy go do wielomianu 2x*- x*- 16x + 3.
-5X%+ 15X~ Wynik mnozenia 5x-(x - 3) zapisujemy

x+3 e zmienionymi znakami, a nastepnie
x-3 dodajemy go do wielomianu 5x*- 16x + 3.
0

Podziel wielomian W(x) = 3x*+16x2+3x-10 przez dwumian x+5
i zapisz wielomian W(x) w postaci iloczynu.
3x2+x-2
Bx*+16x% +3x-10) : (x +5)
-3x3-15x2
X2 +3x-10
X2 = 5x
-2x-10
2x+10

0 W) = (x+5)3x% +x-2)

ZADANIE  Wykonaj dzielenie (5x - 17x%+7x - 3] -3).

2adonio 15 )

il Podobnie jak przy dzicleniu liczb naturalnych, takze w wyniku dzielenia
wielomianu przez inny wielomian mozemy otrzyma¢ reszte rézna od 0.

LiczBy WIELOMIANY
224 x+1
2745:13 (23 +7x +4x+5) 1 (x+3)
-26 _2x3 -
- {% X +dx+5
L 3
- 13
2 — reszta 2 —reszta
Wynik dzielenia: Wynik dzielenia
2745:13 =211 reszta 2 (2x3 +7x2 +4x+5): (x+3) = 232 +x + 1 Teszta 2
Zatem: Zatem:
2745=211-13+2 26 + 707 +4x+5 = (X +3)2x° +X + 1) +2
Reszta jest mnicjsza od liczby, Stopier reszty jest mnicjszy od stopnia wiclomianu,
przez kiora dzielimy. przez kidry dzielimy.
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Wykonaj dzielenie W(x) : P(x), gdy W(x) = x> - 4x* - 3x2 +14x -3,
P(x)=x-4.

-3x+2
(5 = 4x4 = 3x2 + 14x-3) 1 (x=4)
X5 +4x4
-3x+14x-3
3% -12x
2x-3
-2x+8 W wyniku dzielenia W(x) : P(x)
— otrzymujemy: x*-3x+2 reszta 5

(5 -4x4-3x2+14x-3) 1 (x-4) = x* -3x+2 reszta §
Zatem:

—4x4-3x2 4+ 14x-3 = (x - 4)(x* —3x+2) +5 W) = P00 - (x4 =3x+2)+5

ZADANIE  Wykonaj dzielenie (2x3 +X2 - 12x+5): (x+3).

Zauwatz, Ze reszta z dzielenia dowolnego wielomianu W(x) przez dwumian
X - a jest zawsze liczba. Gdy ta reszta jest rowna 0, to méwimy, Ze wielo-
mian W(x) jest podzielny przez dwumian x - a.

2adania 612

ZESTAW ZADAN

1. Podaj przyklady trzech wielomianéw, przez kiére podzielny jest wielomian W(x).
a) W(x) =-(3x+2)*(2x +5)°
b) W00 = J@x-1%Ex-1) (¥ +2)

2. Wykonaj dzielenie.

a) (¥ -8x2+17x~10) : (x-5) d) (~4x* +12x% =52 + 17X - 6) : (x - 3)
b) (3% +8x2 ~18x ~8) : (x +4) @ (X 40X + 143 +x+7) 1 (x+7)
9 (x*-2x3+x2+x-1):(x-1) ) (=% -2x +5x2+17x +14) 1 (x +2)

3. Znajdz taki wielomian W(x), aby byla spelniona podana rownosc.
a) (x+2)- W) =2x* +9x* +7x -6

b) W(x) - (x=3) = 5x* = 17x% + 6x% ~x +3

© 10X +(x=5) - W(x) = 3x* = 13x% =x+5

d) 7(2¢ 4+X) - (x+4) - W) =4 -3

DZIELENIE WIELOMIANOW 29



4. Obok zapisano pie¢ roznych wielomianéw. Jeden

i 2x—
D3xt+2x-3 2 nich jest wynikiem podanego dzielenia. Nie wyko-
@3¢ -3x—6 nujac dzielenia, wskaz ktory.
@343 a) (3x449x -2~ Ox - 0) : (x+3)

o s
@023 B) (3% - 0x* 432 ~ 11x+6) : (x=3)
®iam-2 ) (3x°+3x*-3x2-9x-6) : (x+1)

d) (3x7 - 3x + 2%

5x+3):(x-1)

@ 5. Jakie liczby nalezy wstawi¢ w miejsce kratek?
a) (3% +0x2 +0x+0) : (x+2) =0Ox2 + 1
b) (Ox* +0x* +0x2 - 15%) : (x - 3) = -2x +0x

6. Wykonaj dzielenie z reszta,

a) (3 -4x2+10x) :(x-1) d) (-4x* +17x3 —4x% +2x - 5) 1 (x—4)
b) (2x7+7x% +2x-1) 1 (x+3) @) (¥ +x*-2x2 +Xx+10) 1 (x+1)
O (B 440 -2 - 11x-4) 1 (x+2) ) (3x° - 13x* = 10X° =x2 + 7x = 6) : (x = 5)

7. Znajdz wielomian W(x) spelniajacy podany warunek.
a) Dzielac W(x) przez x -4, otrzymamy wiclomian 3x -2 oraz reszte —2.

b) Dzielac W(x) przez x + 5, otrzymamy wielomian x? -5 oraz reszte 7.

8. Podaj przyklad wielomianu czwartego stopnia, dla ktérego reszta z jego dziele-
nia przez wielomian x +2 jest réwna 10.

9. a) Reszta z dzielenia wielomianu W(x) = 2x* - x> - 11x - 4 przez dwumian
P(x)=x-2 jest rowna -14. Jakq liczba nalezaloby zastapi¢ wyraz wolny wielo-
mianu W(x), aby otrzymany wielomian byl podzielny przez dwumian P(x)?

b) Reszta z dzielenia wielomianu V(x) = 5x* + 15x% — 2x* - 2x + 7 przez dwumian
Q(x) = x +3 wynosi -5. Jak nalezaloby zmieni¢ wyraz wolny wiclomianu V(x), aby
otrzymany wielomian byl podzielny przez dwumian Q(x)?

10. a) Dane sa wielomiany:

Wi =2~ 11x2 - 4x -2 Wa(x)=3x* = 15x° + 4x - 16
Podziel kazdy z tych wielomian6w przez dwumian x - 5, a nastepnie podziel wiclo-
mian Wy (x) + W(x) przez dwumian x - 5.
b) Udowodnij, Ze jesli reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez x-a jest ry 1 reszta
2 dzielenia wielomianu V(x) przez x - a jest 12, to reszta z dzielenia wielomianu
W(X)+ V(x) Przez x - a jest rowna ry + r.
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Schemat Homera
Dzielac wielomian czwartego stopnia przez dwumian x - p, otrzymamy wielomian
trzeciego stopnia oraz reszte r (reszta moze byé rowna 0).
Mozemy wige zapisac rownosé:
x4 asx® + X+ arx +ao = (x - p)bax} + box? + bix +bo) + 1
Przeksztalcajac prawa strong tej réwnosci, otrzymamy:
bax* + (b2 = pb3)x* + (by = pb2)x* +(bo = pby)X + 1 = pbo
Z réwnosci wielomianow wynika, ze:
ay=bs as=by-pbs ay=bi-pb, ai=bo-pbi ao=r-pbo
Stad:
by=a; by=pbs+ay bi=pbr+ay bo=pbi+ay  r=pby+ao

Podobne zaleznosci otrzymalibysmy, dzielac wielomian dowolnego stopnia przez
dwumian x - p. Dlatego szukajac wyniku takiego dzielenia, mozemy skorzystac
2 uproszczonej metody zwanej schematem Hornera. Ponizej pokazano jq na przy-
Kladzie dzielenia wielomianu ~x* - 4x* + 2x? - 25 przez dwumian x + 4. William
Horner byt brytyjskim matematykiem, kiéry t¢ metode spopularyzowal.

e} x-p
(X -4+ 2x240°x-25) 1 (x+d)=

Zapisujemy kolejne
wspélczy
o 2 0 =25 wiclomianu WY,
@l 1 Tu przepisujemy
4 plerwszy wspotczynnik

mianu Wix.
“Tu wpisujemy p (w tym wypadku -4).

W kolejnych kolumnach
@| 11 o 2 8 7 - wpisujemy wyniki
odpowiednich dziatan.

To sa weptcaymmiki wielomiany, kdry otrzy: T st reszta
jemy w wyniku dzielenia; wielomian ten ma 7 dzielenia

Stoplet o 1 n2szy iz wielomian Win Jest 10

wiee wielomian (-1) X’ + 0+ X2 + 8

W wyniku dzielenia wielomianu —x* ~4x? + 2x2 25 przez dwumian x+4 otrzymujemy
wielomian -x* + 2x - 8 oraz reszte 7, czyli:

(xF —4x* 4252 - 25) = (x + 4)(-X* +2x = 8) + 7

11. Zapisz dowolny wielomian piatego stopnia. Nastepnie podziel go przez dwu-
mian x + 2. Wykonaj to dzielenie dwoma sposobami — Korzystajac z poznanej
wezesniej metody oraz ze schematu Hornera oméwionego powyzej.
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12. Wykonaj dzielenie, korzystajac ze schematu Hornera.

a) (x*-6x*+12x-8):(x-2) d) (X5 -9x® +2x+5) 1 (x+3)

b) (x+x3+ X2+ 4x+3) 1 (X + 1) @) (5x° - 7x = x3 +4x2 +3%) 1 (x - 1)
O (204 - 8x% +5x-20) : (x~4) ) (-3x'+2x-3): (x+2)
MINISPRAWDZIAN

S1. Przez kiéry z wielomian6w nie jest podzielny wielomian (2x - 1)(x + 1)(x - 2)?
A x+1 B.x3-x-2 C.2x?+x-1 D.

+2x+1

52. Wynikiem dzielenia wielomianu 6x* - 13x* - 17x% + 10x - 12 przez dwumian
X =3 jest wielomian ax® + bx? + cx + d. Ktora z podanych réwnosci jest prawdziwa?

Aa=3 B.b=5 C.c=2 D.d=-4

53. Po podzieleniu wielomianu W(x) przez dwumian x +7 otrzymano wielomian
—5x%+x +4 ireszte 2. Ktore z podanych zdan nie jest prawdziwe?

A. W(x) jest wielomianem czwartego stopnia.

B. Wspolczynnik przy najwyzszej potedze wielomianu W(x) jest rowny 3.

C. Wyraz wolny wielomianu W(x) jest rowny 28.

D. Wielomian W(x) - 2 dzieli si¢ przez dwumian X +7 bez reszty.

TWIERDZENIE BEZOUTA

Wiemy juz, ze dzielac dowolny wielomian I (x) przez dwumian x-a, otrzy-
mamy pewien wielomian Q(x) i reszte R, ktdra jest liczba. Wielomian W(x)
mozna zapisa¢ w postaci:

W) = (x-a)- Q)+ R

Gdy R =0, to zachodzi réwnosé:
W) = (x-a)- Q)

Wéwczas W(a) = 0, czyli a jest pierwiastkiem wielomianu W(x).

0Ogolng wiasnos¢ wielomiandw, ktdra wiaze pierwias ielomianu z po-
dzielnoscia tego wiclomiany przez pewien dwumian, opisuje twierdzenic
Bézouta (czyt. bezuta).
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Twierdzenie Bézouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x)
wiedy i tylko wtedy, gdy
wielomian ten jest podzielny przez dwumian x - a.

Uwaga. PowyZsze twierdzenie mozna zapisaé w nastepujacy sposob:
W(@=0 < Wx:(x-a)=P(x), gdzie P jest pewnym wielomianem.

Dowsd
Zauwazmy, 7e dla dowolnej liczby a wielomian W(x) mozna zapisa¢ w postaci:
W) =(x-a)- P +R,
gdzie P(x) jest pewnym wiclomianem, a R — pewna liczba.
Wobec tego:
W(a)=(a-a)-P@+R=0-P@+R=R

Otrzymalismy zatem réwne

W)=
Korzystajac z tej rownosci, udowodnimy dwie implikacje.
1. Zalozmy, ze liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x), czyli W(a) = 0.

Poniewaz W(a) = R, zatem R =
ny przez dwumian x - a.

. Wynika stad, Ze wiclomian W(x) jest podziel-

2. Zalézmy teraz, ze wielomian W(x) dzieli si¢ przez x - a, czyli R = 0.

Poniewaz W(a) = R, zatem W(a) = 0. Wynika stad, Ze liczba a jest pierwiast-
kiem wielomianu W(x). ]

xax?

CWICZENIE A Dany jest wielomian W (x) x+6. Korzystajac z twier-
dzenta Bézouta, ustal, przez ktére z podanych dwurmian6w jest on podzielny
x-1 41

2 x+2

Analizujac dowad twierdzenia Bézouta, mozna zauwaiye, z¢ przy okazji
zostala wlasnosé

Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x - a
Jest rowna W(a).

ZENIE B Ustal reszty z dzielenia podanych wielomianéw przez
A =x*

+3x- B(x) =1

C = x* - 6x° +5x% +12

o 14
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Il Przypusémy, ze mamy rozwiazac réwnanie wielomianowe W(x) = 0 i wiemy,
Ze liczba p jest pierwiastkiem wielomianu W(x).

Z twierdzenia Bézouta wynika, ze wielomian W(x) jest podzielny przez

X~ p. Czyli istnieje wielomian Q(x) nizszego stopnia niz W(x), taki ze:
WX =(x=p) - QX)

Réwnanie I(x)

=0 mozemy wiec zapisa¢ w postaci:
(x-p)-QW=0
Aby ustalié, czy wielomian I (x) ma jakie$ inne pierwiastki, nalezy rozwia-
Za¢ réwnanie nizszego stopnia: Q(x) = 0.
PRZYKEAD Sprawdz, ze liczba 1 jest rozwiazaniem danego réwnania, i znajdz

pozostae rozwiazania tego réwnania.

X -3x242=0

Sprawdzamy, czy liczba 1 speinia réwnanie
3 2 -
13-3.1242=1-3+2=0 v s
x2-2x-2
0 -3x242): (x-1)
-3+ x
z
—2x2+2 Dzielimy wielomian x> - 3x? + 2 przez dwu-
2x2 - 2x mian x - 1, aby roztozy¢ wielomian na czyn-
“2x+2 ikt
2x-2
0

x3-3x242=(x-1)(x2-2x-2)

S -2x-2) = Zapisujemy rwnanie w innej postaci i je
x=1)¢ -2x-2)=0 rozwiazujemy.

lub x2-2x-2=0
A=4-4.(-2)=12
VA=V12=2V3

PRRE Y SN

-
w=228_1,3

Odp. Rownanie ma trzy rozwiazania: X

-V3, =143, x

ZADANIE = Sprawdz ze liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W(x) = x* = 7x +6,
a nastepnie rozwiaz réwnanie W(x) = 0. N
zadania 5-7
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Ciekawostka

Etienne Bézout (czyt. etien bezu) (1730-1783) byl francuskim matematy-
kiem. Zajmowal si¢ algebra, ale znany jest glownie jako autor doskonalych
podrecznikéw. Jego ksiazki sa napisane niezwykle przystepnie. Szescioto-
mowe dzielo Bézouta ,Kurs matematyki’, przetlumaczone na angielski, bylo
przez wiele lat pods y na t Harvarda.

‘Twierdzenie o podzielnosci wielomianu przez dwumian nie zostalo ani sfor-
‘mulowane, ani udowodnione przez Bézouta — bylo znane juz wezesniej.
Wiasciwie nie wiadomo, dlaczego w Polsce jest nazywane twierdzeniem
Bézouta. W wigkszosci krajow, nawet we Francii, nie uzywa si¢ takiej nazwy.

ZESTAW ZADAN

1. Czy wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian V(x)?

a) W0 =5x"-6x+1, V(X)=x-1

b) W) =3x7-x3+x2+1, V() =x+1

O W =x*+3x2+x-10, V(X)=x+2

d) W(x)= —ax el Ve =x-1

2. Nie wykonujac dzielenia, ustal, jaka jest reszta z dzielenia wielomianu W(x)
przez wielomian P(x).

a) W) =3x°-2x*+4 P(X)=x-1 b) WX =-5x*-3x2+6 P(X)=x+2

3. a) Dla jakiej wartoici a wielomian 5x° — ax® + 3x? — 6x jest podzielny przez
dwumian x - 2?

b) Dla jakiej wartosci p wielomian px®-px® —%x+2 jest podzielny przez dwumian
x+27

4. a) Wykaz, Ze dla dowolnej liczby a wielomian x" - a” jest podzielny przez dwu-
mian x - a.

b) Wykaz tez, ze gdy n jest liczba parzysta, to dla dowolnej liczby a wielomian
X"~ a" jest podzielny przez dwumian x + a.

5. sprawdz, ze podana liczba jest pierwiastkiem réwnania, a nastepnie znajdz jego
pozostate pierwiastki.

a) 2 -x2-8x+4=0, 2 d) 40 -4 - 15x+18=0, -2
b) 6x° -29x° -6x+5=0, 5 @) x*-x?-14x% +2x+24=0, -3
O X47x2-5x-75=0, 3 ) X*48X3+19x2 +32x+60=0, -5
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6. Liczby 2 i -3 s pierwiastkami wielomianu ax® + bx? - 11x + 30. Znajdz trzeci
pierwiastek tego wielomianu.

7. sprawdz, ze liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x), i roz167 ten wielomian
na czynniki stopnia pierwszego.

a) W(x)=3x° - 35 +48x +20, a=10

b) W) = 10X + 63x2 - 48x +7, a=-7

O W) =x*+7x° +2x2~28x-24, a=-6

d) W(x)=2x* =3x3 - 24x2 +6x +40, a=4

MINISPRAWDZIAN

51. Tylko jeden z ponizszych wielomianow nie jest podzielny przez dwumian x-1.
Wskaz ten wielomian.

A 16x7 - 5x-11 Cxl-1

B.x® - 5x6 X% +3x% +2x D.2x*-2x3 -1

52. Reszta z dzielenia wielomianu 2x* - 2x* - 5x% + 2x + 5 przez dwumian x - 1 to:

A2 B.5 €.=1 D.-2

53. Wielomian x° + 4x* - 32 jest podzielny przez dwumian:

Ax-1 B.x+1 C.x-2 D.x+2

54. Wielomian x* + mx? + mx +3 jest podzielny przez dwumian x +3, gdy:

Am=-3 B.m=4 cm D.m=10

ROWNANIA WIELOMIANOWE (CD.)

I Aby ¢ 2 twi ia Bézouta przy rozwiazywaniu réwnania wielo-
trzeba znac jmnicj jedna liczbe spelniajaca to réwnanie.

CZENIE A Przyjrzyj si¢ ponizszym réwnaniom i nie rozwiazujac ich, odpo-
., 0 ktérym z nich mozemy powiedzie¢, Ze na pewno nie ma rozwiazar,
s liczbami catkowitymi.

yi+y-1=0
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Sprébujemy teraz odkryé, jakie warunki musialyby by¢ spelnione, aby
jednym z rozwiazai réwnania wiclomianowego o wspélczynnikach catko-
witych mogla by¢ liczba calkowita.

Rozwazmy na przyklad wiclomian:
W) = x* - 2x

5x+6
Aby znalez¢ pierwiastki tego wielomianu, wystarczy rozwiaza¢ rownanie:
X =232 = 5x+6=0

To réwnanie mozemy zapisac W postaci:

X(x2-2x-5)=-6
Przypusémy, Ze liczba calkowita ¢ jest rozwiazaniem tego réwnania, zatem
zachodzi rownosé:

c(c?-2¢-5)=-6
7 powyzszej réwnosci wynika, ze liczba ~6 jest iloczynem dwéch liczb
catkowitych: liczby ¢ oraz liczby ¢ - 2c 5.
Zatem liczba ¢ musi by¢ dzielnikiem liczby ~6. Jest wiec takze dzielnikiem
liczby 6, czyli liczby, ktéra jest wyrazem wolnym rozwazanego wielomianu.
Liczba 6 ma osiem catkowitych dzielnikow:

1, -1, 2, -2, 3, -

, 6, -6
Aby ustalié, ktére liczby catkowite sa rozwiazaniami rozwazanego réwna-
nia, wystarczy sprawdzié, ktore z tych oémiu liczb spelniaja to réwnanie.
Dla x = 1 otrzymamy:
W(1)=13-2-12-5-1+6=0

Zatem liczba 1 jest rozwiazaniem danego réwnania.
Dla x = -1 otrzymamy:

WED =12 -2 (12 -5 (-1)+6 40
Zatem liczba 1 nie jest rozwigzaniem tego réwnania.
Dla x = 2 otrzymamy:

W(x)=2*-2:22-5.2+6+40
Zatem liczba 2 nie jest rozwiazaniem tego rownania.

Postepujac dalej w ten sposob, mozna znalezé wszystkic catkowite rozwia-
Zzania rozwazanego réwnania.

CWICZENIE B Sprawdz, czy réwnanie x* -
rozwiazania inne niz x = 1.

~5x+6=0 ma jeszcze calkowite
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Aby rozwiaza¢ réwnanie wielomi 0 Wsp6 i X
mozemy skorzystac z nastepujacego twierdzenia:

T (o itych)

Zalozmy, ze w réwnaniu wielomianowym:

AnX" + An X" L @X+do =0

wszystkie wsplczynniki an, -1, ... , a0 sq liczbami catkowitymi
iao # 0. Jesli rozwiqzaniem tego réwnania jest liczba calkowita,
to jest ona dzielnikiem wyrazu wolnego ao.

Dowéd

Przyjmijmy, Ze liczba calkowita ¢ jest rozwiazaniem rownania:

anX"+ ap X"+ aix+ao =

gdzie wspolezynniki ay, dn-1, ... , a1, ao sa liczbami calkowitymi i g # 0.

Wobec tego spetniona jest réwno:

apc"+ @y L arc+ag =0

Zapiszmy te rownos¢ w postaci

c(anc™ +an1c" 2+ +a)) =-ao

Liczba anc™ +ap1"™? + ..+ ay jest calkowita (bo zalozylismy, ze wszystkie
wspolczynniki réwnania sq liczbami calkowitymi). Wynika stad, ze liczba ao
jest podzielna przez c.

Wykazali$my w ten sposob, ze liczba ¢ jest dzielnikiem liczby ap. [

WICZENIE C ) Wykaz, ze rownanie x° +2x— 11 = 0 nie ma rozwiazan, ktore sa

liczbami calkowitymi.

0.

b) Znajdz wszystkie calkowite rozwiazania rownania x* + x* ~

zba 2, chociaz

o Wykaz, 7e rozwiazaniem réwnania x* - 1x-3 = t lic
rozwiazanie to nie jest dzielnikiem wyrazu wolnego. Wyjasnij, dlaczego nie jest
10 sprzeczne z powyZszym twierdzeniem.

3

+ 2x+ 1 =0 tak, aby wszystkie wspolczynniki
y réwnanie to ma

d) Przeksztalé réwnanie
xéwnania byly liczbami calkowitymi, a nastepnie sprawd:
pierwiastek calkowity.

Stosujac powyzsze twierdzenie, mozna rozwiazywa niektdre réwnania ty-
pu W(x) = 0, w ktérych wielomian W(x) ma wspélczynniki catkowite.
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Rozwiaz réwnanie.
X -4x2+8=0
Dzielniki wyrazu wolnego wielomianu W(x) = x* - 4x2 + 8 to
1,21, 2, -2, 4, -4, 8 -8

W)=1-4+840 Liczby 1 -1 nie spefniaja rownania
X - 4x +8=0.
W-1)=-1-4+840
WR)=23-4.2248=0 Liczba 2 spetnia rownanie.
X2 -2x-4

(3 -4x2+8): (x - 2)
3 +2x?

2x+8 Dzielimy wielomian x* - 4x? + 8 przez dwu
o o ax mian x -
—4x+8
4x-8
0
X -4x2+8=(x-2)(x* -2x-4)
(X202~ 2x-4) =0 Zapisujemy réwnanie x* - 4x? +8 = 0 w innej

postaci | je rozwiazujemy.

X=2 lub x*-2x-4=0
A=4-4.(-4)=20

VB =25

-V5 x=1+/5ix=2

Odp. Rownanie ma trzy rozwiazania: x; =

ZADANIE  Rozwigz réwnanie: x* +4x% - 11x-30=0.

Uwaga. Jezeli korzystajac z twierdzenia o rozwiazaniach catkowitych, nie znaj-
dziemy zadnego rozwiazania réwnania wielomianowego, to oczywiscie nie ozna-
cza jeszcze, ze réwnanie nie ma rozwiazar. Na przyklad réwnanie x* - 2x? -3 = 0
nie ma rozwiazan catkowitych, ale ma dwa rozwiazania (x = v3 i x = —/3).
sadania 1-7 )
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Ciekawostka

Na poczatku roku 1535 rozpoczal si¢ matematyczny pojedynek. Jego
uczestnikami byli dwaj Wiosi — Mario Fior i Niccolo (czyt. nikolo) Fonta-
na, znany pod przezwiskiem Tartaglia (czyt. tartalia; thum. jakala). Takie
naukowe zawody byly wowczas bardzo popularne, gdyz dzieki nim rosta
stawa (i dochody) zwyciezcy.

Zawody polegaly na tym, 7 w ciagu 30 dni obaj uczestnicy mieli rozwia-
zac zadan ika. Fior wygral juz
wezesniej wiele turniejow, bo znal ilka rovnat trzeciego stopnia, kidre
tylko on, jak mu si¢ zdawalo, umial rozwiazac. Wszystkie zadania Fiora
dotyczyly rownan trzeciego stopnia. Tydzien przed uplywem terminu Tar-
taglia odkryl metode rozwiazywania tego typu réwnar i wygral turniej.

Wielu uczonych pragnelo poznac metode Tartagli, jednak on nikomu nie
cheial jej zdradzié. Jeden z woskich matematykéw — Girolamo Cardano
(czyt. dzirolamo kardano) — tak dlugo prosil Tartagli¢ o pokazanie jego
metody, ze ten w koricu si¢ zgodzit — jednak pod warunkiem, ze Cardano
nikomu jej nie ujawni. Kilka lat pozniej Cardano dowiedzial si¢, ze metodg
Tartaglii odkry! wezesniej Scipione del Ferro (czyt. szipione del ferro). Uznal
wtedy, Ze obietnica dana Tartaglii juz go nie obowiazuje, i nieuczciwie opu-
blikowal wzory pod wlasnym nazwiskiem. Od tego czasu wzory pozwalajace
rozwiazaé réwnanie trzeciego stopnia sa nazywane wzorami Cardana.

ZESTAW ZADAN

1. Znajdz wszystkie calkowite pierwiastki wielomianu.

a) X -2x*-2x -3 d) 3x4+x° -x-2
b) X*~3x2-6x +8 @) X° - x* - 2x% - 4x
O 28 +8X +8X+6 B X0 -4 — 61t + 4x5 4 5x2

2. Wykaz, ze wielomian W(x) nie ma pierwiastkéw catkowitych.
a) W) =58 +3x2 -1 O Wx)=2x"+5x+3
b) W(x) = x* - X d) W) =3x +x+5

3. Jednym z pierwiastkéw wielomianu jest liczba catkowita. Znajdz te liczbe oraz
J
pozostale pierwiastki wielomianu,

a) 10x° - x> = 7x -2 d) XP43x24x-2
b) 123~ 11x% + 2x+ 1 @) 4 -12x% +9x -2
© XP+x2-5x+3 f) B -x-17x-15
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4. Rozwiaz réwnanie.

a) 5x% +10x2 +6x+1=0 € 8x% - 26x% +3x+9=0

b) 3x7 +8x% ~4x-3=0 ) 3x+6x° - 8x2+2x -3 =0
0 10x° +11x* - 16x+4=0 g) 2x*-5x3-2x2 +10x-4=0
d) 4x° - 12x2 +9x-2=0 h) =3x*+2x7 - 8x2 +6x+3=0

5. Rozwiaz rownanie.

a) 2x3+2x2+3=11x d) 5x(x2+1)-(3x+1)? =-2x2 -x -3
b) x(x+2)% +4x =5 €) 2(x* —1)? + x(2x +3)* = 11x% + 14x
© 5(x+10) =x*(8-x) ) (3x-2)? +4x(1-x*)=6-5x*

6. Przeksztal¢ podane réwnanie do postaci W(x) = 0, gdzie W(x) jest wielomianem
o wspolezynnikach catkowitych, a nastepnie rozwiaz to rownanie.

a) - -15x-1=0 d) 1,5%° +2x - 0,5x -1 =0

b) Jx -2 +x+35 =0 @) 0,5 + 1,58 -2=0
2x-1= 3_3x+l=
22x-1=0 fx-3xsleo

7. Dla jakich naturalnych wartosci n réwnanie X" + x + 2 = 0 ma rozwiazania catko-
wite? Znajdz te rozwiazania.

MINISPRAWDZIAN

S1. Ile pierwiastkow catkowitych ma réwnanie x* - x3 + x% - 3x - 6.

A. jeden B. dwa C. uzy D. cztery

52. Liczba 7 jest pierwiastkiem jednego z podanych wielomianGw. Ktéry to wie-
lomian?

AN -2x+7x-17 C.x% +4x% -31x - 70
B.21x 4 7x3 - 2x +1 D.7x4 - X3+ 14x2 -2
S3. Wielomian x* - 2x + 2x + 5

A. nie ma pierwiastk6w C. ma dwa pierwiastki
B. ma jeden pierwiastek D. ma trzy pierwiastki

S4. Wielomian x* - 3x? + 3x - 2 ma pierwiastek catkowity taki sam jak wielomian:

AP -4xP+2x+3 C.XP-3x2+x+2
B.x*-x2-5x-6 D.x*+2x +2x+1
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1. Oblicz wsp6lezynniki a i b wielomia-
nu W) = X} - 2x* + ax + b, wiedzac,
e W(2)=—6 i W-1)=6.

2. Dane sg wielomiany: U(x) = 4x3 - 3x,
V(X) = -3x2~6x+2, W(X) = x*~2x* ~3x.
Wykonaj dziafania:

a) W) +2U(KX) - V(x)

b) UR) - V(X)+ W(x)

3. Jakie jednomiany nalezy wstawi¢
w miejsce liter A, B i C, aby zachodzita
rownos¢ wielomianGw?

a) AX?+B+4=C(3x2-5x+2)

b) ABX? - X+ B) = 6x* + Ox® +8x

4. Pierwiastkami wielomianu W(x) sa
liczby -2 i 1. Oblicz wartosci wspol-
czynnikéw p i q.

W) =X+ px® + ax - 4

5. Rozl6z wielomian na czynniki.
a) 50x2-72

b) 8x*-27

o 3xt+15x°

d) X3 +7x%+2x+ 14

€) 5x3+2x? - 10x - 22

) 220 +4x = 6x7 - X - 2x+3

9) X° - 2x*+ VBX3 - 3x2 +6x - 373

6. Rozwiaz réwnanie.

a) (x=7)(2x+5)(6-3x0) =0
b) Gx+1)(x*-9) (x*+4) =0
9 (3x%-x) (¥ +6x+9) =0

) (2 =x+5) (@ +2x-1) =0

42

7. Rozwiaz réwnanie.
3) -3x% —4x® +4x =0
b) —x*+6x° —4x2 =0
9 X -7x2+12=0
d) 2x4-7x%-15=0

8. Rozwiaz rownanie.

2) 3x° +2x% +15x+10=0
b) =X +3x3-x+3=0

9 XP45x2-4x-20=0

d) A -2x* +3x3 + X2 -2x+3 =0

€) X 4xi-2x3-2x2 -2x+4=0
) 4x®+dxt+x3 - 120 -12x-3=0

9. Wykonaj dzielenie.

a) (33 +7x2-x+15):(x+3)

b) (2x3 - 7x2 - 22x +40) : (x-5)

O (~4xt-6x3-3x2 4 1) 1 (x+ 1)

d) (-x*+3x2+3x-5) 1 (x-2)

10. Jedna z liczb nalezacych do zbioru

{2,-3,5,-7} jest pierwiastkiem poda-
nego wielomianu. Ktéra?

3) X452 +9x+9

b) XP+4x? 24

o A% -8x%+26x-55

11.2) Liczba 7 jest pierwiastkiem wie-
lomianu 6x* - 55x2 + 86x + 35. Znajdz
pozostale pierwiastki tego wielomianu.

b) Znajdz pierwiastek calkowity wielo-
mianu 10x° +23x% ~20x +3, a nastepnie
oblicz pozostale jego pierwiastki.

) Znajdz pierwiastek catkowity wielo-
mianu x* + 3x% +3x + 2, a nastepnic
pokaz, ze ten wielomian nie ma wiecej
plerwiastkow.
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Figury na
ptaszczyznie cesc

Geometria to po grecku , mierzenie ziemi". Dziedzina ta
wywodzi sie z pomiaréw pél uprawnych, jednak od tysiecy lat
ludizie zejmujg sie geometria nie tylko ze wzgledu na

Jej zastosowania, ale po prostu z ciekawosci.

Katy. Katy w trojkatach i czworokatach = Podstawowe wiasnosci
trojkatéw = Twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie odwrotne

do twierdzenia Pitagorasa = Wiasnosci trojkatow (cd.)

= Wiasnosci czworokgtéw = Powtdrzenie



Kilka uwag wstepnych

Figury 53 obiektami i, wige gdy méwimy, np. narysuj prosta,
narysuj trojkat, mamy na mysli sporzadzenie rysunku przedstawiajacego model rozwaza-
nej figury.

Punkty oznaczamy wielkimi literami. Proste mozemy oznacza¢ malymi literami albo za
pomoca dwéch wielkich liter. Pélproste oznaczamy zwyKle za pomoca dwoch wielkich
liter, a pierwsza z nich to poczatek pélprostej.

—F TS —% —5 ¢

prosta a prosta AB pélprosta AB pélprosta BA

Odcinki mozemy oznacza¢ malymi litera-

mi. Przyjmujemy, Ze mala litera moze tez b
oznacza¢ diugos¢ odcinka. o T 3
Odcinki oznaczamy tez za pomocq dwéch b=24cm odcinek AB

wielkich liter, np. AB, ale dlugos¢ odcin-
ka oznaczonego w ten sposdb zapisujemy
tak: |ABI.

IAB| =2,4 cm

Za pomoca symbolu || zapisujemy, Ze pro-
ste lub odcinki sq rownolegle, a za pomoca ____—

D a
\ P
c

symbolu L zapisujemy, ze proste lub od- allb
cinki sq prostopadie. AB1CD
c N
Wielokaty oznaczamy za pomoca kilku wiel- o
kich liter. Litery oznaczaja kolejne wierz- M
cholki wielokata. i b R -
tréjkat ABC pieciokat KLMNO

Gdy méwinmy, Ze dlugosé odcinka jest rowna 4, oznacza to, Ze odcinek ten jest 4 razy
dluzszy od pewnego odcinka przyjetego za jednostke dlugosci. Gdy méwimy, ze pole
figury jest rowne 12, oznacza to, ze pole tej figury jest 12 razy wigksze niz pole pewnego
kwadratu przyjetego za jednostke pola.

Katy najczesciej oznaczamy malymi literami alfabetu greckiego:

«(alfa) B (beta) y(gamma) & (delt)) @ (fi) x(ch) @ (ps)  w (omega)

Przyjmujemy, e mala grecka litera moze tez oznaczaé miare kata.

Katy mozemy oznaczaé takze za pomocq B
trzech wielkich liter, z kiérych srodkowa < o'<
litera zawsze oznacza wierzcholek Kata.

Np. £AOB to kat o wierzcholku O. Miarg A

oznaczonego w ten sposéb Kata zapisuje- a=24° +AOB
my tak: |+ AOB]. [£A0B| = 24°
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KATY. KATY W TROJKATACH
I W CZWOROKATACH

Przypomnijmy, Ze dwie rézne polproste

o wspdlnym poczatku dziela plaszczyzng

na dwa katy; polproste to ramiona obu ka-

tow. Jesli te ramiona nie leza na jednej

prostej, to jeden z katow jest katem wypu- 8

Kiym, a drugi — wKlestym. Suma ich miar )
Jest réwna 360°. B=360"-a

Kat jest wypukly, gdy jego miara nalezy do zbioru (0°180°) U {360°).

Kat pelny ma 360°.

! Kqt prosty ma 90°.  Kat pélpelny ma 180°.

= e

| Kat « jest ostry, Kat « jest rozwarty, |
| gdy ace (0%907). gdy o« € (90%5180°). /

CWICZENIE A Tle katéw wklgslych mozna wska- : /

za¢ na rysunku obok?

Kat o jest wklesty,
gdy « < (180°360°).

Warto wiedziec!
Figure J nazywamy wklesla, gdy istnicje odcinek o koricach nalezacych
do figury 7, ktéry nie zawiera si¢ w tej figurze. Jesli kazdy z odcinkow
o koncach nalezacych do figury  zawiera si¢ w tej figurze, to t¢ figure
nazywamy wypukla.

Przyklady figr wklgslych Przyklady figur wypuklych

SCHERVILY;
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WICZENIE B Jakie miary maja Katy, kio- 35
na rysunku obok zaznaczono literami X w
@, X i W (czyt. fi, chi, psi)?

Katy przylegle Katy, ktére maja wspolne ramie i two-

123 razem kat polpelny, nazywamy ka-
tami przyleglymi. Suma miar katéw
przyleglych jest rowna 180°.

7

y=180°-6

Gdy ramiona jednego Kata sa przediu-
zeniami ramion drugiego kata, to takie

8 Kkaty maja réwne miary i nazywamy je
« « katami wierzcholkowymi. Dwie prze-
cinajace si¢ proste tworza dwie pary
Kkatow wierzchotkowych.

Katy wierzchotkowe

CZENIE C Narysuj dwie przecinajace si¢ proste i wskaz na tym rysunku dwie

pary katéw wierzcholkowych oraz cztery pary katow przyleglych. N
zadaia 14

Prosta, ktora przecina dwie proste row-
nolegle, jest nachylona do kazdej z nich
pod takim samym katem.

Jest tez odwrotnie — jesli jaka$ pro-
sta przecina dwie inne proste i kazda
2 nich pod tym samym katem, to te
proste musza byé réwnolegle.

WICZENIE D Proste m i n na rysunku
obok s réwnolegle. Jakie miary maja
katy oznaczone literami?

Jezeli dwie proste sg przecigte trzecig prosta, to mozemy wskazac cztery
pary katow, ktére nazywamy odpowiadajacymi, oraz cztery pary Katow
nazywanych naprzemianleglymi.
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Na kazdym z ponizszych rysunk6w prosta przecina dwie proste rownole-
gle, wiee dwa zaznaczone katy maja réwne miary.

Katy odpowiadajace Katy naprzemianlegle

+TF >
3

wadonia 57

il Pr jane dotad wi éci mozemy wykorzystac do
twierdzenia o katach trojkata.

Twierdzenie

Suma miar kqtow tréjkata I
Jest rowna 180°,

Dowéd
Niech o, f i y oznaczaja katy tréjkata KLM. Pokazemy, ze o+ +y = 180°.

Przez wierzcholek M trojkata KLM prowa-
dzimy prosta rownolegla do prostej KL.
Oznaczmy przez 6 i @ katy, ktdre razem
2 katem y tworza kat polpelny, czyli:
S+@+y=180°

Prosta KM przecina dwie proste rownolegle, wiec = &, bo sa to katy naprze-
mianlegte. Podobnie f = .
Zatem: «+Bry=0+@+y=180° O

ZENIEE W tréjkacie rownoramiennym jeden z katow ma 70°. Jaki
maja pozostale katy tego tréjkata?

ary

wadaia5-17 )
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[ Poniewaz dowolny czworokat mozna po-

dzielic¢ jedna z przekatnych na dwa tréjka-
ty, wiee suma miar katow obu tych tréjka-
16w to suma miar katow czworokata. Praw-
dziwe jest zatem nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie

Suma miar kqtow czworokata x
Jest réwna 360°.

3
Y|
@ +B+Y+6=360"
2adoia 1819 )

V. Korzystajac z wlasnosci katow iadajacych lub katéw janle-
glych, mozna uzasadni¢ ponizsze wlasnosci trapezu i réwnolegloboku.

Twierdzenie
lezqcych przy tym samym ramieniu o ¥

Jest réwna 180°. «+B=Y+5=180
CWICZENIE F Zapisz dowod 0 EC .
o katach w trapezie, wzoruj na do- ofB N
wodzie twierdzenia o sumie miar ktow A
trojkata. Skorzystaj z rysunku obok. A B

Twierdzenie
W réwnolegloboku przeciwlegte katy maja
Jednakowe miary, a suma miar katow
lezacych przy tym samym boku
Jest rowna 180°.

CWICZENIE G Proste a i b oraz m i n za-
wieraja boki rownolegloboku, czyli a || b
i m |l n (zob. rysunck obok). Wskaz katy,
kiére maja t¢ sama miare jak kat «, oraz
Katy, kiére maja taka sama miare jak kat
B. Korzystajac z tego rysunku, udowodnij
powyZsze twierdzenie.

wadonia 2023
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ZESTAW ZADAN

1. Korzystajac z informacji pod rysunkiem, oblicz miary katow « i B.
b)

B=o+16°

2. Punkty T, O, P na rysunku obok leza na jednej
prostej oraz [«SOR| = 50°, |« TOR| = 110°. Oblicz
miare kata wkleslego POS.

3. Popatrz na rysunek obok. Uzasadnij, ze

40" N\>25° punkty A, B, C nie leza na jednej prostej.

4. Na rysunku obok trzy proste przecinaja si¢ w punkcie O.
a) Podaj miary katow wkleslych:

«DOB  <EOA  «COD  <EOF
b) Wskaz dwa katy rozwarte, ktére sq katami wierz-
chotkowymi. Tle jest par takich katow?

© 9 lle par katow przyleglych mozna wskazac na tym
rysunku?

5. Proste m i n sq réwnolegle. Jakie miary majq katy oznaczone literami? o, B, y,
3, w?

n 52" y \106' I
B \ 84’/
m (1 63°
475 \6 Iw
6. Proste Kolorem ni im sq 16 Oblicz miary katéw ozna-

czonych literami.

a) b)

KATY. KATY W TROJKATACH | W CZWOROKATACH 49



<

7. Ponizsze rysunki przedstawiaja dwa réwnolegloboki 1 trapez. Znajdz na tych
rysunkach katy, ktére maja takie same miary jak Katy o, 8, y 1 .

D c H G LK

A B E F 1 J

8. Jakie miary maja katy tréjkata zaznaczonego kolorem niebieskim?

a) 281

9. Jaki jest zwigzek miedzy katami o i B2

a) c b) F 9 I
& o
o
o
1 B B I B
B D E G
|€ACB| =90° |DE| = |EF| IGH| = |GI|

10. Oblicz miary katéw tréjkata prostokatnego, w ktérym:

a) roznica miar katow ostrych wynosi 20°,

b) jeden z katéw ma miare trzykrotnie wicksza niz inny Kat tego trojkata (rozpatrz
dwa przypadki),

© suma miar pewnych dwoch katow jest 11 razy wieksza od miary trzeciego kata.

11. Stosunek miar katow tréjkata jest réwny 1:
tréjkata.

:10. ZnajdZ miary katow tego

12. Katy pewnego trojkata maja miary « - 2°, 2a- 16° i 4 +23°. Uzasadnij, e ten
réjkat jest réwnoramienny.

13. Oblicz miary katéw tréjkata réwnoramiennego, w ktérym:
a) kat przy podstawie ma miar¢ 7 razy mniejsza od miary kata miedzy ramionami,

b) miara kata miedzy ramionami jest o 30° wieksza od miary kata przy podstawie.
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© 14. promienie stoneczne padaja pod
katem 50° do powierzchni ziemi. Pio-
nowy patyk rzuca cieii. Pod jakim
katem nalezy pochyli¢ patyk w stro-
ne cienia, aby patyk i jego ciefi mialy
te sama dlugosc?

® 15. Popatrz na rysunck obok. Odcinek €D dzieli A =

tréjkat réwnoramienny ABC (|AB| = |AC|) na dwa
trojkaty réwnoramienne (ICD| = |AD| = [CBI). Jaka

miare ma kat o? D
B
16. Uzasadnij, ze tréjkat iebi kolorem jest
a b
d ) 134° b
His00 3
100,
120, o8
A
D N 55 [
B E F I L 7

“17.Punkty A, B i C sa niewspotliniowe. Kat przylegly do kata ABC ma miare
dwa razy wicksza od miary kata BAC. Uzasadnij, Ze trojkat ABC jest trojkatem
réwnoramiennym.

41V 18. Jakie miary maja katy narysowanego czworokata?

140°
A

D

19. a) Katy pewnego czworokata maja miary &, 2e, o +20°, o~ 10° Jaka miare
ma kat «? Jaka miare ma a jaka — naj jszy kat tego

b) Zaleznosci miedzy katami «, B, y i & pewnego czworokata sq nastepujace:
= a+20, y = 4a+30° i & =y -20°. lle razy miara najwickszego kata jes
wieksza od miary najmniejszego kata w tym czworokacie?
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4V 20.Korzystajac z informacji na rysunku, podaj miary katéw réwnolegloboku.
a) D C b H G 9 K

43|

125
A

21. Korzystajac z informacji na rysunku, podaj miary katéw trapezu.
52/
a) b) G Cl Xlk
D 35 “

135, B 70" 40° 8
A B E F 1 J

22. Jedna z przekatnych réwnolegloboku, ktéry nie jest rombem, dzieli go na dwa
tréjkaty réwnoramienne. W kazdym z tych trojkatow kat midzy ramionami ma
miare 50°. Jakie miary maja katy tego réwnolegloboku?

© 23. Naszkicuj romb i polacz odcinkami $rodki sasiednich bokéw. Wykaz, ze
W otrzymanym czworokacie wszystkie katy sa proste (czworokat jest prostokatem).

MINISPRAWDZIAN a
140,

51. Jakq miare ma kat « przedstawio- b

ny na rysunku obok?

A30°  B.40°  C.50°  D.60° N allb

52 Jakq miare ma kat « przedstawiony na ry-
sunku obok?

A.50° B.95° C.105° D. 145°

53. Najwickszy kat trapezu ABCD narysowa-
nego obok ma miare:

A.120° B. 130° C. 140° D. 150°

54. Na rysunku obok przedstawiono trapez.
Jakq miare ma kat a?

A.17,5° B.35° C.70° D. 90°

.
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PODSTAWOWE WEASNOSCI TROJKATOW

ZENIE A a) W tréjkacie ABC dane sa: |AB| =
kat tego tréjkata jest najwiekszy?

b) W tréjkacie KLM dane sq | <KLM| = 71°i | €LKM| = 66°. Ktéry bok tego
tréjkata jest najdiuzszy?

L IBC| = 14, |AC . Ktory

w im rozdziale 0 sumie miar kat6w tr
kata. Warto tez pamigtac, ze w tréjkacie najdluzszy bok lezy naprzeciw
kata o najwickszej mierze, a najkrotszy bok lezy naprzeciw najmnicjszego
kata.

adario 12 )

Teraz przypomnimy dwie wazne wiasnosci tréjkatow.

CWICZENIE B Dwa boki tréjkata maja dlugosci 5cm i 2cm. Czy trzeci bok troj-
kata moze mie¢ dlugos¢ 7cm? Czy moZe mie¢ dlugosc 2 cm?

Nie zawsze z trzech wybranych odcinkéw mozna zbudowaé tréjkat. Wa-
runek, jaki musza spelnia¢ boki tréjkata, jest opisany przez ponizsze

twierdzenie.
Twierdzeni
(nieréwnosé tréjkata) 5 b
Suma dlugosci dwach
bokow trojkata jest wigksza @
niz dlugosc trzeciego boku. a+b>c b+c>a a+c>b

Uwaga. Jesli dane sq trzy odcinki o roznych dlugosciach, to aby stwierdzié, czy
mozna skonstruowa¢ z nich tréjkat, wystarczy sprawdzic, czy suma dlugosci
dwdch krétszych odcinkéw jest wicksza od dlugosei trzeciego odcinka.

VICZENIE C Dane s3 odcinki o dlugosciach a =2, b =5, ¢
takie trzy z nich, ktére moga by¢ bokami tego samego trojkata.

, d = 9. Wybierz

wadoia 37

il Pole tréjkata jest rowne polowie iloczy-
nu diugosci boku i wysokosci poprowa-
dzonej do prostej zawierajacej ten bok.

wadaia5-14 )
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ZESTAW ZADAN

1. a) Ktory z bokéw trj- )
Kata ABC jest najdluzszy,
a ktory — najkrotszy?

b) Ktory z katow tréjkata
KLM jest najwiekszy, a kt6- o5 55° A )
1y — najmniejszy? A B K 0 L

2. a) Boki tréjkata ABC maja dlugosci: |AB| = 17, BC| = 12, |AC| = 15. Ktory Kat
tego trojkata jest najwiekszy, a ktory — najmniejszy?

b) W réjkacie ABC katy majq miary: |% BAC| = 50°, |4 CBA| = 85°. Ktéry bok tego
trojkata jest najdiuzszy, a ktéry — najkrétszy?

3. Sprawdz, czy tréjkat moze mie¢ boki diugosci:
a) 2dm, 15cm, 32cm 9 6,3v2, 7-V3

b) 6mm, 4cm, 3cm d) V8, VI8, 5

4. Dwa boki tréjkata réwnoramiennego majq diugosci i b. Odpowiedz, jaka diu-
08¢ moze mieé trzeci bok, jesli:

9 b=2a
Cap-a2

5. W pewnym czworokacie ABCD boki maja dlugosci: |AB| = 9cm, [BC| = 11cm,
|CD| =15 cm, |AD| = 8 cm. Czy przekatna AC moze mie¢ diugosé 21 cm?

6. Ustal, czy w trojkacie stosunek dlugosci bokéw moze wynosic:
a) 2:4:7 b) 3:6:8 9 4:5:9

7. Czy kolejne boki czworokata moga mie¢ diugosci: 7 cm, 6 cm, 16 cm i 2 cm?

Il 8. Oblicz pola ponizszych tréjkatéw. Przyjmi, ze bok kratki ma dlugos¢ 1.

ANAY A
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9. Na rysunku obok proste AB i EC sa réwno- E c
legle. Pole tréjkata ADE jest rwne 35. Oblicz
pola trojkatow ADC, DBC i ABC.

10.2) Boki pewnego tréjkata o polu row-
nym 14 maja diugosci 5, 7 i 4v2. Oblicz A 7 D 9 B
dlugos¢ najkrotszej wysokosci tego tréjkata.

b) Boki pewnego tréjkata prostokatnego maja dtugosci 3, 3v/2 i 3v/3. Jakie pole ma

ten tréjkat?

11. Popatrz na ponizszy rysunek. W trdj- 12, Pole tréjkata KLN przedstawione-
kacie ABC dane sq diugosci bokéw oraz  go na rysunku ponizej jest réwne 13,5.
dlugos¢ jednej wysokosci. Oblicz pozo-  Oblicz pola tréjkatow KLO i KLM. Ja-

stale wysokosci tego trojkata. Kie pole ma trojkat OLM?
c
10 8v2
8
A 4 B

13.W tréjkacie ABC wybrano na boku BC taki punkt D, ze |BD| = 2|DC]. Pole
tréjkata ABD jest réwne 18. Jakie pole ma trojkat ABC?

14. Wysokosci pewnego tréjkata wynosza 12, 111 i 1213. Obwdd tego tréjkata jest
réwny 42. Oblicz diugosci wszystkich jego bokow.

MINISPRAWDZIAN

51. Jeden z bok6w trojkata ma diugosc 8. Pozostale dwa boki moga mie¢ diugosci:
A2i5 B.21i 10 €101 20 D.20 i 22

52. W trojkacie ABC dane sa: |AB| = 4 i |BC| = 6, a wysokos¢ opuszczona na bok
AB ma dlugosc 5. Jaka dlugos¢ ma wysokos¢ tego trojkata opuszezona na bok BC?

1 2 2
A3 B. 33 { 33 D. 63

53. Jeden z kat6w tréjkata ma miare 70°. Wskaz zdanie prawdziwe.
A. Ten trdjkqt nie moze by¢ rozwartokatny.

B. Naprzeciw tego kata moze lezec najkrotszy bok.

C. Ten trdjkqt nie moze by¢ réwnoramienny.

D. Naprzeciw tego kata moze leze¢ najdiuzszy bok.
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TWIERDZENIE PITAGORASA | TWIERDZENIE
ODWROTNE DO TWIERDZENIA PITAGORASA

Twierdzenie Pitagorasa

) a  Wrdjkacie prostokatnym suma kwadratow
dtugosci przyprostokatnych jest rowna
G dhugosci przeciwp .
@b =

Dowéd
Niech a i b oznaczaja dlugosci przyprostokatnych trjkata prostokatnego, zas
€ nicch oznacza dlugos przeciwprostokatnej. Wykorzystujac wlasnosci pél
figur, udowodnimy, ze a? +b? = c?

Na przeciwprostokatnej ¢ budujemy kwadrat (zob.
pierwszy rysunek). Nastepnie do trzech bokow kwa-
dratu dokladamy trzy identyczne tréjkaty prosto-
Katne o bokach a, b i ¢ (zob. drugi rysunek).

Poniewat kat kwadratu o boku c i sasiadujace z nim

dwa katy ostre tréjkatow tworza kat pélpelny, wiec 4
otrzymana figura to czworokat, a dokladnicj —
kwadrat o boku a +b.

Pole tego kwadratu wynosi: P = (a+b)? = a’+2ab+b*

Poniewaz otrzymany kwadrat sklada si¢ z czterech
tréjkatéw i kwadratu o boku ¢, wige jego pole moz- 3 a
na tez obliczy¢ w nastepujacy sposcb: b

P=4.

&

+ct=2ab+c?
2 ¢

Wobec tego mozemy zapisac réwnos

a?+2ab+b? =2ab +c? >
Stad: a®+b*

Z historii

Pitagoras z Samos (572-497pne)  si¢ nawet w rosline. Prowadzli oni
2yl w Grecji w czasach, gdy w In-  rwnieZ dzialalnos¢ naukowa.
diach nauczat Budda, a w Chinach  Nie wiadomo, czy twierdzenie Pita-
Konfucjusz. Pitagoras byl nie tylko  gorasa udowodnil po raz pierwszy
‘matematykiem, ale takze filozofem.  sam Pitagoras, czy tez KtGrys z je-
Zalozona przez niego szkola filo-  go uczniow. Jest natomiast pewne,
zoficzna glosila min. wiarg w re- e bylo ono znane wezesnicj, gdyz
inkarnacje. Pitagorejczycy wierzyli,  znaleziono przyklady jego uzycia
e dusza czlowicka moze weielié  juz w egipskich papirusach.
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Oto inne sformulowanie twierdzenia Pitagorasa:

W tréjkqcie prostokqtnym suma pol kwadratow
Zzbudowanych na przyprostokatnych jest rowna
polu kwadratu
katnej.
Twierdzenie w tej wersji mozna udowods
dzielac dwa mniejsze kwadraty na takie czesci,
aby mozna bylo z nich zlozy¢ wigkszy kwadrat.
Tego typu dowodéw twierdzenia Pitagorasa jest
wiele (kwadraty mozna dzieli¢ na rézne spo-
soby). Jeden z nich zostal na
rysunku obok.

Wielkos¢ ekranu telewizora okreslamy, podajac dfugosé jego prze-
katnej (w calach). Jakie wymiary w centymetrach ma 24-calowy ekran, jezeli
stosunek jego szerokosci do wysokosci wynosi 4:3? (1 cal = 2,54 cm)

Wykonujemy rysunek pomocniczy; stosunek 4:3 oznacza,
3x 2e jedli dla pewnego x szerokos¢ ekranu wynosi 4x, to wy-
Sokos¢ ekranu wynosi 3x.

ax

(4x)2 +(3x)2 = 242

242 Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa (musimy pamieta¢, ze
wynik otrzymamy w calach).

16x% +9x°

25x2 = 247

35 Litera x oznacza diugosé pewnego odcinka, czyli jest liczba
dodamln wve( ujemnego rozwiazania réwnania kwadrato-
g wego (%) nie bierzemy pod uwage.

Wysokos¢ ekranu =3 - 2% cali =3+ 2% 2,54cm =~ 36,6cm

Szerokos¢ ekranu = 4 - 5% - 2,54cm ~ 48,8cm

Odp. Ekran telewizora ma wymiary (w przyblizeniu) 48,8 cm x 36,6 cm.
ZADANIE Jedna z przyprostokatnych tréjkata prostokatnego jest dwa razy diuz-

sza od drugiej. Przeciwprostokatna ma dlugos¢ 10. Oblicz dlugosci przyprostokatnych

tego tréjkata.
sadania 1-8 )
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CWICZENIE A Tréjkat przedstawiony na rysunku obok jest
rownoboczny. Wysokos¢ dzieli ten tréjkat na dwa trojka-
ty prostokatne. q a

a) Zapisz rownos¢ wynikajaca z twierdzenia Pitagorasa
dla jednego z tych tréjkatow i wyznacz z niej h

b) Jakie pole ma tréjkat réwnoboczny o boku a?

CWICZENIE B Trojkat przedstawiony na rysunku obok jest o b
prostokatny réwnoramienny. Zapisz rownos¢ wynikajaca
2 twierdzenia Pitagorasa dla tego trojkata i wyznacz b.

a

Wzory pozwalajace obliczyé wysokosé i pole trojkata réwnobocznego oraz
dlugos¢ przekatnej kwadratu mozesz zawsze latwo otrzymad, korzystajac
2 twierdzenia Pitagorasa.

h="f
Y, N 23 4" la d=avz
4 8
@ @

CWICZENIE C Jedna z przekatnych rombu dzieli go na dwa trojkaty réwnobocz-
ne. Jaki jest stosunck dlugosci przekatnych tego rombu?

danias-14

CWICZENIE D Podane zdania to implikacja i implikacja do niej odwrotna. Ktére
2 tych zdan sa prawdziwe?

a) Jesli jeden z katéw trojkata jest prosty, to dwa katy tego tréjkata s ostre.
Jesli dwa katy tréjkata s ostre, to jeden z katow tego tréjkata jest prosty.
b) Jesli tréjkat jest rownoboczny, to kazdy kat tego trojkata ma miare 60°.
Jesli kazdy kat trojkata ma miarg 60°, to ten trojkat jest réwnoboczny.

7my, 7e twi i mozna ¢ w postaci naste-
pujacej implikacji:
Jesli
tréjkat jest prostokqtny,
to

suma kwadratow dlugosci dwdch krétszych bokow
Jest réwna kwadratowi dlugosci trzeciego boku.

Uzasadnimy teraz, ze implikacja odwrotna takze jest prawdziwa.
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Twi ie odwrotne do twi itag
Jezeli suma kwadratéw dlugosci dwdch bokow trdjkata
Jest rowna kwadratowi dlugosci trzeciego boku,
to ten tréjkaqt jest prostokqtny.

Dowéd

Zalozmy, 7 dlugosci bokow tréjkata wynosza a, b i ¢ oraz ze a® + b?
Niech o bedzie katem miedzy bokami a i b. Korzystajac z metody nie Wprcsi
udowodnimy, ze &= 90°

Przypuscmy, 7e o nie jest katem prostym. Moze zatem by¢ katem ostrym lub
rozwartym.

1. Zaléimy, Ze kat o jest katem ostrym
i a>b. Wowczas mamy takq sytuacie, jak

na rysunku obok. Z twierdzenia Pitagorasa b ¢
otrzymujemy:
L { X a-x |
Stad: P
b
Zatem:
a?+b?=c?+2ax, gdzie 2ax>0

Wobec tego:

ateb?>c?

Otrzymana nieréwnos¢ jest sprzeczna z zalozona na poczatku réwnoscia:
a?+b? = 2. Zatem « nie moze by¢ katem ostrym.

Zakladalismy, ze a > b. Dla b > a dowdd przebiegalby analogicznie.
2. Przypusémy, 7e o jest katem rozwartym.

Sytuacie te zilustrowano na rysunku obok.
Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze:

b?-x* oraz h?=c*-(x+a)
- 2ax-a?
Zatem:
a? +b? = c? - 2ax, gdzie 2ax > 0

Wobec tego:
at+b?<c?

Ta nier6wnos¢ jest sprzeczna z zalozeniem. Zatem o nie moze by katem
rozwartym.
Poniewaz kat « nie moze by ani katem ostrym, ani katem rozwartym, musi

wige byé katem prostym. (] donia 522
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ZESTAW ZADAN

1. Oblicz diugosé boku oznaczonego litera.

S b a o
VI3
7 3v2 x><ﬁ
4 a b d
2
4z V3

2. Korzystajac z informacji na rysunku, oblicz dlugosé
odcinka oznaczonego litera.

9
z
5
3. Korzystajac z informacji na rysunku, ustal,
ktéra z figur ma wickszy obwéd — tréjkat czy .l

rownoleglobok. O ile wiekszy?

4. pr trojkata

maja 5cm i 10 cm. Jaka dlugosé ma wysokosé
tego tréjkata poprowadzona z wierzchotka
kata prostego?

5. a) Oblicz pole tréjkata réwnoramiennego, w ktérym podstawa ma dlugosé 6,
a rami¢ ma dlugosé 10.

b) Wysokos¢ tréjkata réwnoramiennego poprowadzona do podstawy ma dlugosc 6.
Jaki obwdd ma ten tréjkat, jesli jego pole jest rowne 122

6. Korzystajac z danych na rysunku obok, oblicz
dlugos¢ odcinka BC.

7. W pewnym tréjkacie réwnoramiennym ramie jest
3 razy dluzsze od podstawy. Oblicz stosunek wyso-
kosci opuszczonej na podstawe trojkata do dlugosci
tej podstawy. A

8. W tréjkacie réwnoramiennym o obwodzie 18 wysoko$¢ opuszczona na podstawe
jest o 1 diuzsza od diugosci tej podstawy. Oblicz pole tego tréjkata.
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41l 9. Zapisz wzor, ktéry pozwala obliczaé:
a) dlugosé boku a tréjkata réwnobocznego, gdy dane jest pole P tego trojkata,
b) obwdd d trojkata réwnobocznego, gdy dana jest wysokosé h tego tréjkata,
© pole P trojkata réwnobocznego, gdy dana jest wysokosc h tego trojkata,
d) obwod d trojkata rownobocznego, gdy dane jest pole P tego trojkata.

Warto zapamigtac!

‘Tréjkat prostokatny réwnoramienny to polo-
wa kwadratu, a tréjkat prostokatny o katach
ostrych 30° i 60° to polowa trojkata rowno-
bocznego.

Na rysunkach przedstawiono zaleznosci mie-
dzy dlugosciami bokéw w takich trojkatach.

10.2) Jeden z katw tréjkata prostokatnego ma 45°, a dlugos¢ jednego z bokow
jest réwna 10. Oblicz pole i obwdd tego tréjkata (rozpatrz dwa przypadki).
b) Jeden z katow tréjkata prostokatnego ma 30°, a jeden z bokéw tego tréjkata ma
dlugosc 20. Jaki jest obwod tego trojkata? (Rozpatrz wszystkie przypadki).

11. W okregu o promieniu 8 poprowadzono cieciwe. Jaka dlugosé ma ta cieciwa,
jesli jej odleglosé od srodka okregu jest rowna 67

12.2) Na 25-metrowym basenie plywackim tory sq rozdzielone naprezong ling. Na
jaka wysokos¢ nad powierzchnie wody mozna by unies¢ srodek tej liny, gdyby jej
dlugos¢ zwickszy¢ o 1 m?

b) Wyobraz sobie, ze o 1m wydluzono ling rozdziclajaca tory na basenie 50-me-
trowym. Jak myslisz, czy Srodek liny mozna unies¢ wyzej czy nizej niz w wypadku
basenu 25 Sprawdz swoja iedz, wykonujac obliczenia.

13. Czy przez drzwi o szerokosci
i wysokosci 2m mozna przenies¢ lustro
w ksztalcie kola o promieniu 106 cm?
OdpowiedZ uzasadnij.
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©14. czy przez okno w ksztalcie kwa-
dratu o boku 95cm mozna przenies¢
pudio w ksztalcie prostopadtoscianu
o wymiarach 30 cm x 1 m x 1,5 m? Od-
powiedZ uzasadnij.

€ 15. sprawdz, czy tréjkat, ktorego boki maja podane diugosci, jest trojkatem pro-

stokatnym.

a) 20, 26, 32 9 345, 6v2, 313 €) 3dm, 3,6dm, 20cm
b) 3V7, 12, 9 d) 2V2, 3+2, V3+672 f) 1,2m, 5dm, 130cm
16. Na sznurkac supelki w j h Sciach, a sznurki roz-

picto na kotkach. Przy ktérym kotku sznurek wyznaczyt kat prosty?

17. Czy réwnoleglobok o bokach diugosci 6 i 9 oraz przekatnej dhugosci 12 jest
prostokatem? Odpowiedz uzasadnij.

©18. Sposrad odcinkéw przedstawionych na rysunku wybierz trzy, z ktérych mozna
zbudowa¢ tréjkat prostokatny. (Uwaga. Zadanie ma pie¢ rozwiazai).

19. Czy kat « ma miare 60°?

a) b)
V3 3 2V6 V14
« 30 30° o
2V3 52 E b
20. Bok szesciokata foremnego ABCDEF ma dlugos F C
a) Oblicz diugosci przekatnych tego szesciokata.
b) Wykaz, ze trjkat BCE jest prostokatny. A B
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21. Tréjkat o bokach dlugosci 3, 4 i 5 jest prostokatny. Czy istnieje inny tréjkat
prostokatny, ktérego dlugosci bokéw sa kolejnymi liczbami naturalnymi?

Warto wiedziec!

Trzy liczby naturalne, kiére moga by¢  Oto ogélna metoda znajdowania trojek
dlugosciami bokow tréjkata prostokat-  pitagorejskich:

nego, nazywamy trdjkq_pitagorejska.  wybieramy dodatnie liczby naturalne p,
Oto przyklady takich tréjek: 4, takie ze p > g > 0, i obliczamy a, b i ¢

3,4,5 5,12,13; 40, 198, 202, wedlug wzorow:
Juz 3,5tys. lat temu Babiloriczycy znali a=p’-q° b=2pq c=p’+q’
wiele takich tréjek. Okazuje sic, ze jest  Tak otrzymane liczby spelniaja warunek:
ich nieskoriczenie wiele. a+p=c

22. a) Znajdz kilka tréjek pitagorejskich, korzystajac z metody opisanej wyzej.

b) Uzasadnij, ze liczby a, b i ¢ obliczone ze wzoréw podanych w cickawostce spel-
niaja warunek a? + b?

 Znajdz tréjke pitagorejska, w ktorej najwieksza liczba jest 20.
d) Znajdz tréjke pitagorejska, w ktorej najwieksza liczba jest 34.

MINISPRAWDZIAN

51. Dwa boki tréjkata maja diugosci 7 i 24. Ktére z podanych zdar jest fatszywe?
A. Gdy trzeci bok ma dlugosé 25, to trojkat jest prostokqtny.

B. Gdy trzeci bok ma dlugosé +/526, to trdjkat jest prostokqtny.

C. Dtugosé trzeciego boku nie moze by¢ réwna 16.

D. Dlugosc trzeciego boku moze by¢ réwna 28.

52. 0 ile procent wysokos¢ tréjkata réwnobocznego jest krétsza od jego boku?
A. 0 mniej niz 15% B. 0 wiecej niz 33% C.o15% D.033%
53. Najdluzszy bok tréjkata prostokatnego ma dlugosé 6, a najkrétszy ma diu-
gos¢ 2. Oblicz wysokos¢ tego tréjkata poprowadzong z wierzcholka kata prostego.
A H2 B.4v2 c. 33 D. 2410

& . . 3 . 24

54. Rysunki przedstawiaja cztery maszty o wysokosci 12 m, podtrzymywane przez
napicte liny. Jeden z nich nie jest ustawiony pionowo. Ktéry?

A B. C D.
13) 15, 20 14
5 9 16 7
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WELASNOSCI TROJKATOW (CD.)

O dwoch wielokatach méwimy, ze sa

)
przystajace, jesli Kolejne boki jedne- “\a
go wielokata maja takie same dlugosci g B
jak odpowiednie kolejne boki drugiego oA

wielokata i katy miedzy odpowiadaja-
cymi sobie bokami maja réwne miary.

Aby stwierdzié, czy dwa tréjkaty sa przystajace, nie trzeba sprawdzaé,

czy wszystkie odpowiednie boki maja rowne dlugosci i czy wszystkie

odpowiednie katy maja réwne miary. Mozna bowiem skorzysta¢ z cech
tréjkatow, kdre pr ponizej.

CECHY PRZYSTAWANIA TROJKATOW

» Cecha bbb
» ¢ Jesli boki jednego tréjkata majq takie same
a e dtugosci jak odpowiednie boki drugiego trdj-
a kata, to tréjkaty sq przystajqce.
Cecha bkb

b Jesli dwa boki jednego trojkata majq takie sa-
by me dlugosci jak odpowiednie boki drugiego
> trdjkata i katy miedzy tymi bokami sq rowne,

a to tréjkaty sq przystajace.

Cecha kbk
esli bok jednego trdjkata ma takq samq diu-

i
gosé jak bok drugiego trdjkata, a katy jednego
) trdjkata przy tym boku sq réwne odpowied-
nim kqtom drugiego trojkqta, to tréjkaty sq
a

przystajace.

CWICZENIE A Z Kidrej cechy przystawania tréjkatéw wynika, Ze narysowane
trojkaty sa przystajace?

sadaio 12

Korzystajac z cech przystawania tréjkatéw, mozna udowodni¢ niektére
wlasnosci geometryczne.
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Przypomnijmy, ze symetralna odcinka to prosta do niego prostopadia
i przechodzaca przez jego srodek.

Twierdzenie " %
Punkt nalezy do symetralnej odcinka |PA| = |PB|
weedy i tylko weedy, gdy
Jest jednakowo oddalony od jego koricdw. p1
Dowéd

Pokazemy, ze jesli punkt P lezy na symetralnej odcinka AB, to [PA| = |PBI.

Niech S bedzie srodkiem odcinka AB i P # S. Troj-
katy ASP i BSP maja wspolny bok SP. Ponadto
1AS| = ISB| i Kat o wierzcholku S w obu tréjkatach
jest prosty. Zatem z cechy bkb wynika, ze trjkaty te
sa przystajace. Wobec tego |PA| = |PB].

Gdy P =S, to oczywiscie takze |PA| = |PBI.

Pokazemy, ze jesli punkt K lezy w jednakowej odleglosci od koricow odcinka
AB, 10 lezy on na symetralnej tego odcinka.

Niech S bedzie Srodkiem odcinka AB i K # S. Troj-
katy ASK i BSK maja odpowiednie boki tej samej
dlugosci, wiee z cechy bbb wynika, ze trojkaty te
sa przystajace. Wobec tego < ASK| = [4BSKI, a po-
niewaz sa to katy przylegle, wiec oba s katami
prostymi. Wynika stad, e prosta KS jest symetral-
na odcinka AB.

Gdy K = S, to oczywiscie K lezy na symetralnej od-
cinka AB. OJ

Twierdzenie
W kazdym trdjkacie symetralne bokow przecinajq si¢
w jednym punkcie.

Dowsd
Niech S bedzie punktem przecie-
cia symetralnych bokéw AB i AC
w tréjkacie ABC. Z wlasnosci syme-
tralnej wynika, ze [SA| = |SB| oraz
[SAl = ISCl.

Stad ISBI = 1SC, a to oznacza, ze
punkt § lezy takze na symetralnej B
boku BC. [ zadania 13-15 )
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Przypomnijmy, ze dwusieczna kata to péiprosta, ktéra dzieli ten kat na
dwa Katy o réwnych miarach,

Twierdzenie

Punkt nalezqcy do kata wypukiego
lezy na jego dwusiecznej
weedy i tylko wiedy,
gdy jest jednakowo odlegly
od obu ramion kata.

Bedziemy korzystac z tego twierdzenia tylko dla katow ostrych, prostych
lub rozwartych, wiee dowod przeprowadzimy dla takich katow.

Dowéd

Pokazemy, 7e jesli punkt P lezy na dwusiccznej kata o wierzchotku I (ostrego,
prostego lub rozwartego), to odleglosci punktu P od ramion kata sa réwne.

Niech P 4 W i PA L WA oraz PB L WB. Trojkaty
WPA i WPB sa prostokatne i maja wspolny bok WP.
Ponadto katy lezace przy tym boku sa w obu tréj-
Katach takie same. Zatem z cechy kbk wynika, Ze
trojkaty te sa przystajace. Wobec tego [PA| = |PBI.
Gdy P = ¥, to oczywiscie odleglosci punku P od obu
ramion kata 53 jednakowe (réwne 0).

Pokazemy, 7 jesli K jest takim punktem Kata (ostrego, prostego lub rozwarte-
£0) 0 wierzcholku W, kiéry lezy w rownych odleglociach od ramion ata, to
punkt ten lezy na dwusiecznej tego kata.

R

Twierdzenie

Niech K # W i KR LWR, KT LWT oraz [KR| = IKTI.
Tréjkaty WTK i WRK maja po dwa odpowiednie boki
tej samej dlugosci. Z twierdzenia Pitagorasa wynika,
ze IWRI = [WTI. Z cechy bbb wynika, ze te trojkaty
sa przystajace. Wobec tego |+ TWK| = [<KWR|, czyli
punkt K lezy na dwusiecznej kata TWR.

Gdy K = W, to oczywiscie punkt K lezy na dwusiecz-
nej kata. [

W kazdym tréjkacie dwusieczne kqtow przecinajq si¢

WICZENIE B Udowodnij powyzs

w jednym punkcie.

e twierdzenie, wzorujac si¢ na dowodzie

twierdzenia o punkcie przeciccia symetralnych bokéw tréjkata.
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Twierdzenie o dwusiecznej

Jezeli w trdjkacie ABC dwusieczna kata
o wierzchotku C przecina bok AB

w punkeie D, to stosunek |AD| : |BD| A B
Jest rowny stosunkowi |AC| : |BCI. 14DI _ 1Ac]
|BD| I1BC|
Dowod

Niech w tréjkacie ABC dwusieczna kata o wierzcholku C przecina bok AB
w punkcie D. Punkt ten lezy na dwusiecznej kata ACB, wiec jego odleglosc
od ramion AC i BC sa rowne (zob. twierdzenie podane u géry poprzedniej
strony). Na rysunku odleglosci te oznaczono litera a.

Pole tréjkata ADC mozna zapisa¢ na dwa
sposoby, wiee otrzymujemy rownosc:

ADLh _ ACLa
2 B

Stad: a0l g
Tacl = h

Dia trojkata BDC otrzymujemy:

BDIh _ BCl-a
2 2

Stad:

s
S

Wobec tego: :70\ =182 0

ci = et sadania 16-20 )

IV Odcinek laczacy wierzcholek tréjkata ze Srodkiem przeciwleglego boku
nazywamy $rodkowa tréjkata.

CWICZENIE C Narysuj dwa dowolne tréjkaty nieréwnoramienne.

a) W pierwszym tréjkacie narysuj proste zawierajace wysokosci trojkata.

b) W drugim tréjkacie narysuj wszystkie srodkowe tréjkata.

Jesli twoje rysunki z éwiczenia C byly wykonane dokladnie, to na kazdym
2 nich dorysowane linie powinny sie przeciac w jednym punkcie. Prawdzi-
we jest bowiem nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie

W kazdym tréjkqcie:

o proste zawierajace wysokosci przecinajq si w jednym punkcie,

o Srodkowe przecinajq si¢ W jednym punkcie i punkt ten dzieli kazda Srod-
kowq w stosunku 2 : 1.
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Punkt przecigcia prostych zawiera- Punkt przeciecia $rodkowych troj:
jacych wysokosci tréjkata nazywa-  Kata nazywamy $rodkiem ciezko-
my ortocentrum. $ci wéjkata.

\ ortocentrum srodek cigzkosc
K wolkata trojkata

Ze w tréjkacie 16 or-
tocentrum, $rodek ciezkosci, punkt przecie-
cia symetralnych bokéw i dwusiecznych ka-
16w to ten sam punkt, ktéry dzieli kazda
wysoko$¢ w stosunku 1:2.

e
=

P
=

Uwaga. Jesli trjkat nie jest réwnoboczny, to
ortocentrum, Srodek cigzkosci, punkt przeciecia
symetralnych bokéw i punkt przeciecia dwusiecz-
nych katéw sa czterema réznymi punktami.

CWICZENIE D Wykonaj kolejno czynnosci:

1. Narysuj na kartonie dowolny tréjkat
(racse) duzy) i wytni go. Powie ten txdj- y_
kat na haczyku (miejsce zaczepienia wy-

bierz w pewnej odleglosei od wierzchol- |
kow). Na tym samym haczyku powies A
obciazong nitke. Zaznacz na trojkacie li-

ni¢ wzdluz nitk
2. Wybierz inny punkt do zawieszenia
trojkata i wykonaj te same czynnosci.

3. Znajdz punkt przeci
linii. Sprawdz (rysujac
punkt to srodek cigzko

ia narysowanych
Srodkowe), Ze ten
i rojkata

Warto wiedzi

Pojecie $rodka cigzkosci powinno by¢ ci znane z lekgji fizyki. Na kazdy
punkt ciala fizycznego dziala sila grawitacji. Wypadkowa tych sit przylo-
Zona jest w punkcie zwanym Srodkiem cizkosci. Gdybyémy zatem wycieli
2 kartonu tréjkat, wyznaczyli jego Srodek cigzkosci i przeciagngli przez
ten punkt nitke, to po zawieszeniu na niej trojkata powinien on zawisnaé
poziomo i pozostawaé w réwnowadze.

sodonio 2127
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ZESTAW ZADAN

1. Korzystajac z informacji podanych na rysunku, znajdz tréjkat przystajacy do

zacieniowanego tréjkata.
a) £ 9 r
A C
C 5T
5 D D
627
D
A B
A
B

2. W trojkacie ABC przedstawionymna 3. Czworokat ABCD przedstawiony na
rysunku ponizej punkty D, E, F 53 $rod-  ponizszym rysunku jest réwnoleglobo-
kami bokoéw. Boki tréjkata DEF sq réw-  kiem. Wykaz, ze trjkat ABF jest przy-
nolegle do odpowiednich bokéw tréj-  stajacy do tréjkata CDE oraz Ze trojkat
kata ABC. Uzasadnij, Ze tréjkaty AED,  AED jest przystajacy do trojkata CFB.
EBF, DEF i DFC 53 przystajace.

[4

A E B A B

4. Dwa kwadraty sa polozone tak, jak 5. Dwa kwadraty sa polozone tak, jak
na rysunku ponizej. Wykaz, ze kat o na rysunku. Uzasadnij, e |BE| = |GDI.

jest prosty. G
A
F
a E
<

b B
6. Kazdy trapez mozna po-
dzieli¢ na prostokat i dwa W trapezie réwnoramien-
réjkaty prostokatne. Korzy- nym, ktéry nie jest row-
stajac z cech przystawania noleglobokiem, katy przy
réjkatow, uzasadnij wias- tej samej podstawie majq
nosé trapezu réwnoramien- rowne miary.

nego opisana w ramce obok.
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7. Trojkat ABC przedstawiony na rysunku obok jest row-
noboczny. Punkty K, L i M leza na prostych zawierajacych

boki tego tréjkata, a odcinki AK, BL i CM maja rowne
dlugosci. Wykaz, ze tréjkat KLM jest réwnoboczny. K

8. Udowodnij, Ze w tréjkacie réwnoramiennym:

/\

a) $rodkowe poprowadzone do ramion tego tréjkata maja réwne dlugosci,

b) wysokosci poprowadzone do ramion tréjkata majq réwne diugosci.

9. Udowodnij, Ze tréjkat, ktérego wierzchotkami sq Srodki bokéw tréjkata réwno-

ramiennego, tez jest rownoramienny.

c

10. Tréjkat ABC przedstawiony na rysunku obok jest
réwnoramienny. Na podstawie AB wybrano dwa punk-

ty D, E, takie ze |AD| =
réwnoramienny.

11. Na nieréwnoleglych bokach DC i BC
prostokata ABCD zbudowano tréjkaty
rownoboczne DCF i BCE (zob. rysu-
nek ponize]). Wykaz, ze trojkat AEF jest
rownoboczny.

|EB|. Wykaz, Ze tréjkat DEC jest

AD E B

12. Na kazdym z bokéw kwadratu zbu-
dowano tréjkaty réwnoboczne tak, jak
pokazano na ponizszym rysunku. Uza-
sadnij, ze czworokat ABCD jest kwa-
dratem.

D

13. W tréjkacie ABC dwa boki maja diugosci |AB| = 12 |BC| = 16. Symetralne tych
bokéw przecinaja sie w punkcie S. Przekatna SB czworokata ABCS ma dlugosc 10.
Oblicz pole tego czworokata.

14. Boki tréjkata ostrokatnego maja diugosci a, b i c. Symetralne bokéw przecinaja
sic w punkcie, ktorego odleglos¢ od wierzcholkow tréjkata jest réwna d. Jakie sa
odleglosci tego punktu od poszezegdlnych bokow tréjkata?
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®15. W tréjkacie réwnoramiennym podstawa ma diugos¢ 4, a punkt przeciecia sy-
metralnych bokéw lezy w odleglosci 3 od podstawy. Jakiej dlugosci sa ramiona
tego tréjkata?

c
80"
4l 16.Punkt D (zob. rysunek obok) jest punktem prze-
ciecia dwusiecznych dwoch katow tréjkata ABC. Oblicz g D

miare Kata o.

=

A
17. Dwusieczne AM i BN katow ostrych tréjkata prostokatnego ABC przecinaja sie

w punkcie P. Punkty M i N lezq na bokach trojkata. Uzasadnij, ze najwickszy kat
czworokata CNPM ma miare 135°.

18. W trgjkacie ABC kat ABC ma miarg 40°, a kat BCA Q
— miare 80°. Dwusieczne katéw tego trojkata przecinaja ‘} X

boki w punktach K, L, M, a ich punktem wspdlnym jest L
punkt P, jak na rysunku, Znajdz miary Katow trojkata: .‘

a) AMP b) CLP o BKP P N s

19. W u6jkacie prostokatnym o bokach dlugosci 3, 4, 5 poprowadzono dwusieczng
wigkszego z katéw ostrych, ktéra podzielita trojkat na dwa tréjkaty. Jakie pole ma
wickszy z tych trojkatow?

©20.w wéjkacie ABC dwusieczne katéw o wierzcholkach A i C przecinaja boki
tréjkata odpowiednio w punktach E i D oraz przecinaja sie w punkcie F. Wykaz, ze:

a) 14Dl _ IDE| b) lAELIDE| _ JAD| o IREL, 1BD| _ 1BE|
IACI ~ ICFI IFEIICFI ~ |CE| ICFI " 1ACl ™ ICE|

4V 21. Wysokosci tréjkata réwnobocznego ABC przecinaja sie w punkcie D.
a) Oblicz dlugos¢ odcinka AD, jesli wiadomo, Ze |AB|
b) Jaka jest odleglos¢ punktu D od prostej BC, jesli [BC| = 10?
¢ Jaka jest odleglos¢ punktu D od boku AB, jesli [DC| =122
d) Jakie pole ma tréjkat BCD, jesli |AD| = 202

22.W wéjkacie prostokatnym o bokach dlugosci 6, 8, 10 z wierzcholka kata
prostego poprowadzono $rodkowa i dwusieczng tego kata. Podzielily one prze-
ciwprostokatna tréjkata na trzy odcinki. Jakie dugosci maja te odcinki?

23. W tréjkacie réwnoramiennym podstawa ma dlugosé 6, a dlugosé ramion jest
réwna 9. Jaka jest odleglosé srodka ciezkosci tego trojkata od jego podstawy?
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© 24. Uzasadnij, Ze $rodkowe tréjkata dziela go na
szes¢ rojkatow o rownych polach.

E
25. Odcinki AE i CD (zob. rysunek obok) sa $rodko-
B wymi tréjkata ABC. Punkt F jest srodkiem ciezkosci
b tego tréjkata, a punkty G i H sa Srodkami odcinkéw
A CF i AF. Wykaz, 7 |GE| = |DH|.

© 26. Punkt D (zob. rysunek) jest ortocentrum trojkata ABC. Oblicz miare Kata «.

97"

b)

- 1507

A B D

27. W trojkacie rownoramiennym ABC $rodkowe AM i BN poprowadzone do ra-
mion przecinaja sie w punkcie . Obwéd czworokata MCNP jest réwny 10, a obwéd
tréjkata BCP jest réwny 13. Oblicz wysokos¢ tréjkata ABC opuszczona na podstawe.

MINISPRAWDZIAN

51. Trojkaty przedstawione na rysunku obok F
s przystajace. Wobec tego: c

A. kat przy wierzchotku D ma miarg 60° 3
B. kat przy wierzchotku D ma miare 67° D

C. kat przy wierzchotku F ma miare 60°

D. kat przy wierzchotku F ma miare 53° A3

52. Ktére z ponizszych zdati jest falszywe?

A. Ortocentrum tréjkqta prostokgtnego jest wierzcholkiem tego trojkqta.

B. Dwusieczne katow ostrych tréjkata prostokqtnego przecinaja sie pod kqtem 45°.

C. Odleglosé Srodka cigzkosci trdjkata prostokqtnego od wierzcholka kqta prostego
Jest zawsze dwa razy wigksza od jego odleglosci od przeciwprostokatnej.

D. Odlegtosci punktu przecigcia symetralnych bokéw tréjkqta prostokqtnego od
wierzcholkow tego trdjkata sq jednakowe.

53. Odleglo¢ $rodka cigzkosci pewnego tréjkata réwnobocznego od jego bokéw
wynosi 4. Obwdd tego trojkata jest réwny:

A 12V3 B. 183 C.24V3 D.36V3
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WEASNOSCI CZWOROKATOW

| Wiasnosci katéw w niektérych czworokatach omawialiémy juz wezesniej
(patrz str. 48). Teraz inne wlasnosci 6

ZENIE A’ Przyjmijmy, ze bok kratki ma dlugosé 1. Oblicz pola ponizszych

o @Eg

VICZENIE B Naszkicuj kwadrat, prostokat (ktdry nie jest kwadratem), romb
(kiry nie jest kwadratem) i réwnoleglobok (kiory nie jest rombem ani pro-
stokatem). Zaznacz przekatne tych czworokatow. Zastanéw si¢, co mozna
powiedzieé o przekatnych kazdej z narysowanych figur.

figur

Kwadrat to czworokat, ktérego wszystkie katy sa proste i wszystkie boki
maja jednakowe dlugosci.

Pole kwadratu jest réwne kwadrato-  Przekatne kwadratu majq rowne dlu-
wi dlugosci jego boku. gosci, przecinaja si¢ w polowie i 53
prostopadle.

D c

lACl=1BDI
|AS|=1SCI=1BS|=ISDI
ACLBD

Prostokat to czworokat, ktérego wszystkie katy sq proste.

Pole prostokata jest rowne iloczy-  Przekatne prostokata maja réwne
nowi dlugosci dwoch sasiednich je-  dlugosci i przecinaja sie w polowie.
20 bokéw.

D c

b P=a-b ' |ACl=1BDI
A 14S1=15Cl = BS|=IsDI
@

A B
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Romb to czworokat, ktdrego wszystkic boki maja jednakowe dlugosci.

Pole rombu jest réwne polowie ilo-
czynu dlugosci jego przekatnych.

Przekate rombu  przecinaja si¢
w polowie i sg prostopadie. Prze-
katna rombu dzieli kat rombu na
dwie réwne czesci.

D c
las|=Iscl
1BS|=1SD|
ACLBD

Uwaga. Kwadrat jest rombenm, wiec jego pole mozna te obliczyé, korzystajac ze

wzoru na pole rombu.

Réwnoleglobok to czworokat, ktdry ma dwie pary bokéw réwnoleglych.

Pole réwnolegloboku jest rowne ilo-
czynowi dlugosci jego boku i wyso-
kosci opuszczonej na ten bok.

a

Przekatne réwnolegloboku przeci-
naja sie w polowie.

D. @
lasi=1scl
|1BS|=18D|

A B

Uwaga. Romb jest rownoleglobokiem, wice jego pole mozemy takze obliczac,
korzystajac ze wzoru na pole rownolegloboku.

Trapez to czworokat, Ktéry ma co najmniej jedna pare bokéw réwnole-

glych.

Pole trapezu jest réwne polowie ilo-
czynu sumy dlugosci jego podstaw
i wysokosci.

b
_@+b)-h

a

W trapezie rownoramiennym, Ktéry
nie jest réwnoleglobokiem, przekat-
ne maja réwne diugosci.

D @
|AC| =1BDI
|AS|=1BS|
Iscl=1sDI

A B
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PRZYKLA Przekatne rombu maja diugosci 3 i 5. Jaka wysokos¢ ma ten romb?

D c
Wykonujemy rysunek pomocniczy. Z wiasnosci rombu wyni
ka, ze trjkat ABO jest prostokatny i jego przyprostokatne
maja diugosci 3 i 3 (kazda z nich to potowa odpowiedniej
przekatnej rombu).

Obliczamy dtugos¢ boku rombu, korzystajac z twierdzenia
Pitagorasa dla tréjkata ABO.

Ujemnego rozwiazania réwnania kwadratowego mozemy
nie bra¢ pod uwage, gdyz a to diugos¢ boku.

Przedstawiamy pole rombu na dwa sposoby i zapisujemy
odpowiednia r6wnosc.

Odp. Wysokosé rombu wynosi 153232, czyli okoto 2,6.

ZADANIE | Pole rombu wynosi 32, a jedna z przekatnych ma dhugosé 4. Oblicz
wysokos¢ tego rombu.

2adania 1-

i Przypommane powyzej wlasnosci przekamych kwadratu, prostokata, rom-
mozna sformulowaé za pomoca i. Oto
prasiiad takie] rownowazmosci

Twierdzenie

Czworokat jest réwnoleglobokiem wtedy i tylko weedy,
gdy jego przekqtne przecinaja sie w polowie.

Dowod
Pokazemy, ze jesli czworokat ABCD jest réwnoleglobokiem, to jego przekatne
przecinaja si¢ w polowie.

Niech P bedzie punktem przeciecia przekat- D c
nych réwnolegloboku ABCD. Z cechy kbk v"
wynika, ze trojkaty ABP i CDP sa przystaja-

ce, bo |AB| = ICD| i katy tych

tr6jkatow sq rowne. A B

Stad: 1AP| = IPC| i |BP| = PDI.

Zatem punkt P jest srodkiem przekatnej AC i srodkiem przekatnej BD.
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Pokazemy teraz, ze jesli KLMN jest czworokatem, kidrego przekatne przeci-

naja si¢ w polowie, to jest réwnoleglobokiem.

Niech § bedzie punktem przeciecia prze-
Katnych czworokata KLMN. Trojkaty KLS
i MNS sa przystajace (cecha bkb). Wobec
tego: |[4KLS| = [« SNM|. Zatem KL || MN.

Analogicznie mozna pokazaé, ze KN || ML.

N, M

K L

Wynika stad, ze czworokat KLMN ma dwie pary bokéw rownoleglych, jest

wige réwnoleglobokiem.

WICZENIE C Naszkicuj dwa odcinki o roznych dlugosciach, ale przecinajace

si¢ w polowie. Utwérz czworokat, ktérego przekatnymi sa te odcinki. Z ktérej
sposréd dowodzonych powyzej implikacji wynika, jaki to czworokat?

prostokaty

ZESTAW ZADAN

a)

1. Oblicz pola figur przedstawionych na rysunkach.

9
5
5 5
3 3
réwnoleglobok trapez
b)
4 3 &
2 4 7
réwnoleglobok trapez
76

Wiadomo, ze kazdy réwnoleglobok
Jjest trapezem, kazdy prostokat —
réwnoleglobokiem itp.

CZENIE D Korzystajac ze wzoru na
pole trapezu, oblicz pole:

a) kwadratu o boku dlugosci a,
b) prostokata o bokach dlugosci a i b,
<) réwnolegloboku o boku a i wyso-
kosci h poprowadzonej do tego boku.

zadoia 18-19 )

)

prostokat

T
kwadrat réwnoleglobok

FIGURY NA PLASZCZYZNIE. CZESC 1



2. Proste i rysunku sq 16 Ktéra z figur ma
najwicksze pole? Ktore ﬁgun ‘maja réwne pola?

4 3 5

4 6 35

3. Zapisz wzér pozwalajacy obliczac:

a) pole kwadratu o danej przekatnej d,

b) obwéd kwadratu o danym polu P,

 pole rombu o obwodzie b i wysokosci h,

d) obwd rombu o danych przekatnych e i f,

e) pole trapezu 16 i o danych vach a, b (@ > b) i ramieniu r,
©f) obwdd trapezu réwnoramiennego o podstawach a i b (a > b) oraz polu P.

4. Oblicz pole prostokata o obwodzie 27, w ktérym stosunek diugosci bokéw jest
rowny 4:5.

5. Jakie pole ma kwadrat, ktérego przekatna jest o 5 diuzsza od boku?

6. W rombie o obwodzie 20 jedna z przekatnych jest dwa razy krotsza od drugiej.
Jakie pole ma ten romb?

7. Pole pewnego réwnolegloboku wynosi 36. Jeden z jego bokow jest 3 razy krotszy
od wysokosci opuszczonej na ten bok. Oblicz dlugos¢ tego boku.

8. W trapezie prostokatnym o polu 12 krtsza podstawa i wysokos¢ maja rowne
dlugosci. Réznica dlugosci podstaw wynosi 2. Oblicz obwod tego trapezu.

9. Jedna z przekatnych rombu jest o 6 cm diuzsza od drugiej. Pole tego rombu jest
réwne 56 cm?. Oblicz obwod tego rombu.

10. Pole trapezu prostokatnego wynosi 40 cm?. Bok prostopadly do obu podstaw
Jest krotszy od jednej z nich 0 2cm, a od drugiej o 4cm. Oblicz obwéd tego trapezu.

11.a) Jakie pole ma romb, w kiérym jeden z katow ma 45°, a bok ma dlugos¢ a?

b) Jakie pole ma trapez réwnoramienny, w ktorym jeden z katéw ma 60°, krotsza
podstawa ma dlugos¢ a, a rami¢ ma dlugosé 2a?

 Jaki obwéd ma réwnoleglobok o wysokosciach a i b, ktérego jeden z katow ma
miarg 307
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12. Ponizej przedstawiono cztery kwadraty — kazdy o boku 10. Zaznaczono w nich
dwa kwadraty, romb i tréjkat réwnoboczny. Oblicz diugosci bokéw tych figur.

|

\V4

13. Ponizej prostokat, i figure zlozonq z dwéch
h trapezow 16 h. 2 informacji podanych pod
rysunkami, oblicz. dfugosci zaznaczonych famanych.
D C
/H / N [ M
A K L
1ABI=7 1BCl= 1EG1= KOl =

14. Przeczytaj ciekawostke,  Ciekawostka

a) Jaki jest stosunek diu-
gosci Kartki formatu A do
Jei szerokosci?

b) Kartke formatu A podzie-
lono na tréjkat prostokat-
ny réwnoramienny i trapez.
lle razy pole trapezu jest
wieksze od pola tréjkata?

15. Na rysunkach przedstawiono karu-
zele w spoczynku i w ruchu. Jak wysoko
nad ziemia znajduje si¢ krzeselko, gdy
karuzela si¢ kreci?

Kartki formatu A (np. A4 — uzywa-
na do drukarek, A5 — Kartka z ze
szytu) maja nastepujaca wlasnos
jesli poprowadzimy z wierzchotka
lini¢ pod katem 45° (zob. rysunek),
to linia ta ma taka sama dlugos¢
jak dluzszy bok Kartki.

16. Popatrz na rysunek. Do galezi przy-
wigzano ling i zamocowano na niej de-
ske o dlugosci 60cm. Hustawka wisi
70 cm nad ziemia. Gdy zamiast tej deski
wlozono deske krétsza, hustawka zawi-
sla 60cm nad ziemia. Oblicz dlugosé
Krotszej deski.

2
im
> " 70em
P
60 cm
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17. Przyjmij, Ze na papierze w kratke dlug
takim papierze opisana figure.

a) romb, kiérego przekatne maja diugosci 6 i 8,
b) kwadrat o przekatnej 10,

¢ kwadrat o boku V17,

d) réwnoleglobok o bokach v/3 i VI7.

boku kratki jest réwna 1. Narysuj na

18. Odcinek MN taczy srodki i ch D C
bokéw réwnolegloboku ABCD. Wykaz, ze od- »
cinek MN i przekatna BD przecinaja si¢ w po-
lowach swoich dlugosci.

A B

19. Ustal, czy zdanie jest prawdziwe. Jesli tak, to je uzasadnij, a jesli nie — podaj
Kontrprzyklad.

a) Wszystkie trapezy sa rownoleglobokami.

b) Kazdy prostokat jest rownoleglobokiem.

9 Kazdy kwadrat jest rombem.

d) Jesli przekatne czworokata sa prostopadie, to czworokat jest rombem.

MINISPRAWDZIAN

51. Pole kwadratu o przekatnej 6 jest rowne:
A.36 B.18 C.6v2 D. %
52. Zacieniowane na rysunku figury to réwnolegloboki. Dwa boki kazdego z row-

noleglobokéw sq prostopadie do prostych a i b. Ktéry z réwnoleglobokéw ma
najmniejsze pole?

a {l —
allb
b U u 3

A. pierwszy B. drugi C. trzeci D. czwarty

~

53. Ktéry wzér pozwala oblicza¢ pole prostokata o danym boku a i przekatnej d?
A.P=a-d
B.P=a(d-a)
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1. Oblicz, jakie sq miary kat6w tréjkata
przedstawionego na rysunku.

2. Na rysunku przedstawiono réwnole-
globok. Jaka miare ma kat y?

3. W tréjkacie, ktorego obwod jest row-
ny 7, dlugos¢ kazdego boku jest liczba
naturalng. Jakie dlugosci moga miec
boki takiego tréjkata? Podaj wszystkie
mozliwosci.

4. Na rysunku przedstawiono kwadrat
zbudowany z dziewieciu mniejszych
kwadratow. Jaka czesé pola tego kwa-
dratu stanowi pole zaznaczonego tréj-
kata?

5. Jakie pole ma tréjkat o bokach 6, 5
i 57 Jakie dlugosci maja wysokosci tego
tréjkata?

6. Jaki obwdd ma tréjkat prostokatny
réwnoramienny o polu réwnym 7?

7. Jakie pole ma tréjkat réwnoboczny
0 wysokosci 637

80

8. Sprawdz, czy réjkat o bokach dlu-
gosci 5, 15, 5V10 jest prostokatny.
Jakie dlugosci maja wysokosci tego
réjkata?

9. Odcinek CD jest rodkowa tréjka-
ob. rysunek). Udowodnij, Ze
punktéw A i B od pro-

stej CD sq rowne.
€

10. Tréjkaty ABC i BDE przedstawione
na ponizszym rysunku sq réwnobocz-
ne. Udowodnij, Ze |AE| = |CDI.

€

11. Bok rombu ma diugos¢ 8, a jedna
Z jego przekatnych ma dlugosé 8/3.
Oblicz pole tego rombu.

12. Wysokos¢ trapezu réwnoramienne-
go jest réwna 4, a jego rami¢ ma
dlugosé 7. Obwod tego trapezu jest
réwny 30. Oblicz pole tego trapezu.

13. Dwusieczne katéw trapezu ABCD
lezacych przy ramieniu AD przecinaja
sie w punkcie P. Uzasadnij, Ze tréjkat
ADP jest prostokatny.
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Funkcje

Dawigk to zjawisko fizyczne wywolywane przez drgania. Wielkos< tego zjawiska
mozna wigc mierzy¢ jako energie tych drgari. Okazuje sie jednak, ze diwiek,

ktbry ma dwa razy wigkszq energie, nie jest odbierany przez ludzi jako dwa razy
glosniejszy. Galy zalezy nam na pordwnaniu poziomdw glosnosci diwigku zgodnie
Ztym, jak odbiera to ludzkie ucho, korzystamy z funkdji logarytmicznej.

Wzory i wykresy funkgji = Przyktady funkgji i ich wiasnosci

= Funkcja wykfadnicza i funkcja logarytmiczna = Réwnania
wyktadnicze i logarytmiczne = Zastosowania funkgji wyktadniczych
i logarytmicznych = Przeksztatcanie wykresow funkgji

= Przeksztatcanie wykreséw funkgji (cd.) = Powtdrzenie
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Przypomnijmy, ze funkcja okreslona na zbiorze X o wartosciach w zbio-
rze ¥ nazywamy przyporzadkowanie, w Ktrym kazdemu elementowi
zbioru X odpowiada dokladnie jeden element zbioru Y.

Zbi6r X nazywamy dziedzing funkcji, jego elementy — argumentami, a od-
powiadajace im elementy zbioru Y — wartosciami funkcji.

W tym rozdziale bedziemy si¢ zajmowa¢ funkcjami, ktorych dziedzing
i zbiorem wartosci sa zbiory liczbowe.

Zapis f:X — Y oznacza funkeje f o dziedzinie X, kiorej wartosci naleza do
zbioru Y. Zbiér wartosci funkeji jest podzbiorem zbioru Y, ale nie musi byé
rowny Y.

Rozwazmy funkcje f : (~1;+c0) ~ R opisang w nastepujacy sposob:
Kazdej liczbie rzeczywistej x wigkszej od -1 przyporzadkowujemy iloraz
liczby X przez liczbe 0 1 wiekszq od x.

Sposdb, w jaki argumentom sq przyporzadkowane wartosei tej funkdji,
mozna przedstawic za pomoca wzoru:

Wz6r tej funkeji mozna tez zapisaé na inne sposoby. Oto przyklady:
_ o x L x
YER Y
Uwaga. Gdy argumenty si¢ zmieniaja, to wartosci te mog si¢ zmieniad, ale za-
wsze wartos¢ y zalezy od wybranego argumentu x, dlatego x nazywamy zmienna
niezalezng, a y — zmienna zalezna.

Korzystajac ze wzoru, mozemy obliczy¢ wartosci rozwazanej funkji dla
liczb nalezacych do dziedziny, czyli do zbioru (~1;+e). Na przyklad dla
argumentéw 2, -1, 0, 3 otrzymujemy:

2
f(2) T f(Oifmfﬂ

(=53 =3

W tabelce obok zestawiono wybrane argu-
menty i odpowiadajace im wartosci.

Z powyzszych obliczenn wynika, ze do wy- fx)

kresu funkcji £ naleza punkty:

(23). (h1).001 (3
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CWICZENIE A a) Zaznacz w ukladzie wspolrzednych co najmniej siedem punk-
16w nalezacych do wykresu rozwazanej funkcji.

Ktéra z liczb: 1, 2, -50, ~1000 moize by¢ wartoscig tej funkcji?

W ukladzie wspotrzednych zaznaczo-  Wszystkie punkty wykresu rozwa-
no kilkanascie punktéw nalezacych  zanej funkcji tworza taka krzywa,
do wykresu funkcji omawianej na po-  jak na ponizszym rysunku.
przedniej stronie.

i i
1* it 1
K 1 X

|

Zbiorem wartosci funkcji f jest przedzial (-c0;1)

Wzor f(x) = 51 opisuje funkcje okreslona na zbiorze R\ {0}.
Sprawdz, czy punkty A i B naleza do wykresu tej funkcji.

1

A=(2}) o=t

B=(-2,1) f(-2=

1

Odp. Punkt A= (2, 1) nalezy do wykresu funkji f, a punkt 8 = (-2,1) nie nalezy
do wykresu tej funkgji.

ZADANIE Czypun.klyA:(Q 3

Rysunek przedstawia wykres funkgji
okreslonej wzorem £(x) = 3x +2| - 4. Znajdz wspét-
rzedne punktow A i B.

Punkt A: f(2)=13-2+2/-4=4 A=@.f@)
A=(2,4
Punkt B: f(0)=|3-0+2|-4=

B=(0,-2)

ZADANIE  Funkcja g jest okreslona wzorem g(x) = [2x - 3| - 5. Punkt P o pierw-
szej wspélrzednej ~7 nalezy do wykresu tej funkcji. Jaka jest druga wspolrzedna tego
punktu? W jakim punkcie wykres tej funkeji przecina s y?

sadania 16 )
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Il Argument, dla kiérego wartos¢ funkdji liczbowej jest réwna 0, nazywamy
‘miejscem zerowym funkcji. Innymi slowy:
Xo jest miejscem zerowym funkcji <> flxo) = 0

Ktére

ENIE B a) Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = (x + 2)VX
2z argumentow: 1, -3, -2 sq miefscami zerouyad ] funkeji?
b) Znajdz miejsce zerowe funkeji y =

Funkcja f(x) = (2x + 1)(x? - 2x - 1) jest okre$lona na zbiorze R.
Znajdz wszystkie miejsca zerowe tej funkdji.

fx)=@x+1(x2-2x-1)
Aby znalez¢ argumenty, dla ktérych funkcja

@x+1)(x?*-2x-1)=0 przyjmuje wartosé 0, rozwiazujemy réwnanie
2x41=01ub X ~2x-1=0 feo=o

A-4+4-8

VA=+8=2V2

X 2+2\,2 1443

Odp. Miejscami zerowymi tej funkgji sg liczby -3, 1 - /2 oraz 1+ /2.

ZADANIE  Znajdz micjsca zerowe funkgji y = x* — 2x? okreslonej na zbiorze R.

CZENIE C Ustal, jakie miejsca zerowe mialaby funkcja z powyZszego przy-
Kladu, gdyby jej dziedzing byl zbiér (~c0;0)?

wadonia 712

Il Gdy funkcja jest okreslona tylko za pomoca wzoru, a jej dziedzina nie jest
podana, przyjmujemy, ze do dziedziny naleza wszystkie liczby rzeczywiste,
dla ktorych da sie obliczyé wartosé funkji.

Okresl dziedzing funkcji

x-240 i 3x30 Dzielenie przez zero nie jest okreslone; licz-
ba podpierwiastkowa musi by¢ nieujemna.

Zatem:

x42 i x>0

Odp. Dziedzing funkgji jest zbior (0;+e0)\ (2}.

ZADANIE  Okresl dziedzing funkcji y = AXZZ

=
2adoia 13-18 )
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Nickiedy za pomoca wzoru opisana jest zaleznoé¢ miedzy dwiema wiel-
kosciami. Trzeba pamictad, Ze argumentami takiej funkcji moga by¢ tylko
takie wielkosci, dla ktdrych korzystanie ze wzoru ma sens. Oto przyklady:

o Liczba L wszystkich $cian graniastostupa
zalezy od liczby krawedzi podstawy grania- H
stostupa.

L=n+2 H
n — liczba krawedzi podstawy graniastoshupa
L — liczba cian graniastostupa

Dziedzing tej funkgji jest zbior: 1
{3,4,5,6,...}.

* Dlugos¢ przekatnej (d) prostokata o obwo-  a
dzie 10 zalezy od dlugosci jednego z bo-

kow (x).
d=x2+(5-x?

5
x — dlugos¢ jednego z bokow prostokata \/
d

— dlugos¢ przekatnej

Gdy obwdd prostokata wynosi 10, to dlugosé
Kazdego boku musi byé mniejsza niz 5, wiee |
dziedzing tej funkeji jest przedziat (0;5). 1

ZESTAW ZADAN

1. Oblicz wartos¢ podanej funkcji dla argumentu 0 i dla argumentu 2.

a) f(=x* b) f(¥) = VX~ 10 9 =5

2. Okresl wspdirzedne trzech punktéw, ktdre naleza do wykresu podanej funkcji.

a) y=2x2+1 b) y=-3x 9y=

3. sprawdz, ktére z punktéw A, B, C naleza do wykresu podanej funkcji.

a) y=2=L a-(11), B=(-20,3), c=0-1

3x

b) y=vI=5%; A=(%0), B-(0,7), C=(-2VI0)
(53%)
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4. Znajdz wspolrzedne punktéw oznaczonych na wykresie literami.

a) b) y ] Y

5. Znajdz taka liczbe a, dla ktdrej wykres funkeji okreslonej podanym wzorem
przechodzi przez punkt (2,5).

a) y=ax b y=4 9 y=alx-17 d) y = Jax
.
v 6. Fotografia przedstawia za- \
wodniczke pchajaca kule. ‘
W zaleznosci od predkosci po- +NS
czatkowej x (w m/s) odlegl
¥ (w m), na jaka poleci kula,
opisuje wzor:
y=25(x+VA7+80) dla x>0
Wykres tak opisanej funkeji przedstawiono obok.
Sprobuj odezytac z wykresu i oblicz, korzystajac ze
i wzoru, na jakq odleglos¢ poleci kula przy predkosci
7 ] 3 €j 82, 0 ile dalej polecialaby kula, gdyby
predkosé poczatkowa wynosita 10 27

7. sprawdz, ktére z podanych liczb sq miejscami zerowymi funkeji f.
a) f(0)=Vx+3 b) f(x)=x-Vx+2 9 f=VT-x3

0,-3,3 -1,1,2 1,-1,0

8. Dziedzing podanej funkeji jest zbiér R. ZnajdZ miejsca zerowe tej funkcji.

a) y =x(x+7)(3x~2) 9 y=20-x o y=l2x-5/-1
b) y = (¢ -5)(4x +1) d) y=x?-5x 0 y=Ix-71+2
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9. Ustal miejsca zerowe podanej funkcji.

a) f:(-3:3) =R, f0=
b) f:(0340) R, f0=x*-2x2-5x d) f:

X -2x-3 9 f:(-2:0) =R, F00=Ix-3|-

3;40) ~ R, oo =1-Lzxl

y=x(x2-3) 10. Obok przedstawiono wzor i wykres funkeji. Na

kiére z ponizszych pyta latwiej odpowiedzie¢, ko-
rzystajac z wykresu, a na kiore — korzystajac ze
wzoru?

Vi

a) Jaka wartos¢ przyjmuje funkcja dla x = -1?
b) Czy wartos¢ funkgji dla x = 5 jest wicksza od 1007
© Czy wartos¢ funkji dla x = 11 jest dodatnia?

d) Czy warto¢ funkeji dla x = ~1,8 jest ujemna?

e) Czy liczba 1,7 jest miejscem zerowym funkcji?

) Czy liczby £(-20) i (20) sa liczbami przeciwnymi?
g) Czy punkt (6,198) nalezy do wykresu tej funkcji?
h) Czy wartoé¢ funkeji dla x = -1,75 jest wieksza czy
mniejsza niz warto$¢ dla x = -2,75?

i) 1le jest liczb catkowitych ujemnych, dla ktorych
funkcja przyjmuje wartosci dodatnie?

11. Wrod funkcji zapisanych w ramce wskaz te,

Ktére spelniaja podany warunek. fix)=x+1

fo)=x-1
F=Vx  frx)=2x-1
[ =X fsx)=-x+1

a) Wykres funkcji przecina 0§ y w punkcie (0, 1).
b) Wykres funkji przechodzi przez punkt (1,1).
 Miejsce zerowe funkcji jest réwne 0.

12. Ponizej narysowano wykresy nastepujacych funkgji:

g0 = g 2

Dopasuj te wzory do wykresGw.

® i Y © Y

=
B

/ ON X o 1 X
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41 13. Okres] dziedzine funkcji.
a) y=x*-5x Q y=

e y=

x-2
b) y =X d) y=3-X fy=

22243

14. Okresl dziedzing funkeji.

@ y-xe2_ L 9 y=Xe2. 5 O y=VRTZ4VFR

15. Funkcja f jest okreslona wzorem. Zapisz f(-a), f(a+ 1), f(a+3), f(a -3).
a) f(x)=2x>+5 b) f(¥) = 31 O f(X)=VXF5-

16.Dla funkgji okreslonej wzorem f(x) = 3x* - 2x + 1 zapisz w jak najprostszej
postaci réznice f(a)-fa-1).

17. Wykat, ze dia funkeji £(x) = X2 zachodzi rownosé f(-x) = ().

© 18. Wykaz, e jesli roznica miedzy argumentami funkeji £(x) = 3453 jest rowna 4,

to réznica miedzy odpowiadajacymi im wartoéciami wynosi 10.

MINISPRAWDZIAN

S1. Przez punkt (-1,2) przechodzi wykres funkeji:

—1-2x x4 2X— _Ax+1) _YI-3x
AY=5e By=xteax-l o Cy=Zegl Doy=g

52. Na kt6rym z ponizszych rysunkéw przedstawiono wykres funkeji y = VX+ 37

;}/ B M c v D.
i ‘ X 4 ‘ X 4 0‘ Y -4 ‘ o
S3. Dziedzing funkcji okreslonej wzorem y = 2 /X + X—}j jest zbior:

A (033) U (33+0) B. (0;+00) C. (3;4) D. (0;3)

54. Ktéra z podanych funkcji ma miejsce zerowe bedace liczba catkowita?
x-3 C.y=3x+1 D.y=VX-5

A y=x2+5 B.y=x2
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Niech dziedzing funkeji f bedzie zbiér liczbowy.

Przypomnijmy, 7e:
Funkcja f jest rosnaca, gdy dla dowolnych argumentéw x;, x> spelniony
jest warunek:

X1<x2 < fx1) < flx2)
Funkcja f jest malejaca, gdy dla dowolnych argumentéw xi, x2 spelniony
jest warunek:

X1<x2 & flx1)>flx2)
Funkcja f jest stala, gdy dla kazdego argumentu x funkcja przyjmuje te
sama wartos¢.

Oto przyklady kilku funkcji. Kazda z nich jest albo rosnaca, albo maleja-
ca, albo stala w calej swojej dziedzinie. O kazdej z tych funkeji mozemy
powiedzie¢, ze jest monotoniczna.

y=x y=3
¥ b Y
3.
1 Ji §
/ 1 X I X 1 X
funkcja rosnaca funkcja malejaca funkcja stala

y=3¥x

funkeja rosnaca funkcja rosnaca funkeja malejaca

EA Wiadomo, ze funkcja f jest rosnaca, funkcja g jest malejaca
g(8), a dziedzing kazdej z funkciji jest zbior liczb rzeczywistych. Upo-
rzadkuj liczby £(3), g(3), £(7), g(7) w kolejnosci od najmniejszej do najwickszej.
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Zadna z ponizszych funkgji nie jest monotoniczna, ale mozemy wyznaczyé
przedzialy ich monotonicznosci, czyli podzieli¢ dziedziny tych funkeji na
takie przedzialy, w kidrych dana funkeja jest albo rosnaca, albo malejaca,
albo stala.

i) = Ix| ) =x-1x-11+5 f1x) = -x2 + 4
b ¥) ¥
1 1
i i T X X
Funkgja fi jest malejaca Funkgja f; jest rosnaca Funkcja f3 jest rosnaca
w zbiorze (~0;0, w zbiorze (~eo;1 w zbiorze (~e0;0)
i jest rosnaca ijest stala i jest malejaca
w zbiorze (0;+e). w zbiorze (1;+e). w zbiorze (0;+2).

fa =2 fsx) = fox) = x| + 1x + 51

Funkeja f; jest malejaca  Funkcja f5 jest rosnaca  Funkeja f; jest malejaca

w zbiorze (~eo;0, w zbiorze (~eo;-1), w zbiorze (~co;-5,
i jest malejaca jest malejaca jest stala
wzbiorze (0;+0). w zbiorze (~1;2) w zbiorze (~5;0)
i jest rosnaca i jest rosnaca
wzbiorze (2;+e). w zbiorze (0;+e0).

Jezeli funkcja jest okreslona na zbiorze R i jej wzor ma postac y = W(x),
gdzie W(x) jest i to taka funkeje i

CZENIE B Ktére z powyZszych funkcji sa funkcjami wielomianowymi?

Funkcjami wielomianowymi sa funkcje liniowe i funkcje kwadratowe. Na
nastepnej stronie przypominamy ich wiasnosci.
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Funkcja okreslona wzorem y = ax + b to funkcja liniowa. Jej wykresem
jest prosta. Gdy a > 0, to jest funkcja rosnaca, gdy a < 0, to jest funkcja
malejaca, a gdy a = 0, to jest funkcja stala.

% < X
2
-
<
Wykresy funkji typu y = ax+b Wykresy funkci typu y = ax+b
o tym samym wspélczynniku a o tym samym wspélczynniku b
sa prostymi réwnoleglymi. przecinaja si¢ w punkcie (0,b).
2adonia 1-6

Funkeja okreslona wzorem y = ax? +bx +c, gdzie a # 0, to funkcja kwadra-
towa. Jej wykresem jest parabola o ramionach skierowanych do gory, gdy
a>0,lub w dél, gdy a < 0. Liczba miejsc zerowych takiej funkeji zalezy od
wartosci wyrazenia A = b? - 4ac.

Gdy &> 0, funkcja ma dwa miejsca zerowe:  x; =
Gdy A = 0, funkcja ma jedno micjsce zerowe:
Gdy A <0, funkcja nie ma miejsc zerowych.

A>0 A<0

Uy ity

Wzr funkcji kwadratowej mozna zapisaé

y=a¥+bx+c w postaci ogélnej lub kanonicznej, a je-
¥ $li funkcja ta ma miejsca zerowe, to takze
a w postaci iloczynowej.
¢

Postac ogolna: y = ax? + bx + ¢
Postaé kanoniczna: y = a(x - p)? +q

AT

"\ r X Postac iloczynowa: y = ax - x1)(x - x2)
p=gh Gdy funkcja kwadratowa ma jedno micjsce
a=1) zerowe Xo, to wzor funkeji mozna zapisac

w postaci y = a(x - xo)?. zadania 7-11
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il Czasami nie dla wszystkich argumentow wartosci funkcji s okreslone za
pomocy tego samego wyrazenia. Oto przyklad takiej funkeji:
x+4  dlax<-1
feo= {mfz) dla x> -1
Zapis ten oznacza, ze dla argument6w mnicjszych od -1 lub réwnych 1
warto$¢ funkgji £ obliczamy ze wzoru f(x) = x + 4, a dla argument6w wiek-
szych od -1 Korzystamy ze wzoru f(x) = x(x - 2). Na przyklad:
f-S)=-5+4=-1
f-D=-1+4=3 i
f@)=22-2)=0
fA)=44-2)=8

1!

Na rysunku obok wy- i -
kres tej funkji. Tworza go fragmen-
ty prostej i paraboli. Wykres ten jest
linia ciagla (mozna go narysowac bez
odrywania oféwka od Kartki).

Y
W podobny sposdb jak funkeja f opi-
sana jest funkcja g: "

m_{—zxﬂ dlax<2 /

T x4 dlz<xss 3

1
Wykres funkcji @ na 3

rysunku obok. Zauwaz, ze nie jest on
linia ciagla.

Narysuj wykres podanej funk

. Joan-1) dlaxe (-;-1)
Sl diaxe (-1;5)

Najpierw szkicujemy wykres funkdji y = §(x+7)(x-1).
Miejscami zerowymi s3 <7 i 1, wpsirzedne wierz-
chotka paraboli to %! = -3 i }(-3+7)-3-1) = -8
2 wartos tej funkeji dla x = -1 Wynosi ~6.

Nasteprie szklcujemy wyices funkell y = x.+ 4 twar
t03¢ tej funkeji dla x = ~1 wynosi 3, a dia x =
wynosi 9).

Na koniec zaznaczamy odpowiednie fragmenty pa-
raboli i proste].

-x2+4 dlaxe (-3;1)

ZADANIE  Narysuj wykres funkgji f(x) = .
arysul wykres funkejt () {zx-s dlax € (1;+e)

oo 1218
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ZESTAW ZADAN

1. Dopasuj wzory do wykresow.

2. Na rysunku przedstawione sa wykresy trzech funkeji liniowych. Dwie z prostych
sa réwnolegle. Wzory dwéch funkgji s podane. Znajdz wzor trzeciej funkcji.

a) b) : y
)f+5 y=§xf3
=5 y=-lxss
1
P %

3. Znajdz wzory funkcji liniowych przedstawionych na
rysunku obok.

4. Znajdz wzor funkcji liniowej, ktéra spelnia podany
warunek. 1
a) Wykres funkji przechodzi przez punkty (5,-2), (~4,1).

b) Miejscem zerowym funkdji jest -2 i wykres
cji przecina o$ y w punkcie (0,6).

oj funk-

5. a) ZnajdZ wzor funkji liniowej f, ktérej miejsce zerowe jest o 3 mniejsze od
micjsca zerowego funkeji g(x) = ~2x+ 3, ale wykresy funkeji f i g przecinaja 0§ y
W tym samym punkcie.

b) Funkcja liniowa f przyjmuje wartosci dodatnie dla x & (-
dla argumentow —10 i 4 r6znia si¢ o 3. Znajdz wzor tej funk(

i —4) 1 jej wartosc

6. a) Wykres funkcji liniowej f jest réwnolegly do wykresu funkcji y =
i przechodzi przez punkt (-6, 3). Znajdz wzor tej funkcji.

41

b) Znajdz wzér funkeji liniowej, ktérej wykres jest réwnolegly do wykresu funkcji

f(x) = =5x+7 i przecina 0§ y w tym samym punkcie co wykres funkcji g(x) %ng.
Znajdz miejsce zerowe tej funkcji.
PRZYKLADY FUNKCI | ICH WEASNOSCI 93



€Il 7. Dopasuj wzory do wykresow.

a) la| ¥ b) ¥
p
%

h n
y=%(x—z)1x+s) ¥ =-2(x-2+5
y=%(x+2)lx75) y=-2(x+2)2+5
y=7%(x+2|(x75| y=f%(x72)2+5

9 B d) b

h

1 % X

| 9H
y=x-2x-4 y=-(x+2)x-3)
y=x2+2x+4 y=-(x+4?+8

y=-x2+6x-5

8. Znajdz wzor funkcji kwadratowej przedstawionej na wykresie.

a) b b) i
3 5
3

13 X

9. Podaj wzor funkcji kwadratowej f spelniajacej podane warunki i okresl monoto-
nicznos¢ tej funkeji.

a) Micjscami zerowymi funkeji f s -3 i 2. Najwigksza wartosé, jaka przyjmuje ta
funkdja, to 6.

b) Wierzchotkiem paraboli, ktra jest wykresem funkeji £, jest punkt (-3,-1) i wy-
kres funkdji przechodzi przez punkt (2,6).

94 FUNKCJE



i

10. Znajdz wzér funkcji kwadratowej, ktéra ma takie same miejsca zerowe jak
funkcja f(x) = ~5(x - 2)(x + 4), a parabola, Ktéra jest jej wykresem, ma ten sam
wierzcholek co wykres funkgji g(x) = 3(x+ 1) - 6.

11. Rozwiaz nieréwnos¢ (na zklcu_] wykres odpowiedniej funkcji i odezytaj z wy-
kresu rozwiazanie nieréwnosci).

a) X*+4x+320 d) 2x%+7x> 15
b) 5x% +3x-2<0 € 7x<3x7 42
© -3x2+5x+2<0 f) 62 >x+2

12. Oblicz f(-2), £(0), f(10), jesli:
-2 dlaxe (-

1 daxe(-131)
3 dlaxe (1;40)

S5 dawe (cwi2) =% dlax<0
b)f(x):{ d) f@=15x-2 dla0<x<5

X+l dlax<-1

a) f(X)={ Q fx)=
-1 dlaxz-1

x421 dlax e (-v2;+m) Olx10 dlaxss
Lx - a x>

13. Narysuj wykres funkeji f.

) o {x+3 diax e (-
a) f0-
~1x+6 diax e (4;8)

x-2 dlaxe(-5;-3)
1 dlax e (-3;1)
“3x+4 dlaxe (1;2)

)

9 fx)=

x+5 dlaxe (-6;-2)
—x-4 dla-5<x<-2
b) f(x)= d) f(x)={ -x+5 daxe (-2;2)
2x+2 dla-2<x<1
7 dia x € (2;4)

14. Znajdz wzor funkgji, ktérej wykres przedstawiono na rysunku.

a) V b) Y 9 24

N 1
/1\)( 1 x \x
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15. Narysuj wykres funkcji.
-1x+3 dlaxe (-6,-2 ¢ +4 dlaxe(-2:2)
a) flx)= 9 f=
-x*+4 dlaxe (-22) X-4  dlaxeR\(-2;2)

(x+2? dla-4<x<1
-Xx+4 dlax>1

-

x*+3  dlax<0
x2-2x dla0<x<3

b) f(x)= { d) f= {

16. Wykres funkcji f sklada si¢ z fragmentow wykresow funkgji, ktére zapisano
nad rysunkiem. Zapisz wzér funkji f.

a) y=x2-x) b) y=-x(x+2)
y=6x-12 y=-x(x-4)+1
¥ Vi
b
i X i x

17. Korzystajac z podanego wzoru lub wykresu funkeji, okres] dziedzing oraz zbir
wartosci funkgji, ustal monotonicznosé funkeji i podaj, dla jakich argumentéw
funkeja przyjmuje wartosci dodatnie, a dla jakich — ujemne.

. 0,1x* diax e (-3;0) I dlax e (-2;2)
A0 dlax € (034) VT 4Rz daxe (254)
¥
L3
i %

18. Okresl dziedzine, 7biér wartosci oraz monotonicznosé funkcji.

x+3  dlaxe (-4;-1) 2 dla —4 <x<-2
a) f=11 dlaxe (-1;2) b) f=1x*+4 dla-2<x<l
-x+6 dlaxe (2;5) -x+6 dlax>1

96 FUNKCJE



MINISPRAWDZIAN
x-4 dlaxe (-e;-1)

dlax e (-1;+) Jestromy:

S1. Zbidr wartosci funkeji f(x) = {

A R\ {4} B. (~00;-5) U(0;+e0) C. (~o03-4) U(1;+0) D.R

52. Funkcja f(x) =
A (-003-2) B. (-o0;2) . (-2;+%) D. (2;+%)

—4x+1 jest malejaca w przedziale:

FUNKCJA WYKtADNICZA
| FUNKCJA LOGARYTMICZNA

Wiesz juz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x okreslona jest liczba 2%.
Mozna wiec rozpatrywaé funkcje y = 2%, ktorej dziedzing jest zbior R.

ZENIE A Oblicz wartosci funkcji y = 2 dla argumentow: -3, -2, -1, 0,
1,1, 2,31 zaznacz w ukladzie ych tym
punkty wykresu funkeji. Naszkicuj wykres tej funkcji.

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji y = 2*. Zauwaz, Ze:

y  Wartosci funkdji sq dodatnie, gdyz 2* > 0

dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Ysox

© Wykres nie przecina osi x, ale dla co-
raz mniejszych argumentéw odpowiada-
jace im punkty wykresu leza coraz blizej
tej osi. Mowimy, Ze 0§ X jest asymptota
pozioma wykresu funkgji y = 2%,

 Wykres funkgji przecina 0§ y w punkcie
0 wspélrzednych (0,1), bo 20 = 1.

CWICZENIE B Na rysunku obok przedsta- Y|
wiono wykres funkcji y = (1)". Sprawdz,

ktore z wlasnosci opisanych powyzej ma
ta funkcja
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Kazda funkcje, ktérej wzor mozna zapisac w postaci y = a*, gdzie
a> 0, nazywamy funkcja wykladnicza. Dziedzing funkcji wykladni-
czej jest zbior liczb rzeczywistych.

Zwr6¢ uwage, ze dla a = 1 funkcja wykladnicza ma posta¢ y = 1, a wiec
jest funkcjq stala. Ponizsze rysunki przedstawiaj wykresy kilku funkcji
wykladniczych y = ¥, gdzie a # 1, 1 podano ich wlasnosci.

O<a<1

X

* Zbiorem wartosci funkcji jest przedziat (0;+00).

* 05 x jest asymptota pozioma wykresu funkcji.

o Wykres funkcji przecina o§ y w punkcie o wspélrzednych (0, 1).

e Dla a>1 funkeja y = a* jest rosnaca, a dla 0 <a < 1 jest malejaca. >
sadania 15

Poniewaz kazdej liczbie dodatniej x mozemy jednoznacznie przyporzadko-
waé liczbe log, x (czyli taki wykladnik potegi, do kt6rego nalezy podnies¢
2, aby otrzymac x), wiec mozemy rozpatrywa¢ funkeje log, x, ktérej dzie-
dzing jest zbior R..

CWICZENIE C Oblicz wartosci funkeji y =logs x dla argumentéw: 3, 9, 1, 3,1
i zaznacz w ukladzie wspé h tym punkty
wykresu funkeji. Naszkicuj jej wykres.

Na rysunku przedstawiono wykres funkdji y = log, x. Zauwaz, Ze:

y=10g,X

 Dziedzing funkdji jest zbiér (0;+c).

* Wykres funkcji nie przecina osi y, ale im
argumenty s blizsze zeru, tym bardziej
odpowiadajace im punkty wykresu zbli-
7aja sie do osi y. Mowimy, Ze 0§ y jest
asymptota pionowa wykresu funkcji.

* Wykres funkcji przecina 0§ x w punkcie
(1,0).
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CWICZENIE D Na rysunku obok przedsta-
wiono wykres funkeji y = log, x. Kiére
2 wlasnosci opisanych na poprzedniej
stronie ma ta funkcja?

Kazda funkcje, ktérej wz6r mozna zapisa¢ w postaci y = log, x, gdzie
a>0ia#1, nazywamy funkcja logarytmiczna. Dziedzing funkcji
logarytmicznej jest przedzial (0; +co).

Oto przyklady wykreséw kilku funkcji logarytmicznych oraz ich wlasnosci.

b7 y=log, ;x b7

=log,, x
= log)x
o

¥ =logyx

« Zbiorem wartosci funkcji logarytmicznej jest zbior liczb rzeczywistych.

® 08 y jest asymptota (pionowa) wykresu funkcji.

© Wykres funkcji przecina o$ x tylko w punkcie (1,0), tzn. jedynym miej-
scem zerowym funkgji jest x = 1.

 Dlaa>1 funkcja y = log, x jest rosnaca, a dla 0 <a < 1 jest malejaca.

Pojecie logarytmu jest zwiazane z potegowaniem. Podobnie istnieje zwia-
zek miedzy funkcja logarytmiczna a funkcja wykladnicza.

Popatrz na rysunek obok. Latwo zauwazyé,
7e 0§ x i 0§ y sq symetryczne do sie-
ble wagledem prostej y = x i kazdy punkt
ch (a,b) jest symetryczn
wzgledem tej prostej do punktu (b, a). Moz-
na ten fakt wykorzystaé przy rysowaniu
wykreséw funkji logarytmicznych.
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Rozwazmy nastepujace funkcje:
fx=2%  g(x)=log,x
Niech punk (p, r) bedzie dowolnym
punktem wykresu funkcji f. Zatem:
r=or

Stad:

logr=p
Wobec tego punkt (r,p) nalezy do
wykresu funkgji g. Oznacza to, ze
wykres funkcji g jest symetryczny
wzgledem prostej y = x do wykresu
funkji f.

Podobnie wykres funkcji y = log x
jest symetryczny do wykresu funk-

Giy= (%) wzgledem prostej y = x.

y=logix
i

2adaria 6-10 )
ZESTAW ZADAN
1. Na kazdym z ponizszych rysunkow przedstawiono wykresy dwoch sposrd na-
stepujacych funkcji:
f(x)=0,6% g0 = (g)x h(x) =2,7* k(x)=10*
Dopasuj wzory do wykresow.
¥

[1 X
2. Wérod podanych wzoréw znajdz takie, ktdre przedstawiaja te sama funkcje.

a) =10%2 c(x) =100 +10% g = 10 i) =10%

b(x) = 10%2 d(x)=100 - 10¢ h(x) = 100% J(x) =10
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3. a) Dla jakiej wartosci a wykres funkgji y = a* przechodzi przez punkt (2,4)?
b) Dla jakiej wartosci a do wykresu funkeji y = a* nalezy punkt (-3,27)?

4. Oblicz, dla jakich wartosci a i b wykres funkcji y = ba* przechodzi przez punkty:
a) K=(0,6), L=(22) b) K=(1,8), L=(12)

5. W tabelkach przedstawiono wyniki pomiaréw wielkosci ¢ i M dokonanych pod-
czas trzech doswiadezeis. Przypuszcza sie, 7e zwiazek migdzy tymi wielkosciami
wyraza si¢ za pomocq wzoru M = b - a', gdzie a i b sq pewnymi liczbami, stalymi
charakterystycznymi dla danego doswiadczenia. Ktére wyniki pomiaréw potwier-
dzaja to przypuszczenie?

®r|0‘1‘5 ®:|0|2|3 ®r|n|2|4

M|0,01‘0,1‘1000 M\50|z|3 M‘SIZO'BO
6. Okres] dziedzing funkcji:
a) ¥ = log;(x~2) d) y = log(x* ~3x~10) 9 y=log,(x+1)
b) y =log(3 +2x) ) y=log,2 1)y =log,(2-x)
9 y=logy(x2-9) ) y=log, 5 i y=log, x-1|
7. Na ponizszych rysunkach przedstawione sq wykresy funkcji:

3)° 4y
®y=(3) @y=(3) ®y=3
@y =logs x ®y=logs x ©y=logyx

Dopasuj wzory do wykresGw.
y y thj/@
H H

8. Oblicz, dla jakich wartosci a i b wykres funkeji y = a+blogx przechodzi przez
punkty P i R, jesli:

a) P=(1,5), R=(10,2) b) P = (5.6), R=(100,0)
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9. W tabelkach przedstawiono wyniki pomiaréw wielkosci ¢ i p dokonanych pod-
czas trzech roznych doswiadezen. Przypuszcza sie, ze zaleznosé miedzy tymi
wielkosciami przedstawia wz6r p = a +blogt, gdzie a i b sa pewnymi liczbami,
stalymi charakterystycznymi dla danego doswiadczenia. Ktére wyniki pomiaréw
potwierdzaja to przypuszczenie?

[ 1] @, [o01] 1 1000
[—10|—s p‘13‘—2|—1z

‘L
10
-16

10.Na rysunkach obok przedstawione
sa wykresy nastepujacych funkeji:

f(x)=logx
900 = logs x
h(9 = logs x
k(x) = logg, X

Dopasuj wzory do wykresow.

MINISPRAWDZIAN

S1. Ktdrej z ponizszych wlasnosci nie ma funkcja wykladnicza f (x) = a¥, gdy a # 17
A. Funkcja dla wszystkich argumentéw przyjmuje wartosci rézne od 0.

B. Asymptotq wykresu funkcji jest prosta o réwnaniu y = 0.

C. Zbiorem wartosci funkcji jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych.

D. Wykres funkcji przecina o$ y w punkcie (0,1).

52. Punkt (9,-2) lezy na wykresie jednej z poda-
nych funkeji. Ktéra to funkcja?

- logy x

~log5x

53. Jaka jest pierwsza wspolrzedna punktu P (na
rysunku obok)?

Al B. V7 C.log; 7 D. log; 3

S4. Tle jest funkcji malejacych wérod
podanych w ramee obok?

A. dwie C. cztery
B. trzy D. pigé
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ROWNANIA WYKEADNICZE
| LOGARYTMICZNE

liczbowej méwimy, Ze jest réznowartosciowa, gdy dla dowol-
nych dwoch réznych argument6w przyjmuje rézne wartosci. Innymi stowy:
taka funkcja kazda wartosé przyjmuje tylko dla jednego argumentu. Ozna-
cza to, Ze spelniony jest warunek:

fx)=flx2) < x1=x2

Zauwaz, Ze kazda funkeja rosnaca i kazda funkcja malejaca jest rozno-
wartosciowa, wiee ten warunek jest spelniony przez funkcje wykladnicza
i logarytmiczna,

) Y
y=3
9
.
X
Rownanie: Rownanie:
=9 logsx=2
mozna zapisaé tal mozna zapisaé tak:

3
Funkeja wykladnicza jest roznowarto-

Sciowa, wige: )

i liczba 2 jest jedynym rozwiazaniem
rozwazanego réwnania.

logs x = logs 25
Funkcja logarytmiczna jest réznowar-
tosciowa, wigc:
x=25

iliczba 25 jest jedynym rozwiazaniem
rozwazanego réwnania.

Réwnanie 3% = 9 jest przykladem réwnania wykladniczego, czyli takie-
go, w kiérym niewiadoma wystepuje tylko w wykladniku. W réwnaniu

logs x = 2 niewiadoma j
nania logarytmicznego.

[TATTCEN Rozwiaz réwnanie.

x = L b) 3¥=73

@) 5% =3¢ ) '~/—
5x_5-2 3 =3t
1
x==2 X=3z

ZADANIE
a) =32

Rozwiaz réwnanie.
b) 10%=0,001

ROWNANIA WYKLADNICZE | LOGARYTMICZNE

st wielkoscig logarytmowana, Jest to przyklad row-

Zapisujemy obie strony rownania w postaci
poteg o jednakowych podstawach.

Korzystamy z warunku: @” = @ <> p = r
dlaa>0ia#
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Przy rozwiazywaniu rownan wyklad
czych przydaja si¢ czasami wlasnosci Jeslia>0imneR,to:
poteg, ktére przypominamy obok.

@y =amn

am . an = qmen

AT Rozwiaz rownanie.

an _gmen
&
27¢
a) 2 b) 9=
" 2x _ BY Korzystajac z wiasnosci poteg, zapisujemy
2 69" =7 obie strony réwnania w postaci poteg o jed-
3z nakowych podstawach
!
oo 320233}
2x=3x-3
Kerzystamy 2 warurka: @ = o <> p =
x=1 >0ia#
2

ZADANIE Rozwiaz rownanie.
2 #=v3 b) 8¥ =24

zadania 1

Il Rozwiazujac réwnanie wykladnicze, nie zawsze da si¢ zastosowac metode
pokazana w powyzszych przykladach. Czasem mozna znalez¢ rozwiazanie,
korzystajac z definicji logarytmu.

[TTACTIEN Rozwiaz rownanie.

a) 5-2%+1=4 b) 3%=2.5%
5.2¢=3 Es
Korzystamy B Korzystamy
x=3 2 definicji 2 definicji
H logarytmu. logarytmu.

ZADANIE = Rozwiaz réwnanie.
a) 4-3°=7 b) 3-

Zauwaz, ze w przykladzie 3b) réwnanie mozna by przeksztalcaé inaczej i otrzy-
mac w wyniku x = logs %. sadoia 4-5 )
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m Rozquu]qc rownamn logary(mnczne mozna korzysta¢ z definicj logar)(-
mu lub réznowartosciowosci funkcji logarytmicznej. Przy ia
takich rownan trzeba pamigta¢ o odpowiednich zatozeniach.

Rozwiaz réwnanie.
a) 3logsx+4=6 zal. x>0
3logs x = 2

2
logs x = § Korzystamy z definicji logarytmu.

Liczba ¥/Z5 jest dodatnia, wiec spefnia zatozenie.

b) log, x = log,(2x +5)  zal. x>0 i 2x+5>0

X=2x+5 Korzystamy z warunku: log, p = log,r <= p = r

o dlaa>0
Liczba -5 nie spefnia zatozer. Réwnanie nie ma rozwiazania.

ZADANIE  Rozwiaz réwnanie,

a) Slogyx-3=1 b) log2x =log(l - x)
sodania 6-8 >
IV Czasami przy rozwiazywaniu
réwnan logarytmicznych przy- Dla liczb rzeczywistych a, b, ¢, p
daja si¢ wlasnosci logarytméw, jeslia>0,b>0,c>0ia#l,t

kt6re przypominamy obok. logu(be)=log, b +1ogy ¢

log, g =log, b -log,c

PRZYKEA Rozwiaz rownanie. log, b” = plog, b
log, - log; x=log, § zat. x>0

Llog; x =log; % ~log; &
1

1.1
1log; x =log; (- §)
log; x = 3log, 2

Korzystamy z warunku: log, p = log, r <> p = r

- 3
logz x = log; 2 laa>0ia

ZADANIE  RozwiaZ rownani

log; x - logs 4 = 2logs 5.
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Zauwazmy, Ze rozwigzujac réwnanie typu a* = b, zamiast korzystac z de-

finicji logarytmu, mozemy zlogarytmowaé obie s

trony takiego réwnania

(przyjmujac za podstawe logarytmu dowolna liczbe dodatnia r6zna od 1).

Ponizej rozwiazano

réwnanie 7* = 11 na trzy sposoby. Za kazdym razem

otrzymano takie samo rozwiazanie, tylko zapisane w inny sposéb.

o1l =11 =11
log; 7* = log; 11 logy, 7* = logy; 11 log 7* =log 11
xlog; 7 = log; 11 xlog,; 7=1 xlog7 =log11
1 _logll

x=log; 11 X o7 X=Tog7

Uwaga. Aby obliczyé przyblizona warto

rozwigzania réwnania 7% = 11 za pomo-

ca kalkulatora, najwygodniej jest uzywaé logarytmu dziesigtnego, czyli korzysta¢

2 ostatniego sposobu.

é
sietnych.

ZESTAW ZADAN

1. Rozwiaz réwnanie.

a (1) =125
PR

v () - (3)

9 9=

d =8

2. Rozwiaz réwnanie.

a) 3¥.5%=15

b) (%)x L6 =9

=24

3. Rozwiaz réwnanie.

2 L5

9

b) 6% =

106

ENIE Zapisz rozwiazanie rownania 5% = 3 za pomoca logarytméw dzie-

zadania s-10 )

d) 0,2-5%=(V5)" g) 4% .81 =

9 10%=v2- 5

FUNKCJE



41l 4. Rozwiaz réwnanie.

a) 7 o 3¥*1=4 g) 231 =
b) 5-6%=10 d) 4.5~ h) 42%+3 =1
5. Rozwiaz rownanie.
X o5 . 3% 1y (1! 1) q5x=
SRR o (=) o (1) 152
@) 41-¥=5¢ h) 14¥=3.2¢
= oxs XL 3x = i) 3x = (3)"
Q 5¥=2x+1 f) 2.3 =5 5.3 ,(5)
41l 6. Rozwiaz réwnanie.
a) 2logsx =6 o 4loggx +3 E) l*%lng4x=3

b) 3+logy x=1 d)%lugles f) Lglugsxw

7. Rozwiaz réwnanie.

a) log;(x-5)=3 ©) log,,(2x - 3] e) logg(x? -2) = %

b) logz (x+2) = -2 d) log, (3+ g) =4 ) log;(1-x%)= 3

8. Rozwiaz réwnanie.

a) log,(2x + 1) =log; x d) logs(3x +5) = logs(x + 1)
B) log, x = log (x-4) @) log; (5x + 1) = log; (4x - 1)
9 log(x+2) =logx - 1) ) 10ge(9x - 2) = logg(7x +2)

IV 9. Rozwiaz réwnanie.

a) log; x =log, 5 +logs 4 e 2log, 6+log, 24
b) logo x = 3logy; 2~ logy 7 3 f) 4log2 =2logx+log5
© logs4+logsx = % logs 49 9) logg5— % logg x = logg %
d) log8:logx—210g% h) log, x? ~log, X = 2log, 5
.

10. Rozwiaz rownanie.

a) log,., 36=2 e) logs,s 5

d) logs, 15=1 ) logy,, Vd=-

1
b) log,_, g 2
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MINISPRAWDZIAN

s1.

A 3=

L
9

Rozwiazaniem ktdrego z ponizszych réwnari jest liczba dodatnia?

B.(1) =25 c(1)=4 D.001" = 5

$2. Rozwigzaniem réwnania 3 - 4¥°3 +5 = 11 jest:

A3

B.3,5 €25 .54

53. Rozwiazanie réwnania log; X2 = 1 jest liczba:

A. nieparzysta B. ujemna C. niewymierna D. niecatkowita

54. Rozwiazaniem réwnania log, x ~log, 9 = log, 5 jest:

5
A3

108

B.1% C.14 D.45

ZASTOSOWANIA FUNKCJI
WYKLADNICZYCH | LOGARYTMICZNYCH

Za pomoc, funkeji wykladniczych i logarytmicznych mozna opisa¢ zjawi-
ska z bardzo réznych dziedzin wiedzy.

LICZEBNOSC POPULAC)I

Pewna kolonia bakterii liczyla poczatkowo 1000 bakteri, a co godzing ich
liczba rosta o 10%.

Po pierwszej godzinie: 1000 - 1,1
po drugiej godzinie: (1000 - 1,1) - 1,1 = 1000 - 1,12
po trzeciej godzinie: (1000 - 1,12) - 1,1 = 1000 - 1,13
Po t godzinach: 1000 - 1,1
Opisana kolonia bakterii to przyklad populacji zmieniajacej sie w stalym
tempie. Tak zmieniajace si¢ populacje mozna opisac za pomoca WZorow
typu:

Lt)=b-a',
gdzie t oznacza czas, a wspélezynniki a i b zaleza od tempa zmian popu-
lacji oraz jej poczatkowej wielkosci. Gdy w ten sposob opiszemy populacje,
méwiny, ze stworzylismy jej model wykladniczy.

FUNKCJE



W 1971 r. w Indiach zyto 548 min ludzi, aw 1991 r. — 846 min.
Liczba ludnosci Indii w latach 1971-1995 zmieniata si¢ zgodnie z modelem wy-
Kladniczym.

) Ustal wzér dia tego modelu.

L)=b-qt  LO—liczba ludnosci Indii (w min) Zapisujemy ogélny wzér
t — czas (w latach) od 1971 roku modelu wyktadniczego.
548=b-a® Poczatklem obserwacji populacji byt rok 1971. Wowczas
=0 odpowiada rokowi 1971, czyli L(0) = 548
b=548
846 =b - a2 Rokowi 1991 odpowiada ¢ = 20, wigc L(20) = 846.
846 = 548 - a2° b=ses

1,022

4= 2846

Otrzymalismy wzér: L(t) = 548 - 1,022¢
b) Oszacuj liczbe ludnosci Indii w 1980 roku i w 1995 roku.
Liggo = 548 - 1,022° ~ 667

Korzystamy ze wzoru L(t) = 548 - 1,022°
Liges = 548 - 1,0222 ~ 924 dia (=S dla. £ =24

Odp. W 1980 r. liczba ludnosci Indii wynosita ok. 667 min, a w 1995 r. —
ok. 924 min.

© W 2000 roku liczba ludnosci Indii przekroczyfa 1 miliard. Oblicz, w ktérym
roku miato to nastapi¢ zgodnie z podanym wzorem.

1000 = 548 - 1,022" :\wff)m":‘é)ég wzoru L(t) = 548 - 1,022,
a Lo =
1,022t = 1900
Logarytmujemy obie strony réwnania.
109 1,022 = log 1220 9 3 v
t-10g1,022 = log 1200
1000
_ log 5ig
iog1,022
t~28 28 lat po 1971 roku,

Odp. Zgodnie ze wzorem liczba ludnosci Indii miafa przekroczy¢ 1 mid w 1999 r.

ZADANIE  Liczba ludnosci Nigerii w latach 2006-2017 zmieniala si¢ zgodnie z mo-
delem wykladniczym. Ustal wzér dla tego modelu, wiedzac, ze w 2006 r. w Nigerii
2ylo 140 mln ludzi, a w 2011 r. — 162 min. Korzystajac z tego wzoru, oszacuj liczbe
ludnosci Nigerii w 2015 r. i ustal, w ktérym roku liczba ludnosci przekroczy 250 min.
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Ciekawostka

W 1862 roku prezydent Stanéw Zjednoczonych Abraham Lincoln przedsta-
wil Kongresowi prognoze liczby ludnosci USA do 1930 roku. Na podstawie
spisow ludnosci z lat 1790-1860 Lincoln zauwazyl, ze wspotczynnik przyro-
stu naturalnego w tym okresie by! staly. Zalozyl wicc, Ze wspolczynnik ten
nie bedzie si zmienial do 1930 roku, i stosujac model wykladniczy, obliczyl,
Ze do tego czasu w USA bedzie zylo ponad 250 min ludzi. W rzeczywistosci
Stany Zjednoczone mialy w 1930 roku 123 min mieszkancow.

Jak widaé, model wykladniczy do obliczania przyrostu populacji jest sku-
teczny tylko dla kedtich okresow, poniewa zaklada niezmicnnosé wspol-
czynnika przyrostu W ten nie jest
staly i zalezy od wielu czynnikéw, m.in. od wielkosci populacji, zmian kultu-
rowych, migracji ludnosci, klesk zywiolowych.

Model wykladniczy mozna stosowaé takze do opisu innych wielkosci niz
populacja, ale tylko takich, ktére zmieniaja si¢ w stalym tempie.

ENIE Masa M probki zmienia si¢ zgodnie z modelem wykladniczym.
Ustal, czy masa ta rosnie, czy maleje, gdy

a)M=20-07" b)M=10-12
zadania

POZIOM GLOSNOSCI DZWIEKU

Niektére wielkosci sq opisywane liczbami od bardzo matych do bardzo
duzych, tak ze zakres wartosci utrudnia postugiwanie si¢ nimi.

Przykladem jest natezenie dzwigku mierzone w W/m? (waty na metr kwa-
dratowy). Ustalono, ze prog slyszalnosci, czyli najnizsze natezenia dzwie-
kuw ktére slyszy przecigtny czlowiek, wynosi 1072 W/m?2. Natomiast

$niejszy dzwiek i na Ziemi towarzyszyl wybuchowi wul-
kanu Krakatau w Indonezji. Wynosit on 102 W/m’

Sile dzwieku okresla sie, obliczajac, ile razy natezenie I tego dzwigku jest
wicksze od natezenia o dzwieku odpowiadajacego progowi slyszalnos
Tak wige site dzwieku opisuje iloraz . Z informacji podanych powyzej
wynika, ze wartosci tego ilorazu wahaja si¢ od 1 do 10%. Skala o takiej
rozpigtosci byloby trudno si¢ postugiwac. Natomiast logarytmy dziesietne
tych liczb przyjmuja wartosci od 0 (log 1 = 0) do 35 (log 10% = 35).

Liczbami w takim zmniejszonym zakresie o wiele latwiej si¢ postugiwac,
dlatego wprowadzono nowe pojecie — poziom glosnosci dzwieku. Jest on
najezesciej wyrazany w decybelach (w skrécie dB).
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Poziom glosnosci dzwicku (w decybelach) mozna obliczyé ze wzoru:

L(I) — poziom glosnosci dzwieku (w decybelach)
L(1)=10log L I — natezenie dzwieku w W/m?
To Io — natezenie dzwieku odpowiadajacego progowi

slyszalnosci (Io = 1071 W/m?)

Poziom glosnosci progu slyszalnosci wynosi 0 dB, a wybuch wulkanu Kra-
Katau miat poziom okolo 350 dB.

Uwaga. Natezenie dwéch réwnoczesnych dzwiekow jest suma natezeri tych dzwie-
kow, ale poziom glosnosci tych dwdch dzwigkGw nie jest sumg ich poziomow
glosnosci, gdyz log(a+b) #loga + logb dla dodatnich liczb a i b.

Poziom gtoénoéci gwizdka czajnika wynosi 90 dB, a gwizdka po-
ciagu — 110 dB.
a) lle razy wigksze jest natezenie dzwigku gwizdka pociagu niz gwizdka czajnika?

I — natgzenie diwigku I, — natezenie diwicku

gwizdka czajnika gwizdka pociagu Korzyetamy 28 et
1 I/ L()=10log }-
90 =10l0g 77 110 =10l0g 1o%7 0 °g1,r;l )
A gdzie o =10"'2 W/m’
I
9 =log 1557 11 = log 154
I _ 109 I __qon Korzystamy z definicji logarytmu.
1017~ 1017~
I.=10°-107"2 I,=10".10""2
-3 [ W -1 [ W
Ie=107 [ W] I=10" %]

Odp. Natezenie dzwieku gwizdka pociagu jest 100 razy wigksze od natezenia
dzwieku gwizdka czajnika.

b) Oblicz poziom glosnosci dzwieku wydawanego przez gwizdki dwoch mijaja-
cych sig pociagéw.
I — natezenie dzwieku gwizdkéw dwoch pociagéw

Natezenia dwoch rownoczesnych diwiekow

I=I,+I,=2-10" sie dodaje; wczesniej obliczylismy, ze
e Iy =107 W/m?
L=10log 555 =10log(2 - 10') = Korzystamy ze wzoru L(1) = 10log §

=10(log2 +log10'") = log (2-10") =log2 +log 10"
=10(og2+11) ~ 113

Odp. Poziom glosnosci dzwieku gwizdkéw dwoch pociagw to okofo 113 dB.
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O lle gwizdkéw czajnikéw stwarza hafas bolesny dla ucha, czyli o poziomie
glosnosci 130 dB?

I, — natezenie dzwieku n gwizdkéw czajnikéw

In=n-I
In=n-10-3 Obliczylismy wezesniej, ze I, = 10 W/m?,
n-103 _ i
130=10l0g 230 Korzystamy ze wzoru L() = 10log -
13 =log(n - 10%) Korzystamy z definicji logarytmu.
n-10°=10"
103
"=
n=10%

Odp. Potrzeba az 10000 gwizdzacych czajnikow, aby poziom glosnosci wynidst
130dB.

ZADANIE  Poziom glosnosci diwigku wydawanego przez pewna lodéwke jest row-
ny 40 dB, a przez pewien odkurzacz — 80 dB.

a) lle razy natgzenie dzwicku wydawanego przez odkurzacz jest wicks
dzwicku wydawanego przez lodowke?

b) Oblicz poziom glosnosci dzwigku wydawanego przez lodowke i odkurzacz pracujace
jednoczesnic.

ze od natezenia

© Tle pracujacych odkurzaczy stwarza halas o poziomie glosnosci 100 dB? >
2adania 4-11

ZESTAW ZADAN

1. Liczba ludnosci Polski w latach 1962-1970 zmieniala si¢ zgodnie z modelem
wykladniczym. Skorzystaj z danych w tabelce i ustal wzér dla tego modelu.

‘ Rok ‘ 1962 ‘ 1964 ‘

[ Ludnosc poiski | 30,5 min | 31,3 min |

a) Oszacuj, jaka byla (wedlug otrzymanego wzoru) liczba ludnosci Polski w 1970 r.
Poréwnaj swoje wyniki z rzeczywista liczba ludnosci w tym roku (32,6 mln).

b) Oszacuj, jaka bylaby liczba mieszkaiicow Polski w biezacym roku, gdyby przy-
rost naturalny z lat 1962-1964 utrzymywal si¢ bez zmian az do dzisiaj. Poréwnaj
otrzymany wynik z rzeczywista liczba ludnosci Polski.

9 W ktérym roku zgodnie z tym modelem liczba ludnosci Polski przekroczylaby
50 mln, gdyby przyrost naturalny z lat 1962-1964 utrzymywal si¢ bez zmian?
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2. Pacjent przyjal dawke 50 mg pewnego leku. Wiadomo, ze w ciagu 6 godzin
2 krwiobiegu jest usuwane 60% tego leku.

a) Mase m leku (w mg) pozostala w organizmie po uplywie czasu t (w godzinach)
mozna obliczy¢ ze wzoru: m = ab', gdzie a i b s stalymi. Oblicz wartosci tych
stalych.

b) Ile leku pozostaje w krwiobiegu po uplywie godziny, a ile — po uplywie doby?
) Pacjent powinien przyja¢ druga dawke leku, zanim zawartosé pierwszej dawki
w krwiobiegu spadnie ponizej 10 mg. Po ilu godzinach od przyjecia pierwszej dawki
pacjent powinien przyja¢ druga dawke?

3. W pewnej mazurskicj micjscowosci podjeto walke z plaga komaréw. Specjalis
twierdza, ze ne opryski ie liczby komarow o 15%
rocznie. Przyjmij, e przed opryskami populacja komaréw wynosita 2 min.

a) Po jakim czasie liczba komaréw powinna sie zmniejszy¢ o polowe?

b) Walke z komarami zamierza si¢ przerwad, gdy populacja komaréw bedzie mniej-
sza niz 500 000. Jak dlugo bedzie trwala ta walka?

41l 4. W ramce obok podano poziomy glosno-

sci kilku wybranych dzwickow. szelest lisci — 10 dB
a) Oblicz natezenie dzwieku wydawanego skrzypce (pianissimo) — 30 dB
przez szeleszczace liscie. krzyk — 80 dB

b) Ile razy mniejsze natezenie ma dzwick ‘mlot pneumatyczny — 100 dB
skrzypiec grajacych pianissimo od dzwie- orkiestra (fortissimo) —100 dB

ku orkiestry grajacej fortissimo?
 Oblicz poziom glosnosci hatasu wyda-
wanego przez dwa mloty pneumatyczne
pracujace jednoczesnie.

d) Oblicz poziom glosnosci koncertu wykonywanego réwnoczesnie przez dziewie-
ciu skrzypkow grajacych pianissimo.

e) Oblicz poziom glosnosci hatasu, na ktéry narazona jest osoba siedzaca obok
krzyczacego widza na glosnym koncercie rockowym.

koncert rockowy — 120 dB

1) Oblicz, ile pracujacych mlotéw pneumatycznych wytwarza halas réwny pozio-
mem glosnosci koncertowi rockowemu.
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5. Przyjmij, e w grupie N o0s6b informacja rozprzestrzenia si¢ z taka predkoscia,
7e po czasie t zna ja n 0sb. Wedlug instytucji badajacych opinie publiczng liczbe
te mozna oszacowac za pomoca wzoru: n = N(1 - a'), gdzie a oznacza stala.

a) Po godzinie od momentu ogloszenia wiadomosci o podwyZce plac znalo ja 300
2 500 pracownikéw fabryki. Ilu pracownikéw zapewne dowie si¢ o tej nowinie po 2
godzinach, a ilu — po 6 godzinach?

b) Plotka o ,dniu bez samochodu” po trzech dniach od jej powstania dotarla do
40% Kierowcow. Jaka czes¢ kierowcow znala te plotke po pierwszym dniu? Kiedy
znac ja bedzie 80% kierowcow?

Ciekawostka

Jadra atomoéw niektorych

dla tego — cza

ulegaja samoistnej przemianie w jadra
innych pierwiastkow. Zjawisku temu to-
warzyszy promieniowanie i dlatego na-
Zwano je rozpadem promieniotworezym.
Masa pierwiastka ulegajacego rozpado-
Wi promieniotworczemu zmniejsza sie
o polowe po uplywie pewnego — Scisle

su, zwanego okresem polowicznego roz-
padu. Na przyklad okres polowicznego
rozpadu radu ?°Ra wynosi 1600 lat, za-
tem probka radu #°Ra o masie 10g po
1600 latach bedzie zawieraé 5g tego
pierwiastka, a po kolejnych 1600 latach
—tylko 25 g,

6. Przeczytaj
czasu t wynosi:

Masa m

g0 PO uplywie

mem- (1)

gdzie mo — masa poczatkowa pierwiastka, T — okres polowicznego rozpadu (po-

dany w tej samej jednostce czasu co 0).

) Wykaz, Ze ten wzér jest zgodny z informacja o rozpadzie radu 2°Ra podang,

w ciekawostce.

b) Okres polowicznego rozpadu izotopu cynku %Zn wynosi 244 dni. Pewna probka
zawiera 5 g tego izotopu. Oblicz mase ®Zn w tej prébee po 2 latach.

©) Okres polowicznego rozpadu izotopu irydu '%5Ir wynosi 2,5 godziny. Oblicz, po
jakim czasie zawartosé tego izotopu w prébce zmniejszy si z 1 mg do 0,1 mg.

d) Zawartos¢ izotopu cezu '3Cs w prébce zmniejszyla si¢ w ciagu 6 lat z 2 g do
1,74 g. Oblicz okres polowicznego rozpadu tego izotopu.
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Ciekawostka

Jednym z msrgpu,qcych w przyrodzle
izotopow wegla jest poto-
wicznego rozpadu '*c wynosi okoto
5715 lat. Kazdy zywy organizm ab-
sorbuje z otoczenia wegiel '2C oraz
izotop 14C. Tak dlugo, jak zyje roslina,
2wierze czy czlowiek, stosunek liczby
atoméw 12C do 14C w organizmie si¢

izotopu 4C w znalezisku w porowna-
niu z zawartoscia 4C w Zywym or-
ganizmie, a w konsekwencji — wiek
znaleziska.

Na przyklad stwierdzono, ze masa izo-
topu MC w znalezisku to tylko 90%
masy tego izotopu, jaka zawieralby zy-

wy organizm. Korzystajac ze wzoru:

 gdzie T =5715,

nie zmienia (1 atom 'C przypada na
1012 atoméw '2C). Po $mierci orga-
nizmu atomy '4C ulegaja rozpadowi,
a atomy 2C — nie. Zatem im wigcej
czasu uplywa od Smierci organizmu,
tym wigksza fest przewaga lczby ato-
méw '2C nad liczba atoméw #C. Ame-
rykaiiski fizyk Willard F. Libby w 1946
roku opracowal metode, ktora pozwala
wykorzystac to zjawisko do okreslenia

memo- (3)F

otrzymujemy:

wieku znalezisk pochodzenia organicz- log0,9= =t=log 1
nego. W tym celu spala si¢ niewielkq, 10809
probke znaleziska i otrzymany dwutle- Lot g v
nek wegla przepuszcza przez urzadze- 870

nie, ktdre rozdziela atomy '2C i 4C na
podstawie réznicy ich mas. To pozwa-
la okreslic, jak zmienila si¢ zawartos¢

Wynika stad, ze znalezisko pochodzi
sprzed okolo 870 lat.

7. Przeczytaj ciekawostke.

a) Odkrywca pewnego egipskiego grobowca twierdz, Ze jego znalezisko pochodzi
2 okresu Sredniego Paiistwa (okolo 2 tys. lat pn.e.). Poniewaz niektrzy uczeni
sq innego zdania, przedmioty z grobowca beda poddane badaniom wieku metoda
oparta na pomiarze zawartosci izotopu 4C. Jakiego procentu poczatkowej masy
izotopu nalezy si¢ spodziewac w znaleziskach, jezeli ich odkrywca ma racje?

b) Pewien ekspert ma watpliwosci, czy obraz w muzeum jest dzielem wiclkiego
wloskiego malarza Giotta di Bondone (czyt. dziotta di bondone) (1266-1337). Po
zbadaniu zawartosci izotopu wegla 14C w pl6tnie i farbach okazalo sie, Ze stanowi
ona 95% poczatkowej masy tego izotopu. Czy autorem obrazu mégl by¢ Giotto?

¢ W polowie XX wieku pewien genialny falszerz podrobit obrazy jednego z najwy-
bitniejszych malarzy holenderskich Johannesa Vermeera (1632-1675). Falszerstwo
udowodniono — mierzac zawarto$¢ izotopu C. Jaki procent poczatkowej masy
izotopu powinny zawieraé plotno i farby, gdyby pochodzily z obrazu Vermeera?

d) i operacji i pr h przez
naszych preodkow sq czaszki 2 wyclgtyml onworami znalezione w Peru. Badania
wykazaly, ze czaszki te zawierajq zaledwie 23% poczatkowej masy 14C. Sprzed ilu
lat pochodza te znaleziska?
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Ciekawostka

Przedmiot umieszczony W otoczeniu
©0 temperaturze nizszej niZ tempe-
ratura przedmiotu zacznie stygnac.
Gdy temperatura otoczenia jest sta-
1a, to temperature T przedmiotu po
uplywie czasu t opisuje wzor:

T(t)= To+(T, - To)a*

Ty — temperatura otoczenia (w °C)

T, — poczatkowa temperatura
przedmiotu (w °C)

@ — stala charakierystyczna dla danego
przedmiotu

8. Przeczytaj ciekawostke. W laborato-
rium, w kiérym panowala temperatu-
ra 20°C, mierzono temperature herbaty
w kubku. Wyniki pomiaréw przedsta-
wiono w tabeli. Znajdz wzor opisuja-
cy, jak si¢ zmienia temperatura herbaty
w zaleznosci od czasu.

Czas t
(w minutach)

‘Temperatura
herbaty (w °C)

)
3

81,656939,5

9. Ciasto wyjete z piekarnika stygnie w kuchni, w kt6rej panuje temperatura 25°C.
Temperaturg ciasta (w °C) po uplywie t minut mozna obliczy¢ ze wzoru:
() = 25 + 200 - 0,9¢

a) Jaka temperature miato ciasto zaraz po wyjeciu z piekarnika?

b) Jakq temperature bedzie mialo ciasto po uplywie 10 minut?
©) Kiedy ciasto ostygnie do temperatury 30°C?

©10.z

W powyzszej

wzoru T = To +(T, - To)a' korzy-

staja specjalisci medycyny sadowej, okreslajac czas, jaki uplynal od $mierci denata.
Przyjmijmy, Ze policja znalazta zwloki o godzinie 18" oraz Ze temperatura ciala
ofiary wynosita 30°, a temperatura otoczenia, podobnie jak przez cale popoludnie,
wynosita 10°C. Przyjmijmy tez, ze po uplywie godziny temperatura otoczenia si¢
nie zmienila, ale cialo ostyglo do 28°C. Oblicz, o ktérej godzinie nastapit zgon.

Warto wiedzieé!

Niech a bedzie liczb naturalng. Liczba
loga ma zwiazek z liczba jej cyfr. Za-
uwazmy, ze gdy 1 < a < 10, to liczba
a jest jednocyfrowa, gdy 10 < a < 100,
to liczba a jest dwucyfrowa. Ogélnie: gdy
10" < @ < 10", to liczba @ ma n + 1 cyfr.
Funkcja y = log x jest rosnaca, wigc:
log10" < loga < log10"*!
Stad: n < loga < n+1.

11. Przeczytaj informacje w ramce.

Aby zatem ustalié, ile cyfr ma na
przyklad liczba 3'%, wystarczy obli-
czyé jej logarytm dziesigtny i spraw-
dzié, migdzy jakimi kolejnymi liczba-
‘mi naturalnymi on si¢ znajduje.
log31% = 100log 3 ~ 47,7

Poniewaz 47 < log 3'% < 48, wiec licz-
ba 31% ma 48 cyfr.

a) Oblicz, ile cyfr ma liczba 2'41° zapisana w systemie dziesigtnym.

b) ZnajdZ w internecie, jaka jest najwigksza znana liczba pierwsza. Oblicz, ile ona

ma cyfr.
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MINISPRAWDZIAN

51. Przeczytaj informacje na s. 110. Poziom glosnosci dzwicku wydawanego przez
pracujacy odkurzacz jest rowny 60 dB. Jaki bylby poziom glosnosci halasu spowo-
dowanego jednoczesna praca 100 takich odkurzaczy?

A.70 dB B. 80 dB C. 160 dB D. 600 dB

52. Przeczytaj ciekawostke na s. 114. Okres polowicznego rozpadu izotopu fransu
223Fr wynosi 22 minuty. Po jakim czasie zawartos¢ tego izotopu w prébce zmniejszy
sie z 1 mg do 0,8 mg? Wynik zaokraglij do jednej minuty.

A.po 1 min B. po 7 min C.po 11 min D. po 18 min

PRZEKSZTALCANIE WYKRESOW FUNKCJI

Popatrz na rysunek obok. Wartos¢ funk- b7
i g dla argumentu x jest 0 5 wieksza

od wartosci funkgji f dla tego argu-

mentu. Mozna wigc powiedzie¢, ze dla

kazdego argumentu x funkcja g przyj- @+

muje wartosé réwna £(x) + 5.

Wykres funkdji g powstal w wyniku prze-
suniecia wykresu funkeji f o 5 jednostek

W gore. f 7
Uwaga. Méwiac: ,przesuniecie w gore”, be- 1
dziemy micli na mysli W kie-
runku zgodnym ze zwrotem osi y, a mé- 1@ x
wige: przesuniecie w d6l” — przesuniecie
w kierunku przeciwnym. gX) =f(x)+5
CWICZENIE A Kazdy z ponizszych wykresow powstal przez przesuniecie wykre-
su funkcji y = f(x). Jeden z wykreséw zostal opisany. Opisz pozostale.
a) b4 b) Y
@
p ¥
1
1 o X

b}
& Y=
3 N

7
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Popatrz na ponizszy rysunek. Warto$¢ funkgji h dla argumentu x jest taka
sama, jak wartos¢ funkeji f dla argumentu o 8 mniejszego od x.

¥ Mozemy wiec powiedzieé, ze dla
kazdego argumentu x funkcja h
przyjmuje wartosé rowna f(x-8).

Wykres funkeji h powstal w wy-
X niku przesunigeia wykresu funk-
Gji f 0 8 jednostek w prawo.

Uwaga. Méwiac: ,przesunigcie w pra-

h(x) = f(x-8) wo”, bedziemy mieli na mysli prze-

suniecie w Kierunku zgodnym ze zwrotem osi X, a mowiac: ,przesuniccie w lewo”
— przesuniccie w kierunku przeciwnym.

WICZENIE B Kazdy z ponizszych wykresow powstal przez przesuniecie wykre-
su funkgji y = f(x). Niektére wykresy zostaly opisane. Opisz pozostale.

a) Q) T A
IS Q) &
’ 7 S
3
HE T

7
=flx)
-9

Fix

<

58 5 Y R b 0 e B

Dana jest funkcja f(x) = X;ZX +1. Znajdz wzér funkji, ktérej wy-
kres otrzymamy po przesunigciu wykresu funkji f:

a) o5 jednostek w gore b) o 5 jednostek w prawo
9 =f)+5 h(x) = f(x-5)

=2=X 4 5]
g =57 +1+5 h(x)zﬁﬂ

X 46
hx) = =5 +1

3x. Znajdz wzor funkcji,

ZADANIE  Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = 2x*
Ktérej wykres otrzymamy po przesuniceiu wykresu funkdji £
) 07 jednostek w gre, b) 06 jednostek w lewo.

sadoio 1-8 )
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Na kazdym z ponizszych rysunkéw przedstawiono wykres funkeji £ i wy-
kres, ktory powstal w wyniku jego przesuniecia, w poziomie i w pionie.

Pod rysunkami zapisano wzory otrzymanych funkcji.
Wykres funkdji f przesunigto

]
0 2 jednostki w prawo

Wykres funkdji f przesunigto
02 jednostki w lewo
103 jednostki w doL. i03 jednostki w gore.

Y

Vi

h(x)=f(x-2)+3

9 =f(x+2)-3
CWICZENIE C Kazdy z ponizszych wykreséw powstal przez prze:
f(x). Niektdre wykresy zostaly opisane. Opisz p

Yy

su funkcji y =
a) "
%
By
> =
15 N
r o
A3 :
\ /7
b) ¥
g
K1
h
/ Y 0T R x
3 5
* X
2 &
g "
i A

flx+

cji h okreslonej wzorem h(x)

PRZEKSZTALCANIE WYKRESOW FUNKOI

CWICZENIE D Jak nalezy przesunaé wykres funkci £, aby otrzymaé wykres funk-
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W tabeli zebrano przyklady ilustrujace, jak zmienia si¢ wzor funkeji przy
réznych przesunieciach.

Sposcb przesuniecia wykresu funkcji y = £(x) 0‘;:;’.‘(’(‘;‘:"‘
W poziomie W pionie
5 jednostek w prawo — 0 3 jednostki w gorg | *x-5)+3
0 4 jednostki w prawo — 0 2 jednostki w dol y=fix-4)-2
07 jednostek w lewo — o 1 jednostke w gore 1 yofx+7+1
06 jednostek w lewo — 08 jednostek w dot || y=fe+6)-8

Znajdz wzér funkcji, ktérej wykres otrzymamy po przesunieciu
wykresu funkeji f(x) = 4x> + 5x+1 0 2 jednostki w lewo i o 7 jednostek w gére.

y=flx+2)+7
Y =4(x+2) +5(x+2)+ 147
Y =403 +6x2 +12x+8)+5x+10+8

¥ = 4x° +24x2 + 53X+ 50

2

ZADANIE  Funkeja f jest okreslona wzorem f(x
Tej wykres otrzymamy w wyniku przesunigcia wyki
104 jednostki w dol.

+5x. Znajdz wzor funkeji, kio-
su funkeji f 0 6 jednostek w lewo

a5 20

ZESTAW ZADAN

1. Zapisz wzor funkcji, ktérej wykres otrzymamy po przesunicciu wykresu funk-
Gii y = f(x) 0 7 jednostek:

a) w gore b) w lewo 9 wdét d) w prawo

2. Na rysunku obok przedstawiono wykres pewnej
funkji f. Narysuj wykres funkcjiz

(x-2) 9 y=flx+d)
b) y=fx)+1 d y=fx-3

3. Narysuj wykres dowolnej funkeji. Oznacz ja lite-
ra f. Narysuj wykres funkcji, kt6ra opisuje rownosé:

a) y=f(x)+3 b) y=fx)-3 9 y=f(x+3) d) y=f(x-3)
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4. Wykresy funkcji g i h powstaly w wyniku przesunigcia wykresu funkcji, ktorej
wz6r podano na rysunku. Zapisz wzory funkgji g i h.

a B /9] h 9 Yl 9/ix |n o gy
\w ;‘( ”
0 ) R
] = )
1 X o 1 X (] x
b) Y1) h 0 " |
] w
r/ 1
x 1 X o 71 X
"’*logh
e
9

5. Przesuwajac wykres funkgji f, mozna otrzymac wykres funkcji g. Podaj sposéb
przesuniecia, jesli:

a) =5 g(x)=5 9 fW=% aw=g-2

b) f(0=2¢  g(x)=20x-11)} d) f)=log;x  g(x) =8+ log;x

6.2) W wyniku przesuniccia wykresu funkcji f(x
otrzymano wykres funkcji g(x) = —3x2 - 7. Jak prze:

3x2 + 2 réwnolegle do osi y
ni¢to wykres funkeji 7

b) W wyniku przesuniecia wykresu funkcji f(x) = % - 5 réwnolegle do osi x otrzy-

mano wykres funkcji g(x) sz - 5. Jak przesunieto wykres funkcji f?

© 7. Jak nalezy przesunaé wykres funkji f, aby otrzymac wykres funkcji g?
a) f0=VX+2 g =Vx+7
B f0=3+7 gW=3-2
 f(X)=3"4+2x-3 g(x)=3"4+2x+6
d) f(x)=log(x-3)+x gx)=log(x+2)+x+5

© 8. Ustal, jak nalezy przesunac wykres funkcji f, aby otrzymac wykres funkcji g.
a) f(X)=V2X, gx)=V2x+8 b) f()=2-x)°, g =G-x)’
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€Il 9. Na rysunku przedstawiono wykres pewnej funkcji f. Narysuj wykresy funkcji
podanych pod rysunkiem.

a) 2 b) 24 D) Y
3 1 ' 3
ﬂi 1 X 1 X 1 X
y=fx-3) y=flx-4) y=flx+5)
y=flx-3)-5 y=flx-4+1 y=fx+5-3

10. 0znaczone kolorami wykresy otrzy-
mano w wyniku przesuniecia wykresu /
funkeji  f(x)= x*. Dopasuj ponizsze /
wzory do wykresow.
=lx-6)3-

@Dy=1ix-67-6

@y=1x-67+6

@y=lx+6r-6

@y=-lx+67+6

11. Zapisz wzér funkeji, ktérej wykres otrzymamy po przesunieciu:

a) wykresu funkcji y =2x% o 1 jednostke w prawo i o 6 jednostek w gére,
b) wykresu funkcji y =5% 05 jednostek w lewo i 2 jednostki w gore,

© wykresu funkcji y =logx o 2 jednostki w prawo i o 3 jednostki w dol,
d) wykresu funkcji y =3x? -1 o1 jednostke w lewo i 0 5 jednostek w gore.

12. Zapisz wzor funkeji, kiérej wykres otrzymamy po przesunieciu:

a) wykresu funkeji 00 = 5% 0 2 jednostki w prawo i o 5 jednostek w dol,
b) wykresu funkeji f(x) = (x+3)x~4) 0 3 jednostki w lewo i o 1 jednostkg w gore,

©) wykresu funkcji f(x) =x*+3% o1 jednostke w lewo i 0 4 jednostki w gére.
13. Przesuwajac wykres funkcji f, mozna otrzymaé wykres funkji g. Podaj sposb
przesuniecia, jesli:

a) f0=VE gN=vx-1+7 9 f(x)=logx  g(x)=logx~3)+5

b= (2)° gw=(2)" -4 @) f(X)=-2x° g0 =-20x+1)° -8
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©14. jak nalezy przesuna¢ wykres funkcji f, aby otrzymaé wykres funkcji g?
a) f(x)=3% g(x)=9-3% o f(x)=log,x, g(x)=log,32x

b) 00 =5% g = 3= d) f(x)=logx, g(x) =10g0,0001x

15. Jak nalezy przesuna¢ wykres funkgji £, aby otrzyma¢ wykres funkcji g?

a) f0)=2(x=3+5, glx)=20x+3) O f(X)= Ix=2+x, g = Ix+d+x+1

b) f(x)=x2+X, gX)=(x-1)2+x-2 d) f(x)=ﬁfjx, g(xl=§fjx

16. a) Miejscem zerowym pewnej funkgji f jest liczba 5. Jaka liczba jest miejscem
zerowym funkcji y = f(x+3)? Jaka liczba jest miejscem zerowym funkcji y = f(x~7)?

b) Czy funkcja f 1 funkeja y = £(x) + 3 moga mie¢ to samo miejsce zerowe?

17. Na rysunku przedstawiono wykres funkgji y = f(x).
a) Znajdz najmniejsza wartos¢ funkeji y = f(x-50)+30.

b) W jakim przedziale funkcja y = f(x + 70) - 60 jest
rosnaca?

©) ZnajdZ miejsce zerowe funkcji y = f(x + 100) - 4.

d) Dla jakich argumentéw funkeja y = f(x - 40) - 2 przyj-
muje wartosci dodatnie?

18. Dziedzing funkeji f jest zbiér (-3;7), a zbiorem wartosci jest przedzial
(~134). Okresl dziedzing i zbiér wartosci funkcji, ktérej wykres otrzymamy po
przesunieciu wykresu funkcji f:

a) 05 jednostek w prawo,

b) 07 jednostek w dol,

) 03 jednostki w lewo i 0 4 jednostki w gore.

19. Funkeja f jest rosnaca tylko w przedziale (~2; 5). Okresl przedzial, w ktorym
funkcja g jest rosnaca.

a) g(x) =f(x-5) b) g(x) = f(x+10) 9 g =f(x+7)-3

20. Wykres funkcji f(x) = -3x+7 przesunieto o 2 jednostki w prawo i o 6 jednostek
w gore i otrzymano prosta p.

a) Wykaz, Ze t¢ prosta mozna rowniez otrzymad, przesuwajac wykres funkcji £ 0 4
jednostki w prawo albo o 12 jednostek w gore.

b) Jak jeszcze inaczej mozna przesunac wykres funkcji £, aby otrzymac prosta p?
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S1. Po przesunigciu wykresu funkcji y = x° o trzy jednostki w prawo otrzymamy
wykres funkji:

Ay=x3+3 Cy=(x+3)
B.y=x3-3 D.y=(x-38 ¥
: r
52. Na rysunku obok przedstawiono fragment wykresu funk- 4
Gji f. Ktéry z ponizszych rysunkéw stawia fragment o
wykresu funkeji y = f(x +2)?
A Y B. Y G b D. Vi
1 17 1
01 E3 0 1 X 0 X 1 X

53. Wykres funkcji f(x
w wyniku przesunieci

= /Xx+2-5 mozna otrzymac z wykresu funkdji g(x) = VX
A.0 2 jednostki w lewo i 0 5 jednostek w d6t
B. 0 2 jednostki w prawo i 5 jednostek w dot

C.0'5 jednostek w lewo i o 2 jednostki w gore
D. 05 jednostek w prawo i o 2 jednostki w gore

PRZEKSZTALCANIE WYKRESOW FUNKCJI (CD.)

CWICZENIE Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f.

a) Niech funkeja ¢ bedzie okreslona wzo- ¥
re ~f(x). Korzystajac z wykresu
funkgji f, ustal, jaka wartos¢ przyjmuje

funkcja g dla argumentu -2, a jakq — dla r
argumentu 3.
b) Niech funkeja h bedzie okreslona wzo- X

rem  h(y = f(-x). Korzystajae z wykresu
funkeji f, ustal, jaka wartosé przyjmuje
funkcja h dla argumentu -2, a jakq — dla
umentu 3,
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Na kazdym 7 rysunkoéw jest przedstawiony wykres pewnej funkeji f oraz
jego odbicie symetryczne.

Wykres funkcji g powstat
przez odbicie symetryczne
wykresu funkdji f wzgledem
osi x. Dla kazdego argumen-
tu x wartosei funkeji g 1 f sa
liczbami przeciwnymi. Zatem
dla argumentu x funkcja g
przyjmuje wartos¢ —f(x).

Wykres funkcji h powstal
przez odbicie symetryczne
wykresu funkcji f wzgledem
osi y. Dla kazdego argumen-
tu X wartos¢ funkdji h jest
taka sama jak warto¢ funk-
¢ji f dla argumentu —x.

hx) = f(=x)

[TIATTTEE Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = x

T-x

a) Zapisz wzér funkgji g, ktérej wykres jest symetryczny do wykresu funkcji f
wzgledem osi x.

900 =~f(0 == (x*

9(x)

b) Zapisz wzor funkeji h, ktorej wykres jest symetryczny do wykresu funkdji f
wzgledem osi .

) = Flox) = (20

h(x)

ZADANIE  Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = 3x? ~x + 7. Znajdz wzor funkji,
Ktérej wykres otrzymano w wyniku odbicia symetrycznego wykresu funkdji f:
) wzgledem osi x, b) wagledem osi y.

oo 18
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TN Wykres funkcji f(x) = 53— + 3 przeksztalcono najpierw przez

symetrie wzgledem osi y, potem przez symetrie wzgledem osi x, a nastepnie
przesunigto o 5 jednostek w lewo i o 2 jednostki w dot. Zapisz wzér funkdi,
ktdrej wykres otrzymano.

fo)=
S fex) = s J Zapisujemy wzér funkdji fi, ktérej wy-
i) =) kres jest symetryczny do wykresu funkcji
f wzgledem osi y.
A0

Zapisujemy wzor funkcji fz, ktorej wykres
jest symetryczny do wykresu funkcji fi
wzgledem osi x.

1 ~3-2 Zapisujemy wzér funkdji f;, ktérej wykres.
2+ 5+ 1 otrzymano, przesuwajac wykres funkdji f>
05 jednostek w lewo i 0 2 jednostki

w 6.

i) =flx +5)-2=
1

0 = 57 -5

ZADANIE  Wykres funkcji f(x) = 6VX+4 - 2x najpierw przeksztalcono przez syme-

trig wzgledem osi y, potem przez symetri¢ wzgledem osi x, a nastgpnie przesunigto o 7
jednostek w lewo i 0 5 jednostek w gore. Podaj wzor funkeji, kiorej wykres otrzymano.

Korzystajac z wykresu funkcji y = /X, narysuj wykres funkcji

y=-Vx+3-2.
)= VX

fit) = fx+3), czyli fit) = Vx+3 Zapisujemy wzory funkeji, ktére
e e b
f3(x) = fo(x) = 2, czyli fa(x) = =/x+3 -2

Vi

Kolejnosé przeksztaicer

1. Przesuwamy wykres funkcji f
03 jednostki w lewo i otrzymu-
Jemy wykres funkji fy

2. Odbijamy wykres funkeji fi

wzgledem osi x, otrzymujemy
wykres funkcji f>

3. Przesuwamy wykres funkji f2
02 jednostki w dot i otrzymuje-
my wykres funkji ;.

ZADANIE  Korzystajac z wykresu funkgji y = VX, narysuj wykres funkcji y

adanias-16 )

126 FUNKCJE



ZESTAW ZADAN

1. Narysuj wykres funkgji f oraz jego odbicia symetryczne wzgledem osi x oraz
wagledem osi y. Zapisz wzory otrzymanych funkcji.

a) fx)=x-2 b) £(x) = (x=3)(x +2) 9 =2 d) £(x) = logx

2. Wykres funkgji f(x) = x* odbito symetrycznie wzgledem osi x. Uzasadnij, ze
gdybysmy wykres funkcji f odbili symetrycznie wzgledem osi y, to otrzymalibysmy
te sama funkcje.

3. Dziedzing funkeji f jest zbior (~1;15). Podaj dziedzing funkeji
a) g0 = -f(x) b) gix) = F(-X)

4. jedynym micjscem zerowym pewnej funkeji £ okreslonej na zbiorze liczb rze-
czywistych jest liczba ~7. ZnajdZ miejsce zerowe funkdji g, jesli:

a) g(x)=-f(x) b) g(x) = f(-x) ) glx) =

£(=x)

5. Funkcja f jest okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych i jest rosnaca. Ustal,
Ktéra z funkcji g, h, j tez jest rosnaca, a ktéra — malejaca, jesli:

9x) = f(=x) hix) = -f(x) J0) = =f(=x)

6. Zapisz wzor funkgji g, ktorej wykres otrzymamy w wyniku przeksztalcenia:
a) wykresu funkcji f(x)=5x-2 przez symetrie wzgledem osi X,
b) wykresu funkcji f(x) = £ +1 przez symetrig wzgledem osi y.
© wykresu funkcji f(x) = x* - 1 przez symetri¢ wzgledem osi y.

d) wykresu funkeji f(x) = (x~ 5)2 =3 przez symetri¢ wzgledem osi x.

7. Wykres funkeji g jest symetryczny do wykresu funkeji f wzgledem osi x, a wy-
kres funkcji h jest symetryczny do wykresu funkcji f wzgledem osi y. Zapisz wzory
funkeji g i h, gdy:

a) f(x)=-5x%-2x+3 9 flx= z)ff e f(x)=3-7%-2x*

b) f(x)=3x/xX-3 d) f(x)=6-3 ) f)=vx-2-@-x?

T-x

8. a) Uzasadnij, ze dla a > 0 wykres funkcji f(x) = a* jest symetryczny wzgledem
osi y do wykresu funkji g(x) = (1)

@ b) Uzasadnij, ze dla @ > 0 i a # 1 wykres funkgji f(x) = log, x jest symetryczny do
wykresu funkcji g(x) = log, x wzgledem osi x.
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Il 9. Na rysunku przedstawiono wykres pewnej funkgji f. Narysuj wykresy funkeji
podanych pod rysunkiem.

a) i b) L]
! !
X X
g = f(=x)+1
h(x) = ~f(=x) h(x)=-1-f(x~1)

10. Wykresy funkeji g i h powstaly w wyniku przeksztalcenia wykresu funkcji,
ktérej wzor podano na rysunku. Zapisz wzory funkdji g i h.

b) y ) g\ h P’
9 g%
1
X 0| X

0 1

%
0
A

11. Znajdz wzor funkcji, ktorej wykres powstaje w wyniku przeksztalcenia:

) wykresu funkji f(x) = 2x* - L najpierw przez symetri¢ wzgledem osi x, a na-
Stepnie przez przesuniccie o 4 jednostki w dol,

b) wykresu funkcji f(x) = 3x/X—1 najpierw przez przesuniecie o 4 jednostki
w d6l, a nastepnie przez symetrie wzgledem osi y,

© wykresu funkgji f(x) = VX+7 - ﬁ najpierw przez przesunigcie o 7 jednostek
W prawo, a nastepnie przez symetri¢ wzgledem osi y.

12. Narysuj wykres funkeji y = 2%, a nastepnie wykres funkcji:
2x-3 b) y=2%+5 Q y=3-2"1

a)y=

13.Na rysunku obok zostal przedstawiony wy-
kres funkaji y = /X, Przeksztalcajac odpowiednio
ten wykres, narysuj wykres funkcji:

a) y=-Vx+5 d) y=-y/=x-4
b) y=2-/% oy X3
9 y=3+/% 0 y=-Vx+2-4
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®14.3) Jak nalezy przeksztalcac wykres funkcji y = VX, aby otrzymac wykres funk-
i =/x-2:
ci y=vx-2?

b) Jak nalezy przeksztalcac wykres funkeji y = VX~ 2, aby otrzymac wykres funk-
Gji y=vx+2?

15. Funkcja f jest malejaca w przedziale (-oo;2) i rosnaca w przedziale (2;+).
Okresl przedzialy, w ktdrych malejaca jest funkcja g.

a) g =—-f()+2 b) g(x) = —f(x-3) 9 g =3+fl=x)

16.2) Funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie tylko w przedziale (~5;1). W jakim
przedziale funkcja g(x) = ~f(x - 2) przyjmuje wartosci ujemne?

b) Funkcja f przyjmuje najwicksza wartos¢ rowna —4 dla argumentu 3. Podaj naj-
wigksza wartosé funkcji g(x) = 5 + f(-x) i argument, dla ktérego jest przyjmowana.

© Funkeja f przyjmuje wartosc 3 tylko dla argumentéw ~10 i 5. Dla jakich argu-
ment6w przyjmuje te wartoé¢ funkcja g = 6 - f(-x)?

MINISPRAWDZIAN

51. Dziedzing funkeji £ jest zbidr liczb rzeczywistych. Ktére z ponizszych zdan
Jest zawsze prawdziwe?

A. Jesli funkcja y = f(x) jest rosnqca, to funkcja y =
B. Jesli funkcja y = f(x) jest malejaca, to funkcja y
C. Funkcje y = f(x) i y = f(-X) majq zawsze te same micjsca zerowe.

(=) tez jest rosnqca.
~f(x) jest rosnqca.

D. Funkcje y = f(x) i y = ~f(x) przecinajq oS y w tym samym punkcie.

52. Po odbiciu symetrycznym wykresu funkcji y = 3X _ wzgledem

osi x otrzymamy wykres funkcji:

- - =_3X

Ay=3% B.y=—3X D.y=—3
S3. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji ¥ = x* + 2x%. Na ktérym rysunku przedstawiono
wykres funkgji y = -x* - 2x2?
Al Y B. b7 C b7 D. %

1 I 1 1f

E % . ifx %
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1. Funkgja jest okreslona nastepujaco:

,m:{%x»z dlax <2
~X+5

ZnajdZz miejsca zerowe tej funkcji,
ustal, jaka najwicksza wartos¢ przyj-
muje oraz dla jakich argumentow funk-
cja przyjmuje wartosci ujemne, a dla
jakich — wartosci dodatnie.

dlax>2

2. Dla funkgji £(x) = -1x2+x+4 okresl:
a) argumenty, dla ktérych funkcja
przyjmuje wartosci dodatnie,

b) przedzialy monotonicznosci.

3. Okred] dziedzing funkdji.

a;y:h:g b) y=5x+1

4. Dopasuj wzory funkgji do wykresow.
=15
h = 0,7%

gx) =2,7%

koo = (8)°

5.2) ZnajdZz wzér funkcji wykladni-

cze, ktdrej wykres przechodzi przez

punkt A = (-2, 1

b) Znajdz wzor funkcji logarytmicznej,

Ktérej wykres przechodzi przez punkt
~0,-2).

6. Rozwiaz réwnanie.

x5 5.2.3v=
a) 55 =43 95-2.3
b)2-4%= Y16 d) 300+200 - 3 = 400
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7. Rozwiaz réwnanie.
a) 4-2loggx =7
b) %logxﬂogz =log6

9 2log,x-1og;9=6

8. Ponizej podano wzory, za pomoca
Kiérych mozna oszacowac liczbe lud-
nosci w Bulgarii i w Holandii po uply-
wie t lat od 2002 roku.

Bulgaria: Ly = 7600000 - 0,09"
Holandia: Ly =16 100000 - 1,005

Korzystajac z tych wzoréw, odpowiedz
na pytania:

) W ktérym z tych krajéw liczba lud-
nosci z roku na rok rosnie, a w ktérym
— maleje?

b) Jaka byla liczba ludnosci w tych kra-
Jach w 2002 roku, a jakiej mozna bylo
sie spodziewac w roku 20057

9. Zapisz wzor funkeji, ktérej wykres
otrzymasz w wyniku pracsunigeia wy-
kresu funkeji y =

fa
2) 0 3 jednostki w prawo,
b) 0 2 jednostki w lewo i 3 jednostki
do gory.

10. Zapisz wzor funkeji, ktorej wykres
otrzymasz w wyniku odbicia syme-
trycznego wykresu funkeji y =
wzgledem: ) osix, | B) osi3.

11.W jaki sposb nalezy przeksztalcic
wykres funkeji £, aby otrzymaé wykres
funkeji g7

=d
) f=25 9= e 1)‘ -3
b) fX)=VX g0 =y=x
o fX)=3"  gx)=-3%+5
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Figury na
ptaszczyznie cesc

Wyobraz sobie, ze stoisz na plazy w pogodny dzieft i patrzysz na morze.
Jak daleko linia horyzontu jest od twoich oczu?

Pole kota. Dtugo$¢ okregu = Wiasnosci katow srodkowych i katow
wpisanych = Proste i okregi = Okrag opisany na tréjkacie. Okrag
wpisany w tréjkat ® Wiasnosci wielokgtéw. Wielokaty foremne

= Powtérzenie
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A Jak nan

sowaé na piasku ol
Opisz slowami, jaka figure nazywamy okregi
cigciwa okregu, a co — Srednica?

g, majac do dyspozycji sznurek?
m, a jaka — kolem. Co nazywamy

Przypomnijmy, Ze okrag o Srodku S i promieniu r to zbiér punktéw plasz-
czyzny, kiorych odleglos¢ od punktu § jest réwna r.

Kolo o $rodku O i promieniu r to zbiér punktéw plaszczyzny, kérych
odleglosé od punktu O jest mniejsza od r lub réwna r.

CWICZENIE B Niech o(S,r) oznacza okrag o srodku S i promieniu 7 i niech

1) oznacza kolo o $rodku $ i promieniu r. Punkty nalezace do okregu
spelniaja warunek: P € o(S, ) < |PS| = r. Zapisz podobny warunek dla kola.

Warto wiedzieé!

Srodek okregu lezy nma symetralnej kaz-
dej cigciwy okregu, gdyz jest jednakowo
odlegly od koficow tej cigciwy. Wobec te-
g0 aby wyznaczy¢ konstrukeyjnie srodek
danego okregu, wystarczy narysowaé dwie
nierownolegle cigciwy i skonstruowac ich
symetralne. Punkt przecigcia tych syme-
tralnych jest szukanym $rodkiem okregu.

Juz w czasach starozytnych zauwazo-

no, e stosunck dlugosci okregu do

dlugosci jego Srednicy jest dla wszyst-

kich okregdw taki sam (niezaleznie od

wielkosci okregu). Liczba réwna temu

stosunkowi jest niewymierna i oznacza-

my ja litera . Diugos¢ okregu:

1=2nr

dlugos¢ okregu

Oto kilkanascie poczatkowych cyfr roz-
winiecia dziesigtnego tej liczby:

T = 3,14159265358979 ...

Pole kofa:
72
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Z historii
Oznaczenie stosunku dlugosci okregu do dlugosci srednicy litera 1 by¢ mo-
Ze wziglo si stad, Ze jest to pierwsza litera greckiego stowa meplueTpog
(perimetros) — obwdd.

0d wiekéw stosowane byly rozmaite przyblizenia liczby 1. Na przyklad
2 pewnego fragmentu Biblii (I Ksiega Krélewska, rozdzial 7, 23) wynika, Ze
w czasach biblijnych przyjmowano 1 ~ 3. Egipcjanie (XX w. p-n.e.) przyjmo-

wali 7~ (4)", a Archimedes (IIl w. p.n.c.) przyjal 7 ~

‘Takze w czasach nowozytnych starano si¢ podac jak najdokladniejsza war-
10¢ . W 1610r. holenderski uczony Ludolph van Ceulen (czyt. ludolf fan
kylen) podat 35 cyfr po przecinku liczby 1. Na jego czes¢ liczba m nazywa-
na jest czasem ludolfing.

Wykorzystujac komputery, w roku 2016 ustalono okolo 22,5 biliona cyfr po
przecinku liczby . Obliczenia zajely 105 dni. Liczba 1 jest niewymierna,
co oznacza, e cyfry jej pojawiaja si¢

Ciekawostkg jest, Ze w tym rozwinieciu mozna znalezé dowolna sekwen-
dje kilku cyfr. Na przyklad sekwencja 01052004, czyli kolejne cyfry daty
przystapienia Polski do Unii Europejskiej, pojawiaja si¢ w pierwszych 100
milionach cyfr po przecinku. Mozna to sprawdzi¢, wykorzystujac odpowied-
ni program komputerowy dostepny w internecie.

Wzér, ktéry pozwala oblicza¢ diugos¢ I okregu, wynika wprost z okreslenia
liczby . (Poniewazz 1 = -L., wige I = 2mr).

Pokazemy teraz, jak mozna by prébowac uzasadnié wzor na pole kota.

Wyobrazmy sobie, ze kolo o promieniu r dzieli
my na jednakowe czesci (zob. rysunek). Pole kazdej
2 tych czesci niewiele si¢ rozni od pola tréjkata
o podstawie a i wysokosci r, czyli wynosi w przy-
blizeniu 23

Jesli liczba czesci, na ktére dzielimy kolo, jest row-
na n, to podstawa a tréjkata jest w przyblizeniu
réwna % dlugosci okregu, czyli:

polekota ~ n- 94X ~ n-

Im wiecej bedzie czesci, na ktére dzielimy kolo, tym
przyblizenie bedzie dokladnicjsze. Mozemy zatem
przyjac, ze pole kola jest rowne v

adari 111 )
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| ek obok. Ile

dlugosc c:

CZENIE C Popatrz na
Sci okregu 7

e razy .
niebieskim ko-

lorem jest mniejsza od dlugosci calego okregu, ( _

jesli o = 108°
pole zaznaczone] figury?

Jaka czesé pola calego kola stanowi

Kat o wierzchotku w $rodku kola nazywamy katem $rodkowym. Czgsé
wspolna kata srodkowego i kola to wycinek kola, a czeS¢ wspdlna tego
kata i okregu to Tuk okregu. Méwimy, Ze kat Srodkowy jest oparty na tym

Tuku.

Diugos¢ luku to pewien ulamek dlugosci okregu, a pole wycinka Kola to ulamek

pola kola. Ulamek ten jest réwny 7.

Dhugosé tuku okregu:  Pole wycinka kota:

= .
v I

= &
Pﬁgﬁonr

a) Kat $rodkowy w kole o promieniu 9 ma miare 140°. Jakie pole

ma wycinek kota wyznaczony przez ten kat?

Pole wycinka = ms

mo9t=o.81.m=Sn

b) Na rysunku przedstawiono wycinek kota. Jaki jest obwdd tej figury?

160°

o =360°-160°=200"
Dlugosé fuku = Ms S2me3=

Obwéd wycinka = 6+ 12

[
§-6m=m

ok est wyclety praesz kat Srodkowy «
o mierze 20

ZADANIE W kole o promieniu 10 zaznaczono kat srodkowy o mierze 40°. Oblicz

pole oraz obwdd wycinka kola wyznaczonego przez ten kat.

134
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ZESTAW ZADAN

1. Oblicz:

a) pole kota o promieniu 7, d) promieri kola o polu 10,

b) pole kola o srednicy 12, €) promieri okregu o dlugosci 5,
o dlugosé okregu o Srednicy 17, ) obwéd kola o polu 4.

2. Zapisz wzér, kiéry pozwala obliczac:

a) dlugos¢ okregu I, gdy dana jest jego Srednica d,
b) pole kofa P, gdy dany jest jego obwod I,

¢ srednice kola d, gdy dane jest jego pole P,

d) obwdd kota I, gdy dane jest jego pole P.

3. Minutowa wskazéwka pewnego zegara ma 8 cm. Oblicz, jaka droge pokonuje
Koniec tej wskazowki w ciagu:

a) godziny, b) doby, <) kwadransa, d) 45 minut.

4. Oblicz pola zacieniowanych figur. Przyjmij, ze bok kratki ma dlugoéc 1.

5. Z kola 0 promieniu R chcemy wyciac trzy jednakowe kola tak, aby suma ich pol
i pole pozostalej czesci byly rowne. Jaki promieri powinny mie¢ wycinane kota?

6. Punkty A i B sq polaczone dwiema liniami zbudowanymi z pélokregow — czarng
i niebieska.

a) Uzasadnij, Ze niebieska i czarna li-  b) Ktdra z linii na ponizszym rysunku
nia przedstawione na ponizszym ry-  jest diuzsza — niebieska czy czarna?
sunku maja te samq dlugosc.
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7. a) Zapisz, jaka dlugosé ma bok kwadratu, ktéry ma takie samo pole jak kolo
© promieniu diugosci r.

©b) Kolo i kwadrat maja réwne pola. Ktéra figura ma wiekszy obwod? Ile razy?

Ciekawostka

Jak skonstruowa¢ za pomocq cyrkla i linijki kwadrat o polu réwnym polu danego
kota? Problem ten, nazwany kwadraturq kola, probowano rozwiazaé przez ponad
2000 lat. Dopiero w XIX w. 7e taka Jest

Wykazano tym samym, ze dla danego odcinka dlugosci r niemozliwe jest skon-
struowanie odcinka dlugosci ryiT. W wielu jezykach kwadratura kola oznacza
W przenosni problem nie do rozwiazania.

8. Kolo o promieniu diugosci 5, obracajac si¢, toczy si¢ po prostej.
a) Jaka odleglo¢ pokona to kolo, jesli wykona 10 obrotéw
b) Ile petnych obrotéw wykona to kolo na odcinku o diugosci 1007

9. Dlugos¢ rednicy kola samochodu wynosi okolo 64 cm. Ile obrotéw na godzi-
ne wykonuja kola tego s , gdy jedzie on z predkoseiq 60km/h? Tle to
obrotéw na minute? lle to obrotéw na sekunde?

10. Ziemia jest oddalona od Storica o okolo 150 min km. Z jaka predkoscia porusza
sie wokol Slorica? Mozesz przyjaé, ze orbita Ziemi jest okregiem. W rzeczywistosci
orbita ta jest elipsg (,splaszczonym” okregiem, ale to splas Jest niewielkie).

11. Wyobraz sobie, ze jaka$ maszyna latajaca wisi
nieruchomo na wysokosci 1 km nad pewnym punk-
tem lezacym na réwniku. Z jaka predkoscia porusza
si¢ ta maszyna, obracajac si¢ (wraz z Ziemia) wokét
ziemskiej osi? Porownaj te predkosé z predkoscia
punktu, nad ktérym wisi maszyna. Przyjmij, ze row-
nikowy promieii Ziemi to 6371 km.

12. Oblicz dlugos¢ zaznaczonego tuku okregu oraz pole zacieniowanej figury.

a) b) Ll d) e)
«=90" «=60" a=120° o« =200"
r=12 r=1s r=12 r=1s
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2
13. Na rysunkach przedstawiono wycinki kot
2 zaznaczonymi fukami.
a) Ktory luk jest diuzszy?
b) Ktéry wycinek ma wiksze pole? lle razy
jest wigksze? i

14.2) Jaka jest dlugos¢ promienia okregu, w ktorym kat o wierzchotku w srodku
okregu 1 o mierze 45° jest oparty na tuku o dlugosci 2r?

b) Jaka dlugos¢ ma promieri kola, w ktrym wycinkowi o polu 4 odpowiada kat
0 mierze 3077

15. Oblicz pole zacieniowanego obszaru i dlugos¢ zaznaczonego fuku okregu.

DO &
L

16. Wahadto starego zegara ma diugos¢ 50 cm i od-
chyla si¢ od pionu o 18°. Pelne wahniecie (od lewej
do prawej i z powrotem) trwa 2 sekundy. Jakq
droge pokonuje koricéwka wahadta w ciagu godziny?

17. Miary katéw mozna wyraza¢ w innych jednost-
Kach niz stopnie, np. w radianach. Miara Kata $rod-
Kkowego jest réwna 1 radianowi, gdy tuk,
ten kat jest oparty, ma taka sama diugo:
mien okregu.

a) 1 radian — ile to stopni?

b) 90° — ile to radianow?

18. Koniec wskazowki minutowej pew-
nego zegara wiezowego jest oddalony
od $rodka tarczy o 2,5m. Jaka droge
pokonal koniec tej wskazéwki, gdy ob-
rocila si¢ ona o kat 2°45'? Jak diugo
trwal ten obrét?
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MINISPRAWDZIAN

S1. Polowa kola o promieniu 4 ma takie samo pole jak kofo o promieniu:

Al

B.2 cVz D.2V2

52. Przedstawiony na rysunku luk to fragment okre-

gu o $rodku S. Luk ten ma dtugosé: “..3m
A. mniejsza niz 1 cm C. réwng 2cm / )
B. rowna 1cm D. wieksza niz 2cm 497

™

53. Aby wycinek kota o promieniu 3 mial pole réwne T, kat srodkowy tego wy-
cinka musi by¢ rowny:
A15°

5

B.5° C.7,5° D.2,5°

54. Popatrz na rysunek obok. Kat Srodkowy podzie-
1t pierscieri kolowy na dwie czesci. Jaki jest obwod
czesci zaznaczonej na niebiesko? 3

A7m

138

B. 477+8 C.2m+d D. 147y

WEASNOSCI KATOW SRODKOWYCH
I KATOW WPISANYCH

Na rysunku obok w okregu zaznaczono kat / \

srodkowy « oraz fuk, na ktérym ten kat jest
oparty. \

W tym okregu mozna wskazac jeszcze jeden kat
srodkowy, jego miara wynosi 360° - «. Luk, na
ktorym ten kat jest oparty, zaznaczono kolorem
czarnym.

Kat wpisany to Kat, ktérego wierzcholek lezy na
/ okregu, ramiona przecinaja okrag, a miara jest
mniejsza od 180°. Na rysunku obok zaznaczono
kat wpisany 8 i tuk, na ktérym ten kat jest oparty.
Zauwaz, ze jest tylko jeden kat srodkowy oparty
na danym Iuku, natomiast istnieje nieskoriczenie
wiele katéw wpisanych opartych na tym tuku.
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Twi ie o katach wpi is
opartych na tym samym fuku okregu

Kqt wpisany ma dwa razy mniejszq miare niz
kat srodkowy oparty na tym samym tuku.

Dowéd

Przyjmijmy, ze kat o to kat wpisany, a kat § to kat srodkowy oparty na tym
samym luku co kat o Pokazemy, Ze § = 2a, wykorzystujac wlasnosci tréjkata
réwnoramiennego.

Mozliwe sq trzy przypadki polozenia srodka okregu wzgledem kata wpisane-
g0 o §rodek okregu moze lezec na ramieniu kata , moze leze¢ wewnatrz
tego kata, moze tez lezec na zewnatrz kata.

1. Niech srodek okregu lezy na ramieniu ka-
ta wpisanego «, tak jak pokazano na rysunku
obok. Trojkat BCO jest rownoramienny, zatem:
| +BOC| =180°- 2

Kat B oraz < BOC to katy przylegle, wiec:
B=180°~ | <BOC| = 180° - (180° - 20

2

2. Niech Srodek okregu lezy wewnatrz kata wpisanego «, tak jak pokazano na
pierwszym z rysunkow ponizej.

Prowadzac srednicg z wierzchotka ka-

ta «, dzielimy kat « na dwa katy y i 5. o

Wredy kat § takze zostanie podzielony

na dwa katy. Z poprzednich rozwazari | ) )
wiemy, Ze te katy to 2y i 25, zatem: ‘\\B / ‘a /

a=y+s B=2y+25
Stad:
B=2(y+8)=2a

3. Niech §rodek okregu lezy na zewnatrz kata wpisanego «, tak jak pokazano
na pierwszym rysunku ponizej.
Prowadzac Srednice z wierzcholka ka-
ta «, otrzymujemy sytuacje przedsta-
wiona na drugim rysunku. Kat wpisany
«+y jest oparty na tym samym fuku
<o kat §rodkowy §+2y. Z poprzednich
rozwazan wiemy, ze:

B+2y=2(a+y)
Stad:
B=2a+y)-2y=2a

W kazdym z rozwazanych przypadkéw otrzymalismy f = 2c. [
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Twierdzenie o katach wpisanych '
opartych na tym samym fuku okregu
Kaqty wpisane oparte na tym samym tuku
majq réwne miary.
Dowéd

Z poprzedniego twierdzenia wynika, Ze gdy katy wpisane sa oparte na tym
samym luku, to kazdy z nich ma miarg dwa razy mniejsza niz kat srodkowy
oparty na tym luku. Zatem wszystkie te katy wpisane maja rowne miary.

Jesli luki danego okregu maja réwne dlugosci, to
Katy $rodkowe, ktdre je wycinaja, majq rowne miary.
Wynika stad, Ze katy wpisane s3 rowne takze wtedy,

gdy sa oparte na lukach o tej samej dlugosci. /

Gdy kat $rodkowy lub kat wpisany jest oparty na pew-
nym luku okregy, to mozna tez powiedzie¢, ze jest on
| oparty na cigciwie laczacej korice Tuku okregu.

Twierdzenie o kacie wpisanym
opartym na $rednicy okregu
Kat wpisany oparty na srednicy jest
katem prostym.

Dowéd

Kat srodkowy oparty na pélokregu ma miare 180° Kat wpisany oparty na
$rednicy ma miar¢ dwa razy mniejsza od niego, czyli jest katem prostym. []

zadania 1-11
ZESTAW ZADAN

I 1. Podaj miary katow o, , y i 8 wyznaczonych w danych okregach.

@ g B
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2. Podaj miary katéw «, B, y i & wyznaczonych w danych okregach.

3. Popatrz na rysunek obok. Uzasadnij, ze suma miar ka-
tow wpisanych « i B opartych na tej samej ciciwie jest
réwna 180°.

&

4. Jaka jest miara kata wpisanego w okrag, opartego na
cigciwie o diugosci réwnej promieniowi tego okregu?

Uwaga. Zadanie ma dwa rozwiazania.

5. Punkt C lezy na okregu o $rednicy AB. Wiadomo, ze |AC| = 8 cm, |BC| = 10cm.
Oblicz pole trojkata ABC.

6. Oblicz miary katéw wiclokata, ktérego boki zaznaczono niebieskim kolorem.

3
e
&
e
@

1)
3 N

&

=

=

/13

¥

7. Popatrz na rysunek obok. Czy dlugosé luku zaznaczo-
nego nicbieskim kolorem to wigeej czy mniej niz 10%
dlugosci okregu?

S

5
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8. Popatrz na ponizszy rysunek. Katy 9. Punkty O i S na rysunku ponizej sa
ostre ekierki maja miary 30° i 60°. Ja-  $rodkami danych okregéw. Jaka miare
ka czes$¢ okregu zakrywa ta ekierka? ma kat a?

2 @

10. Ze §rodka areny cyrkowej (ktéra ma ksztalt ko-
1a) mozna oéwietli¢ latarkq, fragment bandy o dlugo-
Sci 3m. Jak dlugi fragment bandy mozna oswietlic

tq latarkq z punktu na bandzie? Sytuacje opisang ‘
w zadaniu przedstawiono na rysunku obok.

11. Korzystajac z informacji podanej obok rysunku, oblicz miary katow wpisa-
nych DCB i ADB.

a ¢ b p
/\
B
’
|«DBC| = 32°48' ) |4 ASB| = 109°20'
A B |%ASB| =63°32' ¢ 14 CAD| = 62°34'

MINISPRAWDZIAN

S1. Punkty A, B, C leza na okregu o srodku S. W czworokacie ABCS kat ABC ma
miare 70°. Jaka miare ma kat ASC w tym czworokacie?
A.70°  B.140° C.220° D.35°

S2. Korzystajac z informacji na rysun- ~ S3. Korzystajac z informacji na rysun-
ku, ustal miare kata B. ku, ustal miare kata y.

p— ~——
A.100° B.40° C.50° D.25° A.27° B.36° C.18° D.54°
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PROSTE | OKREGI

| Prosta i okrag mogq nie mie¢ punktéw wspdlnych, moga przecinac si
w dwéch punktach albo mie¢ jeden punkt wspolny. Prosta, kiéra ma
2 okregiem tylko jeden punkt wspdlny, nazywamy styczna do okregu.

OO 0

okrag i prosta prostapreccina olaag promta
sarozlaczne

Twierdzenie
Styczna do okregu jest
prostopadia do promienia
poprowadzonego do punktu stycznosci.

Dowsd
Uzasadnienie przeprowadzimy metoda nie wprost.

Przypuscmy, ze jeden z katw miedzy styczna do okregu
a promieniem poprowadzonym do punktu stycznosci jest
ostry. Na rysunku to kat o o wierzchotku A. Prowadzac ze
srodka okregu inng prosta niz SA, ale nachylona do stycz-
nej pod katem , otrzymay trojkat réwnoramienny ABS.

Wowczas ISB| = [SA| i punkt B musialby naleze¢ do okregu, bylby wige drugim

punktem wspélnym stycznej i okregu, co przeczy definicji stycznej.

Twierdzenie
Gdy styczne do okregu sie
przecinajq, to odcinki lqczqce
punkt przecigcia z punktami
stycznosci majq réwne dlugosci.

P

1PA| = PB|

Dowsd ~—
Niech proste PA i PB beda stycznymi do okregu
o srodku $ w punktach A i B. Wowczas tréjkaty
PSAi PSB sa prostokatne, maja wspolna przeciw-
prostokatna PS oraz |SA| = |SB|. Z twierdzenia
Pitagorasa wynika, ze [PA| = [PBI. (]

PROSTE | OKREGI
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Twierdzenie o kacie miedzy styczna a cieciwa
Kat ostry « miedzy cieciwq okregu a stycznq \
w punkeie, kdry jest koricem ciciwy,
Jest réwny kqtowi ostremu wpisanemu 4
w okrqg opartemu na tej cigciwie.
B
A

Dowsd
Przyjmijmy, Ze prosta m i okrag o §rodku § sa
styczne w punkcie A i kat ostry migdzy prosta m

i cigciwa AB jest réwny « (zob. rysunek obok).
Wowezas:

14 SAB| = 90°-

‘Trojkat SAB jest rownoramienny, wig:

|<ASB| = 180°~2 - |«SAB| = 180°~ 2(90° - ) = 2«

Kat B to kat wpisany oparty na cieciwie AB, wiec:
B=Ltisaspi=L.2a=a O

Warto wiedzi

Niech O bedzie srodkiem okregu. Przez punkt P chcemy poprowadzié stycz-
na do tego okregu.

Gdy punkt P lezy na okregu, to wy-
starczy poprowadzi¢ polprosta OP

i skonstruowa¢ prosta do niej pro- B
stopadla przechodzaca przez punkt P

(zob. pierwszy rysunek).

Gdy punkt P lezy na zewnatrz okregu,

to najpierw wyznaczamy $rodek od-

cinka OP i konstruujemy okrag, ktére-
go Srednica jest OP. Nastepnie prowa-

dzimy prosta przez punkt P i punkt

wspolny okregow (zob. drugi rysunek). “

Prosta ta jest prostopadia do promie- ‘ 13
nia danego okregu, gdyz wiadomo, ze

kat wpisany oparty na srednicy OP

jest katem prostym, zatem ta prosta

jest szukana styczna,

Oczywiscie prowadzac prosta przez punkt P i drugi wspolny punkt okre-
6w, teZ otrzymay styczna do okregu.

i 112
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IV Dwa rézne okregi moga by¢ polozone wzgledem sicbie tak, ze nie ma-
ja punktéw wspolnych albo maja dwa punkty wspélne, albo tylko jeden
punkt wspdlny. Gdy okregi maja tylko jeden punkt wspolny, mowimy, ze

sq styczne.
okregi rozlaczne okregi rozlaczne okregi przecinajace si
zewngtrznie ‘wewngtrznie

okregi styczne okregi styczne
zewnetrznie ‘wewnetrznie

Uwaga. O okregach, kiére maja wspolny $rodek, méwimy, ze sq wspélsrodkowe.
Jesli okregi wspolsrodkowe maja rozne promienie, to okregi te sq oczywiscie
rozlaczne. Jesli promicnie okregw wspdlsrodkowych sq jednakowe, to okregi
maja nieskoriczenie wiele punktéw wspolnych (pokrywaja sie).

CWICZENIE A Narysuj okrag o promieniu 2cm. Oznacz jego Srodek litera O
i poprowad przez punkt O dowolng prosta. Narysuj za pomoca cyrkla okrag
o $rodku na narysowanej prostej styczny do narys okregu.

Prosta przechodzaca przez Srodki dwéch okregéw stycznych przechodzi
takze przez punkt ich stycznosci. Wynika stad, ze odlegloé¢ miedzy Srod-
kami okregw stycznych jest rowna sumie lub réznicy dlugosci promieni
tych okregbw.

=

|ABI=r+r, |ABl=r-r,

WICZENIE B Okrag o Srodku
promieit dlugosci 5. Ok

§ ma promieri dlugosci 2, a okrag o srodku T ma
wzajemne polozenie tych okregdw, jesli:

a) ISTI = b) IST| =8 O ISTI=4
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(CZENIE C le moze by¢ prostych jedno
? Rozwat rézne polozenia okregow.

nie stycznych do dwéch okre-

Ciekawostka

Na ponizszym rysunku przedstawiono rozlaczne zewngtrznie okregi oraz
cztery proste, z ktérych kazda jest styczna do obu okregéw. Pokazemy, jak
Konstruowac takie proste.

a

Niech okrag o érodku i promieniu R lezy na zewnatrz okregu o $rodku O
i promieniu r. Przyjmijmy, ze R > r.

Sposéb konstruowania prostej a: Wyznaczmy okrag o srodku S i promieniu
R -, nastepnie prowadzimy z punktu O prosta styczng do tego okregu
(w sposéb opisany na s. 144). Przez otrzymany punkt stycznosci A prowa-
dzimy polprosta SA, kéra przecina duzy okrag w punkcie B. Prowadzac
przez punkt B prosta prostopadla do polprostej SA, otrzymamy szukana
styczna, bo czworokat AOCB jest prostokatem.

B
)

Sposcb konstruowania prostej ¢: Wyznaczmy okrag o srodku § i promieniu
R+, nastepnie wyznaczamy prosta styczng do tego okregu przechodzaca
przez punkt O. Rysujemy promieni SK (gdzie K jest punktem stycznosci)
i przez punkt L — wspolny punkt okregu o promieniu R i odcinka SK —
prowadzimy prosta prostopadia do SK. Ta prosta jest szukang styczna, bo
czworokat KLCO jest prostokatem.

Zauwaz, 7e prosta b mozna skonstruowa podobnie jak prosta a, zas prosta
d podobnie jak prosta c.

sadoia 1320 )
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ZESTAW ZADAN

1. Proste na ponizszym rysunku sa parami réwnolegle. Odleglosci miedzy sasied-
nimi prostymi sq réwne 1.

a) Pewien okrag o srodku A ma z narysowany-
i prostymi dokladnie trzy punkty wspélne. Jaka

dlugos¢ ma promien tego okregu?

b) Czy okrag o srodku B moze mie¢ z tymi pro-

stymi dokladnie trzy punkty wspélne?

¢ Jaki promieri moze mie¢ okrag o srodku C, aby

przecinala go dokladnie jedna prosta?

d) Jaki promieri powinien mie¢ okrag o $rodku D,

aby przecinaly go cztery proste (kazda w dwoch

punktach)?

¢) Jaki promieni moze mie¢ okrag o srodku E, jesli wiadomo, ze okrag ten ma

2 narysowanymi prostymi dokladnie cztery punkty wspélne?

1) Il prostych przecina okrag o $rodku P i promieniu 27

2. Prosta m jest styczna do okregu. Podaj miare Kata, ktéry zaznaczono lukiem.

TG

n
—
3. Ramiona kata B (zob. rysunek obok) sa
styczne do okregu. Jaki jest zwiazek micdzy
miarami katéw o i B7 8
a
4. Proste a i b przedstawione na rysunku obok sa
4 styczne do okregu o srodku O. Jaka jest odleglosé
punktu A od punktu O, gdy promieri okregu ma
dlugo:
b

5. Prosta a przedstawiona na rysunku obok
jest styczna do okregu. Jakie pole ma zacie-
niowany tréjkat?
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4m

6. Proste m oraz n przedstawione na ry-
sunku obok s styczne do okregu. Jakie
pole ma zacieniowany wycinek kota?

7. Wyobraz sobie, Ze stoisz nad brzegiem morza.

a) Jak daleko od twoich oczu jest horyzont, jesli twoje oczy
znajduja sie na wysokosci 1,5m nad poziomem morza? Przyj-
mij, e promieri Ziemi ma 6371 km.

b) 0 ile dalej siggnie twoj wzrok, jesli wejdziesz na drzewo tak
wysoko, Ze twoje oczy znajda si¢ 15m nad poziomem morza?

9 Czy wystarczy wznies¢ sie 1km nad poziom morza, aby
horyzont znajdowat sie w odleglosci ponad 100km od oczu?

8. Boki trojkata przedstawionego na rysunku sa styczne do okregu. Oblicz obwéd
tego trojkata.

a) b)
e
K
Ja
10
9. Wszystkie boki tréjkata prostokatnego sa styczne do okregu o promieniu 2 cm.

Punkt stycznosci dzieli przeciwprostokatng na odcinki 4cm i 6 cm. Oblicz obwod
tego trojkata.

10. Na rysunku obok kazde dwa sasiednie okregi sq stycz-
ne w tym samym punkcie do pewnej prostej przechodzacej
przez punkt P. Uzasadnij, ze punkty stycznosci leza na okre-
gu o §rodku w punkcie P. A

11. Prosta przedstawiona na rysunku jest styczna do okregu. Wyraz miare kata
w zaleznosci od kata «.
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12. Popatrz na rysunek obok. Wierzcholki czwo-

rokata ABCD leza na okregu, a prosta m jest 5
styczna do okregu w punkcie A. Wykaz, ze je-
den z katow tego czworokata ma miare o +
i przekatna dzieli go na katy o miarach « i .

]

—m
=
13. Dane sq dwa okregi: jeden o promieniu 3 cm, drugi o promieniu 4 cm. Jaka
powinna by¢ odleglos¢ miedzy $rodkami tych okregow, aby okregi te:
a) byly styczne zewnetrznie, 9 przecinaly sie w dwéch punktach,
b) byly styczne wewnetrznie, d) byly rozlaczne?
14. Jaka jest odleglos¢ micdzy $rodkami okregow o promieniach 5 i 8, gdy

mniejszy okrag przechodzi przez Srodek wickszego, a jaka — gdy wigkszy okrag
przechodzi przez $rodek mniejszego?

15. Jakie diugosci maja promienie okregw przedstawionych na rysunkach?
b 9

16. Okregi o jach 10 i 15 sq Jaka dlugos¢ ma promien
okregu stycznego do obu tych okregdw? (Sq dwie mozliwosci).

17. Trzy okregi o srodkach A, B, C sa parami styczne zewnetrznie. Wiedzac, Ze
|AB| =8, [BC| =10, |AC| = 12, oblicz diugosci promieni tych okregow.

18. Na rysunku obok cztery jednakowe okregi
0 promieniu r s3 parami styczne i jednoczesnie
sa styczne do zacieniowanego kola. Jaka éredni-
c¢ ma to kolo?

19. Trzy pilki tenisowe, kazda o $rednicy 6,38 cm,
umieszczono w pudelku w sposéb pokazany na
rysunku. Jakie wymiary ma pudelko, jesli wia-
domo, Ze pitki nie wystaja ponad pudetko ani
pudetko nie wystaje ponad pitki?
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© 20. Okregi na rysunku obok sq parami
styczne. Najwiekszy z okregw ma pro- ‘“

mien dlugosci r. Jaki obwdd ma tréj- A\
kat OPS? e.‘

MINISPRAWDZIAN

51. Z punktu A poprowadzono styczne do okregu o srodku B w punktach C i D.
Kt6ra réwnos¢ jest falszywa?

A. |ABI* = |AC)* + |BCI* C. Pole czworokata ACBD = |AC| - |BC|
B. |<CAD| = 180°~ |« CBD| D. |AC| +|AD| = 2|AB|

52. Prosta AD przedstawiona na rysunku obok jest C

styczna do okregu w punkcie A, a cieciwy AC i BC

maja réwne diugosci. Jezeli |4 ABC| = 70°, to miara 5
kata DAB wynosi:

A.30° B. 40° C.60° D. 70° 5

53. Dwa okregi o promieniach 4 i 9 s styczne wewnetrznie. Jaka Jest odleglos¢
miedzy $rodkami tych okregow?
A5 B.4 C. 78 D. 13

54. Tle punktéw wspdlnych ma okrag o promieniu 7 z okregiem o promieniu 12,
jesli odleglos¢ miedzy Srodkami tych okregow wynosi 157

A0 B. 1 C.2 D. nieskonczenie wiele

OKRAG OPISANY NA TR(')'JKACIE.
OKRAG WPISANY W TROJKAT

okrag opisany  Mowimy, e okrag jest opisany na
~ mawielokacie  yyjelokacie, gdy wszystkie wierz-
cholki tego wielokata leza na okregu.
Jezeli okrag jest opisany na wielokacie,
wiclokat wpisany 10 ToZemy tez powiedzied, ze wielokat
w okrag jest wpisany w okrag.
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Srodek okregu opisanego na wielokacie jest punktem jednakowo odleglym
od jego wierzcholkéw. Z wlasnosci symetralnej (por. s. 65) wynika, ze $ro-
dek ten musi lezec na symetralnej kazdego boku wielokata.

Wiemy juz, Ze symetralne trzech bokéw kazdego tréjkata przecinaja sie
w jednym punkcie (por. s. 65). Wynika stad nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie
Na kazdym tréjkacie mozna opisa¢ okrag.
Srodkiem takiego okregu jest punkt
przeciecia symetralnych bokow trojkata.

Aby wyznaczyé konstrukeyjnie srodek okregu

opisanego na tréjkacie, wystarczy poprowa-

dzié symetralne dwoch bokéw trojkata. Ich

punkt przeciecia to rodek szukanego okre-

gu, a odleglos¢ tego punktu od dowolnego
A B wierzcholka tréjkata to promieri okregu.

Zauwaz, ze 7 whas katéw $rodkowych
i wpisanych wynika, Ze Srodek okregu opi-
sanego na tréjkacie prostokatnym jest srod-
kiem przeciwprostokatnej.

ZENIE a) Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym
o przyprostokatnych dlugosci 4 i 5.

b) Jakie dlugosci maja boki tréjkata prostokatnego réwnoramiennego wpisane-
go w okrag o promieniu 207

Nic na kazdym wielokacie mozna opisa¢ okrag. Mozliwe jest to tylko
wéwezas, gdy symetralne wszystkich jego bokow przecinaja si¢ w jednym
punkcie. Na przyklad okregu nie mozna opisac na réwnolegloboku, ktéry

nie jest prostokatem. zodaria 1-4
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okrag Méwimy, ze okrag jest wpisany
vk w wielokat, jezeli jest styczny do
wszystkich bokéw tego wielokata.

Jezeli okrag jest wpisany w wielokat,

wielokat
opisany to mozemy tez powiedziet, ze wielo-
na okregu kat jest opisany na okregu.

Odleglos¢ srodka okregu wpisanego w wielokat od kazdego boku wielokata
jest réwna promieniowi okregu. Srodek takiego okregu jest jednakowo od-
legly od wszystkich jego bokdw, zatem z wlasnosci dwusiecznej (por. s. 66)
wynika, ze §rodek ten musi leze¢ na dwusiecznej kazdego kata wielokata.

@ @
LQ \v)

Poniewaz wiemy juz, ze dwusieczne katow tréjkata przecinajq sie w jed-
nym punkcie, zatem prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie A
W kazdy tréjkat mozna wpisaé okrag.
Srodkiem okregu wpisanego w trojkat jest punkt
przeciecia dwusiecznych katow tego trajkqta. A A

Aby skonstruowaé okrag wpisany w tréjkat, prowadzimy dwusieczne dwéch
dowolnych katéw tréjkata. Ich wspélny punkt $ bedzie jednakowo oddalo-
ny od trzech bokéw tréjkata (por. twierdzenia
na str. 66), bedzie to wiec Srodek szukanego
okregu. Nastepnie kreslimy prosta przechodza-
cg przez punkt S i prostopadla do jednego
z bokéw. Punkt przeciecia tej prostej z bo-
Kiem AC (na rysunku oznaczony litera K) jest
jednym 7 punktow stycznosci. Kreslimy okrag
o $rodku § i promieniu [SK|.

Nie w kazdy wielokat da si¢ wpisa¢ okrag. Mozliwe jest to tylko wedy, gdy
dwusieczne wszystkich katow przecinaja si¢ w jednym punkcie. Na przyklad nie
mozna wpisaé okregu w prostokat, kdry nie jest kwadratem.

zadania 511 )
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ZESTAW ZADAN

41 1. a) Narysuj trzy dowolne tréjkaty — rozwartokatny oraz
— i na kazdym z nich opisz okrag. W ktérym wypadku srodek okregu nalezy do
réjkata?

©b) Narysuj tréjkat, kiérego obwod jest mniejszy od érednicy okregu opisanego na
tym tréjkacie.

2. Ustal, czy srodek okregu opisanego na trojkacie nalezy do tréjkata, gdy miary
dwach katow tréjkata wynosza:
a) 39°i47° b) 70°i55° © 63°i27°

3. a) Oblicz dlugos¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym o przy-
prostokatnych dlugosci 5 i 12.

b) W tréjkacie prostokqtnym przyprostokatne maja dlugosci 6 i 8. Jaka dlugos¢ ma
odcinek laezacy wierzcholek kata prostego ze Srodkiem przeciwprostokatnej?

4. Ktére z podanych zdan sq prawdziwe?
@ Srodek okregu opisanego na tréjkacie lezy zawsze na przecieciu prostych zawie-
rajacych wysokosci tego trojkqta.

@ Srodek okregu opisanego na tréjkacie réwnobocznym jest punktem przeciecia
wysokosci tego trdjkqta.

@ Dla dowolnych trzech punktow niewspdtliniowych mozna narysowac okrag, kto-
ry przechodzi przez te punkty.

@ Kazdy bok trdjkqta ostrokatnego wpisanego w okrag jest krétszy od Srednicy

tego okregu.
® Kazdy bok tréjkata rozwartokatnego wpisanego w okrag jest kritszy od srednicy
tego okregu.
Il 5. Ponizej tréjkaty: 6 oraz.

Oblicz miary katow tych tréjkatow oraz miary katow oznaczonych literami.
F
£ 1
‘. \ Q\
‘:‘o‘m DE GH

6. Narysuj dowolny tréjkat. Skonstruuj okrag wpisany w ten tréjkat.
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7. Narysuj dowolny kat ostry. Na jednym z ramion zaznacz punkt A. Skonstruuj
okrag styczny do obu ramion Kata tak, aby punkt A byl jednym z punktéw stycz-

8. W tréjkat réwnoramienny ABC, w ktorym kat miedzy ramionami AC i BC ma
100°, wpisano okrag o srodku O. Oblicz miare kata AOB.

©9. Kat migdzy ramionami AC i BC tréjkata réwnoramiennego ABC ma miarg 40°.
Punkt O jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC, a punkt § jest srodkiem
okregu opisanego na tym trojkacie. Oblicz miare kata SAO.

©10. W trojkat o bokach a, b, ¢ jest wpisany okrag

© promieniu r. ’ b
3
a) Wykaz, ze pole tego tréjkata mozna oblicza¢ Q‘
ze wzoru: A
poatbic .,
2 a
b) Oblicz, jaka dlugosé ma promieit okregu wpisanego w tréjkat prostokatny o bo-
Kach dlugosci 3, 4, 5.
© Wykaz, ze promieii okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym réwnoramien-
nym jest 1++/2 razy diuzszy niz promieri okregu wpisanego w ten trojkat.

11. Uzasadnij, ze w tréjkacie prostokatnym suma diugosci przyprostokatnych jest
réwna sumie dlugosci Srednic okregu wpisanego w ten trojkat oraz okregu opisa-
nego na tym tréjkacie.

MINISPRAWDZIAN

S1. Jakie pole ma tréjkat prostokatny réwnoramienny wpisany w okrag o promie-
niu 14 cm?

A. 196 cm? B. 292 cm? C. 584 cm? D. 98 cm?

52. Na rysunku obok okrag jest wpisany w tréj-
kat. Kat ABC ma miare:

£
A.110° iC. 587
B. 70° D. 60°
A 'B
53. Na okregu o $rodku § jest opisany tréjkat prostokatny réwnoramienny ABC.
Odcinek BC to najdiuzszy bok trojkata. Jaka miare ma kat ASB?

A.135° B. 67,5° C. 90° D. 112,5°
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WEASNOSCI WIELOKATOW.
WIELOKATY FOREMNE

CWICZENIE A Naszkicuj:

a) czworokat, w ktorym dwa niesgsiednie boki sa prostopadle,
b) piciokat, ktdry ma jedng parg bokow rownoleglych,

o szesciokat, w ktorym trzy boki sq parami réwnolegle.

Zauwaz, Ze niektére wiclokaty spel-
niaja warunek: dla dowolnych dwach
punktéw wielokata odeinek, kidrego
koficami s te punkty, zawiera si¢
w tym wielokacie. Takie wielokaty . )
nazywamy wielokatami wypuklymi. x'yi;l?.ﬁ; nﬁ'ﬁ%ﬁw

VICZENIE B Oto przyklady réznych wielokatow. Ktére z nich sq wypukle?

DO

Zauwaz, Ze wszystkie katy wielokata wypuklego to katy o mierze wigkszej
od 0° i mniejszej od 180° (53 to Katy wypukle). W wielokacie niewypuklym
co najmniej jeden kat jest katem wklgstym.

Przypomnijmy, Ze przekatng wielo-
kata nazywamy kazdy odcinek la-
czacy niesasiednie wierzchotki wie-
lokata. Niektdre przekatne wielokata
niewypuklego leza poza wielokatem.

Wiemy juz, ze suma miar katéw tréjkata jest réwna 180°, a suma miar
Katow czworokata wypuklego wynosi 360°. Zastanéwmy sie, co mozemy
powiedzie¢ o sumie miar katow n-kata, czyli wiclokata wypuklego, kdry
ma n wierzcholkow.

CWICZENIE C Naszkicuj dowolny wiclokat wypukly. Wybierz dowolny wierz-
cholek i narysuj wszystkie wychodzace z niego przekatne. Na ile trojkatow
podzielily wielokat narysowane przekatne?
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CWICZENIE D Popatrz ma rysunek obok. Na ile
tréjkatow przekatne podzielily ten 11-kat? Tle
wynosi suma miar katéw 11-kata?

Wazystkie przekatne poprowadzone z jednego wierzcholka n-kata wypu-
Klego dziela ten wielokat na n -2 tréjkaty (tréjkatow jest tyle, ile bokow,
kire nie zawieraja wybranego wierzcholka). Suma miar katw tych tréjka-
16w wynosi (n-2) - 180° i jest réwna sumie miar katéw n-kata. Taka sama
zalemnosé zachodzi dla wielokatow niewypuklych.

Twierdzenie

Suma miar katow n-kata wynosi (n2)-180°.

CZENIE E Narysuj dowolny szesciokat. Z kazdego wierzcholka poprowadz
trzy przekatne. Jesli dla pewnego wierzcholka jakas przekatna zostala juz na-
rysowana, to narysuj ja jeszcze raz, ale innym kolo

azda z przekatnych? e przekatnych ma szesciokat?

m. lle razy rysowana byla

Z kazdego wierzcholka n-kata mozna poprowadzi¢ n -3 przekatne. (Z wy-
branego wi nie mozna i j do niego ani do
sasiadujacych z nim wierzchotkéw). Mozna sobie wyobrazié, ze kreslac
przekatne z kazdego wierzcholka, narysowalibysmy n(n-3) odcinkéw, kaz-
dy ie. To prowadzi do j i

Twierdzenie
Liczba przekatnych w n-kacie wynosi 1

lle przekatnych ma wielokat, w ktérym suma miar katéw jest réw-
na 2700°?

(n-2)-180°=2700° Korzystamy  twierdzenia o sumie miar katow
nkata, aby obliczyc liczbe bokéw wielokata.
n-2=1s
o Wielokat, o ktérym mowa, to 17-kat

liczba przekatnych

1707-3)
2

19 Obliczamy, ile przekatnych ma 17-kat.
Odp. Ten wielokat ma 119 przekatnych.

ZADANIE Ile przekatnych ma wielokat o sumie miar katéw rownej 2160°?

danio 15
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Wielokat, ktéry ma wszystkie boki jednakowej dlugosci i wszystkie katy
i j miary, i i i forem-
nymi sa na przyklad tréjkat réwnoboczny i kwadrat.

AOOCOO0O

W kazdym wielokacie wzystkie dwusieczne katow i
bokéw przecinaja si¢ w tym samym punkeie. Punkt ten jest wice jed-
noczesnie Srodkiem okregu opisanego na wielokacie i wpisanego w ten
wielokat. Przy obliczaniu dlugosci promieni takich okregéw dla tréjkata
réwnobocznego, kwadratu oraz szesciokata foremnego przydaja si¢ wzo-
ty pozwalajace oblicza¢ wysokos¢ tréjkata réwnobocznego oraz diugosé
przekatnej kwadratu.

fiy :

a/i_a yoaf
2 6 2
R=2r=2f R=a

dania5-20 )

il Wiemy juz, ze suma katow w n-kacie wynosi (n - 2) - 180°. Poniewaz
wszystkie katy n-kata foremnego sq réwne, wiec mozemy korzystac z na-
stepujacego twierdzenia.

Twierdzenie
Kazdy kqt n-kqta foremnego ma miare (1=2)-180°

CWICZENIE F a) Jaka miarg maja katy szesciokata foremnego?

b) lle przekatnych ma szesciokat foremny?
sadania 21-25 )
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ZESTAW ZADAN

1. a) Oblicz sumy miar wszystkich katéw siedmiokata oraz katow stukata.

b) Tle bokéw ma wielokat, w ktérym suma miar katéw wynosi 1080°?

© Czy istnicje wielokat, w ktérym suma miar wszystkich katow wynosi 1000°?

d) W pewnym 10-kacie jeden z katéw jest prosty, a pozostale katy maja t sama
miare. Oblicz te miare.

2. Wyobraz sobic, ze dla kazdego kata pieciokata wypuklego zaznaczamy jeden
2 katow przyleglych do tego kata. Uzasadnij, ze suma wszystkich zaznaczonych
W ten sposéb katow jest rowna 360°.

3. a) Uzasadnij, Ze nie istnieje siedmiokat, w ktérym kazde dwa sasiednie boki sa
prostopadie.

b) Uzasadnij, ze jesli w n-kacie kazde dwa sasiednie boki sa prostopadle, to n jest
liczby parzysta.

4. a) Tle przekatnych ma dziewieciokat, a ile — dwustukat?

b) Ile bokéw ma wielokat, ktéry ma 90 przekatnych?

o Czy istnieje wielokat, ktéry ma 30 przekatnych? Czy istnieje wielokat, ktéry ma
170 przekatnych?

d) Czy istnicje wielokat, ktéry ma tyle samo przekatnych co bokéw?

5. a) Z wierzcholka pewnego wielokata mozna poprowadzi¢ 15 przekatnych. Ob-
licz sume miar Katéw tego wielokata,

b) Pewien wielokat ma 275 przekatnych. Oblicz sume miar katow tego wielokata.
0 7 jednego wierzcholka pewnego wiclokata wypuklego mozna poprowadzié
100 przekatnych. Uzasadnij, Ze najwickszy kat tego wielokata ma wigcej niz 175°.

6. a) Oblicz dlugosc okregu opisanego na tréjkacie réwnobocznym o boku 10.
b) Ustal, jaka jest dlugosc okregu wpisanego w trojkat réwnoboczny o boku 5.

7. a) lle razy pole kola opisanego na tréjkacie réwnobocznym jest wieksze od pola
kola wpisanego w ten trojkat?

b) Ile razy dlugosc okregu opisanego na tréjkacie réwnobocznym jest wicksza od
obwodu tego tréjkata?

8. Okres, jaka dlugos¢ ma bok tréjkata réwnobocznego:
a) opisanego na okregu o promieniu 23,
b) wpisanego w okrag o promieniu 6.

9.0 ile dluzszy jest promieri okregu opisanego na kwadracie o boku 10 cm od
promienia okregu wpisanego w ten kwadrat?
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Ciekawostka

Na ponizszych rysunkach przedstawiono
sposob konstruowania kwadratu i sze-
Sciokata foremnego. Teoria wielokatow
foremnych byla jednym ze znakomitych
osiagnie¢ szkoly pitagorejskiej. Pitago-
rejezycy potrafili za pomoca cyrkla i li-
nijki wpisac w okrag trojkat rownobocz-
ny, kwadrat, pieciokat foremny i sze-
Sciokat foremny.

Potrafili takze skonstruowaé wielokat
foremny o liczbie bokéw dwukrotnie
wigkszej od liczby bokéw danego wie-
lokta (a wiee np. znajac konstrukcje

10. Przeczytaj ciekawostke.

kwadratu wpisanego w okrag, potrafili
tez zbudowac 8-Kkat foremny, 16-at fo-
remny itd.).

Starozytnym uczonym nie udato si¢ jed-
nak skonstruowac za pomoca cyrkla i li-
nijki niektorych wielokatow foremnych,
na przyklad: 7-kata, 9-kata czy 17-kata.
Proby trwaly wiele stuleci.

Po pitagorejczykach w teorii wielokatow
foremnych nie odkryto niczego przez
ponad 2000 lat. Dopiero w 1801 ro-
ku niemiccki matematyk Carl Friedrich
Gauss pokazal, jak skonstruowaé 17-kat
foremny. Niedlugo potem uzasadnil, ze
nie mozna skonstruowaé 7-kata ani
9-kata foremnego. Sformulowal tez twier-
dzenie pozwalajace sprawdzic, czy dla
danej liczby n mozna skonstruowaé
nekat foremny.

a) Skonstruuj szesciokat foremny o boku 3 cm.
b) Korzystajac z konstrukdji szesciokata foremnego, wpisz w okrag tréjkat réwno-

boczny i dwunastokat foremny

11.2) Jakie jest pole
b) Jakq dlugos

w okrag o iu 57

ma okrag wpisany w szesciokat foremny o boku 10?7

12.2) Oblicz diugosci przekatnych szesciokata foremnego o boku 2.

b) Krétsza przekatna szesciokata foremnego ma diugos¢ 6v/3. Jaki obwéd ma ten

szesciokat?

13.2) Uzasadnij, Ze suma dlugosci przekatnych wychodzacych z jednego wierz-
cholka szesciokata foremnego jest mniejsza od obwodu tego szesciokata.

b) Oblicz sume diugosci wszystkich

h szesciokata o boku

dlugosci a. lle razy ta suma jest wicksza od obwodu szesciokata?

©14. Kwadrat i szesciokat foremny maja réwne pola. lle razy bok kwadratu jest

dluzszy od boku szesciokata?
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15. Wielokaty przedstawione na ponizszych rysunkach sa foremne i przystajace.
Sprawd?, czy kolo i pierscieri maja takie same pola.

a) b)
16. Narysuj okrag o promieniu 4 cm. Wpisz w ten okrag o$miokat foremny i szes-
nastokat foremny.

©17.a) Na ponizszym rysunku kazdy b) Na kolejnym rysunku zacieniowany
bok kwadratu jest podzielony na trzy  osmiokat jest foremny. Bok kwadratu
jednakowe czgsci. Uzasadnij, ze zacie-  ma dlugos¢ a. Jaka diugos¢ ma bok

niowany osmiokat nie jest foremny. o$miokata?
x z
X ¥y
x z

© 18. Osmiokat foremny ma bok diugosci 4. Jakie diugosci maja przekatne tego
o$miokata?

A
19.W okrag o promieniu 5 jest wpisany 7 \
Jor

osmiokat forermny (zob. rysunek obok). /
a) Jaka miare ma Kat ostry ASE?

b) Oblicz wysokos¢ AC tréjkata ASB. \
) Ustal, jakie pole ma narysowany osmio-

kat foremny. N~

. =

© 20. Rozwazmy wielokaty foremne wpisane w okrag o srodku S.
a) Ile przekqtnych o$miokata foremnego przechodzi przez punkt 57
b) Czy ktéras przekatna si moze i¢ przez punkt §?
) Co mozna powiedzie¢ o liczbie wierzcholkéw wielokata foremnego, w ktérym
przynajmniej jedna przekatna przechodzi przez $rodek okregu? lle przekatnych
takiego n-kata foremnego przechodzi przez srodek okregu?
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4l 21. ) Jakie miary maja katy 20-kata foremnego?

b) Kazdy 2 kqtéw pewnego wiclokata foremnego ma miarg 150°. Ile bokéw ma ten
wiclokat

 Czy istnicje wielokat foremny, ktérego kazdy kat ma miare 130°7

22. Pigciokat ABCDE na rysunku obok jest forem- D
ny. Oblicz miary zaznaczonych katow.
E c
23. Punkty Py, Py, -, Pi2 sa kolejnymi wierzchol-
kami dwunastokata foremnego. Oblicz miare kata:
a) <P\ P;P;
B) <PPePs 4 "
© <P;P.P;

® 24. Dla jakie] liczby naturalnej n kat n-kata foremnego jest o 1,5° mniejszy od kata
wielokgta foremnego, ktéry ma n + 1 bokéw?

©25. Cigciwa AB jest bokiem pewnego wielokata foremnego wpisanego w okrag
o $rodku w punkcie S. Jaka miare maja katy tego wielokata foremnego, jesli kat
ASB ma miare «?

MINISPRAWDZIAN

51. Kat dziewieciokata foremnego ma miare:

A. 100° B.40° C.70° D. 140°

52. Na rysunku obok tréjkat réwnoboczny jest opisany na
okregu o promieniu 1, a kwadrat jest wpisany w ten okrag.
0 ile wicksze jest pole tréjkata niz pole kwadratu?

A 03V3-2

B.03vZ-2

C.06V3-v2

D.06V3-4v2

$3. Tle bokéw ma wielokat o 44 przekatnych?
A 22 B. 14 C. 11 D.8

54. 0 ile wigksza jest dlugos¢ okregu opisancgo na szesciokacie foremnym o bo-
ku 4 od dlugosci okregu wpisanego w ten szesciokat?

Azl B. 41 C4-2v3 D. 81 —4m/3
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1. Oblicz pole zacieniowanej figury.
Przyjmij, ze bok kratki ma diugos¢ 1,
a korice i §rodek kazdego luku okregu
leza w punktach kratowych.

aAAD
JdY D

2. Figura przedstawiona na ponizszym
rysunku sklada si¢ z dwéch wycinkow
kot. Oblicz jej pole i obwdd.

>

9

3. Oblicz miary Katéow tréjkata ABC
przedstawionego na rysunku.
B

4. Ramiona kata ADB sa styczne do
okregu o srodku S w punktach A i B.
Oblicz obwéd czworokata o wierzchol-
Kach D, A, S, B, jezeli wiadomo, ze:

a) IDSI=10 i [DA| =5,

b) promief okregu ma diugosc r i jest
trzy razy krétszy od odcinka DS.

5. Odcinek AB ma dlugosé 9, a okrag
o $rodku A ma promier réwny 3. Jaki
promieni powinien mie¢ okrag o §rod-
ku B, aby z okregiem o §rodku A mial:
2) jeden punkt wspolny,
b) dwa punkty wspolne?

162

6. Prosta a jest styczna do okregu,
a zaznaczony punkt jest jego srodkiem.
Jaka miare ma kat o?

120°

7. Na ponizszym rysunku okrag jest
wpisany w trojkat. Jaka miare ma
kat ABC? ¢

N

8. W wéjkat o katach 70°, 50° i 60°
wpisano okrag, ktéry jest styczny do
bokéw tréjkata w punktach A, B i C.
Oblicz miary katéw tréjkata ABC.

9. Jaki promiefi ma okrag opisany na
tréjkacie rownoramiennym o podsta-
wie dlugosci 12 i wysokosci opuszczo-
nej na te podstawe réwnej 87

10.2) Ile przekatnych ma osmiokat?
b) Tle co najmniej bokéw ma wielokat,
ktéry ma wiecej niz 100 przekatnych?
9 0 ile wigcej przekatnych ma n+1-kat
od n-kata?

11.2) Tle bok6w ma wielokat foremny,
w ktérym miary katéw wynosza 179°?
b) Czy w wielokacie foremnym kat mo-
Ze mie¢ 145°? Czy moze mie¢ 165°?

12.Z kota o promieniu 6 wycieto naj-
wiekszy mozliwy trojkat réwnoboczny.
Jaka powierzchnie ma ta czes¢ Kola,
ktéra zostata po wycigciu?

FIGURY NA PLASZCZYZNIE. CZESC 2



Trygonometria

Termin trygonometria pochodzi od dwéch greckich siéw: trigbnon
(tréjkat) i métron (mierzyc), oznacza wigc dostownie mierzenie
trdjkatéw. Ta dziedzina matematyki zajmuje sig m.in. opisywaniem
2wiazkéw migdzy dlugosciami bokdw trdjkqta a miarami jego katow.

Tangens kata ostrego = Sinus i cosinus kata ostrego ® Obliczenia
trygonometryczne = Zastosowania trygonometrii ® Wartosci funkdji
trygonometrycznych katow 30°, 45°i 60° = Zwigzki miedzy
funkcjami trygonometrycznymi = Funkcje trygonometryczne katéw
od 0° do 180° = Twierdzenie sinuséw = Twierdzenie cosinuséw

= Powtérzenie



TANGENS KATA OSTREGO

IEG
A

. Przyjmij, ze bok kratki ma diu-

b) G,
E

id

A B D F

Legenda glosi, ze starozytny medrzec Tales
2 Miletu potrafil za pomocg cienia wyznaczac
wysokosci piramid i drzew.

164

Tales przy swoich pomiarach korzystal z faktu, ze w danym momencie kat
padania promieni slonecznych wyznaczajacych cienie réznych obiekt6w jest
taki sam i wykorzystywal nastepujaca wlasnos¢ tréjkatéw prostokatnych:
Jezeli dwa trajkaty prostokqtne majq takie same katy, to stosunek dtugosci
przyprostokqtnych w jednym z tych trajkatow jest taki sam jak stosunek
dtugosci odpowiednich przyprostokqtnych w drugim trajkacie.

B
[

2

Dla danych przedstawionych na rysunku z wiasnosci tej wynika rownosc:

P o

24m 72m

16 - x
24 72
Rozwiazujac to réwnanie, mozna ustalic, ze wysokos¢ drzewa wynosi 4,8 m.
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Niech « bedzie jednym z katow ostrych tréjkata prostokatnego.

Tangensem kata & nazywamy stosunek
dlugosci przyprostokatnej lezacej naprze-
ciw kata « do diugosci drugiej przy-
prostokatnej. Tangens kata o oznaczamy [~
w skrocie tg «.

Liczba tg « nie zalezy od wielkosci tréjkata, a tylko od miary kata e.

CWICZENIE B a) Oblicz tangensy katow o, § i y.

B
13 e
A 45 5 6 2v7
B « . ¥y
8 12 8
b) Podaj stosunki dlugosci bokéw réwne tangensom katow o, f i y
c
k 'y ) s
B o B A
T r B
sadania 13 )

W pewnym tréjkacie prostokatnym tangens jednego z katow ostrych
jest rowny £, a przyprostokatna lezaca naprzeciw tego kata ma dfugosé 5. Oblicz
dfugosé drugiej przyprostokatnej.

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

ga=2 i ga=2

, stad x=17,5

Odp. Diugos¢ drugiej przyprostokatnej wynosi 17,5.

ZADANIE  Niech  bedzie katem ostrym trojkata prostokatnego i tger = 2. Przy-
prostokatna tego trojkata lezaca przy kacie & ma 12cm. Oblicz dlugosé drugicj
przyprostokatnej.

wadonia -6
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fil | CWICZENIE C Jakie dlugosci moga mie¢ przyprostokatne rjkata prostokatne-
£0, jesli tangens jednego z katow ostrych tego trojkata wynosi 3

Narysuj kat, ktérego tangens jest réwny 1,5.

tga=15=15-3 i Wybieramy odcinki o takich dtugosciach, aby
T2 ¢ ich stosunek byl rowny 3, np. 3 cm i 2 cm (mo:
3_3em i glibysmy przyjac tez dtiigosci 6 cm i 4 cm).
=Zm :
£
§

Rysujemy trsjkat prostokatny o przyprostokat
i 2 cm. Szukany kat lezy naprzeciw-
K& prayprostokatnel 0 dhugosc 3 &,

£l
2cm

ZADANIE  Narysuj kat, ktorego tangens jest rowny 3.
zodania 18

IV Nachylenie stokéw gor, schodéw i dachéw do-
méw czesto podaje sie w procentach. Na przy-
Klad znak drogowy przedstawiony na zdjeciu
ostrzega przed stromym podjazdem, ktdrego
nachylenie wynosi 10%. Oznacza to, Ze tangens
kata nachylenia drogi do poziomu wynosi 0,10.

Mwm

100m
Rysunek lustruje podjazd o nachyleniu 10% (tga = 0,10).

CWICZENIE D a) Nachylenie pewnego zbocza wyrazone w procentach wynosi
20%. Narysuj kat odpowiadajacy temu nachyleniu.

b) Pod jakim katem byloby nachylone zbocze géry, gdyby nachylenie wyrazone
w procentach wynosito 100%?

adaria 918

ZESTAW ZADAN

41 1. Narysowany tréjkat jest prostokatny. Oblicz tg & i tg B.

a) q 0w 9 @ N2
5 6, 7 S, 2>
B « B « B B
7 8 45
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a

<

a
=

2. Oblicz tangens kata oznaczonego litera.
b) Ll

3.a) W pewnym trojkacie prostokatnym przyprostokatne maja dlugosci 6cm

i 20cm. Tle wynosi tangens mniejszego z katw ostrych w tym trojkacie?

b) Jednaz h tréjkata Jest 5 razy krétsza od drugiej
przyprostokatnej. Oblicz tangens wickszego z katow ostrych tego tréjkata.

4. W danym tréjkacie oblicz diugos¢ odcinka oznaczonego litera.

a) b) Q d)
b Ac
5 35
a 7is

g =15 &gB=% gy =5

5. Krétsza tréjkata ma 6cm, a tangens jednego

2 katow ostrych jest réwny 2. Jaka dlugos¢ moze mie¢ druga przyprostokatna?

6. Oblicz pole tréjkata prostokatnego, w ktérym jedna z przyprostokatnych jest
0 6cm dluzsza od drugiej i tangens jednego z katow ostrych wynosi 2.

7. skonstruuj taki kat «, Ze:

a) ga=3 b) tga=3 o tga=23 d) g =04

8. a) Narysuj dwa rozne tréjkaty prostokatne, w ktérych jedna z przyprostokat-
nych ma 5 cm, a tangens jednego z katéw ostrych jest réwny %

b) Narysuj trojkat prostokatny, w ktorym diuzsza przyprostokatna ma 6 cm, a tan-
gens jednego z katow ostrych jest réwny 3.

9. Najbardziej stromy odcinek drogi w Polsce znajduje si¢ w Beskidach. Jego na-
chylenie wynosi 28%. Naszkicuj kat, pod jakim jest nachylona droga w tym miejscu.

10. Przyjrzyj sie rysunkowi. Jaki jest tangens
kata a? Jakie jest nachylenie zbocza
wyrazone w procentach?
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11. a) Popatrz na rysunek obok. Ktéra liczba jest
wicksza: tg ot czy tg f?

b) Ktéra z podanych liczb jest najwicksza, a ktora
najmniejsza?

1g76°  1g22°  1g27,5°  tgl®  1g39°
) Ktory z katow ostrych, y czy 8, jest wickszy, jesli
tgy=2itg5=4?

12. a) Tangens pewnego Kata ostrego jest réwny 1. Jaka miare ma ten kat?
b) Nie wykonujac obliczeii, odpowiedz, ktore z podanych liczb sa wigksze od 1.
1g37° 1g46° 1g80° gl° 1g89°

©13. Czy 7 tego, Ze tangens Kata « jest dwa razy wickszy od tangensa kata § wyni-
ka, Ze kat « ma miare dwa razy wieksza od miary kata B? Sporzadz odpowiedni
rysunek.

® 14. Popatrz na rysunek obok. Wydaje
sie, e zielona i Z6lta figura maja rézne
pola. Ale przeciez obie figury zbudowa-
ne sq z jednakowych czesci, zatem ich

pola s réwne. Sprobuj wyjasnic ten pa- £
radoks.

MINISPRAWDZIAN
S1. Przyjrzyj sie rysunkom. Ktéra z poniz- 24 s 24
szych liczb jest najwicksza?
Atga B.tgB C.tgy D.tgd ZY Al
21 2,7
[
52. Tangens kata BAC w trojkacie przedstawionym
na rysunku obok jest réwny:
A A 42 B.3v2 cd D.3
B 3 4

3. Jesli tangens jednego z katéw ostrych tré
1o tangens drugiego kata ostrego jest rowny:

A.05 B.0,38 c2 D.5

Kata prostokatnego jest réwny 0,2,

54. Tangens jednego z katéw tréjkata prostokatnego jest réwny 2. Jesli najkrotszy
bok tego tréjkata ma dlugosé 4, to najdluzszy bok ma dlugos:

A8 B. 10 C.2V5 D. 45
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SINUS | COSINUS KATA OSTREGO

Wiemy juz, Ze jesli dwa tréjkaty prostokatne maja, taki sam kat ostry, to
stosunki diugosci odpowiednich przyprostokatnych w obu tych tréjkatach
sa takie same. Podobnie stosunki dlugosci innych par bokéw s3 rowne
i maja swoje nazwy.

Niech « bedzie katem ostrym tréjkata prostokatnego.

sem kata o nazywamy stosunek dlugosci
c przyprostokatnej lezacej naprzeciw kata o do
dlugosei przeciwprostokatnej. Sinus « ozna-
czamy sin .

Cosinusem Kata « (czyt. Kosinusem) nazywa-
my stosunek diugosci przyprostokatnej leza-
m cej przy kacie « do dlugosci przeciwprosto-
=@ katnej. Cosinus & oznaczamy cos &.

CWICZENIE A’ Oblicz tangensy oraz sinusy i cosinusy Katow e, £ i y.

2V13
zadania 1-5 )

Warto wiedzie¢!

Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok,

otrzymujemy: a
wasg  sima=? cosa=? ;

Pozostale stosunki bokéw w tym tréjkacie tez

maja nazwy: cotangens (czyt. kotangens) kata «,

w skrécie ctga, secans (czyt. sekans) kata «, seca=

w skrécie sec«, cosecans (czyt. kosekans) kata
a, w skrécie cscax.

Funkeje secans wprowadzil i wykorzystal Mikolaj Kopernik w swoim styn-
nym dziele De revolutionibus orbium coelestium.

Zwré¢ uwage, ze zachodza nastepujace zaleznosci:

ctga osca= ——  seca

sina cosa
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I MEEATTSEN W tréjkacie jedna z h ma diu-

05¢ 6, a cosinus kata lezacego przy niej wynosi £. Jaka diugosc ma przeciwpro-

stokatna?
cosa=Eicosa=}
X
I
6

ZADANIE W tréjkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych ma diugosé 20,
a sinus kata lezacego naprzeciw niej wynosi 2. Oblicz dlugos¢ przeciwprostokatnej.

Narysuj kat, ktérego sinus jest rowny 0,4.

2_2cm Wybieramy odcinki o takich diugosciach, aby
5= 5cm ich iloraz byt rowny 0,4, np. 2 cm

Rysujemy tréjkat prostokatny o jednej z przy-
prostokatnych dlugosci 2cm i przeciwpro
stokatnej dlugosci 5 cm. Szukany kat lezy
naprzeciw przyprostokatnej diugosci 2 cm.

2cm

ZADANIE | Narysuj kat, kiérego cosinus jest rowny 2.
sodania 6-10 )

il Wiesz juz, ze liczba réwna tangensowi kata nie zalezy od diugosci bok6w
éjkata, ale od miary kata. Podobnie sinus i cosinus kata zaleza wylacz-
nie od miary kata. Tangens, sinus i cosinus mozemy wiec rozpatrywac jako
funkeje, ktdrych argumentami s miary katéw. Te funkcje nazywamy funk-
cjami trygonometrycznymi.

CWICZENIE B Czy istnieje tréjkat prostokatny, w kiorym sinus jednego z katow
jest rowny 27

Zauwaz, ze przeci to najdiuz bok tréjkata

W takim razie stosunek dlugosci j do dlugosci

stokatnej jest zawsze liczba mniejsza od 1. Wynika stad, Ze sinus i cosinus
Kata ostrego sq liczbami dodatnimi mniejszymi od 1. Natomiast wartosé
tangensa kata ostrego moze by¢ dowolna liczba dodatnia.

CWICZENIE C Na kazdym rysunku przeciwprostokatna ma dhugosé 1.
Ktéra z podanych trzech wartosci jest najwicksza?

a) sineu, sin e, sinog
b) cos ;, cos 2, cos otz -'
tga, tgee, tgas I} )
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Ponizsze wykresy pokazuja, jak zmieniaja si¢ warto$ci funkgji trygonome-
tryeznych dla o € (0°590°)

Y| y b4 H
1
0 90« 0 0 0 90«
y=sina y=cos & y=tga

VICZENIE D Ktéra z podanych liczb jest najwicksza, a ktéra — najmnicjsza?

a)sin73° sin23% sin11°  b) cos35° cos9°, cos83° 0 1g16°, 1g67%, 1g47°

Ciekawostka

Nazwy funkji trygonometrycznych pochodza z laciny. Ciekawa jest histo-
Tia powstania nazwy sinus. Jak wiele innych poje¢ matematycznych, takze
to pojecie pochodzi z Indii. Stamtad zostalo przyswojone przez uczonych
arabskich. Zwyczajem arabskim bylo zapisywanie wyrazow bez samoglosek,
wige nazwe sinusa — jeiba — zapisywali jako jb.

Gdy tumacz arabskich ksiag na lacing natknal si¢ na stowo jb, nie zdawal
sobie sprawy, ze jest ono obcego (nicarabskiego) pochodzenia. Sprawdzit
tylko, Ze w jezyku arabskim slowo to moze oznaczaé zatoke. Poniewaz po
facinie zatoka to sinus, tak przetlumaczy! stowo jb. Mozna wice powiedziec,
e nazwa sinus znalazla si¢ w matematyce przez pomylke.

zadania 1113 )
ZESTAW ZADAN
1. Zapisz sinus, cosinus oraz tangens katéw «, B i y jako stosunki odpowiednich

dlugosci bokow trajkatéw.
2O £

m
>y s

2. Oblicz wartosci podanych funkeji trygonometrycznych katéw « i .

a) [
3 5 sin cos &
cos B 243 . sin B
1 o
= g B tg
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3. Korzystajac z informacji podanych na rysunku, oblicz sin o i cos .

réwnoleglobok romb trapez trapez

4. Kazdy z katow «, B, y i & jest

katem ostrym w jednym z naryso-
wanych tréjkatow. Wskaz te katy,
jezeli wiadomo, ze:
sinx = % gy = A
10 i
10 "

H

5. Popatrz na rysunek obok.

a) Do kazdego z podanych ulamkéw dopasuj od-
powiednia funkeje trygonometryczng kata .

d_a d
ab ¢ ¢

6. Korzystajac z podanej wartosci funkcji trygonometrycznej kata, oblicz dtugo$¢
odcinka oznaczonego litera.

a) b) 9
A b 3
5 \a
A 3.! 7
ga=l sinp=2 cosy=1

7. Najmniejszy z katow pewnego tréjkata prostokatnego ma miare «.

a) Jakie dlugosci maja przyprostokatne tego tréjkata, jesli przeciwprostokatna ma
dlugosé p?

b) Najkrétszy bok trojkata ma dlugosé m. Jakie dlugosci maja pozostate boki?

8. Skonstruuj katy « i B, jezeli wiadomo, Ze sin & = % icosp=3
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i

9.a) 4 réjkat pre o j diugosci 6cm i kacie
ostrym «, takim Ze sin & = .
b) Skonstruuj tréjkat prostokatny o kacie ostrym «, takim Ze cos & = % i przypro-
stokatnej diugosci 3 cm lezacej przy tym kacie.

10. Okrag na rysunku obok ma promieri diugosci 1,
a proste k i | sa styczne do tego okregu. Zapisz za
pomoca funkcji trygonometrycznych kata a diugo-
$ci zaznaczonych odcinkow.

11. Przyjrzyj sie rysunkom i poréwnaj
liczby:

a) sinaisinp b) cosy i cosd 2l 8|

12. Katy « i B sa ostre. Ocen, ktéry z nich jest wigkszy, gdy:
a) sina=0,7,sinf=0,1 b) cos = 0,6, cos f = 0,2

13. Kat miedzy ramieniem a podstawa tréjkata réwnoramiennego ma miare «.
Korzystajac z funkdji tr yeznych, zapisz wzor jacy oblicza¢:
a) pole tego tréjkata, gdy dana jest wysokosé h poprowadzona do podstawy,
b) pole tego tréjkata, gdy dana jest dlugosé ramienia d,

o obwdd tego tréjkata, gdy dana jest dlugosé jego podstawy a.

MINISPRAWDZIAN

51. Przy takich oznaczeniach jak na rysunku obok
A.cosB B. sin & c L 1

L D. L
s Sma X

52. Cosinus najmniejszego kata w tréjkacie prostokatnym o bokach 9, 12, 15 jest

rowny:

A. 0,6 B.0,75 c. 08 D. 1,25

s3. 252y bok wéjkata ma dlugosé 6, a mniejszy z katow
ostrych ma miarg o Jaka dlugos¢ ma krétsza z przyprostokatnych?

A 6-sina B. _6_
cos

j S C.6-cosax D.
sinx
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OBLICZENIA TRYGONOMETRYCZNE

Gdy dany jest kat ostry « mozemy zna-
lez¢ jego tangens, postepujac w nastepujacy

spos6b. Rysujemy taki trojkat prostokatny,
w ktérym kat o jest jednym z jego katow.
Mierzymy dlugosci pr h i obli- o
czamy odpowiedni ich iloraz. Podobnie — po b
wykonaniu odpowiednich pomiaréw — moze- ga = %

my obliczy¢ sinai cosax.

WICZENIE A Postugujac sic katomierzem, narysuj kat o mierze 20°. Zmierz
dlugosci odpowiednich odeinkow i na podstawie tych pomiaréw oblicz sin 20°,
0520°, 1g 20°. Wynik zaokraglij do c;

Wykonywanie takich obliczen jak w ¢wiczeniu A jest ucigzliwe i zawsze
obarczone pewnym bledem (wynikajacym na przyklad z niedokladnosci
pomiaréw). Aby znalez¢ wartosci funkdji trygonometrycznych danego kata,

mozesz si postuzy¢ tabela zamieszczong na s. 249 podrecznika. Oto jej

fragment:
« | sina | cos g « | sina | cosa T
1° 0,0175 0,9998 0,0175 16° 0,2756 0,9613 0,2867
* 0,0349 0,9994 0,0349 17° 0,2924 0,3057
3° 0,0523 0,9986 0,0524 18° 0,3090 0,3249
4° 0,0698 0,9976 0,0699 19° 0,3256 0,3443
5° 0,0872 0,9962 0,0875 20° 0,3420 0,3640
6° 0,1045 0,9945 0,1051 21° 0,3584 0,3839
7 0,1219 0,9925 0,1228 22° 0,3746 04040
8 0,1392 0,9903 0,1405 23° 0,3907 0,4245
9° 0,1564 0,9877 0,1584 24° 0,4067 0,4452
10° 0,1736 0,9848 0,1763 25° 0,4226 10,4663
11° 0,1908 0,9816 0,1944 26° 0,4384 0,4877
12° 0,2079 0,9781 0,2126 b 0,4540 0,5095
i 0,2250 0,9744 0,2309 28° 0,4695 0,5317
14° 0,2419 0,9703 0,2493 29° 0,4848 0,5543
15° 0,2588 0,9659 0,2679 30° 0,5000 0,5774

Z tej tabeli mozna na przyklad odczytac, ze:
sin8°~ 0,14 cos8°~ 099  tg8°~0,14
sin27°~ 045 cos27°~089  1g27°~ 0,51

(CZENIE B Odczytaj z tabeli sin 20°, cos 20°, tg20° i poréwnaj te liczby z wy-
mi otrzymanymi w éwiczeniu A.
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Jeszeze latwiej znalezé sinus, cosinus 1 tangens danego kata, korzystajac
2 odpowiedniego kalkulatora. Do obliczania wartosci tych funkgji stuza
Klawisze z napisami: sin, cos, tan.

Uwaga. Uzywajac kalkulatora do obliczania wartosci
funkeji trygonometrycznych, nalezy najpierw spraw-
dzié, czy ustawiona w kalkulatorze jednostka miary
Kata jest stopieri. Najczesciej mozna wybrac jedna
2 trzech jednostek: stopien (skrét DEG od ang. degree),
radian (skr6t RAD) lub gradus (skrét GRAD).

Warto wiedzie¢!

Wiadomo, ze Kat o mierze 1° to 5; Kata prostego.
Kat o mierze 1 grad to 3 kata prostego. Nato-
miast 1 rad to miara kata $rodkowego opartego
na uku o dlugosci réwnej promieniowi okregu.

CWICZENIE C Oblicz za pomoca kalkulatora: sin12°, cos74°, tg44°. Por6wnaj
otrzymane wyniki z danymi zamieszczonymi w tabeli na koficu podr

znika,

Korzystajac z funkeji nych, mozemy oblicza¢ dlugosci od-
cinkow | miary katow w réznych figurach geometrycznych,

Jeden z katéw tréjkata prostokatnego ma miare 37°, a przy-
prostokatna lezaca przy tym kacie ma diugos¢ 8. Jaka diugos¢ ma druga
przyprostokatna?

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

x
X
1937°=3 Zapisujemy i przeksztatcamy odpowiednia
Swnose.
x=8-1937°
Wartos¢ tg 37° odczytujemy 2 tablic lub obli
Xx~8-:0,7536 ~ 6 «czamy za pomoca kalkulatora.

Odp. Druga przyprostokatna ma dtugosé okofo 6.

ZADANIE  Jeden z katéw tréjkata prostokatnego ma miarg 42°, a przyprostokatna
lezaca naprzeciwko tego kata ma dugosé 5. Jaka dlugosé ma druga przyprostokatna?
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[T Ramiona tréjkata réwnoramiennego maja dtugos¢ 6 cm. Kat mie-
dzy tymi ramionami ma miare 50°. Jaka dfugos¢ ma podstawa tego tréjkata?

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

6cm 6cm Wysokos¢ opuszczona na podstawg tréjkata
réwnoramiennego dzieli kat migdzy ramiona:
mi na dwa rowne Katy.

ol

D
sin25°= 1401
|AD| =6 - sin25°

|AB| =2 - |AD| =12 -5in25° »
Wartosé sin25° odczytujemy 2 tabeli lub ob-
|AB| ~12-0,4226 ~ 5,1 [cm] liczamy za pomoca kalkulatora.

Odp. Podstawa tréjkata ma okoto 5,1 cm diugosci.

ZADANIE  Podstawa tréjkata réwnoramiennego ma diugosé 8 cm. Kat przy podsta-
wie ma miare 40°. Jaka dlugos¢ ma rami¢ tego trojkata? >
zadania 1-14

Il Korzystajac z tabeli warto$ci funkcji lngunumelrycznych mozemy podaé
W pewnym yblizeniu miare kata danej warto$ci. Na
przyklad: aby znalez¢ miare Kata «, jesli wiadomo, ze sin & = 0,31, znajdu-
Jjemy w kolumnie z warto$ciami funkcji sinus (zob. fragment tabeli ponizej)
dwie liczby, z ktérych jedna jest mnicjsza, a druga wieksza od 0,31, i wy-
bieramy ten Kat, ktérego sinus jest liczba blizsza 0,31.

% | sna 03090 <031 <0,3256
17° 0,2924

18° 0,3090 sin18° sin & sin19°
1 | 03256 .

20° 0,3420

CZENIE D Korzystajac 7 tabeli na koricu podrecznika, podaj w przyblizeniu,
jakie miary maja Katy &, B y, jesli tgax=0,2, sin = 0,53, cosy = 0,45,

Znajac sinus lub cosinus, lub tangens kata, mozna z wieksza dokladnosclq
i znacznie wygodniej ustalié jego miare, gdy skorzystamy z kalkulat
Stuza do tego klawisze, nad ktérymi widnieja napis n!, cos!, tan™!

CWICZENIE £ Korzystajac z kalkulatora, ustal miary katow o, f i y, jesli
tgoc = 02, sinf=0,53, cosy = 045. Porownaj otrzymane liczby z liczbami
otrzymanymi w éwiczeniu D.
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[TIATTTEN W rombie o boku diugosci 5 cm diuzsza przekatna ma 8 cm. Jakie
miary maja katy tego rombu?
D [
! Przekatne rombu sq prostopadte, przecinaja
A 8

sie w pofowie | dziela katy rombu na dwie
réwne czesci

& [«€DAB| = 2

5cm

cos & W trojkacie ABS mamy cos ot = 43t

=37 Korzystajac z tabeli lub kalkulatora, ustalamy
|4 DAB| = 20 ~ 74° miare kata, ktérego cosinus wynosi 0,8.
Korzystamy z tego, ze suma miar sasiednich
|%ADC| = 180° - |« DAB| ~ 106° katéw rombu wynosi 180"

Odp. Sasiednie katy tego rombu maja miary okoto 74° i okoto 106°.

ZADANIE  Przekatna prostokata ma dlugos¢ 8cm, a jeden z jego bokow — 3cm.
Oblicz miary katow, jakie tworzy przekatna z bokami tego prostokata. >
zadania 15-20

ZESTAW ZADAN

1. Korzystajac z tabeli na str. 249 lub z kalkulatora, oblicz dlugos¢ odcinka ozna-
czonego litera,

a) b) 9 d)
a 367 o
5 b N 4 .
& > >
. B 38 42
5 a

2. Oblicz pole tréjkata prostokatnego, ktérego jeden z katéw ma miarg 26°, a przy-
prostokatna lezaca naprzeciw tego kata ma dtugosé 10cm.

3. Oblicz stosunek dlugosci krotszej pr j do prz
w tréjkacie prostokatnym o kacie ostrym a, gdy:
a) a=22° b) =72 9 x=48°

4. Oblicz stosunek diugosci dluzszej przyprostokatnej do krétszej w tréjkacie pro-
stokatnym o kacie ostrym «, gdy:

a) a=73° b) a=15°  o=28°
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5. Przyprostokatne trojkata prostokatnego maja diugosci a i b, a przeciwprosto-
katna ma dlugosé c. Naprzeciw boku a lezy kat o mierze o. Oblicz dlugosci
pozostalych bokéw tréjkata i miare drugiego z jego katow ostrych, jesli dane sa:

a) a=1,a=-24° b) b=6, a=58° 9 c=7,a=36°
6. Wysokosc 16 2 jednego z wi 6w podzielita
bok ré na odcinki o Sciach 3em 1 5 cm. Kat ostry rownoleglo-

boku ma miarg 40°. Oblicz pole tego réwnolegloboku.

7. Przekatne prostokata przecinaja si¢ pod katem 80°. Dhuzszy jego bok ma 5 cm.
Oblicz pole tego prostokata.

8. W tréjkacie prostokatnym o kacie ostrym 20° jedna z przyprostokatnych jest
0 5cm dluzsza od drugiej. Oblicz dlugosci przyprostokatnych tego tréjkata.

9. Krétsza przyprostokatna tréjkata prostokatnego ma 5 cm, a jeden z jego katow
ma 20°. Jaka jest wysokoS¢ tego tréjkata opuszczona na przeciwprostokatna?

10. Oblicz dlugosci bokéw danego trojkata. F
a) ¢ b) 9 !
20 20
° H
40° 40" 30° g T
A 12 B D E G 10

11. Znajdz wysokosci réwnolegloboku, ktérego boki maja dlugosci 7 cm i 10 cm,
a kat ostry ma miare 70°.

12. Bok rombu ma diugosé 5 cm, a jeden  jego katéw ma miare 54° Jakie diugosci
maja przekatne tego rombu?

13. Oblicz dlugosé cieciwy okregu, na ktérej
a) b) Ll

14.2) Oblicz diugos¢ boku pieciokata foremnego wpisanego w okrag o promieniu
dlugosci 4 cm.

st oparty zaznaczony Kat.

b) ZnajdZ dlugos¢ promienia okregu opisanego na dziesicciokacie foremnym o bo-
ku 2 cm oraz promienia okregu wpisanego w ten dziesigciokat.
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41l 15.Korzystajac z tabeli na str. 249 lub z kalkulatora, znajdz miare kata «, jesli:

a) sinx=0,7 b) cosax= % 9 tgx=08

16. Oblicz miary katow tréjkatéw. Przyjmij, ze bok kratki ma diugosc 1.

NP

17. W w6jkacie jedna z h jest dwa razy diuzsza od
drugiej. Jakie miary maja katy ostre tego tréjkata?

18. Znajdz miary katéw tréjkata réwnoramiennego o podstawie dtugosci 3 cm i wy-
sokosci opuszczonej na tg podstawe réwnej 5 cm.

19.2) Oblicz miary katow &, B i y. b) Oblicz dlugosci odcinkéw a, b i c.

« B 4

20. Oblicz miary katéw w danym czworokacie.

a) 9 6 ) 5
4 5
2 5 8
réwnoleglobok trapez réwnoramienny romb
b) 2 d) ) 6
4 s/ 14 6 I~
oY
5
trapez trapez réwnoleglobok
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MINISPRAWDZIAN

S1. Jezeli « jest katem ostrym i tg & =5, to:
A @<50° B. 50° < & < 60° C.60°< < 70° D. a>70°

52. Jedli ac=65°, to sin o+ cos & zawiera si¢ w przedziale:

A (03055) B. (05;1) ¢ (1;15) D. (1,5:2)

53. Boki trajkata prostokatnego maja diugosci 5, 4, 3. Miara jednego z katow tego
tréjkata, po zaokragleniu do petnych stopni, jest réwna:

A 35° B.37° C.39° D.41°

54. Przekatne prostokata przecinaja si¢ pod katem 44°. Jedli przez a oznaczymy
dlugosc krétszego boku, a przez b — diuzszego, to:

A a=022b B.a~04b C.a~08b D.a~097b

ZASTOSOWANIA TRYGONOMETRII

| Funkcjami trygonometryeznymi poslugujq sie czesto geodeci, architeke,
konstruktorzy, a takze specjalisci z takich dziedzin, jak fizyka, geografia
i astronomia.

Kolejka linowo-terenowa na Gubaféwke wjezdza po torach, kté-
rych nachylenie wynosi 23%. Pod jakim katem jest w tym miejscu nachylony
stok Gubatowki?

Nachylenie podane w procentach to tangens
kata nachylenia; 23% = 0,23,

23%=0,23

_ Korzystajac z tabeli lub kalkulatora, ustalamy
t9x=023 miarg kata, ktérego tangens wynosi 0,23
a~13°

Odp. Stok Gubaféwki jest nachylony pod katem okoto 13°.

ZADANIE  Nachylenie pewnej ulicy wynosi 16%. Pod jakim katem nachylona jest ta
ulica do poziomu?

180 TRYGONOMETRIA



Statek przeplynal " . .
120 mil_morskich kursem 72" Kurs statku to kat migdzy ot
0 ile mil statek zblizyt si¢ do Kiemunkiem jego poraszama ;
bieguna pétnocnego? (W oblicze- sie a Kierunkiem potmocoym [z |
niach nie uwzgledniaj krzywizny (na rysunku jest to kat o). ;
Ziemi). i

Pn
4l W\
20
x o
T35 = €05 72

. Wartos¢ cos72° odczytujemy
=120-cos72 2 tabeli lub obliczamy za po-
moca kalkulatora.
x~120-0,309 ~ 37

Odp. Statek zblizyt si¢ do bieguna o okofo 37 mil morskich.

ZADANIE  Statek przeplynal 85 mil kursem 32°. O ile mil morskich statek przemie-
Scil sig na wschod?

[TATNEN Line podtrzymujaca maszt przymocowano do niego na wysoko-
$ci 20,5 m nad ziemig | zamocowano w ziemi w odlegtosci 10 m od podstawy
masztu. Jaki kat tworzy z poziomem naprezona lina?

o« /o
10m

Odczytujemy 2 tabeli lub obli

tga= =2,05 czamy za pomoca kalkulatora
miare kata, kidrego tangens
&~ 64° jest rowny 2,05.

Odp. Lina nachylona jest do poziomu pod katem okofo 64°.

ZADANIE  Drabina o dlugosci 4,50m jest oparta o $ciane tak, Ze jej koniec dotyka
Sciany na wysokosci 4m. Pod jakim katem drabina jest nachylona do podioza? >
zadania 1-16
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ZESTAW ZADAN

Wyciag

Polanica
Goryczkowa
Hala Szrenicka
Labski Szczyt

Srednie
nachylenie
35,8%
37%
18%
28,9%

1. W tabelce podano nachylenia (w procentach) réz-
nych wyciagéw narciarskich. Pod jakimi katami sq
nachylone te wyciagi?

2. Trasa kolejki linowej na Kasprowy Wierch skla-
da sie z dwoch czesci. Nachylenie pierwszej wynosi
16,6%, a drugiej 27,5%. O ile stopni r6zni sie katy
nachylenia tych dwoch odcinkow trasy kolejki?

3. Dla kazdej z ponizszych budowli oblicz, o jaki Kat odchylona jest od pionu.

Krzywa Wieza
w Pizie

Krzywa Wieza Krzywa Wieza wieza Klasztoru
w Toruniu w Zabkowicach na Jasnej Gorze

4. Korzystajac z informacji podanych na rysunku, odpowiedz na pytanie.

a)

b)

/a0°

1m

Jaka jest Srednica kregu $wiatla rzuca-  Z jak diugich listew jest zbudowany

nego przez latarke na sciane?

D]

A

2>

przyrzad do odmierzania odleglosci?

d)

Jaka jest réznica wysokosci miedzy Jaka jest rozmica wysokosci miedzy
szczytem wzniesienia a punktem A? szczytem wzniesienia a punktem B?

182

TRYGONOMETRIA



5. Zgodnie z przepisami budowlanymi podjazdy dla wézkéw inwalidzkich we-
wnatrz budynkow nie moga by¢ nachylone pod katem wickszym niz 5°. Jaka
powinna by¢ dlugosé podjazdu, ktéry umozliwia pokonanie réznicy wysokosci 1 m?

6. Latarnia morska stoi 20 mil na zachéd od portu, a statek znajduje sie w punkcie
polozonym 50mil na poludnie od tej latarni. Jakim kursem powinien poplynaé
statek, by dotrze¢ do portu najkrétsza droga?

7. Gdy Mikolaj przebywal w miejscowosci Oulu (Finlandia), notowal kazdego dnia
w ciagu calego roku dlugosé swojego cienia w poludnie. Okazalo si¢, Ze najkrotszy
cieri mial 1,6 m, a najdluzszy 66,5 m. Mikolaj ma 180 cm wzrostu. Pod jakim katem
padaly promienie stoneczne wtedy, gdy ciei Mikolaja byl najkrétszy, a pod jakim
— gdy byl najdluzszy?

8. Najbardziej stroma trasa kolejowa na $wiecie to Katoomba Scenic w Gérach Ble-
kitnych w Australii. Na jednym z jej odcink6w, o dlugosci 311 m, pociag pokonuje
réznice wysokosci 240 m. Jaki jest kat nachylenia tego odcinka trasy?

9. Rysunek przedstawia przekroj sztucznego stoku
iarski w icj hali

w Funabashi (Japonia). Jaka wysoko$¢ ma
ten stok? Jaka dlugos¢ ma cala trasa?

80m 131m

10. a) Fotografia obok przedstawia tzw.
diabelski mlyn w pewnym lunaparku.
$rednica jego kola wynosi 35m. Zawie-
szono na nim 36 wagonikow. W naj-
nizszym polozeniu wagonik zawieszo-
ny jest 2m nad ziemia. Jak wysoko nad
ziemia jest zaczepiony wagonik ozna-
czony na fotografii literg A, a jak wyso-
ko — wagonik oznaczony litera B?

b) Najwicksze na $wiccie kolo widoko-
we London Eye (zob. fotografia na oklad-
ce) ma srednice 135m. Zawieszono na
nim 32 gondole. Oblicz réznice mig-
dzy wysokosciami, na ktérych znajdujq
si¢ sasiadujace ze soba gondole, w mo-
mencie gdy jedna z nich znajduje sie
W najwyzszym punkcie.
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11. Zdjecie przedstawia zamocowanie lin podtrzy-
‘mujacych wysoki maszt. Micjsce, w ktorym zakotwi-
czone sa liny, jest oddalone 0 20m od podstawy
‘masztu. Katy miedzy poszczegolnymi linami a po-
ziomem majq miary 15°, 33° i 45°.

a) Oblicz diugosci tych lin.

b) Oblicz odleglosci miedzy punktami zaczepienia
tych lin na maszcie.

© 12. Korzystajac z informa- a) b)
¢ji podanych na rysunku,
oblicz wysokos¢ wiezy.

20m 12°
7 " 13. Prostopadioscienne pudelko jest oparte jedn
‘;é krawedzia o $ciane, a druga — o podioge, tak jak
przedstawiono na rysunku. Oblicz odleglos¢ najwy-
5L\ Zej polozonego wierzcholka tego pudetka od podio-
P gi (po zaokragleniu do petnych centymetrow).

© 14. Przyjrzyj sie rysunkowi. O jaki najmniejszy kat nalezaloby obréci¢ ramie szla-
banu, aby mégl przejecha¢ pod nim autobus, ktory ma 2,5m szerokosci i 3,1 m

wysokosci?
| 1m

6m

©15. Okragte lustro o $rednicy 40 cm zawieszo-
no na sznurze (zob. rysunek z lewej). Odleglosé
miedzy Srodkiem lustra a gwozdziem, na kié-
rym wisi, jest réwna 50cm. Oblicz dlugo$¢
sznura.

©16.Na dwich kotach o promieniach 40cm
i 10cm rozpieto pas transmisyjny (zob. rysu-
nek z prawej). Odlegloé¢ miedzy srodkami kot
jest réwna 60 cm. Jaka jest dlugosé pasa?
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MINISPRAWDZIAN

51. Ruchome schody lacza parter z pigtrem polozonym 3m wyzej. Porecz przy
tych schodach nachylona jest do poziomu pod katem 32°. Jaka odleglos¢ pokonuje
osoba, ktéra przemiesci si¢ z parteru na pietro, korzystajac z tych schodow?

A. wigksza niz 5,5 m, ale mniejsza niz 5,9 m C. mniejsza niz 5m

B. wieksza niz 5m, ale mniejsza niz 5,5m D. wieksza niz 5,9 m

52. Architekei radza, by dachéwka pokrywaé tylko te dachy, ktére sa nachylone
do poziomu pod katem wiekszym niz 31° Na schematycznych rysunkach podano
niektére wymiary. Ktérego dachu nie powinno si¢ pokry¢ dachéwka?

WAR"I'0§CI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH
KATOW 30°, 45°, 60°

Z tabeli na str. 249 mozna odezytaé przyblizone wartosci funkeji trygo-
nometrycznych katow ostrych. Korzystajac z zaleznosci miedzy bokami
w pewnych tréjkatach, mozemy wyznaczyé dokladne wartosci funkdji try-
gonometrycznych dla katow 30°,45° i 60°.

‘Tréjkat prostokatny o kacie ostrym 45° to polowa kwadratu, wige:

sin45°= 4
a2

By a

)

Poniewaz tréjkat prostokatny o katach ostrych 30° i 60° to polowa tréjkata
réwnobocznego, wiec:
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W tabelce obok zebrano wartosci

funkgji trygonometrycznych dla ka- «
6w 30°, 45°i 60°.
sin
cosar
tga

Zadania dotyczace trojkatow prostokatnych rownoramiennych oraz tréjkatow
prostokatnych o katach ostrych 30° i 60° rozwiazywalismy juz wezesniej (por.
str. 61). Korzystajac z tabelki, mozemy rozwiazaé tego typu zadania takze za
pomoca funkei trygonometrycznych.

[ZIATTM Oblicz diugosci bokéw prostokata przedstawionego na rysunku.

Korzystamy z wartosci
6 funkji trygonometrycz
a nych kata 30
30°
b

ZADANIE  Krotszy bok prostokata ma dlugos¢ 3 cm, a kat miedzy przekatng a tym
bokiem ma miare 60°. Oblicz dlugos¢ dluzszego boku tego prostokata. N
zadaia 16

ZESTAW ZADAN

1. Korzystajac z informacji podanych na rysunku, oblicz diugosci odcinkéw ozna-
czonych literami.

a) b) 9

g 60°
5 30

2. W tréjkacie prostokatnym jeden z katow ostrych ma miarg , a najkrotszy bok
ma diugos¢ a. Oblicz dlugos¢ przeciwprostokatnej tego tréjkata, jesli:

a) a=30% a=4 b) x=45° a=3 0 x=60° a=2V3
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3. Oblicz obwéd tréjkata przedstawionego na rysunku.

a) 5 b) Q
5 5
60" 450

4. Oblicz pole czworokata przedstawionego na rysunku.

a) b) 9
7
45" \
10 60°

réwnoleglobok romb trapez

5. Krétsza przekatna réwnolegloboku ma diugos¢ 4 cm i dzieli go na dwa tréjkaty
prostokatne. Oblicz pole tego réwnolegloboku, jesli jego kat ostry ma miar 60°.

6. Bok rombu ma dlugos¢ 6 cm, a kat rozwarty ma miarg 120° Oblicz dlugosci
przekatnych tego rombu.

7. Z punkt P poprowadzono dwie styczne do okregu o promieniu 4 em. Kat mi¢-
dzy stycznymi ma miarg 60°. Znajdz odleglosé punktu P od érodka okregu.
B

A
8. Czy luk okregu zaznaczony na rysunku ma wigk- V
sza dlugosé niz odcinek AB? Odpowiedz uzasadnij.

MINISPRAWDZIAN
S1. Liczba 2sin45°+ 3sin 30° jest réwna:
A 24373 B2+3 CVZ+l D. 3242

52. Jaki obwéd ma prostokat, ktérego przekatne maja dlugos¢ 6 i przecinaja sie
pod katem 60°7

A63+3 B.6(/3+1) C.3v3+3 D. 12
3. W tréjkacie dwa katy maja miary 60° i 45°. Najkrotszy bok tego tréjkata ma
dlugos¢ 10. Jaka dlugos¢ ma najdiuzszy bok tego tréjkata?
A.5V3+10 B.5V3 c.103 D.5v3+5
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PRZYKEAI a)

sin? o+ cos?

tga=

ZWIAZKI MIEDZY FUNKCIAMI
TRYGONOMETRYCZNYMI

sin®ec + cos?a = 1

Obok zapisano dwie toZsamosci trygonome-
tryczne, czyli réwnosci, ktére sa prawdziwe dla
dowolnego kata ostrego o Pierwsza z nich jest

g c;-;;z nazywana jedynka trygonometryczna.
Uwaga. Zapis sin’c (czytamy: sinus kwadrat alfa)
oznacza liczbe (sin o,
Dowéd
c
Niech « bedzie dowolnym katem ostrym. a
Stosujac oznaczenia jak na rysunku obok, sl
otrzymujemy: b

1

cos?a=1-sin? &

sin ot
cosa

Przeksztafcamy lewa strone pierwszej
rownosci tak, aby otrzyma¢ prawa
strone.

Z twierdzenia Pitagorasa a? + b

Przeksztafcamy prawa strone drugiej
rownosci tak, aby otrzymac lewa strone.

. Oblicz cosa i tgax.

Poniewaz cosinus kata ostre-
9o « jest dodatni, wigc mo-
zemy pmmr@( fozwinzanie
0s o= —1 -

b) Kat « jest ostry i tg & = 7. Oblicz sin« i cos cx.

188

50 cos?

sin ot
cos

sin? &+ cos? o= 1
(7cos €)? +cos? =1

49cos? ax+cos? x =1

tga= 3% -7, wiec sina=7cosa
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s

Poniewaz cosinus kata ostrego jest dodatni, wiec pomijamy
rozwiazanie cos o = -\ 35

[
NI

g

ZADANIE @) Kat ajestostryicose =%, Oblicz sineri tgec.

b) Kat o jest ostry i tg « = 2. Oblicz sin i cos .

ing 1+sina _ 1

T

[T Sprawdz tozsamosé

1-sin 1esina _

sina " cosa
_(-sinq)(1+sine) _ 1-sin’x _ Przeksztatcamy lewa strone rownosci
cos & sinaccos o tak, aby otrzymac¢ prawa strone.
cos?a cos o 1

acosa ~ sinar T g

ZADANIE  Sprawdz tozsamosc 1 +tg?

sadaia 15
i ZENIE Korzystajac z oznaczeri na rysun- c
ku obok, zapisz za pomoca liter a, b i c: B
Sin(90° - &), cos(90° - o) i 1g(90° ) al
b
Poréwnujac wartosci funkdji trygo-
nometrycznych dla katéw ostrych $in(90° - ) = cos
tego samego trojkata prostokatne- GO T
go, otrzymamy rownosci, ktére zo- .
staly zapisane obok. e
PRZYKEA Zapisz w prostszej postaci iloczyn tg37° - sin 53°.
o qins3eo SIN37° | oo. n37° S,
tg37°-sin53 0s37° 5in(90°-37°) 0s37° cos 37 in37
ZADANIE  Zapisz w prostszej postaci %7‘25:
sadonia 6-10
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© 2. Wiedzac, Ze sin22,5°=

ZESTAW ZADAN

1. Przyjmujemy, Ze « jest katem ostrym.

a) Oblicz sin i tg v, jesli cos o= 2. © Oblicz cos et i tg o, gdy sin e

H
b) Oblicz cos o i tg a, jesli sin o= }. d) Oblicz sin i cos o, jesli tg o = 3.

oblicz cos22,5° i 1g22,5°.

3. Uzasadnij, Ze nie istnieje kat ostry «, dla ktérego spelniony jest warunek:

e 2 co=3 _1 ycm3 1 cosoimS
a) sina=2 i cosa=3 b B .1 o tga=3icosa=3

4. Przedstaw w prostszej postaci.

-
sinoccos

a)

9 (sina+cos@)? -2sinacosa ) sina(sina+ f‘_‘g)

b) 1+cos?x—sin’x  d) lCostxlgzx)?f(%

of costa-sinia
cos?a—sinax

5. Sprawdz tozsamosci.

a) (sin o+ cos &)? + (sin & - cos ) = 2 [ S A E—
sinZ  cos? &  sin? acos? o
b) 1+ L —sinarcosa L IRV B R mpp— —
g sin o fga  sinacoso

6. Uzasadnij, ze dla dowolnego kata ostrego « wartoé¢ podanego wyrazenia jest

réwna 1.
a) sin o+ sin?(90° - &)

. sina
b) (g xtg(90° - 20 D e 0@

7. oblicz.

a) 1g27°-1g63° b) sin12°+ sin78° g §in397 . cos39

sin51° cos51°

8. a) Wiedzac, ze cos36°= 145, oblicz sin’54° i sin36°.

b) Wiedzac, ze 1g75°=2+ /3, oblicz tg15°

o Wiedzac, ze sin15° = Y02 oblicz sin75°.

9. Znajdz miare kata ostrego «, jezeli:

a) cos & =sin20° b) sin=cos(x-10°) ¢ tga=

=1
g65°
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©10. Niech « i B beda katami ostrymi tréjkata prostokatnego. Ustal ich miary, gdy:
a) tgasinf- 1 b) sinorcos f = 1 9 &bz
MINISPRAWDZIAN

S1. W wojkacie prostokatnym katy ostre maja miary « i . Wiadomo, ze cos & = ¥2.
Ktéra z podanych liczb jest réwna cos 7

5-42 27 B3
A3 B. 42 C

52. Tle wynosi warto$¢ wyrazenia &'ra g a?

1 1
A0 B.1 C'E D'3

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE
KATOW OD 0° DO 180°

CWICZENIE A Na rysunkach katy &, f i y zaznaczono w ukladzie wspolrzed-
nych. Oblicz g o, sin B, cosy.

¥ Y,
1 1
3
« a B a
0 N 0 2
Jesli trojkat Jest w ukladzie wspé h, to

funkeje trygonometryczne kata & mozemy opisac za pomoca wspolrzed-
nych jednego z wierzcholk6w tego tréjkata.

mozemy w ¢ do jowania funkcji trygono-

Taka i
metrycznych dowolnych katéw — nie tylko ostrych.
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Niech o bedzie katem umi w ukladzie wspo

nych tak, ze wierzcholek kata « lezy w punkcie (0,0), a jedno z ramion
kata — na nieujemnej czesci osi x. Wybieramy na drugim ramieniu kata &
dowolny punkt P = (x, y) rézny od wierzcholka kata (zob. rysunek ponizej).

Funkgje trygonometryczne kata o defi-
niujemy w nastepujacy sposob:
Sinusem kata « nazywamy stosunek
rzednej punktu P (drugiej wspélrzed-
nej) do odleglosci tego punktu od po-
czatku ukladu wspélrzednych.

Cosinusem kata & nazywamy stosunek
odcigtej punktu P (pierwszej wspol-
sin o = rzednej) do odleglosei tego punktu od
poczatku ukladu wspétrzednych.

r

x
cosax = Jesli odcigta punktu P jest rézna od
zera, to tangensem kata o nazywamy
stosunek rzednej punktu P do odcietej

tego punkru.

ga=2 (@ax+0)

W tym i nastepnych iatach bedziemy rozpatrywaé funkcje trygo-
nometryczne dla katéw z przedziatu (0°5180°).

CWICZENIE B a) Korzystajac z danych na

sunkach, oblicz tg ., cos B i siny.
by ¥ ¥

-4, 3 -3,

3,2) 43 (3,3

& B Y

X ‘ X X

b) Przyjmijmy, ze « € (90°;180°). Jakimi liczbami — dodatnimi czy ujemnymi
sa liczby sin o, cos o, tg o?

Wazystkie funkcje trygonometryczne kata ostrego s dodatnie, a dla ka-
16w rozwartych sinus jest liczba dodatnia, a cosinus i tangens sa liczbami
ujemnymi.

Na rysunku obok zaznaczono w ukladzie wspélrzed- ¥

nych kat 90°. Z definicji funkeji trygonometrycznych Po.y
wynika, ze:

0590°= X 0 _0  sinooo=Y - Y \
0s90°=X=0-0 sin90°=Y = 9“

ey 2 \ -
Nie mozemy natomiast podaé wartosci tangensa dla
kata 90°, gdyz iloraz ¥ dla x = 0 nie jest okreslony. sadania 1-3 )
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1 Poznane wczesniej tozsamosci trygono-
sin® o« + cos? & = 1 metryczne zachodza réwniez dla wszyst-

TR kich katéw, dla ktérych wyrazenia wyste-

1= Gorq esli cosad0) e w tych tozsamosciach maja sens.

CWICZENIE C Korzystajac z definicji funkeji trygonometrycznych, uzasadnij

réwnosci zapisane powyzej.

Oblicz cos « oraz tg .

[T Kat o jest rozwarty i sin &

I
sin? ac+ cos? =1
cos? o= 1-sin’ o
cosa = -1 -sin’ & Cosinus kata rozwartego jest liczba ujemna.

1

3
20k 772
3

ZADANIE  Kat o jest katem rozwartym i cos & = —2. Oblicz sin i tg ox.

Obok zapisano trzy réwnosci, kire s
spelnione dla dowolnego kata ostre- sin(180° - &) = sin &
g0 . Tego typu réwnosci nazywamy T .
wzorami redukeyjnymi. Latwo te wzo-

ry uzasadnic, gdy sporzadzimy odpo-
wiedni rysunek.

1g(180° - @) = ~tg &

Dowéd
Z danych na rysunku, wynika, ze:

sin(180°- o) = ¥ =sin«

cos(180° - ) = =-cosa

g(180°- )= X =-Y =—1ga O

Tabele wartosci funkgji trygonometrycznych sa sporzadzone dla katéw
ostrych. Korzystajac z nich oraz z powyzszych wzoréw, mozna obliczaé
wartosci tych funkgji takze dla katéw rozwartych.
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Oblicz: sin125°, tg95°, cos135°.

s5in125°=sin(180°~55%) = sin55° ~ 0,8192 Korzystamy ze wZoréw i z ta-
blic trygonometrycznych
tg95°=19(180° - 85°) = -tg85°~ -11,4301

N}

€0s135° = cos(180°-45°) = —cos 45° cos 45

NS

ZADANIE  a) Korzystajac z tablic trygonometrycznych, oblicz: sin114° cos116°,
1g160°,
b) Oblicz: sin 1359, cos 150°, tg120°.

Z réwnosci sin(180°~a) = sin & wynika, Ze w przedziale (0°; 180%) sq zwykle
dwa katy, dla ktérych sinus przyjmuje t¢ sama warto$¢ (wyjatkiem jest
przypadek sin & = 1, wéwczas o = 90°).

W wypadku cosinusa i tangensa w przedziale (0°5180°) jest tylko jeden
kat, Ktérego cosinus jest rowny danej wartosci, a takze tylko jeden kat,
ktérego tangens jest rowny danej wartosci.

a) Oblicz , wiedzac, ze sina =0,6 i « & (0°;180°).

sina=0,6 Odczytujemy 2 tablic lub za pomoca Kalku-

latora miare kata ostrego « spetniajacego

~37° ~ 180°_37° = 1430 . Warunek sina=0,6. Ten warunek spetnia tez
«=~37° lub o=~180°-37°=1 Kat 180° — ax

-3

Oblicz «, wiedzac, ze cosa=-0,3 i < (07;180°).
cosa=-0,3 Odczytujemy z tabeli miare kata,

dla ktorego cosinus jest rowny 0,3.
€0os & & —cos 73° = cos(180° - 73°) = cos 107°

Korzystamy z réwnosci

a~107° —cos & = cos(180° - &)
© Oblicz o, wiedzac, ze tgor = —4 i ac < (0°;180°)
tgo=-4
90s 76" 1g0180° - 700 tg104" | ST 2 el e ke
o~ 104°

ZADANIE  Oblicz «, jesli wiadomo, ze « € (0%1807) oraz:

a) sina=0.2 b) cosx=-0,6 o tga=-3

wdonia1-3 )
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Z definicji funkgji trygonometrycznych dla katéw ostrych i rozwartych wy-
nikaja dwa uzyteczne twierdzenia, ktére omawiamy ponizej.

Twierdzenie
Pole tréjkata jest réwne polowie

iloczynu dtugosci dwdch bokow trojkata g
i sinusa kata migdzy tymi bokami. 1.
P = jabsin

Dowéd [CR2 Y
Z oznaczen na rysunku wynika, ze: sin

Y 1
P=lay=labsina. O

CWICZENIE D Dwa boki pewnego tréjkata maja dlugosci 4 i 6, a kat miedzy tymi
bokami ma 100°. Oblicz pole tego tréjkata.
L sadania 9-14

IV Na rysunkach przedstawiono kilka prostych. Zaznaczone katy nazywamy

katami nachylenia tych prostych do osi x. Zwr6¢ uwage, ze jesli prosta
przecina 0§ x, to kat nachylenia nie zawsze jest katem ostrym, ale zawsze
jest to kat mniejszy od 180°.

v

ZENIE £ Przedstaw w ukladzie wspdlrzednych proste y = 3 :
Zaznacz katy nachylenia tych prostych do osi x i oblicz tangensy tych katow,

Twierdzenie ()
Jesli prosta o réwnaniu y = ax + b przecina os x, /
to wspdlczynnik kierunkowy a
Jest rowny tangensowi kqta nachylenia
tej prostej do osi x. a=ga

Dowéd

Przypuscmy, Ze prosta y = ax + b jest nachylo-
na do osi x pod katem «. Poniewaz na prostej
¥ = ax. Kidra jest do nicj rownolegla, lezy
punkt (1,), wiee: tga= u]
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[IIATTRA Znajdz réwnanie prostej, ktéra jest nachylona do osi x pod katem
30°i przechodzi przez punkt (6, 4).

Wspolczynnik a jest réwny tangensowi kata
nachylenia prostej do osi x.

Punkt (6,4) lezy na prostej, wiec speinia jej
rownanie

ZADANIE  Znajdz réwnanie prostej, ktora jest nachylona do osi x pod katem 120°
i przechodzi przez punkt (1,-4).
sodania 15-16

ZESTAW ZADAN

1. Znajdz punkt o obu 6 h calkowitych lezacy na j potpro-
stej. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych zaznaczonego kata.

a) b4 b) b4 Q b4
1 % B y
1 . 1 - - i -
1 X 0 1 X o 1 X

2. Ktére z podanych liczb sq liczbami ujemnymi?
sin57° sin97° cos 88° €0s 100° 1g57° 1g105°

3. Narysuj w ukladzie wspolrzednych kat «, taki ze « < 180° oraz:

a) cosax=-0,2 b) tgax=-0,4 Q sina=0,6 i a>90°

4. a) Wiadomo, ze Kat « jest rozwarty i sin o = % Oblicz cos &

b) Wiadomo, 7e Kat o jest rozwarty i cos &= ~L. Oblicz tgax.

9 Wiadomo, Ze kat o jest rozwarty. Oblicz sina i cos , gdy tgac=-3.

5. Korzystajac z tabeli funkcji trygonometrycznych, oblicz:

a) tg170° b) cos100° ¢ sin125° d) tg145°
6. Oblicz.
a) sin135° b) 1g150° ¢ cos120° d) cos135°
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7. Oblicz wartos¢ wyrazenia:

a) sina+sin2a+sin3a dla @ =45°

b) cosa+cos2a dla & =60°

o ga+tg2a dla a=60°

8. Przyjmijmy, ze « € (0°;180°). Korzystajac z tablic lub z kalkulatora, oblicz miare
Kata « (z dokladnoscia do pelnych stopni), jesli wiadomo, ze:

a) cosar=0,97 9 sina=0,7 € tgx=0,83

b) cosax=-0,4 d) sin o =0,29 f tga=-3

9. a) Jakie jest pole tréjkata réwnoramiennego, w ktorym kat miedzy ramionami
ma miare 36°, a ramie ma diugos¢ 57

b) Oblicz pole réwnolegloboku, w kt6rym Kat ostry ma miare 56°, a diugosci bokow
sq rowne 3 7.

© Jakie pole ma osiemnastokat foremny wpisany w okrag o promieniu dlugosci 57

10. Oblicz pola figur przedstawionych na rysunkach.

12

6

11.2) Znajdz miary katéw rombu o boku dhugosci 6m i polu réwnym 34
b) Kazde z ramion tréjkata rwnoramiennego ma diugos¢ 3 cm, a pole tego tréjkata
Jest réwne 2 cm?. Znajdz miary katow tego tréjkata.

12. Zapisz wzor na pole rownolegloboku, gdy:
a) dwa jego boki maja dlugosci a i b, a kat micdzy tymi bokami ma miare «,
b) jego przekatne majq dlugosci d, i d» oraz przecinajq si¢ pod katem B.

13. Kolo przedstawione na rysunku ma promien dlugosci 5. Jakie jest pole zacie-
niowanej figury?

a b)
W
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14. pole tréjkata ABC jest réwne 12 cm?. Oblicz miare kata BAC, jesli:
a) [AB|=8cm i |AC|=6em b) |AB|=2cm i |AC|=15cm

4V 15. Podaj tangens zaznaczonego kata, a nastepnie miare tego kata.

a) ¢ b) ¢ 9
>,

16. Zapisz wzor funkcji, ktorej wykres jest przedstawiony na rysunku.
a) ke b) Vi 9

30°)

/60" 20° 1

MINISPRAWDZIAN

S1. Kat o jest rozwarty i tg o = -2. Wynika stad, ze:

A.sina =202, cosa=-0,2 € sino(:%, cos o =—/0,2
B.sinot=-2, cosa=1 D.sina=-2/02, cosa=y0.2

52. Jakie pole ma tréjkat przedstawiony na rysunku?

AL B.3 [V D. 2

=

53. Pod jakim katem prosta y = -2x + 2 jest nachylona do osi x? (Sposréd poda-
nych przyblizonych wartoéci wybierz warto$¢ najblizsza dokladnej).

A. ok. 115° B. ok. 124° C. ok. 65° D. ok. 56°
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TWIERDZENIE SINUSOW

11 Wiadomo, 7e w Kazdym troacie najdiuzszy bok lezy maprzct

o j mierze, a

'ko kq(a

kata
mierze. Okazuje sic, 3¢ istnicia Scisle zwiazki micdzy dlugoscmml bokéw

tréjkata a miarami jego katow.

Twierdzenie sinusow

¢ W trdjkacie stosunki dtugosci bokdw
do sinuséw katow lezacych
naprzeciw tych bokow sq réwne.

Dowéd
Przyjmijmy oznaczenia takie jak na rysunku obok.

Pole tego tréjkata mozna zapisaé na trzy sposoby:

iny

Podobnie z réwnosci 3bcsin

Wobec tego

a _ b __c
Sina " sinf - siny’

Ciekawostka

Holenderski fizyk, astronom i matema-
tyk Snell Willebrord van Royen (zwany
Snelliusem) Zyjacy w latach 1580-1626
jest najbardziej znany jako odkrywca
prawa zalamania $wiatla (chociaz wia-
domo, ze znane ono bylo juz Plole-
meuszowi prawie 1500 lat wezesniej).
RGwnos¢ opisujaca to prawo przypomi:
na rownos¢ z twierdzenia sinusow. By¢
moze dlatego to twierdzenie jest czasem
nazywane twierdzeniem Snelliusa.

oérodek 11

& — kat padania

$ — kat zalamania

V1 — predkos¢ swiatla w
vz — predkos¢ §wiatla w

TWIERDZENIE SINUSOW

o S
sinf - sina’

A Y
Sina " Snf

osrodku I
osrodku I
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W trojkacie ABC bok BC ma diugos¢ 6cm oraz |+CAB| = 42°
i |+ ABC| = 68°. Oblicz dtugos¢ boku AB.

6 Sporzadzamy rysunek pomocniczy.

Obliczamy miare kata lezacego naprzeciwko
boku AB.

Korzystamy z twierdzenia sinusow.

x = Bsin70°
sina2°
X~ 843

Odp. Bok AB ma okofo 8,43 cm diugosci.

ZADANIE W trojkacie PQR bok PR ma dlugos¢ 5 oraz |+QPR| = 20°1 |<RQP| = 44°.
Oblicz dlugos¢ boku PQ.
zadania 13

Il Jeden z katéw tréjkata ma miare 40°. Bok lezacy naprzeciw tego
kata ma diugosc 4, a inny z bokow tego tréjkata ma dtugosé 5. Oblicz miare
kata lezacego naprzeciw tego boku.

8 A Wykonujemy rysunek pomocniczy.
40" ¥
5
A‘ =3 Korzystamy z twierdzenia sinuséw.
sin40 sin
" 5sin40°
sinp = 25030
sin ~ 0,803
By~ 53°, By~ 180°-53°=127° 0°< <180
40°453°<180°  40°+127°<180° Sprawdzamy, czy 40°+ f < 180

Odp. Szukany kat ma okofo 53° lub okoto 127°.

ZADANIE  Jeden z Katow trojkata ma miare 18° Bok lezacy naprzeciw tego kata ma
dlugos¢ 10, a inny bok ma diugosé 20. Oblicz miary pozostalych katow tego trojkata.

W przykladzie zadanie mialo dwa rozwiazania. Nie zawsze jednak tak jest.
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Na ponizszych rysunkach przedstawiono dwie konstrukcje tréjkata, gdy
dane sa: jeden kat tréjkata (a), bok lezacy naprzeciw tego Kata (a) i jeden
2 bokoéw lezacych przy tym kacie (b).

Dax/

Jak widaé, w zaleznosci od diugosci bokéw a i b przyjete warunki moga
byé spelnione przez dwa trojkaty (na pierwszym rysunku tréjkaty ABC
i ABD) albo jeden tréjkat (na drugim rysunku tréjkat EFG).

CWICZENIE Sprawd, ze gdybysmy w zadaniu 2 przykladu 2 zmienili dlugosé
boku 4 na dlugos¢ 6, otrzymalibysmy tylko jedno rozwiazanie. >
zadaia 4-8

il v je sinuséw mozna rozszerzyé w jacy sposob:

Twierdzenie

W trgjkacie stosunck dtugosci dowol-
nego boku do sinusa kata lezqcego na-

przeciw tego boku jest rowny Srednicy
okregu opisanego na tym tréjkqcie.
b

Dowéd
Warunek 8- = ko< & wykazalismy juz wezesnic. Co najmnicj dwa
2 trzech katow tréjkata musza byé katami ostrym. Przyjmijmy, ze o jest katem

ostrym. Aby udowodni¢ twierdzenie, wystarczy wykaza¢ réwnor

Niech ABC oznacza tréjkat wpisany w okrag o pro-
mieniu R, w ktérym | €BAC| = « i |BC| =a

Prowadzac $rednice CD i cieciwg BD, otrzymujemy
trojkat prostokatny BCD o kacie ostrym «, gdyz
“BAC i «BDC sa oparte na tym samym tuku. Zatem:

icpi=2r O
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[ITIATTEN W okrag o promieniu 6 wpisano tréjkat rownoramienny. Kat mie-
dzy ramionami tego tréjkata ma miare 120°. Oblicz obwéd tego tréjkata.

f=180°120° 300

ErR

63

{
] a
\7/ =125
ic

b=12-5in30°=12- 5=

Obwéd=a+2b=61/3+2-6=6/3+12

b
ngoc =12

=12-5in120°=12sin(180°—

Korzystamy z 5 = 2R

i stp =2k

609 =125in60° =

ZADANIE = W okrag o promieniu 10 wpisano trojkat o katach 45°, 60°, 75°. ZnajdZ

dlugosé najkrdtszego boku tego tréjkata.

ZESTAW ZADAN

1. Oblicz dlugos¢ odcinka oznaczonego litera.
a) b) Ll

30° 45"

120°

sdanias-11 )

a E}

2.2 Czy istnieje tréjkat o katach 30°, 70°, 80° i bokach dtugosci 5, 9, 137
b) Czy istnieje trojkat, w ktorym dwa katy majq miary 45° i 60°, a boki lezace

naprzeciw tych katow maja dlugosci 3 i V6?7

3. Jakq dlugos¢ ma najkrotszy z bokow tréjkata, w ktorym dwa katy majq miary

10° 1 20°, a najdtuzszy bok ma diugos¢ 107

4. Oblicz miare kata oznaczonego litera.
a) b)
B
2 3
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5. W tréjkacie ABC dane sq dlugosci dwéch bok6w oraz miara jednego z katow.
Znajdz miary pozostalych katéw tego tréjkata.

a) |AC| =6, |BC|=2, |*ABC|=60° b) |AC| =1, |BC| =2, |%ABC|=30°

6. Znajdz dlugos¢ odcinka oznaczonego litera.

) b ) 9 .
b <
45
a

© 7. Przyjmijmy, Ze dane sa Katy « i § oraz ze |AB| = a. Znajdz x.
a) B b) 9 A

o a o B 2x A
A B X

8. Wykaz, ze jezeli katy « i B sa katami trojkata i naprzeciw kata « lezy bok a,
a naprzeciw kata B lezy bok b, to:
a) u*b _ sina+sing b a-b _sina-sinf

sinp

a+b  sina+sinf

<1l 9. Oblicz diugosci odcink6w a i r oraz miare kata .

&)
NS

10. Wybieramy dowolny punkt P podstawy BC tréjkata réwnoramiennego ABC
(P 4B, P #C). Wykaz, ze okrag opisany na tréjkacie APB ma taki sam promieri jak
okrag opisany na tréjkacie APC.

11. Przyjmijmy, ze «, B i y sa katami trojkata oraz ze naprzeciw tych katow le-
73 odpowiednio boki o dlugosciach a, b i c. Wykaz, ze jesli R oznacza dlugosé
promienia okregu opisanego na tym tréjkacie, to pole tréjkata wyraza sig wzorem:

a) p=dsingsiny by p = abe 9 P=2R?sinasinfsiny
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MINISPRAWDZIAN

S1. Ktéra z ponizszych réwnosci jest prawdziwa
dla trojkata przedstawionego na rysunku obok?

A 7= XSS Cy-sing-z

%7 Sy Y= S
B.sin o = XS0y D.sind = X2
z Sincw

52. Dlugos¢ najkrtszego boku tréjkata przedsta-
wionego na rysunku obok wyrazona w centyme-
trach nalezy do przedzialu:

A(45)  B.(56)  c(6:7)  D.(7:8)

40°

110°

30
10 cm

53. W tréjkacie ABC dane sa: |AB| = 10, |BC| = 7 oraz | €BAC| = 20°. Ktéra z po-
nizszych miar nie moze by¢ miarg Zadnego z katéw tego tréjkata, zaokraglona do

pelnych stopni?
A.29° B.49° C.131° D. 151°

TWIERDZENIE COSINUSOW

CWICZENIE W ktérym z ponizszych tréjkatéw mozna obliczyé diugosé boku x

Za pomocy twierdzenia sinuséw?

5 <L

W sytuacji gdy dane s trzy boki tréjkata,
tréjkat wyznaczony jest jednoznacznie. Po-
winniémy zatem by¢ w stanic obliczyé miary
jego katow.

@

Jest podobnic, gdy dany jest jeden kat i diu-

gosci dwéch bokéw lezacych przy tym ka-
? cie. W takim tréjkacie takze powinnismy byé

w stanie obliczy¢ dlugosé trzeciego boku
b i miary dwoch pozostalych katow.

204
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Ani w jednym, ani w drugim wypadku nie mozna znalez¢ brakujacych
wielkosci, korzystajac jedynie z twierdzenia sinusow. Mozemy jednak sko-
rzystac z nastepujacej zaleznosci miedzy bokami a katami w trojkacie.

Twierdzenie cosinuséw

W tréjkacie kwadrat dlugosci
dowolnego boku jest rowny sumie
kwadratow dtugosci dwdch pozostatych

kow pomnicjszonej o podwojony
iloczyn dlugosci tych bokow i cosinusa
kqta migdzy nimi. b

Dowéd

Przyjmijmy oznaczenia takie jak na rysunku obok.
Pokazemy, ze zachodzi rownosé:

a? =b?+c?-2bccos o

1. Zal6zmy najpierw, ze o jest katem prostym.
Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:
a=p+c

Poniewaz cos90° = 0, wiec 2becos90° =
i mozemy zapisac rowno:

a? = b2+ c? - 2bc cos 90°

2. Zalézmy teraz, ze kat o jest katem ostrym.

W kazdym trojkacie co najmniej dwa katy sa
ostre, mozemy zatem zalozy¢, ze kat ABC
uk;e st ostry. Wobec tego wysokos¢ h troj-

@

a* = b? + ¢ - 2bc cos
=a*+c?-2accos B
¢® = a®+ b -2abcos y

«
C dzieli X

bnk AB na dwa nd(mkn (zob. rysunek).

Poniewaz cos &

X sine=2, wiee

x=bcosa i h=bsina

¢ X ‘E
<

Stosujac twierdzenie Pitagorasa dla tréjkata CC'B, otrzymujemy:

at =h?+(c-x)°

a sin® & +(c = b cos )

a? =b?sin® &+ ¢? - 2bc cos & + b? cos? o

b¥(sin? o+ cos? &) + ¢ = 2bc cos &

2+ c? - 2bc cos &

TWIERDZENIE COSINUSOW
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3. Rozwazmy teraz przypadek, gdy o jest katem rozwartym.

Prowadzac z wierzcholka C wysokosé h, otrzy- €
mamy dwa trojkaty prostokatne C'AC i C'BC
(zob. rysunek).

Poniewaz cos (180°-) = % i sin(180°-c) = 2,
a ponadto:

0s(180°~) = ~cosa i sin(180°~ ) =sin ey,
wiee: x=-bcosa i h=bsina
Stosujac twierdzenie Pitagorasa dla tréjkata CC'B, otrzymujemy:

a® +c+x)?

a? = b?sin® o+ (c - b eos )

2 o+ ¢? - 2becos a+ b2 cos? &

b2(sin & + cos? ) + ¢? ~ 2be cos

2 2bccosa [

W tréjkacie ABC dane sa: |AB| =4, |BC| =5 oraz |€ABC| =120°
vug 3¢ boku AC tego tréjkata.
£
X ] Sporzadzamy rysunek pomocniczy.
A 4
42452-2.4-5.c0s120° Korzystamy z twierdzenia cosinusow.

16+25-40cos120°

€05120° = - cos(180° - 120°) = - c0s 60° =

1-50- ()
N Litera x oznaczylismy dlugosé boku trojka:
x2=61 . wlec blerzemy pod uwage tylko dodtrie
rozwiazanie rownania x*
x =61

Odp. Bok AC tréjkata ABC ma diugos¢ /BT.

ZADANIE = W wojkacie PQR dane sa: [PQ| = 7, PRI = 3 i |<QPRI = 45°. Oblicz
dlugosé boku QR tego tréjkata.
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Boki trojkata ABC maja diugosci |AB| = 8, |BC| = 5 oraz |AC| = 6.
Oblicz miare kata ACB.

c

6 5 Wykonujemy rysunek pomocniczy.

A B B

82=62+452-2-6-5-cosx Korzystamy z twierdzenia cosinusow.
64 =61-60cosx

Odczytujemy miare kata, ktérego cosinus jest
réwny 5, i korzystamy 2 rownosci —cos o =
= cos(180° - ),

cos ¢ = ~c05 87° = cos(180° - 87) = cos 93

Odp. Kat ACB ma miarg okoto 93°.

ZADANIE  Boki tréjkata maja dlugosci 3, 5 i 7. Oblicz miarg najwickszego kata tego
trojkata.
sadania 113

ZESTAW ZADAN

1. Oblicz dlugos¢ boku oznaczonego litera.
a b 9
7
9
6 > 5 ‘4
@
) T

2. Oblicz miarg Kata oznaczonego litera.

a) b) 7 9
/a ™~ 5 'e

3. Czy wojkat o danych sciach bokéw jest czy roz-

wartokatny?

a) 5,12, 13 b) 4,5, 6 9579
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4. Przekgtne réwnolegloboku przecinaja sie pod katem 60°, a ich dlugosci
s7a 2 i 6. Znajd dlugosci bokéw réwnolegloboku.

Warto wiedzie

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa mozna wogdlnié w nastepujacy sposcb:

Jeslia, b i ¢ sa dlugosciami bokow tréjkata oraz a < ¢ i b < ¢, to tréjkat ten jest:
« prostokatny, gdy @+ b? = c?,

« rozwartokatny, gdy a? +b? <c?,

« ostrokamy, gdy a? +b? > ¢%.

5. Uzasadnij twierdzenie podane w ramce, a nastepnie, korzystajac z niego, roz-
wiaZ zadanie 3.

Uwaga. Przy rozwiazywaniu zadai 6-13 przyda si¢ twierdzenie cosinusow albo twierdzenie
sinusow. W niektorych zadaniach trzeba skorzystac z obu tych twierdzeri.

6. Rysunek przedstawia polozenie stat-
kow A i B wzgledem latarni L. Znajdz
odleglos¢ miedzy statkami.

© 7. Na rysunku obok niebieskie linie prze-
rywane sa réwnolegle. Oblicz wysokos¢
drzewa, jesli |AB| = 150 m.

8. Korzystajac z informacji przedsta-
wionych na mapce, oblicz odleglos¢ mig-
dzy punktami A i B.

9. Boki tréjkata maja dlugosci 2, 3 i 4.
Jaka dlugosé ma wysokosc tego tréjkata
opuszczona na najdiuzszy bok?

208 TRYGONOMETRIA



10. Na ponizszym rysunku 11.W 16 ABCD przed-
punkty D i E, ktdre dziela bok AB tréj-  stawionym na rysunku ponizej dane sa:
kata ABC na trzy rowne czesci. Wiedzac,  |AB| = V3, |AD| = 4 oraz |  BAD| = 30°,
Ze |ABI =6, |AC| =5 i [4DAC| =30°,  Czworokat BEDF jest rombem. ZnajdZ

znajdz dlugoéci odcinkéw CD i CE. dhugosé jego boku.
A
D A D
. AN
B E €
B €

©12. W czworokacie KLMN przedstawio- © 13. Popatrz na rysunek por Jaka
nym na rysunku ponizej kat LMN ma  dlugos¢ ma promieri okregu opisanego
miare 120°. Oblicz pole tego czworokata.  na czworokacie ABCD?

N1 M D,
C
; : \
B
‘ e
1 A
K

MINISPRAWDZIAN

S1. Dlugosé boku ozn:
litera a spelnia warunck:

Aae(0:7) C.ac(8;9)
B.ae(7:8) D.ae (9;+) 8

52. Trojkat ma boki o Sciach 4, 5 i 6. Miara najmniej: Kata tego trojkata,
Po zaokragleniu do pelnych stopni, wynosi:

A.30° B. 38° C. 40° D.41°

53. Pole tréjkata przedstawionego na rysunku 2 x
obok wynosi 3. Dlugos¢ boku x jest zatem réwna:

A3 B. 4 C.V13 D. /26 5
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1. Na rysunku zaznaczono Kat ostry «.
Oblicz sine, cosa i tga. Przyjmij, Ze
bok kratki ma dtugos¢ 1.

2. Kat ostry trapezu prostokatnego ma
miare 50, jego krotsza podstawa ma
dlugosc 2, a dluzsze ramie ma dlu-
0S¢ 3. Oblicz obwdd tego trapezu.

3. Znajdz miary katow trojkata ABC
przedstawionego na rysunku.

c

4. Nachylenie stoku wyrazone w pro-
centach wynosi 2%. Jakie jest nachyle-
nie tego stoku wyrazone w stopniach?

5. Na jakiej wysokosci krazy model sa-
molotu?

210

7. Uzasadnij, ze dla kata ostrego « jest
spelniona réwnosé:

8. Oblicz wartosé wyrazenia:
sin135°+cos 150°+ tg 120°

9. Dwa boki tréjkata maja dlugosci 3
i4, akat miedzy tymi bokami ma 120°.
Oblicz pole tego tréjkata.

10. Pole tréjkata réwne jest 4 cm2. Dwa
boki tego trjkata majq diugosci 2 cm
i 5cm. Jaka miare ma kat lezacy mie-
dzy tymi bokami?

11. Pod jakim katem jest nachylona do
osi x prosta y = -3x + 17

12. Oblicz miarg kata ABC w tréjKacie,
w Ktérym:

a) |AB| =10, |BC|=6, |AC| =9

b) | $BAC| =20° |AC| =5, |BC|=4
o |%ACB| =120% |AC| =6, |BC| =10

13. W wojkacie ABC bok BC ma diu-
g0s¢ 4. Ustal dlugosé boku AB, jesli:

a) | *ACBI| =60° |AC| =
b) | ¥BAC| = 45° | <ACB| = 30°
9 |%ABC| =50° | €ACB| = 110°

14. sprawdz, czy tréjkat o bokach diu-
gosci 7, 8 i 10 jest ostrokatny czy
rozwartokatny.

15.Srodkowa CD tréjkata ABC ma
dlugos¢ 6, bok AB ma diugos¢ 8,
a kat ADC ma miare 120°. Oblicz po-
le i obwd tréjkata ABC.
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Figury w przestrzeni

W basenach plywackich dno jest awykle uksztattowane tak, ze glebokosé wody
sig zmienia: przy jednym koricu toru jest plytko, a przy drugim — glgboko.

Woda wtakim basenie przybiera ksztatt graniastostupa. Obliczajac jego objetosé;
ustalimy ife liréw wody potrzeba, aby wypetnic basen.

Graniastostupy ® Ostrostupy = Walec = Stozek = Kula
= Powtérzenie



Kilka uwag o rysowaniu bryt

Na zdjeciu model krawedziowy szescianu jest

owietlony $wiatlem

o réwnoleglych promie-

niach. Na bialym ekranie wida¢ cien modelu.

Gdybysmy ramke w ksztalcie kwadratu ustawili w réznych
polozeniach wzgledem ekranu, otrzymaliby$my rézne cienie.
Ponizsze rysunki przedstawiaja kilka mozliwych cieni tej sa-
mej kwadratowej ramki. Kazdy  nich jest rownoleglobokiem
i cienie rownoleglych bok6w tez sa rownolegle.

L7 >

Kolc]nc rysunlu przedstawiaja cienie ramki w ksztalcie tra-
pezu w Ktorym wysokosé
Taczaca Srodki podstaw. Kazda z otrzymanych figur jest tra-
pezem i w Kazdym z nich cieri wysokosci nadal laczy $rodki
podstaw, choé nie musi by¢ do nich prostopadly.

M L=

rysunck

na Kartce, go tak, jakbysmy ryso-

wali cient rzucany przez krawedzie tego wieloscianu.

212
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Rysujac bryly, musimy przestrzega¢ nastepujacych regut:

o Jesli w bryle odcinki sa réwnolegle, to odpowiadajace im odcinki na rysunku
takze sq réwnolegle.

o Jesli w bryle odcinki sa réwnolegle i rownej dlugosci, to odpowiadajace im na
Tysunku odcinki tez s réwnolegle i rownej dlugosci.

o Jesli punkt dzieli odcinek w bryle w pewnym stosunku, to odpowiadajacy mu
punkt na rysunku dzieli odcinek w tym samym stosunku.

Oto rysunki wykonane z zachowaniem powyzszych regut.

GRANIASTOSLUP PRAWIDLOWY
SZESCIOKATNY

Odcinki réwnolegle
o réwnych dhugosciach
takze na rysunku sa réwnolegle
i maja rowne diugosci.

Kravedzic podstavy
sa rownole
{ haja rowne dhugodcl

Odcinki réwnolegle
takze na rysunku sq réwnolegle.

OSTROSLUP PRAWIDLOWY
TROJKATNY

Spodek wysokosci

- ostroslupa na rysu
‘owiaien dzielié wysokosé
podstawy w stosunku 2: 1.

Wysokos¢ podstawy
na rysunku dzieli¢
krawedz podstawy na polowy.

Uwaga. Na podstawie rysunku bryly na ogot nie mozemy rozstrzygnag, jaka to dokladnie
jest bryla. Na przyklad pierwszy z rysunkow
moglby byé kazdym z 6w, ktérych siatki sq obok.

o ob 0
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Ciekawostka

Rysowanie bryl nie jest latwe, gdyz musimy przedstawic w dwoch wymiarach figury,
kiére sq trojwymiarowe. Gotowe rysunki mozna na ogol interpretowac na rozne
sposoby. Stad biora si¢ nicktre zludzenia optyczne. Na przyklad zludzeniu mozemy
ulec, patrzac na pierwszy rysunek szescianu. Rysunek ten jest wieloznaczny. Szescian
mozemy zobaczyé na dwa sposoby, zaleznie od tego, ktére krawedzie uznamy za
niewidoczne.

Inny przyklad zludzenia optycznego to tzw. schody Zlinera (czyt. celnera) przed-
stawione na rysunku ponizej (z lewej strony). Dwie osoby patrzace na ten rysunek
moga zobaczy¢ schody na rozne sposoby, na przyklad widziane z gory albo widzia-
ne od dotu. Kolejne rysunki pomagaja dostrzec te dwie rozne interpretacje (kropka

wskazuje Sciane, ktéra powinnismy zobaczy¢ blizej nas). g

Najbardziej zaskakujace sq rysunki tzw. Na kanwie takich rysunkow artysci po-
figur niemozliwych. Ponizej podajemy trafia stworzyé intrygujace obrazy. Przy-
przyklady takich figur. Pozornie wydaje  kladem wykorzystania pierwszego z nich
si, ze rysunki przedstawiajq rzeczywi- jest grafika M.C.Eschera (czyt. eszera)
ste bryly i mozna zbudowac ich modele. ,Wodospad”.

Jednak dokladniejsza analiza pokazuje,
Ze jest to niemozliwe, gdyz bryly takie
nie istnieja!

e
I m
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GRANIASTOSLUPY

Przypomnijmy, Ze graniastostup to wieloscian,
w ktérym dwie $ciany (podstawy) sa przystajacy-
mi wiclokatami lezacymi na réwnoleglych plasz-
czyznach, a pozostate Sciany (czyli §ciany boczne)
sq réwnoleglobokami.

Krawedzie boczne graniastostupa maja réwne dlugo-

~3

Sci i 53 rownolegle.

Wysokoscia graniastostupa nazywamy kazdy odcinek laczacy plaszczyzny
podstaw i prostopadly do obu tych plaszczyzn.

Uwaga. Pojecie odcinka prostopadlego do plaszczyzny jest intuicyjnie j

sne i ta-

ka intuicja wystarcza na potrzeby naszych rozwazan. Dokladniej prostopadios¢
prostych i plaszezyzn w przestrzeni bedziemy omawiac w trzeciej Klasie.

Graniastostup prosty
picciokatny

Graniastostup pochyly
czworokatny

i
L

Graniastostup prawidlowy
osmiokatny

GRANIASTOSLUPY

Graniastostup, w ktorym krawedzie boczne sa pro-
stopadle do podstaw, nazywamy graniastostupem
prostym. Wszystkie $ciany boczne graniastostupa
prostego sq prostokatami.

Uwaga. Szczegolnym przypadkiem graniastoshupa pro-
stego jest prostopadloscian, w ktérym wszystkie sciany
sa prostokatami i za podstawy mozna przyja¢ dowolng
parg $cian réwnoleglych.

Graniastostup, w kiorym krawedzie boczne nic s
o podstaw,

pem pochylym. Wszystkie Sciany boczne graniasto-

stupa pochylego sa rownoleglobokai.

Graniastostup prosty, w ktorym podstawy sa wie-
lokatami foremnymi, nazywamy graniastostupem
prawidlowym. Wszystkie Sciany boczne graniasto-
slupa s
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Przekatna wicloscianu to odcinek laczacy dwa wierzcholki i nielezacy na
zadania 1-4 )

Il Podstawa graniastostupa prostego jest romb o boku 2 i kacie
ostrym 60°. Wysokos¢ tego graniastostupa ma dtugos¢ 3. Oblicz dtugos¢ dtuz-
szej z jego przekatnych.

Sporzadzamy rysunki pomoc-

nicze — graniastostup i pod-
stawe graniastostupa

3
c Tréjkat ABD jest réwnobocz
ny, a odcinek AS to wysokos¢
tego tréjkata.
A2 8
18D| =
las| =22 = 3
|AC| =2 - |AS| =23
|AG|? = |ACI? +|CGI? Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ACG.

IAGI? = (2V3)? +32

IAG| = V2T

Odp. Diuzsza przekatna tego graniastostupa ma dtugosé +2T.

ZADANIE Podstawa graniastostupa prostego o wysokosci 6 jest trapez prostokat-
ny o podstawach dlugosci 3 i 5 oraz wysokosci 4. Oblicz dlugosci przekatnych tego

graniastostupa.
wadania 5-12

il Suma pol wszystkich $cian bocznych graniastostupa to jego pole po-
wierzchni bocznej. Suma pol podstaw i pola powierzchni bocznej to pole
powierzchni calkowitej graniastostupa.

Objetos¢ graniastostupa jest rowna iloczynowi pola podstawy i wysokosci
graniastostupa.

" Objetos¢ graniastostupa:

A__ h V=P,-h

q Cr P, — pole podstawy graniastostupa
h — wysokos¢ graniastoslupa
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PRZYKEAD 2 JRURTEND i i § m krawedz podstawy
ma diugos¢ a, zas krétsza przekatna ma dtugosc 3a. Oblicz pole powierzchni
catkowitej oraz objetos¢ tego graniastostupa.

Krétsza przekatna podstawy jest
|AC|=2- % =a/3 2 razy diuzsza niz wysokos¢ tréj
kata r6wnobocznego o boku a.

VIACI? - |ACI? =\Ba)? - (aV3) = a6 Tréjkat ACA' jest prostokatny.

alf 3a%3
2

Py=6-
- pole jednej podstawy
- pole jednej Sciany bocznej

3a? » +6.02 /6 = 3a3(/3 +2,/6) | P Pole powierzchni calkowite]

sza.hza.af=a2vi

Pe=2P,+6P; =

Vap ha 3B 5L 38T S0

o wysokosci a krotsza
4a. Oblicz pole powierzchni calkowite] i objgtos¢ tego graniasto-

o 1323 )

ma
2, a kat pomiedzy przekatna Sciany bocznej i krawedzia boczng ma
miare 32°. Oblicz miare kata miedzy przekatnymi scian bocznych poprowadzo-
nymi z jednego wierzchotka.

2
I . xfal \x
i’ '
2 2 =sin32° sing=1o 1532 . 065

2

s

75 37 %: 15° stad a =~ 30°

ZADANIE = KrawedZ podstawy ma
dlugosé 3, a kat miedzy przekatng Sciany bocznej i krawedzia boczng ma miare 40°.
Oblicz miare kata miedzy przekatnymi Scian bocznych poprowadzonymi z jednego
wierzcholka.

sodania 24-28 )
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ZESTAW ZADAN

41 1. Przerysuj i uzupelnij tabelke. Graniastostupy
Liczba scian 7

Liczba krawedzi 9

Liczba wierzchotkéw 12

2. a) Ile $cian bocznych ma graniastostup o 100 wierzcholkach?
b) Czy graniastostup moze mie¢ 20 krawedzi?
© Czy graniastoshup moze mie¢ 10 cian bocznych i 20 wierzchotkow?

3. a) Czy istnieje ktory nie ma przekatnych?
b) Czy w graniastostupie prawidlowym wszystkie przekatne maja rowna dlugosé?
© 9 lle przekatnych ma graniastostup n-katny?

©d) Czy w kazdym graniastostupie czworokatnym dowolne dwie przekatne si¢ prze-
cinaja?

4. Na rysunku przedstawiono siatke szescianu. Ktére punkty — po sklejeniu sze-
Scianu — pokryja sie z punktem A?

a) b H 9
3 H ‘ J 1
K—F ¢
LK M_ L Lk oG
F G B
N M - N M
D E c D ‘ D F
A B [ A B A B c
4l 5. 2) Jaka dlugos¢ ma przekatna szescianu o krawedzi diugosci a?
b) Oblicz dlugosé 3 o h dlugosci a, b c.
6. Na rysunku i i i . Oblicz dlugosci zaznaczo-
nych odcinkow.
a) b) Cl
5| 2z y
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7. Graniastostup prosty ma wysokos¢ 3, a jego podstawa jest czworokat pokazany
na rysunku. Znajdz dlugosé kré(szcj przekatnej tego granjasms\upa.

trapez romb réwnoleglobok
8.a W i przekatna ma dtugosé 13,

a przekatna ciany bocznej ma diugos¢ 12. Oblicz diugosci krawedzi graniastostupa.
b) Podstawy graniastostupa prostego jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych
dlugosci 8 i 5. Oblicz diugosci przekatnych Scian bocznych tego graniastostupa,
jesli wysokos¢ graniastostupa wynosi 10.

©9. Na rysunku obok przedsta-
wiono graniastostup prawidlo-

iy
i . 5
wy osmiokatny. Oblicz diugo-
$ci zaznaczonych odcinkéw. |
3

10.a) W i Sci o krawedzi podstawy a
dluzsza przekatna jest rowna p. Oblicz, diugosé km(sze_] przekatnej gramas(oslupa
b) Jakie dlugosci maja przekatne w
o krawedzi podstawy a i wysokosci h?

11. Podstawa graniastoslupa prostego jest tréjkat réwnoramienny prostokatny.
Przeciwprostokatna podstawy i przekatne dwéch Scian bocznych tworza trojkat
réwnoboczny o boku dlugosci a. Oblicz wysokos¢ tego graniastostupa.

® 12. Krawedz podstawy i i sci ma dlugos a.
Jaka wysokos¢ powinien mie ten graniastostup, aby tréjkat zbudowany z przekat-
nej Sciany bocznej, diuzszej przekatnej podstawy i krétszej przekatnej graniasto-
stupa byl rownoramienny?

i
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14. Na rysunku i i . Oblicz jego objetosé.
a) b)

6

15. Oblicz pole powierzchni catkowitej:
a) grani i 6j o krawedzi podstawy 3 i wysokosci 2,

b) grani o wysokoéci 4 i dlugoéci przekatne 5.

16. Podstawa graniastostupa prostego o wysokosci 2 jest tréjkat o bokach dlugosci
12, 10, 10. Oblicz pole powierzchni i objetos¢ tego graniastostupa.

17.2) Oblicz pole powierzchni i objetos¢ szescianu o przekatnej diugosci p.

b W Scianie o podstawie j przekatna $ciany bocznej ma
dlugos¢ p, a przekatna podstawy ma dlugos¢ d. Oblicz pole powierzchni catkowitej
tego prostopadio§cianu.

18. Oblicz objetos¢ graniastostupa prostego o siatce przedstawionej na rysunku.
a) b 5 2

5

8
6
4 8
6

im ‘ 19. Rysunek przedstawia plan pewnej

o sali szkolnej. Ma ona 3,5 m wysoko-

3.5 m $ci. lle wazy powietrze wypeniajace te

1 sale? Przyjmij, Ze gestos¢ powietrza wy-

nosi 1,185 kg/m?3.

20. Na rysunku przedstawiona jest szklarnia, ktérej dach i Sciany zbudowano ze
szkla 0 grubosci 3 mm. Gestos¢ szkla wynosi 2400 kg/m?. Oszacuj, ile wazy szklo
uzyte do budowy tej szklarni.

im| ]
I3
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21. Ile wazy sztaba zlota w ksztalcie graniastostupa, ktérego podstawg jest trapez
réwnoramienny i ktorego wymiary podano na rysunku?
4cm
5 Przyjmij, Ze gestos¢ zlota wyno-
si 19280 kg/m?. Sprawdz, jaka
jest aktualna cena zlota, i oblicz
& wartos¢ tej sztaby.

22. 1le litréw wody potrzeba do napel-
nienia basenu o ksztalcie i wymia-
rach podanych na rysunku?

© 23. W prostopadtoscianie pola trzech $cian o wspolnym wierzchotku sa réwne Py,
P> i P3. Jaka objeto$é ma ten prostopadioscian?

IV 24. Oblicz wysokos¢ grani prostego i na rysunku.
a) § b) 9

vl
=

25. Na rysunku . Oblicz dlugos¢ odcinka
i miar¢ kata oznaczonych literami.
a) b) 9

*hﬁ.
|
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26. Na rysunku i i . Oblicz jego objetosé.
: "’ ' TR

45

27. Podaj wzor na objetos¢ narysowanego prostopadloscianu, gdy dane sq wielko-
$ci oznaczone literami.

a)

T
s
S

28. Podstawa graniastostupa prostego jest réwnoleglobok o kacie ostrym «. Odle-
glosci miedzy réwnoleglymi Scianami bocznymi sa réwne k i 1, a odleglosé miedzy
podstawami graniastoslupa wynosi h. Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

MINISPRAWDZIAN

S1. Pewien graniastostup ma 24 krawedzie. Podstawa tego graniastostupa jest:

A. szesciokat B. o$miokat C. dwunastokat D. szesnastokat

B
52. Na rysunku obok przedstawiono graniastostup pra- =T
widlowy czworokatny. Jaki obwod ma tréjkat ABC?

A.643V2 C.342/3

B.4V3+3/2 D. 123 TA

3. Podstawa graniastostupa prostego jest kwadrat o przekatnej dlugosci 12. Prze-
katna tego graniastostupa ma dlugosc 13. Jakie pole powierzchni catkowitej ma ten
graniastostup?

A. 603 +120 B. 602 + 144 C. 1442 +65 D. 144 +1202

54. Na rysunku obok przedstawiono graniastostup pra-
widlowy trojkatny. Ktéra rownosc jest prawdziwa?

A.sma:§ Coga-1
B.cosa= L3 D.sine= 2
V5
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OSTROSLUPY

l jmy, e ostrostup to wieloscian, w ktérym
jedna $ciana (podstawa) jest dowolnym wielokatem,
a pozostale Sciany (czyli Sciany boczne) sq tréjkata-
mi o wspolnym wierzchotku.

Wspdlny wierzcholek wszystkich scian bocznych ostro-
stupa nazywamy wierzcholkiem ostrostupa.

Wysokoscig ostroslupa nazywamy odcinck laczacy wierzcholek ostroslupa

2 pla podstawy, do tej plaszcz

lezacy na znie podstawy spodkiem wy

Zauwaz, ze w graniastostupie mozna wskaza¢ wiele
odcinkéw, ktére sa wysokosciami, a ostrostup, kt6-
1y nie jest tréjkatny, ma tylko jedna wysokosc.

Ostrostup, w ktérym podstawa jest wieloka-
tem foremnym, a krawedzie boczne maja row-
ne dlugosci, nazywamy ostroslupem prawidlo-

/. Koniec wysokosci

wym. Ostrostup prawmmwy
szescioka

W ostrostupie prawidlowym sciany boczne sq

Ostrostup tréjkatny nazywamy czworoécianem.

Uwaga. W czworoscianie kazda ze $cian mozemy
uznac za podstawe. Czworoscian ma zatem cztery
wysokosci.

Czworoscian, ktérego wszystkie Sciany sq troj-

Podslawa jest

szebclokgtem foremnym.

réwne dhugos

* Krawedzle boczne maja

WOros
kqtami réwnobocznymi, nazywamy czworo-  (0strostup trojkatny)

Scianem foremnym.

IE A Odcinajac naroze szescianu w spo-
s6b przedstawiony na rysunku obok, otrzymamy
ostrostup, ktdry jest czworoscianem. Przyjmijmy,
Ze podstawa tego czworoscianu jest Sciana BCD.
Jaka jest wysokosc tego czworoscianu? Jakie diu-
gosci maja krawedzi boczne?

OSTROSLUPY
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4
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Twierdzenie
Jesli wszystkie krawedzie boczne
ostrostupa majq réwne dlugosci,
to na podstawie ostroslupa
mozna opisa¢ okrag. Srodek tego okregu
_jest spodkiem wysokosci ostrostupa.

Dowsd
Rozwazmy w ostroslupie o réwnych krawedziach
bocznych tréjkaty, ktérych dwoma bokami sa wy-
sokosc ostrostupa i krawedz boczna.

Wszystkie takie trojkaty sa prostokatne, maja wspol-

na przyprostokatng i przeciwprostokatne o tej sa-

mej dlugosci. Wobec tego boki tych trjkatow lezace

na podstawie ostrostupa — odeinki laczace spodek

wysokosci z wierzcholkami podstawy — majq ta-

S~ Kasama dugosc. Okrag o promieniu 6wnym temu

| odcinkowi i o $rodku w spodku wysokosci jest wige
opisany na podstawie ostroshupa.

Pomzszc rysunki przedstawiaja ostrostupy prnwldlowc Spodek wysokosci
2y na przecicciu przekatnych
podstawy. lezy na przecieciu
dluzszych przekatnych podstawy, a w ostroslupie prawidlowym tréjkat-
nym lezy na przecieciu Srodkowych podstawy i dzieli kazda z nich
w stosunku 2:1.

ostrostup prawidlowy ostrostup prawidlowy ostrostup prawidiowy
czworokatny szesciokatny trojkatny

@
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ZENIE B Na rysunkach przedstawiono ostrostupy prawidiowe. Oblicz diu-

gosci odeinkéw oznaczonych literami.

Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego tréjkatnego ma diu-
gosc 3, a jego krawedz boczna ma dtugosé 4. Oblicz odlegtos¢ spodka wysokosci
tego ostrostupa od krawedzi bocznej.

2
|AE| = §|AF|
|AE|? + |DE|? = | DA
(V/3)? + | DE|? = 42
|DE| = /T3

1 jl A3
Paneo =3 - |AE| - IDEI = % - V3 - VT3 Obliczamy pole tréjkata AED
na dwa sposoby.
Paseo=3 - 1ADI-d=}-4-d=2d
2d4=39, stad d = 32
Odp. Odlegtos¢ spodka wysokosci ostrostupa od krawedzi bocznej wynosi ¥22.

ZADANIE | KrawedZ podstawy ostroslupa prawidlowego czworokatnego ma dlu-
0S¢ 4, a jego krawedz boczna ma dlugos¢ 6. Oblicz odleglos¢ spodka wysokosci tego
ostroslupa od krawedzi bocznej.

zodania 5-8

Il Pole powierzchni ostrostupa to suma pola podstawy i pola powierzchni
bocznej, czyli sumy powierzchni cian bocznych.
Objetosé ostrostupa stanowi 3 objetosci graniastostupa o takich samych
podstawie i wysokosci.

Objetosé ostrostupa:
1
V=3Py-h

P, — pole podstawy ostrostupa
h — wysokos¢ ostrostupa
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[IIATTITEA Krawedz podstawy ostrostupa prawidfowego tréjkatnego ma diu-
gos¢ a, a krawedz boczna ma diugosé 2a. Jakie jest pole powierzchni catkowitej
tego ostrostupa? Jaka objetosé ma ten ostrostup?

w
w  Joar-(2) - 7 _a
hy=\J@a) - (§)" =402 -5 = 475
24
24, 25
Po=P+3P =843 1.4 275
& 9 a -
AA ag B =4 (v3+3vT3)

N 2 o a3 Wysokos¢ tréjkata rownobocznego o bo-
1As| = §1AA| = 5 - 5= = 552 ku @ wynosi %2, a spodek wysokosci

ostrostupa dzieli ja w stosunku 1:2.
1
a3

2
BV

h=\TAWZ =TAST? = \[4a? - 3

@3, 10
2 a

ZADANIE  KrawedZ boczna ostrostupa prawidlowego trojkatnego ma diugosé 13,
2 wysokosc tego ostrostupa ma dhugosc 5. Oblicz pole powierzchni calkowitej i objgtos¢
tego ostrosiupa.

Pole tréjkata réwnobocznego o bo-

Po-h= ku a jest réwne

1
3

adaria 913

Ciekawostka

Wzér na pole tréjkata mozna wyprowa-
dzi¢ ze wzoru na pole prostokata. Wystar-
czy zauwazyé, ze tréjkat o podstawie a
i wysokosci h da sig podzielié na czesci,
2 ktérych mozna zlozy¢ prostokat o bo-
kach }h i a (zob. rysunki).

Czy nie mozna by w podobny sposib wy-
prowadzié wzoru na objetosé ostrostupa
e wzoru na objetos¢ sci
To znaczy, czy mozna podzielié dowol-
ny ostrostup na skoriczona liczbg czesci,
2 keorych da si¢ ulozyé prostopadioscian?

To proste zdawaloby si¢ pytanie okazalo si¢ trudnym i waznym problemem

Podczas 11 Kongresu
w roku 1900 zostalo uznane przez Davida Hilberta za jeden z 23 najwaz-
niejszych p: 6 XX wicku. odpowiedz na to

pytanie znalaz1 jeszeze w tym samym roku Max Dehn (czyt. maks dejn) —
uczen Hilberta. Udowodnil on, ze nie kazdy ostrostup mozna podzielic na
czgsci, z ktorych da si¢ ulozy¢ prostopadioscian.
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IV Podobnie jak w wypadku innych bryl, przy rozwiazywaniu zadari dotycza-
cych ostroslupéw przydaja si¢ funkcje trygonometryczne.

Kraweds boczna i Sci ma diu-
gos¢ 10 cm, a kat miedzy ta krawedzia a wysokoscia ostrostupa ma miarg 20°.
Jaka miare ma kat miedzy sasiednimi krawedziami bocznymi?

H o
sinac= o %:%;
. _ smzzo" ~0,171
ax10°
| % ASB| = 2 ~ 20°
A% 38

Odp. Kat miedzy sasiednimi krawedziami bocznymi wynosi okoto 20°.

ZADANIE  Krawedz boczna ostroshupa prawidlowego czworokatnego ma dugosc 6,

a kat miedzy ta krawedzia i wysokoscia ostrostupa ma miare 35°. Jaka miare ma kat

miedzy sasiednimi krawedziami bocznymi? >
sadania 14-17

ZESTAW ZADAN

1. Przerysuj i uzupelnij tabelke. Ostrostupy

Liczba scian 7
Liczba krawedzi 10
Liczba wierzchotkow 9

2. a) Ile $cian bocznych ma ostrostup o 100 krawedziach?
b) Czy ostrostup moze mie¢ 15 krawedzi?
©) Czy ostroslup moze mie¢ 22 krawedzie i 12 Scian bocznych?

3. Wyjasnij, dlaczego ponizsze rysunki nie przedstawiaja siatek ostrostupow.

SR T O
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A

4m

4. Na rysunku siatke czworoécianu foremnego. Ktére punkty — po
sklejeniu czworoscianu — pokryja si¢ z punktem A?

) E b)
F % ? D F E D
A B c A B [
5. Na rysunku przedstawiono ostrostup prawidtowy (pionowy odcinek to wysokosé
ostrostupa). Oblicz dlugosé odcinka oznaczonego litera.

a) b) )

3 3 4
6. Na rysunku obok jest przedstawiony czworoscian
foremny o krawedzi dlugosci a.

a) Oblicz dlugoéci odcinkéw oznaczonych literami.
b) Oblicz dlugosé wysokosci tego czworoscianu.

7. a) Wysokos¢ jest réwna 5, a wysoko$¢
jego sciany bocznej wynosi 10. Oblicz dlugos¢ krawedzi podstawy tego ostrostupa.
b) Podstawg ostroslupa jest prostokat o bokach dlugosci 2 i 4, a wszystkie krawe-
dzie boczne tego ostroslupa maja dlugmc 7. Jaka wysokos¢ ma ten ostrostup?

o Przekatna podstawy ma diugosé p,
a wysokos¢ ostrostupa jest réwna h. Jaka dlugosé ma krawedz boczna?

8. Podstawg jest trojkat

nej dlugosci 4. Wysokosé ostrostupa jest rowna 8. Oblicz, |dkle dlugosci maja
krawedzie boczne tego ostrostupa, jesli spodek wysokosci jest:

a) wierzchotkiem kata prostego, b) srodkiem przeciwprostokatnej.

9. Oblicz objetos¢ ostrostupa przedstawionego na rysunku.
a) b)

6\ 5
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10. Na rysunku przedstawiono ostrostup prawidiowy. Oblicz jego objeto:

a) b) ]
8 12 o
‘s S L\

11. Oblicz pole powierzchni calkowitej:
2) ostroshupa prawidlowego tdjkatnego o kravedzi podstawy 2  krawedzi boczne; 5,
b) o krawedzi podstawy 4 i wysokosci 1.

12. Jaka objetos¢ ma czworoscian foremny o krawedzi diugosci a?

13. Oblicz objetosé ktérego siatke iono na rysunku.
a) W5 b) Q9
6|
' V S
14. Krawed? boczna na rysunku ma

dlugosc 6. Oblicz wysokos¢ tego ostrostupa.

a) ‘ b) L]

‘ ‘v ‘
15.Na rysunku przedstawiono ostrostup prawidlowy. Oblicz dlugosé odcinka
i miar¢ kata oznaczonych literami.
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16. Na rysunku przedstawiono ostrostup prawidlowy. Oblicz jego objetosé.

a) b) L]

1 &

17. Na rysunku obok przedstawiono ostrostup pra-
widlowy osmiokatny. Jakie dlugosci maja zaznaczo-
ne odcinki? Jaka miar¢ ma zaznaczony kat?

MINISPRAWDZIAN

51. Ktére zdanie jest prawdziwe?
A. W kazdym ostrostupie wysokos¢ jest krotsza od wszystkich krawedzi bocznych.
B. Podstawq kazdego ostrostupa jest wielokat, na ktérym mozna opisac okrag.

C. W kazdym graniastostupie liczba jego krawedzi jest podzielna przez 3.

D. W kazdym graniastostupie wysokos¢ jest réwna dlugosci krawedzi bocznej.

52. KrawedZ podstawy i wysokos¢ maja
takq sama dlugos¢ rowna a. KrawedZ boczna tego ostrostupa ma diugo:

Aa B.avZ cefi D. 28

53. Graniastoslup prawidlowy tréjkatny i ostroslup prawidlowy czworokatny maja
takie same wysokosci i ich krawedzie podstawy maja jednakowe dtugosci. Stosunek
objetosci graniastoslupa do objetosci ostrostupa jest rowny:

A3:1 B.3v3:4 C.V3:v2 D.2V3:3

54. Podstawa ostroslupa przedstawionego na rysunku jest
rojkat 6 it o h
réwnych a. Wysokosé ostroslupa jest jedna z krawedzi a
bocznych i takze ma dlugos¢ a. Pole powierzchni tego
ostrostupa jest rowne:

c.1 ANy

B.a?+ €2 D.a*+atV2
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WALEC

WALEC

Wyobraz sobie, ze figu-
re plaska obracamy wo-
kot pewnej prostej tak,
ze kazdy punkt figury
zakresla okrag o $rod-
Kku lezacym na tej pro-
stej. Punkty wszystkich
zakreslonych w taki spo-
s6b okregéw tworza bry-
Ie obrotowa. Prosta, wo-
K6t Ktorej jest wykony-
wany obrot, nazywamy
osig obrotu bryly obro-
towej.

Jesli prostokat obrécimy w opi-
sany wyzej sposb wokél pro-
stej zawierajacej jego bok, to
otrzymana bryla obrotowa jest
walec.

W waleu mozna wskazac dwie podstawy, ktére sq przystajacymi kotami
lezacymi na réwnoleglych plaszczyznach.

podstawa  Kazdy odcinek laczacy plaszczy-
zny podstaw i prostopadly do nich
nazywamy wysokoscia walca.

) Wysokosci, ktére lqcza brzegi pod-
Pf%m"e" staw, tworza powierzchnie boczna
Podstawy - yalca. Kazda taka wysokosé nazy-
podstawa  wamy tworzaca walca.

ZENIE A Wyobraz sobie, Ze przedstawione (na sieci kwadratowej) figury
obracamy wokol wskazanych osi. Ktore z h bryl obr h sq
walcami? Podaj dlugosci promieni podstaw i tworzacych tych walcow. Przyjmij,
ze bok kratki ma dlugosc 1
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Przecinajac bryle obrotowq plaszczyzng zawieraja- P
€3 0§ obrotu, otrzymamy przekréj osiowy tej bry!
Przekrdj osiowy walca jest prostokatem.

ENIE B Czy przekroje dwéch walcow o
wysokosciach moga by¢ przystajacymi prostok:

6nych
ami?

Jedli walec ma promicri podstawy r i wysokoé¢ h, to jego powierzchnia
boczna po rozwinieciu na plaszezyzne jest o bokach 2rr
i h. Pole powierzchni calkowitej walca to suma pol dwéch podsmw i pola
powierzehni bocznej.

Pole powierzchni
calkowitej walca:

P.=2P,+P,
h P =2mr?+2nrh

P, — pole podstawy
Py — pole powierzchni bocznej
r — promieri podstawy

h — wysokos¢ walca

Wyobraz sobie, Ze w walec wpisujemy graniastoslupy prawidlowe o takicj
samej wysokosci jak walec (zob. rysunki ponizej). Im wigcej bokow ma
wielokat, ktdry jest podstawa tym objetos¢

blizsza jest objetosci walca.

Objetos¢ walca, podobnie jak w wypadku graniastostupa, jest réwna ilo-
czynowi pola jego podstawy i wysokosci.

Objetosé walca:
P, — pole podstawy

V=Pych r — promier podstawy
V=mnrih h — wysokos¢ walca
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[TIATTTVMM Kat miedzy przekatna przekroju osiowego walca a tworzaca walca
ma miare 50°. Przekatna ma dtugos¢ 10. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni
catkowitej tego walca.

h=10cos50°
V=mrth=1-(55in50%° - 10 cos 50° ~ 296
Pc=2Trh+27r? = 210 - 55in 50° - 10€0s 50°+ 211 - (55in 50 ~ 247

Odp. Objgtosé walca wynosi okoto 296, a pole jego powierzchni catkowitej —
okoto 247.

ZADANIE  Kat miedzy przekatna przekroju osiowego a Srednica podstawy walca
ma miarg 20°. Przekatna ma dlugosc 8. Oblicz objetosé i pole powierzchni tego walca.
sadania 118

ZESTAW ZADAN

—
1. Ktéry z walcow przedstawionych na . 5
rysunku ma wickszq obj¢tosé? Ktéry ma —
wicksze pole powierzchni cafkowitej? 18 5

2. Oblicz pole powierzchni catkowitej walca przedstawionego na rysunku.

3. Oblicz objgtos¢ walca przedstawionego na rysunku.
a) b)

WALEC 233



4. Oblicz objetosé walca przedstawionego na rysunku.

P — CI — 9

5. Oblicz objetos¢ walca przedstawionego
na rysunku obok.

§

:

6. 2) Dwa rézne walce maja taki sam przekrdj osiowy, kiory jest prostokatem o wy-
miarach 4 x 6. Por6wnaj objetosci i pola powierzchni calkowitej tych walcow.

b) Rozwazmy walec otrzymany w wyniku obrotu pewnego prostokata wokol krot-
szego boku oraz walec, ktdry otrzymamy w wyniku obrotu tego samego prostokata
wokol dluzszego boku. Ktéry z tych walcow bedzie mial wieksza objetosé, a ktdry
bedzie mial wicksze pole powierzchni calkowitej?

7. Przekrdj osiowy walca jest kwadratem o boku a. Oblicz objetos¢ i pole po-
wierzchni calkowitej tego walca.

8. Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu jest kwadratem o boku a. Jakie jest
pole przekroju osiowego tego walca?

9. W walcu o promieniu dlugosci r kat miedzy przekatna przekroju osiowego
a tworzaca walca ma miare o. Uzasadnij, Ze objetos¢ tego walca jest réwna 2%{
10. Po rozwinieciu powierzchni bocznej walca otrzymano prostokat, ktérego jeden
bok jest dwa razy diuzszy od drugiego, a przekatna ma diugos¢ p. Oblicz pole
powierzchni cafkowitej tego walca.

11. Na $wiece w ksztalcie walca o wysokosci 8 cm i Srednicy podstawy 5 cm po-
trzeba 150 g parafiny. lle $wiec w ksztalcie walca o wysokosci 10 em i Srednicy
podstawy 4 cm mozna zrobié z 1,5 kg takiej parafiny?

12. W garnku o $rednicy 20 cm i wysokosci 20 em woda siega do wysokosci 16 cm.

Czy woda wyleje si¢ z garnka, gdy wlozymy do niego szescienng kostke ze stali
o krawedzi réwnej 10 cm?
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Ciekawostka

Benjamin Franklin, wspéltwérca amery-
kanskiej Deklaracji niepodleglosci, byl
znany z wielu pomystowych eksperymen-
t6w. Jeden z nich byl nastepujacy: Fran-
Klin zauwazyl, ze plama oleju na wo-
dzie szybko rosnie wkrétce po powsta-
niu, ale po pewnym czasie przestaje si¢
powicksza¢. Opuscil zatem krople oleju
o objetosci 0,1 cm? na spokojne wody
Jeziora i obserwowal powstajaca plame.

Gdy przestala si¢ powickszac, zmierzyl
jej Srednice. Miala 710 cm. Przyjmujac,
Ze plama jest walcem, Franklin obliczyl
grubosc warstwy oleju.

Wiele lat poznicj okazalo sig, ze wynik,
jaki otrzymat Franklin, $wiadezy o tym,
ze plama oleju jest zbudowana z do-
Kladnie jednej warstwy czasteczek oleju
(grubosé warstwy i dlugos¢ jednej cza-
steczki oleju s jednakowe).

13. Przeczytaj ciekawostke. Jaki wynik otrzymat Franklin?

14. Kubek w ksztalcie walca o $rednicy podstawy 8 cm i wysokosci 10 cm napel-
niono czesciowo wod i pochylono tak, jak pokazano na rysunku. Oblicz objetosé
wody w kubku.

a) b) L] /:
f i i ;Scm lam

15. Cztery kawalki kielbasy o okraglym przekroju odcigto w sposéb przedstawiony
na rysunku. Czy kazdy z tych kawalkow wazy tyle samo?

S5em  7cm 5 cm 6 cm
S5em  3cm 5cm 4em

16. Rysunki przedstawiajq nakretke widziang z dwich stron — z gory 1 z boku. Wy-
miary podano w milimetrach. Nakretke wykonano ze stali o gestosci 8000 kg/m.
Oblicz mase 20 takich nakretek.

@12 g
26 16—
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17. Przyjrzyj sie ponizszym fotografiom. Ser w ksztalcie walca o promieniu podsta-
wy 5 cm podzielono na 12 jednakowych czesci, takich jak na pierwszej fotografii.
0d jednej z takich czesci odcigto troche sera tak, ze zostal taki kawalek, jak poka-
zano na drugiej fotografii. Jaka to czes¢ calego sera?

©18. Korice srednicy podstawy walca polaczono odcin- a’

kami z punktem lezacym na brzegu drugiej podstawy,
tworzac w ten sposéb tréjkat réwnoboczny o boku a.
Jakie jest pole powierzchni catkowitej walca?

MINISPRAWDZIAN

S1. Ktéry z walcow h ponizej ma objetosc?

A B.

D
c D.
- [
[
= =)
] — —
14 8 12

52. Powierzchnia boczna walca jest po rozwinieciu kwadratem o boku a. Objetosé
tego walca jest réwna:

s s

A.a® B. 2ma® L D. &

2m 4m

53. Z drewnianego Klocka, ktéry ma ksztalt prostopadioscianu o wymiarach
8 cmx 8 cmx 6 em, cheemy wyciaé walec. Maksymalna objetosé tego walca w cen-
tymetrach szesciennych wynosi:

A.72m B. 96T C. 1081 D. 144m
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STOZEK

STOZEK

Jezeli tréjkat prostokatny ob-
récimy wokol prostej, ktéra
zawiera jedng z przyprosto-
Kkatnych, to otrzymang bryly
obrotowa jest stozek.

W stozku mozna wskaza¢ podstawe, ktéra jest kolem, oraz wierzchotek
(zob. rysunek ponizej).

wierzcholek Odcinek laczacy wierzcholek ze
stozka srodkiem podstawy stozka na-
wysokos¢ zywamy wysokosci stozka.

\ Odcinki, ktére lacza wierzcho-
tworzaca
hr A 1ek z brzegiem podstawy, two-
=

promieit podstawy 123 powierzchni¢ boczng stoz-
ka. Kazdy taki odcinek nazywa-

podstawa my tworzaca stozka.

ZENIE A Wyobraz sobie, Ze przedstawione (na sieci kwadratowej) figury
obracamy wokol wskazanych osi. Ktére z h bryl obrotowych sa
stozkami? Podaj dlugosci promieni podstaw i diugosci tworzacych tych stoz-
kow. Przyjmij, ze bok kratki ma dlugosc 1

N

Przekrj osiowy stozka jest trojka- R .

p N at
tem réwnoramiennym. Kat micdzy /A rorwarcia
ramionami tego tréjkata nazywa- stozka
my katem rozwarcia stozka. Kat
przy podstawie tego tréjkata to
kat nachylenia tworzacej do pod-
stawy stozka.

Kat nachylenia
orzacel
do podstawy stozka

CWICZENIE B Kat rozwarcia stozka ma miarg 120°. Jaka miare ma kat nachyle-
nia tworzacej do podstawy stozka?
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Ciekawostka

Na ponizszych rysunkach przedstawiono fragmenty plaszczyzn przecina-
jacych stozek i nachylonych pod réznymi katami do podstawy stozka.
Wspélne czesci tych plaszczyzn i powierzchni bocznej stozka tworza trzy
rodzaje linii. (Katy miedzy plaszczyznami oraz przekroje bryl beda doklad-
niej omawiane w Klasie trzeciej).

Gdy plaszezyzna nie przecina podstawy
stozka, otrzymujemy elipse (w szczegdl-
nym przypadku okrag).

Gdy plaszezyzna przecina podstawe i jest
do niej nachylona pod takim samym ka-
tem jak tworzaca stozka, otrzymujemy
fragment paraboli.

Gdy plaszczyzna jest nachylona do pod-
stawy pod katem wikszym niz tworzaca,
otrzymujemy fragment hiperboli.

hiperbola (8 > o)

Wiasnie 7 tego powodu elipsa, parabola i hiperbola sa nazywane krzywymi
stozkowynmi. Cickawe, Ze orbity cial niebieskich sq krzywymi stozkowymi.
Na przyklad planety kraza po elipsach, a niektére komety poruszaja si¢ po
hiperbolach.

Stowa elipsa, hiperbola i parabola sa tez uzywane w teorii literatury. Elip-
sa to celowe opuszczenie pewnej czesci zdania, ktdrej mozna si¢ domyslic,
hiperbola to zamierzona przesada w opisie (np. w zwrocie umrzec ze smie-
chu), a parabola — to inaczej przypowies¢ alegoryczna.

WICZENIE C Kolo o promieniu dlugosci 10 rozcig-
to na dwie czesci w sposéb pokazany na rysunku

obok. Z kazdej z tych czesci utworzono powierzch- B
ni¢ boczng stozka. Jakie obwody maja podstawy

tych stozkow? Jakie dlugosci maja promienie pod-

staw tych stozkow?
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PRZYKEA! Z wycinka kota, ktéry przedstawiono na ry- 9
sunku obok, mozna utworzyé powierzchnie boczna stoz- w
ka. Jaki kat rozwarcia bedzie miat ten stozek?

N

L

_200° 5o Obwod podstawy stozka jest rowny diugosc
2mr = 5505+ 210+ tuku wycinka kofa

r=s

X _r_s

sing=5=3

% ~34° stad o~ 68°

ku, mozna utworzy¢ powierzchni¢ boczng stozka. Jaka miare
bedzie mial kat miedzy tworzaca a Srednica podstawy tego
stozka?

ZADANIE  Z wycinka kola, kiory przedstawiono na rysun- 24 ’

Powierzchnia boczna stozka o promieniu podstawy r i tworzacej I po
na Znie jest wycinkiem kota o promieniu I. Luk tego
wycinka ma dlugosé 27r.

Pole wycinka kola mozemy obliczy¢,
,  korzystajac z nastepujacej proporc]

Pole wycinka kola _ Dlugos¢ luku

Pole kola Obwod kota
P, _2mr
w2 2l
Py=mrl

Pole powierzchni bocznej stozka:
Py =mrl

Pole powierzchni calkowitej stozka:
P.=mr? + mrl

7 — dlugos¢ promienia podstawy stozka
1 — dlugos¢ tworzacej
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Wyobraz sobie, ze wpisujemy w stozek i o tej sa-
mej wysokosci co stozek (zob. rysunki ponizej). Im wiecej bokéw mialby
wielokat w podstawie ostrostupa, tym objeto$é¢ ostrostupa bylaby blizsza

stozka stanowi % objetosci walca o takiej samej podstawie i wy-

Objeto$¢ stozka:
F — promien podstawy

=
V= gnurt-h h — wysoko§¢ stozka

2adania 1-16 )
ZESTAW ZADAN

1. Oblicz objetoéc i pole powierzchni calkowitej stozka przedstawionego na rysunku.

a) b) Ll
]
10

S

240 FIGURY W PRZESTRZENI



3. Przekrdj osiowy stozka o wysokosci 3 jest tréjkatem prostokatnym. Oblicz obje-
108¢ tego stozka.

4. Oblicz pole powierzchni calkowitej stozka o kacie rozwarcia 120° i wysokosci 5.

5. Stozek otrzymano w wyniku obrotu tréjkata réwnoramiennego wokol wysokosci
opuszczonej na jego podstawe. Kat miedzy ramionami tego tréjkata ma miare 90°,
a jego podstawa ma dlugosé 6 cm. Oblicz objetos¢ tego stozka,

6. Trojkat prostokatny ma przyprostokatne dlugosci 5cm i 12cm. Rozwazmy
stozek, ktéry otrzymano w wyniku obrotu tego tréjkata wokél krétszej przypro-
stokatnej, i stozek, ktory otrzymano w wyniku obrotu tego tréjkata wokol diuzszej
przyprostokatnej. Poréwnaj ich objetosci i pola powierzchni catkowitej.

7. Przekedj osiowy stozka jest tréjkatem réwnobocznym. Jaka miare ma kat Srod-
Kowy wycinka kola, z ktdrego mozna utworzy¢ powierzchni¢ boczng tego stozka?

8. Stozek o kacie rozwarcia 90° ma objetos¢ 9. Oblicz pole powierzchni bocznej
tego stozka.

9. Na rysunku przedstawiono wycinek kofa o promieniu 10. Oblicz pole powierzch-
ni calkowitej stozka, ktérego powierzchnia boczna po rozcieciu jest ten wycinek.

a) : b) l Q ” d) ‘
10. Z wycinka kota o promieniu 10 chcemy utworzy¢ powierzchnie boczna stozka,
ktérego wysokosc ma by rowna 6. Jaki powinien byé kat srodkowy tego wycinka?

11. Koo podzielono na dwa wycinki kotowe o katach srodkowych 60° i 300°. Z kaz-
dego 7 tych wycinkéw tworzymy powierzchnie boczna stozka.

a) Jaki jest stosunek dlugosci promieni podstaw tych stozkéw?

b) Jakie miary maja katy rozwarcia stozkow?

) Jaki jest stosunek dlugosci wysokosci stozkow?

d) W ktérym z tych stozkéw Kat nachylenia tworzacej do podstawy jest wiekszy?
Jaka ma miare?

12.Kolo o promieniu R rozcigto na dwa wycinki i z kazdego z nich utworzo-
no powierzchnie boczng stozka. Wykaz, ze suma dlugosci promieni podstaw tych
stozkow jest réwna R.
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13. Bryly przedstawione na rysunkach powstaly w wyniku wycigcia stozkéw z wal-
6w lub sklejenia walcéw ze stozkami. Oblicz objetosci tych bryl.

NN BT A
2N

©15. Tréjkaty na rysunku obok maja row-
ne wysokosci opuszczone na bok AB.
Wykaz, ze objetosci bryl otrzymanych
w wyniku obrotu tych tréjkatow wokot

prostej AB sa réwne. A B

16. Bok rombu ma dlugos¢ 2 cm, a kat ostry
‘ma miarg 60°. Oblicz objetos¢ bryly otrzymanej
w wyniku obrotu tego rombu:
A ¢ a) wokdl prostej BD,
b) wokol prostej AC,
©¢) wokél prostej przechodzacej przez punkt A
i rownoleglej do prostej BD.
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MINISPRAWDZIAN
51. Jaka wysokoé¢ ma stozek o promieniu podstawy dlugosci r i objetosci V?

A Y B.3V-mr? cm D. 3V
f

w2

52. Mosiezny stozek o wysokosci 30cm i promieniu podstawy 5cm przetopiono
na jednakowe mniejsze stozki, kazdy o wysokosci 3 cm i promieniu podstawy 1 cm.
Tle stozkGw otrzymano?

A. 30 B. 10 C. 50 D. 250 h

53. Jakie pole powierzchni catkowitej ma bryla (utwo-
rzona z walca i stozka) przedstawiona na rysunku? 4

A.57m B. 481 C. 241 D. 661

KULA

Jesli koto obracamy wokot
; prostej zawierajacej sredni-

=
& ce kola, to otrzymana bryla
m obrotowa jest kula.
\w v Powierzchnie kuli nazywa-
: my sfera,

Zauwaz, 7e t¢ sama kule mozemy otrzymac, obracajac kolo wokél prostej
zawierajacej dowolng srednice tego kola. Kazda taka prosta to o$ obrotu
tej kuli.

Kula o $rodku S i promieniu r jest
zbiorem wszystkich punktow przestrze-
ni, ktérych odleglo¢ od punktu § jest
nie wigksza od r. Zbiér punktéw, dla
kt6rych odleglosé od punktu § jest row-
na r, nazywamy sfera.

Kazdy przekroj kuli jest kofem.

Przekrdj kuli, ktry zawiera jej Srodek,
nazywamy kolem wielkim kuli.
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Ciekawostka

Wz6r na objetosé kuli potrafil uzasadni¢
juz Archimedes (287-212 pn.e). W nie-
zwykle pomysltowy sposob wykazal on
bowiem, ze objetosé kuli to 3 objetosci
walca, ktérego srednica podstawy i wy-
sokos¢ s rowne srednicy kuli.

2R 2R

Rozumowanie Archimedesa przebiegalo mniej wiccej tak (dla uproszczenia rozwaza-

nia przeprowadzimy dla pétkuli):

AN

ZEN

Wyobraz sobie dwa naczynia o jedna-
kowej wysokosci i srednicy. Jedno ma
ksztalt polkuli (a wlasciwie polsfery).
Drugic naczynie ma ksztalt walca pu-
stego w srodku, do ktdrego wlejono

stozek o takiej samej podstawie i wy-
sokosci jak walec.

Gdyby te naczynia stojace obok sie-
bie przecia¢ plaszezyzna pozioma, to
otrzymaliby$my dwa przekroje — jt

den w ksztalcie kola, a drugi w ksztal-
cie pierscienia. Archimedes zauwazyl,
Ze oba te przekroje maja rowne pola.

P=mr?
=R2-x2 P=m(R? - x?)
P=m(R? - x?)

P=mR2-mx?

dalej w sposcb:

Przypuscmy teraz, ze do kazdego z tych naczyni nalewamy jednoczesnie wode takim
samym strumieniem (w kazdej chwili tyle samo wody). Skoro na kazdym poziomie
przekroje obu naczyri maja réwne pola, to naczynia napelnione zostana w tym sa-
mym momencie i beda zawiera¢ tyle samo wody. Wynika stad, Ze maja taka samq
pojemnosc.

‘Teraz mozemy juz obliczy¢ objetos¢ V kuli o promieniu R. Polowa tej objetosei jest
réwna réznicy miedzy objetoscia walca i stozka opisanych powyzej:

LV =mR?.R- R, zatem V= 3imR?

Archimedes byl tak dumny z odkrycia, Ze objetos¢ kuli
‘ jest réwna 3 objetosci walca opisanego na tej kuli, iz

kazal na swym nagrobku wyry¢ rysunek ilustrujacy to
twierdzenie.

Wiasnie dzigki temu rysunkowi 137 lat po $mierci Archi-
medesa Cyceron odnalazt w Syrakuzach na Sycylii jego
zarosniety juz i zniszczony grob.
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Juz od czaséw Archimedesa wiadomo, Ze objetosé kuli o promieniu r wy-
nosi §77r3. Korzystajac z tego, mozna uzasadni¢ wzér pozwalajacy obliczaé
pole powierzchni kuli. Wyobraz sobie, ze kule o promieniu r dzielimy na n
bryl pr jacych 0 wspolnym w srodku kuli.

Wspolng czesé kazdej takiej bryly i po-
wierzchni kuli (sfery) nazwijmy podsta-
wa bryly. Niech Py, Py, ...., P, oznaczaja
pola podstaw bryl, na ktére podzielono
kulg. Suma tych pdl jest réwna polu po-
wierzchni kuli:

Py4Pok..+Py=P

Zauwaz, ze im mniejsze pola podstaw
tych bryl, tym bardziej bryly te przypo-
minaja ostrostupy o objetosciach:

1 1 1
P, Por, o APy

Suma objetosei tych bryl jest wowczas réwna objetosci kuli:
lp .rslp,. 1p, . r=dpp
predpore e dpy =ty
AP Ps .t P = A

Stad otrzymujemy réwnosé: P = 4mrr?

é Objetos¢ kuli: Pole powierzchni kuli:
Vb P=4mr?
 — promien kuli

adani 112 )

ZESTAW ZADAN

41" 1. 2) Jakie jest pole powierzchni kuli o objetosci 3677
b) Jakq objetosé ma kula o polu powierzchni 100m?

2. Kolo wielkie kuli ma pole 167, Jaka jest objetos
tej kuli?

jakie jest pole powierzchni

3. Na pomalowanie kuli zuzyto 10 litréw farby. Ile potrzeba tej farby, aby pomalo-
wac potkule o takim samym promieniu?
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4. a) Zgodnie z przepisami gry w tenisa stolowego pileczka ma mie¢ $rednice
40mm. Dawniej, przed rokiem 2000, grano mniejszymi pileczkami — o $rednicy
38mm. O ile procent zwickszyla si¢ powierzchnia pileczki po zmianie przepisow?

b) Przepisy koszykéwki dopuszczaja do gry pilki o obwodzie od 74,9 cm do 78 cm.

0 ile procent objetosc najwiekszej pilki jest wigksza od objetosci najmniejszej pitki
zgodnej z przepisami?

5. a) Dwie ofowiane kule o $rednicach 8 cm i 4 cm przetopiono na jedna kule. Jaka
jest $rednica tej kuli?

b) Mosiczna kul o érednicy 12 cm przetopiono na jednakowe kule o $rednicy 2 cm.
lle matych kul otrzymano?

6. Do pojemnika w ksztalcie walca o $rednicy 10cm nalano wody i wrzucono do
niego 30 metalowych kulek, kazda o promieniu 1 cm. Kulki catkowicie zanurzyly
sie w wodze. O ile centymetrow podniGst sie poziom wody w naczyniu?

7. a) Jaka czesc objetosci szescianu stanowi najwieksza mozliwa kula wycieta z te-
g0 szescianu?

b) Jaka czes¢ objetosci kuli stanowi objetosé najwickszego mozliwego szescianu
wycigtego z tej kuli?

8. Okredl, jaki ksztalt ma czasza kazdego  kicliszkow przedslawlunych na rysun-
kach. Ustal, ktory z kieliszkéw ma jemnos¢, a ktéry — naj

gAY,

9. Przedstawione na rysunkach bryly to pétkula, éwiartka i § kuli. Wszystkie s
wyciete z tej samej Kuli.
a) Ile razy powierzchnia bryly @) jest wiel

-—2a

Y

rr—

od powierzchni bryly ®)?
b) Ile razy powierzchnia bryly B) jest wieksza od powierzchni bryly ©?

® ©

246 FIGURY W PRZESTRZENI




10. Przyjrzyj sie rysunkowi. Przyjmij, ze r = 13cm,
= 5cm, = 120°. Ktdry z zaznaczonych przekrojéw
kuli ma wigksze pole powierzchni? O ile wieksze?

o 11.W walec o wysokosci réwnej promieniowi pod-
N stawy wpisano polkule i stozek w sposéb przed-
stawiony na rysunku. Wykaz, 7e roznica migdzy
objetoscia walca i potkuli jest taka sama jak rozni-

ca midzy objetoscia pétkuli i stozka.

12. a) Oblicz stosunek pola powierzchni kuli do pola powierzchni calkowitej walca
opisanego na tej kuli.

b) Wykaz, Ze objetos¢ walca o polu powierzchni catkowitej P, opisanego na kuli
©0 promieniu r, jest réwna 3 Pr.

MINISPRAWDZIAN

51. Kolo wielkie kuli ma pole powierzchni rowne 127, Jaka objetosé ma ta kula?
A 24431 B. 3231 C. 481 D. 8V3m

52. Jedna z dwéch kul ma trzy razy wicksza $rednice niz druga. lle razy wieksza
ma objetosc?

A. V3 razy B.3 razy .9 razy D. 27 razy

53. Na rysunku przedstawiono fragment kuli o promieniu r
(zaznaczone na rysunku odcinki o diugosci r sa parami pro-
stopadle). Powierzchnia calej kuli jest réwna 167, Jaka jest
objetos¢ narysowanej bryly?

r AT B.2m cim

54. Figure zlozong z cwiartki kola, kwadratu
i tr6jkata (zob. rysunek obok) obracamy wokot
zaznaczonej prostej. Jakie pole powierzchni ma
otrzymana bryla?

A (44 /2) B. 11(6+/2) C.m8+2) D.2m
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1.2) lle wierzcholkéw i ile krawedzi
ma graniastostup o 20 cianach?

b) Tle Scian i ile krawedzi ma ostrostup
© 20 wierzcholkach?

2. Jaka czes¢ objetosci prostopadio-
Scianu przedstawionego na rysunku
stanowi objetos¢ zacieniowanej bryly?

3. W graniastoslupie prawidtowym oraz
ostrostupie prawidlowym zaznaczono
pewne odcinki. Oblicz ich dlugosci.

<R B

12

" 12

4. Podstawa graniastostupa prostego
0 wysokosci réwnej 12 cm jest romb.
Przekatne graniastostupa maja dlugo-
$ci 13 cm i 16 cm. Oblicz objetosé tego
graniastostupa.

6. Podstawa ostrostupa jest prostokat
o bokach dlugosci 1 i V2. Najkrétsza
krawedZ boczna jest prostopadia do
podstawy, a najdiuzsza krawedz bocz-
na ma dlugosé 2. Oblicz objetosé tego
ostrostupa.

7. Jaka wysokos¢ ma walec o promie-
niu podstawy r, kiéry ma taka samaq
objetos¢ jak kula o promieniu r?

8. Jakq objetos¢ ma stozek o kacie roz-
warcia 90° i wysokosci 10?7

9. Z kota o promieniu 10 odcigto wyci-
nek o kacie srodkowym 30°. Z pozosta-
Tej czesci kola utworzono powierzchnie
boczna stozka. Jaka wysokosé ma ten
stozek?

10.Do walca o $rednicy podstawy 6
i wysokosci 4 doklejono walec o takiej
samej wysokosci i dwukrotnie mniej-
szej $rednicy podstawy (zob. rysunek).
Oblicz pole powierzchni otrzymanej
bryly.

11. Galki lodéw maja ksztalt potkuli.
lle razy wiecej wazy galka takich sa-
mych lodéw o promieniu 5 cm od galki
o promieniu 4 cm?

12. Metalowa kule przetopiono bez
straty materialu na kule o dwukrotnie

5. Jaka objgtoé¢ ma czworoscian fo-
remny o krawedzi /37

248

e takich mnicj-
szych kul otrzymano?

FIGURY W PRZESTRZENI



Tabela wartosci funke

i trygonometrycznych

o | sina | cosa | wa | aga | o | sina | cosa | g«
0 0 1 0 - 46° | 07193 | 06947 | 1,0355

1° | 00175 | 09998 | 00175 | 57,2000 || 47° | 07314 | 06820

2° | 00349 | 09994 | 0,0349 | 28,6363 | 48° | 07431 | 0,6691

3° | 00523 | 09986 19,0811 | 49° | 0,7547 | 0,6561

4° | 00698 | 09976 14,3007 | 50° | 0,7660 | 0,6428

5° | 00872 | 09962 114301 | 51° | 07771 | 0,6203

6° | 01045 | 09945 95144 | 52° | 0,7880 | 0,6157

70 | 01219 | 09925 81443 | 53° | 07986 | 0,6018

8| 01392 | 09903 71154 | 54° | 08090 | 05878

9° | 01564 | 09877 63138 | 55° | 08192 | 05736

10° | 01736 | 0,9848 56713 | 56° | 08290 | 05592

11° | 01908 | 0,9816 51446 | 57° | 08387 | 05446

12°| 02079 | 09781 47046 | 58° | 0,8480 | 0,520

13° | 02250 | 09744 43315 | 59° | 0,8572 | 0,5150

14° | 02419 | 09703 40108 | 60° | 0,860 | 0,5000

15° | 02588 | 0,9659 37321 | 61° | 08746 | 04848

16° | 02756 | 09613 34874 | 62° | 0,8829 | 04695

17° | 02024 | 09563 32700 | 63° | 0,8910 | 04540

18° | 03090 | 09511 30777 | 64° | 0,8988 | 04384

19° | 03256 | 09455 65 | 09063 | 0,4226

20° | 03420 | 09397 66° | 09135 | 0,4067

21°| 03584 | 09336 67° | 09205 | 0,3907

22°| 03746 | 09272 68° | 09272 | 03746

23°| 03907 | 09205 69° | 09336 | 0,3584

24° | 04067 | 09135 70° | 00397 | 03420

25°| 04226 | 09063 71° | 00455 | 03256

26° | 04384 | 08988 72° | 09511 | 03090

27° | 04540 | 08910 73° | 09563 | 02024

28° | 04695 | 08829 74° | 09613 | 02756

20° | 04848 | 08746 75° | 09659 | 02588

30° | 05000 | 08660 76° | 00703 | 02419

31°| 05150 | 08572 77° | 09744 | 02250

32°| 05299 | 08480 78° | 00781 | 02079

33°| 05446 | 08387 79° | 09816 | 0,1908

34° | 05592 | 08290 80° | 09848 | 0,1736 0,1763
35°| 05736 | 08192 81° | 09877 | 0,1564 0,1584
36° | 05878 | 08090 82° | 09903 | 0,1392 0,1405
37°| 06018 | 07986 83° | 09925 | 0,1219 0,1228
38° | 06157 | 07880 847 | 09945 | 0,1045 0,1051
39° | 06293 | 07771 85° | 09962 | 0,0872 0,0875
40° | 06428 | 0,7660 86° | 09976 | 0,0698 0,0699
41° | 06561 | 07547 87° | 09986 | 0,0523 0,0524
42° | 06691 | 0,7431 88° | 09994 | 0,0349 0,349
43° | 06820 | 0,7314 89° | 09998 | 0,0175 | 57,2000 | 0,0175
44° | 06947 | 07193 90° 1 0 - 0
45° | 07071 | 0,7071 | 1,0000
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ODPOWIEDZI

str. 13-14: V321942 st 105, b) 8%, 5t 0, ©) 0204663 ~1,4t10, st. 10;
3wl st.7. 2.a) - x" b) (1+ V2%, ) 13%%, d) -2x%. 3. ) -2x% +7x-2, b) 6x° -2,
O X3axS-x7, d) 145K 4. ) 11x°-9x3-2, b) ~4x*+3x%-18, ) 16x'1-8x10-16x" +8x",

d) -21x% —axt e axd 41552 4 3x, @) 2x1047x8 - 15x0 - 2% +3x%, f) 2108 - 17x0 + 204 4 6x% -

5.a) -2x} -x2-x+5, b) X} +4x? =115, ¢ 2x° - 1dxt 41203 -x? +7x-6. 6. a) St. 5 -3,
b) st.3;-70, © st.8;162. 7.a) m, ) m, ) men, d) 2m. 9.a) ~4, b) -125, o) 990,
A1 @0 H-48 10.2) 5§ b) -3 o-122, 200 1la)r=-25=3 (=4
b) a=vZ b=3,c=-10. 12.a) 650 paczkéw. 13. a) Nie ma takich wartosci. b) Nie ma
takich wartosci. ©) Dla p=0,q=-2,r=0, d) dlap

r=-10, f) dlap=0,qg=-4,r=0. 14.Dlam=3in=—4.

2,g=-3,r=55 ¢ dlap=10,q=23,

str. 18-2
+4), ) ORN-3x0-4). 20 ) (e dtHD), b) (Ox-5)0+1), ©) (x- 1)+, d) (P-1)2x+5),
@ Gx-4)xP -1, D (1 -xTx+6. 3. a) (x+5)x+3), b) x-3 +3), O @x-3)x? +2),
) (2-5x)3x 1), €) (5x-VA0E+2), ) (VEx-VEE45). 4. a) X(Bx-2)(5x+2), b) -X(2x-5)-
(5x% +4), 0 X*(x* +1Dx+10), d) x(x+3)(2x° +3), ) X*(x=5)2x*+1), ) -x*(2x-1)(3x% +2).
5. @) Sx3(x+3)2x -3), b) X+ Dx-5), o 2xx+2)(x-3), &) Plx-1-V2x-1+2),
€ 2x(x* +3)x=4), ) x(x+3)2x? +5). 6. @) (x-4)x+4), b) @x-V5x+V5), o (x-37,
@ () @ G-I 30 DD el 7o a) (VB VIR 5),
b (V7x=5) (Vaxe 1) (724 §), 0 (VEx-VBNVEZR+VEIRP43), d) XFx-10)(x+10), €) (x-1)-
1, D xR, g) (3x-2)(5x2edxed), b NUx-DOGK2 +ax 1) 8. a) (x-1)-
St xP x4 x ), b) (x-D(16xY 48X +4x2 +2x+ 1), ©) (x=2)(x% +2xF +4x7 +8x% +16x+32),

1. a) X¥x2-1), b) X202 -x+1), ©) 4x0(x+2), d) 5x2(3xP-dx+1), €) ~3x3(3x3-6x+

d) (x= B+ V353 + Y0x2 + Y27x+ PBD), @) (x = VBN + 3x4 +3x% 430352 + 9x + 913).
9. a) xBx+7x-v2)x+v2), b) X3 (x+3)x-v2)(x++2), €) -x(x+2)x-2)2x-5), d) ~10(x-2)-
(K242 +2x+4), @) Xx+5)x-Dx+ 12 +1), 1) 5x3Ex-2)x+VI)x-V3), g x(3x+2V5)-
) h) xX(2vEx+V/5)VEXx-1)(VBx+1). 10. a) (3x?+x+2)(x-1)(x*+x+1), b) (x*~x+1)-

(x+3)x-/
= )%+ x4+ VTB), ©) (x42)(x-1Hx-2)(x2+2x+4), d) (262 +x+3)e- D +x41), €) (xP42x42)-

(=20 +2x+4), ) (D0 x4 1) (x- L) (x-B1). 1L @) e+ 5)02 +3). Wekazowka.

e znak tego wiclomianu zalezy tylko od wartosci wyrazenia x +5. b) (x - 2)(4x? +3),
2, 0 -@x-16x +1). 12, x2+1, b) Fx-3, o &L 13.8) nin-Dn+1).
Wskazowka, Zauwaz, 7e otrzymane wyrazenie jest iloczynem trzech kolejmych liczb calkowitych.
14. @) 3; (¢ + BN +2x+ 1), b) 35 (02 + DGX2 = 7x+3), ) =25 -2x+5)x2 + D(x-3), d) ~

-(Bx2-2x+1)3x%+2). 15, a) (4 1)2x% +x+1), b) (x+1)Bx% +2x+1), ©) (¥ +2)x+1)x-3),

d) (x=2)(x+ 22 +x+1).
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S, 24-25: 1.a) x=-5lub x=~v7, lubx = V7, h?x——llubx—l, ©) x=-/6lub x=2,
lub x = VG, d) x L x=-F Eo 2.9 -5,-%
lub §, b) -2,5, 3 lub3, o -5,-V5, V5 lub 2, d) -} %lub 0, e) 0,3lub2, f)-1,0lub 1.
3.a) Nie, b) tak, o) nie.  4.a) x=-3lub x =0, lub x =3, b) x
© x=-2lubx=0lubx=5 d x=-3lubx=0lubx=25 ¢ x=
f) x=-14lubx=0,lubx=2. 5. -

2 @ x=-3lubx

lub x =0, lub x = 1
Iub x =3, lub x = 4,

2, lub x=~1, b) x=-3 lub x = 3, lub
S lubx =13, e x=-2lubx=2, f) x=-21lubx= 4 lub
x=2,g) x= 6, h) x=-1lubx=1,lubx=3. 6.a) W) =—(x+VIx~ vs)uhai(xnﬂx 2);
X==V3,x= V3, x=-1,x=2, b) W(X) = (V3x+2)(/Bx-2)x- x> +x+1); x =
O WO = 20x-2)0 +2x+ )x+ D (x - 3)ix =2, x = -1, x = 3, d) W)
bLx=1 7.a
lubx =5, d) x=0lubx=7,
lubx=2, h) x==-3lubx=3, ) x=01lubx=
lub X =3, b) X =-/5 lub x = -2, lub x = 2, lub x
x=1, d) x=-V3lubx=0,lubx=3, ¢ x=

x=-1, 9 x=%, d x=-V3lub

O x=-1lubx=
5 ub x =0, lub x= 3£, ) x=-{F lubx=0,
lubx=1. 9.a)x=1, b) x=-vZlubx=-1,lubx=1,lubx =2 lubx=-2, ¢ x=-3lub
x=-2,lubx=2. 10.a) x=-4,5lubx=55 b) x=7, ¢ x=-v2lub x = V2, lub x = -5,
lubx=\5. 1L a) 155, 0lub 155, b) 3, o -2 lub V2.

I 20-32: 2.a) x2-3x+2, b) 3x2-4x-2, O x}-x2+1, d) ~4x*-5x+2, @) x}+200 41,
) x'45x+7. 3.a) W) =2x2+5x-3, b) W) =5x-2x2 -1, © Wx)=3x*+2x2-1,
D WE=32+2x-1. 4a@, G, 0@, d D. 5. a Kolejno: 6, 1, 2, 3,
b) kolejn
reszta

-2,6,5,5. 6.a) X2 -3x+7reszta7, b) 2x* +x-1reszta 2, ¢) 3x* -2x? ~5x -1

d) ~4x*+x2+2 reszta 3, ) x¥-2x+3 reszta 7, f) 3x% +2x% ~x +2 reszta 4.
7.2 W(x)=3x2-14x+6, b) W(x)=x>+5x? -5x~-18. 9. a) Liczba 10, b) zwigkszy¢ o 5.
10. a) Wi(x) = (2x? = x = 9)(x = 5) = 47, Wa(x) = (3x* + d)(x = 5) + 4, Wi(x) + Wa(x) = (3x° +2x° —
—x=5)x-5)-43.  12.a) X’ -dx+4, b) XP4x+3, o 2% 45, d) x*-3x3 42 reszta -1,

©) 5x* - 2x% - 3x2 4 x +4 reszta 4, ) -3x + 6x? - 12x + 26 reszta -5

St 35-36:  1.a) Tak, b) tak, o) nie, d) tak. 2.) 5, b) 34. 3.a) Dlaa=20, b) dia
p=§ S.a)x=-2,x=% b) x=-},x=4, O x=-5 d) x=15, ¢ x=-vZ x=VZ x=4,
6. 7. 8) W) = 30— 100x - 2)(x+ 3), b) W) = 10+ ) (x- 1) (x- 1),
©) W) = e+ 6)0c+ Dx=2)x +2), ) W) =2(x=4) (x+23)(x = VD + V2.

SI.40-41: L) 3, b) -2, 1,4, 93 @ 4L @ 1,02 01,015 3.8
“3x3=1, bxi=-lx=
5

=3 Ox=-3,x=1 dx=-2x=

Oxi=txw=2 Dxu=-3,x=-Lx=5 4ax-=-Lx
i}

b) x1 = -3, X2 Ox=-2x=3x=% dx
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3x=3 D=

X =2, ©x=

i}

=
[l
&
1]

dxi=1x

o h
x2=1 6.2) 2% -2 -3x-2=0,x=2 b) X' -6x+3x+10=0, x; =

7 =

1x2=2,x3

23 -3 -8x-3=0,x1=-L, ;0 = -}, x3=3, d) 3P +4xP-x-2=0,x1=-1, %

L X =1, 1) 4% -3x+1=0, x5 = -1, x2

o x*+3x2-4=0,x1 7. Gdyn=0,10x=-3.

Gdy n jest liczba nieparzysta, to x =

2.a) X' 4607 +3x% - 3x -2, b) —12x% - 23x% + 15x% + 18x - Ox.
I, C=-24. 4.p=3,

St 42 la=-5b
3.2) A=C=0,B=-4lubA=6B=-10x,C=2, b) A=-8 B=
4=0. 5.2 25x-6)6x+6), b) @x-IMAx +6x+9), O x+3), d) (x+ 72 +2),
) Gx+ V2= V24 VD, ) (V2x= AR + Y2+ Dx- Dix+3), @) (x= VI + Y+ J).
2,x3=7, bxi=
SV =-14V2 oA xi=-2x:=0x=% b x1=0,x=3-5,x3=3+5,

V3 x3=B,xa=2, d) x1 8.2) x=-%, b) x=3, J x1=
L ) x=-1, @ xi=-2x =2 x3=1, 0 xi=-}, x2= V3. 9. a) 38 -2x+5,

6.2) x1 = -2}, X2 xe=-hx=3 Ox--3x=-0x-}

V5 xe =

X2=2,X3=2
b) 2x2+3x -7 reszta 5, ¢ —4x*-2x2-x+1, d) -x*-2x2-x+1reszta-3. 10.a) -3, b) 2,
o5 1l 4,25 b 3,41 0 -2

str. 49-52: 1. a) a=30° f=150° b) a=37° f=53° o a=30° =120° 2. 240"
4. a) [«DOB| = 215°, [<EOA| = 215, |£COD| = 305°, |<EOF| = 270°, b) np. <DOF i £COA;
dwie pary, ¢) dwanascie par. 5. & =52° B=63, y =47, 5 =74 0 =96°. 6.a) & 3%,
B=5=127% b) =117 f=63° y = 74% 5 = 1065 ) a=50% f=29° 7. [4ACD| =,
|<EHF| = B, |<IKL| =y, |<JLK| = 6. 8. a) 42°, 48% 90°, b) 24°, 66°, 90°, ) 37°, 53°, 90°,
9.2) a=f, b) a+f=90° o a+2f=90° 10.a) 35 557 90° b) 30° 60°, 90° lub
22,5, 67,5%, 90°, ©) 157, 75°90°. 11 9% 815 90°  13. a) 20°, 20°, 140°, b) 50°, 50°, 80°.
14.80% 15.36% 18. a) 40°, 907, 1407, 90°, b) 48% 100°, 63°, 149°, ©) 27°, 270°, 28°, 35°

19. a) « = 70% najwickszy kat ma 140°, najmniejszy — 607, b) 5 razy (=307  20. a) 55°,
125°% 559 125% b) 80°%, 100°, 80%, 100°, ¢ 47° 133%,47°133% 21 @) 45° 35°, 1457 135°,
b) 40°, 1107, 70°, 140°, <) 40°, 38°, 142°, 140°.  22. 65°, 1157, 65°, 115,

str. 54-55: 1. a) BC — najdluzszy, AC — najkrotszy, b) f — najwiekszy, y — najmniejszy.
2. a) <ACB — najwigkszy, €BAC — najmniejszy, b) AC — najdluzszy, AB — najkrotszy.
3. @) Tak, b) nie, o) tak, d) nie. 4. @) 3cmlub5cm, b) 7km, ) b, d) alubb. 5. Nie.
6. a) Nie, b) tak, o) nie. 7. Nie. 8. P=15, Pu=125, Pu =125, Py = 14, Py = 12, Py = 10.
9. Papc =35, Pppc =45, Papc =80. 10.2) 4, b) 452, 11 1121 7V2 12 Pxo =45,
Peiar =105, Por =6, 13.27. 14,13, 14115,
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SI.60-63: 1.a)a=6, b)b=3, c=vId, d)d=Y8 2.2 x=2/5 b y=2/1I,
© z=2/10, d) w=3. 3.Tréjkat;02/5+6/2-10. 4.2/5cm. 5.a) 301, b) 4+4/T0.
6. V45 -12./5. Wskazéwka. Zapisz pole tréjkata ABC na dwa sposoby. A 8. 15.
9.aa=2% bd=2/5h or="8 dd-6/F  10.a P =50, Obwd =
=20+10VZ lub P =2 b) Obwad = 60-+20/3 lub Obwad = 20+20/3, lub
Obwéd =30+10v3. 11 47. 12 a) S$Im~3,6m, b) wyzej; 13. Nie.
14. Tak. 15 a) Nie, b) tak, o tak, d) tak, ¢ nie, ) tak. lG. Na trzecim rysunku.
17. Nie.  18.2,3, VI3 1, 2, 25 V5, V13,32 19. a) Tak, b) nie.
20. ) 12,6V3. 2L Nie. 22.¢) 12, 16,20, d) 16,30, 34.

, Obwéd = 10+10V2,

str. 69-72: 1. a) Tréjkat BDC, b) tréjkat BEC oraz wéjkat BDE, ) tréjkat CBE oraz
trojkat ACD.  13.96. 14, @2~ fa?, @2 - }b7, (@ I, 15.V26+6V13. 16, 130°.
18. a) 30°, 80°, 70°, b) 40° 60°, 80° c¢) 20° 50°, 110° 19. 3,75. 20. Wskazowka.
a) Skorzystaj z twierdzenia o dwusiecznej dla tréjkata ADC. b) Skorzystaj z réwnosci z punk-
wa). o Zauwaz, ze g = 4. 21.a) 22. %
23,272 24. Wskazowka. Zauwaz, ze srodkowa tréjkata dzieli go na dwa trojkaty o réwnych
polach.  26. a) 97°, b) 30°  27.45.

. b 3 96, d) 100/

St 76-79: 1. a) Réwnoleglobok: 15, trapez: 24, romb: 12, prostokat: 18, b) réwnoleglobok:
24, trapez: 21 - 4,5

kwadrat: 18, réwnoleglobok: 4v3+239. 2. Najwicksze pole —

O fbh &) 242,
5.253+2V2. 6. 20.
a?, b) 2/3a, o) 4a+db.

druga; réwne pola — pierwsza i czwarta. 3.
© {a+bNIZ=@-b2, f)a+b+2,/"
7.2V3. 8.11+V13. 9.4/65cm. 10. l’1+\,r29)cm 11. a) %
12. Kwadrat: 2, kwadrat: %2, romb: 10(/2 - 1), tréjkat: 5(/3-1).  13. 9+ 1,5/65; 13,75; 14.
14. a)

b) prawdziwe, ¢ prawdziwe, d) falszywe.

11, b) @VZ-Drazy. 15.(G-2/3)m=~154m.  16.39cm. 19, a) Falszywe,

str. 80: 1. 60° 40°% 80°% 2.y =40° 3.1,33Mb223. 4 5 5. P=12h =4,
hy=48. 6.2(/T3+V7). 7.36/3. 8 Tak;5 15 200 113203 1232

str. 85-88:  1.a) f(0) = 0, f(2) =8, b) f(0) = -10, f(2) = VZ-10, ) f(0) = }, f(2) = }.
3.aA BAC OABC 4aA=621)8=(03) bC -8),p=(1,-3),
A E=(-1,-3),F=(3,3). S.wa=} ba=10, 9 a=5 d a=125 6. 8m;polecialaby
dalej 0 3V5-3)m=~37m.  7.a) -3, b)2, o1 8. ax=0, 7,x=%, b x=15,
1 1
i

X==/5,x=-§, Ox=0,x=3

d) x=0,x=V5,x=-/5 ¢ x=2x=3, f funkca nic
ma miejsc zerowych. 9. a) x=-1, b) x=1+V6, ¢ x=-2, d x=-2. 1L a) fs, fs,
) fifo o finfr O fifefoufi 12 f—©. 9= ® h—@. 13.a) R b) (0i+x),
AR\ 2}, @) (-:3), © RN {2}, DR 14.2) RN {2,-3), b) (-2540) \ (1, 0 (0340),
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2a% +5, f(a+l):2m+lb]*5

A (4+0)\ 53, @ (-2;5), B (1i+e). 15, a) f-a)
fla+3)=2a+3) +5, fla-3)=2@-3°+5, b) fl-a)= ¥} fa+1)= 222 fla+3)= 3428,
fla-3)=3412 o) f(-a)= J5-a-a? fla+1) = Ja+6-(a+17 fla+3) = Va+8-(a+37,

fla-3)=Va+2-(@-3)°. 16.a) fla)-fla-1)=6a-5.

S 93-96: 1.a) f-y=ix+1,g-y=x+l hoy=-x+l,key=-bx+1, b) f=y=x+3,
—2x+3. 2.a) y=-5x+5, b) y=4x+3. 3. f(x)=—dx—4,
1 b y=3x+6. 5. a) f0)
6.a) f)=3x+12, b) y=-Sx+¥ix=3% 7. a) f0= Hx-2x+5),

gx) = X+ -5),  b) flX) = -2x+2)° +5, gix) = ~3(x - 2% +5,
h(x) = -2(x=2)+5, ©) f(x) = X2 +2x+4, g(x) = $x2-2x+4, h(x) = x? ~2x~4, d) f() = ~(x + 4 +8,
a0 = ~(x + 2)(x - 3), h(x) = (x+3)x-4), b)y=Fx-27+3,
243x-1. 9. ) () = -3 (x+3)(x - 2), funkcja rosnaca w (~o9; -} ), funkcja mal
) b) 00 = (x+ 3 - 1, funkeja malejaca w (-e0;-3), funkeja rosnaca w (-3 ;+0).
10 y = 3x-2)(x+4) = 3+ dx- B = Zws 16, 1La)x € (-
b xe (-1:04), O xe (-oi-fhu(2i+m), d) xe (-wi-5)u (Fism), @ x e (-oif)u
U(2ie), 0 xe (-wi-F)u(dire). 12 @) F-2) =5, fO) = -1, f10) b) f(-2) = 2,5,
f0) = 21, f010) = 121, Q) f(-2) = =B, f0) = 1, [(10) = 300, ) f(-2) = 2, fO) = -
x+1  dlaxe(-3;1) x-2 diaxe(-3;0)
~2x+4 dlaxe(1;3) dlaxe(0;3)

$x+3 diaxe(-45-2)
O f(x) = |2 dlaxe (-251) . 16. a) f(x) = {

—sx+7 dlaxe (1;2)

0)

—4x+3,

X2 +6x-5.  8.a)y

F00)=-0. 14, a) f(x) = . b=

x@-x) dlaxe(-;2)
6x-12 dlaxe(2i4m)’

x(x+2)  dlaxe(-o x+3  dlaxe(-00;-3)U(3;54)
b) f(x) = 9 e =

“x(x-4)+1 dlaxe(0; m) 3 dlaxe(-3;3)
17. ) Dziedzina funkeji: (~3;4), zbidr wartosci: (2,7 u) {4}, funkeja rosnaca w (-3:0),
:0),

, funkcja rosnaca w (2;4), funkcja ma-

funkcja stala w (0;4), wartosci dodatnie dla x & (0;4), wartoci ujemne dia x & (-
b) dziedzina funkeji: 4
lejaca w (-2;2), wartosci dodatnie dla x € (-2;2)U (3;4), wartosci ujemne dla x € (2;3).
18. ) Dziedzina funkcji: (~4;5), zbiér wartosci: (~1;4), funkcja rosnaca w (~4;-1), funkcja
stala w (-1;2), funkcja malejaca w (2;5), b dziedzina funkeji

~234), zbior wartosci: (4

+00), zbidr wartosci

~4;-2), funkcja rosnaca w (0;1), funkcja malejaca w (~2;0) oraz

(-e038), funkeja stata w
w (L4es).

str.100-102: 1. O —f,@—k @ — 9, @—h. 2.aid big hij 3.2 Da
a=2 bdaa=} 4.2 Dlaa—‘;;b—s bydlaa=16ib= 5 i Q.
6.a) (2i+), b) (-3ivw), O (-00-3) U (3:4), &) (-o0i-2) U (5:4), @ (05+e) \ 1},
0 (3+0)\ {4}, ® (o;m)\[l], b (02N i}, aR\[I}. 72@®-@ ®-6.
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O-D.O-D®-O.®—. 8 aDaa-5ib=--3 b daa-4ib
10.0-h@-9.@f Ok

e x=-10, ) x=3, g x

:«

s 106-107:  1.a) x=-3, b) x=—4, ©) x=3, d) x=

h) x=-4, ) x=-45 ) x=25 K x= La) x=1, b) x=2, O x=
3 4 myx=Y, .)x=-4 3.a) x=-2 b) x=2, 0 x=1%,
4.a) x=log;3, b) x=logs2, ©) x=logz4-1, d) x=log;2,

g x=1log,5+3, h) x=-3. 5.a) x=log: 5, b) x=log.

© x=logao4, D x=loge5, g x=logs2, ) x=logs3,
b)x=9, o x=15, d)xflﬁ‘ e)x 125, ) x

i) x=logys5.  6.a) x
7.a)x=32 b x=% ox
x=28. 8. a) Rownanie sprzeczne, b) x

d x=-%, o x=-Lubx=4°, 1

. ©) x=3, d) réwnanie sprzeczne, ) réwnanie

sprzeczme, f) x=2. 9. @) x=20, b)x=§, ox=% dx- @x=12, Hx=2,

8 x=100, h) x=25. 10.a) x=5, b) x=15, ¢ x=5, d) x=75, ¢ x=06, ) x=3.

str. 112-116: 1. L(t) = 30,5- 1,013, gdzie t — czas (w latach) od 1962 r., a) okolo 33,8 mln,
©) okolo 2001 roku. 2.a) a =50, b=(04)°" ~ 086 b)m ~43mg my ~ 1,3mg,
©) mniej wigcej po 10 godzinach. 3. a) Po okolo 4 latach, b) okolo 9lat. 4. a) 10713,

b) 107 razy mniejsze, c) okolo 103 dB, d) okolo 40dB, e) okolo 120dB, f) 100 mlotow.
5. a) Okolo 420 pracownikow; okolo 498 pracownikéw (czyli prawie wszyscy), b) okolo 16%
kierowcw; po okolo 10 dniach. 6. b) Okolo 0,63 g, <) po okoto 8 h i 18 minutach, d) okoto
30lat. 7. a) Okolo 61%, b) nie, c) okolo 96%, d) okolo 12 117 lat. 8. T(t)=20+70-0,88",
gdzie t — czas (w minutach). 9. a) 225°C, b) okolo 95°C, ¢) po okolo 35 minutach.
10. Okoto 15:18.  11. a) 425 cyfr.

S 120-123: Loa)y = f0+7, by =fx+7, Oy =fR-7 dy-=fx
4. ) g0 = X% +3, h(x) =x* =3, b) g(x) = x> +3, h(x) = 2, © g(x)=2*+1, hix) = 2*-5,
d) g0 = (x+27, h) = =3, @ gl = (x+3)’, hv) = x=2°, D) glx)
h(x) =logs (x-1). 5. a) O3 jednostki w lewo, b) o 11 jednostek w prawo, ¢) o 2 jednostki

logy (x+5),

wdél, d) o8 jednostek w gére. 6. a) O 9 jednostek w d6l, b) o 2 jednostki w lewo.
7.4) 05 jednostek w lewo, b) 0 9 jednostek w d6l, ©) 0 9 jednostek w gére, d) o 5 jednostek
wlewo. 8. a) O 4 jednostki w lewo, b) o 3 jednostki w prawo. 10. g —@, h—Q®),1— @),
m—@D. 1l.a)y=2x-17+6, b) y=5*3+2, o y=log(x-2)-3, d) y=3(x+1)°+4.

A5 -5 D y=k+OK-1+1, o y=(x+1’+3 144 13.a) O 1 jednostke

W prawo i 7 jednostek w gérg, b) o5 jednostek w lewo i 0 4 jednostki w ddl, ©) o 3 jednostki
W prawo i o 5 jednostek w gore, d) o 1 jednostke w lewo i o § jednostek w dél.  14. ) 02
Jednostki w lewo, b) 0 3 jednostki w prawo, ) o 5 jednostek w gore, d) o 4 jednostki w dot.
15. 2) O 6 jednostek w lewo i o 5 jednostek w dél, b) o 1 jednostke w prawo i o 1 jednostkg
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W dél, o) 0 6 jednostek w lewo i 0 5 jednostek w dél, d) o 5 jednostek w prawo i o 15
jednostek w gore. 16, @) 2; 12, b) nie.  17..a) 30, b) (-68;-66), o) x=-96, d) dla
x € (43;45).  18. ) Dziedzina: (212), zbiér wartosci: (~1:4), b) dziedzina: (-3;7), zbior
: (-8;-3), o dziedzina: 19. a) (3;10), b) (-12;-5),

wartos

o (-0

i4), zbiér wartos

St 127-129: 1. a) ~f(x) = x+2, f(-X) ==X =2, b) =f() = ~(x~3)(x+2), (%) = (x+3)(x~2),
Q) () = 2%, fl-x) = 2%, d) ~f(x) =log(-x).  3.a) (-1;15), b) (-15:1),
© (-15;1). 4.a) x=-7, b) x=7, © x=7. 5. Funkcja j jest rosnaca, a g i h sa malejace.
6. a) g(x) = -5x+2, b) g(x) 1, ©) g 1, d) g =-(x-5P+3. 7.a) g =5x+
+2x-3, hx) = “3xVR+3, h¥) = 3xyF -3, O gl
hx) = 57 =4, d) g0 = -6+ 3 + 25, hx) © gl =37 +2-x%, hix) = 3-

704203, ) g0 = —VX -2+ -x)%, h(x) = VX —2-(d+ )% 10. a) g(x) = —x2, h(x) = ~(x - 3)%,
b) g = VK, hx) = VK-4, ) gix) = %, h(x) = ~(x-1+2. 1l a) y=-2x2+1

b) y = -3xVX-1-4, o y=y=+5i5. 14. a) Np. wykres danej funkgji nalezy odbi¢

logx, f(-¥

5x4+2x+3, b) gix)

T4

x_3
ItTw

4,

symetrycznie wzgledem osi y, a nastepnie przesuna¢ o 2 jednostki w lewo. b) Np. wykres
danej funkeji nalezy odbié symetrycznie wzgledem osi v, a nastepnie przesuna o 4 jednostki
@), b) (5i+e), 0 (-e0;-2). 16. @) (-3;3), b) gman-3)=1, ©) dla

wprawo. 15 a) (2
0.

x=-5ix

1x = -4, x Ymax = 3 ¥ < 0 dla x € (~w;-4) U (5;4), ¥ > 0 dia
2. a) x € (-2;4), b) funkeja rosnaca w (-o;1), funkcja malejaca w (1;+e).
3.a) D=R\ {3}, b 4.f-0.9-Q.h-®.k-@. 3

b) y = log, x. b)x=4,
b) x =27, ¢ «x

d) x = logs

© x = logy

8. a) Rosnie w Holandii, a maleje w Bulgarii.

Bulgaria — 7,6 min, Holandia — 16,1 mn, w 2005 roku: Bulgaria — ok. 7,37 mln, Holandia

— ok 1634min.  9.a) y =L, b y=Ee3 10.a)y=

3

11. a) Przesunac o 1 jednostke w prawo i o 3 jednostki w dol, b) odbié symetrycznie wzgle-
dem osi y, ) odbic symetrycznie wzgledem osi x, a nastgpnie przesunac o 5 jednostek do

gory.

St 135-137: L) 49m, b) 36m, o 17m, &) {2, o 7, D4V 2.a) [=dm,
b) P=t o d=20T q)[=2/Pm. 3.a) 16mcm, b) 384mcm, o 4mem, d) 12w em.
4.5, 48-6,5m,36-0m, 18m-36. 5. K€ 6. b) Niebieska. 7. @) /7, b) kwadrat; 2
razy. 8. a) 100m, b) 3. 9. Okolo 20800; okolo 500; okolo 8. 10. Okolo 107600 km/h.
11. Okolo 168,19 km/h; jest o okoto 0,26 km/h wigksza od predkosci punktu na powierzchni
Ziemi. 12. @) 1= 6m, P =36m, b)l=5m, P=375m, o l=15m P=150m, d)I=16m,

P=96m, ¢ I=4%m p=100m. 13.a) Saréwne. b) Dolny; 2 razy. 14.a) 8, b) 2.
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15.0) P=jml=m b)P=dm-81=6m, o P=V31=
16.360mm ~ 131m.  17. a) (%$2) =57% b) ¥ radianéw.
27,5 sekundy.

A P=om I =32

18, fhmm ~ 12em;

str. 140-142: 1. a=80%, f=32° y =37 5=29° 2. a=258" B =407, y =110% 5= 110°.
4.30°Iub 150° 5. 40cm?. 6. @) 50°, 70% 6O°, b) 65° 657 50% o) 25° 90°, 65 d) 70°,
90°, 207, €) 20%, 40°, 120° f) 45°, 657, 70°, g) 90°, 115° 907, 65°, h) 1507, 60°, 105°, 45°.
7. Tyle samo. 8. & 9.45°%  10.6m. 11 a) [+DCB| = 57°12',[$ADE| = 31°46',
b) 14DCB| = 27°14', |5 ADB| = 125°20'.

str. 147-150: 1. ) 1, b) nie, ) mniejszy niz 1, d) wigkszy niz 2 i mniejszy niz 3,
@ wigkszy niz 1 i mniejszy niz 2, f) 4. 2.a) 367 b) 425 © 45% 3. 20+ f = 180°.
4.5/2  5.10. 6.10m 7.a) Okolo 4372m, b) 0 okolo 9453m, ) tak. 8. a) 68,

b) 66. 9.24em.  1l.a) f=a b) f=90"-a, o B=}a 13.2) 7em, b) lem,

©) wigksza niz 1 cm i mniejsza niz 7 cm, d) mniejsza niz 1 cm lub wieksza niz 7 cm. 14, 5; 8.
15. a) 6, 3, 1,5, b) 4,4, ©) 35, 3,5 16. 2,5 lub 12,5. 17.5,3,7. 18. 2r(v2-1).
19. (6,38 +3,19V3) cm x 12,76 em X 6,38 cm, czyli w przyblizeniu 11,9 em x 12,8 cm % 6,4 cm.
20. 2r.

str. 153-154: 1. a) W wypadku trojkatow ostrokatnego i prostokatnego. 2. ) Nie, b tak,
o tak. 3.2) 65 b5 4@, G @ G. 5. |£CAB|=40° [$ABC| =60° |«BCA| = 80°,
o1 = 130° @ = 110°, &3 = 120° |4FDE| = 70° [4DEF| = 70° |<EFD| = 40°, By = 110°,
259, B3 = 125°, [<IGH| = 90°, |<GHI| =40°, |<HIG| =50°, y; = 115°, y2 = 135, y3 = 110°,
8.140% 9.15% 10.b) 1

str. 158-161: 1. a) 900°, 17640°, b) 8, ) nie, d) 150°. 4. a) 27; 19700, b) 15, c) nie;
tak, d) tak. 5. a) 2880° b) 4140° 6. a) ¥my3, b) 3mVE. 7. @) 4razy, b) $y3 razy.

8.a)12, b) 63 9.05(vZ-1)em. 112 B2, b) 10my3. 12.a) 4,243, b) 36.
13. b) 6a(l + V3 (1+3) razy. 14, B razy. 15 a) Tk, b) tak.
17.b) 7% = aWZ-1. 18 434272, Na«—zﬁ = 4(1 + V2), 42+ 2. Wskazowka.
Rozwaz najmniejszy z kwadratéw, w kiérym miesci si¢ osmiokat foremny. 19, a) 45°,
b) 3, 502 20.a)4, b)nie o jest parzysta; L. 21 a) 162% b) 12, ¢ nie.

22. [4EDC| = | AGC| = |« AFB| = 108", | ECA| = | < AEB| = 36°. 23. a) 15° b) 30°, ¢) 60°
24,15, 25.180°-

Str. 162: L. 12m-16. 2. P = 16,21, obwéd = 18+4,4. 3. 50°70°1 60° 4. a) 10+10/3,
b) (2+4v2)r. 5. a) 61lub 12, b) wiekszy niz 6 i mniejszy niz 12. 6. 30% 7. 70° 8. 65°
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60°155% 9.625. 10.a) 20, b) 16, ¢ o n-1 wiecej. 11. a) 360 bokéw, b) nie; tak.

12. 367 - 27./3.

Str. 166-168: 1. a) tga =2, 1gf=3, b tga=Z gh=% o ga= 5 gp- L,
dga=2,1g6=% 223 A 9l 3203 b5 445 b4, 05
&4 5.9am 6. 108cm’.  10.tga= 4 25% 11 a) tgh, b) najwieksza — tg76°,
najmniejsza — 1g1° ) y. 12.a) 45° b) 1g46° 1g80° tg89° 13. Nie. 14. Wskazéwka.
Oblicz tangensy odpowiednich Katéw.

S 171-173: L sina= 2, cosac= &, tga

x 5
2sinf =%, cosp=3,1gh=} smy—‘ﬂ
O .n;/ifé b) cosar= 43, sinf = 4,

cosy =B gy = 85 2. a) sine= 32, cosp

LcosB=4, b)sina= £, cosp=
4. «=<EDF, f= <LKM, y = ACB, 5 = <HGI. 5. a) Kolejno:

ga=v2 3.2 sina=3
I

@) sinec= 25, cosp

sina, cosa, tg, cosa, sine, tga. 6. ) 3, b) 45, ¢ 5,6. 7. a) p-sine, p-cosa, b) 24

10. a=1ga b=sine ¢ =cosa, d = iz 1L @) sina <sinf, b) cosy < coss.

12.2) o b) B 13.8) 5, b) d? sina-cosax lub d?-cos? - tg ey, lub d? - 3

& O e ta

str. 177-179: 1. a) Okolo 3,63, b) okolo 2,8, <) okolo 2,46, d) okolo 4,48. 2. Okolo
1025 cm?. 3. @) Okolo 0,37, b) okolo 0,31, c) okolo 0,67. 4. a) Okolo 3,27, b) okolo 3,73,
©) okolo 1,88, 5. ) 66% b ~ 225, ¢ ~ 246, b) 32% a~96, ¢~ 1132, ) 54%a~41l,
b ~566. 6. Okolo 20,1 cm? lub okolo 33,6 cm?. 7. Okolo 21 em?. 8. Okolo 2,9 cm
i okolo 79cm. 9. Okolo 47 cm.  10. @) [AC| = |BC| ~ 7,8, b) IEF| ~ 13,1, DE| = 89,
) IGI| ~ 11,5, |HI| = 4, |GH| = 10,2.  11. Okolo 6,6 cm i okolo 9,4 cm.  12. Okolo 4,5 cm
i okolo 89cm.  13. a) Okolo 6,9, b) okolo 64, ¢ okolo 10,7.  14. a) Okolo 4,7 cm,
b) okolo 3,2 cm, okolo 3,1 cm.  15. ) Okolo 44° b) okolo 54%, <) okolo 39°.  16. 1—90°,
okolo 59°, okolo 31°% I1—90°, okolo 54° okolo 367, Ill—90°, okolo 867, okolo 47, IV—45°,
okolo 82°, okolo 53°, V—okolo 76° okolo 76°, okolo 28°, VI—90°, okolo 37°, okolo 53°
17. Okolo 27°, okolo 63°.  18. Okolo 73°, okolo 737, okolo 34%  19. a) a = 45°, f = 27°,
y~18° b) a~08,b~09c~1. 20.a) 605 120° 60° 120% b) 90°, okolo 53°, okolo 127°,
90°, ) okolo 78°, okolo 78°, okolo 1027, okolo 102%, d) okolo 53°, okolo 42°, okolo 138°,
okolo 1277 ¢) okolo 74° okolo 106°, okolo 74° okolo 106° f) okolo 42° okolo 1387
okolo 42°, okolo 138°.

str. 182-184: 1. Polanica — okolo 19,7, Goryczkowa — okolo 20,3°, Hala Szrenicka —
okolo 10,2° Labski Szczyt — okolo 16,1°. 2. 0 okolo 6° 3. Kolejno: o okolo 544°,
0 okolo 5,367, 0 okolo 3,37, 0 okolo 0,42°. 4. ) Okolo 3,2m, b) okolo 1,5 m, ¢) okolo 160 m,
d) okolo 230,5m. 5. Nie mniejsza niz okolo 11,5m. 6. Okolo 22° 7. Okolo 48°, okolo 2°.
8. Okolo 51° 9. Wysokos¢ okolo 80 m; dlugosc okolo 510m. 10, @) A — ok.359m, B —
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ok.6,1m, b) ok 13m. 11 a) Okolo 20,7 m, okolo 23,8 m, okolo 28,3 m, b) okolo 7,6 m,
okolo 7m. 12 a) Okolo 27,5m, b) okolo 11,1 m.  13. Okolo 58cm.  14. O okolo 31°
15. 2021+ Fm) em =~ 171em. 16, (6013 +60m) cm = 292 cm.

3

str. 186-187: 1083 b)c=d=3vZ oe=35/3F=35 2.a)8,
b) V6, o 4V3. 3.a) 104573, b) 6+2/2+2V3, ¢ 7,5+2,5v3+25/6. 4. a) 45, b) 205,

9 36+5%. 5. 88 m2 6. 6emi6yIem. 7.8cm. 8. Nie.

st 190-191: L a) sina=%, iga=3, b) cosa= 3%, tga= £, o) cosa= 4, ga=
@ sinec = 508 cosa = IR 2. cos22,5° = L2 wg2250 = V3o2V2 = V2o 1

4.a) tga, b) 2cosa, o 1, d)sinfa-cos’a, €1, fl Z.al, bl ol
8. ) sin54® = 155, sin3ee = 0EE ) ig15°=2- 13, o sin75° =

9..a) 70% b) 50°% ¢ 25% 10.a) & =30° =60 b) a=45% p=45° ) =60, f=30°

Ve

str. 196-198: L. a) sina = 25, cosa = 2, tga =2, b) sinf = 40, cosp = -
1gB=-4, o siny =¥, cosy=-45 g 2. cos100°, 1g105°. 4. a) cosor =24
b) tger o sinac= 1%, coser = 412 5. a) Okolo ~0,1763, b) okolo ~0,1736,

©) okolo 08192, d) okolo -0,7002. 6. a) £, b) 2, o -3, &) £, 7.2 1+VZ b) 0,
©) 0. 8.a) 14°% b) 114° c) 44°lub 136°, d) 17°lub 163°, ) 40°, f) 108°. 9. a) Okolo 7,35,
b) okolo 17,41, «¢) okolo 76,95. 10. Kolejno: okolo 16,4, okolo 13,6, okolo 23,9, 32./3.
11. a) Okolo 71°, okolo 109°, okolo 717 okolo 109°% b) okolo 26° okolo 77° okolo 77° lub
okolo 154°, okolo 13° okolo 13°.  12. a) P =absina, b) P = "JZ‘—'ism B.  13. a) Okolo 53,9,
b) okolo 5,1, ¢) okolo 10,6, d) okolo 23,5. 14. a) 30° lub 150°. Wskazéwka. Zadanie ma dwa

rozwiazania, gdyz mozna wskazaé dwa katy spelniajace warunek sin o= 3, gdy 0° < & < 180°.
b) Okolo 53° lub okoto 127°.  15. a) 0,9, okoto 42°, b) -0,7, okoto 145°, ¢) -0,5, okolo 153°.
16. ) y=3x, b) y=-y3x, 0 y=L

Fx-1

St 202-203: 1. a) Okolo 38, b okolo 3,6, © okolo 1. 2. a) Nie, b) tak.
3. Okolo 3,5. 4. a) Okolo 49°, b) okolo 27°, ¢) 75° 5. a) |«BAC| = 45°, [+ ACB|
b) [€BAC| = 45° [4ACB| = 105° lub |4BAC| = 135°, [4ACB| = 15%  6.a) 6v2, b) %,

O 3V0. 7.a) Gl p) qainasals o) el o 9.a~39,r=V2 ax49°%

str. 207-209: 1. a) V43, b) V106-45/2, c) okolo 8,6. 2. a) Okolo 47°, b) okolo 44°,
o) okolo 113°. 3. a) Prostokamy, b) ostrokatny, ) rozwartokamy. 4. V7 i VI3,

6. V20+8/3mili ~ 58mili. 7. Okolo 20m. 8. V7-3vZkm ~ 1,7km. 9. 35,
10. |CD| =V29-10V3, |CE| =VA1-2073. 1L 14. 12, 3537 13, /13,
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st 210: Losina= 2%, cosac= 4%, tga=3. 2. Okolo 1 3. Okolo 50°, okolo 27°,

446

okolo 103° 4. Okolo 1° 5. Okolo 49m. 6. sina = 4, tgax
9.3V3. 10. Okolo 53° lub okolo 127%  11. Okolo 108°. 12 a) Okolo 63°, b) okolo 25°
lub okoto 155°, ¢} okolo 22° 13.a) v2I, b) 2v2, ©) okolo 11.  14. Ostrokatny.
15. P =123, obwd = 8+ 27+ 219

V2343
8. Zppfi,

str. 218-222: L. 7 &cian, 15 krawedzi, 10 wierzcholkéw; 5 Scian, 9 krawedzi, 6 wierzchol-
kéw; 8 Scian, 18 krawedzi, 12 wierzcholkéw. 2. a) 50, b) nie, ¢ tak. 3. a) Tak,
graniastoslup tréjkatny, b) nie, ¢) n(n-3), d) Nie. Wskazéwka. Rozwaz graniastostup, kidrego
podstawami sq czworokaty niewypukle. 4. a) I, b) I, ©) G, I. 5. a) aV3, b) VaZ +b? +cZ.
6.2) x=4V2, y= VAL, z= 57, b) p=V13,q=57r=V2, Ja=2/3 b=
7.2 V59, b) VI3, o 3V3. 8. a) 5 JII9, b)5/5 2/41, 3V21. 9. a) Czerwony:
V27+1872 = 3+32, zielony: 3V4+2V2, niebieski: V61 + 1872, b) niebieski: 4v2+ 2, zielo-
ny: 5, czerwony: VAT +16v2. 10, a) \p? -a?, b) V3aZ+ 12, AaZ+ 2. 11 42, 12.aV3
luba.  13.a) V=48 P = 684413, b)V =480, Pc = 528, ) V = 900, Pc = GGO.
14. @) 2443, b) 675V3, ) 273 15.a) 75/3, b) 9424/2 16, Po = 160, V = 96.
17.a) Po=2p%, v =253, b) d?42d\2p? —d?. 18. a) 427, b) 120, ¢) 40. 19. 107,835 kg.
0. Okolo 2412kg. 21 16,1952kg.  22. 687,5m® = 687500 litréw. 23, V = VPPoPs.
24.0) 573, b) 3

V7, ¢ = 42,

N

L 042 250 a= 2,266, ax59% b) b= S0 L 507 x a2,

qc-mhsz «x56% 26.a) 1500, b) 108V5, o) 5. 27.a) V=wiigatg Byl +tgla,
b) V =2p*sin? §\/1-2sin? § = p*(1 - cos @)/, ) V =d’sinfcosfrge. 28. V=K

str. 227-230: 1. 7 scian, 12 krawedzi, 7 wierzcholkéw; 6 scian, 10 krawedzi, 6 wierzchol-

Scian, 16 krawedzi, 9 wierzcholkow. 2. a) 50, b) nie, o nie. 4. a) E, C, b) C.
a) V85, b) V5, o A7 6.a) x= a5, b 48 7.4 10, b) 2417,

8. a) 8,45, 45, b) 642,672, 6 9.2) 35, b) 240, ©) 40. 10, a) 2
2,0 2776, 11.2) 6/6+3, b) 8/5+16. 13.a) 35, b) 15
bbh-ﬁ~3: =330

Sn3s

17. Czerwony: V4+2V2,

14.2) 32, b3, 02/3 15 aa=_

©) € =6c0540° % 46, a = 68°.  16. @) 36, b)
zielony: V19 + 272, niebieski: v20+272;

str. 233-236: 1. Drugi ma wigksza objgtosé, a pierwszy ma wigksze pole powierzchni cal-
kowitej. 2. a) 72,51, b) (1+2v2)8m, o) 42m. 3. a) 54m, b) 16/3m, c) 48m. 4. a) Okolo
491, b) okolo 27m, ¢ okolo 709m. 5. 3Pm. 6. a) V; = 24m, V; = 36m, Py = 32m,
P, = 42m; Objetosci tych walcéw réznia sig o 121, a pola powierzchni calkowitej o 107,
) Welec obracany wokdt krgtszego boku prostolata ma wiekszz objetos¢  pole powlerschni

8. L. 10 ZUILD g UTED g3 12 Gwiec.

calkowitej. 7.V i
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12. Tak.  13. Okolo 25-107 cm.  14. @) 80m em?, b) 40m em®, ©) 8mem®.  15. Tak.
16. Okolo 0,46 kg.  17. 15— &2 ~0,07. 18, L1+ 2.

St 240-242: 1. a) V = 12m, Po = 24w, bV = M, Pe = 56m, ¢) V = 100m,
Pc = 90m. 2. a) V =30375/3m, Pp = 40,5, b) V = Z/\/gﬂ, Py =72m, o V=144y2m,
Py =72/3m, Q) V= < sosm, py = B < 36m, o) V- Mmsslessol L g6 on,
Py = 497 c0s50° ~ 31,5m,

) V = 721sin? 35°cos35° ~ 19,41, Pp = 36msin35° = 20,6m.
3.9m  4.(75+50/3)m. 5. 9mem’. 6. Wigksze pole powierzchni calkowitej i objet

ma stozek otrzymany w wyniku obrotu tréjkata wokél krotszej przyprostokanej. 7. 180°.

8.9VZ- Y. 9.a) 13125m, b) 4Em, o WPm, o) YPw. 10,288 1L.a) i,

bi okolo lQ"xokolo 137 c) VE ~ 18, d) w pierwszym; okolo 80°.  13. Ymach, ¥math,
Urmath, Pmath, Pmath, Lmath. 14, Ostamia (pozostale bryly maja réwne objetosci).

16. a) 2m cm’, b) ﬁ—ﬂcm’, o 121 em?.

su.245-247: 1.a) 36m, b) WL 2.V = HE pogam 375 lia mby

4. a) O okolo 11%, b) o okolo 13%. 5. a) 49cm, b) 216kul. 6.0 1,6cm. 7.a) §

b) 32 037 8. Najwicksza — pierwszy, najmniejsza — drugi. 9. ) 1,5 raza, b) 1,6 razy.

10. Dolny; 0 17,25m em?. 12, a)

Str. 248: 1. a) 54 krawedzie, 36 wierzcholkow, b) 20 Scian, 38 krawedzi.
b=6VT3, c=9V3,d =372, e = 43, 4.120/7em®. 5.5
8, 100 g S 10, 54m. 11 1% ~195razy. 12. 8 kul.







Wzystkie ksiazki Wydawnictwa sa dostepne w sprzedazy wysylkowej.
Zaméwienia prosimy nadsyla¢ pod adresem:

Gdanskie Wydawnictwo O$wiatowe
80-305 Gdarisk 5, skrytka pocztowa 80
tel. 801643917, 583406363
fax 583406361, 583406366
http://www.gwo.pl  e-mail: handel@gwo.pl






Podrecznik jest przeznaczony do nauki matematyki w czteroletnim liceum
lub pigcioletnim technikum. Spetnia on kryteria Ustawy o systemie oswiaty
i jest zgodny z najnowsza podstawa programowa z 2018 roku.

Zostat dopuszczony przez MEN do uzytku szkolnego i wpisany
do wykazu podrecznikéw.
Numer dopuszczenia: 964/2/2020

gdariskie
e ——— wydawnictwo
www.gwo.pl Swiat




