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Drogie Uczennice!
Drodzy Uczniowie!
Jeden z najwybitniejszych uczonych XVII wieku René Descartes, zwany w Polsce

Kartezjuszem, w swoim dziele ,Rozprawa o metodzie” pisal: ,Nie wystarczy mie¢
rozum, trzeba jeszcze umie¢ z niego korzystac.”

Tadeusz Boy-Zeleriski, tlumacz ,Rozprawy o metodzie”, opatrzyl pierwsze polskie
wydanie dziela Kartezjusza napisem ,Tylko dla dorostych” na obwolucie. Liczyl na
to, ze skusi tym napisem mlodziez, by siegnela po ksiazke, ktéra madrze mowi
o tym, jak postugiwac si¢ rozumen.

Kartezjusz pisal w swym dziele: ,(...) wiadomosci ksiazkowe (...) nie sq tak bliskie
prawdy jak proste rozumowania, ktére (..) moze uczyni¢ czlowiek o zdrowym
rozsadku (...)". Mamy nadzieje, Ze korzystajac (zapewne nie zawsze dobrowolnie)
2 naszego podrecznika do jdziecie w nim nie tylko wiadomosci
ksiazkowe, ale takze pomoc w poslugiwaniu si¢ wlasnym zdrowym rozsadkiem.

Autorzy






Wielomiany

Czy wiesz, ilu paczkéw potrzebuje cukiernik, aby ulozy¢ skiadajaca
sie z pigciu warstw piramide, taka jak na fotografii? lu paczkow
potrzebowatby, gdyby warstw bylo 122 Problem ten mozna fatwo
rozstrzygnac, korzystajac z pewnego wyrazenia algebraicznego.

Przyktady wiel 6w = Rozktad wielomianu na czynniki
= Réwnania wielomianowe = Dzielenie wielomianéw

= Twierdzenie Bézouta = Réwnania wielomianowe (cd.)
= Powtdrzenie



PRZYKEADY WIELOMIANOW

Kazde z wyrazeri w ramce obok to iloczyn
liczby i potegi jednej zmiennej o wykladni-
ku naturalnym. Takie wyrazenia nazywamy
4x16 _3m’ Jjednomianami.

Przyklady jednomiandw

Uwaga. Jednomianami nazywamy takze wyraze-
nia, w ktdrych wystepuje wiccej zmiennych, np.
3 mn. Nie bedziemy si¢ nimi jednak
zajmowaé w tym rozdziale.

2 /2001
iy 3vee

stopie
jednomianu

Jednomianem stopnia n > 1 zmiennej X

nazywamy wyrazenie, kiore mozna prze- X

ksztalci¢ do postaci: a.

ax", gdzie a € R,a+0,n € N..

n

wspblezynnik
Jednomianu

Kazda liczba rzeczywista r6zna od zera jest jednomianem stopnia zero-
wego. Przyjmujemy, Ze liczba 0 jest takze jednomianem i nazywamy go
jednomianem zerowym. Stopiei takiego jednomianu nie jest okreslony.

oraz ich sumy

Wielomianem stopnia n zmiennej X nazy- Przyklady wielomianéw:

wamy wyrazenie, ktére mozna przeksztal- .

ci¢ do postaci: 4 +11x°+7
ApX" + A X+ QX QiX + do, 8- 245

-3
gdzie wspolczynniki @y, @1, ..., @z, a1, do
s liczbami rzeczywistymi, a, 0 i n € N. 0,048

37 -2/6° +14 -9

Wspolezynnik ao wielomianu jest nazywany

@x-1)°
wyrazem wolnym.

ENIE A Okresl stopieri kazdego z wilo-
mianéw podanych w ramce obok.

stopien wielomianu

X" + A XTL * ..+ AXE + QX+ g

wspslczynnik przy najwyzszej potedze wyraz wolny

WIELOMIANY



Wielomian, ktéry mozna zapisaé w posta-
Przyklady dwumianow: ci sumy dwéch niezerowych jednomianéw
réznych stopni, nazywamy dwumianem,

2=l a sume trzech jednomianéw (rznych stop-
are2 ni) nazywamy tréjmianem.
36 - V2x
Tréjmian, ktory jest wielomianem drugiego
2742 stopnia, nazywamy tréjmianem kwadrato-
wym.

Przyklady trojmiancw:

CZENIE B a) Wymieni wspélezynniki przy

¢

3x2-2x+3 najwyzszej potedze Kazdego z dwumianow
. i tréjmiandw zapisanych w ramce obok
2y84yiel
3 b) Podaj przyklad tréjmianu kwadratowego
M0~ 2m7 4 mb o wspélezynnikach calkowitych.
s o ¢ Czy wyrazenie (2x - 3)? jest trjmianem
V7A - x -
kwadratowym?
sadania 1-2

mozna dodawac, ji ¢ i mnozy¢. Wykonujac tego typu
dziatania, otrzymujemy nowy wielomian, ktéry warto uporzadkowaé, czyli
zredukowaé wyrazy podobne, a wystepujace w nim jednomiany zapisa¢
w kolejnosci od stopnia najwyzszego do najnizszego.

[LAATTNEE Zapisz w jak najprostszej postaci:

) sume wielomianéw:

(7-5x°-3x)+(3x2 - 4x-x%) =7-5x°-3x2 4+ 3x2 - 4x - x° =

b) réznice wielomianéw:
(-8p* —2p6+3) - (3-5p+2p°) = —8p* —2p°+3-3+5p-2p°

8p*+5p

© iloczyn wielomianéw:

(B-205+0)(-5t2 1) = =152 =3t +10t7+2t°-5¢>—t2 = 10t7 + 2t - 5¢> - 1612 - 3¢

ZADANIE  Uporzadkuj wielomian.
a) (4x5 +3x2-2x+5)+ (2x5 -3x2 +3x-5)
b) (9a° - 5a%) - (9a° + 5a* - 4a® +2)

<) (32°-2z) (z2-2z+3)

Zmienna wielomianu moze oczy by¢ oznaczona dowolna litera. Wie-
lomiany zmiennej x bedziemy czasami oznaczac w skrocie W(x), V(x), P(x).
sadania 3-7
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Il Warto$¢ wielomianu dla danej liczby otrzymamy, wstawiajac w wielomianie
te liczbe w miejsce zmiennej. Dla danego wielomianu W(x) jego wartos¢ na
przykiad dla zmiennej x réwnej 5 bedziemy zapisywali jako W(3).

[IATTTEN Oblicz wartosé podanego wielomianu, gdy x = 2.

a) W(x) = (x7 - 9x3 - 4x) - (3x7 - 8x3 + x)

Aby uprosci¢ obliczenia,
najpierw  porzadkujemy
wielomian W(x).

W) =3x7 - 9x% - 4x - 3x7 +8x% -
2 2)?
w($)=-(5) -
V(x) = (25x% - 5x +3)(1 - x)

V()= (s (3)-

ZADANIE  Oblicz wartos¢ podanego wielomianu, gdy x = %
a) W(x) = (8x% +6x%+3) + (-8x° 5% +x - 3) b) V(x)=(x-2)(x* -9x* +1)

adaria 510

g

Nie porzadkujemy wielo-
mianu V(x), bo nie uprasz:
cza to obliczer:

|V Dwa wielomiany tej samej zmiennej s réwne, gdy sa tego samego stopnia
i po uporzadkowaniu kazdego z nich wspélezynniki przy tych samych
potegach sq réwne.

Rozwazmy wielomiany:
U =ax+bx V=23 -11x2412x W) =x-3
Dla jakich wartosci wspdtczynnikéw a i b wielomian U(x) - V(x) jest réwny wie-
lomianowi U(x) - W(x)?

U0 = V) = (ax2 +bx) = 233 = 1102 +12X) = ax? + bx = 23 + 11x2 = 12x =
=-2x+(@+1)x2 +(b-12)x

Ux) - W(x) = (ax? + bx)(x - 3) = ax® - 3ax? + bx? - 3bx = ax® + (b - 3a)x? - 3bx
UG = V(x) ==2x3 +(@+11)x2 +(b-12)x
U(X) - Wx) = ax® + (b= 3a)x? - 3bx

—2=a Poréwnujemy wspélczynniki obu wielomia.

a+11=b-3a néw przy odpowiednich potegach zmiennej;
rozwiazujemy uklad réwnan.
b-12=-3b

Stad: a=-21ib

ZADANIE  Dla jakich wartosci wspolczynnikéw a i b iloczyn wielomianow
U(x)=2x-a i V(x)=x3 - x jest rowny wielomianowi W(x) = bx* - 5x* - 2x + ax?

sadania 113
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a

ZESTAW ZADAN

1. Wskaz w ramce wielomiany i okresl stopieri kazdego z nich.

a) b) 9
0,2t +61% - 1,410
6u’ —11u? +4 3w’
V37105 4 2 swh s aw

2. Przedstaw podane wyrazenie w postaci ax".
9 (1) (3 menen

4 5x»’—2uxiz

3. Wynik dzialania przedstaw w postaci uporzadkowanego wielomianu.

a) (4x-8x%) - (2x° - 3x+2-8x%) 9 (55 -2) (x*+1) - 6x* (2-%%)
B) (-3¢0 +5x7 -2) + 32878 1) (202X 4 3x (4- 202)
635 +4x3 —2x _ 2x(2x2 +x-1) i) [4xeax07x3)  20xt-8x10 (-
o O 2 ) [ S8 -2n
7_x5) _ x(x-. o Goad)ea s s
o) M) o1 B =20 615 50 - (5 -]
o —xx*—ssts _ ax Gx=2 0 (2-3x2)

0 [0y 3000 1) 362 )

3 a2 |
2

4. Niech P oznacza wielomian —4x+5, Q — wielomian x?-3x+1, a R — wielomian
2x3 — 1. Wykonaj dzialania.

a) P-(Q+R) b) 4Q-3P+ 1R 9 R-(P+Q)

5. Bez porzadkowania wiclomianu okresl jego stopieri, wsplczynnik przy najwyz-
szej potedze oraz wyraz wolny.

a) (5x2+3)(3x +2x2 - 1) d) (4x7 +x2 - x+3) (32~ 5) - (x* ~2) (3x2 + 1)
b) (3x -~ 2)(x + 5)7 - X) @) (x2+1)(2x*~7) ~ (x+ 1)(2x" - 4)
9 (x+ DHx-9) (x2 +2) 0 A7 (x2+3)(2x - 5) - 22 (x0 - x4 2)

6. Stopieri pewnego wielomianu W(x) jest réwny m, a stopiefi wielomianu V(x)
wynosi n oraz m > n. Okresl stopie wielomianu:

A WE+VN b W-VR) o WX -VE  d) IWEP-VX)

PRZYKLADY WIELOMIANOW 13



© 7. Podaj przyklady dwéch wielomianéw stopnia czwartego, ktorych:
a) suma jest jednomianem stopnia trzeciego,
b) iloczyn jest dwumianem.

<lll 8. Oblicz wartos¢ wielomianu, gdy zmienna X jest rowna podanej liczbie.
a) 0,32x3 - 0,42x - 1,32x3 + 1,42x, gdy x=-10
b) (32xt- 2342 +25) + (Ix+ L -3x2), gdy x=15

) (-2,3%° +0,6x% = 1,7x) - (1,7x% + 1,6x* - 0,7x), gdy x =-0,1

) (-92

3 Sx2 3x3 - 13 v x=1
43300 4 130 4 x- ) ax- 1%, gdy x=1

€) (0,6x-1,4+74x% +3,4x +8,6x° +1,15)(3-8x)°, gdy x=0,25

9. a) Dany jest wielomian W(x) = x> + rx? +sx + t. Znajdz wartosci wspélezynnikow
r, s, t, jesli wiadomo, ze W(1) = -2, W(-1)=-10 i W(0)=-4.

b) Dany jest wielomian W(x) = ax® + bx? + ¢. Znajdz wartos
oraz c, jesli wiadomo, ze W(v/2) = 4, W(-v2) =

i wspdtczynnikéw a, b
12 W(0) = -10.

10. Cukiernik uklada paczki w piramidy, tak jak na
zdjeciu. Liczba paczkéw w piramidzie o n warstwach
wynosi:
L =1nd+in2+1in

a) Oblicz, z ilu pqczkow jest zbudowana piramida
0 12 warstwach.

© b) Uzasadnij, ze L(n+1) - L(n) = (n+1)%.

IV 1. Ustal, dla jakich wartosci wspélczynnikow p, 4, r wielomian x*+px®+gx2 +rx+1
jest réwny wielomianowi:

a) X -3xaxt-13 9 (-1 o (x+sx-1)
B) X (7 -xtx) A (x-2(F-3x-1) B (-2 (Feax) +1
12.Dane sq wielomiany A(x) = 3x% + 5x + 2, B(x) = 9x3 + 3x% - 17x - 4 oraz

C(x) = mx +n. Dla jakich warmscl wspolczynmkow m i n wiclomian B(x) + C(x)
jest rowny wielomianowi A(x) -

13 Podaj przyklady jednomianéw, ktére mozna wstawic w miejsca liter A i B, aby
zachodzila r6wnos¢ wielomianéw.

a) ARX2+x)=4x>+B b) AX?(9X +2) = 5x* + Bx

14 WIELOMIANY



MINISPRAWDZIAN

S1. Jedli W(x) = 3x - (2x* = 1)(5 = x), to réznica W(5) - W(0) jest réwna:
A5 B. 10 c.15 D. 20

52. Ktéry z ponizszych sz6stego stopnia?

A. (6x3 -6x2 +6)° + (6x2)° C. 6x(5x5 +2x*) - 3x* (2x + 10x2)
B. 2x2(3x% - 5x% + 6) +3x3 - 2x% D. (4x% - 3x) (2x* - 6) — 6x*

$3. Dla jakiej wartosci a wielomiany (x+a)(2x>-x) i 5x-x2(1+10x-2x?) sg réwne?

A.a B.a=-2 C.a=1 D.a=5

ROZKLAD WIELOMIANU NA CZYNNIKI

Wiadomo, Ze w wyniku mnozenia wielomianéw otrzymujemy pewien wie-
lomian. Czasem mozna wykonaé operacj¢ odwrotng — rozlozy¢ wielomian
na czynniki, czyli przedstawic go jako lloczyn innych wielomiandw.

CWICZENIE A Jakie jednomiany nalezy wpisa w miejscu kratek?

o+ ) b) 6x* -9

[LAATTCRE Rozt6z wielomian na czynniki co najwyzej drugiego stopnia.

2 6 -3 +10x-5= W kazdym z podkreslonych dwumianéw wy-
faczamy wspoiny czynnik przed navias, tak

aby otrzyma sume wielomianéw, kiér

T2 wapdiy czynnik, Nastepnie ton wepbiny

czynnik, czyli 2x - 1, wylaczamy przed na

wias.

=3x3@x -

W kazdym 2 podkreslonych dwumianow wy-
taczamy wspélny czynnik przed nawias, tak
aby otrzymac sume wielomianéw, ktére maja
wspolny czynnik.

Dwumian x - 4 wylaczamy przed nawias.

=X -HEX =X =

—x(x—4)Ex - 1) W zaznaczonym dwumianie wylaczamy wspol-
Ao BLX =) ny czynnik x przed nawias.

ZADANIE  Rozloz wielomian na czynniki.
a) 10x3 -4x +15x -6 b) 6x' - 15x% - 2x% +5x

ROZKLAD WIELOMIANU NA CZYNNIKI 15



Nicktére trjmiany kwadratowe mozna rozkladaé na czynniki, korzystajac
Ze wzorow, ktre przypominamy ponizej.

Réwnanie ax? +bx + ¢ = 0, gdzie a # 0, mozna przedstawi¢ w postaci
iloczynowej, gdy A > 0 (A = b2 - 4ac).

Jesli A > 0, to réwnanie ax®+bx +c =0 ma dwa rozwiazania:

PRt n=cbrSa

i zachodzi réwnosc

ax? +bx + ¢ = a(x - x))x - x2)

Jesli A = 0, to réwnanie ax?+bx +c =0 ma jedno rozwiazanie:

2a

i zachodzi ré6wno:

ax? + bx + ¢ = a(x - xo)*

Jesli A <0, to réwnanie ax?+bx+c = 0 nie ma rozwiazari i wielomianu
ax? +bx +c nie mozna rozlozy¢ na czynniki pierwszego stopnia.

[TIATITEN Rozi6z wielomian W(x) na czynniki jak najnizszego stopnia.

a) W(x) = -10x3 +25x2 + 60x = =5x(2x2 = 5x - 12)

A=(-572-4-2-(-12)=12] Obliczamy wyréznik & trsjmianu 2x% -5~ 12.
Poniewaz A > 0, tréjmian ten rozktada sie na
czynniki pierwszego stopnia.

W) ==5x-2(x= (-3))x -4 =-10x(x+ 3) x -4

b) W(x) = x5 =3x* +4x3 = Obliczamy wyréznik A tréjmianu X2 - 3x + 4.
3x+4) Poniewaz A < 0, tréjmian ten nie rozkfada sie

=302
=X na czynniki pierwszego stopnia

A=9-4.1-4=-7<0

ZADANIE  Rozi6z wielomian W(x) na czynniki jak najnizszego stopnia.

a) W(x)=-4x% + 14x* - 6x° b) W(x) o d4xd - 7x

sadoio 1-5 )

16 WIELOMIANY



il Ponizej przypominamy wzory skroconego mnozenia. Mozna je wykorzy-
stac przy rozkladaniu wielomianéw na czynniki.

Wzory skréconego mnozenia

(a+b) = a? +2ab + b?
(- by = a? - 2ab + b?
a®-b? = (a-b)a+b)

(a+b) = a®+3a%b +3ab? + b*
-b) = a®-3a’h +3ab? -

a®-b* = (a- b)a® + ab + b?)

a* + b* = (a + b)a®

CWICZENIE B Uzasadnij, ze ze wzoru pozwalajacego rozlozyé na czynniki ra
b7 wynikaja wzory na réznicg kwadratéw i réznice szescianow

nice a"

ab +b?)

a" - b" = (a-b)a"" +a" b +a"*b* +...+ab"? + b’

[LAATTEN Roz162 wielomian na czynniki mozliwie najnizszego stopnia.

a) x4-25=(x2-5)(x?+5) =
/S)(x +/S)(x? +5)

8x-8=

b) x°+xt+x3 - 8x2
=302+ x+1) =802 +x+1)=
=2 +x+ DX -8) =
=2+ x+ D)X =22 +2x+4)
A =-3<0

8 =-12<0

QX6 +23+1 =R+ 253 +1 =
=0+ =[x+ DO - x+ 1) =
= (#1203 - x+ 17

A=-3<0

ZADANIE  Rozloz wielomian na czynniki.

a) 8lx -1 b) 8 +8x —x2 -1

ROZKLAD WIELOMIANU NA CZYNNIKI

Duukgoiie stasglemy waée
@l - =(a-bla+

W kazdym 2 podkreslonych trjmianow wy-
taczamy wspolny czynnik przed nawias.

Wytaczamy wspdlny czynnik (tréjmian
X2+x+1) przed nawias.

Stosujemy wzor
=(a-b)a® +ab+b?)

Sprawdzamy, czy otrzymane czynniki dru-
giego stopnia da sig rozlozy¢ na czynniki
pierwszego stopnia,

Stosujemy wzér a? +2ab+b? = (a+b)?, a na
stepnie wzor a* + b* = (a+ b)(a? - ab + b2),

Sprawdzamy, czy otrzymany czynnik dru-
giego stopnia da si¢ roztozy¢ na czynniki
pierwszego stopnia,

o x*-6x2+9
sadaia6-12 )

17



fil Czasem aby rozlozy¢ wielomian na czynniki, trzeba si¢ wykazaé pomy-
slowoscia | zastosowaé nietypowe metody przeksztalcania wielomianow,
np. przedstawi¢ jednomian jako sume dwéch jednomiandw albo dodaé
1 0dja¢ ten sam jednomian.

PRZYKEAL Rozt6z wielomiany na czynniki.

a) 22X+ X3 4307 kx4 1 =
Zastepujemy jednomian 3x2 suma x? + 2xC.

=2x4 43+ x4 2x2 x4 1
W zaznaczonym tréjmianie wytaczamy wspdl-
ny czynnik przed nawias.
=X+ x+ D+ 27 +x+1 =

Wylaczamy wspdlny czynnik (tréjmian
=@x2+x+ 1) +1) 2%+ x+1) przed nawias.

b) 4x3-5x+1=
Zastgpujemy jednomian ~Sx suma ~4x - x.
=4 —4x-x+1=
W zaznaczonych dwumianach wylaczamy

wspolny czynnik przed nawias.
(- -(x-1)= polny czyanicpr

Stosujemy wz6r a? - b? = (a - b)(a + b).
= ax(x- DX+ D= (x=1)=

Wylaczamy wspélny czynnik (dwumian x - 1)
=x-D[axx+1-1] © przed nawias

= (= @x? +4x-1)

o xt+d=
Dodajemy i odejmujemy jednomian 4x
=X +ax2+4-4x2 =
Stosujemy wzor a? + 2ab + b = (a+ b2,
=02 +22-4x2 =
Stosujemy wzér a? - b2 = (a - b)(a + b)
=3 +2-20F +2+2x) =

=(x? = 2x+2)(x? + 2x +2)

ZADANIE  Rozloz wielomian na czynniki.

a) 2xt x4 5x 4 x+3 b) 3x*-4x-1 o x4l

w fanych dotad h czynniki j wie-
lomianu nie mialy stopnia wyZszego niz 2. Okazuje si¢, ze kazdy wielomian
mozna rozlozy¢ na czynniki stopnia co najwyzej drugiego.
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Warto wied;

Juz w XVIIl wieku znane bylo twierdzenie:
Kazdy wielomian mozna rozlozyé na czynniki stopnia co najwyzej drugiego.

Pierwszy dowod tego twierdzenia podal w swojej rozprawie doktorskiej
Carl Friedrich Gauss (czyt. karl fridrich gauss) (1777-1855). Mial wowczas
zaledwie 22 lata. Gauss jest uwazany, obok Archimedesa i Newtona, za
jednego z najwickszych matematykéw $wiata (zwany byl ksieciem mate-
matykow). Zajmowal si¢ prawie wszystkimi dzialami matematyki, a takze
fizyka i astronomia,

2adania 13-16
ZESTAW ZADAN

1. Wylacz wspdlny czynnik przed nawias.

a) x5 -x3 d) 15x5 - 20x% + 5x%
b) X' - xP +x2 @) —9x0 +18x* - 12x*
O 4x7+8x® ) 14x% - 21x7 - 28x°

2. Przedstaw w postaci iloczynéw dwoch wielomianGw.

a) X+ dx2ex+d d) 2x 4 5x°

b) 6 - 5x% +6x -5 X0 - 3%3 + 4
1 1

O X - Xt ex- g f) —7x% - 6x% +7x +6

3. Roz62 wielomian na czynniki.

a) X*+5x%+3x+15 d) —15x% +6x% ~5x +2
b) 2x% = 3x* +6x -9 @) 5x% —\/7x +10x-2V7
9 2x° =337 +4x-6 ) V2x3 - V3x3+5/2x-5V3

4. Roz67 wielomian na czynniki jak najnizszego stopnia.

a) 15x* ~ 10x* + 6x2 - 4x d) 2x* +6X% + 3x2 + 9x
b) ~10x* +25x% — 8x% + 20x @) 2x° ~10x* +X3 - 5x
© X°+10x* + X3 +10x° ) —6x° +3xt —4x® + 2x%

5. Rozl6z wielomian na czynniki jak najnizszego stopnia.

a) 10x* +15x% - d) x°-2xt
b) x*—4x® - 5x% e) 2x* - 8x% +6x% - 24x

€ 2x3+3x%2-2x f) —10x* +80x> - 20x2 + 160x
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41l 6. Roz162 wielomian na czynniki.

a) x2-16 @ x2-6x+9 i) X -27
2_5 1y24 1. 1 n 3
b) 4 -5 N Lo lxed DXl
qoxt- L ‘o
9 40 - L 9) xi-2x2+ 1

d) X7 - 100x° h) (x+3)2+2(x+3)+1 1) 64x10 +x7
7. Przedstaw wielomian w postaci iloczynu dwéch wielomianow, z ktorych jeden
jest dwumianem pierwszego stopnia.

a) x°-1 b) 32x° -1 © X°-64 d) x°-3 e) x0-27

8. Rozl67 wiclomian na czynniki.

a) =3x* = 7x% + 6x% + 14x d) 15x° — 10x° - 45x* + 30x*
b) —X° - 3x% + 2x* + 6x° @) 3x* +2./5x% - 9x% - 6/5x
© —2x7 +5x* +8x% - 20x% ) -6v/6x* - 3/5x% +2//6x% +1/5x

9. Rozl67 wielomian na czynniki.

a) 38+ x4 2x% +3x2 x4 2 d) 2x% +xt+3x% - 2x% - x - 3
b) x*

X3 +xt-2x3 - 8x2 - 8x+ 16 f) X - VX HxP X2+ Ax -1

Xt 4 X3 +5x2 - 5x+5 e) X% +2x*+2x% - 8x* - 16x - 16

10. a) Rozt6z wielomian x3 + 5x% + 3x + 15 na czynniki, a nast¢pnie uzasadnij, ze
przyjmuje on wartosci dodatnie tylko wtedy, gdy x > -5.

b) Rozl6z wielomian 4x? - 8x% + 3x — 6 na czynniki, a nastepnie okresl, dla jakich
wartosci X wielomian ten przyjmuje wartosci ujemne.

9 Rozi6z wielomian ~12x° +6x* ~ 2x + 1 na czynniki, a nastepnie uzasadnj, ze gdy

Zmienna X ma wartos¢ ujemna, wielomian ten przyjmuje wartosci dodatni

11. Zapisz podane wyrazenie w jak najprostszej postaci (przyjmij, Ze x jest liczba,
dla ktérej wyrazenie wystepujace pod kreska utamkowa jest rézne od 0).

3_3x2 A 6x3 4 45x2 =9 2 —5x+2
a) ¥=3x%4x-3 b) 30x*=6x3 +45x —9x q 3x2-5x+2
) X3 d 8x3+12 ) 5512078

12.2) Rozl62 wielomian n* — n na czynniki, a nastepnie uzasadnij, Ze dla kazdej
liczby catkowitej n wartos¢ tego wielomianu jest liczba podzielng przez 3.

b) Wykaz, ze dla dowolnej liczby calkowitej n wartos¢ wielomianu n* -2n® +n? jest
liczba podzielna przez 4.

9 Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby catkowitej n wartoé¢ wielomianu n’ - n jest
liczba podzielna przez 6.
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4 13.Znajdz liczbe, ktéra nalezy wpisa¢ w kratce, a nastepnie rozi6z otrzymany
wielomian na czynniki.

a) 3x*+2x3 +4x? +2x+ 1 =3x  + 2% + 22 + 03 +2x+ 1

b) 5x* - 7x3 +8x% - 7x+3 =5x* - 7x% +OIX* +5x% = 7x + 3

Q —2x* = 7x3 +13x% - 7x + 15 = -2x* = 7x% + 15x% +00x2 - 7x + 15

d) —Ox* +6X7 - 9X? + 4x - 2 = —Ox* + 6x3 - 3x% + X% +4x - 2

14. Roz162 wielomian na czynniki.

a) x4 +x3+3x2+2x+2 d) 2% +3x% +3x% + 3% + X

b) X - 2x3 4 5x2 - Bx +4 @) X'+ 5x3+XE-5x -2

O 3x* - 5x% 452 5x+ 2 ) x40 =30 —dx -4

15. Rozi6z wielomian na czynniki.

a) 23 +x+3 @ X} -x-6

b) X3 +x+10 f) X3 -15x+4

9 3x3-5x+2 9) 2 - 17x+3

d) X3 -6x-4 h) 23 -3x2 +1

16. Roz162 wielomian na czynniki.

a) x4 +9 b) x*+100 9 4xt+1 d) 9x*+25

MINISPRAWDZIAN
51. Wskaz ten z wielomianéw, térego nie mozna rozlozy¢ na czynniki tak, aby
jednym z czynnikéw byt dwumian 2x +3.

A 4P +12x+9 B. 8x*+27 C.4x*+9 D.4x* -9

52. Wielomian x? + 5 - 3x - 15 mozna przedstawié jako iloczyn trzech sposréd
podanych dwumianéw. Ktéry dwumian nie wystapi w tym rozkladzie?

A x+5 B.x-5 C.x+V3 D.x-V3

53. Wielomian x° - 4x* + 4x3 - 3x2 + 12x - 12 mozna przedstawi¢ jako iloczyn
(x+a)(x? + bx + c)(x + d)?. Ktéra z wartosci wspolezynnikow a, b, ¢, d jest bledna?

Aa=-3 B.b=2J3 Ce= D.d=-2
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ROWNANIA WIELOMIANOWE

Kazde 7 réwnan zapisanych w ramce obok

Przyklady rownan mozna przeksztalcic tak, aby po jednej stro-
wielomianowych: nie réwnania wystepowal wielomian, a po
drugiej — liczba 0.

ux gicj
5k 6 6x Réwnanie, ktore mozna zapisa¢ w posta-

ci W) = 0, gdzie W(x) jest wielomianem
(3x+2)? = 9x(x - 2) stopnia n, nazywamy réwnaniem wielomia-

3a5x—2-0 nowym stopnia n.

Liczbe, ktdra jest rozwiazaniem réwnania
wielomianowego W(x) = 0, nazywamy pier-
-6x3(x2 -3)=2x%+5 wiastkiem wielomianu W(x) lub pierwiast-
kiem réwnania.

~2x2+15x-6=0

CZENIE A a) ZnajdZ w ramce powyZzej réwnania wielomianowe pierwszego
stopnia i oblicz ich plerwiastki,

b) ZnajdZ w ramce powyZej réwnania wiclomianowe drugiego stopnia i oblicz

ich pierwiastki
Metody 6 pierwszego stopnia byly juz
omawiane w szkole podstawowej. Wiesz tez, jak rozwiazywaé réwnania
wielomianowe drugiego stopnia.

Pokazemy teraz, jak znajdowaé pierwiastki niektérych wyz-
szych stopni.

CWICZENIE B Podaj liczby, ktdre spelniajq rownanie:

a) (x+1)(x-6)=0 b) (x-2)*=0 ¢ 3x(x-1 4)=0
Dosy¢ latwo mozna rozwiaza¢ réwnanie wie-
lomianowe W(x) =0, gdy wielomian W(x) jest a-b=0
przedstawiony w postaci iloczynowej. Wystar- Iy
czy skorzysta¢ z faktu, ze iloczyn czynnikéw
Jest réwny zero wtedy, gdy ktorykolwiek z czyn- a=01lub b=0
nikow jest réwny zero.
Uwaga. Przy ia; iU réwnan wi h i i na

czynniki jak najnizszego stopnia nie jest konieczne. Wystarczy rozlozy¢ wielo-
mian na takie czynniki, ktérych pierwiastki potrafimy obliczy¢.
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[TATTSEN Rozwiaz réwnanie.

a) x*-6x* = 40x3
X5 —6x%-40x3 =0 Przeksztatcamy réwnanie do postaci W(x) = 0.
X3(x2 - 6x-40) =0 Wielomian W(x) rozkfadamy na czynniki.
X =0 lub x*-6x-40=0
x=0 A=(-6)2-4-1-(-40)=196

x=0

b) x*-6x2-3x+18=0
X (x-6)-3(x-6)=0
(x-6)(x2-3)=0
x-6=0 lub x*-3=0
x=6 lub x*=3
x=V3 lub x=-V3

/3 lub x=-v3

x=6 lub x

Q 4x®
4x°-x2=0
x@xi-1=0
X@x2-1)@2x?+1)=0

lub 2x241=0
réwnanie
sprzeczne
x=0 lub x
ZADANIE Rozwiaz réwnanie.
a) 2x'-5x*-3x2=0 b) 2x*-3x*-2x+3=0 o 15x*=9x
adari 1-5 )
23
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I METATTEEN Rozwiaz réwnanie.

a) x'-7x2+12=0

- _ W miejscu x? podstawiamy t i rozwiazujemy
?-7t+12=0 otrzymane rownanie z niewiadom .

Rozwiazujemy rownania x? = tyi x? = t;.
x*=3  lub

x=+3 lub x=-3 lub x=2 lub x=

b) x5 -3x% - 8x3+24x? ~9x +27 =0
xHx=3)-8x*(x~3)-9(x~-3)=0
(x=3)(x*-8x2-9)=0
x-3=0 lub x*-8x2-9=0

x=3 x=t t2-8t-9=0

A=(-8°-4-(-9)=100 VA=10

rownanie
sprzeczne

lub x

Q (x2+3)°-6(x2+3)-7=0

xX2+3=t 2-6t-7=0

A=(-6-4-(-7)=64 A=8
=6:8
2

4 =7 t

xX2+3=7 lub X2 43=

x

4

réwnanie sprzeczne

ZADANIE Rozwiaz rownanie.
a) x-9x2420=0 b) X +2x'+3x3+6x2-4x-8=0 ¢ (X?-7P2+(x*-7)-6=0
Zadania 10-16 )
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Zastan6wmy si¢ teraz, jaki moze by¢ zwiazek migdzy stopniem wielomianu
a liczba pierwiastkow tego wielomianu.

Wiadomo, Ze wielomian pierwszego stopnia ma jeden pierwiastek (kazde
réwnanie postaci ax + b = 0, gdzie a # 0, ma jedno rozwiazanie). Wiadomo
takze, ze wiclomian drugiego stopnia moze mie¢ dwa pierwiastki lub jeden
albo weale nie mie¢ pierwiastkow.

CWICZENIE C a) Kazdy z trzech ponizszych wielomianéw jest wielomianem trze-
ciego stopnia. Ustal, po ile pierwiastkGw maja te wielomiany

U) = x(x = 2)(x +3) V(x) = (x + )(x? =3x +5) W) = x(x+5)

b) Podaj przyklad wielomianu czwartego stopnia, kiory nie ma pierwiastkow,
oraz wielomianu piatego stopnia, ktéry ma tylko jeden pierwiastek.

Zauwazmy, ze:

* Wielomian n-tego stopnia ma co najwyzej n pierwiastkow (taki wielomian
‘mozna rozlozy¢ na co najwyzej n wielomianéw pierwszego stopnia).

 Poniewaz kazdy wielomian mozna rozlozy¢ na czynniki stopnia co naj-
wyzej drugiego, wiec w wypadku wielomianu nieparzystego stopnia co
najmniej jeden czynnik musi by¢ pierwszego stopnia. Zatem wielomian
nieparzystego stopnia musi mie¢ co najmniej jeden pierwiastek.

W takim razie na przyklad wielomian stopnia trzeciego zawsze ma jakis
pierwiastek, ale nie moze mie¢ ich wiecej niz trzy. Wielomian czwartego
stopnia moze nie mie¢ pierwiastkow, ale jesli ma pierwiastki, to nie wiecej
niz cztery.

ZENIE D Podaj przyklad wielomianu jak najnizszego stopnia, ktéry ma
szes¢ pierwiastkow.

Rozwazmy nastepujace wielomiany:
W) = (x - 7)(x - 512 P() = (x~7P(x - 5)°

i kazdego 7 tych wi 6w sa liczby 71 5.

W rozkladzie wielomianu W(x) na czynniki dwumian x - 7 wystepuje
raz, a dwumian x - 5 wystepuje dwa razy, gdyz W(x) = (x - 7)(x - 5)(x - 5).
Méwimy, ze liczba 7 jest j i i i W),
a liczba 5 — jego dwukrotnym pierwiastkiem.

Zauwaz, ze w rozkladzie wielomianu P(x) na czynniki dwumian x -7 wy-
stepuje dwa razy, a dwumian x - 5 wystepuje trzy razy. Liczba 7 jest
dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu P(x), a liczba 5 jest pierwiastkiem
trzykrotnym tego wielomianu.
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Niech W(x) bedzie i niezerowym. Liczbe a
kkrotnym pierwiastkiem wielomianu I(x), gdy ten wielomian mo-
zemy przedstawi¢ w postaci:

W) = (x - a) - Px),

gdzie P(x) jest pewnym wielomianem i liczba  nie jest jego pierwiast-
Kiem (czyli P(a) 4 0).

CWICZENIE E Liczba -1 jest trzykrotnym pierwiastkiem wielomianu I (x), a licz-
ba 7 jest jego pierwiastkiem pigciokrotnym. Co mozna powiedziec o stopniu
wielomianu W(x)?

w im temacie pr iclismy wzory jace obliczaé pier-
wiastki wielomianu postaci ax® + bx +c, gdzie a # 0. Taki wielomian moze
mie¢ dwa pierwiastki (i kazdy z tych pierwiastkéw jest jednokrotny) lub
moze mie¢ jeden pierwiastek (i pierwiastek ten jest albo mo-
Ze weale nie mie¢ pierwiastkow. Mozemy bowiem korzystac z nastepujacej
wlasnosci: Wielomian W(x) = ax? + bx +c, gdzie a 4 0, ma dwa pierwiastki
X1 ix2 weedy i tylko weedy, gdy W(x) = a(x - X1)(X - X2) i X1 # X2 lub jeden
pierwiastek xo wtedy i tylko weedy, gdy W(x) = a(x - xo)2.

CWICZENIE F Znajdz pierwiastki wielomianu i okresl ich krotnosci.
a) X(x - 3+ 9 (x=1)(x2 = 6x+5)

b) (x +2) )(x+2) d) (x-3)(

2adoia 123 )

ZESTAW ZADAN

1. Znajdz wszystkie liczby spelniajace rownanie.

a) (x-3)2x+5)d-3x)2 =0 d) (4x2 — BX +6)(4x2 — 8X)(-8x + 6) = 0
b) (x+5)(x* +x - 20)(x* e (X -1)(1+x*) =0

o x(2x* +9x+9)(9x* +1) =0 ) (¥+2)(x*+2)(x*+8) =0

2. Nie rozwiazujac réwnania, ustal, czy ma ono rozwiazania.

a) xt+1=0 b) 3x* +x*=0 © 3x2+4x8+2=0

3. Rozwiaz réwnanie.

a) 5x*-45x =0 9 x*-3x*-10x* =0 e) 2x5 - 14x* + 24x* = 0
b) 3x% =x%+2x d) 6x* +3x° = 45x% f) -5x*+3x° +14x2 =0
26
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4. Rozwiaz réwnanie.

a) 6x° +6x°

b) 2x° - 18x* +2x* -18 =0
O 47 -14x2 +6x-21 =0
d) 15x° - 10x* - 6x+4 =0

3x-3=0

@) 2x° —8x* +16x° — 64 =0
f) 3x°-12x° - 12x* +48 =0
9) 5% +x7~6=300%
h) 5=3x+5x"-3x%

5. Rozl6z wielomian W(x) na czynniki jak najnizszego stopnia i podaj wszystkie

jego pierwiastki.

a) W = (x* - 9)(-x% +x+2)

b) W(x) = (3x* -4)(x* - 1)

© 6. Rozwiaz réwnanie.

a) X1+ xP-7x%-x+6=0

b) x*-2:

0 X' +4x3-4x2+4x-5=0

7. Rozwiaz réwnanie.

a) 2x° =3x*
b) 5x7 = 10x*
o x0=5x?

-3x%+8x-4=0

© Wx)=(x*-8)(2x* -x -3)

d) W) = (2x% - 3x+1)°(7x? +5x)

d) 3x* 46X +4x2 +2x+1=0
0
f) 2x+6x7 +3x* -3x-2=0

@) 2x*+2x% + X% - x

d) xx-6)=x*
e) X}(x+7)=x*
H 22(6x-1) =3¢

9) X2(x +5) = 4(x +5)
h) X3 (x? - 9) =27(x* - 9)
i) 3x3(x*-8) =x(x*-8)

8. Czy podane réwnanie ma rozwiazania? Odpowiedz na to pytanie, nie rozwiazu-

jac rownania.
a) x'+1=0
b)

9 3x%+x1=0

2=0

d) 32 +4x8+2=0 g) (42 =-8
h) (2-7)°+1=0

) (-1 =(x-1¢

e Bx-4°+5=0
f) 2(x*-7) =4

9. Podaj przykiad wielomianu o wspélczynnikach catkowitych, kiorego jednym

2 pierwiastkéw jest:

a) 5

10. Rozwiaz réwnanie.

a) X*-13x2+36=0
b) X' -9x2+20=0

Q 4x*-5x2+1=0
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b) 147 9 V5+V7

d) X +x*-12x=0 g9) X°-7x3-8=0

e) 2x°+5x* - 12x =0 h) X7 +5x*+6x =0

f) 3x°-8x°-3x=0

i) 2x -

27



4

11. RozwiaZ rownanie.
a) X% —xt4+3x7 -3x% +2x-2=0 € X743x}-3x7 -9x2 —dx-12=0

b) X5+ 2x* = 3x3 —6x% + 2x +4 =0 d) x5+ 2x* =53~ 10X? +4x+8=0

12. RozwiaZz rownanie.
a) (+3)°-6(x2+3)+8=0 4 (¥-1)-6(x*-1)-7=0
b) (2-1)°-2(x2

9 (F¥+2)°-4(x*+2)+3=0 f @x+1)*-52x+12+4=0

1)-3=0 e (x-3)*-(x-32-12=0

13. Rozwiaz rownanie (postaraj si¢ znalez¢ rozwiazania w jak najprostszy sposob).

a) (2x-1)% =100 b) (5-X)°=-8 o 3(2x2-7)* =27

14. 2) Znajdz liczbe, ktdrej szescian jest réwny sumie tej liczby 1 jej kwadratu.
b) Znajdz liczbe, o ktérej wiadomo, Ze suma tej liczby i szescianu liczby o 1 od nicj
mniejszej wynosi 11.

) Znajdz liczbe, ktérej kwadrat jest o 2 mniejszy od jej czwartej potegi.

15. Uzasadnij nastepujaca wlasnosé:
Liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu wtedy i tylko wtedy, gdy suma wspdlczynni-
kéw tego wielomianu jest réwna 0.

16. Uzasadnij, ze jesli wielomian W(x) = ax” + bx® + cx® + dx + e spelnia warunek
W(=1) = -W(1), to liczba 0 jest pierwiastkiem tego wiclomianu.

17. Znajdz wszystkie pierwiastki podanego wiclomianu i ustal ich krotnosci.

a) X7 (x=1P(x +2)(x +5)° O (x+ 243X +4P2(x +2)

b) X(x+3)2(x - 1)*(x + 3) d) (x-3723 - x)’(x +3)

18. Znajdz wszystkie pierwiastki podanego wielomianu i ustal ich krotnosci.

a) (X2 -9)(x2 +2x—15)° (x2—2x +3) d) (3x* - X3 +3x - 1)(x+1)}

b) (x%+6x+9)(2x% +9)(2x* + 5x - 3) e (x%-1)"(x0-2x° +x*)

€ (Xx=1)(x° - 5x* +4x°) f) (-2 +xt-x2-1)

19. Dane sa wielomiany W(x) = 3(x - 2)°(x +4)* i V(x) = ~5(x - 2*(x + 4)*. Znajdz
wszystkie pierwiastki wielomianu Z(x) i okresl ich krotnosc.

a) Z(x)=W(x) - V(x) b) Z(x)=W(x)+V(x) Q) Z(x)=W(X)-V(x)
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20. Podaj przyklad wielomianu, ktéry spelnia podany warunek.

a) Liczba 3 jest pierwiastkiem dwukrotnym, a liczba ~10 Jest pierwiastkiem cztero-
krotnym wielomianu.

b) Liczby L 12 sq
nu sg liczhami calkowitymL.
o Liczba -5 jest pierwiastkiem picciokrotnym i stopiei wielomianu jest réwny 7.

i i wszystkie wspé iki wielomia-

d) Stopien wielomianu jest réwny 10, jedynymi pierwiastkami sa liczby 0, -2, —v/2,
przy czym liczba 0 jest pierwiastkiem dwukrotnym, liczba -2 jest pierwiastkiem
trzykrotnym, a liczba —v/2 jest pierwiastkiem jednokrotnym.

21. Znajdz liczby p i g, dla ktérych réwnanie ma jeden pierwiastek trzykrotny.
a) 8x*-36x2+px+q=0 ) 125x"+px2+qx+8*0
b) px*+gx2 +x-1=0 &) I +pxi+dxq=0

22. Ustal, w jaki sposob liczba pierwiastk6w réwnania (2x2 +px + 1% = 0 i ich
krotnosé zaleza od wartosci p.

23. Liczba a jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W(x) i m-krotnym pierwiast-
Kiem wielomianu V(x) (k > m). Uzasadnij, ze liczba a jest takze pierwiastkiem
wielomianu Z(x), i ustal, jaka ma krotnos¢, jesli:

a) Z(x)=W(x) - V(x) b) Z(0) = [WEPF(VK) +3) Q) Z(x)=W(X)+V(x)

MINISPRAWDZIAN

S1. Wielomian (4x? +5) (4x2 - x~7) (x+ 6)* ma:
A. sze§¢ pierwiastkow C. trzy pierwiastki
B. cztery pierwiastki D. jeden pierwiastek

$2. Suma rozwigzan réwnania 6x° —2x* — 24x> + 8x% = 0 jest réwna:

- 1 1 y
A -2 B. 3 e 2,; D.4

53. Wszystkie pierwiastki rownania X0~ 7x’ +10 = 0 naleza do przedziatu:
A (-10;-7) B. (-7;-3) c (-3;2) D. (2;7)
54 Liczba 1 jest uzykrotnym pierwiastkiem wielomianu:

A X(x =D -1) C.X%3x - D(x-3)
B.(x+ 17 (2 +1)° D. (2x-2)(x* - 2x+1)
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DZIELENIE WIELOMIANOW

Wiadomo, Ze jesli dana liczba naturalna a jest iloczynem pewnych dwdch
liczb, to w wyniku dzielenia liczby a przez jedna  tych liczb otrzymamy
druga z nich. Na przyklad réwnos

4503 =57 79

mozemy zapisac w postaci:
4503157 =79
Oznacza to, ze liczba 4503 jest podzielna przez 57 (a takze przez 79).
W analogiczny sposéb bedziemy rozumieli dzielenie wielomianow.
Wiesz juz, ze wielomiany mozna rozklada¢ na czynniki. Na przyklad wie-
lomian W(x) = 2x* - 4x? + 3x ~ 6 mozna zapisa¢ w postaci iloczynu:
203 —4x2 43X - 6 = (x - 2)(2x2 +3)
Powyzszq 1ownos¢ mozna zapisac inaczej:
(2x3-4x2+3x-6) : (x-2)=2x2+3
Mowimy wéwezas, ze wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian x - 2.
Wynikiem dzielenia wielomianu W(x) przez x -2 jest wiclomian 2x* + 3.

Uwaga. Wielomian ¥ (x) jest takze podzielny przez wiclomian 2x’ +3.

Mowimy, ze wielomian W(x) jest podzielny przez niezerowy wielomian
P(x), jesli istnicje taki wielomian Q(x), ze:

W(x)=P(x) - Q(x)
Te rowno$¢ mozna tez zapisa¢ w postaci:
WX): P() = Q(x)

Zauwaz, ze po rozlozeniu danego wielomianu na czynniki latwo mozna
wskaza¢ wielomiany, przez ktére jest on podzielny, i podac wyniki takiego
dzielenia.

CWICZENIE A’ Rozi67 wielomian x° - 4x* +x% -4 na czynniki, a nastepnie okres]
wynik dzielenia,

b) (x* —4x? +x* = 4) 1 (x* - 4)

Pokazemy teraz memdc, kiora pozwala znalezé wynik dzielenia dwach
2 nich na czynniki.
Metoda ta przypomma pisemne dzielente liczb naturalnych.
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Wynik dzielenia W(x): P(x), gdzie W(x) = 2x*

~16x+3 1 P =x-3,

mozna znaleZé w nastepujacy sposcb:

2x2 1
(2x7-x2=16x+3): (x-3)
|
2x )
(2= x*-16x+3): (x-3)
2% - 6x2
|
23 N
(2= x*-16x+3): (x-3)
-(2x* - 6x)
x2=16x+3
|
232+ 5x 4
(2x°-x2=16x+3): (x-3)
-@x-
Sx2-16x+3
|
2x2+ 5% s
(20 -x2-16x+3): (x-3)
-(2x*- 6x)
5x2-16x+3
= (5x%-15X)
-X+3
|
232+ 5x- 1 6

(@x*-x?-16x+3

- (2x°- 6x)
Sx-16x+3
-(5x2-15%)
x+3
(-x+3)
0
(@xi-xt-
CWICZENIE B Upewnij sie,

mian x - 3 przez wiclomian

DZIELENIE WIELOMIANOW

. Otrzymany wynik mnozenia 2x* -

. Dzielimy pierwszy wyraz wielomianu W(x)

(jednomian najwyzszego stopnia) przez pier-
wszy wyraz wielomianu Py); 2x': x = 2x*

. Mnozymy czesciowy wynik 22 przez wielo-

‘mian P(x); 2x? - (x - 3) = 2x* - 6x°

6x2
odejmujemy od wielomianu W(N;
200 - X2~ 16X+ 3 - (2% - 6x) = 52~ 16x+3

. Dzielimy pierwszy wyraz wielomianu otrzy-

‘manego w wyniku odejmowania przez pier-
wszy wyraz wielomianu P(x); 5x: X = 5%

. Mnozymy czesciowy wynik 5x przez wielo-

mian P(X); 5x- (x - 3) = 5%* - 15x1 otrzymany
wynik odejmujemy od wielomianu 5x? - 16x + 3;
5X2-16x+3 - (52~ 15 =X+ 3

. Dzielimy pierwszy wyraz wielomianu otrzy-

‘manego w wyniku odejmowania przez pler
wszy wyraz wielomianu P(; -x:
Mnozymy -1 przez wielomian P(x) i olrzy

‘many wynik odejmujemy od wielomianu -x + 3.

Wynikiem dzielenia wielomianu W(X) przez
wielomian P(x) jest wielomian 2x* + 5x - 1.

16x+3):(x-3)=2x*+5x-1

otrzymany wynik jest poprawny — pomnoz wielo-
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Zauwaz, Ze przy wykonywaniu dzielenia obliczalismy réznice pewnych
wielomianéw. Gdy wykonujemy takie dzialania, latwo o pomylke, dlate-
0 warto nieco zmienié sposob zapisu dzielenia.

232+ 5x-1 .
X -x'-16x+3): (x-3)  Wynik mnozenia 2x-(x- 3) zapisujemy
%34 6x? = zezmienionymi znakami, a nastepnie doda-

TR 16k +3 jemy go do wielomianu 2x*- x*- 16x + 3.
-5X%+ 15X~ Wynik mnozenia 5x-(x - 3) zapisujemy

x+3 e zmienionymi znakami, a nastepnie
x-3 dodajemy go do wielomianu 5x*- 16x + 3.
0

Podziel wielomian W(x) = 3x*+16x2+3x-10 przez dwumian x+5
i zapisz wielomian W(x) w postaci iloczynu.
3x2+x-2
Bx*+16x% +3x-10) : (x +5)

-3x3-15x2

X2 +3x-10

-x2-5x
-2x-10
2x+10

0 W) = (x+5)3x% +x-2)

ZADANIE  Wykonaj dzielenie (5x - 17x%+7x - 3] -3).

adania 1-5 )

Il Podobnie jak przy dzieleniu liczb naturalnych, takze w wyniku dzielenia
wielomianu przez inny wielomian mozemy otrzyma¢ reszte r6znq od 0.

LiczBy WIELOMIANY
224 x+1
2745:13 (23 +7x +4x+5) 1 (x+3)
—20 2% -6
- {% X244x+5
L 3
- 13
2 — reszta 2 —reszta
Wynik dzielenia: Wynik dzielenia
2745:13 =211 reszta 2 (2x3 +7x2 +4x+5): (x+3) = 232 +x + 1 Teszta 2
Zatem: Zatem:
2745=211-13+2 26 + 707 +4x+5 = (X +3)2x° +X + 1) +2
Reszta jest mnicjsza od liczby, Stopier reszty jest mnicjszy od stopnia wiclomianu,
przez kiora dzielimy. przez kidry dzielimy.
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Wykonaj dzielenie W(x) : P(x), gdy W(x) = x> - 4x* - 3x2 +14x -3,
P(x)=x-4.

x4 -3x+2
(5 = 4x4 = 3x2 + 14x-3) 1 (x=4)
X5 +4x4
-3x+14x-3
3% -12x
2x-3
-2x+8 W wyniku dzielenia W(x) : P(x)
- otrzymujemy: x*~3x+2 reszta 5

(X —4x*=3x2 +14x=3) 1 (x=4) =x* -3x+2 reszta §
Zatem:
X5 =4x =3x2 + 14X -3 = (x=4)(x* = 3x+2)+5 | W =P (' =3x42)45

ZADANIE = Wykonaj dzielenie (2x* +x* ~12x+5): (x+3).

Zauwaz, 7e reszta z dzielenia dowolnego wielomianu W(x) przez dwumian
X—a jest zawsze liczba. Gdy ta reszta jest réwna 0, to méwimy, Ze wielo-

mian W(x) jest podzielny przez dwumian x - a. wtonin 12

ZESTAW ZADAN

1. Podaj przyklady trzech wielomianéw, przez ktére podzielny jest zar6wno wielo-
mian W(x), jak i wielomian V(x).

a) W) =-(3x +2)%2x+5), V(x)=(x+5)%(x+2)

b) W00 = J@x-1°@x- D3 +2), V()= (2 +2@x - DAx~4)

2. Wykonaj dzielenie.

a) (¥ -8x2+17x~10) : (x-5) d) (~4x* +12x% =52 + 17X - 6) : (x - 3)
b) (3% +8x2 ~18x ~8) : (x +4) @ (X 40X + 143 +x+7) 1 (x+7)
9 (x*-2x3+x2+x-1):(x-1) ) (=% -2x +5x2+17x +14) 1 (x +2)

3. Znajdz taki wielomian W(x), aby byla spelniona podana rownosc.
a) (x+2)- W) =2x* +9x* +7x -6

b) W(x) - (x=3) = 5x* = 17x% + 6x% ~x +3

© 10X +(x=5) - W(x) = 3x* = 13x% =x+5

d) 72x%+X) - (x +4) - W) =4 -3x°
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4. Obok zapisano pie¢ roznych wielomianéw. Jeden

i 2x—
D3xt+2x-3 2 nich jest wynikiem podanego dzielenia. Nie wyko-
@3¢ -3x—6 nujac dzielenia, wskaz ktory.
@343 a) (3x449x -2~ Ox - 0) : (x+3)

o s
@023 B) (3% - 0x* 432 ~ 11x+6) : (x=3)
®iam-2 ) (3x°+3x*-3x2-9x-6) : (x+1)

d) (3x7 - 3x + 2%

5x+3):(x-1)

@ 5. Jakie liczby nalezy wstawi¢ w miejsce kratek?
a) (3% +0x2 +0x+0) : (x+2) =0Ox2 + 1
b) (Ox* +0x* +0x2 - 15%) : (x - 3) = -2x +0x

6. Wykonaj dzielenie z reszta.

a) (X3 —4x2+10x) 1 (x-1) d) (—4x* +17x3 —4x% +2x -5) 1 (x - 4)

b) (%7 +7x2 +2x-1) 1 (x+3) € (¥ +x*-2x2 +x+10) 1 (x+1)

O (Bx' 440 -0 - 11x-4) 1 (x+2)  f) (3x°-13x* = 10x° =X2 +7x = 6) : (x = 5)

7. Znajdz wielomian W(x) spelniajacy podany warunek.
a) Dziclac W(x) przez x -4, otrzymamy wiclomian 3x -2 oraz reszte -2.

b) Dzielac W(x) przez x + 5, otrzymamy wielomian x? -5 oraz reszte 7.

8. Podaj przyklad wielomianu czwartego stopnia, dla ktdrego reszta z jego dziele-
nia przez wielomian x + 2 jest réwna 10.

9. a) Reszta z dzielenia wielomianu W(x) = 2x* - x* - 11x - 4 przez dwumian
P(x)=x~-2 jest rowna —14. Jaka liczba nalezaloby zastapi¢ wyraz wolny wielo-
mianu W(x), aby otrzymany wielomian by podzielny przez dwumian P(x)?

b) Reszta z dzielenia wielomianu V(x) = 5x* + 15x* - 2x* - 2x + 7 przez dwumian
Q) = x+3 wynosi -5. Jak nalezaloby zmieni¢ wyraz wolny wiclomianu V(x), aby
otrzymany wielomian byl podzielny przez dwumian Q(x)?

10. a) Dane sa wielomiany:

Wi =2~ 11x2 - 4x -2 Wa(x)=3x* = 15x° + 4x - 16
Podziel kazdy z tych wielomian6w przez dwumian x - 5, a nastepnie podziel wiclo-
mian Wy (x) + W(x) przez dwumian x - 5.
b) Udowodnij, Ze jesli reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez x-a jest ry 1 reszta
2 dzielenia wielomianu V(x) przez x - a jest 12, to reszta z dzielenia wielomianu
W(X)+ V(x) Przez x - a jest rowna ry + r.
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Schemat Homera
Dzielac wielomian czwartego stopnia przez dwumian x - p, otrzymamy wielomian
trzeciego stopnia oraz reszte r (reszta moze byé rowna 0).
Mozemy wige zapisac rownosé:
x4 asx® + X+ arx +ao = (x - p)bax} + box? + bix +bo) + 1
Przeksztalcajac prawa strong tej réwnosci, otrzymamy:
bax* + (b2 = pb3)x* + (by = pb2)x* +(bo = pby)X + 1 = pbo
Z réwnosci wielomianow wynika, ze:
ay=bs as=by-pbs ay=bi-pb, ai=bo-pbi ao=r-pbo
Stad:
by=a; by=pbs+ay bi=pbr+ay bo=pbi+ay  r=pby+ao

Podobne zaleznosci otrzymalibysmy, dzielac wielomian dowolnego stopnia przez
dwumian x - p. Dlatego szukajac wyniku takiego dzielenia, mozemy skorzystac
2 uproszczonej metody zwanej schematem Hornera. Ponizej pokazano jq na przy-
Kladzie dzielenia wielomianu ~x* - 4x* + 2x? - 25 przez dwumian x + 4. William
Horner byt brytyjskim matematykiem, kiéry t¢ metode spopularyzowal.

e} x-p
(X -4+ 2x240°x-25) 1 (x+d)=

Zapisujemy kolejne
wspélczy
o 2 0 =25 wiclomianu WY,
@l 1 Tu przepisujemy
4 plerwszy wspotczynnik

mianu Wix.
“Tu wpisujemy p (w tym wypadku -4).

W kolejnych kolumnach
@| 11 o 2 8 7 - wpisujemy wyniki
odpowiednich dziatan.

To sa weptcaymmiki wielomiany, kdry otrzy: T st reszta
jemy w wyniku dzielenia; wielomian ten ma 7 dzielenia

Stoplet o 1 n2szy iz wielomian Win Jest 10

wiee wielomian (-1) X’ + 0+ X2 + 8

W wyniku dzielenia wielomianu —x* ~4x? + 2x2 25 przez dwumian x+4 otrzymujemy
wielomian -x* + 2x - 8 oraz reszte 7, czyli:

(xF —4x* 4 202 - 25) = (x + 4)(-X* +2x - 8) + 7

11. Zapisz dowolny wielomian piatego stopnia. Nastepnie podziel go przez dwu-
mian x + 2. Wykonaj to dzielenie dwoma sposobami — Korzystajac z poznanej
wezesniej metody oraz ze schematu Hornera oméwionego powyzej.

DZIELENIE WIELOMIANOW 35



12. Wykonaj dzielenie, korzystajac ze schematu Hornera.

a) (x*-6x%+12x-8):(x-2) d) (X5 -9x% +2x+5): (x+3)
b) (x4 X3+ X2 44X+ 3): (X +1) @) (5x% - 7x* = X3 +4x% +3x): (X~ 1)
O (21 - 8x% +5x - 20): (x~ 4) f (-3x* +2x-3):(x+2)

MINISPRAWDZIAN
S1. Przez ktéry z wielomianéw nie jest podzielny wielomian (2x - 1)(x + 1)(x - 2)?

Ax+1 B.x2-x-2 C.2x2+x-1 D. x2+2x+1

13x3 - 17x% + 10x - 12 przez dwumian
2 podanych rownosci jest prawdziwa?

52. Wynikiem dzielenia wielomianu 6x*
x -3 jest wielomian ax® + bx? + cx + d. Kt6

Aa=3 B.b=5 C.c=2 D.d=-4

S3. W wyniku dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian X + 2 otrzymano wielo-
mian 4x - 3x% + 5x - 6 oraz reszt¢ 5. Wielomian W(x) jest réwny:
A axt + 50 X 4 ax -7 C.dxt+5x% +2x% +4x -5

B.axt+ 20 + 2% +4x+5 D.4xt—4x® -x +2x-1

S4. Po podzieleniu wielomianu W(x) przez dwumian X + 7 otrzymano wielomian
3x3 - 5x2 + X +4 i reszte 2. Ktére z podanych zdan nie jest prawdziwe?

A. W(x) jest wielomianem czwartego stopnia.
B. Wsplczynnik przy najwyzszej potedze wielomianu W (x) jest rwny 3.
C. Wyraz wolny wielomianu W(x) jest rowny 28.

D. Wielomian W(x) 2 dzieli si¢ przez dwumian x +7 bez reszty.

TWIERDZENIE BEZOUTA

Wiemy juz, ze dzielac dowolny wielomian W(x) przez dwumian x - a,
otrzymamy pewien wielomian Q(v) i reszte R, ktéra jest liczba. Wielomian
W(x) mozna zapisa¢ w postaci:
W) = (x-a) - Q)+ R
Gdy R =0, to zachodzi réwnosé:
W) =(x-a) - QW)

Wowczas W(a) = 0, czyli a jest pierwiastkiem wielomianu W(x).
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0Ogolng wlasnosé wiclomianéw, ktora wiaze pierwiastek wielomianu z po-
dzielnoscig tego wielomianu przez pewien dwumian, opisuje twierdzenie
Bézouta (czyt. bezuta).

Twierdzenie Bézouta
Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x)
wtedy i tylko wtedy, gdy
wielomian ten jest podzielny przez dwumian X - a.

Uwaga. PowyZsze twierdzenie mozna zapisaé w nastepujacy sposob:
W(@)=0 < W(:(x-a)=P(x), gdzie P(x) jest pewnym wielomianem.

Dowsd
Zauwazmy, e dla dowolnej liczby a wielomian W(x) mozna zapisa¢ w postaci:
W) =(x-a)- PO +R,

gdzie P(x) jest pewnym wiclomianem, a R — pewna liczba.

Wobec tego: W@=(a-a)-Pla+R=0-P@+R=R

Otrzymalismy zatem réwnosé: ~ W(a)= R
Korzystajac z tej rownosci, udowodnimy dwie implikacje.
1. Zalozmy, ze liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x), czyli W(a) =

Poniewaz W(a) = R, zatem R = 0. Wynika stad, ze wielomian W(x) jest podziel-
ny przez dwumian x - a.

2. Zalézmy teraz, ze wielomian W(x) dzieli si¢ przez x - a, czyli R = 0.
Poniewaz W(a) = R, zatem W(a) = 0. Wynika stad, Ze liczba a jest pierwiast-
kiem wiclomianu W(x. ]

CWICZENIE A' Dany jest wiclomian W(x) = x*+x* +6. Korzystajac z twier-
dzenia Bézouta, ustal, przez kiére z podanych dwumiandw jest on podzielny

x-1 x+1 x+2

Analizujac dowéd twierdzenia Bézouta, mozna zauwazy¢, ze przy okazji
zostala i jaca wlasnosé jano

Reszta 7 dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x - a
Jjest rowna W(a).

ZENIE B Ustal reszty z dzielenia podanych wielomianéw przez x

AX) =X = X2 +3x - B =1} Cx)=x* - 6x% +5x% + 12

— i 14 )
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Il Przypusémy, ze mamy rozwiazac réwnanie wielomianowe W(x) = 0 i wiemy,
Ze liczba p jest pierwiastkiem wielomianu W(x).

Z twierdzenia Bézouta wynika, Ze wielomian W(x) jest podzielny przez
X~ p. Czyli istnieje wielomian Q(x) nizszego stopnia niz W(x), taki ze:

W) =(x-p)- QX

Réwnanie W(x)

0 mozemy wiec zapisac w postaci:
(x-p)- QW =0

Aby ustalié, czy wielomian I(x) ma jakie$ inne pierwiastki, nalezy rozwia-
za¢ réwnanie nizszego stopnia: Q() = 0.

IIATCECMM Sprawdsz, ze liczba 1 jest rozwiazaniem danego réwnania, i znajdz
pozostafe rozwiazania tego réwnania.

X -3x242=0

Sprawdzamy, czy liczba 1 speinia réwnanie
3 2 »
13-3.1242=1-3+2=0 et S
X -2x-2
(6 -3x2+2): (x=1)
-x3+x2
-2x2+2 Dzielimy wielomian x> - 3x +2 przez dwu-
2x% - mian x -1, aby rozlozy¢ wielomian na czyn:
niki.
X*=3x242=(x-1)(2-2x~-2)
(=12 —2x-2) =0 Zapisujemy réwnanie w innej postaci i je

rozwiazujemy.

lub x2-2x-2=0

A=4-4-(-2)
VA=V12=2V3

Odp. Rownanie ma trzy rozwiazania: X

-V3, =143, x

ZADANIE = Sprawdz ze liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W(x) = x* = 7x +6,
a nastepnie rozwiaz réwnanie W(x) = 0. N
zadania 5-7

38 WIELOMIANY



A

Ciekawostka

Etienne Bézout (czyt. etien bezu) (1730-1783) by! francuskim matematy-
kiem. Zajmowal si¢ algebra, ale znany jest glownie jako autor doskonalych
podrecznikow. Jego ksiazki sa napisane niezwykle przystepnie. Szescioto-
mowe dzielo Bézouta ,Kurs matematyki”, przetlumaczone na angielski, bylo
przez wiele lat iem na U Harvarda.

‘Twierdzenie o podzielnosci wielomianu przez dwumian nie zostalo ani sfor-
mulowane, ani udowodnione przez Bézouta — bylo znane juz wezesnicj.
Wiasciwie nie wiadomo, dlaczego w Polsce jest nazywane twierdzeniem
Bézouta. W wigkszosci krajow, nawet we Francii, nie uzywa si¢ takiej nazwy.

ZESTAW ZADAN

1. Czy wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian V(x)?
a) W) =5x"-6x+1, V(=x-1

b) W) =3x" - +x3+1, V=x+1

Q) W) =x3+3x2+x-10, V(x)=x+2

V(x) = x4 - Lx3—ax? =x=1
d) Wix)=x* ix‘ A4, V) =x-5

2. Nie wykonujac dzielenia, ustal, jaka jest reszta z dzielenia wielomianu W(x)
przez wielomian P(x).

a) W) =3 -2x"+4  P(x) b) W(X)=-5x*-3x*+6  P(X)=x+2

3. a) Dla jakiej wartosci @ wielomian 5x° - ax® + 3x% - 6x jest podzielny przez
dwumian X - 2?

b) Dla jakiej wartosci p wielomian px’ -px?
Xx+27

x+2 jest podzielny przez dwumian

4. 2) Wykaz, ze dla dowolnej liczby a wiclomian x" - a” jest podzielny przez dwu-
mian X a.

b) Wykaz, ze gdy n jest liczba parzysta, to dla dowolnej liczby a wielomian x" - a"
jest podzielny przez dwumian x +a.

5. sprawdz, ze podana liczba jest pierwiastkiem réwnania, a nastepnie znajdz jego
pozostate pierwiastki.

a) 2 -x2-8x+4=0, 2 d) 4742 - 15X+ 18 =0, -2

b) 6x° -29x° -6x+5=0, 5 €) x*—x?—14x% +2x +24 =0,

Q X*+7x2-5x-75=0, 3 f) x4+ 8x7+19x2 +32x+60=0, -5
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6. Liczby 2 i -3 s pierwiastkami wielomianu ax® + bx? - 11x + 30. Znajdz trzeci
pierwiastek tego wielomianu.

7. sprawdz, ze liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x), i roz167 ten wielomian
na czynniki stopnia pierwszego.

a) W(x)=3x*~35x% +48x+20, a=10
b) W) =10 + 63x2 - 48x+7, a=-7
O W) =x*+7x° +2x2 - 28x - 24,
d) W(x)=2x*=3x3 - 24x2 +6x +40, a=4

MINISPRAWDZIAN

S1. Reszta z dzielenia wielomianu 2x* - 2x* - 5x% + 2x + 5 przez dwumian x - 1 to:

A2 B.5 c.-1 D.-2

52. Wielomian x° + 4x* - 32 jest podzielny przez dwumian:
Ax-1 B.x+1 Cx-2 D.x+2

53. Tylko jeden z ponizszych wielomianéw mozna przedstawi¢ w postaci:
(X = Dx+ PR,
gdzie P(x) jest wiclomianem. Wskaz ten wielomian.

A. 2x10-20 B. 2X7+5x-7 C.2x7-2x5-x*+2x2-1 D. 2x8+2x0+x3-1

S4. Dla jakiej wartosci m wielomian x* + mx? + mx +3 jest podzielny przez dwu-
mian x + 37

A.m B.m=4 Cm=5 D.m=10

ROWNANIA WIELOMIANOWE (CD.)

I Aby ¢ 7 twi ia Bézouta przy ju réwnania wie-
i trzeba znaé j jedna liczbe spelniajaca to rowna-
nie. Nawet gdy taka liczba istnieje, na 0gol trudno jq znalezé.

Sprobujemy teraz odkryé, jakie warunki musialyby by¢ spelnione, aby
jednym z rozwiazari réwnania wielomianowego o wspélczynnikach calko-
witych mogla by¢ liczba wymierna.
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Rozwazmy na przyklad wiclomian:
W(x) = 5%~ 6x2 + 16x -3
Pierwiastki tego wielomianu spelniajq réwnanic:

—6x%+16x-3=0

Przypuscmy, ze liczba wymierna 2, gdzic p i q sa liczbami calkowitymi,
jest rozwiazaniem tego réwnania. Mozemy zalozyé¢, ze ulamek g jest nie-
skracalny, czyli liczby p i q nie majq wspolnych dzielnikéw réznych od 1
iod -1 (sa wzglednie p)crwszc) Zatem zachodzi rownosé:

5-2 sLue b=
@

Te r6wnos¢ mozemy zapisa¢ w postaci:

-6p*q +16pq*

Otrzymana rownos¢ przeksztalcimy na dwa sposoby:

3

-3q 5p® + 6p%q - 16pg* 5p3 = 6pq - 16pq* +34°
Stad:

-3¢° =p (-5p* + 6pq - 164%) 5p* = q (6p* - 16pq +34%)

Liczby p i q sa calkowite, wiec po obu stronach kazdej z dwéch otrzyma-
nych rownosci jest iloczyn liczb calkowitych. Z pierwszej réwnosci wynika,
7e liczba ~3q? jest podzielna przez p. Z drugiej réwnosci wynika, ze liczba
5p* jest podzielna przez q.

Zalozylismy, e liczby p i q sa wzglednie pierwsze, wiec:

Liczba p jest dzielnikiem liczby -3, ktora jest wyrazem wolnym wielomia-
nu W(x), czyli p € {1,-1,3,-3}.

Liczba q jest dzielnikiem liczby 5, ktéra jest wspolczynmklem przy naj-
wyzszej potedze wielomianu W(x), czyli g € {1,-1,5,

Zatem, jesli rozwazany wielomian ma pierwiastek wymierny 2, to jest to
jedna z liczb:

i

1
5

Latwo sprawdzi¢, Ze zadna z liczb 1,-1,3,-3 nie jest pierwiastkiem tego
wielomianu, a liczba 1 jest jego pierwiastkiem.

(-0 (3 w10-3 =300

Jaka jest warto¢ wi dla pozostatych ulamkéw, moz-
na znalezé wszystkie pierwiastki wymierne tego wielomianu.
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Zalézmy, ze w réwnaniu wielomianowym postaci:

AnX" + An X" 4L+ arX+ a0 =0
wszystkie wspolczynniki sq liczbami catkowitymi oraz ag 40 i an #0.
Jesli rozwigzaniem tego réwnania jest liczba wymierna, to mozna jq
przedstawié w postaci utamka !, gdzie licznik p jest dzielnikiem wyra-

zu wolnego ao, a mic ik q jesr ika an przy
najwyzszej potedze.

Dowsd

Przyjmijmy, ze liczby y, @n-1,...,az, ai, do v\yslcpujqce W ponizszym rowna-

niu sq liczbami catkowitymi oraz ao 40 i ay
X"+ Xk apx ayx+ag =0
ZalG2my, e pewna liczba £, gdzie p i q sa liczbami calkowitymi réznymi od 0,

jest rozwiazaniem rownania. Mozemy tez zalozy¢, ze ulamek £ jest nieskracal-
ny (tzn. Ze p i g nie maja wspdlnych dzielnikow roznych od 11 od ~1).

Zatem spelniona jest rownos
al .. +mBrag=0

a a
Pokazemy najpierw, Ze p jest dzielnikiem liczby ao.

Po pomnozeniu obu stron réwnosci przez q" otrzymamy:

anp"+an1p"q+ . arp' g™+ a0g" = 0
Zapiszmy te r6wnos¢ w postaci:

P@np™™ +anap"2q + ...+ 1" = -aoq"
Przyjelismy, ze wszystkie liczby oznaczone w tej réwnosci literami sa catko-
wite, wiec po obu jej stronach jest iloczyn liczb catkowitych. Liczba g" nie
ma wspolnych dzielnikow z liczba p (r6znych od 1 i od ~1). Wynika stad, ze
liczba @g musi byé podzielna przez liczbg p. Wykazalismy zatem, ze p jest
dzielnikiem wyrazu wolnego ao.
Zapiszmy teraz otrzymana wezesniej rownosé w postaci:

Glan-1p"" +...+ a1pq"™? + aoq"

Rozumujac podobnie jak wyzej, dojdziemy do wniosku, Ze g jest dzielnikiem
wspolczynnika a.

t rozwiqzaniem jednego z podanych réwnari. Kiérego?

-4=0 5x3+8x2 - 1d4x+4=0

10X +7x2-5=0 X 45x2-x+10=0
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Zauwaz, e jezeli réwnanie wiclomianowe o wspolezynnikach catkowitych
nie ma rozwiazai wymiernych, to nie oznacza, ze w ogole nie ma rozwiazar.

CWICZENIE B Podaj przyklad takiego réwnania wielomianowego o wspélezynni-
kach calkowitych, ktére ma rozwiazanie, ale nie ma rozwiazari wymiernych

Zauwaz, ze szukajac pierwiastkow calkowitych wielomianu, mozemy po-
stuzy¢ sie ) zp

Twierdzenie (o rozwiazaniach catkowitych)
Zalézmy, ze w réwnaniu wielomianowym:

X"+ An X" 4L @ +ag = 0
wszystkie wspolczynniki @y, @1, ..., a0 sq liczbami catkowitymi
iao # 0. Jesli rozwiqzaniem tego réwnania jest liczba calkowita,
to jest ona dzielnikiem wyrazu wolnego ao.

Ciekawostka

Na poczatku roku 1535 rozpoczal si¢ matematyczny pojedynek. Jego
uczestnikami byli dwaj Wlosi — Mario Fior i Niccolo (czyt. nikolo) Fonta-
na, znany pod przezwiskiem Tartaglia (czyt. tartalia; thum. jakala). Takie
naukowe zawody byly wowczas bardzo popularne, gdyz dzieki nim rosta
stawa (i dochody) zwyciezcy.

Zawody polegaly na tym, ze w ciagu 30 dni obaj uczestnicy mieli rozwia-
zaé zadari h przez Fior wygrat juz
wezesniej wiele turniejow, bo znal kilka réwnaii trzeciego stopnia, kiore
tylko on, jak mu si¢ zdawalo, umial rozwiazac. Wszystkie zadania Fiora
dotyczyly rowna trzeciego stopnia. Tydzien przed uplywem terminu Tar-
taglia odkryt metode rozwiazywania tego typu rownaii i wygral turniej.

Wielu uczonych pragnelo poznaé metode Tartaglii, jednak on nikomu nie
cheiat jej zdradzic. Jeden z wloskich matematykow — Girolamo Cardano
(czyt. dzirolamo kardano) — tak dlugo prosit Tartaglic o pokazanie jego
metody, Ze ten w koricu si¢ zgodzit — jednak pod warunkiem, ze Cardano
nikomu jej nie ujawni. Kilka lat poznicj Cardano dowiedzial si¢, ze metodg
‘Tartaglii odkry! wezesniej Scipione del Ferro (czyt. szipione del ferro). Uznal
wedy, e obietnica dana Tartagli juz go nie obowiazuje, i nieuczciwie opu-
blikowat wzory pod wlasnym nazwiskiem. Od tego czasu wzory pozwalajace
rozwiazaé réwnanie trzeciego stopnia s nazywane wzorami Cardana.

réwnanie wielomi 0 wspo ikach catkowitych, war-
to rozpoczaé od sprawdzenia, czy istniejq rozwiazania calkowite. W ten
$posob czesto mozna uprosci¢ dalsze rachunki.
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Rozwiaz réwnanie: 2x> = 5x% + x +3 = 0.
Dzielnikami wyrazu wolnego W(x) = 2x> - 5x2 + x+3 sa liczby: 1, -1, 3, -3.
W(1)=2-5+1+340

WE1)=2-(-1)-5-1+340

Sprawdzamy, czy réwnanie ma pierwiastk

W(3)=2-27-5-9+3+340 b

W(-3)=2-(-27)-5-9-3+3+40

Dzielniki wspotczynnika przy najwyz-  Jesli rownanie ma rozwiazanie wymiere £,

szej potedze to: to licznik jest dzielnikiem liczby 3, a mianow-
nik dzielnikiem liczby 2; wypisujemy wszyst-

1, -1, 2 -2 kie takie liczby &, ze p & {1,-1,3,-3} oraz
qe1,-1,2,-2)

Mozliwe rozwiazania wymierne:

1
I T

Sprawdzilismy juz, ze nie ist-
meja catkowite rozwizania
own:

% jest rozwiaza:

e rownania.
-2x-2
@ -5 +x+3): (x-3)
-2x3 +3x2
“2x2 4 x43 Dzielimy wielomian przez dwumian x-3, aby
2 wielomian W(x) rozlozy¢ na czynniki
2x2-3x
~2x+3
2x-3
0
3 Zapisujemy réwnanie w innej postaci, a na-
(x—i)(ZxZ—Zx—2)=0 stepnie je rozwiazujemy.

=0 lub 2x*-2x-2=0

X2-x-1=0, A=5

Odp. Réwnanie ma trzy rozwiazania: x = 155, x =155 =3

ZADANIE  Rozwiaz réwnanie: x*+4x2-11x-30=0.
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Opisana w tym rozdziale metodg rozwiazywania réwnan mozna tez wyko-
rzystaé przy i réwnari o ymiernych (nie-
koniecznie calkownych) Wystarczy zauwazy¢, ze gdy obie strony takiego
réwnania pcmnozymy przez wspolny mianownik wszystkich wspolczynni-
kow, Zne réwnanie 0 wspo catkowitych.

ZENIE C Zapisz réwnanic o wspolczynnikach calkowitych réwnowazne
réwnaniu:

X+
§

Uzasadnij, e to réwnanie nie ma pierwiastkow calkowitych.

i 117 )

ZESTAW ZADAN

1. Jedna z pigciu podanych liczb jest pierwiastkiem wielomianu W(x). Ktéra?

a) W(x)=5x*+23x% -35x+ 10

Wi

b) W(x) =3x% —x# - 6x% + 2x* 45X + 15 -

ol
ol i i

© W(x)=-6x*-11x* +13x + 15

d) Wx)=-2x% - 9x* —9x* ~11x* ~ 10x+ 14 B

N
==
|
&

2. Znajdz wszystkie calkowite pierwiastki wielomianu.

a) x*-2x%-2x-3 d) 2x% +8x* +8x+6
b) 3x*+x?—x?—x-2 @) —x° = 3x% + 6x% + 4x
O X*-3x2-6x+8 ) X0 4x7 —6x* +4x% + 5x2

3. Wykaz, e wielomian W(x) nie ma pierwiastkéw catkowitych.

a) W) =xt-x*-2 b) W(x) =2x*+5x+3

4. Jednym z pierwiastkow wielomianu jest liczba catkowita. Znajdz te liczbe oraz
pozostale pierwiastki wiclomianu.

a) 10x°-x2 - 7x -2 9 X +3x24x-2

b) —12x* —11x% +2x+1 d) 4x* —12x% +9x -2

5. Znajdz wszystkie wymierne pierwiastki wielomianu.

a) 2x% +5x2 —5x+7 d) -3x* - 8x% - 6x° +3x
b) 6x* +5x% +5x -6 €) —6x% +17x* +4x% - 3x%
Q) 4x*-8x3+7x*-8x+3 f) 12x° - 16x* - X3 + 7x% - 2x
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6. Rozwiaz réwnanie.

a) 5x*+10x2 +6x+1=0 €) 8x* —26x% +3x+9=0

b) 3x* +8x* —4x-3=0 ) 3xt+6x3 -8 +2x-3=0
© 10x%+11x% —16x+4=0 g) 2x* -5x3 - 2x% +10x -4 =0
d) 4x* -12x% +9x -2 =0 h) -3x%+2x7 - 8x% +6x +3 =0

7. Rozwiaz réwnanie.

a) -2x? - X2+ 13x=6=0 d) 12x7 + 207 + 11x 42 =0
b) 2x* +15x2 +27x +10=0 @) —125x° +15x+2=0
Q 3 +7x*-4=0 ) -8x + 108 502 +10x+3 =0

8. Rozwiaz réwnanie.

a) 2x*+2x2+3=11x d) 5x (x*+1) -(3x+1)* =-2x* -x -3
b) X(x+2)? +4x=-5 @) 2(x-1)" +x(2x+3)2 = 11x2 + 14x
) 5(x+10) = x3(8-x) ) (3x-2)* +4x(1-x%) =6-5x*

9. Przeksztal¢ podane réwnanie do postaci W(x) = 0, gdzie W(x) jest wielomianem
o wspolezynnikach calkowitych, a nastepnie rozwiaz to réwnanie.

a) X=X -15x-1=0 d) 1,5%° +2x2 - 0,5 ~1=0
2x>+x+3% =0 e) 0,5x% +1,5x%
—22x-1= 3-3x+1lo
22x-1=0 fx-3x+l-0

10.Dla jakich naturalnych wartosci n réwnanie x" + X +2 = 0 ma rozwiazania
calkowite? Znajdz te rozwiazania.

“11. Uzasadnij, Ze réwnanie 97x'° —x +1 =0 nie ma rozwiazai wymiernych.

12. Uzasadnij, Ze nie istnieje liczba wymierna, ktéra jest wspdlnym pierwiastkiem
podanych wielomianGw.

W) = 4x* +4x3 + X2 +4x -3 Vix)

3%+ 20x" - 26x° + 10x% - 23x -~ 10
13. Wyjasnij, dlaczego wymierne pierwiastki wielomianu W(x) (jesli istnieja) musza.
nalezec do podanego przedzialu.

a) W) =60 -8 —19x +2x+1, (-1;1)

b) W) =6x* +5x* ~ 11x2 = 10x -2, (-2;2)

O Wx)=8x +49x% + 16x-+a (gdzie a jest liczba catkowita), (-lal;lal)
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©14.Dla jakich calkowitych wartos
wymierny?

m wielomian 9x* - mx + 1 ma pierwiastek

® 15, Wérod wymiernych pierwiastkow wielomianu W(x) = 5x* - 11x% + ax? + bx - 2
sg dwie liczby, ktére sq pierwiastkami wielomianu Q(x) = 2x* + cx? + dx? + 9x + 5.
Znajdz wspolezynniki a, b, c i d.

Warto wies

‘Twierdzenie o rozwiazaniach wy-  Dowod

miernych wielomianu o wspol-  Rozwazmy réwnanie x* -2 = 0.
czynnikach catkowitych mozna
wykorzysta¢  do  uzasadnienia
niewymiernosci nicktérych liczb.
Wykazemy przykladowo naste-
pujace twierdzenie:

Jedynymi kandydatami® na rozwiqzania wymier-
ne tego réwnania s liczby © i
Wat zadna 7 nich nie spelnia réwnaria 1% -2 = 0,
wiee nie ma ono rozwiazai wymiernych.

Wiadomo, Ze jednym z rozwiazari tego rownania
Liczba V2 jest niewymierna. jest liczba V2. Wynika stad, ze v2 nie jest liczbg
wymierna,

16. Przeczytaj dowéd w ramce. Wykaz, ze niewymierne sa liczby:
a) V5 b) -2V3 9 V7 d) Y100

17. Wykaz, ze jesli p jest liczba pierwsza, to dla liczby naturalnej n > 2 liczba /P
Jjest niewymierna.

MINISPRAWDZIAN

S1. Liczba 3 jest pierwiastkiem jednego z podanych wielomianéw. Ktérego?
A3XP-5x2+x -7 C.6x* +2x3 = 3x2 — X+ 14

B. 7x* - 3x% - 28x% +26x - 6 DX -3x -2+ 7x -1

s2. Jedna 2 ponizszych liczb jest rozwigzaniem réwnania 18x° -
Wskaz ja.

=4 = 2
A9 B.-3 c.-5 D.2

-31x-12=0.

53. Wielomian ~30x* + 112 + 9x - 2 ma trzy pierwiastki wymierne. Ktéra z poniz-
szych liczb nie jest pierwiastkiem tego wielomianu?

-1 2 1 -3
A-L B2 cl D.-3
S4. Ile pierwiastkéw catkowitych ma réwnanie x* - x3 + x% —3x - 6 = 0?7
A jeden B. dwa C.uzy D. cztery
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1. Przyjmij, ze: U(x) = 4x3 -3x, V(x) =
= S3x2-6x+2, W) = xt-2x° -

i wykonaj dziatania:

2) W) +2U(K) - 3V(x)

b) UM - V) + W)

2. Jakie jednomiany nalezy wstawi¢
w miejsce liter A, B i C, aby zachodzita
r6wnos¢ wielomianGw?

a) AN +B+4=C3x2-5x+2)

b) AB3X? X+ B) = 6x* +Cx? +8x

3. Dany jest wielomian:

W) = (5x° - 3x - 2)!°
Oblicz sume wszystkich wspélczynni-
kéw tego wielomianu.

4. Roz16z wielomian na czynniki.
a) 50x%-72
b) 5x*-20
o —dx* +26:
d) 2x% +5x2 +6x+15

2x4 +7x% + 8X2 - 16X + 56
2x4 43X - 3x% + 6x - 3V3

12x2

e x°-
f) x5-

5. Rozl6z wielomian -x* +2x* - 3x+6
na czynniki, a nastepnie uzasadnij, ze
przyjmuje on wartosci dodatnie tylko
wedy, gdy X < 2.

6. Rozwiaz réwnanie.
1y
a) Gx-2x+7)(4-1x) =0
b) 5x° - 21x* - 20x* =0
o 2xt-11x2-21=0
d) 5X% —4x? +45x-36=0

48

7. Znajdz liczbe, ktérej kwadrat jest
r6wny iloczynowi szescianu tej liczby
iliczby o 2 od niej wigkszej.

8. Znajdz pierwiastki podanego wielo-
mianu i ustal ich krotnosci.

X(x-3)(x + 11)2(2x +4)°
b) (X% =3x+2)(-2X? +3X+2)(-2x2 + X +1)

O (X% —4x3 +8x2 - 32)(x? - 2x?)

9. Wykonaj dzielenie.
a) (3x%+7x2 —x+15): (x+3)
b) (-x*+3x +3x-5) 1 (x-2)

10. Dany jest wielomian —4x3+ px2+ x-2.
Dla jakiej wartosci parametru p:
3) wielomian ten jest podzielny przez
dwumian x +2,

b) reszta z dzielenia tego wielomianu
przez dwumian x -3 jest réwna 12

11. Dla jakich wartosci parametréw m
i nliczba 3 jest dwukrotnym pierwiast-
kiem wielomianu x° - 5x% + mx + n?

12. Znajdz liczbe catkowita spelniajaca
réwnanie 2x* - x* - 13x% +5x + 1
a nastepnie znajdZ pozostale rozqua-
nia tego réwnania.

13. a) Znajdz wszystkie wymierne pier-
wiastki wielomianu 3x* - 2x* - 9x + 6.
b) Czy wielomian 2x* + 2x3 + x2 —-x -1
ma pierwiastki wymierne? Odpowiedz.
uzasadnij.

14. Korzystajac z twierdzenia o pier-
wiastkach wymiernych  wielomianu,
uzasadnij, ze liczba 37 jest niewy-
mierna.

WIELOMIANY



Figury na
ptaszczyznie cesc

Geometria to po grecku , mierzenie ziemi". Dziedzina ta
wywodzi sie z pomiaréw pél uprawnych, jednak od tysiecy lat
ludizie zejmujg sie geometria nie tylko ze wzgledu na

Jej zastosowania, ale po prostu z ciekawosci.

Katy. Katy w trojkatach i czworokatach = Podstawowe wiasnosci
trojkatéw = Twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie odwrotne

do twierdzenia Pitagorasa = Wiasnosci trojkatow (cd.)

= Wiasnosci czworokgtéw = Powtdrzenie



Kilka uwag wstepnych

Figury 53 obiektami i, wige gdy méwimy, np. narysuj prosta,
narysuj trojkat, mamy na mysli sporzadzenie rysunku przedstawiajacego model rozwaza-
nej figury.

Punkty oznaczamy wielkimi literami. Proste mozemy oznacza¢ malymi literami albo za
pomoca dwéch wielkich liter. Pélproste oznaczamy zwyKle za pomoca dwoch wielkich
liter, a pierwsza z nich to poczatek pélprostej.

—F TS —% —5 ¢

prosta a prosta AB pélprosta AB pélprosta BA

Odcinki mozemy oznacza¢ malymi litera-

mi. Przyjmujemy, Ze mala litera moze tez b
oznacza¢ diugos¢ odcinka. o T 3
Odcinki oznaczamy tez za pomocq dwéch b=24cm odcinek AB

wielkich liter, np. AB, ale dlugos¢ odcin-
ka oznaczonego w ten sposdb zapisujemy
tak: |ABI.

IAB| =2,4 cm

Za pomoca symbolu || zapisujemy, Ze pro-
ste lub odcinki sq rownolegle, a za pomoca ____—

D a
\ P
c

symbolu L zapisujemy, ze proste lub od- allb
cinki sq prostopadie. AB1CD
c N
Wielokaty oznaczamy za pomoca kilku wiel- o
kich liter. Litery oznaczaja kolejne wierz- M
cholki wielokata. i b R -
tréjkat ABC pieciokat KLMNO

Gdy méwinmy, Ze dlugosé odcinka jest rowna 4, oznacza to, Ze odcinek ten jest 4 razy
dluzszy od pewnego odcinka przyjetego za jednostke dlugosci. Gdy méwimy, ze pole
figury jest rowne 12, oznacza to, ze pole tej figury jest 12 razy wigksze niz pole pewnego
kwadratu przyjetego za jednostke pola.

Katy najczesciej oznaczamy malymi literami alfabetu greckiego:

«(alfa) B (beta) y(gamma) & (delt)) @ (fi) x(ch) @ (ps)  w (omega)

Przyjmujemy, e mala grecka litera moze tez oznaczaé miare kata.

Katy mozemy oznaczaé takze za pomocq B
trzech wielkich liter, z kiérych srodkowa < o'<
litera zawsze oznacza wierzcholek Kata.

Np. £AOB to kat o wierzcholku O. Miarg A

oznaczonego w ten sposéb Kata zapisuje- a=24° +AOB
my tak: |+ AOB]. [£A0B| = 24°
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KATY. KATY W TROJKATACH
I W CZWOROKATACH

Przypomnijmy, Ze dwie rozne polproste
o wspolnym poczatku dzielq plaszezyzne na
dwa katy; polproste to ramiona obu katow.

Jesli te ramiona nie leza na jednej prostej, (&

to jeden z katow jest katem wypuklym, \ B

a drugi — wkiestym. Suma ich miar jest £=360°-
réwna 360°.

Kat jest wypukly, gdy jego miara nalezy do zbioru (0°180°) U {360°}.

! Kat prosty ma 90°.

| Kat « jest ostry, Kat « jest rozwarty, | Kat o jest wklesly,
\ gy ae (0%590°9).  gdy ae (905180°). [ gdy a € (180°5360°).

CWICZENIE A Tie katéw wklgslych mozna wska- : /
za¢ na rysunku obok?

Warto wiedziec!

Figure J nazywamy wklesla, gdy istnicje odcinek o koricach nalezacych
do figury 7, ktéry nie zawiera si¢ w tej figurze. Jesli kazdy z odcinkow
o koncach nalezacych do figury  zawiera si¢ w tej figurze, to t¢ figure
nazywamy wypukla.

Przyklady figr wklgslych Przyklady figur wypuklych

SCHERVILY;
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WICZENIE B Jakie miary maja Katy, kio- 35
na rysunku obok zaznaczono literami X w
@, X i W (czyt. fi, chi, psi)?

Katy przylegle Katy, ktére maja wspolne ramie i two-

123 razem kat polpelny, nazywamy ka-
tami przyleglymi. Suma miar katéw
przyleglych jest rowna 180°.

7

y=180°-6

Gdy ramiona jednego Kata sa przediu-
zeniami ramion drugiego kata, to takie

8 Kkaty maja réwne miary i nazywamy je
« « katami wierzcholkowymi. Dwie prze-
cinajace si¢ proste tworza dwie pary
Kkatow wierzchotkowych.

Katy wierzchotkowe

CZENIE C Narysuj dwie przecinajace si¢ proste i wskaz na tym rysunku dwie

pary katéw wierzcholkowych oraz cztery pary katow przyleglych. N
zadaia 14

Prosta, ktora przecina dwie proste row-
nolegle, jest nachylona do kazdej z nich
pod takim samym katem.

Jest tez odwrotnie — jesli jaka$ pro-
sta przecina dwie inne proste i kazda
2 nich pod tym samym katem, to te
proste musza byé réwnolegle.

WICZENIE D Proste m i n na rysunku
obok s réwnolegle. Jakie miary maja
katy oznaczone literami?

Jezeli dwie proste sg przecigte trzecig prosta, to mozemy wskazac cztery
pary katow, ktére nazywamy odpowiadajacymi, oraz cztery pary Katow
nazywanych naprzemianleglymi.
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Na kazdym z ponizszych rysunk6w prosta przecina dwie proste rownole-
gle, wiee dwa zaznaczone katy maja réwne miary.

Katy odpowiadajace Katy naprzemianlegle

+TF >
3

wadonia5-6

il Pr jane dotad wi éci mozemy wykorzystac do
twierdzenia o katach trojkata.

Twierdzenie

Suma miar kqtow tréjkata I
Jest rowna 180°,

Dowod
Niech , B y oznaczaja katy tréjkata KLM. Pokazemy, ze o+ B+ = 180°.

Przez wierzcholek M tréjkata KLM prowa-
dzimy prosta rownolegla do prostej KL.
Oznaczmy przez 6 i @ Katy, ktére razem
2 katem y tworza kat potpeny, czyli:

S+ g+y=180°

Prosta KM przecina dwie proste rownolegle, wiec & = &, bo sa to katy naprze-
‘mianlegle. Podobnie f = .
Zatem: a+B+y=5+@+y=180° O

CWICZENIE E W tréjkacie rownoramiennym jeden z katow ma 70'
maja pozostale katy tego tréjkata?

kie miary

adania 1-16 )
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[ Poniewaz dowolny czworokat mozna po-
dzielic¢ jedna z przekatnych na dwa tréjka-
ty, wiee suma miar katow obu tych tréjka-
16w to suma miar katow czworokata. Praw-
dziwe jest zatem nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie

Suma miar katw czworokqta x

&)
¥
Jest rowna 360°.

@ +B+Y+6=360"
dania 118

V. Korzystajac z wlasnosci katow i h lub katow -
glych, mozna uzasadni¢ ponizsze wlasnosci trapezu i réwnolegloboku.

Twierdzenie

W trapezie suma miar katow
lezqcych przy tym samym ramieniu b 5

Jjest réwna 180°. X +B=Y+8=180"

VICZENIE F Zapisz dowéd D c
o katach w trapezie, wzoruj na do- «/B SN
wodzie twierdzenia o sumie miar katéw A 3
trjkata. Skorzystaj z rysunku obok. A B

Twierdzenie
W réwnolegtoboku przeciwlegte katy majq
Jednakowe miary, a suma miar kqtow
lezqcych przy tym samym boku
Jest rowna 180°.

CWICZENIE G Na rysunku obok proste a
ib oraz m i n zawieraja boki rownole-
globoku, czyli a || b i m || n. Wskaz katy,
kiére maja taka sama miare jak Kat
oraz Kay, ktore maja taka sama miare jak
kat B. Korzystajac z tego rysunku, udo-
wodnij powyzsze twierdzenie.

wadonia 1923
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ZESTAW ZADAN

41 1. Korzystajac z informacji pod rysunkiem, oblicz miary katow « i B.

B=o+16°

2. Punkty T, O, P na rysunku obok leza na jednej
prostej oraz [«SOR| = 50°, |« TOR| = 110°. Oblicz
miare kata wkleslego POS.

3. Popatrz na rysunek obok. Uzasadnij, ze
punkty A, B, C nie leza na jednej prostej.

4. Na rysunku obok trzy proste przecinaja si¢ w punkcie O.
a) Podaj miary katow wkleslych:
«DOB  <EOA  «COD  <EOF

b) Wskaz dwa katy rozwarte, ktére sq katami wierz-
cholkowymi. Ile jest par takich katow?

¢ Ile par katéw przyleglych mozna wskaza¢ na tym

rysunku?
41l 5. Proste zaznaczone kolorem $q16 Oblicz miary katow ozna-
czonych literami.
a) b) Ll
127 637/\747
os 29
B] > & 5

6. Ponizej narysowano dwa réwnolegloboki i trapez. ZnajdZ na tych rysunkach
katy, ktére maja takie same miary jak katy «, B, y i 8.
D c H G L__K

/ 8 S 5

A B E F 1 J
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Il 7. Jakie miary maja katy tréjkata zaznaczonego kolorem niebieskim?

a o

8. Jaki jest zwiazek miedzy katami o i B7

a) c b) F 9 I
« 0
a
8 B ; B
B D E G H
|4ACB] =90° |DE| = |EF| IGH| = |GI|

9. Oblicz miary katow tréjkata prostokatnego, w ktérym:

a) réznica miar katéw ostrych wynosi 20°,

b) jeden z katéw ma miare trzykrotnie wieksza niz inny kat tego tréjkata (rozpatrz
dwa przypadki),

© suma miar pewnych dwch katéw jest 11 razy wicksza od miary trzeciego kata.

10. Stosunek miar katéw tréjkata jest réwny 1:9:10. Znajdz miary katow tego
wéjkata.

1. Katy pewnego tréjkata maja miary o~ 27, 26~ 16° 1 § +23°, Uzasad
trojkat jest rownoramienny.

12. Oblicz miary katow tréjkata réwnoramiennego, w Ktrym:
a) kat przy podstawie ma miare 7 razy mniejszq od miary kata miedzy ramionami,
b) miara kata miedzy ramionami jest 0 30° wieksza od miary kata przy podstawie.

©13. promienie stoneczne padaja pod
katem 50° do powierzchni ziemi. Pio-
nowy patyk rzuca cie. Pod jakim
katem nalezy pochyli¢ patyk w stro-
ne cienia, aby patyk i jego cien mialy
te sama dlugosé?

56 FIGURY NA PLASZCZYZNIE. CZESC 1



E

=

©14. popatrz na rysunek obok. Odcinek CD dzieli
tréjkat réwnoramienny ABC (|AB| = |ACI) na dwa
trojkaty rownnramlenne (ICD| = |AD| = [CBI). Jaka

miare ma kat o R
B
15. Uzasadnij, Ze tréjkat iebi kolorem jest i
a b H 9
) B ) {as )
150° G 100°
1205, o8
A
b > - A
B E F 1 L 7

©16.Punkty A, B i C sq niewspolliniowe. Kat przylegly do kata ABC ma miare
dwa razy wigksza od miary kata BAC. Uzasadnij, Ze trojkat ABC jest tréjkatem

réwnoramiennym.
9
Lz
7
557
f

18..2) Katy pewnego czworokata majq miary o, 2et, e+ 20%, &~ 10°. Jaka miarg
ma Kat «? Jaka miare ma a jaka — kat lego

17. Jakie miary maja katy narysowanego czworokata?

a)

D

b) Zaleznosci miedzy katami o, B, y i & pewnego czworokata sa nastepujace:
B = a+20, y =4a+30° i § = y=-20° lle razy miara najwickszego kata jest
wigksza od miary najmniejszego kata w tym czworokacie?

19. Jakie miary maja katy w narysowanym réwnolegloboku?
a) D C b H G 9 L K
43
<
1257 40° I
B E F 1 7

KATY. KATY W TROJKATACH | W CZWOROKATACH 57



20. Jakie miary maja katy w narysowanym trapezie?

21. Jedna z przekatnych réwnolegloboku dzieli go na dwa tréjkaty réwnoramien-
ne. W kazdym z tych tréjkatéw kat miedzy ramionami ma miare 50°. Jakie miary
maja Katy tego réwnolegloboku?

© 22. Kr6tsza przekatna dzieli trapez na tréjkat réwnoboczny i tréjkat prostokatny.
Oblicz miary katow tego trapezu.

© 23. Narysuj dowolny romb i polacz odcinkami $rodki jego sasiednich bokéw. Wy-
Kaz, Ze w otrzymanym w ten sposdb czworokacie wszystkie katy sa proste (czyli ze
czworokat jest prostokatem).

MINISPRAWDZIAN

S1. Jaka miare ma kat & na rysunku obok?
A. 30° B. 40° C. 50° D. 60°

S2. Suma miar Katow « i B zaznaczonych na
rysunku obok jest réwna:

A.95° C.120°

B.110° D. 130°

S3. Jaka miare ma najwiekszy kat trapezu ABCD, w ktorym AB || CD, |AB| = |AC],
|AD| = |CD| i | € ABC| =80%

A. 80° B. 100° C.120° D. 140°

54. Na rysunku obok przedstawiono trapez.
Jaka miare ma kat o?

A.17,5° B.35° C. 70° D. 90°

~
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PODSTAWOWE WEASNOSCI TROJKATOW

ZENIE A a) W tréjkacie ABC dane sa: |AB| =
kat tego tréjkata jest najwiekszy?

b) W tréjkacie KLM dane sq | <KLM| = 71°i | €LKM| = 66°. Ktéry bok tego
tréjkata jest najdiuzszy?

L IBC| = 14, |AC . Ktory

w rozdziale o sumie miar katow tréj-
kata. Warto tez pamigta¢, ze w tréjkacie najdluzszy bok lezy naprzeciw
kata o najwiekszej mierze, a najkrotszy bok lezy naprzeciw najmniejszego

kata. sadonia 1-2

Teraz przypomnimy dwie wazne wlasnosci tréjkatow.

CWICZENIE B Dwa boki tréjkata maja dlugosci 5 cm i 2cm. Czy trzeci bok tréj-
kata moze mie¢ dlugos¢ 7 cm? Czy moZe mie¢ dlugosc 2 cm?

Nic kazde trzy odcinki moga byé bokami tréjkata. Warunck, jaki musza
spelniac boki trojkata, jest opisany przez ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie
(nieréwnosé trojkata) a b
Suma dlugosci dwdch
bokow tréjkata jest wigksza @
niz dlugos¢ trzeciego boku. a+b>c b+c>a a+c>b

Uwaga. Jesli dane sq trzy odcinki o roznych diugosciach, to aby stwierdzié, czy
mozna za ich pomoca skonstruowa trojkat, wystarczy sprawdzic, czy suma dlu-
gosci dwdch krétszych odcinkéw jest wigksza od dlugosei trzeciego odcinka.

CWICZENIE C Dane sa cztery odcinki o dlugosciach: 2, 5, 8 oraz 9. Wybierz takie
trzy z nich, ktére moga by¢ bokami tego samego tréjkata.

wdoio 37

Pole tréjkata jest rowne polowie iloczy-
nu diugosci boku i wysokosci poprowa-
dzonej do prostej zawierajacej ten bok.

wadaia5-14 )
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ZESTAW ZADAN

1. a) Ktory z bokéw trj- )
Kata ABC jest najdluzszy,
a ktory — najkrotszy?

b) Ktory z katow tréjkata
KLM jest najwiekszy, a kt6- o5 55° A )
1y — najmniejszy? A B K 0 L

2.a) W téjkacie ABC dane sa: |AB| = 17, |BC| = 12, |AC| = 15. Kt6ry Kat tego
tréjkata jest najwickszy, a ktéry — najmniejszy?

b) W réjkacie ABC katy majq miary: |% BAC| = 50°, |4 CBA| = 85°. Ktéry bok tego
trojkata jest najdiuzszy, a ktéry — najkrétszy?

3. Sprawdz, czy tréjkat moze mie¢ boki o dlugosciach:

a) 2dm, 15cm, 32cm 9 6,3v2, 7-V3
b) 6mm, 4cm, 3cm d) V8, VI8, V50

4. Dwa boki tréjkata réwnoramiennego maja diugosci a i b. Odpowiedz, jaka diu-
gos¢ moze mie¢ trzeci bok, jesli:

a) a=3cm, b=5cm 9 b=2a
b) a=3km, b=7km Cab-a2

5. W pewnym czworokacie ABCD boki maja dlugosci: |AB| = 9cm, [BC| = 11cm,
ICD| = 15cm, |AD| = 8 cm. Czy przekatna AC moze mie¢ dlugo$¢ 21 cm?

6. Ustal, czy w tréjkacie stosunek diugosci bokéw motze wynosic:
a) 2:4:7 b)3:6:8 9 4:5:9

7. Czy kolejne boki czworokata moga mie¢ dlugosci: 7 cm, 6 cm, 16 cm i 2 cm?

Il 8. Oblicz pola narysowanych tréjkatéw. Przyjmij, ze bok kratki ma diugos¢ 1.

ANAY A
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9. Na rysunku obok proste AB i EC sa réwno- E c
legle. Pole tréjkata ADE jest rwne 35. Oblicz
pola trojkatow ADC, DBC i ABC.

10.2) Boki pewnego tréjkata o polu row-
nym 14 maja diugosci 5, 7 i 4v2. Oblicz A 7 D 9 B
dlugos¢ najkrotszej wysokosci tego tréjkata.

b) Boki pewnego tréjkata prostokatnego maja dtugosci 3, 3v/2 i 3v/3. Jakie pole ma

ten tréjkat?

11. Popatrz na ponizszy rysunek. W tr6j-  12. Pole tréjkata KLN na rysunku po-
Kacie ABC dane sa dlugosci bokow oraz  nizej jest réwne 13,5. Oblicz pola tr
dlugos¢ jednej wysokosci. Oblicz pozo-  katow KLO i KLM. Jakie pole ma tréj-

stale wysokosci tego tréjkata. Kkat OLM?
C
10 8v2
8
A 14 B K

13.W tréjkacie ABC wybrano na boku BC taki punkt D, ze |BD| = 2|DC]. Pole
tréjkata ABD jest réwne 18. Jakie pole ma tréjkat ABC?

14. wysokosci pewnego tréjkata wynosza 12, 111 i 1213, Obwéd tego tréjkata jest
réwny 42. Oblicz dlugosci wszystkich jego bokow.

MINISPRAWDZIAN

51. Jeden z bok6w trojkata ma diugosc 8. Pozostale dwa boki moga mie¢ diugosci:

A2i5 B.21i 10 €101 20 D.20 i 22

52. W tréjkacie ABC dane sa: |AB| = 4 i |BC| = 6, a wysoko$¢ opuszczona na bok

AB ma dlugosc 5. Jaka dlugos¢ ma wysokos¢ tego trojkata opuszezona na bok BC?
)} 2 2

A3 B.31 .32 D.62

53. Jeden z kat6w tréjkata ma miare 70°. Wskaz zdanie prawdziwe.
A. Ten trdjkqt nie moze by¢ rozwartokatny.

B. Naprzeciw tego kata moze lezec najkrotszy bok.

C. Ten trdjkqt nie moze by¢ réwnoramienny.

D. Naprzeciw tego kata moze leze¢ najdiuzszy bok.
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TWIERDZENIE PITAGORASA | TWIERDZENIE
ODWROTNE DO TWIERDZENIA PITAGORASA

Twierdzenie Pitagorasa

D a  Wrrdjkacie prostokatnym suma kwadratow
dlugosci prayprostokatnych jest rowna
c dhugosci przeciwp
@b =c

Dowsd
Niech a i b oznaczaja dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego, zas
¢ niech oznacza dlugos¢ przeciwprostokatnej. Udowodnimy, ze a2+ b

Na przeciwprostokatnej ¢ budujemy kwadrat (zob.
pierwszy rysunck). Nastepnie do trzech bokow
kwadratu dokladamy trzy identyczne tréjkaty pro-
stokatne o bokach a, b i ¢ (zob. drugi rysunek).
Poniewaz kat kwadratu o boku ¢ i sasiadujace

2 nim dwa katy ostre tréjkatow tworza kat pot- 4
pelny, wiec otrzymana figura to czworokat, a do-
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Kladniej — kwadrat 0 boku a + b.
Pole tego kwadratu wynosi:
P=(a+b)?=a’+2ab+b?

Poniewaz otrzymany kwadrat sklada si¢ z czterech
v i kwadratu o boku ¢, wigc jego pole moz-
na tez obliczyc’ W nastepujacy sposob:

trojkato

P=4.%b . 2-zabsc?
Wobec tego mozemy zapisa¢ r6wnos

a?+2ab+b? = 2ab +c*

o

Stad: a?+b?

Z historii

Pitagoras z Samos (572-497pn.e.)
2yl w Grecji w czasach, gdy w In-
diach nauczat Budda, a w Chinach
Konfucjusz. Pitagoras byl nie tylko
‘matematykiem, ale takze filozofem.
Zalozona przez niego szkola filo-
zoficzna glosita min. wiarg w re-
inkarnacje. Pitagorejczycy wierzyli,
e dusza czlowicka moze weielié

sig nawet w rosling. Prowadzili oni
rowniez dzialalnosé naukowa.

Nie wiadomo, czy twierdzenie Pita-
gorasa udowodnil po raz pierwszy
sam Pitagoras, czy tez Korys z je-
g0 uczniow. Jest natomiast pewne,
Ze bylo ono znane wezesniej, gdyz
znaleziono przyklady jego uzycia
juz w egipskich papirusach.
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Oto inne sformulowanie twierdzenia Pitagorasa:

W tréjkqcie prostokqtnym suma pol kwadratow
Zzbudowanych na przyprostokatnych jest rowna
polu kwadratu
katnej.

‘Twierdzenie w tej wersjii mozna udowodnic,
dzielac dwa mniejsze kwadraty na takie czesci,
aby mozna bylo z nich zlozy¢ wigkszy kwadrat.
Tego typu dowodéw twierdzenia Pitagorasa jest
wiele (kwadraty mozna dzieli¢ na rézne spo-
soby). Jeden z nich zostal na
rysunku obok.

[TIATTETI Wielkos¢ ekranu telewizora okreslamy, podajac diugosc jego prze-
katnej (w calach). Jakie wymiary w centymetrach ma 24-calowy ekran, jezeli
stosunek jego szerokosci do wysokosci wynosi 4:37 (1 cal = 2,54 cm)

&% Wykonujemy rysunek pomocniczy; stosunek 4:3 oznacza,
B 3x 2e jesli dla pewnego x szerokosé ekranu wynosi 4x, to wy-
s0kos¢ ekranu wynosi 3x.

ax

(4x)? +(3x)? = 242

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa (musimy pamigta, ze
wynik otrzymamy w calach)

Litera x oznacza dtugosé pewnego odcinka, czyli jest liczba
dodatnia, wiec ujemnego rozwiazania rownania kwadrato
wego (-4') nie bierzemy pod uwage

Wysokos¢ ekranu =3 - &% cali =3 2. 2,54cm = 36,6cm

Szerokosé ekranu = 4 - 51 . 2,54cm ~ 48,8cm

Odp. Ekran telewizora ma wymiary (w przyblizeniu) 48,8 cm x 36,6 cm.
ZADANIE  Jedna z przyprostokatnych trojkata prostokatnego jest dwa razy dhuz-
sza od drugiej. Przeciwprostokatna ma dlugosé 10. Oblicz dlugosci przyprostokatnych

tego tréjkata.
sadania 1-8 )
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CWICZENIE A Tréjkat na rysunku obok jest réwnobocz-
ny. Wysokos¢ dzieli ten tréjkat na dwa tréjkaty prosto-
Katne. q a

a) Zapisz r6wnos¢ wynikajaca z twierdzenia Pitagorasa
dla jednego z tych rojkatow i wyznacz z niej h.

b) Jakie pole ma tréjkat réwnoboczny o boku a? 2 z
CWICZENIE B Tréjkat na rysunku obok jest prostokatny 2 b
réwnoramienny. Zapisz rownos¢ wynikajaca z twierdze-
nia Pitagorasa dla tego tréjkata i wyznacz b.

a

Wzory pozwalajace obliczyé wysokosé i pole tréjkata réwnobocznego oraz
dlugos¢ przekatnej kwadratu mozesz zawsze latwo otrzymad, korzystajac
2 twierdzenia Pitagorasa.

av3
h= 42
Y. { a3 a d=aJ2
P-
4 :
@ a

jaki jest stosunek dlugosci przekatnych tego rombu?

WICZENIE C Jedna z przekatnych rombu dzieli go na dwa tréjkaty réwnobocz-

i s-14 )

jiil | CWICZENIE D Podane zdania to implikacja i implikacja do niej odwrotna. Ktére

2 tych zdari sq prawdziwe?

2) Jesli jeden z katéw tréjkata jest prosty, to dwa katy tego tréjkata s ostre.
Jesli dwa katy tréjkata s ostre, to jeden z katow tego tréjkata jest prosty.

b) Jesli tréjkat jest rownoboezny, to kazdy kat tego trojkata ma miare 60°.

Jesli kazdy kat trjkata ma miare 60°, to ten trojkat jest rownoboczny.
2 i mozna ¢ w postaci naste-
pujacej implikacjiz
Jesli
trojkat jest prostokqtny,
to

suma kwadratow dtugosci dwdch krdtszych bokow
Jest réwna kwadratowi dlugosci trzeciego boku.

Uzasadnimy teraz, ze implikacja odwrotna takze jest prawdziwa.
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Twid ie odwrotne do

Jezeli suma kwadratow dlugosci Gy trdjkata
Jest rowna kwadratowi dlugosci trzeciego boku,
to ten trdjkqt jest prostokqtny.

Dowéd

Zalozmy, 7 dlugosci bokow tréjkata wynosza a, b i ¢ oraz ze a® + b?
Niech o bedzie katem miedzy bokami a i b. Korzystajac z metody nie Wprcsi
udowodnimy, ze &= 90°

Przypuscmy, 7e o nie jest katem prostym. Moze zatem by¢ katem ostrym lub
rozwartym.

1. Zaléimy, Ze kat o jest katem ostrym
i a>b. Wowczas mamy takq sytuacie, jak

na rysunku obok. Z twierdzenia Pitagorasa P ¢
otrzymujemy:
L { X a-x |
Stad: .
b
Zatem:
a?+b?=c?+2ax, gdzie 2ax>0

Wobec tego:

ateb?>c?

Otrzymana nieréwnos¢ jest sprzeczna z zalozona na poczatku réwnoscia:
a?+b? = 2. Zatem « nie moze by¢ katem ostrym.

Zakladalismy, ze a > b. Gdy b > a, dowdd przebiegalby analogicznie.
2. Przypusémy, 7e o jest katem rozwartym.

Sytuacie te zilustrowano na rysunku obok.
Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze:

b?-x* oraz h?=c*-(x+a)
- 2ax-a?
Zatem:
a? +b? = c? - 2ax, gdzie 2ax > 0

Wobec tego:
at+b?<c?

Ta nier6wnos¢ jest sprzeczna z zalozeniem. Zatem o nie moze by katem
rozwartym.
Poniewaz kat « nie moze by ani katem ostrym, ani katem rozwartym, musi

wige byé katem prostym. (] it
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ZESTAW ZADAN

1. Oblicz diugosé boku oznaczonego litera.
3 L b) 9 4
Vi3 i

4z V3

a) b) 9

3. Ktora z figur na rysunku obok ma wigkszy
obwéd — tréjkat czy réwnoleglobok? O ile (1
wigkszy?

4. p rojkata

ma_]q dlugosci 5cm i 10cm. Oblicz wysokosé
tego tréjkata poprowadzona z wierzchotka
kata prostego.

5. a) Oblicz pole tréjkata réwnoramiennego, w kidrym podstawa ma dlugosc 6,
a ramic ma dlugos¢ 10.

b) Wysokos¢ tréjkata réwnoramiennego poprowadzona do podstawy ma dlugosc 6.
Oblicz obwdd tego tréjkata, jesli jego pole jest réwne 12.

6. Korzystajc z danych na rysunku obok, oblicz diu-

c
gosc odcinka BC. :

7. W pewnym tréjkacie réwnoramiennym ramig jest
3 razy dluzsze od podstawy. Oblicz stosunek wysoko-
$ci opuszezonej na podstawe trojkata do diugosci tej
podstawy.

8. W tréjkacie réwnoramiennym o obwodzie 18 wysoko$¢ opuszczona na podstawe
jest o 1 diuzsza od diugosci tej podstawy. Oblicz pole tego tréjkata.
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41l 9. Zapisz wzor, ktéry pozwala obliczaé:
a) dlugosé boku a tréjkata réwnobocznego, gdy dane jest pole P tego trojkata,
b) obwod d tréjkata rownobocznego, gdy dana jest wysokos¢ h tego trojkata,
9 pole P tréjkata réwnobocznego, gdy dana jest wysokosé h tego trojkata,
d) obwdd d trojkata réwnobocznego, gdy dane jest pole P tego trojkata.

Warto zapamigtac!

‘Tréjkat prostokatny réwnoramienny to polo-
wa kwadratu, a tréjkat prostokatny o katach
ostrych 30° 60° to polowa tréjkata réwno-
bocznego.

Na rysunkach przedstawiono zaleznosci mi¢-
dzy dlugosciami bokéw w takich trojkatach.

10.a) Jeden z katow tréjkata prostokatnego ma 45°, a diugos¢ jednego z bokéw
jest réwna 10. Oblicz pole i obwéd tego tréjkata (rozpatrz dwa przypadki).

b) Jeden z katow tréjkata prostokatnego ma 30°, a jeden z bokéw tego tréjkata ma
dlugos¢ 20. Oblicz obwéd tego tréjkata. (Rozpatrz wszystkie przypadki).

11. W okregu o promieniu 8 poprowadzono cigciwe. Oblicz diugosé tej cigciwy,
jesli jej odleglos¢ od srodka okregu jest réwna 6.

12.2) Na 25-metrowym basenie plywackim tory sa rozdziclone naprezong lina.
Oblicz, na jaka maksymalna wysokosé nad powierzchnie wody mozna by uniesé
srodek tej liny, gdyby jej dlugos¢ zwigkszy¢ o 1m.

b) Wyobraz sobie, ze o 1 m wydtuzono ling rozdzielajaca tory na basenie 50-me-
trowym. Jak myslisz, czy $rodek liny mozna unies¢ wyzej czy nizej niz w wypadku
basenu 25 SprawdZ swoja 2 ijac obliczenia.

13. Czy przez drzwi o szerokosci 70 cm
i wysokosci 2m mozna przenies lustro
w ksztalcie kola o promieniu 106 cm?
Odpowiedz uzasadnij.
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©14. Czy przez okno w ksztalcie kwa-
dratu, ktdrego bok ma dlugos¢ 95 cm,
mozna przenies¢ pudio w ksztal-
cie prostopadioscianu o wymiarach
30 cm x 1 mx 1,5 m? OdpowiedZ uza-
sadnj.

15. Sprawdz, czy tréjkat, ktérego boki maja podane dlugosci, jest tréjkatem pro-
stokatnym.

a) 20, 26, 32 9 3V5, 6v2, 33 € 3dm, 3,6dm, 20cm
b) 3V7, 12, 9 d) 2V2, 3+2, V3+642 f) 1,2m, 5dm, 130cm
16.Na i supetki w j h a sznurki roz-

pieto na kolkach. Przy ktorym kolku sznurek wyznaczyl kat prosty?

e

17. Czy réwnoleglobok, ktérego boki maja dlugosci 6 i 9, a przekatna ma diu-
80S¢ 12 jest prostokatem? Odpowiedz uzasadnij.

© 18, Sposrod narysowanych odcinkéw wybierz trzy, z kiérych mozna zbudowaé
éjkat prostokatny. (Uwaga. Zadanie ma pieé rozwiazar).

19. Czy kat « ma miarg 60°?

b)
V3, 3 2, JH
23 5V2

20. Boki szesciokata foremnego ABCDEF maja dlugos¢ a.
a) Jakie dlugosci maja przekatne tego szesciokata?
b) Wykaz, ze trjkat BCE jest prostokatny.
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21. Tréjkat o bokach dlugosci 3, 4 i 5 jest prostokatny. Czy istnieje inny tréjkat
prostokatny, ktérego dlugosci bokéw sa kolejnymi liczbami naturalnymi?
Warto wiedzie¢!

Trzy liczby naturalne, ktére moga byé  Oto ogélna metoda znajdowania tréjek
dlugosciami bokow tréjkata prostokat-  pitagorejskich:

nego, nazywamy trdjkq_pitagorejska.  wybieramy dodatnie liczby naturalne p,

Oto przyklady takich tréjek: 4, takie ze p > g > 0, i obliczamy a, b i ¢
3,4,5 5,12,13; 40, 198, 202, wedlug wzorow:

Juz 3,5tys. lat temu Babiloriczycy znali a=p’-q° b=2pq c=p’+q’

wiele takich tréjek. Okazuje sic, ze jest  Tak otrzymane liczby spelniaja warunek:

ich nieskoriczenie wiele. a+p=c

22. a) Znajdz kilka tréjek pitagorejskich, korzystajac z metody opisanej wyzej.

b) Uzasadnij, ze liczby a, b i ¢ obliczone ze wzoréw podanych w cickawostce spet-
niajq warunek a2 + b? =

9 Znajdz tréjke pl(agore_]skq, w ktdrej najwieksza liczba jest 20.
d) Znajdz téjke pitagorejska, w ktdrej najwicksza liczba jest 34.

MINISPRAWDZIAN

S1. Dwa boki tréjkata maja dlugosci 7 i 24. Ktére z podanych zdan jest falszywe?
A. Gdy trzeci bok ma dlugosc 25, to trojkat jest prostokqtny.

B. Gdy trzeci bok ma dtugosc /526, to trajkat jest prostokqtny.

C. DIugosé trzeciego boku nie moze by réwna 16.

D. Dilugosé trzeciego boku moze byé réwna 28.

52. O ile procent wysokos¢ tréjkata réwnobocznego jest krétsza od jego boku?

A. 0 mniej niz 15% B. 0 wicej niz 33% C.015% D.o033%

3. Prostokat ABCD ma boki o § 2 i 4. Odleglosé Aod
przekatnej BD jest rowna:

A 2V5 B.V5 C.08V5 D. 0,615

54. Rysunki przedstawiaja cztery maszty o wysokosci 12 m, podtrzymywane przez
napicte liny. Jeden z nich nie jest ustawiony pionowo. Ktéry?

A B. C D.
13) 15, 20 14
5 9 16 7
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WELASNOSCI TROJKATOW (CD.)

O dwoch wielokatach méwimy, ze sa

)
przystajace, jesli Kolejne boki jedne- “\a
go wielokata maja takie same dlugosci g B
jak odpowiednie kolejne boki drugiego oA

wielokata i katy miedzy odpowiadaja-
cymi sobie bokami maja réwne miary.

Aby stwierdzié, czy dwa tréjkaty sa przystajace, nie trzeba sprawdzaé,

czy wszystkie odpowiednie boki maja rowne dlugosci i czy wszystkie

odpowiednie katy maja réwne miary. Mozna bowiem skorzysta¢ z cech
tréjkatow, kdre pr ponizej.

CECHY PRZYSTAWANIA TROJKATOW

b Cecha bbb
A v Jesli boki jednego tréjkata majq takie same
O\ Je  dlugosci jak odpowiednie boki drugiego trdj-
N kata, to trojkaty sq przystajace.
Cecha bkb

b Jesli dwa boki jednego tréjkqta majq takie sa-
b me dlugosci jak odpowiednie boki drugiego
P trajkata i katy miedzy tymi bokami sq rowne,

a

to tréjkaty sq przystajace.

Cecha kbk
Jesli bok jednego trajkata ma takq samaq dhu-
gosc jak bok drugiego tréjkata, a katy jednego
2 tréjkata przy tym boku sq réwne odpowied-
nim katom drugiego trajkata, to tréjkaty sq
o przystajqce.

CWICZENIE A Z Ktdrej cechy przystawania tréjkatow wynika, Ze narysowane
tojkaty sa przystajace?

a)

30 T

40°[ 40,

wadania 112

Korzystajac z cech przystawania tréjkatéw, mozna udowodni¢ niektére
wlasnosci geometryczne.
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Przypomnijmy, ze symetralna odcinka to prosta do niego prostopadia
i przechodzaca przez jego srodek.

Twierdzenie " %
Punkt nalezy do symetralnej odcinka |PA| = |PB|
weedy i tylko weedy, gdy
Jest jednakowo oddalony od jego koricdw. p1
Dowéd

Pokazemy, ze jesli punkt P lezy na symetralnej odcinka AB, to [PA| = |PBI.
Niech § bedzie $rodkiem odcinka AB i P # S. Tréj-
katy ASP i BSP maja wspolny bok SP. Ponadto
1AS| = ISBI i kat 0 wierzcholku S w obu tréjkatach
jest prosty. Zatem z cechy bkb wynika, ze tréjkaty te
sa przystajace. Wobec tego |PA| = [PBI.

Gdy P =S,

. 10 oczywiscie takze [PA| = |PB.

Pokazemy, ze jesli punkt K lezy w jednakowej odleglosci od koricéw odcinka
AB, 10 lezy on na symetralnej tego odcinka.

Niech § bedzie rodkiem odcinka AB i K # S. Tréj-
katy ASK i BSK maja odpowiednie boki o tej samej
dlugosci, wice z cechy bbb wynika, ze trojkaty te s
przystajace. Wobec tego [<ASK| = |<BSKI, a po-
niewaz sa to katy przylegle, wicc oba sq katami
prostymi. Wynika stad, Ze prosta KS jest symetral-
na odcinka AB.

Gdy K = S, to oczywiscie K lezy na symetralnej od-
cinka AB.

Twierdzenie
W kazdym trdjkacie symetralne bokow przecinajq si¢
w jednym punkcie.

Dowéd
Niech S bedzie punktem przecie-
cia symetralnych bokéw AB i AC
w tréjkacie ABC. Z wlasnosci syme-
tralnej wynika, ze |SA| = |SB| oraz
[SAl = ISCl.

Stad [SBI = ISC], a to oznacza, ze
punkt § lezy takze na symetralnej B
boku BC. [ zadania 13-16
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Przypomnijmy, ze dwusieczna kata to péiprosta, ktéra dzieli ten kat na
dwa Katy o réwnych miarach,

Twierdzenie
Punkt nalezcy do kata wypuklego <
lezy na jego v o
wtedy i tylko wedy, & &

gdy jest jednakowo odlegly
od obu ramion kata.

Bedziemy korzystac z tego twierdzenia tylko dla katéw ostrych, prostych
lub rozwartych, wiee dowdd przeprowadzimy dla takich katéw.

Dowéd

Pokazemy, ze jesli punkt P lezy na dwusiccznej kata o wierzchotku W (ostrego,
prostego lub rozwartego), to odleglosci punktu P od ramion kata sa réwne.

Niech P # W i PA L WA oraz PB L WB. Trojkaty
WPA i WPB sa prostokatne i maja wspolny bok WP.
Ponadto katy lezace przy tym boku sa w obu tréj-
Katach takie same. Zatem z cechy kbk wynika, ze
trojkaty te sa przystajace. Wobec tego [PA| = |PBI.
Gdy P = ¥, to oczywiscie odleglosci punku P od obu
ramion kata 53 jednakowe (réwne 0).

Pokazemy, 7 jesli K jest takim punktem Kata (ostrego, prostego lub rozwarte-
80) 0 wierzcholku W, kiéry lezy w rownych odleglosciach od ramion kata, to
punkt ten lezy na dwusiecznej tego kata.

Niech K # W i KR LWR, KT LWT oraz [KR| = IKTI.

2 Trojkaty WTK i WRK maja po dwa odpowiednie boki

\ 0 tej samej dlugosci. Z twierdzenia Pitagorasa wyni-

e K ka, ze |[WR| = IWT]. Z cechy bbb wynika, Ze te tr6j-

katy sa przystajace. Wobec tego [« TWK| = [+KWRI,
czyli punkt K lezy na dwusiecznej kata TWR.

Gdy K = W, to oczywiscie punkt K lezy na dwusiecz-
nej kata. [J

Twierdzenie

W kazdym tréjkacie dwusieczne kqtéw przecinajq si¢
w jednym punkcie.

CWICZENIE B Udowodnij powyzsze twierdzenie, wzorujac si¢ na dowodzie
twierdzenia o punkcie przeciecia symetralnych bokow tréjkata.
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Twierdzenie o dwusiecznej

Jezeli w trdjkacie ABC dwusieczna kata
o wierzcholku C przecina bok AB

W punkcie D, to stosunek |AD| : |BD| A 2
Jjest réwny stosunkowi |AC| : |BC|. |AD| _ ACI
1BDT ~ 1BCT
Dowéd

Niech w tréjkacie ABC dwusieczna kata o wierzcholku C przecina bok AB
w punkcie D. Odleglosci punktu D od ramion tego kata sa rowne. Na rysunku
oznaczono je litera a.

Pole trojkata ADC mozna zapisac na dwa sposoby.

wnosci [ADLA - 1ACLa a 14Dl _a
Z réwnosci wynika 1421 = 4.

Podobnie dia tréjkata BDC 7 réwnosci
BDI-h — 1BC|-a yynika 101~ 8.

Wobec tego: J‘ml \Tu‘ o

oo 121 )

V] | CWICZENIE suj dwa dowolne tréjkaty: ostrokatny i rozwartokatny. W kaz-
dym z nich narysuj proste zawierajace wysokosci trojkata.

Jesli twoje rysunki z éwiczenia C byly wykonane dokladnie, to na kazdym
2 nich dorysowane linie powinny si¢ przecia¢ w jednym punkcie. Prawdzi-
we jest bowiem nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie

W kazdym trdjkqcie proste zawierajgce wysokosci
przecinajq sie w jednym punkcie.

Dowéd
Niech ABC bedzie do-
wolnym tréjkatem. Prowadzag
przez kaidy z ]ego wnerzcho{kow

prosta réwnolegla d bo- e 3
ku, otrzymamy lrxukql A'B'C’ (zob. rysunek).

Czworokaty ABA'C oraz ABCB' sa réwnole- e
globokami, wiec |4'C| = |AB| i |B'C| = |AB|. Zatem

punkt C jest srodkiem odcinka A'B'.

Podobnie mozna zauwazyé, ze punkt B jest srodkiem odcinka A'C’,

a punkt A — srodkiem odcinka B'C”.
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Pokazemy teraz, ze symetralne bokéw trojkata A'B'C’ zawieraja wysokosci
tréjkata ABC.

C A
Symetralna boku B'C"
przechodzi przez punkt A
ijest prostopadia do prostej BC,
bo B'C’ || BC. Ta symetralna zawie-
Ta wysokos¢ tréjkata ABC poprowadzo-
ng z wierzcholka A.

Analogicznie mozna wykazac, ze syme-
tralne bokow A'B' i A'C’ zawieraja po-
zostale wysokosci trojkata ABC popro-
wadzone 7 wierzcholkow C i B.

Wiemy juz, ze symetralne bokéw tréjkata A'B'C’ przecinaja si¢ w jednym
punkcie (zob. twierdzenie na str. 71). Punkt ten (na rysunku oznaczony jako S)
jest punktem przeciecia prostych zawierajacych wysokosci tréjkata ABC. [

Odcinek Tqczacy wierzcholek tréjkata ze Srodkiem przeciwleglego boku
nazywamy $rodkowa tréjkata.

WICZENIE D Narysuj dowolny tréjkat oraz wszystkie jego $rodkowe. Czy prze-
cinaja si¢ one w jednym punkcie?

Ponizsze twierdzenie opisuje czwarty szczegélny punkt tréjkata.

Twierdzenie
W kazdym tréjkacie Srodkowe przecinaja sie w jednym punkcie
i punkt ten dzieli kazda z nich w stosunku 2: 1.

Dowsd
Niech ABC bedzie dowolnym tréjkatem.

Niech § bedzie punktem przeciecia srodkowych tego trojkata poprowadzo-
nych 2 wierzchotkow A i B (zob. pierwszy rysunck) i niech W bedzie punkiem
przecigeia § z 6w A i C (zob. drugi
rysunek).
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Przyjrzyj si¢ kolejnym rysunkom. Na kazdym z nich — prowadzac proste
rownolegle do bokow tréjkata ABC — dorysowano dwa tréjkaty przystajace
do tego trojkata i zaznaczono odpowiednie srodkowe.

N S

Litery x i y oraz w i z oznaczaja dlugosci odcinkéw, na

Kiére punkt S podzielit srodkowe. Litery a i b oraz ¢ i d oznaczaja

dlugosci odcinkow, na ktére punkt I podzielit srodkowe. Mozna zauwazyé,
e na obu rysunkach zacieniowane figury sa rownolegtobokami, wicc otrzy-
mujemy réwnosci:

y=2xiz=2w oz b=2aid=2
Wykazalismy, Ze zar6wno punkt S, jak i punkt W dzieli $rodkowa poprowa-
dzong z wierzchotka A w stosunku 2 : 1, wiee S = W i § dzieli kazda srodkowa
W tym stosunku.  [J

Punkty opisane w powyzszych dwoch twierdzeniach maja swoje nazwy.

Punkt przeciecia prostych zawiera-  Punkt przeciecia srodkowych tréj-
jacych wysokosci trjkata nazywa-  kata nazywamy srodkiem cigzko-
my ortocentrum. $ci wojkata.

ortocentrum srodek cigzkosc
e wjkata trdikata
A X

e w tréjkacie 16 or-
tocentrum, §rodek cigzkosci, punkt przecie-
cia symetralnych bokéw i dwusiecznych ka-
6w to ten sam punkt, kiéry dzieli kazda
wysokos¢ w stosunku 1:2.

o
=

e
=

Uwaga. Jesli tréjkat nie jest rownoboczny, to
ortocentrum, §rodek cigzkosci, punkt przeciecia
symetralnych bokéw i punkt przeciecia dwusiecz-
nych katéw sq czterema réznymi punktami.

wdania 223
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CWICZENIE £ Wykonaj kolejno czynnosci:

1. Narysuj na kartonie dowolny tréjkat

kat na haczyku (miejsce zaczepienia wy- ¥
bierz w pewnej odleglosci od wierzchol- {
kow). Na tym samym haczyku powies

obciazong nitke. Zaznacz na tréjkacie li-

ni¢ wzdluz nitki.

2. Wybierz inny punkt do zawi
tréjkata i wykonaj te same czynnos

szenia

3. Znajdz punkt przeciecia narysowanych
linii. Sprawdz (rysujac srodkowe), Ze ten il
punkt to srodek cizkosci trojkata.

Warto wied:

Pojecie $rodka cigzkosci powinno by¢ ci znane z lekgji fizyki. Na kazdy
punkt ciala fizycznego dziala sila grawitacji. Wypadkowa tych sit przylo-
Zona jest w punkcie zwanym Srodkiem cizkosci. Gdybyémy zatem wycieli
2 kartonu tréjkat, wyznaczyli jego Srodek cigzkosci i przeciagneli przez
ten punkt nitke, to po zawieszeniu na niej trojkata powinien on zawisnaé
poziomo i pozostawaé w réwnowadze.

ZESTAW ZADAN

1. Znajdz na rysunku tréjkat, kiéry jest przystajacy do zacieniowanego tréjkata.
E
a)

C
o

B

2. W tréjkacie ABC na rysunku obok punk-
ty D, E, F sq $rodkami bokéw. Boki tréj-
kata DEF sq ro do h D, F
bokéw trojkata ABC. Uzasadnij, Ze tréjka-

ty AED, EBF, DEF i DFC sa przystajace.
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3. Czworokat ABCD na rysunku obok
jest rownoleglobokiem. Wykaz, ze tréj- W
kat ABF jest przystajacy do trojkata JO

CDE oraz ze w6jkat AED jest przysta- A
jacy do tréjkata CFB. A b

4. Dwa kwadraty s3 polozone tak, jak 5. Dwa kwadraty s3 polozone tak, jak
na rysunku ponizej. Wykaz, ze kat «  na rysunku. Uzasadnij, Ze |BE| = [GD|.
jest prosty.

G
A D
F
a E
<

4 B C
6. Kazdy trapez mozna po-
dzieli¢ na prostokat i dwa W trapezie rownoramien-
r6jkaty prostokatne. Korzy- nym, kiéry nie jest row-
stajac z cech przystawania noleglobokiem, katy przy
trojkatow, uzasadnij wlas- tej samej podstawie majq
no§¢ trapezu réwnoramien- rowne miary.

nego opisana w ramce obok.

M
7. Tréjkat ABC na rysunku obok jest réwnoboczny.
Punkty K, L i M leza na prostych zawierajacych bo-
A ki tego trojkata, a odcinki AK, BL i CM maja réwne
K ‘ dlugosci. Wykaz, ze trojkat KLM jest réwnoboczny.

8. Udowodnij, ze w trojkacie réwnoramiennym:
a) srodkowe poprowadzone do ramion tego tréjkata maja réwne diugosci,
b) wysokosci poprowadzone do ramion tréjkata majq réwne diugosci,

 odcinki, ktdre sa czescia wspdlng tréjkata i dwusiecznych katéw przy podstawie
tréjkata, maja rowne diugosci.

9. Udowodnij, Ze trojkat, ktorego wierzchotkami
ramiennego, tez jest rownoramienny.

rodki bokéw tréjkata réwno-
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A

4m

c
10. Trojkat ABC na rysunku obok jest réwnoramienny.
Na podstawie AB wybrano dwa punkty D, E, takie ze
|AD| = |EBI. Wykaz, ze tréjkat DEC jest réwnoramienny.
A D E B

11. Na nieréwnoleglych bokach DC i BC 12.Na wszystkich bokach kwadratu
ABCD

trojkaty tréjkaty ro tak,
réwnoboczne DCF i BCE (zob. rysu-  jak pokazano na ponizszym rysunku.
nek ponizej). Wykaz, ze tréjkat AEF jest  Uzasadnij, ze czworokat ABCD jest
réwnoboczny. Kkwadratem.
D
F
A c
D,
E
A B B

13. W réjkacie ABC dane sq: |AB| = 12 i |BC| = 16. Symetralne tych bokéw przeci-
naja si¢ w punkcie S. Przekatna SB czworokata ABCS ma dlugosé 10. Oblicz pole
tego czworokata.

14. Boki tréjkata ostrokatnego maja dlugosci a, b i c. Symetralne bokw przecinaja
sie w punkcie, kidrego odlegloé¢ od wierzcholkéw tréjkata jest réwna d. Oblicz
odleglosci tego punktu od poszczegdlnych bokéw tréjkata.

15. W tréjkacie réwnoramiennym podstawa ma dlugos¢ 4, a punkt przecigeia sy-
metralnych bokéw lezy w odleglosci 3 od podstawy. Oblicz dlugosci ramion tego
trojkata.

16. Symetralne ramion AB i BC tréjkata prostokatnego réwnoramiennego ABC
przecinaja sie w punkcie P. Punkty M i N sq srodkami bokow AB i BC. Uzasadnij,
Ze czworokat BMPN jest kwadratem.

c
17. Punkt D na rysunku obok jest punktem prze- 80"
ciecia dwusiecznych dwoch Katow trojkata ABC. e
Oblicz miare kata c. #
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18. Dwusieczne AM i BN katow ostrych tréjkata prostokatnego ABC przecinaja sie
w punkcie P. Punkty M i N leza na bokach trojkata. Uzasadnij, ze najwiekszy kat
czworokata CNPM ma miare 135°.

c
19. W wojkacie ABC kat ABC ma miare 40°, a kat BCA

— miarg 80°. Dwusieczne katow tego trojkata przecinaja X

boki w punktach K,L,M, a ich punktem wspolnym jest

punkt P, jak na rysunku. Oblicz miary katéw tréjkata: A
a) AMP b) CLP o BKP A M B

20. W tréjkacie prostokatnym, ktérego boki maja diugosci 3, 4 i 5, poprowadzono
dwusieczng wiekszego z katéw ostrych, ktéra podzielia tréjkat na dwa tréjkaty.
Oblicz pole wigkszego z tych trojkatow.

©21.W udjkacie ABC dwusieczne katow o wierzcholkach A i C przecinaja boki

tréjkata odpowiednio w punktach E i D oraz przecinaja si¢ w punkcie F. Wykaz,
et

a) 14DI _ IDF| b) [AFL-IDF| _ 1aD] o IDFL, 1BDI _ BE|
1ACl ~ ICFI IFET-ICFI ~ ICE| ICFI " 1ACI ~ ICEI

22. Wysokosci tréjkata réwnobocznego ABC przecinaja sie w punkcie D.

a) Oblicz dlugosé odcinka AD, jesli wiadomo, ze |AB| =
b) Oblicz odleglos¢ punktu D od prostej BC, jesli |BC| = 10.
 Oblicz odleglos¢ punktu D od boku AB, jesli IDC] = 12.
d) Oblicz pole tréjkata BCD, jesli |AD| =

23. W trojkacie prostokatnym, ktérego boki maja diugosci 6, 8 i 10, z wierzchot-
ka kata prostego poprowadzono srodkowa i dwusieczng tego kata. Podzielily one
przeciwprostokatng trojkata na trzy odcinki. Oblicz diugosci tych odcinkow.

24. W wdjkacie réwnoramiennym podstawa ma dlugosc 6, a dlugos¢ ramion jest
réwna 9. Oblicz odleglos¢ srodka ciezkosei tego tréjkata od jego podstawy.

&
25. Uzasadnij, ze $rodkowe tréjkata dziela go na

sze5¢ trojkatéw o réwnych polach.

26. Odcinki AE i CD na rysunku obok sa $rodke
B ‘wymi trojkata ABC. Punkt F jest srodkiem ci¢zkosci
b tego réjkata, a punkty G i H sa srodkami odcinkéw
A CF i AF. Wykaz, ze |GE| = |DH|.
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© 27. punkt D na rysunku jest ortocentrum tréjkata ABC. Oblicz miare kata «.
£

a) b)

150°

A

28. W trojkacie rownoramiennym ABC $rodkowe AM i BN poprowadzone do ra-
mion przecinaja si¢ w punkcie P. Obwdd czworokata MCNP jest rowny 10, a obwod
tréjkata BCP wynosi 13. Oblicz wysokos¢ tréjkata ABC opuszczona na podstawe.

29. a) Udowodnij, ze w réwnolegloboku ABCD zachodzi réwnosé:

|ACI? + |BD|? = 2| AB|? + 2| AD|?
b) Udowodnij, ze w tréjkacie KLM, w ktérym |KL| = m, [KM| =11 |LM| = k, dlugos¢
srodkowej poprowadzonej z wierzcholka K do boku LM wynosi 1v/2m?+2IZ - k2.
Ustal dlugosci pozostalych srodkowych tego tréjkata.

9 Niech § bedzie Srodkiem cigzkosci tréjkata KLM. Uzasadnij, ze suma kwadra-
16w odleglosci punktu S od wierzcholkéw tréjkata jest 3 razy mniejsza niz suma
kwadratéw diugosci bokéw tego trojkata.

MINISPRAWDZIAN

S1. Tréjkaty narysowane obok sa przystajace. Wobec tego: F
A. Kat przy wierzchotku D ma miare 60° <

B. kat przy wierzchotku D ma miare 67°

C. kat przy wierzchotku F ma miare 60° D
D. kat przy wierzchotku F ma miare 53°

52. Ktére z ponizszych zdati jest falszywe?

A. Ortocentrum tréjkqta prostokgtnego jest wierzcholkiem tego trojkqta.

B. Dwusieczne katow ostrych tréjkata prostokqtnego przecinaja sie pod kqtem 45°.

C. Odleglosé Srodka cigzkosci trdjkata prostokqtnego od wierzcholka kqta prostego
Jest zawsze dwa razy wigksza od jego odleglosci od przeciwprostokatnej.

D. Odlegtosci punktu przecigcia symetralnych bokéw tréjkqta prostokqtnego od
wierzcholkow tego trdjkata sq jednakowe.

53. Odleglo¢ $rodka cigzkosci pewnego tréjkata réwnobocznego od jego bokéw
wynosi 4. Obwdd tego trojkata jest réwny:

A 12V3 B. 183 C.24V3 D.36V3
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WEASNOSCI CZWOROKATOW

| Wiasnosci katéw w niektérych czworokatach omawialiémy juz wezesniej
(patrz str. 54). Teraz inne wlasnosci 6

ZENIE A Przyjmijmy, Ze bok kratki ma dlugos¢ 1. Oblicz pola narysowa-

o @Eg

VICZENIE B Narysuj kwadrat, prostokat (ktdry nie jest kwadratem), romb
(kiry nie jest kwadratem) i réwnoleglobok (kiéry nie jest rombem ani pro-
stokatem). Zaznacz przekatne tych czworokatow. Zastanéw si¢, co mozna
powiedzieé o przekatnych kazdej z narysowanych figur.

Kwadrat to czworokat, ktérego wszystkie katy sa proste i wszystkie boki
maja jednakowe dlugosci.

Pole kwadratu jest réwne kwadrato-  Przekatne kwadratu majq rowne dlu-
wi dlugosci jego boku. gosci, przecinaja si¢ w polowie i 53
prostopadle.

D c

lACl=1BDI
|AS|=1SCI=1BS|=ISDI
ACLBD

Prostokat to czworokat, ktérego wszystkie katy sq proste.

Pole prostokata jest rowne iloczy-  Przekatne prostokata maja réwne
nowi dlugosci dwoch sasiednich je-  dlugosci i przecinaja sie w polowie.
20 bokéw.

D c

b P=a-b ' |ACl=1BDI
A 14S1=15Cl = BS|=IsDI
@

A B
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Romb to czworokat, ktdrego wszystkic boki maja jednakowe dlugosci.

Pole rombu jest réwne polowie ilo-
czynu dlugosci jego przekatnych.

Przekate rombu  przecinaja si¢
w polowie i sg prostopadie. Prze-
katna rombu dzieli kat rombu na
dwie réwne czesci.

D c
las|=Iscl
1BS|=1SD|
ACLBD

Uwaga. Kwadrat jest rombenm, wiec jego pole mozna te obliczyé, korzystajac ze

wzoru na pole rombu.

Réwnoleglobok to czworokat, ktdry ma dwie pary bokéw réwnoleglych.

Pole réwnolegloboku jest rowne ilo-
czynowi dlugosci jego boku i wyso-
kosci opuszczonej na ten bok.

a

Przekatne réwnolegloboku przeci-
naja sie w polowie.

D. @
lasi=1scl
|1BS|=18D|

A B

Uwaga. Romb jest rownoleglobokiem, wice jego pole mozemy takze obliczac,
korzystajac ze wzoru na pole rownolegloboku.

Trapez to czworokat, Ktéry ma co najmniej jedna pare bokéw réwnole-

glych.

Pole trapezu jest réwne polowie ilo-
czynu sumy dlugosci jego podstaw
i wysokosci.

b
_@+b)-h

a

W trapezie rownoramiennym, Ktéry
nie jest réwnoleglobokiem, przekat-
ne maja réwne diugosci.

D @
|AC| =1BDI
|AS|=1BS|
Iscl=1sDI

A B
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PRZYKLA Przekatne rombu maja diugosci 3 i 5. Jaka wysokos¢ ma ten romb?

D c
Wykonujemy rysunek pomocniczy. Z wiasnosci rombu wyni
ka, ze trjkat ABO jest prostokatny i jego przyprostokatne
maja diugosci 3 i 3 (kazda z nich to potowa odpowiedniej
przekatnej rombu).

Obliczamy dtugos¢ boku rombu, korzystajac z twierdzenia
Pitagorasa dla tréjkata ABO.

Ujemnego rozwiazania réwnania kwadratowego mozemy
nie bra¢ pod uwage, gdyz a to diugos¢ boku.

Przedstawiamy pole rombu na dwa sposoby i zapisujemy
odpowiednia r6wnosc.

Odp. Wysokosé rombu wynosi 153232, czyli okoto 2,6.

ZADANIE | Pole rombu wynosi 32, a jedna z przekatnych ma dhugosé 4. Oblicz
wysokos¢ tego rombu.

2adania 1-

i Przypommane powyzej wlasnosci przekamych kwadratu, prostokata, rom-
mozna sformulowaé za pomoca i. Oto
prasiiad takie] rownowazmosci

Twierdzenie

Czworokat jest réwnoleglobokiem wtedy i tylko weedy,
gdy jego przekqtne przecinaja sie w polowie.

Dowod
Pokazemy, ze jesli czworokat ABCD jest réwnoleglobokiem, to jego przekatne
przecinaja si¢ w polowie.

Niech P bedzie punktem przeciecia przekat- D c
nych réwnolegloboku ABCD. Z cechy kbk v"
wynika, ze trojkaty ABP i CDP sa przystaja-

ce, bo |AB| = ICD| i katy tych

tr6jkatow sq rowne. A B

Stad: 1AP| = IPC| i |BP| = PDI.

Zatem punkt P jest srodkiem przekatnej AC i srodkiem przekatnej BD.
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Pokazemy teraz, Ze jesli KLMN jest czworokatem, kidrego przekatne przeci-
naja si¢ w polowie, to jest rownoleglobokiem.

Niech S bedzie punktem przecicia prze- N M
Katnych czworokata KLMN. Trojkaty KLS

i MNS sa przystajace (cecha bkb). Wobec

tego: |[4KLS| = [« SNM|. Zatem KL || MN.

Analogicznie mozna pokazac, ze KN || ML. K L

Wynika stad, ze czworokat KLMN ma dwie pary bokéw rownoleglych, jest
wige réwnoleglobokiem.

WICZENIE C Narysuj dwa odcinki o roznych diugosciach, ale przecinajace si¢
w polowie. Narysuj czworokat, kiorego przekatnymi sa te odcinki. Z kidrej
sposréd dowodzonych powyzej implikacji wynika, jaki to czworokat?

Wiadomo, ze kazdy réwnoleglobok
Jjest trapezem, kazdy prostokat —
réwnoleglobokiem itp.

prostokaty

CZENIE D Korzystajac ze wzoru na
pole trapezu, oblicz pole:

a) kwadratu o boku a,

b) prostokata o bokach a i b,

<) réwnolegloboku o boku a i wyso-
kosci h poprowadzonej do tego boku.

zadoia 18-19 )

ZESTAW ZADAN

1. Oblicz pola figur przedstawionych na rysunkach.
a)
9 4
5
5 5 3

3 3

rownoleglobok trapez prostokat
b)

4 3 &

2 4 7 I

réwnoleglobok trapez Kkwadrat réwnolegtobok
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2. Narysowane proste sa réwnolegle. Ktéra z figur ma najwieksze pole? Ktére figu-
Ty maja réwne pola?

4
4

3. Zapisz wzor pozwalajacy obliczaé:

a) pole kwadratu o danej przekatnej d,

b) obwod kwadratu o danym polu P,

© pole rombu o obwodzie b i wysokosci h,

d) obwéd rombu o danych przekatnych e i f,

e) pole trapezu 16 i o danych podstawach a, b (@ > b) i ramieniu r,
1) obwdd trapezu réwnoramiennego o podstawach @ i b (a > b) oraz polu P.

6 35

4. Oblicz pole prostokata o obwodzie 27, w ktérym stosunek diugosci bokéw jest
rowny 4:5.

5. Oblicz pole kwadratu, ktorego przekatna jest o 5 dluzsza od boku.

6. W rombie o obwodzie 20 jedna z przekatnych jest dwa razy krotsza od drugiej.
Oblicz pole tego rombu.

7. Pole pewnego réwnolegloboku wynosi 36. Jeden z jego bokow jest 3 razy krotszy
od wysokosci opuszczonej na ten bok. Oblicz dlugos¢ tego boku.

© 8. W trapezie prostokatnym o obwodzie 8 krétsza podstawa i wysokos¢ maja row-
ne dlugosci. Roznica dlugosci podstaw wynosi 2. Oblicz dlugosci podstaw trapezu.

9. Jedna z przekatnych rombu jest o 6 cm diuzsza od drugiej. Pole tego rombu jest
réwne 56 cm?. Oblicz obwod tego rombu.

10. Pole trapezu prostokatnego wynosi 40 cm?. Bok prostopadly do obu podstaw
Jest krotszy od jednej z nich 0 2cm, a od drugiej o 4cm. Oblicz obwéd tego trapezu.

11.a) Oblicz pole rombu, w ktérym jeden z katéw ma 45°, a bok ma diugos¢ a.
b) Oblicz pole trapezu réwnoramiennego, w ktdrym jeden z katow ma 60°, krotsza
podstawa ma dlugos¢ a, a ramie ma diugos¢ 2a.
 Oblicz obwéd réwnolegloboku o wysokosciach a i b, jesli jeden z jego katéw ma
miarg 30°.
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12. Ponizej narysowano cztery kwadraty — kazdy o boku 10. Zaznaczono w nich
dwa kwadraty, romb i tréjkat réwnoboczny. Oblicz dlugosci bokéw tych figur.

13. PoniZej narysowano prostokat, réwnoleglobok i figure zlozona z dwoch jed-

nakowych trapezéw réwnoramiennych. Korzystajac z informacji podanych pod
rysunkami, oblicz dlugoéci zaznaczonych lamanych.

D c H

/ / ‘N 0 M
A B K L
1ABI=7 |BCl=4 |EGI =9 IKol=7

14. Przeczytaj ciekawostke.  Ciekawostka
a) Oblicz stosunek dlugo-
sci kartki formatu A do jej
szerokosci.

b) Kartke formatu A podzie-
lono na trojkat prostokat-
ny réwnoramienny i trapez.
lle razy pole trapezu jest
wigksze od pola trojkata?

Kartki formatu A (np. A4 — uzywa-
na do drukarek, A5 — Kartka z ze
szytu) maja nastepujaca wlasnos
jesli poprowadzimy z wierzchotka
lini¢ pod katem 45° (zob. rysunek),
to linia ta ma taka sama dlugos¢
jak dluzszy bok Kartki.

15. Na rysunkach przedstawiono karu-
zele w spoczynku i w ruchu. Jak wysoko
nad ziemia znajduje si¢ krzeselko, gdy
karuzela si¢ kreci?

86

16. Popatrz na rysunek. Do galezi przy-
wigzano ling i zamocowano na niej de-
ske o dlugosci 60cm. Hustawka wisi
70 cm nad ziemia. Gdy zamiast tej deski
wlozono deske krétsza, hustawka zawi-
sla 60cm nad ziemia. Oblicz dlugosé
Krotszej deski.

70 em

60 cm

FIGURY NA PLASZCZYZNIE. CZESC 1



17. Przyjmij, Ze na papierze w kratke dlugos¢ boku kratki jest réwna 1. Narysuj na
takim papierze:

a) romb, kiérego przekatne maja diugosci 6 i 8,

b) kwadrat o przekatnej 10,

¢ kwadrat o boku V17,

d) réwnoleglobok o bokach 3 i v17.

D
18. Odcinek MN taczy $rodki przeciwleglych ‘
bokéw réwnolegloboku ABCD. Wykaz, Ze od- N, A
cinek NN 1 preckatma 8D praceimiasiewpo N

towach swoich dlugosci. A (]

19. Ustal, czy zdanie jest prawdziwe. Jesli tak, to je uzasadnij, a gdy nie — podaj
kontrprzyklad.

a) Wszystkie trapezy sa rownoleglobokami.

b) Kazdy prostokat jest réwnoleglobokiem.

 Kazdy kwadrat jest rombem.

d) Jesli przekatne czworokata sa prostopadie, to czworokat jest rombem.

MINISPRAWDZIAN

1. Suma dlugosci boku i przekatnej kwadratu jest réwna 5. Pole tego kwadratu
wynosi

A.25 C.50v2-25

B.25V2-25 D.75-50V2

52. Prosta EF na rysunku obok podziclita
trapez ABCD na figury o rownych polach
réwnoleglobok 1 trapez. Jesli [AB| = a
11CDI = b, 1o odcinek FC ma dlugos

3a-b 3b-a
A dach [
B b D, -0

53. Ktéry wzér pozwala obliczac pole prostokata o danym boku a i przekatnej d?
AP=a-d
B.P=a(d-a)
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1. Na rysunku przedstawiono réwnole-
globok. Jaka miare ma kat y?

L/

2. W tréjkacie, kt6rego obwdd jest réw-
ny 7, dlugos¢ kazdego boku jest liczba
naturalng., Jakie dlugosci moga mieé
boki takiego tréjkata? Podaj wszystkie
mozliwosci.

3. Prostokat zbudowano z osmiu jed-
nakowych kwadratéw (zob. rysunek).
Jaka cze$¢ pola tego prostokata stano-
wi pole zaznaczonego czworokata?

| |

4. W téjkacie o bokach 3, 5, 6 najkrot-
sza wysokos¢ jest rowna A’# Oblicz
najdluzsza wysokos¢ tego tréjkata.

5. W trapezie ABCD podstawa AB ma
dlugos¢ a. Katy przy tej podstawie ma-
ja po 60°, a ich dwusieczne przecinaja
sie w punkcle E. Uzasadnij, ze tréj-
Kat ABE ma takie samo pole jak trjkat
réwnoboczny o wysokosci 4. Oblicz to
pole.

6. Sprawd?, czy tréjkat o bokach diu-
gosci 5, 15, 5v/10 jest prostokatny. Ob-
licz dlugosci wysokosci tego trojkata.

88

7. Srodkowe tréjkata ABC przecinaja
sie w punkcie D. Pole trojkata ADC jest
réwne 14. Oblicz pole trojkata ABC.

8. 0dcinek CD jest Srodkowa troj-
kata ABC. Udowodnij, Ze odleglosci
punktéw A i B od prostej CD sa réwne.

9. Trojkaty ABC i BDE przedstawione
na ponizszym rysunku sa rownobocz-
ne. Udowodnij, ze |AE| = |CD.

c

10. Przekatna pewnego trapezu dzie-
li go na trojkat réwnoboczny o boku
diugosci V3 oraz tréjkat prostokatny.
Oblicz pole i obwéd tego trapezu. Roz-
waz dwa przypadki.

11. Dwusieczne katéw trapezu ABCD
lezacych przy ramieniu AD przecinaja
sie w punkcie P. Uzasadnij, ze tréjkat
ADP jest prostokatny.

12.W kwadracie o polu 4 polaczono
Kazdy wierzcholek ze srodkiem jedne-
go z bokéw — tak jak na rysunku.
Oblicz pole zacieniowanej figury.

FIGURY NA PLASZCZYZNIE. CZESC 1



Funkcje

Dawigk to zjawisko fizyczne wywolywane przez drgania. Wielkos< tego zjawiska
mozna wigc mierzy¢ jako energie tych drgari. Okazuje sie jednak, ze diwiek,

ktbry ma dwa razy wigkszq energie, nie jest odbierany przez ludzi jako dwa razy
glosniejszy. Galy zalezy nam na pordwnaniu poziomdw glosnosci diwigku zgodnie
Ztym, jak odbiera to ludzkie ucho, korzystamy z funkdji logarytmicznej.

Funkcje wielomianowe = Nieréwnosci wielomianowe

= Funkcje wielomianowe (cd.) = Ni $ci wielomi (cd.)
= Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna = Réwnania
wyktadnicze i logarytmiczne = Zastosowania funkgji
wyktadniczych i logarytmicznych = Powtdrzenie
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FUNKCJE WIELOMIANOWE

Ponizej przedstawiono wzory i fragmenty wykreséw kilku funkcji. Wzér
kazdej z nich ma posta¢ y = W(x), gdzie W(x) jest wielomianem. Tego typu
funkcje nazywamy funkcjami wielomianowymi. Dziedzing funkcji wielo-
mianowej jest zbior liczb rzeczywistych.

G420 +3x-3  y=-xtexde2eel

(2 + 8x+ 15)(x~ 6x + 8)

b/ ¥ ¥

A 1
A | w 1 \/ )
VICZENIE A Jesli graficznym lub 2 o0d-

powiednim programem, uzyj ich do sporzadzenia wykresow kilku dowolnych
funkji wielomianowych.

Zauwaz, ze funkcje liniowe i funkcje kwadratowe (ktére byly omawiane
w pierwszej Klasie) to takze funkcje wielomianowe.

Ponizej przypominamy ich wlasnosci.

Funkcja okreslona wzorem y = ax+b to funkcja liniowa. Jej wykresem jest
prosta. Gdy a > 0, to funkcja jest rosnaca, gdy a < 0, to jest malejaca, a gdy
a=0, 1o jest stala.

y
»
< X
3
2
<
Wykresy funkji typu y = ax+b Wykresy funkcji typu y = ax+b
o takim samym wspolczynniku a o takim samym wspolczynniku b
3 prostymi rownoleglymi. przecinaja si¢ w punkcie (0,b).
sadania 1-6 )
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il Funkcja okreslona wzorem y = ax? +bx + ¢, gdzie a 40, to funkcja kwadra-
towa. Jej wykresem jest parabola o ramionach skierowanych do gory, gdy
a>0iwdol, gdy a < 0. Liczba miejsc zerowych takiej funkcji zalezy od
warto$ci wyrazenia A = b? - 4ac.

Gdy A > 0, funkcja ma dwa miejsca zerowe: x; = 4;27”/5 . Xo= %.
Gdy A = 0, funkcja ma jedno micjsce zerowe:

Gdy A <0, funkcja nie ma miejsc zerowych.
A>0 A=0 A<0

Wzor funkcji kwadratowej mozna zapisaé

A 10703 ZapIsac —ax
w postaci ogélnej lub kanonicznej, a jesli y=ad+bx+c
funkcja ta ma miejsca zerowe — to takze i
w postaci iloczynowej. Z

Postac ogolna: y = ax? +bx +c

Posta¢ kanoniczna: y = a(x - p)* +q

al p X, X
Postac iloczynowa: y = a(x - x1)(x - x2)
pengn

Gdy funkcja kwadratowa ma jedno miejsce
zerowe Xo, to wzér funkcji mozna zapisa¢ a=-5 a=fp)
W postaci y = a(x - Xo)%.

2adania 7-

| Om6wimy teraz niektére wlasnoéci funkcji postaci y = ax", gdzie n & N..

CWICZENIE B Przyjrzy] si¢ narysowanym ponizej wykresom funkeji

Vi Y i Y

y=-0,1x° y=ix y=2x

a) Podaj micjsce zerowe kazdej z tych funkeji

b) Okres] monotonicznosé kazdej z tych funkcji.

o) Ktéry z wykresow jest symetryczny wzgledem osi y, a ktéry — wzgledem
poczatku ukladu wspélrzednych?
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Wykresy funkeji typu y = ax" (n € N.) przechodza przez poczatek ukladu
wspélrzednych. Ponadto:

Jesli n jest liczbg parzysta, to wy- n jest liczba parzysta

kres funkcji y = ax" ma o$ syme- o ¥y

trii — jest nig 0§ y. W zaleznoci A

od wartosci wspélczynnika a funk- A N x
cja moze przyjmowac tylko warto- < §

$ci nieujemne (gdy a > 0) lub tylko )

niedodatnie (gdy a < 0). a>0 a<o

Jesli n jest liczba nieparzysta, to n jest liczba nieparzysta
wykres funkcji y = ax" ma Srodek "os b7
symetrii — jest nim poczq(ek uk{a— ,f'

du wspolrzednych. W A < T
od wartosci wspotezynnika a funk- Iy
cja moze by¢ rosnaca (gdy a > 0) / \ﬁ,
albo malejaca (gdy a <0). a>0 a<o

CWICZENIE C Naszkicuj wykresy podanych funkcji i ustal, czy te funkcje maja
miejsca zerowe. Jesli funkcja ma miejsca zerowe, to okres] ich liczbe i znaki
fx)=5x* -6 X1 +3 h(x) =-3x"" -4

W ponizszej ramce przypominamy podstawowe informacje dotyczace prze-
ksztalcania wykres6w funkcji.

Gdy wykres funkgji y = f(x) iemy o wektor [p, q),
wykres funkdji y = f (x-p) +q.

Gdy wykres funkeji y = f(x) odbijemy symetrycznie wzgledem osi x,
otrzymamy wykres funkeji y = ~f (x).
Gdy wykres funkeji y = f(x) odbijemy symetrycznie wzgledem osi ,
otrzymamy wykres funkeji y = f ().

¥ ¥
< =~
Jo)
R
”\\ (v, q)
D x x
o) 3
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2 jac lub odbijajac

wykresy funkdji

ymetryczni

typu y = ax", otrzymamy wykresy innych funkcji wielomianowych. Oto

przyklady:
Po przesunieciu wykresu funkeji:
f=35

o wektor [-1,4] otrzymamy wykres
funkeji

900 =20+ 1)’ +4

b3

af fi

Po przesunieciu wykresu funkcji:
fi(x) =3x*

o wektor [0,4] otrzymamy wykres
funkeji:

a(x)=3x"+4
Gdy ten wykres odbijemy symetrycz-
nie wzgledem osi X, otrzymamy wy-
kres funkcji hy (x) = -3x* - 4.

v

Inne wlasnosci
dzialow.

FUNKTE WIELOMIANOWE

Po przesunieciu wykresu funkcji:
falx) =-3x"
o wektor [2,-5] otrzymamy wykres
funkeji
9:00=

3(x-2)'-5

9

Po przesunieciu wykresu funkcji:
fil0 =

© wektor [-2,0] otrzymamy wykres
funkji:
a0 =-3x+2)°

o
3x

Gdy ten wykres odbijemy symetrycz-
nie wzgledem osi y, otrzymamy wy-
kres funkji hy(x) = -3

(-x +2)°.

ci funkeji wielomianowych omawiamy w jednym z nastepnych roz-

dana 115
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ZESTAW ZADAN

1. Dopasuj wzory do wykresow.

a)

y=x+1
y=-x+1
y=lxe1
y=-ix+1

2. Znajdz wzor funkgji liniowej, ktéra spelnia warunek:
) Wykres funkeji przechodzi przez punkty (5,-2) i (-4, 1).

b) Micjscem zerowym funkeji jest 2 i wykres tej funkeji przecina o§ y w punkcie
(0,6).

3. a) Znajdz wzor funkcji liniowej f, ktérej miejsce zerowe jest o 3 mniejsze od
miejsca zerowego funkdji g(x) = ~3x + 3, ale wykresy funkdji f i g przecinaja o$ y
W tym samym punkcie.

b) Funkja liniowa f przyjmuje wartosci dodatnie tylko wtedy, gdy x € (-0;-4)
i jej wartoci dla argumentéw —10 i 4 r6znia sie o 3. ZnajdZ wzor tej funkcji.

4. Na rysunku sa przedstawione wykresy trzech funkgji liniowych. Dwie z prostych
sa réwnolegle. Wzory dwéch funkgji s podane. Znajdz wzor trzeciej funkeji.

a) b) b3
1
x L X
y=5x+5 y=3x-3
y=-5x-5 y=-1x+3

5. Narysuj wykres funkdji f.

x+5 dlaxe (-6;-2)
X-4 dla-5<x<-2

a) flx):{_ b) fx)=1-x+5 dlaxe (-2;2)
2x+2 dla-2<x<1
7 diax & (2;4)
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6. Znajdz wzor funkji, ktérej wykres przedstawiono na rysunku.
a) v b) Y o 4
\ H H
/ 1 \ x 1 x 1 x

7. Dopasuj wzory do wykresow.

i

a) e 9
1
Lo-2)x+5)
$x+2)(x-5) y=xt-2x-4
x 2
L+ 2)x-35) y=xt+2x+4

=1y
X -2x+4

¥
b) d)
y=-2(x-22+5

o 2 X
y=-2(x+2)+5 y=~(x+2)x-3)

=-Llx-2)2
y=-3(x-22+5 y=-(x+47+8

y=-x2+6x-5
1| aln

8. Znajdz wzér funkcji kwadratowej przedstawionej na wykresie.

a) ¢ b) X%
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9. Narysuj wykres funkcji.

-1x+3 dlaxe (-6;-2)
a) f(x)=
x4 daxe (-2;2)

dla x € (-2;2)
dla x € R\ (-2;2)

(x+2? dla-4<x<1
~x+4 dax>1

x+3  dlax<0
x?-2x dla0<x<3

b) f(x)= { d) f(x) = {

10. Wykres funkcji £ sklada si z fragmentow wykresow funkcji, ktorych wzory
zapisano nad rysunkiem. Zapisz wzor funkcji f.
a) y-x2-x b) y = -x(x+2) 9 y=2_3
y=6x-12 y=-x(x-4)+1 3
Y Y

11. Ponizej narysowano wykresy nastepujacych funkji:

fo0=-3x4 gx) =-2x° heo = k(x) = V2x*
Dopasuj wykresy do odpowiednich wzoréw funkcji.
@ | 7 © o |7
S X X X
12. Jeden z podanych wzoréw opisuje funkcje, kto- y

rej wykres narysowano obok. Ktéry to wzor?
FX0) = (/2= V3 g(x) = (= 3%°
hix) = (2-V3)x*
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13. Okresl dziedzing funkgji i zbiér wartosci, ustal monotonicznos¢ funkcji i podaj,
dla jakich argumentow przyjmuje ona wartosci dodatnie, a dla jakich — ujemne.

Le diax e (-3;0) —x+2 dlaxe(-2;2)
a) f(= b) hix) =
4 daxe(0;4) ¢ dlaxe(2;3)

14. Wykresy funkcji £(x)=(x-2)° +38 i g(x) =
punkcie.
a) Uzasadnij, Ze ten punkt lezy na osi y.

x* +6 przecinaja sie w jednym

b) Naszkicuj wykresy tych funkdji i na ich podstawie rozwiaz nieréwnos¢ £(x) > g(x).

© 15. Ile punktéw przeciecia moga miec wykresy funkeji £(x) = X" i g(x) = x™, gdzie
m,n € N, i n+#m? Rozwaz rézne przypadki.

16.2) W ilu punktach przecinaja sie wykresy funkdji y = X% i y = -x+1? Ile wobec
tego miejsc zerowych ma funkcja y =x% +x - 17

b) W ilu punktach przecinajq sie w)kresy funkeji y = x192 i y = x+ 1022 Tle miejsc
zerowych ma funkeja y = x1%2 — 27

9 Tle miejsc zerowych ma funkgja y = X111 -x~ 1117

17. Wykresy funkcji £(x)=x*+8 i g(x) =
a) Uzasadnij, Ze ten punkt lezy na osi x.
b) Naszkicuj wykresy tych funkgji i na ich podstawie rozwiaz nieréwnosé £(x) < g,

X2 +4 przecinaja si¢ w jednym punkcie.

18. Wykresy funkgji fi, f> i f3 powstaly przez przesuniecie lub odbicie symetrycz-
ne wykresu funkcji f. Podaj wzory tych funkcji.

Vi b) . i
=2t f: £ )
fi
1 I
3 /) 3 X -3 1 X
fy f
. (-3 dlax>3
19. Dana jest funkcja: f(x) = oxed Wykaz, ze wykres tej funkeji ma
0$ symetrii. dlax<3
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MINISPRAWDZIAN

x+4 dlaxe (-00;-1)

S1. Zbior wartosci funkcji f(x) =1 4 dlaxe(-1;2)  jest réwny:

X dlaxe (2;+0)

A R\fa} B.R\(-3;4) C.R\(-3:4)

52. Funkcja f(x)
;-2) B. (-o0;2) C. (=2;+w) D. (2;4m)

2 —4x +1 jest malejaca w przedziale:

53. Na rysunku obok przedstawiono wykre-
sy funkji £(x) = 3(x - 2)(x - 5) oraz funkgji
liniowej g o wzorze:

A. g(x) = —6x +30 C. g(x) = -5x+30
B. g0 =-2x+10 D. g0 =-3x+6

54. Na rysunku obok przedstawiono wykres
jednej z ponizszych funkcji. Ktérej?

A ) = (-2 +1 €y = 02t
B.f0 = LSZL’ D. ) = (x+2)° + 1

NIEROWNOSCI WIELOMIANOWE

CWICZENIE Korzystajac z wykres6w funkcji, podaj trzy liczby spelniajace poda-

ng nierownosé.
) (x+2)(-x% + 10x=21)> 0 b) (x + 2)(-x? + 10x -~ 21) € 0
b7 ’
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Pommsz juz rozwmzywac nieré6wnosci pierwszego stopnia oraz merowno

ci te mozna ¢ przy i
mckmrych nieréwnosci wyzszych stopni. Przyda si¢ przy tym pmsm wias-
nosé — iloczyn dwéch liczb jest liczba ujemna, gdy czynniki maja rozne
znaki, a liczba dodatnia, gdy maja te same znaki.

aboss {0 {250

b<o b>0
a>0 a<0
av>o = {370 {70

Pokazemy teraz, jak mozna rozwiazaé nierownosé:

(X=3)(*+x-2) <0
Ta nieréwnos¢ jest spelniona, gdy wartosci wyrazen x -3 oraz x? +x -2
maja przeciwne znaki, czyli wiedy i tylko wtedy, gdy:

X-3>0 x-3<0
N b 1%
X 4x-2<0 X +x-2>0

Aby znalez¢ tych ukladéw
szkicowac w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy funkeji ¥ = x - 3
oraz y = x?+x -2, tak jak na ponizszym rysunku.

Uwaga. Wykreséw nie musimy rysowaé bardzo dokladnie, wazne jest tylko, aby
mozna bylo z nich odezytac, dla jakich argumentéw funkeja przyjmuje wartosci
ujemne, a dla jakich dodatnie (wystarczy wic wyznaczyé micjsca zerowe, okreslic
kierunek prostej i polozenie ramion paraboli).

Na rysunku znakami plus i minus oznaczono, w jakich przedziatach funk-
cje te przyjmuja wartosci dodatnie, a w jakich ujemne.

Z rysunku mozemy odczytac, ze wartosci funkdji y = x-3 oraz y = X2 +x-2
maja przeciwne znaki w przedziale (~o0;-2), a takze w przedziale (1
Zatem rozwazana nier6wnosc jest speiniona, gdy x € (00;-2) U (1;3).
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[IATTCE Rozwiaz nieréwnosé.

4x3+2x2 =12 X3 427x+17
Przeksztafcamy nieréwnos¢ do postaci

3% +2x2 - 27x-1830 W0, gdzie W(x) jest wielomianem.
Rozkfadamy wielomian na czynniki stopnia

Gx+2)(x2-9)30 i co najwyzej drugiego.

3x+2=0 x*-9=0 i Znajdujemy miejsca zerowe iunkq\

D0 =3x+2i g0 =

Szkicujemy wykresy funkcji £(x) = 3x + 2

i g(x) = x* - 9 oraz zaznaczamy, dla jakich
¢ argumentéw funkeje przyjmuja wartosci do-
: datnie, a dla jakich — ujemne.

i Z wykresu odczytujemy przedzialy, w ki6-
YU (3;4+) i rych wartosci funkeji maja ten sam znak lub
sa rowne 0.

ZADANIE  Rozwiaz nierownosé: x* +x% +Xx+2 < 5x+6.

2adonio 1)

ZESTAW ZADAN

1. Na kazdym rysunku przedstawiono fragmenty wykreséw dwoch funkeji wie-
lomianowych pierwszego i drugiego stopnia. Podaj zbiory rozwiazan nieréwnosci
zapisanych pod rysunkami.

a) Ll e .
Y o
9 1l 9!
r
1\9& -3 1 X 137 X
1] 9/
()90 >0 f(X)-9() <0 f(9-g(x) >0
b) d) f)
Vi £ f bq 1 by
1 X /x\ % S X
L o/
(-0 <0 fX)-(9>0 fx)-9(0 <0
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2. Korzystajac z wykreséw funkeji f i g, podaj rozwiazanie nieréwnosci zapisanej
pod rysunkiem.

b) f(x)=2x+4
g =3x% +x -4

[ &~ 7

(3+)+7x-1020  @x+d(3d+x-4) <0 L +x-12)2x-x) <0

3. Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji f i 9. Korzystajac z podanych wzo-
row, zapisz nier6wnosé wielomianowa czwartego stopnia tak, aby zbir podany
pod rysunkiem byl zbiorem jej rozwiazar.

b) f(x)=x*-8x+15 Q fX)=x*-4x+3
g =X +4 g =-3x* - fx+2
H\ , i\z / /
/—2 zi 50X 3 X3 X
g 2
(-2;2) v (3;5) (-3:1) v (2:3)
4. Rozwiaz nieréwnosc.
a) (x+1)x* >0 d) x}(x-5)* <0
b) 2x3(x-9) <0 @ 3x7(x -4) <0
9 -2x°(3x+6)> 0 f -5 -2x-120
5. Rozwiaz nieréwnosc.
a) (-x+1)x*-2)>0 e) (x?=3x-10)(x* -5x) <0
b) (- x-6)(x* +3)>0 f (- 10)3x* -20) <0
9 2-30)(-3x ~4x-2) <0 9) (2 = X)(-x2+2x+11) <0
d) (3= +8x+16) <0 h) (2 = 4x=5)2 +3x - 4) > 0
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6. Rozwiaz nieréwnos¢ (najpierw rozi6z wielomian na czynniki).

a) 1x?-5x2 <0 € ~4x>+3x2 +4x-3>0
b) 2x*-x*>0 f) -2 +x2+18x-9<0
9 X} =X -6x<0 9) X*+5x2 +8x+40 <0

d) 2x7 -3x°-2x° >0 h) x*+x?-8x-82>0

7. a) Dla jakiej wartosci p liczba p® +p? -9p jest wigksza od 97

b) Dla jakich liczb naturalnych n liczba 2n® +3n2 +4n -5 jest wicksza od liczby
3n® -2n% +15?

8. Okresl dziedzing funkcji:

a) y=Vx-3)2-4) 9y-—~L
oxe3)2x2 - ox-3)

N e e RN ey ) S
b) y = VAXT+ 12X + X’ d) y =V -9)x+5 Fesd

©9. Dla jakiej wartosci b zbiorem rozwigzar nieréwnosci (x + b)(x* +x - 1) > 0 jest
przedzial (% j400)?

MINISPRAWDZIAN

51. Na rysunku obok przedstawiono wykre-
sy dwéch funkdji kwadratowych f(¥) 1 g(x).
Rozwigzaniem nieréwnosci f(x) - g(x) > 0 jest:
A (aze)

B. (a;c) U (dif)

C. (a;dy

b. (i) v (eif)

52. Zbiorem rozwiazan jednej z ponizszych nieréwnosci jest przedziat (
Wska te nier6wnosc.

A x+ 12 -4<0 C.(x¥+12x+1)<0
B (x-1) (2 +4)>0 D. 2x+1(x-1) >0
53. Dziedzing funkdji y = L jest:

V=X - ax+3)

C. (~e31) U (133) D.(1;
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FUNKCJE WIELOMIANOWE (CD.)

Przypomnijmy, Ze wiclomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkow,

a gdy jest nieparzystego stopnia, to ma co najmniej jeden pierwiastek.

Wynika stad, ze:

« Funkcja wielomianowa y = W(x), gdzie W(x) jest wielomianem stopnia n,
‘ma nie wiecej ni; i

o Jesli W(x) jest wielomianem nieparzystego stopnia, to funkcja postaci
¥ = W(x) ma co najmniej jedno miejsce zerowe.

Uwaga. Jesli W(x) jest wielomianem parzystego stopnia, to funkcja postaci y = W(x)
motze nie mie¢ miejsc zerowych.

CZENIE A Wzor podanej funkcji mozna zapisac tak: y = anX" +...+@1x + do.
Podaj znak wspélczynnika a,. Znajdz najwigksze micjsce zerowe podanej funk-
cji i sprawdz dla kilku argumentow wiekszych od tego miejsca zerowego, czy
dla tych argumentow funkeja przyjmuje wartosci dodatnie czy ujemne.

a) £(0 = 5(¢ - 2)(x + 3)(x

5) b) £(0) = =20+ Dx = D(x +4)

Ponizej przedstawiono fragmenty wykresow kilku funkcji wielomianowych
POStaci y = @nX"+ay 1 X"\ +.. . +a1x+ao i zaznaczono ich wszystkie miejsca
zerowe. Z lewej strony przedstawiono funkgje, dla ktérych an jest liczba
dodatnia, a z prawej — funkcje, dla ktorych ay jest liczba ujemna.

an >0
4

Jesli a, > 0 i funkcja wielomianowa

Y =anx"+ap X"+ aix+ag

ma miejsca zerowe, to dla argumentow
wiekszych od wszystkich miejsc zero-
wych wartosci funkeji sq dodatnie.
Jesli taka funkcja nie ma miejsc ze-
rowych, to wszystkie jej wartosci sq
dodatnie.

an <0
y

Jesli @, <0 i funkcja wielomianowa

Y= anx"+ap X" + Lk ax+ag

ma miejsca zerowe, to dla argumentow
wiekszych od wszystkich miejsc zero-
wych wartosci funkcji sa ujemne.

Jesli taka funkcja nie ma miejsc ze-
rowych, to wszystkie jej wartosci sq
ujemne.

Dla argumentéw mniejszych od wszystkich miejsc zerowych wartosci funkcji mo-
g4 by¢ dodatnie lub ujemne zarowno wtedy, gdy a, > 0, jak i wtedy, gdy ay <0.
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CWICZENIE B Na kazdym rysunku przedstawiony jest fragment wykresu funkcji
ypu y = (x+2)"(x - 3)". Ustal, jak si¢ zmienia znak wartosci funkcji przy
przechodzeniu jej wykresu przez punkty (-2,0) oraz (3,0), w zaleznosci od
tego, czy m i n sq liczbami parzystymi czy nieparzystymi

by Y
1
B X
y=x+2(x-3) ¥ =(x+2)x-3)? y=x+2x-3)
b7 ¥
100,
2 3 x
X
Y =(x+2)%(x-3) y=(x+2)x-3) y=(x+2)ix-3)

CWICZENIE € Jakie wartosci przyjmuje podana funkcja — dodatnie czy ujemne
— dla argument6w wigkszych od 7, a jakie — dla mniejszych od 72

a)y=(x-7'° b y=x-7"

Jesli liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x), to wykres funkcji posta-
ci y = W(x) przechodzi przez punkt (a,0). Po przejsciu przez ten punkt
wykres moze pozosta¢ po tej samej stronie osi x albo przejs¢ na drugq
strone. Zalezy to od krotnosci pierwiastka a:
o Jesli a jest pierwiastkiem pa-

rzystokrotnym, to wykres po

przejéciu przez punkt (a, 0) po- A;,4° AN T

zostaje po tej samej stronie

osi X (znak wartosci funkcji sie »,  — pierwiastki parzystokrotne

nie zmienia).

o Jesli a jest pierwiastkiem nie-
parzystokrotnym, to wykres
po przejsciu przez punkt (a,0)
przechodzi na drugg strone d B
osi x (znak wartosci funkcji sie

x(2 1, s — pierwiastki nieparzystokrotne
Zmienia).

FUNKCJE



CWICZENIE D Przypusémy, ze liczby ~1 i 2 53 jedynymi pierwiastkami wielomia-
nu W(x). Naszkicuj, jak moze wygladaé wykres funkeji y = W(x), jesli:

a) oba pierwiastki tego wielomianu sa parzystokrotne,

b) liczba ~1 jest pierwias ] a liczba 2 trzy-

krotnym.
o sadania 1-8

ZESTAW ZADAN

1. Na rysunku obok przedstawiono

cztery wykresy funkeji h

trzeciego stopnia. Dla ktérej z tych X
funkji wspélezynnik przy najwyzszej

potedze wiclomianu jest dodatni? —

2. Ponizej narysowano wykresy funkcji f oraz g. W jaki sposob nalezy przesuna¢
wykres kazdej z tych funkeji, aby otrzymac wykres, ktory:

a) nie przecina osi x,

b) ma z osia x jeden punkt wspolny,

© ma z osig x piec punktow wspolnych,
d) ma z osig x szeS¢ punktow wspolnych?

\All Y/
Vi

© 3. Krzywa na rysunku to fragment wykresu funkcji wielomianowej. Okres] najniz-
szy mozliwy stopien odpowiedniego wielomianu.

AMIVER
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4. Na rysunkach przedstawiono takie fragmenty wykreséw funkcji wielomiano-

wych, ze widoczne s3 wszystkic ich miejsca zerowe. Dopasuj zdania do wykresow.

a) Dwa pierwi s

b) Wszystkie pierwiastki wielomianu sa parzystokrotne.

© Wspolczynnik przy najwyzszej potedze zmiennej jest liczba ujemna.

¥y 2 ¥

Y

5. Obok narysowano taki fragment wykresu funkcji
wielomianowej, na ktérym widoczne s wszy
jej miejsca zerowe. Odczytaj z wykresu pierwiastki
wielomianu W(x) i okresl, ktére z nich sq parzy-
stokrotne. Ile pierwiastkow parzystokrotnych ma

wielomian y = [W(x)*?

© 6. Podaj przyklad wzoru funkcji wielomianowej
o miejscach zerowych 1, 3 i 5, ktora przyjmuje:

a) tylko wartosci nieujemne,

stkie

b) wartosci ujemne tylko wtedy, gdy x € (3;5) U (5;+%),
9 wartosci ujemne tylko weedy, gdy x & (~o;1).

Ciekawostka

Latwo zauwazy¢, ze wykres funki ty-
pu y = ax* ma §rodek symet
poczatek ukladu wspolrzednych). Wyda-
waé by si¢ moglo, ze wykresy innych
funkcji wielomianowych trzeciego stop-
nia nie sq tak regularne. Okazuje si¢

7. Przeczytaj ciekawostke. Tylko na dwéch z ponizszych rysunkéw przedstawione

jednak, ze kazdy wykres funkeji wielo-
mianowej y = ax* + b’ + cx + d, gdzie
a # 0, ma srodek symetrii. Srodkiem
symetrii wykresu takiej funkgji jest ten
punkt wykresu, ktdrego pierwsza wspol-
1zedna jest réwna —

s fragmenty wykreséw funkcji wielomianowych stopnia trzeciego. Na ktérych?

) @

® @

/
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8. Przeczytaj ciekawostke na s. 106.

a) Oblicz wsp6irzedne $rodka symetrii wykresu funkeji y = -x* +3x% + 7x + 1.

b) Jaki warunek musza spelnia¢ wspélczynniki a, b, ¢ oraz d we wzorze funkcji
¥ =ax? +bx* + cx+d, aby §rodek symetrii jej wykresu lezal na osi y?

9 Jaki warunck muszy spelnia¢ wspélezynniki a, b oraz ¢, aby Srodek symetrii
wykresu funkji y = ax? + bx? + ex lezal na osi x?

MINISPRAWDZIAN

51. Ktéry z ponizszych rysunk6w przedstawia wykres funkcji £(x) = -2 - x)(x - 1)°?
Ay, By SR D.

X n X % %
52. Rozwaz funkcje wielomianowa f(x) = a,X" + ...+ aix +ao (gdy a, # 0). Ktére
2 ponizszych zdai jest prawdziwe?

A. Jeslin =5, to funkcja f ma pie¢ miejsc zerowych.

B. Jesli wspdlczynnik ay > 0, to zbiorem wartosci funkji f jest zbidr dodatnich liczb
rzeczywistych.

C. Jesli wszystkie pierwiastki wielomianu a,x" +...+aix+ao sq podwdjne, to funkcja
f nie przyjmuje wartosci ujemnych.

D. Jesli funkcja f ma siedem miejsc zerowych, ton’> 7.

53. Na rysunku przedstawiono wykres funkdji £(x) = a(x — b)(x - c}*(x - 3)4. Jeden
2 podanych warunkéw jest dla tej funkcji spetniony. Ktory?

Aa<0 B.b=5 Cc=1 D.d=3
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NIEROWNOSCI WIELOMIANOWE (CD.)

CZENIE A Obok narysowano
wykres pewnej funkcji y = W(x).
o wykresu roz-
whosci W(x) < 0.

wigzanie nie

Postugujac sie wykresem funkeji wielomianowej y = W(x), mozna latwo
podac rozwiazania nieréwnosci W(x) > 0, W(x) < 0 itp.

Jesli nie mamy do dyspozycji albo
rysowanie wykresu funkeji wielomianowej moze byé bardzo trudne. Ale
Korzystajac z oméwionych w poprzednim rozdziale wlasnosci funkcji wie-

h, mozemy naszkicowaé rysunek ilustrujacy, jak zmienia si¢
znak wartosci funkdji y = W(x), gdzie W(x) = @nX" + ...+ a1X + o.

Oto sposéb postepowania przy szkicowaniu takiego rysunku.

© Najpierw znajdujemy pierwiastki wielomianu W(x) i okreslamy ich krotnosci,
a nastepnie zaznaczamy te pierwiastki na osi x (parzystokrotne mozna za-
znaczy¢ kropka, a nieparzystokrotne — kreseczka).

« Ustalamy, jaki znak ma wspolczynnik a, wielomianu W(x) przy najwyzszej

potedze zmiennej. Rysowanie wykresu zaczynamy od prawej strony; gdy
a, >0 — zaczynamy nad osia x, gdy a, <0 — zaczynamy pod osia x.

a,>0 a,<0

. kysu]cmy lini¢ przechodzaca przez punkty zaznaczone na osi. Jesli punkt
— linia pozostaje po tej

samel stron osi. Jodi punkt odpowiad:
— linia przechodzi na druga strong osi x.

a,>0 a,<0

Uwaga. Nalezy pamigtac, Ze linia, kt6ra rysujemy w opisany wyZej sposob, nie
jest wykresem danej funkeji wielomianowej. Linia ta tylko ilustruje, w jaki sposcb
zmienia si¢ znak wartosci funkeji.
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PRZYKEA! Rozwiaz nieréwnosé.

X6 +2x5 - 4xt - 8x* <0
X0+ 2x5 - 4x* - 83 =
=303+ 202 - 4x-8) =

=x3[x3(x+2) - 4(x +2)] =

= x3(x +2)(x2 - 4) = P(x + 2)2(x - 2)

Xx+22(x-2)=

CWICZENIE B Liczby -3, 0 2 to jedyne pierwiastki wielomianu W (x). Wiedzac,
7e -3 jest pierwiastkiem dwukrotnym, 0
naszkicuj wykres ilustrujacy, w jaki spos
gdy wspolezynnik przy najwyzszej potedze zmiennej x jest liczba ujenna,

trzykrotnym, a 2 — jednokrotnym,
6b zmienia si¢ znak funkeji y = W(x),

Rozkladamy wielomian na czynniki, aby zna:
le¢ Jego pierwiastki i okreslic ich krotnosci.

Znajdujemy pierwiastki wielomianu | ustala
my ich krotnosci

Saklajemy wkces zmizny ek wartoéc
- 4x* - 8x7; szkicowanie

x=0 X==2 x=2
pierwiastek  pierwiastek  pierwiastek
trzykrotny  dwukrotny  jednokrotny
17
keji y =
b N AFDN---- - (S
2 2 x

xe(0;2)v{-2}

ZADANIE  RozwiaZ nieréwnos

ZESTAW ZADAN

1. RozwiaZ nieréwnosc.

) —2(x-3P0c -1 (x- 1

b) S 4 x-312 <0
—VEXAX = V2P (x + /3P > 0

d) -0,4(x-7)°Bx + D¥(x - 1)7 < 0

NIEROWNOSCI WIELOMIANOWE (CD)

e strony ponad osia x,
Givz wepSICEyITIK Br2Y X jest Godatn
Wykres przecina o x w punktach (0,0) oraz
2,0), a przechodzac przez punkt (-2,0), po-
z0staje po tej same] stronie osi x.

Z wykresu odczytujemy rozwiazania
nieréwnosc

(33 = X33 - X2 =X +1) 2 0.

i 1-5 )

@ x(x-2)° (x+2) (1-x)>0

f) @-50°(x-11)°>0

9) (2x-6(6x- 32 -X? >0
h -5(3-20" (x-3)*(1-%0% <0
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2. Rozwiaz nieréwnosc.
a) (x-13)(* - 25)(x +3)> 0 9 (Bx-2)2x* —4P(x +3)* <0
b) ~7(3 - Xx)(x? + 8)(x* - 100) < 0 d) (x-522x*-8)°>0

3. Rozwiaz nieréwnosé.

a) (x¥-25)°G-x°30 d) (¢ -2x- 15/ (x-57 <0
b) 32x-5)°(3-X)°(5-207 <0 € (2 -9(x+3)(1-x2) <0
9 X(B-2x%)2-X)(3x-6)>0 0 (- DX +x-1)EX +x-2)> 0

4. Rozwiaz nier6wnosé.

a) (¢ -3x-10x-5P( +4x+49>0 9 LxaP+2x-3xt +6x+ 9 -x) <0
b) ’%"‘” X -2 -1D(*-x-2)>0  d) -3x*(x? - 9)(x* — 6x + 9)(x* - 3x) <O
5. Wyznacz wszystkie argumenty, dla ktérych obie funkgje f i g przyjmuja wartosci
ujemne.

a) f0 = x(x+3P(x=5)%, 900 = (x+ Dx-3)2(x - 5)°

b) (x) =20+ 5)(x = 1)7(x = 6)%, g(x) = -3(x+57(x = )x~6)

A 00 = —4x0e+ DO+ x-4), 900 = ~{xx+ )x-4)°

6. Znajdz wszystkie argumenty, dla ktérych wartosci funkeji y = f(x) - g(x) s do-
datnie.

a) f(X)=-7(x+ D*(x=3), g0 =(x+1*(x-3)

b) f(0)=03(x -6 (x+5 (x=4), g(x)=-5(x-9’x-6)x-4)"

O F(x) = =200 +3)(x - DSx - 4Hx—6)%,  g(x) = ~0,2(x + I)(x + D*(x - 1)°

7. Rozwiaz nierownosc.
a) X% +5x* —4x =202 0 @ X' -7x +x%-7x <0
b) —4x* - 12x* +Xx+3>0 d) -3x% + 15x% - 4x% + 20x% < 0

8. Rozwiaz po dwa przyklady z zadan 5 i 6 ze str. 101-102, Korzystajac z metody
opisanej w tym rozdziale.

9. ) Liczby -2 i =5 s pierwiastkami wielomianu W(x)
nier6wnosé W(x) > 0.

3.+ ax? + bx - 20. Rozwiaz

b) Liczby 1 i 3 sq pierwiastkami wielomianu W(x) = ax® + bx? - X + 3. Rozwiaz
nier6wnosé W(x) < 0.
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MINISPRAWDZIAN

S1. Zbiorem rozwiazan nieréwnosci ~3x2(x —4)*(x +4)° > 0 jest:
A (-005-4) B. (-4;4) C. (~w;30) D. (-4;0) U (034) U (4;+)
52. Jesli liczby -1 i 2 sq trzykrotnymi pierwiastkami wielomianu a,x" +...+a,x+ao

i wielomian ten nie ma wiecej pierwiastkéw oraz a, < 0, to zbiorem rozwiazan
nieréwnosci ayx" +...+ax +ao <0 jest:
?)

A (2340) B. (~o05-1) C. (~o03-1) U (2540)

53. Dane sa wielomiany:
U =-(5-0(K-2 V) =(-x2x-2) W) =-25-x*x-2?

Dla jakich argumentow funkcja f(x) = U(x) - V() - W(x) przyjmuje wartosci ujemne?
A gdyx e (5;+0) C.gdyx e (-00;5)
B.gdy x e (-0;2) v (2;5) D. gdy x € (2;+%0)

FUNKCJA WYKLADNICZA
I FUNKCJA LOGARYTMICZNA

Wiesz juz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x okreslona jest liczba 2.
Mozna wiec rozpatrywaé funkeje y = 2%, kiorej dziedzing jest zbior R.

ZENIE A Oblicz wartosci funkeji y = 2* dla argumentéw:
1, 2, 3 i zaznacz w ukladzie wspétrzednych tym
punkty wykresu funkcji. Naszkicuj wykres tej funkcji.

-2,-1,0,

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji y = 2*. Zauwaz, ze:

o Wartosci funkcji sa dodatnie, gdyz 2* > 0
dla kazdej liczby rzeczywistej x.

o Wykres nie przecina osi x, ale dla co-
raz mniejszych argumentéw odpowiada-
jace im punkty wykresu leza coraz bl
tej osi. Mowimy, Ze 0§ X jest asymptota
pozioma wykresu funkgji y = 2.

o Wykres funkcji przecina o§ y w punkcie
0 wspélrzednych (0,1), bo 20 = 1.

FUNKCJA WYKLADNICZA | FUNKCIA LOGARYTMICZNA 1m



ENIEB Na rysunku obok przedsta-
wiono wykres funkeji y = (1)". Sprawdz,
Ktére z wlasnosci opisanych na poprzed-
niej stronie ma ta funkcja.

Kazda funkeje, ktorej wzor mozna zapisaé w postaci y = a*, gdzie
a> 0, nazywamy funkeja wykladnicz. Dziedzing funkeji wykladni-
czej jest zbior liczb rzeczywistych.

Zuwrdc uwage, 7¢ gdy a = 1, funkda wykladnicza ma postac y = 1, a wiee
Ponizej narysowano wykresy kilku funkeji wykladni-
, gdzie a # 1, i podano ich wlasnosci.

O<a<1

« Zbiorem wartosci funkcji jest przedziat (0; +c).

05 x jest asymptota pozioma wykresu funkcji.

o Wykres funkeji przecina 0§ y w punkcie o wspdirzednych (0, 1).

o Gdy a> 1, funkcja y = a* jest rosnaca, a gdy 0 <a < 1, jest malejaca.

Obok przedstawiono wykresy funkji
X
0 = 2% i g0 = (4)". Zauwaz, ze
wz6r funkcji ¢ mozna zapisac w posta-
ci g(x) = 2°*. Zatem zachodzi réwnos¢:
0 =g(x)

Wobec tego wykres funkeji g(x) = (1)"
jest symetryczny do wykresu funkcji
F(x) = 2% wzgledem osi y.

adania 1-5 )

Poniewaz kazdej liczbie dodatniej x mozemy jednoznacznie przyporzad-
kowac liczbe log, x (czyli taki wykladnik potegi, do kidrego nalezy pod-
2, aby otrzymaé x), wiec mozemy rozpatrywaé funkcje log; x, ktérej
dziedzing jest zbidr R..
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Na rysunku przedstawiono wykres funkdji y = log; x. Zauwaz, ze:

* Dziedzing funkdji jest zbiér (0;+).

1 © Wykres funkcji nie przecina osi y, ale
im s blizsze zeru, tym bar-
dziej odpowiadajace im punkty wykre-
su zblizaja si¢ do osi y. Mowimy, ze
0§ y jest asymptota pionowa wykresu
funkcji.

© Wykres funkcji przecina o§ x w punk-
cie (1,0).

CWICZENIE C Na rysunku obok przedstawiono
wykres funkcji y = log: x. Ktora z wlasnosci opi-
sanych powyZej ma ta funkcja?

Kazda funkeje, Ktérej wzor mozna zapisaé w postaci y = log, x, gdzie
a>01a+ 1, nazywamy funkejq logarytmiczn. Dziedzing funkeji
logarytmicznej jest przedzial (0; +co).

Oto przyklady wykresow kilku funkcji logarytmicznych oraz ich wlasnosci.

4 y=log, ;x Vi
y=log,x
y=log,x
I 1 X
x =log,, x
= logyx

= logyx

 Zbiorem wartosci funkji logarytmicznej jest zbior liczb rzeczywistych.

© 05 y jest asymptota (pionowa) wykresu funkcji

« Wykres funkgji przecina o$ x tylko w punkcie (1,0), tzn. jedynym miej-
scem zerowym funkgji jest x = 1.

* Gdy a> 1, funkcja y =log, x jest rosnaca, a gdy 0 <a < 1, jest malejaca.
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14

Korzystajac z wykres6w funkeji wykladniczych i logarytmicznych, mozna
otrzymaé wykresy innych funkcji.

Po przesunieciu wykresu funkcji: Po przesunigciu wykresu funkcji:
fio=(3) f2(0) = log; x
o wektor [3,-2] otrzymamy wykres o wektor [-2,3] otrzymamy wykres
funkdji: . funkdji:
a=(3)" -2 92(x) =log; (x +2) +3
¥, f LY

Wykres funkcii gy ma asymptote Wykres funkcji g. ma asymptote

pozioma o réwnaniu y = -2. pionowa o réwnaniu x = ~2.
Po odbiciu wykresu funkcji: Po odbiciu wykresu funkcji:
e .
fi00=(4) f3(x) = log; x
symetrycznie wzgledem osix,  wzgledem osi , a nastepnic odbiciu
a potem wzgledem osi y czesci otrzymanego wykresu lezacego
otrzymamy wykres funkgji: pod osig x wzgledem tej osi
a0 --(1)" otrzymamy wykres funkcji:
galx) = Hog;:l—x)\
£y Y
%
95 RN X -1 X

A

Asymptota wykresu funkgji g; jest Asymptota wykresu funkcji g, jest
08 x. os y.

FUNKCJE



Pojecie logarytmu jest zwiazane z potegowaniem. Podobnie istnieje zwia-
zek miedzy funkcja logarytmiczng a funkcja wykladnicza.

Popatrz na rysunek obok. Latwo zauwazyé, ze 0§ x
i 0§ y s symetryczne do siebie wzgledem prostej
y = x i kazdy punkt o wspélrzednych (a,b) jest sy-
metryczny wzgledem tej prostej do punktu (b, a).
Mozna ten fakt wykorzysta¢ przy rysowaniu wykre-
s6w funkeji logarytmicznych.

CWICZENIE D Znajdz cztery punkty nalezace do wykresu funkeji y = 2*. Na-
stepnie zapisz wspolrzedne punktow symetrycznych do nich wzgledem prostej
y =X i sprawdz, ze nalezq one do wykresu funkcji y =log, x

Rozwazmy nastepujace funkcje:
f0=2"  g(=logyx
Niech punkt (p, r) bedzie dowolnym
punktem wykresu funkeji . Zatem:

»

Stad:
logyr=p

Wobec tego punkt (r,p) nalezy do
wykresu funkeji g. Oznacza to, ze
wykres funkeji g jest symetryczny
wagledem prostej y = x do wykresu
funkeji £.

Podobnie wykres funkeji y = logy x
jest symetryczny do wykresu funk-
Giy= (%) wzgledem prostej y = x.

CWICZENIE E Narysuj wykres funkeji y = 2% + 1 oraz wykres do niego syme-
tryczny wegledem proste . Mozna otrzymac taki sam wykres, przesuwajac
odpowiednio wykres funl l0g, X. Zapisz wzor otrzymanej funkcji

adaia6-24 )
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ZESTAW ZADAN
1. Na kazdym z ponizszych rysunkéw przedstawiono wykresy dwoch sposrod na-
stepujacych funkjiz
f(0=06* a0 =(8)" h(x)=2,7¢ k(x) = 10%
Dopasuj wzory do wykresGw.
Y@

2. Wéréd podanych wzoréw znajdz takie, ktdre przedstawiaja t¢ sama funkcje.

a(x)=10¥2 €(x) =100 +10% gt = 18 i(0)=10"
b(x)= 1052 d(x)=100 - 10* h(x) = 100* J00 =102

3. ) Dla jakiej wartosci a wykres funkcji y = a* przechodzi przez punkt (2,4)?
b) Dla jakicj wartosci a do wykresu funkcji y = a* nalezy punkt (-3,27)?

4. Oblicz, dla jakich wartosci a i b wykres funkeji y = ba* przechodzi przez punk-
ty K i L, jesli:

a) K=(0,6), L b) K=(1,8), L

5. W tabelkach przedstawiono wyniki pomiaréw wielkosci t i M dokonanych pod-
czas trzech doswiadczen. Przypuszeza sie, Ze zwiazek miedzy tymi wielkosciami
‘wyraza si¢ za pomocg wzoru M = b - a', gdzie a i b s stalymi charakterystycznymi

dla danego do§wiadczenia. Ktére wyniki potwierdzaja to przypuszczenie?
®r|0|1[5 ®:|0|2|3 ®:\0|2|4
M [o01] 0,1 [1000 M|so]|2]3 M |5 2080

6. Okred] dziedzing funkdjic

a) y=log;(x-2) d) y =log(x* - 3x - 10) g) y=log,(x+1)
b) y =1log(3 +2x) e) y=log,2 h) y =log,(2-x)
9 y=logy(¢-9) f) y=log, ;5 i) y=log Ix-1|
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7. Na ponizszych rysunkach przedstawione sa wykresy funkcji:
- (3)° —(4)" _3x
or=(3) @y=(3) ®y=3
@y =logs x ®y=logs x ©y =logs x
Dopasuj wzory do wykresow.
¥ ) ¥

8. Dobierz wartosci a i b tak, aby podane wzory opisywaly t¢ sama funkcje.

a) y=log® i y=a+blogx b) y=4-Llogx i y=loglax)
9. Oblicz, dla jakich wartosci a i b wykres funkji y = a + blogx przechodzi przez
punkty P i R, jesli:

a) P=(1,5), R=(10,2) b) P:(Tlo‘s)’ R =(100,0)

10.W tabelkach przedstawiono wyniki pomiaréw wielkosci ¢ 1 p dokonanych
podezas trzech réznych do$wiadczen. Przypuszcza sie, ze zaleznoé¢ miedzy tymi
wielkosciami przedstawia wzdr p = a + blogt, gdzie a i b sa pewnymi stalymi cha-

rakterystycznymi dla danego . Ktére wyniki pomiarow potwierdzaja
to przypuszczenie?
®r‘%‘1‘1n ®:‘0,m|1‘1oon ®r‘0,1‘1|1nn
p[-16]-10] -6 BEIEIEE EEIERE
»
11. Na rysunkach obok przedstawiono P
‘wykresy nastepujacych funkcji: @
1
(0 =logx 1 =logy x @
X
900 = log, x k() =1og, X ( ®

Dopasuj wzory do wykresow.
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12. Narysuj wykres funkcji y = 2*, a nastepnie wykres funkgji:

a) y=1+2% 9 y=2x2 @ y=-2¢ 9 y=8-2
b) y=-3+2" d) y=2! ) y=5-2¢ ny=%

13. Na ponizszych rysunkach przedstawiono wykresy nastepujacych funkcji
fO0=3 43 kW= -1 gW=3-1 10=3" h@=3% me=3-
Dopasuj wzory funkeji do wykresow.

b2 3 ¥y

2T
3

14. Dane sa funkcje:

fo=2+3  gw=(3)-5  hw=(1)7  kw=-e
Podaj, jakie asymptoty maja wykresy tych funkeji, oraz ustal, ktére z tych funkcji:
a) sq rosnace, o maja miejsca zerowe,
b) przyjmuja tylko wartosci dodatnie,  d) maja wykresy przecinajace 0§ y.

15. Znajdz réwnanie asymptoty oraz wspolrzedne punktu przecigcia wykresu
funkeji f z osia y.

a) f(x)=5+5" 9 fX)=0,1"3+7 e f(x)=3*-3

B F00 =42 @ fo=(1)-1  f= (1)

16. Zapisz przyklad funkcji, ktérej wzor ma postac y = 5%+ + b, spelniajacej po-
nizszy warunek.

a) Asymptota wykresu funkgji jest prosta o réwnaniu y = 5.

b) Wykres przecina o§ y w punkcie o wspéirzednych (0,-3).

© Miejscem zerowym funkji jest 1.

d) Asymptota wykresu funkcji jest prosta o réwnaniu y = -1 i wykres przecina 0§
y w punkcie o wspéirzednych (0,4).

) Asymptota wykresu funkgji jest prosta o rownaniu y = -5 i wykres przechodzi
przez punkt o wspéirzednych (0,0).
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17. Narysuj wykres funkeji y = log, X, a nastepnie wykres funkgji:

a) y =loga(x -3) d) y =4 +log, x @) y=-log, x
b) y =log,(5+x) o y-log, X ) y=3-log,x
9 y=1+logx ) y=log,4x i) y=llog,x-1|

© 18. Ktére z podanych wzoréw przedstawiaja te sama funkcje?

£ = 2logs x 4(x) = log; 2x h(x) =2 +log; x
i(x)=log 1 J(x) =log; 2 +logz x k(x) =log(2 + X)

1(x) = ~log x m(x) = log; 9x
19.Na rysunkach obok b2 y
sq przedstawione wykre-
sy nastepujacych funkcji:
f() = log, (x~1)
ax) = lox;é(x +2) 1 1

X

h(x) =log, 4x

H T o ) *
k(x) =log, § =log,

‘ s
Dopasuj wzory funkgji 22
do wykresow.

20. Dane sq funkje:
f(x)=logs(x-13)  g(x)=log(x+10)  h(x)=13+logy;x  k(x)=-10+ log% X

Podaj dziedziny tych funkcji, asymptoty ich wykreséw oraz ustal, ktre z tych
funkcji:

a) sq rosnace,  maja wykresy przecinajace 0§ ,
b) maja micjsce zerowe, d) maja zbiér wartosci réwny R.
21. Znajdz réwnanie ptoty podanej funkgji i 6 punktow przecigcia
sie jej wykresu z osiq x.
a) y =logs(x-2) Q y=-2+logix e y=log £
b) y =log,(x +3) d) y =log,(16x) H y=1+loglx-5)

.

22.2) Uzasadnij, Ze wzory y = logsx? i y = 2logs x nie przedstawiaja tej samej
funkcji.

b) Narysuj wykres funkcji y = %l()gzx'.
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23. Podaj przyklad funkeji, ktorej wzor ma posta¢ y = a +log,(x + b), spelniajacej

ponizszy warunek.

a) Asymptota wykresu jest prosta o rownaniu x = 3.

b) Wykres przecina o y w punkcie o wspdtrzednych (0,4).

9 Miejscem zerowym funkcji jest 2.

d) Asymptota wykresu funkeji jest prosta o réwnaniu x = -1 i wykres przecina
0§ y w punkcie o wspolrzednych (0, 1).

<) Asymptotq wykresu funkcj

przez poczatek ukladu wspolrzednych.

jest prosta o réwnaniu x =2 i wykres przechodzi

24. Zapisz wzor funkdji, ktérych wykresy otrzymano w wyniku odbicia symetrycz-
nego wykreséw funkdji £(x)=5* i g(x) = logx:

) wzgledem osi x,
b) wzgledem osi y,

©) wzgledem prostej o réwnaniu y
© d) wzgledem prostej o réwnaniu y

MINISPRAWDZIAN

s1.

Ktérej z ponizszych wlasnosci nie ma funkcja wykladnicza f (x) = a*, gdy a # 17

A. Funkeja dla wszystkich argumentdw przyjmuje wartosci rézne od 0.
B. Asymptotq wykresu funkji jest prosta o réwnaniu y = 0.
C. Zbiorem wartosci funkcji jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych.

D. Wykres funkcji przecina os y w punkcie (0, 1).

52. Jaka jest pierwsza wspélrzedna punktu P (na

rysunku obok)?

1
Ad

53. Ktéra z ponizszych funkdji ma asymptote o réw-

nani

B. V7

u x=5?

A, f(x) = 5logs X

B. f(x) = log(x + 5)

120

C.log;7 D.

C.f0=5+log,x
D. f(x) = log (x - 5)

log; 3

S4. lle jest funkeji malejacych wérod
podanych w ramce obok?

A. dwie C. cztery
B. trzy D. pieé
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ROWNANIA WYKEADNICZE
| LOGARYTMICZNE

O funkcji méwimy, Ze jest réznowartosciowa, gdy dla dowolnych dwdch
r6znych argumentéw przyjmuje rézne wartosci. Innymi slowy: taka funk-
cja kazda wartosé przyjmuje tylko dla jednego argumentu. Oznacza to, ze
spelniony jest warunek:

fxi)=flx2) < x1=x2
Zauwaz, ze kazda funkcja rosnaca i kazda funkcja malejaca jest rézno-

wartoéciowa, wiee ten warunek jest spelniony przez funkcje wykladnicza
i logarytmiczna.

b2 ¥
y=3"
o y=logx
2 x 25 x

Réwnani Réwnanie:

3*=9 logsx =2
mozna zapisa tak: mozna zapisa tak:

=32 logs x = log; 25
Funkcja jest réznowarto-  Funkcja jest réznowar-
Sciowa, wiec: tosciowa, wie:

x x=
i liczba 2 jest jedynym rozwiazaniem i liczba 25 jest jedynym rozwiazaniem
rozwazanego rownania. rozwazanego réwnania.
Zauwaz, Ze funkcja y = x nie jest réznowartosciowa. Rownanie x? = 9 mozna

zapisac w postaci x* =32 i x =3 jest pierwiastkiem tego réwnania, ale nie jest to
jedyny pierwiastek tego réwnania.

Réwnanie 3¥ = 9 jest przykladem réwnania wykladniczego, czyli takiego,
w ktérym niewiadoma wystepuje tylko w wykladniku.

W réwnaniu logs x = 2 niewiadoma jest wielkoscig logarytmowana, Jest to
przyklad rownania logarytmicznego.
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PRZYKEA! Rozwiaz réwnanie.

Zapisujemy obie strony réwnania w postaci

2) 57 =k
25 : poteg o jednakowych podstawach.
5%=52
x==2 Korzystamy z warunku: a? = a” <= p =

b) 3*= 73
3x=33
x-3

ZADANIE Rozwiaz rownanie.
a) =2 b) 10%=

Przy rozwiazywaniu réwnari wykladniczych Jedli a> 0, to:

przydaja sie czasami wlasnosci poteg, ktore
przypominamy obok.

LTSRN Rozwiaz réwnanie.

a) 2¥=

sl

Korzystajac z wiasnosci poteg, zapisujemy
obie strony réwnania w postaci poteg o jed-
nakowych podstawach.

N
x
;
s

.

N
u
~

Korzystamy z warunku: @” = a” <= p=r.

Korzystajac z wlasnosci poteg, zapisujemy
obie strony réwnania w postaci poteg o jed-
nakowych podstawach.

Korzystamy z warunku: a? = a’ <>

ZADANIE  Rozwiaz réwnanie.
a) 4°=V2

122 FUNKCJE



[TATTTEN Rozwiaz réwnanie.

~6-27-16=0 Zapisujemy wszystkie potegi wystepujace
w réwnaniu jako potegi o tych samych pod-
(22)%-6-2¥-16=0 stawach
(2?-6-27-16=0 @' =@
Niech £=2*. Zatem t> 0. £> 0, bo dla dowolnej wartosci X potega 2*

P jest liczba dodatnia.

A=36+4-16=100

Szukamy dodatnich rozwiazan réwnania
kwadratowego.

Liczba -2 nie spefnia warunku ¢ > 0.

ZADANIE = Rozwiaz rownanie: 3 -9¥+5-3%-2=0.
sodania 12 )
il Rozwiazujac réwnanie wykladnicze, nie zawsze da sie zastosowaé metode

pokazang w powyzszych przykladach. Czasem mozna znalezé rozwiazanie,
Korzystajac z definicji logarytmu.

PRZYKLAD Rozwiaz réwnanie.
a) 5-2%+1=4

5.2¢=3

s Korzystamy z definicji logarytmu.

b) 3% =25
> _
Sx 2
(-2
Korzystamy z definicji logarytmu.
x=logy 2

ZADANIE  RozwiaZ réwnanie.
a) 4-3°=7 b) 3-5°=10%

Zauwaz, 7e w przykladzie 4b) réwnanie mozna by przeksztalcac inaczej i otrzy-
L 18 Py s
maé w wyniku x = log 1. s 3-6 )
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| Rozwiazujac réwnania logarytmiczne, mozna korzystaé z definicii logaryt-

mu lub réznowartosciowosci funkeji logarytmicznej. Przy rozwiazywaniu
takich réwnaii trzeba pamigtac o odpowiednich zalozeniach.

Rozwiaz réwnanie.
a) 3logs(x+1)+4=6 zat. x+1>0

logs(x +1) =

2
x+1=5%
x=325-1

b) log, 2x = log,(x? - 3)
2x=

x2-2x-3=0
A=(-22-4-1-(-3)=16, VA=4
2+4 2-4
n=t=3 meiE
spefnia zatozenia  nie spetnia zatozenia

ZADANIE
a) Slogy(x-4)-3=1

Rozwiaz réwnanie.

Sprawdzamy zafozenie:

Korzystamy z definicji logarytmu.

zal. 2x>0ix2-3>0

2-3 Korzystamy z warunku: log, p=log,r <> p=r.

b) log3x =log(x* - 4)

2adania 18 )

IV Czasami przy rozwiazywaniu réwnai
logarytmicznych przydaja si¢ wlasno-
Sci logarytméw, ktére przypominamy
obok.

Jeslia>0,b>0,¢>0,
k>0,a#1ik#1,t0:

log,(be) = log, b +log, ¢

[TATITHA Rozwiaz réwnanie.

a) logs § - Y logs x = logs § -2 zat. x>0

Llogs x =logs § +logs 52 ~logs }

125

1
logs x = logs

3

logs x = 3 logs 50
logs x = logs 50°

25000

124

log, :l =log, b -log,c

log, b = plog, b
loge b
loga

log,b=

2=2l0gs 5 = log, 5

Korzystamy z twierdzeii o sumie i 162
nicy logarytmow.

Liczba 125000 spetnia zatozenie
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b) 2log, x+logy x=6  zat. x>0

|°91X Korzystamy z twierdzenia o zmianie
2logyx+ log, podstawy logarytmu.
log, x
2log, x+ f;
3
3log, x=6
log, x =4 Korzystamy  definicji logarytmu.
x=24
=16 Liczba 16 spetnia zatozenie

ZADANIE | Rozwigz rownanie.
a) logyx~logy4=2log;5-1 b) logs x+log 5 x

Zauwazmy, Ze Tozwiazujac réwnanie typu a = b, zamiast korzystac z de-
finicji logarytmu, mozemy zlogarytmowac obie strony takiego réwnania
(przyjmujac za podstawe logarytmu dowolng liczbe dodatniq r6zng od 1).
Ponizej rozwigzano réwnanie 7% = 11 na trzy sposoby. Za kazdym razem
otrzymano takie samo rozwiazanie, tylko zapisane w inny sposcb.

=11 =11 =11
log; 7% =log; 11 logy, 7* = logy; 11 log 7" =log 11
xlog; 7 =log; 11 xlog;, 7=1 xlog7 =log11
. log11

x=log; 11 = Togi, 7 X=Tog7

Uwaga. Aby obliczy¢ przyblizona wartos¢ rozwiazania réwnania 7* = 11 za pomo-
ca kalkulatora, najwygodniej jest uzywa logarytmu dziesietnego, czyli korzysta¢
2 ostatniego sposobu.

CZENIE A Zapisz rozwiazanie rownania 5% = 3 za pomoca logarytméw dzie-
sigtnych.

CWICZENIE B l)\\u(h uez 6w rozwia- Uczen [ Uczen I
zywalo réwnani = 5% Obok il
przedstawiono puu_uLL obu rozwig- 41 =5* 4=t=
zan. Znajdz wyniki, jakie otrzymali 4X logy 4%-1 =log, 5*
uczniowie. Uzasadnij, Ze otrzymane =5
liczby sq jednakowe. - (x~1)log,4 =xlog, 5
oy
B x-1=xlog,5
"
® X-xlog,5-1

adaias-16 )
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ZESTAW ZADAN

1. Rozwiaz réwnanie.

SWm e(@ey g
T N S B F i
o 9v=27 9 (%)\=7'; ¥ 02 =25
o Los h) 0,1 =1000 - 10%

2. RozwiaZ réwnanie.

JOREHT)

m) 4% grl =

n) 2743 = /3. 81%

PYCIRE

€ 10¥=y2.5"

3. Rozwiaz réwnanie.

a) 7% =3 g) 2%l =5
b) 5-64=10 h) 42x43 =3

ax4l _ o SAn~E_ o
o 3l=4 b (2 -2

4. Ustal wspolrzedne punkt6w przeciecia wykresow podanych funkeji.

a) y=3"iy=4-6° B y=5iy=v5- (1)

5. a) Znajdz micjsce zerowe funkcji £(x) = 3*~ /3 i podaj argumenty, dla kt6rych
ta funkcja przyjmuje wartosci dodatnie.

b) Znajdz miejsce zerowe funkcji f(x) = (%)X -5 i podaj argumenty, dla ktérych ta
funkcja przyjmuje wartosci ujemne.

o Znajdz argument, dla ktérego funkcja f(x) %)* ~10 przyjmuje wartos¢ 15,
i podaj argumenty, dla ktérych ta funkcja przyjmuje wartosci wicksze od 15.

d) Znajdz argument, dla ktérego funkcja f(x) = 6% +4 przyjmuje wartos¢ 9, i podaj
argumenty, dla ktérych ta funkcja przyjmuje wartosci mniejsze od 9.
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6. Rozwiaz rownanie.

a) 7%=5.3% d) (%)‘=( )H

¢ S¥=2x! f) 2¥.3%=5

7. Rozwiaz réwnanie.

a) 2logsx =6 9 4logex+:

b) 3+log; x=1 d)%logn(f

8. Rozwiaz réwnanie.

a) logy(2x + 1) = log; x
B) log, x = log) (Gx-4)
9 log(x+2) =log(2x ~ 1)

9. RozwiaZ réwnanie.

a) logs x =logy 5 +log; 4

b) logo; x = 3logy; 2~ logy 7 3
© logs 4 +logsx = % logs 49

d) logB:logx—Zlog%

10. Rozwiaz réwnanie.
a) log;(x-5)=3 9 logo(2x-3)=1

d) log, (3+ %) -

b) logz (x+2) =

11. Rozwiaz réwnanie.

a) log,., 36 =2 9 logy ;5

b) log, d) logy, 15=1

1
8

12. Znajdz x.

a) log,(logs ) = 2 b) log, (logs(log, ) =0

ROWNANIA WYKLADNICZE | LOGARYTMICZNE

o () 150=2
h) 14%=3. 2%
i) 5‘3X=(§)‘

o) 1%10;;“:3
o7

%logsx=9

d) log(3x +5) = logs(x + 1)
@) logz(5x-+1) = logz(4x— 1)
1) 1ogg(9x - 2) = logg(7x +2)

e) 2logy x=logy 6-+log; 24
f) 4log2 =2logx+log5
9) logs5 - Llogs x = loge §

h) log, x? ~log, x = 21og, 5

e) logg(x? -2) = »5

-x2)=3
0 logy(1-x%)=3

o) log,,x5=1
) logyy V4

9 log, (log,(log, v)
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13. Rozwiaz rownanie.

a) (log,x)* =9 ©) 2(logy x)? =1-logy x

b) (log; x)? ~25=0 0 (ogy N3 +logy =4

9 (log; x)* +log,x -2 =0 9) (2log; x)* = 2log; x* +3

d) (logx)? - logx? =3 h) (log, x)(1 +log, X) = 2 +log,

14. Rozwiaz rownanie.

a) log, x = logg 1000 @) log; 4 ~log, 4 = logy x

b) logy x = log, 5 ) logy 3 +logs3+log,x=0

9 logy 3+log, 5 =log, x g) 2log3 - % 10go,; X =10g;60 0,5
d) log; 2-log, x=log, 2 h) logg,, 49 + 21ogys X = 310g 5 7

15. Ustal wspirzedne punktu przeciccia wykresow podanych funkeji.

a) y=logx i y=1-logx b) y=3log;x i y=4+logyx

16. Rozwiaz rownanie.

a) xlogsx = 25x b) xlog2X = 64x

MINISPRAWDZIAN

51. Rozwiazaniem ktérego z ponizszych rownan jest liczba dodatnia?

X 9=l 1) =25 1 xo 1
A3t9-1 B.( ;) 25 c (1) D.0,01= L
52. Rozwiazaniem rownania 10 - 2¥-1 = 6¥*2 je:

A.logs 5 - log; 36 B.log, 36 C. log; 31 D. log; 38 - logs 10

53. Suma rozwiazar réwnania (logX)? ~logx* -4 = 0 wynosi:
A.100,1 B. 10000,1 C. 1000,01 D. 1100

54. Rozwiazaniem réwnania log, x +logs 5 = logy 2 jest:

C.2V5 D. 3>

5
B'ﬁ
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ZASTOSOWANIA FUNKCJI
WYKLADNICZYCH | LOGARYTMICZNYCH

Za pomoc, funkeji wykladniczych i logarytmicznych mozna opisa¢ zjawi-
ska z bardzo roznych dziedzin wiedzy.

LICZEBNOSC POPULAC)!I

Pewna kolonia bakterii liczyla poczatkowo 1000 bakterii, a co godzing ich
liczba rosta 0 10%.

Ppo pierwszej godzinie: 1000 - 1,1
po drugiej godzinie: (1000 - 1,1) - 1,1 = 1000 - 1,12
po trzeciej godzinie: (1000 - 1,12) - 1,1 = 1000 - 1,13
po t godzinach: 1000 - 1,1
Opisana kolonia bakterii to przyklad populacji zmieniajacej si¢ w stalym
tempie. Tak zmieniajace si¢ populacje mozna opisa¢ za pomoca WZorow
typu:

LO=b-a',
gdzie t oznacza czas, a wspolezynniki a i b zaleza od tempa zmian popu-
laji oraz jej poczatkowej wielkosci. Gy w ten sposéb opiszemy populacje,
mowimy, ze stworzylismy jej model wykladniczy.

W 1971 r. w Indiach zyto 548 min ludzi, a w 1991 r. — 846 min.
Liczba ludnosci Indii w latach 1971-1995 zmieniata sig zgodnie z modelem wy-
ktadniczym.

) Ustal wzor dla tego modelu.

L =b-at L0 —liczba ludnosci Indii (w min) Zapisujemy ogolny wzor
t — czas (w latach) od 1971 roku modelu wykfadniczego.
548=b-a® Poczatkiem obserwacji populacii byt rok 1971. Wéwczas
=0 odpowiada rokowi 1971, czyli L(0) = 548
b=548
846 =b - a?® Rokowi 1991 odpowiada t = 20, wigc L(20) = 846.

=54

Otrzymaliémy wz6r: L(t) = 548 - 1,022"
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b) Oszacuj liczbe ludnosci Indii w 1980 roku i w 1995 roku.

_548. 9 o
Lisso =548 -1,022° ~ 667 Korzystamy ze wzoru L(t) = 548 - 1,022¢,
Lisss = 548 - 1,0222 ~ 924 9dy £=9 igdy t=24.

Odp. W 1980 roku liczba ludnosci Indii wynosita ok. 667 min, a w 1995 roku —
ok. 924 min.

© W 2000 roku liczba ludnosci Indii przekroczyta 1 miliard. Oblicz, w ktérym
roku miato to nastapi¢ zgodnie z podanym wzorem.
1000 = 548 - 1,022¢ Korzystamy ze wzoru L(t) = 548 - 1,022¢,
gdy L(t) = 1000.
¢« _ 1000
1,022 = 120
Logarytmujemy obie strony réwnania.

109 1,022 = log 120
+10g 1,022 = log 192
1000
log S35
log 1,022
t~28 28 lat po 1971 roku.

Odp. Zgodnie z podanym wzorem liczba ludnosci Indii miata przekroczyé 1 mi-
liard w 1999 roku.

ZADANIE  Liczba ludnosci Nigerii w latach 2006-2017 zmieniala si¢ zgodnie z mo-
delem wykladniczym. Ustal wzér dla tego modelu, wiedzac, ze w 2006 . w Nigerii zylo
140 min ludzi, a w 2011 . — 162 min. Korzystajac z tego wzoru, oszacuj liczbe ludnosci
Nigerii w 2015 1. i ustal, w ktorym roku liczba ludnosci przekroczy 250 min.

Ciekawostka

W 1862 roku prezydent Stanéw Zjednoczonych Abraham Lincoln przedsta-
wil Kongresowi prognoze liczby ludnosci USA do 1930 roku. Na podstawie
spisow ludnosci z lat 1790-1860 Lincoln zauwazyl, ze wspotezynnik przyro-
stu naturalnego w tym okresie byl staly. Zalozyl wicc, Ze wspolczynnik ten
nie bedzie si¢ zmienial do 1930 roku, i stosujac model wykladniczy, obliczyl,
e do tego czasu w USA bedzie zylo ponad 250 min ludzi. W rzeczywistosci
Stany Zjednoczone mialy w 1930 roku 123 min mieszkaricéw.

Jak widac, model wykladniczy do obliczania przyrostu populacii jest sku-
teczny tylko dla krétkich okresow, poniewa zaklada niezmiennosc wspol-
czynnika przyrostu W ten nie jest
staly i zalezy od wielu czynnikéw, m.in. od wielkosci populacji, zmian kultu-
rowych, migracji ludnosci, klesk Zywiolowych.
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Model wykladniczy mozna stosowaé takze do opisu innych wielkosci niz
populacja, ale tylko takich, ktére zmieniaja si¢ w stalym tempie.

CWICZENIE Masa M probki zmienia si¢ zgodnie z modelem wykladniczym
Ustal, czy masa ta rosnie, czy maleje, gdy

a)M=20-07"

b)M=10-1,

wadnia 1-3

il POZIOM GLOSNOSCI DZWIEKU

Nicktére wielkosci sq opisywane liczbami od bardzo malych do bardzo
duzych, tak ze zakres wartosci utrudnia postugiwanie si¢ nimi.

Przykladem jest natezenie dZwicku mierzone w W/m?. Ustalono, Ze prog
styszalnosci, czyli najnizsze natezenia dzwiekéw, kiére slyszy przeciet-
ny czlowiek, wynosi 10712 W/m?. Najglosniejszy dzwick wyemitowany na
Ziemi mwarmm wybuchowi wulkanu Krakatau w Indonezji. Wynosit on
10% W

Site dzwieku okresla sig, obliczajac, ile razy natezenie I tego dzwieku jest
wicksze od natezenia Io dzwieku odpowiadajacego progowi slyszalnosci.
Tak wiec site dzwieku opisuje iloraz é 7 informacji podanych powyzej
wynika, ze wartosci tego ilorazu wahaja si¢ od 1 do 10%. Skalg o takiej

ci byloby trudno si¢ . Natomiast logarytmy dziesictne

tych liczb przyjmuja wartosci od 0 (log 1 = 0) do 35 (log 10% = 35).

Liczbami w takim zmniejszonym zakresie o wiele latwiej si¢ postugiwaé,
dlatego wprowadzono nowe pojecie — poziom glosnosci dzwieku. Jest on
najezesciej wyrazany w decybelach (w skrocie dB).

Poziom gloénosci dzwicku (w decybelach) mozna obliczy¢ ze wzoru:

L1) — poziom glosnoscl diwicku (w decybelach)
_ 1
L = 10log - 1 — natezenie diwigku w W/m?

— natgzenie dzvicku odpowiadajacego progowi
sl\,szalnoscl (I =102 W
Poziom glosnosci progu slyszalnosci wynosi 0 dB, a wybuch wulkanu Kra-
Katau miat poziom glosnosci 350 dB.
Uwaga. Natezenie dwdch réwnoczesnych dzwiekow jest suma natezeri tych dzwie-
kow, ale poziom glosnosci tych dwdch dzwigkGw nie jest sumg ich poziomow
glosnosci, gdyz log(a+b) #loga + logb dla dodatnich a i b.
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Poziom glosnosci gwizdka czajnika wynosi 90 dB, a gwizdka po-
ciagu — 110 dB.

a) lle razy natezenie dzwieku gwizdka pociagu jest wieksze od natezenia dzwie-
ku gwizdka czajnika?

I — natezenie dzwigku I, — natezenie dzwigku

gwizdka czajnika gwizdka pociagu
90 =10log ‘;5,2 110=10log ,;fu Korzystamy ze wzoru
L) =10l0g -,
I 1 e Io = 1012 W/m?

9= log 14 11 = log e gdzie Io =102 W/m

1,
ey =108 Tob =101 Korzystamy z definicji logarytmu.
c=10°-10712 I,=10" 10712

-1 [ W
=107 [3F]

Odp. Natezenie dzwieku gwizdka pociagu wynosi 10~ % i jest 100 razy wigk-

sze od natezenia dzwigku gwizdka czajnika, ktore wynosi 1072 ¥

b) Oblicz poziom glosnosci dzwigku wydawanego przez gwizdki dwoch mijaja-
cych sig pociagéw.

I — natezenie dzwicku gwizdkéw dwoch pociagéw

Natgzenia dwoch réwnoczesnych dzwiekow

I=I,+I,=2-10" sie dodaje; wezesniej obliczyliémy, ze
, I,=10"" W/m?.
2:10°
L=10l0g %35 = Korzystamy ze wzoru L= 1010g -

=10log(2 - 1071~ 12) =
=10log2- 10" = log (2:10") =log2 +log10'"
=10(og2 +log10') =
=10(0g2+1110g10) =
=10(0og2+11)~ 113

Odp. Poziom gloénosci dzwigku gwizdkéw dwéch pociagéw to okoto 113 dB.
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O lle gwizdkéw czajnikéw stwarza hatas bolesny dla ucha, czyli o poziomie
gloénosci 130 dB?

I, — natezenie dzwigku n gwizdkéw czajnikéw

- - -3
In=n-Ic=n-10 Obliczylismy wezesniej, ze I = 10~ W/m?.

130 = 1010g 1% Korzystamy ze wzoru LD = 101og -
13 =log(n - 10°) Korzystamy z definicji logarytmu.
n-10°=10"

Odp. Potrzeba az 10000 gwizdzacych czajnikéw, aby poziom glosnosci wyniost
130 dB.

ZADANIE | Poziom glosnosci diwigku wydawanego przez pewna lodéwke jest row-
ny 40 dB, a przez pewien odkurzacz — 80 dB.

a) Tle razy natgzenie dzwigku wydawanego przez odkurzacz jest wigksze od natgzenia
dzwicku wydawanego przez lodowke?

b) Oblicz poziom glosnosei dzwigku wydawanego przez lodéwke i odkurzacz pracujace
jednoczesnie.
©) Tle pracujacych odkurzaczy stwarza halas o poziomie glosnosci 100 dB?

sodania a-11 )

ZESTAW ZADAN

1. Liczba ludnosci Polski w latach 1962-1970 zmieniala si¢ zgodnie z modelem
wykladniczym. Skorzystaj z danych w tabelce i ustal wzér dla tego modelu.

‘ Rok ‘ 1962 ‘ 1964 ‘
[ Ludnosc poiski | 30,5 min | 313 min |

a) Oszacuj, jaka byla (wedlug otrzymanego wzoru) liczba ludnosci Polski w 1970 r.
Poréwnaj swoje wyniki z rzeczywista liczba ludnosci w tym roku (32,6 min).

b) Oszacuj, jaka bylaby liczba mieszkarficéw Polski w biezacym roku, gdyby przy-
rost naturalny z lat 1962-1964 utrzymywal si¢ bez zmian az do dzisiaj. Poréwnaj
otrzymany wynik z rzeczywista liczba ludnosci Polski.

9 W ktérym roku zgodnie z tym modelem liczba ludnosci Polski przekroczylaby
50 min, gdyby przyrost naturalny z lat 1962-1964 utrzymywal si¢ bez zmian?
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2. Pacjent przyjal dawke 50 mg pewnego leku. Wiadomo, ze w ciagu 6 godzin
7 krwiobiegu jest usuwane 60% tego leku.

a) Mase m leku (w mg) pozostalq w organizmie po uplywie czasu ¢ (w godzinach)
mozna obliczy¢ ze wzoru: m = ab', gdzie a i b sa stalymi. Oblicz wartosci tych
stalych.

b) Ile leku pozostaje w krwiobiegu po uplywie godziny, a ile — po uplywie doby?

9 Pacjent powinien przyjac druga dawke leku, zanim zawartos¢ pierwszej dawki
w krwiobiegu spadnie ponizej 10 mg. Po ilu godzinach od przyjecia pierwszej dawki
pacjent powinien przyja¢ druga dawke?

3. W pewnej mazurskiej miejscowosci podjeto walke z plaga komaréw. Specjalisci
twierdza, ze ne opryski liczby komaréw o 15%
rocznie. Przyjmij, ze przed opryskami populacja komaréw wynosila 2 min.

a) Po jakim czasie liczba komaréw powinna si¢ zmniejszy¢ o polowe?
b) Walke z komarami zamierza si¢ przerwa, gdy populacja komaréw bedzie mniej-
sza niz 500 000. Jak dlugo bedzie trwala ta walka?

4. W ramce obok podano poziomy glosno- szelest lisci — 10 dB

sci kilku wybranych dzwick6w. Skrzypee (pianissimo) — 30 dB.
a) Oblicz natezenie dzwicku wydawanego kizyk — 80 dB

przez szeleszczace liscie. ‘mlot pneumatyczny — 100 dB
b) lle razy mniejsze natezenie ma dzwick orkiestra (fortissimo) —100 dB
skrzypiec grajacych pianissimo od dzwig- koncert rockowy — 120 dB

ku orkiestry grajacej fortissimo?
9 Oblicz poziom glosnosci halasu wydawanego przez dwa mioty pneumatyczne
pracujace jednoczesnie.

d) Oblicz poziom glosnosci koncertu wykonywanego réwnoczesnie przez dziewie-
ciu skrzypkéw grajacych pianissimo.

@) Oblicz poziom glosnosci halasu, na ktéry narazona jest osoba siedzaca obok
krzyczacego widza na glosnym koncercie rockowym.

1) Oblicz, ile pracujacych mlotéw pneumatycznych wytwarza halas réwny pozio-
mem glosnosci koncertowi rockowemu.

5. Przyjmij, ze w grupie N oséb informacja rozprzestrzenia si¢ z taka predkoscia,
Ze po czasie t zna ja n 0séb. Wedlug instytucji badajacych opini¢ publiczng liczbe
te mozna oszacowac za pomoca wzoru: n = N(1 - a'), gdzie a oznacza stala.

a) Po godzinie od momentu ogloszenia wiadomosci o podwyzce plac znalo ja
300 Z 500 pracownikéw fabryki. Ilu pracownikéw zapewne dowie si¢ o tej nowinie
Po 2 godzinach, a ilu — po 6 godzinach?

b) Plotka o ,dniu bez samochodu” po trzech dniach od jej powstania dotarla do
40% kierowcow. Jaka czes¢ kierowcow znala te plotke po pierwszym dniu? Kiedy
znac ja bedzie 80% kierowcow?
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Ciekawostka

Jadra atoméw niektérych

ulegajq samoistnej przemianie w jadra
innych pierwiastkéw. Zjawisku temu to-
warzyszy promieniowanie i dlatego na-
zwano je rozpadem promieniotworczym.
Masa pierwiastka ulegajacego rozpado-
wi promieniotworczemu zmnicjsza si¢
o polowe po uplywie pewnego —

dla tego —cza-
su, zwanego okresem polowicznego roz-
padu. Na przyklad okres polowicznego
rozpadu radu ?Ra wynosi 1600 lat, za-
tem probka radu 22%Ra o masie 10 g po
1600 latach bedzie zawiera¢ 5g tego
pierwiastka, a po kolejnych 1600 latach
— tylko 2,5 g.

6. Przeczytaj
czasu t wynosi:

Masa m pi /ego po uplywie

mem- ()

gdzie my — masa poczatkowa pierwiastka, T — okres polowicznego rozpadu (po-
dany w tej samej jednostce czasu co ]

a) Wykaz, Ze ten wzor jest zgodny z informacja o rozpadzie radu 2R podang
w ciekawostce.

b) Okres polowicznego rozpadu izotopu cynku %3Zn wynosi 244 dni. Pewna probka
zawiera 5 g tego izotopu. Oblicz mase %°Zn w tej prébee po 2 latach.

) Okres polowicznego rozpadu izotopu irydu 1%Ir wynosi 2,5 godziny. Oblicz, po
jakim czasie zawartosé tego izotopu w prébce zmniejszy si z 1 mg do 0,1 mg.

d) Zawartos¢ izotopu cezu '¥Cs w prébce zmniejszyla sie w ciagu 6 lat z 2 g do
1,74 g. Oblicz okres polowicznego rozpadu tego izotopu.

Warto wie

Niech a bedzie liczba naturalng. Liczba
loga ma zwiazek z liczba jej cyfr. Za-
uwazmy, ze gdy 1 < a < 10, to liczba
a jest jednocyfrowa, gdy 10 < a < 100,
to liczba a jest dwucyfrowa. Ogélnie: Gdy
10" <a < 10", to liczba a ma n + 1 cyfr.
Funkcja y =log x jest rosnaca, wiec:

Aby zatem ustalié, ile cyfr ma na
przyklad liczba 31, wystarczy obli-
czyé jej logarytm dziesietny i spraw-
dzié, miedzy jakimi kolejnymi liczba-
mi naturalnymi on si¢ znajduje.

log31% = 100log 3 ~ 47,7

Poniewaz 47 < log 3'% < 48, wiec licz-

log 10" <loga <log 10"*!
ba 31% ma 48 cyfr.

Stad n<loga<n+1.

7. Przeczytaj informacje w ramce.
a) Oblicz, ile cyfr ma liczba 21410 zapisana w systemie dziesigtnym.

b) ZnajdZ w internecie, jaka jest najwieksza znana liczba pierwsza. Oblicz, ile ona
ma cyfr.
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Ciekawostka

Jednym z wystepujacych w przyrodzie
izotopéw wegla jest 14C. Okres polowicz-
nego rozpadu 'C wynosi 5715 lat. Kaz-
dy Zywy organizm absorbuje wegiel 12C
i izotop C z otoczenia. Tak diugo, jak
yje rodlina, zwierag cay czlowiek, stosu-

7 zawartoscia '*C w Zywym organi-
zmie, a w konsekwencji — wiek zna-
leziska.

Na przyklad stwierdzono, ze masa izo-
topu MC w znalezisku to tylko 90%

masy tego izotopu, jakq zawieralby zy-

nek liczby atoméw 12C do 14C w organi- o !
wy organizm. Korzystajac ze wzoru:

zmie si¢ nie zmienia (1 atom '“C przy-
pada na 1012 atoméw '2C). Po $mierci
organizmu atomy 1“C ulegaja rozpado-
wi, a atomy '2C — nie. Zatem im wie-
cej czasu uplywa od $mierci organizmu,
tym wicksza jest przewaga liczby ato-
mow '2C nad liczbg atoméw 14C. Ame-
rykaiiski fizyk Willard F. Libby w 1946
roku opracowal metode, ktéra pozwala
wykorzystaé to zjawisko do okreslenia
wicku znalezisk pochodzenia organicz-
nego. W tym celu spala si¢ niewielka
probke znaleziska i otrzymany dwutle-
nek wegla przepuszcza przez urzadze-
nie, ktdre rozdziela atomy 1C i 4C na
podstawie réznicy ich mas. To pozw
la okreslié, jak zmienila si¢ zawarto!
izotopu C w znalezisku w porwnaniu

m=mg- (5) . gdzie T =5715,

otrzymujemy:

0.9m0 =mo - ()77
0s=()

lch,erog(%)

log0,9 =

t

715. 10809
log}

t =870

Wynika stad, 7e znalezisko pochodzi
sprzed okolo 870 lat.

8. Przeczytaj ciekawostke.

a) Odkrywca pewnego egipskiego grobowca twierdzi, ze jego znalezisko pochodzi
z okresu Sredniego Panstwa (okolo 2 tys. lat p.n.e.). Poniewaz niekt6rzy uczeni
sq innego zdania, przedmioty z grobowca beda poddane badaniom wieku metoda
oparta na pomiarze zawartosci izotopu #C. Jakiego procentu poczatkowej masy
izotopu nalezy sie spodziewaé w znaleziskach, jezeli ich odkrywca ma racje?

b) Pewien ekspert ma watpliwosci, czy obraz w muzeum jest dzielem wielkiego
wloskiego malarza Giotta di Bondone (czyt. dziotta di bondone) (1266-1337). Po
zbadaniu zawartosci izotopu wegla *C w plétnie i farbach okazalo sie, ze stanowi
ona 95% poczatkowej masy tego izotopu. Czy autorem obrazu mégl byé Giotto?

© W polowie XX wieku pewien genialny falszerz podrobil obrazy jednego z najwy-
bitniejszych malarzy holenderskich Johannesa Vermeera (1632-1675). Falszerstwo
udowodniono — mierzac zawarto$¢ izotopu '#C. Jaki procent poczatkowej masy
1zo(opu powinny zawieraé plotno i farby, gdyby pochodzily z obrazu Vermeera?

d) fadectwami operacji h przez
naszych przodkow sa czaszki 7 wycigtymi otworami znalezione w Peru. Badania
wykazaly, ze czaszki te zawieraja zaledwie 23% poczatkowej masy 14C. Sprzed ilu
lat pochodza te znaleziska?
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Ciek: stk
tekawostia 9. Przeczytaj ciekawostke. W laborato-

Przedmiot umieszczony w otoczeniu rium, w ktorym panowala temperatu-
© temperaturze nizszej niz tempe- ra 20°C, mierzono temperature herbaty
ratura przedmiotu zacznie stygnac. w kubku. Wyniki pomiaréw przedsta-
Gdy temperatura otoczenia jest sta- wiono w tabeli. ZnajdZ wzér opisuja-
la, to temperaturg T przedmiotu po cy, jak si¢ zmienia temperatura herbaty
uplywie czasu t opisuje wzor: w zaleznosci od czasu.
T(0) = To + (T, - To)a'
Ty — temperatura otoczenia (w °C) Czas t
T, — poczatkowa temperatura wminuachy | © | 1|3 [ 10
przedmiotu (w °C)
a — stala charakterystyczna dla danego Temperatura
edmi 90 |81,6 56,9 39,5
przedmiot herbaty (w C) >

10. Ciasto wyjete z piekarnika stygnie w kuchni, w ktérej panuje temperatura 25°C.
Temperature ciasta (w °C) po uplywie ¢ minut mozna obliczy¢ ze wzoru:

T(t) = 25 +200 - 0,9'
a) Jaka temperature mialo ciasto zaraz po wyjeciu z piekarnika?
b) Jakq temperature bedzie mialo ciasto po uplywie 10 minut?
© Kiedy ciasto ostygnie do temperatury 30°C?

11. Z przedstawionego w ciekawostce wzoru T = To+(T,~To)a' Korzystaja specali-
$ci medycyny sadowej, okreslajac czas, jaki uplynat od $mierci denata. Przyjmijmy,
Ze policja znalazla zwloki o godzinie 18% oraz Ze temperatura ciala ofiary wynosita
30°, a temperatura otoczenia, podobnie jak przez cale popoludnie, wynosita 10°C.
Przyjmijmy tez, Ze po uplywie godziny temperatura otoczenia si¢ nie zmienila, ale
cialo ostyglo do 28°C. Oblicz, o ktdrej godzinie nastapit zgon.

MINISPRAWDZIAN

S1. Przeczytaj informacje na s. 131. Poziom glosnosci dzwicku wydawanego przez
pracujacy odkurzacz jest réwny 60 dB. Jaki bylby poziom glosnosci halasu spowo-
dowanego jednoczesna praca 100 takich odkurzaczy?

A.70 dB B. 80 dB C. 160 dB D. 600 dB

52, Przeczytaj ciekawostke na s. 135. Okres polowicznego rozpadu izotopu fransu
223Fr wynosi 22 minuty. Po jakim czasie zawarto$¢ tego izotopu w prébce zmniejszy
sie z 1 mg do 0,8 mg? Wynik zaokraglij do jednej minuty.

A.po 1 min B.po 7 min C.po 11 min D. po 18 min
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1. Narysuj wykres funkeji f, znajdz jej
miejsca zerowe i okresl przedzialy mo-
notonicznosci.

x+7 dlax <-4
fix) = %xzfxfl dla-4<x<4
—ix+12 dlax>4

2. Korzystajac z rysunku, ustal, kira
2liczb — m czy n — jest parzysta oraz
jakie znaki maja liczby a i b.

3. Rozwiaz nieréwnosé.

a) (2x* =X)(2x* +11x-6) <0

b) 4x3 +3x% = 8x 6> 0

©) -3xt+10x* +25x2 <0

4. Znajdz wszystkie argumenty, dla Kt6-

rych funkcja f(x) = ~3x*(x - 5)%(x +2)7
przyjmuje wartosci ujemne.

5. Funkcja wielomianowa, ktérej frag-
ment wykresu przedstawiono na ry-
sunku, ma trzy miejsca zerowe. Ko-
rzystajac z rysunku, rozwiaz podang

a) (x+5°WX) <0

b) =2x* - W(x) <0

6. Znajdz wszystkie argumenty, dla kto-
rych wartosci funkaji £(x) = 2x* - 4x* +
+X -3 sq wicksze od wartosci funk-
cji g(x) =-2x3 +5x% -x - 3.

138

7. Dopasuj wzory funkcji do wykresow.
fx)=1,5¢ a(x)=2,7%
h(x)=0,7* k(x)

8. Naszkicuj wykres funkcji. Podaj jej
miejsca zerowe i réwnanie asymptoty.

a) f(x) =-log(x-4)
b) f(x) =2 +10gy (-X)
o f(0=[log,x

9. a) Punkty (-1,7) i (2,5%) leza na
wykresie funkeji f(x) = a* +b. Oblicz
wartosci a i b.
b) Punkty (9,5) i (ﬁ,a%) leza na wy-
kresie funkcji f(x) = a + log, x. Oblicz
warto$ci a i b.

10. Rozwiaz réwnanie.

d) 2logy ﬁ73lug!%=ﬂ

©) logi x - log, x=-8

) 2+logx=log3

11. Pewien naukowiec wazyl prébke
izotopu ofowiu 24Pb. Na poczatku jej
masa wynosila 3,127g, a po minu-

cie 3,047 g. Oblicz okres polowicznego
rozpadu tego izotopu.

FUNKCJE



Figury na
ptaszczyznie cesc

Wyobraz sobie, ze stoisz na plazy w pogodny dzieft i patrzysz na morze.
Jak daleko linia horyzontu jest od twoich oczu?

Pole kota. Dtugoé¢ okregu = Wiasnosci katow srodkowych

i katow wpisanych = Proste i okregi = Okrag opisany na wielokacie
= Okrag wpisany w wielokat = Wiasnosci wielokatow. Wielokaty
foremne = Powtérzenie
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POLE KOLA. DEUGOSC OKREGU

A Jak nan

sowaé na piasku ol
Opisz slowami, jaka figure nazywamy okregi
cigciwa okregu, a co — Srednica?

g, majac do dyspozycji sznurek?
m, a jaka — kolem. Co nazywamy

Przypomnijmy, Ze okrag o Srodku S i promieniu r to zbiér punktéw plasz-
czyzny, kiorych odleglos¢ od punktu § jest réwna r.

Kolo o $rodku O i promieniu r to zbiér punktéw plaszczyzny, kérych
odleglosé od punktu O jest mniejsza od r lub réwna r.

CWICZENIE B Niech o(S,r) oznacza okrag o srodku S i promieniu 7 i niech

1) oznacza kolo o $rodku $ i promieniu r. Punkty nalezace do okregu
spelniaja warunek: P € o(S, ) < |PS| = r. Zapisz podobny warunek dla kola.

Warto wiedzieé!

Srodek okregu lezy nma symetralnej kaz-
dej cigciwy okregu, gdyz jest jednakowo
odlegly od koficow tej cigciwy. Wobec te-
g0 aby wyznaczy¢ konstrukeyjnie srodek
danego okregu, wystarczy narysowaé dwie
nierownolegle cigciwy i skonstruowac ich
symetralne. Punkt przecigcia tych syme-
tralnych jest szukanym $rodkiem okregu.

Juz w czasach starozytnych zauwazo-

no, e stosunck dlugosci okregu do

dlugosci jego Srednicy jest dla wszyst-

kich okregdw taki sam (niezaleznie od

wielkosci okregu). Liczba réwna temu

stosunkowi jest niewymierna i oznacza-

my ja litera . Diugos¢ okregu:

1=2nr

dlugos¢ okregu

Oto kilkanascie poczatkowych cyfr roz-
winiecia dziesigtnego tej liczby:

T = 3,14159265358979 ...

Pole kofa:
72
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Z historii
Oznaczenie stosunku dlugosci okregu do dlugosci srednicy litera 1 by¢ mo-
Ze wziglo si stad, Ze jest to pierwsza litera greckiego stowa meplueTpog
(perimetros) — obwdd.

0d wiekéw stosowane byly rozmaite przyblizenia liczby 1. Na przyklad
2 pewnego fragmentu Biblii (I Ksiega Krélewska, rozdzial 7, 23) wynika, Ze
w czasach biblijnych przyjmowano 1 ~ 3. Egipcjanie (XX w. p-n.e.) przyjmo-

wali 7~ (4)", a Archimedes (IIl w. p.n.c.) przyjal 7 ~

‘Takze w czasach nowozytnych starano si¢ podac jak najdokladniejsza war-
10¢ . W 1610r. holenderski uczony Ludolph van Ceulen (czyt. ludolf fan
kylen) podat 35 cyfr po przecinku liczby 1. Na jego czes¢ liczba m nazywa-
na jest czasem ludolfing.

Wykorzystujac komputery, w roku 2016 ustalono okolo 22,5 biliona cyfr po
przecinku liczby . Obliczenia zajely 105 dni. Liczba 1 jest niewymierna,
co oznacza, e cyfry jej pojawiaja si¢

Ciekawostkg jest, Ze w tym rozwinieciu mozna znalezé dowolna sekwen-
dje kilku cyfr. Na przyklad sekwencja 01052004, czyli kolejne cyfry daty
przystapienia Polski do Unii Europejskiej, pojawiaja si¢ w pierwszych 100
milionach cyfr po przecinku. Mozna to sprawdzi¢, wykorzystujac odpowied-
ni program komputerowy dostepny w internecie.

Wzér, ktéry pozwala oblicza¢ diugos¢ I okregu, wynika wprost z okreslenia
liczby . (Poniewazz 1 = -L., wige I = 2mr).

Pokazemy teraz, jak mozna by prébowac uzasadnié wzor na pole kota.

Wyobrazmy sobie, ze kolo o promieniu r dzieli
my na jednakowe czesci (zob. rysunek). Pole kazdej
2 tych czesci niewiele si¢ rozni od pola tréjkata
o podstawie a i wysokosci r, czyli wynosi w przy-
blizeniu 23

Jesli liczba czesci, na ktére dzielimy kolo, jest row-
na n, to podstawa a tréjkata jest w przyblizeniu
réwna % dlugosci okregu, czyli:

polekota ~ n- 94X ~ n-

Im wiecej bedzie czesci, na ktére dzielimy kolo, tym
przyblizenie bedzie dokladnicjsze. Mozemy zatem
przyjac, ze pole kola jest rowne v

adari 111 )
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il | CWICZENIE C Popatrz na
dlugosé czesci okregu z:

nek obok.

jesli o = 108°
pole

zaznaczone figury?

niebieskim ko-
lorem jest mniejsza od dlugosci calego okregu,
Jaka czgsé pola calego kola stanowi

Tle razy

Kat o wierzchotku w $rodku kola nazywamy katem $rodkowym. Czgsé
wspolna kata srodkowego i kola to wycinek kola, a czeS¢ wspdlna tego
kata i okregu to Tuk okregu. Méwimy, Ze kat Srodkowy jest oparty na tym

Tuku.

Diugos¢ luku to pewien ulamek dlugosci okregu, a pole wycinka Kola to ulamek

pola kola. Ulamek ten jest réwny 7.

Dlugosc tuku okregu:  Pole wycinka kola:

. 1= & . omr P=_% . mr?

360°

360°

[IIATTTI o) Kat srodkowy w kole o promieniu 9 ma miare 140°. Oblicz pole

wycinka kofa wyznaczonego przez ten kat.

140°
360°

Pole wycinka =

me92=Foglm=

b) Na rysunku przedstawiono wycinek kota. Oblicz obwd tej figury.

160"
o =360°-160°=200"

2000 5o 3.5 6=
1=2% am-3=5 6m=

Obwod wycinka = 6 + 27

Luk jest wyciety przez kat srodkowy o
o mierze 200

ZADANIE W kole o promieniu 10 zaznaczono kat srodkowy o mierze 40°. Oblicz
pole oraz obwdd wycinka kola wyznaczonego przez ten kat.
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ZESTAW ZADAN

1. Oblicz:

a) pole kota o promieniu 7, d) promieri kola o polu 10,

b) pole kola o srednicy 12, €) promieri okregu o dlugosci 5,
o dlugosé okregu o Srednicy 17, ) obwéd kola o polu 4.

2. Zapisz wzor, ktéry pozwala obliczac:

a) dlugos¢ okregu I, gdy dana jest jego Srednica d,

b) pole kola P, gdy dany jest jego obwod I,

9 srednic kola d, gdy dane jest jego pole P,

d) obwdd kola I, gdy dane jest jego pole P.

3. Minutowa wskazéwka pewnego zegara ma 8 cm. Oblicz, jakq droge pokonuje
Koniec tej wskazowki w ciagu:

a) godziny, b) doby, © kwadransa, d) 45 minut.

4. Oblicz pola zacieniowanych figur. Przyjmij, ze bok kratki ma dlugoéc 1.

O <

5. Z kola o promieniu R chcemy wycia¢ trzy jednakowe kola tak, aby suma ich pol
i pole pozostalej czesci byly rowne. Jaki promieri powinny mie¢ wycinane kota?

6. Punkty A i B sq polaczone dwiema liniami zbudowanymi z pélokregow — czarng
i niebieska.

a) Uzasadnij, ze niebieska i czarna li-  b) Kt6ra z linii na ponizszym rysunku
nia na ponizszym rysunku maja t¢ sa-  jest dluzsza — niebieska czy czarna?
mq dlugosc.

A B
A o B
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7. a) Zapisz, jaka dlugosé ma bok kwadratu, ktéry ma takie samo pole jak kolo

o promicniu r.
©b) Kolo i kwadrat maja réwne pola. Ktéra figura ma wickszy obwéd? Ile razy?

Ciekawostka

Jak skonstruowa¢ za pomocq cyrkla i linijki kwadrat o polu rownym polu danego
kota? Problem ten, nazwany kwadraturq kola, prébowano rozwiazaé przez ponad
2000 lat. Dopiero w XIX w. Ze taka Jest

Wykazano tym samym, ze dla danego odcinka o diugosci r niemozliwe jest skon-
struowanie odcinka o dlugosci ryiT. W wielu jezykach kwadratura kola oznacza
W przenosni problem nie do rozwiazania.

lle obrotéw na godzing wykonuja kola tego samochodu,
gdy jedzie on z predkoscia 60km/h? Ile to obrotéw na
minute? Ile to obrotow na sekunde?

8. Dlugos¢ srednicy kola samochodu wynosi okolo 64 cm. ”

©9. Popatrz na rysunek obok. WyobraZ sobie, Ze mate ko-
1o obraca si¢ (wokol swojego srodka) i toczy po brzegu
duzego kota. Tle obrotéw musi wykona¢ mate kolo, aby
Wrocié w to samo miejsce, Jesli R =10 i r=2?

10. Ziemia jest oddalona od Storica o okoto 150 min km. Z jaka predkoscia porusza
sie wokol Slorica? Mozesz przyjaé, ze orbita Ziemi jest okregiem. W rzeczywistosci
orbita ta jest elipsg (,splaszczonym” okregiem, ale to splas Jest niewielkie).

11. Wyobraz sobie, ze jakas maszyna latajaca wisi
nieruchomo na wysokosci 1 km nad pewnym punk-
tem lezacym na réwniku. Z jaka predkoscig porusza
si¢ ta maszyna, obracajac si (wraz z Ziemia) wokot
ziemskiej osi? Porownaj te predkos¢ z predkoscia
punktu, nad ktérym wisi maszyna. Przyjmij, ze réw-
nikowy promient Ziemi to 6371 km.

€Il 12. Oblicz dlugosci zaznaczonych fukéw oraz pola zacieniowanych figur.

a) b) L] d) e)

&)
v

a=120" =200
r=12 r=15

«=90° «=60"
r=12 r=15
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13. Na rysunkach przedstawiono wycinki kot

2
2 zaznaczonymi fukami.
a) Ktory tuk jest diuzszy?
b) Ktory wycinek ma wigksze pole? lle razy
4

jest wieksze?

14.2) Oblicz diugosé promienia okregu, w kiérym kat o wierzchotku w §rodku
okregu ma 45° i jest oparty na uku o dlugosci 27r.

b) Oblicz dlugos¢ promienia kota, w kiérym wycinkowi o polu 47 odpowiada kat
o mierze 30°.

15. Oblicz pole zacieniowanego obszaru i dlugos¢ zaznaczonego fuku.

a) ’ / '7 b) L]

16. Wahadlo starego zegara ma dlugos¢ 50 cm i od-
chyla si¢ od pionu o 18°. Pelne wahniccie (od lewej
do prawej i z powrotem) trwa 2 sekundy. Jaka
droge pokonuje koricéwka wahadta w ciagu godziny?

17. Miary kqtéw mozna wyrazac w innych jednost-
Kach niz stopnie, np. w radianach. Miara kata srod-
kowego jest rowna 1 radianowi, gdy uk, na ktérym
ten kat jest oparty, ma takq sama dlugos¢ jak pro-
mieii okregu.

a) 1 radian — ile to stopni?

b) 90° — ile to radian6w?

18. Koniec wskazéwki minutowej pew-
nego zegara wiezowego jest oddalony
od $rodka tarczy o 2,5m. Jaka droge
pokonat koniec tej wskazowki, gdy ob-
récila sie ona o kat 2°45'? Jak diugo
trwal ten obrot?
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MINISPRAWDZIAN

51. Aby wycinek kola o promieniu 3 mial pole réwne T, kat srodkowy tego wy-
cinka musi by¢ réwny:

A15° B.5° c75° D.2,5°

52. Z téjkata o polu 12 wycigto trzy wycinki kola — kaz-

dy o promieniu 2 i srodku w wierzcholku tréjkata (zob.
rysunek). Jakie pole ma zacieniowana czes¢ tréjkata?

A12-3m B.12-3m C.12-2m D. 12-4m

53. Na rysunku obok I; i I; sa tukami okregow i dlu-
0S¢ Iy jest réwna 21, Dhugosc Iz jest rowna:

L
m 4m 3m
‘ A B.Im c4m D. 3

4. Popatrz na rysunek obok. Kat srodkowy podzielit
pierscien na dwie czesci. O ile wiekszy jest obwod cze- |

$ci zaznaczonej na szaro od obwodu czesci zaznaczonej |

na niebiesko? 4
A0S B.O 97 C.084m D.0 121

WEASNOSCI KATOW SRODKOWYCH
I KATOW WPISANYCH

Na rysunku obok zaznaczono kat srodkowy o /
oraz luk, na ktérym ten kat jest oparty. \

Na tym rysunku mozna wskaza¢ jeszcze jeden kat \
srodkowy, jego miara wynosi 360° - «. Luk, na —
ktérym ten kat jest oparty, zaznaczono kolorem

czamym.
— Kat wpisany to kat, ktérego wierzcholek lezy na
\ okregu, ramiona przecinaja okrag, a miara jest
mniejsza od 180°. Na rysunku obok zaznaczono

| \ kat wpisany B i tuk, na ktérym ten kat jest oparty.

)
Zauwaz, ze jest tylko jeden kq( $rodkowy oparty
na danym Iuku, natomiast istnieje nieskoriczenie
wiele katéw wpisanych opartych na tym tuku.
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Twi ie o katach wpi i
opartych na tym samym fuku

Kqt wpisany ma dwa razy mniejszq miare niz
kat srodkowy oparty na tym samym tuku.

Dowéd

Przyjmijmy, ze kat o to kat wpisany, a kat § to kat srodkowy oparty na tym
samym luku co kat . Pokazemy, Ze 8 = 2ax.

Mozliwe sa trzy przypadki polozenia srodka okregu wzgledem kata wpisane-
g0 o §rodek okregu moze leze¢ na ramieniu kata &, moze leze¢ wewnatrz
tego kata, moze tez lezec na zewnatrz kata.

1. Niech $rodek okregu lezy na ramieniu ka-
ta wpisanego o, tak jak pokazano na rysunku
obok. Trojkat BCO jest rownoramienny, wiec:

| £BOC| = 180°- 2ax
Kat  oraz €BOC to katy przylegle, wicc:
B=180°~ | %BOC| = 180° - (180° - 2c0) = 2cx

2. Niech Srodek okregu lezy wewnatrz kata wpisanego «, tak jak pokazano na
pierwszym z rysunkow ponizej.

Prowadzac srednicg z wierzchotka ka-

ta «, dzielimy kat o na dwa katy y i 8. o
Wiedy kat § takze zostanie podzielony
na dwa katy. Z poprzednich rozwazan ) |

wiemy, Ze te katy to 2y i 25, zatem: B
a=y+s B=2y+26

Stad: B

B=2(y+8)=2a

3. Niech §rodek okregu lez:
na pierwszym rysunku po

a zewnatrz kata wpisanego o, tak jak pokazano

Prowadzac srednicg z wierzchotka ka-

ta «, otrzymujemy sytuacje przedsta- o
wiona na drugim rysunku. Kat wpisany

«+y jest oparty na tym samym luku ( i}

<o kat srodkowy f+2y. Z poprzednich | _ B> vy { 77
rozwazari wiemy, Ze:

B+2y=2a+y)
Stad:
B=2Ax+y)-2y=2x

W kazdym z rozwazanych przypadkéw otrzymalismy f = 2c. [
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Twierdzenie o katach wpisanych
opartych na tym samym tuku

</

<

20

Katy wpisane oparte na tym samym iku
majq rowne miary.

el

Dowéd

7 poprzedniego twierdzenia wynika, ze gdy katy wpisane sa oparte na tym
samym tuku, to kazdy z nich ma miare dwa razy mniejsza niz kat srodkowy
oparty na tym luku. Zatem wszystkie te katy wpisane maja réwne miary. ]

Jedli tuki danego okregu majq réwne dlugosci, to
katy Srodkowe, kidre je wycinajq, majq réwne miary.
Wynika stad, ze katy wpisane sa rowne takze wtedy,
gdy 3 oparte na lukach o tej samej dtugosci. /

Gdy kat érodkowy lub kat wpisany jest oparty na
pewnym fuku, to mozna tez powiedzie
/ oparty na cieciwie laczacej korice Tuku.

Twierdzenie o kacie wpisanym
opartym na $rednicy
Kqt wpisany oparty na srednicy jest
katem prostym.

Dowéd

Kat srodkowy oparty na polokregu ma miare 180° Kat wpisany oparty na
Srednicy ma miare dwa razy mniejsza od niego, czyli jest katem prostym. []
zodania 1-12 )

ZESTAW ZADAN

I 1. Podaj miary katow o, B, y i 5.

@ G & B
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2. Podaj miary katéw «, B, y i 8.

3. Popatrz na rysunek obok. Uzasadnij, ze suma miar ka- 7
tow wpisanych « i B opartych na tej samej cigciwie jest
réwna 180°. [

/

4. Jaka jest miara kata wpisanego w okrag, opartego na
cigciwie o diugosci réwnej promieniowi tego okregu?

Uwaga. Zadanie ma dwa rozwiazania.

5. Punkt C lezy na okregu o $rednicy AB. Wiadomo, Ze |AC| = 8cm, [BC| = 10cm.
Oblicz pole tréjkata ABC.

6. Oblicz miary katéw wielokata, ktérego boki zaznaczono nicbieskim kolorem.

a) H G 9, m 9 L
J 70° F v_ «
) ) A
D N .

7. Popatrz na ponizszy rysunck. Katy 8. Punkty O i § na rysunku ponizej sa
ostre ekierki maja miary 30° i 60° Ja-  $rodkami narysowanych okregow. Jaka
ka czgs¢ okregu zakrywa ta ekierka? miare ma kat o?

7
Z
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9. Na rysunku obok kat « ma miare 54° a kat f
ma 36° Uzasadnij, ze odcinek KM jest srednica
okregu.

K \
10. Ze srodka areny cyrkowej (ktra ma ksztalt ko-
1a) mozna oswietlié latarka fragment bandy o dlugo-
$ci 3m. Jak dlugi fragment bandy mozna oswietlic

@ ta latarka z punktu na bandzie? Sytuacje opisang
w zadaniu przedstawiono na rysunku obok.

11. Korzystajac z informacji podanej obok rysunku, oblicz miary katéw wpisa-
nych DCB i ADB.

b
Ky |«DBC| = 32°48' )DA | % ASB| =109°20"
|<ASB| =63°32' B |<CAD| = 62°34"
A 3 c

12.Punkty A, B, C, D leza na okregu i |AB| = |CDI. Udowodnij, Ze czworokat,
kt6rego wierzchotkami sq te punkty, jest trapezem.

MINISPRAWDZIAN

S1. Punkty A, B, C leza na okregu o $rodku S. W czworokacie ABCS kat ABC ma
miarg 70°. Jaka miare ma kat ASC w tym czworokacie?
A.70° B.140° C.220° D.35°

52. Kat y na rysunku ma miare: 53. Najwiekszy kat trojkata ABC ma miare:

A
AN Nt
— —
A.27° B.36° C.18° D.54° A.35° B.71° C.74° D.90°
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PROSTE | OKREGI

| Prosta i okrag mogq nie mie¢ punktéw wspdlnych, moga przecinac si
w dwéch punktach albo mie¢ jeden punkt wspolny. Prosta, kiéra ma
2 okregiem tylko jeden punkt wspdlny, nazywamy styczna do okregu.

OO 0

okrag i prosta prostapreccina olaag promta
sarozlaczne

Twierdzenie
Styezna do okregu jest
prostopadta do promienia
poprowadzonego do punktu stycznosci

Dowéd
Uzasadnienie przeprowadzimy metoda nie wprost.

Przypuscmy, ze jeden z katow miedzy styczna do okregu
a promieniem poprowadzonym do punktu stycznosci jes
ostry. Na rysunku to kat o o wierzcholku A. Prowadzac ze
$rodka okregu inng prosta niz SA, ale nachylona do stycz-
nej pod katem , otrzymay tréjkat réwnoramienny ABS.

Wéwezas |SB| = [SA| i punkt B musialby naleze¢ do okregu, bylby wiec drugim
punktem wspslnym stycznej i okregu, co przeczy definicji stycznej. [J
sadania 17

Twierdzenie
Gy styczne do okregu si¢
przecinaja, to odcinki laczace
punkt przeciecia z punktami
stycznosci maja rowne dlugosci.

P

1PA| = PB|

Dowsd ~—
Niech proste PA i PB beda stycznymi do okregu
o srodku $ w punktach A i B. Wowczas tréjkaty
PSAi PSB sa prostokatne, maja wspolna przeciw-
prostokatna PS oraz |SA| = |SB|. Z twierdzenia
Pitagorasa wynika, ze [PA| = [PBI. (]

adario 810 )
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Twierdzenie o kacie miedzy styczna a cieciwa
Kat ostry o migdzy cigciwg okregu a stycznq \
Ww punkeie, ktdry jest koricem cieciwy,
Jst rwny Katowi ostremu wpisanemu
w okrag opartemu na tej cigciwie.
B
A

Dowsd
Przyjmijmy, Ze prosta m i okrag o §rodku § sa
styczne w punkcie A i kat ostry migdzy prosta m

i cigciwa AB jest réwny « (zob. rysunek obok).
Wowezas:

14 SAB| = 90°-

‘Trojkat SAB jest rownoramienny, wig:

|<ASB| = 180°~2 - |«SAB| = 180°~ 2(90° - ) = 2«

Kat § to kat wpisany oparty na cieciwie AB, wigc:
B=}isasBl=1 20=a O

Warto wiedzi

Niech O bedzie srodkiem okregu. Przez punkt P cheemy poprowadzic stycz-
na do tego okregu.

Gdy punkt P lezy na okregu, to wy-
starczy poprowadzi¢ polprosta OP
i skonstruowaé prosta do niej pro-
stopadla przechodzaca przez punkt P
(zob. pierwszy rysunek).

Gdy punkt P lezy na zewnatrz okregu,
to najpierw wyznaczamy rodek od-
cinka OP i rysujemy okrag, kiorego

%
Srednica jest OP. Nastepnie prowa-
dzimy prosta przez punkt P i punkt
wspolny okreg6w (zob. drugi rysunck).
prostajest P
do promienia danego okregu, gdyz
wiadomo, Ze kat wpisany oparty na
srednicy OP jest katem prostym, za-

tem ta prosta jest szukana styczna,

Oczywiscie prowadzac prosta przez punkt P i drugi wspolny punkt okre-
6w, teZ otrzymamy styczna do okregu.

i 113
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IV Dwa rézne okregi moga by¢ polozone wzgledem sicbie tak, ze nie ma-
ja punktéw wspolnych albo maja dwa punkty wspélne, albo tylko jeden
punkt wspdlny. Gdy okregi maja tylko jeden punkt wspolny, mowimy, ze

sq styczne.
okregi rozlaczne okregi rozlaczne okregi przecinajace si
zewngtrznie ‘wewngtrznie

okregi styczne okregi styczne
zewnetrznie ‘wewnetrznie

Uwaga. O okregach, ktore maja wspolny srodek, méwimy, ze sq wspétsrodkowe.
Jesli okregi wspolsrodkowe majq rozne promienie, to okregi te sq oczywiscie
rozlaczne. Jesli promienie okregw wspolsrodkowych sq jednakowe, to okregi
maja nieskoriczenie wiele punktéw wspolnych (pokrywaja sie).

CWICZENIE A Narysuj okrag o promieniu 2cm. Oznacz jego $rodek litera O
i poprowadz przez punkt O dowolna prosta. Narysuj za pomoca cyrkla okrag
0 $rodku na narysowanej prostej styczny do okregu.

Prosta przechodzaca przez Srodki dwoch okregéw stycznych przechodzi
takze przez punkt ich stycznosci. Wynika stad, ze odleglos¢ miedzy srod-
kami okregw stycznych jest rowna sumie lub réznicy dlugosci promieni

tych okregow.
|ABl=r+r, |ABl=r,-r,

ZENIE B Okrag o Srodku S ma promient dlugosci 2, a okrag o Srodku T ma
promieit dlugosci 5. Okres] wzajemne polozenie tych okreg6w,

a)IsTI=7 b) IST| =8 O ISTI=4
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(CZENIE C le moze by¢ prostych jedno
? Rozwat rézne polozenia okregow.

nie stycznych do dwéch okre-

Ciekawostka

Na ponizszym rysunku okregi sa rozlaczne zewnetrznie, a kazda z czterech
prostych jest styczna do obu okregow. Pokazemy, jak konstruowaé takie
proste.

Niech okrag o $rodku S i promieniu R lezy na zewnatrz okregu o srodku O
i promieniu r. Przyjmijmy, ze R > r.

Sposb konstruowania prostej a: Rysujemy okrag o §rodku S i promieniu
R~r, nastepnie prowadzimy z punktu O prostq styczng do tego okregu
(w sposb opisany na s. 152). Przez otrzymany punkt stycznosci A prowa-
dzimy polprosta SA, kiora przecina duzy okrag w punkcie B. Prowadzac
przez punkt B prosta prostopadia do polprostej SA, otrzymamy szukang
styczna, bo czworokat AOCB jest prostokatem.

—
.; .C

Sposb konstruowania prostej ¢: Rysujemy okrag o $rodku S i promieniu
R+, nastgpnie wyznaczamy prosta styczng do tego okregu przechodzaca
przez punkt O. Rysujemy promieri SK (gdzie K jest punktem stycznosci)
i przez punkt L — wspolny punkt okregu o promieniu R i odcinka SK —
prowadzimy prosta prostopadia do SK. Ta prosta jest szukana styczna.

Zauwaz, 7 prosta b mozna skonstruowaé podobnie jak prosta , za$ prosta
d podobnie jak prosta c.

sodoia 1423 )
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ZESTAW ZADAN

1. Proste na ponizszym rysunku sa parami réwnolegle. Odleglosci miedzy sasied-
nimi prostymi sq réwne 1.

a) Pewien okrag o srodku A ma z narysowany-
i prostymi dokladnie trzy punkty wspélne. Jaka

dlugos¢ ma promien tego okregu?

b) Czy okrag o srodku B moze mie¢ z tymi pro-

stymi dokladnie trzy punkty wspélne?

¢ Jaki promieri moze mie¢ okrag o srodku C, aby

przecinala go dokladnie jedna prosta?

d) Jaki promieri powinien mie¢ okrag o $rodku D,

aby przecinaly go cztery proste (kazda w dwoch

punktach)?

e) Jaki promiefi moze mie¢ okrag o $rodku E, jesli wiadomo, ze okrag ten ma
2 narysowanymi prostymi dokladnie cztery punkty wspélne?

1) Il prostych przecina okrag o $rodku P i promieniu 27

2. Prosta m jest styczna do okregu. Podaj miare Kata, ktéry zaznaczono lukiem.

rami katow o i 7

3. Ramiona kata $ na rysunku obok sa stycz-
ne do okregu. Jaki jest zwiazek miedzy mia-

4, proste a i b na rysunku obok sa styczne do
okregu o §rodku O. Oblicz odleglos¢ punktu A od
punktu O, gdy promieri okregu ma diugosé 5.

5. Prosta a na rysunku obok jest styczna do
okregu. Oblicz pole zacieniowanego tréjkata. 5
a
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6. Proste m oraz n na rysunku obok sq
styczne do okregu. Oblicz pole zacie-
niowanego wycinka kola.

7. Wyobraz sobie, e stoisz nad brzegiem morza.

a) Jak daleko od twoich oczu jest horyzont, jesli twoje oczy
znajduja si¢ na wysokosci 1,5m nad poziomem morza? Przyj-
mij, ze promieri Ziemi ma 6371 km.

b) O ile dalej siegnie twoj wzrok, jesli wejdziesz na drzewo tak
wysoko, ze twoje oczy znajda si¢ 15m nad poziomem morza?
o Czy wystarczy wzniesé sie 1km nad poziom morza, aby
horyzont znajdowal si¢ w odleglosci ponad 100km od oczu?

8. Boki narysowanego trojkata sa styczne do okregu. Oblicz obwéd tego tréjkata.
a) b)
e
K3
A
10
9. Wszystkie boki tréjkata prostokatnego sa styczne do okregu o promieniu 2 cm.

Punkt stycznosci dzieli przeciwprostokatng na odcinki 4cm i 6 cm. Oblicz obwod
tego trojkata.

10.Na rysunku obok kazde dwa sasiednie okregi sq stycz-
ne w tym samym punkcie do pewnej prostej przechodzacej
przez punkt P. Uzasadnij, ze punkty stycznosci leza na okre-
gu o érodku w punkcie P.

11. Narysowana prosta jest styczna do okregu. Wyraz miare kata  w zaleznosci
od kata ot
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12. Na rysunku obok prosta jest styczna do okregu. / RN
Pokaz, 7¢ x =B -y.

c
13. Popatrz na rysunek obok. Wierzcholki czworo-
kata ABCD leza na okregu, a prosta m jest styczna
B do okregu w punkcie A. Wykaz, Ze jeden z Katow
tego czworokata ma miare « + B i przekatna dzieli
m o nakaty o miarach i .
By

4V 14. Rysujemy dwa okregi: jeden o promieniu 3 cm, drugi o promieniu 4 cm. Jaka
powinna byé odleglos¢ miedzy srodkami tych okregw, aby okregi te:
a) byly styczne zewnetrznie,
b) byly styczne wewnetrznie,
) przecinaly si¢ w dwéch punktach,
d) byly rozlaczne?

15. Jaka jest odleglos¢ miedzy $rodkami okregéw o promicniach 5 i 8, gdy
mniejszy okrag przechodzi przez srodek wickszego, a jaka — gdy wigkszy okrag
przechodzi przez $rodek mniejszego?

16. Jakie diugosci maja promienie narysowanych okregw?
a) b) 9

17. Okregi o promieniach 10 1 15 sa wspdlérodkowe. Jaki promieri ma okrag stycz-
ny do obu tych okregow?

18. Trzy okregi o srodkach A, B, C sa parami styczne zewnetrznie. Wiedzac, Ze
|AB| =8, |BC| =10, |AC| = 12, oblicz diugosci promieni tych okregow.
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19. Na ponizszym rysunku cztery jed- 20, Trzy pilki tenisowe, kazda o sred-

nakowe okregi o promieniu r sa pa-  nicy 6,38 cm, umieszczono w pudetku

rami styczne i jednoczesnie sa styczne ~ w sposob pokazany na rysunku. Ustal

do zacieniowanego kota. Oblicz dlugos¢ ~ wymiary pudelka, jesli wiadomo, ze pil-

srednicy tego kota. ki nie wystaja ponad pudetko ani pu-
delko nie wystaje ponad pilki.

©21. Okregi na ponizszym rysunku sa © 22. Okregi na ponizszym rysunku sq
parami styczne. Najwigkszy z okregéw  parami styczne. Promien najwiekszego
ma promieni diugosci r. Oblicz obwéd  z nich jest réwny r. Oblicz dlugos¢ pro-
tréjkata OPS. mienia najmniejszego z tych okregow.

A

Ciekawostka
Dla dowolnego punktu P oraz dla dowolnego okregu o $rodku O i promieniu r liczbg
rowna [PO® - r? nazywamy potega punktu P wzgledem okregu.

Zauwaz, Ze potega punktu P:

« jest liczba dodatnia, gdy punkt P lezy na zewnatrz okregu,
« jest réwna 0, gdy punkt P lezy na okregu,

© jest liczba ujemna, gdy punkt P lezy wewnatrz okregu.

23. Przeczytaj ciekawostke. Srodki okregdw nary-
sowanych obok leza na jednej prostej, a punkty A,
D, G to punkty stycznosci odpowiednich okregéw.
Oblicz:

a) potege punktu C wzgledem okregu o §rodku E,
b) potege punktu B wzgledem okregu o srodku C,
) potege punktu F wzgledem okregu o $rodku B.

9)
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MINISPRAWDZIAN

51. Z punktu A poprowadzono styczne do okregu o srodku B w punktach C i D.
Kt6ra réwnos¢ jest nieprawdziwa?

A. |ABJ® = |ACI* + |BC? C. Pole czworokata ACBD = |AC| - |BC|

B. [«CAD| =180°~ | <CBD| D. |AC| +|AD| = 2|AB|

52. Prosta AD jest styczna do okregu w punkcie A, a cieciwy AC i BC majq réwne
dlugosci. Jezeli |+ ABC| = 70°, to miara kata DAB wynosi:

A.30° B. 40° C. 60° D. 70°

53. Na rysunku ponizej ramiona ka-  S4. Ponizej przedstawiono fragmenty

ta « s styczne do okregu o §rodku S.  trzech okregéw o promieniu 1, ktére

Jaka miare ma kat o? sq parami styczne, oraz mniejszy okrag
styczny do kazdego z tych okregow. Ja-
ka dlugoéc‘ ma promieni tego okregu?

A 350 2 AL |
B.55° ) B. /
c.70° ci1-48

D. 3

D. 80° 2 -1 sm———

ofa T Bk

OKRAG OPISANY NA WIELOKACIE

okrag opisany  Mowimy, ze okrag jest opisany na

— nawiclokacie  wielokacie, gdy wszystkie wierz-

cholki tego wielokata leza nia okregu.

Jeeli okrag jest opisany na wielokacie,

to mozemy tez powiedziet, Ze wiclokat

wﬁ‘f“;‘ WPISAY ot wpisany w okrag.

$rodek okregu opisanego na wiclokacie jest punktem jednakowo odleglym

od jego wierzchotkow, Z wlasnosci symetralnej (por. 5. 71) wynika, Ze §ro-
dek ten musi leze¢ na symetralnej Kazdego boku wielokata.

4 Qe
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Wiemy juz, ze symetralne trzech bokéw Kazdego tréjkata przecinaja si¢
w jednym punkcie (por. s. 71). Wynika stad nastepujace twierdzenie:

Twierdze:
Na kazdym tréjkqcie mozna opisac okrag. 2
Srodkiem takiego okregu jest punkt
przecicia symetralnych bokow trajkqta. N
c Aby wyznaczyé konstrukeyjnie srodek okregu

opisanego na trojkacie, wystarczy poprowa-
dzi¢ symetralne dwoch bokéw tréjkata. Ich
punkt przeciecia to $rodek szukanego okre-
gu, a odlegloé¢ tego punktu od dowolnego
wierzeholka tréjkata to promiert okregu.

¢
opi

Zauwaz, ze z wlasnosci katéw srodkowych
i wpisanych wynika, e $rodek okregu opi-
sanego na trojkacie prostokatnym jest srod-
kiem przeciwprostokatnej.

>
=

ZENIE A’ Narysuj trojkat i skonstruuj okrag
any na tym trojkacie.

(CZENIE B a) Oblicz promieri okregu opisanego na trojkacie prostokatnym
o przyprostokatnych dtugosci 4 i 5.

b) Oblicz dlugosci bokow tréjkata prostokatnego réwnoramiennego wpisanego
w okrag o promieniu 20.

2adoio 14 )

Nie na kazdym wielokacie mozna opisa¢ okrag. Mozliwe jest to tylko
wowezas, s jego bokéw prz ja sie w jednym
punkcie. Na przyklad okregu nie mozna opisa¢ na réwnolegloboku, ktdry
nie jest prostokatem.

CWICZENIE C Na ktérych z na
sa¢ okregu?

< o
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Warunek, jaki musi spelnia¢ czworokat, na kiérym da si¢ opisa¢ okrag,
opisuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie
Na czworokacie mozna opisac okrqg
wedy i tylko wedy, g
sumy miar przeciwleglych katow sq rowne.

+y=B+5=180°

Dowéd
Wykazemy najpierw, Ze jesli na pewnym czworokacie mozna opisa¢ okrag, to
suma miar przeciwleglych katéw tego czworokata wynosi 180°.

Oznaczmy przez « i f przcciwlegle katy czwo-

\ rokata wpisanego w okrag (zob. rysunek). Katy
srodkowe oparte na tych samych lukach co Ka-
ty « i f maja odpowiednio miary 2a i 26 oraz
20+ 2 = 360°, Stad -+ f = 180°,

Z twierdzenia o sumie miar katow czworokata
wynika, ze suma pozostalych dwoch katow roz-
wazanego czworokata takze wynosi 180°.

Wykazemy teraz, 7e jesli w czworokacie suma miar przeciwleglych katow wy-
nosi 180°, to na tym czworokacie mozna opisac okrag.

Przyjmijmy, e w czworokacie ABCD dane sa:
[4BAD| = o, 1<BCD| =  oraz o+ f=180°
(zob. rysunck)

Zauwaimy, 7 wszystkie katy czworokata ABCD
53 wypukle, wiec punkt C lezy wewnatrz ka-

Rozwazmy okrag opisany na trojkacie ABD.
Przypuscmy, ze odleglosé punktu C od srodka
tego okregu jest wicksza niz promieri okregu.

Niech P bedzie punktem lezacym na tuku okregu, na ktorym oparty jest kat o,
oraz P # B i P # D. Wowczas kat wpisany BPD ma miar¢ 180° - & i wobec tego
w czworokacie BCDP suma miar katow o wierzchotkach P i C wynositaby:
|<BPD| +|<BCD| = 360°-(180°- &) + f = 180°+ &t + B = 180°+ 180° = 360°
‘Taki czworokat nie moze istnie¢, zatem odleglos¢ punktu C od $rodka okregu
opisanego na trojkacie ABD nie jest wicksza niz promiefi tego okregu.
Analogicznie mozna wykaza¢, ze odleglos¢ punktu C od srodka rozwazanego
okregu nie moze by¢ tez mniejsza niz promieni okregu. Punkt C musi wiec
leze¢ na tym okregu, czyli jest to okrag opisany na czworokacie ABCD. [
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Kolejne katy pieciokata wpisanego w okrag maja miary: 100°,
120°, 1107, 100° i 110° W pigciokacie tym poprowadzono przekatne wycho-
dzace z wierzchotka kata o mierze 120°. Na jakie katy przekatne te podzielity
ten kat?

Sporzadzamy rysunek pomocniczy.

o= 180° Caworokat ABDE jsk wpsany w okiag,viee
a+§+110°=180 < ABD| + |« AED| =
«+p=70°
y=120° (ac+ ) = 120°~ 70° = 50° <ABC| = o+ B4y =120

o= o Czworokat BCDE jest wpisany w okrag, wiec
B+y+100°=180 % CBE| + |« CDE| = 180'
B+y=80°

B =80°-y =80°-50°=30°
«=120°- (B +y) = 120°~ 80° = 40°

Odp. Przekatne dziela kat o mierze 120° na katy o miarach 40°, 30° i 50°.

ZADANIE  Dane sq miary katow picciokata ABCDE
wpisanego w okrag: [€ABC| = 110° |<BCD| = 95°,
|+ CDE| = 85°, |4 DEA| = 120°, |<EAB| = 130°. ZnajdZ
‘miare kata BEC.

adania 515 )

ZESTAW ZADAN

1. Ustal, czy §rodek okregu opisanego na tréjkacie nalezy do tréjkata, gdy miary
dwdch katow trojkata wynosza:
a) 39°i47° b) 70°i 55° < 63°i27°

2. a) Oblicz dlugos¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym o przy-
prostokatnych diugosci 5 i 12.

b) W tréjkacie prostokatnym przyprostokatne maja dlugosci 6 i 8. Oblicz dlugosé
odcinka laczacego wierzcholek kata prostego ze $rodkiem przeciwprostokatnej.
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3. Ktére z podanych zdan sa prawdziwe?

(@ Srodek okregu opisanego na tréjkqcie lezy zawsze na przecieciu prostych zawie-
rajacych wysokosci tego tréjkqta.

(@ Srodek okregu opisanego na tréjkqcie réwnobocznym jest punktem przecigcia
wysokosci tego trojkata.

@ Dla dowolnych trzech punktdw niewspdtliniowych mozna narysowac okrag, kté-
ry przechodzi przez te punkty.

@ Kazdy bok trdjkata ostrokqtnego wpisanego w okrag jest krotszy od Srednicy
tego okregu.

(5 Kazdy bok trajkata rozwartokatnego wpisanego w okrag jest krdtszy od srednicy
tego okregu.

4. Ostrokaty tréjkat réwnoramienny, ktérego podstawa ma 4 cm, jest wpisany
w okrag o promieniu 3 cm. Oblicz pole tego tréjkata.

5. a) Oblicz promieii okregu opisanego na prostokacie o bokach 5 cm i 12 cm.

b) Oblicz dlugos¢ boku kwadratu wpisanego w okrag o promieniu 5 cm.
6. Sprawdz, czy mozna opisa¢ okrag na czworokacie, ktérego kolejne katy maja
podane miary:

a) 30° 60°, 150°, 120° b) 64° 126°, 56°, 114° o 91° 92°, 89°, 88°

7. Oblicz miary katéw narysowanego czworokata.

a) b | 9 |
§
~— I

8. a) Czy czworokat wpisany w okrag moze mie¢ dokladnie trzy katy ostre?

b) Pewne dwa katy czworokata wpisanego w okrag maja miary 98° i 82°. Ustal,
jakie miary moga mie¢ pozostale katy tego czworokata.

9. Uzasadnij, Ze na trapezie mozna opisac okrag wtedy
i tylko wtedy, gdy trapez ten jest rtownoramienny.

10. W szesciokacie narysowanym obok dane sa cztery
Katy. Oblicz miary pozostalych katéw tego szesciokata.
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D
©11. Na rysunku obok przedstawiono trojkaty ABC

i ABD. Uzasadnij, ze okrag opisany na trojkacie
ABC ma taki sam promien, jak okrag opisany na
\, wdikacie ABD.

©12. Miary katow pewnego czworokata wyrazone w stopniach sa kolejnymi liczbami
nieparzystymi. Czy na tym czworokacie mozna opisa¢ okrag?

A

© 13, punkt P jest symetryczny do ortocentrum tréjkata ABC wzgledem prostej AB.
Udowodnij, ze punkt P lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC.

B
14. Popatrz na rysunck. Z trojkata wpisanego A ,
w okrag odcinamy jeden rog prosta réwnolegla
do stycznej poprowadzonej przez wierzcholek. ‘

Udowodnij, Ze na otrzymanym w ten sposéb
czworokacie ABCD mozna opisac okrag.

© 15. Udowodnij, Ze jesli i ich katow przecinaja sie
w czterech punktach, to punkty te tworza czworokat, na ktérym mozna opisaé
okrag.

MINISPRAWDZIAN

S1. Jakie pole ma tréjkat prostokatny réwnoramienny wpisany w okrag o promie-
niu 14 cm?

A. 196 cm? B.202 cm? C.584 em? D. 98 cm?

52. Oblicz miarg kata i w okrag, jesli miary
pozostalych jego katow wynosza &, 2 i 6cx.

A. 240° B. 22,5° C. ok. 154° D. 157,5°

S3. Przekqtna BE dzeli pieciokat ABCDE na
tréjkat i trapez réwnoramienny. Srodek okregu
opisanego na tym pieciokacie lezy na tej przekat-
nej. Oblicz miarg kata ABC, jesli |<BCD| = 130°
oraz |4 AED| = 75°

A.105° B.115° C. 130° D. 150°
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OKRAG WPISANY W WIELOKAT

| okrag Mowimy, ze okrag jest wpisany w wie-
wpisany R il toawe 4
ol lokat, jezeli jest styczny do wszystkich
bokéw tego wielokata.
wielokat Jezeli okrag jest wpisany w wiclokat, to
opisany —__\ mozemy tez powiedziec, ze wielokat jest
na okregu opisany na okregu.
Odleglos¢ srodka okregu wpisanego w wielokat od kazdego boku wielokata

jest réwna promieniowi okregu. Srodek takiego okregu jest jednakowo od-
legly od wszystkich jego bokow, zatem z wlasnosci dwusiecznej (por. s. 72)
wynika, Ze $rodek ten musi leze¢ na dwusiecznej kazdego kata wielokata.

] \‘
A -
Poniewaz wiemy juz, ze dwusieczne katow tréjkata przecinaja sie w jed-
nym punkcie, zatem prawdziwe jest nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie

W kazdy tréjkat mozna wpisac okrag.
Srodkiem okregu wpisanego w trdjkat jest punkt
przeciecia dwusiecznych katow tego tréjkata.

Aby skonstruowaé okrag wpisany w tréjkat, pro-
wadzimy dwusieczne dwoch dowolnych katow
tréjkata, ich wspélny punkt § bedzie srodkiem
szukanego okregu. Nastepnie kreslimy prosta,
przechodzaca przez punkt § i prostopadia do
jednego z bokéw. Punkt przeciecia tej prostej
2 bokiem AC (na rysunku oznaczony litera K)
jest jednym z punktéw stycznosci. Kreslimy
okrag o $rodku § i promieniu SK|.

CWICZENII Narysuj trojkat i skonstruuj okrag wpisany w ten trojkat.
adari 1-6 )
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Nie w kazdy wielokat da si¢ wpisa¢ okrag. MoZliwe jest to tylko wtedy,
gdy dwusieczne wszystkich katéw przecinaja sie w jednym punkcie. Na
przyklad nie mozna wpisaé okregu w prostokat, ktory nie jest kwadratem.

Warunek jaki musi spetnia¢ czworokat opisany na okregu jest nastepujacy:

Twierdzenie

W czworokat mozna wpisac okrag

weedy i tylko wtedy, gdy czworokat

Jest wypukly i sumy dlugosci jego
przeciwleglych bokdw sq rowne.

Dowsd
Zalozmy, ze w pewien czworokat mozna wpisac okrag. Taki czworokat musi
by¢ wypukly, bo nie moze mie¢ katow wigkszych od 180°, Pokazemy, ze sumy
dlugosci jego przeciwleglych bokéw sa réwne.
Boki czworokata sa styczne do okregu. Z wlas-
nosci stycznej do okregu (zob. str. 151) wyni-
ka, ze odcinki laczace dany wierzcholek z punk-
tami stycznosci sa rowne (zob. rysunek).

Latwo zauwazyé, Ze niezaleznie od tego, kiora
parg przeciwleglych bokw czworokata wybie-
rzemy, suma ich dlugosci wynosi x +y +z+1,
czyli sumy dlugosci przeciwleglych bokéw sa
rowne.

Niech ABCD bedzie czworokatem wypuklym, w ktérym sumy dlugosci prze-
ciwleglych bokow sa rowne, czyli |AB| + |CDI| = |BC| +|ADI. Pokazemy, meto-
da nie wprost, ze w ten czworokat mozna wpisac okrag.

Niech § oznacza punkt przeciecia dwusiecznych katéw BAD i ABC i okrag
o srodku S jest styczny do bokow AB, BC i AD (zob. rys. na nastepnej stronie).
Przypuscmy, ze okrag ten nie jest styczny do boku CD.

FIGURY NA PLASZCZYZNIE. CZESC 2



Prowadzac z punktu C styczna do narysowane-
g0 okregu, otrzymamy na prostej AD punkt D'
r6zny od D. Mozemy zalozyé, ze |AD'| > |AD|
(gdyby |AD’| < |AD|, dowéd przebiegalby ana-
logicznie), czyli punkty C, D, D’ powinny byé
wierzcholkami tréjkata.

Czworokat ABCD' jest opisany na okregu, wiec:
JAD'| +1BC| = |AB| +1CD'|

Zakladalismy, ze spelniony jest takze warunek:
IAD| + |BC| = |AB| +|CDI

Z obu tych warunkéw wynika rownosé:

|AD’| - 1AD| = ICD’| - |CDI

|AD'| - 1AD| = IDD'|, wigc IDD’| = |CD’| - |CD.
Stad |DD’| +|CD| = |CD'|.

Zatem odcinki CD, DD', D'C nie spelniaja nierownosci tréjkata, czyli nie
istnieje tréjkat o wierzcholkach €, D, D' (sprzecznosé). Wobec tego D =D,

czyli czworokat ABCD jest opisany na okregu. sdania 111

Iil Pokazemy teraz, jak mozna obliczyé pole wiclokata opisanego na okregu,
gdy znamy diugos¢ promicnia tego okregu i obwod wiclokata.

Na rysunku obok pieciokat opisany na okregu zo-
stal podzielony na tréjkaty odcinkami laczacymi
wierzchotki ze §rodkiem okregu. Pole wielokata jest
rowne sumie pol tych trojkatow:

1 1, 1 1, 1
P=gar+ 2br+ zcr+ 2dr+22r

P=%r(n+b+c+d+€)

Powyzsze rozumowanie przeprowadzil >my dla pieciokata. Analogiczne ro-
pr wielokata. Zatem:

Twierdzenie
Pole wielokgta opisanego na

A 5 : P=rp
okregu jest réwne iloczynowi
promienia tego okregu przez P— pole wiclokata
polowe obwodu wielokqta. P — polowa obwodu
wielokata
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[IATTIOM Przekatna AC czworokata ABCD ma diugosé 6 i dzieli czworokat
i trojkat o przeciwprosto-
katnej AC. W ten czworokat mozna wpisac okrag. Jaki promier ma taki okrag?

D
|AD| = |DC| =

|AB| = |BC| = & =3vZ
A i V2

Pasco = Pasc + Paco

p=6+3/2 p — potowa obwodu czworokata ABCD

Pasco _ 9+9V3 _3+3J3 r — promien okregu wpisanego

P T6+3V2 242 w czworokat ABCD

ZADANIE W czworokacie KLMN przekatna KM ma diugos¢ 24 i dzieli ten czwo-
rokat na dwa tréjkaty réwnoramienne o podstawie KM. Ramiona tych tréjkatéw maja
dlugosci 13 i 20. Jaka dlugos¢ ma promieri okregu wpisanego w czworokat KLMN?

2adania 12-15
ZESTAW ZADAN
1. Ponizej nar ano trojkaty: o oraz Ob-
licz miary katéw tych tréjkatéw oraz miary katow oznaczonych literami.
F
I

N
) NN

2. Narysuj dowolny kat ostry. Na jednym z ramion zaznacz punkt A. Skonstruuj
okrag styczny do obu ramion narysowanego kata tak, aby punkt A byl jednym
2 punktow stycznosci.

3. W tréjkat réwnoramienny ABC, w ktérym kat miedzy ramionami AC i BC ma
100°, wpisano okrag o $rodku O. Oblicz miare kata AOB.

4. Uzasadnij, ze w tréjkacie prostokatnym suma dlugosci przyprostokatnych jest
réwna sumie dlugosci Srednic okregu wpisanego w ten tréjkat oraz okregu opisa-
nego na tym trojkacie.
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© 5. Kat miedzy ramionami AC i BC tréjkata réwnoramiennego ABC ma miare 40°.
Punkt O jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC, a punkt § jest srodkiem
okregu opisanego na tym tréjkacie. Oblicz miare kata SAO.

© 6. Na rysunku obok tréjkat o katach « i B opisany A
jest na okregu. Kat y jest katem tréjkata, ktérego
wierzchotkami sa punkty stycznosci. Wykaz, ze:
3
S

41l 7. Oblicz obwéd czworokata przedstawionego na rysunku.

b) 4
a ), B

8. Sprawd?, czy mozna wpisa¢ okrag w czworokat wypukly, ktérego kolejne boki
maja diugosei:

a) 7, 12, 17, 12

- 9 3, 2V3, 5/3-3, 3V3

e

1
3

9. Dlugosci bokéw pewnego czworokata sq kolejnymi liczbami naturalnymi. Czy
W ten czworokat mozna wpisaé okrag?

©10.Punkty A, B i C s wierzchotkami tréjkata, w ktorym |AB| = [BCI. Znajdz
konstrukcyjnie taki punkt D, Ze istnieje okrag wpisany w czworokat ABCD i istnieje

okrag opisany na tym czworokacie.

11. Na pewnym trapezie mozna opisa¢ okrag, a takZe mozna w ten trapez wpisac
okrag. Podstawy tego trapezu maja dlugosci 7 i 3. Oblicz dlugosci jego ramion.

4l 12. Uzasadnij, ze pole czworokata opisanego na okregu o promieniu r jest réwne
rla+b), gdzie a i b sa dlugosciami dwoch przeciwleglych bokéw.

13. Wykaz, ze stosunek obwodu kofa do obwodu wielokata opisanego na nim jest
r6wny stosunkowi pola kola do pola wielokata.

14. Oblicz promieri okregu wpisanego w romb o przekatnych 10 cm i 12 cm.
15. Oblicz dlugosci promieni okregu wpisanego w tréjkat prostokatny 1 opisanego
na nim, jezeli boki tréjkata maja diugosci:

a) 8, 15, 17 b) 1, 2, V5 9 V5, V6, VIT
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MINISPRAWDZIAN

51. Na okregu o srodku § jest opisany tréjkat prostokatny réwnoramienny ABC.
Odcinek BC to najdiuzszy bok tréjkata. Jaka miare ma kat ASB?

A.135° B.67,5° C. 90° D. 112,5°

52. W czworokacie na rysunku: |AB| = |AD| i |BC| = |CDI. Taki czworokat nazywa
si¢ deltoidem. Ponadto |€ ABC| = | ADC| = 90°. Ktére ze zdan jest prawdziwe?
A. Na tym czworokqcie nie mozna opisac okregu c
i'w ten czworokat nie mozna wpisac okregu. D

B. Na tym czworokqcie mozna opisa¢ okrag, ale

w ten czworokat nie mozna wpisa¢ okregu.
. Na tym czworokacie nie mozna opisac okregu,

ale w ten czworokqt mozna wpisac okrag.
. Na tym czworokqcie mozna opisac okrag i w ten A

czworokqt mozna wpisac okrag.

o)

o

53. Obwod czworokata opisanego na okregu o promieniu 3 jest réwny 40. Pole
tego czworokata jest rowne:

A. 120 B. 80 C. 60 D. 30

54. Jaki jest promieri okregu wpisanego w tréjkat prostokatny o przyprostokat-
nych 7i 247
A5 B.6 c7 D.3

WLASNOSCI WIELOKATOW.
WIELOKATY FOREMNE

ENIE A Narysuj
a) czworokat, w ktérym dwa ni

asiednie boki sq prostopadle,
b) pieciokat, ktéry ma jedna pare bokéw réwnoleglych,

o szesciokat, w kiérym trzy boki sq parami réwnolegle.

Zauwaz, ze nicktore wielokaty spel-

niajq warunek: dla dowolnych dwéch

punktéw wielokata odcinek, ktérego

koiicami s te punkty, zawiera si¢

w tym wielokacie. Takie wielokaty — ielokat wielokat
nazywamy wielokatami wypuklymi. wypukly niewypukly
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VICZENIE B Oto przyklady réznych wiclokatéw. Ktére z nich s wypukle?

JANOMID 3

Zauwaz, ze wszystkie katy wielokata wypuklego to katy o mierze wigkszej
od 0° i mniejszej od 180° (s3 to katy wypukle). W wielokacie niewypuklym
o najmniej jeden kat jest katem wKleslym.

Przypomnijmy, ze przekatna wielo-

kata nazywamy kazdy odcinek la-

czacy niesasiednie wierzcholki wie-

lokata. Nicktére przekatne wielokata —
niewypuklego leza poza wielokatem. TN

Wiemy juz, ze suma miar katow tréjkata jest rowna 180°, a suma miar
Katéw czworokata wynosi 360°. Zastanéwiy sie, co mozemy powiedzie¢
o sumie miar katéw n-kata, czyli wielokata, ktéry ma n wierzchotk6w.

VICZENIE C Narysuj dowolny wielokat wypukly. Wybierz dowolny wierzcholek
i narysuj wszystkie wychodzace z niego przekatne. Na ile tréjkatéw podzielily
wielokat narysowane przekatne?

ZENIE D Popatrz na rysunek obok. Na ile
trojkatow przekatne podzielily ten 11-kat? lle
wynosi suma miar katw 11-kata?

Wszystkie przekatne poprowadzone z jednego wierzcholka n-kata wypu-
Klego dzielq ten wielokat na n -2 tréjkaty (tréjkatow jest tyle, ile bokow,
kt6re nie zawierajq wybranego wierzchotka). Suma miar katow tych tréjka-
tow wynosi (n-2) - 180° i jest réwna sumie miar katow n-kata. Taka sama
zaleznos¢ zachodzi dla wielokatow niewypuklych.

Twierdzenie
Suma miar katow n-kata wynosi (n - 2)-180°.
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CWICZENIE E Narysuj dowolny s
trzy przekatne. Jesli dla pewns
rysowana, to narysuj ja jeszcze raz, ale innym kolorem. lle razy rysowana byla
kazda z przekatnych? lle przekatnych ma szesciokat?

iokat. Z kazdego wierzcholka poprowadz
o wierzcholka jakas przekatna zostala juz na-

Z kazdego wierzcholka n-kata mozna poprowadzic n -3 przekatne. (Z wy-

branego wi nie mozna i j do niego ani do

sasiadujacych z nim wierzchotkéw). Kreslac przekatne z kazdego wierz-

chotka, narysowaliby$my n(n - 3) odcinkéw, kazdy dwukrotnie. Takie
prowadzi do j i i

Twierdzenie
n(

Liczba przekatnych w n-kacie wynosi

PRZYKLA! lle przekatnych ma wielokat, w ktérym suma miar katow jest row-
na 2700°?
(n-2)-180°=2700° Korzystamy  twierdzenia o sumie miar katow
nkata, aby obliczy¢ liczbe bokéw wielokata.
n-2=1s
=17 Wielokat, o kidrym mowa, to 17-kat.

liczba przekatnych =

207=3) _ 119 obliczamy, le przekanych ma 17-kat

Odp. Ten wielokat ma 119 przekatnych.
ZADANIE Tle przekatnych ma wielokat, ktérego suma miar katow wynosi 2160°?

sadaio 15 )

Il Wielokat, ktry ma wszystkie boki jednakowej diugosci i wszystkie katy
j i i i forem-

miary, Y
nymi sq na przyklad tréjkat réwnoboczny i kwadrat.

AOOCOOO

W kazdym wielokaci wszystkie dwusi Katow i
bokéw przecinajq sie w tym samym punkcie. Punkt ten jest wiec jednocze-
snie srodkiem okregu opisanego na wielokacie i wpisanego w ten wielokat.
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Przy obliczaniu dlugosci promieni takich okregw dla tréjkata rownobocz-
nego, kwadratu i szesciokata foremnego mozna korzystaé z odpowiednich
WZOT6W.

wnia 622 )

il Wiemy juz, ze suma miar katow w n-kacie wynosi (n - 2) - 180°. Ponie-
waz wszystkie katy n-kata foremnego sa réwne, wiec mozemy Korzystac
Z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie
Kazdy kat n-kata foremnego ma miare {

CWICZENIE F ) Jaka miare ma kazdy 7 katéw szesciokata foremnego?

b) Tle przekatnych ma szesciokat foremny?
2odania 329 )

ZESTAW ZADAN

1. a) Oblicz sumy miar wszystkich katéw siedmiokata oraz katéw stukata.

b) Ile bokéw ma wielokat, w ktorym suma miar katow wynosi 1080°?

¢ Czy istnieje wielokat, w ktérym suma miar wszystkich katéw wynosi 1000°7

d) W pewnym 10-kacie jeden z katow jest prosty, a pozostale katy maja t¢ sama
miare. Oblicz te miare.

2. Wyobraz sobie, ze dla kazdego kata n-kata wypuklego zaznaczamy jeden z ka-
16w przyleglych do tego kata. Uzasadnij, ze suma miar wszystkich zaznaczonych
W ten sposéb katow jest réwna 360°.
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© 3. Uzasadnij, ze nie istnieje siedmiokat, w ktorym kazde dwa sasiednie boki sq

prostopade.

4. 3) Tle przekatnych ma dziewieciokat, a ile — dwustukat?

b) Tle bokéw ma wielokat, ktéry ma 90 przekatnych?

9 Czy istnieje wielokat, ktéry ma 30 przekatnych? Czy istnieje wielokat, ktory ma
170 przekatnych?

d) Czy istnieje wielokat, ktory ma tyle samo przekatnych co bokéw?

5. ) Z wierzcholka pewnego wiclokata mozna poprowadzi¢ 15 przekatnych. Ob-
licz sume miar katéw tego wiclokata.

b) Pewien wielokat ma 275 przekatnych. Oblicz sume miar katow tego wielokata.

» 9 Z jednego wierzcholka pewnego wielokata wypuklego mozna poprowadzié 100

przekatnych. Uzasadnij, ze najwiekszy kat tego wielokata ma wiecej niz 175°.

6. a) Oblicz dlugosc okregu opisanego na tréjkacie réwnobocznym o boku 10.

b) Ustal, jaka jest dlugos¢ okregu wpisanego w tréjkat réwnoboczny o boku 5.

7. a) lle razy pole kola opisanego na tréjkacie réwnobocznym jest wieksze od pola
kola wpisanego w ten trojkat?

b) Ile razy diugosé okregu opisanego na trojkacie réwnobocznym jest wicksza od
obwodu tego tréjkata?

8. Oblicz dlugosé boku tréjkata réwnobocznego:
a) opisanego na okregu o promieniu 2.3,
b) wpisanego w okrag o promieniu 6.

9.0 ile dluzszy jest promieri okregu opisanego na kwadracie o boku 10 cm od
promienia okregu wpisanego w ten kwadrat?

10.2) Oblicz pole szesciokata foremnego wpisanego w okrag o promieniu 5.
b) Oblicz dlugosé okregu wpisanego w szesciokat foremny o boku 10.

11.2) Oblicz diugosci przekatnych szesciokata foremnego o boku 2.

b) Krétsza przekatna szesciokata foremnego ma dlugos¢ 6/3. Jaki obwod ma ten
szesciokat?

12. a) Uzasadnij, Ze suma dlugosci przekatnych wychodzacych z jednego wierz-
cholka szesciokata foremnego JeSI mniejsza od obwodu lego szesciokata.

b) Oblicz sume diugosci wszy: przekatnych szesci o boku
dlugosci a. Ile razy ta suma jest wicksza od obwodu szcsclokqm7
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13. Narysowane wielokaty sa foremne i przystajace. Sprawdz, czy kolo i pierscien

maja takie same pola.

SO

640

14. Kwadrat i szesciokat foremny maja réwne pola. lle razy bok kwadratu jest

dluzszy od boku szesciokata?

15. Czy szesciokat foremny o boku 40 cm zmiesci si¢ W prostokacie o wymiarach

70cm x 80cm?

Ciekawostka

Na ponizszych rysunkach przedstawiono
sposcb konstruowania kwadratu i sze-
Sciokata foremnego. Teoria wielokatow
foremnych byla jednym ze znakomitych
osiagnieé szkoly pitagorejskie. Pitago-
rejezycy potrafili za pomoca cyrkla i li-
nijki wpisac w okrag tréjkat réwnobocz-
ny, kwadrat, piciokat foremny i sze-
Sciokat foremny.

Potrafili takze skonstruowaé wielokat
foremny o liczbie bokéw dwukrotnie
wigkszej od liczby bokéw danego wie-
lokata (@ wiee np. znajac konstrukcje

16. Przeczytaj ciekawostke.

kwadratu wpisanego w okrag, potrafili
tez zbudowac 8-kat foremny, 16-at fo-
remny itd.).

Starozytnym uczonym nie udalo si¢ jed-
nak skonstruowaé niektorych wieloka-
16w foremnych, na przyklad: 7-kata,
9kqta czy 17-kata. Proby trwaly wicle
stuleci.

Po pitagorejczykach w teorii wielokatow
foremnych nie odkryto niczego przez
ponad 2000 lat. Dopiero w 1801 ro-
ku niemiecki matematyk Carl Friedrich
Gauss pokazal, jak skonstruowaé 17-kat
foremny. Niedlugo potem uzasadnil, ze
nic mozna skonstruowaé 7-kata ani
9-kata foremnego. Sformulowal tez twier-
dzenie pozwalajace sprawdzic, czy dla
danej liczby n mozna skonstruowaé
nkat foremny.

a) Skonstruuj szesciokat foremny o boku 3 cm.

b) Korzystajac z konstrukcji
boczny i dwunastokat foremny.

Sciokata

17. Narysuj okrag o promieniu 4 cm. Wpisz w ten okrag osmiokat foremny i szes-

nastokat foremny.

WLASNOSCI WIELOKATOW. WIELOKATY FOREMNE
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18.a) Popatrz na pierwszy rysunek.
Kazdy bok kwadratu jest podzielony na
trzy jednakowe czesci. Uzasadnij, ze za-
cieniowany osmiokat nie jest foremny.
b) Popatrz na drugi rysunek. Zacienio-
wany osmiokat jest foremny. Bok kwa-
dratu ma dlugos¢ a. Jaka diugosé ma
bok o$miokata?

x z
x b4
x z

19. Osmiokat foremny ma bok o diugosci 4. Jakie diugosci maja przekatne tego

oémiokata?

20. W okrag o promieniu 5 jest wpisany osmiokat fo-

remny (zob. rysunck obok).
a) Jaka miare ma Kat ostry ASB?
b) Oblicz wysokos¢ AC tréjkata ASB.

9 Ustal, jakie pole ma narysowany osmiokat foremny.

Ciekawostka

Za pomoca cyrkla i linijki nie mozna
skonstruowa¢ niektorych wielokatow fo-
remnych, np. nie mozna skonstruowaé
7-kqta foremnego ani 9-kata foremnego.
Istniejq jednak konstrukcje przyblizone.
Opisana obok metode rysowania 7-ka-
ta foremnego znali matematycy arabscy
juz w X wieku. Wiadomo, Ze postugiwal
si¢ nia Leonardo da Vinci (czyt. da win-
czi), a takze Albrecht Direr (czyt. direr).

Diugos¢ odcinka wyznaczonego wedlug
tego opisu jest bardzo dobrym przybli-
Zeniem dlugosci boku 7-kata foremnego
wpisanego w okrag.

/DA
"/

Oto przyblizona konstrukcja 7-kata fo-
remnego:

1. Narysuj dowolny okrag. Niech § ozna-
cza srodek tego okregu.

2. Zaznacz na narysowanym okregu do-
wolny punkt §' i narysuj okrag o §rod-
ku § i takim samym promieniu jak
poprzedni okrag.

3. Niech A i B oznaczaja punkty przecie-
cia narysowanych okregow.

4. Znajdz punkt przeciecia prostej AB
. Oznacz ten punkt litera P.

5. Dlugos¢ boku siedmiokata foremnego
wpisanego w narysowany okrag o §rod-
ku $ jest w przyblizeniu réwna |API.

21. Narysuj siedmiokat foremny zgodnie z opisem podanym w ciekawostce.

© 22. Rozwazmy wielokaty foremne wpisane w okrag o srodku S.
a) Ile przekqtnych o$miokata foremnego przechodzi przez punkt 57

b) Czy kiéras przekqtna si

moze i¢ przez punkt §?

9 Co mozna powiedzie¢ o liczbie wierzcholkéw wielokata foremnego, w ktrym
przynajmniej jedna przekatna przechodzi przez $rodek okregu? lle przekatnych
takiego n-kata foremnego przechodzi przez srodek okregu?
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4l 23. ) Kazdy z katéw pewnego wielokata foremnego ma miare 150°. Ile bokéw ma
ten wielokat?
b) Czy istnieje wielokat foremny, ktérego kazdy kat ma miare 130°?

24. a) Oblicz miare kata 20-kata foremnego.
b) Tle bokéw ma wielokat foremny, w ktérym kazdy z katow ma miare 179°?
9 Czy w wielokacie foremnym kat moze mie¢ 145°? Czy moze mie¢ 165°?

25. Pigciokat ABCDE na rysunku obok jest forem-
ny. Oblicz miary zaznaczonych katow.

26. Punkty Py, Pz,- - -, Py sa kolejnymi wierzchol-
kami dwunastokata foremnego. Oblicz miare kata:
a) <P, b) <P\ PsPs o «PPP;

27. Dla jakiej liczby naturalnej n kat n-kata foremnego jest o 1,5° mniejszy od kata
wielokata foremnego, ktory ma n +1 bokow?

© 28. Dla jakiego n miara kata n-kata foremnego (okreslona w stopniach) jest liczba
podzielna przez 10?

©29. Cieciwa AB jest bokiem pewnego wielokata foremnego wpisanego w okrag
o §rodku S. Jakq miare ma kazdy kat tego wielokata, jesli kat ASB ma miarg o?

MINISPRAWDZIAN

51. Na rysunku obok tréjkat réwnoboczny jest opisany na
okregu o promieniu 1, akwadrat jest wpisany w ten okrag.
0 ile pole tréjkata jest wieksze niz pole kwadratu?

A03V3-2 B.03v2-2 C.o6V3-v2 D.06v3-4v2
52. Tle bokéw ma wielokat o 44 przekatnych?

A 22 B. 14 €. 11 D.8

53. 0 ile wigksza jest dlugos¢ okregu opisanego na szesciokacie foremnym o bo-
ku 4 od dlugosci okregu wpisanego w ten szesciokat?

AnE B.4m C4-243 D. 871 - 411/3

54. Jaka miarg ma kat miedzy sasiednimi przekatnymi wychodzacymi z wierzchol-
ka 10-kata foremnego?

A8 B.20° c.36° D. 45°
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1. Kazdy z trzech okregdw o promie-
niu r jest styczny do dwéch pozosta-
Iych w zaznaczonych punktach. Oblicz
dlugos¢ niebieskiej linii.

2. Okrag o Srodku w jednym z wierz-
cholkéw wréjkata przecina dwa jego
boki wychodzace z tego wierzchotka.
Katy przy pozostalych dwdch wierz-
cholkach trojkata maja miary o i B.
Oblicz miare kata wpisanego opartego
na fuku zawartym w tréjkacie.

3. Ramiona kata ADB sq styczne do
okregu o §rodku S w punktach A i B.
Oblicz obwod czworokata o wierzchol-
kach D, A, S, B, jezeli wiadomo, ze:

a) IDSI=10 i |DA| =5,

b) promieit okregu ma dlugos¢ i jest
trzy razy krétszy od odcinka DS.

4. Cieciwy AB i AC tworza ze styczna
do okregu w punkcie A katy 50° i 65°.
Oblicz miary katéw tréjkata ABC. Roz-
waz dwa przypadki.

5. Przez punkt stycznosci dwéch okre-
gow poprowadzono dwie proste, ktére
przecinaja okregi w punktach A, B, C
i D. Wykaz, ze proste AD i BC sq row-
nolegte.

178

6. Oblicz promien okregu opisanego
na tréjkacie, ktrego boki maja dlugo-
$ci 10,101 12.

7. W tréjkacie ABC kat przy wierzchol-
ku A ma 40°, a kat przy wierzcholku B
— 60°. Prowadzimy prosta przecinajaca
boki AC i BC tego trojkata w punk-
tach odpowiednio D i E. Oblicz, jaka
miare powinien mie¢ kat CDE, aby na
czworokacie ABED mozna bylo opisa¢
okrag.

8.W uéjkat o katach 70°, 50° i 60°
wpisano okrag, ktéry jest styczny do
bokéw tréjkata w punktach A, B i C.
Oblicz miary katéw tréjkata ABC.

9. Czworokat jest opisany na okregu
o promieniu 4. Dwa przeciwlegle boki
tego czworokata maja diugosci 12 i 6.
Oblicz jego pole.

10.3) Tle przekatnych ma o$miokat?
b) Tle co najmniej bokéw ma wielokat
o wigcej niz 100 przekatnych?

9 0 ile wigcej przekatnych ma n+1-kat
od n-kata?

11.2) Tle bok6w ma wielokat foremny,
w ktérym miary katéw wynosza 179°?
b) Czy w wielokacie foremnym kat mo-
Ze mie¢ 145°? Czy moze mie¢ 165°?

12. Okrag, ktérego $rodkiem jest
punkt przeciecia przekatnych pewne-
go kwadratu, przecina ten kwadrat
w o$miu punktach. Punkty te dzielg
okrag na osiem jednakowych lukow.
Ktéra figura ma wicksze pole: kwadrat
czy kolo ograniczone tym okregiem?
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Trygonometria

Termin trygonometria pochodzi od dwéch greckich siéw: trigbnon
(tréjkat) i métron (mierzyc), oznacza wigc dostownie mierzenie
trdjkatéw. Ta dziedzina matematyki zajmuje sig m.in. opisywaniem
2wiazkéw migdzy dlugosciami bokdw trdjkqta a miarami jego katow.

Tangens kata ostrego = Sinus i cosinus kata ostrego ® Obliczenia
trygonometryczne = Zastosowania trygonometrii ® Wartosci funkdji
trygonometrycznych katow 30°, 45°i 60° = Zwigzki miedzy
funkcjami trygonometrycznymi = Funkcje trygonometryczne katéw
od 0° do 180° = Twierdzenie sinuséw = Twierdzenie cosinuséw

= Powtérzenie



TANGENS KATA OSTREGO

WICZENIE A cazy: 1BCL IDE|IFG
CWICZENIE A Oblicz ilorazy: 1€, IDEL, 1FG
a) b) G
£ E
3 c
A B D F
A BD F

Legenda glosi, ze starozytny medrzec Tales
2 Miletu potrafil za pomocg cienia wyznaczac
wysokosci piramid i drzew.

Tales przy swoich pomiarach korzystal z faktu, ze w danym momencie kat
padania promieni slonecznych wyznaczajacych cienie réznych obiekt6w jest
taki sam i wykorzystywal nastepujaca wlasnos¢ tréjkatéw prostokatnych:
Jezeli dwa trajkaty prostokqtne majq takie same katy, to stosunek dtugosci
przyprostokqtnych w jednym z tych trajkatow jest taki sam jak stosunek
dtugosci odpowiednich przyprostokqtnych w drugim trajkacie.

1\
)

X

P

//@l'em
- <

24m 72m

Dla danych przedstawionych na rysunku z wiasnosci tej wynika rownosc:
6

16 - x

x
24 72
Rozwiazujac to réwnanie, mozna ustali¢, ze wysokos¢ drzewa wynosi 4,8m.
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Niech « bedzie jednym z katow ostrych tréjkata prostokatnego.

Tangensem kata & nazywamy stosunek
dlugosci przyprostokatnej lezacej naprze-
ciw kata « do diugosci drugiej przy-
prostokatnej. Tangens kata o oznaczamy [~
w skrocie tg «.

Liczba tg « nie zalezy od wielkosci tréjkata, a tylko od miary kata e.

CWICZENIE B a) Oblicz tangensy katow o, B i y.

B
13 S
i 445 H 6 27
o« A Y
8 12 8
b) Podaj stosunki dlugosci bokéw réwne tangensom katow ct, B i y
c
kN1 ) s
B B A
T G S
sadania 12 )

W pewnym tréjkacie prostokatnym tangens jednego z katéw ostrych
Jest réwny 2, a przyprostokatna lezaca naprzeciw tego kata ma diugosc 5. Oblicz
dtugosé drugiej przyprostokatnej.

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

o= ige=}

stad x=17,5

Odp. Diugos¢ drugiej przyprostokatnej wynosi 17,5.

ZADANIE  Niech  bedzie katem ostrym trojkata prostokatnego i tger = 2. Przy-
prostokatna tego trojkata lezaca przy kacie & ma 12cm. Oblicz dlugosé drugicj

przyprostokatnej.
sadanis 4-5
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fil | CWICZENIE C Jakie dlugosci moga mie¢ przyprostokatne rjkata prostokatne-
£0, jesli tangens jednego z katow ostrych tego trojkata wynosi 3

Narysuj kat, ktérego tangens jest réwny 1,5.

tga=1,5= :_5 =% i Wybieramy odcinki o takich dtugosciach, aby
*ich stosunek byt rowny 3, np. 3 cm i 2 cm (mo-
3_3cm ¢ glibysmy przyjac tez dtigosci 6 cm i 4 cm).
2% 2em .
£
5

Rysujemy trojkat prostokatny o przyprostokat-
nych 3 cm i 2 cm. Szukany kat lezy naprzeciw-
ko przyprostokatnej o diugosci 3 cm.

ZADANIE  Narysuj kat, ktorego tangens jest rowny 3.

2adonio 18 )

IV Nachylenie stokéw gor, schodéw i dachéw do-
méw czesto podaje sie w procentach. Na przy-
Klad znak drogowy przedstawiony na zdjeciu
ostrzega przed stromym podjazdem, ktdrego
nachylenie wynosi 10%. Oznacza to, Ze tangens
kata nachylenia drogi do poziomu wynosi 0,10.

Mwm

100m
Rysunek lustruje podjazd o nachyleniu 10% (tga = 0,10).

CWICZENIE D a) Nachylenie pewnego zbocza wyrazone w procentach wynosi
20%. Narysuj kat odpowiadajacy temu nachyleniu.

b) Pod jakim katem byloby nachylone zbocze géry, gdyby nachylenie wyrazone
w procentach wynosito 100%?

ZESTAW ZADAN

41 1. Narysowany tréjkat jest prostokatny. Oblicz tg & i tg B.
a) b) 9 9 N2

adaria 918
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a

<

a
=

2. Oblicz tangens kata oznaczonego litera.
b) Ll

3.a) W pewnym trojkacie prostokatnym przyprostokatne maja dlugosci 6cm

i 20cm. Tle wynosi tangens mniejszego z katw ostrych w tym trojkacie?

b) Jednaz h tréjkata Jest 5 razy krétsza od drugiej
przyprostokatnej. Oblicz tangens wickszego z katow ostrych tego tréjkata.

4. Oblicz diugos¢ odcinka oznaczonego litera.

a) b) Q d)
b Ac
5 35
a 7is

g =15 &gB=% gy =5

5. Krétsza tréjkata ma 6cm, a tangens jednego

2 katow ostrych jest réwny 2. Jaka dlugos¢ moze mie¢ druga przyprostokatna?

6. Oblicz pole tréjkata prostokatnego, w ktérym jedna z przyprostokatnych jest
0 6cm dluzsza od drugiej i tangens jednego z katow ostrych wynosi 2.

7. skonstruuj taki kat «, Ze:

a) ga=3 b) tga=3 o tga=23 d) g =04

8. a) Narysuj dwa rozne tréjkaty prostokatne, w ktérych jedna z przyprostokat-
nych ma 5 cm, a tangens jednego z katéw ostrych jest réwny %

b) Narysuj trojkat prostokatny, w ktorym diuzsza przyprostokatna ma 6 cm, a tan-
gens jednego z katow ostrych jest réwny 3.

9. Najbardziej stromy odcinek drogi w Polsce znajduje si¢ w Beskidach. Jego na-
chylenie wynosi 28%. Narysuj kat, pod jakim jest nachylona droga w tym miejscu.

10. Przyjrzyj sie rysunkowi. Jaki jest tangens
kata a? Jakie jest nachylenie zbocza
wyrazone w procentach?
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11. a) Popatrz na rysunek obok. Ktéra liczba jest
wicksza: tg ot czy tg f?

b) Ktéra z podanych liczb jest najwicksza, a ktora
najmniejsza?

tg76°  1g22°  1g27,5°  tgl®  1g39°
) Ktory z katow ostrych, y czy 8, jest wigkszy, jesli
tgy=2itg5=4?

12.a) Tangens pewnego kata ostrego jest rowny 1. Jaka miare ma ten kat?
b) Nie wykonujac obliczei, odpowiedz, ktore z podanych liczb sq wigksze od 1.
1g37° 1g46° 1g80° gl° 1g89°

13. Czy 7 tego, Ze tangens kata o jest dwa razy wiekszy od tangensa kata  wyni-
ka, ze kat & ma miare dwa razy wicksza od miary kata 7 Sporzadz odpowiedni
rysunek.

14. Popatrz na rysunek obok. Wydaje
sie, ze zielona i zolta figura maja rézne
pola. Ale przeciez obie figury zbudowa-
ne sq z jednakowych czesci, zatem ich

pola s réwne. Sprobuj wyjasnic ten pa- £
radoks.

MINISPRAWDZIAN

S1. Przyjrzy sie rysunkom. Ktéra z poniz- 24 g 24

szych liczb jest najwieksza?

Atga B.tgB Ctgy D.1gs LYy Al
2,1 2,7

I
S2. Tangens kata BAC w tréjkacie przedstawionym
na rysunku obok jest rowny:

A A 42 B.3v2 cé D.3

B 3 1

3. Tangens jednego z katéw tréjkata prostokatnego jest réwny 1,5. Jesli najkrot-
szy bok tego tréjkata ma dlugos¢ a, to najdiuzszy bok ma dlugosé:

13a 13a a/13 a/13
A B. = C. = D. s

54. Kat ostry rombu ma miarg . Diuzsza jego przekatna ma dlugo¢ d. Pole tego
rombu jest réwne:

AL ga B4 gy &gy D. 4 ga

e
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SINUS | COSINUS KATA OSTREGO

Wiemy juz, Ze jesli dwa tréjkaty prostokatne maja, taki sam kat ostry, to
stosunki diugosci odpowiednich przyprostokatnych w obu tych tréjkatach
sa takie same. Podobnie stosunki dlugosci innych par bokéw s3 rowne
i maja swoje nazwy.

Niech « bedzie katem ostrym tréjkata prostokatnego.

sem kata o nazywamy stosunek dlugosci
c przyprostokatnej lezacej naprzeciw kata o do
dlugosei przeciwprostokatnej. Sinus « ozna-
czamy sin .

Cosinusem Kata « (czyt. Kosinusem) nazywa-
my stosunek diugosci przyprostokatnej leza-
m cej przy kacie « do dlugosci przeciwprosto-
=@ katnej. Cosinus & oznaczamy cos &.

CWICZENIE A’ Oblicz tangensy oraz sinusy i cosinusy Katow e, £ i y.

2V13
zadania 1-5 )

Warto wiedzie¢!

Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obok,

otrzymujemy: a
wasg  sima=? cosa=? ;

Pozostale stosunki bokéw w tym tréjkacie tez

maja nazwy: cotangens (czyt. kotangens) kata «,

w skrécie ctga, secans (czyt. sekans) kata «, seca=

w skrécie sec«, cosecans (czyt. kosekans) kata
a, w skrécie cscax.

Funkeje secans wprowadzil i wykorzystal Mikolaj Kopernik w swoim styn-
nym dziele De revolutionibus orbium coelestium.

Zwré¢ uwage, ze zachodza nastepujace zaleznosci:

ctga osca= ——  seca

sina cosa
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IIATTEE W trojkacie jedna z h ma diu-
gos¢ 6, a cosinus kata lezacego przy tej przyprostokatnej wynosi %. Oblicz
diugos¢ przeciwprostokatnej.

Sicosa=t

6

ZADANIE | W trgjkacie prostokatnym jedna 2 przyprostokatnych ma dlugosc 20,
asinus kata lezacego naprzeciw tej przyprostokatnej wynosi 2. Oblicz dlugosé przeciw-
prostokatnej.

[LIATTENEA Narysuj kat, ktérego sinus jest rowny 0,4.

sina=0,4=4 =2 Wybieramy odcinki o takich diugosciach, aby

ich iloraz byt réwny 0,4, np. 2 cm i 5 cm
Rysujemy tréjkat prostokatny o jednej z przy-
prostokatnych diugosci 2cm | przeciwpro-
stokatnej dlugosci 5 cm. Szukany kat lezy
naprzeciw przyprostokatnej dtugosci 2 cm.

ZADANIE  Narysuj kat, kiorego cosinus jest rowny

2cm

zadania 6.

Ill Wiesz juz, ze liczba rowna tangensowi kata nie zalezy od dlugosci bokéw
tréjkata, ale od miary kata. Podobnie sinus i cosinus kata zaleza wylacz-
nie od miary kata. Tangens, sinus i cosinus mozemy wiec rozpatrywac jako
funkcje, kt6rych argumentami sq miary katéw. Te funkcje nazywamy funk-
cjami trygonometrycznymi.

CWICZENIE B Czy istnieje trojkat prostokatny, w ktorym sinus jednego z katow
jest rowny 27

Zauwaz, Ze przeci to zszy bok trojkata
W takim razie stosunek dlugosci pr j do dlugosci przeciwpro-

stokatnej jest zawsze liczba mniejsza od 1. Wynika stad, Ze sinus i cosinus
kata ostrego sq liczbami dodatnimi mniejszymi od 1. Natomiast wartos¢
tangensa kata ostrego moze by¢ dowolna liczba dodatnia.

CWICZENIE C Na kazdym rysunku przeciwprostokatna ma dlugosé 1.

Ktéra z podanych trzech wartosci jest najwicksza?
a) sincy, sinae, sinas

b) cos a, cos ez, cosats -'
tga, tgon, tgas o)
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Ponizsze wykresy pokazuja, jak zmieniaja si¢ warto$ci funkgji trygonome-
tryeznych, gdy « & (0°590°).

Y| y b4 H
1
0 90« 0 0 0 90«
y=sina y=cos & y=tga

ZENIE D Ktéra z podanych liczb jest najwieksza, a ktéra — najmniejsza?

a)sin73% sin23% sin11°  b) cos35°, cos9°, cos83° o tg16°, tg67°, tg47°

Ciekawostka

Nazwy funkji trygonometrycznych pochodza z laciny. Ciekawa jest histo-
Tia powstania nazwy sinus. Jak wiele innych poje¢ matematycznych, takze
to pojecie pochodzi z Indii. Stamtad zostalo przyswojone przez uczonych
arabskich. Zwyczajem arabskim bylo zapisywanie wyrazow bez samoglosek,
wiee nazwe sinusa — jeiba — zapisywali jako jb.
Gdy tumacz arabskich ksiag na lacing natknal si¢ na stowo jb, nie zdawal
sobie sprawy, Ze jest ono obcego (nicarabskiego) pochodzenia. Sprawdzit
tylko, e w jezyku arabskim slowo to moze oznaczac zatoke. Poniewas po
facinie zatoka to sinus, tak przetlumaczy! stowo jb. Mozna wice powiedziec,
e nazwa sinus znalazla si¢ w matematyce przez pomylke.

sadania 11-13 )
ZESTAW ZADAN
1. Zapisz sinus, cosinus oraz tangens katéw «, B i y jako stosunki odpowiednich

dlugosci bokow trajkatéw.
o

Y A

2. Oblicz wartosci podanych funkgji trygonometrycznych katow o i .

a) [
3 5 sin cos &
cos B 243 . sin B
1 o
= g B tg
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3. Oblicz sin« i cos B.

a) 4 b) 9 2 d) 3

réwnoleglobok romb trapez trapez

4. Kazdy 7 Katow o, B, y i & jest a5 € d
katem ostrym w jednym z naryso-
wanych tréjkatow. Wskaz te katy, 37 y
jezeli wiadomo, ze: .
sna-2  tgy-3 . i s
5 5 10 A G 1
D E
H

5. Popatrz na rysunek obok.

a) Do kazdego z podanych ulamkéw dopasuj od-
powiednia funkeje trygonometryczng kata .

d a d
aib <

6. Korzystajac z podanej wartosci funkcji trygonometrycznej kata, oblicz dtugo$¢
odcinka oznaczonego litera.

a) b) 9
A b 3
5 a vw
A 3 7
wa-l snp=2 cosy=4

7. Najmniejszy z katow pewnego tréjkata prostokatnego ma miare «.

a) Oblicz dlugosci przyprostokatnych tego trojkata, jesli przeciwprostokatna ma
dlugosé p.

b) Najkrétszy bok trojkata ma dlugosé m. Oblicz dlugosci pozostalych bokéw.

8. Skonstruuj katy « i B, jezeli wiadomo, Ze sin & = % icosp=3
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9.a) yj tréjkat majacy pr dlugosci 6cm
ikat ostry o, taki ze sinac= 2.

b) Skonstruuj tréjkat prostokatny o kacie ostrym «, takim Ze cos & = % i przypro-
stokatnej o dlugosci 3 cm lezacej przy tym kacie.

10. Okrag na rysunku obok ma promieri diugosci 1,
a proste k i | sa styczne do tego okregu. Zapisz za
pomoca funkcji trygonometrycznych kata a diugo-
$ci zaznaczonych odcinkow.

11. Przyjrzyj sie rysunkom i poréwnaj
liczby:
a) sinaising b) cosy i cos§ 4 4

12. Katy « i B sq ostre. Oceni, ktéry z nich jest wigkszy, gdy:
a) sina=0,7,sinf=0,1 b) cos = 0,6, cos f = 0,2

13. Kat miedzy ramieniem a podstawa tréjkata réwnoramiennego ma miare «.
Korzystajac z funkdji tr yeznych, zapisz wzor jacy oblicza¢:
a) pole tego trojkata, gdy dana jest wysokosé h poprowadzona do podstawy,
b) pole tego tréjkata, gdy dana jest dlugosé ramienia d,

o obwdd tego tréjkata, gdy dana jest dlugosé jego podstawy a.

MINISPRAWDZIAN

51. Przy takich oznaczeniach jak na rysunku obok
iloraz & to: .ﬁ
A. cos B B. sin & c L D. L

* cosa

“sina 3
52, Najdluzszy bok tréjkata ma dlugosé 6, a mniejszy z katow
ostrych ma miare «. Jaka dlugos¢ ma krétsza z przyprostokatnych?
A.6-sina B. 0 C.6-cosa D. 6
sin o cosa

53. W trojkacie réwnoramiennym o polu P wysokosci poprowadzone do ramion
maja dlugosc h. Jesli kat miedzy ramionami jest ostry i ma miare &, to sin & wynosi:

n P 2h?
Al B. c D. 22

2 £
" n? " 2h
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OBLICZENIA TRYGONOMETRYCZNE

Gdy dany jest kat ostry « mozemy zna-
lez¢ jego tangens, postepujac w nastepujacy

spos6b. Rysujemy taki trojkat prostokatny,
w ktérym kat o jest jednym z jego katow.
Mierzymy dlugosci pr h i obli- o
czamy odpowiedni ich iloraz. Podobnie — po b
wykonaniu odpowiednich pomiaréw — moze- ga = %

my obliczy¢ sinai cosax.

WICZENIE A Postugujac sic katomierzem, narysuj kat o mierze 20°. Zmierz
dlugosci odpowiednich odeinkow i na podstawie tych pomiaréw oblicz sin 20°,
0520°, 1g 20°. Wynik zaokraglij do c;

Wykonywanie takich obliczen jak w ¢wiczeniu A jest ucigzliwe i zawsze
obarczone pewnym bledem (wynikajacym na przyklad z niedokladnosci
pomiaréw). Aby znalez¢ wartosci funkdji trygonometrycznych danego kata,

mozesz si¢ postuzy¢ tabela zamieszczong na s. 297 podrecznika. Oto jej

fragment:
« | sina | cos g « | sina | cosa T
1° 0,0175 0,9998 0,0175 16° 0,2756 0,9613 0,2867
* 0,0349 0,9994 0,0349 17° 0,2924 0,3057
3° 0,0523 0,9986 0,0524 18° 0,3090 0,3249
4° 0,0698 0,9976 0,0699 19° 0,3256 0,3443
5° 0,0872 0,9962 0,0875 20° 0,3420 0,3640
6° 0,1045 0,9945 0,1051 21° 0,3584 0,3839
7 0,1219 0,9925 0,1228 22° 0,3746 04040
8 0,1392 0,9903 0,1405 23° 0,3907 0,4245
9° 0,1564 0,9877 0,1584 24° 0,4067 0,4452
10° 0,1736 0,9848 0,1763 25° 0,4226 10,4663
11° 0,1908 0,9816 0,1944 26° 0,4384 0,4877
12° 0,2079 0,9781 0,2126 b 0,4540 0,5095
i 0,2250 0,9744 0,2309 28° 0,4695 0,5317
14° 0,2419 0,9703 0,2493 29° 0,4848 0,5543
15° 0,2588 0,9659 0,2679 30° 0,5000 0,5774

Z tej tabeli mozna na przyklad odczytac, ze:
sin8°~ 0,14 cos8°~ 099  tg8°~0,14
sin27°~ 045 cos27°~089  1g27°~ 0,51

(CZENIE B Odczytaj z tabeli sin 20°, cos 20°, tg20° i poréwnaj te liczby z wy-
mi otrzymanymi w éwiczeniu A.
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Jeszeze latwiej znalezé sinus, cosinus 1 tangens danego kata, korzystajac
2 odpowiedniego kalkulatora. Do obliczania wartosci tych funkgji stuza
Klawisze z napisami: sin, cos, tan.

Uwaga. Uzywajac kalkulatora do obliczania wartosci
funkeji trygonometrycznych, nalezy najpierw spraw-
dzié, czy ustawiona w kalkulatorze jednostka miary
Kata jest stopieri. Najczesciej mozna wybrac jedna
2 trzech jednostek: stopien (skrét DEG od ang. degree),
radian (skr6t RAD) lub gradus (skrét GRAD).

Warto wiedzie¢!

Wiadomo, ze Kat o mierze 1° to 5; Kata prostego.
Kat o mierze 1 grad to 3 kata prostego. Nato-
miast 1 rad to miara kata $rodkowego opartego
na uku o dlugosci réwnej promieniowi okregu.

CWICZENIE C Oblicz za pomoca kalkulatora: sin12°, cos74°, tg44°. Por6wnaj
otrzymane wyniki z danymi zamieszczonymi w tabeli na koficu podr

znika,

Korzystajac z funkeji nych, mozemy oblicza¢ dlugosci od-
cinkow | miary katow w réznych figurach geometrycznych,

Jeden z katéw tréjkata prostokatnego ma miare 37°, a przy-
prostokatna lezaca przy tym kacie ma diugos¢ 8. Jaka diugos¢ ma druga
przyprostokatna?

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

x
X
1937°=3 Zapisujemy i przeksztatcamy odpowiednia
Swnose.
x=8-1937°
Wartos¢ tg 37° odczytujemy 2 tablic lub obli
Xx~8-:0,7536 ~ 6 «czamy za pomoca kalkulatora.

Odp. Druga przyprostokatna ma dtugosé okofo 6.

ZADANIE  Jeden z katéw tréjkata prostokatnego ma miarg 42°, a przyprostokatna
lezaca naprzeciwko tego kata ma dugosé 5. Jaka dlugosé ma druga przyprostokatna?
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[T Ramiona tréjkata réwnoramiennego maja dtugos¢ 6 cm. Kat mie-
dzy tymi ramionami ma miare 50°. Oblicz dfugos¢ podstawy tego tréjkata.

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

6cm 6 cm Wysokos¢ opuszczona na podstawg tréjkata
réwnoramiennego dmn kat miedzy ramiona:
mi na dwa rowne kat

A
sin25°= 1401
|AD| =6-smzs°

|AB| =2 |AD| =12 - sin25°
Wartos¢ sin25° odczytujemy 2 tabeli lub ob-
|AB| ~12-0,4226 = 5 [cm] liczamy za pomoca kalkulatora,

Odp. Podstawa tréjkata ma okofo 5 cm diugosci.

ZADANIE  Podstawa trojkata réwnoramiennego ma dlugosc 8 cm. Kat przy podsta-
wie ma miarg 40°, Oblicz dlugos¢ ramienia tego trojkata.
2adania 1

Il Korzystajac z tabeli warto$ci funkcji trygunumelrycznych mozemy podaé
W pewnym yblizeniu miare kata danej warto$ci. Na
przyklad: aby znalez¢ miare Kata «, jesli wiadomo, ze sin & = 0,31, znajdu-
Jjemy w kolumnie z warto$ciami funkcji sinus (zob. fragment tabeli ponizej)
dwie liczby, z ktérych jedna jest mnicjsza, a druga wieksza od 0,31, 1 wy-
bieramy ten Kat, ktérego sinus jest liczba blizsza 0,31.

% | sna 03090 <031 <0,3256
17° 0,2924

18° 0,3090 sin18° sin & sin19°
1 | 03256 .

20° 0,3420

CZENIE D Korzystajac 7 tabeli na koricu podrecznika, podaj w przyblizeniu,
jakie miary maja Katy &, B y, jesli tga=0,2, sin B =0,53, cosy = 0,45,

Znajac sinus lub cosinus, lub tangens kata, mozna z wiksza dokladnosclq
i znacznie wygodniej ustalié jego miare, gdy skorzystamy z kalkul
Stuza do tego klawisze, nad ktérymi widnieja napis n!, cos!, lan

CWICZENIE E Korzystajac z kalkulatora, ustal miary katow o, f i y, jesli
tgoc = 02, sinf=0,53, cosy = 045. Porownaj otrzymane liczby z liczbami
otrzymanymi w éwiczeniu D.

192 TRYGONOMETRIA




[TIATTTIEN W rombie, ktérego bok ma 5 cm, diuzsza przekatna ma 8 cm. Ob-
licz miary katéw tego rombu.

D c
u 14048 = 2 Przekatne rombu sa prostopadie, przecinaja

<\

sie w pofowie | dziela katy rombu na dwie
réwne czesci

. W tréikacie ABS mamy cos o = &1
o 37 Korzystajac z tabeli lub kalkulatora, ustalamy
miare kata, ktérego cosinus wynosi 0,8
|%DAB| = 20 ~ 74° A < v
Korzystamy z tego, Ze suma miar sasiednich
|«ADC| = 180° - | DAB| ~ 106° Katow rombu wynosi 180

Odp. Sasiednie katy tego rombu maja miary okofo 74° i okofo 106°.

ZADANIE  Przekatna prostokata ma dlugos¢ 8cm, a jeden z jego bokow — 3cm.
Oblicz miary katéw, jakie tworzy przekatna z bokami tego prostokata. ,
zadania 15-20

ZESTAW ZADAN

1. Korzystajac z tabeli na str. 297 lub z kalkulatora, oblicz dlugos¢ odcinka ozna-
czonego litera,

a) b) 9 d)
a 367 o
5 b N 4 .
& > >
. B 38 42
5 a

2. Oblicz pole tréjkata prostokatnego, ktérego jeden z katéw ma miarg 26°, a przy-
prostokatna lezaca naprzeciw tego kata ma dtugosé 10cm.

3. Oblicz stosunek dlugosci krotszej pr j do prz
w tréjkacie prostokatnym o kacie ostrym a, gdy:
a) a=22° b) =72 9 x=48°

4. Oblicz stosunek diugosci dluzszej przyprostokatnej do krétszej w tréjkacie pro-
stokatnym o kacie ostrym «, gdy:

a) a=73° b) a=15°  o=28°
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5. Przyprostokatne trojkata prostokatnego maja diugosci a i b, a przeciwprosto-
katna ma dlugosé c. Naprzeciw boku a lezy kat o mierze o. Oblicz dlugosci
pozostalych bokéw tréjkata i miare drugiego z jego katow ostrych, jesli dane sa:

a) a=1,a=-24° b) b=6, a=58° 9 c=7,a=36°
6. Wysokosc 16 2 jednego z wi 6w podzielita
bok ré na odcinki o Sciach 3em 1 5 cm. Kat ostry rownoleglo-

boku ma miarg 40°. Oblicz pole tego réwnolegloboku.

7. Przekatne prostokata przecinaja si¢ pod katem 80°. Dhuzszy jego bok ma 5 cm.
Oblicz pole tego prostokata.

8. W tréjkacie prostokatnym o kacie ostrym 20° jedna z przyprostokatnych jest
0 5cm dluzsza od drugiej. Oblicz dlugosci przyprostokatnych tego tréjkata.

9. Krétsza przyprostokatna tréjkata prostokatnego ma 5 cm, a jeden z jego katow
ma 20°. Oblicz wysokos¢ tego tréjkata opuszczong na przeciwprostokatna.

10. Oblicz diugosci bokéw narysowanego tréjkata.  F

11. Znajdz wysokosci réwnolegloboku, ktérego boki maja dlugosci 7 cm i 10 cm,
a kat ostry ma 70°.

12. Bok rombu ma diugo$¢ 5 cm, a jeden z jego katow ma 54°. Oblicz dtugosci
przekatnych tego rombu.

13. Oblicz diugos¢ cieciwy, na ktdrej jest oparty zaznaczony kat.
a) b) Q

2

14. 3) Oblicz dlugos¢ boku pigciokata foremnego wpisanego w okrag o promie-
niu 4 cm.

_—

b) ZnajdZ dlugos¢ promienia okregu opisanego na dziesicciokacie foremnym o bo-
ku 2 cm oraz promienia okregu wpisanego w ten dziesigciokat.
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41l 15.Korzystajac z tabeli na str. 297 lub z kalkulatora, znajdz miare kata «, jesli:

a) sina=0,7 b) cosa= 9 1ga=08

L
12

16. Oblicz miary katow ponizszych tréjkatow.

PN

I e

17.W wjkacie jedna z pr h jest dwa razy dluzsza od
drugiej. Jakie miary maja katy ostre tego trojkata?

18. Znajdz miary katéw tréjkata réwnoramiennego, kidrego podstawa ma dlugosé
3 em, a wysokos¢ opuszezona na tg podstawe jest réwna 5 cm.

19.a) Oblicz miary katow a, B y. b) Oblicz dugosci odcinkéw a, b i c.

o B y 50\ 307 20"
T 1 T a b c

20. Oblicz miary katow w narysowanym czworokacie.

a) Q 6 ] 5
2 5 3
réwnoleglobok trapez réwnoramienny romb
b 2 f 6
4 i~
5
trapez trapez. réwnoleglobok
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MINISPRAWDZIAN

51, Jezeli o jest katem ostrym i tg =5, to:
A <50° B. 50° < &t < 60° C.60°<x<70° D. a>70°

52. Jedli ac=65°, to sin o+ cos & zawiera si¢ w przedziale:

A (03055) B. (05;1) ¢ (1;15) D. (1,5:2)

53. Boki trajkata prostokatnego maja diugosci 5, 4, 3. Miara jednego z katow tego
tréjkata, po zaokragleniu do petnych stopni, jest réwna:

A 35° B.37° C.39° D.41°

54. Przekatne prostokata przecinaja si¢ pod katem 44°. Jedli przez a oznaczymy
dlugosc krétszego boku, a przez b — diuzszego, to:

A a=022b B.a~04b C.a~08b D.a~097b

ZASTOSOWANIA TRYGONOMETRII

| Funkcjami trygonometrycznymi postuguja sie czesto geodeci, architekei,
konstruktorzy, a takze specjalisci z takich dziedzin, jak fizyka, geografia
i astronomia.

Kolejka linowo-terenowa na Gubaféwke wjezdza po torach, kté-
rych nachylenie wynosi 23%. Pod jakim katem jest w tym miejscu nachylony
stok Gubatowki?

Nachylenie podane w procentach to tangens
kata nachylenia; 23% = 0,23,

23%=0,23

_ Korzystajac z tabeli lub kalkulatora, ustalamy
t9x=023 miarg kata, ktérego tangens wynosi 0,23
a~13°

Odp. Stok Gubaféwki jest nachylony pod katem okoto 13°.

ZADANIE  Nachylenie pewnej ulicy wynosi 16%. Pod jakim katem nachylona jest ta
ulica do poziomu?
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Statek przeplynal " . .
120 mil_morskich kursem 72" Kurs statku to kat migdzy ot
0 ile mil statek zblizyt si¢ do Kiemunkiem jego poraszama ;
bieguna pétnocnego? (W oblicze- sie a Kierunkiem potmocoym [z |
niach nie uwzgledniaj krzywizny (na rysunku jest to kat o). ;
Ziemi). i

Pn
4l W\
20
x o
T35 = €05 72

Wartos¢ cos72° odczytujemy
=120-cos72° 2 tabeli lub obliczamy za po-
moca kalkulatora

X~120-0,309 ~ 37
Odp. Statek zblizyt si¢ do bieguna o okofo 37 mil morskich.

ZADANIE  Statek przeplynal 85 mil kursem 32°. O ile mil morskich statek przemie-
Scil sig na wschod?

[TATNEN Line podtrzymujaca maszt przymocowano do niego na wysoko-
$ci 20,5 m nad ziemig | zamocowano w ziemi w odlegtosci 10 m od podstawy
masztu. Jaki kat tworzy z poziomem naprezona lina?

o« /o
10m

Odczytujemy 2 tabeli lub obli

tga= =2,05 czamy za pomoca kalkulatora
miare kata, kidrego tangens
&~ 64° jest rowny 2,05.

Odp. Lina nachylona jest do poziomu pod katem okofo 64°.

ZADANIE  Drabina o dlugosci 4,50m jest oparta o $ciane tak, Ze jej koniec dotyka
Sciany na wysokosci 4m. Pod jakim katem drabina jest nachylona do podioza? >
zadania 1-16
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ZESTAW ZADAN

Wyciag Srednie
nachylenie
Polanica 35,8%
Goryczkowa 37%
Hala Szrenicka | 18%
Labski Szczyt | 28,9%

1. W tabelce podano nachylenia (w procentach) réz-
nych wyciagéw narciarskich. Pod jakimi katami sq
nachylone te wyciagi?

2. Trasa kolejki linowej na Kasprowy Wierch skla-
da si¢ z dwoch czesci. Nachylenie pierwszej wynosi
16,6%, a drugiej 27,5%. O ile stopni roznia sie katy
tych dwéch odcinkéw trasy Kolejki?

3. Dla kazdej z ponizszych budowli oblicz, o jaki kat odchylona jest od pionu.

Krzywa Wieza

Krzywa Wieza Krzywa Wieza wieza Klasztoru

w Toruniu

w Zabkowicach na Jasnej Gorze

4. Korzystajac z informacji podanych na rysunku, odpowiedz na pytanie.

a)

b)

/a0°

1im

Jaka jest érednica kregu éwiatla rzuca-  Z jak diugich listew jest zbudowany

nego przez latarke na éciane?

D]

przyrzad do odmierzania odleglosci?

d)

Jaka jest réznica wysokosci miedzy Jaka jest réznica wysokosci miedzy
szczytem wzniesienia a punktem A? szczytem wzniesienia a punktem B?
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5. Zgodnie z przepisami budowlanymi podjazdy dla wézkéw inwalidzkich we-
wnatrz budynkow nie moga by¢ nachylone pod katem wickszym niz 5°. Jaka
powinna by¢ dlugosé podjazdu, ktéry umozliwia pokonanie réznicy wysokosci 1 m?

6. Latarnia morska stoi 20 mil na zachéd od portu, a statek znajduje sie w punkcie
polozonym 50mil na poludnie od tej latarni. Jakim kursem powinien poplynaé
statek, by dotrze¢ do portu najkrétsza droga?

7. Gdy Mikolaj przebywal w miejscowosci Oulu (Finlandia), notowal kazdego dnia
w ciagu calego roku dlugosé swojego cienia w poludnie. Okazalo si¢, Ze najkrotszy
cieri mial 1,6 m, a najdluzszy 66,5 m. Mikolaj ma 180 cm wzrostu. Pod jakim katem
padaly promienie stoneczne wtedy, gdy ciei Mikolaja byl najkrétszy, a pod jakim
— gdy byl najdluzszy?

8. Najbardziej stroma trasa kolejowa na $wiecie to Katoomba Scenic w Gérach Ble-
kitnych w Australii. Na jednym z jej odcink6w, o dlugosci 311 m, pociag pokonuje
réznice wysokosci 240 m. Jaki jest kat nachylenia tego odcinka trasy?

9. Rysunek przedstawia przekroj sztucznego stoku
iarski w icj hali

w Funabashi (Japonia). Jaka wysoko$¢ ma
ten stok? Jaka dlugos¢ ma cala trasa?

80m 131m

10. a) Fotografia obok przedstawia tzw.
diabelski mlyn w pewnym lunaparku.
$rednica jego kola wynosi 35m. Zawie-
szono na nim 36 wagonikow. W naj-
nizszym polozeniu wagonik zawieszo-
ny jest 2m nad ziemia. Jak wysoko nad
ziemia jest zaczepiony wagonik ozna-
czony na fotografii literg A, a jak wyso-
ko — wagonik oznaczony litera B?

b) Najwicksze na $wiccie kolo widoko-
we London Eye (zob. fotografia na oklad-
ce) ma srednice 135m. Zawieszono na
nim 32 gondole. Oblicz réznice mig-
dzy wysokosciami, na ktérych znajdujq
si¢ sasiadujace ze soba gondole, w mo-
mencie gdy jedna z nich znajduje sie
W najwyzszym punkcie.
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11. Zdjecie przedstawia zamocowanie lin podtrzy-
‘mujacych wysoki maszt. Micjsce, w ktorym zakotwi-
czone sa liny, jest oddalone 0 20m od podstawy
‘masztu. Katy miedzy poszczegolnymi linami a po-
ziomem majq miary 15°, 33° i 45°.

a) Oblicz diugosci tych lin.

b) Oblicz odleglosci miedzy punktami zaczepienia
tych lin na maszcie.

© 12. Korzystajac z informa-  a) b)
¢ji podanych na rysunku,
oblicz wysokos¢ wiezy.

20m 12°
/ " 13. Prostopadloscienne pudelko jest oparte jedng
e, krawedzig o Sciang, a druga — o podloge, tak jak
® przedstawiono na rysunku. Oblicz odleglos¢ najwy-
"y 2ej polozonego wierzcholka tego pudetka od podio-
A\ gi (po zaokragleniu do pelnych centymetrow).

14, Przyjrzyj sic rysunkowi. O jaki najmnicjszy kat nalezaloby obréci¢ ramig szla-
banu, aby még! przejechaé pod nim autobus, kiéry ma 2,5m szerokosci i 3,1m

6m

©15. Okragte lustro o $rednicy 40 cm zawieszo-
1o na sznurze (zob. rysunek z lewej). Odleglosé
miedzy Srodkiem lustra a gwozdziem, na ki6-
rym wisi, jest réwna 50cm. Oblicz dlugo¢
sznura,

©16.Na dwich kotach o promieniach 40cm
i 10cm rozpieto pas transmisyjny (zob. rysu-
nek z prawej). Odlegloé¢ miedzy srodkami kot
jest réwna 60 cm. Jaka jest dlugosé pasa?
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MINISPRAWDZIAN

51. Ruchome schody lacza parter z pigtrem polozonym 3m wyzej. Porecz przy
tych schodach nachylona jest do poziomu pod katem 32°. Jaka odleglos¢ pokonuje
osoba, ktéra przemiesci si¢ z parteru na pietro, korzystajac z tych schodow?

A. wigksza niz 5,5 m, ale mniejsza niz 5,9 m C. mniejsza niz 5m

B. wieksza niz 5m, ale mniejsza niz 5,5m D. wieksza niz 5,9 m

52. Architekei radza, by dachéwka pokrywaé tylko te dachy, ktére sa nachylone
do poziomu pod katem wiekszym niz 31° Na schematycznych rysunkach podano
niektére wymiary. Ktérego dachu nie powinno si¢ pokry¢ dachéwka?

WAR"I'0§CI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH
KATOW 30°, 45°, 60°

Z tabeli na str. 297 mozna odezytaé przyblizone wartosci funkeji trygo-
nometrycznych katow ostrych. Korzystajac z zaleznosci miedzy bokami
w pewnych tréjkatach, mozemy wyznaczyé dokladne wartosci funkdji try-
gonometrycznych dla katow 30°,45° i 60°.

‘Tréjkat prostokatny o kacie ostrym 45° to polowa kwadratu, wige:

sin45°= 4
a2

By a

)

Poniewaz tréjkat prostokatny o katach ostrych 30° i 60° to polowa tréjkata
réwnobocznego, wiec:
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W tabelce obok zebrano wartosci
funkgji trygonometrycznych dla ka-
tow 30%, 45°1 60°.

sin o

cos &

Zadania dotyczace trojkatow prostokatnych rownoramiennych oraz tréjkatow
prostokatnych o katach ostrych 30° i 60° rozwiazywalismy juz wezesniej (por.
str. 67). Korzystajac z tabelki, mozemy rozwiazaé tego typu zadania takze za

pomoca funkei trygonometrycznych.

[ZIATTM Oblicz diugosci bokéw prostokata przedstawionego na rysunku.

a_gnz00 b o
£-5in30°  L-cos30
a_l b_3
a € 62 672
30° 2a=6 2b=6V3
b a=3 b=33
ZADANIE

Korzystamy z wartosci
funkdji trygonometrycz-
nych kata 30

Krotszy bok prostokata ma dlugosé 3 cm, a kat migdzy przekatna a tym

bokiem ma miarg 60°. Oblicz dlugos¢ dluzszego boku tego prostokata.

ZESTAW ZADAN

1. Oblicz diugosci odcinkéw oznaczonych literami.

a)

b)
O\

5 6

sadonio 1-8 )

60"
30°

2. W tréjkacie prostokatnym jeden z katow ostrych ma miarg , a najkrotszy bok
ma diugos¢ a. Oblicz dlugos¢ przeciwprostokatnej tego tréjkata, jesli:

a) a=30°% a=4 b) a=45°% a=3

202

0 x=60° a=2V3
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3. Oblicz obwod narysowanego tréjkata.
a) 5 b)
307

5 ;'/ 45 y
|

4. Oblicz pole czworokata przedstawionego na rysunku.

)
7
’ ' :
45° ;h \
10 60°

réwnoleglobok trapez

5. Krétsza przekatna réwnolegloboku ma diugos¢ 4 cm i dzeli go na dwa tréjkaty
prostokatne. Oblicz pole tego réwnolegloboku, jesli jego kat ostry ma miar 60°.

6. Bok rombu ma dlugos¢ 6 cm, a kat rozwarty ma miare 120°. Oblicz diugosci
przekatnych tego rombu.

7. Z punktu P poprowadzono dwie styczne do okregu o promieniu 4 cm. Kat mie-
dzy stycznymi ma miare 60°. ZnajdZ odleglos¢ punktu P od $rodka okregu.

A B
8. Czy luk zaznaczony na rysunku obok ma wieksza V
dlugosé niz odcinek AB? Odpowied? uzasadnij. /

MINISPRAWDZIAN \\ /

S1. Liczba 2sin45°+ 3sin 30° jest réwna:
242

A 24373 B2+3 CVZ+l D.3

52. W réjkacie dwa katy maja miary 60° i 45°. Najkrotszy bok tego tréjkata ma
dlugos¢ 10. Jaka dlugos¢ ma najdiuzszy bok tego tréjkata?

A.5/3+10 B.5V3 C.10V3 D.5V3+5

53. Przekatne réwnolegloboku maja dlugosci a i b i przecinajq si¢ pod katem 60°.
Pole tego réwnolegloboku jest rowne:

ab ab aby3 aby2
A B 4 c.ab3 D. aby
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ZWIAZKI MIEDZY FUNKCIAMI
TRYGONOMETRYCZNYMI

Obok zapisano dwie tozsamosci trygonome-
sin®a + cos?ax = 1 tryczne, czyli réwnosci, ktére sa prawdziwe dla
dowolnego kata ostrego o Pierwsza z nich jest

g c;-:;z nazywana jedynka trygonometryczna.
Uwaga. Zapis sin’e (czytamy: sinus kwadrat alfa)
oznacza liczbe (sin o,
Dowsd
Niech a bedzie dowolnym katem ostrym. < a
Stosujac oznaczenia jak na rysunku obok, Ia
otrzymujemy: b

[LIATTCRE ) Kat o jest ostry i sino =
1

sin? o+ cos? &

cos? =1 -sin? &

cosa=11-sin? o= l—(%)2=, sl

sin ot

19%= o5

Przeksztatcamy lewa strong pierwszej
rownosci tak, aby otrzyma¢ prawa
strone

Z twierdzenia Pitagorasa a? + b? = c?

Przeksztatcamy prawa strone drugiej
rownosci tak, aby otrzymac lewa strone.

. Oblicz cosa i tgax.

Poniewaz cosinus kata ostre-
9o « jest dodatni, wigc mo-
zemy pomina¢_rozwiazanie
cosa =~V -sin’

b) Kat « jest ostry i tg & = 7. Oblicz sin & i cos ax.
sina
tgo= 20 =7, wiec sin =7 cos
sin? -+ cos? o= 1
(7cosa)? +cos? =1
49cos? a+cos? =1
50cos? =1
204
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Poniewaz cosinus kata ostrego jest dodatni, wiec pomijamy
rozwiazanie cos o = -\ 35

[
NI

g

ZADANIE @) Kat ajestostryicose =%, Oblicz sineri tgec.

b) Kat o jest ostry i tg « = 2. Oblicz sin i cos .

ing 1+sina _ 1

T

[T Sprawdz tozsamosé

1-sin 1esina _

sina " cosa
_(-sinq)(1+sine) _ 1-sin’x _ Przeksztatcamy lewa strone rownosci
cos & sinaccos o tak, aby otrzymac¢ prawa strone.
cos?a cos o 1

acosa ~ sinar T g

ZADANIE  Sprawdz tozsamosc 1 +tg?

sadaia 15
i ZENIE Korzystajac z oznaczeri na rysun- c
ku obok, zapisz za pomoca liter a, b i c: B
Sin(90° - &), cos(90° - o) i 1g(90° ) al
b
Poréwnujac wartosci funkdji trygo-
nometrycznych dla katéw ostrych $in(90° - ) = cos
tego samego trojkata prostokatne- GO T
go, otrzymamy rownosci, ktére zo- .
staly zapisane obok. e
PRZYKEA Zapisz w prostszej postaci iloczyn tg37° - sin 53°.
o qins3eo SIN37° | oo. n37° S,
tg37°-sin53 0s37° 5in(90°-37°) 0s37° cos 37 in37
ZADANIE  Zapisz w prostszej postaci %7‘25:
sadonia 6-10
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ZESTAW ZADAN

1. Przyjmujemy, Ze « jest katem ostrym.

a) Oblicz sin i tg v, jesli cos o= 2. © Oblicz cos et i tg o, gdy sin e

H
b) Oblicz cos o i tg a, jesli sin o= }. d) Oblicz sin i cos o, jesli tg o = 3.

© 2. Wiedzac, ze sin22,5°= oblicz c0s22,5° i tg22,5°
3. Uzasadnij, Ze nie istnieje kat ostry «, dla ktérego spelniony jest warunek:

e 2 co=3 _1 ycm3 1 cosoimS
a) sina=2 i cosa=3 b B .1 o tga=3icosa=3

4. Przedstaw w prostszej postaci.

-
sinoccos

a)

9 (sina+cos@)? -2sinacosa ) sina(sina+ f‘_‘g)

b) 1+cos?x—sin’x  d) lCostxlgzx)?f(%

of costa-sinia
cos?a—sinax

5. Sprawdz tozsamosci.

a) (sin o+ cos &)? + (sin & - cos ) = 2 [ S A E—
sinZ  cos? &  sin? acos? o
b) 1+ L —sinarcosa L IRV B R mpp— —
g sin o fga  sinacoso

6. Uzasadnij, ze dla dowolnego kata ostrego « wartoé¢ podanego wyrazenia jest
réwna 1.

a) sin o+ sin?(90° - &) @) sin acos(90° - ) + cos asin(90° - )
. sina

b) (g xtg(90° - 20 D e 0@

7. Oblicz.

a) 1g27°-1g63° b) sin12°+ sin78° g §in397 . cos39

sin51° cos51°

8. a) Wiedzac, ze cos36°= 145, oblicz sin’54° i sin36°.

b) Wiedzac, ze 1g75°=2+ /3, oblicz tg15°

o Wiedzac, ze sin15° = Y02 oblicz sin75°.

9. Znajdz miare kata ostrego «, jezeli:
— §in20° i o= ~10°) -
a) cos & = sin 20 b) sinac= cos(@ =10 0 tga= b
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©10. Niech « i B beda katami ostrymi tréjkata prostokatnego. Ustal ich miary, gdy:

a) tgasinf = 1 b) sinoxcos =1 9 %:ﬁ

MINISPRAWDZIAN

S1. Ile wynosi wartos¢ wyrazenia —— L L3
cosa-sin(90°- &) 1g2(90°~ o)

A

0

1 1
B. 1 C.E D.I

S2. Katy « i B utworzone sa przez prosta a i ramio-

na kata prostego, tak jak na rysunku. Jesli sin o= 2,

to sin B jest réwny: 8 a
3 /2T 4 V3 «

A. 5 B. 35— L 5 D. ﬁ

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE
KATOW OD 0° DO 180°

CWICZENIE A Na rysunkach katy &, f i y zaznaczono w ukladzie wspolrzed-
nych. Oblicz g o, sin B, cosy.

y y Y
1
(£
x A B | y [
of 3 0 2 of
Jesli trojkat jest w ukladzie wspo h, to

funkeje trygonometryczne kata & mozemy opisac za pomoca wspolrzed-
nych jednego z wierzcholk6w tego tréjkata.

mozemy w ¢ do jowania funkcji trygono-

Taka
metrycznych dowolnych katéw — nie tylko ostrych.
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Niech o bedzie katem umi w ukladzie wspo

nych tak, ze wierzcholek kata « lezy w punkcie (0,0), a jedno z ramion
kata — na nieujemnej czesci osi x. Wybieramy na drugim ramieniu kata &
dowolny punkt P = (x, y) rézny od wierzcholka kata (zob. rysunek ponizej).

Funkgje trygonometryczne kata o defi-
niujemy w nastepujacy sposob:
Sinusem kata « nazywamy stosunek
rzednej punktu P (drugiej wspélrzed-
nej) do odleglosci tego punktu od po-
czatku ukladu wspélrzednych.

Cosinusem kata & nazywamy stosunek
odcigtej punktu P (pierwszej wspol-
rzednej) do odleglosei tego punktu od
poczatku ukladu wspétrzednych.

sinac= ¥

x

cosa = Jesli odcigta punktu P jest rozna od

y zera, to tangensem Kata & nazywamy

tga=5 (gdyx+0) stosunek rzednej punktu P do odciete]
tego punktu.

W tym i nastepnych iatach bedziemy rozpatrywaé funkcje trygo-
nometryczne dla katéw z przedziatu (0°5180°).
CWICZENIE B a) Korzystajac z danych na rysunkach, oblicz tg «, cos 8 i sin y.
by ¥ ¥
4,3) 3.3

3,2)

& B Y

X ‘ X X

b) Przyjmijmy, ze « € (90°;180°). Jakimi liczbami — dodatnimi czy ujemnymi
sa liczby sin o, cos o, tg o?

Wazystkie funkcje trygonometryczne kata ostrego s dodatnie, a dla ka-
16w rozwartych sinus jest liczba dodatnia, a cosinus i tangens sa liczbami
ujemnymi.

Na rysunku obok zaznaczono w ukladzie wspélrzed- ¥

nych kat 90°. Z definicji funkeji trygonometrycznych Po.y
wynika, ze:

0590°= X 0 _0  sinooo=Y - Y \
0s90°=X=0-0 sin90°=Y = 9“

o2y b2 L ~
Nie mozemy natomiast podac wartosci tangensa dla

kata 90°, gdyz iloraz ¥ nie jest okreslony, gdy x = 0. sadania 1-3 )
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i Poznane wezesniej tozsamosci trygono-
sin? o+ cos? = 1 metryczne zachodza rowniez dla wszyst-
i kich Katow, dla kiorych wyrazenia wyste-
_sina ]
&= Gogq Uesli cosa#0) oo w tych tozsamosciach maja sens.

ZENIE C Korzystajac z definicji funkcji trygonometrycznych, uzasadnij
rownosci zapisane powyzej.

[IATTERE Kat o jest rozwarty i sin & = 1. Oblicz cos o oraz tg .

sin? o+ cos? =1

cos? =1 -sin’

cosa==V1 =sin & Cosinus kata rozwartego jest liczba ujemna,

ZADANIE = Kat « jest katem rozwartym i cos & = 2. Oblicz sin « i tg .

Obok zapisano trzy réwnosci, ktére s

spetnione dla dowolnego kata ostre- sin(180° - &) = sin &
0 . Tego typu réwnosci nazywamy S
wzorami redukcyjnymi. Latwo te wzo-

ty uzasadnic, gdy sporzadzimy odpo- 1g(180° - ) = ~tg

wiedni rysunek.

Dowéd
Z danych na rysunku, wynika, Ze:
sin(180°- o) = ¥ =sin«

cos(180° - ) =

g(180°- )= X =-Y =—1ga O

Tabele wartosci funkgji trygonometrycznych sa sporzadzone dla katéw
ostrych. Korzystajac z nich oraz z powyzszych wzoréw, mozna obliczaé
wartosci tych funkgji takze dla katéw rozwartych.
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Oblicz: sin125°, tg95°, cos135°.

5in125° = sin(180° - 559 = sin 55° ~ 0,8192 Korzystamy ze wzorow i z ta-
blic trygonometrycznych.
tg95° = tg(180° - 85

~tg85°~ ~11,4301

B
€05 135° = cos(180° - 459 = - cos 45° = -2 cosds°= 2

ZADANIE = a) Korzystajac z tablic trygonometrycznych, oblicz: sin114°, cos116°,
1g160°,
b) Oblicz: sin 135 cos150°, 1g120°

Z réwnosci sin(180° - &) = sin & wynika, e w przedziale (0°; 180°) sq zwy-
Kle dwa katy, dla ktérych wartosci sinusa sq takie same (wyjatkiem jest
przypadek sin o= 1, wowczas & = 909).

W wypadku cosinusa i tangensa w przedziale (0°5180°) jest tylko jeden
kat, ktérego cosinus jest réwny danej wartosci, a takze tylko jeden kat,
ktérego tangens jest rowny danej wartosci.

a) Oblicz , wiedzac, ze sina=0,6 i & & (0°;180°).

sina=0,6 Odczytujemy z tablic lub za pomoca kalku-
latora miare kata ostrego ot spefniajacego
430 | Warunek sincc = 0,6. Ten warunek spefnia tez

«~37° lub o~180°-37°= Kat 180° -

b) Oblicz «, wiedzac, ze cos

-03 i ae(0°180°).
cosa=-03 Odezytujemy 2 tabel miare kata,

N Y o dla ktérego cosinus jest réwny 0,3.
cos & ~ ~cos 73° = cos(180°~ 737) = cos 107’

Korzystamy z réwnosci

«x107° ~cos o= cos(180° - )
© Oblicz «, wiedzac, ze tgor =4 i & € (0°;180°).
tga=-4
. _tg76°= R . Odczytujemy 2 tabeli miare kata,
g~ ~1g76° =1g(180°- 76%) = 19 104 dla ktérego tangens jest rowny 4.
o~ 104°

ZADANIE  Oblicz o, jesli wiadomo, ze o € (0%1807) oraz:
a) sina=02 b) cosa=-06 o ga

wdonia1-3 )
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Il Z definicji funkcji trygonometrycznych dla katéw ostrych i rozwartych wy-
nikaja dwa uzyteczne twierdzenia, ktére omawiamy ponizej.

Twierdzenie
Pole trdjkata jest rowne potowie

iloczynu dlugosci dwich bokow trdjkata
i sinusa kqta miedzy tymi bokami.

Dowéd
Z oznaczen na rysunku wynika, Ze: sin « %

_1
Pp-lay

labsine. O

CZENIE D Dwa boki pewnego tréjkata maja dlugosci 4 i 6, a kat miedzy tymi
ami ma 100°, Oblicz pole tego tréjkata.

dnia 915 )

IV Na rysunkach przedstawiono kilka prostych. Zaznaczone katy nazywamy
katami nachylenia tych prostych do osi x. Zwr6¢ uwage, Ze kat nachylenia
nie zawsze jest katem ostrym, ale zawsze jest to kat mniejszy od 180°.

‘ X ‘ I3 }\ X
CWICZENIE E Narysuj prosta y = 3x oraz prosta y = —x. Zaznacz katy nachyle-
nia tych prostych do osi x i oblicz tangensy tych katéw

Twierdzenie
Wspdtczynnik kierunkowy a prostej
o réwnaniu'y = ax+b jest rowny
tangensowi kata nachylenia
tej prostej do osix.

Dowéd
Przypuscmy, Ze prosta o réwnaniu y = ax+b
jest nachylona do osi x pod katem a. Poniewa
na prostej o réwnaniu y = ax, ktéra jest do niej
rownolegla, lezy punkt (1), wice: tgoac= 4 = a.
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PRZYKLAD Znajdz réwnanie prostej, ktéra jest nachylona do osi x pod katem
30° i przechodzi przez punkt (6, 4).

y=ax+b
i Wspétczynnik a jest rowny tangensowi kata
a=tg30°= 3 nachylenia prostej do osi .
S6+b, stad b=4-2V3 Punkt (6,4) lezy na prostej, wiec speinia jej
g réwnanie.
Tx+4-2V3

ZADANIE  Znajdz réwnanie prostej, ktora jest nachylona do osi x pod katem 120°
i przechodzi przez punkt (1,-4).
zodania 16-18

ZESTAW ZADAN

1. Znajdz punkt o obu wspslrzednych catkowitych lezacy na narysowanej péipro-
stej. Oblicz wartosci funkeji trygonometryeznych zaznaczonego kata.

a) Y| b) i 9 Y

1/« y\
1 X X o1 *
2. Ktére z podanych liczb sa liczbami ujemnymi?
sin57° sin97° cos 88° c0s100° 1g57° tg105°

3. Narysuj w ukladzie wspélrzednych kat o, taki ze « < 180° oraz:

a) cosax=-0,2 b) tgx=-0,4 Q sina=06 i a>90°

4. a) Wiadomo, ze Kat « jest rozwarty i sin o = % Oblicz cos &

b) Wiadomo, Ze Kat « jest rozwarty i cos & = 1. Oblicz tg .

9 Wiadomo, Ze kat « jest rozwarty. Oblicz sin i cos o, gdy tgo=-3.

5. Korzystajac z tabeli funkcji trygonometrycznych, oblicz:

a) tg170° b) cos100° ¢ sin125° d) tg145°
6. Oblicz.
a) sin135° b) 1g150° ¢ cos120° d) cos135°
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7. Oblicz wartos¢ wyrazenia:

a) sinac+sin 20+ sin 3a, gdy o =45° b) cos ar+cos 2a, gdy o= 60°

8. Przyjmijmy, ze & € (0°;180°). Korzystajac z tablic lub z Kalkulatora, oblicz
miare kata « (z dokladnoscia do pelnych stopni), jesli wiadomo, ze:

a) cosx = 0,97 b) cosx=-0,4 o sina=0,7 d) tgx=0,83

9. a) Oblicz pole réwnolegloboku o kacie ostrym 56° i bokach o dlugosciach 3 i 7.
b) Oblicz pole osiemnastokata foremnego wpisanego w okrag, ktérego promiei ma
dlugosé 5.

10. Oblicz pola narysowanych figur.

12

120,
6 1

11. a) ZnajdZ miary katéw rombu o boku 6m i polu réwnym 34 m?2.
b) Kazde z ramion trojkata réwnoramiennego ma 3cm, a pole tego tréjkata jest
réwne 2 cm?. ZnajdZ miary katéw tego tréjkata.

12. Zapisz wzér na pole réwnolegloboku, gdy:
a) dwa jego boki maja dlugosci a i b, a kat miedzy tymi bokami ma miare o,
b) jego przekatne majq dlugosci d i d» oraz przecinajq si¢ pod katem B.

13. Oblicz pole czworokata ABCD.
D b)

14. Narysowane kolo ma promiefi o dlugosci 5. Oblicz pole zacieniowanej figury.

i L~ X 9 d)/ *\
( '@ ) = P
k/ 5 /
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15. pole tréjkata ABC jest réwne 12 cm?. Oblicz miare kata BAC, jesli:

a) |ABl=8cm i |AC|=6cm b) |AB|=2cm i |AC|=15cm

16. Podaj tangens zaznaczonego Kata, a nastepnie miare tego kata.
Ly y
b) 9, ¢
Hx
f 2

x 'or\x o|, X

% Vi ¥y

a)

11 /60 20° 1 o

18. Dwie proste przecinaja si¢ w punkcie o wspélrzednych (4,6) i trojkat ograni-
czony tymi prostymi i osia x ma katy o miarach 45°, 60° i 75°. Najdtuzszy bok tego
tréjkata lezy na osi x. ZnajdZ réwnania tych prostych.

MINISPRAWDZIAN

S1. Kat « jest rozwarty i tg « = —2. Wynika stad, ze:

Asina=2{02, cosa=-y0.2 Csina=1, cosa=-(02
B.sina=-2, cosa=1 D.sina=-2,02, cosa=0,2

52. Ktéry z narysowanych tréjkatéw ma najwieksze pole?

O] @ @

V21352 2 3 N oo

Al B. 1l . D. Pola tych trojkatéw sa jednakowe.
53. Pod jakim katem prosta o réwnaniu y = -3x + 2 jest nachylona do osi x?
(Sposréd podanych przyblizonych wartosci wybierz wartos¢ najblizsza dokladnej).

A. ok. 115° B. ok. 124° C. ok. 65° D. ok. 56°
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TWIERDZENIE SINUSOW

Wiadomo, ze w Kazdym tréjkacie najdiuzszy bok lezy naprzeciwko ka-

tao j mierze, a najkr

mierze. Okazuje si, Ze istniej

y— Kata o

a Sciste zwiazki miedzy dlugosciami bokéw

tréjkata a miarami jego kqum Jedna 7 takich zaleznosci opisuje nastepu-

jace twierdzenie.

Twierdzenie sinuséw

Dowéd

Przyjmijmy oznaczenia takie jak na rysunku obok.

Pole tego tréjkata mozna zapisac na trzy sposoby:

P=1labsiny

Rozwazmy réwnosc:

Lhesine

W trdjkacie stosunki dugosci bokow

do sinusow katow lezacych
naprzeciw tych bokow sq rowne.

lacsinp

Liczby: b, sina, siny sq rozne od 0, wiee t¢ réwnos¢ mozemy przeksztalcic:

Podobnie Z r6wnos

Wobec tego —4—
Sina

Ciekawostka

Holenderski fizyk, astronom i matema-
tyk Snell Willebrord van Royen (zwany
Snelliusem) Zyjacy w latach 1580-1626
jest najbardziej znany jako odkrywca
prawa zalamania $wiatla (chociaz wia-
domo, ze znane ono bylo juz Plole-
meuszowi prawie 1500 lat wezesniej).
ROWno$¢ opisujaca to prawo przypomi-
na rownos¢ z twierdzenia sinusow. Byc
moze dlatego to twierdzenie jest czasem
nazywane twierdzeniem Snelliusa.

TWIERDZENIE SINUSOW

a

Sina sy

csin B wynika réwnosé Lﬂ —a_

& — kat padania
$ — kat zalamania

Vi — predkos¢ $wiatla w osrodku I
vz — predkos¢ $wiatla w osrodku It
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W trojkacie ABC bok BC ma diugos¢ 6cm oraz |+CAB| = 42°
i |+ ABC| = 68°. Oblicz dtugos¢ boku AB.

6 Sporzadzamy rysunek pomocniczy.

Obliczamy miare kata lezacego naprzeciwko
boku AB.

Korzystamy z twierdzenia sinusow.

x = Bsin70°
sina2°
X~ 843

Odp. Bok AB ma okofo 8,43 cm diugosci.

ZADANIE W trojkacie PQR bok PR ma dlugos¢ 5 oraz |+QPR| = 20°1 |<RQP| = 44°.
Oblicz dlugos¢ boku PQ.
zadania 13

Il Jeden z katéw tréjkata ma miare 40°. Bok lezacy naprzeciw tego
kata ma diugosc 4, a inny z bokow tego tréjkata ma dtugosé 5. Oblicz miare
kata lezacego naprzeciw tego boku.

8 A Wykonujemy rysunek pomocniczy.
40" ¥
5
A‘ =3 Korzystamy z twierdzenia sinuséw.
sin40 sin
" 5sin40°
sinp = 25030
sin ~ 0,803
By~ 53°, By~ 180°-53°=127° 0°< <180
40°453°<180°  40°+127°<180° Sprawdzamy, czy 40°+ f < 180

Odp. Szukany kat ma okofo 53° lub okoto 127°.

ZADANIE  Jeden z Katow trojkata ma miare 18° Bok lezacy naprzeciw tego kata ma
dlugos¢ 10, a inny bok ma diugosé 20. Oblicz miary pozostalych katow tego trojkata.

W przykladzie zadanie mialo dwa rozwiazania. Nie zawsze jednak tak jest.
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Na ponizszych rysunkach przedstawiono dwie konstrukcje tréjkata, gdy
dane sa: jeden kat tréjkata (a), bok lezacy naprzeciw tego Kata (a) i jeden
2 bokoéw lezacych przy tym kacie (b).

E b

Jak widac, w zaleznosci od dlugosci bokow a i b przyjete warunki moga
by¢ spetnione przez dwa tréjkaty (na pierwszym rysunku trojkaty ABC
i ABD) albo jeden tréjkat (na drugim rysunku trojkat EFG).

CWICZENIE Sprawds, ze gdybysmy w zadaniu z przykladu 2 zmienili dlugos¢
boku 4 na dlugosé 6, otrzymalibysmy tylko jedno rozwigzanie.

zadani 4-8

il Twierdzenie sinuséw mozna rozszerzy¢ w nastepujacy sposob:

Twierdzenie

W trdjkacie stosunck dtugosci dowol-
nego boku do sinusa kata lezacego na-

przeciw tego boku jest rowny Srednicy
\ okregu opisanego na tym tréjkacie.
2R
Dowéd
Warunek —f- = b - —€ wykazaliémy juz wezesniej. Co najmnicj je-

den z trzech katow trojkata musi by¢ katem ostrym. Przyjmijmy, Ze o jest
takim Katem. Aby udowodni¢ powyzsze twierdzenie, wystarczy wykazac réw-

nos¢ —4—
Sina

Niech ABC oznacza trojkat wpisany w okrag o promie-
niu R, w ktérym | €BAC| = « i |BC| =a.

Prowadzac Srednice CD i ciciwg BD, otrzymujemy troj-
Kat prostokatny BCD o Kacie ostrym «, gdyz «BAC
i <BDC sq oparte na tym samym luku. Zatem:

cpi=2r O

i S S
Sina  sin<BDCT | &
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[ITIATTEN W okrag o promieniu 6 wpisano tréjkat rownoramienny. Kat mie-
dzy ramionami tego tréjkata ma miare 120°. Oblicz obwéd tego tréjkata.

p=180°5120° 540
Korzystamy z gog = 2R

g =12 i stp =2k

. b
smizes "2 1 s

iz

a=12-5in120°=12sin(180°-60°) = 125in60° =

b=12-5in30°=12- 3 =

Obwéd=a+2b=613+2-6=6/3+12

ZADANIE W okrag o promieniu 10 wpisano trojkat o katach 45°, 60°, 75°. Znajdz
dlugosé najkrétszego boku tego tréjkata. N
zadania 911

ZESTAW ZADAN

1. Oblicz dlugos¢ odcinka oznaczonego litera.
a) b) 9

2. a) Czy istnieje trojkat o katach 30°, 70°, 80° i bokach dlugosci 5,9, 137
b) Czy istnieje trojkat, w ktérym dwa katy majq miary 45° i 60° a boki lezace
naprzeciw tych katow maja dlugosci 3 i V6?7

3. Jaka dlugos¢ ma najkrétszy z bokow tréjkata, w ktorym dwa katy maja miary
10° i 20, a najdtuzszy bok ma diugos¢ 107

4. Oblicz miare kata oznaczonego litera.

a) b) 9 60"

B 4
3
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5. W tréjkacie ABC dane sq dlugosci dwéch bok6w oraz miara jednego z katow.
Znajdz miary pozostalych katéw tego tréjkata.
a) IACI = /6, BCI =2, |+ABC|=60°  b) [AC| =1, |BC| =2, |<ABC| =30°

6. Znajdz dlugos¢ odcinka oznaczonego litera.

b) L
4
. 6
45 :
b 120
30°
30 ¢

7. Przyjmijmy, ze dane sa katy « i B oraz ze |AB| = a. Znajdz x.

a) B b) 9 A

« d (] B 2
A B

8. Wykaz, ze jezeli katy « i B s3 katami trjkata i naprzeciw kata o lezy bok a,
a naprzeciw kata 8 lezy bok b, to:

o) @b _sinaising p) a-b _ sina-sing
b sinp a+b  sina+sinf

4l 9. Oblicz diugosci odcinkéw a i r oraz miare kata a.

ay

10. Wybieramy dowolny punkt P podstawy BC tréjkata réwnoramiennego ABC
(P 4B, P #C). Wykaz, ze okrag opisany na tréjkacie APB ma taki sam promieri jak
okrag opisany na tréjkacie APC.

11. Przyjmijmy, ze «, B i y sa katami trojkata oraz ze naprzeciw tych katow le-
73 odpowiednio boki o dlugosciach a, b i c. Wykaz, ze jesli R oznacza dlugosé
promienia okregu opisanego na tym tréjkacie, to pole tréjkata wyraza sig wzorem:

a) p=dsingsiny by p = abe 9 P=2R?sinasinfsiny
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MINISPRAWDZIAN

1. W czworokacie przedstawionym na rysunku
obok stosunek dlugosci bokdw X wynosi:

A, sinp-sind ¢, sina- slnﬁ
sinecsiny sing-siny
p. sinasind D, sinB-siny
sinf-siny *sinac-sing

52. Dlugosé najkrétszego boku tréjkata przedsta-
wionego na rysunku obok wyrazona w centyme- 10
trach nalezy do przedziatu:

40° 30"

A (4:5)  B.(5:6) c(6:7)  D.(7:8) T0em

S3. W tréjkacie ABC dane sa: |AB| = 10, |BC| = 7 oraz | *BAC| = 20°. Ktéra z po-
nizszych miar nie moze by¢ miarg Zadnego z katow tego tréjkata, zaokraglona do
pelnych stopni?

A.29° B. 49° €, 131° D. 151°

TWIERDZENIE COSINUSOW

m z ponizszych tréjkatéw mozna obliczy¢ dhugos¢ boku x

za pomoca twierdzenia sinusow?

W sytuacji gdy dane sa trzy boki trojkata,
tréjkat wyznaczony jest jednoznacznie. Po-
winni§my zatem by¢ w stanie obliczyé miary
Jjego katow. a

Jest podobnie, gdy dany jest jeden kat i dlu-
gosci dwoch bokéw lezacych przy tym kacie.
? W takim tréjkacie takze powinnismy byc w sta-
nie obliczy¢ dlugosé trzeciego boku i miary
b dwdch pozostalych katéw.

220 TRYGONOMETRIA



Ani w jednym, ani w drugim wypadku nie mozna znalez¢ brakujacych
wielkosci, korzystajac jedynie z twierdzenia sinusow. Mozemy jednak sko-
rzystac z nastepujacej zaleznosci miedzy bokami a katami w trojkacie.

Twierdzenie cosinusow

W trdjkqcie kwadrat diugosci
dowolnego boku jest rowny sumie
Q kwadratow diugosci dwdch pozostatych
bokaw pomnicjszonej o podwojony
iloczyn dlugosci tych bokow i cosinusa
b? = a® + ¢ - 2ac cos B kata miedzy nimi.

a* = b* + ¢? - 2bc cos «
c?=a?+b?-2abcosy

Dowéd

Przyjmijmy oznaczenia takie jak na rysunku obok. b
Pokazemy, ze zachodzi rownos
a2 =b?+c? - 2bccos o
B
c
b

c
a
3
a
3
€
[
c

1. Zalzmy najpierw, ze o jest katem prostym.
Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:

at=b?+c?

Poniewaz cos90° = 0, wige 2bc cos90° = 0
i mozemy zapisa¢ rownosé:

A
b
A
a? = b? +c? - 2bc cos 90°
2. Zalézmy teraz, ze kat o jest katem ostrym.
W kazdym tréjkacie co najmniej dwa katy sq a
ostre, mozemy zatem zalozyé, Ze kat ABC
takze jest ostry. Wobec tego wysokosé h trdj-

kata poprowadzona z wierzchotka C dzieli o x ¢ c-X ]

bok AB na dwa odcinki (zob. rysunek).

Poniewaz cos & i sine= 2, wiee:

b
x=bcosx i h=bsin«

Stosujac twierdzenie Pitagorasa dla tréjkata CC'B, otrzymujemy:

at =h?+(c-x)°

a sin® & +(c = b cos )
a? =b?sin® &+ ¢? - 2bc cos & + b? cos? o

b¥(sin? o+ cos? &) + ¢ = 2bc cos &

2+ c? - 2bc cos &
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3. Rozwazmy teraz przypadek, gdy o jest katem rozwartym.
Prowadzac z wierzcholka C wysokosé h, otrzy- €.

mamy dwa tréjkaty prostokatne C'AC i CBC
(zob. rysunek).

Poniewaz cos (180°~c)) = i sin(180°-c) =1,
a ponadto:

0s(180°~ ) = ~cosa i sin(180°~ ) = sinex,

wiee: x=-bcos i h=bsina

Stosujac twierdzenie Pitagorasa dla tréjkata CC'B, otrzymujemy:

al=h+(c+x?
a?=b?sin® & +(c - bcos ?

a? = b?sin® o+ ¢? - 2bc cos & + b? cos? o

b¥(sin” &+ cos? ) + ¢~ 2be cos &

2bccos [

W tréjkacie ABC dane sa: |AB| =4, |BC| =5 oraz |<ABC|=120°
Oblicz diugosé boku AC tego tréjkata.

c
X /s Sporzadzamy rysunek pomocniczy.
a—
16+25-40¢0s120°
42452-2.4.5.c05120° Korzystamy z twierdzenia cosinusow.

cos120°

—cos(180°-1209)

€os60°

Litera x oznaczylismy diugos¢ boku trojka:
ta, wiec bierzemy pod uwage tylko dodatnie
rozwiazanie rownania x? = 61.

Odp. Bok AC tréjkata ABC ma diugos¢ +/6T.

ZADANIE = W wojkacie PQR dane sa: [PQ| = 7, PRI = 3 i |<QPRI = 45°. Oblicz
dlugosé boku QR tego tréjkata.
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Boki tréjkata ABC maja diugosci |AB| = 8, |BC| = 5 oraz |AC| =
Oblicz miare kata ACB.

c

6 5 Wykonujemy rysunek pomocniczy.

A 8 B
82=62+52-2.6-5-cosx Korzystamy z twierdzenia cosinusow.

64 =61-60cosx

Odczytujemy miare kata, ktérego cosinus jest

3=-60cosax
réwny u, i kchvsmmv Z réwnosci —cos o« =
e = cos(180° - c0),
cos ot =-35
a~93° €Os X = ~€0s 87° = cos(180° - 87) = cos 93°

0Odp. Kat ACB ma miarg okofo 93°.

ZADANIE  Boki trjkata maja dlugosci 3, 5 i 7. Oblicz miarg najwickszego kata tego
trojkata.
sadania 13

ZESTAW ZADAN

1. Oblicz dhugos¢ boku oznaczonego litera.
b) 9
J
9
6 5 s “
g
b 7

2. Oblicz miare kata oznaczonego litera.

) b) 7 9
A v é ’ 3:
5 d
H

3. Czy wéjkat o danych diugosciach bokow jest czy roz-
wartokatny?
a) 5, 12,13 b) 4,5, 6 95,79
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4. Przekgtne réwnolegloboku przecinaja sie pod katem 60°, a ich dlugosci
s7a 2 i 6. Znajd dlugosci bokéw réwnolegloboku.

Warto wiedzie

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa mozna wogdlnié w nastepujacy sposcb:

Jeslia, b i ¢ sa dlugosciami bokow tréjkata oraz a < ¢ i b < ¢, to tréjkat ten jest:
« prostokatny, gdy @+ b? = c?,

« rozwartokatny, gdy a? +b? <c?,

« ostrokamy, gdy a? +b? > ¢%.

5. Uzasadnij twierdzenie podane w ramce, a nastepnie, korzystajac z niego, roz-
wiaZ zadanie 3.

Uwaga. Przy rozwiazywaniu zadai 6-13 przyda si¢ twierdzenie cosinusow albo twierdzenie
sinuséw. W niektdrych zadaniach trzeba skorzystac z obu tych twierdzer.

6. Rysunck przedstawia polozenie stat-
k6w A i B wzgledem latarni L. ZnajdZ
odleglos¢ miedzy statkami.

© 7. Na rysunku obok niebieskie linie prze-
rywane sa réwnolegle. Oblicz wysokos¢
drzewa, jesli |AB| =150 m.

8. Korzystajac z informacji przedsta-
wionych na mapce, oblicz odlegl
miedzy punktami A i B.

9. Boki tréjkata maja dlugosci 2, 3 i 4. Oblicz wysokoS¢ tego tréjkata opuszczong
na najdiuzszy bok.
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10.Na ponizszym rysunku punkty D 11.W réwnolegloboku ABCD przed-
i E dziela bok AB tréjkata ABC na trzy  stawionym na rysunku ponizej dane sa:
rowne czesci. Wiedzac, ze |AB| = 6,  |AB| =3, |AD| =4 oraz | BAD| = 30°
IACI =5 i |4DACI = 30°, znajdZ dlu- ~ Czworokat BEDF jest rombem. ZnajdZ
gosci odeinkéw €D i CE. dlugos¢ jego boku.

A
A

B c

12.W czworokacie KLMN na rysunku 13, Popatrz na rysunek ponizej. Oblicz
ponizej kat LMN ma 120°. Oblicz pole  dlugos¢ promienia okregu opisanego na
tego czworokata. czworokacie ABCD.

MINISPRAWDZIAN

51. Dlugosé boku oznaczonego na rysunku
litera a jest réwna:

A.25-12V3 C.V31-2V3

B. V7 D. V13

A

=

A

4

|

\

B
la

52. Trojkat ma boki o Sciach 4, 5 i 6. Miara
po zaokragleniu do pelnych stopni, wynosi:

A.30° B.38° c.40° D.41°
53. Pole tréjkata narysowanego obok wynosi 3.
DIugos¢ boku x jest zatem réwna:

A3 B. 4 C.V13 D. /26

TWIERDZENIE COSINUSOW

Kata tego tréjkata,
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1. ZnajdZ miary katéw tréjkata ABC.

[
A 5 B

2. Oblicz wartos¢ wyrazenia:
sin 135°+cos 150° + tg 120°

3.a) Oblicz cosat i tga, wiedzac, ze
i i o jest katem rozwartym.
b) Oblicz smﬁ i cosp, wiedzac, ze
tgB=-= 1P jest katem rozwartym.

4. Uzasadnij, ze dla kata ostrego « jest

spelniona réwnoscé:
1

1-sin? &

g2 ot 1

5. Punkt S jest srodkiem okregu o pro-
mieniu 4 przedstawionego na rysunku.
Oblicz pole zacieniowanej figury.

6. Ustal, pod jakim katem jest na-
chylona do osi x prosta o réwnaniu
y=-3x+1.

7. Oblicz dlugos¢ promienia okregu
opisanego na tréjkacie o bokach maja-
cych dlugosci 5, 8 i 10.
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8. Oblicz miare kata ABC w tréjkacie,
w ktérym:

a) |AB| =10, |BC| =6, |AC| =
b) | €BAC| =20° |AC| =5, [BC
o | *ACB|=120° |AC| =6, |BC| =10

9. W wjkacie ABC bok BC ma diu-
gos¢ 4. Oblicz dlugosé boku AB,

) | <ACB| =60 |AC|
) | €BAC| =45° | < ACB| =30°
< |€ABC| =50° | +ACB| =110°

10. Sprawdz, czy tréjkat o bokach, kté-
rych diugosci wynosza 7, 8 i 10, jest
ostrokatny czy rozwartokatny.

11. W wéjkacie ABC dane sa: |AC| =
i |AB| = 32, a kat ABC ma miarg 30°.
Oblicz pole tréjkata.

12.Czy przedstawiony na rysunku
czworokat jest trapezem? Uzasadnij
swoja odpowiedz.

»
<

13.$rodkowa CD tréjkata ABC ma
dlugos¢ 6, bok AB ma diugos¢ 8,
a kat ADC ma miare 120°. Oblicz po-
le i obwod tréjkata ABC.

14.0bwéd tréjkata przedstawionego

na rysunku jest rowny 18. Oblicz dlu-
gosci bok6w a oraz b.

a
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Figury w przestrzeni

W basenach plywackich dno jest awykle uksztattowane tak, ze glebokosé wody
sig zmienia: przy jednym koricu toru jest plytko, a przy drugim — glgboko.

Woda wtakim basenie przybiera ksztatt graniastostupa. Obliczajac jego objetosé;
ustalimy ife liréw wody potrzeba, aby wypetnic basen.

Graniastostupy ® Ostrostupy = Walec = Stozek = Kula
= Powtérzenie



Kilka uwag o rysowaniu bryt

Na zdjeciu model szecianu jest
$wiatlem o réwnoleglych promieniach. Na bia-
tym ekranie wida¢ cier modelu.

Gdybysmy ramke w ksztalcie kwadratu ustawili w réznych
polozeniach wzgledem ekranu, otrzymaliby$my rézne cienie.
Ponizsze rysunki przedstawiaja kilka mozliwych cieni tej sa-
mej kwadratowej ramki. Kazdy  nich jest rownoleglobokiem
i cienie rownoleglych bok6w tez sa rownolegle.

L7 >

Kolc]nc rysunlu przedstawiaja cienie ramki w ksztalcie tra-
pezu w Ktorym wysokosé
Taczaca Srodki podstaw. Kazda z otrzymanych figur jest tra-
pezem i w Kazdym z nich cieri wysokosci nadal laczy $rodki
podstaw, choé nie musi by¢ do nich prostopadly.

M =

rysunek Scianu na Kartce, go tak, jakbysmy ryso-
wali cient rzucany przez krawedzie tego wieloscianu.
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Rysujac bryly, musimy przestrzega¢ nastepujacych regut:

o Jesli w bryle odcinki sa réwnolegle, to odpowiadajace im odcinki na rysunku
takze sq réwnolegle.

o Jesli w bryle odcinki sa réwnolegle i rownej dlugosci, to odpowiadajace im na
Tysunku odcinki tez s réwnolegle i rownej dlugosci.

o Jesli punkt dzieli odcinek w bryle w pewnym stosunku, to odpowiadajacy mu
punkt na rysunku dzieli odcinek w tym samym stosunku.

Oto rysunki wykonane z zachowaniem powyzszych regut.

GRANIASTOSLUP PRAWIDLOWY
SZESCIOKATNY

Odcinki réwnolegle
o réwnych dhugosciach
takze na rysunku sa réwnolegle
i maja rowne diugosci.

Krawedzie podstawy
sa rownolegte
i maja réwne diugosci.

Odcinki réwnolegle
takze na rysunku sq réwnolegle.

OSTROSLUP PRAWIDLOWY
TROJKATNY

Spodek wysokosci
- ostroslupa na rysu

‘owiaien dzielié wysokosé

podstawy w stosunku 2: 1.

Wysokos¢ podstawy
na rysunku dzieli¢
krawedz podstawy na polowy.

Uwaga. Na podstawie rysunku bryly na ogot nie mozemy rozstrzygnag, jaka to dokladnie
jest bryla. Na przyklad pierwszy z rysunkow
moglby byé kazdym z 6w, ktérych siatki sq obok.

o ob 0
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Ciekawostka

Rysowanie bryl nie jest latwe, gdyz musimy przedstawic w dwoch wymiarach figury,
kiére sq trojwymiarowe. Gotowe rysunki mozna na ogol interpretowac na rozne
sposoby. Stad biora si¢ nicktre zludzenia optyczne. Na przyklad zludzeniu mozemy
ulec, patrzac na pierwszy rysunek szescianu. Rysunek ten jest wieloznaczny. Szescian
mozemy zobaczyé na dwa sposoby, zaleznie od tego, ktére krawedzie uznamy za
niewidoczne.

Inny przyklad zludzenia optycznego to tzw. schody Zlinera (czyt. celnera) przed-
stawione na rysunku ponizej (z lewej strony). Dwie osoby patrzace na ten rysunek
moga zobaczy¢ schody na rozne sposoby, na przyklad widziane z gory albo widzia-
ne od dotu. Kolejne rysunki pomagaja dostrzec te dwie rozne interpretacje (kropka

wskazuje Sciane, ktéra powinnismy zobaczy¢ blizej nas). 2

Najbardziej zaskakujace sq rysunki tzw. Na kanwie takich rysunkow artysci po-
figur niemozliwych. Ponizej podajemy trafia stworzyé intrygujace obrazy. Przy-
przyklady takich figur. Pozornie wydaje  kladem wykorzystania pierwszego z nich
si, ze rysunki przedstawiajq rzeczywi- jest grafika M.C.Eschera (czyt. eszera)
ste bryly i mozna zbudowac ich modele. ,Wodospad”.

Jednak dokladniejsza analiza pokazuje,
Ze jest to niemozliwe, gdyz bryly takie
nie istnieja!

e
I m
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GRANIASTOSLUPY

Przypomnijmy, Ze graniastostup to wieloscian,
w ktérym dwie $ciany (podstawy) sa przystajacy-
mi wiclokatami lezacymi na réwnoleglych plasz-
czyznach, a pozostate Sciany (czyli §ciany boczne)
sq réwnoleglobokami.

Krawedzie boczne graniastoslupa maja rowne diugo-
Sci i 5a réwnolegle.

~3

Wysokoscia graniastostupa nazywamy kazdy odcinek faczacy plaszczyzny
podstaw i prostopadly do obu tych plaszczyzn.

|
=
I

Uwaga. Pojecie odcinka prostopadiego do plaszczyzny jest intuicyjnie jasne i ta
ka intuicja wystarcza na potrzeby naszych rozwazan. Dokladniej prostopadios

prostych i plaszezyzn w przestrzeni omawia¢ bedziemy w trzeciej Klasie.

Graniastoshup prosty
pieciokatny

Graniastoslup pochyly
czworokatny

r.

Graniastostup prawidiowy
osmiokatny

GRANIASTOSLUPY

Graniastostup, w ktérym krawedzie boczne sg pro-
stopadle do podstaw, nazywamy graniastostupem
prostym. Wszystkie Sciany boczne graniastostupa
prostego sg prostokatami.

Uwaga. Szczegélnym przypadkiem graniastostupa pro-
stego jest prostopadloscian, w ktérym wszystkie sciany
sa prostokatami i za podstawy mozna przyja¢ dowolng
parg Scian rownoleglych.

Graniastostup, w ktérym krawedzie boczne nie sg
do podstaw, i

pem pochylym. Wszystkie Sciany boczne graniasto-

stupa pochylego s3 rownoleglobokami.

Graniastostup prosty, w ktorym podstawy s3 wie-
loktami foremnymi, nazywamy graniastoslupem
prawidlowym. Wszystkie Sciany boczne graniasto-
slupa sa przystajacymi
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Przekatna wicloscianu to odcinek laczacy dwa wierzcholki i nielezacy na
zadania 1-4 )

Il Podstawa graniastostupa prostego jest romb o boku 2 i kacie
ostrym 60°. Wysokos¢ tego graniastostupa jest réwna 3. Oblicz diugosé dfuz-
szej  jego przekatnych.

Sporzadzamy rysunki pomoc

nicze — graniastostup i pod-
stawe graniastostupa.

3 Trojkat ABD jest rownobocz-
< ny, a odcinek AS to wysokos¢
<1 tego tréjkata.
5 A

18D =
|As| =
IACI =2 |AS| =23

|AG|? = |AC|? + |CGI? Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata ACG.

|AGI2 = (2V3)? + 32
IAG| = V2T

Odp. Diuzsza przekatna tego graniastostupa ma dugosé v2T.

ZADANIE  Podstawa graniastoshupa prostego o wysokosci 6 jest trapez prostokat-
ny o podstawach dlugosci 3 i 5 oraz wysokosci 4. Oblicz dlugosci przekatnych tego

graniastostupa.
sadania 5-12 )

il Suma pol wszystkich $cian bocznych graniastostupa to jego pole po-
wierzchni bocznej. Suma pol podstaw i pola powierzchni bocznej to pole
powierzchni calkowitej graniastostupa.

Objetos¢ graniastostupa jest rowna iloczynowi pola podstawy i wysokosci
graniastostupa.

" Objetos¢ graniastostupa:

A__ h V=P,-h

q Cr P, — pole podstawy graniastostupa
h — wysokos¢ graniastoslupa
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PRZYKEAD 2 JRURTEND i i § m krawedz podstawy
ma diugos¢ a, zas krétsza przekatna ma dtugosc 3a. Oblicz pole powierzchni
catkowitej oraz objetos¢ tego graniastostupa.

Krétsza przekatna podstawy jest
|AC|=2- % =ay 2 razy diuzsza niz wysokos¢ tréj
kata r6wnobocznego o boku a.

VIACI? - |ACI? =\Ba)? - (aV3) = a6 Tréjkat ACA' jest prostokatny.

alf 3a%3
2

Py=6-
- - pole jednej podstawy
~a-h=a-a/6=a
Pi=a-h=a-a/B=aB - pole jednej Sciany bocznej

3a? » +6.02 /6 = 3a3(/3 +2,/6) | P Pole powierzchni calkowite]

Pe=2P,+6P; =

Vap ha 3B 5L 38T S0

o wysokosci a krotsza
4a. Oblicz pole powierzchni calkowite] i objgtos¢ tego graniasto-

o 1323 )

ma
2, a kat pomiedzy przekatna Sciany bocznej i krawedzia boczng ma
miare 32°. Oblicz miare kata miedzy przekatnymi scian bocznych poprowadzo-
nymi z jednego wierzchotka.

2
I . xfal \x
i’ '
2 2 =sin32° sing=1o 1532 . 065

2

s

75 Evel %: 15° stad &= 30°

ZADANIE = KrawedZ podstawy ma
dlugosé 3, a kat miedzy przekatng Sciany bocznej i krawedzia boczng ma miare 40°.
Oblicz miare kata miedzy przekatnymi Scian bocznych poprowadzonymi z jednego
wierzcholka.

sadonio 228

GRANIASTOSLUPY 233



ZESTAW ZADAN

41 1. Przerysuj i uzupelnij tabelke. Graniastostupy
Liczba scian 7
Liczba krawedzi 9

Liczba wierzchotkéw 12

2. 3) lle Scian bocznych ma graniastostup o 100 wierzcholkach?
b) Czy graniastostup moze mie¢ 20 krawedzi?
9 Czy graniastoslup moze mie¢ 10 §cian bocznych i 20 wierzcholkéw?

3. a) Czy istnieje i ktéry nie ma h?

b) Czy w graniastoslupie prawidlowym wszystkie przekatne maja rowna dlugosc?
© 9 Ile przekqtnych ma graniastostup n-katny?

©d) Czy w kazdym graniastostupie czworokatnym dowolne dwie przekatne si¢ prze-
cinaja?

4. Na rysunku przedstawiono siatke szescianu. Ktére punkty — po sklejeniu sze-
Scianu — pokryja si¢ z punktem A?

a) b H 9
J H l I
KTF ¢
L K M L L K H G
F G B
N M N N M
D E c D ‘ D E F
A B C A B A B C
/Il 5. 2) Jaka dlugos¢ ma przekatna szescianu o krawedzi a?
b) Oblicz diugosc¢ j $cianu o jacha, bic.
6. Na rysunku pr i i i - Oblicz dlugosci zaznaczo-
nych odcinkéw.
a) b) Cl
5 z Y / 4

234 FIGURY W PRZESTRZENI



7. Graniastostup prosty ma wysok a jego podstawa jest narysowany czworo-
ka(. Znajdz diugos¢ krotszej przckqmei tego graniasmsmpa.

trapez romb. réwnoleglobok
8.2) W grani i i przekatna ma dlugosé 13,

a przekatna ciany bocznej ma diugos¢ 12. Oblicz dlugosci krawedzi graniastostupa.

b) Podstawa graniastoslupa prostego jest tréjkat prostokatny, ktérego przypro-
stokatne majq, dlugosci 8 i 5. Oblicz dlugosci przekatnych Scian bocznych tego
graniastostupa, jesli wysokos¢ graniastostupa wynosi 10.

©9, Na rysunku obok przedsta-
wiono graniastostup prawidto-

Y/
wy osmiokatny. Oblicz diugo- ’}( ’
Sci zaznaczonych odcinkow. 1

3

10.a W s o krawedzi podstawy a
dluzsza przekatna jest rowna p. Oblicz dlugosé Krdtsze) prackane) graniastostupa.
b) Oblicz diugosci przekatnych w grani p

o krawedzi podstawy a i wysokosci h.

11. Podstawa,_graniastostupa prostego jest trojkat réwnoramienny prostokatny.
Przeciwprostokatna podstawy i przekatne dwéch Scian bocznych tworza trojkat
réwnoboczny o boku a. Oblicz wysokos¢ tego graniastostupa.

© 12. Krawed? podstawy grani i ma dlugosc a.
Jaka wysoko$¢ powinien mie¢ ten graniastostup, aby (l’ojkq( zbudowany z przekat-
nej $ciany bocznej, dluzszej przekatnej podstawy i krotszej przekatnej graniasto-
stupa byl réwnoramienny?

i
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14. Na rysunku i i . Oblicz jego objetosé.

4
\ 2
15. Oblicz pole powierzchni catkowitej:
a) o] ktérego krawedZ podstawy ma dtu-
g0¢ /3, a wysokos¢ wynosi 2,
b) o wysokosci réwnej 4 i diugosci

przekatne; 5.

16. Podstawa graniastostupa prostego o wysokosci réwnej 2 cm jest trojkat o bo-
Kach 12 cm, 10 cm, 10 cm. Oblicz pole powierzchni i objetos¢ tego graniastostupa.

17..2) Oblicz pole powierzchni i objgtos¢ szescianu o przekatnej diugosei p.

b) W cianie o podstawie j przekqtna Sciany bocznej ma
dlugosc p, a przekatna podstawy ma dlugos¢ d. Oblicz pole powierzchni catkowitej
tego prostopadtoscianu.

18. Oblicz objetos¢ graniastostupa prostego o siatce przedstawionej na rysunku.

a) B 5 2 9 10

19.Na rysunku przedstawiona jest szKlarnia, ktérej dach i ciany zbudowano ze
szkla o grubosci 3 mm. Gestosé szkla wynosi 2400 kg/m?. Oszacuj, ile wazy szklo
uzyte do budowy tej szklarni.

[ 5 wom
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20. 1le wazy sztaba zlota w ksztalcie
graniastostupa, ktérego podstawg jest
trapez réwnoramienny i Ktorego wy-
miary podano na rysunku? Przyjmij,
ze gestos¢ zlota wynosi 19280 kg/m?.

ot L Sprawdz, jaka jest aktualna cena zlo-
10em ——— ta, i oblicz wartos¢ tej sztaby.

21.1le litréw wody potrzeba do napel-
nienia basenu o ksztalcie i wymia-
rach podanych na rysunku?

22. Jakie wymiary powinien mie¢ graniastostup o podstawie kwadratowej, aby jego
objetosé byla réwna 4 cm?, a pole powierzchni calkowitej wynosito 16 em??

© 23. W prostopadioscianie pola trzech $cian o wspélnym wierzchotku sa réwne Py,
P> i P3. Jaka objeto$¢ ma ten prostopadioscian?

IV 24. Oblicz wysokos¢ grani prostego i na rysunku.
a) § b) 9

v\
H

7
25. Na rysunku i i . Oblicz dlugosé odcinka
i miar¢ kata oznaczonych literami.

a) b 9

B
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26. Na rysunku i i . Oblicz jego objetosé.
: "’ ' TR

45

27. Podaj wzor na objetos¢ narysowanego prostopadloscianu, gdy dane sq wielko-
$ci oznaczone literami.

a)

T
s
S

28. Podstawa graniastostupa prostego jest réwnoleglobok o kacie ostrym «. Odle-
glosci miedzy réwnoleglymi Scianami bocznymi sa réwne k i 1, a odleglosé miedzy
podstawami graniastoslupa wynosi h. Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

MINISPRAWDZIAN
S1. Pewien graniastostup ma 24 krawedzie. Podstawa tego graniastostupa jest:

A szesciokat B. osmiokat C. dwunastokat D. szesnastokqt

52. Na rysunku obok przedstawiono graniastostup pra-

L
i
widlowy czworokatny. Jaki obwéd ma trojkat KLM?
A.2aV3 C.a@+v2)
a K

B. 243 D. 4(4V3+32)

53. Podstawa graniastostupa prostego jest romb, ktérego przekatne maja diugosci
16 i 12. Krétsza przekatna tego graniastostupa ma diugosé 13. Pole powierzchni
calkowitej tego graniastostupa jest réwne:

A. 200 B. 248 C. 296 D. 392

S4. Na rysunku obok przedstawiono graniastostup pra-
widlowy tréjkatny. Ktéra réwnosc¢ jest prawdziwa?

Asine= f Ctga=1
y: . sina = 2
B. cos o= D.sina- %
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OSTROSLUPY

l jmy, e ostrostup to wieloscian, w ktérym
jedna $ciana (podstawa) jest dowolnym wielokatem,
a pozostale Sciany (czyli Sciany boczne) sq tréjkata-
mi o wspolnym wierzchotku.
Wspélny wierzcholek wszystkich scian bocznych ostro-
slupa nazywamy wierzcholkiem ostroslupa.

Wysokoscig ostroslupa nazywamy odcinck laczacy wierzcholek ostroslupa

2 pla podstawy, do tej plaszcz

lezacy na znie podstawy spodkiem wy

Zauwaz, ze w graniastostupie mozna wskaza¢ wiele
odcinkéw, ktére sa wysokosciami, a ostrostup, kt6-
1y nie jest tréjkatny, ma tylko jedna wysokosc.

Ostrostup, w ktérym podstawa jest wieloka-
tem foremnym, a krawedzie boczne maja row-
ne dlugosci, nazywamy ostroslupem prawidlo-

/. Koniec wysokosci

wym. Ostrostup prawmmwy
szescioka

. Podslawa jest

W ostrostupie prawidlowym Sciany boczne sa

Ostrostup tréjkatny nazywamy czworoscianem.
Uwaga. W czworoscianie kazda ze Scian mozemy

uznac za podstawe. Czworoscian ma zatem cztery
wysokosci.

Czworoscian, ktérego wszystkie Sciany sg troj-
katami réwnobocznymi, nazywamy czworo-
$cianem foremnym.

IE A Odcinajac naroze szescianu w spo-
s6b przedstawiony na rysunku obok, otrzymamy
ostrostup, ktdry jest czworoscianem. Przyjmijmy,

Ze podstawa tego czworoscianu jest Sciana BCD.
Oblicz wysokos¢ tego czworoscianu. Oblicz diu-
gosci krawedzi bocznych.

OSTROSLUPY

szebclokgtem foremnym.
mt « Krawedzie horzne maja

réwne dhugos

Czworoscian
(ostrostup tréjkatny)

adanio 13 )
(3

D|

4

B|
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Twierdzenie

Jesli wszystkie krawedzie boczne
ostrostupa majq réwne dlugosci,
to na podstawie ostroslupa
mozna opisa¢ okrag. Srodkiem tego okregu
Jest spodek wysokosci ostrostupa.

Dowsd
Rozwazmy w ostroslupie o réwnych krawedziach
bocznych tréjkaty, ktérych dwoma bokami sa wy-
sokosc ostrostupa i kraweds boczna.

Wszystkie takie tréjkaty sa prostokatne, maja wspol-

na przyprostokatng i przeciwprostokatne o tej sa-

mej dlugosci. Wobec tego boki tych tréjkatow lezace

na podstawie ostrostupa — odeinki laczace spodek

wysokosci z wierzcholkami podstawy — majq ta-

S~ Kasama dugosc. Okaag o promieniu Gwnym temu

| odcinkowi i o $rodku w spodku wysokosci jest wige
opisany na podstawie ostroshupa.

Ponizsze rysunki przedstawiajq ostrostupy prawidtowe. Spodek wysokosci
w i lezy na przecieciu przekatnych
podstawy, W i ci lezy na przecieciu
dluzszych przekatnych podstawy, a w ostrosupie prawidlowym tréjkat-
nym lezy na przecieciu $rodkowych podstawy i dzieli kazda z nich
w stosunku 2:1.

ostrostup prawidlowy ostrostup prawidlowy ostrostup prawidiowy
czworokatny szesciokatny trojkatny
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ZENIE B Na rysunkach przedstawiono ostrostupy prawidiowe. Oblicz diu-

gosci odeinkéw oznaczonych literami.

[TIATTTEE Krawedz podstawy ostrostupa prawidiowego trojkatnego ma diu-
904¢ 3, a jego krawedZ boczna ma diugosé 4. Oblicz odlegtos¢ spodka wysokosci
tego ostrostupa od krawedzi bocznej.

2
" 1A = §1AF = £ - 35
c |AE|? + |DE|? = | DAJ?
/A (/37 +|DE = 4
AT |DE| = /T3

Paneo =5 - |AE| - |DE Obliczamy pole trojkata AED

na dwa sposoby.

1
2

Paneo=7% - 1AD| - d =
9

2d= Y3 stad d=

Odp. Odlegtosé spodka wysokosci ostrostupa od krawedzi bocznej wynosi ¥3°

ZADANIE  KrawedZ podstawy ostrosluipa prawidlowego czworokatnego ma dlu-
0S¢ 4, a jego krawedz boczna ma dlugos¢ 6. Oblicz odleglos¢ spodka wysokosci tego
ostrostupa od krawedzi bocznej.

sadania 47 )

il Pole powierzchni ostrostupa to suma pola podstawy i pola powierzchni

bocznej, czyli sumy powierzchni §cian bocznych.

Objetosé ostrostupa stanowi § objetosci graniastostupa o takich samych

podstawie i wysokosci.

//‘ Objetosé ostrostupa:

/ h V=3p,-h

ﬁ (> P, — pole podstawy ostrostupa
h — wysokos¢ ostrostupa
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[IIATTITEA KrawedZz podstawy ostrostupa prawidfowego tréjkatnego ma dtu-
go$¢ a, a krawedz boczna ma diugosé 2a. Oblicz pole powierzchni catkowitej
tego ostrostupa. Oblicz objetosé tego ostrostupa.

w
w  Joar-(2) - 7 _a
hy=\J@a) - (§)" =402 -5 = 475
24
24, 25
Po=P+3P =843 1.4 275
& 9 a -
AA ag B =4 (v3+3vT3)

N 2 o a3 Wysokos¢ tréjkata rownobocznego o bo-
1As| = §1AA| = 5 - 5= = 552 ku @ wynosi %2, a spodek wysokosci

ostrostupa dzieli ja w stosunku 1:2.
1
a3

2
BV

h=\TAWZ =TAST? = \[4a? - 3

@3, 10
2 a

ZADANIE  KrawedZ boczna ostrostupa prawidlowego trojkatnego ma diugosé 13,
2 wysokosc tego ostrostupa ma dhugosc 5. Oblicz pole powierzchni calkowitej i objgtos¢
tego ostrosiupa.

Pole tréjkata réwnobocznego o bo-

Po-h= ku a jest réwne

1
3

daria 513 )

Ciekawostka

Wzér na pole tréjkata mozna wyprowa-
dzi¢ ze wzoru na pole prostokata. Wystar-
czy zauwazyé, ze tréjkat o podstawie a
i wysokosci h da sig podzielié na czesci,
2 ktérych mozna zlozy¢ prostokat o bo-
kach }h i a (zob. rysunki).

Czy nie mozna by w podobny sposib wy-
prowadzié wzoru na objetosé ostrostupa
e wzoru na objetos¢ sci
To znaczy, czy mozna podzielié dowol-
ny ostrostup na skoriczona liczbg czesci,
2 keorych da si¢ ulozyé prostopadioscian?

To proste zdawaloby si¢ pytanie okazalo si¢ trudnym i waznym problemem

Podczas 11 Kongresu
w roku 1900 zostalo uznane przez Davida Hilberta za jeden z 23 najwaz-
niejszych p: 6 XX wicku. odpowiedz na to

pytanie znalaz1 jeszeze w tym samym roku Max Dehn (czyt. maks dejn) —
uczen Hilberta. Udowodnil on, ze nie kazdy ostrostup mozna podzielic na
czgsci, z ktorych da si¢ ulozy¢ prostopadioscian.
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IV Podobnie jak w wypadku innych bryl, przy rozwiazywaniu zadari dotycza-
cych ostroslupéw przydaja si¢ funkcje trygonometryczne.

Kraweds boczna i Sci ma diu-
gos¢ 10 cm, a kat miedzy ta krawedzia a wysokoscia ostrostupa ma miare 20°.
Oblicz miare kata migdzy sasiednimi krawgdziami bocznymi.

H o
sinac= o %:%;
. _ smzzo" ~0,171
ax10°
| $ASB| = 2 ~ 20°
A% 38

ZADANIE  Krawgdz boczna ostroshupa prawidlowego czworokatnego ma dugosc 6,
a kat miedzy ta krawedzia i wysokoscia ostrostupa ma miare 35°, Oblicz miare kata mi¢-
dzy sasiednimi krawedziami bocznymi.

sadania 14-17 )

ZESTAW ZADAN

1. a) Ile §cian bocznych ma ostrostup o 100 krawedziach?
b) Czy ostrostup moze mie¢ 15 krawedzi?
) Czy ostrostup moze mie¢ 22 krawedzie i 12 scian bocznych?

2. Wyjasnij, dlaczego ponizsze rysunki nie przedstawiaja siatek ostrostup6w.

S RA T O

3. Na rysunku iono siatke czworo$cianu Ktére punkty — po
sklejeniu czworoscianu — pokryja si¢ z punktem A?
a) E b)
F D F E D
A B c A B L4
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41l 4. Na rysunku przedstawiono ostrostup prawidlowy (pionowy odcinek to wysokos¢
ostrostupa). Oblicz dlugos¢ odcinka oznaczonego litera,

VAR

5. Na rysunku obok jest przedstawiony czworoscian fo-
remny o krawedzi a.

a) Oblicz dlugosci odcinkéw oznaczonych literami x, y, z
b) Oblicz wysokos¢ tego czworoscianu,

©0 W jakim stosunku punkt przeciecia wysokosci czworo-
Scianu foremnego dzieli kazda z nich?

6.2) Wysokos¢ i § jest rowna 5, a wysokos¢
jego Sciany bocznej wynosi 10. Oblicz diugos¢ krawedzi podstawy tego ostrostupa.

b) Podstawg ostrostupa jest prostokat, ktérego boki maja dugosci 2 i 4, a wszystkie
krawedzie boczne tego ostrostupa maja dlugosc 7. Oblicz wysokos¢ tego ostrostupa.

7. Podstawa pa jest tréjkat
nej majacej dlugosc 4. Wysokosé ostrostupa jest rowna 8. obhcz jakie diugosci
maja krawedzie boczne tego ostrostupa, jesli spodek wysokosci jest:

a) wierzchotkiem kata prostego, b) $rodkiem przeciwprostokatnej.

41l 8. Oblicz objetos¢ narysowanego ostrostupa.

a) b)
¥
6\ 5

9. Na rysunku przedstawiono ostrostup prawidlowy. Oblicz jego objetosé.
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10. Oblicz pole powierzchni catkowitej:
a) ostrostupa prawldluwego tréjkatnego o krawedzi podstawy 2 i krawedzi bocznej 5,
b) o krawedzi podstawy 4 i wysokosci 1.

11. Jaka objetosé ma czworoscian foremny o krawedzi a?

12. Oblicz objetosci ktérego siatke na rysunku.

P
v R4

® 13, Wszystkie krawedzie boczne ostrostupa tréjkatnego ma]q dlugosc a, jego
podstawa jest tréjkatem jana —
tréjkatem réwnobocznym. Oblicz objeto$é tego ostrostupa.

4V 14. Krawed? boczna narysowanego ostrostupa prawidlowego ma dlugos¢ 6. Oblicz.
wysokos¢ tego ostrosiupa.

a) & b) L]
‘ ‘
15. Na rysunku i . Oblicz dlugo$¢ odcinka

i miar¢ kata oznaczonych literami.
A
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16. Na rysunku przedstawiono ostrostup prawidlowy. Oblicz jego objetosé.

a) b) Q
6,
' ‘ <
8

17. Na rysunku obok przedstawiono ostrostup pra-
widlowy osmiokatny. Oblicz dlugosci zaznaczonych
odcinkéw. Oblicz miare zaznaczonego kata.

MINISPRAWDZIAN

51. Ktére zdanie jest prawdziwe?
A. W kazdym ostrostupie wysoko$¢ jest krétsza od wszystkich krawedzi bocznych.
B. Podstawq kazdego ostrostupa jest wielokat, na ktdrym mozna opisac okrag.

C. W kazdym graniastostupie liczba jego krawedzi jest podzielna przez 3.

D. W kazdym graniastostupie wysokos¢ jest réwna diugosci krawedzi bocznej.

52. KrawedZ podstawy i wysokos¢ ostrostupa prawidlowego tréjkatnego maja taka
samq dlugos¢ réwnq a. Krawedz boczna tego ostrostupa ma dlugosé:

A gL B.2a\3

53. Graniastoslup prawidlowy tréjkatny i ostroslup prawidlowy czworokatny maja
krawedZ podstawy o tej samej diugosci. Ostroslup ma dwa razy wigksza wysokos¢
niz graniastoslup. Stosunek objetosci graniastoslupa do ostroslupa wynosi:

aJ/3
D.%5=

33 3/3 3 8v3
33 343 V3 83
A. B. 3¢ [ D. 8¢

54. Podstawa ostroslupa przedstawionego na rysunku jest
rojkat 6 it o h
réwnych a. Wysokosé ostroslupa jest jedna z krawedzi a
bocznych i takze ma dlugos¢ a. Pole powierzchni tego
ostrostupa jest rowne:

c.1 ANy

B.a?+ €2 D.a*+atV2
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WALEC

WALEC

Wyobraz sobie, ze fi-
gure plaska obracamy
wokol pewnej prostej
tak, ze kazdy punkt
figury zakresla okrag
o srodku lezacym na
tej prostej. Punkty
wszystkich  zakreslo-
nych w taki sposb
okregow tworza bry-
I obrotowa. Prosta,
‘wokot ktorej jest wy-
Kkonywany obrét, na-
zywamy osia obrotu
bryly obrotowej.

Jesli prostokat obrécimy w opi-
sany wyzej sposob wokol pro-
stej zawierajacej jego bok, to
otrzymang bryla obrotowa jest
walec.

W walcu mozna wskazaé dwie podstawy, kiére sq przystajacymi kolami
lezacymi na réwnoleglych plaszczyznach.

promiert
podstawy

podstawa

Kazdy odcinek laczacy plaszczy-
zny podstaw i prostopadly do nich
nazywamy wysokoscia walca.
Wysokosci, ktre lacza brzegi pod-
staw, tworza powierzchnie boczng
walca. Kazda taka wysokos¢ nazy-
wamy tworzaca walca.

CWICZENIE A Wyobraz sobie, Ze narysowane figury obracamy wokol wskaza-
nych osi. Ktére z otrzymanych bryl obrotowych sq walcami? Podaj dlugosci pro-
mieni podstaw i tworzacych tych walcow. Przyjmij, ze bok kratki ma dugos 1.
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Przecinajac bryle obrotowq plaszczyzng zawieraja- P
€3 0§ obrotu, otrzymamy przekréj osiowy tej bry!
Przekrdj osiowy walca jest prostokatem.

ENIE B Czy przekroje dwéch walcow o
wysokosciach moga by¢ przystajacymi prostok:

6nych
ami?

Jedli walec ma promicri podstawy r i wysokoé¢ h, to jego powierzchnia
boczna po rozwinieciu na plaszezyzne jest o bokach 2rr
i h. Pole powierzchni calkowitej walca to suma pol dwéch podsmw i pola
powierzehni bocznej.

Pole powierzchni
calkowitej walca:

P.=2P,+P,
h P =2mr?+2nrh

P, — pole podstawy
Py — pole powierzchni bocznej
r — promieri podstawy

h — wysokos¢ walca

Wyobraz sobie, Ze w walec wpisujemy graniastoslupy prawidlowe o takicj
samej wysokosci jak walec (zob. rysunki ponizej). Im wigcej bokow ma
wielokat, ktdry jest podstawa tym objetos¢

blizsza jest objetosci walca.

Objetos¢ walca, podobnie jak w wypadku graniastostupa, jest réwna ilo-
czynowi pola jego podstawy i wysokosci.

Objetosé walca:
P, — pole podstawy

V=Pych r — promier podstawy
V=mnrih h — wysokos¢ walca

FIGURY W PRZESTRZENI



[TIATTTVMM Kat miedzy przekatna przekroju osiowego walca a tworzaca walca
ma miare 50°. Przekatna ma dtugos¢ 10. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni
catkowitej tego walca.

r=5sin50°
1 h
| h o
50 5 = cos 50
h=10cos50°

V=mr2h=1 - (55in50% - 10cos 50° ~ 296
¢ = 27rh + 2772 = 270 - 55in 50° - 10 €05 50°+ 217 - (55in 509 ~ 247

Odp. Objgtos¢ walca wynosi okoto 296, a pole jego powierzchni catkowitej —
okoto 247.

ZADANIE  Kat miedzy przekatna przekroju osiowego a Srednica podstawy walca
ma miarg 20°. Przekatna ma dlugosc 8. Oblicz objetosé i pole powierzchni tego walca.

sadania 118
ZESTAW ZADAN
3
1. Ktéry z walcéw przedstawionych na (:H“ 5
rysunku ma wieksza objetosc? Ktory ma  —
wieksze pole powierzchni catkowitej? 18 3

2. Oblicz pole powierzchni catkowitej walca przedstawionego na rysunku.

-— b 9
] -
=

3. Oblicz objetos¢ walca przedstawionego na rysunku.
a) b)
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4. Oblicz objetosé walca przedstawionego na rysunku.

P — CI — 9

5. Oblicz objetos¢ walca przedstawionego #‘.

na rysunku obok.

6. 2) Dwa rézne walce maja taki sam przekrdj osiowy, kiory jest prostokatem o wy-
miarach 4 x 6. Por6wnaj objetosci i pola powierzchni calkowitej tych walcow.

b) Rozwazmy walec otrzymany w wyniku obrotu pewnego prostokata wokol krot-
szego boku oraz walec, ktdry otrzymamy w wyniku obrotu tego samego prostokata
wokol dluzszego boku. Ktéry z tych walcow bedzie mial wieksza objetosé, a ktdry
bedzie mial wicksze pole powierzchni calkowitej?

7. Przekrdj osiowy walca jest kwadratem o boku a. Oblicz objetos¢ i pole po-
wierzchni calkowitej tego walca.

8. Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu jest kwadratem o boku a. Oblicz pole
przekroju osiowego tego walca.

9. W walcu o promieniu r kat migdzy przekatna przekroju osiowego a tworzaca
3

walca wynosi . Uzasadnij, ze objetos¢ tego walca wynosi 2122

10. Po rozwinieciu powierzchni bocznej walca otrzymano prostokat, ktérego jeden
bok jest dwa razy dluzszy od drugiego, a przekatna ma dlugosé p. Oblicz pole
powierzehni calkowitej tego walca.

11. Na $wiece w ksztalcie walca o wysokosci 8 cm i Srednicy podstawy 5 cm po-
trzeba 150 g parafiny. lle $wiec w ksztalcie walca o wysokosci 10 em i Srednicy
podstawy 4 cm mozna zrobié z 1,5 kg takiej parafiny?

12. W garnku o $rednicy 20 cm i wysokosci 20 em woda siega do wysokosci 16 cm.

Czy woda wyleje si¢ z garnka, gdy wlozymy do niego szescienng kostke ze stali
o krawedzi réwnej 10 cm?
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Ciekawostka

Benjamin Franklin, wspéltwérca amery-
kanskiej Deklaracji niepodleglosci, byl
znany z wielu pomystowych eksperymen-
t6w. Jeden z nich byl nastepujacy: Fran-
Klin zauwazyl, ze plama oleju na wo-
dzie szybko rosnie wkrétce po powsta-
niu, ale po pewnym czasie przestaje si¢
powicksza¢. Opuscil zatem krople oleju
o objetosci 0,1 cm? na spokojne wody
Jeziora i obserwowal powstajaca plame.

Gdy przestala si¢ powickszac, zmierzyl
jej Srednice. Miala 710 cm. Przyjmujac,
Ze plama jest walcem, Franklin obliczyl
grubosc warstwy oleju.

Wiele lat poznicj okazalo sig, ze wynik,
jaki otrzymat Franklin, $wiadezy o tym,
ze plama oleju jest zbudowana z do-
Kladnie jednej warstwy czasteczek oleju
(grubosé warstwy i dlugos¢ jednej cza-
steczki oleju s jednakowe).

13. Przeczytaj ciekawostke. Jaki wynik otrzymat Franklin?

14. Kubek w ksztalcie walca o $rednicy podstawy 8 cm i wysokosci 10 cm napel-
niono czesciowo wod i pochylono tak, jak pokazano na rysunku. Oblicz objetosé
wody w kubku.

a) b) L] /:
f i i ;Scm lam

15. Cztery kawalki kielbasy odcigto w sposcb przedstawiony na rysunku. Czy kaz-
dy z tych kawalkéw wazy tyle samo?

S5em  7cm 5 cm 6 cm
S5em  3cm 5cm 4em

16. Rysunki przedstawiajq nakretke widziana z dwdch stron — z géry i z boku. Wy-
miary podano w milimetrach. Nakretke wykonano ze stali o gestosci 8000 kg/m?.
Oblicz mase 20 takich nakretek.

@12 @
26 16—
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17. Ser w ksztalcie walca o promieniu podstawy 5 cm podzielono na 12 jednako-
wych czesci, takich jak na pierwszej fotografii. Od jednej z takich czesci odcieto
troche sera tak, ze zostal taki kawalek, jak pokazano na drugiej fotografii. Jaka to
C2¢5¢ calego sera?

© 18. Korice srednicy podstawy walca polaczono odcin- D
Kkami z punktem lezacym na brzegu drugiej podstawy,
tworzac w ten sposéb tréjkat rownoboczny o boku a.
Jakie jest pole powierzchni calkowitej walca?

MINISPRAWDZIAN
X

S1. Ktéry z ponizszych walcéw ma najwieksza objetosé?
A B. C. D.
- <
]
= =) =
D— D— —
14 12 8

52. Powierzchnia boczna walca jest po rozwinigciu kwadratem o boku . Objetosé
tego walca jest rowna:
s s

3 3 a @
A ma B.2ma (= P D. i
53. Z drewnianego prostopadlosciennego klocka o wymiarach 8 cm x 8 cm x 6 cm
cheemy wyciaé walec. Maksymalna objetos¢ tego walca w centymetrach szescien-
nych wynosi:
A72m B.96m  C.108m  D.lddm

S4. 7 sera w ksztalcie walca o dlugosci 36 cm od- 2 em
cieto kawalek w sposob pokazany na rysunku. Jaka
czesé sera odcieto?
Al B 1 C.i D.1
"8 "4 "3 2 36 cm.
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STOZEK

STOZEK

Jezeli tréjkat prostokatny ob-
récimy wokol prostej, ktéra
zawiera jedng z przyprosto-
Kkatnych, to otrzymang bryly
obrotowa jest stozek.

W stozku mozna wskaza¢ podstawe, ktéra jest kolem, oraz wierzchotek
(zob. rysunek ponizej).

wierzcholek Odcinek laczacy wierzcholek ze
stozka srodkiem podstawy stozka na-
wysokosé zywamy wysokoscia stozka.

\ Odcinki, ktére lacza wierzcho-
tworzaca
hr A 1ek z brzegiem podstawy, two-
=

promieit podstawy 123 powierzchni¢ boczng stoz-
ka. Kazdy taki odcinek nazywa-

podstawa my tworzaca stozka.

ZENIE A WyobraZ sobie, Ze narysowane figury obracamy wokdl wskaza-
nych osi. Ktére z otrzymanych bryl obrotowych sa stozkami? Podaj dhugosci
promieni podstaw i dlugosci tworzacych tych stozkéw. Przyjmij, e bok kratki
ma diugosc 1.

Przekroj osiowy stozka jest trojka- H K

p N at
tem réwnoramiennym. Kat miedzy /N romwarcia
ramionami tego tréjkata nazywa- stozka
my katem rozwarcia stozka. Kat
przy podstawie tego trojkata to
kat nachylenia tworzacej do pod-
stawy stozka.

Kat nachylenia
orzacel
do podstawy stozka

CWICZENIE B Kat rozwarcia stozka ma 120°. Jaka miare ma kat nachylenia two-
rzacej do podstawy stozka?
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Ciekawostka

Na ponizszych rysunkach przedstawiono fragmenty plaszczyzn przecina-
jacych stozek i nachylonych pod réznymi katami do podstawy stozka.
Wspélne czesci tych plaszczyzn i powierzchni bocznej stozka tworza trzy
rodzaje linii. (Katy miedzy plaszczyznami oraz przekroje bryl beda doklad-
niej omawiane w Klasie trzeciej).

Gdy plaszezyzna nie przecina podstawy
stozka, otrzymujemy elipse (w szczegdl-
nym przypadku okrag).

Gdy plaszezyzna przecina podstawe i jest
do niej nachylona pod takim samym ka-
tem jak tworzaca stozka, otrzymujemy
fragment paraboli.

Gdy plaszczyzna jest nachylona do pod-
stawy pod katem wikszym niz tworzaca,
otrzymujemy fragment hiperboli.

hiperbola (8 > o)

Wiasnie 7 tego powodu elipsa, parabola i hiperbola sa nazywane krzywymi
stozkowynmi. Cickawe, Ze orbity cial niebieskich sq krzywymi stozkowymi.
Na przyklad planety kraza po elipsach, a niektére komety poruszaja si¢ po
hiperbolach.

Stowa elipsa, hiperbola i parabola sa tez uzywane w teorii literatury. Elip-
sa to celowe opuszczenie pewnej czesci zdania, ktdrej mozna si¢ domyslic,
hiperbola to zamierzona przesada w opisie (np. w zwrocie umrzec ze smie-
chu), a parabola — to inaczej przypowies¢ alegoryczna.

VICZENIE C Kolo, ktérego promieri ma du;
rozcigto na dwie 6
rysunku obok. Z Lxl/d('] 7 tych czesci utworzono po- B
wierzchnie boczng stozka. Oblicz obwody podstaw

tych stozkéw. Oblicz diugosci promieni podstaw

tych stozkow.
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Z wycinka kota, ktéry przedstawiono na ry- w
sunku obok, mozna utworzyé powierzchnig boczna stoz-
ka. Oblicz, jaka miare bedzie mial kat rozwarcia tego
stozka.

£

X _r_s
sinz=g5=3

Obwad podstawy stozka jest rowny diugosci
fuku wycinka kofa.

% ~34° stad «=~68°

ZADANIE | Z wycinka kola, ktéry przedstawiono na rysun- 24
ku, mozna utworzy¢ powierzchni¢ boczna stozka. Oblicz, jaka

miare bedzie mial kat miedzy tworzaca a srednica podstawy

tego stozka.

Powierzchnia boczna stozka o promieniu podstawy r i tworzacej I po
rozlozeniu na plaszezyznie jest wycinkiem kola o promieniu I. Luk tego
wycinka ma dlugos¢ 2rrr.

Pole wycinka kola mozemy obliczy¢,
korzystajac z nastgpujacej proporc;

Pole wycinka kola _ Dlugosé uku wycinka
Polekola  _  Obwdd kola

P, _omr
w2 Tl
Py=mrl

Pole powierzchni bocznej stozka:
7 Py =mrl

Pole powierzchni calkowitej stozka:

P =mr?+mrl

7 — dlugos¢ promienia podstawy stozka
I — dlugosc tworzacej
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Wyobraz sobie, ze wpisujemy w stozek i o tej sa-
mej wysokosci co stozek (zob. rysunki ponizej). Im wiecej bokéw mialby
wielokat w podstawie ostrostupa, tym objeto$é¢ ostrostupa bylaby blizsza

stozka stanowi % objetosci walca o takiej samej podstawie i wy-

Objeto$¢ stozka:
F — promien podstawy

=
V= gnurt-h h — wysoko§¢ stozka

2adania 1-16 )
ZESTAW ZADAN

1. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej narysowanego stozka.

a) b) Ll
]
10

S
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3. Przekroj osiowy stozka o wysok
10§¢ tego stozka.

3 jest tréjkatem prostokqtnym. Oblicz obje-

4. Oblicz pole powierzchni catkowitej stozka o kacie rozwarcia 120° i wysokosci 5.

5. Stozek otrzymano w wyniku obrotu tréjkata réwnoramiennego wokol wysokosci
opuszczonej na jego podstawe. Kat miedzy ramionami tego tréjkata ma 90°, a jego
podstawa ma 6 cm. Oblicz objetos¢ tego stozka.

6. Trojkat ma pr o dlug Scmil2cm.
stozek, ktéry otrzymano w wyniku obrotu tego tréjkata wokol krotszej przypro-
stokatnej, i stozek, ktéry otrzymano w wyniku obrotu tego tréjkata wokol diuzszej
przyprostokatnej. Poréwnaj ich objetosci i pola powierzchni catkowitej.

7. Przekrdj osiowy stozka jest tréjkatem réwnobocznym. Jaka miare ma kat srod-
kowy wycinka kola, z ktérego mozna utworzyé powierzchnie boczng tego stozka?

8. Stozek o kacie rozwarcia 90° ma objetos¢ 9. Oblicz pole powierzchni bocznej
tego stozka.

9. Na rysunku przedstawiono wycinek kofa o promieniu 10. Oblicz pole powierzch-
ni calkowitej stozka, ktérego powierzchnia boczna po rozcieciu jest ten wycinek.

a) : b) l Q ” d) ‘
10. Z wycinka kola o promieniu 10 chcemy utworzyé powierzchnie boczna stozka
0 wysokosci 6. Oblicz, jaka miare powinien mie kat srodkowy tego wycinka.

11. Kolo podzielono na dwa wycinki kolowe o katach $rodkowych 60° i 300°. Z kaz-
dego z tych wycinkow tworzymy powierzchnig boczna stozka.

a) Jaki jest stosunek diugosci promieni podstaw tych stozk6w?

b) Jakie miary maja katy rozwarcia stozk6w?

) Jaki jest stosunck diugosci wysokosci stozkow?

d) W kiérym 7 tych stozkow kat nachylenia tworzacej do podstawy jest wickszy?
Jaka ma miare?

12.Kolo o promieniu R rozcigto na dwa wycinki i z kazdego z nich utworzo-
no powierzchnie boczng stozka. Wykaz, e suma dlugosci promieni podstaw tych
stozkow jest réwna R.
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13. Oblicz objetos¢ bryly przedstawionej na rysunku.

a)

I a_2_a
1wl ===
ih
g e

a 2a a

e)

1

4a

“15. Trojkaty na rysunku obok maja row-
ne wysokosci opuszczone na bok AB.
Wykaz, Ze objetosci bryl otrzymanych
w wyniku obrotu tych trojkatow wokol

prostej AB sa réwne.

A B

16. Bok narysowanego rombu ma dtugosé 2 cm,
a kat ostry ma miare 60°. Oblicz objetos¢ bryly
otrzymanej w wyniku obrotu tego rombu:

) wokdl prostej BD,

b) wokol prostej AC,

) wokol prostej przechodzacej przez punkt A
i réwnoleglej do prostej BD,

© d) wokot prostej AB.
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MINISPRAWDZIAN
51. Jaka wysokosé ma stozek o promieniu podstawy r i objetosci V?
AL B.3V-1r? cmr? D. 3V

"2 3V o)

52. Jakie pole powierzchni calkowitej ma bryla przed-
stawiona na rysunku? "

A 57T B. 48T C.24m D. 661

53. Jaki kat $rodkowy powinien mieé wycinek kola, kiéry po zwinicciu utworzy
powierzchni¢ boczna stozka majacego tworzaca dlugosci 18 i obwéd podstawy
réwny 207

A. okolo 64° B. okolo 57° C.78° D. 90°

KULA

Jesli kolo obracamy wokét
prostej zawierajacej sredni-
cg kola, to otrzymana brylq
obrotowa jest kula,

iﬁ@ o
N5,

Powierzchnie kuli nazywa-
my sfera.

Zauwaz, e t¢ sama kulg mozemy otrzymaé, obracajac kolo wokél prostej
zawierajacej dowolng §rednice kola. Kazda taka prosta to 0§ obrotu tej
kuli.

Kula o $rodku S i promieniu r jest
zbiorem wszystkich punkt6w przestrze-
ni, ktérych odleglos¢ od punktu S jest

nie wicksza od r. Zbiér punktéw, dla N\ promied
ktérych odleglosé ta jest réwna r, nazy- IA _ Srednica
wamy sfera. ==

, NEZay S
Kazdy przekrj kuli jest kolem. wielkie

Przekrdj kuli, ktry zawiera jej Srodek,
nazywamy kolem wielkim kuli.

éro,dek
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Ciekawostka

Wz6r na objetosé kuli potrafil uzasadni¢
juz Archimedes (287-212 pn.e). W nie-
zwykle pomysltowy sposob wykazal on
bowiem, ze objetosé kuli to 3 objetosci
walca, ktérego srednica podstawy i wy-
sokos¢ s rowne srednicy kuli.

2R 2R

Rozumowanie Archimedesa przebiegalo mniej wiccej tak (dla uproszczenia rozwaza-

nia przeprowadzimy dla pétkuli):

AN

ZEN

Wyobraz sobie dwa naczynia o jedna-
kowej wysokosci i srednicy. Jedno ma
ksztalt polkuli (a wlasciwie polsfery).
Drugic naczynie ma ksztalt walca pu-
stego w srodku, do ktdrego wlejono

stozek o takiej samej podstawie i wy-
sokosci jak walec.

Gdyby te naczynia stojace obok sie-
bie przecia¢ plaszezyzna pozioma, to
otrzymaliby$my dwa przekroje — jt

den w ksztalcie kola, a drugi w ksztal-
cie pierscienia. Archimedes zauwazyl,
Ze oba te przekroje maja rowne pola.

P=mr?
=R2-x2 P=m(R? - x?)
P=m(R? - x?)

P=mR2-mx?

dalej w sposcb:

Przypuscmy teraz, ze do kazdego z tych naczyni nalewamy jednoczesnie wode takim
samym strumieniem (w kazdej chwili tyle samo wody). Skoro na kazdym poziomie
przekroje obu naczyri maja réwne pola, to naczynia napelnione zostana w tym sa-
mym momencie i beda zawiera¢ tyle samo wody. Wynika stad, Ze maja taka samq
pojemnosc.

‘Teraz mozemy juz obliczy¢ objetos¢ V kuli o promieniu R. Polowa tej objetosei jest
réwna réznicy miedzy objetoscia walca i stozka opisanych powyzej:

LV =mR?.R- R, zatem V= 3imR?

Archimedes byl tak dumny z odkrycia, Ze objetos¢ kuli
‘ jest réwna 3 objetosci walca opisanego na tej kuli, iz

kazal na swym nagrobku wyry¢ rysunek ilustrujacy to
twierdzenie.

Wiasnie dzigki temu rysunkowi 137 lat po $mierci Archi-
medesa Cyceron odnalazt w Syrakuzach na Sycylii jego
zarosniety juz i zniszczony grob.
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Juz od czaséw Archimedesa wiadomo, Ze objetosé kuli o promieniu r wy-
nosi §77r3. Korzystajac z tego, mozna uzasadni¢ wzér pozwalajacy obliczaé
pole powierzchni kuli. Wyobraz sobie, ze kule o promieniu r dzielimy na n
bryl pr jacych 0 wspolnym w srodku kuli.

Wspolng czesé kazdej takiej bryly i po-
wierzchni kuli (sfery) nazwijmy podsta-
wa bryly. Niech Py, Py, ...., P, oznaczaja
pola podstaw bryl, na ktére podzielono
kulg. Suma tych pdl jest réwna polu po-
wierzchni kuli:

Py4Pok..+Py=P

Zauwaz, ze im mniejsze pola podstaw
tych bryl, tym bardziej bryly te przypo-
minaja ostrostupy o objetosciach:

1 1 1
P, Por, o APy

Suma objetosei tych bryt jest wéwczas réwna objetosci kuli:

1p .r+lp,. ip,.
§P1 r+3P, r+...+3Pn r

o
Jrr
1 e
TP+ Pr s+ P = e

Stad otrzymujemy réwnosé: P = 4mrr?

g Objetos¢ kuli: Pole powierzchni kuli:
V= gms P =4nr?

adario 113 )

ZESTAW ZADAN

41 1. a) Oblicz pole powierzchni kuli o objetosci 367.
b) Oblicz objetos¢ kuli o polu powierzchni 1007.

2. Kolo wielkie kuli ma pole 167. Oblicz objeto¢ i pole powierzchni tej kuli.

3. Na pomalowanie kuli zuzyto 10 litréw farby. Ile potrzeba tej farby, aby pomalo-
wac potkule o takim samym promieniu?

KULA 261



4. a) Zgodnie z przepisami gry w tenisa stolowego pileczka ma mie¢ $rednice
40mm. Dawniej, przed rokiem 2000, grano mniejszymi pileczkami — o $rednicy
38mm. O ile procent zwickszyla si¢ powierzchnia pileczki po zmianie przepisow?
b) Przepisy koszykéwki dopuszczaja do gry pilki o obwodzie od 74,9cm do 78 cm.
0O ile procent objetosé najwickszej pilki jest wieksza od objetosci najmniejszej pitki
zgodnej z przepisami?

5. a) Dwie ofowiane kule o $rednicach 8 cm i 4 cm przetopiono na jedna kule. Jaka
jest érednica tej kuli?

b) Mosiezna Kule o srednicy 12 cm przetopiono na jednakowe kule o srednicy 2 cm.
Tle malych kul otrzymano?

6. Do pojemnika w ksztalcie walca o Srednicy 10cm nalano wody i wrzucono do
niego 30 metalowych kulek, kazda o promicniu 1 cm. Kulki calkowicie zanurzyly
si¢ w wodzie. O ile centymetrow podnidsl si¢ poziom wody w naczyniu?

7. Ktéry 7 kieliszkow przedstawionych na rysunkach ma najwieksza pojemnosé,
a k(ory — najmniejsza?

8. Przedstawione na rysunkach bryly to polkula, éwiartka i § kuli. Wszystkie sa
wyciete z tej samej kuli.

a) Tle razy powierzchnia bryly (@ jest wigksza od powierzchni bryly ®)?

b) Ile razy powierzchnia bryly (8) jest wicksza od powierzchni bryly ©?

® . ® l © I
9. Przyjrzyj sie rysunkowi. Przyjmij, ze r = 13cm,

em, o = 120° Ktéry z zaznaczonych przekro-
jow ma wieksze pole powierzchni? O ile wieksze?
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” 10. W walec o wysokosci réwnej promieniowi pod-

stawy wpisano potkule i stozek w sposcb przed-
stawiony na rysunku. Wykaz, ze réznica miedzy
objetoscia walca i potkuli jest taka sama jak rozni-
ca miedzy objetosciq potkuli i stozka.
11. a) Oblicz stosunek objetosci kuli opisanej na szescianie do objetosci kuli wpi-
sanej w ten szescian.
b) Tle razy wiekszq powierzchnie ma kula opisana na szescianie niz kula wpisana
W ten szescian?

12. a) Oblicz stosunek pola powierzchni kuli do pola powierzchni calkowitej walca
opisanego na tej kuli.

b) Wykaz, ze objetosé walca o polu powierzchni catkowitej P, opisanego na kuli
0 promieniu r, jest réwna 1 Pr.

©13. Na rysunku obok przedstawiono kule styczna do
wszystkich krawedzi szescianu. Czy objetosé tej kuli
jest wigksza od objetosci szescianu?

MINISPRAWDZIAN

51. Kolo wielkie kuli ma pole powierzchni réwne 127. Jaka objetosé ma ta kula?
A 243 B.32/3m C. 481 D. 831

52. Jedna z dwéch kul ma trzy razy wickszq érednice niz druga. lle razy wieksza
ma objetosc?

A. V3 razy B. 3 razy .9 razy D. 27 razy

53. Na rysunku przedstawiono fragment kuli o promieniu r
(zaznaczone na rysunku odcinki o diugosci r sa parami pro-
stopadle). Powierzchnia calej kuli jest rowna 160 cm?. Jaka
jest powierzchnia narysowanej bryly?

r A. 60 cm? B. 50 cm? C. 40 cm? D. 20 cm?

54. Figure przedstawiona na rysunku obok
obracamy wokol zaznaczonej prostej. Jakie
pole powierzchni ma otrzymana bryla?

A (4 +/2) C. m(8+2)

B. 71(6+/2) D.2m
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1.W pewnym graniastostupie liczba
wszystkich krawedzi, §cian i wierzchot-
kow jest réwna 80. Ile Scian ma ten
graniastostup?

2.Jaka czes¢ objetosci prostopadio-
Scianu przedstawionego na  rysunku
stanowi objetos¢ zacieniowanej bryly?

%a
ia ia

3. W graniastostupic prawidiowym oraz
ostrostupic prawidiowym zaznaczono
pewne odcinki. Oblicz ich dlugosci.

<R B>

12

N

12

4. Podstawg graniastostupa prostego
0 wysokosci 12 cm jest romb. Przekat-
ne graniastostupa maja 13 cm i 16 cm.
Oblicz objetosé tego graniastostupa.

5. Podstawg ostrostupa jest prostokat
o bokach dlugosci 1 i V2. Najkrét-
sza krawedz boczna jest prostopadia
do podstawy, a najdluzsza krawedz
boczna ma diugosé 2. Oblicz pole po-
wierzchni catkowitej tego ostrostupa.

6. Jaka objetos¢ ma czworoscian fo-
remny o polu powierzchni calkowitej
rownym 3,37

264

7. Oblicz wysoko$¢ walca o promieniu
podstawy r, ktéry ma taka samg obje-
t0s¢ jak kula o promieniu .

8. Oblicz objetosé stozka o kacie roz-
warcia 90° i wysokosci 10.

9. Z kola o promieniu 10 odcigto wyci-
nek o kacie rodkowym 30°. Z pozosta-
1ej czesci kola utworzono powierzchnie
boczng stozka. Oblicz wysokos¢ tego
stozka.

10. Oblicz objgtosci bryl przedstawio-
nych na rysunku.

b\

b)
5
& .
6

11. Galki lodéw maja ksztalt pétkuli.
Tle razy wiecej wazy gatka takich sa-
mych lodéw o promieniu 5 cm od gatki
o promieniu 4 cm?

12. Metalowa kule przetopiono bez
straty materialu na kule o dwukrotnie
mniejszym promieniu. lle takich mniej-
szych kul otrzymano?
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Statystyka

Wielkos¢ bramki pilkarskiej zostata ustalona w drugiej pofowie XIX wieku

i od tego czasu sig nie zmienita. Obecnie bramkarze maja jednak

duzo fatwiejsze zadanie iz bramkarze sprzed 100 lat. Badania statystyczne
wykazaly bowiem, ze przecigtny wzrost mezczyzny zwigkszyt sie

w tym czasie a2 0 okolo 10 cm. Z tego powodu wiadze pitkarskie
rozwazaly nawet zmiane wymiardw bramki.

Przyblizenia = $rednia arytmetyczna, mediana, dominanta
= Srednia wazona = Odchylenie standardowe = Powtérzenie
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PRZYBLIZENIA

CWICZENIE A Przypuscmy, Ze o-
wer kosztuje 827,60 71, a telewi-
zor 7208,99 z1. Jak myslisz, jakie
ny moga zapamigta¢ Klienci,
kiorzy zainteresowali si¢ rowe-

rem lub telewizorem?

Jesli cena jakiego$ towaru wynosi na przyklad 17,95 7, Klienci na ogol
Zapamigtuja ja w pewnym przyblizeniu: ,okolo 17 1", ,okolo 18 21", ,okolo
20 21" Kazde z tych przyblizeri rozni si¢ o pewng kwote od dokladnej ceny.

R6znice miedzy dokladng wartosciq a wartosciq przyblizong obliczamy,
odejmujac od wickszej z tych wartosci mniejsza. Te roznice nazywamy
bledem bezwzglednym przyblizenia. Inaczej mowiac, blad bezwzgledny
10 wartos¢ bezwzgledna réznicy migdzy wartoscia dokladna i przyblizona.

biad bezwzgledny = | przyblizenie~ doktadna wartosc|

Gdy przyblizenie jest mniejsze od dokladnej wartosci, méwimy, ze jest
to przyblizenie z niedomiarem, a gdy jest wigksze od dokladnej wartosci,
méwimy, ze jest to przyblizenie z nadmiarem. Na przykad:

721 2 bledem bezwzglednym 0,95 21 (z niedomiarem)

871z bledem bezwzglednym 0,05 z1 (z nadmiarem)

17,9571 = 2071 7 bledem bezwzglednym 2,05 21 (z nadmiarem)

17,9521 = 17,9021 z bledem bezwzglednym 0,052 (z niedomiarem)

CWICZENIE B Korzystajac z podanej dokladnej wartosci i jej przyblizenia, oblicz
blad bezwzgledny tego przyblizenia.

a) 16250 m = 16000 m b) 350 m = 400 m 9 8950 m = 9000 m

, ze przyblizenie liczby to nie zawsze to samo, co jej zaokraglenie.

17,95 517 17,95~ 18
' i
przyblizenie, ktore przyblizenie, ktdre
nie jest do jednosci
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Przyjrzyj si¢ tabeli. Podano w niej masy dwéch zwierzat — malego oraz
bardzo duzego, a takze pewne przyblizenia tych mas.

swinka morska stoi
Masa 06kg 52824 kg
Masa w przyblizeniu 1kg 5282kg
Blad bezwzgledny przyblizenia 04kg 04kg

W obu wypadkach blad bezwzgledny przyblizenia jest taki sam. Widzimy
jednak, ze w wypadku $winki morskiej blad ma duzo wicksze znaczenie:

mase zwierzecia zawyzono niemal dwukrotnie. N
sadania 1~

Obliczajac stosunek bledu bezwzglednego do dokladnej wielkosci, mo-
zemy lepiej ocenic blad przyblizenia. Ten stosunek nazywamy bledem
wzglednym. Czgsto wyrazany jest w procentach | wowczas nazywamy go
bledem procentowym.

blad bezwzgledny przyblizenia
dokladna wartos¢

blad wzgledny =
Korzystajac z tabeli, otrzymujemy:
blad procentowy przyblizenia masy swinki morskiej = 9 ~ 0,666 ~ 67%

blad procentowy przyblizenia masy slonia = %’2‘7 ~ 0,00008 = 0,008%
Latwo zauwazy¢, ze dokladnos¢ przyblizenia masy w wypadku slonia jest
nieporéwnanie wicksza niz w wypadku $winki morskiej.

CWICZENIE C Korzystajac z podane] dokladnej wartosci i jej przyblizenia, oblicz
blad bezwzgledny oraz blad wzgledny tego przyblizenia.

a) 22,7kg b) 303,7m = 300m 9 11,73ha = 11,8ha

adaia6-11 )

ZESTAW ZADAN

1. Oszacuj wynik dzialania, a nastepnie oblicz dokladny wynik za pomoca kalkula-
tora i okresl blad bezwzgledny swojego oszacowania.

a) 79.284:4 9 7-298-35 €) 253,8 - 4-900,24

b) 5,246 +17,789 d) 33,123 -4 7,93 f) 252,4:49,5+359,9:59
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Ciekawostk:
iekawostka 2.Ktéra z liczb po-

 ~ 3,1415926535898 danych w ciekawost-
Starozytni Grecy uzywali przyblizenia m ~ 2. Willw.ne.  ce przybliza liczbg m
chitiski matematyk Liu Hui (czyt. ljiol hiej) przyimowal, 7 bledem bezwzgled-
e ~ 355, W Xlilw. wloski matematyk Fibonacci (czyt nym nie wigkszym niz
fibonaczezi) korzystal z przyblizenia 1 ~ 0,001?

3. Podaj, jaki moze by¢ najwi blad gblizenia, gdy zaokragl

my liczbe rzeczywista:

a) do dziesiatek, b) do jednosci, © do czesci setnych.

4. Na podstawie podanych informacji oblicz dokladne wartosci liczb a i b.
a~ 12,5 7 bledem bezwzglednym 0,37; 12,5 to przyblizenie liczby @ z nadmiarem
b ~ 45 7 bledem 2,46; 45 to przyblizenie liczby b z

5. a) Prostokatny plac ma wymiary 84 m x 90 m. Podano je z bledem bezwzgled-
nym 50 cm. W jakim ‘miesci sie r wiste pole powierzchni tego placu?

b) Samochod jechal przez okolo pét godziny ze $rednia predkoscia okolo 70 K.
W jakim przedziale miesci si¢ przejechana odleglosc, jesli czas podano z bledem
bezwzglednym rownym 1 min, a predkos — z bledem bezwzglednym 5 Km?

6. Oszacuj ,na oko” dlugosci narysowa-
nych odcinkow. Ich rzeczywiste wymiary
to: 5,45 cm, 4,62 cm, 2,77 em i 1,71 em.
0 ile roznia sie twoje oszacowania od
dokladnych diugosci? Oblicz w kazdym
przypadku blad wzgledny.

7. Zaokraglij podang liczbe do dziesiatek i oblicz blad bezwzgledny oraz blad pro-
centowy przyblizenia.
a) 2572 b) 95 < 289,7

8. Liczba 350 to przyblizenie z nadmiarem pewnej liczby, a blad bezwzgledny tego
przyblizenia wynosi 10,37. Oblicz blad wzgledny tego przyblizenia.

©9. Oblicz, jaki moze by¢ najwiekszy, a jaki najmniejszy mozliwy blad procentowy

yblizenia, gdy liczbe czterocyfrowa do setek.

10. a) Przyblizenie pewnej liczby naturalnej a z nadmiarem jest rowne 3600,
a blad procentowy tego przyblizenia to okolo 7%. Znajd? liczbe a.

b) Przyblizenie z niedomiarem liczby naturalnej b jest réwne 540, a blad procen-
towy tego przyblizenia to okolo 8%. Znajdz liczbe b.
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11. a) Koszt remontu oszacowano na 35000zl Po zakoriczeniu prac okazalo sig,
7e koszt byl wyzszy i blad wzgledny oszacowania wyniést 0,3. Jaki byl rzeczywisty
koszt tego remontu?

b) Kierowca oszacowal, ze masa jego samochodu ciezarowego z ladunkiem wynosi
28 ton. Po zwazeniu okazalo si, Ze ta masa jest mniejsza, a blad procentowy tego
oszacowania jest réwny 12%. Jaka byla r ista masa samochodu 7

MINISPRAWDZIAN

S1. Przyblizona dlugosé prostokatnego stolu wynosi 142cm, a jego przyblizo-
na szerokos¢ 64 cm. Wiadomo, Ze oba wymiary podano z bledem bezwzgled-
nym 0,5 cm. Ktdre z ponizszych pol nie moze byé polem powierzchni tego stolu?

A. 9008 cm? B. 9017 cm? C. 9080,5 cm? D. 9223,5cm?

Jurek oszacowal na 10 minut czas, w ktérym przebiegt 3 km. W rzeczywistosci
czas ten byl nieco dluzszy, a blad procentowy oszacowania Jurka wynosi 6,25%.
W rzeczywistosci bieg Jurka trwat zatem:

A. 10 minut 15 sekund C. 10 minut 40 sekund
B. 10 minut 24 sekundy D. 11 minut

SREDNIA ARYTMETYCZNA, MEDIANA,
DOMINANTA

Stowo ,statystyka” pochodzi od laciniskiego stowa status, ktore ozna-

cza ,pafistwo”. Po raz pierwszy uzyl go XVIll-wieczny niemiecki uczony

Gottfried Achcnwall (czyt. gotfrid achenwal). Wedlug niego statystyka to
i wykorzys i danych przez panistwo”.

Ciekawostka

Pierwsze dane statystyczne pochodzily ze spisow ludnosci przeprowa-
dzanych juz 5 tys. lat temu. Shuzyly one wladcom do podejmowania
racjonalnych decyzji dotyczacych podatkéw, praw wlasnosciowych, liczeb-
nosci armii itp. Do dzis spisy ludnosci stuza podobnym celom.

Wzmianki o takich spisach mozna znalez¢ na przyklad w Biblii. W Starym
‘Testamencie wspomina si¢ w Ksiedze Liczb o spisie przeprowadzonym 1500
lat p.n.e. Wedlug Nowego Testamentu Maria z J6zefem znalezli si¢ w Betle-
jem wlasnie z powodu spisu przeprowadzanego w Cesarstwie Rzymskim.
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Wspolczesnie wiele instytucji zbiera rézne informacje w celach statystycz-
nych. Jednak samo zebranie danych jeszeze niewiele daje. Dopiero ich
opracowanie i uporzadkowanie pozwala je wlasciwie wykorzystac.

Jedna z h metod opi zestawu danych liczbowych jest
ustalenie ich wartosci przecietnych. Opiszemy teraz trzy najczesciej stoso-
wane sposoby okreslania takich wartosci na przykladzie danych zebranych
ponizej.

W pewnej klasie wszystkim obecnym uczniom zadano pytanie: Ile jest kie-
szeni w ubraniu, ktore masz na sobie? Odpowiedzi zostaly przedstawione
W tabelach.

Dziewczeta Chiopey

Lizba g | 1123 7 bezba | 314 )5 |6]7]8 10
Kieszeni Kieszeni

Liczba | 7 130501 [1|2 Hezba | 1303|111
wkazai wskazai

Z pierwszej tabeli mozna odczytaé, ze 7 dziewczat nie mialo kieszeni,
3 dziewczeta mialy jedng Kiesze itd. Sumy liczb z dolnych wierszy tabeli
oznaczaja, ze w badaniu wzielo udzial 19 dziewczat i 12 chlopcow.

Obliczymy teraz na trzy sposoby przecietna liczbe kieszeni u uczniow tej
Klasy, ktérzy wzieli udzial w ankiecie.

SREDNIA ARYTMETYCZNA

Srednia arytmetyczna liczb X1, Xz, X3, ..., Xn 10 liczba X obliczana
wedlug wzoru:
o XLt X2 bt Xy
XM Xt s

Srednia arytmetyczna liczb kieszeni u dziewczat to $rednia arytmetyczna
dziewigtnastu liczb: 0, 0, 0,0,0,0,0,1,1,1,2,2,2,2,2,3, 4,7, 7. Wynosi
ona:

RyoZ:043:1+524 1.3+ 14427 _34
Xa= T #4179
Srednia arytmetyczna liczb Kieszeni u chlopcéw wynosi:

Rep = 13+2:443543.6+1.7+1.8+1.10 _ 69 _ 575
Xen = S 89 =575

$rednia arytmetyczna liczb kieszeni u ucznia z tej klasy jest réwna:

X = 34+69 _ 103
=53y T ar ¥ 332

Uwaga. Nie mozna oblicza¢ $redniej arytmetycznej dla calej Klasy, dodajac sred-
nig liczbe Kieszeni dziewczat do Sredniej liczby kieszeni chlopeow i dzielac
otrzymany wynik przez 2. (Otrzymalibysmy wtedy okolo 3,77).
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MEDIANA

Niech ay, dz, ..., @y oznacza zestaw liczb, w ktérym kazda nastepna
liczba jest nie mniejsza od poprzedniej.

Gdy n jest liczbg nieparzysta,  Gdy n jest liczba parzysta, to me-

to mediang liczb ay, @z, ..., a,  diangliczb ay, az, ..., a jest $red-
jest srodkowa liczba, nia arytmetyczna dwoch $rodko-
wych liczb.
Mediana liczb: Mediana liczb:
srodek srodek
12 3 3 4 .13 1,3, 7, 89,10, 10, 11
jest réwna 4 jest réwna M =85

Zwr¢ uwage, Ze mediana dzieli zestaw uporzadkowanych danych na dwie
réwnoliczne czesc: liczby z pierwszej czesci sa mniejsze od mediany lub
Jej réwne. Liczby drugiej czesci s wieksze od mediany lub jej rowne.

Aby obliczy¢ mediane liczby kieszeni u dziewczat i u chlopcéw, nalezy
Zapisa¢ zebrane dane w takiej kolejnosci, aby kazda nastepna liczba byla
nie mniejsza od poprzedniej.
Dziewczeta:
Liczb jest 19, wiec na érodku wypada dziesiata liczba.
$rodek

0,000,000 1,1, 1,222223,477

Mediana = 1

Chiopcy:

Liczb jest 12, wigc $rodek wypada miedzy s26sta i sidma liczba.

srodek
3,445, 55 6, 6, 6, 7, 8 10
Mediana = 5;"
CWICZENIE A Znajdz mediang liczb:
.8, 8,15, 11,5,4,12,9, 8 b) 21,21,13,7, 57,14

Uwaga. Gdy mamy zestaw danych, to mediane mozna takze znalez w naste-
pujacy sposcb: najpierw skreslamy najmniejsza i najwieksza z liczb w zestawie,
potem najmniejszq i najwicksza z pozostalych itd. Na koricu zostanie jedna liczba
(bedzie to mediana) lub dwie liczby (mediana bedzie ich srednia arytmetyczna).
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Zapisywanie dlugiej listy danych moze by¢ pracochlonne. Czasami jednak
Tatwo ustalié, kt6re liczby zestawu sa Srodkowe, bez wypisywania wszyst-
kich danych.

Przyjrzyj si¢ ponizszej tabeli
u wszystkich badanych ucz

Zebrano w nicj dane o liczbie kieszeni

w.

Liczbakieszeni | 0 | 1] 2 |34 |5]6|7]s 10
Licshawskazan | 7 |3 [ 5|2 [3]3[3]3[1]1

suma liczb w dolnym wierszu jest rowna 31. Zatem gdyby$my liczby Kie-
szeni uczniéw Klasy ustawili w kolejnosd, to otr
liste 31 liczb, wiec mediana bylaby szesnasta liczba na tej liscie.

Z tabeli widaé, Ze pierwszych 7 liczb tej listy to zera, nastepne 3 liczby
to jedynki itd. Analizujac dalej tabelke w ten sposcb, mozna zauwazyé, ze
szesnasta liczba, a wige szukana mediana, to liczba 3.

DOMINANTA

Dominanta zestawu danych to taka wartos¢, ktra w tym zestawie
wystepuje najczesciej. Jesli w zestawie kilka wartosci wystepuje z ta
sama (najwyzsza) czestoscia, to kazda z tych wartosci jest dominanta.
Jesli wszystkie wartosci w zestawie wystepuja z ta sama czestoscia, to
przyjmujemy, Ze zestaw nie ma dominanty.

Uwaga. Dominanta nazywana jest tez moda lub wartoscia modalna,

Na przyklad dominant zestawu liczb: 5, 1, 12, 5, 8, 6, 1, 6, 10, 1 jest 1.
Zestaw liczb: 4, 3, 1, 2, 3, 2, 1, 5 ma natomiast trzy dominanty: 1, 2 i 3.

Z tabelek na stronie 270 fatwo odczytaé, ze dominanta liczby kieszeni
u dziewczat jest réwna 0, gdyZ najwieksza grupa dziewczat nie ma kiesze-
ni, a u chlopcow sq dwie dominanty: 5 i 6. Z tabelki umieszczonej powyzej
wynika, Ze dominanta liczby Kieszeni dla catej Klasy wynosi 0.

&
Kas}

ENIE B Zbierz w tabelkach dane o liczbie ieszeni u uczniéw w twojej
. Oblicz Sredniq arytmetyczna, mediang oraz dominante tych danych.

Majac zestaw danych liczbowych, mozemy obliczy¢ zaréwno ich Srednia
arytmetyczna, mediang, jak i dominante, jednak nie zawsze wszystkie te
wielkoscl 3 tak samo uzyteczne. Na przyklad producentow odziczy czy
Sprzetu Sportowego na pewno j interesuje naj (dominu-
jaca) opinia lientow, czyli dominanta.
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CZENIE C Pewien piekarz badal, po ile bulek kupuja jego Klienci. W tabeli
przedstawiono zebrane przez niego dane. Oblicz $rednig arytmetyczna, media-
n¢ i dominant liczby kupowanych bulek.

Liczba kupionych butek ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 6|7]s m‘ 12

Liczba klientow ‘ 7

Piekarz chee sprzedawaé czesé bulek zapakowanych w woreczki. Ktora z obli-
czonych wartosci przecigtnych powinien wzia¢ pod uwage przy ustalaniu liczby
bulek w woreczku?

Zdarzaja si¢ tez sytuacje, w ktdrych nalezy wzia¢ pod uwage wszystkie
trzy wielkosci — $rednig arytmetyczng, mediang i dominante — aby we
wlaciwy sposob zinterpretowaé dane.

Na przyklad z informacji podanych Sy e St
obok wynika, ze w 2016 roku mimo,
Ze Srednia pensja wynosita 3094 71,
to co najmniej polowa zatrudnionych Srednia placa — 309421
zarabiala nie wiecej niz 2512 71, a naj-

czestsza placa wynosita 1511 zt netto.

PLACE NETTO W 2016 ROKU
W SEKTORZE PRZEDSIEBIORSTW

mediana plac — 251271

dominanta plac — 151121

SKALA CENTYLOWA zadania 1-18

Aby okreslié, jak dany wynik wypada wzgledem calego zestawu da-
nych, mozemy obliczy¢, jaki procent danych jest nie wikszy od tego
wyniku. Gdy dane opisane 53 w ten sposob, to méwimy, Ze sa przed-
stawione w skali centylowej.

W tabeli zebrano informacje o ocenach z matematyki na koniec roku szkol-
nego grupy 2000 uczniéw.

Oceng 1 otrzymalo 40 uczniow, czyli 2%  Ocena | Liczba
wszystkich uczniow. Méwimy, ze ocena 1 uczniow

odpowiada 2. (drugiemu) centylowi. 1 40 [2%

Ocene 2 lub nizsza otrzymato 160 uczniéw, 2 | 120 | 8%

czyli 8% wszystkich uczniow. Méwimy, ze 3 | es0 | 4%
ocena 2 odpowiada 8. (6smemu) centylowi. = T Sl
Oceng 3 lub nizsza otrzymalo 840 uczniéw, = | 2 i
czyli 42% wszysﬂuch uczniéw. Mowimy, z i
ocena 3 dru- 6 | 160 190%

giemu) centylowi.
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Skali centylowej uzywa sie czesto do opisywania wzrostu i wagi osob,
a takze wynikéw egzaminow. Jesli na przyklad dany wynik egzaminu odpo-
wiada 35. centylowi, to mozemy przyjaé, Ze 35% uczniow ma wynik z tego
egzaminu taki sam lub nizszy.

CWICZENIE D Janek Kowalski zdawal mature w roku 2019. Oto jego wyniki
2 egzaminGw z zakresu podstawowego — 7 jezyka polskiego i matematyki

nik »

procentowy cenyl
jezyk polski 70% 87
matematyka 78% 76

Tle procent uczniow uzyskalo lepszy niz Janek Kowalski wynik z egzaminu
2 jezyka polskiego, a ile — z matematyki?
Jak myslisz, na ktérym z tych egzaminow bylo trudniej uzyska¢ dobry wynik?

Ciekawostka
Z metod statystycznych korzysta si¢ niemal w kazdej dziedzinie Zycia.
Opracowanie danych pozwala czasem potwierdzié lub odrzucic rézne hi-
potezy albo dokonat rowych odkye. Oto prayklacy zastosowattstatystykd:
© W 1985 roku iono wiersz autora. Dwaj

statystycy, B. Efron (czyt. efron) i R. Thisted (czyt. fystyt), prchlowndzlh
analize czestosci wystepowania slw w utworach réznych poetéw tego
okresu i ustalili, ze wiersz ten jest prawdopodobnic dzietem Szel

© Okolo 100 lat temu dusiski uczony J. Schmidt (czyt. szmit) badal licz-
be kregow i promieni pletw u ryb. Analizujac dane o rybach zlowionych
w réznych miejscach $wiata, zauwazyl, ze u wegorzy, w przeciwienistwie
do innych gatunkow, wystepuja zaskakujaco niewielkie roznice badanych
cech. Wywnioskowal stad, Ze wszystkie wegorze musza miec wspolne tar-
lisko. Zostalo ono pozniej odkryte w Morzu Sargassowym.

W 1844 roku belgijski matematyk A. Quételet (czyt. ketle) porownal da-
ne dotyczace wzrostu wszystkich Francuzow z danymi na temat wzrostu
poborowych przyjetych do armii. Zastosowane przez niego metody sta-
tystyczne pozwolily obliczy¢, ze okolo 2000 mezezyzn uchylito sie od
shuzby wojskowej, pozorujac, ze ich wzrost jest nizszy od wymaganego.

aadaia 1921

ZESTAW ZADAN

1. Oblicz $rednia arytmetyczna, mediang i dominante zestawu liczb:
a) 120, 102, 108, 102, 98 914583272235
b) 16, 13, 7, 25, 14, 5 d090909,3,3,3,3,77722
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2. W dwéch grupach oséb przeprowadzono ankiete, zadajac kazdej osobie pytanie:
Ile gazet kupujesz tygodniowo? Wyniki tej ankiety sa przedstawione w tabelkach.
a) Oblicz éredniq ar mediane i domi liczby h gazet dla
Kazdej z tych grup.

b) Oblicz $rednia arytmetyczna, mediane i dominante dla obu tych grup razem.

GRUPA T ‘GRUPA 1T
Liczba . Liczba
et | 1|35 6|0 et | 2| 5| 6|8 |0
Liczba Liczba
bl a2 s s 12 14 3 |10 |13

3. Przechodniom w dwdch réznych punktach miasta zadano pytanie: fle osdb
mieszka w Twoim mieszkaniu? Wyniki ankiety sq przedstawione na diagramach (na
osi poziomej zaznaczono liczby podawane przez pytanych przechodniow). Oblicz
srednig arytmetyczng, mediang i branych danych dla kazdej z grup
przechodniow i dla obu grup razem.

GRUPA T GRUPA I

il oll ol

4. Okres] $redniq arytmetyczna, mediane i dominante podanego zestawu danych.

liczba

wskazar
liczba
wskazar

a) Czasy trwania filméw wy$wietlanych pewnego dnia w Kinoplexie:
3godz 25min  2godz 10min  1godz 45min 1 godz. 30 min

2 godz. 20 min 1 godz. 40 min 2 godz. 15 min 1 godz. 45 min

b) Wyniki wazenia kilku czekolad tego samego rodzaju:

1004g 101,2g 988g 996g 993g 100,7g 1004g 100,1g 1004g

5. W tabeli podano dane o liczbic zapatek w kilkudziesicciu pudetkach. Oblicz
srednia arytmetyczna, mediane i dominante tego zestawu danych.

‘ Liczba zapalek w pudetku ‘ 37 ‘ 38 ‘ 39 ‘ 40 | 41 | 42 ‘
Liczba pudelek ‘ 2 ‘ 4 ‘ 9 ‘ 10| 6 | 1 ‘
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6. Na diagramie kolowym przedstawio- Liczba goli strzelonych w 40 meczach
no informacje o bramkach, ktére padty

w 40 meczach pilkarskich. Oblicz $red- =9 0goli
nig arytmetyczna, mediang i dominante 3 1gol
liczby bramek w tych meczach. = 2gole
£ 3 gole
3 4 gole

7. Wyobraz sobie, ze w dziewi h jest woda.

jak nalezy postepowa, aby wskazaé szklanke, w ktérej znajduje sic ilos¢ wody od-
powiadajaca medianie, a jak — aby wskaza¢ szklanke z iloscig wody odpowiadajaca
dominancie. W jaki sposob mozna by znalezé ilosé wody odpowiadajaca Sredniej
arytmetycznej?

8. a) Czy mediana trzydziestu réznych liczb moze by¢ réwna jednej z tych liczb?
b) Czy w zestawie dziesieciu liczb moze by¢ 6 dominant?

) Czy Srednia arytmetyczna dwudziestu liczb moze by¢ wicksza od dziewietnastu
2 tych liczb?

9. Podaj przyklad zestawu dziesicciu liczb spelniajacych warunek:

a) mediana jest réwna 10, a dominanta jest réwna 1,

b) dziewiec liczb jest mniejszych od sredniej arytmetycznej calego zestawu,

© $rednia arytmetyczna, dominanta i mediana to te same liczby, cho¢ nie wszystkie
liczby w zestawie sq réwne,

d) mediana jest wieksza od Sredniej arytmetycznej,

) dominanta jest mniejsza od Sredniej arytmetycznej.

10. Wlasciciel kawiarni zanotowal, po ile kostek cukru klienci uzywaja do oslo-
dzenia kawy, a nastepnie okreslil $rednia arytmetyczna, mediang i dominante tych
danych. Ustal, ktora z tych wielkosci powinien wzia¢ pod uwage, aby:

a) co najmniej polowa klientéw byla zadowolona z podanej im liczby kostek cukru,
b) okresli¢, ile cukru nalezy zakupi¢,

o liczba podawanych kostek byla dobrana tak, aby jak najwicksza grupa Klientow
otrzymywata dokladnie tyle kostek, ile potrzebuje do oslodzenia kawy.

11.2) Oblicz, dla jakich wartosci i b $rednia arytmetyczna liczb 1, 2, 4, 7, 2,
4, 6, a, b wynosi 3,5, a dominanta jest réwna 4.

b) Mediana liczb 13, 9, 12, 9, 9, 5, 5, 5, ¢, d wynosi 8, a dominanta jest
réwna 5. Znajdz wartoécl ¢ 1 d.

9 Dla pewnych liczb naturalnych e i f $rednia arytmetyczna liczb 3, 9, 4, 11, 7,
8, 5, e, f wynosi 6, a mediana jest réwna 7. ZnajdZ wartosci e i f.

276 STATYSTYKA



12. Dla kazdego zestawu danych podano ich $rednig arytmetyczna. Oblicz war-
t0$¢ a. Okres] dominante i mediane tych zestawdw danych.

a) x=52 9 X=65
wartoséx | 1| 2 waroséx [ 3|6 |7 |10
Liczba wskazait| 5 | 8 Liczbawskazan| @ | a | 2 | 10
b) X=6,65 d) X=56
waosix |2 | 5|7 |n warosix | 1|3 |7 |6
Liczbawskazan| 1 [ 7 [ 9 | a Liczba wskazat| @ | 3a | 6a | 10

13. ) Srednia arytmetyczna wzrostu pieciu koszykarzy grajacych w pierwszym
zespole wynosi 1,95 m. Srednia arytmetyczna wzrostu dziesieciu zawodnikow
rezerwowych wynosi 1,92 m. Oblicz $rednia wzrostu wszystkich pietnastu koszy-
Karzy.

b) Na parterze pewnego biura pracuje 12 os6b, ktére wypijaja dziennie $rednio 2,5
filizanki kawy na osobe. Na pierwszym pietrze pracuje 15 0sob, osoby te wypijaja
srednio 2,8 filizanki kawy dziennie. Z kolei 16 0s6b pracujacych na ostatnim —
drugim pietrze codziennie wypija Srednio 1,5 filizanki kawy na osobe. Oblicz, ile
srednio filizanek kawy wypija dziennie pracownik tego biura.

14.2) W sadzie zebrano 130 kg jablek, ktore srednio wazyly 20,8 dag. Sposrod
nich wybrano 150 jablek wickszych, ktére wazyly przecietnic 24 dag. Jaka byla
srednia waga pozostalych jablek?

b) Zbiér 112 kg ogorkéw, z ktérych kazdy wazyl érednio 14 dag, podzielono na
dwie czqscl, oddzielajac wiksze i mniejsze ogdrki. Wickszy ogdrek wazyl Srednio
15 dag, a mniejszy 10 dag. Ile razem wazyly wieksze, a ile — mnicjsze og6rki?

15. Cztery babcie graly w brydza. Srednia ich wieku wynosita 74 lata. Gdy po
pierwszym robrze babcia Matylda zrezygnowala z gry, pozostale babcie dalej graly
.z dziadkiem”™*, a $rednia wieku grajacych zmniejszyla si¢ o 2 lata. Trzeciego robra
wytrwale babcie rozegraly juz z dziadkiem Stefanem, ktéry ma 76 lat. lle lat ma
babcia Matylda? Jaka byla srednia wieku rozgrywajacych trzeciego robra?

* W brydzu gra ,z dziadkiem” oznacza gre w trzy osoby.

16. W firmie ,Komin” pracuje 25 os6b, lacznie z szefem. Srednia ptaca wynosita do
niedawna 1500z, ale ostatnio wszyscy oprécz szefa dostali 10% podwyzki i srednia
ta wzrosla do 160071, lle zarabia szef ,Komina"?

17. W pewnej firmie place 20% pracownikéw wzrosly o 50 z1. O ile zlotych wzrosta
srednia placa w tej firmie?
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Ciekawostka

Mediana dzieli zestaw danych na dwie czesci. Mediany poszczegolnych czesci nazy-
wane s3 dolnym kwartylem (lub pierwszym kwartylem) oraz gérnym kwartylem
(lub trzecim kwartylem). Ponizej dla dwich zestawdw liczb obliczono ich mediany
oraz dolne i gérne kwartyle.

Zestaw I: Zestaw II:
mediana mediana
1. 274,5 6,7 8.8, 11 3,4, 5,6, 810, 10, 11, 12, 12
244 _ 8+8 r 8410 _ T
+4 .3 +8 .3 £10 g
dolny gérny dolny gorny
Kwartyl kwartyl kwartyl kwartyl
wynosi 3 wynosi 8 wynosi 5 wynosi 11

Dolny kwartyl, mediana i gorny kwartyl dziela zestaw danych na cztery rownoliczne
czgsci (tzn. w kazdej czesci znajduje sig tyle samo danych). Oznacza to, ze migdzy
najmniejsza wartoscia w zestawic a dolnym kwartylem miesci si okolo 25% danych,
miedzy dolnym kwartylem a mediana miesci si¢ réwniez okolo 25% danych itd. War-
t0¢ najmniejsza i najwigksza w zestawie danych oraz kwartyle i mediang danych
mozna przedstawi¢ graficznie za pomoca diagramu zwanego diagramem pudelko-
wym albo ,pudelkiem z wasami’.

— T
! | t

wartos¢ dolny mediana gorny wartos¢
najmnicjsza  kwartyl Kwartyl najwicksza

Oto diagramy pudetkowe dla powyZszych zestawow liczb:

[ I ] —) T 1+
13 6 8 11 35 9 1112
©18. Przeczytaj Przyjrzyj sie nar ponizej.

Mieszkaricy Polski wedtug wieku
— T ———— 1897r

8 20 34
— T 1997r.
16 34 50

010 20 30 40 50 60 70 80 90100 wiek
a) Okres], jaka czesé Polakéw miala ponad 34 lata w 1897 r., a jaka — w 1997 r.

b) Czy grupa dzieci w wieku ponizej 8 lat stanowia wigkszy procent spoleczenistwa
w roku 1897 czy w roku 19977

) Opisz, jak zmienila si struktura wieku Polakéw w ciggu 100 lat. Jak myslisz,
czym te zmiany mozna thumaczy¢?
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41l 19. Oglaszajac wynik pewnego egzaminu, ktéry zdawato 300 uczniéw, podano licz-
be punktow zdobytych przez ucznia i centyl, ktéry odpowiadal temu wynikowi.
a) Pewien uczeri zdobyl 60 punktéw i wynik ten odpowiadal 45. centylowi. Tl
uczniow zdajacych ten egzamin osiagnelo wynik rowny co najwyzej 60 punktow?
b) Wynik 50 punktéw odpowiadat 43. centylowi, a wynik 70 punktéw — 62. cen-
tylowi. Tlu bylo uczniow, ktorzy zdobyli wiecej niz co najmniej 50 punktow, ale co
najwyzej 70 punktow?

20. Ponizej przedstawiono fragmenty tabel wynikéw egzaminw z biologii i chemii.

Biologia Chemia
wynik | wartos¢ | wynik | wartos¢ wynik | wartose [ wynik | wartosc
centyla centyla centyla centyla
0 1 50 78 0 2 50 70
2 2 52 80 2 4 52 72
3 4 53 81 3 7 53 73
5 8 55 83 5 10 55 7
7 12 57 84 7 12 57 77

a) Z ktdrego z tych przedmiotow wiekszy procent zdajacych uzyskat wynik réwny

co najwyzej 5%?

b) Z ktérego z tych przedmiotéw wickszy procent zdajacych uzyskal wynik wyzszy
2

niz 55%?

 Z ktérego z tych przedmiot6w wigkszy procent zdajacych uzyskat wynik wyzszy
niz 3%, ale co najwyzej 53%?

21. Dwie uczelnie przyjmuja kandydatéw na studia na podstawie wynikow egza-
minow maturalnych z jezyka polskiego i matematyki na poziomie podstawowym.
Uczelnia X dodaje wyniki punktowe z obu egzaminéw, a uczelnia Y dodaje centy-
le odpowiadajace wynikom. W tabeli przedstawiono wyniki trzech kandydatéw na
studia.

Wyniki egzaminu
Kandydat Jezyk polski
punkty (na 100) centyle punkty (na 100) centyle
A 70 87 70 66
B 53 54 90 89
c 80 97 56 48

a) Oblicz dla kazdego kandydata jego wyniki na uczelniach X i Y. Ktéry z kandyda-
16w byl najlepszy, a kiéry — najslabszy wedlug regulaminéw tych uczelni?

b) Ktéry ze sposob6w obliczania wynikéw — przez uczelnie X czy uczelni¢ Y —
pozwala lepiej oceni¢ kandydatow?

SREDNIA ARYTMETYCZNA, MEDIANA, DOMINANTA 279



MINISPRAWDZIAN

S1. Jeéli oznaczymy $rednig arytmetyczng zestawu liczb 5, 2, 2, 3
litera s, mediane tego zestawu — litera m, a dominante — liter d, t

889,727

As<m<d B.d<s<m Cm<d<s D.d<m<s

52. W tabeli przedstawiono niektére dane
o asach h h przez
tenisiste w rozegranych ostatnio meczach.

Liczba asow of1]|2]3

Liczba meczéw | 8 | 1 5
$rednia arytmetyczna liczby aséw w jednym meczu wyniosla 1,25. Jaka jest media-
na tych danych?

A0 B.0,5 C.1 D. 1,5

53. Adam i Bogdan z piecioma innymi uczniami pisali test z jezyka angielskiego.
Zaréwno $rednia ocen z testu wszystkich tych uczniéw, jak i mediana tych ocen wy-
nosza 4. Adam uzyskal ocene wyZsza niz Bogdan, a pozostali uczniowie otrzymali
oceny: 3, 3, 6, 6, 5. Wynika stad, ze Bogdan otrzymat ocene:

Al B.2 C.3 D.4

54. Grupe 12 dzieci o $redniej wzrostu 154 cm dolaczono do grupy 8 dzieci o Sred-
niej wzrostu 158 cm. Srednia wzrostu w polaczonej grupie dzieci wynosi:

A.1552cm B.155,6 cm C.156cm D. 157,1cm

SREDNIA WAZONA

Gdy obliczamy $rednig arytmetyczng liczb, wszystkie te liczby traktujemy
jednakowo (zadna z nich nie jest wyrézniona). Czasami jednak do niekto-
rych danych przywiazujemy wicksza wage i chcemy to uwzglednié przy
obliczaniu wartosci przecietnej. Oto przyklad:

Egzamin koriczacy pewien kurs jezykowy sklada si¢ z czesci pisemnej i ust-
nej. Ustalono, ze wynik egzaminu pisemnego jest cztery razy wazniejszy od
wyniku egzaminu ustnego. Dlatego przyjeto, ze wynik koricowy egzaminu
jest ,Srednia” obliczona wedlug nastepujacego wzoru:

p — wynik egzaminu pisemnego
_4p+lau u — wynik egzaminu ustnego
5 w — koficowy wynik egzaminu

Zwré¢ uwage, Ze ten sposéb obliczania wynikéw egzaminu mozna rozumieé jako
obliczanie $redniej arytmetycznej liczb p, p, p, p, u
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W takim razie zdajacy, ktéry z czesci pisemnej otrzymat oceng 5, a z czesci
ustnej — ocene 3, uzyska Koricowy wynik:
46

541

WICZENIE A Oblicz koiicowy wynik zdajacego, kiory otrzymal oceny:

a) z egzaminu pisemnego: 3, 7 egza

nu ustnego: 5

b) 7 egzaminu pisemnego: 4, 7 egzaminu ustnego: 4

Ten rodzaj $redniej kilku danych wielkosci, w ktérym nie kazda wielkosé
jest jednakowo wazna, nazywamy $rednia wazona. Liczby, ktére opisuja
znaczenie, jakie chcemy nada poszczegdlnym wielkosciom, nazywamy wa-
gami $redniej wazonej.

Srednia wazona liczb xi, X2, ..., Xn z wagami odpowiednio a, az,
ay (gdzie ay, as, ..., an oznaczaja liczby dodatnie) to liczba X,
obliczana wedlug wzoru:

T o QXL+ @xy +
a + a;

+ AnXn
Xw. 2 F .. T an

Uwaga. Gdy wszystkie wagi sq rowne, $rednia wazona jest réwna Sredniej arytme-
tyezne.

WICZENIE B Oblicz Sredniq wazong liczb 3, 5, 7 i 10 z wagami odpowiednio 1,

Przygladajac sic wzorowi na érednia wazona, fatwo zauwazyé, ze rachunki
bardzo si¢ upraszczaja, gdy suma wag jest rowna 1. Dlatego w wielu sy-
tuacjach, w kiérych wystepuje Srednia wazona n liczb, przyjmuje si¢ wagi

ai, @z, ..., an tak, zeby speiniona byla rownos¢ a +a +...+an=1.

ZENIE C Oblicz Sredniq wazona liczb 100, 130, 400 z wagami odpowied-
nio 0,6, 0,1 0,3.

Uwaga. W opisanych na poczatku tego rozdzialu zasadach ustalanie wyniku
egzaminu konczacego kurs jezykowy mozna bylo przyjac, ze waga egzaminu
pisemnego wynosi 0,8, a egzaminu ustnego 0,2. Zachowana bylaby wéwczas zasa-
da, Ze egzamin pisemny jest 4 razy wazniejszy od ustnego, i uzyskalibysmy takie

same rezultaty. N
zadania 110
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ZESTAW ZADAN

1. W tabeli podano liczby i odpowiadajace im wagi. Oblicz Sredniq wazona liczb.

a) Liczba | 18 | 6 o Lizba| 3 | 5| 7| 8|10
Waga | 2 | 3 Waga | 2 [ 4|1 ]1]2
b) Liczba | 2 | 3 | 4 d) Liczba | 2 | 5 | 1 | 4
Waga | 7 | 2|1 Waga | 03010501
2. Na pewna uczelnig artystyczng kandydatéw przyjmuje si¢ na podstawie $redniej
wazonej trzech wielkosci: wyniku procentowego egzaminu praktycznego z waga 5,
wyniku procentowego egzaminu ustnego z waga 3 i wyniku procentowego wybrane-

o przedmiotu maturalnego z waga 4. Jakie rezultaty osiagneli kandydaci, ktérych
wyniki procentowe podano w tabeli?

Kandydat Egzamin Egzamin ‘Wybrany
praktyczny | ustny przedmiot
ANerwowa | 30% 30% 50%
AWygadany | 30% 50% 40%

3. a) Sprawdz, ze Srednia wazona wartosci p, 4, r, s z wagami odpowiednio 25, 10,
1015 jest taka sama jak srednia wazona tych wielkosci z wagami 0,5, 0,2, 0,21 0,1.

b) Znajdz takie liczby a, b, ¢, aby spetniona byla réwnos¢ a+ b+ ¢ = 1 oraz aby
Srednia wazona wielkosci X, y, z z wagami odpowiednio a, b i ¢ byla taka sama jak
$rednia wazona tych wartosci z wagami odpowiednio 4, 7, 9.

4. a) Pewien nauczyciel ustala ocene semestralna, liczac $rednig wazong nastepu-
jacych liczb: $redniej ocen ze sprawdzianow (z waga 0,3), Sredniej ocen z klasowek
(z waga 0,5) oraz oceny za prace na lekcjach (z waga 0,2), a nastepnie otrzymang
liczbe zaokragla do liczby calkowitej. Oblicz, jakie oceny otrzymal Stefan Nieréwny
za pierwszy oraz za drugi semestr.

Tsemestr [ ocena |

Wasoni || 1somes | Spawacary | wasowa |
P N B e P
€ 2 R
b) Aby zdopingowaé uczniéw do pracy w drugim semestrze nauczyciel oblicza

oceng roczng jako Sredniq wazong oceny za pierwszy semestr (z waga 0,4) i oceny
za drugi semestr (z waga 0,6). Oblicz, jaka oceng roczng otrzymat Stefan Nierowny.

W somest |
P |
a1

O
o |
soness
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5. Pewna uczelnia przyjmuje kandsdalnw na studla na pcdﬂavﬂe sredniej wazo-
nej wynikéw procentowych z niektory!
W tabeli przedstawiono wyniki maturalne trzech kandydamw

) Na jednym z wydzialéw tej uczelni

Kod |y oc | vikayss |Mpe/ig|  Srednia oblicza si¢ na podstawie wy-
kandydata nikéw procentowych z nastepujacych
przedmiotéw: jezyk polski (z waga 0,4),
historia (z waga 0,4), jezyk obcy (z waga
0,2). Oblicz t¢ $rednig wazona wynikéw
dla kazdego z kandydatéw.

Jezyk polski | 40% | 90% | 50%

Jezyk obey | 40% | 90% | 50%

Historia 30% | 90% | 50% | b) Na innym wydziale oblicza si¢ red-
nia wazona wynikéw procentowych z na-
Matematyka | 90% | 40% | 40% stepujacych przedmiotow: matematyka

(z waga 0,3), fizyka (z waga 0,3), chemia
(z waga 0,2), jezyk polski (z waga 0,1)
P 40% | 40% | sow | 1iezykobey (z waga 0,1). Oblicz tg sred-

niq wazona dla kazdego z kandydat6w.

Fizyka 50% | 30% | 40%

6.0 przyjeciu na studia na pewnej uczelni decyduje Srednia wazona wynikéw
procentowych z hz i. Wynik z zakresu podstawo-
wego ma wage 0,4, a wynik z zakresu rozszerzonego ma wage 0,6. Maciek z zakresu
podstawowego uzyskal 84%. Jaki co najmniej wynik matury z matematyki w zakre-
sie rozszerzonym musiatby otrzymac, aby rezulatat przy rekrutacji byl wiekszy niz
75%? (Uwaga. Wynik matury to zawsze calkowita liczba procentow).

Ciekawostka 7. Przeczytaj ciekawostke. Korzystajac
Kazdy pierwiastek wystepuje w przy-  Z informacji podanych w tabeli, oblicz
rodzie w postaci kilku izotopow. masy atomowe wymienionych W niej
Podawana w tablicach chemicznych  pierwiastkow.
masa atomowa pierwiastka jest row-
na éredniej wazonej liczb masowych Pierwia- N B
wszystkich jego izotopow. Jako wa- Stek Izotopy i ich zawartos¢
gi przyjmuje sie zawartos¢ procento-
wa izotopow. Na przykiad okolo 75% Potas | 39K—93% 4'K—7%
atoméw chloru stanowi izotop *3Cl
(0 liczbie masowej 35), a okolo 25% Miedz | *Cu—69% “Cu—31%

atoméw to izotop ¥7Cl (o liczbie maso- -
wej 37). Masa atomowa chloru wynosi Zelazo | *¥Fe—6% °Fe—92%
37 35,5, STFe—2%

07535402

Siarka | 32S—95% 33S—0,75%
345 —4,25%

Ol6w | 244Pb—1,5% 20°Pb —24%
207pb—22% 2%Pb—52,5%
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Ciekawostka

$rednia wazona moze poméc w dokonaniu racjonalnego wyboru. Zalézmy na przy-
Klad, ze wahamy sie, ktory z trzech kursow jezykowych wybrac. Mozemy wtedy
ustali¢ kilka najwazniejszych cech kursu, a poniewaz zwykle cechy te nie sa dla nas
tak samo istotne, wice przydzielamy im odpowiednie wagi. Nastepnie cechy poszcze-
golnych kurséw mozemy ocenic, przyznajac punkty — na przyklad w skali od 1
do 10. Oto jak moglaby wyglada¢ tabelka, na podstawie ktorej dokonamy racjonalne-
0 wyboru. $rednia wazona punktéw pozwala ustali¢, kt6ry kurs powinnismy wybrac.

Cena Opinia | Czas i micjsce
kursu znajomych ursu $rednia wazona
(2 waga 0,6) | (z waga 0,3) | (z waga 0,1)

Kurs [ 2 3 9 0,6-2+03-3+01-9=3
Kurs Il 5 6 4 0,6-5+03-6+0,1-4=52
Kurs Il 6 5 3 0,6-6+03-5+0,1-3=54

Wedlug przyjetych kryteriéw najlepszy okazat si¢ kurs Iil.

8. Ktéry z kursow jezykowych opisanych w ciekawostce zostalby wybrany przez
osobe, ktéra przyjelaby dla poszezeglnych cech kursu inne wagi: dla ceny kursu
— 0,2, dla opinii znajomych — 0,2, a dla czasu i miejsca kursu — 0,62

9. a) Przeczytaj ciekawostke. Marek waha si¢, kt6ry ob6z letni wybrac. Aby podjaé
najlepsza decyzje, sporzadzil ponizsza tabelke. Ktory z obozéw powinien wybrac?

Koszt Termin Towarzystwo | Atrakeyjnosé

(zwaga 04) | (zwaga01) | (zwaga03) | (zwaga02)
Oboz wedkarski 8 2 8 4
Oboz zeglarski 4 4 6 7
Oboz rowerowy 7 6 5 5

b) W tabeli zamieszezono parametry trzech samochodéw. Przy poszezegolnych
parametrach najlepszej wartosci przydziel 10, a pozostalym odpowiednio mniej.
Nastepnie przydziel podanym parametrom wagi. Oblicz $redniq wazona punktéw
i przekonaj si¢, ktéry z samochodéw jest najlepszy wedlug twoich kryteriow.

Moc | Maksymalna | Przyspieszenie | Predkos¢ | Zuzycie | Cena
Samochéd |silnika| pojemnos¢ | od Okm/hdo |maksymalna| paliwa |w zlotych
w KM | bagaznika w1| 100 km/h w sek. | wkm/h | w1/100 km

Kia Rio 1.4 100 1103 12,2 176 6,0 51990
Hyundai i20 84 1042 13,1 170 6,1 54400
Panda 1.2 69 870 14,8 164 54 45100
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10. Wartos¢ energetyczna pokarmu mozna oszacowa, obliczajac $rednia wazo-
nq wartosci energetycznych zawartych w nim biatek, tluszezy i weglowodanow.
Wagami sq procentowe udzialy kazdego z tych skladnikow. Korzystajac z informa-
cji przedstawionych na diagramach, oszacuj, ile kilokalorii zawiera 100 g kazdego
2z wymienionych produktéw. Wiadomo, Ze wartos¢ energetyczna tuszczu wynosi
900kcal/100 g, biatka — 400 kcal/100 g, a weglowodanéw — 400 keal/100g.

Chieb pszenny Kotlet schabowy Orzechy laskowe
8 1%
/ [ tuszeze
' [0 weglowodany
[ woda
[0 biatko

[ inne skiadniki

MINISPRAWDZIAN

51. Ocena semestralna z pewnego przedmiotu jest Srednia wazong trzech elemen-
t6w: $redniej ocen 7 prac klasowych (z wagq 0,5), Sredniej ocen ze sprawdzianéw
(z waga 0,2) oraz éredniej ocen z prac domowych (z wagq 0,3) po zaokragleniu do
jednosci. W tabeli przedstawiono Srednie oceny trzech uczniéw.

S$rednia ocen 7z prac klasowych | ze sprawdzianéw |z prac domowych

Andrzej 4 5 3

5

Bogdan 5

Czarek 3 4 6

Jesli oznaczymy oceng semestralng Andrzeja litera a, Bogdana — litera b,
Czarka — litera ¢, to:

A.a<b<c B.a=c<b C.b<a=c D.b=c<a

52. Pewien konkurs wiedzy sklada si¢ z dwich etapow: latwiejszego i trudniej-
szego. Wynik koricowy ustala si¢ jako Srednia wazong liczby punkiéw zdobytych
w kazdym etapie. Przyjeto, Ze suma wag wynosi 1.

W tabeli podano liczby punktéw zdobytych

w obu etapach przez dwéch Zawodnik | Etap 1 | Etap 2

Wynik koricowy zawodnika A to 23 punkty. A 32 20
Wynik koricowy zawodnika B wynosi zatem:

B 28 30
A. 25 punktow C. 28,5 punktu
B. 28 punktow D. 29,5 punktu
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ODCHYLENIE STANDARDOWE

CZENIE A Oblicz rednia arytmetyczna,
median | dominante dia zestawow danych

liczbowych, ktére przedstawiono obok Zestaw [

Zestaw Il

Zestawy liczb w ramce obok sa tak dobra- 1,5,5,5,5,9

ne, e $rednie arytmetyczne, mediany oraz

dominanty we wszystkich czterech przy- Zestaw 1lI
padkach sa réwne. 1,4,5,5,6,9
W zestawie I wszystkie dane sa jednakowe, ZestawIV

w drugim wigkszo$¢ danych (poza dwiema 23,5578

skrajnymi) to te same liczby.

W trzecim i w czwartym zestawie dane sa zréznicowane. O danych z ze-
stawéw 11 i IV mozemy powiedzieé, ze sq bardzo rozproszone. Trudno
na pierwszy rzut oka ocenié, czy bardziej rozproszony jest zestaw Il czy
zestaw IV.

Aby zmierzy¢ poziom rozproszenia, mozemy poréwnaé dane z ich Srednia
arytmetyczna. Wielkosciq, Ktora dobrze opisuje, jak bardzo dane roznia sig
od Sredniej arytmetycznej, jest

Odchyleniem standardowym zestawu danych liczbowych X1, Xz,...,Xn
nazywamy liczbe o, kt6ra obliczamy ze wzoru:

[ Rt xz Xt e+ xa — XP
7=y n g

gdzie X oznacza $rednia arytmetyczna liczb xy, X2,...,Xn.

Uwaga. Litera o (czyt. sigma), ktora oznaczamy odchylenie standardowe, to maa
litera alfabetu greckiego.

9
VTS PPYIE : "
Wyrazenie = o W wzorze

pod pierwiastkiem nazywane jest wariancja. Latwo zauwazy, 7e wariancja
jest réwna o2,

Zauwaz, ze odchylenie standardowe jest tym wicksze, im bardziej dane
r6znia si¢ od ich $redniej arytmetycznej.
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Obliczmy odchylenia standardowe trzecicgo i czwartego zestawu liczb
2z poprzedniej strony.

‘,“I:\/‘l—5)2414—5)24(5-5'2E(5-5724(6-572?\9—5)2 %: ~238
m\:\/12-5)2«(3-5)%(5-:;25(5»3;%17-:;3,(3-5)1_ - 13 2,08

Odchylenie standardowe zestawu IV jest mniejsze niZ zestawu I1l. Mozemy
powiedzie¢, ze w zestawie IV dane sa mniej rozproszone niz w zestawie Il

Zwro¢ uwage, ze odchylenie standardowe zestawu I jest rowne 0 (zadna z danych
W tym zestawie nie rozni si¢ od sredniej).

ZENIE B Oblicz odchylenie standardowe zestawu I1.

Aby ustali¢ odchylenie standardowe, na 0gol wygodnie jest uporzadkowaé
rachunki, zapisujac wyniki kolejnych obliczeri w tabelce.

PRZYKLAD Pomzej przedstawiono wagi oémiu cielat urodzonych w pewnym
tego zestawu danych.

38kg 40kg 42kg 42kg 45kg 48kg S0kg Slkg

3844044244245 448450451 _ 445 Obliczamy $rednia arytmetyczna,
X | x-% | (u-%2
niki kol i

38 | o5 s Zapisujemy wyniki kolejych obliczef
40 -45 20,25
42 -2,5 6,25
42 =-2,5 6,25
45 05 0,25
48 35 12,25
50 55 30,25
51 6,5 42,25

Suma 160,0

/20 ~ 4,47

Odp. Odchylenie standardowe tego zestawu danych jest réwne okoto 4,47 kg.

ZADANIE Karol kupil 5 jablek, ktére wazyly: 18dag, 23dag, 24dag, 19dag
i 16 dag. Oblicz odchylenie standardowe mas tych picciu jablek.

i 15
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[IIATTTIA W tabeli zapisano wagi kilkudziesieciu cielat urodzonych na duzej
farmie. Oblicz odchylenie standardowe.

Waga |33‘35‘38{40[‘13'46'45'50‘51‘
[Uczbacmq‘|5\5\5[7[6|10|5|3\1\

5:3346:3546:38+7.4046:43+10:4646:48+3:50+ 1:51 _ 4 g
50 =

a | x| =X | =R | alxi-R?
s | 33 | -8s | 7744 | 38720 ¢ oznacza wage cielecia
6 35 68 | 4624 | 27744 ¢k oznacza liczbe cielat o wadze xi
6 | 38 | -38 | 1444 | 8664
7 |40 | <18 | 324 | 2268
6 | 43 12 144 8,64
10 | 46 | 42 | 1764 | 17640
6 | 48 | 62 | 3844 | 23064

50 | 82 | 6724 | 201,72

¢ - g 1476
1|51 92 | 8464 | 8464 o =\55 =543
Suma | 1476

Odp. Odchylenie standardowe tego zestawu danych jest rowne okoto 5,43 kg.

ZADANIE W tabeli przedstawiono r
masy jablek zebranych 7 jednego drze- l Masa () l 90 lm‘”“‘ 1zn]|m| “0|
wa. Oblicz odchylenie standardowe. ‘Liczba jablek‘ 10 ‘ 20 ‘ 25 ‘ 25 ‘ 15

Na podstawie danych oraz wynikéw obliczeri w powyzszych dwoch przy-

Kladach mozemy stwierdzic, ze:

o cielgta z gospodarstwa wazyly przecietnie wiecej niz te, ktre urodzity
si¢ na farmie,

o dane w pierwszym przykladzie byly mniej niz dane w przy-
Kladzie drugim, tzn. wagi cielat z gospodarstwa mniej réznily si¢ od
sredniej niz w wypadku cielat urodzonych na farmie.

W obu powyzszych przykladach dane liczbowe dotyczyly zwierzat tego same-
go gatunku i tych samych ich cech. Moglismy zatem bezposrednio porownac
ich parametry statystyczne. Gdyby jednak jeden zestaw danych dotyczy! cielat,
a drugi na przyklad prosiat, to poréwnywanie parametréw statystycznych byloby
bardziej skomplikowane. Latwo bowiem zauwazyé, ze odchylenie standardowe
rowne 1 kg w wypadku cielat oznacza niewielkie rozproszenie, a odchylenie 1 kg
w wypadku prosiat oznacza duze zréznicowanie danych (prosicta po urodzeniu
waza nie wigeej niz 1,5 kg).
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P jac wyrazenie pod pierwiastkiem we wzorze na
odchylenie standardowe, mozemy otrzyma¢ inna postac tego wyrazenia
i dzicki temu powstanie inny wzor, Ktéry jest wygodniejszy przy wykony-
waniu obliczen.

(1= X2 400 = X2+ o+ (kn =02 _ (OF = 200K+ X) +03 - 2X2% + X2) + . + (X3 = 2XnX + X2)
n 0

=N+

R RN R I TS o NS GO R - RN - Jpey
™ 0 - "

W tabelce podano wyniki klaséwki dla dwéch grup uczniéw. Oblicz
odchylenie standardowe ocen w kazdej z grup. W ktérej z grup wyniki klasowki
53 bardziej wyrownane?

Ocena 12345 s
Liczbaocenw grupie | | 1 | 4 | 2 | 1 1 1
Liczbaocenwgrupiell | 1 | 3 | 6 | 4 | 4] 2

Grupa | Grupa

o 144:242.3444546 _ 5, o 143.2+46:3+4.444.542.6 _

E i e =3 X T+3+6+4+4+2 =365

< x| K | axt o x| % | axt
1 1 1 1 1 1 1 1
4 2 4 16 3 2 4 12
2 3 9 18 6 3 9 54
1 4 16 16 4 4 16 64
1 5 25 25 4 5 25 100
1 6 36 36 2 6 36 e
Suma: mnz Suma: 303

Odp. Wyniki grupy Il sa bardziej wyréwnane, bo o7y < .

ZADANIE = W tabeli podano in- Liczba ziaren w straku [0 [1|2(3]4 (5
formacje o dwdch odmianach gro-
chu. W kt6rej z odmian liczby ziaren
w straku sq bardziej wyréwnane? Liczba strakéw odmiany B| 1|1 (0|6 3|5

Liczba strakow odmiany A[3 [ 2 |3[4 5|2

st 6-15 )
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<

ZESTAW ZADAN

1. Oblicz odchylenie standardowe zestawu danych:
a2 4,5 9 10 9 -4, -3,-1,0 23
b) 10, 20, 20, 30, 40, 40, 50 d1,1, 1,478,909

2. Liczby w zestawach danych oznaczajq wyniki picciu rzutéw kostka. Sprobuj
odgadnaé, w Kirym z trzech zestawow §rednia arytmetyczna jest najwicksza,

aw ktérym — najmniejsze jest i Nastepnie sprawdz swoje
wykonujac i obliczenia.
a) Zestawl: 1, 2, 3, 4, 5 o Zestawl: 1, 1, 1, 6, 6
Zestaw ll: 1, 2, 4,5, 6 Zestawll: 1, 1, 6, 6, 6
Zestawlll: 1,2, 3,5, 6 Zestaw lll: 1, 1, 3, 6, 6
b) Zestawl: 1, 1, 1, 1, 6 d) Zestaw l: 1, 2, 2, 2, 6
Zestaw Il: 1, 6, 6, 6, 6 Zestaw Il 1, 3, 3, 3, 6
Zestaw IIl: 3, 3, 3, 3, 3 Zestaw Ill: 1, 5, 5, 5, 6

3. Oblicz $rednie arytmetyczne i odchylenia standardowe dwdch podanych zesta-
wéw danych, Poréwnaj obliczone wielkosci.

a) Czasy finalistow w biegu na 100 m podezas olimpiady w Sydney w roku 2000.
kobiety: 10,755, 11,125, 11,185, 11,195, 11,205, 11,215, 11,215, 11,295
mezezyznic 9,875, 9,995, 10,045, 10,085, 10,095, 10,135, 10,17

b) Srednia miesigczna temperatura powierzchni wod.

Miesiac o fm v | v |v|vo|vim| x|X|x |[x1

M. Baltyckie | 2,7° | 1,7° [ 1,9° | 3,7° | 7,5° [12,8°|15,8°[15,9°|14,2°| 11,5°| 8,9° | 4,9°

M. Czerwone | 25,8°|25,4°| 26,3°| 27,7°| 20,2°[ 30,3¢31,0°| 31,4°[ 31,6°| 30,9°| 28,6°[ 26,7

© Miejsca Adama Malysza i Svena Hannawalda w ostatnich 10 konkursach indywi-
dualnych Pucharu $wiata w skokach narciarskich w 2003 roku.

Miejsce i i -
o | sapporo | Tauplitz | Wilingen | 0slo Lahti Planica
Adam
Malysz 6 34| — | - 1 11 ] 2] 4
Sven
Hammawald | — | 2| 1| 1 [36] 14 |3 [10] 42
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4. W tabeli podano ceny trzech produktéw w kilku sklepach. Oblicz odchylenia
standardowe cen tych produktow.

SKlep. Tl fmo| vV v v
Cena (w z) 11 wody mineralnej 1,99 | 2,29 | 2,59 2,30 | 2,29 | 1,99 | 2,59
Cena (w z1) puszki groszku 1,39 (1,29 (1,39 1,26 | 1,10 | 1,39 | 1,20
Cena (w z1) 1 kg cukru 2,49 | 249 | 2,49 | 2,49 | 2,49 | 2,49 | 2,49

5. Poréwnaj $rednie arytmetyczne i odchylenia standardowe dziennego nastonecz-
nienia w Gdyni i w Krakowie.

Dzienne nasfonecznienie
2

o callowte (WJm)

6. Oblicz $redniq arytmetyczna i odchylenie standardowe zestawu danych,

a) Liczba platkéw w kwiatach powojnika.

b) Liczba ziarenek fasoli w straku.

[vememmns [ 3 [ 4[5 5]

‘L)czbasuakéw ‘ 7 ‘ 12 | 24 ‘ 17 ‘

© Liczba pestek w winogronach.

[amepore [0 [ 1] 2[5

lLlczbaowocéw ‘ 6 [ 54 | 35 l 5 ‘

7. Zmierz diugosci palcéw jednej dioni. Oblicz odchylenie standardowe otrzyma-
nego zestawu danych.
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8. a) Przyjrzyj si zestawom danych 11 IL. Kazda liczba  zestawu Il jest o 1 wigksza
od odpowiedniej liczby z zestawu 1. PorGwnaj Srednie arytmetyczne i odchylenia
standardowe tych zestawéw danych.

Zestawl: 2, 5, 6, 8, 9 Zestaw II: 3, 6, 7, 9, 10

b) Niech X, oznacza $rednia arytmetyczng, a oy — odchylenie standardowe ze-
stawu czterech liczb a, b, ¢, d i niech X, oznacza $rednig arytmetyczna, a o> —
odchylenie standardowe zestawu liczb a +k, b +k, ¢ +k, d + k. Uzasadnij, ze:

=X +k oraz o2

o

9. a) Przyjrzyj sie zestawom danych A i B. Kazda liczba z zestawu B jest 10 ra-
7y wieksza od odpowiedniej liczby z zestawu A. Porownaj srednie arytmetyczne
i odchylenia standardowe tych zestawéw danych.

Zestaw A: 1, 3, 6, 10 Zestaw B: 10, 30, 60, 100
b) Niech X; oznacza $rednia arytmetyczna, a oy — odchylenie standardowe zesta-
wu liczb a, b, ¢, d i niech X, oznacza $rednig arytmetyczna, a o, — odchylenie
standardowe zestawu liczb ka, kb, ke, kd, gdzie k > 0. Uzasadnij, %

X=k-X oraz oy=k-oy

10. W tabeli $rednie powietrza (w °C) i mie-
siezne sumy opadéw (w mm) dla trzech miast lezacych w roznych strefach
Klimatyeznych. Poréwnujac Srednie arytmetyczne i mie-

siccznych temperatur oraz opadéw, opisz réznice migdzy Klimatami: réwnikowym
, e :

Miesiace
Typ Klimatu | Miejsce A

Dl [ v | v | v vin| x| X | x|

réwnikowy | Manaus, |25,9|25,8(25,825,9|26,4|26,6|26,9|27,5|26,9|27,7 | 27,3 26,7
wilgotny | Brazylia | 276 277|301 |287|193| 93 | 61 | 41 | 62 |112| 165|228

zwrotnikowy | Bombayj, |23,9|24,0|26,1|28,1129,6|28,6|27,3|25,9|27,0|27,9(27,2| 25,5
wilgotny Indie [ 4 [ 2 [ 1 | 1 [17[484(616(340(264(65 |14 | 2

srodziemno- | Rzym, |69 |79 [10,7[139(18,1(22,1|24,7(24,6(21,6(16,5(11,6| 8,5
morski | Wiochy | 77 | 89 | 78 | 77 | 64 | 47 | 14 | 22 | 68 | 129|116 |106

1. 7 badanie statystyczne. Zbierz iednie dane i opracuj wyniki.

Mozesz wybraé jedno z podanych ponizej zagadnien lub zaproponowa¢ wlasne.

« Ktéra z liczb od 1 do 10 i ktéra z liczb od 10 do 20 najezes

* Czy ludzie sa na og6l zadowoleni ze swego wzrostu — jaki wzrost maja, a jaki
cheieliby miec?

« Zilu liter skladaja si¢ imiona, a z ilu liter — nazwiska?

© Ile monet i ile banknotéw przecietnie maja ludzie przy sobie?

iej wybieraja ludzie?
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Ciekawostka

Aby doswiadezalnie wyznaczyé badana
wielkos¢ (np. czas spadania przedmiotu
2 pewnej wysokosci), zwykle wielokrot-
nie powtarza si¢ eksperyment, za kaz-
dym razem dokonujac pomiarow.

Na ogol nie mozna mie¢ pewnosci, czy
blad popetniony w trakcie pomiarow nie
wypacza wynikow doswiadczen. Doklad-
nos¢ pomiaréw mozna oceni¢ na pod-
stawie odchylenia standardowego. Moz-
na bowiem przyjac, ze im wieksze jest
odchylenie standardowe serii pomiaréw
(tzn. im bardziej wyniki r6znia si¢ od
wartosci przecietnej), tym mniejsza jest
dokladnos¢ tych pomiaréw.

Oto przyklad takich rozwazai. Dwie
osoby mierzyly czas spadania pitki z wy-
sokosci 5m. W ten sposéb otrzymano
dwie serie wynikow:

seria |

085, 1,25, 095, 1s, 075, 1,25, 135
seria I

075,125, 1,35, 085, 1,25, 0,75

Odchylenia standardowe tych serii wy-
nosza; o7 ~ 021, a oy =~ 0,25, wiee
mozemy uznaé, ze wyniki serii I sq do-
Kladnicjsze.

Na podstawie wynikow takiego ekspery-
mentalnego badania przyjmuje sie, ze
mierzona wielkos¢ jest rowna sredniej
arytmetycznej wynikéw pomiaru 7 do-
Kladnosciq do odchylenia standardowe-
go. Zapisujemy to tak:

Ko lub (X-0;%+0)

Poniewaz X ~ 1,01 i Xy = 0,98, mo-
Zemy powiedziec, ze wedlug jednego
2 eksperymentatorow czas spadania pil-
ki wynosil 1,01 + 0,21 sekundy, a we-
dlug drugiego — czas spadania wynosil
0,98 + 0,25 sekundy.

Uwaga. Aby rozwazany przyklad byt
bardziej przejrzysty, w obu seriach po-
dalismy tylko kilka pomiarow. W ba-
daniach statystycznych rzetelne wnioski
mozna wyciagna¢ dopiero na podstawie
duzej liczby danych.

12. Przeczytaj ciekawostke. W pewnym doswiadczeniu badano, o ile centymetrow
wydluza sie sprezyna, gdy zawieszamy na niej pewien ciezarek. Powtarzajac ekspe-
ryment, otrzymano nastepujace wyniki:

27,3cm  26,8cm 27,lcm 273cm 26,6cm 26,9cm

Oblicz odchylenie standardowe tych pomiaréw i ustal, w jakim przedziale miescié
si¢ beda wyniki pomiar6w.

13. Dawniej na opakowaniach pewnych produktéw pojawialy sie napisy typu: ,ma-
sa 170 g =6 g, co oznaczalo, Ze $rednia masa zawartosci opakowania powinna
wynosi¢ 170 g, a odchylenie standardowe 6 g. Wartosci te ustalano, sprawdzajac
odpowiednio liczng probke opakowaii produktu. Ustal, jaki napis zgodnie z tymi
regulami powinien sie znalezé na opakowaniu herbatnikéw, jesli wyniki wazenia
probek wynosza:
256g 244g 252g 242g 250g

2585 245g

Uwaga. Obecnie przepisy nakazuja, by masa towaru nie byla mniejsza, niz podano na

opakowaniu.
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Ciekawostka
Przyjrzy sie diagramom.

Plony pszenicy 2 500
poletek doswiadczainych

Tczba poltek

2

Wyniki egzaminu dsmoklasisty

procent sz

[ Re88888822888 juyun

Zjawiska opisywane za pomoca tych dia-
gramow nie majq ze soba mic wspolne-
g0, chociaz diagramy wygladaja podob-
nie. Kazdy z nich ma charakterystyczny
ksztalt dzwonu.

W obu wypadkach wartosci $rednie wy-
stepuja najczesciej, a najmnicjsze i naj-
wicksze — najrzadziej. Mozna powie-
dzie¢, ze krzywe na rysunkach maja
osie symetrii, wyznaczone przez warto-
Sci srednie.

Tego typu rozklad danych nazywany
jest rozkladem normalnym. Gdy mamy
do czynienia z rozkladem normalnym,

163 215 253 285 953 341 37,1 hezba punktow

okolo 68% wszystkich danych rézni sig
od wartosci $redniej X nie wigcej niz
o odchylenie standardowe o, tzn. mie-
Sci si¢ w przedziale (% - 03X + 0). Oko-
1o 95% danych miesci si¢ w przedzia-
le (% - 203X + 20), a ponad 99% da-
nych miesci si¢ w przedziale (X - 307
X+30).

Rozklad normalny spotkac mozna w réz-
nych zestawach danych, na przyklad do-
tyczacych wzrostu i wagi ludzi, rozmiaru
skrzydel ptakow danego gatunku, przy-
chod6w ludnosci, liczby ziarenek grochu
w strakach itd.

14. Przeczytaj ciekawostke. Korzystajac z informacji w tabeli, odpowiedz:

a) W jakim przedziale miesci si¢ wzrost 68% dorostych Polek, a w jakim — 68%

dorostych Polakéw (mezczyzn)?

b) W jakim przedziale miesci si¢ wzrost 95% mezczyzn w Japonii, a w jakim — 95%

mezczyzn w Polsce?

©) W jakim przedziale miesci si¢ wzrost 99% Holenderek, a w jakim — 99% Polek?

PRZECIETNY WZROST I ODCHYLENIE STANDARDOWE (w cm)

Japonia Holandia Polska
X o X o X o
Kobiety 153 | 48 | 1696 | 67 |1642| 56
mezczyzni | 1655 | 58 | 1825 | 75 | 1760 | 74
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15. Przyjrzyj sie ponizszym diagramom. Oceri, ktdry z nich przedstawia zestaw

danych o , a nastepnie sprawdz swoje
przypuszczenie za pomocy obliczeri.

Grupa 1 Grupa 2 Grupa 3

g
3

Caestosé

1 1 it 1

] R 12 3 4 12 3 4

Liczba wizytu fryzjera  Liczba wizytu fryzjera  Liczba wizytu fryzjera  Liczba wizyt u fryzjera

MINISPRAWDZIAN

S1. W tabeli przedstawiono liczbe dzieci w pigédziesigeiu losowo wybranych ro-
dzinach.

Liczba dzieci wrodzinie | 0 | 1 | 2 | 3 | 4

Liczba rodzin s{nfz2|7|7

Odchylenie standardowe zebranych danych zaokraglone do czesei setnych wynosi:
A 1,15 B.1,32 C. 1,86 D. 0,45

52. Srednia arytmetyczna zestawu czterech liczb 3, 1, a, b wynosi 3, a odchylenie
standardowe jest réwne /6. Wynika stad, ze a® +b? jest réwne:

A5 B. 10 C. 14 D. 50

53. Dane sa dwa zestawy danych:

zestaw At 1,2,3,6

zestaw B: 11,12, 13, 16
Odchylenie standardowe w zestawie B jest:
A. 0 10 wigksze od odchylenia standardowego w zestawie A
B. 0 10 mniejsze od odchylenia standardowego w zestawie A
C. 10 razy wicksze od odchylenia standardowego w zestawie A
D. takie samo jak odchylenie standardowe w zestawie A
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1. 0blicz blad bezwzgledny i blad
wagledny kazdego z przyblizer:
95021 ~ 1021 1997k ~ 20021

2. Rowerzysta przebyl pewna trase
w ciagu 2h 36 min, ale powiedzial, ze
pokonal ja w 2,5 godziny. Oblicz blad
wzgledny takiego przyblizenia.

3.Na opakowaniu podano, ze towar
ma mase okolo 100g, a blad wzgledny
wynosi 5%. Jaka jest rzeczywista masa
tego towaru, jesli przyblizona mase na
opakowaniu podano z niedomiarem?

4. Okres] $rednia arytmetyczna, media-
ne i dominante zestawu liczb:
29,7,73,57553
b)5,3,4,3,4,52,3

5. Okresl $redniq arytmetyczna, media-
n¢ i dominante zestawu danych doty-
czacych dlugosci snu uczniéw pewnej
Klasy:

Liczba
godzinsnu| 6 | 7| 8 [ 9|10[11

8. Oblicz $rednia wazona liczb: 5 (z wa-
ga.3), 4 (z waga 2) 1 7 (z waga 1).

9.Zgodnie z regulaminem pewnej
uczelni wynik Koricowy studiow jest
$rednig wazona $redniej arytmetycznej
ocen wpisanych do indeksu (z waga
0,5), oceny z pracy dyplomowej (z waga
0,25) i oceny z egzaminu dyplomowego
(z waga 0,25). Agata uzyskala srednig
ocen z indeksu réwna 4,43, jej prace
dyplomowa oceniono na 5, a egzamin
dyplomowy na 4,5. Okresl wynik koi-
cowy Agaty.

10. Oblicz $rednia arytmetyczna i od-
chylenie standardowe podanego zesta-
wu danych.
2) Wagi plecakow uczniowskich:

2 kg, 6 kg, 5kg, 2kg, 1kg, 8kg
b) Wizyty u stomatologa w ciagu roku:

Liczba
e fo|1]2|3 |45

Liczba
wskazan

12(9 |8 |12|5 | 4

11. Oblicz $rednie arytmetyczne i od-
chylenia dlugosci pstra-

Liczba | 5 | ¢
wskazan | 3 | 6 [12] 6| 2|1

6. Srednia arytmetyczna liczb 1, 1, 5,
1,6,3,2,52,5 a,b wynosi 3, ado-
minanta jest réwna 1. Znajdz wartosci
ai b oraz mediang tych liczb.

7. $rednia waga osmiu wiolarzy pew-
nej osady wioslarskiej wynosi 85kg,
a waga sternika tej osady jest rowna

gow i lipieni, a nastepnie poréwnaj
obliczone wielkosci.

Diugosé (w cm) | 25|30 |35|40|45

Liczba pstragow | 2 | 4 | 114835

Liczba lipieni {18 72| 8 | 2 | 0

12. Niech X oznacza $rednig arytme-
tyczng liczb a, b, c. Uzasadnij, ze od-
chylenie standardowe zestawu trzech
liczb: a-% b-% c-X jest takie

58 kg. Oblicz $rednia wage wszys
zawodnikéw tej osady.
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Tabela wartosci funke

i trygonometrycznych

o | sina | cosa | wa | aga | o | sina | cosa | g«
0 0 1 0 - 46° | 07193 | 06947 | 1,0355
1° | 00175 | 09998 | 00175 | 57,2000 || 47° | 07314 | 06820
2° | 00349 | 09994 | 0,0349 | 28,6363 | 48° | 07431 | 0,6691
3° | 00523 | 09986 19,0811 | 49° | 0,7547 | 0,6561
4° | 00698 | 09976 143007 | 50° | 0,7660 | 0,6428
5° | 00872 | 09962 114301 | 51° | 07771 | 0,6203
6° | 01045 | 09945 95144 | 52° | 0,7880 | 0,6157
70 | 01219 | 09925 81443 | 53° | 07986 | 0,6018
8| 01392 | 09903 71154 | 54° | 08090 | 05878
9° | 01564 | 09877 63138 | 55° | 08192 | 05736
10° | 01736 | 0,9848 56713 | 56° | 08290 | 05592
11° | 01908 | 0,9816 51446 | 57° | 08387 | 05446
12°| 02079 | 09781 47046 | 58° | 0,8480 | 0,520
13° | 02250 | 09744 43315 | 59° | 0,8572 | 0,5150
14° | 02419 | 09703 40108 | 60° | 0,860 | 0,5000
15° | 02588 | 0,9659 37321 | 61° | 08746 | 04848
16° | 02756 | 09613 34874 | 62° | 0,8829 | 04695
17° | 02024 | 09563 32700 | 63° | 0,8910 | 04540
18° | 03090 | 09511 30777 | 64° | 0,8988 | 04384
19° | 03256 | 09455 20042 | 65° | 0,9063 | 04226
20° | 03420 | 09397 66° | 09135 | 0,4067
21°| 03584 | 09336 67° | 09205 | 0,3907
22°| 03746 | 09272 68° | 09272 | 03746
23°| 03907 | 09205 69° | 09336 | 0,3584
24° | 04067 | 09135 70° | 00397 | 03420
25°| 04226 | 09063 71° | 00455 | 03256
26° | 04384 | 08988 72° | 09511 | 03090
27° | 04540 | 08910 73° | 09563 | 02024
28° | 04695 | 08829 74° | 09613 | 02756
20° | 04848 | 08746 75° | 09659 | 02588
30° | 05000 | 08660 76° | 00703 | 02419
31°| 05150 | 08572 77° | 09744 | 02250
32°| 05299 | 08480 78° | 00781 | 02079
33°| 05446 | 08387 79° | 09816 | 0,1908
34° | 05592 | 08290 80° | 09848 | 0,1736
35°| 05736 | 08192 81° | 09877 | 0,1564
36° | 05878 | 08090 82° | 09903 | 0,1392
37°| 06018 | 07986 83° | 09925 | 0,1219
38° | 06157 | 07880 847 | 09945 | 0,1045
39° | 06293 | 07771 85° | 09962 | 0,0872
40° | 06428 | 0,7660 86° | 09976 | 0,0698
41° | 06561 | 07547 87° | 09986 | 0,0523
42° | 06691 | 0,7431 88° | 09994 | 0,0349
43° | 06820 | 0,7314 89° | 09998 | 0,0175 | 57,2000
44° | 06947 | 07193 90° 1 0 -
45° | 07071 | 0,7071 | 1,0000
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ODPOWIEDZI

732" 44, 51105, b) 81,500, ) 0,20+60 ~1,4010, st. 10;
b) (L+V2N, o 13, d) -2 3.a) 28 +7x-2,
65%° —x2-05, ¢ 3x° + 1,28 - 04x2 - 06x,  d) 2x13 4+ 1xd - Ix7 4 LxS,
B rdaxt e Ix ) 13x0+6x4 +4x3, ) 11x6-0x3 =2, h) —5,6x% + 0,6x2 +9,6x - 3,6,
1) 4xM—2x10- 40554 By ) —11x5 - 2x + 4x3 47,552 + 1,5, K) 7x8 - Fx6 + x4 2x
1) 0,2x10 4 0,7x% — 1,5x8 - 0,2x% + 0,3x%. 4.2 28 -x - x 45, b) XD - 115,
© 2% - Laxt + 12x3 — 7x-6.  5.a) st 5 15 -3, b)st 3, -3, -70, <) st 8, 1,
162, d)st.5, 1, -13, € st.4,-2,-3, 0st.9,-3,0. 6.2 m, b)m o mn, d 2m.
8.2) 990, b) 95, ) 0,09994, d) &, & L. 9.a)r=-2,5=3,t=-4 ba=vZ b=3
€=-10.  10. ) 650 paczkéw. 11. a) Nie ma takich wartosci. b) Nie ma takich wartosci.
O Dlap=0,q=-2r=0, d diap=-2 r=55 ¢ dlap=10,q=23,r=-10, f) da
p=0,qg=-4,r=0. 12.a)Dlam=3in

S 19-21: L) ¥ - 1), b) X202 =x+ 1), 0 4xC(x+2), d) 526X -4x+1), ¢ -3
(B -6x+4), D) QY -3x2 -4 202) (+ 42 +1), b) Ex-5)x2+1), O (x-})2 1),
&) (63 -xRx+5), @ Bx-4x°-x3), ) (L-x)7x+6). 3.2 x+5)x2+3), b) 2x-3)-
S 43), 0 Rx-3)2+2), d) @-506x2+1), @ Gx-VIK+2), ) (V2x- VI +5).
L a) XBx-2)5x% +2),  b) x@x-5)Gx2 +4), ¢ X+ D +10)  d) X(x +3)2x7 +3),
Xx-5)2x +1), ) -x*@x-1DBx*+2). 5. a) 5x3x+3)2x-3), b) xX*(x+ 1x -5),
2x(x+2)(x=1), &) Px-1-VDx- 142, € 202 +3)0x-4), ) ~10x(x - 8)? +2).
. a) (- 4ix+4), b) (2x-VBH2x+VE) o (VAx-§)(Vxs 1) (76 + §), d) (x+ 10)x - 10),
O (=37, 0 (3x+ )" @ (- D212, B) (R, ) (x-3)02 354 9), ) (x+ 10 -x+ 1),
0 (3x-2) (32 +dxed), D FUXE DGR —dx 1), 7. @) (- DG 4P 42 4 xe D),
b) (2x - DI6x* + 810 +4x2 +2x+ 1), ) (x-2)( +2x* +4x? + 8¢ +16x+32), d) (x - ¥3) -
(xt+ U3x3 + JOx2+ B, @) (x-B)X*+3xH+3x3 +3V3x +9x+9V3). 8. a) X(Bx+7)-
(x=V2)x+v2), b) X (x+3)x-VDx+v2), ) -X¥(x+2)x-2)2x-5), d) 5x*Bx-2)x+VIx-3),
€ X(3x+2V5)00+VIx-3), ) X@VEXHVEWIN-DVIRHD. 9. @) (1 —x+ 1N +x+2),
b) G+ 3N = UBx+ VIR -x+1), ©) (x4 k- 1x-2)(x +2x44), d) 267 4x43)x- 12 +x+1),
o) (42 2)(x-2)042x4), ) (=D +x+1)(x ). 10 @) (x+5)x2+3). Weka
26wka. Zauwaz, ze znak tego wielomianu zalezy lylko od wartosci wyrazenia x +5. b) (x~2)-
@x243), dla—x <2, ) @x-1(6x*+ 1. 1L @) x¥+1, b) Fx-3, o X4 12 a) nn-1)n+D).
Wskazéwka. Zauwaz, ze otrzymane wyraZenie jest iloczynem trzech kolejnych liczb calkowitych.
13. @) 3 (¢ + D3 +2x+1), b) 3; (0 + 15X = 7x+3), ©) -2 -20x+ 50 + D(x-3), d) =6
B -2x EX +2). 14. ) (8420 x4 D, b) O+ =1% 0 36¢ + Dix-D(x-3),
@) 2602+ Dix+ D(x+ 1), @ (= D+ D) (0t 277 ) (e S7), 1) (x- 20+ 202 4 x4 1),
15. ) (x+1)@x2 -2x+3), b) (x+2)x2 =2x+3), ©) 31;(—1'()(4 28 (er 2580, d) (x+2)-
-1+ VA o (-2 (¥ +2x+3), 0 x+Dx -2+ VB -2 - V)
9 20x+3) (x- 20), W 26e- 12 (x+ 16. a) (x2 - VBx + 3)x2 + VBx + 3),
b) (2-2/5x+10)62 +2/5x+10), ©) (23 ~2x+ 12X +2x+1), d) (332 =30k +5)(3x +/30x +5).

oo e s
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S 26-29: 1) x=-3, 3lubx=3, b x=5, xe V5, x=\5lubx=4, 0 x=-3,
FWbx=0 dx=0x-Flbx=2 ¢x=-l,x=0lbx=1, fx=-2lb
2. ) Nie, b) tak, o nie. 3.2) x=-3,x=0lubx=3, b) x=-% x=01lub
x=1, ox 2, x=0lubx=5 d)x lub x =25, e x=0,x=31lubx-=4,
) x=-14,x=0lbx=2 4a)x=-% x=Flubx=-1, b)x=-3x=3lubx=-1,
Ox=3 dx=-ffx={Zubx=3 ox=-2lbx f)x=-2x=Albx=2
8 x=V8, h) x=-1, bx=3 5.a) wm—ftxrvrauxfﬂtxzuuxu»(x 2 x=-3,
X=V3, x=-1,x=2, b) W) = (/3x+2)/3x - 2)x — mxhxq».xﬂﬁ x=2
) W) = 20x- 2)<x2~2n4!(x»n(x--)x:z,x:-l, L wxx;:-;xmm(x-Z)Z(x-n‘;
x=0,x 6. a) 2,x=-1,x=1lub -3, b) -2, x =1, lub 2,
© x=-5lub x L ex 0 x=-2x lub x = £
7Za)x=0lbx=3 b x=0lbx=VZ x=0x=-Y5lubx=Y5 dx=0Ilub
X=7, @x=-6lubx=0, f)x=0lubx=3, g x=-5x=-2lubx=2 h)x=-3
lub x =3, i) x=0,x=4lubx 8.a) Nie, b) tak, ¢ tak, d) nie, ¢) nie, f) tak,
g nie, h)tak, D tak.  10.a) x= 2Mubx=3, b)x=-
b x=V5, o x=-1,x=-}x=} ) x=-V3x=0lubx=v3 ex=-4,
Xx=0lbx=% f)x=-/3x=0lbx=v3 g x=-1lubx=2 hx
Iob x- 0. 1) x fx=0lbx=1 1Lax=1, b x=-2x=-Zx=-1x=
d) x=-2,x=-1,x=1lubx=2 12. a) x
b) x 72 Xx=0Mlbx=2 ¢ x=-1lubx d) x=01lub x =
fox=-lL,x=0lbx=} 13 ax=-45lbx=55 bx=7
fSlubx=V5 142 155 0b 155, b3, o -vZ lub
2 — pxerwnaslek Jednokrotny, x = 0 —

F b x=

. @ x=1

V2. 17.a) x = -5 — pierwiastek pieciokrotny, x =

pierwiastek siedmiokrotny, x = 1 — pierwiastek trzykrotny, b) x=-3 — pierwiastek trzykrotny,
x =} — pierwiastek trzykrotny, x = 0 — pierwiastek jednokrotny, <) x = -2 — pierwiastek

— pierwiastek dwukrotny, x = 3

siedmiokrotny, — pierwiastek dwukrotny, d) x =

— pierwiastek pieciokrotny. 18, a) x

— pierwiastek
1

5 — pierwiastek dwukrotny,

jednokrotny, x = 3 — pierwiastek trzykrotny, b) x = -3 — pierwiastek trzykrotny, x =

pierwiastek jednokrotny, ©) x = 0 — pierwiastek trzykrotny, x = 1 — pierwiastek dwukrotny,
X =4 — pierwiastek jednokrotny, d) x = -1 — pierwiastek czterokrotny, x = § — pierwiastek
Jednokrotny, € x = -1 — pierwiastek dwukrotny, x = 0 — pierwiastek czterokrotny, x = 1 —
pierwiastek czterokrotny, f) x = -1 — pierwiastek jednokrotny, x = 0 — pierwiastek dwukrotny,

— pierwiastek siedmiokrotny, x = 2 —
pierwiastek dziewigciokrotny, b) x = 2 — pierwiastek czterokrotny, x = ~4 — pierwiastek
.

x =1 — pierwiastek dwukrotny. 19, a) x =

2 — pierwiastek czterokrotny, x

trzykrotny, x

13 — pierwiastek jednokrotny, ©)
— pierwiastek jednokrotny. 2. a) p=54,4=-27, b) p=
- Wskazéwka. Wielomian trzeciego

plerwiastek trzykrotny, x =
a=-% A p=150,4=60, d) p=3
topnia, Kidry ma pierwiatck tzykrotny, mo7na prredstai  postac (ax ‘ml 22. Dla

€ (-2v2;242) réwnanie nie ma pierwiastkow, dla p = ~2vZ lub p = 22 rownanie ma
Jeden pierwiastek czterokrotny, dla p € (<00;-2y/2) U (2v2;+e) réwnanie ma dwa pierwiastki

dwukrotne.  23. a) Krotnos¢ rowna k +m, b) krotnosé réwna 2k, ¢ krotnosé réwna m.
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St 33-36: 2.) x2-3x+2, b) 3x-dx-2, O XP-x2+1, d) ~4x*-5x+42, @ xie20041,
0 -xte5x47. 3oa) W =22 +5x-3, b) W) =5 -2x2 -1, o W) =3x*+2x2 -1,
AWK =3¢+22x-1. 4@ bHE 9@ @ 5 a Koleno: 6, 1,2, 3,
b) kolejno: =2, 6,5,5. 6. a) x2 ~3x+7 reszta 7, b) 2x* +x~1reszta 2, ¢) 3x* -2x" -5x -1
reszta =2, d) —4x* +x? +2 reszta 3, € x'-2x+3 reszta 7, f) 3x+2x* —x+ 2 reszta 4.
7.2) WY = 3x2 - 14x+6, b) W) = x*+5x2 ~5x-18. 9. a) Liczbg 10, b) zwigkszy¢
05 10.2) Wix) = 2x2 ~ X - 9)x - 5) = 47, Walx) = (Bx* + 4)x = 5) + 4, Wi(x) + Walo) =
=@ -x-5)(x-5)-43. 12, @) X -ax+4, b) xP4x43, O 2045, d) xf o3P 42
337+ x+4 reszta 4, f) -3x% +6x? - 12x+ 26 reszta -55.

reszta -1, ) 5x*-2x*

str. 39-40:  1.a) Tak, b) tak, O nie, d) tak. 2.a) 5, b) 34. 3. Dlaa=20, b) dia
Lx=d 9x=-5 & x=15 O x=~VZx=VZx
7.8) W00 = 3(x-100x=2)(x+ §), b) W = 106+ 7)(x - 2)(x- 3),
O W00 = (x+6)x+ Dx-2)x +2), d) W) = 200~ 4)(x+ 23) o= VDI + VD),

SU.45-47: La) %, b
Xx=1,x=4, d x=-3, & x

2.a) x=3, b 1, ox
0 x=-1,x=0,x=1,x=5 4ax

2, %= 258, xy = 255, d) x =

X2 =%, @ x
6.0 xi = -1, xe

Oxi=-2x=}x=% d) x1
dx3=3 Dx -V2, x2 = V2, x:

7.8 x =3, x

o) 2x%-3x2-8x-3=0,x1 = -1,
xe=-4x 3 @9 x 3 -4=0,x=-2x=1

0 4xd-3x+1=0,x

. Gdy n jest liczba nieparzysta,
tox=-1. 13, Wskazowka. Skorzystaj z twierdzenia o pierwiastkach wymiernych wielomianu
o wsplezynnikach calkowitych. 14, Dla m € (-2,4,8,10}. 15.a=-3,b=11,c=-9,d=-7.

S48 L) x*+6x7 +1,5x% ~6x -1, b) -12x° -23x¥ + 15x3 + 18x2-9x. 2. 2) A=C=0,
41ub A=6,B=-10x,C=2, b) A=-8 B=-3x),C 3.0, 4.a) 265x-6)(5x+6),
) 500-v2) 00+ V2 +2), ©) ~Ax3x-6)x =), d) Rx+5)N2+3), €) (x+2)x ~2x+4)x -2 +7),
0 - VB + VBx+ Y0). 5. @2-N(2+3).  6.a)x=-7,x=%x=12, b x
0,-1+VZ 8. a)x
— plerwiastek dwukrotny, x = -2 — pierwiastek pigciokrotny, x = 3 — pierwiastek jednokrotny,

x=0,x=5 Ox=-7x=vi, dx=% 7Z.a-1-/2

X =0 — pierwiastek pigciokrotny, b) x = -} — pierwiastek dwukrotny, x = 1 — pierwiastek
dwukrotny, X = 2 — pierwiastek dwukrotny, ¢ x = -2 — pierwiastek dwukrotny, x = 0 —

pierwiastek dwukrotny, x = 2 — pierwiastek dwukrotny. = 9. a) 3x%-2x+5, b) -x? -2x?-x+1
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reszta-3. 10.@) Dlap=-7, b) dlap=12. 1L Dlam=3n=9. 12 @) x
/5. 13.a) x=4, b) nie.

X=15,x

Str. 55-58:  1.a) a=30° f=150% b) &« =37% =53 O a=30%p=120° 2.240°
4. a) [DOB| = 215°, |+EOA| = 215°, |4COD| 270%, b) np. <DOF 1 £COA;
dwie pary, ¢) dwanascie par. 5. ) a= \B=63% y=74°
5=106° ¢) a=50° f=29° 6. |4ACD|=c |<EHF| =P, |<IKL| =y, |«JLK|=5. 7.a) 42°,
487, 90°, b) 24°, 667, 90°, ©) 37°,53°, 90°  8.a) =B, b) a+f=90° ¢ a+2f=090"
9. @) 359 557 90%, b) 30°, 60°, 90° lub 22,5%, 67,5°, 90%, ) 15, 757 90%  10. 9°, 81°, 90°,
12. a) 20°, 20° 140°%, b) 50°, 50, 80° 13.80% 14.36% 17.a) 40°, 90, 140°, 90°, b) 487,
1007, 63% 149% o) 277, 2707, 28°, 35°  18. &) =707 najwigkszy Kat ma 140°, najmniejszy —
60°, b) 5 razy (=30 19, a) 55° 125 557, 1257 b) 80°, 1007, 80, 100°, ) 47°, 133, 47°,
133% 20, @) 457 355 1457 1355, b) 40 1107 70° 140°, ©) 407, 387, 142°, 140%  21. 50°,
1307, 50%, 130° lub 657, 1157, 65°, 115%  22. 607, 90°, 90°, 120° lub 60°, 120°, 30°, 150°.

str. 60-61: 1. ) BC — najdluzszy, AC — najkrotszy, b) B — najwickszy, y — najmniejszy.
2. a) ¥ACB — najwigkszy, $BAC — najmniejszy, b) AC — najdluzszy, AB — najkrotszy.
3. a) Tak, b) nie, o) tak, d) nie. 4.a) 3cmlub Sem, b) 7km, ) b, d) alubb. 5. Nie.
6. ) Nie, b) tak, o nie. 7. Nie. 8. Pi=15 Pu=125, P =125 Py =14, Py =12, Pa= 0.
9. Papc =35, Popc =45, Papc =80. 10. @) 4, b) 452 1L 11,21 7v2. 12, Pxo =
Pkiw =105, Pory =6, 13.27. 14.13,14115.

S 66-69: 1.a)a=6, b)b=3, o c=Vid, dd=V8 2.a)x=2/5 b
©) z=2J10, d) w=3. 3. Tréjkat; 0 2/5+6v2-10. 4. 2/5cm. 5. a) 3,91, b) 4+4v
- Wakaadka. Zapise pole wéfkais ABC na dws sposchy.
d) =65 10.a) P =50, Obwod = 20+ 10VZ
1041072, b) Obuwd = 60+203 b Obwid 0+20/3, lub Obwéd =
1147 12,0 Him=36m, b) wzei S0 m~5m. 13, Nie. 14, Tak.
15. a) Nie, b) tak, ¢) tak, d) lak, e) nie, f) tak. 16. Na trzecim rysunku. 17. Nie.
18. 2,3, VI3; 1, 2, V5 2, V5, 3: 1,5, 2, 2,5; V5, VI3, 3V2.  19. a) Tak, b) nie. 20. a) 2a,
21. Nie.  22. ¢) 12, 16, 20, d) 16, 30, 34.

str. 76-80: 1. a) 'n‘ojkql BDC, b) tréjkat BEC oraz u‘o]kﬂl BDE, ¢ wéjkat CBE oraz
wojkat ACD. 13 96. 14, a2 - La?, a2 - jp2, @ 15. V26 +6/13.  17. 130°
19. a) 30°% 80°, 70°, b) 4\)", 60°, 80°, ) 20°% 50° 110° 20. 3,75. 21. Wskazowka.
a) Skorzystaj z twierdzenia o dwusiecznej dla tréjkata ADC. b) Skorzystaj z réwnosci z punk-
wa) o Zauwaz, ze {25 = A8 22.2) 3, b) 3, o6 d) 10043 23
24,202 25. Wskazéwka. Zauwaz, ze Srodkowa tréjkata dzieli go na dwa tréjkaty o réwnych
polach. 27.a) 97°, b) 30° 28. 4,5. 29.b) 3v2Zm?+ 2k - I2, §V2kZ+ 2 — mZ. Wskazowka.
Skorzystaj z réwnosci w punkcie a). ¢ Wskazowka. Skorzystaj ze wzoréw udowodnionych
w punkcie b).

L3S
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str. 84-8: 1. a) Réwnoleglobok: 15, trapez: 24, romb: 12, prostokat: 18, b) réwnoleglobok:
24, trapez: 21 - 4,53, kwadrat: 18, réwnoleglobok: 4.3 +2,/39. 2. Najwigksze pole —
druga; réwne pola — pierwsza i czwarta. 3. @) 3d%, b) 4VP, o 1bh d) 2e?+f,
© Ha+bNVAT-@-b7, 0 a+b+2 9P 4045 5.253+242). 6. 20,
7.2/3. 8. % Wskazéwka. Zauwaz, ze diuzsze ramie trapezu musi mie¢ dlugosé
wieksza niz 2. 9. 4/65cm. 10 @1 +v29)em. 11 @) £a?, b) 2V3a%, ¢ 4a+4b.
12. Kwadrat: 232, kwadrat: 2, romb: 10(/2 - 1), tréjkat: snafn. 13. 9+1,5/65; 13,75; 14.
14.2) VZ:1, b) @VZ-1razy. 15.(5-2/3)m=154m. 16.39cm. 19. a) Falszywe,
b) prawdziwe, c) prawdziwe, d) falszywe.

. 9B, 6. Tak; 5, 15

St 88 Ly=40% 2. f
j 30 93 =4y3+3. 12 4.

7.42. 10

St 94-97: La) f- 1x+1, b) foy=x+3,
g-y=3x+2, hey = x-2,k=y . 2 b) y=3x46. 3. a) f(x) = ~4x+3,
x+1  dlaxe (-3;1)
-2x+4 dlaxe(1;3)

b) f(x)=-x-%. 4.a) y=-5x+5 b) y=fx+3. G.a)y={

) 3x+3 dlaxe (-4
Loy=12 dlaxe (-2;1) . 7.a) f00 = Sx-2)x+5),
-2x+4 dlaxe (1;3

(x+2)0x = 3), hx) = ~3(x + 20 =5),  b) f(x)

dx-2 dlaxe (-3;
pr= {2 dla x e (0;3)

1

Jx-22 45,

alx)

hx) = =2x =22 +5, 0 f) = X +2x+4, g) = 3x¥ -2x+4, hx) = X2 - 2x - 4,

@) F(X) = ~(x + 47 +8, G0 = ~(x +2)0x - 3), h(x) = X2 +6x =5, 8. ) y = ~4(x+ Ix - 4),
= L2 1o _ (x@-x dlaxs<2

by = 3(x-2?%+3, 9y +1T S 1(0. a))/(x) = {6)(712 dlax>2
_[x(x+2) dlax<0 %-3 daxe(-3;3

bm’""{—xkx—axm dlax>0’ ““X"{ms dlax e R\ (-3;3) LO-k®-h

—f,®—g. 12 g0 =(T-3. 13.a) Dziedzina funkcji: (-3;4), zbiér wartosci:
(44 5:0) U4}, funkcja rosnaca w (~3;0), stata w (0;4), y > 0 dla x € (0;4), y <0 dla

€ (-3;0), b) dziedzina funkeji: (-2;3 (-81;-16)0(0;4), funkcja malejaca,
y>0daxe(-2;2),y<0diaxe(2;3). 14.b) xe (0;+). 15. 3 dla obu wykladnikéw
parzystych lub obu — nieparzystych, 2 — dla jednego wykladnika parzystego i drugiego —
nieparzystego. 16, a) W jednym; jedno, b) w dwéch, dwa, ¢ jedno. 17.b) x € (~w;-2).
18. a) filx) = —3x%, fo¥) = 3= 3%, f3() = 3 x + 3 =1, b) 100 = 1x° =3, fo(x) = 2x+ 3,
F3x) = —Lx+3)°.

T wartos

str. 100-102: 1. a) x € (-w;1)u: by x e (3;+0), o x e (-w;-3)u(-351),
dx e (2:3), oxe (-oi4)u(-3-1)U(24m), D x € (-oi-4) U (-1i4e).
2.a) xe (5ie)ufe], b xe (-oi-a)u(-2:2), o xe (-4:0)u(2:3). 3. f9-
cgx) > 0, b) fx) - gx) > 0, ) f(x) - gx) > 0. 4. a) x € (-w5-1) U (054),
by x € (0:9), axe (-2:0), dxe (05)U(5im), 0 x e (2:0) U (254%0),
1) xe (~0i1-v2)u(0;1+v2). 5. a) x€ (-00;-v2) u(15VZ), b) x€ (~0i-2) U (3;4),
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3) dxe f-4fu(sirm), o xe (200U {5] l)xe( VIO v

U(BE ;v n) 8 xe (~o:1-2/3)0(0 142/3340), h) x e ( )u(n Yo ).
6.a)x € (-0;0)u(0;10), b x € (-wi0)u(liem), Ax e ) (0:3),
).

4.

)u(2i+e), @ xe (~o0i-1)u(F:1), 0 xe (3:3)u(3i+w), B) x € (~oo;
“1)u(2i4). 7. @) Dlap e (-3:-1)U(3;4+0), b dlan =3 lubn =4
8 a) (-2:2)u(3i4m), B R, ) (-35-4)U(5i4), &) (-5:-3)U(354%). 9. Dlab= 155,

str. 105-107: L. fih. 3.2 6, b) 4, 05 4.2 @), b) @, o) @. 5. Parzystokrotne:
-3, -1, 4, nieparzystokrotne: 1, 2, 3; wszystkie szes¢. 7. @i (). 8.a) (1,20, b) a40,
b=0,ceRdeRlba=0b=0ceR deR o a40,2b’-9abc=0lba=0b=0,
ceR.

St 109-110: Loa) x e (3:1)uf3), b xe (-=0)uf3}, o xe (-v3:0)u(0:v2),
d x e (L7)u(7i+e), @ x e (-@:-2)u(0:1), Hxe (- 9xe (-wig)u
Ufefu(ie). mx e (ot € (cwi-s) U (-3:5) U (13340),
U (3:i10), 9 xe =2) U (2i5) U (53+).
cwis)ufs) bxe U (254,
) ax e (1) u (3 .

®), b)xe -2)u
U(0:3) U (3i+%). 5. @ Dla x € (-150)
U (4540). Laxel bxe
U(-11)u(6ie). 7. xe
d) xe (5i+m). 9.a) xe(

c
x
mn
o
2.

, 9 xe (-
b) dla x € (-5:1), O dla x € (~w;-4) U
U (6:9), o x e (-e;-3) U (-3i-1) U
-2)u(2;+2), b) x € (~;-3) U (-3:}), o xe (0:7),

) U (2;40), b) x€ (-

str. 116-120: L. O—f,@—k ®—9 @—h. 2.aid bighij. 3.a Dla
a=2, 4 @Daa=3ib=6 bdaa=16ib=} 5 ®i0@.
6.0 (2040), B) (~3i40), ) (-o0i-3) U (310w, @) (-o0i-2) U (50w, 0 (0340 [},
0 (3i+e) N4} @ (0i+) N1}, W (0:2)\[i}, DR\[1I]. 7.0-@ ®-6
O-D.O-@.®-@.®—G. 8.aa-lgib=5ba-10 9. 2) Dla
a=5ib=-3, b)dlaa=4ib=-2. 10.®. 1. O—h@—a9O—f @D —k 13. O
—f@—h@®—m@—g & —1,©®—k 14. Asymptoty — funkgji 2, funkgji g:
y = -5, funkg , funkcji ki y =0; a) f, b) f,h, g, df g hk 15a)y=
©,6), b) y=0, (0, A y=7,(07m%) & y=-1,00, ¢ y=-30-2, Hy=-5
(0,~4%). 18. himiil,jig. 19.f—©,9—®.d— @ k—®. 20.Ds=(13;+),
Dy = (-10;+%0), Dy = (0;+%0), Dy = (0;+00); asymptoty — funkeji £: x = 13, funkcji : 0,
funkeji hi x = 0, funkcji ki x=0; ) £, 9, b) f, 9, bk © g, dFf ahk 2La)x-2
(3,0, b) x=-3,(-2,0, o x=0, (,0), d 16:0). @ x=0,5,0, ) x=5, (55
24. a) 10 = 5% 9100 = ~logx, b) fo(x) 920 = log(=x), ) 59 = logs x, g5(x) = 10%,
d) £40 = logs (-} ), gs0x = -10°%.

Str. 126-128:  L.a) x=-3, b) x=4, ) x=

h)x=-4, )x=-3, )x=25 Kx=-§ Dx=% 22ax=1 bx=2 ox=-2
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A x=2, ¢ x=3 Hx=-} g x=-5 h)x=2, ) x=-1, ) x=-3, k) x
0 x=d 3.0) x=logg3, b) x=loge2 ) x=logyd-1, &) x-log;2,
© x=14log;10, ) x=1log;}, @ x=1logy5+4, hyx="8J2 ) x =310
4.0 (24) b (195). 5@ x-hoxe (hiw) bx-logys x € (logy Sive),
Qx=-2,x€ (7m;72)‘ d) x = logg5, x € (-2;logg5). 6. @) x=logz5, b) x=log;3,
c;x»lugz,z, d) x=log,505,  x=logyd, 0 x=log5, g x=logs2, mx»lug,

7.a) x=125, b) x /6, d)x=16, € x=125 f) x=
8. a) Réwnanie sprzeczne, b) x=2, ¢) x=3, d) réwnanie sprzeczne, ) réwnanie sprzeczne,
Dx=2. 9.ax=20, bx=5 ox=f dx=2 ox=12 Hx=24 g x=100,
hyx=25. 10.a)x=32, b x=} ox 7 -
Dx =4 0= 1Lax=5 bx-=1
12.2) x=81, b) x=8, o x-16
x2=4, d) xi=1000, x2
4.

50 x=-k,

9 x

) x = log,

b) x; =3125, x2
Loxe =81 g x

str. 133-137: 1. L()=30,51,013", gdzie t — czas (w latach) od 1962 ., a) okolo 33,8 min,
©) okolo 2001 roku. 2. ) a =350, b= 04% x 086, b) my ~ 43 mg, myg = 1,3 mg, O po
10 godzinach. 3. a) Po okolo 4 latach, b) okolo 9 lat. 4. a) 10711 3%, b) 107 razy
mniejsze, ) okolo 103 dB, d) okolo 40dB, ) okolo 120dB, ) 100 mlotéw. 5. a) Okolo
420 pracownikéw; okolo 498 pracownikow (czyli prawie wszyscy), b) okolo 16% kierowcow;
po okolo 10 dniach. 6. b) Okolo 0,63g, ) po okolo § godzinach i 18 minutach, d) okolo
30lat. 7.a) 425 oyfr. 8. a) Okolo 61%, b) nie, o) okolo 96%, d) okolo 12117 lat.
9. T(t) = 20+ 70 - 0,88", gdzie t — czas (w minutach).  10. a) 225°C, b) okolo 95°C, ) po
okolo 35 minutach.  11. Okolo 15:18.

S 138 Lox =7, x =
, funkcja malejaca w (-4
3.0 xe (-6:0) Ui}, b xe u(

—2) U (5i+m). S.a)xe ), b x € (-2:0) U (0:4) U (4:+e).
6.Dlaxe (0:3)u(24m). 7.f~@D,9~@ h~@, k~@. 8. a) Miejsce zerowe:
X = 5, réwnanie as)mploly X =5, b) miejsce zerowe: x = 4, réwnanie asymptoty: x = 0,
, rownanie asymptoty: x = 0.
-1, 0 x=logg9, d) x=

X = -1+ 3, x = 48, funkcja rosnaca w (-o0;-4),
®).  2.n — liczba parzysta, a < 0, b < 0.
©). 4.Dla

str. 143-145: 1.a) 49m, b) 36m, o 17m, &) (2, o &, D 4/m  2.a) l=dm
b P=L 9d=20T g)1=2/Pm. 3.a) 16mem, b) 384mem, o 4mem, d) 12mem,
4. 57, 48-6,5m, 36-9m, 18w -36. 5. &8 6. b) Nicbieska. 7. @) r/, b) kwadrat;
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L"i razy. 8. Okoto 29800; okolo 500; okolo 8. 9. 10. Okolo 107600 km/h.
11 Okolo 1668,19 km/h; jest o okolo 0,26 km/h wigksza od predkosci punktu na powierzchni
Ziemi. 12. a) I = 6m, P =36m, b) l=5m, P 7,5m, ) I=15m, P =150m, d)I=16m,
P = 96m, 0, p=100m. 13.a) Sq réwne. b) Dolny; 2 razy. 14. @) 8, b) 2%
b) P=dm-8 1=6m, o P=y31=3m d) P=9m1=3m

180)° < 57% b) Tradianéw. 18, jggmm ~ 12cm;

27,5 sekundy.

Str. 148-150: 1. a=80°, f=32° y =37% §=29°% 2. ax= 258" f=40° y = 110°, 5 = 110°.
4.30°1ub 150°  5.40cm?. 6. a) 70° 90° 20° b) 90° 115 90°, 65° ) 20°, 40°, 120°,
d) 45%65%70°% 7. §.  8.45% 10.6m. 1L a) [<DCB| =57°12', [$ADB| = 31°46,
7°14', |« ADB| = 125%20'.

str. 155-158: 1.a) 1, b) nie, ) mniejszy niz 1, d) wiekszy niz 2 i mniejszy niz 3,
) wiekszy niz 1 i mniejszy niz 2, f) 4. 2.a) 36° b) 42° o) 45°. 3. 20+ B = 180",
2. 5.10. 6.10m. 7. a) Okolo 4372m, b) o okolo 9453 m, ¢ tak. 8. a) 68,
em. 1l.a)f=a b) f=90°-a, o f=}a 14.a) 7cm, b) lcm,

b) 66.
) wigksza niz 1 cm i mniejsza niz 7 cm, d) mniejsza niz 1 cm lub wigksza niz 7 cm.  15. 5;
8. 16.2)6,3,15 b) 4,4, 03535 17.250b125 18.53,7. 19. 2r(/Z-1).
20. (6,38+3,19V3) cm x 12,76 em x 6,38 cm, czyli w przyblizeniu 11,9 cm x 12,8 cm % 6,4 cm.

2L.2r. 22. 5. 23.a) 5% b) -3r2, o 20r%

str. 162-164: 1. ) Nie, b) tak, o tak. 2.2 65 b5 3.0 6 @ 6.
4.23+/5m. 5.a) 65cm, b) 5/Zcm. 6. a) Tak, b) nie, ¢) tak. 7. a) 90° 117°, 90°,
63°, b) 89° 76°,91°, 104°, ¢) 84°%, 79°,96°, 101°. 8. a) Nie, b) Ich suma musi mie¢ 180°, jesli
podane w zadaniu katy sa przeciwlegle, lub moga mie¢ miary 98° i 82°, jesli podane w zadaniu
10. 110°i 110° 11. Wskazowka. Rozwaz czworokat AD'BC,

katy sa katami sasiedni

gdzie D' jest punktem symetrycznym do punktu D wzgledem odcinka AB. 12, Tak, ale tylko
wiedy, gdy kolejne Katy tego czworokata maja miary: 87°, 91°, 93°, 89°. 13, Wskazéwka.
Zauwaz, ze |< ABP| = | PCA|.

Str. 168-169: 1. @) [CAB| = 40% [€ABC| = 60°, [¥BCA| = 80°, e = 130°, & = 110°,

= 120°, |<FDE| = 70°, |«DEF| = 70°, |<EFD| = 40°, By = 110°, B = 125°, B3 = 125°,
[<IGH]| = 90°, | GHI| = 40°, |<HIG| = 50°, y1 = 115% y2 = 1357 y3 = 110% 3. 140%  5.15%
6. Wskazowka. Skorzystaj z wlasnosci katéw Srodkowych i wpisanych opartych na tym samym
luku. 7.a) 36, b) 42, ©) 38 8. a) Tak, b) nie, o) tak. 9. Tak, o ile pary przeciwleglych
bokéw tego czworokata to: n—1in+1 oraz nin+2, gdzie n € N (czyli adhutszy bok lety
naprzeciw najkrétszego). 11515, 14. L. 15.a) r=3,R=85, b) r
o r= gt -

LSBT g
N

str. 173-177: 1. a) 900°, 17640°, b) 8, ) nie, d) 150°. 4. a) 27; 19700, b) 15, c) nie;
tak, d) tak. 5. a) 2880° b) 4140% 6. a) ¥my3, b) 3mV3. 7. a) drazy, b) 33 razy.
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8.2)12, b) 6V3. 9.05(/Z-Dem.  10.a) 22, b) 10mV3.  11.a) 4,273, b) 36.
12.b) Ga(l +V3) (L+3) razy.  13. ) Tak, b) tak. 14, /33 = 2% ragy 15, Tak.

18.b) iy =a(vZ-1). 19, 4V4+2V2, 434272 = 4(1 +/2), 4V2+ V2. Wskazowka. Rozwaz
52

najmniejszy 2 kwadratéw, w ktrym miesci si¢ osmiokat foremny. 20, a) 45°, b)
©) 502, 22.a) 4, b) nie, ) Jest parzysta; 4. 23.a) 12, b) nie. 24. a) 162°, b) 360,
) nie, tak.  25. |€EDC| = |[€AGC| = |€ AFB| = 108°, |*ECA| = |*AEB| = 36°.  26. a) 15°,
b) 30%, ©) 60°% 27.15. 28. Dla kazdego n >3 bedacego dzielnikiem liczby 36. 29, 180°~cx

sr.178: L 5mr. 2.90°-%3E. 3.2) 10410/3, b) 2+4V2)r. 4. 65° 651 50° lub
15%,50° i 115% 6.625. 7.60° 8.65560°155% 9.72. 10.a) 20, b) 16, 0 on-1
wicee. 11 @) 360 bokéw, b) nie; tak. 12, Kwadrat.

s, 182-184: 1.a) ga=1,1gf=3, b tga=1Z gh=
d tga=2,188 293 »4 0 3203 b5 4a 45 b) 4, o V3,
d 4. 5.9cm  6.108cm%  10. tga= 5 25% 11 a) tgB, b) najwicksza — tg76°,
najmniejsza — tg1°% ¢ y. 12.a) 45° b) tg46°, tg80°, tg89° 13. Nie. 14. Wskazéwka.
Oblicz tangensy odpowiednich Katéw.

str. 187-189: o cosa= L \ga:g, sinp =%, cosp="% 1gp= smy—&i
cosy =18, gy =B 2 ) sina=4P, cosp *., Lgh= 3. b) cosac=
tga=v2 3.3 sina=3 cosp=3, b)sina=LE, cosp=L, o sina
d) sina= 2%, cosp= 0. 4. x=<EDF, = «Lkm = %ACB, 5= HGL 5. a) Kolejno:

sina=

sin@, cose, tga, cosa, siney, g 6.a) 3, b) 45, ) 5.6, 7.a) p-sine, prcosa, b) ;

Gz 10.a=tge b=sin c=cose, d = . 1L a) sina <sinf, b) cosy < coss.

W
12.2) o, b) B 13 b) d2-sin - cosa lub a2 costec-tg e, lub d2- S8, o) Losa,

str. 193-195: 1. a) Okolo 363,  b) okolo 2,8, <) okolo 246,  d) okolo 4,48.
2. Okolo 102,5cm?. 3. a) Okolo 0,37, b} okolo 0,31, ) okolo 0,67. 4. a) Okolo 3,27,
b) okolo 3,73, ¢) okolo 1,88. 5. ) 66°, b = 2,25, ¢ = 246, b) 32° a ~ 9,6, c = 11,32, ¢ 54°,
ax411,b~566. 6. Okolo 20,1 cm? lub okolo 33,6 cm?. 7. Okolo 21 cm?. 8. Okolo
2,9 cmiokolo 7,9 cm. 9. Okolo 4,7 cm. 10. a) |AC| = [BC| = 7,8, b) |EF| = 13,1, IDE| = 8,9,
©) |G| = 11,5, [HI| = 4, |GH| = 10,2, 11. Okolo 6,6 cm i okolo 9,4 cm.  12. Okolo 4,5 cm
i okolo 89cm.  13. @) Okolo 6,9, b) okolo G4, «¢) okolo 107.  14. a) Okolo 4,7 cm,
b) okolo 3,2 cm, okolo 3,1 cm.  15. ) Okolo 44°, b) okolo 54° ¢) okolo 39°  16.1— 90°,
okolo 59°, okolo 31° Il — 90°, okolo 54°, okolo 36° Il — 90°, okolo 86°, okolo 4°, IV — 45°,
okolo 82°, okolo 53, V — okolo 76° okolo 76°, okolo 28°, VI — 90°, okolo 37°, okolo 53°.
17. Okolo 27°, okolo 63°.  18. Okolo 737, okolo 73°, okolo 34°  19. a) &= 45° f = 27°
y=~18% b) a=08b=09 c~1 20.a) 60%120°% 60° 120° b) 90° okolo 53°, okolo 127°,
90%, ©) okolo 78°, okolo 78°, okolo 102°, okolo 102°, d) okolo 53°, okolo 42°, okolo 138", oko-
10 127°, ) okolo 74° okolo 106°, okolo 74°, okolo 1067, f) okolo 42°, okolo 138°, okolo 42°,
okolo 1387,
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str. 198-200: 1. Polanica — okolo 19,7°, Goryczkowa — okolo 20,3°, Hala Szrenicka —
okolo 10.2° Labski Szczyt — okolo 16,1°. 2. 0 okolo 6% 3. Kolejno: o okolo 544,
0 okolo 5,36 o okolo 3,37°, 0 okolo 0,42°. 4. a) Okolo 3,2 m, b) okoto 1,5 m, c) okolo 160 m,
d) okolo 230,5m. 5. Nie mniejsza niZ okolo 11,5m. 6. Okolo 22°. 7. Okolo 48°, okoto 2°.
8. Okolo 51° 9. Wysokosc okolo 80 m; dlugosé okolo 510m. 10, a) A — ok. 35,9m, B —
ok.6,1m, b) ok 13m. 11 a) Okolo 20,7 m, okolo 23,8 m, okolo 28,3 m, b) okolo 7,6 m,
okolo 7m.  12. a) Okolo 27,5m, b) okolo 11,1 m. 13. Okolo 58 cm.  14. O okolo 31°
15. (20V2T+ 5m) cm = 171 cm. 16, (601/3 +60m) cm = 202 cm.

St 202-203: Loa)a=3, b=155 b)c=d=3v2 o e=35/3 =35
b) V6, o 4 3.a) 10453, b) 6+2v2+23, 0 7,5+2,5V3+25/6. 4. a) 45, b)

936+5% 5 1852 6. 6emi6/Iem 7. 8cm. 8. Nie.

Str. 206-207: 1. a) sina=%, tger=4, b) coser= 22, g

35
£, 0 cosa= 3, g

& sina = B0, coser = WAB. 2. cos225° = VIFE, 1g22,5° = V322
4.2) tga, b) 2cos’e, o) 1, d) sina-coste, € 1, f) L 7.a1, b1, ol

8. @) sin54 = 155, sin3ee = EBE, ) tg157- 2213, o sin7st = VIS L L2
9.a) 70% b) 50°% ¢ 25% 10.a) «=30° B=60°% b) =457 p=45° ) =60, f=30°

st 212-214: 1. a) sina = o =2, b)sinf= 4L cosp = -
gp o siny = 45, cosy = 21, 2. os100°, 1g105° 4. a) cosa
b) tga cosa 5. )  Okolo 01763, b) okato 1736,
) okolo 0,8192, d) okolo 07002 6.a) %, b) -F, o -}, d-F. Z.a 142
b) 0. 8 @) 14% b) 1145 o 44°lub 136° d) 40% 9. a) Okolo 17,41, b) okolo
10. Okolo 16,4, okolo 13,6, okolo 23,9, 32V 11. a) Okolo 71° okolo 109°, okolo 71°,

okolo 1097, b) okolo 26°, okolo 77°, okolo 77° lub okolo 154, okolo 13°, okolo 13°
12.a) P = absina, b) P = Yfsnp. 13,2115 b 8/3. 14, a) Okolo 53,0,
b) okolo 5,1, ¢ okolo 10,6, d) okolo 23,5. 15. a) 30° lub 150°. WskazGwka. Zadanie ma dwa
rozwiazania, gdyz mozna wskazaé dwa katy spetniajace warunek sin & = , gdy 0° < o < 180°.
b) Okolo 53° lub okolo 127°.  16. a) 0,9, okoto 42°, b) -0,7, okolo 145°, ¢) 0,5, okolo 153°.
17.0) y = Fx-1. 18.y=/3x+6-4/31y=-x+10 lb
y=-Bx+6+4/3iy=x+2.

_J3,

X, b)y=-v3x oy

str.218-219: 1. a) Okolo 38, b) okolo 36, ) okolo 6,1. 2. a) Nie, b) tak.
3. Okolo 3,5. 4. ) Okolo 49°, b) okolo 27% ) 75°% 5. a) [<BAC| = 45 |4ACB| = 75°,
b) [€BAC| = 45°, [4ACB| = 105° lub [<BAC| = 135%, |<ACB| = 15% 6. a) 6vZ, b) 5,

O 3V6. 7.q) LSSed) py janasnso o _oagnasing 9,30, 7 49°

str. 223-225: 1. ) V33, b) VI06-45/2, o) okolo 86. 2. a) Okolo 47°, b) okolo 44°
©) okolo 113° 3. a) Prostokatny,  b) ostrokatny,  c) rozwartokatny. 4. V7
6. V20483 mili ~ 58mili. 7. Okolo 29m. 8. V7-3/2km ~ 1,7 km.
10. [CD| =V29-1073, ICE| = V41 -203. 1L 14. 12, 8537 13, T3,
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str. 226: 1. Okolo 50°,

okolo 27°, okolo 103°. 2. 2328 3. a) cosa=-3F, 1ga=-35,
5.a) 4w -4, b) okolo 1207. 6. Okolo 108> 7. Okolo 5.
8. a) Okolo 63°,  b) okolo 25° lub okolo 155°, ) okolo 22° 9.a) V2L, b) 2v2,
) okolo 11. 10. Ostrokatny. 11. Okoto 6,1 lub okolo 1,6. 12. Nie. 13. P =12V3,
obwéd =8+2,7+2/I0. 14.a=5+ /I3, b=5- 3.

str. 234-238: 1. 7 scian, 15 krawedzi, 10 wierzcholkéw; 5 $cian, 9 krawedzi, 6 wierzchol-
kow; 8 Scian, 18 krawedzi, 12 wierzcholkéw. 2. a) 50, b) nie, ) tak. 3. a) Tak, graniastostup

tréjkatny, b) nie, ¢) n(n-3), d) Nie. Wskazéwka. RozwaZ graniastostup, ktérego podstawami s
czworokaty niewypukle. 4. a) I, b) I, o G,I. 5.a) aJ3, b) VaZ + b2 + % 6.a) x=4/2,
21, 0 a=2J3,b=2V7,c=4V2. 7.2) V39, b) VI3,
© 3v3. 8.a)5,VII9, b) 55, zﬂ 3VZI. 9. a) Czerwony: V27 + 1872 = 3+32, zielony:
3V4+272, niebieski: V61 + 1872, b) niebieski: 4V2+ 2, zielony: 5, czerwony: VA1 +16v2.
10. &) \p? -a?, b) V3aZ+IZ, VaaZ+ R 11, % 12. a3 b . 13.a) V - 48,
Pc=68+4VI3, b) V=480, Pc =528, ) V=900, Pc = 660. 14. a) 24V3, b) 67,53,
o 273, 15. a) 7,5V3, b) 9+24V2. 16. Pc = 160 cm, V = 96 cm. 17. a) P. = 2p?,
VeS8 b d2e2d2pr-d2. 18.a) 4207, b) 120, ¢ 40. 19, Okolo 2412 kg.
20.16,1952kg. 21 687,5m® = 687500 ltréw.  22. KrawedZ podstawy réwna 2 i wysokosc
réwna 1 lub kr«wedz podstawy réwna V5 -1 1 wysokos¢ rowna 255, 23,V = JPiP:Ps.
24,9573, b) 3, 0 42 25.0) a= 2Z 566, 0% 597 b) b= S04 <007, x40,
Jdc= Wasz «=56% 26.a) 1500, b) 1085, o) SCL. 27.a) V. wﬁga:gﬂuugl 3
b) v =2p3sin? §\/T-2sin? § = p3(1 - cos /@S5G, ©) V=disinfeosprgea. 28. V=ML

St 243-246: 1.@) 50, b) nie, O mie. 3.2) £ C, b) C. 4. 83, b) 5, 0
5.a) x= 2 a5 b) 28, ¢ wstosunku 1:3. 6.a) 10, b) 2VIT. 7. a) 8,
445,45, b) 6V2,6v2, 642, 8. a) 35, b) 240, ©) 40. L ) znﬁ
10.2) 6/6+ V3, b) 8y5+16. 1L 2 12,2 25 b 82 o 1202
14.2)3V2, b3, 92V3. 1S.aa=g , o~ 69° bi b=ia~35 ax 33°,
O c=6e0sd0°~ 46, a~ 6% 16, @) 36, by B8, o 2828 17, Czerwony: VA+ 272,

zielony: V19+ 272, niebieski: V20 +272; & = 57°

str. 249-252: 1. Drugi ma wicksza objgtos¢, a pierwszy ma wigksze pole powierzchni cal-
kowitej.  2.a) 725w, b) (1+2V2)8m, ¢ 42w 3.a) 54w, b) 16V3m, o) 48m.
4. a) Okolo 491, b) okolo 27m, c¢) okolo 709. 5. x711. 6. a) V; = 24m, V; = 36m,
Py = 32m, P, = 42m; Objgtosci tych walcow r6zniq si¢ o 12m, a pola powierzchni calkowi-
te) 0 10m. b) Walec obracany wokol krotszego boku prostokata ma wigksza objeto

pole

powierzchni calkowitej. 7.V = &F, p = &8, 10, Bme) g, 2ren
11. 12 §wiec. 12. Tak. 13. Okolo ~.5 107 14. a) son em?, b) 40m cm’ o) 8m cm‘

15. Tak.  16. Okolo 0,46 kg. 17. ﬁzow 18. 5101+ V2).

S 256-258: 1) V = 12m, P = 24w, b) V = T po- 56m, oV = 100m,
Po=90m.  2.a) V =30375/3m, Py = 40,5m, b) V =27V3m, Py =72m, o V= 14442,
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Py =722, d) V= Mﬂ 59.5M, Py = 25 ~ 43,6m, @) V= 2 =~ 36,2m,
Py = 497 c0850° =~ 3 :.n, ) V = 72msin® 35°c0s35° = 19,41, Py = 367sin35° ~ 20,6m.

3.9m.  4.(75+50/3)m. 5. 9mem’. 6. Wigksze pole powierzchni calkowitej i objetosé

ma stozek otrzymany w wyniku obrotu trojkata wokol krotszej przyprostokatnej. 7. 180°.
8.9V2- Y. 9.a) 13125m, b) 4¥m, o BBm, @) UPw. 10,288 1L.a) i,
b) okolo 19° i okolo 113% ¢ /3] = 1.8, d) w pierwszym; okolo 80°  13. a) Yrmach,

b) math, o Ymath, d) Pralh, ) Pmach, f) Yma’h.  14. Ostatnia (pozostale bnly

16. a) 2mem?, b) HEwem?, o 12m em?, d) 6m emd.

maja réwne objetosci).

s, 261-263: 1. a)36m, b) 20T 2, v = BT pogymr. 375 lia farby.
4. a) O okolo 11%, b) 0 okolo 13%. 5. a) 4V9cm, b) 216 kul. 6. 0 1,6cm. 7. Najwieksza.

— pierwszy, najmniejsza — drugi. 8. a) 1,5 raza, b) 1,6 razy. 9. Dolny; 0 17,257 cm?.

1L.a) 3/3, b) 3razy. 12.a) §. 13. Tak, stosunek objetosci wynosi 41 = 1,5.

S.264: 1. 15 scian. a=18b=
41207 em?. 5. 22Z0E, 7. §r. 8 logm
125

b) 162m. 1L 42 ~195razy. 12. 8 kul.

St 267-269: 2. m ~ 3% 3.5 b 05 0005 4 .a=1213 b= 4746
5. a) (747325 m?;7647,25 m2), b) (3155 km;38,75km). 7. a) 2570, 2, 0,08%, b) 100, 5,
5,26%, ¢) 290, 0,3, 0,1%. 8. Okolo 3,05%. 9. Najwigkszy: okolo 4,76%, najmniejszy: 0%.
10. ) a e (3349:3380) 0N, b) be (584;590) NN 11. a) 5000071, b) 25t

Str. 274-279: 1. a) X = 106, mediana — 102, dominanta — 102, b) X = 13}, mediana —

13,5, dominanty brak, ¢) X = 3,(81), mediana — 3, dominanta — 2, d) ¥
,5(3), mediana — 6, dominanta — 10, grupa Il: X ~ 6,19,
04, mediana — 6, dominanta — 10. 3. Grupa

}, mediana —

dominanta — 3. 2. a) Grupa
mediana — 5,5, dominanta — 5, b) X
3, mediana — 2, dominanta — 1, grupa II: X ~ 3,26, mediana — 3, dominanty — 3 i 5,

X

obie grupy: X = 3,24, mediana — 3, dominanta — 3. 4. a) X = 2h 6min 155, mediana —
1h 57 min 305, dominanta — 1h 45 min, b) X = 100,1 g, mediana — 100,4 g, dominanta —
1004g 5. 45

gola, mediana — 3 gole, dominanta — 3 gole. 8. a) Nie, b) nie, ) tak. 10, a) Mediang,

= 39,53 zapalek, mediana — 40 zapalek, dominanta — 40 zapaek. 6.

b) éredniq arytmetyczna, ¢) dominante. 11 ) a=4,b=15lba=15b=4, b c
d=7lubc=7,d=5 o e=0,f=7lbe=7,f=0. 12 a) a=5, dominanta — 2, mediana —
2, b) a=3, dominanta — 7, mediana — 7, ¢ @ =9, dominanta — 10, mediana — 6, d) a=1,

dominanta — 6, mediana — 6,5. 13 2) 1,93 m, b) okolo 2,2 filizanek kawy. 14. a) Okolo
19.8dag, b) wiksze — 96 kg, mnicjsze — 16kg.  15. 80 lat; 73 lata. 16, 12500 zL.
17.0 107 18. ) W 1897 roku: okolo 25% Polakéw, a w 1997 roku okolo 50% Polakow,
b) w 1897 roku. 19, a) 135 uczniéw, b) 57 uczniéw.  20. @) Z chemii, b) z chemii,
21. a) Uczelnia X: kandydat A: 140 pkt, kandydat B: 143 pkt, kandydat C:
: kandydat A: 153 pkt, kandydat B: 143 pkt, kandydat C: 145 pkt; Wedlug

©) 2 bioloy
136 pkt, Uczelnia
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regulaminu uczelni X najlepszy kandydat to B, a najslabszy kandydat to C. Wedlug regulaminu

uczelni Y najlepszy kandydat to A, a najslabszy kandydat to B.

str. 282-285: 1. a) 108, b) 24, © 6,1, d) 2. 2. A. Nerwowa: 36,(6)%, A. Wygadany:
38(3)% 3.b)a=1i b= c=g. 4 a) Za pierwszy semestr: 3, za drugi: 4, b) 4.
5. a) JL3/95: 36%, MK2/55: 90%, MD6/18: 50%, b) JL3/95: 58%, MK2/55: 47%, MD6/18: 44%.
6. 70%. 7. Potas: 39,14, miedz ,9, siarka: 32,0925, oléw: 207,24. 8. Kurs I
9. a) Oboz wedkarski.  10. Chleb pszenny: 241 keal/100 g, kotlet schabowy: 404 kcal/100 g,
orzechy laskowe: 694 keal/100 g

3,62, zelazo;

str. 290-295: 1. a) Okolo 3,03, b) okolo 13,09, ¢) 2,5, d) okolo 343, 2. a) Srednia naj-
wigksza w zestawie Il, a odchylenie najmniejsze w zestawie I, b) Srednia najwieksza w zestawie

1, a odchylenie najmniejsze w zestawie Ill, <) $rednia najwicksza w zestawie I, a odchylenie
najmniejsze w zestawie IIl, d) $rednia najwicksza w zestawie IIl, a odchylenie najmnicjsze
wzestawie Il 3. @) Kobiety: X~ 11,145, 0 ~ 0,165, mezezy/ni: X = 10,055, 0 = 0,095, b) M.
X~ 28,74% 0 ~2,21° ¢ Adam Malysz: X = 2,75,
o % 1,71, Sven Hannawald: X ~ 8,11, o ~ 10,73. 4. Woda mineralna: o ~ 0,23 21, puszka

Baltyckie: X = 8,46°, 0 = 5,23°, M. Czerwone:

groszku: o = 0,10z}, cukier: o = 0z 5. $rednia arytmetyczna dziennego naslonecznienia
W Gdyni jest mniejsza niz w Krakowie, a odchylenie standardowe dziennego naslonecznienia
1975, 0 ~ 0,69, b) X = 4,85, ¢ = 0,96,

©) X=1,39, 0 ~0,68. 8. a) Srednia arytmetyczna danych zestawu I jest mniejsza niz srednia

W Gdyni jest wigksze niz w Krakowie. 6. a) X =

arytmetyczna danych zestawu 11, a odchylenia standardowe 3 rowne (zestaw I: X = 6, & = 2,45,
zestaw II: X = 7, 0 ~ 245, 9. @) Srednia arytmetyczna i odchylenie standardowe zesta-
wu danych A s3 mniejsze niz dia zestawu B (zestaw A: X =
o %3391, 12,026 cm; (26,74 cm;27,26cm). 13, 2496 £5,7g. 14, a) Wzrost Polek:
(158,65169,8), warost Polakow: (168,65183,4), b) wzrost mezczyzn w Japonii: (153,9;177,1),
wzrost mezezyzn w Polsce: (161,2;190,8), ) wzrost Holenderek: (149,5;189,

. 0 = 3,39, zestaw B: X = 50,

wzrost Polek:
(147:4:181). 15, Grupa 2. Wskazéwka. Zauwaz, ze w kazdej grupie Srednia arytmetyczna da-
nych jest rowna 2,5. Najmniejsze odchylenie standardowe jest w tej grupie, w ktérej najwicksza

czesé danych jest bliska érednicj arytmetycznej.

S 296: 1. Blad bezwzgledny = 0,5, blad wegledny ~ 5.3%; blad bezwzgledny = 1, blad
wzgledny ~ 0,5%. 2. 3,8%. 3. Okolo 105g. 4. a) X = 53, mediana = 5, dominanty to 5
i 7, b) X = 3,625, mediana = 3,5, dominanta to 3. 5. X ~ 8,03 godzin, mediana to 8 godzin,
dominanta to 8 godzin. 6. a=1,b=4lba=4,b= 5. 7.82ks 8.
9. 4,59. 10. a) X kg, 0 ~ 2,5kg, b) X =202, o = 1,58. 11. Pstragi: X = 40,5 cm,
o = 4,44 cm; lipienie: 9,7 cm, o ,9 cm.

; mediana =

5
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