MATEMATYKA
Z PLUSEM

podrecznik do liceum i technikum

- Y e
zakres podstawowy E







MATEMATYKA
Z PLUSEM

podrecznik do liceum i technikum

zakres podstawowy







Matgorzata Dobrowolska
Marcin Karpinski
Jacek Lech

MATEMATYKA
Z PLUSEM

podrecznik do liceum i technikum

zakres podstawowy

K

gdatiskie
‘wydawnictwo
oswiatowe




Projekt okladki: Iwona Duczmal
Tlustracje: Bartlomiej Brosz
Grafika komputerowa: Leszek Jakubowski

Fotografie: Agencja BE&W (okladka, str. 97, 105), Archiwum GWO (str. 49, 76, 122),
Domena publiczna (str. 90), Shutterstock (str. 9, 31, 50, 57, 59, 69, 129)

Sklad (TgX): Eukasz Sitko, Joanna Szyller

Podreznik dopuszezony do uzytku szkolnego przez ministra wlasciwego do spraw
oswiaty i wychowania i wpisany do wykazu podrecznikéw szkolnych przeznaczonych
do ksztalcenia ogolnego do nauczania matematyki (w zakresie podstawowym) na pozio-
mie Klasy Il liceum i technikum, na podstawie recenzji rzeczoznawcow: dr Marii Borow-
skiej, dr. hab. Gustawa Treliriskiego, dr Gabrieli Olszowskiej.

Numer dopuszczenia: 964/3/2021

ISBN 978-83-8118-132-7

© Copyright by Gdariskie Wydawnictwo Oswiatowe
Wydawca: Gdariskie Wydawnictwo Oswiatowe, 80-309 Gdarisk, al. Grunwaldzka 413

Gdarisk 2021. Wydanie pierwsze

Druk i oprawa: Interak, Czarnkéw

Podrecznik zostal wyprodukowany na papierze posiadajacym certyfikaty FSC, PEFC,
EU-Ecolabel oraz Blue Angel.

Niniejsza publikacja podlega ochronie przewidzianej w przepisach Ustawy z dnia
4.02.1994 1. o prawie autorskim i prawach pokrewnych. Kazdy przypadek kopiowania lub
zwielokrotniania fragmentu lub calosci publikacii stanowi niedozwolone naruszenie praw
tworcy lub wydawcy, o ile nie odbywa si¢ zgodnie z przepisami wyzej wymienionej ustawy.
Uwaga. W podreczniku nie nalezy zapisywac zadnych odpowiedzi, podkreslac ani zazna-
czaé rozwiazan zadan.

Wszystkie ksiazki Wydawnictwa sq dostepne w sprzedazy wysylkowej.
Zaméwienia mozna skladac w ksigarni internetowej: www ksiegarnia gwo.pl
Iub nadsyla listownie pod adresem:

Gdariskie Wydawnictwo Oswiatowe
80-305 Gdarisk 5, skrytka pocztowa 80

tel. 801643917, 583406363

fax 583406361, 583406366
http://wwwgwopl  e-mail: handel@gwo.pl



Spis tresci

Wyrazenia wymierne

= Wyrazenia wymierne 10
= Réwnania wymierne 15
. e wyrazen icznych 20
= Hiperbola. Przesuwanie hiperboli 23
" 6rzeni 30
Ciagi

» Przyklady ciagow 32
= Ciag arytmetyczny 41
® Suma wyrazow ciagu arytmetycznego 47
= Ciag geometryczny 51

= Suma wyrazow ciagu geometrycznego ....

= Procent prosty i procent skladany

Podobienstwo figur

= Twi je Talesa i twi ie odwrotne do twi ia Talesa 70
= Wiclokaty podobne 76
= Cechy fefistwa trojkatéw 82
= Cechy jefistwa trojkatow (cd.) 88
= Pola figur podobnych 91
- 6 i 96

Stereometria

= Wielosciany i inne figury 98
= Figury obrotowe i inne figury 106
= Proste i plaszezyzny w i 109
= Przekroje 6 118
= Bryly podobne 122

= Powtérzenie 128




Statystyka

= P 130
= Srednia arytmetyczna, mediana, 133
= Srednia wazona 144
= Odchylenie 150
= Powtérzenie 160
TABELA WARTOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH 161
ODPOWIEDZI 162
w przyjeto

zadania 7-10 ) — odsylacz do zadan, ktére j ia; ¢ po

sie z odpowiednim fragmentem teorii
4 Il — odsylacz do fragmentu teorii oznaczonego indeksem |||

© — zadanie nieelementarne (niekoniecznie trudne)
® — zadanie trudne



Uczennice!
Drodzy Uczniowie!

Nazwa matematyka pochodzi od greckiego stowa mathema — poznanie. W serii
Matematyka z plusem staramy si¢ traktowaé matematyke podobnie jak starozytni
Grecy — jako poznawanie tego, co da si¢ ogarna¢ rozumem. Do uczenia sie takiej
matematyki potrzeba tylko checi, nieco wyobrazni oraz wiary we wlasne mozli-
wosci. A jak mawial poeta Louis Aragon: ,Twoja wyobraZnia jest wigcej warta, niz
sobie wyobrazasz”.

Warto zdoby¢ si¢ na odrobing wysitku, bo — jak powiadal Jonathan Swift, autor
Podrézy Guliwera — ,Czlowiek nie jest zwierzeciem rozumnym, jest tylko zdolny
do rozumowani

Autorzy






Wyrazenia wymierne

Za pomocg soczewki wypuklej mozna skupi¢ wigzke promieni
réwnoleglych w jednym punkcie zwanym ogniskiem. Soczewka ta
pozwala tez na uzyskanie powigkszonych obrazéw przedmiotéw.
Aby opisac zaleznosc migdzy odleglosciami ogniska, przedmiotu

i jego obrazu od soczewki, uzywa sig pewnych wyrazeri wymiernych.

Wyrazenia wymierne = Rédwnania wymierne = Przeksztatcanie
wyrazen algebraicznych = Hiperbola. Przesuwanie hiperboli
= Powtérzenie



WYRAZENIA WYMIERNE

Kazde z wyrazefi algebraicznych
podanych obok ma posta¢ ulam- Przyklady wyrazen wymiernych:
ka, w kidrego liczniku i mianowni-

125 3x+2

ku wystepuje wielomian. =t =

stepue wie XZ+3xI0 15 +2 x5
7yS+2y7-5 =
Syisoyii3y 22-1

Wyrazenie postaci ‘%3 gdzie W(X) i V(x) sq wielomianami i V() nie jest

Zerowym, nazy Zmiennej x.

Uwaga. W wyrazeniu wymiernym zmienna moze by¢ oczywiscie oznaczona do-
wolng litera, Zauwat tez, ze kazdy wielomian I (x) jest wyrazeniem wymiernym,
gdyz mozna go zapisa¢ w postaci %X,

CWICZENIE A Ustal, dla jakich wartosci x mozna okresli¢ wartos¢ podanego wy-

razenia.

2 X3 by 3¢ =743
Wx-2) A

Zbi6r tych liczb, dla k(orych mozna okrcshc warto$é wyrazenia V‘ )| na-
zywamy dziedzing z Jest to zbior ystkich liczb
rzeczywistych, dla ktérych V(x) # 0.

CWICZENIE B Czy dla kazdej liczby rzeczywistej wartosé wyrazenia

jest

taka sama, jak wartos¢ wyrazenia A6

Czasami wyrazenic wymierne mozna uproscic. Nalezy jednak pamictaé
o iu jego dziedziny. zmy na przyklad

X +6x+5
=3+ 1)
Jego dziedzina jest zbidr liczb rzeczywistych roznych od 3 i od ~1. Mozemy
to wyrazenie uproscic:
X2 +6x+5 (xX+1)x+5) x+5
(x=3)x+1) (x-3)x+1) x-3

Zatem wyrazenie % Jest rowne X+

S ale tylko gdy x#3 i x#-1.

WYRAZENIA WYMIERNE



R
[IIATTITEE Uprosc wyrazenie 257X +6x

Blx-2)(x-3)"
Wyznaczamy dziedzing wyrazenia. Jest niq zbiér wszystkich liczb rzeczywi-
stych x takich, ze:
x40, x-240 i x-340
Dziedzina wyrazenia: x40, X#2 i x#3

2x° = 7x% + 6x 2-7x+6) _
XX =2)x-3) xs(x “20-3)

_2-15)(x=2) _
T X -2 -3) T

ZADANIE  Upros wyrazenie X

Xx+20x-1)"
oo 14
i EC Zapisz w postaci jednego ulamka.
Dpta Bg-g 95 a 95 a
Na zeni h mozemy ¢ dziatania w podobny

sposob jak na ulamkach.

[LAATTTEA Wykonaj dziafanie. Podaj wynik w postaci ilorazu wielomianéw.

x+1 2x+6 _
A 03 a1 Dziedzina wyrazenia:
x#-3 i x4%
(xv|i2§ﬁ 2x+1)
x43)2x-1) 2x

Dziedzina wyrazenia:
X=140, 2140 i 2
Zatem: x#1, x#-1 i x4-3

ZADANIE = Wykonaj dzialanie. Wynik przedstaw w postaci ilorazu wielomianow.

adario -8 )

WYRAZENIA WYMIERNE n



IIALTTEN Wykonaj dziatania. Podaj wynik w postaci ilorazu wielomianow.

Dziedzina wyrazenia:
x=140 i x+140
Zatem: x#1 i x#-1

3x(x+1)-20x-1)
(x=Dx+1)

_3xx+2

3x243x-2x+2 _
X

1 _2x41

> e

Dziedzina wyrazenia:
x#0

5:2x7 4 x=2Qx+1) _ 10x3+x-4x=2 _ 10)(1 3x 2
2% - 2%

x-1

9 X XD

Dziedzina wyrazenia:

X#0 i x#-2
2x+2)=(x=1) _ 2x+4-x+1 _ _x+5

X(x+2) x(x+2) T xx+2)

ZADANIE = Wykonaj dzialanie. Wynik przedstaw w postaci ilorazu wielomianow.

b Z-2i.2 ]

aadoia 9-14

ZESTAW ZADAN

1. Okresl dziedzing wyrazenia.
33 -4 ZX’ XS +1
a e +5X +

2% -1
? 5100

2. Podaj przyklad wyrazenia wymiernego, ktérego dziedzing jest zbior R\ {2,3}
i ktore dla x = 1 przyjmuje wartos¢ —

3. Okredl dziedzing podanego wyrazenia, a nastgpnic przedstaw to wyrazenie
W prostszej postaci.

6x* + 5x2 20x

@) OO 9 o Zx-
b l:x - 20x° d) 205 £ Ox%-18x
5+ 307 15x7 - 6 9-3x

12 WYRAZENIA WYMIERNE



4. Okresl dziedzing podanego wyrazenia, a nastepnie przedstaw to wyrazenie
W prostszej postaci.

-8
) g

d)

300,
1000x3
5. Wykonaj dzialania i zapisz wynik w postaci ilorazu wielomianéw.

ax-1
s !

3x+1 .1
93 +6°3

L)

f 162 +ax, o5
x+4

Wykonaj dzialania i zapisz wynik w postaci ilorazu wielomianow.

8 —dx  x+1
o x3 10;

7. Wykonaj dzialanie.

3 ). 2x+1 x+2,
2 o (x-1)- 2] o X2 [(x+2)x+6)]

Sx+10 . x=3 , o K=
B 310 100 o X3 ex-6) N @xe1x-3): 2

8. Wykonaj dzialanie i przedstaw wynik w jak najprostszej postaci.

a2 +3x 1 2(x +2)
x-2 x 4x

) 5x3—15x~ L x=22
-1z

WYRAZENIA WYMIERNE 13



I 9. Zapisz wynik dzialania w postaci ilorazu wielomianéw.

2x 4x*
a) =5+ Q e tX
2-3x _ 6x3 —dx
B oex 3 D e s T

10. Zapisz wynik dzialania w postaci ilorazu wielomianow.

1 x|, x-

A} e LR B
L1 W5 4

LTy K e e

11. Wykonaj dziafanie i przedstaw wynik w jak najprostszej postaci.

6,5 1 X 3x-1, 2x
6,35 d X

A ) 2t 9 e rez
3 1 a2+l 1-5%

R O -3t xo3

__ 33—
@x-5)3+x)

x+2
f oS

12. Przedstaw wynik dzialania w postaci jak najprostszego ilorazu wielomianow.

5 _2x+1_x-3
d) > - X3
) 5~ o

13.2) 0d odwrotnosci liczby naturalnej n wiekszej od 0 odejmujemy odwrotnosé
liczby o 1 wiekszej od n. Zapisz wynik w jak najprostszej postaci.

b) Zapisz w jak najprostszej postaci sume odwrotnosci liczby naturalnej n wigkszej
od 1, odwrotnosci liczby o 1 mniejszej od n oraz odwrotnosci liczby o 1 wigkszej
od n.

14. 7 prostopadlocianu, ktérego podstawa jest kwadrat o boku a, wycigto inny
prostopadloscian w sposob pokazany na rysunku. Objetos¢ tak powstalej bryly
wynosi 20. Przedstaw sume dlugosci wszystkich krawedzi tej bryly w postaci wyra-
Zenia wymiernego zmiennej a.

b) Q

a)

e
Sy

14 WYRAZENIA WYMIERNE



MINISPRAWDZIAN

51. Dziedzing wyrazenia wymiernego

x=5)x+2) 5 o
0D jest zbior:

A R\{o,2} B.R\{-2,0,2,5} CR\{-2,0,2} D.R\{-2,2}

52. Wynik dzialania 2%

X ’ .
w R gdzie x € R\ {-3,3}, mozna przedstawi¢ w po
staci ilorazu wielomian6w:

x 2x X243
B €35 %5

4x-2
X+3

§3. Wyrazenie ; , gdzie x € R\ {-3,1

v , jest réwne:

A D, _12x-6

3
¢ X2 +5x-3

— B3
2% 45x-3 @x=T)x+3)

ROWNANIA WYMIERNE

Przyklady rownari
wymiernych:

|| Wiadomo, ze réwnosé & = 0, gdzie b #0,
jest spelniona wtedy, gdy a = 0. Te obser-
wacje mozna wykorzystac przy rozwiazy-
waniu réwnaii wymiernych, ktérych przy-
Klady podano w ramce obok.

2o
[LAATTNEE Rozwiaz réwnanie 2’3)(—"' =0,

+2

; 2
Zafozenie: 3x+240, czyli x#-% Rwmanie typu £ = 0 mote byé
spefnione przez liczby, dla ktérych

Zatem dziedzina réwnania to zbior R\ { bt ok oot ey

2x3-x-1=0 Réwnanie typu £ = 0 spetniaja tyl
ko te liczby, dla ktérych licznik
A=1-4.2-(-1=9 jest rowny zeru

Obie liczby spefniaja zalozenie.

2 -ax-3

ZADANIE | Rozwiaz rownanie =2

danio 12 )

ROWNANIA WYMIERNE 15



iroz-

Kazde réwnanie wymierne mozna przeksztalci¢ do postaci %%! =
wiazaé w sposcb opisany w przykladzie 1. Mozna tez znalez¢ rozwiazanie,
uzywajac innej metody. W kolejnych przykladach pokazujemy rozne spo-
soby wyznaczania rozwiazar tego samego rownania.

[IIATTITEA Rozwiaz réwnanie.

x-2 __ senie: i -1
@) 355 =-12 Zatozenie: 2x+1#0, czyli x#-3

Zatem dziedzina rownania to zbior R\ {-

Sposéb | Sposéb II
xX-=2 x=2
a1 12 2x+l’7|2 |- @2x+1)
Przeksztalcamy réwnanie Obie strony réwnania mozemy
o post _ pomnozyé przez 2x+ 1,
o postact yy) = bo zatozylismy, ze 2x+1
222 412=0
. x-2=-12@x+1)
x=-2+12(2x+1)
e rre b X-2=-24x-12
X-2+24x+12=0 25x410=0
25x+10=0
W obu wypadkach otrzymalismy to samo réwnanie.
10
X="2s
x _é Otrzymana liczba spetnia zatozenie,
b) X - T Zatozenia: x—140 i x2-140, czyli x41 i x#-1

Zatem dziedzina réwnania to zbiér R\ {-1,1}.

Sposéb | Sposéb 11
3x _7-x X _7-x | ge_
=T -1=x@-1 |"«&-1
o 7-x 3x(x+1)=7-x
(x=Dlx+1)

3x24+3x=7-x

X+ N-(7-x) _¢
=D+ 1) 3x244x-7=0

3x243x-7+x=0

3x2+4x-7=0

W obu wypadkach otrzymalismy to samo rownanie kwadratowe,
keére nalezy rozwiazac z uwzglednieniem zatozen

16 WYRAZENIA WYMIERNE



3x2+4x-7=0

A=42-4.3.(-7)=100

4-10

X2

_-4+10 _
== 1

ZADANIE | Rozwiaz réwnanie.

a) X=2-3

ZESTAW ZADAN

1. RozwiaZ réwnanie.

x+7 _o

A 5T

ax-3 _
LR il

2. Rozwiaz réwnanie.

(X+5)Bx-1) _
A s "0

(x=2)x+1) _
b (x-1)x+2) 0

3. Rozwiaz rownanie.

7x
a) 55=5

6x+l _ .
b) i 3

ROWNANIA WYMIERNE

by xed

o 12x
o 5=
22 +x-6 _
L et
) a(x+d) o
9 B
X+ 12 -4) _
a9 X(3x+7)x~4)
94X 6o
9 2 i6-0
4 3-3-T_¢

4-5x

0

Liczba 7 spetnia zatozenia, a lczba 1
nie spefnia zatozen. Zatem rozwiaza-

niem réwnania jest liczba -

sadania 315 )

62+ 12x
-

02+ 7x-5 _ g
XBEX+ DX +7)

£ @66 _ g

X(x+1)x-3)




5. Rozwiaz réwnanie.

-3 .
4 3- 55 =2

e x-5=3%

0 2x+l- 25
6. Rozwiaz réwnanie.
a)xi+;25=0 9 1 e)‘}%%a,
e 02

7. Znajdz miejsca zerowe funkgji f okreslonej wzorem:

) = 3X =2 _@x+5x-3)
a) fx =372 9 fio= B3

_ax?6x _ 30 - 4) o2
B £ = 420 i) f00= 3 =4 0 foo= 32

8. Rozwiaz réwnanie.

10. Rozwiaz réwnanie.

a) (6-3x: X2 =1 d) X2

X-1. (321 3x+2 . Gx+d _6x+3
b g (=3 R e oy
2 X+2
Geax

11.2) Wyznacz wartos¢ a, dla ktérej wykres funkcji okreslonej wzorem y
przechodzi przez poczatek ukladu wspétrzednych.

b) ZnajdZ wartos¢ a, dla ktorej wykres funkcji okreslonej wzorem y = ﬁ -5
przecina o§ x w punkcie o wspotrzednych (1,0).

18 WYRAZENIA WYMIERNE



12. Prostokat ABCD (zob. rysunek) jest F
7 kwadratu i takiego prostokata, ze stosunek dlugosci
bokéw w prostokacie ABCD jest taki sam jak stosu-
nek odpowiednich bokéw w prostokacie EBCF, czyli
%g‘l = CB1. Oblicz, jaka dlugos¢ ma krétszy bok pro-
stokata ABCD, jezeli jego dtuzszy bok ma diugosc 5.

13.2) Suma pewnej liczby a i jej odwrotnosei jest réwna 2 & Znajdz liczbe a.
b) Réznica pewnych dwoch liczb wynosi 1, a suma odwrotnosci tych liczb jest
réwna 2. Znajdz te liczby.

14. Wielkos¢ dawki leku dla dziecka lub nastolatka ustalano do niedawna jako pro-
cent p dawki dla dorostego. Pierwszymi probami ustalenia wartosci p byly ponizsze
wzory, gdzie x oznacza wiek mlodego pacjenta (w latach). Obecnie dawke dla dziec-
ka okresla si¢ na podstawie wielu czynnikéw (wieku, masy ciala, pici i innych).

Wzor Younga: Wzor Augsbergera: Wzor Basteda:
_ 100x _ _ 10x+3
P=ie1z p=4x+20 P 3

a) Dla jakiego wieku pacjenta wzory Younga i Basteda podajq taka sama wartos¢ p?

b) Uzasadnij, Ze niezaleznie od wieku pacjenta wzory Younga i Augsbergera podaja
rézne wartosci p.

15. Predkos¢ v dwieku w powietrzu zalezy od temperatury powietrza. Przyblizo-
na wartos¢ tej predkosci (w m/s) mozna obliczy¢ ze wzoru v = 331 +0,6T, gdzie T
oznacza temperature powietrza wyrazona w stopniach Celsjusza. Zatem jesli w cza-
sie ¢ sekund dzwiek pokonuje odleglosé d metréw, to:

t

- d
FBT+06T

W czasie burzy piorun uderzyl w odleglosci 7 km od obserwatora, a grzmot dotart

do niego po uplywie 20 sekund. Oblicz, jaka byla wtedy temperatura powietrza.

MINISPRAWDZIAN
4

51. Rownanie 0 ma to samo rozwiazanie jak réwnanie:

sxe2 ax
¢ 6x+4 0 D. X+5

A Lx+10 g B, 2x+3
x+3 X5

X _3x+2
& 3x

-1 2 2VT7 A7
A-% B.2 C.2V17 D.-¥

52. Suma rozwiazai réwnania

jest rowna:

53. Tle miejsc zerowych ma funkcja okreslona wzorem f(x) = L;Xf 3)x+3);

~6x

A.trzy B. jedno C. zero D. dwa

ROWNANIA WYMIERNE 19



PRZEKSZTALCANIE WYRAZEN
ALGEBRAICZNYCH

|| Zwr6c uwage, ze przy przeksztalcaniu wzoréw wykonujemy czesto dziala-
nia podobne jak przy rozwiazywaniu réwnas wymiernych.

Niech R oznacza opér cal- mR]
kowity ukfadu opornikéw przedstawio-
nego na rysunku. Wéwczas: %]
1 1 . W_
Ri+R "R

Wyznacz R; z tego wzoru.

o1 Litery wystepujace we wzorze oznaczaja opo-
Rk 1y, ktére s liczbami dodatnimi, wiec wszystkie
Rikha B niezbedne zatozenia: R#0, Ry + R, #0, Rs #0

1 Rs-R sa spetnione.

\+R: RRy oniewaz opor calkowity R jest rézny od Rs,
Ri+R; ~ RR P tkowity R d R

wiec Ry — R # 0. Zatem mozemy skorzystac
2z wlasnosci proporcji.
Ri+R. pore)

1 -1
ZADANIE | Zewzoru % =gle-} wyznacz B

it ch przydaje si¢ tez cza-

sem przy dowodzeniu roznych wlasnosci liczb.

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej spetniona jest nierownosé.

2
2<% Dziedzina nierdwnosci jest zbidr liczb rzeczywistych.
a 1 4 Zapisujemy kolejne nieréwnosci réwnowazne
asa o [aleed) Gancl Suma 3+ 8¢ jes dodatia dla Katael
liczby rzeczywistej a.
4a’<4+at

a*-4a> +430
2
(a2-2)">0 Kwadrat dowolnej liczby jest liczba nieujemna,

Zatem nieréwnos¢ spetniaja wszystkie liczby rzeczywiste.

ZADANIE | Wykaz zc kazda liczba rzeczywista spelnia nicrownosé -4 < 1.
zadania -9

20 WYRAZENIA WYMIERNE



4

ZESTAW ZADAN

1. Opér R uktadu opornikéw przedstawionego na rysunku mozna obliczy¢, korzy-
stajac z podanego wzoru. Wyznacz Re.

+

1.1 L & 1
2’ " RR TR R-R+R: TR R

F-
=i
)

2. Przeksztal¢ wzor tak, aby wyznaczyé wskazang wielkos¢.

@ beBo f O pi-pa-c(B-T)

wmy

v, = my
vo=UVLEIRY,
b vo = T !

142
9 vi=v-
1+

3. W ramce obok podano definicje r6z-

nych $rednich dwéch liczb — harmo- Dla liczb dodatnich a i b mozemy ob-
nicznej, geometrycznej i arytmetycznej. licza¢ nastepujace Srednie:

H — srednia harmoniczna liczb a i b

a) Wykaz, ze H

a = 2ab
asb
b) Wykaz, ze 2 = 1.1,
) Wykaz, ze 7 = 2+ G — srednia geometryczna liczb a i b
 Wykaz, ze jesli pojazd pokonuje po- G=ab

lowe drogi z predkoscia vi, a druga
polowe jedzie z predkoscia vz, to sred-
nia predkos¢ na calym dystansie jest A=%
$redniq harmoniczna predkosci vy i vz.

A — érednia arytmetyczna liczb a i b

d) Wykaz, ze iloczyn Sredniej harmonicznej i $redniej arytmetycznej dwéch liczb
Jest rowny floczynowi tych liczb.

41l 4. Uprosé wyrazenia.

a) (va-vb)(va+vb) i Aty

b) (X- 99)(VT+ Ry + 7)1 AN X

= +
-y R WY
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5.2 Zaplsz (JR=1) W postaci sumy, a nastepnie wykaz, ze gdy x > 1, to zachodzi

VRFZRHT-X-2/x+1=2

b) Zapisz (2++/x —4)* w postaci sumy, a nastepnie wykaz, ze gdy x > 8, to zachodzi

TOWNOSE:
Vx+a/x—d+Vx-4/x-4=4

6. Niech a, b i ¢ beda liczbami rzeczywistymi spetniajacymi warunek 0 <a <b < c.

a) Wykaz, Ze Srednia arytmetyczna liczb a, b i ¢ jest wigksza od $redniej arytme-
tycznej liczb a i b.

kaz, ze S-9> b kaz, ze b
b) Wykaz, ze § - 4> 2. o Wykaz ze § >

3a-c

7. Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a i b spelniona jest
podana nier6wnosc.

a’+b? ab 1 (a
a) -2l v 9

8. Udowodnij, 7 dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x, y zachodzi nie-

rownosé: X))yl oo
G x

9. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x, y, takich e x <y,
i dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej m jest

xX+m,y. o
y+m X

MINISPRAWDZIAN

+ s
™ gdzie a+b 0, mozna zapisaé

51. Wielko$¢ a wyznaczong ze wzoru —L- =
a+b 1+

W postaci:

Aa=1

Ba=L+Lsp
m

2 g2
52. Wartoé¢ wyrazenia 24 2” ‘-f;%ﬂ dla dowolnej liczby catkowitej a, gdzie a # 2
ia#-2,jest

A. ulamkiem wlasciwym C. liczbg dodatnia

B. liczba parzysta D. mniejsza od 4
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HIPERBOLA. PRZESUWANIE HIPERBOLI

| Ponizej przedstawiono fragmenty wykresow réznych funkeji okreslonych
wzorem postaci f(x) = 4. Przyjrzyj si¢ wzorom i wykresom tych funkcji.

£ A Zaznacz w ukladzie wspolrzednych kilka punkiow nalezacych do

u funkcji okreslonej wzorem f(x) =~ i naszkicuj jej wykres.

w
wykr

ZEN

Krzywa, ktéra jest wykresem funkeji f(x) = 4, gdzie a # 0, to hiperbola.
Sklada si¢ ona z dwdch rozlacznych czesci — galezi hiperboli. Srodkiem
symetrii tej krzywej jest poczatek ukladu wspélrzednych.

05 y jest jej asymptota pionowa, a 0§ X jest asymptota pozioma.

2 a>0 y=21ia<0
Y y

y=

galezie galezie
mperboh mpemoh

asymptota
pozioma

_asymptota___—
pionowa

Dziedzing funkcji o wzorze postaci f(x) = 4, gdzie a # 0, jest zbior liczh
rzeczywistych roznych od zera, czyli R\ {0

Jesli @ > 0, to funkcja ta jest malejaca w przedziale (~0;0), a takze jest
malejaca w przedziale (0;+co).

Jesli a < 0, to funkcja f(x) = & jest rosnaca w przedziale (~e0;0), a takze
Jest rosnaca w przedziale (0;-+00).
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Uwaga. Funkcja f(x) = 4, gdzie a > 0, nie jest malejaca w calej swej dziedzinie,
poniewaz mozna wskaza¢ takie liczby x; oraz x; nalezace do dziedziny funkcji,
dla kiérych warunek x; < x; = f(x1) > f(x2) nie jest spelniony — moga to by¢ na
przyklad liczby x1 = -1 i x; = 1. Podobnie funkcja f(x) = %, gdzie a < 0, nie jest
rosnaca w calej swej dziedzinie.

Na rysunku obok przedstawio-
[N =fx-4+6  ny jest wykres funkcji y = f(x)
oraz wykresy innych funkcji,
ktore otrzymano w wyniku
przesuniccia wykresu funkdji f.
Y=o Ogolna reguta dotyczaca prze-
o % suwania wykresow funkcji jest
f0=fix-7)-3  Dastepujaca:
Jesli wykres funkeji y = f(x)
przesuniemy o p jednostek
W prawo i o g jednostek w go-
¢, to otrzymamy wykres funk-
i y=fx-p)+a.

0 =fx+1) -2

Jes wykres funkcji:
y=%

przesuniemy o 2 jednostki w prawo

103 jednostki w d6l, to otrzymamy

wykres funkeji:

Podobnie przesuna si¢ tez asymptoty
i przetng si¢ w punkcie (2, -3). Wspol-
rzedne punktow lezacych na asymp-
tocie pionowej (réwnoleglej do osi y)
spelniajq warunck x = 2, a wspélrzed-
ne punktow lezacych na asymptocie
poziomej spelniajq warunek y =

Dziedzing tej funkcji jest zbior R\ {2}, a zbiorem wartosci jest R\ {-3}.

CWICZENIE B Naszkicuj wykres funkeji y = 52, a nastepnie przesuri ten wykres
03 jednostki w lewo i o 4 jednostki w d6l. Zapisz wzor otrzymanej funkcji
i ustal réwnania prostych bedacych asymptotami jej wykresu.
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Wykresem funkcji: ¥
Y= 45 +a, gdzie a40,

Jjest hiperbola, ktérej asymptoty sa
opisane réwnaniami X = p oraz y = q. =-------|

Dziedzing tej funkdji jest zbior R\{p}, =
a zbiér jej wartosci to R\ {g}.

[TOTTITM Okresl dziedzine funkdji f okrelonej wzorem f(x) = % ~a,

naszkicuj jej wykres, okresl przedziaty monotonicznosci tej funkcji i znajdz

wspéfrzedne punktéw przeciecia wykresu z osiami uktadu wspéfrzednych.
Najpierw szkicujemy wykres funkgji y = —
potem asympty Szukanego Wyiresy e

proste o rownaniach y = -5, a na
Stennie szkiculemy wykres funkel f.

_/

Dziedzina: R\ {-5}

Funkcja f jest rosnaca w przedziale (-co;=5) i w przedziale (-5 ;+c).

3
Jeslix=0,toy= D+s .

Zatem punkt przeciecia wykresu funkdji f z osia y to (0,-43).

P 3,
Jesliy =0, to 2z -4 -0.

Stad:
-3 X Obie strony réwnania mozemy pomnozyé
X+5 I be+5) przez x+5, bo

Zatem punkt przeciecia wykresu funkdji f z osia x to (~52,0).

ZADANIE  Naszkicuj wykres funkeji y = +25+5, zbadaj jej monotonicznosé i znajdz

wspolrzedne punkiow przeciecia wykresu z osiami ukladu wspolrzednych. ,
zadania 1-17
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ZESTAW ZADAN

1.Na rysunku obok przed-
stawione s3 hiperbole o réw-
naniach:

@y=1%
@y=3
Q@y=2%

Dopasuj wzory do wykresGw.

Warto wiedzieé!

Kazda hiperbola o réwnaniu y = ¢ ma dwie osie symetrii. Wierzchotkami hiperboli
nazywamy punkty hiperboli, ktére leza na jednej z tych osi, czyli leza na przecigciu
hiperboli o réwnaniu y = & z prosta o réwnaniu y = x, gdy a > 0, lub z prostq
o rownaniu y

0§
symetrii

‘wierzcholki
hiperboli

2. Przeczytaj informacje w ramce. ZnajdZ wspélrzedne wierzehotkéw podanej hi-
perboli, a nastepnie ja naszkicuj.

ay-1 b) y =

025 -9 -
N N 9 y=gc d) y

3. Wykres podane] funkeji mozna otrzymaé w wyniku przesuniecia pewnej hiper-
boli, ktdrej i s osie ukladu h. Zapisz wzor funkcji, ktérej
w,kresem jest ta hiperbola.

a) flx) = =1

) 9 flo=
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4. Hiperbole, ktérej fragment pokazano na rysunku, otrzymano w wyniku przesu-
niecla wykresu funkeji y = -2 Zapisz wzdr funkcji, kiorej wykres przedstawiono
na rysunku.

a) i b) i —J i

5. Zapisz réwnania asymptot wykresu podanej funkcji.

3 42 h)yfﬂ—% Q9 y=

-5

a)Y=x

s

V2
x+V3

6. ) Podaj wspshzedne punktu przecigeia asymptot wykresu funkeji y = ~:10 -9,

b) Podaj wspolrzedne punktow przeciecia czterech prostych, ktdre sa asymptotami
6 6

wykresw funkji y = =6 +8 oraz y = (8- -15

7. Podaj wzory kilku funkeji, ktorych wykresami sa hiperbole o asymptotach:
a) x=-5 i y=3 b) x=06 i y=0

8. Przez ktére éwiartki ukladu wspolrzednych przechodzi wykres podanej funkeji?

_6
a) y=5

1
L] b e A

©9, Czy wykres funkgji y LZ +3 przechodzi przez wszystkie ¢wiartki ukladu
wsplrzednych? Odpowiedz uzasadnij.

10. Na rysunku przedstawiono fragmen-
1ty wykreséw nastepujacych funkgji:

Oy-g-2
S 1
@y=5%5+5
- 2
Qy=-%+2

@y=-33-4

Dopasuj wzory funkcji do wykresGw. |
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11. Znajdz wspéirzedne punktéw, w ktdrych wykres podanej funkcji przecina osie
ukladu wspélrzednych. Naszkicuj ten wykres. Wyznacz przedzialy monotoniczno-
Sci funkeji i podaj, dla jakich argumentéw funkeja przyjmuje wartosci dodatnie.

a) fix)= 9 f0=335

X+6

B =241 d) f(x) = S(X{l) 402

12. Podaj liczbe, dla ktérej funkgja f nie jest okreslona. Naszkicuj jej wykres i ustal,
dla jakiej wartosci a rownanie f(x) = a nie ma rozwigzania.

a) ftx):é—é 9 f(x)= o f(x)=x¥ﬁ+m
__06 _13 1 ) e =4, V2
B £ = 200 0 0= -1 0 0=y

13. Naszkicuj wykres funkgji y = f(x), a nastepnie skorzystaj z wykresu i wyznacz
zbiér argumentow, dla ktérych wartosci funkeji naleza do przedziatu (0;3).

a) flx) =

+3 9 f0=2+3 o f0=t -1

b) f(x) =

X
6 __6
73 d) flx)fm+3 f) fo

14. Znajdz wzér funkcji, ktorej wykresem jest hiperbola o asymptocie pionowej
0 rownaniu x = 1, osie ukladu wspé h w punktach o wspol-
rzednych (0,4) i (2,0).

15.Na ponizszym rysunku przedstawiono fragment hiperboli bedacej wykresem
podanej funkcji. Przerywane linie to asymptoty tej hiperboli. Oblicz pole zacienio-
wanej figury.

a)y=%+l b) y= °-“2+3 c)y=%+3

Vi Vi Vi

= Y
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16. a) Hiperbole o réwnaniu y=% ~5 przesunieto o 4 jednostki w prawo
i0 2 jednostki w gore. Zapisz wzor funkcji, ktorej wykres c(rzymano
b) Ustal, jak nalezy przesunaé hiperbole o réwnaniu y = —=2- - 3, aby otrzymaé

hiperbole o réwnaniu y *22 +7.

© 17. Podaj przyklad wzoru funkeji, ktérej wykresem jest hiperbola i kiéra:
a) nie ma miejsc zerowych i przecina 0§ y w punkcie (0, 2),
b) przyjmuje wartosci dodatnie tylko wtedy, gdy x> 3,
 przyjmuje wartosci ujemne tylko wtedy, gdy x> 1.

MINISPRAWDZIAN

S1. Asymptoty wykresu funkeji dancj wzorem f(¥) = (2 - 3 sq asymptotami wy-
kresu funkeji danej wzorem:

A g = X% +3 C. g =

B.g(x) =&

D.gx) = 3= -2

S2. Wykres funkcji danej wzorem f(x) = ol

~5 nie przechodzi przez:

A. éwiartke I C. éwiartke 111

B. éwiartke IT D. éwiartke IV

53 Na rysunku przedstawiono fragment wykre- y
su funkeji f(x) = 4 + c. Wynika stad, ze:

Aa=2 Cc=6

B.b=-1 D.a+b+c=0 ¥

54. Ktéra z ponizszych wlasnosci ma funkcja f
dana wzorem f(x) = -2 - 47

A. Miejsce zerowe funkcji f to x = —4.

B. Wykres funkeji f przecina o§ y w punkcie
o wspélrzednych (0,-2).

C. Asymptota pionowa wykresu funkgji f jest
prosta o réwnaniu x = 1.

D. Wykres funkeji f nie przechodzi przez I éwiart-
ke ukladu wspélrzednych.
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1. Okresl dziedzine wyrazenia, a na-
stepnie wykonaj dzialania i przedstaw
wynik w jak najprostszej postaci.

5. x+5

2!
o K2 x4

) 2043x . 2x+3
2x x-27

2. Okres| dziedzing wyrazenia, a na-
stepnie wykonaj dzialania i przedstaw
wynik w postaci ilorazu wielomianow.

3. RozwiaZ réwnanie.

—2x-1
a'Z—sX+4 d)

2% _
5x+3

by 2042y

L]

5. RozwiaZ réwnanie.

Gx-2x+5) _g o 4x2-25
@x+10)3x+2) 2x7+5x

6. Wykres funkcji f otrzymano w wy-

niku’ przesuniecia hiperboli opisanej
réwnaniem y = +. Podaj wzér funkcji f.

a) b f
3
Wz X
b) oo
z

7. Funkcja f dana jest wzorem:
fo=4+ is

2) Okresl dziedzing funkji f.

b) Naszkicuj wykres funkcji f.

) Podaj réwnania asymptot wykresu

funkji f.

d) Okres] zbi6r wartosci funkcji f.

©) Znajdz miejsce zerowe funkdji f.

8. Z podanego wzoru wyznacz p.

M_p S =1
JNTK T
A_C
DEp

9. Wykaz, ze dla liczb dodatnich a i b
zachodzi nier6wno:

a,b
5*322
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Ciagi

W 1965 roku Amerykanin Gordon Moore (czyt. mur) sformufowal

zasad znang jako prawo Moore'a: ,Moc obliczeniowa komputerdw
podwaja sie co 18 miesiecy”. Prawo to sprawdzalo si¢ przez ponad 40 lt.
Oznacza to, ze moc obliczeniowa wzrosta w tym czasie ponad milion razy!

Przyktady ciggédw = Cigg arytmetyczny = Suma wyrazéw ciggu
arytmetycznego = Cigg geometryczny = Suma wyraz6w ciggu
geometrycznego ® Procent prosty i procent sktadany

= Powtdrzenie



PRZYKEADY CIAGOW

W pierwszej tabeli uporzadkowano Kolejnos¢ Kolejnos¢
kraje nalezace do ONZ wedlug ich paristw ONZ paristw ONZ
powierzchni, a w drugiej — wedlug  wg powierzchni wg liczby ludnosci
liczby ludnosci. Z tabeli mozemy od-  w2012roku w2012 roku
czytaé, ktére micjsca w danej Klasyfi-
kacji zajmuja poszczegélne paistwa. | Lp. | Padstwo |/ Lp. | Paistwo
Gdy pewne elementy ustawimy w ko- 1 | Rosja 1 | Chiny
lejnodci tak, ze wiadomo, ktéry jest | 2 | Kanada 2 | ndie
pierwszy, ktéry drugi, kiéry trzeciitd, | 3 | ciny 3 |usa
to méwimy, Ze utworzyliémy ciag. Tak 4 |usa 4 | Indonezja
ponumerowane elementy nazywamy )
wyrazami ciagu. 5 | Brazylia 5 | Brazylia
. | 6 |Australia | 6 | Pakistan
W tabelach sa przedstawione dwa r6z- | 7 | 1o 7 | Migeria
ne ciggi panstw. Jak widac, w wy-
padku ciagu wazne jest nie tylko to, | S |Atsentyna fi 8 | Bangladesz
2 jakich wyrazéw si¢ sklada, ale tez | 9 |Kazachstan|l 9 | Rosja
— w jakiej kolejnosci te wyrazy wy- | 10 | Algieria 10 | Japonia
stepuja. : :
70 | Polska 33 | Polska
CWICZENIE A Dla kazdego z ciagéw po | 71 | oman 34 | Algieria
danych w tabelach ustal:
. 72 | Wiochy 35 | Kanada
a) ile wyrazéw ma ciag, N "
b) ktérym wyrazem jest Polska, : :
0 ile wyrazéw ciagu znajduje si¢ mig- | 192| Nauru 192| Tuvalu
dzy Chinami a Polska. 193| Monako 193 | Nauru

Ponizej podajemy kilka przykladéw réznych ciagéw. Zwré¢ uwage, ze wy-

razy ciagu moga sie powtarzac.

* Ciag nazw miast — gospodarzy letnich igrzysk olimpijskich od roku 1896
do roku 2016:

Ateny, Paryz, St Louis, Londyn, Sztokholm, ..., Berlin,
Londyn, Helsinki, ..., Ateny, Pekin, Londyn, Rio de Janeiro

« Ciag kolejnych liter stowa MATEMATYKA w alfabecie semaforowym:

4N {4434 4

« Ciag kolejnych znakéw numeru rejestracyjnego pewnego samochodu:
G, A 7,0, 4 0, N

CIAGH



« Ciag figur budowanych z zapalek:

‘ _— Y
11T 1T 1T I
o Ciag liczb naturalnych podzielnych przez 11:

0, 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99, 110, 121, 132, ...

Dwa ostatnie z podanych ciagéw maja nieskoriczenie wiele wyrazow. Takie
clagi nazywamy ciagami nieskoriczonymi. Gdy ciag sklada si¢ ze skoficzo-
nej liczby wyrazow, nazywamy go ciagiem skoficzonym.

Wyrazy ciagu oznaczamy zwykle za pomoca malych liter z indeksem (in-
deksami sa liczby naturalne dodatnie), na przyklad a, to pierwszy wyraz
ciagu, a; to siodmy wyraz, za$ a, — to n-ty wyraz ciagu.

Ciag ai, az, @s, s, ..., w0, Ao, ... bedziemy oznacza¢ symbolem (an).
Uwaga. Symbolu () bedziemy uzywaé do oznaczania zarowno ciagéw nieskori-

czonych, jak i ciagéw skoriczonych,

Ciag (ax) mozemy zinterpretowa¢ jako pewna, funkcje f, kiorej dziedzi-
n jest zbior liczb naturalnych dodatnich lub jego skoficzony podzbiér
(1,2,3,...,k} oraz f(n) = an, czyli f(1) = a1, f2) = az, f3) = as, ... .

Ciagl, ktérych wszystkic wyrazy sq liczbami, nazywamy ciagami liczbowy-
mi. Oto kilka przykladéw takich ciagow:

1 1 1
. Lo 3% 3 5 & 7
. 1, 2 2, 3 3, 3 4 4 4 4 Si e
e -1, -2, 3, 4, -5 -6 7, 8 .

e V2, V3, V5 V6, V7, VB, VIO, VI, VIZ, VI3, ..

CWICZENIE B W kazdym z powyzszych ciagéw liczbowych kolejne wyrazy po-
wstaja wedlug pewnej reguly. Sprobuj odgadnac te regule i podaj trzy nastepne
wyrazy kazdego z tych ciagow

sadania 1-5 )

Kolejne wyrazy ciagu liczbowego mozna czasem opisac za pomoca ogolne-
go wzoru przedstawiajacego zaleznoé¢ wyrazu a, od liczby n. Na przyklad
ciag kolejnych liczb naturalnych parzystych: 0, 2, 4, 6, 8, 10, ... mozna
opisac za pomoca wzoru:

ap=2(n-1)

Korzystajac z tego wzoru, mozna obliczyé dowolny wyraz ciagu, na przy-
Kiad setny lub piecset jedenasty:

@100 =2(100-1) = 198 as1 =2(511-1) = 1020
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Oto przyklady ciagéw opisanych za pomoca wZzoréw ogdlnych:

CiaG WZOR 0GOLNY
el 2 3 4 5
EA S A S
o1, —V2, 2, -2V2, 4, = (V2!
® 2, 6 12, 20, 30, .. cn=n(n+1)
5 5 5 5 . do=5

b) Korzystajac z pierwszego wzoru, mozemy otrzymaé réwno
Zapisz w podobny sposcb liczby:

s buo@dyn>1)  cua-cy Gt

, 7 sodania 6-13 )

Przyjrzyj si¢ ciagowi figur tworzonych z kropek.

Liczby kropek tworzq ciag liczb zwanych .
liczbami tréjkatnymi. . .o
. .o cee
.o coe ceee
. .o cee ceee REEE
1 3 6 10 15 .ee

CZENIE D Podaj szosta i dziewiata liczbe tréjkatna.

W ciagu liczb tréjkatnych (t,) pierwszy wyraz to 1 (t; = 1), drugi wyraz jest
0 2 wiekszy od pierwszego (t> = t; +2), trzeci wyraz jest o 3 wiekszy od
drugiego (t; = t> + 3) itd. Ciag ten mozna wiec okresli¢ nastepujaco:
=1 o1 =ta+n+1

Jesli podajemy pierwszy wyraz ciagu (lub kilka poczatkowych wyrazow
ciagu) i wzér pozwalajacy obliczy¢ Kolejne wyrazy na podstawie wyrazow

ich, to taki sposob opis ia ciagu rekurencyj
Oto przyklady ciagéw opisanych za pomoca wzoréw rekurencyjnych:

(e WZOR REKURENCYINY

o -216, -220, 224, 228, ... ay =216, @ni=an-4

o 1,11, 111, 1111, ... by=1, buet =10by+1

1, 4l =3, &= p= Sn*Cnel
e 3,5 4,48, 4k a=3, =5 cu2 <
Uwaga. PowyZsze wzory mozna tez zapisac
za pomoca ukladu warunkéw
ay=-216 bi=1
ans1=an—4 bno1=10b,+1 Creg =
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CWICZENIE £ Sprobuj odgadnaé regule, wedlug ktdrej utworzono zapisany ciag.
Podaj wzor rekurencyjny tego ciagu.

a) 100, 94, 88, 82, 76, 70, .. 9 160, -80, 40, ~20, 10, -5,
b) 2, 6, 18, 54, 162, d)5, 5, 10, 15,

Zauwaz, ze gdy ciag jest okreslony wzorem ogélnym, to mozna obliczy¢
wyraz ay, nawet gdy nie znamy zadnego innego wyrazu tego ciagu. Gdy
jednak ciag okreslamy rekurencyjnie, to aby znaleZ¢ wyraz ay, musimy
obliczy¢ wszystkie poprzedzajace go wyrazy.

Niektdre ciagi liczbowe mozna opisa zaréwno za pomocq wzoru rekuren-
cyjnego, jak i wzoru ogélnego. Taka wlasnoéc ma na przyklad ciag liczb

tréjkatnych.
Przyjrzyj sie rysunkom. Polowa liczby kropek na kazdym z nich to liczba
tréjkatna.
00000
co0oo coooe
coo cooe cooee
oo coe coee coeese
° oe cee ceee ceeee
. .o cee seee DY

Korzystajac z tych rysunkéw, latwo zauwazyé, ze kolejne liczby trojkatne
mozna zapisa¢ w postaci:
3 3

=23 =34

Wobec tego wzér ogdlny pozwalajacy obliczac liczby tréjkatne ma postac:
PR
" 2
Oto inne przyklady ciagow, ktére mozna zapisa¢ zar6wno za pomocq Wzo-
1u ogélnego, jak i wzoru rekurencyjnego.
e WZOR 0GOLNY WZOR REKURENCYINY
© 24,8 16, ... a1=2, a1 =20,

10, 20, 30, 40, ... b1 =10, bpsy=bp+10

© 1, 4,9 16 ... vt =Cot2n+1

13 dnxl
2’y

1 -1, -1, -

i 14-18 )
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IV Jesli wyrazy ciagu sa liczbami, z ktérych kazda nastepna jest wicksza od
poprzedniej, to ciag nazywamy rosnacym. W takim ciagu dla dowolnych
dwdch kolejnych Wyrazow an i ay+1 zachodzi nier6wnosé ay < dne1.

Gdy wyrazy ciagu sq liczbami, z ktérych kazda nastepna jest mniejsza od
poprzednie, to ciag nazywamy malejacym. W takim ciagu dla dowolnych
dwdch kolejnych Wyrazow an 1 ay+1 zachodzi nier6wnosé ay > dne-

Gdy wszystkie wyrazy ciagu liczbowego s3 réwne, to ciag nazywamy cia-
giem stalym. W takim ciagu dla dowolnych dwoch kolejnych wyrazow ay,
1 ape1 zachodzi rOWNOSE dn = dn. 1.

Bedziemy mowili, Ze ustalamy monotonicznos¢ ciagu, gdy badamy, czy
ciag jest rosnacy, malejacy, czy staly.

CZENIE F Podaj przyklad ciagu liczbowego, Ktéry ma cztery wyrazy i ktéry:

a) jest ciagiem rosnacym,
b) jest ciagi
9 nie jest ciggiem rosnacym ani malejacym, ani stalym.

malejacym,

PRZYKEA! Zbadaj monotonicznos¢ ciagu.

2n
a) an= 3575

_2n+1) _ 2n _2n+2 _ 2n _

el 0= T el T nw2 T nel

= @n+2n+)-2n(n+2) _
- (n+Nn+2) B

_2m+2n+2n+2-2n2 - 4
- (n+Nn+2)

_ 2 50 Dla dowolnej liczby naturalnej dodat:

=W+ niej n liczby n+1 oraz n+2 sa dodatnie
Dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n zachodzi nier6wnosé ay. - a, > 0,
WIgC dn+1 > an. Zatem ciag (dn) jest rosnacy.

b) by=n*-8n+7
b1 = b,

(n+1)2-8(n+1)+7-(n*-8n+7)

n+2n+1-8n-8+7-n*+8n-7=

2n-7

$¢ roznicy byst — by = 21~ 7 moze by¢ liczba dodatnia (np. gdy n = 4)
lub ujemna (np. gdy n=3).

Zatem ciag (b,) nie jest ani rosnacy, ani malejacy.

ZADANIE  Okresl monotonicznosé ciagu.
2-5n+4

a) an=14 b) by=
sadania 19-24
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ZESTAW ZADAN
1. Zapisz kilka réznych ciagow utworzonych z liter twojego imienia.

2. Antoni Stonimski i Julian Tuwim w ,Pracowitej pszczélce. Kalendarzyku encyklo-
pedyczno-informacyjnym na rok 1921 wéréd wielu dowcipnych tekstéw zamiescili
pewien ciag — spis alfabetyczny wszystkich nazw liczb od jeden do sto. Uloz po-
dobny ciag dla liczb naturalnych od zero do dziesiec.

3. Ustal, ile wyrazw ciagu (a,) znajduje si¢ miedzy wyrazami:

a) ax i as b) azs i aios Q) an i am d) aniy i asn

4. Podaj trzy poczatkowe wyrazy i wyraz dziesiaty ciagu okreslonego nastepujaco:
a) n-tym wyrazem ciagu jest liczba zer w liczbie 107,

b) n-ty wyraz ciagu to liczba jedynek w zapisie dziesiatkowym liczby n,

© ay oznacza, ile liter wystepuje w zapisie liczby n stowami.

5. Podaj wyrazy aioo i aior ciagu okreslonego w nastepujacy sposéb:

a) ay to cyfra jednosci liczby 5n, @ ay to cyfra jednosci liczby 27,

b) ay to cyfra jednosci liczby 97, d) an to cyfra jednosci liczby 3"

6. Podaj trzy poczatkowe wyrazy oraz dziewiaty wyraz ciagu okreslonego wzorem:

a) an=-7n+} Q an=-n*+2n+5 € a,=(-3)"+3"
=2n+1 =21 sk
b) a, = 21 d) an =2 0 an=25

7. a) Ktore wyrazy podanych ciagow sa rowne 17
ap = (=111 bp=1+(D)" + (=11 n=3-2-(1)"
b) Ktére wyrazy podanych ciagow sa liczbami calkowitymi?

=240 en=

nyn
fim3+3

3

8. Ponizej zapisano wzory ogélne trzech ciagow:
an=(n-1)n+3) by=5"+4

Zapisz wyrazenia przedstawiajace liczby:

Qper 1 an-ay by i bt = by (gdy n> 1) Connr 1 (gdy n>2)
9. Wzér a, = n® — n+41 okresla ciag, ktorego czterdziesci poczatkowych wyrazow

to liczby pierwsze. Wzor ten podal szwajcarski matematyk Leonhard Euler (czyt.
ojler). Wymien kilka poczatkowych wyrazow ciagu (ay) i uzasadnij, Ze a1 nie jest
liczba pierwsza.
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Warto wiedzieé!

Jednostka astronomiczna to $rednia odleglosé Ziemi od

Slorica. W tabelce obok przedstawiono srednie odleglo- Srednia
Sci od Slorica szesciu kolejnych planet. Jako jednostke  Planeta | odleglos¢
odleglosci przyjeto ; jednostki astronomicznej. od Storica

W 1772 roku niemiecki astronom Daniel Titius zauwa-
2yl, ze gdyby migdzy liczby 16 i 52 wymienione w tabeli
wpisac jeszcze liczbe 28, to otrzymany ciag mozna by
opisac regula:
=4 i ap=4+3-2"% gdy n>2

Ku zaskoczeniu astronomow, dzieki znacznie péznicj-
szym obserwacjom, znaleziono midzy Marsem a Jowi-
szem pas planetoid, ktérego odleglos¢ od Storica odpo-
wiada w tym ciagu wlasnie liczbie 28.

10. Przeczytaj informacje w ramce.

a) Planete Uran odkryto dopiero w 1781 roku i dlatego Titius nie uwzglednil jej
w swoich rozwazaniach. Jednak liczba w ciggu Titiusa odpowiadajaca planecie
nastepnej po Saturnie jest zdumiewajaco bliska prawdziwej odleglosci Urana od
Stofica. Znajdz te liczbe.

b) Neptun to nastepna po Uranie planeta. Znajduje si¢ ona okolo 30 razy dalej od
Stofica niz Ziemia. Sprawdz, czy i te odleglos¢ pozwalal przewidziec ciag Titiusa.
11. Ciag jest okreslony za pomoca Wzoru: a, = %" -8.

) Kt6rym wyrazem tego ciagu jest liczba 07

b) Czy wyrazami tego ciagu sa liczby 3, § i

9 Kt6re wyrazy tego ciagu sa wieksze od 10?

d) Ktore wyrazy tego ciagu sa mniejsze od 137

12. Podaj wzér ogélny ciagu, ktérego poczatkowymi wyrazami s podane liczby.

a) 1+5%, 2452 3+5%, ... d) 1, 8, 27, 64, 125, ...
4 1 2 3 45
b) 2 4, 6 8, 10, ... 91,2343 ..
1 L 1 =]
9L g 3 g f 1,0, 1, 2, ...

13. Wyrazami kazdego z podanych ciagéw sa kwadraty liczb catkowitych. Znajdz

wzory ogdlne tych ciagow.

a) 1, 4, 9, 16, 25, ... ®b) 0, 4, 16, 36, 64,
4,9, 16, 25, 36, 9,4,1,01,4,.
25, 36, 49, 64, 81, ... 100, 81, 64, 49, 36,
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4l 14. podaj cztery poczatkowe wyrazy ciggu okreslonego rekurencyjnie:

a) @ =90 i any=%+3 d) ay=-2, @=2 i Ani2=0n - Ane1

e a an+3

b) @1 ==5 i ans1=ay+3(n-1m =2,a,=5 i Ani2=

N ar=1,a:=3 i an2 =92l

Q ai=11i ani=2an-n

15. Podaj wzér rekurencyjny i wzdr ogdlny ciagu o poczatkowych wyrazach:

a) 5, 10, 15, 20, 25,... a8, 4, 2, -1, L.
b2 -2, 2 -2 2. ¢ 3a, 3a-1, 3a-2, 3a-3,...
o 113, 123, 133, 143, ... ©f) a, 2a+1, 3a+2, 4a+3, ...

Warto wiedziec!

W roku 1202 Leonardo z Pizy, zwany
opubli-

Okazuje si¢, ze w rozych zjawiskach
ch mozna dostrzec ciag Fi-

(czyt.
kowal slynna ,Ksiege abaku’, w ktérej
spisal Gwezesna wiedze matematyczna,
W jednym z zadai tej ksiegi rozwazal
pewien ciag liczb, ktdry (jak si¢ poz-
niej okazalo) ma niezwykle wlasnosci.
W ciagu tym pierwszy i drugi wyraz
to 1, a kazdy nastepny jest suma dwéch
poprzednich. Zatem okreslony jest na-

@ne2 = an+Aney

16. Przeczytaj informacje w ramce.

bonacciego. Ciekawe jest to, ze ciag ten
jest scisle zwiazany z czesto stosowa-
nym przez artystow tzw. zlotym podzia-
tem i wynikajaca z niego zlota liczba
@ = 125 Mozna bowiem wykaza, ze
wzor ogolny ciagu Fibonacciego jest na-
stepujacy:

- 4))

a) Zapisz dziesie¢
b) Jes

yeh wyrazow ciagu Fil
krowa rodzi swoje pierwsze ciele — jaldwke w wieku dwdch lat, a potem no-
wa jatdwke kazdego roku, to ile krw bedzie po 12 latach — przy zatozeniu, ze zad-
na nie padnie? To zadanie podal znany twérca lamiglowek Henry Dudeney (czyt.
henri djudenej). Przyjal on, e kazda jalowka po 2 latach takze zacznie rodzi¢ ciele-
ta — jal6wki. Sprawdz, ze liczby k6w w kolejnych latach tworzq ciag Fibonacciego.

Somalive

9 Korzystajac z podanego w ciekawostce ogolnego wzoru ciagu Fibonacciego,
sprawdz, ze ay = a; = 1. Poslugujac si¢ kalkulatorem, oblicz Z tego wzoru as i as.

17.2) Wykaz, ze jesli an=(2n), 10 a1 =4 i @ns1=an+4@n+1).

b) Wykaz, ze jesli an=6-4-3""1, 10 a1=2 i aps1 =3a,-12.
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18.a) Przyjmij za wyraz a; dowolng liczbe naturalna dwucyfrowa. Znajdz wyrazy
a, a3, ..., @, poslugujac si¢ nastepujaca regula rekurencyjna:
Wyraz an. to liczba liter wystepujacych w nazwie liczby an.
Wykonaj to samo polecenie, przyjmujac za a; inna liczbe naturalna. Co zauwazasz?
©b) Podobnie jak w ciagu opisanym w podpunkcie a), wyrazy w ponizszych ciagach
powtarzaj si¢ z pewng regularnoscia. Przyjmij za pierwszy wyraz dowolng liczbe
naturalna i odkryj te regularnosc.
 bpe1 = 100x+10y+X+y, gdzie x to liczba cyfr parzystych w liczbie by,
zas'y to liczba cyfr nieparzystych w liczbie by
 Cyi1 to suma szescianw cyfr wystepujacych w zapisie liczby c,
© dy.1 to roznica miedzy najwieksza i najmniejszq z liczb, jakie mozna
ulozy¢ z cyfr wystepujacych w liczbie dy
{ 3ea+1, gdy ey jest liczbq nieparzystq
®enn=

ES gdy ey, jest liczbq parzystq

IV 19. Wykaz, ze ciag (a) jest rosnacy, a ciag (b,) malejacy.

a) ap=4n-5, by @ ap=n®+3n-10, by=-5n+10
-7 -1 50+ .

B) ap=-L+1, by=L+2 d) a, =53, b.(,A)

20. Wykaz, ze ciag (an) nie jest ani rosnacy, ani malejacy.

a) an=15-n| b) ay =t 9 an=n®-6n d) a,=(-2)""

21. Zbadaj monotonicznos¢ podanego ciagu.

- S 141" T =
a) ap=-2n+20 b) ap=1+(-1) < an HeT d) a,

© 22. Uzasadnij, ze podany ciag jest ciagiem stalym.
) ay= (1" + (1 9 = ()"
b) by = (1) - ()2 d) dy = (1"

23. Przyjmijmy, ze wszystkie wyrazy ciagu (an) 3 dodatnie. Czy na podstawie
podanej nieréwnosci mozna okreslié mon ciagu (@n)?

a)

Gt <1 b) 41> O @nei>@nt2 @) @por+an>0

24. 7badaj monotonicznosé podanego ciagu.
a) a1 =8 i ayi=an-3n O ar=1 i ani=-an
1

b) a1 =-10 i apy=an-5 &) ar=-v2 i ey =an+ o
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MINISPRAWDZIAN

S1. Cztery poczatkowe wyrazy ciagu okreslonego wzorem a, = n+(-2)" to:
A -1,-2,-5,-12 B.1,5,9,13 C.-1,6,-5, 20 D.-1,6,-3,12

52. W kt6rym z podanych ciagéw jeden z wyrazow jest réwny 27

A an=2n+2 B.h,,:% C.cn=2n%-2 D.dy=

§-n

53. Ciag jest okreslony wzorem ay

%. Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan.

I | Ciag jest malejacy. TAK/NIE
Il | Wszystkie wyrazy tego ciagu sg dodatnie. TAK/NIE
1l | Dziewiaty wyraz tego ciagu jest 10 razy wiekszy niz aso. TAK/NIE

54. Ciag (an) jest okreslony wzorem rekurencyjnym: ai =0, dns1 = ~2an + 5. Piaty
Wyraz tego ciagu jest réwny:

A -25 B.-5 c.o D.15

CIAG ARYTMETYCZNY

CWICZENIE A Sprobuj odkry¢ regule, wedlug ktorej powstaja koleine wyrazy
ciagu. Podaj dwa nastepne wyrazy.

L1, 21, 31, 41, ...

W kazdym z ciagéw z cwiczenia A kolejny wyraz powstaje przez dodanie
do wyrazu poprzedniego pewnej liczby, zawsze tej samej.

Jesli ciag (a,) ma co najmniej trzy wyrazy i kazdy jego wyraz, z wyjat-
kiem pierwszego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego pewnej
stalej liczby r, to taki ciag nazywamy ciagiem arytmetycznym. Liczbe
nazywamy réznica ciagu.

Wzor rekurencyjny ciggu arytmetycznego
0 pierwszym wyrazie a, i réznicy r:
Ans1 =an + 1
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42

Aby stwierdzi¢, czy ciag jest arytmetyczny, wystarczy sprawdzi
nice migdzy jego kolejnymi wyrazami sq réwne.

CWICZENIE B Zapisz kilka poczatke h wyrazow ciagu arytmetycznego o po-
danym pierwszym wyrazie i réznicy

a) a =10, b a

9 a

Zauwaz, ze dla dowolnych dwoch kolejnych wyrazow a, i an.: ciagu
arytmetycznego o réznicy r zachodzi T6WnOS¢ @nsy - ay = r. Zatem ciag
arytmetyczny o roznicy r jest rosnacy, gdy r > 0, a jest malejacy — gdy
F <0, 1 jest ciggiem stalym — gdy r =

CWICZENIE C Oznaczmy przez r roznice ciagu arytmetycznego (ay).

a) Ktéry wyraz tego ciagu otrzymamy, gdy do wyrazu aso dodamy 2r, a ktéry
— gdy od wyrazu ayo0 odejmiemy 5r?

b) Przyjmijmy, Ze a, nie jest pierwszym ani ostatnim wyrazem ciagu. Zapisz za
POIOCY ay OFaz r Wyrazy: @n-1, sy i oblicz ich Srednia arytmetyczng.

W ciagu arytmetycznym kazdy wyraz (ktéry nie jest ani pierwszym, ani
ostatnim) jest réwny sredniej arytmetycznej dwéch sasiednich wyrazow.
An-1 + Anat
ay = az1 ] Anel
Z tej wlasnosci zapewne wzigla si¢ nazwa ,ciag arytmetyczny”.
zadania 1-9 )

WICZENIE D W ciagu arytmetycznym (ay) pierwszy wyraz jest rowny 7, a roz
nica tego ciagu wynosi v/2. Znajdz kilka poczatkowych wyrazéw ciagu (an) oraz
Wyrazy aio, azo, dioo. Podaj wzor ogolny tego ciagu.

W ciagu arytmetycznym (ay) o réznicy r i pierwszym wyrazie a; kolejne
wyrazy sa rowne:
a=ay+r
as=a+r=ay+2r
aj=as+r=a;+3r
itd.

Na podstawie tych réwnosci mozna sformutowaé wzor ogdlny ciagu (ay).

‘Wzér ogdlny ciagu arytmetycznego
© pierwszym wyrazie a, i réznicy r:
ap =ay+(n-1r
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Oto przyklady ciagow ar h oraz ich wzory rekurencyjne i ogélne.

CIAG ARYTMETYCZNY WZOR REKURENCYINY WZOR OGOLNY
® V2, V243, V2+6,... a=v2 ansi=an+3 an=+2+3(n-1)
311 —a,-1 =1-1n-
‘Lo a =1 an=an-y an Fn-1

ZENIEE Ciag 2, Z

4k jest arytmetyczny. Zapisz wzor ogdlny
tego ciagu i ustal dwudziesty

2 tego

PRZYKEA W ciggu arytmetycznym dane sq as = 8 oraz @, =—-6. Oblicz aso.
an=ay+(n-Nr Zapisujemy wz6r ogélny ciagu arytmetycznego.
8=a +4r Korzystajac  tego, ze as =8 i i =—6,
a1y zapisujemy uklad réwnan.

@ =8-4r=8-4-(-2)=16

aso=ay +49r = 16+49 - (-2

ZADANIE W ciagu arytmetycznym dane sq a; =-32 oraz ajs =~74. Oblicz as.

Uwaga. Aby obliczyé roznice 7 w powyzszym przykladzie, mozna tez bylo sko-
rzysta z rownosci ai; = as +7r, a do obliczenia as) mozna bylo skorzysta¢
Z r6Wnosci aso = as +45r.

dania 021 )

ZESTAW ZADAN

1. Podany ciag jest ciagiem arytmetycznym. Oblicz réznice tego ciagu i zapisz
kolejne dwa jego wyrazy.

a) -3,2,7,... 9 10,2,10,6, 11, ... € 142, 1+2v2,1+3V2, ...
b) 1%. 62 . d) 125,5, 120, 1145, ... f) (1+v272,3,0-V22, ...

2. Zapisz drugi, trzeci i czwarty wyraz ciagu arytmetycznego, w ktérym:

a ai=7, r= b) as=11, r=2 9 ar=

, r=0 d) as=13, ag=6
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3. Podany ciag jest ciagiem arytmetycznym. Ustal jego réznice i podaj dwa poczat-
Kowe wyrazy tego ciagu.

a) ai, az 24, 31, 38, ... < ai, a; m+7, m-7, m-21,...

b ai, a, -3, -5, =7,... d) ai, a, X33, 224, x

4. Znajdz wartos¢ t, dla kiérej podane liczby sa kolejnymi wyrazami ciagu arytme-
tycznego.

a) -6, -12, 18-t 43 9 t2-3,2t, t-1

5. a) Znajdz trojwyrazowy ciag arytmetycz-
ny, ktérego wyrazami sa liczby pierwsze.

Liczby pierwsze mnicjsze od 5

2357 11 13 17 19 b) Znajdz pieciowyrazowy ciag arytmetycz-
23 20 31 37 41 43 47 Dy oroznicy 6, kidrego wyrazami sq liczby
pierwsze.

6. a) Pierwszym wyrazem pewnego ciagu arytmetycznego jest liczba -3, a piatym
— liczba 15. Znajdz drugi, trzeci i czwarty wyraz tego ciagu.

b) Liczby 2, a, b, ¢, d, —24 tworza ciag arytmetyczny. Znajdz liczby a, b, ¢ i d.

© 7. Tle jest nieskor ciag: metycznych o wyrazach ., w kto-
Tych plerwszym wyrazem Jost Siezba 3,2 jednym 2 wyrazéw jest liczba 157

© 8. Ciagi (ay) i (by) sa arytmetyczne.
a) Wykaz, ze ciag (cp), w Ktorym ¢, = @y + by, tez jest arytmetyczny.

b) Wykaz, ze ciag okreslony wzorem dy = 2a, - by jest ciggiem arytmetycznym.

9. Oto wzory ogolne czterech ciagow. Ktore z tych ciagéw sa arytmetyczne?

ay=-13-5n by =dngnt e =\3+n-D-2

41l 10.a) Zapisz wzory ogélne i rekurencyjne nastepujacych ciagéw arytmetycznych:

55053, 6, 3+44V3, 3443, 3-2V3,... 274, -26, 246,
b) Zapisz wzory ogélne ciagéw arytmetycznych (okreslonych rekurencyjnie):
@=-7 i aua=ap+2 b=} ibaa=ba-}  a=-13 i Gui=c-02
) Zapisz wzory rekurencyjne ciagéw arytmetycznych Slonych za pomoca,

wzoréw ogdlnych):

Xo=4+5(n-1) Zn=104-4n
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11. Ciag (ay) jest ciagiem arytmetycznym.

a) Znajdz ai, jesli ay =21ir=5. O Znajdz ais, jesliay=1iaz =4.
b) Znajdz az, jesli ay = VZir =2 d) Znajdz asoo, jesli a; =61 ax

12. Ciag (ay) jest ciagiem arytmetycznym.
a) Znajdz réznice ciagu oraz aya, jesli ay
b) Oblicz a, oraz ajs, jesli as; =8, a réznica ciagu wynosi 0,1.

) Znajdz réznice tego ciagu oraz aj, jesli ayo = 100 i @z = 104.
d) Znajdz réznice tego ciagu oraz ay, jesli as = -8 i ag = ~2.

ia =54

13. Wykaz, ze jesli suma trzech kolejnych wyrazow ciggu arytmetycznego jest row-
na p, 1o srodkowy  tych wyrazow jest rowny £.

14. Ustal, ile zapalek potrzeba do uloZenia setnej figury w podanym ciagu.

a)

D e P P b e P P
b)

O OxO OxOxO OxOxOxO ..

15. W pewnym ciagu arytmetycznym wyraz dziesiaty jest liczba 2 razy wicksza niz
wyraz piaty i zarazem liczba o 2 mniejsza od wyrazu pietnastego. Znajdz pierwszy
wyraz i rznice tego ciagu.

16. Podane liczby to poczatkowe wyrazy ciagu arytmetycznego. Sprawdz, czy licz-
ba ~120 jest wyrazem tego ciagu. Jesli tak — to kt6rym?

a) -240, -230, ... b) 26, 22, ... < 66, 65%.

17. Podany ciag jest ciagiem arytmetycznym. Ustal, ile ma wyrazow.
a) 7,11,15,..., 55 b) 121, 132, 143, ..., 1100
©18. Dane sq ciagi arytmetyczne: 17, 21, ... oraz 16, 21, ... . Uzasadnij, Ze 41 jest

wsplnym wyrazem tych ciagow. Znajdz jeszcze dwa inne wspolne wyrazy tych
ciagow.

19. Wykaz, ze jesli ciag (an) jest arytmetyczny, to ciag okreslony wzorem by, = as,
teZ jest ciagiem arytmetycznym.
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20. Wybierz dowolna liczbe naturalng wieksza od 1. Zapisz rosnacy ciag wszystkich
liczb naturalnych, ktére przy dzieleniu przez wybrana przez ciebie liczbe daja
reszte 1. Sprawdz, czy otrzymany ciag jest ciagiem arytmetycznym.

Warto wiedzie¢!

Ciag arytmetyczny ma Scisly zwiazek  Liczby te mozna zapisac inaczej:

2 funkeja liniowa. Dla dowolnej funkcji g4 p, a+b+a, a+b+2a, a+b+3a,

liniowej f(x) = ax + b wartosci f(1), f(2), i

f(3), f), ... worza ciag arytmetyczny.  Widaé wiec, Ze jest to ciag arytmetyczny

O piernssnym wyrazic a b i roznicy a.

> Wynika stad m.in., ze dla danej funkcji
liniowej réznica migdzy jej wartosciami
dla dwoch koleinych liczb naturalnych
jest zawsze ta sama (zob. rysunck).

R

iE i Mozna wykazaé ogélnicjsza wlasnosc:
12345 W O meIsza

Ciag (an) jest ciagiem arytmetycznym
Kolejne wyrazy tego ciagu to: wtedy i tylko wtedy, gdy punkty (1,a1),
+b, a-2+b, a-3+b, a-4+b, ... (2,a),(3,a3)itd. lezq na jednej prostej.

21. Przeczytaj informacje w ramce.

a) Dana jest funkcja f(x) = -3x + 5. Sprawdz, Ze ciag f(1), f(2), f(3),... jest ciagiem
arytmetycznym. Podaj pierwszy wyraz i réznice tego ciagu.

b) Dany jest ciag arytmetyczny o wyrazach a; = -5, a; = -2, a3 = 1
wzor takiej funkcji liniowej £, ze (1) = a1, f(2) = az, fB3) = as, ... .

. Znajdz

9 Wykaz, ze jesli f jest funkejq liniowa, a ciag b, bz, bs, ... jest ciagiem arytme-
tyeznym, to ciag f(ba), f(b2), f(bs), ... ez jest ciagiem arytmetycznym.

MINISPRAWDZIAN

S1. Jezeli dziesiatym wyrazem pewnego ciggu arytmetycznego jest 20, a trzyna-
stym wyrazem tego ciagu jest 29, to drugim wyrazem tego ciagu jest:

A -4 B. -1 C3 D.-7

52. Trzy poczatkowe wyrazy pewnego skof ciagu arytmetycznego to licz-
by 1,13, 2 2, a ostatnim wyrazem jest liczba 16. lle wyrazow ma ten ciag?

A16 B.17 c.18 D.19

53. Ciag p, 6, 5p,... jest ciagiem arytmetycznym. Czwarty wyraz tego ciagu jest
rowny:
A9 B.14 c1s D. 30

46 CIAGH



SUMA WYRAZOW CIAGU ARYTMETYCZNEGO

| Zhistorii
Carl Friedrich Gauss (czyt. karl fridris gals), jeden z najwybitniejszych ma-
tematykow, juz od najmlodszych lat wykazywal niezwykle zdolnosci. Gdy
miat 7 lat, nauczyciel w jego Klasie kazal uczniom obliczy¢ sume liczb na-
turalnych od 1 do 50. Zapewne mial nadzieje, e zajmie to uczniom duzo
czasu i dzigki temu bedzie miat spok6j do korica lekcji. Mozna sobie wy-
obrazi¢ jego zaskoczenie, gdy miody Friedrich podat poprawna odpowie
juz po chwili. Podobno Gauss liczyl w nastepujacy sposdb: zapisat liczby od
1 do 50, a pod spodem te same liczby w odwrotnej kolejnosci i wykonal
dodawanie.

14243 +4+...+49+50
+ 50+49+48+47+...+ 2 + 1

51451+51+51+...+51+5

150
W ten sposdb otrzymat liczbe 2 razy wigksza niz szukana suma. Zatem:
142+3+...450=

Opisany w powyzszej ramce sposb obliczania sumy 50 poczatkowych
liczb naturalnych mozna wykorzystac do sumy poczatkowych
wyrazow dowolnego ciagu arytmetycznego.

Niech (ap) oznacza ciag arytmetyczny o réznicy r. Zapiszmy sume wyra-
76w od @, do a,, a pod spodem — te sama sume, ale skladniki ustawmy
w odwrotnej kolejnosci.

Qi+ a + as + ... +an

A+ anoy +anz b L b

Sumy te zapisano ponizej w innej postaci i dodano odpowiednie wyrazy:

ay + (@+r) +(@+2r)+ ... +an
4 an+ @) +@-20+% .. ta
(a1 +an) +(@ +an) +(@ +ap)+ ... +(@+an) =(a+an)-n

Z powyzszych rozwazari wynika rownosc:

a,+az+v,,+anzw

CWICZENIE Oblicz sume jedena-
stu poczatkowych wyrazow ci-
gu arytmetycznego, w kidrym
ay=-121i r=0;

Suma n poczatkowych wyrazow
ciagu arytmetycznego:
S = it
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[TATTITMM Liczby S5, 1, -3 sa trzema poczatkowymi wyrazami ciagu arytme-
tycznego (a,). Oblicz sume ay) + a2 +...+ aso.

an+ a2+ + a0 =S - S0 sty s ogoy cign (3 ko

4 rzystajac ze wzoru @, = @ +

@ =5 r=1-5=
ap=5+(n-1)-(-4)
as0=5+29-(-4) =
S0= 2311 .30 =-1590 Korzystamy ze wzoru S, =

Ao=5+9-(-4)=-31

m

ata, ,
2

S30- Si0 = ~1590 - (~130) = =1460

ZADANIE  Liczby -9, -3, 3 sq trzema poczatkowymi wyrazami ciagu arytmetyczne-
20 (an). Oblicz sume as + g + ...+ azo.

Uwaga. Zadanie w powyzszym przykladzle mozna bylo rozwiazaé inaczej —
zauwazyé, ze liczbe @y +anz +...+ as) mozna potraktowaé jako sume dwudzie-
stu h wyrazow ciagu . ktdrego pierwszym wyrazem
Jest iy, a dwudziestym wyrazem jest azo,

zodania 1-18 )

ZESTAW ZADAN

1. 2) Oblicz sumg dwudziestu jeden poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetyczne-
go, w Ktérym a, =42 i r =-3.

b) Oblicz sume trzydziestu pigciu poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego
okreslonego wzorem a, = 8 - 5n.
1

©) Oblicz sume stu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego s;, -5, —

d) W clagu arytmetycznym dane sq: a; =-1,9 i a7
poczatkowych wyrazow tego ciagu.

4. Oblicz sume dziewigtnastu

2. Suma dziesigciu poczatks h wyrazow ciggu arytmetycznego jest réwna 21
oraz a; =35. Oblicz ay i r.

3. Oblicz sume picédziesicciu poczatkowych dodatnich liczb parzystych.

4. Ciag (ay) jest arytmetyczny i Sp =y + @ +... + an. ZnajdZ pierwszy wyraz i réz-
nice ciagu (a,), jezeli wiadomo, ze:

a) Sz

24, az=12 b) $2=13, $5=16 © Sp=4n*-9n
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5. a) Oblicz sume wyrazéw od dziesi: do i ciagu arytmetycznego,
wktorym a; =-=51ir=3.

b) Dla ciagu arytmetycznego dane sa sumy: Syo = -37,5, Sz = 25. Oblicz sume
trzydziestu poczatkowych wyrazow tego ciagu.

©) Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego, w ktérym
S20=33 i S30 =86.

6. Ile zapalek potrzeba do ulozenia dwudziestu figur podanego ciagu arytmetycz-
nego? lle figur tego ciagu mozna ulozy¢ z 1000 zapalek?

= 0= -0~ ~0-0-0-

- B BB EEe—

7. W pierwszym rzedzie amfiteatru moze
zasigsé 40 osob, a w kazdym nastepnym
rz¢dzie — 0 8 0s6b wiecej.

a) Ile miejsc znajduje si¢ w ostatnim, dwu-
dziestym pierwszym rzedzie?
b) Ile wszystkich miejsc ma ten amfiteatr?

8. Dachéwki sq ulozone na jednej po-
faci dachu w szesnastu rzedach. N
nizszy rzad sklada sie ze 130 daché-
wek, a w kazdym nastepnym rzedzie
lezy o 5 dachowek mniej niz w rzedzie
poprzednim. Tle dachéwek lezy w naj-
wyzszym rzedzie? lle dachéwek lezy na
calej polaci dachu?

9. Ktéra z dwoch podanych ofert jest bardziej oplacalna? Oblicz w obu przypad-
Kach sume zarobionych w ciagu 5 lat pieniedzy.
Oferta 1: Wynagrodzenie wyplacane | Oferta 2: Wynagrodzenie wyplacane
jest co pél roku. Pierwsza wyplata | jest raz w roku. Pierwsza wyplata
wyniesie 1000021, a po kazdym na- | wyniesie 2110021, a po kazdym na-
stepnym polroczu dostaniesz 100zt | stepnym roku dostaniesz 200 z} pod-
podwyzki. | wyzki.

\
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10. Ukladamy domek z kart tak, ze w kazdej kon-
dygnacji jest o 3 karty mniej niz w poprzednicj,
a najwyzsze ,pietro” jest zbudowane z dwéch kart.

a) Tle kondygnacji moze mie¢ domek zbudowany
2 dwoch talii kart (tzn. ze 104 kart)? Ile Kart po-
trzeba do uloZenia parteru tego domku?

b) Wedlug ksiegi rekordéw Guinnessa najwyzsza bu-
dowla ulozona z kart miala 131 kondygnacji. lle ta-
lii kart potrzeba do ulozenia tak wysokiego domku
w sposdb, kiéry opisano na poczatku?

11. a) Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 210.
b) Oblicz sume wszystkich trzycyfrowych liczb naturalnych.
9 Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych wiekszych od 39 i mniejszych od 93.

12. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych:

a) podzielnych przez 3 i mniejszych od 1000,

b) niepodzielnych przez 5 i mniejszych od 500,

) mniejszych od 200, kiére przy dzieleniu przez 7 daja reszte 2.

13. Oblicz sume wyrazow ciagu arytmetycznego.

a) 2+4+6+...+248 0 -34-38-42-...-126
b) 12,5+11,25+10+...+(=5) d) 29%+23%+28+m+17%

©14. Oblicz sume.
2 5 1 2
2 137+2+133+ 24129411 +...+81+62
b) 12-7+10-4+8-1+6+2+...-20+41
€ -129-6-123-11-117-16-111-21-...-69-56

15. lle poczatkowych wyrazéw podanego ciagu arytmetycznego wystarczy dodac,
aby otrzymana suma byla wicksza od liczby p?

a) -2,7, -2,1, -1,5, 0,9, .., p=2 9 az= 5

b) a, =-59, r=10, p=-29 d) S5 =-35, as

16. Lewa strona réwnania jest suma wyrazow ciggu arytmetycznego. Rozwiaz to
réwnanie.

a) 0,2+(0,2 +x) +(0,2 +2x) +... +(0,2 + 19x) = -129
b) X+ (x +3) + (X +6) + ...+ (x +57) = 580
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17. Lewa strona réwnania jest suma wyrazow ciagu arytmetycznego. Rozwiaz to
réwnanie.
-51 b) -24,3-23,7-23,1-.

a) 13+11+9+...+X 480

18. Udowodnij, ze:

a) suma wszystich liczb parzystych od 2 do 2n jest réwna n(n +1),

b) suma wszystkich liczb nieparzystych od 1 do 2n -1 jest réwna

MINISPRAWDZIAN

S1. W ciagu arytmetycznym dane sa: @ = -1 i @s = ~7. Suma o$miu poczatkowych
wyrazow tego ciggu jest rowna:

A. 48 B.-32 C.28 D. 48
52. Suma ws dwucyfrowych liczb h wynosi:
A. 2200 B. 2420 C. 2475 D. 4895

53. Suma pewnej liczby kolejnych wyrazow ciagu arytmetycznego jest réwna 65.
Pierwszy 7 tych wyrazow jest rowny 8, a ostatni 18. Ile Wyrazow zsumowano?

A 13 B.26 cs D.9

CIAG GEOMETRYCZNY

SMS-OWY LANCUSZEK
SZCZESCIA. Jutro rano

Zalozmy, ze ktos wystat do 100 0s6b SMS e e ctes spmpcech

o tresci, kiéra podano obok. Przypusémy Cot bardzo mitego.
tez, ze kazda osoba, ktdra otrzymala ta- Nie przerywaj faricuszka!

ka wiadomosé, wyslala cztery SMS-y o tej Jacek L. przerwat | wypadty
mu wiosy. Te same wiosy

samej tresci. W takim razie kazdego dnia yrosly » kolel tysemu
wysylano takich SMS-6w 4 razy wiecej niz Marcinowi K., ktéry
dnia poprzedniego. taficuszka nie przerwat.

Zatem liczby wyslanych SMS-6w w kolejnych dniach wynosilyby:
100, 100 -4, 10042, 100 4%, 100- 4%, 100-4°, 100-45, ...

Latwo zauwazyc, ze dziesi dnia liczba wyslanych SMS-6w
100 - 4%, czyli ponad 26 milionéw. Liczba SMS-6w wyslanych jedenastego
dnia bylaby wiec znacznie wicksza niz liczba mieszkaricow Polski.
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52

Kolejne wyrazy ciagu 100, 100 - 4, 100 - 42,
poprzedni wyraz przez 4.

otrzymalismy, mnozac

Jesli ciag (a,) ma co najmniej trzy wyrazy i kazdy jego wyraz, z wyjatkiem
pierwszego, powstaje w wyniku pomnozenia poprzedniego wyrazu przez
pewna stalg liczbe 4, to taki ciag nazywamy geometrycznym. Liczbe q
nazywamy ilorazem ciagu.

Wz6r rekurencyjny ciagu geometrycznego
o pierwszym wyrazie a, i ilorazie q:
an-q

ns1

CWICZENIE A Zapisz cztery poczatkowe wyrazy ciagu geometrycznego o poda-
nym pierwszym wyrazie i florazic.

dar=-m, q=-1

Am=18 q=2 bai=1,

Zauwaz, Ze dla dowolnych dwéch kolejnych (niezerowych) wyrazéw ay
i ap.1 ciagu geometrycznego zachodzi rownosé %l = g. Zatem aby
stwierdzi¢, czy dany ciag o wyrazach réznych od 0'jest geometryczny,
wystarczy sprawdzic, czy dzielac wyraz przez wyraz go poprzedzajacy,
otrzymujemy zawsze t¢ sama liczbe.

VICZENIE B Niech (ay) oznacza ciag geometryczny o ilorazie q (gdzie q 4 0)

a) Ktéry wyraz tego ciagu otrzymamy, gdy wyraz as; pomnozymy przez q
a ktory — gdy wyraz ayo podzielimy przez q%?

b) Zapisz za pomoca ay oraz q Wyrazy -1 i an.1. Wykaz, ze gdy n > 1, to
zachodzi TOWNOSCE @ = an-1 - Anet

Gdy wyraz an ciagu geometrycznego nie jest ani pierwszym, ani ostatnim
wyrazem, to zachodzi r6wnos¢:

a = an-1 - ana
Z tej rownosci wynika, Ze:
@y = AT @per Wb @y =~ @y en
$rednig geometryezng liczb dodatnich p i g jest liczba /pg. Zatem w ciagu
geometrycznym o wyrazach dodatnich wyraz ay jest srednia geometryczng
dwdch sasiednich wyrazow. Tej wlasnosci ciag geometryczny zawdzieeza

Zzapewne swa nazwe. N
2adania 1-10
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il | CWICZENIE C Podaj przyklad ci
a) jest rosnacy i jego pierwszy wyraz jest liczba dodat

2nego, kidry

u geome

y i jego pierwszy wyraz jest liczba ujemna,

‘osnacy, ani malejacy,
d) jest staly i jego trzeci wyraz jest liczba ujemna,

Ciag geometryczny (ax) o ilorazie q jest:

« ciagiem rosnacym, gdy: o ciagiem malejacym, gdy:
a>0iq>1 a>0i0<q<1
(p. 0,7, 7, 70, 700, ... ®p. 6, 3, 15, 075, ...)
lub lub
a<0i0<q<1 a<0ig>1

(mp. -0,5, 0,05, ~0,005

(mp. ~10, -20, 40, -80,

Ciag geometryczny (as) o ilorazie 4 < 0 nie jest ani rosnacy, ani malejacy.

Ciag geometryczny o ilorazie g = 1 jest ciagiem stalym. Ciagiem stalym
jest takze ciag geometryczny, Ktorego pierwszy wyraz jest réwny 0.
zadonia 11-12 p

W ciagu geometrycznym (ay) o pierwszym wyrazie a; i ilorazie q kolejne
wyrazy s3 rowne:

=ag®
a;=as-q=mq’
itd.

Na podstawie tych réwno$ci mozna sformulowa¢ wzér ogélny ciagu (an).

Wzr ogélny ciagu geometrycznego
o pierwszym wyrazie ay i ilorazie :
an=a - q"!

Oto przyklady ciagéw geometrycznych i ich wzory rekurencyjne i ogélne:

CIAG GEOMETRYCZNY WZOR REKURENCYINY WZ6R 0GOLNY

. V2, 3V2, 9V2, ... ar=v2  ap.1=3an ap=+2-3"1
= N —3. (-1

. a=3 ana=-}a an=3-(-1)

a;=-90  @pi=0la,  a,=-90-011
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[TIATTTEE W ciagu geometrycznym pierwszy wyraz jest réwny 2, a piaty wy-
raz jest 0 40 wigkszy od trzeciego. Znajdz wzér ogélny tego ciagu.

as = a; +40 Rownos¢ wynika z warunkéw zadania.

ot =20

24 = 247 + 40 Korzystamy 7 tego, 7e as = aq* = 24
a' =24 oraz as = aiq? = 26°

q*-4*-20=0

Niech g2 = t. Wéwczas t2 - t-20=0

A=1+80=81
1+9
=5 5
=5 lub
4=v5 lub q=-J5 réwnanie sprzeczne

n-1 n-1
- Dwa ciagi spefniaja warunki zadania.

ZADANIE W ciagu geometrycznym (ay) o pierwszym wyrazie réwnym 5 wyraz az
Jest 0 10 wickszy niz wyraz as. Znajdz wzor ogdlny tego ciagu. >
sadania 13-18

v ISR Znajdz roznice r ciagu arytmetycznego (a,), jesli wiadomo, ze
as oraz wyrazy a;, ds i dz6 to kolejne wyrazy ciagu geometrycznego.

a=ag—4r=1-4r Az = g +20r =1+ 20r

Ciag @z, as i az6 jest ciagiem geometrycznym.

Gdyby a, =0, to kazdy kolejny wyraz takze

Wiemy, ze a; #0. bytby réwny 0. Wiemy zaé, Ze d =

Zachodzi zatem réwnanie:

Gz _ O

% "

1+20
1

(1420001 -4 =1
1-4r+20r-80r2 =1
80r2-16r=0 |:16
S5r2-r=0
rsr-1)=0

0 lub r=1

ZADANIE  ZnajdZ roznice r ciagu arytmetycznego (a,), jesli wiadomo, ze a; = 28
oraz wyrazy ay, as i s to kolejne wyrazy ciagu geometrycznego. N
zadania 1920
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ZESTAW ZADAN

1. Czy podany ciag jest geometryczny?
2
b) 14, 2, 2,

9 55, V5, L,

Sl

5V
2. Podany ciag jest ciagiem geometrycznym. Oblicz iloraz tego ciagu.
a3 01, L L L1 9 -3, -0,3, ~0,03, ~0,003, ~0,0003, ...
024 8, @ 1472 V346, 3+3V2, 3/3+346,...

3. Podany ciag jest ciagiem geometrycznym. Znajdz kolejny wyraz tego ciagu.
a) 10, 100, 1000, ... 9 % -1, %,—%, L. €) 200, 2,0,02,0,0002, ...
b) V5, ¥25,5,595,...  d 1,-1,1,

) 145, (1450, ...

4. Podany ciag jest ciagiem geometrycznym. ZnajdZ @, oraz as.

a) a1, -3, 15, ay,... b) a1,2,7, as,... Q) ai, 204, -68, ay,...

5. Podany ciag liczb jest ciagiem geometrycznym. Znajdz jego iloraz i oblicz na-
stepny wyraz tego ciagu.

a) log2, log4, log 16, ... b) log 3, log %.log&l.

6. Znajdz liczbe x, dla ktérej podany ciag jest geometryczny.
a) 6,15, 5 b) -4, x+1,-25 Q 3+X,X 3

7. a) Pierwszym wyrazem ciagu geometrycznego jest liczba —0,15, a trzecim —
liczba ~6. Znajdz drugi wyraz tego ciagu.

b) Dany jest ciag geometryczny: 25, X, y, 12, Znajdz liczby x i y.

© Wstaw pomiedzy liczby 16 i 81 takie trzy liczby, by razem tworzyly piec kolej-
nych wyrazow ciagu geometrycznego.

d) Sz6sty wyraz pewnego ciagu geometrycznego o niezerowych wyrazach jest dwa
razy wiekszy od wyrazu trzeciego. Znajdz iloraz tego ciagu.

8. Ktore z ciagow o podanych wyrazach ogélnych sa ciagami geometrycznymi?
ap=4-3" bu= %5 =21 742 dy =353 en=6n?

©9. a) Pigty wyraz pewnego ciagu geometrycznego jest rowny 5. Czy siodmym

wyrazem tego ciagu moze by¢ liczba 207

b) Wykaz, Ze w ciagu geometrycznym o wyrazach roznych od zera wyrazy an i ans2
maja taki sam znak.

 Czy istnicje taki ciag geometryczny (an), w Ktorym arz =8 i azs = -64?
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©10. a) Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (a,) jest réwny /7, a jeden z nastep-
nych wyrazéw tego ciagu jest réwny 0. Podaj ay2;.
b) W ciagu geometrycznym (b,) czwarty wyraz jest rowny 3, a wyrazy by 1 bas sa
jednakowe. Podaj bioo.

€Il 11. Okresl monotonicznos¢ podanego ciagu geometrycznego.

a) unsd-(‘ﬁ)" Q rrﬁ e e
b) b, =100-0,1" d) dﬂ:,g.(,;)" ) fa=5-
©12. Sposrod liczb -3, -2, 0, 1, 21, 5 wybieramy dwie rézne i tworzymy ciag geo-

metryczny (an) w taki spos
a druga — jego ilorazem.

. Ze jedna z tych liczb jest pierwszym wyrazem ciagu,

) Wybierz a, i q tak, by ciag (a,) byl ciagiem malejacym. le takich ciagéw mozna
utworzy¢?
b) Ustal, ile ciagow rosnacych o wyrazach ujemnych mozna utworzyé w ten sposob.

<l 13.2) Podane ciagi sa ciagami geometrycznymi. Zapisz wzory ogdlne i rekurencyj-
ne tych ciagow.

139 2, =
B3 i 5v2, 10, 102, ... 2,
b) Zapisz wzory ogélne ciagow geometrycznych (okreslonych rekurencyjnie):
ay=13 i @y =5a, bi=-04 i by =t a=3 i can=-9c

o Zapisz wzory rekurencyjne ciagow geometrycznych (okreslonych za pomoca
wzoréw ogdlnych):
- n- —_2.(3) =5
Xn =19+ (=0,7)"" yn=-2-(3) =5
14. Ciag (an) jest ciagiem gcomc(rycznym

) Znajdz iloraz tego ciagu oraz ayo, jesli ay = 1i ay = 32.

b) Znajdz iloraz tego ciagu oraz ao, jesli as = 0,28 i ays = 175
O Znajdz as, jesli aro =241 = V2.
d) Znajdz as, jesli ars =11 ay

5

15. Sprawdz, czy liczba b jest wyrazem podanego ciagu geometrycznego.

243 2 _ 64
o b6 4,22 . p=8

309
Al 3 ogm e b=gE

525

16. Wyobraz sobie ogromny arkusz papieru o grubosci 0,1 mm. Arkusz ten sklada-
my na pél, potem jeszcze raz na pol i jeszeze raz na pol.

a) Zapisz wzér pozwalajacy obliczy¢ grubosé zlozonego arkusza po n zlozeniach.
b) Oblicz grubos¢ zlozonego arkusza, gdyby udalo si¢ go zlozyé 30 razy.
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©17. Masa plervuaslka promieniotwérczego zmniejsza si¢ 0 pa)uwg Po uplywie pew-
nego dla niego czasu, .0 okresem rozpadu.

a) W probowce znajduje sie mo graméw pewnego pierwiastka promieniotwérczego.
Zapisz wzér pozwalajacy obliczyé mase tego pierwiastka, ktéry bedzie w probowce
Po uplywie n okreséw polowicznego rozpadu.

b) Okres polowicznego rozpadu izotopu jodu *'1 wynosi okofo 8 dni. Zmierzono,
Ze pewna probka zawiera 0,4 mg jodu *'1. Oblicz mase izotopu 131, jaka zawierata
ta probka 40 dni wezesniej.

18. Moc obliczeniowa to najwigksza moz-
liwa liczba operacji wykonywanych przez
komputer w ciagu sekundy. W 1965 roku
Amerykanin Gordon Moore (czyt. mur) sfor-
mulowal zasade znana jako prawo Moore'a:
Moc obliczeniowa komputerow podwaja si¢
co 18 miesiecy. W 1994 roku najszybszym
Kkomputerem na $wiecie byl Paragon wyko-
nujacy okolo 15 - 10'° operacji na sekunde.

Najszybsze komputery w 2000 roku wykonywaly okolo 2,4 - 10' operacji na se-
kunde. Czy wzrost mocy obliczeniowej w latach 1994-2000 byl zgodny z prawem
Moore'a?

19. Pierwszym wyrazem pewnego ciagu arytmetycznego jest liczba 1. Drugi, trzeci
i piaty wyraz tego ciagu sq kolejnymi poczatkowymi wyrazami ciagu geometrycz-
nego. Zapisz wzor ogolny ciagu geometrycznego.

20. Liczby a, b i ¢ to kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego. Ich suma wynosi 45.
Liczby §, b -3, ¢ +30 s kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego. Znajdz a, b i c.

MINISPRAWDZIAN

S1. Ciag (an) jest ciagiem geometrycznym, w KtGrym pierwszy wyraz jest rwny 6
a iloraz wynosi 1. Ktora z ponizszych réwnosci nie jest prawdziwa?

Aay=2 B.an D.ay; - aiz =

S2. Piatym wyrazem pewnego ciagu geometrycznego jest
zem jest 2. lloraz tego ciagu jest réwny:

B. V2 C.2v2 D.2

, a jego Gsmym wyra-

53. Tloraz pewnego ciagu geometrycznego wynosi 2, a suma dwdch poczatkowych
Wyrazow jest réwna 14. Suma czterech poczatkowych wyrazow jest réwna:

A28 B. 56 C. 64 D. 70
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SUMA WYRAZOW CIAGU GEOMETRYCZNEGO

Przyjmijmy, ze (ay) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie q # 1, czyli
ze (ay) nie jest ciagiem stalym. Niech S, oznacza sume n poczatkowych
Wyrazow tego ciagu:

Sp=a1+@+az+...+an-1+an

Mnozac obie strony powyzszej réwnosci przez g, otrzymujemy:

Snd =14 +02+A3G +...+An-1q +Anq,

‘Wobec tego liczba S,q jest rowna sumie wyrazéw od @z do @n.). Zatem:
Sn=Snq = (@1 +@ ...+ An) = (@2 + a3+ ...+ Qn + An)
Sull =) = a1 - ane
Sa(l-@)=ar-aq"
Sull-a)=ai(1-g")
Sn= EIH—‘ gdyq#1

CWICZENIE Oblicz sume wyrazow
Suma n poczatkowych wyrazéw skoficzonego ciagn geometrycz-
ciagu geometrycznego nego
0 ‘l‘”az‘el"# ks a1, , 27, 81, 243, 729
Sn=a - 4 b1, H

1-4q

Jesli (an) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g = 1, czyli jest ciagiem
stalym, to S, = naj.

[ZIATTCTI Skiadniki podanej sumy to kolejne wyrazy ciagu geometrycznego.
Oblicz te sume.

4+412+36+...+4-3° .
Korzystajac z réwnosci g = 92, znajdujemy

12 a
=4, g="4=3, a,=4-3"° iloraz, a nastepnie wzor ogélny ciagu.
4.3771=4.310 Usmlamy ktérym wyrazem ciagu Jesl wwnz
- 319, korzystajac ze wzoru @, =
n-1=10
n=1 Zatem jest 11 skiadnikow sumy.
Si=4 AS1T7147 354202
ZADANIE  Skladniki sumy -3-6-12-...-3 - 2'5 to kolejne wyrazy ciagu geome-

trycznego. Oblicz t¢ sume. N
zadania 17
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ZESTAW ZADAN

1. Oblicz sume:

a) picciu poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego, w Ktorym a; =3 i q =
5

2"

) szesciu poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego 22, ~66, 198, ... .

b) siedmiu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego by =

2. Oblicz podana sume wyrazow ciagu geometrycznego.

a) 3+15+75+...+3-5°

243
3.

3. a) Kazdy czlowiek ma dwoje rodzicow, czworo dziadkéw, osmioro pradziadkéw
itd. Oblicz liczbe wszystkich swoich przodkéw w 10 pokoleniach.

b) Przyjmijmy, ze co 25 lat rodzi si¢ nowe pokolenie. Tl twoich przodkéw urodzito
sie w ciagu ostatnich 2000 lat? Szacuje sie, ze od zarania ludzkosci na Ziemi zylo
11-10'° ludzi. Wytlumacz sprzeczno$¢ miedzy ta liczba a otrzymanym rezultatem.

4. Gre w szachy wymyslono w Indiach. Legenda glo-
si, ze wladca Indii zachwycony ta gra postanowil
nagrodzi¢ jej tworce, proponujac mu, by sam wy-
brat nagrode. Sprytny wynalazca poprosit o jedno
ziarno pszenicy za pierwsze pole szachownicy, dwa
ziarna za drugie, a za kazde nastepne 2 razy wiccej
ziaren niz za pole poprzednie.

a) Zapisz wzor, ktéry przedstawia liczbe ziaren za n-te pole szachownicy.

b) Oszacuj, ile ton pszenicy mialby otrzyma¢ wynalazca szachow. Mozesz przyjac,
Ze 4 tony pszenicy to okolo 10° ziaren. Na $wiecie produkuje sie okolo 600 mln
ton pszenicy rocznie. Porownaj otrzymany wynik z ta liczba.

5. Pilke upuszezono z wysokosci 2 m. Po kazdym odbiciu si¢ od podiogi pitka
wznosi si¢ na wysokos¢ rowna 0,7 wysokosci, z ktérej opadala. Oblicz:

a) wysokos¢, na ktéra wzniesie si¢ pilka po piatym odbiciu si¢ od podiogi,

b) droge, jaka pokona pilka od momentu puszcze-

nia jej do momentu szostego odbicia si¢ od podiogi.

6. Szescian, ktory jest podstawa budowli przed-
stawionej na rysunku, ma krawed? dlugosci 30 m.
Krawed? Kazdego nastepnego szescianu jest o §
Krotsza od krawedzi szescianu ponizej. Oblicz wyso-
kos¢ budowli, jej pole powierzchni calkowitej oraz
objetosc.
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© 7. Oblicz sume wyrazéw ciagu.
a) 5-4+425-8+125-16+...+57 =28
b) 3-1+49-4+27-7+...+310-

MINISPRAWDZIAN

1. Suma osmiu poczatkowych wyrazéw ciagu okreslonego za pomoca wzoru
an= 491 do czesci dziesieciotysiecznych, jest rowna:

A.0,0476 B. 3,6666 €.0,9303 D. 2,4932

52. Suma czterech poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego o ilorazie & wy-
nosi 75. Pierwszy wyraz tego ciagu jest réwny:

Al B.8 C.40 D. 60

$3. Skladniki sumy 10 +50 +.
Suma ta jest rown:

A. 39060 B.31248 C. 26040 D. 156248

+2-5% to kolejne wyrazy ciagu geometrycznego.

PROCENT PROSTY | PROCENT SKLADANY

Wyobraz sobie, Ze niespodziewanie odwiedzit ci¢ bogaty krewny i obiecal,
Ze przez najblizsze dwa lata bedzie ci co miesiac wyplacal kieszonkowe.
Ztozyt przy tym dwie propozycje do wyboru.

PROPOZYCIAT - ,--==  PROPOZYCJAIl -
W pierwszym miesiacu otrzymasz
221, a w kazdym nastepnym mie-
siaeu — o 50% wigcej niz w po-
przednim miesiacu.

W pierwszym miesiacu otrzymasz
kwot 1007l, a w kazdym na-
stepnym — wiecej niz w poprzed-
nim o kwote réwna 50% kieszon-

| kowego w pierwszym miesiacu.

Ktéra propozycja wydaje si¢ korzystniejsza?

CWICZENIE A Oblicz, ile wyniostoby kieszonkowe w trzecim miesiacu wedlug
pierwszej propozycii, a ile — wedlug drugiej.
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Niech Ky oznacza kieszonkowe (w zlotych) otrzymane w n-tym miesiacu.
Zatem wyplaty w kolejnych miesiacach wyniostyby:

PROPOZYCJA I PROPOZYCJA IT
Ky =100
Kz =Ky +50=100+50
K3 =K2+50=100+2-50
Ky =K3+50=100+3-50

Kn =Kn-1+50=100+(n-1)-50 Kn=Kn-1-1,5=2-1,5""

Latwo zauwazy¢, ze kolejne wyplaty obliczone wedlug reguly z pierwszej
propozycji tworza ciag arytmetyczny (o pierwszym wyrazie K = 100 i r6z-
nicy r = 50), a wedlug drugiej — ciag geometryczny (o pierwszym wyrazie
K =2 iilorazie q = 1,5). Korzystajac z powyzszych wzoréw ogdlnych, moz-
na poréwnac kieszonkowe po pierwszym roku i po drugim.

PROPOZYCJA 1 PROPOZYCJA TT

K12 100 +11 - 50 = 650 2.1,5M ~173

Koy 100 +23 - 50 = 1250 21,58 ~ 22445

Jak widaé, w ostatnim miesigeu drugiego roku wyplaty naliczone wedlug
drugiej propozycji bylyby zdecydowanie wyzsze.

ZENIE B Propozycja druga stala si¢ w pewnym momencie korzystiejsza
Inij, Ze zdarzylo si¢ to w szesnastym miesiacu.

Aby poréwnaé oba warianty, nalezaloby obliczy¢ sume wszystkich wyplat.
W tym celu mozemy skorzystaé ze wzoréw na sume n poczatkowych wy-
raz6w ciagu arytmetycznego i geometrycznego.
PROPOZYCIA | PROPOZYCJA II
Spq = K1tKos 04

= 10041250 . 24 = 16200

Chot propozycja druga wydawala si¢ poczatkowo malo atrakeyjna, okazata
sie jednak duzo Korzystniejsza.

Opisane powyzej sytuacje przyp ja dwa najczes Sposo-
by naliczania odsetek przy roznych opcnqach finansowych.
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Jezeli odsetki sq naliczane

od stalej kwoty, to mamy do PROCENT PROSTY
czynienia z procentem pro- Kn=Ko+2=-Ko-n
stym. Wiedy Kapital korico-

wy obliczamy wedlug wZzoru Ko — kapital poczatkowy
podanego obok. P — oprocentowanie za jeden okres.

naliczania odsetek
n — liczba okresow naliczania odsetek
Ky — Kapitat z odsetkami po n okresach

Warunki kredytowe sa nastepujace: przez 2 lata nalezy spfacaé co
miesiac 1% pozyczonej kwoty, przy czym w ostatnim miesiacu oprécz odsetek
trzeba oddac cata pozyczong kwote. Oblicz, jaka sume trzeba bedzie wptacié po-
2yczkodawcy w ciagu 2 lat, jesli na tych warunkach zaciagniemy kredyt 5000 z1.

Ko=50002t, p%=1% n=24

Koo =Ko+ B - Ko - 24 Keq — suma do splacenia po 24 miesiacach

K24 = 5000 +0,01 - 5000 - 24 = 6200

Odp. Suma wpfat wyniesie 6200 z1.

ZADANIE  Warunki kredytu sq nastepujace: przez 3 lata nalezy splacac co mie-

siae 2% pozyczonej kwoty i w ostatnim miesiacu oddaé calq pozyczona kwote. lle
wyniesie suma odsetek, jesli pozyczymy na tych warunkach 10 tysiecy zlotych?

Jezeli odsetki s naliczane od kapitalu powiekszonego o odsetki za wezes-
niejszy okres, mamy do czynienia z procentem skladanym, tzn. jesli kapital
poczatkowy wynosi Ko, a oprocentowanie jest réwne p%, to po kolejnych
okresach naliczania odsetek kapital wraz z odsetkami wynosi:

po pierwszym okresie: Ky =Ko+ 12 - Ko = Ko(1+ ﬁ)

” sach: K42 K= AW 2y
po dwoch okresach: Kz =K1 + 25 - K K,(l+wu) Ku(l+wu)

3
sach: Kot P K =Ko14 ) = £
po trzech okresach: K3 =Kz + 125 - Kz = Ko 1+ 155) = Kof1+ 185" itd.

Ten sposéb naliczania odse-

tek jest zwyKle stosowany PROCENT SKEADANY
rzez banki. Gdy bank doli- = b\
s ) K = Ko(1 + 1)

cza kwote odsetek do kapi-
talu (stanu konta), to méwi Ko — kapital poczatkowy
my, Ze odsetki sa kapitalizo- P — oprocentowanie za jeden okres
wane. naliczania odsetek
n — liczba okreséw naliczania odsetek
Kn — kapital z odsetkami po n okresach
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[TIATTXEN Na konto, ktérego oprocentowanie wynosi 4% w skali roku, wpfa-
cono 10000 zt. Oblicz, jaki bedzie stan konta po uptywie 5 lat, jesli wiasciciel
konta nie bedzie dokonywat zadnych wptat ani wypfat.

Ko=100002t, p%=4% n=5

Ks = ko (1+755)° Ks — kwota na koncie po  latach

Ks=10000- (1

4

* 700
=10000-(1,04)° ~ 12166,53

Odp. Po 5 latach na koncie bedzie 12166,53 z1.

ZADANIE = Na konto, ktérego oprocentowanie wynosi 1% w skali roku, wplacono
2000071, Oblicz, jaki bedzie stan konta po uplywie 10 lat, jesli wlasciciel nie bedzie
dokonywal Zadnych wplat ani wyplat.

sadania 14 )

Il Przy lokatach krétszych niz rok bank kapitalizuje odsetki po kazdym
okresie trwania lokaty. Jesli na przyklad przez dluzszy czas pozostawimy
pieniadze na lokacie 3-miesi¢cznej, to odsetki beda doliczane co kwartal.

Oprocentowanie lokat banki zawsze okreslaja w skali roku, dotyczy to
takze lokat, ktére trwajg krécej. Trzeba o tym pamigta¢ przy obliczaniu
odsetek. Na przyklad: gdy bank podaje, Ze oprocentowanie lokaty 3-mie-
sigcznej wynosi 4%, to oznacza, ze po 3 miesiacach odsetki wynosza % -4%
kwoty, ktéra byla na koncie.

Na lokate 2-miesigczng wptacamy 30000 zt. Oprocentowanie lo-
katy wynosi 5%. Oblicz sume odsetek z tej lokaty po péttora roku oszczedzania.

Ko =300002f Obliczamy oprocentowanie po 2 miesiacach
5 1,5 roku to 18 miesiecy, czyli 9 okresow na
p%= 5% liczania odsetek.
n=9
9 Ky — kwota na koncie po 9 okresach nalicza
. 3 >
Ko =Ko - (‘ + |ng) nia odsetek.

Ko =30000- (145

s
S55) ~32326,48
Ko - Ko ~ 2326,48 Obliczamy sume odsetek.

Odp. Suma odsetek po pottora roku oszczedzania bedzie réwna 2326,48 z1.
ZADANIE = Na lokate pélroczng wplacamy 20000 zI. Oprocentowanie lokaty jest

réwne 2%. Oblicz, ile wyniesie suma odsetek z tej lokaty po 5 latach. N
zadania 5-9
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il W przykladach 2 i 3, w ktdrych byla mowa o oprocentowaniu lokat
bankowych, nie ismy podatku. W rzeczywistosci odsetki, kt6-
re dopisuje bank do naszych oszczednosci, traktowane sa przez paristwo
jako nasz dochéd. Dlatego zaplacimy od nich podatek. Wynosi on w Polsce
19% kwoty odsetek i jest automatycznie przekazywany przez bank do skar-
bu paristwa po kazdym naliczeniu odsetek. Po zaplaceniu podatku zostaje
wiee 81% odsetek. Mozna wiec powiedzie¢, ze jesli oprocentowanie loka-
ty w pewnym okresie wynosi brutto p%, to oprocentowanie netto w tym
okresie jest réwne 0,81 - p%.

Na lokate 6-miesieczna wpfacono 10000 zt. Oprocentowanie loka-
ty jest rwne 4%, a podatek od odsetek wynosi 19%. Oblicz, jaka kwote odsetek
otrzyma facznie po dwéch latach wiasciciel konta, jesli:

a) bedzie wyptacat odsetki co pét roku,
b) nie bedzie wyptacat pieniedzy z tego konta ani na nie wplacat przed uply-
wem dwéch lat.

Ko = 10000
p% (brutto) = %%- 2% Obliczamy oprocentowanie brutto po pof roku
n=4 W ciagu 2 lat odsetki zostana naliczone 4 razy.

Q) Ko=0,81 785 Ko =081 12

66 10000 - 4 = 648 zt

Odp. Suma wyptacanych co pét roku odsetek wyniesie 648 z.

o\ 5 ¢
b) Ky =Ko (1+0,81 - 755) =Ko =10000 (1+0,81 - 525) 10000 = 663,92 2t

Odp. Po dwéch latach suma odsetek wyniesie 663,92 zt.

ZADANIE  Nalokate 3-miesigczna wplacono 50000 zI. Oprocentowanie lokaty jest
rowne 2%, a podatek od odsetek wynosi 19%. Oblicz, jaka kwote odsetek otrzyma
lacznie po dwoch latach wlasciciel konta, jesli:
a) bedzie wyplacal odsetki co 3 miesiace,
b) nie bedzie wyplacal pieniedzy z tego konta ani na nie wplacal przed uplywem
dwoch lat.

2adania 10-16

ZESTAW ZADAN

1. Kasa pozyczkowa proponuje kredyty, ktére nalezy splacic w calosci po uplywie
ustalonego terminu, a do tego czasu trzeba po uplywic kazdego miesiaca wplacaé
do kasy 2% pozyczonej kwoty (pierwsza wplata po uplywie miesiaca od zaciagniecia
pozyczki). Oblicz, jaka kwote trzeba by w sumie wplacié do kasy, pozyczajac:

a) 1000 zI na 1 rok, b) 10000 zi na 8 miesiecy, € 15000 zi na 3 lata.
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2. Cena pewnego towaru wynosi 1000 zI. Sprzedawca ma zamiar zmienia¢ ja co
tydzien. Zapisz wzor, ktéry pozwala obliczac, jaka bedzie cena towaru po n tygo-
dniach, jesli co tydzien sprzedawca:

a) bedzie podwyzszac ceng o 10% ceny poczatkowe),
b) bedzie obnizac ceng 0 10% ceny poczatkowej,

© bedzie podwyzszac cene 0 2%,

d) bedzie obnizac ceng 0 2%.

Uwaga. Rozwigzuj zadania 3-9, nie uwzgledniajac podatku od odsetek. Przyjmij tez, ze
‘wlasciciel konta nie dokonuje wplat ani wyplat w trakcie trwania lokaty.

3. Na lokate roczna, ktérej oprocentowanie wynosi p%, wplacono kwote K z1. Ob-
licz, jaki bedzie stan tego konta, na ktérym ulokowano pieniadze, po uplywie n lat,
Jesli:

a) K=4000, p%=3%, 9 K=35000, p%=2% n
b) K =1200, p%=5% n=10 d) K =5500, p%=3,5% n=6

4. a) Na lokate roczna, ktérej oprocentowanie wynosi 3%, wplacono 2000 zl. Po
pewnym czasie stan oszczednosci wynicst 238,10 zL. Oblicz, ile lat uptyneto.

b) Oblicz, jaka kwote wplacono na lokate roczna, ktérej oprocentowanie wynosito
10%, skoro po uplywie 4 lat oszczedzania na koncie znajdowalo si¢ 8052,55 z1.
 Nalokate roczng wplacono 5200 z1 i po 4 latach oszczedzania kwota ta wzrosla
do 6201,10 z1. Oblicz oprocentowanie tej lokaty.

5. Na lokate terminowa, oprocentowang p% w stosunku rocznym, wplacono kwote
10000 1. Oblicz, jaki bedzie stan tej lokaty po uplywie okresu t, jesli:

a) lokata jest miesieczna, p%=4%, = 2 lata,

b) lokata jest 3-miesieczna, p%=3,5%, t

lata,

© lokata jest 6-miesieczna, p% = 3%, t = 3,5 roku.

6. Pan Adam i pan Jan skorzystali z lokaty rocznej, ktérej oprocentowanie wyno-
si 3%. Pan Adam wplacil 10000z}, a pan Jan 20000z} Ocefi, ktére z podanych
zdanh sq prawdziwe.

(@ Po trzech latach pan Adam otrzyma w sumie 150021 odsetek.

@ Po drugim roku panu Janowi zostanie dopisana dwa razy wieksza laczna kwota
odsetek niz panu Adamowi.

@) Po trzech latach na lokacie pana Jana zgromadzi sig dwa razy wigcej pieniedzy
niz na lokacie pana Adama.

@ Po czterech latach pan Adam bedzie mial na lokacie tyle samo co pan Jan po
dwach latach.
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7. a) Na lokate miesieczna oprocentowana w wysokosci 2% wplacono 5000z1. Po
jakim czasie laczna kwota odsetek wyniesie ponad 200 z?

b) Oblicz, jaka kwote wplacono na lokate 3-miesi¢czna, ktérej oprocentowanie wy-
nosi 2,5%, skoro po uplywie 2 lat oszczedzania na koncie znajduje si¢ 778,20 z1.
o Jakie bylo oprocentowanie lokaty 3-miesiecznej, jesli wplacona kwota 7200 zt
po trzech latach zwickszyla si¢ 0 913,147

d) Kwote 120007} wplacono na lokate 3-letnia, ale odsetki doliczane byly co pét
roku. Kwota odsetek wyniosla w sumie 1513,95 z1. Oblicz oprocentowanie lokaty.

8. a) O ile procent wzrosnie po roku kwota wplacona na lokate miesieczna, ktorej
oprocentowanie wynosi 5%? (Odpowiedz podaj z dokladnoscia do dziesiatej czesci
procenta).

b) Ustal, jak dlugo nalezaloby oszczedzaé na lokacie pélrocznej, ktérej oprocento-
wanie wynosi 6%, by kwota na lokacie si¢ podwoila.

9. Bank proponuje lokate miesi o stalym opr iu w wysokosci 3%
i lokate pdiroczng o stalym oprocentowaniu 4%. Ktéra z tych lokat przyniesie
wigksze korzysci po dwdch latach od jej zatozenia?

41l 10. podatek od odsetek wynosi 19%.
a) Kwote 10000 zI wplacono na lokate pélroczng o oprocentowaniu 4%. Oblicz,
Jjaki bedzie stan konta po 3 latach oszczedzania.
b) Po picciu latach oszczedzania na lokacie rocznej, Ktorej oprocentowanie wyno-
silo 3%, stan konta zwiekszyl si¢ 0 5102,01z1. Oblicz, jaki byl stan konta po roku
oszczedzania.

11. Pan Kowalski wplacit 50000 z1 na lokate miesieczna, ktdrej oprocentowanie
wynosi 5%, i co miesiac wyplaca odsetki pomniejszone o 19% podatku. Oblicz, jaka
kwote odsetek wyplaci w ciagu roku. O ile wyzsza bylaby to kwota, gdyby faczne
odsetki wyplacit po roku?

©12. Przypusémy, ze kwote 10000 zt wplacono na lokate pétroczna, ktérej oprocen-
towanie wynosi 4%. Wiadomo, Ze przy tej lokacie co pol roku jest odprowadzany
do skarbu paristwa podatek od odsetek w wysokosci 19%.
a) Oblicz, jaki podatek od odsetek zostanie odprowadzony do skarbu paristwa, gdy
pieniadze pozostang na tej lokacie przez 1,5 roku.

b) Oblicz, jaki podatek od odsetek zostalby odprowadzony do skarbu pasistwa,
gdyby podatek ten byt obliczany dopiero po 1,5 rocznym oszczedzaniu od calej
kwoty uzyskanych odsetek.

13. Miesigezne obroty pewnej firmy poczatkowo wynosily 500071, a nastepnie
wazrastaly systematycznie o 2% miesiecznie przez 1,5 roku. Oblicz, jakie obroty
osiagnela ta firma po osiemnastu miesiacach takiego wzrostu.
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14. pig¢ lat temu paristwo Malinowscy kupili mieszkanie za 500 000 zI i spodziewali
sig, ze co roku jego wartos¢ bedzie wzrastala o 10%. W rzeczywistosci jego wartosé
wzrastala o 6% rocznie. O ile zlotych obecna wartos¢ tego mieszkania jest nizsza
od wartosci, jakiej spodziewali sie paristwo Malinowscy?

15. Cena akgji pewnej firmy przez pie¢ kolejnych sesji gieldowych spadata o 4%.
Oblicz, o ile procent cena po piatej sesji bedzie nizsza od ceny poczatkowej.

16. Przyjmijmy, Ze wartos¢ samochodu co roku spada o 10%. Po ilu latach jego
cena bedzie mniejsza od polowy ceny poczatkowej?

MINISPRAWDZIAN

S1. Pani Marta wplacita 1000071 na lokate roczna, ktrej oprocentowanie jest
r6wne 4%. Kazdego roku odsetki z tej lokaty sa przekazywane na rachunek biezacy,
a kwota na lokacie si¢ nie zmienia. Po uptywie 10 lat suma odsetek wplaconych na
rachunek bedzie wynosic:

A 40071 B. 360021 €. 40007 D. 480271

52. Pani Jola wplacila 250021 na 3-miesieczng lokate oprocentowana 4% netto
w skali roku. Wskaz stan konta na tej lokacie po dwdch latach.

A.2707,1471 B. 302521 C.34214270 D. 350024

53. Pan Nowak zai 40 tys. 20 w iewziecie i zaklada, Ze jego war-

t08¢ po kazdym roku bedzie rosta o 15%. Po ilu latach wartos¢ jego inwestycji
wzrosnie dwukrotnie?

A. po 4 latach B. po 5 latach C. po 6 latach D. po 7 latach

54. Kwotg K wplacamy na lokate 6-miesieczna, Ktérej oprocentowanie wynosi p%.
Wskaz stan konta po 2 latach, jesli wiadomo, ze podatek wynosi 19%.

AK(1+081- 8- 1) ck(1+081- £ 1)
B.K(1+081 - 125’ D.K(1+081 - 155)"
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1. Dany jest ciag an=7- 2.
a) Znajdz setny wyraz tego ciagu.

b) Ktérym wyrazem tego ciagu jest 237

2. Tle wyraz6w ciagu a, = n>-30n+300
jest mnicjszych od 100?

3. a) ZnajdZ wzér ogdlny ciagu okres-
lonego rekurencyjnie:

ay =5, @ns1 =5an

b) Znajdz wzér rekurencyjny ciagu
okreslonego wzorem ogdlnym:
ap=2n+17

4. Zapisz wzér ogdlny ciagu arytme-
tycznego (@), w ktérym a; = 04 oraz
i @ni1=an+05.

5. Dla jakiej wartosci p liczby 5p - 4,
p+5, 2 sa kolejnymi wyrazami ciagu
arytmetycznego?

6. a) Znajdz wyraz ass clqgu arytme-
tycznego, w ktérym a,

b) ZnajdZ pierwszy wyraz oraz roz-
nice ciagu arytmetycznego, w ktérym
ap=-12ias=3.

7. Oblicz sume wszystkich liczb natu-

ralnych podzielnych przez 7 i mniej-
szych od 500.

8. Do pustej skarbonki na poczatku
stycznia wrzucono 50 groszy i odtad
co tydzier dorzucano kwote o 10 gro-
szy wieksza niz tydziei wezesniej. Jaka
kwote wrzucono do skarbonki w ostat-
nim tygodniu roku? Ile pieniedzy zgro-
madzilo si¢ w skarbonce przez caly
rok? (Przyjmij, Ze rok to 52 tygodnie).

68

9. Dana jest funkcja f(x) = 3x + 7.
Uzasadnij, ze liczby f(1), f(2), f3), ...
tworza ciag arytmetyczny. Zapisz wzor
ogdlny tego ciagu.

10. Oblicz, dla jakiej liczby n sumy
n poczatkowych wyrazow ciagu aryt-
metycznego 6, 18, 30, ... 1 ciagu aryt-
metycznego 18, 24, 30, ... sq rowne.

1. 'mko |eden Z ciagow: a, = 1+2",
3, ca =27 - 3" jest geometryczny.
Waka? ten clag oraz znadz jego pierw-
szy wyraz i iloraz.

12.W pewnym ciagu geometrycznym
ag=5 i as=10. Znajdz ay, ay 1 a.

13. si6dmy wyraz pewnego ciagu geo-
metrycznego jest 16 razy wiekszy od
wyrazu trzeciego. lle razy wiekszy jest
dwudziesty wyraz tego ciagu od wyra-
zu dziesiatego?

14. Dana jest liczba:
l 1 1 1
a=l+leleidls
Czy liczba a jest wigksza czy mniejsza
o0d 17 0 ile?

15. Do dziesieciu szklanek o pojemno-
4ci 0,21 wlano wode. Pierwsza szklanke
napetniono po brzegi. W kazdej kolej-
nej szklance znajdowalo si¢ o polowe
mniej wody niz w szklance poprzed-
niej. Czy woda ze wszystkich szklanek
Zmiesci sie w dwoch szklankach?

16. Oprocentowanie wieloletniej lokaty
wynosi 6% netto w skali roku, Wplaca-
my na nig 50000 z1. Oblicz, o ile wigk-
sza bedzie kwota odsetek po czwartym
roku oszczedzania od kwoty odsetek
PO trzecim roku oszczedzania.
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Podobienstwo figur

Fiery, ktdre przedstawiono na fotografi, maja takq samq wysokos¢

i stoja w jednakowych odleglosciach od siebe. Jednak te, ktdre s
dalej, wydaja sie miiejsze i wydaje sig, Ze coraz mniejsze sq takze
odlleglosci migdzy nimi. Wielkosci te zmieniajg sie zgodnie z zasadami
perspektywy. Zmiang te mozna opisa¢ za pomoca figur podobnych.

Twierdzenie Talesa i twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa
= Wielokaty podobne = Cechy podobienistwa trojkatow

= Cechy podobienstwa tréjkatow (cd.) = Pola figur podobnych

= Powtérzenie



TWIERDZENIE TALESA | TWIERDZENIE
ODWROTNE DO TWIERDZENIA TALESA

ICZENIE Naszkicuj dowolny Kat i dwie proste rownolegle przecinajace jego
ramiona. Proste oznacz literami k i m, wierzcholek kata — litera O, a punkty
przecigcia prostych k i m z ramionami kata — literami A, B, C, D tak, aby

punkty A i C lezaly na jednym ramieniu kata, a punkty B i D — na drugim.
Zmierz dlugosci odpowiednich odcinkéw i oblicz ilorazy 133! oraz 195+

Twierdzenie Talesa

Jezeli dwie proste réwnolegle przecinajq oba ramiona pewnego kqta,
to dlugosci odcinkow wyznaczonych przez te proste na jednym ra-
mieniu kata sq proporcjonalne do dlugosci odpowiednich odcinkdw
wyznaczonych na drugim ramieniu kqta.

10Al _ |oC|
10B| ~ oDI*

Jezeli AB || CD, to

klim

Dowéd

Przyjmijmy, ze proste AB i CD przedstawio-
ne na rysunku obok sa réwnolegle.

Tréjkaty ACB i ADB maja wspolny bok AB,
a z rownoleglosci prostych AB i CD wys
ka, ze wysokosci tych tréjkatéw opuszczone
2 wierzcholkow C i D sa rowne. Zatem pola
téjkatow ACB i ADB s3 r6wne.

Wynika stad, ze tréjkaty OCB i OAD maja rowne pola, poniewaz pole trojka-
ta OCB jest suma pol tréjkatow OAB i ACB, a pole tréjkata OAD jest suma pol
trojkatow OAB i ADB.

‘Trjkaty OAB i OCB maja wspolna wysokosé opuszczona z wierzchotka B, wiee
stosunek ich pol jest rowny stosunkowi dlugosci bokow OA i OC. Podobnie
stosunek pol trojkatow OAB i OAD jest rowny stosunkowi dlugosci bokow OB

i0D.
Prow _ 104l Paow
Paocs ~ 10C1 Paow ~ 10D

108]

Poniewaz Paocp = Paoap, Wigc z powyzszych réwnosci wynika rownos

o1 _ 108
foet = 1601

loc|

lobl o
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Przyjrzyj sie réwnosciom, ktére zapisa-
no w ramce obok. Kazda z nich moz- X klm
na uzasadnic, Korzystajac 7 twierdzenia @

Talesa. Na przyklad réwnosé £
wynika wprost 7 tego twierdzentia. Prze.- e\ 4
te T6WNoS¢, ko- 7
lejng rownosc & = £.
Pokazemy teraz, ze zachodzi réwnosé: ¢ e=f
d_atb d d_e+f
= a © e
& £ < d
Dowéd a e a+F

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku
obok oraz to, ze proste AB i CD sa
rownolegle.
Pole tréjkata OCD jest suma pol troj-
Kata OAB i trapezu CDBA.
dip+q)
T2

@

@+
2

Przeksztalcajac te rownost, otrzymujemy:

dp+dq=cp+da+cq

dp =clp+a)
d_pta
<
Z twierdzenia Talesa wiemy, Ze: :‘: L
Stad: eq _ ash
r

Wobec tego: gzu [m}

a

Twierdzenie Talesa mozna rozszerzy¢ do sytuacji, w ktdrej dwie rownole-
gle proste przecinaja dowolne dwie proste przecinajace sie.

Na rysunku obok przedstawiono réwno-
legle proste KL i MN, ktére przecina-
ja ramiona katéw wierzcholkowych. Na
pélprostych ON i OM wybieramy punk-
ty K’ i L' w taki sposcb, aby |OK’
10K i |0L'| = |OLI. Trojkat OL'K’ jest
wiec przystajacy do trojkata OLK.
tem K'L' || NM, czyli zachodz\ ToWno!

\DL' \DM\
OK| _ |ON]
Jezeli KLIIMN, 10 3571 = {6MT*  Stad wynika réwnosé:
|OK| _ |ON|
10L1 ~ oM zadania 1-10

TWIERDZENIE TALESA | TWIERDZENIE ODWROTNE DO TWIERDZENIA TALESA 7



Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa

Jezeli dwie proste przecinajq oba ramiona pewnego kata i odcinki wy-
znaczone przez te proste na jednym ramieniu kqta sq proporcjonalne
do odpowiednich odcinkéw wyznaczonych na drugim ramieniu kata,
0 te proste sq rownolegte.

loAl _ loct

L Jezeli {551 = TopP

to AB || CD.

Dowéd

Zal6zmy, Ze punkty A i C leza na jednym ramieniu kata o wierzcholku O,
apunkty B i D leza na jego drugim ramieniu oraz, ze [33f = G5t

Jesli przez punkt C poprowadzimy prosta réwnolegla do prostej AB i przetnie
ona rami¢ kata w punkcie C’, to Jml ‘J(,TL‘, co wynika z twierdzenia Talesa.
Z tej rownosci oraz z zalozenia 1031 = 1951 wynika, ze 10C'| = |0DI, zatem

=D, czyli prosta CD jest réwnolegla do prostej AB. [

i 113

ZESTAW ZADAN

Uwaga. Na rysunkach w zadaniach 1-5 proste zaznaczone czarnym kolorem sa réwnolegle.

<

1. Oblicz dlugos¢ odcinka OP.
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3. Oblicz dlugosé odcinka oznaczonego litera.

b) )

2= XYY 4
z = z =

6. Gdy Mikolaj stoi wieczorem 3 m od latarni, to rzuca cief, ktéry ma dhugos¢ 1 m.
Mikolaj ma 1,8 m wzrostu. Oblicz wysokos¢ latarni.

7. Proste min a ry-
sunku obok sa rownolegle. W)kaz e

IAC| - |0D| = |BD| - |OC|

8. W trapezie ABCD przedstawionym na
» rysunku obok punkt P dzieli ramie AD
trapezu ABCD w stosunku 1:3 i PQ || AB.

A 9 B Oblicz diugosci odcinkow PS i SQ.
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9. a) Hustawka przedstawiona na rysunku ma podparcie w §rodku belki. Oblicz,
jak wysoko znajduje si¢ koniec hustawki, gdy drugi jej koniec dotyka ziemi.

b) Jak zmieni si¢ najwicksza wysokos¢, na ktérq wznosi si¢ koniec hustawki, gdy
zmienimy diugos¢ belki hustawki, a punkt podparcia ciagle bedzie w Srodku i nie
Zmieni si¢ jego wysoko§¢?

Warto wiedzie¢!

Wiadomo, jak podzieli¢ konstrukeyjnie dany odcinek na poiowe i na cztery rowne
czesci (stosujemy wlasnosci odcinka). Tale:
mozemy konstrukeyjnie podzieli¢ dany odcinek na dowolnie us(alonq liczbe réwnych
czgsei.

Ponizsza konstrukcja pokazuje, jak za pomoca cyrkla i linijki podzieli¢ odcinek AB
na trzy réwne czesci.

© @ €]

A B A B A B

(D Prowadzimy dowolna pélprosta o poczatku w punkeie A (nachylona do odcinka
AB pod katem réznym od 180°).

(@ Na polprostej odkladamy kolejno trzy odcinki o jednakowej dlugosci. Prowadzi-
my prosta przez punkt B i koniec ostatniego odcinka.

(@) Kreslimy proste réwnolegle do poprowadzonej prostej, przechodzace przez pozo-
state korice odkladanych odcinkow. Dziela one odcinek AB na trzy rowne czgsci.

10. Przeczytaj informacje w ramce.

) Narysuj dowolny odcinek i podziel go konstruk-
cyjnie na pie¢ réwnych czesci.

b) Skonstruuj tréjkat réwnoboczny, ktéry ma taki
sam obwad jak trojkat narysowany obok.

© Narysuj dowolny tréjkat, a nastepnie podziel go
prostymi przechodzacymi przez jeden z wierzchol-
Kkéw na trzy czesci o rownych polach.

d) Narysuj dowolny odcinek i podziel go konstruk-
cyjnie w stosunku 2: 5.
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€I 11. Na rysunku podano diugosci odcinkéw wyznaczonych przez proste a, b, ¢ na
ramionach danego kata. Ktére z tych prostych sa réwnolegle?

b)

12.a) Uzasadnij, Ze odcinek laczacy $rodki dwoch bokéw tréjkata jest rownolegly
do trzeciego boku tego trojkata.

b) Uzasadnij, ze odcinek 1aczacy $rodki ramion trapezu jest réwnolegly do podstaw
trapezu.

13. Uzasadnij, ze jesli potaczymy odcinkami $rodki kolejnych bokéw dowolnego
to &

MINISPRAWDZIAN

S1. Proste AC i BD przedstawione na rysunku
obok sq réwnolegte. Dlugosé boku AC jest réwna:
A.3,75 c.3
B.2,5 D.8

S2. Proste AB i CD pokazane na rysunku
obok sq réwnolegle. Dlugos¢ odcinka OA to:
A6 C. 8,5

B.7,5 D.9

a b

53. Ktére z prostych pokazanych na
rysunku obok sq réwnolegle?

Aaib C.aid
B.bid D.bic
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WIELOKATY PODOBNE

ENIE A Z prawej strony przedstawiony
je

est spinacz naturalnej wielkosci. Ponizej ten
sam spinacz (lub jego fragment) przedsta-
wiono w réznych skalach. Zmierz dlugosci

odpowiednich odcinkow i oblicz te skale.

I =) E s
- —

Jesli dang figure F powickszymy lub pomniejszymy w pewnej skali, to
otrzymamy figure podobna do figury 7. Figury pozostana podobne, gdy
jedna z nich przesuniemy, obrocimy lub odbijemy symetrycznie. Na poniz-
szych rysunkach przedstawiono dwie pary figur podobnych.

O ad H 3K

Ze maja taki sam ksztalt, ale

0 figurach podobnych mozemy powiedzi
r67niq si wielkoscia.

W figurach podobnych stosunck dlugosci
kazdej pary odpowiadajacych sobie odcin-
kow jest taki sam.

Figury 7 i J' przedstawione na rysunku
obok s podobne. Odcinkowi AB w figurze
7 odpowiada odcinek A'B’ w figurze ¥,
odcinkowi CD odpowiada odcinek C’'D" itd.

Liczbe réwna stosunkowi dlugosci odpo-
wiadajacych sobie odcinkow ~nazywamy
skalg podobieristwa.

Figura 7" jest podobna do figury F* w skali
k= LAEL Natomiast figura ' jest podobna | 4y EFL g

do figury F' w skali l = ‘Jﬁﬁ TAB \cm 1EFT
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W wypadku niektérych figur latwo jest stwierdzi¢, czy sq podobne. Dotyczy
to na przyklad wielokat6w.

Dwa wleloquy sq podobne wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sq dwa
warunki:

* Katy jednego wielokata majq miary réwne miarom odpowiednich
katow drugiego wielokata.

© Stosunki dlugosci bokdw jednego wielokata do dlugosci odpowiada-
Jacych im bokéw drugiego wielokata sq réwne.

Zauwazmy, ze kwadrat i romb, ktéry nie jest

kwadratem, maja boki proporcjonalne, ale nie
sa wielokatami podobnymi, bo odpowiednie
Katy nie sq rowne. Z kolei kwadrat i prostokat,
Kiéry nie jest kwadratem, maja rowne katy,

ale takze nie 53 wielokatami podobnymi, bo
odpowiednie boki nie sa proporcjonalne.

CWICZENIE & Przedstawione ponizej wielokaty s podobne. Znajdz miare ka-
ta «, skal podobieiistwa mnicjszej figury do wigkszej oraz dlugosé boku a.
a) b)
a < 2
15, 6 a
10 3 3
98" 102
4
a

Wielokat F przedstawiony na rysunku ob()k e
jest podobny do wielokata F w skali k = 4~
(oczywiscie takze k = b, k= € itd).

5

Latwo zauwazyc, Ze rownosc:

a_bv
a b
jest réwnowazna réwnosci:
a_a
b b

Wynika stad ponizsza wlasnos¢ wielokatow podobnych.

Dwa wielokaty, ktérych odpowiednie katy majq rowne miary, sa po-
dobne weedy i tylko wtedy, gdy stosunek diugosci dowolnych dwdch
bokéw w jednym wielokqcie jest rowny stosunkowi dlugosci odpowia-
dajacych im bokéw w drugim wielokacie.
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ENIE C Dwa z pigciokatow J
Ktére?

B

. sa podobne do picciokata 7.

g 116

ZESTAW ZADAN

1. Figury przedstawione na rysunku sa podobne. Ustal, w jakiej skali jedna z figur
jest podobna do drugiej.

a) b) i 9 ;\
2. ) Kwadrat A’B'C'D’ jest podobny do kwadratu ABCD w skali 5. Bok mniejsze-
go kwadratu ma dlugos¢ 3. Wyznacz dlugos¢ przekatnej wigkszego kwadratu.

b) Czworokat K’L'M'N’ jest podobny do czworokata KLMN w skali 1. Oblicz ob-
wad czworokata KLMN, wiedzac, Ze obwod czworokata K'L'M'N jest réwny 60.
9 Tréjkat A’B'C” jest podobny do tréjkata ABC w skali 3. Najmniejszy kat w tréj-
kacie ABC ma miare 20°, a najwickszy kat w trojkacie A’B'C’ ma miare 110°. Oblicz
miary katéw tréjkata A'B'C".

d) W tréjkacie Ti o bokach majacych diugosci 3, 10 i 8 dwa katy majq miary «
i B, takie Ze « < B < 60°. Tréjkat T2 jest podobny do tréjkata Ty w skali £. Ustal,
jaka diugos¢ ma w tréjkacie T2 bok lezacy naprzeciw Kata &, a jaka — bok lezacy
naprzeciw kata .

3. a) Przedstawione ponizej piecioka-  b) Przedstawione ponizej pieciokaty sa
ty s podobne. Ktéry z katow oznaczo-  podobne w skali 3. Ktéry sposréd bo-
nych greckimi literami ma miare 1027  kéw oznaczonych literami ma diugosé 67

9

12 8

78 PODOBIENSTWO FIGUR



4. Przedstawione wielokaty sq podobne. Znajdz brakujace wyrazy proporcji.

5. Tréjkaty przedstawione na rysunku sa podobne. Oblicz diugos¢ boku a.

a) 3 a b) a
5
S' A A

6. Wielokaty przedstawione na rysunku sa podobne. Oblicz diugosé boku a oraz

miary katéw o i .
’

7. Uzasadnij, ze figury przedstawione na rysunku nie sa podobne.

a) b) 6 = 4
6, 4 95" 60 '
40" 70 H
12 3 3
(BY
B

8. Ktére z ponizszych zdaii sa prawdziwe?

(@ Jesli stosunki dlugosci dwdch sasiednich bokéw dwdch prostokatéw sq réwne, to
prostokaty te sq podobne.

(@ Dowolne dwa kwadraty sq podobne.

(3 Dwa trapezy prostokqtne o takim samym kqcie ostrym sq podobne.

@ Jesli jeden kat rombu jest réwny katowi innego rombu, to romby te sq podobne.
® Jesli dlugosci przekatnych jednego réwnolegloboku sq proporcjonalne do dfugo-
Sci h drugiego r6 to te sq podobne.
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9.a) Wielokat 1 jest podobny do wielokata F> w skali 2, a wielokat 2 jest
podobny do wielokata 75 w skali 7. Znajdz skale podobieristwa wiclokata J do
wielokata .

b) Wielokat , jest podobny do wielokata > w skali 5, a do wielokata 5 —
w skali 3. Znajd skale podobieristwa wiclokata 7> do wielokata Fs.

D ¢ 10.r6 ABCD na ry-
sunku obok ma boki o dlugosciach 5 i 7. Prosta EF
odcina réwnoleglobok AEFD, podobny do réwno-

A7E 7 legloboku ABCD. ZnajdZ dlugos¢ odcinka AE.

11. Réwnoleglobok ABCD rozcicto na cztery réw-
nolegloboki prostymi KM i LN réwnoleglymi do
jego bokéw. Proste te przecinaja si¢ w punkcie P,
a rownoleglobok KPND jest podobny do réwno-
legtoboku ABCD. Wykaz, ze réwnoleglobok LBMP
jest podobny do réwnolegloboku ABCD.

12. Papier produkuje si¢ w prostokatnych arkuszach. Wymiary arkusza dobrane
sa tak, ze po zlozeniu go na pol (réwnolegle do krotszego boku) otrzymujemy
prostokat podobny do calego arkusza. Wyznacz stosunek dlugosci bokéw arkusza
papieru.

13. Trapez ABCF przedstawiony na rysunku obok
jest podobny do trapezu FCDE. Oblicz dlugos¢ od-

cinka ED. A 6 B

©14.7 prostokata odcieto kwadrat (zob. rysunek
obok) i otrzymano prostokat podobny do tego
prostokata. Oblicz stosunek diugosci bokéw pro-
stokata.

15. Na szezeblach drabiny polozono poziomo de-
ski (zob. rysunek). Odleglosci miedzy kolejnymi
szezeblami sa jednakowe i rowne diugosci odcin-

) Wyjasnij, dlaczego trapezy FGHI i EFIJ nie s
podobne.

b) Wskaz dwa trapezy podobne do trapezu BCLM
oraz trapez podobny do trapezu BDKM.
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Warto wies

Perspekiywa w malarstwie to sposéb
uzyskiwania wrazenia tréjwymiarowosci
na plaskim rysunku. Opiera si¢ on na
wrazeniu pozornego zmniejszania si¢
przedmiotow wraz z oddalaniem si¢ ich

Rysunek ponizej przedstawia rzad shu-
Pow, ktdre w rzeczywistosci maja rowne
wysokosci i sq rozstawione w takich
samych odstepach. Takie stupy sa nary-
sowane zgodnie 7 zasada perspektywy,

od obserwatora i na zludzeniu zbiezno-
ci linii biegnacych ku horyzontowi.

gdy trapezy ABDC, CDFE, EFHG itd.
s3 podobne. B

Juz starozytni twércy probowali stoso-
waé perspektywe, ale po raz pierwszy
prawidlowo opisal ja i stosowal w ma-

s

e

larstwie wloski architekt i rzezbiarz Fi- 3
lippo Brunelleschi (czyt. brunleski) na b
poczatku XV wicku.

16. Przeczytaj informacje w ramce. Rysunck
obok zostal wykonany zgodnic z regulami
perspektywy. Kolumny przedstawione na ry-
sunku w rzeczywistoci majg réwne wyso-
kosci. Liczby na rysunku oznaczaja dlugosci
narysowanych odcink6w w milimetrach.

a) Uzasadnij, Ze w rzeczywistosci odleglosé
miedzy kolumnami RP i TS jest inna niz
miedzy kolumnami TS i WU.

b) Przypuscmy, ze przed kolumng oznaczona na rysunku RP w tej samej linii stoi
jeszcze jedna kolumna o tej samej wysokosci, ale jej odleglos¢ (w rzeczywistosci)
od kolumny RP jest taka sama jak odleglos¢ miedzy kolumnami RP i TS. Ustal,
jaka dlugos¢ powinien mie¢ odcinek przedstawiajacy te kolumne na rysunku.

MINISPRAWDZIAN

S1. Ktéry z czworokatow jest podobny do czworo-
Kata przedstawionego obok?

A [ D.

N 2 22 2 3
60

V2 2 273 2 1003

52. Do prostokata o wymiarach 3 cmx12 mm jest podobny prostokat o wymiarach:

A.6cm x 6mm B.12cm x 3m C.12cm x 3mm D.2mx 5m

WIELOKATY PODOBNE 81



82

CECHY PODOBIENSTWA TROJKATOW

CWICZENIE A a) Narysuj dowolny tréjkat ABC, a nastepnie narysuj trojkat, kiory
ma takie same katy jak tréjkat ABC, ale boki — innej dlugosci. Sprawdz, czy
odpowiadajace sobie boki tych dwdch tréjkatow sa proporcjonalne.

b) Narysuj dowolny trojkat KLM, a nastepnie skonstruuj trojkat, ktory ma
wszystkie boki 2 razy dluzsze od bokéw tréjkata KLM. Sprawdz, czy oba te
trjkaty maja takie same Katy

Aby sprawdzi¢, czy dwa wiclokaty sa podobne, nalezy poréwnac stosunek
dlugosci odpowiednich bokéw i miary odpowiednich katéw. W wypadku
éjkatow sprawdzenie obu warunkéw nie jest konieczne, gdyz jesli dwa
tréjkaty maja proporcjonalne boki, to na pewno maja takie same katy,
a takze gdy katy dwéch trojkatow sq takie same, to ich boki s3 proporcjo-
nalne. Wynika to z wlasnosci zwanych cechami podobieristwa tréjkatéw.

CECHY PODOBIENSTWA TROJKATOW

Cecha kk (kat-kat)

Jesli miary dwdch katow jednego tréj-
kata sq rowne miarom dwdch katow

drugiego tréjkaqta, to tréjkaty te sq
dobne.

Dowsd
Zalozmy, ze dwa katy tréjkata ABC ma-
ja miary réwne miarom dwoch katow
tréjkata A'B'C’. Z twierdzenia o sumie
Katow tréjkata wynika, Ze trzeci kat jest
taki sam w obu tych trjkatach.
Pokazemy teraz, ze boki tych tréjkatow
sa proporcjonalne. Umiesémy w tréjka-
cie A'B'C’ tréjkat A'BiCy przystajacy do
tréjkata ABC (zob. rysunek).

Katy przy wierzcholkach By i B' 53 row-
ne, wige proste B;Cy i B'C’ sq réwnole-
gle. Zatem 7 twierdzenia Talesa wynikaja
rownoss

A
|

IB.Gil ~ 1A

Wykazalismy wiee, ze trojkat A’B'C’ jest podobny do tréjkata A'BCy, zatem
jest tez podobny do tréjkata ABC. [
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WICZENIE B Czy ponizsze tréjkaty sa podobne?

b
a) ) {09
28]
a8 62° 43 2

Cecha bkb (bok-kat-bok)
Jesli diugosci dwdch bokow jednego ﬂ

trdjkata sq proporcjonalne do dhu- a

gosci odpowiednich bokow drugiego b
tréjkata i katy miedzy tymi bokami
w obu tréjkqtach majq réwne mia- o
ry, to trajkaty te sq podobne. a~ b
Dowsd o
Zalozmy, ze dla tréjkatow ABC i A'B'C’
zachodza réwnosci: d
[€ACB| = |<A'C'B| =y 3 A
wct _ et

B

1aci ~ iscl

Umiesémy w trojkacie A'B'C’ tréjkat AiB; €’ przystajacy do tréjkata ABC (zob.
rysunek). Wynika stad proporcja:

o
A« » A
M IRl
v B,
Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia A :
Talesa wynika, ze A'B' [| A1B. g

Wobec tego w tréjkatach A'B'C’ i ABiC’ katy o wierzcholkach A’ i A; sa
réwne i katy o wierzchotkach B’ i By tez sq rowne. Zatem z cechy kk wynika,
e tréjkat A'B'C’ jest podobny do tréjkata AjB;C’, jest wice tez podobny do
tjkata ABC.

WICZENIE C Ktéry z tréjkatow jest podobny do trjkata ABC?

6 [
‘1‘ 9
X
A H
8 7
B K
12
D J
9 3
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Cecha bbb (bok-bok-bok)
Jesli dlugosci bokow jednego
tréjkqta sq proporcjonalne do
dlugosci odpowiednich bokow
drugiego trajkata, to tréjkaty
te sq podobne.

Dowéd

Niech tréjkat ABC ma boki o diugosciach

a, bic, zas wréjkat A’B'C’ ma boki b
o dlugosciach a’, b’ i ¢’ oraz:

Nabokach b’ i ¢’ tréjkata wybieramy takie punk-
ty By i Gy, ze |A'By| = ¢ i |A'Cy| = b. Z cechy bkb
wynika, Ze tréjkaty A’B;Cy i A’B'C’ sa podobne,
wiee zachodzi 16wnos¢

Gl b

»

Poniewaz I = &

~
4, wige |BiCi| = a. Wobec tego

, @ ey o reirkats 4 T3
tréjkat ABC jest przystajacy do tréjkata A'B,Cy, c \
czyli jest podobny do tréjkata A'B'C’. [

CWICZENIE D Kiéry z trojkatow jest podobny do tréjkata ABC?
2 I L 48 K
¢ F G
24 12&
28 2 D
36
32
| — B H ¥
sadania 115 )
ZESTAW ZADAN
41 1. Czy z informacji podanych na rysunku wynika, e tréjkaty sa podobne?
a) b) 9 6
5 4
d
6
65 12
E 6
80
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2. Czy z informacji podanych na rysunku wynika, Ze tréjkaty sa podobne?

3. Na rysunkach pary tréjkatow podobnych. Podaj ceche podobieri-
stwa, na podstawie ktrej mozna to uzasadnic. Ustal, jaka miare — o, B czy y —
ma kat zaznaczony lukiem.

a) b) 9
12

4. Uzasadnij, e tréjkaty przedstawione na rysunku sq podobne. Znajdz brakujace
wWyrazy proporcji.

a) <

S

Y]
DE!

5. Uzasadnij, Ze tréjkaty przedstawione na rysunku sa podobne. Oblicz dtugosé
odcinka oznaczonego litera.

a) b)
4. 9 y
12
e’
N
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6. a) Dane sq dlugosci bokéw trzech tréjkatow: Ty — 12, 9, 15, T, — 20, 16, 12,
T; — 11, 8, 6. Dwa 7 tych tréjkatow maja odpowiednie katy przystajace. Ktore to
tréjkaty?

b) W kazdym z trzech tréjkatéw jeden z katéw ma miare «. Diugosci bokow leza-
cych na ramionach tego kata wynosza w trojkacie Ti: 3 i 2, w tréjkacie To: 4,5 1 3,
w tréjkacie Ts: 5 i 3,5. Dwa z tych trjkatéw maja odpowiednie katy przystajace.
Ktére to tréjkaty?

c
7. Znajdz na rysunku obok trzy tréjkaty podobne
do réjkata ADC. .
8. Uzasadnij, Ze wysokos¢ tréjkata prostokatnego
opuszezona z wierzchotka kata prostego dzieli ten
réjkat na dwa tréjkaty do niego podobne. A DB

9. Narysuj prostokat, a nastgpnie podziel go na:
a) trzy tréjkaty podobne, b) pie¢ tréjkatéw podobnych.

10. Wykaz, ze tréjkaty zaznaczone na rysunku
obok sq podobne do tréjkata ABC. Oblicz ska-
le f tych tréjkatéw do tréjkata ABC
i wymien je w kolejnosci rosnacej.

11. Uzasadnij, ze zacieniowany tréjkat jest podobny do tréjkata ABC. Znajdz skale
podobieristwa.

c
a ¢ b) 9
c
4
{ 15
12 5
3

AT 58 5% = B A ]

12. Uzasadnij, ze trjkat ABC jest podobny do tréjkata DAC. Znajdz skale tego
podobieristwa.

b) A 9 A
A Ly
5 N\e %
D c B 12 D4 C B 9 D3C
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©13. punkt F zaznaczony na rysunku obok jest 'o

srodkiem odcinka BC. Uzasadnij, ze tréjkat ABC H
jest podobny do tréjkata ADE. Znajdz skalg tego

podobieristwa. b
D C
D P — 14. Punkt P przedstawiony na rysunku obok

jest punktem przeciecia okregu o §rednicy
AB 7 bokiem DC prostokata ABCD. Wykaz,
Ze tréjkat ADP jest podobny do tréjkata BPA
i do tréjkata PCB.

ke
©15. a) Wykaz, ze czworokaty przedstawione kb
na rysunku obok sa podobne. xd
b) Rysunek ten ilustruje pewna ceche podo-
biefistwa czworokatéw. Sformutuj te ceche. T

MINISPRAWDZIAN
51. Tréjkat ABC ma boki o dlugosciach 10, 8 i 12. Najmniejszy kat tego tréjkata

ma miare &, a najwiekszy — ma miare B. Ktory z ponizszych tréjkatéw nie jest
podobny do tréjkata ABC?

A. B. Lot D.
5 B. s .4 4 i i 5
': 6 10 6
52. Na ilu rysunkach przedstawionych ponizej tréjkat AKL jest podobny do troj-
kata ABC?

L X c
£ B
I A K B
A L
i K B ¢ c A LB

A. na jednym B. na dwéch C. na trzech D. na czterech

53. Ponizej podano pewne informacje o tréjkatach ABC i KLM. W ktérym przy-
padku mozna stwierdzié, Ze te tréjkaty sa podobne?

A. |AB| =8, |BC| =6 oraz |KL| =4, |[KM| =3

B.|AB =8, |ABC| = 40° oraz [KL| = 4, |<KLM| = 40°

C. |%ABC| = 80° |« ACB| = 40° oraz |« KLM| = 80°, |«*LKM| = 60°

D. |AB| =8, [BC| = 6, | < ABC| = 40° oraz |KL| = 4, |LM| =3, | <LKM| = 40°
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CECHY PODOBIENSTWA TROJKATOW (CD.)

|| Cechy podobiefistwa tréjkatéw pozwalajq rozwiazywaé rézne problemy
geometryczne (dotyczace nie tylko tréjkatow).

W trapezie ABCD ramiona maja diugosci |AD| =5 i |BC| =3, prze-
katna BD ma diugosc 6 i |« BAD| = |+ CBDI. Oblicz obwéd tego trapezu.

& Sporzadzamy rysunek pomocicay.

A B
|%BAD| = |« CBD| Rownos¢ podana w tresci zadania
|%ABD| = |«BDC| Katy € ABD i +BDC s naprzemianlegte.

Trojkaty ABD i BDC s3 podobne.

Zatem:
AB| _ |AD| ; |BD| _ |AD| Boki tréjkata ABD — AB, BD, AD odpowiadaja
180 = 18cl ' TDCT = 18CI bokom odpowiednio: 8D, DC i BC trojkata
BDC.
Stad:
148| i 6 s
3 Dcr =3
|AB=10 i [DC|=3,6

Obwod = |AB| +|BC| +|CD| +|DA| = 10+3+3,6+5=21,6
Odp. Obwod trapezu wynosi 21,6.

ZADANIE  Trjkat ABC jest réwnoramienny i |AC| = [BC|. Na boku BC wybrano
punkt D tak, ze ABD jest tréjkatem réwnoramiennym. Oblicz obwéd tréjkata ABC, jesli
wiadomo, ze |AB| =6 i |BD| = 4.

sodaia 1-8 )

ZESTAW ZADAN

41 1. Tréjkat ABC ma boki o diugosciach 3, 4 i 5. Oblicz dlugos¢ odcinka AD.

a) c b) b cl Q9 c

E
2%
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2. W pewnym tréjkacie wysokosé : Vi kata
prostego dzieli przeciwprostokatna na odcinki o dlugosciach 3 em i 12 cm. Oblicz
dlugosé tej wysokosci.

3. Ponad 2500 lat temu Tales z Miletu wzbudzit podziw tym,

Ze potrafil obliczy¢ odleglos¢ statku od brzegu. Jego pomiary

mogly wygladac tak: Tales stanal na brzegu w miejscu T leza-

cym najblizej statku S i przeszedt wzdluz brzegu 50 krokow

— do punktu A. Tam wbil tyczke i poszed! 5 krokéw dalej —

do punktu B. Stamtad szed! w glab ladu do takiego punktu C, 3
2 ktérego widzial statek i wbita tyczke w jednej linii. T \
Ustal, jak daleko od brzegu byl statek, jesli z punktu B do

punktu C Tales przeszed! 14 krokéw. c

4. Oblicz pole zacieniowanej figury.

a) b)

5. W wréjkacie ABC dane sa |AC| = |BC|=a oraz
|AB| = b. Prosta réwnolegla do ramienia AC przeci-
na boki tréjkata w punktach D i E w taki sposob, ze
ICE| = |BD|. Oblicz obwéd tréjkata DBE.

B E ¢

6. Podczas calkowitego zacmienia Slofica Ksi¢zyc niemal calkowicie zaslania tarcze
stoneczna, Korzystajac z ponizszych danych, oblicz Srednicg Storica.

Srednica Ksiezyca - 3,5 tys. km
Odleglosé Ksigzyca od Ziemi - 384tys. km
Odleglos¢ Ziemi od Stoiica - 150 min km

Ziemia

7. Jesli osoba stanie w odleglosci 4m od okna
w mieszkaniu pewnego budynku, zobaczy przedsta-
wiony na rysunku fragment budynku naprzecivko. d
Przyjmij, e jedna kondygnacja ma 3 m wysokos 3

i oblicz, jaka jest odleglos¢ migdzy

80 cm
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Warto wiedzieé!

Prototypem aparatu fotograficznego jest  Takie urzadzenie nazwano camera ob-
szczelne pudetko z malym otworkiem  scura (czyt. kamera obskura), czyli ,ciem-
W jednej ze Scian. $wiatlo wpadajace  na komnata’, i rzeczywiscie niekiedy mia-
Przez ten otwér rzuca na przeciwlegla o ono rozmiary pokoju.

Sciang (ckran) odwrécony obraz przed-
‘miotu stojacego przed otworem.

8. Przeczytaj informacje w ramce. Zal6zmy, Ze odleglos¢ miedzy otworem a ekra-
nem w camerze obscurze wynosi 30 cm.

a) Ustal, w jakiej odleglosci od budynku o wysokosci 15 m nalezy umiescié to urza-
dzenie, aby obraz budynku na ekranie mial 10 cm wysokosci.

b) Oblicz wysokos¢ pomnika, ktérego obraz uzyskany za pomoca camery obscury
2 odleglosci 20 m ma wysokos¢ 12 cm.

MINISPRAWDZIAN B
S1. Korzystajac z danych na rysunku obok, 6
oblicz, jakq dlugosé ma odcinek x. 3
2 2
A 32 .42
B.4 D.5
X
D
3¢ $2. Czworokat ABCD (zob. rysunck obok) jest
3 trapezem. Obwod tréjkata AED jest rowny:
A19 B.225 c.2s D.255
A 4 B
$3. 7 wierzchotka L rownolegloboku KLMN N P M

poprowadzono dwa odcinki: LN i LP tak, Ze
tréjkat KLN jest podobny do tréjkata LMP
(zob. rysunek obok). Stosunek [PM| : |PN| jest
rowny: K 5 A

A 1:2 B.1:3 €. 2:3 D.4:5

90 PODOBIENSTWO FIGUR



POLA FIGUR PODOBNYCH

| Park miejski zajmuje powierzchni¢ 9600 m?. Plan tego parku, ktéry przed-
izej, jest sporzadzony w skali 1:2000. Jak myslisz, ile centy-
metréw kwad:a(owych zajmuje ten park na planie?

CWICZENIE A Prostokat P; ma wymiary 2cm x 5cm. Ustal wymiary prostoka-
ta P, podobnego do prostokata Py w skali k = 3. Oblicz pola obu prostokatw.
Ile razy pole prostokata P, jest wigksze niz pole prostokata Py?

Przyjrzyj sie ponizszym rysunkom. Na kazdym z nich wigkszy prostokat
Jjest podobny do prostokata, ktéry zacieniowano.

Skala feistwa k=2.  Skala feiistwa k=3.  Skala feristwa k = 4.
Pole wigkszego prostokata Pole wigkszego prostokata Pole wigkszego prostokata
Jest 4 razy wicksze od pola jest 9 razy wieksze od pola jest 16 razy wicksze od pola
‘mniejszego prostokata. ‘mniejszego prostokata. mniejszego prostokata.

Zal6zmy, ze prostokat o bokach @’ i b’ jest podobny w skali k do prosto-
kata o bokach a i b. Stosunek pol tych prostokatow jest rowny:
a b _kakb _K-a-b _ o,
ab  ab  ab

Pokazaliémy, ze stosunck pél prostokatéw podobnych jest réwny kwa-
dratowi skali podobieristwa. Taka wlasnos¢ jest prawdziwa takze dla
dowolnych figur podobnych.
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Stosunek pél figur podobnych
Jest réwny kwadratowi
skali podobieristwa.

Pole figury '

ol igury 7 ~ K #471¢ k t0 skala podobieristwa figury 7 do figury .

Korzystajac z powyzszej wlasnosci, mozemy obliczy¢ powierzchnie parku
na planie z poprzedniej strony.

9600 m? = 2,4 - 107 m? = 24 cm?

2
Powierzchnia parku = (5 )

ENIE B a) Figura 7 jest podobna do figury > w skali k = . Oblicz pole
2 cm?.

&

figury 72, jesli pole figury 7, jest rowne 7
b) Figura 7 jest podobna do figury 7 i ma pole 5 razy wicksze od pola
figury 7. Znajdz skal podobieristwa figury 71 do 72.

Tréjkat ABC przecigto prosta rownolegla do boku AB w taki spo-
b, ze otrzymano mniejszy tréjkat i trapez o podstawach dtugoéci 7 i 10.
Tréjkat ABC ma pole réwne 100. Oblicz pole otrzymanego trapezu.

P=P +P,=100
- pole trojkata DEC
- pole trapezu ABED

D, E
A 10 B
. . 40 Z réwnoleglosci odcinkow AB i DE wynika, ze
Tréjkat DEC jest podobny do tréj A0 S DEC) oraa. [+8AC] = 1< EDCI
kata ABC (cecha kk) w skali czyli tréjkaty ABC i DEC sa podobne.
K= -7 Obliczamy skale podobieristwa tréjkata DEC
{25t = 7o do tréjkata ABC.
2
ke 100 =
P =k P=({5) -100=49

Py=P-P =100-49 =51
Odp. Pole trapezu jest réwne 51.
ZADANIE  Tréjkat ABC o polu 20 przecigto prosta réwnolegla do boku AB. Oblicz

pola otrzymanych czgsci, jedli ta prosta podzielila jeden z bokéw tego tréjkata na
odcinki o dlugosciach 2 i 5. Rozpatrz dwie mozliwosci.

sadonio 11
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ZESTAW ZADAN

1. Figury 7, i 7> przedstawione na rysunku sa podobne.

a) Pole figury J, wynosi 8. Oblicz pole ¢ Pole figury F, jest 5 razy wicksze od
figury Fz. pola figury F2. Oblicz diugos¢ boku a.

] m%

b) Pole figury ) wynosi 21. Oblicz po-  d) Pole figury F) wynosi 15, a pole fi
le figury F>. gury F jest réwne 20. Oblicz dlugos
boku x.

T2 §ha

2. Zdjecie o wymiarach 12cmx 15cm przedstawia dziatke budowlana, ktéra na
tym zdjeciu zajmuje powierzchnig 54 cm?. Po powigkszeniu zdjecia dziatka zajeta
powierzchnie 96 cm?. ZnajdZ wymiary powiekszonego zdjecia.

3. Darek wykonal na kserokopiarce kopi¢
zdjecia, a nastepnie postanowil powiekszy¢
je tak, aby kazdy jego bok byl o 20% diuz-
szy. Ile razy wiecej toneru potrzeba na wy-
konanie takiego powiekszenia niz na wyko-
nanie pierwszej kopii?

4. Dwie figury przedstawione na rysunkach sq podobne. Znajdz skale podobiei-
stwa mniejsze] z tych figur do wigkszej.

a) b !-)A 9

POLA FIGUR PODOBNYCH 93




5. Figury przedstawione na diagramie sa podob-
ne. Druga z tych figur zajmuje wieksza powierzch-
ni¢ niz pierwsza figura. lle razy wieksza?

6. W kazdym z wielokatéw (w trojkacie, w rombie i w trapezie) zaznaczono wielo-
Kat do niego podobny. Oblicz pole zacieniowanej figury.

a) b) L] 5
3 A 4 ‘
VARRN > [\
5 3

7. a) W tréjkacie o polu P przez srodki dwéch bokéw poprowadzono prosta. Oblicz
pola figur, na jakie ta prosta podzielita tréjkat.

b) Prosta réwnolegla do jednego z bokéw tréjkata podzielita tréjkat na dwie czesci
o réwnych polach. Znajdz stosunek diugosci odeink6w, na ktdre ta prosta podzie-
lita kazdy z dwéch bokéw tréjkata.

8. W szesciokqcie foremnym o polu 16 zaznaczono mniejszy szesciokat foremny
(jesli wierzcholek mniejszego szesciokata lezy na boku wiekszego szesciokata, to
dzieli ten bok na réwne czesci). Oblicz pole mniejszego szesciokata.

a’@ M@ |
9. Czworokat ABCD przedstawiony na rysu

ku obok jest trapezem. Oblicz pola tréjkatéw
ABE, DEC, AED i BCE.

A 3 B

©10. Przekatna AC prostokata ABCD jest bokiem

podobnego do niego prostokata AEFC. Pole cze-

T Sci wspolnej tych prostokatow stanowi 40% pola

prostokata AEFC. Znajdz skale podobiefistwa pro-
stokata ABCD do prostokata AEFC.
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Warto wies

Twierdzenie Pitagorasa mozna sformulowaé w na-
stepujacy sposob:

W trdjkacie prostokatnym suma pol kwadratow zbu-
dowanych na przyprostokatnych jest rwna. polu
kwadratu

‘Twierdzenie to mozna uogdlnic, zastepujac kwadra-
ty odpowiednimi figurami podobnymi:

Jesli na bokach tréjkata prostokqtnego zbudujemy
trzy figury podobne, to suma pol figur zbudowa-
nych na przyprostokatnych jest réwna polu figury
Zzbudowancj na przeciwprostokatnej.

Py + Py, =Py,

“11. a) Uzasadnij uogélnione twierdzenie Pitago-
rasa podane w ramce powyzej.

b) Na bokach tréjkata prostokatnego zbudowano
wéjkaty réwnoboczne w sposob przedstawiony na
rysunku. Pole najwickszego z tych trojkatow jest
réwne 60, a najmniejszego 15. Znajdz dlugosé bo-
ku trzeciego z tych tréjkatow.

MINISPRAWDZIAN

S1. Wielkos¢ (wysokos¢) czcionki mierzona jest w punktach. Stowo figura” ponizej
napisano czcionkami o wielkosci odpowiednio 12 punktéw i 16 punktéw.

figura figura

le razy wiccej tuszu zuzyto na wydrukowanie wickszego napisu niz na wydruko-
wanie mniejszego?

A %‘ razy B. 'G razy C. 2 razy D. 3 razy

52. Wskaz diugosci przekatnych rombu o polu 108 cm?, ktéry jest podobny do
rombu o przekatnych 4 cm i 6 cm.

A18emi27em  B.12emil8em  C.36emiS4em D 12cmi9em
53. Na planie w skali 1:100 pewien obszar zajmuje powlcrzchmc 50 cm?. Ustal,
jaka powierzchni¢ zajmuje ten obszar na planie w skali 1:

A 2em? B.250cm? C.10em? D. 1250cm2

54. Figura J1 o polu 7 jest podobna do figury 2 o polu 63. Wskaz obwdd figu-
1y F1, wiedzac, Ze figura F2 ma obwéd 30.

A9 B.10 .30 D. 270
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1. Proste k, I i m przedstawione na po-
nizszym rysunku s rownolegle. Oblicz
dlugosci odcinkéw a, b i c.

2. Ustal, czy na podstawie ponizszych
danych mozna stwierdzi¢, ze tréjkaty
ABC i UVW sa podobne.

9, IBC|=6, |AC|=

2, lUV|=3

5, [« ACB| =70
3, l&VWU|=70°

b) |BC| =10, |AC| =
lUwl =5, [VW|=
o |€ABC| =35° |«BCA|=70°,
[«WVU| =35% |«UWV|=75°

3. Oblicz wysokos¢ budynku,

wykorzystujac informacje
przedstawione na
rysunku.

4,5m

I |
1Bm—

1,5m{

—6m

4. Uzasadnij, ze tréjkaty ACD, ABC
i DBC przedstawione na rysunku sq
podobne. Podaj skale podobieristwa:
tréjkata ACD do tréjkata ABC oraz
tréjkata ACD do tréjkata DBC.

96

5. Oblicz diugosci bokéw a i b.

4 24
=

6. Trojkaty przedstawione ponizej s
podobne. Oblicz:

2) dlugos¢ boku x,

b) stosunek obwodéw tych tréjkatow,
) stosunek pol tych tréjkatow.

8

3

7. Pewne dwa wiclokaty s podobne.
Wiadomo, Ze jeden z nich ma pole
2 razy wicksze, a obwdd o 10 wiekszy
od drugiego wielokata. Znajdz obwody
tych wiclokatow.

8. Figury przedstawione na ponizszym
rysunku sq podobne, a stosunck ich
Ppol wynosi 4: 1. Oblicz dlugosci odcin-
kow xiy.

o

9. Wielokat 1 jest podobny do wielo-
kata F> w skali k.

2) Oblicz obwod wielokata i, jesli
wiadomo, ze wielokat > ma obwdd 30.
b) Oblicz pole wielokata 72, jesli wia-
domo, ze pole wielokata 1 wynosi 3.
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Stereometria

Atomium to gigantyczna konstrukeja (ok. 100 m wysokosc) zbudowana
w 1958 roku na przedmiesciach Brukseli z okazji migdzynarodowej wystawy
osiggniec techniki. Budowla ta przedstawia powigkszony ok. 165 miliarddw
razy fragment sieci krystalicznej metalu. Dziewig¢ kul, kazda o srednicy 18 m,
znajduje sig w wierzcholkach szescianu i na przecigciu jego przekatnych.

W rurze pionowej zainstalowano winde, a w pozostalych rurach laczacych
kule - schody.

Wielosciany i inne figury przestrzenne = Figury obrotowe
iinne figury przestrzenne = Proste i ptaszczyzny w przestrzeni
= Przekroje graniastostupéw = Bryly podobne = Powtérzenie



©

WIELOSCIANY I INNE FIGURY

PRZESTRZENNE

Na rysunku przedstawiono przyklady bryl zwanych wieloscianami. 3 one

— $cianami

— w taki sposob, ze

kazda krawedz wiclodcianu jest wspdlnym bokiem dwdch $cian. Kazdy
wierzchotek wicloscianu to wspolny punkt co najmniej trzech krawedzi.

Uwaga. Rysunki w tym dziale sporzadzono zgodnie z zasadami ustalonymi
w podreezniku dla Klasy 2.

Warto wi

Figur nazywamy wypukla, gdy
kazdy z odcinkéw laczacych dwa
dowolne punkty figury w calosci
Zawiera si w tej figurze.

Liczba scian (S), liczba wierzchol-
kow () i liczba krawedzi (K) do-
wolnego wieloscianu wypuklego
54 ze soba zwiazane zaleznos:
ktora odkry! w 1752 roku wielki
matematyk szwajcarski Leonhard
Euler (czyt. ojler).

WZOR EULERA:

S+W=K+2

&ﬂ.‘

CWICZENIE A Przeczytaj
w ramce obok.

informacje

a) Wired powyzszych wieloscianéw
wskaz te, ktére nie sq wypukle.
b) Podaj liczbe Scian, wierzchotkow
i krawedzi graniastoslupa, ktorego
podstaw jest n-kat. Sprawdz, czy
liczby te spelniaja wzor Eulera

Scian, wierzcholkow
wedzi ostrostupa, ktorego pod-
stawa jest n-kat. Sprawdz, czy lic;

te spelniajq wzor Euler

d) Korzystajac ze wzoru Eulera, ustal,
ile krawedzi ma wieloscian wypukly
0 10 Scianach i 12 wierzcholkach.
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CWICZENIE B Wsrod wieloscianow przedstawionych na stronie obok wskaz gra-
niastostupy. Dokoricz zdania.

a) Graniastostup prosty, to taki graniastostup, w ktorym...

b) Graniastostup, w ktdrym krawedzie boczne nie sq prostopadle

do podstaw, nazywamy.
o Graniastostup prosty, ktdrego podstawa jest wielokatem foremnym,
nazywamy..

CWICZENIE C Wsr6d wieloscianow przedstawionych na stronie obok wskaz
ostrostupy. Dokoricz zdania
a) Ostrostup prawidlowy to taki ostrostup, w ktdrym.

b) Czworos
o) Spodek wysokosci ostrostupa to.

ian foremny to.

Ponizej przypominamy podstawowe wzory dotyczace graniastostupéw
i ostrostupow.

GRANIASTOSEUP OSTROSLUP
5/
h
%
2
Pole powierzchni calkowitej: Pole powierzchni catkowitej
P=2P,+Py P=P,+Py
Objetosé: Objetosé:

W powyzszych wzorach Py, Py i h oznaczaja odpowiednio pole podstawy,
pole powierzchni bocznej i wysokosc. Wzory te mozna takze wykorzysta¢
przy obliczeniach dotyczacych niektdrych innych wieloscianéw.

CWICZENIED Gi i ostrostup pi
crworokatny maa te sama wysokoS¢ i rowne objgtosci, Oblicz stosunck dlugo-
Sci krawedzi podstaw tych bryl.
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[TTATTINEE Od szescianu o krawedzi a odcieto naroza ptaszczyznami prze-
chodzacymi przez érodki krawedzi w sposb pokazany na rysunku. Oblicz pole
powierzchni i objetos¢ otrzymanej bryly.

a

Sciany rozwazanej bryly to 6 kwadratow
boku x i 8 tréjkatow rownobocznych
© boku x.

Pabx+8- 3 L x2(642(3)= (6 +2V3) = 2B +V3)

0d objetosci szescianu odejmujemy ob-
jetosé osmiu ostrostupéw o podstawie,
ktora jest trojkatem prostokatnym row-
noramiennym.

Odp. Pole powierzchni bryly jest rwne a%(3 +/3), a objetosc wynosi 2

ZADANIE Szescian o krawedzi a rozcigto na dwie
czgsci plaszezyzna przechodzaca przez trzy wierzcholki
szescianu w sposob pokazany na rysunku. Oblicz obje-
tosci i pola powierzchni otrzymanych bryl.

Oblicz objetosé bryly przedstawionej na rysunku.

Bryle mozna podzielic na dwa ostrostu:
py czworokatne i graniastostup trojkatny;
otrzymane ostrostupy mozna ,skleic’ w je-
den ostrostup, kiérego podstawa jest pro-
stokatem o wymiarach 4m x 0,8 m.

0,8m 0,8m

-1,5=0,72 [m’] Vo=14.08:1,2=1,.28 [m’
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V=V, +V,=0,72+1,28=2[m3)]
Odp. Objetosé bryly wynosi 2 m3.

ZADANIE | Oblicz objetosé bryly
przedstawionej na rysunku.

sodania 1-21 )
ZESTAW ZADAN 4 s
1. Na rysunku obok pro- N
stopadlo$cian podzielony na trzy gra- e %
niastostupy proste. Oblicz objetosci tych 4 - N
graniastostupow. A

2. Z czterech takich samych szescianéw o krawedzi a wycieto ostrostupy w sposcb
przedstawiony na rysunkach. Oblicz objetosci tych ostrostupéw.

3. Z grani i szes o krawedzi podstawy a i wyso-
kosci h wycigto ostrostup w spos6b przedstawiony na rysunku. Oblicz objetos¢ tego

ostrostupa.
b LD

——

7
rad

4. Podstawy ostroslupéw wypelniaja jedna z pod-

staw prostopadiosciany, a ich wierzcholki leza na

przeciwlegle] podstawic (zob. rysunek). Jaka czesé
§ zajmuja te
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5. Wewnatrz graniastostupa o objetosci V wybrano
pewien punkt P. Nastepnie wycigto z graniastostupa
dwa ostrostupy o wierzcholku P, ktérych podstawa-
mi sq podstawy graniastostupa (zob. rysunek obok).
Jaka czes¢ objetosci graniastostupa stanowi objetosé
bryly otrzymanej po usunieciu

6. 0d szescianu o krawedzi a odcieto w kazdym
wierzchotku mniejszy szescian (zob. rysunek obok).
Otrzymany wieloscian ma wszystkie krawedzie jed-
nakowej dlugosci. Oblicz objetosc i pole powierzchni
tego wicloscianu.

7. Bryle przedstawiona na rysunku otrzymano w wyniku wyciecia z szescianu
o krawedzi a pewnego wieloscianu. Zaznaczony kropka punkt to $rodek danej
Sciany. Oblicz objetos¢ tej bryly.

a) b) L]

8. Do kazdej Sciany szescianu o krawedzi a dokle-
jono j c

o krawedzi podstawy a.

a) Jaka powinna byé wysokos¢ doklejonych ostrostu-
pow, aby objetosé otrzymanej bryly byla cztery razy
wieksza od objetosci szecianu?

©b) Jaka powinna byé wysokosé ostroslupéw, aby
otrzymana bryla miala dwanascie §cian?

9. Zacieniowany czworokat jest kwadratem. Litera b oznaczono sum odleglosci

od plaszezyzn ) ten kwadrat. Oblicz obje-
t0§¢ bryly przedstawionej na rysunku.
a) b)

e
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10. Bryla pokazana na rysunku powstala w wyniku sklejenia graniastoslupa pra-
widlowego szesciokatnego i pewnego graniastoslupa lub ostrosupa. Oblicz jej
objetosé.

(Y}

a

11.W wyniku odciccia pewnej bryly od graniastostupa prawidlowego powstala
bryla przedstawiona na rysunku. Oblicz jej objetosé.

) ‘ b) o
10 8 3 s
8
6 6
1 3
6 : 5
L 5

12. 0d czworoscianu foremnego o krawedzi a odcieto ostroslup plaszczyzna prze-
chodzaca przez dwie wysokosci Scian. Oblicz objetos¢ bryly, kiéra pozostala po
odcieciu ostroslupa.

©13. Graniastostup tréjkatny rozcieto na dwie bryly
w sposéb pokazany na rysunku obok. Oblicz stosu-
nek objetosci tych bryl.

14. Graniastostup prosty tréjkatny o polu podsta-
T wy P i wysokosci h podzielono na trzy czesci w spo-
s6b przedstawiony na rysunku obok. Oblicz objetos¢

<o kazdej  tych czesci.

15. Podstawa graniastoslupa prostego jest tréjkat réwnoramienny prostokatny.
Przeciwprostokatna podstawy i przekatne dwoch $cian bocznych tworza tréjkat
réwnoboczny o boku a. Oblicz wysokos¢ tego graniastostupa.

© 16. Krawed? podstawy ma dlugos¢ a.
Jaka wysokos¢ powinien miec ten graniastostup, aby r kq( zbudowany z przekat-
nej sciany bocznej, diuzszej przekatnej podstawy i krétszej przekatnej graniasto-
stupa byl rownoramienny?
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Warto wiedzieé!

Wiclosciany foremne (zwane brylami platoriskimi to takie wielosciany wypukle,

w ktorych:

« wszystkie Sciany sq przystajacymi wielokatami foremnymi,
* w kazdym wierzcholku spotyka si¢ tyle samo Scian.

Istnieje pie¢ wieloscianow foremnych.

4

CZWOROSCIAN FOREMNY SZESCIAN OSMIOSCIAN FOREMNY
« Sciany sa. © Sciany sa © Sciany sa
trojkatami rownobocz-  kwadratami. trojkatami r6wnobocz-
X nymi.

© W kazdym wierzchotku
spotykaja si¢ 3 Sciany.

* W kazdym wierzcholku
spotykaia si¢ 3 Sciany.

>
NV

DWUNASTOSCIAN FOREMNY

 Sciany sq przystajacymi pie-
ciokatami foremnynmi.

W kazdym wierzcholku spo-
tykaja si¢ 3 Sciany.

W kazdym wierzchotku
spotykaja si¢ 4 sciany.

SN
&

DWUDZIESTOSCIAN FOREMNY

* Sciany sa przystajacymi troj-
kqtami rownobocznymi.

W kazdym wierzcholku spo-
tyka sie 5 Scian.

Stynny filozof grecki Platon (427-347 p.ne) znal cztery wielosciany foremne (oprécz

dwunastoscianu) i nadal im znaczenie

Wyobrazat sobie, ze

tworza cztery elementy: ogieri, ziemia, woda i powietrze, a kazdy z tych elementéw
jest zbudowany z czasteczek, ktdre majq ksztalt wieloscianow foremnych. Wedtug

Platona na przyklad czaste

Piata bryle — dwunastoscian foremny — odkryl ucze Platona Teajtetos.
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17. Sze$cian i osmioscian foremny ma-
ja krawedzie tej samej dlugosci. Oblicz
stosunek pol powierzchni oraz stosu-
nek objetosci tych bryl.

18. a) Oblicz dlugosé przekatnej o$mioscianu forem-
nego o krawedzi a.

/ b) Oblicz dlugos¢ krawedzi osmioscianu foremnego
o przekatnej p.

® 19. Przedstawione na fotografii Atomium to gigan-
tyczna konstrukcja w ksztalcie szescianu. Szescian
zostal postawiony na jednym z wierzcholkow tak, &
Ze jedna z jego przekatnych jest pionowa. Kazda
2 kul ma Srednice 18 m, a odleglos¢ miedzy Srod-
kami kul lezacych na tej samej krawedzi szecianu
wynosi 47 m. Kule B, C i D znajduja sie na tej samej
wysokosci nad ziemiq. Podobnie kule E, F i G. Ustal,
na jakich wysokosciach nad ziemia znajduja
ki poszczegolnych kul Atomium.

Wskazowka. Rozwaz trojkat ADH. Ustal diugosci odcin-
kow, na jakie zostal podzielony bok AH przez wysokos¢
tego tréjkata opuszczong z wierzchotka D.

©20. Wieloscian przedstawiony na rysunku obok to
stella octangula (czyli gwiazda o$mioramienna), ktora
jako pierwszy opisal Johannes Kepler.
a) Oblicz pole powierzchni i objetosc stelli octanguli,
kt6rej Sciany 3 trojkatami réwnobocznymi o boku a.
b) Stellg octangule mozna sobie wyobrazic jako dwa
sie j iany foremne. Jaka bryla jest wspolna czes¢
tych czworoscian6w? Oblicz objetosé tej bryly, jesli wiadomo, Ze kazdy z czworo-
Scianéw ma krawedz o diugosci b.

©21. a) Wyobraz sobie, ze czworoscian foremny o kra-
wedzi @ ustawiamy tak, ze jedna z krawedzi lezy
na stole, a przeciwlegla krawedz jest rownolegla do
blatu stolu (zob. rysunek). Oblicz, jak wysoko nad
stolem znajduje si¢ ta krawedz.
b) Czy model czworoscianu foremnego o krawedzi
1'm mozna przenies¢ przez drzwi o szerokosci 0,8 m?
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MINISPRAWDZIAN

51. 0d szescianu o krawedzi 5 odcigto naroznik
w sposéb przedstawiony na rysunku obok. Wskaz
objetos¢ tego odcietego naroznika.

Al B.4 c&fi D. L

o

52. Do podstawy ostroslupa czworokatnego doklejo-

no szescian o krawedzi a w sposob przedstawiony

na rysunku obok. O ile wigksze jest pole powierzchni
J bryly od pola powierzchni

A 06a* B.o 5a% C.o4a* D. 0 3a®

53. Z prostopadloscianu wycigto ostroslup tak, jak
pokazano na rysunku obok. Jaka czgsc objetosci cale-
Scianu stanowi objetosé za

FIGURY OBROTOWE

I INNE FIGURY PRZESTRZENNE

Ponizej przypominamy wzory dotyczace figur obrotowych. We wzorach

tych Py, Py i | oznaczaja odpowiednio pole podstawy, pole powierzchni

bocznej i tworzaca stozka.

Objetosé:

Pole powierzchni bocznej:
Py, = 2mrh
Pole powierzchni calkowitej:
P =2P, + Py = 2mr? + 2mrh

V =nr’h

106
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STOZEK Pole powierzchni bocznej:
Py =mrl
Pole powierzchni catkowitej:
P=P,+Py,=mr?+mrl

Objgtosc:

1 1
v=1p, - h=1nrn

Pole powierzchni:
P =4mr?

Objetosé:
4o
7 V-

Oblicz promien kuli wpisanej =
W stozek o promieniu podstawy 12 A
i tworzacej o dfugosci 13. = N

Sporzadzamy rysunek przekroju osiowego

3 stozka z wpisana kula
A 12
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla
(x+r)2=132-122=25 tréjkata ABC.

Liczba x + r musi byé dodatnia, wiec ujem-
nego rozwiazania nie bierzemy pod uwage.

x+r=5 lub x+r=
sprzecznosé

x=5-r

Tréfkaty ABC i DEC sa prostoksne | maja wspolny kat o wierzchofku C, 53 wiec

podobne (cecha kk). Zatem 1aci = D_C\

1
1375-r
60-12r =13r

ZADANIE  Oblicz promie kuli wpisanej w stozek o promieniu podstawy 6 i two-

rzace o dlugosci 10.
sadania 1-6 )
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ZESTAW ZADAN

41 ® 1. ) Ile razy wicksza objetos¢é ma wa-  b) Ile razy wigksza objetos¢ ma grania-
lec opisany na graniastostupie prawi-  stoslup prawidlowy czworokatny opi-
Howym czworokatnym od walca wpisa-  sany na walcu od graniastostupa pra-
nego w ten graniastostup? widlowego czworokatnego wpisanego

W ten walec?

2. Na rysunku jest przedstawiony ostrostup prawidlowy wpisany w stozek. Jaka

cze$¢ stozka zajmuje ostrostup?
a) b)

3. Ostrostup prawidiowy czworokatny i stozek maja wspolny wierzcholek, a pod-
stawa stozka jest wpisana w podstawe ostrostupa. Kat rozwarcia stozka ma miare
120°, a tworzaca ma dlugos¢ 4. Oblicz objetos¢ ostrostupa.

4. Wykaz, 7e objetosé walca o polu powierzchni catkowitej P opisanego na kuli
0 promieniu r jest rowna 1Pr.

© 5. Rozek zrobiony z papieru ma ksztalt powierzchni bocznej pewnego stozka. Gdy-
by do tego rozka wrzucié pileczke w ksztalcie kuli o Srednicy 6 cm, to bylaby
ona styczna do plaszczyzny podstawy stozka, a gdyby wrzucic pileczke o $redni-
¢y 8 em, to nad powierzchnie podstawy wystawalaby polowa tej pileczki. Oblicz
wysokos¢ stozka.

N <_,b
\gf e
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6. Walec wpisano w stozek w sposéb przedstawiony na ry-
sunku obok. Stozek ma wysokosc 8, a promieii jego podstawy
jest rowny 4. Oblicz objetos¢ walca, jesli:

a) promien podstawy walca jest réwny 1,

b) wysokos¢ walca jest réwna 1.

MINISPRAWDZIAN

S1. W stozek wpisano walec, ktrego promiefi podstawy jest 3 razy mniejszy od

promienia podstawy stozka. Stosunek objetosci walca do objetosci stozka wynosi:
1 1 ~ 1 2

Al B} ck D.2

52. Ostrostup prawidlowy tréjkatny i stozek majq wspdlny wierzcholek, a pod-
stawa stozka jest wpisana w podstawe ostroslupa. Kat rozwarcia stozka ma miare
120°, a tworzaca ma dlugosé 4. Objetosé ostroslupa jest réwna:

A. 24 B.6V3 C.24V3

53. Wskaz powierzchnie kuli wpisanej w stozek, Ktrego promieni podstawy ma
dlugosc 1, a wysokos¢ jest réwna V3.

4 1
Agm B.im c.12m D.3m

PROSTE | PLASZCZYZNY W PRZESTRZENI

Do tej pory, opisujac na przyklad graniastostup, mowilismy, ze podsta-
wy lezq na plaszezyznach réwnoleglych, a wysokosc jest prostopadia do

y podstawy. Pojecie W przestrze-
ni rozumielismy intuicyjnie. Uscislimy teraz (e pojecia.

POLOZENIE PROSTYCH W PRZESTRZENI
Przez dowolne trzy punkty przestrzeni zawsze mozna poprowadzié plasz-

czyzne. Gdy te punkty nie leza na jednej prostej, to istnieje tylko jedna
taka plaszczyzna.

Wynika stad, Ze w przestrzeni dwie pro-
ste, ktdre si¢ przecinajq, leza zawsze na
jednej plaszczyznie.

PROSTE | PLASZCZYZNY W PRZESTRZENI 109
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Gdy dwie proste w przestrzeni si¢ nie przecinaja, to moga leze¢ na jednej
plaszczyznie lub nie.

0 dwach prostych, kidre nie maja punk-
t6w wspolnych i leza na jednej plasz- g
czyénie, méwimy, Ze sa réwnolegle.
Przyjmujemy, ze proste pokrywajace si¢

tez sq réwnolegle.

O dwoch prostych, ktére nie maja punk-
tow wspolnych i nie leza w jednej plasz-
czy?nie, méwimy, ze sq skosne.

Méwimy, ze dwie proste w przestrzeni

sq prostopadle, gdy istnicje prosta row-

nolegta do jednej z nich, przecinajaca

druga pod katem prostym.

Zwr6¢ uwage, ze W przestrzeni proste prostopadle moga by¢ skosne.
Mowimy, ze odcinki w przestrzeni sa rownolegle, gdy leza na prostych

rownoleglych. Podobnie méwimy, ze odcinki sg skosne lub prostopadie,
gdy leza odpowiednio na prostych skosnych lub prostopadiych.

Na ponizszych rysunkach h
szesciokatnych po trzy pary odcinkéw odpowledmn rownoleglych, skos-

nych i prostopadiych.
<C—1

pary odcinkow pary odcinkéw pary odcinkow
réwnoleglych skosnych prostopadiych

W prostopadioscianie kazde dwie krawedzie sq albo réwnolegle, albo pro-
stopadie (niektére krawedzie prostopadie s3 tez skosne).

CWICZENIE A Na rysunku przedstawiony jest prostopa-
dloscian. Wymier wszystkie krawedzie, ktdre sa: o
a) prostopadie do krawedzi AA',

A B

b) rownolegle do krawedzi C
< prostopadie do odcinka AB',
d) skosne do odcinka AC,

¢) skosne do przekatnej AC"

STEREOMETRIA



PROSTA PROSTOPADLA DO PLASZCZYZNY

Méwimy, Ze prosta jest prostopa-
dla do plaszczyzny, gdy jest pro- B
stopadia do kazdej prostej lezacej

na tej plaszczyZnie.

Niech A bedzie punktem wspélnym pro-
stej k i plaszczyzny P. Aby stwierdzi¢,

Ze prosta k jest prostopadia do plasz-
czyzny P, wystarczy wskazaé dwie pro-
ste lezace na tej plaszczyznie i prze-

chodzace przez punkt A, do ktérych
prosta k jest prostopadtia.

K

S

Na rysunku obok przedstawiono graniastostup K N
prosty. Wszystkic jego Sciany boczne sq prosto- “'
A

katami, zatem np. krawedz LB jest prostopadia &~

do krawedzi BA i BC, a wiec jest takze prosto-
padla do Kazdego 7 zaznaczonych na niebiesko

' D
Zatem kazda krawed? boczna w graniastoshupie "Ar
prostym jest prostopadia do dowolnego odcinka B ¢
lezacego na ktorejs z podstaw graniastostupa.

odcinkow.

W podobny sposéb mozna uzasadnic prostopadiosé innych odcinkéw
w brylach.

Na rysunkach przedstawiono graniastostupy proste. Na kazdym z poniz-
szych rysunkéw odcinek niebieski jest prostopadly do dwéch odcinkéw
zaznaczonych na zielono. Czerwony odcinek lezy w plaszezyznie wyzna-
czonej przez dwa zielone odcinki. Zatem czerwony odcinek jest takze
prostopadly do niebieskiego odcinka.

prawidlowy prawidlowy
trojkatny szesciokatny

PROSTE | PLASZCZYZNY W PRZESTRZENI 1m
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KAT MIEDZY PROSTA A PLASZCZYZNA

Niech prosta k przecina plaszczyzne P
w punkeie A. Na plaszezyznie 2 mozemy

¢ wiele prostych
cych przez punkt A. Prosta k moze two-
1zy¢ 7 tymi prostymi rézne Katy.

Sposréd tych prostych wybierzmy taka
prosta I, ktéra lezy w plaszczyznie F pro-
stopadlej do plaszezyzny P i zawiera pro-
stg k. Miara kata nachylenia prostej k do
plaszczyzny P to miara kata (ostrego lub
prostego) miedzy prostymi k i I.

Kat ostry miedzy prosta k a plaszczyzna P mozna wyznaczy¢ w nastepu-
jacy sposob:

Przez dowolny punkt B prostej k (B4 A)

prowadzimy prosta a prostopadia do plasz- By
czyzny P. Przecina ona te
w pewnym punkcie C. Tak otrzymang pro-
stq AC bedziemy nazywaé rzutem prosto- C
katnym prostej k na plaszczyzne P. Kat
CAB jest katem nachylenia prostej k do
plaszczyzny P. k a

Na ponizszych rysunkach zaznaczono kilka katéw micdzy odcinkami i §cia-
nami w grani prostych i w

7 4
AA/ )‘VA

(CZENIE B Naszkicuj graniastoshup prawidlowy szesciokatny i zaznacz:

4) kat miedzy krétsza przekatng graniastoslupa a podstawa,
b) kat miedzy dluzsza przekatna graniastoslupa a sciang boczn,

VICZENIE C NaszKicuj ostrostup prawidlowy czworokatny i zaznacz:
a) kat migdzy krawgdzia boczng a podstawa,

b) kat miedzy wysokoscig ostrostupa a Sciana boczna.

STEREOMETRIA



POLOZENIE PLASZCZYZN W PRZESTRZENI

Gdy dwie plaszczyzny w przestrzeni
nie majq punktéw wspolnych, to mowi-
my, ze 53 16 4 ze
plaszczyzny, ktére si¢ pokrywaja, tez
sq rownolegle.

Dwie plaszczyzny, kiére nie s rowno-
legle, przecinajq si wzdluz prostej.

KAT DWUSCIENNY

Dwie pélplaszezyzny o wspélnej kra-
wedzi dzielq przestzed na dwie
czesci. Kazda z tych czesci wraz
2 pélplaszzyznami nazywamy ka-
tem dwusciennym.

Niech P bedzie dowolna plaszezyzna
prostopadly do krawedzi k Kata dwu-
$ciennego. Wspdlna czes¢ plaszezyzny P
i kata dwusciennego to pewien kat pla-
ski, ktérego ramiona sa prostopadle do
Kkrawedzi k. Za miare Kata dwusciennego
przyjmujemy miare tego kata plaskiego.

Na rysunkach zaznaczono kilka katéw miedzy Scianami graniastostupa
prostego i dwdch ostrostupow.

ZENIE D Naszkicuj ostrostup prawidlowy czworokatny i zaznacz
a) kat migdzy Scian boczna a podstawa,

b) kat miedzy sasiednimi $cianami bocznymi,

PROSTE | PLASZCZYZNY W PRZESTRZENI 13



PRZYKLAD W graniastostupie prostym, ktérego podstawa jest rombem, katy
nachylenia przekatnych do podstawy maja miary 30° i 60°. Oblicz miary katéw
miedzy écianami bocznymi tego graniastostupa.

e
\: o _h o _h

A @, t930°= T 1960°= {557
R 1AC| = oo 1081 = g

e & ~ " I Obliczamy za pomoc kal-
s wie 5 ~ 18,435°, czyli o~ 36,9 kulatora lub odczytujemy
2 tablic trygonometrycznych
B=180°-a=~143,1° przyblizona miare kata &

Odp. Katy migdzy Scianami graniastostupa maja miary okofo 36,9° i 143,1°.

ZADANIE W graniastostupie prostym, ktérego podstawa jest tréjkatem réwnora-
‘miennym, Katy nachylenia przekatnych scian bocznych do podstawy wynosza 45°i 60°.
Oblicz miary katow migdzy Scianami tego graniastoslupa. Rozwaz dwa przypadki.

w krawedz podstawy ma
dlugosé 4, a kat nachylenia iciany bocznej do podstawy ma miarg 60°. Znajdz
miare kata nachylenia krawedzi bocznej tego ostrostupa do podstawy.

IFGl=}-4=2 Kat nachylenia ciany bocz-
nej do podstawy to « EGF
tg60° = LEFL (jego ramiona s3 prostopa
900" = 15¢y dte do krawedzi BO)
|EF| = |FG| - tg60° = 2/3 Odcinek AC jest przekatng

kwadratu o boku 4, a wiec
ma dlugosc 4/2.

|AF| =

Obliczamy za pomoca kal
kulatora lub odczytujemy
2 tablic trygonometrycznych
przyblizona miare kata e

g1
Odp. Krawedz boczna jest nachylona do podstawy pod katem okoto 51°.
ZADANIE | W ostrosupic prawidiowym czworokatnym krawedz podstawy ma diu-

0S¢ 6, a kat nachylenia krawedzi bocznej do podstawy ma miare 30°. Znajdz miarg
Kata nachylenia $ciany bocznej do podstawy tego ostrostupa.
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[IIATIIYIEN Podstawa ostrostupa jest tréjkat réwnoramienny o podstawie o diu-
gosci 6 i ramionach o diugosci 5, a wszystkie krawedzie boczne maja diugosé 7.
Znajd? miare kata nachylenia najwiekszej sciany bocznej do podstawy.

2 8 2 Korzystamy z twierdzenia
|ECI? + |EBI* = |BC| Pitagorasa w tréjkacie EBC.
|EC|2 +32 =52
IEC|=4

2 2 _ 2 Korzystamy z twierdzenia
|EDI + |EB|? = |BD| Pitagorasa w trojkacie EBD.

|ED|2 +32 =72
|ED| = 2VT0
|DC|? = |EC|? + |ED|2 - 2 - |EC| - |ED| - cos & Korzystamy z twierdzenia

p— cosinusow w trojkacie ECD.
72 =424 (/70)?-2-4-2/10 - cos

49=16+40-16V10 - cosx

7 . Y
cos o= 7575 ~ 0,1383, wie o~ 82

Odp. Kat nachylenia najwiekszej Sciany bocznej do podstawy ma okoto 82°.
ZADANIE | Podstawa ostrostupa jest tréjkat réwnoramienny o podstawie o diugo-

Sci 4 i ramionach o dlugosci 6, a krawedzie boczne maja dlugosé 8. Pod jakim katem
jest nachylona do podstawy najmniejsza $ciana boczna?

sadania 1-14
ZESTAW ZADAN
1. Ponizszy jest prawi y. Oblicz miare kata.
a) A'/ b) 9 A'(
a2 o« |a w?
e —1T=
. 7

2. a) Znajd? miare kata miedzy przekatnymi szescianu.
b) Czy miara kata nachylenia przekatnej szescianu do podstawy sze$cianu jest
wieksza niz 3077

3. Podstawa graniastoslupa prostego jest trapez, w ktérym diuzsza podstawa i jed-
no ramie sq prostopadie i majq te sama dlugos¢ a. Diuzsza przekatna graniasto-
stupa ma dlugos¢ 2a. Pod jakim katem przekatna ta jest nachylona do podstawy?
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4. przekatna $cianu tworzy z k dzi
mi wychodzacymi z tego samego wierzcholka katy
«, B, y. Wykaz, Ze zachodzi rownosc:

cos? a+cos? +cos’y =1

5. Wysokos¢ graniastostupa prostego trojkatnego ma dlugo$¢ 1. Dwie przekatne
$cian bocznych poprowadzone z tego samego wierzcholka maja dlugosé V3 i sa do
siebie prostopadle. Pod jakimi katami sq do siebie nachylone $ciany boczne tego
graniastostupa?

6. Graniastostup prosty ma wysokosé V15, a jego podstawa jest trapez réwnora-
mienny o bokach dlugosci 3, V2, 11 V2.

a) Znajdz miary katéw miedzy sasiednimi Scianami bocznymi.
b) Pod jakim katem przekatna graniastostupa jest nachylona do podstawy?

7. W graniastoslupie prostym, ktérego podstawa jest rombem, katy nachylenia
przekatnych do podstawy wynosza 45° i 60°. Oblicz miary katow miedzy $cianami
bocznymi tego graniastostupa.

8. Na rysunku jest sciokatny, w kt6-
rym wszystkie krawedzie maja Jednakowe dlugosci. Oblicz miare kq(a .

=il
vl

9. Graniastostup prawidlowy szesciokatny ma wysokosé v2, a krawedz jego pod-
stawy ma dlugos¢ 1. Znajdz:

a)

a) miary katéw nachylenia przekatnych tego graniastostupa do podstawy,

b) miarg kata micdzy przekatnymi §cian bocznych, wychodzacymi z jednego wierz-
chotka.

0\
10.Na rysunku przedstawiony jest graniastostup

sciokatny. Uzasadnij, ze 2
(mjkql jest prostokatny, i oblicz miary katéw ostrych
tego wréjkata. 3

11. W ostroslupie prawidlowym krawedz podstawy ma dlugos¢ a. Znajdz kat na-
chylenia krawedzi bocznej do podstawy, jesli:

a) ostrostup jest czworokatny i krawedz boczna ma dlugosc a2,
b) ostrostup jest trojkatny i krawedz boczna ma diugosé %a,
@ ostrostup jest szesciokatny i krawedZ boczna ma diugosé 2a.
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12. Ostrostup przedstawiony na rysunku jest prawidlowy. Oblicz miare kata na-
chylenia sciany bocznej do podstawy.

13. Krawed? podstawy i ma dlugosé a. Kat
migdzy sasiednimi §cianami bocznymi ma miare «. Obhcz objetosé tego ostrostupa.

ol
)

14. 2) Oblicz miare kata miedzy Scianami czworoscianu foremnego.

b) Pod jakim katem krawedz boczna czworoscianu foremnego jest nachylona do
podstawy?

MINISPRAWDZIAN

51. Krotsza przekatna grani jest nachylona
do podstawy pod katem 45°. KrawedZ podstawy ma diugos¢ 1. Wysokos¢ tego
graniastostupa jest rowna:

B.2 C1 D. V3

52. Wysokosé Jest rowna 1012, a jego
krawedz podstawy ma dlugos¢ 10. Tangens kata miedzy przekatng Sciany bocznej
a sasiednia Sciang boczna jest réwny:

5 3 1
A3 B. 33 ci D.2

3. Krawedz podstawy grani i szesci ma dlugos¢
4v/2. Przekatne sasiednich $cian bocznych poprowadzone z tego samego wierz-
cholka tworza kat o mierze 60°. Pole powierzchni calkowitej tego graniastostupa
Jjest rowne:

A.28873 €.96(V3+2/2)
B. 16 (3v3+2v2) D. 32 (3v3+2v2)
54. Sciany boczne i Sci sq nachylone do pod-

stawy pod katem 60°, a krawedz podstawy ma dlugosé 2. Wskaz wysokos¢ tego
ostrostupa.

A3 B.6 C.V3 D.2V3

PROSTE | PLASZCZYZNY W PRZESTRZENI 17



PRZEKROJE GRANIASTOSLUPOW

| Przekrojem bryly nazywamy jej czesé wspolng z pewna plaszczyzna.

Na ponizszych rysunkach zaznaczono kilka przekrojow pewnego gra-
Pod rysunkami

rzeczywiste ksztalty tych przekrojow.

.

CZENIE Na poniZszych rysunkach zaznaczono przekroje sze:
wedzi 2 em (punkty oznaczone literami to wierzcholki szes
krawedzi). Naszkicuj te wielokaty i podaj dlugosci ich bokow.

ianu o kra-
lub srodki

K o
i 7|
B
M
i
L
B
Oblicz miare najmniejszego H
kata przekroju prostopadfoscianu c 6
3
|AB| = /82 +6% = /T00 = 10 0 A
|AC| = V102 +62 = /136 = 2./34 Obliczamy dugosci bokow
przekroju ABC, korzystajac
|BC| = V107 % 82 = /164 = 2./4T 2 twierdzenia Pitagorasa.
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|AB| < |AC| i |AB| < |BC|, wiec 4 BCA to najmniejszy kat tréjkata ABC.

Korzystamy 2 twierdzenia
cosinus6w.

|AB| = |ACI? +|BC|? -2 - |AC| - |BC| - cos | BCA|

100 =136+164-2 - 2v/34 - 2/41 - cos |« BCA|
200 25

8/1394 ~ V1394

cos |« BCA| = ~ 0,6696, wiec |+ BCA| ~ 48°

Odp. Najmniejszy kat tego przekroju ma miarg okofo 48°.
ZADANIE | Oblicz miarg najwickszego kata prze-
Kol prostopadioscian zasmaczonego ma ysunke. A==1x

Na rysunku zaznaczono przekréj prostopadfoscianu. Punkty B i C
s3 srodkami krawedzi. Oblicz pole tego przekroju.

-
P
B
D
2
Tréjkat RDC jest prostokatny. Korzystamy
|CD| =52+ 122 = /169 =13 2 twierdzenia Pitagorasa.
|AB| = |CD| =13 Tréjkaty RDC i SAB sa przystajace.
|18C| =5v2 Tréjkat BPC to potowa kwadratu o boku 5.
|AD| =10v2 Tréjkat ADT to potowa kwadratu o boku 10.
csvze
13 13 - Przekr6j ABCD jest trapezem
B =132-@,5V2r = 32 réwnoramiennym
I £l
D 2 A
5V2+10/2
2

=<

ZADANIE  Narysunku zaznaczono przekroj
prostopadioscianu. Oblicz pole tego przekroju.

{
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ZESTAW ZADAN

1. Naszkicuj przekroj prostopadioscianu plaszczyzna, ktora nie zawiera zadnej je-
go Sciany i przechodzi przez:

a) krawedz podstawy i $rodki dwéch krawedzi bocznych,
b) przekatng podstawy i $rodki dwdch przekatnych,

) przekatng podstawy i Srodek krawedzi bocznej,

d) przekatne dwoch sasiednich Scian,

@) przekatne dwéch réwnoleglych $cian.

2. Oblicz pole zaznaczonego przekroju szescianu.

a)

e

3. Na rysunku jest przedstawiona siatka szescianu. Zaznaczone odeinki to brzegi
pewnego przekroju tego szescianu. Oblicz pole tego przekroju.

a) b)

4. oblicz pole

5. Prostopadioscian o wymiarach 6 cm x 8cm x 10cm cheemy przeciaé plasz-
czyzng przechodzaca przez $rodki dokladnie czterech krawedzi. Podaj wymiary
wszystkich przekrojow, jakie mozemy w ten sposéb otrzymac.
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6. Prostopadloscian ma wymiary 3 cm x 4cm x 4cm. Ustal, jakie jest najwigksze
mozliwe pole przekroju tego prostopadlocianu, gdy ten przekrdj ma ksztalt:

a) prostokata, b) tréjkata, © ¢ rombu.

7. Przez srodki dwéch krawedzi szescianu popro-
wadzono dwie plaszczyzny, otrzymujac przekroje
przedstawione na rysunku obok. Oblicz stosunek pol
tych przekrojow.

8. Podstawa prostopadloscianu jest prostokat o bokach 2cm i 3cm, a wysokosé
tego prostopadioscianu jest réwna 4 cm. §cian przecigto

zawierajaca krawedz o dlugosci 2 cm i nachylona do podstawy pod katem e. Oblicz
pole tak otrzymanego przekroju, gdy:

a) a=30° b) a=60°

9. Szescian o krawedzi 1 przecieto plaszczyzng przechodzaca przez krawedz pod-
stawy i nachylona do podstawy pod katem a.

a) Oblicz pole otrzymanego przekroju, gdy o= 30°.

b) Ustal, jakq miare powinien mie¢ kat « aby pole tego przekroju bylo o 30%
wigksze od pola Sciany szescianu.

10. Rysunek przedstawia przekrj szescianu plaszczyzna
b nachylona do podstawy pod katem «. Krawedz szescianu

i ma dlugos¢ a, a punkty A i C to srodki krawedzi.
Z/ / a) Oblicz pole czworokata ABCD.
5 b) Znajdz kat o, dla kiérego czworokat ABCD ma naj-
ze pole, oraz taki — dla ktérego pole to jest

najwicksze. Oblicz te pola.

MINISPRAWDZIAN
S1. Przekrdj szeécianu o krawedzi @ ma ksztalt trojkata. Jakie jest najwicksze
mozliwe pole tego trojkata?

AL B Lf3 c.aV3 D. a8

52. Prostopadioscian o wymiarach 3 x 5 x 6 przecito plaszezyzng przechodzaca
przez jedng z najdluzszych krawedzi i nachylong do najwickszej ze $cian pod
katem 60°. Wskaz pole powierzchni otrzymanego przekroju.

A 6V3 B.12V3 C.20V3 D. 36
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BRYLY PODOBNE

CWICZENIE A Rzezba na fotografii
przedstawia powiekszonq w pew-
nej skali lotke do gry w badmin-
tona. Wszystkie proporcje zacho-
wano. Ponizej podano jeden  rze-
czywistych wymiaréw lotki. Zmierz
dlugosci odpowiednich odcinkow
i oszacuj, ile razy wymiary rzezby
ow prawdzi-
mezezyzna
na fotografii ma 180 cm wzrostu.

- 7em

Jesli dang bryle F powickszymy lub pomniejszymy w pewnej skali, to
otrzymamy figure podobna do bryly F. O brylach podobnych mozemy
powiedzie¢, ze maja taki sam ksztalt, a rozniq si¢ tylko wielkoscia. Na
ponizszych rysunkach sq przedstawione dwie pary bryl podobnych.

I

o

W brylach podobnych stosunek diugosci kazdej pary odpowiadajacych so-
bie odcinkow jest taki sam. Liczbe réwng temu stosunkowi nazywamy skalg

podobienstwa.

Figury przestrzenne F i J” przedsta-
wione na rysunku obok sa podobne.
Odcinkowi PR w figurze J odpowiada
odcinek P'R’ w figurze F'. Figura F'
jest podobna do figury J° w skali:

Jesli figura 7' jest podobna do figury J°
w skali k, to oczywiscie figura F jest po-
dobna do figury #* w skali 1.

1D _ICE
[[&] ICE|
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CWICZENIE B a) Oblicz, jaka wysokos¢ powinien mie¢ walec o promieniu podsta-
wy réwnym 3, aby byl podobny do walca o wysokosci 6 i promieniu podstawy
réwnym 2.

b) Prostopadioscian ma krawedzie o diugosciach 4, 6 i 12. Czy prostopadloscian
o krawedziach 6,9 i 18 jest do niego podobny?

o) Walec ma wysokos¢ réwna 6 i promiei podstawy réwny 3. lle jest réwne pole
powierzchni bocznej walca podobnego do tego walca w skali §7

Przypomnijmy, ze jesli dwie figury plaskie sa podobne w skali k, to stosu-
nek pol tych figur jest réwny kwadratowi skali podobiefistwa. Taka sama
zaleznos¢ zachodzi miedzy polami powierzchni bryt podobnych.

Jezeli bryla > jest podobna do bryly F;
= w skali k, to stosunek pol powierzchni
‘ tych bryt jest réwny k2.
>

Pole powierzchni bryly  _

2
Pole powierzchni bryly 71

Zastanéwmy si teraz, jaka jest zaleznos¢ miedzy objetosciami bryl podob-
nych. Przyjrzyj si¢ rysunkom. Na kazdym jest przedstawiony prostopadio-
Scian z pokolorowana jego czescia, ktdra tez jest prostopacioscianem.

Wickszy prostopadioscian jest po-  Wickszy prostopadloscian jest po-
dobny w skali k = 2 do prostopadio-  dobny w skali k = 3 do prostopadio-
Scianu zaznaczonego kolorem. Scianu zaznaczonego kolorem.

Objetos¢ wickszego prostopadioscia-  Objgtosé wiekszego prostopadioscia-
nu jest 8 razy wicksza od objetosci  nu jest 27 razy wigksza od objetosci

Zal6zmy, ze prostopadioscian o wymiarach @’ x b’ x ¢’ jest podobny w ska-
li k do prostopadloscianu o wymiarach a x b x ¢. Wowczas a’ = ka, b’ =kb
i ¢’ = ke. Obliczmy stosunek objetosci tych prostopadtosciandw:

a b _ka-kb-ke _

a-b-c abc

1B
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Pokazaliémy, Ze stosunck objetosci prostopadioscianéw podobnych jest
rowny szescianowi skali podobieristwa. Taka wlasnos¢ jest takze prawdzi-
wa dla dowolnych bry! podobnych.

~( Jezeli bryla F, jest podobna do bryly J,
w skali k, to stosunek objetosci
ch bryl jest réwny k?.
) tych bryl j Y
Objetos¢ bryly > _ K
7 3 Objetosc bryly 71

Oczywiscie dowolne dwa szesciany (i dowolne dwie kule) sa brytami podob-
nymi. Gdy stozek (lub ostrostup) przetniemy plaszczyzng rownolegla do
podstawy, to otrzymamy dwie bryly, z kiérych jedna jest stozkiem (ostro-
stupem) do przeci stozka a druga figura to
tzw. stoZek $cigty (ostrostup ciety).

od o krawedzi podsta-
Wy 5 odcigto ostrostup plaszczyzng réwnolega do podstawy. Otrzymany  ten
sposéb ostrostup Scigty ma wysokos¢ 4, a krawedz jego gornej podstawy ma
dtugosé 3. Oblicz objgtosé tego ostrostupa Scigtego.

l\\ 5_het
R 3 h
s Dany ostrostup jest podobny do ostro

Sh=3(h+4) stupa odcietego w skali k= 3

s h=6

Vi — objetos¢ wiekszego ostrostupa

V; — objetos¢ mniejszego ostrostupa

Odp. Objetosc ostrostupa écietego jest rowna 138

ZADANIE  Od ostrostupa prawidlowego tréjkatnego o krawedzi podstawy 6 i kra-
wedzi bocznej 8 odcigto ostrostup plaszezyzna rownolegla do podstawy. Plaszczyzna
ta przecicla wysokosé w potowie. Oblicz objgtos¢ otrzymanego w ten sposdb ostrostupa
Scigtego.

sadonio 114
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ZESTAW ZADAN

1. Stozki przedstawione na rysunkach rozcigto plaszczyznami réwnoleglymi do ich
podstaw. Oblicz objetosci zacieniowanych bryl.

a) b) Ll /\ 3

2.0d prostego odcigto
nek). Oblicz objetos¢ zacieniowanej bryly.

b)

25

3. 0d ostrostupa prawidlowego o wysokosci 10 odcigto ostroslup do niego podob-
ny (zob. rysunek). Oblicz objetos¢ zacieniowanej bryly.

4. 0d ostrostupa o objetosci 54 cm? odcigto gorng czes¢ plaszezyzng rownolegla
do podstawy ostrostupa. Otrzymano w ten sposéb ostrostup ciety, ktérego wyso-
koS¢ jest réwna § wysokosci ostrostupa. Oblicz objetosé tego ostrostupa Scietego.

5. Pole powierzehni pewnego walca jest dwa razy wicksze od pola powierzchni
walca podobnego do niego. Ustal, ile razy jest wigksza objetos¢ tego walca.

6. Do stojacego na stole kieliszka w ksztalcie stozka wlano plyn do 3 wysokos
Kieliszka. Jakg czesé pojemnosci kieliszka zajal plyn? Do jakiego poziomu naleza-
1oby nalac plyn, aby wypelni¢ polowe objetosci kieliszka?
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7. a) Stozek przecigto plaszczyzng do podstawy, przekréj
0 polu dwukrotnie mniejszym od pola podstawy. Oblicz, w jakim stosunku plasz-
czyzna przekroju dzieli wysokos¢ tego stozka.

b) Plaszczyzna rownolegla do podstawy dzielimy stozek na dwie czesci o rownych
objetosciach. Oblicz, w jakim stosunku plaszczyzna ta podzielila tworzaca stozka.

8. Oblicz objetos¢ stozka Scigtego o wysokosci h,
ktérego promienie podstaw sa réwne r i R (zob. ry-
sunek obok).

ga

9. W brylach przedstawionych na rysunkach dostrzec mozna stozki icigte i walce.
Oblicz objetosci calych bryl.

?

10. Na rysunku obok przedstawiony jest ostro-
stup sciety. Podstawy tej bryly sa kwadratami.

Oblicz objetosé tej bryly.
11. $rodki krawedzi czworoscianu foremnego sa wierz- LS
cholkami o$mioscianu foremnego. Oblicz stosunek obje-

tosci czworoscianu do objetosci osmioscianu.

12. Na ilustracji przedstawiono jajo strusia i jaj-
Ka kurze. Zalozmy, Ze czas gotowania jaj jest
proporcjonalny do ich objetosci oraz ze jajko ku-
rze i jajo strusia to bryly podobne. Jajko kurze

gotuje si¢ na twardo 6 minut. Jak dlugo powinno
si¢ gotowaé na twardo jajo strusia?

13. Gestos¢ zlota jest okolo 20 razy wieksza, a gestos¢ styropianu okolo 50 razy
mniejsza niz gestos¢ ciala czlowieka. Ustal, jakie wysokosci mialyby posagi wiernie
oddajace proporcje twojego ciala, ktére wazylyby tyle samo co ty, gdyby jeden
2 nich byl wykonany ze zlota, a drugi — ze styropianu.
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Warto wiey
W 1638 roku ukazalo si¢ dzielo Galile-
usza ,Dialogi | dowodzenia matematycz-
ne’, w ktérym wyjasnia m.in., dlaczego
zwierzeta nie moga by¢ dowolnie duze.

Galileusz rozumoval tak:

poprzecznego kosci natomiast zwickszy-
loby si¢ 3% = 9 razy, wice 9 razy wzro-
staby wytrzymalosé kosci. Widaé z tego,
e zwierzeta nie moglyby by¢ dowolnie
duze, gdyz ich masa bylaby zbyt wielka
w z Scig kosc.

kosci jest proporcjonal-
na do pola powierzehni ich przekro-
ju poprzecznego. Gdyby jakies zwierze
zwickszylo swoje wymiary 3 razy, to
jego masa zwickszylaby si¢ tak jak ob-
jetos¢, tzn. 3% = 27 razy. Pole przekroju

Opisanych przez Galileusza faktéw na
ogol nie uwzgledniaja autorzy fantas-
tycznych opowiesci i filmow, w ktérych
Wystepuja nienaturalnie mate lub gigan-
tyczne stwory.

14. Przeczytaj informacje w ramce.

a) Dorosly goryl ma okolo 1,8 m wzrostu.
Filmowi twérey nadali postaci King Kon-
ga proporcje ciala goryla powigkszonego do
wzrostu 45 m. Znajdz stosunek pol przekro-
ju kosci i stosunek mas goryla i King Konga.

b) W ksigzce L. Carrolla ,Alicja w krainie czaréw” tytulowa bohaterka zmniejsza
sig gwaltownie i przez czes¢ powi tylko 1 swojego normalnego wzrostu.
Przypusémy, ze Alicja wazyla 35 kg i zmniejszala si¢ proporcjonalnie. Ustal, ile
powinna wazy¢ po zmniejszeniu.

MINISPRAWDZIAN

51. 0d prostopadioscianu odcito prosto-
padtoscian do niego podobny o wymiarach
1 % 2 x 4 (zob. rysunek obok). Objetosé po-
zostalej czesci prostopadioscianu wynosi:

A.32 B. 48 C.56 D. 64

52. Stosunek objetosci dwéch bryl podobnych jest réwny
wierzchni tych bryt jest réwny:

NE
AR

%. Stosunek pol po-

3
B.3 C.

e
[<]
=

53. Stozek o wysokosci 10 cm rozcigto na dwie bryly plaszezyzng réwnolegla do
podstawy, odlegla od niej 0 6 cm. Wskaz, jaka czes¢ objetosci tego stozka stanowi
objetos¢ wigkszej z otrzymanych bryl.

3 8
A3 B s 25

2
D.m
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1. Ustal, jaka czes¢ objetosci prostopa-
dloscianu przedstawionego na rysunku
stanowi objetosé zacieniowanej bryly.

e
£y

=
E

2. Bryla przedstawiona na rysunku po-
wstata przez doklejenie dwdch ostro-

6. Piramida Cheopsa ma ksztalt ostro-
slupa prawidlowego czworokatnego.
Jej krawedZ podstawy jest réwna
230m, a wysokos¢ — 146 m. Ustal
jakim katem — ostrym, prostym czy
rozwartym — jest:

2) kat miedzy przeciwleglymi krawe-
dziami bocznymi tego ostrostupa,

b) kat miedzy przeciwleglymi scianami
tego ostrostupa.

7. Zaznaczone na rysunkach przekro-

stupéw do
go szesciokatnego. Oblicz jej objetosc.

3.Do walca o $rednicy podstawy 6
i wysokosci 4 doklejono walec o takicj
samej wysokosci i dwukrotnie mniej-
szej Srednicy podstawy w taki sposb,
Ze podstawa mniejszego walca lezy na
jednej z podstaw wickszego walca. Ob-
licz pole powierzchni otrzymanej bryly.

4. W ostrostupie prawidlowym umiesz-
czono stozek o tej samej wysoko:
Podstawa stozka jest kolem wpisanym
w podstawe ostroslupa. Oblicz, jaka
cz¢8¢ ostrostupa zajmuje ten stozek,
gdy ostrostup jest:

a) czworokatny,

b) trojkatny.

5. Krawedz podstawy ostroslupa pra-
widlowego szesciokatnego ma dlugosé
15, a kat nachylenia sciany bocznej do
podstawy ma miare 45°. Oblicz obje-
to$¢ tego ostrostupa.

128

je h to
romb i prostokat. Oblicz ich pola.

8. Dany jest ostrostup o wysokosci
1cm. Ustal, jaka wysokosé powinien
mie¢ jego powickszony model, aby:

2) pole powierzchni catkowitej modelu
bylo 100 razy wicksze od pola po-
wierzchni calkowitej ostrostupa,

b) objetos¢ modelu byla 100 razy wick-
sza od objetosci danego ostrostupa.

9. Pierwsza z bryl przedstawionych na
ponizszym rysunku to ostrostup sciety
o podstawach kwadratowych, a druga
bryla to stozek Sciety. Oblicz objetosc
tych bryl.

£ Lo
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Statystyka

Wielkosé bramki pilkarskiej zostafa ustalona w drugiej polowe XIX wieku
iod tego czasu sie nie zmienila. Obecnie bramkarze maja jednak

dluzo fatwijsze zadanie niz bramkarze sprzed 100 lat. Badania statystyczne
wykazaly bowiem, ze przecietny warost mezczyzny zwigkszyl sie

w tym czasie az o okofo 10 cm. Z tego powodu wiadze pilkarskie
rozwazaly nawet zmiane wymiaréw bramki.

Przyblizenia = $rednia arytmetyczna, mediana, dominanta
= Srednia wazona = Odchylenie standardowe = Powtérzenie
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PRZYBLIZENIA

ENIE A Przypuscmy, Ze o-
wer kosztuje 827,60 7L, a telewi-
zor 7208,99 z1. Jak myslisz, jakie
moga zapamigtac Klien
kiorzy zainteresowali si¢ rowe-
rem lub telewizorem?

Jesli cena jakiego$ towaru wynosi na przyklad 17,95 71, Klienci na og6t
Zapamietuja ja w pewnym przyblizeniu: ,okolo 17 1", ,okolo 18 21", ,okolo
20 21", Kazde z tych przyblizeri rozni si o pewna kwotg od dokladnej ceny.

R67nice miedzy dokladng wartosciq a wartociq przyblizona obliczamy,
odejmujc od wickszej z tych wartosci mniejszq. Te roznice nazywamy
bledem bezwzglednym przyblizenia. Inaczej méwiac, blad bezwzgledny
to wartos¢ bezwzgledna réznicy miedzy wartosciq dokladna i przyblizona.

Blad bezwzgledny jest réwny wartosci bezwzglednej z réznicy
miedzy przyblizeniem i wartosciq dokladng.

Gdy przyblizenie jest mniejsze od dokladnej wartosci, méwimy, ze jest
to przyblizenie z niedomiarem, a gdy jest wigksze od dokladnej wartosci,
méwimy, ze jest to przyblizenie z nadmiarem. Na przykiad:

17,9571 = 1771 7 bledem bezwzglednym 0,95 71 (z niedomiarem)

17,9521 ~ 1871 z bledem bezwzglednym 0,05 21 (z nadmiarem)

17,9571 = 2071 7 bledem bezwzglednym 2,05 71 (z nadmiarem)

17,9521 = 17,9021 z bledem bezwzglednym 0,05z (z niedomiarem)

CWICZENIE B Korzystajac z podanej dokladnej wartosci i jej przyblizenia, oblicz
blad bezwzgledny tego przyblizenia.

2) 16250 m = 16000 m b) 350 m = 400 m 9 8950 m = 9000 m

, ze przyblizenie liczby to nie zawsze to samo, co jej zaokraglenie.

17,95 517 17,95~ 18
' i
przyblizenie, ktore przyblizenie, ktére jest
nie jest jem do jednosci
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Przyjrzyj si¢ tabeli. Podano w niej masy dwoch zwierzat — malego oraz
bardzo duzego, a takze pewne przyblizenia tych mas.

swinka morska stoi
Masa 06kg 52824 kg
Masa w przyblizeniu 1kg 5282kg
Blad bezwzgledny przyblizenia 04kg 04kg

W obu wypadkach blad bezwzgledny przyblizenia jest taki sam. Widzimy

jednak, ze w wypadku $winki morskiej blad ma duzo wicksze znaczenie:

mase zwierzecia zawyzono niemal dwukrotnie. N
sadania 1~

Obliczajac stosunek bledu bezwzglednego do dokladnej wielkosci, mo-
zemy lepiej ocenic blad przyblizenia. Ten stosunek nazywamy bledem
wzglednym. Czgsto wyrazany jest w procentach | wowczas nazywamy go
bledem procentowym.

Blad wzgledny jest réwny ilorazowi
biedu bezwzglednego przyblizenia i wartosci dokladnej.

Korzystajac z tabeli, otrzymujemy:
blad procentowy przyblizenia masy swinki morskiej = 9 ~ 0,666 ~ 67%
blad procentowy przyblizenia masy slonia = %’2‘7 ~ 0,00008 = 0,008%
Latwo zauwazy¢, ze dokladnos¢ przyblizenia masy w wypadku slonia jest
nieporéwnanie wicksza niz w wypadku $winki morskiej.
CWICZENIE C Korzystajac z podanej dokladnej wartosci i jej przybliZenia, oblicz
blad bezwzgledny oraz blad wzgledny tego przyblizenia.

a) 22,7kg

b) 303,7m = 300m 9 11,73ha = 11,8ha

adaia6-11 )

ZESTAW ZADAN

1. Oszacuj wynik dzialania, a nastepnie oblicz dokladny wynik za pomoca kalkula-
tora i okresl blad bezwzgledny swojego oszacowania.

a) 79,284 :4 © 7-2,98-3,5 e) 253,8-4-900,24
b) 5,246 + 17,789 d) 33,123-4-7,93 f) 252,4:49,5+359,9:5,9
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Ciekawostk:
iekawostka 2.Ktéra z liczb po-

 ~ 3,1415926535898 danych w ciekawost-
Starozytni Grecy uzywali przyblizenia m ~ 2. Willw.ne.  ce przybliza liczbe m
chifiski matematyk Liu Hui (czyt. ljiol hlej) przyimowal, 7 bledem bezwzgled-
e 1 ~ 355, W Xlilw. wloski matematyk Fibonacci (czyt nym nie wigkszym niz
fibonaczezi) korzystal z przyblizenia 1 ~ 0,001?

3. Podaj, jaki moze by¢ najwi blad yblizenia, gdy zaokragl

my liczbe rzeczywista:

a) do dziesiatek, b) do jednosci, © do czesci setnych.

4. Na podstawie podanych informacji oblicz dokladne wartoci liczb a i b.
a~ 12,5 z bledem bezwzglednym 0,37; 12,5 to przyblizenie liczby @ z nadmiarem
b ~ 45 7 bledem 2,46; 45 to przyblizenie liczby b z

5. a) Prostokatny plac ma wymiary 84 m x 90 m. Podano je z bledem bezwzgled-
nym 50 cm. W jakim miesci sie r wiste pole powierzchni tego placu?

b) Samochod jechal przez okolo pét godziny ze $rednia predkoscia okolo 70 K.
W jakim przedziale miesci si¢ przejechana odleglosc, jesli czas podano z bledem
bezwzglednym rownym 1 min, a predkos¢ — z bledem bezwzglednym 5 Km?

6. Oszacuj ,na oko” dlugosci narysowa-
nych odcinkow. Ich rzeczywiste wymiary
to: 5,45 cm, 4,62 cm, 2,77 em i 1,71 em.
0 ile roznia sie twoje oszacowania od
dokladnych dlugosci? Oblicz w kazdym
przypadku blad wzgledny.

7. Zaokraglij podang liczbe do dziesiatek i oblicz blad bezwzgledny oraz blad pro-
centowy przyblizenia.
a) 2572 b) 95 < 289,7

8. Liczba 350 to przyblizenie z nadmiarem pewnej liczby, a blad bezwzgledny tego
przyblizenia wynosi 10,37. Oblicz blad wzgledny tego przyblizenia.

©9. Oblicz, jaki moze by¢ najwiekszy, a jaki najmniejszy mozliwy blad procentowy

yblizenia, gdy liczbe czterocyfrowa do setek.

10. a) Przyblizenie pewnej liczby naturalnej a z nadmiarem jest rowne 3600,
a blad procentowy tego przyblizenia to okolo 7%. Znajd? liczbe a.

b) Przyblizenie z niedomiarem liczby naturalnej b jest réwne 540, a blad procen-
towy tego przyblizenia to okolo 8%. Znajdz liczbe b.
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11. a) Koszt remontu oszacowano na 35000zl Po zakoriczeniu prac okazalo sig,
7e koszt byl wyzszy i blad wzgledny oszacowania wyniést 0,3. Jaki byl rzeczywisty
koszt tego remontu?

b) Kierowca oszacowal, ze masa jego samochodu ciezarowego z ladunkiem wynosi
28 ton. Po zwazeniu okazalo si¢, Ze ta masa jest mniejsza, a blad procentowy tego
oszacowania jest réwny 12%. Jaka byla r ista masa samochodu z

MINISPRAWDZIAN

S1. Przyblizona dlugosé prostokatnego stolu wynosi 142cm, a jego przyblizo-
na szerokos¢ 64 cm. Wiadomo, Ze oba wymiary podano z bledem bezwzgled-
nym 0,5 cm. Ktdre z ponizszych pol nie moze byé polem powierzchni tego stolu?

A. 9008 cm? B. 9017 cm? C. 9080,5 cm? D. 9223,5cm?

52. Jurek oszacowat na 10 minut czas, w ktérym przebiegt 3 km. W rzeczywistosci
czas ten byl nieco dluzszy, a blad procentowy oszacowania Jurka wynosi 6,25%.
W rzeczywistosci bieg Jurka trwat zatem:

A. 10 minut 15 sekund C. 10 minut 40 sekund
B. 10 minut 24 sekundy D. 11 minut

SREDNIA ARYTMETYCZNA, MEDIANA,
DOMINANTA

Stowo ,statystyka” pochodzi od laciniskiego stowa status, ktére ozna-

cza ,pafistwo”. Po raz pierwszy uzyl go XVIll-wieczny niemiecki uczony

Gottfried Achenwall (czyt. gotfrid achenwal). Wedlug niego statystyka to
i i wykorzys ie danych przez panistwo”.

Ciekawostka

Pierwsze dane statystyczne pochodzily ze spisow ludnosci przeprowa-
dzanych juz 5 tys. lat temu. Shuzyly one wladcom do podejmowania
racjonalnych decyzji dotyczacych podatkéw, praw wlasnosciowych, liczeb-
nosci armii itp. Do dzis spisy ludnosci stuza podobnym celom.

Wzmianki o takich spisach mozna znalez¢ na przyklad w Biblii. W Starym
‘Testamencie wspomina si¢ w Ksiedze Liczb o spisie przeprowadzonym 1500
lat p.n.e. Wedlug Nowego Testamentu Maria z J6zefem znalezli si¢ w Betle-
jem wlasnie z powodu spisu przeprowadzanego w Cesarstwie Rzymskim.
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Wspolczesnie wiele instytucji zbiera rézne informacje w celach statystycz-
nych. Jednak samo zebranie danych jeszcze niewiele daje. Dopiero ich
opracowanie i uporzadkowanie pozwala je wlasciwie wykorzystac.

Jedna z podstawowych metod opisywania zestawu danych liczbowych jest
ustalenie ich wartosci przecigtnych. Opiszemy teraz trzy najczesciej stoso-
wane sposoby okreslania takich wartosci na przykladzie danych zebranych
ponize].

W pewnej klasie wszystkim obecnym uczniom zadano pytanie: Ile jest kie-
szeni w ubraniu, ktore masz na sobie? Odpowiedzi zostaly przedstawione
W tabelach.

Dziewczeta Chiopey

Lizba g | 1123 7 bezba | 314 )5 |6]7]8 10
Kieszeni Kieszeni

Liczba | 7 130501 [1|2 Hezba | 1303|111
wkazai wskazai

Z pierwszej tabeli mozna odczytaé, ze 7 dziewczat nie mialo kieszeni,
3 dziewczeta mialy jedng kiesze itd. Sumy liczb z dolnych wierszy tabeli
oznaczaja, Ze w badaniu wzielo udzial 19 dziewczat i 12 chlopcow.

Obliczymy teraz na trzy sposoby przecietna liczbe kieszeni u uczniow tej
Klasy, ktérzy wzieli udzial w ankiecie.

SREDNIA ARYTMETYCZNA

Srednia arytmetyczna liczb X1, Xz, X3, ..., Xn 10 liczba X obliczana
wedlug wzoru:
o XLt X2 bt Xy
x= x

Srednia arytmetyczna liczb kieszeni u dziewczat to $rednia arytmetyczna
dziewigtnastu liczb: 0, 0,0,0,0,0,0,1,1,1,2,2,2,2,2,3, 4,7, 7. Wynosi
ona:

RyoZ:043:1+524 1.3+ 14427 _34
Xa= T #4179
Srednia arytmetyczna liczb kieszeni u chlopcéw wynosi:

Rep = 13+2:443543.6+1.7+1.8+1.10 _ 69 _ 575
Xen = S 89 =575

$rednia arytmetyczna liczb kieszeni u ucznia z tej klasy jest réwna:

X = 34+69 _ 103
=53y T ar ¥ 332

Uwaga. Nie mozna oblicza¢ $redniej arytmetycznej dla calej Klasy, dodajac sred-
nig liczbe Kieszeni dziewczat do Sredniej liczby kieszeni chlopeow i dzielac
otrzymany wynik przez 2. (Otrzymalibysmy wtedy okolo 3,77).
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MEDIANA

Niech ay, dz, ..., @y oznacza zestaw liczb, w ktérym kazda nastepna
liczba jest nie mniejsza od poprzedniej.

Gdy n jest liczbg nieparzysta,  Gdy n jest liczba parzysta, to me-

to mediang liczb ay, @z, ..., a,  diangliczb ay, az, ..., a jest $red-
jest srodkowa liczba, nia arytmetyczna dwoch $rodko-
wych liczb.
Mediana liczb: Mediana liczb:
srodek srodek
12 3 3 4 .13 1,3, 7, 89,10, 10, 11
jest réwna 4 jest réwna M =85

Zwr¢ uwage, Ze mediana dzieli zestaw uporzadkowanych danych na dwie
réwnoliczne czesc: liczby z pierwszej czesci sa mniejsze od mediany lub
Jej réwne. Liczby drugiej czesci s wieksze od mediany lub jej rowne.

Aby obliczy¢ mediane liczby kieszeni u dziewczat i u chlopcéw, nalezy
Zapisa¢ zebrane dane w takiej kolejnosci, aby kazda nastepna liczba byla
nie mniejsza od poprzedniej.
Dziewczeta:
Liczb jest 19, wiec na érodku wypada dziesiata liczba.
$rodek

0,000,000 1,1, 1,222223,477

Mediana = 1

Chiopcy:

Liczb jest 12, wigc $rodek wypada miedzy s26sta i sidma liczba.

srodek
3,445, 55 6, 6, 6, 7, 8 10
Mediana = 5;"
CWICZENIE A Znajdz mediang liczb:
.8, 8,15, 11,5,4,12,9, 8 b)21,21,13,7,17,1,3,5,7, 14

Uwaga. Gdy mamy zestaw danych, to mediane mozna takze znalez w naste-
pujacy sposcb: najpierw skreslamy najmniejsza i najwieksza z liczb w zestawie,
potem najmniejszq i najwieksza z pozostalych itd. Na koricu zostanie jedna liczba
(bedzie to mediana) lub dwie liczby (mediana bedzie ich srednia arytmetyczna).
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Zapisywanie dlugiej listy danych moze by¢ pracochlonne. Czasami jednak
Tatwo ustalié, kt6re liczby zestawu sa Srodkowe, bez wypisywania wszyst-
kich danych.

Przyjrzyj si¢ ponizszej tabeli
u wszystkich badanych ucz

Zebrano w nicj dane o liczbie kieszeni

w.

Liczbakieszeni | 0 | 1] 2 |34 |5]6|7]s 10
Licshawskazan | 7|3 [5 |2 [3]3[3]3[1]1

suma liczh w dolnym wierszu jest rowna 31. Zatem gdyby$my liczby Kie-
szeni uczniéw Klasy ustawili w Kolejnosci, to otr
liste 31 liczb, wiec mediana bylaby szesnasta liczba na tej liscie.

Z tabeli widaé, Ze pierwszych 7 liczb tej listy to zera, nastepne 3 liczby
to jedynki itd. Analizujac dalej tabelke w ten sposcb, mozna zauwazy, ze
szesnasta liczba, a wige szukana mediana, to liczba 3.

DOMINANTA

Dominanta zestawu danych to taka wartos¢, ktéra w tym zestawie
wystepuje najczesciej. Jesli w zestawie kilka wartosci wystepuje z ta
sama (najwyzsza) czestoscia, to kazda z tych wartoci jest dominanta.
Jesli wszystkie wartosci w zestawie wystepuja z ta sama czestoscia, to
przyjmujemy, Ze zestaw nie ma dominanty.

Uwaga. Dominanta nazywana jest tez moda lub wartoscia modalna,

Na przyklad dominantg zestawu liczb: 5, 1, 12, 5, 8, 6, 1, 6, 10, 1 jest 1.
Zestaw liczb: 4, 3, 1, 2, 3, 2, 1, 5 ma natomiast trzy dominanty: 1, 2 i 3.

Z tabelek na stronie 134 fatwo odczytaé, ze dominanta liczby kieszeni
u dziewczat jest réwna 0, gdy2 najwieksza grupa dziewczat nie ma Kiesze-
ni, a u chlopcéw s3 dwie dominanty: 5 i 6. Z tabelki umieszczonej powyzej
wynika, Ze dominanta liczby Kieszeni dla catej Klasy wynosi 0.

&
Kas}

ENIE B Zbierz w tabelkach dane o liczbie ieszeni u uczniéw w twojej
. Oblicz Sredniq arytmetyczna, mediang oraz dominante tych danych.

Majac zestaw danych liczbowych, mozemy obliczy¢ zaréwno ich Srednia
arytmetyczna, mediang, jak i dominante, jednak nie zawsze wszystkie te
wielkoscl 53 tak samo uzyteczne. Na przyklad producentow odziczy czy
Sprzetu Sportowego na pewno j interesuje naj (dominu-
Jaca) opinia lientow, czyli dominanta.
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CZENIE C Pewien piekarz badal, po ile bulek kupuja jego Klienci. W tabeli
przedstawiono zebrane przez niego dane. Oblicz $rednig arytmetyczna, media-
n¢ i dominant liczby kupowanych bulek.

Liczba kupionych butek ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 6|7]s m‘ 12

Liczba klientow ‘ 7

Piekarz chee sprzedawaé czesé bulek zapakowanych w woreczki. Ktora z obli-
czonych wartosci przecigtnych powinien wzia¢ pod uwage przy ustalaniu liczby
bulek w woreczku?

Zdarzaja si¢ tez sytuacje, w ktérych nalezy wzia¢ pod uwage wszystkie
trzy wielkosci — $rednig arytmetyczng, mediang i dominante — aby we
wlaciwy sposob zinterpretowaé dane.

Na przyklad z informacji podanych Sy e St
obok wynika, ze w 2016 roku, mimo
Ze Srednia pensja wynosita 3094 71,
to co najmniej polowa zatrudnionych Srednia placa — 309421
zarabiala nie wiecej niz 2512 71, a naj-

czestsza placa wynosila 1511 zt netto.

PLACE NETTO W 2016 ROKU
W SEKTORZE PRZEDSIEBIORSTW

mediana plac — 251271

dominanta plac — 151121

SKALA CENTYLOWA zadania 1-18

Aby okreslic, jak dany wynik wypada wzgledem calego zestawu da-
nych, mozemy obliczy¢, jaki procent danych jest nie wiekszy od tego
wyniku. Gdy dane opisane 53 w ten sposob, to méwimy, Ze sa przed-
stawione w skali centylowej.

W tabeli zebrano informacje o ocenach z matematyki na koniec roku szkol-
nego grupy 2000 uczniéw.

Oceng 1 otrzymalo 40 uczniow, czyli 2%  Ocena | Liczba
wszystkich uczniow. Méwimy, ze ocena 1 uczniow

odpowiada 2. (drugiemu) centylowi. 1 40 [2%

Ocene 2 lub nizsza otrzymato 160 uczniéw, 2 | 120 | 8%

czyli 8% wszystkich uczniow. Méwimy, ze 3 | es0 | 4%
ocena 2 odpowiada 8. (6smemu) centylowi. = T Sl
Oceng 3 lub nizsza otrzymalo 840 uczniéw, = | 2 i
czyli 42% wszysﬂuch uczniéw. Mowimy, z i
ocena 3 dru- 6 | 160 190%

giemu) centylowi.
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Skali centylowej uzywa sie czesto do opisywania wzrostu i wagi osob,
a takze wynikéw egzaminéw. Jesli na przyklad dany wynik egzaminu odpo-
wiada 35. centylowi, to mozemy przyjaé, Ze 35% uczniéow ma wynik z tego
egzaminu taki sam lub nizszy.

CWICZENIE D Janek Kowalski zdawal mature w roku 2019. Oto jego wyniki
2 egzaminGw z zakresu podstawowego — 7 jezyka polskiego i matematyki

ynik »

procentowy cenyl
jezyk polski 70% 87
matematyka 78% 76

Tle procent uczniow uzyskalo lepszy niz Janek Kowalski wynik z egzaminu
2 jezyka polskiego, a ile — z matematyki?
Jak myslisz, na ktérym z tych egzaminow bylo trudniej uzyska¢ dobry wynik?

Ciekawostka

Z metod statystycznych korzysta si¢ niemal w kazdej dziedzinie Zycia.
Opracowanie danych pozwala czasem potwierdzié lub odrzucic rézne hi-
potezy albo dokona¢ nowych odkryc. Oto przyklady zastosowai statystyki:

wtora. Dwaj

© W 1985 roku iono wiersz a
statystycy, B. Efron (czyt. efron) i R. Thisted (czyt. fystyt), przeprowadzili
analize czestosci wystepowania slw w utworach réznych poetéw tego
okresu i ustalili, Ze wiersz ten jest prawdopodobnie dziclem Szekspira.

© Okolo 100 lat temu dusiski uczony J. Schmidt (czyt. szmit) badal licz-
be kregow i promieni pletw u ryb. Analizujac dane o rybach zlowionych
w réznych miejscach $wiata, zauwazyl, ze u wegorzy, w przeciwieiistwie

do innych gatunkow, wystepuja zaskakujaco niewielkie roznice badanych

tad, stkie wegorze musza mie wspolne tar-

Hisko. Zostalo ono pézniej odkryte w Morzu Sargassowym.

W 1844 roku belgijski matematyk A. Quételet (czyt. ketle) porownal da-
ne dotyczace wzrostu wszystkich Francuzow z danymi na temat wzrostu
poborowych przyjetych do armii. Zastosowane przez niego metody sta-
tystyczne pozwolily obliczyé, e okolo 2000 mezezyzn uchylito si¢ od
shuzby wojskowej, pozorujac, ze ich wzrost jest nizszy od wymaganego.

aadaia 1921

ZESTAW ZADAN

1. Oblicz $rednia arytmetyczna, mediang i dominante zestawu liczb:
91,458 3,272235
d090909,3,3,3,3,77722

a) 120, 102, 108, 102, 98
b) 16, 13, 7, 25, 14, 5
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2. W dwéch grupach oséb przeprowadzono ankiete, zadajac kazdej osobie pytanie:
Ile gazet kupujesz tygodniowo? Wyniki tej ankiety sa przedstawione w tabelkach.
a) Oblicz éredniq ar mediane i domi liczby h gazet dla
Kazdej z tych grup.

b) Oblicz $rednia arytmetyczna, mediane i dominante dla obu tych grup razem.

GRUPA I ‘GRUPA 1T
Liczba . Liczba
et | 1|35 6|0 et | 2| 5| 6|8 |0
Liczba Liczba
bl a2 s s 12 14 3 |10 |13

3. Przechodniom w dwdch réznych punktach miasta zadano pytanie: fle osdb
mieszka w Twoim mieszkaniu? Wyniki ankiety s3 przedstawione na diagramach (na
osi poziomej zaznaczono liczby podawane przez pytanych przechodniow). Oblicz
srednig arytmetyczng, mediang i branych danych dla kazdej z grup
przechodniow i dla obu grup razem.

GRUPA T GRUPA I

il oIl ol

4. Okresl $rednig arytmetyczna, mediane i dominante podanego zestawu danych.

liczba

wskazar
liczba
wskazar

a) Czasy trwania filméw wySwietlanych pewnego dnia w Kinoplexie:
3godz 25min  2godz 10min  1godz 45min 1 godz. 30 min
2godz 20min  1godz 40min  2godz 15min 1 godz. 45 min

b) Wyniki wazenia kilku czekolad tego samego rodzaju:
100,4g 101,2g 988g 996g 993g 100,7g 1004g 100,1g 100,4g

5. W tabeli podano dane o liczbic zapalek w kilkudziesicciu pudetkach. Oblicz
srednia arytmetyczna, mediane i dominante tego zestawu danych.

‘ Liczba zapalek w pudetku ‘ 37 ‘ 38 ‘ 39 ‘ 40 | 41 | 42 ‘
Liczba pudelek ‘ 2 ‘ 4 ‘ 9 ‘ 10| 6 | 1 ‘

SREDNIA ARYTMETYCZNA, MEDIANA, DOMINANTA 139



6. Na diagramie kolowym przedstawio- Liczba goli strzelonych w 40 meczach
no informacje o bramkach, ktére padty

w 40 meczach pilkarskich. Oblicz $red- =9 0goli
nig arytmetyczna, mediang i dominante 3 1gol
liczby bramek w tych meczach. = 2gole
£ 3 gole
3 4 gole

7. Wyobraz sobie, ze w dziewi h jest woda.

jak nalezy postepowaé, aby wskaza¢ szklanke, w ktérej znajduje si¢ ilos¢ wody od-
powiadajaca medianic, a jak — aby wskaza¢ szklanke z iloscia wody odpowiadajaca
dominancie. W jaki sposob mozna by znalezé ilosé wody odpowiadajaca Srednicj
arytmetycznej?

8. a) Czy mediana trzydziestu réznych liczb moze by¢ réwna jednej z tych liczb?
b) Czy w zestawie dziesieciu liczb moze by¢ 6 dominant?

) Czy Srednia arytmetyczna dwudziestu liczb moze byé wicksza od dziewietnastu
2 tych liczb?

9. Podaj przyklad zestawu dziesicciu liczb spelniajacych warunek:

a) mediana jest réwna 10, a dominanta jest réwna 1,

b) dziewie¢ liczb jest mniejszych od sredniej arytmetycznej calego zestawu,

© $rednia arytmetyczna, dominanta i mediana to te same liczby, cho¢ nie wszystkie
liczby w zestawie sq réwne,

d) mediana jest wieksza od Sredniej arytmetycznej,

) dominanta jest mniejsza od $redniej arytmetycznej.

10. Wlasciciel kawiarni zanotowal, po ile kostek cukru klienci uzywaja do oslo-
dzenia kawy, a nastepnie okreslil $rednia arytmetyczna, mediane i dominante tych
danych. Ustal, ktora z tych wiclkosci powinien wzia¢ pod uwage, aby:

a) co najmniej polowa klientéw byla zadowolona z podanej im liczby kostek cukru,
b) okresli¢, ile cukru nalezy zakupi¢,

o liczba podawanych kostek byla dobrana tak, aby jak najwicksza grupa Klientow
otrzymywata dokladnie tyle kostek, ile potrzebuje do ostodzenia kawy.

11.2) Oblicz, dla jakich wartosci i b $rednia arytmetyczna liczb 1, 2, 4, 7, 2,
4, 6, a, b wynosi 3,5, a dominanta jest réwna 4.

b) Mediana liczb 13, 9, 12, 9, 9, 5, 5, 5, ¢, d wynosi 8, a dominanta jest
réwna 5. Znajdz wartosci ¢ i d.

9 Dla pewnych liczb naturalnych e i f $rednia arytmetyczna liczb 3, 9, 4, 11, 7,
8, 5, e, f wynosi 6, a mediana jest réwna 7. ZnajdZ wartosci e i f.
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12. Dla kazdego zestawu danych podano ich $rednig arytmetyczng. Oblicz war-
t0§¢ a. Okres] dominante i mediane tych zestawéw danych.

a) x=52 9 X=65
wartoséx | 1| 2 waroséx [ 3|6 |7 |10
Liczba wskazai| 5 | 8 Liczbawskaza| @ | a | 2 | 10
b) X=6,65 d) X=56
waosix |2 | 5| 7 |u waroscx | 1|3 |7 |6
Liczbawskazai | 1 [ 7 [ 9 | a Liczba wskazait| @ | 3a | 6a | 10

13. ) Srednia arytmetyczna wzrostu pieciu koszykarzy grajacych w pierwszym
zespole wynosi 1,95 m. Srednia arytmetyczna wzrostu dziesieciu zawodnikow
rezerwowych wynosi 1,92 m. Oblicz $rednia wzrostu wszystkich pietnastu koszy-
Karzy.

b) Na parterze pewnego biura pracuje 12 osob, ktére wypijaja dziennie srednio 2
filizanki kawy na osobe. Na pierwszym pietrze pracuje 15 0sob, osoby te wypijaja
srednio 2,8 filizanki kawy dziennie. Z kolei 16 0s6b pracujacych na ostatnim —
drugim pietrze codziennie wypija Srednio 1,5 filizanki kawy na osobe. Oblicz, ile
srednio filizanek kawy wypija dziennie pracownik tego biura.

14.2) W sadzie zebrano 130 kg jablek, ktore Srednio wazyly 20,8 dag. Sposrod
nich wybrano 150 jablek wickszych, kiére wazyly przecietnic 24 dag. Jaka byla
srednia waga pozostalych jablek?

b) Zbiér 112 kg ogorkéw, z ktérych kazdy wazyl érednio 14 dag, podzielono na
dwie czqscl, oddzielajac wicksze i mniejsze ogérki. Wickszy ogdrek wazyl Srednio
15 dag, a mniejszy 10 dag. Ile razem wazyly wieksze, a ile — mnicjsze og6rki?

15. Cztery babcie graly w brydza. Srednia ich wieku wynosila 74 lata. Gdy po
pierwszym robrze babcia Matylda zrezygnowala z gry, pozostale babcie dalej graly
.z dziadkiem”™*, a Srednia wieku grajacych zmniejszyla si¢ o 2 lata. Trzeciego robra
wytrwale babcie rozegraly juz z dziadkiem Stefanem, ktéry ma 76 lat. lle lat ma
babcia Matylda? Jaka byla srednia wieku rozgrywajacych trzeciego robra?

* W brydzu gra ,z dziadkiem” oznacza gre w trzy osoby.

16. W firmie ,Komin” pracuje 25 os6b, lacznie z szefem. Srednia ptaca wynosita do
niedawna 2500z, ale ostatnio wszyscy oprécz szefa dostali 10% podwyzki i srednia
ta wzrosla do 2600 zL. Ile zarabia szef ,Komina"?

17. W pewnej firmie place 20% pracownikéw wzrosly o 50 z1. O ile zlotych wzrosta
srednia placa w tej firmie?
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Ciekawostka

Mediana dzieli zestaw danych na dwie czesci. Mediany poszczegolnych czesci nazy-
wane s3 dolnym kwartylem (lub pierwszym kwartylem) oraz gérnym kwartylem
(lub trzecim kwartylem). Ponizej dla dwéch zestawdw liczb obliczono ich mediany
oraz dolne i gérne kwartyle.

Zestaw I: Zestaw II:
mediana mediana
1. 274,5 6,7 8.8, 11 3,4, 5,6, 810, 10, 11, 12, 12
244 _ 8+8 r 8410 _ T
+4 .3 +8 .3 £10 g
dolny gérny dolny gorny
Kwartyl kwartyl kwartyl kwartyl
wynosi 3 wynosi 8 wynosi 5 wynosi 11

Dolny kwartyl, mediana i gorny kwartyl dziela zestaw danych na cztery rownoliczne
czgsci (tzn. w kazdej czesci znajduje si¢ tyle samo danych). Oznacza to, ze migdzy
najmniejsza wartoscia w zestawic a dolnym kwartylem miesci si okolo 25% danych,
miedzy dolnym kwartylem a mediana miesci si¢ réwniez okolo 25% danych itd. War-
t0¢ najmniejsza i najwigksza w zestawie danych oraz kwartyle i mediang danych
mozna przedstawi¢ graficznie za pomocq diagramu zwanego diagramem pudetko-
wym albo ,pudelkiem z wasami’.

— T

t | t
wartos¢ dolny mediana gorny wartos¢
najmnicjsza  kwartyl Kwartyl najwicksza

Oto diagramy pudetkowe dla powyZszych zestawow liczb:

[ I ] —) T 1+
13 6 8 11 35 9 1112
©18. Przeczytaj Prayjrzyj sie nar ponizej.

Mieszkaricy Polski wedtug wieku

— T ———— 1897r

8 20 34
— T 1997r.
16 34 50

010 20 30 40 50 60 70 80 90100 wiek
a) Okres], jaka czesé Polakéw miata ponad 34 lata w 1897 r., a jaka — w 1997 r.

b) Czy grupa dzieci w wieku ponizej 8 lat stanowia wickszy procent spoleczeristwa
w roku 1897 czy w roku 19977

) Opisz, jak zmienila si¢ struktura wieku Polakéw w ciggu 100 lat. Jak myslisz,
czym te zmiany mozna thumaczy¢?
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41l 19. Oglaszajac wynik pewnego egzaminu, ktéry zdawato 300 uczniéw, podano licz-
be punktéw zdobytych przez ucznia i centyl, ktéry odpowiadal temu wynikowi.
a) Pewien uczeri zdobyl 60 punktéw i wynik ten odpowiadal 45. centylowi. T
uczniow zdajacych ten egzamin osiagnelo wynik réwny co najwyzej 60 punktow?
b) Wynik 50 punktéw odpowiadat 43. centylowi, a wynik 70 punktéw — 62. cen-
tylowi. Tlu bylo uczniow, ktorzy zdobyli wiecej niz co najmniej 50 punktow, ale co
najwyzej 70 punktéw?

20. Ponizej przedstawiono fragmenty tabel wynikéw egzamindw z biologii i chemii.

Biologia Chemia
wynik | wartos¢ | wynik | wartos¢ wynik | wartose [ wynik | wartosc
centyla centyla centyla centyla
0 1 50 78 0 2 50 70
2 2 52 80 2 4 52 72
3 4 53 81 3 7 53 73
5 8 55 83 5 10 55 7
7 12 57 84 7 12 57 77

a) Z ktdrego z tych przedmiotow wiekszy procent zdajacych uzyskat wynik réwny

co najwyzej 5%?

b) Z ktérego z tych przedmiotéw wickszy procent zdajacych uzyskal wynik wyzszy
2

niz 55%?

 Z ktérego z tych przedmiot6w wigkszy procent zdajacych uzyskat wynik wyzszy
niz 3%, ale co najwyzej 53%?

21. Dwie uczelnie przyjmuja kandydatéw na studia na podstawie wynikow egza-
minow maturalnych z jezyka polskiego i matematyki na poziomie podstawowym.
Uczelnia X dodaje wyniki punktowe z obu egzaminéw, a uczelnia Y dodaje centy-
le odpowiadajace wynikom. W tabeli przedstawiono wyniki trzech kandydatéw na
studia.

Wyniki egzaminu
Kandydat Jezyk polski
punkty (na 100) centyle punkty (na 100) centyle
A 70 87 70 66
B 53 54 90 89
c 80 97 56 48

a) Oblicz dla kazdego kandydata jego wyniki na uczelniach X i Y. Ktéry z kandyda-
16w byl najlepszy, a kiéry — najslabszy wedlug regulaminéw tych uczelni?

b) Kt6ry ze sposob6w obliczania wynikéw — przez uczelnie X czy uczelni¢ Y —
pozwala lepiej oceni¢ kandydatow?

SREDNIA ARYTMETYCZNA, MEDIANA, DOMINANTA 143



MINISPRAWDZIAN
S1. Jesli oznaczymy $redniq arytmetyczna zestawu liczb 5, 2, 2, 3,8, 8,9,7,2,7
litera s, mediane tego zestawu — litera m, a dominante — liter d, t

As<m<d B.d<s<m Cm<d<s D.d<m<s

52. W tabeli przedstawiono niektére dane
o asach h h przez
tenisiste w rozegranych ostatnio meczach.

Liczba asow of1]|2]3

Liczba meczéw | 8 | 1 5
Srednia arytmetyczna liczby aséw w jednym meczu wyniosla 1,25. Jaka jest media-
na tych danych?

A0 B.0,5 C.1 D. 1,5

53. Adam i Bogdan z piecioma innymi uczniami pisali test z jezyka angielskiego.
Zaréwno $rednia ocen z testu wszystkich tych uczniéw, jak i mediana tych ocen wy-
nosza 4. Adam uzyskal ocene wyZsza niz Bogdan, a pozostali uczniowie otrzymali
oceny: 3, 3, 6, 6, 5. Wynika stad, ze Bogdan otrzymat ocene:

Al B.2 C.3 D. 4

54. Grupe 12 dzieci o $redniej wzrostu 154 cm dolaczono do grupy 8 dzieci o Sred-
niej wzrostu 158 cm. Srednia wzrostu w polaczonej grupie dzieci wynosi:

A.1552cm B.155,6 cm C.156cm D. 157,1cm

SREDNIA WAZONA

Gdy obliczamy $rednig arytmetyczng liczb, wszystkie te liczby traktujemy
jednakowo (zadna z nich nie jest wyrézniona). Czasami jednak do niekté-
rych danych przywiazujemy wicksza wage i chcemy to uwzglednié przy
obliczaniu wartosci przecietnej. Oto przyklad:

Egzamin koriczacy pewien kurs jezykowy sklada si¢ z czeSci pisemnej i ust-
nej. Ustalono, ze wynik egzaminu pisemnego jest cztery razy wazniejszy od
wyniku egzaminu ustnego. Dlatego przyjeto, ze wynik koricowy egzaminu
jest ,Srednia” obliczona wedlug nastepujacego wzoru:

p — wynik egzaminu pisemnego
_4p+lau u — wynik egzaminu ustnego
5 W — koficowy wynik egzaminu

Zwréé uwage, Ze ten sposéb obliczania wynikéw egzaminu mozna rozumieé jako
obliczanie $redniej arytmetycznej liczb p, p, p, p, u
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W takim razie zdajacy, ktéry z czesci pisemnej otrzymat oceng 5, a z czesci
ustnej — ocene 3, uzyska Koricowy wynik:
46

541

WICZENIE A Oblicz koiicowy wynik zdajacego, kiory otrzymat oceny:

a) z egzaminu pisemnego: 3, 7 egza

nu ustnego: 5

b) 7 egzaminu pisemnego: 4, 7 egzaminu ustnego: 4

Ten rodzaj $redniej kilku danych wielkosci, w ktérym nie kazda wielkosé
jest jednakowo wazna, nazywamy $rednia wazona. Liczby, ktére opisuja
znaczenie, jakie chcemy nada poszczegdlnym wielkosciom, nazywamy wa-
gami $redniej wazonej.

Srednia wazona liczb Xy, X2, ..., X z wagami odpowiednio a,, az,
ap (gdzie ay, as, ..., an oznaczaja liczby dodatnie) to liczba X,
obliczana wedlug wzoru:

T o QXL+ @xy +
a + a;

+ AnXn
Xw. 2 F .. T an

Uwaga. Gdy wszystkie wagi sq rowne, §rednia wazona jest réwna Sredniej arytme-
tyezne.

WICZENIE B Oblicz Sredniq wazona liczb 3, 5, 7 i 10 z wagami odpowiednio 1,

Przygladajac sie wzorowi na $rednia wazona, latwo zauwazy, ze rachunki
bardzo si¢ upraszczaja, gdy suma wag jest rowna 1. Dlatego w wielu sy-
tuacjach, w kiérych wystepuje Srednia wazona n liczb, przyjmuje si¢ wagi

ai, @z, ..., an tak, zeby speiniona byla rownosé¢ a +a +...+an=1.

ZENIE C Oblicz Sredniq wazona liczb 100, 130, 400 z wagami odpowied-
nio 0,6, 0,1 0,3.

Uwaga. W opisanych na poczatku tego rozdzialu zasadach ustalanie wyniku
egzaminu konczacego kurs jezykowy mozna bylo przyjac, ze waga egzaminu
pisemnego wynosi 0,8, a egzaminu ustnego 0,2. Zachowana bylaby wéwczas zasa-
da, Ze egzamin pisemny jest 4 razy wazniejszy od ustnego, i uzyskalibysmy takie

same rezultaty. N
zadania 1-10
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ZESTAW ZADAN

1. W tabeli podano liczby i odpowiadajace im wagi. Oblicz Sredniq wazona liczb.

a) Liczba | 18 | 6 o Lizba| 3 | 5| 7| 8|10
Waga | 2 | 3 Waga | 2 [ 4|1 ]1]2
b) Liczba | 2 | 3 | 4 d) Liczba | 2 | 5 | 1 | 4
Waga | 7 | 2|1 Waga | 03010501
2. Na pewna uczelni¢ artystyczng kandydatéw przyjmuje si¢ na podstawie $redniej
wazonej trzech wielkosci: wyniku procentowego egzaminu praktycznego z waga 5,
wyniku procentowego egzaminu ustnego z waga 3 i wyniku procentowego wybrane-

o przedmiotu maturalnego z waga 4. Jakie rezultaty osiagneli kandydaci, ktérych
wyniki procentowe podano w tabeli?

Kandydat Egzamin Egzamin ‘Wybrany
praktyczny | ustny przedmiot
ANerwowa | 30% 30% 50%
AWygadany | 30% 50% 40%

3. a) Sprawdz, ze Srednia wazona wartosci p, 4, r, s z wagami odpowiednio 25, 10,
1015 jest taka sama jak srednia wazona tych wielkosci z wagami 0,5, 0,2, 0,21 0,1.

b) Znajdz takie liczby a, b, ¢, aby spelniona byla r6wnos¢ a+ b+ ¢ = 1 oraz aby
Srednia wazona wielkosci X, y, z z wagami odpowiednio a, b i ¢ byla taka sama jak
$rednia wazona tych wartosci z wagami odpowiednio 4, 7, 9.

4. a) Kiedy$ w pewnej szkole obliczano oceng na polrocze jako
nastepujacych liczb: Sredniej ocen ze sprawdzianéw (z waga 0,3), Sredniej ocen
z Klaséwek (z waga 0,5) oraz oceny za prace na lekcjach (z waga 0,2), a nastepnie
otrzymang liczbe zaokraglano do liczby calkowitej. Ustal oceny ucznia tej szkoly
— Stefana Nierownego — za pierwsze oraz za drugie polrocze.

T r Towm | [y To T o
NSO | soractry | st | ot | Soramtzony | Kisowi__| g oz | %
I I O B P

Nierwny Stefan 2‘3‘5]1‘1‘4‘2l5]2] 3] \4 ‘2‘3‘3[415‘5‘4‘ 4 ‘ | |

b) Aby zdopingowaé uczniéw do pracy w drugim pélroczu, nauczyciel obliczal
ocene roczng jako $redniq wazona oceny za pierwsze polrocze (z waga 0,4) i oceny
za drugie pélrocze (z waga 0,6). Ustal oceng roczng Stefana Nieréwnego.
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5. Pewna uczelnia przyjmuje kandydatéw na studla na pcdﬂavﬂe Sredniej wazo-
nej wynikéw procentowych z niektory
W tabeli przedstawiono wyniki maturalne trzech kandydamw

) Na jednym z wydzialow tej uczelni
Kod | o o5 [Mkz/ss |Mpesis|  Srednia oblicza si¢ na podstawie wy-
kandydata nikéw procentowych z nastepujacych
przedmiotéw: jezyk polski (z waga 0,4),
historia (z waga 0,4), jezyk obcy (z waga
0,2). Oblicz t¢ Srednig wazong wynikéw
dla kazdego z kandydatéw.
Historia 30% 90% 50% b) Na innym wydziale oblicza si¢ $red-
ni wazong wynikéw procentowych z na-
stepujacych przedmiotéw: matematyka
(z waga 0,3), fizyka (z waga 0,3), chemia
(z waga 0,2), jezyk polski (z waga 0,1)
P 40% | 40% | sow | 1iezykobey (z waga 0,1). Oblicz tg sred-
niq wazona dla kazdego z kandydat6w.

Jezyk polski | 40% | 90% | 50%

Jezyk obey | 40% | 90% | 50%

Matematyka | 90% | 40% | 40%

Fizyka 50% | 30% | 40%

6.0 per_]eClu na studia na pewnej uczelni decydu]e sredma wazona wynikow

hz mik z zakresu podstawo-
Wego ma wage 0.4. awynik z zakresu rozszerzonego ma wa;,g 0,6. Maciek z zakresu
podstawowego uzyskal 84%. Jaki co najmniej wynik matury z matematyki w zakre-
sie rozszerzonym musialby otrzymag, aby rezulatat przy rekrutacji byl wiekszy niz
75%? (Uwaga. Wynik matury to zawsze catkowita liczba procentow).

7. Przeczytaj ciekawostke. Korzystajac z informacji podanych w tabeli, oblicz masy
atomowe wymienionych w niej pierwiastkéw.

Ciekawostka i
Pierwia- - o
Kazdy pierwiastek wystepuje w przy- stek Izotopy 1 ich zawartos¢
rodzie w postaci kilku izotopow.
Podawana w tablicach chemicznych Potas | K—93% *'K—7%
masa atomowa pierwiastka jest row-
na éredniej wazonej liczb masowych Miedz | %3Cu—69% %Cu—31%

wszystkich jego izotopéw. Jako wa-

Zelazo | >Fe—6% Fe—92%

gi przyjmuje sie zawartos¢ procento-
wa izotopow. Na przyklad okolo 75% S7Fe— 2%

atoméw chloru stanowi izotop *5Cl

(o liczbie masowej 35), a okolo 25% Siarka | 32S—95% 33S—0,75%
atomow to izotop ¥7Cl (o liczbie maso- 345 4.25%

wej 37). Masa atomowa chloru wynosi:

075:35+025:37 _ 355 Otow | 24Pb—1,5% 2°Pb—24%
SemeenT T -
207ph —22% 2%Pb—52,5%
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Ciekawostka

$rednia wazona moze poméc w dokonaniu racjonalnego wyboru. Zalézmy na przy-
Klad, ze wahamy sie, ktory z trzech kursow jezykowych wybrac. Mozemy wtedy
ustali¢ kilka najwazniejszych cech kursu, a poniewaz zwykle cechy te nie g dla nas
tak samo istotne, wice przydzielamy im odpowiednie wagi. Nastepnie cechy poszcze-
golnych kurséw mozemy ocenic, przyznajac punkty — na przyklad w skali od 1
do 10. Oto jak moglaby wygladaé tabelka, na podstawie ktorej dokonamy racjonalne-
0 wyboru. $rednia wazona punktéw pozwala ustali¢, ktdry kurs powinnismy wybrac.

Cena Opinia | Czas i micjsce
kursu znajomych ursu $rednia wazona
(2 waga 0,6) | (z waga 0,3) | (z waga 0,1)

Kurs [ 2 3 9 0,6-2+03-3+01-9=3
Kurs Il 5 6 4 0,6-5+03-6+0,1-4=52
Kurs Il 6 5 3 0,6-6+03-5+0,1-3=54

Wedlug przyjetych kryteriéw najlepszy okazat si¢ kurs Iil.

8. Ktéry z kursow jezykowych opisanych w ciekawostce zostalby wybrany przez
osobe, ktéra przyjelaby dla poszezegolnych cech kursu inne wagi: dla ceny kursu
— 0,2, dla opinii znajomych — 0,2, a dla czasu i miejsca kursu — 0,62

9. a) Przeczytaj ciekawostke. Marek waha si¢, kt6ry ob6z letni wybrac. Aby podjaé
najlepsza decyzje, sporzadzil ponizsza tabelke. Ktory z obozéw powinien wybrac?

Koszt Termin Towarzystwo | Atrakeyjnosé

(zwaga 04) | (zwaga01) | (zwaga03) | (zwaga02)
Oboz wedkarski 8 2 8 4
Oboz zeglarski 4 4 6 7
Oboz rowerowy 7 6 5 5

b) W tabeli zamieszezono parametry trzech samochodéw. Przy poszezegolnych
parametrach najlepszej wartosci przydziel 10, a pozostalym odpowiednio mniej.
Nastepnie przydziel podanym parametrom wagi. Oblicz Sredniq wazona punktéw
i przekonaj si¢, ktéry z samochodéw jest najlepszy wedlug twoich kryteriow.

Moc | Maksymalna | Przyspieszenie | Predkos¢ | Zuzycie | Cena
Samochéd |silnika| pojemnos¢ | od Okm/hdo |maksymalna| paliwa |w zlotych
w KM | bagaznika w1| 100 km/h w sek. | wkm/h | w1/100 km

Kia Rio 1.4 100 1103 12,2 176 6,0 51990
Hyundai i20 84 1042 13,1 170 6,1 54400
Panda 1.2 69 870 14,8 164 54 45100
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10. Wartos¢ energetyczna pokarmu mozna oszacowa, obliczajac Srednia wazo-
nq wartosci energetycznych zawartych w nim biatek, tluszezy i weglowodanow.
Wagami sq procentowe udzialy kazdego z tych skladnikow. Korzystajac z informa-
cji przedstawionych na diagramach, oszacuj, ile kilokalorii zawiera 100 g kazdego
2z wymienionych produktéw. Wiadomo, Ze wartos¢ energetyczna tuszczu wynosi
900kcal/100 g, biatka — 400 kcal/100 g, a weglowodanéw — 400 keal/100g.

Chieb pszenny Kotlet schabowy Orzechy laskowe
8 1%
/ [ tuszeze
' [0 weglowodany
[ woda
[0 biatko

[ inne skiadniki

MINISPRAWDZIAN

51. Ocena semestralna z pewnego przedmiotu jest Srednia wazon trzech elemen-
téw: $redniej ocen z prac klasowych (z wagq 0,5), Sredniej ocen ze sprawdzianéw
(z waga 0,2) oraz $redniej ocen z prac domowych (z waga 0,3) po zaokragleniu do
jednosci. W tabeli przedstawiono srednie oceny trzech uczniéw.

S$rednia ocen 7z prac klasowych | ze sprawdzianéw |z prac domowych

Andrzej 4 5 3

5

Bogdan 5

Czarek 3 4 6

Jesli oznaczymy oceng semestralng Andrzeja litera a, Bogdana — litera b,
Czarka — litera ¢, to:

A.a<b<c B.a=c<b C.b<a=c D.b=c<a

52. Pewien konkurs wiedzy sklada si¢ z dwich etapow: latwiejszego i trudniej-
szego. Wynik koricowy ustala si¢ jako Srednia wazong liczby punkiéw zdobytych
w kazdym etapie. Przyjeto, Ze suma wag wynosi 1.

W tabeli podano liczby punktéw zdobytych

w obu etapach przez dwéch Zawodnik | Etap 1 | Etap 2

Wynik koricowy zawodnika A to 23 punkty. A 32 20
Wynik koricowy zawodnika B wynosi zatem:

B 28 30
A. 25 punktow C. 28,5 punktu
B. 28 punktow D. 29,5 punktu

SREDNIA WAZONA 149



150

ODCHYLENIE STANDARDOWE

CWICZENIE A Oblicz Srednia arytmetyczna,
mediang i dominante dla zestaww danych
Zestaw [

liczbowych, ktére przedstawiono obok. [
5,5,5.5,5,5

Zestaw II
Zestawy liczb w ramce obok s tak dobra- 1,5,5,5,5,9
ne, Ze §rednie arytmetyczne, mediany oraz
dominanty we wszystkich czterech przy- Zestaw Il
padkach sa rowne. 1,4,5,5,6,9
W zestawie I wszystkie dane sa jednakowe, Zestaw IV
2,3,5,57,8

w drugim wiekszo$¢ danych (poza dwiema
skrajnymi) to te same liczby.

W trzecim i w czwartym zestawie dane sq zroznicowane. O danych z ze-
stawow 111 i IV mozemy powiedzie¢, ze sa bardzo rozproszone. Trudno
na pierwszy rzut oka oceni¢, czy bardziej rozproszony jest zestaw Il czy
zestaw IV.

Aby zmierzy¢ poziom rozproszenia, mozemy poréwnac dane z ich Sredniq
arytmetyczna. Wielkoscia, kiora dobrze opisuje, jak bardzo dane roznia si¢
od $redniej arytmetycznej, jest odchyleni

Odchyleniem standardowym zestawu danych liczbowych X, Xz, Xn
nazywamy liczbe o, kt6ra obliczamy ze wzoru:

+ Gn — X

a=\/(x1*324(x277:+

gdzie X oznacza $rednia arytmetyczng liczb X1, Xz, Xn.

Uwaga. Litera o (czyt. sigma), ktora oznaczamy odchylenie standardowe, to maa
litera alfabetu greckiego.

9
VTS PPYIE :
Wyrazenie = o W wzorze

pod pierwiastkiem nazywane jest wariancja. Latwo zauwazy, 7e wariancja
jest réwna o2,

Zauwaz, ze odchylenie standardowe jest tym wicksze, im bardziej dane
r6znia si¢ od ich $redniej arytmetycznej.
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Obliczmy odchylenia standardowe trzeciego i czwartego zestawu liczb
2z poprzedniej strony.

‘,“I:\/‘l—5)2414—5)24(5-5'2E(5-5724(6-572?\9—5)2 %: ~238
m\:\/12-5)2«(3-5)%(5-:;25(5»3;%17-:;3,(3-5)1_ - 13 2,08

Odchylenie standardowe zestawu IV jest mniejsze niZ zestawu I1l. Mozemy
powiedzie¢, ze w zestawie IV dane sa mniej rozproszone niz w zestawie Il

Zwro¢ uwage, ze odchylenie standardowe zestawu I jest rowne 0 (zadna z danych
W tym zestawie nie rozni si¢ od sredniej).

ZENIE B Oblicz odchylenie standardowe zestawu I1.

Aby ustali¢ odchylenie standardowe, na 0gol wygodnie jest uporzadkowaé
rachunki, zapisujac wyniki kolejnych obliczeri w tabelce.

PRZYKLAD Pomzej przedstawiono wagi oémiu cielat urodzonych w pewnym
tego zestawu danych.

38kg 40kg 42kg 42kg 45kg 48kg S0kg Slkg

38:040+42+42145 448450451 _ 445 Obliczamy $rednia arytmetyczna
X | x-% | (u-%2
niki kol i

38 | o5 s Zapisujemy wyniki kolejych obliczef
40 -45 20,25
42 -2,5 6,25
42 =-2,5 6,25
45 05 0,25
48 35 12,25
50 55 30,25
51 6,5 42,25

Suma 160,0

/20 ~ 4,47

Odp. Odchylenie standardowe tego zestawu danych jest réwne okoto 4,47 kg.

ZADANIE Karol kupil 5 jablek, ktére wazyly: 18dag, 23dag, 24dag, 19dag
i 16 dag. Oblicz odchylenie standardowe mas tych picciu jablek.

i 15
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[IIATTTEA W tabeli zapisano wagi kilkudziesieciu cielat urodzonych na duzej
farmie. Oblicz odchylenie standardowe.

Waga |33‘35‘38{40[‘13'46'45'50‘51‘
[Uczbacmq‘|5\5\5[7[6|10|5|3\1\

5:3346:3546:38+7.4046:43+10:4646:48+3:50+ 1:51 _ 4 g
50 =

a | x| =X | =R | alxi-R?
s | 33 | -8s | 7744 | 38720 ¢ oznacza wage cielecia
6 35 68 | 4624 | 27744 ¢k oznacza liczbe cielat o wadze xi
6 | 38 | -38 | 1444 | 8664
7 |40 | <18 | 324 | 2268
6 | 43 12 144 8,64
10 | 46 | 42 | 1764 | 17640
6 | 48 | 62 | 3844 | 23064

50 | 82 | 6724 | 201,72

¢ - g 1476
1|51 92 | 8464 | 8464 o =\55 =543
Suma | 1476

Odp. Odchylenie standardowe tego zestawu danych jest rowne okoto 5,43 kg.

ZADANIE W tabeli przedstawiono r
masy jablek zebranych 7 jednego drze- l Masa () l 90 lm‘”“‘ 1zn]|m| “0|
wa. Oblicz odchylenie standardowe. ‘Liczba jablek‘ 10 ‘ 20 ‘ 25 ‘ 25 ‘ 15

Na podstawie danych oraz wynikéw obliczeri w powyzszych dwoch przy-

Kladach mozemy stwierdzic, ze:

o cielgta z gospodarstwa wazyly przecietnie wiecej niz te, ktre urodzity
si¢ na farmie,

o dane w pierwszym przykladzie byly mnicj rozproszone niz dane w przy-
Kladzie drugim, tzn. wagi cielat z gospodarstwa mniej réznily si¢ od
sredniej niz w wypadku cielat urodzonych na farmie.

W obu powyzszych przykladach dane liczbowe dotyczyly zwierzat tego same-
go gatunku i tych samych ich cech. Moglismy zatem bezposrednio porownac
ich parametry statystyczne. Gdyby jednak jeden zestaw danych dotyczy! cielat,
a drugi na przyklad prosiat, to poréwnywanie parametréw statystycznych byloby
bardziej skomplikowane. Latwo bowiem zauwazyé, ze odchylenie standardowe
rowne 1 kg w wypadku cielat oznacza niewielkie rozproszenie, a odchylenie 1 kg
w wypadku prosiat oznacza duze zréznicowanie danych (prosicta po urodzeniu
waza nie wigeej niz 1,5 kg).
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P jac wyrazenie pod pierwiastkiem we wzorze na
odchylenie standardowe, mozemy otrzyma¢ inng postac tego wyrazenia
i dzicki temu powstanie inny wzor, Ktéry jest wygodniejszy przy wykony-
waniu obliczen.

(1= X2 400 = X2+ o+ (Xn =02 _ (OF = 201K + X)+08 - 2X2X + X) + o + (X3 = 260X + X2) _
w i

Bt et txn) | G G
- n -2 n +h n

e

W tabelce podano wyniki klaséwki dla dwéch grup uczniéw. Oblicz
odchylenie standardowe ocen w kazdej z grup. W ktdrej z grup wyniki klasowki
sa bardziej wyréwnane?

Ocena 12345 s
Liczbaocenw grupie | | 1 | 4 | 2 | 1 1 1
Liczbaocenwgrupiell | 1 | 3 | 6 | 4 | 4] 2

Grupa | Grupa

o 144:242.3444546 _ 5, o 143.2+46:3+4.444.542.6 _

E i e =3 X T+3+6+4+4+2 =365

< x| K | axt o x| % | axt
1 1 1 1 1 1 1 1
4 2 4 16 3 2 4 12
2 3 9 18 6 3 9 54
1 4 16 16 4 4 16 64
1 5 25 25 4 5 25 100
1 6 36 36 2 6 36 e
Suma: mnz Suma: 303

Odp. Wyniki grupy Il sa bardziej wyréwnane, bo o7y < 0.

ZADANIE = W tabeli podano in- Liczba ziaren w straku [0 [1|2[3 (4|5
formacje o dwdch odmianach gro-
chu. W kt6rej z odmian liczby ziaren
w straku sa bardziej wyréwnane? Liczba strakéw odmiany B| 1|10 |6|3 |5

Liczba strakow odmiany A[3 |2 |3[4 5|2

st 6-15 )
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<

ZESTAW ZADAN

1. Oblicz odchylenie standardowe zestawu danych:
a2 4,5 9 10 9 -4, -3,-1,0 23
b) 10, 20, 20, 30, 40, 40, 50 d1,1, 1,478,909

2. Liczby w zestawach danych oznaczajq wyniki picciu rzutéw kostka. Sprobuj
odgadnaé, w Kirym z trzech zestawow §rednia arytmetyczna jest najwicksza,

aw ktérym — najmniejsze jest % Nastepnie sprawdz swoje
przy ia, wykonujac i obliczenia.
a) Zestawl: 1, 2, 3, 4, 5 o Zestawl: 1, 1, 1, 6, 6
Zestaw ll: 1, 2, 4,5, 6 Zestawll: 1, 1, 6, 6, 6
Zestawlll: 1,2, 3,5, 6 Zestaw lll: 1, 1, 3, 6, 6
b) Zestawl: 1, 1, 1, 1, 6 d) Zestaw l: 1, 2, 2, 2, 6
Zestaw Il: 1, 6, 6, 6, 6 Zestaw Il 1, 3, 3, 3, 6
Zestaw IIl: 3, 3, 3, 3, 3 Zestaw Ill: 1, 5, 5, 5, 6

3. Oblicz $rednie arytmetyczne i odchylenia standardowe dwdch podanych zesta-
wéw danych. Poréwnaj obliczone wielkosci.

a) Czasy finalistow w biegu na 100 m podezas olimpiady w Sydney w roku 2000.
kobiety: 10,755, 11,125, 11,185, 11,195, 11,205, 11,215, 11,215, 11,295
mezezyznic 9,875, 9,995, 10,045, 10,085, 10,095, 10,135, 10,17

b) Srednia miesieczna temperatura powierzchni wod.

Miesiac o fm v | v |v|vo|vim| x|X|x |[x1

M. Baltyckie | 2,7° | 1,7° [ 1,9° | 3,7° | 7,5° [12,8°|15,8°[15,9°|14,2°| 11,5°| 8,9° | 4,9°

M. Czerwone | 25,8°|25,4°| 26,3°| 27,7°| 20,2°[ 30,3¢31,0°| 31,4°[ 31,6°| 30,9°| 28,6°[ 26,7

© Miejsca Adama Malysza i Svena Hannawalda w ostatnich 10 konkursach indywi-
dualnych Pucharu $wiata w skokach narciarskich w 2003 roku.

Miejsce i i -
o | sapporo | Tauplitz | Wilingen | 0slo Lahti Planica
Adam
Malysz 6 34| — | - 1 11 ] 2] 4
Sven
Hammawald | — | 2| 1| 1 [36] 14 |3 [10] 42
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4. W tabeli podano ceny trzech produktéw w kilku sklepach. Oblicz odchylenia

standardowe cen tych produktéw.

SKlep. Tl fmo| vV v v
Cena (w z) 11 wody mineralnej 1,99 | 2,29 | 2,59 2,30 | 2,29 | 1,99 | 2,59
Cena (w z1) puszki groszku 1,39 (1,29 (1,39 1,26 | 1,10 | 1,39 | 1,20
Cena (w z1) 1 kg cukru 2,49 | 249 | 2,49 | 2,49 | 2,49 | 2,49 | 2,49

nienia w Gdyni i w Krakowie.
Dzienne nastonecznienie
e

o callowte (WJm)

6. Oblicz $redniq arytmetyczna i odchylenie standardowe zestawu danych,

a) Liczba platkéw w kwiatach powojnika.

b) Liczba ziarenek fasoli w straku.

[vmammas [ 3 [ 4 5[5 ]

‘L)czbasuakéw ‘ 7 ‘ 12 | 24 ‘ 17 ‘

© Liczba pestek w winogronach.

[amepore [0 [ 1] 2[5

lLlczbaowocéw ‘ 6 [ 54 | 35 l 5 ‘

5. Poréwnaj $rednie arytmetyczne i odchylenia standardowe dziennego nastonecz-

7. Zmierz dlugoéci palcéw jednej dloni. Oblicz odchylenie standardowe otrzyma-

nego zestawu danych.

ODCHYLENIE STANDARDOWE

155



8. a) Przyjrzyj sie zestawom danych 11 1L Kazda liczba  zestawu Il jest o 1 wigksza
od odpowiedniej liczby z zestawu 1. Por6wnaj Srednie arytmetyczne i odchylenia
standardowe tych zestaw6w danych.

Zesawl: 2, 5, 6, 8, 9 Zestaw II: 3, 6, 7, 9, 10

b) Niech X, oznacza $rednia arytmetyczng, a oy — odchylenie standardowe ze-
stawu czterech liczb a, b, ¢, d i niech X, oznacza $rednig arytmetyczna, a o2 —
odchylenie standardowe zestawu liczb a +k, b +k, ¢ +k, d + k. Uzasadnij, ze:

=X +k oraz o2

o

9. a) Przyjrzyj sie zestawom danych A i B. Kazda liczba z zestawu B jest 10 ra-
7y wieksza od odpowiedniej liczby z zestawu A. Porownaj Srednie arytmetyczne
i odchylenia standardowe tych zestawéw danych.

Zestaw A: 1, 3, 6, 10 Zestaw B: 10, 30, 60, 100
b) Niech X; oznacza $rednia arytmetyczna, a oy — odchylenie standardowe zesta-
wu liczb a, b, ¢, d i niech X, oznacza $rednig arytmetyczna, a o, — odchylenie
standardowe zestawu liczb ka, kb, ke, kd, gdzie k > 0. Uzasadnij, %

X=k-X oraz oy=k-oy

10. W tabeli $rednie powietrza (w °C) i mie-
siezne sumy opadéw (w mm) dla trzech miast lezacych w roznych strefach
Klimatyeznych. Poréwnujac Srednie arytmetyczne i mie-

siccznych temperatur oraz opadéw, opisz réznice migdzy Klimatami: rownikowym
, P :

Miesiace
Typ Klimatu | Miejsce A

Dl [ v | v | v vin| x| X | x|

réwnikowy | Manaus, |25,9|25,8(25,825,9|26,4|26,6|26,9|27,5|26,9|27,7 27,3 26,7
wilgotny | Brazylia | 276 277|301 |287|193| 93 | 61 | 41 | 62 |112| 165|228

zwrotnikowy | Bombayj, |23,9|24,0|26,1|28,1129,6|28,6|27,3|25,9|27,0|27,9|27,2| 25,5
wilgotny Indie [ 4 [ 2 [ 1 | 1 [17[484(616(340(264(65 |14 | 2

srodziemno- | Rzym, |69 |79 [10,7(139(18,1(22,1|24,7|24,6(21,6(16,5(11,6| 8,5
morski | Wiochy | 77 | 89 | 78 | 77 | 64 | 47 | 14 | 22 | 68 | 129|116 |106

1. 7 badanie statystyczne. Zbierz iednie dane i opracuj wyniki.

Mozesz wybraé jedno z podanych ponizej zagadnien lub zaproponowaé wlasne.

« Ktéra z liczb od 1 do 10 i ktéra z liczb od 10 do 20 najezes

* Czy ludzie sa na og6l zadowoleni ze swego wzrostu — jaki wzrost maja, a jaki
cheieliby miec?

« Zilu liter skladaja si¢ imiona, a z ilu liter — nazwiska?

© Ile monet i ile banknotéw przecietnie maja ludzie przy sobie?

iej wybieraja ludzie?
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Ciekawostka

Aby doswiadezalnie wyznaczy¢ badana
wielkos¢ (np. czas spadania przedmiotu
2 pewnej wysokosci), zwykle wielokrot-
nie powtarza si¢ eksperyment, za kaz-
dym razem dokonujac pomiarow.

Na ogol nie mozna mie¢ pewnosci, czy
blad popelniony w trakcie pomiarow nie
wypacza wynikow doswiadczen. Doklad-
nos¢ pomiaréw mozna oceni¢ na pod-
stawie odchylenia standardowego. Moz-
na bowiem przyjac, ze im wieksze jest
odchylenie standardowe serii pomiaréw
(tzn. im bardziej wyniki ré6znia si¢ od
wartosci przecietnej), tym mniejsza jest
dokladnos¢ tych pomiaréw.

Oto przyklad takich rozwazari. Dwie
osoby mierzyly czas spadania pilki z wy-
sokosci 5m. W ten sposéb otrzymano
dwie serie wynikow:

seria |

085, 1.25, 095, 1s, 0,75, 1,25, 135
seria I

075,125, 1,35, 0,85, 1,25, 075

Odchylenia standardowe tych serii wy-
nosza; o7 ~ 021, a oy =~ 0,25, wiee
mozemy uznaé, ze wyniki serii I sa do-
Kladnicjsze.

Na podstawie wynikow takiego ekspery-
mentalnego badania przyjmuje sie, ze
mierzona wielkos¢ jest rowna sredniej
arytmetycznej wynikéw pomiaru z do-
Kladnosciq do odchylenia standardowe-
go. Zapisujemy to tak:

Ko lub (X-0;%+0)

Poniewaz X ~ 1,01 i Xy = 0,98, mo-
Zemy powiedziec, ze wedlug jednego
2 eksperymentatorow czas spadania pil-
ki wynosil 1,01 + 0,21 sekundy, a we-
dlug drugiego — czas spadania wynosil
0,98 + 0,25 sekundy.

Uwaga. Aby rozwazany przyklad byt
bardziej przejrzysty, w obu seriach po-
dalismy tylko kilka pomiarow. W ba-
daniach statystycznych rzetelne wnioski
mozna wyciagnaé dopiero na podstawie
duzej liczby danych.

12. Przeczytaj ciekawostke. W pewnym doswiadczeniu badano, o ile centymetrow
wydluza sie sprezyna, gdy zawieszamy na niej pewien ciezarek. Powtarzajac ekspe-
ryment, otrzymano nastepujace wyniki:

273cm  268cm  27,lcm 27,3cm

26,6cm  26,9cm

Oblicz odchylenie standardowe tych pomiaréw i ustal, w jakim przedziale miesci¢
sie beda wyniki pomiarow.

13. Dawniej na opakowaniach pewnych produktéw pojawialy si¢ napisy typu: ,ma-
sa 170 g =6 g, co oznaczalo, Ze $rednia masa zawartosci opakowania powinna
wynosi¢ 170 g, a odchylenie standardowe 6 g. Wartosci te ustalano, sprawdzajac
odpowiednio liczng probke opakowaii produktu. Ustal, jaki napis zgodnie z tymi
regulami powinien sie znalezé na opakowaniu herbatnikéw, jesli wyniki wazenia
probek wynosza:
256g 244g 252g 242g 250g

2585 245g

Uwaga. Obecnie przepisy nakazuja, by masa towaru nie byla mniejsza, niz podano na
opakowaniu.
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Ciekawostka
Przyjrzy sie diagramom.

Plony pszenicy 2 500
poletek doswiadczainych

Tczba poltek

2

Wyniki egzaminu dsmoklasisty

procent sz

[ Re88888822888 juyun

Zjawiska opisywane za pomoca tych dia-
graméw nie majq ze soba mic wspolne-
g0, chociaz diagramy wygladaja podob-
nie. Kazdy z nich ma charakterystyczny
ksztalt dzwonu.

W obu wypadkach wartosci $rednie wy-
stepuja najezesciej, a najmnicjsze i naj-
wicksze — najrzadziej. Mozna powie-
dzie¢, ze krzywe na rysunkach maja
osie symetrii, wyznaczone przez warto-
Sci srednie.

Tego typu rozklad danych nazywany
jest rozkladem normalnym. Gdy mamy
do czynienia z rozkladem normalnym,

163 215 253 285 953 341 37,1 hezba punktow

okolo 68% wszystkich danych rézni sig
od wartosci $redniej X nie wigcej niz
o odchylenie standardowe o, tzn. mie-
Sci si¢ w przedziale (% - 03X + 0). Oko-
1o 95% danych miesci si¢ w przedzia-
le (% - 203X + 20), a ponad 99% da-
nych miesci si¢ w przedziale (X - 307
X+30).

Rozklad normalny spotkac mozna w réz-
nych zestawach danych, na przyklad do-
tyczacych wzrostu i wagi ludzi, rozmiaru
skrzydel ptakow danego gatunku, przy-
chod6w ludnosci, liczby ziarenek grochu
w strakach itd.

14. Przeczytaj ciekawostke. Korzystajac z informacji w tabeli, odpowiedz:

a) W jakim przedziale miesci si¢ wzrost 68% dorostych Polek, a w jakim — 68%

dorostych Polakéw (mezczyzn)?

b) W jakim przedziale miesci si¢ wzrost 95% mezczyzn w Japonii, a w jakim — 95%

mezczyzn w Polsce?

©) W jakim przedziale miesci si¢ wzrost 99% Holenderek, a w jakim — 99% Polek?

PRZECIETNY WZROST I ODCHYLENIE STANDARDOWE (w cm)

Japonia Holandia Polska
X o X o X o
Kobiety 153 | 48 | 1696 | 67 |1642| 56
mezczyzni | 1655 | 58 | 1825 | 75 | 1760 | 74
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15. Przyjrzyj sie ponizszym diagramom. Oceri, ktéry z nich przedstawia zestaw

danych o , a nastepnie sprawdz swoje
przypuszczenie za pomocy obliczeri.

Grupa 1 Grupa 2 Grupa 3

g
3

Caestosé

1 1 it 1

] R 12 3 4 12 3 4

Liczba wizytu fryzjera  Liczba wizytu fryzjera  Liczba wizytu fryzjera  Liczba wizyt u fryzjera

MINISPRAWDZIAN

1. W tabeli przedstawiono liczbe dzieci w pigédziesigeiu losowo wybranych ro-
dzinach.

Liczba dzieci wrodzinie | 0 | 1 | 2 | 3 | 4

Liczba rodzin s{nfz2|7|7

Odchylenie standardowe zebranych danych zaokraglone do czesei setnych wynosi:
A 1,15 B.1,32 C. 1,86 D. 0,45

52. Srednia arytmetyczna zestawu czterech liczb 3, 1, a, b wynosi 3, a odchylenie
standardowe jest réwne /6. Wynika stad, ze a® +b? jest réwne:

A5 B. 10 C. 14 D. 50

53. Dane sa dwa zestawy danych:

zestaw A: 1,2,3,6

zestaw B: 11,12, 13, 16
Odchylenie standardowe w zestawie B jest:
A. 0 10 wigksze od odchylenia standardowego w zestawie A
B. 0 10 mniejsze od odchylenia standardowego w zestawie A
C. 10 razy wicksze od odchylenia standardowego w zestawie A
D. takie samo jak odchylenie standardowe w zestawie A
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1. 0blicz blad bezwzgledny i blad
wagledny kazdego z przyblize
95021~ 1021 19921 ~ 2002

2. Rowerzysta przebyl pewna trase
w ciagu 2h 36min, ale powiedzial, ze
pokonal ja w 2,5 godziny. Oblicz blad
wazgledny takiego przyblizenia.

3.Na opakowaniu podano, Ze towar
ma mase okolo 100g, a blad wzgledny
wynosi 5%. Jaka jest rzeczywista masa
tego towary, jesli przyblizong mase na
opakowaniu podano z niedomiarem?

4. Okresl $redniq arytmetyczna, media-
ne i dominante zestawu liczb:
29,7,7357553
)5,3,4,3,4,523

5. Okresl $redniq arytmetyczna, media-
n¢ i dominante zestawu danych doty-
czacych dlugosci snu uczniéw pewnej
Klasy:

godzinsnu| 6 | 7| 8 [ 9|10[11

8. Oblicz $rednia wazona liczb: 5 (z wa-
8a3),4 (z waga 2)i 7 (z waga 1).

9. Zgodnie z regulaminem pewnej
uczelni wynik koncowy studiow jest
$redniq wazona Sredniej arytmetycznej
ocen wpisanych do indeksu (z wagq,
0,5), oceny z pracy dyplomowej (z waga,
0,25) i oceny z egzaminu dyplomowego
(z waga 0,25). Agata uzyskala $redniq,
ocen z indeksu réwna 4,43, jej prace
dyplomowa oceniono na 5, a egzamin
dyplomowy na 4,5. Okresl wynik kori-
cowy Agaty.

10. Oblicz $rednig arytmetyczng i od-
chylenie standardowe podanego zesta-
wu danych.

2) Wagi plecakow uczniowskich:
2kg, 6 kg, 5kg, 2 kg, 1 kg, 8 kg
b) Wizyty u stomatologa w ciagu roku:

Liczba
hema lo| 1|23 |45
Liczba )
wskazan | 12| 9 | 8 |12] 5 | 4

11. Oblicz $rednie arytmetyczne i od-
chylenia dlugosci pstra-

Liczba
wskazan | 3 | 6 [12] 6|21

6. Srednia arytmetyczna liczb 1, 1, 5,
1,6,3,2,52,5, a,b wynosi 3, ado-
minanta jest réwna 1. Znajdz wartosci
ai b oraz mediang tych liczb.

7. $rednia waga osmiu wiolarzy pew-
nej osady wioslarskiej wynosi 85kg,
a waga sternika tej osady jest rowna

gow i lipieni, a nastepnie poréwnaj
obliczone wielkosci.

Diugosé (w cm) | 25|30 | 354045

Liczba pstragow | 2 | 4 |11[4835

Liczba lipieni {18 72| 8 | 2 | 0

12. Niech X oznacza $rednig arytme-
tyczng liezb a, b, c. Uzasadnij, ze od-
chylenie standardowe zestawu trzech
liczb: a-% b-% c-X jest takie

58 kg. Oblicz $rednia wage wszys
zawodnikéw tej osady.

160

samo jak ze-
stawu liczb a, b, c.
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‘Tabela wartosci funkcji trygonometrycznych

o« sino o sin
0° 0 46° | 07103

1° 00175 47° | 07314

20 0,0349 48° | 07431

3 0,0523 49° | 07547

4 0,0698 50° | 07660

5° 0,0872 51° | 07771

6 0,1045 52° | 07880

7 53° | 07986

8 54° | 08090

9 55° | 08192

10° 56° | 08200

e 57° | 08387

12° 58 | 08480

13° 59° | 08572

14° 60° | 08660

15° 61° | 08746

16° 62° | 08829

17° 63° | 08910

18° 64° | 08988

19° 65° | 09063

20° 66° | 09135

21° 67° | 09205

22° 68° | 09272

23° 69° | 09336

24° 70° | 09397

25° 71° | 09455

26° 72° | 09511

27° 73° | 09563

28° 74° | 09613

29° 75° | 09659

30° 76° | 0,9703

31° 77° | 09744

32¢ 78° | 09781

33° 79° | 09816

34° 80° | 09848

35° 81° | 09877

36° 82° | 09903

37° 83° | 09925

38° 84° | 09945

39° 85° | 09962

40° 0,7660 86° | 09976 14,3007
41° 0,7547 87° | 09986 19,0811
42¢ 0,7431 88° | 09994 0.0349 28,6363
43° 07314 89° | 09998 00175 | 57,2900
44° 0,7193 90° 1 0 -
45° 0,7071




ODPOWIEDZI

S 12-14: L) x#-3, b) x#0ix43, O x#-3ix4}, d) x4-3ix45 € xé-1
ix4-3 Dx4-10,x40ix410. 3. a) x40ix4 58025 b) x401x4-3 558,
O x4-F x40ix45 L, d)x#()xx#z s Qx40ix4yiE Dx43
40a) x#-5 255, b) x A3 ixd Bgimg O xA-2ixA 2 KR d) xg by s
o x4 le%hk_f‘ l)x475|x47| S.a) x4 -4 822, b) x4 £ ixd £ L
TRl x4 s
X Ox4-Lix40 B x40
) x4-y07, x 400 x4 07 BB g x40ix41;
Dxdolxd0 xA2ixA2 0 7 g
b x40 ZHie O x4-L AL A xdixd3 g, e\xi—bvx#fz‘m.
0 xF-}ix#34x2+dx+ 1 8.a) x40ix42 20, b) x40ix43; 2L, 0 x4-1,x40
iX4L0-x2, d) x40ixd ik, o x40ix43; KAE
B XF-31x43 prig b x401x4 kRl
K x40, x421x43;

b x4 -2ix40; XH

0 x4-b x40ix4% gy,

i x)xgd,xmxx;z; 2,
A ) x4 x42ix43

0 —ax

D X4, xF1ix40;

‘1—-. o x#-2ix42;
10. @) x#-11x40;
c)x#mx#s TR, d) x4-21x42

T
Dxs-lixd2
2

d)X#Z.jn @ x#-1ix43;

} e axea

14.9) as0; Ea‘olﬁn‘ b a>0; B8R o5 ; 2 ‘u.n

13.a)

5
e D) Gt

sr.17-19: Lax=-7, b x=% dx=0 dx

Dx=0. Zax=-5x=} bx

Sl x2=2,
15, b)
D x=85. 4.1) x=6, 1) wmanie spraecene, o) xéwmacle sprzecane, d x
f) xe R\ {1}

x2 =1, ©x=
_ 20T
.

, ) réwnanie sprzeczne. 3. )

¥
Bo0x--x - b
6.a) x=-2 b)xi=-1,xx=1, & x1=-1,x2=3, d) rownanie sprzeczne,

Zax=%

f) réwnanie sprzeczne.

Ix=0, 9x=-3 dx=2

b) réwnanie sprzeczne,
b) réwnanie sprzeczne, ¢) X = -6,

14. a) Dla trzech lat oraz dla dwunastu lat.  15. Okolo 32°C.
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SU.21-22: L.a) R#0, Ri#0, Ra #0 1 2R ~R #0; Re = 5528, )R 40, Ri 40,
Rz #0, Ry 401 RiRs ~R(Ry +R3) # 0; Rz = g2 iitigs, © R#0, Ri+R2 40, Ri+R3 0
PRI +Rs—R40;Re = R8g By ~Ri. 2.0) d40,f40,d=Fi 40;f =75, b) mi+m; 40
b} c)c4o u+c40|v40;w:%(c+uifc‘ A Vi 40,v2 40,
c40iTic-vi(p1 - muo Vo= s, @ 40, 40,C40nn40inp-C40;
NS, D RIA0,RA0,m 40, FA0IRi+R 40 =m (1+ ). doaaz0
ib>0;a-bia+th,az>0ib>0;ya+Vh, b) xeRiyeRix-yix4yix+-y;2 (/XT*Jy—)
5.@) x-2/R+1, b) x+4/X 4.

ivi-vo 40 my = 240

1® ©® ®.0-0.0-0.0-0.0-®. 22 2

(D 9 (D) (D). 0 (V2 (2D 29y-
i +20. 5. x=1,
6.2) (-7,-9), b) (12,8),
(12, 4>M 7,8), (-7,-15). 7. a) Kazda funkcja typu y = 3% +3, a 40, b) kazda funkcja typu
y= a40. 8 aLULIV, b LILN oLILI d&LILIN 9 Tk 10. ®
~—©.@0-®.®-®. @-0. 11.a (0,;); funkea jest malejaca w przedziale
(-e93-6) i w przedziale (-6;+x); x € (=6;+%), b) (3,0); funkeja jest rosnaca w przedziale
(-o030) 1 w preedziale (0 +an); x € (=w0:0)u (3400}, O
w przedziale (~o0;-2) i w przedziale (~2;+%); x € (~2;-1), d) (0,0); funkcja jest malejaca
W praedziale (~o0;1) 1 w przedziale (13+0); x € (~e030) U (1;+0), © (0,24) 1 (44,0
funkeja jest rosnaca w przedziale (-wo34) i w przedziale (4;+e); x € (~co;4) U (43 i+00),
0 (0,4) i

12.2) x=0;dlaa=~4 b x=08daa=0, ox=7;daa=2

i (=1,0); funkcja jest malejaca

; funkja jest rosnaca w przedziale (~0;3) i w przedziale (3;+); x € (-
d) x =
b (132,

str. 30: l.a) x#-2ix
&) x#-3ix42 3x2-x 2aix# znuo“x

= d)x#ﬂ”‘;zy"—" 3.a) x=

+3,b) /m:mu
, d) R\ {4}, © x=4}. 8.2 N40,k#0;p=4 b) a+0,
%, ) S40,T#0ip#0; L d) p+240,Z40iY#0;

7.a) R\ (5},
B40ip40;

str.37-40: 3.@ 7, b 82, on-1, d2-2  4a 12310, b 1001
5348 5205 bL9 62 d1,3 6 a-6 -13}, -20% -625,
b) 3, 1%, &, 96, 1,-16, -706, d) 2,2V2,16v2, € 0,18,0,0, 021,35,

32 7. ) Wyrazy a, gdzie k jest dowolna liczba naturalng dodatnia nieparzysta; wszystkie;

wyrazy ¢, gdzie k jest dowolna liczba naturalng dodatnia parzysta, b) wyrazy dy, gdzie k

Jest dowolna liczba naturalng dodatnia podzielna przez 5; wyrazy ex, gdzie k jest dowolna
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liczba naturalng dodatnia nieparzysta; wyrazy fi. gdzie k jest dowoln liczba naturalng dodatnia
podzielng przez 6. 8. a1 = n2+4n, ap-ay = 124203, by_1 = 57144, by, 1-by_ = 5715171,
et = G i = ey O @ =L @z =43, a3 =47, 4y =53, as =61 10.) 196,
o) mie. 1. 2) Dwudziestm, " b) nie, ©) wyrazy wigksze od ass, d) wyrazy od a1 do asz
12. 2) an=n+5", b) ap =21, O an =73, d) an=n’, & an =347, ) an=n-5. 13.2) an=n?,
b) an = 12n 2%, an = (=47, an = (n-10% 14, @) a1 = 90,
, a3 =46, O a=1,a2=1,4a3=0,
2,a2=5,a3=1,a3=8, f) a1 =1, a;

an = (417, ap = (n+4)°
ar=33,a3=14,a:=7%, b a 3
3, d) ar=-2,a:=2 a3 =4, a4 =8, ¢ a1 =

az=3,as=1. 15. a) Wzor rekurencyjny: @) =5, @ns1 = ay +5, wzor oglny: a,

ay

n, b) wzor

, An+1 = ~an, WZOT 0golny: @y =2 - (<1)"*!, ¢) wzér rekurencyjny: a;

rekurencyjny: a) =
ne1 =y + 10, wzor ogolny: an = 103+ 10n, d) wzér rekurencyiny: ay = 8, ans1
=1, wzor Ogoln)

=
" (4)' @) wadr rekurencyiny: a) = 3a, ans
an =3a-n+1, f) wzor rekurencyjny: @ = a, @n+1 = an +a+ 1, wzor ogolny: a, = na+n-1.

wzor ogdlny: an

16. @) a1 = 1, a2 =1, a3 = 2, a4 = 3, a5 = 5, ag = 8, a7 = 13, @5 = 21, ag = 34, arp = 55,

9a 21. a) Malejacy, b) ani rosnacy, ani malejacy, ©) rosnacy, d) rosnacy.

2, a

23, a) Tak, malejacy, b) tak, rosnacy, < tak, rosnacy, d) nie mozna okresli¢ monotonicznosci.

24, a) Malejacy, b) malejacy, ) ani rosnacy, ani malejacy, d) rosnacy.

str. 43-46: 114, 11,8, d) r=-5,5; 109,
1035, @ r=vZ 144y2 145V, Or= S4V2,3-6V2 2@ =4, az=1,
as=-2, b)az=5a3=7, . ) @y =4, a3 = -4, as =4, d) az = 34, a3 = 27, ay = 20.
3.-1)r=7,a|=10 =17, b) r=-2,a1=1,ay=-1, ¢ r=-14,a =m+35 a = m+21,

4.2) Dla t=6lub t = -6, b) dlat =15, o dlat=
5.a) Np. 3,5,7, h) , 11, 17, 23, 29. a) ay \5,a3=6,a3 =105, b) a
-18%.  7.Szesc. 9. (an), (b), (dn).  10. ) ay = in+43
-3v3n+7V3+43; by =3+4V3, bp1 = bn-33; cp = 1,4n-28,8; ¢

Cnet = Cn+ 14, b) an=2n-9, by =-tn+3, cp=-02n-128, O X1 =4, Xno1 = Xn +5;
Y1==2, Yne1=Yn+05; 21 00, Zns1 =2n-4. 11 a) a1 =47, b) a1 =21v2, ¢) a3 =37,
d) ajo0=-204. 12.a) r=-07,a12=-4,7, b) a1 =5,a15=64, 0) r=2,a;=-98, d) r=1,5,
4. 14.2) 399, b) 598. 15.a,=3% 16. a) Tak, trzynastym, b) nie, ¢ tak,
trzysta siedemdziesiatym tzecim.  17. a) Trzynascie, b) dziewiecdziesiat. 18, Np. 61, 81.

2L a) a1 =2;r=-3, b) f(x)=3x-8.

str. 48 51 1.a) S21 =252, b) S35 = -2870, <) Si00 = 1925, d) Si9 ’ll) . 2.a
r 3. S50 = 2550. 4.a) a)=-36,r=48, b aj =% y Q) a=-5r=8
5.a) S =945, b) S30=187,5, ¢ Sio =44 6. a) 970 zapalek; 20 figur, b) 800 zapalek;
22 figury. 7. a) 200 miejsc, b) 2520 miejsc. 8. 55 dachéwek; 1480 dachéwek. 9. Druga;
S; = 104500 z1, Sy = 107500 z1. 10. a) Osiem; 23 karty, b) 497 talii. 11. a) 21945,
b) 494550, c) 3498. 12. a) 166833, b) 100000, c) 2900. 13. a) 15500, b) 56,25,
o -1920, d) 4433 14. ) 2128}, b) 221, © -1430. 15.a) 11, b) 13, 0 10, d) 10.
16. a) x=-0,7, b) x=05. 17.a) x=-19, b) x=-5,1 lub x=5,7.
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st 55-57: 1.a) Tak, b)nie, O tak. 2.2 q=%, b g
3.4) 10000, b) 5925, o 3, d) 1, ¢ 0000002, ) (1+5)°. 4. @) a1 =% ai=
b)ay =4, a5 =24}, o a1 =-612, a5 =225, 5. a) q=2log256, b) q=-2, logm
6.a) x=-75, b)x=9lubx=-11, ¢x=3i35 1ubx:%é. 7. a) I b K0,
b) x=20,y =16, ©) 24, 36, 54 lub 24, 36, 54, d) g= V2. 8. (b, (ca) i @) 9. a) Nlc.
o nie. 10.a) a2z =0, b) bioo=3. 11. a) Rosnacy, b) malejacy, ©) malejacy, d) ani rosnacy,

1) g=3.

ani malejacy, ani staly, ¢) rosnacy, f) malejacy. 12.a) 6, b) 2. 13. @) ay=3-3"h a1
anor = 3ani b =5+ (V2)"s by = 5VZ, brer = VB e = -2+ (-1)" s e1 = 2

b) an =39 QX =19, X

Yne1 = 3ymi 2 lzn. 14,2 g =2 a0 =16VZ lub g = V2, arp = -16V2,

b) g=5,a10=14lubg=-5 aio=-14, ¢ as=3, d) ap 15. a) Nie,

b) tak.  16. ) ay=0,1-2" b) ok 1074km. 17.a) my=mo - (})", b) okolo 12,8 mg.
18. Tak. 19.a,=1. 20.a=12,b=15c=18luba=48,

<) Sg = —4004. 2. a) S10 = 7324218,

1342, S85. 3. a) 2046 przodkow, b) 28 -2

przodkéw. 4. a) ay=2""', b) okolo 6,4 -10'"t. 5. a) Okolo 34 cm, b) okolo 9,76 m.
6. Wysokosé: okolo 78,1 m, pole powierzchni calkowitej: okolo 8167,6 m?, objetosé: okolo

382808 m’. 7. a) 97147, b) 88427

str. 64-67:  1.a) 124071, b) 1160071, ) 25800 7L 2. a) ¢, = 1000+100n, b) ¢, = 1000~
-100m, O ¢y = 1000+ 1,02, d) ¢y = 1000-0,98". 3. a) 4637,10 zI, b) 1954,67 71,
© 41 008,08 21, d) 676000 2L 4. a) 6 lat, b) 5500 L, ) 4,5% 5. a) 1083143 21,
b) 1110203 21, ©) 1109845 2. 6. @i @ 7. a) Po 2 latach, b) 7400 z1, «¢) 4%,
d) 4% 8.a) 051% b) co najmniej 12 lat. 9. Lokata polroczna. 10, a) 11012,23 21,
b) 40972 7L 11,2025 750 38,02 2. 12. ) 11586 71, b) 11630 2 13. 7141,23 71,
14. 013614221 2. 15. 0 1846%. 16, Po 7 latach.

SW. 68: 1.a) aio =-33, b) jedenastym. 2.9, 3.a) ay=5", b) @ =19, @y = an+2.
4.a,=05n-01. 5.Dlap=4. 6.a) ax=-41, b) a=15,r=-3. 7.17802. 8.560zL;
158,60z 9. fy=3n+7. 10.Dlan=5. 1L (ba) by =3 12, a
ian=20luba=-32 ar=-5/Ziap=20. 13.1024 razy. 14 Mmqsm, ° 13
15. Tak.  16. 0 3573,05 7L

SW.72-75: 1.a)6, b) 6, o8 2.a) 20, b)35 o 42
4.0 t-pr g b ) 5o

8. |Ps|=63, IsQl =1

) 67,5, b) 54, ©) 35.
Ls-d 5.a)l, b2), o5 6.72m.

s v T

9.) 1m, b) nie zmieni sie. 11. @) allc, b) allc.

str.78-81: L.a) k=3, b k=2, O k=vZ 2 a) 152 b) 180, ¢ 20° 50° 1105,
d) bok lezacy napucuw kata o ma dlugos¢ 22, a bok lezacy naprzeciw kata f — 6%. 3. a) o,
bd 4adf bt bpxif 528k b 42 6.2 a=75 a=130° =70
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b) a=8f, a=100% =120 8. D, @, . 9. a) {4, b) 3. 10.3% 12 V2 13.2%.
571 15.b) CEJL, DGHK oraz CGHL. 16.b) 263 mm.

str. 84-87: 1.a) Tak, b) nie, o tak. 2. a) Tak, b) nie, o) tak. 3. a) Cecha bbb, ,
b) cecha bbb, B. 4. a) Cecha kk, |EF|; |EF|, [DFI, b) cecha Kk, [PS|; IKMI, ILK|. 5. a) x =23,
7. ABE, DBF, FCE. 10. {5 i % 5. 1L k=1},
, o k=2. 13.k=*2. 15. b) Dwa czworokaty sa
podobne, jezel dhugosci wazystkich bok jecnego czworokata sa proporcjonalne do dhugosci

odpowiednich bokow drugiego czworokata i kat miedzy dwoma bokami jednego czworokata ma

taka sama miarg jak kat mi¢dzy odpowiadajacymi bokami drugiego czworokata.

str. 88-90: 1.a) §, b) 44, 0 3125. 2.6cm. 3. 140 krokéw. 4. a) 9, b) 33, o) 21
5. 9243hl 6. Okolo 14 minkm. 7.56m. 8.a) 45m, b) 8m.

str. 93-95:

232, b 9%, 0 V5 d BE 2.16em x20em. 3. 14drazy. 4.a) 3,
5. 2% razy. 6.2) 216, b) 3,6, ©) 123. 7.a) 3P, 1P, b) VZ+1. 8.a) 4,

9. Pape =9, Ppec =4, Paep =6, Ppee =6, 10. k=25, 11.b) 29675,

$.c=2. 2.a) Tak, b) nie, u tak.  3.135m.

8.x=25y=4. 9.a) Obwédy, =30k, b) Py,

S, 101-105: 1.y =
b i85, o L0 g
8.a) 15a, b) ja. 9.a) La’h, b) %a-‘*;uzb, L) 7
o 5V3a3. 1l.a) 78/3, b) 67,53, 0 183}, 12 92 13.1:20 14.vi= % vy = 22,
1PGh-a-2p). 15 "—;Z 16. a/3 lub a.  17. Stosunck objetosci: 242, stosunck
: 18.a) avZ, b) 19. A: okolo 9m; B, €, D: (2 +9) ~ 36,1 m; E, F, G:
(%45 +9) ~633 (alvra + 9) ~004m; I: 25418 < 407 20. a) P=6a2/3,
b) osmioscian foremny; 2 21.a) 2, b n..k.

3. a) &
37,
b

3, o 3%
0%

a*,

a?,

Str. 108-109: 1. a) Dwa razy wigksza, b) dwa razy wieksza. 2. @) 2, b) 53, ¢ 33,
3.32. 5.12em. 6.a) 6m, b) P

Str. 115-117: 1. a) 45% b) 60°% ¢ 30% 2.a) Okolo 715 b) tak. 3. 45% 5. 307,
30°120% 6. ) 45°% 135° 135° 45% b) 60° 7. 60°, 120°, 60%, 120° 8. a) Okolo 51°,
b) okolo 52°, <) okolo 41° 9. a) Okolo 39° i okolo 35% b) 60°  10. Oko!o 550 lokolo
35% 1L a) 60° B) 30 0 60° 12. a) Okolo 69°, ) okolo 557  45% 13. e
14. a) Okolo 71° b) okolo 55°
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str. 120-121: 2. a) 3VT0a%, b) 3V3a%, o 262 3.a) 845, b) 2L 4.a) 125
b) 4V34, ©) 4V22. 5. Prostokaty o bokach: 6 cm i 8 cm lub 6 cm i 10 cm lub 8 cm i 10 cm lub
10cmi5cmlub 6emi VAT emlub 8cmi V34em. 6. a) 20, b) 234, o) 282 7.3:1
8.a) 4/3cm?, b) 53 em?. 9.) 4, b) okolo 40° lub okolo 50%  10. a) b) a,

gdy o= 0°, 5%, gdy ar~ 35°

st 125-127: L) 265m, b) 378hm, o 36 2.a) 295, b) 875, o 462,5.
3.2) 30043, b) M5, o 202f.  4.38em’.  5.2V2razy. 6. & ~ 042 pojemnosci
kieliszka; 0.5 = 0,79 wysokosci kielisz} 7.0 Zo b e 8 dmh(PerReR?).
9.a) Frr?h, b) ¥rrth, o {mrth. 100405, 11.2:1. 12162 minuty. 14, a) Kosé:
1:625, masa: 1:15625, b) 0,28 kg.

str. 128: 2.348/3. 3.54m. doa) T, b) TE 5

L 531,25, 6. a) Rozwartym,
b) ostrym. 7. %%, 3/73. 8.a) 10cm, b) JT00cm. 9. 1242, 787,

s 1311331 2.m = 3. 3,25 D) 05 0005  4oa=1213 b= 4746
5. a) (747325 m?;7647,25 m?), b) (315 km;38,75 km). 7. @) 2570, 2, 0,08%, b) 100, 5,
526% ) 200,03, 01% 8. Okolo 3,05%. 9. Najwickszy: okolo 4,76%, najmniejszy: 0%

10. @) a e (3349:3380) 0N, b) b e (584;590) 0N 11. 2) 5000071, b) 25 t.

str. 138-143: L. a) X = 106, mediana — 102, dominanta — 102, b) X = 13}, mediana —
1, mediana — 5,

13,5, dominanty brak, ¢) X = 3,(81), mediana — 3, dominanta — 2, d) X

dominanta — 3. 2. a) Grupa
mediana — 5,5, dominanta — 5, b) X ~ 6,04, mediana — 6, dominanta — 10. 3. Grupa I

3, mediana — 2, dominanta — 1, grupa II: X = 3,26, mediana — 3, dominanty — 3 i 5,

obie grupy: ¥ = 3,24, mediana — 3, dominanta — 3. 4. @) X = 2h Gmin 155, mediana —
1h 57 min 305, dominanta — 1h 45 min, b) ¥ = 100,1 g, mediana — 1004 g, dominanta —
10048 5. X~ 39,53 zapalek, mediana — 40 zapalek, dominanta — 40 zapalek. 6. X =2,45
gola, mediana — 3 gole, dominanta — 3 gole. 8. a) Nie, b) nie, ) tak. 10 a) Mediane,
b) $rednia arytmetyczna, <) dominante. 12 a) a = 5, dominanta — 2, mediana — 2, b) a =3,
dominanta — 7, mediana — 7, ) a =9, dominanta — 10, mediana — 6, d) =1, dominanta
— 6, mediana — 6,5.  13. @) 1,93m, b) okolo 2,2 filizanek kawy. 14. a) Okolo 19,8 dag,
b) wicksze — 96 kg, mniejsze — 16kg.  15. 80 la; 73 lata.  16. 37500z  17. 0 1021
18. a) W 1897 roku: okolo 25% Polakéw, a w 1997 roku okolo 50% Polakéw, b) w 1897

roku. 19, a) 135 uczniéw, b) 57 uczniéw.  20. a) Z chemii, b) z chemii, ¢ z biologii.
21. a) Uczelnia X: kandydat A: 140 pkt, kandydat B: 143 pkt, kandydat C: 136 pkt, Uczelnia Y:
kandydat A: 153 pkt, kandydat B: 143 pkt, kandydat C: 145 pkt; Wedlug regulaminu uczelni X
najlepszy kandydat to B, a najstabszy kandydat to C. Wedlug regulaminu uczelni Y najlepszy
kandydat to A, a najslabszy kandydat to B.
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str. 146-149:  1.a) 108, b) 24, ©) 61, d) 2. 2. A. Nerwowa:

6,(6)%, A. Wygadany:
38(3)% 3.ba=1, o 4. a) Za pierwsze polrocze: 3, za drugie: 4, b) 4.
5. a) JL3/95: 36%, MK2/55: 90%, MD6/18: 50%, b) JL3/95: 58%, MK2/55: 47%, MD6/18: 44%.
6. 70%. 7. Potas: 39,14, miedZ: 63,62, Zelazo: 55,9, siarka: 32,0925, oféw: 207,24. 8. Kurs L.
9. a) Oboz wedkarski. 10, Chieb pszenny: 241 keal/100 g, kotlet schabowy: 404 keal/100 g,
orzechy laskowe: 694 keal/100 g

str. 154-159: 1. @) Okolo 3,03, b) okolo 13,09, ©) 2,5, d) okolo 3,43. 2. a) Srednia naj-
wigksza w zestawie II, a odchylenie najmniejsze w zestawie I, b) Srednia najwigksza w zestawie
11, a odchylenie najmniejsze w zestawie Ill, c) Srednia najwicksza w zestawie Il, a odchylenie
najmnicjsze w zestawie Ill, d) érednia najwigksza w zestawie 1il, a odchylenie najmnicjsze

wzestawie Il 3. a) Kobiety:
Baltyckie: X ~ 8,46°, 0 ~ 5,23% M. Czerwone: X ~ 28,74%, 0 = 2,21% <) Adam Malysz: X = 2,75,
o ~ 1,71, Sven Hannawald: X ~ 8,11, o ~ 10,7:

K= 11,145, 0 = 0,165, mezezy/ni: X = 10,055, 0 ~ 0095, b) M.

4. Woda mineralna: o = 0,23 71, puszka
groszku: ¢ = 0,10z}, cukier: ¢ = 0zL. 5. Srednia arytmetyczna dziennego naslonecznienia
W Gdyni jest mniejsza niz w Krakowie, a odchylenie standardowe dziennego naslonecznienia
W Gdyni jest wiksze niz w Krakowie. 6. @) X = 4,975, 0 ~ 0,69, b) X = 4,85, ¢ ~ 0,96,

©) X=139, 0 =068 8. a) Srednia arytmetyczna danych zestawu I jest mniejsza niz Srednia

arytmetyczna danych zestawu I, a odchylenia standardowe 53 rowne (zestaw I: ¥ = 6, & ~ 245,

zestaw II: X = 7, 0 ~ 2,45). 9. a) $rednia arytmetyczna i odchylenie standardowe zesta-

wu danych A sq mniejsze niz dla zestawu B (zestaw A: X = 5, o ~ 3,39, zestaw B: X = 50,
o =3391). 12.0,26cm; <26,74 m;27,26 cm). 13. 2496 +5,7g.  14. a) Wzrost Polek:
(158,6;169,8), warost Polakow: (168,6;183,4), b) wzrost mezezyzn w Japonii: (153,9;177,1),

warost mezczyzn w Polsce: (161,23190,8), ¢) wzrost Holenderek: (149,5;189,7), wzrost Polek:

(147.4;181).  15. Grupa 2. Wskazowka. Zauwaz, ze w kazdej grupie srednia arytmetyczna da-

nych jest réwna

5. Najmniejsze odchylenie standardowe jest w tej grupie, w ktGrej najwieksza
czes¢ danych jest bliska sredniej arytmetycznej.

str. 160: 1. Blad bezwzgledny = 0,5, blad wzgledny ~ 5,3%; blad bezwzgledny = 1, blad
wagledny ~ 05%.  2.38% 3. Okolo 105g. 4. a) g
17, b) X =3,625, mediana = 3,5, dominanta to 3. 5. X ~ 8,03 godzin, mediana to 8 godzin,
dominanta to 8 godzin. 6. a=1,b=41luba=4,b=1; mediana =2,5. 7. 82kg. 8.
9.459. 10.a) X-4kg o ~25kg b) ¥=202 0 ~ 1,58 1L Pstragi: X = 40,5 cm,
o = 4,44 cm; lipienie:

mediana = 5, dominanty to 5

29,7 cm, o = 29 cm.
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Podrecznik jest przeznaczony do nauki matematyki w czteroletnim liceum
lub piecioletnim technikum. Spetnia on kryteria Ustawy o systemie oswiaty
i jest zgodny z najnowsza podstawa programowa z 2018 roku.
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