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Uczennice!
Drodzy Uczniowie!

Nazwa matematyka pochodzi od greckiego stowa mathema — poznanie. W serii
Matematyka z plusem staramy si¢ traktowaé matematyke podobnie jak starozytni
Grecy — jako poznawanie tego, co da si¢ ogarna¢ rozumem. Do uczenia sie takiej
matematyki potrzeba tylko checi, nieco wyobrazni oraz wiary we wlasne mozli-
wosci. A jak mawial poeta Louis Aragon: ,Twoja wyobraZnia jest wigcej warta, niz
sobie wyobrazasz”.

Warto zdoby¢ si¢ na odrobing wysitku, bo — jak powiadal Jonathan Swift, autor
Podrézy Guliwera — ,Czlowiek nie jest zwierzeciem rozumnym, jest tylko zdolny
do rozumowani

Autorzy






Wyrazenia wymierne

Za pomocg soczewki wypuklej mozna skupi¢ wigzke promieni
réwnoleglych w jednym punkcie zwanym ogniskiem. Soczewka ta
pozwala tez na uzyskanie powigkszonych obrazéw przedmiotéw.
Aby opisac zaleznosc migdzy odleglosciami ogniska, przedmiotu

i jego obrazu od soczewki, uzywa sig pewnych wyrazeri wymiernych.

Wyrazenia wymierne = Rédwnania wymierne = Nierdwnosci
wymierne = Przeksztatcanie wyrazen algebraicznych = Hiperbola.
Przesuwanie hiperboli = Funkcje wymierne = Powtdrzenie



WYRAZENIA WYMIERNE

Kazde z wyrazefi algebraicznych
podanych obok ma posta¢ ulam- Przyklady wyrazen wymiernych:
ka, w kidrego liczniku i mianowni-

125 3x+2

ku wystepuje wielomian. =t =

stepue wie XZ+3xI0 15 +2 x5
7yS+2y7-5 =
Syisoyii3y 22-1

Wyrazenie postaci %%‘} gdzie W(x) i V(x) sa wielomianami

zerowym, nazy i Zmiennej x.

V(x) nie jest

Uwaga. W wyrazeniu wymiernym zmienna moze byé oczywiscie oznaczona do-
wolng litera. Zauwaz tez, ze kazdy wielomian W(x) jest wyrazeniem wymiernym,
gdyz mozna go zapisa¢ w postaci Y&,

Zbiér tych liczb, dla ktorych mozna ()kres]\c warto§¢ wyrazenia M(J) na-
zywamy dziedzing Jest to zbiér iczb
rzeczywistych, dla ktérych V(x) 4 0.

CWICZENIE B Czy dla kazdej liczby rzeczywistej wartosé wyrazenia

xx
Dix

jest

taka sama, jak wartos¢ wyrazenia

g

Czasami wyrazenic wymierne mozna uproscic. Nalezy jednak pamictaé
o iu jego dziedziny. zmy na przyklad

X +6x+5
=3+ 1)
Jego dziedzina jest zbidr liczb rzeczywistych roznych od 3 i od ~1. Mozemy
to wyrazenie uproscic:
X2 +6x+5 (xX+1)x+5) x+5
(x=3)x+1) (x-3)x+1) x-3

Zatem wyrazenie % Jest rowne X+

S ale tylko gdy x#3 i x#-1.

WYRAZENIA WYMIERNE



PRZYKLAD Uproé¢ wyrazenie

Dziedzina wyrazenia:
X3#0, x=2#0 i x-340

7x% + 6x

3 —
X‘(x 2)(x-3)"

Zatem

263 —
x3(x

72 46x _
—2(x-3)

x40, x#2 i x#43
X@x2=7x+6) _
=D =3) "

2x-1.5)0x=2) _
X =2)x-3) ~

1,5)
)

ZADANIE

W | Cwiczeni

Agg
b

Na

Uprosé wyrazenie

x4 3x - ax?
x+2)x-1)"

C Zapisz w postaci jednego ulamka.

)a-€ 9e.<
hlv d b d

o 13

a. c
9a.<

a

miernych mozemy

sposob jak na utamkach.

¢ dziatania w podobny

PRZYKLAD Wykonaj dziatanie. Podaj wynik w postaci ilorazu wielomianéw.

5x-2 3x-2x2 izl o
A o xrl Dziedzina wyrazenia:
-9x2#0 i x+1+40
X2 o - 4x4-9x2 = x2(4x2-9) = x2(2x-3)(2x+3)
X2x=3)2x+3)  x+1 2
__ sx+2 Zatem: x#0,x=3,x#4-3 i x#-1
X@x+ 30+ T)
b Xl xd Dziedzina wyrazenia:
2 X+3
x=140, X =140 i 540
x+1 | x=Dx+1) | (x+ 12 Zatem: x#1, x#-1 i x4-3
x-1 x+3 Xx+3
ZADANIE  Wykonaj dziatanie. Wynik przedstaw w postaci ilorazu wielomianw.
X 3x+1
a) 35— b ==

WYRAZENIA WYMIERNE
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IIALTTEN Wykonaj dziatania. Podaj wynik w postaci ilorazu wielomianow.

2 x-1
Ry
2 el 20e2-ml) | _xsS
XTxoeD T xxe2 Xx+2)
2
P

Dziedzina wyrazenia:
x40 i x#-2

Dziedzina wyrazenia:
x40

5-2x2+x-2@2x+1) _ 10x? +x-4x-2 _ 10x?~3x-2
2x3 2° 23

ZADANIE
3, x 2 3
TR L e
ZESTAW ZADAN
1. Okresl dziedzine wyrazenia.
3 -4 2x
A 25 9 3z

Dziedzina wyrazenia:
X+240 i X2-440
x#-2 i x42

Wykonaj dzialanie. Wynik przedstaw w postaci ilorazu wielomiandw.

i s-16 )

27X 41
o Sarsxr2

00x

2. Podaj przyklad wyrazenia wymiernego, ktérego dziedzing jest zbior R\ {2,3}

i ktére przyjmuje wartos¢ ~10, gdy x = 1.

3. Okre$l dziedzing podanego wyrazenia, a nastepnie przedstaw to wyraZenie

W prostszej postaci.

x4 52 20x-5 20x- 50 300x
) Faroe 9 o ® T6z-100 9 00057+ 1
=25 -8 x =
O Grse "% W ETexes

WYRAZENIA WYMIERNE



41l 4. Wykonaj dzialanie i zapisz wynik w postaci ilorazu wielomianow.

ax-1 .1
R ey @ 9r6i3
6x2 -3 2 2x-5
Y pe2 D5 Tox o EEa

5. Przedstaw wynik dzialania w postaci ilorazu wielomian6w.

0
f » 2

6. Wykonaj dzialanie.

a 273 e 9 @x-1- 21 o

B 2219 100 o X3 ex-6) )

7. Wykonaj dzialanie i przedstaw wynik w jak najprostszej postaci.

a) w% o (x—aﬂmzt,xz i) ﬁ

b A5 R e DGR
O YR

& axjfz : 29x » leuj( ix: '%

8. Wykonaj dzialanie i przedstaw wynik w jak najprostszej postaci.

@ =25 K27
X2 +6x+9 4x2+20x+25
-6x+5
X+2

WYRAZENIA WYMIERNE 13



€Il 9. Przedstaw wynik dzialania w postaci ilorazu wielomianow.

2 ax’ 3y Sx-1
a 2o 9 2y o) 3x- 2]
2-3x 6x° —ax 1
Lo it Rl et 0 x5

10. Zapisz wynik dzialania w postaci ilorazu wielomianow.

1 2x x-1

A LT & Tt Ix
1 1 3x+5
h)x+3 X+2 o 2x+2

11. Wykonaj dzialanie i przedstaw wynik w jak najprostszej postaci.

6,5 -1, 2

At L rat ey
_L

B 30 "5

L]

12. Wykonaj dzialania. Wynik przedstaw w postaci jak najprostszego ilorazu wie-

lomianéw.

5
a) 3 +

7 4 2 5 _2x+1
Dt D 2 o

13.2) 0d odwrotnosci liczby naturalnej n wiekszej od 0 odejmujemy odwrotnosé
liczby o 1 wickszej od n. Zapisz wynik w jak najprostszej postaci.

b) Zapisz w jak najprostszej postaci sume odwrotnosci liczby naturalnej n wiekszej
od 1, odwrotnosci liczby o 1 mniejszej od n oraz odwrotnosci liczby o 1 wigkszej
od n.

14. Wykonaj dzialanie. Wynik przedstaw w jak najprostszej postaci.

x+2 x+1

Ll

14 WYRAZENIA WYMIERNE
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Wiadomo, ze kazdy wielomian mozna rozlozy¢ na czynniki stopnia co najwyzej
drugiego, zatem wielomian V(x) mozna zapisa¢ w postaci iloczynu wyrazer typu
ax+b lub ax? + bx + c. Rozwazane wyrazenie wymierne %’%3 w Kt6rym stopieri wie-
lomianu W(x) jest mniejszy niz stopieii wielomianu V(x), mozna zapisac jako sume
wyrazen postaci zA- lub %ﬁ.c gdzie tréjmian ax? + bx + ¢ nie ma pierwiast-
Kéw. Tego typu wyrazenia nazywamy ulamkami prostymi. Mianowniki tych wyrazen
to czynniki wystepujace w rozkladzie wielomianu V(x).

Rozwazmy wyrazenie wymierne

. 5 . . S —ax
Oto jak mozna znalez¢ ulamki proste, ktérych suma jest rowna I

4x A, B
WH3x+6) X+3 x+6

—4x Alx+6) + Bx + 3) Prawg strone rownosci sprowadzamy do wspél-
IR0 X+ I +6) nego mianownika i porzadkujemy licznik.

—4x (A+B)x+6A+3B
(x+3)(x +6) (x+3)(x +6)
Por6wnujemy liczniki. Wspétczynniki przy wy-
A+B=-4 razeniach o tej same] potedze zmiennej x po-

Stad GA +3(-4 - A) =

-8.

coyliA=4,

Otrzymalismy rozklad na ulamki proste:

—ax
WFINT6) x+3 xX+6

15. Przeczytaj informacje w ramce. Przedstaw podane wyrazenie w postaci sumy
ulamk6w prostych.

4 7x-11
ey 9 w5 ¢ Grai-3v
15 -10x. 4x -
Y D D G R i)

16. Z prostopadloscianu, ktérego podstawa jest kwadrat o boku a, wycigto inny
prostopadloscian w sposéb pokazany na rysunku. Objetosé tak powstalej bryly
wynosi 20. Przedstaw sume dlugosci wszystkich krawedzi tej bryly w postaci wyra-
Zenia wymiernego zmiennej a.

a) b) Q

-
Y
R

L a i -

I
1a

WYRAZENIA WYMIERNE 15



MINISPRAWDZIAN

jest zbior:

$1. Dziedzing wyrazenia wymiernego (=310t+2)

AR\o,2} B.R\{-2,0,2,5} CR\{-2,0,2} D.R\{-2,2}

16x>

52, Wymik dziatania gdzie x € R\ {-%%} mozna przedstawié

4x
2x+3"

w postaci ilorazu wielomiandw:

ax ax 2x ax-1
A3 B o ¢33 D359

53. Wyrazenie % gdzie x € R\ {-

@7 10k 25000 }, jest rowne:

AL BE5xE3) B, =5)x+3) € K=5)0=3) D.x+3
X=5 X+5 X+5

ROWNANIA WYMIERNE

Przyklady rownari
wymiernych:

A1

| Wiadomo, ze réwnos¢ % 0, gdzie b 40,
jest speiniona wtedy, gdy a = 0. T¢ obser-
wacje mozna wykorzystaé przy rozwiazy-
waniu réwnan wymiernych, ktorych przy-
Klady podano w ramce obok.

2
TOTSEE Rozwiaz réwnanie 2% -X=1
3x+2

Zatozenie: 3x+240 Rownanie typu £ = 0 moze by¢ spel-
. 2 nione przez liczby, dla ktérych mia-
Zatem: x#-3 nownik jest r6zny od zera.
2x2-x-1=0 Rownanie typu § = 0 spefniaja tylko
te liczby, dla ktorych licznik jest rowny
A=1-4-2-(-1)=9 zeru

1 Obie liczby spetniaja zatozenie.

2¢-dx-3 _,

ZADANIE  Rozwiaz réwnanie
3x+1

sadonio 122

16 WYRAZENIA WYMIERNE



Il Kazde réwnanie wymierne mozna przeksztalci¢, otrzymujac rownanie ma-
jace postac VJ(!‘I =0, i rozwiaza¢ w sposob opisany w przykladzie 1. Mozna
tez znalezé rozwiazanie, uzywajac innej metody. W kolejnych przyktadach

r6zne sposoby wr ia rozwiazan tego samego rownania.

[T Rozwiaz rownanie.

Ry

=-12 Zatozenie: 2x+140
Zatem: x4 -%

Sposéb | Sposéb I

x-2 __ x-
xaT -2 2x+1

=12 [-@x+N)

Przeksztatcamy réwnanie tak, aby Obie strony réwnania mozemy
1,

otrzymaé postaé = pomnozyé przez 2x +
Yimac i Vo = bo zalozyliémy, e 2x+140.

+12=0

Zxﬂ x-2=-12@2x+1)

x=2+12@x+1) _,
2x+1

X=-2=-24x-12

X-2+24x+12=0 25x+10=0
25x+10=0
W obu wypadkach otrzymalismy to samo rwnanie.
__10
X=7%
x= _% Otrzymana liczba spetnia zatozenie.

x Zafozenia: x-140 i x*-140
Zatem: x#1 i x#4-1
Sposéb Il
Xz_x JI-X 2oy
__7-x___g 3x(x+1)=7-x
G=Dx+1
2 =7-
3x(x+ D=7 =) _ MERIASIoX
=T +1 3x244x-7=0

3x243x-7+x=0
3x2+4x-7=0
W obu wypadkach otrzymalimy to samo réwnanie kwadratowe,

ktére nalezy rozwiazac z uwzglednieniem zatozen

ROWNANIA WYMIERNE 17



3x2+4x-7=0
A=42-4.3.(-7)=100

Liczba -1 spetnia zafozenia, a liczba 1

nie spetnia zatozen.

ZADANIE = Rozwiaz réwnanie.

x-2 _ 2x+1
R X-25

dnia3-17 )

ZESTAW ZADAN

1. Rozwiaz réwnanie.

X+7 4x2
a) £ -0 9 T oo
4x-3 2x2+x-6
b 7+2x 4 27+ 4

2. Rozwiaz réwnanie.

(r5Ex-1) _ 9 x(x+4) O+ 7)(x=5)"
x5

Rcer @ D+3) & NGx e O
(x=2)(x+1) _ Xox+ 1) -4) _ (2x-6)(5x+ 1)x*
B G D 0 G- 0 n (e 1) -3)

3. Rozwiaz réwnanie.

™ 94X 6. 3_dx-11

L it 9 2557670 & ka2
x+1 4o 3x-7_ 6x=5, 4

b) Sx= d) 374 3 =0 f 7-7x [

4. Przyjrzyj sic réwnaniu i sprobuj je rozwiazac bez przeksztalcania réwnania.

x-1 1
o T X

3x+1_x x=3 _
e n

18 WYRAZENIA WYMIERNE



5. Rozwiaz rownanie.

X 3 _
a) =Ly 0 3-25 -2
B lo2 o x-5= 2
€ 2-5x= f) 2x+1

8
1-x

x+l_x+1 2 _ax 6x+1
b Ed x3 4 x+2 x2-4 0 o 92 -1

7. Wyznacz miejsca zerowe funkcji.

@ fn = 0D

= 4x? +6x
b) £ = 200

o fi= B

8. RozwiaZ rownanie.
1 3
Ry

3+

ROWNANIA WYMIERNE 19



10. Rozwiaz rownanie.

3 1 _
A setoxes e oae xed 0 &

5 -
N HOXZ-0x-81 X -9xF-0x+81

b)

4 3 N
W5\ -dax-20 N +2x-15 X3 +2x-6 W +3 42X+ 6

L] 0

2 2x _ 5
+6x+8 N +3x2-x-3 N +2xE-x-2

3x
XA 42X+ 8
11. RozwiaZ réwnanie.

.x+2
a) (6-3%): 7= 1

e)

3x+2 . 6x+4 _6x+3
x4 -3 a3 -x X3

2+x+6.  9-x X+2

X
5-x  (25-10x+x  6+2x

f)

12.2) Wyznacz wartosc a, dla kiérej wykres funkeji y =
poczatek ukladu wsp6lrzednych.

2 przechodzi przez

b) Znajdz wartos¢ a, dla ktorej wykres funkcji y = ﬁ -5 przecina 0§ X w punkcie
o wspolrzednych (1,0).

13. Prostokat ABCD (zob. rysunek) jest D F
2 kwadratu i takiego prostokata, ze stosunek diu-
gosci bokéw w prostokacie ABCD jest taki sam jak
stosunek odpowiednich bokéw w prostokacie EBCF,
czyli l%} = l‘%g‘l. Prostokat o tej wlasnosci nazywa-
my zlotym protokatem. Oblicz, jaka, diugosé ma
krétszy bok zlotego prostokata, jezeli jego diuzszy
bok ma dlugos¢ 5.

14. 3) suma pewnej liczby a i jej odwrotnosci jest réwna 2. Oblicz a.

b) Odejmujac odwrotnosé liczby a od odwrotnosci liczby o 1 wiekszej od a, otrzy-
mamy -. Oblicz a.

15. a) Réznica pewnych dwdch liczb wynosi 1, a suma odwrotnosci tych liczb jest
rowna 2. Znajdz te liczby.

b) Suma pewnych dwdch liczb wynosi 12, a réznica odwrotnosci tych liczb jest
réwna 53. Znajdz te liczby.

20 WYRAZENIA WYMIERNE



16. Wielkos¢ dawki leku dla dziecka lub nastolatka ustalano do niedawna jako pro-
cent p dawki dla doroslego. Pierwszymi probami ustalenia wartosci p byly ponizsze
wzory, gdzie x oznacza wiek mlodego pacjenta (w latach). Obecnie dawke dla dziec-
ka okresla si¢ na podstawie wielu czynnikéw (wicku, masy ciata, pici i innych).

Wzor Younga: Wzor Augsbergera: Wzor Basted:
p=100x p=4x+20 ﬂxj—ﬂl

a) Ustal, dla jakiego wieku pacjenta wzory Younga i Basteda podajq taka sama
wartosé p.

b) Uzasadnij, Ze niezaleznie od wieku pacjenta wzory Younga i Augsbergera podaja
rézne wartosci p.

17. Predkos¢ v dzwieku w powietrzu zalezy od temperatury powietrza. Przyblizo-
ng wartos¢ tej predkosci (w m/s) mozna obliczy¢ ze wzoru v = 331 +0,6T, gdzie T
oznacza temperature powietrza wyrazona w stopniach Celsjusza. Zatem jesli w cza-
sie t sekund dzwick pokonuje odleglos¢ d metrow, to:

t=—d__
33T+ 05T

W czasie burzy piorun uderzyl w odleglosci 7 km od obserwatora, a grzmot dotarl
do niego po uplywie 20 sekund. Oblicz, jaka byla wtedy temperatura powietrza.

o /) 7 .

51. Réwnanie X

3x-2
X+5

A, L5x+10

X+3 D.

52. Tloczyn rozwiqzar réwnania

-2 243
A-3 B. c¥

win

4 _ox?
xi-0x2,

$3. Tle miejsc zerowych ma funkeja okreslona za pomoca wzoru f(x) = X9

A trzy B. jeden C. zero D. dwa

Xax o

sa. fimaréwnanie XAl 4 sx __
lle rozwiazaii ma rownanie <Xty XX

A trzy B. dwa C. jedno D. nie ma rozwiazai
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NIEROWNOSCI WYMIERNE

lloraz dwéch liczb o przeciwnych znakach jest liczba ujemna, a iloraz
dwéch liczb o takich samych znakach jest liczbq dodatnia. Taka sama wlas-
10S¢ ma iloczyn. Zatem nierownos¢ @ > 0, gdzie b # 0, jest rownowazna
nieréwnosci ab > 0.

PRZYKEA! Rozwiaz nieréwnosé.

Zatozenie: Sx+240, zatem x #-%

Nierownosé 2575 > O jest réwnowazna nie-
réwnosci (x-7)(5x+2) > 0, gdy x € R\ {-2

sakicujemy wykres zmiany znaku wartosci

funkeji y = S(x - 7)(x + 2) | zaznaczamy
liczby spefniajace nierownosc (uwzgledniajac
zalozenia)

Odczytujemy rozwiazanie nierswnosci

Zatozenia: 7x+1#0 i 5-6x+#0
. 145

Zatem: x#-7 i x4z

== __

XA

Przeksztatcamy nier6wnosc tak, aby po jed-
nej stronie wystepowata liczba 0.

=3(5-6x)-4(7x+1)
axanG-6n <0

Z15+18x-28x—4 g
7x+ 1) -6x)

o
L <0 jest r6wnowaz

Nier6wnos¢ 7

=)

S10x-19_
x+ 1) -60 loxT0)7x+ 1563 <0,
s

na nieréwnosc
gdy xe R\

)<o

Szkicujemy wykres zmiany znaku wartosci
funkeji y = 420 (x+ 13) (x+ +) (x- £) | za-
znaczamy liczby spefniajace otrzyman nie-
rownosé (uwzgledniajac zalozenia).

(=10x=19)(7x +1)(5 -6x) <0

-10.7- (—6)(x+ 7)(“ ‘7)()(

Odczytujemy rozwiazanie nierownosci.

WYRAZENIA WYMIERNE



+6

Q) 2K _ X3 Zafozenia: x+340 i 2x-140

lx+3ll2xfl) +37

Zatem: x#-3 i x

6-5x+(x+6)@x-1) 5
(x+3)2x-1)

6-5Sx+2xP-x+12x-6
(x+3)2x-1)

@x2+6x)(x+3)2x-1)20

2x(x +3)(x +3)2x-1)2 0

ax(e+ 3 (x-3) >0

X € (=00;=3) U (=

Szkicujemy wykres zmiany znaku wartosci
funkeji y = 4x(x + 3)?(x-}) (liczba -3
to pierwiastek dwukrotny) i zaznaczamy
liczby spefniajace otrzymana nierownos¢
(uwzgledniajac zafozenia)

Odczytujemy rozwiazanie rozwazanej nie-

rownosci
ZADANIE Rozwiaz nierownosc.
2x-3 3 x L x+2
Rt D oscT 9 G2 A2
Uwaga. W 2 w ie ©) nierownosé
ax(e+37(x-1 ) 0. Poniewaz czynnik (x+3)2 ma zawsze wartos¢ dodatnia, wiec

ta nierwnos¢ jest spelniona, gdy 4x(x 1) > 0. Oczywis
prostszej nierownosci takze nalezy uwzglednic zalozenia.

ZESTAW ZADAN

1. Rozwiaz nierownosé.

2. Rozwiaz nierownosc.

1
a) x-1<0 b)

P
n

wix
P
3
v

NIEROWNOSCI WYMIERNE

ie po rozwigzaniu tej
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3. Rozwiaz nier6wnosc.

Warto wiedzie¢!

Niektore nierownosci wymierne moz-
na rozwiazywaé w nieco prostszy
sposcb. Rozwazmy nierownos
5x2
20
8x + 3

Zalozenie: x -3
Poniewaz wyrazenie 5x* wystepuja-
ce w liczniku dla wszystkich liczh
rzeczywistych ma wartos¢ nieujem-
na, wiee nieréwnosc jest spetniona
gdy:

8x+320 lub x=0
3
X2 3
Po uwzglednieniu zaloZenia otrzy-
mujemy rozwiazanie:

e

7
B 9 553 “3vion
W Sz, clon
346x
-2
D

4. Przeczytaj tekst w ramce obok i roz-
WigZ nieréwnos¢, korzystajac z opisanej
metody.

2x%
A 51 <0

8x-3 Xl
b) =520 e x>0
) 7520 N &1 <0

5. Przyjrzyj sie podanej nieréwnosci
i podaj jej rozwiazanie, nie wykonujac
przeksztaicei.

—(x-1)?
A @h<o 9 s<0
X+ 2
& G0

9 Lo
mlil-Lso & L-F-L<o
7. Rozwiaz nieréwnosc.
o <O L i
b 5 5 9 T ew A
9 F e 0 3 iR I e
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8. Rozwiaz nieréwnosc.

o 1 xsl 2x
X+1 xx-D 2R
) X3

x-1"

Ll

3 X5
P T R T

3 2x
X -3x-10 ~XT+5x+6

1-x 2
b i Toc s e <O 9

10. Okresl dziedzine funkcji.

= X2 flw) =

a) [0 = [ X2 9 fX=
b) f0)= [z +1 a) fo= =T
S+ax =%

11, Jesli pewne urzadzenie kosztuje ¢ 71, a koszt
Jego miesiceznej eksploatacji wynosi m I, to po n
miesiqcach eksploatacji mozna obliczy¢ jego ,Sredni
miesigezny koszt” (k), korzystajac ze wzoru:

ko ctnm

n
P i, ze zarowka dna kosztuje
15 71 oraz e jesli bedzie wlaczona przez 10 godzin
dziennie, to Koszt zuZytej przez nia w ciagu mie-
siqca energii wyniesie 2 z. Przypomnijmy tez, Ze
gdyby te Zaréwke zastapi¢ innym typem Zaréwki,
to koszt zakupu wyni6slby 1 71, a miesieczny koszt
eksploatacji wynidsiby 3 zI.

a) Dla kazdej z tych zaréwek oblicz, po jakim czasie éredni miesieczny Koszt bedzie
mniejszy od 2,50 zL.

1) Oblicz, po ilu miesiqcach réznica pomicdzy Srednim miesiecznym kosziem cks-
ploatacji zaréwki j a srednim Kosztem

zarowki tradycyjnej bedzie mniejsza od 1z1.

o Zaréwka energooszczedna moze $wiecié 6000 godzin, a Zzaréwka tradycyjna
1000 godzin. Poréwnaj Sredni miesicezny koszt eksploatacji zarowki energoosz-
czedne] ‘miesieczny koszt eksploatacji szesciu kolejno uzywanych zarwek
tradycyjnych, jezeli beda Swiecily przez 6000 godzin.
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MINISPRAWDZIAN

$1. e liczb calkowitych nalezy do zbioru rozwiaza nieréwnosci ¢ =XtL > 07

¢

A4 B.6 cs D.2
52. Zblorem rozwiazaii nierownosci %3 < 2 jest zbiér:
A (-2030)u(233) C. (-w30)u(253)

B. (-3;0)u(2:3) D. (~0;-3)u(-3;0)u(2:3)

$3. Dziedzing funkdji f(x) +x-2 jest zbior:
A (~43-1) u(1;+00) (~o3-1)u(134)
B.

c
(-131)u(4;5+00) D. (-1;1)u(4;+e)

PRZEKSZTALCANIE WYRAZEN
ALGEBRAICZNYCH

|| Zwré¢ uwage, Ze przy przeksztalcaniu wzoréw wykonujemy czesto dziata-
nia podobne jak przy rozwiazywaniu réwnari wymiernych.

[IIATTTCHE Niech R oznacza opér catkowity III

ukfadu opornikéw przedstawionego na rysunku.
Weedy: .
R Ri+R, Rs

Wyznacz R, z tego wzoru.

o1 Litery wystepujace we wzorze 0znaczaja opo-
AR ry, ktre 3 liczbami dodatnimi, wigc wszyst-
RitRe R R kie niezbedne zalozenia: R # 0, Ry + Ry # 0,

R Ry 40 s spetnione.

Ri+Ry Poniewaz opor catkowity R jest rozny od R,
wiec Ry - R # 0. Zatem mozemy skorzysta
Ri+Rs = 2 wiasnosci propordii
RR3

=R

Rs-R

ZADANIE  Zewzoru 1=

wyznacz B.

1
i
wdanio 13
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i Umi "

wyrazen ch przydaje si¢ tez cza-

sem przy dowodzeniu réznych wlasnosci liczb.

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej spetniona jest nieréwnose.

%s% |-4(a+a?)
4a <4+at

-4a>+420

ZADANIE  Wykaz, ze kazda liczba rzeczywista spelnia nierownosé

Zapisujemy kolejne nierswnosci rownowazne dane
4+a* jest dodatnia dla kazdej liczby rzeczy-
wistej a.

Otrzymana nieréwnos¢ spefniaja wszystkie liczby
rzeczywiste.

a
<
T+a®

sadaia 411 )

[IIATIIYEN Znajdz wszystkie wartosci m, dla ktérych podane réwnanie ma
54 x3

" ’ : . P
dwa rézne rozwiazania rzeczywiste X | x spetniajace warunek 12 < 1.

x2=x+m?-4=0
A=(-12-4-(m?-4) = -4m? +17
A>0, gdy -4m?+17>0, czyli

X3

<1
e

xpexd <o

X - (xp+g) <0

me

O+ x> =3x8 - 30 =[x + 32 2] <0 Korzystamy ze waoro:
o

X< 3 3 d o

(0 + %)% = 3x600 +X2) = (X1 +X2)? + 22X %2 < O x+ xz72 =xf+2xx+xF

—3(m2-4)-1-1242(m*-4)<0

-m?+4<0, czyli me(-c0;-2) U (2;4m)

Zatem

ms(—"?, 2)u(2‘§)

Korzystamy ze wzor6w Viéte'a

ZADANIE  ZnajdZ wszystkie wartosci p, dla ktérych réwnanie x° + px + 1 = 0 ma

. . i . . x{+x
dwa rézne rozwiazania rzeczywiste xi i x; spelniajace warunek ~——=
X+

PRZEKSZTALCANIE WYRAZEK ALGEBRAICZNYCH
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ZESTAW ZADAN

1. Opér R ukladu opornikéw przedstawionego na rysunku mozna obliczyé, korzy-
stajac z podanego wzoru, Wyznacz

(%] L&}

2. Przeksztalé wzor tak, aby wyznaczy¢ wskazana wielkosc.

L Fe G
a bk, g o pr-pe-c(D

%)

3. W ramce obok podano definicje roz-
nych $rednich dwoch liczb — harmo-  Dla liczb dodatnich a i b mozemy ob-
nicznej, geometrycznej i arytmetycznej. licza¢ nastepujace Srednie:
N H — $rednia harmoniczna liczb a i b

a) Wykaz, ieH:%. o 20k

asb
b) Wykaz, ze % = ‘E
€ Wykaz, ze jesli pojazd pokonuje po- G=1/ab
towe drogi z predkoscia vi, a druga
polow jedzie z predkoscig vz, to sred-
nia predkosé na calym dystansie jest
Srednia harmoniczna predKosci v i va.

G — érednia geometryczna liczb a i b

A — rednia arytmetyczna liczb a i b
A-ash
B

d) Wykaz, ze iloczyn sredniej harmonicznej i $redniej arytmetycznej dwoch liczb
Jest réwny iloczynow tych liczb.

4. Upros¢ wyrazenia.

a) (Ja-vBa+ Vb i 4=t

Ja-

) (R )R )
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5. a) Zapisz (/X - 1)? w postaci sumy. Wykaz, ze gdy x > 1, to zachodzi réwnosé:
KT ZRFT-R-2/x+1=2
b) Zapisz (2 + VX—4)* w postaci sumy. Wykaz, ze gdy X > 8, to zachodzi rownosé:

VX +4VX-4+Vx-4V/x-4=

6. Niech a, b i ¢ beda liczbami rzeczywistymi spelniajacymi warunek 0 <a <b <c.

a) Wykaz, ze ’”g” atb

> 432
5 e € b
b) Wykaz, Z 373”6

Kaz, 7e b
9 Wykaz, ze § > 34

7. Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a i b spelniona jest
podana nieréwnosé.

al+b? ab 1 @-by  _
A Tap 21 ) GebE <3 Kk

8. Wykaz, ze dla dowolnych dwdch liczb dodatnich a i b ich $rednie (arytmetyczna,
geometryczna 1 harmoniczna) spelniaja warunek A > G > H (zob. ramka na s. 28).

9. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x, y zachodzi nie-

Xx+D) Y+l |,
y x

10. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x, y takich, ze

x <y i dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej m Jest
Xtm ., yso
yom *x

11. Udowodnij, 7e jezeli a i b s3 liczbami rzeczywistymi i a+b > 0, to prawdziwa
jest nieréwnosé:

a*+b* > ab +ab*

12. Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, dla ktorych réwnanie kx? +kx +1 =0
ma dwa rézne rozwiazania rzeczywiste, takie ze xi +x3 > x{x3.

13. Dane jest rownanie x? + (p + 1x - p? + 1 = 0. Wyznacz wszystkie wartosci pa-
rametru p, dla ktérych réwnanie to ma dwa rézne rozwiazania rzeczywiste xy, Xz,
takie Ze X} +x} > 2x,X.

14. Wyznacz wszystkie wannscl parametru m, dla ktérych réwnanie mx*+x+2 =0
ma dwa rozne rozwi r wiste X1 oraz x» spelniajace warunek x? +x3 > 1.
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MINISPRAWDZIAN

1. Wielkosé m, wyznaczona ze wzoru Vo = ﬂ%:—ﬁ% mozna zapisac w postaci:
_ mVo+Vy) o Vo=V
Ame= Ty Cme = e Vo Vi)

1 V)
Vo

S2. Wartosé wyrazenia ;fzz + 4;i =84 dla dowolnej liczby calkowite] a, gdzie a 42
ia#-2,jest

A. ulamkiem wlasciwym C. liczba dodatnia

B. liczba parzysta D. mniejsza od 4

HIPERBOLA. PRZESUWANIE HIPERBOLI

| Ponizej przedstawiono fragmenty wykreséw kilku réznych funkcji f(x) = ¢.

12 2
x V=i

X
i y i
1 f 1
x
X i

y=3 y

WICZENIE A Zaznacz w ukladzie wspélrzednych kilka punkiéw nalezacych do
wykresu funkcji f(x) = -2 i naszkicuj jej wykres.

Krzywa, ktora jest wykresem funkeji f(x) = 4, gdzie a # 0, to hiperbola.
Sklada sic ona z dwéch roztacznych czesci — galezi hiperboli. Srodkiem
symetril tej krzywej Jest poczatek ukladu wspélrzednych.

05§ y jest jej asymptota pionowa, a 0§ X jest asymptota pozioma.
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y=2ia>0 y=21ia<0
Vi y

galezie galezie
hiperboli hiperboli

x
X )
asymptota
pozioma
—__asymptota__—

pionowa
Dziedzin funkcji f(x) = 4, gdzie a # 0, jest zbior liczb rzeczywistych
réznych od zera, czyli R\10}.

Jesli @ > 0, to funkcja ta jest malejaca w przedziale (~0;0), a takze jest

malejaca w przedziale (0;+cc).

Jesli a < 0, to funkcja f(x) = € jest rosnaca w przedziale (~o;0), a takze
Jest rosnaca w przedziale (0;+c).

Uwaga. Funkeja f(x) = &, gdzie a > 0, nie jest malejaca w calej swej dziedzinie,
poniewaz mozna wskaza¢ takie liczby x; oraz x; nalezace do dziedziny funkeji,
dla kiérych warunek x; < xz = f(x1) > f(x2) nie jest spelniony — moga to by¢ na
przyklad liczby x, = -1 i x, = 1. Podobnie funkcja f(x) = X, gdzie a <0, nie jest
rosnaca w calej swej dziedzinie.

Na rysunku obok przedstawio- b2
ny jest wykres funkcji y = f(x) [N =fix-4)+6
oraz wykresy innych funkcji,
ktére otrzymano w wyniku
przesuniecia wykresu funkdji f
0 pewne wektory.

Y=o
Ogolna regula dotyczaca prze- I AN
suwania wykreséw funkcji jest it ’3‘
nastepujaca: f30=flx-7)-

Jesli wykres funkcji y = ()
przesuniemy o wektor [p,ql,
1o otrzymamy wykres funkcji
y=fx-p)+q.

[ =flx+1)~2
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Okresl dziedzing funkeji f(x) =

Jesli wykres funkeji:
y=1
przesuniemy o wektor [2,-3], to otrzy-
mamy wykres funkcjiz
Podobnie przesuna si¢ tez P!
i przetna si¢ w punkcie (2,-3). Wspol-
rzedne punktéw lezacych na asymp-
tocie pionowej (rownoleglej do osi )
spelniaja warunek x = 2, a wspotrzed-
ne punktow lezacych na asymptocie
poziomej spelniaja warunek y

Dziedzing tej funkcji jest zbior R\ {2}, a zbiorem wartosci jest R\ {3}

ICZENIE B Naszkicuj wykres funkeji y a nastepnie przesuii ten wykres
o wektor [-3,4]. Zapisz wzér otrzymanej funkcji i ustal rownania prostych
bedacych asymptotami jej wykresu.

Wykresem funkcji: ¥ -8 g
x=p
y=-% +q, gdziea#0, — gdya>0

i
Jjest hiperbola, ktérej asymptoty sa

opisane réwnaniami x = p oraz y = q. =====--4}
Driedzing tej funkgji jest zbior R\{p}, x
a zbidr jej wartoéci to R\ {q}.

4, naszkicuj jej wykres,

okresl przedziaty monotonicznosdi tej funkji i znajdz wspotrzedne punktow
przeciecia wykresu z osiami uktadu wspotrzednych.

Najpierw szkicujemy wykres funkeji y = -2
potem asymptoty szukanego wykrest, (zyh
proste o réwnaniach y = —4 i

Siconie szkicujemy wykres funkeli f

_/
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Dziedzina: R\ {-5}
Funkcja f jest rosnaca w przedziale (~o0;-5), a takze jest rosnaca w przedziale

Jeslix=0,toy =

Zatem punkt przecigcia wykresu funkdji f z osia y to (0,-43).

-3

Jedliy =0, to ;3 -4 =0.
Stad:
X Obie strony réwnania mozemy pomnozyé
x+5 I-&x+35) przez x+5, bo x % -5.
-3=4x+20

x

Zatem punkt przeciecia wykresu funkdji f z osia x to (-53,0).

ZADANIE  Naszkicuj wykres funkeji y = 2 + 5, okres] przedzialy monotonicz-
nosci tej funkeji i znajdz wspolrzedne punkiow przeciecia wykresu z osiami ukladu

wspolrzednych.
oo 12 )

ZESTAW ZADAN

1. Na rysunku obok przedstawione
s3 hiperbole o réwnaniach:

®y=1
@y=3
@y=%

Dopasuj wzory do wykresGw.

2. Wykres podanej funkeji mozna otrzymac w wyniku przesuniecia pewnej hiper-
boli, ktdrej asymptotami sa osie ukladu wspélrzednych. Zapisz wzor funkeji, ktorej
wykresem jest ta hiperbola.

i

b) f(x) =~

A fi= T
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3. Hiperbole, ktérej fragment pokazano na rysunku, otrzymano w wyniku przesu-
nigcia wykresu funkgji y = —lx, Zapisz wzor funkcji, ktorej wykres przedstawiono

3;
na rysunku.

a) i b) i U Vi

4. Zapisz réwnania asymptot wykresu podanej funkqi.

__3
a) y=x3+2

5 -

5. a) Podaj wspélrzedne punktu przeciecia asymptot wykresu funkeji y = 7% 9.

b) Podaj wspdirzedne punkiow przeciecia czierech proswch kiére sq asymptotami

wykresow funkji y = =6 +8 oraz y =

6. Podaj wzory kilku funkeji, ktorych wykresami s hiperbole o asymptotach:
ax==5 1 y=3 b) x=06 i y=0
7. Przez ktdre éwiartki ukladu wspolrzednych przechodzi wykres podanej funkcji?

9 y-iloes

@ y=ts b y=

© 8. Czy wykres funkgji y = L5 +3 przechodzi przez wszystkie éwiartki ukladu
wspélrzednych? Odpowiedz uzasadnij.

9. Na rysunku przedstawiono fragmen- | Vi
ty wykreséw nastepujacych funkcji:

Oy=3%-

Dopasuj wzory funkcji do wykresGw.
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10. Znajdz wspélrzedne punktow, w ktorych wykres podanej funkgji przecina osie
ukladu wspolrzednych. Naszkicuj ten wykres. Wyznacz przedzialy monotoniczno-
sci funkeji i podaj, dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci dodatnie.

!

a) f00= Lo 9 f0-25-3

b) f(0= ’73 +1 @ f(0=

11. Podaj liczbe, dla ktérej funkcja f nie jest okreslona. Naszkicuj jej wykres i ustal,
dla jakiej wartosci a réwnanie f(x) = a nie ma rozwigzania.

-2 _ o = 12
a) f(x)= x 9 f(x) e) f(x) x+v§+18

b) f(x)=

O

12. Naszkicuj wykres funkeji y = f(x), a nastepnie skorzystaj z wykresu i wyznacz
zbiér argumentéw, dla ktérych wartosci funkeji naleza do przedziatu (0;3).

a) (=043 9 =5 +3 o f0= 2 -1
4

b f(0=9-3 0 £ =555 +3 -5

13. Na ponizszym rysunku przedstawiono fragment hiperboli bedacej wykresem
podanej funkcji. Przerywane linie to asymptoty tej hiperboli. Oblicz pole zacienio-
wanej figury.

-2 --0 -2
A y=s5+1 b) y=— 75 +3 9 y=53+3

i Vi yi

\

14. znajdz wzor funkeji, kire] wykresem jest hiperbola o asymptocie pionowej
o réwnaniu x = 1, osie ukladu ws ch w punktach o wspsl-
rzednych (0,4) i (2,0).
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15. a) Hiperbole o réwnaniu y = m -5 przesunigto o wektor [4, 2]. Zapisz wzér

funkgji, ktérej wykres otrzymano.

b) Ustal, o jaki wektor nalezaloby przesuna¢ hiperbol¢ o réwnaniu y = Fea e aby

otrzymac hiperbole o réwnaniu y = 2. +7.

Warto wiedzie¢!

Kazda hiperbola ma dwie osie symetrii. Wierzchotkami hiperboli nazywamy punkty
hiperboli, ktGre leza na jednej z tych osi, czyli lezq na przecieciu hiperboli o rowna-
niuy = 7 prosta o réwnaniu y = x, gdy a > 0, lub z prosta o réwnaniu y = -x, gdy
a<o.

y=2ia>0 y==1ia<0

y

‘wierzchotki
hiperboli

16. Przeczytaj informacje w ramce. Znajdz wspéirzedne wierzchotkéw podanej hi-
perboli, a nastepnic ja naszkicuj.

ay=%

17. Przeczytaj informacje w ramce. ZnajdZ wzory opisujace wspolrzedne wierz-
cholkéw hiperboli o réwnaniu y = &, gdy a > 0 oraz gdy a < 0.

18. Przeczytaj informacje w ramce. Podaj wspdlrzedne wierzcholkéw hiperboli
o réwnaniu y = 9, a nastepnie znajdz wspolrzedne wierzcholkow:

a) hiperboli otrzymanej w wyniku przesuniccia hiperboli opisanej rownaniem
o wektor [-3,2

b) hiperboli, ktéra jest wykresem funkeji y = -7

X-10

19. Przeczytaj informacje w ramce. Znajdz wspélrzedne wierzchotkéw hiperboli.

@y
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¥ 20. Hiperbola przedstawiona na rysunku jest wykre-
sem funkcji:

y +2

x-4

Zaznaczona prosta jest osiq symetrii tego wykresu.
Oblicz pole zacieniowanego kwadratu.

B

21. Znajdz réwnania prostych, kiére sq osiami symetrii hiperboli.

b y=;ls46 9 y=3I5-9 dy=

22. Podaj przyklad wzoru funkcji, ktorej wykresem jest hiperbola i ktéra:
a) nie ma miejsc zerowych i przecina 0§ y w punkcie (0, 2),
b) przyjmuje wartosci dodatnie tylko wtedy, gdy x> 3,

©) przyjmuje wartosci ujemne tylko wtedy, gdy x > 1.

MINISPRAWDZIAN
S1. Wykres funkeji f(x) = 2= - 3 ma takic same asymptoty jak wykres funkcji:
2 - = -
A9 =243 Bg=2-3 C.gx)= D.g = 3--2
52. Wykres funkdji f(x) -5 nie przechodzi przez:
A. cwiartke T B. ¢wiartke 1T C. éwiartke T D. éwiartke IV
$3. Na rysunku przedstawiono fragment wykre- y
su funkeji F(¥) = 95 + c. Wynika stad, ze:
Aa=2 C.c=6

B.b=-1 D.a+b+c=0 ¥

54. Ktérg z ponizszych wlasnosci ma funkeja f
okreslona wzorem f(x) = -2 - 447

A. Micjsce zerowe funkgji £ to x = —4. 1
B. Wykres funkeji f przecina o§ y w punkcie i X
0 wspélrzednych (0,-2).

C. Asymptota pionowq wykresu funkcji f jest
prosta o réwnaniu x = 1.

D. Wykres funkeji f nie przechodzi przez I éwiart-
ke ukladu wspélrzednych.
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FUNKCJE WYMIERNE

Funkeje majaca postaé f(0 = Y&, gdzie W(x) i V(x) sa wielomianami i V()
nie jest zerowym, nazy funkcja wymierna. Dziedzing
takiej funkeji jest zbior liczb rzeczywistych x, dla ktérych V(x) 4 0.

Zauwaz, Ze funkcje wielomianowe sq takze funkcjami wymiernymi.

Ponizej zapisano trzy wzory funkeji wymiernych majacych postaé y = X+b.

_2x+7
x-2 Y=ox6
D i tych funkcji s i Zbiory:
R\ {2} R\ {-3} R

Wyrazenie wystepujace po prawej stronie kazdego z tych wzorow mozna
przeksztalcié:

2047 _2x46+41
2x+ 2x+

Wzory tych funkcji mozna wiec zapisac w postaci:
y=3 y=

1
ErE

2x+7

Wykresem funkji y = 3X=6 jest prosta bez punktu, funkcji y = 247 —

hiperbola, a funkeji y = 3%-4 — prosta.

b7 b7 b7
1 T 1
o 1 x 01 X 0| x

Jesli funkcje mozna okreslic za po-
Przyklady funkcji moca wzoru:
‘homograficznych: _ax+b
Tex+d
a wzoru tego nie moZna uproscic
do postaci liniowej y = px+q (tzn.
ax-3 ad # cb), to wykresem tej funkcji
ey " N "
2(x-v3) jest hiperbola i funkcje te nazywa-
my homograficzna.
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VICZENIE A 2) Trzy z podanych funkeji nie s3 homograficzne.
3x+6 x+3 6x-4 9x-6
y y

3

y=

x+1 YT T 5 2

b) Przeksztal¢ kazdy z podanych wzorow funkgji do postaci y

Wzér funkcji wymierncj, ktérej

wykresem jest hiperbola, mozna Przyklady wzoréw funkcji,
zapisaé w postaci ogolnej: ktérych wykresami sa hiperbole:
axtb W postaci W postaci
Y=ex+d ogolnej Kkanonicznej
x+7
albo w postaci kanonicznej: ye3s
a
y=5i,+a _6xs2
sl T
L o P
YT X

Jesli funkcja y = g::g nie jest funkcj stala ani funkcja liniowa, to aby na-
szkicowat jej wykres, bedziemy przeksztalcac ten wzor tak, aby otrzymaé

jego postac ka zna. Takie s jest zawsze

[LIATTEOHE Przeksztaté wzér funkji tak, aby otrzymac jego postaé kanoniczna.

_Sx+4
x=1

Sx+4 _S(x-D+5+4 _5x-1+9 _5x-1
X-

a) fx

ZADANIE  Przeksztalé wzor funkeji tak, aby otrzymac jego posta¢ kanoniczna,
4x+6 4x+6

X
x+3

b) f(x)=

g =

v s Eal danio 1-10 )
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Naszkicuj wykresy funkcji £(x) =

2 rysunku, odczytaj rozwiazanie nieréwnosci

[TOTITSEN Wykaz, ze funkcja f(x) = ;i;f jest rosnaca w przedziale (~oo;

Niech x; €

Poxe (o)

ix<x.

36-5 35, = 5)@x +1)= Gxy = 5)@x +1
Cf) = 3225 _30-5 B -5+ D)-Bx =Sk +) |
foe)=f0) = 3053 = a1 @+ DX+
L 6x 3% - 10X =5-6xX-3x +10x+5 _
@x+ 2x + D

13%6-13x

o 13%-130  _1306-x)
@x+1)2x+1

@x+Dx+1)

x> X1, wiee 2 =X > 0
x1 € (-00;-1) oraz x: € (-
wigc 2x; +1<0i2x +1 <0

>0

Zatem f(x2) = f(x1) > 0, czyli f(x2) > f(x1).

Wykazalismy wiec, ze funkcja f jest rosnaca w przedziale (-

ZADANIE

Wykaz, ze funkeja f(4 i3

S~ dest malejaca w przedziale (234).

wdmie 11 )

Il Korzystajac z wykreséw funkeji typu y = @5 niektgre nierownosci wy-

mierne mozemy interpretowa¢ graficznie 1 rozwiazywac je nieco inaczej
niz dotychczas.

. Korzystajac

x
x-3772

Doprowadzamy wzér funkdji f do postaci
kanoniczne)

X

40

Szkicujemy wykresy obu funkcji
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i Obliczamy pierwsze wspéirzedne punktow
przeciecia hiperboli z prosta,

—4x ==(x =3)(x +3)
-4x-9=0, A=52

x =428 _5_ 73 x=422B o, 73

. . i Nleréwnose Jest spefnlona dia argumentéw,
X€@=V13;3)V@+V/13; +) da kmrych Riperbola znajduje si¢ nad prosta

ZADANIE | Naszkicuj wykresy funkeii £ =
sunku, znajdz rozwiazanie nieréwnosci <t

i (v = 2x - 1. Korzystajac z ry-

X3

adaria 1215 )

IV | CWICZENIE B Ponizej przedstawiono wzory i fragmenty wykresow kilku funkcji
wymiernych, ktGre nie sa funkcjami homograficznymi. Ustal dziedzing kazdej
2 tych funkcji oraz miejsca zerowe.

5 5
o0 = 0L =) g = 0380 =69)
b7 pY
1 b
’\w i \ X i X
B 0,5%* i(x) = 3X+6
= G 2= 0=
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Przyjrzyj sie fragmentom wykreséw funkcji przedstawionym ponizej. Zwroé
uwage, ze dziedzing kazdej z tych funkji jest zbiér R\ {-3,2}. Wszystkie
wykresy maja asymptote pionowa o réwnaniu x = -3, a tylko dwa z nich
maja asymptote pionowa o réwnaniu x = 2.

(x-2)x X
(x=2)x+3) =2)(x+3)
p{
1
1 x
_(x-2x o x-2x
= 50020+ 3)
y | \j‘
_J L i
[ 1 1 1 12 X

Zauwaz, ze wzér funkcji wymiernej M& mozna uprosci¢, gdy wielomiany
W00 1 V() maja wspdine plerwiastkd Jééli po uproszezeniu wzoru fankgj
3] L0, gdzie wiclomiany U(x) i Q(x) nie maja wspol-
nych pierwiastkow, to asymptota pionowa wykresu bedzie kazda prosta
opisana réwnaniem x = a, gdzie a jest pierwiastkiem wielomianu Q(x).

CWICZENIE ¢ Wyznacz rownania asymptot pionowych wykresu podanej funkeji
5)

oy Mo 12 ) y = 2 = DX + 20

K+ Dx+2) ’ X+ 2700 5)
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[TIATTTE Rysunek przedstawia fragment
wykresu pewnej funkdji. Wiadomo, ze wzér

tej funkcji ma postaé f(x) = m. Z
pisz wzor funkgji f, zastepujac litery a, b, ¢,
d odpowiednimi liczbami.

Asymptotami pionowymi s proste
o réwnaniach:

x=-61x=4 Wykres ma dwie asymptoty pionowe: X = -6
. . i\ x = 4, wigc liczby ~6 i 4 53 pierwiastkami
Zatem wzér ma postac wielomianu (x + (x + o)

__ax+b
0= Geic-a
Z wykresu odczytujemy wspotrzedne punk

fO=-11i f-3)=0 t6w przeciecia wykresu  osiami ukladu wspot
rzednych.

—a-0+h d b=24 _ .

Greo—a =1 stad b= Z réwnosci £(0) = -1 obliczamy b.

ey =0, sad a=8 Z rownosci (-3) = 0 obliczamy a.

24
0= Grsen

ZADANIE  Rysunek przedstawia fragment
wykresu pewnej funkcji. Wiadomo, ze wzor tej
funkcji ma postaé f(x) = %A Zapisz wz6r
funkeji f, zastepujac litery a, b, ¢, d odpowiedni-
mi liczbami.

CWICZENIE D Jesli graficznym lub uzyj
ich do sporzadzenia wykreséw kilku funkeji wymiernych,

2t 16-19 )

ZESTAW ZADAN

1. Zapisz wzor funkcji w postaci kanonicznej i naszkicuj jej wykres.

= =3x+5 x+4
a) fln == 9 = 57%
_x+1 _2x+8 —x+6
by fo9= X1 o) fx)- 218 W 0= 40
9 flx=-2 0 fo- D o= 2xe3

ax+1 1
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2. Okresl dziedzing i zbior wartosci funkcji.

—6x

a) y= 0%

3. Znajdz réwnania asymptot wykresu podanej funkcji.

a) f(0=

9 fo-%1 o f(- =6

5x+12

b) f(x) = d) flx)= ) fx=

1
3x-4

4. Znajdz wspérzedne punktu przeciecia asymptot wykresu funkeji.

a) foo - 2L 9 foo- 213 o fio-2=2
B 0= o fo= 10 0 0= 52
5. Naszkicuj wykres funkcji.

= | =2x+ x+1
ay= |3 9y ‘m‘
6. Na rysunku obok przed- ”

stawiono fragmenty wykre-
sow nastepujacych funkeji:

_axs
Oy=5=
@y s b

X+2 %
@y- 23 L ©

_2x-3
Dr=33
Dopasuj povyzsze wiory

do wykres

7. Znajdz wspélrzedne punktow przeciecia wykresu podanej funkeji z osiami ukla-
du wsplrzednych, a nastepnie naszkicuj wykres tej funkeji i okresl jej przedzialy
monotonicznosci.

3X 4

a) flx) =

b) f(x)=
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8. a) Ustal, jakiej wartosci nie przyjmuje funkcja y = 243
b) Wyznacz wartos¢ a, dla Ktrej prosta o réwnaniu y = a nie przecina wykresu
funkjic

flx)=

3“’

9. a) Ustal, ile miejsc zerowych moze mie¢ funkcja homograficzna y = 4X+b.
b) Ustal, ile miejsc zerowych ma funkcja homograficzna y = 4X+b w zaleznosci od
Eay
wartosci a i
©10. Zbadaj monotonicznos¢ funkcji.

a) b) Ll

A = x=1 y
yz{m, gdy x<-3 =3 gdy x<2 y:{
—x-4, gdy x>-3 +

2 +x, gdy x<2

gdy x>2

€I 11.3) Wyka, ze funkcja f(x) = % jest malejaca w przedziale (~co

b) Wykaz, ze funkcja f(x) =

jest malejaca w przedziale (~c0;-2).

o Wykaz, ze funkcja f(x) =

2= jest rosnaca w przedziale (~1;+2).

Il 12. Naszkicuj wykresy funkcji y = f(x) 1 y = g(x), a nastepnie znajdz wspélrzedne
punktéw przecigcia tych wykresow.

a) 0=y aW=x 9 f0=4s W= 2s
22, gl=2x+3 ) f00 = 900 = 2%

13. Naszkicuj wykresy funkcji y = f(x) i y = g(x), a nastepnie, korzystajac z wykre-
$6w, znajdz zbior rozwiazan nieréwnosci f(x) > g(x).

a) 0= 20, g =2 9 f0=1 aw=1=%

b f0=1x  aW = ) £ =

-x
3

14.a) Asymptoty wykresu funkcji f(x) =
Znajdz wartosci a i b.

przecinajg si¢ w punkcie (5,-3).

b) Srodkiem symetrii wykresu funkcji g(x) =
sipiag.

= PX=2 jest punkt (-4, 1). Znajdz warto-
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©15. Uzasadnij, ze jesli f(x) = Jesl funkcja homograficzna, to:

a) asymptota pionowa wykresu Ie] funkcji jest prosta o rownaniu x = -4,

b) asymptota pozioma wykresu tej funkcji jest prosta o réwnaniu y = 4.

4V ® 16. Naszkicuj wykres funkcji.
b) f(x)=

a) fx)

17. Znajdz punkty, w keérych wykresy ponizszych funkeji przecinaja osie ukladu
wspélrzednych. Wskaz te funkeje, ktére przyjmuja tylko wartosci dodatnie.

(x -2 _ 3 n 5 x
Fners  WegTrme MWegmrenr -Gk

fx)=

18. Na rysunku przedstawiono fragmenty wykresu funkji. Jej wzor mozna zapisa¢
w takiej postaci, jaka podano pod wykresem. Znajdz wzor tej funkcji.

a) Q9

f00- e - Al D)

ax+b
(x+o)x+d)

+b -
g = (x+c)(x+d) 0=

ax? +bx+c
x+d

46 WYRAZENIA WYMIERNE



©19. Na rysunkach pokazano fragmenty wykreséw funkcji, ktorych wzory maja po-
stac y = £+&. Dla poszczegdlnych funkcji podaj, jaki znak ma wspélezynnik a i ja-
ki znak ma wspélezynnik b (tzn. czy jest to liczba dodatnia, ujemna, czy réwna 0).

Vi Vi

X X

g

MINISPRAWDZIAN
51. Ktéra z podanych funkcji jest funkeja homograficzna?

L Cfoo =228 D. flx) = 84

A fx) =

52. Wskaz wartos¢ m, dla ktérej prosta o réwnaniu y = m nie ma punktow wspol-

nych z wykresem funkeji £0) = 22,

Am=7 B.m=-4 c.m D.m=3

3. Funkcja jest okreslona wzorem f(x) = =24 Ocen, ktére zdania sa prawdziwe.

x+1
1 | Zbiorem wartosci funkgji f jest zbior R\ {~4}. TAK/NIE
1| Funkcja f jest malejaca w przedziale (~oo;-1) oraz w przedziale TAK/NIE
(-1;+0).
1l | Asymptoty wykresu funkcji przecinaja sie w punkcie (~1,-3). TAK/NIE
[y | Prosta o réwnaniu y = x ma jeden punkt wspélny z wykresem TAK/NIE
funkeji f.
. " _ x-3 . .
54. Dziedzing funkeji f(X) = aroy—g Jest zbior:

ArVf21} BR\fo2}  cRV2-1,130 DoRNf-2,-11)

S5 Asymptoty pionowe wykresu funkeji £(9) = X~ sq opisane za pomoca réwnaii
Ax=0,x=3 B.x=0,x=3,x=5 Cx=5 D.x=-3,x=0
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1. Okresl dziedzing wyrazenia wymier-
nego, a nastepnie przedstaw to wyraze-
nie w najprostszej postaci.

X5 —8x

x'-16
Ry Ty

R =

2. Okresl dziedzing wyrazenia, a na-
stepnie wykonaj dzialania i przedstaw
wynik w postaci ilorazu wielomianow.

X9
R e R

(x+5)

X225
b) X —ox

2-3x

i
2x-3

1

4-5x , 2x-7
R TR

3. Rozwiaz réwnanie.

4
) 9 s taen 0

, X X+2 _2x+4
R T x-1

4. Rozwiaz réwnanie.

x H
3% 3T

4 x__
e

—_—
24X

9 T s 0

5. Rozwiaz nieréwnosé.

) 550 9 35 S95a
b1 o3c0 o B <l

6.Liczby a i b sa odwrotnosciami
dwoch kolejnych liczb naturalnych.
Réznica liczby } i sumy liczb a i b jest
10 razy wieksza od iloczynu ab. Znajdz
liczby a i b.

7. Wyznacz wszystkie wartosci a, dla
Ktérych podana suma ma wigksza war-
t0¢ od wartosci wyrazenia

4a
@
3, a+2
a2 aa

8. Okresl dziedzing funkcji.

5
1 b y=—Z=
=42
9. Wykres funkcji f(x) = a + X‘%C prze-
chodzi przez punkt (0, 2), a jego asymp-
totami s3 proste o rownaniach y = -3
ix=5.ZnajdZ wartosci a, b i c.

_ [x*2
a) y=ylo

10. Oblicz pole prostokata ograniczo-
nego asymptotami hiperbol:

y=

iy=

X+5

7
2x-4
11. Dane s funkgje: f(x) = 3;51‘ oraz
900 = 253 Naszkicuj wykresy funk-
cji f i g, a nastepnie okresl, dla jakich
argumentéw wartosci funkeji f sa wick-
sze od wartosci funkcji g.

12. Wyznacz p z podanego wzoru.

m_p-k =2

a) - psk 9 5=5%

Pt

l__1 4,1 X4y _x

Dacarty YTy
y

13. Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczy-
wistej a # 0 zachodzi nieréwnosc:

|a+2|>10
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Ciagi

W 1965 roku Amerykanin Gordon Moore (czyt. mur) sformufowal

zasad znang jako prawo Moore'a: ,Moc obliczeniowa komputerdw
podwaja sie co 18 miesiecy”. Prawo to sprawdzalo si¢ przez ponad 40 lt.
Oznacza to, ze moc obliczeniowa wzrosta w tym czasie ponad milion razy!

i

|
.

——

AN

Przyktady ciggédw = Cigg arytmetyczny = Suma wyrazéw ciggu
arytmetycznego = Cigg geometryczny = Suma wyraz6w ciggu
geometrycznego ® Procent prosty i procent sktadany = Granice
ciggéw = Obliczanie granic = Szereg geometryczny = Powtdrzenie
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PRZYKEADY CIAGOW

W pierwszej tabeli uporzadkowano Kolejnos¢ Kolejnos¢
kraje nalezace do ONZ wedlug ich paristw ONZ paristw ONZ
powierzchni, a w drugiej — wedlug  wg powierzchni wg liczby ludnosci
liczby ludnosci. Z tabeli mozemy od-  w2012roku w2012 roku
czytaé, ktére micjsca w danej Klasyfi-
kacji zajmuja poszczegélne paistwa. | Lp. | Padstwo |/ Lp. | Paistwo
Gdy pewne elementy ustawimy w ko- 1 | Rosja 1 | Chiny
lejnodci tak, ze wiadomo, ktéry jest | 2 | Kanada 2 | ndie
pierwszy, ktéry drugi, kiéry trzeciitd, | 3 | ciny 3 |usa
to méwimy, Ze utworzyliémy ciag. Tak 4 |usa 4 | Indonezja
ponumerowane elementy nazywamy )
wyrazami ciagu. 5 | Brazylia 5 | Brazylia
. | 6 |Australia | 6 | Pakistan
W tabelach sa przedstawione dwa r6z- | 7 | 1o 7 | Migeria
ne ciggi panstw. Jak widac, w wy-
padku ciagu wazne jest nie tylko to, | S |Atsentyna fi 8 | Bangladesz
2 jakich wyrazéw si¢ sklada, ale tez | 9 |Kazachstan|l 9 | Rosja
— w jakiej kolejnosci te wyrazy wy- | 10 | Algieria 10 | Japonia
stepuja. : :
70 | Polska 33 | Polska
CWICZENIE A Dla kazdego z ciagéw po | 71 | oman 34 | Algieria
danych w tabelach ustal:
. 72 | Wiochy 35 | Kanada
a) ile wyrazéw ma ciag, N "
b) ktérym wyrazem jest Polska, : :
0 ile wyrazéw ciagu znajduje si¢ mig- | 192| Nauru 192| Tuvalu
dzy Chinami a Polska. 193| Monako 193 | Nauru

Ponizej podajemy kilka przykladéw réznych ciagéw. Zwré¢ uwage, ze wy-

razy ciagu moga sie powtarzac.

* Ciag nazw miast — gospodarzy letnich igrzysk olimpijskich od roku 1896
do roku 2016:

Ateny, Paryz, St Louis, Londyn, Sztokholm, ..., Berlin,
Londyn, Helsinki, ..., Ateny, Pekin, Londyn, Rio de Janeiro

« Ciag kolejnych liter stowa MATEMATYKA w alfabecie semaforowym:

4N {4434 4

« Ciag kolejnych znakéw numeru rejestracyjnego pewnego samochodu:
G, A 7,0, 4 0, N
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« Ciag figur budowanych z zapalek:

‘ _— Y
11T 1T 1T I
o Ciag liczb naturalnych podzielnych przez 11:

0, 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99, 110, 121, 132, ...

Dwa ostatnie z podanych ciagéw maja nieskoriczenie wiele wyrazow. Takie
clagi nazywamy ciagami nieskoriczonymi. Gdy ciag sklada si¢ ze skoficzo-
nej liczby wyrazow, nazywamy go ciagiem skoficzonym.

Wyrazy ciagu oznaczamy zwykle za pomoca malych liter z indeksem (in-
deksami sa liczby naturalne dodatnie), na przyklad a, to pierwszy wyraz
ciagu, a; to siodmy wyraz, za$ a, — to n-ty wyraz ciagu.

Ciag ai, az, @s, s, ..., w0, Ao, ... bedziemy oznacza¢ symbolem (an).
Uwaga. Symbolu () bedziemy uzywaé do oznaczania zarowno ciagéw nieskori-

czonych, jak i ciagéw skoriczonych,

Ciag (ax) mozemy zinterpretowa¢ jako pewna, funkcje f, kiorej dziedzi-
n jest zbior liczb naturalnych dodatnich lub jego skoficzony podzbiér
(1,2,3,...,k} oraz f(n) = an, czyli f(1) = a1, f2) = az, f3) = as, ... .

Ciagl, ktérych wszystkic wyrazy sq liczbami, nazywamy ciagami liczbowy-
mi. Oto kilka przykladéw takich ciagow:

1 1 1
. Lo 3% 3 5 & 7
. 1, 2 2, 3 3, 3 4 4 4 4 Si e
e -1, -2, 3, 4, -5 -6 7, 8 ..

e V2, V3, V5 V6, V7, VB VIO, VII, VIZ, VI3, ..

CWICZENIE B W kazdym z powyzszych ciagéw liczbowych kolejne wyrazy po-
wstaja wedlug pewnej reguly. Sprobuj odgadnac te regule i podaj trzy nastepne
wyrazy kazdego z tych ciagow

wadania 1-4

Kolejne wyrazy ciagu liczbowego mozna czasem opisac za pomoca ogolne-
go wzoru przedstawiajacego zaleznoé¢ wyrazu a, od liczby n. Na przyklad
ciag kolejnych liczb naturalnych parzystych: 0, 2, 4, 6, 8, 10, ... mozna
opisac za pomoca wzoru:

ap=2(n-1)

Korzystajac z tego wzoru, mozna obliczyé dowolny wyraz ciagu, na przy-
Kiad setny lub piecset jedenasty:

@100 =2(100-1) = 198 as1 =2(511-1) = 1020
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Oto przyklady ciagéw opisanych za pomoca wZzoréw ogdlnych:

CiaG WZOR 0GOLNY
el 2 3 4 5
EA S A S
o1, -V2, 2, -2V2, 4, .. = (=/2)1!
® 2, 6 12, 20, 30, .. cn=n(n+1)
5 5 5 5 . do=5

b) Korzystajac z pierwszego wzoru, mozemy otrzymaé réwno
Zapisz w podobny sposcb liczby:

Qs b @dyns1)  cui-cp  Getden

adania5-15 )

Przyjrzyj sie ciagowi figur tworzonych z kropek.

Liczby kropek tworza ciag liczb zwanych .
liczbami tréjkatnymi. . .o
. .o s
.o cee ceee
. .o cee ceee cecoe
1 3 6 10 15 e

VICZENIE D Podaj szésta i dziewiata liczbg trojkatna.

W ciqgu liczb tréjkatnych (t,) pierwszy wyraz to 1 (t; = 1), drugi wyraz jest
0 2 wiekszy od pierwszego (t; = t; + 2), trzeci wyraz jest o 3 wiekszy od
drugiego (13 = t2 +3) itd. Ciag ten mozna wiec okresli¢ nastepujaco:

=1 ns

N+ 1

Jesli podajemy pierwszy wyraz ciagu (lub kilka poczatkowych wyrazow
cagu) i wzor pnzwalajqcy obliczyé k(ﬂejne wymy na podstawie wyrazow

Oto przyklady clqgow oplsanych za pomuca waorow rekurencyjnych:

CIAG WZOR REKURENCYINY
e -216, -220, -224, -228, ay =-216, an.1=an-4
bi=1, bpi1=10bp+1

* 305 4, 45, 4, =3, =5, g = Bl

e 1, 11, 111, 1111,...

Uwaga. Powyzsze wzory mozna tez zapisa
za pomocg klamry: ¢

=216 bi=1 =5
— byt = 106, +1 g = S
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CWICZENIE £ Sprobuj odgadnaé regule, wedlug ktdrej utworzono zapisany ciag.
Podaj wzor rekurencyjny tego ciagu.

a) 100, 94, 88, 82, 76, 70, .. 9 160, -80, 40, ~20, 10,
b) 2, 6, 18, 54, 162, d)5, 5, 10, 15,

Zauwaz, ze gdy ciag jest okreslony wzorem ogélnym, to mozna obliczy¢
wyraz ay, nawet gdy nie znamy zadnego innego wyrazu tego ciagu. Gdy
jednak ciag okreslamy rekurencyjnie, to aby znaleZ¢ wyraz ay, musimy
obliczy¢ wszystkie poprzedzajace go wyrazy.

Niektdre ciagi liczbowe mozna opisa zaréwno za pomocq wzoru rekuren-
cyjnego, jak i wzoru ogélnego. Taka wlasnoéc ma na przyklad ciag liczb

tréjkatnych.
Przyjrzyj sie rysunkom. Polowa liczby kropek na kazdym z nich to liczba
tréjkatna.
00000
0000 coooe
° cooe cooee
oo ° coewe coeee
° oe ° ceee ceeee
. .o . ceee DRy

Korzystajac z tych rysunkéw, latwo zauwazyé, Ze kolejne liczby trojkatne
mozna zapisa¢ w postaci:

Wobec tego wzér ogdlny pozwalajacy oblicza¢ liczby tréjkatne ma postac:

_n(ns1
tn = 1

Oto inne przyklady ciagéw, ktre mozna zapisaé zaréwno za pomoca wzo-
ru ogdlnego, jak i wzoru rekurencyjnego.

Ciac WZOR 0GOLNY WZOR REKURENCYINY

© 2, 4,8 16, ... ap=2" ar=2, an.=2an
10, 20, 30, 40, ... by=10n bi1=10, byei=by+10
® 1, 4,9 16, . cn=n? Cne1=Cnt2n+1
' dy = 271 di=3, dn =Bt

. e =1t enii ==ty

s 162 )
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IV Jesli wyrazy ciagu sa liczbami, z kiérych kazda nastepna jest wicksza od
poprzedniej, to ciag nazywamy rosnacym. W takim ciagu dla dowolnych
dwdch kolejnych Wyrazow an i ay+1 zachodzi nier6wnosé ay < dne1.

Gdy wyrazy ciagu sq liczbami, z ktérych kazda nastepna jest mniejsza od
poprzednicj, to ciag nazywamy malejacym. W takim ciagu dla dowolnych
dwéch kolejnych Wyrazéw ay i an.1 zachodzi nieréwnosé d, > dn1.

Gdy wszystkie wyrazy ciagu liczbowego s3 Téwne, to ciag nazywamy cia-
giem stalym. W takim ciagu dla dowolnych dwoch kolejnych wyrazow an
i a1 zachodzi T6WNOSE dy = dne1.

CWICZENIE - Podaj przyklad ciagu liczbowego, ktdry ma cztery wyrazy i ktéry:
a) jest ciagiem rosnacym,

b) jest ciagiem malejacym,

o nie jest ciagiem rosnacym ani malejacym, ani stalym.

PRZYKEAL Zbadaj monotoniczno$¢ ciggu.

2n
) an =375

20n+1) _ 2n _2n+2 _ 2n

L s e B e B F BT

@n+2(n+))-2nn+2)
(n+Nn+2)

_2m+2n+2n+2-2n
- (n+1)n+2)

.2 >0 Dla dowolnej liczby naturalnej dodat
n+)n+2) niej nliczby n+1 oraz n+2 3 dodatnie.

Dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n zachodzi nier6wnosé ay.: - a, > 0,
WIgC dns+1 > apn. Zatem ciag (dn) jest rosnacy.

2-8n+7

b) b=
bpet = by =(n+ 1) =8(n+ 1)+ 7~ (n* ~8n+7) =
= +2n+1-8n-8+7 -1’ +8n-7=
=2n-7
Warto$¢ roznicy bp. - by = 2n -7 moze by liczba dodatnia (np. gdy n=4)
lub ujemna (np. gdy n = 3).
Zatem ciag (by) nie jest ani rosnacy, ani malejacy.

ZADANIE  Okresl monotonicznosé ciagu.
2-5n+4

a) an=14 b) by=
sadania 3-29
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ZESTAW ZADAN

1. Antoni Stonimski i Julian Tawim w ,Pracowitej pszczolce. Kalendarzyku encyklo-
pedyczno-informacyjnym na rok 1921” wsréd wielu dowcipnych tekst6w zamiescili
pewien ciag — spis alfabetyczny wszystkich nazw liczb od jeden do sto. U6z po-
dobny ciag dla liczb naturalnych od zero do dziesiec.

2. Ustal, ile wyrazw ciagu () znajduje si¢ miedzy wyrazami:

a) ax i as b) azs i ais Q) an i am d) aniy 1 asn

3. Podaj trzy poczatkowe wyrazy i wyraz dziesiaty ciagu okreslonego nastepujaco:
a) n-tym wyrazem ciagu jest liczba zer w liczbie 107,

b) n-ty wyraz ciagu to liczba jedynek w zapisie dziesiatkowym liczby n,

) a, oznacza, ile liter wystepuje w zapisie liczby n stowami.

4. Podaj wyrazy aieo i aior ciagu okreslonego w nastepujacy sposcb:
a) ax to cyfra jednosci liczby 5n, 9 ay to cyfra jednosci liczby 2,
b) a, to cyfra jednosci liczby 9", d) a, to cyfra jednosci liczby 37.

5. Podaj trzy poczatkowe wyrazy oraz dziewiaty wyraz ciagu okreslonego wzorem:
el b) @y = (31" +3" 9 an=2;

a) an=

6. Znajdz wyrazy: trzeci, sz6sty i trzynasty podanego ciagu.

V2, gdyn<10 —n?+3, gdy n jest parzyste
aan={ » b by=1, .
et gdynz10 5 gdy n jest nieparzyste

7. a) Ktére wyrazy podanych ciagéw sq rowne 12
ap =(-1)1+1 by =1+(-1)" + (-1t =3-2-(-1"
b) Ktére wyrazy podanych ciagow sa liczbami calkowitymi?

n=2+2 en=1

8. Ponizej zapisano wzory ogdlne trzech ciagow:
an=(n-1)n+3) =544
Zapisz wyrazenia przedstawiajace liczby:

o1 i an-a bn-1 i byet —=ba-1 (gdy n>1) Cnmer 1 (gdy n>2)

9. Czterdziesci poczatkowych wyrazéw ciagu ay = n? - n +41 to liczby pierwsze.
Wz6r ten podal szwajcarski matematyk Leonhard Euler (czyt. ojler). Podaj kilka
poczatkowych wyrazow ciagu (ax) i wykaz, ze as nie jest liczba pierwsza.
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Warto wiedzieé!

Jednostka astronomiczna to srednia odleglosé Ziemi od

Sloiica. W tabelce obok przedstawiono srednie odleglo- Srednia
sci od Slonca szesciu kolejnych planet. Jako jednostke  Planeta | odleglos¢
odleglosci przyjeto {5 jednostki astronomicznej. od Stoiica

W 1772 roku niemiecki astronom Daniel Titius zauwa-

Merkury 4
2y1, ze gdyby micdzy liczby 16 i 52 wymicnione w tabeli ;
o ‘ ! Wenus 7
wpisa¢ jeszcze liczbe 28, to otrzymany ciag mozna by
opisa¢ regula; Ziemia 10
ar=4 i a;=4+3-2"%, gdy n>2 Mars 16
) A L Jowisz 52
Ku zaskoczeniu astronomow, dzieki znacznie pozniej-
Saturn 100

szym obserwacjom, znaleziono midzy Marsem a Jowi-
szem pas planetoid, kiorego odleglosc od Slorica odpo-
wiada w tym ciagu wlasnie liczbie 28.

10. Przeczytaj informacje w ramce.

a) Planete Uran odkryto dopiero w 1781 roku i dlatego Titius nie uwzglednil jej
w swoich rozwazaniach. Jednak liczba w ciagu Titiusa odpowiadajaca planecie
nastepnej po Saturnie jest zdumiewajaco bliska prawdziwej odleglosci Urana od
Storica. Znajdz te liczbe.

b) Neptun to nastepna po Uranie planeta. Znajduje si¢ ona okolo 30 razy dalej od
Storica niz Ziemia. Sprawdz, czy i te odleglosé pozwalal przewidzie¢ ciag Titiusa.

11. Ciag jest okreslony za pomoca wzoru: a, =

a) Ktérym wyrazem tego ciagu jest liczba 0?7
b) Czy wyrazami tego ciagu sa liczby 3, § i 12

) Kt6re wyrazy tego ciagu sa wieksze od 10, a ktre sa mniejsze od 137

12. Zaproponuj, jaki moze by¢ wzér ogdlny ciagu, ktérego poczatkowymi wyraza-
mi s podane liczby.

a) 1+5', 2+52, 3+53, ... d) 1, 8, 27, 64, 125, ...
b) 2, 4, 6, 8, 10, ... e) % 3 4

111 L
QL3 f) -4,

o

1,0, 1,2 ...

13. Wyrazami kazdego z podanych ciagéw sa kwadraty liczb calkowitych. Zapro-

ponuj, jakie moga by¢ wzory ogolne tych ciagow.

a1, 4,9 16 25 ... ®b) 0, 4, 16, 36, 64,
4,9, 16, 25, 36, 9,4,1,01,4,.
25, 36, 49, 64, 81, ... 100, 81, 64, 49, 36,

56 CIAGI



i

® 14. Zaproponuj wzor ogélny ciagu, ktérego poczatkowymi wyrazami sq liczby:

a3, 2 56 VT b 22, Y3, ¥ 1 16
27 32" 437 10" 645 V2’20 Ve V2 Vo

15. Niech S oznacza sume k poczatkowych wyrazow ciagu (an), czyli: S| = ai,
Sp=ai+ay, Sy=ai+ar+as, Sk=ai+a+...+a

a) Znajdz Sy, Sz, S5 1 S, dla ciagu (a,) okreslonego za pomoca wzoru @, = 2n.

b) Dla pewnego ciagu (a,) wartos¢ S, mozna obliczyé ze wzoru S, = n = 3. Oblicz,
pierwszy oraz dziesiaty wyraz ciagu (). ZnajdZ wzér ogolny ciagu (a).

16. Podaj cztery poczatkowe wyrazy ciagu okreslonego rekurencyjnie:

a) =90 i any=%+3 d) ay=-2, ;=2 i ani2=0an- ane

b) @y =-5 i ans1=an+3(n-1)"" e ay=-2, =51 ans2=an+3

sl
an

9 ar=11i @y =2a,-n Ha=1 a i ane

17. Zaproponuj wzér rekurencyjny i wzér ogdlny ciagu o poczatkowych wyrazach:
a) 5, 10, 15, 20, 25,... a8 4 2 -1 L.

b2 -2 2 -2 2. ) 3a, 3a-1, 3a-2, 3a-3
o 113, 123, 133, 143 ©f) a, 2a+1, 3a+2, 4a+3,

18. Zaproponuj, jaki moze byé wzor rekurencyjny ciagu o poczatkowych wyrazach:

O S b1, 2, 0, 3 -1, 4, -2,..

11
Al 5 & o

19.2) Przy_]ml_] za wyraz a; dowolna liczbe naturalng dwucyfrowa. ZnajdZ wyrazy
ay, 3, ..., @, poslugujac sie nastepujaca regula rekurencyjna:
Wyraz an. to liczba liter wystepujacych w nazwie liczby an.
Wykonaj to samo polecenie, przyjmujac za a, inng liczbe naturalna. Co zauwazasz?
o b) Podobnie jak w ciagu opisanym w podpunkcie a), wyrazy w ponizszych ciagach

powtarzaja si¢ z pewna regularnoscia. Przyjmij za pierwszy wyraz dowolna liczbe
naturalng i odkryj te regularnosé.

buet = 100X+ 10y +x +, gdzie X to liczba cyfr parzystych w liczbie by,
2as y to liczba cyf nieparzystych w liczbie by

Coer to suma szesciandw cyfr wystepujacych w zapisie liczby cn

dyer (0 rézmica migdzy najwikszq i najmniejszq z liczb, jakie mozna
ulozyé z cyfr wystepujacych w liczbie dy
{ 3en+1, gdy en jest liczbq nieparzystq
et

E S gdy ey jest liczbq parzysta
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Warto wiedzieé!

W roku 1202 Leonardo z Pizy, zwany

Okazuje si¢, ze w réznych zjawiskach

(ezyt. opubli-
kowal slynng ,Ksiege abaku’, w ktorej
spisal owczesna wiedz matematyczna,
W jednym z zadan tej ksiegi rozwazal
pewien ciag liczb, ktdry (jak si¢ poznicj
okazalo) ma niezwykle wlasnosci. W ciagu
tym pierwszy i drugi wyraz to 1, a kazdy
nastepny jest suma dwach poprzednich.
Zatem okreslony jest nastepujaco:

a=1, a

Ane2 = an+Aney

20. Przeczytaj informacje w ramce.

mozna dostrzec ciag
Fibonacciego. Ciekawe jest to, Ze ciag
ten jest §cisle zwiazany 7z czesto sto-
sowanym przez artystow tzw. zlotym
podzialem i wynikajaca z niego zlota
liczba @ = 155 Mozna bowiem wyka-
zac, ze wazor ogolny ciagu Fibonacciego
jest nastepujacy:

o ()

a) Zapisz dziesie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu Fibonacciego.

b) Jesli krowa rodzi swje pierwsze ciele — jatowke w wicku dwdch lat, a potem no-
wq jatowke kazdego roku, to ile krow bedzie po 12 latach — przy zalozeniu, ze zad-
na nie padnie? To zadanie podal znany twérca lamiglowek Henry Dudeney (czyt.
henri djudenej). Przyjal on, ze kazda jaléwka po 2 latach takze zacznie rodzi¢ cielg-
ta — jalowki. Sprawdz, ze liczby kréw w kolejnych latach tworza ciag Fibonacciego.

) Korzystajac z podanego w ciekawostce ogélnego wzoru ciagu Fibonacciego,
sprawdz, Ze a, = az = 1. Postugujac si¢ kalkulatorem, oblicz z tego wzoru as i as.

21

.a) Wykaz,

e jesli an=(2n), to a1 =4 i apey =an+4@2n+1).

b) Wykaz, ze jesli @n=6-4-3"", t0 @ =2 i ap.1=3a,-12.

© 22. Znajdz wzér ogélny ciagu okreslonego rekurencyj

a)

ay =3, ani=a}

IV 23. Wykaz, ze ciag (ay) jest rosnacy, a ciag (b,) malejacy.

a)

an=4n-5, by

€ ap=n*+3n-10, b,=-5n%+10

& =572, by=(2)""

24. Wykaz, e ciag (an) nie jest ani rosnacy, ani malejacy.

a)

an=15-n| b) a, =

9 a,=n®-6n d) a,=(-2)""

25. Zbadaj monotoniczno$¢ podanego ciagu.

a)

58

an =-2n+20 b) an=1+(-1"

L d) an=n?

9 an=315
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© 26. Uzasadnij, ze podany ciag jest ciagiem stalym.
a) @, = 1"+ ()" 9 cp=()"
b) by = (-1 - (1) d) dy = (D"

27. Przy_]mumy ze wszystkie wyrazy ciagu (a») sa_ dudatme Czy na podstawie
podane] i mozna okresli¢ ciagu (an)?

a) “;;l <1 b) “;;‘ >2 Q Aper>an+2 d) na1+an =0

© 28. Ciag (ay) jest rosnacy. Wykaz, ktére z podanych ciagéw réwniez s rosnace.

bu=an+5  cy=-@n  dn=lanl  Fa=antann =1

29. Zbadaj monotoniczno$¢ podanego ciagu.

a) a1 =-10 i an=an-5 9 ar=1 i an=-an
b) a1 =8 i any=a,-3n & ar=—v2 i an=ant ko
MINISPRAWDZIAN

51, Jedli ciag (an) jest okreslony wzorem @, =n+(-2)", 0 ane1 — @y Wynosi:

A 1+(-2" B.1-3-(-2" C.1-2n+ D.3-(=2"

52. W kiérym z podanych ciagéw jeden z wyrazéw jest rowny 27

Aap=2n+2 B.by =128 C.cp=2n%-2 D.dy= 2o

S3. Ciag jest okreslony wzorem a, = ;-3 Oceii prawdziwos¢ ponizszych zdan.
I | Ciag jest malejacy. TAK/NIE
11 | Wszystkie wyrazy tego ciagu sa dodatnie. TAK/NIE
T | Dziewiaty wyraz tego ciagu jest 10 razy wiekszy niz aso. TAK/NIE
IV | Tylko jeden wyraz tego ciagu jest liczba catkowita. TAK/NIE

54. Ciag (an) jest okreslony wzorem rekurencyjnym: a; =0, @ns1 = 2an +5. O ile
wigkszy jest szosty wyraz tego ciagu od wyrazu piatego?

A 095 B.o 140 C. 080 D.o25

S5. Ciag (ay) jest rosnacy. Ktéry z ponizszych ciagéw jest malejacy?
A bn=an-2 B.c,,:ﬂzn C.dn=-2an D,gnz,n_Zn
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CIAG ARYTMETYCZNY

WICZENIE A Sprébuj odkry¢ regule, wedlug ktérej powstaja olejne wyrazy
ciagu. Podaj dwa nastepne wyrazy.

1, 11, 21, 31, 41,... 91, %
5,3, 1, -1, -3,

a)

d m, 3m, 5w, 7m, 9m, 1w, ..

W kazdym z ciagow z cwiczenia A kolejny wyraz powstaje przez dodanie
do wyrazu poprzedniego pewnej liczby, zawsze takiej samej.

Jesli ciag (a,) ma co najmniej trzy wyrazy i kazdy jego wyraz, z wyjat-
Kiem pierwszego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego pewnej
stalej liczby r, to taki ciag nazywamy ciagiem arytmetycznym. Liczbe r
nazywamy réznica ciagu.

Wz6r rekurencyjny ciagu arytmetycznego
o pierwszym wyrazie ay i réznicy r:
Apiy = an+1

Aby stwierdzi¢, czy ciag jest arytmetyczny, wystarczy sprawdzi¢, czy réz-
nice miedzy jego kolejnymi wyrazami sq réwne.

VICZENIE B Zapisz kilka poczatkowych wyrazow ciagu ary
danym pierwszym wyrazie i réznicy.

a) a =10, b) a;=22,

9 ar=

Zauwaz, ze dla dowolnych dwéch Kolejnych wyrazow ay i an:) ciagu aryt-
metycznego o réznicy r zachodzi roWnosé a@n., - an = r. Zatem ciag
arytmetyczny o réznicy r jest rosnacy, gdy r > 0, jest malejacy — gdy
r <0 i jest ciagiem stalym — gdy r = 0.

CZENIE C Oznaczmy przez r réznicg ciagu arytmetycznego (a,).

a) Ktéry wyraz tego ciagu otrzymamy, gdy do wyrazu aso dodamy
— gdy od wyrazu aygo odejmiemy 5r?

, a ktéry

b) Przyjmijmy, Ze a, nie jest pierwszym ani os

wyrazem ciagu. Zapisz za
POMOCY @y OFaZ r Wyrazy: dn-1, an. i oblicz ich érednia arytmetyczna.

W ciagu arytmetycznym kazdy wyraz (Ktry nie jest ani pierwszym, ani
ostatnim) jest rowny $redniej arytmetycznej dwoch sasiednich wyrazéw.

n-1 + Anat
a, = Gt dul

Z tej wlasnosci zapewne wzi¢la si¢ nazwa ,ciag arytmetyczny”. sasna 112
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CWICZENIE D W ciagu arytmetycznym (ay) pierwszy wyraz jest rowny 7, a roz-
nica tego ciagu wynosi v2. Znajdz kilka poczatkowych wyrazéw ciagu (ay) oraz
Wyrazy ayo, az, aioo. Podaj wzor ogdlny tego ciagu.

W ciggu arytmetycznym (a,) o réznicy r i pierwszym wyrazie a, kolejne
wyrazy sq réwne: = ar
ay=ar+r=ay+2r
ay=az+r=a+3r
itd.
Z réwnosci tych wynika wzor ogélny ciagu (an).

Wzor ogdlny ciggu arytmetycznego
o pierwszym wyrazie a; i roznicy r:
ap =ay +(n-1r

Oto przyklady ciagw arytmetyczn

h oraz ich wzory rekurencyjne i ogdlne.

CIAG ARYTMETYCZNY WZOR REKURENCYJNY WZOR OGOLNY

® V2, V2+3, V246, ... a=v2 ana=ap+3  an=v2+3(n-1)
3.1 1 = —ap-1 ~ln-

L 3 4 Lo ar=1 api=an -1

El

ogdlny ciagu arytmetycznego 2

CZENIE E Podaj w

[TIATTTCIM W ciagu arytmetycznym dane s3 ds = 8 oraz a2 = -6. Oblicz aso.

ap=ar+(n-1)r Zapisujemy wzor 0gélny ciagu arytmetycznego.

8=a+4r Korzystajac z tego, ze as =8 i aiz
6=ay+11r zapisujemy ukiad rownan.
14=-7r

r=-2

a=8-4r=8-4:(-2)=16
aso=a +49r =16 +49 - (-2) =

ZADANIE W ciagu arytmetycznym dane sq a7 =-32 oraz ajs =~74. Oblicz as.

Uwaga. Aby obliczyé roznice 7 w powyzszym przykladzie, mozna tez bylo sko-
rzysta z rownosci aiz = as +7r, a do obliczenia as) mozna bylo skorzysta¢
2 réwnosci aso = as +457.

doni 1323
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ZESTAW ZADAN

1. Podany ciag jest ciagiem arytmetycznym. Oblicz réznice tego ciagu i zapisz
kolejne dwa jego wyrazy.

a) -3,2,7,... o 10,2,10,6, 11, ... e 1+V2,1+2V2,1+3V2, ...
b) 1%. ‘; § d) 125,5, 120, 1145, ... ) 1+v27?3,0-V27 ...

2. Zapisz drugi, trzeci i czwarty wyraz ciagu arytmetycznego, w Ktorym:
aa=7,r=-3 O ar=-4, r=0

b) as =11, r=2 d) as=13, ag=6

3. Podany ciag jest ciagiem arytmetycznym. Ustal jego réznice oraz podaj a; i az.
a) aj, ay, 24, 31, 38, ... O a, @, m+7, m-7, m-21,...
b) ay, az -3, -5, -7, ... d) ay, a,

4. Oblicz wartosc t, dla ktérej podane liczby sq kolejnymi wyrazami ciagu arytme-
tycznego.

a) -6, -12, 18-12 8, 152 o -3, 2, t-1

5. Uzasadnij, Ze jesli ciag (a,) jest arytmetyczny, to gdy n > k, wyraz ay jest srednia,
arytmetyczna Wyrazow dn—k i dn+k.

6. a) ZnajdZ tréjwyrazowy ciag arytmetycz-

Liczby pierwsze mniejsze od 50: ny, ktorego wyrazami sq liczby pierwsze.

2357 11 1317 19 b) Znajds pieciowyrazowy ciag arytmetycz-

23 20 31 37 41 43 47 ny o roznicy 6, ktérego wyrazami sa liczby
pierwsze.

7. a) Pierwszym wyrazem pewnego ciagu arytmetycznego jest liczba -3, a piatym
— liczba 15. Oblicz drugi, trzeci i czwarty wyraz tego ciagu.

b) Dany jest ciag arytmetyczny: 2, a, b, ¢, d, -24. Oblicz a, b, ¢ i d.

© Wstaw pomiedzy liczby 1 i 8 szes¢ takich liczb, by razem tworzyly one osiem
kolejnych wyrazow ciagu arytmetycznego.

8. lle jest nieskoriczonych ciagow arytmetyeznych o wyrazach calkowitych, w kié-
rych pierwszym wyrazem jest liczba 4, a jednym z wyrazéw jest liczba 167

9. Ciagi (an) i (bn) sq arytmetyczne.
a) Wykaz, Ze ciag (ca), w Ktorym ¢, = an + by, tez j

st arytmetyczny.
b) Wykaz, ze ciag okreslony wzorem dn = 2a, - by jest ciagiem arytmetycznym.
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10. Uzasadnij, ze jesli w ciagu arytmetycznym wszystkie wyrazy s liczbami catko-
witymi, a wyrazy as i as sa liczbami nieparzystymi, to wszystkie wyrazy tego ciagu
sq liczbami nieparzystymi.

11. Wykaz, ze jesli ciag (an) jest arytmetyczny, to ciag okreslony wzorem by = asn
tez jest ciagiem arytmetycznym.

12. Oto wzory ogdlne czterech ciagow. Ktére z tych ciagéw sa arytmetyczne?

an=v3+n-1)-2

an=-13-5n

13.2) Zapisz wzory ogdlne i rekurencyjne nastepujacych ciagow arytmetycznych:

51,53, 6, 3+4V3, 3+V3, 3-2V3,...  -274, 26, -246, ...

b) Zapisz wzory ogdlne ciagéw arytmetycznych (okreslonych rekurencyjnie):
@=-7 i aui=an+2  bi=1ibui=by-1 =-13 i o1 =¢a-02
© Zapisz wzory rekurencyjne ciagéw arytmetycznych (okreslonych za pomoca,
wzoréw ogolnycl

Xn=4+5(n-1) y,.:72,5+g Zn=104-4n

14. Ciag (ay) jest ciagiem arytmetycznym.

a) Oblicz ajo, jeSlia; =2ir=5. ¢ Oblicz a3, jesliay =1iax=4.

b) Oblicz ax, jeslia; =2 ir=+2. d) Oblicz a0, jesli a1 =-61iax =

15. Ciag (ay) jest ciagiem arytmetycznym.

a) Oblicz réznice tego ciagu oraz iz, jesli ai =3 i ar3 = =5,4.

b) Oblicz @ oraz ajs, jesli as) =8, a réznica ciagu wynosi 0,1.

© Oblicz roznice tego ciagu oraz ay, jesli aoo = 100 i ayoz = 104.

d) Oblicz réznice tego ciagu oraz aj, jesli as = -8 i ag = -2.

16. Wykaz, Ze jesli suma trzech kolejnych wyrazow ciggu arytmetycznego jest row-
na p, to srodkowy  tych wyrazow jest rowny £

17. lle zapalek potrzeba do ulozenia setnej figury w podanym ciagu arytmetycznym?
a)
D D > e D b b e D

b)

O OxO OxOxO OxOxOxd..
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18. W pewnym ciggu arytmetycznym wyraz dziesiaty jest liczba 2 razy wieksza niz
wyraz piaty i zarazem liczba o 2 mniejsza od wyrazu pietnastego. Oblicz pierwszy
wyraz i roznice tego ciagu.

19. Podane liczby to poczatkowe wyrazy ciagu arytmetycznego. Sprawdz, czy licz-
ba -120 jest wyrazem tego ciagu. Jesli tak — to ktérym?

b) 26, 22, ... o 66,

a) -240, -230, ... i

20. Podany ciag jest ciagiem arytmetycznym. Ustal, ile ma wyrazow.

a 7,11, 15, ..., 55 b) 121, 132, 143, ..., 1100
© 21. Dane sq ciagi arytmetyczne: 17, 21, ... oraz 16, 21, ... . ZnajdZ pie¢ liczb, ktore
wystepuja zarowno w jednym, jak i w drugim ciagu.

22.a) Wybierz dowolna liczbe naturalng wigksza od 1. Zapisz rosnacy ciag wszyst-
kich liczb naturalnych, dla ktérych reszta z dzielenia przez wybrana przez ciebie
liczbe jest rowna 1. Sprawdz, czy otrzymany ciag jest ciagiem arytmetycznym.

®b) Wykaz, ze jesli wyrazami ciagu arytmetycznego sa liczby calkowite, to przy dzie-
leniu kazdej z tych liczb przez réznice ciagu otrzymamy taka sama reszte.

Warto wiedzie¢!

Ciag arytmetyczny ma Scisly zwiazek
2 funkgja liniowa. Dla dowolnej funkeji
liniowej f(x) = ax + b wartosci (1), f(2),
f(3), f(4), .. tworza ciag arytmetyczny.

)
.
p=2

12345
Kolejne wyrazy tego ciagu to:
a-1+b, a-2+b, a-3+b, a-4+b, ...

23. Przeczytaj informacje w ramce.

Liczby te mozna zapisaé inaczej:
a+b, a+b+a, a+b+2a, a+b+3a, ..
Widaé wigc, Ze jest to ciag arytmetyczny
o pierwszym wyrazie a + b i roznicy a.
Wynika stad m.n., ze dla danej funkji
liniowej réznica miedzy jej wartosciami
dla dwoch kolejnych liczb naturalnych
jest zawsze taka sama (zob. rysunek).
Mozna wykazac ogélniejsza wlasnosc:
Ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym
wiedy i tylko wtedy, gdy punkty (1,ay),
(2,a2), (3,a3) itd. lezq na jednej prostej.

) Dana jest funkcja f(x) = -3x + 5. Sprawdz, e ciag (1), f(2), f(3),... Jest ciagiem
arytmetycznym. Podaj pierwszy wyraz i réznice tego ciagu.

b) Dany jest ciag arytmetyczny o wyrazach a; =
wzor takiej funkcji liniowej f, Ze f(1) = ay, f(2
o Wykaz, ze jesli f jest funkcja liniowa, a ciag by,
. tez jest ciagiem arytmetycznym.

tycznym, to ciag f(by), f(b2), f(bs3), ..

64

5, a2 = -2, a3 =
ax, fB3)=as, ...

oo Znajdz

b2, bs, ... jest ciagiem arytme-
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MINISPRAWDZIAN

51, Jezeli dziesiatym wyrazem pewnego ciagu arytmetycznego jest 20, a trzyna-
stym wyrazem tego ciagu jest 29, to drugim wyrazem tego ciagu jest:

A4 B.-1 c3 D.-7

S2. Trzy poczatkowe wyrazy pewnego ciagu arytmetycznego to liczby 1, 1,
Tle wyrazow tego ciagu jest mniejszych od 207

A2l B.23 C.24 D. 25

53. Istnieja dwie wartosci p, dla ktérych ciag p, 6, p* jest ciagiem arytmetycznym.
Suma tych dwoch wartosci jest réwna:

A -6 B.-1 c.o D.3

SUMA WYRAZOW CIAGU ARYTMETYCZNEGO

| Z historii

Carl Friedrich Gauss (czyt. karl fridris gals), jeden 7z najwybitniejszych
‘matematykéw, juz od najmtodszych lat wykazywal niezwykle zdolnosci ma-
tematyczne. Gdy mial 7 lat, nauczyciel w jego Klasie kazal uczniom obliczyé
sume liczb naturalnych od 1 do 50. Zapewne mial nadzicje, ze zajmie to
uczniom duzo czasu i dzigki temu bedzie miat spokdj do korica lekcji. Moz-
na sobie wyobrazic jego zaskoczenie, gdy mlody Gauss podal poprawna
odpowiedz juz po chwili. Podobno Gauss liczyl w nastepujacy sposb: zapi-
sat liczby od 1 do 50, a pod spodem te same liczby w odwrotnej kolejnosci
i wykonat dodawanie.

1424344 +...+49450
+ 50449448 +47+...+ 2 + 1

51451451451 +...451+5

1-50

W ten spos6b otrzymat liczbe 2 razy wigksza niz szukana suma.
Zatem:
14243+...450=

Opisany w powyzszej ramee sposdb obliczania sumy 50 poczquowych
liczb naturalnych mozna v stac do sumy
wyrazéw dowolnego ciagu arytmetycznego.
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Niech (ax) oznacza ciag arytmetyczny o roznicy r. Zapiszmy sume wyra-
26w od @y do ay, a pod spodem — t¢ sama sume, ale skladniki ustawmy
w odwrotnej kolejnosci.
a+ a; + a3 + ... +an
An+ap-1+ap2+ ...ty
Sumy te zapisano poniZej w innej postaci i dodano odpowiednie wyrazy:
a+ (@ +r) @ +2n+ ... +ay
+ ant @1 @ -2+ ..t

(@1 +an) +(ar+an) + (@ +an) + ... +(@ +an)

@ +an) - n

Z powyzszych rozwazan wynika réwnos

aytaz+...+ay w

. CZENIE Oblicz sume jedena-
Suma n poczatkowych wyrazow
poczatkowys stu poczatkowych wyrazow cia-

clagu arytmetycznego: gu arytmetycznego, w ktérym

s"Ea,;a,, - a=-12ir=02.

Liczby 5, 1, -3 sa trzema poczatkowymi wyrazami ciagu arytme-
tycznego (a,). Oblicz sume @y + a2 +...+ dso.

an + a2 +...+as0 =S50 - Sio

a =5 r=1-5=-4

s

n=5+(n-1)-(-4) Ustalamy wzér ogélny ciagu a, = a, +(n-1)r.

a30=5+29- (-4

-1

L.30=

1590 Korzystamy ze wzoru s, = 9159

n

a10=5+9-(-4) =31

=331 q0=-130

530 = S10=-1590 - (-130)

ZADANIE  Liczby -9, -3, 3 sq trzema poczatkowymi wyrazami ciagu arytmetyczne-
80 (ay). Oblicz sume as +g + ... + az.

Uwaga. Zadanie w powyzszym przykladzie mozna bylo rozwiaza¢ inaczej —
zauwazyé, ze hczbg @yi + a2 +...+ az) mozna potraktowaé jako sume dwudzie-
stu pocza L Wyrazow ciagu arytmetycznego, Kiorego pierwszym wyrazem
Jestan, a dwidziestym wyrazem fest as. zadana 1-18
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ZESTAW ZADAN

1. a) Oblicz sume dwudziestu Jeden poczatkowych wyrazow ciagu arytmetyczne-
go, w ktorym a; =42 i r =

b) Oblicz sume trzydziestu pieciu poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego
okreslonego wzorem ay = 8 - 5n.

) Oblicz sume stu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego 5%, -5, -43,
d) W ciggu arytmetycznym dane sa: as = ~1,9 i a7 = ~4. Oblicz sume dziewietnastu
poczatkowych wyrazow tego ciagu.

2. suma dziesieciu poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego jest réwna 21
oraz a; = 32. Oblicz a; i r.

3. Oblicz sume piecdziesieciu poczatkowych dodatnich liczb parzystych.
4. Ciag (ay) jest arytmetyczny i S, = @) +ax +... +ay. Znajdz pierwszy wyraz i roz-
nicg ciagu (ay), jezeli wiadomo, ze:

a) S;=-24, ;=12 b) $;=13, $3=16 O Sy=4n?-9n

5. a) Oblicz sume wyrazéw od dzi do i ciagu arytmety
wktérym a; =-5ir=1.

b) Dla ciagu arytmetycznego dane sq sumy: Sio = ~37,5, Sz = 25. Oblicz sume
trzydziestu poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

 Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego, w ktérym
S20=33 i S30 = 86.

6. Ile zapalek potrzeba do ulozenia dwudziestu figur podanego ciagu arytmetycz-
nego? lle figur tego ciagu mozna ulozy¢ z 1000 zapatek?

= ~0- 00— 000~
- B~ BB~ EES-

7. W pierwszym rzedzie amfiteatru moze
Zzasiasé 40 os6b, a w Kazdym nastepnym
rzedzie — o 8 0s6b wiecej.

a) Ile miejsc znajduje si¢ w ostatnim, dwu-
dziestym pierwszym rzedzie?

b) Ile wszystkich miejsc ma ten amfiteatr?
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8. Dachéwki sa ulozone na jednej po-
faci dachu w szesnastu rzedach. Naj-
nizszy 1zad sklada sie ze 130 dacho-
wek, a w kazdym nastepnym rzedzie
lezy o 5 dachéwek mniej niz w rzedzie
poprzednim. Tle dachowek lezy w naj-
wyzszym rzedzie? lle dachowek lezy na
calej polaci dachu?

9. Ktéra z dwéch podanych ofert jest bardziej oplacalna? Oblicz w obu przypad-
kach sume zarobionych w ciagu 5 lat pieniedzy.

Oferta 1: Wynagrodzenie wyplacane
jest co pol roku. Pierwsza wyplata jest raz w roku. Pierwsza wyplata
wyniesie 1000071, a po kazdym na- wyniesie 2110021, a po kazdym na-
stepnym polroczu dostaniesz 10071 | stepnym roku dostaniesz 200 z1 pod-
podwyzki. H wyzki.

Oferta 2: Wynagrodzenie wyplacane

10. Ukladamy domek z kart tak, Ze w kazdej kon-
dygnacji s3 0 3 karty mniej niz w poprzednicj,
anajwyzsze ,pietro” jest zbudowane z dwdch Kart.
a) Tle kondygnacji moze mie¢ domek zbudowany
2 dwoch talii kart (tzn. ze 104 kart)? lle Kart po-
trzeba do uloZenia parteru tego domku?

b) Wedlug ksiegi rekordéw Guinnessa najwyzsza bu-
dowla ulozona z kart miata 131 kondygnacii. Ile ta-
Jii kart potrzeba do ulozenia tak wysokiego domku
w sposob, ktéry opisano na poczatku?

11.2) Oblicz sume wszystkich liczb h mnicjszych od 210.
b) Oblicz sume wszystkich trzycyfrowych liczb naturalnych.
© Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych wiekszych od 39 i mniejszych od 93.

12. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych:

a) podzielnych przez 3 i mniejszych od 1000,

b) niepodzielnych przez 5 i mniejszych od 500,

© mniejszych od 200, ktére przy dzieleniu przez 7 daja reszte 2.

13. Oblicz sume wyrazow ciagu arytmetycznego.
a) 244+6+...+248 0 -34-38-42-...-126
b) 12,5+11,25+10+...+(-5) d) 201 +282 +28+...+171
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14. Oblicz sume wyrazow ciagu, ktory jest suma dwoch ciagdw arytmetycznych.
a) 13,7+2+13,3+3+129+11 4. +81+62
7 7 7 7
b) 12-7+10-4+8-1+6+2+...-20+41
© -120-6-123-11-117-16-111-21 ...~ 6956
15.Tle poczatkowych wyrazéw podanego ciagu arytmetycznego wystarczy dodac,
aby otrzymana suma byla wicksza od liczby p?
a) -2,7, -2,1, -1,5, 0,9, ..., p=2 9 a=1, a=% p=13

b) a;=-59, r=10, p=-29 d) S5=-35, as=-1, p=0

16. Lewa strona réwnania jest suma wyrazow ciagu arytmetycznego. Rozwiaz to
réwnanie.

) 0,2+(0,2+X)+(0,2+2x) +...+ (0,2 + 19x) = =129

b) X+ (X +3) + (X +6) + ...+ (x +57) =580
O 1341149+, 4x=

d) -24,3-237-23,1-..

17. Udowodnij, Ze:
a) suma wszystkich liczb parzystych od 2 do 2n jest rowna n(n +1),
b) suma wszystich liczb nieparzystych od 1 do 2n -1 jest rowna n.
©18. sume n poczatkowych wyrazéw pewnego ciagu (a,) mozna obliczy¢ ze wzoru

Sp = 20n - 3n. ZnajdZ wzor ogolny ciagu (a,). Wykaz, ze ten ciag jest ciagiem
arytmetycznym.

MINISPRAWDZIAN

51. W ciagu arytmetycznym dane s ~44. Suma wszystkich ujem-

nych wyrazéw tego ciagu jest réwna:

as = =50, ag

A.-594 B. -601 C.-610 D. -616
52. Suma ich trzycyfrowych liczb h przez 6 wynosi:
A. 83166 B.82170 C. 82350 D. 81801

53. Suma pewnej liczby kolejnych wyrazow ciagu arytmetycznego jest réwna 65.
Pierwszy 7 tych wyrazow jest rowny 8, a ostatni 18. lle Wyrazow zsumowano?

A5 B.9 C. 13 D. 26
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CIAG GEOMETRYCZNY

Zal6zmy, ze ktos wyslal do 100 osob SMS SMS-OWY LANCUSZEK
o tresci, ktéra podano obok. Przypusémy $
tez, . kazdfnl osoba, ktéra o(r;ymala ta- o56b. Wikretce spotka cie
ka wiadomosc, wyslala cztery SMS-y o tej 2o¢ bardzo misgo.
samej tresci. W takim razie kazdego dnia Nie przerywaj fafcuszka!
wysylano takich SMS-6w 4 razy wiecej niz
dnia poprzedniego.

faricuszka nie przerwat.

Zatem liczby wyslanych SMS-6w w Kolejnych dniach wynosityby:
100, 100 -4, 100-42, 100- 4%, 100 - 4% 100-4% 100-45, ...

Latwo zauwazy¢, Ze dnia liczba wyslanych SMS-6w
100 - 4%, czyli ponad 26 milionéw. Liczba SMS-6w wyslanych jedenastego
dnia bylaby wiec znacznie wicksza niz liczba mieszkaricow Polski.

Kolejne wyrazy ciagu 100, 100 - 4, 100 - 42, ... otrzymali$my, mnozac
poprzedni wyraz przez 4.

Jesli ciag (ax) ma co najmniej trzy wyrazy i kazdy jego wyraz, z wyjatkiem
pierwszego, powstaje w wyniku pomnoZenia poprzedniego wyrazu przez
pewna stalq liczbe 4, to taki ciag nazywamy geometrycznym. Liczbe q
nazywany ilorazem ciagu.

Wzor rekurencyjny ciagu geometrycznego
o pierwszym wyrazie ay 1 ilorazie g:

Ans1 =an - q

CWICZENIE A Zapisz cztery poczatkowe wyrazy ciagu geometrycznego o poda-
nym pierwszym wyrazie i ilorazie.

ba=1, day=-m q=-1

Zauwaz, e dla dowolnych dwéch Kolejnych (niezerowych) wyrazow
i @y.) ciagu geometrycznego zachodzi réwnosé “;*l = g. Zatem aby
stwierdzi¢, czy dany ciag o wyrazach réznych od 0”jest geometryczny,
wystarczy sprawdzi¢, czy dzielac wyraz przez wyraz go poprzedzajacy,
otrzymujemy zawsze t¢ sama liczbe.
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CWICZENIE B Niech () oznacza ciag geometryczny o ilorazie .

a) Ktéry wyraz tego ciagu otrzymamy, gdy wyraz as; pomnozymy przez
aktéry — gdy wyraz ajor podzielimy przez 47

b) Zapisz za POmocq ay Oraz q Wyrazy an-1 i an.1. Wykaz, ze gdy n > 1, to
zachodzi T6WNOSE @3 = a1 - @ns1.

Gdy wyraz a, ciagu geometrycznego nie jest ani pierwszym, ani ostatnim
wyrazem, to zachodzi réwnosé:

aj = an-1 - ana

Z tej réwnosci wynika, Z
@n= /-1 Ans1 lub  an=—/@n-1 - Anit

Srednia geometryczna liczb dodatnich p i g jest liczba /pg. Zatem w ciagu

geometrycznym o wyrazach dodatnich wyraz a, jest §rednia geometryczng

dwoch sasiednich wyrazéw. Tej wlasnosci ciag geometryczny zawdziecza

zapewne swq nazwe. zadania 112

CWICZENIE C Podaj przyklad ciagu geometrycznego, ktory

a) jest rosnacy i jego pierwszy wyraz jest liczba dodatnia,
b) jest malejacy i jego pierwszy wyraz jest liczba ujemna,
o ni

jest ani rosnacy, ani malejacy

Ciag geometryczny (an) o ilorazie q jest:

o ciagiem rosnacym, gd

o ciggiem malejacym, gd

a>0iq>1 a>0i0<q<1

(p. 0,7, 7, 70, 700, ®p. 6, 3, 1,5, 075,
lub lub

a;<0i0<q<1 a<0iq>1

(np. -0,5, 0,05, -0,005,

(np. ~10, -20, 40, ~80,

Cigg geometryczny (an) o ilorazie g, gdzie g < 0 nie jest ani rosnacy, ani
malejacy.

Ciag geometryczny o ilorazie q réwnym 1 jest ciagiem stalym. Ciagiem
stalym jest takze ciag geometryczny, ktorego pierwszy wyraz jest réwny 0.

i 13-14 )

CWICZENIE D W ciagu ;,u\mur)un)m (ay) pierwszy wyraz jest réwny /3, a ilo-
raz tego ciagu wynosi 2. Zapisz kilka poczatkowych wyrazéw tego ciagu oraz
wyrazy aio i az. Podaj wzor ogélny tego ciagu.
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W ciagu geometrycznym (a,) o pierwszym wyrazie a; i ilorazie q kolejne
wyrazy sa rowne:
a=ai-q
as=az-q=aq’
a=as-q=aq’
itd.

Z réwnosci wynika wz6r ogdlny ciagu (an):

Wz6r ogélny ciagu geometrycznego
o pierwszym wyrazie a; i ilorazie g:

an =ay - q"!

Oto przyklady ciagow geometrycznych i ich wzory rekurencyjne i ogdlne:

CIAG GEOMETRYCZNY WZOR REKURENCYINY WZOR OGOLNY

. V2, 3V2, 9V2, ... ay=v2  ap.=3a, ap=+2-3"1
3 3 _ __1 3. (-1

°3,-3, 3. =3 @nei=-jan ay=3-(-1)

© 90, -9, -0,9, ... a;=-90  an =0,la, Ay =-90-0,1""1

W ciagu geometrycznym pierwszy wyraz jest réwny 2, a piaty wy-
raz jest 0 40 wigkszy od trzeciego. Znajdz wz6r ogélny tego ciagu.

as = a3 +40 Réwnos¢ wynika z warunkow zadania.
2q° =242 +40 Korzystamy  tego, ze as = a4* = 24°
oraz a = mq? = 247

4 -4?-20=0

Niech g2 = t. Wéwczas: t2 -t-20=0

A=
_1+9

n=132-5

=5 lub

q=+5 lub g=-V5 rownanie sprzeczne

Dwa ciagi spetniaja warunki zadania.

ZADANIE W ciagu geometrycznym (ay) o pierwszym wyrazie rownym 5 wyraz a;
Jest 0 10 wigkszy od wyrazu as. Znajdz wzor ogolny tego ciagu. N
zadania 1520
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(' PRzYKtAD 2 JPAETEER

znice r ciagu arytmetycznego (a,), jesli wiadomo, ze
as =1 oraz wyrazy a,, ds i Gz to kolejne wyrazy ciaggu geometrycznego.

a = ag-4r

a=1-4r

Gz = ag + 207

az =1+20r

Ciag az, s i az jest ciagiem geometry(znym

Wiemy, ze a; #0. =4, to kady kalejny wyraz takde

nymy vowmy 6. Wiery 526, 36 6
Zachodzi zatem réwnanie:

@ _ o

% " @

1+20r 1
1 ar

(1+20n0 -4r)
1-4r+20r-80r2=1
80r2-16r=0 [:16

5r2 o

r(Sr=1)=0

ZADANIE  ZnajdZ réznice r ciagu arytmetycznego (an), jesli wiadomo, ze a; = 28
oraz wyrazy ai, as i a to kolejne wyrazy ciagu geometrycznego. >
zadaria 21-25

ZESTAW ZADAN

1.

a)

2.

a)

B -1

L]
d)

Czy podany ciag jest geometryczny?
4

2 11
4.2 -L1 b) 14, 2

1 g L, L
12,1 9 505 5 L, L

Podany cigg jest ciagiem geometrycznym. Oblicz iloraz tego ciagu.

1

[N
31 9" 27" 81’
11 _ =

L2 4,8,

-3, -0,3, -0,03, -0,003, -0,0003, ...

1+V2, V3+V6, 3+3v2, 3V/3+3V6,

3,1,
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3. Podany ciag jest ciagiem geometrycznym. ZnajdZ kolejny wyraz tego ciagu.

a) 10, 100, 1000, ... d1,-1,1,

b) V5, V25,5,575, ... e) 200, 2, 0,02, 0,0002, ...
39,7,.49 5, (145,

93,-1,7-9, .. N 145, A/50, ...

4. Podany ciag jest ciagiem geometrycznym. Oblicz a, oraz as.

a) @y, -3, 15, ay,... b) a, 2,7, a,... o ay, 204, 68, ay,...

5. Podany ciag liczb jest ciagiem geometrycznym. Znajdz jego iloraz i oblicz na-
stepny wyraz tego ciagu.
a) log2, log4, log16, ... b) log3, lug%. log8l, ...

6. Oblicz x, dla ktrego podany ciag jest geometryczny.

a) -6, 15, ? b) -4, x+1, =25 Q 3+x, x, 3

7. a) Pierwszym wyrazem ciagu geometrycznego jest liczba 0,15, a trzecim —
liczba —6. Oblicz drugi wyraz tego ciagu.

5, X, ¥, 123. Oblicz x i y.

o Wstaw pomiedzy liczby 16 i 81 takie trzy liczby, by razem tworzyly pie¢ kolej-
nych wyrazow ciagu geometrycznego.

b) Dany jest ciag geometryczny:

d) Szésty wyraz pewnego ciagu geometrycznego o niezerowych wyrazach jest dwa
razy wiekszy od wyrazu trzeciego. Oblicz iloraz tego ciagu.

8. Ktére z ciagow o podanych wyrazach ogélnych sa ciagami geometrycznymi?
an=4-3" hnsﬁ Cp=2n. 742 dn=3-5"3 ey = 6n?

9. Ciag (an) jest ciagiem geometrycznym, a jego wyrazy sa rézne od 0. Ktére z cig-
g6w o podanych wzorach ogdlnych sa geometryczne?

bn= Cn=lan dy =aj, en=2an fa=an+2

10. a) Piaty wyraz pewnego ciagu geometrycznego jest réwny -5. Czy siodmym
wyrazem tego ciagu moze by¢ liczba 207

b) Czy istnicje taki ciag geometryczny, w Kt6rym aiz =8 i azs = -64?

11. Wykaz, ze w ciggu geometrycznym (an) o wyrazach réznych od zera wyrazy an
i ay.2 maja taki sam znak.
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©12. a) Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (ay) jest réwny /7, a jeden z nastep-
nych wyrazéw tego ciagu jest réwny 0. Podaj ay27.
b) W ciagu geometrycznym (b,) czwarty wyraz jest rowny 3, a wyrazy bz i bas sa
jednakowe. Podaj bjoo.

41l 13. Okresl monotonicznosé podanego ciagu geometrycznego.

a) an=4-(¥2)' 9 = o on=

b) b, =100-0,1" &) dy=-9-( N fa=5-11"

©14. sposréd liczb -3, -2, 0, 1, 21, 5 wybieramy dwie rézne i tworzymy ciag geo-
metryczny (a,) w taki sposb, ze jedna z tych liczb jest pierwszym wyrazem ciagu,
a druga — jego ilorazem.

a) Wybierz ay i q tak, by ciag (ax) by! ciagiem malejacym. lle takich ciagéw mozna
utworzy¢?

b) Ustal, ile ciagéw rosnacych o wyrazach ujemnych mozna utworzy¢ w ten sposb.

4 15.a) Zaplsz wzory ogélne i rekurencs]ne nastepujacych ciagéw geometrycznych:
10, 10V2, ...

-2, 1, 7?

733

b) Zapisz wzory ogdlne ciagéw geometrycznych (okreslonych rekurencyjnie):
@y =13 1 ane1 =5an by=-04 i bnoy =3 i =9
O Zapisz wzory rekurencyjne ciagow genme(rycm)ch (okreslonych za pomoca

wzor6w ogolnych):
- -1 _2.(3
Xn =19+ (-0,7) y=-2-(3)"

3

16. Ciag () jest ciagiem geometrycznym.

a) Oblicz iloraz tego ciagu oraz ayo, jeslia, =11iay,
b) Oblicz iloraz tego ciagu oraz ayo, jesli ag = 0,28 i ay3 = 175.
9 Oblicz ay, jesli ao=241q= f

d) Oblicz ayg, jesli a3 =-11i a5 =

17. Sprawdz, czy liczba b jest wyrazem podanego ciagu geometrycznego.

2 _ 64
b6 4 2% . b=

18. Wyobraz sobie ogromny arkusz papieru o grubosci 0,1 mm. Arkusz ten sklada-
my na pél, potem jeszcze raz na pol i jeszcze raz na pol.

a) Zapisz wzér pozwalajacy obliczy¢ grubosé zlozonego arkusza po n zlozeniach.
b) Oblicz grubosc zlozonego arkusza, gdyby udalo si¢ go zlozyé 30 razy.
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©19. Masa kazdego pierwiastka promieniotwérczego zmniejsza si¢ 0 polowe po
uplywie pewnego okreslonego dla tego pierwiastka czasu. Czas ten nazywany jest
okresem polowicznego rozpadu.
a) W probéwee znajduje si¢ my gramow pewnego pierwiastka promieniotworczego.
Zapisz wzor pozwalajacy obliczy¢ mase tego pierwiastka, ktéry bedzie w probowce
po uplywie n okreséw polowicznego rozpadu.
b) Okres polowicznego rozpadu izotopu jodu '3'I wynosi okolo 8 dni. Zmierzono,
7e pewna prébka zawiera 0,4 mg jodu ''1. Oblicz mase izotopu 131, jaka zawierala
ta prébka 40 dni wezesnicj.

20. Moc obliczeniowa to najwicksza mozliwa
liczba operacji wykonywanych przez kompu-
ter w ciagu sekundy. W 1965 roku Amerykanin
Gordon Moore (czyt. mur), sformulowal zasade
znang jako prawo Moore'a:

Moc obliczeniowa komputerdw podwaja si¢ co
18 miesigcy.

W 1994 roku najszybszym komputerem na $wiecie byl Paragon wykonujacy okolo
15 - 10'° operacji na sekunde. Najszybsze komputery w 2000 roku wykonywaty
okolo 2,4 - 1012 operacji na sekunde. Czy wzrost mocy obliczeniowej w latach
1994-2000 byl zgodny z prawem Moore’a?

V' 21. Pierwszym wyrazem pewniego ciagu arytmetycznego jest liczba 1. Drugi, trzeci

i piaty wyraz tego ciagu sq kolejnymi poczatkowymi wyrazami ciagu geometrycz-
nego. Zapisz wz6r ogolny ciagu geometrycznego.

22. Trzecim wyrazem ciagu arytmetycznego (a) jest 6. Pierwszy, trzeci i dziesiaty
Wyraz tego ciagu to kolejne wyrazy ciagu geometrycznego. ZnajdZ wzér ogolny
ciagu (ay).

23. Liczby a, b i ¢ sa kolejnymi wyrazami pewnego ciagu arytmetycznego. Ich suma
jest rowna 45. Liczby §, b -3, ¢ + 30 sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego.
Znajdz liczby a, b i c.

24.7 czterech liczb utworzono ciag. Trzy poczatkowe jego wyrazy tworza ciag
arytmetyczny, a trzy koricowe — ciag geometryczny. Suma dwéch srodkowych wy-
razéw jest rowna 10, a suma dwoch skrajnych jest réwna 11. Znajdz te cztery
liczby.

25. Udowodnij, ze jesli ciag ai, a2, as, ... o wyrazach dodatnich jest ciagiem geo-
metrycznym, to ciag logay, log az, log as, ... jest ciagiem arytmetycznym.
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MINISPRAWDZIAN

S1. Ciag (an) jest ciagiem geometrycznym, w Ktérym pierwszy wyraz jest réwny 6,
a iloraz wynosi . Ktéra z ponizszych réwnosci nie jest prawdziwa?
2

Aas=2 B.ay =

E D. a3 - aiz

52. lloraz pewnego ciagu geometrycznego wynosi 2, a suma trzech poczatkowych
Wyrazéw jest réwna 14. Suma czterech poczatkowych wyrazow jest réwna:

A. 16 B.28 C. 30 D.31

S3. Drugim wyrazem pewnego ciagu arytmetycznego (a,) jest 1, a trzy poczatkowe
wyrazy tego ciagu sq odpowiednio pierwszym, drugim i czwartym wyrazem ciagu
geometrycznego. Ktéra z podanych liczb nie moze by¢ réznicq ciagu (a,)?

A0 B.1 D;‘-E

SUMA WYRAZOW CIAGU GEOMETRYCZNEGO

Przyjmijmy, Ze (an) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g, gdzie q # 1,
czyli ze (ay) nie jest ciagiem stalym. Niech S, oznacza sume n poczatko-
wych wyrazow tego ciagu:

Sp=ar+az+az+...+an-1+an
MnozZac obie strony powyzszej réwnosci przez g, otrzymujemy:

Snd =10 +0a24+A3q +...+an-14+0anq

Wobec tego liczba S,q jest réwna sumie wyrazow od az do dn.1.
Stad:
—5p0 = (@1 + @2+ ...+ An) = (@2 + A3+ .+ Qn+ Qo)

Sn(l=q)=ai - an

Su(1-a)=a)-aq"

Sp(1-q) =a,(1-g")
== gay g1
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CWICZENIE Oblicz sume wyrazéw

Suma n poczatkowych wyrazéw skoriczonego ciagu geometrycz-
iagu geometrycznego nego:
T q (gdzie g #1):

g
s,,=a,-17:

Jesli (an) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g, gdzie q = 1, czyli jest
ciagiem stalym, to S, = nay.

Skfadniki podanej sumy to kolejne wyrazy ciagu geometrycznego.
Oblicz te sume.

4412436+ ...+4-3'0

Koraystajac 2 rownosci q = %2, znajdujerny

iloraz, a nastepnie wzor ogélny ciagu.

Ustalamy, keorym wyrazem ciagu jest wytaz
©, korzystajac ze wzoru a, = a - 4"

Zatem jest 11 skltadnikéw sumy.

354292

ZADANIE  Skladniki sumy -3-6-12~...-3 - 2'5 to kolejne wyrazy ciagu geome-

trycznego. Oblicz tg sume. >
2adana 1-9

ZESTAW ZADAN

1. Oblicz sume:

a) pieciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego, w k(o’rym @=3i

b) siedmiu yeh wyrazow ciagu geometrycznego by

) szesciu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego 22, 66, 198,

2. skladniki podanej sumy to kolejne wyrazy ciagu geometrycznego. Oblicz te sume.

a) 3+15475+...+3.5%

1= 243
b) -1-3 5
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3. a) Kazdy czlowiek ma dwoje rodzicéw, czworo dziadkéw, osmioro pradziadkéw
itd. Oblicz liczbe wszystkich swoich przodkéw w 10 pokoleniach.

b) Przyjmijmy, Ze co 25 lat rodzi si¢ nowe pokolenie. Tl twoich przodkéw urodzito
sie w ciagu ostatnich 2000 lat? Szacuje sie, ze od zarania ludzkosci na Ziemi zylo
11-10'° ludzi. Wytlumacz sprzeczno$¢ miedzy ta liczba a otrzymanym rezultatem.

4. Gre w szachy wymyslono w Indiach. Legenda glosi,
7e wladca Indii zachwycony ta gra postanowil na-
grodzi¢ jej tworce, proponujac mu, by sam wybral
nagrode. Sprytny wynalazca poprosit o jedno ziarno
pszenicy za pierwsze pole szachownicy, dwa ziarna za
drugie, a za kazde nastepne 2 razy wiecej ziaren niz za
pole poprzednic.

a) Zapisz wzor, kiéry przedstawia liczbe ziaren za n-te pole szachownicy.

b) Oszacuj, ile ton pszenicy mialby otrzyma¢ wynalazca szachow. Mozesz przyjac,
Ze 4 tony pszenicy to okolo 10® ziaren. Na $wiecie produkuje si¢ okolo 600 min
ton pszenicy rocznie. Poréwnaj otrzymany wynik 7 ta liczba.

5. Pilke puszczono z wysokosci 2 m. Po kazdym odbiciu si¢ od podiogi pitka wzno-
si si¢ na wysokos¢ réwna 0,7 wysokosc, z ktérej opadala. Oblicz:

a) wysokosé, na ktéra wzniesie si¢ pitka po piatym odbiciu si¢ od podtogi,

b) droge, jaka pokona pilka od momentu puszczenia
jej do momentu széstego odbicia si¢ od podlogi.

6. szescian, ktory jest podstawa budowli przedstawio-
nej na rysunku, ma krawedz dugosci 30 m. Krawedz
kazdego nastepnego szescianu jest o § krétsza od kra-
wedzi szescianu ponizej. Oblicz wysokos¢ budowli, jej
pole powierzchni catkowitej oraz objetosc.

7. Oblicz sume wyrazéw ciagu.

a) 5-4+25-8+125-16+...+

5 1 1
2 Q) 3+246+1+9+ 3+ ... +30+ 515

b) 3-1+9-4+27-7+...+3°-28

8. Oblicz sume.

a) 9+99+

b) 3+33+3

® 9, Uzasadnij, ze gdy spelniony jest warunek a # 1, to zachodzi réwnosé:
a+ 2t +3a +dats ..+ 3000 < A0 90 1)
(1-ap?
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MINISPRAWDZIAN

1. suma osmiu poczatkowych Wyrazow ciagu okreslonego 7a pomoca weoru
an = T' do czesci dziesieciotysieeznych, jest rowna:

A.0,0476 B. 3,6666 €. 0,9303 D. 24932

52. Na rysunku przedstawiono ciag tréj-
kat6w réwnobocznych. Dlugosci bokéw
tych trojkatow (worza ciag geometrycz-
ny, w ktérym a; = 2 i g = 2. Sw
pol dziesieciu poczatkowych trojkatow

W tym ciagu jest réwna: r rra el

N 3(1_(:;)‘”) \/3'(1,(%)!“) . \@(1_@)‘”) o 4(1_2%).0)

z
H

1
3 5

1,1 1
Itgtetan
oL

C.1-21° D. 20

S3. Liczba 17(% ) jest rowna:

1
Agds B.1-5l

PROCENT PROSTY | PROCENT SKtADANY

Wyobraz sobie, Ze niespodziewanie odwiedzi ci¢ bogaty krewny i obiecal,
Ze przez najblizsze dwa lata bedzie ci co miesiac wyplacat kieszonkowe.
ZHozyt przy tym dwie propozycje do wyboru.

PROPOZYCJA II
W pierwszym miesiacu otrzymasz
221, a w kazdym nastepnym mie-
siacu — o 50% wigcej niz w po-
przednim miesiacu.

PROPOZYCJA |
W pierwszym miesiacu otrzymasz
kwote 10071, a w kazdym na-
stepnym — wigcej niz w poprzed-
nim o kwote réwng 50% kieszon-
Kowego w pierwszym miesiacu.

Ktéra propozycja wydaje si¢ korzystniejsza?

ENIE A Oblicz, ile wyniosloby kieszonkowe w trzecim miesiacu wedlug
pierwszej propozyci, a ile — wedlug drugiej.

80 CIAGI



Niech Ky oznacza kieszonkowe (w zlotych) otrzymane w n-tym miesiacu.
Zatem wyplaty w kolejnych miesiacach wyniostyby:

PROPOZYCJA I PROPOZYCJA IT
Ky =100
Kz =Ky +50=100+50
K3 =K2+50=100+2-50
Ky =K3+50=100+3-50

Kn =Kn-1+50=100+(n-1)-50 Kn=Kn-1-1,5=2-1,5""

Latwo zauwazy¢, ze kolejne wyplaty obliczone wedlug reguly z pierwszej
propozycji tworza ciag arytmetyczny (o pierwszym wyrazie K = 100 i r6z-
nicy r = 50), a wedlug drugiej — ciag geometryczny (o pierwszym wyrazie
K =2 iilorazie q = 1,5). Korzystajac z powyzszych wzoréw ogdlnych, moz-
na poréwnac kieszonkowe po pierwszym roku i po drugim.

PROPOZYCJA 1 PROPOZYCJA TT

K12 100 +11 - 50 = 650 2.1,5M ~173

Koy 100 +23 - 50 = 1250 21,58 ~ 22445

Jak widaé, w ostatnim miesigeu drugiego roku wyplaty naliczone wedlug
drugiej propozycji bylyby zdecydowanie wyzsze.

ZENIE B Propozycja druga stala si¢ w pewnym momencie korzystiejsza
Inij, Ze zdarzylo si¢ to w szesnastym miesiacu.

Aby poréwnaé oba warianty, nalezaloby obliczy¢ sume wszystkich wyplat.
W tym celu mozemy skorzystaé ze wzoréw na sume n poczatkowych wy-
raz6w ciagu arytmetycznego i geometrycznego.
PROPOZYCIA | PROPOZYCJA II
Spq = K1tKos 04

= 10041250 . 24 = 16200

Chot propozycja druga wydawala si¢ poczatkowo malo atrakeyjna, okazata
sie jednak duzo Korzystniejsza.

Opisane powyzej sytuacje przyp ja dwa najczes Sposo-
by naliczania odsetek przy roznych opcnqach finansowych.
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Jezeli odsetki sq naliczane
od stalej kwoty, to mamy do
czynienia z procentem pro-
stym. Wiedy Kapital korico-
wy obliczamy wedlug wZzoru
podanego obok.

PROCENT PROSTY
Kn =Ko+ 155 - Ko - n
Ko — Kapital poczatkowy
P — oprocentowanie za jeden okres
naliczania odsetek
n — liczba okres6w naliczania odsetek
Ky — kapitat z odsetkami po n okresach

Warunki kredytowe sa nastepujace: przez 2 lata nalezy spfacaé co
miesiac 1% pozyczonej kwoty, przy czym w ostatnim miesiacu oprécz odsetek
trzeba oddac cata pozyczong kwote. Oblicz, jaka sume trzeba bedzie wptacié po-
2yczkodawcy w ciagu 2 lat, jesli na tych warunkach zaciagniemy kredyt 5000 z1.

Ko=50002t, p%=1% n=24
Kea =Ko+ 125 - Ko - 24 Kas — suma do spacenia po 24 miesiacach
K24 = 5000 +0,01 - 5000 - 24 = 6200

Odp. Suma wpfat wyniesie 6200 z1.

ZADANIE  Warunki kredytu sa nastepujace: przez 3 lata nalezy splacaé co mie-
siqe 2% pozyczonej kwoty i w ostatnim miesiacu odda¢ cala pozyczona kwote. lle
wyniesie suma odsetek, jesli pozyczymy na tych warunkach 10 tysiecy zlotych?

Jezeli odsetki s naliczane od kapitalu powiekszonego o odsetki za wezes-
niejszy okres, mamy do czynienia z procentem skladanym, tzn. jesli kapital
poczatkowy wynosi Ko, a ic jest réwne p%, to po kolejnych
okresach naliczania odsetek kapital wraz z odsetkami wynosi:

po pierwszym okresie: Ky =Ko+ 125 - Ko = Ko(1+ 125)

100 100.
6 sach: K42 K= AW 2y
po dwoch okresach: Kz =K1 + 25 - K K,(l+wu) Ku(l+wu)

3
po trzech okresach: K3 = Kz + 125 - Kz = K1+ 125) = Kof1+ {25 ) itd.

100 100 100
‘Ten sposéb naliczania odse-
tek jest zwykle stosowany
przez banki. Gdy bank doli-
cza kwote odsetek do kapi-

PROCENT SKLADANY

Kn = Ko(1+ 155)"

tatu (stanu konta), to méwi:
my, ze odsetki sa kapitalizo-
wane.
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Ko — kapital poczatkowy
P — oprocentowanie za jeden okres
naliczania odsetek

n — liczba okresow naliczania odsetek
Ky — Kapital z odsetkami po n okresach
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[TIATTXEN Na konto, ktérego oprocentowanie wynosi 4% w skali roku, wpfa-
cono 10000 zt. Oblicz, jaki bedzie stan konta po uptywie 5 lat, jesli wiasciciel
konta nie bedzie dokonywat zadnych wptat ani wypfat.

Ko=100002t, p%=4% n=5

Ks = ko (1+755)° Ks — kwota na koncie po  latach

Ks=10000- (1

4

* 700
=10000-(1,04)° ~ 12166,53

Odp. Po 5 latach na koncie bedzie 12166,53 z1.

ZADANIE = Na konto, ktérego oprocentowanie wynosi 1% w skali roku, wplacono
2000071, Oblicz, jaki bedzie stan konta po uplywie 10 lat, jesli wlasciciel nie bedzie
dokonywal Zadnych wplat ani wyplat.

sadania 14 )

Il Przy lokatach krétszych niz rok bank kapitalizuje odsetki po kazdym
okresie trwania lokaty. Jesli na przyklad przez dluzszy czas pozostawimy
pieniadze na lokacie 3-miesi¢cznej, to odsetki beda doliczane co kwartal.

Oprocentowanie lokat banki zawsze okreslaja w skali roku, dotyczy to
takze lokat, ktére trwajg krécej. Trzeba o tym pamigta¢ przy obliczaniu
odsetek. Na przyklad: gdy bank podaje, Ze oprocentowanie lokaty 3-mie-
sigcznej wynosi 4%, to oznacza, ze po 3 miesiacach odsetki wynosza % -4%
kwoty, ktéra byla na koncie.

Na lokate 2-miesigczng wptacamy 30000 zt. Oprocentowanie lo-
katy wynosi 5%. Oblicz sume odsetek z tej lokaty po péttora roku oszczedzania.

Ko =300002f Obliczamy oprocentowanie po 2 miesiacach
5 1,5 roku to 18 miesiecy, czyli 9 okresow na
p%= 5% liczania odsetek.
n=9
9 Ky — kwota na koncie po 9 okresach nalicza
. 3 >
Ko =Ko - (‘ + |ng) nia odsetek.

Ko =30000- (145

s
S55) ~32326,48
Ko - Ko ~ 2326,48 Obliczamy sume odsetek.

Odp. Suma odsetek po pottora roku oszczedzania bedzie réwna 2326,48 z1.
ZADANIE = Na lokate pélroczng wplacamy 20000 zI. Oprocentowanie lokaty jest

réwne 2%. Oblicz, ile wyniesie suma odsetek z tej lokaty po 5 latach. N
zadania 5-9
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il W przykladach 2 i 3, w ktdrych byla mowa o oprocentowaniu lokat
bankowych, nie ismy podatku. W rzeczywistosci odsetki, kt6-
re dopisuje bank do naszych oszczednosci, traktowane sa przez paristwo
jako nasz dochéd. Dlatego zaplacimy od nich podatek. Wynosi on w Polsce
19% kwoty odsetek i jest automatycznie przekazywany przez bank do skar-
bu paristwa po kazdym naliczeniu odsetek. Po zaplaceniu podatku zostaje
wiee 81% odsetek. Mozna wiec powiedzie¢, ze jesli oprocentowanie loka-
ty w pewnym okresie wynosi brutto p%, to oprocentowanie netto w tym
okresie jest réwne 0,81 - p%.

Na lokate 6-miesieczna wpfacono 10000 zt. Oprocentowanie loka-
ty jest rwne 4%, a podatek od odsetek wynosi 19%. Oblicz, jaka kwote odsetek
otrzyma facznie po dwéch latach wiasciciel konta, jesli:

a) bedzie wyptacat odsetki co pét roku,
b) nie bedzie wyptacat pieniedzy z tego konta ani na nie wplacat przed uply-
wem dwéch lat.

Ko = 10000
p% (brutto) = %%- 2% Obliczamy oprocentowanie brutto po pof roku
n=4 W ciagu 2 lat odsetki zostana naliczone 4 razy.

Q) Ko=0,81 785 Ko =081 12

66 10000 - 4 = 648 zt

Odp. Suma wyptacanych co pét roku odsetek wyniesie 648 z.

o\ 5 ¢
b) Ky =Ko (1+0,81 - 755) =Ko =10000 (1+0,81 - 525) 10000 = 663,92 2t

Odp. Po dwéch latach suma odsetek wyniesie 663,92 zt.

ZADANIE  Nalokate 3-miesigczna wplacono 50000 zI. Oprocentowanie lokaty jest
rowne 2%, a podatek od odsetek wynosi 19%. Oblicz, jaka kwote odsetek otrzyma
lacznie po dwoch latach wlasciciel konta, jesli:

a) bedzie wyplacal odsetki co 3 miesiace,

b) nie bedzie wyplacal pieniedzy z tego konta ani na nie wplacal przed uplywem

dwéch lat.
2adoia 10-16 )

ZESTAW ZADAN

1. Kasa pozyczkowa proponuje kredyty, ktére nalezy splacic w calosci po uplywie
ustalonego terminu, a do tego czasu trzeba po uplywic kazdego miesiaca wplacaé
do kasy 2% pozyczonej kwoty (pierwsza wplata po uplywie miesiaca od zaciagniecia
pozyczki). Oblicz, jaka kwote trzeba by w sumie wplacié do kasy, pozyczajac:

a) 1000 zI na 1 rok, b) 10000 zi na 8 miesiecy, € 15000 zi na 3 lata.
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2. Cena pewnego towaru wynosi 1000 zI. Sprzedawca ma zamiar zmienia¢ ja co
tydzien. Zapisz wzor, ktéry pozwala obliczac, jaka bedzie cena towaru po n tygo-
dniach, jesli co tydzien sprzedawca:

a) bedzie podwyzszac ceng o 10% ceny poczatkowe),
b) bedzie obnizac ceng 0 10% ceny poczatkowej,

© bedzie podwyzszac cene 0 2%,

d) bedzie obnizac ceng 0 2%.

Uwaga. Rozwigzuj zadania 3-9, nie uwzgledniajac podatku od odsetek. Przyjmij tez, ze
‘wlasciciel konta nie dokonuje wplat ani wyplat w trakcie trwania lokaty.

3. Na lokate roczna, ktérej oprocentowanie wynosi p%, wplacono kwote K z1. Ob-
licz, jaki bedzie stan tego konta, na ktérym ulokowano pieniadze, po uplywie n lat,
Jesli:

a) K=4000, p%=3%, 9 K=35000, p%=2% n
b) K =1200, p%=5% n=10 d) K =5500, p%=3,5% n=6

4. a) Na lokate roczna, ktérej oprocentowanie wynosi 3%, wplacono 2000 zl. Po
pewnym czasie stan oszczednosci wynicst 238,10 zL. Oblicz, ile lat uptyneto.

b) Oblicz, jaka kwote wplacono na lokate roczna, ktérej oprocentowanie wynosito
10%, skoro po uplywie 4 lat oszczedzania na koncie znajdowalo si¢ 8052,55 z1.
 Nalokate roczng wplacono 5200 z1 i po 4 latach oszczedzania kwota ta wzrosla
do 6201,10 z1. Oblicz oprocentowanie tej lokaty.

5. Na lokate terminowa, oprocentowang p% w stosunku rocznym, wplacono kwote
10000 1. Oblicz, jaki bedzie stan tej lokaty po uplywie okresu t, jesli:

a) lokata jest miesieczna, p%=4%, = 2 lata,

b) lokata jest 3-miesieczna, p%=3,5%, t

lata,

© lokata jest 6-miesieczna, p% = 3%, t = 3,5 roku.

6. Pan Adam i pan Jan skorzystali z lokaty rocznej, ktérej oprocentowanie wyno-
si 3%. Pan Adam wplacil 10000z}, a pan Jan 20000z} Ocefi, ktére z podanych
zdanh sq prawdziwe.

(@ Po trzech latach pan Adam otrzyma w sumie 150021 odsetek.

@ Po drugim roku panu Janowi zostanie dopisana dwa razy wieksza laczna kwota
odsetek niz panu Adamowi.

@) Po trzech latach na lokacie pana Jana zgromadzi sig dwa razy wigcej pieniedzy
niz na lokacie pana Adama.

@ Po czterech latach pan Adam bedzie mial na lokacie tyle samo co pan Jan po
dwach latach.
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7. a) Na lokate miesieczna oprocentowana w wysokosci 2% wplacono 5000z1. Po
jakim czasie laczna kwota odsetek wyniesie ponad 200 z?

b) Oblicz, jaka kwote wplacono na lokate 3-miesi¢czna, ktérej oprocentowanie wy-
nosi 2,5%, skoro po uplywie 2 lat oszczedzania na koncie znajduje si¢ 778,20 z1.
o lle bylo réwne oprocentowanie lokaty 3-miesiecznej, jesli wplacona kwota
7200 71 po trzech latach zwickszyla si¢ 0 913,142

d) Kwote 120007} wplacono na lokate 3-letnia, ale odsetki doliczane byly co pét
roku. Kwota odsetek wyniosla w sumie 1513,95 z1. Oblicz oprocentowanie lokaty.

8. a) O ile procent wzrosnie po roku kwota wplacona na lokate miesieczna, ktorej
oprocentowanie wynosi 5%? (Odpowiedz podaj z dokladnoscia do dziesiatej czesci
procenta).

b) Ustal, jak dlugo nalezaloby oszczedzaé na lokacie pélrocznej, ktérej oprocento-
wanie wynosi 6%, by kwota na lokacie si¢ podwoila.

9. Bank proponuje lokate miesi o stalym opr iu w wysokosci 3%
i lokate pdiroczng o stalym oprocentowaniu 4%. Ktéra z tych lokat przyniesie
wigksze korzysci po dwdch latach od jej zatozenia?

41l 10. podatek od odsetek wynosi 19%.
a) Kwote 10000 zI wplacono na lokate pélroczng o oprocentowaniu 4%. Oblicz,
Jjaki bedzie stan konta po 3 latach oszczedzania.
b) Po picciu latach oszczedzania na lokacie rocznej, Ktorej oprocentowanie wyno-
silo 3%, stan konta zwiekszyl si¢ 0 5102,01z1. Oblicz, jaki byl stan konta po roku
oszczedzania.

11. Pan Kowalski wplacit 50000 z1 na lokate miesieczna, ktdrej oprocentowanie
wynosi 5%, i co miesiac wyplaca odsetki pomniejszone o 19% podatku. Oblicz, jaka
kwote odsetek wyplaci w ciagu roku. O ile wyzsza bylaby ta kwota, gdyby faczne
odsetki wyplacit po roku?

©12. Przypusémy, ze kwote 10000 zt wplacono na lokate pétroczna, ktérej oprocen-
towanie wynosi 4%. Wiadomo, Ze przy tej lokacie co pol roku jest odprowadzany
do skarbu paristwa podatek od odsetek w wysokosci 19%.
a) Oblicz, jaki podatek od odsetek zostanie odprowadzony do skarbu paristwa, gdy
pieniadze pozostang na tej lokacie przez 1,5 roku.

b) Oblicz, jaki podatek od odsetek zostalby odprowadzony do skarbu pasistwa,
gdyby podatek ten byt obliczany dopiero po 1,5 rocznym oszczedzaniu od calej
kwoty uzyskanych odsetek.

13. Miesigezne obroty pewnej firmy poczatkowo wynosily 500071, a nastepnie
wazrastaly systematycznie o 2% miesiecznie przez 1,5 roku. Oblicz, jakie obroty
osiagnela ta firma po osiemnastu miesiacach takiego wzrostu.
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14. pig¢ lat temu paristwo Malinowscy kupili mieszkanie za 500 000 zI i spodziewali
sig, ze co roku jego wartos¢ bedzie wzrastala o 10%. W rzeczywistosci jego wartosé
wzrastala o 6% rocznie. O ile zlotych obecna wartos¢ tego mieszkania jest nizsza
od wartosci, jakiej spodziewali sie paristwo Malinowscy?

15. Cena akeji pewnej firmy przez pie¢ kolejnych sesji
gieldowych spadala o 4%. Oblicz, o ile procent cena po
piatej sesji bedzie nizsza od ceny poczatkowej?

16. Przyjmijmy, Ze war-
tosé samochodu co ro-
ku spada o 10%. Po ilu
latach jego cena bedzie
mniejsza od polowy ce-
ny poczatkowej?

MINISPRAWDZIAN

S1. Pani Marta wplacita 1000071 na lokate roczna, ktrej oprocentowanie jest
r6wne 4%. Kazdego roku odsetki z tej lokaty sa przekazywane na rachunek biezacy,
a kwota na lokacie si¢ nie zmienia. Po uptywie 10 lat suma odsetek wplaconych na
rachunek bedzie wynosic:

A. 4007t B. 3600zt C. 4000zt D. 4802zt

52. Pani Jola potrzebowala sporej kwoty, postanowila wiec oszczedzac. Obliczyla,
ze dokladnie tyle pieniedzy, ile potrzebuje, bedzie miala po czterech latach, gdy
wplaci 250021 na 3-miesieczng lokate oprocentowana 4% netto w skali roku. lle
musialaby wplaci¢ na te lokate, aby potrzebna kwote zgromadzi¢ rok wezesniej?

A. 293171 B.275171 C. 260271 D. 252571

53. Pan Nowak zai 40 tys. 21 w iewziccie i zaklada, Ze jego war-
108¢ po kazdym roku bedzie rosta o p% (p jest liczba naturalna). Obliczyl, ze przy
takim zalozeniu dokladnie po czwartym roku (nie wezesniej) wartosé jego inwesty-
oji przekroczy 50 tys. zL. Wynika stad, Ze p jest réwne:

A5 B.6 c7 D.8

54. Kwote K wplacamy na lokate 6-miesicczna, kt6rej oprocentowanie wynosi p%.
Wskaz stan konta po 2 latach, jesli wiadomo, ze podatek wynosi 19%.

AK(1+081- 8- 1) ck(1+081- £ 1)
B.K(1+0,81- T%)‘ D.K(1+081+ T%)Z
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GRANICE CIAGOW

CZENIE A Oblicz szes¢ poczatkowych wyrazéw ciagu okreslonego wzorem
1)". Zaznacz w ukladzie wspélrzednych kilka punktéw nalezacych do

wykresu tego ciagu, tzn. punktow o wspélrzednych (n, ay).

Ponizej podano wzory oglne oraz zapisano kilka wyrazéw trzech réznych
ciagow. Na rysunkach zilustrowano te ciagi za pomoca wykresow.
241
ea,=-2+1
=1 =14 -18. <13
1, -1, 12, 3,
Latwo zauwazy¢, ze im wicksze sa | e . . .
wartosci n, tym wyrazy a sq bliz-
sze liczbie ~2. Mozemy powiedziet,
e wyrazy tego ciagu zblizaja sic
do liczby -

e by=5-0,7" b
43, 4,51, 4,657, 47599,

W tym ciagu wraz ze wzrostem n
migdzy liczba 5 a wyrazami ciagu
réznice sq coraz mnicjsze i coraz
blizsze zeru. Mozemy powiedziec,
Ze wyrazy tego ciagu zblizaja sic do
liczby 5.

=24
cn
112, 21 14
1, 24, 12 % 2L 14
W tym ciggu nieskoriczenie wiele
wyrazéw jest wigkszych od liczby 2 ) . e
i nieskoriczenie wiele wyrazow jest R
od niej mniejszych, ale wyrazy tego |
ciagu zblizaja si¢ do liczby 2. 1 n

0 kazdym z tych trzech ciagdw mozemy powiedzieé, ze jest zbiezny do
pewnej liczby. T liczbe, do ktdrej ,zblizaja si¢” kolejne wyrazy ciagu, na-
zywamy granica ciagu.

Granica ciagu (a,) jest wiee liczba 2. Zapisujemy to tak:

2

’lim:na an

Czytamy: granica ciagu (a,) (przy n dazacym do nieskoriczonosc) jest liczba -2.
Granica to po facinie limes i stad pochodzi skrét lim.
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Poniewaz @, =-2+ 1, wigc podana na poprzedniej stronie réwnos¢ mozna
Zapisac tak:

im (-2 + 1
lim (-2 5) =2
Granice ciagéw (by) 1 (c,) sa réwne 5 1 2, zatem:
e
CWICZENIE B Kazdy z podanych ciagow ma granice, ktéra jest liczba rzeczywi-

sta. Oblicz kilka poczatkowych wyrazéw kazdego z tych ciagow. Czy domys
sie, jakie sa granice tych ciagow?

Sprobujemy teraz precyzyjniej okreslic, co to znaczy, ze ciag ma granice.
Rozwazmy ciag:

Mozna wskazaé przedzial, w ktorym mieszcza sie wszystkie wyrazy te-
go ciagu, np. przedzial (0;3). Ponadto mozna zauwazyé, ze wraz ze
wzrostem n wyrazy ciagu (cx) zblizaja si¢ do liczby 2. W przedziale
(2-4:2+}) mieszcza sie — oprécz trzech poczatkowych — wszystkie
pozostale wyrazy tego ciagu.

c,.
24} : = e
2 . . .
2-4 -
4 .
1 n

Oglnie méwiac, gdy wybieramy dowolnie mala dodatnia liczbe ¢ (czyt.
epsilon), to poza przedziatem (2-&;2+¢) znajdzie sie tylko skoiiczona
liczba wyrazéw ciagu (c,).

n

248 -
H
-€

i n
Uwaga. Mozemy tez powiedzie¢, ze dla dowolnie malej dodatniej liczby ¢ prawie
wszystkie wyrazy ciagu (c,) roznia si¢ od liczby 2 o mniej niz .
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CWICZENIE C a) Oblicz, dla jakiej liczby k spelniony jest warune
Jesli ay =2+ oraz n >k, to an €

b) Ustal, ile wyrazéw ciagu (bs) okreslonego wzorem by = 5 - 0,7 lezy poza

przedzialem (5-0,01;5+0,01).

Liczba g jest granica nieskoriczonego ciagu (ay), czyli lim an = g, wte-
dy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby dodatniej  istnieje taka liczba
naturalna k, ze gdy n > k, spelniony jest warunek a, < (g-£;g+¢).

Uwaga. Warunek ay € (g - £ + &) podany w powyzszej definicii jest réwnowainy
2 kazdym z warunkéw:

g-e<an<g+e lan-gl <€

Ciag, ktéry ma granice, nazywamy zbieznym. Ciag, ktéry nie ma granicy,
nazywamy rozbieznym.

Ponizej podajemy przyklady czterech ciagoéw rozbieznych.

o a,= i ay
1, V2, V3, 2.
Prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,) M| PSR
sa wigksze od M = 3 (poza wyraza- L
Y.

mi od a) do as). Niezaleznie od
tego, jak duza liczbe M wybierze-
my, prawie wszystkie wyrazy tego
ciagu beda wigksze od M.

0 ciagu (a,) mozemy powiedzie¢, Ze jest rozbiezny do +oo. W skrécie zapi-
sujemy to tak:

lim A= 400

Dla dowolnej liczby M mozna wska-
za¢ w tym ciagu taki wyraz, po
ktorym wszystkie kolejne wyrazy .
sa mniejsze od liczby M.

M| s

0 ciagu (b,) mozemy powiedzie¢, ze jest rozbiezny do —co. Zapisujemy to
tak:

i (- ne2)
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Ciag (a,) nazywamy ciagiem rozbieznym do +oo, czyli lim a, = +o,
jesli dla dowolnej liczby M istnieje taka liczba naturalna k, Ze gdy
n> k, zachodzi nierownos¢ an > M.

Ciag (a) nazywamy ciagiem rozbieznym do —e, czyli lim a, = ~co,

jesli dla dowolnej liczby M istnieje taka liczba naturalna k, ze gdy
n > k, zachodzi nieréwnos¢ a, < M.

0 ciagach rozbieznych do +e lub —e méwimy, Ze majq granice niewlasci-
wa, Jesli lim a, =+, to méwimy, ze ciag (ax) ma granice niewlasciw +eo.
Jesli Jim @, = -0, to méwmy, Ze ciag (a,) ma granice niewlasciwa .

Dwa kolejne przyklady ciagéw rozbieznych nie maja granicy niewlasciwej.
®cn=(-11)" n
-1,1, 1,21, -1,331, 1,4641, ... Lo

Dia dowolnie wybranej liczby M T
nieskoriczenie wiele wyrazow cia-
gu (ca) jest od niej wiekszych i n
i nieskoriczenie wiele wyrazow .

jest od niej mniejszych. Jest to
ciag rozbiezny (cho¢ nie jest on .
rozbiezny ani do +e, ani do —).

—@r 1
o dy= (-1 (141) d,
2,11, 1l 1l
2, 14, -1, 14,
W tym ciagu i wie-

le wyrazéw lezy dowolnie blisko
liczby 1, ale réwniez nieskoricze-
nie wiele wyrazow lezy dowolnie
blisko liczby 1. Ciag ten nie ma .
granicy, czyli jest rozbiezny, i nie

ma granicy niewlasciwej.

Omowimy teraz granice niektorych typow ciagow.
o Kazdy ciag staly jest ciagiem zbieznym. Granica ciagu stalego, w ktérym
wszystkie wyrazy sa réwne ¢, jest liczba c.
limc=c

e
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ENIE D Obok zapisano pr/\Hdd) Kilku

al
ciagow majacych postac a, = L, gdzie k jest an=

liczba naturalng, Jaka granice maja te ciagi?

nk

CWICZENIE £ Obok zapisano przyklady kil "
Ku ciagéw geometrycznych majacych postaé an=(3)" ba=c2r

o= 3 - ()

a, = q". Ktore z tych ciagow sa zbiezne?

 Ciag geometryczny typu a, =q" jest zbiezny, gdy g € (-1;1), przy czym:

Jesli ~1<q <1, to limg" =0. Jesli g =1, to limg"

Jesli g € R\(-1;1), to ciag geometryczny ay = q" jest rozbiezny, przy czym:

Jesli q> 1, to lim g" = +o.

Jesli g <1, 1o ciag an = g" jest rozbiezny i nie ma granicy niewlasciwej.

* Ciag typu a, = ¥/a, gdzie a > 0, jest zbiezny i jego granica jest 1, czyli:

Jesli a>0, to rlligr;‘"/ﬁ L

Uwaga. Ostatnig implikacje wykazemy, korzystajac z definicji granicy ciagu.
Dowsd

Niech a, = @ i a > 0. Pokazemy, ze dla dowolnie malej liczby dodatniej ¢
prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,) naleza do przedziatu (1-£;1+¢
Zalézmy, ze ¢ € (0;1). Ustalimy, dla jakich liczb naturalnych dodatnich n
liczba ¥/a nalezy do przedziatu (1-;1+¢), czyli dla jakich n spelniony jest
warunek 1-£< {/a<1+e

Funkeja y = logx jest réznowartosciowa i rosnaca, zatem powyzszy warunek

jest réwnowazny warunkowi log(1 - &) < log ¥a < log(1 + ), czyli:

log(1-£) < 5loga

%loga <log(1 +€)

Poniewaz log(1 - &) < 0 i log(1 + ) > 0, wic otrzymujemy nieréwnosci:

o _doga_ . loga
Toa1-5) Toa1 )
Zatem jesli k jest liczba naturalng wicksza od liczby - 8he— oraz od liczby
(m]

e
_loga_ +
o o gdy >k, mamy a, € (1-&;1+).
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Warto wi

Ciag okreslony wzorem ay = (1+1)" jest zbiezny. Liczbg r6wna jego granicy ozna-
czamy litera e. O; je to il w 1736 roku szwajcarski
Leonhard Euler (czyt. lijonart ojler).

Jim (14 3)" =e

Liczba e jest liczba niewymierna. W matematyce ma ona szczeglne znaczenie. Jest
podstawa logarytmu naturalnego i pojawia si¢ we wzorach i zaleznosciach w wielu
roznych dzialach matematyki. Ponizej zapisano kilkanascie cyfr rozwinigcia dziesict-
nego liczby e.

©=2,718281828450045 ...
Ciag (1+1)" pojawil si¢ po raz pierwszy przy okazji rozwazari dotyczacych pro-

skladanego, prowadzonych w 1683 roku przez szwajcarskiego matematyka
Jakoba Bernoulliego (czyt. jakoba bernulego).

Zalézmy, 7e kwote 170 wplacamy na lokate, kiérej oprocentowanie wynosi p%
w stosunku rocznym. Wéwezas stan konta po roku zalezy od tego, jak czgsto ka-
pitalizowane sa odsetki.

Stan konta po roku ‘ Jak czgsto w ciagu roku kapitalizowane sq odsetki

(1+55)' 1 raz dolicza si¢ odsetki (po roku)
(1+525) 2 razy dolicza sig odsetki (co pét roku)
B
(1 + ﬁ%) 12 razy dolicza si¢ odsetki (co miesiac)
(1+:25)" n razy w roku dolicza si¢ odsetki

Gdy przyjmiemy, Ze oprocentowanie jest rowne 100%, to stan konta po roku przy
n okresach doliczania odsetek bedzie wynosil:

Ciag ten jest ciagiem rosnacym. Poniewa? jego granica jest liczba e ~ 2,72, wige
nawet gdyby odsetki byly doliczane co ulamek sekundy, to stan konta po roku nigdy
nie przekroczy kwoty 2,72 z1.

Jakob Bernoulli nie przypuszczal zapewne, jak wielka rol odegra granica rozwa-
Zanego przez niego ciagu. Oto przyklady tylko niektorych wzoréw i zaleznosci ze
wspolczesnej matematyki, w ktdrych pojawia sig liczba e:

® Pole obszaru zacieniowanego na ee=l+legleton
rysunku ponizej jest rowne 1.

1234

© Niech p, (gdy n > 2) oznacza iloczyn
wzystkich liczb pierwszych mniej-
szych lub rownych n, czyli p; = 2
ps =23, ps =23, ps =235
itd. Wowczas lim {pn

adani 111 )
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ZESTAW ZADAN

1. Zastap znak zapytania odpowiednig liczba lub jednym ze znakow: +co lub —co.

) m(é)"zv @ Jm o2 9 fmin-3-

b) llm e) lim 6" = h) lim 1,6"
9 Jm 5= Dm0 pmos-

2. Na ponizszych rysunkach przedstawiono fragmenty wykresow ciagow: a, = n,
(%) i dn =3-1,1". Do kazdego z tych ciagéw dopasuj odpowiedni
wykres. Ktdre z tych ciagéw sq rozbiezne? Ktre z nich sa rozbiezne do +o, a ktére
— do o7

2, cn

1 - oo,
i 7 i MR
® ©
i
10 -
1 n i n

3. Podany ciag jest ciagiem geometrycznym. Czy jest to ciag zbiezny? Jesli tak, to
podaj jego granice, a jesli nie — okresl, czy ma granice niewlasciwa.

a) 16, 8, 4, 9 u,.s(%)'1 @ ar=1, an :4%
o ay=(-3)" 0 a=—v2, ani =

4. Podaj przyklady ciagu rosnacego oraz ciagu malejacego, ktére maja:
a) t¢ sama granicg réwna 0, b) t¢ sama granice réwna 7.

5. ) Wybierz taka dowolna liczbe a, by 0 < a < 1. Oblicz za pomoca kalkulatora
kilka wyrazéw ciagu a, a2, (a2)’, ((a* - Podaj granicg tego ciagu.

b) Wybierz dowolng hczbq dodatnia a. Oblicz za pomoca kalkulatora kilka wyrazow
ciagu: a, va, v/a, . Podaj granice tego ciagu.
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6. Naszkicuj wykres funkdji f i odpowiedz, czy ciag an = f(n) jest zbiezny czy
rozbiezny.

a) (0 =2(x+2)(x-5) b) f(0= s -4 9 F00=-3x(x+ Dx-1)

© 7. Czy ciag (ay) jest ciagiem zbieznym? Jesli tak, to jaka jest jego granica?

0, gdy n jest parzyste -1, gdyn<10°
a) ap=1, d) a,=

5 gdy n jest nieparzyste 1, gdyn>10°

n?, gdy n <1000 3n®, gdy n<100
b) an=1 € an=q _

1L, gdyn>1000 -5, gdyn>100

2, gdy n jest nieparzyste 1, gdyn<10°
Q an= f) an=

1, gdy n jest parzyste Y2, gdyn>10°

8. Podaj przyklad:
a) ciagu, ktérego granica jest liczba dodatnia i ktéry ma 100 wyrazéw ujemnych,
b) ciagu rozbieznego do +co, ktory nie jest ciagiem rosnacym,

9 ciagu, w kiérym dokladnie 10 wyrazow jest rownych 1 i ktérego granica jest
liczba 1,

d) ciagu, ktérego wszystkie wyrazy sa liczbami niewymiernymi i ktérego granica
jest liczba wymierna.

©9. a) Czy w ciagu rosnacym jeden z wyrazow moze by¢ réwny granicy ciagu?
b) Czy granica ciagu, ktorego wszystkie wyrazy sa ujemne, moze by¢ liczba nie-
ujemna?
 Czy ciag, ktdrego wyrazy przyjmuja tylko dwie wartosci, musi by¢ ciagiem roz-
bieznym?
d) Czy ciag, w ktérym nieskoriczenie wiele wyrazow jest ujemnych i nieskoriczenie
wiele wyrazéw jest dodatnich, musi by¢ ciagiem rozbieznym?

©10. a) Granica pewnego ciagu arytmetycznego jest liczba 7. Ile jest rowny pierwszy
Wyraz tego ciagu?

b) Granica pewnego ciagu geometrycznego jest 3. Wyznacz piaty wyraz tego ciagu.

11. Wsr6d podanych ciagow wskaz ciagi zbiezne i podaj ich granice. Ktére z tych
ciagéw sa rozbiezne i nie maja granicy niewlasciwej?
an=(-2)" bn=-n* o=

=P

2. et _ e
dy=2- (1" e = (1) + (1) f= Ty
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MINISPRAWDZIAN
1. Grania Jdngo 2 pon2szych cingt e est liczba 0. Wokaz ten cag.

Aan=(2) B.by Ca=(3) D.dy= 5

n2

52. Ktéra z ponizszych liczb moze by ilorazem zbieznego ciagu geometrycznego
(0 wyrazach réznych od zera)?

A3 B.3 ci D.-1

53. Jeden z ponizszych ciagow jest rozbiezny do —oo. Wskaz ten ciag.
Aap=6-1,2" Coon=-6-1,8"

B.by=6-1" D.dp=6-(-0,2)"

OBLICZANIE GRANIC

2 oraz by =

ENIE A Rozwazmy ciagi okreslone wzorami: a,

a) Podaj Jim ay oraz lim by,

b) Zapisz WZory Ciagow ¢y = an+by 1 dy = an - by Jakie sa granice tych ciagéw?

Przy obliczaniu granic réznych ciagéw przydatne sq ponizsze wlasnosci.

Jesli ciagi (a) i (bn) sa zbiezne, Jesli ciagi (a,) i (by) 53 zbiezne

to zachodza réwnosci: iwyrazy ciagu (bs) sarozne od 0
oraz lim by #0, to:

lim (an + bn) = lim an + lim by "

lim (@, - by) = lim a, - lim by

lim (ay - by) = lim a, - lim b,
= =3 n=w

Zauwaz, e 7 tzeciej z powyzszych réwnosci wynika, Ze jesli (an) jest
ciagiem zbieznym i k jest dowolna liczba rzeczywista, to:

,l,if',‘u'k'a" ’k'yl,if?ua"
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PRzYKEAD 1 TS

@ lim (545 - 7) = lim 5+ lim %~ lim - =5+0-0=5
i " 1 1

b Jim = lim (7 ) =7 Jim 25 =700

9 lim@-047(3+ lim (2-0,47 - lim (3+

ZADANIE | Oblicz.

a lim (7-(3)"- %) b) lim 58 o lim (3 -4)1-09"

Dla uproszczenia zapisu mozemy zakreslic ogdlny wyraz ciagu, narysowac
strzatke i na jej koficu zapisac liczbe réwna granicy tego ciagu. Na przyklad
obliczenia z przykladu a) mozna zapisac w nastepujacy sposob:

im (5 5)

wdania 13

Przy obliczaniu granic ciagdw mozna tez korzysta¢ z nastgpujacego twier-
dzenia.

Twierdzenie o trzech ciagach

Jezeli prawie wszystkie wyrazy ciagow (an), (by), (¢x) spelniaja
waruriek an < cn < bn oraz ciagi(an) i (bn) sq zbiezne

i ’lil_{l;lv an= li_l'l;lv bn=

, 10 ciag (ca) jest zbiezny i lim ¢y = g.

Dowéd
Zal6zmy, ze lim ay = lim b, = g oraz ze dla ciagow (an), (by), (¢,) istnieje taka
liczba naturalna k;, ze gdy n > ki, to spelniony jest warunek a, < ¢, < by.

Niech &> 0. Wowczas istnicja liczby k: i ks, takie ze:

gdy n> ke, spelniona jest nierownos¢ g-&<an<g+e, czyli ~€<an-g<e
gdy n> ks, spelniona jest nierownosé g-&<by<g+e, czyli ~€<by-g<e
Niech k bedzie liczba wigksza od ki, k2 i ks. Wowczas gdy n > k, spelniony jest
warunek:

—g<en-g<ba-

—e<c-g<e

Zatem lim ¢ = g. a
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PRZYKLAD Oblicz lim Vare7n,

MR < WERTTR < T TR Najpierw szacujemy wyraz pod pierwiastkiem,
YT < YA < Y2 T 77 e4n s 7n<7ng g
i 77 I 7 -7

lim 277 = Jim (742) = fim 7 - lim ¥2 =7

~

Z twierdzenia o trzech ciaggach wynika, ze li_rr; YansTm

ZADANIE Oblicz 'l’lm Ysmaan.
wdonia 45

Iil Do tej pory omawialismy wlasnosci granic ciagéw zbieznych. Ponizej po-
dajemy kilka wlasnosci granic ciagéw rozbieznych do +eo lub do ~o.

9an=-(3)' d) an=-n*

CWICZENIE B Podaj lim a,, a nastepnie lim L, jesli:

b) ay

a) an=

Jesli wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa rézne od 0 oraz

lim ay =+ lub lim an=~o, to lim 0.

CWICZENIE C Podaj Jim ay i Jim by. lle wynosi Jim (@ + by), a ile Jim (@ - by)?
an=2" by=5"
lim (an +by) = +o0.
Jeslilim ay =+ i limby=+o, to "%
n=o n=o lim(@n - ba) = +o0.
1im @y +by) = ~co.
Jesli lim a, =00 i lim by = w
n= n=o lim(a, - by) = +e.
1im (@, ~ by) = —0
Jeslilima,=-c0 i limby=+o, to "%
n=e n=e 1im(a, - by) = ~co.
ICZENIE D Podaj 'l‘[m an i ‘I‘[nv by. lle wynosi 'I’\m (an +by), aile ’|‘ln\(L),, “ba)?
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Niech (ay) bedzie ciagiem zbieznym i lim a, = g.

,l.if‘l(a" +by) = +0o.

Jesli - Jim by = +e0, to lim (@ - by) = +e0, gdy g>0.
lim(ay - bn) = —e, gdy g <0.
Jim(@n +by) = 0.

Jeslilim by = —oo, to lim(ay - by) = ~e0, gdy g>0.

Jim(an - by) = e, gdy g <0.

skrécie nastepujaco:

Uwaga. Oméwione wlasnosci granic mozna zapisaé w

==0

(400) - (+00) = 400

(~00) + (~o0) = (=0) - (~0) = +e0
(09) = (+0) = (-00) - (e0) =
g+ (+00) =+, gdy g>0 g+ (+00) = —o0, gdy g <0
g+ (-00) = -0, gdy g>0 g (-00) = +00, gdy g <0

i 67

IV Przyjrzyj si ponizszym czterem przykladom. Zauwaz, ze w kazdym z nich
Jim a =+ 1 lim by = +c0. Natomiast rezultaty obliczania granicy ciagu
Cn=an~by s3 r0ZNC.

®ap=n®
bn =2n%

lim (@, — by) = lim (n* - 2n%) = lim (-n*) = ~0

lim (an - by,

lim(4n® - n®) = lim 3n* = +o0

lim (an - by) = lim

): lim(-5)=-5

e ay=n+(1"  lim(@-by) = im(n+(1y"-n) = im(-1)" — nic istnicje
ba=n Ciag (cx) okreslony wzorem ¢, = ay - by jest rozbiezny
i nie ma granicy niewlasciwej.
Gdy ciagi (ax) i (by) $3 Tozbiezne do +eo, nie mozna podaé ogdlnej re-
guly pozwalajacej okreslié lim(ay ~ by). Mowimy, ze symbol 0 - co” jest
nicoznaczony.
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[IATTEN Oblicz.

o Im

Q Jim 23

@ Jim

e lim

CZENIE E Dane sq ciagi (an) i (by). Zauwaz, ze lim a, = 0 i lim by =
Oblicz, jesi istnicje, Jim(a, - by)

Ay =k, by=nf b an =k, ba=n? dan=, by=6n°

Ponizej podajemy symbole nieoznaczone, z ktérymi mozna si¢ zetknaé
przy obliczaniu granic ciagow.

Symbole nicoznaczone

(o=l 10-) [9]

W ponizszym przykladzie pokazujemy sposob obliczania granic ciagéw,
kt6re mozna by opisac symbolami nieoznaczonymi.

Wytaczamy przed nawias
najwyzsza potege n i ko-
rzystamy z wlasnosci gra-
nic ciagow.

17 20 +3) = Jim )5 -

Wylaczamy przed nawias
St najwyzsza potege n w licz
+3 niku i mianowniku.

0 o
5(342-3
3ni+2n-3 _ o " (ra-%) _
T2t TR (2 e )

Sn-7nd+n
Tons+2m -4

R (1047

3:5741 53+
0 Jim 2500 - i = -3
S (14 2
sn(1+2;
ZADANIE Oblicz.
Dmemenn b mEEEE o o o men
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ZESTAW ZADAN

1. Oblicz.

@ gim (30h e o m (7

%) ()
o m (5- () + 3) 3

2. Przyjmijmy, Ze ciag (x,) ma granice rowna 3 oraz X, #
granice podanych ciag6w.

o Jima-03( 3 -

f hmM

% 0,17+0,01

0 dla kazdego n. Znajdz

i-
by=2x}+3 dy = 2
2Xn +Xn
3.0blicz Jim 202, Jim @0, lim (Layby- 1), lim(@n-bn+ 1), jesli
a) lima, =3, b) lima, = 9 Jimay=-5,
lim b, =2 lim b, =3 lim b, = —
4. oblicz.
a) ’lyl_m Y3nan Q9 ll_m VIom+2n e) ’llljn V25T 9n
b) rlvl—‘lev 0,2 +0,7" d) rl:‘ma V23T an f) ’llm V03" + 0,87+ 1,27
5. Oblicz.
im /6" +8" ,. 2 "
3 Jm 5t b i oo o Jm {5
6. Oblicz.
im (37 + 2 i n o nt i PAL) 1
dpned) @ (oet-2) o ((3) e h)

lim (0,37~ %) @ lim (5" -0.2" +n?)

o m(E-G) 0 pm () ei-)

7. oblicz.

a) lim(an+by), gdy an=3n%, by=3  d) lim(an - by),
b) lim(an~bn), gy an= 3%, ba=4n @ lim(an-
 lim(an +bn), gdy an=2n’, by=6n° 9 lim(a, -

OBLICZANIE GRANIC

=i -
by), gdy an= el bn=

w i o= 3)) (3 -5#)

) lim (0.1"73n3)((%)"74n‘)

=l

gdy an= 3, bo= 5t

by), gdy an =-8n*, b, =4n*

Sk



4V 8. Oblicz.

&

'l‘iAn;laan =n-1)

9

lm(ns— n’+1) € ,1,1!?,-2"("- 1n+3)

b) lij{}l)(—Zn} +n?-13)

-7 0 A@;(ZH +1)3-n)6n+2)

9. Oblicz.

im 2 im 13+n
a lim 55 e Jim 5

im 3-5n im 15n+1
b) Mo St 0 lm o

9 ’ll‘—r?" n12

) Jim 203 0 m ()
10. Oblicz.
a) lim (23"'; *52 <4n271))
b (e - )
9 o (S22 +2) 0t (525
11. Oblicz.
a) lim 3 9 Jim S o lim 2
b) lim 2:50 o) Jim ;372 f lim
12. Oblicz.
a) lim(ay - by), gdy ay =:T7, bp=2n® Q9 lu-n n gdy a, = nl bn= "%
b) lim “", gdy an =-5n*, by = W d) lim(ap - by), gdy an = »754 bn =-3n%

13.Oblicz Jim an, Jim by, Jim (@ +bn) oraz Jim 7, jesli

a) ap=27", by=2"*" Q an=:L, by

b) an=n+1, by

n d)a,,=1+ s bn=
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14. Oblicz.

oy
9 a,= 2" @ a= @

z
iz n+3

e

d) a,=n-7" ) a,=03""

20241

15, Przyjrzyj sie obliczeniom przedsta-

lim(v/n+3-/n)= wionym obok, a nastepnie w podobny
L sposb oblicz granice.
=m‘%’%ﬁ in}nhn = a) lim (/- Vi=2)
= lim _nt3-n_ _ b) lim(v/3n+1-3n-1)
nes ne 3+ Vi e

L] li‘n;lu(\/ﬁf 5n+38)

—lim——3
n-® /n+3+/n

d) Jim(/AT T - n)

16. Oblicz.

L+2431 . en

3 fim Bt

b) lim 1+43+5+ .. +(2n-1
im, 0

2+44+
% I mavse

d) lim 5410+ 450
neo Tele1fe ..+ 8

©17. Oblicz granice ciagu ay = f(n+1) - f(n).

a) f(x)=2x+3 b) f(x)= 51 9 f=

e @) 00 =X

18. 2) Oblicz wartos¢ parametru p, dla ktdrej granica ciagu ay = L’% jest

rowna L.
b) Oblicz wartos¢ parametru p, dla ktérej granica ciagu a, = Li’nﬂ jest naj-
wicksza.

2(lal-
9 Ustal, jaka jest najwieksza mozliwa wartos¢ wyrazenia lim W Dla jakiej
wartosci parametru a wyrazenie to przyjmuje najmniejsza wartosé?
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MINISPRAWDZIAN

$1. Wiadomo, ze 'l'l_l’ll an
Adm@n b=t Clim @b =
B. lim (@ - by) = ~e0 D. lim (g) = 40

52. Jeden z podanych ciagow jest zbiezny. Wskaz ten ciag.

=—2n2 - g _ _6n*+5 —2m-3
Aan=-2m2-7n+5  Bby=SLES C.gy= AL

S3. Granica ciagu a, = % jest rowna:

-3 3 -5
B.-3 C. D.-%

A3 3

3
"3

SZEREG GEOMETRYCZNY

czg$¢ prostokata.

=21 ,],‘_"A by = +00. Ktéra z réwnosci nie jest spelniona?

Przyjrzyj si¢ rysunkom. Przyjmijmy, ze pole Kazdego duzego prostokata
jest réwne 1. Liczby zapisane obok opisuja, jakie pole ma zamalowana

CWICZENIE A Jak myslisz, czy postepujac dalej w ten sam sposcb, moglibysmy
zamalowac dowolnie duza czgs¢ prostokata?

Gdyby$my w ten sam sposob zamalowywali kolejne frngmen(y prostokata,
nikow:

1o n-ty prostokat mialby pole réwne sumie n skla

1.1 1.
Fygm ety

S, +

104
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Pos(epu_]qc W ten sposob W) meskonczonosc otrzymaliby$my sume o nie-
liczbie i 7e wynik takiego nieskoriczo-
nego dodawania jest réwny gnmcy ciagu (Sy):

S L 7'lvi7n§75,,

Poniewaz przy n dazacym do nieskoiiczonosci kolejne wyrazy ciagu (1)
sq coraz blizsze liczbie 0, wiec granica ciagu (S,) jest réwna:

Zatem postepujac w opisany wyzej sposéb, moglibysmy zamalowa¢ nie
wiecej niz § prostokata.

Dla nieskoriczonego ciagu (a,) wyrazenie @, +a; +as +... nazywamy szere-
giem. Gdy ciag (an) jest geometryczny, to te sume
szeregiem geometrycznym.

Jesli ciag (an) jest geometryczny i |q| < 1, to ciag (S») 0 wyrazach $, = ai,
Sy =ay+aq, S3 = a) +a1q+aq?, ... jest zbiezny i méwimy, ze szereg
geometryczny @ +a1q +a1G% +... jest zbiezny, a liczbe lim S, nazywamy
sumg szeregu. e

Gdy |g| > 1, to szereg geometryczny a; +a1q +a,q° +... jest rozbiezny.

Uwaga. Zauwaz, 7e gdy q = 1, 1o szereg geometryczny aj +aiq +aiq + ... jest
rozbiezny (chociaz ciag a1, a1d, ai?, ... jest zbiezny).

Wiadomo, ze:

1
1

Gdy |q| < 1, to przy n dazacym do nieskoficzonosci kolejne wyrazy ciagu
9" sa coraz blizsze liczbie 0. Zatem:

im s = m (- 227

Suma S szeregu geometrycznego a; +aq+aq* +..., gdy Il <1:
a
s

CWICZENIE B Oblicz sume wyrazow nieskoriczonego ciagu geometrycznego:

a)3,

b2 -1, 4, -1 970,7,07,007,...
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Zamieri utamek okresowy 1,2(45) na utamek zwykly.

1,2(45) = 1,2454545..

0,045+0,00045+0,0000045 +.... jest

=1,2+0,045 +0,00045 +0,0000045 +... = szeregiem qeomerrycznym w kiérym
a = 0,045 = 0,01. Poniewaz
fa] < 1, wieg mozemy skorzystac 70
12 U 0, 008 g2, a8 Wms:i_

9~ 10

ZADANIE  Zamier ulamek okresowy 3,1(4) na utamek zwykly.

Figura przedstawiona na rysunku to fragment nieskoriczonego cia-
gu kwadratow. Pierwszy z nich ma bok o dfugosci 1, a kazdy kolejny kwadrat
ma bok dwa razy krétszy niz bok poprzedniego kwadratu. Linia zaznaczona ko-
lorem niebieskim to fragment nieskoficzonej famanej. Oblicz dfugosc tej famanej
oraz pole catej figury.

L~ dtugos¢ tamanej
P~ pole figury

Diugos¢ famanej jest réwna sumie wszystkich

wyrazéw nieskoriczonego ciagu geometrycznego

o plerwszym wyrazie a) =3 florazie q = }. Ko-
L= 6 rzystamy wige ze wzoru S =
1V L (1, (1)
Pz (3 e (1) e (4) 4 Pole figury jest réwne sumie wszystich wyrazéw
nieskoriczonego ciagu geometrycznego o pierw.
(1L (VL (1 szym wyrazie a, X
P13+ () 4 (3)

ZADANIE  Figura przedstawiona na rysunku obok
to fragment nieskoriczonego ciagu tréjkatow réwno-
bocznych. Pierwszy z nich ma bok o dlugosci 1, a kazdy
nastepny trojkat ma bok o dlugosci réwnej § dlugosci
boku poprzedniego tréjkata. Zaznaczona niebieskim kolorem linia to fragment nieskoii-

czonej lamanej. Oblicz dlugos¢ tej lamanej i pole calej figury. N
zadaia 1-9
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I EMEIATIIXEN Rozwiaz réwnanie, w ktérym lewa strona jest szeregiem geome-

trycznym.
T Lewa strona réwnania jest szeregiem geome-
X=T45=53+ trycznym o ilorazie 4, gdzie q = - Ten
szereg jest zbiezny, gdy iloraz speinia wa-

Zatozenie: x#0 i runek Ig1 <1

Korzystamy ze wzoru na sume szeregu geo
metrycznego § =

Zgodnie z zafozeniem X # 0, wiec obie strony

+2 x réwnania mozemy pomnozy€ przez x.
2x+2
-2x-2=0
a=12 VB=2V3
Rozwiazanie 1 - /3 nie speinia zatozenia, bo

=283 -5 >
PRETY: SN
x=1443

ZADANIE | Rozwiaz réwnanic, w kidrym lewa strona fest szeregiem geometrycz:
nym: 1+ 1

zadania 10-1

ZESTAW ZADAN

1. Wykaz, ze podany szereg geometryczny jest zbiezny. Oblicz sume tego szeregu.

a)1+1+ d) 5+2+08+...

1,1
3°9

b 1-1+1 €) ~100-60-36—
+duz

9 L

1 5_25
5te f —4+3-2+

2. Znajdz wszystkie wartosci a, dla ktérych podany szereg geometryczny jest
zbiezny.

a) 2a+2a%+2a* +... d)

a , at
b) 1+ 90+ Gh e 13-

9 5+3 ) 4a-2a(3-a)+aG-a)?-
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3. Niech a; oznacza pierwszy wyraz nieskoficzonego ciagu geometrycznego, a g —
iloraz tego ciagu. Oblicz réznice miedzy suma dziesieciu poczatkowych wyrazéw

tego ciagu a suma wszystkich jego wyrazow, j

a) a1 =50, g=1% b) a;=9, g=0,1
4. Zamieri podany ulamek okresowy na ulamek zwykly.
a 1) 9 5,07) o) -7,125)

b) -2,(80) d) -4,3(2) f) 0,0(320)

5. Na rysunku przedstawiono fragment linii zbudowanej z nieskoriczonej liczby
odcinkéw. Dlugosci kolejnych odcinkéw tworza ciag geometryczny. Oblicz diugos¢
nieskoriczonej linii.

a) b) 9
6. Na rysunku przedstawiono fragment lin
odcinkéw. Oblicz diugos¢ nieskoriczonej linii.

57 S

108 ClAG!

Zbudowanej z nieskoficzonej liczby

a)




Warto wi

Polski byla tzw. polska szkola matema-
tyczna. Mianem tym okresla si¢ liczna grupe wybitnych polskich matematykow
pracujacych gléwnie w trzech osrodkach: we Lwowie, w Warszawie i w Krakowie.

j znani iciele polskiej szkoly matematycznej to Stefan Banach,
Waclaw Sierpiriski, Alfred Tarski, Stanislaw Ulam, Hugo Steinhaus. Ich prace mialy
ogromny wplyw na rozwsj wielu dziedzin matematyki w zwlaszeza tych, ktdre
powstawaly wlasnie w tym czasie: teorii mnogosci, topologii, analizy funkcjonalnej.
Za tworeg ostatnicj z wymienionych dziedzin uznaje si¢ Stefana Banacha.

Do osiagnicé polskic szkoly matematycznej mozna tez zaliczye prace mnicj znanych

— Mariana Henryka Jerzego
RéZyckiego. W 1933 roku zlamali oni szyfr Enigmy — niemieckiej maszyny uzywanej
do szyfrowania wojskowych depesz.

Wielu polskich matematykéw nie przezylo II wojny $wiatowej. Duza ich czeS¢ byla
pochodzenia zydowskiego i zginela w gettach w czasie okupacji niemieckicj.

Sporo sukceséw polska szkola matematyczna zawdziecza Waclawowi Sierpiriskiemu,
161y oprocz osiagnice mial niezwykla
umiejetnos¢ rozwijania talentu swoich studentéw. Jednym z najbardziej znanych na
Swiecie pomyslow Sierpifiskiego jest tzw. dywan Sierpiriskiego, ktéry powstaje w na-
stepujacy sposob: najpierw dzielimy kwadrat o polu 1 na 9 mniejszych kwadratéw
i wycinamy srodkowy. Potem kazdy z mniejszych kwadratow znowu dzielimy na 9
jeszcze mniejszych kwadratéw i wycinamy srodkowy itd. Figura otrzymana w wyniku
kontynuowania wycinania kwadratéw w nieskoriczonos¢ to dywan Sierpiriskiego.

® 7. Przeczytaj informacje w ramce. Ile jest réwna suma pol wszystkich kwadratow,
kire trzeba by usunac z pierwszego kwadratu, aby otrzymac dywan Sierpisiskiego?

8. W kwadrat o dlugosci boku 2 wpisano okrag i zama-
lowano czesé kwadratu lezaca na zewnatrz okregu (zob.
rysunek). W ten okrag wpisano kwadrat i zamalowano je-
20 czes¢ lezaca na zewnatrz okregu W niego wpisanego.
Nastepnie w ten okrag ponownie wpisano kwadrat i za-
malowano jego cze§¢ lezaca na zewnatrz okregu w niego
wpisancgo. lle wyniesie suma pél wszysikich zamalowa-
nych obszaréw, jezeli ten proces bedziemy
w nieskoriczono$¢?
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© 9. Na rysunkach kolejne etapy iia figury zwanej platkiem
Kocha. Aby ja otrzyma, nalezaloby w podobny sposob postepowaé nieskoricze-
nie wiele razy. Oblicz pole platka Kocha, ktorego budowe zaczynamy od trojkata
o dlugosci boku 1.

‘Tréjkat rownoboczny.  Dorysowujemy trojka- Do kazdego boku poprzednio otrzy-
ty réwnoboczne o bo-  manej gwiazdy dorysowujemy tréj-
ku trzy razy krotszym.  katy rownoboczne o boku trzy razy

krétszym niz poprzednio,

41l 10. Rozwiaz réwnanie, w ktorym lewa strona jest szeregiem geometrycznym.

a) 4+4x+4x°+ ... =5 d)2+§+%

b) x+x2+x7+ ...

e x+l+ls..=45

f1-1

X

B2
&8

©11. Rozwiaz réwnanie, w ktérym lewa strona jest réznica dwoch szeregow geome-

trycznych.

2 3
x-L+x-Lex L1

1
x T a s
©12. Rozwiaz réwnanie, w ktérym obie strony sa szeregami geometrycznymi.

s-(1+2+i+...)=x-(1+
X x2 X
13. suma wszystkich wyrazow pewnego nieskoriczonego ciagu geometrycznego

jest rowna 1, a suma kwadratow tych wyrazow jest réwna 7. Oblicz pierwszy wyraz
i iloraz tego ciagu.

© 14. lloraz pewnego nieskoriczonego ciagu geometrycznego (a,) jest réwny 0,7, a su-
ma wszystkich wyrazéw tego ciagu wynosi 20. Oblicz sume a, +as +as +

15. Lewa strona ponizszego rownania jest szeregiem geometrycznym. Wykaz, ze:

o 1
log; 10 -10g, 10 +10gig 10-+...+ (-1)"l0gen 10+ = s

16. W nieskoriczonym ciagu geometrycznym kazdy wyraz jest p razy wiekszy od
sumy wyrazéw po nim nastepujacych. Oblicz iloraz tego ciagu.
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17. Niech ciag (an) bedzie fi ciagiem geometrycznym. ZnajdZ iloraz
tego ciagu, jesli wiadomo, Ze $; = 35, gdzie:
So=a1+a+az+... Oraz Sy =a,+as+as+az+....

Warto wie

W XVIII wieku szwajcarski matematyk Leonhard Euler (czyt. lijonart ojler) opisal
nastepujacy paradoks. Wybierzmy dowolnq liczbe dodatniq a i rozwazmy ciagi geo-
metryczne o wyrazach a, a?, @, ... oraz 1, 4, %, ... Po skorzystaniu ze wzoru
na sume i clagu g¢

a+val+a+

Po dodaniu tych réwnosci stronami otrzymamy nastgpujaca rownosc:

Learleats boateLs

Ale gdy a> 0, to lewa strona tej réwnosci jest liczba wicksza od 11 Jak to mozliwe?

18. Wyjasnij paradoks opisany w powyzszej ramce, tzn. znajdz blad w tym rozu-
mowaniu.

MINISPRAWDZIAN
51. Ktéry z podanych szeregéw geometrycznych nie jest zbiezny?
A 18+46+2+... C.4+0,8+0,16+...
B.-16+12-9+... D.-8+12-18+...

52. Lewa strona rownania 3-3x+3x2 ~3x* +... = 5 jest szeregiem geometrycznym.
Rozwigzaniem tego réwnania jest:
2 -1 2

B.-1 . D.

H 5

A -

53. Rozwaz nieskoficzony ciag kwadratow. Diugosci bokéw tych kwadratéw two-
173 ciag geometryczny: 1m, 0,8m, 0,64m itd. Suma pol wszystkich kwadratow
nalezacych do tego ciagu jest réwna:

A. 2,0496 m* B.5m? cZm

54. Suma ich wyrazow ni ciagu geometrycznego jest 4 razy
wieksza od pierwszego wyrazu tego ciggu. lloraz tego ciagu geometrycznego jest
rowny:

1 1 3
Al B.5 C3 D. V2
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1. Zbadaj monotonicznos¢ ciagu okres-
lonego wzorem a, =4n® - 3.

2. Znajdz wzér ogélny ciagu okreslone-
go rekurencyjnie.
a) a1=2, ana =aj

b) ay =5, an«1=5an

3. Znajdz wzor rekurencyjny ciagu
okreslonego wzorem ogdlnym.
a) ap=7" 9 ap=n?

b) an=2n+17 d) an=log5s"

4. Znajdz wartosé p, dla ktérej liczby
5p -4, p+5, 2 sa kolejnymi wyrazami
ciagu arytmetycznego.

5. W pewnym ciagu (a,) sume n po-
czatkowych wyrazow ciagu mozna ob-
liczaé ze wzoru Sy = pn® +qn. Wykaz,
Ze ciag (a,) jest arytmetyczny.

6. Oblicz sume wszystkich liczb natu-
ralnych mniejszych od 500, dla ktérych
reszta z dzielenia przez 7 wynosi 5.

7.Dana jest funkcja f(x) = 3x + 7.
Uzasadnij, ze liczby f(1), f(2), f3), ...
tworzg ciag arytmetyczny. Zapisz wzor
ogdlny tego ciagu.

8. Ciag (an) jest ciagiem arytmetycz-
nym. Uzasadnij, e ciag (as,) takze jest
ciagiem arytmetycznym.

9. Oblicz, dla jakiej liczby n sumy
n poczatkowych wyrazow ciagu aryt-
metycznego 6, 18, 30, ... i ciagu aryt-
metycznego 18, 24, 30, ... sq rowne.

112

10.W pewnym ciagu geometrycznym
ag=5 i as =10. Znajdz ay, ay i .

11. Si6dmy wyraz pewnego ciagu geo-
metrycznego jest 16 razy wiekszy od
wyrazu trzeciego. Ustal, ile razy wiek-
szy jest dwudziesty wyraz tego ciagu
od wyrazu dziesiatego.

12. Liczbe a okreslamy jako sume:
=141 1
a=lele ol

Czy istnicje taka liczba n, ze a > 1?

13. Przypuscmy, Ze wartos¢ pewnego
mieszkania zwicksza si¢ 0 10% po kaz-
dym roku od chwili zakupu. Po ilu naj-
wezesniej latach mieszkanie bedzie war-
te 0 60% wiecej niz w chwili zakupu?

14. Oblicz.
alm(8-2%) 0 fim =2
i \n~ 5ne L e
B lim4VAF03T o) Jim Srrnes
5t — i - 2n
o Jim@nt-mt-n) 1) lim 22

15. Oblicz podana granice, wiedzac, ze
lim ay =3, lim by = +eo.

2) Jim(ay - by-4)
”’l‘l‘l(“nn}b)

 lim(a, —by)*

an+3
bn

d) lim

M
16. Rozwiaz rownanie, kidrego lewa
strona jest szeregiem geometrycznym.

345 15
R
X+xP+x i
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Podobienstwo figur

Fiery, ktdre przedstawiono na fotografi, maja takq samq wysokos¢

i stoja w jednakowych odleglosciach od siebe. Jednak te, ktdre s
dalej, wydaja sie miiejsze i wydaje sig, Ze coraz mniejsze sq takze
odlleglosci migdzy nimi. Wielkosci te zmieniajg sie zgodnie z zasadami
perspektywy. Zmiang te mozna opisa¢ za pomoca figur podobnych.

Twierdzenie Talesa i twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa
= Wielokaty podobne = Cechy podobienistwa trojkatow

= Cechy podobienstwa tréjkatow (cd.) = Pola figur podobnych

= Powtérzenie
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TWIERDZENIE TALESA | TWIERDZENIE
ODWROTNE DO TWIERDZENIA TALESA

Naszkicuj dowolny kat i dwie proste rownolegle przecinajace jego
amiona. Proste oznacz literami k i m, wierzcholek kata — litera O, a punkty

przecigcia prostych k i m z ramionami kata — literami A, B, C, D tak, aby
punkty A i C lezaly na jednym ramieniu kata, a punkty B i D — na drugim.
Zmierz dlugosci odpowiednich odcinkéw i oblicz ilorazy (23! oraz 195}

Twierdzenie Talesa

Jezeli dwie proste réwnolegle przecinajq oba ramiona pewnego kqta,
to dlugosci odcinkdw wyznaczonych przez te proste na jednym ra-
mieniu kata sq proporcjonalne do dlugosci odpowiednich odcinkow
wyznaczonych na drugim ramieniu kqta.

- 10l _ loCl
Jezeli AB Il CD, to 1531 = (G-

klim

Dowsd
Przyjmijmy, Ze proste AB i CD przedstawio-
ne na rysunku obok sa rownolegle.

Trojkaty ACB i ADB maja wspolny bok AB,
a z rownoleglosci prostych AB i CD wyni-
ka, Ze wysokosci tych tréjkatéw opuszczone
2 wierzcholkow C i D sa réwne. Zatem pola
tréjkatéw ACB i ADB s réwne.

Wynika stad, ze tréjkaty OCB i OAD maja rowne pola, poniewaz pole trojka-
ta OCB jest suma pol trojkatéw OAB i ACB, a pole tréjkata OAD jest suma pol
tdjkatow OAB i ADB.

‘Trjkaty OAB i OCB maja wspolna wysokosé opuszczona z wierzchotka B, wiee
stosunek ich pol jest rowny stosunkowi dlugosci bokow OA i OC. Podobnie
stosunek pol trojkatow OAB i OAD jest réwny stosunkowi dlugosci bokow OB
ioD.

Poniewaz Paocs = Paoap, wiee 2 powyzszych rownosci wynika rownosc:
04 _ J0B
1ol = iopl

stad: lodl_locl
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Przyjrzyj sie réwnosciom, ktére zapisa-
no w ramce obok. Kazda z nich moz- X klm
na uzasadnic, Korzystajac 7 twierdzenia @

Talesa. Na przyklad réwnosé £
wynika wprost 7 tego twierdzentia. Prze.- e\ 4
te T6WNoS¢, ko- 7

lejna rownosé & = £.

Pokazemy teraz, ze zachodzi réwnosé: ¢ e=f
d_atb d d_e+f
c a @ < e

Dowéd & <= 2”7

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku
obok oraz to, Ze proste AB i CD sa
rownolegle.

Pole tréjkata OCD jest suma pol tréj-
Kata OAB i trapezu CDBA.

dip+a) _cp , (d+q
2 2 ]

Przeksztalcajac te ToWnost, otrzymujemy:
dp+dq=cp+dq+cq

dp=cp+a)
d_p+q
< [
Z twierdzenia Talesa wiemy, ze: 2+ — 2
Stad: atb " a
*“ p+q _a+b
r a

Wobee tego: 4 =452 O
<" a

Twierdzenie Talesa mozna rozszerzyé do sytuacji, w kérej dwie réwnole-
gle proste przecinaja dowolne dwie proste przecinajace sic.

Na rysunku obok przedstawiono réwno-
legle proste KL i MN, ktére przecina-
ja ramiona katéw wierzcholkowych. Na
pélprostych ON i OM wybieramy punk-
ty K’ i L' w taki sposcb, aby |OK’
10K i |0L'| = |OLI. Trojkat OL'K’ jest
wiec przystajacy do trojkata OLK.
tem K'L' || NM, czyli zachodn ToWno!

G
OK| _ |ON|
Jezeli KL || MN, to {57+ = {5 Stad wynika r6wnosé:
OK| _ |ON|
1oLl ~ ToM] sadania 1-10 )
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Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa
Jezeli dwie proste przecinajq oba ramiona pewnego kata i odcinki wy-
znaczone przez te proste na jednym ramieniu kqta sq proporcjonalne
do odpowiednich odcinkéw wyznaczonych na drugim ramieniu kata,
0 te proste sq rownolegte.

loAl _ loct

L Jezeli {551 = TopP

to AB || CD.

Dowéd

Zalozmy, ze punkty A i C leza na jednym ramieniu kata o wierzcholku O,

apunkty B i D leza na jego drugim ramieniu oraz, ze 133 = 125t

Jesli przez punkt C poprowadzimy prost rwnolegla do prostej AB i przetnie
ona rami¢ Kata w punkcie C', to 198 = 19CL, co wynika z twierdzenia Talesa.
Z tej réwnosci oraz z zalozenia I35l = IS5 wynika, ze 10C'| = 0D, zatem

D, czyli prosta €D jest réwnolegla do prostej AB. [

adania 113

ZESTAW ZADAN

Uwaga. Na rysunkach w zadaniach 1-5 proste zaznaczone czarnym kolorem sa réwnolegle.

<

1. Oblicz dlugos¢ odcinka OP.
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3. Oblicz dlugosé odcinka oznaczonego litera.

b) )

2= XYY 4
z = z =

6. Gdy Mikolaj stoi wieczorem 3 m od latarni, to rzuca cief, ktéry ma dhugos¢ 1 m.
Mikolaj ma 1,8 m wzrostu. Oblicz wysokos¢ latarni.

7. Proste min a ry-
sunku obok sa rownolegle. W)kaz e

IAC| - |0D| = |BD| - |OC|

8. W trapezie ABCD przedstawionym na
» rysunku obok punkt P dzieli ramie AD
trapezu ABCD w stosunku 1:3 i PQ || AB.

A 9 B Oblicz diugosci odcinkow PS i SQ.
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9. a) Hustawka przedstawiona na rysunku ma podparcie w §rodku belki. Oblicz,
jak wysoko znajduje si¢ koniec hustawki, gdy drugi jej koniec dotyka ziemi.

b) Jak zmieni si¢ najwicksza wysokos¢, na ktérq wznosi si¢ koniec hustawki, gdy
zmienimy diugos¢ belki hustawki, a punkt podparcia ciagle bedzie w Srodku i nie
Zmieni si¢ jego wysoko§¢?

Warto wiedzieé!
Wiadomo, jak podzlellc konstrukeyjnie dany odcinek na polowe i na cztery row-
ne czesc. Talesa, mozemy podziclic dany
odcinek na dowolnie usla.lonq liczbe réwnych czesei.

Ponizsza konstrukeja pokazuje, jak za pomoca eyrkla i linijki podzieli¢ odcinek AB
na trzy réwne czesci.

@

A B A B

(@ Rysujemy dowolna polprosta o poczatku w punkcie A (nachylona do odcinka AB
pod katem réznym od 180°).

(@ Na potprostej odkladamy kolejno trzy odcinki o jednakowej dlugosci. Prowadzi-
my prosta przez punkt B i koniec ostatniego odcinka.

(3) Kreslimy proste réwnolegle do narysowanej prostej, przechodzace przez pozosta-
te koiice odkladanych odcinkéw. Dziela one odcinek AB na trzy réwne czesci.

10. Przeczytaj informacje w ramce.

) Narysuj dowolny odcinek i podziel go konstruk-
cyjnie na pie¢ réwnych czesci.

b) Skonstruuj tréjkat réwnoboczny, ktéry ma taki
sam obwad jak trojkat narysowany obok.

© Narysuj dowolny tréjkat, a nastepnie podziel go
prostymi przechodzacymi przez jeden z wierzchol-
Kkéw na trzy czesci o rownych polach.

d) Narysuj dowolny odcinek i podziel go konstruk-
cyjnie w stosunku 2: 5.
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4 11.Ktére z prostych a, b, ¢ sa réwnolegle?

b)

12. 2) Uzasadnij, ze odcinek laczacy $rodki dwdch bokéw trojkata jest réwnolegly
do trzeciego boku tego tréjkata.

b) Uzasadnij, ze odcinek laczacy $rodki ramion trapezu jest réwnolegly do podstaw
trapezu.

13. Uzasadnij, ze jesli polaczymy odcinkami srodki kolejnych bokéw dowolnego
to otrzymamy o

MINISPRAWDZIAN

D
35 S1. Proste AC i BD przedstawione na rysunku obok
¢ sq rownolegle. Obwdd tréjkata OAC jest rowny:

3 1 2 2
A 105 B. 10§ C 113 D. lzﬁ

52. Proste BE, CD i FG pokazane na rysunku
obok sa réwnolegle, |AE| = 12, |[ED| =8, |EB| =6,

IFG| = 2 i |BC| = 6. Ktéra z ponizszych réwnosci
nie jest prawdziwa?

A 1ABI=9 C.1AGI=5

B.ICDI =10 D. |AF| =3

53. Ktére z prostych pokazanych na
rysunku obok sq réwnolegle?
A.aib C.aid

B.bid D.bic
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WIELOKATY PODOBNE

ENIE A Z prawej strony przedstawiony
spinacz naturalnej wielkosci. Ponizej ten
sam spinacz (lub jego fragment) przedsta-
wiono w réznych skalach. Zmierz dlugosci
odpowiednich odcinkéw i oblicz te skale.

Jesli dang figure F powiekszymy lub pomniejszymy w pewnej skali, to
otrzymamy figure podobna do figury 7. Figury pozostana podobne, gdy
jedna z nich przesuniemy, obrocimy lub odbijemy symetrycznie. Na poniz-
szych rysunkach przedstawiono dwie pary figur podobnych.

G ad H 3K

0 figurach podobnych mozemy powiedzie¢, ze majq taki sam ksztalt, ale

r6zniq sie wielkoscia.

W figurach podobnych stosunek diugosci
kazdej pary odpowiadajacych sobie odcin-
kow jest taki sam.

Figury J i J' przedstawione na rysunku
obok sa podobne. Odcinkowi AB w figurze
F odpowiada odcinek A'B’ w figurze ¥,
odcinkowi CD odpowiada odcinek €D itd.

Liczbe réwna stosunkowi diugosci odpo-
wiadajacych sobie odcinkéw nazywamy
skalq podobieristwa.

Figura 7 jest podobna do figury 7 w ska-
li k, gdzie k = J‘A_g"l, Natomiast figura J°
jest podobna do figury 7 w skali £, gdzie
1

kTTABT
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W wypadku niektérych figur latwo jest stwierdzi¢, czy sq podobne. Dotyczy
to na przyklad wielokat6w.

Dwa wielokaty sq podobne wtedy i tylko wtedy, gdy speinione sq dwa
warunki:

© Katy jednego wielokqta majq takie same miary jak odpowiednie
katy drugiego wielokata.

© Stosunki dlugosci bokdw jednego wielokata do dlugosci odpowiada-
Jjacych im bokéw drugiego wielokata sq takie same.

Zauwazmy, ze kwadrat i romb, ktéry nie jest

kwadratem, maja boki proporcjonalne, ale nie
sa wielokatami podobnymi, bo odpowiednie
Katy nie sq rowne. Z kolei kwadrat i prostokat,
Kiéry nie jest kwadratem, maja rowne katy,

ale takze nie 53 wielokatami podobnymi, bo
odpowiednie boki nie sa proporcjonalne.

CWICZENIE B Przedstawione ponizej wiclokaty sq podobne. Znajdz miare ka-
ta o, skalg podobieristwa mniejszej figury do wigkszej oraz dlugosc boku a

a) B b) e 2
15 6 5 a
ﬁ 3 E
98° 1027
4

Wielokat F przedstawiony na rysunku obok
jest podobny do wielokata F w skali k, gdzie
k= % (oczywiscie takze k = £ Lid). @

b
Latwo zauwazyc, Ze rownosc:

a_bv
a b
jest réwnowazna réwnosci:
a_a
b b

Wynika stad ponizsza wlasnos¢ wielokatow podobnych.

Dwa wielokaty, ktérych odpowiednie katy majq rowne miary, sa po-
dobne weedy i tylko wtedy, gdy stosunek diugosci dowolnych dwdch
bokéw w jednym wielokqcie jest rowny stosunkowi dlugosci odpowia-
dajacych im bokéw w drugim wielokacie.
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ENIE C Dwa z pigciokatow J
Ktére?

B

ZESTAW ZADAN

. sa podobne do picciokata 7.

sadaio 121

1. Figury przedstawione na rysunku sq podobne. Ustal, w jakiej skali wicksza z fi-
gur jest podobna do mniejszej.

a) b) i 9 ;
2. a) Kwadrat A’B'C'D’ jest podobny do kwadratu ABCD w skali 5. Bok mniejsze-
go kwadratu ma dlugos¢ 3. Wyznacz dlugos¢ przekatnej wickszego kwadratu.

b) Czworokat K'L'M'N’ jest podobny do czworokata KLMN w skali 4. Oblicz ob-
wad czworokata KLMN, wiedzac, ze obwod czworokata K'L'M'N’ jest réwny 60.
9 Tréjkat A’B'C” jest podobny do tréjkata ABC w skali 3. Najmniejszy kat w tréj-
kacie ABC ma miare 20°, a najwickszy kat w trojkacie A’B'C’ ma miare 110°, Oblicz
miary katéw tréjkata A'B'C".

d) W tréjkacie T; o bokach majacych diugosci 3, 10 i 8 dwa katy majq miary «
i B, takie Ze & < B < 60°. Tréjkat T2 jest podobny do tréjkata Ty w skali £. Ustal,
jaka dlugos¢ ma w tréjkacie T bok lezacy naprzeciw kata o, a jaka — bok lezacy
naprzeciw kata f.

3. a) Przedstawione ponizej piecioka-  b) Przedstawione ponizej pigciokaty sa
ty s3 podobne. Ktéry z katow oznaczo-  podobne w skali 3. Ktéry sposréd bo-
nych greckimi literami ma miare 102°?  kéw oznaczonych literami ma dlugosc 62

9

12 8
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4. Przedstawione wielokaty sa podobne. ZnajdZ brakujace wyrazy proporcji.

a_z? d
e

5. Trojkaty przedstawione na rysunku sa podobne. Oblicz dlugos¢ boku a.

a) 3 L b) a
5
s' 7 10 6

6. Wielokaty przedstawione na rysunku sa podobne. Oblicz dlugos¢ boku a oraz
miary katow o i B.
a)

) 100

6

70° 60
g

7. Uzasadnij, ze figury przedstawione na rysunku nie sa podobne.

a) b) 6 _ 4
6 4 95° 60 '
40" 70" l
12 5
40 By
8

8. Ktére z ponizszych zdan sa prawdziwe?

(@ Jesli stosunki dtugosci dwdch sasiednich bokiw dwdch prostokatow sq rowne, to
prostokaty te sq podobne.

@) Dowolne dwa kwadraty sq podobne.

(3 Dwa trapezy prostokqtne o takim samym kqcie ostrym sq podobne.

@ Jesli jeden kqt rombu jest réwny kqtowi innego rombu, to romby te sq podobne.

@ Jesli dtugosci przekatnych jednego rwnolegloboku sq proporcjonalne do dfugo-
drugiego ré to te sq podobne.

WIELOKATY PODOBNE 123



9. a) Wielokat 7, jest podobny do wielokata 7> w skali 2, a wiclokat F» jest
podobny do wielokata 75 w skali 7. Znajdz skale podobieristwa wiclokata J do

wielokata 1.

b) Wielokat , jest podobny do wielokata > w skali 5, a do wielokata 5 —
w skali 3. ZnajdZ skale podobiefistwa wielokata F2 do wielokata Fs.

10. Trapez ABCF przedstawiony na ry-
sunku jest podobny do trapezu FCDE.
Oblicz diugosé odcinka ED.

Warto wiedzieé!

Perspektywa w malarstwie to sposob

Rysunek ponizej przedstawia rzad stu-

wrazenia
na plaskim rysunku. Opiera si¢ on na
wrazeniu pozornego zmnicjszania si¢
przedmiotow wraz z oddalaniem si¢ ich
od obserwatora i na zhudzeniu zbiezno-
4ci linii biegnacych ku horyzontowi.

Juz starozytni twércy prébowali stoso-
waé perspekiywe, ale po raz pierwszy
prawidlowo opisal ja i stosowal w ma-
larstwie wloski architekt i rzezbiarz Fi-
lippo Brunelleschi (czyt. bruneleski) na
poczatku XV wieku.

pow, ktére w ‘maja réwne
wysokosci i sq rozstawione w takich
samych odstepach. Takie slupy sa nary-
sowane zgodnie z zasada perspektywy,
gdy trapezy ABDC, CDFE, EFHG itd.
sa podobne.

B

11. Przeczytaj informacje w ramce.
Rysunck obok zostat wykonany zgod-
nie z regulami perspektywy. Kolumny
przedstawione na rysunku w rzeczy-
wistosci majq réwne wysokosci. Liczby
na rysunku oznaczaja dlugosci nary-
sowanych odcinkéw w milimetrach.

a) Uzasadnij, ze w rzeczywistosci odleglos¢ miedzy kolumnami RP i TS jest inna

niz miedzy kolumnami TS i WU.

b) Przypusémy, Ze przed kolumna oznaczona na rysunku RP w tej samej linii stoi
jeszeze jedna kolumna o tej samej wysokosci, ale jej odleglosé (w rzeczywistosci)

od kolumny RP jest taka sama jak odleglo:

miedzy kolumnami RP i TS. Ustal,

jaka dlugos¢ powinien miec odcinek przedstawiajacy te kolumne na rysunku.

124
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12. Na szczeblach drabiny polozono poziomo de-
ski (zob. rysunek obok). Odleglosci miedzy kolej-
nymi szczeblami sa jednakowe i rowne dlugosci
odcinka AB.

a) Wyjasnij, dlaczego trapezy FGHI i EFI] nie sq
podobne.

b) Wskaz dwa trapezy podobne do trapezu BCLM
oraz trapez podobny do trapezu BDKM.

D C 13.R6 ABCD na ry-
sunku obok ma boki o diugosciach 5 i 7. Prosta EF
odcina rownoleglobok AEFD, podobny do réwno-

AT 7 legloboku ABCD. Oblicz dlugosé odcinka AE.

14. Réwnoleglobok ABCD rozcigto na cztery réwno-
legloboki prostymi KM i LN réwnoleglymi do jego
bokéw. Proste te przecinaja si¢ w punkeie P, a row-
noleglobok KPND jest podobny do réwnolegloboku
ABCD. Wykaz, Ze réwnolegtobok LBMP jest podob-
ny do réwnolegloboku ABCD.

15. Papier produkuje si¢ w prostokatnych arkuszach. Wymiary arkusza dobrane
sa tak, Ze po zlozeniu go na pol (réwnolegle do krotszego boku) otrzymujemy
prostokat podobny do calego arkusza. Wyznacz stosunek dlugosci bokéw arkusza
papieru.

16.Z prostokata odcigto kwadrat (zob. rysunek
obok) i otrzymano prostokat podobny do tego
prostokata. Oblicz stosunek dlugosci bokéw pro-
stokata.

©18.punkt F zaznaczony na rysunku obok jest
srodkiem odcinka BC. Tréjkat ABC jest podobny
do tréjkata ADE. Oblicz skale tego podobiefistwa.
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Warto wiedzieé!

migdzy Zrédlem $wiatla a Sciang umieszczony
jest jakis obickt, to jego cien na scianie jest
wigkszy od samego obiektu. Przyczyne
takiego powickszenia wyjasniono
na schemacie:

Zrédlo
Swiatla g A w
Podobny schemat mozemy ¢ do (lub

zmniejszania) figur geometrycznych, a wice do rysowania figury podobnej do danej.

Aby skonstruowa¢ czworokat podobny do danego czwo-
rokata w skali 3, wykonujemy nastepujace czynnosci:
D

Wybieramy dowolny punkt $ i przez wierzchol-
ki czworokata ABCD prowadzimy polproste
SA, SB, SC i SD. Nastepnie na tych pél-
prostych zaznaczamy takie punkty
A, B,C, D', ze |SA’| = 3ISAl,
ISB'| =3ISBI, ISC'| = 3ISCl,
1SD'| = 31SDI.

Otrzymany w ten sposb
czworokat A'B'C’'D’ ma boki
trzy razy dluzsze od odpowiednich bo- —

kéw czworokata ABCD. Ponadto z twierdzenia T
odwrotnego do twierdzenia Talesa wynika, Ze bok A'B’

jest rownolegly do boku AB, bok B'C” jest rownolegly do boku

BC itd. Zatem oba czworokaty maija takie same katy.

Wobec tego czworokat A'B'C'D’ jest podobny do czworokata ABCD.

O narysowanym w ten sposéb czworokacie A’B'C’D’ mowimy, ze jest jednokladny do
czworokata ABCD w skali k rownej 3. Punkt $ nazywamy srodkiem jednokladnosci,
aliczbe k nazywamy skala jednokladnosci.

19. Przeczytaj informacje w ramce powyzej. Narysuj dowolny pieciokat, a nastep-
nie skonstruuj pieciokat podobny do niego w skali 2.
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20. prostokaty na rysunku sa jednokladne (zob. informacje w ramce na stronie
obok). Oblicz ich obwody.

a) b) Gl

10

10

© 21. Przeczytaj informacje w ramce na stronie obok.
a) Narysuj dowolny tréjkat, a nastepnie skonstruuj kwadrat, ktérego wszystkie
wierzchotki leza na bokach tego tréjkata.
b) Narysuj dowolny tréjkat i skonstruuj taki trjkat réwnoboczny, ktérego wierz-
cholki leza na bokach danego trojkata (Kazdy z wierzchotkéw na innym boku).

MINISPRAWDZIAN

51. Ktory z czworokatow jest podobny do czworo-
Kata przedstawionego obok?

A c

N 2 22, 2 3
60

V2 3 N 100,/5

52. Do prostokata o wymiarach 3 cm 12 mm jest podobny prostokat o wymiarach:

A.6cm x 6mm B.12cm x 3m C.12cm x 3mm D.2m x 5m

, 53 Pigciokaty przedstawione na ry-
sunku sa podobne. Ktéra z poniz-

6 4 szych réwnoci nie jest prawdziwa?

A UW| =4 CIxwi=1

& WX BI<ABCI=90°  D.IBCI=9

H6cm G

S4. Trapez ABCD (zob. rysunek) jest podobny D, C
do trapezu EFGH. Obwod trapezu EFGH wy- N -

nosi 36 cm. Obwod trapezu ABCD jest rowny:

A42em  B.48em  C.64em  D.72cm A 16 cm B
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CECHY PODOBIENSTWA TROJKATOW

CWICZENIE A a) Narysuj dowolny tréjkat ABC, a nastepnie narysuj trojkat, kiory
ma takie same katy jak tréjkat ABC, ale boki — o innych dlugosciach. Sprawdz,
czy odpowiadajace sobie boki tych dwéch trojkatow sa proporcjonalne.

b) Narysuj dowolny trojkat KLM, a nastepnie skonstruuj trojkat, ktory ma
wszystkie boki 2 razy dluzsze od bokéw tréjkata KLM. Sprawdz, czy oba te
trjkaty maja takie same Katy

Aby sprawdzi¢, czy dwa wiclokaty sa podobne, nalezy poréwnac stosunek
dlugosci odpowiednich bokéw i miary odpowiednich katéw. W wypadku
éjkatow sprawdzenie obu warunkéw nie jest konieczne, gdyz jesli dwa
tréjkaty maja proporcjonalne boki, to na pewno maja takie same katy,
a takze gdy katy dwéch trojkatow sq takie same, to ich boki s3 proporcjo-
nalne. Wynika to z wlasnosci zwanych cechami podobieristwa tréjkatéw.

CECHY PODOBIENSTWA TROJKATOW

Cecha kk (kat-kat)

Jesli miary dwéch katow jednego trdj-
kqta sq takie same jak miary dwéch
kaqtow dmgmga tréjkata, to tréjkqty te

sq podol

Dowsd
Zalozmy, ze dwa katy tréjkata ABC sa
takie same jak dwa katy tréjkata A'B'C.
Z twierdzenia o sumie katow tréjkata wy-
nika, Ze trzeci kat jest taki sam w obu
tych tréjkatach.

Pokazemy teraz, ze boki tych tréjkatow
sa proporcjonalne. Umiesémy w tréjka-
cie A'B'C’ tréjkat A'BiCy przystajacy do
tréjkata ABC (zob. rysunek).

Katy przy wierzcholkach By i B' 53 row-
ne, wige proste B;Cy i B'C’ sq réwnole-
gle. Zatem 7 twierdzenia Talesa wynikaja
rownoss

A
|

IB.Gil ~ 1A

Wykazalismy wiee, ze trojkat A’B'C’ jest podobny do tréjkata A'BCy, zatem
jest tez podobny do tréjkata ABC. [
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WICZENIE B Czy ponizsze tréjkaty sa podobne?

b
a) ) {09
28]
a8 62° 43 2

Cecha bkb. (bok-kat-bok)

Jesli dlugosci dwdch bokow jednego ﬂ

tréjkata s proporcjonalne do diu- @
gosci odpowiednich bokow drugiego

tréjkata i katy migdzy tymi bokami

W obu trdjkatach majq rowne mia- o

1y, to tréjkaty te sq podobne. o5
Dowéd -
Zalézmy, ze dla wréjkatow ABC i A'B'C’
zachodza réwnosci: d
|<ACB| = |<A'C'B'| =y 3 Ad
el _ g

1aci ~ iscl B
Umiesémy w trojkacie A'B'C’ tréjkat AiB; €’ przystajacy do tréjkata ABC (zob.
rysunek). Wynika stad proporcja:

o
I 1 A
M IRl
v B,
Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia A :
Talesa wynika, ze A'B' [| A1B. g

Wobec tego w tréjkatach A'B'C’ i ABiC’ katy o wierzcholkach A’ i A; sa
réwne i katy o wierzchotkach B’ i By tez sq rowne. Zatem z cechy kk wynika,
e tréjkat A'B'C’ jest podobny do tréjkata AjB;C’, jest wice tez podobny do
tjkata ABC.

WICZENIE C Ktéry z tréjkatow jest podobny do trjkata ABC?

6 [
‘1‘ 9
X
A H
8 7
B K
12
D J
9 3
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Cecha bbb (bok-bok-bok)
Jesli dlugosci bokow jednego
tréjkqta sq proporcjonalne do
dlugosci odpowiednich bokow
drugiego tréjkata, to trojkaty
te sq podobne.

Dowéd
Niech tréjkat ABC ma boki o dlugosciach

a, b i c, za$ trojkat A’B'C’ ma boki N

o diugosciach a', b' i ¢ oraz: "
a_y_c
a b ¢ €

Na bokach b’ i ¢’ tréjkata wybieramy takie punk-
ty By iC1, ze |A'Bi| = i |A’Cy| = b. Z cechy bkb
wynika, ze tréjkaty A'BiCy i A'B'C’ sa podobne,

wie zachodzi rownos¢ e = %.
Poniewaz % = @ wigc |B,Cy| = a. Wobec tego

ojkat ABC jest przystajacy do tréjkata A'BiCi,
czyli jest podobny do tréjkata A'B'C’. [

ZESTAW ZADAN

ENIE D Ktéry z tréjkatow jest podobny do tréjkata ABC?

st 118

1. Czy z informacji podanych na rysunku wynika, ze tréjkaty sa podobne?

a) b)
‘ 5
6
80
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2. Czy z informacji podanych na rysunku wynika, Ze tréjkaty sa podobne?

3. Na rysunkach pary tréjkatow podobnych. Podaj ceche podobieri-
stwa, na podstawie ktrej mozna to uzasadnic. Ustal, jaka miare — o, B czy y —
ma kat zaznaczony lukiem.

a) b) 9
12

4. Uzasadnij, e tréjkaty przedstawione na rysunku sq podobne. Znajdz brakujace
wWyrazy proporcji.

a) <

S

Y]
DE!

5. Uzasadnij, Ze tréjkaty przedstawione na rysunku sa podobne. Oblicz dtugosé
odcinka oznaczonego litera.

a) b)
4. 9 y
12
e’
N
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6. a) Dane sq dlugosci bokéw trzech tréjkatow: Ty — 12, 9, 15, T, — 20, 16, 12,
T; — 11, 8, 6. Dwa 7 tych tréjkatow maja odpowiednie katy przystajace. Ktore to
tréjkaty?

b) W kazdym z trzech tréjkatéw jeden z katéw ma miare «. Diugosci bokow leza-
cych na ramionach tego kata wynosza w trojkacie Ti: 3 i 2, w tréjkacie To: 4,5 1 3,
w tréjkacie Ts: 5 i 3,5. Dwa z tych trjkatéw maja odpowiednie katy przystajace.
Ktére to tréjkaty?

7. Przekatne trapezu dziela go na cztery wréjkaty. Udowodnij, Ze dwa z tych troj-
Katow s3 podobne.

4
8. Znajdz na rysunku obok trzy tréjkaty podobne
do tréjkata ADC. .
9. Uzasadnij, ze wysokos¢ tréjkata prostokatnego
opuszczona z wierzcholka kata prostego dzieli ten
tréjkat na dwa tréjkaty do niego podobne. A DB

10. Narysuj prostokat, a nastepnie podziel go na:
a) trzy trojkaty podobne, b) pie¢ trojkatow podobnych.

11. Wykaz, e tréjkaty zaznaczone na rysunku
obok sa podobne do tréjkata ABC. Oblicz ska-
le fistwa tych trojkatow do trojkata ABC
i wymieri je w kolejnosci rosnacej.

A

12. Przedstawione na rysunku trojkaty ABC i BED

sa podobne. Odcinki FG i DE s réwnolegle. Udo- g
wodnij, ze tr6jkaty FHC i GHB tez sa podobne. K, G
13. Uzasadnij, e zacieniowany tréjkat jest podob- A B
ny do tréjkata ABC. Oblicz skale podobiefistwa.
[

a) Q b) Q

c

4
Z 15,
12 5
3
A B
Al 5 B 24 a8 A B
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14. Uzasadnij, ze tréjkat ABC jest podobny do tréjkata DAC. Oblicz skale tego
podobieristwa.,

a) b) A Q A

B 5 D 4 C B 12 D4 C B 9 D3C

15.Na rysunku obok punkt P jest punk-
tem przeciccia okregu o srednicy AB z bo-
kiem DC prostokata ABCD. Wykaz, Ze tréjkat
ADP jest podobny do tréjkata BPA i do trj-
Kata PCB.

Warto wie

Promicnic $wiatla biegnace réwnolegle
do osi optycznej soczewki skupiajace
po przejsciu przez t¢ soczewke zmienia-
ja kierunek i przechodza przez punkt —SOPNC T
zwany ogniskiem soczewki. Odleglosé F
migdzy ogniskiem a srodkiem soczewki
jest nazywana ogniskowa soczewki.

ST

ogniskowa |
shows

Jesli ustawimy jakis przedmiot w odleglosci d od soczewki, to w odleglosci f od nicj
Pojawi si¢ obraz tego przedmiotu.

f

Jesli d > F, to po przeciwnej stronie so-  Jesli d < F, to po tej samej stronie
czewki powstaje tzw. obraz rzeczywisty  soczewki powstaje tzw. obraz pozorny
i zachodzi rownosc: i zachodzi rownos
i-1.1
FTa'f

© 16. Przeczytaj informacje w ramce. Stosunek p wysokosci obrazu przedmiotu do
wysokosci jotu jest nazywany powi i

a) Wyjasnij, dlaczego powiekszenie mozna obliczac ze wzoru p = L.
b) Wykaz, ze jesli przedmiot znajduje si¢ przed soczewka w odleglosci wigkszej niz

ogniskowa, to zachodza réwnosci p = L= oraz p= —F—.

d-F
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A
A
D

©17. wykaz, Ze tréjkat DCS przedstawiony na

rysunku obok jest podobny do tréjkata ABC.
Znajdz skale podobieristwa.
A\
B
ke
°18 , .
b, . a) Wykaz, ze czworokaty przedstawione
\kd na rysunku obok sa podobne.
b) Rysunek ten ilustruje pewng ceche podo-
T bienistwa czworokatow. Sformuluj te ceche.

MINISPRAWDZIAN

51. Trojkat ABC ma boki o diugosciach 10, 8 i 12. Najmniejszy kat tego tréjkata
ma miar¢ «, a najwigkszy — ma miar¢ B. Ktéry z ponizszych trojkatéow nie jest
podobny do tréjkata ABC?

A B. C D.
5 8 4
{ > 5
6 10
52. Na ilu rysunkach przedstawionych ponizej trojkat AKL jest podobny do tréj-
kata ABC? B

X c
< B
A K B
i A L
A K B ¢ ¢ A LB

A. na jednym B. na dwéch C.na trzech D. na czterech

53. Ponizej podano pewne informacje o tréjkatach ABC i KLM. W Ktérym przy-
padku mozna stwierdzi¢, ze te tréjkaty sa podobne?
A. |AB| =8, |BC| =6, |*ABC| = 40° oraz |KL| =4, |LM| = 3, |*LKM| = 40°
B. [<ABC| = 80°, |[<ACB| = 40° oraz |« KLM| = 80°, |« LKM| = 60°
C.1AB| =8, [ ABC| = 40° oraz |KL| = 4, [+KLM| = 40°
D. |AB| =8, |BC| =6 oraz |KL| =4, [KM| =3
7
54. Korzystajac z danych przedstawionych
na rysunku obok, oblicz, jaka dlugo$¢ ma od- B

cinek x. B ..
A32 B.4 c.42 D.5

3
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CECHY PODOBIENSTWA TROJKATOW (CD.)

| Cechy podobieiistwa tréjkatow pozwalajq rozwiazywaé rézne problemy
geometryczne (dotyczace nie tylko tréjkatow).

W trapezie ABCD ramiona maja diugosci |AD| = 5 i [BC| = 3,
przekatna BD ma diugosé 6 i |+ BAD = |« CBD. Oblicz obwod tego trapezu.

& Sporzadzamy rysunek pomocnicay

A B
|%BAD| = | % CBD| Réwnos¢ podana w tresci zadania,
|%ABD| = | % BDC| Katy € ABD i 4BDC s3 naprzemianlegfe.

Trojkaty ABD i BDC s3 podobne.

Zatem:
AB| _ |AD| , 1BDI _ |AD Boki tréjkata ABD — AB, BD, AD odpowiadaja
1801 = [8c1 ' TDCT = TBCI bokom odpowiednio: 8D, DC i BC trojkata
BDC
Stad:
4Bl _5 | 6 _5
] DT =3
|AB[=10 i |DC|=3,6

Obwéd = |AB| +|BC| +|CD| +|DAl =10+3+3,6+5=21,6
Odp. Obwod trapezu wynosi 21,6.

ZADANIE  Tréjkat ABC jest réwnoramienny i |AC| = [BC|. Na boku BC wybrano
punkt D tak, Ze ABD jest tréjkatem réwnoramiennym. Oblicz obwéd tréjkata ABC, jesli

wiadomo, ze |AB| =6 i |BD| = 4.
adani 118 )

ZESTAW ZADAN

41 1. Tréjkat ABC ma boki o dlugosciach 3, 4 i 5. Oblicz dlugos¢ odcinka AD.

a) c b) P c‘ 9 4

A EB A B A D B
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2. W pewnym tréjkacie wysokos¢ s i kata
prostego dzieli przeciwprostokatng na odcinki o d\ugosmch 3 cmi 12 cm. Oblicz
dlugosé tej wysokosci.

s
3. Ponad 2500 lat temu Tales z Miletu wzbudzit podziw tym,
Ze potrafil obliczy¢ odleglosé statku od brzegu. Jego pomiary
mogly wygladac tak: Tales stanal na brzegu w miejscu T leza-
cym najblizej statku S i przeszed! wzdluz brzegu 50 krokéw
— do punktu A. Tam whil tyczke i poszedt 5 krokéw dalej —
do punktu B. Stamtad szed! w glab ladu do takiego punktu C, 2
2 ktérego widzial statek i wbita tyczke w jednej linii. T A
Ustal, jak daleko od brzegu byl statek, jesli z punktu B do
punktu € Tales przeszed 14 krokow. c
4. Oblicz diugosci odcinkéw oznaczonych literami.
a) b) 9 $
4 12
N
6 6 6
q
- ]
5. Oblicz pole zacieniowanej figury.
a) b)
3
o
3
A
6. W trojkacie ABC dane sa |AC|=|BC|=a oraz
|AB| = b. Prosta réwnolegla do ramienia AC przeci- Df
na boki tréjkata w punktach D i E w taki sposcb, ze
ICE| = |BD|. Wyznacz obwéd trojkata DBE. K - "

7. Podczas catkowitego za¢mienia Storica Ksiezyc niemal calkowicie zaslania tarcze
stoneczna. Korzystajac z ponizszych danych, oblicz $rednice Storica.

__Sloiice

$rednica Ksiezyca - 3,5 tys. km
Odleglos¢ Ksiezyca od Ziemi - 384tys. km
Ziemia Odleglo¢ Ziemi od Storica - 150 min km
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8. W trapezie ABCD o podstawach AB i CD
dane sa |AD| =6, |BC| =12 i |AC| =10 (zob.
rysunek). Wiadomo tez, ze I ABC| = < CAD|.
Oblicz |AB].

Warto wies

Prototypem aparatu fotograficznego jest  Takie urzadzenie nazwano camera ob-
szczelne pudelko z malym otworkiem  scura (czyt. kamera obskura), czyli ,ciem-
W jednej ze Scian. Swiatlo wpadajace  na komnata’, i rzeczywiscie niekiedy mia-
przez ten otwor rzuca na przeciwlegla 1o ono rozmiary pokoju.

Sciang (ekran) odwrocony obraz przed-
miotu stojqcego przed otworem.

9. Przeczytaj informacje w ramce. Zalézmy, ze odleglos¢ miedzy otworem a ekra-
nem w camerze obscurze wynosi 30 cm.

a) Ustal, w jakiej odleglosci od budynku o wysokosci 15 m nalezy umiescié to urza-
dzenie, aby obraz budynku na ekranie mial 10 cm wysokosci.

b) Oblicz wysokos¢ pomnika, ktrego obraz uzyskany za pomoca camery obscury
2 odleglosci 20 m ma wysokos¢ 12 cm.

10. Jesli osoba stanie w odleglosci 4m od okna
w mieszkaniu pewnego budynku, zobaczy przedsta-
wiony na rysunku fragment budynku naprzeciwko.
Przyjmij, ze jedna kondygnacja ma 3 m wysokosci
i oblicz, jaka jest odleglos¢ miedzy budynkami.

80 cm

11. Znak drogowy stoi niedaleko od $wie-
cacej latarni. Okragla tarcza znaku o Sred-
nicy 80 cm rzuca cieri o dlugosci 180 cm,
a widoczna czes¢ stupka, na ktérym za-
mocowano znak, ma dlugos¢ 2 m i rzuca
ciefi o dlugosci 250 em. Oblicz, na jakiej
wysokosci znajduje si¢ zaréwka lampy.
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12. Uderzona bila potoczyla si¢ z punktu A i po odbiciu od dwéch band zatrzyma-
a si¢ w punkcie B. Ustal, w jakich odleglosciach od naroznika C bila odbila si¢ od
band.

a) 7 b) o 5 c

A B G/
B

©13. Na rysunku obok litery oznaczaja
dlugosci zaznaczonych odcinkéw. Wy-
Kaz, 7e zachodzi Téwnosc:

1,1_1
b atpTc
c| Uwaga. Liczba 2¢ jest nazywana $rednig

harmoniczna liczb a i b.

14. Podstawy trapezu maja dlugosci a oraz b (a > b).
Udowodnij, ze odcinek laczacy $rodki przekatnych tego
trapezu ma diugosc 452,

15. Na rysunku przedstawiono pigciokat foremny. Uza-
sadnij, ze zaznaczone trojkaty sa podobne.

&
16. Przedstawiony na rysunku tréjkat ABC jest row-
NE noboczny. Punkt D dzieli wysoko¢ tego tréjka-
ta w stosunku 1:3. Wyznacz stosunek, w jakim
punkt E dzieli bok BC.
A B

17. Oblicz promien okregu wpisanego w tréjkat row-
noramienny o bokach majacych diugosci 10, 13 i 13.

18. Tréjkat ABC jest prostokatny. Okrag o srodku A,
ktérego fragment wida¢ na rysunku, jest styczny do
przeciwprostokatnej BC w punkcie P i przecina bok AB
w punkcie M. Styczna do tego okregu w punkcie M
dzieli przeciwprostokatna BC na odcinki o diugosciac]

|IBK| =2 i |[KC| = 4. Oblicz dlugosci odcinkéw BP i PC.
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MINISPRAWDZIAN

51. 0 czworokacie przedstawionym na rysunku
obok wiadomo, ze a | b i ¢ # d. Kt6ry z podanych
ulamkow nie jest réwny trzem pozostalym?

m b hy
Am B4 ct D. 12

52. Czworokat ABCD (zob. rysunek obok) jest
trapezem. Obwdd tréjkata AED jest réwny:

A 19 B. 22,5 C.25 D. 25,5

A 4 B E

N P M 53. Z wierzcholka L réwnolegloboku KLMN po-
prowadzono dwa odeinki: LN i LP tak, Ze tréjkat
KLN jest podobny do tréjkata LMP (zob. rysunek
obok). Stosunek [PM| : [PN] jest réwny:

A 1:2 B.1:3 C.2:3 D.4:5

POLA FIGUR PODOBNYCH

CWICZENIE A Prostokat Py ma wymiary 2cm x 5 cm. Ustal wymiary prostoka-
ta P, podobnego do prostokata Py w skali 3. Oblicz pola obu prostokatow. le
razy pole prostokata P, jest wicksze niz pole prostokata P,?

Przyjrzyj si¢ rysunkom. Na kazdym z nich wigkszy prostokat jest podobny
do prostokata, kéry zacieniowano.

skala fistwa: k=2, Skala fistwa: k=3, Skala fistwat k = 4.
Pole wickszego prostokata Pole wickszego prostokata  Pole wickszego prostokata
Jest 4 razy wigksze od pola jest 9 razy wigksze od pola jest 16 razy wigksze od po-
mnicjszego prostokata.  mnicjszego prostokata.  la mniejszego prostokata.

Zal6zmy, Ze prostokat o bokach a’ i b’ jest podobny w skali k do prosto-
kata o bokach a i b. Stosunek pol tych prostokatow jest réwny:
a-b _ka-kb _K-a-b
ab ~ ab ~ ab

=K
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Pokazaliémy, ze stosunck pél prostokatéw podobnych jest réwny kwa-
dratowi skali podobienstwa. Taka wlasno$¢ jest prawdziwa takze dla
dowolnych figur podobnych.

Stosunek pol figur podobnych
jest réwny kwadratowi
skali podobieristwa.

Pole figury 7"

Pole igary = X'+ £dzie k to skela podobietistwa figury " do figury .

w skali 3. Oblicz pole

CWICZENIE B a) Figura 7 jest podobna do figu
figury 2, jesli pole figury 71 jest rowne 72 cm?.

b) Figura #y jest podobna do figury #7 i ma pole 5 razy wicksze od pola
figury ,. Znajdz skal¢ podobieiistwa figury 1 do .

Tréjkat ABC przecigto prosta rownolegla do boku AB w taki spo-
s6b, ze otrzymano mniejszy tréjkat i trapez o podstawach diugosci 7 i
Trojkat ABC ma pole réwne 100. Oblicz pole otrzymanego trapezu.

P=P +P,=100
P, - pole trjkata DEC
P, - pole trapezu ABED

A 10 B

Z réwnolegtosci odcinkow AB i DE wynika, ze

Tréjkat DEC Jest podobny do tré)- «ABC| = |<DEC| oraz |+BAC| = |<EDCI,

kata ABC (cecha kK). <yl réjkaty ABC i DEC s podobne
k= IDEL_ 7 Obliczamy skale podobienstwa trojkata DEC
= 1AB| =70 do tréjkata ABC.
) 2
p=k2-P=(f5) -100=49

Py=P-P =100-49 =51
Odp. Pole trapezu jest réwne 51.

ZADANIE  Tréjkat ABC o polu 20 przecigto prosta réwnolegla do boku AB. Oblicz
pola otrzymanych czgsci, jedli ta prosta podzielila jeden z bokéw tego tréjkata na

odcinki o dlugosciach 2 i 5. Rozpatrz dwie mozliwosci. N
zadania 111
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ZESTAW ZADAN

1. Figury 7, i 7> przedstawione na rysunku sa podobne.

a) Pole figury F; wynosi 21. Oblicz po-  b) Pole figury 7, wynosi 15, a pole fi-
le figury F>. gury 7> jest réwne 20. Oblicz dlugos¢
boku x.

T» B Aa

2. Zdjecie o wymiarach 12 em x 15 cm przedstawia dzialke budowlana, kiéra na
tym zdjeciu zajmuje powierzchnie 54 cm?. Po powickszeniu zdjecia dziatka zajela
powierzchni 96 cm?. ZnajdZ wymiary powickszonego zdjecia.

3. Dwie figury przedstawione na rysunkach sq podobne. Znajdz skale podobiei-
stwa mniejsze] z tych figur do wigkszej.

a) i: b) i Ll

4. W kazdym z wiclokatéw (w tréjkacie, w rombie i w trapezie) zaznaczono wielo-
kat do niego podobny. Oblicz pole zacieniowanej figury.

a) b) g! Gl 5
3, i iA LN
H' \
5 6
5. a) W tréjkacie o polu P przez srodki dwéch bokéw poprowadzono prosta, Oblicz
pola figur, na jakie ta prosta podzielila trojkat.

b) Prosta réwnolegla do jednego z bokéw tréjkata podzielita tréjkat na dwie cze
o réwnych polach. Znajdz stosunek dlugosci odcinkéw, na ktére prosta ta podzie-
lita kazdy z dwéch bokoéw tréjkata.
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6. W szesci o polu 16 mniejszy szesciokat foremny
@ ierzcholek mniejszego szesciokata lezy na boku wiekszego szesciokata, to
dzieli ten bok na réwne czesci). Oblicz pole mniejszego szesciokata.

a) b) 9

D___4 c 7. a) Czworokat ABCD (zob. rysunek obok) jest
trapezem. Oblicz pola tréjkatéw ABE, DEC, AED
i BCE.

©b) W trapezie ABCD podstawy maja diugosci
|AB| =a i |CD| = b. Przekatne trapezu przecina-
ja si¢ w punkcie E. Oblicz stosunek pol trojka-
tow ABE i DEC oraz tréjkatéw AED i ABE.

Warto wiedzieé!

Twierdzenie Pitagorasa mozna sformulowaé
W nastepujacy spos
W trdjkacie prostokqtnym suma pol kwadra-
(6w zbudowanych na przyprostokatnych jest
réwna polu kwadratu zbudowanego na prze-
ciwprostokatnej.

Twierdzenie to mozna uogdlnié, zastepujac
kwadraty odpowiednimi figurami podobnymi:
Jesli na bokach tréjkata prostokqtnego zbudu-
Jemy trzy figury podobne, to suma pal figur
zbudowanych na przyprostokatnych jest row-
na polu figury zbudowanej na przeciwprosto-
katnej. Py, + Py, = Py,

8. a) Uzasadnij uogélnione twierdzenie Pitagora-
sa podane w ramce powyzej.

b) Na bokach tréjkata prostokatnego zbudowano
tréjkaty rownoboczne w sposob przedstawiony na
rysunku. Pole najwiekszego z tych tréjkatow jest
réwne 60, a najmniejszego 15. Znajdz diugosc bo-
Ku trzeciego z tych trojkatow.
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© 9, Przekatna AC prostokata ABCD jest bokiem

podobnego do niego prostokata AEFC. Pole czesci

wspdlnej tych prostokatéw stanowi 40% pola pro-

F stokata AEFC. Znajdz stosunek dlugosci bokow
prostokata ABCD.

E

©10. Trapez pokazany na rysunku obok podzielono n
dwiema liniami réwnoleglymi do podstaw na trzy

figury, z ktérych kazda jest podobna do dwéch po-
zostalych. Dane sa pola Sy i Ss. Wyznacz pole Sz.

®11. Punkty B, C i D przedstawione na
rysunku obok sa wspolliniowe. Wykaz,
7e pole P tréjkata ACE jest réwne sred-
niej geometrycznej pol Py i P> tréjka-
t6w ABC i ECD, tzn. P = /P, - P,.

MINISPRAWDZIAN

51. Wielkos¢ (wysokos¢) czcionki mierzona jest w punktach, Stowo figura” ponizej
napisano czcionkami o wielkosci odpowiednio 12 punktéw i 16 punktéw.

figura figura
le razy wiecej tuszu zuzyto na wydrukowanie wigkszego napisu niz na wydruko-
wanie mniejszego?
A g razy B. % razy C. 2 razy D. 3 razy

52. Wskaz dlugosci przekatnych rombu o polu 108 cm?, ktéry jest podobny do
rombu o przekatnych 4 cm i 6cm.

A.18cmi27cm B.12cmil8cm C.36emi54cm D.12cmi9em
$3. Na planie w skali 1:100 pewien obszar zajmuje powierzchni¢ 50 cm?. Ustal,
jaka powierzchnie zajmuje ten obszar na planie w skali 1:500.
A 2em? B. 250 cm? C.10em? D. 1250cm?

54. Figura 1 o polu 7 jest podobna do figury 2 o polu 63. Wskaz obwod figu-
1y F1, wiedzac, Ze figura F2 ma obwéd 30.

A9 B. 10 C.30 D. 270
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1. Popatrz na rysunek ponizej. Znajdz
brakujace wyrazy proporcji.

2. Prostokat o bokach majacych dlugo-
Sci 11 3 rozeigto na dwa prostokaty
podobne. Ustal, w jakiej skali jeden
2 tych prostokatéw jest podobny do
drugiego.

3. Przyjrzyj sie ry- C
sunkowi. Oblicz
dlugos¢ odcin-
ka BC.

4. Jeden z katow ostrych pewnego tréj-
kata prostokatnego ma miare . Wy-
sokosé opuszczona z wierzcholka kata
prostego tego tréjkata dzieli go na dwa
tréjkaty do niego podobne. Dla kazde-
80 7 tych tréjkatéw ustal, w jakiej skali
jest on podobny do duzego tréjkata.

5. Uzasadnij, Ze zacieniowany

trojkat jest podobny do Cc
tréjkata ABC. Znajdz
skale podobieristwa.

6. W trapezie ABCD, ktdry nie jest réw-
noleglobokiem, boki AB i CD sa réw-
nolegle. Przekatna BD dzieli ten trapez
na dwa tréjkaty podobne. Wiadomo, ze
|AB| =10, |BD| = 8 i |AD| = 5. Oblicz
obwdd trapezu.

7. Darek wykonal na kopiarce kopie
zdjecia, a nastepnie postanowil po-
wiekszyc je tak, aby kazdy jego bok byl
0 20% dluzszy. lle razy wiecej toneru
potrzeba na wykonanie powiekszenia
niz na wykonanie pierwszej kopii?

8. Czworokaty ABCD i EBFG D
przedstawione na ry-
sunku obok sa po-
dobne. Oblicz,

ile procent

pola czwo-

rokata ABCD
zacieniowano. 4

9. Pewne dwa wielokaty sa podobne.
Wiadomo, Ze jeden z nich ma pole
2 razy wicksze, a obwod o 10 wigkszy
od drugiego wielokata. ZnajdZ obwody
tych wiclokatow.

10.Figura > jest podobna do figury
1 w skali k. Figura F3 takze jest po-
dobna do figury 1, a jej obwod jest
réwny sumie obwod6w figur Fy i Fo.
lle razy pole figury Fs jest wieksze od
sumy pol figur 1 1 F2?

11.Punkt M jest srodkiem boku CD
rownolegloboku ABCD. Ustal, jaka
cz¢s¢ pola réwnolegloboku stanowi po-
le wrjkata ABN.

D M &
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Funkcje
trygonometryczne

Przebieg wielu zjawisk, czasem z zupelnie odmiennych dziedzin wiedzy,
mozna opisa¢ wykresem, ktSry ma ksztat sinusoidy. Tak jest w wypadku zjawisk,
ktdre maja zwiazek z ruchem obrotowym. Za pomocg funkdi trygonometrycznych
mozna wiec na przyklad opisa¢ zmiany dlugosci dnia w kolejnych dniach roku czy
napiecia pradu przemiennego w czasie.

Funkcje trygonometryczne kata ostrego = Katy o miarach

dodatnich i ulemnych = Funkcje trygonometryczne dowolnego kata
= Podstawowe zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi

= Wykres funkdji y=sin & = Wykres funkgji y = cos o« = Wykres
funkgji y=tg o« = Wzory redukcyjne = Miara tukowa kata = Funkcje
trygonometryczne zmiennej rzeczywistej ® Funkcje o wzorach

y=asinx, y=sinax... = Réwnania i nieréwnosci trygonometryczne
= Sinus, cosinus i tangens sumy i réznicy katow = Powtérzenie
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I

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE
KATA OSTREGO

W tym rozdziale powtarzamy wi ci o funkcjach yez-
nych kata ostrego w tréjkacie prostokatnym. Ponizej przypominamy, jak
okreslamy funkcje trygonometryczne kata ostrego.

ino=9 =D -a
sina=¢ cosa=¢ tgx=f

CWICZENIE A Oblicz sinus, cosinus i tangens katow « i f zaznaczonych na
ponizszych rysunkach
42 L]

2
e
E &

Jesli znamy miare kata, to wartosci funkcji trygonometrycznych tego kata
mozemy obliczy¢ za pomoca, kalkulatora lub odczyta¢ z tablic trygono-
metrycznych (zob. tabela na koricu ksiqzki). T na odwrdt — jesli znamy
wartos¢ dowolnej funkeji trygonometrycznej kata ostrego, mozemy wy-
znaczy¢ jego miare.

CZENIE B a) Korzystajac z kalkulatora lub z tabeli na koiicu ksiazki, podaj
(w zaokragleniu do czesci setnych) wartosci: sin3°, tg27°, cos65°
1

b) Wyznacz miary katow ostrych «, iy, jesli sin e , cosf 3 By = 10.
Wyniki podaj w zaokragleniu do pelnych stopni.
Dla wigkszosci katéw wartosci funkgji try- « | 30° | 45 | 60°
gonometrycznych, ktére mozna odczyta¢ N 1 Z| i
2 tablic trygonometrycznych lub obliczy¢ | S | 2 2 2
za pomocy Kalkulatora, podane sq w przy- a1 211
blizeniu. W tabelce obok podano doklad- | €S& | 5° | 5 | 3
ne wartosci funkji tr yeznych ka- e
3
16w 30°, 45°1 60°. wa| | 1| V3
CZENIE C Korzystajac z tego, Ze trGjkat o katach 90° 60° 30° to polowa

tréjkata réwnobocznego, a tréjkat o katach 90°, 45¢, 45° to polowa kwadratu,
uzasadnij wartosci funkgji trygonometrycznych podane w tabeli.
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[TATIVEN Krotsza z tréjkata ma diugosc 4,
a jeden z katow ma 75°. Oblicz diugosci pozostatych bokéw tego tréjkata.

180°-90°-75°= 15
4 Najkrétszy bok trojkata lezy naprzeciw naj
mniejszego kata.

X _ o 4 _gin1se
X=tg75 & =sinls
X=4.1975° Y=t Wartosci tg75° i sin15° odczy-
Sin1s tujemy z tabeli lub obliczamy
N 4 2a pomoca kalkulatora
X~4:3,73212149 Y= g7sgs = 155

Odp. Pozostate boki tréjkata maja dfugosci okoto 14,9 i okoto 15,5.

ZADANIE | Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego ma dlugosé 8, a jeden z ka-
16w ma miare 22°. Oblicz dlugosci przyprostokatnych tego trojkata.

[IIATTICEN W trojkacie jedna z y h ma diu-
gos¢ 4, a przeciwprostokatna ma dfugosé 6. Oblicz miary katéw ostrych tego
tréjkata.

4 Obliczamy wartos¢ odpowied-
cosa=¢ = 0,6667 niej funkeji trygonometrycznej.
6 o 48° Miare kata o odczytujemy  ta-
. . beli lub obliczamy za pomoca

B=90°-a=~42 kalkulatora.

0Odp. Katy ostre trojkata maja miary okoto 48° i okoto 42°.

ZADANIE W tréjkacie prostokatnym przyprostokatne maja diugosci 7 i 9. Oblicz
‘miary katow ostrych tego tréjkata.

zadonia 17
ZESTAW ZADAN
41" 1. Oblicz wartosci podanych funkcji trygonometrycznych katow o i 8.
a) sin b) A sin
15 s cos B 243, 26 ga
gp cos &
17 6
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2. Oblicz dlugosé boku oznaczonego litera.
.
a) [ 4 b) b 9 ¢
‘ : 51.5
a 7
sin =08 cos =1 gy=06

3. Oblicz dlugosci bokéw oznaczonych literami.

a) 6 b) /~3 9
a e f
48" — 18]
4

4. W trojkacie prostokatnym jeden z katéw ostrych ma miare &, a najkrot
szy bok ma dlugosé a. Oblicz dlugosé przeciwprostokatnej tego trojkata, jesli:

a) a=30°% a=15 b) «=60°% a=5v2  «=45° a=10

5. Oblicz miare mniejszego z katow ostrych trojkata prostokatnego, w ktérym:
9i10,  b) boki maja diugosci v2, 312, 2./5.

a) przyprostokatne maja diugo:

6. a) Uporzadkuj liczby sin o, cos ot i tg o w kolejnosci od najmniejszej do najwiek-
szej, wiedzac, ze 0°< o< 1°.

b) Uporzadkuj Katy ostre o, B i y w kolejnosci od Kata o najmniejszej mierze do
kata o mierze najwickszej, wiedzac, Ze sin« =cosp =gy = ﬁ_

7. 2) Oblicz pole tréjkata réwnoramiennego, w ktdrym podstawa ma dlugosé a,
natomiast kat przy podstawie ma miare «.
b) Oblicz obwéd rombu o kacie ostrym B i krétszej przekatnej o diugosci d.

9 Oblicz dlugoéc cicciwy okregu o promieniu r, na kiérej oparty jest kat srodkowy
o mierze y.

MINISPRAWDZIAN

51. Obwod tréjkata przedstawionego na rysunku,
po zaokragleniu do jednosci, wynosi:

A52 B.48 c.47 D.39
52. Tréjkat ma boki o dlugosciach 5m, 12m i 13 m. Miara wickszego z katow
ostrych tego tréjkata, po zaokragleniu do petnych stopni, jest rowna:

A.43° B. 47° C.67° D. 23°
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KATY O MIARACH DODATNICH
1 UJEMNYCH

Fotografia przedstawia tarcze starego bu-
dzika. Zolta wskazowka, ktéra shuzy do
ustawiania godziny budzenia, pokazuje go-
dzing 7°. Wyobraz sobie, Ze te wskazéwke
obrécono o 30°. Na ktéra godzine nasta-
wiony bylby wowczas budzik? Odpowied
zalezy od tego, w ktéra strone obracamy
wskazowke.

Gdybysmy obrécili te wskazéwke zgodnie z ruchem wskazéwek zegara,
budzik bylby nastawiony na godzing 8%, a gdybysmy obrocli ja w Kie-
runku do ruchu zegara, bylby na
godzing 6%,

Pélprosta obracajaca si¢ wokol swojego poczatku zakresla pewien kat.
Przyjmujemy, ze miara tego kata jest dodatnia, jesli pélprosta obraca si¢
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Gdy pélprosta obraca si¢ zgodnie
2 ruchem wskazéwek zegara, to zakreslony kat ma miare ujemna.

Na kazdym z rysunkéw
obok przedstawiono kat
utworzony przez obraca-
Jaca si¢ polprosta. Strzal-
ka na rysunku wskazuje
Kierunek obrotu péipro-
stej i pozwala okreslié,
ktore ramie jest poczat-
kowe, a ktére koricowe.

CWICZENIE A Pod rysunkami podano miary katéw zaznaczonych czarnymi
strzalkami. Podaj miary pozostalych katow zaznaczonych strzatkami na tych

rysunkach.
B=70"

=-35°

KATY O MIARACH DODATNICH | UJEMNYCH 149



Aby opisa¢ sytuacje, w ki
rej pélprosta wykonuje wi-
cej niz jeden pelny obrot
wokol swojego poczatku,
przyjmujemy, Ze miara ka-
ta moze by wicksza niz
360° lub mniejsza niz -360°

polproste, ma miarg 32°.

Gdy bedziemy mowic o kacie
umieszezonym w ukladzie
wsplrzednych, to zawsze
bedziemy mieli na mysli
kat, Ktérego wierzcholek
lezy w poczatku ukladu
wsp6lrzednych, a ramie
poczatkowe na nieujemnej
czgsei osi x.

Kolejng fotografie wykonano po przesta-
wieniu z6lte] wskazowki z godziny 7% na
godzing 5. Zastanéw sie, w jaki sposoh
obracano te wskazowke. Mozna bylo to zro-
bic na wiele r6znych sposobéw. Na przyklad
wykona¢ wskazéwka pelen obrét o 360°

i jeszcze obrocic jq 0 60°

ﬁ.i

=385
360°

G @— G6—

=-385"
=360 - 2!

CWICZENIE B Na kazdym z ponizszych rysunkéw kat ostry, Ktéry tworza dwie
Podaj miary zaznaczonych katow.

Jesli ramic koricowe kata

sadonia 13 )
M Y|
«
X < P
kat dodatni Kat ujemny
w ukladzie ch lezy

na osi y lub na osi x, to jego miara jest wielokrotnoscia 90

)

Y
360°

150

y
90
180
X —mu\“

270 } -90

X
-360

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE



CWICZENIE C Podaj dwa przyklady miar katow dodatnich i dwa przyklady miar
katéw ujemnych umieszczonych w ukladzie wspélrzednych tak, ze maja wspol-
ne ramig koricowe, ktdre lezy:

) na dodatniej czesci osi y, ) w Il éwiartce ukladu,
b) w I éwiartce ukladu, d) w IV éwiartce ukladu

y Zauwaz, 7e ramiona koficowe katow: o,
«+360°, &-360°, &+2-360°, -2 -360°,

« o+3 - 360° itd. si¢ pokrywaja. Innymi

X stowy dla dowolnej liczby catkowitej k

360" ramig koficowe kata o pokrywa si¢ z ra-

mieniem koricowym kata &+ k - 360°.

adaria 49

ZESTAW ZADAN

1. Pokretlo starego zamka szyfrowego jest ustawione
na cyfrze 0 (zob. rysunek).

a) Aby otworzy¢ zamek, pokretio nalezy obrocié ko-
lejno o katy 36°, ~108° i ~396°. Ustal, z jakich trzech
cyfr sklada sie szyfr tego zamka.

b) O jakie katy nalezy Kolejno obracaé pokretlo, aby
otworzy¢ zamek, ktéry jest zamkniety na szyfr 3757

2. Miare kq(a o podano pod rysunkiem. Podaj miary
pozostalych katow h

a) b) Gl

=140 a=-160"

3. Dwie proste przedstawione na rysunku przecinaja si¢ pod katem 37°. Podaj
miare zaznaczonego kata.
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€Il 4. Naszkicuj w ukladzie wspolrzednych kat o podanej mierze.
a) 45° b) 135° o -135° d) -315° e) 405°

5. Kat « jest umieszczony w ukladzie wspélrzednych. Ustal, w ktorej cwiartce lezy
jego ramie koricowe, jesli:

a) «=200° 9 «=-100° &) «=300° 9) a=-271°

b) o=-36° d) o=-240° f) «=-320° h) o=353°

6. Katy ai B sa szczone w ukladzie wspolrze ch. Ustal, w ktérych éwiart-
kach leza ich ramiona koricowe, jesli:

a) «=370°, B=-370° d) o=545°, f=-545°

b) o =480°, B
o «=800° B

-480° &) a=1200° B
-800° ) a=4580° B

7. Kat 0 podanej mierze jest umieszczony w ukladzie wspolrzednych. Podaj wspot-
rzedne trzech takich punktow, ktére leza na ramieniu koricowym tego kata.

a) 270° b) -180° <) -270° d) -720° ) 4500°
8. Zapisz podany kat w postaci o+ k - 360°%, gdzie o € (~180%180°) i k € Z.

a) 730° b) 700° < 1820° d) —400° e) -320° f) -800°
9. Podaj przyklady kilku katéw o ramieniu koficowym lezacym w I éwiartce ukladu
wspolrzednych, ktérych miary sa:

) mniejsze od ~1000°, b) wicksze od 1000°.

MINISPRAWDZIAN

51. Zegar wskazywal godzing 4%°. Wskaz6wke minutowa obrécono o jeden z poda-
nych katow tak, Ze obecnie zegar wskazuje 2%°. O jaki kat obrécono te wskazéwke?
A. 300° B.330° C. 390° D. 420°

52. Kqt 0 mierze ~700° w ukladzie wspé h. Ramig koficowe
tego kata lezy:

A.w 1 éwiartce ukladu wspolrzednych  C. w Il éwiartce ukladu wsp6lrzednych
B. w Il éwiartce ukladu wspélzednych  D. w IV éwiartce ukladu wspsirzednych

53. Ktéry z podanych katow mozna zapisa¢ w postaci ~15°+k - 360°, gdzie k € Z?
A, -555° B. 705¢ C.-345° D. 735°
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FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE
DOWOLNEGO KATA

CWICZENIE A Zaznacz w ukladzie wspolrzednych punkty A = (4,0) i B = (4,3)
Punkty te oraz punkt O = (0,0) s3 wierzcholkami trjkata prostokatnego. Oblicz
wartosci funkeji trygonometrycznych kata AOB w tym tréjkacie.

Funkeje trygonometryczne mozna okreslié nie tylko dla katow ostrych tr6j-
kata Mozna je tez jowaé dla kata.

Niech o bedzie dowolnym katem umiesz-
czonym w ukladzie wspdlrzednych (wierz-
cholek kata  lezy w punkeie (0,0), a ramie
poczatkowe na nieujemnej czesci osi x).
Wybieramy na ramieniu koricowym kata &
punkt P rozny od wierzcholka kata. (Przy-
pomnijmy, Ze pierwsza wspdlrzedng punk-
tu w ukladzie wspolrzednych nazywamy
odcieta, a druga — rzedna).

Sinusem kqta & nazywamy stosunek rzed-

nej punktu P do odleglosci r tego punktu . y

p sina =%
od poczatku ukladu wspolrzednych. r
Cosinusem Kata o nazywamy stosunek od- .
cigtej punktu P do odleglosci r tego punktu cosx=F

od poczatku ukladu wspélrzednych.

Jesli odcigta punktu P jest rozna od zera, tga=%
to tangensem kata o« nazywamy stosunek

rz¢dnej punktu P do odcigtej tego punktu,

Zauwaz, ze jesli punkty Py = (xy, »1)
i P, = (X2,2) lezg na ramieniu korico-
wym kata &, to z podobieristwa trojka-
ow OBih1  OFeAy wynikaja réwnosci
, a stad otrzymujemy:

=10Pi| r2=I0P:|

Zatem wartosci funkgji trygonometrycznych kata « nie zaleza od tego,
Ktory z punktow na ramieniu Koricowym Kata wybierzemy.

Uwaga. Latwo mozna uzasadnic, Ze takze wtedy, gdy ramie korficowe kata lezy
na jednej z osi ukladu wspo h, wartosci funkeji nych nie
zaleza od tego, jaki punkt na ramieniu koficowym kata wybieramy.
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Na rysunku zaznaczono kat «, ktérego
rami¢_koncowe przechodzi przez punkt
2). Wynika stad, Ze:

Naszkicuj w uktadzie wspétrzednych Vi
wykres funkeji y = ~Zx. Zaznacz dowolny kat, kt6- Yeoop
rego ramie koficowe jest czescia wykresu lezaca e

w IV éwiartce ukladu wspotrzednych. Oblicz war-
tosci funkgji trygonometrycznych tego kata.

Jedlix=5,to y
Wybieramy punkt na ramieniu koricowym ka-
P=(5-2) i ta, np. o odcietej 5.

|0P| =52+ (=22 = /29

oo =2
sinac= 2

ZADANIE  Ramig koricowe kata o jest 13 czescia prostej o réwnaniu y = 0,7x, ktora

lezy w III éwiartce ukladu wspélrzednych. Oblicz sin e, cos a i tg &. .
2adani

WICZENIE C a) Oblicz sin 90°, cos 90°, sin 180°, cos 180°, tg 180°.
b) Tangens kata 90° nie jest okreslony. Podaj przyklady innych katéw, ktorych
tangens nie jest okreslony.
 Rami¢ koricowe pewnego kata o lezy w Il éwiartce ukladu wspolrzednych.
Ustal, ktére z liczb: sin v, coset, tga sa ujemne.
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Z definicji funkeji trygonometrycznych wynika, Ze tg & moze by¢ dowolng
liczba, a sinat i cos x to liczby z przedziatu (-1; 1), gdyz dla dowolnego
punktu P = (x, ) zachodza nierownosci |x| < VA% +y? i [yl <Va? +)2.

o wartosciach funkdji tr nych katéw od 0° do 360°
$q zebrane w ponizszej tabeli.
éwiartka 1 1 1t v
o | 00 [0%90%] 90° | (90°:180°) | 180°| (180°;270°)| 270° | 270%;360°) | 360°
sina | 0 |+ |1 + 0 = -1 - 0
cosa | 1| + |0 - -1 - 0 + 1
o [ 0| + |>=<| - 0 + >< - 0

Znak + oznacza wartosé dodatnia, znak — oznacza wartos¢ ujemng, >< ozna-
cza, 7e funkja nie jest okreslona.

Z tabeli mozemy odczytac na przyklad, ze jesli ramie koricowe kata lezy
w I éwiartce ukladu wspolrzednych, to wartosci wszystkich funkji trygo-
nometrycznych tego kata s dodatnie. Gdy natomiast rami¢ koricowe lezy
w I éwiartce ukladu wspdlrzednych, to dodatnig wartosé ma tylko sinus
kata. Reguly dotyczqce znakéw funkdji trygonometrycznych pomaga zapa-
mieta¢ ponizszy wierszyk:

Y sinus

W pierwszej wszystkie sq dodatnie, cosinus
tangens

sinus
w drugiej — tylko sinus,

w trzeciej — tylko tangens,
aw czwartej — cosinus.

tangens .
cosinus

Wiemy juz, ze dla dowolnej liczby calkowitej k ramie koricowe kata &
pokrywa si¢ z ramieniem koricowym kata o+ k-360°. Wobec tego zachodza,
ponizsze réwnosci.

Y
sin(« + k-360°) = sin &
«
cos (« + k-360°) = cos & 5
tg(a + k-360°) = tg & «+360°

Uwaga. W jednym z nastepnych tematow pokazemy, Ze zachodzi tez rownosé

tg(c+ k- 1809 = tg o, gdzie k € Z. zadania 5-16
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ZESTAW ZADAN

4’1 1. ZnajdZ punkt o obu wspélrzednych catkowitych lezacy na ramieniu koricowym
zaznaczonego kata. Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych tego kata.

a) Y

b)

be Ll

Y,

; %

~

2. Oblicz wartosci funkgji trygonometrycznych zaznaczonego kata.

a) Y|

b)

Vi Q

\J

Y,

o
7

© 3. Na rysunku obok zaznaczono kat na-

chylenia wykresu funkcji y = ax+b do
, Ze tangens tego kata jest
réwny wspélezynnikowi kierunkowemu a.

osi x. Wyk

4. Naszkicuj odpowiednie katy w ukladzie
wspolrzednych i oblicz: cos 135°, sin225°,

g (-135°), cos(-315°).

8

41l 5. Ustal, jaka najmniejsza i jakq najwieksza wartoé¢ moze mie¢ podane wyrazenie.

a) 2sina+5

-1
b) 4-3cosax

Q sinfa-1

d) 3|cos x| -0,6

6. ) Dla ktorych katéw sposréd wymienionych ponizej sinus jest liczba dodatnia?

88° -74°

-292° -800° 1200°

b) Dla ktérych katéw sposréd wymienionych ponizej cosinus jest liczba ujemna?

1° -98°

282°

-165° -1000° 1500°

9 Dla ktérych katow sposrod wymienionych ponizej tangens jest liczbq dodatnia?

13° -87°

156

-284° -700° 1000°
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7. Ustal, w kiérej éwiartce ukladu wspéirzednych moze lezeé ramie koricowe ka-
ta o, jezeli:

a) cosa=-0,17 9 tga=2,15 @) cosa<0 i ga>0
b) sin« =-0,327 d) lg:x=74_ll f) sina>0 i cosax>0

8. Ustal, czy wartos¢ podanego wyrazenia jest liczba dodatnia, ujemna czy réwna 0.

a) 1§200° - cos (~100°) ) 1g(~420°) - c0s(-907) + sin (~460°)
b) 1g232° - sin(-540°) d) cos310° - g (1529 - tg (-17°)
9. Oblicz.

a) sin90° cos270° tg180° sin(-180%), cos720° 1g(-900°)

b) cos(~180°) +tg360°, sin810°-cos(-90°),  tg(-540°) - sin(-270°)

o 18720°) - cos90° sin 180° + tg (=180%) €050° - sin (-90°)
sin270° ' cos(-540%) +sin(-450°)  1g0° + cos (-180°)

10. Podaj przyklady trzech katéw spelniajacych podany warunek.

a) cosa=0 © cosa=-1 e) sina=0

b) sina=1 d) tlga=0 ) tga=-1

©11. Korzystajac z definicji funkcji trygonometrycznych, wyznacz wszystkie katy,
ktére spelniaja warunek 0° < & < 360° oraz réwnosé:

a) sina- cosa=0 b) sin = cos 9 tga=-1

12. Naszkicuj w ukladzie wspélrzednych kat « spetniajacy podane warunki.

a) sina=-0,8 i cosa>0 b) cosx=02 i sina<0 ¢ Igrx=% i sinx<0

13. Przedstaw w ukladzie wspdlrzednych dwa rézne katy o i B (takie, kiorych
ramiona koficowe si¢ nie pokrywaja) spelniajace podany warunek.

a) sina=sinf =

b) cosa=cosp =04 o tga=tgp=2

14.Punkt P = (5,2) lezy na ramieniu
koricowym kata « (zob. rysunek). Ob-
licz sin & i cos & oraz sinusy i cosinusy
katéw, na ktérych ramionach korico-
wych leza punkty Py, Pz, Ps i Ps.
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Warto wiedzieé!

Tréjkat o katach 907, 30° i 60°
to polowa tréjkata réwnobocz-
nego. Zatem jesli krotsza przy-
prostokatna tego tréjkata ma
dlugosé 1, to pozostale boki
maja dlugosci 2 i V3.

Y
V3
Korzystajac z tego faktu, moz-
na obliczyé wartosci funkeji try-
gonometrycznych np. kata 150°,

Umieszezamy kat 150°w ukladzie wspolrzednych
(zob. rysunek ponizej). Poniewaz 150 -30°,
na rysunku mozemy zaznaczyé tréjkat prostokat-
ny o bokach majacych dlugosci 1, 2, V3.

Punkt P, kidry jest wieracholklem zaznaczonego
uélkata, ma wspirzedne (3,1, wice:

sin150°= 4, cos150°= 43, 1g150°

15. Korzystajac z metody opisanej w powyzszej ramce, oblicz:

a) sin120° b) cos210°

16. Oblicz warto$¢ wyrazenia.

© cos240° d) tg300° ) sin(-510°)

) cos o+ cos2a+cos 3o+ cos da, gdy a=-30°

b) tg o+ tg 20+ tg 3+ tg dax, gy o = 60°

MINISPRAWDZIAN

51. Rami¢ koricowe kata & przechodzi przez punkt (-3,-2). Ktéra z podanych
r6wnosci jest prawdziwa?
2

A.sine

B.cosa = ﬁ—

52. Dla ktdrego z podanych katow wartosci wszystkich trzech funkcji trygonome-

trycznych sa dodatnie?
A.-300° B. -200°

C. 300°

D. -400°

53. Przyblizone wartosci funkeji trygonometrycznych dla kata o mierze 20° wyno-

sza

n20°= 0,34, cos20°~ 0,94 i 1g20°~ 0,36. Ktora z przyblizonych wartosci

funkgji trygonometrycznych kata o mierze ~20° jest bledna?

A. sin(-20°) ~ -0,34
B. cos(-20°) ~ 0,94
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C.1g(-209) =
D. sin(-20%) ~ 0,34

0,36
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PODSTAWOWE ZWIAZKI MIEDZY
FUNKCJAMI TRYGONOMETRYCZNYMI

Obok zapisano dwie tozsamosci trygonome-

tryczne. Rownosci te zachodza dla wszystkich . )
katow, dla ktérych sq okreslone odpowiednie sin“« + cos’a = 1
funkgje trygonometryczne.

- 8= v
Pierwsza z rownosci, zwana jedynka trygonome-
tryczna, zachodzi dla wszystkich katow. Druga
rownos¢ jest prawdziwa dla katow, ktorych tan-
gens jest okreslony.

Uzasadnimy, e dla dowolnego kata & zachodzi réwnosé sin® o+ cos

(x,y) oznacza punkt (rézny od punk-
tu (0,0)) lezacy na ramieniu koficowym kata o,
ar — odleglos¢ punktu P od punktu (0, 0).

sina=2 cosa

Wobec tego:

sin’ e+ cos’

=00

CWICZENIE Udowodnil, ze dla katw, dla kiGrych okreslony jest tangens, zacho-

dzi rownos¢ tg o= S

[LATTNEE Oblicz tg o, wiedzac, ze sin «

cos?a=1-sin«

Korzystamy z tozsamosci
sinfoc+ cos?or=
costa=1-

Korzystamy z tozsamosci
sinot
ga= Sna

ZADANIE = Oblicz tga, gdy cosa=—3.
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PRZYKLAD Wiedzac, ze tgx = -5 i —270° < & < -180°, oblicz sin« i cosa.

sina e . _
& -5, wiec sina=-5cos« Korzystamy  tozsamosci tg a = S
(-5 cos@)? + cos?ar =1 Korzystamy  jedynki trygonometryczne].
25 cos?x + cos?ax = 1
20= L
cos?a= 3¢
/76 /76 Z warunku -270°< « < -180° wynika, Ze ra-
cosa= 36 lub mig koricowe kata « lezy w Il éwiartce uktadu
wspbirzednych, a wiec cos < 0,
Nie spefnia

warunkéw zadania

5cosa

6) _5/26 Wezesniej ustalilismy, ze sin

26 26

ZADANIE = Wiedzac, Ze tgor= 1 i -180° < o < ~90°, oblicz sin i cos .

zadoio 15 )

I METATTEEN Uzasadnij tozsamosé.

+cos?a

g
T+tgix

| - g costall +1gla) _ tgPa+ costaresin’er | 1wtgia
T+ tgia 2 Ttgia

ZADANIE  Uzasadnij tozsamos

sdania 6-10

ZESTAW ZADAN

1. a) Oblicz sin«, gdy coso(:%.
b) Oblicz cos, gdy sina=-0,8.

9 Oblicz sine, gdy cosa=-1 i 180°< & <270°.

5

d) Oblicz cosa, gdy sina=2 i ~270° < &x <~180°.

2. a) Oblicz tga, gdy sina=-0,8 i cosa=0,6.

b) Oblicz cosa, gdy sino =

9 Oblicz sina, gdy tgo=
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3. Oblicz tg «, gdy:

a) sina=-2 i 270°< & <360°

b) cosa=2

g -90°< < 0°

4. Oblicz sin « i cos x, gdy:
a) tga=2 i ~180°<a<-90°

b) lga:—% i 270°< & <360°

9 sina=1 i 0°<a<90°

1

d) cosx =5 i -90° < <0°

o tga=3 i -360°<«<-270°

d) tga=-1 i 90°<a<180°

5. Uzasadnij, ze nie istnieje kat «, dla ktérego:

6. Uzasadnij tozsamosc.

a) tg’a—sin®e = tg2ex - il

cosa i 1
+sina= L
b) g b sina

g _cos
Sina—

Ftga=

7. Upros¢ wyrazenie.

a) sino - tg o+ cos o

2o 1
b g L

8. Oblicz cos «, je
a) sin®a+cosa+1=0

b) 3sin*a+7cosx+3=0

9. Ustal, jaka najmniejsza i jaka najwieksza wartos

a) 1-cos’a

b) 2sin’a - cos?a

9 tga=-6 i cosax=

=-2
d) sine=-3

1
3
1

itga=

4 1

) Thea
2
cos

=(1-sina)(1 +sin &)

1

1 2, 200 —
0 (i o) -t

[re

2o =sin® o+ cos*ex

f) 1-2sin’a- co

© (sin &+ cos &) - (sin & - cos &)*

1 1 mal
9 3 (‘g‘“@) = e

moze przyjaé wyrazenie:
9 5-3sin’a-2coste

d) J cos?oc+ 3sin’er

10. ) Niech sinx-cosa = a oraz 180° < & < 270° WyraZ za pomocg a wartos¢
wyrazenia (sin - cos @)’ oraz wyrazenia sin &+ cos .

b) Niech sinf+cosf=b oraz 90° < f < 180°. Wyraz za pomoca b wartos¢ wyraze-
nia sin - cos f oraz wyrazenia sin f - cos f.

PODSTAWOWE ZWIAZKI MIEDZY FUNKCJAMI TRYGONOMETRYCZNYMI
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MINISPRAWDZIAN
S1. Jesli cosac=1 i 270° < & < 360°, to tg & wynosi:

3
A -2v2 C 5 D.2v2

1

L mozna przeksztalcié, by otrzymaé wyrazenie majace

B, . sina-cos’a p. Lrtgia
Sin« - c {sin o - cos )? g2

3. Ktére z ponizszych wyrazen przyjmuje te sama wartosé dla wszystkich miar
Katow, dla ktorych jest okreslone?

A u,w‘ﬁ C. (sin ot + cos 6)? + (sin & - cos &)?

B. (1 —sin &t - cos c)® D. tg o - sin o - cos &

WYKRES FUNKCJI y=sin«

CWICZENIE A Promieri okregu przedstawionego
na rysunku obok ma dlugos¢ 1. Ustal druga
wspolrzedng punktu A.

Kat « przedstawiony na rysunku obok jest
katem érodkowym w okregu o promieniu 1.
Punkt P jest wspdlnym punktem ramienia
Koricowego tego kata i okregu, zatem odle-
glos¢ punktu P od poczatku ukladu wspst-
rzednych jest réwna 1. Wobec tego druga
wsplrzedna punktu P jest réwna sine.
Te wlasnos¢ wykorzystamy przy rysowaniu
wykresu funkgji y = sin a.

Poniewaz sin0° = 0, sin90° = 1 i sin30°
wiee do wykresu funkeji y = sin o nalezq, punk(y
(0°,0), (90°, 1) oraz (30%,1).
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Aby zaznaczy¢ inne punkty wykresu funkcji y = sin &, postuzymy si¢ tzw.
kolem trygonometrycznym.

sin40° 4y Rysujemy koo o promieniu 1 i za-

i znaczamy w nim np. kat o mierze
40° (zob. rysunck obok). Druga
i~ wspoirzedna punktu A jest réwna
40090 @ ingoe,

Postepujac w analogiczny sposoh
jak powyzej, mozemy zaznaczy¢
kolejne punkty wykresu funkcji
y=sina.

Wszystkie punkty nalezace do te-
go wykresu, kiorych argumenty
spelniaja warunek 0° < & < 90°,

= tworza linie, kt6ra przedstawiono
na rysunku obok.

Uwaga. Zauwaz, Ze jednostka na osi X nie ma zwiazku z jednostka na osi y — ich
wielkosci zostaly wybrane arbitralnie.

Postepujac w podobny sposob, mozemy narysowaé wykres funkcji y = sin «
dla katow wiekszych od 90°. Na ponizszym rysunku przedstawiono frag-
ment tego wykresu — dla argument6w z przedziatu (0°360°).

y

aw

Na powstawanie omawianego wykresu mozna spojrze¢ nieco inaczej. Wy-
obrazmy sobie, ze punkt porusza si¢ po okregu o promieniu 1 przeciwnie
do ruchu wskazéwek zegara. Fragment wykresu przedstawiony powyzej
odpowiada jednemu petnemu obiegowi.
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Latwo sobie wyobrazi¢, ze po kazdym kolejnym obiegu calego okregu
otrzymamy lini¢ o takim samym ksztalcie, stanowiaca wykres funkeji dla
katow wickszych od 360°. Jesli punkt porusza si¢ po okregu w przeciwnym
kierunku, czyli zgodnie z ruchem wskazowek zegara, otrzymamy fragment
wykresu dla katéw ujemnych. W ten sposcb powstanie sinusoida, czyli wy-
kres funkgji y = sin .

Y

1

&
460" -270° -18%_ -90° 07 90" 18X _ 270" F60° 4507 54X 6307 720
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ICZENIE B Korzystajac z wykresu funkeji y = sin o, odpowiedz na pytania.

a) Ktora z liczb jest wigksza:

$in200° czy sin202°7

b) Ktéra z liczb: sin(~170°), sin(~190%, sin600%, sin 250° jest dodatnia?

Wykres funkeji y = sin o dobrze ilustruje rézne jej wlasnosci. Na przyklad:
o Wartos¢ sin nie moze by¢ liczba wieksza od 1 ani mniejsza od ~1.

Zbiorem wartosci funkcji y = sin o jest przedziat (~1;1
Vi

90° &

-l<sina<1

« Gdy argumenty roznia si¢ o 360°, to wartosci funkdji sq takie same.
sin o = sin (e +3609) = sin (@ - 360°) = sin (o + 2-360°) = .

=360 90" « «+360°%

sin o = sin (& + k-360°), gdzie k € Z
Uwaga. O funkcjach, ktérych wartosci powtarzaja si¢ regularnie, mowimy, e
sa okresowe. Funkcja y = sine jest okresowa o okresie rownym 360°. Wigcej
o funkejach okresowych bedziemy mowili w jednym z nastepnych tematéw.
* Najwicksza wartos¢ (réwna 1) funkcja przyjmuje dla argumentéw: 90°,
90°+360°, 90°-360°, 90°+2-360°, 90°-2-360°, 90°+3-360° itd.
b

j ] N\
90°- 360 90° 90°+ 3607
B

sinec=1, gdy o =90°+ k-360° gdzie k € Z
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« Funkcja ma nieskoriczenie wiele micjsc zerowych. Miejscami zerowymi
sq argumenty: 0%, 180°, ~180°, 2-180°, ~2-180° itd.

&

-180% 0° 90" 180% 180" 3-18Q°
N L

sina=0, gy o = k-180°, gdzie k € Z

o Funkgja przyjmuje wartosci dodatnie, gdy:
0°< o< 180° lub 360°< ot < 540°, lub ~360° < &t < ~180° itd.
by
1
o
- 180 0 18 60" 540°
St
sina> 0, gdy o € (k-360°% 180°+ k-360°), gdzie k € Z

 Wykres funkcji ma nieskoriczenie wiele osi symetrii, ktére sa prostopadie
do osi x. Na rysunku przedstawiono kilka z nich. Odcinki zaznaczone na
osi x na niebiesko maja réwne diugosci. Zatem funkcja sinus przyjmuje
t¢ sama wartos¢ dla katow: o, o = 180° - o, o +360°, 1 + 360°,
9 =360°, ay ~360° itd.

3 RNz

sin o = sin @, gdy & = &o + k-360° lub
o= 180° - oo + k-360°, gdzie k € Z

A

CWICZENIE C Korzystajac z wykresu funkcji y = sin , odpowiedz na pytania.

a) Dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosc ~17

b) Dla jakich argumentéw wartosei funkdji sa ujemne? N
zadania 1-8

ZESTAW ZADAN

1. Korzystajac z sinusoidy, ustal, ktéra z podanych liczb jest wigksza.

a) sin100° czy sin170° d) sin351° czy sin622°
b) sin633° czy sin635° ) sin(-442°) czy sin(-277°)
€ sin(-457°) czy sin(-460°) ) sin(-205°) czy sin193°
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2. Naszkicuj odpowiedni fragment sinusoidy, a nastepnie odczytaj najwieksza i naj-
mnicjsza wartosé oraz miejsca zerowe funkcji y = sin o, gdy:

a) -360°< x<0° b) 360° < o < 540° © -450°< x <-270°

3. Korzystajac  sinusoidy, odpowiedz, ktére z podanych liczb sa ujemne.
sin(-50°  sin121°  sin179°  sin194°  sin(-3209  sin451°  sin(-721°)

4. Wymien wszystkie katy spelniajace nier6wno$¢ —500° < o < 500° oraz warunek:

a) sina=1 b) sinoc=-1 o sina=0

5. Ustal, ile punktéw wspélnych ma wykres funkcji y = sin & z prosta o réwnaniu
y=p, gdy:

a) p=3iae(0;3609

707 110" 70'+3607 70+ 721 &
T10™ 360 10+ 360 TI0°+ 721

sino = sin70°
a=70°+k-360° lub o=110°+k-360°, gdzie k € Z

6. Przyjrzyj sie rozwiazaniu w ramce. ZnajdZ katy spelniajace podany warunek.

a) sina=sin10° b) sinax=sin75° ¢ sina=sin(-20°)  d) sino=sin(-110°)

7. Znajdz wszystkie argumenty, dla kt6rych wartos¢ funkeji ¥ = sina jest réwna
sin 25°, je:
a) 0°<« <540° 0 -720°<x<0°

b) ~180° < & < 540° d) -270° < @ < 720°

8. Ktére zdania sq prawdziwe?
(@ Wsréd katow wickszych od 100° i mniejszych od 1000° sa trzy katy, ktérych
sinus jest réwny 1.

d katow dodatnich i mniejszych od 360° sa dwa katy, ktérych sinus jest
rowny -1

(3) Dla argument6w wiekszych od 810° i mniejszych od 900° funkcja y = sin « nie
przyjmuje wartosci 1.
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MINISPRAWDZIAN

1. Ktéra z ponizszych wlasnosci nie jest wlasnosci funkcji y = sin a?
A. Funkgja osiaga wartos¢ —1 dla argumentu ~450°.

B. Wartosci funkji dla argumentéw 100° i 460° s3 réwne.

C. Jednym z miejsc zerowych funkcji jest 540°.

D. Funkcja jest rosnaca w przedziale (0°180°).

52. Korzystajac z sinusoidy, wskaz, ktéra z ponizszych nier6wnosci jest prawdziwa.
A. sin80° < sin 170° C. sin(-90°) < sin 270°

B. sin (=200°) > sin 200° D. sin2°<sin361°

53. Ktéra z ponizszych wartosci nie jest réwna sin 40°7

A. sin400° B. sin 140° C. sin(-220°) D. sin320°

WYKRES FUNKCJI y = cos x

Wykres funkgji ¥ = cos& moglibysmy otrzymag, poslugujac si¢ (podob-
nie jak w poprzednim temacie) kolem trygonometrycznym. Odpowiedni
wykres mozna jednak otrzymaé takze w inny sposb — poslugujac sic
sinusoida. Wykorzystamy w tym celu pewnq zaleznos¢ miedzy sinusem
a cosinusem.

Na rysunku obok przedstawiono punk-
ty P i P’ lezace w tej samej odleglo-
sci od poczatku ukladu wspélrzednych.
Punkt P lezy na ramieniu koricowym Ka-
ta &, a punkt P’ — na ramieniu konco-
wym Kata o+90° Zaznaczone trojkaty
sq przystajace. Zatem jesli P = (a,b), to
P’ =(-b,a).

[op|= oP]=r

Z definicji sinusa i cosinusa wynikaja réwnosci:
— s _a
cosa=4 sin (@ +90°) = &
Stad otrzymujemy:
cos o = sin (e +90°)

Uwaga. Przedstawiony na rysunku kat o jest katem ostrym. Mozna uzasadnic, ze
powyZsza r6wnos¢ jest prawdziwa dla dowolnego kata o
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Wykres funkeji y = cos « jest wicc taki sam jak wykres funkeji okreslonej
wzorem y = sin(a+90°), a wykres tej funkcji otrzymamy, gdy przesuniemy
sinusoide 0 90 jednostek w lewo wzdtuz osi x.

Na rysunku obok niebieskim ko-
lorem zaznaczono fragment wy-
kresu funkcji y = cosa, ktory
powstal po odpowiednim prze-
suniceiu fragmentu sinusoidy.

Wykres funkeji y = cosa, zwany cosinusoida, ma taki sam ksztalt jak
sinusoida, a rozni si¢ tylko polozeniem w ukladzie wspotrzednych.

v

&
R 1800 2707 3607 43 5407 307 7207

N

VICZENIE A Korzystajac z wykresu funkcji y = cos &, odpowiedz na pytania.
a) Ktéra z liczb jest wigksza: cos 200° czy cos202°?

b) Ktéra z liczb: cos300%, cos(-170°), cos(-370%, cos390° jest ujemna?

Na podstawie cosinusoidy mozna okreslic rézne wlasnosci funkdji y = cos .
Na przykla

* Zbiorem wartosci funkcji y = cos o jest przedzial (~1;1).

17

sb\ &

-l<cosa<1

« Gdy argumenty réznia si¢ 0 360°, to wartosci funkeji sq takie same.

o 9 o+ 36
N L NS N
cos & = cos (a + k-360°), gdzie k € Z

Uwaga. Podobnie jak funkcja y = sina funkcja y = cos o jest funkeja okresowa
o okresie rwnym 360°.

168 FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE



« Najwieksza wartos¢ (r6wna 1) funkcja przyjmuje co 360°. Z taka sama
regularnosciq funkeja przyjmuje tez najmniejsza warto$¢ (réwna -1).

¥

360«
-1

1, gdy o =k-360° gdzie k € Z
1, gdy o = 180° + k-360°, gdzie k € Z

o Funkeja ma nieskoficzenie wiele miejsc zerowych.

b7

E vw 0790 _180°_3700°
1

cosa =0, gdy o = 90°+ k-180°, gdzie k € Z

o Funkeja przyjmuje wartosci dodatnie, gdy:
~450° < &< ~270° lub ~90° < o < 90°, lub 270° < & < 450° itd.

‘o\/zio‘
cos &> 0, gdy & € (~90°+ k-360°90°+ k-360°), gdzie k € Z

« Cosinusoida ma nieskoficzenie wiele osi symetril, kiére sa prostopadle
do osi x. Na rysunku przedstawiono kilka z nich (jedna z nich jest 0§ y).
Odcinki zaznaczone na osi x na niebiesko maja réwne dlugosci. Zatem
funkeja cosinus przyjmuje taka sama wartosé dl
@0 +360°, oy +360°, g~ 360° oy - 360° itd.

a katow: oo, o = ~QXo,

Bt

360 1807 a0 180°

540° «

cos o = cos o, gdy o = o + k-360° lub
o = —0o + k-360°, gdzie k € Z

ZENIE B Korzystajac z wykresu funkcji y = cos e, odpowiedz, dla jakich
argumentow wartosci tej funkeji sq ujemne.

adari 111 )

WYKRES FUNKCJl y= cosex 169



<

ZESTAW ZADAN

1. Korzystajac z cosinusoidy, oceii, ktéra z podanych liczb jest mniejsza.

a) cos14° czy cos62° ) cos(-83% czy cos192°

b) cos(-342%) czy cos(-339%) d) cos(-1769 czy cos98°

2. Naszkicuj i fragment idy i odczytaj najwi wartosé, naj-
mniejsza wartosc oraz miejsca zerowe funkcji y = cos ct, gdy:

a) -360°< x<0° © 450°<x<630°

b) 180° < & < 360° d) —90° < & < 540°

3. Naszkicuj w jednym ukladzie wspdirzednych sinusoide i cosinusoidg. Korzysta-
jac z rysunku, poréwnaj liczby:

a) sin50° i cos50° d) sin170° i cos(-29)
b) sin294° i cos294° e) sin(-297°) i cos(-157°)
9 sin(-127°) i cos(-127%) ) sin(-354%) i cos354°

4. Przedstaw w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy funkcji y = sin« oraz
y = cosa, gdy o« € (~180°180°). Wyznacz Katy z tego przedzialu spelniajace
podany warunek.

a) sina=cosa 9 sina<0 i cosa<0

b) sin a > cos d) sina - cosx <0

5. Na ponizszych rysunkach przedstawiono fragmenty wykresow funkeji y = sin o
oraz y = cos . Ktdre z nich s3 fragmentami sinusoidy, a ktére — cosinusoidy?

@ @ ® @ o~
Pz @ 27X 450°
® ® ®

1620°

I Ao

6. O katach «, B, y i 6 wiadomo, ze:
~520°< o <-470°  1020°<f<1070°  730°<y <800°  -930°<& <-880°
Dla ktérych z tych katéw jednoczesnie sinus i cosinus sa liczbami ujemnymi?
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7. Ustal, ktrej funkji: y = sin o czy y = cos & dotyczy podane zdanie.

a) Wartos¢ funkgji dla 1800° jest réwna 0.
b) Wartos¢ funkji dla 900° jest réwna ~1.
© Gdy 460° < o < 500°, funkcja przyjmuje wartosci ujemne.

d) Wsrd argumentdw o spelniajacych warunek ~500° < & < 500° liczba miejsc
zerowych jest parzysta.

€) Gdy 320°< o < 400°, funkcja nie przyjmuje wartosci 1.

© 8. Wyjasnij, dlaczego nie istnieje kat, ktéry spelnia podang réwnosc.

a) sina+cosa=2 b) Zrcosa
Trsina

1 €) sino-coso=2

©9. Wykres funkcji y = cos & mozna otrzymac z wykresu funkcji y = sin«, odbija-
Jac sinusoide symetrycznie wzgledem prostej prostopadiej do osi x przechodzacej
przez punkt (45°,0). Znajdz wszystkie réwnania prostych, ktore maja te sama wias-
nos¢ i kiore przecinaja 0§ X w przedziale (~360°3360%).

10. Znajdz wszystkie »

Katy, Ktére spelniaja
O
70" | 70° 70% 3¢ _

warunek:
70+ 3607

a) cos« =cos15°
b) cos = cos(-39°)
§ cosa=cos132° «=70°4k

cos & = cos70°
360° lub o=-70°+k-360°,
d) cos = cos(-254°) gdzie k jest liczba calkowita

11. Znajdz wszystkie argumenty, dla ktérych wartos¢ funkdji y = cos o jest réwna
cos35°, jesli:

a) ~720°< < 0° b) —90° < &t < 540° © 180°< x <630°

MINISPRAWDZIAN

51. Ktéra z ponizszych wlasnosci nie jest wlasnoscia funkdji y = cos a?
A. Wartosci funkeji dla argument6w -97° i 97° sq réwne.

B. 0% y jest osia symetrii wykresu funkcji.

C. Funkja jest rosnaca w przedziale (~180°;0°).

D. Funkcja osiaga wartos¢ 1 dla argumentu ~540°,

52, Nierwnos¢ sin o < cos a jest spelniona, gdy Kat « nalezy do przedzialu:
A. (100°5150°) B. (-350°;-230°) €. (250%5300°) D. (405°;450°)
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WYKRES FUNKCJI y =tg &

CWICZENIE Prosta PQ przedstawiona na
ku obok jest prostopadia do osi x i przechodzi
przez punkt (1,0). Ustal, jakie wspélrzedne ma
punkt P, a jakie — punkt Q.

Kat « przedstawiony na rysunku obok jest
Kkatem srodkowym w okregu o srodku (0, 0)
i promieniu 1. Prosta k jest styczna do okre-
gu i prostopadla do osi x. Na koricowym
ramieniu Kata & wybieramy punkt P, kt6-
1y lezy na tej stycznej. Druga wspolrzedna
punktu P jest wobec tego réwna tg .

Uwaga. Opisanej wlasnosci tangens zawdzieeza
swa nazwe. Po lacinie tangens oznacza styczna.

Rysunek przedstawiony ponizej pokazuje, w jaki sposéb mozna zaznacza¢
punkty nalezace do wykresu funkdji y = tg &, gdy o € (~90%90°%).
P

Wiadomo, Ze tangens nie jest okreslony dla katéw 90° i -90°, wiec wykres
nie przetnie prostych zaznaczonych na zielono (ktére sa réwnolegle do
osi y). Te proste to asymptoty (pionowe) wykresu funkcji.

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE



Wiemy juz jak wyglada wykres funkcji y = tg o, gdy -90° < ot < 90°. Aby
narysowa¢ wykres dla pozostalych argumentéw, skorzystamy z pewnej
‘wiasnosci tangensa.

Na rysunku obok przedstawiono punkty P yi
i P’ lezace w tej samej odleglosci od po-
czatku ukladu wspolrzednych. Punkt P lezy
na ramieniu konicowym kata «, a punkt P’
— na ramieniu koricowym kata o + 180°.
Zaznaczone m)]kqn sa przystajace, zatem
jesli P = (a,b), to P’ = (-a,-b). Wobec tego:

lgo(:E tg(x+180°) =

-a,-b) | |oP|=|oP]|

Zatem otrzymujemy:
tg o =tg(a+180°)
Uwaga. Przedstawiony na rysunku kat o jest katem ostrym. Mozna uzasadnic,

Ze powyzsza 16wnos¢ jest prawdziwa dla kazdego kata, dla ktérego tangens jest
okreslony.

ROWNOSC tg o« = tg (+ 180%) oznacza, Ze wartosci funkdji tangens powtarza-
ja sie co 180°, co wykorzystuje sie do rysowania wykresu funkcji y = tg «,
Zwanego tangensoida (zob. rysunek ponizej).

Na podstawie tangensoidy mozna okreslic rézne wlasnosci funkdji y = tg ot
Na przyklad:

o Funkcja nie jest okreslona dla katéw o mierze 90°+k-180°, gdzie k € Z.
Proste réwnolegle do osi y, przecinajace 0§ x w punktach o pierwszej
wspolrzednej o = 90°+k - 180°, gdzie k € Z, sq asymptotami wykresu
funkgji.

« Zbiorem wartosci funkeji y = tg & jest zbior liczb rzeczywistych.

o Funkcja ma nieskoficzenie wiele miejsc zerowych.

tga =0, gdy &= k-180°, gdzie k € Z
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* Dla argument6w rozniacych sie o 180° wartosei funkeji sq takie same.

tg & = tg(ex + k-180°), gdzie k € Z

Uwaga. Funkcja y = tg a jest funkcja okresowq o okresie rownym 180°.

o Funkcja przyjmuje wartos

dodatnie, gdy:

0°< o< 90° lub 180° < & < 270°, lub ~180° < & <~90° itd.
tga> 0, gdy k-180° < & < 90° + k-180°, gdzie k € Z

« Funkcja jest rosnaca w kazdym przedziale (~90°+Kk-180°;90° + k-180°),
kez

gdzie

ZESTAW ZADAN

zadania

1. Naszkicuj odpowiedni fragment tangensoidy i odczytaj:
) miejsca zerowe funkeji y = tg o, gdy ~180° < o < 270°,
b) dla jakich katéw o, spelniajacych warunek —360° < o < 540°, tangens nie jest
okreslony,
<) dla jakich argumentéw funkcja y = tg &« przyjmuje wartosci dodatnie.

© 2. Korzystajac z wykresow funkcji trygonometrycznych, uporzadkuj podane liczby

w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.

a) sin85°, cos85°, tg85°
b) sin92°, cos92°, 1g92°

174

50180 50° 50+180°

tga=1g50°
«=50°+k - 180°, gdziek € Z

o sin80°, cos(-85%, tg(-80%)
d) sin(-10%), cos50° tg(-959)

3. Znajdz wszystkie katy, ktére spel-
niaja podany warunek.

a) lga=1g78° o tga=1g(2739)
b) tga=1g(-39 d) g =1g(-3199)
4. Wsrod katow spelniajacych poda-

ny warunek znajdz te, ktérych tan-
gens jest réwny tg 72°.

a) -360°<a<0° ¢ -180°<a<90°
b) 90° < x <720° d) -90° < x <450°

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE
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MINISPRAWDZIAN

51. Ktéra z ponizszych miar kata nie nalezy do dziedziny funkcji y = tg o?
A.0° B. -270° C. 180° D. 225°

52. Ktéra z ponizszych wlasnosci dotyczy funkeji y = tg o?

A. Dziedzing funkcji jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych.
B. Jednym z miejsc zerowych funkcji jest ~270°.
C. 08 y jest jedna z asymptot wykresu funkcji.

D. Funkcja jest rosnaca dla argumentéw o spelniajacych warunek 90° < o < 270°,

S3. Ktéra z ponizszych wartosci jest r6zna od tg40°?
A. 1g(-140°) B. 1g140° C. tg400° D. tg220°

WZORY REDUKCYJNE

Jeszcze raz przyjrzyjmy sie sinu-
soidzie. Na rysunku obok zazna-
czono jedna z jej osi symetrii.
Rysunek ten ilustruje rownosé:

sina = sin (180° - o)

P Sinusoida ma takze wiele srodkéw sy-
metrii. Jednym z nich jest poczatek
ukladu wspolrzednych. Dla argumen-
6w o przeciwnych znakach wartosci
funkji sa liczbami przeciwnymi. Rysu-
nek obok ilustruje réwnosé:

sin (-a) = -sin &

Korzystajac z tablic tr nych
(zob. s. 293), mozemy ustala¢ sinusy k- sin o = sin ( + k-360°),
16w ostrych. Poslugujac si¢ sinusoida al- gdzie keZ

bo korzystajac ze wzoréw, ktdre zebrano
w ramce obok, mozna sprowadzié obli-
czanie sinusa dowolnego kata do oblicze- sin(-a) = - sin &
nia sinusa kata ostrego.

sin « = sin (180° - &)
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Oblicz sinusy katow: 147°, =57°, 250°, 315°, -243°.

Sposob | Sposob Il
jemy sie sinusoida (znaj ze wzoréw.
odpowiednie odcinki o jednakowej dfugosci).

b g sin147°=sin(180°-339) =
=sin33°~ 0,5446

sin(-579) = -sin57°

-0,8387

sin250° = sin (180°-250°) =
=sin(=70°) = -sin70° 397

7| sin(-243°) = -sin 243° =
sin (180°-243) = - sin (-63°) =
in63° ~ 0,891

sin (-243°) = sin 63° = 0,891

ZADANIE Oblicz sinusy katéw: 102°, -83°, 200°, 307°, -210°.
sadoio 14
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Wykres funkcji y = cosa ma
nieskoriczenie wiele osi syme-
trii. Jedna z nich jest oS y. Ry-
sunek obok ilustruje r6wnosc:

cos(-a) = cos &

metrii. Jeden z nich to punkt (90°,0).

Vi

Cosinusoida ma tez wiele Srodkow sy-
A
Rysunek obok ilustruje réwnos |

cos o =-cos(180° - &)

Podobnie jak dla funkcji y = sina,
2z pomoca tablic trygonometrycznych
mozemy obliczac cosinusy dowolnych

cos & = cos(ex + k - 360°),
gdzie ke Z

katow, postugujac si¢ cosinusoida al- cos & = — cos (180° - &)
bo korzystajac ze wzoréw, kiére po- A G
dano obok. -

Oblicz cosinusy katéw -30°, 159° i 312°.
Sposob Il

Sposéb |
Korzystamy ze wzoréw.

Postugujemy si¢ cosinusoida.

€05 (-30°) = cos 30°

€05 159° = —cos (180°~ 159°) =
=-c0s21°~ -0,9336

€0s312°=cos(312°-360°) =
= cos (-48°) = cos 48° ~ 0,6691

s 312° = cos 48 = 0,6691

ZADANIE Oblicz cosinusy katéw: -70°, 225° 350°.
wadonia5-3 )
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il Wykres funkcji ¥ = tg & jest Srodkowosymetryczny.
Jednym ze §rodkow jego symetrii jest poczatek ukla-
du wspolrzednych (zob. rysunek obok).

Spelniona jest wiec nastepujaca réwnosc:

g =-tga
g = tg (e + k - 180°), Z pomoca tablic trygonometrycznych
gdziek e Z mozna obliczy¢ tangens dowolnego

ga kata, postugujac si¢ wykresem albo
wzorami, kidre zapisano obok.

g =

Oblicz tangensy katow: ~135°, 215°, 120°.

Sposob | Sposb Il
Postugujemy si¢ tangensoida. Korzystamy ze wzorow.

4 / tg(-135)°=1g(-135°+ 1809 =

tg215°=1g(215°- 1809 =
=1935°% 0,7

tg120°=tg(120° - 180°) = tg (-60%) =
=-tg60°=-y3

g 120° = - tg 60

ZADANIE  Oblicz tangensy katow: ~100%, 2257, 150°.
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IV Wzory, kiére pozwalaja zredukowaé problem obliczania wartosci funkeji
trygonometrycznych do ustalenia wartosci tych funkeji dla odpowiednich
katow ostrych, nazywamy wzorami redukeyjnymi.

Oprécz uzywanych dotad wzoréw istnieja takze inne wzory redukeyjne.
Ponizej zebrano wzory, z ktérych bedziemy korzystac.

PODSTAWOWE WZORY REDUKCYJNE

sin (-a) = — sin & cos () = cos & tg-0) = —tg &
sin(180°- o) = sina  cos(180°- &) = ~cos & tg(180°- &) = ~tg
sin(180°+ &) = —sinx  cos(180°+ @) = —cos &« 1g(180°+ &) = tg
sin(90° - &) = cos « €08 (90° - &) = sin &

sin (90° + ) = cos & €05(90° + ) = -~ sin &

Uwaga. Kazdy z tych wzoréw mozna stosowaé dla dowolnego kata «, dla kidrego
odpowiednia funkja jest okreslona.

zadania 12-19 )
ZESTAW ZADAN

W ponizszych zadaniach podaj wynik dokladny (jesli to mozliwe) albo korzystajac  tablic

y , ustal wynik z nych.

1. Oblicz.

a) sin150°, sin120°  sin(-80%, sin(-109 ) sin303°, sin342°

b) sin(-60%), sin (-45°) d) sin238°, sin254° ) sin(-2229), sin(-3169)

2. W przedziale (~360°;360°) znajdz wszystkie katy spelniajace warunek:

a) sina =sin100° b) sin « = sin(-40°) ) sin« =sin230°

3. Znajdz wszystkic katy spelniajace warunck ~360° < & < 360° oraz réwnosé:

‘)smtx:-% d) sina=

a) sina b) sina =

2 2

© 4. Znajdz katy spelniajace podane warunki.

a) sina=0,26 i -180° <« <180° o sina=-0,1 i -360°<a<0°

b) sina=0,99 i -360°< & <360° d) sinx=-0,53 i -90°<« <270°
5. Oblicz.

a) cos120° cos135° € cos(-12°), cos(-61°) €) cos192°, cos 203°

b) c0s210° cos225° d) cos(-280°), cos(-315°) f) cos(-124°), cos(-155°)
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6. W przedziale (~360°;360°) znajdz wszystkie katy spelniajace warunek:

a) cos = cos130° b) cos & = cos (-80°) € cos & = cos(-200°)

7. Znajdz wszystkie Katy spelniajace warunek —360° < & < 360° oraz réwno

2 A s
a) cosa=1 b) cosor= %2 o cosa=-3  d) cosa=-32

8. Znajdz wszystkie katy spelniajace podane warunki.
a) cosa=081 i -180°<x<180° ¢ cosa=031 i ~360°<a<90°
45 1 0°< a<360° d) cosa=-0,07 i ~180° <& <270°

b) cosa=

9. Postugujac si¢ odpowiednimi wykresami, oblicz:
a) tg150°, 1g135° o 1g(-179, 1g(-82°) ) 1g(-166%), tg(-134%)
b) 1g210°, tg225° d) 1g205°, 1g197° 1) 1g290°, tg 324°

10. Znajdz wszystkie katy  spelniajace warunek ~360° < & < 360° oraz rownos

a) ga=1 b) tga=3 9 tga=

1 d) ‘ga?ag

11. Znajdz wszystkie katy spelniajace podane warunki.

a) 1ga=0,65 i 0°<x<360° b) tga=-4,7 i -360°<x <180°

12. Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukeyjnych.
a) sin410°, cos375° 1g415° ©) sin(-410°), cos(-490°), tg(-480°)
b) cos550° sin600°, tg690° d) cos(-610°), sin(-730°), tg(-800°)

13. Przyjmij, ze a = sin 10°. WyraZ za pomoca a podang liczbe.

a) sin170° b) sin190° ) sin350° d) cos260° €) cos100°

14. Uzasadnij tozsamos¢.

a) cos(90° - ) + €0 (90°+ @) = 0 9 C0s2(90° + o) + $in%(90° - o) = 1
0s(90°+ ) , | _ €08 (90°+ ) _ -
B Sintso - 170 D o a - 18070
© 15. Uzasadnij tozsamos¢.
a) sin(@45°+ Q) = cos (45°~ o) b) oS (45°+ ) = sin (45°~ o)
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16. Wykaz, ze jesli &, B i y sa katami tréjKata (y # 90°), to:

sin(a+p)=siny oraz tg(x+p)=-tgy

17. Podaj dokladna wartos¢ wyrazenia.

a) sin130° - cos40° - cos 130° - sin40°

b) 1g20° - sin70°+cos 110°

¢ €0s10°-cos30°: cos50°
sin40° - sin 607 sin 80°

) _Sin25°-sin50°- sin7:
§in105°-sin130°- sin 155°

18. Upros¢ wyrazenie, a nastepnie oblicz jego dokladng wartosé.

a) cos225°- tg315°-cos 135° b)

___€0s225° | 50
S5 sinzaos | B13%

©19. Uzasadnij, ze warto$¢ wyrazenia:

tg(a—180°) - sin(a — 90°) - cos(450° + &)

jest taka sama dla kazdego kata « r6znego od 90°+ k - 180°.

MINISPRAWDZIAN

51, Ktéry z podanych katéw nie spetnia warunku sin &

A a=30° B.

1y

-210° C. a=210° D. a=150°

52. Ustal, ktdry z podanych katow spelnia warunek cos & = cos(~10%).
A a=-190° B. ar=100° C.a=370° D. a=-170°

MIARA tUKOWA KATA

Do tej pory, okreslajac wielkosé kata, uzywaliémy miary stopniowej. Jej
podstawowa jednostka jest 1° (taka miare ma kat, ktory stanowi 55 kata

prostego).

Miara stopniowa nie jest jedyna stosowang miara katow. Na przyklad
w geodezji wielkosci katow czesto okresla si¢ za pomoca jednostek zwa-
nych gradusami. Miare 1 gradusa (w skrocie 1 grad) ma kat, Ktory stanowi
15 Kata prostego.
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Warto wiedzieé!

Gradusy i stopnie (katowe) maja ciekawy zwiazek z jednostkami dlugo:
Odleglos¢ 1km zdefiniowano pierwotnie za pomoca dlugosci poludnika:
przyjeto, ze 10000 km jest réwne polowie dlugosci poludnika, czyli od-
powiada np. odleglosci mierzonej wzdiuz poludnika migdzy biegunem
a rownikiem (r6znica szerokosci geograficznej tych punktow wynosi 90°).
Gradus to J; kata prostego, zatem katowi o mierze 1 grad odpowiada
odleglosc 100 km (mierzona wzdiuz poludnika).

Za pomoca dlugosci poludnika okreslono tez inng jednostke dlugosci —
mile morska, Zdefiniowano ja jako odleglosé wzdiuz potudnika odpowiada-
jaca 1’ (minucie katowej) szerokosci geograficznej, czyli katowi o mierze 1°
odpowiada odleglos¢ 60 mil morskich.

W nawigacji morskiej czesto wykorzystuje sic
2wiazek miedzy miara kata (wspolrzedne geogra-
ficzne) a odlegloscia (dlugosé rejsu). Niewygodnie
jest uzywaé wowczas stopni jako jednostki miary
Kata, a odleglosci podawac w kilometrach. Zwy-
Kle katy okresla si¢ w stopniach, a odleglosci —
w milach morskich albo Katy okresla si¢ w gradu-
sach, a odleglosci — w kilometrach.

Oméwimy teraz jeszcze jeden sposb okreslania miary kata.

Kat srodkowy wyznacza na okregu pewien Tuk, ktérego dlugos¢ zalezy od
miary kata i promienia okregu.

WICZENIE
okregow, kt

& Dla kazdego z trzech /’5 \
e przedstawiono obok,
71 | (i3s3 )
oblicz stosunek dlugosci zaznaczone: /
go tuku do promienia okregu. )

Na rysunku obok przedstawiono kat
srodkowy &, ktéry wycina z dwéch
okregw luki o réznych dlugosciach.
dlugosei tych Tukéw za-
leza od promieni okregdw, ale sto-
sunek dlugosci luku do promienia
-2 okregu jest w kazdym wypadku ta-
ki sam.

h= %e 2mn k=

36

Ta obserwacja pozwala okreslié no-
wa, miare kata, zwana miara fukowa.

Miara lukowa kata Srodkowego w okregu to liczba réwna stosunkowi diu-
gosci Tuku, na ktérym oparty jest ten kat, do promienia okregu.
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~ Zauwaz, Ze kat Srodkowy, kiéry jest katem
/ v polpelnym, oparty jest na } okregu. Za-

( 1 tem miara lukowa kata 180° to 2-2™" Stad
\ otrzymujemy, Ze:
miara fukowa kata 180° to 1
Miara tukowa kata o wynosi . miara lukowa kata 90° o 7

miara tukowa kata 360° to 2

CWICZENIE B Oblicz miary lukowe Katow: 30°, 60° i 45°.

Miary fukowe niekt6rych katow zebrano w ponizszej tabeli.

miara w stopniach ‘360‘ 180°| 90° | 60° | 45° | 30°
miaralukowa | 2w [ mw | T [T [ @ |m

&
5

VICZENIE C Zapis sin T oznacza sinus kata, kt6rego miara lukowa jest rowna

atem sin 7T = sin30°= 1. Podaj wartosci: cos 7, tg T, sin T

Poniewaz miara fukowa kata 180° wynosi 7, wiec jesli « oznacza miare
pewnego kata w stopniach, za$ x — miare lukowa tego kata, to zwiazek
miedzy o i x bedzie okreslata proporcja:

_x X « — miara kata w stopniach
180° " x — miara lukowa kata

Miare tukowa katéw okredlilismy dla katow srodkowych w okregu. Powyz-
sza r6wnos¢ kazdemu katowi z °;360°)

pewng liczbe z ;2m). To mozemy ,roz-
szerzy¢” na katy wieksze niz 360° i katy ujemne. Przyjmujemy, ze powyz-
sza proporcja okresla zwiazek miedzy miarq stopniowa dowolnego kata
a miarg lukowa tego kata.

Kat, ktérego miara lukowa jest réwna 1, nazywa-
my radianem. Zatem 1 radian (w skrécie 1rad) to
Kat srodkowy, ktory w okregu wycina tuk o dlugosci
réwnej promieniowi okregu. W kacie o mierze tuko-
wej a radianéw miesci sie wiec a Katow o mierze
1 rad. Jesli méwimy, e kat ma miare tukowa np. T

mamy na mysli kat o mierze 77' ra
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Latwo obliczyé, ile stopni ma kat o mierze 1 rad.

Jesli x

Zatem:

1rad =

) Wyraz w radianach kat 40°.

x — miara fukowa kata 40°

b) Wyraz w radianach kat -400°.

x — miara fukowa kata - 400°

, to przeksztalcajac powyZsza proporcje, otrzymamy o«

180° 5 57°17/45"
80~ 57°17'45

© Wyra w stopniach kat
o — miara stopniowa kata én

3
T
180° L
o _3
180° ~ 5
a=2-180°
a=108°

T radianéw.

d) Wyraz w stopniach kat -3 radianow.

« — miara stopniowa kata ~371

-400° _ x
80" "
400°.10
X 180° 1
20m
=79
ZADANIE  a) WyraZ w radianach kat 420°. ~b) Wyraz w stopniach kat § radiandw.
zodania 1-10 )

ZESTAW ZADAN

1.a) W okregu o promieniu 5 pewien kat $rodkowy wyznacza tuk o diugosci 3.

Podaj miare lukowa tego kata.

b) W okregu o promieniu 2/3 kat srodkowy o mierze lukowej 3

wien fuk. Oblicz diugos¢ tego fuku.

¢ Oblicz miare tukowa kata srodkowego okregu opartego na ﬁ okregu.

2. Promieri kazdego z okregdw przedsta-
wionych obok ma dlugos¢ 4. Przy za-
znaczonych lukach podano ich diugosci.
Oblicz, ile radian6w maja katy o, B i y.
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3. Ustal:
a) miare w radianach katow:
7200 15°

10° 22,5° 75° 9°

b) miarg w stopniach katéw o miarach tukowych:

2m 3w
3 4
4. Podaj wartosci:

sin 7
4

cos T

3

S s n
6 6§ g
lg% cos0 sinm g2m

5. a) Wyraz w radianach sume miar

katéw siedmiokqta.

b) Oblicz miare lukowa kata 12-kata

foremnego.

6. a) Wyraz w radianach katy:
500 70

Suma miar katéw wielokata o n wierz-
chotkach (w stopniach) wynosi:
(n-2)-180°

125° 24° 282° 315°

b) Wyraz w stopniach katy o miarach lukowych:

™ oom
9

7. a) Wyraz w radianach kat 1°

i 81
= s 0,9 1,6m

b) Korzystajac z wyniku otrzymanego w a), wyraz w radianach katy: 2°, 17° i 350°.

8. Gdy piszemy sin 1, mamy na mysli liczbe réwna sinusowi kata o mierze 1 rad.
Natomiast sin 1° to sinus kata 1° Ktéra liczba jest wigksza:

a) sinl czy sinl®, b) c0s0,5 czy cos0,5°, O tgm czy 1g3,14°7

©9, Jezeli cialo porusza si¢ po okregu, to mozna badac jego predkosé katowa opisu-
Jaca, o jaki kat obraca si¢ ono w jednostce czasu. Wyraz w rad/h predkos¢ katowa:

a) wskazowki minutowej zegara,

b) Ziemi obracajacej sic wokol swojej osi,

 Karuzeli wykonujacej 1 obrot w ciagu 5 sekund.

MIARA tUKOWA KATA

10. Obok przypominamy wzor pozwalajacy
obliczyé pole wycinka kola wyznaczonego
przez kat Srodkowy «, gdy miara kata & po-
dana jest w stopniach. Zapisz analogiczny
wzér, gdy miara kata & podana jest w ra-
dianach.
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MINISPRAWDZIAN

51. Kat o mierze 36° ma miarg lukowa;

™ ™
A BT [U4 D.3,6

S2. Miara stopniowa kata o mierze lukowej 1,2 nalezy do przedziatu:
A (40°350%) B. (50°360°) c. (60°70°) D. (70°;80%)
3. Dlugos¢ luku L wycigtego z okregu o promieniu r przez kat srodkowy o mierze
tukowej § mozna obliczy¢ ze wzoru:
- B - - B
A L=pr B.L= B omr C.L=2pr D.L= B
S4. Dwa katy tréjkata maja miary T " i35 Wskaz miare Tukowa trzeciego kata tego
tréjkata.

7 ™
A Fid B. 3 C. 3 D.

g
i

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE
ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ

Funkcje trygonometryczne, kiérych wlasnosci omawialiémy wezesniej, przy-
porzadkowywaly mierze Kata (w stopniach) pewna liczbe. Wiasnosci tych

funkeji (W tym ne i wzory r sa
spelnione takze wiedy, gdy miarg kata zamiast w stopniach podamy w ra.
dianach.

Dotychezas wykresy funkji trygonometrycznych rysowalismy w ukladzie
wspGlrzednych, w ktorym na osi poziomej byly inne jednostki niz na osi
pionowe.

ENIE A Przerysuj ponizsza os. Pod zaznaczonymi punktami zapisz odpo-
wiednie miary lukowe, a nastepnie zaznacz liczbe 1

-180° -90" 0" 90° 180" 270° 360° 450"
Jesli imy liczby stopni na iadajace im liczby radianéw, be-
dziemy mogli rozpatrywaé funkcje tr yezne, kiéryd

mi sq liczby rzeczywiste.
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Ponizej przedstawiono fragmenty wykreséw funkeji y = sinx oraz y = cosx.
Dziedzing obu tych funkeji jest zbidr liczb rzeczywistych. Pod kazdym
wykresem podano kilka wlasnosci, ktére mozna z niego odezytac.

« Micjsca zerowe funkji y = sinx to liczby majace postaé ki, gdzie k € Z.

gdy

« Funkja y = sinx przyjmuje najmniejsza wartosc, rowna —
x=-7 +2km, gdzie k € Z.

nx jest rosnaca w kazdym z przedzialéw majacych postac

 Funkcja y
742k, gdzie k € Z.

(-3 + 2k

CWICZENIE B Korzystajac z wykresu funkcji y = sinx, odpowiedz na pytania.

a) Czy liczba
b) Ktéra liczba jest wigksza: sin(-5) czy sin (-6)?

n10 jest dodatnia, czy — ujemna?

o) Czy liczba sin(-1)+sin3 jest dodatnia, czy — ujemna?

y=cosx

AN A ] IR AT T AT K
-1

« Miejsca zerowe funkji y = cosx to liczby majace posta¢ ¥ + ki, gdzie
kez

® Funkcja y = cosx przyjmuje najwieksza wartos¢ réwna 1, gdy x = 2k,
gdzie k< Z.

® Funkcja y =cosx jest malejaca w kazdym z przedzialow majacych po-
staé (2km;m + 2kir), gdzie k € Z.

CWICZENIE C Korzystajac z wykresu funkcji y = cos x, odpowiedz na pytania.
a) Czy cos(-6) jest liczba dodatnia, czy — ujemna?

b) Ktéra liczba jest wigksza: cos } czy cos (~1)?

o) Czy cos(-3)+cos4 jest liczb dodatnia, czy — ujemna?
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y=tgx

Ponizszy rysunek przedstawia fragment wykresu funkcji y = tgx. Funk-
cja ta nie jest okreslona dla liczb majacych posta¢ T +kr, gdzie k € Z.
Dziedzina tej funkji jest wiec zbior R\ {x: x = T + krr, gdzie k € Z}.

188

« Asymptoty wykresu funkeji y = tgx przecinaja o$ x w punktach o odcig-
tej T+km, gdzie k € Z.

 Miejscami zerowymi funkeji y = tgx sa liczby majace posta¢ krr, gdzie
keZ

o Funkcja y = tgx przyjmuje wartosci ujemne, gdy x & (-3 +km;kir),
gdzie k € Z.

© Funkcja y = tg jest rosnaca w kazdym z przedzialow (-F +km; 5 + ki),
gdzie k

Na wykresach funkcji yeznych widaé pewng po 3¢ Na
przyklad dla funkeji y = tg x wartosé dla dowolnego argumentu a jest taka
sama jak dla argumentéw a-+1r, a—1r, a+ 21, a-2m, ... . Innymi slowy ta
sama warto$¢ powtarza si¢ regularnie. Takq wlasnos¢ maja funkcje, ktére
nazywamy okresowymi.

Funkeje f nazywamy okresowa, jesli istnieje taka dodatnia liczba t, ze dla
kazdego argumentu x liczba x + ki (gdzie k € Z) tez nalezy do dziedziny
funkeji oraz f(x) = f(x+kt). Liczbe ( nazywamy okresem funkcji. Najmniej-
szy okres funkgji (0 ile istnieje) nazywamy okresem zasadniczym.

Funkcje trygonometryczne sq okresowe, poniewaz dla dowolnego argu-
mentu x i dla dowolnej liczby catkowitej k zachodza nastepujace réwnosci:

sin x = sin (x + 2km) cos x = cos (x + 2km)
tgx = tg(x + k)

Okresem zasadniczym funkdji y = sinx, a takze funkdji y = cosx jest licz-
ba 27r. Natomiast okresem zasadniczym funkcji y = tg x jest liczba 1.
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0%  jest osia symetrii wykresu funkeji y = cosx. Funkeje o takiej wlasnosci
nazywamy parzystymi.

Funkeja y = cosx jest parzysta, wige cos (-x) = cosx.

Poczatek ukladu wspolrzednych jest Srodkiem symetrii wykresu funkeji

y=sinx i wykresu funkeji y = tgx. Funkcje o takiej wlasnosci nazywamy
nieparzystymi.
Funkcje y = sinx i y = tgx sq nieparzyste, wicc prawdziwe sq réwnosci

sin (=x;

—sinx i tg(-x) =~ tgx.

Warto wiedziec!

Dzigki potraktowaniu funkeji trygonometrycznych jako funkcji zmiennej rzeczywi-
stej mozemy poréwnac ksztalt ich wykresow z innymi krzywymi.

Na rysunku obok przedstawiono frag- y

— sinusoida
ment sinusoidy, pélokrag i parabole 1 — parabola
o wierzchotku (Z,1) i miejscach zero- — polokrag

wych 0 i . Jak wida¢, ksztalt sinuso-
idy w przedziale (0;) znacznie rozni
si¢ od polokregu i nie jest tez identycz-
ny z ksztaltem zaznaczonej paraboli.

Na kolejnych rysunkach por wykresy funkcji
mi innych funkcji.

i +

0
y=sinx -
W

Wykres funkeji y = s Wykres funkeji y = cosx  Wykresy funkeji y = tgx
ma z prosta opisang réw-  ma z parabolg o rowna- iy maja w przedzia-
naniem y = x jeden punkt i y = - + 1 jeden le (-Z;7) jeden punkt
wspolny. punkt wspélny. wspélny.

adari 1-8 )

I Sinusoida i cosinusoida maja taki sam ksztalt. Jedna z tych krzywych moz-
na otrzymac z drugiej w wyniku przesunieeia o T wzdluz osi x. Zwiazki te
opisuja wzory podane ponizej.

sinx = cos(x

z) cosx=sin (x+1)
Przeksztalcajac wykresy funkcji trygonometrycznych, mozemy tez tworzy¢
wykresy innych funkcji i odezytywa¢ ich wlasnosci.
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PRZYKLA! Naszkicuj wykres funkcji ¥ =1-sin (x+ 7).
Najpierw szkicujemy wykres funkeji

-z % Przesuwajac go o wektor [~IF
RS L nujemy wykres funkei y = sin (= )

T

y=-sin(x+3) Odbijajac wykres funkgji y = sin(x+ T)
wzgledem osi x, otrzymuje-

(AN N NF
A my wykres funkcii y = -sin(x+ 7).

1

-

=1-sin(x+%)
Y ¥ Po przesunieciu o wektor [0,1] wykresu

y
/\ ~ ? g : ; 2 funkeji y = —sin(x+ ) otrzymamy wy-

n
X kres funkgji y = 1 -sin(x + )

ZADANIE | Naszkicuj wykres funkcji y = -2 +cos (x- 7).
zodania 9-18 )

ZESTAW ZADAN

1. Naszkicuj wykres funkeji y = sinx.
) Wypisz wszystkie liczby z przedziatu (-2r;21r), dla kérych wartosci tej funk-
Gji sq rowne 1.

b) Ustal, ile miejsc zerowych ma funkcja w przedziale (0;81).

9 Ktére z podanych liczb sa dodatnie?

o (3 .
sinT0 sin (-3m) sin3m sin 2 +1)
d) Ustaw w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej liczby:

sin3 sin3,5 sin3,14 sinm
@) Ustal, dla ilu argumentéw z przedzialu (0;60) wartosci funkdji sa liczbami
catkowitymi.

2. Naszkicuj wykres funkcji

a) Wypisz miejsca zerowe tej funkcji nalezace do przedziatu (-2r;27)

b) Podaj pie¢ argument6w, dla ktérych wartosci funkcji sa rowne —1.

) Uporzadkuj podane liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.
cos2 cos3 cos4 €os 5
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d) Kiére z podanych liczb sq ujemne?

cos3 cos(-I) cos10m cos (-2 -1)

e) Ustal, ile jest liczb w przedziale (~10m;10m), dla ktérych wartosci funkcji sa
liczbami catkowitymi.

3. a) Podaj przedzialy monotonicznosci funkeji y = sinx oraz funkeji y = cosx.

b) Ustal, dla jakich argument6w dodatnie 3 wartosci funkcji y = sinx, a dla jakich
— wartosci funkji y = cosx.

 Znajdz wszystkic argumenty, dla ktérych wartosci funkji ¥ = sinx i y = cosx
sq jednoczesnie ujemne.

4. Naszkicuj wykres funkeji y = tgx.

a) Ile miejsc zerowych ma ta funkcja w przedziale (-5 ;-17)?

b) Tle liczb z przedzialu (-37;37) nie nalezy do dziedziny funkcji?

o Podaj przyklady argumentéw, dla kt6rych wartosci funkcji sa mniejsze od —

© d) Uporzadkuj podane liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwickszej.

1g(-1) gl g2 g3 g4

5. Ustal, ktére z podanych punkt6w nalezq do wykresu funkgji y = sinx, ktére —
do wykresu funkcji y = cosx, a ktore — do wykresu funkeji y = tgx.

-on o e(gme) e-(nd) (%

D=(7%ﬂ.l) F=(< H=(g,\,§)

6. Przedstaw w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy funkdji f i g oraz podaj
wspolrzedne punktow przeciecia si¢ tych wykresGw.

a) f(x)=sinx, gx)=x-m d) f(x) =sinx, g(x)=-x(x+m)

b) f(x) = cosx, g(x)=-x+1 e) f(x)=cosx, g(x)=

E]
2

9 f(=sinx, g(x)= ) f0=cosx, gix)=—Zx+1

7. Okresl zbiér wartosci funkji.
a) y=cosx-3 c)y=f‘lg(x7%)‘ @) y=tgix+2

b) y=5-Isinx| d) y =sin’x -5 0 y=(cosx-2)
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© 8. Okresl dziedzine i zbior wartosci funkcji.

a) y =sin’x - 3cos?x b) y =tgx - cosx d y =

Il 9. Naszkicuj wykres funkcji.

a) y=cos(x7%) @ y=3+sinx e) y=|cosx|
b) y:rg(au}) d) y=-tgx ) y=sin(-x)

10. Przedstaw w jednym ukladzie wspélrzednych wykresy funkeji f 1 g. Ustal, dla
jakich argumentéw funkcje te maja rowne wartosci.

a) f(x)=sinx, g(x)=cosx+1 € f(x)=sinx+2, g(x)=cosx+1

sinx|, gx] |cos x|

b) f(x)=sinx~-1, g(x)=cosx d) f(=

11. Naszkicuj wykres podanej funkeji. Ustal, czy ta funkcja ma miejsca zerowe.
Jesli tak, to je podaj.

a) y=2-sinx d) y=|cosx|+3 g) y=2+|sinx|
b) y = -cos(x+m) €) y=-Isinx| h) y=|1-sinx|
9 y=ltgxl-1 N y=tg(x+3)+1 i) y=lgxl+1

12. Podany wzoér opisuje funkcje, ktorej fragment wykresu jest przedstawiony na
Jjednym z czterech rysunkéw. Wskaz ten rysunek.

a) y=-sinx d) y=-cosx g) y=-tgx
b) y =sin(x-m) € y=-sin(T+x) h) y = cos(x+T)
9 y=tg(x-T) ) y=sin(x-7) ) oy=tg(xe T
@ y| (Ch

bl

2

13. Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach (zob. s. 97), wyznacz granice poda-
nego ciagu.

) ay= Ba-ien  aa-0F
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14. Ustal, dla jakiej wartosci a jest spelniony podany warunek.
a) Zbiorem wartosci funkcji y = a - sinx jest przedzial (~9;-7).
b) Funkcja y = |cosx| + a nie ma miejsc zerowych.
© Wykres funkgji y = - cos(x + a) jest taki sam, jak wykres funkcji y = cosx.
15. Naszkicuj wykres funkcji.

cosx, gdyxeR\(
a)y=

—cosx, gdyxe (-5:;%

T+siny,  gdyx e R\(3
b y=

~1-sinx, gdyxe (2

16. Podaj liczbe punktéw wspélnych tangensoidy z wykresem podanej funkcji
w przedziale (-I; 7).

a) y=-tgx b) y=1+sinx ) ynms(nz)
17. ) Czy wykres funkcji y = f5x ma wiccej punktéw wspolnych z sinusoida czy
2 cosinusoida?

b) Ile co najmniej punktéw wspélnych ma sinusoida z wykresem funkcji y = %x,
aile — z wykresem funkcji y = -2

18. Naszkicuj odpowiednie wykresy funkeji i rozwiaz réwnanie.

a) sinx = cosx ©) sinx+cosx =0 e) |cosx|+sinx

b) cosx =2-sinx d) 1+sinx-cosx=0 ) Isinx| -cosx=0

MINISPRAWDZIAN

51. Wskaz zdanie falszywe.

AW przedziale (%;%) funkcja y =sinx jest malejaca.

B. Dla argumentu 1 funkcja y = cos X przyjmuje wartosé 1.

C. Argument 217 jest miejscem zerowym funkcji y = tgx.

D. Prosta prostopadia do osi X i przecinajaca ja w punkcie (
wykresu funkcji y = tgx.

0) jest asymptota

52. Ktéra z ponizszych wartosci jest najwicksza?
A.sin3 B. cos3 C.tg3 D. sin(-3)

53. Ktéry z punktéw nie jest punktem przeciecia sie wykresu funkcji y = sinx
2 wykresem funkcji y = cosx?

2 3 3 3 9
AR B (- ¢ (p-%) (i

'i("]
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FUNKCJE O WZORACH y= asinx, y=sinax...

CZENIE A_Podaj wartosci funkeji y = sinx oraz funkdji y = 2sinx dla argu-
ment6w: 0, I, =™, I, 7. Czy wykresy tych funkcji maja punkty wspélne?

Na ponizszych rysunkach czarnym kolorem zaznaczono fragment sinuso-
idy, a niebieskim — fragmenty wykreséw funkji y = asinx.

4 2
y=2sinx 2 y= #sinx
1

= Q v"x E o v“x

Zbiorem wartosci funkcji y = 2sinx  Zhiorem wartosci funkdji y = 3sinx
jest przedzial (~2;2). Funkcja tama te jest przedzial (~3;3). Funkcja ta ma te
same miesca zerowe co funkgja y =sinx.  same miejsca zerowe co funkeja y = sinx.

e

1 b .
¥=tsine y=3sinx

P
ot

- 0 AT X

Zbiorem wartos Zbiorem wartosci funkeji y = 3 sinx
jest przedzial (~};1). Funkcja tama te  jest przedzial (-3 ;3). Funkcja ta ma te
same micjsca zerowe co funkcja y =sinx.  same micjsca zerowe co funkcja y =sinx.

Wykres funkeji y = asinx, gdzie a> 0, ksztaltem przypomina sinusoide
JScisnieta” lub ,rozciagnieta” wzdluz osi y.

Gdy a <0, to dodatkowo musimy odpowiedni wykres odbi¢ symetrycznie
wzgledem osi x.

Podobnie mozna otrzymaé wykresy funkcji y = acosx.

l CWICZENIE B Podaj wartosci funkeji y = sin yx dla argumentow: 0, 7,
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Na ponizszych rysunkach czarnym kolorem zaznaczono fragment sinuso-
idy, a niebieskim — fragmenty wykresw funkji y = sinbx.

N

Okres zasadniczy funkcji y = sin2x
jest 2 razy mniejszy niz okres funkcji
y = sinx, wynosi wigc 1.

Okres zasadniczy funkdji
jest 3 razy mniejszy niz okres funkcji
y =sinx, wynosi wige 2.

y=sin3x

by
y=sinix y=sin $x
1
g " S
Okres zasadniczy funkeji y=sinix ~ Okres zasadniczy funkcii y =sin3x
jest 2 razy wickszy niz okres funkeji jest rowny ilorazowi 21 przez 3, jest

y =sinx, wynosi wiec 4.

B v
zatem rowny Srr.

Kazdy 7 tych wykres6w ksztaltem przypomina sinusoide ,Scisnieta” lub
.rozciagniety” wzdluz osi x. Okres zasadniczy funkji y = sinbx (b # 0)
Jest réwny 7. W ten sam sposéb mozna ustali¢ okres funkcji y = cos bx.

Naszkicuj wykres funkgji y =

i
1

L2

2sin £ x.

y=sinx Najpierw szkl(ujemy wyk-
x

res funkcji y = sin 2x. Okres

WS A A

tej funkeji wynosi

a%}i"

Nastepnie szkicujemy wy-

kres funkeji y = 2sin $x.

Po_odbiciu symetrycznym
wykresu funkeji y = 2sin x

ZADANIE

FUNKCE O WZORACH y=asin, y=sin ax

wzgledem osi x otrzymamy
wykres funkgji y = ~2sin £x.

Naszkicuj wykres funkeji y = 4 cos2x.

i 1-8 )
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Warto wiedzieé!

Krzywe, kiére ksztaltem przypomina-
ja sinusoide, pojawiaja si¢ przy opisie
roznych zjawisk fizycznych, szczegdl-
nie takich, ktére sq zwiazane z ruchem
obrotowym. Na przyklad gdy obraca-
my ze stalq predkoscia metalowa ram-
kew polu

natgzenie

powstaje w niej prad zmienny. \vykm
na rysunku obok ilustruje, jak zmienia
si¢ natezenie tego pradu.

ZESTAW ZADAN

1. Naszkicuj wykres i odezytaj miejsca zerowe funkcji.

a) y =2cosx

b) y %smx

2. Podaj zbiér wartosci oraz okres zasadniczy funkcji.

a) y= %cosx @ y=cos3x

d) y=sinlx

b) y =3sinx 3

3. Naszkicuj wykres funkej
by

a) y=2sin3x

lginl
sin §x

4. Na ponizszych rysunkach sa przedstawione fragmenty wykresGw funke

@y --cos

Dopasuj wzory funkeji do wykresow.

® %

czas
9 y= in%x d) y = cos6x
e) y=5sindx g) y=4sinmx

B y-Leosix

) y=Zcosx

okresl jej zbior wartosci.

Q y:acos§x

©y=%coszx
®y Zcos%x

; X/\?
\

1 i1 \/ ‘ 1 X
() 7] ® 4 ® b4
1 1 1
x
~ 1 X ‘ i X
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5. Znajdz wzor funkcji typu y = asinbx, ktérej zbiorem wartos
dzial i ktérej okres zasadniczy jest rowny t.

a) (-5:5),

© 6. Przedstaw wykresy podanych funkcji w jednym ukladzie wspéirzednych, a na-
stepnic podaj wspotrzedne punktow przeciccia tych wykresow.

jest podany prze-

=sm b (-3:3), ¢

9 (-7:7), t=6

a) y=2cosx b) y = 3sin1x 9 y=2sinx
=1 1 =-lgin3 ==l
y=3cosIx y=-4sin3x y=-1sin2x

Do cigzarka wahadla przymocowano pisak na spre-
Zynce (zob. rysunek). Gdy wahadlo sig porusza (nie-
skoiiczenie dlugo), wtedy linia, kiora kresli pisak
na przesuwajacej si¢ papierowej tasmic, ma ksztalt
krzywej bedacej wykresem funkcji typu y = asinbx.
Czas jednego wahniecia (tam i z powrotem) nazy-
wamy okresem wahadla. Amplituda ruchu wahadla
to najwicksza odleglosé, na jakq cigzarek wahadla
oddala si¢ od pionu.

© 7. Przeczytaj informacje w ramce.
a) Rysunck obok przedstawia linig, kt6-
rq nakreslil pisak. Odczytaj okres i am- 2
plitude ruchu wahadta. Podaj wzor funk- 1
cji, ktorej wykresem jest ta linia.
b) Dla innego wahadla pisak nakreslit
krzywa, ktéra jest wykresem funkeji
y= 3 sin 27;* Podaj okres i amplitude
ruchis tego wahadla.

odleglos cigzarka
od pionu [dm]

czas [s]

8. Na ponizszych rysunkach przedstawiono fragmenty wykreséw dwéch funkeji:
£(X) = sinx + cosx oraz g(x) = sinx - osx.

a) Kt6ry z nich jest wykresem funkeji £, a ktéry — funkeji g7
b) Wzory tych funkcji mozna zapisa¢ w postaci y = asin (x - p). Zapisz w tej postac
wzory funkdji f 1 g.

@ ,;I
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MINISPRAWDZIAN

S1. Dana jest funkcja f(x) = 3 cos4x. Ktére zdanie nie jest prawdziwe?

AW przedziale (0;2m) funkcja f ma osiem miejsc zerowych.

EL

B. W przedziale (

m

) funkcja f jest rosnaca.

C.W przedziale (-;0) wykres funkci f przecina prosta o rownaniu y =

w czterech punktach.
D. Dla argument6w z przedziatu (-

3m._m

Gt

) wartosci funkeji £ sa dodatnic.

<

198

. Rysunck przedstawia fragment wykresu jednej z podanych funkcji. Ktérej?

3

Y Ay= % sin 3x
l“ 4 3
. B.y=%sin3x
<} _JO PoomoT T cy=Sank

D.yzgsmgx

ROWNANIA | NIEROWNOSCI
TRYGONOMETRYCZNE

CZENIE A Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji y = sinx.
Podaj pierwsze wspolrzedne punktow zaznaczonych kropkami.

Rozwazmy rownanie typu:
sinx=a

Korzystajac z sinusoidy, latwo zauwazy, ze takie rownanie nie ma roz-
wiazan, gdy lal > 1, natomiast w pozostalych przypadkach réwnanie
ma nieskoriczenie wiele rozwiaza. Aby znalezé wszystkie rozwiazania
réwnania tego typu, wystarczy wyznaczy¢ rozwiqzania z przedziatu o diu-
gosci 2, na przyklad z przedzialu (-m;m), a nastgpnie skorzystaé
2 okresowosci funkcji y = sinx.
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Gdy a=11lub a=-1,lub a= 0, rozwiazania odpowiednich réwnar mozna
latwo odczytaé z wykresu.

sinx =

, gdy x=g+2krr,gdziekez
sinx = -1, gdy x =-% +2km, gdziek € Z
sinx =0, gdy x = km, gdziek € Z

Zalézmy, ze a € (~1;0) lub a € (0;1). Wéwczas w przedziale o dlugo-
Sci 21 s dwie liczby x; i X, spelniajace réwnanie sinx = a (zob. rysunki
ponizej).
Zatem korzystajac z okresowosci funkgji y = sinx, mozemy okresli¢ dwie
rodziny rozwiazai tego rownania:

x=x1+2KT lub x=x; +2km, gdzie k€ Z
Zauwazmy, Ze z symetrycznosci sinusoidy wynika:

Jesli a € (031), to x2 = 1 -y (zob. pierwszy rysunek).

Jesli a € (~130), o X2 = 7+ [x, | (zob. drugi rysunek). Poniewaz w tym
wypadku X; <0, wige |x;| = =x;. Stad X2 = 7T - X;.

Pokazalismy wiec, Ze dwie rodziny rozwiazai mozna okreslic w sposoh
zapisany pod rysunkami.

Vi

X-2m

X2y

sinx =a, gdy x=x; +2km lub x = - x; + 2k, gdzie k € Z
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PRZYKEA! Rozwiaz réwnanie.

a) sinx =%

¥3

Najpierw znajdujemy wszystkie roz-
wiazania w przedziale o dlugosci 21,

np. w przedziale (-7 ;27)

sin T

b) sinx=-%%

2
2

=

2+ 2km, gdziekeZ

ZADANIE  Rozwiaz réwnanie.

a) sinx

200

Lz

b) sinx=-

Uwaga. Zauwazmy det, e w praykiadzle 1 w podpunkcie b) moglibyémy przyjac,

31m, a wtedy zapis rozwiazania bylby nastepujacy: 2km
+2km, gdzie k € Z. Te réwnosci opisuja ten sam zbior mzv\nqzan o
odpowieds w przykladzie.

(CZENIE B Podaj liczby 7 przedzialu (4m;7m), kiore naleza do zbioréw
rozwigzari rownari oméwionych w przykladzie 1

Rozwazmy réwnanie typu:

cosx = a, gdzie a < (-1;1)
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Podobnie jak w wypadku sinusoidy, gdy a = 0 lub a = 1, lub a =
rozwiazanie odpowiednich réwna latwo mozna odczytac z wykresu.

1

cosx =1, gdy x = 2k, gdziek € Z
cosx = -1, gdy x = -1 + 2k, gdzie k € Z
cosx =0, gdy x =T +km, gdziek € Z

W przedziale o dlugoéci 2 sq dwie liczby x i x; spelniajace réwnanic

cosx = a. Korzy: okresowosci funkeji y = cosx i symetrycznosci jej
wykresu, otrzymujemy dwie rodziny rozwiazari rozwazanego rownania.

Y
- T o
% | N £ X2 X2 X
¥
o X xr2m 2n x+2m
H ] ] T T %

cosx=a, gdy x=xi +2km lub x = -x, + 2km, gdziek € Z

[T Rozwiaz réwnanie cos x
¥

Znajdujemy wszystkie rozwiazania rownania
3 x w przedziale o diugosci 21, np. w przedziale
5 . (-mim)

2m
3

cos T = 1, wig cos (-~ T

x %’wzkn ub x= ZT"+ZI<11, gdzie ke Z,

&,
B

ZADANIE  Rozwiaz réwnanie cosx
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Aby rozwigzaé réwnanie tgx = a, gdzie a jest dowolng liczbg rzeczywista,
wystarczy znalei¢ rozwiazanie z przedzialu o dlugosci m, np. (-3;%),

a nastepnie skorzystac z okresowosci funkeji y = tgx.

Y|

tgx=a, gdy x = xo+km, gdziek € Z

[IIATIVEN Rozwiaz rownanie tgx = —/3.

Znajdujemy rozwiazanie w przedziale (- T ; T )

ZADANIE = RozwiaZ rownanie tgx

VICZENIE C Rozwiaz rownanic.
a)tgx=1

202 FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE




PRZYKEA Rozwiaz réwnanie.

sinx-(1-2cosx)=0

sinx=0 lub 1-2cosx=0

cos x

X Znajdujemy wszystkie rozwiazania row-
£ nania w przedziale (-1t

g+2kﬂ. lub x

5 +2km, gdzie keZ

ZADANIE  Rozwiaz réwnanie cosx (2sinx++v3)

adari 1-5 )

Il Kolejne przyklady pokazuja, jak rozwiazuje si¢ nieco bardziej skompliko-
wane réwnania.

[IATINIE Rozwiaz rownanie.

. Weedy cost= g

Znajdujemy wszystie rozwiazania row-

nania cos t = < w przedziale (~rr;m,

n_m
Sx+Z=T42km lub
Sx =G - +2km = 2kmr
w2
x=2km lub x=-15+2km, gdziekeZ

ZADANIE | Rozwigz rownanie 2sin (3x - z
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[TATITHA Rozwiaz réwnanie.

4sin?x

2x=1
sin’x =

sinx =1

Znajdujemy wszystkie rozwiazania rw
nania w przedziale (-r; )

Mol me-l mem-Ta3T xeomil

x

T4 2km lub x = =T + 2k, lub x = 3 + 2k, lub x =3I +2km, k€ Z

ZADANIE  RozwiaZ réwnanie 4 cos?x

Uwaga. Rozwiazania rownania z przykladu 6 mozna zapisa¢ w prostszy spo-
s6b. Na rysunku ponizej zaznaczono rozwiqzania tego réwnania w przedziale
. on

<,

T il

Z rysunku widaé, ze kazda z zaznaczonych liczb nalezy do jednej z dwdch rodzin:

%H(rr lub X=*§+‘<". gdziek e Z
zadonio -8 )

Ill Przy rozwiazywaniu niektorych réwnar przydaja sie tozsamosci trygono-
metryczne.
PRZYKLA Rozwigz réwnanie.

a) 3sinx=+/3cosx

Przypadek 1. Zat. cos x = 0 Przypadek 2. Zat. cos x # 0
- x_\3

3sinx=0 &=

sinx=0 tgx=3

Sprzecznos¢ z zatozeniem. x=4km
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sinxcos x
b) gx =1

Zatozenia
e . Réwnanie ma sens dla liczb, dla ktérych tg x
x# 5 +km, x4 km, gdziek€Z  jest okreslony i rozny od 0.

Praeksztatcamy lew strong rownania, korzy-
stajac 2 tozsamosci tg X

0s2x

sinx cosx
tgx

cos?

cosx=1 lub cosx=
x=2km lub x=m+2km, gdziekeZ

Kazda z liczb 2k oraz  + 2k jest wielo-

Réwnanie nie ma rozwiazan. i krotnoscia liczby T, wiec nie spefnia zatoze-
i nia x # kr, gdzie k € Z.

Q) 2sin?x+7cosx+2=0
2(1 -cos?x) + 7 cosx+2 =0
-2cos? x+7cosx+4=0

Niech cos x

-2024+7t+4=0
A=49-4-(-2)-4=81

Rozwiazujemy réwnanie kwadratowe.

Réwnanie cosx = 4 nie ma rozwiazafi, gdyz
“l<cosx s

rownanie
sprzeczne

Znajdujemy wseystie rozwiazania rownania
cosx =~} w przedziale (-mr;m,

ZADANIE  RozwiaZ rownanie.

a) 2sinx+2v3cosx =0 b) tgx-cosx=1 ) cos’x+sinx+1=0
sadaias-11 )
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(7 réwnan yeznych mozna wykorzy-
stac przy mzwlqzywamu nieréwnosci.

[IATIIEN Rozwiaz nieréwnosc.

Znajdujemy rozwiazania réwnania sinx = 2
w dowolnym przedziale o dfugosci 21T, w tym

wypadku (-2 ; 7), i zaznaczamy na osi x,
keore liczby z tego przedzialu spefniaja nie:
rownosc

Nierownos¢ spetnia kazda liczba nalezaca do
2 przedziatéw podanej postaci.

b) tg3x>1
¥ Niech Jx=t. Weedy tgt> 1.

Odezytujemy 7 wykresu
rozwiazania nieréwnosci
w przedziale A

+k11<r< 5 +km

+kr(< IX<7 T km

SN

e 3+2k7r<x<rr+2k71

xe (5 +2km;m2km), kEZ

o 2cos’x<1

o

cos?x < §, zatem —%2 <cosx <

W przedziale o dlugosci 2m, np. (-mim),
zaznaczmy zbiér wszystkich liczb spefniaja-
cych nierownosé —F < cosx < 2.

) lub x5<%+2k1r;%11+2k1r>, keZ

ZADANIE  RozwigZ nierownosc.
b) tg3x<V3 o 4sin’x>3

Z
>2
@) cosx> ¥

Uwaga. W powyzszym przykladzie w podpunkcie ¢) mozna by zapisa¢ rozwiaza-
nie krécej: x € (- ok 3k zodania 1215 )
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a

A

i

ZESTAW ZADAN

1. Podaj wszystkie rozwiazania réwnania nalezace do przedziatu (~2m;21r).

1

a) sinx

b) sinx

2. Rozwiaz réwnanie.

F
inx =-¥2 =-1
a) sinx 5 b) cosx =-3

3. RozwiaZ réwnanie.

a) tg’x=1 b) 2sin?

4. Rozwiaz réwnanie.
S| S 1Y =
a) sinx - (sinx-1) =0

b) cos’x—cosx=0

o tgx=13 d) tgx=-1

¢ 4cos’x=3 d) tg°x =3

© CoSXIgX+1gx =0

d) (cosx-2)(cosx+

5. Znajdz miejsca zerowe podanej funkcji.

a) y=-2sinx+1
b) y= %cosx + ﬁ
6. Rozwiaz réwnanie.
a) g(x-1I)=v3

b) cos (3x- T

!
o

7. Rozwiaz réwnanie.
2(ona T
a) 2sin’(2x+ 1)

b) tg? (=) 42

8. Rozwiaz réwnanie.
a) 2sin’x - V3sinx-3=0

b) 2cos?x =cosx+1

9. RozwiaZ réwnanie.
a) sinx = v3cosx

b) V3cosx =3sinx

ROWNANIA | NIEROWNOSCI TRYGONOMETRYCZNE

Q y=51gx+53
d) y=v3gx-1

) 2sin(3x+1.

d) tg(x-5-v3=0

&) g (3x+ T

1 = 2
9 g teosx=costx+1

5 .
@ 3=3wxe2)3

9 3sinx-+3cosx=0

d) cosx+/3sinx =4cosx

207



10. Rozwiaz rownanie.

2x - tgx= g(x-m _
a) sin*x - cosx - 1gx =0 d) e Ne3
b) —2sin’x +7cosx+5=0 @) (1 -cos3x)(1 +cos 3x]
©) sinx+1=2cos’x f) g+ l\ - ‘2X
2 g3 sind

11. Znajdz wspolrzedne punktow przeciecia wykreséw funkcji f i g.
a) f(x) =sin(x-m) b) f(x)=sinx
g(x) = —cosx gx) =1gx

12. Rozwiaz nieréwnose.

a) sinx <} o tgx<1

.
b) sinx > - ) gx>-

13. Rozwiaz nieréwnosc.

a) cos (x+

14. Rozwiaz nier6wnosc.

a) 1-2sinx>3 b) 1-2V2cosx <3 © 2-3tgx<5
15. Rozwiaz nierownosc.

a) 4cos’x <3 b) sin’x > % q tgix>3

MINISPRAWDZIAN

51, Tle rozwiazar réwnania cosx = -0,7 nalezy do przedziatu (-2 ;m)?

Al B.2 €3 D. 4

52. Miejscami zerowymi funkeji y =3+ 3sinx sa dla k € Z liczby postaci:

o - - T2
A -T2k BT+ 2k C.-I a3k D. -1+ 2k
S3. Zbior rozwiazan nieréwnosci 1421gx >3 to:
Tk . T
A (T ek T k), gie k€ Z c <4 kT +k1r>,1;dzxe kez
B. <g +kn;§+k1r>,gdzie kez D. (- 4kt T kir), gdzie k € Z

208 FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE



SINUS, COSINUS | TANGENS SUMY
1 ROZNICY KATOW

Znasz juz podstawowe zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi.
Oméwimy teraz kilka innych tozsamosci trygonometrycznych. Ponizej po-
dano wzory na sinus sumy i réznicy oraz cosinus sumy i réznicy dwoch
katow. Rownosci te zachodza oczywiscie zaréwno wtedy, gdy miary kat6w
sa podane w stopniach, jak i wtedy, gdy sa podane w radianach.

sin(« + B) = sin «cos B + cos asin B
sin(« - B) = sin & cos B ~ cos asin B
cos( + B) = cos acos B — sin acsin
cos (& — B) = cos acos B + sin acsin

Udowodnimy wz6r na cosinus réznicy katw.
cos(ct~ ) = cos cxcos f+ sin asin

Dowéd

Na rysunku przedstawiono dwa katy i §
umieszczone w ukladzie wspolrzednych. Na
ramionach koiicowych wybrano punkty A
i B, ktérych odleglosci od poczatku ukladu
wspolrzednych sa rowne 1.

Zatem:
A=(cosasine), B=(cosp,sinp)
Dlugosé odcinka AB mozna obliczy¢ na dwa sposoby — korzystajac ze wzoru

na odleglosé miedzy punktami w ukladzie wspolrzednych oraz korzystajac
2 twierdzenia cosinusow.

|ABI? = (xg = X4) + (yg - ya)* = (cos B - cos &)? + (sin § - sin &)® =

= cos?B - 2cos arcos B + cos’ac + sin?f - 2 sin ecsin B + sinec =

=2-2cosxcos B~ 2sin axsin B

|ABI? = |OAI* + |OBI* ~2|0A| - |0B| - cos ¥BOA =
=12412-2-1-1-cos(a~p)=2-2cos(x~p)

Poréwnanie obu wynikéw prowadzi do réwnosci:

2-2cos(a~ )= 2~ 2cos accos f~ 2sin xsin f

Stad:
cos(e- )= cosexcos +sinasing [
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zsamosci onej na j stronie i ze wzo-
row redukcyjnych, mozna uzasadnic, ze prawdziwe sq pozostale trzy
tozsamosci.

cos(au+ f) = cos (- (-p) = Korzystamy z tego, ze
= cos &cos (-f) + sin axsin (~f) =
= cosarcos f - sin asin f

sin o+ ) = cos (T - (a+ ) =

eox((3 -)-8) -

=cos(%7:x)cns[3+5in

= sinacos B +cos asin B

| EWiczENE A Udowodnij réwmot: sinfoc—§) = sin xcos - casersin g

PRZYKEA! Oblicz sin75°.

sin75° = sin (45°+30°) = sin 45°- cos 30° + cos 45°-5in 30° =

ZADANIE  Oblicz cos15°.

210

W kolejnej ramee podano wzory na tangens sumy i tangens réznicy katow.
Oczywiscie zachodza one, gdy tangensy katow wystepujacych we wzorach
sq okreslone.

tga-tgh
T+tgatgh

tga+tgh

BT T

tglx - p)=

Udowodnimy teraz wzor na tangens sumy katow.

tga+tgh
g+ —_—=
RO ey
. e s 5 g Snecosbcosn
sin(a+) _ sinocos B+ cos axsin
L=tgla+py= TP sinacosprcosasing
8B = oo+ )~ cosecos p-sinasinf ~ sacos asin,
cosaccos
VICZENIE B Udowodnij wzor na tangens roznicy katow.
- radonia 1-6 )
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Il W ramce podano wzory na sinus, cosi-
nus i tangens podwojonego kata. sin 20 = 2 sin & cos &
Korzystajac z jedynki trygonometrycz-
nej, cosinus podwojonego kata mozna
zapisa¢ na jeszcze dwa inne sposob

cos 2« = cos?« - sin®«
21ga
gla

1g2a=

cos 20 =2cos* x— 1
cos2a=1-2sin’ &

ZENIE C Udowodnij wzory na sinus, cosinus i tangens podwojonego kata.

[IATTIREN Znajdz wszystkie rozwiazania rownania sin2x-+sinx = 0 nalezace
do przedziatu (-r;21).

sin2x+sinx =0

2sinxcosx +sinx =0

sinx - (2cosx+1
o 1ub 1 Znajdujemy rozwiazania otrzymanych
sinx=0 lub cosx=-3 réwnan w przedziale (-1r;2m)

sinx=0 i xe (-m;2m)
¥

Ze zbioru wszystkich rozwiazan row-
nania wybieramy tylko te, ktére naleza
do przedziatu (~m;2m)

ZADANIE  ZnajdZ wszystkie rozwiazania réwnania sin2x - cosx = 0 nalezace do
przedziatu (310
sadania 114
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ZESTAW ZADAN

1. Korzystajac ze wzoréw na sinus i cosinus sumy i réznicy katéw, oblicz:

a) cos75° 9 sinl5° €) cos(-1059) 9) tg15°
b) sin105° d) cos(-15°) f) sin165° h) tg(-105°)
2. Oblicz, nie jac z ani tablic yeznych.

a) sin 10°cos 50°+ cos 10°sin 50°

b) cos 110°cos 20°+sin 110°sin 20°

3. Naszkicuj wykres funkgji.

a) y =sinx-cosx

4. Udowodnij tozsamosc.
a) sin(+ B) = cos cos Blig o + tg B)

sin (¢ +B) +sin(ct - B

cos (a+ ) +cos (=)
o tg(Tra)+ig(T

b) tgo=

5. Rozwiaz réwnanie.

a) 205 (T 4x) = cosx

c-2an(x-17)

b) VZsinx =
9 tg(x+ ) -tgx=1

in (x -
6. Rozwiaz réwnanie.
) 4c0s2x - cOS5X =2cos7X +1

7. a) Oblicz cos 2a, wiedzac, Ze cos & =

b) Oblicz sin 2c, wiedzac, Ze sin & = 0,6

B R E—-
cos? & - sin?

©) €0os140°c0s 40° - sin 140°sin 40°

1240° + 1 20°

D T ga0 200

b) y =sinx+ /3 cosx

«
0 g(x-T)+tgx-2
€) 2cos (x= 1) -sinx=0
) cosx-2sin (x+ 1) =3
b) 1+25in5x - cos 3x = sin 8x
06.

i 90° < o < 180°

<) Oblicz tg 2, wiedzac, ze cosx =-0,8 i 180° < & < 270°

8. Uzasadnij tozsamo:

2 s L

a) T

sin

212

b) cos2a =

9 lega-g2a= Lo
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© 9, Naszkicuj wykres podanej funkji.

a) y=sinxcosx b) y = cos'x-sin*x ¢ y=cosix d) y=-Lsin’x

10. Rozwiaz rownanie.
a) 1+2sinxcosx =0 @ sin2x-2sinx=0 i) cos2x=2sin’x
b) 3cos2x +sin’x=cos?x+v3 ) sin2x+3cosx=0 ) tg2x(l-1gx)=1

9 cos2x=sinx ) cos2x+sin’x=1 K cos2x+cosx=0

d) sin2x =cosx ) 5cosx+2=cos2x

11. Niech sin 17° = a. WyraZ za pomocg a podang warto$c.
a) cos34° b) sin68° o sin13° d) cos28°

©12. udowodnij wzoér.

a) cos3x =4cos® -3 cosx b) cos4a=8cos' & -8cos? &+ 1

©13. W ponizszych wzorach t = tg &. Udowodnij te wzory.

P s -
a) ga- 2 by sinac-

2t
2

“14. udowodnij tozsamosé.

a) tg3a= ga-tgia
1-31g°

MINISPRAWDZIAN

S1. Warto$¢ sin(-15°) jest rowna:
NI
B

n (% +x) ma takie same rozwiazania jak réwnanie:

B. cosx—sinx = 7my
cosx—sinx 15 (x+ 7) -0
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1. Oblicz.

a) sin120° b) cos750° ¢ tg(-30°)
2. Czy podana liczba jest dodatnia?
a) 1g300°
b) c0s(-4007)

<) sin100°- cos95°
d) tg(-150°) - sin 500°

3.a) Oblicz cosax i tga, wiedzac, ze
sina=-2 i 180° < ot < 270°,

b) Oblicz sinf i cosp, wiedzac, ze
tgf=—3 i -90°<B <0

4. Uzasadnij tozsamos¢.

— a1

1
1-sin’
5. Ktéry z podanych wzoréw nie opisu-
je funkeji przedstawionej na wykresie?
@y=1g(@-2709 ©y=tg(x-909)
®y=1tg(x+1809 @Oy =tg(x+909)

6.

. a) Zapisz w radianach katy:

6° 90° 210° 530°
Zapisz w stopniach katy:

Trad 3T rad

z

% rad 6mrad

7. Znajdz Katy spelniajace warunki:
a) cosa=% i -180° <« <360°
b) sine=-0,23 i -720°<x<0°

o tga=4 i -180° <« <360°
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8. Naszkicuj wykres funkji.

a) y=tglx b) y =4sin2x

9. Korzystajac ze wzorow redukeyjnych,
oblicz sin135°, tg150° i cos210°

10. Uzasadnij tozsamosc.

1) , sinr
w(3-x): (Lu\(rr %+ cos xi)

11. Znajdz liczby rzeczywiste spelnia-
jace réwnanie.

3) 1+2cos?x=0
b) 2sin@x-1)=1
9 V3sin(x-T) =15

) 3tg2x+2v31gx-3=0

12. Znajdz miejsca zerowe funkcji.
b) y=tgx+3

13. Rozwiaz réwnanie.

a) cos?x—cos2x=1

o 21gx=1g2x

b) (sinx +cosx)? d) sinx =sin2x

14. Rozwiaz nieréwnosé.

o Vetgax< V2

m
5)<v3

a) X501

b) VZcosx<-1  d) 2sin (x—

©15.Jedna ze stron réwnania jest
szeregiem geometrycznym. ZnajdZ te
rozwiazania réwnania, kidre naleza
do przedziatu (0;21).
2) 1+ 08X = CO8? X + COS? X + COS* X # ...

b) sinx+sin’ x +sin® x+ ..

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE



Geometria
analityczna

W 1605 roku niemiecki matematyk i astronom Johannes Kepler odkiyt,
ze planety nie poruszajg sig po okregach, jak sadzi Kopernik, ale po elipsach.
Storice zas znajduje sig w jednym z ognisk takigj elipsy. Wiasnosci elipsy
bardzo wygodnie mozna badac, gdy sie ja opisze za pomoca réwnania.

Punkty i odcinki w ukfadzie wspétrzednych = Réwnanie prostej
= Rownanie prostej (cd.) = Réwnanie okregu = Interpretacja
geometryczna uktadu réwnari = Powtdrzenie
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PUNKTY 1 ODCINKI W UKtADZIE
WSPOLRZEDNYCH

W ukladzie wspélrzednych rozwazalismy juz punkty, wektory i wykresy
funkcji. W podobny sposéb — za pomoca wspdlrzednych punktow i wyra-
Ze algebraicznych — mozemy opisywa¢ wlasnosci innych figur plaskich.

Jesli znamy polozenie dwéch punktéw na osi liczbowej, mozemy obli-
czy¢ odleglos¢ miedzy nimi. Podobnie jest, gdy znamy wspolrzedne dwéch
punkt6w na plaszezyznie.

CWICZENIE A Ustal dlugos¢ odcinka KL zaznaczonego na osi liczbowej. Ustal
dlugosci odcinkéw AB i PR zaznaczonych w ukladzie wspélrzednych.

Przyjrzyj si¢ rysunkowi obok. Odleglosé mie- y
dzy punktami A i B, czyli dlugos¢ odcinka AB,
mozemy obliczy¢, korzystajac z twierdzenia
Pitagorasa dla tréjkata ACB. Jesli A = (x4, ),
B = (xp,yp), 10 C = (x4, ¥8).

Dlugosé odcinka BC to odleglos¢ miedzy licz-
bami x, i X na osi x, czyli |xp X4l za$ diu-
gos¢ odcinka AC jest réwna odleglosci miedzy
liczbami y, i yg na osi y, czyli [yg-yal. Zatem:

IBCl=Ixg=xal  |ACI=lyg=yal
Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:

IABI? = X5 = Xal? +y5 = yal?

Stad wynika wzér podany
w ramce obok. Odleglos¢ migdzy punktami
A=(xa,y4) i B=(xp,yp) wynosi:

|AB| = \[(x5 — X4)2 + (V5 - ya)?

GEOMETRIA ANALITYCZNA



Trojkat ABC jest r6 (IAC] = [BC]). Wi Clezy
na prostej o réwnaniu y = 4, a wierzchotki przy podstawie maja wspotrzedne
A=(-1,0), B=(-3,3). Znajdz wspbtrzedne wierzchotka C.

A=(-1,0), B=(-3,3), C=(x,4) Punkt C lezy na prostej o réwnaniu y = 4.
IAC| = (x = (=1)2 +(4 - 012 = VX2 +2x + 17
1BC| =/(x = (-3)2 + (4 =322 = Vx2 + 6x+ 10

IAC|? = |BC|? |AC| = |BC|, wiec |ACI? = |BCI2
X4 2X+17 = X2 +6x+10

4x=7, ayli x=
= (34

ZADANIE | Punkty K = (-2,1) i M = (0,4) leza na okregu, ktdrego srodek § lezy na
prostej o réwnaniu y = -3. Znajdz wspélrzedne punktu S.

Na proste] bedacej wykresem funkcji y = 2x znajdz punkt, ktérego
odleglosé od punktu A = (-2, 4) jest réwna 4.

Punkt P lezy na wykresie funkdji y = 2x, wiec

P=(x2x jesli pierwsza wspoirzedna jest rowna x, to
druga jest réwna 2x.

|PAI =4

VE2Z=-X7+(@-2x7 =4 Korzystamy ze wzoru na diugos¢ odcinka.

(-2-x?%+(@4-2x2=16 Podnosimy obie strony réwnania do kwadratu

444x+x2+16-16x+4x> =16
5x2-12x+4=0
A=122-4.5.4=64

12-8 12+8
X =5 x= g
P =(2,4) Zadanie ma dwa rozwiazania

ZADANIE | 7Znajdz na wykresie funkgji y = 3x punkt, kidrego odleglosé od punk-
K = (4,-1) wynosi 5.
sodania 111

JIl | CWICZENIE B Ustal, jaka liczba lezy na osi liczbowej dokladnie posrodku mie-
dzy liczbami: ) 2 7 b)-3i9
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Przyjrzyj sig rysunkowi obok. Punkt S jest
srodkiem odcinka AB, wiee trojkaty SAP
oraz BSR sa przystajace (cecha kbk). Z row-
nosci |PS| = [RB| oraz |RS| = |[PA| wynika,
Ze:

Xs=XA=Xp=Xs  Vs—Yp=Ya~Vs
Stad:

X4+
xs=XAZXE  yo o

_ YAty
2

Wspéirzedne srodka odcinka
e

y
yy 1A= Ba v
= (x5, ¥s)
s (x5, ¥5)
b3 YB = (xg, )
“ X X x

Wsplrzedne §rodka odcin-
ka sq érednimi arytmetycz-
nymi odpowiednich wsp6l-
rzednych jego koricw.

Punkty A = (11,-16), B = (15,-10), C = (-17,-8) sa kolejnymi

ABCD. Ustal
C=(-17,-8) B=(15,-10)
D= (xp, yp) A=(11,-16)

punktu D.

Sporzadzamy rysunek pomocniczy.

Punkt $ jest srodkiem przekatnych
réwnolegtoboku ABCD.

21 =10
i N e

ZADANIE  Punkty A = (-7,3) i B = (-20,-9) sa sasiednimi wierzchotkami réwno-
legloboku ABCD. Przekatne tego rownolegloboku przecinaja si w punkcie § = (1,-4).
Znajdz wspo 6w 16

cholkow tréjka

s 1216 )

CZENIE C Niech A =(-3,0), B =(4,2), C = (-1,5). Podaj wspélrzedne wierz-
a, ktéry jest symetryczny do trojkata ABC wzgledem:

a) osi x b) osi y o poczatku ukladu wspélrzednych

218
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Punktem symetrycznym do punktu P = (a,b)
wzgledem osi x jest punkt Py = (a,b), a wzgle-

P=(ab
dem osi y — punkt P, = (-a,b). :

Punktem symetrycznym do punktu P = (a,b)
wagledem poczatku ukladu wspélrzednych jest
punkt P; = (-a,-b).

Y Prosta réwnolegla do osi x przechodzaca

W y przez punkt (0,b) opisuje réwnanie y = b,
a prosta prostopadia do osi x przechodzaca,

przez punkt (a,0) opisuje rownanie x = a.

i
=

N W ponizszym przykladzie pokazujemy, jak
v znajdowac obrazy danego punktu w symetrii
* wzgledem takich prostych.

Punkt A; jest symetryczny do punktu A = (3,-12) wzgledem pro-
stej o réwnaniu y = 5, a punkt A, jest symetryczny do punktu A; wzgledem
prostej o réwnaniu x = -9. Wykaz, ze punkt A, jest symetryczny do punktu A
wzgledem punktu przecigcia sig tych prostych.

oA Ar=Gn), Az =0, 0)
n+12) g Srodek odcinka AA, ma druga
2 wspbirzedna réwna 5 (bo lezy na
prostej o réwnaniu y = 5).
5 y=5 $rodek odcinka A1A; ma pierw-
523 wspoirzedn rowna -9 (bo le-
% xe=-21 2y na proste] o réwnaniu x = -9)
cp A =(3,22)
u| -12 A =(-21,22)
x
Punkt przecigcia prostych o réwnaniach x = -9 i y = 5 ma wspbtrzedne
P=(-9,5).
Wspétrzedne srodka odcinka AA; to: Szukamy wspéirzednych punk-
tu A, jako obrazu punktu A
_-21 _2+¢12) _g w symetrii wzgledem S. Punkt
xs= ys= == § jest srodkiem odcinka AA;

Zatem punkt P jest srodkiem odcinka AA;, czyli punkt A, jest symetryczny do
punktu A wzgledem punktu P.

ZADANIE = Punkt Py jest symetryczny do punktu P = (-5,-2) wzgledem prostej
© rownaniu x = 4, a punkt P, jest symetryczny do punktu Py wzgledem prostej o row-
naniu y = -6. Wykaz, ze punkt P, jest symetryczny do punktu P wzgledem punktu
przeciecia si¢ tych prostych.
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2 historii

René Descartes (czyt. dekart) zwany Karte-
zjuszem (1596-1650) znany jest z senten-
djic cogito ergo sum (mysle, wiec jestem).
Byl on takie pomystodawca zastosowania
metod algebraicznych w geometrii. Tym
samym zapoczatkowal nowy dzial mate-
matyki — geometrig analityczna.

Kartezjusz od miodosci mial zwyczaj bar-
dzo poznego wstawania. W czasie diugich
porannych godzin spedzonych w 16zku
miewal najlepsze matematyczne i filozo-
ficzne pomysly.

ZESTAW ZADAN

1. Oblicz odleg}

a) A=(5,-2), B=(-7,3)

Niekt6rzy historycy uwazaja, Ze geome-
tria analityczna narodzila si¢ w pewna
listopadowa noc w 1619 roku. Tej no-
¢y Kartezjusz miat sen, po ktérym, jak
twierdzl, obudzil si¢ z przeswiadcze-
niem, 7 posiadi magiczny klucz, ktory
pozwoli mu otworzyé skarbiec natury.
Odtad wierzyl, ze zna metode odkry-
wania praw natury za pomoca ekspery-
mentéw i rozumowania. Byé moze mial
na mysli zastosowanie metod algebra-
icznych w geometrii.

adaia 113

miedzy podanymi punktami.

 P=(1+v2,3V5), R=(2+V2,2/5)

b) K =(10,4), L=(8,-2) d) M=(3-v2,1-3V3), N=(3,1+3)

2. Sprawdz, czy tréjkat ABC o podanych wierzchotkach jest réwnoramienny.

a) A=(0,0), B=(V2,V/7), C=(-2,V/5) b) A=(-3,-2),B=(5,-1),C=(1,7)

3. Ustal, ktéry z katow trojkata o wierzchotkach A = (3,0), B = (-1,-3), € = (-7,1)
jest najmniejszy.

Miacte wiedzlecl 4. Korzystajac z informacji podanych
W ramce obok, uzasadnij, ze punkiy:
P=(3,5), Q=(-6,2), R=(-15,-1) leza
na jednej prostej.

Jesli punkty A, B, C spelniaja warunek
1AB| +|BC]| = |AC], to 53 wspolliniowe.

5. Na trojkacie prostokatnym o wierzchotkach (-2,4), (4,~7) i (4,4) opisano okrag.
Oblicz diugos¢ promienia tego okregu.
6. Znajdz wartos¢ a, dla ktérej dlugos¢ odcinka PR jest réwna 10.

a) P=(a,7), R=(3,1) b) P=(1,-2), R=(-1,a)

7. Dw: tréjkata

a wi maja 1,3) 1 @,-1.
Znajdz wspdlrzedne trzeciego wierzcholka tego tréjkata.
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i

8. Trojkat PQR, gdzie P
na prostej o réwnaniu y
przypadki.

1,-2), R 3), jest rownoramienny. Punkt Q lezy
2x. Znajdz wspélrzedne punktu Q. Rozwaz wszystkie

9. Znajdz wspélrzedne punktu, kiéry jest jednakowo odlegly od punktu A = (-1,2)
oraz od punktu B = (5,8) i ktéry lezy:

a) na osi x, b) na osi y, © na prostej o réwnaniu y = x.

10. Punkt A porusza si¢ po jednej galezi hiperboli o réwnaniu y
po drugiej jej galezi. Ustal najmniejsza mozliwa odleglosé migdzy tymi punktami.

11. Znajdz wspélrzedne $rodka okregu opisanego na tréjkacie o wierzcholkach
(-3,-1), 3,-3), (1,5

12. a) Znajdz wspolrzedne srodka odcinka o koricach A = (-6, 20) i B = (-2,-53).

b) Srodkiem odcinka KL jest punkt (-4,7). Wiadomo, ze K = (12,-40). Znajdz
wspdirzedne punktu L.

13. Oblicz diugos¢ srodkowej poprowadzonej z wierzcholka A w tréjkacie o wierz-
cholkach A= (-3,2), B=(-1,5), C = (4

14.2) Punkty A=(-2,5)iB=(-4,-3)sa Vi

ABCD, a punkt § = (2,-1) jest $rodkiem symetrii tego réwnolegtoboku. Oblicz
wspolrzedne wierzchotkéw C i D.

b) Punkty A = (-4,-5), B=(5,-1) i C = (2,7) to kolejne wierzchotki rownoleglobo-
Kku ABCD. Znajd# wspélrzedne wierzcholka D.

15.2) Kazdy z wi 6w pewnego 16 wukladzie
wspélrzednych ma obie wspélrzedne wymierne. Uzasadnij, ze punkt przeciecia
h tego takze ma obie ws| wymierne.

b) Obic wspé kazdego 7 trzech wi 6w pewnego

s
wymierne. Uzasadnij, Ze czwarty wierzcholek tego rownolegloboku takze ma obie
wspolrzedne wymierne.

16. Wykaz, ze jesli korce odcinka leza na dodatnich czesciach osi ukladu wspél-
rzednych, to odleglos¢ srodka tego odcinka od poczatku ukladu wspélrzednych
jest rowna polowie dlugosci tego odcinka.

17. Znajd# wspéirzedne punktu symetrycznego do punktu A wzgledem prostej
0 podanym réwnaniu,

a) A=(8,-5), prosta y=-4 © A=(0,1), prosta y =32

b) A=(-3,4), prosta x=-2 d) A=(-5-+7,9), prosta x=+7
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18. Punkty A i A’ sg symetryczne do siebie wzgledem pewnej prostej réwnoleglej
do jednej z osi ukladu wspélrzednych. Jakie réwnanie ma ta prosta?

a) A=(3,5), A'=(3,-21) d) A=(a,b), A'=(a+5,b)
b) A=(-10,V2), A’ =(10v2,V2) e) A=(a,b), A'=(a,3b+4a)
 A=(1-5,13), A'=B3-V5,V5) f) A=(a-2,b-1), A'=@2,b-1)

19. Punkt R jest symetryczny do punktu P = (-1,7) wzgledem osi y. Punkt §
jest symetryczny do punktu R wzgledem prostej o réwnaniu y = -3. Wyznacz
wspélrzedne punktu symetrycznego do punktu § wzgledem osi x.

20. Podaj wspéirzedne punktéw, ktére sa symetryczne do punktéw A = (-10,2)
0,1) wzgledem punktu:

a) $=(0,0) b) $=(0,2) 9 $=(1,0 d) §=(/7,2v7)

21. Znajdz wspdirzedne punktu, wzgledem ktérego punkty A i A’ s
do siebie.

a) A=(-2,5), A'= 3) 9 A=(a,b), A’=(5a,b-4)
b) A=(3-V5,-2), A'=(5,4) d) A=(a+b,a-b), A'=(a-b,a+b)

symetryczne

22.punkty B i C s symetryczne do punktu A = (9,2) odpowiednio wzgledem
prostej o réwnaniu y = -2 i wzgledem prostej o réwnaniu x = 4. Oblicz dlugosé
srednicy okregu opisanego na trojkacie ABC.

23. Punkty A = (199,397) i A’ = (~201,-403) sa symetryczne do sicbie wzgledem
prostej a oraz punkty B = (~199,-404) i B’ = (201,396) sa do siebie symetryczne
wzgledem tej samej prostej. Naszkicuj prosta a w ukladzie wspolrzednych.

MINISPRAWDZIAN

S1. Punkt (-3,17) jest Srodkiem odcinka, ktérego jednym koricem jest punkt
(1,15). Drugim koricem tego odcinka jest punkt:

A.(-1,16) B.(-4,2) C.(-7,19) D. (5,13)

52. Punkty (-17,3)1(17,-3) to koncc jednej z przekatnych rownolegloboku. Trzeci
(30,75). Wskaz wspolrzedne czwar-

tego wierzcholka tego mmo]agloboku.
A.(17,3) B.(-17,-3) C. (-30,75) D. (-30,-75)

S3. Wskaz punkt symetryczny do punktu (120,-350) wzgledem punktu (~50, 70).
A. (35,-140) B.(85,-210) C. (~220,490) D. (290,-770)
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ROWNANIE PROSTEJ

Wiesz juz, Ze wszystkie punkty, kiorych wspélrzedne spelniaja réwnanie
y = ax+b, leza na pewnej prostej. Rownanie to nazywamy réwnaniem
kierunkowym tej prostej.

Kazda prosta, ktora nie jest prostopadia do osi x, mozna opisa¢ za pomoca
réwnania kierunkowego. Natomiast prost, ktora jest prostopadia do osi x,
opisuje réwnanie X = p.

Rozwazmy prosta o réwnaniu:

RGwnanie tej prostej mozna zapisa¢ w postaci:

3x+2y-8=0
Kazdy punkt plaszczyzny, ktérego wspélrzedne spelniaja to réwnanie, lezy
na rozwazanej prostej.

Réwnanie Ax + By + C =0, gdzie liczby A i B nie sq jednoczesnie rowne 0,
nazywamy ogélnym réwnaniem prostej. Za pomoca réwnania ogolnego
mozna opisac kazda prosta na plaszczy7nie.

Zauwaz, 7e gdyby w rownaniu typu Ax + By + C = 0 oba wspélczynniki A i B byly
jednoczesnie réwne 0, to réwnanie mialoby posta 0 x+0 -y +C = 0. Gdy C =0,
takie rownanie spelnialyby wspolzedne wszystkich punktow plaszezyzny, a gdy
€40, nie byloby zadnego punktu, kiérego wspolrzedne spelnialyby to rownanie.

Gdy B # 0, rownanie ogélne prostej Ax + By + C =0 mozna zapisa¢ w po-
staci kierunkowej. Natomiast gdy B = 0, to rownanie ogolne Ax+By+C =0
ma postaé Ax+C = 0 i opisuje prosta prostopadla do osi x.

Proste, ktérych fragmenty przedstawiono na ponizszych rysunkach, s3 opi-
sane za pomoca rownar ogolnych.
Yy 2y-19=0

3x+1

CWICZENIE A 2) mm/. whania prostych w postaci ogolnej

y=Zx- x=1 y=07 v

b) Ktére z pmmmm réwnaii mozna zapisaé w postaci Kerunkowe? Zapisz je
W tej postaci

Sx+3y+2=0 3

=0 6x-2=0 12y-7=0
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CWICZENIE B a) Znajdz

wspolizedne dwoch punkiow nalezacych do prostej
0 réwnaniu 3x - 2y + 6 = 0, a nastepnie naszkicuj t¢ prosta.

b) Zapisz w postaci ogdlnej réwnania prostych prostopadiych do osi ukladu
wsp6lrzednych i przechodzacych przez punkt P = (3,-7)

Zwréé uwage na to, Ze réwnanie ogdlne tej samej prostej mozna zapisaé na rézne
sposoby. Na przyklad te sama prostq opisujq nastepujace rownania:

-3x-2y+8=0 %x«»y—q:o

3x-6y+3=0 -x+2y

Dane sa punkty A = (~3,-7) i B = (6,~1). Znajdz réwnanie ogdlne

o

prosta AB: y=ax+b

{

~Zx+y+5=0 |3

wspdtczynnikach catkowitych prostej AB.

Punkty A i B nie leza na prostej prostopadtej do

osi X, wigc réwnanie prostej AB mozemy zapisac
7=a-(-3)+b i w postaci kierunkowej.

-1=a-6+b

~2x+3y+15=0

ZADANIE

prostej PR.

224

Przypomnijmy, ze wspélczynnik kierunko-
Wy prostej 0 réwnaniu y = ax + b jest row-
ny tangensowi kata nachylenia prostej do
osi x.

CWICZENIE D Znajdz tangens kata nachyle-
nia prostej o réwnaniu 2x + 3y
osi x.

o

Zapisujemy rownanie prostej w postaci ogdinej
i zgodnie z poleceniem przeksztaicamy je do po-
staci ogolnej o wspétczynnikach catkowitych.

Dane sa punkty P = (-5,8) i R = (-11,18). ZnajdZ réwnanie ogolne

sadonia 1-10 )
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Il Fakt, ze wspolczynnik

ie wyznacza kat nachylenia

prostej do osi x, mozemy wykorzystac do sformutowania warunku réwno-
leglosci prostych o danych réwnaniach kierunkowych.

Prosta o réwnaniu y = arx + by
Jest réwnolegta do prostej
o réwnaniu y = axx + by
weedy i tylko wtedy, gdy a = az.

-5 sq rownolegle.

IEE Znajdz wartosc t, dla kiorej
proste o rownaniach tx - 3y +

=0 oraz min < a=a,

Na ponizszym rysunku przedstawiono fragmenty dwoch prostych prosto-
padiych przechodzacych przez poczatek ukladu wspélzednych. Zadna
2 nich nie jest prostopadia do osi x. Zastanéwmy sic, jaka jest zaleznos¢
miedzy wspolczynnikami kierunkowymi tych prostych.

Wybierzmy na jednej prostej punkt P, = (p,a),

2 tych prostych taki punkt P,
2 |OP1. Wowczas zaznaczone na
rysunku rojkaty prostokatne sa przystajace.
Zatem P» = (-q,p).

Wspolczynniki kierunkowe a; i @ tych pro-
stych to tangensy katow o i B
ar=tga=4
2= L L -L
ay=1gf= T

Ta zaleznos¢ bedzie zachodzié takze wtedy, gdy proste prostopadie nie
beda przechodzié przez poczatek ukladu wspolrzednych.

Prosta o réwnaniu y = ayx + b,

gdzie a, # 0, jest prostopadia
do prostej o réwnaniu y = axx + by,
weedy i tylko wtedy, gdy az =

CWICZENIE F - Znajdz warto

proste o réwnaniach tx -3y + 1 = 0 oraz min < a=-L

2x~5 s prostopadie.

ROWNANIE PROSTE)

225



Niech m bedzie prosta opisana rownaniem 3x—2y +5 = 0. Znajdz
rownania ogélne dwoch prostych — j do prostej m
przez punkt A = (2,-3) oraz prostej pi do prostej m
przez punkt 8= (~1,%).

3x-2y+5=0
y= %x 4 % Znajdujemy réwnanie kierunkowe prostej m.

Prosta réwnolegta do prostej m:

y=3x+b
3 Korzystamy z tego, ze punkt A = (2,-3) nalezy
=3-2+b do szukanej prostej.
b=-6
y=3x-6
3x-2y-12=0 Zapisujemy réwnanie ogdlne otrzymanej prostej.

Prosta prostopadia do prostej m:

2
X+ b
2N+b Punkt 8= (-1, 1) nalezy do szukanej prostej.
1
3

=21

= 3

2x+3y+1=0 Zapisujemy réwnanie ogéine otrzymanej prostej

ZADANIE  ZnajdZ réwnanie ogolne prostej przechodzacej przez punkt P =

-2,-1):
a) réwnoleglej do prostej o rownaniu x -3y +1=0,
b) prostopadiej do prostej o réwnaniu 3x - 2y = 0.

CWICZENIE G Ktéra z podanych prostych jest prostopadia do prostej o réwna-

niu y = 3, a ktéra jest rownolegla?
3y-4=0 1
=10y +15x-1=0

for iémy juz warunki r6 § ci prostych,

kt6re s3 opisane réwnaniami kierunkowymi. Korzysrajac 2 tego, mozemy
znalez¢ warunki réwnoleglosci i prostopadiosci dla prostych opisanych za
pomocg réwnan w postaci ogdlnej.
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Prosta o réwnaniu Ax + Biy + C1 = 0
Jest rownolegla do prostej
o réwnaniu Axx + Boy + C2 = 0
weedy i tylko wtedy,
gdy A\Bz = AzBy.

min & A;B,-A;B;
Dowéd

Zalézmy, ze 7adna z prostych nie jest prostopadia do osi x. To znaczy, 7
réwnania obu prostych mozna zapisaé w postaci kierunkowej:

we sq rowne, tzn. gdy

Zalozmy, Ze jedna z prnalych‘ np. prosta o réwnaniu A;x + Byy + Ci = 0, jest
prostopadia do osi x, czyli B; = 0. Druga z prostych bedzie do niej rownolegla
wedy i tylko wtedy, gdy tez bedzie prostopadia do osi x, czyli gdy B, = 0. A to
oznacza spelnienie warunku Ay

Prosta o réwnaniu A\x + By + Cy = 0
jest prostopadla do prostej
o réwnaniu Axx + B2y + C2 = 0
wedy i tylko wtedy,
gdy A1A; = -BB.

min < AA;-

Dowsd
Zalozmy, ze 7adna z prostych nie jest prostopadia do Zadnej z osi ukladu
wspolrzednych. To znaczy, ze réwnania obu prostych mozna zapisaé w postaci
Kierunkowej: _ he

A ta réwnosé

Zalozmy, 7e jedna z prostych, np. prosta o rownaniu Ajx + Biy + Ci = 0,

jest prostopadia do osi x. Wowczas By = 0 i druga prosta bedzie do nicj

prnswpadla wtedy i tylko wtedy, gdy bedzie rownolegla do osi x, tzn. gdy
Az =0. A to oznacza spelnienie warunku A; Az = ~B; By.

Zal6zmy, 7e jedna z prostych, np. prosta o réwnaniu Aix + Biy + C = 0,
jest prostopadia do osi y. Wowczas Ay = 0 i druga prosta bedzie do nicj
pms(opad(a wtedy i tylko wtedy, gdy bedzie réwnolegla do osi y, tzn. gdy
. A to oznacza spelnienie warunku A; A, = —B,B;.

sadoi 11-16
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ZESTAW ZADAN

1. a) Podane réwnania prostych zapisz w postaci ogélnj.
=%x+4 =-5 2y +3x=2(y-x)

b) Podane réwnania prostych zapisz w postaci kierunkowej.
-2x-3y+12=0 2x-y=5x 5y-2=0 %u}(x—zy)

2. Dwa z podanych réwnan przedstawiaja te sama prosta. Wskaz te réwnania.

a) 4x-3y+2=0 y=3x+2 2x-1,5y+1=0

4
5

b) 5x-4y+7=0 y x+% 2,5x-2y-3,5=0 5x+4y-7=0
3. Ustal wartosci a, b, c, dla kiorych punkty A = (-3,a), B= (2b,1) i € = (¢~2,-3¢)
leza na prostej o réwnaniu 5x +2y —4 = 0.

4. Znajdz wspolrzedne punktow przecigeia podanej prostej z osiami ukladu wspét-
rzednych, a nastepnie naszkicuj t¢ prosta.

a) Sx+2y-4=0 b) 3x -4y +6=0 o -2x+5y-10=0

5. ZnajdZ wspélrzedne punktu przeciecia prostych o podanych réwnaniach.
2 x+3=0 i y-5=0  y+10=0 i 3x+2y-20=0
n)x—lzu i 2x+y-4=0 d) 1y-l:o i 3x-5y+2=0

6. Sprawdz, czy proste o rownaniach 2x -4y +2 =0, 2x+y-3=01i x+2y+1=0
Pprzecinaja si¢ w jednym punkcie.

7. Znajdz réwnanie kierunkowe i ogdlne prostej przechodzacej przez punkty:
a) A=(1,-3), B=(0,4) © A=(20,1), B=(0,-10)
b) A=(04,17), B=(2,3) d) A=(2v2,-2V2), B=(1,1+V2)

50V

8.2) Czy punkty A=(2,12), B=(-7,-1) i C = (~10,-5) leza na jednej prostej?

b) Znajdz warto$¢ t, dla ktérej punkty A = (2,-1), B = (-3,4) i C = (1,3t +2) sq
wspolliniowe.

9. a) Wyznacz miary katéw tréjkata ograniczonego osia X, prosta o réwnaniu
¥ =-X+5 oraz prostg o réwnaniu y = /3x +7.

b) Znajdz miare kata ostrego, pod jakim przecinaja si¢ proste o réwnaniach
2x+3y+15 =0 i 5x-2y-10 = 0. MoZesz si¢ posluzy¢ tablicami trygonome-
trycznymi lub kalkulatorem.
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10. Odcinek AB (zob. rysunek obok) lezy na pro-
stej o réwnaniu y = 3x + 2. Wspélrzedne punktow
nalezacych do tego odcinka spelniajq warunek:

{1<x<3

Opisz w podobny sposb odcinek AC, pélproste CB
i AC oraz odcinki DE i FG.

11. Znajdz réwnanie prostej rownoleglej do danej prostej i przechodzacej przez
punkt A.

a) y=-4x+2, A=(-7,0) © -3x+5y 0, A=(0,4)
b) y=%x,;, A=(-9,-2) d) 2x-3y+4=0, A=(2,-5)

12. Znajdz réwnanie prostej prostopadiej do danej prostej i przechodzacej przez
punkt P.

a y=-2x-7, P=(80) 9 3x+4y=0, P=(0,-5)
b) y=8x+l, P=4,-3) d) 2x-5y+1=0, P=(-1,2)
13. Znajdz rownania ki dwoch prostych ch przez poczatek

ukladu wspélrzednych, takich Ze jedna z nich jest rownolegla do prostej o réwna-
niu 3x -7y +5 =0, a druga — prostopadia do tej prostej.

14. Dane sa punkty A = (-1,5)i B = (1,0).
a) Znajdz réwnanie ogdlne prostej rownoleglej do prostej AB i przechodzacej
przez punkt P = (1,-1).

b) Znajdz réwnanie oglne prostej prostopadiej do prostej AB i przechodzace
przez punkt R = (-3,-2).

15. Zapisz réwnanie dowolnej prostej réwnoleglej oraz dowolnej prostej prostopa-
dlej do danej prostej.

a) y=v2x-5 b) V3x-y+v2=0
16. Wyznacz wartosci t, dla ktérych prosta m jest réwnolegla do prostej n, oraz
takie, dla ktérych jest do niej prostopadia.
a) prosta m: b) prosta m: ) prosta n:
3x-4y+7=0 2 y=5x-7
prosta n: prosta n: prosta n:
y=tx+6 X+5y-3=0 2X -ty +4=0
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MINISPRAWDZIAN

S1. Prosta o réwnaniu y = 0,6x +2 jest nachylona do osi x pod katem:

A.mniejszym niz30°  B.miedzy30°a60°  C.60°  D. wigkszym niz 60°

52. Ustal, ktéra z podanych prostych nie jest réwnolegla do prostej o réwnaniu

A -Xx+3y+5=0 B.x+3y+§=0 C.2x-6y-7=0 D.x-3y-v3=0

53. Prosta o réwnaniu x - 2y - 3 = 0 jest prostopadla do prostej o rownaniu:

A y=2x+3 B.y=-2x+1 c.y:%x»f% D.y:—%x—3

54. Wskaz, ktéra z podanych prostych jest prostopadia do prostej o réwnaniu
X~-4y~1=0i przechodzi przez punkt P = (~1,-1).

Ay ‘x-§ B.y C.y=-4x+5

ROWNANIE PROSTEJ (CD.)

Aby znalez¢ réwnanie prostej przecho-
dzacej przez dwa punkty A = (xi,31)
B = (x2,)2), gdzie X1 # X2, wystarczy
rozwigzac uklad réwnari:
yi=ax; +b
y2=axz+b

Odejmujac stronami, otrzymujemy:
alxz=x)=y2-n

Stqd wynika wz6r podany w ramce obok.

W trapezie prostokatnym ABCD dane s3: A = (-3,4), B = (-3,-2),
C=(1,6) oraz BC || AD i CD 1 BC. Znajdz wspotrzedne wierzchotka D.

Wspétczynnik kierunkowy prostej BC: a = $+2 =2

€=0,6 143
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prosta AD:  y=2x+bh Proste AD i BC s3 rownolegte, wiec maja taki sam

4223+ by wspéfczynnik kierunkowy.
b =10
y=2x+10
prosta CD: =-ix+b, Proste BC i CD sa prostopadte, wiec wspétczynnik
kierunkowy prostej CD to —
6=(-3) 1+b
=61
by =61
y=-1x+6%

Wyznaczamy wspotrzedne punktu przecigcia pro-
stych AD i CD.

ZADANIE W trapezie prostokatnym ABCD dane sa A =(-1,4), B=(1,-2), D = (2,4)
oraz AB || CD i BC 1 CD. ZnajdZ wspélrzedne wierzcholka C. >
zadania 1-6

I Ponizszy przyklad pokazuje, jak mozna obliczyé odlegloéé danego punktu
od danej prostej.

Znajdz odlegtosé punktu P = (=3,5) od prostej m opisanej réwna-
niem 3x -6y +4=0.

Sporzadzamy rysunek pomocniczy.

prosta .y = a2 Zneumy wnaie Kierunkowe prost m
_ Znajdujemy rownanie prostej k prostopadtej
prosta ki y=-2x+b do prostej m, przechodzacej przez punkt P.
5=-2:(-3)+b
y=-2x-1
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Wyznaczamy wspéirzedne punktu przecigcia
prostych m i

pR1 = (34 ) e () = [ 138 2T 25

ZADANIE  Znajdz odleglos¢ punktu P = (0,2) od prostej o réwnaniu 2x+y +5 = 0.

232

Aby ustali¢ odleglo¢ miedzy dwiema prostymi réwnoleglymi, mozna po-
stepowac jak w poprzednim przykladzie (tzn. znalez¢ prosta prostopadly
do nich, nastepnie obliczy¢ wspélrzedne punktéw przeciecia tej prostej
2z danymi prostymi i odleglos¢ migdzy tymi punktami). Mozna tez skorzy-
staé 7 ponizszego wzoru.

Odleglo¢ migdzy prostymi réwnoleglymi o réwnaniach
AX+By+C, =0 i AX+By+Ca=
G - ail

d=

Z powyzszego wzoru warto korzystaé tylko wowczas, gdy rozwazane pro-
ste nie s3 prostopadle do Zadnej z osi ukladu wspolrzednych. Dowéd
przeprowadzimy wice tylko dla takich przypadkéw.

Dowéd

Rozwazmy najpierw taki przypadek, gdy proste
réwnolegle sa nachylone do osi x pod Katem
ostrym, i przyjmijmy takie oznaczenia, jak na

rysunku obok. Zacieniowany tréjkat jest pro-

%N)kﬂm% wige:

sinf = b

Poniewa? sin = sin(90° - a) = cos , wige:
=1PQI - cosex
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Zatem d = 1S2GL-

] B

Rozwazmy teraz przypadek, gdy proste réwno-
legle sa nachylone do osi x pod katem rozwar-
tym. Wowezas przy oznaczeniach takich jak na
rysunku obok otrzymujemy:

4

sinp= g i sinf=sin(-909 = ~cosx

Zatem d=|PQ| - |cosl.

Dalsza czgs¢ dowodu przebiega analogicznie
jak w poprzednio rozwazanym przypadku.  []

-Gl . 1Bl .

C-6l
VAT B

Korzystajac ze wzoru na odleglosé dwéch prostych réwnoleglych, latwo
jest znalez¢ wzor na odleglos¢ punktu od danej prostej.

Odleglos¢ punktu P = (xo, ¥o) od prostej o réwnaniu Ax + By +C = 0:

|Axo + Byo + C|

Ao

Dowéd

stymi:

Prosta réwnolegla do prostej o row-
naniu Ax+By +C = 0 mozna opisa¢
rownaniem Ax + By +Cy = 0. Gdy,
ponadto przechodzi przez punkt
(Xo,0), to AXo + Byo + Cy =0, wige:
C1=-Axo-Byo

Odleglos¢ punktu (xo, o) od pro-
stej o réwnaniu Ax + By + C = 0 jest
réwna odlegloci miedzy tymi pro-

g-le-=al _ictax+Bwl o
VAZT+BZ VAT+ B2

ROWNANIE PROSTEJ (CD.)

adani 115
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ZESTAW ZADAN

1. a) Oblicz wspélczynnik Kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty A i B,
gdzie A =(-5,-7), B=(8,-12).

b) ZnajdZ réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P = (1,-2) i réwnoleglej do
prostej przechodzacej przez punkty K = (4,-5) i L =(-10,2).

2. ZnajdZz réwnanie prostej zawierajacej wysokos¢ trojkata UVW opuszczong
2 wierzchotka V, gdzie U =(-5,2), V =(-1,6) i W =(3,0).

3. Jaki warunck musi spetniac
przes pocsatek ukiadu waplrzecny ch, aby prosta a precinata odcinek AB?

a) A=(3,0), B=(3,2) b) A=(1,5), B=@,5 9 A=(-4,0, B=(-42)

4. 2) Znajdz réwnanie prostej przechodzacej przez poczatek ukladu wspélrzed-
nych i prostopadiej do prostej KL, jesli K =(-3,2) i L = (95,~10).

b) ZnajdZ réwnanie symetralnej odcinka AB, jesli A =(-5,-2), B=(7,6).

5. Znajdz wspGlrzedne punkm symetrycznego do punktu P = (2,3) wzgledem pro-
stej 0 rownaniu y = ,L X—

6. ) Znajdz ortocentrum trojkata o wierzchotkach: (-3,4), (2,-2), (1,5).
b) Znajdz $rodek cigzkosc tréjkata o wierzcholkach: (-3,2), (1,-2), (3,4).

7. Uzasadnij, ze prosta I jest réwnolegla do prostej k i oblicz odleglos¢ miedzy

tymi prostymi.

a) prostal: 2x-4y+1=0 b) prosta I:
prosta ki x-2y-1=0 prosta ki y

2
§x+3
0,4x-2

8. Oblicz odlegloé¢ punktu A od prostej o podanym réwnaniu.

a) A=(-1,3), 2x-y+3=0 b A=Q2,-7), y=

1
Ix+2

9. a) Oblicz dlugosé wysokosci tréjkata o wierzcholkach A = (1,4), B
i C =(5,2), opuszczonej z wierzcholka A, a nastepnie oblicz pole tego (rojkqm

=(=2,-5), B=(1,4), C=(5,7).

b) Oblicz pole tréjkata o wierzchotkach:

10. Punkt P = (3,4) jest wierzchotkiem réwnolegloboku, ktérego jeden bok lezy na
prostej o rownaniu y =, a drugi — na prostej o réwnaniu y = 1x+1. Oblicz pole
tego réwnolegloboku.
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11. Znajdz wspélrzedne punktu przecigcia prostej o réwnaniu 2x -3y + 1 =0 oraz
prostej do niej prostopadlej i przechodzacej przez punkt P =(3,5), a nastepnie
oblicz odleglos¢ punktu P od prostej o réwnaniu 2x -3y +1 = 0.

12. Oblicz dlugosé promienia okregu o srodku § = (7,-2), stycznego do prostej
© rownaniu y

13. Okrag o $rodku S wycina z prostej cieciwe o dlugosci 4 (zob. rysunek). Oblicz
dlugos¢ promienia tego okregu.

a) b)

=t

S

14. Znajdz réwnanie prostej zawierajacej dwusieczn kata utworzonego przez pro-
ste o rownaniach 5x+12y+2 =0 oraz 3x+4y+2 = 0. Rozwaz wszystkie przypadki.

15. Punkty przeciecia prostych o réwnaniach 2x ~y -4 = 0, 2x + -8 = 0 oraz
y+2 =0 to wierzchotki pewnego trojkata.

a) Znajdz wspélrzedne srodka okregu opisanego na tym tréjkacie.
b) Znajdz wspélrzedne Srodka okregu wpisanego w ten tréjkat.

MINISPRAWDZIAN

S1. Niech A = (-2,3), B=(6,7) i C = (5,t). Wskaz wartosc t, dla ktérej prosta AB
jest prostopadia do prostej BC.

At=5 B.t=9 C.t=65 D.t=75

2. Ktéry z pomzszych punkiéw jest najbardziej oddalony od prostej o réwnaniu
Ix-dy+

A.(0,7) B.(-1,5) C.(-6,0) D. (-3,-4)

53. Dwa wierzchotki tréjkata leza na prostej o réwnaniu y = ix+4 i odleglos¢
miedzy nimi jest réwna 10. Trzecim wierzchotkiem tréjkata jest punkt (1,-4). Pole
tego trojkata jest rowne:

A25 B, 23410 C.45 D. /0
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ROWNANIE OKREGU

CZENIE A Sprawd

kiére z podanych punktéw
2,0), D = (-5,7) naleza do okregu o srodku S = (2,3) i promieniu 5.

A= (7,-3, B =G,

Niech § = (a,b) bedzie srodkiem okregu o pro-
mieniu r. Punkt P = (x,y) nalezy do tego
okregu, gdy jego odleglosc od punktu § jest
réwna r. Korzystajac ze wzoru na odleglosé
dwéch punktéw, otrzymujemy réwnosé:

G )2 +(y

Zatem punkt P = (x,y) nalezy do okregu o §rodku S = (a,b) i promieniu r,
gdy jego wspélrzedne spelniaja réwnanie zapisane w ramce.

Postac kanoniczna réwnania okregu
o §rodku S = (a,b) i promieniu r:

(x-a)+(y-

CZENIE B a) Ustal, jakie wspélrzed-
ne ma srodek okregu o réwnaniu:

0 +y-137=5
Ustal dlugos

promienia tego okregu.
b) Zapisz rownania okregéw przedsta-
wionych na rysunku obok

< Zapisz réwnanie okregu o Srodku
w punkcie $ = (0,0) i promieniu 7.

bR -1

i 17

Po przeksztalceniu réwnania okregu otrzymujemy:

X2 -2ax+a? +y? - 2by + b?

X2+ y?-2ax - 2by +a’ +b?

Wynika stad, Ze réwnanie okregu mozemy zapisa¢ w innej postaci.
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Postac ogolna réwnania okregu
o §rodku S = (a,b) i promieniu r:

2 p2ia

X2 +y?-2ax-2by + ¢ =0, gdzie ¢ =

at+b? -
spetniony

Zauwaz, 7e 7 powyzszych warunkéw wynika réwnosé r
zatem réwnanie X2+ y? - 2ax - 2by+c =0 opisuje okrag,
jest warunek a®+b®—c > 0.

[TIATTTEE Znajdz érodek i promieri okregu opisanego rownaniem.

X2 +y?—6x+10y =30 =0

o Korzystamy 2 tego, ze okrag o $rodku w punk
x2+y?-2ax-2by+c=0 cie S = (a,b) i promieniu r mozna opisa¢

rownaniem x° + y2 - 2ax - 2by + ¢ = 0, gdzie
-2a=-6 Poa+b?
-2b=10
Stad: a=3
b=-5

rP=a?+b?-c=9+25+30=64
Stad: r=8

Odp. Okrag opisany podanym réwnaniem ma érodek w punkcie S = (3,-5) i jego
promieri jest réwny 8.

ZADANIE  Znajdz wspolrzedne srodka i promieri okregu opisanego réwnaniem
X2 +y?edx-8y+11=0.
zodania 8-

Il Wszystkie punkty, ktérych odleglo$¢ od punktu $ jest nie wigksza niz r,
tworza kolo. Zatem punkt P = (x,y) nalezy do kola o srodku S = (a,b)
i promieniu r, gdy jego wspélrzedne spelniaja nierowno:

x-aP+(y-bP<r?

CWICZENIE C a) Opis
kola zaznaczone na rysunku obok.

7a pomocq, nieréwnosci

b) Zapisz nierownos¢, kiora spelniaja wsp
1z¢dne punktow nienalezacych do kola o srod-
ku $ =(0,4) i promieniu }.

st 10-12 )
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[ Znajdz rownanie pros(eJ stycznej w punkcie P = (2,-3) do okregu
(x=12+(y +67 =

Wykonujemy rysunek pomocniczy; wspétrzed
ne érodka okregu odczytujemy z réwnania;
szukana styczna (prosta k) jest prostopadia
do prostej PS.

Obliczamy wspétczynnik kierunkowy prostej
PS; korzystamy ze wzoru a

Obliczamy wspolczynnik kierunkowy prostej
prostopadtej do prostej PS.

Punkt P = (2,-3) lezy na prostej k, wiec jego
wspotrzedne spefniaja rownanie tej prostej.

Zapisujemy rownanie prostej k.

ZADANIE  ZnajdZ rownanie prostej stycznej w punkcie (-1,1) do okregu o rowna-
niu (x+2) +(y-3)2 =5.
2adania 13-14 )

ZESTAW ZADAN

1. Zapisz r6wnanie okregu o srodku w punkcie A i promieniu r.
a) A=(0,0), r=30 9 A=(-2,-11), r=1,1 & A=(1,0), r=2v2
b) A=(0,4), r=1 & A=(3%), N A=(3,-V3), r=2{3

2. Ktére z podanych punkt6w leza na okregu o réwnaniu (x - 32 + (y + 52 = 137
P=0,00 Q=B,-5 R=(,-2) S$=0,-1) T=5,-8 U=(-10,-5)

3. Znajdz réwnanie:

a) okregu, ktérego Srednicq jest odcinek o koricach (-8,-2) i (-5,3),

b) okregu o srodku (1,7), przechodzacego przez poczatek ukladu wspétrzednych,
) okregu, na ktérym lezy punkt (0,2) i ktérego srodkiem jest punkt (8,-5),

d) okregu o Srodku w punkcie (8,-9), stycznego do osi x.
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4. Zapisz réwnania okregow:

a) o promieniu 7, stycznych do obu osi ukladu wspélrzednych,

b) stycznych do obu osi ukladu wspélrzednych oraz do prostej o réwnaniu y =
© ktorych $rodki lezq na prostej o réwnaniu x = 5 i ktore sa styczne do obu osi
ukladu wspélrzednych.

5. Czy okregi o podanych r6 iach sq styczne, inajq si¢ czy sa rozlaczne?
a) (x+52+(y-3)2 =16 d) X2+ y2 =10
(x+6)+(y=3)=9 (+ 12+ (y-7)2 =26
b) (x=2) +(y+7)* =18 € (x=5)%+(y-47=9
(X=-72+(y+7)=8 X2+ (y-10?% =16
O (x+6)°+y? =49 ) (x=5)7+(y-3)° =144
(x+6) +(y+8) (x+1P2+(y+57 =4

6. Znajdz réwnania okregéw o $rodku S, stycznych do podanego okregu.

a) $=(3,-6), (x+9*+(y+12 =4 b) §=(-1,3), (x-2)+(y-2)* =49

7. Zapisz réwnania okregéw o srodkach na osi x i promieniu 4, stycznych do okre-
gu o réwnaniu X +y2 = 100.

8. Podane réwnanie okregu zapisz w postaci ogélnej.

a) X +(y-37=25 b) (x—3) +(y+

9. Znajdz wspdirzedne srodka i promieri okregu okreslonego rownaniem.

a) X242+ 2x+6y+6=0 d) X2+y2-14x-1=0
b) X2 +y% -6x-4y-12=0 @) X2+ y?-dx+2y=0
© X2+y?+20x+19=0 f) x2+y?+12x-4y =0

10. Jaka figure tworza punkty, ktorych wspélrzedne spelniaja podany warunek?
a) X¥+yr<t 9 (x=V3P+(y-v3?2>3
b) X2 +(y-9 <121 d) (x-42+(y+12>16

11. Zaznacz w ukladzie wspdirzednych zbiér punktow, ktérych wspolrzedne spet-
niaja podany warunek.

i){x2+y2<25 b) x2+(y-6)*<3 lub x2+
(x+57+(y-27? <9
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12. Opisz za pomoca nieréwnosci zbiér punktéw nalezacych do zacieniowanego
obszaru.

a b)

4V 13.Znajdz réwnanie prostej stycznej do okregu o podanym réwnaniu w punkcie P.
a) (x-30+(y+4?2 =10 b) x> +y?+10x+2y+13 =0
P =(6,-3) P=(-81)

14. 7 punktu P poprowadzono dwie proste styczne w punktach (-3,4) i (1,0) do
okregu o réwnaniu A% + ? + 4x - 2y - 5 = 0. ZnajdZ wspélrzedne punktu przeciecia
tych stycznych.

MINISPRAWDZIAN

S1. Ustal, jakie jest polozenie punktu P = (-3,4) wzgledem okregu opisanego réw-
naniem (x - 3)% +(y +4)? = 10.

A. Punkt P jest srodkiem tego okregu.

B. Punkt P lezy wewnatrz tego okregu, ale nie jest jego srodkiem.

C. Punkt P lezy na tym okregu.

D. Punkt P lezy na zewnatrz tego okregu.

52. Kolo ograniczone okregiem o réwnaniu x2+y?+8x~8y+23 =0 ma pole rowne:
A.3m B. 61 C.9m D. 167

53. Odcinek o koricach (-2,5) i (4,-1) jest Srednicq okregu o réwnaniu:
A (x+12+(y+272 =18

B. (x=1)2+(y +2)
C.(x=1P2+(y-2P2=18
D. (x+1)% +(y -2)

54. Proste o réwnaniach y = x~1 oraz y = x+3 sg styczne do tego samego okregu.
Srednica tego okregu ma dlugosc:

AVZ B.2V2 C.4v2 D.4
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INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA
UKLADU ROWNAN

NiektGre typy réwnai opisuja pewne figury w ukladzie wspéirzednych,
wiec uklad takich réwnari mozna zinterpretowaé graficznie i jego rozwia-
zanie jest w istocie poszukiwaniem wspdlnych punkt6w tych figur.

Przyjrzyj sie ponizszym ukladom réwnan i ich interpretacjom geometrycznym.

X-3y+2=0 2x+y-10=0 3x-2y+2=0
2x+y+3=0 ~1,5x+y-1=0
o4 i d
3
=1~ 1 x 1 X i1 X

Te proste przecinaja si¢  Proste s3 réwnolegle, nie  Oba réwnania opisuja te

W jednym punkcie — maja punktéw wsplnych  sama prosta. Wspolrzed-
uklad rownan ma jedno — uklad rownan nie ma e kazdego punktu tej
rozwiazanie, jest to uklad  rozwiazai, jest to uklad  prostej speiniajq uklad
oznaczony. sprzeczny. rownan — uklad ma nie-

skoiiczenie wiele rozwia-
zai, jest to uklad nie-

oznaczony. sataia 13

‘Takie uklady réwnan jak powyzsze pojawily si¢ przy okazji rozwiazywania
zadan w poprzednich rozdzialach. Oto inne przyklady ukladow réwnan
i ich interpretacje geometryczne:
(X=6+(y=32=25 ((x-6°+(y-32=25 ((x-6°+(y-3°=25
2x-y-4=0 4X+3y-58=0 3x-2y+7=0

Prosta przecina okrag  Prosta jest styczna do  Prosta jest rozlaczna
w dwéch punktach. Uklad  okregu. Uklad réwnaii 2 okregiem. Uklad réw-
réwnai ma dwa rozwia-  ma jedno rozwiqzanie.  nan jest sprzeczny.
zania.
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{y JX4+3x+455 {y %x2+3x+5.5 {y %x:+3x+5.5
x-2y+11=0 y=-2x-7 y=x+2
Y Y }'1

1 1 1*

10X 1 x ‘1)(

Prosta przecina parabole  Prosta jest styczna do  Prosta nie ma punktéw
w dwéch punktach. Uklad  paraboli. Uklad réwnai wspdlnych z parabola.
rownari ma dwa rozwia- ma jedno rozwigzanie.  Uklad réwnaii nie ma roz-
zania. wiazaii. Jest sprzeczny.

[TATTTEE Znajdz wspotrzedne punktow, w ktorych prosta opisana rowna-
niem y =-3x+1 przecina okrag o réwnaniu (x +1)2 +(y - 2)2 = 4.

P, K
Wykonujemy rysunek pomocniczy.
P
X
{ y=-3x+1 Szukamy wspéirzednych punktow, kigre
spefniaja oba réwnania.
(124 (y-22=4

(12 +(-3x+1-2) =4
X2 42X +1+9x2 +6x+1=4
10x2 +8x-2=0
5x2+4x-1=0

A=36

1
25 lub

y=-3:(-1)+1=4

ZADANIE  Znajdz wspolrzedne punktow, w kidrych prosta opisana rownaniem
y =2x~8 przecina okrag o réwnaniu (x - 12 +(y +3)? = 9.
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Znajdz wspétrzedne punktéw, w ktérych przecinaja sie okregi
o rownaniach (x=1)2+(y-2? =1 i (x+22+(y-1)2=11.

v

Sporzadzamy rysunek pomocniczy.

(x=12+(y-22=1 Szukamy wspoirzednych punktow, kigre
#2241 =11 spefniaja oba rownania.

{x2—2x+|+y2-4y+4=
X +Ax+4+y2-2y+1=

X +y2-2x-4y+4=0
X2 +y?+4x-2y-6=0

X2 +y?-2x-4y+4=0
X2 VZ AX+2y+6 Dodajemy rownania stronami.
-6x-2y+10=0
y=-3x+5
X2 4 (-3x45) —2x—4(-3x+5)+4 =0 Podstawiamy y = -3x +5 do pierwszego

rownania.
10x% -20x+9=0

A=40
VB =2/10

20-2/10 _
x=S5557=1-01/10
y=-3-(1-0,1/10) +5=2+0,3T0
lub

204210 _
{x 20:2J10 140170

y=-3-(1+0,1V70)+5=2-0,3/T0

P =(1-0,1/10,2+0,3/10), P, =(1+0,1/10,2-0,3/70)

ZADANIE  Znajdz wspélrzedne punktw, w ktérych przecinaja si¢ okregi o réwna-
niach (x+ 17 +(y+3) =1 i (x—4) +(y+2)2 = 6.
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[TIATTEN Znajdz réwnanie prostej rownoleglej do prostej opisanej rowna-
niem y = 3x ~ 1 i stycznej do okregu o réwnaniu (x - 2)? +y2 =5

Y a
oy
v
L
1 \
rysunek pomociczy.
/‘Q |

TR Szukana prosta jest rownolegla do proste]
Rownanie kierunkowe szukanej prostej 3, "ma wiec wspotczynnik kierunkowy

ma postac: y =3x+b réwny 3.
(x-2)2+y2 Prosta jest styczna do okregu, gdy ma z nim
jeden punkt wspdiny, tak wiec uklad rownari

y=3x+b powinien mie¢ jedno rozwiazanie.

(x-2P2+Bx+b2 =5

X2 —4x+4+9x2 +6bx + b

10x2 +(6b-4)x+b? -1 =0

A =(6b-4)-4-10(b% - 1) = 36b* - 48b + 16 - 40b% + 40 =
=-4b% - 48b+56
Uktad réwnai ma jedno rozwiazanie, gdy

—ap? - =
Sl otrzymane réwnanie kwadratowe ma jeden
P +12b-14=0 pierwiastek, czyli gdy &=

B =144 +56 = 200

By =10V2
Obliczamy, dla jakich wartosci b zachodzi
12— réwnosé A=
b =202 6 57

b= —|2-v2|0v2 _5V7-6
Odp. Warunki zadania spetniaja dwie proste: y = 3x-6-5v2 i y =3x+5./2-6.

ZADANIE  Znajdz rownanie prostej rownoleglej do prostej opisanej rownaniem
~2x+3 i stycznej do okregu o réwnaniu x? +(y - 3)° = 2.
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[IIATIIYHA Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, dla ktérych prosta o réw-
naniu y

= ax -3 ma jeden punkt wsplny z parabola o rownaniu y = £x2+1.

I7

Sporzadzamy rysunek pomocniczy.

=l

{V =ax=s Szukamy punktow wspdinych proste; i para
boli.
3

—3=1ly
ax-3=5x2+1

—ax+4=0

Réwnanie ma jedno rozwiazanie, gdy A =0,

3 lub a=-3

ZADANIE = Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, dla ktérych prosta o réwna-
niu y = ax+1 ma jeden punkt wspolny z parabola o rownaniu y = -25x2.

adani 4-26 )

ZESTAW ZADAN

41" 1. Ustal, ile rozwiazai ma podany uklad réwnar, korzystajac z jego interpretacji

geometrycznej.
) 3x-7 x+2y-8=0 ) [xoy=4 X+7y
a

—x+12 2x+4y-1=0 6x-3y=12 3x-y=2

© 2. a) Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktorych uklad réwnan jest

sprzeczny.
px+2y=4 x-2y=2-2p
a) b)
3x+(1+ply = 2x-py=-3p
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Warto wiedzieé!

Na kazdym z ponizszych rysunkow pewien podzbior
Wspélrzedne punktéw nalezacych do tego zbioru spelniaja nierdwnosci lub uklady
nieréwnosci, kiére zapisano pod rysunkami.

LIRSY i - Vi
[}
*

x2-2
Y i
i
i,
3 5,
‘ e‘;‘
»
3
yopxed y<3 yex+2
y<x+2 y>-2x Vaxs2 lb ys<-1

y>2x-5

3. Przeczytaj informacje w ramce. Na kazdym z ponizszych rysunk6w naszkicowa-
no fragmenty prostych o rownaniach y = 3x+1 oraz y = -x + 2. Zapisz warunki,

jakie spetniaja punkt6w nalezacych do ch obszarow.
@\ VI ®\_ VI ORI O\ Y

x x x x
®\ ! [OAN4 [CANERd @Y

x x X x

41l 4. Znajdz réwnanie prostej réwnoleglej do prostej o réwnaniu y = 2x + 3, ktéra ma
2 parabola o réwnaniu y = x* - 2 jeden punkt wspélny.

246 GEOMETRIA ANALITYCZNA



5. a) Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, dla ktérych parabola o réwna-
niu y = X2 +1 i prosta o réwnaniu y = ax maja jeden punkt wspolny.
b) Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych parabola opisana réwna-

niem y = px? + 1 i prosta o réwnaniu y = x maja jeden punkt wspolny.

6. Ustal, w jakich punktach podany okrag przecina osie ukladu wspolrzednych.
a) (x+2)%+(y+4)* =25 b) (x-17+(y-3?=10 Q (x+7P+(y-1P=

7. Znajdz wspolrzedne punktow wspolnych prostej i okregu o réwnaniu:

a) y=-2x+3, X+y’=4 O y=-2x+3, (x+3P+y’=4
b) x-2y-2=0, X +(y-17=2% d) 3x-y+1=0, x-37+)y>=10
8. Oblicz dlugosé zaznaczonej cieciwy okregu.
a) bd b) yi Q Vi
s 1+ 1
1 * ) X X

9. Oblicz diugos¢ cieciwy wycietej z prostej o réwnaniu y = -2x + 1 przez okrag
o réwnaniu x* +y? = 4.

10. Prosta o réwnaniu y = x + 4 przecina okrag o réwnaniu x> + y2 = 36 w punk-
tach A i B. Odcinek BC jest $rednica tego okregu. Oblicz pole tréjkata ABC.

11. Znajdz wspélrzedne punktéw wspolnych:
a) okregu o §rodku $ = (1,0) i promieniu 2  okregiem o §rodku T = (-1,0) 1 pro-
mieniu 4,

b) okregu o réwnaniu x* +(y - 3)? = 27 z okregiem o réwnaniu (x +2) +(y —3)* = 9.

12. Znajdz wspélrzedne punktéw, w ktérych przecinaja sie podane okregi.
10x -4y +20=0

b) (x—12+(y+3F =1 i x*+y*+2x+4y+1=0

O (x+32+(y-52=10 i (x-1P+@y-1=2

a) X4y -6x+8=0 1 x2+)?

13. Oblicz dtugosc wspdlnej cigciwy okregdw opisanych réwnaniami x? + y?
i -4 4y
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©14. Dwa okregi o srodkach w punktach A = (-2,-4) i € = (1,1) i takim samym
promieniu 3 przecinaja sie w punktach B i D. Oblicz pole czworokata ABCD.

15. Znajdz réwnanie prostej réwnoleglej do prostej o rownaniu y = 2x i stycznej
do okregu o réwnaniu:

a) x2+y2=6  b) (x+4) +y?= Q X2+(y+5P =4 d) x-27+(y-1*=5

16.2) Znajdz wszystkie wartosci b, dla ktérych prosta o réwnaniu y = §x +b jest
styczna do okregu o rownaniu x? +y? = 10.

b) Znajdz wszystkie wartosci a, dla ktorych prosta o réwnaniu y = ax - 5 przecina
okrag o réwnaniu x + 2 = 5 w dwdch punktach.

) Jaki powinien by¢ promieri okregu o $rodku w punkcie § = (0,0), aby okrag ten
nie mial punktow wspolnych z prosta o réwnaniu y = ~2x + 3

d) Znajdz wszystkie wartosci t, dla ktérych okrag o rodku (t,0) i promieniu 1 ma
o najmniej jeden punkt wspolny z prosta o rownaniu y = 2x.

17. Znajdz réwnania stycznych do okregu opisanego réwnaniem x° + 2 =
a) przechodzacych przez P = (0,-5), 9 prostopadiych do prostej y = 2x,
b) réwnoleglych do prostej y = x, d) przechodzacych przez R = (1,2).

18. Znajdz wsp6lrzedne punktéw wspdlnych okregu o réwnaniu x* + y-
boli o réwnaniu:

11 para-

a) y=x* b) y=-4x*+1

19. ZnajdZ wspélrzedne punktéw wspélnych okregu o réwnaniu X%+ (y +2)% = 6
i paraboli o réwnaniu y = -x2 - 2

20. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla korych parabola opisana row-
naniem y = mx® ma dwa punkty wspélne z okregiem o réwnaniu x? + (y — 2)° =

Warto wiedzieé!

Na plaszczyznie dana jest prosta I i punkt O,
Ktory nie lezy na tej prostej. Wszystkie punkty,
kiérych odleglosé od punktu O jest taka sama
jak odleglos¢ od prostej I, tworza pewng krzy-
wa. Okazuje si¢, 7e ta krzywa to parabola.

Punkt O nazywamy ogniskiem paraboli, a pro-
sta | — jej kierownica. oP| = |PP|

© 21. Przeczytaj informacje w ramce. Udowodnij, Ze ogniskiem paraboli o réwna-
niu y = X2 jest punkt P = (0,1}, a jej kierownica jest prosta o rownaniu y =
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22.7najdz réwnanie okregu o promieniu 10, stycznego do prostej o réwna-
niu y = {x oraz do prostej o réwnaniu y = -x.

© 23. Wéréd okregow, ktore sa styczne do prostej o réwnaniu 3x -4y —12 = 0 i do
okregu o réwnaniu (x+2) +(y - 3)? = 16, znajdz okrag o najmniejszym promieniu.

2 w punk-

© 24. wykaz, 7e réwnanie prostej swcznc_] do okregu o réwnaniu x2+y?
cie P = (xo,Y0) ma posta¢ xxo+yyo =

25. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych parabola opisana réw-
naniem y = mx® - 1 ma trzy punkty wspélne z okregiem o réwnaniu x* + y? = 1.

Warto wiedzied

Na plaszezyznie dane sa dwa rézne punkty Py i Py. Zbior P
wszystkich punktéw, ktorych suma odleglosci od punk-

16w Py i P, jest taka sama, tworzy pewna krzywa, zwana

elipsa. Punkty P; i P, nazywamy ogniskami elipsy.

Elipsa i inne krzywe stozkowe (parabola i hiperbola) zna- \PPy1+ PPyl =a

ne byly juz w starozytnosci. Po raz pierwszy pojawily sie

w IV w. pn.e. w pracach greckiego matematyka Menaichmosa, przyjaciela Platona.
Uzyt on krzywych stozkowych do rozwiazania jednego ze slynnych geometrycznych
problemdw starozytnosci — podwojenia szescianu.

© 26. Przeczytaj informacje w ramce. Krzywa przedsta-
wiona na rysunku obok to elipsa. Wspéirzedne kazdego
punkiu tej elipsy spelniaja warunek X+ y? = 1. Wykaz,
Ze suma odleglosci dowolnego punktu na tej krzywej
od punktéw Py = (~/3,0) i P2 = (V3,0) jest réwna 4.

MINISPRAWDZIAN
51, Prosta o réwnaniu y = x jest styczna do okregu opisanego réwnaniem:

A x=12+(y-12=1 C.(x-12+(y-1?=
B.(x+12+(y-12=1 D. (x+ D2 +(y - 1)

52. Jedna z prostych stycznych do okregu o réwnaniu (x-2)° + % = 1 i przecho-
dzaca przez poczatek ukladu wspolrzednych ma réwnanie:

B.y=13x Cy-ﬂx D.y=12x

Ay

3

53. Czesciq wspolna prostej o réwnaniu y = 2x + 1 i kola o $rodku S = (0,3)
i promieniu 2 jest cieciwa o diugosci:

13 8 85 245
A 13y B.g c i D. 22
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1. Znajdz réwnanie prostej przecho-
dzacej przez punkt (2, 1), ktdra jest:

2) réwnolegla do prostej o réwnaniu
5x+3y-4=0,

b) prostopadia do prostej o réwnaniu
2x-3y+1=0.

2. Ze wszystkich punktéw lezacych na
prostej o rownaniu y = 2x+ 10 punkt P
lezy najblizej poczatku ukladu wspél-
rzednych. Oblicz wspélrzedne punktu P.

3. Trzy proste o rownaniach: y = 2x +4,
y=-3x-61ix+2y-3 =0 ograniczaja
tréjkat. Wykaz, Ze ten tréjkat jest pro-
stokatny i réwnoramienny, oraz znajdz
rownanie osi symetrii tego tréjkata.

4. Pole trojkata ABC jest réwne 21.
Punkty A i B leza na prostej o réwnaniu
=3x+2y-1=0,a C = (-3,-1). Znajdz
dlugosc boku AB.

5. Jednym z koricow $rednicy okregu
opisanego réwnaniem (x - 2)% + y* = 4
jest punkt A = (1,-/3). Podaj wspol-
1zedne drugiego Korica tej srednicy.

6. Trojkat zaznaczony na niebiesko jest
prostokatny i réwnoramienny, a przed-
stawiony okrag jest styczny do bokéw
tréjkata. ZnajdZ réwnanie okregu.

¥y

0 x

7. Znajdz réwnanie okregu, ktéry jest
symetryczny do okregu o réwnaniu

X2+ y?+4x + 10y - 20 = 0 wzgledem
prostej o rownaniu:
a) x=3 b) y=-2x

250

8. Znajdz rownanie okregu opisanego
na tréjkacie ABC.

=(0,10), B=
=(0,10), B=

(0,0),
0,0),

C =(24,0)
C=6,2)

9. Znajdz réwnanie prostej stycznej
w punkcie P = (1,5) do okregu o réw-
naniu x*+(y - 2)% = 10.

10. Znajdz warto$¢ parametru C, dla
Ktérego prosta opisana réwnaniem
4x+3y+C = 0 jest styczna do okre-
gu 0 rownaniu X +y? ~4x+6y -
ZnajdZ wspélrzedne punktu stycznosci.

11.0blicz dlugos¢ cieciwy wycietej
2z prostej o rownaniu 2y-x+1 =0 przez
okrag o Srodku (2,-1) i promieniu 3.

12. Jedna z przyprostokatnych tréjka-
ta prostokatnego wpisanego w okrag
o réwnaniu x* +y? —6x+4y = 0 zawiera
sie w prostej o réwnaniu x+ 5y - 6 = 0.
Znajdz réwnania prostych, ktore zawie-
raja pozostale boki tego tréjkata.

13.Ustal, jakie wspélrzedne majg
punkty przeciecia sie okregow o réw-
naniach: x? + y2 + 2x +4y - 20 = 0 oraz
X2 +y?-4x-8y+10=0.

14.0blicz pole czworokata, ktdrego
wierzcholkami sa_punkty przeciccia
okregu o réwnaniu * + (y—4)* = 10
i paraboli 0 réwnaniu y = x2.

15.Jaki promieri moze mie¢ okrag
o srodku w poczatku ukladu wspol-
rzednych, ktry ma dwa punkty wspol-
ne'z parabola o réwnaniu y = x* - 47
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Stereometria

Atomium to gigantyczna konstrukeja (ok. 100 m wysokosc) zbudowana

w 1958 roku na przedmiesciach Brukseli z okazji migdzynarodowej wystawy
osiggniec techniki. Budowla ta przedstawia powigkszony ok. 165 miliarddw
razy fragment sieci krystalicznej metalu. Dziewig¢ kul, kazda o srednicy 18 m,
znajduje sig w wierzcholkach szescianu i na przecigciu jego przekatnych.

W rurze pionowej zainstalowano winde, a w pozostalych rurach laczacych
kule - schody.

Wielosciany i inne figury przestrzenne = Figury obrotowe
iinne figury przestrzenne = Proste i ptaszczyzny w przestrzeni
= Przekroje graniastostup6w i ostrostupéw = Bryly podobne
= Powtérzenie
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WIELOSCIANY I INNE FIGURY

PRZESTRZENNE

Na rysunku przedstawiono przyklady bryl zwanych wieloscianami. 3 one

— $cianami

— w taki sposob, ze

kazda krawedz wiclodcianu jest wspdlnym bokiem dwdch $cian. Kazdy
wierzcholek wicloscianu to wspolny punkt co najmniej trzech krawedzi.

Warto wiedzie¢!

Figur nazywamy wypukla, gdy
kazdy z odcinkéw laczacych dwa
dowolne punkty figury w calosci
Zawiera si¢ w tej figurze.

Liczba scian (S), liczba wierzchol-
kow () i liczba krawedzi (K) do-
wolnego wieloscianu wypuklego

matematyk szwajcarski Leonhard
Euler (czyt. ojler).

WZOR EULERA:
S+W=K+2

CWICZENIE A Przeczytaj
w ramce obok.

informacje

a) Wired powyzszych wieloscianéw
wskaz te, ktére nie sq wypukle.

b) Podaj liczbe Scian, wierzcholkow
i krawedzi graniastoslupa, ktorego
podstaw jest n-kat. Sprawdz, czy
liczby te spelniaja wzor Eulera.

<) Podaj liczbe Scian, wierzcholkGw
i krawedzi ostrostupa, ktérego ])nd—
stawa jest n-kat. Sprawd
te spelniaja wzor Euler

d) Korzystajac ze wzoru Eulera, ustal,
ile krawedzi ma wieloscian wypukly
0 10 Scianach i 12 wierzcholkach.

STEREOMETRIA



CWICZENIE B Wsrod wieloscianow przedstawionych na stronie obok wskaz gra-
niastostupy. Dokoricz zdania.

a) Graniastostup prosty, to taki graniastostup, w ktorym...

b) Graniastostup, w ktdrym krawedzie boczne nie sq prostopadle

do podstaw, nazywamy.
o Graniastostup prosty, ktdrego podstawa jest wielokatem foremnym,
nazywamy..

CWICZENIE C Wsr6d wieloscianow przedstawionych na stronie obok wskaz
ostrostupy. Dokoricz zdania
a) Ostrostup prawidlowy to taki ostrostup, w ktdrym.

b) Czworos
o) Spodek wysokosci ostrostupa to.

ian foremny to.

Ponizej przypominamy podstawowe wzory dotyczace graniastostupéw
i ostrostupow.

GRANIASTOSEUP OSTROSLUP
5/
h
%
2
Pole powierzchni calkowitej: Pole powierzchni catkowitej
P=2P,+Py P=P,+Py
Objetosé: Objetosé:

W powyzszych wzorach Py, Py i h oznaczaja odpowiednio pole podstawy,
pole powierzchni bocznej i wysokosc. Wzory te mozna takze wykorzysta¢
przy obliczeniach dotyczacych niektdrych innych wieloscianéw.

CWICZENIED Gi i ostrostup pi
crworokatny maa te sama wysokoS¢ i rowne objgtosci, Oblicz stosunck dlugo-
Sci krawedzi podstaw tych bryl.
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[IATTTEN Od szeicianu o diugosci krawedzi a odcigto naroza plaszczyznami
przechodzacymi przez $rodki krawedzi w sposéb pokazany na rysunku. Oblicz
pole powierzchni i objetos¢ otrzymanej bryly.

a

Sciany rozwazanej bryly to 6 kwadratow
o diugosci boku x i 8 tréjkatow rowno-
bocznych o diugosci boku x

P=6x2+8- 23 2226+ 2(3) = L6+ 2V39) = 2B +V3)

Od objetosci szescianu odejmujemy ob-

3 jetos¢ osmiu ostrostupow o podstawie,
ktora jest trojkatem prostokatnym row-
noramiennym

Odp. Pole powierzchni bryly jest rowne a2(3 ++/3), a objetosé wynosi >

ZADANIE | Szescian o dlugosci krawedzi a rozcie- ”

1o na dwie czesci plaszezyzna przechodzaca przez trzy
wierzcholki szescianu w sposob pokazany na rysunku.
Oblicz objetosci i pola powierzchni otrzymanych bryl.

Oblicz objetos¢ bryly przedstawionej na rysunku.

,Sm
£ np‘ﬁ
pe 08m

55m
Bryte mozna podzieli¢ na dwa ostrostu-
py czworokatne i graniastostup trojkat
ny; otrzymane ostrostupy mozna ,sklei¢’
w jeden ostrostup, ktérego podstawa jest
prostokatem o wymiarach 4m x 0,8 m.

0,8m
4m

vz=‘§.4.o,s.1,2=1,ze[m3]
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V=V, +V,=0,72+1,28=2[m3)]
Odp. Objetos¢ bryly jest rowna 2 m3.

ZADANIE | Oblicz objetosc bryly
przedstawionej na rysunku.

sodania 125
ZESTAW ZADAN
4 5
1. Na rysunku obok przedstawiono pro- N
stopadloscian podzielony na trzy gra- 7 N
niastostupy proste. Oblicz objetosci tych o Yy
graniastostupow. 4 -

2. Z czterech takich samych szescianéw o diugosci krawedzi a wycigto ostrostupy
w sposéb przedstawiony na rysunkach. Oblicz objetosci tych ostrostupow.

3. Z grani szesci o diugosci krawedzi podstawy a
i wysokosci h wycigto ostrostup w sposéb przedstawiony na rysunku. Oblicz obje-
08¢ tego ostrostupa.

A RN )
Y <
4 e

4. Podstawy ostroslupéw wypelniaja jedna z pod-

staw prostopadiosciany, a ich wierzcholki leza na

przeciwleglej podstawie (zob. rysunek). Jakq czesc
Scianu zajmuja te ¢
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5. Wewnatrz graniastostupa o objetosci V wybrano
pewien punkt P. Nastepnie wycigto z graniastoslupa
dwa ostrostupy o wierzcholku P, ktérych podstawa-
mi sq podstawy graniastostupa (zob. rysunek obok).
Jaka czes¢ objetosci graniastostupa stanowi objetos¢
bryly otrzymanej po usunieciu ow?

6. 0d szescianu o dlugosci krawedzi a odcigto w kazl
dym wierzcholku mnicjszy szescian (zob. rysunek
obok). Otrzymany wieloécian ma wszystki

dzie jednakowej dlugos i
powierzchni tego wielosci

7. Bryle przedstawiona na rysunku otrzymano w wyniku wyciecia z szescianu
o dlugosci krawedzi a pewnego wielocianu. Zaznaczony kropka punkt to §rodek
dancj Sciany. Oblicz objetos¢ tej bryly.

a) b) L]

8. Do kazdej $ciany szescianu o dlugosci krawedzi a
doklejono jednakowe ostroslupy prawidlowe czworo-
katne o dlugosci krawedzi podstawy a.

a) Jaka powinna by¢ wysokos¢ doklejonych ostrostu-
pow, aby objetos¢ otrzymanej bryly byla cztery razy
wieksza od objetosci szeScianu?

©b) Jaka powinna byé wysokos¢ ostrostupéw, aby
otrzymana bryla miala dwanascie §cian?

9. Zacieniowany czworokat jest kwadratem. Oblicz objtos¢ bryly przedstawionej
na rysunku.

a) b)

e
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10. Bryla pokazana na rysunku powstala w wyniku sklejenia graniastoslupa pra-
widlowego szesciokatnego i pewnego graniastoslupa lub ostrosupa. Oblicz jej
objetosé.

(Y}

11.W wyniku odciccia pewnej bryly od graniastostupa prawidlowego powstala
bryla przedstawiona na rysunku. Oblicz jej objetosé.

) b)
~
10| 8
6
1
¢ 5

12.0d czworoscianu foremnego o dlugosci krawedzi a odcieto ostrostup plasz-
czyza przechodzaca przez dwie wysokosci Scian. Oblicz objetosé bryly, ktra
pozostala po odcieciu ostroslupa.

©13. Graniastostup tréjkatny rozcieto na dwie bryly
w sposéb pokazany na rysunku obok. Oblicz stosu-
nek objetosci tych bryl.

14. Graniastostup prosty trojkatny o polu podsta-
o — wy P i wysokosci h podzielono na trzy czesci w sp
s6b przedstawiony na rysunku obok. Oblicz objetos

<, kazdej z tych cz

15. Podstawq graniastoslupa prostego jest tréjkat réwnoramienny prostokatny.
Przeciwprostokatna podstawy i przekatne dwéch scian bocznych tworza trojkat
réwnoboczny o dlugosci boku a. Oblicz wysokos¢ tego graniastostupa.

© 16. Krawed? podstawy ma dlugos¢ a.
Jaka wysokos¢ powinien miec ten graniastostup, aby r kq( zbudowany z przekat-
nej sciany bocznej, diuzszej przekatnej podstawy i krétszej przekatnej graniasto-
stupa byl rownoramienny?
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Warto wiedzie¢!
Wiclosciany foremne (zwane brylami platoriskimi to takie wielosciany wypukle,
w ktérych:
« wszystkie Sciany sq przystajacymi wielokatami foremnymi,
* w kazdym wierzcholku spotyka si¢ tyle samo Scian.

Istnieje pie¢ wieloscianow foremnych.

v 4

CCZWOROSCIAN FOREMNY SZESCIAN OSMIOSCIAN FOREMNY

 Sciany sa.  Sciany sa ji i « Sciany sq przystajacymi
tréjkatami réwnobocz- kwadratami. tréjkatami réwnobocz-
nymi. nymi.
v * W kazdym wierzcholku v

* W kazdym wierzchotku spotykaja si¢ 3 sciany. * W kazdym wierzchotku
spotykaja si¢ 3 Sciany. spotykaja si¢ 4 Sciany.

2

T
N\ &

DWUNASTOSCIAN FOREMNY DWUDZIESTOSCIAN FOREMNY

 Sciany sa przystajacymi pie- * Sciany sq przystajacymi tréj-
ciokatami foremnymi. Katami réwnobocznymi.

© W kazdym wierzcholku spo- © W kazdym wierzcholku spo-
tykaja si¢ 3 Sciany. tyka si¢ 5 Scian.

Stynny filozof grecki Platon (427-347 pn.e) znal cztery wielosciany foremne (oprocz
dwunastocianu) i nadal im znaczenie symboliczne. Wyobrazal sobie, ze wszechswiat
tworza cztery elementy: ogieri, ziemia, woda i powietrze, a kazdy  tych elementow jest
zbudowany z czasteczek, ktore maja ksztalt wieloscianéw foremnych. Wediug Platona
na przyklad czasteczki wody maja ksztalt dwudziestoscianow foremnych. Piata bryle —
dwunastoscian foremny — odkry! uczeri Platona Teajtetos.

Archimedes z Syrakuz (287-212 p.n.e) — matematyk, fizyk, astronom i wynalazca
odkryl trzynacie wieloscianow, kiore nazywamy wieloscianami pélforemnymi albo bry-
fami archimedesowymi.
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to takie wiclociany wypukle, w kiérych:
© wszystkie Sciany sa wielokatami foremnymi, ale nie wszystkie sa jednakowe,
© w kazdym wierzcholku jest taki sam uklad wielokatow foremnych.

Oto przyklady wieloscianéw pétforemnych:

7

lla

GRANIASTOSLUP ARCHIMEDESOWY ANTYGRANIASTOSLUP
© Dwie réwnolegle Sciany sa wielokata- * Dwie rownolegle Sciany sa wielokata-
mi foremnymi (ale nie kwadratami). mi foremnymi.
© Pozostale sciany sq kwadratami © Pozostale sciany sa tréjkatami réwno-
bocznymi.
Oprécz 6w jest jeszcze 13 wielo-

Scianow polforemnych, z ktérych Mckszusc mozna otrzymaé, odpowiednio odcinajac
naroza wieloscianéw foremnych. Oto przyklady:

O

@
@

CZWOROSCIAN SCIETY OSMIOSCIAN SCIETY SZESCIO-OSMIOSCIAN
Sciany: 4 szesciokaty forem-  Sciany: 8 szesciokatow fo-  Sciany: 8 Gjkatow réwno-
ne i 4 tréjkaty rownoboczne remnych i 6 kwadratow bocznych i 6 kwadratéw
DWUDZESTOSCIAN SCIF,TY DWUNASTOSCIAN SCIETY SZESCIAN SCIETY
Sciany: 20 o Sciany: 12 i Sciany: 6 osmiokatow forem-
remnych i 12 pmclukqluw foremnych i 20 tréjkatéw nych i 8 tréjkatéw réwno-
foremnych réwnobocznych bocznych

Wielosciany foremne i polforemne ponownie wzbudzily zainteresowanie w epoce od-
rodzenia. Wszystkie bryly platoriskie dokladnie opisal Johannes Kepler (1571-1630).
Ciekawe, Ze takze on probowal opisac za pomoca tych bryl budowe wszechswiata. Do-
sy¢ zaskakujace jest jednak to, Ze takze we wspélczesnej nauce wielosciany foremne
i polforemne stuza do opisu budowy materii. Za ich pomoca opisuje si¢ na przyklad
strukture sieci krystalicznych.
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17. Szescian i o$mio$cian foremny ma-
ja krawedzie tej samej dlugosci. Oblicz
stosunek pol powierzchni oraz stosu-
nek objetosci tych bryl.

18.a) Oblicz dlugos¢ przekatnej o$mioscianu
foremnego o diugosci krawedzi a.

V/ b) Oblicz dlugos¢ krawedzi osmioscianu forem-

nego o dlugosci przekatnej p.

Warto wiedzie¢!

Przyjmijmy, ze Srodek Sciany wieloscia-
nu foremnego to punkt jednakowo odle-
gly od wierzcholkow tej Sciany.

Laczac érodki Scian czworoscianu forem-
nego, otrzymujemy inny czworoscian
foremny.

Istnieje pewien zwiazek micdzy szescia-
nami a osmiocianami foremnymi. $rod-
ki §cian szescianu sq wierzcholkami pew-
nego osmiodcianu foremnego; z kolei
srodki Scian osmioscianu foremnego to
wierzcholki pewnego szescianu.

Podobne zwiazki istnieja miedzy dwu-
nastoscianami a dwudziestoscianami fo-
remnymi. $rodki $cian dwunastoscianu
foremnego s wierzcholkami pewnego
dwudziestoscianu foremnego i odwrot-
nie — srodki Scian dwudziestoscianu
foremnego sa wierzchotkami dwunasto-
Scianu foremnego.

19. Przeczytaj informacje w ramce.
a) $rodki Scian szescianu o diugosci krawedzi a sa wierzcholkami osmioscianu
foremnego. Jaka dlugos¢ maja krawedzie tego oSmioscianu? Jaka czqs¢ szescianu
zajmuje ten o$mioscian?

©b) $rodki $cian osmioscianu foremnego o dlugosci krawedzi a sa wierzchotkami
szescianu. Jaka dlugosé maja krawedzie tego szescianu? Jaka czes¢ oSmioscianu
Zajmuje ten szescian?

20. Srodki Scian czworoscianu foremnego o dlugosci krawedzi a s3 wierzchotkami
innego czworoscianu foremnego. Oblicz dlugosé krawedzi tego mniejszego czwo-
roscianu.
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“21.zwi szescianu odcinek

do jednej 7 prze-

katnych szescianu. Punkt P jest punktem wspolnym tego odcinka i przekatnej.

Ustal, w jakim stosunku punkt P dzicli przckatna.

© 22, Przedstawione na fotografii Atomium to gigan-
tyczna konstrukcja w Ksztalcie szescianu. Szescian
zostal postawiony na jednym z wierzcholkow tak,
Ze jedna z jego przekatnych jest pionowa. Kazda
2 kul ma $rednice 18 m, a odleglos¢ miedzy $rod-
kami kul lezacych na tej samej krawedzi szecianu
wynosi 47 m. Kule B, C i D znajdujq si¢ na tej samej
wysokosci nad ziemia. Podobnie kule E, F i G. Ustal,
na jakich wysokosciach nad ziemia znajduja si¢ $rod-
ki poszezegdlnych kul Atomium.

Wskazowka. Rozwaz tréjkat ADH. Ustal dhugosci odcin-
kow, na jakie zostal podzielony bok AH przez wysokos¢
tego tréjkata opuszczona z wierzchotka D.

©23. 3) Wyobraz sobie, ze czworoscian foremny o diu-
gosci krawedzi @ ustawiamy tak, Ze jedna z krawedzi
lezy na stole, a przeciwlegla krawed? jest réwnolegla
do blatu stotu (zob. rysunek). Oblicz, jak wysoko nad
stolem znajduje sie ta krawedz.
b) Czy model czworoscianu foremnego o diugosci
krawedzi 1 m mozna przeniesé przez drzwi o sze-

rokosci 0,8 m?

© 24. Wieloscian przedstawiony na rysunku obok to
stella octangula (czyli gwiazda o$mioramienna), ktéra
jako pierwszy opisal Johannes Kepler.
a) Oblicz pole powierzchni i objetosé stelli octanguli,
ktérej Sciany s tréjkatami rownobocznymi o diugo-
$ci boku a.
1) Stelle octangule mozna sobie wyobrazic jako dwa

iany foremne. Jakq bryla jest wspolna czesé

sie
tych czworosciandw? Oblicz objetos¢ tej bryly, jesli wiadomo, Ze kazdy z czworo-

Scianéw ma krawedz o diugosci b.
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©25. 0d szescianu o diugosci krawedzi d odcinamy naroza
tak, ze wszystkie krawedzie otrzymanej bryly majq jed-
nakowa dlugosc, a jej $ciany sq wielokatami foremnymi.
Otrzymujemy w ten sposéb wieloscian polforemny zwany
Scianem Scietym. Oblicz jego objetos¢. Podaj wzor na ob-
jetos¢ szescianu Scietego o dtugosci krawedzi a.
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MINISPRAWDZIAN

51. 0d szescianu o dlugoéci krawedzi 5 odcigto na-
roznik w sposoh przedstawiony na rysunku. Jaka
dlugosé ma odcinek x, jezeli objetos¢ odcietego na-
roznika stanowi 5% objetosci szescianu?

25 15 5
A % B. . 3 D. %

H
"8

52. Do podstawy ostrostupa czworokgtnego dokle-
jono szescian w sposob przedstawiony na rysunku.
Kazda krawedz ostroslupa ma dlugos¢ a. Krawedzie
szeScianu s trzy razy krotsze od krawedzi ostrostu-
pa. Wskaz pole powierzchni otrzymanej bryly.

A (V3+B)a? c(L+3)a
B (B+5)a D. (V3+3)a

53. Wysokos¢ czworoscianu foremnego stanowi:

A. mniej niz 70% diugosci jego krawedzi

B. 75% dlugosci jego krawedzi

C. wiecej niz 75%, ale mniej niz 80% dlugosci jego krawedzi
D. wiecej niz 80% diugosci jego krawedzi

FIGURY OBROTOWE
I INNE FIGURY PRZESTRZENNE
| Ponizej przypominamy wzory dotyczace figur obrotowych. We wzorach

tych Py, Py i | oznaczaja odpowiednio pole podstawy, pole powierzchni
bocznej i tworzac stozka.

WALEC Pole powierzchni bocznej:
- By = Bl
b Pole powierzchni calkowitej:

P =2P, + Py, = 2mr? + 2mrh

Objetosé:
V=mrth
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STOZEK Pole powierzchni bocznej:
Py =mrl
Pole powierzchni catkowitej:
P=P,+Py,=mr?+mrl

Objgtosc:

1 1
v=1p, - h=1nrn

Pole powierzchni:
P =4mr?

Objetosé:
o
7 V-
[IATTEME Oblicz promien kuli wpisanej
w stozek o promieniu podstawy 12 Q
i tworzacej o diugosci 13. "/

Sporzadzamy rysunek przekroju osiowego
stozka z wpisana kula.

2 Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla
(x+r)?=132-122=25 trojkata ABC.
Liczba x + r musi by¢ dodatnia, wiec ujem
nego rozwiazania nie bierzemy pod uwage.

Xx+r=5 lub x+r=
=5 =g sprzecznosé

Tréjkaty ABC i DEC 53 prostokatne | maja wspoiny kat o wierzcholku C, 53 wiec
1ED[

|AB|
podobne (cecha kk). Zatem 1Acl = ibel”
1
13°5-r
60-12r=13r
2
r ZE

ZADANIE  Oblicz promie kuli wpisanej w stozek o promieniu podstawy 6 i two-

rzace o dlugosci 10.
sadania 1-10
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ZESTAW ZADAN

41 ® 1. 3) Ile razy wicksza objetos¢é ma wa-  b) Ile razy wieksza objetos¢ ma grania-
lec opisany na graniastostupie prawi-  stostup prawidlowy czworokatny opi-
dlowym czworokatnym od walca wpisa-  sany na walcu od graniastostupa pra-
nego w ten graniastostup? widlowego czworokatnego wpisanego

W ten walec?

2. Na rysunku jest przedstawiony ostrostup prawidiowy wpisany w stozek. Jaka
cze$¢ stozka zajmuje ostrostup?

3. Ostrostup prawidlowy czworokatny i stozek maja wspélny wierzchoek, a pod-
stawa stozka jest wpisana w podstawe ostrostupa. Kat rozwarcia stozka ma miare
120°, a tworzaca ma dlugosc 4. Oblicz objetosé ostrostupa.

4. Wykaz, Ze objetos¢ walca o polu powierzchni calkowitej P opisanego na kuli
© promieniu r jest rowna 1Pr.

© 5. Rozek zrobiony z papieru tworzy powierzchnie boczng pewnego stozka. Gdy-
by do tego rozka wrzuci¢ pileczke o Srednicy 6 cm, to bylaby ona styczna do
plaszczyzny podstawy stozka, a gdyby wrzucié pileczke o Srednicy 8 em, to nad
powierzchnie podstawy wystawataby polowa tej pileczki. Oblicz wysokos¢ stozka.
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6. Walec wpisano w stozek w sposéb przedstawiony na ry-
sunku obok. Stozek ma wysokosc 8, a promieii jego podstawy
jest rowny 4. Oblicz objetos¢ walca, jesli:
a) promien podstawy walca jest réwny 1,

b) wysokos¢ walca jest rowna 1.

7. W ostrostup prawidlowy czworokatny o diugosci %5
krawedzi podstawy 10 i wysokosci 12 wpisano ku-

le. Nastepnie wpisano mniejsza kule styczna do niej, “
a takze styczna do czterech $cian bocznych ostrostu- "

pa (zob. rysunek obok). Oblicz promienie tych kul.

8. a) W kule o promieniu 3 wpisano ostroslup prawidlowy czworokatny o dlugosci
krawedzi podstawy 4. Znajdz wysokos¢ tego ostroslupa. Rozwaz dwa przypadki.

b) W kulg o promieniu 7 wpisano ostroslup prawidlowy czworokatny. $rodek kuli
lezy na podstawie ostroslupa. Oblicz dlugosci krawedzi tego ostroslupa.

©9. a) Wykaz, ze promieri kuli wpisanej w czworoscian foremny jest réwny + wyso-
Kosci tego czworoscianu.
b) Tle razy wicksza jest objetos¢ kuli opisanej na czworoscianie foremnym od obje-
tosci kuli wpisanej w ten czworoscian?

©10.2) Wykaz, ze objetos¢ wieloscianu o polu powierzchni P opisanego na kuli
0 promieniu r jest réwna }Pr.
b) Oblicz promieri kuli wpisanej w o§mioscian foremny o dlugosci krawedzi a.

MINISPRAWDZIAN

S1. W stozek wpisano walec, ktérego promien podstawy jest 3 razy mniejszy od

promienia podstawy stozka. Stosunek objetosci walca do objetosci stozka wynosi:
1 1 1 2

A B. 3 C % D. 5

52. Ostrostup prawidlowy tréjkatny i stozek maja wspolny wierzcholek, a pod-
stawa stozka jest wpisana w podstawe ostrostupa. Kat rozwarcia stozka ma miare
120, a tworzaca ma dlugosc 4. Objetos¢ ostrostupa jest réwna:

A24 B.6v3 C.24v3 D. 323
53. Wskaz powierzchnie kuli wpisanej w stozek, ktérego promient podstawy jest
r6wny 1, a wysokos¢ jest réwna 3.

Agm B.im c2m D.3m
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PROSTE | PLASZCZYZNY W PRZESTRZENI

Do tej pory, opisujac na przyklad graniastostup, mowilismy, ze podsta-
wy leza na 6 h, a wysokos¢ jest do
plaszezyzny podstawy. Pojecie prostopadiosci i réwnoleglosci w przestrze-
ni rozumieliSmy intuicyjnie. Uscislimy teraz te pojecia.

POLOZENIE PROSTYCH W PRZESTRZENI
Przez dowolne trzy punkty przestrzeni zawsze mozna poprowadzi¢ plasz-

czyzne. Gdy te punkty nie leza na jednej prostej, to istnicje tylko jedna
taka plaszczyzna.

Wynika stad, Ze w przestrzeni dwie pro-
ste, ktore si¢ przecinaja, leza zawsze na
jednej plaszczyZnie.

Gdy dwie proste w przestrzeni si¢ nie przecinaja, to moga leze¢ na jednej
plaszezyznie lub nie.

0 dwéch prostych, ktére nie maja punk-
t6w wspolnych i leza na jednej plasz- g
coyznie, mowimy, ze 3 rownolegle.

Przyjmujemy, Ze proste pokrywajace sie

tez sg rownolegle.

0 dwéch prostych, ktdre nie majq punk-
16w wspdlnych i nie lez w jednej plasz-
czyznie, méwimy, ze s skosne.

Mowimy, Ze dwie proste w przestrzeni

sq prostopadle, gdy istnieje prosta réw- M
nolegta do jednej z nich, przecinajaca

druga pod katem prostym.

Zwr6¢ uwage, Ze w przestrzeni proste prostopadie moga by¢ skosne.

Méwimy, Ze odcinki w przestrzeni sa réwnolegle, gdy lezq na prostych
rownoleglych. Podobnie méwimy, ze odcinki sq skosne lub prostopadie,
gdy leza odpowiednio na prostych skosnych lub prostopadiych.
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Na ponizszych rysunkach w grani h
szeciokatnych po trzy pary odcinkéw odpowiednio réwnoleglych, skos-
nych i prostopadiych.

-
pary odcinkow pary odcinkéw pary odcinkéw
rownoleglych skosnych prostopadlych

W prostopadloscianie kazde dwie krawedzie sa albo réwnolegle, albo
prostopadle (niektdre pary krawedzi prostopadiych sq tez krawedziami
skosnymi).

VICZENIE Na rysunku jest przedstawiony prostopa

dloscian. Wymieri wszystkie krawedzie, ktore sa: D .
a) prostopadie do krawedzi AA",
b) réwnolegle do krawedzi CC',

A B

o prostopadie do odcinka AB',
d) skos

e do odcinka AC,
ne do przekatnej AC". Py

PROSTA PROSTOPADtA DO PLASZCZYZNY

K

Mé6wimy, Ze prosta jest prostopa-
dla do plaszczyzny, gdy jest pro-
stopadia do kazdej prostej lezacej

na tej plaszczyZnie.

Niech A bedzie punktem wspdlnym p
stej k 1 plaszezyzny P. Aby stwierd

ze prosta k jest prostopadia do plasz-
7L czyzny P, wystarczy wskazaé dwie pro-

= ste lezace na tej plaszczyznie i prze-
chodzace przez punkt A, do ktérych
prosta k jest prostopadia. Wynika to

Z twierdzenia, ktére dowodzimy na na-
stepnej stronie.
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Twierdzenie
Jesli prosta k jest prostopadia do dwdch przecinajacych si¢ prostych
aib, to jest prostopadla do kazdej prostej lezacej na plaszczyznie, na
kidrej lezq proste a i b.

Dowsd
Zalozmy, ze prosta k jest prostopadia do przecinajacych sig prostych a i b,
lezacych na plaszczyznie 2. Mozemy przyjac, Ze prosta k przechodzi przez
wspolny punkt W prostych a i b. (Gdyby bylo inaczej, rozwazalibysmy proste
rownolegle do prostych a i b przecinajace prosta k).

Wybieramy na plaszczyznie 2 dowol- k
na prosta rozng od prostych a i b. K
Niech m bedzie prosta do nicj

rownolegla przechodzaca przez

punkt IW. Wystarczy poka-

zaé, ze kim.

Na plaszczyznie P prowadzimy jeszcze jedna prosta ¢, ktéra przecina pro-
ste a, b i m odpowiednio w punktach A, B i M. Na prostej k wybieramy
punkty K i K’ rézne od ¥, takie ze [WK]| = [WK’.

Trdjkaty KAK' i KBK' sa réwnoramicnne, wice tréjkaty ABK i ABK' sa
przystajace (cecha bbb). Wobec tego <KAM| = [<K'AM|. Stad wynika, Ze troj-
Katy AMK i AMK’ sa przystajace (cecha bkb). Zatem |MK| = IMK'|.

W takim razie trojkat MKK' jest réwnoramienny, srodkiem podstawy tego troj-
kata jest punkt W, wigc odcinek MW jest jego wysokoscia. Zatem MW LKK’,
czyli mLk.

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze kazda kra- N
wedZ boczna w graniastostupie prostym jest V‘
prostopadia do dowolnego odcinka lezacego na Py
kt6rejs z podstaw graniastosupa.

Na rysunku obok przedstawiono graniastostup

prosty. Wszystie jego Sciany boczne sg prosto- b
katami, zatem np. krawed? LB jest prostopadla A" '
do krawedzi BA i BC, a wigc jest takze prosto- "A,
padla do kazdego z zaznaczonych na niebiesko B C
odcink6w.
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W podobny sposéb mozna wykazad, ze krawedz LB jest prostopadia do
Kazdego z odcinkéw zaznaczonych na zielono, a takze uzasadnié prosto-
padios¢ innych odcinkéw w brylach.

Na rysunkach przedstawiono graniastoslupy proste. Na Kazdym z nich
odcinki niebieski i czerwony sq prostopadie (bo niebieski odcinek jest
prostopadly do dwdch ziclonych odcinkw, a czerwony odcinek lezy
w plaszczyznie wyznaczonej przez zielone odcinki, zatem czerwony od-
cinek jest takze prostopadly do niebieskiego odcinka).

prawidlowy prawidlowy
trojkatny szesciokatny

KAT MIEDZY PROSTA A PLASZCZYZNA

Niech prosta k przecina plaszczyzng P
w punkcie A. Na plaszczyznie P mozemy
i¢ wiele prostych -
cych przez punkt A. Prosta k moze two-
rzy¢ z tymi prostymi rozne katy. k

Sposréd tych prostych wybierzmy taka

prosta I, ktéra lezy w plaszczyznie  pro-

stopadtej do plaszezyzny P i zawiera pro- A4 ip
st k. Miara kata nachylenia prostej k do

plaszczyzny P to miara kata (ostrego lub

prostego) miedzy prostymi k i I.

Kat ostry miedzy prosta k a plaszczyzng P mozna wyznaczy¢ w nastepu-
jacy sposob:

Przez dowolny punkt B prostej k (B4 A)

prowadzimy prosta a prostopadly do plasz- B
czyzny P. Przecina ona te
w pewnym punkcie C. Tak otrzymana pro- V
sta AC bedziemy nazywac rzutem prosto- o
Katnym prostej k na plaszczyzne P. Kat 4
CAB jest katem nachylenia prostej k do
plaszczyzny P. 4 la

P,
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Na ponizszych rysunkach zaznaczono kilka katéw miedzy odcinkami i §cia-
nami w i prostych i w i

',D(W

A | vy

Twierdzenie o trzech prostopadiych

Niech K’ bedzie rzutem pi prostej k na pi P
i niech | oznacza innq prostq tej plaszczyzny. Wowczas proste 1 i k
sq prostopadie wedy i tylko wtedy, gdy 1 iK' sq prostopadie.

Dowsd
Zalozmy, ze prosta k' jest rzutem prostokqtnym prostej k na plaszczyzng .
Niech A bedzie punktem wspélnym prostej k i plaszczyzny %, a punkt B' —
rzutem prostokatnym punktu B na plaszczyzne P. Zatem |<AB'B| = 90°.
Wybieramy na plaszczyznie  dowol- ke

na prosta. Niech I oznacza prosta B

do niej réwnolegla i przecho-
dzaca przez punkt A.

Niech € oznacza taki punkt proste; I, Ze |AC| = |BB'l.
Zalozmy najpierw, ze 1Lk. Pokazemy, 7e 1K',

Poniewaz tréjkaty BCA oraz BCB' sq prostokatne, maja wspolna przeciwpro-
stokatna BC i po jednej przyprostokatnej tej samej dlugosci (IAC| = |BB'l),
wiee |AB| = B'CI.

Wobec tego tréjkat AB'C jest przystajacy do tréjkata AB'B (cecha bbb). Zatem
|4 CAB'| = |+ AB'B| = 90°, czyli proste i k' s prostopadie.

Zalozmy teraz, 7e 1 LK'. Pokazemy, 7e 1 Lk.
7 warunku 11K’ wynika, ze tréjkaty AB'B i CAB' sa przystajace (cecha bkb).
Stad |AB| = [CB'|.

Zatem z cechy bbb wynika, Ze tréjkat CBA jest przystajacy do tréjkata CBB'.
Stad | CAB| = |+ CB'B| = 90°. To oznacza, ze proste k i I 53 prostopadie. []
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POLOZENIE PLASZCZYZN W PRZESTRZENI

Gdy dwie plaszczyzny w przestrzeni
nie majq punktéw wspolnych, to mowi-
my, ze 53 16 4 ze
plaszczyzny, ktére si¢ pokrywaja, tez
sq rownolegle.

Dwie plaszczyzny, ktére nie sa réwno-
legle, przecinajq si¢ wzdluz prostej.

KAT DWUSCIENNY

Duwie pélplaszczyzny o wspélnej kra-
wedzi dziela przestrzei na dwie
cz

. Kazda z tych czesci wraz
2 polplaszezyznami nazywamy ka-
tem dwusciennym.

Niech 2 bedzie dowolna plaszczyzng
prostopadty do krawedzi k kata dwu-
Sciennego. Wspdlna czes¢ plaszezyzny P
i kata dwusci to pewien kat pla-
ski, ktorego ramiona sq prostopadie do
krawedzi k. Za miare kata dwusciennego
przyjmujemy miare tego kata plaskiego.

Na ponizszych rysunkach zaznaczono kilka katéw miedzy Scianami grania-
stostupa prostego i dwéch ostrostupow.
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PRZYKLAD W graniastostupie prostym, ktérego podstawa jest rombem, katy

nachylenia przekatnych do podstawy wynosza 30°

miedzy $cianami bocznymi tego graniastostupa.

e
\: oo _h
A A 1930°= g
-_h_
c laci t930°
D C
W g =208 _ |08
A& 1w 2 A
B

19 = 1, wiec § ~ 18,4357, czyli a~36,9°

B=180°-=~143,1°

3

i 60°. Oblicz miary katow

1960°=

DB

g _h
'DE"‘gsu"

1930° _
g60°

a4

<
@

Obliczamy za pomoca kal-
kulatora lub odczytujemy
2 tablic trygonometrycznych
przyblizona miare kata §

Odp. Katy miedzy $cianami graniastostupa maja miary okoto 36,9° i 143,1°.

ZADANIE

W graniastostupie prostym, ktdrego podstawa jest tréjkatem réwnora-

miennym, katy nachylenia przekatnych scian bocznych do podstawy wynosza 45° i 60°.
Oblicz miary katow migdzy Scianami tego graniastostupa. Rozwaz dwa przypadki.

PRzYKEAD 2 AU

krawedz podstawy ma

dlugosc 4, a kat nachylenia sciany bocznej do podstawy ma miare 60°. Znajdz
miare kata nachylenia krawedzi bo(znej tego ostrostupa do podstawy.

IFGl=5-4=
° = \EF‘

tg 60

980" TFe

EF| = |FG| tg60° = 2V3

1aF| = ACL 42 L5 5

Kat nachylenia éciany bocz-
nej do podstawy to % EGF
(jego ramiona s3 prostopa:
dte do krawedzi BO)

Odcinek AC jest przekatng
kwadratu o boku 4

Obliczamy za pomoca kal
kulatora lub  odczytujemy
2 tablic trygonometrycznych
przyblizona miare kata c.

Odp. Krawedz boczna jest nachylona do podstawy pod katem okoto 51°.

ZADANIE W ostrostupie prawidlowym czworokatnym krawedz podstawy ma dlu-
0S¢ 6, a kat nachylenia krawedzi bocznej do podstawy ma miare 30°. Znajdz miarg
Kata nachylenia $ciany bocznej do podstawy tego ostrostupa.
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[TIATTITCIEN Podstawa ostrostupa jest trojkat rownoramienny o podstawie o dfu-
gosci 6 i ramionach o dfugosci 5, a wszystkie krawedzie boczne maja dtugosé 7.
Znajdz miary katéw nachylenia cian bocznych do podstawy.

|ECI + |EBI? = |BC|?

|ECI2+3% =52

|ECI=4

|EDI? + |EBI? = |BDI?

|EDI2 +32 =72

|ED| = 2JT0

|DCI2 = |ECI? +|EDI2 =2 - |EC| - |ED] - cos & Korzystamy z twierdzenia
cosinusow.
72 =42+ (V70)?-2-4-2J/10 - cosx
49=16+40-16T0 - cos
7
76710

cosa ~0,1383
s 82°
|DF|? + |FC|? = |DC|?

1FIZ+ (3) =72

IDF| = 33171
c Trojkaty EBC i FWC sa podobne.
W _ |E8
[FCl ~ IEcl
F
1w
G 2,5
E B |WFI
_ lwe|
cosp = 1|
B~73°

Odp. Katy nachylenia scian bocznych do podstawy to okoto 82°, 73°i 73°.

ZADANIE  Podstawy ostrostupa jest tréjkat rownoramienny o podstawie o dhugo-
4ci 4 i ramionach o dlugoéci 6, a krawedzie boczne maja dlugos¢ 8. Znajdz miary katow

nachylenia cian bocznych do podstawy. >
zadania 1-18
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ZESTAW ZADAN

1. a) Czy miara kata nachylenia przekatnej szescianu do podstawy szescianu jest
wieksza niz 307

b) ZnajdZ miare kata miedzy przekqtnymi szecianu.

2. Uzasadnij, ze jesli w prostopadioscianie przekatna tworzy z krawedziami rowne
katy, to prostopadlocian ten jest sz

3. Podstawa graniastostupa prostego jest trapez, w ktorym dluzsza podstawa i jed-
no ramie s do siebie prostopadie i maja te sama dlugos¢ a. Dluzsza przekatna
graniastostupa ma diugos¢ 2a. Pod jakim katem przekatna ta jest nachylona do
podstawy?

4. a) Przekata prostopadioscianu tworzy z krawg-
dziami wychodzacymi Z tego samego Wi
Katy o, B, y. Wykaz, ze zachodzi réwnosé:

cos? -+ cos? B+ costy = 1

b) Przekatna prostopadioscianu tworzy ze Scianami
o wsplnym wierzchotku katy o, B, y. Wykaz, Ze za-
chodza réwnosci:

sin® & +sin® B+sin’ y = 1

cos? o+ cos? f+ cos?y = 2

5. Wysokos¢ graniastostupa prostego tréjkatnego ma dlugo$¢ 1. Dwie przekatne
$cian bocznych poprowadzone z tego samego wierzchotka maja dlugos¢ +/3 i s do
siebie prostopadie. Pod jakimi katami sa do siebie nachylone $ciany boczne tego
graniastostupa?

6. W graniastostupie prostym, ktérego podstawa jest rombem, katy nachylenia
przekatnych do podstawy wynosza 45° i 60°. Oblicz miary katow miedzy $cianami
bocznymi tego graniastostupa.

7. Na rysunku jest w kt6-
rym wszystkie krawedzie maja jednakowe dlugosci. Oblicz miare kq(a o
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8. Na rysunku jest przedstawiony graniastosup prawidio- ‘
wy szesciokatny. Uzasadnij, Ze zaznaczony trojkat jest ,

prostokatny, i oblicz miary katow ostrych tego tréjkata. ‘

9. Jaki powinien by¢ stosunek dlugosci krawedzi bocz-
nej do krawedzi podstawy w graniastoslupie prawidlowym
osmiokatnym, aby kat nachylenia najdtuzszej przekatnej
tego graniastoslupa do podstawy byl réwny 45°7

10. Naszkicuj ostrostup prawidiowy czworokatny i zaznacz kat miedzy wysoko-
Sciami sasiednich §cian tego ostrostupa:

a) opuszczonymi na krawedzie podstawy,

b) opuszczonymi na wspélna krawedz boczna,

© opuszczonymi na przeciwlegle krawedzie boczne.

11. Ostrostup przedstawiony na rysunku jest prawidlowy. Oblicz miarg kata na-
chylenia Sciany bocznej do podstawy.

a) b) Ll
4

12.2) Oblicz miare kata miedzy Scianami czworoscianu foremnego.

roles
)

b) Pod jakim katem krawedZ boczna czworoscianu foremnego jest nachylona do
podstawy?

13. KrawedZ podstawy i ci ma dlugosé 10,
a kat miedzy jego przeciwleglymi Scianami bocznyml ma 60°. Oblicz wysokos¢
tego ostrostupa.

©14. a) Ostrostup prawidlowy czworokatny ma wszystkie krawedzie o réwnych dtu-
gosciach. Oblicz miare kata miedzy sasiednimi Scianami bocznymi.

b) Kat miedzy sasiednimi Scianami bocznymi ostroslupa prawidlowego czworokat-
nego ma miarg 120°. Oblicz miare kata miedzy krawedzia boczng a krawedzia
podstawy tego ostrostupa.

15. Podstawa ostrostupa jest prostokat o hokach majacych diugosei 1i V3. Wezyst-
kie krawedzie boczne tego dlugosci, a p

wigksze Sciany boczne sa prostopadie. Znajdz miare kata nachylenia mniejszych
Scian boceznych do podstawy ostrostupa.
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©16. Podstawa ostrostupa jest trojkat réwnoramienny o podstawie dlugosci a. Kra-
wedzie boczne maja dlugo$é b, a kat dwuscienny miedzy przystajacymi Scianami
ma miarg «. Oblicz pole powierzehni bocznej tego ostrostupa.

17. Spodek wysokosci ostrostupa tréjkatnego jest srodkiem okregu wpisanego
w podstawe ostrostupa.

) Udowodnij, Ze punkty stycznosci tego okregu z bokami podstawy sa spodkami
wysokosci §cian bocznych ostrostupa.

b) Udowodnij, ze wszystkie wysokosci scian bocznych opuszczone z wierzcholka
ostrostupa maja taka sama diugosé.

© 18. Krawedz podstawy ma dlugos¢ a. Kat
miedzy sasiednimi $cianami bocznymi ma miare . Oblicz objetosé tego ostrostupa.

MINISPRAWDZIAN

51. Krétsza przekatna i jest nachylona
do podstawy pod katem 45°. KrawedZ podstawy ma dlugos¢ 1. Wysokos¢ tego
graniastostupa jest réwna:

B.2 C.1 D. V3

A Y

52. Wysokos Jjest rowna 1042, a jego
krawed? podstawy ma dlugosé 10. Tangens Kata miedzy przekatng sciany bocznej
a sasiednia Sciang boczna jest rowny:

3 ~ 1 2
A3 B. 5 C5 D.2

53. Na rysunku obok kolorem zielonym zaznaczo-
no wysokos¢ ostrostupa. Objetos¢ tego ostrostupa,
jezeli zaznaczona krawedz podstawy ma dlugos a,
a pole podstawy jest réwne P, wynosi:

2P (g et igh) 2p2
A SSagatgh C oq 8k
4p? 2P g acig
B oq e D Satgarigh
54, Krawed? podstawy szes ma diugosé

4+/2. Przekatne sasiednich $cian bocznych poprowadzone z tego samego wierz-
cholka tworza kat o mierze 60°. Pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa
jest réwne:

A. 2883 B.16(3v3+2/2) €.96(v3+2v2) D.32(3v3+2/2)
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PRZEKROJE GRANIASTOSLU POW
| OSTROSLtUPOW

CWICZENIE A Na kazdym z ponizszych rysunkéw zaznaczono pewne odeinki
w graniastostupie lub ostrostupie. W kiérych sposrod tych bryl odeinki te leza
W jednej plaszezyznie?

Przekrojem bryly nazywamy jej czeS¢ wspolng z pewna plaszezyzna,.

Na ponizszych rysunkach zaznaczono kilka przekrojow pewnego gra-
i i Pod rysunkami przedstawiono

rzeczywiste ksztalty tych przekrojow.

VICZENIE B Na ponizszych rysunkach zaznaczono przekroje nu o kra-
zi 2 cm (punkty oznaczone literami to wierzcholki szescianu lub srodki

krawedzi). Naszkicuj te wielokaty i podaj dlugosci ich bokow

K o
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[TIATTEE Oblicz miarg najmniejszego kata przekroju prostopadfoscianu za-
Znaczonego na rysunku.

L=

BaSZ

10 A
|AB| = /82 +6% = /T00 = 10
|AC| =102+ 62 = /136 = 2./34 Obliczamy dtugosci bokow
przekroju ABC, korzystajac
18C1 = VTO7 8% = V164 = 24T 2 Swirdzenia Fragorase

|AB| < |AC| i |AB| < |BCI, wigc % BCA to najmniejszy kat trojkata ABC.

Korzystamy 2 twierdzenia
cosinus6w.

|ABI2 = |AC|? + |BC|? -2 - |AC| - |BC]| - cos |« BCA|

100=136+164-2-2./34 - 24T - cos | % BCA|

cos |« BCA| = 0,6696, wiec |« BCA| ~ 48°

8/1394 ~ /1394

Odp. Najmniejszy kat tego przekroju ma miarg okoto 48°.

ZADANIE  Oblicz miarg najwickszego kata prze-
Kol prostopadioscianu sasnaczonego ma rysunku. v

12
[IIATTITEA Na rysunku przekréj §ci Punkty Bi C
sq srodkami krawedzi. Oblicz pole tego przekroju.

T
3
B
D
12
10
Tréjkat RDC jest prostokatny. Korzystamy
|CD| = /52+127 = /69 =13 2 twierdzenia Pitagorasa.
|AB| =|CD| =13 Trojkaty RDC i SAB sa przystajace
|BC| =5v2 Tréjkat BPC to potowa kwadratu o boku 5.
|AD| =102 Tréjkat ADT to potowa kwadratu o boku 10.

278 STEREOMETRIA



.
csv28 X 5V2 L5577
13/ |n 13 W =132-(2,5V272 = % Przekr6j ABCD jest trapezem

rownoramiennym.

BE
2

5/2+10v2 V313 _
P - & B A NEIE)

N/l
D 10v2 A

ZADANIE  Na rysunku zaznaczono przekroj ‘l
prostopadioscianu. Oblicz pole tego przekroju. 3
6

Przekréj graniastostupa prawidtowego szesciokatnego zawiera
dwie przeciwlegte krawedzie podstaw i jest nachylony do pfaszczyzny podsta-
wy pod katem 60°. Oblicz obwéd tego przekroju, jezeli wiadomo, ze krawedz
podstawy graniastostupa ma dtugos¢ 2.

AB — krétsza przekatna podstawy
jest dwa razy diuzsza od wysoko-
&ci trojkata réwnobocznego o bo-
ku dtugosci

b — dtuzsza przekatna podstawy
jest 2 razy diuzsza niz krawedz

Trojkat ABC to pofowa trojkata

réwnobocznego.
4 d
Sporzadzamy rysunek przekroju
| graniastostupa
v
x=452
X2 x
4

d=\x2+y2=\12+2V3)7 = VT3
Obwéd =2-2+4d=4+4/13

0Odp. Obwéd przekroju wynosi 4 +4/13.

ZADANIE  KrawedZ podstawy § ma
dlugosc 4. Plaszczyzna przekroju tego graniastostupa, ktéra przechodzi przez krawedz
gomnej podstawy oraz przez krawedz dolnej podstawy, jest nachylona do plaszczyzny
podstawy pod katem 30°. Oblicz obwéd otrzymanego przekroju. >
zadania 1-12

PRZEKROJE GRANIASTOSLUPOW | OSTROSLUPOW 279



Il Na kolejnych rysunkach kilka przekrojow pewnego
i Pod rysunkami iono rzeczywiste

ksztalty tych przekrojow.

VY.

]

. 1,
[IIATITEA Na rysunku zaznaczono przekroj 39
czworoscianu foremnego o krawedzi dtugosci a.

Oblicz pole tego przekroju. !

Sporzadzamy rysunek
pomocniczy.

1a/\Ja
£ C 148| 148|

A . Lo Bl 20 cayli a8 =
1a sa Trjkat ABD jest réwnobocz-
e ny. Odcinek DG to jego wyso-

H o F I ! [
£ £Fl - |DF| = 33 Odcinki EF i DF to wysokosci
EF] 2 Scian. Tréjkat DEF jest rowno-
. \ ramienny.
J 1J1=LiEDI=1a

T Punkt J jest spodkiem wysoko-
cosero D1 3 S weata rowmaramiennegn
I3 D 1DFI DEF opuszczonej na podstawe.
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c |CG|2 = |DC|? +|DG|? - 2| DC| - |DG| -cos & Korzystamy
2 twierdzenia

2 52 2
sa 1612 = (2a) +(“;J) “2. 4 coinen
43
|co2 = 3
G LF 144
Ical
Pansc =1 - 1481 -1ccl=1 . 1a
AnsC = 3 -1
Odp. Pole przekroju jest rowne %

ZADANIE | Na rysunku zaznaczono przekréj czwo-
roscianu foremnego o dlugosci krawedzi a. Oblicz pole
tego przekroju.

’ zadonia 13-20 )
Ta

ZESTAW ZADAN

1. Naszkicuj przekréj prostopadloscianu plaszczyzna, ktora nie zawiera zadnej je-
go Sciany i przechodzi przez:

a) krawed? podstawy i srodki dwéch krawedzi bocznych,

b) przekatna podstawy i srodki dwoch przekatnych,

 przekatng podstawy i $rodek krawedzi bocznej,

d) przekqtne dwoch sasiednich cian,

e) przekatne dwoch réwnolegtych scian.

2. Naszkicuj przekroj i il s przez:

a) krawedz podstawy i srodek przeciwleglej krawedzi bocznej,
b) krawgdz podstawy i srodki dwéch krawedzi przeciwleglej podstawy,
9 krawedz boczng i wysokos¢ podstawy.

3. Oblicz pole zaznaczonego przekroju szescianu.
a) b) 9 od
a ‘-‘ a7
/ e
a a
7 —71a
@ a
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4. Oblicz pole przekroju

go. Krawed? podstawy tego graniastostupa ma dlugose 6, & wysokost Jost rowna o,

5. Pole przekroju i pra-
widlowego szesciokatnego (zob. rysunek obok) jest
rowne 6 cm?. Krawed? podstawy graniastostupa ma
dlugosc 2 cm. Pod jakim katem plaszezyzna przekro-
ju jest nachylona do podstawy tego graniastostupa?

6. Na rysunku jest przedstawiona siatka szescianu. Zaznaczone odcinki to brzegi

pewnego przekroju tego szescianu. Oblicz pole tego przekroju.

a) b)

7. Prostopadioscian o wymiarach 6 cm x 8em x 10cm cheemy przeciaé plasz-
czyzna przechodzacy przez srodki dokladnie czterech krawedzi. Podaj wymiary
wszystkich przekrojéw, jakie mozemy w ten sposob otrzymac.

8. Prostopadlo$cian ma wymiary 3cm x 4cm x 4 cm. Ustal, jakie jest najwieksze
mozliwe pole przekroju tego prostopadioscianu, gdy ten przekroj ma ksztalt:

a) prostokata, b) trojkata,

9. Przez $rodki dwoch krawedzi szescianu popro-
wadzono dwie plaszczyzny, otrzymujac przekroje
przedstawione na rysunku obok. Oblicz stosunek pol
tych przekrojow.
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10. Podstawa. Scianu jest prostokat o sciach bokéw 2 cm i 3 cm,
a wysokosé tego prostopadloscianu jest réwna 4 cm. Prostopadloscian przecieto
plaszczyzng zawierajaca krawedz o dlugosci 2 cm i nachylona do podstawy pod
katem a. Oblicz pole tak otrzymanego przekroju, gdy:

a) «=30° b) o =60°

11. Szescian o dlugosci krawedzi 1 przecigto plaszezyzna przechodzacy przez kra-
wedz podstawy i nachylong do podstawy pod katem a.

a) Oblicz pole otrzymanego przekroju, gdy o = 30°.

b) Ustal, jakq miare powinien mie¢ kat o, aby pole tego przekroju bylo o 30%
wicksze od pola Sciany szescianu.

12. Rysunek przedstawia przekrdj szescianu plaszezyzng
b machylong do podstawy pod katem a. Krawed? szescianu
ma dlugos¢ a, a punkty A i C g Srodkami krawedzi.

a) Oblicz pole czworokata ABCD.

— 1
T

b) Znajdz Kat «, dla ktérego czworokat ABCD ma naj-
mniejsze pole, oraz taki — dla ktérego pole to jest
najwieksze. Oblicz te pola.

13. Naszkicuj przekrdj yzng prze-
chodzaca przez:

a) wysokos¢ Sciany bocznej i wysokos¢ ostrostupa,
b) krawgdz boczng i wysokos¢ ostrostupa,
9 srodki krawedzi wychodzacych z wierzcholka podstawy,

d) krawed? podstawy i $rodek rozlacznej z niq krawedzi bocznej.

14. 0Oblicz pole zaznac: przekroju
a) b) D)
b 2a da
a
a —
L R L
15. Krawedz podstawy i < ma dlugosc 2,

a krawedZ boczna ma dlugos¢ 3+/2. Jakie mozliwie najmniejsze pole ma przekréj
tego ostroslupa plaszczyzna zawierajaca przekatna jego podstawy?
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o
16. Oblicz pole zaznaczonego przekroju czwo- '
roscianu foremnego o diugosci krawedzi a. ‘

la

©17. Przekr6j czworoscianu foremnego o diugosci krawedzi a jest prostokatem
o stosunku dlugosci bokow 1:2. Oblicz pole tego przekroju.

©18. Krawedz boczna ostroslupa prawidlowego tréjkatnego ma dlugosc 6, a kra-
wed podstawy ma dlugosc 4. Oblicz obwod przekroju tego ostroslupa zawierajacy
wysokos¢ podstawy i przechodzacy przez srodek krawedzi bocznej.

19. Ostrostup przedstawiony na rysunku jest prawidiowy. Oblicz obwéd zaznaczo-
nego przekroju.

TN b
& S B

20. Na rysunku obok przedstawiono ostrostup
prawidlowy czworokatny. Oblicz pole zaznaczo-

nego przekroju.
7

MINISPRAWDZIAN

S1. Przekr6j szescianu o dugosci krawedzi a ma ksztalt tréjkata. Wskaz, jakie jest
najwicksze mozliwe pole takiego tréjkata.

A LS B 2f3 ca3 D.

"
£,

52. W ostroslupie prawidlowym tréjkatnym krawedZ podstawy ma dlugos¢ 8,
a krawedz boczna ma dlugos¢ 14. Wskaz obwdd przekroju tego ostrostupa plasz-
czyzna zawierajaca jedna z jego krawedzi podstawy i przechodzaca przez Srodek
przeciwleglej krawedzi bocznej.

A.2/T5+8 B.2,/97+8 C.2V65+8 D. 26
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BRYLY PODOBNE

CZENIE A Rzezba na fotografii przed-
stawia wielokrotnie powickszong lotke do
gry w badmintona. Wszystkie proporcje
zachowano. Ponizej podano jeden z rze-
czywistych wymiaréw lotki. Zmierz dlugo-
sci odpowiednich odcinkow i oszacuj, ile
razy wymiary rzezby

sq wieksze od wymia- 7em

row prawdziwej lotki.

Przyjmij, ze mezczy-

zna na fotografii ma

180 em wzrostu,

Jesli dang bryle 7 powiekszymy lub pomnicjszymy w pewnej skali, to
otrzymamy figure podobna do bryly 7. O brylach podobnych mozemy
powiedzie¢, ze maja taki sam ksztalt, a réznig si¢ tylko wielkoscia. Na
ponizszych rysunkach sa przedstawione dwie pary bryl podobnych.

s Ll

Uwaga. Bryly pozostanq podobne, gdy jedna z nich przesuniemy, obrécimy lub
przeksztalcimy przez symetrie.

W brylach podobnych stosunek dlugosci kazdej pary odpowiadajacych so-
bie odcinkéw jest taki sam. Liczbe réwna temu stosunkowi nazywamy skala
podobieristwa.

Figury przestrzenne J i ' przedsta-
wione na rysunku obok sa podobne.

Odcinkowi PR w figurze J odpowia-
da odcinek P'R’ w figurze F'. Figura
7 jest podobna do figury J w skali k,

gdzie: L
P'R

k= Trxr

Jesli figura " jest podobna do figury 7
w skali k, to oczywicie figura F jest po-
dobna do figury ' w skali %
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CWICZENIE B a) Oblicz, jaka wysokosé powinien miec walec o promieniu podsta-
Wy réwnym 3, aby byl podobny do walca o wysokosci 6 i promieniu podstawy
réwnym 2.

b) Prostopadioscian ma krawedzie o dugosciach 4, 6 i 12. Czy prostopadloscian
o krawedziach 6, 9 i 18 jest do niego podobny?
<) Walec ma wysoko$¢ réwng 6 i promieni podstawy réwny 3. Oblicz pole po-

wierzchni bocznej walca podobnego do tego walca w skali 1

Przypomnijmy, ze jesli dwie figury plaskie sq podobne w skali k, to stosu-
nek pol tych figur jest rowny kwadratowi skali podobieristwa. Taka sama
zaleznosé zachodzi miedzy polami powierzchni bryt podobnych.

~" Jezeli bryla F» jest podobna do bryly
=1 w skali k, to stosunek pdl powierzchni
L )~ tych byt jest rowny k2.
Pole powierzchni bryly 7
Pole powierzchni bryly 71
A %

Zastanowmy sie teraz, jaka jest zaleznos¢ miedzy objetosciami bryt podob-
nych. Przyjrzyj si¢ rysunkom. Na kazdym jest przedstawiony prostopadio-
Scian z pokolorowana jego czescia, ktdra tez jest prostopadioscianem.

Wickszy prostopadloscian jest po-  Wickszy prostopadioscian jest po-
dobny w skali 2 do prostopadloscia-  dobny wskali 3 do prostopadioscia-
nu zaznaczonego kolorem. nu zaznaczonego kolorem.

Objgtos¢ wigkszego prostopadios Objgtos¢ wigkszego prostopadioscia-
nu jest 8 razy wieksza od objgtosei  nu jest 27 razy wicksza od objetosc

Zal6zmy, ze prostopadioécian o wymiarach @’ x b’ x ¢’ jest podobny w ska-

li k do prostopadloscianu o wymiarach a x b x ¢. Wowczas a’ = ka, b’ = kb

i ¢’ = ke. Obliczmy stosunek objetosci tych prostopadtosciandw:

_ka-kb-ke
abc
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Pokazaliémy, Ze stosunck objetosci prostopadiosciandw podobnych jest
réwny szescianowi skali podobieristwa. Taka wlasnosc jest takze prawdzi-
wa dla dowolnych bry! podobnych.

Jezeli bryla F, jest podobna do bryly F
w skali k, to stosunek objetosci
tych bryt jest réwny k3.

Objetosc bryly 2 2

Objetos

bryly 71

Oczywiscie dowolne dwa szesciany (i dowolne dwic kule) sq brylami podob-

nymi. Gdy stozek (lub tup) do
podstawy, to otrzymamy dwie bmy. 2 ktérych jedna jest stozkiem (ostro-
stupem) do stozka a druga figura to

tzw. stozek Sciety (ostrostup Sciety).

od p atnego o dlugosci krawedzi
podstawy 5 odcisto strostup plaszcayzng rewnolega do podstawy. Otrzymany
W ten sposéb ostrostup Scigty ma wysokos¢ 4, a krawedz jego gérnej podstawy
ma dtugosé 3. Oblicz objgtosé tego ostrostupa cigtego.

A

Dany ostrostup jest podobny do ostro-
stupa odcietego w skali §

Vi — objetos¢ wiekszego ostrostupa

V; — objetos¢ mniejszego ostrostupa

V=V,

Odp. Objetosc ostrostupa scigtego jest rowna 128,

ZADANIE  Od ostroslupa prawidlowego tréjkatnego o diugosci krawedzi podsta-
Wy 6 i dlugosci krawedzi bocznej 8 odcicto ostrostup plaszczyzng rownolegla do
podstawy. Plaszczyzna ta przecigla wysokosé w polowie. Oblicz objetosé otrzymane-
0 w ten sposcb ostrostupa scigtego.

zadania 1-18
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ZESTAW ZADAN
1. Oblicz objetos¢ bryly zacieniowanej na rysunku.

a) b) 9 /\ 3
‘0

L\ =X]

10 10 10

2. 0d graniastostupa prostego odcieto graniastostup do niego podobny (zob. rysu-
nek). Oblicz objetosé zacieniowanej bryly.

b)

25

3. 0d ostrostupa prawidlowego o wysokosci 10 odcigto ostrostup do niego podob-
ny (zob. rysunek). Oblicz objetosé zacieniowanej bryly.

4. 0d ostrostupa o objetosci 54 cm? odcigto gorng czes¢ plaszezyzng rownolegly
do podstawy ostroslupa. Otrzymano W ten sposdb ostroslup scigty, ktérego wyso-
koS¢ jest réwna 3 1 wysokosci ostrostupa. Oblicz objetosé tego ostrostupa $cigtego.

5. Pole powierzehni pewnego walca jest dwa razy wicksze od pola powierzchni
walca podobnego do niego. Ustal, ile razy jest wiksza objetosé tego walca.

6. Do kieliszka w ksztalcie stozka wlano plyn do 3 wysokosci kieliszka. Jakq czgsé
pojemnosci kieliszka zajal plyn? Do jakiego poziomu nalezaloby nalaé plyn, aby
wypelni¢ polowe objetosci kieliszka?
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7. a) Stozek przecigto plaszczyzng rownolegla do podstawy, otrzymujac przekroj
0 polu dwukrotnie mniejszym od pola podstawy. Oblicz, w jakim stosunku plasz-
czyzna przekroju dzieli wysokos¢ tego stozka.

b) Plaszczyzna rownolegla do podstawy dzielimy stozek na dwie czesci o rownych
objetosciach. Oblicz, w jakim stosunku plaszczyzna ta podzielila tworzaca stozka.

8. Oblicz objetos¢ stozka Scigtego o wysokosci h, = ——
kiérego promienie podstaw sa réwne r i R (zob. ry-
sunek obok).

9. Oblicz objeto¢ bryly przedstawionej na ponizszym rysunku.

a) Ll

10. Na rysunku obok przedstawiony jest ostro-
stup sciety. Podstawy tej bryly sa kwadratami.
Oblicz objetosé tej bryly.

11. Srodki krawedzi czworoscianu foremnego sq wierz- YN
cholkami oémioscianu foremnego. Oblicz stosunek obje-
tosci czworoscianu do objetosci oémioscianu.

& ] 12 Narysunkujest przedstawiony prostopadioscian
< =

4 rozciety na dwie czesci plaszezyzng przechodzaca
przez przekatna dolnej podstawy i §rodki dwdch
krawedzi grnej podstawy. Oblicz objetosé mnicjszej

d 2 otrzymanych bryl.

© 13. Wykaz, Ze objetos¢ ostrostupa Scietego o wysokosci h, ktérego podstawy maja
pola Py i Py, wyraza si¢ wzorem:

V= %h(P; +yPiPz + P2)
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14. Na ilustraji przedstawiono jajo strusia i jaj-

ka kurze. Zal6zmy, Ze czas gotowania jaj jest
proporcjonalny do ich objetosci oraz ze jajko ku-
1z i jajo strusia to bryly podobne. Jajko kurze
gotuje si¢ na twardo 6 minut. Jak diugo powinno

sie gotowac na twardo jajo strusia?

Warto wiedzieé!

W 1638 roku ukazalo si¢ dzielo Galile-
usza ,Dialogi i dowodzenia matematycz-
ne’, w ktérym wyjasnia m.in., dlaczego
Zwierzeta nie moga by¢ dowolnie duze.

Galileusz rozumowat tak:

poprzecznego kosci natomiast zwigkszy-
loby si¢ 3% = 9 razy, wiee 9 razy wzro-
staby wytrzymatos¢ kosci. Widac z tego,
Ze zwierzeta nie moglyby by¢ dowolnie
duze, gdyz ich masa bylaby zbyt wielka
W poréwnaniu z Scia kosci.

Kodei jest

na do pola powierzchni ich przekro-
ju poprzecznego. Gdyby jakies zwierze
Zwigkszylo swoje wymiary 3 razy, to
jego masa zwigkszylaby sie tak jak ob-
jetosé, tzn. 3% = 27 razy. Pole przekroju

Opisanych przez Galileusza faktow na
ogot nie uwzgledniaja autorzy fantas-
tycznych opowiesci i filméw, w ktérych
wystepuja nienaturalnie mate lub gigan-
tyczne stwory.

15. Przeczytaj informacje w ramce.

a) Dorosly goryl ma okolo 1,8 m wzrostu. Filmowi tworcy nadali postaci King Kon-
ga proporcje ciala goryla powickszonego do wzrostu 45 m. Znajdz stosunek pol
przekroju kosci i stosunck mas goryla i King Konga.

b) W ksigzce L. Carrolla ,Alicja w krainie czaréw” tytutowa bohaterka zmniejsza
sie gwaltownie i przez czes¢ powiesci ma tylko 1 swojego normalnego wzrostu.

Przypusémy, ze Alicja wazyla 35 kg. Ustal, ile powinna wazy¢ po zmniejszeniu.

9 Wedlug Guliwera, bohatera powiesci J. Swifta (czyt. slifta), Liliputy wygladaly jak
12-krotnie zmnicjszeni ludzie. Liliput méglby wazy¢ tyle razy mnicj od czlowicka,
ile razy wytrzymatos¢ kosci Liliputa bylaby mniejsza od wytrzymatosci kosci czlo-
wieka, zatem kosci Liliputa moglyby unies¢ o wiele wigkszg mase niz masa jego
ciala. Ustal, ile razy Liliput moglby przybra¢ na wadze bez szkody dla swojego
koséca.
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16. Pewien pomnik ma by¢ wykonany z mosiadzu i ma mie¢ 2,4 m wysokosci.
Gipsowy model tego pomnika ma 0,4 m wysokosci i wazy 4 kg. Mosiadz ma 3,5
razy wieksza gestosé niz gips. Oblicz mase gotowego pomnika.

st okolo 20 razy wieksza, a gestos¢ styropianu okolo 50 razy
mniejsza niz gestos¢ ciala czlowieka. Ustal, jakie wysokosci mialyby twoje posagi,
ktdre wazylyby tyle samo co ty, gdyby jeden z nich byt wykonany ze zlota, a drugi
— ze styropianu.

18. Model kadluba statku jest zbudowany
z drewna o gestoci 400 kg/m®* i ma dhugosé
0,8m. Kadlub statku ma byé wykonany ze
stali o gestosci 8000kg/m® i ma mie¢ diu-
gos¢ 120 m. Oblicz, ile bedzie wazyt kadiub
statku, jesli jego model wazy 2 kg.

MINISPRAWDZIAN

51. 0d prostopadloscianu odcieto prosto-
padtoscian do niego podobny o wymiarach
1 2 x 4 (zob. rysunck obok). Objetos¢ po-
zostalej czesci prostopadloscianu wynosi:

A. 32 B.48 C. 56 D. 64

52. Stosunek objetosci dwéch bryl podobnych jest réwny 3. Stosunek pol po-
wierzchni tych bryt wynosi:

3 3 i) i3
A B3 c 2 D. 3

53. Stozek o wysokosci 10 cm rozcigto na dwie bryly plaszezyzng réwnolegla do
podstawy, odlegla od niej o 6 cm. Wskaz, jaka czes¢ objetosci tego stozka stanowi
objetosé wickszej z otrzymanych bryl.

3 8 117 27
A3 B 05 €5 D17

54. 0d ostroslupa o wysokosci h odcigto mniejszy ostroslup plaszczyzna row-
nolegly do podstawy. W jakiej odleglosci od podstawy ostroslupa poprowadzono
plaszezyzne cigcia, jezeli wiadomo, Ze pole powierzchni odcigtego ostroslupa jest
trzy razy mniejsze od pola powierzchni ostrostupa duzego?

1 -3 V3 2
Aln 5. (1) . Ln D.2h
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1.7 walca o promieniu podstawy 20
i wysokosci 5 nalezy wycia¢ graniasto-
stup prawidlowy osmiokatny o takiej
samej wysokosci. Jaka jest najwieksza
mozliwa objetos¢ takiego graniasto-
stupa?

2. W stozku o wysokosci h i promie-
niu podstawy r umieszczono szescian
w taki sposob, ze jedna z jego Scian
lezy na podstawie stozka, a wszystkie
wierzcholki przeciwleglej Sciany lezq
na powierzchni bocznej stozka. Ustal
objetosé tego szescianu.

3. piramida Cheopsa ma ksztalt ostro-
slupa prawidlowego ~czworokatnego.
Jej krawedZ podstawy jest réwna
230m, a wysokos¢ — 146 m. Ustal,
jakim katem — ostrym, prostym czy
rozwartym — jest:

a) kat miedzy przeciwleglymi krawe-
dziami bocznymi tej piramidy,

b) kat miedzy przeciwleglymi $cianami
tej piramidy.

4. W graniastostupie prostym, ktére-
go podstawa jest trojkat prostokatny,
przekate $cian bocznych wychodza-
ce z wierzcholka Kata prostego tworza
7 krawedziami podstawy katy odpo-
wiednio « i B. ZnajdZ cosinus kata
miedzy tymi przekatnymi.

5. Oblicz pole zaznaczonego przekroju

graniastostupa prawidlowego i ostro-
stupa prawidtowego.

) P~ b 1
10

20
20

292

6. Prostopadlo$cian przecieto plasz-
czyzng nachylong do podstawy pod
Katem o na dwa sposoby (zob. rysu-
nek). Wykaz, ze w obu przypadkach
przekrdj bedzie mial takie samo pole.
I Plaszczyzna przechodzi przez kra-
wedZ o dlugosci a.

1L Plaszczyzna przechodzi przez kra-
wedZ o dlugosci b.

Kat « jest tak dobrany, ze w obu
przypadkach plaszezyzna nie przecina
gornej podstawy.

7. Model ostrostupa ma pole po-
wierzchni calkowitej 5 razy mniejsze
niz rzeczywiste pole powierzchni ostro-
stupa. Ile razy mnicjsza ma objeto$é?

8. Na poniZszym rysunku przedstawio-
no ostrostup sciety o podstawach kwa-
dratowych i stozek sciety. Oblicz obje-
tosci tych bryl.

LA

9. Ze stozka scigtego wycigto walec
(zob. rysunek). Oblicz objetos¢ i pole
powierzchni pozostalej czesci bryly.

9
.3
"

15
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‘Tabela wartosci funkcji trygonometrycznych

o« sino o sin
0° 0 46° | 07103

1° 00175 47° | 07314

20 0,0349 48° | 07431

3 0,0523 49° | 07547

4 0,0698 50° | 07660

5° 0,0872 51° | 07771

6 0,1045 52° | 07880

7 53° | 07986

8 54° | 08090

9 55° | 08192

10° 56° | 08200

e 57° | 08387

12° 58 | 08480

13° 59° | 08572

14° 60° | 08660

15° 61° | 08746

16° 62° | 08829

17° 63° | 08910

18° 64° | 08988

19° 65° | 09063

20° 66° | 09135

21° 67° | 09205

22° 68° | 09272

23° 69° | 09336

24° 70° | 09397

25° 71° | 09455

26° 72° | 09511

27° 73° | 09563

28° 74° | 09613

29° 75° | 09659

30° 76° | 0,9703

31° 77° | 09744

32¢ 78° | 09781

33° 79° | 09816

34° 80° | 09848

35° 81° | 09877

36° 82° | 09903

37° 83° | 09925

38° 84° | 09945

39° 85° | 09962

40° 0,7660 86° | 09976 14,3007
41° 0,7547 87° | 09986 19,0811
42¢ 0,7431 88° | 09994 0.0349 28,6363
43° 07314 89° | 09998 00175 | 57,2900
44° 0,7193 90° 1 0 -
45° 0,7071







ODPOWIEDZI

str. 12-15: L) x#-3, b) x#0ix#3, o x4-
ixd— 3,'7XJ -10,x40ix#10. 32))(#01)(#
2, @ X#-251x425 5o, D xF-2ix42

ix43, dx4-3ix45 ©x4-1
3 b x40ix4 B EBF, 9 x40
Pepyes

22008 g) x4

T, b XA S ixd-L 3E doa) xd- 222 by xd-Lixd L L, 0 xe =25,
5 x40 ’,‘Sr. O x#-5 B, 0 xdo BEE 5 xdol

L b) X AT iXA0; 7, O xA-bixA0; D d) xg0; B2 g x g1

0 X407, x40ix 407 § L h) x4 -2ix40;

ix40;

8 x40ix4L

: ¥ s B £

Wt ) x4 2, x4-Lx40ix42 18 6.a) ﬁf““";, b) x4 0; 535 O x4-1;
Wl dxdlixds g
7.a) x40ix42; B3 b)wmx#l“‘ﬁ,

& O x40ixd

EX 434X rdx L

© X460 X4-2 by D xF-
Q) x#-Lx#0ix4 L0 -x2, d) x#0ix# 5

. B XF-3ix43

TR0

3 o
h) x40 x4 45 RS0 i)x-i-l,xi()lx-ﬂ; S ) xd -4, x4-1ix40;
K XH0,x#21ix43; X520 ) x g2 x#2ix43; B2 8a) x4-1,x4081x45;
K b) x4 3, X 4205, x4 1ixA4 iy, O x4-3,x40,x421x45 s, ) xd3

L DXL XALX431IX4G

ix4 2,5 BN o) x4 2 x4 -1 i x4 5,

Haset 9 g x4 b xf -, xA0ixd G PR O xd2ixAn B=P
@) sl e\x#Z'Mi 1) x#-3 BB 10, 8) x4 llx#o,;’f:,‘(,b)x# 3

iX#-2 7. c)x#mx#z,ﬂ‘ﬂ ) x#-2ix42 HE o x4-1ix+4

e e
Dx4-lixd2 20l 11 ) x4

& x42 255 O x4-1ix43

FoReZ, ) x4-3ixd § B0, g x4 2040

10x-9

Bk b xA0ixdd i, ) xd-dind 3G 1200 x40 AR b) A0
A g0 1 ) g0 BT gy g B gy e

b e o L-—; @ 55+ .0 ‘L 16.) a>0;
WA ) g0 B0 0 sy mzai_m,

dx=-2x=3 ox

2.2) x1 =5, %

W
g

x1=-Lx=2 ox=0, dx

2,

f) réwnanie sprzeczne. 3. a) x=-7,5, b) x= 3}, o x=-3, d) x=13, € x=-25,

4.2 x

, b) rownanie sprzeczne, ¢) rownanie sprzeczne, d) X =5, € X =
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T = M1 g

@x=-3 Wx=3 hx=

) xe R\ {1}. 5. a) Rownanie sprzeczne, b) x=1, ¢ x; =

3 10 iy
==} O9x=-% Dxi=-ffx=

2

xp=2/BT 6 a)x=-2, b)xi=-l,x2=1, ¢ xi=-L x2=3, d) réwnanie sprzeczne,
) x=3, f) rownanie sprzeczne. 7. a) x = 3,

x=0, gx=-3 dx=

2407
s,

e x

b) réwnanie sprzeczne,
o x ) réwnanie sprzeczne, ) X = -6,
2=—4, b) x1=3+VE x2=3-V2
VI3, A x=%, @ x=-11,

L0 x==7, d) x

@ x=15 @ x=-1, 0 x =242
102 x=-3, b xi=0x=% Ox=
3x=3 1Lax=%x=1, b7x.—-1‘xz )
) xi=-2,x2 =45 12.a) a=2, b) a=-%. 14.2) a=fluba=%, b)a=9
100 15,0 £i1252 b -2 1252, b) -5 b 13 16. ) Dlatrzech lat

oraz dla dwunastu lat. 17 Okolo 32°C.

S 23-25: L a) x € (~i-5) U (4i400), b) x € (-09;2,
U(-%540), @ x e (05515), @ xe (m:ﬁ
2.0 x € (-o5-1) U (051),  b) x € (-5;0)
d xe (-1;0)u(051).  3.a) xe(-o;
9 xe (-59:-5) U (Ei4w), A x € (~ws-14) U (0
fxe (-oi-F)u(d:d), @ xe (-mi-2) 4).
i) xe (-o05-3] . 4.3 xe (-o5-) lubx= (33+%), 0 x & (~;-04) lub
x=0, d) xe (-151), e xe (034%), D) x € (~0;-1). 5.a) x e R\{-7,1}, b) nieréwnosé
(-:0), b xe( 0)u(

o () 0 xe (

. Dxe (-w-4)u

sprzeczna, o x=0, d)xeR  6.a)xe
oxeR\o}, dxe (5 0 x € (-wi-1) u
Zoax e ()N -4, bxe ( gxe (-w2), dxe

U(3:3), @ xe (34)u(Siee), D xe (-oi-5)u(-4:0) U (054), B x e (-2:0),
b x e (-130) U (3;:4), D xe (-150)u(3-202;342V2). 8. @) x e (-wi-1) U (05
b x e (B51%05) U (05:2) U (251 hw). 9. a) x € (-6:-3) U (133) U
b x e (05+), o x e (-2v351) U (3;203) U (4i+w), d) xe (-3;-2) U (155) U (9340).
10. a) x € (-;-2) U (-025;4®),  b) x € (~w;-25) U (-3
dxe(-2i-F), o xe (-o-2)uBiem), Dxe(

w), O x € (s;w g
Ju-simi) v

11. a) Energooszczedna — po 31 miesiacach, tradycyjna — nigdy, b) po wiecej niz 7 miesia-

s
cach, ) energooszczedna — 2,75 71, tradycyjna — 3,30 z1.

SU.28-29: 1.a)R40, R 40, R4 0i 2R -R#0; Ry = 758, B)R#0, R 40,
Rz #0, R #0 i RiRy ~R(Ri +Rs) # 05 Re = grodipy, © R4 0, Ri+R2 40, Ri+Rs 40
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iR +R3-R40;Ro= fRBZRY Ry 2.2) d40,f40,d-F 40;

=5 ) miemy 40

Rk
Fvi-vo 40 my = O ) c 40, utcH0ivVAO W= R(cru)-c, d) V40, w40,
CH0iTic=Vi(p1=p2) 40; V2 = T, © M40, 1240,C 40,42 40inp-C40;

o ) R4 0, R #0,m 40, F40 1 Ry + Ry 40 mo =y (14 ). 4.2) a0
ib>0;a-bja4b,az0ib>0; Ja+vh, b) xeRiyeRix-y;x4yixd-y;2((+)7).
5.0 x-2/R+1, b) x+4VR-4 12k € (-;1-vE) U (4i4w). 13 p € (-woi-1).
14. me (-2-5:0) u (0;§).

s.33-37 L.0O-©.0-®.0-0.0-0.0-0.0-®. 2ay=-%
B) 09 = 3t =10, ) 00 = ey + 20.
V3, d) x=05,y=08. 5.a) (-7,-9),

4.2) x=1,y=2, b) x=-12,y=-1, ¢ x=
b) (12,8), (12
funkeja typu y = 14z, @40, 7.a) LUTIN, b) LI, o LIiM, d) LI, 8 Tak
9.0-0.0-®.O-®. @—®. 10.2) (0,7;); funkcja jest malejaca w przedziale
(-03-6) i w przedziale (~6;+); x € (-6;
(-;0) i w przedziale (0;+0); x € (~e0;0) U (35
w przedziale (~c0;-2) i w przedziale (~2;+%); x € (~2;-1), d) (0,0); funkcja jest malejaca
w przedziale (-031) i w przedziale (1;+); x € (-0030) U (13+0), ) (0,24) i (43,0);

3, x

,-15), (-7,8), (-7,-15). 6. a) Kazda funkja typu y = 3% +3, a 40, b) kazda

), b) (3,0); funkcja jest rosnaca w przedziale

©), ¢ (0,-3) i (-1,0); funkcja jest malejaca

funkcja jest rosnaca w przedziale (~0034) i w przedziale (4;+); x € (~c034) U (44 5+e),
1) (0,4) 1 (-3,0); funkcja est rosnaca w przedziale (-e933) i w przedziale (3;400); x € (-3;3).
1Lax=0daa=-4 b x=08daa=0, Jx=7daa=2 dx=-3daa=-}
O x=-/daa=18 fx=vZdaa= 12 3) (2342), b) (152), 0 (05+w),
@ (-e2), o (-1:2), 0 (-=:3). 136 B3I ol4 14 f60) =
15. a) f(x) = - =3, b) [3,10]. 16. a) (-2,-2)i(2,2), b) (-0,5,0,5)1(0,5,-0,5), ¢) (-1,5,-1,5)
i(1,5,1,5), d) (+v2,V2)i(V2,-V2). 17. Gdy a>0: (-/a,~/a) i (va, /a), gdy a < 0: (-y/=a, /=)
i (vFa-va).  18.G,3) (-3,-3) @) (0,5), (-6,-1), b) (13,-4), (7,-10). 19, @) (-5,-1),
(=3,1), b) (5,-6), 3,-8), ©) B+v2,1-v2), 3-V2,1+V2), d) (V3-1,-8-3), (-/3-1,//3-8).
20.P=12. 2L.a) y=x+2iy=-x+2, b) y=x+diy=-x+8 O y=-x-14iy=x-4,
4y

x+7iy=x-3.

S 43-47: Loa) 00 =33, b) f(x) = Lo f0 =25 +1, & f
O f() =525 +2, 1) fx)= 3, 8) f00- X,,Jﬂ), h) F00= 2+ 5 -2
2.2) R\ {45}, R\{-3], b) R\{ 24}, R\ {1}, o R\{3], R\H. 3@ x=0y-1,
b)x=0y=6 ox=-l,y=1, dx=-2y=5 ¢x=4y=2 fHx=4%y
4.9 04, b0-3, 963, 4055 o (33), Do4-06. 6 O— ®
@-®, O-0, @-©. 7. (0,-15), (6,0); funkcja jest malejaca w przedziale
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(~e052), a takze jest malejaca w przedziale (2;+e), b) (0,-2), (,0); funkeja jest rosnaca

przedziale (~w;2), a takze jest rosnaca w przedziale (2;+x0), ) (0,-2), (~3,0); funkcja

jest malejaca w przedziale (~0;3,5), a takze jest malejaca w przedziale (3,5+%). 8. a) 2

9. a) Jedno miejsce zerowe lub brak miejsc zerowych, b) jedno miejsce zerowe,
Jeslia#bia+#0,abrak miejsc zerowych, jesli b #01ia=0. 10. a) Funkeja jest malejaca,

b) funkeja jest malejaca w przedziale (-o;2) i rosnaca w przedziale (2;4), ¢ funkcja

Jest rosnaca w przedziale (~

5), a takze jest rosnaca w przedziale (2;+e), funkcja jest
maleiaca w przedziale (o J;z). 129 ('—"2 L8), (L55,155), ) (L3E,2+45),
s 5

7E,2-5), o (G2 § ZAN) @ 0,0, ). 1309 (
by (354%), 0 (~ei-2) U ( 2) 4+m, 4 (1-vZ;0) U (2:1+2). 14 @) a=

b=-5 bg=8p=2  17.£ 008 i @0, g (0.3), - 05, a (0.%) hia
18. @) 00 = =3 b) a0 = 525, by = B iy £ 19.fra=0

ib<0,g:a<0,b=0ha>0,b>0.

S 48: L.a) x#2x+2, b) X0 x(x-2). 2.2) x#-2,x#01x 43 S b) x40,x4%

2eabod 3a) x=5, b) x=0,

14 - 15x 416
T 1T

L © x=2, d) rownanie

sprzeczne. o x e (-2:4) U (334%),

dxe (- 7.a e (-o;-2) U (0:3) U (2i4).
11. Dla
xe ( - o

Str. 55-59:  2.a) 7, b) 82, ¢ n-1, d) 2n-2. 3.a) 1,2,3;10, b) 1,0,0;1, ¢ 5,
4.2 0,5 b) 1,9, 9 6,2, d 1,3. 5. -6,-13}, -625, b) 0,18,0;0, 0 2,1, §;
6.2) 2V2, 8, 1,3, b) 35, =355, 1. 7. a) Wyrazy a, gdzie k jest dowolng liczba naturalng

20;

dodatnia nieparzysta; wszystkie; wyrazy cx, gdzie k jest dowolna liczba naturalng dodatnia

parzysta, b) wyrazy dx, gdzie k jest dowolng liczba naturalng dodatnia podzielna przez

wyrazy ex, gdzie k jest dowolna liczba naturalng dodatnia nieparzysta; wyrazy fx, gdzie k jest
dowolng liczba naturalna dodatnig podzielna przez 6. 8. an,1 =n® +4n, an-aj =n*+2n-3,

byt =5""1 44, by~ by =24 5", conan =

T 9. a1 =41, a2 =43,

a3 =47, as =53, as =61.  10.a) 196, b) nie. 11. a) Dv.udz:esnm b) nie, ) wyrazy

wicksze od ays; wyrazy od @ do asz.  12. @) Np. ap =n+5", b) np. an =

n, Q) mp.an =4,

d) np. ap =n®, € np. an = ) np. ay =n-5. 13.a) Np.ay = n?, ay = (n+ 1%, ap = (n+ 47,

T

b) np. an = (2n -2, ay = (n-47, an = (n-11)%.
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16. a) a; =90, az =33, a3 = 14, a3 = 7%, b) a1 =5, a2 = -5, a3 = -2, a3 =46, ¢ a1 =1, @

, ) ay

az=0,a3=-3, ) 4 =-2, @=2,a3=-4,a3=-8, a1 =-2, @2=5,a3=1,a4=

ay=3,a3=3,as= 17. a) Np. wzér rekurencyjny: @y = 5, @n.1 = an +5, wzor ogélny:

an=5n, b) np. wzr rekurencyjny: ay =2, .1 = ~an, W2Gr ogolny: a = 2-(-1)""!, ©) np. wzor
rekurencyjny: @i = 113, .1 = + 10, wz6r 0g6Iny: @, = 103 +10n, d) np. wzér rekurencyjny:

0" (3)", 0 np. wzér rekurencyjny: ar = 3a,

ay }an, wzor ogolny: ay

n ~ 1, WzOr 0golny: ay = 3a-n+1, f) np. wzor rekurencyjny: ai = a, ans1 = an+a+1,

any

(=1,

wzor ogolny: ap = na+n-1. 18.a) Np.ay =1, an+1 = 3%, b) np. a1 = 1, ans1 =

20.0) a1 =1,az=1,a3=2as=3,as 2 ) az=2,

a;=3. 22.a) a,=3""

. a =8, a7 = 13, ag = 21, a9 = 34, ay

b) by =2%7". 25, a) Malejacy, b) ani rosnacy, ani malejacy,

© rosnacy, d) rosnacy. 27. a) Tak, ciag jest malejacy, b) tak, ciag jest rosnacy, ) tak, ciag
Jjest rosnacy, d) nie mozna okresli¢ monotonicznosci.  28. (by),(ra),(t).  29. a) Malejacy,

b) malejacy, <) ani rosnacy, ani malejacy, d) rosnacy.

SU. 62-64: 1.a)r=5 12,17, b)r=- =04 114, 118, d) r=-55;

109, 103,5, @ r=vZ 1+4V2, 145V2, 0 r=-2V23-4V2,3-6V2. 2. a)ax=4,
ay=—4, d) az=34a3=27,

ay=1,as5=-2, b ay=5a3=7,as=9, ¢ a=-4,a3 =

a;=20. B.a)r=7,a=10,a=17, b r=-2,a=1,a=-1, o r=-14,a =m+35

a=m+21, d)r= 4.2)Dlat=61lubt=-6 b)dlat=15 o dla

1
oo

=4 6.a)Np.3,57 b)511,17,23,29. 7.a) a=

L a3 =6, a3 =105,

g 2 O ay =13, a3 =2, as =33, a5 = 44k, a =
8.5zsc. 12 (an), (by), () 13.9) ay
bn=-3/3n+3+7V3 b1 =3+43, b1
b) an=2n-9,by =

3

n+4d ar

n=3V3; en = 1,4n - 28,8; €1 = =274, Cne1 = Cn + 14,

43, on=-02n-128, O X1 =4, Xne1 =Xn+ 55 Y1 = =2, Yus1 = ¥n +0,5;

-204.

2 =100, zyer = zg-4.  14.2) @ =47, b) az =21v2, ) ai3 =37, d) @0

15.0) 7 =
17.2) 399, b) 598, 18.a1=%,r=% 19 a Tak, tzynastym, b) nie, o tak, trzysta
ie, b) dziewietdziesiat.  21. Np. 21, 41, 61, 81,

07, @iz = —47, b) a1 =5, a15=64, ) r=2a =-98 d r=15a =-14.

siedemdziesiatym trzecim. 20, a) Trzyn:
101 23.a) a1 =2r=-3, b) f(x)=3x-8.

115,9.

str. 67-69; a) S21 =252, b) S35 =-2870, ) Si00 = 1925, d) S1g
n

r=4. 3.50-2550. 4.2 @ =-36r=-48 b a=-%
5.a) S =945, b) S30 = 1875, o Sio=45. 6. a) 970 zapalek; 20 figur, b) 800 zapalek;

. L oa
22 figury. 7. a) 200 micjsc, b) 2520 micjsc. 8. 55 dachéwek; 1480 dachéwek. 9. Druga;
$1= 104500 71, S = 107500 7L 10. a) Osiem; 23 karty, b) 497 talii. ~ 11. a) 21945,
b) 494550, ©) 3498. 12 ) 166833, b) 100000, ©) 2000. 13. @) 15500, b) 56,25,
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© -1920, d) 4433 14. ) 2128}, b) 221, ©) -1430. 15.a) 11, b) 13, ) 10, d) 10.
16. @) x=-07, b) x=0,5, ¢ x=-19, d) A lubx=57. 18.a,

6n+23

St 73-76: 1.a) Tak, b)nie, O tak. 2.a)g=4, b g=-2, 9 g=01, dg=3

3.4 10000, b) 5975, o 3, d) 1, ¢ 0000002, f) (1+V5)". 4.a)ar =% ai=
244, ) a1 =-612, a.

- EEY.{ ETSY.{ 310 310

6.a) x=-75 b)x=9lubx=-11, ¢ x=235 b x= 225 7, 4 O p -HI0,

75,

b) x =20, y =16, c) 24, 36, 54 lub 24, 36, -54, d) q 8. (bn), (cn) i (dn). 9. (by),
(@), @), en). 10.a) Nie, b) mie.  12.a) a7 =0, b) biog = 3. 13. a) Rosnacy,
b) malejacy, ¢ malejacy, d) ani rosnacy, ani malejacy, ani staly, ¢ rosnacy, f) maleja
14.2) 6, b) 2. 15.) an=}-3""1 a1 =}, aner = 3an b =5+ (v2) s by = 5V2 busy
=2 (-3)" i er =2 Gt = ~dem B an =135 by =04 (4)" e = 3 -0,
©) X1 =19, Xne1 = =0.7Xui Y1 ==L, ¥ne1 = 3,5 21 = =3, Zne1 = 320, 16. @) 4= VZ, @10 = 16V2Z
lub g =-V2, a0 =-16vZ, b) 4=5,a10= 1,4 lub g =5 a0 =-14, 0 as=3, d) ag=-27 lub
ai0=27. 17.4) Nie, b) tak. 18, ) ay=0,1-2", b) okolo 1074 km. 19. a) my = mo-(})",
b) okolo 12,8 mg.  20. Tak. 21. ay 22. a iluba,=6. 23.a
18luba =48 b=15c=-18. 24.a=2b=4,c=6,d=9luba=83,b=6} c=33,
d=2}

2,b=15,

SU.78-79: 1.a) S5 =33, b)S; =43, o S = -4004. 2. ) S0 = 7324218,
b) S =20, o 57 =418, &) Su=-fi. 3. ) 2046 przodkéw, b) 251 -2 przod-
kéw.  4.a) an=2""', b)okolo 64 10" t. 5. a) Okolo 34cm, b) okolo 9,76 m.

6. Wysokosé: okolo 78,1m, pole powierzchni calkowitej: okolo 8167.6 m?, objetosé: okolo
38280,8 m*, 7.2) 97147, b) 88427, ) 1683%, d) Sgﬁ 8. a) 1111111101,

b) 370370367,

str. 84-87: 1. a) 1240 z, b) 11600 z}, ¢) 25800 zL. 2. a) cn
-100n, © ¢p = 1000 - 1,02", d) ¢z = 1000 - 0,98". 3. a) 4637,10 z1, b) 1954,67 z1,
© 410080871, d) 6760907  4.a) 6 lat, b) 5500zl O 45% 5. a) 1083143 21,
b) 111020328, ¢ 11098452 6. @i (). 7. a) Po 2 latach, b) 740021, ) 4%
d) 4% 8.a) 051% b) conajmniej 12 lat. 9. Lokata potroczna. 10, a) 11012,23 21,
b) 40972 z1. 11. 2025 z1; 0 38,02 zI. 12. a) 115,86 z1, b) 116,30 z1. 13. 7141,23 2L
14. 0136142,21 2. 15. 0 18,46%. 16. Po 7 latach.

000+100m, b) ¢

S, 94-95: 1.2) 0, b) 0, O 1, d) +», ¢ 4, £) 0, g) +o, h) 400, D L. 2. D —an,
Jim an = +o9; @ — d, Jim dy = +09 @ — ¢, Jim e = -5 @ — by, Jimby = 0. 3. 2) Tak,
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b) nie, ma granicg niewlasciw -0, ©) tak, limay = 0, d) tak, lima = 0,

5.2 0, b) 1. 6. a) Rozbiezny,

€) nie, ma granice niewlasciwg +oo, f) tak, ,,hf',‘sn" =—V2.
b) zbiezny, c) rozbiezny. 7. a) Zbiezny, ’1'11|‘|va,, =0, b) zbiezny, ,lvl’rr’l. an =0, ©) rozbiezny
d) zbiezny, "l%a,. =1, e) zbiezny, nlma"
©) nie, d) nie. 10.a) a1 =7, b) as

f) zbiezny, lim an = 1. 9. a) Nie, b) tak,

3. 1L Zbiezne: (en), (o), Jim e = 0, Jim fi =

rozbiezne i nie maja granicy niewlasciwej: (an), (dn).

str. 101-103: L.a) 3, b) 5, ¢) 15, d) =5, & =3, 1) ~1000. 2. lim ay =3, lim by =57,

Jim ey = -4, limdy = 2. 30 lim 32 -1, lim @ - 24, lim (Jan(bn - 1)
Jim (@0 =ba+ 1) =2, b) Jim 32 =0, Jim %525 < 28, lim ($an (ba~1) =0, Jim (@n~by 1) =

0 Jim 32 = 3, lim. Jim (San (b =1) = 124, Jim (@n=bp+1)=0. 4.2 4,

b) 07, 010, d4, &9 )12 5.2 5 b3} 01 6.a)+m b) -0 00, d) +m,

¢ 40, 0) —2, g) 4o, h) -, D) 4. 7.a) 40, b) -, O 4, d) 0, € -, ) 0.
8.a) +®, b) ~, ¢ ~®, d) +, € -, f) ~o. 9.a) }, b) -5 )3 A1, €0 Ho,
g+, h) 0, ) -2, j) 3, K) #00, ) =27. 10.2) 6, b) 3, O 1, d) +o0, @ &, D 0. 1L a) &,
D2 00 -3 o-f 0VZ 122 -14, b +x, 90, d 0. 13.a) limay=0,

= =0, b) Jim ay =+, lim by = -0, Jim (an +by) = 1,

1,

im (an +bu) = 0, Jim

2 =4, d) limay=
1. 14.2) +», b) 0, ) 0, d) +, € 0, f) 0. 15.a) 0, b) 0,

» im b

Jim (a + by)

90, d0. 16.a) 3 b +o, L 10, L 0 g3 ) 179 limay=2

b) lim ay =0, ) limay =+, d) limay=0. 18.a) p=—4, b) p=2, ) najwicksza -a, gy
a <0, najmniejsza 0, gdy a > 0.

S, 107-111: La)s=3, b)S=3, o S=v2+1, d) $=8%, ¢ $=-250, ) §=-2{3.
2 ac(-151), b ac (—V3iv3). 0 ae (-mi-1)u(Linm), d) ae (-0i-3) U (3irm),
¢ ae(-9;11), Hae(1;5). 3. S0-5= b) S10-$=-107. 4.a) ¥ b) -2,
o2, 4 -3 o -BY nJE 5.a)16 b85S o 8/2+16. 6.a) 32, b) 95,

©16V2. 7.5=1. 8. .s=8-2m 9. H2. . L lub x

str. 112: 1. Ciag jest rosnacy. 2. a) ay = b) ap=5"  3.a) @ =7, an1 = 7an,

b) @1 =19, @1 =an+2, ©) @1 =1, ane1 =ap+2n+1, d) @ =log5, a1 = an+logs. 4. p=4.

6.17750. 7.ay=3n+7. 9.Dlan=5 10.a =%, a7 =52, a0 = 20 lub a; L2

52, a10=20. 11. 1024 razy. 12 Nie. 13.Po 5 latach. 14.a) 0, b) 8, ¢ +o,

a;

)2, €0, f)-m 15 ) -®, b) -3, 0 +, d) 0. 16.x

6.

ODPOWIEDZI 301



str. 116-119: 1.2) 6, b) 6, o) 8. 2.a) 20, b) 35, ©) 42. 3. a) 67,5, b) 54, 0 35.

4dai-Fre-b nih-d -4 Sal b2, 6.7,2m.

8.|PS|=63,15Ql=1. 9.a) Im, b) nie zmienisic. 1L.a) allc, b) allc.

s, 122-127: L.a) k=3, b) k=2, o k=v2. 2.2 15V2, b) 180, o) 20°, 50°, 110°,
d) bok lezacy naprzeciwko kata o ma dlugos¢ 22, bok lezacy naprzeciwko kata § ma dhugosé
62 3aa bd 4adf Ll bpxii 528l b4z 6.aa=75
«=130% B=70° b) a=8f, a=100°=120>° 8 D, @, @. 9.2 {5, b & 10.2%
11 b) 262 mm.  12. b) CEJL, DGHK oraz CGHL.  13.3%. 15 V2 16, 571
18. k=34, 20.a) 14 0raz 392, b) 40 oraz 16, ©) 16+85

16485
oraz 16585,

str. 130-134: 1. a) Tak, b) nie, c) tak. 2. a) Tak, b) nie, ¢ tak. 3. a) Cecha
bbb, B, b) cecha bbb, B. 4. a) Cecha kk; |EF|; |EF|, |DF|, b) cecha kk; |PS|; [KM|, |KL|.
5.a) x=2% b) y=144. 6.2) TyiTy, b) T iTs. 8. ABE DBF, FCE. 1L 5, & 11

B.ad Wi of 14ai b2 o2 17 571 18 b) Dwa czworokaty sa

podobne, jezeli diugosci wszystkich bokéw jednego czworokata sa proporcjonalne do diugosci
odpowiednich bokéw drugiego czworokata i kat migdzy dwoma bokami jednego czworokata ma

taka sama miare jak kat miedzy odpowiadajacymi bokami drugiego czworokata.

Str.135-138: L.a) 23, b) 44, O 3125 2.Gom. 3. 140 krokéw. 4. @) 2= 48,
X=24,y=32 ba=v3Z Im=V73 5209 b3l o225 6 Qb
7.Okolo L4 minkm. 820, 9.2)45m, b)§m. 10.56m. 1L63m 12.a) |

175, b) 3,6, =26, 16.9:7. 17. 18. |PB| = 3}, |PC| = 23,

st 141-143: L) ok, b) Z5 2. 16emx20m. 3.) 3, b) £, 0 2. 4.a) 206,
b) 3,6, ©) 123. 5.2) P, {P, b) VZ+1. 6.a) 4, b) 12, ¢ 5}. 7. ) Page =9, Pprc =4,

Pagn =6, Phce =6, b) jot pe-b 820675 9.4 10.s

St 144: Loa) e+f,h+i, b) d h+i, O h+iyg, &) g-he+f. 2. k=1lbk=
3.45. 4.sing,cosa 5. §. 6254 7. 14drazy. 8.84%. 9. 10(/Z+2), 10(VZ +1).
10, &5 razy. 11 4,

ol

str. 147-148: 1.
2.@a=5 bb-
f=23. 4.2 30, b) 102, 0 10V2. 5. a) Okolo 42° b) okolo 18° 6. a) sine, tgex,

cose, b) oy, B 7.a) CE b) \::‘4' o 2rsin}.

=%, bsing=
3.0 a=35b=49, b cx4,d=27 o e=x46
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str. 151-152: 1. a) 9,2,3, b) np. -108°, 144, 72° 2. a) Niebies}

295°, zielony: 205°,

b) czerwony: ~40°, zielony: ~220°, ) fioletowy: 70°, niebieski: -290% 3. a) ~503°, b) 683°,

©-937% S.a Nl b, O, I, &N, N1 9L hIV. 6.2 a—LE—1I b«
W=, ) a—1LB—1, da—ILE—1 ¢a«—IL Il f)o«—ILp—I
8.a) 10°+2-360°, b) ~20°+2-360°, ¢) 20°+5-360°, d) ~40°+(-1)-360°, €) 40°+(-1)- 3607,
1) -80°+(-2) - 360°

b) sinf =

—2.1, 4. 5. a) Najwicksza wartosé: 7, najmniejsza wartosé: 3, b) najwieksza wartosé: 4,5,

najmniejsza wartosc: 3,5, <) najwigksza wartosé: 0, najmniejsza wartosé: ~1, d) najwieksza

wartosé: 2,4, najmniejsza wartosé: -0,6. 6. a) 88° 174°, ~292°, 1200%, b) -98°, ~165° ¢) 13°,
-284% -700% 7. M lub I, b) M lub IV, ©1lub 1L, ) Ilub IV, M, L

8. a) Ujemna, b) réwna 0, ¢) ujemna, d) dodatmia. 9.a) 1,0,0,0,1,0, b -1, 1,0,

90,01 1L a) «e {0°,90,2705360°0, b « € {45°225, o e {135°315.
14. sine B dla punktu Py -2 | 2 -8, da
punktu P; 150 2 L d) -3,

2

e -3 16.a)

str. 160-161:

)
419, cosa= 40,

cosax

) 4sinacose, d) 1. 8.a) -1, b) -3, ) 4, d) }. 9. a) Najwigksza wartosc: 1, najmniejsza

wartosé: 0, b) najwigksza wartosé: 2, najmniejsza wartosé: ~1, ) najwieksza wartosé: 3,

najmniejsza wartosé: 2, d) najwieksza wartosé: 3, najmniejsza wartosé: 0,5, 10. a) 1-2a,
~VT+2a, b) B4 VaTh

st 165-166: 1. a) sin100° b) sin635% o) sin(-4609, d) sin351°% @ sin(-277°),

) sin(-2059. 2. a) Najwigksza wartosé: 1, najmniejsza wartosé: -1 « € {-360%,-180°,0%},

b) najwigksza wartosé: 1, najmniejsza wartosé: 0; & € [360%,540%), <) majwieksza wartos

najmnijsza wartosé: ~1; = -360% 3. sin(-507, sin 1945 sin(-7219. 4. a) & € {-270°,
905450, b) « € {-450%-90%270%, ¢ & € {~360°-180%0°180%360%. 5. a) Dwa,

b) cztery, ) pie¢, d) trzy.  6.a) & = 10°+k - 360° lub & = 170°+ k - 360°, k € Z,
b) a=75°+k-360° lub = 105°+k - 360% k € Z, ¢) a=-20°+k - 360° lub

~160°+k - 360°,

ke€Z, d) a=-110°+k-360°lub @ =-70°+k-360° k € Z. 7. a) x=25° =385 a=155°
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°lub & =515°, ©) & =-695°, & =565, & = -335°

205°. 8. D, @, ®.

lub o= 515% b) & =25% =385 a=1
lub & =-205°, d) &=25° &= 385, &=155° =515 lub &

Str. 170-171: 1. a) cos62°, b) cos(-339%), ¢) cos192° d) cos(-176%. 2. a) Najwicksza

wartosé: 1, najmniejsza wartosé: ~1; o € {-270°,-90%),  b) najwicksza wartosé: brak, naj-

mniejsza wartosé: brak; « = 270% <) majwigksza wartosc: 0, najmniejsza wartosé: -1;
1; € {90°,270%,450%).
3.) sin50°>cos50°, b) sin294° < cos294°, ©) sin (~127) < cos (-1279, d) sin170° < cos (-29,

« e {4505,630%),  d) majwieksza wartosé: 1, najmniejsza wartos

e) sin(-297°) > cos(-157°), f) sin(-354% < cos354° 4. a) @ = -135° lub & = 45°
b) & e (~180%-1359) U (45%180°), o e (~180%-90°), d) o € (-90%0°) U (90%180°).
5. a) Sinusoidy: (D, @, @); cosinusoidy: @, @), G, ©,

= =315 x = ~135° x = 45°, x = 225°

7.a) y = sina,

b) y=cosa, o) y=cosa, d) y=cose, ¢ y=sina. 9
10. a) o= 15%+k-360° lub &= ~15°+k - 360%, k € Z, b) a=-39°+K-360° lub ax = 39°+k - 360°,
KeZ o a=132°+k-360° lub o = 228°+k - 360% k € Z, d) & = -254°+K - 360° lub
«=-106°4k-360° k€ Z. 11 ) € {-685%-395%,-325%-357, b) € {-35%,35%,325°,395°),
o ae {325%395%.

st 174: 1. a) o € {-18070%180%, b) o € {-270%-90%90%270%450%), © e (0°+
+k - 180%90°+k - 180°), k € Z. 2. a) cos85", sin85°, 1g85%,  b) 1g92°, c0s92°, sin92°,
©) 1g(-80%, cos(-85)°, sin80°, d) sin(~10), cos50°, 1g(-959. 3. a) =78°+k - 180% k € Z,
b) a=-3+k-180° k €Z, o a=-87°+k-180° k € Z, d) a=41°+k-180° k € Z.
4. a) we {-288°-108%, b) ae {2529,432%,612%), ©) =-108° d) ae {252%,432°.

st 179-181: Loa) 3, 4, b) -4,
10 -096, ¢ okolo ~0,84, okolo ~0,31, 1) okolo 0,67, okolo 0,69. 2. ) & & {-280°,
-260%80°100%,  b) &« € [-140%-40%220320%, o « € {-130%-50%230°310%.
3. @) a e {-3159-2259455135,  b) « € {-300%-240%60%120%, ) « € {-150%
-30%,210%330%), d) «e {-1355-45%,225%315%. 4. @) = 15% = 165% b) o« = 2787,
5.a) -},

©) okolo -0,98, okolo -0,17, d) -0,85, oko-

d ax-32% ax

iz

ox 262 % 827 % 98° ) ax -174% ax
-2, b -4, -£, o okolo 098, okolo 048, d) okolo 0,17, *Z, e okolo ~0,98,
okolo 092, ) okolo ~056, okolo -0,01. 6. a) a € {-230%-130%130% 230,
bacf
-60°%60%3009, b & € {-31
@) e [-225°-1359135%,225%. 8. 2) =~ -36% @ 36 b) o= 637 o= 2077, ©) o -288°,

80°,-80°, 807,280 {-200%-160%160%2009. 7. @) & € {-300°,

4594593157, o « € {-2105-150%150%210%,

72 am 72 d) s -94% & x 94° = 266% 9. a) 4, -1, b) %, 1, o) okolo -0,31,
okolo -7,12, d) okolo 047, okolo 0,31, e) okolo 0,25, okolo 1,04, f) okolo -2,75,
okolo -0,73.  10.a) & € {-315%-135%455225%,  b) & € {-300%-120°60°, 2407,
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O ae [-225°-45%135°315, ) we {-210%-30%150°3307. 1L @) ax33° a~ 213,
258°, &= ~78% &~ 102°. 12 a) Okolo 0,77, okolo 0,97, okolo 1,43, b) okolo -0,98,
~4, 8 0 okolo -0,77, okolo ~0,64, d) okolo ~0,34, okolo ~0,17, okolo ~5,67.
1B.a)a,b)-a d-a d-aed-a 171,10 91 d 1 18a /2 b 33

str. 184-185: L.a) 3, b) 2fm o L

b) 120°, 1357, 150°, 1080°, 22,5°, 210% 4. 2, %%, %%, 1,0,0. 5.a) 5m, b) §m.
L 3 G b) 36° 405 1575 20537 1627, 288° 7. @) 7,

3. a) 4m, {5, {5,

6.9 Hm, 1y

b) §5. feom {5 sinl, b) cos03% o tg314° 9. a)2mfd, p) mrad
o 1440m 2. 10,

str. 190-193: 1. a) x =

sinm, sin3,14, sin3, e dla

mlub x = §, b) dziewieé, o sin§, sin@m+1) d) sin3,5,
b) x =
© dia

9. 2a)x=-jmx=-F, x=F lbx=

™,

X=m, x=3m x =57 lub x = 7m, <) cos3, cosd, cos2, cos5, d) cos

caterdziestu jeden. 3. a) Funkcja y = sinx jest rosnaca w przedzialach (-5
a malejaca w przedzialach (% + 2km; 31+ 2knr), k € Z. Funkcja y = cosx jest rosnaca w prze-

dzialach (- + 2km; 2kir), a malejaca w przedziatach (2kr;w + 2km), k € Z, b) sinx> 0, gdy

X & (2kmime2ki), cosx > 0, gdy x € (~F+2km; F+2km), k€ Z, o) x € (m+2km; dmw+2km),

keZ. 4. a) Trzy, b) szesé, d) 1g2,1g(-1),1g3, 1g4,1g1. 5. a) y=sinx: B, D, E, y = cosx:
ACy=tgx F G H. 6.3 (mo), b ©1, o (-5-1),00 (1), d mo),©0)
o (-%,0), (%,0). 0 O, (%,0),(m,-1). 7.) y e (~4;-2), b) y € (4:5), O y € (~0:0),
d ye(-5i-4), o ye (2i4m), Dye(1:9). 8@ Rye(-3:1), b RN[Fekn},
keZye(-1;1), oR\{¥} keZ ye(-1;0)u(0;1), d R\{F+kn} keZ
y e (-o;-2) U (2i4m).  10. ) x=F+2km lub x = w+2km, k € Z, b) x=F +2km lub
Te2kmlubx=2km k€ Z, d) x= 4 keZ 1Lb)x

x=me2km k€ Z, o) x
KeZ, o x=-T+kmlubx=TF+km keZ, ¢ x=km, f) x=
a), d), g), i) brak miejsc zerowych. 12,2 @, b @, 0 @, & ©, o ©, H O, g @,
b @, ) ® 13.0,0,0 14 & a=-8 b) ac(-e;-1)U(0;+x), ) a=mw+2km, keZ

2ok,

Zrekm, b) x= F42km ke Z;

16. a) Jeden, b) jeden, o) jeden. 17. a) Ma tyle samo punktow wspolnych, b) trzy, piec
18.a) x= T +km, k € Z, b) rownanie sprzeczne, o) x = 3m+km k€ Z, d) x=~% +2km lub

X=2km, k€ Z, ¢ x=kmrlubx=TF +2km, k€ Z, ) x= T +2km lub -5 + 2km, k€ Z.

S 196-197: L) x=Z+km ke Z, b) x=km ke Z, o) x=4km ke Z, d) x=15+52,
kezZ 2aye(-}i)t-2m bye(-3:38)c=2m oye(-1:1),
@ ye(-1;1) i5)t=F, Dye(-bil)e=dm g ye (-44) ¢
b ye (- 2), b ye(-3:id) o ye(3:3), dye(-3:3).

im,

t=6m ¢ ye
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40-0,0-0.0-® 0-0.0-0,.©®-O. 5 ay--ssnix
y=5sindx, b) y=-3sindx, y = sindx, o y=-7sinFx, y=7sin3x. 6.a) (3m+3km,0),
k €Z, b) (2km,0), ke€Z o km0),keZ 7. a) Okres: 4 sekundy, amplituda: 15
y=#sin¥, b) okres: 5 sekund, amplituda: 3. 8. a) f ~ @, g~ @, b) F()=Zsin (x+ F),

900 =VZsin (x-F).

str. 207-208: 1. Lo, x = -fm, x = & lub x = &,

o x Imub x = Im, d)x
T2k lub x = w2k k€ Z, b) x
TikmkeZ dx=-TikmkeZ

=+ 2km, x = § 2k, x = fr4 2k lub x =

2.4 x

+km lub x = T akm, k € Z,

imezkm k€ Z, o x=-gm+2km,

b) x = %4k lub x = 2km, k € Z,
O x=km keZ d) x=-3m+2kmlubx=jm+2km keZ 5.2 x=im+2km keZ,
FekmkeZ, dx=FekmkeZ

2kmkeZ ox -4+

Ime2kmlub x = Fm+2km ke Z, o) x=

6.a) x=fEmekm keZ, b)x=-F+3kmlubx=

Wbx=Fm-L+dkmkeZ dx=%+5+kmkeZ 7.a) x=-F+km x=F+km,

=34k lub X = ~3m+km, kK€ Z, b) x =1 +2km, x=-F +2km, k€ Z, ) x=-m +4km,
X ==F +dkm, x = -fw ki lub x = w+dkm, k € Z, d) x=-F + bk lub x = {km, k € Z.
8.a) x=dm+2km lub x = - +2km, k € Z, b) x = 2km,
keZ Ox=2%kmkeZ dx=-Fikmlbx=E+kmkeZ 9. a)x=TF+km
KeZ b x=E+kmkeZ o x=E+kmkeZ d x=T+kmkeZ 10.a) x=km,

S+ 2k lub x =

Lo+ 2km,

keZ b x=-ims2kmlubx=dms2km keZ, o x=F+2km x = w2k

lub x = 3m+2km, k € Z, d) x=3me2km lub x = me2km k€ Z, ¢ x=tkm lub
x=Zslkm, 0 x=-imedkmlubx=insdkm keZ 1L a) (F+km-F) keZ,
b) (km,0), keZ. 12.a) x € (-Fm+2km; F+2km), ke Z, b) x € (-F +2km; o+ 2k,
keZ oxe(fekmifmadkn), keZ, dxe (-dmeokmidmwizkm), ke Z
o xe (-FakmiFakn) keZ §)xe (-FekmFkm), keZ
+2km ;-5 +2kmw), k€ Z, b) x & (- m2km),kEZ, O x€ (—§n+;kn.§kw),
kez 14. @) Nieréwnos¢ sprzeczna,  b) x € (~3m+2kmijmazkm), k € Z,
o xe (-Fokm;Fakm) keZ. 15.a) xe (-Fm+2km;-F +2km) U (F +2km;
keZ, b) xe (-fms2km;-F+2km) u (Fo2km;dmazkm) ke Z, o xe (-§+km;-Fekm)u
U(F+kmiF k) keZ.

ok

I+ 2km),

S.212-213: La) S5, by £32 o @) B g R

2,

2.2 %, b0, 0-1, d) V3 5 .a)x=kmkeZ b)x=F+km,

8 2-3 h) 2+
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keZ, o) x=kmlubx=3T+2km keZ, d) x=4 +kmlubx=T+km k€Z, ¢ x=5F+km,
~Tadkm ke Z, b) x=F+km

keZ, f) x=3m+km keZ 6.a) x=7+3km lub x
keZ 7. -028, b)-096 o 3% 10.a) x=jm+km keZ, b)x={5+km lub
x=-T+km, k€ Z, o x=3m+2km, x=F+2km lub x= fmw+2km, ke Z, d) x=-F +km,
x=Zs2kmlubx=3m+2km keZ, o x=kmkeZ f)x=%+kmkeZ g x=km
keZ, h) x=km keZ, i) x=-F +2km, x=F +2km, x = I+ 2k lub x = frr + 2k, k€ Z,

) rownanie sprzeczne, k) x =1+ 2k, x = § + 2k lub x = -F + 2k, k € Z, 1) x

b) £, o -4, 2.a) Ujemna, b) dodatnia, ¢) ujemna, d) dodatnia.
b sinf =3, cosf=3. 5.®. 6. 5% Iim R,
b) 30°% 108°, 60% 1080°. 7. a) -60°, 60°, 300°, b) okoto -526,5°, okolo ~373,5°, okolo ~166,5°,
F;-£. 11 @) Rownanie

okolo -13,5% ¢ okolo ~104°, okolo 76°, okolo 256° 9.

sprzeczne, b) x = 5+ %+ ki lub x = A1+ 2Kk lub x = Jm o+ 2k,
keZ d) x=F+knlubx=-ZskmkeZ 122 x=4 keZ b) x=-T+kmkeZ

keZ o x=kmkeZ, d x=kmlubx=3m+

STy +km keZ, o x

13. a) 2k lub 342k, k € Z, b) x

+2km keZ 14.a) xe (F+2kmif

dxe(-F+4iE+ ) keZ dxe(
3

x=-F,x=3mlubx=-3m, b) x=T lubx

m2km), ke Z, b) xe (jma2kmiimeokm) keZ,
Lrazkm), keZ 15 x=

st 220-222: 1.a) 13, b) 210, o 6,
5. 4% 6.a) a=-5lba=11, b a

s 8.(10,20), (== 3 254).9.0) (7,0, b) (0,7
0 (35.33). 10,4 1L.(1). 12.a) (-4,161), b) (20,54 13. . 14.2) C=(6,-7),
D =(8,1), b)D=(-73) 17. a) (8,-3), b) (-1,4), © (0‘6\571)‘ d) (5+3V7,9).
18.a) y=-8, b x=
19. (1,13). 20. a) A" =(10,-2), B’ = (0,-1), b) A" =(10,2), B' =(0,3), ©) A" =(12,-2),
2,-1), ) A= (V7+10,4Y7-2), B' = 2V7,4V7-1). 2L @) (3,1, b ($1),
0 (Ba,b-2), d) (@a). 22. 24T

2.a) Tak, b) nie. 3. $ACB.
7. (848,238 b

&

Ox=2-V5 dx=a+25 ey=2a+2b f)x=4%

545/

St 228-229: 1) x-3y+12=0,-x+6y-8=0,y+5=0,x=0, b) y
y=%y=fx 2 a4x-3y+2=
c=-14. 4.2 0,21 (2,0), b) (0,3)1(-2,0, I (0,2)i(-5,0. 5. @) (-3,5),
b (43), o (134,-10), @) (2,2). 6.Nie. 7.a)y= x+y-4=0, b) brak
postaci kierunkowej; x - % =0, ©) y = Jx~10; 11x-20y-200=0, d) y = 1532y, 20122,
9. a) 45°,60°,75° b) okolo 78°.

~ix+d,y

=o.

12X-1,57+1=0, b) -5x-4y+7=015x+4y—

7x+4;

(13+5V2)x+7y-20-12y2=0. 8. a) Nie, b) t =
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L " 2t
yeixe2 e fy=ixez DE{ <ys<2 m{y fx-2t
xz-3 <1 -4<x<1
IX+1, 0 -3x+5y- “0=0, &) 2 3y- m 0. 12.a) y=3x-
0, d)5x-2y+9=0. 13. y

16. a) ¢

ix-2},  94x-3y-1

14. ) 40x+12y-37 =0, b) 6x-20y-3

o t=4c=-10.

<5
“1hxa3d 5 (-43,-98). 6w (H,45) b (513)
b S0 9.a) 8506, b) 135, 10.3. 1L (5.4):

b) H0 14, 7x-4y+8 =0 lub 16x+28y+9 = 0,

str. 238-240: L a) X+ = 900, b) X2+ (y+4? =1, O (x+2% +(y+1D7 = 1,21,
@ (x-1)+ (y_é)Z S O x-1Pey2=8 D (x-V3) 4 (v+vA =4/3 2 RIT.
3.0) (xo B)u (y-2) = 2, b) - D2y =72 =50, O (-8 4y + 5 = 113, d) (x-8)+
+y+9” =8l 4oa) k-7 +(y-7)% = 49; (x+ 72 + (y=7)* = 49; (x+7)° + (y+7) = 49;

(=7 w7 = 49, b) (-4 + (e = 16 e+ (4 = 16, O (k=57 ¢
+(y=5P = 25; (x=5)° +(y+5) = 25. 5. a) Styczne wewnetrznie,  b) przecinaja sie,
©) przecinaja sie, d) przecinaja sie, ) rozlaczne zewnetrznie, f) styczne wewnetrznie,
6.a) (x=3F + (y+6F = 121, (k=37 + (y+6)° = 225, b) (x+17 +(y-3)° = (7+vﬁ)2
x+ 1P 4 (y-3 = (7-VI0)%. 7. (x-6) +?
(x+14)%4y? = 16. 8. a) X2+y2-6y-16 = 0, b) x?+y?~6x+4y+10=0. 9. a) (-1,-3);2, b) (3,2);
5,0 (10,09, d) (7,05 5V2, @ (2,-15 V5, ) (-6,

cie S =(0,0) i promieniu %, b) wnetrze kola o $rodku w punkcie S = (0,9) i promieniu 1,1,

(x+6) +y? = 16; (x~14)° + )7 =

V0. 10. ) Kolo o srodku w punk-

©) plaszezyzng bez kola o §rodku w punkcie § = (1/3,3) i promieniu 3, d) plaszczyzng bez
(=94l + 1P
=4+ (#1724
2O (X DP+(y-27 <9 lub (x- 17 +(y-3° <4 13.2)y

wnetrza kola o srodku w punkcie $
{(x+2i2+y3 <9

G+ 4y =124

b) y=3x+13. 14. P=(3,6).

(4,-1) i promieniu 4. 12. a)

3x+15,

str. 245-249: 1. a) Jedno rozwiazanie, b) brak rozwiazan, ¢) nieskoficzenie wiele rozwia-

zan, d) jedno rozwiazanie. 2.2 p=-3lbp=2 bpel 3@ 7SI
yexs2'

:

s y3ixe1
3 3 yeixel 3
<dxs > dxs <oxr v
VIR 27RL© {yexsz, ® VS @ (2T
ye-x+2 Yo ox+2 x<0 y<-x+2
y30
y>0
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yeix+l N
® y‘ Tee2 b {y;o“z'© {ys<x+x lub y <0, @ {y< X2 {y>;x+1_
ye-x+ x>
x>
4.y=2x73, S.aa=-21luba

(0,-vZT-4), b) 2,0), (0,0}, 0,6), ©) (4

% 6. a) (1,0, (-5,0), (0,v2T-4),
4/3-7,0),0,1. 7. a) (801, 223401,
, © brak punktéw wspélnych, d) (0,1).
= 10. 8/74. 1L @) (3,0,  b) brak
3, (52.0). moen (b)), o
punktw wspolnych. 13, 35 15. ) y = 2x- V30 lub y = 2x + V30,
b)y=2x+8+5 lub y =2x+8-.5 ¢y =2x+2/5-5 lub y = 2x-2/5-5,
dy=2x-8 b y=2x+2  16.a) b= 12 b)a e (-wi-2) U (2540),
9re(0:3), dre(-F:F). 172 y=2/6x-5 y=-2/6x-5 b)y=x+2
y=x-v2, bef ay-ordoant 180 (B 5R),

(&1, . b) (432,

8.4 4V2, b 2/7, o 2/7
punktéw wspélnych. 12.a (

(- (-4.-3). 90D 19 (VI | (VZ .
20. m & (- il FYu (14 Fiwm). 22 (x=10VT0)" +? = 100, (x+10VT0)" +)? = 100,
X (y+ 1 ") =100 lub X%+ (y - 12 )2 100, 23, (=124 (r+12 =1 25 me (§ivm).

st. 2500 1.a) 5x+3y-13 =0, b)3x+2y-8 2. (-4,2). 3y=';x‘z
5. (3. 6xte(y-vZel) =3-2/2 7w -8 (5K =

I c40. 8@ (x-120+(r-5P =160, b) (x-3) +(r-5F = B

10. C = 26, (-2,-6) lub C = -24, (6,0). 11. ‘—23‘5 12. 2x-3y-12=0
01i5x-y-30=0. 13. 3,1), (-1,3). 14. 5+5/6.

i5x-y-4=0Ilub 3x+2y

SW. 255-261: 1. Vi =24, V2 =42, V3 =42 2.V =1a®, V=1a’ V=ia’ V=
3.a) 5 @, P=6a’. 7.a) {3a’, b) §
o ¥ab. 8. %a, b) ta. 9. ja’b, b) faP+iah, o faPc. 10.a) 5/3a% b)
© 5v3a%.  11.a) 78V3, b) 67,5/3, o m‘ 12. 2 13.1:20 14V = dap,
Vo= 4PBh-a-2b), Vs = 3bP.  15. %2 16.ay3 lub a.  17. Stosunck objetosci:
7, stosunek pol: V3. 18.a) av2Z, b) &I 19.a) %7 b) 2%
21 1:2. 228, D: 57 £ 361 m, E, F, G: 25427 5 633 m, H: 473 + 9~ 904 m,
1428218 < 497m, Az okolo 9m. 23, ) 22, b) wk.  24.a) V = V2d', P = 6,3a,
b) osmioscian foremny; 252, 25, V = €20 v o £QLL18E)

3, by €3 o kS g L

2, b 38, o 38
£, 8.a2lb4, br/Z

b2

str. 264-265: 1. a) Dwa razy wicksza, b) dwa razy wieksza. 2. a) &
3.32. 5. .12cm. 6.a) 6m b) Pm. 7. R=3
9. b) 27 razy. 10.b)
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Str. 274-276: 1. a) Tak, b) okolo 71°%  3.45% 5. 307 30° 120° 6. 120°, 60°, 120°,
60° 7. a) Okolo 51° b) okolo 52°, ¢) okolo 41°% 8. Okolo 55°i okolo 35°. 9. V4+272.
13. 15,

11. @) Okolo 69° b) okolo 55% ¢) 45°  12. a) Okolo 71°% b) okolo 55°
g e

-, o 3 abh__, a/iba
14. @) Okolo 100% b) okolo 55 15.30% 16, g+ o=, 18, o0
i (T,
str. 281-284: 3. a) 3V10a%, b) 3/3a’
© 543, d) 9V30. 5.30% 6.a) 8/5, b) 251, 7. Prostokaty o bokach: 6 cm i 8 cm lub

o 2v/6a%, d) 3V1da%. 4. a) 543, b) 81,

6Gcmi10cmlub 8cmi 10 cm lub 10 cm i 5 cm lub 6 cm i VAT cm lub 8 cm i 34 em. - 8. a) 20,
b) 203, 0 2/82. 9.3:1. 10.a) 4/3cm?, b) 53 em?. 11 ) 22, b) okolo 40° lub
L gdy o~ 35 14, o) SOEAT by o

okolo 50° 12 a)
o Ga?. 15 B2

o U= 0,

gl

17. 3a2. 18.2/3+V17+3. 19.a) 2485 p) 6427

str. 288-201:  L.a) 285m, b) 37ikm, o 364w 2.2) UHT, 1) 875, o 462,5.

3. a) 390

Kieliszka; 4 = 0,79 wysokosci Kieliszka. 7. ) by, b) 7. 8. dmh(R2+rR+r2).
9.a) 1625y 1MER o) SmER 10, 402, 11.2:1. 12,56, 14. 162 minuty.
15. a) Kosé: 1:625, masa: 1:15625, b) 0,28Kkg, ¢) 12 razy. 16. 3024kg. 18. 135000 ton.

b) M5 ) 2023, 4.38cm’. 5. 2V2razy. 6. & = 042 pojemnosci

str. 292: 1. 4000/2. . 3. a) Rozwartym,  b) ostrym.
4. cosy = sinasinf. 5. a) 37533, b) 25VTT. 7. 55 razy mniejsza. 8. 42,

78T, 9.V =49,5m, Pc = 631 + 362
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