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Drogie Uczennice!
Drodzy Uczniowie!

To Wasz ostatni szkolny podrecznik do matematyki. Uezyliscie si¢ tego przedmiotu
ponad dziesie¢ lat i juz niedlugo wigkszos¢ z Was podsumuje swoje umicjetnosci
egzaminem.

Przed Wami kilka pracowitych miesiecy przygotowan do matury z matematyki. Na
pewno bedziecie sig starali dobrze ten czas wykorzystac.

Slowo ,matura” wywodzi si¢ z jezyka lacifiskiego — maturus oznacza ,dojrzaly”.
Dlatego ten egzamin bywa nazywany egzaminem dojrzalosci. Jego wynik nie roz-
strzygnie oczywiscie, czy jestescie osobami dojrzalymi, czy tez nie. Taka nazwa
egzaminu pierwotnie miala oznacza¢ tylko (i az) dojrzaloé¢ do podjecia studiow
wyzszych.

Jestesmy przekonani, ze niezaleznie od tego, jakie studia podejmiecie lub jaka
prace wybierzecie, przyda sie Wam ten sposob argumentacji, rozumowania i odréz-
niania prawdy od falszu, ktérego uczy matematyka. O sile matematyki swiadczy
Jjednak nie tylko jej uzyteczno$é. Ladnie ujat to polski matematyk Hugo Steinhaus,
méwiac: ,Miedzy duchem a materia posredniczy matematyka”.

Autorzy

W podreczniku przyjeto

sadania 110 ) — ol do zadati, kiére y qzywaé po
si¢ z odpowiednim fragmentem teorii

4l — odsylacz do fragmentu teorii 0oznaczonego indeksem ([i|

© — zadanie nieelementarne (niekoniecznie trudne)

® — zadanie trudne






Geometria
analityczna

W 1605 roku niemiecki matematyk i astronom Johannes Kepler odkryt,
Ze planety nie poruszaja sig po okregach, jak sadzit Kopernik, ale po elipsach.
Storice za$ znajduje sie w jednym z ognisk takiej elipsy. Wiasnoci elipsy
bardzo wygodnie mozna badad, gdy sie ja opisze za pomocg réwnania,

Punkty i odcinki w uktadzie wspdtrzednych = Réwnanie prostej
= Réwnanie prostej (cd.) = Réwnanie okregu = Interpretacja
geometryczna ukfadu réwnan = Powtdrzenie



PUNKTY | ODCINKI W UKtADZIE
WSPOLRZEDNYCH

W ukladzie wspdlrzednych rozwazaliémy juz punkty i wykresy funkcji.
W podobny sposéb — za pomoca wspolrzednych punkt6w i wyrazen alge-
braicznych — mozemy opisywa wlasnosci innych figur plaskich.

Jesli znamy polozenie dwéch punktéw na osi liczbowej, mozemy obli-
czy¢ odleglos¢ miedzy nimi. Podobnie jest, gdy znamy wspdlrzedne dwéch
punktéw na plaszczyznic.

CWICZENIE A Ustal dlugosé odcinka KL zaznaczonego na osi liczbowej. Ustal
dlugosci odcinkow AB i PR zaznaczonych w ukladzie wspolrzednych.

Przyjrzyj sie rysunkowi obok. Odleglosé mig- ¥
dzy punktami A i B, czyli dlugos¢ odcinka AB,
mozemy obliczy¢, korzystajac z twierdzenia
Pitagorasa dla tréjkata ACB. Jesli A = (X4, ya),
B = (xz,y8), 10 C = (X4, ).

Dlugos¢ odcinka BC to odleglos¢ miedzy licz-
bami X, i X na osi x, czyli [x5 - xal, za$ diu-
gos¢ odcinka AC jest rwna odleglosci micdzy
liczbami y, i yg na osi y, czyli |yg-yal. Zatem:

IBCl =Ixg=xal  |IAC|=lyp-yal
Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:

IABI? = |xp = XaI? + |yg = yal?

Stad wynika wzér podany
w ramce obok. Odleglosé miedzy punktami

=(Xa,¥a) i B=(x,yp) wynosi:

IAB| = \[(x5 = X2)2 + (v = ya)?

GEOMETRIA ANALITYCZNA



Trojkat ABC jest réwnoramienny (|AC| = |BC|). Wierzchotek C lezy
na prostej o rownaniu y = 4, a wierzchotki przy podstawie maja wspotrzedne
A=(-1,0), B=(-3,3). Znajdz wspéirzedne wierzchotka C.

A=(-1,0), B=(-3,3), C=(x,4) Punkt C lezy na prostej y = 4
JAC| = (X = (=1)2 +(4 - 0)2 = Vx2 + 2x + 17
1BC| =\(x = (-3)22 + (4 - 3)2 = Vx2 + 6x + 10

|AC|? = |BC|? |AC| = |BC|, wigc |AC|? = |BC|2

X2 42x+17=x24+6x+10

ZADANIE | Punkty K = (-2,1)i M = (0,4) leza na okregu, ktérego srodek § lezy na
prostej o rownaniu y = -3. Znajdz wspolrzedne punktu S.

[LIATIICRA Na prostej bedacej wykresem funkcji y = 2x znajdz punkt, ktérego
odlegtos¢ od punktu A = (-2, 4) jest réwna 4.
_ Punkt P lezy na wykresie funkcji y = 2x, wiec
P=t2x ¢ jesli pierwsza wspotizedna Jest 16wna x, to
druga jest rowna 2x.

|PA =4
VE2-X7+(-2x7 =4 Korzystamy ze wzoru na dtugosé odcinka.
(-2-x?%+(4-2x2=16 : Podnosimy obie strony réwnania do kwadratu.

4+4x+x2+16-16x+4x* =16
5x2-12x+4=0
A=122-4.5.4=64

_12-8_2 _12+8
X="0 =5 * =0
r=(2%) P =(2,4) ¢ Zadanie ma dwa rozwiazania,

ZADANIE | ZnajdZ na wykresie funkcji y = 3x punkt, ktérego odleglos¢ od punk-
tu K =(4,-1) wynosi 5.
dnia 15 )

il | CWICZENIE B Ustal, jaka liczba lezy na osi liczbowej dokladnie posrodku mic-
dzy liczbami:  a) 217 i9

PUNKTY | ODCINKI W UKLADZIE WSPOLRZEDNYCH "



Przyjrzyj sie rysunkowi obok. Punkt § jest ¥
srodkiem odcinka AB, a tréjkaty SAP oraz
BSR majq odpowiednie katy takie same,
wiee sa przystajace (cecha kbK). Z réwno-
Sci [PS| = IRBI oraz RS| = [PA| wynika,
ze: b

Xs=XA=Xp=Xs VYs—=YB=Ya~Ys
Stad: " N * &

Xs = ys = YAZ)8

Yo lAZ B0 ya)

= (X5, ¥5)

B = (xg, )

Wsphrzedne $rodka odcinka

B= Gy Wspélrzedne srodka odcin-

) ka sq $rednimi arytmetycz-

5= (%) nymi odpowiednich wsp6l-
rzednych jego koncow.

XA+ X +
xs=MEx o yatye

Punkty A = (11,-16), B = (15,-10), C = (~17,-8) sa kolejnymi
i 16 ABCD. Ustal wspé punktu D.

€=617,-8) 8=(15,-10)

Sporzadzamy rysunek pomocniczy.

D=(xp, V)

A=(11,-16)

Punkt S jest érodkiem przekatnych
rownolegtoboku ABCD.

ZADANIE | Punkty A = (-7,3) i B = (-20,-9) sq sasiednimi wierzcholkami réwno-
legloboku ABCD. Przekatne tego rownolegloboku przecinaja si¢ w punkcie § = (1,-4).
Znajdz wspo pozostalych 6w 16

adani 10-12 )

CWICZENIE C Niech A = (-3,0), B=(4,2), C =(-1,5). Podaj wspolrzedne wierz-
cholkéw trojkata, ktory jest symetryczny do tréjkata ABC wzgledem:

a) osi x b) osi y 9 poczatku ukladu wspélrzednych

12 GEOMETRIA ANALITYCZNA



Punktem symetrycznym do punktu P = (a,b)
wzgledem osi x jest punkt Py = (a,-b), a wzgle-

P=(a,b
dem osi y — punkt P, = (-a, b). :

Punktem symetrycznym do punktu P = (a,b)
wagledem poczatku ukladu wspélrzednych jest
punkt P; = (-a,-b).

y Prosta réwnolegly do osi x przechodzacq
przez punkt (0,b) opisuje réwnanie y = b,
a prosta prostopadia do osi x przechodzaca
przez punkt (a,0) opisuje réwnanie x = a.

W ponizszym przykladzie pokazujemy, jak
znajdowac obrazy danego punktu w symetrii
wagledem takich prostych.

x=a

Punkt A; jest symetryczny do punktu A = (3,-12) wzgledem pro-
stej o rownaniu y = 5, a punkt A, jest symetryczny do punktu A, wzgledem
prostej o réwnaniu x = -9. Wykaz, ze punkt A, jest symetryczny do punktu A
wzgledem punktu przecigcia sig tych prostych.

A " a A =G, Az =2 n)

n+12) g Srodek odcinka AAI ma druga
2 wspdirzedna rowna 5 (bo lezy na
prostej o réwnaniu y = 5).

P! y=5 Srodek odcinka AjA; ma pierw-
523 wspbirzedna rowna -9 (bo le-
% x=-21 2y na prostej o réwnaniu x = ~9).
- A =(3,22)
i 2T Az =(-21,22)

Punkt przecigcia prostych o réwnaniach x =9 i y = 5 ma wspotrzedne P = (<9, 5).

Wspétrzedne srodka odcinka AA; to:
_22+(-12) _
- 24012) g

Ys

Zatem punkt P i $rodek odcinka AA; to ten sam punkt. Wynika stad, ze punkt Az
jest symetryczny do punktu A wzgledem punktu P.

ZADANIE = Punkt P; jest symetryczny do punktu P = (-5,-2) wzgledem prostej
0 rownaniu x = 4, a punkt P, jest symetryczny do punktu Py wzgledem prostej o row-
naniu y = -6. Wykaz, ze punkt P, jest symetryczny do punktu P wzgledem punktu
przeciecia si¢ tych prostych.

wadaia 13-18

PUNKTY | ODCINKI W UKEADZIE WSPOLRZEDNYCH 13



Z historii

René Descartes (czyt. dekart) zwany Karte-
zjuszem (1596-1650) znany jest z senten-
Gii: cogito ergo sum (mysle, wiee jestem).
Byl on takze pomyslodawca zastosowania
metod algebraicznych w geometrii. Tym
samym zapoczatkowal nowy dzial mate-
‘matyki — geometri¢ analityczna.

Kartezjusz od mlodosci mial zwyczaj bar-
dzo poznego wstawania. W czasie dlugich
porannych godzin spedzonych w tozku
miewal najlepsze matematyczne i filozo-
ficzne pomysly.

ZESTAW ZADAN

Niektdrzy historycy uwazaja, ze geome-
tria analityczna narodzila si¢ w pewna
listopadowa noc w 1619 roku. Tej no-
¢y Kartezjusz mial sen, po ktérym, jak
twierdzil, obudzil si¢ z przeswiadcze-
niem, ze posiad} magiczny Klucz, kiory
pozwoli mu otworzyé skarbiec natury.
Odtad wierzyl, ze zna metode odkry-
Wania praw natury za pomocq ekspery-
mentéw i rozumowania. By¢ moze miat
na mysli zastosowanie metod algebra-
icznych w geometrii.

1. Oblicz odleglos¢ migdzy podanymi punktami.

 P=(1+v2,3/5), R=(2+2,25)
d) M=(3-v2,1-3V3), N=(3,1+V3)

a) A=(5,-2),
b) K=(10,4), L=

B=(-7,3)
,—2)

2. Sprawdz, czy tréjkat ABC o podanych wierzcholkach jest réwnoramienny.

2 A=0,0,B=(ZVD, C=(-2,V5) B A=(-3,-2,B=(,-1), C=(1,7)
3. Ustal, kiéry z Katow tréjkata o wierzcholkach A = (3,0), B = (-1,-3), € = (-7,1)
jest najmniejszy.
We iedziec!
Mase 4. Korzystajac z informacji podanych
w ramce obok, uzasadnij, ze punkty
P=(3,5), Q=(-6,2), R=(-15,-1) leza
na jednej prostej.

Jesli punkty A, B, C spelniajq warunek
|AB| +|BC| = |ACl, to sa wspétliniowe.

5. Na tréjkacie prostokatnym o wierzchotkach (-2,4), (4,~7) i (4,4) opisano okrag.
Oblicz diugos¢ promienia tego okregu.

6. Znajdz wartos¢ a, dla ktdrej dlugos¢ odcinka PR jest réwna 10.

1) b) P=(1,-2),

a) P=(a,7), R R=(-1,a)

7. Dbwa i trojkata ré (1,3) i (4,-1).

Znajdz wspélrzedne trzeciego wierzchotka tego tréjkata.

mobocznego maja wspdlrzedn

8. Trojkat PQR, gdzie P = (1,-2), R = (4,-3), jest rownoramienny. Punkt Q lezy na
proste y = 2x. Znajdz wspolrzedne punktu Q. Rozwaz wszystkie przypadki.

14 GEOMETRIA ANALITYCZNA
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9. Znajdz wspolrzedne punktu, kiory jest jednakowo odlegly od punktu A = (-1,2)
oraz od punktu B = (5,8) i ktory lezy:

a) na osi x, b) na osi y, ©) na prostej y =x.

10.2) Znajdz wsp6lrzedne $rodka odcinka o koricach A = (-6, 20) i B = (-2,-53).
b) Srodkiem odcinka KL jest punkt (-4,7). Wiadomo, Ze K = (12,-40). Znajdz
wspdlrzedne punktu L.

11. Oblicz dhugos¢ srodkowej poprowadzonej z wierzchotka A w tréjkacie o wierz-
chotkach A= (-3,2), B=(-1,5), C = (4,-3).

12.a) Punkty A =(-2,5)iB=(-4,-3)sa
ABCD, a punkt § = (2,-1) jest arudklem symetrii tego ruwnule;,lubuku Oblicz
wspélrzedne wierzchotkéw C i D.

b) Punkty A = (~ 2,7) to kolejne wierzcholki réwnolegtobo-
Ku ABCD. Znajd# wspélrzedne wierzchotka D.

13. Podaj wspélrzedne punktu symetrycznego do punktu A = (-7, v2) wzgledem:
a) osix, b) osi y, © poczatku ukladu wspolrzednych.

14. Znajdz wspélrzedne punktu symetrycznego do punktu A wzgledem prostej
© podanym réwnaniu.

a) A=(8,-5), prosta y=-4 ¢ A=(0,1), prosta y=3v2

b) A=(-:

. prosta x=-2 d) A=(-5-77,9), prosta x =7

15. Punkt R jest symetryczny do punktu P = (-1,7) wzgledem osi y. Punkt §
jest symetryczny do punktu R wzgledem prostej o réwnaniu y . Wyznacz
wspélrzedne punktu symetrycznego do punktu S wzgledem osi x.

16. Podaj wspolrzedne punktéw, ktore sq symetryczne do punktow A = (-10,2)
= (0,1) wzgledem punktu:

a) $=(0,0) b) $=(0,2) o $=(1,0 d) $=(/7,2V7)

17. Znajdz wspolrzedne punktu, wzgledem ktérego punkty A i A’ sq symetryczne

do siebie.

a) A=(-2,5), A'=(-4,-3) o A=(a,b), A'=(5a,b-4)

b) A=(3-15,-2), A'=(5,4) d) A=(a+b,a-b), A'=(a-b,a+b)

18.Punkty B i C sa symetryczne do punktu A = (9,2) odpowiednio wzgledem
prostej o réwnaniu y = -2 i wzgledem prostej o réwnaniu x = 4. Oblicz dlugosc
srednicy okregu opisanego na tréjkacie ABC.

PUNKTY | ODCINKI W UKEADZIE WSPOLRZEDNYCH 15



MINISPRAWDZIAN
S1. Punkty A = (-4,-4), B
rombu. Pole tego rombu jest rowne:
A. 60 B. 65 C. 4

~5,4) sa kolejnymi wierzchotkami

D. 20/13

52. Punkty (-17,3)i (17, -3) to koncc jednej z przekatnych rownolegloboku. Trzccl
(30,75). Wskaz

tego ierzcholka tego mwnoleglobokm
A.(17,3) B.{-17,-3} C. (-30,75) D. (-30,-75)

53. Wskaz punkt symetryczny do punktu (120,~350) wzgledem punktu (-50, 70).
A. (35,-140) B. (85,-210) C. (=220, 490) D. (290,-770)

ROWNANIE PROSTEJ

Wiesz juz, ze wszystkie punkty, kiorych wspélrzedne spelniaja réwnanie
y = ax +b, lezq na pewnej prostej. Rownanie to nazywamy réwnaniem
kierunkowym tej prostej.
Kazda prosta, ktéra nie jest prostopadia do osi x, mozna opisac za pomoca,
réwnania kierunkowego.
Rozwazmy prosta o rownaniu:

y=-dx+d

Rownanie tej prostej mozna zapisac w postaci:
3x+2y-8=0

Kazzdy punkt plaszezyzny, ktérego wspotrzedne spelniaja to réwnanie, lezy
na rozwazanej prostej.

Rownanie Ax + By + C = 0, gdzie liczby A i B nie sa jednoczesnie réwne 0,
nazywamy ogélnym réwnaniem prostej.

Zauwaz, 7e gdyby w réwnaniu typu Ax + By + C = 0 oba wspdlezynniki A i B byly
jednoczesnie rwne 0, to réwnanie mialoby posta¢ 0 - x+0 -y +C=0.Gdy C =0,
takie rownanie spelnialyby wspolzedne wszystkich punktéw plaszczyzny, a gdy
€ 40, nie byloby zadnego punktu, kiorego wspolrzedne spelnialyby to rownanie.

Gdy B # 0, réwnanie ogélne prostej Ax + By +C =0 mozna zapisaé w po-
staci kierunkowej. Natomiast gdy B = 0, to réwnanie ogélne Ax +By+C =0
ma posta¢ Ax +C = 0 i opisuje prosta prostopadia do osi x przechodzaca
przez punkt (-$,0). Zatem za pomoca réwnania ogélnego mozna opisac
kazda prosta na plaszczyZi

16 GEOMETRIA ANALITYCZNA



Proste, ktérych fragmenty przedstawiono na ponizszych rysunkach, s opi-
sane za pomoca rownai ogolnych.

CWICZENIE A a) Zapisz réwnania po-
danych prostych w postaci ogélne;

bl
2y-15=0

: y=07 y=3
b) Ktére z podanych réwnan mozna
zapisa¢ w postaci kierunkowej? Za-
pisz je w tej postaci.

y=5x-2

Sxady+2-0 3+L-1-0
6x-2=0 12y- 0

CWICZENIE B a) ZnajdZ wspolrzedne dwoch punktow nalezacych do prostej
0 réwnaniu 3x - 2y +6 = 0, a nastepnie naszKicuj t¢ prosta.

b) Zapisz w postaci ogdlnej réwnania prostych prostopadiych do osi ukladu
wspGlrzednych i przechodzacych przez punkt P = (3,

Zwro¢ uwagg na to, ze rownanie ogolne tej samej prostej mozna zapisac na roz
sposoby. Na przyklad te sama prosta opisuja nastepujace rownania:

-3x-2y+8=0 3x+y-4=0

CWICZENIE C Trzy z ponizszych rownan opisuja te sama prosta. Ktore?

3x-6y+3=0 -x+2y =0 V2x-2V2y+v2=0

0 x+2y

Dane s3 punkty A = (-3,~7) i B = (6,~1). ZnajdZ réwnanie ogélne
o wspotczynnikach catkowitych prostej AB.

prosta AB: y =ax+b Punkty A i B nie leza na prostej prostopadiej do
osi X, wiec réwnanie prostej AB mozemy zapisac
{-7 =a-(-3)+b W postaci kierunkowe
-1=a-6+b

Zapisujemy réwnanie prostej w_postaci ugo\nq
i zgodnie 2 poleceniem przeksztatcamy je d

2 -
—§X+y+5=0 |3 staci ogolnej o wspoiczynnikach catkowitych.

=2x+3y+15

ZADANIE | Dane sa punkty P = (-5,8) i R = (-11,18). Znajdz réwnanie ogolne
prostej PR.

ROWNANIE PROSTE) 17



Przypomnijmy, ze wspolczynnik Kierun-
Kowy prostej o rownaniu y = ax + b jest
réwny tangensowi kata nachylenia pro-
stej do osi x.

CWICZENIE D Znajdz tangens kata nach
lenia prostej o réwnaniu 2x +3y -5 = 0
do osi x.

i 1-3 )

Il Fakt, Ze wspo ik ki j ie wyznacza kat nachylenia
prostej do osi x, mozemy wykorzystac do sformutowania warunku réwno-
leglosci prostych o danych réwnaniach kierunkowych.

Prosta o réwnaniu y = ayx + by
Jjest rownolegla do prostej
o réwnaniu y = ax + bz
wiedy i tylko wtedy, gdy a, = az.

CWICZENIE E Znajdz wartos¢ t, dla Kiérej
te o rownaniach tx -3y + 1= 0 oraz min & a=a,
=2x-5 sq rownolegle.

Na rysunku dwéch prostych prosto-
padlych przechodzacych przez poczatek ukladu wspélrzednych. Zadna
2 nich nie jest prostopadia do osi x. Zastanéwmy sie, jaka jest zaleznosé
miedzy wspolczynnikami kierunkowymi tych prostych.

Wybierzmy na jednej prostej punkt Py = (p, q),
a na drugiej z tych prostych taki punkt P,
Ze |OP;| = |OPy|. Wowczas zaznaczone na

'sunku (l‘Ojkq[Y prostokatne sa przystajace.
Zat . Wspolczynniki kierunkowe
lych pmstych to tangensy katow o i §:

a=tga=i

Ta zaleznosé bedzie zachodzié takze wtedy, gdy proste prostopadie nie
beda przechodzié przez poczatek ukladu wspolrzednych.
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Prosta o réwnaniu y = a;x + by,
gdzie a, # 0, jest prostopadla
do prostej o réwnaniu y = ax + bz,
wtedy i tylko wtedy, gdy a = tT.'

CWICZENIE F Znajdz wartos¢ t, dla ktorej
proste o rownaniach tx -3y + 1= 0 oraz
5 sa prostopadle.

Niech m bedzie prosta opisana réwnaniem 3x - 2y +5 = 0. Znajdz
réwnania ogélne dwdch prostych — rownoleglej do prostej m przechodzacej
przez punkt A = (2,-3) oraz prostej prostopadtej do prostej m przechodzacej
przez punkt B=(-1,1).

3x-2y+5=0

3x+3 Znajdujemy rownanie kierunkowe prostej m.

Prosta réwnolegta do prostej m:

y=3x+b
3 Korzystamy z tego, ze punkt A = (2,-3) nalezy
3.2+4p do szukanej prostej

b=-6

y= %x -6

3x-2y-12=0 Zapisujemy rownanie ogélne otrzymanej proste].

Prosta prostopadta do prostej m:

Punkt 8= (-1, %) nalezy do szukanej prostej.

Zapisujemy rownanie ogélne otrzymanej prostej,

ZADANIE | Znajdz réwnanie ogdlne prostej przechodzacej przez punkt P = (-2,-1):
a) réwnoleglej do prostej o rownaniu x -3y + 1= 0,
b) prostopadlej do prostej o rownaniu 3x - 2y =

zadania 10417
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ZESTAW ZADAN

1. a) Podane réwnania prostych zapisz w postaci ogdlnej.

5 2y +3x=2(y-x)

y=lx+a  3y-4-%  y-
b) Podane réwnania prostych zapisz w postaci kierunkowej.
—2x-3y+12=0 2x-y S5y-2=0 %ﬁ(x—z;’)

2. a) Trzy z podanych réwnari przedstawiaja te sama prosta. Wskaz te réwnania.

4x-3y+2=0 2x-1,5y+1=0

b) Tle roznych prostych opisuja ponizsze réwnania?
Sx-4y+7=0 y=-tx+I 2,5x-2y-3,5=0
Sx+4y-7=0 4x+5y-7=0

3. Ustal wartosci a, b, c, dla ktorych punkty A = (-3,a), B = (2b, %) iC=(c-2,-3c)
leza na prostej o réwnaniu 5x +2y —4 = 0.

4. Znajdz wspéirzedne punkiéw przeciecia podanej prostej z osiami ukladu wspét-
rzednych, a nastepnie naszkicuj t¢ prosta.

a) Sx+2y-4=0 b) 3x-4y+6=0  -2x+5y-10=0

5. Znajdz wspélrzedne punktu przeciecia prostych o podanych réwnaniach.
a) x+3=0 i y-5=0 9 y+10=0 i 3x+2y-20=0
b)x—%:l) i 2x+y-4=0 d) _lly-%:() i 3x-5y+2=0

6. Sprawdz, czy proste o rownaniach 2x -4y +2=0, 2x+y-3=01i x+2y+1=0
przecinaja si¢ w jednym punkcie.

7. Znajdz réwnanie kierunkowe i ogdlne prostej przechodzacej przez punki
a) A=(1,-3), B=(0,4) © A=(20,1), B=(0,-10)
b) A=(04,17), B=(2,v3) d) A=(2v2,-2V2), B=(1,1+V2)

8.2) Czy punkty A= (2,12), B=(-7,-1) i C = (~10,-5) leza na jednej prostej?

b) ZnajdZ wartos¢ t, dla ktérej punkty A = (2,-1), B = (-3,4) i C = (,3t +2) sq
wspélliniowe.
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©9, a) Wyznacz miary katéw tréjkata ograniczonego osiq X, prosta o rownaniu
Y =-x+5 oraz prosta o réwnaniu y = v3x+7.

b) ZnajdZ miare kata ostrego, pod jakim przecinajq si¢ proste o réwnaniach
2x+3y+15 =0 i 5x-2y-10 = 0. MoZesz si¢ postuzy¢ tablicami trygonome-
trycznymi lub Kalkulatorem.

10. Znajdz réwnanie prostej rownoleglej do danej prostej i przechodzacej przez
punkt A.

a) y=—4x+2, A=(-7,0)  -3x+5y
b) y=1x-5 A=

0, A=(0,4)
2) d) 2x-3y+4=0, A=(2,-5)

11. Znajdz rownanie prostej prostopadiej do danej prostej i przechodzacej przez
punkt P.

a) y=-2x-7, P=(,0) 9 3x+4y =0, P=(0,-5)
b)y78x+§, P=(4,-3) d) -2x-5y+1=0, P=(-1,2)
12. Ktéra z podanych prostych jest prostopadia do prostej o réwnaniu y =
a ktéra jest do niej réwnolegla?

2x+3y-4=0 1,5x-y=0
0

~10y +15x %x—

13. Znajdz rownania kierunkowe dwéch prostych przechodzacych przez poczatek
ukladu wspéirzednych, takich Ze jedna z nich jest réwnolegla do prostej o rowna-
niu 3x-7y +5 =0, a druga — prostopadia do tej prostej.

14. Dane sa punkty A =(-1,5)i B = (},0).
a) Znajdz réwnanie ogdlne prostej rownoleglej do prostej AB i przechodzacej
przez punkt P = (1,-1).

b) Znajdz rownanie ogolne prostej prostopadiej do prostej AB i przechodzacej
przez punkt R = (-3,-2).

15. Zapisz réwnanie dowolnej prostej réwnoleglej oraz dowolnej prostej prostopa-
dlej do danej prostej.

a) y=v2x-+5 b) V3x-y+v2=0

16. Wyznacz wartosci , dla ktrych prosta m jest réwnolegla do prostej n, oraz
takie, dla ktérych jest do niej prostopadia.

a) prosta m: b) prosta m: ) prosta m:
3x-4y+7=0 y=»§x+4 y=5x-7
prosta n: prosta n: prosta n:
y=tx+6 tx+5y-3=0 2x-ty+4=0
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17. W ponizszych ramkach podano warunki
stych opisanych réwnaniami ogolnymi.

i Ny
Uy
T <
2 *
X 0 X
N GX
N m
min < AB,-A;B, min <> AjA,=-B,B,

Przyjmijmy, Ze proste o réwnaniach Aix+Biy + Cy = 0 oraz Azx + B2y + C2 = 0 nie
sq prostopadie do osi x.

) Uzasadnij, Ze jesli prosta o réwnaniu Ayx + By +C1 = 0 jest réwnolegla do pro-
stej 0 r6wnaniu Azx + By +C; = 0, to A1By = AzBy.

b) Uzasadnij, Ze jesli prosta o rownaniu A,x+ Byy +Ci = 0 jest prostopadia do
prostej o rownaniu Azx + Bay +C2 = 0, 10 A, A;

MINISPRAWDZIAN

S1. Prosta o rownaniu y = 0,6x+2 jest nachylona do osi x pod katem:

A. mniejszym niz 30° C.60°

B. micdzy 30° a 60° D. wickszym niz 60°

2. Ustal, ktéra z podanych prostych nie jest rownolegla do prostej o réwnaniu
2x-6y +v3=0.

A -X+3y+5=0 C.2x=6y-7=0

B.x+3y+ %3 =0 D.x-3y-v3=0

3. Prosta o rownaniu x - 2y - 3 = 0 jest prostopadla do prostej o réwnaniu:

A y=2x+3 B.y=-2x+1 C.y:%x+%

54. Wskaz, ktéra z podanych prostych jest prostopadia do prostej o réwnaniu
x-4y~1=0i przechodzi przez punkt P = (-1,-1).

Ay=1

% C.y=-4x+5 D.y=-4x-5
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ROWNANIE PROSTEJ (CD.)

Aby znalezé réwnanie prostej przecho-
dzacej przez dwa punkty A = (xy,y)) yi
iB= ¥2), gdzie x; # Xz, wystarczy
rozwiazaé uklad réwnay

{

Odejmujac stronami, otrzymujemy:
alxz=x1)=y2-y1 @

B=(x )
A= (% )

Stad wynika wzor podany w ramce obok.

W trapezie prostokatnym ABCD dane sa: A = (-3,4), B = (-3,-2),
(1,6) oraz BC || AD i CD L BC. Znajdz wspotrzedne wierzchotka D.

D=y

A=(-3,4)

€=0,6)

Wspstczynnik kierunkowy prostej BC: a= 832 =2

B=1-3,-2)

prosta AD: prosta CD: i proste AD i BC sq rownolegfe,
wiec maja taki sam wspotczyn

y=2x+by ik kierunkowy.

4=2-(3)+h ¢ Proste BC i CD sa prostopadfe,

b=10 wiec wspstczynnik kierunkowy
prostej CD to -1 =~

y=2x+10

y=2x+10 Wyznaczamy wspéirzedne punktu przeciecia
prostych AD i CD.

ZADANIE | W trapezie prostokatnym ABCD dane sa A =(-1,4), B =(1,-2), D = (2,4)
oraz wiadomo, ze AB || CD i BC 1 CD. Znajdz wspolrzedne wierzcholka C.

sadana 1-6 )
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Il Ponizszy przyklad pokazuje, jak mozna obliczy¢ odlegloé¢ danego punktu
od danej prostej.

Znajdz odlegtosé punktu P = (-3,5) od prostej m opisanej réwna-
niem 3x -6y +4 =0.

Sporzadzamy rysunek pomocniczy.

Znajdujemy réwnanie kierunkowe prostej m.

i Znajdujemy rownanie prostej k prostopadtej
do prostej m, przechodzacej przez punkt P.

Wyznaczamy wspétrzedne punktu przeciecia
prostych m i k.

1PRI=(-3+2) + (5- 1) = 2. 156

ZADANIE | Znajdz odleglos¢ punktu P = (0,2) od prostej o réwnaniu 2x+y +5 = 0.

Aby ustali¢ odleglosé miedzy dwiema prostymi réwnoleglymi, mozna po-
stepowac jak w poprzednim przykladzie (tzn. znalez¢ prosta prostopadla
do nich, nastepnie obliczy¢ wspélrzedne punkiow przeciecia tej prostej
2 danymi prostymi i odleglos¢ miedzy tymi punktami). Mozna tez skorzy-
sta¢ ze wzoru pokazanego na sasiedniej stronie.
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Odleglosé d miedzy prostymi réwnoleglymi o réwnaniach
AXx+By+Ci =0 i AX+By+C2=0:

Z powyzszego wzoru warto korzystaé tylko wéwczas, gdy rozwazane pro-
ste nie sq prostopadie do zadnej z osi ukladu wspolrzednych. Dowéd
przeprowadzimy wiec tylko dla takich przypadkéw.

Dowéd

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy proste
rownolegle s nachylone do osi x pod katem
ostrym.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok.
Zacieniowany trojkat jest prostokatny, wiec:
sinf = w%\
Poniewaz sin f
d=PQ] - cosx

-4
tgor=-4

in(90° - o) = cos o, wige:

cos? o= ——costa
Sinzac+cos

Rozwazmy teraz przypadek, gdy proste
réwnolegle s nachylone do osi x pod
Katem rozwartym. Odleglos¢ miedzy ta-
kimi prostymi jest taka sama jak odle-
glos¢ migdzy prostymi symetrycznymi
do nich wzgledem osi y. Jesli rozwazane
proste sa opisane réwnaniami Ax + By +
+C1 =0 oraz Ax+ By + C; = 0, to proste
do nich symetryczne wzgledem osi y sa
opisane réwnaniami ~Ax + By + C
oraz ~Ax + By +Cz = 0.

Wobec tego odleglos¢ miedzy takimi prostymi mozna obliczyé, korzystajac
2 udowodnionego wzoru:

1G-Gil

d= -
CA@+ B
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Korzystajac ze wzoru na odleglosé dwéch prostych réwnoleglych, latwo
jest znalez¢ wzor na odleglos¢ punktu od danej prostej.

Odleglos¢ d punktu P = (xo, o) od prostej o réwnaniu Ax+By+C =

Dowod

Prost rownolegla do prostej o row-
naniu Ax+By +C = 0 mozna opisa¢
rownaniem Ax + By + C; = 0. Gdy
ponadto przechodzi przez punkt
(X0, 30), 1o Axo + Byy + 1 = 0, wige:

C1=-Axo-Byy

Odlegloéé d punktu (xo, o) od pro-
stej 0 réwnaniu Ax + By + C =

st rowna odleglosc t¢] prostej od
prostej Ax+ By + Cy = 0:

_lc-al _ICtAx+Bwl
VATRBE T VAT+B?

CWICZENIE Rozwiaz zadanie z przykladu 2 (na str. 24), korzystajac z powyzsze-
go wzoru.

adania 112

ZESTAW ZADAN

41 1. a) Oblicz 6 prostej j przez punkty A i B,
gdzie A =(-5,-7), B=(8,-12).
b) ZnajdZ réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P = (1,-2) i réwnoleglej do
prostej przechodzacej przez punkty K = (4,-5) i L=(-10,2).

2. Znajdz réwnanie prostej zawlcra_]qcc] wysnkosc wojkata UVW  opuszezong,

2 wierzcholka V, gdzie U = (-5,2), V =(-1,6) i W = (3,0)
© 3. Jaki warunek musi spelnia g i prostej
przez poczatek ukladu h, aby prosta ta odcinek AB?

a) A=(3,0), B=(3,2) b) A=(1,5), B=(3,5) ) A=(-4,0), B=(-4,2)
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4. 2) Znajdz rownanie prostej przechodzacej przez poczatek ukladu wspolrzed-
nych i prostopadiej do prostej KL, jesli K = (-3,2) i L=(95,-10).

b) Znajdz réwnanie symetralnej odcinka AB, jesli A =(-5,-2), B=(7,6).

5. Znajdz wspélrzedne punkm symetrycznego do punktu P = (2,3) wzgledem pro-
stej o rownaniu y = ‘

6. 2) Znajdz ortocentrum tréjkata o wierzchotkach: (-3,4), (2,-2), (1,5).
i trojkata o wierzcholkach: (-3,2), (1,-2), (3,4).

b) Znajdz $rodek ciezkos

7. Uzasadnij, ze prosta I jest réwnolegla do prostej k, i oblicz odleglos
tymi prostymi.

micdzy

a) prosta l: 2x-4y+1=0 b) prosta I:
prosta k: x-2y-1

0 prosta k: y =

8. Oblicz odleglosé punktu A od prostej o podanym réwnaniu.

a) A=(-1,3), 2x-y+3=0 b) A=(2,-7), y=

1
§>(+2

9. ) Oblicz dlugos¢ wysokosci trojkata o wierzcholkach A = (1,4),
i € =(5,2), opuszezonej z wierzcholka A, a nastepnie oblicz pole tego trojkq!a

b) Oblicz pole tréjkata o wierzchotkach: A= (-2,-5), B=(1,4), C=(5,7).

10. Punkt P = (3,4) jest wierzcholkiem ronolegloboku, KiGrego jeden bok lezy na
prostej o réwnaniu y = x, a drugi — na prostej o rownaniu y = Lx+ 1. Oblicz pole
tego réwnolegloboku.

11. Oblicz dlugosé promienia okregu o Srodku 5 = (7,-2), stycznego do proste]
0 réwnaniu y = 3x-2.

12. Okrag o $rodku S wycina z prostej cieciwg o diugosci 4 (zob. rysunck). Oblicz
dlugosé promienia tego okregu.

b)

S

T
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MINISPRAWDZIAN

S1. Niech A = (-2,3), B=(6,7) i C = (5,1). WskaZ wartos¢ t, dla ki6rej prosta AB
jest prostopadia do prostej BC.
At=5 B.t=9 Ct=65 D.t=75

$2. Ktéry z poni:
0?

zych punktéw jest najbardziej oddalony od prostej o réwnaniu
3x-4y +6

A (0,7) B.(-1,5) C.(-6,0) D. (-3,-4)

53. Dwa wierzcholki tréjkata leza na prostej o réwnaniu y = $x+ 4 i odlegloé¢
miedzy nimi jest rowna 10. Trzecim wierzcholkiem tréjkata jest punkt (1,~4). Pole
tego trojkata jest réwne:

A25 B. ZSEJ C.45 D. >41:0

ROWNANIE OKREGU

= (7,-3) B = (5,7)
3) i promieniu 5.

[ | CWICZENIE A Sprawdz, kiére z podanych punktGw:
(-2,0), D = (-5,7) naleza do okregu o srodk

Niech = (a, b) bedzie $rodkiem okregu o pro-
mieniu r. Punkt P = (x,y) nalezy do tego
okregu, gdy jego odleglos¢ od punktu  jest
réwna r. Korzystajac ze wzoru na odleglosé
dwdch punkt6w, otrzymujemy rownosé:

Zatem punkt P = (x,y) nalezy do okregu o $rodku S = (a,b) i promieniu r,
gdy jego wsp6lrzedne spelniajq réwnanie zapisane w ponizszej ramce.

Postac kanoniczna réwnania okregu
o srodku S = (a,b) i promieniu r (r > 0):

(x-ay+(y-bF=r*
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CWICZENIE B a) Ustal, jakie wspolrzedne ma srodek okregu o réwnaniu:
(x+5+(y-132=5

Jaka dlugos¢ ma promieri tego okregu?

b) Zapisz réwnania okregow przedstawionych na rysunku.

i

o Zapisz réwnanie okregu o $rodku w punkcie §

0,0) i promieniu 7.

wadonio 17

Znajdz réwnanie prostej stycznej w punkcie P = (2,-3) do okregu
o réwnaniu (x = 1)2 +(y + 6)* = 10.

Wykonujemy rysunek pomocniczy; wspétrzed
ne $rodka okregu odczytujemy 2 rownania;
szukana styczna (prosta k) jest prostopadia
do prostej PS.

Obliczamy wspstezynnik kierunkowy proste]
PS; korzystamy ze wzoru

Obliczamy wspotczynnik kierunkowy prostej
prostopadtej do prostej PS.

Punkt P = (2,-3) lezy na prostej k, wiec jego
wspotrzedne spetniaja réwnanie tej prostej

Zapisujemy réwnanie prostej k.

ZADANIE | ZnajdZ réwnanie prostej stycznej w punkcie (-1,1) do okregu o rowna-
niu (x+2)2 4 (y-3) =

adani 811 p
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ZESTAW ZADAN

1. Zapisz réwnanie okregu o $rodku w punkcie A i promieniu r.

a) A=(0,0), r=30 9 A=(32), r
b) A=(0,-4), r=1 e A=(1,0), r=2v2
 A=(=2,-11), r=1,1 f) A=(/3,-V3), r=273

2. Ktre z podanych punkiéw lezq na okregu o réwnaniu (x - 3)° + (y +
P=(0,0) Q=(3,-5) R=(1,-2) S$=(0,-1) T=(5-8) U =(-10,-5)

3. Znajdz réwnanie:

a) okregu, ktérego srednica jest odcinek o koricach (-8,-2) i (-5,3),

b) okregu o $rodku (1,7), przechodzacego przez poczatek ukladu wspélrzednych,
©) okregu, na ktérym lezy punkt (0,2) i ktérego srodkiem jest punkt (8,-5),

d) okregu o srodku w punkeie (8,-9), stycznego do osi x.

4. Zapisz réwnania okregow:
a) o promieniu 7, stycznych do obu osi ukladu wspélrzednych,
b) stycznych do obu osi ukladu wspélrzednych oraz do prostej o réwnaniu y = -8,

9 kiorych srodki leza na prostej o réwnaniu x = 5 i ktére sq styczne do obu osi
ukladu wspolrzednych.

5. Czy okregi o podanych réwnaniach sq styczne, przecinaja si¢ czy sq rozlaczne?
a) (x+57+(y=-32 =16 d) X +)y2 =10
(x+67+(y=37=9 (k124 (y =7 = 26
b) (x-2) +(y+77 =18 e (x-5)+(y-42=9
(x=72+(y+7)? =8 X2 +(y-102 =16
A (x+6)+y* =49 ) (=57 +(y-3) =144
(X +67+(y+87 =4 ()24 (y+ 572 =4

6. Znajdz réwnania okregéw o §rodku S, stycznych do podanego okregu.

a) $=(3,-6), (x+9P+(y+1)>=4 b) S=(-1,3), (x-2P+(y-2)?=49

7. Zapisz r6wnania okregdw o srodkach na osi x i promieniu 4, stycznych do okre-
gu o réwnaniu x2 + y? = 100.
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/Il 8. Znajdz réwnanie prostej stycznej do okregu o podanym réwnaniu w punkcie P.
a) (x=3)7+(y+4? =10 b) (x+5)2 +(y+ 1) =13
P=(6,-3) P=(-8,1)

9. Z punktu P poprowadzono dwie proste styczne w punktach (-3,4) i (1,0) do
okregu o réwnaniu (x +2)> +(y - 1)* = 10. ZnajdZ wspolrzedne punktu przeciecia
tych stycznych.

10. Punkt P = (x,) nalezy do kola o érodku § = (a,b) Z
i promieniu r, gdy jego wspdlrzedne spelniaj nie-
rOWnosE (x- @)’ +(y - b)? < .
AR
a) Opisz za pomoca nierownosei kot na
rysunku obok. o1 X

b) Zapisz nieréwnos¢, kiora spelniaj wspélrzedne
punktéw nienalezacych do kola o srodku § = (0,4) @
1 promientu .,

11. Zaznacz w ukladzie wspdirzednych zbir punktow, ktérych wspolrzedne spet-
niaja podany warunek.

h){x»‘+y»’<23 o X +(y-6°<9
(x+57+(y=22>9 ub X*+y? <4

MINISPRAWDZIAN

S1. Ustal, jakie jest polozenie punktu P = (-3,4) wzgledem okregu opisanego row-
naniem (x - 3) +(y +4)° = 10.

A. Punkt P jest §rodkiem tego okregu.

B. Punkt P lezy wewnatrz tego okregu, ale nie jest jego srodkiem.

C. Punkt P lezy na tym okregu.

D. Punkt P lezy na zewnatrz tego okregu.

52. Kolo ograniczone okregiem o rownaniu (x +4)% +(y - 4)* =9 ma pole réwne:
A3m B. 61 com D.81m

S3. Odcinek o koncach (-2,5) i (4,-1) jest $rednica okregu o réwnaniu:

A(XH1P +(y+2
B.(x= 1) +(y+2)?
Co(x=17%+(y-2)
D. (x+ 1) +(y-2)

ROWNANIE OKREGU 31
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INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA
UKEADU ROWNAN
Niektére typy réwnaii opisuja pewne figury w ukladzie wspotrzednych.

Uklad takich réwnari mozna interpretowa¢ graficznie, a jego rozwiazywa-
nie jest poszukiwaniem wspdlnych punktow tych figur.

Przyjrzyj sie ponizszym ukladom réwnati i ich interpretacjom geometrycznym.

X-3y+2=0 2x+y-10=0 3x-2y+2=0
X+2y-8=0 2x+y+3=0 “1,5x+y-1=0
| ¥ ¥
1 1
1 X 1 X 1 X

Te proste przecinajq si¢  Proste sa réwnolegle, nie  Oba réwnania opisuja t¢

w jednym punkcie —  majq punktow wspdlnych  sama prosta. Wspolrzed-
uklad rownain ma jedno  — uklad rownan nie ma ne kazdego punktu tej
rozwiazanie, jest to uklad  rozwiazai, jest to uklad  prostej spelniaja uklad
oznaczony. sprzeczny. rownani — uklad ma nie-

skoriczenie wiele rozwia-
zai, jest to uklad nie-

oznaczony. i 12

Oto inne przyklady ukladéw réwnati i ich interpretacje geometryczne:

{(x-6)2+(y—3)”:
2x-y-4=0

bl

5 {(X—B)Z+(y—3)3:

{(x.5)2+(y—3)»’:25
4x+3y-58=0

3x-2y+7=0

Prosta przecina okrag ~ Prosta jest styczna do  Prosta jest rozlaczna
w dwoch punktach. Uklad  okregu. Uklad réwnan  z okregiem. Uklad row-
rownan ma dwa rozwia-  ma jedno rozwigzanie.  nan jest sprzeczny.
zania.
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{ {y=%x2+3x+5,3 {y=%xl+3x+5,5
y=-2x-7 y=x+2
b b Y
1 1 T
1 X 1 X 1 x

Prosta przecina parabole  Prosta jest styczna do  Prosta nie ma punktow
w dwoch punktach. Uklad  paraboli. Uklad réwnari  wspolnych z parabola.
réwnai ma dwa rozwia- ma jedno rozwiazanie.  Uklad réwnari nie ma roz-
Zania. wigzai, jest sprzeczny.

Znajdz wspéirzedne punktéw, w ktérych prosta opisana réwna-
niem y =-3x+1 przecina okrag o rownaniu (x + 12 +(y - 2)? = 4.

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

y=-3x+1 Szukamy wspétrzednych punktéw, ktére
spefniaja oba réwnania.
(x+12+(y-22=4
(+ 12 +(-3x+1-22=4
X2 42x+1+9x7 +6x+1=4
10x% +8x-2=0

5x2+4x-1

£=36

Pi=(-1,4), P,

ZADANIE | ZnajdZz wspélrzedne punktéw, w ktérych prosta opisana réwnaniem
y =2x~-8 przecina okrag o réwnaniu (x-1)2 +(y +3)2 = 9.
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Znajdz réwnanie prostej rownoleglej do prostej opisanej réwna-
niem y = 3x - 1 i stycznej do okregu o réwnaniu (x - 2)? + y? =

oy
4
N

"~

1
v %
/T H

rysunek i

Szukana prosta_jest rownolegta do prostej

Réwnanie kierunkowe szukanej prostej 1 ma wiee wepblczyndik kierunkowy
ma postac: y =3x+b Yo 3
(x=22+y? Prosta jest styczna do okregu, gdy ma z nim
¢ jeden punkt wspolny, tak wiec uklad rownari
y=3x+b powinien mie¢ jedno rozwiazanie.

(x-22+Bx+b)? =5
—4x 449X+ 6bx + b7 =

10x2 +(6b - 4)x + b? -

o
A=(6b-4)7-4-10(b ~ 1) = 36b2 ~48b + 16 - 4052 + 40 =
=417 - 48b+56
Ukfad réwnai ma jedno rozwiazanie, gdy

otrzymane réwnanie kwadratowe ma jeden
pierwiastek, czyli gdy A=

~4b? - 48b+56=0

P +12b-14=0
Ay =144 +56 = 200
VB =10V2

Obliczamy, dla jakich wartosci b zachodzi
_ rownosc A=
=-6-5v2

bz:-lzno\/z S/Z-6

Odp. Warunki zadania spetniaja dwie proste: y = 3x-6-5v2 i y =3x+5v2-6.

ZADANIE | ZnajdZz réwnanie prostej réwnoleglej do prouql opisanej réwnaniem
y=-2x+3 istycznej do okregu o rownaniu X + (y - 3
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[LIATTIVEN Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, dla ktérych prosta o row-
naniu y = ax - 3 ma jeden punkt wspélny z parabola o réwnaniu y = §x2 +1.

Sporzadzamy rysunek pomocniczy.

Szukamy punktéw wspoinych prostej i para-
boli.

-ax+4=0

A=a2-4.1.4

E 1
8=0, gdy =12 Rownanie ma jedno rozwiazanie, gdy A =0.
4 4
4 b a=-%

ZADANIE | Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, dla kiérych prosta o réwna-
niu y =ax+1 ma jeden punkt wspdlny z parabola o rownaniu y = ~25x.
zadania 315 )

ZESTAW ZADAN

41 1. Ustal, ile rozwiazar ma podany uklad réwnar, korzystajac z jego interpretaji

geometrycznej.
) (7=3x-7 x+2y-8=0 ox-y=4 o (=
a 9

y=-x+12 2x+4y-1=0 6x-3y =12 3x-y=2

© 2. Dla jakiej wartosci parametru p podany uklad réwnan jest sprzeczny?

) px+2y=4
D Laxsepy=

41l 3. Znajdz réwnanie prostej réwnoleglej do prostej o réwnaniu y = 2x +3, ktéra ma
2 parabola o réwnaniu y = x* - 2 jeden punkt wspolny.
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4, Oblicz, ile punktéw wspélnych maja podana prosta i parabola.
a) y 2x+1 y
b) 3x-y+1=0 y

9 x-2y+3=0 y

d) x-y+1=0 y=
5.3a) Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, dla ktrych parabola o réwna-
niu y = x* + 1 i prosta o réwnaniu y = ax maja jeden punkt wspolny.

b) Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych parabola opisana réwna-
niem y = px® + 1 i prosta o réwnaniu y = x maja jeden punkt wspolny.

6. Ustal, w jakich punktach podany okrag przecina osie ukladu wspélrzednych.
a) (x+27%+(y+4)* =25 b) (x= 1) +(y-3)? =10 Q (x+7)?+(y-1)=49

7. Znajdz wspélrzedne punktow wspélnych prostej i okregu o réwnaniach:
a) y=-2x+3, x+y’=4 Q y=-2x+3, (x+3°+y*=4

% d) 3x-y+1=0, (x-32+y*=10

b) x-2y-2=0, xX*+(y-1)?

8. Oblicz dlugos¢ zaznaczonej cigciwy okregu.
b) Y 9 ¥

%
/l» 3 iy

a)

9. Oblicz diugosé

cieciwy wycigtej z prostej o réwnaniu y = -2x + 1 przez okrag
o réwnaniu X% +y? = 4.

©10. Prosta o réwnaniu y = x + 4 przecina okrag o réwnaniu x% + y? = 36 w punk-
tach A i B. Odcinek BC jest $rednica tego okregu. Oblicz pole tréjkata ABC.

11. Znajdz réwnanic prostej réwnoleglej do prostej o réwnaniu y = 2x i stycznej
do okregu o réwnaniu:

a) X2+y2=6  b) (x+4°+y*=1 o X*+(y+5°=4 d) x-2+@-1>=5

12. Znajdz réwnania stycznych do okregu opisanego réwnaniem x? + y?

a) przechodzacych przez P =(0,-5), o prostopadiych do prostej y = 2x,
b) rownoleglych do prostej y = x, d) przechodzacych przez R = (1,2).

13.Znajdz réwnanie okregu o promieniu 10, stycznego do prostej o réwna-
niu y = x oraz do prostej o réwnaniu y = -§x.
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14.2) Znajdz wszystkie wartosci b, dla ktdrych prosta o réwnaniu y = 3x+b jest
styczna do okregu o réwnaniu X% + y? = 10.

b) Znajdz wszystkie wartosci a, dla kidrych prosta o réwnaniu y = ax - 5 przecina
okrag o réwnaniu x° +y? = 5 w dwéch punktach.

 Jaka dlugoé¢ powinien mie¢ promieri okregu o srodku w punkcie S
okrag ten nie mial punktéw wspolnych z prosta o réwnaniu y = ~2x +

0,0), aby

d) Znajdz wszystkie wartosci t, dla ktérych okrag o srodku (t,0) i promieniu 1 ma
co najmniej jeden punkt wspélny z prosta o réwnaniu y = 2x.
Warto wiedzied!

Na plaszczyznie dane sq dwa rézne punkty Py i Py. Zbior P

wszystkich punktéw, ktorych suma odleglosci od punk-
16w Py i P; jest taka sama, tworzy pewna krzywa zwang
clipsa. Punkty Py i P, nazywamy ogniskami elipsy.

Elipsa i inne krzywe stozkowe (parabola i hiperbola) zna- \PPy| + PPy
ne byly juz w starozytnosci. Po raz pierwszy pojawily si¢

w IV w. pne. w pracach greckiego matematyka Menaichmosa, przyjaciela Platona.
Uzyt on kizywych stozkowych do rozwiazania jednego ze stynnych geometrycznych
probleméw starozytnosci — podwojenia szescianu.

=a

15. Przeczytaj informacje w ramce. Krzywa przedsta- ¥
wiona na rysunku obok to elipsa. Wspélrzedne kazdego

punktu tej elipsy spelniaja warunek ’i\; +y? = L Jej am
ogniskami sq punkty Py = (=v/3,0) i P> = (+/3,0). Znajdz

wipdluzedne punkié precciecia t clipsy 2 osiami |
wspolrzednych i dla kazdego z nich oblicz sume od-

leglosci od punktow Py i P.

MINISPRAWDZIAN

$1. Prosta o réwnaniu y = x jest styczna do okregu opisanego réwnaniem:

A (x-12+(y-12=1 C.(x=1P+(y-1)
B.(x+1)%+(y-1)°=1 D. (x+12 +(y-12=2

52. Jedna z prostych stycznych do okregu o réwnaniu (x - 2)* +y? = 1 i przecho-
dzaca przez poczatek ukladu wspélrzednych ma réwnanie:

Ay B.y=3x c.y=v7"x D.y=2x

3

S3. Czesciq wspolng prostej o rownaniu y = 2x + 1 i kola o srodku § = (0,3)
i promieniu 2 jest cieciwa o diugos

A BS B8 c.85 D. 25
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1. Znajdz réwnanie prostej przecho-
dzacej przez punkt (2, 1), ktora jest:

a) réwnolegla do prostej o réwnaniu
Sx+3y-4=0,

b) prosmpad{a do prostej o réwnaniu
2x-3y+1

2. Ze wszystkich punktéw lezacych na
prostej y = 2x+ 10 punkt P lezy naj-
blizej poczatku ukladu wspdlrzednych.
Oblicz wspolrzedne punktu P.

9. Punkt P = (3,-2) jest §rodkiem okre-
gu i lezy na prostej m. Prosta m
przechodzi przez punkt (0,4), a okrag
przez punkt (0,-3). Znajdz wspolrzed-
ne punktéw wspolnych prostej i okregu.

10. Tréjkat zaznaczony na niebiesko
(zob. ponizszy rysunek) jest prostokat-
ny i réwnoramienny, a przedstawiony
okrag jest styczny do bok6w tego tréj-
Kata. Znajdz rownanie okregu.

¥
3.Punkty o wspélrzednych (-3,5)
i (3,1) s przeciwleglymi wierzchotka-
mi mwno]egloboku Kolejnym 7 jego
6w jest punkt o wspe ot =

nych 3,2, Jakie. wspélrsedne ma
czwarty wierzcholek tego réwnoleglo-
boku?

4. Trzy proste o rownaniach: y = 2x + 4,
y=-3x-6ix+2y-3 =0 ograniczaja
tréjkat. Wykaz, ze ten tréjkat jest pro-
stokatny i rownoramienny, oraz znajdz
réwnanie osi symetrii tego tréjkata.

5. Ustal, ktéry z punktéw: A = (-2,5) czy
B =(8,~4) lezy blizej prostej y = ~Lx+2.

3

6. Pole trojkata ABC jest rowne 21.
Punkty A i B lezq na prostej o réwnaniu
-3x+2y-1=0,a C = (-3,-1). Znajdz
dlugos¢ boku AB.

7.Znajdz réwnanie okregu, ktdre-
go Srednica jest odcinck o koricach
A=(-2,-2)iB=(4,2).

8. Jednym 7 Koricw srednicy okregu
opisanego réwnaniem (x —2)? + y? = 4
jest punkt A = (1,-3). Podaj wspol-
rzedne drugiego Korica tej srednicy.

38

1. Znajdz réwnanie okregu, ktéry jest
symetryczny do okregu o réwnaniu
(x+2) +(y - 5)? = 5 wzgledem:

a) osix b) prostej x=3

12. Znajdz réwnanie okregu opisanego
na tréjkacie ABC.

A=(0,10), B=(0,0), C=(24,0)
b) A=(0,10), B=(0,0), C=(6,2)

13. ZnajdZ rownanie prostej stycznej
w punkcie P = (1,5) do okregu o réw-
naniu x* +(y - 2)* = 10.

14. Znajdz wartosci parametru C, dla
Ktorych prosta opisana rownaniem
4x+3y +C = 0 jest styczna do okre-
gu 0 réwnaniu (x - 2)% + (y + 32 = 25.
Znajdz wspélrzedne punktu stycznosci.

15. Oblicz dlugosé cieciwy wycigtej
2 prostej o rownaniu 2y ~x+1 =0 przez
okrag o $rodku (2,-1) i promieniu 3.
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Prawdopodobienstwo

W 1654 roku slawny matematyk i fizyk Blaise Pascal (czyt. blez paska)
otrzymal lst od znanego hazardzisty i namigtnego gracza w kosc,
kawalera de Méré. Autor listu prosit Pascala o odpowied?

na nastepujace pytanie: lle razy powinno sig rzucad dwiema

kostkami do gry, aby warto bylo obstawia, ze przynajmniej raz na
obu kostkach wypadng széstki? Od tego momentu zaczelo sig
Zainteresowanie Pascala teoria opisujacq Ziawiska, ktérych
dokladnego wyniku nie mozna przewidziec, nazwang

pdiniej rachunkiem prawdopodobieristwa.

Prawdopodobienstwo — podstawowe pojecia = Obliczanie
prawdopodobienstwa = Drzewka = Warto$¢ oczekiwana
= Zasada mnozenia i zasada dodawania = Obliczanie
prawdopodobienistwa (cd.) = Powtérzenie
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PRAWDOPODOBIENSTWO
— PODSTAWOWE POJECIA

W niektérych sytuacjach, na przyklad gdy rzucamy kostka do gry lub mo-
netg czy bierzemy udzial w loterii fantowej, o wyniku dzialania decyduje
tak zwany $lepy los. Czasem jednak mozna oceni¢ szanse interesujacego
nas rezultatu.

Kazde dzialanie, ktérego wyniku nie mozna z gory przewidzie¢, nazywamy
doswiadczeniem losowym. Oto kilka przykladéw doswiadczen losowych:

* Rzut moneta
Mozliwe s dwa wyniki tego doswiadczenia: )
wypadnie reszka lub wypadnie orzel.

Przyjmujemy, Ze szansa wypadniecia reszki jest taka sama jak szansa
wypadniccia orfa. W takim razie szansa, ze w wyniku rzutu moneta otrzy-
mamy orla, jest jak jeden do dwéch, czyli wynosi }. Taka sama jest szansa
otrzymania reszki.

o Rzut kostka do gry (szescienna)
Mozliwych jest szes¢ wynikow tego doswiad-
czenia. Szansa otrzymania jednego z tych
wynikow, na przyklad piec oczek, jest jak
jeden do szesciu, czyli wynosi &

ofs

Oceniajac szanse, ze wypadng mniej niz trzy oczka, mozemy rozumowac

tak: skoro dwa z szesciu mozliwych rezultatéw to liczby mniejsze od 3,
wiec szansa jest jak dwa do szesciu, czyli wynosi .

 Rzut moneta i kostka

Wszystkie mozliwe wyniki przedstawione sq w tabelce (jest ich dwanascie).
Szansa otrzymania kazdego z tych wynikow jest jednakowa i wynosi 5.

O] 5| <) i)
@ @2 @D

DO | DI | Q| D | D= | D W

A jaka jest szansa otrzymania pary: orzel na monecie i parzysta liczba
oczek na kostce? Wérod dwunastu mozliwych wynikéw doswiadczenia sa
trzy takie pary (zaznaczono je w tabeli). W takim razie szansa rozwazanego
rezultatu jest jak trzy do dwunastu, czyli }
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Warto wiedzie¢!

Przy rzucie monetq szansa wypadniccia
orla jest taka sama jak szansa wypad-
nigcia reszki i wynosi }. Nie znaczy to
jednak, ze gdy na przyklad rzucimy mo-
neta 50 albo 5000 razy, to na pewno
polowe wynikow beda stanowily orly.

‘Takimi zagadnieniami zajmowal si¢ juz
W XVII wicku szwajcarski matematyk Ja-
kub Bernoulli (czyt. bernuli). Udowodnil
on twierdzenie zwane prawem wielkich
liczb. Korzystajac z tego prawa, mozemy
powiedzie¢ w pewnym uproszczeniu, ze

Opisujac
mozemy
zywamy

doswiadczenie losowe,
otrzymaé. Kazdy mozliwy wynik doswiadczenia losowego na-

jesli wykonamy bardzo duzo rzutéw mo-
neta, to stosunek liczby orléw do liczby
wszystkich rzutéw bedzie bliski 3.

Fakt ten bywa czasem Zle interpretowa-
ny. Na przyklad niektorzy sadza, ze jesli
reszka wypadnie 10 razy z rzedu, to
w kolejnym rzucie szansa wypadniecia
orla jest wicksza niz szansa wypadnic-
cia reszki. Nalezy jednak pamictad, ze
za kazdym razem (nawet w takiej sytu-
acji) wypadniccie orla czy reszki jest tak
samo prawdopodobne.

zaczynalismy od ustalenia, jakie wyniki

Zbiér wszy: takich zdarzen

zdarzei

grecka litera Q (czyt. omega).

W om6 h

h i bedziemy oznaczaé

zdarzen elemen-

losowych

tarnych mozna opisa¢ w nastepujacy sposéb: niech litera O oznacza
wypadniecie orla, a litera R — wypadniecie reszki, para (R,1) — wypad-
nigcie na monecie reszki, a na kostce jedynki, para (R,2) — wypadniecie

reszki i dwdjki itd.
Rzut moneta;:
Rzut kostka:

Rzut moneta i kostk:

o-{oRr}
a={1,2,3,4,5,6}

2= {(0,1,R1,0,2,R2),....(0,6, R 6)}

Uwaga. Te zdarzein
daja
rozwazaé

si¢ odpowiednio z dwoch, s
losowe, ktérych

h sq zbiorami — skla-
Sciu i dwunastu elementéw. Mozna takze
zdarzeri hsq

zbiorami nieskoriczonymi (na przyklad gdy wybieramy w sposob losowy punkt
nalezacy do danej prostej). Tego typu doswiadczeniami nie bedziemy si¢ jednak

Zajmowac.

Oceniajac szanse wynik6w d

viadczen, rozwazalis

y nie tylko zdarzenia

W doswiadczeniu rzut kostkq

na przyklad szanse

zdarzenia: wypadng mniej niz trzy oczka. Temu zdarzeniu sprzyjaja dwa

zdarzenia

innymi stowy

mu pod-

2biér przestrzeni zdarzen elementarnych.

Dowolny podzbidr przestrzeni zdarzeri elementarnych bedziemy nazywaé
zdarzeniem losowym i oznaczac wielka litera.

PRAWDOPODOBIENSTWO ~ PODSTAWOWE POJECIA
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W tabeli podano przyklady zdarzeri losowych.

swiadezenie Onis slowny zd _— Zbior sprzyjajacych
losowe Bl elowny zaarzenia josowego zdarzen elementarnych
Rzut monetg, A — Wypad! orzel.
Rzut kostka B — Otrzymano 5 oczek.
Rzut kostka € — Otrzymano parzysta liczbe oczek.
Rzut monetq D — Otrzymano reszke na monecie
i kostka i wigcej niz 3 oczka na kostce.
o Na rysunku obok w schematyczny sposob
przestroei zdarze clementarnych przedstawiono pewna przestrzeni zdarzen
0 elementarnych. Kropki oznaczaja jednako-
‘/ L2 0\ sdarzene wo prawdopodobne zdarzenia. Zdarzeniu Z
T losowe

zdarzenia elementarne
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sprzyja pieé sposrod dziewieciu zdarzen
clementarnych. Zatem szansa, ze zajdzie
zdarzenie Z jest jak pie¢ do dziewieci,
czyli wynosi 2. Te liczbe nazywamy praw-
dopodobieristwem zajscia zdarzenia Z.

Jesli wszystkie zdarzenia
to prawdopodobieristwo zdarzenia lusowego A bedziemy oznaczac
P(A) i obliczac ze wzoru:
_m
Pa) =
N — liczba wszystkich zdarzer elementarnych
ny — liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A

Ta definicja nazywana jest Klasyczng definicjq prawdopodobieristwa. Moz-
na z niej korzystac tylko wowczas, gdy zdarzenia elementarne sq jednako-
wo prawdopodobne i jest ich skorczenie wiele.

Dla dowolnego zdarzenia A liczba ny spelnia warunek 0 < ny < N. Zatem
prawdopodobienistwo zdarzenia A jest liczba nieujemna i nie wigksza od 1:
0<PA)<1

Uwaga. Prawdopodobieristwa zdarzeri wyraza si¢ czasem za pomoca procentow.

Jesli zdarzeniu losowemu nie sprzyja Zadne zdarzenie elementarne, to na-
zywamy je zdarzeniem niemozliwym i oznaczamy symbolem 0.
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Jesli zdarzeniu losowemu sprzyjaja wszystkie zdarzenia elementarne, to
nazywamy je zdarzeniem pewnym. Zdarzenie pewne jest réwne przcslrzc-
ni zdarzen ch, Je

CWICZENIE A’ Sposrod 15 kul ponumerowanych
liczbami od 1 do 15 losujemy jedna kule. Jakie

0 — zdarzenie

niemozliwe
jest prawdopodobieristwo tego, ze numer wylo-
PO) = sowanej kuli jest
Q — zdarzenie a) liczba wigksza 0d 9,
pewne b) liczba mniejsza od 20,
PQ) =1 ¢ liczba dwucyfrowg o sumie cyfr réwnej 107

W rozwazanych dotad doéwiadezeniach dosy¢ latwo mozna bylo ustalic,
e zdarzenia majq réwne Nie zawsze
Jjednak jest to oczywiste.

CWICZENIE B Rzucamy dwiema monetami — pieciozlotowka i zlotowka, Jakie
jest prawdopodobieristwo, ze na jednej z monet wypadnie orzel, a na drugiej
reszka?

Rozwazmy doswiadezenie polegajace, podobnie jak w éwiczeniu B, na rzu-
cie dwiema monetami, ale tym razem jednakowymi.

Wiadomo, Ze w wyniku otrzymamy dwa orly albo dwie reszki, albo orfa
i reszke. Gdybysmy jednak prayjeli, ze te zy zdarzenia tworza przestrzen
zdarzefi ch, to nie ¢ definicji Klasycznej
do obliczania prawdopodobieristwa, bowiem te zdarzenia nie sa jednako-
wo prawdopodobne. Zwr6¢my bowiem uwage, iz szansa, Ze wypadna orzel
i reszka jest, podobnie jak przy rzucaniu dwiema roznymi monetami, wigk-
sza niz szansa, e wypadna np. dwa orly.

Aby zdarzenia byly jednakowo prawdopodobne, nalezy w tym wypadku

przyjad, ze zdarzent h to zbidr
Q=1{(0,0), (O,R), R,0), R,R)}

Z histor

W stynnej Wielkiej encyklopedii francuskicj e w czasach, gdy nie-
2 XVIIl wieku umieszczono artykut Orzet  znane byly jeszeze metody teorii praw-
i reszka, kiorego autorem byl Jean Le dopodobiciistwa, nawet tak znakomite-
Rond d’Alembert (czyt. Zan le rq dalam-  mu matematykowi jak d’Alembert zda-
bert) — znany francuski matematyk. W ar-  rzaly si¢ pomylki przy ocenie prawdo-
tykule tym autor popelnil blad, przyjmu-  podobieristwa zdarzen. W jednym z ko-
jac, ze przy dwukrotnym rzucie moneta sa  lejnych wydari encyklopedii d’Alembert
tylko trzy mozliwe wyniki i kazdy z tych  poprawil swdj artykul, podajac prawi-
wynikéw jest jednakowo prawdopodobny.  dlowe wytlumaczenie problemu.
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[LIATCZTM W urnie jest pie¢ kul bialych, trzy czerwone i jedna zielona.

a) Losujemy jedna kulg. Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania kuli biatej lub

czerwonej.
Q = (b, by, b3, by, bs, 1, G2, 3,2}, gdzie by

N=5+3+1=9 oznacza wyciagniecie pierwszej biafej kuli,
by — drugiej biatej kuli itd.

A — Wylosowano kulg biata lub czerwona.
na=5+3=8 A= by, b2, b3, bi,bs, €1, 2,63

P =3

b) Wylosowano trzy kule, kazda innego koloru, i usunigto je z urny. Jakie jest
prawdopodobiefistwo tego, Ze nastepna wylosowana kula bedzie czerwona?

Po usunieciu kul w urnie zostaly 4 kule biate
N=4+2=6 i 2 czerwone.

Q= (b, by, b3, bs, 1,2}
B — Wylosowana kula jest czerwona.

ZADANIE | W torebce jest 8 cukierkow czekoladowych, 10 owocowych i 4 krowki.

) Oblicz, jakie jest cukierka Iub
Kréwki.
1) Z torebki zabrano 6 cukierkéw czekoladowych i jedna krowks. Jakie jest teraz praw-
cukierka lub kréwki?
Uwaga. W w a) $my, Ze jest 9 zda-

rzeii elementarnych. Gdybysmy przyjeli, z 3 3 zdarzenia elementarne: 1) wylo-

sowano biala kulg, 2) wylosowano czerwong kul, 3) wylosowano zielon kulg, to

zdarzenia te nie bylyby jednakowo prawdopodobne i nie mozna byloby zastoso-

wa Klasycznej definicii przy obliczaniu prawdopodobieristwa. ,
zadania 1-7

Wyobrazmy sobie, Ze wybieramy w sposb losowy dowolny dzier listopada
2021 roku.

Listopad ma 30 dni, zatem prze- 2021 noVEMBER + LISTOS 2021
L e+ e 2058

strzeni zdarzen ych - A 3‘—4_5 = —1.
mozemy okreslic nastepujaco:

P 8 “o|10|11|12 i3 14

={123,...,29,30} 15/16(17|18| 19| 20| 21

Liczby oznaczajq odpowiednie

22| 23|24 25 26 27 28
dni listopada. E
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Rozwazmy zdarzeni

A — Wylosowanym dniem jest niedziela lub dzie

B — Wylosowanym dniem jest dzieri powszedni.

Korzystajac z kalendarza, otrzymujemy:
A={1,7,11,14,21,28}
B=12,3,4,5,6,8,9,10,12,13,15,16,17, 18,19, 20,22, 23,24, 25,26, 27, 29,30}

CWICZENIE C Dla zdarzeri A i B opisanych powyzej oblicz P(A) i P(B).

Zauwazmy, ze zdarzeniu B sprzyjaja wszystkie te i tylko te zdarzenia ele-
mentarne, kiére nie sprzyjajq zdarzeniu A. Zatem zbiér odpowiadajacy
zdarzeniu B to zbiér rowny réznicy Q\A.

Zdarzenie O\ A nazywamy zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A i ozna-
czamy symbolem A'.

Zdarzenia losowe to pewne zbiory, wiee wlasnosci zdarzeri przeciwnych
mozna zapisa¢ za pomoca dzialari na zbiorach.

Jesli zdarzenia A i A’ sq zdarzeniami przeciwnymi, to:
AnA =0 AuA =Q P(A') = 1 - P(A)

Uwaga. Zauwaz, ze zdarzenie pewne jest zdarzeniem przeciwnym do niemozliwego.

Pierwsza i druga z powyzszych réwnosci s oczywiste (wynikaja z definicji
zdarzenia przeciwnego). Oto jak mozna uzasadnic trzecia z tych rownosci:

Niech N oznacza liczbe wszystkich zdarzeri elementarnych, a n i ny
— liczby zdarzen elementarnych sprzyjajacych i i
A oraz A'. Wowczas:

)= Mar _ N-hy
PAY = N

N 1-P(A)

Gdy mamy obliczyé prawdopodobieristwo zdarzenia, czasami latwiej jest
najpierw obliczyé prawdopodobieristwo zdarzenia przeciwnego.

CWICZENIE D Rzucamy szescienng kostka do gry. Dla kazdego z ponizszych
zdarzen okres] zdarzenie przeciwne i ustal jego prawdopodobieiistwo.

A — Wypadnie jedynka.

B — Wypadnie nieparzysta liczba oczek.

€ — Wypadnie 5 lub wiecej oczek.

D — Wypadnie liczba oczek podzielna przez 6.

wdonia 820 )
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ZESTAW ZADAN

1. Losujemy jedng karte

2 talii 52 Kart. Oblicz, ja- Typowa talia kart do gry sklada si¢ z 52 kart:
Kie jest prawdopodobieri- 13 pikow, 13 kierow, 13 Kar i 13 trefli.
stwo wylosowania:
a) trefla, * ' ‘ *

. pik kier karo trefl
b) figury, "

anmy ki W kazdym z tych karcianych koloréw sa 4 figury
o damy Kier, (as, krol, dama i walet) oraz 9 blotek (od dwojki do
d) dziesiatki, dziesiatki).

e) blotki z liczba parzysta.

2.a) Czy wicksze jest prawdopodobieristwo wylosowania figury sposrod wszyst-
kich kier6w, czy — kiera sposréd wszystkich 52 kart talii?

b) Z talii 52 kart wylosowano juz 3 karty i wszystkie sq asami. Jakie jest prawdo-
podobieristwo, Ze czwarta wylosowana karta tez bedzie asem?

3. Na_]bardzlcj popularnym nazwiskiem w USA jest Smith — nosi je 1,01% miesz-

Karicow. to po angielsku kowal’. Ciekawe, Ze w Polsce bardzo duzo o0sob
nosi nazwlsko Kowalski — okoo 140 tys. sposréd ok. 38 min mieszkaricow. Co jest
bardziej prawdopodobne: ze losowo wybrany Amerykanin to Smith czy Ze losowo
wybrany Polak to Kowalski?

Na fotografiach sq przedstawione trzy kostki
do gry: szescienna (z liczbami od 1 do 6),
czworoscienna (z liczbami od 1 do 4) oraz dwu-
nastoscienna (z liczbami od 1 do 12).

W typowej kostce szesciennej suma oczek na
przeciwleglych Sciankach wynosi 7, a w dwu-
nastosciennej wynosi 13. Natomiast na kazdej
Sciance typowej kostki czworociennej umiesz-
czone sq trzy liczby, ale tak, ze liczby przy
wspélnym wierzcholku Scianck sq takie same.
Wynikiem rzutu taka kostka jest liczba przy
wierzcholku, kiéry nie lezy na stole.

4. 2) Rzucamy szescienng kostka do gry. Jakie jest prawdopodobiefistwo tego, Ze
wypadng co najmniej dwa oczka?

b) Rzucamy dwunastoscienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobieiistwo tego, ze
wypadnie liczba oczek wigksza niz 9.

9 Rzucamy czworoscienng kostka do gry. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze
wypadnie liczba oczek bedaca liczba pierwsza?
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5. Powyzej iono siatki ni h kostek szesciennych. Ktéra kostke
nalezy wybra, aby przy jednym rzucie mie¢ najwickszq szans otrzymania:
a) szostki, b) sz6stki lub jedynki,  nieparzystej liczby oczek?

6. W urnie jest 16 kul ponumerowanych liczbami od 1 do 16. Kule z numerami
od 1 do 3 sq biale, z numerami od 4 do 7 — czerwone, a pozostale s zielone.
Losujemy jedna kul¢. Oblicz prawdopodobieristwo opisanego zdarzenia.

a) Wylosowana kula jest czerwona lub zielona.

b) Liczba na wylosowanej kuli jest podzielna przez 3.

9 Wylosowano kulg zielona z liczba jednocyfrowa.

d) Wylosowano kulg czerwong lub z numerem parzystym.

7. W pudelku zmieszano 30 ziarenek fasoli, 20 ziarenek ciecierzycy i 50 ziarenek
grochu.

a) Jako pierwsze wylosowano ziarenko fasoli. Jakie jest prawdopodobieristwo tego,
7e drugim wylosowanym ziarenkiem nie bedzie fasola?

b) Z pudetka usunicto po 10 ziarenek kazdego rodzaju. Jakie jest teraz prawdopo-
dobienistwo wylosowania ziarenka fasoli?

8. Rzucamy szescienng kostka do gry. Wsréd ponizszych zdarzen znajdz pary
zdarzeii przeciwnych. Jedno ze zdarzei nie ma pary. Okres] zdarzenie do niego
przeciwne.

Ay — Liczba oczek jest mniejsza od 5.
Ay — Liczba oczek jest podzielna przez 3.
A — Liczba oczek jest liczbg pierwsza.
Ay — Liczba oczek jest wicksza od 4.

9. Rzucamy czterokrotnie moneta, Wéréd ponizszych zdarzeri znajdz trzy pary
zdarzeni przeciwnych. Jedno z opisanych zdarzeii nie ma pary. Okres] zdarzenie do
niego przeciwne.

Ay — Orzel wypadnie co najmniej raz.

Az — Orzel wypadnie tyle samo razy co reszka.

A; — Przynajmniej raz wypadnie reszka.

A4 — Orzel wypadnie co najwyzej raz.

As — Orzel nie wypadnie ani razu.

Ag — Orzel wypadnie dwa, trzy lub cztery razy.

A7 — Wypadna same orly.
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10. Wybieramy losowo jedna z poczatk

cyfr wystepujacych po

przecinku w

liczby . Oblicz

tego,

Ze nie jest to 0 oraz prawdopodobieristwo tego, Ze nie jest to 1.

m=3,1415926535897932384626433832795028841971...

Warto wiedziec!

W 1927 roku ukazala si¢ ksiazka Zestaw
liczb losowych angielskiego naukowca
LH.C.Tippetta. Wszystkie 24 strony tej
ksiazki wypetialo 41600 cyfr ulozo-
nych (jak zapewnial autor) w przypad-
kowej kolejnosci. Ksiqzka staa si best-
selerem wsrod ksiazek naukowych.

Komu i do czego moze si¢ przydac loso-
wo ulozony ciag cyfr? Tablice liczb loso-
wych sa potrzebne naukowcom w wielu
cksperymentach. Gdy na przyklad trze-
ba zbada¢ skutecznosé dzialania lekar-
stwa, wazne jest, by dobdr pacjentow
byt zupelnie przypadkowy. Liczby loso-
we ulatwiaja wybdr odpowiedniego spo-
sobu losowania badanych oséb.

Mozna stwierdzié, ze od czasu ukaza-
nia si¢ pierwszych tablic liczb losowych
rozwinal si¢ caly ,przemyst” zwiazany

siat miliardow dolarow).

LH.C. Tippett opracowal swoje tablice, wy-
korzystujac przeksztalcone odpowied-
nio dane dotyczace powierzchni angiel-
skich parafii. Wspélczesnic do tworzenia
zestawéw liczb losowych uzywa si¢ pro-
graméw komputerowych zwanych gene-
ratorami liczb losowych. Programy te sq
w informatyce niezwykle wazne, gdyz
stuzq miedzy innymi do zaszyfrowywa-
nia informacji i zabezpieczania danych.

11. Ponizej przedstawiono fragment tablicy liczb losowych. Oblicz, jakie jest praw-
dopodobieristwo tego, ze losowo wybrana z tego zestawu cyfra bedzie 9, a jakie —

Ze nie bedzie to cyfra 7.

76052 05735 34843 67809
47134 48958 90863 05304
27919 50407 61154 49366
92222 12795 30723 50290
12340 02920 36288 81453
38696 97703 81305 11218

84927 29827 00812 65176
36333 61087 95482 30895
46870 25831 39449 86426
73967 36539 07714 09800
34026 87350 94393 02475
20537 68684 67208 92875

12. Losujemy jedna liczbe sposrod wszystkich liczb dwucyfrowych.
a) Jakie jest prawdopodobieristwo otrzymania liczby mniejszej od 987

b) Jakie jest prawdopodobie:
9 Jakie jest e

two otrzymania liczby o sumie cyfr wigkszej od 3?

liczby

j przez 127

13. W urnie jest 12 kul zielonych. Ile kul czerwonych trzeba dorzuci¢, aby prawdo-
podobieristwo wylosowania kuli czerwonej bylo réwne 0,47
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14. W sali s dziewczeta i chlopey. ien tego, Ze losowo wybrana
osoba bedzie dziewczynka, wynosi 2. Z sali wyszly trzy dziewczynki i prawdopo-
dobieristwo wylosowania dziewczynki wynioslo wtedy 3. lle 0sob zostalo w sali?

15.W urnie byly kule biale i czerwone. Prawdopodobiefistwo wylosowania bialej
kuli wynosilo #. Gdy z urny wyjeto trzy kule biale i trzy czerwone, prawdopodo-

bieristwo wylosowania czerwonej kuli wynosito . Ile kul bylo na poczatku w urnie?

16. W mieszance cukierkow czekoladowych 25% stanowia galaretki, 60% pralinki
owocowe, a reszt — trufle. Z torebki zawierajacej te mieszanke wyciagamy losowo
cukierek.

a) Jakie jest prawdopodobiefistwo tego, Ze jest to trufla?

b) Jakie jest prawdopodobiefistwo tego, Ze nie jest to pralinka owocowa?

17.W pewnym miescie 20% mieszkaii-
cow to artysci, a 5% sposréd nich to
Spiewacy. Jakie jest prawdopodobieri-
Stwo tego, Ze losowo wybrany mies:
niec tego miasta nie jest $piewakiem?

18.W grze w okrety dwaj gracze szczaj ABCDEEF GHI J
w kwadracie podzielonym na 100 kratek po 10
Lokretow”: jeden okret czteromasztowy (zajmuja-
cy 4 kratki), dwa tréjmasztowce, trzy dwumasz-
towce i cztery jednomasztowce (np. tak jak na
rysunku obok). Nastepnie kazdy gracz probuje
odgadnaé, gdzie leza okrety przez
przeciwnika.

a) Oblicz prawdopodobiefistwo tego, Ze gracz
trafi w okret przeciwnika juz w pierwszej probie.

b) Oblicz prawdopodobiefistwo tego, Ze w pierwsze] probie gracz trafi w najwick-
szy okret.

© W ktory typ okretu najlatwiej trafi¢ (z najwiekszym prawdopodobienstwem)
W pierwszej probie?
d) Pierwsze trzy proby gracza byly nieudane. Jakie jest prawdopodobieristwo tego,
Ze trafi on w okret w nastepnej probie?

© e) Przeciwnik zglosil, ze w pierwszej probie gracz trafil w okret. Jakie jest prawdo-
podobieristwo tego, Ze trafiony okret jest dwumasztowy?

19. W réwnaniu x* + kx +k =0 w miejsce k wstawiono liczbe wybrang losowo spo-
srod liezb: -5, ~4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5. Jakie jest prawdopodobieiistwo tego,
Ze otrzymane réwnanie bedzie mialo jedno rozwiazanie?
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©20.32) 7 talii 52 kart losujemy kolejno po jednej karcie. Jakie jest prawdopodo-
biefistwo tego, Ze ostatnia wylosowang karta bedzie as?
b) W sali jest 9 chlopeow i 12 dziewcza. Przyjmijmy, ze kolejnosé wychodzenia
Jjest przyp: . Jakie jest tego, Ze ostatnig osoba, ktéra
wyydzm 2 sali, bedzie chlopak?
© Z pudelka, w ktérym bylo 6 kul bialych i 4 kule czarne, losowano po jednej kuli.
W Koricu zostala jedna kula. Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze jest ona czarna.

MINISPRAWDZIAN

S1. W urnie jest siedem kul z numerami od 1 do 7. Losujemy jedna kule. Niech a
oznacza prawdopodobieristwo tego, ze losujac kule z urny, trafimy na kule 7 liczba
parzysta, b — z liczba nieparzysta, a ¢ — z liczba pierwsza. Wynika stad, ze:

Aa=b=c B.a<b<c Ca<b=c D.a=b<c

52. 7 talii wybrano zestaw kilkunastu kart. Prawdopodobieiistwo tego, Ze loso-
wo wybrana karta  tego zestawu bedzie kierem, wynosilo 1. Z zestawu usunigto
2 kiery i teraz fi tego, Ze karta Z P atych kart
7 zestawu bedzie kierem, jest réwne i Tle kart poczatkowo bylo w zestawie?

A 12 B.15 C.16 D. 18

53. Z talii losujemy kolejno 3 karty. Jako zdarzenie A okreslmy wylosowanie co
najmniej jednego pika. Ktore z ponizszych zdarzei bedzie zdarzeniem przeciwnym
do zdarzenia A?

A. Tylko jedna z wylosowanych kart jest pikiem.

B. Wszystkie wylosowane karty to kiery.

C. Zadna z wylosowanych Kart nie jest pikiem.

D. Jedna z wylosowanych Kart nie jest pikiem.

OBLICZANIE PRAWDOPODOBIENSTWA

{1 | CWICZENIE W jednym pudelku znajduja si¢ cztery kule z liczbami od 1 do 4,
w drugim pudelku sq trzy kule z literami A, B, C. Losujemy po jednej kuli
2 kazdego pudelka. Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne.

W poprzednim rozdziale pokazalismy, jak za pomoca tabelki przedstawic
wszystkie zdarzenia elementarne przy rzucie kostkq i monetg, (zob. s. 40).
Podobne tabelki moga by¢ pomocne przy obliczaniu prawdopodobieristwa.
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[TATTIVEE Rzucamy kostkami czworoscienna i szescienna. Jakie jest prawdo-
podobieristwo tego, ze suma wynikéw bedzie rézna od 67

A — suma liczb na kostkach jest rézna od 6.
A’ — suma liczb na kostkach wynosi 6.

1l kostkal
1 kostka L I I R I
Przestrzeni zdarze elementar
v nych przedstawiamy za pomo.
ca tabelki. Pola tabelki odpo
2 v wiadaja zdarzeniom elementar
3 7 nym (parom liczb). Zaznaczone
pola sprzyjaja zdarzeniu A
2 v

PA=1-1=

ZADANIE | Rzucamy kostkami szescienna i czworoscienna, Jakie jest prawdopodo-
bieristwo tego, Ze iloczyn otrzymanych liczb nie bedzie réwny 127

Sposrod pieciu kul ponumerowanych liczbami od 1 do 5 losujemy
kolejno dwie kule i zapisujemy — od lewej do prawej — cyfre z pierwszej kuli,
a potem cyfre z drugiej kuli. Jakie jest tego, ze
liczba jest parzysta i wigksza od 307

A — Otrzymana liczba jest parzysta i wigksza od 30.

Rysujemy tabelke. Poniewaz w tym do-
éwiadczeniu niemozliwe jest wyloso.
wanie dwéch kul o tym samym nume-
rze, wiec nie bierzemy pod uwage pol
odpowiadajacych parom tych samych
liczb (w tabelce je zacieniowano).

N=5-5-5=20
na=5

PA) =

ZADANIE | Sposréd liczb 1, 2, 3, 4 i 5 losujemy kolejno dwie. Jakie jest prawdopo-
dobieiistwo tego, ze suma tych liczb jest nieparzysta i mniejsza od 67
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W skarbonce jest szes¢ monet: dwuztotowka, trzy ztotowki i dwie
piecdziesieciogroszowki. Wybieramy losowo dwie monety. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo tego, ze otrzymamy kwote mniejsza niz 2 z{?

52

A — Wylosowana kwota jest mniejsza niz 2 z1.

Tzh |1zt [ 12t |S0gr [S0gr,

i Woabeli 124, 12, 1215 ozna

czaja trzy rozne monety jed-
nozlotowe, a 50gr, i 50,

tv zowe. Nie
mozemy wylosowac dwa razy

rzemy pod uwage pél odpo-

121
121, oznaczaja dwie rozne mone
12t

tej samej monety, wiec nie bie

50gn v wiadajacych parom tych samych
50gr, v | v

N=6-6-6=30

na=14

rw=R-F%

ZADANIE | W skarbonce s nastepujace monety: dwie picciozlotowki, cztery dwu-
Zlotéwki i dwie zlotéwki. Losujemy dwie monety. Jakie jest prawdopodobieiistwo tego,

e wylosujemy wiecej niz 3 z1?

Uwaga. W powyzszym przykladzie interesowala nas otrzymana kwota, a nie kolej-
nos¢ wylosowanych monet, moglibysmy wiec inaczej opisac przestrzeii zdarzen
elementarnych — biorac pod uwage tylko polowe tabeli (jak na rysunku ponizej).
Zdarzeit clementarnych byloby 2 razy miej, czyli 15, a zdarze sprzyjajacych

zdarzeniu A byloby wowczas 7.

1zh | 1zh

1zl

50gr: [50gr2

v
v
v

wtani 110
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ZESTAW ZADAN

1. a) Rzucamy szescienng kostka i moneta, Jakie jest prawdopodobiefistwo tego,
¢ na monecie wypadnie reszka, a na kostce — nie wiecej niz 4 oczka?

b) Losujemy jedng kartg sposrod wszystkich kroli z talii oraz jedna Karte sposréd
wszystkich dam. Jakie jest prawdopodobiefistwo otrzymania w ten sposéb dwéch
Kart tego samego koloru (np. dwéch trefli lub dwoch Kar itd.)?

© W jednej urnie sa 3 kule — czerwona, biala i zielona, a w drugiej urnie sa 2 kule
— czerwona i biala. Losujemy po jednej kuli z kazdej urny. Jakie jest prawdopodo-
bieristwo wyciagniecia dwoch kul w tym samym Kolorze?

2. Rzucamy dwiema roznymi szesciennymi kostkami.

a) Jakie jest prawdopodobiefistwo tego, Ze co najmniej na jednej bedzie jedynka?
b) Jakie jest prawdopodobiefistwo tego, Ze na obu bedzie ta sama liczba oczek?
) Jakie jest prawdopodobienistwo tego, Ze na kazdej bedzie co najmniej 5 oczek?

d) Oblicz jefistwo tego, Ze suma wyrzuconych oczek bedzie rowna 4.
e) Czy bardziej jest, Ze suma wyrzuconych oczek bedzie réwna 5,
czy — 7e bedzie réwna 107

) Jaka jest naj j suma wyrzuconych oczek?

g) Jakie jest prawdopodobieristwo tego, Ze réznica miedzy liczbami oczek wyrzu-
conych na kostkach (od wigkszej odejmujemy mniejsza) bedzie rowna 22

h) Jaka jest najbardziej prawdopodobna réznica miedzy wynikami na kostkach (od
wiekszego wyniku odejmujemy mnicjszy)?

3. Losujemy dwie karty sposréd wszystkich figur pikowych.
a) Jakie jest prawdopodobiefistwo tego, Ze jedna z wybranych kart bedzie krol?
b) Jakie jest prawdopodobiefistwo otrzymania kréla i damy?

4. W grze kamien, papier, nozyczki” kazdy z dwéch grajacych pokazuje albo pies
(kamieri), albo otwarta, diofi (papier), albo dwa palce (nozyczki). Jakie jest prawdo-
podobiefistwo tego, Ze gra zakoriczy sic wygrang nozyczek?

e g

kamieri wygrywa papier wygrywa nozyczki wygrywaja
Z nozyczkami 2 kamieniem 2 papierem

5. W skrzyni przechowywanych jest 6 réznych par butéw. Jakie jest prawdopodo-
bieiistwo tego, ze dwa losowo wybrane buty beda pochodzily z tej samej pary?
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© 6. W sklepie zoologicznym sa dwie myszy — biala i szara.
a) Wiadomo, Ze co najmniej jedna z myszy jest samcem. Jakie jest prawdopodo-
bieristwo tego, Ze obie myszy sa samcami?

b) Sprzedawca powiedzial, ze biala mysz jest samcem. Jakie jest prawdopodobicri-
stwo tego, ze obie myszy s samcami?

Zestaw do gry w domino 7. Z zestawu kostek do gry w domino losujemy jed-
SKlada sic 2 28 romych | 1@ Kostke. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze:
Kostek. Kazda kostka po- | a) na obu czesciach wylosowanej kostki jest taka sa-
ma liczba oczek,

b) co najmniej na jednej z dwdch czesci wylosowa-
nej kostki znajduj si¢ 4 oczka,

jestod 1 do 6 oczek albo
nie ma oczka.

9 suma oczek na wylosowanej kostce jest réwna 8.

8. Na rysunku przedstawiono sytuacje po kilku
ruchach rozpoczetej partii domina. Jakie jest
prawdopodobiefistwo tego, ze kostke wybrana
losowo sposréd pozostalych bedzie mozna do-
Taczy¢ do kostek lezacych juz na stole?

5 9. Rzucamy dwukrotnie szescienng kostka, ktdrej
siatke na rysunku obok. Jakie jest
prawdopodobieristwo ponizszych zdarzer?

A — Dwa razy wypadnic ta sama liczba oczek.

B — W drugim rzucie wypadnie wiksza liczba oczek
niz w pierwszym.

10.Na szesciennych kostkach @, ®) ® ©

1 © umieszczono takie liczby oczek, ja-

kie wida¢ na rysunkach obok. Pierwszy m m m
gracz wybiera jedng z kostek, a dru- R [ [ B3]
gi gracz — jedna z pozostalych i obai  [s3[ss|  [5of|  [Ede"|

rzucaja swoimi kostkami. Wygrywa ten,
ktéry wyrzuci wieksza liczbe oczek. = = -]

a) Pierwszy gracz wybrat kostke @. Ktéra kostke powinien wybra¢ drugi gracz, by
mieé jak najwieksza szanse wygranej?

©b) Czy jest wéréd tych kostek najsilnicjsza, to znaczy taka, 7e jesli ja wybierze
pierwszy gracz, to ma wieksza szanse wygrania niz gracz drugi, niezaleznie od
tego, ktdra z pozostalych kostek wybierze drugi gracz?
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MINISPRAWDZIAN

S1. Rzucamy szescienng kostkq oraz Zetonem, ktéry na jednej stronie ma jedna,
kropke (1 oczko), a na drugiej — dwie. Wynikiem rzutu nazywamy iloczyn liczby
oczek na kostee i zetonie. Niech A oznacza zdarzenie, ze wynik jest liczba parzysta,
B — 7e jest wielokrotnoscig liczby 4, C — Ze jest wigkszy od 5, D — Ze jest liczbg
pierwsza. Ktora réwnosc nie jest prawdziwa?

AP@)=3 B.P(B)=1 cPo=1 D.PD)=1

52. W szufladzie sq skarpetki w réznych kolorach — 3 czarne, 3 granatowe i 2 czer-
wone. Wyciagamy losowo dwie skarpetki. Jakie jest prawdopodobiefistwo tego, Ze
beda one w réznych kolorach?

17 3 42
A. =3 B. i C. 5

DRZEWKA

nw ich rozdziatach ismy, jak oblicza¢
stwa zdarzeri w prostych doéwiadezeniach losowych. Pokazemy teraz, jak
mozna postepowa, gdy sytuacja jest nieco bardziej skomplikowana.

Rozwazmy doswiadczenie, ktore polega na tym, Ze najpierw rzucamy
kostka do gry, nastepnie — gdy wypadnie sz6stka — losujemy kule z pierw-
szego pudelka, a w pozostalych wypadkach — z drugiego.

W pierwszym pudetku sq kule czerwone, zielone i biale, a w drugim —

czerwone i zielone (zob. rysunek ponizej). Zastanwmy sie, jakie jest praw-
dopodobieristwo wylosowania bialej kuli.

e

5 kul - 6 czerwonych 10 kul - 3 czerwone
4 zielone, 5 bialych 17 zielonych

Biale kule sq tylko w pierwszym pudelku. Losujemy z tego pudetka, gdy
wyrzucimy sz6sitke, zatem zdarzenia, w KiGrych losowane beda kule 7 tego
pudelka, stanowia ¢ wszystkich mozliwych zdarzefi. Natomiast wylosowa-
nie bialej kuli z pierwszego pudetka to 35 wsz mozliwych wynikéw
losowania 7 tego pudelka. Zatem prawdopodobieiistwo wylosowania bialej
Kuli wynosi:
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A jakie jest prawdopodobieristwo wylosowania czerwonej kuli?

Zdarzenia, w ktérych wylosujemy czerwona kulg z pierwszego pudelka,
stanowiq & - 1 wszystkich mozliwych zdarzes, a zdarzenia, w ktérych
wylosujemy kul czerwong z drugiego pudelka, stanowia 3 -  wszyst-
kich zdarzeri. Wobec tego prawdopodobieristwo wylosowania czerwonej
kuli wynosi

to wygodnie jest ¢ za pomoca diagramu zwanego
drzewkiem. Ponizej przedstawiamy kolejne etapy rysowania drzewka.

1. Hustrujemy pierwszy etap doswiad-
czenia, czyli rzut kostka. Interesuja nas
zdarzenia: wypadnie szostka (wowczas
bedziemy losowa z 1 pudetka) lub wy-

padnie inna liczba oczek (wowczas be-
dziemy losowa z 11 pudetka).

2. Przy narysowanych galeziach za-
pisujemy prawdopodobiefistwa odpo-
wiednich zdarzen (szostke otrzymamy
2z prawdopodobieristwem ¢, a inny wy-
nik — z prawdopodobieristwem ).

e

@
2
£

3. llustrujemy drugi etap doswiadcze-
nia, czyli losowanie kul z pudelek. Przy
narysowanych galeziach zapisujemy
odpowiednie prawdopodobieristwa (lo-
sujac z 1 pudelka, mozemy otrzymaé
kule czerwong z prawdopodobier
stwem %, zielong z prawdopodobieri-
stwem 7% itd).

Otrzymane drzewko moze postuzyé do obliczania prawdopodobmns(w
roznych zdarzen zwiazanych z
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Na piersszych dwoch rysunkach ponizej zilustrowano omwione jus zda-
rzenia. Trzeci rysunek ilustruje Kul 7 pierwszeg
pudelka i byla ona biata lub czerwona.

© A — Wylosowano kulg biala.

Z 1 H
z 8
B 6 nie 6
, Zdarzeniu A odpowiada zaznaczo-
na gafaz drzewka; szukany wynik
3 3/ \& otrzymamy, miozac prawdopodo-

biefistwa zapisane przy tej gafezi.

« B — Wylosowano kulg czerwona.

rzut kostka
o
forn

i Zaznaczamy gafezie drzewka od-
6 nie 6

powiadajace zdarzeniu 8; szukany
wynik otrzymamy, mnozac praw-
dopodobieristwa zapisane przy tych
gateziach i dodajac otrzymane ilo-
czyny.

losowani
Kuli

o € — Wylosowano kulg z pierwszego pudetka i byla ona biala lub czerwona.

rzut kostka
-
o

6 nie 6 Zaznaczamy gatezie drzewka od-

powiadajace zdarzeniu C; oblicza
my odpowiednie iloczyny i dodaje
my je.

CWICZENIE Skorzystaj z drzewka ilustrujacego opisane wyzej doswiadczenie
i oblicz prawdopodobieiistwo tego, ze wylosowana kula to:

2) kula zielona z drugiego pudelka, b) kula zielona.
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Na rysunku ponizej zi j ie: rzucamy mo-
netq i jesli wypadnie orzel — rzucamy szescienng kos(ka, a gdy wypadnie
reszka — rzucamy czworoscienng kostka.

)
/\ Z tego drzewka moglibysmy ko-

rzystaé przy obliczaniu prawdopo-
dobieristwa réznych zdarzer zwia-

// /\\ / /\\ zanych z tym doswiadczeniem.

1 1/ \L 1 1/1f \1\1

L4 W\ & A

1 2 3 4 6 1

23 4

3
Gdy cheemy obliczy¢ prawdopodobieri-
stwo wybranego zdarzenia, np. ,Na ko-
stce wypadnie czworka”, wygodniej jest
Korzystac z uproszczonego drzewka, ta-
kiego jak na rysunku obok. 4 nied nie 4

Zwr6¢ uwage, ze w kazdym drzewku galezie wychodzace z jednego punktu
ilustruja wszystkie mozliwe wyniki w danym etapie. Dlatego suma praw-
dopodobieristw zapisanych przy tych galeziach zawsze jest réwna 1.

Ponizej podano przyklady réznych doéwiadezen, w ktérych mozemy wy-
Korzystac drzewka.

Losujemy kolejno dwie karty z talii 52 Kart. Jakie jest prawdo-
podobiefistwo tego, ze wylosowane karty to dwa asy, a jakie — ze wéréd
wylosowanych kart jest dokfadnie jeden as?

A — Wylosowano dwa asy. Po pierwszym losowaniu w ta-
lii zostato 51 kart. Jezeli za

B — Wylosowano dokfadnie jednego asa. plerwszym mazem  viylosowa:
asa — to w talii zostaly

P(A) =

PB) =

] jeszcze 3 asy, a jesli nie wylo-
it sowano asa — wtedy zostaty
tam jeszcze 4 asy.

as inna karta
4 s &7
& 5 & Na drzewku zaznaczono ko
. . lorem zielonym galezie odpo-
inna karta as inna karta wiadajace zdarzeniu A, niebie-
skim zas — odpowiadajace
= zdarzeniu 8.
21
4 48 48 4 32
52°51 * 52°5T 7 221

ZADANIE | Losujemy kolejno dwie karty z tali 52 kart. Jakie jest prawdopodobieri-
stwo tego, ze wéréd tych kart bedzie tylko jeden kier?

58
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Wyobraz sobie, ze wykonamy rzut szescienna kostka. Jesli otrzy-
mamy 1, 2 lub 3 oczka, to rzucamy kostka ponownie, a jesli otrzymamy 4 lub
5 oczek — mamy prawo do dwoch kolejnych rzutow. Wygrywamy wtedy, gdy
wypadnie széstka. Jakie jest prawdopodobiefistwo wygranej?

A— W jednym z rzutow wypadta széstka.

i 5
Tlub2lub3  4lubS 6
1N 1
5/ \6 5
6 nie6 6 nie6

31,21 ,251,.1_19
PA=-55+56*656*6S

ZADANIE | Rzucamy moneta. Jesli wypadnie orzel, to rzucamy szescienng kostka
do gry, a jesli wypadnie reszka — rzucamy taka kostkq dwukrotnie. Jakie jest prawdo-
podobieristwo tego, ze co najmniej raz wypadnie jedynka?

Zwr6é uwage, 7e nie zawsze musimy narysowaé cale drzewko, aby obliczyé
prawdopodobieristwo jakiegos zdarzenia — wystarczy narysowac te gale-
zie, ktore dotycza i jacych nas wynikow do$wis ia losowego.

Z talii 52 kart wyciagnieto kolejno trzy karty. Oblicz prawdopodo-
biefistwo tego, ze co najmniej jedna z nich nie jest dziesiatka.
A — Co najmniej jedna z wyciagnigtych kart nie jest dziesiatka.
A’ — Wszystkie wyciagnigte karty to dziesiatki.

52, 5
10 niel0
E
B s
10 niel0
2
30, 50

Zdarzeniu A" odpowiada zaznaczona gafaz
drzewka.

P(A) =1~ P(A) =1 - 5o5s = 3322

ZADANIE | W urnic jest 5 bialych kul i 10 czamych. Losujemy kolejno trzy kule.
Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze co najmniej jedna z nich nie jest biala?
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Dwa klocki z litera T i po jednym klocku z literami A i K ustawiamy
losowo obok siebie. Oblicz prawdopodobieistwo otrzymania w ten sposéb stowa
TAKT.

S — Otrzymamy stowo TAKT.

/N i Wystarczy narysowa ten fragment drzewka,
nie T i bty zawiera galaz przechodzaca kolejno

przez litery T, A, K, T

Po wylosowaniu pierwszej litery nastepn I

tere losujemy sposrod pozostalych trzech

(diatego na drugim poziomie prawdopodo-

bierstwa wynosza 4 1 2).

ZADANIE | Ustawiamy losowo obok siebie dwa Klocki z litera A i dwa klocki  lite-
1a M. Oblicz prawdopodobiciistwo tego, ze ulozymy slowo MAMA.

2odonia 1-18 )
Ciekawostka
Na kuponie gry losowej Lotto gracz .
skresla 6 sposrd 49 liczb. Korzy- a »
stajac z drzewka, mozemy ob- trafiona  nietrafiona i
liczy¢, jakie jest prawdopo- | Prawdopodobien-
g8 @ % StWo tego, Ze pierw-

dobiefistwo tego, Ze ma-

sza z wylosowanych

szyna losujaca wybie- trafiona  nietrafiona :
rze szes¢ takich sa- & E liczb jest jedna ze skre-
mych liczb, kto- 3 Slonych przez gracza, wyno-

tafiona  nietrafiona i . Druga liczbe maszyna lo-

suje sposrad 48 liczb; prawdopo-

dobieiistwo tego, Ze bedzie to jedna

nietrafiona ; oz0stalych pieciu liczb skreslonych
przez gracza, wynosi 5 itd.

re skreslil gracz

o
na kuponic. #

trafiona nietrafiona Zatem prawdopodobieristwo trafienia széstki
4 wynosi:

i

1
13083816

“7 wafiona  nietrafiona
Mozemy powiedzie¢, 7e szansa trafienia szGstki w Lotto jest w przyblizeniu jak jeden
do czternastu miliondw. Zatem, aby mie¢ pewnosé glownej wygranej, nalezaloby
Zlozy¢ okolo 14min réznych zakladéw. Warto si¢ zastanowic, dlaczego — skoro
prawdopodobieristwo jest tak male — co jakis czas trafia si¢ najwyzsza wygrana.

Przypuscmy, ze przed losowaniem zlozono 10 min roznych zakladéw. Szansa, ze co
najmniej jeden 7 nich to szczesliwa szostka, jest jak 10 do 14, czyli ponad 70%.
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ZESTAW ZADAN

1. Pewne doswiadezenie polega na rzucie moneta i wylosowaniu jednej karty. Je-
$li wypadnie reszka — karta jest losowana z talii 52 kart, a jesli wypadnie orzel
— Karte losuje si¢ z talii, z kt6rej usunito wszystie figury. Oblicz, jakie jest praw-
dopodobieristwo:

a) wylosowania krola, 9 wylosowania dwjki,
b) wylosowania krla trefl, d) wylosowania dwdjki pik.

2. W urnie znajduja si¢ 3 kule biale i 7 czarnych. Losujemy jedna kulg. Jesli wy-
losowana kula jest biala, to rzucamy szescienna kostka do gry, a jesli czarna —
rzucamy kostka dwunastoscienna,

a) Jakie jest ieristwo tego, ze jemy kulg biata, a w wyniku rzutu
Kostka otrzymamy liczbe pierwsza?

b) Jakie jest prawdopodobieristwo otrzymania liczby pierwszej na kostce?

3. W dwéch pudetkach sa losy loteryjne. W pierwszym pudelku jest 50 losow,
w tym 10 wygrywajacych. W drugim pudelku jest 80 losow, w tym 20 wygrywaja-
cych. Rzucamy kostka do gry. Jesli wypadnie 1 lub 6 — ciagniemy los z pierwszego
pudetka. W pozostalych wypadkach ciagniemy los z drugiego pudetka. Oblicz praw-
dopodobieristwo wyciagniecia losu wygrywajacego.

4. Do worka wrzucono 50 loséw loteryjnych, w tym 15 wygrywajacych.

a) Wyciagamy Kolejno dwa losy. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, e wyciagne-
lismy dwa losy wygrywajace? Jakie jest f Ze co najmniej jeden
los jest wygrywajacy?

b) Wyciagamy kolejno trzy losy z worka. Jakic jest prawdopodobieristwo, ze jeden
z nich jest wygrywajacy, a dwa — przegrywajace?

5. W dwoch pudelkach sa cukierki. W pierw-
szym pudelku jest 15 cukierkow czekola-
dowych i 5 owocowych, a w drugim jest
20 cukierkéw czekoladowych i 30 owoco-
wych. Losujemy cukierek najpierw z pierw-
szego, a potem 7 drugiego pudelka.

a) Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze w wyniku losowania otrzymamy dwa
cukierki czekoladowe?

b) Jakic jest fistwo tego, zc jeden 7 h cukierkéw bedzie
czekoladowy, a drugi — owocowy?

6. Rzucamy trzy razy moneta. Wyjasnij, dlaczego zdarzenia ,wypadna dwa orly
i jedna reszka” oraz ,wypadna dwie reszki i jeden orzel” sq jednakowo prawdopo-
dobne. Jakie jest prawdopodobieristwo kazdego z tych zdarzeri?
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7. Rzucamy pieé razy moneta. Oblicz, jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze:
a) co najmniej raz wypadnie orzel,
b) co najwyzej trzy razy wypadnie reszka.

8. Rzucamy trzema réznymi szesciennymi kostkami do gry.

a) Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze wypadnie tylko jedna széstka?

b) Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze iloczyn liczb otrzymanych na kostkach
bedzie liczbg parzysta?

9. Wyobraz sobie, Ze losujemy kolejno dwie Kar-
ty sposrod kart przedstawionych na fotografil.
Przyjmijmy, Ze wynik losowania to suma liczb na
Kartach. Dla kazdego z mozliwych wynikéw oblicz
prawdopodobieristwo otrzymania tego wyniku.

10. Wybieramy kolejno trzy Karty z talii 24 Kart, skladajacej si¢ ze wszystkich figur
oraz dziewiatek i dziesiqtek. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, Ze:

a) wszystkie wylosowane Karty beda kierami,

b) wiréd tych kart bedzie tylko jedna figura,

 wsréd tych kart bedzie przynajmnicj jeden as?

11.Z talii 52 kart wybieramy kolejno 4 Karty. Oblicz, jakie jest prawdopodobiefi-
stwo tego, Ze wéréd wybranych kart:

a) nie bedzie ani jednego kiera,

b) bedzie co najmniej jeden as.

12. Druzyny pitkarskie Arsenal i Bajer maja rozegra¢ ze soba dwa mecze. Eksperci
twierdza, e w kazdym z tych meczéw prawdopodobieristwo wygranej Arsenalu
jest réwne 0,5, a wygranej Bajeru — 0,4. Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze:

a) oba spotkania zakoiicza si¢ remisem,
b) Arsenal przegra tylko jeden mecz,

9 Bajer wygra co najmniej jeden mecz,

d) obie druzyny zdobeda w tych dwéch meczach po tyle samo punktéw (tzn. albo
wygraja po jednym meczu, albo oba mecze zakoricza si¢ remisem).

Uwaga. Za zwycigstwo druzyna otrzymuje 3 pkt, a za remis 1 pkt.

13.Na meczu koszykéwki mezezyzni stanowia
20% kibicow. Barwami swojej druzyny pomalo-
walo twarze 70% panéw i 80% kobiet. Oblicz
prawdopodobieristwo tego, e losowo wybrany ki-
bic zachowal wlasng twarz (niepomalowana).
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14. Najstarsi gorale oceniaja, Ze w tym roku szanse na ciepla jesiefl s3 dwa razy
wigksze niz na zimng jesieri. Przewidujq oni, Ze jesli jesient bedzie ciepla, to z praw-
dopodobieiistwem 95% zima bedzie $niezna. Jesli jednak jesieri bedzie chlodna, to
snieznej zimy nalezy si¢ spodziewac z prawdopodobieristwem 90%. Oblicz, jakie —
wedlug gérali — jest prawdopodobieristwo tego, Ze zima bedzie Sniezna.

15. Z dworca prowadza dwa wyjscia: wyjscie A — na przystanek autobusowy oraz
wyjscie B — na postdj takséwek. Zaobserwowano, ze pasazer Korzysta z wyjscia A
2 prawdopodobiefistwem 70%, za$ z wyjscia B — 7 prawdopodobieristwem 30%.
Losowo wybrano trzech pasazeréw. Oblicz prawdopodobieiistwo tego, ze:

a) wszyscy wybiora wyjécie A,
b) wszyscy wybiorg to samo wyjscie,

 jeden wybierze wyjscie A, a pozostali dwaj — w
d) tylko dwaj z nich wybiorg to samo wyjscie.

16. Na rysunku przedstawiono plan
Sciezek w parku. Wyobraz sobie, ze
idac od wejscia, na kazdym rozwi-
dleniu decydujesz za pomoca rzutu
monetg o tym, w ktérg strone poj-
dziesz (orzel — w prawo, reszka —
W lewo).

Przeprowadzcie w Klasie symulacje
spaceru po parku. Niech kazdy
rzuca monety trzy razy i zapisze,
w ktorej altance by si¢ znalazl.
Ustalci 2z was trafila do
Kazdej z altanek.

‘Szmmma Altanka
\ widokowa

©17.a) W pudelku jest 16 czekoladek, w tym tylko 4 marcepanowe. Losowo
o jednej adce do momentu, gdy 1 ladke marce-

panowa. Czy prawdopodobieristwo tego, e losowa¢ bedziemy mniej niz trzy razy,
Jjest wigksze niz

b) Z talii 52 kart losujemy po jednej arcie tak dlugo, az w reku bedziemy mie¢
dwa asy. Jakie jest prawdopodobielistwo tego, ze losowanie zakoriczy si¢ po wyciag-
nieciu trzeciej karty?

 Rzucamy moneta tak dlugo, az wypadna dwa orly, niekoniecznie kolejno. Jakie
Jest iefistwo tego, Ze zakoiiczysz rzucanie po trzecim rzucie?

d) Rzucamy moneta. Gdy wypadnie orzel, przerywamy rzucanie, a gdy reszka —
rzucamy jeszcze raz. Wykonujemy najwyzej trzy rzuty. Jakie jest prawdopodobien-
stwo tego, ze w ostatnim rzucie wypadnie orzel?
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Ciekawostka

W pewnym teleturnicju za jednymi z troj-

ga drzwi jest ukryta nagroda. Uczestnik

gry staje sic jej wlascicielem, gdy wskaze
wlasciwe drzwi. Zgadywanie odbywa si¢

W nastepujacy sposb:

© Grajacy wskazuje drzwi, za kiérymi
wedlug niego schowano nagrode.

« Prowadzacy teleturniej otwiera jedne
2 pozostalych drzwi (za ktérymi nie
ma nagrody) i pyta grajacego, czy pod-
trzymuje swoja decyzje, czy moze chee
ja zmienic.

© Grajacy wskazuje jedne z dwojga drzwi,
Kiére pozostaly zamknicte.

Ten teleturniej nadawano wtelewizji
wiele lat. Widzowie, uwaznie Sledzac wy-
niki, mogliby zauwazy¢, ze wsrd gra-
czy zmieniajacych swa pierwotng decy-
zje odsetek wygrywajacych byl wyzszy
niz wéréd pozostalych graczy.

18. Przeczytaj

Obliczmy prawdopodobieiistwo wygra-
nia nagrody w tym teleturnicju, przy
zalozeniu, ze gracz zawsze zmienia de-
cyzje.

s :
2 tatny nitrafny
Wybor wybr
o\ 1N\
wafny  etafny  wainy  nietatny
wibor bt wbor wyber

Przy zmianie decyzji prawdopodobieri-
Stwo wygranej wynosi:

Los2
5085155

Zagadnienie to budzilo bardzo wicle
emocji i stalo si¢ tak znane, Ze nada-
no mu nawet nazwe: dylemat Monty'ego
Halla (od imienia i nazwiska prezente-
ra, kiéry prowadzil ten teleturniej przez
kilka lab).

Oblic
2o wiadernyeh drow, sy prayial on stratesio 7

a) nie zmienia swojej decyzji,

b) zmienia decyzje lub jej nie zmienia w zaleznosci od wyniku rzutu moneta.

MINISPRAWDZIAN

S1. Przyjizyj sie rysunkowi. Niektére
prawdopodobieristwa oznaczono litera-
mip, r, s it. Ktére z nich jest réwne 2?

5
Ap B.r Cs D.t

A B C
, .
D E D E D E

wskazania przez grajace-

52. W torbie znajduje si¢ 50 orzechéw, wéréd ktérych 7 jest pustych. Jakie jest
prawdopodobieristwo tego, ze dwa losowo wybrane z torby orzechy beda puste?

2
D.l

S3. W pewnym regionie zaobserwowano, ze jesi wicje wiatr z zachodu, o praw-

dopodobiefistwo deszczu wynosi 0,2, a jesli z innego Kierunku — to tylko 0,1, Me-
oceniajq wiatru z zachodu w najblizszy weckend

na 0,8. Prawdopodobieristwo tego, ze ten weekend bedzie deszczowy, jest rowne:

A. 0,16 B.0,18 C.0.2 D. 0,26
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WARTOSC OCZEKIWANA

Jeden 7 dwoch graczy rzuca wielokrotnie szescienng kostka. Za kazdym
razem, gdy wyrzuci széstke, otrzymuje od drugiego gracza 9z, a w pozo-
stalych wypadkach — placi mu 171, Zastanéwy sie, jakiej wygranej moze
sie spodziewac gracz rzucajacy kostka po 60 rzutach?

Prawdopodobieristwo wyrzucenia szostki to ¢. Zatem mozna si¢ spodzie-
7e jedna szosta wszystkich rzutéw, czyli 10 rzutéw, zakoriczy sig
wygrana gracza rzucajacego kostka, a pozostale 50 rzutéw zakonczy sie
jego przegrana. Mozemy oczekiwaé, ze po 60 rzutach jego wygrana wynie-
sie 10 -9 = 50 - 1 = 40 [zl]. Zatem srednio moze on oczekiwac w kazdym
rzucie wygranej réwnej 22, czyli 2 zlotego.

Obliczmy, jakiej $redniej wygranej moglby oczekiwaé ten gracz w kazdym
rzucie po n rzutach:
1

Jak wida¢, otrzymana wielkos¢ nie zalezy od liczby rzutéw. Te wielkos¢ na-
Zywamy wartosciq oczekiwang zysku gracza rzucajacego kostka w tej grze.

Jesli mozliwymi zyskami uczestnika U w pewnej grze s liczby I,
L, Is, ..., In, ktorym odpowiadaja prawdopodobieristwa pi, pz, ps,
<o\ Pm 10 Wartosé i zysku tego uczes z
symbolem EZy i obliczamy ze wzoru:

EZy=pi-h +p2-b +p3-b+ ...+ pu-ln

Losujemy karte z talii 52 kart. Jesli wyciagniemy asa — tracimy
10 punktéw, jesli wyciagniemy waleta, dame lub kréla — zdobywamy 2 punk-
ty. W pozostatych wypadkach zdobywamy 1 punkt. Oblicz wartosé oczekiwang
wyniku.

A — Wyciagniecie asa. PA) = 5‘;2
F — Wyciagniecie figury innej niz as.
B — Wyciagniecie blotki. P@)=38-2

3
EZ=q5-(-10) + {3-2 +

ZADANIE | W pudelku jest 5 kul czerwonych, 4 niebieskie i 3 zielone. Losujemy
jedna kule. Jesli jest czerwona, zdobywamy 6 71, gdy wyciagniemy niebieska kule —
tracimy 3 71, a gdy zielona — tracimy 2 z1. Oblicz wartos¢ oczekiwana wyniku tej gry.
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CWICZENIE Przyjmijmy, Ze gra opisana w przykladzie 1. toczy sie w ten sposob,
Ze po kazdym losowaniu karty zwracamy ja do talii, karty tasujemy i nastepuje

kolejne losowanie.
a jakiej

akiej wygranej mozna si¢ spodziewa¢ po
po 260 losowaniach?

losowaniach,

i 13 )

Zauwazmy, ze w przykladzie gry opisanej na poczatku rozdzialu pierwszy

gracz (rzucajacy Kostka) moze sig spodziewaé w kazdym rzucie Srednie

wygranej 2 zlotego, czyli EZy
spodziewa¢ takiej przegranej, czyli EZ

uwazac

za sprawiedliwa.

2 [21]. W takim razie drugi gracz musi si¢
5 [z1]. Trudno zatem taka gre

Gre bedziemy uznawaé za sprawiedliwa, gdy wartosé oczekiwana wyniku
Kazdego z graczy jest réwna 0.

W dwéch pudetkach sa kule. W pierwszym jest pie¢ kul z numera-
miod 1 do 5, aw drugim sa cztery kule z numerami od 1 do 4. Losujemy po
jednej kuli z kazdego pudetka. Jesli suma liczb z wylosowanych kul jest réwna 5,
to wygrywamy 521, jesli ta suma jest mniejsza od 5 — przegrywamy 22. Jaka
nalezy ustali¢ stawke w przypadku wylosowania kul z liczbami o sumie wiekszej

66

od 5, aby gra byta sprawiedliwa?

A — suma wylosowanych liczb jest réwna 5.

B — suma wylosowanych liczb jest mniejsza od 5.

€ — suma wylosowanych liczb jest wigksza niz 5.

L 2 13 1415 W tabeli pola odpowiadajace zdarze-
1 o o ° v a niu A oznaczono symbolem v/, pola
2| oo |v]e]o= odpowiadajace zdarzeniu B oznaczono
" symbolem , a odpowiadajace zdarze:
3 2 e 2 niu C — symbolem ©.
4 oo |e]a
. T | lo_1
PA=5=1 PB) PO=18-1
x — kwota odpowiadajaca wylosowaniu sumy wigkszej od 5
15+ 3.+ 5-x=0
x=-0,8

Odp. Gra bedzie sprawiedliwa, gdy przy wylosowaniu kul z liczbami o sumie
wigkszej niz 5 bedziemy traci¢ 80 groszy.

ZADANIE

Rzucamy dwiema réznymi s:

Sciennymi kostkami do gry. Gdy suma

oczek na kostkach jest rowna 7 — otrzymujemy 10 7% Gdy suma oczek jest wigksza
od 7 — tracimy 2 zL. Jaka powinna by¢ stawka za sume oczek mniejsza od 7, aby gra
byla sprawiedliwa?
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W pewnej loterii co trzeci los wygrywa. Jedna czwarta z wygranych
losow oznacza otrzymanie 90z, a pozostate wygrane oznaczaja zwrot ceny lo-
su. Po kazdym losowaniu los wraca do pojemnika po to, aby wszyscy uczestnicy
mieli taka samg szanse wygranej. lle powinien kosztowaé los, aby loteria byfa

sprawiedliwa?

A — Wyciagnieto los z wygrana 90 zt. P(A) = % . % - |Lz

B — Wyciagnieto los, ktdry zwraca jego koszt.  P(B)=3 - T =%

C — Wyciagnigto pusty los. PC) = %

x — cena jednego losu

5 90-x)+%-0+2 (x=0 Wielkos¢ wygrane] trzeba pomniejszyé

o koszt losu

x=10

Odp. Loterig bedzie mozna uzna¢ za sprawiedliwa, gdy losy beda sprzedawane

po 10zt

ZADANIE | W pewnej loterii polowa loséw wygrywa. Co trzeci wygrany los oznacza
otrzymanie 15 zL. Pozostale wygrane oznaczaja zwrot ceny losu. Po kazdym losowa-
niu los wraca do pojemnika z losami. Ile powinien kosztowaé los, aby ta loteria byla

sprawiedliwa?

ZESTAW ZADAN

1. Oblicz wartos

oczekiwang wyniku w opisanej grze.

adani 4-12 )

a) Rzucamy szescienna kostka do gry. Gdy wypadna 4 oczka, zdobywamy 4 punk-
ty, gdy wypadnie 5 oczek — zdobywamy 5 punktow. W pozostalych wypadkach

tracimy 1 punkt.

b) W pudelku jest 10 kul: 1 niebieska, 2 czerwone, 3 zielone i 4 biale. Za wylosowa-
nie kuli niebieskiej otrzymujemy 10 punkt6w, za kule czerwong — 4 punkty, a za
Zielong — tracimy 1 punkt. W wypadku wylosowania bialej kuli nie tracimy ani nie

zyskujemy punktow.

2. Oblicz wartosé oczekiwana wyniku w opisanej grze.

a) Rzucamy monetq i szescienna kostka do gry. Jesli na monecie wypadnie orzel —
wygrywamy 271, Jesli wypadnie reszka i 1 oczko — przegrywamy 5z W pozosta-

tych wypadkach — przegrywamy 171.

b) Rzucamy dwiema réznymi kostkami do gry. Jesli na obu kostkach bedzie ta
sama liczba oczek — wygrywamy 1021, Jesli réznica liczby oczek bedzie réwna 1

— wygrywamy 271 W pozostalych wypadkach przegrywamy 5 z1.
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3. Oblicz wartosé

oczekiwang wyniku w opisanej grze.

) Rzucamy trzema réznymi monetami. Jesli wypadna trzy orly lub 3 reszki — wy-
grywamy 10071, Jesli wypadna dokladnie 2 orly — wygrywamy 5zL. W pozostalych
wypadkach przegrywamy 1071

b) Z pudelka, w kt6rym jest 9 kul ponumerowanych liczbami od 1 do 9, wyciagamy
losowo trzy kule. Jesli na wszystkich wylosowanych kulach sq liczby nieparzyste
— przegrywamy 2071, jesli na wszys /by parzyste — wygrywamy 1071
W pozostalych wypadkach wygrywamy 171,

i

4. Rzucamy dwiema réznymi szesciennymi kostkami do gry — czerwong i zielona.
i wynik na czerwonej kostce jest wiekszy niz na zielonej, gracz otrzymuje 271.
Jesli wynik jest wickszy na zielonej kostce — gracz traci 471, Jaka powinna byé
stawka za ten sam wynik na obu kostkach, aby gra byla sprawiedliwa?

5. Na kole ruletki sq liczby od 0 do 36.
Gracz obstawia jedna z liczb od 1 do 3
Jesli wypadnie wybrana przez niego liczba,
to otrzyma od krupiera 35 razy wiecej, niz
postawil, i zwrot postawionej kwoty.

a) Czy ta gra jest sprawiedliwa?

b) Gracz postawil 100 z1 na pewng liczbe.
Jaka jest wartosé oczekiwana wyniku?

6. Gracz rzuca szescienng kostka. Jesli wyrzuci szostke — przegrywa pewna kwote.
Jesli wyrzuci mnicj niz szes¢ oczek, 1zuca jeszeze raz i otrzymuje tyle zlotych, ile
jest oczek na kostce w drugim rzucie. Jaka powinna byé kwota przegrancj, aby gra
byla sprawiedliwa?

7. W urnie jest 7 kul ponumerowanych liczbami od 1 do 7. Wyciagamy losowo
jedna kule. Gdy wynik jest liczba podzielnq przez 3 — przegrywamy 3z, Jesli
nie — losujemy nastepna kule. Jesli na tej kuli jest liczba podzielna przez 3 —
przegrywamy 57, a jesli nie — wygrywamy pewna kwote. Jaka to powinna byé
kwota, aby gra byla sprawiedliwa?

8. Losujemy trzykrotnie karte z talii 52 kart, za kazdym razem zwracajac ja do
talii. Jesli wyciagniemy 3 razy kiera, wygrywamy pewng kwote. Jesli wylosujemy
trzy razy pika — wygrywamy kwote dwa razy wicksza. W kazdym pozostalym
wypadku przegrywamy 3z1. Jakie powinny by¢ stawki wygranych, aby gre uznac za
sprawiedliwa?

9. W pojemniku z losami jest 20% loséw wygrywajacych. 10% sposr6d losow
wygrywajacych oznacza otrzymanie 100 zI, 30% loséw wygrywajacych oznacza
otrzymanie 20 z1. Pozostale losy wygrywajace oznaczaja zwrot ceny losu. Po kaz-
dym losowaniu los wraca do pojemnika. lle powinien kosztowa los, aby loteria
byla sprawiedliwa?
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10.Z 10 kart, posrod kiorych sg dwa krdle i dwa asy, losujemy dwie karty. Gdy
wylosujemy dwa asy lub dwa krole — otrzymujemy 300 z1, gdy wylosujemy krola
fasa— 6021, a gdy w . parze bedzie jeden krol lub jeden
as z inng od kréla i asa karta — krupier zwraca nam koszt udziau w losowaniu.
W pozostalych wypadkach nie dostajemy nic. lle powinno si¢ placic za mozliwosé
losowania, aby gra byla sprawiedliwa?

11.W uzech pudelkach znajduja si¢ 22 pygero Ll | m
palki. W tabelce podano, ile zapalek jest
w kazdym z nich. Rzucamy szescienng kost-
ka do gry. Jesli wypadnie 6 — losujemy
zapatke z 11l pudetka, gdy wypadnie 1 lub  Zapalki s 2|
2 — losujemy z Il pudetka, a w pozostalych ez lebkéw

wypadkach — 7 I pudetka. Za wylosowanie

zapalki z lebkiem gracz otrzymuje 371 Jaka powinna byé kwota przegranej za
wylosowanie zapalki bez febka, aby gra byla sprawiedliwa?

Zapalki
2 lebkami

“12.0 loterii charytatywnej przyjeli nastepujace zalozenia:
1. Losowanie polega na wyciagnieciu jednej kuli z pojemnika, w ktorym
sq kule biate i czarne.
2. Grajqcy otrzymuje 100 z1, gdy wylosuje kule czarng.
3. Po kazdym losowaniu kula wraca do pojemnika.
4. Spodziewana liczba uczestnikow loterii to 2000 0sb, a spodziewany
dochdd to 10000 z1.
a) Jaka powinna by¢ oplata za mozliwos¢ udzialu w loterii, gdy w pojemniku sg
2 kule czarne i 8 bialych?
b) Zaplanuj, ile biatych kul i ile czarnych kul powinno by¢ w pojemniku, jesli orga-
nizatorzy zaplanowali, ze oplata za jeden los wyniesie 10 71.

MINISPRAWDZIAN

S1. W urnie sq 2 kule zielone i 4 z6lte. Losujemy dwie kule. Jesli obie s zielone —
wygrywamy 15 21, jesli obie sa z6lte — wygrywamy 5 z1. W pozostalych wypadkach
przegrywamy 3 zL. Jaka jest wartos¢ oczekiwana w tym losowaniu?

A 14071 B. 4,60 z c¥a D42

52. Rzucamy dwiema roznymi szesciennymi kostkami do gry. Jesli wyrzucimy pare
(na obu kostkach bedzie taka sama liczba oczek), to wygrywamy pewna kwote.
wyrzucimy jedna szostke — wygrywamy zlotowke. W pozostalych wypadkach
przegrywamy dwuzlotéwke. Jaka powinna by¢ kwota wygranej za wyrzucenie pary,
aby gra byla sprawiedliwa?

A. 50 gr B.5z1 C.2,5071 D. 371
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ZASADA MNOZENIA | ZASADA DODAWANIA

Wyobra sobie, ze choragiewka na
rysunku obok ma by¢ pomalowana
w taki sposob, ze gorna jej czes¢
bedzie miala kolor bialy lub zielo-
ny, a dolna czes¢ — kolor czerwony,
niebieski, zolty lub czarny.

ity |

o W [ o W

Na ile réznych sposobéw mozna pokolorowac t¢ choragiewke?

Sposb pokolorowania zalezy od dwdch decyzji. Pierwsza z decyzji to wy-
bor koloru na gérny pasek, a druga — na dolny. Pierwsza decyzje mozna
podjac na 2 sposoby, a drugq — na 4 sposoby. Na ponizszym rysunku s
przedstawione wszystkie mozliwosci.

==
=

Calq choragiewke mozna wiee pomalowa na 2 - 4 sposobow.

Kolejna choragiewka sklada  si¢
2 wzech paskéw. Zalézmy, ze ma-
my ja pomalowac réznymi kolorami
zgodnie z podanym opisem.

Ile tréjkolorowych choragiewek mozna utworzyc?

Decyzje dotyczace koloréw poszezegdlnych paskéw mozna podjaé od-
powiednio na 2, 4 i 3 sposoby. Wiemy juz, ze dwa gorne paski mozna
pomalowac na 2 - 4 sposoby. Dla kazdej  otrzymanych czesciowo pomalo-
wanych choragiewek trzeci pasek mozna pomalowaé na 3 sposoby. Zatem
choragiewke mozna pomalowac na 2 - 4 - 3, tzn. 24 sposoby.

CWICZENIE Kolorujac choragiewke skladajaca sie z trzech paskow w sposob
opisany powyZej, mozna otrzymac 24 rézne choragiewki. Ile wéréd tych chora-

giewek jest takich, w kiorych:
a) srodkowy pasek jest czerwony,

b) dolny pasek jest brazowy lub fioletowy?
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W opisanych przypadkach stosowalismy regule zwang zasada mnozenia,
Kt6ra opisano ponizej.

Przypusmy, ze wynik pewnego dzialania zalezy od Kolejno podejmo-
i Ze decyzje te sa niezalezne. Jesli przy podejmowaniu
pierwszej decyzji mamy do wyboru n, mozliwosci, przy drugiej — n,
mozliwosci itd., a przy ostatniej — n; mozliwosci, to liczba réznych
wynikéw, ktére mozemy otrzymac, jest rowna iloczynowi:

nenpe oy

W worku znajduje si¢ pie¢ kul ponumerowanych cyframi od 1 do 5.

o Losujemy kolejno trzy kule i zapisujemy otrzymane cyfry obok siebie. Ile
réznych liczb mozna w ten sposéb otrzymac?
Jako pierwsza zostanie wybrana jedna z pigciu cyfr (a wige jest pie¢ mozli-
wosci), jako druga zostanie wybrana jedna z pozostalych czterech cyfr (cztery
mozliwosci), jako trzecia — jedna z trzech cyfr. Zatem réznych liczb, jakie
mozemy otrzymac, jest:

5.4-3=60

 Wyciagamy kolejno wszystkie kule i zapisujemy wylosowane cyfry. Tle
réznych liczb mozna w ten sposéb otrzymac?
Roznych pieciocyfrowych liczb, jakie moga zostaé zapisane, jest:

5.4.3.2.1-120

 Wyciggamy kolejno cztery kule i zapisujemy cyfry. lle réznych liczb nie-
parzystych mozna w ten sposb otrzymac?
Cyfra jednosci moze by¢ jedna 7 trzech cyfr (1, 3 lub 5). Cyfra dziesiatek moze
by¢ zatem jedna z czterech pozostalych cyfr, cyfra setek — jedna  trzech po-
zostalych, a cyfra tysigey — jedna z dwéch cyfr. Zatem réznych nieparzystych
liczb czterocyfrowych mozemy otrzymac:
3.4-3.2=72

o Losujemy jedng kule, zapisujemy otrzymang cyfre, a nastepnie wrzuca-
my kule 7 powrotem do worka. Losowanie powtarzamy szes¢ razy. lle
roznych liczb mozna w ten sposcb otrzymac?

\pisana jedna z pieciu cyfr. Wobec
tego liczb, ktére mozemy w ten sposob zapisaé, jest:
5-5-5-5-5=15625
o Losujemy kolejno trzy kule i za kazdym razem wrzucamy kule z powro-
tem do worka. Ile liczb wickszych od 300 mozemy otrzymac?

Na pierwszym miejscu moze by¢ jedna 7 trzech cyfr (3, 4 lub 5). A wige razem
liczb trzycyfrowych wickszych od 300 bedzi

5.5=75
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Na rysunku
fragment planu klasy, na ktérym zazna-
czono cztery dwuosobowe fawki szkolne. .D .D .D q
Miejsca w tych fawkach przydzielamy sze- o o o 4
sciu osobom — dwom dziewczynkom oraz
czterem chiopcom.

a) Naile réznych sposobow mozna przydzielié miejsca tym szesciu osobom?

Plerwszej osoble mozna praydzielic jedno
857+6:5:4+3=520160 Z o$miu miejsc, drugiej jedno z siedmiu itd.

b) Na ile sposobéw mozna przydzielié miejsca tym szesciu osobom tak, aby
dziewczynki siedzialy w jednej fawce?

Liczba mozliwych sposobéw zajecia miejsc

przez dziewczynki wynosi Dziewczynki moga usiasé wm\nq 2 czterech
4.2=8 © fawek, a w kazdej na dwa sposoby.

Gdy dziewczynki siedza, liczba moz-
liwych sposobow zajecia miejsc przez

chiopcow wynosi: Pierwszy z chiopcow moze zajac jedno z sze.
i &ciu pozostalych miejsc, drugi chiopiec
6-5-4-3=360 Jedno z pieciu miejsc itd.

Liczba wszystkich mozliwych sposobow
zajecia miejsc wynosi wiec
8360 = 2880

) Naile sposob6w mozna przydzielic miejsca tak, aby dziewczynki nie siedziaty
razem?

Liczba mozliwych sposobéw wynost i 0d liczby wszystkich mozliwych sposobow
zajecia miejsc_ odejmujemy te, w ktorych
20160 -2880 = 17280 dziewczynki siedza w jednej fawce.

d) Na ile sposobéw mozna przydzieli¢ miejsca, aby kazda dziewczynka siedziata
z chtopcem i nikt nie siedziat sam w fawce?

Liczba sposobow zajecia miejsc przez

plerwsza 2 dziewczat 2 chtopcem wynost: Dziewczynka moze wybra¢ jedno z osmiu
miejsc, a obok niej moze usiase jeden z czte:
8-4=32 i rech chiopcow.

Gdy pierwsza para juz siedzi, liczba
sposobéw zajecia miejsc przez druga

dziewczynke z chiopcem wynosi Druga dziewczynka moze zajaé jedno z sze
sciupozostatych miejsc, a obok niej moze
6-3=18 i usiase jeden z trzech pozostatych chtopcow.
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Gdy obie pary siedza, liczba mozliwych

sposobow zajecia miejsc przez pozosta: : jeden 2 pozostatych dwoch chiopcow mo

tych chtopcow wynosi Ze wybraé jedno z czterech miejsc, a ostatni
= 2 chiopcow musi usiasé obok niego.

Szukana liczba mozliwych sposobéw wynosi:
2.18-4=2304

ZADANIE | Odpowiedz na wszystkie powyZsze pytania, gdy w Klasie jest pie¢ dwu-
osobowych fawek, a liczby dziewczat i chlopeow sie nie zmienily. N
zadania 1-15

II' Ustalajac liczbe mozliwosci, czasami mozemy rozwazyé kilka rozlacznych
, policzyc, ile jest mozliwosci w kazdym z nich, i doda¢ otrzy-
mane wyniki. Taki sposob y zasada

[TATTIYEN 2) Sposrod liczb od 1 do 9 wybieramy kolejno dwie rézne. Na ile
sposobéw mozna wybrac te dwie liczby tak, aby ich suma byta liczba parzysta?

Suma dwéch liczb jest parzysta, gdy obie sa parzyste lub gdy obie sa nieparzyste.

Przypadek 1 Przypadek 2 S3 4 liczby parzyste. Pierwsza
Obie liczby sa Obie liczby sa liczbg mozna wybraé na 4 spo
parzyste, wtedy nieparzyste, wtedy soby, druga na 3 sposoby.
odpowiednich par jest:  odpowiednich par jest: 15t 5 liczb nieparzystych. Pierw.
sz mozemy wybra¢ na 5 sposo
=12 5.4=20 béw, a druga — na 4 sposoby.

tacznie wszystkich par liczb, ktérych suma jest liczba parzysta, jest:
124+20=32
b) W Klasie IVa jest 25 osob, w IVb — 30 osob, a w IVc — 28 oséb. Na ile

sposobéw mozna wybra¢ dwuosobowa delegacje tak, aby byly w niej osoby
2 réznych klas?

Przypadek | Przypadek 2 Przypadek 3

WVai IVb: IVailve: Wb i IVe i Wybrane osoby moga byé ucz
niami klas IVa | IVb albo kias Va
25-30 + 25-28 + 30-28 =2290 i IVc, albo klas IVb i IVc.

ZADANIE | a) Sposrod cyfr od 0 do 9 wybieramy kolejno trzy rozne. Na ile sposo-
bow mozna je wybrac tak, aby ich suma byla liczba parzysta?

b) W Klasach IVa, IVb, IVc i IVd liczby uczniéw wynosza odpowiednio 20, 22, 21, 24.
Na ile sposobGw mozna wybra¢ trzyosobowa delegacie, aby byly w niej osoby z trzech
roznych Klas?

Zagadnieniami takimi jak te, ktére oméwilismy w powyzszych przykia-

dach, zajmuje si¢ dzial matematyki zwany kombinatoryka. i 1625
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ZESTAW ZADAN

1. lle réznych stéw mozna utworzy¢, laczac ponizsze przedrostki (z pierwszego
wiersza) z podanymi wyrazami (z drugiego wiersza)?

2. Pewien leniwy autor przeméwien zauwa-

y1, ze mozna utworzyé wypowiedz, budujac

Kazde zdanie wedlug pewnego schematu:

© Najpierw podzielil na cztery grupy wybra-
ne wyrazy i zwroty (zapisano je ponizej).

« Nastepnie tworzyl zdania, losujac dowolny
Zwrot z pierwszej grupy, potem dowolny
zwrot z drugiej grupy, pozniej z trzeciej
i na koniec z czwartej.

Jak dlugo mogloby trwa¢ takie ,przeméwienie”, gdyby Zadnego ze zdari nie powta-
rzaé (przyjmij, ze jedno zdanie przemawiajacy wypowiada przez 5 sekund)?

Grupal Grupa Il Grupa Il Grupa IV
Ludziom ubogim jest potrzebna wladza
Calemu narodowi nie wystarcza

Naszemu keajowi s

Wyborcom

Wzystkim
uczciwym ludziom

3.a) Pewien bar oferuje zestawy obiadowe skladajace si¢ z zupy i drugiego da-
nia. Do wyboru mamy trzy rodzaje zup i pie¢ rodzajow drugich daii. lle réznych
Zestawow obiadowych mozna wybrac?

b) Mechanizm przerzutki pewnego roweru ma trzy kola zgbate z przodu i osiem
2 tylu. Na ile sposobéw mozna w tym rowerze ustawié przerzutki?

§ Wybieramy jedna sposréd picciu czapek, jeden z siedmiu szalikéw oraz jedna
2 dwoch par rekawiczek. Na ile sposobéw mozna wybra¢ te rzeczy?

4. 7 domu Czerwonego Kapturka do domu babci wiedzie pig¢ réznych drog. Na ile
sposobow Czerwony Kapturek moze przeby¢ droge do babci i z powrotem, jesli:
a) nie wraca do domu ta samg droga, ktora szedt do babci,

b) w kazda strone moze is¢ dowolna droga?
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5.a) W herbaciarni mozesz wybra¢ jeden z dwunastu gatunkéw herbaty. Do her-
baty mozesz doda¢ cukier lub mleko. lle masz roznych mozliwosci?

b) Wyobraz sobie, ze kupujesz samochéd i mozesz wybra¢ jeden 7 pieciu ofero-
wanych koloréw lakieru oraz jeden z trzech rodzajéw tapicerki. Mozesz réwniez
dodatkowo wybra¢ (lub nie) Klimatyzacje, a takze centralny zamek jako wyposaze-
nie. lle masz r6znych mozliwosci?

6. Oblicz, ile rznych liczb trzycyfrowych mozna utworzy¢ z podanych cyfr (cyfry
moga si¢ powtarzad).

a) 1,3,7 b) 0, 1,5 9 1,3,57 d) 6,8

7.Z cyfr 0, 1, 4, 7, 8 tworzymy liczby (cyfry moga sie powtarzac). lle mozna w ten
spos6b utworzy¢ liczb:

a) pieciocyfrowych,

b) czterocyfrowych parzystych,
 trzycyfrowych nieparzystych,

d) trzycyfrowych podzielnych przez 47

8. Losujemy kule z urny, w ktérej znajduje si¢ 9 kul z numerami od 1 do 9. Wy-
nikiem losowania jest liczba utworzona z cyfr na kolejno wyjmowanych kulach.
Ustal, ile ré6znych liczb mozemy otrzymac, jesli wyjmujemy:

a) 2 kule i zadnej nie wrzucamy z powrotem do urny,
b) dwa razy kulg i za kazdym razem wrzucamy j z powrotem do urny,
9 3 kule i tylko za pierwszym razem wrzucamy kulg z powrotem do urny,

d) 3 kule i za kazdym razem wrzucamy kulg z powrotem do urny.

9. Z siedmiu plécien w réznych jednolitych kolorach (wéréd nich jest niebieski) za-
mierzamy uszy¢ spodnice, ktéra sklada si¢ z trzech poziomych paséw jednakowej
szerokosci o roznych kolorach.

a) lle réznych spédnic mozemy us:

b) lle réznych spédnic mozemy uszyé, jezeli $rodkowy pas musi by¢ niebieski?
9 lle réznych spédnic mozemy uszyé, jezeli jeden 7 pasow musi by¢ nicbieski?

10. Figury ®, ® i © nalezy pokoloro- ® ® ©
wac tak, aby sasiadujace obszary mialy

rozne Kolory. Na ile sposobow mozna

pokolorowaé kazda 7 tych figur, jesli

mamy do dyspozycji:

a) tzy kolory,

b) cztery kolory?
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Ciekawostka

Wolfgang Amadeusz Mozart (czyt. mo-
cart) byl znany z poczucia humoru. Jed-
nym z przykladéw moze byé utwor Mu-

wlasny menuet. Odegranie takiego utwo-
1u zajmowalo okolo pot minuty.

Mozart chcial, by wybdr wersji taktu

sikalisches Warfelspiel (Muzyczna gra

) » Gsmego i szesnastego nastepowal na
w kosci), wydany juz po §mierci autora.

przyklad w wyniku rzutu moneta, a wy-
bor wersji kazdego z pozostalych jede-
nastu taktow — w wyniku rzutu kost-
Kami. Proponowal, by rzuca¢ dwiema
Kostkami i od sumy wyrzuconych oczek
na kostkach odejmowa¢ 1. Otrzymany
wynik wskazywalby, ktéra z jedenastu
wersji nalezy wybrac.

Dzielko to jest przepisem na tworzenie
roznych 16-taktowych menuetow. Mo-
zart przedstawil po dwie propozycje
taktow Gsmego i szesnastego oraz po je-
denascie propozycji kazdego z pozosta-
tych taktow. Wykonawea sam mogl w
bra¢ warianty takiow i ,skomponowac”

11. Przeczytaj ciekawostke.

a) lle roznych menuetéw mozna utworzyé, korzystajac z przepisu Mozarta? Jak
dlugo trwaloby odegranie ich wszystkich?

b) Sposob losowania taktu sposréd jedenastu zaproponowanych przez Mozarta nie
daje réwnych szans wszystkim tym jedenastu taktom. Ktéry z nich bylby wybierany
najczesciej, a ktory — najrzadziej?

12.a) Na ile sposobow mozna przydzieli¢ 4 tory biezni czterem lekkoatletom?

b) W jednej z gonitw wyscigw konnych bierze udzial 6 koni. Na ile sposobow
mozna obstawi¢ pierwsza trojke na mecie?

 Prezenty na Boze Narodzenie trzeba zapakowaé w ozdobny papier wybrany
sposrod trzech papieréw o roznych kolorach. Na ile réznych sposobow mozna
Zapakowac cztery rozne prezenty?

d) Na ile sposobow mozna ustawic 6 kobiet i 4 mezezyzn w kolejce tak, aby kobiety
Zzajmowaly 6 poczatkowych miejsc?

13. Oblicz, na ile sposobéw mozna rozmiesci:
a) 5 r6znych kul w siedmiu szufladach,
b) 7 réznych kul w pieciu szufladach,

14. Kazdy znak alfabetu Braille’a (czyt. brajla) to uklad wypuklych kropek wybra-
nych z podstawowego ukladu szesciu kropek. W kazdym znaku jest co najmnicj
jedna wypukla kropka. Oblicz, ile znakéw mozna w ten sposcb utworzyc.

Przyklady znakéw alfabetu Braille’a

90 9o 90 08 99 90 90 90
90 03 95 98 00 > 00 09
66 060 O o6 %0 o o0 oo
a d h k r u z
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© 15. Kazde z szesciorga dzieci w rodzinie — Julek, Kuba, Adam, Mateusz, Ryszard
i Edmund — sprzata w kuchni raz w tygodniu (od poniedziatku do soboty). Oblicz,
na ile sposobéw mozna przydzielié dyzury w kuchni tak, aby:
a) w poniedzialek sprzatal Edmund,
b) w sobote nie sprzatal Adam,
) wtorek i sroda byly dniami dyzuru Julka i Kuby,
d) Ryszard dyzurowal nastepnego dnia po Mateuszu.

16. W Klasie IVa jest 12 dziewczat i 13 chlopcow, a w Klasie IV b jest 15 dziewczat
i 10 chlopcow. Wybieramy dwuosobowa delegacje, w ktérej jest chlopiec i dziew-
czynka.

a) lle takich delegacji mozna wybra¢ w klasie IVa, a ile — w Klasie IVb?

b) le takich delegacji mozna wybra¢ sposrod uczniow obu Klas?

9 Ile takich delegacji mozna wybra¢, tak aby osoby byly uczniami réznych klas?

17.W salonie sa dwie sofy, 3-osobowa i 4-osobowa. Na jednej z nich ukladamy
trzy rézne poduszki. Na ile sposobéw mozna tego dokonac tak, aby kazda byla na
jednym z miejsc siedzacych?

18. Jedna z lodziarni oferuje 5 smakow lodéw, a druga — 7 smakéw. Trzy Kolezan-
ki chea kupi¢ w jednej z tych lodziarni po jednej galce. Na ile r6znych sposobow
dziewczynki moga kupié lody?

19. W odtwarzaczu umieszczamy trzy plyty CD réznych wykonawcw. Losowo wy-
bieramy jedna z plyt i sluchamy wszystkich utworéw w przypadkowej kolejnosci.
Tle réznych ciagdw utwordw mozemy przestuchad, jesli na dwoch plytach jest po
10 utwor6w, a na trzeciej plycie jest 12 utworow?

20. W wagonie sq wolne micjsca tylko w trzech przedzialach. W jednym sq wolne
4 miejsca, w drugim 3 miejsca, a w trzecim jest 5 wolnych miejsc. Na ile sposobow
duwie osoby moga zaja¢ miejsca w wagonie, jesli chea siedzie¢ w jednym przedziale?

21. Znak alfabetu Morsea (czyt. morsa) jest zbudowany z ustawionych obok siebie
kropek lub kresek. Lacznie kropek lub kresek w kazdym znaku moze by¢ od jednej
do czterech. Ile znakéw mozna w ten sposGb utworzye?

Przyklady znakow alfabetu Morse’a

a d h Kk m T u z

22. Ustal, ile jest trzycyfrowych liczb parzystych, w ktérych wystepuje:
a) dokladnie jedna cyfra 5, b) co najmniej jedna cyfra 4.
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23. 1le jest roznych liczb spelniajacych podany warunek?

a) Liczba jest trzycyfrowa parzysta i wystepuje w niej dokladnie jedna cyfra 0.

b) Liczba jest trzycyfrowa nieparzysta i wystepuje w niej dokladnie jedna cyfra 1
i dokladnie jedna cyfra 2.

24.1le jest liczb trzycyfrowych, ktére sa podzielne przez 3 i spelniaja podany
warunek?

a) W liczbie jest jedna jedynka i jedno zero.

b) W liczbie jest dokladnie jedna dziewiatka.

25. Na rysunku przedstawiono schematy miejsc siedzacych w samochodzie osobo-
wym. Litery oznaczaja, jakie osoby moga zajaé micjsca w samochodzie. Wielkimi
literami oznaczono osoby dorosle, przy czym litera K osobg posiadajaca prawo jaz-
dy, a malymi literami — dzieci. Przyjmujemy, Ze dzieci nie moga zajmowa¢ miejsc
na przednich siedzeniach. Na ile sposobéw osoby opisane literami przy rysunkach
moga zaja¢ miejsca w samochodzie?

a)  KaAB KabcA 9  KaABC KabABC
es &8 % ?%

\ i 800

MINISPRAWDZIAN

S1. Tle jest r6znych liczb naturalnych trzycyfrowych, takich Ze cyfra setek jest
parzysta, a pozostale cyfry sa nieparzyste?

A 125 B. 100 C.14 D. 80

52. Na ile sposob6w mozna posadzi¢ na siedmioosobowej fawce siedem os6b tak,
aby ustalone dwie osoby A i B siedzialy obok siebie?

A. 1440 B. 10080 C. 5040 D. 720

3. W Klasie liczacej 21 uczniéw przeprowadzono losowanic 3 biletéw do trzech
réznych teatréw. Na ile réznych sposobow moglo si¢ zakoriczy¢ to losowanie, jezeli
kazdy uczeri mogl wylosowaé co najwyzej jeden bliet?

A. 7980 B.7 C. 42 D. 60

54. Sposrod cyfr od 0 do 9 i 24 malych liter alfabetu tworzymy kod skladajacy si¢
2 dwéch r6znych znakéw — dwoch liter lub dwéch cyfr. Tle takich kodow mozna
utworzyé?

A. 480 B. 642 C. 676 D. 1122
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OBLICZANIE PRAWDOPODOBIENSTWA (CD.)

Rozwazmy nastepujace zagadnienie:

W pewnej kawiarni mozna kupi¢ deser, kidry sklada si¢ z dwdch warstw:
na dole jest galaretka, a u géry krem.

Galaretka moze by¢ w czterech smakach: cytrynowym, truskawkowym, ma-
linowym lub pomarariczowym.

Sq dwa rodzaje kremu: kawowy i waniliowy.

Przygotowujac taki deser, cukiernik wybiera losowo galaretke i krem.

Jakie jest jefistwo tego, Ze przygotuje on deser z galaretka
cytrynowa i kremem waniliowym?

Oto dwa sposoby rozwiazania tego zadania:

Sposdb 1

z drzewka il ji Swis losowe.

A — Cukiernik przygotowat deser cytrynowo-waniliowy.

1 3
i
galaretka
cytrynowa galaretka
VN
2 2
kre krem

m
waniliowy  kawowy

P()=}

Sposéb 1T
Korzystamy z zasady mnozenia.

A — Cukiernik przygotowal deser cytrynowo-waniliowy.
e Galaretke cukiernik moze wybraé na 4 sposo-
N=4-2-8 by, a krem na 2 sposoby.

na=1 Tylko jedna z 8 mozliwosci to deser cytryno
wo-waniliowy.

P(A)

Oba przedstawione powyzej sposoby obliczenia prawdopodobieristwa sq
skuteczne. Wezesniej juz jak sie oblicza e

za pomoc drzewek. Dalej podajemy przyklady, jak stosowaé kombinato-
ryke w rachunku prawdopodobieiistwa.
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Trzech pasazeréw jedzie winda. Kazdy z nich moze wysias¢ na
jednym z 8 pieter. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze wszyscy pasazerowie
wysiada na tym samym pietrze, a jakie — ze kazdy z pasazerow wysiadzie na
innym pigtrze?

A — Pasazerowie wysiada na tym samym pietrze.

B — Pasazerowie wysiada na roznych pietrach.

N=8.8-8 Pierwszy pasazer moze wysias¢ na dowolnym z 8 pigter, drugi

= i trzeci pasazer takze moga wysiase na dowolnym z 8 pieter.
na=8 Cafa tréjka pasazer6w moze wysiasc na jednym z 8 pieter.
PA=55 55

Pierwszy pasazer moze wysias¢ na dowolnym z 8 pigter, drugi —
na jednym z 7 pozostatych, trzeci — na jednym z 6 pozostatych.

X

Odp. Pasazerowie wysiada na tym samym pietrze z prawdopodobiefistwem &,
ana réznych pietrach z prawdopodobieristwem rownym 2.

ZADANIE | Czterech pasazeréw jedzie winda. Kazdy moze wysiasc na jednym z 10
pieter. Jakie jest prawdopodobieiistwo tego, Ze wysiada na réznych pigtrach?

Na kartonikach sa litery A, A, A, K, K, F, R. Ukladamy je w przy-
padkowe] kolejnosci. Jakie jest prawdopodobiefistwo tego, ze utozymy w ten
sposob stowo KARAFKA?

A — Utozymy stowo KARAFKA.

. i Pierwszy kartonik mozemy wybrac na 7 sposobow, drugi na
N=7-6-5-4-3-2-1 6 sposobow, trzeci — na 5 sposobow itd

Pierwsza litere (K) stowa KARAFKA mozna wybra¢ na 2 spo-
soby, poniewaz mamy 2 litery K. Druga litere (4) mozna
wybrac na 3 sposoby, trzecia (R) — tylko w 1 sposob,
a czwarta litere (A) — na 2 sposoby, gdyz pozostaly jeszcze
2litery A

na=2-3:-1.2.1.1

1

2:3-2 1
PA=7565.432 7543~ 720
Odp. Stowo KARAFKA utozymy z prawdopodobiefistwem 735

ZADANIE | Na kartonikach sa litery: A, A, A, M, M, T, T, E, Y, K. Jakie jest prawdopo-
dobieristwo tego, ze ukladajac losowo kolejne kartoniki, ulozymy slowo MATEMATYKA?

i 112
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ZESTAW ZADAN

1. a) Maszyna losuje kolejno trzy sposrod dziesieciu kul ponumerowanych cyframi
od 0 do 9. Tle jest mozliwych wynikéw takiego losowania? Jakie jest prawdopodo-
bieristwo tego, Ze maszyna kolejno wylosuje kule z numerami 1, 2 i 37

b) Na ile sposobGw moga sie ustawic w szeregu cztery osoby? Jakie jest prawdopo-
dobiefistwo tego, Ze te cztery osoby ustawia si¢ wedlug wzrostu (od najwyzszej do
najnizszej lub odwrotnie)? Zakladamy, ze kazda osoba jest innego wzrostu.

9 lle réznych ciagéw liczb mozna uzyska, gdy trzy razy rzucamy kostka? Ja-
kie jest prawdopodobiefistwo tego, Ze za kazdym razem wypadnie ta sama liczba
oczek?

d) Malpa usiadla przy komputerze i nacisnela przypadkowe Klawisze 5 razy. Na
Klawiaturze s 104 Klawisze. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, Ze malpa wystu-
kala stowo palma?

e) Jakie jest prawdopodobieristwo tego, Ze cztery losowo wybrane osoby z trzy
dziestoosobowej Klasy beda czterema pierwszymi osobami na liscie w dzienniku?

2.7 talii 52 kart wybrano wszystkie asy, krole, damy i walety. Z otrzymanego
awu 16 Kart losujemy kolejno 4 karty. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze
d wybranych kart:

a) beda 4 krdle, b) beda 4 karty tego samego koloru?

3. Trzy jaja: kurze, kacze i gesie nalezy pomalowaé
BARWNIKI DO JA) r6znymi Kolorami losowo wybranymi sposrod sze-

Y/ Sciu. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze:
it a) zadne 7 jaj nie zostanie pomalowane na z6lto,
‘) b) jajo gesie zostanie pomalowane na czerwono,
(@ RO I © jajo kurze bedzie z6lte lub czerwone, a jajo kacze

— niebieskie lub zielone.

4, Rysunek obok plansze
2 dziewigcioma polami.
a) Na wszystkich polach planszy Kladziemy po jed-
nej monecie, za kazdym razem losujac, czy moneta
bedzie lezec do gory orlem czy reszka. Jakie jest
fiStwo tego, Ze na kich polach
monety leza ta sama strong do gory?
b) Na planszy zapisujemy losowo dziewie¢ cyfr od 1
do 9. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, Ze w wier-
szach, niekoniecznie kolejnych, beda ulozone liczby
123, 456 i 7897
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5. Na kartonikach zapisano podane lite-

ty. Jakie jest prawdopodobiefstwo tego,

7e ustawiajac je w przypadkowej kolejno-

Sci, utworzymy podane stowo? z
a) litery: A, B, D, N, O, Z;
b) litery: A, A, G, I, R, T; slowo: GITARA

9 litery: A, A, A, A, B, J, K, L, L; slowo: BALALAJKA

6. Sposrod siedmiorga gosci pewnej restauracji jeden zamoéwil kawe, a inny —
herbate. Gdy goscie na chwile odeszli od stolu, kelner podal te napoje, ustawiajac
losowo filizanki przy dwdch nakryciach. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, Ze:
a) kelner postawil odpowiednie napoje przy nakryciach oséb, ktore je zamowily,
b) kelner postawil filizanki przy nakryciach osb, ktére napojow nie zaméwily,

9 kelner popetnil tylko jedna pomylke?

7. Na pewnej plycie jest 10 utwordw. Oblicz prawdopodobieiistwo tego, Ze jesli
i W przyp  kolejnosci bez powtarzania utworéw, to:

a) utwory zostang odtworzone w takiej kolejnosci, w jakiej znajduja si¢ na plycie,

b) wwr ostatni zostanic odtworzony jako pierwszy, a pierwszy jako ostatni,

© utwory pierwszy i ostatni zostang odtworzone obok siebie.

8. Nalezy ulozy¢ we wlasciwej kolejnosci szes¢ obrazkéw komiksu. Jakie jest praw-
dopodobieristwo tego, e jesli ulozymy te obrazki losowo, to:

a) beda we wlasciwej kolejnosc,

b) co najmniej jeden obrazek nie bedzie na swoim miejscu,

9 tylko poczatkowe dwa obrazki nie beda na swoich miejscach?

[rmm—————"
i
et nam prdi

Frypadien, paerovadain
Konirle gotoych
ik

9. Winda moze si¢ zatrzymaé na dowolnym z czternastu picter budynku. Znajdu-
je sie w niej 5 pasazeréw. Kazdy z nich moze wysiaéé na ktérymkolwiek pietrze
z takim samym fi . Oblicz fi tego, ze:

a) wszyscy pasazerowie wysiada na tym samym pigtrze,

b) nikt nie wysigdzie na pierwszym pigtrze.
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10. Czterech nieznajomych jedzie pociagiem w tym samym przedziale. Jakie jest
prawdopodobiefistwo tego, Ze:

a) wszyscy urodzili si¢ w tym samym dniu tygodnia,

b) urodzili si¢ w rézne dni tygodnia,

9 tylko trzy osoby urodzily si¢ w tym samym dniu tygodnia?

11.W szufladzie sq skarpetki niepolaczone w pary.
Wyjmujemy z niej po omacku kolejno dwie skar-
petki. Jakie jest prawdopodobieiistwo tego, Ze sa to
skarpetki do pary, jesli w szufladzie znajduje sie:

a) szes¢ roznych par skarpetek,

b) trzy jednakowe pary bialych i trzy jednakowe
pary czarnych skarpetek,

) jedna skarpetka biala i dziewie¢ jednakowych
czarnych skarpetek,

d) dwie skarpetki biale, dwie czarne i cztery szare?

12. W popularnej grze w Kosci rzucamy piecioma réznymi szesciennymi kostkami.
Oblicz, jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze w jednym rzucie:

a) na wszystkich picciu kostkach otrzymamy taka sama liczbg oczek (wyrzucimy
tzw. generala),

b) dokladnie na czterech kostkach otrzymamy takq sama liczbg oczek (wyrzucimy
tzw. karete)?

MINISPRAWDZIAN
51. Losujemy kolejno 3 karty sposrod 13 kieréw. Jakie jest prawdopodobiefistwo
tego, Ze pierwsza karta bedzie dama, a ostatnia — krol?

1
€ 156 D175

52. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze ulozymy slowo KOT, wybierajac loso-
wo i ustawiajac w kolejnosci losowania trzy sposrod liter wystepujacych w slowie
GOTYK?

L € 1
Ak B ct D.

8-

53. W skladzie pewnego pociagu jest 6 wagonéw. W kazdym z tych wagonow jest
10 przedzialéw z 8 miejscami siedzacymi. Dwie nieznajome osoby kupily bilety
2 miejscéwkami na ten pociag. Prawdopodobielistwo tego, ze te osoby usiada w tym
samym przedziale naprzeciwko siebie przy oknie, jest réwne:

A L B. L c D.

1
" 1920 1916 T 3832 * 3840
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1. Sposrod punktéw w ukladzie wspol-
rzednych, ktérych obie wspétrzedne sq.
liczbami naturalnymi mniejszymi od 6,
wybieramy losowo jeden punkt. Oblicz
prawdopodobiefistwo tego, Ze:

a) obie wspélrzedne sq parzyste,

b) co najmniej jedna wspolrzedna jest
liczba pierwsza,

2. Wsr6d 10 loséw loteryjych jest je-
den los wygrywajacy, dwa uprawniajace
do ponownego losowania, a pozostale
sa przegrywajace. Jakie jest prawdo-
podobieristwo tego, Ze pierwsza osoba
bioraca udzial w loterii wygra nagrode?

3.7 talii 52 Kart losujemy dwie Karty.
Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze:
2) pierwsza wylosowana karta to karo,
a druga to trefl,

b) zadna z nich nie jest pikiem,

©) co najmniej jedna z nich to as.

4. Jesli strzalka zatrzyma si¢ na Z6l-
tym polu kola fortuny (zob. rysunek),
gracz wygrywa wskazang kwote, a gdy
zatrzyma si¢ na niebieskim — traci
wskazang kwote. Oblicz wartos¢ ocze-
kiwana wygranej uczestnika tej gry.

(e
&Y

5. Rzucamy trzema kostkami do gry.
Jesli wypadnie co najmnicj jedna szGst-
ka — wygrywamy 2071 Jesli wypad-
na trzy jedynki — wygrywamy 10071,
W pozostalych przypadkach przegry-
wamy pewng kwote. Jaka to kwota, jesli
gra jest sprawiedlia?

84

6. 2) lle meczéw odbywa si¢ w sezonic,
Jesli kazda z 16 druzyn w lidze rozgry-
wa z kazda z pozostalych po 2 mecze?
b) Na ile sposobéw mozna wskazac od-
powiedzi w tescie zlozonym z pieciu
pytai, jezeli do kazdego podano trzy
odpowiedzi?

7.7 zestawu szesciu Karteczek z cy-
frami 1, 2, 3, 6, 8, 9 losujemy kolejno
Karteczki i ukladamy jedna za druga.

2) Losujemy dwie karteczki. lle liczb
wiekszych od 55 mozemy utworzyc?

le liczb pa-
5 mozemy

b) Losujemy trzy karteczk
rzystych mniejszych niz
utworzyc?

8. Pewien kod sklada si¢ z osmiu zna-
k6w (jedynek lub dwdjek). Jakie jest
prawdopodobieristwo tego, Ze wystapia,
W nim:

2) na przemian jedynki oraz dwojki,

b) co najmniej dwie jedynki?

9. Wsréd 7 kobiet i 8 mezczyzn jest
pieé 0s6b 7 tej samej rodziny — dwie
siostry i trzech braci. Z calej grupy
wybrano losowo jedna kobiete i jed-
nego mezezyzne. Jakie jest prawdopo-
dobieristwo tego, ze wybrano w ten
sposcb rodzeristwo?

10. Student na egzaminie losuje po
jednym pytaniu z dwoch zestawow.
Zna odpowiedzi na 4 sposréd 5 py-
tan pierwszego zestawu i na 3 sposrod
4 pytan z drugiego. Oblicz prawdopo-
dobieristwo tego, ze:

2) nie bedzie znal odpowiedzi na zad-
ne z wylosowanych pytan,

b) bedzie znal odpowiedz tylko na jed-
no z wylosowanych pytan.
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Powtorzenie
przed matura

Dziatania na liczbach = Réwnania i nieréwnosci = Ciggi

= Wiasnosci funkgji. Funkgja liniowa = Funkcja kwadratowa

= Wielomiany i wyrazenia wymierne = Funkcje wyktadnicze

i logarytmiczne = Trygonometria = Planimetria = Geometria
analityczna = Stereometria ® Rachunek prawdopodobienstwa
= Procenty. Elementy statystyki



DZIALANIA NA LICZBACH

PIERWIASTKI

Niech ke Nik> 1.
Gy k jest liczba parzysta, to dla a> 0 przyjmujemy, ze:
Ya=b < (b*=aib>0)
Gy k jest liczba nieparzysta, to dla a € R przyjmujemy, ze:
Ya=b = bk=a

PRAWA DZIAtAN NA PIERWIASTKACH
Dla nieparzystej liczby

Dla parzystej liczby n:

Yam = |a|

Yab = ¥Ya- Yb dla a>0ib>0
oa_ Ya
{5 = dlaaz0ib>0 dlab#0
Yat = (ya)' dla a>0 wat = (a)'
"=a = -na

POTEGI

Dla n € N przyjmujemy, ze:
a®=1 daa#0

a'=a

n czynnikéw

& N.. Wowezas dla a > 0 przyjmujemy, 2

NiechneNin>1 oraz k
Pg—

at =va
an = Wa)

|
-~ dlaa>0

a
PRZYGOTOWANIE DO MATURY
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PRAWA DZIAtAN NA POTEGACH

Niech a, b, s i t sq takimi liczbami rzeczywistymi, ze istnieja potegi a*, a' i b
Wowezas dla a > 0 przyjmujemy, ze:

a-a'=att

a:at=at

@ -at

(b = a'b*

() =% dabso
LOGARYTMY

Niech a i b beda takimi liczbami rzeczywistymi, ze a>0,b>0ia#1.
log,b=x < a*=b

Liczbe logyo x nazy logarytmem dziesi liczby x i
logx.

WEASNOSCI LOGARYTMOW

Niech a, b, ¢ wystepujace ponizej beda takimi liczbami, ze istnieja odpowiednie
logarytmy. Wéwezas zachodza réwnosci:

log,1=0 10g4(b0) = log, b + log, ¢
logaa=1 loga % log, b - log, ¢

log,a’ = b log, b° = clog, b
dorab

WZORY SKROCONEGO MNOZENIA
Roznica kwadratow: a? - b? =(a+b)a-b)
Réznica szescianow: a* - b* = (a - b)a* + ab + b*)
Wz6r ogolny:

a"-b" =(a-b)@"'+a"?b+...+ab"2 +b""), gdzie neN.

Kwadrat sumy: (a+ by = a?+2ab + b*
Kwadrat réznicy: (a- by =a? -2ab + b*
Szescian sumy: (a+b)® = a* +3a%b + 3ab* + b*
Szescian réznicy: (a - b)? = a® - 3a%b + 3ab? - b?
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ZESTAW ZADAN

RSP 120002 4 L (3013 —1011) est réuwma:
1. Wartosé wyrazenia 1001 : 20022 + ;Lo (30110 1015) jest réwna:

-

B.

3 1
A C 2 D. 215

5

"2

g

1

3
2. Wartos¢ wyrazenia (27°+27°+27°)" jest réwna:

A.3%2 B. 3% c.3% D. 357

3.Jesli a=4 i b=-2, towartos¢ wyrazenia a”+b?+ab jest rowna:
-2 7z - 162 L
A. =20 B. 7lG C llxlG D. 10lG

4. Dane sa liczby: a=7%-v7, b= (7% i c= 74 Liczby te spelniaja warunek:

Aa<b<c B.a<c<b C.b<c<a D.c<a<b

5. Ktéra z podanych réwnosci jest prawdziwa?

H B. Y

s

o i

5

A (%)5 ) c i . (47)%

7. Przyjmij, ze dlugos¢ rownika Ziemi jest réwna 40000 km, a obw6d monety jed-
nogroszowej — 50 mm. Ile razy obrécilaby si¢ ta moneta, gdyby toczono jq wzdluz
drogi o dlugosci réwnika?

A.8-10° B.1,25-10° C.8-10° D.0,8-10"

8. Jedna z podanych liczb nie réwna si¢ trzem pozostalym. Wskaz te liczbe.
1

A. logy 7‘3. B. 10g,6 0,25 Clogy s D. log

9. Ktéra z podanych liczb nie jest catkowita?

A.log iz V6 B.logyz V7 C.log 525V5 D. log

&
e

10. Ktére z podanych wyrazei ma najwicksza wartosé?

A logs 27> +logs 7= B. log; ; ~log;

C.log; 1257 D. log; V49
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11. Przyjmij, ze log2 ~ 0,3 ilog5 ~ 0,7. Ktéra z podanych réwnosci jest falszywa?
Alog2,5~04 B.log20 ~ 1,3 C.log125~2,1 D. log% 20,07

12. Wyrazenie (5x —2)2 + 20x mozna przeksztalci¢ do postaci:
A (5x+2) - 20x C.(5x—
B. (5x=2)(5x +2) D. (2x-1)(5x +2)

2 +10x

13. Roznica 123552 - 123452 jest rowna:
A.100 B. 1000 €. 123500 D. 247000

14, Wartos¢ wyrazenia (v/3 - 2)° jest réwna:
A 15V/3-26 B.3V3-8 C.9v3-14 D.7V/3-14

15. Wyrazenie 8x* —3./3y? przedstawiono w postaci iloczynu i jednym z czynni-
kow jest 2x - +/3y. Zatem drugim czynnikiem jest:

A 4x7 4 243xy + 37 C.4x? - 23xy +3y?
B. 4x? +4/3xy +3y? D.2x3+2V3y +/3

16. Przyjmuje sic, e roztwér danej substancji jest

tym bardziej kwasowy, im wiecej jest w nim do- Roztwor pH

datnich jonow wodorowych. Kwasowosé roztworu

mierzy si¢ za pomoca tzw. wspélezynnika pH okre- sok z cytryny

$lanego w nastepujacy sposob: —
wspélezynnik pH = ~log s, sok z jablek 3

gdzie s oznacza stezenie jonéw wodorowych w da- Kwane micko | 44

nym roztworze (w molach/dm?).

Woda des(y‘lowana (czyli roztwor, kusry nie wykazuje piwo 45

ani

PH réwny 7. W Iahell obok podanu wspolezynniki Kawa S

PH niektérych substancji.

a) Oblicz stezenic jonéw wodorowych w wodzie de- herbata 55

stylowanej i w roztworze pioracym.

b) Wspolezynnik pH kawy jest dwa razy wiekszy niz mleko krowie 6

wspélczynnik pH soku z cytryny. Jaki jest stosunek

stezenia jonéw wodorowych w tych substancjach? Keew o4

¢ Korzystajac z podanego wyzej opisu wspolczyn-

nika pH, uzasadnij, ze im wicksza kwasowos¢ roz- roztwor pioracy | 10

tworu, tym nizszy wspéiczynnik pH.

DZIALANIA NA LICZBACH 89



17.W tabeli podano objetos¢ wody w Wielkich Je- -

ziorach w Ameryce Pélnocnej. Zapisz w notacji wy- Jezioro | ODItO8¢
Kladniczej odpowiedzi na nastepujace pytania: wody w m
a) Jaka jest laczna objetosé wody w tych jeziorach? Gome | 1,16- 101
b) Jak dlugq krawedZ mialby szescian o objetosci Michigan | 4,68 - 1012
réwnej objetosci wody w Wielkich Jeziorach? Huron | 3,58 10"
9 lle kropel mozna by utworzy¢ z wody zawartej Ontario | 1,52 1012
w Wielkich Jeziorach? prmmu, e kropla wody ma Erie | 545101
objetos¢ okolo 4,5 - 102 ml

18. Aluminiowy drut o dlugosci L milimetrow ogrzany o t°C wsdmzy sie 0 pmili-
metréw. Wydluzenie to mozna obliczy¢ ze wzoru p=25-10 -t L.

) Aluminiowy drut, ktéry poczatkowo mial 4m dlugosci, ogrzano do temperatury
50°C i stwierdzono, ze wydluzyl sie on o 2,1 mm. Oblicz poczatkowa temperature
drutu.

b) Aluminiowy drut po ogrzaniu o 20°C osiagnal dlugos¢ 612 cm. Oblicz poczat-
kowa dlugos¢ drutu. Wynik zaokraglij do 1 mm.
19. Wykaz, Ze liczba 219 + 214 + 213 + 212 jest podzielna przez 30.

20. Udowodnij, ze suma dowolnej liczby dodatniej i jej odwrotnosci nie moze by¢
mniejsza od 2

21. Udowodnij, Ze jezeli reszta z dzielenia pewnej liczby przez 7 jest réwna 2, to
reszta z dzielenia szescianu tej liczby przez 7 jest rowna 1.

22. Udowodnij, ze réznica kwadratéw dwoch kolejnych liczb nieparzystych jest
liczbg podzielna przez 8.
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ROWNANIA I NIEROWNOSCI

UKEADY ROWNAK LINIOWYCH

i Swnati liniowych:
Uklad réwnan liniowych: {A.x FBy-C

Ax+ By =Co

© moze mie¢ jedno rozwigzanie — taki uklad nazy ’
 moze nie mie¢ rozwiazai, Wowczas nazywamy go sprzecznym,
+ moze mie¢ nieskoficzenie wiele rozwigzai, taki uklad nazywamy nie-
iazaniem ukladu ni jest kazda para
liczb spclmajqca jedno z réwnar ukladu (kazda taka para spelnia takze
drugie  réwnar).

WARTOSC BEZWZGLEDNA

x dlax>0
Ix| =
-x dlax<0

WEASNOSCI

Ixl=1-x| Ix-yl=Ixl -1yl dlay#0

A ROWNAK 1 ]

Niech ¢ > 0. Wowczas:

lax+bl=c < ax+b=c lub ax+b=

lax+blsc < ax+b<c i ax+bz-
lax+bl>c < ax+b>c lub ax+b <~

Uwaga. Rownania i nierownosci z wartosciami bezwzglednymi mozna zapisac bez
symbolu wartosci j. gdy i przypadki.

ROWNANIA KWADRATOWE
Liczba rozwiazan réwnania ax? + bx + ¢ = 0 (z niewiadoma x), gdzie a # 0
zalezy od wartosci A = b? -
Jesli A >0, to réwnanie ma dwa rozwiazania:
b + JA
2a

Jesli A =0, to réwnanie ma jedno rozwiazanie:

=zk
©% 2a

Jesli A <0, to réwnanie nie ma rozwiazai.
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ROWNANIA WYKEADNICZE | LOGARYTMICZNE

Niech a>0ia # 1. Wowczas:
a‘=a’ < x=y

loggx=log,y < x=y

Uwaga. i oraz réwnania
omawiane w rozdzialach dotyczacych odpowiednich funkeji.

ZESTAW ZADAN

1. Ze wzoru 3 =
zalozeniach). Ktéra?

32

1
XUy
?

- 3px _1
Ay-Sm Cy
=3(-x - x=3p
B.y 3(j >\) D.y= 223
gi a+2b _2 a
2. Jesli vl R liczba & { Jest rowna:
- 2
A4 B.-% co D.2

3. Dane sq trzy réwnania:

98x +79 = x(98 +79) 93(x+11) = 93(2x + 13) 54(x=47)+54(x +47) =

Suma rozwiazar tych trzech réwnar wynosi:

A.-96

4. 1le jest liczb naturalnych spelniajacych nier6wnosé 2x —

A7

B.-2 c.-1 D.0

B.8 C.14 D. nieskoriczenie wiele

5. Suma rozwigzari réwnania 7 - [x + 3| = 2 wynosi:

A0

B. -6 C. 4 D.5

6. Tloczyn rozwiazai rownania |5x| = |5 - 3x| wynosi:

25 25 s
B. [ 8 3 D. 6

i wymierne beda

3 wynika jedna z podanych réwnosci (przy odpowiednich

7. suma liczb calkowitych spelniajacych nierownos¢ 2x 3| <7 jest rowna:

A7

92

B.9 c.10 D. 14
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-Yr=2
8. Suma liczb speniajacych uklad rownan { 2 3 3 jest rowna:
3x+2y=10
1 5 2 2
Al B.32 c.62 D. 102
9. Dany jest uklad réwnan:
2x=3y-11
1,5y -x

Ktére z ponizszych zdan jest falszywe?
A. Para liczb x =1, y = 3 jest rozwiazaniem tego ukladu réwnar.
B. Ten uklad réwnari jest ukladem nicoznaczonym.

C. Para liczb x = ~10, y = -3 spelnia ten uklad réwnati.

D. Dowolna para liczb jest rozwiazaniem tego ukladu réwnari.

10. Wskaz réwnanie, ktérego suma rozwiazan jest najwicksza.

A 3(x+4)(2-3x)=0 B.(x-1)°-9=0 C.x*-5x=0 D.6x*-7=0
11. Dla ktérej z podanych wartosci m rownanie 9x* —6x+1—m =0 nie ma roz-
wigzan?

Am=-1 B.m=0 Cm=1 D.m=2

12. Liczby a, b sa rozwiazaniami réwnania -2x% +5x+12 = 0 i a > b. Wartos¢

Al B. V16 c lo D. 64

13. lloczyn wszystkich rozwigzan réwnania 2x* - x2 = 15 = 0 jest réwny:
A-75 B.-3 c3 D.75

14. Rozwiazaniem tylko jednego 7 podanych réwnari nie jest liczba naturalna.
Wskaz to réwnanie.

A49% = (1)
B. (%)X 275

15. Suma rozwiazari rownan 52

33 oraz 25 +2¥ =66 jest rowna:

A -2 B.2 C.4 D.5

16. Jedno z podanych réwnati nie ma rozwiazai. Wskaz je.
A logs (2x—4) = logs (5 - X) C. logg (5 - X) = logg (x~ 1)
B. log 3x - 12) = log (3 - x) D. log, (4~ ) =logy 2 +%)
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17. Rozwiazanie réwnania log; (x - 1) + log; (x +2) = 2log; X jest:
A. ujemna liczba catkowita,

B. liczba naturalna,

C. liczb nalezaca do przedziatu (-1;0),

D. liczba nalezaca do przedzialu (1;2).

18. Ile rozwiazait ma réwnanie log,_, (x +2) = 27

A. Nie ma rozwiazan. C. Ma dwa rozwigzania.
B. Ma jedno D. Ma nieskoi wiele rozwigzan.

19. Zadna z planet nie ma ksztaltu kuli. Odleglos¢ a od $rod-
ka planety do punktu na réwniku jest wigksza od odleglosci b
do bieguna (zob. rysunek obok). Liczbe f, za pomoca ktérej
najczesciej opisuje si¢ tzw. i, oblicza si¢ ze wzoru
f= ﬂT*‘” Mozna przyjac, ze dla Ziemi f = 535 i b= 6358km.
Ustal 7 Scia do 1km, o ile ki 6w odleglos¢ od
srodka Ziemi do rownika jest wieksza od odleglosci do bieguna.

20. Wykaz, 7e suma rozwiazai réwnania (z niewiadoma x): |x +al = b, gdzie b> 0,
wynosi ~2a, a wartos¢ bezwzgledna roznicy miedzy tymi rozwiqzaniami jest rowna 2b.

21. Znajdz wszystkie liczby, ktére spelniaja jednoczesnie dwie nierwnosci:
I5x+4] <8 oraz |3-4x| > 5.

22. Rozwiaz réwnanie (x - 1)* + 3(x~ 1)~ 10 = 0.

23. wiadomo, Ze spelnione sq warunki: 7 = 3%, log,q = b -2 oraz 3pq = 7.
Wyznacz p i q.

24. Drut o dlugosci 10 m rozcigto na dwie czesci i z jednej wygigto ramke w ksztal-
cie kwadratu, a  drugiej — ramke w ksztalcie prostokata, ktérego jeden bok ma te
sama dlugos¢ co bok kwadratu. Suma pdl obszaréw ograniczonych przez te ramki
jest réwna 3 m2. Jakie wymiary maja te ramki?

25. Fabryka produkuje laptopy i tablety. Miesigcznie wytwarza i sprzedaje lacz-
nie 1200 urzadzen. Tablety sq 4 razy tansze od laptopow. Gdyby cene laptopow
zwickszy¢ 0 10%, a tabletéw o 10% zmniejszy¢, to przychod ze sprzedazy by sie nie
zmienil. lle laptopow produkuje fabryka?
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CIAGI

Ciag to funkcja okreslona na zbiorze liczb naturalnych dodatnich (ciag
nieskoriczony) lub na jego skonczonym podzbiorze {1,2,3,...,k} (ciag
skoficzony). Wartoéci takiej funkeji nazywamy wyrazami ciagu.

Ciag (@), w kiérym dla dowolnych dwdch kolejnych wyrazow dy i ane:
zachodzi nieréwnos¢ ay < an.1, nazywamy rosnacym, a gdy zachodzi
DIer6WnoS¢ @yt < an, to ciag nazywamy malejacym. Ciag, w ktrym dla
Kazdego n zachodzi T6WNOSC ans1 = a, nazywamy stalym.

CIAG ARYTMETYCZNY
Ciag (an) nazywamy arytmetycznym, jesli ma co najmniej trzy wyrazy
i kazdy jego wyraz, z wyjatkiem pierwszego, powstaje przez dodanie pew-
nej stalej liczby r (réznicy ciagu) do poprzedniego wyrazu.

Wzor rekurencyjny Wzor ogdlny:

Ansy = an +1 ap = ai+(n-1r

Wlasnos¢ ciagu arytmetycznego:

ay = LA dla ns 2

Suma n poczatkowych wyrazow:

ay + ay
Sn="5'n

CIAG GEOMETRYCZNY

Ciag (an) nazywamy geometrycznym, je$li ma co najmniej trzy wyrazy
i kazdy jego wyraz, z wyjatkiem pierwszego, powstaje w wyniku pomnoze-
nia poprzedniego wyrazu przez pewna stala liczbe g (iloraz ciagu).

Wazor rekurencyjny:

Any = an - q an =ay - q"!

Wlasnosé:

a2 =ay.y - ap. dlanz2

Suma n poczatkowych wyrazow:

1-g
Sn=ar-yogedyadl
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ZESTAW ZADAN

1. Niech (pn) bedzie ciagiem kolejnych liczb pierwszych. Ciag (an) jest okreslony
wzorem a, = (2n—1)(n + 2). Znajdz siédmy wyraz ciagu by = .y - Pn.

A.116 B. 118 C.131 D. 133

2. Ciag (ay) jest okreslony wzorem rekurencyjnym: a; =1, @ps; =an+n+1.
Ktéry z podanych wzorow jest wzorem ogélnym tego ciagu?

Aap=2"l+n-1 C.ay = 2ol
B.an=2n-1 D.ay=8n-7

3. Wyrazy ciagu (,) spelniajq warunek dy,, = a, +2n - 1. Jedenasty wyraz tego
ciagu jest rowny 25. Wyraz ao jest rowny:

A -44 B. -6 C.6 D. 44

4. Jeden z podanych ciagow jest rosnacy. Ktory?
A ap=3
B.by =n*-2n D.dy=17-n|

5. Liczby 1+v2 i 1-+v2 to odpowiednio pierwszy i trzeci wyraz ciagu arytme-
tycznego. Dziesiaty wyraz tego ciagu jest réwny:

A 1-1742 B.1-9v2 C.1-8v2 D.10+v2
6. Oblicz sume dziesi j i wyrazu ciagu arytmetyczne-
80 (ay), w ktérym a; =8 i a7

A.4,5 B.5,5 c12 D. 15

7. W ciagu arytmetycznym (an) spelniony jest warunek as + aio = 64. Dziewiaty
WyTaz tego ciagu jest rowny:

A9 B. 18 C.32 D. 64

8. Pigtnasty wyraz ciagu arytmetycznego (a,) jest réwny 37. Suma ajo+azo Wynosi:
A5 B. 18,5 €.37 D.74

9. Pigtnasty wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 40, a suma pigtnastu jego
poczatkowych wyrazéw jest réwna 57. Pierwszy wyraz tego ciagu jest réwny:

A -324 B.-16,2 C.-362 D.-512
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10. Wszystkie liczby naturalne, dla kiérych reszta z dzielenia przez 7 jest réwna 3,
ustawiono w ciag rosnacy. Trzynasty wyraz tego ciagu jest rwny:

A 81 B.87 c.88 D. 94
11. Liczby -2 i 4 to odpowiednio drugi i czternasty wyraz ciagu arytmetycznego
(@n). Suma az + @ + ... +aso jest réwna:

A,

B. 100,5 C.104,5 D. 110

12. Ciag okreslony wzorem a, = 1 jest ciagiem:

7

1

L

A. arytmetycznym o réznicy L. C. geometrycznym o ilorazie

B. arytmetycznym o roznicy 2 D. geometrycznym o ilorazie 7.

13. Ponizej podano wzory ogolne kilku ciagow.
an=n’ n=3n en=In+2|

by=3" dy

fa=1In=2|

wlx

Tle wéréd nich jest ciggéw arytmetycznych?

A. jeden B. dwa C.uzy D. cztery

14. W rosnacym ciagu geometrycznym (ay), spelniony jest warunek as = 7a,. lloraz
tego ciagu jest rowny:

Al B. 757 V7 D.7

15.W ciagu geometrycznym (an) dwa poczatkowe wyrazy sa réwne: aj = 3,
a> = 3. Wz6r na n-ty wyraz tego ciagu mozna zapisa¢ w postaci:

A ay=(/3)" Coap=3-(V3)"

B.a,=3"1.3 D. a,.:(\éj)
16. Ciag geometryczny (an) jest okreslony wzorem a, = (+/3)". Suma o$miu po-
czatkowych wyrazow tego ciagu jest réwna:

1

Cae B
B. 40 (1++/3) D. 1=v3

1+V3

A.40 (3+V3)

V3

17. Skladniki sumy 2+ 22 +4 + ... + 162 sa kolejnymi wyrazami ciagu geome-
trycznego. Suma ta wynosi:

A 30(/2+1) C.34-18V2
B.30(v2-1) D. 15(1 +V2)
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18. Dziesiaty wyraz ciagu arytmetycznego jest réwny 1, a ostatni wyraz — czter-
dziesty — jest réwny 11. Oblicz sume wszystkich wyrazéw tego ciagu.

19. Oblicz sume wszystkich trzycyfrowych parzystych liczb naturalnych.

20. Wszystkie wyrazy ciagu geometrycznego (ay) sa dodatnie i spetniony jest wa-
runek a - a, = 6a;. Oblicz iloraz tego ciagu.

21. Wykaz, ze liczby (v/3)*-2Y3,9, 32+3 w podanej kolejnosci tworza ciag geome-
tryczny. Czy iloraz tego ciagu jest liczba wicksza od 37

22. Wykaz, 7e ciag log, 10, log, 100, log, 1000, ... jest ciagiem arytmetycznym.
Czy réznica tego ciagu jest liczba wieksza od 37

23. Ssuma trzech poczatkowych wyrazow pewnego ciagu geometrycznego jest row-
na trzykrotnosci pierwszego wyrazu. Wiadomo, Ze ciag ten nie jest ciagiem statym.
Oblicz iloraz tego ciagu.

24. Ciag (a,) jest okreslony wzorem a, = n? +13n - 12. Uzasadnij, Ze roznica
dwoch kolejnych wyrazw tego ciagu jest liczba parzysta.

25. W pewnym amfiteatrze jest razem 1250 miejsc w 25 rzedach. W drugim rzedzie
53 0 3 miejsca wiecej niz w pierwszym, w trzecim — o 3 miejsca wigcej niz w drugim
itd. W kazdym rzedzie miejsca ponumerowane sa liczbami 1,2, 3 itd.

a) Jaki numer miejsca w rzedzie XVI trzeba wybra¢, aby siedzie¢ dokladnie na
srodku rzedu?

b) Bilety na miejsca w rzedach od I do XVI sq drozsze. Czy drozszych biletow jest
wiecej czy mniej niz polowa?

26. Na szpulg o $rednicy 7 cm nawijana jest wstazka o diugosci 5m. Podczas kaz-
dego kolejnego pelnego obrotu szpuli nawija si¢ na nig fragment wstazki o 2 mm
dluzszy niz podczas poprzedniego obrotu. Tle razy nalezy obrocic szpule, by nawi-
neta si¢ na niq cata wstazka? Przyjmij, ze

27. Marcin, téry ostatnio zjadal dwie tabliczki czekolady dziennie, postanowit
w niedziele, Ze od jutra codziennie bedzie jadt o 5% czekolady mniej niz dnia
poprzedniego.

a) lle czekolady powinien zjes¢ w nastepna niedziele? Wynik zaokraglij do czesci
dziesiatych.
b) O ile co najmniej procent dziennie Marcin powinien zmniejsza¢ porcj¢ zjadanej
czekolady, aby w nastepna niedziele po raz pierwszy zjes¢ mniej niz 1 tabliczke?
Wynik zaokraglij do 0,1% tabliczki.
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WEASNOSCI FUNKCJI. FUNKCJA LINIOWA

PODSTAWOWE POJECIA

Funkcja f okreslona na zbiorze X o wartosciach w zbiorze Y to takie
przyporzadkowanie, w ktrym kazdemu elementowi zbioru X odpowiada
dokladnie jeden element zbioru Y.

fiX—Y
Zbiér X, na kiérym okreslona jest funkcja, nazywamy dziedzing funkcji,
a kazdy element dziedziny nazywamy argumentem funkcji.

Argument a jest miejscem zerowym funkgji £, gdy f(a) = 0.
MONOTONICZNOSC FUNKCII

Vi Vi
N

fix)

Funkcja f jest rosnaca, Funkcja f jest malejaca, Funkcje, ktéra dla
gdy dla dowolnych ar- gdy dla dowolnych ar- kazdego argumentu
gumentéw x; i X praw-  gumentéw xj i x2 praw-  przyjmuje taka sama
dziwa jest dziwa jest wartosé,

x1<x2 > f(x)<f0) X1 <X > flu)>f(x2)  funkeja stala.

Uwaga. Niech x1, x2 beda dowolnymi liczbami ze zbioru A, takimi Ze x1 < Xz,
i niech A bedzie podzbiorem dziedziny funkcji f. Wowezas:

Jesli f(x2) - f(x1)> 0, to funkeja f jest rosnaca w zbiorze A

Jesli f(x2) - f(x1) <0, to funkeja f jest malejaca w zbiorze A.

PRZEKSZTALCANIE WYKRESOW FUNKCII

Gdy wykres funkdji y = f(x) prze-  Gdy wykres funkeji y = f(x) prze-

suwamy o 5 jednostek w lewo  suwamy o 4 jednostki w prawo
i 7 jednostek w gore, otrzymuje- i 3 jednostki w dol, otrzymujemy
my wykres funkcji y = f(x+5)+7.  wykres funkgji y = f(x-4)-3.
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Wykres funkcji y = ~f(x) jest symetrycz-
ny do wykresu funkcji y = f(x) wzgle- AN

dem osi x. ol
y=-fin

Y=fn vi y=f

Wykres funkcji y = f(-x) jest symetrycz-
ny do wykresu funkcji y = f(x) wzgle- o
dem osi .

FUNKCJA LINIOWA

Funkcje okreslong na zbiorze liczb rze-
czywistych, ktdrej wz6r mozna zapisa¢
W postaci:

y=ax+b,
gdzie a i b sq liczbami rzeczywistymi,
nazywamy funkcjq liniowa.

Wykresem funkcji liniowej jest prosta.

ZESTAW ZADAN

. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. Wskaz zdanie prawdziwe.

A. Dziedzing funkdji f jest przedzial n
(-6;7).

w

. Zbiorem wartosci funkaji f jest prze-
dzial (-3;6).

n

. Funkeja f przyjmuje wartosci ujem- 2
nedlax & (~6;-5)u(1;3)u(3;6).
-4 funkcja f jest

<]

. W przedziale (-
rosnaca.
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2. Na rysunku jest przedstawiony jest wykres funkeji f. Wskaz zdanie falszywe.

A suma miejsc zerowych funkgji f jest ”!
rowna -10.

B. Nierownos¢ f(x) < 0 jest spelniona dla
x e (-8;-4) U (2;6).

C. Funkeja f przyjmuje wartos¢ ~0,1 dla 1 X
trzech argumentow. £

D. Réwnanie f(x) = -2,5 nie ma rozwigzan.

3. Funkeja f jest okreslona za pomoca tabeli przed-
stawionej obok. Ktéry z ponizszych wykresow jest
wykresem funkcji g(x) = f(x - 2) - 47

AN, B VI c

4. punkt (5, %) nalezy do wykresu funkcji okreslonej wzorem f(x) =

Am=3 B.m=4 C.m=5 D.m=6

5. Dana jest funkcja f(x) =
réwnania f(x -1

A (-2;-1)

6. Dana jest funkcja f(x) = Wskaz zdanie prawdziwe.

3x. Wskaz przedzial, do ktérego nalezy rozwiazanie

c (051) D. (1;2)

A. Dziedzina funkcji f jest przedzial (~3;+c).

B. Wykres funkcji £ przecina o$ y w punkcie, ktérego obie wspélrzedne sq liczbami
catkowitymi.

C. Funkcja f ma dwa micjsca zerowe.

D. Wykres funkeji f przechodzi przez punkt (~1,-4v2).

7. Dana jest funkcja:
fm:{' 1x-1 dlaxe (-;-3)
2x+4  dlaxe (-3;+%)
Dla jakich argumentow funkcja przyjmuje wartosci wigksze od 5007
Axe (-1503;+00) C.xe (-3;248)
B. x & (~1800;-1500) U (240;500) D. X € (~0;-1503) U (248 +00)
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8. 0 funkcji f wiadomo, Ze jest rosnaca w przedziale (~o0;5) i malejaca w prze-
dziale (5;+w) oraz ze f(1) = f(7). Ktéra z podanych nieréwnosci jest falszywa?
A f(10)> f(11) B. £(-5) < f(0) €. f(=2) <f(6) D. f(3) < f(9)

9. Wykres funkeji f(x) = 5 przeksztalcono przez symetrie wzgledem osi x,
a nastepnie przesuni¢to o 3 jednostki w dol. Otrzymano wykres funkcji:

A. gy C. gl -V2X=5
B. g(x) = D. g(x) =-(V2x=5-3)

10. Dana jest funkcja:
diaxe (-8

diax e (-2;2)
Zbiorem wartosci funkcji g(x) = f(x +50) ~ 20 jest:

A (-22;-17) B. (48;53) c (-5

11. Wykres funkdji f(x) = ax + b przecina osie ukladu wspolrzednych w punktach
(0,-6) i (2,0). Suma wspdlczynnikéw a +b jest réwna:

A-9 B.-4 C.-3 D.2}

12. Wykres jednej z ponizszych funkcji przechodzi przez druga, trzecia i czwarta
éwiartke ukladu wspolrzednych. Ktéra to funkcja?

A y=-12x+35 Cy=-67x-13
B.y=17x-62 D.y=51x+28

13. Dla jakiej wartosci m funkcje f(x) = mx+m+5 i g(x) = 2x -5 maja to samo
micjsce zerowe?

Acdlam=-13 C.dlam=08

B.dlam=-0,7 D.dlam=1

14. Wykresy funkeji f(x)=x~7 i gx) = -8x+11 przecinaja si¢ w punkcie, kiorego
suma wsp6irzednych jest rowna:

A.-10 B.-6 c.-3 D.4
15. Funkcja f jest okreslona jest wzorem f(x) = [x~5|, a jej dziedzina jest zbiér
liczb catkowitych. Dla ilu argumentéw wartosc tej funkcji jest mniejsza od 72

A 12 B. 13 C. 14 D. nieskonczenie wielu
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16. Na rysunku sa przedstawione wykresy funk-
Gji f i g. Rozwazmy funkcje:

h(x) = fx)-g(x)
a) Podaj wartos¢ h(4).
b) Znajdz miejsca zerowe funkcji h.
¢ Czy funkcja h jest monotoniczna?
d) Dla jakiego argumentu funkcja h przyjmuje
wartos¢ najwicksza, a dla jakiego — najmniej-
s24? Jakie to wartosci?

17. Na rysunku przedstawiono wykres funkdji f.
a) Narysuj wykres funkcji g(x) = f(x +3) + 1.

Dla jakich argumentéw (nalezacych zaréwno do
dziedziny funkeji f, jak i do dziedziny funkeji g)
spelniony jest warunek g(x) > f(?

b) Dla jakich wartosci k funkcja h(x) = f(x) + k
ma dokladnie dwa miejsca zerowe?

18. Funkcja f ma nastepujace wlasnos

© Dziedzing funkcji f jest zbior liczb rzeczywistych.

© Zbiorem wartosci jest przedzial (-c0;7).

 Miejscami zerowymi funkeji f sa liczby: -5, 0,31 7.

© Funkcja jest malejaca w przedziatach: (~oo

2.
© Funkcja jest rosnaca w przedziatach: (~2;1) i (3;5).

oraz

5510).

Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci niedodatnie?

19. a) Wykaz, Ze jezeli ciag (ay) jest ciagiem arytmetycznym, to w ukladzie wspol-
rzednych wszystkie punkty (n,ay) leza na jednej prostej.

b) Pigty wyraz pewnego ciggu arytmetycznego (a,) je

réwny 15, a réznica tego

ciagu wynosi -3. Znajdz rownanie prostej, na ktérej leza wszystkie punkty wykresu

ciagu (an).
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WZORY FUNKCJI KWADRATOWEJ
Funkcje okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych, ktorej wzér mozna za-
pisa¢ w postaci y = ax? + bx + ¢, gdzie a, b i ¢ s liczbami rzeczywistymi
ia+40, nazywamy funkcja kwadratowa.

Wykresem funkji kwadratowe] jest parabola.
Wz6r w postaci ogélnej:
f(x) = ax? + bx+ ¢

Yi
Wierzcholek paraboli ma wspélrzedne:

©
b
&
¥
¥
g b
(54 5a

&
S
gdzie A = b? - dac.

Wz6ér w postaci Kanonicznej:
y=alx-pP+q
Wierzcholek paraboli ma wspolrzedne:
@, a)

Wzor w postaci iloczynowej:
Jesli funkcja kwadratowa ma dwa miej-
to jej wzér mozna

Sca zerowe X1, X2
Zapisaé w postaci
00 = alx - x)(x - x2)
Wierzcholek paraboli ma wspéirzedne:
Xitxe (%X
(5% (M5%)

Uwaga. Jesli funkcja kwadratowa ma jed-
no micjsce zerowe Xo, to jej wzor mozna
alx - x)*. Wowezas.

Girzedne (x0,0).

zapisa¢ w postaci y
wierzcholek paraboli ma ws

PRZYGOTOWANIE DO MATURY
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MIEJSCA ZEROWE FUNKCJI KWADRATOWEJ

Liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej y = ax? + bx + ¢, gdzie a 4 0,
zalezy od wartosci A = b? - 4ac.

Jesli A > 0, to funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe:

Jesli A =0, to funkcja kwadratowa ma jedno miejsce zerowe:
Jesli A <0, to funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych.

250 a=0 A<0

a>0 ¥ a>0 \ywu
X x
a<o a<o /\a<0

ZESTAW ZADAN

1. Dana jest funkcja:
2(x+3)(x-1) dlax<0
1 dlax>0

flx)=
Miejscami zerowymi funkji £ sa liczby:
A3l B.3i-1 c-3i2 D.-6 i -1
2. Wykres funkcji f(x) = x~2x~10 przecina wykres funkgji g(x) = ~3x+10 w dwéch
punktach o wspolrzednych:
A0,-10) i (5,5) C.(0,10) i (-5,-5)
B.(-5,25) i (4,-2) D. (1= VIT, 13+3VTD) i (1+VIT, 13-3VTD)
3. Wykresem pewnej funkcji kwadratowej jest parabola o wierzcholku (-3, 2), prze-
cinajaca o$ y w punkcie (0, ~1). Wartos¢ tej funkeji dla x = -6 jest réwna:
A -4 B.-1 C.4 D.5
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4. Funkcje kwadratowa, ktérej wykres przedsta-
wiono na rysunku mozna opisac wzorem:

A fx)=

Fx+ Dx-4)
B. f(X) = ~0x = D(x+4)
Cf) = z(x+ Dx - 4)
D. f(x) = 3(x = Dix+4)

5. Punkt W to wierzcholek paraboli o réwnaniu y = -2(x + 1)(x - 5). Parabola ta
przecina os x w punktach A i B. Pole tréjkata ABW jest réwne:

A6 B. 12 C. 48 D. 54

6. Miejscami zerowymi pewnej funkcji kwadratowej s liczby 1 i 2. Do wykresu
tej funkeji nalezy punkt (1, 4). Wykres ten przecina 0§ y w punkcie:

A0, 4) B. (0, -4) c(03) D.(0,-3)

7. Wykresem funkcji kwadratowej f jest parabola o wierzcholku W = (-7, 9). Wow-
czas prawdziwa jest rown

A fO)=fC7) B.f(-11) = f(-17) C.f()=f(-15) D. f(2) = f(-9)

8. Maksymalny przedzial, w ktorym funkcja f(x) = -3(x+1)(x~13) jest malejaca, to:
1) B. (-0051) . (6+) D. (13;+0)

9. Funkcja kwadratowa f jest okreslona wzorem f(x) = ax? + bx +c. Jezeli wierzcho-
1ek paraboli, ktdra jest wykresem tej funkcji, ma wspélrzedne (-1, 3), to spelniony
jest warunek:

A.2c-b=6 B.a-c C.a=2b D.c=3a

10. Najwigksza wartos¢ funkcji kwadratowej f(x) = ax? + bx + ¢ jest rowna 2 oraz
f(=6) = f(4) = 7. Wartosé wspélczynnika a wynosi:

1 5 2
Al B.3 c2 D.2

11. Pewna funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe. Wierzcholek paraboli, k6-
ra jest wykresem tej funkcji, ma wspolrzedne (24, 36). Suma miejsc zerowych tej
funkcji wynosi:

A48 B.-24 .36 D.72

12. Najwicksza wartos¢ funkcji f(x) = ~(x +3)? + 20 w przedziale (-2;2) jest
réwna:

A5 B.3 .19 D. 20
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13. e jest liczb catkowitych spetniajacych nierownosé —2x2 - x + 21 > 07

A5 B.6 c7 D.8

14. Ciag (an) jest okreslony wzorem a, = n(n - 14). lle wyrazéw tego ciagu jest
mniejszych od 157

A3 B.14 c15 D. 16

15. Miejsca zerowe funkcji kwadratowej f to -3 i 5. Wowczas {% jest réwne:

- -4 4
A -1 B.1 c-3 D. 4

16. Znajdz liczby, ktére spelniaja jednoczesnie trzy ponizsze nieréwnosci.
(1420G-020 x> 8(x-2) (3x-4)? > 6-25x

17. Woda wyplywajaca z weza strazackiego porusza si¢ po linii, ktéra jest frag-
mentem paraboli. Na wykresie przedstawiono tor ruchu wody (kropka zaznaczono
wierzcholek paraboli). Oblicz, na jaka najwicksza wysokos¢ siegneta woda.

Vi

X~ odleglos¢ w metrach
¥ - wysokos¢ w metrach

18. Kopnieta pitka poszybowala w gére. NajwyZszy punkt osiagnela po 1,5 s ruchu.
Ponizszy wykres przedstawia, jak zmieniala si¢ wysokos¢, na ktérej znajdowata
sie pilka, od momentu, w ktérym zostala kopnieta, do momentu, gdy upadia na
ziemie. Wykres ten jest fragmentem paraboli. Oblicz, po jakim czasie pitka spadla
na ziemie.

X~ czas w sekundach
1 ¥ - wysokos¢ w metrach

19. Znajdz wspélrzedne punktéw przeciecia wykresow funkeji £ i g, gdzie:

{3)(—3 dlax<2

feo -2x+7 dlax>2

g(x) -6x-11
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20. Dla jakich argument6w wartosci funkeji £(x) =
tosci funkeji gx) = 2x + 102

3x -4 sq wigksze od war-

21.W wyniku przesuniccia wykresu funkcji y = $x otrzymano funkcje, ktérej
miejscami zerowymi sq liczby —6 i 3. Dla jakich argumentéw ta funkcja przyjmuje
wartosci wigksze od ~97

22. Dane sq funkdje:
f)=-2x2-4x+3 i g(x)
ZnajdZ argument x, dla ktérego réznica f(x) - g(x) ma najwicksz wartosc.

X2+ X -2

23. Trzynasty wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 0, a wyraz dwudziesty trzeci
jest réwny 2. lle co najmniej poczatkowych wyrazow tego ciagu nalezy dodac, aby
ich suma byla liczba wieksza od 1007

24. ZnajdZ najmnicjsza i najwicksza wartos¢ funkgji y = -x? + 6x + 7 w przedziale
(-10;20)

25. 7 drutu nalezy wygia¢ uchwyt do szuflady. Jakie
‘wymiary powinien mie¢ prostokat ograniczony tym
uchwytem i $cianka szuflady, aby jego pole bylo jak
najwicksze, jesli dlugos¢ widocznej czesci drutu wy-
nosi 20 cm? Pomin grubo$¢ drutu.

26. Uzasadnij, Ze jesli funkcja kwadratowa y = ax? + bx + ¢ ma dwa miejsca zerowe
X1, Xz, 10 jej wykres przecina 0§ y w punkcie (0, ax;xz).

27.7 drutu o dlugoéci d nalezy zbudowaé ramke w ksztalcie réwnolegtoboku,
w ktérym kat ostry miedzy bokami ma miare «. Wykaz, ze aby ramka ograniczala
Jak najwicksze pole, powinna mie¢ ksztalt rombu.
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WIELOMIANY | WYRAZENIA WYMIERNE

WIELOMIANY
Wielomianem W (x) stopnia n zmiennej x nazywamy wyrazenie postaci:
W(X) = @nX" + @n g X" + ... +@:X? +ax+ao,
gdzie wspolezynniki  @n, @n-1, . G2, @1, @o s liczbami rzeczywistymi

ineN oraz a, #0.

Dwa wiclomiany sg réwne, gdy 53 tego samego stopnia oraz maja takie
same wspolezynniki przy odpowiednich potegach.

Liczbe, ktéra jest réwnania W(x) = 0, nazy-
wamy pierwiastkiem wielomianu W(x).

TWIERDZENIE BEZOUTA
Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x) wtedy i tylko wtedy, gdy wie-
lomian ten jest podzielny przez dwumian x - a.

TWIERDZENIE 0 RESZCIE

Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x-a jest réwna W(a).

TWIERDZENIE O ROZWIAZANIACH CALKOWITYCH
Zal6zmy, ze w réwnaniu wiclomianowym postaci:
X"+ A g XN+ @y X +do =0
wzystkie wspolezynniki sq liczbami calkowitymi oraz ao # 0 i a, # 0.

Jesli rozwiazaniem tego réwnania jest liczba catkowita, to jest ona dzielni-
kiem wyrazu wolnego do.

WYRAZENIA WYMIERNE

Niech W(x) i V(x) beda wi i1 V(x) nie jest wi zerowym.
Wyrazenie: Wi
Vix)

nazywamy wyrazeniem wymiernym. Dziedzing tego wyrazenia jest zbior
wszystkich liczb rzeczywistych, dla ktérych V(x) # 0.

ROWNANIA WYMIERNE
Niech V(x) #0.
W _o <  wr=0
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ZESTAW ZADAN

1. Wielomiany W(x) = (ax* +bx)(2x~1) oraz V(x) = 3x (cx? + x)~(2x*+dx) sa réwne.
Ktéra z wartosci jest podana blednie?

Aa=0 B.b= D.d=1

1

2

2. Reszta 7 dzielenia wielomianu ~5x* + ax? + 2ax +3 przez dwumian x + 1 jest
réwna 7. Wynika stad, ze:
9 B.a=

Aa=

D.a=7
3. Liczba 7 jest pierwiastkiem jednego z ponizszych wielomianw. Wskaz ten wie-
lomian.

A 14x° - 50 4207 +3 C.5x0 + 14xt +21x° - 1
B.3x0-21x% +2x - 14 D. 7X0+3X° + 14x% + 5

4, Réwnanie x* - 7x? + 12x =0 ma:
A. dwa rozwiazania, C. cztery rozwiazania,

B. trzy rozwiazania, D. pie¢ rozwiazai.

+4x-2

5. Hloczyn rozwiazai rownania 2x* Jest réwny:

A2t B2 c-2% D.2%

6. W wyniku dzielenia wielomianu 2x® - 3x2 = 5x + 1 przez dwumian x - 3
otrzymujemy:

A, -2x% - 3x -5 reszta -2 C.x%-3x -5 reszta 3
B. 2x* +3x+4 reszta 13 D. 2x% +9x + 32 reszta -65

7. Liczba -2 jest pierwiastkiem réwnania 2x3 + 2x% - 5x - 2 = 0. Jednym z pozosta-
Iych pierwiastk6w tego réwnania jest:
Vel c 2=

A L+3 B. 2+
1

D, X +2x%+3x
ol

9. Wyrazenie )(2’:‘*37)(:2 jest réwne:

X+2 Xx-1_x-2
+1 D3z va
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10. suma wszystkich rozwiazan réwnan Zf( L

=0 %5 -3 wynosi:

c-23 D. -2

11. Najwigkszym z rozwiazan réwnania

A0 B.2 c3 D.5
12. Wykres funkcji h przedstawiony na rysunku Y
obok powstat w wyniku przesuniecia wykresu funk-
G £(x) = 3. Wskaz wzor funkcji h. M h

- ¢) = 3X+5
A h(x) = 25 C. hx) = 255

— 5x+13 y) = 3X+15
B =25 D. h(n = 5152 !

2 1 X
13. Rozwazmy nastepujace wielomiany:
U(x) = ax® + bx V(x) =2x3 - 11x% + 12x W) =x-3

Dla jakich wartosci wspolczynnikéw a i b wielomian U(x) - V(x) jest réwny wielo-
mianowi U(x) - W(x)?

14. Dzielac pewien wielomian W(x) przez dwumian x +2, otrzymujemy 2x* +3x -4
oraz reszte 5.

a) Znajdz wielomian W(x).

b) Znajdz reszte z dzielenia W(x): (x + 1).

 Znajdz pierwiastki wielomianu W(x).

15. Oblicz, dla jakiej wartosci p wielomian W(x) = x* + px2 - 3x - 18 jest podzielny
przez x +3, a nastepnie dla wyznaczonej wartosci p rozwiaz réwnanie W(x) = 0.

16. suma p6l dwoch prostokatéw wynosi 10. Jeden z tych prostokatow ma wymia-
ry axb, a drugi (a- 1) b. Zapisz wzor funkcji b = f(a), tzn. funkcji, kiéra opisuje,
Jak wielkos¢ b zalezy od wielkosci a. Podaj dziedzing i zbior wartosci tej funkcji.
Naszkicuj jej wykres.

17. RozwiaZ réwnania:
6 — 2t - p?
po—2pi— —2pt-p?e2 g

pr-p-2

18. Dla jakicj wartosci p wielomiany W(x) = 5x% + 41X + 2 i Q) = ~4x* + px? - 8
maja ten sam pierwiastek catkowity?
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FUNKCJE WYKLADNICZE | LOGARYTMICZNE

FUNKCJA WYKEADNICZA

Funkcje, kiérej wzor mozna zapi-
saé w postaci

y=a¥, gdziea>0,

FUNKCJA LOGARYTMICZNA
Funkcje, kiérej wzr mozna zapi-
saé w postaci

y=log,x, gdziea>0ia#l,

funkeja
Dziedzing funkeji wykladniczej jest
2biér liczb rzeczywistych.

Jezeli a> 1, to funkcja y = a* jest
rosnaca.

a>1 y

P2

x1

Jezeli 0<a<1, to funkcja y = a*
jest malejaca.

O<a<l

Jesli a=1 to funkcja y=a* jest
funkeja stala.

Wykres kazdej funkcji wykladniczej
przechodzi przez punkt (0, 1). Pro-
sta o rownaniu y = 0 jest asymp-
tota wykresu funkcji wykladniczej
y=a*, gdya+1l.

funkeja logarytmiczng.
Dziedzing funkgji logarytmicznej
jest przedzial (0; +co).

Jezeli a>1, to funkcja y =log,x
jest rosnaca.

a>1 Vi

Jezeli 0 <a <1, to funkcja
y =log, x jest malejaca.

Vi
O<a<1

Wykres kazdej funkcji logarytmicz-
nej przechodzi przez punkt (1,0).
Prosta o réwnaniu x = 0 jest asymp-
totq wykresu funkcji logarytmicz-
nej.
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ZESTAW ZADAN

1. Na rysunku przedstawiono wykresy funkcjic
=525 g=052"
g S5\¢
- (5) - (3)
Poprawne dopasowanie wykreséw do funkeji to:

AD-fQ-i®-a@—h CO-hQ-i®—f@-g
BO-h@—-9g@—f@—i DO-g@-h@—i@—f

2. Jedna z podanych funkji jest malejaca. Ktora?

A f(x)=1-log, X C.f(0=1+log) x
B.f(x)=1+logx D. f(x) = -1 +logx
3. lle wéréd ponizszych funkgji jest takich, ktére nie maja miejsc zerowych i sa

malejace?
fi)=-3"-4  £M=01%+3  f00=7-logsx  fix)=loge,(x+2)

A. jedna B. dwie C.uzy D. cztery

4. Dla jakiej wartosci parametru a miejscem zerowym funkcji £(x) = logo3(x — a)
jest liczba 57

A -4 B. -1 Lo | D.4

5. Dziedzing funkcji £(x) =log, (x + 1)(x - 7) jest zbior:

A (734) C (0;1) U (15+0)

B. (~o0;-1) U (75+00) D. (0;+e)

6. Dla jakich argument6w wartosci funkcji £(x) = 0,4%"! ~2 sa mniejsze od 72

-0;-1) B. (~0;2) C. (-13400) D. (2;+%)

7. Wzér funkgji f(x) =logs ¥3x® zapisano w postaci f(x) = p + qlogs x. Wowczas:
Ap=02, g=06 Cp=1,4=02
B.p=02 q=3 D.p=3, =02

8. Funkgja f(x
A2 B. logs 10 C.log5 D. lng%

5% przyjmuje wartos¢ 10 dla argumentu:
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9. Wykres funkcji wykladniczej f(x) = a* przechodzi przez punkt (2, 5), gdy:
A.a=log,5 B.a=logs2 C.a=\5 D.a=2%

10. Dana jest funkcja:
1
1) dlax<1
roo-{ )
logy x dlax>1
Ktdry z podanych punktow nie nalezy do wykresu funkeji 2
1 1
A (-5.v2) B.(-1,2) c (1) D.(2,-1)

11. Podaj réwnanie asymptoty wykresu funkcji f(x) = ~2%*5 +1 oraz miejsce zerowe
tej funkcji.

12. Miejscem zerowym funkcji f(x) = log, ;(x - a) jest liczba 8. Podaj réwnanie
asymptoty wykresu tej funkji.

13. Tabelka obok przedstawia czes¢ wynikow Numer dnia () n

pewnego eksperymentu. Na poczatku ekspe- -
rymentu badany zapamietal 50 nowych stow. |Liczba pamictanych| o | o
W kolejnych dniach czes¢ tych stow i stow (s)

Uznaje si¢, ze liczbe s zapamictanych slow po uplywie n dni od rozpoczecia do-
$wiadczenia mozna obliczy¢ ze wzoru s = a - blog,(n+1), gdzie a i b sa pewnymi
liczbami.

a) lle slow pamigtal badany po uplywie tygodnia od rozpoczecia doswiadczenia?
b) Przez ile dni badany pamietal ponad polowe nauczonych slow?

14. W pewnym laboratorium badano prébke zawierajaca poczatkowo mase mo izo-
topu jodu *'1. Na skutek rozpadu promieniotwérczego po uplywie ¢ dni masa m
izotopu jodu zawartego w prébce zmienia si¢ zgodnie ze wzorem m(t) = mo-0,917'.
a) Oblicz, o ile procent zmniejszy si¢ masa izotopu jodu zawartego w tej probce
o uplywie 2 dni.

b) Oblicz czas polowicznego rozpadu izotopu jodu 3!, tzn. czas, po ktérym
w prébce pozostanie polowa poczatkowej masy tego izotopu.

15. Dla jakich argumentéw funkcja £(x) = (-x* +3x - 2) - log(x + 1) przyjmuje war-
tosci dodatnie?
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TRYGONOMETRIA

PODSTAWOWE DEFINICJE | WEASNOSCI

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE W TRGJKACIE PROSTOKATNYM

« 30° | 45° | 60°
< ——
a sin Z[Z
Z 1
5 cosex 211
" a b tga 1 [ v
sina =92 cosa=b
=4
g
FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE DOWOLNEGO KATA

sin® o + cos?ex = 1

sin & =

e e

cos« =

Y, gdy «#90°+k- 1805,k € Z

wa=¥,

TOZSAMOSCI TRYGONOMETRYCZNE

sin &
cos &

ga=

Jesli o jest katem ostrym, to kat 180°~« jest rozwarty i zachodza réwnosci:

sin(180° - &)

sin &

cos(180°- &) = —cos & 1g(180° - &) = ~ tg &

Uwaga. Kazdy z tych wzorw mozna stosowac dla dowolnego kata «, dla ktdrego
odpowiednia funkeja jest okreslona.

KAT NACHYLENIA PROSTEJ DO OSI x

Prosta o réwnaniu y = ax+b jest na-
chylona do osi x pod takim katem c,
dla kidrego tg & = a.

Uwaga. sinuséw i twierdze-

TRYGONOMETRIA

nie cosinusow omawiane beda w rozdziale
Planimetria.
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ZESTAW ZADAN

1. Obwéd trapezu na rysunku 10
obok, po zaokragleniu do czesci dziesiatych, jest 1407
rowny: 8
A.363 B. 38,3 C.39,3 D. 40,3
2. Naj kat tréjkata na
rysunku obok ma miare, ktora po zaokragleniu
do pelnych stopni jest réwna: 10, 1o
A.53° B.62° C.67° D. 74°
2
fartost viyradenis sin 60° T
3. Wartoé¢ wyrazenia FI0° cos 45 sima5® Jest rowna:
1 6 Yz
] B.3 c . 2%

4. Kat « spelnia warunki: sina=0,6 i 90° < & < 180°. Warto¢ tg o jest rowna:
75 ~0,75 4 4
A.075 B.-0,75 cd D.-4

5. Réwnanie prostej, ktora jest nachylona do osi x pod katem 60° i przecina 0§ x
w punkcie 0 wspélrzednych (2, 0), mozna zapisaé w postaci:

A y=x/3-2/3 C.y=x/3+2
B.y=X3 '\f D.y=-x/3+2

6. W tréjkacie prostokatnym cosinus jednego z katow ostrych wynosi 2
prostokatna ma diugosé 20. Obwéd tego tréjkata jest rowny:

A.27 B. 28 +4v21 C.22+6VIT D. 24 +8V21

7. Kat nachylenia prostej o réwnaniu y = -3x - 7 do osi x z dokladnoscia do 1° ma
miare:

A 720 B.98° C. 108° D. 119°

8. Jesli tg o= -2 i & € (0% 180°), to cos o est réwny:
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10. Podaj miary katéw tréjkata ABC
z dokladnoscia do 1°
A 7 B

11. Katy « i B sa katami ostrymi w pewnym tréjkacie prostokatnym. Wykaz, ze:

a) (go(ftgﬂ=m b) sin(+ B) = sin® & + sin®

12. Uzasadnij tozsamosé:

(sin o+ cos p)? + (sin S
2cosxcosf =ga-tgh

13. Zgodnic z przepisami budowlanymi podjazdy dla wézkéw inwalidzkich we-
wnatrz budynkéw nie moga by¢ nachylone pod katem wickszym niz 5°. Czy spelnia
te wymagania podjazd o dlugosci 2,8 m, ktory pozwala pokonaé réznice wysokosci

14. Oblicz wartoéci funkgji trygonometrycznych Kata nachylenia prostej o réwna-
niu y =-3x+5 do osi x.

15. wiadomo, ze tg+ %. Uzasadnij, Ze (sin o + cos &)

a

16. Znajdz miare kata ostrego utworzonego przez proste y =2x +4 i y =-x +6.

TRYGONOMETRIA 17
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PLANIMETRIA

TROJKATY

POLE TROJKATA
R r- et
a T2
b

NIEROWNOSC TROJKATA

N

Suma dlugosci dowolnych dwéch v a+b>c
bokéw trojkata jest wieksza niz a bic>a
dlugos¢ trzeciego boku. c+as>b

TWIERDZENIE PITAGORASA

W tréjkacie prostokatnym suma kwadratow
dlugosci przyprostokatnych jest rowna kwa-
dratowi dlugosci przeciwprostokatnej.

DO T PITAGORASA

Jesli suma kwadratow dlugosci dwoch bokéw tréjkata jest réwna kwadra-
towi dlugosci trzeciego boku, to tréjkat ten jest prostokatny.

PUNKTY SZCZEGOLNE W TROJKACIE
W kazdym tréjkacie:
o symetralne bokéw przecinaja sic w jednym punkcie, ktéry jest réwno
oddalony od wierzcholkéw trojkata,
o dwusieczne Katéw przecinaja si¢ w jednym punkcie, ktéry jest rowno
oddalony od bokéw tréjkata,
o proste zawierajace wysokosci przecinaja sie w jednym punkcie nazywa-
nym ortocentrum
» Srodkowe przecinaja si¢ w jednym punkcie, nazywanym Srodkiem cigz-
Kosci tréjkata. Srodek ciezkosci trojkata dzieli kazda srodkowa w stosun-
ku2:1.
TWIERDZENIE O DWUSIECZNE)

Jesli w tréjkacie ABC dwusieczna kata o wierz- A
cholku C przecina bok AB w punkcie D, to

stosunek dlugosci odcinkéw |AD| : [BD| jest 4 D B
6 y stos i dh $ci 6w |AC| : b AD| _ |AC)
réwny stosunkowi dlugosci bokéw |AC] : [BC| 14p1 - gt

PRZYGOTOWANIE DO MATURY



TROJKAT ROWNOBOCZNY

_a/3
h=%
q a
a*J/3
a B
CECHY PRZYSTAWANIA TROJKATOW
» Cecha bbb
Y 3 Jesli boki jednego tréjkata maja takie same
a . dlugosci jak odpowiednie boki drugiego troj-
a Kata, to trojkaty sa przystajace.
Cecha bkb
B Jesli dwa boki jednego tréjkata maja takie sa-
b me dlugosci jak odpowiednie boki drugiego
trojkata i katy miedzy tymi bokami sa rowne,
7 a to tréjkaty sa przystajace.
Cecha kbk

Jesli bok jednego tréjkata ma taka sama diu-
gos¢ jak bok drugiego tréjkata, a katy jedne-
N go tréjkata przy tym boku sq réwne odpo-
wiednim katom drugiego tréjkata, to tréjkaty
0

sa przystajace.

CECHY PODOBIENSTWA TROJKATOW

Cecha bbb

Jesli dlugosci bokow jednego tréjkata sa pro-
porcjonalne do dlugosci odpowiednich bokow
drugiego trojkata, to tréjkaty sa podobne.

Cecha kk

Jedli dwa katy jednego tréjkata sq rowne od-
powiednim katom drugiego tréjkata, to tréj-
katy s podobne.

Cecha bkb
Jesli dlugosci dwéch bokéw jednego tréjkata
sa proporcjonalne do dlugoéci odpowiednich
bokéw drugiego tréjkata 1 katy miedzy tymi
bokami w obu tréjkatach sg réwne, to trojkaty
sa podobne.
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TWIERDZENIE SINUSOW

W wéjkacie stosunek dlugosci boku do sinusa kata lezacego naprzeciw
tego boku jest réwny Srednicy okregu opisanego na tym tréjkacic.

TWIERDZENIE COSINUSOW

W tréjkacie kwadrat dlugosci boku jest réwny sumie kwadratéw dlugosci
dwéch pozostalych bokéw pomniejszonej o podwojony iloczyn dlugosci
tych bokéw i cosinusa kata miedzy nimi.

a? = b? + ¢* - 2bccos
9 b b* = a* + ¢ - 2accos B
c® =a®*+b*-2abcosy

<

WIELOKATY

Suma miar katow n-kata wynosi (n-2) - 180°.
Kazdy kat n-kata foremnego ma miarg (1=2-180",

nin-3).

Liczba przekatnych w n-kacie wynosi

CZWOROKATY
Prostokat Réwnoleglobok Trapez
a a
P=a-b =a-h
=a-b-sina

W trapezie suma kat6w lezacych przy tym samym ramieniu wynosi 180°.
W réwnolegloboku przekatne przecinaja sie w polowie i katy lezace na-
przeciw siebie sq réwne.

W rombie przekqtne przecinaja sie pod katem prostym.

W prostokacie przekatne majq réwne dlugosci.

PRZYGOTOWANIE DO MATURY



KOLA | OKREGI

/*\ Dlugosé okregu: Pole Kota:

/ “ L=2mr P=mr?

\@ Diugos¢ Tuku: Pole wycinka kola:
1= ﬁ” - 2mr P= W r?

KATY WPISANE | $RODKOWE

Kat $rodkowy w kole ma 2 razy
wieksza miare niz kat wpisany
oparty na tym samym tuku.

Kary wplene oparte oa »A

tym samym luku maja ,‘

réwne miary.

</

%

Kat wpisany oparty na $rednicy
jest katem prostym.

Styczna do okregu przechodzaca przez ’P

koniec cigciwy tworzy z nig kat ostry
réwny ostremu katowi wpisanemu opar-
temu na tej cieciwie.

WIELOKATY | OKREGI

@@

Srodek okregu opisanego na tréjkacic le-
2y na przecieciu symetralnych bokow tego
tréjkata.

Poniewaz w tréjkacie symetralne wszyst-
kich bokéw przecinaja si¢ w jednym punk-
cie, wige na kazdym trojkacie mozna opi-
sac okrag.

S$rodek okregu wpisanego w tréjkat jest
punktem przeciecia dwusiecznych katow
tego trojkata.

Poniewaz w tréjkacie dwusieczne wszyst-
Kich katow przecinaja sie w jednym punk-
cie, wiec w kazdy tréjkat mozna wpisaé
okrag.
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FIGURY PODOBNE

7 Stosunek pol figur podobnych
jest rowny kwadratowi skali po-
dobiesistwa.

2 .

=k

Py _

Py K

TWIERDZENIE TALESA

Jezeli dwie proste réwnolegle przecinaja ramiona pewnego kata, to dlugo-
el odcinkow wyznaczonych przez te proste na jednym ramieniu kata sa
do dlug h odcinkéw na drugim ramieniu

kata.

Przy takich oznaczeniach jak na rysunku obok
zachodzq réwniez nastepujace proporcje:

-d f_a+b e_ _f_
b e

a a a+b

c_c+d

T ODWROTNE DO T TALESA

Jesli na jednym ramieniu kata o wierzcholku O wybierzemy punkty A i B,
a na drugim ramieniu punkty C i D w taki sposob, ze zachodzi proporcja
10A| _ |0B|

152t = 5hp» to proste AC 1 BD sa réwnolegle.

ZESTAW ZADAN

1. Wysokosé rombu o przekatnych 3 i 8 jest réwna:

12/73
-3
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2. Jaka miare¢ ma kat oznaczony literg & na B
rysunku obok?
A405°  B.27° €390 D.495°
4
3. Podczas pewnych badaii archeologicznych znale-
8 crn Ziono fragment talerza. Na rysunku obok przedsta-

wiono nicktére wymiary tego fragmentu. Oblicz, jaka

srednice mial talerz,

A 13cm B.26cm C.30cm D. 32 cm

12em _12em

4. Zaznaczona na rysunku cigciwa wigkszego okregu
ma dlugos¢ d i jest styczna do mniejszego okregu.
Oblicz pole zacieniowanego pierscienia.

A T2 B, Td? c e D. d?

5. Pole zacieniowanego tréjkata jest réwne: .
" 2
F { 4 245
A. l§ B.2 L =1 H D. 4‘%—
8
7

6. Jakq dlugos¢ ma odcinek oznaczony lite-
13 @ na rysunku obok?

AL B3 c D.

o

7. W okrag o promieniu a wpisano tréjkat réwnoboczny. W ten trojkat wpisano
drugi okrag, w kt6ry z kolei wpisano trojkat réwnoboczny, a w ten trojkat wpisano
trzeci okrag itd. Jaka dlugos¢ ma promien dziesiatego okregu?

a a
A5l B

8. Pole czworokata ABCD przedstawionego na ry-
sunku obok jest réwne:

A.30V2 B.5V2+6 C.10V2+12 D. 14

9. W szesciokat foremny, ktérego dluzsze przekatne
majq dlugos¢ 4, wpisano kolo. Stosunck pola kola do
pola szesciokata jest rowny:

A n%rﬁ B. Tr‘\_@ C.

£

o
D.7
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10. Kwadrat i trojkat rownoboczny wpisano w ten sam okrag. Ile razy wigkszy jest
obwod kwadratu od obwodu trojkata?

D, 46

A 9 )

83 3
. B. 83 C:

11.1le jest wielokatéw foremnych, ktérych kat wewnetrzny ma miare wieksza
od 150°, ale mniejsza od 170°?

A.23 B.25 C.24 D. 26

12. 0 ile mniej przekatnych ma picciokat od dziesieciokata?
A038 B.0 30 Cos D.o28

13. Pole zacieniowanej figury przedstawionej na ry-

sunku obok jest réwne:

A V3+im C.4

B.1+2m D.2V3+2m

14. Kat ostry trapezu prostokatnego ma miare . Krétsza postawa i dluzsze ramie
maja dlugosc a. Pole trapezu jest réwne:

A. 2 sin «(cos « +2)

B. a*(sin « + cos &)
C. 2a% sin (cos o+ 1)

D. @ (sin o+ cos &)

15. Najwickszy z katéw czworokata przedsta-
wionego na rysunku obok ma miare:

A.90° B.95° C. 100° D. 105°

16.W réwnolegloboku boki maja diugosci 6 cm i 4 cm i jedna z przekatnych ma
dlugosé 8 cm. Tangens kata ostrego tego rownolegloboku wynosi:

5 1 V3 2
A VTS B. 1 C. b D. 5

17. Na rysunku obok prosta m jest styczna do okre-
gu w punkcie P. Ponadto wiadomo, Ze |€APR| = 25°
|« PTS| = 65°. Jakq miare ma kat ostry SPR?

A. 40° B. 45° C. 50° D. 65°
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18. Krzeselka karuzeli sq zaczepione na laficuchach i gdy karuzela si¢ obraca,
odchylaja sie od pionu o 40°. 2 informacji 'h na rysunku,
oblicz, jak wysoko nad ziemiq znajduja si¢ krzesetka, gdy karuzela si¢ kreci.

5m

19. Luki na rysunku obok sa pélokregami. Uzasad-
nij, ze niebieska linia jest diuzsza od czerwoncj.

20. Oblicz diugos¢ odcinka oznaczonego litera x
na rysunku obok.

21. Okrag o $rednicy AB przecina bok DC prostokata ABCD w dwéch punktach
(zob. rysunek). Punkt P to ten z tych punktéw, ktory lezy blizej wierzcholka D. Ile
razy wigksze jest pole trjkata BCP od pola trojkata PDA?

22. Okregi przedstawione na rysunku maja jednakowe promienie i sq styczne
w punktach A, B, D i E do prostych AC i BC. Punkty A i B polaczono dwiema
liniami ciqglymi. Jedna z nich zaznaczono kolorem niebieskim, a drugq — czerwo-
nym. Dla jakiego kata « obie linie maja rowne dlugosci?

D E
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23. Okrag o promieniu 4 jest styczny w punk- 5
tach A i B do obu ramion kata ASB o mie- )
rze 40° (zob. rysunek). Oblicz pole zacieniowa- )
nego odcinka kola.
s A
24.W trapezie ABCD krotsza podstawa CD ma taka sama diugo$¢ jak ramig BC.
Uzasadnij, Ze przekatna BD dzieli kat ABC na dwa rowne Katy.

25. Dluzsza z przekatnych réwnolegloboku ma dlugosé 5 i dzieli kat réwnoleglo-
boku na katy 20° i 40°. Oblicz obwdd tego réwnolegloboku.

26. Geodeta wykonal w terenie pomiary, stojac
w punkcie oznaczonym na planie litera C. Wy-
niki pomiaréw sa przedstawione na rysunku 38m
obok. Oblicz, w jakiej odleglosci od punktéw
A, B i C znajduje si¢ punkt jednakowo odlegly
od tych trzech punktow. c 26m B

27. Kat ostry rombu ma 80°. Oblicz z dokladnoscia do 0,1%, o ile procent mniejsze
jest pole tego rombu od pola kwadratu o takim samym boku.

28. Jeden z katow tréjkata ma miare 18° Bok lezacy naprzeciw tego kata ma
dlugos¢ 3, a inny z bokow tego trojkata ma diugosé 5. Oblicz z dokladnoscia
do 0,1 pole tego tréjkata.

29. Przekatne réwnolegloboku przecinaja sie pod katem 60° i maja dlugosci 8 i 5.
Oblicz dlugosci bokow tego réwnolegloboku oraz miary jego katow.
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GEOMETRIA ANALITYCZNA

ODCINKI

Dlugos¢ odcinka:

IAB| = \[(x2 = x1)? + (v2 = y1)?

A=(x, %)

bt
A=) Srodek odcinka:

p P (mym ni)
2 2

(Xes ¥2)

PROSTE W UKEADZIE WSPOLRZEDNYCH

Réwnanie kazdej prostej mozna zapi- B
saé w postaci ogolnej: b Y
Ax+By+C=0, » !
& |
gdzie A,B,C € RiA*+B*+40. X x
Sk
Jesli prosta nie jest réwnolegla do S
osi y, to jej réwnanie mozna zapisa¢ 2
w postaci kierunkowej: »
a=tga a
y=ax+b
PROSTE ROWNOLEGLE PROSTE PROSTOPADLE
Ny
2
7
8
o
n m
min e a-a min e a--L
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ODLEGLOSC DWOCH PROSTYCH ROWNOLEGLYCH

Odleglos¢ d miedzy prostymi réwno-
leglymi o réwnaniach Ax+ By +Cy =

i AX+ By + C; = 0 mozna wyznaczy¢
ze wzoru:

G- Gl

VAZ+ B2

Odleglos¢ d punktu P = (xo,yo) od
prostej o rownaniu Ax + By +C = 0
mozna wyznaczy¢ ze wzoru:

|Axo + Byo + C|

d=
VAZ + B2

KOLO | OKRAG

Posta¢ kanoniczna réwnania okregu o srodku
=(a,b) i promieniu r:
x-aP+(y-bR=r?

PUNKTY WSPOLNE PROSTYCH | KRZYWYCH

Aby znalezé wspélne punkty prostych o réwna- ArtBiy+Cim
niach Aix+Biy +Ci = 0§ Aox+Bay +C2 = 0, ‘
wystarczy rozwiazac uklad réwnan Ax+By+C=0

Jesli uklad jest oznaczo- Jesli uklad jest sprzecz- Jesli uklad jest nicozna-
ny i jego rozwiazaniem ny, to proste sa rownole-  czony, to proste majq nic-
jest para liczb xo i yo, gle — nie maja punktéw skoriczenie wiele punktéw
to proste przecinaja si¢  wspolnych. wspolnych (oba réwnania
w punkcie P = (xo, yo). opisuja te sama prosta).
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Aby znalez¢ wspélne punkty prostej z okregiem lub prostej z parabola,
wystarczy rozwiazac odpowiedni uklad réwnari.

Rozwiazania ukladu réwnari: Rozwiazania ukladu réwnari:
AX+By+C=0 Ax+By+C=0
(x-ap+(y-b?=r? y=axt+bx+c

to wspélrzedne punkt6w wspol- to wspélrzedne punkiow wspsl-

nych proste; i okregu. nych prostej i paraboli.

ZESTAW ZADAN

1. Punkty (-4,-3) i (2,5) sa Koficami Srednicy pewnego okregu. Ktore z ponizszych
zdan jest falszywe?

A. Srodkiem tego okregu jest punkt (-1,1).

B. Promieri tego okregu ma dlugosc 10.

C. Punkt (2,-3) lezy na tym okregu.

D. Punkt (-5,0) nalezy do kola ograniczonego tym okregiem.

2. Punkt §=(-5,7) jest srodkiem odcinka, ktérego koricami sa punkty (a,9)
i (~4,b). Suma a + b jest rowna:

A -3 B.-1 c2 D.5

3. Proste o rownaniach y = (m—1)x+m i 2mx +3y —1=0 sa réwnolegle. Wynika
stad,
Am=-3 B.m=0,6 C.om=

4. W ktorym przypadku prosta przechodzaca przez punkty (101,-63) i (116,-83)
jest rownolegla do prostej o réwnaniu AB?
A.A=(-63,101), B=(-83,116)
=3,-7), B=(-3,1)
C.A=(4,6), B=(526)
D. A=(-11,10), B=(19,-10)

5. Ktore z podanych réwnaii przedstawia prosta prostopadia do prostej o rownaniu
y =-2x -4 przechodzaca przez punkt (1,-2)?

A x-2y+5=0 C.x+2y+3=0

B.-4x-y+2=0 D.-x+2y+5=0
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6. Symetralna odcinka o koricach w punktach (-7, 6) i (-3,-4) ma réwnanie:

Ay=

Sx-11,5 B.y=04x+3 Cy=2x+1 D.y=-%x-1

7. Proste o réwnaniach -3x + 3 ~11 i 5x+2y = -23 oraz jedna z prostych
podanych ponizej przecinaja si¢ w jednym punkcie. Wskaz te prosta.

A 6x-7y =10 B.x+y=7 C.2x-5y=11 D.-4x+3y=8
8. Pole trojkata OAB przedstawionego na rysunku i &
obok jest rowne: 9
2 17 9 1
Az B. 1217 c 13y D.231

9. Odleglosé miedzy punktami, w ktérych prosta
0 réwnaniu y =-2x+4 przecina parabolg o réwna-
niu y = x%, jest réwna:

A5 B.20v2 C. 10 D. 65

10. Dla jakiej wartosci parametru p parabola o réwnaniu y = 2x* ma dwa punkty
wspdlne z prosta o réwnaniu y = x + p?

-1 1 L -1
Ap>-1 Bp<l cp<d D.p>-1

11. Odleglo$¢ punktu P = (-3,5) od prostej o réwnaniu y = -2 +4 jest rowna:

A 77. s D. 5

12. Ktére z ponizszych zdan dotyczy okregu o réwnaniu (x - 3)° +(y + 5)° = 347
A. Srodek okregu ma wspotrzedne (-3,5).

B. Promieri okregu ma diugosc 17.

C. Okrag jest styczny do osi y.

D. Okrag przechodzi przez poczatek ukladu wspolrzednych.

13. Znajdz réwnanie okregu o Srodku w punkcie (-8,0), KtGry jest styczny ze-
wnetrznie do okregu o réwnaniu (x - 4)° + (y + 5)° = 100.

A (x+87+ Cx+(y+8° =9
B.X2+(y-8°=4 D. (x-8)+y% =36

14. punkt A, jest obrazem punktu A = (-9,7) w symetrii osiowej wzgledem osi x,
a punkt A jest obrazem punktu A w symetrii srodkowej wzgledem poczatku ukla-
du wspélrzednych. Okrag opisany na tréjkacie A1 AA; ma rownanie:

Ax?+y? =260 C.x2+y? =130

B. (x+9)* +(y-7)* = V130 D. (x-4,5° +(y +3,5)° = 65
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15. Dane sg punkty A = (-3
od prostej AB oraz pole tréjkata ABC.

1,5) i C = (-2,3). Oblicz odlegloé¢ punktu €

16. Punkty A= (-1,1+2/3), B=(-3,1), C=(-3-/3,0) sa wierzcholkami tréjkata.
Jaka miare ma kat ABC?

17. Punkt A = (3, 4) jest wierzchotkiem réwnolegloboku, ktérego dwa boki zawarte
s w prostych o rownaniach y =x i y = 3x+ 1. ZnajdZ wspélrzedne punktu prze-
cigcia przekatnych.

18. Uzasadnij, Ze prosta o réwnaniu x +3y -9 = 0 jest styczna do okregu o réwna-
niu (x+1)? +2 = 10, i znajdz wspolrzedne punktu stycznosci.

19. Znajdz wspolrzedne srodka ciezkosci trojkata o wierzchotkach A =(0,0),
=(8,0), C=(0,4)

20. Znajdz na prostej o réwnaniu ~x + = 4 punkt, ktorego odleglosci od punktéw
(2,20) i (14,24) sq réwne.

21. Znajdz ogélne réwnanie prostej, ktéra jest obrazem prostej o réwnaniu
X=3y+6=0w symetrii wzgledem:
a) osiy, b) srodka ukladu wspolrzednych.

22. Znajdz réwnanie prostej, ktéra jest styczna w punkcie o wspélrzednych (-1,3)
do okregu o rownaniu (x +2)% +(y - 1)° = 5.

23. Znajdz wspélrzedne koicow cieciwy mcmej 7 prostej o réwnaniu y = 3x+3
przez okrag o réwnaniu (x +2)? +(y - 3)
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STEREOMETRIA

WIELOSCIANY

GRANIASTOSLUPY

w podstawy sa przystajacymi lezacymi na
plaszczyznach réwnoleglych i krawedzie boczne sq rownolegle.

Graniastostup, w ktérym krawedzie boczne sa prostopacie do podstaw, na-
Zywamy graniastostupem prostym. W takim graniastostupie ciany boczne
sa prostokatami.

Graniastostup, w ktérym krawedzie boczne nie s prostopadie do podstaw,
nazywamy graniastostupem pochylym.

Graniastoslup prosty, w ktérym podstawy sq wiclokatami foremnymi, na-
zywamy graniastoslupem prawidlowym.

‘_l‘ V — objetosé graniastostupa
b P, — pole podstawy graniastoshupa
h — wysokos¢ graniastostupa

OSTROSELUPY
W ostrostupie podstawa jest wielokatem, a krawgdzie boczne maja wspdlny
punkt nazywany wierzcholkiem ostroslupa.
Ostrostup tréjkatny jest nazywany czworoscianem.
Uwaga. W czworoscianie kazda ze $cian mozemy uznac za podstawe. Czworoscian

ma zatem cztery wysokosci.

Ostrostup, w ktérym podstawa jest wielokatem foremnym i krawedzie
boczne majq réwne diugosci, nazywamy ostrostupem prawictowym.

Jesli wszystkie krawedzie boczne ostroslupa majq rowne dlugosci, to
na podstawie ostroslupa mozna opisa¢ okrag i Srodek tego okregu jest
spodkiem wysokosci ostrostupa.

1
V=3p,h

V — abjetosé ostrostupa
P, — pole podstawy ostrostupa
h — wysokos¢ ostroslupa
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ODCINKI | KATY

W GRANIASTOSLUPACH | OSTROSLUPACH

1 — Kat migdzy przekatna graniastoslupa a podstawa

2 —kat migdzy przekatng graniastoslupa a krawe-
dzia boczna

3 — kat miedzy przekatnymi sasiednich Scian bocz-
nych

4 — kat miedzy przekatng $ciany bocznej a podstawa

5 — kat miedzy krawedzia boczna ostrostupa a kra-
wedzia podstawy

6 — kat migdzy krawedzia boczna a podstawa

7 — kat micdzy wysokoscia ostrostupa a krawedzia
boczng

8 — kat migdzy wysokoscia ostrostupa a sciang boczng

BRYLY OBROTOWE
WALEC
V=P,-h

V=mrih

Pe=2P, + Py
Pc=2-mr?+2mr-h

V — objetosé
Py — pole podstawy
Py — pole bocznej

!

STEREOMETRIA

Pe — pole powierzehni calkowitej
r — promieri podstawy
h — wysokos¢ walca

STOZEK
ph Py =Tl

1

Y
mr2p Pe=mriemrl

V — objetosé
Py — pole podstawy

Py — pole powierzchni bocznej
Pe — pole powierzchni calkowitej
r — promiefi podstawy

h — wysokos¢ stozka

I — diugosé tworzacej
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KULA

V= gmr P =anr?
V — objetosé kuli

P — pole powierzchni kuli
r — promieri kuli
BRYLY PODOBNE

Stosunek objetosci bryl podobnych jest
rowny szescianowi skali podobieristwa.

Stosunek pol powierzchni bryt podobnych
Jest r6wny kwadratowi skali podobiefistwa.

ZESTAW ZADAN

1w krawedZ podstawy ma diu-
4086 6,  krawed? boczna ma dmgosc 8. Krotsza przekatna tego graniastostupa
ma :

A 10 B.4V13 C.2/. D. 237
2. 1le przekatnych ma i szesci 7
A6 B.12 c.18 D. 36

3. Podstaw ostrosltupa jest tréjkat réwnoboczny o boku 8. Jedna z krawedzi bocz-
nych jest prostopadia do podstawy i ma dlugosé 6. Pole powierzchni calkowitej
tego ostroslupa jest rowne:

A 6V5+16V3 B. 65

43 C.8V2T +4V3+24 D. 821 +16v3 +48

4. Kt6re z ponizszych zdaii nie musi by¢ prawdziwe w wypadku ostrostupa prawi-
dlowego czworokatnego?

A. Wysokosc ostrostupa jest diuzsza od krawedzi podstawy.

B. Krawedz boczna jest dluzsza od wysokosci ostrostupa.

ciany boczne sq nachylone do podstawy pod takim samym katem.

D. Krawedzie boczne sq nachylone do podstawy pod takim samym katem.
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5. Objetos¢ czworoscianu foremnego o krawedzi 3 wynosi:
27 9.5 9 /6 27 /5
A'T E.j\r C.g\,G D. 4\/2

6. Pole powierzchni bocznej pewnego walca o wysokosci h i Srednicy podstawy d
jest rowne sumie pol obu podstaw. Wynika stad, Ze:

_d _d - -
An-4 B.h=d Ch=d D.h=md

7. W naczyniu w ksztalcie walca umieszczono kule, ktéra jest styczna do obu
podstaw walca i do jego powierzchni bocznej. Jaka czesé objetosci tego naczynia
zajmuje kula?

1 1 3 2
Al B.1 c3 D. 2
8. Na rysunku przedstawiono ostrostup prawidlowy P
czworokatny. Pole tréjkata PDB jest rowne: 5 Vb c
A18 . Cc.2y5 D. 22513 \)
B A 6 B

9. Z wycinka kola o kacie srodkowym 90° utworzono powierzchnig boczng stozka
o promieniu podstawy R;. Z pozostalej czesci kola utworzono powierzchnie boczng
stozka o promieniu podstawy R. Stosunek %L jest réwny:

1 1 2 3
Al B4 cg D.

10. Krawed? podstawy
go tréjkatego ma dlugosé 12, a jego wysokos¢
wynosi 10. Z tego graniastoslupa wycigto ostrostup
ABCDS (zob. rysunek). Objetos¢ tego ostrostupa
jest rown:

A. 24073 B. 7203 C. 280 D. 1443

2 11. Na rysunku przedstawiono ostrostup prawidto-
wy Sciokatny ABCDEFS. Kat miedzy krawedzig
DS, a podstawg ostrostupa to:
- c A.<EDS C.4FDS
¥ ¥ B. <CDS D. €ADS
; gk H G
12.W prostopadioscianie przedstawionym na ry- G4
sunku obok kat BHG ma miare o. Wynika stad, ze: E F
8
A a=30° Csina=2/5
B. o= 60° D.iga= =
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S 13. Prostopadloscian o polu powierzchni m\mym p rozcigto
na dwie czesci prz
(zob. rysunek). O ile wieksze jest pole pomcrzchm wiekszej
2 tych bryl od pola powierzchni mniejszej bryly?

1 1 2 5
A,OEU B.Ofp C.o 5P D.oay

14.w Kkrawed? podstawy ma dlugosé a.
Kat miedzy przeciwleglym krawedziami bocznymi ma miare o Oblicz objetosé
tego ostrostupa.

15. Podstawa graniastostupa prostego jest trapez réwnoramienny o bokach diu-
gosci 5cm, 5em, 6em i 12em. Przekatne tego graniastostupa s nachylone do
plaszczyzny podstawy pod katem 60°. Oblicz objetosé tego graniastostupa.

16. Po zwinieciu wycinka kolowego o promieniu 7 i kacie $rodkowym 135° otrzy-
mano powierzchni¢ boczna pewnego stozka. Oblicz objetos¢ tego stozka.

17. Pojemnik na olowki ma ksztalt s
(bez gornej podstawy). Krawed podstawy tego pojemnika ma dlugosé 5cm, a wy-
sokos¢ wynosi 9 em. Czy olowek o diugosci 14 cm mozna wlozyé do tego pojemnika
tak, aby z niego nie wystawal?

18. Wyobraz sobie, ze 7 zapalek budujemy modele ostrostupéw prawidiowych tak,
aby kazda krawedZ zbudowana byla z jednej zapalki. Jakimi wielokatami moga
by¢ podstawy tych ostrostupéw? Oblicz wysokos¢ najnizszego z tych ostrostupéw.
Przyjmij, e zapalka ma dlugos¢ 4 cm.

19. Z kartonu zawierajacego 1 litr mle-
ka przelano cz¢s¢ mleka do stoika (zob.
rysunek obok). Oblicz, do jakiej wyso-
Kosci siega mleko, ktére zostalo w kar-
toniku (pomiii grubosci scianek Karto-
nu i sloika).

20. W skarbcu Migdzynarodowego Urzedu Miar w Sévres pod Paryzem od ponad
stu lat jest przechowywany wzorzec kilograma. Wzorzec ma ksztalt walca, ktérego
$rednica podstawy réwna jest wysokosci. Zostal on wykonany ze stopu, w kt6-
rym 90% stanowi platyna, a 10% — iryd. Gestos¢ platyny wynosi 21,45 g/em’,
a irydu 22,65 g/cm®. Oblicz, jakie sq wymiary wzorca kilograma (z dokladnoscia
do 0,1 mm).
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21.Géra piasku o gestosci 1500kg/m? wazy 2t i ma ksztalt stozka, w ktorym
tworzqca jest nachylona do plaszezyzny podstawy pod katem 30°. Po dosypaniu
pewnej ilosci piasku wysokos¢ stozka wzrosla o 10cm, a kat nachylenia tworzacej
do plaszezyzny podstawy si¢ nie zmienil. Ile ton piasku dosypano?

22.Na fotografii przedstawiona jest butla na wode. Przyjmij, ze czesé butli wy-
pelniona woda ma ksztalt walca o wysokosci 34 cm, z ktérego usunigto pewien
fragment. Ponizszy wykres opisuje zaleznosé objetosci wody (w litrach) od wyso-
Kosci (w centymetrach), do Ktorej siega woda w butli. Jaka objetos¢ ma usuniety
fragment walca? W obliczeniach pomir grubos¢ scianek butli.

10 24 34 h(m)

23. Papier nawiniety na rulon o $rednicy 10 cm

/ tworzy role o Srednicy 50 cm i dlugosci 2m.

- a) Gestos¢ papieru wynosi 800kg/m?. lle wazy
papier w tej roli?
10em .
b) Zewnetrzne warstwy papieru w tej roli ulegly
zniszczeniu tak, ze nieuszkodzona czesé stanowi
50em 40% papieru w roli. Oblicz Srednice nieuszko-
dzonej czesci roli.

24.7 kwadratowego arkusza kartonu o boku a wycigto w rogach cztery jedna-
kowe kwadraty, a nastepnie sklejono prostopadioscienne pudelko. Jaka powinna
by¢ dlugosé boku wycinanych aby powi ia $cianek bocznych tego
pudelka byla mozliwie najwieksza?

25. Przyjmijmy, Ze Ziemia ma ksztalt kuli o promieniu

6371km. O ile dluzsza bylaby podréz dookola Swia-

ta wzdluz rownika od podrézy wzdluz réwnoleznika
przez Krakow (szeroki i

SO°N)?
Uwaga. Na rysunku Kat « to szeroko$¢ geograficzna Krakowa.
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26. Przeczytaj ponizsze informacje.

Kazda 7 czesci, na kiore plaszezyzna rozcina sfere, nazywa si s N
czasza. Pole P powierzchni czaszy przedstawionej na rysunku -
obok mozna obliczy¢ ze wzora P =2mRh.

Wycinkiem kuli nazywamy czes¢ kuli ograniczona czasza
i powierzchnia boczng stozka o wierzcholku w srodku tej
Kuli. Objetos¢ wycinka kuli mozna obliczyé, mnozac pole po-
wierzchni czaszy przez . dlugosci promienia kuli.

Wykaz, Ze objetos¢ V czaszy mozna obliczy¢ ze wzoru V =h* (R - $h).

27. Masa plywajacego ciala jest rowna masie
wody wypartej przez to cialo. Pitka o pro-
mieniu 10 cm plywa w wodzie tak, Ze wy-
staje 3 cm ponad powierzchnig wody. Oblicz
mase pilki. Przyjmij, Ze gestos¢ wody wyno-
si 1 g/cm?. Skorzystaj ze wzoru wykazanego
w Zadaniu.

28.0d ostroslupa o wysokosci h odcinamy mniejszy ostrostup plaszczyzng row-
nolegla do podstawy. W jakiej odleglosci od podstawy powinna by¢ poprowadzona
plaszczyzna ciecia, aby mniejszy ostrostup:

) mial objetos¢ réwna polowie objetosci wiekszego ostrostupa,

b) mial pole powierzchni réwne polowie pola powierzchni wiekszego ostrostupa?

10 29. Oblicz objetos¢ ostrostupa prawidlowego,
kirego siatke przedstawiono na rysunku obok.

20 cm

30.Z rysunku obok mozna odczytaé niektére wy-
miary lejka. Oblicz, jaka wysokos¢ ma ten lejek.
Wynik zaokraglij do 1 mm.
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RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

PRAWDOPODOBIENSTWO

Jesli wszystkie zdarzenia clementarne w pewnym zdarzeniu losowym sa
to zdarzenia losowe-

g0 A nazywamy iloraz:
Py =

N — liczba wszystich zdarzeii elementarnych
n, — liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A
WEASNOSCI PRAWDOPODOBIENSTWA
0<PA) <1 Q — przestrzen zdarzeni elemen-
tarnych

P0) =

Py A’ — zdarzenie przeciwne
P(A") = 1 - P(A) do zdarzenia A (A’ = Q\A)

0 — zdarzenie niemozliwe
1

WARTOSC OCZEKIWANA
Jesli mozliwymi zyskami uczestnika U w pewnej grze sa liczby Iy, I, Is, .
I, kirym odpowiadaja prawdopodobieristwa py, pz, ps. .., P, 10 Wartoé¢
zysku tego uczestnika ozna symbolem EZy i obliczamy

ze wzoru:
EZy=pi-h + p2-b +p3s-b+ ...+ pn-ln

ELEMENTY KOMBINATORYKI

ZASADA MNOZENIA
Gdy wynik pewnego postepowania zalezy od kolejno podejmowanych
decyzji i przy podejmowaniu pierwszej decyzji mamy do wyboru n; moz-
liwosci, drugiej — n itd., a ostatniej — n, mozliwosci, to liczba réznych
wynikéw, ktére mozemy otrzymaé, jest rowna ny - 2 « ... + k.

ZASADA DODAWANIA

Jesli ustalajac liczbe mozliwosci, mozemy rozwazy¢ kilka rozlacznych
przypadkéw, to mozemy policzyé, ile jest mozliwosci w kazdym z nich
i dodac otrzymane wyniki.
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ZESTAW ZADAN

1. Rzucamy jeden raz dwiema szesciennymi kostkami do gry. Prawdopodobieri-
stwo, Ze suma oczek na obu kostkach bedzie mniejsza niz 10, jest rowne:

11 8 2 5
Al B.§ c? D. 2

2. Sposréd wszystkich liezb naturalnych od 1 do 9 losujemy dwie rézne liczby.
Prawdopodobieristwo, Ze suma tych liczb jest réwna 13, wynosi:

1 2
Al iz B. 37 Lo ﬂ D.

3. Sposréd wszystkich liczb naturalnych od 1 do 9 wybieramy dwie rozne liczby.
Prawdopodobiefistwo, ze jedna z nich jest dzielnikiem drugiej, jest rowne:

28 14 7 7
A. 5 B. 81 C. 36 D. 18

4. Ze zbioru liczb naturalnych od 1 do 60 losujemy jedna liczbe. Prawdopodobieri-

stwo, ze liczba ta bedzie dzielnikiem liczby 60, jest rowne:
1 3 2 1
Al B3 cg D.1
5. W jednej przegrédce portfela jest pie¢ 6w: dwa o nominale 10 z1, dwa —

20211 jeden — 50 zL. W drugiej przegrédce sq cztery banknoty: jeden o nominale
5071, dwa o nominale 100 zI i jedna dwustuzlotéwka. Losowo wybieramy po jed-
nym banknocie z kazdej przegrédki. Prawdopodobieristwo, ze wyjmiemy w sumie
kwote wieksza niz 120 z1, jest rowne:

3
C.I D.l

=

6. W pewnym tescie do kazdego z trzech pytan podano pie¢ mozliwych odpowie-
dzi, z ki6rych tylko jedna jest poprawna. Przy kazdym pytaniu wskazujemy losowo

wybrang jedng z Ze wskazemy trzy poprawne
odpowiedzi, jest réwne:

1 1 1
A. 5 B. 3 D. 5

7. W wyscigu bierze udzial 12 zawodnikéw. Pierwsza tréjke na mecie typujemy,
wskazujac, kto zajmie pierwsze miejsce, kto — drugie, a kto — trzecie. lle réznych
tréjek mozna w ten sposob wytypowac?

A6 B. 48 C. 220 D. 1320

8. Ile trzycyfrowych liczb nieparzystych mozna utworzy¢ z cyfr od 2 do 6?

A 18 B. 40 C. 50 D.75
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9. le jest liczb naturalnych czterocyfrowych parzystych, takich Ze w ich zapisie
wystepuje dokladnie jedna cyfra 5 i dokladnie jedna cyfra 77

A. 190 B. 230 C. 290 D. 300

10. Jakic jest prawdopodobieristwo, Ze przypadkowo ustawiajac litery wystepujace
w slowie BAROK, utworzymy slowo ROBAK?

1 1 1 1
Al 20 B. 33 L 5 D. 2
11. Jakie jest A 7e W przyp .j kolejnosci litery
A, A, B, K, R, utworzymy stowo BARKA?
1 1 1 1
Az B 125 €50 D.5

12. Na loterig przygotowano 100 loséw, w tym 8 wygrywajacych. Po wylosowaniu
pewnej liczby losow, wérod kiérych dwa byly wygrywajace, okazalo sie, Ze szansa
na wygrang byla taka sama jak przed rozpoczeciem loterii. Zatem wylosowano:

A. 4 losy B. 16 losow C. 20 losow D. 25 losow

13. Przed przystapieniem do pewnej gry losowej gracz wplaca ustalong kwote or-
ganizatorowi. Jesli gracz przegra, to traci te kwote. Jesli wygra, to organizator
wyplaca mu 300 z1. Wiadomo, ze prawdopodobieristwo wygrania jest rowne
gra byla sprawiedliwa, wplacona na poczatku gry kwota powinna wynosié:

A 12071 B. 200 zI C. 6071 D. 180zl

14. Cztery paczki sa nadziewane dzemem, a pie¢ — budyniem. Losowo wybrano
trzy paczki. Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze dwa nadziewane sa dzemem,
a trzeci — budyniem.

15. Dziesie¢ osob: 6 kobiet i 4 mezczyzn podzielono w sposéb losowy na dwie
grupy: szescio- i Oblicz fistwo tego, Ze obie grupy
sq zlozone z 0s6b jednej plci.

16.W pewnej firmie na oglosze- Kandydat

ma nie ma
nie 0 wolnym miejscu pracy zglo- doéwiadczenie | doswiadczenia

silo si¢ 25 kandydat6w. W tabelce ma 3 12
= ! . wyksztalcenie 3

przedstawiono, ilu z nich ma do-

Swiadczenie, a ilu — odpowiednie e 2 8

wyksztalcenie.

Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze losowo wybran) kandydat nie ma odpowied-
niego wyks lub nie ma dos
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17.W pudetku jest 500 loséw loteryjnych, w tym 60 wygrywajacych. Wyciagamy
dwa losy. Oblicz prawdopodobielistwo tego, Ze co najmniej jeden z nich jest wy-
grywajacy.

jors

18. Na rysunku przedstawiono fragment mapki, na kté-
rej zaznaczono pie¢ miejscowosci i wszystkie przecho-
dzace przez nie drogi. Oblicz prawdopodobiefistwo te-
g0, ze podrézujac z A do B i z powrotem, podrozny wy- o
bierze dwie rozne drogi, ale obie prowadzace przez M.

19. e uzyskania 2 pew-

nym numerem telefonicznym wynosi 70%. Oblicz praw- &
dopodobienstwo uzyskania polaczenia z tym numerem

dopiero w czwartej probie. Op

20. Ukladamy hasto oémioznakowe. W hasle mozna uzy¢ cyfr od 0 do 3 i wielkich
liter A, B, C, D, E. Ile takich r6znych hasel mozna utworzy¢, w ktérych:

a) wystepuje co najmniej jedna litera,

b) na poczatku hasla wystepuja dwie cyfry lub dwie litery?

21. Ile jest liczb naturalnych pieciocyfrowych podzielnych przez 5, w ktérych wy-
stepuja dokladnie dwie pigtki?
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PROCENTY. ELEMENTY STATYSTYKI

PROCENTY | PROMILE

p% liczby a to 60" %

Liczba a stanowi g-loo% liczby b.

Liczba o p% wieksza od a to a+ f% -a.

’ p_.
pliczbya to 1B a.
OBLICZANIE ODSETEK

Procent prosty (odsetki obliczane sq od stalej kwoty). Jesli kapital po-
czatkowy wynosi Ko, a oprocentowanie jest réwne p%, to po n okresach
naliczania odsetek kapital wraz z odsetkami wynosi:

- Pk
Kn =Ko+ 105 Ko -t
Procent skladany (odsetki obliczane s3 od kapitalu powiekszonego o odset-
ki za wezeSniejszy okres). Jesli kapital poczatkowy wynosi Ko, a po kazdym
okresie naliczania odsetek stan konta zwieksza si¢ 0 p%, to po n okresach
naliczania odsetek kapital wraz z odsetkami wynosi:

Kn = Ko (1+ 155)"

ELEMENTY STATYSTYKI

MEDIANA

Kazdy zestaw n liczb mozna ustawi¢ w taki ciag a1, az, ..., an, Ze spelniona
jest nierownosé: an < ans1.

Gdy n jest liczbg nieparzysta, to  Gdy n jest liczba parzysta, to me-

mediang liczb ay, @, ..., ay nazy-  diang liczb ay, z, ..., an nazywamy

wamy $rodkowy wyraz w tym ciagu.  $rednia arytmetyczng dwdch $rod-
Kowych wyrazéw.

Na przyklad dla n = 7 mediang Na przyklad dla n = 6 mediang jest

jest ay. srednia arytmetyczna liczb a3 i as.

a, az, as, as, as, as, a ay, ay, as, as, as, as

mediana = ay mediana = 4744
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DOMINANTA (MODA)

Dominanta zestawu danych to taka wartos¢, ktéra w tym zestawie wyste-
puje najezesciej.

Uwaga. Jesli w zestawie kilka wartosci wystepuje z ta sama (najwyzsza) czestoscia,
to kazda z tych wartosci jest dominanta.

SREDNIA ARYTMETYCZNA

Srednia arytmetyczna liczb X1, Xz, ..., Xn to liczba X obliczana wedtug
wzoru:
oML N kX
- n
SREDNIA WAZONA
Srednia wazona liczb ay, az, ..., a, z wagami odpowiednio wi, w, ...,
(dzic Wi, W, ... wy 53 licsbami dodatnim) to liczba 5 obliczana v.cdlug
wzoru:
o Wiy Waap ...t Waay
s FW2 o+ Wy

ODCHYLENIE STANDARDOWE

Odchylenie standardowe zestawu danych liczbowych xy, x;
o obliczana wedlug wzoru:

+1Xn to liczba

0=\/1x,—?)Zux;—iyhmux"—rﬂ

lub wedlug wzoru:

ZESTAW ZADAN

1. Liczba a to 32% liczby dodatniej m, a takze 160% liczby dodatniej n. Wynika
stad, ze:

A.n=02m B.n=0,5m C.n=128m D.n=192m

2. W Polsce inflacja w 2018 roku wynosia 1,6%, w 2019 roku — 2,3%, a w 2020
roku — 3,4%. Jesli cena pewnego towaru na poczatku 2018 roku wynosita 200 zt
i wzrastata zgodnie z inflacja, to mozna sie spodziewa, Ze cena tego towaru w Koii-
cu 2020 roku wynosita okolo:

A. 207,30 z1 B. 214,60 zt C. 214,94 21 D. 346,00 z1

144 PRZYGOTOWANIE DO MATURY



3. Ceng pewnego towaru zmniejszono po sezonie o 36%. Przed nastepnym sezo-
nem podwyzszono ceng do poprzedniej wysokosci. O ile procent wzrosta wéwczas
cena tego towaru?

A. 36% B. 42,5% C. 56,25% D. 64%

4. Na lokate roczna wplacono 50000 71, Oprocentowanie tej lokaty wynosi 2%
w skali roku. Roczny podatek od odsetek wynosi 19%. Jaki bedzie stan tego konta
Po 10 latach oszczedzania, jesli w tym czasie nie bedq dokonywane zadne wplaty
ani wyplaty?

A.58716,74 z1 C. 51932,82zt

B.60949,72 21 D. 60000 21

5. Na lokate, kdrej oprocentowanie netto w skali roku, czyli po uwzglednieniu
podatku od odsetek, wynosi 3%, wplacono 100000 L. Gdyby odsetki doliczano co
miesiac, to ich wielkos¢ po roku bylaby wicksza od odsetek doliczanych co pot
roku. O ile wigksza?

A. 06,1821 B. 012,50 21 C.o19,10zt D. 0 36,49 zI

6. Na lokate pélroczng wplacono 20000 z1. Przez 5 lat nie dokonywano Zadnych
dodatkowych wplat ani wyplat i po uplywie tego czasu kwota na lokacie wzrosla
do 26278,50 z1. Jakie bylo roczne oprocentowanie tej lokaty netto (po odliczeniu
podatku od odsetek)?

A, 2,8% B. 5,5% C.7% D. 11,2%

7.7 1kg mleka o zawartosci 4% tluszczu zebrano 10 dag $mietany o zawartosci
12% tluszezu. Jaki jest procent tluszezu w mleku, ktére pozostalo?

A. okolo 2,8% B. okolo 2,9% C. okolo 3,1% D. okolo 3,4%

8. W tabeli podano wyniki badania dotyczacego liczby dzieci w rodzinie.
| [3]+]5 [0
RN

Na podstawie tych danych mozna stwierdzic, ze srednia liczba dzieci w jednej
rodzinie jest rowna:

A 022 B.18 C.2,08 D.3

Liczba dzieci | 0
Liczba rodzin | 9

9. Srednia arytmetyczna liczb 1, 3, 5, 5, 6, x jest réwna m, a $rednia arytmetyczna
liczb 1,3, 5, 5, 6, %, 4x jest rowna 2. Wynika stad, Ze suma X +m wynosi:

A5 B. 10 c15 D. 20
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10. Zestaw A sklada si¢ z 50 liczb o srednicj arytmetycznej rownej 9, a zestaw B
— 7 30 liczb o $redniej arytmetycznej réwnej 1. Srednia arytmetyczna zestawu
powstalego w wyniku polaczenia zestawéw A i B wynosi:

A 125 B.45 cs D.6
11. pig¢dziesiat os6b spytano, ile lyzek cu- [ otyzeczek
kru dodajq do szklanki herbaty. Wyniki tej [ 1 yzeczia
ankiety przedstawiono za pomoca diagramu [ 2tytecaii
kolowego. Mediana danych jest rowna: [ 3iytecaii
Al B.13 L5 D.2 ) 5 tocank

12. R6znica migdzy $rednia arytmetyczng zestawu liczb: 1,2, 3, 1, 3, 1, 5, 9 a me-
diang tego zestawu wynosi:

A.0,125 B. 0,625 €. 1,125 D. 1,225

13.W pewnej firmie wszyscy oprécz szefa zarabiaja tyle samo, a szef zarabia

0 2400 71 wigcej niz inni. W firmie pracuje 30 osb (razem z szefem). O ile $rednia
arytmetyczna plac jest wicksza od mediany plac w tej firmie?

A 10zt B. 60 zt C. 80zt D. Za malo danych, by to stwierdzic¢.

14. $rednia arytmetyczna oraz mediana zestawu dziewigciu liczb: 7, 9, 2,3, 2, 7, 3,
a, b sa réwne 5. Dominanta tego zestawul jest:

A2 B.3 C5 D.7

15. Mediana podanego zestawu liczb wynosi 6. Oblicz $rednig arytmetyczna tego
zestawu.

Wartos¢danyeh | 2 | 5 [ 7 | 9
Liczbawskazan | 11 | 9 | x | 17
A28 B.6 €635 D.63%

16. Rzucono dzlcsleclokro(mc szescienng kostka do gry. W pierwszych osmiu rzu-
tach otrzymano wyniki: 2, 3, 2, 4, 5, 6, 4, 5. Srednia arytmetyczna wszys
dziesiceiu wynikow jest rowna 3,4. Jaka jest mediana wszystkich wynikw?

A.34 B.3,5 C.4 D.4,5

17.W tabeli podano liczby i odpowiadajace im wagi. $rednia wazona tych liczb to:
Liczba 3 10 12
Waga 3 1

A.5,13) B.7,7 C.11,.25 D. 19,251
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18. Odchylenie standardowe zestawu danych 1, 2, 2, 2, 2, 3 jest réwne:

A0S B.\6 [N D. &
19. Ponizej przedstawiono dane o wzroscie zawodnikow dwéch druzyn.

Druzyna A: 168 cm, 179 cm, 180 cm, 183 cm, 190 em.
Druzyna B: 166 cm, 184 cm, 185 cm, 186 cm, 189 cm.

Niech X4 i 04 0znaczajq odpowiednio $rednia arytmetyczng i odchylenie standar-
dowe wzrostu zawodnikéw druzyny A, a Xs i 05 — zawodnikéw druzyny B. Ktéra
2 podanych par nieréwnosci jest prawdziwa?

Xa>Xp i 04 <op

A Ry<Xpioa<op C.
B.Xa<Xp i 0u>0p D.Xa>Xp i 04> 03

20. Na diagramie slupkowym przedstawiono wyniki ankiety na temat liczby godzin
ieconych na uprawianie sportu w ciagu tygodnia.

2
26
s
£s
=4
3
2
1
all o
0 1 2 3 4 5 6 7 liczbagodzin
Ktéra z podanych liczb jest naj ) izeniem odchylenia standar-
dowego zebranych danych?
A 1,86 B. 1,95 c2 D. 2,05

21. Sprawnos¢ pisania na maszynie lub Kawiaturze komputerowej okresla si¢
W nastepujacy sposob: osoba, kiéra w czasie ¢ (w minutach) napisala tekst skla-
dajacy si¢ z n wyrazow i popelnila b bledow, ma sprawnos¢ pisania réwna S, gdzie:
n-10b

t

Pani Jadwiga i pani Henryka pisaly na maszynie ten sam tekst i popelnily tyle samo
bledéw. Pani Jadwiga ma sprawnosc pisania o 23% wyzszq niz pani Henryka. Pani
Henryce pisanie tekstu zajeo 15 minut. Jak diugo pisata go pani Jadwiga?

22. $rednie miesieczne wynagrodzenie w 1980 roku bylo w Polsce o 13% wyzsze
niz w 1979 roku i 0 24% wyzsze niz w 1978 roku. O ile procent srednie miesi¢ezne
wynagrodzenie w 1979 roku bylo wyzsze od Sredniego miesi¢cznego wynagrodze-
nia w roku 19787
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23. suszone grzyby waza o 80% mniej niz przed suszeniem i zawieraja jeszcze 5%
wody.
a) Tle grzybow trzeba zebraé, aby otrzymaé 1 kg grzybow suszonych?

b) lle procent stanowi woda w §wiezo zebranych grzybach?

24, jakie powinno by¢ ie netto (po ieniu podatku) lokaty
rocznej, aby po czterech latach przechowywania na niej oszczednosci stan konta
powiekszyl sic 0 50% O ile procent powiekszylyby si¢ oszczednosci na tej lokacie
po o$miu latach?

25. W pewnym banku oprocentowanie lokaty trzymiesiecznej wynosi 6% w skali
roku. Po uplywie terminu lokaty bank dopisze nam odsetki pomniejszone o poda-
tek, ktéry wynosi 20% kwoty odsetek. O ile procent wzrosnie po trzech miesiacach
Kkwota wplacona na te lokate po dopisaniu odsetek pomniejszonych o podatek?

26. Reklama pewnego funduszu inwestycyjnego glosi, Ze po trzech latach od za-
inwestowania w ten fundusz zysk wyniésl 20% wplaconej kwoty. W tym samym
czasie oprocentowanie lokaty wynosilo 6,5% w stosunku rocznym, a odsetki do-
pisywane byly po kazdym roku. Realizujac zyski z funduszu inwestycyjnego, po
trzech latach nalezalo zaplaci¢ jednorazowo podatek od tego zysku. W wypadku
lokaty bankowej podatek od odsetek byl odliczany co roku. W obu wypadkach
wysokosé podatku wynosila 19%. Oblicz procentowy zysk netto (po odliczeniu po-
datku)  kazdej z tych inwestycji.

27. $redniy dobowa, temperature powietrza oblicza si¢ jako Srednia arytmetyczng
czterech temperatur zanotowanych w ciagu doby:

Tinax — ) )y Tmin najnizszej, T; — ¥y
0 godzinie 7°°, Tyy — temperatury o godzinie 19%°.

W pewnym miescie o godzinie 7°° zanotowano temperature -5°C, a o godzinie
19% bylo ~2°C. Wiadomo, Ze réznica miedzy najwyZsza a najnizsza temperatura
w ciagu doby wynosifa 10°C. Czy $rednia dobowa temperatura tego dnia mogla
osiagnac ~1°C?

28. Pewna gazeta ocenia restauracje, przydzielajac im punkty w skali od 0 do 10
w trzech kategoriach: wystrdj sali, obsluga i jako$¢ potraw. Ocena konicowa to
$rednia wazona tych punktow. Ponizej podano liczbe punktéw, ktére zdobyly dwie
2 ocenianych restauracji. Oblicz wagi punktéw w Kazdej Kategorii (przyjmij, ze
suma wag jest rowna 1).

Restauracja Obstuga Jakosé Ocena
potraw korncowa
Telmo 1 6 58
Keruz 2 2 9 55
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29. Zgodnie z regulaminem pewnej uczelni wynik koricowy studiow jest srednia
wazon na jacych liczb: sredniej arytmetycznej ocen wpisanych do indeksu
(z waga 0,5), oceny z pracy dyplomowej (z waga 0,3) i oceny z egzaminu dyplomo-
wego (z waga 0,2). Ewelina uzyskala srednia ocen 7 indeksu rowng 3,7, za prace
dyplomowa otrzymala ocen 4,5 i obronila jq na egzaminie dyplomowym na ocene
4. Wladze uczelni proponuja zmiane wag ocen branych pod uwage przy obliczaniu
wyniku Koricowego tak, by wagi ocen z pracy dyplomowej i z egzaminu dyplo-
mowego byly réwne. Gdyby te zmiany weszly w zycie, to wynik Koricowy Eweliny
wyniésiby 3,92. Jakie nowe wagi proponuja wladze uczelni?

30.W pewnej stacji hodowli roslin trwaja proby wyhodowania odmiany grochu
o duzych ziarnach i malym zréznicowaniu wielkosci ziaren — Srednia masa ziarna
ma by¢ wicksza od 0,06 g, a odchylenie standardowe masy ziaren ma by¢ mniejsze
niz 0,001 g. W laboratorium tej stacji zwazono 100 ziaren nowej odmiany grochu.
Wyniki tego waZenia przedstawiono w ponizszej tabeli. Czy ziarna w badanej prob-
ce spelniajg oczekiwane wymagania?

Masa ziarna (g) 0,059 0,06 |0,061(0,062
Liczbaziaren | 40 | 32 | 8 | 20

31.W pewnym zakladzie przetwrstwa owocowego jedna z maszyn odmierza
100-gramowe porcje dzemu i pakuje je do pojemnikéw. Normy zakladowe wy-
magaja, by Srednia arytmetyczna mas porcji zawierata si¢ miedzy 98,5g i 1015,
a odchylenie standardowe tych mas nie bylo wicksze od 1,5 g. Aby sprawdzi¢, czy
maszyna spelnia te normy, zwazono 100 porcji dzemu. Wyniki zebrano w ponizszej
tabeli. Czy masy sprawdzonych porcji spelniajq normy zakladowe?

Masa porcji | 97 | 98 | 99 | 100 | 101 | 102 | 103
‘ -

Liczbaporgi | 20 | 30 [ 17 [ 27 [ 0 [ 1 |
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Tabela wartosci funkcji trygonometrycznych

o sin o cosax ga o sin o

0 0 1 0 46° | 07193
1° 00175 09998 00175 470 | 07314
2° 00349 09994 0,0349 48" | 07431
3° 00523 09986 0,0524 49° | 07547
g 0,0699 50° | 07660
5° 0,0875 510 | 07771
6 0,1051 52° | 07880
7 01228 53 | 07986
8 0,1405 54° | 08090
9 01584 55° | 08192
10° 0,1763 56° | 08200
1 0,1944 57° | 08387
12° 02126 58° | 08480
13° 0,2300 50° | 08572
14° 0,2493 60° | 08660
15° 0,2679 61° | 08746
16° 0,2867 62° | 08829
17° 03057 63° | 08910
18° 03249 64° | 08988
19° 03443 65° | 09063
20° 03640 66° | 09135
21° 03839 67° | 09205
22° 04040 68° | 09272
23° 04245 69° | 09336
24° 04452 70° | 09397
25° 04663 71° | 09455
26° 04877 72° | 09511
27° 0,5095 73 | 09563
28° 05317 74° | 09613
20° 05543 75° | 09659
30° 05774 76° | 09703
31° 0,6009 77 | 09744
32° 0,6249 78° | 09781
33° 0,6494 79° | 09816
34° 06745 80° | 09848
35° 0,7002 81° | 09877
36° 07263 82° | 09903
37° 07536 83° | 09925
38° 07813 84° | 09945
39° 0,8098 85° | 09962
40° 0,8391 86° | 09976
41° 0,8693 87° | 09986
427 0,9004 88° | 09994
43° 09325 89° | 09998
447 09657 90° 1







ODPOWIEDZI

St 14-15: L) 13, b)2/10, o6, d) 52 2. Tak, b)nie. 3. <ACE.

. 6. a--5luba-11, b) a=-2-4/6 lub a=-2+4/6. 7. (355,2:23)
(B8, 2028). 8, (10,20) (2pE, BpM) p (D Be2M) g, g) (7,0),
b) 0,7, o (35,3%).  10.@) 4163, b) (20,59, 1L E 1200 €= 6,-7),
7,3 13.2) (-7,-V2), b) (7,V2), O (7,-V2). 14.2) (8,-3) b) (-1,4),
-1), d) (5+3v7,9). 15.(1,13). 16.a) A" = (10,
B =03, oA =02-2, B =@-1 da
17.2) 3,0, b) (3,1), © Gab-2), d) @a). 18. 2/4T.

SI.20-22: 1.a) x-3y+12 =0, x+6y-8=0,y+5=0,x=0, b) y= -2

y=5x 2.a) 4x-3y+2=0,2x-1,5y+1=0iy=4x+3, b zy. 3.a b-m,c
4.0 (0,21 (£,0), b (0,3) 1620, 9 0,21 (-5,0. 5.2 (-3,5), b) (3.3 ) o (133,-10),
aQ (_;,z). 6.Nie. 7.a) y=-7x+4; 7x+y-4=0, b) brak postaci kierunkowej; x -
o y=Hx-10; 1u 20y-200=0, d) y= L5302 00002 (134 5/7) x4+ 7y~ 20~ 12\,2 0.
8. a) Nie, b) 0. ) 459,60%,75%, b okolo 78°. 10, 3) y=-4x-28, b) y=1}
©) =3x+5y-20=0, d) 2x-3y-19=0. 1L a) y=3x-12, b) y =—fx-2}, o) 4x-3y-15
d) 5x-2y+9=0. 12 Réwnolegla: 2x + 3y — 4 = 0, prostopadie: 15% -y = 0, ¥ = L5x+2,
z 14 a) 40x+12y =37 =0, b) 6x-20y-31=0.

~10y +15x-1

2.y=4x+10. 3.a) 0<a<?, b) j<a<s,
90%). 6.a) (34k) b) (.1
16, b) 135 10.3. 1L

St.30-31: L.a)x®+y2 =900, b)x2+(y+4P =1, © x+2F+(y+11)° = 1,21,
@ (-5 (r-2) =% O -1 =8 D (x-v3 +(r+VE) =43 2RIT.
3.0 (x+ B) 7, b) (=17 + (=77 =50, O (x=8) +(y+5)7 =113, &) (x-8F +
+y+9) 4a) (=74 (=70 = 49 (47 + (=7 = 495 (x+ 7 4y +7) = 40
(=7 + (77 =49, b) x4+ v+ = 16 ke v+ = 16, O (k-5 +
+(y-5)? = 25 (x-57 + (y+5)7 = 25, 5. a) Styczne wewnetrznie, b przecinaja sie,

) przecinaja sie, d) przecinaja si¢, ) rozlaczne zewnetrznie, f) styczne wewnetrznie.
6.2) (x=31 + (y+6)° = 121, (x=3F + (y+6)° = 225, b) (x+ 1P + (y=3)° = (7+/10)°,
(x+ 1% +(y=3)* = (7~ V10) 7. (x-6P +y2 = 16; (x+6)° +y? = 16; (x-14)° + y? = 16;
(x+1474y2 =16, 8.a) y =(3,6). 10. ) (x+3P+(y+3P <1,
(=12 +(y-12<9, b) x2+(y-4P2> 1
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str. 35-37: 1. a) Jedno rozwigzanie, b) brak rozwiazai, c) nieskoriczenie wiele rozwiazan,
d) jedno rozwiqzanie.  2.a) p=-3lubp=2, by pel. 3.y-2x-3 4. a) Dwa,
b) dwa, ¢ 7adnego, d) jedno. S.@a-2lba--2 bp-4 62010,
4), (0.-v2T-4), b) 2,0), 0,0, (0, 6», 9 (4/3-7,0), (-4v3-7,0), (0,1
(ST, 3234T) ) ( ) (B2, 222) 0 brak
punktéw wspélnych, d) (0, 1). 8. a) 4v2, b) zﬁ, ci 2V7. 9. 10. 8/14.
11. a) y =2x- 30 lub y =2x+30, b) y=2x+8+./5 lub y=2x+8-5, ci y=2x+2/5-5
X-2/5-5, d)y=2x-8 lub y=2x+2. 12.3) y = 2/6x-5, ¥ = -2/6x -5,
: 13. (x—l,o\rﬁ)"
i}

lub y
b) y=x+V2, y=x-v2, o) y=

= 100, (x+10VI0) +y? = 100, X2 + (y+ 1% 100 b X2 + (y- 12
14a)b—‘°b b ac (-oi-2) U (24), O re (0:3), dee
15. 0,21, 0,1), (-2,0)  (2,0%; suma odleglosci wynosi 4

SI.38: 1.a) 5x+3y-13=0, b) 3x+2y-8=0. 2. (-42). 3.(3,8. 4 y=ix+1
5.4 6.7VI3 7.(x-1F+y?=13. 8 (3,¥3). 9. (3+v2,-2-2/2), (3-v2,-2+2V2).
1004 (y-vZe1) = 32202 ILa) (2P + (57 =5 b) (-8 4 (-5 = 5
12 0) (=12 + (=57 =169, b) (x=3) + (=52 = x+5h 14.C=26,
(-2,-6) lub € =24, (6,0). 15.

S, 46-50: 1.a) 4, b) 5, © S, ¢ . 2. a) Wigksze jest prawdopodobieristwo
losowania figury sposeéd Kerén:  b) 3. 3. Losowo wbrany Amerykanin to Smith.
49 i ok 520 b).lub@ 9®. 6l bF ok di

7.) 75, b) 2. 8. Ay i Ay, Az i Az, A3 i As; Ay — liczba oczek jest nieparzysta. 9. Az i Az,
As i Ag, A1 1 As; A) — Orzel nie wypadnie tyle samo razy co reszka. 10 33; 5. 5 %
12.2) #, b, o 5. 13. 8 kul czerwonych.  14. 27 oséb.  15. 21 kul.  16. a) 35,
b f 17 3% 18.@ %, b) 5, o w dwumasztowiec lub w tréjmasztowiec, d) 3%,

kY

- Wekaatln o). e e pl ety ez eyl okegty, a e — preez dunnasatouce.
20,0 45, b 3 03

st.53-54: Loa) §, b) §
) suma oczek réwna 7,
[ ENERCE N

b E O 4, d) {5, e suma oczek rowna 5,
.24 bi 43 6.a) %, b}
|

12. a) 0,01, b) 048, c) 0,64, d) 0,41.
d) 063 17.a) Nie, b) 5%, o 4, d §. 18.2 3, b}

S, 67-69:  1.a) Ipkt, b) 15pkt.  2.a) 171, czyli ok. 17gr, b) 3 71, czyli ok. ~56 gr.
3. a) Wygrywamy ok. 23,1371, b) —13 71, czyli ok. -1,07z. 4. 57 5. a) Nie, b) gracz
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traci ok. 2,707 6. 17,507k 7. 4307 8. 62z0i 1247 9. 37 7L, czyli ok. 3,64 2L
10. 407 1124078 12. ) 252, b) Kul bialych powinno by¢ 19 razy wiecej niz czarnych.

str. 74-78: 1.28. 2. 43 minuty 45 sekund. 3. @) 15 zestawdw, b) na 24 sposoby,
©) na 70 sposobow. 4. a) Na 20 sposobw, b) na 25 sposobow. 5. a) 48 mozliwosci,
b) 60 mozliwosci. 6. ) 27 liczb, b) 18 liczb, ©) 64 liczby, d) 8 liczb. 7. ) 2500 liczb,
b) 300 liczb, ) 40 liczb, ) 36 liczb. 8. a) 72 liczby, b) 81 liczb, ) 648 liczb,
d) 729 liczb. 9. a) 210 spédnic, b) 30 spédnic, ©) 90 spédnic.  10. a) A — 12 sposobow, B
— 6 sposobow, € — 48 sposobow, b) A — 36 sposobéw, B — 48 sposobow, C — 324 sposoby.

11. ) Okolo 14,5 miliona stuleci, b) najezesciej szésty, najrzadziej — pierwszy i jedenasty.
2. ) Na 24 sposoby, b) na 120 sposobGw, ¢ na 81 sposobéw, d) na 17280 sposobow.
13. a) Na 16807 sposobéw, b) na 76 125 sposobéw.  14. 63 znaki. Wskazéwka. Tworzac znak,

decydujemy o kazdej kropce, czy bedzie wypukla, czy nie. 15. a) Na 120 sposobdw, b) na 600
sposobéw, ¢) na 48 sposobow, d) na 120 sposobéw. 16, a) IVa — 156 par, IVb — 150 par,
b) 621 par, ©) 315 par. 17. Na 30 sposobow. 18. 468 zestawdw. 19, 486259 200 ciagow.
20. Na 38 sposobéw.  21. 30 znakéw. 22, a) 85 liczb, b) 162 liczby.  23. a) 117 liczb,
b) 23 liczby.  24. a) 12 liczb, b) 75 liczb.  25. a) Na 4 sposoby, b) na 6 sposobéw, ©) na
18 sposobéw, d) na 36 sposobéw.

str. 81-83:  1.a) 720, g, b) 24, 15, ©) 69 =216, 5, &) (
b s 3alblo 4.2 b) mhm- 5- ) 7
bR 9% 73 5w D O 835

b (H) ~060. 10.0) 5 b 2 0 2. 1La 4 b
b) 3%

stn84: Laibi 2L 3afny ol
15,50z1. 6. a) 240, b) 243. 7.a) 15, b) 32. 8.a)
b) 55.

75. 5. 153 71, czyli okolo
9. % 10.a) 4,

sr.88-90: 1.C. 2.D. 3.C. 4.A 5C 6.C. 7.A 8D 9B 10.B
11.D. 12.A. 13.D. 14.A. 15.A. 16. a) Woda destylowana: 07 294 roztwor
pioracy: s = 10710 29 b) 10~ 17. a) 2,1925 - 10'* m?, b) okolo 2,7989 - 10* m ~ 28 km,
©) okolo 4,87 - 102 kropel.  18. a) 29°C, b) okolo 6117 mm.

St.92-94: 1A 2.A 3.C. 4D 5B 6.C 7.B 8B 9.D 10.C
1L A 12A 13.B 14.D. 15.C. 16.B 175 18 B 19.021km.
21 xe(-23:-4). 22 VZx=1+V2. 23.p=3,q

ub 15mx 1,5mil5mx05m. 25, 240.

24 1mxIimilmx2m

S 96-98: 1.D. 2.C. 3.C. 4A 5C 6C 7.C. 8D 9.A 10.B
1L.C 128 13.C. 14.C 15.A. 16.A. 17. A 18.180.  19. 247050,
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20.q 21. Tak. 22.Tak. 23.4=-2. 25.a) 30, b) mniej. 26. 21 obrotéw, ale
ostatni niepelny.  27. a) Okolo 1,4 b) o okolo 9,5%.

s.100-103: LD, 2.D. 3.B 4A 5C 6D 7D 8D 9.C
10.A 1LC 12.C 13.A 14.C 158 b x=1, o tak, jest
malejaca, d) wartosé najwigksza dla x wartos¢ najmniejsza dia x = 6, h(6) = n
17.a) Dlax € (-4;2), b) dlak=-1lubk e (- 18. Dla x € {~5:0) U {3} U (734

19.b) y =-3x+30.

s.105-108: 1.C. 2B 3.B. 4.C 5D 6.A 7C 8C 9B
10.A. 1L A 12.C. 13.B. 14.B 15.D. 16.xe (-}4)u@3). 17.7225m
18. Po okolo 3,1 sekundy.  19. (-1, 75;. (-8,-27).  20.Dla x € (~;-2) U (7:+).
21 x € (-0;-3) U (03400). 22, .
najwieksza 16 dla x = 3, wartos¢ najmniejsza 273 dla

23. Co najmniej 47 wyrazow. ~ 24. Wartosé
20, 25.5cmx 10cm.

st 110-111: 1.C. 2.A. 3.B. 4.D. 5.C 6.B 7.D. 8B 9. A 10.C
11. 12.B. 13.Dlaa=-2ib=3. 14.a) W =2x+7x2+2x-3, b) 0, O x1
15. p=4;x=-3,x 16. D
0), fla)= 52%. 17.p=—~v2,p

(1), zbiorem wartosci jest przedzial
Lp=vZ 18.p=-6.

str.113-114: LB 2.C. 3.B. 4.D. 5.A 6.C 7 A 8B 9.C 10.C
11. Asymptota pozioma: y = 1; miejsce zerowe: 12.x=7. 13.a) 35 sléw, b) przez
14. a) O okolo 16%, b) okolo 8 dni. 15. Dlax & (-1;0) U (1;2).

mniej niz 31 d

str.116-117: 1.C. 2.D. 3.B. 4.B. 5.A. 6.B. 7.C. 8. A 9.C. 10.37
98°,45%  13. Nie. 14.sinoa= 30, cosar= -7, 16. Okolo 72°.

str.122-126: 1.D. 2B 3.B. 4B 5C 6.A 7.D. 8B 9B
10.D. 1L A 12.B. 13. A 14.A 158 16.A. 17.A. 18, Okolo
2,6m nad ziemia,  20. x = V90~ 1875 = 22. Dla o = 60°.
23, 367 -8sind0°%  25. Obwéd = 253 (sin20°+5in40%.  26. 23m.  27. O okolo 1,5%
28.P~57. 29.35iokolo 5,7; 60° i okolo 120"

str.129-131: 1L.B. 2.B. 3.B. 4B 5D 6.B 7 A 8A 9.C 10.A

1LD. 12.D. 13.A 14.C 15 % p=11 16.150% 17 18 ©,3)

19. (4, 3). 20. (10}, 14}). 21 n)x+3y 6=0, b) x-3y-6=0.
L 5.

2 (131). -
str.134-138: L.C.  2.C 3.D. 7.D. 8B
9.5 10, Lo 12.c 13 F 36207 cm?.
16,V = 17. Nie. 18, Tréjkat, kwadrat lub piciokat foremny; okolo 2,1 cm.
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19, 10961 om ~ 12,7cm, 20.r ~195mm, h ~ 389mm.  21. Okolo 0,9 tony.
22. Okolo 0,41 23. ) 96kg = 301,6kg, b) okolo 32cm. 25. 0 okolo
img ~ 39328 28. ) W odleglosci (1~ b) w odlegloci
30. Okolo 154 mm.

str.140-142: 1.D. 2.A. 3.D. 4.D. 5.B. 6.D. 7.D. 8.C 9.B 10.A
1.c 12D 13.B 14 . 15 2 =l
19. 0,0189.  20. a) 42981185, b) 21789081. 21. 3132,

str. 144-14%: 1L.A. 2.C. 3.C. 4.A 5C 6.B 7.C 8B 9.C
10.D. 1L.A. 12.B 13.C. 14.D. 15.C. 16.B. 17.B 18.D. 19.A
20.A. 21.12minut. 22 O okolo 10%. 23.a) Skg, b) 81%  24. Okolo 10,7%; o okolo
126%. 25.012% 26, Fundusz — 16,2%; lokata — 16,64%.  27. Nie. 28, Wystrdj sali
— 0.2, obsluga — 0,3, jakos¢ potraw — 0,5. 29, $rednia ocen z indeksu: 0,6, ocena z pracy
dyplomowej: 0,2, ocena z egzaminu dyplomowego: 0,2.  30. Nie, o = 0,00113g. ~ 31. Tak,
X=9888 0 ~149g
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Podrecznik jest przeznaczony do nauki matematyki w czteroletnim liceum
lub pigcioletnim technikum. Spetnia on kryteria Ustawy o systemie oswiaty
i jest zgodny z najnowsza podstawa programowa z 2018 roku.
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