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Drogie Uczennice!
Drodzy Uczniowie!

To Wasz ostatni szkolny podrecznik do matematyki. Uezyliscie si¢ tego przedmiotu
ponad dziesie¢ lat i juz niedlugo wiekszos¢ z Was podsumuje swoje umiejetnosci
egzaminem.

Przed Wami kilka pracowitych miesiecy przygotowaii do matury z matematyki. Na
pewno bedziecie si¢ starali dobrze ten czas wykorzystac.

Slowo ,matura” wywodzi si¢ z jezyka lacifiskiego — maturus oznacza ,dojrzaly”.
Diatego ten egzamin bywa nazywany egzaminem dojrzalosci. Jego wynik nie roz-
strzygnie oczywiscie, czy jestescie osobami dojrzalymi, czy tez nie. Taka nazwa
egzaminu pierwotnie miala oznacza¢ tylko (i az) dojrzalos¢ do podjecia studiéw
wyzszych.

Jestesmy przekonani, Ze niezaleznie od tego, jakie studia podejmiecie lub jaka
prace wybierzecie, przyda sic Wam ten sposob argumentacji, rozumowania i odréz-
niania prawdy od falszu, kidrego uczy matematyka. O sile matematyki $wiadczy
jednak nie tylko jej uzytecznost. Ladnie ujat to polski matematyk Hugo Steinhaus,
méwiac: ,Miedzy duchem a materia posredniczy matematyka’.

Autorzy






Prawdopodobienstwo
czesc 1

W 1654 roku stawny matematyk i fizyk Blaise Pascal (czyt. blez paskal)

otrzymat list od znanego hazardzisty i namietnego gracza w kosci,

kawalera de Méré. Autor listu prosit Pascala o odpowied?

na nastepujace pytanie: lle razy powinno sig rzucac dwiema

kostkami do gry, aby warto bylo obstawiac, Ze przynajmniej raz na

obu kostkach wypadng széstki? Od tego momentu zaczefo sie

zainteresowanie Pascala teoria opisujaca zjawiska, ktdrych

dokladnego wyniku nie mozna przewidzie¢, nazwang

pbzniej rachunkiem prawdopodobieristwa.

Prawdopodobienstwo — podstawowe pojecia = Obliczanie
prawdopodobienstwa = Drzewka ® Warto$¢ oczekiwana = Zasada
mnozenia i zasada dodawania = Wariacje = Kombinacje = Dwumian
Newtona = Kombinatoryka i prawdopodobienstwo s Powtdrzenie



PRAWDOPODOBIENSTWO
— PODSTAWOWE POJECIA

W niektdrych sytuacjach, na przyklad gdy rzucamy kostkq do gry lub mo-
neta, czy bierzemy udzial w loterii fantowej, o wyniku dzialania decyduje
tak zwany Slepy los. Czasem jednak moZna oceni¢ szanse interesujacego
nas rezultatu.

Kazde dzialanie, ktérego wyniku nie mozna z gory przewidzie¢, nazywamy
doswiadczeniem losowym. Oto kilka przykladow doswiadczei losowych:

© Rzut symetryczng moneta (
Mozliwe sq dwa wyniki tego doswiadczenia:

wypadie reszka lub wypadnie orzel.

Szansa wypadniecia reszki jest taka sama jak szansa wypadniecia orfa.
W takim razie szansa, ze w wyniku rzutu moneta otrzymamy orla, jest jak
jeden do dwéch, czyli wynosi 3. Taka sama jest szansa otrzymania reszKi.

« Rzut symetryczna kostka do gry (szescienna)
Motzliwych jest szes¢ wynikow tego doswiad-
czenia. Szansa otrzymania jednego z tych
wynikéw, na przyklad pieciu oczek, jest jak
jeden do szesciu, czyli wynosi .

Oceniajac szanse, Ze wypadng mniej niz trzy oczka, mozemy rozumowaé
tak: skoro dwa 7 szesciu mozliwych rezultatéw to liczby mnicjsze od 3,
wiec szansa jest jak dwa do szesciu, czyli wynosi 1.

* Rzut symetryczna monetg i symetryczna szescienna kostka do gry

Wszystkie mozliwe wyniki przedstawione sa w tabelce (jest ich dwanascie).
Szansa otrzymania kazdego z tych wynikéw jest jednakowa i wynosi 75.

O] ) & ) 1)
@l en @ @x (@
D | D | @« D= | Dy

A jaka jest szansa otrzymania pary: orzel na monecie i parzysta liczba
oczek na kostce? Wérod dwunastu mozliwych wynikéw doswiadczenia sa
trzy takie pary (zaznaczono je w tabeli). W takim razie szansa rozwazanego
rezultatu jest jak trzy do dwunastu, czyli 1.

PRAWDOPODOBIENSTWO. CZESC 1



Warto wies

Przy rzucie monetq szansa wypadniecia
orla jest taka sama jak szansa wypad-
nigcia reszki i wynosi 1. Nie znaczy to
jednak, e gdy na przyklad rzucimy mo-
neta 50 albo 5000 razy, to na pewno
polowe wynikéw beda stanowily orly.

‘Takimi zagadnieniami zajmowal si¢ juz
W XVII wieku szwajcarski matematyk Ja-
kub Bernoulli (czyt. bernuli). Udowodnit
on twierdzenie zwane prawem wielkich
liczb. Korzystajac z tego prawa, mozemy
powiedziec w pewnym uproszczeniu, ze

jesli wykonamy bardzo duzo rzutéw mo-
neta, to stosunek liczby orléw do liczby
wszystkich rzutéw bedzie bliski §.

Fakt ten bywa czasem 7le interpretowa-
ny. Na przyklad niektdrzy sadza, ze jesli
reszka wypadnie 10 razy z rzedu, to
w kolejnym rzucie szansa wypadniecia
orla jest wicksza niz szansa wypadni-
cia reszki. Nalezy jednak pamictaé, ze
za kazdym razem (nawet w takiej sytu-
acji) wypadniecie orla czy reszki jest tak
samo prawdopodobne.

Opisujac doswiadezenie losowe, zaczynalismy od ustalenia, jakie wyniki
mozemy otrzymaé. Kazdy mozliwy wynik doswiadczenia losowego na-

zywamy Zbior wszy: takich zdarzeri
zdarzeis h i bedziemy oznacza

greckq litera Q (czyt. omega).

w h doswi losowych zdarzeii elemen-

tarnych mozna opisa¢ w nastepujacy sposb: niech litera O oznacza
wypadniecie orla, a litera R — wypadniecie reszki, para (R,1) — wypad-
niecie na monecie reszki, a na kostce jedynki, para (R,2) — wypadniecie

reszki i dwajki itd.
Rzut moneta:
Rzut kostka:

Rzut moneta i kostka:

-{o,

Uwaga. Te zdarzeri

1,(R,1),(0,2), R,2),....,(0,6), R, 6)}

ch sq zbiorami — skla-

dajq si¢ odpowiednio z dwdch, szesciu i dwunastu elementow. Mozna takze

rozwazaé

losowe, ktérych

zdarzei

hsq

zbiorami nieskoriczonymi (na przyklad gdy wybieramy w sposob losowy punkt
nalezacy do danej proste). Tego typu doswiadczeniami nie bedziemy si¢ jednak

zajmowac.

Oceniajac szanse wynikow doéwiadezei, rozwazaliémy nie tylko zdarzenia

W dos

rzut kostkq

na przyklad szanse

zdarzenia: wypadng mniej niz trzy oczka. Temu zdarzeniu sprzyjaja dwa

zdarzenia

innymi slowy

mu pod-

zbior przestrzeni zdarzen elementarnych.

Dowolny podzbiér przestrzeni zdarze elementarnych bedziemy nazywaé
zdarzeniem losowym i oznaczac wielk litera.

PRAWDOPODOBIENSTWO ~ PODSTAWOWE POJECIA
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W tabeli podano przyklady zdarzer losowych.

Dosplderenic | opis stowny zdarzenia losowego | oier SBEIOYER
Rzut monetg A — Wypadt orzel. A= [ }

Rzut kostka B — Otrzymano 5 oczek. B={5}

Rzut kostka € — Ouzymano parzysta liczbe oczek. | €= {2,4,6}

Rzut monet D — Otrzymano reszke na monecie D={R4,R5),R.6)]
i kostkg, i wiccej niz 3 oczka na kostce.

Na rysunku obok w schematyczny sposob
przedstawiono pewna przestrzeri zdarzer
elementarnych. Kropki oznaczaja jednako-
_zdarzenie  wo prawdopodobne zdarzenia. Zdarzeniu Z
losowe sprzyja pie¢ sposrod dziewieciu zdarzen

elementarnych. Zatem szansa, e zajdzie

zdarzenie Z jest jak pie¢ do dziewieciu,

i S8 "
2darzenia clementarne czyli wynosi 3. Te liczbe nazywamy praw-

dopodobieristwem zajécia zdarzenia Z.

Jesli wszystkie zdarzenia
to prawdopodobieristwo zdarzenia losowego A bedziemy oznaczac
P(A) i obliczac ze wzoru:

PA) =

N — liczba wszystkich zdarzeri elementarnych
nx — liczba zdarzeri elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A

To twierdzenie nazywane jest Klasyczna definicj prawdopodobieristwa.
Mozna z niej korzystaé tylko wowczas, gdy zdarzenia clementarne sq jed-
nakowo prawdopodobne i jest ich skoriczenie wiele.

Dla dowolnego zdarzenia A liczba n, spelnia warunek 0 < ny < N. Zatem
prawdopodobieristwo zdarzenia A jest liczba nieujemna i nie wieksza od 1:
0<PA)<1

Uwaga. Prawdopodobieristwa zdarzeri wyraza si¢ czasem za pomoca procentéw.

Jesli zdarzeniu losowemu nie sprzyja zadne zdarzenie clementarne, to na-
zywamy je i

PRAWDOPODOBIENSTWO. CZESC 1



Jesli zdarzeniu losowemu sprzyjaja wszystkie zdarzenia elementarne, to
nazywamy je zdarzeniem pewnym. Zdarzenie pewne jest réwne przestrze-
ni wszystkich zdarzeri je

CWICZENIE A Sposrod 15 kul ponumerowanych

0 — zdarzenie 0
liczbami od 1 do 15 losujemy jedna kul. Oblicz

niemozliwe H
prawdopodobieristwo tego, ze numer wylosowa-
PO =0 nej Kl jest
Q — zdarzenie 2) liczba wicksza od 9,
pewne b) liczb mniejszq od 20,
P@) =1 9 liczba dwucyfrowa o sumie cyfr réwnej 10,

W rozwazanych dotad doéwiadczeniach dosy¢ latwo mozna bylo ustalié,
Ze zdarzenia elementarne maja rowne prawdopodobieristwa. Nie zawsze
jednak jest to oczywiste.

w

ZENIE B Rzucamy dwiema monetami — pieciozlotowka i zlotowka, Oblicz
prawdopodobieiistwo tego, Ze na jednej z monet wypadnie orzel, a na drugicj
reszka.

Rozwazmy doswiadezenie polegajace, podobnie jak w éwiczeniu B, na rzu-
cie dwiema monetami, ale tym razem jednakowymi.

Wiadomo, Ze w wyniku otrzymamy dwa orly albo dwie reszki, albo orla
i reszke. Gdybysmy jednak przyjeli, ze te zy zdarzenia tworza przestrzen
zdarzen h, to nie ¢ definicji klasycznej
do obliczania prawdopodobieristwa, bowiem te zdarzenia nie sa jednako-
wo prawdopodobne. Zwré¢my bowiem uwage, iz szansa, ze wypadna orzel
i reszKa jest, podobnie jak przy rzucaniu dwiema réznymi monetami, wick-
sza niz szansa, ze wypadna np. dwa orly.

Aby zdarzenia by
przyjac, ze

jednakowo prawdopodobne, nalezy w tym wy] padku
f zdarzen h to zbidr

=1(0,0), (O,R), (R,0), R,R) }

Okazuje si¢, ze w czasach, gdy ni

W slynnej Wielkicj encyklopedii francuskicj
z XVII wieku umieszczono artykul Orzet
i reszka, kiorego autorem byl Jean Le
Rond d'Alembert (czyt. zan le g dalam-
ber) — znany francuski matematyk. W ar-
tykule tym autor popelnit blad, przyjmu-
jac, ze przy dwukrotnym rzucie moneta sa
tylko trzy mozliwe wyniki i kazdy z tych
wynikéw jest jednakowo prawdopodobny.

PRAWDOPODOBIENSTWO ~ PODSTAWOWE POJECIA

znane byly jeszcze metody teorii praw-
dopodobieiistwa, nawet tak znakomite-
mu matematykowi jak d’Alembert zda-
rzaly si¢ pomylki przy ocenie prawdo-
podobieristwa zdarzen. W jednym z ko-
lejnych wydari encyklopedii d'Alembert
poprawil swdj artykul, podajac prawi-
dlowe wythumaczenie problemu.



[IIATTCTI W urnie jest pie¢ kul biatych, trzy czerwone i jedna zielona.

a) Losujemy jedna kule. Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania kuli biatej lub
czerwonej.

= {by, by, bs, bs, bs 2, €3, 2}, gdzie b

N=5+3+41=9 oznacza wyciagniecie pierwszej biatej kuli,

by — drugiej biate] kuli itd.

A — Wylosowano kulg biafa lub czerwona.

na=5+3=8

bi by, b, b, bs, 1, 2, G5}

pw=3

b) Wylosowano trzy kule, kazda innego koloru, i usunigto je z urny. Oblicz praw-
dopodobieistwo tego, ze nastepna wylosowana kula bedzie czerwona.

Po usunieciu kul w urnie zostaly 4 kule biafe
2 czerwone.

Q={b, by, b3, bs, 01,2}

N=4+2=6

B — Wylosowana kula jest czerwona.

ng=2 B={a,c}

ZADANIE | W torebce jest 8 cukderkéw caekoladowych, 10 owocowych 1 4 kréwid.

) Oblicz ia cukierka Iub krowki.
b) Z torebki zabrano 6 cukierkow czekoladowych i jedna krowke. Jakie jest teraz praw-
ia cukierka Tub krowki?
Uwaga. W Z w jest 9 zda-

)
rzeit elementarnych. Gdybysmy przyjeli, ze sa 3 zdarzenia elementarne: 1) wylo-
sowano biala kule, 2) wylosowano czerwong kule, 3) wylosowano zielong kulg, to
zdarzenia te nie bylyby jednakowo prawdopodobne i nie mozna byloby zastoso-
wa¢ Klasycznej definici przy obliczaniu prawdopodobieristwa. N
zadania 17

‘Wyobrazmy sobie, ze wybieramy w spos6b losowy dowolny dziei listopada
2021 roku.

Listopad ma 30 dni, zatem prze- 2021 novemsen + LISTOPAD + NOVEMBER 21121

strzen zdarzen ch === = =

mozemy okresli¢ nastepujaco: 1‘ 3\ 4/ s/ 6[ 7

10| 11 12 13|14

Q={1,2,3,...,29,30} 15‘15 17/18/ 19|20/ 21

Liczby oznaczaja odpowiednie 22|23/ 24|25 26| 27 28
dni listopada. 2930 | [54|

14 PRAWDOPODOBIENSTWO. CZESC 1



Rozwazmy zdarzeni
A — Wylosowany dzie jest niedziela lub innym dniem $wigtecznym.

B — Wylosowanym dniem jest dzieri powszedni.

Korzystajac z kalendarza, otrzymujemy:
A=1{1,7,11,14,21,28}
B=1{2,3,4,5,6,8,9,10,12,13,15,16,17,18, 19, 20, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 29, 30}

CWICZENIE C Dla zdarzen A i B opisanych powyzej oblicz P(A) i P(B).

Zauwazmy, Ze zdarzeniu B sprzyjaja wszystkie te i tylko te zdarzenia ele-
mentarne, ktére nie sprzyjaja zdarzeniu A. Zatem zbiér odpowiadajacy
zdarzeniu B to zbi6r rowny réznicy Q\A.

Zdarzenie Q\ A nazywamy zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A i ozna-
czamy symbolem A”.

Zdarzenia losowe to pewne zbiory, wice wlasnosci zdarzeii przeciwnych
mozna zapisa¢ za pomoca dzialai na zbiorach.

Jesli zdarzenia A i A’ s3 zdarzeniami przeciwnymi, to:
ANA' =0  AUA=Q  P(A)=1-P@A)

Uwaga. Zauwat, ze zdarzenie pewne jest zdarzeniem przeciwnym do niemozlisego.

Pierwsza i druga z powyzszych réwnosci s oczywiste (wynikajq z definicji
zdarzenia przeciwnego). Oto jak mozna uzasadnic trzecia z tych réwnosci:

Niech N oznacza liczbe wszystkich zdarzen elementarnych, a ny i ny
— liczby zdarzen h sprzy] h
A oraz A'. Wowczas:

oMy _N-na
Py -4 N

-
N 1-P(4)

Gdy mamy obliczy¢ prawdopodobieristwo zdarzenia, czasami latwiej jest
najpierw obliczy¢ ieristwo zdarzenia przeci

CWICZENIE D Rzucamy szescienng kostka do gry. Dla kazdego z ponizszych
zdarzei okres] zdarzenie przeciwne i ustal jego prawdopodobieistwo.

A — Wypadnie jedynka.
B — Wypadnie nieparzysta liczba oczek,
C — Wypadnie 5 lub wigcej oczek.

D — Wypadnie liczba oczek podzielna przez 6.
sadanio 823 )

PRAWDOPODOBIENSTWO ~ PODSTAWOWE POJECIA 15
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ZESTAW ZADAN

1. Losujemy jedna Karte

2 talii 52 kart. Oblicz, ja- Typowa talia kart do gry sklada si¢ z 52 kart:
kie jest prawdopodobie- 13 pikéw, 13 kierow, 13 kar i 13 trefli.

stwo wylosowania:

3 wela, . 9 ¢ &

pik Kier Karo trefl
b) figury,

9 damy kier,
d) dziesiatki,
@) blotki z liczba parzysta.

V kazdym z tych karcianych koloréw sg 4 figury
(as, krol, dama i walet) oraz 9 blotek (od dwojki do
dziesiatki).

2. a) Czy wicksze jest prawdopodobieristwo wylosowania figury sposrod wszyst-
kich kier6w, czy — kiera sposréd wszystich 52 kart talii?

b) Z talii 52 kart wylosowano juz 3 karty i wszystkie sq asami. Oblicz prawdopodo-
biefistwo tego, ze czwarta wylosowana Karta tez bedzie asem.

3. Najbardziej popularnym nazwiskiem w USA jest Smith — nosi je 1,01% miesz-
Katicow. Smith to po angielsku ,kowal”. Ciekawe, ze w Polsce bardzo duzo 0séb
nosi nazwisko Kowalski — okolo 140 tys. sposrod ok. 38 min mieszkaricow. Co jest
bardziej prawdopodobne: Ze losowo wybrany Amerykanin to Smith czy ze losowo
wybrany Polak to Kowalski?

Na fotografiach sa przedstawione trzy
kostki do gry: szescienna (z liczbami
od 1 do 6), czworoscienna (z liczba-
mi od 1 do 4) oraz dwunastoscienna
(z liczbami od 1 do 12).

W typowej kostce szescienncj suma oczek na przeciwleglych sciankach wynosi 7,
a w dwunastosciennej wynosi 13. Natomiast na kazdej Sciance typowej kostki czwo-
rosciennej umieszczone sq trzy liczby, ale tak, ze liczby przy wspolnym wierzchotku
Scianek sq takie same. Wynikiem rzutu taka kostka jest liczba przy wierzcholku,
ktéry nie lezy na stole.

4. a) Rzucamy symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobiefistwo
tego, Ze wypadna co najmniej dwa oczka.

b) Rzucamy symetryczng dwunastoscienna kostka do gry. Oblicz prawdopodobieii-
stwo tego, ze wypadnie liczba oczek wigksza niz 9.

9 Rzucamy symetryczng czworoscienng kostkq do gry. Oblicz prawdopodobieri-
stwo tego, Ze wypadnie liczba oczek bedaca liczba pierwsza.
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5. Powyzej iono siatki ni h symetrycznych kostek szes h.
Ktéra nalezy wybra, aby przy jednym rzucie mie¢ najwieksza szanse otrzymania:
a) szostki, b) szostki lub jedynki, © nieparzystej liczby oczek?

6. W urnie jest 16 kul ponumerowanych liczbami od 1 do 16. Kule z numerami
od 1 do 3 sa biale, z numerami od 4 do 7 — czerwone, a pozostale sq zielone.
Losujemy jedna kule. Oblicz prawdopodobieristwo opisanego zdarzenia.

a) Wylosowana kula jest czerwona lub zielona.

b) Liczba na wylosowanej kuli jest podzielna przez 3.

9 Wylosowano kule zielong z liczba jednocyfrowa.

d) Wylosowano kule czerwona lub z numerem parzystym.

7. W pudelku zmieszano 30 ziarenek fasoli, 20 ziarenek ciecierzycy i 50 ziarenek
grochu.

a) Jako pierwsze wylosowano ziarenko fasoli. Jakie jest prawdopodobieristwo tego,
7e drugim wylosowanym ziarenkiem nie bedzie fasola?

b) Z pudelka usunicto po 10 ziarenek kazdego rodzaju. Jakie jest teraz prawdopo-
dobieiistwo wylosowania ziarenka fasoli?

8. Rzucamy szescienng kostka do gry. Wsréd ponizszych zdarzen znajdZ pary
zdarzen przeciwnych. Jedno ze zdarzeri nie ma pary. Okredl zdarzenie do niego
przeciwne.

Ay — Liczba oczek jest mniejsza od 5.

Az — Liczba oczek jest podzielna przez 3.
As — Liczba oczek jest liczbg pierwsza. Ar=1{1,2,4,5}
Ay — Liczba oczek jest wigksza od 4.

9. Rzucamy czterokrotnie moneta. Wéréd ponizszych zdarzen znajdz trzy pary
zdarzen przeciwnych. Jedno z opisanych zdarzen nie ma pary. Okresl zdarzenie do
niego przeciwne.
Ay — Orzel wypadnie co najmniej raz.
A, — Orzel wypadnie tyle samo razy co reszka.
As — Przynajmniej raz wypadnie reszka.
A4 — Orzel wypadnie co najwyzej raz.
5 — Orzel nie wypadnie ani razu.
Ag — Orzel wypadnie dwa, trzy lub cztery razy.
A7 — Wypadna same orly.

PRAWDOPODOBIENSTWO ~ PODSTAWOWE POJECIA 17



10. Wybieramy losowo jedna z poczatkowys

eyt wystepujacych po

przecinku w licz

by 1r. Oblicz

tego,

Ze nie jest to 0 oraz prawdopodobieristwo tego, Ze nie jest to 1.

m=3,1415926535897932384626433832795028841971.

Warto wiedzieé!

W 1927 roku ukazala si¢ ksiazka Zestaw
liczh losowych angielskiego naukowca
LH.C.Tippetta. Wszystkie 24 strony tej
ksiazki wypelnialo 41600 cyfr ulozo-
nych (jak zapewnial autor) w przypad-
kowej kolejnosci. Ksiazka stala sie best-
selerem wirod ksiazek naukowych.

Komu i do czego moze si¢ przydac loso-
wo ulozony ciag cyfi? Tablice liczb loso-
wych s potrzebne naukowcom w wielu
cksperymentach. Gdy na przyklad trze-
ba zbada¢ skutecznosé dzialania lekar-
stwa, wazne jest, by dobdr pacjentow
byt zupelnie przypadkowy. Liczby loso-
we ulatwiajq wybor odpowiedniego spo-
sobu losowania badanych osob.

Mozna stwierdzi¢, ze od czasu ukaza-
nia si¢ pierwszych tablic liczb losowych
rozwinal si¢ caly ,przemysl” zwiazany
2 tworzeniem liczb losowych (ocenia sie,
Ze wartos¢ tego rynku wynosi kilkadzie-
siqt miliardow dolaréw).

LH.C. Tippett opracowal swoje tablice, wy-
korzystujac przeksztalcone odpowied-
nio dane dotyczace powierzchni angiel-
skich parafii. Wspélczesnie do tworzenia
zestawow liczb losowych uzywa sie pro-
gramow komputerowych zwanych gene-
ratorami liczb losowych. Programy te sa
w informatyce niezwykle wazne, gdyz
stuza migdzy innymi do zaszyfrowywa-
nia informacji i zabezpieczania danych.

11. Ponizej przedstawiono fragment tablicy liczb losowych. Oblicz, jakie jest praw-
dopodobieristwo tego, ze losowo wybrang z tego zestawu cyfra bedzie 9, a jakie —

7 nie bedzie to cyfra 7.

76052 05735 34843 67809
47134 48958 90863 05304
27919 50407 61154 49366
92222 12795 30723 50290
12340 02920 36288 81453
38696 97703 81305 11218

84927 29827 00812 65176
36333 61087 95482 30895
46870 25831 39449 86426
73967 36539 07714 09800
34026 87350 94393 02475
20537 68684 67208 92875

12. Losujemy jedna liczbe sposréd wszystkich liczb dwucyfrowych.
a) Oblicz prawdopodobieristwo otrzymania liczby mniejszej od 98.

b) Oblicz prawdopodobieristwo otrzymania liczby o sumie cyfr wickszej od 3.
9 Oblicz prawdopodobiefistwo otrzymania liczby podzielnej przez 12.

13. W urnie jest 12 kul zielonych. Ile kul czerwonych trzeba dorzucié, aby prawdo-
podobieristwo wylosowania kuli czerwonej bylo rowne 0,4?

18
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14. W sali sq dziewczeta i chlopey. fistwo tego, ze losowo wybrana
osoba bedzie dziewczynka, wynosi 2. Z sali wyszly trzy dziewczynki i prawdopo-
dobieristwo wylosowania dziewczynki wynioslo wtedy 3. lle 0s6b zostalo w sali?

15. W urnie byly kule biale i czerwone. Prawdopodobieristwo wylosowania bialej
kuli wynosito 2. Gdy 7 urny wyjeto trzy kule biae i trzy czerwone, prawdopodo-
bieristwo wylosowania czerwonej kuli wynosito 2. Ile kul bylo na poczatku w urnie?

16.W mieszance cukierkow czekoladowych 25% stanowia galaretki, 60% pralinki
owocowe, a reszte — trufle.

a) Jakie jest prawdopodobieristwo tego, Ze losowo wybrany cukierek bedzie trufla?
b) Jakie jest prawdopodobieiistwo tego, Ze losowo wybrany cukierek nie bedzie
pralinka owocowa?

 Z mieszanki kto$ wyjadt wszystkie galaretki. Jakie jest teraz prawdopodobieri-
stwo wylosowania trufli?

17.W pewnym miescie 20% miesz-
kancow to artysci, a 5% sposréd nich
to $piewacy. Jakie jest prawdopodo-
bieristwo tego, ze losowo wybrany
mieszkaniec tego miasta nie jest $pie-
wakiem?

18. W grze w okrety dwaj gracze ABCDEFGHI J
w kwadracie podzielonym na 100 kratek po 10
sokretow": jeden okret y
4 kratki), dwa , trzy
ce i cztery jednomasztowce. Na rysunku obok
pr okre-
6w przez jednego z graczy. Nastepnie kazdy gracz
prébuje odgadnag, gdzie leza okrety a
przez przeciwnika,

Soeuouswn—

a) Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze gracz trafi
w okret przeciwnika juz w pierwszej probic.

b) Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze w pierwszej prébie gracz trafi w najwiek-
szy okret.

§ W kiéry typ okretu najlatwiej trafi¢ (z najwiekszym prawdopodobieristwem)
w pierwszej probie?

d) Pierwsze trzy proby gracza byly nieudane. Jakie jest prawdopodobieristwo tego,
Ze trafi on w okret w nastepne] probie?

e) Przeciwnik zglosil, ze w pierwszej probie gracz trafil w okret. Jakie jest prawdo-
podobiefistwo tego, Ze trafiony okret jest dwumasztowy?
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19.w rdwnaniu 2+ kx +k =0 w miejsce k wstawiono liczbe wybrang losowo spo-
$r6d liczb: -5, —4, -3, -2, , 1,2, 3, 4, 5. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze
otrzymane réwnanie bedzle mialo jedno rozwiazanie.

©20.2) Z talii 52 Kart losujemy kolejno po jednej karcie. Oblicz prawdopodobieri-
Stwo tego, Ze ostatnia wylosowana Karta bedzie as.
b) W sali jest 9 chlopcow i 12 dziewcza. Przyjmijmy, ze kolejnos¢ wychodzenia jest
Oblicz tego, Ze ostatnig osoba, ktora wyjdzie
z sali, bedzie chlopak.
© Z pudelka, w ktérym bylo 6 kul bialych i 4 kule czarne, losowano po jednej kuli.
W Koricu zostala jedna kula. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze jest ona czarna.

2 histo

Trudno wskaza¢ moment, w ktérym po-
Jawil si¢ w matematyce rachunek praw-
dopodobieiistwa. W kosci grano juz kilka
tysigey lat temu. Od dawna wiee intereso-
waly graczy szanse otrzymania pozadane-
go wyniku rzutu kosémi. Pierwsza znang
pracg naukowa na ten temat pt. De ludo
aleae (O grze w kosci) napisal Geroni-
mo Cardano (czyt. dzeronimo Kardano)
(1501-1576). Praca byla w owym czasie
dos¢ popularna, mimo, ze ukazala si¢ dru-
kiem dopiero w 1663 roku.

Oprécz gry w kosci Cardano rozwazal
W swojej pracy takze inne kwestie zwia-
zane z rachunkiem prawdopodobiefistwa.
Opisat i probowal rozwiazac na przyklad
nastepujacy problem postawiony przez
franciszkanina Luce Paciolego (czyt. luke
pacziolego) (1445-1515):
Dwa zespoly rozgrywaly serig meczow
W pitke. Zespoly mialy rowne szanse na
Zwycigstwo i mialy grac tak dugo, az je-
den z nich osiqgnie 6 zwycigstw. Nagrodq
dia zwyciezcy byly 22 dukaty. Rozgryw-
i przerwano, gdy jeden z zespotdw miat
5 zwycigstw, a drugi 3. Jak nalezy podzie-
li¢ nagrode?

Pacioli, Cardano, a takze inny znakomi-
ty matematyk — Niccolo (czyt. nikolo)
Fontana zwany Tartaglig (czyt. tartalia)
(1500-1557) podali trzy rézne rozwia-
zania tego problemu, ale kazde z nich
bylo krytykowane.

W pelni zadowalajace rozwiazanie po-
dali dopiero w 1654 roku Blaise Pascal
(czyt. blez paskal) (1623-1662) i Pierre
de Fermat (czyt. pier ferma) (1601-1665).
Stwierdzili oni, ze seria gier moze si¢
skladac maksymalnie z 11 meczow i wy-
pisali wszystkie mozliwe wyniki ostat-
nich trzech meczow (ktére moglyby by¢
jeszcze rozegrane):

e, 202221, 2,222,

2,22,

. mzmn, 2217, 2007,

21 i z; oznaczaja odpowiednio
Zwycigstwo pierwszego i drugicgo ze-
spolu

Biorac pod uwage wygrane wczesniej
mecze, latwo stwierdzic, ze prawdopo-
dobieristwo wygrania rozgrywek przez
pierwszq druzyne wynosi %, a przez
druga é. Zatem pierwsza druzyna po-
winna otrzymac  nagrody.

© 21. Przeczytaj ciekawostke. Okresl, jak nalezaloby podzielié nagrode w sytuacji
opisanej w problemie Paciolego, gdyby rozgrywki przerwano, gdy:
a) pierwszy zespol mial 5 zwycigstw, a drugi 4,
b) pierwszy zespdl mial 4 zwycigstwa, a drugi 3.
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Warto wi

Przypuscmy, ze w sposob losowy wy-
bieramy punkt na kartce. Zdarzeri ele-
‘mentarnych w takim doswiadczeniu jest

pewien obszar na kartce. Prawdopodo-
bielistwo trafienia w ten obszar mozemy
okreslié nastepujaco:

nieskoticzenie wiele, wiec nie mozna tu
stosowac klasycznej definicii prawdopo-
dobieristwa. Przyjmijmy, Ze A oznacza

Pole obszaru A
Pole powierzchni Kartki

P(A)=

22. Przeczytaj informacje w ramce powyzej.

a) Wyobraz sobie, ze trafiamy w sposb losowy w punkt na kole. Dla kazdego z kot
na rysunku oblicz prawdopodobieristwo trafienia w zacieniowany obszar.

)

b) Placek drozdzowy wypelnia blache o powierzchni 12 dm?. Podzielono go na
réwne kawalki o powierzchni 50 cm? kazdy. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze
jedyny rodzynek w ciescie znajduje si¢ w wybranym kawatku?

) Obraz o wymiarach 1,2 m x 0,8 m przedstawia pewng posta¢, ktéra na obrazie
tym zajmuje powierzchni¢ 20 dm?. Oblicz f tego, ze mucha,
Ktéra usiadzie na obrazie, znajdzie si¢ na namalowanej postaci.

d) Naukowcy przewiduja, Ze maly meteoryt upadnie na pewien obszar, ktérego
powierzchnia wynosi 20 km?. Znajduje si¢ tam jezioro o powierzhni 50 ha. Oblicz
prawdopodobieristwo tego, Ze meteoryt wpadnie do tego jeziora.

Ciekawostka

Zwiazki miedzy geometria i rachunkiem prawdopodobieristwa sa czasem bardzo za-
skakujace. Francuski uczony Georges Louis Leclerc de Buffon (czyt. Zorz lui lekler de
bifa) (1707-1788) opisal nastepujace doswiadczenie:

Na Kartce rysujemy w rownych odstepach proste rownolegle i rzucamy w sposob
losowy igle, ktorej dlugosc jest rowna odlegtosci migdzy sasiednimi liniami. Jakie jest
prawdopodobieristwo, ze igla spadnie tak, ze przetnie jakas lini¢?

Buffon udowodnil, ze prawdopodobieristwo to wynosi

Wyobrazmy sobie, Ze rzucamy wieloma
iglami. Obliczajac stosunek liczby przy-
padkow, gdy igla przeciela jaka linie, do
liczby wszystkich igiel, otrzymalibysmy

jac z tego faktu, starano si¢ doswiadczal-
nie obliczy¢ przyblizong wartosé licz-
y .
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© 23. Na kartce narysowano linie pionowe i poziome tak,
Ze odleglosci miedzy sqsiednimi liniami sq réwne a (zob.
rysunek). Rzucamy monete o Srednicy a tak, ze $rodek
monety lezy na obszarze pokrytym liniami. Jakie jest
prawdopodobiefistwo, Ze moneta zakryje punkt kratowy
(wierzcholek ktoregos z kwadratow)?

,,E?L,

S1. W urnie jest siedem kul z numerami od 1 do 7. Losujemy jedna kule. Niech a
oznacza prawdopodobieristwo tego, ze losujac kule  urny, trafimy na kule z liczba
parzysta, b — z liczba nieparzysta, a ¢ — z liczba pierwsza. Wynika stad, ze:

MINISPRAWDZIAN

Aa=b=c B.a<b<c C.a<b=c D.a=b<c

52. 7 talii wybrano zestaw kilkunastu kart. Prawdopodobieristwo tego, Ze loso-
wo wybrana Karta z tego zestawu bedzie kierem, wynosilo 3. Z zestawu usunieto

2 Kiery i tera tego, Ze karta h kart
7 zestawu bedzie Kierem, jest rowne . Ile kart poczatkowo bylo w zestawie?
A 12 B. 15 C. 16 D. 18

53. Z talii losujemy kolejno 3 karty. Jako zdarzenie A okreslmy wylosowanie co
najmniej jednego pika. Ktdre z ponizszych zdarzeri bedzie zdarzeniem przeciwnym
do zdarzenia A?

A. Tylko jedna z wylosowanych kart jest pikiem.

B. Wszystkie wylosowane karty to kiery.

C. Zadna z wylosowanych kart nie jest pikiem.

D. Jedna z wylosowanych Kart nie jest pikiem.

OBLICZANIE PRAWDOPODOBIENSTWA

CWICZENIE W jednym pudelku znajduja si¢ cztery kule z liczbami od 1 do 4,
w drugim pudelku sq trzy kule z literami A, B, C. Losujemy po jednej kuli
7 kazdego pudeltka. Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne.

W poprzednim rozdziale pokazalismy, jak za pomoca tabelki przedstawic
wszystkie zdarzenia elementarne przy rzucie kostka i moneta (zob. s. 10).
Podobne tabelki moga by¢ pomocne przy obliczaniu prawdopodobieristwa.
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[TATTTEE Rzucamy symetrycznymi kostkami czworoscienng i szescienna.
Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze suma wynikéw bedzie rézna od 6.

A — suma liczb na kostkach jest rézna od 6.

A’ — Suma liczb na kostkach wynosi 6.

1l kostka

| kostka® 1 2 3 4 5 6

Przestrzen zdarzen elementar
1 v nych przedstawiamy za pomo-
ca tabelki. Pola tabelki odpo-
v wiadaja zdarzeniom elementar
7 nym (parom liczb). Zaznaczone
pola sprzyjaja zdarzeniu A"

ZADANIE  Raucamy symetrycznymi kostkami szeScienng i czworoscienna, Oblicz
fistwo tego, Ze iloczyn liczb nie bedzie rowny 12.

Sposrod pieciu kul ponumerowanych liczbami od 1 do 5 losujemy
kolejno dwie kule i zapisujemy — od lewe] do prawej — cyfre z pierwsze] kuli,
a potem cyfre z drugiej kuli. Oblicz tego, ze
liczba jest parzysta i wigksza od 30.

A — Otrzymana liczba jest parzysta i wigksza od 30.

Rysujemy tabelke. Poniewaz w tym do-
Swiadczeniu niemozliwe jest wyloso
wanie dwéch kul o tym samym nume:
rze, wiec nie bierzemy pod uwage pol
odpowiadajacych parom tych samych
liczb (w tabelce je zacieniowano).

ZADANIE | Sposréd liczb 1,2, 3,41 5 losujemy kolejno dwie. Oblicz prawdopodo-
bieiistwo tego, Ze suma tych liczb jest nieparzysta i mnicjsza od 6.
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W skarbonce jest szes¢ monet: dwuztotéwka, trzy zfotowki i dwie
plgcdneslecmgroszowkl Wybieramy losowo dwie monety. Oblicz prawdopodo-
biefistwo tego, ze otrzymamy kwote mniejsza niz 2 zt.

A — Wylosowana kwota jest mniejsza niz 2 z1.

Tzt [ 1zh | 12t |50gn [S0gr,

W tabeli 1 zt), 1212, 1 213 ozna-
1zh czaja trzy rézne monety jed-
noztotowe, a 50 gry i 50.gr2
T2t oznaczaja_dwie rézne mone
ty
T2ty mozemy wylosowaé dwa razy
te] samej monety, wiec nie bie-
0 rzemy pod uwage pél odpo-
an wiadajacyeh parom tych samych
5091,

N=6-6-6=30
na=14

Pay=13

ZADANIE W skarbonce s3 nastepujace monety: dwie picciozlotowki, cztery dwu-
Zlotéwki i dwie zlotowki. Losujemy dwie monety. Oblicz prawdopodobieiistwo tego, ze
wylosujemy wiecej niz 3 z1.

Uwaga. W powyzszym przykladzie interesowala nas otrzymana kwota, a nie kolej-
nos¢ wylosowanych monet, moglibysmy wige inaczej opisac przestrzei zdarzer
elementarnych — biorac pod uwage tylko polowe tabeli (jak na rysunku ponizej).
Zdarzeii clementarnych byloby 2 razy mniej, czyli 15, a zdarzer sprzyjajacych
zdarzeniu A byloby wéwczas 7.

1zh | 12k | 12} |50gr |50gr
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ZESTAW ZADAN

1. a) Rzucamy symetryczng szescienna kostka do gry i symetryczna moneta. Oblicz

prawdopodobieiistwo tego, Ze na monecie wypadnie reszka, a na kostce — nie

wiecej niz 4 oczka.

b) Losujemy jedna Karte sposrod wszystkich kroli z talii oraz jedna karte sposrod
tkich dam. Oblicz iefs W ten sposéb dwoch kart

tego samego koloru (np. dwéch trefli lub dwdch Kar itd.).

© W jednej urnie sa 3 kule — czerwona, biata i ziclona, a w drugiej urnie sq 2 kule

— czerwona i biala. Losujemy po jednej kuli z kazdej urny. Oblicz prawdopodo-

biefistwo wyciagniecia dwéch kul w tym samym kolorze.

2. Rzucamy dwiema réznymi symetrycznymi szesciennymi kostkami.

a) Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze co najmniej na jednej kostce bedzie jedynka.
b) Oblicz prawdopodobiefistwo tego, Ze na obu kostkach bedzie tyle samo oczek.
¢ Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze na kazdej kostce bedzie co najmniej 5 oczek.
d) Oblicz prawdopodobiefistwo tego, Ze suma oczek bedzie rowna 4.

€) Oblicz najbardziej prawdopodobna sume oczek.

1) Oblicz najbardziej prawdopodobna réznice miedzy wynikami na kostkach (od
wigkszego wyniku odejmujemy mniejszy).

3. Losujemy dwie karty sposrod wszystkich figur pikowych.
a) Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze jedn z wybranych Kart bedzie krol.
b) Oblicz prawdopodobieristwo otrzymania kréla i damy.

4. 7 zestawu o$miu kart z jednej talii, w ktorym sa cztery damy i cztery dwdjki,
wylosowano kolejno dwie karty. Okresl zdarzenie przeciwne do podanego i oblicz
jego prawdopodobieristwo.

a) Wér6d wylosowanych Kart jest co najmnicj jedna dama.
b) Obie wylosowane karty sa kierami.
 Dokladnie jedna z wylosowanych kart jest figura.

5.W grze ,kamiefi, papier, nozyczki” kazdy z dwéch grajacych pokazuje losowo
albo pies¢ (kamiexi), albo otwart diofi (papier), albo dwa palce (nozyczki). Oblicz
prawdopodobieristwo tego, ze gra zakoficzy si¢ wygrana nozyczek.

- o

Kamiesi wygrywa papier wygrywa nozyczki wygrywaja
2 nozyczkami 2 kamieniem Z papierem
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© 6. W sklepie zoologicznym sa dwie myszy — biala i szara.

2) Wiadomo, Ze co najmniej jedna z myszy jest samcem. Oblicz prawdopodobiefi-
stwo tego, Ze obie myszy sa samcami.

b) Sprzedawca powiedzial, ze biala mysz jest samcem. Oblicz prawdopodobieristwo
tego, ze obie myszy sq samcami.

© 7. W skrzyni przechowywanych jest 6 r6znych par butéw. Oblicz prawdopodobiei-
stwo tego, Ze dwa losowo wybrane buty beda pochodzily z tej samej pary.

Zestaw do gry w domino
sklada si¢ z 28 roznych
Kostek. Kazda kostka po-
dzielona jest na dwie cze-
Sci, a na kazdej czesci
jestod 1 do 6 oczek albo
nie ma oczka.

9. Na rysunku przedstawiono sytuacje po kil-
ku ruchach rozpoczetej partii domina. Oblicz
prawdopodobieristwo tego, ze kostke wybrana
losowo sposréd pozostalych bedzie mozna do- B 2|
Taczy¢ do kostek lezacych juz na stole.

8. 7 zestawu kostek do gry w domino losujemy jed-
na kostke. Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze:

a) na obu czesciach wylosowanej kostki jest taka sa-
ma liczba oczek,

b) co najmniej na jednej z dwéch czesci wylosowa-
nej kostki znajduja sie 4 oczka,

) suma oczek na wylosowanej kostce jest rowna 8.

10. Rzucamy dwukrotnie symetryczng szescienng,
kostka, ktdrej siatke przedstawiono obok. Oblicz

ponizszych zdarzei.
A — Dwa razy wypadnie ta sama liczba oczek.
B — W drugim rzucie wypadnie wicksza liczba oczek
niz w pierwszym.

11. Na sze$ciennych symetrycznych kost-

® ®
Kach @, (®i © umieszczono takie liczby
oczek, jakie wida¢ na rysunkach. Pierw- [2] [+] i+
szy gracz wybiera jedna z kostek, a drugi R [ [ B3]
gracz — jedng z pozosalych fobaj rzuca  [33[22] (B[ Befle’]
ja swoimi kostkami. Wygrywa ten, ktéry H B =

wyrzuci wicksza liczbe oczek.

a) Pierwszy gracz wybral kostke (. Ktéra kostkg powinien wybraé drugi gracz, by
mie¢ jak najwieksza szanse wygranej?

©b) Czy jest wir6d tych kostek najsilniejsza, to znaczy taka, Ze jesli ja wybierze
pierwszy gracz, to ma wieksza szanse wygrania niz gracz drugi, niezaleznie od
tego, ktéra z pozostalych kostek wybierze drugi gracz?

26
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MINISPRAWDZIAN

1. Rzucamy szescienng kostka oraz zetonem, ktéry na jednej stronie ma jedna
kropke (1 oczko), a na drugiej — dwie. Wynikiem rzutu nazywamy iloczyn liczby
oczek na kostce i zetonie. Niech A oznacza zdarzenie, ze wynik jest liczba parzysta,
B — Ze jest wielokrotnoécia liczby 4, C — ze jest wigkszy od 5, D — ze jest liczba
pierwsza. Ktéra rownosc nie jest prawdziwa?

=3 al . | =l
A P(A)=3 B.P(B) = C.PO) =5 D. P(D)= 3
S2. W szufladzie sa skarpetki w réznych kolorach — 3 czarne, 3 granatowe i 2 czer-
wone. Wyciagamy losowo dwie skarpetki. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze
beda one w roznych kolorach?

Al B3 c i D. 4
DRZEWKA
W ich rozdzi ialismy, jak obliczaé

stwa zdarzeri w prostych doéwiadczeniach losowych. Pokazemy teraz, jak
mozna postepowac, gdy sytuacja jest nieco bardziej skomplikowana.

Rozwazmy do$wiadczenie, ktére polega na tym, Ze najpierw rzucamy sy-
metryczng kostka do gry, nastepnie — gdy wypadnie széstka — losujemy
kulg z pierwszego pudetka, a w pozostalych wypadkach — z drugiego.

W pierwszym pudetku sq kule czerwone, zielone i biale, a w drugim —
czerwone i zielone (zob. rysunek ponizej). Zastanowmy sie, jakie jest praw-
dopodobieristwo wylosowania biatej kuli.

=y

15 kul - 6 czerwonych 10 kul - 3 czerwone
4zielone, 5 bialych 17 zielonych

Biale kule s tylko w pierwszym pudelku. Losujemy z tego pudelka, gdy
wyrzucimy szostke, zatem zdarzenia, w ktorych losowane beda kule z tego
pudelka, stanowia ; wszystkich mozliwych zdarzefi. Natomiast wylosow.
nie bialej kuli z pierwszego pudelka to = wszystkich mozliwych wynikéw
losowania z tego pudelka. Zatem prawdopodobieristwo wylosowania biatej
Kuli jest réwne 15, gdyz:
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A jakic jest prawdopodobieristwo wylosowania czerwonej kuli?

Zdarzenia, w ktérych wylosujemy czerwona kule z pierwszego pudetka,
stanowig & - & wszystkich mozliwych zdarzen, a zdarzenia, w ktorych
wylosujemy kule czerwona z drugiego pudetka, stanowia 2 - 7 wszyst-
Kich zdarzefi. Wobec tego pravdopodobiefistwo wylosowania czerwonej
kuli jest réwne 13, gdyz:

Doswi ie to wygodnie jest ¢ za pomocg diagramu zwanego
drzewkiem. Ponizej przedstawiamy kolejne etapy rysowania drzewka.

1. llustrujemy pierwszy etap doswiad-
czenia, czyli rzut kostka. Interesuja nas
zdarzenia: wypadnie széstka (wowczas
bedziemy losowaé z I pudetka) lub wy-
padnie inna liczba oczek (wowczas be-
dziemy losowac z I1 pudetka).

)

B
g
3

2. Przy narysowanych galeziach za-
pisujemy prawdopodobieristwa odpo-
wiednich zdarzen (szostke otrzymamy
2 prawdopodobieiistwem L, a inny wy-
nik — z prawdopodobiefistwem 3).

-
o

B
&
S

3. Nustrujemy drugi etap doswiadcze-
nia, czyli losowanie kul z pudelek. Przy
narysowanych galeziach zapisujemy
odpowiednie prawdopodobieristwa (lo-
sujac z I pudelka, mozemy otrzymaé
kulg_czerwonq 2 prawdopodobier-
stwem E zielong z prawdopodobier-
stwem 15 itd).

o

Tk
She ok
>%
:
3

@

O
o
o

Otrzymane drzewko moze posiuzyé do obliczania prawdopodobieiistw
roznych zdarzen zwiazanych z d

PRAWDOPODOBIENSTWO. CZESC 1



DRZEWKA

Na pierwszych dwoch rysunkach ponicej zilustrowano omowione juz zda-

rzenia. Trzeci rysunek ilustruje
pudetka i byla ona biata lub czerwona.

A — Wylosowano kule biala.

-
ot

[©)
o B — Wylosowano kul czerwona,
g 1 H
: § q
£ 6 nie 6
3 &£
it d

1.6
PB) =515

kule z

Zdarzeniu A odpowiada zaznaczo

otrzymamy, mnozac prawdopodo-
bieristwa zapisane przy tej galezi.

Zaznaczamy gatezie drzewka od-
powiadajace zdarzeniu 8; szukany
wynik otrzymamy, mnozac praw-
dopodobienstwa zapisane przy tych
galeziach i dodajac otrzymane ilo
czyny.

o € — Wylosowano kulg z pierwszego pudelka i byla ona biata lub czerwona.

rzut kostka

Zaznaczamy gatezie drzewka od-
powiadajace zdarzeniu C; oblicza-
my odpowiednie iloczyny i dodaje-
my je

Uwaga. Stosujac metode, ktéra tu przedstawiamy, korzystamy intuicyjnie z twier-
dzenia o prawdopodobieristwie calkowitym, ktre omawiamy w jednym z nastep-

nych rozdzialow.
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ie: rzucamy sy-

Na rysunku ponizej

metryczna moneta i jesli wypadnie orzel — rzucamy symetryczna szescien-
na kostka, a gdy wypadnie reszka — rzucamy symetryczng czworo$cienng
Kostka.

0 R
AN N
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4

Gdy cheemy obliczy¢ prawdopodobieri-
stwo wybranego zdarzenia, np. ,Na ko-
stee wypadnie czworka”, wygodniej jest
Korzystac z uproszczonego drzewka, ta-

kiego jak na rysunku obok.

Z tego drzewka moglibyémy ko-
rzystac przy obliczaniu prawdopo-
dobiefistwa réznych zdarzer zwia-
zanych z tym do$wiadczeniem.

N
o
4 nie 4 4 nie 4

Zwr6¢ uwage, ze w kazdym drzewku galezie wychodzace z jednego punktu
ilustruja wszystkie mozliwe wyniki w danym etapie. Dlatego suma praw-
dopodobiefistw zapisanych przy tych galeziach zawsze jest réwna 1.

[IIATTCREE Losujemy kolejno dwa razy po jednej karcie bez zwracania z talii

52 kart. Oblicz

karty to dwa asy, oraz

tego, ze wsréd wylosowanych kart jest dokfadnie jeden as.

A — Wylosowano dwa asy.
B — Wylosowano dokladnie jednego asa.

Po pierwszym losowaniu W ta-
lii zostato 51 kart. Jezeli za
pierwszym razem wylosowa:
no asa — to w talii zostaty
jeszcze 3 asy, a jesli nie wylo-
sowano asa — wtedy zostaty
tam jeszcze 4 asy.

as inna karta
3 48 & 4
3 3 & t
X Na drzewku zaznaczono ko-
as inna karta as innakarta  lorem selonym gaterte odpo-
wiadajace zdarzeniu 4, niebie-
i i skim zas — odpowiadajace
P = 2= 5t Zdarzeniu 8
-4.48 48 4 _ 32
PB) =357 * 52757 = 221

ZADANIE  Losujemy kolejno dwa razy po jednej karcie bez zwracania  tali 52 kart.
Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze wérod tych kart bedzie dokladnie jeden kier.

30
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Wyobraz sobie, ze wykonujemy rzut symetryczna szescienng kost-
ka. Jesli otrzymamy 1, 2 lub 3 oczka, to rzucamy kostka ponownie, a jesli
otrzymamy 4 lub 5 oczek — mamy prawo do dwdch kolejnych rzutéw. Wy-
grywamy wtedy, gdy wypadnie szostka. Oblicz prawdopodobieristwo wygranej.

A— W jednym z rzutéw wypadta széstka.

3.1 2.1 251 1 19
PA=55+56*566*c6-34

ZADANIE = Rzucamy symetryczng moneta. Jesli wypadnie orzel, to rzucamy syme-
tryczng szescienna kostka do gry, a jesli wypadnie reszka — rzucamy taka kostka
dwukrotnie. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze co najmniej raz wypadnie jedynka.

Zwr6é uwage, ze nie zawsze musimy narysowa cafe drzewko, aby obliczyé
prawdopodobieistwo jakiegos zdarzenia — wystarczy narysowa¢ te gale-
zie, ktére dotycza i yacych nas wynikéw dos losowego.

[TIATTXEN 7 talii 52 kart losujemy trzy razy po jednej karcie bez zwraca-
nia. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze co najmniej jedna z nich nie bedzie
dziesiatka.

A — Co najmniej jedna z wyciagnitych art nie jest dziesiatka.

A’ — Wszystkie wyciagniete karty to dziesiatki.

10 nie 10
,

Zdarzeniu A" odpowiada zaznaczona galaz
drzewka.

ZADANIE W urnie jest 5 bialych kul i 10 czarnych. Losujemy trzy razy po jednej
Kuli bez zwracania. Oblicz prawdopodobieiistwo tego, Ze co najmniej jedna z nich nie
bedzie biala.

DRZEWKA 31



[TIATTA Dwa klocki z litera T i po jednym klocku z literami A i K ustawiamy
losowo obok siebie. Oblicz prawdopodobieristwo otrzymania w ten sposob stowa
TAKT.

5 — Otrzymamy stowo TAKT.

Wystarczy narysowat ten fragment drzewka,

kidry zawiera gata przechodzaca kolejno
AN przez litery T, A, K, T.

A niea Po wylosowaniu pierwsze] ltery nastepna Ii

tere losujemy sposréd pozostalych trzech

\ (diatego na drugim poziomie prawdopodo-

nie K biefistwa wynosza &

X
iz

ZADANIE  Ustawiamy losowo obok siebie dwa klocki z litera A i dwa Klocki 7 lite-
1a M. Oblicz prawdopodobieiistwo tego, 7e ulozymy slowo MAMA.

zadonia 121
Ciekawostka
Na kuponie gry losowej Lotto gracz « |~ o "
skresla 6 sposrod 49 liczb. Korzy- 25 4 »
stajac z drzewka, mozemy ob- o metons e
liczyé, jakie jest prawdopo- awdopodobies-
dobieristwo tego, ze ma- s Stwo tego, ze pierw-
trafiona  nietrafiona sza z wylosowanych

szyna losujaca wybie-
e liczb jest jedna ze skre-

Slonych przez gracza, wyno-
trafiona  nietrafiona si 45. Druga liczbe maszyna lo-

43
i

mych hczb kio-

re skreslil gracz p b i
na kuponie. 2 suje sposrod 48 liczb; prawdopo-
H dobieiistwo tego, ze bedzie to jedna
; "a’“’“j niewafiona 5 pozostalych pigciu liczb skreslonych
kS # przez gracza, wynosi 7 itd.
wrafiona  niewafiona  Zatem prawdopodobieristwo trafienia szdstki
% 2 obliczamy nastepujaco:
2 6.5.4.3 N
trafiona  nietrafiona 39 18 47 16 3983816

Mozemy powiedzie¢, ze szansa trafienia szGstki w Lotto jest w przyblizeniu jak jeden
do czternastu milionéw. Zatem, aby mieé pewnosé glownej wygranej, nalezatoby
zlozy¢ okolo 14 min réznych zakladéw. Warto si¢ zastanowic, dlaczego — skoro
prawdopodobieristwo jest tak male — co jakis czas trafia si¢ najwyzsza wygrana.

Przypuscmy, ze przed losowaniem zlozono 10 min réznych zakladéw. Szansa, ze co
najmniej jeden 7 nich to szczesliwa szostka, jest jak 10 do 14, czyli ponad 70%.
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ZESTAW ZADAN

1. Pewne doswiadczenie polega na rzucie symetryczna moneta i wylosowaniu jed-
nej karty. Jesli wypadnie reszka — karta jest losowana z talii 52 kart, a jesli
wypadnie orzel — Karte losuje si¢ z talii, z ktorej usunigto wszystkie figury. Oblicz
prawdopodobiefistwo:

a) wylosowania krola, o wylosowania dwojki,

b) wylosowania krola trefl, d) wylosowania dwojki pik.

2. W urnie znajduja si¢ 3 kule biale i 7 czarnych. Losujemy jedna kule. Jesli wylo-
sowana kula jest biala, to rzucamy symetryczng szescienng kostka do gry, a jesli
czarna — rzucamy symetryczna kostka dwunastoscienna.

a) Oblicz iefistwo tego, ze jiemy kule biala, a w wyniku rzutu
kostka otrzymamy liczbe pierwsza.

b) Oblicz prawdopodobieristwo otrzymania liczby pierwszej na kostce.

3.W dwéch pudelkach sq losy loteryjne. W pierwszym pudelku jest 50 losow,

w tym 10 wygrywajacych. W drugim pudelku jest 80 losow, w tym 20 wygrywaja-

cych. Rzucamy kostka do gry. Jesli wypadnie 1 lub 6 — ciagniemy los z pierwszego

pudetka. W pozostalych wypadkach ciagniemy los z drugiego pudelka. Oblicz praw-
i yciagniccia losu wygrywajacego.

4. Do worka wrzucono 50 loséw loteryjnych, w tym 15 wygrywajacych.

a) Wyciagamy kolejno dwa losy. Oblicz fistwo tego, Ze wyciagnelis-
my dwa losy wygrywajace. Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze co najmniej jeden
los jest wygrywajacy.

b) Wyciagamy kolejno trzy losy z worka. Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze je-
den 7 nich jest wygrywajacy, a dwa — przegrywajace.

5. W dwéch pudelkach sa cukierki. W pierw-
szym pudelku jest 15 cukierkow czekola-
dowych i 5 owocowych, a w drugim jest
20 cukierkow czekoladowych i 30 owoco-
wych. Losujemy cukierek najpierw z pierw-
szego, a potem z drugiego pudetka.

a) Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze w wyniku losowania otrzymamy dwa cu-
Kierki czekoladowe.

b) Oblicz f tego, 7e jeden z. h cukierkéw bedzie
czekoladowy, a drugi — owocowy.

6. Rzucamy trzy razy symetryczng moneta, Wyjasnij, dlaczego zdarzenia ,wypadna
dwa orly i jedna reszka” oraz ,wypadng dwie reszki i jeden orzel” sa jednakowo
Oblicz jefistwo kazdego z tych zdarzen.
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7. Rzucamy pie¢ razy symetryczng moneta. Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze:
a) co najmniej raz wypadnie orzel,
b) co najwyzej trzy razy wypadnie reszka.

8. Rzucamy trzema réznymi symetrycznymi szesciennymi kostkami do gry.
a) Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze wypadnie dokladnie jedna széstka.

b) Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze iloczyn liczb otrzymanych na kostkach
bedzie liczba parzysta.

9. Wyobraz sobie, Ze losujemy kolejno dwie Karty
spoérod kart przedstawionych na fotografii. Przyj-
mijmy, Ze wynik losowania to suma liczb na Kartach.
Dla Kazdego z mozliwych wynikow oblicz prawdo-
podobieristwo otrzymania tego wyniku.

10. Wybieramy trzy razy po jednej karcie bez zwracania z talii 24 Kart, skladajacej
sie ze wszystkich figur oraz dziewiatek i dziesiatek. Oblicz e
tego, Ze:

a) wszystkie wylosowane Karty beda kierami,

b) wsrod tych kart bedzie tylko jedna figura,

© wsréd tych kart bedzie as.

11.Z talii 52 kart wybieramy kolejno 4 karty. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze
wéréd wybranych kart:

a) nie bedzie ani jednego kiera, b) bedzie co najmniej jeden as.

12. Druzyny pitkarskie Arsenal i Bajer maja rozegrac ze soba dwa mecze. Eksperci
twierdza, ze w kazdym z tych meczow prawdopodobieristwo wygranej Arsenatu
jest réwne 0,5, a wygranej Bajeru — 0,4. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze:

a) oba spotkania zakoricza si¢ remisem,

b) Arsenat przegra tylko jeden mecz,

) Bajer wygra co najmniej jeden mecz,

d) obie druzyny zdobeda w tych dwéch meczach po tyle samo punktow (tzn. albo
wygraja po jednym meczu, albo oba mecze zakoricza si¢ remisem).

Uwaga. Za zwycigstwo druzyna otrzymuje 3 pk, a za remis 1 pkt.

13. Na meczu koszykowki mezczyzni sta-
nowia 20% kibicow. Barwami swojej druzy-
ny pomalowalo twarze 70% panow i 80%
kobiet. Oblicz prawdopodobienistwo tego,
Ze losowo wybrany kibic zachowal wlasng
twarz (niepomalowana).
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i gorale oceniaja, Ze w tym roku szanse na cieplq jesieri sq dwa razy
wicksze niz na zimna jesien. Przewidujq oni, ze jesli jesier bedzie ciepla, to 2 praw-
dopodobieristwem 95% zima bedzie $niezna. Jesli jednak jesieri bedzie chiodna, to
$nieznej zimy nalezy sie spodziewac z prawdopodobieristwem 90%. Oblicz, jakie —
wedlug gorali — jest prawdopodobiefistwo tego, Ze zima bedzie $niezna.

15. Z dworca prowadza dwa wyjscia: wyjscie A — na przystanek autobusowy oraz
wyjécie B — na postdj taksowek. Zaobserwowano, ze pasazer Korzysta z wyjscia A
2 prawdopodobieistwem 70%, za$ z wyjscia B — z prawdopodobieristwem 30%.
Losowo wybrano trzech pasazerow. Oblicz pnwdopodobmnsm tego, Ze:

a) wszyscy wybiora wyjscie A,
b) wszyscy wybiorg to samo wyjscie,

© jeden wybierze wyjscie A, a pozostali dwaj — wyjscie B,
d) tylko dwaj z nich wybior to samo wyjscie.

16. Na rysunku przedstawiono plan
Sciezek w parku. Wyobraz sobie, ze
idac od wejscia, na kazdym rozwi-
dleniu decydujesz za pomoca rzutu
monetg o tym, w ktora strong poj
dziesz (orzel — w prawo, reszka —
w lewo).

Przeprowadicie w Klasie symulacje
spaceru po parku. Niech kazdy
rzuca monetq trzy razy i zapisze,
w kidrej altance by si¢ znalazl.
[,k o Ustalcie, jaka czesé 2 was trafila do
samowia Altanka Swiatynia sl

T dokowa  mama ) kazdej 2 altanck.

©17.a) W pudetku jest 16 czekoladek, w tym 4 marcepanowe. Losowo wybiera-

my po jednej czekoladce bez zwracania, do momentu, gdy wylosujemy czekoladke
tego, ze losowac bedziemy mniej niz trzy

Czy
razy, jest wieksze niz 7
b) Z talii 52 kart losujemy po jednej Karcie bez zwracania, tak dlugo, az w reku
bedziemy mie¢ dwa asy. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze losowanie zakoriczy
si po wyciagnieciu trzeciej karty.
© Rzucamy moneta tak dlugo, az wypadna dwa orly, niekoniecznie kolejno. Oblicz
fi tego, ze fi rzucanie po trzecim rzucie.

d) Rzucamy moneta. Gdy wypadnie orzel, przerywamy rzucanie, a gdy reszka —
rzucamy jeszcze raz. Wykonujemy najwyzej trzy rzuty. Oblicz prawdopodobieristwo
tego, Ze w ostatnim rzucie wypadnie orzel.
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Ciekawostka

W pewnym teleturnieju za jednymi z troj-
ga drzwi jest ukryta nagroda. Uczestnik
gry staje sic jej wlascicielem, gdy wskaze
wlasciwe drzwi. Zgadywanie odbywa si¢
W nastepujacy sposob:

* Grajacy wskazuje drzwi, za ktorymi
wedlug niego schowano nagrode.

* Prowadzacy teleturniej otwiera loso-
wo jedne z pozostalych drzwi (za kt6-
rymi nie ma nagrody) i pyta grajacego,
czy podirzymuje swoja decyzie, czy
moze chee ja zmienic.

© Grajacy wskazuje jedne z dwojga drzwi,
ktére pozostaly zamknicte.

Ten teleturniej nadawano wtelewizji
wiele lat. Widzowie, uwaznie sledzac wy-
niki, mogliby zauwazyé, ze wiréd graczy

Zmieniajacych swa_pierwotng decyzje
odsetek wygrywajacych byl wyzszy niz
wérod pozostalych graczy.

Obliczmy prawdopodobieristwo wygra-
nia nagrody w tym teleturnicju, przy
zalozeniu, Ze gracz zawsze zmienia de-
cyzje.

3 3
trafny nietrafny
wybér. wybdr
o . 1 0
wafny miewafny  wafny  niewafny
wybor  wyb6r wyb6r  wybdr

Przy zmianie decyzji prawdopodobieri-
stwo wygranej obliczamy nastepujaco:

1.0+2.
1042

3

Zatem, gdy gracz zmienia decyzje, to
prawdopodobieristwo, Ze zdobedzie na-
grode jest dwukrotnie wigksze niz praw-
dopodobieiistwo, e jej nie zdobedzie.

Zagadnienie to budzilo wiele emogji i sta-
10 sic tak znane, ze nadano mu nawet naz-
we: dylemat Monty'ego Halla (od imienia
i nazwiska prezentera, ktory prowadzil
ten teleturniej przez kilka lat).

18. Przeczytaj Oblicz

wskazania przez grajace-

go whasciwych drzwi, gdy przyjat on strategie, ze:

a) nie zmienia swojej decyzji,

b) zmienia decyzj¢ lub jej nie zmienia w zaleznosci od wyniku rzutu moneta,

19. Przeczytaj ciekawostke. Przypusémy, ze w teleturnieju Monty'ego Halla zmie-
niono warunki: w I etapie jest czworo drzwi, a po wyborze jednych z nich przez
uczestnika prowadzacy gre otwiera losowo dwoje z niewskazanych drzwi (te,
7a ktérymi nie ma nagrody). Oblicz prawdopodobieristwo wskazania wlasciwych
drzwi, gdy przyjmiemy strategi, ze:

a) zmieniamy decyzje,

b) podtrzymujemy decyzje,

) zmieniamy decyzje losowo (w zaleznosci od wyniku rzutu moneta).
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©20. W pierwszej urnie jest 6 kul bialych i 4 czarne, a w drugiej urnie odwrotnie
— 4 kule biale i 6 czarnych. Rzucamy symetryczna szescienng kostka do gry. Gdy
wypadnie szostka lub jedynka, losujemy kule z pierwszej urny i wkladamy ja do
drugiej urny, w innym wypadku przekladamy losowo wybrang kule z urny drugiej
do pierwszej. Nastepnie losujemy jedng kule z tej urny, w ktorej jest wiecej kul.
Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze druga wylosowana kula bedzie biata.

©21. a) Dwaj zawodnicy rzucaja na przemian symetryczng szescienng kostka. Wy-
grywa ten, ktéry pierwszy wyrzuci szostke. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze
zawodnik, ktory rzuca kostka jako pierwszy, wygra w swoim dziesiatym rzucie.

b) Dwaj zawodnicy rzucajq na przemian symetryczng moneta, a wygrywa ten, Ktry
pierwszy wyrzuci orla. Oblicz prawdopodobiesistwo tego, Ze zawodnik, ktdry rzuca
moneta jako drugi, wygra w swoim dwudziestym rzucie.

9 Trzej zawodnicy rzucajq symetryczng moneta. Jesli pierwszy wyrzuci reszke,
rzuca drugi zawodnik. Jesli ten rzuci reszke, to trzeci zawodnik rzuca moneta. Gdy
i ten wyrzuci reszke — rzuca znéw pierwszy zawodnik itd. Rzucaja do momentu, az
ktory$ z nich wyrzuci orfa. Oblicz dla kazdego z zawodnikéw prawdopodobieristwo
tego, Ze wyrzuci orla w swoim dwudziestym rzucie.

MINISPRAWDZIAN

S1. Przyjrzyj si rysunkowi. Niektre
prawdopodobieristwa oznaczono litera-

A B C
mip, r, s i t. Ktére z nich jest réwne 27 g/\r gAs g/\
D E D E D E

Ap B.r Cs D.t

52. W torbie znajduje si¢ 50 orzech6w, wiréd kiorych 7 jest pustych. Prawdopo-

dobiefistwo tego, Ze dwa losowo wybrane z torby orzechy bedg puste, jest rowne:
6 49 3 21

A. 5 B. 750 c v D. i

53. W pewnym regionie zaobserwowano, Ze jesli wieje wiatr z zachodu, to praw-
dopodobiefistwo deszczu wynosi 0,2, a jesli z innego kierunku — to tylko 0,1. Me-

oceniajq, wiatru z zachodu w najblizszy weekend
na 0,8. Prawdopodobieiistwo tego, Ze ten weekend bedzie deszczowy, jest réwne:
A. 0,16 B.0,18 C.02 D. 0,26

DRZEWKA 37



WARTOSC OCZEKIWANA

Jeden z dwdch graczy rzuca wielokrotnie szecienng kostka. Za kazdym
razem, gdy wyrzuci sz6stke, otrzymuje od drugiego gracza 97, a w pozo-
stalych wypadkach — placi mu 121, Zastanéwmy sie, jakiej wygranej moze
si¢ spodziewaé gracz rzucajacy kostkg po 60 rzutach?

Prawdopodobieristwo wyrzucenia szostki to &. Zatem mozna si¢ spodzie-
wac, 7e jedna szosta wszystkich rzutow, czyli 10 rzutéw, zakoriczy sie
wygrang gracza rzucajacego kostka, a pozostale 50 rzutow zakoriczy sie
jego przegrana. Mozemy oczekiwac, Ze po 60 rzutach jego wygrana wynie-
sie: 109 = 50 1 =40 [z1]. Zatem Srednio moze on oczekiwac w kazdym
rzucie wygranej réwnej i, czyli £ zlotego.

Obliczmy, jakicj Sredniej wygranej moglby oczekiwaé ten gracz w kazdym
rzucie po n rzutach:

Jak wida¢, otrzymana wielkos¢ nie zalezy od liczby rzutéw. Te wielkos¢ na-
Zywamy wartoscia oczekiwang zysku gracza rzucajacego kostka w tej grze.

Jesli mozllwyml zyskami uczestnika U w pewnej grze sq liczby I,
I I -, I, Kt6rym odpowiadaja prawdopodobieristwa pu, pa, pi,
s, Py 10 Wartosé zysku tego uc mika

symbolem EZy i obliczamy ze wzoru:

EZy=pi-h +p2-L +p3-b+ ..+ pa-ly

Losujemy karte z talii 52 kart. Jesli wyciagniemy asa — tracimy
10 punktéw, jesli wyciagniemy waleta, dame lub kréla — zdobywamy 2 punk-
ty. W pozostalych wypadkach zdobywamy 1 punkt. Oblicz wartos¢ oczekiwana
wyniku.

A — Wyciagniecie asa. P(A) = % -
F — Wyciagniecie figury innej niz as.
B — Wyciagniecie blotki.

1
EZ={5- 100+ &2+

ZADANIE W pudelku jest 5 kul czerwonych, 4 niebieskie i 3 zielone. Losujemy
Jedna kule. Jesli jest czerwona, zdobywamy 6 zi, gdy wyciagniemy niebieska kule —
tracimy 3 71, a gdy zielona — tracimy 2 z1. Oblicz wartos¢ oczekiwana wyniku tej gry.
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CWICZENIE Przyjmijmy, Ze gra opisana w przykladzie 1. toczy si¢ w ten sposdb,
2e po kazdym losowaniu karty zwracamy jq do talii, karty tasujemy i nastepuje
kolejne losowanie. Jakiej wygranej mozna si¢ spodziewaé po
a jakiej — po 260 losowaniach?

2 losowaniach,

I Zauwazmy, Ze w przykladzie gry opisanej na poczatku rozdzialu pierwszy
gracz (rzucajacy Kostka) moze sig spodziewa w kazdym rzucie Srednicj
wygranej 2 zlotego, czyli EZ, = 2 [I]. W takim razie drugi gracz musi si¢
spodziewat takiej przegranc), czyli EZ; = -2 [21]. Trudno zatem taky gre
uwazaé za sprawiedliwg.

Gre bedziemy uznawaé za sprawiedliwa, gdy wartosé oczekiwana wyniku
Kazdego z graczy jest réwna 0.

W dwéch pudetkach sa kule. W pierwszym jest pie¢ kul z numera-
miod 1 do 5, aw drugim sq cztery kule z numerami od 1 do 4. Losujemy po
jednej kuli z kazdego pudetka. Jesli suma liczb z wylosowanych kul jest réwna 5,
to wygrywamy 521, jesli ta suma jest mniejsza od 5 — przegrywamy 2z1. Jaka
nalezy ustalié stawke w przypadku wylosowania kul z liczbami o sumie wigkszej
od 5, aby gra byta sprawiedliwa?

A — Suma wylosowanych liczb jest réwna 5.
B — Suma wylosowanych liczb jest mniejsza od 5.
€ — suma wylosowanych liczb jest wigksza niz 5.

! 2 13 1415 W tabeli pola odpowiadajace zdarze-
1 oo o | v |- niu A oznaczono symbolem ¥/, pola
2| oo |v]a]oe odpowiadajace zdarzeniu 8 oznaczono
symbolem ©, a odpowiadajace zdarze:
3 |o|v]e]=]e niu € — symbolem ©.
4 R
4 _1 10_1
PA=55=1% PO =30=%

Odp. Gra bedzie sprawiedliwa, gdy przy wylosowaniu kul z liczbami o sumie
wiekszej niz 5 bedziemy traci¢ 80 groszy.

ZADANIE = Reucamy dwiema roznymi szesciennymi kostkami do gry. Gdy suma
oczek na kostkach jest rowna 7 — otrzymujemy 10zl Gdy suma oczek jest wigksza
od 7 — tracimy 2 z1. Jaka powinna by¢ stawka za sume oczek mniejsza od 7, aby gra
byla sprawiedliwa?

WARTOSC OCZEKIWANA 39

o 13



W pewnej loterii co trzeci los wygrywa. Jedna czwarta z wygranych
loséw oznacza otrzymanie 902, a pozostate wygrane oznaczaja zwrot ceny lo-
su. Po kazdym losowaniu los wraca do pojemnika po to, aby wszyscy uczestnicy
mieli taka sama szanse wygranej. Ile powinien kosztowa los, aby loteria byta
sprawiedliwa?

A — Wyciagnieto los z wygrana 90z1. PA) = =
B — Wyciagnieto los, ktéry zwraca jego koszt. P(B) =

3
C — Wyciagnieto pusty los. PC)=2
x — cena jednego losu

,'—2 S(90-x) + ‘3 L0+ % (=) =0 Wielkos¢ wygranej trzeba pomniejszy¢
0 koszt losu.

x=10

Odp. Loterie bedzie mozna uzna¢ za sprawiedliwa, gdy losy beda sprzedawane
po 102z,

ZADANIE W pewnej loterii polowa loséw wygrywa. Co trzeci wygrany los oznacza
otrzymanie 15 z1. Pozostale wygrane oznaczaja zwrot ceny losu. Po kazdym losowa-
niu los wraca do pojemnika z losami. lle powinien kosztowac los, aby ta loteria byla
sprawiedliwa?

sadania 4-12 )

ZESTAW ZADAN

1. Oblicz warto$¢ oczekiwang wyniku w opisanej grze.

a) Rzucamy szescienna kostka do gry. Gdy wypadna 4 oczka, zdobywamy 4 punk-
ty, gdy wypadnie 5 oczek — zdobywamy 5 punktow. W pozostalych wypadkach
tracimy 1 punkt.

b) W pudelku jest 10 kul: 1 niebieska, 2 czerwone, 3 zielone i 4 biale. Za wylosowa-
nie kuli niebieskiej otrzymujemy 10 punktéw, za kule czerwona — 4 punkty, a za
zielona — tracimy 1 punkt. W wypadku wylosowania biatej kuli nie tracimy ani nie
zyskujemy punktéw.

2. Oblicz warto$¢ oczekiwang wyniku w opisanej grze.

) Rzucamy moneta i szescienna kostka do gry. Jesli na monecie wypadnie orzet —
wygrywamy 221, Jesli wypadnie reszka i 1 oczko — przegrywamy 521 W pozosta-
Iych wypadkach — przegrywamy 1z1.

b) Rzucamy dwiema réznymi kostkami do gry. Jesli na obu kostkach bedzie ta
sama liczba oczek — wygrywamy 107L. Jesli réznica liczby oczek bedzie réwna 1
— wygrywamy 221, W pozostalych wypadkach przegrywamy 5zL.
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3. Oblicz wartos¢ oczekiwana wyniku w opisanej grze.

a) Rzucamy trzema r6znymi monetami. Jesli wypadna trzy orly lub 3 reszki — wy-
grywamy 10071, Jesli wypadna dokladnie 2 orly — wygrywamy 571 W pozostalych
przypadkach przegrywamy 1071

b) Z pudelka, w ktorym jest 9 kul ponumerowanych liczbami od 1 do 9, wyciagamy
losowo trzy kule. Jesli na wszystkich wylosowanych kulach sa liczby nieparzyste
— przegrywamy 207, jesli na wszystkich sq liczby parzyste — wygrywamy 1071,
W pozostalych wypadkach wygrywamy 121,

4. Rzucamy dwiema réznymi szesciennymi kostkami do gry — czerwona i zielona.
Jesli wynik na czerwonej kostce jest wigkszy niz na zielonej, gracz otrzymuje 271,
Jesli wynik jest wiekszy na zielonej kostce — gracz traci 421, Ile powinien otrzymaé
gracz za ten sam wynik na obu kostkach, aby gra byla sprawiedliwa?

5. Na kole ruletki sa liczby od 0 do 36.
Gracz obstawia jedna  liczb od 1 do 3
Jesli wypadnie wybrana przez niego liczba,
to otrzyma od krupiera 35 razy wiccej, niz
postawil, i zwrot postawionej kwoty.

a) Czy ta gra j

t sprawiedliwa?
b) Gracz postawit 100 21 na pewng liczbe.
Oblicz wartos¢ oczekiwang wyniku.

6. Gracz rzuca szescienng kostka. Jesli wyrzuci szostke — przegrywa pewna kwote.
Jesli wyrzuci mniej niz szes¢ oczek, 1zuca jeszcze raz i otrzymuije tyle zlotych, ile
jest oczek na kostce w drugim rzucie. Jaka powinna byé kwota przegranej, aby gra
byla sprawiedliwa?

7. W urnie jest 7 kul ponumerowanych liczbami od 1 do 7. Wyciagamy losowo
jedna kule. Gdy wynik jest liczba podzielnq przez 3 — przegrywamy 3z Jesli
nie — losujemy nastepna kule. Jesli na tej kuli jest liczba podzielna przez 3 —
przegrywamy 571, a jesli nie — wygrywamy pewna kwote. Jaka to powinna byé
kwota, aby gra byla sprawiedliwa?

8. Losujemy trzykrotnie karte z talii 52 kart, za kazdym razem zwracajac ja do
talii. Jesli wyciagniemy 3 razy kiera, wygrywamy pewna kwote. Jesli wylosujemy
trzy razy pika — wygrywamy kwote dwa razy wicksza. W kazdym pozostalym
wypadku przegrywamy 3z1. Jakie powinny by¢ stawki wygranych, aby gre uzna za
sprawiedliwa?

9. W pojemniku z losami jest 20% loséw wygrywajacych. 10% sposréd losow
wygrywajacych oznacza otrzymanie 100 z1, 30% losow wygrywajacych oznacza
otrzymanie 20 z1. Pozostale losy wygrywajace oznaczaja zwrot ceny losu. Po kaz-
dym losowaniu los wraca do pojemnika. lle powinien kosztowac los, aby loteria
byla sprawiedliwa?
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10.Z 10 kart, posréd kiérych s dwa kréle i dwa asy, losujemy dwie karty. Gdy
wylosujemy dwa asy lub dwa kréle — otrzymujemy 300 z1, gdy wylosujemy kréla
fasa — 6021, a gdy w parze bedzie jeden krdl lub jeden
as z inng od krola i asa karta — krupier zwraca nam koszt udzialu w losowaniu.
W pozostalych wypadkach nie dostajemy nic. lle powinno si¢ placié za mozliwosé
losowania, aby gra byla sprawiedliwa?

11.W uzech pudelkach znajduja sie za-  pugeiko 1 o | m
palki. W tabelce podano, ile zapalek jest
w kazdym z nich. Rzucamy symetryczng
szescienng kostka do gry. Jesli wypadnie 6
— losujemy zapalke z IIl pudetka, gdy wy-  Zapalki a2l s
padnie 1 lub 2 — losujemy z II pudelka, ez lebkow
a w pozostalych wypadkach — z I pudetka.

Za wylosowanie zapalki z lebkiem gracz otrzymuje 3 z1. Jaka powinna by¢ kwota
przegrancj za wylosowanie zapalki bez lebka, aby gra byla sprawiedliwa?

Zapalki

ziebkami | | 3| M

12.0 loterii charytatywnej przyjeli nas zalozenia:
1. Losowanie polega na wyciagnieciu jednej kuli z pojemnika, w ktorym
sq kule biate i czarne.
2. Grajacy otrzymuje 100 1, gdy wylosuje kule czarna.
3. Po kazdym losowaniu kula wraca do pojemnika.
4. Spodziewana liczba uczestnikow loterii to 2000 osb, a spodziewany
dochdd to 10000 z1.
a) Jaka powinna by¢ oplata za mozliwos¢ udziatu w loterii, gdy w pojemniku sq
2 kule czarne i 8 bialych?
b) Zaplanuj, ile bialych kul i ile czarnych kul powinno by¢ w pojemniku, jesli orga-
nizatorzy zaplanowali, ze oplata za jeden los wyniesie 10 z1.

MINISPRAWDZIAN

S1. W urnie sq 2 kule zielone i 4 Zlte. Losujemy dwie kule. Jesli obie sa zielone —
wygrywamy 15 21, jesli obie sq Z6lte — wygrywamy 5 zL. W pozostalych wypadkach
przegrywamy 3 z1. Jaka jest wartos¢ oczekiwana w tym losowaniu?

A 140zt B. 4,60 z} c®a D. 4zt

52. Rzucamy dwiema réznymi szesciennymi kostkami do gry. Jesli wyrzucimy pare
(na obu kostkach bedzie taka sama liczba oczek), to wygrywamy pewng kwote.
Jesli wyrzucimy jedng széstke — wygrywamy zlotowke. W pozostalych wypadkach
przegrywamy dwuzlotowke. Jaka powinna by¢ kwota wygranej za wyrzucenie pary,
aby gra byla sprawiedliwa?

A.50gr B.5z1 C.2,5021 D.3zl
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ZASADA MNOZENIA | ZASADA DODAWANIA

Wyobraz sobie, ze choragiewka na [Jaivolll
rysunku obok ma by¢ pomalowana
w taki sposcb, ze gérna jej czesc
bedzie miala kolor bialy lub zielo-
ny, a dolna czgsé — kolor czerwony,
nicbieski, zolty lub czarny.

MaboMatbol ] aboll

Na ile réznych sposobéw mozna pokolorowa¢ te choragiewke?

Sposb pokolorowania zalezy od dwdch decyzji. Pierwsza z decyzji to wy-
bor koloru na gérny pasek, a druga — na dolny. Pierwsza decyzje mozna
podjac na 2 sposoby, a druga — na 4 sposoby. Na ponizszym rysunku sa
przedstawione wszystkie mozliwosci.

Calq choragiewke mozna wiee pomalowac na 2 - 4 sposobow.

Kolejna choragiewka sklada  sie Cawol

2 trzech paskow. Zalozmy, Ze ma- I atbo B atbo [ Jatbolll
my ja pomalowaé réznymi kolorami

zgodnie z podanym opisem. [Haibo[Halbo[]

Tle tréjkolorowych choragiewek mozna utworzyé?

Decyzje dotyczace kolorow poszczegélnych paskéw mozna podjac odpo-
wiednio na 2, 4 i 3 sposoby. Wiemy juz, e dwa gorne paski mozna
pomalowac na 2 - 4 sposobéw. Dla kazdej z otrzymanych czesciowo po-
malowanych choragiewek trzeci pasek mozna pomalowa¢ na 3 sposoby.
Zatem choragiewke mozna pomalowac na 2 - 4 - 3, tzn. 24 sposoby.

VICZENIE Kolorujac choragiewke skladajaca sig z trzech paskow w sposcb
opisany powyzej, mozna otrzymac 24 rozne choragiewk. Ile wiréd tych chora-
giewek jest takich, w kiorych:

a) srodkowy pasek jest czerwony,

b) dolny pasek jest brazowy lub fioletowy?

ZASADA MNOZENIA | ZASADA DODAWANIA 43



44

W opisanych przypadkach stosowalismy regule zwanq zasadq mnozenia,
ktéra opisano ponizej.

Przypusémy, ze wynik pewnego dzialania zalezy od kolejno podejmo-
wanych decyzji i ze decyzje te sq niezalezne. Jesli przy podejmowaniu
plerwsze_] decyzji mamy do wyboru ny mozliwosci, przy drugicj — ny
mozliwosci itd., a przy ostatnie] — n mozliwosc, to liczba réznych
wymkow. ktére mozemy otrzymad, jest rowna iloczynowi:

LN FEEY (4

W worku znajduje si¢ piec kul ponumerowanych cyframi od 1 do 5.

« Losujemy trzy razy po jednej kuli bez zwracania i zapisujemy otrzymane
cyfry obok siebie. lle r6znych liczb mozna w ten sposéb otrzymac?
Jako pierwsza zostanie wybrana jedna z pieciu cyfr (a wige jest pié mozli-
wosci), jako druga zostanie wybrana jedna z pozostalych czterech cyfr (cztery
mozliwosci), jako trzecia — jedna z trzech cylr. Zatem réznych liczb, jakie
mozemy otrzymac, jest:

5-4-3=60

« Wyciggamy kolejno wszystkie Kule i zapisujemy wylosowane cyfry. lle
réznych liczb mozna w ten sposéb otrzymac?
Réznych picciocyfrowych liczb, jakie moga zosta zapisane, jest:

5-4-3-2-1=120

o Wyciagamy cztery razy po jednej kuli bez zwracania i zapisujemy cyfry.
Tle r6znych liczb nieparzystych mozna w ten sposéb otrzymac?
Cyfra jednosci moze by¢ jedna z trzech cyfr (1, 3 lub 5). Cyfra dziesiatek moze
by¢ zatem jedna z czterech pozostalych cyfr, cyfra setek — jedna z trzech po-
zostalych, a cyfrq tysieey — jedna z dwdch cyfr. Zatem réznych nieparzystych
liczb czterocyfrowych mozemy otrzymac:
3.4:3.2=72

« Losujemy jedna kule, zapisujemy otrzymana cyfre, a nastepnie wrzuca-
my kule z powrotem do worka. Losowanie powtarzamy szes¢ razy. lle
r6znych liczb mozna w ten sposéb otrzymac?

Na kazdym z szesciu miejsc moze zosta¢ zapisana jedna z pieciu cyfr. Wobec
tego liczb, ktére mozemy w ten sposb zapisa, jest:
5:5:5:5:5:5=15625

« Losujemy tizy razy po jednej kuli i za kazdym razem wrzucamy kule
z powrotem do worka. Ile liczb wigkszych od 300 mozemy otrzymac?
Na pierwszym miejscu moe by¢ jedna z trzech cyfr (3, 4 lub 5). A wiee razem
liczb trzyeyfrowych wigkszych od 300 bedzie:

3.5.5=75
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[IIATTICEE Na rysunku

fragment planu klasy, na ktérym zazna- J

czono cztery dwuosobowe tawki szkolne. q q q q
Miejsca w tych fawkach przydzielamy sze- lD ID ID ID
$ciu osobom — dwom dziewczynkom oraz

czterem chiopcom.

) Naile réznych sposobéw mozna przydzieli¢ miejsca tym szesciu osobom?

Pierwszej osobie mozna przydzielic jedno

8:7:6:5-4- 2 osmiu miejsc, drugiej jedno z siedmiu itd.

b) Na ile sposobéw mozna przydzieli¢ miejsca tym szesciu osobom tak, aby
dziewczynki siedziaty w jednej fawce?

Liczba mozliwych sposobw zajecia
miejsc przez dziewczynki Dziewczynki moga usiasé w jednej z czterech
4.2-8 tawek, a w kazdej na dwa sposoby

Liczba mozliwych sposobow zajecia
miejsc przez chtopcow (gdy dziew-

czynki siedza) Pierwszy z chiopcow moze zajaé jedno z sze
sciu_ pozostalych miejsc, drugi chiopiec
6-5-4-3=360 Jjedno z pigciu miejsc itd.

Liczba wszystkich mozliwych sposo-
bow zajecia miejsc:

8-360 =2880

© Naile sposobéw mozna przydzieli¢ miejsca tak, aby dziewczynki nie siedziaty
razem?

Liczba mozliwych sposobéw: 0d liczby wszystkich mozliwych sposobow
zajecia miejsc odejmujemy te, w ktérych
20160 -2880 = 17280 dziewczynki siedza w jednej fawce.

d) Naile sposobéw mozna przydzielié miejsca, aby kazda dziewczynka siedziata
2 chtopcem i nikt nie siedziat sam w fawce?

Liczba sposobéw zajecia miejsc przez

pierwsza z dziewczat z chiopcem: Dziewczynka moze wybraé jedno z osmiu
: miejsc, a obok niej moze usiasc jeden z czte-
8-4=32 rech chiopcow.

Liczba sposobéw zajecia miejsc przez
druga dziewczynke z chfopcem (pierw-

sza para juz siedzi): Druga dziewczynka moze zaja¢ jedno z sze-
sciu_pozostalych miejsc, a obok niej moze
6-3=18 usiase jeden z trzech pozostatych chiopcow.
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Liczba mozliwych sposobéw  zajecia
miejsc przez pozostatych chtopcow,
gdy obie pary siedza:

4

Jeden z pozostatych dwéch chtopcow mo-
e wybrac jedno z czterech miejsc, a ostatni
4 2 chtopcow musi usiasc obok niego.

Szukana liczba mozliwych sposobéw:
2.18-4=2304

ZADANIE  Odpowiedz na wszystkie powyZsze pytania, gdy w Klasie jest pieé dwu-
osobowych lawek, a liczby dziewczat i chlopew si¢ nie zmienily. N
zadania 1-14

Il Ustalajac liczbe mozliwosci, czasami mozemy rozwazy¢ kilka rozlacznych
przypadkow, policzyé, ile jest mozliwosci w kazdym  nich, i dodac otrzy-
mane wyniki. Taki sposob y zasada

a) Sposréd liczb od 1 do 9 wybieramy kolejno dwie rézne. Na ile
sposobow mozna wybrac te dwie liczby, tak aby ich suma byfa liczba parzysta?

Suma dwach liczb jest parzysta, gdy obie s parzyste lub gdy obie s nieparzyste.

Przypadek 1 Przypadek 2 Sa 4 liczby parzyste. Pierwsza
Obie liczby sa Obie liczby sa liczbg mozna wybra¢ na 4 spo-
parzyste, wtedy nieparzyste, wtedy soby, druga na 3 sposoby.

Jest 5 liczb nieparzystych. Pierw-
523 mozemy wybra€ na 5 sposo-
4.3-12 5.4=20 bow, a druga — na 4 sposoby.

odpowiednich par jest:  odpowiednich par jest

tacznie wszystkich par liczb, ktérych suma jest liczba parzysta, jest:

12420=32

b) W klasie IVa jest 25 0s6b, w IVb — 30 oséb, a w IVc — 28 oséb. Na ile
sposob6w mozna wybraé dwuosobowa delegacje tak, aby byly w niej osoby
2 réznych klas?

Przypadek 1 Przypadek 2 Przypadek 3
Vai IVb: IVai Ve Ihilve: Wybrane osoby moga byé ucz
niami klas IVa i IVb albo klas IVa

2530 + 25-.28 + 30-28 90 i1Vc, albo Klas IVb i IVc.

ZADANIE @) Sposrod liczb od 0 do 9 wybieramy kolejno trzy rézne. Na ile sposo-
bow mozna je wybraé tak, aby ich suma byla liczba parzysta?

b) W Klasach IVa, IVb, IVc i IVd liczby uczniéw wynosza odpowiednio 20, 22, 21, 24.
Na ile sposobéw mozna wybra¢ trzyosobowa delegacie, aby byly w niej osoby z trzech
roznych Klas?

Zagadnieniami takimi jak te, ktére oméwilismy w powyZszych przykla-

dach, zajmuje si¢ dzial matematyki zwany kombinatoryka, oo 1525
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ZESTAW ZADAN

1. Tle roznych sléw mozna utworzyé, laczac ponizsze przedrostki (z pierwszego
wiersza) z podanymi wyrazami (z drugiego wiersza)?

2. Pewien leniwy autor przeméwieri zauwa-

2yl, Ze mozna utworzy¢ wypowiedz, budujac

kazde zdanie wedlug pewnego schematu:

* Najpierw podzielil na cztery grupy wybra-
ne wyrazy i zwroty (zapisano je ponizej).

* Nastepnie tworzy! zdania, losujac dowolny
zwrot z pierwszej grupy, potem dowolny
zwrot z drugiej grupy, poZniej z trzeciej
i na koniec z czwartej.

Jak dlugo mogloby trwaé takie ,przeméwienie”, gdyby Zadnego ze zdar nie powta-
17aé (przyjmij, ze jedno zdanie przemawiajacy wypowiada przez 5 sekund)?

Grupa Il Grupa Il Grupa IV

Grupal
Ludziom ubogim jest potrzebna lepsza whadza
nie wystarcza dobra

nalezy sig odwaina

Calemu narodowi

Naszemu keajowi

Wyborcom
zmiana

Wzystkim
uczciwym ludziom

ostrozna

3. a) Mechanizm przerzutki pewnego roweru ma trzy kola zgbate z przodu i osiem
2 tylu. Na ile sposob6w mozna w tym rowerze ustawié przerzutki?

b) Wyobraz sobie, Ze kupujesz samochéd i mozesz wybra¢ jeden z pieciu ofero-
wanych kolorow lakieru oraz jeden z trzech rodzajow tapicerki. Mozesz rowniez
dodatkowo wybra¢ (lub nie) Klimatyzacje, a takze centralny zamek jako wyposaze-
nie. Ile masz réznych mozliwosci?

4. Numer dowodu osobistego w pewnym kraju sklada si¢ z 9 znakéw. Trzy pierw-
sze znaki to litery wybrane sposréd 26 liter, a pozostale znaki to cyfry. Ile réznych
numeréw dowodéw osobistych mozna jeli
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5. Z domu Czerwonego Kapturka do domu babei wiedzie pie¢ réznych drég. Na ile
sposobGw Czerwony Kapturek moze przeby¢ droge do babei i z powrotem, jesli:

a) nie wraca do domu ta samg droga, kt6ra szed! do babci,

b) w kazda strong moze i§¢ dowolng droga,

9 wraca do domu jedng z dwéch najkrétszych drég?

6. Oblicz, ile roznych liczb trzycyfrowych mozna utworzy¢ z podanych cyfr (cyfry
moga si¢ powtarzac).

a) 1,3,7 b) 0, 1,5 9 1,3,57 d 6,8

7.Z cyfr 0, 1,4, 7, 8 tworzymy liczby (cyfry moga si¢ powtarzac). lle mozna w ten
spos6b utworzy¢ liczb:

a) pieciocyfrowych, © trzycyfrowych nieparzystych,

b) czterocyfrowych parzystych, d) trzycyfrowych h przez 4?

8. lle jest réznych liczb naturalnych trzycyfrowych, takich ze cyfra setek jest pa-
rzysta, a pozostale cyfry sq nieparzyste?

9. Losujemy kule z urny, w ktérej znajduje si¢ 9 kul z numerami od 1 do 9. Wy-
nikiem losowania jest liczba utworzona z cyfr na kolejno wyjmowanych kulach.
Ustal, ile réznych liczb mozemy otrzymac, jesli wyjmujemy:

a) kolejno 2 kule i zadnej nie wrzucamy z powrotem do urny,

b) dwa razy kulg i za kazdym razem wrzucamy ja z powrotem do urny,

) kolejno 3 kule i tylko za pierwszym razem wrzucamy kulg z powrotem do urny,
d) kolejno 3 kule i za kazdym razem wrzucamy kule z powrotem do urny.

10. Z siedmiu pl6cien w réznych jednolitych kolorach (wéréd nich jest niebieski)
zamierzamy uszy¢ spédnice, ktora sklada si¢ z trzech poziomych paséw jednako-
wej szerokosci o roznych kolorach. Ile r6znych spédnic mozemy uszy¢, jezeli:

a) srodkowy pas musi by¢ niebieski,
b) jezeli jeden z paséw musi by niebieski,
9 zaden z paséw nie jest niebieski?

11.Figary ®, ® 1 © nalezy poko- ®
lorowa¢ tak, aby sasiadujace obszary

mialy rézne kolory. Na ile sposobéw

mozna pokolorowaé kazda z tych figur,

jesli mamy do dyspozycji:

a) trzy kolory,

b) cztery kolory?
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©12. Kazde z szesciorga dzieci w rodzinie — Julek, Kuba, Adam, Mateusz, Ryszard
i Edmund — sprzata w kuchni raz w tygodniu (od poniedziatku do soboty). Oblicz,

na ile sposobéw mozna przydzielié dyzury w kuchni tak, aby:

a) w poniedzialek sprzatal Edmund,
b) w sobote nie sprzatal Adam,

) wtorek i $roda byly dniami dyzuru Julka i Kuby,
d) Ryszard dyzurowal nastepnego dnia po Mateuszu.

Ciekawostka

Wolfgang Amadeusz Mozart (czyt. mo-
cart) byl znany z poczucia humoru. Jed-
nym z przykladow moze by¢ utwor Mu-
sikalisches Wurfelspiel (Muzyczna gra
Ww kosci), wydany juz po $mierci autora.

Dzielko to jest przepisem na tworzenie
roznych 16-taktowych menuetéw. Mo-
zart przedstawil po dwie propozycje
taktow Gsmego i szesnastego oraz po je-
denascie propozycii kadego z pozosta-
Iych taktow. Wykonawca sam mogt wy-
bra¢ warianty taktow i ,skomponow

wlasny menuet. Odegranie takiego utwo-
ru zajmowalo okolo pét minuty.

Mozart chcial, by wybdr wersji taktu
Gsmego i szesnastego nastepowal na
przyklad w wyniku rzutu moneta, a wy-
bor wersji kazdego z pozostalych jede-
nastu taktéw — w wyniku rzutu ost-
kami. Proponowal, by rzucaé dwiema
kostkami i od sumy wyrzuconych oczek
na kostkach odejmowa¢ 1. Otrzymany
wynik wskazywalby, ktéra z jedenasta
wersii nalezy wybrac.

13. Przeczytaj ciekawostke.

a) lle roznych menuetéw mozna utworzy¢, korzystajac z przepisu Mozarta? Jak
dlugo trwaloby odegranie ich wszystkich?

b) Sposdh losowania taktu sposrd jedenastu zaproponowanych przez Mozarta nie
daje réwnych szans wszystkim tym jedenastu taktom. Ktéry z nich bylby wybierany
najezesciej, a ktory — najrzadziej?

14. Siedmiu biznesmen6w na spotkaniu przywitalo si¢ usciskiem dloni i wymienilo
wizytéwkami. lle bylo uscisk6w dloni? Ile wizytowek zostalo wreczonych?

15. W Klasie IVa jest 12 dziewczat i 13 chlopcow, a w Klasie IV b jest 15 dziewczat
i 10 chlopcéw. Wybieramy dwuosobowa delegacje, w ktorej jest chlopiec i dziew-
czynka.

a) Tle delegacji mozna wybraé, jesli oboje musza by¢ z tej samej Klasy?

b) lle delegacji mozna wybraé, jesli ich czlonkowie musza byé z roznych klas?

16. W odtwarzaczu umieszczamy trzy plyty CD réznych wykonawcéw. Losowo wy-
bieramy jedna z plyt i sluchamy wszystkich utworéw w przypadkowej kolejnosci.
Tle r6znych ciagéw utworéw mozemy przestuchag, jesli na dwoch plytach jest po
10 utwordw, a na trzeciej plycie jest 12 utworéw?
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17. Jedna z lodziarni oferuje 5 smakéw lodéw, a druga — 7 smakow. Trzy kolezan-
ki chca kupi¢ w jednej 7 tych lodziarni po jednej galce. Na ile réznych sposobéw
dziewczynki moga kupic lody?

18. W wagonie sq wolne miejsca tylko w trzech przedziatach. W jednym sq wolne
4 miejsca, w drugim 3 miejsca, a w trzecim jest 5 wolnych miejsc. Na ile sposobow
dwie 0soby moga zajac miejsca w wagonie, jesli chea siedzie¢ w jednym przedziale?

19. Ustal, ile jest trzycyfrowych liczb parzystych, w ktérych wystepuje:
a) dokladnie jedna cyfra 5, b) co najmniej jedna cyfra 4.

20. Ile jest r6znych liczb spelniajacych podany warunek?

a) Liczba jest trzycyfrowa parzysta i wystepuje w niej dokladnie jedna cyfra 0.

b) Liczba jest trzycyfrowa nicparzysta i wystepuje w niej dokladnie jedna cyfra 1
i dokladnie jedna cyfra 2.

21.1le jest liczb trzycyfrowych, ktére sa podzielne przez 3 i spelniaja podany
warunek?

) W liczbie jest jedna jedynka i jedno zero.
b) W liczbie jest dokladnie jedna dziewiatka.

22. 1le jest liczb czterocyfrowych spelniajacych podane warunki?
a) Liczba jest wigksza od 3500.
b) Liczba jest wigks:

od 5200 i ma parami rézne cyfry.
) Liczba jest mniejsza od 4300 i wystepuje w niej co najmniej jedno zero.

23. Do osrodka treningowego przyjechalo dziesieciu sportowcow: osmiu brydzy-
stow i dwoch szachistéw. W osrodku jest wolnych 12 jednoosobowych pokoi:
9 pokoi na parterze i 3 pokoje na pierwszym pietrze.

a) Na ile sposobéw mozna rozlokowa¢ sportowcéw w pokojach?
b) Na ile sposobow mozna rozlokowaé sportoweéw w pokojach tak, aby ktérys
2 brydzystow mieszkal sam na pierwszym pietrze?

9 Nale sposobow mozna przydzielié sportowcom pokoje tak, aby wszyscy szachi-
Sci mieszkali na pierwszym pitrze?

d) Na ile sposobéw mozna rozlokowaé sportowcw w pokojach tak, aby szachisci
nie mieszkali na tym samym pietrze co brydzySci?
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© 24. Na rysunku przedstawiono schemat miejsc siedzacych w samochodzie osobo-
wym. Litery oznaczaja, jakie osoby moga zaja¢ miejsca w samochodzie. Wielkimi
literami oznaczono osoby dorosle, przy czym literami K, Ky, K, K3 osoby posia-
dajace prawo jazdy, a malymi literami — dzieci. Przyjmujemy, e dzieci nie moga
zajmowa¢ miejsc na przednich siedzeniach. Na ile sposobow osoby opisane literami
przy rysunku moga zaja¢ miejsca w samochodzie?

a) KabABC b) K,K,ABCD o K KKABC d KKKabA
& /A
‘ i)

BE8
© 25. Wyobraz sobie, ze do kazdej prze-
grodki pudetka (zob. rysunek) wklada-

my jednq z o$miu czekoladek o roz-

nych ksztaltach — cztery z mlecznej
) Na ile sposobéw mozna ulozy¢ cze-

koladki tak, aby przegrodki, w ktorych

znalazly si¢ czekoladki z tej samej cze-

kolady, nie mialy wspdlnej Scianki?

b) Na ile sposobéw mozna wlozyé czekoladki do pudelka tak, aby cztery Srodkowe
przegrodki zajmowaly czekoladki z tej samej czekolady?

© Zjedzono jedna czekoladke z mlecznej czekolady. Na ile sposobéw mozna po-
uklada¢ pozostale tak, aby te z bialej czekolady znalazly si¢ w jednym rzedzie?

MINISPRAWDZIAN

S1. W Klasie liczacej 21 uczniéw przeprowadzono losowanie 3 biletéw do trzech
réznych teatrow. Na ile réznych sposobéw moglo si¢ zakoriezy¢ to losowanic, jezeli
kazdy uczeri mogl wylosowac co najwyzej jeden bliet?

A. 7980 B.7 c.42 D. 60
52. Na ile sposobow mozna posadzi¢ na siedmioosobowej Tawce siedem os6b tak,
aby ustalone dwie osoby A i B siedzialy obok siebie?

A. 1440 B. 10080 €. 5040 D. 720

53. Tle jest liczb czterocyfrowych o parami réznych cyfrach, kiore sq wieksze
od 54007

A.2016 B. 2240 €. 2296 D. 3236
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WARIACJE

Gdy stosowaliémy zasade mnozenia,
w obliczeniach czgsto wystepowal ilo- Jesli n jest liczba naturalng
czyn kolejnych liczb. lloczyn n ko- in> 1, o przyjmujemy, ze:
lejnych liczb naturalnych od 1 do n .
bedziemy zapisywac za pomoca sym-
bolu n! (czytamy: ,n silnia”).

Ponadto przyjmujemy, Ze:

o=1i1=1
ICZENIE A Oblicz: 4!,
b 14
PERMUTACJE
CWICZENIE B Na pieciolinii zapisano cztery
S . e
dzwicki. Gdybyémy zmienili kolejnosé tych =
nut, powstalaby inna melodsfke. Tle roznych () —® g1 ——
melodyjek mozna w ten sposob utworzyé? <

Kazdy ciag utworzony ze wszystkich clementw pewnego zbioru nazywa-
my permutacja tego zbioru. Na przyklad wszystkie mozliwe permutacje
3-clementowego zbioru {@, [, A} to:

eINA @Al HDeA @DA® Aem A@De

(CZENIE C Zapisz kilka permutacii liter wystepujacych w wyrazie WIOREK
lle roznych permutacji mozna utworzyé?

Gdy tworzymy permutacj¢ zbioru n-elementowego, to pierwszy element
mozemy wybrac na n sposobow, drugi element na n-1 sposobéw, trzeci
na 1~ 2 sposobow itd. Zatem liczba wszystkich takich permutacji wynosi:

n-(n-1)- <21

Liczba permutacji zbioru n-elementowego jest réwna n!

Permutacje pojawiaja si¢ na przyklad w nastepujacych sytuacjach:
* 7 0s6b, jedna za druga, mozna ustawic na 7! = 5040 sposobGw.
* 5 ksiazek, jedna na drugiej, mozna ulozy¢ na 5! = 120 sposobéw.

© W tescie jest 10 pytafi. Kolejnos¢ odpowiadania na te pytania mozemy
wybra na 10! = 3628 800 sposob6w.
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WARIACE

WARIACJE BEZ POWTORZEN

CWICZENIE D Sposrod nut zapisa-
nych obok wybieramy cztery do- t
wolne nuty. lle réznych melody- -

jek mozna w ten sposdb utworzyé .
(nuty nie moga si¢ powtarzad) ¢

Kazdy ciag roznych elementéw pewnego zbioru nazywamy wariacjq bez
powtérzeri.

‘Uwaga. Permutacja to taka wariacja bez powtorzen, w ktérej wystepuja wszystkie
elementy danego zbioru.

Na przyklad ze zbioru {©, [, A, X} mozna utworzyé nastepujace 2-ele-
mentowe wariacje bez powtorzer:

o0 @A OX e DA OX A® A0 AX X@ XO XA

ZENIE E Tle 4-clementowych wariacji bez powtdrzen mozna utworzy¢ z li-
ter wystepujacych w wyrazie WTOREK?

Gdy tworzymy k-elementowa wariacje bez powtérzen ze zbioru n-elemen-
towego, o pierwszy clement mozemy wybraé na n sposobéw, drugi na
n-1 sposobéw itd. Ostatni (k-ty) element mozna wybraé na n—k+1 spo-
sob6w. Zatem wszystkich takich wariacji jest:

n-(n-1-(n-2)-

K czynnikow

S(n-k+1)

CWICZENIE F a) Po prawej stronie réwnosci

201918+ ... - p jest

@
iloczyn kolejnych liczb naturalnych. Znajdz p.

b) Uzasadnij rownosé: D (n=2)- ... (n-k+1).

Liczba k-elementowych wariacji bez powtdrzeri ze zbioru
n-elementowego (gdzie n > k) jest rowna:
nem-1-@m-2)-...-(-k+1)

Liczbe te mozna tez zapisac inaczej:
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Wariacje bez powtorzeri pojawiaja si¢ na przyklad w takich sytuacjach:

o Wybieramy 6 0s6b sposréd 10 oséb i ustawiamy je jedna za druga. Mo-
Zzemy to zrobi¢ na '4“‘ 151 200 sposob6w.

« Z worka, w ktrym jest 20 réznych kul, wybieramy losowo 6 kul i usta-
wiamy je w Kolejnosci losowania. Mozemy to zrobi¢ na 20‘ = 27907200
sposobGw.

 Z cyfr od 1 do 9 tworzymy liczby czterocyfrowe o parami réznych cy-
frach. Mozemy to zrobi¢ na 2 = 3024 sposoby.

50
Uwaga. Liczbe k-elementowych wariacji bez powtérzeii ze zbioru n-clementowego
mozna oblicza¢ za pomoca kalkulatora. Zwykle stuzy do tego funkcja oznaczo-
na nPk.

WARIACJE Z POWTORZENIAMI

WICZENIE G Wyobra sobie, ze zapisujesz na pigciolinii melodyjke skladajaca
si¢ z trzech nut wybranych sposrod 8 réznych nut, przy czym nuty moga si¢
powtarzac. Ile roznych melodyjek mozna w ten sposob utworzyc?

Kazdy ciag skladajacy si¢ z elementow pewnego zbioru (niekoniecznie roz-
nych) nazywamy wariacja z powtérzeniami.

Oto wszystkie 3-clementowe wariacje z powtérzeniami ze zbioru {®, [}:
0o ool eIle Heeo
el DelI HDone DOO

(CZENIE H Zapisz kilka 4-elementowych wariacji z powtorzeniami utworzo-
nych z liter wystepujacych w wyrazie WIOREK. lle takich wariacji mozna
utworzyé?

Gdy tworzymy wariacje z powtérzeniami ze zbioru n-ele-
mentowego, to pierwszy wyraz mozemy wybraé na n sposobéw, drugi
rowniez na n sposobow i kazdy nastepny takze na n sposobow. Zatem
wszystkich takich wariacji jest:
n

K coynnikow

Liczba ich k h wariacji z
ze zbioru n-elementowego jest réwna:

nk
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Wariacje z powtérzeniami pojawiaja si¢ na przyklad w takich sytuacjach:

o Z cyfrod 1 do 9 tworzymy liczby trzycyfrowe, w ktérych cyfry moga sie
powtarzaé. Mozemy w ten sposob utworzyé 9 réznych liczb.

« Z worka, w ktérym jest 50 ponumerowanych kul, losujemy kule, zapi-
sujemy otrzymany numer, wrzucamy kule do worka i powtarzamy te
czynnosci jeszcze trzykrotnie. Liczba mozliwych wynikéw takiego loso-
wania wynosi 50*.

© W windzie znajduja sie dwie osoby. Kazda z nich moze wysias¢ na jed-

iu pi na tym samym pietrze

lub na réznych. Liczba wszystkich mozliwosci wynosi 82.

Wicle zadar znych mozna ¢ na dwa sposoby —
Korzystajac wylacznie 7 zasady mnozenia lub dodawania albo wykorzystu-
Jac wzory na permutacje lub wariacje.

W kodzie dostepu wystepuje najpierw 5 cyfr, a potem 3 litery albo
najpierw S liter, a potem 3 cyfry. Litery wybieramy ze zbioru {Q, v, X} i moga sie
powtarzaé, a cyfry wybieramy ze zbioru {1,2,3.4. 5} i nie moga sie powtarzac.
lle réznych takich kodéw mozna utworzye?

Sposéb |
Kodéw ztozonych z 5 cyfr i 3 liter jest:

543:21:3:33 3200 gl byt
Kodéw ztozonych z 5 liter i 3 cyfr jest: a kb?/wq fivere mozna wybrac a3 spo-

3:3:3:3:3:5-4-3=14580

3240 +14580 =17 820

Sposob Il Ukladow 5 cyfr jest tyle, ile permutacji

< zbioru 5-elementowego. Ukiadow 3 Ii-

Kodéw zfozonych z 5 cyfr i 3 liter jest: ter jest tyle, ile 3-elementowych waria-

~3240 cji z powtérzeniami ze zbioru 3-elemen
towego.

Kodéw ztozonych z 5 liter i 3 cyfr jest: Ukiadéw S liter jest tyle, e 5-elemento

wych wariacji z powtorzeniami ze zbio-

=35 5. 123405 ru 3-clementowego, a ukladow 3 cyfr
J jest tyle, e 3-elementowych wariadji bez
-14580 powtérzen ze zbioru -elementowego.

Odp. Razem jest 17820 kodow.

ZADANIE  Z takich samych zbioréw liter i cyfr jak w przykladzie 1 ukladamy kody,
ktére skladajq si¢ z dwéch liter i 4 cyfr albo 4 liter i 2 cyfr. Litery moga si¢ potarzac,
acyfry — nie. lle roznych takich kodéw mozemy utworzy¢?
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[TATITEA Z karteczek z literami A, A, A, E, K, M, M, T, T, Y ukfadamy
10-literowe ciagi. Ile roznych ciagéw mozna utozyé?

Karteczki mozna ustawic na 10! sposobow.

Niektére z tych ustawien karteczek dadza taki sam ciag liter, np. gdy przestawi-
my ze soba karteczki z literami A (lub z literami M, lub z literami T).

Sa trzy karteczki z literg A, wiec mozna je przestawi¢ na 3! sposobéw. Kartecz-
ki z litera M mozna przestawi¢ na 2 sposoby. Podobnie na 2 sposoby mozna
przestawi¢ karteczki  litera T. Zatem roznych ciagéw 10-literowych bedzie

ZADANIE  Z karteczek z cyframi 2,2,2,4,5,5 ukladamy liczby szesciocyfrowe. lle
réznych liczb mozemy otrzymac?

[TTATTIEN Pewna grupa os6b zajmuje losowo miejsca przy okragtym stole.
Przyjmujemy, ze gdy wszystkie siedzace osoby przesuna si¢ w te sama strong
o tyle samo miejsc, to sposob zajecia miejsc przy stole sig nie zmieni.

) Naile sposob6w 6 os6b moze zaja¢ miejsca przy okragtym stole?

Gdy 6 o0s6b ustawimy w kolejce i przydzielimy im kolejne miejsca przy stole, to
takich sposobéw przydzielenia miejsc jest 61.

Zgodnie z przyjetym zatozeniem szes¢ kolejek osob, na przykfad takich: (A B C
DEF),(BCDEFA),(CDEFAB),(DEFABC), (EFABCD),(FABCDE),
daje ten sam sposob zajecia miejsc przy stole.

Zatem réznych sposobéw przydzielenia miejsc jest:

b) Na ile sposobéw 10 0s6b moze zajaé miejsca tak, aby dwie ustalone osoby
siedzialy obok siebie?

Jesli ustalone osoby to A i B, to osoba A oraz pozostalych 8 oséb (bez B) moga
zajac miejsca na § sposobow.

Do kazdego z tych ukiadéw osoba B moze sig dosiasé przy osobie A na 2 spo-
soby, zatem szukana liczba to

ZADANIE  Usadzamy osoby przy okraglym stole zgodnie z opisem w przykladzie 3.
) Na ile sposobow mozna usadzié przy stole 5 osob?

b) Na ile sposobéw mozna usadzic przy okraglym stole 8 oscb tak, aby dwie ustalone
osoby nie siedzialy obok siebie?

danias-16 )
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A

ZESTAW ZADAN

1. Oblicz.

a8 d 3 e

b 3 o 100 b A%

94 L n H2

2. Zapisz bez uzywania symbolu silni i upros¢ utamek.

A Gl = 9 G O Gt

3. Kt6ra z podanych liczb jest wigksza?

a) 1200 czy 120 9 101101 czy 100!
b) (2-15) czy 2!-15! d) G2 czy G2

4. Ustal, dla jakiej wartosci m zachodzi podana réwnosé.

-m b) =237-236-...- 200

2371
@37 -m)l

5. a) Na ile sposobow mozna przydzielic 8 toréw biezni osmiu lekkoatletom?

b) Na ile sposobéw mozna ulozy¢ 4 rézne poduszki, kazda na jednym z miejsc
czteroosobowej sofy?

9 W jednej z gonitw wyScigéw konnych bierze udzial 6 koni. Na ile sposobéw
mozna obstawi¢ pierwsza trojke na mecie?

d) Trzy osob
jesli sq one w
e) Odtwarzamy w sposb przypadkowy 3 utwory z plyty zawierajacej 12 utworéw
(utwory moga si¢ powtarzad). Ile jest roznych mozliwych zestawow?

y kupuja po jednej galce lodw. Na ile sposobow mozna wybrac lody,
smakach?

f) Cztery prezenty trzeba zapakowaé w ozdobny papier wybrany sposrod papieréw
o trzech réznych kolorach. Na ile réznych sposobéw mozna przydzielié papiery do
Zzapakowania prezent6w?

9) W przedziale kolejowym jest 8 miejsc. Na ile réznych sposobéw moze w nim
Zaja¢ miejsca dwoch pasazerow?

h) Na ile sposobow mozna ustawi¢ 6 kobiet i 4 mezczyzn tak, aby kobiety zajmo-
waly 6 poczatkowych miejsc?

i) Tle jest mozliwych wynikéw Klaséwki, jedli pisalo ja 5 uczniow i kazdy moze
otrzymac ocene od 1 do 6 (bez pluséw i minuséw)?
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Ciekawostka

W 1878 roku Samuel Loyd, amerykaiiski
autor zadan szachowych i innych fami-
glowek, wynalazl gre zwana ,pigtnastka’.
W kwadratowej ramce umiescil pigtna-
Scie ponumerowanych plytek i zostawil
jedno miejsce wolne (zob. rys. 1). Plytki
mozna bylo przesuwaé, wykorzystujac
wolne micjsce. Zadaniem grajacego by-
1o ulozenie plytek w zadanej kolejnosci.

ogromne turnicje tej gry. Wynalazca za-
oferowal 1000$ (kwota ta odpowiada dzi-
siejszym 200005) za ulozenie plytek
w takicj kolejnosci jak na rys. 2 (plytki
15 i 14 sq zamienione miejscami).

Kupcy zapominali otwiera¢ sklepy, ma-
szynisci nie zatrzymywali pociagéw na
stacjach — wszyscy grali, myslac, ze
sq bliscy rozwiazania. Na szczescie nie-
dlugo potem powstala_matematyczna

1ys.1 1ys.2
1[2]3]4 1[2[3[4
slef7]s slef7]s
9 [0[n]r2 9 [0]n]r2
1314 [15 13]15[14

Wkrétce potem zaréwno Ameryke, jak
i Europe ogarnla goraczka gry w ,piet-
nastke”. Grali wszyscy: parlamentarzysci
i urzednicy, sklepikarze i rolnicy, prze-
chodnie na ulicy i pasazerowie tramwa-
jow (konnych). Organizowano réwniez

teoria gry w , " 2 ktdrej wyni-
kalo, ze zadanie jest nierozwiazywalne.

Uklad plytek mozna interpretowa¢ jako
permutacje szesnastu elementéw (pict-
nascie plytek i jedno puste miejsce) li-
czonych kolejno od gory i od lewej
do prawej strony. Okazuje sig, ze prze-
suwajac plytki lamiglowki, mozna ulo-
2yé dokladnie polowe takich permuta-
Gji. 1 wlasnie ustawienia zaproponowa-
nego przez Loyda ulozyé si¢ nie da.

6. a) Przeczytaj ciekawostke. Tle jest roznych ustawienn plytek w ,pietnastce”?

b) Wyobraz sobie odmiane gry S. Loyda, w ktérej sa tylko
trzy przesuwane plytki (zob. rysunek). Postaraj si¢ znalezé
wszystkie mozliwe ustawienia plytek w tej grze. Poréwnaj
otrzymany rezultat z liczba permutacji czterech elementéw.

7. Ustal, ile réznych 7-elementowych ciagow liter mozna ulozy, uzywajac liter:

a) A B b) A, B, C

8. Oblicz, na ile sposobéw mozna rozmies

a) 5 roznych kul w siedmiu szufladach,
b) 7 réznych kul w pieciu szufladach,

9 P,QRS,T

© 9 10 jednakowych kul w pigciu szufladach tak, aby w kazdej byla inna liczba kul.
9. Ustal, ile réznych liczb pigciocyfrowych mozna utworzyé, majac do dyspozycji
pie¢ tabliczek, na ktorych sq zapisane podane cyfry:

a) 1,2,3,4,4 b 1,2,2,3,3 91,2223 d 11,222

10. 1le r6znych liczb mozna utworzy¢, majac Karteczki z podanymi liczbami?
a)1,2,3,4 b 2,233
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11. Z szesciu karteczek z literami tworzymy ciagi liter. Ile réznych ciggéw mozna
utworzy¢?
) AAKLMW b) ABBCCD 9 OOPPPR

©12. Kazdy znak alfabetu Braille’a (czyt. brajla) to uklad wypuklych kropek wybra-
nych z podstawowego ukladu szesciu kropek. W kazdym znaku jest co najmnicj
jedna wypukla kropka. Oblicz, ile znakéw mozna w ten sposéb utworzyé.

Przyklady znakéw alfabetu Braille’a

90 9o 90 08 99 90
90 83 22 23 03 33
66 00 00 060 6 30
a d h k m r

13. Znak alfabetu Morse’a (czyt. morsa) jest zbudowany z ustawionych obok siebie
kropek lub kresek. Lacznie kropek lub kresek w kazdym znaku moze by¢ od jednej
do czterech. lle znakéw mozna w ten sposob utworzy¢?

Przyklady znakéw alfabetu Morse'a

a d h k m r u z

14.Na ile sposobow siedmioro dzieci moze stana¢ w kole do zabawy w kétko
graniaste?

15. Wokot okraglej rabaty chcemy umiescic 12 réznych sadzonek.
a) lle r6znych ukladéw sadzonek mozemy otrzymac?

b) Tylko dwie rosliny to sadzonki tulipanéw. Cheemy je umiescié obok siebie. Ile
r6znych ukladéw sadzonek mozemy otrzymac?

16. Czterech mezczyzn i cztery Kobiety sadzamy przy okraglym stole. Przyjmuje-
my, ze gdy wszystkie siedzace osoby przesuna si¢ w te sama strone o tyle samo
miejsc, to sposéb zajecia miejsc przy stole si¢ nie zmienia. Na ile sposobéw moga
zaja¢ miejsca, aby:

a) siedzieli na przemian (mezczyzna, kobieta, mezczyzna, kobieta itd.),

b) dwie ustalone kobiety siedzialy obok siebie i dwdch ustalonych mezczyzn sie-
dzialo obok siebie?
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MINISPRAWDZIAN

S1. Kartke podzielono na n pdl i kazde z nich nalezy pomalowa¢ jednym z k kolo-
row. Kolory moga si¢ powtarzaé takze na sasiednich polach. W ktérym z podanych
6w mozliwosci réznego Kartki jest najwiecej?

A.n=5k=2 B.n=4,k=3 C.n=3k=4 D.n=2,k=5

52. Sposrod cyfr od 0 do 9 i 24 malych liter alfabetu tworzymy kod skladajacy sie
2 dwoch réznych liter lub dwéch réznych eyfr. Tle takich kodéw mozna utworzyc?

A. 480 B. 642 C. 676 D. 1122

53. Na ile sposobéw mozna posadzié przy okraglym stole z 7 ponumerowanymi
krzeslami 7 0s6b tak, aby ustalone dwie osoby A i B siedzialy obok siebie?

A. 1440 B. 840 C. 1680 D. 720

KOMBINACJE

Wyobrazmy sobie, Ze sposréd nastepujacych kart losujemy kolejno trzy

karty: & .
) e, Fv | [+ e
G}‘ vy Iy : :
52 -,
s lew A BT

Jesli przyjmiemy, Ze wynikiem takiego losowania jest ciag trzech kart
ustawionych w kolejnosci losowania, to liczba mozliwych wynikéw wynosi
5-4- 3. Oto przyklady takich ciagéw kart:

H '

e_‘io!'.;*‘ i i yiaiw
+° r 4
| 1-’: {3 MRS fl3
4] e 9| o
G+ % ¥ ¥ LN LN

Dwa ostatnie uklady kart skladaja sie z tych samych Kart, a réznia sie tylko
kolejnoscia. Dla gracza istotny jest zbior otrzymanych kart, kolejnos¢ nie
jest wazna, wige te dwa uklady z jego punktu widzenia sa jednakowe.

Trzy karty mozna ustawic w ciag na 3! sposob6w. Zatem zbiorow trzech
kart wybranych sposrod pieciu kart jest 3! razy mniej niz ciagow 3-
~elementowych wybranych z tych kart. Liczbe takich zbioréw obliczamy
nastepujaco:
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Oto wszystkie uklady kart istotne z punktu widzenia gracza, kiére mozemy
otrzymac, wybierajac trzy Karty z podanych pieciu kart:

ENErwy
aty

o
e

KOMBINACJE

Kazdy k-elementowy podzbior zbioru n-clementowego nazywamy k-ele-
mentow kombinacj ze zbioru

Uwaga. Gdy tworzymy k-clementowg wariacje, istotna jest kolejnos¢ elementéw,
a gdy tworzymy kombinacje, kolejnosé elementow nie ma znaczenia.

Ciqgow k-clementowych o parami réznych wyrazach wybranych ze zbioru
n-clementowego jest - dla > k. Liczba k-clementowych permutacii
wynosi ki, wicc liczba k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego

— fefs 5, _n 1 ” nt i e
Jest ki razy mniejsza niz. Mo, ezyli wynosi ot Liczbe t¢ oznacza

my (}) i nazywamy symbolem Newtona. Symbol () czytamy: ,n po k.

Liczba jik ze zbioru Jest réwna:

() - mow

Uwaga. Zamiast (}) uzywa si tez oznaczenia C§ albo nCk (to
czesto wystepuje w kalkulatorach).

tnie oznaczenie

CWICZENIE Oblicz: (3

Z kombinacjami mamy do czynienia na przyklad w takich sytuacjach:

« Wybieramy 13 kart z talii 52 kart, przy czym nie liczy si¢ kolejnos¢
wybierania. Liczba mozliwych kombinacji to (33) ~ 6 - 10!,

* Wybieramy
legacii to (%) =

sobowa delegacje z grupy 20 osob. Liczba mozliwych de-
140.

o Skreslamy 6 liczb na kuponie Lotto (z 49 liczbami). Wszystkich mozliwo-
Sci jest () = 13983 816.
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W Klasie jest 17 dziewczat i 12 chiopcow. Wybieramy sposréd

uczniéw 5-osobowa delegacje.

a) lle réznych delegacji mozna wybrac?
29
(%)

41.25.26.27.28-29
2411.2.3.4.5

18755

b) lle mozna wybra¢ delegacji, w ktérych jest 1 chiopiec i 4 dziewczynki?

O lle mozna wybra¢ delegadji ztozonych z 3 dziewczat i 2 chtopcow?

(D) ()~ st 5452 25

Wszystkich uczniow jest 29.

Jednego chtopca mozna wybraé na 12 sposo:
bow, a cztery dziewczynki na ('7) sposobéw.

ZADANIE  Wyobraz sobie, Ze trzeba wybrac w twojej Klasie 3-osobowa delegacie.

Tle mozna wybrac réznych delegaci, w ktérych:

a) sa 2 dziewczynki, b) jest 2 chlopcow

ZESTAW ZADAN

1. ) Ktéra sposréd liczb (§), (5), (5), ..., (5) Jest najwicksza?

()2

9 lle roznych liczb otrzymamy po przeksztalceniu wyrazeri?

b) Tle roznych liczb jest wsrod liczb (3), (3), (3), ..

s @ ()5 sz ()0

sadaio 113

2. ) W turnieju szachowym bierze udzial 20 zawodnikéw. Graja systemem ,kazdy

2 kazdym”. Ile partii zostanie rozegranych w tym turnieju?

b) Na ile r6z
§rod 10 rodzajow lodow?

ych sposob6w mozna wybraé 3 galki lodéw o réznych smakach spo-

9 Na obozie mlodziezowym jest 30 0s6b. Na ile réznych sposobéw mozna wybra¢

sposréd uczestnikow trzy osoby dyzurujace w kuchni?

d) W grze w brydza 52 Karty sq rozdawane miedzy czterech graczy. lle réznych

ukladéw kart moze otrzymac jeden gracz?

€) Na ile roznych sposobéw mozemy skresli¢ 5 liczb sposrod 35 liczb?
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3. Kurs jezyka angielskiego ma si¢ odbywa¢ o godzinie 18:00 trzy razy w tygodniu
w dni robocze (od poniedzialku do piatku). Na ile sposobéw mozna ulozyé plan
Kursu?

4. a) W figurze skladajacej si¢ z 9 kwa-  b) Na rysunkach ponizej przedstawiono
dracikéw zamalowujemy tym samym  obrazki otrzymane w wyniku zamalo-
kolorem trzy kwadraciki (zob. rysunek  wania trzech kwadracikéw — kazdego
ponizej). lle réznych obrazkéw mozna innym kolorem. lle réznych obrazkGw

W ten sposdb otrzymaé? mozna w ten sposdb otrzymac?
< W figurze jacej si¢ z 9 kwadraciko ji niektoére z nich takim

samym kolorem. Przy jakiej liczbie zamalowanych kwadracikéw mozna otrzymaé
najwiecej roznych obrazkow?

5. a) W zestawie zadai jest 15 zadan latwych i 5 trudnych. Na ile sposobéw mozna
7 tego zestawu wybra¢ 10 zadan tak, aby wéréd nich bylo 7 zadan latwych i 3
trudne?

b) Wérod 10 mezezyzn jest 2 brunetow i 5 szatynow, a pozostali sa lysi. Na ile
sposobow mozna wybraé piecioosobowy zespol, w ktorym bedzie jeden brunet,
dwdch szatynéw i dwoch lysych?

 Trener pewnej druzyny pitkarskiej ma do dyspozycji 22 zawodnikéw, w
trzech bramkarzy, o$miu obroricéw, siedmiu pomocnikéw i czterech napastnikow.
Druzyna ta gra systemem 1-4-4-2 (bramkarz — czterech obroficow — czterech

v — dwéch ikow). Tle r6znych j ych skladow mo-
Ze wybra trener tej druzyny?

6. Dziesieé réznych kul wrzucamy do szuflad. Oblicz, na ile sposobéw mozna to
2robié, jezeli:

a) sa dwie szuflady, a w pierwszej z nich ma si¢ znalez¢ 8 kul, za$ w drugiej 2 kule,
b) s trzy szuflady, a w pierwszej z nich ma si¢ znalez¢ 5 kul, w drugic 3 kule, za$
w trzeciej 2 kule.

7. Na ile sposobéw mozna wybraé 5 kart z talii 52 kart tak, aby wéréd wybranych
Kart byly:
a) dwaasy i trzy krdle, b) trzy piki i dwa kiery?

8. a) Grupe 30 0séb cheemy podzieli¢ na piecioosobowe zalogi réznych jachtow.
Na ile sposobow mozna to zrobi¢?

b) Rozdajemy 52 karty miedzy czterech graczy. Ustal, ile jest mozliwych réznych
rozdan.
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9. Na plaszezyZnie zaznaczono 30 punktéw, z kiorych zadne trzy nie sq wspotli-
niowe.

a) Przez kazda pare tych punkiow poprowadzono prosta. Ile jest takich prostych?
b) Ile jest rojkatow, kiorych wierzeholkami sg te punkty?

10. Na plaszezyznie zaznaczono 50 prostych, z ktérych zadne trzy nie przecinaja
sie w jednym punkcie i Zadne dwie nie sa réwnolegle.

a) W ilu punktach przecinaja si¢ te proste?
b) Ile jest trojkatéw, kdrych wszystkie boki leza na tych prostych?

11. Losujemy 5 liczb sposrod liczb naturalnych od 1 do 100. Na ile sposobow
mozna wybrac te liczby tak, aby:

a) wszystkie byly dwucyfrowe,

b) dokladnie jedna liczba byla jednocyfrowa,

© dwie liczby byly mniejsze od 20, a pozostale — wicksze od 207

12. Po jednej stronie pewnej alei parkowej wykopano 10 dotkéw.

a) Ile jest r6znych sposobow posadzenia 5 lip w tych dotkach?

b) Ile jest roznych sposobow posadzenia 5 lip i 3 kasztanowcéw w tych dotkach?
© lle jest réznych sposobow posadzenia 5 lip, 3 kasztanowcow i 2 debow?

d) Ile jest roznych sposobéw posadzenia 5 lip, 3 kasztanowcow i 2 debow wzdluz
tej alei, jesli pierwszym i ostatnim drzewem ma by¢ lipa?

13. Ile jest roznych liczb naturalnych pieciocyfrowych, w zapisie ktorych wystepuja
dwie cyfry parzyste i trzy cyfry nieparzyste, gdy:
a) cyfry si¢ nie powtarzaja, b) cyfry moga si¢ powtarzac?

MINISPRAWDZIAN

51. Na ile sposobéw mozna podzieli¢ 12 zeglarzy na czteroosobowe wachty pel-
nigce dyzury o roznych godzinach?

A. 34650 B.565 c3 D. 13584

52. Naile sposob6w mozna wybra¢ 6 kart z talii 52 kart tak, aby wéréd wylosowa-
nych kart byly 3 asy, 2 krole i 1 dama?

A. 1152 B. 96 C14 D. 40

53. W turnicju szachowym rozegrano 66 partii. Kazdy zawodnik zagral z kazdym
jeden raz. Ilu zawodnikéw bralo udzial w tym turnieju?

A.33 B.9 c8 D.12
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DWUMIAN NEWTONA

Aby przedstawic wyrazenie (a+ by w postaci sumy jednomian6w nalezy
wykonaé mnozenie:
(a+b)a+b)a+b)a+h)

Skladniki szukanej sumy mozemy otrzyma, wybierajac z kazdego z czte-
rech nawiasow po jednej liczbie (a albo b) i mnozac te liczby przez siebie.
Kazdy taki skladnik jest wiee réwny iloczynowi pewnej potegi liczby a
i pewnej potegi liczby b.

(G+B@G+h @+ @+b) —— aaaa=at
@+h@+bh@+b@+b) —— aaa-b=a’b
@+b@+h@+h@+h —— aab-a=a‘b
@+b@+bh@+b@+b) —— ab-aa=ab
@+h@+bh@+b@+b) —— b-arara=a‘b
a-a-b-b=a’b*

@+h@+bh@+ba+rb) ——
@+h@+bh@+ba+h) — b

Zatem otrzymujemy réwnosé:

@+b)= a*+ab+a’b+ab+a’b+atbt+ ... +bt
Gdy b wybieramy tylko z jednego nawiasu, to otrzymamy skladnik a’b.
Poniewaz sa cztery nawiasy, w sumie beda cztery takic skladniki. Analo-
gicznie mozna ustalié, ze w sumie beda cztery skladniki ab’. Skladnik a?b?
otrzymamy, gdy 7 dwéch nawiaséw wybieramy liczbe b. Zatem iloczynow
postaci a’b? musi by¢ tyle, ile jest sposobw wybrania dwdch nawiasow
sposrod czterech, tzn. 5
Zatem powyZsza réwno$¢ mozemy zapisaé w postac:

(@+b)t = at +4a’b + (3)ab? + dab + bt

Wspolezynniki skladnikow tej sumy mozna zapisaé w postaci (}):

@byt = ()at+ (V)atb+ (3)arn+ ($)av + (3o
W podobny sposéh mozna uzasadnic ogdlny wzér pozwalajacy oblicza¢

n-ta potege sumy dwoch skladnikéw zwany wzorem Newtona lub dwu-
mianem Newtona.

UIE A Uzasadnij wzor Newtona.
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66

Dwumian Newtona
Jesli a, b sa liczbami rzeczywistymi, takimi Ze a+b # 0 i n jest
dowolng liczbg naturalna, to:

(1)am1b + (3)ar2b2 ...+ (1

) abmt s b

CZENIE B Przedstaw w postaci sumy wyrazenie (a +b)’*

Po zastapieniu we wzorze Newtona liczby n kolejnymi liczbami natural-
nymi otrzymamy wzory. Niektdre z nich to znane ci wzory skréconego
mnozenia:

(a+b)°=1

(@+b)=a+b
(@+bP=a®+ (2)ab+b? = a® + 2ab +b?

@+bP=a’+ (})ab+ (3)ab? +b* = a* + 3a%b + 3ab + b*
itd.
Okazuje sie, ze wspélczynniki liczbowe pojawiaja sie w tych wzorach zgod-

nie z pewna regula. Mozna je zapisac¢ tak, aby utworzyly ,tréjkat” zwany
trojkatem Pascala.

1 (a+b°=1
1 1 @+b)'=1-a+1-b
N
2 (@+bp=1-a° +2.ab+1-5%

(@+b)=1-a° +3.a%b + 3-ab? + 1.b°

(@+b)* =1-a* + 4.-07b + 60267 + 4-ab’ + 1-b*

Kazdy wiersz w tréjkacie Pascala zaczyna sie i koriczy liczba 1, a kazda
2 pozostalych liczb jest suma dwdch zapisanych nad niq liczb z wezesniej-
szego wiersza.

ENIE C Zapisz dwa nastepne wiersze powyZszego trojkata Pascala. Ko-
tajac z tojkata Pascala, zapisz wzory skroconego mnozenia pozwalajace
obliczy¢ (a+b)” i (a+b)°.

W tréjkacie Pascala mozna zauwazy¢ symetrie,

kt6ra opisuje rownos¢ podana obok. m_(n
k) " \n-k
Dowéd
Sposdb I
P (") = Gt~ b () <2 O
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Sposdb It
Jesli wybieramy ze zbioru n-elementowego podzbidr k-elementowy, to kazde-
mu takieru podzbiorowi odpowiada podzbidr (n - k)-elementowy utworzony
z lement6w. Zatem liczba 6 Jest row-
na liczbie podzbioréw (n - k)-elementowych, czyli (A) =(,m)- 0

R6wnos¢ podana obok opisuje z kolei

wlasnos¢ trjkata Pascala, ktéra po- nel)_(n), ( n
zwala obliczy¢ liczby w kazdym ko- k+1) 7 \k) ke
lejnym wierszu na podstawie wartoci

2 poprzedniego.

Dowéd
Sposéb I
(M) m Comeen L, meek
P’(k)'(k‘l)’k‘mfk)"(k«mn—wn)yv T -3+ @ Ditn- R

tkeren e _(ne1).
) = il = e = (1) =L O

Sposdb It
Rozwazmy zbior X, w ktérym jest n+ 1 elementow i niech p € X. Podzbioréw
(k+1)-elementowych w zbiorze X jest (}} ‘) C2¢s¢ 2 nich nie zawiera elemen-
tu p, takich orow jest (). i P jest tyle, ile

k-clementowych podzbioréw zbioru X\ {p}, czyli (}). Stad wynika réwnos¢

(:20) = @)+ G-

%\
PRZYKLA! Wyrazenie (; - *21) mozna przedstawi¢ w postaci sumy. Zapisz
ten ze skfadnikéw sumy, w ktérym po skroceniu nie wystepuje x.

Kazdy sktadnik sumy (a + b)?® ma postac:

0 () - G e

28-k) Aby zmienna x sie skrocifa, wykfadniki poteg zmiennej x
w liczniku | mianowniku musza by¢ rowne.

4k =28
k=7

Szukany wyraz sumy to:

27.28 _ 148005
27 T 16

adanio 110
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ZESTAW ZADAN

1. Korzystajac ze wzoru Newtona, przeksztal¢ wyrazenie.

a) @+cr a9 (2-9)°
b) (3+2x° ) @x-xy)
2. Oblicz.

a) (1) o (3V7+2P
B G- 5° o (L+v2)

3. lle skladnikéw ma (przed redukcja) suma otrzymana po rozwinieciu podanego
wyrazenia zgodnie ze wzorem Newtona? le jest wéréd nich liczb wymiernych?

o (1-1)° b (v7-2)° o ()

4. Korzystajac ze wzoru Newtona, mozna zapisa¢ podane wyrazenie w postaci su-
my. Zapisz ten ze skladnikéw, w ktérym po skréceniu nie wystepuje x.

a (sx-3) 9 (3-3)"° o (L-30)"
b (¢ 3)” @ (v

5. 2) Wyznacz ten wyraz rozwiniecia wyrazenia ( a? ) w ktérym wystepuje a.

b
3
b) Wyznacz ten wyraz rozwiniecia wyrazenia (% "T) w ktérym wystepuje p'.

6. 2) Korzystajac ze wzoru Newtona, przedstaw wyrazenie (2+6x)* w postaci sumy
algebraicznej.

b) Przeksztal¢ wyrazenie (2 + 6x)*, korzystajac z rownosci 2 + 6x = 2(1 + 3x), a na-
stepnie zamieri je na sume algebraiczna, stosujac wzor Newtona,

7. Zapisz trzy pierwsze wyrazy rozwiniecia (p +4)" zgodnie ze wzorem Newtona,
jezeli wiadomo, ze:

a) wspélezynniki przy drugim i szostym wyrazie rozwiniecia sa réwne,
b) wspolczynniki przy trzecim i szostym wyrazie rozwiniecia sa réwne,
) wspolezynniki przy piatym i széstym wyrazie rozwiniecia s rowne.
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8. Zapisz trzy pierwsze wyrazy rozwiniecia (u+w)" zgodnie ze wzorem Newtona,
jezeli wiadomo, ze suma wspolczynnikéw przy tych trzech wyrazach jest réwna:

a) 16 b) 56 79

®9, Ze zbior ma 2" ioro jac W tym
zbi6r pusty i caly zbior).

Warto wiedzie¢!
Wzor Newtona mozna wykorzysta¢ do obliczania przyblizonych wartosci poteg pew-
nych liczb. Na przyklad, aby obliczyé 1,02!5, mozna postepowaé w nastepujacy
sposcb:

1,025 = (140,025 = () - 15+ (F) - 140,02+ () - 113 0,022+ () - 112 0,02° +
+(F) - 110,024 4.+ (12) - 00215 = 1415 0,02+ 105 - 0,0004 + 455 - 0,000008 +

+1365 -0,00000016 +...+0,021 = 1+0,3 +0,042 + 0,00364 +0,0002184 + ...+ 0,025

Jesli cheemy znalezé przyblizona wartosé liczby 1,021 z dokladnoscia do 0,01, to
wystarczy dodac cztery pierwsze skladniki tej sumy. Zatem:
1,02'% = 1403 +0,042+0,00364 = 134564 ~ 1,35

10. Przeczytaj informacje w ramce. Korzystajac ze wzoru Newtona, oblicz z do-
Kladnoscia do czesci setnych.

a) 1,010 b) 0,99%° 91,0022 d) 0,997%%

MINISPRAWDZIAN

o
$1. Korzystajac ze wzoru Newtona, wyrazenie (5 + 2) mozna przedstavic w po-
staci sumy. Ktore z podanych wyrazeii nie jest skladnikiem tej sumy?

.

o
AL B. 3% c.20 D. 32
64 B P

5
= ﬁla) mozna przedstawic w postaci sumy. Skladnik, w ktorym

S2. Wyrazenie (
nie wystgpuje zmienna a, jest rowny:

As4 B. 756 c. 2268 D. 10206

S3. W rozwinieciu wyrazenia (1+x)" wspolezynniki przy x* oraz przy x° sa rowne.
Ktore z podanych wyrazen jest skladnikiem tego rozwiniecia?

A 8x% B. 70x* C. 16x3 D. 24x°
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KOMBINATORYKA
| PRAWDOPODOBIENSTWO

Rozwazmy nastepujace zagadnienie:

W pewnej kawiarni mozna kupi¢ deser, ktry sklada si¢ z dwéch warstw:
na dole jest galaretka, a u gory krem. Galaretka moze by¢ w czterech
smakach: cytrynowym, fczowym.

Sa dwa rodzaje kremu: kavwowy i waniliowy. Przygotowuiac taki deser, cu-
kiernik wybiera losowo galaretke i krem.

Jakie jest fistwo tego, g on deser z galaretkq
cytrynows 1 kremem waniliowym?
Oto dwa sposoby rozwiazania tego zadania:
Sposcb I
2 drzewka ilustrujacego dos ie losowe.

A — Cukiernik przygotowat deser cytrynowo-waniliowy.

1 3
3

galaretka inna

cytrynowa galaretka

N

krem
waniliowy  kawowy

P(A) =

Joot—

Sposob It
Korzystamy z zasady mnozenia.

A — Cukiernik przygotowat deser cytrynowo-waniliowy.

N=4-2=8 Galaretke cukiernik moze wybra¢ na 4 sposo
by, a krem na 2 sposoby

na

1 Tylko jedna z 8 mozliwosci to deser cytryno
wo-waniliowy.

P)=}

Oba przedstawione sposoby obliczenia prawdopodobieristwa sa skuteczne.
Wezesniej juz jak si¢ oblicza za po-
mocy drzewek. Dalej podajemy przyklady, jak stosowa¢ kombinatoryke
w rachunku prawdopodobieristwa.
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[TIATTITEE Pieciu pasazeréw jedzie winda. Kazdy z nich moze wysias¢ na
jednym z 8 pieter.

a) Oblicz iefistwo tego, ze kazdy z pasazerow wysiadzie na innym
pietrze.
A — Pasazerowie wysiada na roznych pietrach.

N to liczba S-elementowych wariacji z powtérzeniami ze
N=8° 2bioru 8-elementowego.

4 to liczba 5-elementowych wariacji bez powtdrzei zbioru
8-elementowego.

s

Odp. Pasazerowie wysiada na réznych pietrach z prawdopodobiefistwem réw-
nym 193 ~ 0,21

) Cay wisksze jest prawdopodobiefstwo, ze pasazerowie wysiada na caterech
réznych pietrach, czy zdarzenia

B — Dwéch pasazeréw wysiadzie na jednym pigtrze, a trzech pozostatych na
trzech réznych innych pigtrach.

Dwéjke pasazerow mozna wybra¢ na (3) sposobéw. Kazda
taka para moze wysiasé na kazdym z 8 pigter, trzeci z pa-
sazer6w moze wysiasc na jednym z 7 pigter, czwarty — na
jednym z 6 pigter, a piaty — na jednym z 5 piter.

525
024

Odp. Pasazerowie wysiada na czterech roznych pietrach z prawdopodobien-
stwem rownym 2% = 0,51 i jest to prawdopodobiefistwo wigksze ni
f zdarzenia

praw-

ZADANIE  Cztery rézne kule umieszezamy losowo w dwunastu szufladach.
a) Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze kule te trafia do czterech réznych szuflad.
b) Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze trafia do trzech réznych szuflad.
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[TIATTTEN Na siedmiu karteczkach sa litery A, A, A, K, K, F, R (jedna litera
na kazdej karteczce). Ustawiamy karteczki w przypadkowej kolejnosci. Oblicz
prawdopodobieristwo tego, ze ufozymy w ten sposéb stowo KARAFKA.

Sposob |

Przyjmujemy, Ze zdarzeniami elementarnymi s rozne sto-
wa, tzn. gdy w danym ukfadzie liter przestawimy ze soba
litery A lub K, to otrzymamy to samo stowo. Roznych stow
jest 3121 razy mniej niz permutacji zbioru 7-elementowego.

720
Sposob Il
N=7! Zdarzeniami elementarymi 53 ciagi 7 karteczek.
e Uktadajac stowo KARAFKA karteczki  litera K mozna usta-
=312 Wi€ na 2 sposoby, a karteczki z litera A — na 3! sposobow.

Odp. Stowo KARAFKA ufozymy z prawdopodobieristwem 735.

ZADANIE  Zliter A,A,K,K,K,N,0,0, ukladamy wyrazy 9 literowe w sposb lo-
sowy. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze ulozymy slowo KOKOSANKA.

W grze Lotto skresla sie 6 sposréd 49 liczb. Wygrana pieniezna
wyplacana jest tym grajacym, ktérzy trafnie skresla co najmniej 3 liczby. Oblicz
prawdopodobieristwo jakiej$ wygranej pienigznej w Lotto.

A — Wsréd skreslonych liczb s3 co najmniej 3 trafienia.
Mozliwych réznych zastawéw skreslonych

N= (%) =13983816 liczb jest tyle, ile kombinac 6-clementowych
2¢ zbioru 49-elementowego.

3+ ns + ns + n, gdzie ny oznacza trafiono dokdadnie 3 liczby”,
ny — trafiono dokfadnie 4 liczby” itd.

Wéréd skreslonych liczb sa 3 wylosowane
przez maszyne i 3 niewylosowane.

_(6).(43)_ 6 43 _
""(4)'(2)’%21 At =

41-411:5.6-42:43
44111212

Wsréd skreslonych liczb sa 4 wylosowane
przez maszyne i 2 niewylosowane.
=13545
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sowanych, a szosta liczba to jedna z pozo.
statych 43 liczb.

s = (g) L 43-6.43=258 5 sposrod skreslonych liczb jest wsrod wylo-
ne=1
Na = 115+ N4 + 15 + ng = 260624

ny _ 260624
PA = F = T5gg3s1s ~ 0:02

Odp. W Lotto prawdopodobieristwo wygranej pienigznej wynosi okoto 0,02.
ZADANIE W grze Mini Lotto skresla si¢ 5 z 42 liczb. Jakie jest prawdopodobieri-

Stwo tego, Ze grajac w t¢ gre, trafimy co najmniej czworke?

Uwaga. W przykladzie 3 mozna te obliczy¢ najpierw prawdopodobieiistwo trafie-
nia co najwyzej dwéch liczb, czyli zdarzenia

adani 119 )

ZESTAW ZADAN

1. a) Maszyna losuje kolejno bez zwracania trzy sposréd dziesieciu kul ponumero-
wanych cyframi od 0 do 9. Oblicz prawdopodobieistwo tego, ze maszyna kolejno
wylosuje kule z numerami 1, 2 i 3
b) Cztery osoby ustawiaja si¢ w szeregu. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, Ze te
cztery osoby ustawia si¢ wedlug wzrostu (od najwyzszej do najnizszej). Zakladamy,
Ze kazda osoba jest innego wzrostu.

 Trzy razy rzucamy symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodo-
bieristwo tego, Ze wypadng same szostki.

d) Malpa usiadia przy komputerze i nacisnela kolejno 5 Klawiszy. Na Klawiaturze s
104 Klawisze. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze malpa wystukala slowo palma.
e) Oblicz prawdopodobiefistwo tego, Ze cztery losowo wybrane osoby z trzydzie-
stoosobowej Klasy beds czterema pierwszymi osobami na liscie w dzienniku.

2. Trzy jaja: kurze, kacze i gesie nalezy pomalowa

r6znymi kolorami wybranymi sposrod szesciu. Ob- BARWNIKI DO JA)
licz prawdopodobieristwo tego, Ze: (\ /}
a) zadne 7 jaj nie zostanie pomalowane na Z6to,

b) jajo gesie zostanie pomalowane na czerwono,

9 jajo kurze bedzie zlte lub czerwone, a jajo kacze Lo
— niebieskie lub zielone.
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3. Rysunek obok przedstawia kwadratowa planszg z dziewie-
cioma polami.

a) Losujemy trzy pola i na kazdym z nich umieszczamy mo-
nete innego rodzaju. Oblicz fistwo tego, Ze
monety beda leze¢ wzdluz przekatnej.

b) Na wszystkich polach planszy kladziemy po jednej mone-
cie, za kazdym razem losujac, czy moneta bedzie lezeé do
gory orlem czy reszka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
na wszystkich polach monety leza ta sama strona do gory.

o Na planszy umieszczamy kamieri, szklang kule i monete. Pole, na Ktorym
Kladziemy przedmiot, losujemy sposréd niezajetych jeszcze pél. Oblicz prawdo-
podobienistwo tego, ze uloza si¢ wzdluz linii (pionowej, poziomej lub ukosnej).

d) Na planszy zapisano dziewieé cyfr 1, ... , 9. Oblicz prawdopodobieristwo tego,
7e w wierszach (niekoniecznie kolejnych) beda ulozone liczby 123, 456 i 789.

4. 7 talii 52 kart wybieramy losowo 13 kart. Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze
wybierzemy:

a) 13 kierow,

b) 13 Kart tego samego koloru,

o zestaw, w ktérym bedzie dokladnie siedem pikow,

d) zestaw, w ktorym bedzie jeden trefl, dwa kiery, a reszta to piki,

@) zestaw, w ktorym beda trzy trefle, trzy kara, trzy Kiery i cztery piki.

5. Oblicz prawdopodobiefistwo te-
go, ze ustawione w przypadkowej
Kolejnosci:

a) litery A, B, D, N, 0, Z utworzg
stowo BANDZO,

b) litery A, A, G, I, R, T utworza
slowo GITARA,

o litery A, A, A, A, B, J, K, L L
utworza stowo BALALAJKA.

6. Na o$miu kartonikach o réznych kolorach sa zapisane cyfry: L7, 8,
9, 9. Wybieramy losowo trzy kartoniki i ustawiamy obok siebie, morzqc liczbe
trzycyfrowa.

a) Oblicz e tego, ze ¢ liczbe parzysta.

b) Oblicz i tego, ze liczbe podzielng przez 4.

7. Ze zbioru liczb {1,2,...,3n} wybieramy losowo dwie liczby. Oblicz prawdopo-
dobieristwo tego, 7e ich suma bedzie podzielna przez 3.
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8. Sposréd siedmiorga gosci pewnej restauracji jeden zaméwil kawe, a inny —
herbate. Gdy goscie na chwile odeszli od stolu, kelner podal te napoje, ustawiajac
losowo filizanki przy dwoch nakryciach. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze:

a) kelner postawil odpowiednie napoje przy nakryciach osob, ktére je zaméwily,
b) kelner postawil filizanki przy nakryciach 0séb, ktére napojow nie zaméwily,
© kelner popelnit tylko jedna pomylke.

9. Niektére plyt 'h maja mozli

ow w przypadkowe_] Kolejnosci. Na pewnej plycie jest 10 u[womw Oblicz prawdo-
podobieristwo, ze jesli wybierzemy odtwarzanie w przypadkowej Kolejnosci, to:

a) utwory zostang odtworzone dokladnie w takiej kolejnosci, w jakiej znajduja si
na plycie,

b) utwor ostatni zostanie odtworzony jako pierwszy, a pierwszy jako ostatni,

) utwory pierwszy i ostatni zostang odtworzone obok siebie.

10. Nalezy ulozy¢ we wlasciwej kolejnosci szes¢ obrazkéw komiksu. Oblicz praw-
dopodobieristwo tego, e jesli ulozymy te obrazki losowo, to:

a) beda we wlaciwej kolejnosci,

b) co najmniej jeden obrazek nie bedzie na swoim miejscu,

o tylko poczatkowe dwa obrazki nie beda na swoich micjscach.

Jonowolem no wieczdr, [ Trofiem no coé twordego,
o o, rioyon L tociybo e bk
s (MR i)

“11. Winda moze si¢ zatrzyma¢ na dowolnym z czternastu pieter budynku. W win-
dzie znajduje sic 7 pasazerow. Kazdy  nich moze wysiasé na ktorymkolviek pie-
trze z takim samym Oblicz, tego,
a) co najmniej dwéch pasazeréw wysiadzie na réznych pietrach,

b) nikt nie wysigdzie na pierwszym pietrze ani na ostatnim,
@ trzech wysiadzie na jednym pietrze, a czterech — na innym pietrze.

©12. Do czterech szuflad wrzucamy losowo 5 réznych kul. Oblicz prawdopodobieri-
Stwo tego, ze:
a) dwie szuflady pozostana puste, b) zadna szuflada nie bedzie pusta.
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13. W popularnej grze w koéci rzucamy pigcioma

réznymi szesciennymi kostkami. Oblicz prawdopo-

dobieristwo tego, ze w jednym rzucie:

a) na wszystkich pieciu Kostkach otrzymamy taka

sama liczbe oczek (wyrzucimy tzw. generala),

b) dokladnie na czterech kostkach otrzymamy taka

sama liczbe oczek (wyrzucimy tzw. Karete),

© ¢ pojawia si¢ tylko dwie rézne liczby oczek, jedna z nich na trzech kostkach,
a druga — na dwéch pozostalych (taki zestaw nazywany jest fulem).

14.W konkursie radiowym nadestano 30 poprawnych odpowiedzi, z kiérych
10 pochodzilo z Warszawy. Nagrody otrzymalo 5 autorow poprawnych odpowie-
dz, ktérych iono droga losowania. Oblicz tego, Ze:

a) wszystkie nagrody otrzymaly osoby z Warszawy,
b) dwie nagrody otrzymaly osoby spoza Warszawy.

15. Trzy sposréd dwunastu jajek w i . Oblicz prawdop
dobieristwo tego, ze wérod losowo wybranych z updkuwdma czterech jajek:

a) nie ma ani jednego nadtuczonego,

b) dwa sq nadtluczone.

16. W dziecieca gre karciang Piotrus gra si¢ talia 25 kart, w ktérej znajduje si¢
12 par Kart i jedna karta bez pary. Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze gracz, Kto-
1y dostat 12 kart, ma piotrusia (czyli karte bez pary). Oblicz prawdopodobienistwo
tego, Ze ma go drugi gracz.

17. W szufladzie sa skarpetki niepolaczone w pary.
Wyjmujemy z niej po omacku kolejno dwie skar-
petki. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, Ze s3 to
skarpetki do pary, jesli w szufladzie znajduje sie:

a) szesé roznych par skarpetek,

b) trzy jednakowe pary bialych i trzy jednakowe
pary czarnych skarpetek,

9 jedna skarpetka biala i dziewie¢ jednakowych
czarnych skarpetek,

d) dwie skarpetki biale, dwie czarne i cztery szare.

18. Czterech nieznajomych jedzie pociagiem w tym samym przedziale. Oblicz
prawdopodobiefistwo tego, Ze:
a) wszyscy urodzili si¢ w tym samym dniu tygodnia,
b) urodzili si¢ w rézne dni tygodnia,
© 0 tylko trzy osoby urodzily si¢ w tym samym dniu tygodnia.
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Ciekawostka

Gra scrabble polega na ukladaniu wyra-
26w z liter zapisanych na plastikowych
plytkach. Na poczatku gry kazdy gracz lo-
suje 7 sposrod 100 takich plytek. Wsréd
tych 100 plytek znajduja si¢ 2 plytki pu-
ste, ktére w ukladanym slowie moga za-
stapic dowolng litere. W ponizszej tabeli
podano, ile plytek Kazdego rodzaju znaj-
duje si¢ w zestawie.

ACE | BGH | CDK | RS [N|O|E|[1[A
Rodzaj plytki | FNO JLU LMP wYy z
$212 pusta T

Liczba plytek 1 2 3 4 slef7[s8]o

19. Przeczytaj powyzsze informacje o grze w scrabble.

a) Przyjmijmy, Zze w woreczku sa wszystkie plytki. Oblicz prawdopodobieristwo
tego, ze wiréd siedmiu wylosowanych plytek beda dwie puste.

b) Przypusémy, Ze w woreczku nie ma pustych plytek, ale sq wszystkie pozosta-
fe. Losujemy 7 plytek. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze mozna z nich ulozyé
stowo KARAKAN.

© Za ulozenie stowa JAZN mozna otrzyma¢ co najmniej 20 punktéw. Losujemy
7 plytek z worka, w ktorym s wszystkie plytki. Oblicz prawdopodobiefistwo tego,
ze wylosujemy plytki 7 literami J, A, Z, N, a na pozostalych wylosowanych plytkach
nie bedzie liter J, A, Z, N

MINISPRAWDZIAN
S1. Losujemy trzy karty z tali 52 kart. Prawdopodobieristwo wylosowania trzech
Kart tego samego koloru jest rowne:

1 66 22 33
A 850 B. 5525 C s D- 11650
52. Oblicz prawdopodobietistwo, ze ulozymy stowo KOT, wybierajac losowo i usta-
wiajac w kolejnosci losowania trzy sposréd liter wystepujacych w stowie GOTYK?

L. L 1 e
A5 B ¢35 D- 35

53. W skladzie pewnego pociagu znajduje sie 15 wagonw. W kazdym z tych wago-
néw jest 10 przedzialow z 8 micjscami siedzacymi. Dwie nieznajome osoby kupily

bilety z miejscéwkami na ten pociag. tego, Ze te osoby usiada
W tym samym przedziale naprzeciwko siebie, jest rowne:

i 1 1 1200
A 1200 B Tigy € 1050 D- 2399
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1. W ukladzie wspélrzednych sposrod
punktéw o obu wspdirzednych natural-
nych mnicjszych od 6 losujemy jeden.
Oblicz prawdopodobieristwo, ze:

2) co najmniej jedna wspdlrzedna tego
punktu jest liczba pierwsza,

b) co najwyzej jedna wspélrzedna jest
liczba nicparzysta.

2.W urnie znajduje si¢ n kul bia-
tych i jedna czarna. Z urny wyjmujemy
losowo k kul (k < n). Oblicz prawdo-
podobiefistwo, Ze wérod wyciagnietych
kul nie ma czarnej.

3. Wéréd 10 loséw loteryjnych jest je-
den los wygrywajacy, dwa uprawniajace
do ponownego losowania, a pozostale
sa przegrywajace. Oblicz prawdopodo-
biexistwo, e pierwsza osoba, ktéra bie-
1ze udzial w loterii, wygra nagrode.

4. Rzucamy trzema réznymi kostka-
mi do gry. Jesli wypadnie co najmnicj
jedna szostka — wygrywamy 20 zL. Je-
$li wypadna trzy jedynki — wygrywa-
my 100 zL. W pozostalych przypadkach
przegrywamy pewna kwote. Jaka to
kwota, jesli gra jest sprawiedliwa?

5. Z talii 52 kart losujemy cztery Karty.
Oblicz prawdopodobieristwo, ze wéréd
wylosowanych kart:

a) nie ma pika,

b) jest co najmniej jeden walet.

6. Trzech sposrod jedenastu pitkarzy
wylosowano do kontroli antydopingo-
wej. Oblicz prawdopodobieristwo, ze
wylosowano trzech z czterech obrori-
6w tej druzyny.

78

7. a) lle meczéw odbywa si¢ w sezonie,
jesli kazda z 16 druzyn w lidze rozgry-
wa z kazda 7 pozostalych po 2 mecze?
b) Na ile sposobéw mozna rozwiazaé
test zlozony z pieciu pytan, jezeli do
Kazdego podano trzy odpowiedzi?

) lle roznych siéw mozna otrzymac,
przestawiajac litery w stowie ANANAS?

8. Zamek szyfrowy ma 3 pokretla, kaz-
de z cyframi od 0 do 9. Oblicz, na
ile sposobéw mozna zakodowac ten za-
mek tak, aby cyfry na kazdym pokretle:
3) byly rozne,

b) mogly si¢ powtarzac.

9. Pewien kod sklada si¢ z oémiu zna-
kow (jedynek lub dwdjek). Oblicz praw-
dopodobieristwo tego, ze w kodzie tym
wystepuja:

2) na przemian jedynki i dwojki,

b) dwie jedynki i szes¢ dwdjek,

¢ co najmniej dwie jedynki.

10. Pewien student na egzaminie losu-
je po jednym pytaniu z dwoch zesta-
Wéw. Pierwszy zestaw zawiera 5 pytai,
a student zna odpowiedzi na 4 sposréd
nich, w drugim zestawie sq 4 pyta-
nia, a student zna odpowiedzi na 3
2 nich. Oblicz prawdopodobieristwo, ze
ten student:

2) bedzie znal odpowiedzi na oba wy-
losowane pytania,

b) nie bedzie znal odpowiedzi na zad-
ne z wylosowanych pytan,

9 bedzie znal odpowiedz tylko na jed-
no z wylosowanych pytan.

11.Znajdz ten wyraz rozwinigcia wy-
razenia (2x* - V2y)', w ktorym wyste-

puje x'2.
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Prawdopodobienstwo
czesc 2

Producent pewnego testu medycznego zapewnia, ze wykrywa on badang chorobe

2 prawdopodobieristwem 90%. Jednak dodatni wynik tego testu oznacza,

ze prawdopodobieristwo choroby jest mniejsze niz 50%. Jak to mozliwe?

Jakos¢ testu medycznego opisuja dwie liczby: czulosc testu i jego swoistosc.

Czutos¢ to prawdopodobienstwo, ze osoba chora uzyska dodatni wynik testu.

1 te wartos¢ podaf nasz producent. Swoistosc testu to prawdopodobieristwo,

e u osoby zdrowej jego wynik bedzie ujemny.

Znajac te parametry i odsetek chorych w populacji, mozna obliczy¢, jakie jest

prawdopodobienstwo, Ze przy dodatnim wyniku testu badana osoba jest chora.

Pomaga w tym twierdzenie Bayesa, ktdre poznasz w tym rozdziale.

5 > g
_“t.\\,}/‘(
Y =,

-

Suma i iloczyn zdarzen = Prawdopodobienistwo warunkowe
= Prawdopodobienstwo catkowite = Zdarzenia niezalezne
= Schemat Bernoullego = Powtérzenie
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SUMA I ILOCZYN ZDARZEN

Zdarzenia losowe opisywaliémy jako wszystkie podzbiory przestrzeni zda-
rzefi elementarnych. Oméwimy teraz niektre pojecia zwiazane z wlasno-
Sciami tych zbioréw.

CZENIE A’ Dane sq zbiory:
A={ab,c.de}

Wymien wszystkie elementy zbiorow

fa,b,f} C={a,b,c,d,e.f,g,h}
AnB, B, C\A, C\B.

Zdarzenia losowe to podzbiory przestrzeni zdarzen elementarnych. Tloczy-
ny i sumy tych podzbiorow takze oznaczaja pewne zdarzenia losowe.

Zdarzeniu A N B sprzyjaja zdarzenia
elementarne, ktére sprzyjaja jedno-
czesnie zdarzeniu A i zdarzeniu B.

Zdarzeniu AU B sprzyjaja zdarzenia
elementarne, ktore sprzyjaja zdarze-
niu A lub zdarzeniu B.

Symbol P(A 1 B) czytamy: ,prawdopo-
dobiesistwo iloczynu zdarzen A i B”

P(AUB)

Symbol P(A U B) czytamy: ,prawdopo-
dobieristwo sumy zdarzefi A oraz B"

albo 7e zajda
oba zdarzenia A i B".

lub 7e zajdzie
o najmnicj jedno ze zdarzer A lub B”.

W doswiadczeniu polegajacym na losowaniu jednej Karty z talii 52 kart

rozwazmy nastepujace zdarzenia:

K1 — Wylosowana karta to karo.

K2 — Wylosowana karta to kier.

F — Wylosowano figure.

Zdarzenie ,wylosowano Karte z figura karo” to iloczyn K, n F, natomiast

zdarzenie ,wylosowano karte koloru czerwonego” (Karo lub kier) to suma

zdarzen Ky UK.

Prawdopodobieristwa tych zdarzer wynosza:
PKiNnP=%=5 P(Ky U K]

ENIE B Przyjmij takie oznaczenia, jak opisano powyzej.
ponizsze zdarzenia i okresl ich prawdopodobieiistwa
KiUF  KinK: KinF

Opisz stowami

K20 F

PRAWDOPODOBIENSTWO. CZESC 2



Zauwaz, 7e zdarzenia opisane powyZej
sowano kiera” nie moga zajs¢ jednoczesni
wykluczajacymi sie.

.wylosowano karo” oraz ,wylo-
. Takie zdarzenia nazywamy

Zdarzenia A i B nazywamy wykluczajacymi sie, jesli A 0 B = (.

CWICZENIE C Na rysunku przedstawiono przes
pewnego doswiadczenia losowego. Kazda kropka oznacza zdarzenie elementar-
ne. Zakladamy, ze wszystkie zdarzenia elementarne sq jednakowo prawdopo-
dobne. Oblicz P(A), P(B) i P(A U B), a nastepnie sprawdz, czy zachodzi rownos¢
P(AUB)= P(A) + P(B).

zefi zdarzeri elementarnych

Prawdopodobieristwo sumy zdarzen nie zawsze jest réwne sumie prawdo-
podobieristw tych zdarzen. Okazuje sie, e zalezy to od tego, czy zdarzenia
te si¢ wykluczaja, czy nie.

Dla dowolnych dwéch zdarzen A i B zachodzi réwnosé:
P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A n B)

Dowéd

Niech A i B beda podzbiorami pewnej prze-
strzeni zdarzeri elementarnych. Niech N
oznacza liczbe wszystkich zdarzer elemen-
tarnych, zas na, ny, naup i nanp 0Znaczaia
liczby zdarzeit elementarnych, ktdre sprzy-
jaja odpowiednio zdarzeniom A, B, AU B
oraz AnB.

Zauwazmy, 7e:
MAUB=NA+Ng—Nanp

Zatem:
P(AUB) = e =P(A)+PB)-P(AnB) O

Z powyzszego twierdzenia wynika,

Jesli zdarzenia A 1 B si¢ wykluczaja, to P(A U B) = P(A) + P(B)
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[TIATTI W pudetku sq spinacze w dwoch wielkosciach — duze i mate
oraz w dwéch kolorach — fioletowym i zielonym. Duze spinacze stanowia 20%
wszystkich spinaczy. W pudetku jest trzy razy wiecej spinaczy fioletowych niz
zielonych. Duze fioletowe spinacze to 5% spinaczy w pudetku. Oblicz prawdo-
podobieristwo tego, ze losowo wybrany spinacz jest zielony i maly, a jakie — ze
jest fioletowy i maty.

D — Wylosowany spinacz jest duzy.

F — Wylosowany spinacz jest fioletowy.

P(D)=0,2

Stosunek liczby fioletowych spinaczy do licz-
P(F) = by zielonych spinaczy wynosi 3: 1
P(FA D) = 0,05

F'n D' - Wylosowany spinacz jest zielony i maty.

Zdarzenie F' 1 D’ (wylosowany spinacz be-

FnD =(FuDy dzie zielony i maly) jest przeciwne do zda-
rzenia F U D (wylosowany spinacz bedzie
PF'AD)=1-P(FUD) fioletowy lub duzy)

P(FU D) = P(F) + P(D) - P(F 1 D) = 0,75 +0,2 - 0,05 = 0,9
P(FAD)=1-09=0,1
F D’ - Wylosowany spinacz jest fioletowy i maty.

Q

/

F=(FAD)U(FN D)
P(F) = P(F1 D') + P(F 1 D) Zdarzenia F 1D F 1 D' sie wykluczaja,
P(FO D) = P(F) - P(F D) = 0,75 - 0,05 = 0,7

Odp. Prawdopodobieristwo wylosowania mafego zielonego spinacza wynosi 0,1,
a matego fioletowego spinacza wynosi 0,7.

ZADANIE W worku znajduja si¢ Zetony w dwéch kolorach: bialych jest 4 razy
wigeej niz czarnych. Okragle Zetony stanowia 30% wszystkich Zetonow, pozostale s
kwadratowe, a okragle biale Zetony to 10% wszystkich Zetonéw. Oblicz prawdopodo-
biciistwo tego, ze Zeton wyciagniety losowo z worka jest:

) kwadratowy i czarny, b) kwadratowy i bialy.
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Najwazniejsze oméwione do tej
pory wlasnosci prawdopodobieii-
stwa zebrane zostaly obok.

0<PA)<1
P(0)=0, PO =1
P(A') = 1 - P(4)
P(A UB) = P(A)+ P(B)- P(A N B)
sadania 111

Ciekawostka

zdarze-

Definicje Klasyczng
2 kiérej korzystamy, sformulowal w 1812
roku francuski matematyk Pierre Simon
de Laplace (czyt. pier sima de laplas). Jej
Zastosowanie ogranicza si¢ do przypad-
ku, gdy wszystkie zdarzenia elementarne
maja jednakowe prawdopodobieristwa.

W 1933 roku rosyjski matematyk An-
driej Kolmogorow podal definicje, kéra
mozna stosowac dla dowolnej przestrze-
ni zdarzen elementarnych. Oto definicja
Kolmogorowa:

Niech Q bedzie skoiiczong przestrzenia
zdarzeii elementarnych. Méwimy, Ze
zdarzeniach zawartych w zbiorze O okre-

zwana
nia A i spelnione sq warunki:
®0<PA)<1

° P@)=1

o dla kazdej pary wykluczajacych si

zdarzeii A, B zachodzi rownosé:
P(AUB) = P(A) + P(B)

Definicja ta nie podaje wprost przepisu,
jak oblicza¢ prawdopodobieristwo zda-
rzenia, a jedynie okresla warunki (ak-
sjomaty), jakie prawdopodobieristwo ma
spelniac. Tego typu definicje nazywamy
aksjomatyczna, Zauwaz, ze z dotycheza-
sowych rozwazaii wynika, ze prawdo-

Slone  jest jezeli
Kazdemu zdarzeniu A C Q jest przypo-
rzadkowana dokladnie jedna liczba P(A),

okreslone przez definicig
Klasyezna spetnia warunki definicji Kol-
mogorowa.

ZESTAW ZADAN

1. W doswiadczeniu polegajacym na rzucie kostka do gry rozwazmy zdarzenia:
A — Wypadta parzysta liczba oczek.
B — Wypadly nie mniej niz 4 oczka.

Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne, ktore sprzyjaja zdarzeniom:
AnB

AUB  AnB B A'UB
2. Kropki na rysunku oznaczaja zdarzenia elemen-
tarne jednakowo prawdopodobne. Oblicz prawdo-
podobienstwa zdarzer:

AnB AnB A'NB

AUB A'UB A'UB
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3. Z talii 52 kart losujemy 5 kart. Rozwazmy nastepujace zdarzenia:
A — Wszystkie wylosowane Karty to piki.
B — Wszystkie wylosowane Karty to figury.
C — Wéréd wylosowanych kart sg cztery asy.
— Wsrod wylosowanych Kart sq cztery blotki.
a) Wsrod opisanych zdarzen wskaz zdarzenia wykluczajace sie.
b) Ktore ze zdarzeri: B, An B, AUB, B' 0 A, C 0 D sa zdarzeniami niemozliwymi?

4. Wiadomo, Ze P(A U B) = P(B) = 2-P(A n B) = 1. Uporzadkuj liczby P(A), P(A")
i P(B') w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.

5. Czy podane informacje wystarcza, aby stwierdzic, ze zdarzenia A i B si¢ nie
wykluczaja?

a) P(A)=04, P(B)=0,7 ¢ P(A)=08, P(B)=09
b) P(A)= 7. P(B)=03 d) P(A) = % P(B) =7

6. Zdarzenia A i B to podzbiory pewnej przestrzeni zdarzen elementarnych.
) Wiadomo, ze P(A4) = 0,7, P(B) = 0,6 i P(A 1 B) = 0,3. Oblicz P(A U B).

b) Wiadomo, ze P(4) = 2, P(B) = L i P(A U B) = 2. Oblicz P(A 1 B).

© Wiadomo, ze P(A') = 0,5, P(B') = 0,4 i P(A U B) = 0,7. Oblicz P(A N B).

d) Wiadomo, ze P(An B) = £, P(B) = 3 i P(4’ 0 B) = L. Oblicz P(A U B), P(A) oraz
P(A' A B).

7. W kolekeji znaczkéw Darka znaczki nieostem-
plowane stanowia 75% wszystkich znaczk6w.
Az 80% tej kolekcji to znaczki polskie. Znacz-
ki polskie lub nicostemplowane to 90% kolekcji.
Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze losowo wy-
brany znaczek jest:

a) polski i nieostemplowany,

b) zagraniczny i nicostemplowany,

9 polski lub ostemplowany,

d) zagraniczny lub nicostemplowany.

8. W miseczce zmi rézne rodzaje 6 jers 7e lo-
sowo wybrany orzeszek jest ziemny, wynosi }, ze Jesl prazony — wynosi §, a ze
jest prazony lub ziemny — wynosi &. Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania
prazonego orzeszka ziemnego. Jaka czesé orzeszkow ziemnych stanowia orzeszki
prazone?
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9. Przyjmijmy, Ze prawdopodobieristwo tego, iz pracownik urzedu jest kompetent-
ny, wynosi 0,4, prawdopodobiefistwo, ze jest mily — wynosi 0,3, a tego, ze ma obie
te cechy — wynosi 0,1. Oblicz prawdopodobiefistwo trafienia na urzednika, ktory:
a) jest kompetentny lub mily,

b) jest niemily i nieckompetentny,

© jest kompetentny, ale niemily.

10. Potowa guzikéw w pudelku ma czte-
1y dziurki, a 3 wszystkich guzikéw ma
Kolor czerwony. Prawdopodobieristwo wy-
losowania czerwonego guzika z czterema
dziurkami wynosi ¢. Czy w pudetku sq
guziki, ktére nie s czerwone i nie majq
czterech dziurek?

11. Wybieramy losowo jedng z liczb od 1 do 1000. Oblicz prawdopodobieiistwo
wylosowania liczby:

a) podzielnej przez 2 lub przez 3,

b) podzielnej przez 5 lub przez 7,

9 podzielnej przez 6 lub przez 10,

d) podzielnej przez 2 lub przez 3, lub przez 5.

MINISPRAWDZIAN

1. Zdarzenia A i B spelniaja warunki: P(A) = 0,3 i P(A N B) = 0,2. Wowczas
P(AU B) wynosi

A. 0,9 B.0,8 C.0,7 D. 0,6

2. Kropki na rysunkach oznaczajq zdarzenia ele- @

mentarne jednakowo prawdopodobne. Ktére z po-

nizszych prawdopodobieristw jest najwicksze? L . >
A P(A) C.P(AUB) ° i

B. P(A'nB) D.P(AnB)

53. Prawdopodobieristwo, Ze wybrany losowo uczeri klasy IVA uczy sie jezyka
niemieckiego, wynosi }, francuskiego — L, a obu tych jezykéw — 1. Prawdo-
podobieristwo, 7e wybrany losowo uczefi tej Klasy uczy si¢ jezyka niemieckiego lub
francuskiego, jest réwne:

oo
=

D. L

Az B. L C i

15 15
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PRAWDOPODOBIENSTWO WARUNKOWE

W pewnej Klasie jest 13 dziewczat i 7 chlopc6w. Po przeprowadzeniu ankie-
ty okazalo sie, ze 5 dziewczat i 3 chlopcéw nie ma rodzefistwa, a pozostali
maja brata lub siostre. Przypusémy, ze wybieramy w sposob losowy jedna
osobe z tej Klasy.

Na rysunku obok zilustrowano schematycz-
nie przestrzen zdarzen elementarnych oraz
zaznaczono nastepujace zdarzenia:

A — Wylosowana osoba nie ma rodzefistwa.

B — Wylosowana osoba jest dziewczynka.

Prawdopodobieiistwo wylosowania s0by, Ktora nie ma rodzeiistwa, wyro-
si

8. jakie jest ia osoby,
ktéra nie ma jesli wiemy, ze 3 0soba
jest dziewczynka. To jeristwo jest rowne f
stwu ef 2z grupy dziewczat:

NAnB Nang — liczba jedynaczek

ng ng — liczba dziewczat

Liczbe t¢ mozna wyrazié za pomoca prawdopodobieristw zdarzenia B oraz.
iloczynu zdarzer A  B:

nang
nang _ _N_ _ P(AnB)
ng g P(B)
N
CWICZENIE Korzystajac z podanych informacji o uczniach w Klasie oblicz nans,

PAnB)

1, P(A 0 B), P(B) i porownaj ilorazy ™02 j 200

Niech A i B beda zdarzeniami w pewnym doswiadczeniu losowym
i P(B) > 0. Prawdopodobieistwo, ze zaszlo zdarzenie A przy za-
lozeniu, ze zaszlo zdarzenie B, nazywamy prawdopodobiefistwem
warunkowym. Oznaczamy je symbolem P(A|B) (czytamy: prawdopo-
dobieristwo A, pod warunkiem ze B) i obliczamy ze wzoru:

Paip) - 2408

Wynika z tego, Ze P(A n B) = P(B) - P(A|B).
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[TIATTITEE W pudetku z kulkami 40% stanowia szklane kulki, a czerwone
szklane kulki to 30% wszystkich kulek. Wylosowano szklana kulke. Oblicz praw-
dopodobiefistwo tego, ze jest ona czerwona.

€ — Wylosowana kulka jest czerwona.
S — Wylosowana kulka jest szklana.

P(5)=0,4 P(CNnS)=

_P(CnS) _03 _3
PCI9 =55y =02 =%

ZADANIE W woreczku z Klockami 70% stanowa czarne klocki, a czarne drewniane
Klocki to 40% wszystkich Klockow. Wylosowano czarny Klocek. Oblicz prawdopodabieri-
stwo tego, Ze ten Klocek jest drewniany.

Przy obliczaniu prawdopodobieristwa warunkowego czesto wygodnie jest
korzystaé z rownoéci P(A|B) = :Tfj"

[TATYEN Rzucamy dwiema symetrycznymi szesciennymi kostkami do gry.
Oblicz P(AIB) oraz P(BIA), gdy A i B oznaczaja zdarzenia:

A — Suma oczek na obu kostkach jest wigksza od 6.
B — Na pierwszej kostce wypadly 2 oczka.

Mans=2,n5=6 Zdarzeniu An B sprzyjaja zdarzenia elemen
tarne (2,5) oraz (2,6).
- Zdarzeniu B sprzyja 6 zdarzeri elementar-
P(A[B) nych: 2,1),(2,2),(2,3),(2,4),2,5),(2,6).
—— Zdarzeniu A sprzyja 21 zdarzen elementar

nych: (1,6),(2,5),(2,6) itd.

ZADANIE  Rzucamy dwiema kostkami do gry. Niech A oznacza zdarzenie ,iloczyn
liczby oczek na obu kostkach jest nieparzysty” i B — zdarzenie ,na obu kostkach
wypadia ta sama liczba oczek”. Oblicz P(A|B) oraz P(BIA).

Uwaga. Zauwaz, ze w ie 2 mogli-

z
+

bysmy Korzystac ze wzoru P(A|B) = 20, Yoy, 2(3|4|5/6
I 2 kostka:

W tabeli zapisano sumy oczek dla wszyst- = I

X - . 1|23 4] 5] e)7

kich mozliwych wynikéw

Wynika z niej, ze: 2 345|647 |8

PANB=% PB=% PA=2% 3 |45 647|809

Zatem: 4 [s]e}f7]8]9]10

P - o0 5 [e)7] 8] 9 [10]n]

6 |@.8] 9101112

52 B 3

P®lIA) = PEY
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[IIATTTE W Polsce 35% dorostych pali papierosy lub cierpi na choroby
ukladu krazenia, ktore ostabiaja serce. Wiadomo takze, ze 21% dorostych
mieszkancow Polski pali papierosy, a 25% cierpi na choroby serca. Oblicz praw-
dopodobieristwo tego, ze losowo wybrany dorosty mieszkaniec Polski choruje na
serce, jesli wiadomo, ze pali papierosy.

A — Wybrany dorosty mieszkaniec Polski pali papierosy.

B — Wybrany dorosty mieszkaniec Polski choruje na serce.

P(A)=0,21 P(B)=0,25 P(AUB)=0,35

- B _ PAUB =
P(ANB)=P(A)+ P(B)~ P(AUB) = 0,21 +0,25-0,35=0,11 = "0 /02, . o

P = PAG8 - 801 ~ 0,52

Odp. Prawdopodobieristwo, ze osoba palaca ma chore serce, wynosi okoto 0,52.

ZADANIE | Skorzystaj z danych i oblicz fistwo tego, ze
losowo wybrany dorosly mieszkaniec Polski pali papierosy, jesli wiadomo, Ze choruje na
serce.

Z przykladu 3. wynika, ze prawdopodobieristwo wystapienia choroby serca
u statystycznego dorostego mieszkarica Polski jest réwne 0,25, a u palacza
jest wigksze — wynosi 0,52. Liczby te wskazuja, ze moze istnie¢ zaleznos¢
migdzy chorobami serca a paleniem papieroséw.

Mozna oczywiscie podac przyklady zjawisk, w ktérych nie zaobserwowa-
1o takiej statystycznej zaleznosci. Na przyklad nie stwierdzono zadnego
Zwiqzku miedzy chorobami serca a kolorem oczu, gdyz prawdopodobieri-
stwo wystepowania choroby serca wérod os6b o danym kolorze oczu jest
takie samo jak w calym spoleczeristwic.

sadaio 118

ZESTAW ZADAN

1. W torebce jest 17 kolorowych lukrowanych cia-
stek w réznych ksztaltach (zob. rysunck). Losowo
wybieramy ciastko z tej torebki.

a) Oblicz prawdopodobieristwa zdarzer:
Ay — Wylosowane ciastko jest czerwone i ma ksztalt ksigzyca.
Az — Wylosowane ciastko jest czerwone, jesli wiadomo, ze ma siez)
A; — Wylosowane ciastko ma ksztalt ksigzyca, jesli wiadomo, Ze jest czerwone.

b) Oblicz prawdopodobieristwa zdarzeri:
By — Wylosowane ciastko jest z61ta gwiazdka.

B, — Wylosowane ciastko jest z6lte, jesli wiadomo, ze ma ksztalt gwiazdki.
Bs — Wylosowane ciastko ma ksztalt gwiazdki, jesli wiadomo, Ze jest Zolte.
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2. Rzucamy kostka do gry. Rozwazmy zdarzenia:
A

Wypadta parzysta liczba oczek. B — Wypadia liczba oczek podzielna przez 3.
€ — Wypada liczba oczek mniejsza od 5.
Oblicz: P(AIB), P(BIA), P(AIC) i P(CIB).

3. Na rysunku obok przedstawiono fragment kalenda-

rza na rok 2025. Oblicz prawdopodobicristwo, Ze wy-

brany losowo dzieii ze stycznia 2025 roku jest:

styczen a) niedzielq lub dniem $wigtecznym i jest z pierwszego

tygodnia stycznia (z pierwszych siedmiu dni stycznia),

N PnWt §r Cz Pt So | b) niedziely lub dniem Swigtecznym, lub jest z pierw-
12 3 4 | szego tygodnia stycznia,

) 15 1a 15 w5 1y 18 | O niedziela lub dniem Swiqtecznym, jesli wiadomo, ze

19 20 21 22 23 24 25 | jest dniem z pierwszego tygodnia styczni
26 27 28 29 30 31 d) dniem z pierwszego tygodnia stycznia, jesli wiado-
mo, Ze jest niedziela lub dniem $wiatecznym.

4. ) Rzucamy kostka do gry. Oblicz prawdopodobieristwo, Ze otrzymana liczba
oczek jest parzysta, jezeli wiadomo, Ze jest ona wigksza od 3.

b) Wybieramy karte z talii 52 kart. Wybrana karta jest figura. Oblicz prawdopodo-
biefistwo tego, Ze jest niq krol.

© W urnie znajduja si 2 kule biale i 3 czarne. Wybrano z niej 2 kule. Oblicz praw-
dopodobiefistwo tego, Ze druga z tych kul jest biala, pod warunkiem Ze pierwsza
wylosowana kula tez jest biaa.

5. Rzucamy je symetryczng szescienng kostka do gry i sumujemy liczby
oczek, kiére wypadly w kolejnych rzutach. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze
otrzymana suma jest:

a) wigksza od 6, jesli wiadomo, Ze w pierwszych dwéch rzutach wypadly jedynki,
b) mniejsza od 10, pod warunkiem Ze suma oczek w pierwszych dwéch rzutach
wynosi 6,

© wigksza od 15, skoro w pierwszym rzucie wypadio 5 oczek.

6. Z talii 52 kart 2 karty. Oblicz i ze:

a) wylosowanymi kartami sa karo i trefl,

b) pierwsza wylosowana Karta jest karo, a druga trefl,

© drugq wylosowang Karta jest trefl, jezeli wiadomo, Ze pierwsza bylo karo.

7. Rzucono dwiema réznymi kostkami do gry.

a) Suma wynikéw na obu kostkach jest ni sta. Oblicz

tego, ze suma ta wynosi 9.

b) Tloczyn wynikow na obu kostkach jest parzysty. Oblicz prawdopodobiefistwo
tego, ze iloczyn ten wynosi 12.
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8. W urnie jest siedem kul biatych ponumerowanych liczbami od 1 do 7 i trzy kule
czarne 7 liczbami 8, 9 i 10. Wylosowano jedna kule. Niech A oznacza wylosowanie
kuli 0 numerze parzystym, za$ B — kuli bialej. Oblicz: P(AIB), P(BIA), P(B'|A),
P(A'IB).

9. W pewnym liceum s3 dwic klasy ma-

b KLASA fi t ka | hist
turalne. Kazdy z uczniéw tych Klas wy- geografia | matematyka | historta

bral na egzaminie maturalnym na po- Va 6 18 10
ziomie rozszerzonym jeden z trzech
przedmiotéw — geografi¢, matematyke Vb 12 15 5

albo historie. W tabeli podano odpo-
wiednie liczby uczniéw. Niech A i B oznaczaja, ze losowo wybrana osoba sposrod
maturzystow nalezy odpowiednio do Klasy IVa oraz do Klasy IVb. Niech G, M
i H oznaczaja, ze losowo wybrana osoba z tych Klas bedzie zdawala na poziomie
T o geografie, lub historie.

Oblicz: P(A 1 G), P(B 1 H), P(AUM), P(BUG), P(AIH), P(BIM), P(H|A), P(GIB),
P(AIG"), P(B'IM), P(A"|H').

10. Prognoza meteorologiczna na pewien dziei przewiduje wystapienie opad6w
2 prawdopodobiefistwem 0,7, silnych wiatrow z prawdopodobieristwem 0,6, a opa-
dow, ktorym towarzysza silne wiatry — z prawdopodobiefistwem 0,4. Oblicz, ile
wedlug 6w jest réwne i

a) wystapienia opadw, jezeli beda wialy silne wiatry,

b) wystapienia silnych wiatréw, jezeli bedzie padato.

11.2) Latem w pewnym miescie prawdopodobieristwo, Ze dzieri bedzie upalny,
wynosi 0,8, a prawdopodobieristwo, ze dzieri bedzie upalny i zanieczyszczenie po-
wietrza przekroczy dopuszczalne normy, wynosi 0,2. Oblicz prawdopodobiefistwo
tego, e jesli dzieri bedzie upalny, zanieczyszczenie powietrza przekroczy dopusz-
czalne normy.

b) Eksperci oceniaja, ze prawdopodobieiistwo, iz pewna druzyna pitkarska zdobe-
dzie mistrzostwo kraju, wynosi 0,7. Wedlug tych samych ekspertow prawdopodo-
bieristwo, ze druzyna ta oprécz mistrzostwa zdobedzie tez puchar kraju, wynosi
0,4. Oblicz, jak eksperci oceniaja prawdopodobieristwo zdobycia przez t¢ druzyne
pucharu, jesli wezesniej zdobedzie ona mistrzostwo kraju.

12. a) Pewna firma zabiega o dwa kontrakty. Kierownictwo firmy ocenia, ze szansa
na podpisanie pierwszego kontraktu wynosi 60%, a jesli uda si¢ go podpisa, to
szansa na zawarcie drugiego kontraktu wyniesie 90%. Oblicz prawdopodobieristwo
zawarcia obu kontraktow.

b) W pewnym konkursie jako nagrody przygotowano koszulki, z ktorych polowa
ma kolor czerwony, a 30% czerwonych koszulek ma rozmiar XL. Oblicz praw-
dopodobieristwo, ze wylosowana jako nagroda koszulka jest rozmiaru XL, skoro
wiadomo, Ze jest czerwona.
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©13.W pewnej partii zielonego groszku prawdopodobiefistwo, ze losowo wybra-
ny groszek ma $rednice wigksza od 5 mm, wynosi 0,1, a Ze ma Srednice wieksza
od 6 mm, wynosi 0,02. Oblicz prawdopodobieiistwo tego, ze groszek ma Srednice
wickszg od 6 mm, gdy wiadomo, Ze ma on $rednice wigkszq od 5 mm.

14.W pewnej szkole uczniowie wypozyczaja na lekcje atlasy ze szkolnej biblioteki.
10% wszystkich atlaséw to atlasy bardzo zniszezone, a 20% — nowe, zakupio-
ne niedawno. Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze wypozyczony atlas jest bardzo
zniszczony, jesli wiadomo, Ze nie jest on nowy.

15. Zdarzenia A i B zawarte w zbiorze Q spelniaja warunki: P(4) = 0,4, P(B) = 0,3
oraz P(AUB)=0,5.

a) Oblicz P(A|B) i P(BIA). b) Oblicz P(An B') i P(AIB).

16. Zdarzenia A i B zawarte w zbiorze Q spelniaja warunki: P(A)
P(AUB) = . Oblicz: P(A|B), P(BIA), P(A'|B), P(A'|B), P(B'|A"), P(B' \A)

P(B) =} oraz

17. Zdarzenia A i B zawarte w zbiorze Q spelniaja warunki: P(A) = %, P(A|B) = 1
oraz P(A|B') = §. Oblicz P(B).

18. Zdarzenia A i B zawarte w zbiorze Q spelniaja warunki: P(A) =
oraz P(A|B') = 1. Oblicz: P(A U B) i P(A’|B).

1 P(AB) =3

19. Zdarzenia A i B zawarte w Q spelniaja warunki: P(A) = 0,4, P(A[B) = 0,25
i P(AUB) = 0,7. Oblicz: P(AIB) i P(A'IB).

MINISPRAWDZIAN

51. Zdarzenia losowe A | B zawarte w zbiorze O spelniaja warunki: P(4) =
P(AIB) = § oraz P(BIA) = £. Prawdopodobieristwo zdarzenia B jest rowne:

3 14 4 49
Al B U [ D. %
52. Ze zbioru liczb {1,2,3,...,50} losujemy jedna liczbe. Prawdopodobieristwo, ze
Jest ona podzielna przez 5 pod warunkiem, Ze jest nieparzysta, wynosi:

2 1 1 1
Al B.1 cl D.

53. Rzucamy dwa razy szescienng kostkq do gry. Oblicz prawdopodobieristwo te-
g0, e w obu rzutach wypadla parzysta liczba oczek, jezeli wiadomo, ze szes¢ oczek
nie wypadlo ani razu.

1 1
A B'§ C.l

I
{r

D.
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PRAWDOPODOBIENSTWO CALKOWITE

W garnku sa pierogi ulepione przez Marysi i Zenka. Marysia przygotowala
4 znich i § swoich pierogow nafaszerowala kapusta, a reszte grzybami.

Zenek przygotowat tyle samo pierogow z kapusta co z grzybami.

Obliczmy, jakie jest prawdopodobiefistwo tego, Ze losowo wybrany pierdg
ma grzybowe nadzienie.

Rozwazmy nastepujace zdarzenia:

M — Wybrany pierog przygotowala Marysia.

Z — Wybrany pierég przygotowal Zenck.

G — Wybrany pierdg jest z grzybami.

Opisang powyzej sytuacje zilustrowano

obok. Zauwazmy, ze wszystkie pierogi
a % zostaly przygotowane albo przez Mary-
) si¢, albo przez Zenka. Zdarzenie ,wy-
“ ” brany pierdg jest z grzybami” to suma
7 dwéch wykluczajacych si zdarzer:

G=(GAMUGnZ)

LY
P(G)=P(GNM)+P(GnZ)

Z podanych informacji wynikajq r6wnosci:

-l =5 -l =l

Pon=1  P@=2  PGM=1  PGIZ-]

Aby obliczy¢ P(G 0 M) oraz P(G n Z), skorzystamy z definicji prawdopodo-
biefistwa warunkowego:

P(G)=P(G M)+ P(G N 2)=P(M) - PGIM) + P(2)- PGIZ)= % - &

‘Taki sposob liczenia ien: mozna opisa¢

Przestrzeni zdarzen elementarnych jest po- Q
dzielona na dwa rozlaczne zbiory By i Bz.

Q=BiUB i BinB=0 Y)
Prawdopodobicristwo dowolnego zdarzenia A
mozemy obliczyé, korzystajac z rownosci: B,

P(A)=P(B)) - P(A|By) + P(B) - P(A|B2)

|
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Twi ie 0

Niech B, B:

. By beda zdarzeniami spelniajacymi warunki:

o zdarzenia te parami si wykluczaja,
o prawdopodobieristwa tych zdarzeri sq wigksze od 0,
o zawsze musi zajSc co najmief jedno z nich, tzn. By UB; U...UBy = Q.

Wowczas dla kazdego zdarzenia A zachodzi réwnosc:
+ P(By) - P(A|By)

P(A) = P(B,) - P(AIB)) + P(B) - P(AIBy) + ...

Dowéd
Niech By, By, ..

A=(ANB)UANB)U.
Zdarzenia A 0 By, AN By,
parami si¢ wykluczaja. Zatem:
PA)=P(ANB)UANB)U

=P(ANB)+P(ANBy) +.

. By beda zdarzeniami sp
niajacymi zalozenia twierdzenia, Wowczas:
U(ANBy)

AN B,

LUANB) =
+P(ANBy)

Z definicji prawdopodobieristwa warunkowego wynikaja réwnosci:

P(ANB1) =P(B1) - P(AIBy),

P(ANBy) =P(By) - P(AIBy)  itd.

Wobec tego: P(A) = P(B)) - P(AB1) + P(B2) - P(AIB2) + ... + P(By) - P(A|By). [J

Warto wiedzie¢!

Korzystajac z prawdopodobieristwa cal-
Kowitego, mozna wyjasnic, dlaczego me-
toda drzewek jest poprawna. Sytuacje
opisana na poczatku rozdzialu mozna
zilustrowac tak:

1

G
M — Wybrano pierog Marysi.
Z — Wybrano pierdg Zenka.
G — Wybrano pierég z grzybami.
K — Wybrano pierég z kapusta,
Na tym drzewku liczba 1 oznacza praw-
dopodobieiistwo, ze wybrany pierdg jest

PRAWDOPODOBIENSTWO CALKOWITE

P(GIM),

2 grzybami, pod warunkiem ze zostal
on zrobiony przez Marysie.

Podobnie liczby 3 i § sa pewnymi
prawdopodobieristwami warunkowymi.
Zatem drzewko to mozna opisac w na-
stepujacy sposob:

P(M) P(2)
M z
PKIM) P(mzm(l(\z)
K

G K G
Aby obliczy¢ P(G) metoda drzewek, na-
lezy pomnozy¢ liczby zapisane przy
zaznaczonych galeziach i dodac uzy-
skane wyniki:

P(G) = P(M) - P(GIM) + P(Z) - P(GIZ)
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Kompleks hotelowy Edyp tworza trzy budynki: A, B i C. W bu-
dynku A jest dwa razy wiecej, a w budynku C — trzy razy wiecej pokoi niz
w B. Okna z widokiem na morze ma } pnkm w budynku A. W budynkach B i C
takie pokoje stanowia odpowiednio g 5 wszystkich pokoi. Oblicz prawdopo-
dobieristwo, ze pokoj zarezerwowany w Edypie bedzie miat okno z widokiem
na morze. Przyjmujemy, ze kazdy poksj mozna zarezerwowa z takim samym
prawdopodobieristwem.

A — Zarezerwowano pokéj w budynku A.
B — Zarezerwowano pokéj w budynku B.
€ — Zarezerwowano pokéj w budynku C.
M — Zarezerwowano pokdj z widokiem na morze.

PAY natnginc=2:1:3, wiec
At nAcguc =21 @R+ 1+3)

P& = ng=1:2+1+3)

__nc _3_1 nc=3:@+1+3)
PO=7c 672
PMIA) =] L pokol w budynku A jest 2 widokiem na morze.
P(M|B) = ' 4 pokoi w budynku B jest z widokiem na morze.
P(MI|C) = io 15 Pokoi w budynku C jest z widokiem na morze.
P(M) = P(M|A) - P(A)+ P(M|B) - P(B)+P(M|C) - P(C) = :3_75

Odp. Prawdopodobieristwo, ze losowo wybrany poksj w kompleksie Edyp ma
widok na morze, wynosi 7.
ZADANIE  Firma Bucik.pl zamawia 80% obuwia w fabryce Fj, 15% — w fabryce F»,
a 5% — w fabryce Fs. Cze¢ produkcji z kazdej z tych fabryk jest zwracana przez
Kiientow z powodu wad. Reklamacje obejmuja 7% produkcji z fabryki Fi, 5% z Fy
oraz 1% z Fs. Oblicz prawdopodobiefistwo, ze kupujac pare butéw w firmie Bucik.pl

otrzymasz parg bez wad.
sadonia 1-4 )

il Zwykle prawdopodobieristwo P(AIB) jest rézne od P (B|A). Istnicje jednak
zwiazek miedzy tymi Méwi o tym

Twierdzenie — wzér Bayesa (czyt. bejsa)

Niech A i B bedq takimi zdarzeniami, ze P(A) > 0 oraz P(B) > 0.

Wowczas: VA
P(A|B) = J—‘-u—)p(m
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Dowsd
Z definicji prawdopodobieristwa warunkowego wynika, ze:

P(BIA) = BECA), wice P(BA)=P(BIA) - P(A)

Zatem P(A|B) = PUOB) _ PBOA) _ PEIAPA) [
PB) PB)

Choroba XTS wystepuje u 5% populacji. Istnieje test, ktéry u osob
chorych daje wynik pozytywny z prawdopodobieristwem 90%. Sposrod wszyst-
kich przebadanych tym testem 14% 0s6b otrzymato wynik pozytywny. Przypu-
sémy, ze jakas osoba otrzymata wynik Oblicz
tego, ze ta osoba jest chora.

— losowo wybrana osoba jest chora na XTS
T. — wynik testu badanej osoby jest pozytywny

P(O)=0,05 P(T,)=0,14 P(T,IC)=0,9
PCIT,) = ABILRQ 08008 o 0,32

Odp. Jesli wynik testu jest pozytywny, to prawdopodobieristwo, ze osoba testo-
wana jest chora na XTS, wynosi okofo 32%.

ZADANIE  Dla powyzszych danych oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze osoba,

 kt6rej wynik testu jest ujemny, jest chora na XTS. >
zadania 57

ZESTAW ZADAN

1. W dwdch urnach sq kule. W pierwszej urnie 3 zielone i 5 czerwonych, a w dru-
gicj urnie 6 zielonych i 2 czerwone. Rzucamy kostka i jesli wypadnie jedynka, to
losujemy jedna kule z pierwszej urny, a w pozostalych wypadkach losujemy jedna,
kule z drugiej urny. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

A — Wylosowano kule zielona.

By — Losowano z pierwszej urny.

B> — Losowano z drugicj urny.

Ustal P(B,), P(B,), P(AIBy), P(A|B,), a nastepnie Korzystajac ze wzoru na prawdopo-
dobieristwo catkowite, oblicz P(A).

2. Nasiona trzech odmian cynii: A, B i C zostaly wymieszane w proporcji 1:2:3
i wysiane na rabatce. Prawdopodobieristwo, ze nasionko danej odmiany zakietkuje,
wynosi 95% dla odmiany A, 95% dla odmiany B i 80% dla C. Oblicz prawdopodo-
biefistwo tego, e jedno wybrane losowo nasionko zakietkuje.

PRAWDOPODOBIENSTWO CALKOWITE 95



3. W wytwérni 0zdéb choinkowych trzy pra-
cownice maluja bombki. Doswiadczona pani
Stefania maluje 60% wszystkich bombek, na-
bierajaca wprawy pani Zosia — 30%, a poczat-
kujaca pani Jola — pozostale 10% bombek
ch do o] iedni
1%, 5% i 30% ozdabianych przez panie bom-
bek thucze si¢ przy malowaniu. Oblicz prawdo-
podobieristwo tego, ze bombka przygotowana
do malowania zostanie stluczona.

4. Weterynarz stwierdzil, ze przyczyng choroby psa jest wirus V lub wirus W, przy
czym prawdopodobieristwo zarazenia wirusem V ocenia na 80%, a wirusem W —
na 20%. Prawdopodobieristwo tego, Ze pies wyzdrowieje, jest réwne 0,8 w wypadku
zarazenia wirusem V i 0,9, gdy jest to wirus W. Oblicz prawdopodobieristwo tego,
Ze pies wyzdrowieje.

5. Na pewna chorobe cierpi 1% ludzi. Lekarze stosujq test, ktory wykrywa te cho-
robe u 90% os6b chorych na nia, ale mylnie stwierdza ja tez u 5% zdrowych 0séb.
a) Oblicz prawdopodobieiistwo, Ze test nie wykaze choroby u badanej osoby.

b) Test nie wykazal choroby u badanej osoby. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze
ta osoba jest chora.

6. W pewnym sklepie wytwornia sokéw owocowych ustawila stoisko promocyjne.
Stwierdzono, ze 70% klientéw probowato sokow przy stoisku. Zauwazono tez, ze
soki tej wytworni kupowalo 40% tych, ktérzy prébowali soku przy stoisku, i tylko
10% tych, ktorzy soku nie probowali.

a) Oblicz prawdopodobieiistwo, ze klient sprobuje soku wytwérni, ale go nie kupi.
b) Oblicz prawdopodobieiistwo, Ze klient nie sprobuje soku wytworni i go nie kupi.
© Oblicz prawdopodobieristwo, ze Klient nie kupi soku tej wytworni.

d) Oblicz fi Ze Klient spré soku, jesli wiemy, ze go kupil.

7. W pudelkach sa kule (zob. rysunek). Rzucamy symetryczng szescienna kostka
do gry. Jesli wypadnie jedno oczko, to losujemy jednq kulg z pudetka I, jesli dwa
lub trzy oczka, to losujemy kule z pudetka II, a w pozostalych wypadkach losujemy
kule  pudetka IIL.

pudetkol  pudetkoll  pudelko IIl

Niech A oznacza wylosowanie kuli zielonej, a Vi, V2 i V3 losowanie z pudelek 1, 1T
i1IL Oblicz: P(A|V2), P(A), P(A'[V3), P(A'), P(Vi|A), P(Va]A').
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MINISPRAWDZIAN

51. W pewnym liceum sq dwic Klasy czwarte. W Klasie IVa jest 28 uczniow, spo-
$r6d kidrych 7 bedzie zdawalo na egzaminie maturalnym matematyke na poziomie
rozszerzonym. W Klasie IVb jest 32 uczniéw, a matematyke na poziomie rozszerzo-

nym bedzie zdawato 12. Oblicz jeristwo tego, ze osoba
bedzie zdawala matematyke na poziomie rozszerzonym.

5 7 19 5
A. 3 B. 300 C 50 D. 16

52. W dwéch pudelkach sg kule z6lte i niebieskie. W pierwszym pudelku sa dwie
kule zélte i cztery nicbieskie, a w drugim pudelku jest pie¢ kul zoltych i trzy
niebieskie. Rzucamy szescienng kostka do gry i jesli wypadna co najmniej trzy
oczka, to losujemy jedna kule z pierwszego pudelka, a jezeli wypadna co najwyzej
dwa oczka, to losujemy jedna kul z drugiego pudetka. Wylosowano kulg zolta.
Prawdopodobieristwo, ze zostala ona wyjeta z pierwszego pudelka, jest rowne:

2 31 16 2
Al B. 3 ci D.&

ZDARZENIA NIEZALEZNE

Warto wiedzie¢!

Daltonizm to wrodzone i dziedzicz  Wigkszos¢ ludzi widzi na poniz-
ne zaburzenie rozpoznawania barw. szym obrazku liczbe 74. Daltoni-
Zwykle polega na nieodréznianiu barw  ci nieodrozniajacy kolorow czer-
czerwonej i zielonej, cho¢ zdarzaja si¢  wonego i zielonego widza 21. Sa.
przypadki nierozpoznawania barw zol-  tez takie osoby, ktére nie widza
tej i niebieskiej, a nawet zadnej z barw.  tu zadnej liczby.

W czasie Il wojny swiatowej daltonisci
duzo lepiej niz inni rozpoznawali za-
‘maskowane obozy wroga poszukiwane
przez samoloty szpiegowskie.

Nazwa ,daltonizm” pochodzi od na-
zwiska angielskiego chemika i fizyka
Johna Daltona (1766-1844). W dzicle
,Niezwykle fakty dotyczace widzenia
barw” jako pierwszy opisal to zaburze-
nie, ktére mial zaréwno on sam, jak
ijego brat.

| Z badai statystycznych wynika, Ze okolo 4% ludzi to daltonisci. Okazuje
sie, ze wérd kobiet jest zaledwie 0,5% daltonistek. Daltonizm jest wiec
cecha, kt6ra wystepuje czesciej lub rzadziej w zaleznosci od plci.
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Istnicja cechy niezalezne od plci. Na przyklad odsetek osob z dang grupa
krwi jest w Polsce taki sam wsréd kobiet jak w calym spoleczeristwie.
Rozwazmy nastepujace zdarzenia:

A — Losowo wybrany mieszkaniec Polski ma grupe krwi A.

K — Losowo wybrany mieszkaniec Polski jest kobieta.

Prawdopodobieristwo, Ze losowo wybrany mieszkaniec Polski ma grupe
kwi A, jest réwne prawdopodobiefistwu, Ze losowo wybrana Polka ma
te grupe krwi, i wynosi 38%. Zatem P(4) = P(AIK).

Gy zachodzi taka rownos¢, méwimy, ze zdarzena A 1 K sq niezalezne.
R6wWnos¢ te mozemy ystajac 7 definicji

bieristwa warunkowego. Otrzymujemy wedy:

P(A) = P(AIK) = ﬂ,%! stad  P(ANK)=P(A) - P(K)

Zdarzenia A i B sq niezalezne, gdy zachodzi rownosé:
P(A N B) = P(4) - P(B)

[IIATTECRN 7 talii 52 kart losujemy jedna. Sprawdz, czy niezalezne sg zdarzenia:

) A— Wylosowana Karta jest kr6l.  b) C — Wylosowano dziesiatke lub figure.

B — Wylosowang karta jest kier. D — Wylosowana karta nie jest figura.
An B — Wylosowano krdla kier. €D — Wylosowana karta to dziesiatka.
PCND)=Z5
PO =% -
P(O) - P(D) =
P(AN B) = P(A) - P(B) P(C) - P(D) % nD)

Odp. Zdarzenia A i B sa niezalezne. ~ Odp. Zdarzenia C i D nie sq niezalezne.

ZADANIE  Dla zdarzei A, B, C i D opisanych powyzej sprawdz, czy niezalezne sa
zdarzenia: a) AiC g

98

Niezaleznos¢ zdarzei A i B oznacza, e prawdopodobiefistwo zdarzenia A
nie zalezy od tego, czy mamy informacje o zajsciu zdarzenia B, czy nie
ma takiej informacji, a wiec rowniez prawdopodobieristwo zdarzenia A nie
zalezy od tego, czy mamy informacje o zajciu zdarzenia B'. Wynika stad,
e zdarzenia A i B’ sq niezalezne. To samo rozumowanie prowadzi takze
do stwierdzenia niezaleznosci zdarzen A’ i B oraz A" i B'.
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Te uwagi mozna ¢ w postaci

Twierdzenie
Jesliw pewnym dowiadczeniu losowym zdarzenia A i B sq niezalezne,
to rowniez niezalezne sq zdarzenia A’ i B, A i B' oraz A" i B'.

Dowéd a
Niech A i B bedq takimi zdarzeniami, ze

P(ANB) = P(A) - P(B).

Pokazemy najpierw, Ze zachodzi réwnosé
P(ANB) = P(A) - P(B).

Zauwazmy, ze zachodzi r6wnos¢:
=(AnBYU(ANB)
Zdarzenia A 0 B’ oraz A 0 B wyKluczaja si¢, zatem:
P(A)=P(ANB)+P(ANB)

Wobec tego:
P(ANB)=P(A)-P(ANB)

z Sci zdarzen A i B,

P(ANB) = P(A) - P(A) - P(B) = P(A)[1 - P(B)] = P(A) - P(B')

Zatem:
P(ANB)=P(A)- P(B)
Z r6wnosci P(A 1 B') = P(A) - P(B') wynikaja rownosci:
P(A' N B')=P(A) - P(B),
P(A'nB)=P(A)-PB). O

CWICZENIE A Dwaj chlopey — Marek i Tomek wykonuja po jednym rzucie
pilka do kosza. Marek trafia, niezaleznie od wyniku Tomka, z prawdopodo-
biesistwem 0,7, a Tomek niezaleznie od rzutu Marka — z prawdopodobieri-
stwem 0,6.

Niech M i T oznaczaja zdarzenia:
M — Marek trafil do kosza (a Tomek trafit lub nie).
T — Tomek trafil do kosza (a Marek trafit lub nie).

a) Oblicz P(M 0 T), czyli prawdopodobieristwo, Ze obaj chiopey trafia do kosza.

b) Oblicz prawdopodobieristwo, ze Marek trafi, a Tomek nie.

9 Oblicz prawdopodobieristwo, Z obaj chlopcy nie trafia do kosza.

adari 1-6 )

ZDARZENIA NIEZALEZNE 99



Il O niezaleznosci zdarzen mozemy réwniez mowié wiedy, gdy rozpatrujemy
trzy zdarzenia.

M6wimy, Ze zdarzenia A, B i € sa niezalezne, jesli niezalezne sq kazde
dwa sposréd nich oraz zachodzi rownosé:

P(ANnBNC)=P(A)- P(B) - P(C)

CWICZENIE B Polaczono Karty z dwéch talii
Sprawdz, czy ponizsze zdarzenia sa niezale
A — Wylosowan karta jest dama

B — Wylosowana Karta jest pik.

rt i wylosowano jedna karte.

€ — Wylosowano karte z pierwszej tali

Uw1ga Dla dowolnej liczby zdarzen mozna zdefiniowaé, co sig rozumie przez
aleznosé: Mowimy, ze zdarzenia Ay, As, ... , A, sa niezalezne, gdy dla
douolne] wybranej sposrod nich pary zdarzen, tréjki zdarzer, ... , zestawu n— 1
zdarzeri prawdopodobieristwo iloczynu wybranych zdarzeri jest réwne iloczynowi
ich prawdopodobieristw oraz zachodzi rownosc:

P(A1 0 A2 1.0 Ag) = P(A) - P(A2) -

3

* P(An)

W samochodzie zamontowano trzy systemy alarmowe dlla'athe
ie od siebie. 9o systemu, tzn.
stwo tego, ze zadziata, wynosi 0,9, niezawodnos¢ drugiego systemu wynosi 0,8,
a trzeciego 0,7. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze:

a) zadziata pierwszy system i jeden z dwéch pozostatych,
b) zadziafa co najmniej jeden system.

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:
A — Zadziata pierwszy system.

B — Zadziata drugi system.

C — Zadziafa trzeci system.

P(A)=0,9 P(B)=0,8 P(C)=0,7

2) (ANBNC)U(ANB ) — Zadziata system pierwszy i drugi lub pierwszy
i trzeci.

P(ANBNCHIUANB NnQO)= Zdarzenia AnBNC’, ANB' N C
sie wykluczaja,

=PANBNC)+PANB NC) =
= P(A) - P(B) - P(C") + P(A) - P(B") - P(C) =
=0,9-0,8-0,3+0,9:0,2-0,7=0,342
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b) D — Zadziata co najmniej jeden system.
D' — Nie zadziata zaden system.

P(D)

-P(D)=1-PANBNC)= D=ANBAC
—P(A) - P(B) - P(C") =
1-0,1:0,2:0,3=0,994

ZADANIE  Przyjmujac dane o s
podobienistwo tego, ze:
) zadzialaja wszystkie trzy systemy, b) zadziala tylko pierwszy system.

emach alarmowych z przykladu, oblicz prawdo-

zadonia 7-8 )

ZESTAW ZADAN

1. Z talii 52 kart wylosowano jedna karte. Czy zdarzenia A i B sa niezalezne?
a) A — Wylosowana karta to dama.
B — Wylosowana Karta jest treflem.
b) A — Wylosowana karta jest czarna (jest pikiem lub treflem).
B — Wylosowana Karta jest pikiem.
© A — Wylosowana Karta jest czerwona (jest kierem lub karo).
B — Wylosowana Karta jest figura.
d) A — Wylosowana Karta to dama Kier.
B — Wylosowana Karta jest czerwona.

2. W pewnej szkole 40% uczniéw lubi muzyke rockowa, a 30% uczniow lubi pierogi.
Tych, ktérzy lubia i rocka, i pierogi, jest 10%. Czy zdarzenie: losowo wybrany uczer
lubi rocka i zdarzenie: losowo wybrany uczeri lubi pierogi sa niezalezne?

3. W]edne] Kieszeni jest 5 dziesiccl éweki 15 i & aw dru-
giej — i6 owek. Z kazdej z tych Kieszeni
wyjeto ]nﬁnwo Po jednej monecie. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze:

a) wyjeto dwie dziesiciogroszowki,

b) tylko jedna z wyjetych monet jest dziesicciogroszowka.

4. Dwaj chlopey rzucaja $niezkami w batwana. Na 10 wykonanych rzutéw An-
tek trafia przecigtnic 3 razy, a Bartek — 4 razy. Zakladamy, ze wyniki rzutw sa
tego, e gdy obaj chlopcy

jednoczesnie rzuca sniezkami w balwana, to:
a) trafig obaj, ©) nie trafi tylko Bartek,
b) trafi tylko Antek, d) trafi chociaz jeden z nich.
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5. W fabryce zegaréw z kukulka wadliwie wykonuje si¢ 3% mechanizméw zegara
i 1% mechanizméw napedzajacych kukulki. (Wady w mechanizmach wystepuja nie-
zaleznie od siebie). Jakie jest prawdopodobiefistwo, Ze w zegarze z tej fabryki oba
mechanizmy sa sprawne?

6. Wiadomo, ze P(4) = 03 i P(A U B) = 0,5. Oblicz P(B), jesli zdarzenia A i B sa:
a) wykluczajace sie,
b) niezalezne.

7. Rzucamy dwiema réznymi szesciennymi symetrycznymi kostkami do gry. Ustal,
czy zdarzenia A, B i C s niezalezne, gdy:

A — Na pierwszej kostce wypadnie parzysta liczba oczek.

B — Liczba oczek na drugiej kostce jest podzielna przez 3.

C — Na obu kostkach wypadta ta sama liczba oczek.

8. zdarzenia A, B i C sa niezalezne oraz wiadomo, ze P(An B) = £, P(AN C) = 15,
P(BN C)= 5. Oblicz P(AN BN O).

MINISPRAWDZIAN

51. Rzucamy dwukrotnie s
Przyjmijmy oznaczenia:

A — W pierwszym rzucie wypadia nieparzysta liczba oczek.
B — W obu rzutach wypadla liczba oczek wigksza od 3.

€ — Suma oczek wyrzuconych w obu rzutach wynosi 7.

D — Co najmniej w jednym rzucie wypadio 6 oczek.

ienng symetryczng kostka do gry.

Wskaz parg zdarzer niezaleznych.
A AiB B.AiC C.BiC D.CiD

52. W pewnym doswiadczeniu losowym zdarzenia A i B sa niezalezne oraz P(A) > 0
i3 P(A)=4 - P(A 0 B). Prawdopodobieristwo zdarzenia B’ jest réwne:

1 3 13 3
Al B.3 ci D. &
3. O zdarzeniach A i B zawartych w zbiorze Q wiadomo, ze P(4) = 0,4, P(B) = 0,6
oraz P(A U B) = 0,76. Oceii, czy prawdziwe sg ponizsze zdania.

1 | Zdarzenie B jest przeciwne do zdarzenia A. TAK/NIE
11| Zdarzenia A i B si¢ wykluczaja. TAK/NIE
1l | Zdarzenia A i B sq niezalezne. TAK/NIE
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SCHEMAT BERNOULLEGO

Rzucamy trzy razy symetryczng szescienng kostka do gry. Zastanéwmy
si, jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze dokladnie dwa razy wypadnie
szostka.

Nazwijmy wypadniccie szostki sukcesem, a wypadniccie innej liczby oczek

— porazka. To doswiadczenie losowe ilustruje ponizsze drzewko.
sukces porazka
1 1
sukces porazka sukces porazka

B 1 B
[J g

sukces porazka <sukces porazka <sukces: porazka sukces porazka

A — Dokladnie dwa razy wypadta széstka.

Kazdy skiadnik powyzszej sumy jest rowny § - § - & — to iloczyn dwéch

sukcesu i fistwa porazki. lloczyn ten
powtarza si¢ trzy razy, gdyz wéréd wynikéw doswiadezenia sq trzy takie,
w kt6rych dwie proby zakoriczyly sie sukcesem, a jedna porazka.

Przypu$émy teraz, Ze pie¢ razy rzucamy symetryczng szescienng kostka do
gry. Jakie tym razem jest prawdopodobiefistwo, ze dokladnie dwie proby
zakoricza si¢ sukcesem, czyli dwa razy wypadnie szostka?

A — Dwa razy wypadla széstka. 3
Wzdluz kazdej gatezi odpowiadajacej zdarze-  sukces porazka

niu A sa dwa sukcesy i trzy porazki. Na

rysunku przedstawiono jedna z takich galezi. sukes> porazka

Obliczajac iloczyny prawdopodobieristw przy
takich galeziach, za kazdym razem otrzyma- sukces porazka
L (LV (5)
my (3)" (3) N
o X » sukces porazka
Aby obliczy¢ P(A), wystarczy wiec ustali¢, ile
w calym drzewku jest galezi, ktére ilustruja

sukc 2k
pieé prob z dokladnie dwoma sukcesami. € porazka

Takich galezi jest tyle, ile sposobow wybrania dwoch elementéw (dwoch
rzutow h ze zbioru pieci (zbioru
wszystkich pieciu rzutéw). Liczba tych galezi to (3). Wobec tego:

P () (4 -3
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Doswiadczenia opisane na poprzedniej stronie spelniaja warunki tzw. sche-
matu Bernulliego.

na

Schemat to

pewna liczbe razy proby, przy czym:

« wyniki kolejnych prob sa zdarzeniami niezaleznymi,

 w pojedynczej probie mozliwe sa dwa wyniki — sukces lub porazka
(jesli prawdopodobieristwo sukcesu wynosi p, to prawdopodobieri-
stwo porazKi jest réwne 1 - p).

Oto przyklady doswiadczen, ktére mozna zinterpretowaé jako schemat
Bernoullego:

o Rzucamy 8 razy moneta, Jesli przyjmiemy, ze sukcesem jest wypadniecie
orla, to prawdopodobieristwa sukcesu i porazki sa réwne i wynosza

* Wykonujemy 5 strzalow do tarczy i przyjmujemy, Ze wynik kazdego
strzalu nie zalezy od pozostalych wynikéw, przy czym prawdopodobieri-
stwo sukcesu, czyli trafienia w tarcze, jest takie samo w kazdej probie
i wynosi 0,6. Wowczas prawdopodobieristwo porazki jest réwne 0,4.

W urnie znajduja si¢ 3 kule biale i 5 czarnych. Losujemy 7 razy kule i po
Kazdym losowaniu wrzucamy kulg z powrotem do urny. Jesli przyjmie-
my, 7e sukcesem jest ie kuli biatej, to
sukcesu wynosi 2, a prawdopodobiefistwo porazki wynosi 3.

Opisaliémy juz, jak w doswiadczeniu p m na pi rzu-
cie kostkq obliczyé prawdopodobieiistwo otrzymania dwéch sukceséw
w pieciu probach. W analogiczny sposéb moglibysmy obliczy¢ prawdopo-
dobieristwo k sukceséw w n probach.

w Bernoulleg jefistwo otrzymania k suk-
ceséw w n probach oznaczamy symbolem Py(k). Mozna je obliczac,
Korzystajac ze wzoru:

Pati) = (3) - p* - @ - pyk
n — liczba préb
k — liczba sukcesow
p — prawdopodobieristwo sukcesu w jednej probie

CWICZENIE Dla kazdego z przykladow doswiadezeii opisanych powyzej oblicz
prawdopodobieristwo tego, Ze trzy proby zakoricza si¢ sukcesem.
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[TATCICM Prawdopodobieristwo, ze zaréwka przepali sig przed uptywem
miesiaca, wynosi 0,2. W zyrandolu jest 6 zaréwek. Oblicz prawdopodobieristwa
zdarzen:

A — Przed uptywem miesiaca przepala sig co najwyzej 2 Zarowki.

B — Przed uptywem miesiaca przepala sie nie wiecej niz 4 zarowki.

p=02 Przyjmujemy za sukces przepale-

nie si¢ zar6wki oraz to, ze zaréwki
1-p=08 przepalaja sie niezaleznie od sie
n=6 bie, mozemy wiec skorzystaé ze

schematu Bernoullego.

P(A) = P5(2) + Ps(1) + Ps(0) = Zdarzenie A to suma trzech pa-

rami wykluczajacych sie zdarzeri

~(5)-022-0,85724 () 02 - 0,85 + w6 probach uzyskano 2 sukcesy’,

2 ! ' 1 " ! .w 6 probach uzyskano 1 sukces”

+(5) 020,850 = 0,90112 oraz w6 probach nie uzyskano
P(B)=1-P(B) = [Ps(5) + Ps(6)] =

Zdarzenie ,uzyskano co najwyzej
_ 0 5 1. (610 6.0 80] = 4 sukcesy w 6 probach” jest prze-
=1- [(5) -0,2°-0,8" + (6)0’2 -0,8 ]’ ciwne do zdarzenia ,uzyskano co

najmniej 5 sukcesow w 6 probach”.
=1-6-0,2°-0,8-0,2%=0,9984

Odp. Prawdopodobieristwo, ze przed uptywem miesiaca przepala sig co najwyzej
dwie zar6wki, jest réwne 0,90112, a ze przepala sig nie wiecej niz 4 zaréwki,
wynosi 0,9984.

ZADANIE = W pudelku jest 10 jajek. ien e jajko jest
wynosi 0,05. Oblicz prawdopodobienistwo zdarze:

A — W pudelku co najmniej 3 jajka s uszkodzone.

B — W pudelku co najmniej 6 jajek jest uszkodzonych.

i 1-14 )

ZESTAW ZADAN

1. Dziecko prébuje odgadnaé, w ktorej dloni of-
ciec schowal cukierek. Zabawa ta powtarzana jest
szesciokrotnie i za kazdym razem ojciec losowo wy-
biera dlori, w ktdrej schowa cukierek.

a) Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze cukierek
dwa razy byl schowany w prawej dfoni.

b) Oblicz prawdopodobiefistwo, Ze dziecko wigcej
niZ trzy razy odgadio, w ktorej dloni jest cukierek.
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2. a) Rzucamy pieé razy s
orzel wypadnie trzy raz
b) Rzucamy czterema szesciennymi symetrycznymi kostkami do gry. Oblicz praw-
dopodobieristwo, ze wypadna dwie szostki.

metryczng moneta. Oblicz prawdopodobieristwo, Ze

© Z urny, ktdra zawiera 2 kule biale i 3 czarne, siedmiokrotnie wyciagnicto jed-
na kule, przy czym za kazdym razem wkladano ja z powrotem do urny. Oblicz
prawdopodobieristwo, Ze trzykrotnie wyciagnieto czarng kule.

d) Koszykarz trafia do kosza z i 0,8. Oblicz pr

bieristwo, Ze 5 sposréd 10 oddanych przez niego rzutéw bedzie celnych.

@) Na pewne] fermie Srednio jedno jajko na sto jest nadtluczone. Oblicz prawdopo-
Zew jacym 12 jajek z tej fermy 3 s nadtluczone.

f) W stawie hodowlanym 60% karpi ma masg ponad 1 kg. Oblicz prawdopodob)en'
stwo, 7 6 spostod 10 karpi wylowionych z tego stawu wazy wiecej niz

3. Oto pytanie, ktre Samuel Pepys (czyt. pips), slynny pamigtnikarz, zadat Izaako-
wi Newtonowi (czyt. niutonowi):

Ktore z nastepujacych zdarzeri jest najbardziej prawdopodobne:

— wypadnie co najmniej jedna széstka, gdy rzucono szescioma kostkami do gry,

— wypadng co najmniej dwie széstki, gdy rzucono dwunastoma kostkami do gry,
— wypadng co najmniej trzy széstki, gdy rzucono osiemnastoma kostkami do gry?

Jaka jest poprawna odpowiedZ na pytanie Pepysa?

4. pewien egzamin ma forme testu zfozonego z 6 pytan. Kazde pytanie opatrzone
jest czterema wariantami odpowiedzi, z ktérych tylko jedna jest prawidlowa. Egza-
min jest zdany, jesli ponad polowa udzielonych odpowiedzi jest wlasciwa. Oblicz
prawdopodobiefistwo, Ze egzaminowana osoba zda ten egzamin, j

a) jest zupelnie nieprzygotowana i odpowiedZ na kazde pytanie wybiera losowo,
b) jest w stanie wyeliminowa¢ jedna bledna odpowiedZ na kazde pytanie i z pozo-
stalych wybiera jedna w sposcb losowy,

) zna poprawne odpowiedzi na 3 pytania, a odpowiedzi na pozostale pytania
wybiera losowo.

5. W pewnej wytwérni stodyczy cukierki czekoladowe stanowia 60% produkcji.
Pozostale produkowane cukierki sa mleczne. Maszyna porcjujaca wybiera losowo
10 cukierkéw i pakuje je do torebki. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze:

) wszystkie cukierki w torebce sq czekoladowe,

b) tylko jeden cukierek w torebce jest mleczny,

© co najmniej dwa cukierki w torebce s mleczne,

d) w torebce jest tyle samo cukierkow obu rodzajow,

) w torebce jest o cztery wiecej cukierko h niz mlecznych.
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6. Przyjmijmy, ze prawdopodobieristwo urodzenia si¢ dziewczynki jest réwne 0,48.
Rozwazmy rodziny z szesciorgiem dzieci. Oblicz, ile procent takich rodzin stanowia
te, w ktérych:

a) jest tyle samo dziewczynek, co chlopcow,

b) jest co najmniej jeden chiopiec, ale dziewczynek jest wigcej niz chiopcow,

) wszystkie dzieci sg tej samej plci.

do a). Oblicz fistwo, Ze w rodzinie 7 szesciorgiem dzieci jest
tyle samo dziewczynek co chlopcow.

7. W pewnej wytwérni granatow jeden granat na 50 jest wadliwy. Przed wystaniem
partii granatéw do odbiorcéw przeprowadza si¢ kontrole jakosci, przyjmujac jedna
2 podanych ponizej zasad postepowania. W ktérym przypadku prawdopodobieri-
stwo tego, Ze kontrola odrzuci badang partie granatow, jest wigksze?

A. Partic si¢ odrzuca, gdy wéréd 10 wylosowanych 7 niej granatéw znajduje sic
wiecej niz jeden wadliwy.

B. Parti¢ si¢ odrzuca, gdy wréd 20 wylosowanych z niej granatow znajduja sie
wigcej niz dwa wadliwe.

8. Idac do szkoly i z powrotem, Agnieszka przechodzi przez ulice z sygnalizacja
$wietlna. W ciagu jednego cyklu zmian $wiatel przez 55 sekund $wieci si¢ wiatlo
czerwone, a przez 30 sekund — zielone. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze:

a) jednego dnia Agnieszka dwukrotnie trafi na zielone $wiatlo,
b) w ciagu dwéch dni Agnieszka trzykrotnie trafi na zielone §wiatlo,
9 w okresic od poniedziatku do piatku picciokrotnie trafi na zielone

atlo.

9. Kuba korzystal z wyciagu narciarskiego, ktéry ma 100 krzeselek. Dziesie¢ z nich
pomalowano na kolor zielony, a pozostale byly nicbieskie. Kuba losowo trafial
na krzeselko w wyciagu. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze w czasie dziesiciu
przejazdow tym wyciagiem:
a) tylko za pierwszym, drugim i trzecim razem trafil na zielone krzeselko,
b) ani razu nie jechal na zielonym krzesefku,
o trzy razy trafil na zielone krzesetko,
d) co najmnicj trzy razy jechal na zielonym krzeselku,

©e) trzy razy z rzedu trafil na zielone krzesetko, a siedem razy — na niebieskie.

10. W torebce sq nasiona, z ktorych moga wyrosna¢ kwiaty w kolorach niebieskim,
czerwonym i z6ltym. Nasiona te sq zmieszane w proporcji odpowiednio 1:2:2.
Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze wréd 10 kwiatéw, ktdre urosly z nasion z tej
torebki:

a) nie ma kwiatow niebieskich, d) jest co najwyzej jeden czerwony,
b) trzy sq czerwone, @) co najmniej dziewie¢ jest niebieskich,
 dziewie¢ jest Zoltych, f) co najmniej dwa sa zolte.
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Warto wiedzieé!

Na ponizszych diagramach mozna za-
obserwowad, jak si¢ zmienia prawdopo-
dobieristwo k sukcesow W pieciu oraz
w siedmiu probach Bernoullego w zalez-
nosci od ki od p.

pwj n=s

v
ol wlm

o
ae=

prawdopodobiefistwo

5 %
liczba sukcesow

.

iz sukcesow

=
=

]

prawdopodobiefistwo

oL

0

Najwyzsze stupki wskazujq najbardziej
prawdopodobne liczby sukcesow.

11. Przeczytaj informacje w ramce.

Gdy p =} w pieciu prébach Bernoulle-
go najbardziej prawdopodobne jest, 7
otrzymamy jeden lub dwa sukcesy. Za-
tem jesli na przyklad przy rzucie kostka
uznamy za sukces wypadniccie jedynki
lub szostki (p = 1), to w pieciu rzutach
Kostka sukces osiagniemy najprawdopo-
dobniej jeden lub dwa razy.

Gdy p = 1, a prob jest siedem, to najbar-
dziej prawdopodobna liczba sukceséw
wynosi 2.

Jak widaé, najbardziej prawdopodobna
liczba sukcesow zalezy od n (liczby prob
Bernoullego) i od p. (prawdopodobien-
stwa sukcesu w jednej probie). Mowi
0 tym nastepujace twierdzenie:

Jesli iloczyn pln + 1) jest liczbq catkowi-
1q, to najbardziej prawdopodobne jest,
ze w n probach Bernoullego otrzymamy
p(n+1)=1 albo p(n+1) sukcesow.

Jesli iloczyn p(n + 1) nie jest liczbq catko-
witq, to w n prébach Bernoullego naj-
bardziej prawdopodobna liczba sukcesow
Jest réwna najwiekszej z liczb catkowi-
tych mnicjszych od p(n+1).

a) Jaka jest najbardziej prawdopodobna liczba széstek w 25 rzutach kostka do gry,

ajaka — w 35 rzutach?

b) Prawdopodobiefistwo, Ze orzech jest pusty, wynosi 5. lle najprawdopodobnicj
bedzie pustych orzechow, gdy rozlupiemy 40 sztuk?

o Przyjmijmy, ze prawdopodobiefistwo, iz uczei jest zdolny, wynosi 3, a praw-

dopodobieristwo, ze jest leniwy, wynosi

Jaka jest najbardziej prawdopodobna

liczba uczniéw zdolnych, a jaka — leniwych w Klasie liczacej 31 0s6b?

12. Osoby leworeczne stanowia 10% lu-
dzi. Korzystajac z informacji w ramce,
oblicz najbardziej prawdopodobna licz-
be leworgeznych w grupie 100 o0sob
oraz w grupie 99 osb.
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©13. a) Oblicz prawdopodobieristwo sukcesu w jednej probie Bernoullego, aby naj-
bardziej prawdopodobna liczba sukceséw w 10 probach wynosita 7.
b) Prawdopodobiefistwo sukcesu w jednej prébie Bernoullego wynosi 0,2. Ile nalezy
wykona¢ prob, aby najbardziej prawdopodobna liczba sukcesow byla réwna 117

14.2) Tloma co najmniej symetrycznymi monetami trzeba rzucié, by prawdopodo-
biefistwo, e chociaz na jednej z nich wypadnie orzel, bylo wicksze od 90%?

b) lle co najmniej razy nalezy rzucié szescienng symetryczng kostka do gry, by
prawdopodobiefistwo, e co najmniej raz wypadnie 1 oczko, bylo wigksze od 17

¢ Strzelec trafia do celu z prawdopodobieristwem 0,6. Ile strzaléw powinien wy-
konaé, by prawdopodobieristwo, ze trafi w cel chociaz raz, bylo wicksze od 99%?
d) Tle 0s6b nalezy spyta¢, w jaki dzien tygodnia si¢ urodzily, by prawdopodobiei-
stwo, ze wsréd tych os6b znajdzie si¢ co najmniej jedna urodzona w niedzielg, bylo
wigksze od prawdopodobiefistwa, Ze takiej osoby wsréd pytanych nie bedzie?

MINISPRAWDZIAN

1. W ilu z ponizszych doswiadczei mozemy skorzysta¢ ze schematu Bernoullego,

aby obliczy¢ wskazane prawdopodobieristwo?

Doswiadczenie I: W urnie znajduje si 6 kul bialych i 4 kule czerwone. Wyciagamy

kolejno trzy kule. Za kazdym razem wrzucamy kule z powrotem do urny. Oblicz
fistwo tego, Ze dwie z h kul sq biate.

Doswiadczenie II: W urnie znajduje si¢ 6 kul bialych i 4 kule czerwone. Z urny
wyciagamy trzy kule. Oblicz prawdopodobieristwo tego, Ze jedna z wylosowanych
kul jest biata.

Doswiadczenie III: W urnie znajduje si¢ 5 kul bialych, 3 kule czerwone i 2 kule
ziclone. Z umny wyciagamy kolejno trzy kule. Za kazdym razem wrzucamy kulg
2 powrotem do urny. Oblicz tego, ze wylos kule maja
rézne kolory.

A.w jednym B. w dwéch C.w trzech D. w zadnym

52. Jeden na dwunastu mezczyzn jest daltonista. Rozwazmy zdarzenia:
X — Wsréd 12 mezczyzn jest jeden daltonista albo jest ich dwéch.

Y — Wéréd 12 mezezyzn nie ma daltonisty.

Z — Wsr6d 12 meZezyzn co najmniej jeden jest daltonista.

Ktéra zaleznosé jest prawdziwa?

A P(X) <P(Y) < P(Z) C.P(2) < P(Y) < P(X)

B. P(Y) < P(X) < P(2) D. P(X) < P(Z) < P(Y)
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1. Rzucamy symetryczna szeScienng
kostkq do gry. Rozwazmy zdarzenia:

A — Liczba oczek jest podzielna przez 3.
B — Liczba oczek jest liczba pierwsza.
€ — Liczba oczek jest mniejsza od 5.
Oblicz prawdopodobieristwa zdarze:
A',BAC, AUC, ANC', B'UC, A'nB/'nC.

2. Wiadomo, ze zdarzenie A U B jest
pewne, zdarzenia A i B si¢ wykluczajq
oraz P(A) = 0,62. Oblicz P(B).

3. Wiadomo, ze P(A)
i P(AUB)=0,9. Oblicz:

0,5, P(B") = 0,3

a) P(ANB) d) P(A"UB)
b) P(AUB') ) P(AIB)
o P(B' 0 A) ) P(BIA)

4. Zalézmy, ze zdarzenia AiB oraz
A'i C sie wykluczaja, zdarzenie AU BU C
jest pewne oraz P(A) = P(B) = P(C) = p,
gdzie p jest pewna dana liczba spelnia-
jaca warunek 0 < p < 1. Oblicz P(B C).

5.W pudelku s koraliki szklane
i drewniane w dwoch kolorach — czer-
wonym i bialym. Koralikéw czerwo-
nych jest dwa razy wiecej niz bialych.
Wsrod czerwonych Koralikow 60% sta-
nowia koraliki szklane. Wsrod bialych
Koralikow 70% stanowia drewniane.

a) Oblicz prawdopodobieristwo  tego,
7e koralik losowo wybrany z pudelka
jest drewniany.

b) Oblicz prawdopodobiefistwo  tego,
ze losowo wybrany Koralik jest szklany
lub czerwony.

o Z pudelka wyciagnigto drewniany
koralik. Oblicz prawdopodobieristwo
tego, Ze jest on czerwony.

110

6. W tabelce podano, ile zapalek jest
w Kazdym z trzech pudelek.

Pudetko 1 u m
zapalki
Ziebkami | 7 | M |13
zapalki
bez lebkow 3 o 2

Rzucamy symetryczna szescienng kost-
Ka do gry. Jesli wypadnie jedno oczko,
to losujemy zapalke z pudetka I, je-
sli wypadna dwa lub trzy oczka, to
losujemy zapalke  pudelka II, w pozo-
stalych przypadkach — z pudelka IIL
Oblicz, jakie jest prawdopodobieristwo,
e wylosowana zapalka pochodzi z pu-
detka I1I, jesli wiadomo, ze ma lebek.

7.7 pudelka, w ktérym jest dziewie¢
kul z cyframi 1, 2, ..., 9, losujemy ko-
lejno trzy razy po jednej kuli bez zwra-
cania i z zapisanych na nich cyfr ukla-
damy liczbe trzycyfrowa. Oblicz praw-
dopodobieristwo, ze otrzymana liczba
Jest wieksza od 800, jesli wiadomo, ze
wér6d wylosowanych cyfr jest 5.

8. W biurze obslugi klienta pewnej fir-
my sa tizy linie telefoniczne. Prawdo-
podobienistwo, ze linia jest zajeta, jest
takie samo dla kazdej z linii i wynosi
0,8. Zakladajac, Ze sq to zdarzenia nie-
zalezne, oblicz prawdopodobieristwo, ze:
a) wszystkie trzy linie sa wolne,

b) tylko jedna linia jest wolna,

9 co najmniej jedna z linii jest wolna,
d) tylko jedna z linii jest zajeta.

9. Adam i Kuba czesto graja w tenisa.
Prawdopodobieristwo, Ze Kuba wygry-
wa taki mecz, wynosi 0,6. lle meczow
powinni rozegraé, aby prawdopodo-
bieristwo tego, ze Adam wygra co naj-
mniej raz, bylo wigksze niz 90%?
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Granice funkgji

Jednym z najwazniejszych dziel w historii nauki jest wydana w 1687 roku ksiazka
Izaaka Newtona ,Matematyczne zasady filozofi przyrody”. Za pomoca pewnych
nowych metod matematycznych Newton opisal w niej prawa fizyki i astronomii.
Te nowe metodly — zwane dzisiaj rachunkiem rdéniczkowym — opierejq sie glownie
na koncepdji granicy funkdji. Rachunek rézniczkowy uipnary jest wspdiczesnie
niemal we wszystkich nauki, np. w

Granice funkgji - intuicje = Granice funkdji - definicje
= Funkgje ciggle = Twierdzenie Darboux = Obliczanie granic
= Obliczanie granic (cd.) = Powtérzenie
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GRANICE FUNKCJI - INTUICJE

Rozwazmy nastepujaca sytuacje. Na okregu o promieniu 1 opisujemy
tréjkaty réwnoramienne. Latwo zauwazyé, ze gdy zwigksza sie dlugos¢
podstawy tréjkata, to zmniejsza sie jego wysokosé, a takze zmienia si¢
dlugos¢ jego ramion.

Oznaczmy przez x dlugosé podstawy takiego troj-
kata. Niech h(x) oznacza wysokos¢ opuszczong na
podstawe i niech I(x) oznacza dlugos¢ ramienia.
Wyobrazmy sobie, ze zwickszamy dlugosci pod-
staw tr6jkatéw w sposb nieograniczony. Wowczas
wartos¢ h(x) jest coraz blizsza srednicy okregu,
a warto$¢ I(x) rosnie w sposéb nieograniczony.

Mozemy powiedziet, ze gdy x dazy do plus nieskoficzonosci, wartosci h(x)
daza do 2, a wartosci I(x) daza do plus nieskoriczonosci. Mowimy wtedy,
Ze liczba 2 jest granica funkcji h(x), gdy x dazy do plus nieskoriczonosci,
oraz ze plus nieskoficzonos¢ jest granica funkdji I(x), gdy x dazy do plus
nieskoriczonosci.

ENIE A Przyjmij takie oznaczenia, jak opisano powyzej. Podstawa tréjkata
rownoramiennego opisanego na okregu o promieniu 1 jest zawsze wigksza
Jak myslisz, jaka jest granica funkcji h(x), a jaka funkcji I(x), gdy x dazy

Sprébujemy teraz intuicyjnie przyblizy¢ pojecie granicy funkcji, zanim po-
jawig sie Scisle definicje. Bedziemy analizowac wykresy réznych funkcji.
Przyjmujemy, ze ksztalt kazdego z tych wykresow poza narysowang cze-
Sciq nie ulega istotnym zmianom.
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Przyjrzyj si¢ wykresowi na rysunku obok.
Gdy argumenty funkgji f daza do plus
nieskonczonosci, wartosci tej funkcji da-
73 do liczby 3. Méwimy wowczas, ze
granica funkji f w plus nieskoficzonosci
Jjest 3, co zapisujemy tak:

lim f(x)=
fery

Zapis lim_f() czytamy: granica funkeji { przy x dazacym do plus nieskoriczo-
nosci lub krécej: granica funkcji f w plus nieskoriczonosci.

Na kolejnym rysunku przedstawiony jest
wykres pewnej funkgji g. Granica funk-
¢ji g w plus nieskoriczonosci jest minus
nieskoriczonosé.

lim g(x) =~
X

Na podstawie wykresow funkdji f i g mozemy przypuszezac, ze gdy argu-
menty dazq do —co, wartosci funkgji £ daza do +o, a wartoéci funkeji g
daza do 0. Zapisujemy to tak:
lim f(x) = +eo lim g(x) =
Xt X

Zapis lim (0 czytamy: granica funkcji  przy x dazacym do minus nieskori-
czonosci lub krocej: granica funkeji f w minus nieskoriczonosci.

CWICZENIE B Na rysunkach przedstawiono wykresy trzech funkcji. Na podsta-
wie tych wykresw okres] granice w +eo oraz w ~oo funkcji f, g, h.

Zauwaz, ze jesli funkcja f okreslona na zbiorze R jest stala, czyli f(x) =
gdzie ¢ jest pewna liczba, to jej granice w +co 1w —oo sq réwne c. Zatem:

lim ¢ = lim ¢ =c
—— v

GRANICE FUNKCJI — INTUICIE 13
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Przyjrzyj sie kolejnemu wykresowi. Gdy
argumenty zblizaja si¢ do liczby 2, war-
tosci funkgji f daza do plus nieskori-
czonosci. Méwimy, ze granica funkcji f
w punkcie 2 jest plus nieskoiczonosc.

lim f(x)=
x=2

Natomiast gdy argumenty daza do licz-
by -2, wartosci funkeji f daza do minus

lim f(x) =
X2

Zapis Jim () czytamy: granica fankeji  prey x dazacm do xo
lub krdcej: granica funkeji f w punkeie xo.

Z wykresu funkeji g przedstawionego na rysunku ponizej mozemy odczy-
tac granice tej funkgji w kilku punktach.

Gdy argumenty zblizaja si¢ do licz-
by 2, wartosci tej funkcji zblizajq
sie do liczby 4. Granica funkcji g
w punkcie 2 jest 4.

lim g(x) =

x=2
Gdy argumenty daza do -5, warto-
Sci funkeji g daza do liczby 3.

lim_g(x)=3

X==5

Gdy argumenty dazq do —
tosci funkeji daza do 1.

im _ g(x) =1
x=-15

Zauwaz, Ze gdy funkcja jest okreslona w punkcie xo, to jej wartos¢
w punkcie Xo mozZe, ale nie musi by¢ réwna granicy w tym punkcie,
np. lim_ g(x) =3 = g(-5), ale lim g(x) =4 4 g(2).

x05 X2

Zwr6¢ tez uwage, ze funkcja w pewnym punkcie xo moze nie byé okre-
$lona, a granica funkeji w tym punkcie moze istnicé, np. _lim _ g(x) = 1,
a funkcja g w punkcie ~1,5 nie jest okreslona. x=-15

Jesli granica funkdji jest liczba, to nazywamy jq granica wlasciwg. Gdy gra-
nica funkdji jest rowna +oo lub —eo, granice taka nazywamy niewlasciwa.

GRANICE FUNKCJI



Moze si¢ zdarzy¢, ze funkcja jest okreslona w punkeie xo, ale granica w tym
punkeie nie istnicje. Tak jest w wypadku funkeji f, kiérej wykres przedsta-
wiono na rysunku ponizej.

Zauwaz, ze jesli argumenty zblizaja sie
do 2, ale sa na przemian raz wieksze,
a raz mniejsze od 2, to nie mozna wskazat
jednej liczby, do ktérej dazylyby warto-
Sci funkgji f. W takiej sytuacji mowimy,
Ze funkcja f nie ma granicy w punkcie 2.

Zauwaz. tez, ze jesli argumenty zblizaja si¢ do liczby 2 z lewej strony (czyli
daza do 2 i sq mniejsze od 2), to wartosci funkeji f daza do liczby 5. M6-
wimy wéwczas, Ze granic lewostronna funkeji f w punkcie 2 jest liczba 5.
Zapisujemy to tak:

flx)=

Zapls lim. fx) caytamy: granica furki  przy x dazacym do xo z lewe]strony
lub krécej: granica lewostronna funkcji f w punkcie xo.

Gdy argumenty zblizaja si¢ do 2 z prawej strony, wartosci funkji f zblizaja
sie do liczby 1. Méwimy, Ze granica prawostronna funkgji f w punkcie 2
Jjest liczba 1. Zapisujemy to tak:

lim_f(x) =
x=2t

Zapis 1.m f() czytamy: granica funkeji f przy x dazacym do xo z prawej stro-
ny lub krocej: granica prawostronna funkgji f w punkcie xo.

¥ g Na kolejnym rysunku przedstawiono wykres pew-
nej funkgji g. Mozemy zauwazy¢, ze w punkcie 4
funkcja g nie ma granicy, ale ma granice jedno-
stronne — lewostronng oraz prawostronna:

1

lim g(x) =
frays

lim_g(x) = +co
x—4*

>

Funkcja ta nie ma takze granicy w punkcie 0, ale
ma w tym punkcie granice jednostronne:

I
Jim g0

lim_g(x) = +co
x=0*

adari 111 )

GRANICE FUNKCJI — INTUICIE 115



<

ZESTAW ZADAN
1. Korzystajac z podanego wykresu funkcji, okresl granice zapisane pod wykresem.

I
\

a)

lim £ lim £ lim f(x) lim fo0  lim £ lim f(x)
X X X2 X Xt X
lim f0  lim f()  lim f(x) lim f(x)  lim (0 lim f(x)
x=-1 X==2" x=0" x=0 X=2" x=-2*
2. ) Na podstawie wykres6w funkcji f, g i h okres] granice lewostronng i prawo-

stronng w punkcie -1 oraz w punkcie 3 kazdej z tych funkeji. Czy ktéras z tych
funkcji ma granice w punkcie ~1? Czy kt6ras ma granice w punkcie 37

i

fl

b) Na podstawie wykreséw funkji £, g i h okresl granice jednostronne w punkcie
2 oraz w punkeie 4 kazdej z tych funkeji. Czy ktoras z tych funkeji ma granice
w punkcie ~2? Czy ktdras ma granice w punkcie 47

Vi

=
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3. Okres] granice w +00 i w —oo funkcji f(x) = ax+b, funkcji g(x) = ax? oraz funkcji
hix) = 4, gdy:

a) a>0 b a<o

4. Naszkicuj wykres takiej funkcji f, ktéra spetnia podane warunki.

a) lim f0=5 i lim f(x)=-o d) lim f(x)=-00 i lim f(x)=3
X— 400 X——00 x=1" x=-1*

b) lim f0=+0 i lim f(x)=-1 e lim f0=-2 i lim f(x)=1
Xt o X X

Q limf(x)=+c0 i lim f(x)=0 f) lim f(x)=—4 i lim f(x)=-c
x-2 X fE=y Py

5. Naszkicuj wykres funkeji f spetniajacej podane warunki.

a) lim f0=4 i lim f(x)=-, i lim f(x)=+0
i Xt x-2

b) lim f(x)=+c0 i lim f(x)=+c0, i lim f(x)=+c0, i lim f(x)=-co
Xm0 Xto x=0" x=0"

fX)=+c0 i lim f(x)=0, i lim f(x)=4, i lim f(x)=2
o fery i x=-2

d) lim f()=-c ilim f(x)=0,i lim f(x)=2,i lim f(x)=-1,i lim f(x)=-co
Xm0 Py x-1m X1t x=0

6. Naszkicuj wykres odpowiedniej funkeji i podaj wartosci granic.

W Jim 10 im0 tim ()t (3)

b) lim logx  lim logx  lm logix  lim log;x
Xt 0" e OBE% I OBy

9 lim
e &

_1gx lim tgx
x=-2*

d) lim
X
7. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj wartosci granic tej funkcji w +co i w —oo.

Le2, gdyx>0
SR= 1-3, gdyx<o
3

a) fx =2

GRANICE FUNKCJI — INTUICIE 17



8. a) Ktora z podanych funkcji ma granice w punkcie 27

X, gdyx<2 -x%, gdyx<2 241, gdy x<2
ftX)={ glx):{ h(x)

x+2, gdyx>2 x4, gdyx>2 x-5, gdyx>2
b) Ktéra z podanych funkcji ma granice w punkcie 17

dy x> 1 -1 logx, gdy x>1
f00- & =] () sy [
-x2, gdy x<1 2623, gdyx>1 1, gdyx<1

9. Rozwazmy ostroslupy, ktérych podstawa jest kwa-
drat, ktérego bok ma dlugosc 4, i ktorych wszystkie
krawedzie boczne maja jednakowe diugosci. Przyj- Ky
mijmy nastepujace oznaczenia:
k() — dlugos¢ krawedzi bocznej

p(0) — pole jednej Sciany bocznej 4
V(x) — objetos¢ ostrostupa
x — wysokos¢ ostrostupa
Ustal granice:
Jim koo limo koo limop) lmope lim VR lim Ve
¢ 10. W ukladzie wspéirzednych umieszczono trojkat

réwnoboczny ABC, kiérego bok ma dlugos¢ 2 (zob.
rysunek). Gdy na osi x wybierzemy dowolny punkt
P = (x,0), lezacy na prawo od punktu B, i poprowa-
dzimy prosta PC, to przetnie ona 0§ y w pewnym
punkcie D. Oznaczmy przez d(x) druga wspélrzedna
5P X punktu D. Okresl lim d(x) oraz lim,_ d(x).
X100 x=2

“11. Na okregu o promieniu 1 opisano trojkaty réwnoramienne. Oznaczmy przez X
dlugos¢ podstawy, a przez h(x) — wysokos¢ tego tréjkata poprowadzona do prostej
zawierajace] jego ramic. Ustal granice lim h(x) oraz. lim h(x).

X X2t

hix),

J J
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MINISPRAWDZIAN

S1. Na podstawie podanych wykreséw funkcji f, g oraz h ocei, czy zdania sa

prawdziwe.
b7 "k
; |
£ g 1 ;
DN X ER
1| Granica funkgji f w punkcie 3 jest rowna 2. TAK/NIE
11| Granica funkcji g w punkcie 3 jest réwna +co. TAK/NIE
11l | Granica funkcji h w punkcie -3 jest r6wna —co. TAK/NIE
IV | Granica lewostronna funkji g w punkcie 1 jest réwna +co. TAK/NIE

52 Jeden z rysunkow przedstawia wykres funkeji f, ktéra spetnia warunki:
lim £ =11 lim £(x) = 3. Wskaz ten wykres.

A Y B.
4 — af .
3 - 3

1 1

iC. ¥

D. i

S3. Wskaz funkgje, ktora ma granice w punkcie 3.

x
3 gdyx<3

A'f(X)E{—§+3. gy x>3

x*-2, gdyx<3

B. g(x) =
9t { gdyx>3

x-2,

GRANICE FUNKCJI — INTUICIE

[ h(x)={AY
-1,
D.ix)=10,
1,

—x-1, gdyx<3

gdyx>3
gdyx<3
gdyx=3
gdyx>3
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GRANICE FUNKCJI — DEFINICJE

W poprzednim rozdziale intuicyjnie ustalalismy granice funkcji na pod-
stawie ich wykres6w. Uscislimy teraz pojecie granicy, podajac formalne
definicje.

GRANICA FUNKCJI W NIESKONCZONOSCI
Rozwazmy funkeje:

-2
0= 2

Vi
flx)
£

w przedziale (1;+).

Zastanéwmy sic, czy funkcja f
ma w +oo granice. 1 % x X

Niech (x,) bedzie nastepujacym ciggiem argument6w rozbieznym do +oo:

4 9 16 25 1012 ... 10012
' | | '

X1 X2 X3 Xy X100 X1000
Wartosci funkeji f odpowiadajace kolejnym wyrazom ciagu (x) tworza ciag
liczb:

4 3 260 25 o202 L. 2,002

' ' | i | i

flx)  flxa)  flxs)  flxy) coo flxwo) ... fxi000) ...
Im argument x, jest wiekszy, tym wyraz f(xy) jest blizszy liczbie 2. Ciag

(F(xn) jest zbiezny do liczby 2, gdyz dowolnie blisko liczby 2 znajduja sie
prawie wszystkie wyrazy ciagu (f(xn)).

Okazuje si¢, ze gdybysmy wybrali jakikolwick ciag argumentdw rozbiezny
do +o, to odpowiadajacy mu ciag wartosci funkeji f zawsze bylby zbiezny
do 2. W takiej sytuacji méwimy, ze granica, funkcji f w plus nieskoriczono-
Sci jest liczba 2, czylis

lim 2%
Xt X=X

W podobny sposdb za pomocq ciagéw definiujemy granicg wlasciwg do-
wolnej funkcji w plus ni Sci oraz w minus i.

GRANICE FUNKCJI



Funkcja f ma w plus nieskori-
czonoéci granice wlasciwa g, tzn.

Jim_ £ =
gdy dla kazdego ciagu argumen-
16W (x,) Tozbieznego do +o odpo-
wiadajacy mu ciag wartosci (f(x,)
jest zbiezny do g.

Funkcja f ma w plus nieskoriczo-
nosci granice +e (~o), tzn.

Jim f() =00 (Jim f(x) = ~e9),
gdy dla kazdego ciagu argumen-
16w (xy) rozbieznego do +o odpo-
wiadajacy mu ciag wartoci (F(xn))
jest rozbiezny do +oo (~c0).

Funkeja f ma w minus nieskos-
czonosci granice wlasciwa g, tzn.
lim f(0 =g,

7 I TePem G e
6w (x,) rozbieznego do —e odpo-
wiadajacy mu ciag wartosci (F(x,))

Jest zbiezny do g.

Funkcja f ma w minus nieskori-
czonoici granice +o (~), tzn.
Jim f00 = +oo (lim f(x) = ~c0),
gdy dla kazdego ciagu argumen-
6w (xn) Tozbieznego do — odpo-
wiadajacy mu ciag wartosci (F(xy))
jest rozbiezny do +0o (~co).

Korzystajac z definicji granicy funkji, oblicz granice w +oo funkdji

£00 = SX24X gazie x € R\ (-2,2).

8-2x2 "

Niech (x,) bedzie ciagiem argumentéw, takim ze lim x, = +oo.
ni

Wowczas:

532 +4x,

B

lim £~ lim 2

5+54) im Ste

4
lim 5+ lim &

%_2) n—oo X%—z

Korzystamy z wlasnosci granic
ciagow: Jesli lim xy =+, to
0,

, a takze lim < =0,

lim

dla ciagu (xn)

ze
zbiezny do ~3. Wynika stad, ze

do +e ciag (f(x) jest

ZADANIE  Korzystajac z definicji granicy funkcji, oblicz granice w —co funkcji

fo0= 252, gdzie x € R\ {-1,0].

GRANICE FUNKCJI ~ DEFINICJE
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Na rysunku przedstawiono 12
fragment wykresu funkeji f(0) = x - [],
gdzie x € R. (Symbol [x] oznacza czesi¢ /!
catkowita liczby x, tzn. e = B o B I A A
catkowitych nie wieksza niz x). Wykaz, ze
nie istnieje granica w +co te] funkcji.

Wskazemy dwa ciagi argumentéw (a,) i (by) rozbiezne do +oo, dla ktérych ciagi
(F(an)) i (f(bn)) maja rézne granice.

Niech a, =n, ncN. Wtedy: lim a,= lim n=+co Czesé calkowita liczby
naturainej n jest rowna n,

Jim_fan) = lim (n-[n) = lim (1-m) = lim 0=0 <oyl [nl = .

Niech b,=n+1, neN. Wtedy Jim b, = lim (n+

5 +00

Jim £ = im (n+ 3 = [+ 5]) = fim (n+ 3 - n)

, 1
7

1
2

Poniewaz lim f(a,) # lim f(by), wiec funkdja f nie ma granicy w +oo.
e s

ZADANIE  Na rysunku prlLdsmmon()
fragment wykresu funkcji f(x) 1
Wykaz, 7e nie istnieje granica w - te]
funkeji.

T3 4567 8%

e 1)

I GRANICA FUNKCJI W PUNKCIE

Rozwazmy teraz nastepujaca funkcje:
flx)=

_1_
-27

Na podstawie wykresu mozna wywnio-
skowa

lim £ = +e0
x=2

Mozna to opisa¢ za pomoca ciagow
w nastepujacy sposcb. Jesli wybrali-
bysmy jakikolwiek ciag argumentow
zbiezny do liczby 2, to odpowiadaja-
¢y mu cigg wartosci funkcji f bylby
Zawsze rozbiezny do +eo.

Podobnie za pomoca ciagéw mozemy okreslic granice dowolnej funkeji
w punkcie xo. Punkt ten moze, ale nie musi naleze¢ do dziedziny funkcji.
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Granica funkeji f w punkcie xo
jest liczba g, tzn.
Jm =

gdy dla kazdego ciagu argumen-
16w (xy) zbieznego do xo, 0 wyra-
Zzach r6znych od xo, odpowiada-
Jacy mu clag wartosci ((xy)) jest
zbiezny do g.

Il GRANICE JEDNOSTRONNE

Rozwazmy teraz funkcje:

X+1, gdy x<1
f(x)={ o
—x+4, gdy x>1

Na podstawie wykresu mozna wywnioskowac,
e w punkcie 1 granica funkeji £ nie istnicje.
Funkgja ta ma jednak w punkcie 1 granicg le-

Granica funkgji f w punkcie xo
Jest +oo (<o), tzn.
1im £ = +o0 (Jim £() = <o),

gdy dla kazdego ciagu argumen-
oW (xs) zbieznego do xo, 0 wy-
razach r6znych od xo, odpowiada-
Jacy mu ciag wartosci (F(xa)) jest
rozbiezny do +oo (~co).

adario 24 )

WOSIronng oraz prawostronng.

lim f()= lim (2+1)=
x=17 -

lim f(0)= lim (-x+4)=

x=1* —1*

Za_pomocy ciagéw moglibyémy to opisac w nastepujacy sposob: jesli
lowolny cig (X) 7biezny do 1, o wyrazach

miejszych od 1, to ciag (f(x,)) bylby zawsze zbiezny do 2. Z kolei dla do-

wolnego ciagu (xy) zbieznego do 1, 0 wyrazach wickszych od 1, ciag (F(xa)

jest zbiezny do 3.

Podobnie definiujemy granice jednostronne dowolnej funkeji w punkcie xo.

Granica lewostronna funkgji f
w punkcie xo jest liczba g, tzn.
lim f(0) =
x=

gdy dla kazdego ciagu argumen-
16w (xy) zbieznego do xo, 0 wyra-
Zzach miejszych od xo, odpowia-
dajacy mu ciag wartosci (F(x,) jest
Zbiezny do g.

GRANICE FUNKCJI ~ DEFINICJE

Granica prawostronng funkcji f
w punkcie xo jest liczba g, tzn.
lim f(x) =
x=xp

gdy dla kazdego ciagu argumen-
16w (xy) Zbieznego do xo, 0 wyra-
zach wiekszych od Xo, odpowiada-
jacy mu ciag wartoscl (F(x,) jest
zbiezny do g.
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Granicg lewostronng funkcji f Granica prawostronng funkcji f

w punkcie Xo jest +00 (~), tzn. w punkcie Xo jest +00 (~), tzn.
lim f(9) = +00 (lim f(x) = ~0), lim f(x) =+ (lim f(x) =~o),
x=% x-xg X% -

gdy dla kazdego ciagu argumen- gdy dla kazdego ciagu argumen-

16w (xn) zbieznego do Xo, 0 wyra- 1OW (x,) zbieznego do xo, 0 wyra-

zach mniejszych od xo, odpowia- zach wigkszych od xo, odpowiada-
dajacy mu ciagg wartosci (f(x,)) jest Jacy mu ciag wartosci (f(xn)) jest
rozbiezny do +o0 (~c0). rozbiezny do +o (~e).

Ciekawostka

Podane w tym rozdziale definicje granic funkcji sformulowal niemiecki matematyk
Eduard Heine (1821-1881) (czyt. hajne). Przedtem inne definicje podal francuski
matematyk Augustin Cauchy (1789-1857) (czyt. ogiste koszi). Mozna udowodni¢, ze
definicje Heinego i Cauchy'ego 53 réwnowazne.
Definicja Cauchy'ego granicy wlasciwej
funkeji w +oo jest nastgpujaca:

Mwimy, ze liczba g jest granica funk-

Gi f w +, gdy dia kazdego & > 0
istnicje taka liczba M, ze jesli x > M,

to warto¢ f(x) rézni si¢ od g o mniej

niz &, czyli If(0)-gl <&

Jesli z przedziatu (a;b) zawierajacego punkt Xo usuniemy ten punkt, to
otrzymamy zbior liczb (a;xo) U (xo;b). Tak otrzymany zbiér nazywamy
sasiedztwem punktu x,.

Przyjmijmy, Ze funkeja f jest okreslona w pewnym sasiedztwie punktu Xo.
Zwiazek miedzy granicami jednostronnymi a granica funkcji opisuja naste-
pujace twierdzenia:

Jesli istnieje granica funkcji f w punkcie Xo, to istniejq tez granice lewo-
stronna i prawostronna tej funkcji w punkcie Xo i te trzy granice sq réwne.
Jesli istniejq granice lewostronna i prawostronna funkcji f w punkcie xo
i granice te sq sobie réwne, to istnieje tez granica funkeji f w tym punkcie
i jest ona réwna granicom jednostronnym.

Jesli litera g oznaczymy granice funkcji, wlasciwa badZ niewlasciwa, to
obie powyzsze implikacje mozna zapisac w skrécie w nastepujacy sposob:

lim fx)=g < lim f) = lim fx)=g
X=Xo x= x—x4

wdania 57
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ZESTAW ZADAN

41 1. Korzystajac z definicji granicy funkcji, oblicz podana granice.

2x-5
7-3x

a) lim 21 b) lim o lim (3% -5)
X=X X—-00 X—==00

41l 2. Korzystajac z definicji granicy funkeji, oblicz podana granice.
3

a) lim (2x-3) b) lim (Lx1 -2) 9 lim VX¥5
x=10 Xx=3 x-4

3. Korzystajac z definicji granicy funkcji, oblicz granice lewostronna i prawostron-
na funkeji f(x) = 3 w punkeie ~2. Czy funkcja £ ma granice w punkcie ~27

4. Uzasadnij, Ze funkcja, ktéra liczboom wymiernym przyporzadkowuje 1, a licz-
bom niewymiernym -1, w zadnym punkcie nie ma ani granicy lewostronnej, ani
prawostronnej.

<l 5. Korzystajac z definicji granicy funkcji, wykaz, ze nie istnieje granica funkcji f.

2x-1, gdyx<3
_1 .
a) f(x)= 1 w punkcie 0, q f(x}:{xl 5 gdyxs3 w punkcie 3,
- -2, gdyx<-1
-5 w i d) (xi={ x w punkcie ~1.
b) f(x)= 5 w punkcie 1, f 3 gdyxs-1 P

6. Korzystajac z definicji granicy funkdji, wykaz, Ze nie istnieje granica funkeji f
w punkcie Xo.

a) f0 =2 x=0 -1, gdyx<0
© f(x)=sgnx=10, gdyx=0, xo=0.
1, gdyx>0

© 7. Podaj dwa przyklady ciagow (a,) i (by) argumentow funkcji f spelniajacych po-
nizsze warunki.

lim a,= lim b, lim f(an)# lim f(by)
neieo | et nio nese
. _1 Cya X
a) f(x)=sinx b) fx) =% o flx)=x+ T
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MINISPRAWDZIAN

1

S1. Granica funkcji f(x) = 1y W punkcie 0:

Tx

A jest rowna 0 B. jest rowna 1 C. jest réwna +eo D. nie istnieje

52. Granica funkcji g w punkcie 1: gdyx<1
A. jest réwna 1 C. jest réwna 2 gx) =11, gdyx=1
B. jest rowna -1 D. nie istnicje x+1, gdyx>1

126

FUNKCJE CIAGLE

Granica funkeji w danym punkcie moze byé réwna wartosci funkeji w tym
punkcie. Jednak nie zawsze musi tak byé.

Przyjrzyj sie wykresom funkcji, ktére przedstawiono ponizej.
b7 f ¥ g i /h
1 1" 1

lim £(x)=£(2) lim g(x)#4(2)  Granica funkcji h w punk-
X2 K=e cie 2 nie istn

x

Granica funkcji f w punkcie 2 jest réwna wartosci funkcji w tym punk-
cie. Granica funkcji g w punkcie 2 jest rozna od wartosci funkcji w tym
punkcie. Funkeja h jest okreslona dla 2, ale nie ma granicy w tym punkcie.

Méwimy, Ze pierwsza z powyzszych funkeji jest funkeja ciagla w punk-
cie 2, a dwie pozostale funkdje nie s3 ciagle w tym punkeie (punkt 2 jest
punktem nieciaglosci funkeji g i h).

Niech xo nalezy do dziedziny funkcji f. Funkeje f nazywamy funkcja
ciagla w punkcie xo, gdy ma ona w punkcie Xo granice i granica ta
jest rowna wartosci funkeji w tym punkcie, czyli:

lim  £(x) = f(xo)
X=Xo
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Uwaga. O granicy funkcji w punkcie xo mozemy mowi¢ nawet wtedy, gdy funkcja
w punkcie xo nie jest okreslona. Natomiast o tym, czy dana funkcja jest ciagla
lub nieciqgla w punkcie mozemy méwic tylko wtedy, gdy funkcja jest okreslona
W tym punkcie.

Gdy funkeja jest ciagla w kazdym punkcie pewnego przedzialu, to méwi-
my, ze jest funkcja ciagla w tym przedziale. Wykres dla argument6w z tego
przedzialu jest linia ciagla — mozemy powiedzied, ze w tym przedziale ry-
sujemy go bez odrywania oléwka od kartki.

CWICZENIE Narysuj wykresy podanych funkcji f, g i h. KtGra z tych funkcji jest
ciagla przedziale (-2;2)?

gdy x<-1

/t.w{ gdy x=-1
x+3, gdyx>-1

gdy x=-1 1L, gdyx=-1

gdy x<-1 x+1, gdy x <-1
,,m,{
3, gdy x>-1

gdy x> -1

Ustal, dla jakich wartosci p i g funkcja f jest ciagta w punkcie 1.
Sx+2p, gdyx<1
f=1a gdy x=1
x2+p,  gdyx>1

lim f(x) = lim (5x +2p) =5+2p

x=1= x=1 Ustalamy, dla jakiej wartosci p istnieje

anica funkd kcie 1.
lim F0) = lim 62+ ) =1+ granica funki f w punkei

Jim £00 = lim f0) <> 5+2p=1+p

p=-4
Gdy p = -4, otrzymujemy: Obliczamy (dla p = -4) granice funkcji f
w punkcie 1. Mozemy skorzystaé z réw-

“”yl fx)=5+2p= nosci I\mlf(x) = Iwynv f(x) lub \Iﬂ?ﬂx) =
- = Jim 70
f(1)=q, wiec

_ _ Sprawdzamy, dla jakiej wartosci g za
lim f00 = f(1), gdy q=-3 chodzi réwnosé lim f0) = f(1).

Odp. Funkcja f jest ciagta w punkcie 1, gdy p=-4 i g =-3.
ZADANIE | Ustal, dla jakich wartosci a i b funkeja g jest ciagla w punkcie 2.

[xhza, gdyx <2

g b, gdy x=2

2x+3a, gdyx>2

wadonia 15
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I Omawiali$my dotad rézne typy funkcji — funkcje wielomianowe, wymier-
ne, trygonometryczne, wykladnicze i logarytmiczne. Wszystkie te funkcje
sq ciagle w kazdym punkcie, w ktérym s okreslone.

Oto przyklady:

f0) =-2x* +x3 +5x%

o =1gx

1

Funkcja wielomianowa Funkcja wymierna Funkcja trygonometryczna

0 =1,2¢ £ =1ogosx
by ¥
1
1 X X 3
Funkeja wykfadnicza Funkcja logarytmiczna

Gdy funkgje f i g sa ciagle w pewnym punkie, to ciagle w tym punkcie sa
takze nastepujace funkcje:
y=f®+g00  y=fM-gx) y=fN-g0) y= % (gdy g(x) 4 0)

Zatem na przyklad funkcje:

y=1-tgx y=2%sinx y

y=x+

8]
&
=

sq ciagle w kazdym punkcie, w ktorym sa okreslone.

Jesli wiadomo, ze funkeja f jest ciagla w punkcie Xo, to aby obliczy¢ jej
granice w punkcie xo, wystarczy obliczy¢ wartos¢ funkeji f w tym punkcie.
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<

[TIATTITIN Oblicz granice funkeji f w punkcie xo.

a) f(x)=2x2-4x+1, xo=5 Funkja f jest ciagta i xo na-
lezy do dziedziny tej funk-
limf()=f(5)=2-52-4-5+1=31 di, wiee lim f(x) = flxo)
x5 =

o f(x)=x%sinx, xo=T
lim f() = f(r) =77 - sinmr =72 -0 =0

L
-1

d) flx

3
Q)

lim £00 = 1) =

ZADANIE  Oblicz granice funkeji f w punkeie xo.

a) f()=cosx+2%, xo=T b) (= 4%L, x)=10
2adania 6-11
ZESTAW ZADAN

1. Na rysunku przedstawiono wykres funkeji. Wskaz punkty dziedziny, w ktérych
funkcja ta nie jest ciagla.

a b) ¥ J 9 ¥
) /rL ll\/ \
O o‘ T / \o o
| h
2. Przeczytaj informacje w ramce.
Funkcja f jest ciagla w punkcie Xo, gdy Naszkicuj wykres funkji, ktéra:

spelnione s trzy warunki: a) spelnia warunek 1, ale nic spet-

1. Punkt xo nalezy do dziedziny funkdji f. nia warunku 2,

b) speinia warunki 1 i 2, ale nie
spelnia warunku 3,

© spelnia warunek 2, ale nie spel-
nia warunku 1.

2. Istnieje granica wlasciwa lim f(x).
X=xo

3. lim f(x) = f(xo).
X=X
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3. Narysuj wykres podanej funkcji. Czy funkcja ta jest ciagla w kazdym punkcie
swojej dziedziny?

. gdyx<l adyx<0

a f= {(x 27, gdyx>1 9 fea= {logx gdy x>0
sinx, gdyx<T Ixl .

b £ - x za fm={ x sdyx40

w(x-7), gdyx>T 0, gdyx=0

4. Ustal, dla jakicj wartoéci parametru p funkeja f jest ciagla w punkcie 3.

x+p, gdyxe (-e;3) X+p,  gdyxe (-o;3)
a) flx)= b) f(x) =
px,  gdyxe (3;+%) px+2p, gdyx € (3;3+0)

5. Ustal, dla jakich wartosci parametréw p i q funkcja g jest ciagla w punkeie -2.

-3x-9, gdyx<-2 2x+p, gdyx<-2
a) gx) =1 P gdy x=-2 b) g(x) =4 px+q, gdyx=-2
Ix+q, gdyx>-2 X—ﬁ?. gdy x> -2
6. Oblicz.
a) lim @ -x2+1) o lim 2 @ lim (2% cosx)
x=2 x=0 X+1 X=0
b) lim 203 d) lim 08X 0 lim 18X
o] x+3 o sinx ~0 X245

7. Ktéra z podanych liczb jest wigksza: a czy b?

a)a= lim (-2x-3), b= lim (-2x-3)
~-19* x— 1427

b= lim G
8. Oblicz wartos¢ xo.
i lim X, =3 lim X*3 —¢
4 @ Jm, 52 o o
b) lim (4x-5)=-1 d) lim (x2-5)=4 f) lim (*-x)=
X=xo X=x0 X=X

9. Sprawdz, czy funkeje f i g podane ponize] 5 ciagle w punkete 0. Czy funkeja
h(x) = f(x) + g(x) jest ciagla w punkcie 07

k{x-l, gdy x & (~0;0) ! g(x):{“l' gdy x € (~20;0)

e x+1, gdyxe (0;+) x-1, gdyxe (0;+)
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©10. a) Naszkicuj wykres funkgji £(x) = [x].

W ktérych punktach funkcja ta nie jest Symbol [x] oznacza czes¢ catkowi-
clagla? ta liczby x, tzn. najwicksza z liczb
b) W ktérych punktach funkcja £(x) = [x] calkowitych nie wigksza niz x.

nie jest ciagla?

“11. Wykaz, e funkcja okreslona ponizszym wzorem jest ciagla tylko w jednym
punkcie swojej dziedziny.
X, gdyxeQ
M’{o, adyx ¢ Q
MINISPRAWDZIAN

S1. Granica funkji f(x) = (x—2) (1+ L) w punkcie -2 jest rowna:

A-2 B.2 cl D.0
52, Jezeli Jim (x* - 6x) = -9, to:
fain)
Axo=-3 B.xo=6 C.x0=3 D.xo=-9

px+1, gdyx<5
X2 -p, gdyx>5
C.p=6 D.p=1

53. Funkcja f(x) = { jest ciagla w punkcie 5, gdy:

TWIERDZENIE DARBOUX

CWICZENIE A Narysuj wykres takiej funkji f, kiéra jest ciagla w przedziale
1;5) i spelnia warunki (1) = 7 i f(5) = 2. Wskaz argument z przedziatu (1;
dla Kt6rego wartos¢ funkdji f jest réwna 4.

Jedng 7 wazniejszych wiasnosci funkdji ciaglych opisuje twierdzenie:

Twierdzenie Darboux (czyt. darbu)

Jesli funkcja f jest ciagla w pewnym przedziale {a;b) i f(a) # f(b),
to funkcja f przyjmuje w przedziale (a;b) wszystkie wartosci miedzy
f(a) i f(b). Innymi slowy, dowolna liczba lezqca miedzy f(a) i f(b) jest
wartosciq funkeji dla pewnego argumentu z przedzialu (a;b).
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Z twierdzenia Darboux wynika nastepujaca wlasnosé:

Jesli funkcja f jest ciagla w pewnym
przedziale (a;b) oraz f(a) i f(b) maja
réme znaki, to funkcja f w przedzia-
le (a;b) przyjmuje wartosé 0, czyli
flxo) = 0, dla pewnego xo € (a;b). f@

7
fib)

Wlasnos¢ ta co prawda pozwala na stwierdzenie, ze punki

t xo istnieje, ale

nie pozwala na wskazanie tego punktu. Korzystajac z tej wlasnosci, moze-

my jednak znajdowac wartosé xo z dowolng dokladnoscia.

Znajdz przyblizone rozwiazanie réwnania x> + x - 60 = 0 w prze-
dziale (1:5) z bledem 0,5.

fx)=
fa)=

X +x-60, xe(1:5)

1+1-60<0 i f(5)=53+5-60>0

Z twierdzenia Darboux wynika, ze istnieje liczba xo nalezaca do przedziatu
(155), taka ze f(xo) = 0. Srodek tego przedziatu to liczba 3.

Zatem:

Xo ~ 3 z bledem 2 Blad 2 oznacza, ze liczba xo nie r

fe)=

cej niz 2.
3343-60<0 i f(5>0

62ni sie od 3 0 wig-

Z twierdzenia Darboux wynika, ze istnieje liczba xo nalezaca do przedziatu
(3:5), taka ze f(x0) = 0. Srodek tego przedziatu to liczba 4. Zatem

X0~ 4z bledem 1

f@=

43+4-60>0 i f(3)<0

Liczba X, nie rozni sie od 4 o wiecej niz 1

Z twierdzenia Darboux wynika, ze istnieje liczba xo nalezaca do przedziatu
(3:4), taka ze f(x0) = 0.

Xo ~ 3,5 z btedem 0,5

ZADANIE  Oblicz wartosé P

dem 0,

132

Liczba Xo nie rozni si¢ od 3,5 o wiecej niz 0,5.

réwnania z blg-

Uwaga. Opisana metoda pozwala znalezé przyblizenie jednego rozwiazania
réwnania. Nie wiemy jednak, czy réwnanie to nie ma innych rozwiazan w roz-

wazanym przedziale.

sadonio 17
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il To, si¢, ni i e ma jaco wiele cieka-
wych i uzytecznych zastosowari. Oto przyklad:

Na prostokatach przedstawio-
nych obok natezenie koloru
czerwonego zmienia si¢ W 162~
nym tempie, ale w sposb ciag-

1y. Na gornym kolor przecho-
dzi od bialego do intensywnej
czerwieni, a na dolnym — od-

wrotnie.

a X b
Korzystajac z twierdzenia Darboux, mozna wykazac, ze gdyby$my przesu-
wali wzdtuz paskéw linijke ustawiong do nich prostopadle, natrafimy na
miejsce, w ktorym na obu paskach natezenie koloru jest identyczne.
Przyjmijmy, Ze wspélrzedna x na osi liczbowej wyznacza polozenie linijki.
Niech p;(x) oznacza intensywnos¢ koloru czerwonego na gornym pasku
odpowiadajaca punktowi x. Niech p2(x) oznacza intensywnosé koloru na
dolnym pasku. Przyjmijmy, ze najwigksza intensywno$¢ koloru wynosi 1,
czyli py(b) = p2(a) = 1, a najmniejsza wynosi 0, czyli pi(a) = p2(b) = 0.
Natezenie koloru zmienia si¢ w sposéb ciagly, zatem funkcje p; i p» oraz
f() = p1(3) - p2(x) s ciagle w przedziale (a;b). Zauwazmy, ze f(a) =~
i f(b) = 1. Zatem musi istnie¢ liczba xo 7 przedzialu (a;b), taka ze
f(x0) = 0. Wowczas pi(Xo) = p(Xo).

zadania &

ZESTAW ZADAN

a) funkgja f(x) = 2x* - 1 przyjmuje w przedziale (3;5) wartosé 30.
b) funkcja f(x)=

-2 ~log 2 przyjmuje w przedziale (1;4) wartosé 5.

2. Uzasadnij, ze funkcja f ma co najmniej jedno miejsce zerowe w podanym prze-
dziale.

a) f0-logsx-4, xe (% ;3) 9 (=2 6y,
)

b) f(x)= X - cosx,

d) f(x) =sin (xf g) _x

3. Sprawdz, ze réwnanie ma rozwiazanie w podanym przedziale, i znajd# przybli-
zong wartos¢ tego rozwiazania z biedem 0,5.

a) x*+2x2 -5 = 0 w przedziale (~1;3) § x*-2x-5=0w przedziale (0;4)
b) X +3x%+1=0w przedziale (-5;-1)  d) X ~x+3 =0 w przedziale (~3;1)
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4. Znajdz przyblizong warto
a) rozwiazania réwnania x* - 2x* + 2 = 0 7 bledem 0,25,
b) rozwiazania réwnania X° +x - 5 = 0 z bledem 0,125.

5. Uzasadnij, ze wielomian x?~7x*+3x’~2x+2 ma w przedziale (~1;1) co najmnicj
dwa pierwiastki.

6. Uzasadnij, ze gdy x € (1;4), wykresy funkcji f(x) = x* + 7% +6 1 g(x) = 5x° + 5x
maja co najmniej dwa punkty wspolne.

7. Uzasadnij, ze wielomian 2x*+4x*+5x*~2x-3 ma w przedziale (0;1) pierwiastek
niewymierny.

8. Figurg zlozong 7 trzech réznych roztacznych k6t mozna podzielic linia prosta
na dwie czesci o réwnych polach. Wyjasnij dlaczego.

9. Postaniec wyruszyl w droge o godzinie 7%,
kilka razy si¢ zatrzymal, ale dotarl do celu w po-
ludnie. Nastepnego dnia wyruszyl w droge po-
wrotna tez o godzinie 7%°. Wracal dokladnie ta
samg trasa, ale zatrzymywal si¢ w innych miej-
scach niz dnia poprzedniego, a mimo to droga
zajela mu ponownie 5 godzin. Udowodnij, Ze
w pewnym punkcie trasy poslaniec znalazl si¢
drugiego dnia dokladnie o tej samej godzinie co
dnia poprzedniego.

10. Udowodnij, Ze w kazdej chwili na réwniku Ziemi istniejq takie dwa punkty
lezace na kraiicach jego srednicy, w ktorych panuja takie same temperatury.

MINISPRAWDZIAN

S1. Réwnanie 2x*-7x>-5 = 0 ma rozwiazanie w jednym z podanych przedzialéw.
Wskaz ten przedzial.

A (-45-2) B. (-2;-0) . (0;2) D. (2:4)

52. O funkgji f wiadomo, ze jest funkcja ciagla oraz £(0) > 0, f(1) < 0, f(2) > 0.
Z tych informacji wynika, ze w przedziale (0;2) funkcja f:

A. nie ma miejsc zerowych

B. ma dokladnie jedno miejsce zerowe

C. ma co najmniej dwa miejsca zerowe

D. ma co najwyzZej dwa miejsca zerowe
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OBLICZANIE GRANIC

W tym rozdziale oméwimy wlasnosci granic funkcji w +0o oraz w ~oo, ktdre
pozwalaja obliczaé te granice bez odwolywania si¢ do definicji granicy.

ce. (Zastan6w sie, jak si¢ zmie-

{IE A Sprébuj wyznaczy¢ podana g

niaja wartosci funkeji, gdy argumenty daza do +o lub do ~c)

a) lim 3 b) lim 2 9 lim
> xmTe ¥ =

06
o X X

Obliczajac granice w +e lub w —co funkdji typu y = %, mozemy skorzysta¢
2 nastepujacej wlasnosci:

Jesli a jest dowolng liczba rzeczywista
in jest dowolnq liczbq naturalng dodatnig, to:

4=0 oraz lim % -0
X2

x=+00 X'

Przy ustalaniu granic funkcji przydaja sic tez nastepujace wlasnosci granic:

Jesli istniejq granice lim_f(x) oraz lim_g(x)
Py s
i5q to granice wlasciwe, to:

lim (F(0) + g(x) = lim () + lim g(x)
Xt Xt pisD
lim (f(x) - g(x) = lim f(x) - lim g(x)
X0 x4 X~
lim af(x) = a- lim f(x), gdziea € R
Xt Xt

lim (f(x) - gx)) = lim f(x) - lim g(x)
x=teo PRy

100 N
) jm LO) | x=vw
Jesliponadto lim g #0, to lim GG Jim g0

Analogiczne wlasnosci maja granice w —o, a takze granice funkcji w do-
wolnym punkcie xo oraz granice jednostronne. Wszystkie te wlasnosci
wynikaja z odpowiednich wlasnosci granic ciagow.
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[IATICEN Oblicz.

Poniewaz granice lim m
i lim 12 istnieja, mozemy skorzy-

lim 12= stac z twierdzenia o sumie | roznicy
Xt granic.

_sxt
W 22X

o jim [3(3-%)]= im 5

ZADANIE  Oblicz.

Obliczenia prowadzace do ustalenia granicy funkcji mozna zapisywaé
W uproszczony sposob. W ie 1a powyZej :

Wlasnosci granic podane na stronie 135 dotyczyly granic wlasciwych.
Om6wimy teraz kilka wlasnosci granic niewlasciwych.

CWICZENIE B Sprobuj wyznaczy¢ podana granice. (Zastandw sie, jak si¢ zmie-
niaja wartosci funkeji, gdy argumenty zmierzaja do +s lub do ~).
a) lim (x+x?) 9 lim (x-x%) @ lim (x-7)3+x2)
Xt X A= mco
b) lim (x+x%) d) lim (x+3)(x*+2) f) lim )x +5x%)
x Xt x—#0

W éwiczeniu B nalezalo wyznaczyé granice funkcji typu y = f(x) + g(x) oraz.
typu y = f(x) - g(x), przy czym granica zaréwno funkgji f, jak i funkgji g
byla niewlasciwa. Oto przyklad wlasnosci, z ktorej mozna korzystac przy
obliczaniu tego typu granic:

Jedli lim f(x)=+c0 i lim g(x)=-, to lim (f(x)-g(x) =
fvey x40 faey

Te wlasnos¢ mozemy zapisa¢ symbolicznie w nastepujacy sposcb:

(#00) - (~00) = —00
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Ponizej zapisano wazne wlasnosci dotyczace granic sum, réznic, iloczynéw
i ilorazéw funkcji, z ktérych co najmniej jedna ma granice niewlasciwa.

(+00) + (+00) = +00
(+00) « (+00) = +00

(~00) +(-00) = —00
(=00) - (~0) = +00
(=00) = (+00)

(~00) - (+00) = —e0

PRZYKEAD 2 eI

X0 O

a) lim 6x)+logs x) = +oo

0 -9

ZADANIE | Oblicz.
@) lim (2% +log,x?)
x

b) lim 5%(03"+4)
Xt

o i

lim
Nt

=

OBLICZANIE GRANIC

a

Fo

L)

@+ (+0) = +00

a+ (o)==

(+®)-a =+, gdy a>0
(+®)-a=-w, gdy a<0
(-®)-a=-w, gdy a>0

(-)-a=+0, gdy a<0

(#0) + (400

() - (-9) = -
4
Jim logx = +eo; 2 -0

(+00) = 0+ (400) = 40

3. ()=

0 (o)

b lim [(1_,;71)(-3)(4 +v3)]

D i £ _on
0 g (s

wdaia 15

137



i 6 _2x5 - i i 6 (4
Jim | (4x® - 2x° - 100) ,'l’{‘m?‘/(

) lim_(-5x7 +4x* + 6x)
b0

Przyjrzyj si¢ ponizszym trzem przykladom. Zauwaz, ze w kazdym wypad-
ku mamy lim f(x) =+ i lim g(x) = +c0. Natomiast granica funkcji
y = () - gx) 7a kazdym razem ma inng wartosc.

o f)=x lim (F(x)-g(x)= lim (*~5x%) = lim (~4x°)
X X X
90 = 5%
o f0)=6x* lim (F(x)-g(x)= lim (6x* -x*) = lim 5x = +o0
X X X X
g0 =x
o fl=2x* lim (F(x)-g(x)= lim (2x* -(7 +2x%) = lim (-7) =
x=te x4 e too
g0 =7+2x"

Jak wida¢, nie mozna podaé ogélnej reguly pozwalajacej oblicza¢ granice
lim (f(x) - g(x), gdy zaréwno granica funkeji £, jak i funkcji g jest +co.
Mowimy, ze symbol 0 —

t nieoznaczony.
CWICZENIE C Sprawdz, ze lim f(x)=0 i lim g(x) = +e. Oblicz_lim (f(x) - g(x).

g0 =354

=1 9
Af =20 9

Obok podajemy symbole nicoznaczo- e —
ne, ktére moga wystepowac przy obli- .

czaniu granic funkcji. w-w 0w 8 =

Pokazemy teraz, jak mozna oblicza¢ granice niekt6rych funkcji, gdy mamy
do czynienia z symbolami nieoznaczonymi.

[IATTYEN Oblicz.

m, (—u3 X x)

ZADANIE  Oblicz.
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PRZYKEA Oblicz.

4 E
i xtese o X(15)
a) lim = lim
x=too 3XF-4X42  x—iw X3(3_%+ 2

b lim SXEBE-S X(6+3%-5)
x40 TOXI=5x7  x—+oo ,q(w_:)

ZADANIE | Oblicz.

Oblicz.
a) lim (9:2¥-7.13%)=
)l ( )

2 +6%

b lim S =M, s(-(2))

2.4%_5x

o i = i i 0
) dim e 7 0m, (3 a) Pty 3+%
o b
" sX(E% +2)
d lim S S+26

m
Xt 7-25-9-6%  yibo sx(7_(

ZADANIE | Oblicz.

a) lim (5-3*-2-6%  b) lim
Xtoo ferey

adaia6-18 )
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ZESTAW ZADAN

1. Oblicz.

a am (7-3)

b lim (2-3)
m
x=1%
m (35

2. Oblicz.

3 lim (VX+logx) 9 lim (Sxflogl(lfx))
Xt X H

b lim (3"+]oglx) @) lim (og(-x)+2%)
Xt 4 oo

3. Oblicz.

2 lim -3 9 lim logx-log2x
X400 32X+1 X— 400 X2

b) lim 025% d) lim 3tlogx
x==c0 0,5% x—+oo  logx?

4. Oblicz.

a) lim (6x%-3x%) d) lim x4 (3+2x%)
X -

b) lim  (4x5+3x5 +2x-7) e lim (3-x-x2)(5+x%)
v Xt

9 lim (-3x*+9x3 - 1x2+x) f) lim (3x% +2x)(8 - 5x%)
e X

5. Przyjmijmy, ze lim f(x) =+, lim g()=~o i lim () =2. Oblicz.
X X

7 ()
@ lim (g0~ f0) @ lim g‘g&)
B (Fe0-5909) S f(x) g(x)
9 lim (3K (0) H lim (2-f() (hx)+g(x))
Xt xmhoo
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A

6. Oblicz.

a) lim (3x0-4x%) @ lim (Jstth)
X— 400 X——00 2 3
b) lim G+ 73 +9) o lim (ﬁ7£—5x4+2x)
00 X400 4 3

 lim (-8x7+10x% +7x%) f) lim (-2,3%° - 0,7x* + 1,2x* +3,7)
X0 X

7.Niech W(X) = @uX" + @uax™ + ... + aix + ao, gdzie a, # 0. Uzasadnij, Ze
lim W(x) =+, gdy ay > 0 oraz lim W(x) = ~co, gdy an < 0.
X Xt

Warto wie

Znajac wzér funkgji wielomianowej, latwo jest rozstrzygnad, jaka jest granica tej
funkeji w plus nieskoriczonosci:

Jesli ay >0, to: Jesli a, <0, to:

lim  (anx"+...+@ag) =+ lim  (anx" +...+ao)
Py Xt

Wiasnosé tg wykorzystywalismy przy rysowaniu wykresow funkeji wielomianowych.
an>0 an<0

8. Uzasadnij, ze dowolne réwnanie wielomianowe nieparzystego stopnia ma co
najmniej jedno rozwiazanie.

9. Oblicz.
& lim A5 @ lim 2X-dx+l ) lim A0+3ce2x
X=teo 2X3-X2 X——00 -5x6+2 9 X—=t00 7-6X3+2X5
" —5x%+3 im 10x°+3x% -7 im =
b M a7 o tm o LR
— 2 (x-4)x+2)
o lim X o Dolim e
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10. Dana jest funkcja:

ax+ap

fx) = A" dp X
+bix+bo

bX™ + b xm 1+

Podaj lim f(x) oraz lim f(x), gdy:
x40 x=mc0

a)n=m b) n<m Q n>m

. gdzie ay<0 i bn>0

11.a) Podaj przyklad takiej funkcji wymiernej, ktorej granica w +oo jest —/3.

b) Podaj przyklad takiego wielomianu W(x), aby spelniona byla réwnos

12. Oblicz.
¥ w;xz—x:;%’(i(l—”l 9 lim %‘i
b) ﬂ‘&ﬁ% o Jm_ %&

13. Ustal, dla jakiej wartosci parametru p spelniona jest podana réwnosc.

(P15 +px3-2x2+p _ (@p+1x° +3px-4
a) Jim (PGP -2 Jim GRLDSEIpd -

14. Ustal, dla jakich wartosci p i g zachodzi ponizsza rownosc.

X7+ 2

o3
lim . )
Xt aNIZH2NT

15. Oblicz.

o o (Sx-1 _ 2
a lim (x ”)(3 2 4x1+l)

i 2 _Sx-1 _____ 4
B s (xmnmz) lx+l)(2x+l))

16. Oblicz.

) lm (5-77-9-59 9 lim =&
b) lim (-3-8+9-27+0) @ lim T
142

i 2:7°-6:2"

o lm TS
45308

o dm s
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17. Rozwaz rodzine 6w, takich ze dwa wi i leza na osi x, a dwa
pozostale na wykresie funkgji f. Oblicz, jaka jest granica pol prostokatow z tej
rodziny, gdy dlugosé boku lezacego na osi x dazy do +o, a jaka — gdy dlugosc ta
dazy do 0.
a) 0= b) 0=y 9 =15

¥

i

1]
LA ~ _ L T

©18. Przyjrzyj sie obliczeniom przedsta-

wionym obok, a nastepnie w podobny

sposdb oblicz: lim (JX=5 - VR =
Xt

a) lim (/X-VX+7)
x=to0

PRZYKLAD

Clim WS- VRR=5+VR)
x=hoo =5+ VX

b) lim (V2x+3-2x-5)
X0

Clm x=S-x
9 lim (JI=5%-V3-59 Aewe VESSEVR

d) llm

FEw

MINISPRAWDZIAN

S1. Dane s funkgje f(¥)=-5x2+3 i g(x) = 7-5x%. Granica funkcji h(x) = f(x)-g(x)
W 400 jest réwna:

A -4 B. 400 [ D.0

2. Dane sa funkcje f(x) =
jest rowna:

i g0 = 5x°. Granica funkcji h(x) = F(x) - gx) W +o0

A0 B.-35 C.+o0 D. -0

53. Granica funkcji f(x) = 6x* ~5x2 = 7x+100 W +co jest réwna:
A6 B. +o0 C. 100 D. -

S4. Granica funkcji f(x) =

W 0o jest réwna:

A. +o0 B.-1 C. —o0 D. -9
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OBLICZANIE GRANIC (CD.)

Wiemy juz, Ze jesli funkcja f jest ciagla w punkcie Xo, to aby ustali¢
Jim £, wystarczy obliczy¢ f(xo), gdyz zgodnie z definicja funkeji ciag-
I Jim  f(x) = f(xo). Teraz oméwimy metody obliczania granic pewnych
funkeji w punktach, w ktrych funkgje te nie sq okreslone.

Rozwazmy nastepujace funkcje:
3 3 3
fio=2 fatx)= =35 0= 3
Zastanowmy sie, czy funkcje te maja granice w punkcie 0 (liczba 0 nie

nalezy do dziedziny Zadnej z tych funkcji).

CWICZENIE A Rozwaz ciag argumentow a, = (7). Zbadaj zbieznos¢ ciagdw
(Fian) i (Falan).

W wypadku funkji fi dla dowolnego ciagu argumentéw zbieznego do 0
mianownik dazy do 0, ale jego wartosci sa zawsze dodatnie. Zatem ciag
wartosci funkeji fi bedzie rozbiezny do +eo. Mozna to zapisac tak:

1 3

im 2 = +o0
—0 &

b

wezmiemy dowolny ciag argumentow zbiezny do 0, to

Dla funkcji f;
mianownik dazy do zera, ale jego wartos
wartosci funkeji f2 bedzie rozbiezny do ~oo.

sq zawsze ujemne. Zatem ciag

lim -3 =
X~

o
ZENIE B Rozwaz dwa ciagi argumentow: a, = l iby = 7% Kazdy z nich
zbiezny do 0. Zbadaj zbieznosc ciagow (fa(an) 1 (f3(bn).

Dla funkgji f; mozna wskazaé takie dwa ciagi argumentow zbiezne do 0,
dla ktérych ciagi wartosci funkeji f; maja rézne granice. Gdy mianownik
bedzie dazyl do 0 przez wartosei dodatnie, granica bedzie réwna +oo. Nato-
miast gdy mianownik bedzie zmierzal do 0 przez wartosci ujemne, granica
bedzie réwna —oo.

Zatem nie istnieje granica funkeji f3 w punkcie 0.
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Zauwaz, ze kazda z funkdji fi, f> 1 f mozemy przedstawic jako iloraz
dwdch funkeji. Dotychezasowe rozwazania mozemy uogdlnic w nastepuja-
cy sposéb:

Niech f i g beda takimi funkcjami, ze lim f(x)=a, gdzie a+#0, oraz
%
Jim g0 =0.

Jesli przy x dazacym do X wartosci funkcji g zmierzajq do 0 przez wartosci
dodatnie, to

A1i_nx|n % =+00, gdy a>0 oraz Xli_n;ﬂ % =0, gdy a<0
Jesli przy x dazacym do xo wartosci funkcji g zmierzajq do 0 przez wartosci
ujemne, to
im £ _ ’ az  lim [0~ "
lim [00 -, gdy a>0 oraz lim L&, gdy a<o

x=Xo

Te wlasnosci zapisano obok

w sposéb symboliczny. gdya>0
P . gdya<0

Analogiczne wlasnosci maja

granice jednostronne, a tak- gdy a>0

Ze granice w +00 oraz w —co. Ean
PRZYKEAD Oblicz.

s

a lim 10230 _ o Dla liczb réznych od 5 wartosci wyrazenia

Xx=5(5-x) (5 - x)? sa dodatnie.

Dia liczb wigkszych od 2 wartosci wyrazenia
x~2 53 dodatnie.

Dia liczb mniejszych od -1 wartosci wyrazenia
x+1 53 ujemne

Dia dowolnej liczby rzeczywistej wartosci wyra
Zenia 2% sa dodatnie,

o lim

Xt

" 10-2¢ i
ZADANIE  Oblicz: @ lim 2o b lim s
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[T Uzasadnij, ze funkcja f(x) = ngxz nie ma granicy w punkcie -3.

Jim£00 =

Obliczamy granice jednostronne funk-
i f w puncie -

li = lim X320
A, f60 = lm, % (x+ 3)
%

\Imz_ f# I\ms‘ f(x), wigc granica funkgji f w punkcie -3 nie istnieje.

ZADANIE  Uzasadnij, ze funkeja f(x) = nie ma granicy w punkcie 5.

sadonio 13

Il Gdy mamy do czynienia z symbolem nieoznaczonym % obliczenie granicy
czasami jest mozliwe po uproszczeniu wzoru.

[IATITEN Oblicz.

2 lim 8%=5X _ jim x6x-5)

I xraa =M G0 Poniewaz mamy do czynienia z sym-

bolem nieoznaczonym 8, preeksztat
‘camy wz6r funkgji.

b) lim ey
o lim X43x=10 _ o (=2(x+5)
X

~2= XT4x=6  x.p- (x=2)(x+3)
7

im X=X _ __Xex
@ Jim S5 ,Ir'f: WX=X)(/x+x)

= lim ———=1
X+

ZADANIE  Oblicz.

m e 210 e 5
O Jim S B lm SR o im Eghed @) lm &
2adania 4-8 )
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Il Dotychczas przez ielismy intuicyjnie prosta, do ktérej
wykres funkcji si¢ zbliza na dowolnie mala odleglosé, gdy punkt wykresu
dostatecznie oddala si¢ od poczatku ukladu wspolrzednych. Pojecie grani-
¢y funkeji pozwala precyzyjnie zdefiniowaé asymptoty.

Oto przykiady trzech funkcji, ktérych wykresy maja asymptoty:

21 +1
X

N

Asymptota pionowa: Asymptota pionowa: Dwie asymptoty pionowe:

=4 x=0
Asymptota pozioma: Dwie asymptoty poziome: Asymptota pozioma:
y=2 y=-2 i y=2 y=0

Asymptoty poziome i pionowe definiujemy w nastepujacy sposé

Prosta o réwnaniu y = a jest asymptota pozioma wykresu funkji f, gdy

lim f(x)=a lub lim f(x)=a.
feey X0

Prosta o réwnaniu x = b jest asymptota pionowa wykresu funkcji f, gdy
istnieje co najmniej jedna granica jednostronna niewlasciwa:

lim f(x)=+00 lub  lim_f(x)=—oo,
x=b* x—-b*

lub  lim f(x)=+c, lub lim f(x)
x=b" x=b"

Uwaga. Jesli funkdja f jest ciagla w punkeie p, to limf() = f(p), wicc prosta
o réwnaniu x = p na pewno nie jest asymptota pionowa wykresu tej funkeji.
Inaczej mowiac, jesli funkeja jest ciagla w kazdym punkcie swojej dziedziny to
jej asymptoty pionowej powinnismy szukaé w punkiach, kiére nic naleza do
dziedziny. Wiadomo ponadto, Ze jesl takie asymptoty istnicia, to przecinajq o x
na kraiicach dziedziny.

CWICZENIE C a)

U

b) Uzasadnij, Ze prosta o réwnaniu x = 1 jest asymptota pionowa wykresu
funkeji £(x) = 2

adnij, ze funkcja f(x)

¢ nie ma asymptoty poziomej.
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:
[IATTERE Dana jest funkcja okreslona wzorem f(x) = X =2X+5 7najdz

réwnania asymptot poziomych i pionowych wykresu tej funkcji.

foo = BA7245 Driedzina: RN {-1,1}

. i 23X -2x+5
Jim fo0 = fim | =S5 Aby ustalic, czy wykres funkcji
ma.asymptoty poziome, obli-
czamy granice funkeji W +oo
iw o

dim, 6= i,

Prosta o réwnaniu

4
2x+5°
=40

lim f0)=lim —=—=——= Aby ustali¢, czy wykres funkdji
x==1 x=-1" -1 ma asymptoty pionowe, obli-
o «czamy granice funkcji w punk-
tach, w ktérych funkcja nie
Jjest okreslona, czyli w punl

tach x=-11 x

" S3-2xe5
lim f(x)= lim —S—to==
X«Pf( ) x==1*  x2-1D
o

Prosta o rownaniu x = -1 jest asymptota pionowa.

v . 5 (k- D)3xe
B DI & S = ez
So 2

Jim, fo0= lm,

Prosta o réwnaniu x = 1 nie jest asymptota pionowa.

Odp. Wykres funkeji f ma jedna asymptote pozioma: y = -3 oraz jedna asymp-
totg pionowa: x =-1.
ZADANIE  ZnajdZ réwnania asymptot poziomych i pionowych wykresu funkeji
§ i _ o 2¢oxel
okreslonej wzorem £(x) = 525 5L
Zadania 811 )
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Warto wies

Niektére wykresy funkeji maja asymptoty, ktdre nie s réwnolegle do zadnej z osi
ukladu wspélrzednych. Takie asymptoty nazywamy ukosnymi lub pochylymi. Oto
przyklady trzech funkeji, kiérych wykresy maja asymptoty ukosne:

_ X3+ x+5 _3xxI-5 _ *. i
Y= axtasx y=aT y=x+0,9%sin 9x
b
il
i X
Duwie asymptoty pionowe: Asymptota pionowa: Asymptota ukosna:
x=-251ix=0 y=x

x
Asymptota ukoén: Duwic asymptoty ukosne:

1y-3
y=a¥Ti

Prosta o réwnaniu y = ax + b jest asymptota ukosng wykresu funkeji f, gdy
lim () -(ax+b)=0 lub lim (F(x) - (ax+b) =0.
x—e x=w0

Aby sprawdzic, czy dana prosta jest asymptota ukosna wykresu funkcji, wystarczy
obliczyé odpowiednie granice. Co jednak nalezy zrobic, aby sprawdzié, czy wykres
danej funkeji ma asymptoty ukosne? I w jaki sposéb mozna znalez ich rownania?
M6wi o tym nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie
Prosta o rownaniu y = ax+b jest asymptotq ukosng wykresu funkgji f wtedy i tylko
wiedy, gdy jest spelniony co najmniej jeden z dwach warunkow:

La= lim £ oraz b= lim (f(x)-ax)

Xt Xm0

)

tim £ oraz b=

(F(x) - ax)

ZESTAW ZADAN

1. Oblicz.
=7 1-x% X2 -2x+4
R e 9l o5 o lim e n)
3 3+
B lim, sy O my *+100]
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2. Oblicz.

2 lm £ . F

b xl"uf‘zo (Sxéxlilz*xi b Jlim - X:X{S
9 Jim ¥ W dm s
o lim 472 o

3. Wykaz, 7¢ granica funkqji f w punkcie X nie istnicje.

a) flx}saxxil, x=1

b) fx) =2

10 s
S Xo=-15

9 f00=9=2 %=1

4. Oblicz.
o lm R o Jm S
5. Oblicz.

a) lim A=l
xe 1

3-Ux VBx-6
b lim S5 @ lim -
6. Oblicz granice i Kazdej z ponizszych funkeji w punk-

cie =2 oraz ich granice w +eo oraz w ~co.

flx)=

a0 By = 208

1 _ s
(X+2)(x*+3) T x+26P+3) (X+2)(x*+3)

7. Dane sq funkcje f i g. Oblicz. lim (f(9)~g(x) oraz lim_ (F(x)~g(x).
x-1¢ X1

-1
-1
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<

8. a) Dana jest funkcja f(x) = 227X315 Oblicz:

X

1 f, lim f(x), limf(x), lim f(x), lm f(x), lLm f(x), Lm f(x)
3 x=-3* x=0 x=3" x=3" X—-o X—to

x

Xrdx+d Oplicz:
x3 +2x2

lim f(x), lim f(x), lim f(x), lm f(), limf(), lim f(x), lim f(x)
x=-2 x=-2* x=0" x=0° x=1 X Xt

b) Dana jest funkcja f(x)=

9. Znajdz réwnania asymptot pionowych wykresu funkcji.

b) f(x) = Q f(x)=

X »
A 0= - D+ D

10. Znajdz réwnania asymptot poziomych wykresu funkdji.

1 !
arRi waeBE g s

11. Wyznacz réwnania asymptot pionowych oraz poziomych wykresu funkcji.

_3xe2x x +11 _3x-dx
a) f0 =75 9 fx)= - e f(x)= T
_x2-5x+2 X2+dx+4 __x
REC e R B A b e
MINISPRAWDZIAN
. — 3 N,
$1. Granica lewostronna funkeji f(x) = 3% %~ w punkcie -1 jest r6wna:

A - B. +00 c.-3 D.0

52. Granica funkcji £(x) = w punkcie

25
2x-15

A. jest réwna 0 B. jest réwna 1 C. jest réwna

D. nie istnieje

s

53. Dana jest funkeja f(x) =
jest obliczona poprawnie?

A lim f(x) = +0 B.

54 Dane sq funkcje £ =

igk)= m Granica hm (F(x) - g(x):

A. jest réwna 0 B. jest rowna +oo C. jest rowna —co D. nie istnieje
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1. Oblicz.

a) lim (-6x%+x?)
X b

b) lim (4x7-3x%)
Xm0

3x% - 4x

o lim

X SO T

o lim
x=0"
0 lim 2L
—+o 3-logyx
3*+5-4¢
o Mmoo
h lim A:8-2

X0 5 3

. 655 44.3%
)l
2. Oblicz.

R
= ey

-
b) lim =6
xoh x+4

e
9 Am w7e

0 lim ST 7x+12
H
o lim e
im 2 +11x+5
0 Jlim = To
X -2x-3
9 lm i3
" lim dogx
M T rsinx

152

3. Wiedzac, ze lim f(x) = +co,
x-a

lim g(x) = -0 i

x-a

oblicz podana granice.

a) lim (F(x)+h(x) - g(x))
x-a

b) lim (8900
xa he)

9 lim (h(x)- () - g(x))
x-a

" hix)
O im0 oo

4. Co mozesz powiedzie¢ o stopniach
wielomianéw W(x) i V(x), gdy granica
2) r6wna 0,

b) wlasciwa, ale r6zna od 0,

9 niewlasciwa?

5. Uzasadnij, Ze funkcja f nie ma gra-
nicy w punkcie ~2.
X2 +6x+8
KO8 gdy x <2
Fx) = { X+2

X x> =
X2 +6x+8" gdy x> -2

6. Ustal, dla jakich wartosci parame-
trow a i b funkcja f jest ciagla w punk-
cie 3.
ax, gdyx<3
feo=1b,  gdyx=3

o gdyx>3

7. Réwnanie x*-x+1 = 0 ma jedno
rozwigzanie. Podaj je z dokladnoscig
00,5.
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Pochodne funkcji

Naukowy sposéb badania zjawisk polega najczesciej na obserwadji zachodzacych
Zzmian. Jesli zmiany te uda sie opisac za pomocg funkdii jej wzoru lub wykresu,
mozemy zrozumie, jak zjawisko przebiega, oraz przewidzie, jak mogloby
przebiegac w przyszlosci. Wiemy, kiedy dana wielkos¢ bedzie roste, kiedy malate,
a kiedy nie bedzie sig zmieniac. Czasem jednak to nie wystarcza — potrzebujemy
wigcej informagii, np. nie tylko to, czy predkos¢ obserwowanego obiektu bedzie
rosta, ale tez w jakim tempie bedzie sig dokonywal ten wzrost. Do opisu tempa
zmian uzywane jest specjaine narzedzie matematyczne - pochodna funkdji

Pochodna funkgji w punkcie = Pochodna funkcji = Pochodna
funkgji ztozonej ® Monotoniczno$¢ funkgji » Ekstrema

= Zastosowania pochodnej = Zastosowania pochodnej (cd.)
= Powtérzenie
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POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE

Styczna do okregu to prosta, ktéra ma z okregiem dokladnie jeden punkt
wspdlny. Dla stycznych do innych krzywych ten warunek nie zawsze jest
spelniony.

Na rysunku poniZej przedstawiono fragment wykresu pewnej funkeji i za-
znaczono dwie styczne do jej wykresu. Jak wida styczne moga mie¢
2 wykresem wiecej niz jeden punkt wspolny.

y

=1

Kazda z prostych przedstawionych na kolejnym rysunku ma z wykresem
funkeji punkt wspolny, ale Zadna z nich nie jest styczna do wykresu.

v

Sprobujemy teraz okresli¢, jakq prosta nazywamy styczna do wykresu.

Wyobraz sobie, ze na wykresie funkeji f
wybrano punkt P, oraz rézny od niego
punkt P (zobacz rysunek obok). Prosta PoP
jest nazywana sieczng wykresu funkeji f.

Gdyby punkt P poruszal si¢ po wykresie
i zblizal si¢ do punktu Po, sieczna PoP by-
laby coraz blizsza prostej, ktéra nazywamy
styczng do wykresu funkeji f w punkcie Po.
Mozemy wige powiedzied, Ze styczna to
graniczne polozenie siecznych przechodza-
cych przez punkt Po.

Zauwaz, Ze zgodnie z ta definicja styczna do wykresu funkcji liniowej i jej
wykres to ta sama prosta.
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CWICZENIE A Punkty Py = (1,1)
11,21) naleza do wy-

ip 1
kresu funkji f(x)=x2. Oblicz

wspolezynnik kierunkowy siecz-

nej PoP.

Sprobujemy znalez¢ réwnanie stycznej do wykresu funkeji £(x)=x* w punk-
cie Py=(1,1).

Niech P bedzie punktem wykresu tej funk- /'ll+: P
cji r6znym od Py. Wowczas pierwsza wspol- A
rzedna punktu P bedzie réznita sic o pew-
na liczbe h od pierwszej wspolrzednej
punktu Po. Zatem:

P=(1+h,(1+h?) (1)

3

_o)
>

2

Niech a, oznacza wspélczynnik kierunko- TR
wy siecznej PoP. Wowczas:

_fQ+h-fQ) _ A+h?-1% _ 2h+h® _
= TTam-1 B et

h
Zauwaz, ze punkt P jest tym blizszy punktowi Po, im liczba h jest blizsza
zeru. Zatem wspdlczynnik kierunkowy a stycznej w punkcie P, jest réwny:

im ay = lim [AEN=FW) i @4y =2
h=0 h—-0 (I+h-1 h=0

Réwnanie stycznej ma wice postac y = 2x + b. Styczna ta przechodzi przez
punkt Po = (1,1), wiee 1=2-1+b, czyli b =-1. Zatem styczna w punk-
cie Po ma rownanie: y = 2x - 1.

Granice wlaciwa, lim MoLh'-ﬂ_w
nazywamy pochodna funkcji f
w punkcie Xo i 0znaczamy sym-
bolem f”(xo).

Zatem:
ey = T [0+ h) = f(x0)
F(x0) = lim [0 2= [0
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Pochodna w punkcie X jest row-
na wspolczynnikowi kierunkowe-
mu stycznej do wykresu funkeji f
w tym punkcie.

Wyrazenie L "‘u*"r:’f (Xo) jace w definicji j funkgji na-
zywane jest ilorazem réZnicowym w punkcie Xo. Jed

przyjmiemy, Ze
X =Xo+h, o iloraz ten mozna zapisac takze w postaci ‘XX’ = X‘X ), Wowezas:
—Xo

f/(xo) = lim  [R=[(x0)
Xx=xo X=Xo

lloraz réznicowy to stosunek zmiany wartosci funkeji do réznicy od-
powiednich argumentéw. Pochodna zatem ilustruje tempo wzrostu lub

funkgji. Te interpretacje pochodnej om6wimy w jednym z nastepnych pod-
rozdzialow.

Zamiast mowic, Ze istnieje pochodna funkeji f w punkcie xo, bedziemy tez
mowili, ze funkeja f jest réZniczkowalna w tym punkcie. Jezeli funkcja
ma pochodna w kazdym punkcie pewnego zbioru A, to mowimy, ze jest
rézniczkowalna w zbiorze A.

Oblicz pochodna funkeji £(x) = x* - 5x w punkcie 2.

£ = lim [REM=fQ) _ |y @+ =5Q4m-(2°-52) _
h=0 h h=0 h

84]2h+6hz+h3710 5h+2 h3+6h1+7h

= lim = hm
h~0

=lim (h* + 6h+7)=7
h-0

Odp. Pochodna funkeji f w punkcie 2 wynosi 7.

ZADANIE  Oblicz pochodna funkgji f(x) = 4x* -3 w punkcie 2.
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Znajdz rownanie stycznej do wykresu funkeji f(x) = % w punkcie
© pierwszej wspdtrzednej réwnej -3.
y=ax+b
a=f(-3)=lim [B3N=fC3) _ jim
h=0 h h=0

Wspétczynnik kierunko-

-12+12-4h

nej rownej -3 jest row-
(=3+h ny f(-3).

Wspolrzedne punktu stycznosci
spetniaja r6wnanie stycznej

ZADANIE  ZnajdZ réwnanie stycznej do wykresu funkcji w punkcie o pierw-

szej wspolrzednej réwnej 4.

WICZENIE B Oblicz pochodna funkeji f(x) = x* -3 w punkcie 0, a nastepnie
najdz réwnanie stycznej do wykresu tej funkeji w punkeie (0,-3). Naszkicuj
wykres funkeji f oraz wykres ustalonej stycznej.

Styczna moze przecina¢ wykres w punkcie stycznosci. Oto przyklady:
Vi i

1
1 x
i X AR

Styczna do wykresu funkcji

Styczna do wykresu funkcji

foo=2x3+1 £00 =X =3x2
w punkcie (0,1) ma rownanie w punkcie (1,-2) ma réwnanie
y=1 y=-3x+1
i przecina wykres w tym punkcie. i przecina wykres w tym punkcie.

Jedli styczna do wykresu funkcji przecina wykres w punkcie stycznosci, to
ten punkt nazywamy punktem przegiecia wykresu funkcji.
sadania 1-7 )
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Wykaz, ze funkcja f(x) = |x ~ 1| nie ma pochodnej w punkcie 1.

lim [QW=fQ) _ i
h-0* h h-0*

N+h

h h>0, wiec |hl=h
= tim - h
h-0* b peor b

lim FQER=FQ) _ i
h=0" h h=0"

h <0, wiec [hl = ~h

Jm. f(nh})'-ftl)#h,i,g LOER=F0), yige jim FOE=FO) pie isicje.
Wobec tego funkeja f nie ma pochodnej w punkcie 1.

ZADANIE | Wykaz, ze funkcja f(x) = |2x - 1| nie ma pochodnej w punkie 1.

Prayjrzyj sic wykresom funkeji £, g i h. Funkcje te sq okreslone w punk-
cie 1, ale zadna  nich nie ma pochodnej w tym punkcie.

_ _fx+2 dax<1 _(~/I=x dlax<1
f=x-1i aw={3° Qs {\/7)(—-1 dlax>1
¥ 1, ¥ ] yi
h
1 lT

Funkeja nie ma pochodnej w punkeie xo, jesli na przyklad:

o jej wykres w otoczeniu punktu X, lamie si¢, tworzqc ostrze (zachowuje
si¢ podobnie jak np. wykres funkcji f),

o funkdja nie jest ciagla w punkcie X (np. tak jak funkcja g),

o styczna do wykresu w punkeie o pierwszej wspdlzednej xo jest pionowa
(np. wykres funkeji h ma w punkeie o wspdlrzednych (1,0) pionowa
styczng, bo graniczne poloZenie odpowiednich siecznych to prosta x = 1).

Zwré¢ uwage, ze funkeja moze byé ciagla w pewnym punkcie Xo i nie mieé
w tym punkcie pochodnej (jak np. funkeje £ i h). Mozna jednak wykazaé,
ze jesli funkcja ma pochodna w pewnym punkie, to jest ciagla w tym
punkcie.
zadonia 8-10
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ZESTAW ZADAN

1. Oblicz pochodna funkcji f w punkcie xo.
a) f(x) =

9 f=-2, x=4

b) f(0)=x*+x, d) f(x)=

1 =
2%’ Xo=1

2. 2) O pewnej funkgji £ wiadomo, ze f(1) = 3 oraz, ze f'(1) = -2 Znajdz rownanie
stycznej do wykresu tej funkeji w punkcie o pierwszej wspotrzednej rownej 1.

b) ZnajdZ réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = 2 w punkcie o pierwszej
wspdlrzednej rownej 2.

3. Prosta o réwnaniu y = -6x +5 jest styczna do wykresu pewnej funkcji f w punk-
cie P = (2,f(2). Wyznacz f'(2) oraz f(2).

4. Przyjmijmy, Ze wykres funkgji f jest symetryczny wzgledem osi y i f'(3) = 7.
Oblicz f'(-3).

5. Na rysunku przedstawiono wykres funkdji f oraz styczne do tego wykresu po-
prowadzone w punktach o pierwszych wspolrzednych: -1, 1 i 2. Znajdz punkty
kratowe, przez ktére przechodza narysowane styczne, i ustal f'(-1), f'(1), f'(2).

a) b) Ll i

N N

6. Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f i dwie styczne do tego wykresu
w punktach o pierwszych wspélrzednych x; i x2. Czy pochodna funkgji f ma wick-
sz3 wartosé w punkeie x, czy w punkeie X2?

g

2

x

a) Y| f] b) b ] Y

X X X X AN X, X, X
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7. Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkgji f. Argumenty a, b, ¢, d, e
nalezq do zbloru {-6,-2,1,3,81 oraz wiadomo, ¢ f'(@) = =3, f'(b) = -1 1 =0,
(=4, F(e)= 1. Ustal wartosci a, b, ¢, d, e.

8

41l 8. Sprawd, czy funkcja f ma pochodna w punkcie 1.

1 gdyo<x<1 2-

a fm:{x it 9 =1
2-x, gdyx>1 X gdyx>1

1
X dy 0<x <1 X gdyx<1

b 0= { - o re0-1 ")
3-2x, gdyx>1 Ex‘, gdy x> 1

9. Wykaz, ze podana funkcja f nie ma pochodnej w punkcie xo.
a) f(0)=13x+6, xo=-2

2, gdyx<0
b) =0
) flx)= {2x 2, gyx>0 °

e
()le):{ +2, gdyx&lv -
X gdyx>1

10. Korzystajac z wykresu funkgji f, podaj, w ktérych punktach z przedzia-

1u (-4;4) nie istnicje pochodna tej funkcji. Okres] takze, w ktérych punktach
2 tego przedzialu pochodna jest rowna 0.

a) bd b) b4 Q9 b4

160 POCHODNE FUNKCII



MINISPRAWDZIAN

51. Pochodna funkcji () = - w punkeie 2 jest réwna:
1 -1 ,1 L
Al 1 B. 1 e 5 D. %

52. Pochodna funkeji f(x) = ~x? + 2x + 3 w punkcie 0 jest réwna 2. Styczna do
wykresu funkcji f w punkcie o pierwszej wspolrzednej réwnej 0 ma réwnanie:

Ay=2x B.y=2x+3 Cy=3x+2 D.y=-2x+3

S3. Prosta o réwnaniu y = 7x+27 jest styczna w punkeie P = (-3,£(-3)) do wykresu
funkeji f. Wartos¢ wyrazenia f(-3) + £ (-3) jest réwna:

A 13 B.34 €.33 D.-15

54. Na rysunku przedstawiono v
wykres funkeji f i cztery proste
styczne do tego wykresu w punk-
tach o pierwszych wspdlrzednych

réwnych: -4, 0, 3, 5. Jakie znaki:
>, < czy alezy wpisa¢ w kol-
kach? A\ +
-4 =1 1 3 5 x
-9 @®o e @0 \
o ®o G @®o

POCHODNA FUNKCJI

CWICZENIE A Dana jest funkcja f(x) = x%. Oblicz:

a) f(-3) b £(1) 9f6)

Obliczajac pochodng funkcji w réznych punktach za kazdym razem wy-
konujemy podobne operacje. Zamiast je wielokrotnie powtarza¢, mozemy
wyprowadzié wzér pozwalajacy oblicza¢ pochodna funkcji w dowolnym
punkcie.

Niech funkeja f bedzie rézniczkowalna w zbiorze A. Funkcje, ktdra kaz-
demu argumentowi x ze zbioru A przyporzadkowuje wartos¢ pochodnej
funkeji £ w punkcie x, nazywamy pochodna funkcji f i oznaczamy sym-
bolem f'.
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Obliczmy pochodna funkcji £(x)

zystajac z definicji j w punkcie x, otr
) = lim FEER=FO _ ) xeh)?-x® X2+ 2xh+ R -x*
f60= fim, h —o h e 0
= lim 2 i (x4 )= 2x
h-0 h h=0

Zatem pochodna funkeji £(x) = x* w dowolnym punkcie X jest rowna 2x.
Mozemy to zapisa¢ na dwa sposoby:

f=2x abo (x?) =2x

Postepujac w podobny sposob, mozna otrzymac
wzory podane w ramce obok. @ =0
&y =1
CWICZENIE B Uzasadnij wzory na pochodna funkeji
stalej i pochodna funkji y = x.

Obliczajac pochodne réznych funkcji, wygodnie jest korzystac z wlasnosci
pochodnej, o ktérych méwi ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

Jesli funkeje f i g sa rozniczkowalne w zbiorze A, to rézniczko-
walne w tym zbiorze sq takze funkcje y=c-f(x), gdzie c R,
y=F() + g, y =f(x) - g() oraz y =f(x) - gx) oraz dla argumen-
6w ze zbioru A, dla ktdrych g(x) 4 0 — funkcja y = g:’;)'. Zachodzq
przy tym réwnosci:

(€ fx) = cf'(x)
(FX) + g = f'(x) +g'(x)
(FX) - g = f'(x) - g'(x)
(&) - gy = () - g(x) + f() - g'(x)

(m) - [0 g = () g'()

9(x) (g0

Udowodnimy dla przykladu druga i czwarta z tych réwnosci.

Dowéd

Niech funkeje f i g beda rozniczkowalne w zbiorze A, wiee gdy x € A, istnieja
granice wlasciwe:

lim SR ooy iy s D-gt0)
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Wowezas:

(F)+g(x))”

Jim (O gl h) = (F00 + g0) _
h=0 h
-~ lim ([1x+m—[(x) . _q(x+h)fg(x)) N
h=0 h h
= Jim LRI gy gD g g

¢ jim [xh)- g+ h) - f(x)-g(x)
. = lim
(- glo’ = lim, N

FOc+h)- g+ h) = f(x)-gx+ h) + f(x)-g(x + ) = f(0-g(x) _
h

= lim
h-0

i (00N = 00)-g0c+ 1)+ FX)-(g0x+ I = g0x)
h=0 h

o (x+h)~f(x) | " L ax+h)-g)) _
Jim, (=L g ) i (10 2=0t)

]
—lim LWL iy g py + lim f9 - lim IXHRI=90)
h~0 h h=0 h=0 h=~0 h

Funkeja g jest rozniczkowalna, wiec jest ciagla, stad lim gix + ) = ().

‘Wiadomo takze, ze %im’g f(x) = fx).

Zatem:

(70900 = pim LOEB=L0 gy g - i 20 =000
=f(X)- g0+ -g'0. O

Korzystajac z powyzszego twierdzenia, obliczymy pochodna funkgji y = x°.

W) = x) = .
- . Korzystamy ze wzorow:
= () x4k xt - (0 = (00 g0 = 00+ g0+ () - 9 (6)
=2x-x+x? =33 oraz () =2x i () = 1.
W podobny sposéb mozna wykazac, ze:
) =4x*
) =5x*
itd.
Dla dowolnej dodatniej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé:
"y = nxn-t

ZENIE C Wyznacz pochodne funkcji f(x) = X7 oraz g(x) = x'1%

PowyZsza réwnos¢ mozna uogdlni¢ dla poteg o dowolnym wykladniku.
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Niech p & R oraz niech x nalezy do zbioru, w ktérym funkcia y = x”
Jest rézniczkowalna. Wowczas zachodzi réwnosc:

(xP) = pxr-1

Korzystajac z tego twierdzenia, mozna obliczy¢ na przyklad pochodna
funkcji y = JX.

= (x} xbel

R = (x2) Xi-gn

Uwaga. Dziedzina funkcji y = X jest przedzial (0;+e), a poniewaz i istnie-
je pochodna tej funkcji w punkeie 0, wie dziedzing pochodnej jest przedzial
(03+0).

CZENIE D Korzystajac z powyzszego twierdzenia, oblicz pochodna funkcji f

a)fx=1 b) f(x) = ¥x 9 fx)

Oblicz pochodna,

100y =5(x2)+ 6(x}) = 1 -3x2 -5 (2x 2 46 1x

a (%x’-xiz»,w

10
ot

Sl

b [@x2-sx+2)(vE+2)] =

= (3x2-5x+2)/ (VX + 2) + (3x2 - 5x +2)(x} +zx-‘)'

=(6x— 2 2_ 1__2
= (6x-5)(vx+2) + (3x sx+z)(2ﬁ xz)
5y
6x(2x=5)=(-3x2+4)-2 _ -6x2+30x-8
@x-572 Ax2-20x+25
ZADANIE  Oblicz pochodna,
@) y=4+ 220 b) y:(mw%)(yx-sx)
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Czasami warto najpierw przeksztalcié wzor funkdji, zamiast korzystaé ze
wzoru na pochodna iloczynu lub ilorazu.

Oblicz pochodna podanej funkcji.
a) ((2-3)x%) = (x5-3x3)

5xt+4x -1 1Y
by (Se40=1) - (sxea- L)

=54+043x" =l

(%) =3- ()’

5() +(4) - (x3) =

ZADANIE | Oblicz pochodna podanej funkcji.

@ y= (2838

adario 110

I Na rysunku obok przed-
stawiono fragment wykresu funkdji
fx) = X%Xs oraz styczna do tego
wykresu'w punkcie o wspdtrzednych
(-4,13). Znajdz jej rownanie.

Obliczamy pochodna funkeji f.

1:3x
(x-5)7
Wsp6tczynnik kierunkowy stycznej do wykre-
su funkcji £ w punkcie (xo, o) Jest rowny
pochodnej funkeji f w punkcie Xo

a=f-4=

15
4-57
Wspotrzedne punktu stycznosci spelniaja
réwnanie stycznej.

ZADANIE | Znajdz réwnanie stycznej do wykresu funkeji y = x* - 4JX w punk-
cie (4,56).
Zadania 1117
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ZESTAW ZADAN

1. Oblicz pochodna funkcji.

d) f(x)=3VX 9) f(x)=5x03
f( 23 F(X) = —2

@ f(x)=~3 % W 00 = 5

f) fm:x% i) ) =-28x}

2. Narysuj w tym samym ukladzie wspéirzednych wykres funkcji f i jej pochodnej.

a) fx)=x b) f(x)=x* 9 f

3. a) Zaleznos¢ pola kola od promienia mozna opisa¢ za pomoca funkcji P(r) =
=mr?, gdzie r € (0;+00). Oblicz pochodna tej funkeji. Co mozna zauwazyé?

b) Zaleznosc objetosci kuli od promienia tej kuli mozna opisa¢ wzorem V(r) = 31rr?,
gdzie r & (0;+). Oblicz pochodna tej funkeji. Co mozna zauwazyé?

4. oblicz pochodng funkcji.
a) flx)=2x*-3x*+7
1

b) f(x) = —5x* + 50 - x* 42

5. Oblicz pochodna funkgji f(x) = (2x* - 6x + 1)(x* - 2x) na dwa sposoby.
Sposdb 1. Najpierw przeksztalé wzér, wykonujac mnozenie.
Sposéb IL. Skorzystaj ze wzoru na pochodna iloczynu funkcji.

6. Oblicz pochodna funkcji f. Wybierz ten ze sposobéw opisanych w poprzednim
zadaniu, ktory jest dogodniejszy.

a) f= (%v Shes 1) (5x-1) 9 F0=@x- 1B +2)

b) f(x) = (3 -2x%) - x d) £(x) = (x2 = 3x)(x*

7. Oblicz pochodng funkji.

a) X

9 f(x)

b) fx) = L=X &) £ =2
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8. Oblicz pochodna funkcji.

s, -
a) f0= G b) f(xl=;»f—l+3ﬁi5

9. Oblicz pochodna w punkcie 2 funkeji gx) = x* - f(x) oraz funkdji h(x) = ﬁ
oraz f'(2)=3.

jesli wiadomo, Ze f(2)

10. Podaj przyklad funkdji f, dla ktorej:

a) /(0 =3x* b) f()=x ERACEE S 4 =%
11. Znajdz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f w punkcie P.

a) f(x)=2x%, P=(1,2) 9 fo=3, p=(23)

b) () =X} =X, P=(-1,0) &) f0= 20, P=(11)

12. Oblicz kat nachylenia do osi x stycznej do wykresu funkeji f(x) = -x +2x* - x
w punkeie 0 wspolrzednych (2,-2).

13. Na rysunku obok przedstawiono wy-
kres funkcji f(x) = x* + 3 oraz styczne
do tego wykresu. Znajdz wspélrzedne
punktow A i B.

14.Dwie styczne do wykresu funkcji
f(x) = x* przecinaja sie pod katem pro-
stym w punkcie lezacym na osi y. Znajdz
réwnania tych stycznych.

15. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cii f(x)=£x*+3 oraz taka styczna do tego wy-
kresu, ktora przechodzi przez poczatek ukladu
wspolrzednych.

a) Znajdz réwnanie tej stycznej.

b) Pewna prosta, rownolegla do narysowanej, jest
takze styczna do wykresu funkdji f. Znajdz wspol-
rzedne punktu stycznos

16. Znajdz réwnanie takiej stycznej do wykresu funkeji £, ktéra jest réwnolegla do
prostej o podanym réwnaniu.
1

a) f(x)= -3x, y=x+11 b) f(x)=5x*-4x+2, y=6x-7
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Warto wiedzieé!

Zalozmy, ze wykresy dwdch funkeji rézniczkowalnych przecinaja si¢ w punkcie P.
Kat przeciccia tych wykresow jest wyznaczony przez proste styczne do nich w punk-
cie P. Przyjmujemy, Ze jest to Kat ostry (lub prosty) miedzy tymi stycznymi.

Aby znalez¢ miare tego Kata (na rysun-
ku oznaczony jest on literg y), wystarczy
znaé miary katow nachylenia stycznych
do osi x, a wiee wystarczy znaé ich

y=B-«

17. Przeczytaj informacje w ramce. Znajdz wspolrzedne dwoch punktéw, w kto-
rych przecinajq sie wykresy funkgji f(x) = x*+x%-x-1 i g(x) = x*~2x+1. W ktérym
z tych punktéw wykresy przecinaja si¢ pod wigkszym katem?

MINISPRAWDZIAN

51. Pochodna funkcji f(x)= 7%){5 +3¥R- ;1, w punkcie 1 jest réwna:

A-15 B.—4 c1 D. 16
_3x-5

52. Styczna do wykresu funkji f(x w punkcie 0 pierwszej wspolrzednej

réwnej 3 mozna opisac rownaniem:

Ay=3x-7 B.y=jx+} C.y=-2x+8 D.y=jx+2

53. W ktérym punkcie styczna do wykresu funkcji £(x) = (x* - 2)(2x - 1) jest nachy-
lona do osi x pod katem 45°7

A.(1,-1) B.(L,1) C.(-1,-1) D. (Nb@'l)

POCHODNA FUNKCJI ZtOZONEJ

Rozwazmy nastepujacy problem: Jaka dlugos¢ ma bok kwadratu o polu
0 3 wigkszym niz dwa kola, kazde o polu x?

Pole p kazdego takiego kwadratu mozna przedstawi¢ jako funkcje, ktérej
argumentem jest x:

px)=2x+3
Dlugos¢ d boku takiego kwadratu mozna przedstawié jako funkcje, ktérej

argumentem jest p:
d(p)=/p
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Zatem dlugosé d przedstawiona jako funkcja o argumencie X bedzie okre-
$lona wzorem:
dx)=2x+3

Zauwaz, e aby otrzymac ostatnia zaleznosc, dokonaliémy zlozenia dwéch
funkeji. Pierwszq 2 nich byla funkeja liniowa, a druga byla funkcja przy-
por jaca liczbom ich pierwias W podobny sposdb
mozemy skladac inne funkcje.

Zlozeniem funkcji f z g nazywamy funkcje, ktéra kazdemu argumento-
wi x przyporzadkowuje wartosé g(f(x). Taka funkcje bedziemy oznaczaé
symbolem g o f.

Dziedzing funkcji g o f jest zbior tych argument6w funkgi £, dla ktérych
wartoéci funkdji f naleza do dziedziny funkdji g. Obrazuje to ponizszy
schematyczny rysunek.

fA) f:A = F(A)
N 7 g:B — g(B)
geof:A = g(B),
gdzie B’ =f(A)nB

W zlozeniu g(f(x) funkeje f bedziemy nazywaé funkcja wewnetrzng,
a funkcje g — zewnetrzna,

Dane sa funkcje f(x) = 5% i g(x) =
gof, fogoraz fogeg.

2 + 3. Znajdz wzory funkji

XN = (5 +3 =57 +3=25%+3

(g Ax) 5% +3

f(g(x) = 5+ =125 . 5
(f > g)x)

F(g@e0) = F((x +3)743) = F(x* +6x2 +12) = 5x"+6x' 412

(fogog)(x) =5x+6x+12

ZADANIE  Znajdz wzory funkcji gof, f og oraz gof o f, gdy f(x) = I, g(

adani 1-5 )
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Niech h bedzie zlozeniem funkcji f z g, czyli h(x) = g(f(x), gdzie funk-
cje f oraz g sa rézniczkowalne, oraz przyjmijmy, e f(x) # f(xo). Obliczmy
pochodna funkeji h:

H(x) = lim 9E0)-aFx0) _ jiy (gwxn ~4(f(x0)) . f(9)=f(x0) ) -
R X0 A F00=Fxo)

- lim ( g(t(x»—’g((t(xg [xt—ftxgt) -
X=X

xoxo\ 0
= lim Q=00 . (=000
x=xg &) X=Xo

Gdy funkcja f jest rézniczkowalna, to mozna udowodni¢, Ze zachodzi im-

plikacja: X Xo = £ — f(x0)

Z tego oraz p zszych f, mozemy zapisa¢ naste-
pujaca rownosé:
K= lim  GEOD-aF0) | jiy F0=F0x0)
Twmfxo) [0l XX, X=Xo

Przyjmujac y = f(x), otrzymujemy:
100 = lim ay-gin) . Jim (W00 - 5'()- ')
Uwaga. Powyzszy wzor jest réwniez prawdziwy, gdy funkcja f przyjmuje war-

108¢ f(x0) takze dla innych argumentow niz xo, ale jego dowdd jest w takim
przypadku bardziej ztozony.

Obliczajac pochodna funkcji ztozonej, bedziemy korzysta¢ z nastepujace-
g0 wzoru:
Niech funkji f i g s rézniczkowalne. Wowczas:
[9(F]" = g'() - f'(x), gdzie y =f(0)

Oblicz pochodna funkgji h(x) = (3x? - 4x +2)°.

hix) =
fo)=

9(f(x), gdzie:
Funkcja h jest funkcja ztozona. Ustalamy
3x2-4x+2, f'(x)=6x-4 funkcje wewnetrzna f | zewnetrzng g tego
ztozenia oraz ich pochodne.

9 =y*, g =5y* i y=f(0)

)

€]

=g'(y) - f(x)=5y* - (6x-4) Korzystamy ze wzoru na pochodng funkgji

Ztozonej.

=5(3x2-4x+2)* - (6x-4)

ZADANIE  Oblicz pochodna funkcji h(x)= V3x7+5.
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[TIATEN Znajdz rownanie stycznej do wykresu funkji:
00 = VXEHT = Yax+T

w punkcie o pierwszej wspotrzednej réwnej 0.

£(0) =0, wigc punkt stycznosci to (0, 0).

Réwnanie stycznej ma postaé:  y =ax, gdzie a=f(0).

i) =VxZ+1 fox) = Vax+1

fikx) = g(h(x), gdzie: f2(x) = uw(x), gdzie

hx)=x?+1 h'(x)=2x wx)=4x+1 wx)=4

W= GW=5 i y=h0  u = W)= ,‘m iy =wx
a2 -1 - X v P | - 4

W =55 2= 5 0 = 5377 4= Sy

00 = F00 = 100 = e - b
1100 =100~ 500 = 725 - 575

a=f'0)= *%
Odp. Styczna opisuje réwnanie y = -3 x.

ZADANIE | Znajdz réwnanie stycznej do wykresu funkcji £(¥) = (x* ~ 12+ (2x - 2)°
w punkcie o pierwszej wspolrzednej rownej ~1. o 6.9)

ZESTAW ZADAN

1. Znajdz wzoér funkcji g f oraz funkgji f o g.

a) f(x)=3x%-1 9 f()=3 @ f(x)
9N =-2x+7 gx)=2x-3 ) =2x2+1
b) f(x)=3x-7 d) f0=Vx+2 N f0=3x-4
g =%+5 g(x) =4x-5 gx) = 2X1+7

2. Dane sq funkgje:

fO=VX g =x*+2 h(x) = %
Znajdz wz6r podanej funkeji.
a) hegef o gofeoh e hofof
b) hofog d) fogef f gohoh
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3. Podana funkcje mozna przedstawic jako zlozenie dwéch funkcji. Znajdz funkcje
‘wewnetrzng i zewnetrzng tego zlozenia.

a) y=Vxrx-7 ) y =log (4x* + x2)
i
) y=gnx
g) y=cos /X
2
i

&) y= (¢ +x) oh Y-l

4. Dla kazdej z podanych funkeji zlozonych podaj wzér funkcji wewnetrznej i ze-
wnetrznej.

a) y=sin’x i y=sinx’ b) y=Jlogx i y=log X

5. Podaj przyklad takich funkcji z oraz w, Ze funkcja zlozona z  w ma podany
wzor. Podaj wzor funkcji w o z.

a) (zow)(x)=5v+3 b) (2o Wix) =

6. Znajdz pochodna podanej funkcji.

a) y=V2x+1 Q y=06x-57 ) y=(3x*+§)'2

-3

b) y= -7x7! d) y= V5% +4x2 f) y=(3+x)

7. Znajdz pochodna funkdji f.

a) f0= (2 + )V2RFT 9 f=(x1)"
B 00 = iy - (5x-2* o) 00 =YX

8. Znajdz pochodna funkgji f.

a) f0= VXT3 - (3x2+2x-3)° 9 f00= 5l + V5xT-2x
b) f(X)= VX3 -1+ VxT+2 d) F0=(4x2-3)° - ris)j

9. Znajdz réwnanie stycznej do wykresu funkdji £ w punkcie o pierwszej wsp6l-
rzednej Xo.

a) f0=(5x-4" xo

b) f(x)=V6x*+5x, Xo

9 fx)= ‘x+4+§, Xo=4

d) f0=x-(x+3)°, Xo=-2
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MINISPRAWDZIAN

S1. Dane s dwie funkcje: f(x) = x* =3, g(x) = 2x + 1. Ktéry wzér opisuje funkcje
fegeg?

A,y =4x?+24x-40

B.y=16x +24x+6

C.y=4x2-9

D.y=-4x*+4x3-11x2 -12x -3

52. Jaka wartos¢ ma pochodna funkeji y = v3x—1 w punkcie 1?
2 5 342
A Y C.3v2 D. 3

S3. Styczng do wykresu funkcji y = (5x +6)' w punkcie o wspoirzednych
(~1,1) opisuje réwnanie:

Ay=4x+5 C.y=20x+21

B.y=5x+6 D.y=20x-19

MONOTONICZNOSC FUNKCJI

Na rysunku przedstawiono fragment wykresu pewnej funkcji f ora
czono kilka stycznych do tego wykresu.

i

Mozna zauwazyé, ze jesli funkcja jest rosnaca w pewnym przedziale, to
styczne do wykresu w punktach odpowiadajacych temu przedziatowi sa
nachylone do osi x pod katem ostrym. A jesli funkcja jest malejaca, to
odpowiednie styczne sa nachylone do osi x pod katem rozwartym.

Poniewaz wspélczynnikiem Kierunkowym stycznej do wykresu funkcji
w punkcie (x,f(x)) jest wartosé pochodnej tej funkcji w punkcie x, za po-
moca znaku pochodnej mozemy okresli¢ monotonicznosé funkcji.
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Twierdzenie

Jesli pochodna funkeji jest dodatnia w przedziale (a;b),
to funkcja ta jest w tym przedziale rosngca.

Jesli pochodna funkdji jest jemna w przedziale (a;b),
to funkcja ta jest w tym przedziale malejaca.

Jezeli pochodna funkji jest réwna 0 w przedziale (a;b),
to funkcja ta jest w tym przedziale stata.

ZWro¢ uwage, % ie pozwala okresli¢ $¢ funkeji na
przedziale otwartym. Warto pamietac, ze jesli funkcja jest rosnaca w pew-
nym przedziale (a,h) i jest ciagla w przedziale (a;b), to zachowuje
monotonicznos¢ takze na koricach tego przedzialu. Zatem mozemy stwier-
dzié, e jest rosnaca w przedziale (a;b). Podobnie jest w wypadku, gdy
funkcja jest malejaca.

Zbadaj monotonicznos¢ funkcji f(x) = x> —4x2 = 16x+7.
fx)=x>-4x2-16x+7 Dziedzina: R

f(x)=3x*-8x-16 Dziedzina: R

fx)=0 < 3x2-8x-16=0
A=256

0y
Aby okreslic monotonicznosé
4 funkeji, badamy, jak zmienia
3 sig znak jej pochodnej. Usta:
lamy miejsca zerowe pochod-
nej i szkicujemy wykres.

strzalki ilustruja monotonicz
nos¢ funkgji f.

(>0, gdy x e (-

Z wykresu_odczytujemy roz-
Wigzania nierownosci

wla g
E

(<0, gdy x < (-

Odp. Funkdja f jest ciagla w R, wiec jest rosnaca w przedziale (~co;~3) oraz

w przedziale (4;+%0) i jest malejaca w przedziale (~%;4).

ZADANIE  Zbadaj monotonicznos¢ funkeji f(x) = 2x* - 3x* - 36x + 6.
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j, nie musimy ryso-

wykre: j, wystarczy schematycznie zaznaczyé
zmiany znaku tej pochodne_] Wazne _]es[ aby cdczyquc 2 mluego wykresu
przedzialy monotonicznosci funkji, rozwaza-
nej funkji i o dziedzinie jej pochodne].

Aby okreslié icznosé funkej
waé

Zbadaj monotonicznosé funkji £0) = X

Dziedzina: R\ {3}

iy 2 2X(X=3) —1-x2 - 6x
L T L =
f0= (X e Dziedzina: R\{3}
2
=0 < X=bx
‘Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej.
-6x=0
Mianownik pochodnej ma zawsze wartos
x(x-6)=0 dodatnia, wiec znak pochodnej jest taki
sam jak znak licznika. Zatem wystarczy
X=0 lub x=6 naszkicowat wykres zmiany znaku warto-

sci funkaji z licznika, zaznaczyé punkty,
ktére nie naleza do dziedziny, i na pod-
stawie tego rysunku okreslic, jaki znak m:
pochodna w przedziatach, w ktérych jest
okreglona.

Odp. Funkeja f jest ciagta w zbiorze R\ {3}, wiec jest rosnaca w przedzia-
le (-02;0) oraz w przedziale (6;+), a malejaca w przedziale (0;3) oraz
w przedziale (3;6).

ZADANIE  Zbadaj monotonicznosé funkcji £(x)

CWICZENIE Narysuj wykres funkcji f(x) = x*. Czy funkcja ta jest rosnaca? Czy
jej pochodna jest dodatnia w kazdym punkcie?

Jesli pochodna funkdji jest dodatnia w pewnym przedziale, to funkcja jest
w tym przedziale rosnaca. Tej implikacji jednak nie mozna odwroci¢. Moze
si¢ bowiem zdarzy¢, ze funkcja jest rosnaca w pewnym przedziale, a po-
chodna nie w kazdym punkcie tego przedziatu jest dodatnia.
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Przyjrzyj si¢ wykresowi przedstawione-
mu obok. Funkcja g jest rozniczkowalna
i rosnaca w (a;b). Styczne do wykre-
su we wszystkich punktach sq nachylo-
ne do osi x pod katem ostrym z wyjat-
kiem dwdch punktow Py i Pz, w ktérych
styczne sq réwnolegte do osi x. Pochodna
funkeji g w punktach x; i 2 jest réwna 0.
sadania 1-8 )

a) Zbadaj monotonicznosé funkji f(x) = x* = 3x2 +3x+1.
fO)=x3=3x2+3x+1 Dziedzina: R
f/(x)=3x%-6x+3
f(x)=0 << 3x2-6x+3=0
A=0 Xo=1

+ + + 4 f
i %
S

F(0>0,gdy x (-w:1) U (1;+)

Odp. Funkdja f jest ciagta w R, wiec jest rosnaca w przedziale (~co; 1) oraz jest
rosnaca w przedziale (1;+). Zatem funkcja f jest rosnaca.

b) Ustal, dla jakiej wartosci parametru p funkcja f(x) = px® + x2 + px + 1 jest
monotoniczna. Okresl, czy jest rosnaca, czy — malejaca.

fOO=px3+x2+px+1

F(X)=3px2+2x4p

Jesli p =0, to f(x) = 2x, czyli pochodna jest funkcja liniowa, ktora zmienia znak,
wiec funkcja f nie jest monotoniczna.

Jesli p #0, to f'(x) = 3px? +2x + p jest funkcjq kwadratowa i nie zmienia znaku,
gdy a<0.

A<0 & 4-12pP<0

251 -

P>, stad ps-F b p> Y
Jesli p e (-a;—%), to wykres funkgji ' jest parabola o ramionach skierowa-
nych w dot, czyli f'(x) jest zawsze liczba niedodatnia. Poniewaz funkcja f jest

ciagta w R, wigc jest malejaca.
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.
Analogicznie, jesli p & <VT ; +w), to funkcja f jest rosnaca.

Odp. Funkdja f jest malejaca, gdy p < —2, i jest rosnaca, gdy p > 2

ZADANIE  a) Zbadaj monotonicznos¢ funkji f(x

-2+ Ix-3.
b) Ustal, dla jakiej wartosci parametru @ funkeja f(x) = 2x° = 2x2 + ax - 2 jest monoto-
niczna. Okresl, czy jest rosnaca, czy — malejaca.

Funkcje rozniczkowalne i monotoniczne spelniaja warunek opisany w po-
nizszym twierdzeniu.

Twierdzenie
Jesli funkcja f jest rosnaca i rézniczkowalna w przedziale (asb), to dla
kazdego argumentu x z tego przedziatu f'(x) > 0.

Jesli funkcja f jest malejaca i rézniczkowalna w przedziale (a;b), to dla
kazdego argumentu x z tego przedziatu f'(x) < 0.
sadania 5.

ZESTAW ZADAN

1. Rysunek przedstawia fragment wykresu funkgji f. Na podstawie tego fragmentu
podaj przedzialy otwarte, w ktorych pochodna funkeji f przyjmuje wartosci dodat-
nie, oraz przedzialy, w ktorych pochodna przyjmuje wartosci ujemne.

2. Na podstawie wykresow pochodnych f', ¢’ i b’ wyznacz maksymalne przedzialy
monotonicznosci funkdji f, g oraz

yi v i

I 1 i
1 x i » 1 =
7 7 A
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3. Na rysunkach @, @, @ przedstawione sa wykresy pewnych funkji, a na rysun-
Kach ®, ® i © przedstawiono wykresy pochodnych tych funkji. Polacz w pary
funkgje i ich pochodne.

@ ) ” ® ”
1
%
1)
i %
1
H— =
) ¥ ® | © ”
1 x 1 x
1
i T

4. Na rysunku w ramce przedstawiono wykres funkeji, ktéra jest pochodng jednej
2 funkeji £, g lub h. Ktorej?

i i f) Vi 9] i

1 1 1

v T T Y

5. Jeden z ponizszych rysunkow przedstawia wykres pewnej funkcji f, jeden
2 dwéch pozostalych rysunkéw przedstawia wykres funkcji f7, a trzeci — wykres
pochodnej funkgji f7, czyli . Ktéry z tych wykresow jest wykresem funkcji f,
Ktory wykresem funkcji £, a ktory — funkcji £?

@ i ® 4 © it
1 L 1 L

i X X i X
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6. Wyznacz i sci funkgji f.

a) f(x)=x3+18x-7 O f=L1x3+3x2-16x e f(x)=Lx*—4x3+18x2
b) f(0=3x" - §x+13 d) f(0=-2x +x7 -5 ) () =-5x* +6x° + 100
7. Wyznacz P mono! Sci funkdji f.

a) f(0=x+L 9 0= %2 o f(x)

b) f(0) = o) f0= X 0 f0

8. Wyznacz p Sci funkei f.

a) f(=x- VX B) £00 = 2x+ 7L 9 00 =3x- X

9. Ustal, dla jakich wartosci parametru a funkcja f jest rosnaca.

a) f0)=x5+ax b) f(x) = ax® +ax+1

10. Ustal, dla jakich wartosci parametru a funkcja f jest malejaca.

a) f(x)=—x*+(a-1)x b) f(x) = ax® —4x

11. Ustal, dla jakich wartosci parametru p funkcja f jest monotoniczna.
a) f()=x7+px24x+1 9 F00)=px®-x2+3px+ 1
b) f(x)=px* —px2 +x+1 d) f(0) = px? —px? + 2px -3

MINISPRAWDZIAN
S1. Funkcja f(x) = x* +4x* jest malejaca w przedziale:
A (~e033) B. (-20;-3) . (-3;0) D. {

S2. Funkcja f(x) = Xlz_*f jest rosnaca w:

A (-2:4) C. (~o0;-2) oraz (4;+%0)

B. (-e0;-2) oraz (4;+) D. (-2;1) oraz (1;4)

S3. Dla jakich wartosci parametru m funkcja f(x) = (1-m*)x* +mx_jest rosnaca
w zbiorze liczb rzeczywistych?

Ame(-1;1) B.me (-o0;1) c.me(0;1) D. m € (0;+c0)
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EKSTREMA

Przyjrzyj si¢ wykresowi funkcji f na ponizszym rysunku.

i

f

b
-\ fl@

Zauwaz, ze mozna wskaza¢ taki przedzial zawierajacy argument a, w kt6-
rym wartos¢ f(a) jest najmniejsza wartoscia funkeji w tym przedziale.
Takze f(b) jest najmniejsza wartoscia funkeji f dla pewnego przedziatu
Zawierajacego argument b.

Z kolei dla argumentu ¢ mozna wskazaé przedzial zawierajacy ten argu-
ment, w ktérym wartos¢ f(c) jest najwicksza wartoscia funkgji £ w tym
przedziale.

Méwimy, ze funkcja £ ma w punkcie xo minimum lokalne wlasciwe
réwne f(xo), gdy mozna wskaza¢ takie sasiedztwo punktu xo, ze dla
kazdego argumentu x z tego sasiedztwa f(xo) < f(x).
Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie xo maksimum lokalne wlasciwe
réwne f(xo), gdy mozna wskaza¢ takie sasiedztwo punktu xo, ze dla
kazdego argumentu x z tego sasiedztwa f(xo) > f(x).

Uwaga. Ogolniejsze pojecia to minimum lokalne i maksimum lokalne (bez wyra-
Zenia ,wlasciwe”). Przyjmuje si¢ wowczas, ze punkt xo musi spetniac dla kazdej
liczby x z pewnego sasiedztwa punktu X, odpowiednio warunki f(xo) < f(x)
(f (x0) > F(X)-

W dalszej czesci tego rozdzialu bedziemy dla uproszczenia uzywaé na-
2wy ,minimum’, majac na mysli ,minimum lokalne wlasciwe”. Podobnie
zamiast mowi¢ ,maksimum lokalne wlasciwe”, bedziemy uzywac slowa
maksimum’”.

Zauwaz, ze funkcja moze mie¢ kilka miniméw i kilka maksiméw. Moze
si¢ tez zdarzy¢, Ze niektére minima sa wneksze od niektérych maksimow.
Minimum nie musi by¢ najmniejsza wartoscia funkcji. Podobnie maksimum
nie musi byé najwieksza wartoscia funkcji.
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EKSTREMA

ZENIE A Narysuj wykres takiej funkgji f, kiora w punktach —4 i 2 ma
maksima, a w punktach -1 i 5 ma minima, przy czym minimum w punkcie 5
jest wigksze niz maksimum w punkcie —4, czyli f(5) > f(-4)

Jesli funkeja osiaga w pewnym punkcie minimum albo maksimum, to be-
dziemy m6wili, Ze osiaga w tym punkcie ekstremum.

Kazda z ponizszych funkcji ma ekstrema w punktach a i b, ale tylko pierw-
sza z tych funkeji — funkcja £ — ma w tych punktach pochodng (pozostate
dwie funkeje nie sa rézniczkowalne w punktach a i b).

Wiadomo, ze jezeli funkcja f jest rézniczkowalna, to w kazdym punkcie
jej wykresu mozna poprowadzié styczna. Gdy taka funkcja osiaga ekstre-
‘mum dla argumentu xo, to styczna do jej wykresu w punkcie (xo, f(xo)) jest

6 do osi x. Zatem wspélczynnik ki takiej stycznej jest
réwny 0, czyli wartos¢ pochodnej w punkcie xo jest réwna 0.

i

Twierdzenie (warunek konieczny istnienia ekstremum)

Jesli funkcja f ma ekstremum w punkcie xo i jest w tym punkcie réz-
niczkowalna, to f*(xo) = 0.

Mozemy powiedzie¢, Ze warunek f'(xo) = 0 musi by¢ koniecznie spetniony,
aby funkcja f rézniczkowalna w punkcie Xo miata w tym punkcie eks-
tremum. Warunek ten nie jest jednak wystarczajacy. Na przyklad funkcja
f(x) = x* spelnia w punkcie 0 warunek f'(xo) = 0, a nie ma w tym punkcie
ekstremum.

CWICZENIE B Narysuj wyk

ra jest malejaca w przedziale (1;

funkcji, ktéra jest ciagla w przedziale (1;5) i kto-
). Czy

) oraz rosnaca w przedziale (3;
) ekst

twoja funkcja osiaga w przedziale (1; mum?
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Warunek, ktéry wystarezy, by stwierdzié, ze w punkcie xo funkcja ma eks-
tremum, opisuje poniZsze twierdzenie.

Twi ie (warunek jacy istnienia

Jesli funkeja f jest rézniczkowalna w przedziale (a;b) oraz f'(x) <0,

gdy x € (a;xo), oraz f'(x) > 0, gdy x € (xo3b), to fankgja f ma
w punkcie xo minimum.

Jesli funkeja f jest rézniczkowalna w przedziale (a;b) oraz f'(x)> 0,

gdy x € (a;xo), oraz f'(x) < 0, gdy x € (xo3b), to fankgja f ma
w punkcie xo maksimum.

W pewnym uproszczeniu mozna powledzie¢, ze jesli f'(xo) = 0 i pochodna
przy przejciu przez punkt xo zmienia znak z ,~” na ,+”, to funkcja ma
w punkcie xo minimum. A gdy pochodna zmienia znak z ,+” na ", to
funkcja ma w punkcie xo maksimum. Mozna to zilustrowa tak:

f f
T+ +
f .
N7 NS
minimum ‘maksimum

Jesli natomiast f(xo) = 0 i W pewnym sasiedztwie punktu X, pochodna nie
zmienia znaku tak jak na ponizszych rysunkach, to punkt (xo,f(xo)) jest
punktem przegiccia wykresu.

"
+ +
= <7
=T ~
— ~
punkt przegiecia punkt przegiecia

Uwaga. Przypomnijmy, ze punkt przegiccia to taki punkt wykresu, w ktorym
styczna w tym punkcie przecina wykres. Wykres funkeji f na ponizszym rysunku
ma trzy punkty przegiecia, o pierwszych wspolrzednych xi, xz, xs, ale sposréd
tych punkt6w warunek f'(x) = 0 spelnia tylko punkt xs.
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Zbadaj monotoniczno$¢ i znajdz ekstrema funkgji .

x2-2x-1
x#-3ix

Dziedzina: R\ {-3,5} , stad

fo)=

*
X-2x-15

fx) = 30 -2x-15)-x°@x=2) _ x*~4x* 45X Dziedzina: R\{-3,5}

&Z=2x-15¢ Z=2x-15)
o, bl
=0 < X062 - 4x - 45)=0 Opliczamy micsca zerowe
x2=0 lub x?-4x-45=0
x=0 A=16+180=196
pierwiastek
dwukrotny x=4tl_g

Mianownik pochodnej ma zawsze war-
tos¢ dodatnia, wiec znak pochodnej
jest taki sam jak znak licznika. Szki
cujemy wykres zmiany znaku wartosci
funkeji z licznika, zaznaczamy punkty,

~ T f ktére nie nalezq do dziedziny, i roz-

h ~ ~. 7 patrujemy zmiane znaku pochodnej

maksimum minimum w sasiedztwie punktow, w ktdrych po-
f-5) fo) chodna jest réwna zeru.

S P . L S § 2 53
9 = g s=15 = %% fO) =g —55-75 =157

Odp. W kazdym z przedziafow (-co;-5) i (9;+c) funkcja f jest rosnaca,
aw przedziatach (-5;-3), (~3;5) i (5;9) jest malejaca. Funkcja f ma w punk-

cie -5 maksimum réwne —63, a w punkcie 9 minimum réwne 15 5.

ZADANIE  Zbadaj monotonicznos¢ i znajdz ekstrema funkcji f(x) =

Na rysunku obok przedstawio-
no wykres funkcji f, rozwaza-
nej w powyzszym przykladzie.
Zwr6c uwage, ze f(0) = 0, ale
w punkcie 0 funkja f nie ma
ekstremum. Punkt (0, £(0)) jest
punktem przegiecia wykresu
funkeji £.

‘minimum
lokalne
maksimum
lokalne

adari 1-8 )
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I MEIATIIEEN Wyznacz liczbe rozwiazan réwnania 3x* + 8x> - 18x2 = m w za-
leznosci od wartosci parametru m.

18x2 Ustalamy wlasnosci funkei f istot:
ne do naszkicowania wykresu.

()= 3x% + 8x

f/(x) =12x% +24x% - 36x

F0=0 < 12x3+24x* -36x=0
12x(x2 +2x-3) =0
12x=0 lub x?+2x-3=0
x=0 A=22-4-(-3)

x=2-%

3 0 1 x

minimum maksimum minimum
f(=3)=3-(-3)*+8-(-3)*-18- (-3 =-135
f(0=3-0%+8-0°-18.02=
f()=3-1448-13-18-12=

Szkicujemy wykres
funkeji f.

Réwnanie f(x) = m:
nie ma rozwiazan, gdy m €

-135)
) ) Ustalamy, w ilu punktach
ma jedno rozwiazanie, gdy m = ~135 fosta 1= m pratcing Wy

ma dwa rozwiazania, gdy m & (~135;-7) U (0;+) kres funkcji f w zaleznosci
N od wartosci parametru m.

ma trzy rozwiazania, gdy m < {-7,0}

ma cztery rozwiazania, gdy m €

ZADANIE  Wyznacz liczbg rozwiazar réwnania 2x* +15x2 +24x = p w zaleznosci
od wartosci parametru p.
zadanie 3
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ZESTAW ZADAN

1. Rysunek przedstawia fragment wykresu pochodnej funkgji f. Wyznacz maksy-
malne przedzialy monotonicznosci funkeji f oraz podaj punkty, w ktérych osiaga
ona ekstrema.

a), Y| ] b il r L) )
1 1‘ 1
K H [ X i \/\ X
\ r
2. Wyznacz przedzi §ci oraz ekstrema funkgji f.
a) f(0=x3 15 +6 d) () =-3x} -8 +7
b) () =-1x3+2x% - 3x e fix)=dxtexd-0x -3
9 ) =x*-2x*-5 ) 00 =1t =1 -2x +ax
3. Wyznacz przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema funkdji f.
a) fo=x+1 o f0o- 21
B) f09=x-% 0 foo=5=2
® 4. wyznacz przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema funkcji f.
a) f(x)=x2[x-3| B) 00 = 1x + [x - 3x|

5. Znajdz punkty, w ktérych podana funkcja osiaga ekstrema.
a) fix)= b) £x) = 9 fx)=

X S o
XZ+4x+3 »x‘+x+ﬁ 22 +3x+1

6. Korzystajac z wlasnosci pochodnej, 2 wzér oblicza¢
plerwsza wspoirzedng wierzchotka paraboli o rownaniu = ax? + bx + c.

7. Wykaz podang wlasnosé.

a) Jesli @40, to funkeja f(x) = ax® + bx* +cx+d ma co najwyzej dwa ekstrema.
b) Jesli a#0 i b #0, to funkeja f(x) = ax’* + bx* + ¢ ma dwa ekstrema, ponadto
jedno z nich ma w punkcie 0.

© Jesli ab <0, to funkcja g(x) = ax* + bx + ¢ ma dwa ekstrema.

d) Jesli a#0 i b%-3ac >0, to funkcja h(x) = ax® + bx’> + cx +d ma dwa ekstrema.
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8. Wykaz, ze funkcja wielomianowa n-tego stopnia ma co najwyzej n-1 ekstremow.

9. Wyznacz liczbe rozwigzan réwnania w zaleznosci od wartosci parametru p.

a) -2x3 + 1582 -36x=p  JX-x=p
b) 3x* +16x7 + 18x2 = p d) (2 -DyX=p
MINISPRAWDZIAN

S1. Funkcja f(x) = 1

A2 B.-3 C. 2 oraz -3 D.O

%x‘ —4x% +12x ma ekstremum w punkcie:

52. Dana jest funkcja f(x) =
jest rowna:

A.-38 B.2 c.=2 D.-22

3x2 +9x. Suma osiaganych przez nia ekstremow

tkich wartosci parametru m, dla ktérych rownanie 4x* - 9x* +6x = m
ma dwa rozwigzania, to:

ZASTOSOWANIA POCHODNE)

CWICZENIE A Na rysunku obok przedstawiony
jest wykres pewnej funkcji f. Odczytaj ekstre-
ma tej funkeji w przedziale (~1;4). Jaka jest
najmniejsza, a jaka najwieksza wartosé funkeji
W tym przedziale?

Jesli funkcja f jest ciagla w i i (a;b), 0

wartoscig, funkeji w tym iale jest albo najwi z 6w lo-
kalnych w tym przedziale (o ile funkcja takie maksima osiaga), albo jedna
7 liczb f(a) lub f(b). Podobnie najmniejszq wartoscia tej funkgji jest al-
bo najmniejsze z miniméw w tym przedziale (o ile funkcja takie minima
osiaga), albo jedna z liczb f(a) lub f(b).

186 POCHODNE FUNKCII



Ustal najmniejsza | najwieksza wartosé funkdji f(0) = x* - 3x2
w przedziale (-

fx)=x3-3x2

GG,

f@)=4*-3-42=16

Obliczamy wartosci funkeji na koricach
przedziatu.

f'(x)=3x2-6x Obliczamy pochodn,

ffx)=0 < 3x2-6x=0

3x(x-2)=0 Znajdujemy argumenty, dia ktérych funk
=0 x=2 Gja osiaga ekstremum

S f

maksimum  minimum

f0) f@)
flo)=0
f)=23-3.22=-4 Obliczamy wartos¢ maksimum i minimum

i f jest -4, a najwieksza

Odp. W przedziale (-} ;4) najmniejsza wartoscia funk
wartoscia jest 16.

+6x2 +9x

ZADANIE  Ustal najmniejsza i najwieksza wartos
w przedziale (~4;1).

funkeji £(x) =

Funkcja w przedziale otwartym moze nie przyjmowaé wartosci najmniej-
szej albo najwigkszej, mimo ze moze mie¢ w tym przedziale ekstremum.

ZENIE B Ustal, czy funkcja, ktorej
wykres przedstawiono na rysunku obok,
osiaga ekstremum w podanym przedzia-
le oraz czy przyjmuje warto$¢ najmniej-
sza lub najwicksza w tym przedziale.

a) (-4:4)

b) (-5:3)

adario 13 )

Umiej 6w mozna wykorzystaé przy rozwiazy-
‘waniu tzw. zagadnien optymalizacyjnych.
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Projektowany basen ma mie¢ pojemnosé 60 m3 oraz dwa razy
wigksza diugos niz szerokosc. Glgbokosc tego basenu ma by¢ w kazdym miej-
scu jednakowa. Dno i éciany basenu maja byé pokryte kafelkami. Jakie wymiary
powinien mie¢ basen, aby powierzchnia pokryta kafelkami byta jak najmniejsza?
Wyznacz te najmniejsza powierzchnig.

V — objetosé basenu

pole powierzchni scian
i dna basenu

V=60m?

P=2x-Xx+2-Xx-h+2-2x - h=2x*+6xh

Py 30 Znajdujemy wzér pozwalajacy obliczyé P.
60=2x2h, stad h x We wzorze tym wystepuja dwie zmienne:

X 46x.h=2x2+6x. 30 ko jednej zmiennej x, znajdujemy zwiazek
P=2x*+6x-h=2x*+6x x2 miedzy zmiennymi x i h.

P(x) = 2x2 + @ xe (0 . m) Otrzymalismy funkcje P(x) okreslona dla ar-
' gumentow dodatnich (x oznacza szerokos¢
P = dx— 180 xe (0+m) basenu, jest wigc wielkoscia dodatnia).

9 4x* - 180
P=0 o 202180

80, stad x = V45

Szukamy minimum funkcji P, tzn. obliczamy
pochodna, a nastepnie obliczamy miejsca ze-
rowe pochodnej i badamy zmiang znaku po-
S chodnej w sasiedztwie jej miejsc zerowych

minimum

W punkcie 745 funkcja P osiaga minimum i P(¥/45) jest najmniejsza wartoscia
tej funkji.

PA%) =2 (¥35)° + 56T IR a5

x=Y45~356 2x=2¥45~7,11
Obliczamy diugosé i gtebokosé basenu
30 _h3laosy
a5z 3

Odp. Wymiary basenu powinny wynosic okofo: 3,56m x 7,11m x 2,37m. Po-
kryta kafelkami powierzchnia wyniesie okofo 75,9 m?.

ZADANIE  Projektowane pudelko bez pokrywki ma mie¢ ksztalt prostopadioscianu
0 objetosci 300 em? i jak najmnicjsze pole powierzchni. Jego podstawa ma by prosto-
Kat o stosunku dlugosci bokéw 3: 1. Wyznacz wymiary tego pudetka.
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[IIATTIVEEN W stozek, ktérego przekrojem osiowym jest tre
kat rownoboczny o boku o diugosci 2a, wpisano walec o naj-
wigkszej mozliwej objetosci. Znajdz wymiary tego walca.

Rysujemy przekrdj osiowy
stozka z wpisanym walcem.

H
2043 H — wysokos¢ trojkata row-
H=293 -a3 nobocznego o diugosci boku
r6wnej 2a
V — objetos¢ walca Znajdujemy wz6r pozwalajacy oblicza obje
t03€ walca; w otrzymanym wzorze wystepuja
V=nxth dwie zmienne.

Aby preadstawt ¥ fako funklg zmienna) £,

znajdujemy zwiazek migdzy zmiennymi x i

Korzystamy 2 podobienstwa tojiatow BCD
ACE.

a-x"a

h=3(a-x)

V=nx?-3@-x

Otrzymalismy funkcje V(x) okreslona dla ar-
Vi) =V3m(ax? -x)  x<(0;a) gumentow 2 przedziatu (0; a), bo x musi byé
liczba dodatnia i mniejsza od a.

V(0 =V3nRax-3x3)  x<(0;a)

V'(x) =0 < /3max -3x%) =0

xQa-3x)=0
x=0 lub x= ZTE - ‘maksimum N
Funkcja V osiaga maksimum dla argumentu %” ?ﬁ““”“ maksimum
Woéwczas:
h=v3(a-22)

Odp. Promiet podstawy walca jest réwny 22, a jego wysokos¢ wynosi 252,
ZADANIE W stozek, ktérego przekrojem osiowym jest tréjkat o bokach o dlugos-
clach 5, 5 i 6, wpisano walec o najwigkszej mozliwej objetosci. Znajdz wymiary tego
walca.

zadonin 431 )
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ZESTAW ZADAN
1. Znajdz najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkji f(x) = x*~4x*~8x? w przedziale:
a) (-2:4) b) (-2;1) 9 (-1:1) @ (-1:3)

2. ZnajdZ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji £ w podanym przedziale.

5, (-2:3)

b) f(x)=x* = 12x-6, (-1;4)

a) fl)=x"-

o -15x, (-3;0)

Se12x -36x, (35)

3. Wyznacz zbiér wartosei funkdji.

a) () =3x —4x® - 1232

4.3) Znajdz takie dwie liczby dodatnie, ktGrych suma jest réwna 15, a iloczyn
jednej z nich i kwadratu drugiej jest mozliwie najwigkszy.

b) Znajdz takie dwie liczby dodatnie, ktorych suma jest réwna 20, a suma szescianu
Jednej z nich i kwadratu drugiej jest mozliwie najmniejsza.

9 Znajdz takie dwie liczby dodatnie, ktdrych iloczyn jest réwny 2, a suma jednej
2 nich i kwadratu drugiej jest mozliwie najmniejsza.

5. Przy Scianie budynku gospodarczego cheemy wyznaczy¢ dla zwierzat wybieg
o powierzchni 100m?. Ksztalt wybiegu jest przedstawiony na rysunku. Jakie wy-
miary powinien mie¢ ten wybieg, aby na jego ogrodzenie zuzy¢ jak najmniej siatki?

a) b) o 1% q
2mll,
3
6m B
6. Napis ma by¢ umi w j ramce o polu powierzchni

100cm?. W ramce napis muszq otacza¢ marginesy: gorny i dolny o szerokosci
1em, a boczne — o szerokosci 0,5 cm. Jakie wymiary powinna mie¢ ta ramka, by
powierzchnia przeznaczona na napis byla jak najwicksza?

7.7 drut o dlugosci 6m cheemy wykona¢ ramke w ksztalcie tréjkata pro-
stokatnego. Wyznacz dlugosci przyprostokatnych takiej ramki, ktra ogranicza
powierzehni¢ o najwigkszym polu.
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8. Oblicz, jakie najwieksze pole moze mie¢ prostokat wpisany (jak na rysunku)
w obszar ograniczony:

a) parabola i osiq x, b) parabola i prosta, 9 dwiema parabolami.
¥y s ye y=x Vi oy e
X X X
y:—x?vJIS y=i+2
9. Znajdz na wykresie funkcji £ punkt potozony najblizej punktu P.
a) fo b) f9 = O f=x+1

10. a) Z drutu o dlugosci 16 cm budujemy szkielet prostopadio$cianu o podstawie
kwadratowej. Oblicz, jakie powinny by¢ wymiary tego prostopadioscianu, aby jego
objetos¢ byla jak najwieksza.

b) Z drutu o dlugosci 8m chcemy zbudowaé model prostopadioscianu, ktérego
podstawa jest prostokatem o stosunku dugosci bok6w 2: 1. Oblicz, jakie wymiary
powinien miec ten prostopadioscian, aby jego objetos¢ byla najwieksza.

© Wykaz, Ze sposrod wszystkich Scianow o podstawie
i danej sumie diugosci krawedzi najwieksze pole powierzchni ma szescian.

11.Z kartonu w ksztalcie kwadratu nalezy wyciaé w naroznikach cztery jednakowe
kwadraty, a nastepnie zlozy¢ otwarte pudetko w ksztalcie prostopadioscianu. Ob-
licz, jaka dlugo$¢ powinny miec boki odcietych kwadratow, aby pojemnos¢ pudetka
byla jak najwieksza, jezeli:

a) karton ma ksztalt kwadratu o boku ) karton ma ksztalt prostokata o wy-
50cm, miarach 60 cm x 40 cm.

L L

1 [ L |
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12. Chcemy wykonaé otwarta skrzynke w ksztalcie prostopadioscianu o kwadra-
towym dnie. Skrzynka ma mie¢ pojemnosé 1 m?. Oblicz, jakie wymiary powinien
miec ten pojemnik, aby laczny koszt materialow, z ktérych bedzie wykonany, byt
jak najmniejszy, jezeli:

a) $cianki maja by¢ wykonane z materialu, ktorego 1m? kosztuje 271, a dno —
z materialu, ktérego 1 m? kosztuje 3 z1,

b) Scianki maja byé wykonane z materialu, ktorego 1 m? kosztuje 271, a dno —
z materialu, ktérego 1 m? kosztuje 5 z1,

© Scianki i dno maja byé wykonane z materialéw o cenach podanych w podpunk-
cie a), a dodatkowo do pojemnika zrobiono pokrywke wykonang z tego samego
materialu co $cianki.

Uwaga. Przy obliczeniach pomiri grubos¢ Scianek i dna.

13. Ztotnik ma wykonac s pudetko o j podstawi
bez przykrywki. Scianki 1 dno, zaréwno wewnatrz, jak i na zewnaurz, maja byé
pokryte warstwa zlota. Oblicz, jakie wymiary powinno mie¢ to pudetko, jesli:

a) Zlota przeznaczonego na pokrycie Scianck i dna wystarczy do pozlocenia tylko
100cm?, a zlotnik chee, by pudelko mialo jak najwickszq pojemnosé,

b) ma mie¢ pojemnos¢ 100 cm?, a zlotnik chee zuzyé jak najmniej zlota na pokrycie
jego Scianek i dna.

Uwaga. Przy obliczeniach pomiri grubos¢ Scianek i dna.

14. Oblicz, jaka najwicksza objetos¢ moze mie¢ graniastostup prawidtowy tréjkat-
ny, w ktérym suma dlugosci wszystkich krawedzi jest rowna 9.

15. Oblicz, jakq najwieksza objgtos¢ moze mie¢ graniastostup prawidlowy szescio-
Katny, ktérego krétsza przekatna ma dlugosc 15.

16. Podstawa graniastostupa prostego jest romb o kacie ostrym 30°. Oblicz, ja-
kq najwickszq objetosé moze mieé ten graniastostup, jezeli jego pole powierzchni
catkowitej wynosi 48.

17. Oblicz, jaka powinna by¢ wysokos¢ ostrostupa prawidlowego tréjkatnego, kté-
rego krawedz boczna ma dlugos¢ 12, aby jego objetos¢ byla najwicksza.

18. Oblicz, jakie powinny by¢ diugosci bokéw prostokata o obwodzie 60cm, aby
objetoé¢ walca otrzymanego w wyniku obrotu tego prostokata wokot jednego z bo-
kéw byla najwicksza.

19. Kwadrat, ktérego bok ma dlugo$¢ m, rozcigto na dwa prostokaty. Po ich zwi-
nieciu utworzono powierzchnie boczne walcéw o wysokosci . Jak nalezy dokona¢
cigcia, aby suma objetosci tych walcow byla najmniejsza?

20. Puszka w ksztalcie walca ma mie¢ objetosé V. Oblicz, jakie wymiary powinna
mie¢ ta puszka, aby na jej wykonanie zuzy¢ jak najmnicj materiatu.
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21. Oblicz, jaka najwieksza objetosé moze mie¢ bryla, kt6ra otrzymamy w wyniku
obrotu tréjkata réwnoramiennego o obwodzie 6 woksl podstawy.

22. Trapez réwnoramienny obracamy wokdl diuz-

szej podstawy. Obwéd trapezu wynosi 20, a dluzsza

podstawa ma dlugos¢ 8. Oblicz, jakie dlugosci po-

winny mie¢ pozostale boki trapezu, aby bryla otrzy-

mana w wyniku obrotu miala najwieksza, objetosc.

23. Oblicz, jaka wysokos¢ powinien mieé stozek, ktdrego tworzaca ma dlugosé 3,
aby jego objetos¢ byla najwigksza.

D ®24.w odleglosci 3m od Sciany budyn-
8 ku stoi parkan AB o wysokosci 2 m (zob.
h rysunek). Znajdz diugosé najkrotszej dra-
biny €D, ktéra oparta o ziemie i parkan
4 c siegnie do Sciany budynku.

25. W stozek o promieniu podstawy R i wysokosci H wpisujemy prostopadocian,
w ktérym stosunek dlugosci krawedzi podstawy wynosi 2. Podstawa prostopa-
dloscianu jest zawarta w podstawie stozka. Wyznacz wymiary prostopadioscianu
0 mozliwie najwickszej objetosci.

26.W polkule o promieniu R wpisujemy walce w taki sposob, aby ich podstawy
byly zawarte w kole ograniczajacym potkule. Oblicz wysokos¢ tego z waleow, kdry
ma najwigksza objetosé.

©27.W kule o iu R wpisano i tréjkatny o mozliwie
najwigkszej objetosci. Oblicz objetost tego graniastostupa.

28. Oblicz, jaka powinna by¢ wysokos¢ stozka wpisanego w kule o promieniu R,
aby jego objetos¢ byla najwicksza. Oblicz t¢ objetost.

29. Oblicz, jaka wysokos¢ powinien mie¢ stozek opisany na kuli o promieniu R, aby
jego objetos¢ byla najmniejsza. Ile procent objetosci tego stozka stanowi objetosé
kuli?

©30. Na kuli o promieniu R opisano ostrostup prawidtowy czworokatny o mozli-
wie najmniejszej objetosci. Oblicz dlugo$¢ krawedzi podstawy oraz wysokos¢ tego
ostrostupa.

©31.W kule o promieniu R wpisano ostrostup prawidlowy tréjkatny o mozliwie
najwickszej objetosci. Oblicz diugosci krawedzi tego ostrostupa.
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MINISPRAWDZIAN

51, Najmniejsza wartos¢ funkcji f(x) = X w przedziale (-253) Jest rowna:
B

3 1 -1 -2

A B.1 c-4 D.-2

2. Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = x* + 2x? ~4x - 7 + m dla kazdej liczby
rzeczywistej x. Dla jakiej wartosci m funkcja f osiaga w przedziale 0) wartosé
najwicksza réwna 07

A.dlam
B. dla m

1 Cdlam=7
D.dlam=0

S3. Liczbe 2 przedstawiono w postaci sumy dwéch liczb dodatnich w taki sposéb,
aby iloczyn szescianu jednej z nich i kwadratu drugiej byl mozliwie najwickszy.
Tloczyn otrzymanych liczb wynosi:

Al B. 0,96 C.0,75 D. 0,19

54. Rozwazmy romby, ktérych suma dlugosci przekatnych jest réwna 6. Jaka naj-
wicksza objetos¢ moze mie¢ bryla otrzymana w wyniku obrotu takiego rombu
wokot jednej z przekatnych?

B.8T c8m D. 9

ZASTOSOWANIA POCHODNEJ (CD.)

Przypusmy, e jaka$ wielkos¢ zmienia si¢ w czasie, czyli jest pewna funk-
cja czasu. Wowczas pochodna tej funkeji opisuje, jak szybko zmienia si¢ ta
wielkosc.

Wyobraz sobie na przyklad, Ze rzucamy kamieii pionowo w gore.

Na rysunku przedstawiono wykres
funkgji s(0) opisujacej zaleznosé wy-
sokosci kamienia nad ziemig od
czasu t, ktéry uplynal od chwili
rzucenia kamienia.
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Aby obliczy, z jaka Srednia predkoscia poruszal si¢ kamieri od chwili to
do chwili to + h, wystarczy obliczy¢ iloraz dlugosci drogi (ktéra przebyl
kamier) przez czas, jaki uplynal miedzy tymi momentami:

Vieina = SEH=s(0) _ slto +H)=slt)
~to

(to+h)
Predkosc, jaka mial kamieit w chwili to, jest réwna granicy tego ilorazu:

V(to) = lim $lto+h)=s(to)
h=0 h

Zatem predkos¢ w chwili fo to pochodna funkeji s w punkcie to. Zauwaz,
Ze tak okreslona predkos¢ chwilowa moze mie¢ wartos¢ dodatnia (gdy
Kamieri oddala si¢ od ziemi), moze takze przyjmowac wartosé ujemng (gdy
kamieni przybliza si¢ do ziemi), moze takze by¢ rowna zeru (gdy kamien
jest w najwyzszym punkcie lotu).

Jezeli funkcja s opisuje zmiang odleglosci w czasie t, to jej pochodna opi-
suje w tym ruchu predkosé.

V(O =5'(0)
Zauwaz, 7e predkos¢ tez moze sie zmieniac w czasie. Pochodna tej predko-
sci opisywalaby wowezas tempo tych zmian. Wielkos¢ fizyczna opisujaca
zmiang predkosci to przyspieszenie (a).

at)=v'(@
sadania 1-9 )

ZESTAW ZADAN

1. a) W ruchu jednostajnie przyspieszonym przebyta droge opisuje wzor:
5o — droga poczatkowa

vo — predkos¢ poczatkowa

t — czas ruchu

500 =50+ ot + 48

a— prayspleszenie

Oblicz pochodna funkgji s (porownaj otrzymany wynik ze wzorem na predkosé
znanym z fizyki) oraz pochodna funkcji s'(f).

b) Wykaz, 7e jesli droga pokonywana przez poruszajacy si¢ obiekt jest funkcja

liniowa czasu, to obiekt ten porusza si¢ ruchem jednostajnym (ze stala predkoscia).

2. Kamien rzucono pionowo w gére z pewnej wysokosci. Odleglos¢ h (w metrach)
kamienia od ziemi opisuje funkcja h(t) = -5t + 30t + 35, gdzie  oznacza czas w se-
kundachi0<t<7.

a) Z jakiej wysokosci rzucony zostal kamiei?
b) Jakq predkos¢ mial kamieri po uplywie 2 sekund ruchu?
© W ktérym momencie kamieri zmienit kierunek ruchu?
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3. Trzy piteczki rozpoczely ruch w tym samym momencie i poruszaly si¢ pionowo.
Pierwsza pileczka upadia na ziemie po 2 sekundach, druga po 3 sekundach, a trze-
cia — po 4 sel Ponizsze funkcje jak sie zmienialy odleglosci
(w metrach) tych pileczek od ziemi w zaleznosci od czasu t (w sekundach).

di(0) = =52 - 10t + 40 da(t) = =52 +45 =562+ 20t
) Ktéra pileczke rzucono pionowo w dot?
b) Ktéra z pileczek miafa predkosé poczatkowa rowna 0 17
© Z jaka predkoscia uderzyla w ziemie kazda z tych piteczek?

4. Wyobraz sobie, ze z pojazdu kosmicznego znajdujacego si¢ nad powierzchnia
planety wyrzucono w jej kierunku przedmiot z predkoscia 5 m/s. Podane wzory
pozwalaja obliczy¢ odlegloé¢ d (w metrach) miedzy pojazdem a przedmiotem po
uplywie czasu t (w sekundach). Oblicz dla kazdej z planet, jaka predkos¢ miatby
wyrzucony przedmiot po uplywie 1 sekundy i jakie mialby przyspieszenie.
Mars Wenus Jowisz
d(t)=1,8562 + 5 d(n) = 4,446 + 5 d(n =11,

5t

© 5. Podczas nadmuchiwania kulistego balonu jego promien r (w centymetrach)
zmienia si¢ zgodnie ze wzorem r = 531 +3, gdzie t oznacza czas (w minutach),
ktéry uplynat od poczatku nadmuchiwania. Jak szybko si¢ zmienia promieii balo-
nu po 1 minucie, a jak szybko — po 2 minutach od rozpoczecia nadmuchiwania?

© 6. Mozna przyjac, ze temperatura | T 1w stopniach Celsjusza) w piekarniku jest opi-
sana zgodnie ze wzorem T(t) = %22 + 240, gdzie t oznacza czas (w minutach),
ktéry uplynat od wlaczenia piekarnika. Jak szybko zmienia si¢ temperatura po 30
sekundach, a jak szybko — po 2 minutach od wiaczenia piekarnika?

7. Zaobserwowano, Ze pewien obiekt poruszal si¢ po linii prostej w taki sposcb, ze
jego odleglosé d (w centymetrach) od ustalonego punktu P na tej prostej mozna
bylo obliczy¢ ze wzoru d(t) = t3 - 5t2 + 3t + 20, gdzie  jest czasem (w sekundach),
kt6ry uplynal od poczatku obserwacji.

a) Oblicz predkosc i odleglos¢ obiektu od punktu P na poczatku obserwacji.

b) Po jakim czasie od poczatku obserwacji obiekt zmienil kierunek ruchu?

) Jaka byla najmniejsza odleglos¢ miedzy obiektem i punktem P?
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8. Pewien obiekt przejechal przez punkt P i od tego momentu poruszal si¢ wzdluz
linii prostej. Jego odleglosé d (w metrach) od punktu P zmieniala si¢ zgodnie
2 ponizszym wzorem:
d(t) =t =156 + 90t
t — czas (w minutach), jaki uplynat od momentu,
w ktérym obiekt minat punkt P

a) Jaka byla predkosc obiektu, gdy mijat punkt P?
b) Po jakim czasie obiekt ponownie osiagnal taka predkos
mijania punktu P?

© Wykaz, ze po minieciu punktu P obiekt oddalat si¢ od tego punktu.

d) Oblicz najmniejsza predkost, z jakq poruszal si¢ obiekt po minieciu punktu P.

jakq mial w chwili

®9. Do wazonu, w ktérym bylo juz troche wody,
dolewano wode przez trzy minuty. W tym czasie gle-
bokos¢ wody w wazonie zmieniala si¢ zgodnie ze
wzorem:

PR ST 4
90 ==+ - F+200+1

g — glebokos¢ wody w chwili ¢ (w cm)
t — czas napelniania (w min); 0< t<3

a) Jaka byl glebokos¢ wody w wazonie przed rozpoczeciem dolewania, a jaka —
po zakoficzeniu dolewania?

b) Jak szybko wznosil si¢ poziom wody w momencie, gdy uplynely 2 minuty od
rozpoczecia dolewania?

§ W ki6rym momencie predkos¢ podnoszenia si¢ poziomu wody w wazonie byla
najwicksza, a w ktérym — najmniejsza?

MINISPRAWDZIAN

51. Czasteczka porusza si¢ wzdluz linii prostej i jej odleglos¢ d (w metrach) od
pewnego punktu P po uplywie czasu t (w sekundach) od poczatku ruchu opisuje
Wz6r d(t) = 3 + 312 + 20 + 1. Jaka byla predkos¢ poczatkowa tej czasteczki?

m m m m
AT B.2 7 G314 D. 4%

52. Odleglosé d (w kilometrach) pociagu od stacji mozna obliczy¢ za pomoca wzo-
ru d(t) = 3 - 62 + 12t + 5, gdzie t oznacza czas (w godzinach), jaki uplynal od
godziny 12%°. Po pewnym czasie pociag si¢ zatrzymal. W jakiej odleglosci od stacji
sie wtedy znajdowal?

A.2km B.5km C. 6km D. 13 km

ZASTOSOWANIA POCHODNE) (CD) 197



1. Oblicz pochodna funkcji f.

a) f(x)= 5x°+5x—4
b) f(x)=8yx-%
o fx)=

d) f(x) =, [3: 3

e) f(x)=(5x-2)°-(3x+4)

2. Znajdz réwnanie stycznej do wykre-
su funkdji £(x) = 3x - 4x, réwnoleglej
do prostej o rownaniu y = ~10x +7.

3. Wykaz, ze pole dowolnego tréjkata
ograniczonego osiami ukladu wspot-
rzednych oraz styczng do hiperboli

o réwnaniu y = L jest rowne 2.

4. Wyznacz maksymalne przedzialy
monotonicznosci oraz znajdz ckstrema
funkgji £

x-1

x4

b) Flx)=x* ~2Ix|

a) f

5. Wyznacz zbiér wartosci funkeji f.

a) f=x-2x*+5  b) f(0=

x1+l

6. ZnajdZ najmniejsza i najwieksza war-
tosé funkeji f(x) = X w podanym
przedziale.

a) (-1:2) b) (-5;-3)
7. Ile rozwiazan ma réwnanie f(x) = m
w zaleznosci od parametru m?

a f= b fx =

X

X 43x2-4
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8. Wyobraz sobie takie prostokaty, kté-
rych dwa wierzcholki leza na wykresie
funkeji f(x) = 3 + 0,5, a dwa pozo-
stale na osi x (zob. rysunek). Wyznacz
wspolrzedne wierzcholkéw tego z pro-
stokatéw, ktéry ma mozliwie najmniej-
sze pole. Oblicz to pole.

i

9. Oblicz, jakie najwigksze pole moze
mie¢ trapez wpisany w okrag o pro-
mieniu 2,5 cm w ten sposob, ze diuzsza
jego podstawa jest §rednicq okregu.

10. Oblicz, jakie powinny by¢ wymiary
walca wpisanego w kul¢ o promieniu R,
aby jego objetos¢ byla najwigksza. Ob-
licz, ile razy objetosé kuli jest wigksza
od objetosci takiego walca.

11. Obiekt porusza sie wzdluz linii
prostej. Jego odleglosé (w metrach) od
pewnego punktu P na tej prostej moz-
na obliczy¢ ze wzoru d(t) = 5 -3t> +81,
gdzie t (w sekundach) oznacza czas,
Ktéry uplynat od rozpoczecia ruchu.

) Oblicz predkos¢ tego obiektu w mo-
mencie, gdy uplynela pierwsza sekun-
da od rozpoczecia ruchu.

b) Jaka najwiksza odleglos¢ od punk-
tu P osiggnal obiekt w ciagu poczatko-
wych 3 sekund ruchu?
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Przygotowanie
do matury

Dziatania na liczbach = Réwnania i nieréwnosci = Ciggi

= Wiasnosci funkgji. Funkgja liniowa = Funkcja kwadratowa

= Wielomiany i wyrazenia wymierne = Funkcje wykfadnicze

i logarytmiczne = Trygonometria ® Planimetria = Geometria
analityczna = Stereometria = Granice i pochodne = Rachunek
prawdopodobieristwa = Procenty. Elementy statystyki
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DZIALANIA NA LICZBACH

PIERWIASTKI

Niechk e Nik>1.
Gdy k jest liczba parzysta, to dla a > 0 przyjmujemy, ze:
Ya=b = (b*=aib>0)
Gdy k jest liczba nieparzyst, to dla a € R przyjmujemy, ze:
Ya=b < bk=a

PRAWA DZIALAN NA PIERWIASTKACH

Dla parzystej liczby n: Dla nieparzystej liczby m:
Ya" = |al am = a
Yab = ¥Ya- Yb, gdy a>0ib>0 "ab = "a- b

%‘ gdy a>0ib>0 ';-/7—% dlab 40

Yat = (Ya)', gdy a>0 at = (va)'

POTEGI

Dla n € N przyjmujemy, ze:

a®=1, gdya#0

n czynnikéw

Niech n € Nin>1 oraz k € N.. Wowczas dla a > 0 przyjmujemy, Z
—@war aw=-L_ gdya>0
war

Niech g € R\Q oraz (p,) jest ciagiem o wyrazach wymiernych, takim Ze
lim p, = g. Wéwezas dla a> 0 przyjmujemy, ze:
a® = Jim a

PRAWA DZIALAN NA POTEGACH
Niech a, b, 5 i t s3 takimi liczbami rzeczywistymi, Ze istnieja potegi a’, a' i b.
Wéwczas dla @ > 0 przyjmujemy, ze:
P

S at
e (aby = a’b*

A ’
ay - a®
@ - ast (8) =& savbso
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LOGARYTMY
Niech a i b beda takimi liczbami rzeczywistymi, ze a>0,b>0ia+41.

log,b=x = a*=b

Liczbe log,ox nazywamy logarytmem dziesi liczby x i
logx.
WEASNOSCI LOGARYTMOW

Niech a, b, ¢ wystepujace ponizej beda takimi liczbami, ze istnieja odpowiednie
logarytmy. Wowczas zachodza rownosci:

log, 1= 0 1084(b) = log, b + log, ¢
log,a=1 log, % —log, b - log, ¢
log, b = clog, b
_log. b
log, b = rgL a

WZORY SKROCONEGO MNOZENIA
Roznica kwadratow: a?-b? =(a+b)a-b)
RoZnica szescianow: a® - b* = (a - b)a® + ab + b?)
Wzor ogolny:
a"-b" =(a-b)@'+a" b +...+ab"? +b"), gdzie neN,

Suma szescianéw: a+ b3 = (a + b)a® - ab + b?)
Kwadrat sumy: (a +b)? = a* + 2ab + b?*
Kwadrat roznicy: (@a-b)? = a? -2ab + b?
Szescian sumy: (a+b)® = a’ +3a%h + 3ab? + b3
Szescian roznicy: (a- by = a’ - 3a%b + 3ab? - b3

SYMBOL NEWTONA | WZOR NEWTONA
Niech n i k beda takimi liczbami naturalnymi, ze k < n. Wowczas:

1]
(1) ot (=123 .m dlan>0 i 0=1)

Niech n € N,. Wowczas:

@by =ans (D)arb+ (3)ar2pr o+ (0 )abm s b
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ZESTAW ZADAN

Uwaga. Znakiem 7 oznaczono zadania, ktére moga si¢ pojawic na egzaminie maturalnym
wylacznie w zakresie rozszerzonym.

‘ 1. 2 . —
wyrazenia 1001 :20022 + ;4o réwna:
1 3 1
Bz cs D255

3
2. Wartos¢ wyrazenia (27°+27°+27°)" jest rowna:

A.3%2 B. 3% c.3% D. 3%
3. Jesli a=4 i b=-2, to wartos¢ wyrazenia a® +b®+at jest rowna:
- 7 9 L
A.-20 B.-7L c162 D. 10k
4. Dane sg liczb: VT, b=(T% 5 ¢ L. Liczby te spelniaja warunek:
Aa<b<c B.a<c<b Ch<c<a D.c<a<h
5. Ktéra z podanych réwnosci jest prawdziwa?
A H B.{V3=3% D\/T-‘Jﬁﬂ'é

6. Ktora z podanych liczb nie jest réwna 0,25257
% 1 S[(1y 74
A () B cJ3) D. (47)73

7. Przyjmij, ze dlugos¢ rownika Ziemi jest réwna 40 000 ki, a obwdd monety jed-
nogroszowej — 50 mm. Ile razy obrécilaby si¢ ta moneta, gdyby toczono jq wzdluz
drogi o dlugosci réwnika?

A.8-10° B.1,25-10° C.8-10° D. 0,810

8. Jedna z podanych liczb nie réwna si¢ trzem pozostalym. Wskaz te liczbe.
A.logs % B. log, 0,25 Clogy s D.log 5 %

9. Ktéra z podanych liczb nie jest calkowita?
A.log 5 V6 B.logy; V7 C.log 525/5 D.log;

10. Ktére z podanych wyrazen ma najwieksza wartosc?

A.logs 2 +logs 2o B.log;3-log, 5 C.logs125%  D.log, Y49
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11. Przyjmij, ze log2 ~ 0,3 ilog5 ~ 0,7. Ktéra z podanych réwnosci jest falszywa?

Alog2,5~04 C.log125~2,1
B.log20~ 1,3 D. log - = 0,07
12. Wartos¢ wyrazenia wzt log, 0,8 jest réwna:
Al B.2 c.3d D.4
orité wumenia 52 1og,o+|og,4
13. Wartos¢ wyrazenia o5 oo jest rowna:
-1 1 . V2
A-l B.1 [ D.2
14. Wartos¢ wyrazenia log,, 8 - log 5 1 § logyz25 - log, U5 jest liczba:
A. pierwsza C. catkowita dodatnia
B. z przedziatu (-1;1) D. niewymierng dodatnia

15. Wyrazenie (5x - 2)? + 20x mozna przeksztalci¢ do postaci:
A (5x+2)"-20x B. (5x-2)(5x+2) C.(5x-1)°+10x D. (2x-1)(5x+2)

16. Roznica 123552 ~ 123452 jest réwna:
A.100 B. 1000 €. 123500 D. 247000

17. Wartos¢ wyrazenia (v/3 - 2)° jest réwna:

A 15V/3-26 B.3v3-8 C.9V3-14 D.7V/3-14

18. Wyrazenie 8x* - 3v/3y* przedstawiono w postaci iloczynu i jednym z czynni-
kow jest 2x — /3y. Zatem drugim czynnikiem jest:

A 4x2+2/3xy +3y? C.4x2-2/3y+3
B. 4x% +4/3xy +3)2 D.2x+2/3y+ 3

19. Kt6ra z podanych liczb nie jest podzielna przez 5?

A, 1oL BM D. (V) (2
: G - (5)-6)

65

3

20. W rozwinieciu wyrazenia (2x + %) wsp6lezynnik przy X3 jest réwny:

A8 B. 16 C.350 D. 5t
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21. Przyjmuje sie, Ze roztwér danej substancji jest
tym bardziej kwasowy, im wiecej jest w nim do-
datnich jonéw wodorowych. Kwasowos¢ roztworu
mierzy si¢ za pomoca tzw. wspolczynnika pH okre-
slanego w nastepujacy sposob:

wspdlezynnik pH = -logs,
gdzie s oznacza stezenie jonéw wodorowych w da-
nym roztworze (w molach/dm?).
Woda destylowana (czyli roztwor, ktry nie wykazuje

Roztwor PH

sokzeytyny | 25

sok z jablek

w

kwasne mleko 44

ani Sci, ani
pH rowny 7. W tabeli obok podano wspolczynniki
PH niektérych substanci.

a) Oblicz stezenie jonéw wodorowych w wodzie de-
stylowanej i w roztworze pioracym.

b) Wsp6lezynnik pH kawy jest dwa razy wiekszy niz
wsp6lczynnik pH soku z cytryny. Jaki jest stosunek
stezenia jonow h w tyc jach?

piwo 45
Kkawa 5
herbata 5,5
mieko krowie 6
krew 74

 Korzystajac z podancgo wyzej opisu wspolezyn-

Toztwor pioracy | 10

nika pH, uzasadnij, ze im wicksza ¢ roz-
tworuy, tym nizszy wspotczynnik pH.

22.W tabeli przedstawionej obok podano objetos¢
wody w Wiclkich Jeziorach w Ameryce Péinocnej.
Zapisz w notacji w na naste-

Ppujace pytania:
a) Jaka jest laczna objetos¢ wody w tych jeziorach?
b) Jak diugq krawedz mialby szescian o objetosci
réwnej objetosci wody w Wielkich Jeziorach?

 Tle kropel mozna by utworzy¢ z wody zawartej
w Wielkich Jeziorach? Przyjmij, ze kropla wody ma
objetosé okolo 4,5 - 102 ml

. Objetosé
Jezioro |0 d’;W e
Gorne 11610

Michigan | 4,68 - 10'2
Huron | 3,58-1012

Ontario 1,52-1012
Erie 101

23. Aluminiowy drut o dlugoéci L milimetrow ogrzany o t°C wyd\uzv si o pmili-
metréw. Wydtuzenie to mozna obliczyé ze wzoru p =25 - 106

) Aluminiowy drut, ktéry poczatkowo mial 4m dlugosci, ogrzano do temperatury
50°C i stwierdzono, Ze wydluzyl si¢ on o 2,1 mm. Oblicz poczatkows temperature

drutu.

b) Aluminiowy drut po ogrzaniu o 20°C osiggnat dugos¢ 612 cm. Oblicz poczat-

kowa diugos¢ drutu. Wynik zaokraglij do 1 mm.
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24. Dla niektérych gatunkéw ssakow zaleznos¢ miedzy masa ciala ¢ (w kg) i masa
mézgu m (w §) mozna opisa wzorem logm = 0,75 logc +0,9.

a) Oblicz, jakq mase ciala zgodnie z tym wzorem powinien mie¢ ssak, ktérego masa
mozgu wynosi 1g.

b) Podang zaleznosé mozna tez przedstawic w postaci m = A-cP. Znajdz wartosci A
i B. Wykaz, ze zgodnie z tym wzorem, jesli stosunek mas cial dwoch ssakow jest
réwny 2, to stosunek mas ich mézgéw wynosi okolo 1,7.

25. Wykaz, ze liczba 25 +214 + 213 4212 jest podzielna przez 30.

26. Udowodnij, ze suma dowolnej liczby dodatniej
mniejsza od 2.

jej odwrotnosci nie moze by¢

27. Udowodnij, ze jezeli reszta z dzielenia pewnej liczby przez 7 jest réwna 2, to
reszta z dzielenia szescianu tej liczby przez 7 jest rowna 1.

28. Udowodnij, e réznica kwadratéw dwdch Kolejnych liczb nieparzystych jest
liczba podzielna przez 8.

29. Wykaz, ze jezeli log, b > 0, 10 log, b +4logy a> 4.

30. znajdz wszystkie pary liczb (x, ), ktére spelniaja réwnosé:
X4y2ext eyt =203 +y%)

31. Wykaz, Ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b (gdzie a # 0) spetniona jest

TOWNOSE: 2
@a+b)’-(8a+b)(a-by =t ca’

32. Udowodnij, ze iloczyn sumy dowolnych dwéch liczb dodatnich i sumy odwrot-
nosci tych liczb nie moze byé mniejszy od 4.

33. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb r wistych a i b iwa jest nieréw-

nosé: s >
4a’b* -8ab +a’ +4b* +4>0
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UKEADY ROWNAN LINIOWYCH
Uklad réwnati liniowych: Ax+By=C
{A2X+53Y=Cz

* moze mieé jedno — taki uklad y ,
* moze nie mie¢ rozwiazari, wowczas nazywamy go sprzecznym,
+ moze mie¢ nieskoriczenie wiele rozwiaza, taki uklad nazywamy nie-
iem ukladu jest kazda para
liczb spelniajaca jedno z réwnan ukladu (kazda taka para spetnia takze
drugie 7 réwnar).

WARTOSC BEZWZGLEDNA

X, gdyx>0
IxI =

-x, gdyx<0
WEASNOSCI
Ixl =1 -xI x -yl =1xl -1y B gdyy 40
A ROWNAN | 0 sal

Niech ¢ > 0. Wéwczas:

lax+b|=c < ax+b=c lub ax+b

lax+bl<c & ax+b<c i ax+b>-c
lax+bl>c < ax+bzc lub ax+b<-c

Uwaga. Réwnania i nieréwnosci z wartosciami bezwzglednymi mozna zapisac bez
symbolu wartosci gdy przypadki.

ROWNANIA KWADRATOWE

Liczba rozwiazan réwnania ax? +bx +c = 0, gdzie a # 0 zalezy od wartosci
A=b?-dac

Jesli A >0, to rownanie ma dwa rozwiazania:

Jesli A <0, to réwnanie nie ma rozwiazan.
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WZORY VIETE'A

Jezeli rownanie ax? +bx + ¢ = 0, gdzie a #0, ma dwa pierwiastki x1, X2, 10
spetnione sa rownosci:

aln

Uwaga. Jesli réwnanie ax? + bx +c = 0, gdzie a # 0, ma tylko jeden pierwiastek xo,
1o spelnione sa rownosci 2x = -2 i xj =

a

ROWNANIA WYKEADNICZE | LOGARYTMICZNE
Niech a>01ia+ 1. Wowczas:

a=a & x

[
<

log,x=log,y < x

0
<

Uwaga.

i oraz réwnania
i nieréwnosci wielomianowe i wymierne beda omawiane w rozdzialach dotycza-
cych odpowiednich funkcji.

ZESTAW ZADAN

1. Ze wzoru 3 = %+; wynika jedna z podanych réwnosci (przy odpowiednich
?

zalozeniach). Ktora:

- 3px —3(e- Zox-3p

A= B.y 3(3 x) D.y = %
gli a+2b _ 2 a i & "

2. Jesli 4520 = 2, 1o liczba  jest réwna:

N 1 2

A4 B.-1 co D. 2

3. Dane sq trzy réwnania:
98x + 79 = x(98 + 79) 93(x+11)

3(2x +13) 54(x-47)+54(x+47)=0
Suma rozwiazari tych trzech réwna wyno

A. -96 B.=2 €.=1 D.O

4. 1le jest liczb naturalnych spefniajacych nieréwnosé 2x

A7 B.8 C.14 D. nieskoriczenie wiele

5. Suma rozwigzan réwnania 7 - [x + 3| = 2 wynosi:
A0 B.-6 C4 D.5
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6. lloczyn rozwiazai réwnania [5x| = |5 - 3x| wynosi:

1 25 25 5
A B. = C. T D. 6
7. suma liczb catkowitych spelniajacych nierownos¢ [2x 31 <7 jest rowna:
A7 B.9 C. 10 D. 14

8. lloczyn rozwiazai rownania 13x ~ 1] =[x - 5| +4 wynosi:
A.-10 B.-4 c.-13 D.12
5 3

9. lle jest liczb catkowitych, ktére spetniaja nieréwnosé |3x + 1] -2 [x -3 < 127
A5 B. 19 C.24 D.25

10. Dane jest réwnanie z parametrami a i b: (x+2)° - (x-2)° = (ax-b)(ax +b).
Ktore z ponizszych zdan jest falszywe?

A.Jesli a=-21/3 1 b = /3, to réwnanie jest sprzeczne.

41ib =3, to réwnanie ma dwa rozwiazania.

2+/3 i b =4, to réwnanie jest tozsamosciowe.
D. Jesli a=+/3 i b =-/3, to réwnanie nie ma rozwiazan.

=2
3 jest réwna:

X _
11. Suma liczb spelniajacych uklad réwnan { 273
10

3x+2y
Al

2 2
B.3 c.63 D.103

wie
o

2x=3y-11

Ly x_55 0" Kidre 7 ponizszych zdai jest

12. Dany jest uklad rownari {
falszywe?

A. Para liczh x = -1, y = 3 jest rozwiazaniem tego ukladu rowna.
B. Ten uklad réwna t ukladem nieoznaczonym.

C. Para liczb x = ~10, y = -3 spelnia ten uklad réwnar.

D. Dowolna para liczb jest rozwiazaniem tego ukladu réwnar.

13. Dla jakich wartoci parametru p ponizszy uklad réwnai nie jest oznaczony?

X=2y+p=0
2x-py-3=0
Ap=-4 B.p=-2 Cp=2 D.p=4

14. Wskaz réwnanie, kiérego suma rozwiqzan jest najwicksza.

A3(K+42-30=0 Cx-5x=0
B.(x-1)’-9=0 D.6x2-7=0
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15. Dla ktérej z podanych wartosci m réwnanie 9x° -6x + 1 —m = 0 nie ma roz-
wigzari?

Am=-1 B.m=0 D.m=2
16. Liczby a, b sa rozwiazaniami réwnania —2x% +5x +12 = 0 i @ > b. Wartos¢
wyrazenia a” jest rowna:

1 Y6 16 ;
A. H B. V16 iC. 81 D. 64

17. lloczyn wszystkich rozwiazai réwnania 2x* -
A-75 B.-3 cs3 D.75

15 = 0 jest réwny:

18. Dane jest réwnanie z parametrem p: 2x* +(p - 3)x - 1 = 0. Ktére z ponizszych
zdan jest falszywe?

A. Dla dowolnej wartosci parametru p to réwnanie ma dwa rozne rozwiazania.

B. Suma rozwigzari tego réwnania jest dodatnia, gdy p > 3.

€. Dla dowolnej wartosci parametru p rozwiazania tego réwnania maja rézne znaki.
D. Suma odwrotnosci rozwiazari tego réwnania jest ujemna, gdy p <3.

19.Dla jakiej wartosci parametru a réwnanie x* +ax — 0 ma dwa rézne
pierwiastki, ktérych suma jest dwa razy mniejsza od sumy ich kwadratéw?

3 -4 3 -2
Al B.-3 c3 D.-2
20. Okres] wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie x? + 10X +m = 0
ma dwa rézne pierwiastki i oba sq mniejsze od 3.

Am e (~005-25) U (25;+%) C.me (-25;39)

B.me (-3;3) D.m e (-39;25)

21. Rozwigzaniem tylko jednego z podanych réwnari nie jest liczba naturalna.
Wskaz to réwnanie.

s
5-x _ (1)* *u (L
A 495 = (1) (= (4)
B. l)Y 275 D. 4%5 = (L)X
(5 ez
22, Suma rozwiazar rownan 52 5% = 2 oraz 255 +2% = 66 jest rowna:

A -2 B.2 C. 4 D.5

23. Ktére z podanych réwnaii ma dwa rézne rozwiazania?
A 4+6.2+8=0 C.9'-5.3%46=0
B.25%-4.5 D.49%-7-7%=0

ROWNANIA | NIEROWNOSCI 209



24. Jedno z podanych réwnaii nie ma rozwiazaii. Wskaz je.

A logs (2x - 4) =logs 5 - X) €. logy (5 -x) = logg (x~ 1)

B.log (3x - 12) = log (3 - x) D. log, (4-x)=log, (2 +)
i ;

25. Rozwigzanie réwnania log; (x — 1) +log; (x + 2) = 2log; X jest:

A. ujemna liczba calkowita, C. liczbg nalezaca do przedziatu (-1
B. liczba naturalna, D. liczba nalezaca do przedzialu (1;2).

26. Rownanie log, , (x +2)

A. nie ma rozwiazan, C. ma dwa rozwiazania,
B. ma jedno D. ma f wiele rozwiazar.

27. Rozwiazaniem réwnania log, 9+} log

i1) B (1;

x=1 jest liczba nalezaca do przedziatu:

c (2:3) D. (3;+%)

28. Zadna 7 planet nie ma ksztaltu kuli. Odleglos¢ a od $rod-
ka planety do punktu na réwniku jest wicksza od odleglosci b
do bieguna (zob. rysunck obok). Liczbe f, za pomoca kirej

j opisuje sig tzw. ie, oblicza si¢ ze wzoru
= 9=t Mozna przyjaé, ze dla Ziemi f = 355 i b = 6358km.
Ustal z Scia do 1km, o ile kil 6w odleglos¢ od

srodka Ziemi do réwnika jest wieksza od odleglosci do bieguna.

29. Wykaz, ze suma rozwigzan réwnania (z niewiadoma x): |x+al = b, gdzie b > 0,
wynosi ~2a, a wartos¢ bezwzgledna roznicy miedzy tymi rozwiazaniami jest rowna 2b.

30. Znajdz wszystkie liczby, ktére spelniaja jednoczesnie dwie nieréwnosci:
I5x +4| <8 oraz |3-4x|>5.

31. Rozwiaz rownanie: (x - 1)* + 3(x - 1)? =10 = 0.

32. Wiadomo, Ze spelnione sa warunki: 7 = 3", log,q = b -2 oraz 3pq = 7.
Wyznacz p i q.

33. Drut o dlugosci 10 m rozcigto na dwie czesci i z jednej wygieto ramke w ksztal-
cie kwadratu, a z drugiej — ramke w ksztalcie prostokata, ktorego jeden bok ma te
sama dlugosc co bok kwadratu. Suma pél obszaréw ograniczonych przez te ramki
jest réwna 3 m?. Jakie wymiary maja te ramki?
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34. Fabryka produkuje laptopy i tablety. Miesigcznie wytwarza i sprzedaje 1200
urzadzen. Tablety s 4 razy tanisze od laptopéw. Gdyby cene laptopow zwiekszyé
0 10%, a tabletow o 10% zmniejszy, to przychéd ze sprzedazy by sie nie zmienil.
Tle laptopéw produkuje fabryka?

ax+2y=6
3x-4y=b

35. Okred] liczbe rozwigzari ukladu réwnari { w zaleznosci od wartosci

parametréw a i b.

36. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rozwiazanie ukladu réw-

. [X+ty=m Inia nierd P
nait {3x—2y=2m71 spelnia nieréwnosé x| + [y < 1.

i parametru p réwnanie px® —2x -3 =0:

37. Ustal, dla jakiej wartos
a) ma dwa rézne rozwiazania, ktérych suma wynosi 7,
b) ma dwa rézne rozwiazania, ktérych iloczyn wynosi -3.

+@2+p)X2-p

38. Wykaz, ze jesli p # 0, to réwnanie 0 ma tylko dwa
P

rozwiazania.

39. Rozwiaz uklad réwnari:
8.2
log, x~logzy =1

40.2) Oblicz, dia jakiej wartoéci a rozwigzaniem réwnania log, x + alogs x = 7,5
jest liczba 32.

b) Rozwiaz réwnanie log, x +logsx = 7,5.

g1
05t ¥

b) Oblicz, dla jakiej wartosci p rozwiazaniem réwnania

41. a) Rozwiaz réwnanie

1

1 Jestliczba 3.
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CIAGI

Ciag to funkgja okreslona na zbiorze liczb naturalnych dodatnich (ciag
nieskoriczony) lub na jego skoficzonym podzbiorze {1,2,3,...,k} (ciag
skoriczony). Wartosci takiej funkeji nazywamy wyrazami ciagu.

Ciag, w kiérym dla kazdych dwéch kolejnych wyrazow ay, i . zachodzi
Rieréwnosé ay < dy.1, nazywamy rosnacym, a gdy zachodzi nieréwnosé
@pe1 <ay, 10 ciag nazywamy malejacym. Ciag, w kiorym dla kazdego n
zachodzi T6WNOSC @y = ay, nazywamy stalym.

CIAG ARYTMETYCZNY

Ciag (a) nazywamy arytmetycznym, jesli ma co najmniej trzy wyrazy
i kazdy jego wyraz, z wyjatkiem pierwszego, powstaje przez dodanie pew-
nej stalej liczby r (réznicy ciagu) do poprzedniego wyrazu.

Wzor rekurencyjny: Wzor ogdlny: Wiasnosé:
Auey = Ay + T ay=ay+@n-1r an=w.g4yn;z

Suma n poczatkowych wyrazéw:
a + an
Si= 5

CIAG GEOMETRYCZNY
Ciag (a,) nazywamy geometrycznym, jesli ma co najmniej trzy wyrazy
i kazdy jego wyraz, z wyjatkiem pierwszego, powstaje w wyniku pomnoze-
nia poprzedniego wyrazu przez pewna stala liczbe  (iloraz ciagu).
Wzér rekurencyjny: Wzor ogdlny: Wiasnosé:
ana =an - q an = a - q"! @} =ap1 - ane, gdy n>2
Suma n poczatkowych wyrazow:

1-qn
s,.=a,»l_2 gdya#1

SZEREG GEOMETRYCZNY
Niech (a,) oznacza ciag geometryczny o ilorazie g. Ciag sum czesciowych
(Sn)y czyli $1 = a1, S = @y +@id, S5 = @i+ @1q + @1, ... nazywamy
szeregiem geometrycznym.
Jesli lal < 1, to ciag (Su) jest zbiezny, a liczbe § = lim S, nazywamy suma
szeregu geometrycznego. Mowimy tez, ze § jest suma wszystkich wyrazow
nieskoriczonego ciggu geometrycznego (an).
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ZESTAW ZADAN

1. Niech (p,) bedzie ciagiem kolejnych liczb pierwszych. Ciag () jest okreslony
wzorem ay, = (2n - 1)(n + 2). Znajdz siédmy wyraz ciagu by = an+) = Pn

A 116 B. 118 C. 131 D. 133

2. Ciag (an) jest okreslony wzorem rekurencyjnym: @, = 1, @n+1 = @y +n+ 1. Ktory
2 podanych wzoréw jest wzorem ogolnym tego ciagu?

A ap=2""l+n-1 B.a,=2n-1 c.:;,,:""z‘“ D.ap=8n-7

3. Wyrazy ciagu (a,) spelniaja warunek @,., = a, +2n - 1. Jedenasty wyraz tego
ciagu jest réwny 25. Wyraz ayo jest réwny:

A 44 B. -6 C.6 D. 44

4. Jeden z podanych ciagdw jest rosnacy. Ktory?

2 B.by=n?-2n C=ntl D.dy=17-nl
n 2n

A ap=

5. Liczby 1+v2 i 1-+v2 to odpowiednio pierwszy i trzeci wyraz ciagu arytme-
tycznego. Dziesiaty wyraz tego ciagu jest rowny:

A 1-17V2 B.1-9v2 C.1-8V2 D.10+v2
6. Oblicz sume dziesigtego, chcnasicgo i dwunastego wyrazu ciagu arytmetyczne-
20 (ay), wktérym as =8 i

A. 4,5 B.5,5 C.12 D. 15

7. W ciagu arytmetycznym (a,) spelniony jest warunek a; +ai; = 64. Dziewiaty
wyraz tego ciagu jest rowny:

A9 B. 18 C.32 D. 64

8. Pigtnasty wyraz ciagu arytmetycznego (a,) jest réwny 37. Suma ajo+azo Wynosi:
A 15 B.18,5 €.37 D.74

9. Pigtnasty wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 40, a suma pi¢tnastu jego
poczatkowych wyrazéw jest réwna 57. Pierwszy wyraz tego ciagu jest réwny:

A =324 B.-16,2 C.-36,2 D.-512
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10. Wszystkie liczby naturalne, dla kidrych reszta z dzielenia przez 7 jest rowna 3,
ustawiono w ciag rosnacy. Trzynasty Wyraz tego ciagu jest rwny:

A.81 B.87 C.88 D. 94

11. Liczby -2 i 4 to odpowiednio drugi i czternasty wyraz ciagu arytmetycznego
(@p). Suma azo + @z + ... +asp jest rowna:

A. 95 B. 100,5 C. 104,5 D. 110

12. Ciag okreslony wzorem ay jest ciagiem:

A. arytmetycznym o réznicy ; C. geometrycznym o ilorazie ;
B. arytmetycznym o réznicy % D. geometrycznym o ilorazie 7.

13. PoniZej podano wzory ogélne kilku ciagow.
ay=n* n=3 =3n dy=1-5 e=in+2l  fy=ln-2l
Tle wérod nich jest ciagow arytmetycznych?

A jeden B. dwa C.trzy D. cztery

14. W rosnacym ciagu geometrycznym (ay), spelniony jest warunek as = 7a.. lloraz
tego ciagu jest rowny:

1 3
A B. 5 c 7 D.7

1

V7

15. W ciagu geometrycznym (a,) dwa poczatkowe wyrazy sa rowne: a, = /3,
a2 = 3. Wz6r na n-ty wyraz tego ciagu mozna zapisa¢ w postaci:

Aan=(V3)" Ban=3"1-v3  Cap=3(3)" b.a,- ()

16. Ciag geometryczny (ay) jest okreslony wzorem a, = (v/3)". Suma o$miu po-
czatkowych wyrazéw tego ciagu jest rowna:

. V3) .
A.40(3+V3) c A
B.40 (1+/3) D.i'\’g-fs

17. Skladniki sumy 2 +2v2 +4 + ... + 162 sa kolejnymi wyrazami ciagu geome-
trycznego. Suma ta wynosi:

A 302+ 1) B.30(v2-1) C.34-18V2 D. 15(1 +2)
18. Suma wszystkich wyrazow f ciagu § wzorem ap =
jest réwna:

AS B.25 [ D. 100
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19. Dziesiaty wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 1, a ostatni wyraz — czter-
dziesty — jest réwny 11. Oblicz sume wszystkich wyrazéw tego ciagu.

20. Oblicz sume wszystkich trzycyfrowych parzystych liczb naturalnych.

21. Wszystkie wyrazy ciagu geometrycznego (a,) sa dodatnie i spetniony jest wa-
runck a; - az = 6a;. Oblicz iloraz tego ciagu.

22. Wykaz, ze liczby (v/3)*~23,9, 3243 w podanej kolejnosci tworza ciag geome-
tryczny. Czy iloraz tego ciagu jest liczba wieksza od 37

23. Wykaz, ze ciag log, 10, log, 100, log, 1000, ... jest ciagiem arytmetycznym.
Czy roznica tego ciagu jest liczby wieksza od 37

24. suma trzech poczatkowych wyrazéw pewnego ciggu geometrycznego jest row-
na trzykrotnosci pierwszego wyrazu. Wiadomo, Ze ciag ten nie jest ciagiem stalym.
Oblicz iloraz tego ciagu.

25. Wykaz, ze ciag (an) okreslony wzorem a, = log, 10" jest ciagiem arytmetycz-
nym oraz ze réznica tego ciagu jest liczba niewymierna.

26. W pewnym ciagu geometrycznym (a,) spelniony jest warunek as - a; = 121.
Oblicz as.

27. Ciag (an) jest okreslony wzorem a, = n® + 13n - 12. Uzasadnij, Ze réznica
dwoch kolejnych wyrazow tego ciagu jest liczba parzysta.

28. W pewnym amfiteatrze jest razem 1250 miejsc w 25 rzedach. W drugim rzedzie
9.0 3 miejsca wiecej niz w pierwszym, w trzecim — o 3 miejsca wiecej niz w drugim
itd. W kazdym rzedzie miejsca ponumerowane s liczbami 1,2,3 itd.

a) Jaki numer micjsca w rzedzie XVI trzeba wybrac, aby siedzie¢ dokladnie na
srodku rzedu?

b) Bilety na miejsca w rzedach od I do XVI sq drozsze. Czy drozszych bilet6w jest
wiecej czy mniej niz polowa?

29. Marcin, ktéry ostatnio zjadal dwie tabliczki czekolady dziennie, postanowit
W niedziele, Ze od jutra codziennie bedzie jadt o 5% czekolady mniej niz dnia
poprzedniego.

a) lle czekolady powinien zje¢ w nastepna niedziele? Wynik zaokraglij do czesci
dziesiatych.

b) O ile co najmniej procent dziennie Marcin powinien zmniejsza¢ porcje zjadanej
czekolady, aby w nastepna niedziele po raz pierwszy zjes¢ mniej niz 1 tabliczke?
Wynik zaokraglij do 0,1% tabliczki.
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30. Na szpule o $rednicy 7cm nawijana jest wstazka o dlugosci 5m. Podczas kaz-
dego kolejnego pelnego obrotu szpuli nawija si¢ na nia fragment wstazki o 2mm
diuzszy niz podezas poprzedniego obrotu. Ile razy nalezy obrécic szpule, by nawi-
nela si¢ na nig cala wstazka? Przyjmij, ze

31. Wykaz, e jezeli ciag (a) jest geometryczny, to dla dowolnych dodatnich liczb
naturalnych n i k, gdzie k < n, spelniony jest warunek:

lanl = /a@n-k = anex
32. Zbadaj monotonicznos¢ ciagu (a,), gdzie an= -t - 1

33. Ciag (a,) okreslony jest wzorem rekurencyjnym:

@ =5, @ =8, ano=an-an
lle réznych liczb wystepuje w tym ciagu? Podaj siédmy i siedemnasty wyraz tego
ciagu.

34. Wszystkie wyrazy ciagu (a,) okreslonego wzorem ay = ( ixfu)" sq dodat-

nie. Wyznacz najmniejszq liczbe calkowita x, dla ktérej jest zbiezny nieskoriczony

szereg @) +ax+az+....

35. Suma trzech poczatkowych wyrazéw pewnego ciagu geometrycznego jest row-
na 12. Suma § wszystkich wyrazow tego ciagu jest rowna 102. Niech S, oznacza
sume n poczatkowych wyrazow. Znajdz najmniejsza parzysta liczbe n, dla ktorej
spelniona jest nieréwnosé § - S, < 4.
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WLASNOSCI FUNKCJI. FUNKCJA LINIOWA

PODSTAWOWE POJECIA

Funkeja f okreslona na zbiorze X o wartosciach w zbiorze Y to takie
przyporzadkowanie, w ktérym kazdemu elementowi zbioru X odpowiada
dokladnie jeden clement zbioru Y.

fiX—Y

Zbiér X, na kiérym okreslona jest funkcja, nazywamy dziedzing funkdji,
a kazdy element dziedziny nazywamy argumentem funkcji.

Argument a jest miejscem zerowym funkcji f, gdy f(a) = 0.

MONOTONICZNOSE FUNKCII

¥
- fxa)

- fx) x|

Funkcja f jest rosnaca, Funkcja f jest malejaca, Funkcje, ktdra dla
gdy dla dowolnych ar- gdy dla dowolnych ar- kazdego argumentu
gumentow x; i x> praw- gumentéw X1 ix; praw-  przyjmuje takq sama,
dziwa jest implikacja:  dziwa jest implikacja:  wartos¢,

xi<x: > o)<l x<x2 = fo)>fix)  funkefa stala,

Uwaga. Niech x1, x; beda dowolnymi liczbami ze zbioru A, takimi ze x; < X2,
i niech A bedzie podzbiorem dziedziny funkeji f. Wowezas:

Jesli f(x2) - f(x1) > 0, to funkcja f jest rosnaca w zbiorze A.

Jesli f(x2) - f(x1) < 0, to funkeja f jest malejaca w zbiorze A.

FUNKCJA ZLOZONA

Symbol g ¢ f oznacza funkcje zlozona, ktéra argumentowi x przyporzad-
Kowuje wartos¢ g(f(x).

Dziedzing funkeji zlozonej g o f jest taki podzbiér dziedziny funkdji f,
kiéry zawiera te argumenty, dla ktGrych wartosci funkeji f naleza do dzie-
dziny funkeji g.
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PRZEKSZTALCANIE WYKRESOW FUNKCJI

b(
y=fx +5)+7

Wykres funkcji y = f(x-p) +q otrzy-
mujemy, przesuwajac wykres funkeji
y=f(x) o wektor 7 = [p,ql.

dem osi x. (s_ﬂx

Wykres funkcji y = ~f(x) jest symetrycz-
ny do wykresu funkeji y = f(x) wzgle-

Y=f-n Vi y=f®

Wykres funkeji y = f(-x) jest symetrycz-
ny do wykresu funkgji y = f(x) wzgle:  ——
dem osi y.

=1

Wykres funkeji y = |f(x)| otrzymujemy " ¥

2 wykresu funkeji y = £(x) w nastepuja- A
¢y sposcb:
Punkty wykresu funkcji y = f(x), ktore 2 v‘
znajduja sie nad osiq x (Iub na osi), zo- ,/(x“

4

stawiamy bez zmian.

¥

Punkty wykresu funkeji y = f(x), ktére
znajduja si¢ pod osia x, odbijamy syme-
trycznie wzgledem osi x.

FUNKCJA LINIOWA

Funkcje okreslong na zbiorze liczb rze-
czywistych, ktérej wzor mozna zapisac
wpostack o
gdzie a i b sq liczbami rzeczywistymi,
nazywamy funkgja liniowa.

Wykresem funkji liniowej jest prosta.

PRZYGOTOWANIE DO MATURY



ZESTAW ZADAN

1.Na rysunku przedstawiono wykres
funkeji f. Wskaz zdanie prawdziwe.
A. Dziedzing funkcji f jest przedzial
(-6;7).
B. Zbiorem wartosci funkcji f jest prze- 1
dzial (~3;6). h %
C. Funkcja f przyjmuje wartosci ujemne
dlax & (-65-5) U (1;3) U (3;6).
D. W przedziale (-6;-4) funkcja f jest
rosnaca.

2. Na rysunku jest przedstawiony wy-
kres funkeji f. Wskaz zdanie falszywe.

A. Suma miejsc zerowych funkji £ jest
réwna -10.

C. Funkja f przyjmuje wartos¢ -0,1 dla
trzech argumentow.
D. Rownanie f(x) = 2,5 nie ma rozwiazan.

3. Funkcja f jest okreslona za pomoca tabeli przed- X 12
stawionej obok. Ktéry z ponizszych wykresow jest 5 1
wykresem funkji g(x) = f(x - 2) - 4?7 )
AV B. VI [ b7 D. yI
L 1
X T X X

4. punk (5, 1) nalezy do wykresu funkeji okreslonej wzorem f(x) = -1, gdy:

Am=3 B.m=4 Ccm=5 D.m=6
5. Dana jest funkcja f(x) = x* — 3x. Wskaz przedzial, do ktérego nalezy rozwiazanie

rownania f(x - 1) = f(x +3).

A (-25-1) B. (-1;0) ¢ (051) D. (1:2)
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6. Dana jest funkcja f(x) = X-=2. Wskaz zdanie prawdziwe.

Vx+3

A. Dziedzing funkeji f jest przedzial (-

B. Wykres funkeji f przecina o$ y w punkcie, ktdrego obie wspolrzedne sg liczbami
calkowitymi.

C. Funkgja f ma dwa miejsca zerowe.

D. Wykres funkeji f przechodzi przez punkt (~1,-4v2).

7. Dana jest funkcja:
e {- Ix=1, gdyxe (-wi-3)
2x+4,  gdyxe (-3;+0)
Dla jakich argumentow funkcja f przyjmuje wartosci wigksze od 5007
A x e (-1503;+m) C.xe (-3;248)
B. x € (~1800;-1500) U (240;500) D. x € (~005-1503) U (248 +o0)

8. 0 funkdji f wiadomo, ze jest rosnaca w przedziale (-o0;5) i malejaca w prze-
dziale (5;+0) oraz ze f(1) = f(7). Ktéra z podanych nier6wnosci jest falszywa?
A f(10)> F(11) B. f(-5) < f(0) C. f(-2) < f(6) D. f(3) <f(9)

9. Wykres funkcji f(x) = V2X -5 przeksztalcono przez symetri¢ wzgledem osi X,
anastepnie przesunicto o 3 jednostki w dol. Otrzymano wykres funkc

A g(x)=—2(x-3)-5 C.g(X)=-3-v2x-5
B.g)=V2x-5-3 D. g =~ (VZx-5-3)

10. Dana jest funkcja:

o= {

Zbiorem wartosci funkcji g(x) = f(x + 50) - 20 jest:
A (-22;-17) B. (48;53) c. (-52;-47) D. (18;23)

x+4L, gdyxe (-8;-2)
3 gdyx e (-2;2)

* g

11. Wykres funkeji f(x) = ax + b przecina osie ukladu wspélrzednych w punktach
(0,-6) i (2,0). Suma wspolczynnikow a + b jest rowna:

A9 B.—4 c.-3 D.2}

12. Wykres jednej z ponizszych funkgji przechodzi przez druga, trzecia i czwarta
éwiartke ukladu wspotrzednych. Ktéra to funkcja?

12x+35 B.y=17x-62 c.

Ay 67x-13 D.y=51x+28
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13. Dla jakiej wartosci m funkcje f(x) = mx+m+5 i g(x) = 2x -5 maja to samo
miejsce zerowe?

Adlam=-12 B.dla m=-0,7 C.dlam=08 D.dlam=1

14. Wykresy funkji f(x)=x~7 i g(x)=-8x+11 przecinaja si¢ w punkcie, ktérego
suma wsp6lrzednych jest réwna:

A.-10 B.-6 c.-3 D. 4

15. Funkeja f jest okreslona wzorem f(x) = [x 51, a jej dziedzing jest zbior liczb
calkowitych. Dla ilu argument6w wartosé tej funkeji jest mniejsza od 77

A 12 B.13 C.14 D. nieskoriczenie wielu

16. Wykres funkeji f(x) = ~2x* + X przesunicto o wektor [-2,0], a nastepnie prze-
ksztalcono przez symetrie wzgledem osi y. Otrzymano wykres funkcji:

A glx)=2x3-x* -2 C. g(x)=2x% +3x% +4x +12

B. g(x) = 2x3 ~ 11x% + 20x - 12 D. g(x) = 2x° + 5x2 + 12X + 20

17. Dana jest funkcja f(x) = ||2x ~ 4| - 4| + m. Kt6re zdanie jest falszywe?
A. Jesli m > 0, to funkcja f nie ma miejsc zerowych.

B. Jesli m = 0, to funkcja f ma dwa miejsca zerowe.

C. Jesli ~4 < m <0, to funkcja f ma cztery miejsca zerowe.

D. Jesli m < -4, to funkeja f ma dwa micjsca zerowe.

18. suma miejsc zerowych funkcji f(x)=3x-2|-2|x+1[+3 jest rowna:
A0 B.3,6 cs D. 6,4

19.Dane sa funkcje f(x) = 4/x-3| i g(x) = ~2|x+1l. Dla jakich argumentow
spetniona jest nier6wnosé f(x) +g(x) < —4?

A.XE(Z%;S) B.x € (-35) Cxe(-133) D.xe(l%:s%)
20. Na rysunku sa przedstawione wykresy funk- %

Gji f 1 g. Ktdra z réwnosci jest falszywa?

A flg)=2 C.f(f4)=3

B.g(f(-3) =5 D.g(g-2)=1

24X i g(x)=2x+5.

(F o g)x).

A h(x)=4x2 + 21X+ 25 C. h(x) = 4X% + 22X + 30
B. h(x) = 2x* +2x+5 D. h(x) = 2x® + 7x* + 5x

21. Dane sa funkgje: f(x)
Wskaz wzor funkcji h(x)
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22. Na rysunku sq przedstawione wykresy funk- b

cji f i g. Rozwazmy funkcje: g
h(x) = f(x) - g(x)

a) Podaj wartosé h(4).

b) Znajdz miejsca zerowe funkcji h. 4

© Czy funkgja h jest monotoniczna?

d) Dia jakiego argumentu funkcja h przyjmuje

wartos¢ najwiksza, a dla jakiego — najmniej-
5237 Jakie to wartosci?

23. Na rysunku przedstawiono wykres funkgji f. .
) Narysuj wykres funkcji g(x) = f(x+3)+ 1. r

Dla jakich argumentdw (nalezacych zaréwno do
dziedziny funkdji £, jak i do dziedziny funkcji g)
spelniony jest warunek g(x) > f(9? 1

b) Okres, dla jakich wartosci parametru k funkcja i X
h(x) = £(x) + k ma dokladnie dwa miejsca zerowe.

24. Funkcja f ma nastepujace wlasnosci:

© Dziedzing funkcji f jest zbiér liczb rzeczywistych.
© Zbiorem wartosci jest przedzial (~c;7).

* Mi

cami zerowymi funkeji f sa liczby: -5, 0,3 17.
« Funkcja jest malejaca w przedziatach: (-eo;-2), (1;3) oraz (5;+e).
* Funkcja jest rosnaca w przedziatach: (~2;1) i (3;5).

Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci niedodatnie?

25.2) Wykaz, ze jezeli ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym, to w ukladzie wspol-
rzednych wszystkie punkty (n,ay) lezq na jednej prostej.

b) Piaty wyraz pewnego ciagu arytmetycznego (a,) jest réwny 15, a réznica tego
ciagu wynosi -3. Znajdz rownanie prostej, na ktérej lezq wszystkie punkty wykresu
ciagu (an).

26. Funkcja f kazdemu punktowi P plaszezyzny przyporzadkowuje sume wspol-
rzednych tego punktu. Funkcja g kazdemu punktowi plaszczyzny przyporzadko-
wuje iloczyn wsp6irzednych tego punktu. Zaznacz w ukladzie wspéirzednych zbior
punktéw, dla ktorych spetniony jest warunek:

a) f(P)>0

b) g(P) <0

222 PRZYGOTOWANIE DO MATURY



27. Naszkicuj wykres funkcji
wykres, naszkicuj wykres funks

a) g0 = [2-%°| b) g(x) = [(x-2?|

3, a nastepnie, odpowiednio przeksztalcajac ten

28. Oznaczmy przez f(A) zbior wszystkich liczb,
Ktore s wartosciami funkcji £ dla argumentéw ze
zbioru A, tzn. f(A) = {f(x) : x € A}.

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkc

f00 = 1x -

2 -2x+4
Niech A = (1;3), B=(-2;1).

a) Znajdz f(A) i f(B).

b) Sprawdz, czy f(ANB) = f(A)\f(B).

29. Korzystajac z definicji funkeji rosnacej, udowodnij, ze funkcja f(x) = 2=2 jest

rosnaca w przedziale (-eo;3).

30. Korzystajac z definicji funkqji rosnacej, udowodnij, ze jesli funkcje f i g sa
rosnace w przedziale (a;b), to funkcja h(x) = f() + g(x) tez jest rosnaca w tym
przedziale.
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FUNKCJA KWADRATOWA

WZORY FUNKCJI KWADRATOWE)

Funkcje okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych, ktorej wzér mozna za-
pisa¢ w postaci y = ax? + bx + ¢, gdzie a, b i ¢ sq liczbami rzeczywistymi
i a 40, nazywamy funkcja kwadratowa.

Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola.

Vi

.
h
<
h
¥
;
g

Wzér w postaci ogolnej:
f(x) = ax?+bx +c

Wierzcholek paraboli ma wspétrzedne:

(
2a’4a
gdzie A = b? - 4ac

Wz6r w postaci kanonicznej:

y=akx-pP+q

Wierzcholek paraboli ma wspétrzedne:

()

Wz6r w postaci iloczynowej:
Jesli funkcja kwadratowa ma dwa miej-
sca zerowe Xi, X2, to jej wzor mozna
zapisa w postaci:

() = a(x - x)x - x2)
Wierzcholek paraboli ma wspolrzedne:

(2 ;Xz‘ (e ;Xz))

Uwaga. Jesli funkcja kwadratowa ma jed-
no miejsce zerowe Xo, to jej wzér mozna
zapisa¢ w postaci y = a(x - xo)2. Wowczas
wierzcholek paraboli ma wspélrzedne (xo, 0).
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MIEJSCA ZEROWE FUNKCJI KWADRATOWE)

Liczba miejsc zerowych funkdji kwadratowej y = ax? + bx + ¢ zalezy od
wartosci A = b? - 4ac.

Jesli A > 0, to funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe:

_=b-v& _=b+ VA
R I T
Jesli A =0, to funkcja kwadratowa ma jedno miejsce zerowe:
o= 50

Jesli A <0, to funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych.

a>0 a=0 a<o
a>0 ¥k a>0 Yi/a>0
X X X
a<o a<o a<o

ZESTAW ZADAN

1. Dana jest funkeja: 2x+3)x-1), gdyx<0

ﬂx'z{g—l. gdy x>0
Miejscami zerowymi funkeji f sq liczby:

A-3i1 B.3i-1 €.=3i2 D.-61i-1

2. Wykres funkgji f(x) = x2~2x~10 przecina wykres funkdji g(x) = ~3x+10 w dwéch
punktach o wsp6lrzednych:

A(0,-10) i (5,5)

B.(-5,25) i (4,-2)

C.(0,10) i (-5,-5)

D. (1-VIT, 13+3VT0) i (1+ V1T, 13-3V11)

3. Wykresem pewnej funkcji kwadratowej jest parabola o wierzchotku (-3, 2), prze-
cinajaca 0§ y w punkcie (0, ~1). Wartos¢ tej funkcji dla argumentu -6 jest rowna:

A -4 B. -1 C. 4 D.§
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4. Funkcje ktérej wykres
na rysunku mozna opisac wzorem:

A fX) = —3(x+ Dx-4) C. (0= 2o+ D(x - 4)
B. f(x) = —H(x = 1)(x +4) D. f(x) = $(x~1)(x+4)

5. Punkt W to wierzcholek paraboli o réwnaniu y = -2(x + 1)(x - 5). Parabola ta
przecina o§ x w punktach A i B. Pole trojkata ABW jest réwne:

A6 B.12 C.48 D. 54

6. Miejscami zerowymi pewnej funkcji kwadratowej sa liczby —1 i 2. Do wykresu
tej funkcji nalezy punkt (1, 4). Wykres ten przecina o$ y w punkcie:

A0, 4) B. (0, -4) c(0.3) D. (0,-3)

7. Wykresem funkji kwadraluwe] f jest parabola o wierzchotku W = (-7, 9). Wow-
czas prawdziwa jes

A f(9)=f(=7) B. f(-11) = f(-17) C. f(1) = f(-15) D. f(2) = f(-9)

8. Maksymalny przedzial, w ktorym funkcja f(x) = -3(x+1)(x~13) jest malejaca, to:
A (-o05-1) B. (-o0;1) . (65+%) D. (13;+00)

9. Funkcja kwadratowa f jest okreslona wzorem f(x) = ax?+bx+c. Jezeli wierzcho-
fek paraboli, ktéra jest wykresem tej funkcji, ma wspélrzedne (-1, 3), to spelniony
jest warunek:

A2c-b=6 B.a- C.a=2b D.c=3a

10. Najwicksza wartos¢ funkcji kwadratowej f(x) = ax? + bx + ¢ jest rowna 2 oraz
F(=6) = £(4) = 7. Wartos¢ wspélczynnika a wynosi:

1 5 2
Al B35 c2 D.2

11. Pewna funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe. Wierzcholek paraboli, kt6-
ra jest wykresem tej funkcji, ma wspélrzedne (24, 36). Suma micjsc zerowych tej
funkcji wynosi:

A. 48 B.-24 C.36 D. 72

12. Najwiksza wartos¢ funkcji (9 = ~(x + 37 + 20 w przedziale (-2;2) jest réwna:
A5 B.3 c19 D.20

13. Ile jest liczb calkowitych spelniajacych nieréwnosé —2x2 —x + 21 > 0?7
AS B.6 c7 D.8
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14. Ciag (ay) jest okreslony wzorem a, = n(n - 14). Ile wyrazow tego ciagu jest
mniejszych od 157

A 13 B. 14 €. 15 D. 16

15. Wykres funkgji £(x) = ax2+bx+c przesunicto o wektor = [3, -5 i otrzymano
wykres g(x) = 2(x - 1) + 4. Wsp6lczynniki a, b oraz c sa réwne:

Aa=-2,b=-8
B.a=-2, b=16,

16, c=31
8, c=17

16. Miejsca zerowe funkcji kwadratowej f to -3 i 5. Wowczas /J% jest réwne:

= 4 4
A -1 B. 1 C. 7 D. H

17. Znajdz wszystkie liczby, kiére spelniaja jednoczesnie trzy podane nieréwnosci.
(1+2x)5-%x)>0 X% >8(x-2) (3x-4)° >6-25x

18. Woda wyplywajaca z weza strazackiego porusza sie po linii, ktéra jest frag-
mentem paraboli. Na wykresie przedstawiono tor ruchu wody (kropka zaznaczono
wierzcholek paraboli). Oblicz, na jaka najwicksza wysokos¢ siegnela woda.

i

¥ - wysoko$¢ w metrach

13 30 X

19. Kopnieta pitka poszybowala w gore. Najwyzszy punkt osiagnela po 1,5 s ruchu.
Ponizszy wykres przedstawia, jak zmieniala si¢ wysokos¢, na ktorej znajdowala si¢
pilka, od momentu, w ktérym zostala kopnieta, do momentu, gdy upadla na zie-
mie. Wykres ten jest fragmentem paraboli. Oblicz, po jakim czasie pilka spadia na

ziemie.

x- czas w sekundach
1 ¥ - wysokosé w metrach
15 X

20. Znajdz wspolrzedne punktéw przeciecia wykresow funkei f i g, gdzie:

-3, gdyx<2
00 {x gdy x <

2 _6x-11
—ox+7, gdyx>2 =
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21.Dla jakich argumentéw wartosci funkcji f(x) = x
tosci funkcji g(x) = 2x+ 102

3x -4 sq wigksze od war-

22. Dane sa funkgje:
fx) =

Znajdz argument x, dla kdrego réznica f(x) - g(x) ma najwicksza wartosé.

2x2 -4x+3 i gx)=3x2 +x-2

23. Trzynasty wyraz ciagu arytmetycznego jest réwny 0, a wyraz dwudziesty trzeci
jest rowny 2. Tle co najmniej poczatkowych wyrazow tego ciagu nalezy dodaé, aby
ich suma byla liczba wieksza od 1007

24. Znajdz najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkgji y = -x? +6x + 7 w przedziale
(-10;20).

25. 7 drutu nalezy wygiac uchwyt do szuflady. Jakie
wymiary powinien mie¢ prostokat ograniczony tym
uchwytem i §ciankq szuflady, aby jego pole bylo jak
najwicksze, jesli dugos¢ widocznej czesci drutu wy-
nosi 20 cm? Pomifi grubos¢ drutu.

26. Uzasadnij, Ze jesli funkcja kwadratowa y = ax? + bx + ¢ ma dwa miejsca zerowe
X1, X2, to jej wykres przecina 0§ y w punkcie (0, ax; x2).

27.7 drutu o dlugosci d nalezy zbudowaé ramke w ksztalcie réwnolegloboku,
w ktérym kat ostry miedzy bokami ma miare «. Wykaz, ze aby ramka ograniczata
jak najwicksze pole, powinna mie¢ ksztalt rombu.

28. Okres] wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych réwnanie px? +3x +4p = 0
ma dwa rézne pierwiastki, ktorych suma odwrotnosci jest nie mniejsza niz 3.

29. Okres] wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych réwnanie x* +px?-p+1 =0
ma cztery pierwiastki.

30. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych funkeja okreslona wzo-
rem f(x) = x?+2(m+ Dx +4m + 1 ma dwa pierwiastki o r6znych znakach x; i x,
spelniajace warunek [, - xz| <2.

31. Okresl wszystkie wartosci parametru m, dla kiérych rownanie x2 —2mx +m—1=0
ma dwa rozne pierwiastki mniejsze od 2.

32. Rozwiaz nieréwnosé:
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WIELOMIANY | WYRAZENIA WYMIERNE

WIELOMIANY

Wielomianem stopnia n zmiennej X nazywamy wyrazenie:

AnX" + @no X"+ L+ @XP + 4 X + do,
gdzie wspolezynniki @y, @n-1, ... @2, a1, @o sa liczbami rzeczywistymi
ineN oraz ay#0.

Dwa wielomiany sq réwne, gdy maja ten sam stopieri oraz maja takie same
wspdlczynniki przy odpowiednich potegach.

Liczbe, kt6ra jest jem rownania wielomi W) =0, nazy-
wamy pierwiastkiem wielomianu W(x).

Liczba a jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W(x), gdy W(x) mozna
przedstawié w postaci:
(x-a) - P(x),

gdzie P(x) jest wielomianem i P(a)# 0.

TWIERDZENIE BEZOUTA

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x) wtedy i tylko wtedy, gdy wie-
lomian ten jest podzielny przez dwumian x - a.

TWIERDZENIE O RESZCIE

Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x-a jest rowna W(a).

T o W NYCH
Zal6zmy, ze w réwnaniu wielomianowym:

X"+ A X 4@ X+ dp = 0
wszystkie wspélezynniki s liczbami calkowitymi oraz @ # 0 i ay 0.
Jesli rozwigzaniem tego réwnania jest liczba wymierna, to mozna ja przed-
stawié w postaci ulamka ?, gdzie licznik p jest dziclnikiem wyrazu

wolnego ao, a 4 jest wspolc: an.

Uwaga. Z powyZszego twierdzenia wynika, Ze jesli rozwiazaniem wielomianu
o wspélczynnikach calkowitych jest liczba calkowita, to jest ona dzielnikiem
wyrazu wolnego.
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FUNKCJA WIELOMIANOWA

Funkeje okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych, kiérej wz6r mozna za-
¢ w postaci y = W(x), gdzie W(x) jest wiclomianem, nazywamy funkcja
wielomianowa.

Uwaga. Aby naszkicowac wykres ilustrujacy, jak zmienia si¢ znak wartosci funkcji
wielomianowej, postepujemy w nastepujacy sposb:

Najpierw znajdujemy pierwiastki wielomianu W(x), okreslamy ich krotnosci i za-
znaczamy te pierwiastki na osi x. Rysowanie wykresu zaczynamy od prawej
strony i gdy @, > 0, to zaczynamy nad osia x, a gdy @, <0 — pod osia x. Jesli
punkt na osi x odpowiada pierwiastkowi parzystokrotnemu — linia pozostaje po
tej samej stronie osi. Gdy punkt odpowiada pierwiastkowi nieparzystokrotnemu
— linia przechodzi na druga stron osi x.

a,>0 a,<0
pierwiastki pierwiastek
nieparzystokrotne parzystokrotny
X X
plerwiastek plerwiastk
parzystokrotny nieparzystokrotne

WYRAZENIA WYMIERNE

Niech W(x) i V(x) sq wielomianami i V(x) nie jest wielomianem zerowym.
Wyrazenie:

Wx)

Vix)
nazywamy wyrazeniem wymiernem. Dziedzing tego wyraZenia jest zbior
liczb rzeczywistych takich, ze V(x) 4 0.

ROWNANIA | NIEROWNOSCI WYMIERNE
Niech V(x) 4 0.

we _
Vix) 0

]

Wx) =0

‘c;;; >0 = WN-VE>0

W) .
Vix) < 0 < Wi(x) - V(x) <0
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ZESTAW ZADAN

1. Wielomiany (ax® + bx)(2x - 1) oraz 3x (cx* +x) - (2x* + dx) sq réwne. Ktora
2 wartosci jest podana blednie?

Aa=0 B.b=1j Cec=1 D.d=1

2. Reszta z dzielenia wielomianu —5x* + ax? + 2ax + 3 przez dwumian x + 1 jest
réwna 7. Wynika stad, ze:

Aa B.a=-3 Ca=3 D.a=7

3. Liczba 7 jest pierwiastkiem jednego z ponizszych wielomianéw. Wskaz ten wie-
lomian.

A 14x° - 5x% +2x% +3 C.5x8+ 14xt + 21x° - 1

B.3x0-21x7 + 2x - 14 D. 7x0+3x% +14x3 +5

4. Tylko jedna z podanych liczb jest pierwiastkiem wielomianu 6x +14x* +9x+21.
Wskaz te liczbe.

12 12 21 24
A-12 B.-12 c-2} D.-24
5. Réwnanie x* - 7x* +12x = 0 ma:

A. dwa rozwiazani C. cztery
B. trzy rozwigzania, D. pie¢ rozwiazan.

6. Tloczyn rozwigzan réwnania 2x* —x* +4x -2 =0 jest réwny:

A2t B.-27F c 2% D.2t
7. W wyniku dzielenia wielomianu 2x - 3x% - 5x + 1 przez dwumian x - 3 otrzy-
mujemy:

A, -2x% -3x -5 reszta 2 C.x%-3x -5 reszta 3
B. 2x% +3x+4 reszta 13 D. 2x% +9x + 32 reszta -65

8. Liczba -2 jest pierwiastkiem réwnania 2x3 + 2x? - 5x - 2 = 0. Jednym z pozosta-
tych pierwiastk6w tego réwnania jest:

A LeVE B.2 3

9. Zbior rozwiazan nieréwnosci ~3x3 (x +3) (x - 5)° <0 jest rowny:
A (~205-3) U (035) U (55+0) o 3) U (0;40)
B. (-3;0) U (5;+w) D. (-3;0)
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10. Ile jest liczb calkowitych, ktére spelniaja nierownosé 16x6 -8x5 —4x* +2x3 < 07

A, nie ma takich liczb C. tylko dwie
B. tylko jedna D. nieskoriczenie wiele
11. suma i 3 jest rowna:
A X42x+3 B, X2+2x+3 c 6 D, X +2x%+3x
Cxe N Xtx2+xd N X6
12. Wyrazenie —#X=5_ jest rowne:
Xe3x+2

x=1_x+2 L x-1_x-2
A'X+2 x+1 B. D. X+2 x+1
13. Suma wszystkich rozwiazan rownan 3 wynosi

45 23
B.-42 c.-22

14. Najwickszym z rozwiazari réwnania =3 =5F0+33(x=2) _ g jest:

=6(x +3)(x-5)
A0 B.2 c3 D.5
|y
15. Wykres funkji h przedstawiony na rysunku
obok powstal w wyniku przesuniccia wykresu funk- M~
’ 3 i " 5
cji (0 = 3. Wskaz wzor funkcji h.
_3xs5
C.h(x = 3525 .
2 1 x

16. Na ponizszych rysunkach przedstawiono fragmenty wykresow funkeji:

,x +4 - C-4
ax) = heo =503

x2-4
Dopasuj wzory funkeji do wykresow.

IR

D.f—@®
-®
-©
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17.Na rysunku obok przedstawiono
fragment wykresu pewnej funkcji, kto-
Tej wzor ma postac:

fl=axxb

Ktéra z wartosci wspotczynnikow jest
podana biednie?

Bl

e

ot

6wnosé =7 st 16 vazna SRO&
19. Nieréwnosé¢ 575% < gl Jest réwnowazna nierGwnosei:
A 9=2x > 8x=6 C.=7(8x~6) < 5(9 - 2x)
B. (9-2x) Bx-6) <35 D. (9~ 2X)(8x - 6)(~46x - 3) < 0

20. Ile liczb catkowitych spelnia nieréwnosé R 4 X+2 o 7
A. zadna C. pig¢
B. dwie D. nieskoriczenie wiele

21. Rozwazmy nastepujace wielomiany:
UG): ax? +bx V: 2% - 1183 + 12x W) x-3

Dla jakich wartosci wspélczynnikéw a i b wielomian U(x) - V(x) jest réwny wielo-
mianowi U() - W(x)?

22. Dzielac pewien wielomian W(x) przez dwumian x +2, otrzymujemy 2x2 +3x -4
oraz reszte 5.

a) Znajdz wiclomian W(x).

b) Znajdz reszte z dzielenia W(x): (x + 1).

 Znajdz pierwiastki wielomianu W(x).

23. Réwnanie (x+2)(x? +mx+3m~1) = 0, gdzie m jest liczba catkowita, ma doklad-
nie dwa rozwiazania i sa nimi liczby calkowite. ZnajdZ te rozwiazania.

24. Oblicz, dla jakiej wartosci p wielomian x* + px? - 3x - 18 jest podzielny przez
X +3. Dla wyznaczonej wartosci p rozwiaz nieréwnosé x* + px? - 3x - 18 < 0.
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25. suma pol dwéch prostokatéw wynosi 10. Jeden z tych prostokatéw ma wymia-
1y axb, a drugi (a- 1) x b. Zapisz wzér funkcji b = f(a), tzn. funkcji, ktora opisuje,
jak wielkos¢ b zalezy od wielkosci a. Podaj dziedzine i zbior wartosci tej funkcji.
Naszkicuj jej wykres.

26. Rozwiaz réwnania:
—opt-pre2=0 O-2pi-p?e2 _
P - pt+ i o5

. Dla jakiej wartosci p wielomiany 5x* +41x +2 i —4x* +p:
27. Dla jaki S 1 Sxt+dlx+2 1 —4x°
pierwiastek catkowity?

8 maja ten sam

28. suma wszystkich wspélezynnikéw wielomianu x* +ax? +bx + ¢ jest réwna 0.
Wielomian ten ma trzy pierwiastki, ktore tworza ciag arytmetyczny o ruzmcy
Oblicz wspétezynniki a, b oraz c. Rozwaz wszystkie mozliwe przypa

29. Oblicz pole rdjkata, Kidrego wierzcholkami sa: poczarek ukladu wspo\rzed'

nych oraz punkty przecigcia si¢ wykresow funkeji f(0 = 15 +3

30. Oblicz, dia jakich liezb rzeczywistych a b nierduose (1= a)x-1) > 0 ma taki
sam zbior rozwiazan jak nieréwnosé

=R

31. Liczba -3 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu:
X 43x% - dx? +3x+45
) Rozl67 ten wielomian na czynniki jak najnizszego stopnia.
b) Uzasadnij, Ze ten wielomian przyjmuje tylko wartosci nieujemne.

32. Naszkicuj wykresy funkji f(x) = (x+2)(x+1) i g(x _ﬁ:f Oblicz wspélrzed-
ne punktéw przeciecia wykresow funkcji £ i g.

33. Wykaz, ze punkty przecigcia wykresow funkgji f(x) = m +aigx) =
gdzie a 40, leza na prostej o réwnaniu y = x.

34. Na rysunku obok przedstawiono fragment wy-
kresu funkeji, ktGrej wzor ma postac:
_Xeaxsh
= rrexed
a) Zapisz wzor funkdji f,
d odpowiednimi liczbami.

litery a, b, c,

b) Oblicz wspdirzedne punktu, w ktorym wykres
funkgji £ przecina o y.
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FUNKCJE WYKEADNICZE | LOGARYTMICZNE

FUNKCJA WYKEADNICZA

Funkcje, ktérej wzor mozna zapi-
sa¢ w postaci:

y=

X, gdziea>0,

FUNKCJA LOGARYTMICZNA

Funkcje, ktorej wzor mozna zapi-
saé w postaci:

y=log,x, gdziea>0ia#l,

funkcja 3
Dziedzing funkcji wykladniczej jest
2bior liczb rzeczywistych.

Jezeli a > 1, to funkgja y = a* jest
rosnaca.

a>1 ¥

Y5

Jezeli 0 < a < 1, to funkcja y = a¥
Jjest malejaca.

O<a<l

Jesli a=1 to funkcja y = a* jest
funkeja stata.

Wykres kazdej funkcji wykladniczej
przechodzi przez punkt (0, 1). Pro-
sta 0 rownaniu y =0 jest asymp-
totg wykresu funkcji wykladniczej
y=a‘,gdya#1.

FUNKCE WYKLADNICZE | LOGARYTMICZNE

funkja logarytmiczna.
Dziedzing funkcji logarytmicznej
jest przedzial (0;-+00).

Jezeli a > 1, to funkcja y = log, x
jest rosnaca.

a>1 Vi

y=logx

Jezeli 0 <a <1, to funkcja
y = log, X jest malejaca.

VI
O<a<l

Wykres kazdej funkcji logarytmicz-
nej przechodzi przez punkt (1,0).
Prosta o réwnaniu x = 0 jest asymp-
totg wykresu funkeji logarytmicz-
nej.
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ZESTAW ZADAN

1. Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji:
F)=52%  g(x)=0,52%
(Y = (s)
ho=(B) - (3)
Poprawne dopasowanie wykresow do funkeji to:

AD-@-1@-0@—h CO-hD—i® D0
LO-h@- 0@ F@—1 DO-a@-h@—iDF

2. Jedna z podanych funkdji jest malejaca. Ktora?

A f(x)=1-log, X C.f(x)=1+logy x
B. f(x) = 1+logx D. f(x) = 1 -logx
3. Ile wsréd ponizszych funkeji jest takich, ktére nie maja miejsc zerowych i sa
malejace?
H)=-3"-4  LX=01"+3  fi(x)=7-logsx  fi(x)=10go,(x+2)
A jedna B. dwie C. rzy D. cztery
4. Dla jakicj wartosci parametru a micjscem zerowym funkcji f(x) = logo 3(x - @)
jest liczba 57

A4 B.-1 c1 D.4
5. Dziedzing funkcji £(x) = log, (x+ 1)(x - 7) jest zbiér:
A (7340) € (051) U (134)

B. (-005-1) U (7;+00) D. (0;+c0)

6. Dla jakich argumentéw wartosci funkgji f(x) = 0,4*"! -2 sq mniejsze od

B. (-0;2) C. (-15+e) D. (2;+e0)

7. Wzor funkeji £(x) =log, V3%° zapisano w postaci f(x) = p +qlog; x. Wowczas:
Ap=02 4=06 cp=1, 2
B.p=02 q=3 D.p=3, g=02

8. Funkcja f(x) = 5% przyjmuje wartos¢ 10 dla argumentu:

A2 B. logs 10 C.log5 D. logé
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9. Dla jakich argumentow funkeja f() = log, x* +log, X przyjmuje wartosci z prze-
dziatu (2;3)?

Axe(¥d:2) c.xe (13108, 3)
B.xe (4:8) D.x e (V2 ¥8)

10. Dana jest funkcja:

1Y, gdyx<1
-] (3 s
logix, gdyx>1

Ktéry z podanych punktéw nie nalezy do wykresu funkdji 7

A (-3v2) B.(-1,2) c (1) D.2,-1)

11. Wykres funkcji wykladniczej f(x) = a* przechodzi przez punkt (2, 5), gdy:
A.a=log,5 B.a=logs 2 Ca=v5 D.a=2%

12. Funkgje f(x) =log, x i g(x) =log, 2 przyjmuja taka sama wartos

A. dla argumentéw 2 i v2 C. dla argumentéw 2 i 272
B. dla argumentow 2 i VT? D. dla argumentow 2 i %

13. Funkdja f(x0) = x1o8% - 2

A. nie ma miejsc zerowych C. ma dwa miejsca zerowe
B. ma jedno micjsce zerowe D. ma trzy miejsca zerowe
14. Funkje f oraz g sa okreslone wzorami:

w=1% gdyx<1 0= gdy x<0
PO= Y 10g,%, glyas1 I 1log,x, gdyx>0

Funkja h jest okreslona wzorem h(x) = f(g(x) - g(f(x). Wowczas wartos¢ funkeji h
dla argumentu } wynosi:

= -1 1
A -2 B.-1 c.o D. 4

15. Podaj réwnanie asymptoty wykresu funkgji £(x) = ~2"*5+1 oraz miejsce zerowe
tej funkeji.

16. Miejscem zerowym funkcji f(x) = log, ;(x - @) jest liczba 8. Podaj réwnanie
asymptoty wykresu tej funkcji.
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17. Tabelka obok przedstawia czes¢ wynikow Numer dnia () n

pewnego eksperymentu. Na poczatku_ ekspe-
rymentu badany zapamietal 50 nowych stow. |Liczba pamictanych| o | o
W kolejnych dniach czes¢ tych slow stow (5)

Uznaje sic, ze liczbe s zapamictanych séw po n dniach od rozpoczecia doswiadcze-
nia mozna obliczy¢ ze wzoru s = a - blog,(n+ 1), gdzie a i b sa pewnymi liczbami.

a) Tl sl6w pamietat badany po uplywie tygodnia od rozpoczecia doswiadczenia?
b) Przez ile dni badany pamietal ponad potowe nauczonych stéw?

18. W pewnym laboratorium badano prébke zawierajaca poczatkowo mase mo izo-
topu jodu *'I. Na skutek rozpadu promieniotworczego po uplywie t dni masa m
izotopu jodu zawartego w prébce zmienia si¢ zgodnie ze wzorem m(t) = mo-0,917'.
a) Oblicz, o ile procent zmniejszy sic masa izotopu jodu zawartego w tej probee
po uplywie 2 dni.

b) Oblicz czas polowicznego rozpadu izotopu jodu 3!, tzn. czas, po ktérym
w prébce pozostanie polowa poczatkowej masy tego izotopu.

19. Wyznacz wszystkie argumenty, dla ktorych wartosci funkeji £(x = 0,73 +2 sq
wigksze od 32.

20. Rozwiaz nieréwnosé logo, x +210go, 3 <logo, 27.

21. Wykres funkdji typu f(x) = log,(bx + ¢) ma asymptote o réwnaniu x = ~10
i przecina osie ukladu wspdtrzednych w punktach (5,0) i (0,-1). Oblicz a, b i c.

22. Oblicz, dla jakiego argumentu funkcje £(x) = log,(x + 3) i g(x) = 3 + log, X maja
rowne wartosci.

23. Rozwiaz nieréwnosc 3 + log, X* > log; 6x.

24. Wykaz, ze jezeli wykres funkcji f(x) = log,x przecina w pewnym punkcie
prosta o rownaniu y =x, to przez ten punkt przechodzi réwniez wykres funkcji
y=a*

25. Funkcje f mozna opisa¢ wzorem f(x) = b - a*, gdzie a oraz b sa pewnymi
liczbami rzeczywistymi i a > 0. Wiadomo, ze f(0)=2 i f(~1)=500. Oblicz f(2).

26. Wyznacz wszystkie argumenty, dla ktorych funkg
F(x) = (=x* +3x3 - 2x2) - log(x + 1)
przyjmuje wartosci dodatnie.
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TRYGONOMETRIA

PODSTAWOWE DEFINICJE | WEASNOSCI

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE WARTOSCI FUNKCJI DL

KATA OSTREGO KATOW 30°, 45° 1 60°

o« 30° | 45° | 60°

c =

a sina i

1

5 cosa 2[4

ino =4 -b g 1| V3
sina=9 cosa=2

sin & =

e Y

cos & =

tga=%, gdyx#90°+k-180° ke Z

TOZSAMOSCI TRYGONOMETRYCZNE

sina + cos?ac = 1 o= e

Jesli o jest katem ostrym, to kat 180°~a jest rozwarty i zachodza réwnosci:

sin(180°- @) = sin & cos(180°- &) = ~cos & 1g(180° - @) = ~tg &

Uwaga. Kazdy z tych wzoréw mozna stosowa¢ dla dowolnego kata o, dla ktérego
odpowiednia funkja jest okreslona.

KAT NACHYLENIA PROSTEJ DO OSI x

i Prosta o réwnaniu y = ax + b jest na-
chylona do osi x pod takim katem «,
3 dla ktérego tg o = a.
o\
1 = Uwaga. sinuséw i twierdze-
nie cosinuséw omawiane beda w rozdziale
ga=a Planimetria.
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MIARA LUKOWA KATA

Miara fukowa kata $rodkowego w okregu to liczba

réwna stosunkowi diugosci Tuku, na ktérym oparty 1z

jest ten kat, do promienia okregu. 4
Kat o mierze lukowej 1 nazywamy radianem. 1 ra-

dian (w skrocie 1rad) to taki kat, ktory w okregu Miara Tukowa

wycina luk o dlugosci réwnej promieniowi okregu.  kata o wynosi .
1rad ~ 57,3°.
MIARY LUKOWE NIEKTORYCH KATOW
Miara w stopniach ‘360” 180°| 90° | 60° 5° | 30°
Miaratkowa [ 2m | w [ T[T [T [T

WYKRESY | WEASNOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH
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NIEKTORE WEASNOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

sinx =sin (x + 2km), gdy ke Z
cosx = cos(x +2km), gdy keZ

gx=tg(x+km), gdy keZ

WZORY REDUKCYINE

sin (T - x) = cosx
sin (T +x) = cosx
cos (T - x) =sinx
cos (T +x) =-sinx

sin(7r - X) = sinx

Sin(mr + x) = =sinx
€OS(TT — X) = —Cos X
COS(TT +X) = —cos X

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE SUMY | ROZNICY KATOW

sin(oc+ B) = sin acos B + cos asin B
sin(ec - B) = sin acos B - cos asin B
cos(oc+ B) = cos &cos  —sin asin B

cos(ot~ ) = cos &cos f +sin asin

_ tgarigp
RO s

tga-tgh
BB =T gatgs

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE PODWOJONEGO KATA

sin 2e¢ = 2sin & cos &

Uwaga. Kazdy 7 tych wzord
odpowiednic funkcje s3 okreslone.

ZESTAW ZADAN

1. Obwod trapezu przedstawionego na rysunku
obok, po zaokragleniu do czesci dziesiatych, jest
B.383

C.393 D. 40,3

2. i kat tréjkata na
rysunku obok ma miare, ktéra po zaokragleniu
do pelnych stopni jest rowna:

A.53° B. 62° C.67° D. 74°

TRYGONOMETRIA

cos 20t = cos?

—sin & tg2 - 2B

tg? o

mozna stosowaé dla takich katow, dla ktérych

10

10

12
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3. Na rysunku obok zaznaczono katy o i B. Ktra
2 wartosci funkeji trygonometrycznych jest bledna?

4. Wartos¢ wyrazenia

5in 60° N
1§30° cosa5° smd5® 1ot rowna:

3 5
B.3 C.J_T

V3

5. Kat o spelnia warunki: sinoc=0,6 i 90° < ot < 180°. Wartosé tg o jest rowna:
— 4 -4
A.0,75 B.-0,75 S D.-2
6. Rownanie prostej, ktora jest nachylona do osi x pod katem 60° i przecina 0§ x
w punkcie o wspélrzednych (2, 0), mozna zapisac w postaci:

V3-23 B.y:%-égﬁ Cy=x/3+2 D.y

Ay= -x/3+2

7. W tréjkacie prostokatnym cosinus jednego z katow ostrych wynosi 2, a przeciw-
prostokatna ma dlugosé 20. Obwdd tego tréjkata jest rowny:

A.27 B. 28+4V2T C.22+6V1T D. 24 +8V21
8. Kat nachylenia prostej o rownaniu y = ~3x - 7 do osi x z dokladnoscia do 1° ma
miare:

A.72° B.98° C. 108° D. 119°

slitg = -2 1 € (0% 180°), to cos o jest rowny:

“fa

1 -1
c 3 D. 5

10. Jesli tg x + ‘g%x = 3%, 10 Sin & - cos & jest rowny:

on
i
|

fr

C.

5 - 5
A3 B.-3 %

gl
=

11. Dwa katy tréjkata maja miary (w radianach): 1 i 0,17r. Trzeci kat tego tréjkata
ma miare:

A 0,9(m-1) B.179-0,1m C.09m-1 D. 180-1,1m

12. Miara kata 25° wyrazona w radianach jest réwna:

5 5 1 5
A ggT B. {5 Cgm D.3m
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13. Miara kata 53 radiany wyrazona w stopniach jest réwna:
A.53m° B. 9540° c. 9540 D, 180°
53

s oo gl . : "
14. Wartosé wyrazenia ~5¢ —tg T . sin T jest rowna:
cosT 04 3

A0

15.Kat « spelnia warunki: cosa = -0,2 oraz T < & < 37" Warto$¢ iloczynu

sinot- g jest réwna:

0,2 2 2
A48 B.-0.2 c. -2 D.-2
. Wiadomo, ze tg e+ —L = L1 Wynika stad, Ze wartos¢ sin 2« jest rowna:
16. Wiad ¢ ‘gla LL. Wynika stad, 0S¢ $in 2 jest 16
3 6 2 3
Az By ¢35 Dot

17. Dana jest funkeja £(x) = |-4 +cos (x . g) ‘ Ktére 7 ponizszych zdar jest fal-
szywe?

A Najwigksza wartosé funkcji f jest rowna 5.

B. Okres funkcji f jest rowny 21r.

C. Najmniejsza wartosé funkeji f jest réwna 3.

D. Wykres funkeji f przecina o§ y w punkcie (0, 5).

18. Dla ktérego z ponizszych katéw wartos¢ sinusa jest inna niz sin 15°?
A.165° B.-195° C.735° D. 345°

19. suma rozwiazai rownania 2 cosx = 1 nalezacych do przedzialu (-7;21) jest
TOWI:
A0

clm 7

)

20. Zbiorem rozwiazai nieréwnosci tg2 x < 3 jest:

Y Tk Tk

A.<3+k.z+kn>.kel C.<6+k,s+k >.ksZ
ud .2m _m .

B. <§+k1r\T+kTr>,kEZ D.< Tk 3+kn>,ksZ

in(T +x) +c
tg(x-%)

21. Dla dowolnego kata x (gdzie x 4 k - T, k € Z) wyrazenie kil

jest rowne:

Aosinx B. cosx C.gx D.0
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22. Przyjmijmy, ze cos 70° = p. Wtedy:
A.sin70°=1-p B. c0s20°=—p C.sin160°=p D. cos 140° = 2p

23. Warto$¢ cos 75° jest réwna:

PN b 2y c &z b, 352

24. Wiadomo, ze sin (x + ") +cos (x = g) - 1. Wynika stad, Ze suma sinx + cosx
jest rowna:

1 1 .
A3 B.3 Con D.V3-1
25. Suma rozwigzai rownania cos2x +3cosx +2 = 0 nalezacych do przedziatu
(0;m) jest rowna:

Aom B. 4T ciE p. Un

26. Zbiorem rozwiazan nieréwnosci 4sin’ ¥ cos’ ¥ — cos?x < 3 w przedziale (03m)
jest:

27.podaj miary katéw tréjkata ABC
z dokladnoscia do 1°
A 7 B

28. Katy o i § sa katami ostrymi w pewnym tréjkacie prostokatnym. Wykaz, ze:
__1__
sin «sin B

b) sin(ac+ B) = sin? &+ sin?

a) iga+igf=

29. Uzasadnij tozsamo

(sin e+ cos B2 +(sinf —cos)? =2 _ o

Cos acos B =tga-tgf
30. Zgodnie z przepisami budowlanymi podjazdy dla wozkéw inwalidzkich we-
wnatrz budynkéw nie moga by¢ nachylone pod katem wigkszym niz 5°. Czy spetnia
te wymagania podjazd o diugosci 2,8m, ktry pozwala pokona réznice wysokosci
30cm?
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cosx

31. Naszkicuj wykres funkcji y = 5 SX|  przedziale (-2m;2m).
32. Narysuj wykresy funkcji f(x) = sin(x - 1) - 2 oraz g(x) = cos (x+3m) - 1.
Uzasadnij, ze x = ~T jest rozwigzaniem réwnania f(x) = g(x), a nastepnic znajdz

wszystkie pozostale rozwiazania tego rownania nalezace do przedziatu (-1r;41).

33.a) Wykaz, ze zachodzi tozsamos¢ S“'D;g% +2sin? o= 1+sin® .

) Okred] dziedzing i zbior wartosci funkeji f(a) = SID&C.COS + 25in’ e

34. Na rysunku jest przedstawiony wykres funkgji f otrzymany w wyniku przesu-
niecia wykresu funkeji y = cosx.

a) Zapisz wz6r funkdji f.

b) Ustal, jaka najmniejsza, a jaka naj-
wiksza wartos¢ przyjmuje funkcja
(0 = £+ g(x), gdzie g0 = sin (x+ T ).
Ustal, dla jakich argumentow z prze-
dziatu (~1r;2m) funkeja h przyjmuje te
wartosci.

35. Rozwiaz rownanie ~2cos?x - 7sinx-2=0.
36. Udowodnij tozsamos¢ 2sin(ec~ ) - cos(ec + B) = sin 20— sin 2.

37. Oblicz wartosci funkgji trygonometrycznych kata nachylenia prostej o réwna-
niu y =-3x+5 do osi x.

38. Wiadomo, ze tg &+ :%a § Uzasadnij, ze (sin o+ cos «)?

39. Znajdz miare kata ostrego przez proste o 16 jach y = 2x +4
iy=-x+6.

40. Wykaz, ze tangens kata ostrego, pod Ktorym przecinaja si¢ proste o réwna-
niach y = ax+b i y = cx +d, gdzie a # ¢, jest réwny
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PLANIMETRIA

TROJKATY
POLE TROJKATA

ME%”SHW

b

NIEROWNOSC TROJKATA

Suma dlugosci dowolnych dwoch v a+b>c

bokéw trojkata jest wieksza niz a b+c>a

dlugosc¢ trzeciego boku. - eva~h

TWIERDZENIE PITAGORASA
b " W tréjkacie prostokatnym suma kwadratéw
dlugosci przyprostokatnych jest rowna kwa-
3 dratowi dlugosci przeciwprostokatnej.

a?+b? =

TWIERDZENIE ODWROTNE DO TWIERDZENIA PITAGORASA

Jesli suma kwadratéw dlugosci dwéch bokéw tréjkata jest rowna kwadra-
towi dlugoéci trzeciego boku, to tréjkat ten jest prostokatny.

PUNKTY SZCZEGOLNE W TROJKACIE

W kazdym tréjkacie:

o symetralne bokéw przecinajq si¢ w jednym punkcie, kiéry jest réwno
oddalony od wierzcholkéw tréjkata,

o dwusieczne katow przecinajq si¢ w jednym punkcie, kiéry jest réwno
oddalony od bokéw tréjkata,

« proste zawierajace wysokosci przecinaja si¢ w jednym punkcie nazywa-
nym ortocentrum

« srodkowe przecinaja si¢ w jednym punkcie, nazywanym srodkiem cigz-
kosci tréjkata. Srodek ciezkosci tréjkata dzieli kazda srodkowa w stosun-

TWIERDZENIE O DWUSIECZNE)

Jesli w réjkacie ABC dwusieczna kata o wierz-
cholku C przecina bok AB w punkcie D, to
sunek dlugosci odcinkéw [AD| @ |BD| jest
rowny stosunkowi dlugosci bokéw |AC] : |BCI.

PRZYGOTOWANIE DO MATURY



TROJKAT ROWNOBOCZNY

_a/3
h=5
q a
a*J3
a P="3
CECHY PRZYSTAWANIA TROJKATOW
b Cecha bbb
. ¢ Jesli boki jednego tréjkata maja takie same
a e dlugosci jak odpowiednie boki drugiego tr6j-
a kata, to trgjkaty sa przystajace.
Cecha bkb
. Jesli dwa boki jednego tréjkata maja takie sa-
b me dlugosci jak odpowiednie boki drugiego
tréjkata i miary katéw miedzy tymi bokami
= @ sq réwne, to trojkaty sa przystajace.
Cecha kbk

Jesli bok jednego trojkata ma taka sama diu-

g0s¢ jak bok drugiego tréjkata, a miary katow
@ Jjednego trojkata przy tym boku sg réwne
miarom odpowiednich katéw drugiego trj-
@

Kata, to tréjkaty sa przystajace.

CECHY PODOBIENSTWA TROJKATOW

Cecha bbb

Jesli dlugosei bokéw jednego tréjkata sq pro-
porcjonalne do dlugosci odpowiednich bokéw
drugiego tréjkata, to tréjkaty sa podobne.

Cecha kk

Jesli miary dwéch katow jednego tréjkata sa
réwne odpowiednim miarom katéw drugiego
tréjkata, to tréjkaty sa podobne.

Cecha bkb

Jesli dlugosei dwéch bokéw jednego tréjkata
sa proporcjonalne do dlugosci odpowiednich
bokéw drugiego tréjkata i miary katéw mie-
dzy tymi bokami w obu tréjkatach sq réwne,
to téjkaty sq podobne.
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TWIERDZENIE SINUSOW

W tréjkacie stosunek dlugosci boku do sinusa kata lezacego naprzeciw
tego boku jest réwny Srednicy okregu opisanego na tym tréjkacie.

4 A=
A Sin o

D

TWIERDZENIE COSINUSOW

W tréjkacie kwadrat dugosci boku jest réwny sumie kwadratéw dlugosci
dwéch pozostalych bok6w i j o jony iloczyn dlugosci
tych bokéw i cosinusa kata migdzy nimi.

a* = b* + c? - 2bccos &
2 b b? = a* + c* - 2accos

¢ =a?+b?-2abcosy

WIELOKATY

Suma miar katéw n-kata wynosi (n - 2) - 180°.

Kazdy kat n-kata foremnego ma miare 80°

Liczba przekatnych w n-kacie wynosi 1(=3).

CZWOROKATY
Prostokat Réwnoleglobok Trapez
b
[P S ARAN/IAN
a a a
P=a-b P=a-h ('“:""
P=a-b-sinx

W trapezie suma miar katow lezacych przy tym samym ramieniu wyno-
si 180°.

W réwnolegloboku przekatne przecinaja si¢ w poowie i miary katow leza-
cych naprzeciw siebie sa rowne.

W rombie przekatne przecinaja si¢ pod katem prostym.
W prostokacie przekatne maja réwne diugosci.

PRZYGOTOWANIE DO MATURY



KOLA | OKREGI

- Dlugosé okregu: Pole kola:
L=2nr P=mr?
y Diugos¢ tuku: Pole wycinka kola:
. P
1= 3%, - 2mr P gy mr

KATY WPISANE | $RODKOWE

Kat srodkowy w kole ma 2 razy
wicksza miare niz kat wpisany

A oparty na tym samym luku.

</

<

Katy wpisane oparte na

tym samym luku maja
réwne miary. A

Kat wpisany oparty na srednicy
jest katem prostym.

o
Styczna do okregu przechodzaca przez koniec cieciwy ’
tworzy 7 nig Kat ostry o mierze rownej mierze kata
ostrego wpisanego opartego na tej cieciwie. \
WIELOKATY | OKREGI
Srodek okregu opisanego na wie-

lokacie lezy na przecieciu syme-
tralnych bokéw wielokata.

Srodek okregu wpisanego w wie-
lokat lezy na przeciciu dwu-
siecznych katow tego wielokata.

Na kazdym tréjkacie mozna opisac okrag i w kazdy tréjkat mozna wpis
okrag.

Na czworokqcie mozna opisa¢
okrag wtedy i tylko wtedy, gdy
sumy miar przeciwleglych ka-
16w sq réwne.

W czworokat mozna wpisa¢
okrag wtedy i tylko wtedy, gdy
czworokat jest wypukly i sumy a+y=p+5=180"
dlugosci jego przeciwleglych bo- a+c=b+d
Kkow sq rowne.
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POLE WIELOKATA OPISANEGO NA OKREGU

P~ pole wielokata
p - polowa obwodu wielokata

FIGURY PODOBNE

F Stosunek pol figur podobnych
jest réwny kwadratowi skali po-
dobierstwa,

a

2 -k

Pr i

Pk

TWIERDZENIE TALESA
Jezeli dwie proste réwnolegle przecinajq ramiona pewnego kata, to odcinki

Wwyznaczone przez te proste na jednym ramieniu kata sa proporcjonalne
do odpowiednich odcinkéw na drugim ramieniu kata.

A/ D

9] /
[ B

10Al _ 0Bl

joci ~1oD]

Przy takich oznaczeniach jak na rysunku obok
zachodza réwniez nastepujace proporcje:

c_crd c_d f_atb e__f_
a a+b a b e a a a+b
T ODWROTNE DO T TALESA

Jesli na jednym ramieniu kata o wierzcholku O wybierzemy punkty A i B,
a na drugim ramieniu punkty C i D w taki sposob, Ze zachodzi proporcja
104l _ [0BI

104 = 1951 10 proste AC 1 BD sq réwnolegle.
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ZESTAW ZADAN

1. Wysokos¢ rombu o przekatnych 3 i 8 jest réwna:

1273 4873 24,55 24V73
ASH LG C %5 D55
oy
2. Jakq miare ma kat oznaczony litera o na
rysunku obok? ¢

A. 40,5° B.27° C. 39° D. 49,5° E

3. Podczas pewnych badai archeologicznych znale-
ziono fragment talerza. Na rysunku obok przedsta-
wiono niektére wymiary tego fragmentu. Oblicz, jaka
$rednice mial talerz.

T2eam _12cm

A.13cm B. 26 cm C.30em D.32cm

4. Zaznaczona na rysunku ciciwa wickszego okregu
ma dlugos¢ d i jest styczna do mniejszego okregu.
Oblicz pole zacieniowanego pierscienia.

A 2 B I8 cia D. md?

5. Pole zacieniowanego trojkata jest rowne: 4
2

2 4 25
A1 B.2 ci D. 25

f

8
d
a

6. Jakq dlugos¢ ma odcinek oznaczony lite-
ra a na rysunku obok?

43 Ve
A% B. ¥

7. W okrag o promieniu a wpisano tréjkat réwnoboczny. W ten tréjkat wpisano
drugi okrag, w ktéry z kolei wpisano trojkat rownoboczny, a w ten tréjkat wpisano
trzeci okrag itd. Oblicz promieri dziesiatego okregu.

A 4 B. 4 c% D.

. 4
21 2! 2

8. W szesciokat foremny, ktérego diuzsze przekatne maja dlugose 4, wpisano kolo.
Stosunek pola kofa do pola szesciokata jest rowny:

] 3 273 ™
A. 3 B. 3 L+ =3 D. 6
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9. Kwadrat i tréjkat réwnoboczny wpisano w ten sam okrag. lle razy wickszy jest
obwdd kwadratu od obwodu tréjkata?

V6 8
AR B.

9

10. 1le jest wielokatow foremnych, ktérych kat wewnetrzny ma miare wigksza
od 150°, ale mniejsza od 170°7

A.23 B.25 C.24 D. 26

11. 0 ile mniej przekatnych ma pieciokat niz dziesieciokat?
A035 B.030 Cos D.o28

12. Pole zacieniowanej figury przedstawionej na ry-
sunku obok jest rowne:
AB+3m C.4

5 F+2
B.14+2m D.2V3+5m

13. Kat ostry trapezu prostokatnego ma miare c. Krétsza postawa i dluzsze ramie
maja dlugos¢ a. Pole trapezu jest réwne:

A € sina(cosa+2) C. 2a?sina(cos o + 1)
B. a%(sin o+ cos &) D. & (sin o+ cos &)

14. Najwickszy z katow czworokata przedsta-
wionego na rysunku obok ma miare:

A.90° B.95° €. 100° D. 105°

15. W réwnolegloboku boki maja dtugosci 6 cm i 4 cm i jedna z przekatnych ma
dlugos¢ 8 cm. Tangens Kata ostrego tego rownolegloboku wynosi:

A VIS B.% [ D. 2

16. Na rysunku obok prosta m jest styczna do okregu
w punkcie P. Dane sa [€APR| = 25°, |<PTS| = 65°
Jaka miare ma kat ostry SPR?

A 40° B.45° C.50° D. 65°
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17. Krzeselka karuzeli sa zaczepione na sm
taiicuchach i gdy karuzela si¢ obraca, od-
chylaja si¢ od pionu o 40°. Korzystajac
407
2 informacji przedstawionych na rysunku 0
obok, oblicz, jak wysoko nad ziemia znaj-
duja si¢ krzeselka, gdy karuzela si¢ kreci.

18. Luki na rysunku obok s3 pélokregami. Uzasad-
nij, ze niebieska linia jest dluzsza od czerwonej.

19. Oblicz diugos¢ odcinka oznaczonego litera x
na rysunku obok.

20. Na rysunku obok okrag o $rednicy AB prze-

D) € cina bok DC prostokata ABCD w dwdch punk-
2 tach. Punkt P to ten z tych punktow, ktGry lezy

blizej wierzchotka D. Tle razy wicksze jest pole
A 5 ' wojkata BCP od pola trgjkata PDA?

21. Okregi na rysunku obok maja réwne pro-
mienie i sa styczne w punktach A, B, D i E do
prostych AC i BC. Punkty A i B polaczono dwie-
ma liniami ciaglymi. Jedna z nich zaznaczono
kolorem niebieskim, a druga — czerwonym. Dla
jakiego kata o obie linie maja réwne diugosci?

22. Na rysunku obok okrag o promieniu 4 jest

styczny w punktach A i B do obu ramion ka-

ta ASB o mierze 40°. Oblicz pole zacieniowanego
< odcinka kola.

23. W trapezie ABCD krétsza podstawa CD ma taka sama dlugos¢ jak ramie BC.
Uzasadnij, ze przekatna BD dzieli kat ABC na dwa katy o tej samej mierze.
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24. Wykaz, Ze przekatne poprowadzone z wierzcholka kata wielokata foremnego
o n wierzcholkach, dziela kat przy tym wierzcholku na Katy o tej samej mierze.
Jakie sa miary tych katow?

25. Jedna z przekatnych réwnolegloboku ma diugos¢ d i dzeli kat réwnolegloboku
na katy i . Podaj wzor na obwéd tego réwnolegloboku.

26. Geodeta wykonal w terenie pomiary, stojac

w punkcie oznaczonym na planie litera C. Wy-

niki pomiaréw sq przedstawione na rysunku 38m

obok. Oblicz, w jakiej odleglosci od punktéw

A, B i C znajduje si¢ punkt jednakowo odlegly

od tych trzech punktéw. c 6m B

27. Kat ostry rombu ma miare 80°. Oblicz z dokladnoscia do 0,1%, o ile procent
mniejsze jest pole tego rombu od pola kwadratu o takim samym boku.

28. Najmniejszy z katow trojkata ma miare 18° Bok lezacy naprzeciw tego kata
ma dlugosé 3, a inny z bokéw tego tréjkata ma diugosé 5. Oblicz z dokladnoscia
do 0,1 pole tego tréjkata.

29. Przekatne réwnolegloboku przecinajq si¢ pod katem 60° i maja diugosci 8 i 5.
Oblicz diugosci bokéw tego réwnolegloboku oraz miary jego katéw.

30.Na okregu o promieniu 5 opisano czworokat o obwodzie réwnym 28. Dwa
sasiednie boki tego czworokata maja dlugosci 2 i 3. Oblicz dlugosci dwoch pozo-
stalych bokéw oraz pole tego czworokata.

31. Czworokat ABCD jest wpisany w kolo oraz wiadomo, Ze |AB|
ICDI=4 i |+ABC] = 60°. Oblicz dlugos¢ boku AD tego czworokata.

3, |BC|

D G
32. Pole kwadratu ABCD jest réwne p.
" N Punkty E, F, G, H to érodki bokéw tego
kwadratu (zob. rysunek obok). Oblicz
pole zacieniowanego czworokata.
A E

33. W réwnolegloboku A, B,C; D, dane sa:
|A1Bi| =8, |A\Dy] =10, [£AByCi| = 150°. b, ¢ ¢
Rozpatrz ciag réwnoleglobokéw, takich ze wierz-
cholki réwnolegloboku Ay s1Bys1Cre1Dysr 53 Srod- D,
Kkami bokéw réwnolegloboku AyB,CaDy. Oblicz su- B
me pél wszystkich réwnoleglobokéw nalezacych do
tego ciagu. A A B
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GEOMETRIA ANALITYCZNA

ODCINKI | WEKTORY

¥y
B=(%.3,) Dlugosé odcinka:
IAB| = \[(x2 = x1? + (2 = y1)*
A=00)
b7
A=(x, ) Srodek odcinka:
N P=(x.+xz X”xz)
7 2
- H
B=(%, )

Wspolrzedne wektora:
AB = [x2 - x1,y2- 1]

Dlugosé wektora:

Je$li T = [uy, uz], to |71 = \Juf + ul.

Suma wektor6w Réznica wektoréw Tloczyn wektora
przez liczbe

i N
/)’1/‘
[xar|=k|-|@

Jesli U = [un, ] 1V =[v, v2], to:

T+V =[u+vi,up+val @ -V = [u-vy,uz-v2]l k-0 = [kuy, kuy]

Dwa niezerowe wektory W i V sa réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy
istnicje taka liczba k, ze ¥ =k - 7.
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PROSTE W UKtADZIE WSPOLRZEDNYCH

Réwnanie kazdej prostej mozna zapi-
sac w postaci ogélnej:
AX+By +C=0
Jesli prosta nie jest réwnolegla do
0si y, 10 jej réwnanie mozna zapisa¢
w postaci kierunkowej:
y=ax+h a=tga a

PROSTE ROWNOLEGLE PROSTE PROSTOPADLE

2\ ¥
D
9 v

min e a=ax

Dwie proste o réwnaniach ogolnych Ayx+ By +Cy = 0§ Apx + Boy +Co = 0
sa rownolegle wedy i tylko wtedy, gdy A1B2 — A2By = 0, a prostopadie
wtedy i tylko wtedy, gdy Ay Az + BiBy = 0.

ODLEGEOSC DWOCH PROSTYCH ROWNOLEGLYCH

Prosta o réwnaniu AX + By + C; = 0
jest réwnolegla do prostej o rowna-
niu Ax + By +C; = 0 i odleglos¢ mi¢-
dzy tymi prostymi mozna wyznaczyé¢
ze wzoru:

Odleglos¢ punktu P = (xo, o) od pro-
stej o réwnaniu Ax + By +C = 0 moz-
na wyznaczy¢ ze wzoru:

1AXo + Byo + C|

d
VAT B
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S=(a b

KOLO | OKRAG

Posta¢ kanoniczna réwnania okregu o srodku
§=(a,b) i promieniu r:

(x-aP+(y-by

Roéwnanie okregu w postaci ogolnej:
X2+ y?+ Ax+By +C =

Uwaga. Jesli znamy rownanie okregu w postaci

ogolnej, to wspdlrzedne srodka okregu § = (a,b)

i promien r mozemy obliczy¢ ze wzorow:

A+ B
=-c

Wspéirzedne punktéw nalezacych do kota
o rodku § = (a,b) | promieniu r spelniaja
nieréwno

(x-aP+(y-bP<r

PUNKTY WSPOLNE PROSTYCH | KRZYWYCH

Aby znalez¢ wspdlne punkty prostych o rowna-
niach Apx+Byy + Cy = 01 AX+ By +Cp = 0,
wystarezy rozwiaza¢ uklad réwnari:

Jesli uklad jest oznaczo-
ny i jego rozwiazaniem
jest para liczb xo i o,
to proste przecinaja si
w punkcie P = (xo, yo).

y

A+ By +Ci =0
Aox+ By +Co =0

Jesli uklad jest sprzecz-
ny, to proste sa réwnole-
gle — nie maja punktéw
wspolnych.

Jesli uklad jest nieozna-
czony, to proste maja nie-
skoriczenie wiele punkiow
wspélnych (oba réwnania
opisuja t¢ sama prosta).

Aby znalezé wspolne punkty prostej z okregiem

lub prostej z parabola,

nalezy rozwiazaé odpowiedni uklad réwna.

Rozwigzania ukladu réwnari:

{Ax+By+C=0
(x—a) +(y-b)?

to wspdlrzedne punktéw wspol-

nych prostej i okregu.

GEOMETRIA ANALITYCZNA

Rozwigzania ukladu réwnari:

{ AX+By+C=0
y=ax+bx+c

to wspdirzedne punktéw wspdl-

nych prostej i paraboli.
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ZESTAW ZADAN

1. Punkty (-4,-3) i (2,5) sa koricami srednicy pewnego okregu. Ktére z ponizszych
zdan jest falszywe?

A. Srodkiem tego okregu jest punkt (-1,1).

B. Promieri tego okregu jest rowny 10.

C. Punkt (2,-3) lezy na tym okregu.

D. Punkt (-5,0) nalezy do kola ograniczonego tym okregiem.

2. punkt §=(-5,7) jest érodkiem odcinka, kiérego koricami s3 punkty (a,9)
i(~4,b). Suma a+ b jest réwna:

A-3 B.-1 c2 D.5

3. Proste o réwnaniach y = (m~1)x+m i 2mx+3y-1=0 sa rownolegle. Wynika
stad, ze:

Am= B.m=06 Cm=1 D.m=1+47

2
4. W krym przypadku prosta przechodzaca przez punkty (101,-63) i (116,-83)
jest réwnolegla do prostej AB?
3,101), B =(-83,116) C. A=(4,6), B=(5,26)
3,-7), B=(-3,1) D. A=(-11,10), B=(19,-10)

5. Ktére z podanych rownari przedstawia prosta prostopadia do prostej o réwnaniu
y = -2x - 4 przechodzaca przez punkt (1,-2)?

A Xx-2y+5=0 B.-4x-y+2=0 C.x+2y+3=0 D.-x+2y+5=0

6. Symetralna odcinka o koricach w punktach (-7, 6) i (-3,~4) ma réwnanie:

A y=-25x-115 B.y=04x+3 Cy=2x+1 D.y=

7. Proste o réwnaniach -3x + 5y = 11 i 5x +2y = -23 oraz jedna z prostych
podanych ponizej przecinaja si¢ w jednym punkcie. Wskaz te prosta.
A 6x-7y =10 C.2x-5y=11
B.x+y=7 D.-4x+3y =8 b 5/
.

8. Pole trojkata OAB przedstawionego na rysunku
obok jest rowne:

2 17 9 1
Allg B. 12ﬁ C. 13ﬁ D. 235
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9. Odleglosé migdzy punktami, w kiérych prosta o réwnaniu y = ~2x +4 przecina
parabolg o réwnaniu y = X, jest réwna:

A5 B.20v2 c. 10 D.6V5

10. Odleglos¢ punktu P = (-3,5) od prostej o réwnaniu y
AL B. Z c.2s D. V5

~2x+4 jest réwna:

11. Ktére z ponizszych zdan dotyczy okregu o réwnaniu (x - 3)° + (y + 5)* = 34?
A. $rodek okregu ma wspdirzedne (-3, 5).

B. Promien okregu jest rowny 17.

C. Okrag jest styczny do osi y.

D. Okrag przechodzi przez poczatek ukladu wspolrzednych.

12. Znajdz réwnanie okregu o $rodku w punkcie (-8,0), ktéry jest styczny ze-
wnetrznie do okregu o réwnaniu (x - 4)° + (y +5)* = 100.

A (x+87+y?=9 C.x2+(y+8)°
B.X2+(y-87=4 D. (x-8)* +y2 =36

13. Punkt A, jest obrazem punktu A = (-9,7) w symetrii osiowej wzgledem osi X,
a punkt A; jest obrazem punktu A w symetrii srodkowej wzgledem poczatku ukla-
du wspolrzednych. Okrag opisany na tréjkacie A;AA> ma réwnanie:

A X +y? =260

B. (x+9)° +(y - 7)* = VI30

14. punkty przeciecia si¢ wykresow funkcji f(x) = % i g = ::f sq korcami
$rednicy okregu o rownaniu:
A (x+2-V5)2+ (y-2+5) =40 C.(x+27+(y-2° =10

B. (x=5)*+ (y+V5)* =20 D. (x+5)% + (y = /5)* = 2410

15. Najkr6tszy odeinek laczacy poczatek ukladu wspdtrzednych z punktem okregu
o réwnaniu X2+ y? +2x~ 14y +32 = 0 ma dlugosc:

A 2V2 B.3v2 C.4v2 D.5v2

16. Dla jakich wartosci a prosta o réwnaniu y = ax ma punkty wspélne z kolem
o $rodku (2,1) i promieniu v3?

Aae(158;143) Cae (258,204,
B.ac(1-3;1+V3) D.ae (2-6;2+6)
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17. Wykres funkgji f(x) = —x?+4 przecina 0$ x w punktach A i B. Do tego wykresu
naleza punkty Py i P», takie Ze trojkaty ABP; i ABP: sa prostokatne. Odleglos¢
|PyPy| jest réwna:

A2 B.\5 c.2v2 D.2V3

18.Niech P=(-1,7), Q=(7,~4), A=(,5 1) § B=(1 -1, + 1). Dla Jakie] wartosci
¢ punkt Q otrzys y po ciu punktu P o wektor AB?

At=-35 B.t=-25 Ct=1 D.t=15

19. Punkty A = (-16,23), B = (24,43) i C = (14,63) sq kolejnymi wierzchotkami
réwnolegloboku ABCD. Znajdz wspolrzedne wektora BD .

A. [-30,-40] B. [-50,0] C. [20,-10] D. [-40,10]

20. Dane sy wektory & = [-6,18], V = [5,-8] i W = [a,55]. Dla jakiej liczby a
wektory T i V- W sa réwnolegle?

A a=-21 B.a=-16 C.a=385 D.a=66

21. Dane sa punkty A = (-3,-5),B=(1,5)i C =
od prostej AB oraz pole tréjkata ABC.

-2,3). Oblicz odlegloé¢ punktu €

22. Punkty A = (-1,1+2v3), B=(-3,1), C =(-3-/3,0) sa wierzcholkami tréjkata.
Oblicz miare kata ABC.

23. Punkt A = (3,4) jest wierzchotkiem réwnolegloboku, ktérego dwa boki zawarte
sq w prostych o réwnaniach y = x i y = ix+ 1. Znajdz wspolrzedne punktu
przeciecia przekatnych.

24. Uzasadnij, Ze prosta o réwnaniu x+3y -9 =0 jest styczna do okregu o réwna-
niu (x +1)2 +y?2 = 10, i znajdz wspolrzedne punktu stycznosci.

25. ZnajdZ wspotrzedne Srodka ciezkosci trjkata o wierzcholkach A = (0,0),
B=(8,0),C=(0,4).

26. ZnajdZ na prostej o réwnaniu —x +y = 4 punkt, ktrego odlegloci od punktow
(2,20) 1 (14, 24) 53 rowne.

27.7najdz ogélne rownanie prostej, ktéra jest obrazem prostej o réwnaniu
X =3y +6=0w symetrii wzgledem:
a) osiy, b) srodka ukladu wspétrzednych.
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28. Znajdz réwnanie prostej, ktéra w punkcie o wspélrzednych (-1, 3) jest styczna

do okregu o réwnaniu (x +2)2 +(y - 1)? = 5.

29. Znajdz wspélrzedne koricow cieciwy wycietej z prostej o réwnaniu y = 1x+3
przez okrag o réwnaniu (x +2)% + (y - 3)2 = 9%,

30. Wyznacz wszystkie wartosci a, dla ktérych prosta o réwnaniu y = ax ma przy-
najmnicj jeden punkt wspolny 7 trojkatem o wierzchotkach A = (4,1), B = (2,3)
i1C=(-5,2).

31. Dla jakich wartoéci parametru a parabola o réwnaniu = ax? ma jeden punkt
wspolny z okregiem o réwnaniu x? + (y - 1)? = 1?

32. Oblicz wspélrzedne obrazu punktu P =(a,b) w symetrii wzgledem prostej
o réwnaniu y = 2x.

33. Znajdz wsp6lrzedne wektora o dlugosci 3 réwnoleglego do prostej o réwnaniu
y=-2x+1.

34. 0 jaki wektor nalezy przesunac okrag o réwnaniu X% +(y - 6)2 = 4, aby otrzy-
ma¢ okrag styczny do okregu o réwnaniu (x— 172 +(y +3) = 25 w punkcie (5,0)?

35. Niech AF =[a,b] i AC =[-b,al.

a) Znajdz wspolrzedne wektora BC .

b) Korzystajac z tw do Pitagorasa, e
wektory AB i AC sa prostopadle.

36. Wiadomo, ze AB
ABCD jest trapezem.

15,18), AD =[6,23] i CB = [64,-8]. Wykaz, ze czworokat

37. Na bokach réwnolegtoboku ABCD zbudowano dwa wektory: AB = [10,1] oraz
~2,-5]. Oblicz pole tego réwnolegloboku.

38. Dane sq dwa okregi o réwnaniach: (x+ 12 +(y+3)? = 25 1 (x=2)2 +(y+1)? = 25.
ZnajdZ réwnanie prostej, wzgledem ktdrej jeden z okregow jest symetryczny do
drugiego okregu.

39. Na wykresie funkcji f(x) = X2 wybieramy punkty A = (-1, 1) i B = (3, 9). Roz-
wazmy wszystkie tréjkaty o wierzcholkach A, B i C, gdzie C jest punktem lezacym
na paraboli. Jaki warunek musi spelnia¢ pierwsza wspéirzedna punktu C, aby kat
przy wierzcholku C byl katem ostrym?
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STEREOMETRIA

WIELOSCIANY

GRANIASTOSLUPY

W grani je podstawy sq wi i przystaj i lezacymi na
plaszczyznach réwnoleglych i krawedzie boczne sq réwnolegle.

Graniastostup, w ktérym krawedzie boczne s3 prostopadie do podstaw, na-
zywamy graniastoslupem prostym. W takim graniastostupie sciany boczne
sq prostokatami.

Graniastostup, w ktérym krawedzie boczne nie sq prostopade do podstaw,
nazywamy graniastostupem pochylym.

Graniastostup prosty, w kiérym podstawy sa wielokatami foremnymi, na-
zywamy graniastostupem prawidiowym.

V=Pyh
‘h P, — pole podstawy graniastostupa

qﬁ’ h — wysokos¢ graniastostupa

W ostrostupie podstawa jest wielokatem, a krawedzie boczne maja wspolny
punkt nazywany wierzchotkiem ostrostupa.

OSTROSLUPY

Ostrostup tréjkatny jest nazywany czworoscianem.

Uwaga. W czworoscianie kazda ze Scian mozemy uznaé za podstawe. Czworoscian
ma zatem cztery wysokosci.

Ostrostup, w ktérym podstawa jest wielokatem foremnym i krawedzie
boczne maja réwne dlugosci, nazywamy ostroslupem prawidlowym.

Jesli wszystkie krawedzie boczne ostroslupa maja réwne dlugosci, to
na podstawie ostroslupa mozna opisac okrag i $rodek tego okregu jest
spodkiem wysokosci ostroslupa.

~1p.
P, — pole podstawy ostrostupa
g h — wysokos¢ ostrostupa
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STEREOMETRIA

ODCINKI | KATY W GRANIASTOSLUPACH | OSTROSLUPACH

1 — kat migdzy przekatng graniastostupa a podstawa

2 — kat miedzy przekatna graniastostupa a krawe-
dzia boczng

3 — kat migdzy przekatnymi sasiednich Scian bocz-
nych

4 — kat migdzy przekatna sciany bocznej a podstawa

5 — kat miedzy krawedzia boczna ostrostupa a kra-
wedzia podstawy

6 — kat midzy krawedzia boczng a podstawa

7 — kat migdzy wysokoscia ostrostupa a krawedzia
boczng,

8 — kat migdzy wysokoscia ostrostupa a $ciang boczna

BRYLY OBROTOWE

WALEC
V=Py-h Pc=2P,+ Py
V=mnrih Pc=2.mr?+2mr-h
2mr V' — objgtosc
P, — pole podstawy
P, — pole powi bocznej
Pe — pole powierzchni calkowitej
r — promieri podstawy
h — wysokos¢ walca
STOZEK
V=3iPph Py=mrl
—nr?
L V,%,.",z,h P =mr?+mrl

V — objetosé

P, — pole podstawy

Py — pole powierzchni bocznej
Pe — pole powierzchni calkowitej
r — promien podstawy

h — wysokos stozka

I — dlugos¢ tworzacej
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KULA

V= dnur P=dnr?
V — objetos¢ kuli

P — pole powierzchni kuli
7 — promieri kuli

BRYLY PODOBNE

Stosunek objetosci bryl podobnych
jest réwny szescianowi skali podo-
biefistwa.

Stosunck pol powierzchni bryt po-
dobnych jest rowny kwadratowi
skali podobieristwa.

PROSTE W PRZESTRZENI

K Jezeli prosta k jest prostopadia do dwéch
przecinajacych si¢ prostych a i b, to jest pro-
stopadia do kazdej prostej lezacej na plasz-
czy#nie, na ktérej leza proste a i b.

P
c

=

Niech prosta k' bedzie rzu-

tem prostokatnym prostej k

na plaszczyzne P i niech

I oznacza inng prosta na

tej plaszezyznie. Wow-

czas proste | i k sq pro-

stopadie wtedy i tyl- =
ko wtedy, gdy I i k'

s
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ZESTAW ZADAN

1w S krawedZ podstawy ma diu-
g04¢ 6, a krawedz boczna ma dlugos¢ 8. Krétsza przekatna tego graniastoslupa
ma diugosé:

A 10 B.4VT3 C. 243 D. 237

2. lle przekatnych ma graniastostup szesciokatny?
A6 B. 12 C.18 D. 36

3. Podstawa ostrostupa jest trojkat rownoboczny, ktérego bok ma dlugosé 8. Jedna
2 krawedzi bocznych jest prostopadia do podstawy i ma dlugosc 6. Pole powierzeh-
ni catkowitej tego ostrostupa jest réwne:

A. 6/5+161/3 B.6V5+4/3 C. 8V21+4/3+24 D. 8V21+161/3+48

4. Kt6re z ponizszych zdai nie musi by¢ prawdziwe w wypadku ostrostupa prawi-
dlowego czworokatnego?

A. Wysokosé ostrostupa jest dluzsza od krawedzi podstawy.

B. Krawed boczna jest dluzsza od wysokosci ostrostupa.

€. Sciany boczne sa nachylone do podstawy pod takim samym katem.

D. Krawedzie boczne sq nachylone do podstawy pod takim samym katem.

5. Objetosé czworoscianu foremnego o dlugosci krawedzi 3 wynosi:
27 9 9 27
A,? B. 3ﬁ C,EJG D. T\/?

6. Pole powierzchni bocznej pewnego walca o wysokosci h i $rednicy podstawy d
jest réwne sumie pol obu podstaw. Wynika stad, ze:

Ah=4 Bh-d Ch=d D.h=md

7. W naczyniu w ksztalcie walca umieszezono kule, kiéra jest styczna do obu
podstaw walca i do jego powierzchni bocznej. Jaka czesé objetosci tego naczynia
zajmuje kula?

1 1 3 2
Al B.1 c3 D.2
8. Na rysunku przedstawiono ostrostup prawidlowy s ™
czworokatny. Pole tréjkata PDB jest rowne: c
18 /7 2 5 225
A 18 B. 187 225 D. 252 Vo 1
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9. Z wycinka kola o kacie § 90° powi boczng stozka
© promieniu podstawy Ri. Z pozostale] czesct kola utworzono powierzchnig boczna
stozka o promieniu podstawy R.. Stosunck KL jest rowny

1 1 2 3
A B.1 ci .3

10. Krawed? podstawy
go tréjkatnego ma dlugos¢ 12, a jego wysokosé
wynosi 10. Z tego graniastostupa wycigto ostrostup
ABCDS  (zob. rysunek). Objetos¢ tego ostrostupa
jest rowna:

A. 2403 B. 7203 C. 280 D. 1443

s
11.Na rysunku przedstawiono ostrostup prawi-
dlowy szesciokatny ABCDEFS. Kat miedzy kra-
wedzia DS, a podstawa ostrostupa to:

F c A.<EDS C.<FDS
by 1 B.<CDS D. £ADS
G
. W prostopadloscianie przedstawionym na ry- T

12, padtos ds

sunku obok kat BHG ma miare «. Wynika stad, ze: E Fls

A a=30° C.sino=2/5 D

B. at=60° D.iga=2V5 P

S 13. Prostopadtoscian o polu powierzchni rownym p

rozcigto na dwie czesci plaszczyzna przechodzacy
przez wierzcholki (zob. rysunek). O ile wiksze jest
pole powierzchni wiekszej z tych bryl od pola po-
wierzchni mniejszej bryly?

2 5
Aolp Bolp Colp D.o3p

14. Podstawa ostroslupa jest prostokatem i jedna z krawedzi bocznych jest prosto-
padla do podstawy. Ile $cian bocznych tego ostrostupa to tréjkaty prostokatne?

A. jedna B. dwie C. trzy D. cztery
15. Krawed boczna ostrostupa prawidlowego tréjkatnego jest dwa razy dluzsza

od krawedzi podstawy. Wowczas cosinus kata nachylenia Sciany bocznej do plasz-
czyzny podstawy Jcsr réwny:

fo

B. C.

o
o

1
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16.w Kkrawed? podstawy ma dlugosé a.
Kat miedzy przeciwleglymi krawedziami bocznymi ma miare o Oblicz objetosé
tego ostrostupa.

17. Podstawa graniastoslupa prostego jest trapez réwnoramienny, ktérego boki
maja dlugosci 5 cm, 5 cm, 6 cm i 12 cm. Przekatne tego graniastostupa sa nachylone
do plaszczyzny podstawy pod katem 60°. Oblicz objetosé tego graniastostupa.

18. Po zwinieciu wycinka kotowego o promieniu 7 i kacie srodkowym 135° otrzy-
mano powierzchnie boczng pewnego stozka. Oblicz objetos¢ tego stozka.

19. Pojemnik na oléwki ma ksztalt graniastostupa prawidlowego szesciokatnego
(bez gornej podstawy). Krawedz podstawy tego pojemnika ma dlugosé 5cm, a wy-
sokos¢ wynosi 9 em. Czy oléwek o dlugosci 14 cm mozna wlozy¢ do tego pojemnika
tak, aby Z niego nie wystawal?

20. Wyobraz sobie, ze z zapalek budujemy modele ostrostupéw prawidtowych tak,
aby kazda krawed? zbudowana byla 7 jednej zapalki. Jakimi wielokatami moga
by¢ podstawy tych 6w? Oblicz wysoko$¢ najni 2 tych

Przyjmij, ze zapatka ma dlugos¢ 4 cm.

— 21. Z kartonu zawierajacego 1 litr mle-
ol ka przelano czes¢ mleka do stoika (zob.
HLEKO rysunek obok). Oblicz, do jakiej wyso-
Kosci siega mleko, ktére zostato w kar-
toniku (pomiit grubosci scianek Karto-

gan 1 o nu i stoika).

22. Gora piasku o gestosci 1500kg/m?* wazy 2t i ma ksztalt stozka, w ktorym
tworzaca jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod Katem 30°. Po dosypaniu

losci piasku wysokos¢ stozka wzrosla 0 10 cm, a kat nachylenia tworzacej
do plaszczyzny podstawy si¢ nie zmienil. lle ton piasku dosypano?

23. Papier nawiniety na rulon o $rednicy 10 cm tworzy rol¢ o Srednicy 50 cm i dlu-
gosci 2m.
a) Gestos¢ papieru wynosi 800 kg/m’.
/ Tle wazy papier w tej roli?
b) Zewngtrzne warstwy papieru w tej
roli ulegly zniszczeniu tak, Ze nieusz-
“""‘Iﬁ Kkodzona czesé stanowi 40% papieru
w roli. Oblicz §rednice nieuszkodzonej
30cm czesei roli.
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24.Na fotografii przedstawiona jest butla na wode. Przyjmij, Ze czes¢ butli wy-
pelniona woda ma ksztalt walca o wysokosci 34 cm, z Ktérego usunicto pewien
fragment. Ponizszy wykres opisuje zaleznos¢ objetosci wody (w litrach) od wyso-
kosci (w centymetrach), do Ktérej siega woda w butli. Jaka objetos¢ ma usuniety
fragment walca? W obliczeniach pomifi grubos¢ scianek butli.

10 24 34 h(em)

25.W skarbcu Miedzynarodowego Urzedu Miar w Sévres pod Paryzem od ponad
stu lat jest przechowywany wzorzec kilograma. Wzorzec ma ksztalt walca, ktérego
srednica podstawy réwna jest wysokosci. Zostal on wykonany ze stopu, w ktorym
90% stanowi platyna, a 10% — iryd. Gestos¢ platyny wynosi 21,45 g/cm?, a iry-
du 22,65 g/cm?®. Oblicz, jakie sa wymiary wzorca kilograma (z dokladnoscia do
0,1 mm).

i
26. Plastikowy kubek ma ksztalt stozka Scigtego o
o takich wymiarach jak na rysunku obok. Oblicz po-
jemnosé tego kubka. Pomifi grubos¢ scianck. 10m
20 cm 4cm

27.7 rysunku obok mozna odczytaé niektore wy-
miary lejka. Oblicz, jaka wysokos¢ ma ten lejek.
Wynik zaokraglij do 1 mm.

28.7 kwadratowego arkusza kartonu o boku a wycigto w rogach cztery jedna-
kowe kwadraty, a nastepnie sklejono prostopadioscienne pudelko. Jaka powinna
byé dlugosé boku wycinanych kwadratw, aby powierzchnia scianek bocznych tego

pudetka byla mozliwie najwigksza?
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29. Przyjmijmy, Ze Ziemia ma ksztalt kuli o promieniu
6371km. O ile dluzsza bylaby podréz dookola Swia-
ta wzdluz réwnika od podrézy wzdluz réwnoleznika
przechodzacego przez Krakow (szerokosé geograficzna
50°N)?

Uwaga. Na rysunku Kat « to szerokos¢ geograficzna Krakowa.

30. Przeczytaj ponizsze informacje.
Kazda z czesci, na kidre plaszezyzna rozcina sfere, nazywa sie
czasza. Pole P powierzchni czaszy przedstawionej na rysunku
obok mozna obliczyé ze wzoru P = 2mRh.

Wycinkiem kuli nazywamy czes¢ kuli ograniczona czasza
i powierzchnia boczng stozka o wierzcholku w $rodku tej
Kuli. Objetos¢ wycinka kuli mozna obliczyé, mnozac pole po-
wierzchni czaszy przez % promienia kuli.

Wyka, Ze objetosé V czaszy mozna obliczy¢ ze wzoru V = 1rh? (R - $h).

31. Masa plywajacego ciala jest réwna masie
wody wypartej przez to cialo. Pilka o pro-
mieniu 10 cm plywa w wodzie tak, ze wy-
staje 3 cm ponad powierzchnie wody. Oblicz
mase pilki. Przyjmij, Ze gestos¢ wody wyno-
si 1g/em?. Skorzystaj ze wzoru wykazanego
w zadaniu.

32. 0d ostrostupa o wysokosci h odcinamy mniejszy ostrostup plaszezyzng réw-
nolegl do podstawy. W jakiej odlegloéci od podstawy powinna byé poprowadzona
plaszczyzna ciecia, aby mniejszy ostrostup:

a) miat objetos¢ réwna polowie objetosci wiekszego ostrostupa,

b) mial pole powierzchni réwne polowie pola powierzchni wickszego ostrostupa?

33. Dlugos¢ krawedzi szescianu wynosi 2. Oblicz pole przekroju tego szecianu
plaszezyzng zawierajaca przekatna jednej ze scian oraz przechodzaca przez Srodki
dwch krawedzi przeciwleglej Sciany.

10 > 34. Oblicz objetos¢ ostrostupa prawidlowego,
Kiérego siatke przedstawiono na rysunku obok.
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35.W czworoscianie ABCD podstawa ABC jest

wéjkatem mwnoramlennym o dlugosciach bokéw

1AB| = = IBC| = 5, a krawedzie AD i BD

maja réwne diugoscl Kat migdzy Scianami ABC

i ABD ma miare 40°, a krawedz CD jest nachylona

do sciany ABC pod katem 30°, Punkt E jest srod- A

kiem krawedzi AB. Oblicz pole przekroju CDE. E

=

36. dwa o h pod-
stawach i r6znych wysokosciach. Ten nizszy ma wysokosé h, a kat miedzy krawe-
dzia podstawy i przekatng $ciany bocznej zawierajacej te krawedZ ma miare o.
Wyzszy graniastostup ma wysokos¢ H, a kat miedzy krawedzia podstawy i prze-
Katna Sciany bocznej zawierajacej te krawedz ma miare B. Wykaz, ze jezeli dluzsza
przekatna nizszego graniastostupa ma taka sama dlugo$¢ jak krétsza przekatna
wyzszego graniastostupa, to 1g2 =1 +1g? a.

37.W ostrostupie prawidlowym tréjkatnym krawedZ podstawy ma dlugos¢ 4,
a krawedZ boczna ma diugos¢ 7. Oblicz obwéd i pole przekroju tego ostrostu-
pa plaszczyzng zawierajaca jedna krawedZ podstawy i przechodzaca przez Srodek
krawedzi bocznej, skosnej do tej krawedzi podstawy.
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GRANICE | POCHODNE

GRANICE CIAGOW
Jesli g (-151), to limg"=0.
lim c=c e
e Jeslig> 1, to lim g" = +co.
Jeslik>0, to lim -L=0. . "~ . _
n= nf Jesli g < -1, to ciag an = g" nie ma granicy.

Uwaga. Ciag, ktéry ma granice skoficzona, nazywamy zbieznym. Gdy granica c
gu jest rowna +0o lub ~co albo cigg nie ma granicy, to nazywamy go rozbicznym.
TWIERDZENIE O TRZECH CIAGACH
Jesli prawie wszystkie wyrazy ciagow (an), (bn), (cx) spelniaja warunek
an < ¢ < by oraz ciagi (@) i (by) sa zbiezne 1 lima, = lim by = g, to

ciag (c,) jest zbiezny i lim c, = g.

GRANICE FUNKCJI

lim 4 lim 4 -0 lim L=o0 lim
X=to X X=-w X x—=0* X

Jesli a € (0;1), to zachodza réwnosci:

lim log,x=+o  lim log,x
x=0% X= 400

lim a*=0

x—to

Jesli a € (1;+0), to zachodza réwnosci:

lim log,x=-=  lm log,x=+e  lim a*=0  lm a=+eo

X Xt X Py
WEASNOSCI GRANIC WEASCIWYCH

Jesli istnicja granice lim f(x) oraz lim_g(x) isa to granice wlasciwe, to:
Xt X~too

lim (f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x)

x40 Xt x=te

Xh'x{lﬁ(f(xt - gx) =x“wa‘X) —xu-?mg(xb

lim af(x) = a- lim f(x), gdzie acR

Py Xt

lim (f(x)-g(x)) = lim f(x)-lim g(x)
x40 Xt Xt

lim_ )
i () _ x=te .
A g0 Jim_g69" gdy lim_g(x)#0

Analogiczne wlasnosci maja takze granice funkeji w —oo, granice w dowol-
nym punkcie Xo oraz granice jednostronne.
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CIAGLOSC FUNKCII

Funkej¢ f nazywamy funkejq ciagla w punkcie xo nalezacym do jej dzie-
dziny, gdy funkeja £ ma w tym punkcie granice i lim £(x) = f(xo).
x=x0

WEASNOSC DARBOUX
Jesli funkcja f jest ciagla w pewnym przedziale (a;b) i f(a) # f(b), t©
funkcja £ przyjmuje w przedziale (a;b) wszystkie wartosci miedzy liczba-
mi f(a) i f(b).

Wynika stad, ze jesli funkcja f jest
ciagla w pewnym przedziale (a;b)
oraz f(a) i f(b) maja r6zne znaki, to
f(x0) =0 dla pewnego xo  (asb).

POCHODNA FUNKCJI
Niech f bedzie funkcja okreslona w przedziale (a;b) i niech xo € (a;b).
‘Woéwezas:
F(x) = lim [0t 1= [0
h-0

M
Liczba f'(xo) jest réwna wspélczynni- foxgf===-

kowi kierunkowemu stycznej do wy-
kresu funkeji £ w punkcie (xo, f(xo). N\

f'xo)=a=tga

WEASNOSCI POCHODNYCH
(- fX) = cf'x)
X+ gy = f'(x) +g'(x)
Fx) =g = f'(x) - g'(x)
(FX) - g = f'(0) - gx) + f(X) - 9'(x)

(L) - o040 e g0

gx)
[9F N = g'() - [ (), gdzie y = f(x)

POCHODNE NIEKTORYCH FUNKCJI

@=0 -1 () --F Ww-Fx «v-ax
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PRZYKEADY INTERPRETACII FIZYCZNYCH
Jesli s(t) jest funkcja opisujaca przemieszczanie obiektu w czasie, to
predkosé obiektu v(t) jest jej pochodna, czyli v(t) = s'(t). Natomiast przy-
$pieszenie obiektu a jest pochodna predkosci, czyli a = v'(¢).

WEASNOSCI FUNKCII ROZNICZKOWALNYCH

Jesli f(x)> 0 dla x & (a;b), to funkcja f jest rosnaca w przedziale (a;b).
Jesli f/(x) < 0 dla x € (a;b), to funkcja f jest malejaca w przedziale (a;b).
Jesli f(x) = 0 dla x & (a;b), to funkcja f jest stala w przedziale (a;b).
Jesli funkcja f jest rosnaca i rozniczkowalna w przedziale (asb), to dla
Kazdego argumentu x 7 tego przedziatu f'(x) > 0.

Jesli funkcja f jest malejaca i rozniczkowalna w przedziale (a;b), to dla
kazdego argumentu x z tego przedzialu f'(x) < 0.

EKSTREMA

Méwimy, Ze funkcja f ma w punkcie xo mini-
mum lokalne wlaciwe réwne f(xo), gdy mozna
wskaza takie sasiedztwo punktu xo, ze dla kaz-
dego argumentu x z tego sasiedztwa f(xo) < f(x).

Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie xo maksi- Nrwg /F
mum lokalne wlasciwe réwne f(xo), gdy mozna
wskaza takie sasiedztwo punktu xo, ze dla kaz-

X X

dego argumentu x z tego sasiedztwa f(xo) > f(x).

WARUNEK KONIECZNY ISTNIENIA EKSTREMUM
Jesli funkeja £ ma ekstremum w punkcie xo 1 jest w tym punkeie réznicz-
Kowalna, to f'(xo) = 0.
WARUNEK DOSTATECZNY ISTNIENIA EKSTREMUM
_ Jesli funkcja f jest rézniczkowalna w przedziale
" (a3b) i £(0 <0 dlax € (a3xo0) oraz f(x) > 0 dla
N7 X & (x0ib), to funkeja ta ma w punkeie xo mini-

minimum mum,

.

AN Jesli funkeja f jest rézniczkowalna w przedziale
K (aib) i £(0> 0 dla x € (a;x0) oraz /(0 < 0 dla

NS x € (x0;b), to funkeja ta ma w punkcie xo maksi-

maksimum mum,

GRANICE | POCHODNE 273



ZESTAW ZADAN

1. Kt6rq z granic ciagéw obliczono blednie?

A, lim Anhsnz C. lim 2nts+5md+l _
n—o n—o  —4nZ+3n

B. lim _-0n’-dn®

2. Granica ciagu a, = $-07" jest r6wna:

Al c.o D. —o

3. Niech (an), (bn), (cx) sa takimi ciggami, ze lim ay = -5, lim b, = 0 oraz
e e

lim ¢, = —o0. Ktora z ponizszych granic nie jest rowna +o?

A
Am @nobp-a)  Colim (- b)

s il n
B. lim (b +an- ) D. lim (;Jw,,)

e il \an
4. Funkgja f jest okreslona wzorem f(x) = ]’gx +10%. Ktéra z ponizszych granic
jest liczba rzeczywista?
A lim, f() B. lim_ () C. lim, 09 D. lim f()

x—=0* -1 ™ X— 400

5. Ktéra z p()mzszych granic jest liczba wymierna?

A, lim

53
AxT-2x D. lim 35X +4
P X -7

6. Dla kiérej z podanych wartosci parametru k nie zachodzi ponizsza rownosé?

23— Sl — 2x-d
lim K =Sk —2x-4
e UG -5k rx 454Kk

A.-25 B.O C.1 D.2

7. Dla jakiej wartosci parametru p zachodzi ponizsza rownosc?
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8. Funkeja f okreslona ponizszym wzorem jest ciagla. Ile jest réwny iloczyn ab?
A4 gdyxeR\{-2,2}
foo=1a, gdy x=-2
b, gdyx=2
cCl1 D.0,1

A.-0,01 B.

9. Dla jakiej wartosci parametru a podana funkcja jest ciagla?
2

: dyx<2
0= &
log, ax +log, ayR, gdyx>2

3 1 2 5
A3 B.1 c2 D. V2

6x%+5x-9 = 0 ma tylko jedno rozwiazanie i nalezy ono
. Wskaz ten przedzial.

10. Rownanie x5 —x+x?
do jednego z podanych przedziady

A (-1;0) B. (0;1) c (1:2) D. (2;3)

11. Wskaz funkcje, ktorej pochodna jest okreslona wzorem f'(x) = 5%.
VX
A fx)=-6x} B fx)=x C.f0) = 43K D. fn =¥

12. Pochodna funkgji f(x) = ;;j; w punkcie -2 jest réwna:

A4 B.-5 c3 D.5

13.Ktéra z podanych prostych jest rownolegla do stycznej do wykresu funkeji

F(x) = V5x2— 1 w punkcie (1,2)?
A Sx-y+10=0 C.10x-VI9y -5=0
B.5x-2y-3=0 D.20x-y+5=0

14. Styczna do wykresu funkeji f(x) = 2xy/X w punkcie P jest nachylona do osi x
pod katem 60°. Pierwsza wspdirzedna punktu P wynosi:

1 1 1
A. Frd B. 5 A 3 D. 3
15. Dwie styczne do wykresu funkdji f(x) = x> - 7x? + 1 réwnolegle do prostej
5x+2 przecinaja 0§ y w punktach Py i P;. Odleglos¢ migdzy tymi punktami
Jest rwna:

23 4 32

A 752 B. 724 c.32 D.1

=N
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16. Jaka jest roznica miedzy najwieksza i najmniejsza wanosclq funkji okreslonej
wzorem £(0) = 2x +3x* ~ 12x +2 w przedziale (-1;

A9 B.11 C.20 D. 27

17. Rysunek przedstawia wykres pochodnej funkgji f. Ktére z ponizszych zdan jest
prawdziwe?

A. Funkcja f osiaga maksimum w punkcie 1.
B. Funkcja f jest malejaca w przedziale (-3;-1).

C. Funkcja f osigga minimum w punkcie 4.

D. Funkcja f osiaga takie same wartosci dla argument6w -1 i 3.

18. Funkgja f jest okreslona wzorem f(x) = (3x? - 6)'°. Ktére zdanie jest falszywe?
A. Funkcja f osiaga minimum lokalne w punkcie —v/2.

B. Funkcja  osiaga maximum lokalne w punkcie 0.

C. Funkcja f osiaga najmniejsza warto$¢ w punkcie /2.

D. Funkcja f osiaga najwieksza wartos¢ w punkcie 1.

19. Funkcja f(x) = £=3 osiaga maksimum lokalne dla argumentu x, i minimum
lokalne w punkcie x2. Roznica f(x,) - F(x.) jest rowna:

A -4 B.2 c3 D. 4

20. Dla jakiej wartosci parametru p funkcja f(x) = px* - p’x jest rosnaca w prze-
dziale (~5;5) i malejaca w Kazdym z przedzialow (-c05-5) oraz (5;+e)?

A.-5V3 B. —% c 5 D.5V3

21. Rozwazmy prostokaty, ktrych dwa boki lezq na
osiach ukladu wsplrzednych, a jeden wierzcholek
jest punktem tej czesci wykresu funkeji () = 2 +2,
ktra lezy w I éwiartce ukladu wspdlrzednych (zob.
rysunek). Wéréd tych prostokatow najmniejsze pole
ma prostokat o polu réwnym:

Az B. V2 c2 D.2v2
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22. Wiadomo, Ze jesli cena ¢ (w zlotych) pewnego produktu spelnia warunek
5 < ¢ < 20, to liczbe s sprzedanych dziennie sztuk tego produktu mozna obli
czy¢ ze wzoru s = ~2¢2 + 48¢. Jaka powinna by¢ cena tego produktu, aby kwota
uzyskana ze sprzedazy w ciagu jednego dnia byla jak najwyzsza?

A5zt B.12z1 C.1671 D. 2071

23. Pewien obiekt porusza si¢ wzdluz prostej, na ktérej zaznaczono punkt P. Odle-
glosé d (w metrach) obiektu od punktu P po uplywie  sekund od poczatku ruchu
mozna obliczy¢ ze wzoru d = 1t+ — 2213 + 812, Ktére z ponizszych zdan blednie
opisuje ruch tego obiektu?

A. Odleglos¢ obiektu od punktu P wzrasta.

B. Predkosc obiektu 4 sekundy po rozpoczeciu ruchu wynosi 0 2.

C. Predkos¢ obiektu maleje przez 22 sekundy.

D. Predkos¢ obicktu osiaga maksimum lokalne 2 sekundy po rozpoczeciu ruchu,

-
24. Wykaz, ze funkcja f(x) = w ma co najmniej jedno miejsce zerowe

w przedziale (g ;).

25. Znajdz takie dwie liczby dodatnie, by ich suma byla réwna 12, a iloczyn jednej
2 tych liczb i kwadratu drugiej byl jak najwickszy.

26. Znajdz wszystkie punkty wspolne wykresu funkdji f(x) = 5x* = 4x + 3 oraz
stycznej do tego wykresu w punkcie P = (1,4).

27. Wykaz, Ze dla kazdej niezerowej wartosci parametru p funkcja f(x) = ;%
ma jedno minimum i jedno maksimum. Dla jakich wartosci p funkcja f osiaga
minimum w punkcie 17

28. Wyznacz przedzialy mon §ci funkcji §lonej wzorem
F(x)= X = 10 +20x° -

29. Przyjmijmy, ze wykresy dwéch funkeji rézniczkowalnych przecinaja si¢ w punk-
cie P. Kat ostry (lub prosty) miedzy stycznymi do tych wykresow w punkcie P
nazywamy katem przeciecia tych wykresow. ZnajdZ miare kata przeciecia wykre-
sow funkgji £(x) = X2 ~4x+1 i glx) = x* - 2x - 5. Wynik zaokraglij do 1°.

30. Z arkusza kartonu formatu A4 nalezy wycia¢ w naroznikach cztery jednakowe
kwadraty, a nastepnie zlozyé pudelko w ksztalcie prostopadioscianu. Oblicz, jaka
dlugos¢ powinny mie¢ boki wycietych kwadratéw, aby pojemnosc pudelka byla jak
najwieksza. Przyjmij, ze arkusz formatu A4 ma wymiary 21 cm x 30 em.
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31. Trzy boki trapezu sq zawarte w prostych: y = 0, X = 0, x = 1, a czwarty —
w stycznej do paraboli f(x) = x*+1 w punkcie P = (t,f(t)), gdzie t € (0;1). Wyznacz
wspolrzedne punktu P tak, aby ten trapez mial najwieksze pole.

32. Znajdz na paraboli o réwnaniu y = -x? +4 punkt polozony najblizej prostej
0 réwnaniu y = 2x+7.

33. Oblicz, jaka najwigksza objgtos¢ moze mie¢ graniastostup prawidlowy szescio-
katny, w ktérym suma dlugosci wszystkich krawedzi jest réwna 12.

34.Na kazdym z rysunkéw przedsta-
wiono fragment wykresu funkeji £(x) = 1
1 prostq styczng do tego wykresu. WykaZ,
Ze zacieniowane tréjkaty maja réwne po-
la niezaleznie od wyboru punktu stycz-
nosci.
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RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

PRAWDOPODOBIENSTWO

Jesli wszystkie zdarzenia s j to
prawdopodobieristwem zdarzenia losowego A nazywamy iloraz:

N — liczba wszystkich zdarzeri elementarnych

Py =
N ns — liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A

WEASNOSCI PRAWDOPODOBIENSTWA
0<PA) <1 Q — przestrzen zdarzen elemen-
PO)=0, PO =1 tarnych

P(A) = 1- P(A) ; .
A’ — zdarzenie przeciwne
P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A  B) do zdarzenia A (A’ = Q\A)

0 — zdarzenie niemozliwe

WARTOSC OCZEKIWANA
Jesli mozliwymi zyskami uczestnika U w pewnej grze sa I, Lo, Is, ..., In,
ktérym odpowiadaja prawdopodobiefistwa py, p2, p3, Pn, 10 warto$é
oczekiwang zysku tego uczestnika obliczamy ze wzoru:

EZy=pi-h + p2-L + p3s -l + ... + pn

ZDARZENIA NIEZALEZNE
Mowimy, ze zdarzenia A i B sa niezalezne, gdy zachodzi réwnosé:
P(A 0 B) = P(A) - P(B)

Uwaga. Mowimy, Ze trzy zdarzenia A, B i C sq niezalezne, jeli niezalezne sq
kazde dwa sposrod nich oraz zachodzi rownosé P(A 1 B €)= P(A) - P(B) - P(C)

PRAWDOPODOBIENSTWO WARUNKOWE WZOR BAYESA
Niech A i B beda zdarzeniami w pew-  Niech A i B beda takimi zdarze-
nym doswiadczeniu losowym oraz  niami, ze P(4) > 0 oraz P(B) > 0.
P(B)> 0. Wowczas: Wowezas:
_PAnB _ PBIA) - PA)
PAIB) = =55y P(A|B) @B

PRAWDOPODOBIENSTWO CALKOWITE

Niech By, Bz, ..., By beda zdarzeniami parami si¢ wykluczajacymi, o praw-
dopodobieristwach wickszych od 0, takimi Ze By UB, U...UBy = Q. Wowczas
dla kazdego zdarzenia A zachodzi rownosc

P(A) = P(B1) - P(AIB1) + P(B2) - P(AIB) + ... + P(By) - P(A|By)
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SCHEMAT BERNOULLEGO

Schemat to do$wi i jace na iu pewnej
liczby jednakowych préb, przy czym wyniki prob nie zaleza od siebie oraz.
w kazdej probie sq mozliwe dwa wyniki — sukces lub porazka. W schema-
k sukceséw w n probach

obliczamy ze wzoru:
Pu(k) = (:) L pk. (1 -pyk P— préwdopodc(blverislwo sukcesu
w jednej prébie
ELEMENTY KOMBINATORYKI
ZASADA MNOZENIA

Gdy wynik pewnego postepowania zalezy od kolejno podejmowanych
decyzji i przy podejmowaniu pierwszej decyzji mamy do wyboru n; moz-
rugiej — nz itd., a ostatniej — m mozliwosci, to liczba réznych
wynikéw, ktére mozemy otrzymad, jest réwna my - My + ... - k.

ZASADA DODAWANIA

Jesli ustalajac liczbe mozliwosci, mozemy rozwazy¢ kilka parami rozlacz-
nych przypadkéw, to mozemy policzyé, ile jest mozliwosci w kazdym
2 nich i dodaé otrzymane wyniki.

PERMUTACJE

Gdy ze wszystkich elementéw danego zbioru skoficzonego utworzymy
ciag, to méwimy, ze utworzylismy permutacje elementéw tego zbioru. Licz-
ba permutacji zbioru n-elementowego wynosi n!

WARIACJE

Gdy 7 pewnego zbioru wybierzemy k-clementowy ciag roznych elemen-
16w, to méwimy, Ze utworzylismy k-clementowq, wariacje bez powtérzeit
elementow tego zbioru. Liczba k-elementowych wariaji bez powtérzeii ze
zbioru n-clementowego (n > k) wynosi:

=10 -2) - kD) =
Gdy utworzymy k ciag skladajacy si¢ z 6w pewnego
7bmru (wyrazy ciagu moga sie¢ powtarzac), to méwimy, Ze utworz,
wariacje z powto 6w tego zbioru. Liczba
K h wariacji z powtérzeniami ze zbioru wy-
nosi nk.
KOMBINACJE

Jesli 2 pevego zbioru wybierzermy k-clementowy podzbior, to méwimy,
e inacje. Liczba
wych ze zbioru nrelemenmv\egu to:

() - mom
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ZESTAW ZADAN

1. Rzucamy jeden raz dwiema symetrycznymi szesciennymi kostkami do gry. Praw-
dopodobieristwo, ze suma oczek na obu kostkach bedzie mniejsza niz 10, jest
réwne:

11 8 2 5
AL B.§ C.; D.g

2. Sposréd wszystich liezb naturalnych od 1 do 9 losujemy dwie rézne liczby.
Prawdopodobiefistwo, ze suma tych liczb jest réwna 13, wynosi:

1 2 1 1
A. 1 B. 37 C. e D. 37
3. Sposréd wszystkich liczb naturalnych od 1 do 9 wybieramy dwie rézne liczby.
Pravidopodobieristvo, ¢ jedna 2 nich jet dzielnikiem drugie, st rovne:

14 7 7
B. 14 C & D. &

4. Ze zbioru liczb naturalnych od 1 do 60 losujemy jedn liczbe. Prawdopodobieri-
stwo, Ze liczba ta bedzie dzielnikiem liczby 60, jest réwne:

1 3 ~ 2 1
A. 3 B. 36 C i7 D. 5
5. W jednej przegrédce portfela jest pieé banknotéw: dwa o nominale 10 z1, dwa —
2071'i jeden — 50 L W drugiej przegrodee s3 cztery banknoty: jeden o nominale
507, dwa 0 nominale 10071 i jedna dwustuzlotéwka. Losowo wybieramy po jed-

nym 2 kazdej 6dki fistwo, Ze wyjmiemy w sumie
kwote wigksza niz 120 7, jest réwne:

11 3 2
ALl B c3 D. &

6. W pewnym tescie do kazdego z trzech pytan podano pie¢ mozliwych odpowie-
dzi, z ktérych tylko jedna jest poprawna. Przy kazdym pytaniu wskazujemy losowo
wybrana jedna z odpowiedzi. Prawdopodobieiistwo, e wskazemy trzy poprawne
odpowiedzi, jest réwne:

1 1 1 1
Al B4 c& D. e

7. W wyscigu bierze udzial 12 zawodnikéw. Pierwsza tréjke na mecie typujemy,
wskazujac, kto zajmie pierwsze miejsce, kto — drugie, a kto — trzecie. Ile roznych
tréjek mozna w ten sposob wytypowac?

A6 B. 48 C. 220 D. 1320

8. lle trzycyfrowych liczb nieparzystych mozna utworzy¢ z cyfr od 2 do 67
A 18 B. 40 C. 50 D.75
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9. Ile jest liczb naturalnych czterocyfrowych parzystych, takich ze w ich zapisie
wystepuje dokladnie jedna cyfra 5 i dokladnie jedna cyfra 72

AL 190 B. 230 €. 290 D. 300
10. Jakie jest ustawiajac litery
w stowie BAROK, u[v.orzymy slowo ROEAK7

1 1 1
A gls B L cl D1
11. Jakie jest 7e ustawiajac w Kolejnosci litery
A, A, B, K, R, utworzymy stowo BARKA?

1

A5k B 5 g D.1

12. Na loterig przygotowano 100 losow, w tym 8 wygrywajacych. Po wylosowaniu
pewnej liczby losow, wsrod ktorych dwa byly wygrywajace, okazalo sie, ze szansa
na wygrana byla taka sama jak przed rozpoczeciem loterii. Zatem wylosowano:

A. 4 losy B. 16 loséw C. 20 loséw D. 25 loséw

13. Przed przystapieniem do pewnej gry losowej gracz wplaca ustalona kwote or-
ganizatorowi. Jesli gracz przegra, to traci te kwote. Jesli wygra, to organizator
wyplaca mu 300 zI. Wiadomo, ze prawdopodobieristwo wygrania jest réwne . Aby
gra byla sprawiedliwa, wplacona na poczatku gry kwota powinna wynosic:

A 12021 B. 20071 C. 60zt D. 180 zt

14. Mamy dwie urny. W pierwszej jest 6 kul bialych i 4 kule czarne, a w drugie
6 kul bialych i 9 czarnych. Rzucamy symetryczna szescienna kostka do gry. Jesli
wypadnie jedynka lub széstka, to losujemy jedna Kule z pierwszej urny. W prze-
ciwnym wypadku losujemy kule z drugiej urny. Prawdopodobiefistwo wylosowania
kuli bialej jest rowne:

6 2
A e B-f C-ﬁ D-j

15. Cztery paczki s nadziewane dzemem, a pie¢ — budyniem. Losowo wybrano
trzy paczki. Oblicz prawdopodobieiistwo tego, e dwa sa nadziewane dzemem,
a trzeci — budyniem.

16. Dziesicé osob: 6 kobiet i 4 mezczyzn podziclono w sposob losowy na dwie
grupy: szescio- i Oblicz tego, ze obie grupy
sa zlozone z 0s6b jednej plci.
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17. W pewnej firmie na og)oveme o wolnym miejscu pracy zglosilo sie 25 kandy

datéw. W tabelce ilu 2 nich ma Lailu—
wyksztalcenie.
ma nie ma
Kandydac doswiadczenie | doswiadczenia
‘ma wyksztalcenie 3 12
nie ma wyksztalcenia 2 s

Oblicz prawdopodobicristwo tego, ze losowo wybrany kandydat nie ma odpowied-
lub nie S "

ego

18.W pudetku jest 500 losow loteryjnych, w tym 60 wygrywajacych. Wyciagamy
dwa losy. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, Ze co najmniej jeden z nich jest wy-
grywajacy.

19. Na rysunku przedstawiono fragment mapki, na kt6-
rej zaznaczono pie¢ miejscowosci i wszystkie przecho-
dzace przez nie drogi. Oblicz prawdopodobienistwo te-
g0, ze podrézujac z A do B i z powrotem, podrézny wy- o
bierze dwie rozne drogi, ale obie prowadzace przez M.

B oS

20. A uzyskania polaczenia z pew-

nym numerem telefonicznym wynosi 70%. Oblicz praw- o
dopodobiefistwo uzyskania polaczenia z tym numerem

dopiero w czwartej probie. Op

21. Ukladamy hasto oémioznakowe. W hasle mozna uzy¢ cyfr od 0 do 3 i wielkich
liter A, B, C, D, E. lle takich r6znych hasel mozna utworzyé, w ktérych:

a) wystepuje co najmniej jedna litera,

b) na poczatku hasla wystepuja dwie cyfry lub dwie litery?

22.1le jest liczb nalurnlnych pieclocyfrowych podzielnych przez 5, w kidrych wy-
stepujq dokladnie dwie piatki:

23. Sposrod wszystich liczb naturalnych trzycyfrowych losujemy jedna liczbe. Ob-
licz prawdopodobieristwo tego, Ze jest ona podzielna przez 12, jesli wiadomo, Ze
jest podzielna przez 15.

24. W trzech urnach znajduja si¢ kule: w pierwszej — osiem bialych i dwie czerwo-
ne, w drugiej — pie¢ bialych, trzy czerwone i dwie zielone, a w trzeciej — szes¢ kul
z numerem 1 i cztery kule z numerem 2. Losujemy kule z rrzeclej urny, a nastepme
Kule z urny wskazanej przez numer na j kuli. Oblicz

stwo tego, ze druga wylosowana kula nie jest czerwona.
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25. Tenisisci A i B maja rozegra¢ dwa spotkania. Prawdopodobieristwo, Ze pierwsze
spotkanie wygra zawodnik A, wynosi 0,6. Jesli rzeczywiscie je wygra, prawdo-
podobienstwo wygrania drugiego spotkania wynosi 0,7. Jezeli pierwsze spotkanie
przegra zawodnik A, to prawdopodobieristwo jego wygranej w drugim spotkaniu
maleje do 0,2. Oblicz prawdopodobieiistwo tego, Ze zawodnik A przegral pierwsze
spotkanie, jesli wiadomo, ze drugie wygral.

26. Prawdopodobieristwo, Ze orzech jest pusty, wynosi . W worku jest 10 orze-
chow. Oblicz prawdopodobieiistwo tego, Ze wéréd nich 5a co najmniej 3 pelne
orzechy.

27. Polowa uczniow przy dojezdzie do pewnej szkoly korzysta z autobusu, 20%
uczniéw korzysta 2 pociagu podmlqslucgu 2 60% — z autobusu lub pociagu. Ob-
spotkany uczen przy dojezdzie do

teg
Iej szkofy korzysta tylko z aumbusu‘

28. W pewnym parku sprawdzano, czy

Psy na smyczy | bez smyczy
psy wyprowadzane sq na smyczy i czy =~
maja zalozone kagarice. Wyniki tej kon- 2 Kagaiicem 12 4
troli przedstawiono w tabelce obok. bez kagarica 20 14

Przyjmijmy oznaczenia:
S — Pies wyprowadzony jest na smyczy.

K — Pies ma zalozony kaganiec.

Sprawdz, czy zdarzenia S i K sa niezalezne, i oblicz jefistwa warun-
kowe P(S|K) oraz P(K'|S).

29.Na pewna chorobg cierpi 2% ludzi. U 80% oséb chorych na nig wystepuje
pewien charakterystyczny objaw, ktéry zdarza si¢ tez u 5% oséb zdrowych. Przy-
puscmy, ze u pewnej badanej osoby wystapil ten charakterystyczny objaw. Oblicz
prawdopodobieristwo tego, ze osoba ta jest zdrowa.

30.7 pudelka, w ktérym znajduja si¢ 4 kredki czerwone, 3 niebieskie, 2 zielone
11 z6lta, dwukrotnie losujemy po jednej kredce. Jezeli za pierwszym razem wylo-
sujemy kredke czerwong lub z6lta, to wrzucamy ja z powrotem do pudelka. Oblicz
prawdopodobieristwo tego, ze w trakcie tych dwdch prob wylosujemy co najmnicj
jedna kredke niebieska.

31. oceniaja, ze jeristwo duzych opadéw Sniegu pew-
nego dnia lutego wynosi 0,8. W wypadku duzych opaddw $nicgu tego dnia praw-
dopodobieristwo, ze wystapia problemy komunikacyjne, wynosi 0,9; w przeciwnym
wypadku prawdopodobieristwo takich klopotéw wynosi 0,2. Oblicz prawdopodo-
bieristwo wystapienia w tym dniu klopotéw komunikacyjnych.
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PROCENTY. ELEMENTY STATYSTYKI

PROCENTY | PROMILE

i .
p%liczby ato 155-a.

Liczba a stanowi 5-100% liczby b.

Liczba o p% wicksza od a to a+ & -a.

.
palicsbya to b -a.
OBLICZANIE ODSETEK

Procent prosty (odsetki obliczane sq od stalej kwoty). Jesli kapital po-
czatkowy wynosi Ko, a oprocentowanie jest rowne p%, to po n okresach
naliczania odsetek kapital wraz z odsetkami obliczamy ze wzoru:

Kn =Ko+ 155 Ko n

Procent skladany (odsetki obliczane sq od kapitalu powickszonego o odset-
ki za wezesniejszy okres). Jesli kapital poczatkowy wynosi Ko, a po kazdym
okresie naliczania odsetek stan konta zwigksza si¢ o p%, to po n okresach
naliczania odsetek kapital wraz z odsetkami obliczamy ze wzoru:

K = Ko (1+ 155"

ELEMENTY STATYSTYKI
MEDIANA

Kazdy zestaw n liczb mozna ustawié w taki ciag @i, @z, ..., dn, 2 n < dner.

Gdy n jest liczbg nieparzysta, to  Gdy n jest liczba parzysta, to me-

mediang liczb a1, s, ..., an nazy- diang liczb ay, s, ..., @, nazywamy

wamy $rodkowy wyraz w tym ciagu. ~ $rednia arytmetyczna dwoch srod-
kowych wyrazéw.

Na przyklad gdy n = 7, mediana ~ Na przyklad gdy n = 6, mediana jest

Jest ay. srednia arytmetyczna liczb as i a.

a, az, as, as, as, a, a7 ay, az, as, as, as, as

mediana = as mediana = % ; C
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DOMINANTA (MODA)

Dominanta zestawu danych to taka wartosé, ktéra w tym zestawie wyste-
puje najczesciej.

Uwaga.

Sli w zestawie kilka wartosci wystepuje 7 ta samq (najwyZsza)
to kazda z tych wartosci jest dominanta.

SREDNIA ARYTMETYCZNA
Srednia arytmetyczna liczb X1, X2, ..., Xn to liczba X obliczana wedlug

wzoru:
+ Xn

e XidXp k.
K= n

SREDNIA WAZONA

Srednia wazona liczb ay, ag, ..., ay z wagami odpowiednio wi, Wa, ..., Wn
(gdzie Wi, Wa, ..., wn 5a liczbami dodatnimi) to liczba 5 obliczana wedlug
wazoru:
Wid 4 ol 4. + Waay
Wi W2 F i W

ODCHYLENIE STANDARDOWE

Odchylenie standardowe zestawu danych liczbowych x1, x
o obliczana wedlug wzoru:

-4 X to liczba

+ (= XP

”E\/(xlfiﬁ+(xzfﬂ"z4

lub wedlug wzoru:

ZESTAW ZADAN

1. Liczba a to 32% liczby dodatniej m, a takze 160% liczby dodatniej n. Wynika
stad, ze:

A.n=02m B.n=0,5m C.n=1,28m D.n=192m

2. W Polsce inflacja w 2018 roku wynosifa 1,6%, w 2019 roku — 2,3%, a w 2020
roku — 3,4%. Jesli cena pewnego towaru na poczatku 2018 roku wynosita 200 zt
i wzrastata zgodnie  inflacja, to mozna si¢ spodziewa, Ze cena tego towaru w koii-
cu 2020 roku wynosita okoto:

A. 207,30 21 B. 214,60 7t C.21494 71 D. 346,00 2t
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3. Ceng towaru zmniejszono po sezonie o 36%. Przed kolejnym sezonem podwyz-
szono cen¢ do poprzedniej wysokosci. O ile procent wzrosla wtedy cena towaru?

A. 36% B. 42,5% C. 56,25% D. 64%

4. Na lokate roczna wplacono 50000 zL. Oprocentowanie tej lokaty wynosi 2%
w skali roku. Roczny podatek od odsetek wynosi 19%. Jaki bedzie stan konta po
10 latach, jesli w tym czasie nie beda dokonywane Zadne wplaty ani wyplaty?

A.58716,74 7t B. 60949,72 1 C.51932,82 71 D. 60000 zt

5. Na lokate, ktdrej oprocentowanie netto w skali roku, czyli po uwzglednieniu
podatku od odsetek, wynosi 3%, wplacono 100000 z1. Gdyby odsetki doliczano co
miesiac, to ich wielkosé po roku bylaby wigksza od odsetek doliczanych co pot
roku. O ile wigksza?

A. 06,18zt B. 012,50zt C.o19,10zt D. 0 36,49 zt

6. Na lokatg polroczng wplacono 20000 zL. Przez 5 lat nie dokonywano Zadnych
dodatkowych wplat ani wyplat i po uplywie tego czasu kwota na lokacie wzrosta
do 26278,50 z1. Jakie bylo roczne oprocentowanie tej lokaty netto (po odliczeniu
podatkéw od odsetek)?

A 2,8% B.5,5% C.7% D. 11,2%

7.7 1kg mleka o zawartosci 4% tuszczu zebrano 10dag $mietany o zawartosci
129% tluszezu. Jaki jest procent tluszezu w mleku, ktére pozostalo?

A. okolo 2,8% B. okolo 2,9% C. okolo 3,1% D. okolo 3,4%

8. W tabeli podano wyniki badania dotyczacego liczby dzieci w rodzinie.

Liczba dzieci |

o |1 [ 2]3|4] | e
9 | 1

5
Liczba rodzin | 12 16| s | 4]0
Na podstawie tych danych mozna stwierdzié, ze $rednia liczba dzieci w jednej
rodzinie jest rowna:

A.0,22 B. 138 C.2,08 D.3

9. Srednia arytmetyczna liczb 1, 3, 5, 5, 6, X jest réwna m, a $rednia arytmetyczna
liczb 1,3, 5, 5, 6, X, 4x jest réwna 2m. Wynika stad, Ze suma X + m wynosi:

A5 B. 10 c.15 D. 20

10. Zestaw A sklada si¢ z 50 liczb o $redniej arytmetycznej réwnej 9, a zestaw B
— 2 30 liczb o $redniej arytmetycznej réwnej 1. Srednia arytmetyczna zestawu
powstalego w wyniku polaczenia zestaw6w A i B wynosi:

A 125 B.45 cs D.6
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11. Pieédziesiat oséb spytano, ile lyzek cukru dodaja do szklanki herbaty. Wyniki
tej ankiety przedstawiono za pomoca diagramu kolowego.

%
[ otyzeczek

@ 28% [ 1 iyzeczia
[ 2weczi

[ 3iyzecti

i [ s iyteczek

Mediana zebranych danych jest réwna:
Al B. 1,3 €15 D.2

12. Réznica migdzy $redniq arytmetyczna zestawu liczb: 1, 2, 3, 1,3, 1, 5, 9 a me-
diang tego zestawu wynosi:

A.0,125 B. 0,625 c.1,125 D. 1,225

13.W pewnej firmie wszyscy oprocz szefa zarabiaja tyle samo, a szef zarabia
0 2400 71 wiecej niz inni. W firmie pracuje 30 osb (razem z szefem). O ile $rednia
arytmetyczna plac jest wicksza od mediany plac w tej firmie?

Aozt B.60 7t c.80zt D. Za malo danych, by to stwierdzic.
14, Srednia arytmetyczna oraz mediana zestawu dziewieciu liczb: 7, 9, 2, 3,
2,7,3,a, b sa réwne 5. Dominanta tego zestawu jest:

A2 B.3 cs D.7

15. Mediana podanego zestawu liczb wynosi 6. Oblicz $redniq arytmetyczng tego
zestawu.

Wartosé danych | 2 | 5 | 7 |
Liczba wskazani | 11 | 9 | x | 17
A2l B.6 C.645 D.63%

16. Rzucono dziesieciokrotnie szescienng kostka do gry. W pierwszych o§miu rzu-
tach otrzymano wyniki: 2, 3, 2, 4, 5, 6, 4, 5. Srednia arytmetyczna wszystkich
dziesieciu wynikow jest réwna 3,4. Jaka jest mediana wszystkich wynik6w?

A 34 B.3,5 C.4 D. 4,5

17. W tabeli podano liczby i odpowiadajace im wagi. Srednia wazona tych liczb to:

|10 | 12 | 20
3] 1]
A.5,103) B.7,7 D. 19,251
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18. Odchylenie standardowe zestawu danych 1, 2, 2, 2, 2, 3 jest rowne:

A0S B. /6 [N D. 3

19. Ponizej przedstawiono dane o wzroscie zawodnikéw dwéch druzyn.
Druzyna A: 168 cm, 179 cm, 180 cm, 183 cm, 190 cm.
Druzyna B: 166 cm, 184 cm, 185 cm, 186 cm, 189 cm.

Niech X, i 04 oznaczaja $redniq arytmetyczna i odchylenie standardowe wzrostu
zawodnikéw druzyny A, a Xs i 05 — Srednia arytmetyczng i odchylenie standardo-
we wzrostu zawodnikow druzyny B. Ktéra z par nierownosci jest prawdziwa?
A.Xa<Xp i 0a<0p CXa>Xp i oa<op

B.Xa<Xpioa>0p D.Xa>Xp 1 04> 03

20. Na diagramie stupkowym
przedstawiono wyniki ankie-
ty na temat liczby godzin
poswiconych na uprawianie
sportu w ciggu tygodnia. Kté-
ra z podanych liczb jest naj-
dokladniejszym przyblizeniem
odchylenia standardowego ze-
branych danych? [1 H 1
A 1,86 c2 R

B. 195 D. 2,05

liczba os6b

- w e ow oo

6 7
liczba godzin

21. Sprawnosé pisania na maszynie lub Klawiaturze komputerowej okresla sie
W nastepujacy sposob: osoba, ktéra w czasie t (w minutach) napisala tekst skl
dajacy si¢ z n wyrazow i popelnita b bledéw, ma sprawnos¢ pisania réwna S, gdzie:
10b
0

s

Pani Jadwiga i pani Henryka pisaly na maszynie ten sam tekst i popelnily tyle samo
bledow. Pani Jadwiga ma sprawnos¢ pisania o 25% wyzsza niz pani Henryka. Pani
Henryce pisanie tekstu zajelo 15 minut. Jak dtugo pisala go pani Jadwiga?

22. $rednie miesigczne wynagrodzenie w 1980 roku bylo w Polsce o 13% wyzsze
niz w 1979 roku i 0 24% wyzsze niz w 1978 roku. O ile procent srednie miesi¢ezne
wynagrodzenie w 1979 roku bylo wyzsze od sredniego miesiecznego wynagrodze-
nia w roku 19787
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23. suszone grzyby wazq o 80% mniej niz przed suszeniem i zawierajq jeszcze 5%
wody.

a) Ile grzyb6w trzeba zebraé, aby otrzymaé 1 kg grzybow suszonych?

b) lle procent stanowi woda w §wiezo zebranych grzybach?

24, Jakie powinno byé opro ie netto (po ieniu podatku) lokaty
rocznej, aby po czterech latach przechowywania na niej oszczednosci stan konta
powickszyl sie 0 50%? O ile procent powigkszylyby sie oszczednosci na tej lokacie
Ppo osmiu latach?

25. W pewnym banku oprocentowanie lokaty trzymiesiecznej wynosi 6% w skali
roku. Po uplywie terminu lokaty bank dopisze nam odsetki pomnicjszone o poda-
tek, ktory wynosi 20% kwoty odsetek. O ile procent wzrosnie po trzech miesiacach
kwota wplacona na te lokate po dopisaniu odsetek pomniejszonych o podatek?

26. Reklama pewnego funduszu inwestycyjnego glosi, ze po trzech latach od za-
inwestowania w ten fundusz zysk wyniésl 20% wplaconej kwoty. W tym samym
czasie oprocentowanie lokaty wynosilo 6,5% w stosunku rocznym, a odsetki do-
pisywane byly po kazdym roku. Realizujac zyski z funduszu inwestycyjnego, po
trzech latach nalezalo zaplaci¢ jednorazowo podatek od tego zysku. W wypadku
lokaty bankowej podatek od odsetek byl odliczany co roku. W obu wypadkach
wysokosé podatku wynosita 19%. Oblicz procentowy zysk netto (po odliczeniu po-
datku) z kazdej z tych inwestycji.

27. $rednig dobowa temperature powietrza oblicza si¢ jako srednia arytmetyczng
czterech temperatur zanotowanych w ciggu doby:

Tonax — Y naj 2Jy 7= o godzinie 7%,

Tmin — temperatury najnizszej, Ty9 — temperatury o godzinie 19%.

W pewnym miescie o godzinie 7% zanotowano temperature ~5°C, a o godzinie
19% bylo ~2°C. Wiadomo, 7e réznica miedzy najwyzsza a najnizsza temperatura
w ciagu doby wynosila 10°C. Czy $rednia dobowa temperatura tego dnia mogla
osiagnac ~1°C?

28. Pewna gazeta ocenia restauracje, przydzielajac im punkty w skali od 0 do 10
w trzech kategoriach: wystréj sali, obsluga i jakos¢ potraw. Ocena koricowa to
$rednia wazona tych punktéw. Ponizej podano liczbe punktéw, ktére zdobyly dwie
2 ocenianych restauracji. Oblicz wagi punktow w kazdej Kategorii (przyjmij, ze
suma wag jest rowna 1).

Restauracja | Wystrdj Obsluga Ocena
sali Koricowa
“Telmo 8 4 6
Keruz 2 2 9
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29. Zgodnie z regulaminem pewncj uczelni wynik koiicowy studiéw jest Sredniq
wazong nas h liczb: $redniej arytmetycznej ocen wpisanych do indeksu
(z waga 0,5), oceny z pracy dyplomowej (z waga 0,3) i oceny z egzaminu dyplomo-
wego (z waga 0,2). Ewelina uzyskala $rednia ocen 7 indeksu réwna 3,7, za prace
dyplomowg otrzymaa oceng 4,5 i obronita j na egzaminie dyplomowym na ocene
4. Wladze uczelni proponujq zmiane wag ocen branych pod uwage przy obliczaniu
wyniku koiicowego tak, by wagi ocen z pracy dyplomowej i z egzaminu dyplo-
mowego byly rowne. Gdyby te zmiany weszly w Zycie, to wynik koficowy Eweliny
wyniéstby 3,92. Jakie nowe wagi proponuja wladze uczelni?

30. W pewnej stacji hodowli roslin trwaja préby wyhodowania odmiany grochu
o duzych ziarnach i malym zréznicowaniu wielkosci ziaren — $rednia masa ziarna
ma byé wieksza od 0,06 g, a odchylenie standardowe masy ziaren ma by¢ mniejsze
niz 0,001 g. W laboratorium tej stacji zwazono 100 ziaren nowej odmiany grochu.
Wyniki tego wazenia przedstawiono w ponizszej tabeli. Czy ziarna w badanej prob-
ce spelniaja oczekiwane wymagania?

Masa ziarna (g) [0,059| 0,06 |0,061(0,062
Liczba ziaren | 40 | 32 | 8 | 20

31.W pewnym zakladzie przetworstwa owocowego jedna z maszyn odmierza
100-gramowe porcje dzemu i pakuje je do pojemnikéw. Normy zakladowe wy-
magaja, by $rednia arytmetyczna mas porcji zawierata si¢ miedzy 98,5g i 101,5g,
a odchylenie standardowe tych mas nie bylo wicksze od 1,5g. Aby sprawdzi¢, czy
maszyna spelnia te normy, zwazono 100 porcji dzemu. Wyniki zebrano w ponizszej
tabeli. Czy masy sprawdzonych porcji spelniaja normy zakladowe?

Masa porcii | 97 | 98 | 99 | 100 | 101 | 102 | 103
Liczbaporcji | 20 | 30 | 17 | 27 | 0 | 1 | 5
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Tabela wartosci funkdji trygonometrycznych

g

0
00175
00349
00524
0,0699
0,875
0,1051
01228
0,1405
01584

0,8693

09657

wumsass
REg8EESE|=

L

%

37321
4,0108
43315
4,7046
5,146
56713
63138
71154
81443
95144

11,4301

14,3007

19,0811

28,6363

57,2900




ODPOWIEDZI

str.16-22: Loa) §, b) %, o
wylosowania figury sposrod kierow, b) 5. 3. Losowo wybrany Amerykanin to Smith.
423 b 93 520 b®WO, o 6.a) 12,
7.a) 33, b) 3. 8. A1 iAs, Az i A7, A3 i A5 Aj — Liczba oczek jest meparzys!a 9. A1 As,
Az m7. A.; m“; A; — Orzel nie wypadnie tyle samo razy co reszka. 10 35; . 11 i £
12. ) 4,, b # o & 13.8ku c7erwomch 14. 27 oséb.  15. 21 kul.  16. a) 3

b ¢, o & % 18.a) 1, b) %, o w dwumasztowiec lub w trojmasztowiec, d

d) 5. ¢ 5. 2.a) Wieksze jest prawdopodobieiistwo

©) 5. Wskazowka  tle jest pél Zajetych praez wszystiie okrety, a fle — preez duumasatance?
19. 4. 20.0) “, biod 2Lar—3u—4ni—fu—F 22041
b) 2 o 3, 4 g5 23 F=079.

s.25-26: Lai bl ol 2aniola
b) L. 4. a) Wsrod wylosowanych kart nie ma damy;

© siedem, ) 1. 3.a) },
&, b) wsrod wylosowanych kart jest co

najwyzej jeden kier; 2, ) wylosowano dwie figury lub dwie blotki; 3. 5. 3. 6.a) }, b)

7.4 8@ 5 b § o 9 10.PW) 11. &) ®), b nie istnicje.

LE-S
7.0 3,

4.9 %8
b f 9. PU) =1,
=03, b) 5 ~03.
15. 2) 0,343, b) 0,37, ¢) 0,189,

12. a) 0,01, b) 0,48, c) 0,64, d) 0,41.
d) 0,63. 17.a) Nie, b) =25, ) 4, d) §. 18.a) %. b3 1923 b0 ok 202

L s8 1y 55119, (1100
2L (5) 0 (3)7 o (8)7(2)5 (2)

str.40-42: L. a)  pkt, b) 1,5 pkt. 2. a) } 7L, czyli okolo 17 gr, b)
~56gr. 3. a) Wygrywamy okolo 23,13 z1, b) ~15 z1, czyli przegrywamy okolo 1,07 z1. 4. 5z1.
5.a) Nie, b) okolo 2,702 6.17,50zL  7.430zL 8. 62z0i1247 9. 37 1, cppli
okolo 3,64zL.  10. 402 1124071 12.a) 257, b) kul bialych powinno by¢ 19 razy
ej

21, czyli okolo

czarnych.

str.47-51: 1.28. 2. 43 minuty 45 sekund. 3. a) Na 24 sposoby,
Sci. 4. 17576000000 numerdw. 5. a) 20 sposobéw, b) 25 sposobow, ) 10 sposobow.
6.a) 27 liczb, b) 18 liczh, <) 64 liczby, ) 8 liczb. 7. a) 2500 liczb,  b) 300 liczb,
©) 40 liczb, d) 36 liczb. 8. 100. 9. a) 72 liczby, b) 81 liczb, <) 648 liczb, d) 729 liczb.
10. a) 30 spédnic, b) 90 spédnic, ) 120 spédnic.  11. a) (&) — 12 sposobow, (B — 6 spo-
sobow, (©) — 48 sposobw,  b) (&) — 36 sposobow, () — 48 sposobow, (© — 324 sposoby.
12. @) Na 120 sposobéw, b) na 600 sposobow, ) na 48 sposobow, d) na 120 sposobow.

b) 60 mozliwo-
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13. ) 4-11'% menuetéw, okolo 14,5 miliona stuleci, b) najczesciej szésty, najrzadziej — pierw-
szy i jedenasty. 14, 21 usciskéw dioni, 42 wizytéwki. 15. a) 306 delegacji, b) 315 delegaci
16. 486259200.  17. 468 sposobow.  18. 38 sposobow.  19. a) 85 liczb, b) 162 liczby.
20.a) 117, b) 23. 21.a) 12, b) 75. 22.a) 6499, b) 2408, ¢) 951. 23. a) 239500800,
b) 8709120, ) 10886400, d) 2177280. 24.a) 36, b) 240, ¢) 360, d) 108. 25. a) 1152,
b) 1152, ¢ 1152,

S 57-59: L.a) 30, b) 13, o) 24, d) 120, ¢ 9900, )
W63 DB 2@ n m-1:m-2), b)n-m+D), O gy & 2 3@ 1204
b) @15 © 100, d) (). 4.2 Dlam=111, b) dlam=38. 5.a) 40320, b) 24,
© 120, ) 125, ¢ 1728, ) 81, g) 56, h) 17280, i) 7776. 6. a) ', czyli okolo 1,05 - 1013
ustawieri, b) 12 ustawien. 7. @) 128, b) 2187, ©) 78125. 8. a) 16807, b) 78125, o) 120,
9. 60, b) 30, )20, d) 10. 10.a) 64, b) 18 1L a) 360, b) 180, ) 60. 12. 63.
Wskazowka. Tworzac znak, decydujemy o kazdej kropee, czy bedzie wypukla, czy nie. 13. 30.
14.720. 15. ) 39916800, b) 7257600. 16. a) 144, b) 480.

8 9, h 45, 1) 6300, ) 3,

str.62-64: L.a) (§), b) 5liczb, ©) 3liczby.  2.) 190, b) 120, <) 4060, d) okolo
6,35 - 10, 3. 10 sposobow. 4. a) 84, b) 504, ©) 4 lub 5 kwadracikéw.
5. a) 64350, b) 60, ¢) 44100. 6. a) 45, b) 2520. 7. a) 24, b) 22308. 8. a) Okolo
8,88 - 10'%,  b) okolo 5,36 - 10%8. 9. a) 435, b) 4060. 10. a) 1225, b) 19600.
11. a) 43949268, b) 24054030, c) 14049 360. 12. a) 252, b) 2520, ) 2520, d) 560.
13. a) 11040, b) 28750.

S 68-69: L a) ¢¥+ 8¢l +24¢% 432416, b) 3207 + 240! &720x‘+ 1080x? + 810x + 243,
©) 64-96a+60a” -20a’ + 5

@ 2441222 454+ 18 4

2. a) 284163,
T gy 51807

3. ) 21 skladnikow, 11 liczh wymlem)ch b) 31 skladnikow, 6 hczb wyrmemych
©) 36 skladnikéw, 3 liczby wymierne. 4. a) 3543750, b) 3075072, o) 7S d) 168/2,
€) 5837832, 1) 24903680, 5. a) Ffa'hS, b) F5p %% 6. (2+6x)F = 1206x* + 1728x +
+864x? +192x+16. 7. a) p°, 6p°a, 15p*q?, b) p7, 7p°q, 21p°¢%, <) p°, 9p®a, 36p7q",
8. ) u, Suw, 10uPw?, b) ul®, 10uw, 45ubw?, o) u'?, 12u'w, 66u'Ow?. 9. Wskazéwka.
Zastosuj wzor Newtona dla (1+1)". 10. ) 1,1, b) 082, ¢ 1,02, d) 096. Wskazéwka. b)
Przedstaw liczbe 0,99 jako réznice 1-0,01.

SU. 73-77: 1.a) 75, b) 45, O 5t D) @ ©
b) 25 O Z. ) ggs- 4 ) Okolo 1,57- 10712, b) okolo 6,3 - 10712, ¢) okolo 0,0088,
d) okolo 4,57 - 107, ¢ okolo 0,026. 5. @) 75, b) i, © g 3
Lob) 2o 9. a) Town ~ 276107, b) &, o

114 a) Okolo 1, b) 3328 ~ 03399, ) Toem ~ 6,04 1075,
14. a) 157, b) %% ~016. 15 a) 3,

b) ;1,:, o
b5 130 gy b S
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18.a) 55 b 5 0 F 199 o

O 5§kt ~ 119 - 1074

b) m=364 10

o2 3. 4. 4. Okolo 154870 5. a) 5 = 03,
T 7. 240 b) 243, ¢ 60. 8. a) 720, b) 1000. 9. a) 135,

a3, b) 35 O & 1L 1120V2x12y

str. 83-85: 1. AUB = (2,435) ANB = {46}, B’ = (123) A"UB = {1,3,4,5,6},
AOB ={1,3}. 2. PANB) =} PANB) =} PWnB) =1 PAUB) = P UB =},
P(A'UB) =} S.a}CID,BID,AIB.;’HC b) CND, AnB. 4. P(A) < P(B') < P(A").
5. a) Tak, b) nie, o) tak, d) tak. 6.a) 1, b) §, 0 04, d) &, 3, 3. 7.2 065, b) o1,
© 09, d) 085 8 75 1. 9.2 06 b) 04 o 03 10.Nie. 11 a) 0,667, b) 0,314,
©) 0,233, d) 0,734.

str. 88-91: 1. a) £
b i o i

s.95-96: L &k
6.2) 042, b) 027, ¢) 0,69, d) 2.

5.2) 09415, b) 145

str. 101-102: 1. a) S niezalezne, b) nie sa niezalezne, ¢ sa mezalezne, d) nie sa
niczalezne. 2. Nie sq niezalezne. 3. @) 55, b) 3. 4. ) 3 2

5.09603. 6.a) 1, b) 2. 7. Saniezalezne. 8. 5

str. 105-109: 1. a) & b; H 2.0 15, b) A O 155 = 01935, d) gaeas ~ 002642,
€ okolo 0,000201, r) Toss ~ 0,2508. 3. Pierwsze zdarzenie. 4. a) Okolo 0,0376,
b) 25 = 01001, ¢ F=~05781. 5. a) Okolo 0,006, b) okolo 0,0403, ¢) okolo 0,9536,
d) okolo 0,2007, e) okolo 0,215. 6. a) Okolo 31,1%, b) okolo 29,48%, c¢) okolo 3,2%.
7. Zasada A 8.a) 55, b) ¥ ~ 01138, ) okolo 0,1565. 9. a) Okolo 4,78 - 1074,
b) okolo 03487, ) okolo 00574, d) okolo 0,0702, ¢ okolo 3,83 - 10, 10. ) Okolo
0,1074, b) okolo 0,215, «¢) okolo 0,002, d) okolo 0,0464, e) okolo 4,2 - 10%, f) okolo
0,9536. 11. a) 25 rzutéw — 4; 35 rzutéw — 5 lub 6, b) 3, ¢ 12 lub 11 zdolnych; 19
leniwych. 12, 10 0s6b; 10 lub 9 0sob.  13. a) 6 lub 7 sukceséw, gdy p =

., 7 sukcesow, gdy

pe (Fri), 7 lub 8 sukcesow, gdy p b) 10 lub 11 sukceséw, gdy n = 54, 11 sukceséw,
gy ne 57,58}, 11 lub 12 sukcesow, gdy n=59.  14. ) 4, b) 4, <) najmniej 6,
d) najmniej 5.
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str. 110: 1. 0. 2038 3.203 bo06 02 07 o3I i
4.3-1. Sai b8 of 6% 7L 8aih b ok o
9. Co najmniej 5 meczow.

s 116-118: L a) |
Jim £ = —eo, b) ]
Jim )
f ma granice w punkcie -1, a nie ma granicy w punkcie

l:nwf(XD =-2, Xlll'fo(x! =2, lm}f(xb = +o0, lim f(x)
£ = o, Jim () = 0,

= -, limf() =

m f(9 = 4, lim f(9 = 0, funkcja

lim £(x) = +00,

lim g(x) = 2, lim g(x) = 2, funkcja g nie ma granicy w punkeie -1, a ma granice w punkie 3;

im h) =3, lim k() = 2, lim h)

2, lim h(x) = 2, funkeja h nie ma granicy w punkeie 1,

a ma granice w punkcie 3, b) |

F0) = w0, Tm f(x) = 400, lim () =+, ll_r‘n'ﬂxb

funkeja f ma granice w punkeie -2, a nie ma granicy w punkcie 4;

n 90 =

.90 = -

e, lim g(x) = ~e», funkeja g nie ma granicy w punkcie -2, a ma granic w w punkcie 4

lim g0 =
lim h(x) =

2, lim h() =
X2

o, lim hx) =1, lim hx) =+, funkcja h nic ma granicy w punkiach

204 3oa) lim 00 = oo, Jim () = -, Jim @) = oo, lim g0 = -, lim h(x) =

Jim k() =0, b) lim f(9) = ~es, Jim f(x) = 405, Jim g(x) = =0, lim g0 =

o Jim e =

Jm B = 0. 6.a) 49, 0, 0, 405, b) 409, ~w0, o9, o0, ) o0, +e9, 400, =, ) 2, 2, o,
, Jim f0) = 4, O lim 00 - 2,

;4VZ0;16. 10, lim dix) = V3,

400, 7.a) lim f(0 =3, Jim f(x) =3, b) lim f(x)
Jim f(0 =-3. 8.a)fih b h 9. 2/% VG
fx)=2v3. 1L lim h(x)=2, lim h(x)=4.

g, o N

fx)= . | f(x) = +oo,

T +2nm, neN., b np.

st 125: 1.a) 0, b) -3, ¢ —w. 2.2 17, b) 1, 9 3. 3.
funkeja £ nie ma granicy w punkcie -2, 7. &) Np. ay = 1, by

Lby=-LneN., onp.an

an

str. 129-131: 1. @) Funkdja f nic jest ciagla w punktach: . b) funkcja g nie jest
ciagla w punkcie 1, C) funkcja h nie jest claﬂlam punktach: -2, 4. 3. a) Tak, b) tak, ¢ nie,
dnie. dap=3 bp=2 S5.ap=- ,a=-4. 6.a) 13, b) L,
0, do, el 0 7.aa bb » € x0=3, d) xo=-3lub
X0=3 e xo ) xo=-2lub xo=3. 9. Funkcje f i g nie sq ciagle, funkcja h jest ciagta.
10. a) Dlax € Z, b) dlax € {-/A, /7, gdzie n € N..

St 133-134: 3.) xo= 15, b) X~ =35, O xo= 15, d) X = -15. 4. ) Np. xo = -0,75,
b) mp. xo & 1375, 9. Wskazéwka. Niech f(x) oznacza odleglosé, jaka pokonal poslaniec
pierwszego dnia do godziny x, i niech g(x) oznacza odleglosé, jaka pozostala poslaricowi do
pokonania o godzinie x drugiego dnia. Rozpatrz funkcje hx) = £(x) - a(x).

S 140-143: La)7, b) =3, 9 0, d) &, © -90, D 0, g F, ) 0. 2.a) +, b) -,
Q) —o, d) 4. 3.) 0, b) 420, ) 0, d) 3. 4. a) +o9, b) +o9, ©) ~o, d) o, € ~o9, ) +o0.

296 ODPOWIEDZI



5.) ~®, b) 4, ) 40, d) 0, € 0, ) +®.  6.a) 4, b) +m, O -, d) o, € +x,
4w 9.2)2b) -5, 90 )0 ¢+ 0o, g2 h)0 D)5 10.a) lim flx)= 2

Jim f(0 = fi=, b) Jim 00 = 0, lim f(x) =
Jest liczba nieparzysta, lim f(x) = -, gdy n—m jest liczba parzysta.  11. z) Np. f(x) =

L O Jim f3) = ~oo, lim fx) = +oo, “ady n-m

b)mp. W) =-3x7. 122}, b-1, 0% di 13ap= b p=-1 lub
p=l 14.p=4,g=% 152+, b3 162+, b o o -1, d+o, o}
D0 17.) lim P9 =0, imP() =+, b) Jim P) =2, BmP( =2, o Jim PG = +oo,
1im P = 0. 18.2) 0, 10, 0 0, ) -

S 149-151: L a) —, b) 4o, ) 4, d) 4, € +o, D) 4o 2.2) 40, b) ~o,
O 4, d) 4o, ) 40, D) —o, ) ~m, h) 4w, D) -, ) -, K) 4w, D ww. 4oa) -,
b-L 9% d @0, 5.a0-% b~ O A oo-i n-i
6. Jim_f(0 = -o0, lim () = 405, Jim f(x) = 0, lim () = 0

Jim_g00) =+, lim g(x)

31551 b) 0,0, 400y 4093 3;0;0. 9. @) x=-2, b) x=-4, ) x=4ix=-2

. b) y=-6, ¢ y=-3,y=3. 1l.a)x=3, b x

8. ) —oo; +o9;
10. ) y=
x=4,y=0, & x=-1,x=1,y=3, f) x=-3,x=-1

5O x=5y=4, d x=0,

S 1520 1oa) -, b) ~, 0 0, d) -}, @ 4, 1) 0, 0, h) 4o, i) 3. 2.a) +e,
b) -, © -, d) -, €3 0-4}, 92 W0 3.2 4, b)+o, o +o, d) 0.
4. a) Stopieri wielomianu W(x) jest mniejszy od stopnia wielomianu V(x). b) Wielomiany sa
tego samego stopnia. ) Stopieri wielomianu (x) jest wiekszy od stopnia wielomianu V(x).
6.a=%b=1. 7.Np.xo=-15.

st 159-160: 1. 1. a) ) = -1, b) f'-1)
2.2) y=-2x+5, b) y=-x+2. 3. f(2)=-6, f2 4.f(3)=-7. 5. fD=2
FO=0F@=1 b FED=-1F0)=-5 F@=-4 0FCD)=-4F1=0f@)=2
6.0) F(x) > (), b) F0)>Fx) O f02)>F ). 7.a=3,b=8,c=1,d=-2 e=-6
8.a) Tak, b) mie, o nie, d) tak.  10. ) Nie istnieje pochodna w punktach: -2, -1, 2,
/()= 0, gdy x € (~1;2), b) nie istnieje pochodna w punkcie: -3, '(x) = 0, gdy X = 0, <) nie
istnieje pochodna w punktach: -2, -1, 1, f'(x) = 0, gdy x € (~1;1) U {2

Af@=§  dre

str. 166~ 168‘ L a) f'x)

=300, b) f'(¥)

Sx1% o) (%)

LD

e fx) = T N =38 g e =-15x h) f(x) = i) 00
3. a) P'(r) = 2mr, dlugos¢ okregu o promieniu r, b) V'(r) = 41"‘ pnle powierzchni kuli

o promieniu r. 4. -'Ai £/(x)=8x3-6x, b) f/(x)=-2x3+x2-2x, ©) f'(x)
@) (0= 3x0+VZe o 5 (0 = 10X7-36x745x0- 1630 +24x-2. 6. ) /() =
x5, b) )= 4606, O 1) = 18 -6x+d, ) )= 6615511, 7, ) 1) =

TN
x2e2x-pip+ 3,

323 8»)(1‘

2
e
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BP0 = e O = L @) -
b) f(x) = ﬁ7+ 9.4 =-8 mz)—

T T T T2

10. @) Na przyklad: f(x) = x*, b) na

przyklad: f(x) = $x2, ) na przyklad: f(x) = §x*, d) na przyklad: f0 = 2. 11 a) y=4x-2,
by =2x+2,

dy :% 75 12. Okolo 101° 13, A = (2, 3%),
15.0) y=2x, b) (-2.§). 16.2) y=x+8,
17. (1, 0) i (-2, -3); wykresy przecinaja si¢ pod wiekszym katem w punkcie (1, 0).

S 171-172: 1. a) (gof)(x) = -6x2+9, (F o g)(x) = 12x% ~ 84x+ 146, b) (g )(x) = 252

(Fog) = 3x+8, A @eNW = 23, (foa) = 523, d) (@eNX) = 4/x+2-5,

(fea)x) = Vax=3, @ (gofilx) = G+1, (foa() = T‘\)" 0 @ehHix) = m-

Foa) = 3

2ay- o by-ghn oy-y(F)

ezt

3

@ y=VUET2 O y=viy Dy=(EE) +2 3.0 a0 = T 00 = X

= +x-7,
) af () = g, F0) = 44X, O @) = 29, 0 = XT3, d) e = (F,
fx) = 23 +x, @ alft) = log(f(), F00 = 4 +x%, D) alft9) = i, FX) = sinx,
8 9 = coslf), F0) = VR, B GO = i, f0 = 24X 4 ) gD = (F,
F(0 = sinx oraz g(f(x) = sin f(x), (x) = X7, b) g(f ) = I, f(x) = logx oraz gf(x) = log f(x),

F0 = IR 5. a) 2(x) = 5¥, wlx) = X2 +3, (We2)(x)

25%43, b) 2(x) = J% wix)

woz)x) =

9 B T
B F = (Sx“sx(‘om’ G2

5 - 106X+ 1) (35 4 2x- 3)",

Ve 6. @ sy
23t 5

2 - ) 7AW -
Hoorier

O F00 =B g = B 8a) -

2x- 3R N

B 00 = s s O £ Gt e e @ F/00 = ax (4 -3)" +

9.2) y=60x-59, b) y=-9,5x-85, ) y=

“3%, d) y=-9x-20.

S, 177-179: L f(x)> 0, gdy x € (~o0;b) U (cie) U (g:h) U (jik) U (I5+), /() <0, gdy
€ (bic)u(eig)u(hid). 2. Funkea f jest rosnaca w kazd)m 2 przedziatow: (-2;2), (3:4),
malejaca w kazdym z przedziatéw: (~4;-2), (2;3), (435). Funkcja g jest rosnaca w przedzia-

le (-5;-1), malejaca w przedziale (1;4). Funkcja h jest rosnaca w kazdym z przedzialow:
(=45 -2), (1:3), malejaca w przedziale (3;4) i stala w przedziale . 3.0-0.
@-®,®-®. 4 Funkgag. 5 @—f", ®—f O—f. 6. a) Funkqa f
jest rosnaca w R, b) funkeja f jest rosnaca w Kazdym z przedziatow: (-o0;-§), (§i+e),
malejaca w przedziale (~§:4), ¢ funkeja f jest rosnaca w kazdym 2 przedziatow: (~oo;-8),

(2:+), malejaca w przedziale (-8;2), d) funkcja f jest rosnaca w kazdym z przedzia-
3:0), (¥i+m), ) funkga f
Jest rosnaca w przedziale (0;+c0), malejaca w przedziale (-;0), ) funkcja f jest rosna-
ca w kazdym z przedziatow: (-e;-1), (0;10), malejaca w Kazdym z przedzialow: (~1;0),

Y, (0:1), malejaca w kazdym z przedzialow
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: (-10), (VZi00), maleica

(1

w przedziale (0

). 7. a) Funkcja f jest rosnaca w kazdym z przedzialo

b) funkgja f jest malejaca w kazdym z przedzialow: (n;x), (13+0),

rosnaca w kazdym z przedziatow: (~oo;-1), (~150), o) funkeja f jest rosnaca w przedziale

. malejaca w kazdym z przedzialéw

~00;-1), (7:4®), d) funkeja f jest rosnaca

w kazdym 7z przedzialé

(203-1), (0;+), malejaca w przedziale (-1;0), e funkcja f

Jest rosnaca w przedziale (0;+00), malejaca w przedziale (~ . ) funkcja f jest rosnaca

1;2), (2:3).

+00), malejaca w przedziale (03%), b) funkeja f

w kazdym z przedziatow: (~0;1), (3;+00), malejaca w kazdym z przedzialor

8. ) Funkja f jest rosnaca w przedziale (}
Jest rosnaca w Kazdym 7 przedziaows (~o0;0), ({F i), malejaca w przedziate (0:F),
©) funkeja f jest rosnaca w przedziale (0;4), malejaca w przedziale (4;+). 9. a) Dla a0,
bdaa>0. 10.aDlaasl, bdaa<0 1L a Dlap e (-/3;/3) funkga jest
funkeja jest malejaca, dla

rosnaca, b) dla p € (0;3) funkeja jest rosnaca, ) dla p & (-0
p e (§i+m) funkeja jest rosnaca, d) dla p = 0 funkeja jest stala, dla p > 0 funkeja jest rosnaca,
dla p <0 funkcja jest malajaca.

str. 185-186: 1. ) Funkcja f jest rosnaca w kazdym z przedzialé

w;-2), (Li+e),
imum dia x = 1, b) funkcja f
Jest rosnaca w przedziale (2;+e), malejaca w Kazdym z przedzial6y 2), (

w przedziale (~2;-1); minimum dla x = 2, ) funkja f jest rosnaca w przedziale (-»;2),

malejaca w przedziale (~2;1); maksimum dla x = -2, mi
2), stata

malejaca w przedziale (2;+00); maksimum dla x = 2. 2. a) Funkcja f jest rosnaca w kaz-
dym z przedzialow: (-00;0), (10;+w), malejaca w przedziale (0;10); maksimum £(0) = 6,
minimum £(10) = -494, b) funkeja f jest rosnaca w przedziale (1;3), malejaca w kazdym

2 przedzialow: (-e;1), (33+00); maksimum f(3) = 0, minimum f(1) = -3, o funkeja f

Jest rosnaca w Kazdym z przedziatow: (~1;
(-e03-1), (0:1); maksimum f(0) = =5, minimum f(-1)

), malejaca w przedziale (~2;+c0); maksimum f(-2]

). (13400), malejaca w kazdym z przedzialow:
f(1)=~6, d) funkdja f jest rosnaca
23, ¢ funkda f
Jest rosngca w kazdym z przedzialéw: ( -330), (2;+), malejaca w kazdym 7 przedzialow:
(~e03-3), (0: , minima f(-3) = ~48 i f(2) = -163, f) funkcja f
Jest rosnaca w kazdym z przedzialow: (-2;1), (2;+0), malejaca w Kazdym z przedzialow

2), (152); maksimum £(1) = 14} ol if@=1%  3.a) Funkqa f

Jest rosnaca w przedziale %,m), malejaca w kazdym 7 przedziatow: (-o0;0), (0; %

w przedziale (-0

): maksimum £(0)

[ minima f(-2)

minimum £ (42) = 22, 'b) funkeja f Jest rosnaca w kazdym z przedzialow: (-esi-J2),

(0+00), malejaca w przedziale {~Z;0); maksimum f(-2) = ~*32, ¢ funkeja f jest malcjaca

w Kazdym 2 preedziatéw: (~oit), (~151), (174es), ) fankea  jest rosnaca w kazdyma

;0), (2;+), malejaca w kazdym 2 przedziatow: (0;1), (1;2); maksi-

2 przedzialw:
mum f(0) = 0, minimum £(2) = 4, ¢) funkeja f jest rosnaca w przedziale (-2;1), malejac«

w kazdym 7 przedzialow: (-;-2), (15+e); maksimum f(1) = 1, minimum f(-2)

) funkeja £ jest rosnaca w przedziale (0;+), malejaca w przedziale (-o;0); minimum

£(0) = -3, 4. a) Maksimum f(2) = 4, minimum £(0) = 0, Minimum £(3) = 0, b) maksimum
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- V7, minimum dla x —4 V7,

£(=3) = 9, minimum £(0) = 0. 5. a) Maksimum dla x

b) maksimum dla x = 1+ /9, minimum dla x = 1 - I9, <) maksimum dla x =

nimum dla x = 253, 6. f/(x) = 2ax+b = 0, czyli x =
dla p € (~003-28) U (-27;+), dwa rozwigzania dla p € { - zs -27}, uzy rozwiazania dia

€ (-28;-27), b) brak rozwiazania dla p € (-e0;-27), jedno rozwiazanie dla p = ~27, dwa
rozwiazania dla p € (-27;0) U (5;+), trzy dia p € {0,5}, cztery dla

€ (055), © brak rozwiazania dla p € (};+c0), jedno rozwigzanie dia p € (~o0;0) U {1},

9. a) Jedno rozwiazanie

dwa rozwiazania dla p € (0:}), d) brak rozwiazania dla p € (-e;-4z), jedno rozwiazanie
dla p e (0;+0) U { - 53}, dwa rozwiazania dia p € (-5 50)

Str. 190-193: 1. a) Wartosé najwicksza: 16, wartos¢ najmnicjsza: 128, b) wartosé naj-

16, wartos¢ najmniejsza: 11, ) wartos¢ najwigksza: 0, wartos¢ najmniejsza:

-1, d) wartos¢ najwigksza: 0, wartos¢ najmniejsza: 26 2. a) Wartos¢ najwick-
szac 5, wartos¢ najmmiejsza: ~21,  b) wartosé najwiksza: 10, wartos¢ najmniejsza: 22,
©) wartosé najwicksza: 7, wartosé nmmmejsza -9, d) wartos¢ najwigksza: 5, wartosé naj-
+w), b (= +2). 4 wsile b3iil
alia 5. a) 5/2m x 10y2m, czyli okolo 7,07m x 14,14m, b) 5/2m x 10y2m,

mniejsza; 27. 3. a) (- -2
czyli okolo 7,07m x 14,14m, ¢ szesciokat o bokach: 8m, 11m, 11m, 4m, 3m, 7m.
6. 5VZcm x 10vZ cm, czyli okolo 7,07 m x 14,14 m. 7. (6-3v2) m x (6-3v2) m, czyli
okolo 176mx1.76m. 8. a) 2045, b) 82, 0 45 9.a) (10, 42

10. ) femx femx fem, b) fmx §mx Fm.

~ 1,1 m, wysokosé:

7
11 a) 83 em, b) “";"‘7 ~785cm. 12 a) KrawedZ podstawy:

V& ~09m, o pauz b,

1675 < 08m, b krawedz podstay
13. a) KrawedZ podstawy: 358 ~ 4,1 cm, wysokosé: 38 ~ 2cm,  b) krawedZ podstawy:
~29em 14 % 151125 1616 17. 4.3
18. Promieii podstawy: 20 cm, wysokosé: 10em. 19, W polowie dlugosci boku kwadratu.
2L §m. 22.9,3, % 23.V3  24. Okolo 7,02m.
4R;

Y200 = 5,8 am, wysokos

2
25. Krawedzie pndslaw) AR § 85R ywysokosc: l‘u. 26. IR, 27.R’. 28. Wysokosc:

TRY. 29, 4R; 50%.  30. Krawed? podstawy: 2V2R, wysokosé: 4R.  31. Czworoscian

foremny o krawedzi 2R,

str. 195-197: 1. ) 5'(0) = vo +at, 10 jest wzor na predkos¢ koricowa w ruchu jednostajnie
przyspieszonym; (s'(t))’ = a, to jest wzor na przyspieszenie. 2. a) 35m, b) 102, ©) po 3s.
3. a) Pierwsza, b) druga, o pierwsza: 30 Z; druga: 30 ; trzecia: 20 2. Wskazowka. Zwroc
uwage, ze jesli otrzymasz ujemne wartosci predkosci, oznacza to, Ze obiekt zmienil wektor
3,7, Wenus: 13,88 ; 8,88 1, Jowisz: 28,1 ;23,1 2. 5. § &
7.a) 3% 20cm, b) po §sipo3s,
b) po o minutach, dy s o, ) 1cm; 54,25 cm, b) 18 22

pr;dkus’cl 4. Mars: 8,7 2;
m

HELGsE 6

O llem 8.4 907,

©) najwigksza po §, czyli okolo 2,3 min, najmniejsza po 1 min.
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b+d O f0=

xes e Funqu f et rosnaca w Razdym

L = B

st 198:  Loa) /() =-3x°+5,
© f'(x) = 335x +38)5x - 2. 2.y
2)

z przcdzmhﬁv\ (- (-2;0), malejaca w kazdym z p)zcdzmh)m (032), (25+), maksi-

mum £(0) = §, b) funkeja f jest rosnaca w mdmu przedziatow: (o0;0), (4 ;+e), malejaca
w przedziale (0; %% ); minimum f(%) = -%F, maksimum f(0) = 0. 5. &) (4;+w), b) (~1:1).
6. ) Wartos¢ najwigksza: 1, wartos¢ najmnicisza: 0, b) wartosé najwigksza: —8, Wartos¢ naj-
mniejsza: 0. 7. a) Jedno rozwiazanie dla m € (-00;-4) U (0;4), dwa rozwiazania dla
m e {-4,0}, uzy rozwiazania dla m & (~4;0), b) nie ma rozwiazan dla m < (0;4), jedno
rozwigzanie dla m € {0,4], dwa rozwiazania dla m € (~0;0) U (43+). 8. (v2,0), (v2,1),
(-v2.1), (-v2,0 22 9. 5fcm?. 10. Promien podstawy:
V3 razy wicksza. 11.a) 32, b) eg m.

st.202-205: 1.C. 2.D. 3.C 4A 5C 6.C 7.A
10.B. 1L D. 128 13.D. 14C 15.A 16.D. 17 A
20.D. 21 a) Woda destylowana: s = 107 2 roztwr pioracy: s =
22. a) 2,1925 - 10" m?,  b) okolo 2,7989 - 10°m ~ 28km, ) okolo 4,87 - 102 kropel.
23. a) 29°C, b) okolo 6117 mm. 24.a) ¢ =102 =~ 0,06kg, b) A =10, B =075
30. (0,0), (0,1), (1,0), (1,1).

sw.207-211: LA 2A 3.C. 4.D. 5.B 6.C. 7B 8A 9.D 10.C
1LB 12D 13.D. 14.C. 15.A 16.A 17.B. 18.B 19.D. 20.D. 2L.D.
22.c. 23.C. 24.B 25.B 26.B 27.C. 28.021km 30.xe(2%;
3Lx=1-vZx=1+v2 32p=34=4 33.1mxImilmx2mlubl5mx15m
i15mx05m. 34, 240.

12, to uklad ma nieskoiiczenie wiele

rozwiazari; jesli @ = ~1,5 i b #-12, to uklad nie ma rozwiazania; jesli a 4 -1,5, b € R, to uklad
1

x

., bydlap=6. 39 {

y

ma jedno rozwiazanie. 36, m € (-1;1). 37 a) Dla p =

40.a) Dlaa=3, b) x=512. 4l.a) x=-2, b) dlap=-14

str. 213-216: 1.D. 2.C. 3.C. 4 A 5C 6.C 7.C. 8D 9.A 10.B.
1LC 12.B 13.C. 14.C 15.A 16.A 17.A 18. A 19.180. 20.247050.
21.g-3. 22.Tak. 23.Tak. 24.q 26.as=11lubas =-11. 28. ) 30, b) mniej.
29. a) Okolo 14, b) o okolo 9,5%  30. 21 obrotéw, ale ostatni niepelny. ~ 32. Ciag jest
rosnacy.  33. 6 liczb az =5; @17 =-8. 34.7. 35.n=10.

Sw.219-223: L.D. 2.D. 3.B 4A 5C 6D 7D 8D 9.C
10.A 1LC 12.C 13.A 14.C 158 16.B 17.C. 18.D. 19 A
20.D. 2L.C 222 hi4)= -4, b)
5, h(-5) = 6; wartos
b) dla k=1 lub k € (-7;-5).
28. a) f(4) = (0;24), FB)

=1, O tak, jest malejaca, d) wartos¢ najwieksza
najmniejsza dla x = 6, h(6) = 23. a) Dla x € (-4;2),

24.Dlax e (-5;0) U f3} U (7ivm).  25.b) y=-3x+30.
4
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S.225-228: 1.C. 2B 3.B. 4.C. 5.D. 6.A 7.C 8.C 9B 10.A
ILA 12.C 13.B 14.B 15D 16.D. M) UES). 18 7Hm.
19. Po ukulu 3,1 sekundy.  20. (-1, -0), (- (~o03-2) U (7i4w)
23, Co najmniej 47 wyrazéw. 24, Wartos¢ najwigksza 16 dla x = 3, warto
najmniejsza 273 dla x - 20, 25. Semx 10cm. 28, pe(-3:0). 29.pe(-w;-2-2v2).
30. me (1 3Lme (-w;1). 32 xe(7-4/3;7+443)

N
=3
5
x
mn

sw.231-234: 1.C. 2.A 3.B. 4C 5D 6.C 7B 8D 9A 10.B
1LB. 12A 13.C. 14.B 15B 16.A 17.A 18.C. 19.D. 20.B.
2L.Daa=-21b=3. 22 8 WX =28+7x+2x-3, b) 0, O x
23. x=-2, 24.Dlap=4; xe(fm -3)u(-3:2). 25.D=
jest przedzial (0;10), f@) = 7% VZ,p=-Lp=1Lp=VZEp=—VZp=1p=
27.Dlap= 28.a=-9,b=23, ¢ 15 lub a b 7|,c=£‘luba:i‘h:
c=-3. 29.375. 30.Dlaa 31. ) (x+3)2 (x2-3x+5).
32.(-2,0,(0,2. 34.a) flx)

X=4x=

(13+). iorem wart

,zh; (o, %).2

S.236-238: LB 2.C. 3.B 4D 5.A 6.C. Z.A 8B 9.D 10
1LC 12D 13.C 14.C. 15 Asymptota pozioma: y = 1; micjsce zerowe: x =
17..) 35 stow, b) praez mni) iz 31 dni. 18, ) O okolo 16%, b) okl § dul

20.x>3. 2l.a ¢ 22. Dla x 23, x € (i+w).
26. x e (-1;0) U (152

str.241-245: 1L.C. 2D 3.C. 4B 5B 6.A 7.B 8C OA
10.c. 1LC 12A 13.C. 14.B 15.C 16.B. 17.D. 18.D. 19.B.
20.A 21D, 22.C. 23.A 24D 25.C 26.C. 27.37%98,45% 30.Nie
32 xe{-3F, 7z, Ur Br an} 33 ) o4 S keZif(e (1:2). 34.a) f(0)
b) 1; 5 hx) mlaxg{ Jm} ko) =5 dlax € fo,2m}. 35, x

keZ 37.sina=30, cosa=-4I0 tga=-3. 39. Okolo 72°.

str.251-254: 1L.D. 2B 3.B 4B 5C 6A 7D 8B 9D
10.A 1L.B. 12A 13.A 14.B 15 A 16.A 17. Okolo 26m nad ziemi
19. x=v90-18/5 ~ 7,1 20. 235 razy. 21. Dla = 60° 22.
25. Obwéd = 2ol 26, 23m.  27. O okolo 1,5%.  28. P
5,7; 60°i okolo 120°.  30. 11i12;

,7. 29. 3,5 i okolo
33. 80.

S.258-261: 1.B. 2.B. 3.B. 4.B. 5.D. 6.B. 7.A 8.A 9.C
12.A 13.C. 14.C. 15.A 16.D. 17.D. 18.A. 19.B. 20.B. 2L
22.150% 23.(24,3). 24.00,3. 25 (5,4). 26. (10%,14}). 27. a}x+3y 6=0,
b) x-3y-6=0. 28 y=-jx+2 29. (1,33), (-

U(}i+w). 3LDhae(-» 32,0
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b [35,-%5]. 34, 0 wektor [63,-4%] b [33,-74].  35.a) BC
o3k

37.P=48. 38 y=-ix-3. 39.xe(-0;-/3-1)U(-1;v3-1) U (3;+x).

[-a-b,a-b).

S 265-270: 1.C. 2.C. 3.D. 4.A S.B
10.A 1LD. 12.C. 13.B 14D 158 16.V=h 17V
18.V = 19. Nie.  20. Tréjkat, kwadrat lub pieciokat foremny; okolo 2,1cm.
21, 100620 em 5 12,7em. 22, Okolo 0,9 tony.  23. a) 967 kg ~ 301,6kg, b) okolo 32cm.
24. Okolo 041 25.r ~19,5mm, h~389mm. 26.V = 2wl =~ 0243l 27. Okolo
154mm. 28. ja. 29.0okolo 14300km. 31.12523mg~3932g. 32. a) W odleglosci
(1 - {,—‘)h, b) wodleglosci (1-£)h. 33. P 34,V = 62,04 35 p= 0 o7y
37. Obwéd = 13; P = \G5.

7.D. 8B OB

6/29T cm’.

Sw.274-278: L.D. 2.C. 3.C. 4. A 5B 6.C 7. C Wskazowka. Zauwaz,
2e skladniki sum podanych w liczniku i mianowniku to kolejne wyrazy ciagow arytmetycznych.
8.A 9.C. 10.C. 1LA 12D 13.B 14D 15A 16.C. 17.C. 18.D.
19.A 20.A 2L.D. 22.C. 23.D. 25.4i8 26.(,4) (-2,-20. 27.Dha
p<0. 28 Funkcja jest rosnaca w kazdym z przedzialow: (~o0;2), (6;+), funkeja jest
malejaca w przedziale (2:6). 29. Okolo 13%  30. Okolo 4,1cm. 3L. (4, 3). 32. (-1,3).
33 v=48

str.281-284: L.D. 2.A. 3.D. 4D. 5B 6.D. 7D 8C 9B 10.A
1L.C 12.D. 13.B. 14.C 15 3. 16 515 17. 2. 18 BL ~0,226. 19. .
20. 0,0189. 21. a) 42981185, b) 21789081. 22.3132. 23. % 24.0,76. 25.0,16.
26. Okolo 0,9999999984. 27. 04. 28. Nie; P(S|K) =

30. 25~ 052, 31076

sr.286-291: 1.A. 2.C. 3.C. 4A 5C 6B 7C 8B 9.C
10.D. 1L.A. 12.B. 13.C. 14.D. 15.C. 16.B. 17.B. 18.D. 19. A
20.A. 2112 minut. 22 O okolo 10%.  23.a) 5kg, b) 81%  24. Okolo 10,7%;
0125%. 25.01,2% 26. Fundusz — 16,2% lokata — 16,64%.  27. Nie. 28. Wystrdj sali
-0

.2, obstuga — 0,3, jakos¢ potraw — 0,5.  29. Srednia ocen 7 indeksu: 0,6, ocena z pracy
.2, 30. Nie, 0 = 0,00113g. 3L Tak,

dyplomowej: 0,2, ocena z egzaminu dyplomoweg
X=988g 0~ 1498



Wzystkie ksiazki Wydawnictwa sa dostepne w sprzedazy wysylkowej.
Zaméwienia prosimy nadsyla¢ pod adresem:

Gdanskie Wydawnictwo O$wiatowe
80-305 Gdarisk 5, skrytka pocztowa 80
tel. 801643917, 583406363
fax 583406361, 583406366
http://www.gwo.pl  e-mail: handel@gwo.pl






ecznik jest pr do nauki i w czteroletnim liceum
lub piecioletnim technikum. Spetnia on kryteria Ustawy o systemie oswiaty
i jest zgodny z najnowsza podstawa programowa z 2018 roku.

Zostat dopuszczony przez MEIN do uzytku szkolnego i wpisany
do wykazu podrecznikéw.
Numer dopuszczenia: 964/4/2022

dariskie
wydawnictwo

www.gwo.pl odwiatowe




