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Odpowiedzi do pytan i polecen, a takze rozwigzan zadan nie nalezy zapisywac¢ w podrecz-
niku.
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@ Oznaczenie przyktadow z dowodami oraz ¢wiczen i zadan na dowodzenie.

Oznaczenie zadan, przy ktorych rozwigzaniu nalezy skorzysta¢ z kalkulatora.
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Funkcja wykiadnicza
| funkcja logarytmiczna

Do opisu niektérych wielkosci fizycz-
nych wykorzystujemy skale logaryt-
miczng. Jedna z takich wielkosci jest
poziom glo$nosci réznych zrédet dzwie-
ku (tabela obok) — dziesigciokrotnemu
wzrostowi natezenia dzwieku odpowia-
da wzrost poziomu glosnosci o 10 decy-
beli (patrz str. 36).

Zrédlo dzwicku
Odrzutowiec
Koncert rockowy
Cicha rozmowa
Szelest lisci

Prég styszalnodci

Poziom glosnosci
160 decybeli
120 decybeli

40 decybeli
10 decybeli
0 decybeli

Multitea

® Trzesienia ziemi a skala Richtera
e Spirale w przyrodzie
® Ulubiona gra cesarza

1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna 9 I



Warto powtorzyé

Odpowiedzi do zadar Potega o wyktadniku catkowitym

1.a) 1,2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 1. Oblicz:
l?);’Gf,Zl,QS;,lZO?lel, 243, 729 a) 2" dlan=0,1,2,...,10, b) 3" dlan=0,1,...,6.
2.2)81 b) —32 ¢) —216 d) 1 2. Oblicz.
a) (=3)* b) (=2)° c) (—6)° d) (=5)°

Dla liczby naturalnej n > 1 i dla liczby a # 0: a™™ = ain

3.a) = b) 2= ¢) 55 d) =55 3. Oblicz.
e —if)a 8 i b5 a) 472 c) 673 e) (—4)! g) (-2)
b) 574 d) 973 f) (=5)2 h) (=3)7°
4.2a) &5 b) £ ¢) 112 d)1 4. Oblicz.
3 6 -1 -3
e) 13 1) 35 &) 1 1) 1000 a) (7) c) (13) e) () g (13)
4 N -3 —4
b) (3) d) (7) £ () h) (33)
5.a)z b)y ¢)y d) z 5. Ktora z liczb jest wieksza: x czy y?
a) r =21 y=(-2)!! c) x=(=3)% y=(—-4)*
b) x = 5% y = (-5)° d) z = (=5)%, y = (=7)°
6. a) 2! b) 28 ¢) 2* d) 27 6. Przedstaw liczbe w postaci 2™, gdzie
e) 2° f) 2'° g) 2*> h) 27 m jest liczba calkowita. Dla m,n € Z i a,b # 0:
i) 2'3 j) 2716 196 .94 . 95 m . on _ mtn
3)22 f)222 -a.a:a+
b) 42 . 24 g) 2_4 : 2_6 - _m —gm "
c) 27: 28 h) (22)3 -2 “ o
] = (am) = g™"
d) (23-2%):2° i) 2-215:23
e) 27825 P 2760 (26027 It ()
a” a\"
7. a) 2° b) 2?2 ¢) 273 d) 2° 7. Przedstaw liczbe w postaci 2™, gdzie e T (Z)
e) 2° f) 26 m jest liczba calkowita.
a) 2443 .21 ) (1672:27%).4 e) 3273 (27%)°5
b) 43 .2t ;8 d) (43)72: 6473 £) (876 :476)1
8. np.: a) 3'2 b) 5'6 ¢) 10? 8. Przedstaw liczbe w postaci a™, gdzie m jest liczba catkowita.
4)6° e) 275 £) (3)° a) 3% (81-97%)1 ¢) 0,01-16 - 5* e) 3272 : (643- (5)’3)
b) 125% 0,277 d) 2*-9%-36° ) (2)7 ()7 15
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1.1. Potega o wyktadniku wymiernym -

powtorzenie

Definicja

Dla dowolnej liczby a > 0 i liczby naturalnej n > 1 przyjmujemy:

a%:{l/a

Przykfad 1
a) 167 = /16 =4

Cwiczenie 1
Oblicz.
a) 812
b) 1002

Definicja

b) 645 = /64 =4

¢) ()" = /% =z
i) 81% k) 2567
j) 643 1) 10241

Dla dowolnej liczby a > 0, liczby naturalnej n > 1 i liczby catkowitej m

przyjmujemy:

Przyktad 2
a) 81 =(V8) =21 =16

Cwiczenie 2
Oblicz.
a) 83

b) 323 c) 81%°

d) 62571

Prawa dzialan na potegach o wykladnikach wy-
miernych sg analogiczne do praw dzialan na pote-

gach o wyktadnikach catkowitych.

Przyktad 3

a) 27.23 =23%3 =24 =16

b) 85 :85 =855 =8% =2 =32
¢) 25% : 1258 = (5%)% : (5%)% = 5°

152 =5"2=5

Dlaa,b>0iz,yeQ:
m g% . q¥ =gV
T
™ a— e
a¥
n (az)y :az~y

= a” - b* = (ab)”*

0]

1.1. Potega o wyktadniku wymiernym — powtdrzenie 11

Uczen:

— zapisuje pierwiastek n-tego
stopnia w postaci potegi
o podanej podstawie
i wyktadniku %,

— oblicza potegi o wyktadnikach
wymiernych,

— zapisuje dang liczbe w postaci
potegi o wykladniku
wymiernym.

Cwiczenie 1

a)9 b) 10 c) £+ d) {5 e) 13
f)21g)2 h)3 )3 j)2 k) 4
1) 2

Cwiczenie 2
a)4 b) 16 c) 59049 d)

e) & f) 729

4
5
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Cwiczenie 3
a)4 b): c)3 d)5 e)3
f) 2 g) 36 h) V7

Odpowiedzi do zadan

1.2) 5% b) 55 ¢)52
e) 54

2. a) b) 3
e)

3. a) 55 b) 52
e) 27! f) 232

3
3

N

4.2) 243 b) 625 ¢) 8 d) &
e)
i)

Sl 2=

j) 3 k)16 1) 25

5. a) 0,027 b) 2 ¢) 0,04 d) 3¢

e) 8 ) 0,0016 g) 1 h) 64

6. np.: a) 3'2 b) 5'6 ¢) 10?
d) 675 e) 273 f) 1*

7.2) 1024 b) 9 ¢) 16 d) 5

8. np.: a) 78 b) 3% c) (2)
A5 % e)3¥ f)5°

f) 1 g) 100000 h) ¥

Cwiczenie 3
Oblicz.
a) 165 - 164 ¢) 3% : V3 e) 1595.0,36°% g) (63 6) 64
b) () (&) @ (vE) st 6 20f2sE w7 (75 VA)
Zadania
1. Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 5.
a) Vb b) V/5 c) V125 d) v/25 e) V125
2. Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 3.
a) V3 b) V34 c)% d)# e) 3-v3
3. Zapisz liczbe w postaci a*, gdzie a € N, x € Q.
a) Vb3 ¢) V/3:V3 e) 2:8% g) 3% -12% : /8
b) (v3)’ d) V33 f) 25.43:8%  h)3t.9%.3
4. Oblicz.
a) 93 d) 875 g) 1000025 j) 332773
b) 1253 e) 2773 h) 81087 k) 22 . 83
c) 163 f) 2573 i) 144705 1) 512575
5. Oblicz.
a) 0,092 ¢) 0,0083 e) 0,0625 1 g) 0,0085 - /125
b) 0,252 d) 0,0081-% f) 0,000325 h) 0,02561 - (¥/10)°

6. Przedstaw liczbe w postaci a™, gdzie a € N.

a) 3% (81-976)! ¢) 0,01-16-5 e) 3272 (643- (%)‘3)

b) 125% 0,27 d) 2*-92.36°° £) (2)7% ()7 1,5
Powtorzenie
7. Oblicz.

a) V160 b) V272 c) V32 d) (V125)°
8. Przedstaw liczbe w postaci a™, gdzie m € Q.

a) 74 .7} ¢) (2)7.(2)® e) 33.374.92

5 3 ~1 1\ 6
b) 3% .34 dy L. (527 £) 25705 . (53)
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Uczen:
— zapisuje dang liczbe w postaci
potegi o podanej podstawie

1.2. Potega o wyktadniku rzeczywistym

Potrafimy okresli¢ wartosé liczbowa potegi a” (nie okreslamy potegi 0°), gdy i wyktadniku rzeczywistym,
wyktadnik z jest liczba naturalng, calkowity lub wymierna. — upraszcza wyrazenia, stosujac
twierdzenia o dzialaniach na
Pokazemy na przyktadach, jak mozna okresli¢ warto$é liczbowa potegi a®, gdy potegach, i oblicza wartosci
x jest liczba niewymierna. tych wyrazen,
— szacuje wartosci poteg
Przvkiad 1 o wyktadnikach rzeczy-
yrae L s wistych,
Podaj kilka przyblizen dziesietnych liczby 3V<. _ sesile v mdetod e
V2 = 1,414213562..., zatem rozpatrujemy kolejno: dzenia o dziataniach na
potegach.
14 Podane w tabeli przyblizenia mozemy obliczy¢,
3> ~ 4,655536722 korzystajac z odpowiedniego kalkulatora lub kom-
31,41 ~ 4.706965002 putera.
3Latd ~ 4,727695035
3142 ~ 4,728733930

Po podstawieniu w wyktadniku coraz doktadniej-
31414213562~ 4 798804386 szych przyblizen liczby /2 otrzynmjemy coraz do-
’ ktadniejsze przyblizenie liczby 3Y2.
Zauwazmy, ze gdy wykladnik z ,zbliza sie” do v/2, to 3% ,zbliza sie” do pewnej
liczby rzeczywistej, ktéra oznaczamy 3v2. Korzystajac z kalkulatora, mozemy
obliczy¢ przyblizona wartos$é 3V2 ~ 4,72880438784.

Przyktad 2

Podaj kilka przyblizen dziesietnych liczby 5V2.
514 ~ 9,518269694 V2 = 1,414213562. ..
514142 ~ 9,738305174

51414213 =~ 9,738508928
5LA414213562 |~ 9 738517736

Po podstawieniu w wyktadniku coraz doktadniej-

5\/5 ~ 9.738517749 szych przyblizen liczby v/2 otrzymujemy coraz do-
~ 9, .

ktadniejsze przyblizenie liczby 5V <.

C‘wiczenie 1
Podaj przyblizenia dziesietne liczb 5Y315Y5 4 doktadnoscia do 0,0001.

Cwiczenie 1
5Y3 ~ 16,2425, 5Y5 ~ 36,5548

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.2
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Przyktad 3
Podaj kilka przyblizen dziesigtnych liczby 27.

3,14 m = 3,14159265...
2 ~ 8,815240927
23,14159 ~ 8,824961595
23141580265 |~ 8. 824977805
Po podstawieniu w wyktadniku coraz doktadniej-
o ~ 8.824977827 szych przyblizen liczby 7, otrzymujemy coraz do-
- ktadniejsze przyblizenie liczby 27
Cwiczenie 2 ] Gwiczenie 2
a) 3™ ~ 31,5443 Korzystajac z odpowiedniego kalkulatora, podaj z dokladnoscia do 0,0001
b) 57 ~ 156,9925 przyblizenie dziesigtne liczby: a) 3™, b) 5™, ¢) n".

c) " ~ 36,4622
Podane na str. 11 wzory dla poteg o wyktadnikach wymiernych sa prawdziwe

réwniez dla poteg o wykladnikach rzeczywistych (zaréwno wymiernych, jak
i niewymiernych).

Twierdzenie

Dla dowolnych liczb a,b € R, i dowolnych x,y € R prawdziwe sa wzory:

a® a

xr
< ¢

Cwiczenie 3 Cwiczenie 3
a) (a*)¥ =a""" Ktéry z powyzszych wzoréw wykorzystano w obliczeniach?

b) 5 = (3) a) (2ﬂ>ﬂ:2ﬂﬁ:22:4 ¢) 67 (2 = (6-3) =9
(

¥ N2 ) .
d) a”-a¥ = o™ b)g_ﬂ:(g) =32 d) 5Y2.51V2 = 5V2H1V2 — 5

Cwiczenie 4
Oblicz.

a) (5\/5)\/3 c) (5\/571)\/@1 e) TVE. 49 g)

2v2 VT+v2 V3+1  9-V3
NG VT2 V5 . 91-25 6 -2
b) (3 ) d) (2 ) £) 9v5.3 by S

oV3+6
2V3+1

Cwiczenie 4
a) 5° =125

b) 3* = 81

c) 551 =

d) 972 _

e) 7v2- ‘f =1

) 32\F+1 2V5 =3
g) 2° =32

h) 63f 2f va

-

=6
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Zadania

1.

Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 3.

a) 3*.31-V2 c) (3ﬁ*¢5)ﬁ”§ ) 67 2v7

1-v3 iy ™
b) 33 : 322 Q) (3%) £) (V3) - (v3)
Oblicz.
a) Gl-Vv2 . gv2+l d) 23v5  g-V5 g) GY3.31-V3 . 9-V3
b) 573 : 57 e) 4V3 . 223 h) 473 .37 ;127

3\VO-1 (5 \VE+2 75 7VB+s L6168 (num o)Y5T?
c) (5) (3) £) A7 T i) o (6 )
Przedstaw liczbe w postaci a*, gdzie a € N.
a) 2V7-2. 43 c) 9% . 271 e) L.gmth g1
2

b) 2v3. /2 d) 27 (3%) £) 72V2 ;49T

Sprawdz, czy liczba ¢ nalezy do przedziatu (3;6). Nie korzystaj z kalkula-
tora, tylko z podanych przyblizen.
V2 2V3 ~ 3,32199709
4B 1 a3 \/5) ;
@) g =47 ¢) q =6 (‘/5 3Y3 & 6,70499185
6V3 ~ 22,2739634

Bl

b) ¢=05%-6%  d) ¢=(f)

Sposréd liczb x, y, z wybierz takie dwie, z ktérych jedna jest odwrotnoscig
drugiej.

a) x =242
b) o =1523 y=
¢) x=125""25 y =25235 > =0,0016- 580

Y= 44, z= 8’@
(1), 2= ()"

Powtorzenie

6.

6.
7.a) 125 b) 16 c) 64 d) 625 e) 1 f) 49

Przedstaw liczbe w postaci a®, gdzie a € N.

a) 5315 c) TV e) 9V5+l: 813
b) 4V2+8 .43 d) 9v7T-2 .92 f) 16v3-2. 44
Oblicz.

a) (5@@ ) (2ﬁ)¢6 e) 3v7 . 333
b) 4V3 . 42-V3 d) 52V5. 525 f) 722728

Y

) 5Y3 b) 4v2 ¢) 7Y% d) 9V7 e) 9¥° f) 16Y°

1.2. Potega o wyktadniku rzeczywistym 15 s

Odpowiedzi do zadan
1. a) 35°V2 p) 31+V2
c) 3* d) 333
e) 37 ) 3"

) 343
h) 64 i) 216

3. a) 2V7H4 ) 2V3+3

) 3V575 d) 3323
) 3—67r f) 7—4\/5—271-

o

e
4.2) g=4"3>3" >,
nie nalezy
b) g= 1.3 335,
nalezy
¢) ¢g=6Y%:2~11,1 > 6,
nie nalezy
V3
9a= (2" <i<s
nie nalezy

bz = (%),
(2)2(2+\/§)
3

<
Il

I

_ (3)2(\/372) o

N

Il
—

§) (42\/>) l
2

536f 546f
— 54, 56\f_5(46f)
1

o
8

)

@N



Uczer: 1.3. Funkcja wyktadnicza

— oblicza wartosci funkcji
wyktadniczej dla podanych
argumentow, Przyktad 1

— sprawdza, czy podany punkt
nalezy do wykresu danej
funkcji wyktadniczej,

o . sunku.
— szkicuje wykres funkcji
wyktadniczej i podaje jej T -3
wtasnosci,
a Lo 1
— poréwnuje liczby przed- f(z) 3

stawione w postaci poteg,
korzystajac z monotonicz-
noéci funkcji wyktadniczej,
— wyznacza wzor funkcji Przyktad 2
wyktadniczej na podstawie
wspotrzednych punktu
nalezacego do jej wykresu

oraz szkicuje ten wykres. sunku.
aE —2
1
9(z) 15

Zbiorem wartosci funkcji g jest przedzial (0;00).

!
S8 e

00—
N
=

V2

Zbiorem wartosci funkcji f jest przedzial (0;00).

1
2

2

1
4

3
2

8

Wykres funkeji f(z) = 2% okreslonej dla x € R szki-
cujemy, laczac odpowiednie punkty krzywa jak na ry-

Wykres funkcji g(z) = 4” okreslonej dla = € R szki-
cujemy, laczac odpowiednie punkty krzywa jak na ry-

2
16

Wykresy funkeji g(z) = 4% i f(z) = 2* dla poréwnania

I8

__A

naszkicowano w tym samym uktadzie wspdlrzednych. ol 1 X
Cwiczenie 1 Cwiczenie 1
Y I / Naszkicuj w tym samym uktadzie wspolrzednych wykresy funkeji f(x) = 27,
I g(z) = 3" i h(z) = 4* okreSlonych dla = € R. Podaj wspélrzedne punktu
I / wspdlnego tych wykresow.
/ / Cwiczenie 2
i / /,r/ /f Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk- Y |
/ cji f(z) =27, g(x) )" ih(x) = ( :
a) Dobierz wzér do kazdego wykresu. R /
/ b) Punkty P(4,a), Q(—2,b), R(c,32) naleza do /
wykresu funkcji g. Wyznacz niewiadome wspél- '
" rzedne tych punktéw.
— ¢) Ktére sposréd punktow:
(0] 1 X 15 1 V0 J
A(4,35), B( 3
Punkt wspdlny: (0, 1) nalezg do wykresu funkcji h? O] 1 X

Cwiczenie 2

a) zielony — f, czerwony — g, niebieski — h
b)a=3%b=3%¢c=3

16

c) B,C

MultiteZa

* Wykres funkcji wyktadniczej

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.3

Generator
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Przyktad 3

Wykres funkeji f(z) = (1) okreslonej dla 2 € R Y
szkicujemy, taczac odpowiednie punkty krzywa jak \ /
na rysunku. \ /
r -3 -2 -1 -+ 0 3 1 2 3
fl) 8 4 2 y2 1 2 1+ 1 1 g

Uwaga. Wykres funkcji f(z) = (%)L mozna otrzymad

przez symetryczne odbicie wykresu funkcji g(z) = 2%
wzgledem osi OY, poniewaz f(x) = (%)z =27" = g(—ux).

Cwiczenie 3

a) Naszkicuj wykres funkeji f(z) = (3)”. \ 1|

b) Naszkicuj w tym samym ukladzie wsp6irzednych \ ’
wykresy funkcji g(x) = 4% 1 h(x) = (i)z /
Cwiczenie 4 V]

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funkcji \ /

f(z) = 5%, g(x) = 0,2%, h(z) = 1,5 1 k(z) = 1°. 1

Dobierz wzor do kazdego wykresu. — o %

Definicja
Funkcje postaci f(z) = a® okreSlong dla z € R, gdzie a € R, \ {1} jest
pewna stala, nazywamy funkcja wykladnicza.

Y O<a<l a>1 v
f@) = a* f@) = a*
o] 1 X ol 1 X
Dla a € (0;1) funkcja wykladnicza Dla a € (1; 00) funkcja wykladnicza
f(z) = a” jest malejaca. f(z) = a® jest rosnaca.

Drziedzing funkcji wykladniczej f(x) = o® dla dowolnego a € (0;1) U (1;00)
jest zbiér liczb rzeczywistych R, a jej zbiorem wartosci — przedzial (0;00).
Wykres funkeji wykladniczej przecina o§ OY w punkcie (0, 1), natomiast nie
ma punktéw wspélnych z osiag OX, ktora jest jego asymptota pozioma.
Uwaga. Dla a = 1 funkcja f(z) = a® jest funkcja stala: f(z) = 1.

Cwiczenie 3
a) \ Y
\
\ !
\

[uay

-

Cwiczenie 4
zielony — f, niebieski — g,
czerwony — h, brazowy — k

1.3. Funkcja wyktadnicza 17 s



Cwiczenie 5
a) 5%% < 5933 < 55 < 53
b) 78 < 731 < 7 < 732
) 0,62 < 0,67 <065 <
< 0,6%% < 0,63
2 V3 z

d) (3)"<(3) f<(%) <

1\1,5 1 2
<(3) "<(3)

Odpowiedzi do zadan

1. a) f(—4)

%
|
'
N
I
—
=
~
I
L«

=

TIREZ=
=
o=

I

el
=
=
N =
&

I
Sl

Przyktad 4
Zapisz liczby 10v2, 101, 10" w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.

Funkcja y = 107 jest rosngca i 1,4 < /2 < 1,5, zatem 10* < 10V2 < 105,

Przyktad 5
Zapisz liczby 0,9‘/3, 0,957, 0,9"* w kolejnoéci od najmniejszej do najwiekszej.
Funkcja y = 0,9 jest malejaca i 1,7 < v/3 < 1,8, zatem:
0,9%% < 0,9Y3 < 0,97

Cwiczenie 5
Zapisz liczby w kolejnoséci od najmniejszej do najwigkszej.
a) 52, 53, 503, 50.33 ¢) 0,62, 0,65, 0,67, 0,68, 0,65

- 5 2 1,5 V2 V3 3
b) 4, 73, 77, 7 IO ORNORNORIOL

Zadania

1. Oblicz wartosci funkcji f dla z € {—4,-3,—1,1,3,4}.

a) f(z)=3"  b) f(z) =47 c) =) D f@a)=03)
2. Punkt P(2,16) nalezy do wykresu funkcji f(z) = a*. Czy punkt Q tez
nalezy do wykresu funkcji f?

a) Q(3,2) b) Q(5,1024)  ¢) Q(-3, %) dQ) Q(—i%)

3. Punkt P(2,2) nalezy do wykresu funkeji f(x) =
nalezy do wykresu funkcji f?

a®. Czy punkt @ tez

a) Q(1,1) b) Q(4,4) c) Q(8,8) d) Q(-8,3)

4. Do wykresu funkeji wykladniczej f(z) = a* nalezy punkt M. Naszkicuj
ten wykres.
a) M(2,3) b) M(-3,8) c) M(%,2) d) M(3,32)

Powtorzenie

5. Naszkicuj w tym samym ukladzie wspélrzednych wykresy funkcji f i g.
Odczytaj z rysunku rozwiazanie réwnania f(z) = g(z).

a) f(z)=3" g(z)=(3) b) f(z) =47, g(z) = (3)"
6. Zapisz liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.

a) 22,28, 22 2V3 ¢) ¥m, w, wt,

5 6 /3\2V6 V26 —2 o- I

b) ()5 GG () d) 9°,9°%, 97, 977
28 < 2v2 < 2% <23
a3 2\ V26 5 2V6
b) (3)" < (3™ <(3)" <(3)
c)m ¥ < I < <3
d)92<9 VT <9 V39
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1.4. Przeksztalcenia wykresu

funkcji wyktadniczej

Przykfad 1

Uczen:

— szkicuje wykres funkcji,
stosujac przesuniecie wykresu
odpowiedniej funkcji wyktad-
niczej wzdtuz osi uktadu

Y 7 .
Wykres funkcji g(z) = 2% — 1 otrzymujemy przez | :vvzgloé ézgliré};ic};;i:gus};:;gi%
przesuniecie wykresu funkcji f(z) = 2% o 1 jednost- J rzednych, i podaje whasnosci
ke w dét (rysunek obok). Asymptota pozioma wy- Il tej funkcji,
kresu funkcji g jest prosta y = —1. / — szkicuje wykres funkcji,
stosujac ztozenia prze-
Cwiczenie 1 g ksztalcen: przesuniecia
Naszkicuj wykres funkcji g. Podaj zbiér wartosci food TS o8t uk}adu, vt
. PR . . S rzednych i symetri¢ wzgledem
tej funkcji i rOwnanie asymptoty poziomej jej wy- — | X osi OX oraz podaje whasnosci
kresu. tej funkeji i jej wykresu,
a) g(x) =3*—2 b) g(z) =2"+1 c) g(z) = (%)w ) — wyznacza wartosé wspot-
czynnika, dla ktérej wykres
Cwiczenie 2 danej funkcji przechodzi przez
Dla jakiego a zbiorem wartosci funkcji f(x) = 2% + a jest przedzial: Rol _punkt’ 5
— odezytuje z wykresu funkcji
a) (3;00), b) (=6;00), c) (_iQ 00)? wykladniczej zbiér rozwigzan
nieréwnosci,
Przyktad 2 Y — opisuje, jak nalezy prze-
Wykres funkcji g(xz) = 2°2 otrzymujemy przez ksztatcié wykres funkcji,
przesuniecie wykresu funkcji f(x) =2% o 2 jed- | aby otrzymaé wykres innej
nostki w prawo (rysunek obok). .../ e
Cwiczenie 1
Cwiczenie 3 g a) g(D) = (—2;00), y = —2
Naszkicuj wykres funkcji g. Podaj odcieta punktu . b) g(D) = (1;00), y =1
nalezacego do wykresu funkecji g, jesli rzedna tego e ¢) g(D) = (2;00), y =2
punktu jest réwna, 1. O] 1 X Cwiczenie 2
a) g(z) = 37! b) g(z) = 2°+2 ¢) g(z) = (%)‘”*2 a)a=3 b)a= -6 c)ja=-0,25
Cwiczenie 4 v Cwiczenie 4
Na rysunku obok przedstawiono wykresy funkcji \ a) () sr@ (%) ,czylia =2
f. g1 h. Funkcja f dana jest wzorem f(z) = (3)". | |\ 0-b 4 ,
) ) eta \ \\? b) (5) = (5) ,czylib=1
a) Funkcja g dana jest wzorem g(z) = (3)""".
Podaj wartos¢ wspélczynnika a, jesli do wykresu
funkcji ¢ nalezy punkt (—3,2).
b) Funkcja h dana jest wzorem h(z) = (%)m ' S
Podaj warto$¢ wspotezynnika b, jesli do wykresu Ol 1 X
funkeji h nalezy punkt (0, 2).
Cwiczenie 3
a)xz=1 b) x = -2 c) x =2
Y / Y / \ Y
/
Multite/a
9 9 9 ® Przeksztatcanie wykresu funkciji
. ) : wyktadniczej (1)
? B — o 15 o 1 s > dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.4
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Cwiczeniegi't1 Przykiad 3 Y /f Ig
3) g (.z) B 5 . Opisz, jak nalezy przeksztalci¢c wykres funkcji | /
Nalezy przesunaé o 1 jednostke - ) .. 32 | |
W prawo. f(x) = 3%, aby otrzymac wykres funkcji g(z) = - 1
b) g(z) = 3°° g(z) = 3 3_2 = 372
. . g 3 9 3
Nalezy przesunaé o 3 jednostki .. . . . .
W DEAwO. Wykres funkcji f nalezy przesunaé o 2 jednostki B}
_ qutl w prawo (rysunek obok).
9 gl)=3"" prawo (ry ) ol 1 X
Nalezy przesunaé o 1 jednostke .. .
= o, Cwiczenie 5
d) g(z) = 3°T2 Opisz, jak nalezy przeksztalcié wykres funkcji f(z) = 3%, aby otrzymaé wykres
Nalezy przesunaé o % jednostki funkcji g.
lewo. 37 . .
voewe a) g(z) = 5 b) g(x) = = c)g(z)=3-3 d) g(z) =33
Cwiczenie 6
a) malejaca Przyktad 4 v /
)1/ Wykres funkcji g(z) = —2% otrzymujemy przez
. symetryczne odbicie wykresu funkcji f(z) = 2%
o ] X wzgledem osi OX (rysunek obok).
2 . . L
g Cwiczenie 6 — L %
Naszkicuj wykres funkcji g i okresl jej monotonicz-
nosc.
b) malejaca _ 3o IR
y a) gla) = - ¢) gla) = ~(2)
! b) g(z) = —4° d) glz) = ~(3)" \
L .
X Cwiczenie 7
Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkcji:
g
\ flz) = =22 g(x)=—-2""1 h(zx)=-2"+1
a) Dopasuj wzér funkcji do kazdego wykresu.
c) rosnaca
% b) Odczytaj z wykresu kazdej funkcji, dla jakich argumentéw przyjmuje ona
il wartosci wigksze od —1.
o —= A. v B. v C. v
g 1 1 1
O\l X Ol X —~_0| 1 X
d) rosnaca
Y
. \
\ \ \
o +— x .
Cwiczenie 7
a)Aihvagacff
b) h(z) > —1 dla z € (—o0;1),
/ g(z) > -1 dlaz € (—oo;1), f(z) > —1dlaz € (—o0; —1)
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Zadania

1.

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbiér wartosci i miejsce zerowe funkcji f
oraz rownanie asymptoty poziomej jej wykresu.

D f@)=242 o f@=() -1 © fla)=47-4

b) f(z)=3"-1 d) f(z)=3"+1 f) f(z)=(3)"-3

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji Y (3,5)
f(x) = 2% + a. Podaj warto$¢ wspdlczynnika a. 7
Wykres funkcji f(z) = 2% + a przechodzi przez f
punkt P. Podaj warto$¢ wspoélczynnika a. 19) / X
a) P(O’ _3) b) P(277) C) P(470) R

Opisz, jak nalezy przeksztalci¢ wykres funkcji f(z) = 2%, aby otrzymaé
wykres funkcji g.

a) g(z) = 2

b g@) = g7 ale)=8-2  d)gla)=vZ-2

Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie odczytaj z wykresu zbiér rozwia-
zan nieréwnosci f(z) > 1.

2) fla) =2 0) fla)=14-2° o) fla)=2
b) f(z) = 2% Q) ) =% ) fla) = 20

Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie odczytaj z wykresu zbiér rozwia-
zan nieréwnosci f(z) > —1.

a) f(x)=—2""* b) f(z) =

73I+1

¢) fla)=—(3)""

Powtodrzenie

7.

. a

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej miejsce zerowe i zbiér wartosci.
a) f(z) =2"—4 c) flx)=2""" e) f(z) =—-2"+2
b) f(z) =3"+1 d) f(z) =3+ f) flz)=-3"+1

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj rownanie jego asymptoty poziomej.
x r—2 T
a) f(z)=(3)" -3 b) f(x)=(3) ¢) flz)=—(3) +1

Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykres funkcji g(z) =
Podaj zbiory wartosci funkcji f i g.

a) f(x)=2"-3 b) f(x)=3"+1

) $(z) =0 dla z =2, f(Dy) = (~4; 00)
b) brak miejsc zerowych, f(Dy) = (1;00)
¢) brak miejsc zerowych, f(Dy) = (0;00)
d) brak miejsc zerowych, f(Dy) = (0;00)
&) f(z) =0 dlaw =1, f(Dy) = (~o5;2)
f) f(z) =0dlaz=0, f(Dy) = (—o0;1)
a)y=-3 b)y=0c)y=1

a) f(Dy) = (=3;00), g(Dg) = (—00;3)
b) f(Dy) = (1;00), g(Dg) = (—o0;—1)
¢) f(Dy) = (—2;00), g(Dy) = (—00;2)

1.4. Przeksztatcenia wykresu funkcji wyktadniczej 21 I

Odpowiedzi do zadan

1.

&

a) f(D) = (2; ), brak miejsc
zerowych, asymptota: y = 2
b), ¢) f(D) = (=1;00),
f(z)=0dlaz =0,
asymptota: y = —1

d) f(D) = (1; ), brak miejsc
zerowych, asymptota: y = 1
e) f(D) = (—4;00),
f(z)=0dlaz= -1,
asymptota: y = —4

f) f(D) = (=3;00),
f(z)=0dlaz= -1,
asymptota: y = —3

.a=—-3
.a)a=—-4 b)a=3

c)a=-16

. Nalezy przesunaé:

a) o 4 jednostki w prawo,
b) o 10 jednostek w prawo,
c)o 3 jednostki w lewo,

d) o 1 jednostki w lewo.
)93€< )
b) x € (—3;00)
c) z € (—2;00)
d)z e (3,00)
e) z € (—o0;3)
f) x € (—o0;-2)
a) z € (—o0;2)

Y

[~ X
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Uczen:

— oblicza logarytm danej liczby,

— stosuje réownosci wynikajace
z definicji logarytmu do obli-
czania jego wartosci,

— wyznacza podstawe
logarytmu lub liczbe loga-
rytmowang, gdy dana jest
warto$é¢ logarytmu, podaje
odpowiednie zatozenia dla
podstawy logarytmu oraz
liczby logarytmowanej,

— udowadnia twierdzenie
dotyczace niewymiernosci
liczby, np. log, 3.

Cwiczenie 1
a)5 b)1 ¢)0 d) —2
e) —6 f) 5 g 3 h)3

Cwiczenie 2

a)4 b) -2 ¢) -3 d) —3
e)3 f)—3 g) 3 h)3
i) 2 )-4k213
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1.5. Logarytm

Przypomnijmy, ze logarytmem z liczby dodatniej b przy podstawie a (gdzie a
jest liczba dodatnia rézna od 1) nazywamy wyktadnik potegi, do ktérej nalezy
podnie$é¢ podstawe a, aby otrzymac liczbe logarytmowang, b.

log, b =2 wtedy i tylko wtedy, gdy a® =1

Przyktad 1

a) log, 16 = 4, poniewaz, 24 =16 /1icxba logarytmowana

b) log, 1024 = 10, poniewaz 2'° = 1024 lOg b=ax logarytm
a ar;

c) log, %6 = —4, poniewaz 2% = % \p()(lst,awa logarytmu

Cwiczenie 1

Oblicz.

a) log, 32 c) log, 1 e) log, & g) log, V8

b) log, 2 d) log, f) log, v2 h) log, v/4

Cwiczenie 2

Oblicz.

a) log, 81 d) log; 7 g) log, T\/7 j) log; 16

b) logs § e) logy3 h) logy § k) loggs v/ 36

c) logs 5= f) logy 5= i) log%\/i 1) logs216

Zwrdé uwage na to, ze wartosé logarytmu moze byé

dodatnia, ujemna lub réwna 0. Z definicji logarytmu 1B @ > 0 @72 e

wynikaja wlasnosci podane obok. log,1=0
log,a=1

Przyktad 2

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) = 2°. Y /

Zauwazmy, ze log, 3 to taka liczba c, ze 2° = 3. f/

7 wykresu mozemy odczytaé, ze:
1<log,3 <2

w

Korzystamy z odpowiedniego kalkulatora i otrzymu-
jemy przyblizenie: log, 3 ~ 1,5849625.

Udowodnimy, ze liczba log, 3 jest niewymierna.

B 22 1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna



Liczba log, 3 jest liczba niewymierna.

Dowdd
Przyjmijmy przeciwnie, ze log, 3 jest liczba wymierng. Oznacza to, ze istnieja

rozne od zera liczby naturalne m i n, takie ze log, 3 = ™.

n
m

Zatem 3 =27
37'L — 27”

Podnosimy obie strony

réownosci do potegi n.

Otrzymujemy sprzecznosé, poniewaz prawa strona réwnosci jest liczbg po-
dzielna przez 2, a lewa nie. Zatem liczba log, 3 jest liczba niewymierna.

[] Cwiczenie 3
Wykaz, ze podana liczba jest liczba niewymierna.
b) log; 5 d) logg 2

a) log, 5 c) log, 6

Bezposrednio z definicji logarytmu wynikaja

wlasnosci podane obok. Do >0 ez, 0> 0

log, a® =«

Cwiczenie 4 alogab —
Oblicz.

a) log, 2100 C) loglﬁl 1,110 e) Qlog2 3 g) 0,41080,4 10
b) logs 6'° d) log, 73 f) 3loss7 h) 5loss1
Przyktad 3

a) Oblicz log, (log, 512).
512 = 2°, wigce log, 512 = 9, zatem log, (log, 512) = log; 9 = log, 3% = 2.
b) Oblicz log ;(log,53).
3= (\/g)z, wiec log 5 3 = 2, zatem log 5(log 5 3) = log 52 = log 5 (\/5)2 =2.
c¢) Oblicz logg (log, (logs 625)).
625 = 5*, wiec log; 625 = 4, zatem:

logs (log, (log; 625)) = logg (log, 4) = logg 1 = logg 6° =0
Cwiczenie 5
Oblicz.
a) log,(logg 36)
b) logs(logy 35)

e) log,(logs(log; 81))
f) logy (log z(logy 7))

c) logg(log, 4)
d) log,(logy(logs 125))

Cwiczenie 3

Przyjmijmy, ze podana liczba
jest wymierna. Oznacza to, ze
istniejg rézne od zera liczby na-
turalne m i n, takie ze:

a) log, 5 = =
5=9%
5" = 2™

Otrzymujemy sprzecznosé¢, po-
niewaz lewa strona rownosci jest
podzielna przez 5, a prawa nie.
Zatem log, 5 jest liczba niewy-
mierng.
b) Dowdd alogiczny jak w pod-
punkcie a).
c) log, 6 = =
6=27%

3".2" =2"m

3" =2m"
Otrzymujemy sprzecznosé¢, po-
niewaz lewa strona réwnosci jest
podzielna przez 3, a prawa nie.
Zatem log, 6 jest liczba niewy-
mierna.
d) logs 2 = =

2=6%

2" =3m.2™

2nm = 3™m
Otrzymujemy sprzeczno$é, po-
niewaz prawa strona réwnosci
jest podzielna przez 3, a lewa nie.
Zatem logg 2 jest liczba niewy-
mierna.

Cwiczenie 4
a) 100 b) 15 ¢) 10 d) —3
e)3 £f)7 g) 10 h) 1

Cwiczenie 5
a): b)l ¢)3 d) -1

e) —1 f) -1

1.5. Logarytm 23 I



Odpowiedzi do zadan
1.a)6 b)9 c¢) -5 d) —10

e) -3 f)% g)% h) -5
2. a) b=2%,log,b=2
b)b=2% log, b= 13
c)b:T%,logzb——g
d)b:2’%,log2b:—%
3.a)i b)% c)—i d)%
e)4 £)10 g) 2 h) %
4.2) -1 b) =6 ¢) 7
d) —2 e) -3 £)3
g —3 h) -3
5.2)9 b)5 c) + d)3

8.a)a=5 b)a=3
c)a=4 d)a=1

9.a)b=32 b)b=2 ¢c)b=9
d)b=1 e b=8 f)b=
g)b=27 h)b=13

10. a) log,2 =1
b) log, ;10 = —1
c)log%i’):—%

114

d)1ogﬁ4:10gﬁ(2§) —4
e) logg (logg ):10g9%:

Zadania

1.

o

Oblicz.

a) log, 64 c) log, 35 e) log, 0,125 g) log, 8

b) log, 512 d) logy 1057 f) log, 2 h) log, 155
Zapisz liczbe b w postaci 2¥. Oblicz log, b.

a) b=4y2 b) b= 162 c) b= d) b=
Oblicz.

a) log, v2 c) 1og4§ e) log 54 g) log; 3v/3
b) log, V2 d) log, 2v/2 f) log ;332 h) log, 9v/3
Oblicz.

a) log; 3 ¢) logys 1= e) log,, 125 g) log; V3
b) log, , 10° d) log o5 16 f) logi 515 h) log; 2v/2
Oblicz.

2) glogs 9 o) (%)logQQ o) log29 o) ﬂlogzg
b) (1) d) (3)°= £) 8110205 h) V3%
Oblicz.

a) log, 81 - logy /27 b) log; 625 - log; 0,04  c) log; 9v/3 - log, \z;/_f
Oblicz.

a) logg 64 +log, £
b) log; 5% —log, 5 8

) log & +log, V1
d) logy v/3 —logs v/3

Dla jakiej podstawy logarytmu a podana réwnoscé jest prawdziwa?

e) log, 5 4 —log, 1
f) logz 1,5 — log, 5 &

a) log, 25 =2 b) log, :+ =3 c) log, 0,25 =—-1 d) log, 64 =—
Dla jakiej liczby logarytmowanej b podana réwnosé jest prawdziwa?

a) logyb=5 c) logy, b= 2 e) logy b= -3 g)logsb=6
b) logib=-1  d) log;b=0 f) logsb=—6  h)logsb=-1
Oblicz.

a) log,(log,; 121)
b) log , (log, 1024)

c) logy (log, 8)
d) log 5 (10g% %)

e) loggy(logg(log; 9))
f) logs(logs(log, 2))

a) log, 3* - log, \/ =4. % 6

b) log5 log5 5 = 4- (-2)=-8

) log; (32-3%) -log, (3% :3%) =3 (1) = - %
. a) logg 82 + log, 2° 3—2—|—(—%):%

b) logs 5% —log 5 2° =8 — (=3) =11

¢) logg 672 —|—log443 =-2+1=-32

d) logg V3 —logs V3=1 -1 =0

e) log3z log,1=2-0=2

f) log2§ log%%:—l—(—3):2

B 24 1. Funkcja wykfadnicza i funkcja logarytmiczna



11.

12.

13.

14.

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Dane sa liczby x i y takie, ze 2* = 16 i 3¥ = 16. Zapisz x i y jako
logarytmy pewnych liczb. Ktéra z liczb z, y jest catkowita?

2% = 16, zatem x = log, 16 oraz x € Z, gdyz log, 16 = 4

3Y =16, zatem y = log, 16 oraz y ¢ Z

Liczby x i y spelniaja ponizsze warunki. Zapisz z i y jako logarytmy pew-
nych liczb. Ktoéra z liczb x, y jest catkowita?

a) 2° =27, 3¥ =27 c) 6" =216, 8Y =216

b) 2% = 1000, 10¥ = 1000 d)3*=4%, =1

3
Oblicz a, jesli spelnione sa warunki:

T 1
) =%

a) 4 =64 i x=log,a, 2
d) (%)x:Q i z=log,a.

b) 5* =55 i 2 = logga,

i z=log,a,

Rozwiaz réwnanie.
Rozwiaz réwnanie 2+ = 16.

a) 2271 =4 e) 473 =16
b) 272 = 64 £) 572 = 625 log, 27" = log, 16
c) 3¥*=9 g) 62*°1 =216 z+1 E 4
xr =
d) 3=t =27 h) 832+ = 64
a) Dla jakich wartosci x liczba log, x jest dodatnia, a dla jakich — ujemna?
b) Dla jakich wartosci « liczba log% x jest dodatnia, a dla jakich — ujemna?

Powtorzenie

15.

16.

Oblicz.
a) log, 8 + log, 16
b) log; 9 + log, 81

e) log; 125 —log; £
f) logs 5 —logs 3

c) log; 27 —log, 1
d) log, 4 — log, 64
Oblicz.

a) log; T+ logy 2
b) log1 9 +logy 27

c) logy § —log, v2
d) log; v/3 — log, V3

e) log, 2 +logy §
f) logg 6v/6 — logs 36

17. Dla jakiej podstawy logarytmu a podana réwnosé jest prawdziwa?
a) log, 16 =4 c) log,16 =1 e) log, 16 = -1
b) log, 16 =2 d) log, 16 = 3 f) log, 16 = —2

16.a) 7 b)6 ¢)3 d) —2 e)4 f) —1

16.2) 0 b) =5 ¢) 12 d) 2 e) 2 f) 31

17.a)a=2 b)a=4 c)a=16 d)a=256 e)a=+ f)a=1

11. a) z = log, 27,
y=logz27 €Z
b) z = log, 1000,
y = log,, 1000 € Z
c) = = logg 216 € Z,
y = logg 216
d)x:log3%€Z,y:10g9%

12.a) a =8 b) a=16v2

13.a)z=3 b)z=4 ¢)z=6

14. a) dodatnia dla =z > 1,
ujemna dla 0 <z <1

b) dodatnia dla 0 < z < 1,
ujemna dla z > 1
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Yz 1.6. Logarytm dziesietny

— odezytuje z tablic przyblizone
wartosci logarytmoéow dzie-

sietnych, Przypomnijmy, ze logarytmy dziesietne to logarytmy o podstawie 10.
— oblicza wartosci wyrazet, Zamiast log,, b piszemy logb. Na przyktad log 10 = 1, log 100 = 2.

stosujac wlasnosci logarytmu, . )

w szczegoblnosei logarytmu Cwiczenie 1

dziesigtnego. Oblicz.
Cwiczenie 1 a) log 1000 c) log10° e) log+/10
a)3 b) ~1 ¢) 6 d) —4 b) log0,1 d) log 0,0001 £) log10y/10
R ) log O, ) log 0, ) log

2 2

Ponizej zamieszczono fragment tablic (str. 230-231), w ktorych znajduja sie
przyblizone wartosci logarytméw dziesietnych liczb.

b b+0,00 b+ 0,01 b+0,02 b+0,03 b+0,04 b+ 0,05 b+ 0,06 b+ 0,07 b+ 0,08 b+ 0,09
1,0 0,0000  0,0043  0,0086 0,0128 0,0170 0,0212  0,0253 0,0294  0,0334 0,0374
1,1 0,0414 0,0453 0,0492  0,0531 0,0569  0,0607  0,0645 0,0682 0,0719  0,0755
1,2 0,0792  0,0828  0,0864 0,0899 0,0934 0,0969  0,1004 0,1038 0,1072  0,1106
1,3 0,1139  0,1173 0,1206 0,1239 0,1271 0,1303 0,1335 0,1367 0,1399 0,1430
1,4 0,1461 0,1492 0,1523 0,1553 0,1584 0,1614 0,1644 0,1673 0,1703 0,1732
1,5 0,1761 0,790 0,1818 0,1847 0,1875 0,1903 0,1931 0,1959 0,1987 0,2014
1,6 02041 0,2068 0,2095  0,2122  0,2148  0,2175  0,2201  0,2227 0,2253  0,2279
1,7 0,2304  0,2330 0,2355 0,2380 0,205 0,2430 0,2455 0,2480 0,2504 0,2529
1,8 0,2553 0,2577 0,2601 0,2625 0,2648 0,2672 0,2695 0,2718 0,2742 0,2765
1,9 0,2788 0,2810 0,2833 0,2856 0,2878 0,2000  0,2923 0,2945 0,2967 0,2989
2,0 0,3010 0,3032  0,3054  0,3075  0,3096 0,3118 0,3139 0,3160 0,3181  0,3201
2,1 0,3222  0,3243  0,3263  0,3284  0,3304 0,3324 0,3345  0,3365  0,3385  0,3404
2,2 03424  0,3444 0,3464 0,3483 0,3502 0,3522 0,3541 0,3560 0,3579 0,3598
2,3 0,3617  0,3636  0,3655  0,3674  0,3692  0,3711 0,3729  0,3747  0,3766  0,3784

Cwiczenie 2 Cwiczenie 2

a) 0,301 b) 0,1761 c) 0,2504 Korzystajac z tablicy logarytméw dziesietnych, podaj przyblizong wartodé:

) 288 a) log2, b) log 1,5, ¢) log 1,78, ) log 2,29.
Przyktad 1
Korzystajac z tablicy logarytmoéw dziesietnych, podaj przyblizona wartosé
liczby 109:356,

Zauwazmy, ze log 10935 = (,356. Zatem znajdujemy w tablicy liczbe 0,356
i odczytujemy, ze log 2,27 =~ 0,356, czyli 1093%6 ~ 227.

Cwiczenie 3

Odczytaj z tablicy logarytmoéw dziesigtnych przyblizong warto$é liczby:
a) 100,301 b) 100,1761 C) 100,0043 d) 100,3522’
Cwiczenie 3

a) 1023 = 2, czyli log « = 0,301, zatem z ~ 2

b) 10%176! — 2 czyli log « = 0,1761, zatem = ~ 1,5
¢) 10%%° = g czyli log & = 0,0043, zatem z ~ 1,01
d) 1023522 = 1 czyli log = = 0,3522, zatem x =~ 2,25
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Przed wynalezieniem kalkulatoréw tablice logarytmoéow byty wykorzystywane
do szybszego wykonywania obliczen. Dzieki logarytmowaniu mnozenie zaste-
powano dodawaniem.

Przykfad 2
Oblicz 1,22 - 1,55, korzystajac z tablicy logarytmoéw dziesietnych.

1,22 - 1,55 a2 1000864 . 1(0:1903 _

7 tablicy odczytujemy:

— 1(00:0864+0,1903 _ 1)0.2767 1 ;f ; ii;}?it)i
~ 1,89 102277 ~ 1,89
Zadania
1. Oblicz.
a) log10° — log 10® d) log ti= +1og o5 g) log Y10 T — log Y10 0

b) log 100 + log, &
c) log 107 —log, 5 8

e) logg = 51 T log 10
f) log V10 — log, NoXd

h) logl,5 F —logl
i) logé 2,5 —log V10
2. Oblicz.
a) log,(log 10000)
b) log,(log 1000)

e) logy(logs(log 100))
f) logg(logy (log v/10))

¢) logy (log 1000)
d) log s (log 10000)
3. Ktoéra z liczb jest wigksza: x czy y?

a) x =log, 32, y = log 10°

b) 2 =10g0,01, y = log, &

c) x =logg2, y = log\/10

d) z = log(log10), y = logs 2

e) = =log,(log, 16), y = log 10/10

f) x = logi(log100), y = log 52

4. Oblicz przyblizong warto$é¢ sumy, korzystajac z tablicy logarytméw dzie-
sietnych.

a) 100,0792+100,2553 b)

100,5132+100,8293 C) 100,2989_’_10071732

Powtorzenie

5. Czy x jest liczba catkowita? Czy jest liczba wymierna?
a) = = log100 ¢) = =log103 e) = =log10v/10
b) x = log v/10 d) z =1log0,01 f) z =log10v?
6. Oblicz.
a) log,(3 + log 10)
b) log,(3 — log 100)

c) logy(log v/10)
d) logg(log V/10)

e) log, 2'%° —log 100'°
£) log 10° + logy, 100

catkowita
= =, wymierna, ale nie catkowita
= £, wymierna, ale nie catkowita

T
T
T
B = —2, catkowita
= %, wymierna, ale nie catkowita
T

= /2, niewymierna

Odpowiedzi do zadan

1

2.

.a)l b)o0

c) 10 d)
f) -3 )5 b3

—5¢e)—3

) -3

a) log, 4 =2
b) logs3 =1

c) logy 3 = -1
d) log 54 =4
e) logg (logs 2) =

w|=

log,

__1
3
a)r=5<6=y
b)z=-2>-3=y
c)x:§<%:
d)z=0>-1=y
e)rz=1<3=
f)a::—%<2:y
a)1,2+18=3

b) 3,26 + 6,75 = 10,01
(tablice na konicu pod-
recznika)

c) 1,99 + 1,49 = 3,48
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Uczen:

— stosuje twierdzenia o loga-
rytmie iloczynu i logarytmie
ilorazu do obliczania wartosci
wyrazen z logarytmami,

— stosuje twierdzenie o loga-
rytmie iloczynu i logarytmie
ilorazu do uzasadniania
réwnosci wyrazen,

— udowadnia twierdzenia
o logarytmie iloczynu
i logarytmie ilorazu.

Cwiczenie 1

I sposéb

Niech p = log, «

oraz q = log, y. Wtedy:

B aP

y a7

z _ P4

Yy

log, & =p—q

log, & =log, x —log, y
IT sposob

Na mocy twierdzenia o logaryt-
mie iloczynu mamy:

log, ¢ +1log,y =

= log, (% ~y) = log, =

Zatem log, % = log, x — log, y.
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1.7. Logarytm iloczynu i logarytm ilorazu

Twierdzenie o logarytmie iloczynu

Jezeli a, z i y sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to:

log, (z - y) = log, z +log, y

Dowéd

Niech a, x i y beda liczbami dodatnimi oraz a # 1. Niech p = log, x oraz
q = log,y, wtedy:

a?=zxial=y Korzystamy z definicji logarytmu.

cy=aP - al

Ly a-a Korzystamy z wlasnosci dziatan

Ty = ap+q
log,(z-y) =p+4q

log,(z -y) = log, z +log, y

na potegach.

Korzystamy z definicji logarytmu.

Twierdzenie o logarytmie ilorazu

Jezeli a, x i y sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to:

log, § = log, z —log, y

[0] Cwiczenie 1

Udowodnij twierdzenie o logarytmie ilorazu.

Przyktad 1

a) Sprawdz, czy prawdziwa jest réwnosé: log, 96 = 5 + log, 3.
log, 96 = log,(32 - 3) = log, 32 + log, 3 = 5 + log, 3

b) Sprawdz, czy prawdziwa jest réwnosé: logs, % =logy 7 — 2.

logs £ =logy 7 —logz 9 = logy 7 — 2

Cwiczenie 2

Sprawdz, czy réwnosé jest prawdziwa.

a) log, 6 =1+ log, 3

b) log 500 = 2 4 log 5

c) log, § =3 —log,3
d) log0,07 = -2+ log 7

Przykfad 2
Oblicz.

a) log 125 4 log4 — log 5 = log 2224 = log 100 = 2
b) log; 36 — logs 2 + logy + = logy (22 - 1) =logy3 =1

Cwiczenie 2

a) log, 6 = log,(2-3) = log, 2 + log, 3 = 1 + log, 3, réwnosé prawdziwa
b) log 500 = log(100 - 5) = log 100 + log 5 = 2 + log 5, réwnos¢ prawdziwa
c) log, % = log, 8 — log, 3 = 3 — log, 3, réwnos¢ prawdziwa

d) log 0,07 = log ﬁ = log 7 — log 100 = log 7 — 2, réwnos$é¢ prawdziwa

BN 28 1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna



Cwiczenie 3 Cwiczenie 3

Oblicz. Z) 2 )% @) =
d)0 el f) -3
a) logg 4 + logs 9 c) log1 0,6 —logy 0,15  e) log; 0,04 —log; 0,008
b) log; 19 — log, 13 d) log6 —log2 —log3  f) logI—logl4—1log125
Przyktad 3
Przedstaw wyrazenie 3 + log, 7 w postaci logarytmu o podstawie 2.
3+ 10g2 7= log2 8 + 10g2 7= Zapisujemy 3 jako log, 8.

= log, (8- 7) = log, 56

Cwiczenie 4 Gwiczenie 4

Przedstaw wyrazenie w postaci logarytmu o podstawie a. a) log; 45 b) log, 5 c) logs §

a) 2+1log;5,a=3 b) log, 10 — 1, a = 2 c) 4—1log;36,a=3

Zadania o i

Odpowiedzi do zadan

1. Oblicz. 1.a)2 b) -3 ¢) 1 d) 2
a) log5 2 + log,5, 8 + log,, 9 c¢) log0,12 — log 0,3 + log 25
b) log, 15 + logs 1= + log, 3 d) log,, 0,3 —log,, 0,5 — log, , 15

2. Wiadomo, ze log5 ~ 0,7. Oblicz przyblizona warto$¢: 2.a) 1,7 b)2,7 ¢) —1,3 d) 0,7
a) log 50, b) log 500, c) log 0,05, d) log 1.

3. Wiadomo, ze log, 7 ~ 2,8. Oblicz przyblizona wartosc: 3. a) 3,8 b)4,8 ¢) 1,8 d) 0,8
a) log, 14, b) log, 28, c) log, 3.5, d) log, 1.

4. Wiadomo, ze log; 2 ~ 0,43, log; 7 ~ 1,21. Oblicz przyblizona warto$¢: 4. a) 1,64 b) 2,64
a) log; 14, b) log; 70, c) log; 0.4, d) log; 0,7. ¢) —0,57 d) ~0,22

5. Zapisz liczbe p w postaci log,, b. 5. a) log, 30 b)log; 4 c)log, 12
a) p=1log,5+1log,6 b)p=log;8—log;2 c) p=1+log,3

Powtorzenie

6. Oblicz.
a) log, 2+ log, 8 c) logy 3+ logy 2 e) log;53 +log 55
b) log2 + log 50 d) log; ;0,2 +1log; ;0,5  f) logy, 100 + logy, 4
7. Oblicz.
a) log, 12 — log, 3 c) logg 72 — logg 2 e) log1 3,5 —logs 7
b) log8 + log 125 d) log; 54 — log, 2 f) log; 15 —log; 75

6.a)2 b)2 ¢) -1 d)le)l f)2
7.a)1 b)3 ¢)2 d)3 el f) -1
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dozert: 1.8. Logarytm potegi

— stosuje twierdzenie o loga-
rytmie potegi do obliczania
wartosci wyrazen z loga-
rytmami,

Twierdzenie o logarytmie potegi

i . . Jezeli a i x sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to dla dowolnego p € R:
— stosuje twierdzenie o loga-

: . P — .
rytmie potegi do uzasad- log, 2? =p-log, x
niania rownosci wyrazen,

— udowadnia twierdzenia Dowédd
o logarytmie potegi. Niech a i z beda liczbami dodatnimi oraz a # 1. Niech ¢ = log, z, wtedy
z definicji logarytmu = = a?, zatem:
a? = (a?)?
. Korzystamy z wtasnosci dziatan
mp — (Zp q A o
a potegach.
loga P =p-q Korzystamy z definicji logarytmu.
log, 2" = p-log, x
Przyktad 1

Niech z bedzie taka liczba, ze log, z = 0,3. Oblicz log, z° i log, %
log, 2° = 5log,z=5-0,3=1,5

log, £ =log,z ' = —log,z = —0,3

Cwiczenie 1

Niech 2 bedzie takg liczba, ze log x = . Oblicz:

a) log z°, b) log %, ¢) log+/z, d) log \/%, e) log 3—;
Przyktad 2

Przedstaw wyrazenie 3log, 8 — 2 w postaci logarytmu o podstawie 4.
3 log4 8§—2= 10g4 83 — 10g4 4?2 = Zapisujemy 2 jako log, 4.
= log, Z—z =log,(2-2-8) =log, 32

Cwiczenie 2

Przedstaw wyrazenie w postaci logarytmu pewnej liczby.

a) 3+log, 5 b) 2log;4 — 1 c) 3log; 3+1 d) 4 —2log, 6
Przyktad 3

Wiadomo, ze log, 5 ~ 2,32. Oblicz przyblizona wartosé log, 250.

log, 250 = log, (2 - 125) = log, 2 + log, 125 = 1 + log, 5° = 1 + 3log, 5 ~
~1+3-2,32=7.96

Cwiczenie 1

a) log:ﬂ6:6logm:6~%:2

b) log 2 = —3logz = —3-3 = —1
c)logyz=1logr=1-1=1

d)log 5 = —3logz=—3 - 3=—3
e) log%:log$% =2logz=3%-2=3

Cwiczenie 2

a) 3 -log, 2 + log, 5 = log, 8 + log, 5 = log, 40
b) logs 16 — 1 - logg 3 = logs 16 + logs 3 = logs 2
c) log% 27+1- log% % = log% %

d) 4-logs 3 +logs 5= = logs 5% =logs §

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.8
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Cwiczenie 3

Wiadomo, ze log; 2 ~ 0,63. Oblicz przyblizona wartosc¢:

a) log, 4, b) logs 12, c) log, 96, d) log, 72.
Zadania

1. Wiadomo, ze log 2 =~ 0,3. Oblicz przyblizona wartosé:
a) log4, b) log 16, ¢) log0,04, d) log 1600.

2. Wiadomo, ze log4 =~ 0,6 oraz log5 =~ 0,7. Oblicz przyblizona wartos¢:

a) log25, b)log64, «c¢)log0,64, d)log2,5, e¢)log2, f)log20.

@ 3. Niech z bedzie taka liczba, ze log, z = 0,4. Uzasadnij, ze:
4
a) log, 22 = 1,8, b) log, 162* = 5,2, c) log, % =0,6.
4. Niech = bedzie taka liczba, ze log; x = —i. Oblicz:
4
a) log, 322, b) log; 928, c) log, %, d) log; 2725.
@ 5. Niech p = log, 3 oraz q = log, 5. Uzasadnij ponizsza rownosc.
a) log, 45 =2p+¢ b) log, 75 = p+2¢q c) log,405 =4p+q
6. Wyraz liczbe a za pomoca p, jesli p = log 2.
a) a =10g200 b) a=10g0,02 <¢) a=1log0,04 d) a=1logl600
@ 7. Wykaz, ze dla dowolnych =,y € R, podana réwno$¢ jest prawdziwa.
a) log % + log % =0 ¢) logz?y —logxy® =logx — logy
b) logz?y? = 2logx + 2logy d) logz3y* — log 2?y® = log z + log y

Powtorzenie

8. Dla jakiej liczby a prawdziwa jest ponizsza réwno$é?
a) log, 3° = alog, 3 c) log, 81 =alog,3 e) log, 625 = alog, 5
b) log; 2'%° = alog;2  d) logs; 32 = alog; 2 f) logy 64 =alog; 4

9. Oblicz .
a) logs x = 3log; 2 c) logy z =3log; 5 e) logz = 2log /2
b) log, x = 2log, 3 d) log sz =6logs 10 f) logz = 4log\/3
10. Wiadomo, ze log 3 = 0,48. Oblicz przyblizong wartos¢:
a) log9, b) log 27, ¢) log0,9, d) log0,81.
6. a) log(2 100) = log 2 + log 100 = p + 2

log 2 T =1log2? —log 100 = 2log2 — 2 = 2p — 2
log(2* - 100) = 41og 2 + log 100 = 4p + 2
7. a) 1 og ¥ —|—log——log$—logy—|—logy logz =0

a=
a = log 2= 100 =log2 —log100 =p—2
a=
a=

b) logx y? =logz? + logy? = 2logx + 2logy

¢) log %y — logxy2:logi27§’:loggzlogm’—logy

d) log z3y* — log %4> log%zlogwy:log:ﬂ—i—logy

J)a=5 b)a=100 ¢c)a=4 d)a=5 e)a=4 f)a=3
9.a)x=8 b)x=9 ¢) z =125 d) z =1000000 e) z=2 f) =9
) 0,96 b) 1,44 ¢) —0,04 d) —0,08

Cwiczenie 3
a) log; 4 = log; 2% = 2log, 2 ~

~ 1,26
b) log; 12 = log5(3 - 4) =
= logs 3 +logs 4 =

=14 2logs2 ~ 2,26

c) log; 96 = log,(3-32) =
=log; 3 + log; 2° =
=1+45logs2~ 4,15

d) log; 72 = log4(9 - 8) =
= log; 9 + log; 8 =

=2+ 3logs 2 =~ 3,89

Odpowiedzi do zadan
1.a) 0,6 b) 1,2 ¢) —14 d) 3,2
2.a)1,4 b) 1,8 ¢) —0,2
d) 04 e)0,1 f) 1,3
3. a) log, 22% =
=log, 2 + log, z? =
=1+2log,x =
=1+2-04=18
b) log, 162° =
=log, 16 + log, 2% =
=4+ 3log,x =
=4+3-04=5,2
c) log, % =
=log, z* —log, 2 =
=4log,x — 1=
=4-04-1=0,6
4.a)1 b)0 ¢) =5 d) 1
a) log, 45 = log,(9 - 5) =
= log, 3% + log, 5 =
=2log,3+qg=2p+gq
b) log, 75 = log,(3 - 25) =
=log, 3 + log, 52 =
=p+2logy5=p+2q
c) log, 405 = log,(81 - 5) =
=log, 3* +log, 5 =
=4logy3+q=4p+gq

4
2
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Uczen:

— szkicuje wykres funkcji
logarytmicznej i okresla jej
wtasnosci,

— wyznacza wzér funkcji loga-
rytmicznej, gdy dane sa
wspolrzedne punktu nale-
zacego do jej wykresu,

— wyznacza zbiér wartosci
funkcji logarytmicznej
o podanej dziedzinie,

— odezytuje z wykresu funkcji
logarytmicznej zbiér
rozwiazan nieréwnosci,

— rozwiazuje zadania dotyczace
monotoniczno$ci funkcji loga-
rytmicznej, w tym zadania
7 parametrem.

Cwiczenie 1
Y
) L
- — g
(0] L X

Punkt wspdlny wykreséw: (1,0)

Cwiczenie 2
a) h(216) = log, 216 = 3

b) f(Qi) zlog% % =2
c) g(1024) = log, 1024 = 10

MultiteZa

* Wykres funkgiji logarytmicznej
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.9

Generator
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1.9. Funkcja logarytmiczna

Przyktad 1

Jesli kazdej liczbie dodatniej x przyporzad-
kujemy wartos¢ log, x, to otrzymamy funkcje
f(z) = log, x okreslona dla x € (0;00). Jej
wykres przedstawiono na rysunku obok.

r o+ 0+ 3 1 2 4 8
fl#) -3 -2 -1 0 1 2 3
Definicja

Y

—

Funkcje postaci f(z) = log, x okreslong dla z € (0; 00), gdzie a € R, \ {1}
jest pewng stala, nazywamy funkcja logarytmiczng.

Cwiczenie 1

Naszkicuj w tym samym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji:
f(z) =logsz oraz g(x)=log,x

Podaj wspoétrzedne punktu wspdlnego

Y

-
tych wykresow. f(z) =logs z_— =
- . gx)i=logox
Cwiczenie 2 e
Na rysunku obok przedstawiono wykresy h(E) = 168, &
funkcji f(z) = logy z, g(x) = log, x oraz 1 s S
h(x) = logg z. Do ktérego z tych wykre- —5 %
sow nalezy punkt:
a) (216,3), b) (21,2),  ¢) (1024,10)?
Przyktad 2 Y
Wykres funkeji f(z) = logy z okreslonej
dla z € (0;00) szkicujemy, taczac odpo-
wiednie punkty krzywa jak na rysunku. 1
(0] X
x  + 1 11 2 4 8
f@ 3 2 1 0 -1 -2 -3 T
Fa) logy o
Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji: a) f(z) =logy z, b) f(z) = log; z.
Cwiczenie 3
a) Y b) v
ol 1 f X O 1~ f X
\\\\ \\\\\
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0<a<l1

a>1

f(z) =log, x

f(z) =log, =

Dla a € (0;1) funkcja logarytmiczna
f(z) =log, x jest malejaca.

Dla a € (1; 00) funkcja logarytmiczna
f(z) =log, = jest rosnaca.

Dziedzing funkeji logarytmicznej f(x) = log, « dla a € R, \ {1} jest zbiér liczb
rzeczywistych dodatnich, a jej zbiorem wartosci — zbiér liczb rzeczywistych.
0% OY jest asymptota pionowa wykresu funkcji f(z) = log, =, a punkt (1,0)
jest punktem przeciecia tego wykresu z osia OX.

Cwiczenie 4

Dla jakich argumentéw x funkcja f(z) = log, « przyjmuje wartosci dodatnie,
a dla jakich ujemne, jesli wiadomo, ze: a) a € (1;00), b) a € (0;1)?

Przyktad 3
Rozwiaz nieréwnosé log, z > 2.
Zaktadamy, ze x > 0.

log, x > log,4 2 =log,4

x >4, czyli z € (4;00)

Nie zmieniamy zwrotu nieréwnosci,
poniewaz funkcja f(x) = log, = jest
rosnaca.

Y

\

—

Przyktad 4
Rozwiaz nieréwnosc log% T > 2.
Zaktadamy, ze x > 0.

log% T > log% i 2 =log

jis
ol

b

<% czylize (0;1)
Zmieniamy zwrot nieréwnosci, po-
niewaz funkcja f(z) = logy x jest
malejaca.

Y

Cwiczenie 4

a) Jedli a € (1;00), to

f(z) > 0dla z € (1; c0)

oraz f(z) < 0dlazx e (0;1).
b) Jesli a € (0;1), to

f(z) >0dlaz e (0;1)

oraz f(z) < 0 dla z € (1; 00).
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Cwiczenie 5
a) ¢ € (4;00) b) z € (0;4)
c) z € (8;00) d) = € (0;8)

Cwiczenie 6
a) z € (3;00) b) z € (0;3)

c)z€<9,oo) d) z € (9;00)
e) z € (0;3) f) ze (5;00)
g) 7€ (5:0) h)ze (055)

Odpowiedzi do zadan
1.a),d)g b),c)f

2.a)a=3 b)a=5
)a=3 d)ya=+2
3. a) f(Dy) = (=1;0)
b) f(Dy) = (=3;2)
c) f(Ds) =(-3%:3)
d) f(Ds) =(-3i3)
4. a) z € (4;00)
b) z € (0; 75)
c) z € (0;4)
d) z € (2;00)
a) z € (3;2)
b)oe (1:2)
a) z € (3;2)
b) z € (3:4)

Cwiczenie 5 Y
Na rysunku obok przedstawiono wykres L’(/_
funkcji f(z) = log, x. Podaj rozwiazanie 1 -
nierownosci. 19) /1 X
a) log,z > 1 c) logyx >3 ' '
b) log,z < 1 d) log,z < 2
Cwiczenie 6
Naszkicuj odpowiedni wykres i podaj rozwigzanie nieréwnosci.
a) logsz >1 c) logsx > — e) logy x> —1 g) logi z <
b) log;z < 1 d) logsx > 2 f) logy z <1 h) log; = > 2
Zadania
1. Czy punkt P nalezy do wykresu funkeji f(z) = log,  lub g(z) = log; 27
a) P(43) b P(F—4) o P(2v23) ) P(L])
2. Dla jakiej wartosci a punkt P nalezy do wykresu funkcji f(z) = log, z?
a) P(27,3) b) P(625,4) P(32,-5) d) P(4,4)
3. Podaj zbiér wartosci funkcji f o dziedzinie Dy.
a‘) f( ) 10g3$ Df <;1371> C) f(x)zlog%m, Df:<%a8>
b) f(x) =logs x, Dy = (5;27)  d) f(x) =logsz, Dy = (3;v2)
4. Na rysunku obok przedstawiono wy- Y
kres funkcji f(z) = log1 z. Podaj roz- |
wiazanie nieréwnosci. i
a) log; z <1 ¢) logiz>-1 "0 1 f X
b) log1 = > 8 d) 1og%x<—% '

5. Naszkicuj wykres funkcji f(z) =
a) —2<log,z <1 b)

6. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = log

1
2

a) =1 <logyz <2 b) —

7. Okresdl monotonicznosé funkeji f.

a) f(z) = b) f(x)

log 5 x
5

7. a) % < 2 =1, czyli funkcja jest malejaca

log, z i podaj rozwigzanie nieréwnosci.

-3 <logyr < —1

x i podaj rozwigzanie nieréwnosci.

<10g%x<1

=log s,

b) V5 —1 > 4 —1 = 1, czyli funkcja jest rosnaca
c) V2 —1<2—1=1, czyli funkcja jest malejaca
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Dla jakich wartoéci parametru m funkcja f jest rosnaca?

a) f(z) =logy,, = b) f(z) =logm x c) f(z) =1og,, .,

Dla jakich wartoéci parametru m funkcja f jest malejaca?

a) f(x) = logg,, z b) f(z) = logy x c) f(x)=log, »
. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) = logz.

)=

logx

OV!_. T2 O

11.

12.

Dla jakich argumentéw z spelniona jest podana nieréwnosé?

a) logx > 1 b) logz > 2 c) logz >3 d) logz > 6

Rozwigz nieréwnosé.
a) |logz| <1 b) |logz| < 4

Uwaga. Zamiast (log, x)? piszemy log? x.

c) log”z < 4 d) log*z <9

Rozwiaz nier6wnosé.

a) |log,z| <1  b)|logsz| >1 ¢) logiz <4 d) logiz > 4

Powtodrzenie

13.

14.

15.

13.
14.

15. n

Korzystajac z monotonicznoéci odpowiedniej funkcji logarytmicznej, upo-
rzadkuj liczby z, y, z w kolejnosci rosnacej.

a) x =2logy2, y=1logg27, z=logy 1

b) x = {logy 16, y = Slogy 8, » = ;log; 80

Podaj zbiér wartosci funkeji f(x) =
a) Dy =(0;1) b) Dy = (2;00)

log, x o dziedzinie Dy.

¢) Dy = (5:8)  d) Dy = (4F:1024)

Na rysunku obok przedstawiono wy- vy
kres funkcji f(z) = log 5 z. Podaj czte- ' I
ry punkty o obu wspotrzednych catko- '
witych nalezace do wykresu tej funkcji.
Rozwiaz nieréwnosé.

—

a) log g2 > 2 c) log sx <4

b) log s < 2 d) log sz >4

a)y<z<z b)z<z<y

a) f(Dy) = (= 000) b) f(Dy) =

) f(Dy) =(-1;3) d) f(Df)=(—3
(1,0), (3, ) (9,4), (27,6)
(3;00) b) z € (0;3)

(0;9) d) z € (9;00)

(1 OO)
;10)

o

np.:
a) z
) x

S
S

10.

11.

12.

.a) 2m > 1, czylim € (3;00)

b) & > 1, czyli m € (4; 00)
c) m+1> 1, czylim € (0;00)
a)0<3m<1,

czyli m € (O; %)

b) 0 < 2 < 1, czylim € (0;2)
c)0<m+2<1,

czylim € (—2; —1)

a) z > 10

b) z > 100

c) = > 1000

d) = > 10°

) —1<logz <1
€ (w31 >

b) z € (15557; 10000)
c) 2<logz <2
x€<ﬁ;100>
d) z € (1555 1000)
a) —1<log,z <1
$€<i;4>
b) log,z > 1 lub log, z < —1
mG(O;%)U(Zl;oo)
c) 2<logyx <2
m€<%;16>
2 lub log, x < —2
(16; 00)

d) log, = >
€ (05 55) U
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Skala logarytmiczna

Gdy poréwnujemy wielkosci fizyczne, ktore przyjmuja wartosci

z szerokiego zakresu, wygodniej jest poréwnywac ich logarytmy.

W ten sposob powstaje skala logarytmiczna, na ktorej w réwnych
odstepach umieszczone s3 logarytmy wartosci tych wielkosci fizycznych.

Dzwiek p
Natezenie dzwieku i poziom natezenia dZzwigku to wielkosci fizyczne A
zwiazane z fala dzwigkowa. Zachodzi miedzy nimi zaleznos$c¢: :

L=10-log}

gdzie:
|- natezenie badanej fali dzwiekowej w watach na metr kwadratowy (W/m?),
Io = 1072 W/m?2 - prog styszalnosci (dolna granica zakresu styszalnosci
dla czestotliwosci 1000 Hz),

L — poziom natezenia dzwigku.

Poziom natezenia dZzwieku podawany jest w decybelach (dB).

Na przykitad jezeli podczas koncertu rockowego natezenie dzwieku jest
réwne 1 W/m?, to poziom natezenia dzwieku wynosi:

L=10-loglz=10-10g 10" =10 - 12 =120 [dB]

-12

Na osi ponizej pokazano natezenia dzwiekéw z réznych zrédet (skala liniowa) i odpowiadajace
im poziomy natezenia dzwiekéw (skala logarytmiczna). Zwré¢ uwage, ze wzrost poziomu natezenia
dzwieku o 30 dB oznacza tysiackrotny wzrost natezenia tego dzwigku.

szelest cicha
lisci rozmowa odkurzacz koncert rockowy

1000 razy wiecej natezenie
dzwieku [W/m?]

102 10" 107" 10-° 10-® 107 10°® 10°° 10* 102 102 10" 1 10 102

1 1 1 1 il 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 »
T T T T T T T T T T T T T T T »

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

{ I—I [ { poziom natezenia

o 30 dB wiecej dzwieku [dB]
prég woda wyptywajaca granica bolu
styszalnosci z kranu

El O ile decybeli wzrosnie poziom natezenia dzwigku,
jezeli natezenie dzwieku wzrosnie dwukrotnie?

Odpowiedzi do zadan
1. Lo — L1 = 10 - log ;2255 — 10 - log 1555z = 10 - log (125 : 7551z) = 10log 2 ~ 3 [dB]
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1.10. Przeksztatcenia wykresu
funkcji logarytmicznej

Uczen:

— szkicuje wykres funkcji,
stosujac przesuniecie wykresu
odpowiedniej funkcji logaryt-
micznej wzdtuz osi uktadu

Przykfad 1 Y oga T2 wspolrzednych, i podaje jej
Naszkicuj wykres funkcji g(z) = logs = + 2. g\~ wlasnosci,

.. . , i — szkicuje wykres funkcji,
Wykres.fu‘nkql g mozemy ?trzymac przez / e ‘;//\L 3.0 stosujae symetric wzgledem
przesuniecie wykresu funkeji f(z) = logsz 3 . osi uktadu wspétrzednych
o 2 jednostki w gére. Dziedzing funkcji g / wykresu odpowiedniej funkcji
jest zbiér D, = (0;00), a asymptota pio- o] /1 X logarytmicznej, 1 podaje jej
nows, jej wykresu — prosta x = 0. / wiasnosci,

— szkicuje wykres funkcji,
Gwiczenie 1 stosujac ,zlozenla prze-
.. . . , .. ksztalcen: przesuniecia
Naszkicuj w jednym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji: il @efl alkn el
f(l') = log, z, g(x) =log, * + 1, h(iU) =log,z —3 rzednych i symetrie wzgledem
Podaj wartosci kazdej z tych funkeji dla « € {1,1,2,4,8}. osi OY, i okredla whasnosci
tej funkcji.
Cwiczenie 2 Cwiczenie 1
Naszkicuj w jednym uktadzie wspotrzednych wykresy funkeji f i g. Y () = E(Zm +1
a) f(z) =logzz—1, g(z) =logsz+1 b) f(z)=log,z—3, g(z) =log, z+3 e —
- ﬁjn@ T
Przyktad 2 Y\ 1 I
Naszkicuj wykres funkeji g(z) = logy x—3. ol/A =N
Wykres funkcji g mozemy otrzymac przez o)1 L(#). = 1 X T\ = log2”
—— SL I
przesunigcie wykresu funkeji f(z) = logi z \ T
o 3 jednostki w dot. Dziedzing funkcji g jest
zbior D, = (0; 00), a asymptota pionowa jej 92: logy iy Gwiczenie 2
wykresu — prosta x = 0. N a) Y
( ) ‘:‘L go:r ’\;1—‘
Avwi H g\» —
Cwiczenie 3 oy
Naszkicuj w jednym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji: 1 (@) i&m//—
f(z) =logy z, g(z) =logyz+2, h(z)=logyz—4 o 1 X
Podaj, dla jakich argumentéw funkcje te przyjmuja wartosci nieujemne.
Cwiczenie 4 b) v -
Punkt P nalezy do wykresu funkcji f. Wyznacz wspétczynnik a i naszkicuj e \;w’~ 3
wykres funkcji f. 9
a) f(z) =loggx +a, P(3,2) ) f(z)=logiz+a, P(3,-3) :
b) f(z) =log,x +a, P(4,-1) d) f(z) =logiz+a, P(4,0)
o[ 1 . X
Cwiczenie 3 flo) = 10847 —
Y \ f(z) > 0dlaz e (0;1), _—
\ g(z) > 0dla x € (0;4),
1 \ h(z) >0 dla z € (0; 15)
Cwiczenie 4 .
o] 1 o X | a
9(z) =3 - Dazib)az 2 Mutlte/é

—
o

g
i/

s

[

cJa=-2d)a=1

—

® Przeksztatcanie wykresu funkciji
logarytmicznej (1)
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Cwiczenie 5

a) D = (1; 00),
f(x)=0dlaz =2,
asymptota: x =1
b) D = (3;0),
f(z)=0dlaz =4,
asymptota: z = 3
¢) D = (2;00),
f(x)=0dlaz =3,
asymptota: z = 2
d) D = (4; 00),
f(x)=0dlaz =5,
asymptota: x = 4
e) D = (2;00),
f(z)=0dlax =3,
asymptota: z = 2
f) D = (1;00),
f(x)=0dlax =2,
asymptota: z = 1

Przyktad 3

Naszkicuj wykres funkcji g(z) = logs(z — 4).

Wykres funkcji ¢ mozemy otrzymaé przez przesuniecie wykresu funkeji
f(z) =logs z 0 4 jednostki w prawo.

Dziedzing funkcji g jest zbiér D, = (4;00), a asymptota pionowa jej wykresu
— prosta x = 4. Miejscem zerowym funkcji g jest liczba 5.

Y

Flay=logswm
_
gy E 105 (F =)

- o g\ir)

\
\

Cwiczenie 5
Okredl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Wyznacz miejsce zerowe tej
funkcji oraz réwnanie asymptoty pionowej jej wykresu.

a) f(z) =logy(z —1)  ¢) f(z) =logy(x—2) e) f(x)=logs(z—2)
b) f(x) =logy(z —3)  d) f(z) =logy(x—4) f) f(x)=logy(x—1)

Przyktad 4 Y
Naszkicuj wykres funkeji g(x) = log,(z +2).

,\/
[
—

q((l',) = \()gji/

Wykres funkcji ¢ mozemy otrzymadé przez P
przesuniecie wykresu funkeji f(z) = log, x flo) =

o 2 jednostki w lewo. Dziedzing funkcji ¢
jest zbiér D, = (—2;00), a asymptota pio-
nows jej wykresu — prosta x = —2. Miejscem

—

&)
-

zerowym funkcji g jest liczba —1.

Cwiczenie 6

Okredl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Wyznacz miejsce zerowe tej
funkcji oraz réwnanie asymptoty pionowej jej wykresu. Odczytaj z rysunku
zbidr rozwigzan nieréwnosci f(z) > 1.

a) f(z) =logy(z+1) ¢ flz)=logy(x+1) e
b) f(z) =log,(z+2)  d) f(z) =logy(x+4) )

Cwiczenie 7
Punkt P nalezy do wykresu funkcji f(x) = log,(x + a). Wyznacz a.

a) P(—5,0) b) P(-2,1) c) P(—%,—l)

Cwiczenie 6

a) D =(—1;00), f(z) =0 dla z =0, asymptota: z = —1, f(z) > 1dlaz > 1

b) D = (—2;0), f(z) =0 dla z = —1, asymptota: z = —2, f(z) > 1dlaz >0

¢) D= (-1;00), f(z) =0dlaz =0, asymptota: = —1, f(z) > 1dlaz € (—1;-1)
d) D = (—4;00), f(z) = 0dlaz = —3, asymptota: z = —4, f(z) > 1dlaz € (—4; —31)
e) D=(-2;00), f(x) =0dlaz = —1, asymptota: z = =2, f(z) > 1dlaz >1

f) D = (-3;00), f(z) =0dlaz = —2, asymptota: x = —3, f(z) > 1dlaz € (—3; —22)
Cwiczenie 7

a)a=6 b)a=4 c)a=1
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Przykiad 5 v Cwiczenie 8
Naszkicuj wykres funkcji g(x) = — log, . \ N 3%'1;/ e a})f Dy=Dy =Ry
Wykres funkeji g mozemy otrzymac przez \ U \ (x )//ﬁ’;,—
odbicie symetryczne wzgledem osi OX wy- 1
kresu funkcji f(x) = log, x. o N X ol A X
Drziedzing funkeji f i g jest zbior (0;00). / (> / olz) ———
Asymptota pionows ich wykreséw jest oS / N /(g\ _— 1983 2
OY . Zwr6é uwage, ze: —logy, x = log% T. i b) D =D, =R,

Y P
Cwiczenie 8 @y = 1_‘5"3,1_,_._
Okredl dziedziny funkcji f i g oraz naszkicuj ich wykresy w jednym ukladzie 1 —
wspolrzednych. O /T ~—_ X
2) J(x) =logy, g(x) = ~loggz  b) f(x) =log; a, gx) =~ logy x R -
Przyktad 6 Y Cwiczenie 9
Naszkicuj wykres funkcji g(x) = logy(—xz). %) 1 _ o a) Dy =Ry, Dy =R_
Wykres funkcji g mozemy otrzymac przez NG 1 1 9(z) o Y N
odbicie symetryczne wzgledem osi OY wy- ) 83y )1 f{ ) e
kresu funkcji f(z) = log, . : X 1 X
Dziedzina funkcji f jest zbiér Dy = (0;00), \ / \
a funkeji g — zbiér D, = (—o0;0). Asymp- \/
tota pionows ich wykreséw jest 0§ QY. | b) Dy =Ry, Dy =R-

Y

Cwiczenie 9 I
Okre$l dziedziny funkcji f i g oraz naszkicuj ich wykresy w jednym uktadzie n Y1
wspolrzednych. o5 O ]LQ) 4. X
a) f(z) =loggx, g(z)=logs(—x) b) f(x) =logsz, g(z)=logy(—x) o g

— T~
Zadania

Odpowiedzi do zadan
1. Naszkicuj wykres funkcji f. Wyznacz jej miejsce zerowe. 1.a)4 b)2 ¢) 3

2) f(z) =logaz—2 o) f(e)=logyz+1  ¢) f(x)=log,z—2 a9 ¢ 16 1) 16

b) f(z)=logiz+1 d) f(z) =logzz —2 f) f(z)=logiz+2

2. Okresdl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj rownanie asymp-
toty pionowej tego wykresu.
a) f(z) =logy(z+3) «¢) f(x) =logs(z—1) e

e) f(z) =log;(z+2)
b) f(z) =logy(x —4) d) fz) =logs(x+2) f)

/
(@) = logy (z — 3)

2. a) D = (—3; ), asymptota: = —3
b) D = (4;00), asymptota: z = 4
¢) D = (1;00), asymptota: z =1

d), e) D = (—2;00), asymptota: £ = —2
f) D = (3;00), asymptota: z = 3
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. a) g(z) =log 2 — 2,
(zr)=0dlaz =2
)

c) g(z) =log sz —1,

g(z)=0dlaz=+v2
(z) < 0dlaz e (—1;3)
) D = (1;00),
(z) <0dlaze (2;00)
) D = (2;00),
f(z) <0dlaze(23)
d) D = (=3;00),
f(z) < 0dlaz e (—3;0)

e) D= (—4;00),

f(z) < 0dlaz e (—2;00)
f) D= (1;00),

f(z) <0dlaxze (2£;00)
.D=R,

a) 1 b))l ¢)4 d)3

g &

Q
e
>

Sk

Przedstawiony na rysunku wykres funkcji ¢ mozna otrzymac przez przesu-
niecie wykresu funkcji f(z) = log, 5 * wzdluz osi OY. Podaj wzér funkcji
g 1 wyznacz jej miejsce zerowe.

a) Y b) Y c) Y
g g g
ol 1 X 9] /]L X [9) X
|
l /
/ I |

Okredl dziedzing funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj zbiér argumentéw,
dla ktorych funkcja f przyjmuje wartoéci ujemne.

a) f(z) =logy(z +1) -2 d) f(z) =logs(z +3) — 1

b) f(z) =logi(z—1)—1 e) f(z) =logi(z+4)+1

¢) f(z) =logy(w — 2) + 3 f) f(2) =logy (e —1)—3

Okredl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj jej miejsce zerowe.
a) f(z) = —logzz —1 ) f(z) =2—logyx

b) f(z) = —log; z +2 d) f(z)=-1-log1z

Okreél dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj jej miejsce zerowe.
a) f(x) =log,(—z) +1 c) f(x)=logy(—z) -2

b) f(z) =logi(—z) —1 d) f(z) = logy(—z) +3

Powtorzenie

7.

Okredl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj réwnanie asymp-
toty pionowej wykresu tej funkcji.

a) f(x) =logy(x —2)+1 d) f(z) =logy(z +3) +2
b) f(x) =logy(x—1) -2 e) f(x) =log,(z —1) -3
c) f(z)=logs(x +2)—1 f) f(z)=logi(z+2) -2
Naszkicuj wykresy funkcji g(x) = f(x+1) i h(z) = g(—=x). Podaj dziedziny

tych funkcji.

a) f(z) =log, b) f(z) =logy x
8. a) Dy = (—1;00), Dp = (—o0;1) b) Dy = (—1;0), Dj, = (—o0; 1)
Y Y
B0\ NEar \|/
1 X 1 X
[\ h g
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1.11. Funkcje wyktadnicza i logarytmiczna
— zastosowania
B Wzrost wyktadniczy

Przyktad 1

Pewne do$wiadczenie polegalo na bada- Y

niu wzrostu liczebnosci kolonii bakterii. Na : ‘ /

poczatku do$wiadczenia bylo 100 bakterii. 800 ‘ ‘ /

Stwierdzono, ze liczba bakterii podwaja si¢ 700 ' : /

w ciggu pottorej godziny. Przyjmuje sie, ze 600

liczbe bakterii, w zaleznosci od czasu t mie-  5qq . ;

rzonego w godzinach, wyraza wzor: 400 . /
y=1yo-a 300

w ktérym y, jest poczatkows liczba bakte- 200 / )

rii, natomiast a jest pewng stala. Aby wy- 100 7 =100 25!

znaczyé a, zauwazmy, ze dla t = 1,5 zachodzi

réwnoécé 200 = 100-a'5. Stada = 25 ~ 1,588. 0 1 2 3 t[h]

Cwiczenie 1
Po dwoch godzinach od rozpoczecia pewnego do$wiadczenia liczba bakterii
byta réowna 1200, a po sze$ciu godzinach wzrosta do 10800. Liczbe bakterii,
w zaleznosci od czasu t mierzonego w godzinach, wyraza wzoér:

y=yo-a'
w ktorym y, jest poczatkowa liczba bakterii, natomiast a jest pewng stala.
Oblicz, ile bylo bakterii na poczatku do$wiadczenia, a ile po 10 godzinach.

B Rozpad promieniotworczy

t
Wzér m = my- (%) T opisuje mase probki promieniotwérczego izotopu o okresie
polowicznego rozpadu T, po uplywie czasu t (my oznacza mase poczatkowa
prébki). m

Na przyktad okres potowicznego rozpadu ra-
du-226 jest réwny 1600 lat. Jesli masa po- 75

_ 1y
czatkowa mg prébki tego izotopu byta réwna 50 \ =109 ()T
100 mg, to po uptywie t lat masa dana jest za 95 K
pomoca wzoru: ,

m =100- ($) ™™ O 1600 3200 4800 6400 ¢

Uwaga. Czas t powinien by¢ podany w tych samych jednostkach co okres potowicznego
rozpadu T (w tym przypadku jest podany w latach).

Cwiczenie 1

10800 = yo - a® = yo - a® - a* = 1200 - a*
a*t=9

a=+3

1200 = yo - (v3)”

Zatem yo = 400.

Po 10 godzinach: y = 400 - (\/3) - 97200.
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Uczen:
— wykorzystuje funkcje

wyktadnicza i logarytmiczna
do rozwiazywania zadan
osadzonych w kontekscie
praktycznym, dotyczacych
wzrostu wyktadniczego

i rozpadu promienio-
twoérczego.

MultiteZa

* Datowanie radioweglowe

® \Wzrost wyktadniczy w przyrodzie

® Czy podane wyrazenia sg
rownowazne
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Cwiczenie 2

) 12,5 =100 - (3) ™
B™ ==’
To05 = 3
t = 4800 lat

b)001_1024 (

iy
2
(%) T 1024 (
ﬁ =10
t = 16000 lat

)™
%)

Cwiczenie 3
m = 0,25mg

t = 84 lata

Masa probki zmniejszy sie o 75%
po 56 latach, a o 87,5% po 84 la-
tach.

Cwiczenie 4
) 0 5= ( )5700

5700 =1
= 5700 lat

b)025—( ) 5700

5700 =2
t = 11400 lat

Komentarz

Zauwazmy, ze w ¢wiczeniu 4.
nie sy potrzebne powyzsze
rachunki. Zawarto$é izotopu
zmniejszy sie o 50% po 5700
latach, bo jest to okres jego
potowicznego rozpadu. Poto-
wa, ktora zostanie, rozpadnie
sie na pét po kolejnych 5700
latach, czyli zawarto$é izotopu
zmniejszy sie o 75% po 11400
latach.

Cwiczenie 2
Po jakim czasie z probki radu-226:
a) o masie 100 mg zostanie 12,5 mg tego izotopu,

b) o masie 10,24 mg zostanie 0,01 mg tego izotopu?

Cwiczenie 3

Okres potowicznego rozpadu strontu-90 jest réwny 28 lat. Po jakim czasie
poczatkowa masa probki tego izotopu zmniejszy sie o 75%, a po jakim czasie
0 87,5%?

W zZyjacym organizmie (roslinnym lub zwierzecym) stosunek ilodci radio-
aktywnego izotopu wegla *C do izotopu nieradioaktywnego 2C wynosi okolo
1,5 - 107!2. Po émierci organizmu ilo$é radioaktywnego izotopu “C maleje
(okres jego potowicznego rozpadu wynosi okoto 5700 lat), a ilo$é¢ izotopu *2C
pozostaje niezmieniona. Podczas prac archeologicznych pomiar zawartosci izo-
topu *C moze wiec stanowi¢ podstawe okreslenia wieku znalezisk.

Przyktad 2

Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktérym zmierzona
zawarto$é izotopu *C jest réwna 66% poczatkowej za-

wartosci tego izotopu.
t
C oy — (T
Korzystamy ze wzoru: m = mq (2) ,

gdzie T' = 5700 lat.
m = 0,66m,, zatem otrzymujemy:
0,66 = (3)™
log 0,66 = log (l)ﬁ
log 0,66 = 5700 log 0,5
t=5700 - P22 ~ 3417
Znalezisko ma okoto 3417 lat.

Cwiczenie 4
Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktérym zmierzona zawartosé izotopu
1C jest mniejsza od zawartosci poczatkowej o: a) 50%, b) 75%.

Cwiczenie 5
W pewnym znalezisku stosunek iloéci izotopu wegla 1*C do izotopu 2C wynosi
1,875 - 10713, Oblicz przyblizony wiek znaleziska.

Cwiczenie 5
om __ 1,875107%3 1
mo ~ 1,5:10°12 T 8

(3)7 =4

t
5700 3

t = 17100 lat
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Zadania

1.

5.

W laboratorium obserwowano wzrost liczebnosci kolonii bakterii, ktéra co
pot godziny zwigkszala sie o 25%. Doswiadczenie rozpoczeto sie o godzinie
9.00, a o 10.00 populacja liczyta 10° organizméw. Wyznacz poczatkowa
liczbe bakterii 1, i wspdlczynnik a, jesli wzér y = vy, - a® opisuje liczbe
bakterii y po uptywie czasu t. Przerysuj ponizszg tabele do zeszytu i ja
uzupelnij (zastosuj notacje wyktadnicza).

Godzina 9.00 9.30 9.45
Liczba bakterii 7 7 7

10.00  10.30 @ 11.45 @ 12.00
10° ? ? 7

a) Oblicz okres potowicznego rozpadu jodu-131, jesli wiadomo, ze z prébki
o masie 4,8 g po szesnastu dniach zostalo 1,2 g.

b) Po siedmiu dniach z 40 g neptunu-239 zostalo 5 g tego izotopu. Oblicz
okres jego polowicznego rozpadu.

Jednym z radioaktywnych odpadéw w elektrowniach jadrowych jest plu-
ton-239. Oblicz okres potowicznego rozpadu tego izotopu, jesli wiadomo,
ze po 100000 lat jego masa zmniejsza sie o 75%.

Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktérym zmierzona zawartos$¢ izotopu
14C jest mniejsza od zawarto$ci poczatkowej o: a) 20%, b) 80%.
Oblicz, ile procent poczatkowej zawartodci izotopu 4C znajduje sie w:

a) egipskiej mumii majacej 3330 lat, b) kosci majacej 17000 lat.

Powtorzenie

6.

7.

W tabeli podano, jaka cze$é masy pro-

.. . . Uptyw czasu Utamek Procent
mieniotworczego izotopu pozostala po

1
uptywie czasu T, 27, 3T, 4T, 5T, 6T, T 2 50
gdzie T' to okres polowicznego rozpa- 2T 1 25
du. Przerysuj tabele do zeszytu i ja 3T 1 12.5
Inij. '
uzupelnij T L 6.25
W laboratorium obserwowano szyb-
- T ob 10 87y 5T < 3,125
ko$¢ namnazania sie pewnej bakte- R
6T & 1,5625

rii. Badana kolonia liczyta poczatkowo
1000 organizmow.

Funkcja y = 1000 - (ﬁ)t opisuje liczbe bakterii po czasie t (w godzi-
nach) od rozpoczecia obserwacji. Oblicz y(1) i y(2). Po jakim czasie od
rozpoczecia obserwacji liczba bakterii sie podwoita?

a) m=mo-(3)°, 2=~ 67T%
17000
b)m=mo-(3) ™, & ~13%

y(1) =~ 1260, y(2) ~ 1587, po 3 godzinach
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Odpowiedzi do zadan

1.

a=1,5625

Liczba bakterii o godzinie:

9.00: yo = 6,4 - 10*
9.30: 8 - 10*

9.45: ok. 8,94 - 10*
10.30: 1,25 - 10°
11.45: ok. 2,18 - 10°
12.00: ok. 2,44 - 10°
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T = 50000 lat

. a) m = 0,8mo

08= ()"
(3)7

log 0,8 = log %
log 0,8 = % log 0,5

5700
t = 5700 - [265:3 ~ 1835 [lat]
b) m = 0,2mo
02= (3)7

log 0,2 = log (1) 5™

log 0,2 = ﬁ log 0,5

t = 5700 - 2802 ~ 13235 [lat]

log 0,5



Odpowiedzi do zadan
1. a) log, V3 b) log, £

c) log, 121 d) log, 9 3
e) log, 68 f) log, 3 3%
2. a) lcl)(;g071 —log7 = log +
logs 3 logs 3
b) f2 = k522 = g, 3 =
= log, I3
C) ll(i)gg4499171 — log49 1 _
= 2logyy 11 = log49 121
logp,1625 _ logp 1625
) logp,1 10— -1 —

= —log ; 625 = logy | 72=

log1 6 log1 6
2 2

e) log 2 = -1 -
2

= —log%(i:log% é

logz12 _ logg 12
D g = b
= —logs 12—10g3i2
4. a)a=1p b)a=—3p
c)a=4p d)a=3p
e)a=—-2—p f)a=3+3p
gla=—-3—3p hja=—3p
5.a)z=5 b) z =81
c) z=9 d) z=10° /100
log, a
6. log,a = 1o§ab loglab

1.12. Zagadnienia uzupetniajgce

B Zmiana podstawy logarytmu

Twierdzenie o zmianie podstawy logarytmu

Jesli a, b, x sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, b #£ 1, to log, z = f)i—a‘z.
Przyktad 1
a) Przedstaw log, 9 w postaci logarytmu o podstawie 2.
1 1 9 1 1
log, 9 = 1222 Og; =3 log, 9 = log, 92 = log, 3

b) Przedstaw log, 9 w postaci logarytmu o podstawie 0,25.

log 9 log 9 _

log, 9 = logz 22 1 3’125 = —logg 059 = logg 959 = log 25 %

1. Przedstaw wyrazenie w postaci logarytmu o podstawie 2.
a) log,s3 c) log 511 e) log, 6 + logg 6
b) logy 57 d) log1 9 f) logy 3+ logy 3 +logg 155 3

2. Przedstaw podany logarytm w postaci logarytmu o podstawie c.
a) logy, 7, ¢=10 c) log, 11, ¢=49
b) logg3, ¢ =2 d) log625, ¢=0,1

1

e) log,6, c=3
f) logi 12, ¢=3
Wykaz, ze podana réwnosé jest prawdziwa.

a) log, 25 + log, 25 = log, 125 c) logy 4 +logy4 = logy 0,125
b) logy 4+ 1ogy oy 16 = log &= d) logy 9 +log, 9 = log, 3

4. Wyraz liczbe a za pomoca p, jesli p =
c) a=1log 54
d) a= 108;81\/5

logs 2
a) a =logg2 e) a=log, 18

b) a=logy 2

g) a = logy; ﬁ
f) a =logys6 h)a:logg\/gg
5. Oblicz x.

a) log, x = logg, 125 c) log, x = logg 27

b) log,z =log, 53 d) log, x = log, 5 10°

Uzasadnij, ze jeSli a > 0, b > 0 oraz a # 1, b # 1, to prawdziwy jest wzor:

_ 1
logba_—logab
3. a)L:log225—|—log225 log, 25 + 128228 = log, 25 + 1 log, 25 = 3 log, 25 =
:log2252 =log, 125 =P
0, o, o, 0; - _1
b) L = 1(13ggo%1 + légg(fgl = 17g14 4 logl6 §216 = —log4 — %log 16 =log4d ! +1og16 2 =
:logi—i—logi:log%:f’
logé 4 logé 4 logé 4 logé 4 1 g
c)Lleg%S—l—log%g: == = :—log%4—§log%4:—§log%4:
log14 7—log1— 10g10125fP
dL= 1155222 12222 = 10%219 + log229 = 10g29+ log, 9 = ——10g29 =
= log, 9% = log, % =P
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nie w dwa klawisze umozliwiajace obliczanie logarytmow:
— dla logarytmu dziesietnego oraz —dla logarytmu
naturalnego (czyli takiego, ktérego podstawa jest niewy-
mierna liczba e o przyblizonej wartosci 2,718281828). Jesli
chcemy uzy¢ kalkulatora do obliczenia logarytmu o innej
podstawie, najpierw korzystamy ze wzoru na zmiane pod-
stawy logarytmu.

Wigkszos¢ kalkulatoréw naukowych jest wyposazona jedy- -

Przyktad 2
Korzystajac z odpowiedniego kalkulatora, oblicz wartosé log,; 5 z doklad-
noscia do trzech miejsc po przecinku.

Korzystamy z twierdzenia o zmianie podstawy logarytmu:
_ log5 _ 0,69897
= s B ar 1,465

logs 5

7. Oblicz wartos¢ logarytmu z dokladnoscia do trzech miejsc po przecinku. 7. a) 3,170 b) 1,771 c) 0,613

Skorzystaj z tablic logarytméw dziesietnych (str. 230-231) lub odpowied- d) 1,161 e) —3,170 f) —1,955
niego kalkulatora. g) 2,262 h) 2,161

a) log, 9 c¢) logg3 e) logys9 g) log, 12

b) log, 7 d) log, 5 f) logy 46 h) log, 20

Skala Richtera

Jednym z przykladéw skali logarytmicznej (str. 36) jest skala Richtera,
opublikowana w 1935 roku przez amerykanskiego geofizyka Charlesa Rich-
tera [czyt. czarlsa richtera] (1900-1985). Stuzy ona do okreélania sity trze-
sien ziemi. Miara tej sity jest liczba R = log AA07 gdzie A oznacza amplitude
trzesienia wyrazona w centymetrach, a Ay = 107* cm jest stalg nazywana
amplitudg wzorcows, (drgania niewyczuwalne przez czlowieka). Liczbe R
wyraza sie¢ w stopniach skali Richtera.

8. a) W Nepalu 25 kwietnia 2015 roku miato miejsce trzesienie ziemi o sile 7,8
stopnia w skali Richtera. Oblicz amplitude tego trzesienia ziemi.

b) W potudniowych Chinach 20 kwietnia 2013 roku odnotowano trzesienie
ziemi o sile 6,6 stopnia w skali Richtera. Oblicz, ile razy wickszg amplitude
drgan mialo to trzesienie ziemi od amplitudy najsilniejszego ze wstrzaséw
wtornych, ktéry mial site 5,1 stopnia.

8. R =log A% =logA —logl0* =log A+ 4
a) logA=78—-4=3;8
A =10*% ~ 6310 [cm]
b) log A1 = 6,6 — 4 = 2,6, czyli A; = 10%°
log Ay =5,1 —4=1,1, czyli Ay = 10"?!
2—; = 10" ~ 31,6 razy
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Odpowiedzi do zadan
1.a)é b)% c) -8 d)l%

e) 4 f) £ g) 27 h) 216

2.a)5 b) —6 c) z
e) 13 f) 1242 g) 0 h) 14+

6.a)z=2L y=29y>z
b) x = 2,25, y = 2,56, y >z

7.a)ac>0,2;v% b)z #0, 2
c)z>0,zv/x d) x>0,z

8. a) z € {0,2} b)z e {0,2}
cJr=-1d)jz=-1

v/

Zestawy powtdrzeniowe

H Zestaw |
1. Oblicz.

a) 47 o) (~1)° o) 22 g) 220

b) 34 a (3)° fH 227 h) C20
2. Oblicz.

a) 8% + 94 o) 4h 427 o) 2rh 4328 @) (2)F — (L)

b) 64 — 643 d) 164 +167F  f) 258 —8F b)) (82 4+ (&)
3. Oblicz.

a) 3% .31 c) 811 :812 e) 2% .8% g) 45 - 163

b) 571 .53 d) 95:97% f) 577 :257% ) 9t ;2773
4. Zapisz liczbe w postaci a®, gdzie a € N, z € Q.

a) 5v/5 c) 12575 e) 16v/8 g2) 3%/5

b) 497 d) 5v/25 f) 8v/16 h) 2
5. Zapisz liczby w kolejnosci od najwickszej do najmniejsze;j.

W) 4% 8367, 26 056t ) () (™ @) @) s
6. Ktora z liczb jest wigksza: x czy y?

@i

a) x:(%g)%, y=v2-92-32 b)x:(£)7 7 y:(31,6)6

63

Podaj konieczne zalozenia, a nastepnie upros¢ wyrazenie.

T §m% T %'3:02 R VRV
a) (4% b) % c) ‘/Z%\F d) \/;C_Sf

Naszkicuj w jednym ukladzie wspotrzednych wykresy funkcji f i g. Od-
czytaj z rysunku rozwiazanie réwnania f(z) = g(x).

a) f(z) =3", g(z) =4z +1 c) flz)=(3)", 9(a) =z +4

b) f(z) =27, g(z) = j2 +1 d) f(z)=(3)" 9(x) = jo +
Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego, dla jakich argumentéw funk-
cja ta przyjmuje wartosci ujemne.

f T f
. a) 256% > 4% > 3270 > 83 > 167

3v2 = 2,6 8
b) (3> >m > () > &

.a) f(z) =5"T =5, f(x) <0 dlaz € (—o00;0)

b) f(z) = (2)"° =8, f(z) < 0 dla z € (0;00)
¢) f(z) =32 -3, f(z) < 0dlaz € (—o0; —2)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

[D]16.

15.

16.

Oblicz.

a) logs 27 c) logy o= e) logy 27 g) log 527
b) log,, 3 d) logy 3 f) logy, V3 h) log,, 3v/3
Oblicz.

a) log, 8 +logy 4 + log, 81 c) logy 27 —log, 2 — log, £

b) log 0,1 + log 1000 + log, , 10 d) log,s 6 + log4 — logg 2
Oblicz.

a) 3log32 b) 9log32 C) 31—10g32 d) 4]og4 0,5-2

Naszkicuj wykres funkcji f. Odczytaj z wykresu, dla jakiego argumentu
funkcja ta przyjmuje wartosé a.

a‘) f(x):2m_1va:10g464 ) f(l‘) a—10g3 27
b) f(z) =2"*', a=1log; 0,25 d) f(z) =377, a=log;52V?2
Oblicz.

a) log, 6 4 log, 8 — log, 3 d) log4 —log 16 — log 25
b) log; 2 + log; 27 — log, 6 e) 2log5 + log4 — log 10*
¢) log, 10 —log, 5+ log, 8 f) 3log2 —log80+ 6log1
W karcie wybranych wzorow i sta-

K K a log x 0 log x B log x

tych fizykochemicznych na egzami-
nie maturalnym z biologii, chemii 0,01 —2,000 0,26 —0,585 0,51 —0,292
i fizyki znajduje sie tablica przybli- 0,02 —1,699 0,27 —0,569 0,52 —0,284
zonych wartosci logarytméw dzie-

. . . 0,03 —1,523 0,28 —0,553 0,53 —0,276
sietnych. Korzystajac z zamiesz-
czonego fragmentu tablicy, podaj 0,04 —1,398 0,29 —0,538 0,54 —0,268
przyblizone wartosci: 0,05 —1,301 0,30 —0,523 0,55 —0,260
a) log0,03, log 0,3, log 3, 0,06 —1,222 0,31 —0,509 0,56 —0,252
b) log 0,054, log 0,0054, log 5,4,

0,07 —1,155 0,32 —0,495 0,57 —0,244

¢) log3+1log9, log8 — log 2.

Wykaz, ze dla dowolnego x > 0 prawdziwa jest ponizsza rownosc.
a) 1+ 2logy x = log,(32?) c) 2+ 3log, x = log,(162°)

b) 10logz — 1 = log(0,12'°) d) 6 — 2log x = log 129900

a) log 0,03 ~ —1,523, log 0,3 ~ —0,523
log 3 = 1log(0,3 - 10) = log 0,3 + log 10 ~ 0,477
b) log 0,054 = log(0,54 - 0,1) = log 0, 54 + log 15 ~
log 0,0054 = log(0,54 - 0,01) = log 0,54 + log ﬁ ~
log 5,4 = log (0,54 - 10) = log 0,54 + log 10 ~ 0,732
c) log3 +log 9 = log 27 = log(0,27 - 100) = log 0,27 + log 100 =~ 1,431
log 8 — log 2 = log 4 = log(0,04 - 100) = log 0,04 + log 100 =~ 0,602

a) log(32?)
b) log(0,12'%) = log z'° + log 0,1 = 10logz — 1
¢) log,(16z3) =

d) lOg 1000000 000 000

~1,268
—2,268

=log; 3+ logs 2 =1+ 2logz

log, 16 + log, 2* = 2 + 3log,
= 1log 1000000 — log z2 = 6 — 2log x

10.

11.

12.

13.

14.

a) 2

b) (3°%32)% = 4

0 3. (3°2) " =3

d) 410g4 0,5 | % — %
a)a=3dlaz=2
b)a=2dlaz=0
c)a=-3dlaz=1
d)a=3dlaz=-1

a) log, (%) log, 16 = 4
b) logs (227) = logs 9 = 2
c) log, (OT) =log, 16 =2
d) log (1535) = log 155 = —2
e 10g(52 4) —4=
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Vv

1.a) & b)16 ¢)1 d) 3 M Zestaw I
, e; 2%5 fl))fl g))zf dl;)lslo 1. Oblicz.
a C on2 B -3 2—3 .4—2 64 . 9—4
e)25 f)4 g) 1 h)3 a) (37%) c) 2% (3) ) 5 8 T o7
3.a)7 b)1 ¢)2 1\ 4 3,9-5 102 16212573
d))l e)) 2 )f) N b) (3) d) 9°-3 ) %2 h) T o=
3 121
4.a) 25 b) 25 )32 2. Obhczl' ) 1 . 1 . .
d) 3% e) 5% f) 2t a) 252 - 6257 c) 27-4/2 e) 252 -1257s g) 83 -3275
5. a), f) — mniejsza b) 8% - 1674 d) 273 .97% f) 6472 .83 h) 0,001°% - 0,092
b), c), d), e) — wieksza
1,1 NG 3- OthZ
6. a) 25 < 55 <1258 < P 5 . L
<25\/5 a) 7z -73-7% C) E.2E e) 3100 53 .23
b) L <1673 <05 < ; 3 3
Ve = ’ 5 _4 6/q7\ "2 112 2
<(va)*? b) 55557 4 (V81) 0 (3)
) (V3)?%< - < 9% < Y27 4. Zapisz liczbe w postaci a®, gdzie a € N, z € Q.
d) (4,5)72 < 0,064 < V27
8v/2 = 5v'5v'5
< (275)—2,4 < m\/ﬁ a) \/_ C) 9 e) \/_
7. a) 12,5893 b) 0,1259 b) 4v/2 d) v/3v3 f) 16-v2- V8
0,0126 d) 0,0013 . . . .. .
9 . ) G 5. Okredl, czy podana liczba jest wieksza, czy mniejsza od 1. Skorzystaj z wla-
8.a) y=4" b) y = (3) et funkeii wvldadmicses
& = (L)? snosc14un cji wykladniczej.
2 3 3 i -3 -3 -4
9. ) f(D) = (=2 00), z = 1 a) (3) b) (3) o ()" 43 e) (1) f) (3)
Y 6. Uporzadkuj liczby od najmniejszej do najwi@kszej.
N/ a) 5Y5, 25\/5, 125%, 2511 c) 9%, L V27, (¥/3)?
_3 L
ol A % b) L, (v2) %05, 167 d) (4,5)°2, V04V, (2,5)°24, 0,064
. 7. Wyznacz przyblizona warto$é potegi z doktadnoscia do czterech miejsc po
przecinku. Skorzystaj z przyblizenia /10 ~ 1,258925.
b) f(D) = (2;00), a) 10M! b) 10799 c) 10719 d) 10729
brak miejsc zerowych
Y 8. Wykres funkcji wyktadniczej y = a® przechodzi przez punkt P. Wyznacz
f wz6r tej funkceji i naszkicuj jej wykres.
a) P(3,32) b) P(1,%2) c) P(—6,729)
9. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbiér wartosci tej funkeji oraz jej miejsca
. zerowe (jesli istnieja).
_ 2) f@) =2 -2 o f@)=242% ¢ fla)=—3"
Fx b) fl@)=3"1+2 ) f(x)=4-2 £ fla)=27—4
¢) (D) = (2;00), d) f(D) = (—o0;4), e) f(D) = (—o0;0), f) f(D) = (—4;00),
brak miejsc zerowych @ =2 brak miejsc zerowych =1
\| 1Y Y Y o
- o 1 X . /
1 f O | X
EN o] 1 \ X /
ol 1 X /
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

17.

Oblicz Vab.

a) a =log; 9, b = log, 256 b) log,a =5, log, b= 1
Oblicz z.

a) logy x = —2 c) logg 2* = § e) logg |z| =2
b) log,z =2 d) logy 2* = 3 f) log, s |z| =4
Oblicz x.

¢) logx =2logh+log4
d) logz = log 80 — 3log 2

a) loggx = logg 4 + logg 9
b) log, z = log; 18 — log, 2

Oblicz podstawe logarytmu.

a) log,2 =1 b) log,8 =6 c) log, 32 = -5

Do ktérej éwiartki uktadu wspéirzednych nalezy punkt (z,y)?
a) ¥ = logy 1024, y = log /54 b) z =logym, y=logym

Oblicz logy (logs x), jesli:

a) x =3, b) z = /3, c) x =81, d) x = 3%
Wykres funkcji g otrzymano w wyniku przeksztalcenia wykresu funkcji
f(z) = (%)Z Naszkicuj wykres funkcji g i podaj jej wzor, jezeli przeksztat-

ceniem tym jest:
a) przesuniecie o 2 jednostki w dot, c) symetria wzgledem osi OY,

b) przesuniecie o 1 jednostke w lewo,  d) symetria wzgledem osi OX.

Naszkicuj w tym samym ukladzie wspoétrzednych wykresy funkcji f, g i h.
Podaj asymptoty tych wykreséw i miejsca zerowe funkcji.

a) f(z) =logyx+2, g(x) =logy(x +2), h(x)=logy(x+2)+2

b) f(x) = logy ta. glx) = logy(x —2), h(x) = log) }(z —2)

Do wykresu funkcji f(z) = log,(x — 2) + 1 nalezy punkt P. Wyznacz a
i naszkicuj wykres funkcji f.

a) P(4,2) b) P(6,2) c) P(%,0)

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzine oraz zbiér argumentéw,
dla ktorych funkcja ta przyjmuje wartosci ujemne.

a) f(z) =logy(z —3) -1 ¢) f(x) =logy(2x+2)

b) f(x) = —log,(x +1) +1 d) f(z) = —logs(x +3) +2

b) asymptota f: x =0, gi h: x = 2,
f(4)=0,9(3)=0, h(6) =0

a) asymptota f: x =0, g1 h: x = =2,
F(2) =0, 9(~1) =0, h(~1) =

Y = Y \
h — \ \
. N
N : \
(] - h
B
[ 1/ O 1 I~ X
ol 1 X : =
// g T~
| B

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

18.

19.

a)4 b) 8

a) z =16

b) x =8
c)x=-3lubx=3
d)x:—ﬁlubx—ﬁ

e) x = —27 lub z = 27

f) = —64 lub z = 64
a)xz=36 b)z=9

c) =100 d) z =10
a)a=4 b)a=+2 c)a=

a) x = —5, y = 4; II éwiartka

b) x =logy ™ > log, 1 =0,
yzlog%ﬂ<log%1=0;
IV ¢éwiartka

a)0 b)1 ¢) -2 d) -3

a) g(z) = (3)" -2

b) g(a) = (3)""

c) g(z) =27

@) g(a) = —(3)"
a)a=2 b)a=
¢c)a=3 d)a=+2

a) D = (3;00),

f(z) < 0dlaz e (3;5)
b) D = (-1;00),

f(z) < 0dlaz € (3;00)
¢) D= (-1;00),

f(z) <0dlaz e (—3;00)
d) D= (_3;00)7

f(z) < 0dlaz € (6;00)
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@ Sposéb na zadanie

[D] Przyktad 1
Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb z, y prawdziwa jest réwnosé:
1 _
log 7 logz™' = —Zlogy*

Aby rozwigzaé to zadanie, mozemy postapié¢ na rézne sposoby.

I sposéb
Przeksztalcamy lewa strone réwnania tak, aby otrzymac jego prawa strone:
log wl? —logz™' = —logzy® +logx = —logx — logy® + logx =
= —logy? = —log(y*)* = —1logy*
IT sposéb
Kolejno piszemy réwnania réwnowazne z réwnaniem wyjsciowym:

1 _
log@ —logaz™ = —1logy*

logz~y 2 —logz™ = log(y*) 2
log T4 — log y~2
og “—H— =logy

Ostatnia rowno$¢ jest prawdziwa, wiec prawdziwa jest tez rowno$é¢ wyjsciowa.

[D] Przyktad 2
Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb z, y, z prawdziwa jest réwnosé:

log xy + log % = log zyz — log %

I sposéb
Przeksztalcamy lewa strone réwnania tak, aby otrzymac jego prawa strone:

2 2
1 log 22 =1 ( .z_>:1 ( .z):
ogxy + log " og | xy " og | xyz ”

= log (myz : g) = log xyz — log g

IT spos6b
Przeksztatcamy podang rownosé w sposéb réwnowazny:
log zy + log % = log zyz — log g
2
log (xy . %) = log IZZ
log 222 = log 222

Ostatnia rowno$c¢ jest prawdziwa, wiec prawdziwa jest tez rownos$é¢ wyjsciowa.

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 1

(" Generator

testow i sprawdzianow
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Zadania testowe @

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1. Do wykresu funkcji f(x) = 4* nalezy punkt o wspétrzednych:
A. (—1,-4), B. (3,1), C. (-3,1), D. (4,1).
2. Warto$¢ funkcji f(z) = (3)" jest liczba calkowity dla:
A.x:%, B. x = -3, C. z=2, D. z =10.
3. Warto$¢ funkcji f(z) = (\/Q)L jest liczba wymierng dla:
A . x=1, B. z = -1, C. z=-3, D. z = —6.
4. Funkcja rosnaca jest funkcja:
A. f(z)=(V3-1), C. f(z)=(3)",
B. f(z)= (V5 - 1), D. f(x) = ()",
5. Ktora funkcja ma dodatnie miejsce zerowe?
A. f(z) =6 —6 C.h(z)=(3)" -2
B. g(x) =4 +4 D. k(z) = (%)x+2
6. Prawdziwa jest nieréwnosc¢:
A. 32 <319, C. 27 < 231,
B. 0,5Y2 < 0,57, D. 47 < 43141,
7. Prawdziwa jest réwnoscé:
A. 162422 = 16°V2, C.4Y3:223 =2,
B. 82V5 ; 96V5-1 — 9 D. 25V5.322-V5 — 95
8. Prawdziwa jest nieréwnoéc¢:
A. log, 8 < log; 9, C. log, 5 > logy 3,
B. log% 8 < log% 9, D. log% 1> log, 3.
9. Prawdziwa jest rownosc:
A. log; 12 — 2log; 2 =1, C. logs 6 +logs 3 = 3,
B. log; 27 + log; 3 = 3, D. log, 75 — log; 25 = —1.
10. Punkt (8, —3) nalezy do wykresu funkcji:
A. f(z) =logg(z — 6) — 6, C. f(z) =logs(z — 3) — 3,
B. f(z) =log,(z — 4) — 4, D. f(z) =log,(z — 2) — 2.

10.

® >

Sawp

ComPDORPTOWE DO

0
0OdlaxzeR

z)>0dlaz eR

16V2 - 16Y2 = 1622
ZGﬁ:gz
205, 2o =2
4745 =1
25\/3:(22:_)\/;:210

3 < 2, nie

—3 < —2, tak

—1> —1, nie

0 > 1, nie
.10g3;—§:10g33:1
3+1=4

. log, (6%) =log;3 =1
.log3;—g:log33:1

. logg2 — 6 # —3
.logy4—4=1-4=-3
. logg5 —3# -3
.log, 6 —2 # =3
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Odpowiedzi do zadan

1.

AAE ¢ U =
= WP 5 B = g =

Zatem szukang liczba jest 10.

. log 2%y® = log(x - y* - 2y) =

=logz + logy? + log zy =
= logx + 2logy + log xy

.—l=a%-3

=

. 2=16°

P=7

L=4-1+9.2=20
P=5-4=20=1L

. logzx/é—l—logz\/g—logz\/g:
_ V6.8 _

_10g2 =
=log,4=2€Q

f@)=(3)" -3

(=5 =(3)"°-3=1021

f(z) =37,

gil) =G 3F ==
m
A
[l ]

g f
= ol 1 X

Wykres funkcji g otrzymuje-
my przez przesuniecie wykre-
su funkcji f o 2 jednostki w

lewo.
Zatem |PQ| = 2.
.a= %, b= -2,
fl@)=(3)" -2
\ Y
!

/
—

@ Przed obowigzkowa matura z matematyki

B Zadania krétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Wyznacz liczbe, ktérej 80% jest réwne 23+2V3 . 4V3,

Zadanie 2 (2 pkt)

Punkt P(p,2) nalezy do wykresu funkcji y = 16*. Wyznacz p.
[0] Zadanie 3 (2 pkt)

Uzasadnij réwnos¢ 4logg 3 4+ 9log, 9 = 5log, 81.
[D] Zadanie 4 (2 pkt)

Uzasadnij, ze liczba log, v/6 + log, v/8 — log, v/3 jest wymierna.
[0] Zadanie 5 (2 pkt)

Wykaz, ze dla x > 0, y > 0 prawdziwa jest réwnosc¢:

log 22y® = log x + 2logy + log zy

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 6 (4 pkt)

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji:
f(z) =a” -3 \

Oblicz warto$¢ tej funkcji dla x = —5, jesli wia-

domo, ze punkt P(—3,—1) nalezy do jej wykresu.

Zadanie 7 (4 pkt)
Naszkicuj wykresy funkcji f(x) = 3% i g(z) = 9-3". poep
Prosta o rownaniu y = 100 przecina wykres funkcji
f w punkcie P, a wykres funkcji ¢ — w punkcie Q.
Ile jest rowna diugosé odcinka PQ?

Zadanie 8 (4 pkt)

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = a® + b, gdzie a = logy /3 oraz b = log, 5.

[0] Zadanie 9 (3 pkt)

Wykaz, ze dla z > 0, y > 0, z > 0 prawdziwa jest réwnosé:
3 -1
2log% —3logz?z = 2log (%) —5logz
Zadanie 10 (4 pkt)
Punkt (1,—1) nalezy do wykresu funkcji f(z) = log,(z — a) + b, a prosta

o réwnaniu x = —3 jest jego asymptota pionowa. Podaj wspétczynniki a i b
oraz naszkicuj wykres funkcji f.

9. L =log ;—2 —log 2523 = loga® — logy® — (log z% 4 log 23) = —logy? —logz® =

=logz 3 —logy?
2
P = log (g)_2 —log z° = log (i) —log z° = log 2% —log 3% —log z° = log z~® —log y/°
Zatem L, = P.
10. a=b=-3
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