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8 Funkcje wymierne

Cgzas potrzebny na przebycie pewnej usta-
lonej odlegtosci jest tym mniejszy, im
wieksza jest predkosé, z jaka sie porusza-
my. Na wykresie obok przedstawiono za-
lezno$é miedzy predkoscig a czasem po-
trzebnym na pokonanie odlegtosci 360 km.
Predko$é i czas (potrzebny do przebycia
okreslonej drogi) to wielko$ci odwrotnie
proporcjonalne.
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Uczen:

— szkicuje wykres funkcji
f(z) = ¢ i podaje jej
wlasnosci oraz wyznacza
réwnania asymptot jej
wykresu

— szkicuje wykres funkcji
f(z) = £ w podanym zbiorze

— odczytuje z wykresu wspot-
rzedne punktéw przeciecia
prostej i hiperboli

— wyznacza wspoOtczynnik a
tak, aby funkcja f(z) = &
spelniata podane warunki

Cwiczenie 1
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Multitea

* Wykres proporcjonalnosci

odwrotnej

® Przeksztatcenia wykresu propor-
cjonalnosci odwrotnej

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.1

Generator

testow i sprawdzianow

3. Funkcje wymierne

3.1. Wykres funkcji f(x)=%

Rozpatrzmy funkcje f(z) = - — jest ona okreslona dla = € R\ {0}.
Sporzadzamy tabele wartosci funkcji f, a nastepnie szkicujemy jej wykres.

Wykres funkcji f(z) = ¢, gdzie a # 0,
oraz kazda krzywa powstatla z tego wykresu
przez przesuniecie o pewien wektor nazy-
wamy hiperbola.

Wiasnoéci funkeji f(z) =
e Dla x < 0 funkcja f przyjmuje wartosci
ujemne, natomiast dla x > 0 — przyjmuje
wartoéci dodatnie.

e Funkcja f nie ma miejsc zerowych.

o Funkcja f jest malejaca w przedzialach
(—00;0) 1 (0; 00).

Uwaga. Funkcja f(x) = 1 nie jest malejaca

w zbiorze (—o0;0) U (0; ozo)

Zauwazmy, ze kazda z galezi wykresu funkcji f(z)
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Hiperbola sklada sie z dwéch
galezi.

=1 zbliza si¢” do prostej

poziomej y = 0 oraz ,zbliza si¢” do prostej pionowej x = 0. O takich pro-
stych méwimy, ze sg asymptotami wykresu funkcji — odpowiednio asymptota

poziom3 i asymptota pionowa.

Cwiczenie 1

Na rysunku obok przedstawiono jedna ga-
taz hiperboli f(z) = 2.
a) Podaj brakujace wspétrzedne punktéw:
A B,C,DiE.

b) Sporzadz odpowiednia tabele i naszki-
cuj obie gatezie tej hiperboli.

Cwiczenie 2
Sporzadz odpowiednia tabele i naszkicuj
wykres funkcji f.

a) fl@)=2 b) fla)=2 o) fa)=2

Cwiczenie 2
a) c)

z |—4|-2|-1|-3|3[1|2]|4 x [—8|—4|-2(-1|1[2|4]38
fl@)|-3|-1|-2|-4|4|2|1]|3% flx)|—-1|-2|-4|-8| 8| 4|21
b)

z |—6|-3|-1|-1| 111 [3]6
f(@)|—5|-1|-3|-6]6|3]|1]41




Cwiczenie 3

Na rysunku obok przedstawiono wy-
kresy funkeji: f(z) = 5=, g(z) = 2,
h(z) = 2 oraz k(x) = 2.

a) Oblicz wartosci kazdej z tych funkeji
dla z = —2.

b) Dobierz wzér do kazdego wykresu.
¢) Do ktérych hiperbol naleza punkty:
A(2,3), B(%,3), C(4,%), D(—4,-3),
E(~2,—6)?

Aby naszkicowaé¢ wykres funkcji g(z) =

=
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—1, gdzie z € R\ {0}, mozna wyko-

rzysta¢ odpowiednig tabele wartosci funkcji lub odbié¢ symetrycznie wzgledem

osi OX wykres funkcji f(z) = <.

Wiasnosci funkeji g(z) = —2:
e Dla # < 0 funkcja g przyjmuje war-
tosci dodatnie, natomiast dla =z > 0 —
przyjmuje wartosci ujemne.

« Funkcja g nie ma miejsc zerowych.

« Funkcja g jest rosnaca w przedziatach
(—00;0) i (0;00), ale nie jest funkcja
rosnaca w swojej dziedzinie.

« Prosta y = 0 jest asymptota pozioma,
a prosta x = 0 — asymptota pionowa
wykresu funkcji g.

Cwiczenie 4
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Sporzadz odpowiednia tabele i naszkicuj wykres funkcji f.

a) f@)==2 b) fl@)=—3

Czy wiesz, ze...
= Wykres funkcji f(z) = 2

x

— 83 to proste y = x oraz y = —x.

= Punkt O(0,0) jest srodkiem symetrii wykresu

funkeji f(z) = 1.

Ogodlnie, proste y = x i y = —x sg osiami syme-
trii, a punkt O(0,0) jest érodkiem symetrii do-

wolnej hiperboli o réwnaniu y = 2.

Cwiczenie 3
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8) f(=2) = =1, g(=2) = —1, h(=2) = =2, k(~2) = -3
b) niebieski — f, zielony — g, czerwony — h, brazowy — k

C)A*k‘,B*Q,C*f,D*Q,E*h

Cwiczenie 4
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3.1. Wykres funkciji f(x) =%



Odpowiedzi do zadan

s

(Y

a) najmniejsza: 3,
najwieksza: 6

b) najmniejsza: —4,
najwieksza: —2
¢) najmniejsza: 1,
najwigksza: %
d) najmniejsza: —5,
5

najwigksza: —3

- a) f(D) =(3;2

o

)

b) f(D) = (—00; —2) U (2;00)
) f(D) =(=2;0) U (0;4)
) a= -8, f(_2\/§) = 2\/5
b)a =16, f(~2v3) = 43
) —14, f(_2\/§) =12
d) _4af(_2\/§):_\1/_g
a) a = -3, P(1,-3),
(z) > =3 dla

x € (—o0;0) U
b) a = —6, P(2,-3),
f(z) > -3 dla

x € (—o0;0) U

o
)
([

(1;00)

(2;00)

. a) a = 2, najmniejsza: —2,

najwieksza: 1
b) a = —4, najmniejsza: —2,
najwigksza: 4
¢) a = —6, najmniejsza: —3,
najwigksza: 6

. Wyznaczamy punkty przecie-

cia prostej z hiperbola.
y =2z
y==

A(]-a 2)5 B(_lv _2)
Zatem |AB| = 2V/5.

3. Funkcje wymierne

Zadania

1.

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej warto$¢ najmniejsza i wartosé naj-
wigksza w przedziale (1;2).

a) f@)=2 b f@)=-7 o f@)=5 df@)=-2

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = %, ktorej dziedzing jest zbior D. Podaj
zbiér wartosci tej funkcji.

a) D= (2;8) b) D = (-2;0) U (0;2) ¢) D = (—o0;—2) U(1;00)

Dla jakiej wartoéci wspotczynnika a punkt P nalezy do hiperboli be-
dacej wykresem funkcji f(z) = 2?7 Oblicz wartoé¢ funkcji f dla argu-
mentu r = —2\/5.
a) P(—1,8) b) P(3,-32)

) P(=4,33)  d) P(=3,—3)

27 2

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = 2. Oblicz a. Znajdz
wspolrzedne punktu, w ktérym hiperbola przecina prosta y = —3. Od-
czytaj z wykresu, dla jakich argumentow funkcja f przyjmuje wartosci

wieksze od —3.

a) / Y b) Y
f f
L 1 ¥ 1
/7 . —

Dla jakiej wartosci wspoélczynnika a punkt P nalezy do hiperboli bedacej
wykresem funkcji f(x) = 2?7 Naszkicuj wykres tej funkcji i podaj wartos¢
najwicksza i warto$¢ najmniejsza, jakie przyjmuje ona dla argumentéw ze
zbioru (—4;—1) U (2;6).

a) P(2v2+2,v/2—-1) b) P(1-v5,1+V5) «¢) P(V6—24,V6)

Oblicz odlegtos¢ miedzy punktami przeciecia prostej y = 2x z hiperbolg
2
Y=z

Oblicz a, jesli wykres funkcji f(x) = ¢ przecina prosta y =  w punktach
P, i Py, a odcinek P, P, ma dlugoéé: a) 4y/2, b) 8

. Wyznaczamy punkty przeciecia prostej z hiperbola.

y==x
y=z

Pl(_\/av _\/5)7 PQ(\/av \/5) a>0 (lub Pl(\/_ \/_)
Zatem odlegltosé | Py Pe| = 2v/2a.

a) 2v2a =42, a =4
b) 2v/2a =8,a =38

2(—Va, —Va))



3.2. Przesuniecie wykresu funkcji
f(x)=< o wektor

Przykiad 1 Y
Wykres funkcji f(z) = % + 2 otrzymuje- \
my przez przesuniecie hiperboli g(z) = L fla).=

o 2 jednostki w gére, czyli o wektor [0, 2}‘.

Zbiorem wartosci funkcji f jest zbidr . [ gle) =
(—00;2) U (2; 00). -
Prosta y = 2 jest asymptota pozioma wy-
kresu funkcji f, a prosta x = 0 — asymp-
tota pionowa.

O

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbior wartosci tej funkcji oraz réwnania
asymptot jej wykresu.

a) f(z)=1+3 ¢) fz)=2-3 e) f(z)=-2+1

- 1_ __1 —_ 1
b) fla)= L1 O fa)=—tr2 ) fa) =L 4
Przykfad 2 b4 l
Wykres funkcji f(z) = -5 otrzymuje- \ \ .
my przez przesuniecie hiperboli g(z) = L \ \f(@) =5
o0 3 jednostki w prawo, czyli o wektor [3, 0]. 1
Dziedzing funkcji f jest zbiér R\ {3}. O X
Prosta x = 3 jest asymptota pionowa wy- \
kresu funkeji f, a prosta y = 0 — asymp-  9(%) = -\ \
tota pozioma. \ \

Wykres funkcji y = f(z — a), gdzie a > 0, otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkeji y = f(z) o a jednostek w prawo, czyli o wektor [a, 0].

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj dziedzine i réwnania asymptot wykresu tej
funkcji oraz jej przedzialty monotonicznosci.

b T — - =2
Cwiczenie 2
a) D =R\ {2}, asymptoty: x =2,y =0
Funkcja f jest malejaca w przedziatach (—o0;2) i (2;00).
b) D =R\ {4}, asymptoty: z =4, y =0
Funkcja f jest malejaca w przedziatach (—o0;4) i (4; 00).
c) D=R\ {1}, asymptoty: z =1, y =0
Funkcja f jest rosnaca w przedzialach (—oo;1) i (1;00).
d) D =R\ {2}, asymptoty: z =2, y =0
Funkcja f jest rosnaca w przedzialach (—o0;2) i (2;00).

Uczen:

— przesuwa wykres funkcji
f(z) = £ o dany wektor,
podaje wzor i okresla
wlasnosci otrzymanej funkcji

— wyznacza dziedzine i podaje
réwnania asymptot wykresu
funkcji okreslonej wzorem
flx) =245 +4

— podaje wspotrzedne wektora,
o jaki nalezy przesunaé
wykres funkcji f(z) = £,
aby otrzymac¢ wykres funkcji
y = @%p + q; szkicuje wykres
funkcji y = ﬁ +q

— wyznacza rownanie hiperboli
na podstawie informacji
podanych na rysunku

— dobiera wzoér funkcji do jej
wykresu

— wyznacza wzér funkcji spet-
niajacej podane warunki

— wyznacza réwnania osi
symetrii oraz wspotrzedne
srodka symetrii hiperboli
opisanej danym réwnaniem

Cwiczenie 1

a) f(D) =R\ {3}

asymptoty: =0, y =3

b) f(D) =R\ {-1}
asymptoty: © =0, y = —1

c) f(D) =R\{-3}
asymptoty: © =0, y = —3
d) f(D) =R\ {2}
asymptoty: z =0, y = 2
e) f(D) =R\ {1}
asymptoty: =0, y =1

f) (D) =R\ {-4}
asymptoty: © =0, y = —4

Multitefa

® Posta¢ kanonicza funkcii
homograficznej

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.2

Generator

testéw i sprawdzianow

3.2. Przesunigcie wykresu funkgji f(x)=< o wektor



Cwiczenie 3

a) D= R\ {_1}>
asymptoty: x = —1, y = 0,
P(0,-1)

Y

b) D =R\ {-2},
asymptoty: © = —2, y = 0,
P(0,2)
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¢) D=R\{-4},
asymptoty: © = —4, y = 0,
P(0,1)

| Y
f
— Ol 1 X
\
d) D =R\ {-3},
asymptoty: © = —3, y = 0,
P(0,-3)
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|
/
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3. Funkcje wymierne

Przyktad 3 flo)=+ 731 Y
Wykres funkcji f(z) = ——35 otrzymuje- |
my przez przesuniecie hiperboli g(x) = —% /

0 2 jednostki w lewo, czyli o wektor [—2,0]. 1
Dziedzing funkeji f jest zbiér R\ {—2}. —
Asymptota pionows jej wykresu jest pro-
sta x = —2, a asymptota pozioma — prosta ]/ [
y=0.

Wykres funkcji y = f(z +a), gdzie a > 0, otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(x) o a jednostek w lewo, czyli o wektor [—a, 0].

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj dziedzine tej funkcji i rownania asymptot
jej wykresu. Wyznacz punkt przeciecia wykresu z osig OY.

1 4

a) flw)=——=5 b fle)==5 o fl@)=-4 2

d) fz) = -5

r+3

Przykiad 4

Wykres funkeji f(z) = =5 + 1 mozemy otrzymaé przez przesuniecie wykresu

funkcji g(z) = 2 o wektor [2,0], a nastepnie o wektor [0, 1] (lub w odwrotnej

x

kolejnosci). Mozna tez od razu przesunaé wykres funkcji g o wektor [2, 1].
| b (I I
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Prosta z = 2 jest asymptota pionowa wykresu funkcji f, a prosta y = 1 jest
jego asymptoty poziomaq.

Wykres funkcji y = f(x — p) + ¢ otrzymujemy przez przesuniecie wykresu
funkeji y = f(z) o wektor [p, q].



Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzine, zbiér wartoéci oraz réwnania
asymptot jej wykresu.

a) flz)= —— —3

— ¢) flo)= == +3

—__1
b) fla) =~ +2
Cwiczenie 5
Podaj wektor, o jaki nalezy przesunaé¢ wykres funkcji f, aby otrzymac wykres
funkcji g.

a) f(r) =3, g@) = ;% ~ 6

b) f(z)=—2, gx)=2—

¢) f(z) =5, g(x)= -3+ ——

5 _7i o 1
z_—|—2 d) f(x)_ 3z’ g<$>_1+9—31‘

Cwiczenie 6
O jaki wektor nalezy przesunaé¢ wykres funkcji f, aby otrzymac hiperbole,
ktorej asymptotami sa podane proste?

a) f(2) =5 +2 =3 y=6
Cwiczenie 7

Wykres funkcji f(z) = ¢ przesunigto o wektor [p,¢]. Podaj wzér i réwnania
asymptot otrzymanej hiperboli.

Zadania

1. Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj wzoér funkcji g, jej dziedzine, zbiér
wartoéci i réwnania asymptot, jesli wiadomo, ze wykres funkcji g otrzy-
mujemy przez przesuniecie wykresu funkcji:

a) f(z) =1 o3 jednostki w dol,
b) f(z) =2 o 3 jednostki w lewo,

¢) f(z) =—2 02 jednostki w gére,

d) f(z) = —% 0 2 jednostki w prawo.

2. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) = -%; dla pewnego a.
Wyznacz wzor funkeji f. Oblicz f(12) i f(—4).
a) Y \ b) Y
P3,3)
: N\ ‘ [
! N s e X
f ~{ ?4,—1
|
2. a) f(z) = %5, f(13) = —12, f(-4) = —3
b) f(z) = 35, f(13) =8, f(-4) =3

Cwiczenie 4

a) D=R\{-2},

f(D) =R\ {3},
asymptoty: © = —2, y = —3
b) D =R\ {1}, f(D) =R\ {2},
asymptoty: . =1, y =2
asymptoty: © = —1, y = 3
Cwiczenie 5

a) [4,—6] b) [-2,2]

C) [27 _3] d) [37 1]
Cwiczenie 6

a) asymptoty wykresu
funkcji f: 2 =0, y = 2,
asymptoty hiperboli:

x =3, y = —6, wektor [3, —8]
b) asymptoty wykresu

5

funkcji f: z = =3, y = —3,

asymptoty hiperboli:

T=-2y= —%, wektor [1, %]

Cwiczenie 7
9(z) = 3% +gq,
asymptoty: = p, y = q

Odpowiedzi do zadan

1. a) g(x) = % _37 D = R\{O}7
9(D) =R\ {-3},
asymptoty: © =0, y = —3
9(D) =R\ {0},
asymptoty: © = —3, y =0
¢) g(z) = —2+2, D = R\{0},

9(D) =R\ {2},

asymptoty: x =0, y = 2

d) g(z) = 355, D =R\ {2},
9(D) = R\ {0},

asymptoty: x =2, y =0

3.2. Przesunigcie wykresu funkgji f(x)=< o wektor



3. a) g(z) = ﬁ + 4,

Dy =R\ {1},

9(Dy) = R\ {4},
asymptoty: x =1, y =4
b) g(z) = ;35 — 1,

Dy =R\ {-2},

9(Dg) = R\ {-1},
asymptoty: © = =2, y = —1
¢) g(z) = — 25 +3,

Dy =R\ {-1},

9(Dg) = R\ {3},
asymptoty: © = —1, y = 3
d) g() = —=2; — 4,

D, = R\ {2}»

9(Dg) = R\ {4},
asymptoty: x =2, y = —4
. a) 6 punktéw

v
\/
o) X
\
|
b) 4 punkty
| Y
|
\ f
\
1 X
\
\
|
|

2 punkty d) 4 punkty
y= 77 +2
)y =g — 1
c) y= 3(;2)4—1
d)y:—ﬁ—Q
a) g(z) = ;% —
9() = 355 +5
&) 9(2) = zrig; — &
4) g@) = 22 — ¢

3. Funkcje wymierne

Przesunn wykres funkcji f o wektor @. Podaj wzér otrzymanej funkeji, jej

dziedzineg, zbiér wartosci i rownania asymptot jej wykresu.

1 1
a) f(z) ==, w=][14] ) fl@)=—=, w=[-13]
[27 _4]

b) f(z) =2, W =[-2-1]

=
Kﬁ
8
S~—
Il
|
|00
=l
Il

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj liczbe punktéw o obu wspdirzednych
catkowitych nalezacych do jej wykresu.

a) flo)= 5 -3 0) )=~ 2
b) f(#) = 135 - d) f(2) = =7 +2

Wyznacz réwnanie przedstawionej hiperboli na podstawie informacji po-
danych na rysunku.

a) } Y c) Y |
x:fll L }mz?
| P(372§) |
77777777 Ao _To—== |
\ ‘1 y:2 —gl—;,,‘,fﬁéli%,),,,,
T y=1 Vs
\O 1 X ol 1 ( X
| |
| [
| |
b) Y ‘ d) ‘Y
|
1 1 X 11
_y=t ool Tt P(=3,—35) / 10| 1 X
\ frg—
(17}75) 7777777777 } 77777 y7772777
\ | /—
| =1,

Wykres funkcji g, do ktorego nalezy punkt P, otrzymano przez przesunie-
cie wykresu funkeji f(z) = ¢ o wektor . Wyznacz wzér funkcji g.

a) W =[2,-9], P(6,—8) ) W= [3,-3], P(~2,-1)

b) w = [1,5], P(%,1) d) @ =[-V?2,-6], P(1,-3V2)

Podaj réwnania osi symetrii i wspotrzedne srodka symetrii hiperboli o réw-
naniu:

3 5
a)y=--6, bjy=-——+1, cy=—7+3 dy=--=+8

1
x—7

Wykres funkcji f(x) = ¢ przesunigto o wektor [p, ¢]. Podaj réwnania osi
symetrii i wspélrzedne Srodka symetrii otrzymanej hiperboli.

. a) wektor przesuniecia [0, —6],

osie symetrii: y =x — 6, y = —x — 6,

srodek symetrii: S(0, —6)

b) wektor przesuniecia [4, 1],

osie symetrii: y = (z —4)+1=2z—-3,y=—(x—4)+1=—xz+5,
srodek symetrii: S(4, 1)

c) wektor przesuniecia [—1, 3],

osie symetrii: y = (z+1)+3=z+4,y=—(x+1)+3=—z+2,
srodek symetrii: S(—1, 3)

d) wektor przesuniecia [7, 8],

osie symetrii: y = (z —7)+8=z+1,y=—(x—7) +8 = —z + 15,
grodek symetrii: S(7,8)

8.y=z—p+qy=—z+p+gq, S(p,q)



*3.3. Funkcja homograficzna

Funkcje postaci f(z) = 2t8 gdzie ¢ # 0, okreslong dla = € R\ {—%l ,

Uczen:

— przeksztatca wzoér ogdlny
funkcji homograficznej do
postaci kanonicznej

cx+d’ — szkicuje wykres funkcji
jezeli nie jest ona funkcjg stala, nazywamy funkcja homograficzna. homograficznej i okredla jej
wlasnosci

Podang w definicji posta¢ wzoru funkcji homograficznej nazywamy postacia

0g6lna.

— wyznacza réwnania asymptot
wykresu funkcji homogra-

ficznej
Wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola — mozemy ja otrzymacé przez — podaje przyktadowy wzér
przesunigcie o wektor hiperboli y = =, gdzie r jest pewna stala. funkcji homograficznej, znajac
jej dziedzine i zbiér wartosci
Przyktad 1 YA | — rozwigzuje zadania tekstowe
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = £=2. l /\ dotyczace funkeji homogra-
¥ | — ficznej
Dziedzing funkeji f jest zbiér R\ {3}. g \ — rozwiazuje zadania z para-
Przeksztatcamy wzér funkeji: i = H i == metrem na podstawie funkcji
@2 _ (@=3)+1 _ 4, 1 T O>[ N ~ homograficznej
z—3 z—3 -3 EANS B //”\
Wykres funkcji f otrzymamy przez przesu- | \
nigcie wykresu funkcji g(z) = * o wektor | ]
3,1]. \ \
Cwiczenie 1 Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f. a) f(z) =3 -1, Dy =R\ {0}
= —ztl - ot3 = ztl Y
2) fla) = == b) f(a) = 22 o) fla) = =]
Przyktad 2 I’ Y]I f
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = 2. m
@) = 2 SN 1 X
Dziedzing funkcji f jest zbiér R\ {—2}. | O T——
Przeksztalcamy wzér funkcji: — 1 o) =7sm !l —~
ekl _ (@421 g 1 _ 1 —— ——
z+2 T+2 =1 z+2  x+2 +1 /\3 ].(/K-J s ,,% X \
Wykres funkcji f otrzymamy przez przesu- | ]
niecie wykresu funkeji g(z) = —% o wektor [ |
—2.1]. [l
[ ] b) f(z) = 75 +1,
e D; =R\ {-2}
wazgmg 2 ) ¢) f(z) = 2;+1, Dy =R\ {1}
Naszkicuj wykres funkcji f.
_ ot3 _ a5 a+1
a) fla) = 23 b) f(a) = 22 &) flz) = 2L
Cwiczenie 2

a) f(z) = —737 +1, Dy =R\ {-4} D) f(z)=

¢) f(z)=—Z5 +1, Dy =R\ {-3}

Y Y .
; MultiteZa
. /’ f e Posta¢ kanonicza funkgii
homograficznej
® Przeksztalcenia wykresu funkgciji
homograficznej
{ 0] X 0] { X
| | dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.3
[ [
' ' Generator

testéw i sprawdzianow

3.3. Funkcja homograficzna



Cwiczenie 4
a) f(z) = 747 — 2,
r=—-1y=-2

Y
tlo
1
\
|
b) f(z) = 35 +2,
=3, y=2
Y
|
/
[ O
f
¢) f(z) =743
o= —ANyi——3
\ Y
I
\
O
/

3. Funkcje wymierne

Postaé f(z) = = +¢q, dla z € R\ {p} i r # 0, nazywamy postacia

T—p
kanoniczng funkcji homograficznej.

Przyktad 3 Y
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = 3=t

z—1 "
Dziedzing funkcji f jest zbiér R\ {1}. Ja)y=245+3"1\] —
Przeksztatcamy wzér funkeji do postaci kano-

R ——

I

|

|
[

[y

nicznej:
/

<l

S:-1 _ B-D+2 _ 2 4 —— 7 o[l
x—1 r—1 r—1

K=}
S
—
Il
I

Wykres funkcji f otrzymamy przez przesunie-

cie wykresu funkcji g(z) = 2 o wektor [1, 3]. \

’ |

Cwiczenie 3
Wstaw w miejsce odpowiednia liczbe. Zapisz wyrazenie w postaci kano-
niczne;j.

2) 3v4+4 _ 3(a+1)+/1] b) —2z45 _ —2(z—3)+[—1] o) 4w _ 2(22-1)+(2]

r+1 r+1 r—3 x—3 2r—1 2z—1
Asymptotami wykresu funkeji f(z) = - +¢, gdzie r # 0, sa proste x = p
iy=q.
Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj rownania asymptot.
_ —2z-—-1 _ 2xz+5 _ —3z—10
2) fla) = =2 b) fla) = 22 o) fla) = 0

@ Przyktad 4

Wykaz, ze funkcja f(z) = z—;; jest rosnaca w przedziale (—oo; —3).

Przeksztalcamy wzér funkeji do postaci kanonicznej: f(z) = Z:i;l = z‘—f:,) + 1.
Niech Ty, Lo € (—OO; —3) oraz: Funkcja f jest rosnaca w przedziale (—oo; —3),
Ty < Ty jesli dla dowolnych z1, z2 € (—o0; —3),
L. takich ze x1 < x2, zachodzi nieréwnos¢
Badamy znak réznicy: f(x1) < f(z2), czyli f(x2) — f(z1) > 0.
_ _4 _ —4 _ -4 4
flaz) = f(z1) = <z2+3 + 1) (m+3 - 1) = o3 T mas
— A3 +a@a+d) _ Al@amz) o
T @A) (et3) T (w143)(w2+3)

gdyz 9 —x1 > 0,21 +3<0, 20+ 3 <0.
Zatem f(x1) < f(xq), czyli funkcja f jest rosnaca w przedziale (—oo; —3).



[0] Cwiczenie 5
Wykaz, ze funkcja f jest monotoniczna w przedziale D.

a) f(x) = &2, D= (-2)

b) f(z) =25, D= (~o0;4)

r—5

-5 "’

Zadania

¢) fla) =22 D= (—o0;-1)

d) flo)= 221 D= (~00;5)

1.

Przedstaw wzor funkcji f w postaci kanonicznej. Podaj réwnania asymptot

wykresu funkcji f.

a) f(r) = 2228 ¢) f(r) = Lot 0) flr) = 2222
b) flz) = =22 d) fa) = 222 f) f@) =55

Naszkicuj wykres funkcji f, podaj jej dziedzine i zbiér wartodci.

a) fla) =22 b) f(z) = 2= ¢) fla) = =5

Naszkicuj wykres funkcji f. Odczytaj z wykresu, dla jakich argumentéw

funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, a dla jakich ujemne.
—4 2 2
a) f(z) == b) f(z) = = ¢) flz) = =%

z+3 x+1
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej przedzialy monotonicznosci.

a) flz) =2 ¢) flz) = 22 ¢) fla) = ==
b) f(z) = =2 d) f(z) = =40 f) flz) = 2E0

Dla jakiej wartosci parametru m punkt P nalezy do wykresu funkcji f?

Wyznacz réwnania asymptot wykresu tej funkcji.

a) flz) =22, P(-3,2) b) fla) = ==, P(~4,1)

Podaj przyktad takiej funkcji homograficznej f, ktorej dziedzing jest zbidr

R\ {p}, a zbiorem wartosci — zbiér R\ {¢}.
a) p=0,qg=1 c)p=1,¢=4 e)
b)p=0,¢g=-5 d)p=-7,¢q=0 f)

7,q=
V2,

p
p

Q

Podaj rownania asymptot wykresu funkcji f.

a) fla)= 229

Wykres funkcji homograficznej f(z) =

3z+6
A ma asymptote pionowg x = —2 i asymptote
b) f(z) = T4 pozioma y = 2.

.a) f(z) =5 +3, 5.a)m:28,x:—3,y——%
maleje w (—o0;4) i w (4; 00) bym=12=-2y=1
b)f(x):_ﬁ-l_‘lv 6. a) np. f(z)=1+1
ro$nie w (—oo; —1) i w (—1;00) b) np. fz) =1 —

-1 _ ' o
) S = "o - 2 ) np. f(z) = i +4
ro$nie w (—o0; —2) i w (—2;00) “
d) f(2) = —%; — 4, ) np. f(7) = 257
ro$nie w (—00;2) i w (2;00) e) np. f(z) = ;5 — 3
©) fl@)=—3%+3, ) p. f(2) = 25 + V2
ro$nie w (—00;2) i w (2;00) 7.8) =2, y=—2
S ' I
B fe)=3 -4 b)z =8, y=20

maleje w (—o0; 1) i w (3;00)

-3
)

Cwiczenie 5
_ 2(=z+1H)+3 _ 3
) fl@)= =S4 =91 12
Niech z1,z2 € (—o0; —1) oraz
1 < x2. Wowczas:
z1+1<z2+1
3(z1+1) <3(x2+1) /:
/(@1 +1)(z2+1)
3 3
zo+1 < x1+1
3 t2< 242
zo+1 z1+1
Zatem f(x2) < f(z1), czyli funk-
cja jest monotoniczna (malejaca)
w przedziale (—oo; —1).

Odpowiedzi do zadan
1. 8) f(z) = 225 +2,
asymptoty: © = —3, y = 2
b) f(z) = 755 - 3,
asymptoty: © = 3, y = —3
) f(z) = 75 +4,
asymptoty: © = -2, y =4
d) f(@) =752
asymptoty: © =4, y = —2
1
e) flz) =25 +3,
asymptoty: x = —3, y = %
f) f(l') = zllL ar 27
2
asymptoty: = —1, y =2
2.a) D; =R\ {4},

f(Dp) =R\ {1}
b) Dy =R\ {1},
f(Dr) =R\ {2}

C) Df :R\{_2}7
f(Dg) =R\ {-4}
3. a) f(z) > 0dla
z € (—o00;4) U (5; 00),
f(z) < 0dlax e (45)
b) f(z) > 0 dla
z € (—o0; —3) U (—2; 00),
f(z) <0dlaze (—3;—-2)
c) f(z) >0dlax € (—1;0),
f(z) < 0dla
z € (—o0; —1) U (0; 00)

3.3. Funkcja homograficzna



10.

11.

. a) dla ¢ = —2 stala,

dla ¢ = 0 liniowa, ale nie
stala,

dla ¢ € R\ {—2,0} homogra-
ficzna

b) dla ¢ = 8 stala,

dla ¢ # 8 homograficzna

c) dla ¢ = 0 liniowa, ale nie
stala,

dla ¢ # 0 homograficzna

a) f(z) =3, Dy =R\ {3},
nie jest

b) f(x) = _47 Df = R\{_4}7
nie jest

C) f(x) = _%7 Df = R\ {2}7
nie jest

a) f(z) = 5 +4

b) f(z) = 5 +3

o) fl@)=35—35

3. Funkcje wymierne

8.

10.

11.

12.

12. a) f(z) = 2% = 5 +1, Dy =R\{1}

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz wszystkie punkty o obu wspodtrzednych catkowitych nalezace

do wykresu funkeji f(x) = 7:::1 .
flz)= 7;:14 = 7(:6_;21_7_4 = % +7, gdziex # 1

Poniewaz 7 jest liczba calkowita, f(x) € Z < % € Z. Zatem z — 1

musi by¢ dzielnikiem catkowitym liczby 3. Oznacza to, ze:
x—1€{-3,-1,1,3}, cayli x € {-2,0,2,4}

Istnieja cztery punkty o obu wspoélrzednych catkowitych nalezace do

wykresu funkcji f. Sa to punkty: (—2,6), (0,4), (2,10), (4,8).

Wyznacz wszystkie punkty o obu wspoétrzednych catkowitych nalezace do
wykresu funkcji f.

a) flz) = 2=

x

2x+4
r—4

b) f(z) = ===

c) fx) =

Okredl wartoéci ¢, dla ktérych funkcja f jest odpowiednio: funkcja homo-
graficzna, liniowa (ale nie stala), stala.

a) f(z) = 2= b) f(z) = 222

cx+3 r—c

¢) fla)= =

cx—>5

Czy funkcja f jest funkcja homograficzna? Naszkicuj wykres funkcji f
(zwr6é uwage na jej dziedzine).

_ 3z-9 _ —2x-8
a) fz) = 22 b) fla) = £

Przeczytaj podana w ramce informacje.

Funkcje homograficzng mozna przedstawi¢ w postaci kanonicznej, wy-
konujac dzielenie, np.:
2

3x—10
f@) =" =5 +3

bo (3z — 10) : (z — 4) = 3 reszta 2.

Wykonaj dzielenie i przedstaw funkcje f w postaci f(z) = 5t
4249 jo-5 3-%
a) flz) =2 b) f(z) = 2= ¢) flz)=2E2

a) Suma dwoch liczb z i y jest réwna ich iloczynowi. Podaj wzér funkcji
opisujacej zaleznos$¢ y od x i naszkicuj jej wykres.

b) Pole prostokata o bokach dtugosci z, y jest réwne 2(z + y). Podaj wzér
funkcji opisujacej zaleznosé¢ dlugosci y od x. Okredl dziedzine tej funkcji
i naszkicuj jej wykres.

b) f(z) = 2& = 5+2, D5 = (2;)
Y | Y

l
\
¥ \
\

[y




Hlperb0|a 1. a) (_350)7 (350)5
. . C 1. . s . . 2 2 2 2 y:—zx y:gx
Rozpatruje si¢ tez hiperbole okreslone réwnaniami 23 — % = 1lub 5 — 3 =1, 3% 3
gdzie a,b > 0. Jesli a = b, to asymptoty hiperboli sg do siebie prostopadte, NN Y >
a taka hiperbole nazywamy réwnoosiowa (rysunek po lewej). N . 7 gl
X Y Y Y Nt /
7
\ s SN A o3
\\<5 AN b 7/ = \\ // ~ /4/// \\\\
\-g '\}! 7 / x \ / = X/‘Ld // \\
\\1 v 2z \\\l ec o7 )
NP ~ - -
ol 1 X PO EN X hiperbola sprzezona:
- N P Il y?2 22 _
{ :\ = TR (N
N 5 < b) (—4,0), (4,0),
i’ S\ = S 5 5
/s N =~ ~ Yy=—30Y= 4%
Va AN NN Y ’
Hiperbola 1—2 - % =1 Hiperbola 32 — % =1 NN s/
A /
W tabeli przedstawiono dane dotyczace punktéw przeciecia hiperboli z osiami \ /
uktadu wspoélrzednych oraz jej asymptot. Ll
@1
Réwnanie hiperboli 2_3 — g_j =1 Z_z — ﬂi_j =1 / \
Punkty przeciecia z osig OX (a,0) i (—a,0) brak YA, ‘ N
/
Punkty przeciecia z osia OY brak (0,a) i (0,—a) VAW, N
Réwnania asymptot y=Ltaxiy=-La2 y=%ziy=-%=z hiperbola sprzezona:
2 :1:2
R o Eone
Na rysunku obok przedstawiono lzuperbole -4 =1 \ Y / ¢) (0,—4), (0,4),
(kolor czerwony) oraz hiperbole & — 22 = 1 (kolor nie- \ / y=—2z,y =2z,
bieski). \ / AN Vil
Maja one wspdélne asymptoty: y = —2x iy = 2z A\ / \ /o
ja p ymptoty: y = y = 2z. \ // WL
Hiperbole ;”—; - g—; =1i g—j - Z—; = 1 nazywamy hiper- \\\ }/ N ’
bolami sprzezonymi. Y|,/ )
L. . .. O\ X )
1. Wyznacz punkty przeciecia hiperboli z osiami ukta- 7718 oM
du wspélrzednych oraz rownania jej asymptot. I W\ , 8
Naszkicuj te hiperbole. Podaj réwnanie hiperboli i/ \
sprzezonej. // \\ LAl N\
(L’2 2 2 (L’2 /) \
a) -4 =1 o H-5=1 Y. \ 174 N\
b) % . % -1 d) % _22=1 /// \\ hiQperb(z)la sprzezona:
22 y? g

7~ 16
d) (0,-3), (0,3), y = —3z, y = 3z, hiperbola sprzezona: % — % =1

N\ Y /
W\ V/
\ /

\ /

\ /

\ /

L7

Ol 1 X
/|\
/ \
/ \
/ \
/i \
/ \

Hiperbola




Uczen:
— szkicuje wykresy funkcji

y=1f(@)], y = f(|z[) oraz

*3.4. Przeksztatcenia wykresu funkcji

y = |f(z), gdzie f jest Przykiad 1
funkcja homograficzna, Naszkicuj wykres funkeji y = ||, gdzie 2 € R\ {0}.
i opisuje jej wlasnosci .. . . o . 1
_ wyznacza liczbe rozwiazedh Szkicujemy najpierw wykres funkcji y = -, a nastepnie y = |E‘
P |f($)| Wi 1 i : Wykres funkeji y = | f(2)]
fllal) =m i |£(lel)] = m, \ i ykres funkeji y = |/ (@)
gdzie f jest funkcjg homo- \y=1 Ny =11 o.‘crzymujemy przez odbi-
graficzng, w zaleznosci od | A\ cie symetryczne wzgledem
parametru m — i — osi OX tej czesci wykresu
0|1 X ol 1 X funkeji f, ktéra znajduje
sie¢ pod osia OX. Pozo-
\ stalej czesci wykresu nie
\l zmieniamy.
Cwiczenie 1
8) Dy = Dg = Dy =R\ {0}, Cwiczenie 1
Ds) =R\A{0 .. . . . . c e -
5(( Df)) —( 0.\“{))} ’ Naszkicuj wykresy funkcji: f, g i h. Okredl ich dziedziny i zbiory wartosci.
g) — ) )
2 2 2 .o 2 2
h(Dp) = (—1;00) a) f(z) = o g(z) = Bk h(x) = Ein 1 Zauwaz, ze 1 = }ﬂ
YA
f Przyktad 2
1 ~ Naszkicuj wykres funkcji y = |% - 1|. Podaj liczbe rozwiazan réwnania
0 }% — 1} = m w zalezno$ci od parametru m.
\ 1 Y Y
| l |
\ \ /
=1 ly=1o ly=[2=1
d ‘l 1 1\ —— 4\ e
a 0| 1 X o —_ X ol 1 X
g \ I
e 4 — \ \
3 \ \
l‘ Na rysunkach przedstawiono kolejne etapy powstawania wykresu funkcji y = ‘% -1 ‘
| ‘\ Z wykresu funkcji y = | — 1| odczytujemy, ze réwnanie |2 — 1| = m:
i \ h « nie ma rozwiagzan dla m € (—o0;0),
— — » ma jedno rozwiagzanie dla m € {0, 1},
» ma dwa rozwiazania dla m € (0;1) U (1;00).
b) Dy = Dy = Dp =R\ {0}, f(Dy) = (0;00), g(Dy) = (—00;0), h(Dn) = (—00;3)
Y Y Y
Multite/a |
® Posta¢ kanonicza funkgcji I\ f —
homograficznej . h
® Przeksztatcenia wykresu funkcji B - il
homograficznej o X 0o X d‘ ,’ X
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.4 \\ ,Ih |

3. Funkcje wymierne




Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj liczbe rozwiazan réwnania f(x) = m w za-
leznosci od parametru m.

Cwiczenie 2

a) 0 dla m € (—o0;0),

1 dla m € {0, 2},

2 dla m € (0;2) U (2;00)

a) f() = |2 +2) b) f(@) = |-L+2| o) f@)=—|L-2] vy
xT X xT \
f
Przyktad 3 .
a) Naszkicuj wykres funkcji y = ﬁ Podaj jej dziedzine i zbiér wartosci. 1
8 Yl Yl ol
| , N1 . Il ! b) 0 dla m € (—o0;0),
\v=1 [\ =R J\¥ = 1 dla m € {0,2},
1 1 ] 2 dla m € (0;2) U (2; 00)
=0 1 X o 1 X o[ | X d
\
Zauwaz, ze wykres funkcji y = ﬁ otrzymujemy przez przesuniecie wykresu 1
funkcji y = ﬁ o wektor [1,0]. Dziedzing funkcji y = ﬁ jest zbior R\ {1}, ol1
a zbiorem wartosci jest przedziat (0; 00). ¢) 0 dla m € (0;00),
1 dla m € {—2,0},
b) Naszkicuj wykres funkcji y = \wllfl' Podaj jej dziedzing i zbiér wartodci. 2 dla m € (—o0; —2) U (=2;0)
vyl 1.l y Y
1 | o=ty Wykres funkeji y = f(|z]) 1
\ / \ otrzymujemy w nastepu- L
} . jacy sposéb: szkicujemy o \F
- — B — cze$é wykresu funkcji f
— a1 X o 1 X dlaz>0 (gdze x € Dy),
Y= a1 a nastepnie te czeéé odbi- \
\\ / \\ jamy symetrycznie wzgle- \
l f dem osi OY. Cwiczenie 3
o , . N IR <) 2l =Tt (=
Dziedzing funkcji y = w7 Jest zbiér R\ {—1,1}, a jej zbiorem wartosci zbiér f(Dy) = (0; 00)
(—o00; —1) U (0; 00). [ ¥
i
Cwiczenie 3 /’ \\
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzine i zbiér wartosci. 1
, b) D; =R\ {3},
Cwiczenie 4 f(Dys) = (—o0;2)
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzing i zbiér wartosci. Y
o 1 1 2 =
Cwiczenie 4 ¢) Dy = R\{=2,2}, (D) = (—00; ~2)U(~1;00) R
a) Dy =R, f(Dy) = (0; 3)
[ '
Y
) | |
L o '
1 x  f(Dy) =(-100)
b) Dy =R\ {-3,3}, - Q] _1 = HY
f(Dg) = (—00;2) U (23;00) it
[\
[ 1) .
l \
1] =

3.4. Przeksztatcenia wykresu funkciji




Cwiczenie 5
a)
Y
f gt
|
O 1 X
b) | v
i
i
f
e ' e
Ol 1 X
C) Y '
|
|
I
[\
f
Ol 1 X
Cwiczenie 6

g(m)

0 dla m € (—o0;0)
= 2dlam € {0} U (1;00)
4 dlam € (0;1)

3. Funkcje wymierne

Przyktad 4
Naszkicuj wykres funkcji y = ‘\%I - 1’.

i il v
i o o
-2 [[l=2- =]z
Ol 1 T — O| 1 S ol 1 X
Na rysunkach przedstawiono kolejne etapy powstawania wykresu funkcji y = \%I — 1‘.
Cwiczenie 5
Naszkicuj wykres funkcji f.
I [ S _
) f@) = |24 D S@=|Tm - o f@ =]y
Przyktad 5 1|
Na rysunku obok przedstawiono wykres !] \ =
funkcji f(x) = ‘%—2). Napisz wzor [
funkcji y = g(m) opisujacej liczbe roz- —T7— B B s
wigzan réwnania f(z) = m w zalezno- -
$ci od parametru m. Naszkicuj wykres Q 1,/ iy X
funkcji g.

Z wykresu funkeji f odezytujemy, ze réwnanie f(z) = m:

« nie ma rozwiazan dla m € (—oc;0),

« ma dwa rozwiazania dla m € {0} U (2; 00),

» ma cztery rozwigzania dla m € (0;2).
Zapisujemy wzér funkcji g:

0 dlam € (—o0;0)
glm)=<2 dlam e {0}U(2;00)

4 dlam e (0;2)

Cwiczenie 6
Naszkicuj wykres funkcji f(z) =

2
[z—2]

i

1

1

o

m

Wykres funkcji y = g(m)

1‘. Napisz wzér funkcji y = g(m)

opisujacej liczbe rozwiazan réwnania f(x) = m w zaleznosci od parametru m.

Naszkicuj wykres funkcji g.

Y

T

[y




Zadania
1. Podaj dziedzine i naszkicuj wykres funkcji f. Okresl jej zbidr wartosci.
) f@) =241 s@=|-2+3] o f@)=-3
b) @) =|2-1] ) s@=—|2+a] B f@) =42
2. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej przedzialy monotonicznosci.
L = |21 N
a‘) f(x) - |$+2‘ 4 C) f(x) - z+3 e) f(.']}') - |(E71| + 3
-3 —1- 1
b) f@) = =5 d) flz) === f) f@)= g +1
3. Wykres funkcji f(z) = ﬁ (rysunek obok) Y
przesunieto i otrzymano wykres funkcji g, Il
ktorego asymptotami sg: prosta pionowa / \ e
r = —2 i prosta pozioma y = —3. |/ \ :
a) Podaj wzér funkcji g. Okresdl jej dzie- 1/ —
dzine i zbiér wartosci. J\ oL 1 X
b) Naszkicuj wykresy funkcji h(z) = |g(z)] _———— i
oraz k(x) = g(|z|).
4. Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie
f(x) = m ma dwa rozwiazania?
-4 R - 2
a‘) f(x) - |$‘_4 b) f(l') ‘IH'2 C) f(.%') |1;\—1
5. Naszkicuj wykres funkcji f. Napisz wzor funkcji y = g(m) opisujacej liczbe
rozwiazan réwnania f(x) = m w zaleznoéci od parametru m. Naszkicuj
wykres funkcji g.
1 2 2
) f@=|h-2  ws@=]i-1-2 o s@=||2-2
*6. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji: 11’
2 + —
——|2-1+1
Podaj liczbe rozwiazan réwnania f(x) = |m)| /
w zaleznoéci od parametru m. |
f
*7. Podaj liczbe rozwiazan réwnania f(z) = m? \ /
w zaleznosci od parametru m.
6 __3 —|2 |_
2) f(@) = = b) f@) = g8 o) f@) =[]
5. a), ¢) 6. 0 dla m € (—oo0; —1) U (1;00),
Yy 1dlam e {-1,0,1},
2 dla m € (—1;0) U (0; 1)
g 7. a) 0 dla m € (—oo0; —v/2) U {0} U (v/2; 00),
) 1dlam € {—v2,v2},
+ 2 dla m € (—+/2;0) U (0; v/2)
o 1 m b) 0 dla m € (—/3;/3),
b) 2 dlam € (—2; —V/3) U (v/3;2),
3 dlam e {—2,2},
,,_(.Y 9 4 dla m € (—o0; —2) U (2;00)
| c) 3dlam =0,
4dlam#0
o 1 m

Odpowiedzi do zadan
1. a) Dy =R\ {0},

f(Dy) = (0;00)

b) Dy =R\ {0},
f(Dy) = (0;00)

¢) Dy =R\ {0},
f(Dy) = (0;00)

d) Dy =R\ {0},
f(Dy) = (—00;0)
e) Dy =R\ {0},
f(Dy) = (=3;00)
f) Dy =R\ {0},
f(Dy) = (—0;2)

2. a) rosnie w (—o0; —2),
maleje w (—2;00)
b) rosnie w (3; 00),
maleje w (—00; 3)
c) rosnie w (—oo; —3)
iw (1;00),
maleje w (—3;1)
d) rosnie w (—1;1),
maleje w (—oo; —1)
iw (1;00)
e) rosnie w (1;00),
maleje w (—o0; 1)
f) rosnie w (—o0; 3),
maleje w (3;00)

3. a) g(x) = ﬁ -3,

9(D) = (=3;00)
b) Al Y
N
W -
Ol 1
Y
)
S Y
4. a) m € (—o0; —1) U (0; c0)
b) m € (0;2)
c) m € (—o0;0) U (2;00)
Y1
LI
L1
\l/
E— Ol 1 —
f
\ [
\ I
\ l
b1l

3.4. Przeksztatcenia wykresu funkcji




Hiperbola i hiperboloida

Ogodlna definicja moéwi, ze hiperbola to zbiér tych
wszystkich punktow P na ptaszczyznie, dla ktérych
wartos¢ bezwzgledna réznicy odlegtosci od dwoch
konkretnych punktéw F; i F,, zwanych ogniskami,
jest stata:

|rq - rs| = const.

Obrét hiperboli

Hiperboloida to powierzchnia zakreslona w wyniku obrotu hiperboli wokét jej osi symetrii
w przestrzeni tréjwymiarowe;.

Po obrdceniu pokazanej wyzej hiperboli Po obrdéceniu tej hiperboli wokaét osi OX
wokot osi OY powstanie hiperboloida otrzymujemy hiperboloide dwupowiokowa.
jednopowtokowa.

>

Y Y

Chtodnie kominowe

Chtodnie kominowe maja najczesciej ksztaft
hiperboloidy jednopowtokowej. Pozwala to na
oszczedne zuzycie materiatéw konstrukcyjnych. (
Mimo znacznych rozmiaréw (wysokos$¢ chtodni
przekracza zwykle 120 m, a $rednica podstawy

chtodni — 90 m) grubos¢ zelbetowego ptaszcza

w najcienszych miejscach wynosi zaledwie

12-18 cm. Taki ksztatft chtodni zwigksza

réwniez ich odpornosc¢ na zginanie.

I 136 3. Funkcje wymierne



3.5. Mnozenie i dzielenie
wyrazen wymiernych

Wyrazenie wymierne to wyrazenie arytmetyczne utworzone z liczb wymier-

nych i zmiennych, w ktérym moga wystepowaé tylko dziatania dodawania,
6z+4 7 z?43 x xz2—4
2 7 oz x—4 x2-17 x241°

Dziedzing wyrazenia wymiernego jest zbiér tych wszystkich argumentéw, dla

odejmowania, mnozenia i dzielenia, np.:

ktorych wyrazenie ma sens liczbowy. Nalezy zatem pamietac, ze miejsca ze-
rowe mianownika nie naleza do dziedziny.

Przyktad 1
Podaj dziedzine wyrazenia 2*3;%
32? =Tz = 3z(z — L) = 0 dla # = 0 oraz dla x = %, wigc dziedzing wyrazenia

3
jest zbior D =R\ {0, I

Cwiczenie 1
Podaj dziedzine wyrazenia. Oblicz jego wartos¢ dla x = —1.
) 3z5 422342 ) 192448236 ) 62—9 ) 14z4 4822 +4
z2-9 z2-3zx z2+4+52+6 542722
) 6x2+3x—7 ) 6x2—5x+1 ) 4342z +1 ) 52210z
422-25 2x2 45z 222 —-7x+6 x3—5x24+42—20

Aby uproéci¢ wyrazenie wymierne, rozktadamy wielomiany w liczniku i mia-
nowniku na czynniki. Nalezy jednak pamigtaé, ze dziedzina wyrazenia uprosz-
czonego jest dziedzina wyrazenia przed uproszczeniem.

Przykfad 2
Podaj dziedzine wyrazenia

3222
x2—4

a nastepnie je uprosc.
Dziedzina wyrazenia jest zbiér D = R\ {—2,2}.

x3 222 x2(z—2) " x?
z2—4  (z42)(z—2)1  z+42

Cwiczenie 2
Podaj dziedzing wyrazenia, a nastepnie je uprosé.

a) z2-9 ) 2z2+1Oz e) z2-1 ) 23 —3x2
3—x x2-25 xd—x3 8 x2—6x+9
3226 344 42 244x+4
b) x x d) x°+4x f) x h) r°+4x+
z—2 244 22z z4-16
Komentarz

Pojecia mnozenia i dzielenia oraz dodawania i odejmowania wyrazen wymiernych
warto wyjasni¢ uczniom na przyktadach i poprzez opis stowny. Podczas wyko-
nywania dziatan uczniowie czesto zapominajg o dziedzinie. Dlatego warto przy-
pilnowac ich, aby zaczynali od wyznaczenia dziedziny. Przy dzieleniu wyrazen
wymiernych uczniowie czesto zapominaja o zatozeniu, ze licznik drugiego wyrazenia
musi byé rézny od zera.

Uczen:

— wyznacza dziedzine prostego
wyrazenia wymiernego
i oblicza jego wartos¢ dla
danej wartosci zmiennej

— upraszcza w prostych przy-
padkach wyrazenia wymierne

— wyznacza dziedziny iloczynu
oraz ilorazu wyrazen
wymiernych

— mnozy i dzieli wyrazenia
wymierne

— wykorzystuje mnozenie
i dzielenie wyrazen
wymiernych do rozwia-
zywania zadan

— mnozy wyrazenia wymierne
dwéch zmiennych i podaje
konieczne zatozenia

Cwiczenie 1

a) D=R\{-3,3}, 2

b) D=R\{-3, 3}, o
¢) D=R\{0,3}, 3

d

e) D=R\{-3,-2}, —7,5

f) D=R\{2,2}, -
g) D =R\ {-3,0},
h) D =R\ {5}, -3

)
) D =R\ {-£,0}, -4

;
)

Cwiczenie 2

a) D=R\ {3}, —z—3

b) D =R\ {2}, 3z

¢) D=R\{-55}, 2=
d)D=R,z

e) D=R\{0,1}, =&

f) D=R\{0,2}, —££2

g) D=R\ {3}, =

h) D =R\ {-2,2}, %

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.5

Generator

testéw i sprawdzianow
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Cwiczenie 3
a) D=R\{-2,3}, 4
b) D=R\ {- 303}

C) D= R\{ } (2x 1)(w 5)
d) D=R\{- 2 2,3}, 6(90;32)
e) D=R\{-2,2}, (HQ)Q

f) D=R\{-1,0,1,3}, -3t
Cwiczenie 4

a) D=R\ {2}, 8
b) D=R\{-3}, -2
)D:R\{%}v%
d) D=R\{-1}, 4
e)D*R\{—?} —5
f) D=R\{-2 10

o

3. Funkcje wymierne

Przyktad 3
21 . x=3

. . . 4f
Wykonaj mnozenie <5 - ==

Zakladamy, ze 2> —9 # 01 22 — 1 # 0, zatem 2 € R\ {-3, 3, 3}.

:L(M@z—l—l)j(a;——%’f': 20+1
1 2=3)(z+3)(2z—1) 1 z+3

4221 . r—3
z2-9 2z-—1

Cwiczenie 3
Wykonaj mnozenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.

a) 4z—12 2z+4 ¢) —z?4+5x  4a?-1 ) (x—2)? 24w
z+2  22—6 2z+1 x2 x24+4x+4 24
b) 3—z 2z+6 d) -9 0,5z+1 £) 3z2—z3  2?42z41

T z2-9 22—4 4 9—-3x 2x—6 xd—g2
Przyktad 4
. . . 2 . 10
Wykonaj dzielenie 7 : 3255,

Zakladamy, ze z +4 # 01 3z + 12 # 0, zatem = € R\ {—4}.

2 . 10 2l 344! 3
z+4 " 3z+12 ~ zFd; 105 5

Cwiczenie 4
Wykonaj dzielenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.

a) 5.3 ) =5 . 2 e) 7 -35
x—2 " 4x-8 32z * 4x-6 52435 " x4+7
>75.10 d) 16, 12 g 25, 1
2z+1 ~ 6x+3 3z+1 " 9x+3 6x+9 ~ 4z+6
Przykiad 5
Wykonaj dzielenie Z +21 D2 2.2=2. d
yROna) Pa b'd b c
Zakladamy, Zer—laéO, x+2#0i2%2—2#0, 25}07&0,07&07
zatem z € R\ {—2,—-1,0,1}.
2422 CT+2 2422 ) 22—z o z@}i—lll ) a:/(grle/jl_ 22
22-1 " 22—z 22-1  z+42  (z—D)(z+1) @H+2_ | a+l
Cwiczenie 5
Wykonaj dzielenie.
a) 22—6 -3 ) 2z 62 ) 231 x?4axt1
r = 4z? z2-9 " z2-62+9 z—1 = z241
b) x2—4  x42 ) 125—23  z-5 ) z+4 | x?44x
z+1 " z2-1 z242x+1 " x+1 x2-3x+9  x3427
Cwiczenie 5
T 22
a) D=R\{0,3}, 220 223 = 2D . doy =gy
24,z _ (z=2)(z=+2 z—1)(z+1) _
b) D=R\{-2,-1, 1}, et a2 o e 2)edd) | @ DEED o (5 - 2)(z — 1)
. 622 _ 2 (1*3)2 _ x—3
¢) D=R\{-3,0,3}, z2 9 22-6249 — (@=3)(+3) 622 — 3z(a+3)
_ 125—23 | x5 _ (5-2)(25+5z+22) w41 _ _ x245x+25
d) D=R\{-L5}, 255 o51 = 0?55 = " art
3_ 24 1) (z2+z+1 2
e) 5 : z;ﬁ:fl = = )(zfl+ — ’ z2+:ﬁ1»1 = 1:2 +1
— 44 L2244 z+4 (z+3)(z273z+9) _ =43
f) D=R\ {_4’ _370}’ 22-3z+9 ° z3+27  z2-3z+9 z (z+4) z



Zadania

Czy liczba 2 nalezy do dziedziny wyrazenia?

1723-13242 ¢)
z2-5x+6

9zt —223+112-6

1122 -52—3
Ry b) e 1001

z2+4+4x+4

Ktére sposrdd liczb: —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3 nie nalezg do dziedziny wyra-

zenia?
) 16z24+2+5 ) 22 +4+6x+9 ) x5 -3zt 42 d) 224 -162349
x3—-9x2 x4 —Ax3 4422 z2—2—6 322

Podaj dziedzing wyrazenia, a nastepnie je upro$é. Oblicz wartosé tego

wyrazenia dla x = —1, jesli liczba —1 nalezy do jego dziedziny.
a) 207z C) z2-1 ) z%-3z3 ) —z2426
3 (z+1)2 x4 —-922 g 4223412
b) 2z 4234222 ) x2-4 ) z*-1 ) 2224122418
3422 x2—4x+4 4422241 z24+52+6
Podaj dziedzine wyrazenia. Oblicz jego wartosci dla x = —1 1 x = —2.
222 —6x—1 8_ 472 a3 4422
) x 261‘ 0 b) acl 3x+3 C) Ix +8f d) x?+4x“+x
243z 5;1:2—1 Z:L’S—i 222 —Tr—4

Zapisz dziedzing wyrazenia jako sume przedzialéw. Oblicz wartos$ci wyra-
zeniadla: x = -3,z =1ix = 3.

) 242z b) z2421 C) 40,5 ) 3z2—6x
x2—-4 x2-3 4x2-1 4x2-9
Podaj dziedzine wyrazenia. Oblicz warto$¢ wyrazenia dla © = —2.
) dx+2 ) x2 44z e) x34x—2
22 34812416 3-8
) 222 4+9x+4 d) 2242241 f) zt—z
422-1 r2—x—2 3—2x241x

Dane sa wyrazenia A i B. Wyznacz dziedzine wyrazen A, B oraz A - B.

2 2
-2 x°+4x 6x—5 5x—6
A=-2— B=2"1°% A= B= s
a> z2-9z”’ 2422 C) x3—4z’ r3—4x244x
4z% -1 9z —a3 522 -2z+4 3222245
A=—— B= A= =T = 2= —27TY
b) xz2—4"’ dx—x3 d) 322 —z+2’ z2+r—2

Wykonaj mnozenie.

x—2 3x r—1 34 422-16 x2
a) 22 224 d) o+1 2t g) 6—3z  4w+8
3445 l-z z—%  (x+1)? e
b) r—1 x+1,5 e) r2-1 2x-1 h) r2—4x+4 x2-1
C) ﬁ . 3x—9 f) 224 . 2492 i) x2+6x+9 . x3-27
—x x4 3+3:1: 2422 243249 z2-9
.a) D=R\{-1,2}, -2 8.a) D=R\ {0, 2}, =
b)D_R\{_%7%7_§ b)D_R\{ 27 }7
¢) D =R\ {-4,0}, L ¢) D=R\{0,3}, - %
_ 1
d) D=R\{-1,2}, 7 d)D=R\{- 11}’%
e) D=R\{2}, 2 f) D=R\{0,1}

)

a) Da =R\ {0,9}, Dp =R\ {-2,0},
Dap =R\ {-2,0,9}

b) Da = R\{-2,2}, Dg = R\{-2,0,2},
Dag =R\ {-2,0,2}

¢) Da =R\ {-2,0,2}, Ds =R\ {0,2},
Dap =R\ {-2,0,2}

d) D4 =R\{-1,1,2}, Dp = R\{-2,1},
Dap=R\{-2,-1,1,2}

) D=R\{-1,3,1}, 385

f) D :R\{_37_270}5 <Z72)Z<Z73)

g) D=R\{-22}, —-%
xz+1)(z+2

h) D =R\ {-1,1,2}, - (&2

) D=R\{-3,3}, 2 +3

=D

Odpowiedzi do zadan

1.
2.

.a) D=

a) tak b), c) nie

a) 0 b) 0,2

c) —2,3d)-1,0,2
.a) D =R\ {0}, 2° — 7z,
b) D =R\ {-1,0}, 2(z + 1),
—-1¢D

¢) D=R\{-1}, &,
—-1¢D

d) D=R\ {2}, 2, —3
e) D:R\{_37073}7
45 T2

f) D=R, 51,0

g) D =R\{0,1},
z24+1)(z+1

( +w)(1+) 0

h) D =R\ {-3, -2},
2(z+3) 4

2

) D _R\{_370}7
wartosci kolejno: 1, —5
b) D =R\ {-v2,v2},
wartosci kolejno: —10, 1
¢) D=R\{V2},
wartosci kolejno 136, 0
6 D=L =gl
wartosci kolejno —5,
(=005 —2)
U(2; 00),
wartoéci kolejno: 2,
b) D = (—o0; —v/3)U
U(—v/3;v/3) U (v/3;0),

-1

6

U(—2;2)U

~1,3

wartosci kolejno: 5, —11, 5

©) D = (~o0;—3)U(~%;
U(3;00),
wartosci kolejno: —ﬁ, %
d) D = (~00;~$)U(~%;
UiGseal;

5 3

wartosci kolejno: 3, %,

|
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10.

.a) D=R\{-3,-2,0,2},

z(z+3)
2(z+2)

b) D =R\ {—4, -1},

—2? 455 —4

¢) D=R\{-1,1}, 2

a) D=R\{0,1}, 2

b) D =R\ {-2,3}, —2@&£2)’

(z—3)2
) D:R\{_%7O}7 %
d) D=R\{1,3}, -5
e) D=R\{0,1}, -2
f) D:R\{_27_15152}7
a=2
(z+2)(z-1)

o

11.a) D =R\ {-3,-1,3},
(z+1)(z+3)
b) D =R\ {-4,0, 3,4},
_2(z+4)
3(z—4)
C) D= R\ {_27 %52}5
(2z+1)(z—2)
(z+2)(2z—1)
12. a) f(z) = -2, D =R\ {0}
1 Y
O £ X
J
I
b) f(z) =2, D=R\ {1}
1 f
Ol 1 X
¢) f(z) =3, D=R\{0,2}
Yy |
f
Ol 1 X
d) f(z) =2z, D =R\ {-2}
Y
1 f
X
/
e) f(z) =2% D=R\{0,1}
Yoy
\ i
L/
ol 1 X
f) f(z) = (z—-2)" -4,
D =R\ {0}
MY
\ J
@) X
\ /

3. Funkcje wymierne

10.

11.

12.

13.

14.

15.

13.
14.
15.

Wykonaj mnozenie.
) a:2+6:v+9 . z3—2x2 b) z2-16 . 1—22 C) m3+3x2—|—3m+1 . r+2
2x2-8 243z x+1 x+4 z242z+1 z2-1
Wykonaj dzielenie.
3z—3 | z—1 10x+2 | 5x+1 x5 | 2z
a) 4z 6x C) z2z ) 6x—2 " 1-3z
b) 2244, 3-a d) 6-dz . 22-3 £) z+l z2-1
z—3  z+42 (1-z)2 * z-1 (z+2)2 * 224
Uproé¢ wyrazenie.
2242241 2248416 4z2-1
x—3 6x—9 x2+4x+4
a> z+1 b) 3 —16x ) 4x2—4x+1
z2-9 6x—4x? z2—4
Wyznacz dziedzing funkcji f i naszkicuj jej wykres.
-2 326 z?-z
.z _ x _ x—1
a) f(x)— 1 ¢) f(l’)— z—2 e) f(:L‘)— i
x x
6 4z 2z—8
_ x—1 _ z42 o T
b) f(z) = 55 d) flz) == f) flz)= 2
r—1 r+2 22
. . 6
Pole prostokata wyraza si¢ wzorem P = ——, " , P
a dlugo$é¢ jednego z jego bokéw jest réwna
-2, gdzie & > 2. Wyznacz dlugosé¢ drugiego ol 1 |
boku tego prostokata. i+l =+l 2%+1
Dany jest prostokat o bokach a, b oraz po- i o2 gt
lu P. Przerysuj do zeszytu tabele przedsta-
wiong obok i ja uzupelnij. Podaj odpowiednie o % 49:22_+98
Tr— T xTe—
zalozenia.
Przeczytaj podany w ramce przyklad.
7 . . x2+y2 m4fa:2y2
UpI'OSC wyrazenie x27y2 . W
Zakladamy, ze z # y iz # —y.
224y?  atoa2y? sz‘HIE 22(z2 1 22
Po? eyt Py PG, Py
Upros¢ wyrazenie.
a) (z+y)3(z—y) ) 3 +axy? b) 3zty 8z +4zy C) 6x+3y 422 —2zy+y?
22y +y? iyt 2z+y 922 —y? 8x34y3 x2+4y?
6 .2 x—2 3

— 6 L z—2
= @@+t 2

z2—4 ' z-2 T2
kolejno w wierszach: z > —1, x > —2, z > 3
a) z # -y 7é Y,
(z+y)*(z—y) x(z?+y?) =@

(z+y)? (z2+y?) (z+y) (z—v)
b) €z 7é _%y7 1"75 _%y7 :1:75 %y7
3z+ty | 4z (2z+y) _  4x
2z+y  (3z+y)(Bz—y) ~ 3z-y
C) z # _%ya

3(2z+y) . 4z 2zy+y? _ 3

(2z+y)(4z2—2zy+y2) z2+4y2 T z2+4y2



3.6. Dodawanie i odejmowanie
wyrazen wymiernych

Reguty dodawania wyrazen wymiernych sa analogiczne do regut dodawania
utamkéw. Szczegdlng uwage nalezy zwrocié na dziedziny dodawanych wyrazen.

Przykfad 1

Wykonaj dodawanie s— + . Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

2+1

Dziedzing wyrazenia jest zbiér R\ {—3,0}.

—4 2 —Ax 2(2z+1) Wspdélnym mianownikiem
2x+1 x (2z4+1)x (2z+1)z - obu utamkéw jest (2x + 1)z.
_ —dzr+4r+2 2
T Qa4+l (2e+1z
Przyktad 2
Wykonaj odejmowanie ﬁ — 112’_19. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

Dziedzing wyrazenia jest zbiér R\ {—3,3}.

1 1w 1 1-x
z—3 22-9 -3 (z—3)(z+3)
. Wspélnym mianownikiem
43 1-x R
= — N2r3) (213 = obu utamkéw jest
(z-3)(z+3)  (z-3)(z+3) (@+3)(x—3),
_ z43—(1-z)  2z+42
T (z-3)(z+3) ~ x2-9
Cwiczenie 1
Wykonaj dodawanie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
2 4 z+3 r—4 2 2
a) -3  x+3 C) z+4  z-1 e> z24x 22—z
z—5 T 46 r—2 1 1
b) x + x+2 d) x2-9 x+3 f) z2-1 + x2422+1

Cwiczenie 2
Wykonaj odejmowanie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

2 2 x—1 x 8 r+4
a) x x+3 C) r+4 +1 e) x2-16 x—4 +1
6 —4x 2x 3x r+2
b) r—2 3 d) xr—4 x+2 f) r+1 x
Cwiczenie 3

Czy funkcja f jest funkcja homograficzna?

Tet7 | 3ut5 | 2 3 1
8) f(2) = 3 + 5oy ~ 7 D) f(®) = 5 ~ o5 T

Cwiczenie 3
a) D =R\ {-2},
flz) = 1%1}12 — 2;‘i4 = 62?;142 = ggi;; = 3 — nie jest to funkcja homograficzna
b) D=R \ {2},
f(z) = — g2 4 ot =329 — 23 _ et to funkcja homograficzna

Uczen:

— wyznacza dziedziny
sumy i réznicy wyrazen
wymiernych

— dodaje i odejmuje wyrazenia
wymierne

— przeksztatca wzory, stosujac
dzialania na wyrazeniach
wymiernych; wyznacza
z danego wzoru wskazang
zmienng

Cwiczenie 1
a) D=R\{-3,3}, =3
b) D=R \ {_2’ 0}7 2223210

z(z+2)

z242z—
¢) D=R\{—4,1}, =1

24z

e) D=R\{-1,0,1}, 5

) D=R\{-L1}, s
Cwiczenie 2
a) D =R\ {-3,0}, za:+3
D = R\{Q} 12— 3:v

b)
¢) D=R\{-4, —1},

d) D=R\{-2,4}, 5=
e) D=R\{-4,4}, - 25245
f) D=R\{-1,0}, — 725,
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Cwiczenie 4

a) D=R\ {-4,0,4}, —iiﬁi*igg
b) D=R\{-1,1}, m
¢) D=R\{0,3}, —5

d) D=R\{- 505},$2 =

e) D=R\ {0, 1} i =1

) z(x—1)2
f) D=R\{-3,0,3}, 305

Odpowiedzi do zadan

1. a) D =R\{-2,3}, -5z

¢ D=R\{-1,1},

122213211

2(x2-1)
z2 Tz

d) D =R\ {0,2}, 2Tt
e) D=R\{-5 3},

—142+10
(z+5)(3x—1)

— 28x—12

f) D= R\ {_676}5 36—x2

>
o

) D=R\{-1,1}, 2312
b) D=R\{-2, 2},T
) D =R\ {1}, =35
d) D=R\{-2}, 5%
e) D=R\{-1,0}
)

f) D=R\{-1,0,1}, A+

) x(x2-1)

N
) z2(z+1)

3. Funkcje wymierne

Przyktad 3

Wykonaj odejmowanie — 2

2+2T r2—4"

Dziedzina wyrazenia jest zbiér R\ {—2,0,2}.

1 2 1 9 Wspélnym mianownikiem
- = - = bu utamkow jest
242 2_4 2 2)(z—2 o J
vt @ z(@+2) (@+2)(=-2) z(x 4 2)(z — 2).
o r—2 . 2x o
T z(xz4+2)(z-2) z(x4+2)(z—2)
. x—2-2z —(z42y1 1
T oz(z42)(z-2) Jl:M(ac—Q) )
Cwiczenie 4
Wykonaj dziatania.
) 3—xz 34z ) z+1 x4l z—1
244z x2—4x z2-25 z2—5x 2452
) z+3 _z—3 ) 2z—4 42 + ac-{—l
r2-2x+1 x2-1 x2-2z+1 T
2 4 2z—1 6zx—1 3—2x 1
c) z -3 + x2-3x f) 4221 ' 222—z  2z+1
Zadania

1. Wykonaj dzialtania.

3x—6 6x—1 x
a) az+2 + C) r—1 2x+2 e) z+5
2 3 3zr—1 r—7 2x+1
b) x—4 1 d) T 2x—4 f) 6—x
2. Wykonaj dziatania.
z—6 | 226 3z 1—3x2 z+2
a) z—1 z2-1 C) z—1 r2-2z+1 e) 2
Az 4 2—x  x243x4+4 z—1
b) x2—4 24 d) x+2 x244x+4+4 f) 24
3. Wykonaj dziatania.
3 z+1 z244 z2 2—x 6
a> r—2 a?+2 :E2—4 C) 4z2-9 + 2x—3 3—2x
) 4  l1-z | =z-1 d) 2z2-7  2-3z?
2462 2x r+6 9z2-6x+1 3r—1
4. Upro$¢ wyrazenie. Oblicz jego warto$¢ dla x = —3.
) a:2+x73 . x+2 1 ) —3x—3 . x+1 5—x
x2—6x+9 2x—6 z2-16 4—x 2x+8
3. a)
_ 3z243z+2
—22413x+24
¢) D=R\{-3, 3}, =zt
(122* T
d) D=R\ {1}, s
—IL‘2 T
4.a) D =R\ {3}, =Sl )
_ z24+132-18 24
b) D =R\ {—4,4}, 5257, =

2—-3x

3x—1
3—2x
x+6

r+3
24
r+1
-2




5. Przeczytaj podany w ramce przyklad. 5. Ry = Lifle p — Filo

R1—-Rc’ R1+Ro
1 1 4 1
Wyznacz R, ze wzoru o' TR
R. Ry Ro
1 _ 1 1
i | Re |
1 _ RBa—Re R. jest oporem zastepczym
R ReR: uktadu dwoch oporéw Ry i Ra
Zatem R, = %. potaczonych réwnolegle.
Wyznacz R, oraz R, ze wzoru Ric = R% + R%'
6. Wyznacz ze wzoru wskazang zmienna. 6.a)l=1L :;TQ
— 2P
a) P=mr?+mrl, | e) F=mg—mw?R, R b)b=5% —a
c) h=32%
b) P=22.h b f) F=mg—mw?R, m ) e
d)yr= 3%
_ 1 2 _ 1 1
c) V.=gnrh, h g) W=GMm(:—%), m m:"F
R = =%
d) V=2mrd r h) W=GMm(:—%), r °) e
f) m= TR
@ 7. Podstawg prostopadtoscianu jest prostokat o bokach a i b. Wysokos¢ tego g) m= WrR
;. . , . . . . . — GM(R-
prostopadtoscianu jest réwna h, jego pole powierzchni catkowitej wynosi P, h) = RG(]\/Imr)
~ WR+GMm

a objeto$¢ — V. Uzasadnij, ze:

P _ o1, 1,1 P __ 2abt2ah42bh _
V_2<a+b+h> 7. = bh =

Czy wiesz, ze... z y

Jesli z oznacza odleglo$é przedmiotu AB | ff |
od srodka soczewki, y — odlegloéé od By * o
srodka soczewki do obrazu A'B’ tego ! 1)1/
przedmiotu, a f — ogniskowa soczewki, A 2
to: B’
_l’_

8 |~

L
f

L=

8. Chcemy sfotografowaé ropuche odda-
long o 60 cm od soczewki aparatu,
ktérej ogniskowa jest réwna 90 mm.
Jak daleko musi by¢ odsunieta so-
czewka obiektywu od powierzchni ma-
trycy swiattoczulej, jesli chcemy otrzy-
mac¢ ostre zdjecie?

8. 2=60cm, f =90 mm = 9 cm
1,01 1
2ty =7
1_ 1 1 _1_ 1 _ 17
y _ f = 9 60 180
_ 180 10
y ~ 10,59 cm
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Uczen:

— rozwiazuje réwnania
wymierne, podaje
i uwzglednia odpowiednie
zatozenia

— znajduje wspoélrzedne
punktéw wspoélnych hiperboli
i prostej

— rozwiazuje algebraicznie
i graficznie uktady réwnan,
w ktérych wystepuja
wyrazenia wymierne

Komentarz

Kolejne etapy rozwiazywania
réwnania wymiernego Z(z)) =0
warto oméwic¢ bardziej szczego-
towo i zaproponowaé uczniom,
aby rozszerzyli ten plan wlasny-
mi stowami. To pozwoli im

na powtorzenie i lepsze zapa-
migtanie materiatu.

Cw |czen|e1
a) v =
b)m:

c) x=
d)m:fQ
e) x =4

)
f) sprzeczne

Cw |czen|e2
a) = —

b) sprzeczne
c) z=—
d)ac:4

e) z=1

f) o =—1
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3.7. Rdownania wymierne

Przykiad 1
2
Rozwiaz réwnanie 2212; =0.
Zakladamy, ze 22 —4 # 0, czyli z € R\ {—2,2}.
P 2r=0s2(z-2)=0& (x=01Ilubx =2) Przyrownujemy do zera

licznik wyrazenia.
Odrzucamy x = 2 jako sprzeczne z zalozeniem,
zatem jedynym rozwiazaniem rownania jest liczba 0.

(“; = 0 skltada sie z etapéw:

= wyznaczenie miejsc zerowych wielomianu w i przyjecie zalozen,
= wyznaczenie miejsc zerowych wielomianu wu,
= uwzglednienie zatozen i sformutowanie odpowiedzi.

Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.
x(zx—3) x24dr z2-16
a) z(z+2) 0 c) z(z—6) 0 e) 2x248x 0
(JH'%)(”H"I) - (z42)(z+3) 242241
) (z-3)(2z+1) 0 d) z2-9 =0 ) z2-1 0
Cwiczenie 2
Rozwiaz réwnanie.
2224+52-3 _ z2-2z-3 _ 252 -3z+1 _
) 4z2—dx+1 C) z2—2—6 0 e) z2—3x+2 0
9z2+1224+4 z2—bz+4 _ 6z +z—1 _
b) 322—x—-2 0 ) z24x—2 =0 f> 3x245x—2 =0
Przyktad 2 Yy
Rozwigz réwnanie 2242 = 3 } y=3
Zakladamy, ze 22 — 1 # 0, czyli © # 3. Y= ] —
-1
242 . . I
e =5/ (2e—1) Q ;1 X
20+ 2 =6x—3 \
—dx =5 /: (—4) I
r=2 Hiperbola y = fl i prosta y = 3

4 5

przecinaja sie dla T =3

Liczba % spelnia zalozenie, wiec jest rozwigzaniem réwnania.



Cwiczenie 3
Rozwiaz réwnanie.

a) 22 =5 D) m—=1 o -4 4220

Cwiczenie 4
Rozwiaz rownanie.

W EHos p a1 g H-2 @ oy
Przyktad 3
Rozwiaz rownanie 25 = 1 + 3. y\ %
Zakladamy, ze z # —1. y
4T 243/ (x4 1) p
r+1 -
4o +7=(z+3)(x+1) T
Az +7 =2+ 42 +3 =25 X
2 =4
r=-2lubz=2 \O : X

Liczby —2 i 2 spelniaja zalozenie, wiec sa

T

Hiperbola y = 4“17

iprostay =z+3

rozwiazaniami rownania. przecinaja sie dla © = —2 oraz = = 2.
Cwiczenie 5
Rozwigz réwnanie.

1 6 2w+d 2-3x
a) ——=z+2 c) ~=r+5 e) g L1 g) z+2—2x+l

9 3 32+3 o5 x 1
b) To =2 d) e S f) m+2—3 x h) 2I+3—3x+2
Przykiad 4
_ 3
Rozwiaz réwnanie +1 ==
Zakladamy, ze t +1# 0ix —2#0, czyliz € R\ {—1,2}.
2 3 . _
2(x—2)=3(x+1)
20 —4=3x+3
=7

Liczba —7 spelnia zatozenia, wiec jest rozwigzaniem réwnania.
Cwiczenie 6
Rozwiaz réwnanie.

T3 -2 _ _4 o _ a2 a=3 _ a2
a) x——i-l B x+5 b) z—1 2x+3 C) z—2 z-1 d) 2z 2x+1

Cwiczenie 3
a)zr=1

b) z =2

c) x=2

d)yz=-1
Cwiczenie 4
a)x:—lluble
b
c)x——4lubx*4
d) z

Cwiczenie 5

a) x=-1

b) z =3
c)z=—-—6lubz=1
d)yz=-3lubz=1
e)r=—2lubz=3
f)a=-3lubz=1
g)z=—4lubz=0
h) z = -3
Cwiczenie 6

a) = —8
b)z=—1

c)x=14

d)z=-3

3.7. Réwnania wymierne



Odpowiedzi do zadan

1. a) o = -8

b) z =

c) z=

d)z=0

e)x=—1

fz=1lubz =2
2.a)z=-5lubz=3

b) z =3

c)z=-3

d)z=3

e)z=1

f) brak pierwiastkéw

caltkowitych
3.a)z= —5 5

b) o

c) xz € R\ {1}

d) z = — 3432

= 73+23f

ez=2lubzx=3
f) x = -8

4. Réwnanie I nie ma rozwiaza-
nia, réwnania II, III, IV ma-
ja nieskonczenie wiele rozwia-
zan.

5.a) 1
b) 0
c) nieskoniczenie wiele
d) 2
e) nieskoniczenie wiele
f) 1

6.a) z=0lubz=5
b)x=—2lubx_4
c) z=
d) z =
e) x =
f) x = —3 z=0
g)x:fQIubm—fl
h) z =
i) 2=-1-2lub

m:—l—i—%lubxzo

3. Funkcje wymierne

Zadania

1. Rozwiaz réwnanie.

4 3 r _ x+2
a) x 24z C) z—1 =
2 1 z—3 _ xz43
b) z+2 z—3 0 d) z—2  x42
2. Zmajdz pierwiastki catkowite réwnania.
T -5 2—2x
Y 5= s o) rtl="3
_ ba+3 1 a4l
b)l‘— 2z d)l x  x+3
3. Rozwigz réwnanie.
2 -3 1 T
) 50410 224 ©) Tz o1 1
2245 1 2 4 2z
b) z2-1  z+1 d) 2z+3 1 223

z+1 41
e) Tz 2241
x+1 2
£) 21 =z
6x—4
) 2-3z —2z
f) 6z 4+1==
6 -2
e) ; — ]. = 1
2241 3
Dm0

4. Ktore z podanych rownan nie maja rozwigzania, a ktére maja nieskoncze-
nie wiele rozwiazan?

3x—3 6x—2
L. — =2 II. 31
5. Podaj liczbe rozwigzan réwnania.
_ 22z
a) r+1="= c)
2z—-2 T
b) o =i d)
6. Rozwiaz réwnanie.
x(x75)(ac+%) B
2) (Bz+1)(z+2) 0 d)

) z(z+2)(z—4) _
z(x—2)(z+4)

) 332(1—3)(:E—|—2) _
z(x+2)(4—x)

7. Rozwiaz rownanie.

a) — :L‘2+1+—:C:2

=0

3—x bx

b _
) 424441
11—z

2x
C) z2—1 z242x+1
r—1

922

2x+1
d) 2246x+9
0 lub x = %
—-3-v39 _
—10 lub X =

8
Il

2z+1

=0

—34v39
10

=2

6x—4

2—-3x -

r—1

x+2

1 4x
I 2
ozl
- 3x+1

(2z+1)(z+3) 0
z(422-1)

z3+2m2—|—$

@+)(@+2)
3_9z

22—-6x+9

=0

=0

=05

I 3z+9

- Tozy3o — 03

m3+39:2—|—2x .

g) 23432244z

) 3 77I2+12$
2x4—5x3 322

=0

1) 2w4+4z3+z2 _
2422241

)
f) D=R\{-2,0,2}, z=21lubz =—-2¢ D, zatem z = 2

g) D=R\{0,4}, z = —12lub x =4 ¢ D, zatem z = —12
h) D=R\{-2,2},z=—-1lubax=2¢ D, zatem z = —1



8. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Wyznacz wspolrzedne punktéw wspdlnych wykresu funkeji y =

i prostej y =z — 3.

Zakladamy, ze © — 2 # 0, czyli x € R\ {2} i rozwiazujemy réwnanie:

rx+1

=xr—3
r—2

r+1=(x—2)(z—3) Y \
r+1=2?>-52+6 U5
> —6x+5=0
A=(—6)2—4-5=16 |
w1:62;4:1, IQZ%ZS — N1 L y=x—
Obliczamy drugie wspolrzedne punktéw
wspolnych: \
p=1-3=-2 y,=5-3=2 \

Zatem punktami wspdlnymi hiperboli i prostej sa (1, —2) i (5,2).

Wyznacz wspélrzedne punktéw wspélnych hiperboli y =

a) y=x+1, b) y =2x+ 2,

9. Osie ukladu wspoédlrzednych sa osiami symetrii
kwadratu ABCD (rysunek obok). Wierzchotki A
i U naleza do hiperboli y = 2. Podaj wspoétrzedne
wierzchotkéw kwadratu i oblicz jego pole dla:
a) a =4, b) a = 3.

10. Rozwiaz graficznie i algebraicznie uktad réwnan.
— 3 — =4
a) y x b) Y r—2

11. Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk-
¢ji f(z) = 21g(x) = —a® 4 2z + 1. Wyznacz
wspolrzedne punktow przecigcia tych wykreséw.

12. Rozwiaz algebraicznie i graficznie uktad réwnan.

_ =z — 4 3
a) ¥Y=702 b) y=4-1
y=2a"+2 y = |zl

12.a) x = -3, y=3lubz=—-1,y=—-1 b)z=-3,y=3lubz=3,y=3
lubz=0,y=0 lubz=-1,y=1lubz=1,y=1

\ ve o

2r+2
z—1

¢) y=3z+3.

Y

i prostej:

C>{

—x—1

z+3
y=2x+5

W

I
b /
\/

S

—_—

—

2

10.

11.

a) Pi(—1,0), P»(3,4)
b) P1(—1,0), P>(2,6)
c) Pi(—1,0), P»(5,3)
a) A(—2,-2), B(2,-2),
C(2,2), D(-2,2), P = 16
b) A(—v3,-V3),
B(V3,-V3),
C(V3,v3), D(-V3,V3),
P =12
a) x=-3,y=—11lub
r=1y=3
Y
\
N
B B @) X
N\
\

b) z=-2,y=1lub
r=3y=-4
va |

,__.
<

\
|
!

Pi(-1,-2), P»(1,2), P3(2,1)

3.7. Réwnania wymierne



Uczen:

— odezytuje z danego wykresu
zbiér rozwigzan nieréwnosci
wymiernej

— rozwiazuje nieréwnosci
wymierne i podaje odpo-
wiednie zalozenia

— stosuje nieréwnosci wymierne

do poréwnywania wartosci
funkcji

— rozwiazuje graficznie
nieréwnosci wymierne

— rozwiazuje uktady
nieréwnosci wymiernych

Cwiczenie 1

a) z#0, 2z(zx—2) <0,
z € (0;2)

b) z #0, z(z+2) <0,

x € (—2;0)
c) z #£0, 2z(4x + 3) <0,
ve(-20)

d) z # 0, 42(8z + 3) > 0,
x € (—o0;—2) U (0;00)
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*3.8. Nierownosci wymierne

Przyktad 1 v
Rozwiaz nieréwnosé 2 < —1. 5
Zakladamy, 7e z % 0. :
Y. # 1 \
3 <1 T,
x _ ol 1 X
341<0 \
3+x 0
- Tloraz dwdbch liczb

ma taki sam znak

Rozwiazanie nieréwnoéci 2 < —1 moz-
(3 + I).’E <0 jak ich iloczyn. <

na rowniez odczytac¢ z wykresu.

Szkicujemy odpowiednia parabole i, uwzgledniajac zato- + +
zenie, odczytujemy rozwigzanie nieréwnosci: € (—3;0). - X
Uwaga. Nieréwnosé % < —1 mozna réwniez rozwiaza¢, mnozac obie strony przez kwa-

drat mianownika (kwadrat wyrazenia réznego od zera jest zawsze dodatni). Otrzy-
mujemy wtedy nieréwnoéé 3z < —a2.

Cwiczenie 1

Rozwiaz nieréwnose. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a # 0,

4 3 . . 9 9
a) - > 2 c) “5g 2 2 b # 0 znak ilorazu § jest taki sam jak
9 3 znak iloczynu a - b.
b)=<-1 d)—-—=<2
T 4x
Przyklad 2 R A
Rozwigz nieréwnosé =2 < 3. \v=75
Zaktadamy, ze = # 3. 7 7 ]
225 =
= —3<0 1
z—3 [loraz dwéch liczb \ 3
—z+4 ma taki sam znak 4
—— <0 L \
-3 jak ich iloczyn.
—(z—4)(z—3)<0/-(-1) !

Rozwiazanie nieréwnosci 22=2 < 3 moz-

na rowniez odczytaé z wykresu.

(z—4)(z—3)>0

Szkicujemy odpowiednia parabole i, uwzgledniajac zatozenie,
odczytujemy rozwiazanie nieréwnosci: i sy

x € (—00;3) U (4;00)



Cwiczenie 2
Odczytaj z wykresu funkcji f zbiory rozwiazan nieréwnosci f(x) > 2 oraz
f(x) > —2. SprawdZ odpowiedzi, rozwiazujac odpowiednie nier6wnosci.

a) b) c)

Y\ o | Y Y A

\f():: fle) = -3 . AN

1 = 1 X B

E——— b v
"

\ , | @) =22

| / |
Cwiczenie 3
Rozwiaz nieréwnosé.

3 2 —x 2x+3
a)m>1 C)E<3 e)7<—4 g) x+3<5
2x+7 4x-7 2x—2 —Tx42
< < =
b) 250> 3 d) 2T <5 22> h) SE < 6
Przyktad 3
C ey . x x

Rozwiaz nieréwnosé —+ P > 2.
Zaktadamy, ze x # —2 1 x # 3.

z(z+2) z(z—3) 2(z+2)(z—3) Wspoélnym mianownikiem obu

(z+2)(z-3) (+2)(z-3) = (z+2)(z-3) utamkéw jest (z + 2)(z — 3).
242z 23z 222 —6x+42-12
- >0
(z+2)(z—3) (z+2)(z—3) (z+2)(z—3)
x+12 >0
m Z Iloraz i iloczyn dwodch liczb

(x+12)(z+2)(z—3) >0

maja ten sam znak.
Szkicujemy wykres wielomianu:

w(z) = (z+12)(z + 2)(x — 3) P %

Jego pierwiastkami sa liczby: —12, —21i 3. /12 —2 3 X
Odczytujemy rozwigzanie nieréwnosci (z uwzglednieniem zalozen):
x € (—12;-2) U (3;00)
Cwiczenie 4
Rozwiaz nieréwnosé.

2 r—2 z+3 7 3 6 7

— — =K —_— < — —_— - — —
a) r—3 z—1 1 C) z—2 +1< (z—2)2 e) z+2 7 z+3

r—1 3x x r—2 1 1 1

=2 _ 0T _ T 5 xe L e - 2
b) x+2 4 r+4 d) 1 x+1 x—1 f) x—1 < x+1 T
Cwiczenie 4

a)z£liz#3, (Tx—9)(z—3)(x—1) <0, z € (—o0;1) U(Z;3)
b)z# —2ixz # —4, (—152 — 36)(z + 2)(z + 4) > 0,

x € (—o0; —4) U (—22; -2)

¢) x#2, (22° -3z - 9)(z —2)> <0,z € (—%;2) U(2;3)
dyz#—-liz#1, (—2°+2z+1)(z+1)(z—1) >0,
ze(-L1-v2)U(1;14+v2)

e) x# —3ix#-2ix#0, (422 — T2 — 36)(z + 2)(z + 3)z > 0,
z € (=3;—-2)U(—2;0) U (4; 00)

oz —-liz#0iz#1, (2> + 2z —1)(z—1)(z+ 1)z <0,

z € (—o0;—1 = V2)U (=1;0) U (=1 + v2;1)

Cwiczenie 2

a) f(z) > 2dlaz € (0;1),
f(z) > —2dlaz € (—oco0; —1)U
U(0; 00)

b) f(z) > 2 dla z € (—3;0),
f(z) > -2 dlaz € (—o0;0)U
U(3; 00)

c) f(z) > 2 dla z € (5; ),
f(z) > —2dlaz € (—oc0;4)U
U(5; 00)

Cwiczenie 3

a)z#2, b—z)(z—2) >0,

z € (2;5)

b) & #4, (z — 4)(—z + 19) > 0,
z € (4;19)

c) z#4, (4—2z)(3z—10) <0,
z € (—00;33) U (4;00)
d)z#2, 3—z)(x—2) <0,

z € (—00;2) U (3;00)
e)z#0,z(3z+1) <0,

v (—40)

f) s #£-1,2+1<0,

z € (—oo;—1)

g) = # —3, (—3z—12)(z+3) < 0,
z € (—o0; —4) U (—3; 00)

h)z# -1, (5-z)(z+3) <0,
z € (—o0;—3) U (5;00)

3.8. Nieréwnosci wymierne



Odpowiedzi do zadan

Zadania

1. a) z € (—oo0; —1) U (—3;00) 1. Rozwiaz nieréwnosé.
b) x € (=7;3) —6x+1 45 . 3x42 S _ —4x—5
c) € (—00; —7) U (=22; 00) Vo <t J izt o) 2ol 8 5 sd
d) z € (—00; 3) U (5;500) p) B85 5 ) <o gy 2Oy ) 2T >y
1 3—x 5—2x 1-2z 2x+5
e) x € (—oo; —3) U (0; 00)
f) z € (—o0; %) U (2;00) 2. Rozwiaz uklad nieréwnosci.
g) = € (—00;5) U (10; 00) 2_ ] < Batl z+2 z+6
_5._13 a) 0< r+2 <4 C) 1< r+1 <3 e) r+1 1< r+3
h)z € (-3;—3)
2. a) z € (—00;—2) U (—2; 00) b) —2< —2— <2 d) —1< 2L <1 f) 2 <o 32
. 3 2x+1 x+1 r—2 xr—
iz> -2, zatem ¢ € (—5;00)
.b) Te (_OO?_ll> U (—3;00) 3. Na rysunku obok przedstawiono wy- i ilel o
i@ € (—o0—3) U(0;00), kres funkcji y = 242 i proste: y =  — 2, \“ .
e @ € (~eey ) L (0ee) y=2r—2, y=4x — 2. Z rysunku mo- Pl Y
. i, . P )y B / 3
€) © € (—00;—1) U (—3;00) zemy odczytaé, ze nierownoscé: / 7
iz > -1, zatem z € (—1;00) 2042 5 / >
- = xr — Lo
d) z € (—o00; —1) U (0; 00) e—1 = -
iz > —1, zatem z € (0;00) jest prawdziwa dla z € (—o0;0) U (1;5). — 1 /
' 9 ozwigz algebraicznie nier6wnosé, a na- X
er<—liz>-3 R az algeb ’
—3:— . , L . A F D
zatem « € (=3;~1) stepnie sprawdZ poprawno$¢ rozwigza- =
f) z € (-42) iz € (3;5), nia, korzystajac z rysunku.
zatem uklad sprzeczny 9242 2242 / \\
3. a)xe(—oo;O)U(l;3) a) o—1 > 2x—2 b) 71 <4dr—2
19 & & (LU (25 e) 4. Rozwiaz algebraicznie i graficznie nieréwnosé.
4 z—1 2x—5
a)$—+2>x+5 b) —x+1<w—1 c) I,3>$_1
5. a) z € (—2;—1) U (0;1) 5. Rozwiaz algebraicznie nieréwnosé, a nastepnie sprawdz poprawnosé roz-
b) z € (—o0;0)U(1;2)U(3; 00) wiazania, korzystajac z rysunku.
2x+1 1 3x—7 2
a) T+2 < z b) r—3 > z
g 2atr] Y Y1 \ e Bzt
L B \ J -3
\
/ | \ -
g | ; e
WS 1 y.=.2
— 1 X — ol 1 X
|
I\ \
4. a) z € (—o0; —6) U (—2;-1) b) z € (—1;0) U (1; c0) c) z € (—o0;2) U (3;4)
|\ Y Jin Y \
—_— ol 1 X o1 X o, 1 |\ X

3. Funkcje wymierne
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6. Naszkicuj wykresy funkcji f i g, a nastepnie odczytaj z rysunku zbidr
rozwiazan nieréwnosci f(z) > g(x). Rozwiaz te nier6wnosé algebraicznie.

1 1 3 3
a) f(z) ==, gl&)=—=+2 b) flz) =2, glr) = -2 +4
7. Zaznacz na osi liczbowej zbiér rozwiazan nieréwnosci.
z=3 o z=1 42z  1-=z 4z -3
o) i s ﬁ °) e+l ~ oz ®) 5527 122
z+3 +3 43 5_1p dz+2 2r+2
b) 42 ” 2m+7 d) -z = z+2 ) 256 S 2043

8. Wyznacz zbiory: AU B, AN B oraz A\ B.

a)A={:EER:#_T_2>2},B={:U€R:—>—2}

b)A:{$6R2ﬁ<1}732{x€R:I_ﬂ>z_+l}

- C2z+1 1 _ 2243
o A={eer: 21} p-{oer: 0 < 2

9. Rozwiaz nieréwnos¢.

:v2+2z+1 2x—5 x 2x+1 2x+3
TTrexztl LT T

a) 2_g-2 >0 d) z2-16  z+4 ) 20247x 22245z

2x+1 r+3 2x 2x 2x+3

—_— >

b) 23 +dx2+dy 0 e) 22-16 = 22—4x h) 22—1 ° 32243z
34422 z—1 2—x N ozl 6x42

> - = ——— K
) 224r—12 © 0 f) 2422 > 24 1) =2 124

10. Rozwiaz nieréwnosc.

x+1 r+2 2 3x+2
a) z+2 z+3 >2 e) 9x2-1 < 3r—1 +1

1 3z 2z2-3 z+1
b izt <3 ) @13 (a:—l)2 + ﬁ

4 2x+3 r+2 2x+2
C) z—3 1< 2z+1 g) z(z+1) + x——l-2 z(z+2)

3z 1 2 1 1 2z+3
D s e h) T3+ 2> @

11. Rozwiaz nieréwnosé f(z) < g(z). Y |
4
a) Fle) =2, gla) = e 1] -3 - \
(rysunek obok) 1 ”
_x+7 _ —
b) f@) = 2, g@) =le+5l-2  __NO[3 —
¢) fla) =22, g(z) = —2® + 4z
d) f(z) = zg g(z) = L2 + 32 + 21 \
11. a) z € (—o0;0) U (1;2) U (4; o) c) z € (1;2) U (3;4)
b) z € (—o0; —T)U(—5; —4)U(—1;00) d) z € (—o0; —5) U (—3; —2) U (0; 00)
| Y g \ ¥
\ g
\ /
\ /
! f
\ O] 1 X \ O 1 X
\ \
| |

10.

a) z #01i2z(1—=x) >0,
zatem z € (0; 1)

b) z € R\ {0,4}
i—4dz(z—1)(z—3)(x—4) >0,
zatem z € (0;1) U (3;4)

a) z € (3;4) U (5;00)

b) z € (—o0; —5)U(—2Z;—3)U
U(—2; 00)

c) z € (-1;0U

U(2—v3;2+3)
d) z € (—2; —17) U (1;00)
e) z € (=2;3) U (1;00)
f) z € (- 3—§f S
U(—=3+ 2v2;3)

a) AUB = (—o0; —3)U
U(—2;00),
ANB=(-1;2),

A\ B = (-2;-1)

b) AU B = (—o0;2) U (3;5),
ANB=(—o0;1), A\B=10
c) AUB = (—o0; —1)U

h) z € (—o0; —1) U (0;1)

i) z € (=2;0)U (2;3)

a) € (—o0;—3) U (—3;-2)
b) z € (—2; 2) U (4;00)

¢) z € (—00;2 — 2v/2)U
U(—253) U (2 + 2v2;00)

d) z € (—o0; —2) U (2;00)
e) € (—oo, ’3’2m> U

3.8. Nieréwnosci wymierne



Uczen:

— wyznacza dziedzing i miejsce
zerowe funkcji, w ktorej
wzorze wystepuja utamki
i pierwiastki

— wyznacza dziedzine i miejsce
zerowe funkcji wymiernej
danej wzorem

— bada, czy dane funkcje sa
réwne, i szkicuje ich wykresy

— wyznacza iloczyn i iloraz
danych funkcji wymiernych,
okresla dziedziny iloczynu
i ilorazu

— rozwiazuje zadania, korzy-
stajac z danego wykresu
funkcji wymiernej, oraz
zadania z parametrem
dotyczace funkcji wymiernej

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

a) D= (-2,2) U (2;00),
b) D = (-
f(0)=0
¢) D= (-
d) D=3

00; —V2) U (—v/2;0),

2;1), f(1)=0
; 00), nie ma

®

R\ {0}, nie ma
={1}, f(1) =0

D
) D
f) D

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.9

Generator

testow i sprawdzianow

3. Funkcje wymierne

3.9. Dziedzina funkcji. Funkcje wymierne

Gdy jest podany wzér funkeji y = f(z), ale nie zostala okreslona jej dziedzina,
przyjmuje sie, ze dziedzina jest zbidr wszystkich liczb rzeczywistych x, dla
ktérych wzoér funkeji ma sens liczbowy (taka dziedzine nazywa sie tez dziedzing
naturalng funkcji).

Przyktad 1
Okresl dziedzine funkcji f(z) = I—‘/i

Wzor funkeji f(x) = I—\/_EQ ma sens liczbowy, gdy = > 0 (ze wzgledu na wyra-
zenie pod pierwiastkiem) oraz x # 2 (ze wzgledu na mianownik ulamka).
Zatem dziedzina funkeji f jest zbiér Dy = (0;2) U (2;00).

Cwiczenie 1
Okredl dziedzine funkcji f.
4 6—

W f@)=va8 A flr) =L 8) () = Y2

o — o x _ x+6
b) f(z) =v3—x e) f(z) = N h) f(:):)—xZ\/ﬂ

o — o x . o Vai—x
C) f(:E) =Vv—Z f) f(:L‘) = Var2 i) f(:L”) T @ dvzr2
Przyktad 2

2

Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(x) = %.
Wzér funkeji f(z) = ;i_% ma sens liczbowy, gdy x + 1 > 0, zatem dziedzing
funkcji f jest zbiér Dy = (—1;00).
Réwnos$é 2 —4 = 0 jest spelniona dla © = —2 oraz x = 2. Zauwaz, ze —2 ¢ Dy,

zatem jedynym miejscem zerowym funkcji f jest liczba 2.

Cwiczenie 2
Podaj dziedzine funkcji f. Czy funkcja f ma miejsce zerowe?

a) f(z) = Lo ¢) f(x) = V=3 ¢) f(z) = -
b) f(x) = L% d) f(x) = Y2 f) flo) = 721
Cwiczenie 3
Podaj dziedzing i miejsca zerowe funkcji f.

.’,E2— —|T T(Xx—
0) fl2) = =3 b) f(z) = 5o 0) fla) ===
Cwiczenie 3

a) D =R, f(—4) = f(4) =0
b) D =R\ {-5,5}, brak miejsc zerowych
¢) D=R\{-3,3}, f(0) =0



Definicja

v(z)
w(x)’
zywamy funkcja wymierna. Dziedzing takiej funkcji jest zbiér wszystkich
liczb rzeczywistych z, dla ktérych w(x) # 0.

Funkcje postaci f(x) = gdzie v i w sa wielomianami (w # 0), na-

Cwiczenie 4

Okresl dziedzing funkcji wymiernej f(z) = ¢

a) v(z) =225 -1, w(z) = 32> — 6 d) o( 322 —2x+1, w(z) = 2*+1

v(x) =22—4, w(r) =2°-22°+2
( x

b) v(z) =2 —1, w(z) =z* — 16 e)

¢) v(x) =222 — z, w(x) = 423 + 22 f) v(z) =2*+x, w(z) =2*+72*—6

Przyktad 3

Okre$l dziedziny funkcji: f, g i h, a nastepnie upros¢ ich wzory.

flz) = x(i—il)’ Dy =R\ {0,1},  wzbr po uproszczeniu: f(x) = %
z(x+1 ’ . T

g(z) = %, D, =R\ {-1,1}, wzdr po uproszczeniu: g(x) = —

h(zx) = iiaiz)lz)v D, =R\ {1}, wzOr po uproszczeniu: h(z) = %

Zwréé uwage, ze funkcje: f, g, h nie sa réwne, gdyz majg rézne dziedziny.
Definicja

Funkcje f i g o przeciwdziedzinie R sa réwne, jedli maja te sama dzie-
dzine D oraz dla kazdego = € D zachodzi réwnoséé f(z) = g(z).

Cwiczenie 5
Zbadaj, czy funkcje f i g sa rowne. Naszkicuj ich wykresy.

a) f(r) =L, 0) fl@) = 5%, gla) =

x2— xr— x T—
b) f(@) = e 9(0) = T3 d) fl@) = 55 9(@) = 5

gle) ==

Cwiczenie 6
Wyznacz sume funkcji wymiernych f i g oraz okresl jej dziedzine.
2

0) fla)= 3. 9(0) = 5

b) f(z) = 52, 9lr) = o

Suma, réznica, iloczyn i iloraz funkcji
wymiernych sg funkcjami wymiernymi.

Cwiczenie 5
d) nie, Df:R\{_la]-}a Dg:R\{%al}a CZyli Df7éD9
Y Y
| |
\ v
——q[ 1 — x ——q[ 1 — x

Cwiczenie 4

a) R\ {-v2,v2} b) R\{-2,2}
c) R\{—%,O} d)R e) R\{0,1}
f) R\{-3—-15,-1,-3++/15}
Cwiczenie 5

a) nie, Dy = R\ {0}, D, =R,
czyli Dy # Dy

Y
I
1 X
Y qa
1 X
b) tak, Dy = Dy = R\ {—1}
oraz f(z) = Lj =g(x)
/ Y
I
o/ 1 X
[
f
c) nie, Dy = R\ {-3,3},
Dy =R\ {-3}, czyli Dy # D,
\ Y
\
SIS
T O| 1 X
\
|
\ Y
\
1y
T Ol 1 X
\
|
Cwiczenie 6
a) £(z) + g(z) = 2212,
D =R\ {0,4}
b) f(x) + g(x) = 7%=,

3.9. Dziedzina funkcji. Funkcje wymierne



Cwiczenie 7
a) f(z)- g(x) = 5570
Djg=R\{-2,-1}

f(@) _ (@=2)(z+1)
g(z) 2(z+2)2

Dy =R\ {-2,-1}
g
2(2z—1)2

b) f(z) - g(z) = @-2)(a12)2’
Dsg =R\ {-2,2}
08 =25 Dy =R\ {-2,3,2}

g(z) —

¢) f(z)-g(z)= (231; ~D(z—3),
Dpg=R\{=3,—2}

fm) _ (Ge-1)(s+1)3

g(xz) = (z-3)(z+3)2

D; =R\ {-3,-14,3}

d) f(z)-g(z) =
Dyg =R\ {~1,0};

f(z) _ (z2-4)(z+1)
g(x) z(x2—4x+5) ?

D; =R\ {-1,0}

(1274) (z2—4245)
3 (z+1) g

Odpowiedzi do zadan
1.a) D=R\{-1},z=1
b) D =R\ {-3,3},
brak miejsc zerowych
9 D=R\{-}1},
w= =l m= Z
d) D=R\{0,1}, z=5
) D=R\{-1,2},
h(z) =0dlaz =3,
h(z) >0dlaz € (—1;3)U
U(2;00)
b) D =R\ {11},
h(z)=0dlaz=— g,
h(z) >0 dla z € (—o0; —2)U
Uf=g51)
¢) D=R\{-2 3},
brak miejsc zerowych,
h(z) > 0 dla z € (—o0; —2)U
U(5;00)
d) D =R\ {-2,2},
h(z)=0dlaz =1,
h(z) >0dlaz e (—-2;1)U
U(2;00)

>
o

3. Funkcje wymierne

Przyktad 4
Wyznacz iloraz % funkeji f(z) = ="

x

ig(z) ==t
Aby funkcje f, g oraz ich iloraz byly okreslone, musza byé¢ spelnione warunki:
22 —1#0, x+1#0, 2> +22#0, czyliz e R\ {-2,-1,0,1}.

flz) =z .:E2+2x: x x+1 o ! .Mrl: 1
D@D | @t | @ DEr?)

g(x) Tox2-1 7 41 z2-1 2422

Cwiczenie 7
Wyznacz iloczyn f - g oraz iloraz % funkcji f i g. Okre$l dziedziny iloczynu

i ilorazu.
-2 2 4221 2 9
a) flo) = 55, gla)= T o) flo) =5 9(a) = 70
dz—2 2x—1 24 z2—4z+5
b) f(z) = 5. gle) = 25 d) f(z) = 57, glo) = T
Zadania

1. Okredl dziedzing i podaj miejsca zerowe funkcji f.
(4x—1)(x+1)(2x2+1)

a) f(r) = e ¢) flz)=Ue=letl)
b) fla) = Epr0 Q) fla) = T

2. Funkcja h dana jest za pomoca wzoru h(z) = f(x) + g(x). Okresl dzie-
dzine funkcji h, podaj jej miejsca zerowe i wyznacz zbiér argumentéw, dla
ktérych przyjmuje ona wartoéci nieujemne.

)@= e@ =2 o f@) = 5 ) =
2 1 o’ ta 3—x
b) fo)= g 90 =1 D@ =55 9@ =5

3. Odczytaj z rysunku, dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci
wieksze od wartosci funkeji g. Rozwiaz nier6wnosé f(z) - g(x) < 0.

a) Y \\ i b) Y % l,
\ |
| \ ./
S \ () 200 o) 223
g(x) = o \\\_ \ =4 \J\‘/ 2
5 ol T
R RN * ol +
) =231 1) |
il ol
3. a) f(z) > g(z) dla z € (1;2),
f(z)-g(z) <0dlaze(0;1)U(1;2)
b) f(z) > g(z) dla z € (2;3) U (4; 00),
f(z)-g(z) <O0dlaze (3;2)U(43)



4. Podaj przyktad funkcji wymiernej, ktérej wykres przecina o§ OY w punk-

7.

cie (0,6) i ktorej dziedzing jest zbiér D.

a) D =R\ {3} b) D=R\{-2,1}  ¢) D=R\{1,2,3}
Dla jakich wartosci parametru k dziedzina funkcji f jest zbidr wszystkich
liczb rzeczywistych?
_ 4x-1 _ 4x-1 o 4r—1
a) f(x) T 22— kx+1 b) f(x) T 22—ka+k C) f(.%’) T ka2+kz+1
Ponizej przedstawiono wykresy funkcji:
- :E2+x+1 —322-102+9
f@)= =7 9() = —5 =~
Y Y
! 1
\
\ / ol X
.~
Ol 1 X - _
\
\
a) Okresl dziedziny funkcji f i g. Dla kazdej z tych funkcji podaj jej prze-
dzialy monotonicznoéci oraz argumenty, dla ktérych przyjmuje ona war-
tosci mniejsze od —3.
b) Podaj liczbe rozwiazan réwnania f(x) = m oraz g(x) = m w zaleznosci
od parametru m.
. . 3 -4z . x3+2az2+x+2 o 13+2x2+3x+6
Niech f(2) = Gz (@) = —F5— 1 ha) = —5 50—
a) Okresl dziedziny i upro$é wzory tych funkcji. 1
b) Rozwiaz réwnanie f(x) + g(z) — 2h(z) = 0. 7 \\
¢) Rozwiaz nieréwnosé f(z) - g(z) — h(x) < 0.
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji: - ‘
_ 4x%-8z+3
f(@) = =/~ .
a) Podaj liczbe rozwiazah réwnania f(z) = m
L o[]1} X
w zaleznosci od parametru m. [
b) Podaj liczbe rozwigzan réwnania f(x) = |m| | ]
w zaleznosci od parametru m. L]
a) Dy =R\ {0, 2}, 8. a) 0 rozwiazan dla m € (1;4),
flz) = ””T“, 1 rozwigzanie dla m = 1,
Dy =R\ {0}, g(z) = =2, 2 rozwigzania dla m € (—oo;1) U (4; 00)
Dy =R\ {0}, h(z) = =2 b) 0 rozwiazan dla m € (—4; —1) U (1;4),
b) z € R\ {0, 2} 1 rozwigzanie dla m € {—1, 1},
¢) & € (—o0; —2) 2 rozwigzania dla m € (—oo; —4) U (—1;1) U

(4500)

a) 18
b)

) n

5

-y

712
Y= G
-y

—36
(z—1)(z—2)(z—3)

o

.a) Dy =R, gdy
2

—kr+1#0dlax€R,
czyli A =k?>—4<0,
stad k € (—2;2).
b) Dy =R, gdy
2> —kzx+k#0dlazecR,
czyli A = k? — 4k < 0,
stad k € (0;4).
¢) Dy =R, gdy
kx> +kr+1#0dlaz R
Jesli k =0,
to kx? + kx+1=1#0.

Jesli k # 0,

to kx? +kx+1#0
dla z € R,

gdy A =k*> — 4k <0,

czyli k € (0;4).
Zatem k € (0,4).
a) Dy =R\ {-1},
f ros$nie w (—o0; —2)
f maleje w (—2; —1)
f(z) < =3 dla
x € (—o0; —2) U (—2;—1),
Dy =R\ {-3,1},
g roénie w: (—o0; —3), (=3; 1),
(1; 00),
g(z) < =3 dla

€ (=3;0) U (1;00)
b) Réwnanie f(z) =m ma:
0 rozwigzan dla m € (—3;1),
1 rozwiazanie dla
m € {-3,1},
2 rozwiazania dla
m € (—oo0; —3) U (1; 00).
Réwnanie g(z) = m ma:
1 rozwigzanie dla m = —3,
2 rozwiazania dla
m € R\ {-3}.

U(0; 00),

3.9. Dziedzina funkcji. Funkcje wymierne



Uczen:

— rozwiazuje réwnania
i nieréwnosci z wartoscia
bezwzgledna, stosujac inter-
pretacje geometryczng

— rozwiazuje réwnania
i nieréwnosci, w ktérych
wystepuje warto$é
bezwzgledna tego samego
wyrazenia

Cwiczenie 1
a)z=1lubz=1
b)x=—-1lubz=—

1
9

c)z=—-15lubz =3
d)z=2Zlubz=5
Cwiczenie 2

a)3lz—3=9,2=0lubz =6
b) 5|z —2|=5,z=1lubz =3
c) 42z + 1| =4,
r=—-1lubxz =0
d) 43z +2| =8,
a::—% lubx =0
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3.10. Réwnania i nierdbwnosci
z wartoscig bezwzgledna (1)

Przykfad 1

Rozwiaz réwnanie |3z — 4| = 2.
Jeslia > 0, to |z| = a

3v—4=-2 lub 3x-4=2 wtedy i tylko wtedy, gdy

3r=2 lub 3z=6 r=—alubz=a.

T = % lub =2
Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.
a) |bx —3] =2 b) |9z +5| =4 c) §x+4’: d) ’6—%1":1
Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie |2z — 4] 4+ |3z — 6| = 20.

L. |a-b| = |al - 0]
Sle —2=20/:5
|z —2] =4
r—2=—-4 lub z—-2=14

r=-2 lub =6
Cwiczenie 2
Rozwiaz réwnanie.
a) |zt —3|+ 2z —-6]=9 c) Mz +2[—2z+ 1|+ |6z + 3| =4
b) |4z — 8|+ |2 — x| =5 d) |6z + 4] — |3z + 2|+ |92 + 6| =8

Twierdzenie

Jesli a > 0, to |z| < a wtedy i tylko wtedy, gdy —a < z < a.

Przykiad 3
Rozwiaz nieréwnosé |2z + 3| < 5.
Odejmujemy 3 od kazdej ze
-5 <2x+3<5 stron nieréwnosci, czyli od —5,
—8<2x<2/:2 od 2z +31iod 5.
—-4d<zr<l1
z € (—4;1)



Przykiad 4
Rozwiaz nier6wnos¢ |3z — 1| > 2.
Jeslia > 0, to |z] > a

3r-1<-2 lub 32z-1>2 wtedy i tylko wtedy, gdy
3z < -1 lub 3z >3 x < —alub z > a.

x<—% lub z>1

z € (—o0;—3%) U (1;00)

Cwiczenie 3

Rozwiaz nieréwnosé.

a) |3z — 5 <2 c) 2z+4 <8 e [6-3z]>9 g |[-3x+6]<9
b) |4z —2| > 8 d) |f+z]<i ) |2z-1<7 h)|-2z-2[>3
Zadania

1. Rozwiaz réwnanie.
a) Bz +1]=5 ¢ |2z+1|=2 e) [4z+5/=0 g |22—1]=3
b) 2z-3[=1 d)[2-2z|=3 f) [z—6|=4 h) |22 - 3| =1
2. Rozwiaz rownanie.
a) |3z — 6| =7+ |z — 2| ) |6 — x|+ |tz —3|+ |20 - 12| =7
b) |4z + 6| + |62 + 9| = 10 d) |z —2|+ 22 — 4| + |4 — 8| =7
3. Rozwiaz nieréwnosé.
a) b +2/<7 ¢ [3z4+2[<1 e) |22-3|>5 g) [20-3/>0
b) 3z -4 <2 d)|6z+2/>1 f) [Bz—1%>L1 h)dz—1/<0

4. Wyznacz zbior liczb rzeczywistych z spelniajacych podany warunek.

a) 3< 2z +1] <5 ¢) —2<4 -3z <3
b) 4<|2— 32| <7 d) 3<5— 2| <6

5. Rozwiaz nieréwnosc.
a) |2z — 6]+ 3z — 9] < 15 d) |+ 1]+ 3z 4+ 3| <6 — 2|z + 1]
b) |4z — 2| — 22— 1| > 6 e) 2|z — 4|+ [3x — 12| < 4+ |8 — 2z
¢) 13z —3|—|1—z|>38 f) 1204+4|4+1<|324+6|— |24+ z|+2

6. Rozwiaz nieréwnosé.

a) Vaz—10x +25+2jz -5/ <9 «¢) 22+ 8| +Va2+8x+16>1
b) vdx + 2% +4+ 3|z + 2| > 20 d) vV1—2z+2>— |20 —2|4+5<0

5. a) = € (0;6) 6. a) [zt —5|+2/z—5/<9

b) z € (—o0;—3) U (Z;00) |z —5] <3

c) z € (—oo; —3) U (5;00) x € (2;8)

d) z € (—2;0) b) |z + 2| + 3|z + 2| > 20

e) ze (%2 |z +2| >5

f)zeR z € (—o00;—7) U (3; )
c) 2z +4|+|x+4 21
|z +4] > 3

z € (—00; —F) U (=5 00)
d) [z —1| -2z -1 < =5
|z —1| >5

z € (—o0; —4) U (6; 00)

Cwiczenie 3

a)z e (1;1)

b) < € (~o6i—3) U (3550)
c) z € (—6;2)

dwe (-5

e) x € (—oo; —1) U (5;00)
f) z € (—18;24)

g) z € (—2;10

b) & € (—o0i—2) U (3c0)

Odpowiedzi do zadan
1.a) z=—-2lubz=

[SSIFS

b)x=11lub z =2
¢c)z=-5lubx=2
d)z=-2lubz=12
e)z=-3
f) 2 =21lub z =10
g)z=-2lubzx=2
h) 2 = —2 lub £ = —/2 lub
x=v2Ilubz =2
2.a)z=-2lwbz=4
b)r=-2lubz=-3
c)z=4lubz =8
d)z=1lubz=3
3.a)ze (-1
boe (-4i2)
c) z € (—9;-3)
d) z € (—o0; —2) U (—3;00)
e) x € (—oo0; —3) U (12500
£) € (—o0i ) U (30)
g) z € R\ {$
h)z=1
. 12z + 1] > 3
' {|2x+1|<5
x € (—o00; —2) U (1; 00)
z € (—3;2)
z € (—3;-2)U(1;2)
b) z € (~5;-3) U(%3)
c) z € (—2,—%) U (%;2)
d)z e (-11)

3.10. Réwnania i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledna (1)



Uczen:

— rozwiazuje réwnania
i nieréwnosci typu
|z —a| + bz =c,
|z —a|+ bz <c

— rozwiazuje réwnania
i nieréwnosci zapisane za
pomoca sumy kilku wartosci
bezwzglednych

— rozwiazuje réwnania
i nieréwnosci z wartoscig,
bezwzgledna, stosujac
definicje oraz wlasnosci
wartosci bezwzglednej

— przeksztalca wzory funkcji,
w ktérych wystepuja sumy
(lub réznice) wyrazen
ze znakiem wartosci
bezwzglednej, szkicuje
wykresy tych funkcji i podaje
wtasnosci

Cwiczenie 1

a) Dla z € (—o0; 1) mamy

z=—1.

Dla z € (1; 00) mamy = = —5

— sprzecznosc.

Ostatecznie z = —1.

b) Dla z € (—o0;1) mamy

1 = 2 — sprzecznosé.

Dla z € (1;00) mamy = = 1,5.

Ostatecznie = = 1,5.

c) Dla z € (—o0; —4) mamy

x = —1 — sprzecznosc.

Dla z € (—4;00) mamy z = 5.

Ostatecznie z = 5.

d) Dla z € (—o0; 3) mamy z = 2.

Dla z € (3; c0) mamy

—3 = —1 — sprzecznosé.
Ostatecznie © = 2.

e) Dla z € (—o0; —2) mamy
r = —2 — sprzecznosc.

Dla z € (—2;00) mamy 4 = 4
— réwnanie tozsamosciowe.
Ostatecznie « € (—2;00).

f) Dlaz € (—o0;4) mamy z = 0.

Dla z € (4; c0) mamy
x = 0 — sprzecznosé.
Ostatecznie z = 0.
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*3.11. Rownania i nierbwnosci
z wartoscia bezwzgledna (2)

Przyktad 1
Aby rozwiazaé réwnanie |z — 1|+ 3z = 7, rozpatrujemy nastepujace przypadki:
2° Jedliz —1 > 0, czyli z € (1;00),
to réwnanie przybiera postacé:
(x=1)+3x=7

1° Jedliz — 1 <0, czyli z € (—o0; 1),
to réwnanie przybiera postac:
—(z—-1)+3x=7

20 =6 r=2 2¢€(l;00)
=3 3¢ (—o0;1), sprzecznoéé

Zatem rozwiazaniem réwnania |z — 1| 4+ 3z = 7 jest liczba 2.

Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.
a) [t —1]—2x =4

c) lr+4/+1=2x e) 2x+4|—-2x=4

b) [zt —1]+2=2 d)B—zl=2-1 f) zlx — 4| =2* + 42
Przykfad 2

Aby rozwiazaé nieréwnosé 2|z + 2| + = < 1, rozpatrujemy nastepujace przy-
padki:

1° JeSlix4+2 < 0, czyliz € (—o0; —2), 2° JeSlixz+2 >
to nieréwno$¢ przybiera postac:

—2x+2)+2<1

0, czyli x € (—2;00),
to nieréwnoé¢ przybiera postac:

2 +2)+2<1

—2xr—-—442x<1 20 +4+2x<1
—r <D 3z < =3
T > =5 Uwzgledniamy r< -1

S <—5; —2) zalozenie. S <—2; —1>

Zatem nieréwnosé¢ 2|z + 2| + x < 1 zachodzi dla z € (—5; —1).

Cwiczenie 2
Rozwiaz nieréwnosé.
a) lr—2|—-3z>1
b) |2z + 6]+ 2 <3

c) lx—=5l<z+5
d) 64| > 22 +6

e) |3 -z <
f) 1 — x|

x — |2z — 6]

\x—i—x

Cwiczenie 2

a) Dla z € (—o0;2) mamy
< 1, czyliz € (—o0;1).
Dla z € (2; c0) mamy

< —% — sprzeczno$c.
Ostatecznie z € (—o0; 1).
b) Dla z € (—oco; —3) mamy
x> =9, czyli z € (—9; —3).
Dla z € (—3; c0) mamy

z < =1, czyli @ € (=3;—1).
Ostatecznie z € (—9; —1).

c) Dla z € (—o0;5) mamy = > 0, czyli z € (0;5).

Dla z € (5;00) mamy —5 < 5, czyli z € (5; 00).
Ostatecznie z € (0; 00).

d) Dla z € (—o0; —6) mamy = < —4, czyli z € (—o0; —6).
Dla z € (—6;00) mamy z < 0, czyh z € (—6;0).
Ostatecznie z € (—o0; 0).

e) Dla x € (—0o0;3) mamy = > %, czyli x €
Dla z € (3;00) mamy z < 41, czyli € (3;
Ostatecznie = € (21;43).

f) Dla x € (—o0; 1) mamy 22° > 0, czyli € (—oo; 1).
Dla z € (1;00) mamy z > 0, czyli € (1;00).
Ostatecznie = € R.

€ (23;3).
143)-



Przykiad 3 (-2 o z-2

Rozwiaz réwnanie 2|z| — |z — 2| = 1. B \
2
1° Jesli x € (—o0;0), to réwnanie przybiera postaé:
—2r—(—(x—2)=1
—2z+xr-2=1
—r=3
r=-3 -3¢ (-00;0)
2° Jesli x € (0;2), to réwnanie przybiera postaé:
2r—(—(xz—2)) =1
2r+x—-2=1
3z =3
r=1 1¢€/(0;2)
3° Jedli z € (2;00), to réwnanie przybiera postaé:
20— (x—2)=1
2r—x+2=1
r=-—1 1 & (2;00), sprzecznosé
Zatem rozwigzaniami réwnania 2|x| — [ — 2| = 1 sg liczby —3 1 1.
Przykiad 4 —@=3) = z-3
ey, . —(x+4) z+4 \
Rozwiaz nier6wnos$é |z — 3| + |z + 4] < 9. \
—4 3

1° Jesli x € (—o0; —4), to nier6wnosé przybiera postac:
—(z—=3)—(z+4) <9
—2x < 10
> =5
Po uwzglednieniu zalozenia otrzymujemy, ze © € (—5; —4).
2° Jedli x € (—4;3), to nieréwnosé przybiera postaé:
—(z=3)+x+4<9
7<9
Otrzymana nieréwno$é jest zawsze prawdziwa, zatem x € (—4; 3).
3° Jesli x € (3;00), to nier6wnoéé przybiera postaé:
r—3+x+4<9
<4
Po uwzglednieniu zalozenia otrzymujemy, ze z € (3;4).

Zatem nieréwno$¢ |x — 3| + |z + 4] < 9 zachodzi dla x € (—5;4).

3.11. Réwnania i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledna (2)



Cwiczenie 3
a)x=—1lubz=4
b) z € (2;00)
c) z € (2;00)
d) z € (0;00)
Cwiczenie 4
a) z € (—1;3)
b) @ € (—00; 3) U (3;00)
c) z € (—4;0) U (6;00)
d) z € (—o0; —3) U (3;7)
Cwiczenie 5

—4 dlaz € (—oo0;—3)
) { 2z +2 dlaz € (—3;00)
Y

f(z) <4 dlax e (—o0;1)
3 dla z € (—o0; —1)
b) ¢ —2z+1 dlaz € (—1;1)
—1 dlaz e (1;00)
Y

1
p e

O \1 X

fz)<4dlazeR
—z+5 dlaz € (—oo;1)
c) z+3 dlaze((1;2)
5z —5 dlaz € (2;00)
flz)<4dlaz=1

—3z+1 dlaz € (—o0; —1)
q) —z+3 dlaz e (—1;0)

z+3 dlaz e (0;2)

3z —1 dlax € (2;00)
flx)<4dlaze (—1;1)

3. Funkcje wymierne

Cwiczenie 3

Rozwiaz réwnanie.

a) |x|+ [z —3[=5

b) [t +4]—]2—2|=6

c) |zl + |z —2|=2x—-2
d) |z|+ ]z +5]=2x+5
Cwiczenie 4

Rozwigz nieréwnosé.
a) x|+ |z —2| <4

b) |t —1|+ 3 —z| >3

¢) le+2—3—z[<z-1

d) |[z] = |b—a|>z—2

Przyktad 5
Naszkicuj wykres funkcji f: R — R okreslonej wzorem:

fx) =l =1+ |z =3[ -
Na podstawie wykresu podaj rozwiazanie nieréwnosci f(x) > —2.

1° Dla z € (—o0;1):

f@)=—(z-1)—(z—-3)—6=—2x—2 —(z—3) r—3
. —(z—1) \‘ x—1
2° Dla z € (1;3): — =
fl@)=(z-1)—(z—-3)-6=—4
Y
3° Dla x € (3;00):
f@)=(@—-1)+(x—-3)—6=22x—10
Wzér funkcji f mozemy wiec zapisaé 1 i
W postaci: 1 X
—2x—2 dlaz e (—o0;1) /
flz) = —4 dla z € (1;3) [ 4= 22
20 —10 dla z € (3;00)

Nier6wnosé f(x) > —2 jest prawdziwa dla z € (—o0;0) U (4;00).

Cwiczenie 5
Naszkicuj wykres funkcji f: R — R. Na podstawie wykresu podaj rozwiazanie
nier6wnosci f(z) < 4.

a) f(@)=lz+3|+x—-1 c) f(z) =22+ 1 —z|+ 2|z — 2|
b) f(z)=|z—1]—|z+1]+1 d) f(z)=lz|+|z+ 1|+ |z —2|
Cwiczenie 6
Oblicz pole obszaru ograniczonego osig OX i wykresem funkcji f.
a) f(z) =lz+4|+ ]z —2[-10 b) f(z) =z +2|—[z] —=
Cwiczenie 6
—22—12 dla x € (—o0; —4) —z—2 dlaz € (—o0;—2)
a) —4 dlaze (—4;2) b) ¢ z+2 dlaze (-2;0)
2z —8 dlaz € (2;00) —z+2 dlaz € (0;00)
Y
\ RNy,
ol 1 X _
O 1 X
]3:(104-26)-4:32 P=1-4-2=4



Zadania

1. Rozwiaz réwnanie.
a) [t +1]—|z|=0
b) x|+ |z +5|=7

¢) || — |z -4 =2
d) |[z+3]+|z] =3
2. Rozwiaz réwnanie.
a) Vat+6x+9—jz—2|==z
b) V4 —4dx + 2?2+ V22 =6
3. Rozwiaz nieréwnosc.
a) |z =3+ 2] <3
b) [1—z|—1+=

| >
c) lx=5|+x—1 >

e) [t —2|+|z+2|=4
f) 2z +4]—|z—-1]=3

¢) [t —2|—|zx—3|+|x| =6
d) [4 —a| = || = [z + 3]

d) 3Bz —6|—|z+2] <8
2 e) Vaz+dx+4+ x| <5
4 f) V9 —6x+22 3> Va2

4. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj rozwiazanie nieréwnosci f(x) > 0.

a) fe)=lz—2|+z+1-5

5. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Rozwiaz réwnanie ||z| — 3| = 5.

b) fz) =1 —a| - |z -3

Jedli a > 0, to |z| = a wtedy i tylko wtedy, gdy x = a lub & = —a.
|z =3=5 lub |z|-3=-5

|| =8 lub |z| = -2

r=8lubx=-8

sprzeczno$c

Rozwigzaniem réwnania ‘|x| - 3} =5 sg liczby —8 1 8.

Rozwiaz réwnanie.
a) ||z — 1| =1
b) ||| +2|=3

¢) |lz+1]+5| =4
d) ||z —3]—6] =2
6. Rozwiaz nieréwnosé.
a) Hm| - 3‘ <2
b) ||z +4| > 5

c) |le+4]—3]>2
d) |2z —1[+2[ >3
7. Rozwiaz réwnanie.

a) |a+|z|| = ||

b) ‘|x|—1‘ = |z —1]

e) |[2z+3]+3|=3
£) Wﬂ—l%%*zl

e) |[2—az|+5|<6
£) |[7— 12z +1|[>7

) |z —|z—1]| =|z—1]

Uwaga. Zadanie 7 mozna rozwigza¢ algebraicznie, tak jak zadanie 5, lub graficznie.

7.a) z=0 b) z € (0; 00)
Y Y
1 )
o 1 X o 1 X

)r=0z=%z=2
Y

-

Odpowiedzi do zadan
1l.a)z=-1
b)z=—-6lubz=1

4. a) f(z) > 0dla
z € (—o0; —2) U (3; 00)
Y

f

o

b) f(z) > 0 dla z € (2;00)

o

5.a) z = —2lubz=0lubz =2
b)z=-1lubz=1
c) sprzeczne
d)z=-5lubz=-1
lubz=71lubz =11
e)z=—32
f)z=-3lubz=-1
lubz=1lubz =3

6. a) z € (=5 —-1)U(L;5)

xT
T

b) z € (—o0; —1) U (1500)

c) ¢ € (—oo0; —9) U (=5; —=3)U
U(1; o0)

d) z € (—o0;0) U (1;00)

e) x € (1;3)

) o € (~ooi~2)U{-4} U
0 (%;00)

3.11. Réwnania i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledna (2)



Usztefs *3.12. Rdwnania i nierownosci

— stosuje wlasnosci wartosci

bezwzglednej do rozwiazy- Z WartOéC i q beZWZg I ed n a (3)

wania réwnan i nieréwnosci

wymiernych Przykiad 1
— zaznacza w uktadzie wspot-

. . ’ . 2 —
rzednych zbiory punktow Rozwiaz réwnanie lz—1] L.
spelniajacych zadane warunki Zakladamy, ze x # 1.
Mnozymy obie strony réwnania przez |« — 1] i otrzymujemy:

|z —1| =2
r—1=-2 lub z2—-1=2
z=-1 lub z=3

Cwiczenie 1 Cwiczenie 1
a)z=-5lubzr=1 Rozwiaz réwnanie.
b)r=2lubz=1 3 2 -5 1
) orz = ) T =0 ) ooy = ) 5 =
c), d) sprzeczne lz+2| [7z—1] [2z—1] 5z —2]
Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie ‘I—f;‘ =1.
pl — Il
Zakladamy, ze x # 2. q lal ° gdy ¢ #0
lz+1] ) o
o2 =1/ |z—2|
[z 4+ 1] = [z - 2|
r+l=x-2 lub z+1=—(z—2) Ip| = |g| oznacza, ze:
1=-2 lub 22=1 p=qlubp=—q

Pierwsze réwnanie jest sprzeczne, z drugiego otrzymujemy rozwiazanie r = %

Uwaga. Rownanie z przykladu 2. mozemy tez rozwiazac, korzystajac z tego, ze:
ol 2o

z—2 r—2
Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
a)yz=—-1lubz=-1 Rozwiaz réwnanie.
b)z=-1lubzr=1 22—1 2248 51 523
¢)z=-Thbz=1 a) 6or3| — ! b)’f4x71’:2 c) x72’:4 d) 3172‘:0
d)yz=2
Cwiczenie 3
a) Rozwiaz réwnanie ‘ﬁ‘ =2.
b) Naszkicuj wykres funkcji f(z) = }ﬁ’ Odczytaj z wykresu rozwigzania
réwnania f(z) = 2.
Cwiczenie 3
a)z=3lubz=4
b) Y , l
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Przyktad 3
Rozwigz nieréwnosé ‘ > 1.

Zakltadamy, ze x # 3. Pomewaz mianownik jest zawsze dodatni, mozemy obie
strony nieréwnosci pomnozy¢ przez |3 — x|. Otrzymujemy:

3—z| <5
—5<3—-x<5H
€ (-28)

Uwzgledniamy zalozenie i otrzymujemy rozwiazanie: z € (—2;3) U (3;8).

Przykiad 4

Rozwiaz nieréwnosé — < 1.

Zakladamy, ze x # 2. Pomewaz mianownik jest zawsze dodatni, mozemy obie
strony nieréwnosci pomnozyé przez |x — 2|. Otrzymujemy:

|z —2| >1
r—2<-1 lub z—-2>1
r<1l lub x>3
Zatem x € (—o0;1) U (3;00).
Cwiczenie 4
Rozwiaz nieréwnos¢.
7 6 4
0) o > 1 b) 5 <1 ©) g —2> 1 d)’1+;)<3
Zadania
1. Rozwiaz réwnanie.
7 2 1 z=3| _ dz+1
a) le—1] — 2 c) |6—3z| ~ 2 ) :p+6‘ =9 6x—1 ’ =0
6 1 2w—3| z-3 | _ 1
b) |22+1] =3 d) l[4z—1] 2 f) 5-x | 2 h) 6-2x| 2
2. Rozwiaz nieréwnosé.
a) —— > 1 d) 2 <1 g) —2- < 41
|22—6] |z+3] [3z—2|  [3z—2]
1 1 -3 1
b) o > 3 ¢) g <2 h) o5 > g
8 6 . 1 1
) 4—2z] > ) [1—2z| ) [22—1] < |3—6z| +3

2.a)z e (—1;3)U(3;7)
b) z € R\ {2}
c) sprzeczna

d) z € (—o0; —5) U (—1;00)
e) x € (—oo, 7 U<%;oo)
W@ E =25 U (555

g) z € (—00; 3) U (1;00)
h) z € (—00; 3) U (3;00)
i) © € (—o0; %) U (%,oo)

Cwiczenie 4
a)lz—1/ <2,z #1,
—1<z<3,

€ (—-1;1)U(1;3)

b) [ +2| > 7, z # -2,
< —9lubxz >5

z € (—o0; —9) U (5; oo)
)|3x+1| 2, T # —

_1 \

<1
37

1

3

d)31+
2—

l.a)jz=-2lubz =12
b) z = lubz =1
cJz=2lubz=2
d) sprzeczne
e)z=—23lubz=—2
f) x:%f
g z=—;
h) x € R\ {3}

3.12. Réwnania i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledna (3)



3.a)z € (—o0; I)

b) z € (=5 -1)U(-1;3)
c)x=1

d) z € (—oo0; —1) U (—1;0)
e) z € (—o0; L) U (2;00)
f) z € (—o0; —3) U (—3;1)
U(1; 00)

g) v € (—1;2) U (2;00)

h) T € (—OO;—%) ( 13’4)
U(4;00)

i) z€(—o0;—2)U
U(—23;4) U (4 00)

4.a) x=1lubz =
b)z=—-1lubz=—-1++2
c)z=6

5.a) z € (0;1) U (1;00)

b) z € (—2; —%)
¢) x € (—00;0)
d):t=—2lub:r_2
e) z € (—o0;—1) U (3;00)
f) z € (—o0;—4) U (—5;0) U
U (0;%) U (4; 00)
6. a) Y
ol N X
oG
|f
\
\
l
b) Y,
l
|
| -
_.—0|»n X
[
|f
l
l
c) Yl
\
\f
O 1 X
\
\

3. Funkcje wymierne

3. Rozwiaz nieréwnosé.

a) 2?:5‘ <2
b)?’i

z+1

> 2

c) <0

x+7‘

4. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Rozwiaz rownanie

3z
|z—

2‘:1.

Zakladamy, ze x # 2.
1° Dla > 2 mamy % =1,czyli 3z = — 2.

1)@2

Stad x = —1 — sprzeczne z zalozeniem, ze x > 2.

2° Dla z < 2 mamy % =1, czyli 3z = —z + 2.

Stad = = 1.

Zatem rozwiazaniem

Rozwiaz réwnanie.

a) —— =
|2z—1]
*5, Rozwiaz nieréwnosé.

a) ‘xml‘ >0

||
b) ps > 2

réwnania

3x
lz—2]

*6. Naszkicuj wykres funkcji f.

a) fla) =7

* 7. Zaznacz zbiér A w ukladzie wspdirzednych.

a) A= {(x y) €R?: g > 1i|y|<2}

b) A= {(x,y) ER?:

1
7 < \z+1|}

* 8. Na rysunku obok przedstawiono zbidr

punktéow plaszczyzny,
rzedne (z,y) spelniaj@

lyl < m

ktérych wspél-
nieréwnosé:
1

Oblicz wspotczynnik a.

7. a) z € (—4;

HU(-1;2),y€

(=2;2)

(S

b)z € (—oo; —1)U(—1;2), y e R

X

1

lz+4|

6

o] =

2

=1 jest liczba %

<

1

[z—2]

1

|2¢+1]

1

[22+8]

-2

/1N

-

/.

O

8. Do figury nalezy punkt (0,4). Stad mamy 4 = a — 1. Zatem a = 5.




3.13. Wyrazenia wymierne —
zastosowania (1)

Przyktad 1

Licznik pewnego utamka jest rowny 6. Jesli licznik tego utamka zmniejszymy
0 2, a mianownik o 3, to warto$¢ ulamka sie nie zmieni. Jaki to utamek?
Szukany utamek mozemy zapisa¢ w postaci g, wowcezas nowy utamek bedzie

6-2
z—37

mial postaé czyli ﬁ. Otrzymujemy wiec réwnanie:

6 _ 4 .
—=—, gdzie x € R\ {0, 3}
6(x —3) =4z

rz=9
Zatem szukany ulamek to o

Cwiczenie 1

a) Licznik pewnego ulamka jest réwny 10. Jesli licznik tego utamka zwiek-
szymy o 20, a mianownik o 30, to warto$¢ utamka si¢ nie zmieni. Jaki to
ulamek?

b) Dane sa dwie liczby dodatnie. Jedna z tych liczb jest o 3 mniejsza od
drugiej, a ich stosunek jest jak 75 do 100. Wyznacz te liczby.

Cwiczenie 2

a) Ola kupita cukierki A w cenie x z1/kg i zaptacila 24 zl. Ala kupila taka
samg ilo§¢ cukierkéw B drozszych o 4 z/kg i zaptacita 30 zl. Ile kosztuje
kilogram cukierkéw A, a ile — cukierkéw B?

b) Cena winogron to obecnie x z1/kg. Tydzien temu, kiedy winogrona byly
0 4 zl/kg drozsze, Tomek wydal na ich zakup 20 zl. Gdyby obecna cena
spadla o 1 zl/kg, to taka samg ilo§¢ winogron mozna by kupié¢ za 12 z1. Jaka
jest obecna cena winogron?

Zadania

1. a) Licznik pewnego ulamka jest o 3 mniejszy od jego mianownika. Jesli
licznik tego utamka zwickszymy o 4, a mianownik o 7, to wartos¢ utamka
si¢ nie zmieni. Wyznacz ten utamek.

b) Licznik pewnego ulamka nieskracalnego jest o 2 mniejszy od jego mia-
nownika. Jedli licznik tego utamka zwigkszymy o 9, a mianownik o 5, to
wartosé¢ utamka dwukrotnie wzrosnie. Wyznacz ten utamek.

Odpowiedzi do zadan

1.a) 2 = zli:-?‘l’ gdzie z € R\ {-7,0}
w="T
Szukany utamek: %.

b) 2.2 = z;i‘gg,gdziexeR\{—&O}
22—z —20=0
r=—4lubx=5

Nieskracalny utamek: %

Uczen:

— wykorzystuje wyrazenia

wymierne do rozwigzywania
zadan tekstowych

Cwiczenie 1
a) 10420 _ 10

x+30 x?
gdzie z € R\ {-30, 0},
z =15
Zatem szukany ulamek to 12.
b) Niech z,  + 3
(z > 0) — szukane liczby.
2= = 195, gdzie z # -3,
w =9

Zatem szukane liczby to 9 i 12.

Cwiczenie 2
a) f—fll = %, gdzie © > 0,
xr =16

Cukierki A kosztuja 16 zl/kg.
Cukierki B kosztuja 20 z1/kg.
b) f—f‘l = 1% gdzie z > 1,

r =85
Winogrona kosztuja 8,50 z1/kg.
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2. a) Niech z — wiek mamy,

(z + 6) — wiek taty.
%%:%,gdziex>0
xr =48

Mama ma 48 lat,

a tata 54 lata.

b) Niech z — szukana liczba
lat.

fgiz = %, gdzie z > 0
r =11 lat

. a) Réznica obwodéw:

2(z + 3z) =8z

I przypadek

222 — 3 gdzie x € (0;17)
=25

Obwéd zmniejszyt sie 0 40 cm.
II przypadek

322 — 2 gdzie x € (0;17)
r =12

Obwéd zmniejszyt sie 0 96 cm.

b) Réznica obwod6w:
2(z + 2z) = 6z

I przypadek

1380I22 = g, gdzie z > 0
x = 180

II przypadek

304z _ 9 :
Te15s — 5 gdzie z > 0

=12 _
T = —q3 — Sprzeczne

IIT przypadek

3042z
184+

W tym przypadku sprzecz-
nos¢ mozna zauwazy¢ bez ob-
liczen. Wiemy, ze:

30 > 18 i 2x > x, zatem

30+ 2x > 18+ x, ale 5 < 9.

IV przypadek

3042z _ 9 .
ere = 5, 8dziez >0

w= 12
Zatem obwdd zwigkszyl sie
0 72 cm lub o 1080 cm.

. 1 — braca wykonana przez

Artura w ciggu godziny

§ — braca wykonana przez

Darka w ciagu godziny

w w o__ 4 _ _
i T § = 15w — praca wyko

nana wspélnie w ciagu godzi-
ny

w:14—5w:14—5:3% [h]
Razem malowaliby 3 godziny
i 45 minut.

= g,gdziex>0

3. Funkcje wymierne

. W ciagu jednego dnia pierwsza koparka wykonuje

2. a) Mama Bartka jest o 6 lat mlodsza od jego taty. Stosunek wieku mamy

i taty jest jak 8 do 9. Ile lat ma mama Bartka, a ile jego tata?

b) Magda ma 25 lat, a jej mlodsza siostra — 13 lat. Za ile lat stosunek
wieku Magdy i jej siostry bedzie rowny 2?

a) Dany jest prostokat o bokach 32 cm i 51 cm. Jego krétszy bok skrécono
o x cm, a dtuzszy bok — o 3x cm i otrzymano prostokat, w ktérym stosunek
dhugosci bokdéw jest rowny 3:4. O ile zmniejszyl sie obwod prostokata?
Rozpatrz wszystkie przypadki.

b) Dany jest prostokat o bokach 30 cm i 18 cm. Jeden z tych bokéw
wydluzono o x cm, a drugi — o 2z c¢m i otrzymano prostokat, w ktérym
stosunek dhugosci bokéw jest réwny 5 : 9. O ile zwiekszyl sie obwdd tego
prostokata? Rozpatrz wszystkie przypadki.

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Piotrek potrzebuje 4 godzin na pomalowanie ptotu wokét domu. Adam
te sama prace wykonalby w ciagu 8 godzin. Ile czasu zajetoby im po-
malowanie plotu, gdyby pracowali razem, kazdy w swoim tempie?
Oznaczmy przez w prace, ktora nalezy wykonaé. Wowczas:

— praca wykonana przez Piotrka w ciagu godziny,

— praca wykonana przez Adama w ciggu godziny,

w8 olg w~g

+5= %w — praca wykonana wspélnie w ciagu godziny.
7 tego wynika, ze na wspdlne wykonanie pracy chtopcy potrzebowaliby:
L8, 8 _ o2

czyli 2 godzin i 40 minut.

Artur potrzebuje 10 godzin na pomalowanie pokoju, a Darek zrobitby
to w ciagu 6 godzin. Ile czasu zajeloby im pomalowanie pokoju, gdyby
pracowali razem, kazdy w swoim tempie?

Dwie koparki, pracujac razem, wykonuja wykop w ciagu 8 dni. Gdyby
w tym samym tempie pracowala tylko pierwsza z nich, wykop powstaltby
w ciggu 12 dni. Ile czasu zajetoby wykonanie wykopu drugiej koparce?

Pierwsza koparka wykonata polowe wykopu w ciggu 6 godzin, reszte wy-
kopu wykonata druga koparka w ciggu 9 godzin. Ile czasu zajetoby wyko-
nanie wykopu, gdyby obie koparki pracowaly jednoczesnie, kazda w swoim
tempie?

% wykopu, a obie — % wykopu.
Druga koparka w ciagu jednego dnia wykonuje % — % = i wykopu.

Zatem druga koparka potrzebuje 24 dni.

. %—w = {5 — praca wykonana przez pierwsza koparke w ciaggu godziny
%g—w = {g — praca wykonana przez druga koparke w ciagu godziny
T = %w — praca wykonana wspoélnie w ciagu godziny
w: 2w =3 =71 h]

Obie koparki potrzebuja 7 godzin i 12 minut.



3.14. Wyrazenia wymierne —
zastosowania (2)

Przyktad 1

Dwa samochody wyruszyty jednoczesnie z Malborka. Po pewnym czasie pierw-
szy znajdowal sie w odlegtosci 320 km, a drugi — 240 km od tego miasta.
Srednia predkoéé drugiego samochodu byla o 20 km /h mniejsza od predkosei
pierwszego. Oblicz $rednie predkosci, z jakimi poruszaly sie te samochody.

Oznaczmy przez v; i vy Srednie predkosci samochodéw. Wéwczas:
320 240

Korzystamy ze wzoru t = % gdzie
V1 v1—20

t oznacza czas, s — droge.

320(v; — 20) = 240v,, stad v; = 80 oraz v, = 80 — 20 = 60
Srednie predko$ci samochodéw wynosity odpowiednio 80 km/h i 60 km /h.

Cwiczenie 1

a) Samochdéd jadacy ze $rednig predkoscia v pokonal odleglosé 195 km. Samo-
chéd jadacy ze $rednia predkoscia o 20 km/h wigksza pokonal w tym samym
czasie 260 km. Oblicz érednie predkosci obu samochodéw.

b) Droga miedzy miastami A i B ma 350 km. Z tych miast wyruszyly row-
noczesnie naprzeciw siebie dwa samochody. Pierwszy z nich jechal ze srednig
predkoscia o 30 km /h wieksza niz drugi. Samochody minely sie, gdy pierwszy
pokonatl % trasy miedzy miastami. Oblicz srednie predkosci obu samochodéw.

Cwiczenie 2

a) Pociag ekspresowy jechal ze $rednig predkoscia o 30 km/h wicksza niz
pociag osobowy i przebyt trase dtugosci 360 km w czasie o godzine krotszym.
Oblicz $rednie predkosci tych pociagéw.

b) Trasa kolejowa z miasta A do miasta B ma 510 km. Z tych miast wyruszyly
réwnoczesnie naprzeciw siebie dwa pociagi. Srednia predkosé pierwszego byta
0 10 km/h wieksza niz érednia predko$é drugiego. Pociagi spotkaly sie w od-
legtosci 270 km od miasta A. Oblicz $rednie predkosci, z jakimi sie¢ poruszaly.

R ol

Cwiczenie 2

a) Niech v — érednia predkosé pociagu osobowego,

(v + 30) — érednia predkosé pociagu ekspresowego.

360 _ _360

= = s T Lv>0

v =90

Srednie predkosci pociggéw ekspresowego i osobowego wynosity
odpowiednio 120 km/h i 90 km/h.

b) Niech v — §rednia predkos$é drugiego pociagu,
(v + 10) — s$rednia predkosé pierwszego pociagu.
270 _ 510-270

v+10 v
v =80

Srednie predkosci pociggéw wynosity odpowiednio 90 km/h i 80 km/h.

3.14. Wyrazenia wymierne — zastosowania (2) 167 Hmmmms

Uczen:

— wykorzystuje wielkosci
odwrotnie proporcjonalne
do rozwiazywania zadan
tekstowych dotyczacych
zwigzku miedzy droga,
predkoscia i czasem

Cwiczenie 1

195 __ 260
a) == = 120
v = 60

Srednie predkosci samochod6w
wynosilty odpowiednio 60 km/h
i 80 km/h.

b) Niech v — $rednia predkosé
drugiego samochodu,

(v + 30) — $rednia predkosé
pierwszego samochodu.

3 2

5 -350 _ 3 -350
v+30 v

v = 60

Srednie predkosci samochodéw
wynosity odpowiednio 90 km/h
i 60 km/h.
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Zadania

Odpowiedzi do zadan
1. Niech v — érednia predkosé 1.

pociagu zgodnie z rozktadem,
s — odlegtos¢ miedzy miasta-
mi.

s __ s—120 1 120

= v T3t v>0
120 _ v+204240

téw wynosza odpowiednio

15 km/h i 20 km /h.

. a) Niech v — $rednia predkosé
samochodu.

120 __ 120
v — v+30

v = 50

Srednia predkosé samochodu
wynosita 50 km/h.

+%,v>0

3. Funkcje wymierne

Pociag mial pokonaé trase miedzy dwoma miastami w czasie okreslonym
w rozkladzie jazdy. Z powodu awarii zostal zatrzymany na poét godziny
na stacji posredniej. Pozostate 120 km przejechal z predkoscia wicksza
0 20 km/h i dzieki temu nadrobil powstale op6znienie. Oblicz, jaka po-
winna by¢ $rednia predkos¢ pociagu zgodnie z rozktadem jazdy.

v 2(v+20) .
02 + 200 — 4800 = 0 2. Dwaj rowerzysci wyjechali rownoczesnie na trase dlugosci 36 km. Sred-
v = 60 nia predko$é pierwszego rowerzysty byla o 6 km/h wieksza niz $rednia
Srednia predko$é pociagu po- predkos¢ drugiego, wiec pokonal on trase w czasie o godzine krotszym niz
winna wynosi¢ 60 km /h. drugi. Oblicz $rednie predkosci obu rowerzystow.
. Niech — $redni d- . . .
kl(?c. v, v+6 L SHEE B 3. Tomek przejechal na rowerze 32 km szosg i 20 km polna droga w czasie
0Scl rowerzystow. . . h) . . . .
86 _ 36 41 550 2 godzin i 40 minut. Srednia predkosé jazdy po szosie byta o 20 km /h wiek-
U”_ 1;+6 sza od $redniej predkosci jazdy po polnej drodze. Oblicz Srednia predkosé
; . .. na szosie i $rednia predkos$¢ na polnej drodze.
Srednie predkosci rowerzys-
tow R odpowiednio 4. Trasa rowerowa wokoél jeziora ma dtugosé 12 km. Dwoch rowerzystow wy-
12 km/h i 18 km/h. ruszylo jednoczeénie z tego samego miejsca i okrazalo jezioro w tym sa-
- Niech v — frednia predkosé na mym kierunku. Srednia predko$é jednego z nich byla o 5 km/h mniejsza
polnej drodze, niz Srednia predkosé drugiego. Do ponownego spotkania rowerzystéw do-
(v+20) — $rednia predkosé na ; ’ R !
—. szlo, gdy szybszy z nich wykonal 4 okrazenia jeziora, a wolniejszy — 3.
S22 92 450 Oblicz Srednie predkosci obu rowerzystow.
v =12 5. a) Samochéd przejechal droge dlugoscei 120 km. Gdyby jechal ze érednia
Srednie predkosci jazdy po predkoscia o 30 km/h wigksza, to czas jazdy bylby krétszy o 54 minuty.
szosie i polnej drodze wy- Jaka byla érednia predko$é samochodu?
nosity odpowiednio 32 km/h ) ) ) )
i 12 km/h. b) Samochdéd przejechal droge z miasta A do miasta B o dlugosci 240 km
. Niech v, v+ 5 — $rednie pred- ze $rednig predkoscia v. W drodze powrotnej przez godzine jechal ze éred-
kosci rowerzystow. nig predkoécia v, a nastepnie zwickszyl predkosé o potowe, w rezultacie
32 o ii?v v>0 droge powrotna przejechat w czasie o godzine krétszym. Wyznacz srednia
= 15 predkosé v.
Srednie predkosci rowerzys- g, a) Samochéd przejechal droge z miasta A do miasta B ze $rednia predko-

Scig 40 km /h. Z jaka érednig predkoscia powinien jechaé¢ w drodze powrot-
nej, aby jego $rednia predko$é w czasie calej podrézy wyniosta 60 km/h?
b) Srednia predkos¢ jazdy samochodem z mia-
sta A do miasta B wyniosta v; km/h, a podczas
drogi powrotnej v, km/h. Uzasadnij, ze érednia
predkoéé liczona dla calej podrozy jest rowna
$redniej harmonicznej predkosci vy 1 v,.

Srednig harmoniczng
liczb dodatnich a i b
nazywamy liczbe:

érH =

SIS

+

o=

. b) Zauwazmy, ze jezeli jedziemy z predkoscia v km/h,

to przez 1 godzine pokonamy droge v km, stad:
241_0:2+240:)v+17v>0

v v 1,5
v = 60 km/h
6. Niech s — odleglosé miedzy miastami A i B.
a) Niech v — $rednia predkosé samochodu w drodze powrotnej.
2s _ 2 —
H+% = Z4T =60, v>0
v =120 km/h
b)vr = =% = 2o
vy T wg v T og



3.15. Zagadnienia uzupetniajace

B Wyrazenia wymierne dwoch zmiennych

1.

Uproé¢ wyrazenie i oblicz jego wartosé dla ¢ = 2 oraz y = —4.
3 .2 2 .2
) Lty b) L2 o) v’
z2—y? yz—y? 22 22y +y?
Uproé¢ wyrazenie i oblicz jego wartos¢ dla a = —11 b= 2.
) a?+2ab+b> . a—b3 ) a*—b? . _a-b
a?2-b2 a?+ab+b2 a?+b2-2ab ab+b?

Wykonaj dziatania.

a) y+3 . x3 ) z?—4xy Cx—4y e) x3—y3 . x27y2
2 y246y+9 5¢  20zy z+y  xl4azy+y?
b) 4929 ] 62 d) x2—y? . 4y —4g2 f) (z4y)3 ) x2 442
4x 3-2y x+2y | x244zyt-4y? 24 2xy+y?2  xt—yl
Wykonaj dziatania.
1 1 y2-1 x2-1 x Yy 2zxy
a) — + — c - e) — + 1 —
) z+y * Ty ) zy? x3y ) z—y  xty x2-y?
1 1 1 3z 3z dzxy
b) 2 + L d) —+ =+ = f —
) z+y - x—y ) xy + y2 + x2 ) 20—y 2x+y 4da2—y?

Wykonaj dziatania.

a) a2+ab( a  a )
a?b?2 \a-b a+b

b) (a B aa_i)il(%l B bizb)

B Zadania z parametrem

6. Dla jakich wartoséci parametru m réwnanie ma dwa rozwiazania o réznych
znakach?
a) mz?—2m—1)z+m—-2=0 c¢) (m+1D2>=2(m+2)z+m=0
b) (m—1)2>-2mzx+m+3=0 d) (m+1)2>—4dmzr+m+1=0
7. Dla jakich wartosci parametru k réwnanie ma dwa rézne rozwigzania do-
datnie?
a) (k+2)2? -4z —k+2=0 ¢) (k+1)2?=3(k—1)x+2k—3=0
b) (k—1)2* —2kz—k—-1=0 d) (k—2)2? —3(k+2)x+6k=0
8. Wyznacz te wartosci parametru a, dla ktérych najwieksza wartos¢ funk-
cji f jest liczbg ujemng.
a) f(z) = (3a—2)2*+ (4a +2)x + 3a — 2
b) f(z) = (Ba—4)2? — (2a+ 1)z +2a+1
&a){:aa—2<()2 b){3a—4<02
A=—-20a"+64a—12<0 A = —20a" +24a +17 <0
a < % a < %
{ae(—oo; ) U (3;00) {ae (—o0;—2) U (35 00)
Zatem a € (—oo0; —1). Zatem a € (—o0; —1).

Odpowiedzi do zadan
1.a) s #yiz#—y, I—Ey,%
b)z#yiy#0, %, -1

c) z#y, T, —4
2.a)a#bia#-ba+b,1
b)a#b,a#—-bib#0,

a?4b2 5

b )2
B.a)z#A0iy# -3, 5
b)z#0iy# 3, 2l
¢) z#0,y#0iz#4y, day
dz#y, z#-yiz#-2y,

x;éyix;é—y,w—_y

4. a)x;éyix;é—y,xf%yg
b)az#yis#—y S
) xA0iy A0, Lt
Q) w0y A0, Wi

JrFyiz# -yl

) y#2ziy# -2, 3%

5.a)a#0,b#0,a#b
ia#—b,ﬁ
b)a#0,a#1ib#0, —¢
m#0
A=4>0
xle:mT_Q<0

m # 0

m &R

m € (0;2)

m € (0;2)

b) m € (—3;1)

c) m € (—1;0)

d) nie ma takich m
kE+2#0
A=4k" >0
x1x2:;—§>0
x1+x2:2_%k>0

k# -2

ke R\ {0}

ke (—2;2)

k> -2

k€ (—2;0) U (0;2)

b)ke(—1;—§)

c) k€ (—o0;—1)U

U7 —2VT) U (74 2V7;00)

d) k € (2;6)

e

—h

6. a)

7. a)

3.15. Zagadnienia uzupetniajgce



9.

10.

11.

) |AB| = o, BE)

|AD| =yo = &=
Zatem P = |AB| - |AD| =
=20 " Yo = Q.

b) Niech d — dtugosé
przekatnej kwadratu.
Dlaa >0 P = 1d*=a,
stad d = V2a.
Dlaa<0P = %

stad d = v/2(—a).
Zatem d = +/2|al.

c)a=38

a) Hiperbola i prosta maja je-
den punkt wspélny, gdy row-
nanie % = —z+mdla

m > 0 ma jedno rozwigzanie.

22 +2z(l—-m)+2+m=0

&’ = —a, 10.

a) Uzasadnij, Ze jesli punkt (o, yo) nalezy do wykresu funkcji y = ¢, gdzie
a > 01z > 0, to prostokat o wierzcholtkach A(0,0), B(zq,0), C(zo,yo),
D(0,yo) ma pole réwne a.

b) Wyznacz dlugosé przekatnej kwadratu, ktérego trzy wierzcholki leza na
osiach uktadu wspoélrzednych, a czwarty nalezy do wykresu funkcji y = 2.

x

¢) Wierzchotki prostokata o polu 24 sa punktami przeciecia hiperboliy = ¢

x

7 prostymi y = %x iy =2x. Wyznacz a.

Prosta y = —x + m ma w I éwiartce uktadu
wspolrzednych jeden punkt wspdlny z hiper-
bola y = 222 (punkt C na rysunku obok).

z—1

a) Oblicz m oraz pole trapezu ABCD.
b) Punkty F i F sa punktami przecigcia hi-
perboli y = 2242 7 osiami ukladu wspolrzed-

nych. Oblicz pole tréjkata CEF. |

A=m?—6m—1T=0 11. a) Wyznacz réwnanie prostej y = ax+b, gdzie Y

Theticein 7 = 7. a # 0, ktorej jedynym punktem wspdlnym c

B(7,0), C(3,4), D(0,4) z hiperbolg y = I jest punkt (1,1). Oblicz :

Pazen = 20 pole trojkata ograniczonego osiami ukladu

b) E(—1,0), F(0,-2) wspoélrzednych i ta prosta. e

(lub odwrotnie) @ *b) Uzasadnij, ze tréjkaty ograniczone osiami —
Niech P(—1,—2), uktadu wspoélrzednych i prostag y = ax +0b, |5 B, o, x

R(3,-2), S(—1,4)

Pcgr = Ppros+

— (PprE + Prrc + Peosg) =
=4-6—-(1+9+8) =6

a) Prosta i hiperbola maja je-
den punkt wspolny, gdy row-
nanie i = axz + b ma jedno

rozwigzanie, czyli dla 13.

az?® 4+ bx — 1 = 0 mamy

A =0b%+4a=0.

Punkt (1, 1) nalezy do wykre-
su prostej y = ax + b, zatem
1 = a + b. Po podstawieniu
otrzymujemy: a = —1, b = 2.
Zatem y = —x + 2 oraz
B(2,0), C(0,2) — punkty
wspolne prostej i osi uktadu
wspoétrzednych. Stad P = 2.

11.

3. Funkcje wymierne

12.

gdzie a < 0, majacg jeden punkt wspélny z hi-  p.., trojkatow OB1Cy
perbola y = %, maja réwne pola. i OB2C> sa réwne.

Podayj, ile punktéw wspdlnych ma okrag o srodku w punkcie (0, 0) i danym

promieniu 7 z hiperbola y = %

a)r=1 b)r=15 c)r=+72 Yl

Dany jest okrag o $rodku w punkcie (1,1)
i promieniu r oraz hiperbola y = f. Na ry-
sunku obok przedstawiono te hiperbole oraz
kilka takich okregéw. Podaj, ile punktéw

wspolnych maja okrag i hiperbola w zalez-
nosci od r.

Hiperbola bedaca wykresem funkeji f(z) = ;% + p przecina osie uktadu
wspOlrzednych w punktach A i B. Oblicz p, jedli pole tréjkata AOB (gdzie
O jest poczatkiem ukladu wspélrzednych) jest réwne: a) 3, b) 121.
b) Punkty przeciecia prostej y = axz + b z osiami 12.a) 0 b) 4 ¢) 2
uktadu wspéhrzednych sa postaci: (0,b) i (—2,0), 13.0dlar € (0;v2),
zatem pole trojkata ograniczonego ta prosta i osia- 1 dla r = /2,
mi uktadu wspo6trzednych wynosi: 2 dla r € (v/2;3v2),
1 (p. (b)Y — 3 dla r = 3v/2,
P=zp(-al= 4 dlar € (3v/2;00)

y=azr+biy=2dlaz#0 maja jeden punkt 14, flo)y=p— 8= p’=6

b2

2a

wspolny, czyli réwnanie az® 4+ bz — 1 = 0 ma jedno f(x) =0, czyli !
rozwigzanie, gdy A = b2 4+ 4a =0, stagd a = —ibz. 0=-5 t+pdlaz= p*—6
z—p
b2 b2 .. 2 a\2
P=|Z|= | = 2 Pole tréjkata: %(7’176)

jest wartoscig stata, czyli dla dowolnej prostej spet- a) pe{-3-2,23}
niajacej warunki zadania pole trojkata jest rowne 2. b)p € {-6,-1,1,6}



Zestawy powtdrzeniowe

B Zestaw |
1. Na rysunku przedstawiono wykres funk- i
.. . . f
cji f(z) = 2. Oblicz a. \
a) Ktére sposrod punktéw: P(—8,—2), .
Q(%,12), R(V2,V/3) naleza do wykresu ’ : o
funkcji f7 ' -
. c 1 ol.1 X
b) Odczytaj z wykresu, dla jakich argu-
mentéow funkcja f przyjmuje wartosci . N
wigksze od —3. : \\
¢) Rozwiaz nier6wnoéé f(z) < 4. » \

Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj dziedzine funkcji g i réwnania
asymptot jej wykresu.

a) f(a)=2, g(a)=2+1
b) fla)=~2, gla)=—7 -2

Naszkicuj wykresy funkcji: f, g i h. Podaj dziedzine i zbiér wartosci kazdej
z tych funkcji.

o) fl@)= 7. g(x) = 5
1

d) f(z)= -7, 9(z) = ——

x+2

a) fla) =2,  g(a)=-2, h(z)=-+1
b) fl@) =2, gla)=—5,  ha)=—5-1
o) fl2)==2, gl@)=-25, hlz)=-5+3

O jaki wektor nalezy przesuna¢ wykres funkcji g(z) =

wykres funkcji f7 Naszkicuj ten wykres.
1 1
a) f(z) = —5 +3 b) f(z) = — +1

x+3
Podaj wzér funkcji, ktérej wykres otrzymamy przez przesuniecie wykresu
funkcji f o wektor . Naszkicuj wykres tej funkcji.

a) fl@) =2, W = [-2,3] b) fla) =, W =[2,-3]

aby otrzymad

Wyznacz ze wzoru podana zmienna.

m_ 2 m_o9_ 1 _ _ a1
a);—b,b C)a 2 -=n, a e)S—liq,q
b) £ = d) m(m—g) =2 a f) § =299 4

e T 1—q
a) b= 22

eR
b)T:Efe

m—1
c)a:n+2
d)a:mQJ'_L2
e)qg=1—-%
f) a1 = 500

Odpowiedzi do zadan
1.a=6

2.a) D, =R\{0},2=0,y=1
b) Dy =R\ {0},
z=0,y=-2
c) Dy =R\{4},z=4,y=0
d) Dy = R\ {-2},
r=-2,y=0

3.2) Dy =R\ {0},
f(Dy) =R\ {0}

Dy =R\{1}, g(Dg) = R\ {0}
Dp =R\{1}, h(Dn) = R\{1}
b) Dy =R\ {0},

f(Dy) =R\ {0}

Dg :R\{_1}7

9(Dg) =R\ {0}

Dy = R\ {~1},

h(Dp) =R\ {-1}

¢) Dy =R\ {0},

f(Dy) =R\ {0}

Dg :R\{_2}7

9(Dg) =R\ {0}

Dp =R\ {-2},

h(Dn) = R\ {3}

Zestawy powtdrzeniowe



Vv

7.a) D=R\{-1},z—1 7. Podaj dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uprosc.
b) D =R\ {0, 3}, z+3 a) z2-1 b) 2243z ) z+2 ) z+5
2— 2 3+125
c) D —R\{ 3, 2}7 w+3 z+1 x<—3T x4 +5x+6 o+
d) D =R\ {5}, =5 8. Rozwiaz réownanie.
8. a) r=—6 I2+6ﬂ3 . z3—2x2 o r2-22-8 o
b)z =2 a) z2—6x 0 d) x2—dx+4 0 g) z2—z—2 0
) z=0 z?-4 42 -122+9 x2-Tx+12
d)) =0 b) 242z 0 e) 3r—2x2 =0 h) z2—6x+8 0
2 2 2
e) sprzeczne x“—3x _ 8x<—2 _ . 3xc4+Tx+2 _
f)) =1 ©) 2z2-18 0 f) 42 +4z+1 i) 22245242 0
2
g)z=-2lubz=4 9. Rozwiaz réwnanie.
h)z =3 T _r 2l _ 22
i) r=—1 a) z—1 2 d) x+2 =7 g) x+2 - x+1
3
= zHl L e
9.ab)):r_i b) -, =1 e) — =r—3 h) — x+2—0
xTr =
Q) z=1 ) 2L =5 f) S =z -2 ) S+ =0
d)z=-3lubz=0
e)z=2lubz =6 10. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = %*. Wyznacz wspélrzedne punktéw,
f)z=4 w ktorych wykres funkcji f przecina prosta y = 2 oraz prosta y = .
g)x:—@lubx:@ a) a=2 b) a=-1 c)a=1 d)a=-2
h)z=0 .
i)) =0 11. Na rysunkach przedstawiono wykresy funkcji f(z) = 45 i g(z) = 25
10. a) z prosta y = 2: (3,2); L Y \ I1. [ Y
z prostg y = x:
(1,1), (=2,-2)
b) z prosta y = 2: (—%,2); LSS . = === 2 i
z prosta y = x — brak ) 1 X
c) z prosta y = 2: (3,2);
z prosta y = x: ol 1\ X [
(—1+¢5 —1+¢5) li |
_1_2\/5 _1_2\/5 a) Dopasuj wzor do wykresu. Podaj miejsca zerowe funkcji f i g.
( 202 ) b) Rozwiaz réwnania: g(z) = x oraz f(x) = —z.
d) z prostg y = 2: (—3,2);
z prosta y = x — brak 12. Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj rozwiazanie nieréwnosci f(z) > 1.
. _ 4
R N IR TR 17 R S
b)gzx)=xdlax =1, x =4, a xr) = v x) = v
f@)= -z dlaz=-32z=0 -1 dlaz<0 2 dlaz>-1
U ab)) TEe E_; 8; S 13. Naszkicuj wykres funkeji f. Rozwiaz réwnanie f(x) = x.
x € (—2;
’ =zt _ _ g4 o+l
2) fla) =2 o) fl@) = == ©) fx) =2+ 2tk
— =+3 — 2271 — 2=
b) f(x) = ZE d) fla) = 2] ) fla) = -2
13. a) sprzeczne
b)z=—-1lubz =3
c) =
d) sprzeczne
e)w:—\/_lub:v—ﬁ
f) o= —V2 lub z =2

3. Funkcje wymierne



M Zestaw Il

1.

©

Rozwiaz nieréwnosé.
z—3

z—5 1 1
8 5520 g ¢ z-5 <0
x+2 x+2 1
rre K - >
b)x+6<0 d) — <2 f)x+x/2
Rozwiaz nieréwnosé.
(22—-1)2 z+2 2223
—
) 2z—1 0 C) x2—4x <0 e) 2422
z2-1 2z—1 24z-2
o >
b) z2-52+10 z 0 d) 2x2-8 >0 f) x2422-3 ~ 0
Rozwigz nieréwnosé.
1 1 x—2 r—3 x+3 x—1
a) r—3 < 43 b) r—5 T z—1 >2 C) x2-2x 2422

Wyznacz zbiory: AU B, AN B oraz A\ B.
))A={zeRio>1} B={scRr: =T <2}

-7
r—4

V

b)A:{xGRl?ill<1},B:{$€R:%+(;+1) 0}
Rozwigz réwnanie.
a) lt+3|—x=7

b)[l-z|+1==x

c) 2z —1]4+]x—5/=6
d) |1 -3z|—|z+6/=-3

e) dla+1|+]z—1] =2
f) =7 =2—]4—z

Wyznacz liczby naturalne z, ktére spetniaja ponizszy warunek.

3 1 x—10

xT

5
m‘>2 C)

‘>1

Naszkicuj wykres funkcji f. Z wykresu odczytaj, dla jakich wartoéci para-
metru m réwnanie f(z) = m ma dwa rozwiazania.

@) f@) =|2=2) b s =]t Q) f@) = 7 2

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj liczbe rozwiazan réwnania f(z) = m?
w zaleznosci od parametru m.
1

a) fz) = |5 b) f(z) = +1 o) f(£)= g~

z
Podaj dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Napisz wzér funkcji
y = g(m) okreslajacej liczbe rozwiazan réwnania f(x) = m w zaleznodci
od parametru m. Naszkicuj wykres funkcji g.

0 1@ =] W@ =gary o s@ =21 -]
a) Dy =R\ {-1,1} b) Dy =R\ {-1,1} ¢) Dy =R\ {0}
e W1 ]\ Ml
HNAF: R i
(L Al
AN g o \
\ L WY NN
= o1 m ol 1 i ol 1 o
v vy || .
; g g
I g
ol 1 m ol 1 m ol 1 m

=5
-

=3
—

=3
—

a) x € (—o0;3) U (5; 00)

z € (—6;—2)
c) z € (—oo; —1) U (7;00)
d) z € (0;1)
e) x € (—oo;—1) U (0;1)
f) € (0;00)
a) z € (—oo; 1)

z € (—o0;—1) U (1;00)
c) z € (—o0;—2) U (0;4)
d)z € (—221)U(2500)
e) € (—oo0;—2) U (=1;0)U
U(3; o0)
f) x € (-3;-2)
a) z € (—3;3)

xz € (=7;1) U (5;00)
¢) € (—o0;—2) U (—3;0)U
U(2;00)

.a) AUB = (—o0;1) U (2; 00),

ANB=(-2;0)U (4;00),
A\ B = (2;4)

b) AUB =R,

ANB = (—o0;—2)U(0;1),
A\ B =(-2;-1)

.a)x=-5

b) z € (1;00)
=0lubz=2

2 dlam € R\ {0}

b) 0 dlam € {—1,1},
ldlameR\{-1,1}
c)2dlameR

Zestawy powtdrzeniowe



10.

11.

12.

13.

14.
15.
16.

Y= s 2
a) [—1,—3]
b) [2, —5]
a) f(z) = g(z) dla
r=—-1,z=1;
f(x) > g(x) dla

z € (—oo; —1) U (0; 1)
b) f(z) = g(z) dla
= =l o= I
f(x) > g(z) dla

z € (—1;0) U (0;1)

0) f(z) = g(x) dla z = 2;
f(x) = g(z) dla z € (1;2)
d) f(z) = g(x) dla z = —1;
f(z) = g(z) dla

x € (—o0; —1) U (0;1)

a)rx=-2lubz=2

5
b)

Prawa strona réwnania nie
moze byé ujemna i |z| # 2,
zatem x > 2, co oznacza, ze
|z| = z oraz |z — 2| =z — 2,
czyli réwnanie mozna zapisac

.4 _
w postaci: =5 =z — 2.

_4 — —
\Z\fZ‘ =z —2

Dla « > 2 réwnanie ma tylko
jedno rozwiazanie: x = 4.

a) f(z) =g(z) dla z = 3;
f(x) > g(x) dla
x € (—00;2) U (3;00)
b) réwnanie sprzeczne;
f(x) > g(x) dla
z € (—o0; —3) U (—3;00)

=2
—im=}
a) m € R\ {0}

nie ma takich m
m € (0;1)

m € (—6;2)

ecse 3 3

3. Funkcje wymierne

Vv

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

17.

18.

Podaj wzor funkcji homograficznej, ktorej

wykres przedstawiono na rysunku obok.

—

a) O jaki wektor nalezy przesunaé ten wy-

kres, aby otrzymaé¢ wykres funkcji g?

—z—3
9(z) = =5

b) O jaki wektor nalezy przesunaé ten wy-

kres, aby osiami symetrii otrzymanej hiper-

__~%M
S

boli byly proste: y =2z —4iy=—o — 27

Rozwiaz graficznie réwnanie f(z) = g(x) i nieréwnosé f(z) > g(x).
a) f(z) ==, gla) == ¢) f(z) =2, g(x)=la|

b) f(z) = ﬁ, g(z) = |z| d) flo) =L -1, g(a) = &=

r—1

8

Rozwiaz graficznie i algebraicznie réwnanie f(x) = g(x).

a) f(z)= , g(x)=3 *Db) flz) = | ——

2 _9
xr

Rozwiaz graficznie réwnanie f(z) = g(z) i nier6wnoéé f(z) > g(z).
2z-2 4 —6—
W f@) =22, g = b) fa) = 2, () = 2

z+3’ z+3
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = %. Dla jakiej wartosci parametru m prze-
dzial (—8;0) jest zbiorem rozwiazan nieréwnosci 2 < m?

x

r—m

Dla jakich wartosci parametru m wykresy funkcji f(x) =
maja dokladnie jeden punkt wspélny?

ig(x)=mz

x

Dla jakich wartosci parametru m wykresy funkcji f i g nie maja punktéw
wspolnych?

a) f(z) =
b) f(x) =

Dla jakich wartosci parametru m dane proste sa réwnolegle, a dla jakich
prostopadte?

» g(x) = —maz , 9(x) = (m -1z

, g(x) =ma d) f(z) = _3, glz)=x+m

x x

m
x
m

1-m

1
T m—+1
m—+2

b y=imr-51iy=7

. —m . _
a)y——milx—i—?) iy .

Dla jakich wartosci parametru m nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdego
x € R?

ma+2 3x2-2x+1 . (m-3)z+3 .
a) P 0 b) el < 0 c) g M 2
a) réwnolegle dla m = i, prostopadtle dla m = —1

b) nigdy nie sg réwnolegle, prostopadle dla m = 0 i dla m = 2
a)z?+1>0dlameR, mz+2>0dlam=0

b) 3z® — 2z 4+ 1 > 0 dla m € R, poniewaz A = —8 < 0.

—z24+ma—1 < 0 dla dowolnego z, gdy A < 0, czyli A = m*>—4 < 0dlam € (—2;2).

—2224(m—1)z—1
—z2+-2

—z% + 2z — 2 < 0 dla dowolnego x, poniewaz A = —7 < 0.

¢) Nieréwnos$¢é mozna zapisa¢ w postaci: > 0.

Zatem dla dowolnego z musi byé spelniony warunek: —2z% + (m—-1x—-1<0.
A=m?-2m—-7<0dlame (1-2v21+2v2)



Sposoéb na zadanie @

Przyktad

e ey, ;. 2x—2 .
Rozwigz nieréwnosé ;_ 3 < 1, gdzie = # 3.

Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapié¢ na rézne sposoby.

1 sposdb
Rozpatrujemy dwa przypadki ze wzgledu na znak mianownika.
1° 2 —3<0, czyli x € (—o0;3) 2° £ —3>0, czyli z € (3;00)
221/ (x-3) 221/ (x-3)
Zmieniamy zwrot nieréwnosci. Nie zmieniamy zwrotu nieréwnosci.
20 —2>x—-3 2r -2<x—3
x> -1 T < —1
Zatem x € (—1;3). Sprzecznoéé z zatozeniem.
Nieréwnosé 222 < 1 jest spelniona dla « € (—1;3).

z—3

1II sposéb
Mnozymy obie strony nieréwnosci przez kwadrat mianownika utamka.
2;:32 <1/ (x—3)? (x—3)2>0

2z —2)(z—3) < (x — 3)?

2z —2)(z—3)—(x—3)*<0
(z—3)((2z—2)—(z—3)) <0
(z=3)(x+1)<0 -

Syt

2r—2
r—3

Nieréwnosé < 1 jest spelniona dla x € (—1;3).

IIT sposé6b

Postepujemy nastepujaco:
2x—2
r—3
2r—-2
3 1<0
2x—-2 z—3
+5 23
x+1
Wykorzystujemy fakt, ze iloraz i iloczyn maja ten sam znak i rozwiazujemy

nier6wno$¢ (z — 3)(z + 1) < 0, tak jak w II sposobie.

<1

2 jest spelniona dla z € (—1;3).

Nieréwnosé
r—3

Odpowiedz: x € (—1;3)

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 3
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. Niech v — predkos¢ pradu
rzeki.

24 — 24 1
10+4v 10—v
v =2km/h

3. Funkcje wymierne

@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

Punkty P(1,2) i Q(3,4) naleza do wykresu funkcji:

A. fl) =222, C. f2) =,
B. f(z) =2, D. f(z) = =22,

Liczba 3 jest miejscem zerowym funkcji f(x) = z_—_4p + ¢ dla:

A.p=-3,¢q=0, C.p=4,qg=-3,
B.p=2g=-1, D.p=1,q9g=2.

Funkcja rosnaca w kazdym z przedzialéw (—oo; —2) i (—2; 00) jest funkcja:

12 23
A fl@) =22 C. fla) = 202,
-5 -1
B. f(z)= et D. f(z) = e +8.
Liczby —5 i 1 sa rozwiazaniami réwnania:
88z = 6430
A. — =7 3, C. s =z 45,
2—6x = z+5
B. o1 = 7 3, D. x+1—m+5.
Zbiér R\ {1} jest zbiorem wartosci funkeji:
-1 — =+l -z — 241
A' f(l')*xila B' f(x)*m+17 C' f(m)_m_2> D f(l') $+2'
- : wa est nieréumode T8 4 5 < 1 g
Dla ilu liczb caltkowitych prawdziwa jest nieréwnosé o d +—= < k.
A 4 B.5 C. 6 D. 8
Na rysunku obok przedstawione sa wykresy o o
funkeji f(z) =2(x —2)* i g(x) = 55 + 1. Vol /j
Zbiorem rozwiazan nieréwnosci f(x) > g(x) \ \\ /
jest zbior:
A. (3;00), C. (0;2) U (3;00), -=1-\ b ==
B. (3;00), D. (—o00;2) U (3; 00). ol 1 b
Kajakarz ptynie po stojacej wodzie z predko- \\
$cia 10 km/h. Plynac z pradem rzeki, poko- |

nuje trase dlugosci 24 km w czasie o godzine
krétszym, niz zrobilby to, gdyby plynal pod prad. Prad rzeki ma predkosé:
A. 1 km/h, B. 1,5 km/h, C. 2 km/h, D. 2,5 km/h.



Przed obowiazkowa matura z matematyki @

B Zadania krotkiej odpowiedzi BT Gl g

Zadanie 1 (2 pkt) vy | 1. fl@) = +1=222 =
Na rysunku obok przedstawiono wykres | =25

funkcji f(z) = ““t2. Powstal on w wyniku | a=1,b=-5
przesuniecia hiperboli y = — i Oblicz wspot-

czynniki a i b. %

Zadanie 2 (2 pkt) 4 2. f@@)= i_1_:%
Dana jest funkcja f(x) = 2. Oblicz a, je- ol 1 > ~ a=-1

§li wzér funkcji f mozna zapisa¢ w postaci

fl@) =5 -3 / !

Zadanie 3 (2 pkt) | 3. 3|22 — 1| — |22 — 1| = 10
Rozwiaz réwnanie |6z — 3| — |1 — 2z| = 10. | [2z —1| =5

20— 1=-5lub2x—-1=5

M Zadania rozszerzonej odpowiedzi z= =2l =y

Y
Zadanie 4 (4 pkt) \\ ” 4.2)b=2, f(6) = §
Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- \ b) glz) =L +2-32 =0
oji f(z) =3; +0. N —32° + 16z +12=0
a) Podaj warto$¢ wspolczynnika b i oblicz ———— « ': r=-2lubz=6

najmniejsza wartos$¢ funkcji f w przedziale
(3:6)-
b) Wyznacz miejsca zerowe funkeji:
9(x) = f(@) - La
(D] Zadanie 5 (3 pkt)
9z3—x

Uzasadnij, ze funkcja f(z) = 92516221, A tylko jedno miejsce zerowe.

K =
S

Zadanie 6 (4 pkt)

Pierwsza polowe trasy pociag przebyl ze $rednia predkoscia v, a druga po-
towe — ze érednia predkoscia dwa razy mniejsza. Cala trasa ma dtugoéé 140 km.
Wyznacz wzér opisujacy zalezno$¢ miedzy czasem t, w jakim pociag przebyl
cala trase, a $rednia predkoscia v. Oblicz ¢ dla v = 120 km/h.

Zadanie 7 (4 pkt)

Ze stacji A do stacji B, oddalonych od siebie o 100 km, wyjechal pociag. Po
przejechaniu 20 km zatrzymal sie z powodu awarii i stal 10 minut. Aby nad-
robi¢ opo6znienie, pozostaly cze$¢ trasy jechal ze érednig predkoscig 1,2 raza
wiekszg niz przed awarig. Oblicz $rednig predkosé, z jaka jechal pociag na
pierwszym odcinku trasy.

5. D=R\{-3,0}
f(l') _ 9z3—=x _ z(9z2-1) _ z(Bz—1)(3z+1) _ 3z-1
T 9234622+2 ~ z(922+6z+1 z(3z+1)2 T 3z+1

fx)=0dlaz=1

Zatem funkcja f ma tylko jedno miejsce zerowe.
6. t(v)z?—}- 0 _ 2107y, > 0

o=
t(120) = 210 = 148
t=1h 45 min

7. Niech v — érednia predkos¢ pociagu przed awarig.
Byl =150
v =80

Srednia predko$¢ pociagu na pierwszym odcinku trasy wynosita 80 km/h.

Przed obowigzkowg maturg z matematyki



Odpowiedzi do zadan

Niech 6z,5z > 0 beda dtugo-
$ciami bokéw prostokata P;.

1.

_92
6o 2% _ 4 5p 9250

2
5x—-2%
4

ng

Ob = 2(6z + bz) = 293 ~

~ 29,333

Nalezy zakodowac: 293.

22 +rx—1=0

z = 246 ~ 0,618

my = =38 <0

.:c;é%lub:c;é%

Nalezy zakodowac: 618.

. xo =1 ~ 2,833

Nalezy zakodowac: 283.

.z # -3

(z—12)(z —2)(z+3) <0
z € (—o0;—3) U (2;12)

2 ~0,1667

Nalezy zakodowac: 166.

dla m € (2;4).
W

@) =5 +4)
Roéwnanie f(z) = m ma dwa
rozwiazania réznych znakéw

|

—

O

. A=(0;3) U (4

B =(-2;2)

|

)

A\ B = (2;3) U (4;00)

2

@) =
Funkcja f jest rosnaca w kaz-
dym z danych przedzialéw,

gdy 3 —m? <0, czyli dla

@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-4 odpowiedZ ma postaé trzycyfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)

Stosunek dlugosci bokéw prostokata P; jest réwny 6:5. Jesli kazdy bok tego
prostokata skrocimy o 2%, to otrzymamy prostokat P,, w ktérym stosunek
bokéw jest réwny 4:3. Oblicz obwdd prostokata P;. Zakoduj cyfre dziesiatek,
jednosci i pierwsza cyfre po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego
wyniku.

Zadanie 2 (2 pkt)

Liczba x; jest dodatnim pierwiastkiem réwnania ==

2z—-1
pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego liczby x;.

_ x—1 3
= 35— Zakoduj trzy

Zadanie 3 (2 pkt)

Liczba @, jest miejscem zerowym funkcji f(z) = 545

jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego liczby z.

— 3. Zakoduj cyfre

Zadanie 4 (2 pkt)
Liczba a jest najmniejsza, a liczba b najwicksza liczba naturalna spelniajaca
nierownosé:
22 —14x+24
z+3 <
Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego ilorazu

(Sls]

Zadanie 5 (4 pkt)
Naszkicuj wykres funkcji f(z) =

45_:_24 ‘ Dla jakich wartoéci parametru m

réwnanie f(z) = m ma dwa rozwiazania réznych znakéw?

Zadanie 6 (5 pkt)

iy . . S PRI
Zbioér A jest zbiorem rozwiazan nieréwnosci £5-% -2 >

22—2x-8 Z

. , . , ;. 2 .2
rozwigzan nieréwnosci 221’;‘ < 0. Wyznacz zbiér A\ B.

0, a zbiér B — zbiorem

Zadanie 7 (3 pkt)

Dana jest funkcja homograficzna f(z) = 223

. Dla jakich wartoséci parame-

m—x

tru m funkcja ta jest rosnaca w kazdym z przedzialéw: (—oo;m) i (m;o00)?

Zadanie 8 (5 pkt)
Wykres funkcji g jest symetryczny wzgledem prostej x = —1 do wykresu
funkeji f(2) = 222, Rozwiaz nieréwnosé f(z) — g(x) > 0.

Zadanie 9 (4 pkt)

. . o _ r—2 — f(x)
€ (—001 —v3) U (v3: 00). Naszkicuj wykresy funkeji f(z) = s oraz g(x) @]
@) =252 9-f($)=%:$an:R\{2a3} _ 1 gdy f(z) >0
Rozwigzanie graficzne: Y SR —1gdy f(z) <0
Y
Y
/ \ \ 1 J
. \
1 1 X
— @) ~_X —
X
i e = \
|
/ \

f(z) 2 g(z) dla z € (—4; —1) U (2;00)

3. Funkcje wymierne
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