Y.

2 Geometria analityczna

W tym rozdziale opisujemy i badamy figury geometryczne potozone w pro-
stokatnym uktadzie wspotrzednych, w ktérym jednostki na obu osiach maja
rowne dlugosci.

Uktad wspoétrzednych wykorzystywany jest takze w geografii. Okreslajac poto-
zenie punktu na kuli ziemskiej, podaje sie jego szerokosé i dlugosé geograficz-
na, np. potozenie latarni morskiej na wyspie w archipelagu Utklippan w Szwe-
cji — szeroko$¢ geograficzna: 55°57'10”N, dlugosé geograficzna: 15°42'06"E.

Multite4a

® Topologia

® Ukfad wspotrzednych
biegunowych

* Wspdtrzedne kartezjariskie
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Odpowiedzi do zadan

1. a) ¢ = 2V/6,
Ob =2(2 + V2 + V6)
b) b = 3v/3,

Ob = 3(vV2+ V3 +V/5)

3. Niech a bedzie dtugoscig pod-
stawy tréjkata, woéwczas:
a+2(a—2) =32
czyli a = 12 cm.

Stad dtugosé ramienia: 10 cm.
Wysokosé trojkata:

V102 = (§)" =8 [em]

Zatem pole trojkata:
P =48 cm?

5. a), b), c), e) jest
d), f) nie jest
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Warto powtorzyé

Twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie do niego odwrotne

Twierdzenie Pitagorasa

W tréjkacie prostokatnym suma kwadratéow diugo-
Sci przyprostokatnych jest réwna kwadratowi dtugosci c
przeciwprostokatnej.

a®+ b =c b

1. Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych a, b i przeciwprosto-
katnej c. Oblicz jego obwdd.

a) a=4,b=2y2 b) a =32, c =35 c)b=2,c=2

2. Oblicz z.
a) b) V2 5
L
4 g N
V7 r 4/2

3. Podstawa tréjkata réwnoramiennego jest dtuzsza od ramienia o 2 cm. Ob-
licz pole tego trdjkata, jezeli wiadomo, ze jego obwdd jest réwny 32 cm.

4. Wysokosé trojkata ABC opuszczona z wierzchotka C' jest réwna 6. Oblicz
obwdd trojkata ABC.

a) C b) €
/b\ &
A 15 B A 5 B

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli suma kwadratéow diugosci dwoch bokéw trojkata jest réwna kwa-
dratowi dtugosci trzeciego boku, to trojkat ten jest prostokatny.

5. Sprawdz, czy tréjkat o podanych bokach jest prostokatny.

a) 5,12, 13 c) 2%,3,33 e) 3v2, 2v/3, V6
b) 8, 15, 17 d) 15, 18, 25 f) 2v/3, 32, 6
4. Niech D bedzie spodkiem wysokosci opusz- b) 6% + (JAD| + 5)% = 102,
czonej z Wgerzc}zlolka C. , czyli [AD| = 3
|ACI" = 6" +]4D] 6% + |AD|? = |ACJ?, cayli
a) { |BC® =6+ (15 — |AD])* |ACJ? = 45, stad |AC| = 3v/5
|AC|? + |BC|* = 15 Zatem Ob = 3(5 + v/5).

62 4+ |AD|* + 6% + (15 — |AD|)? = 152
|AD|*> — 15|AD| +36 =0
|AD| = 3 lub |AD| = 12
|AC| = 35
{|BC| =6v5
Zatem Ob = 3(5 4 3v/5).



2.1. Odlegtos¢ miedzy punktami Yzeft

— oblicza odlegtosci migedzy

H A punktami w uktadzie
w ukfadzie wspotrzednych Chive e i
— stosuje wzér na odlegtosé
Odleglo$¢ miedzy punktami A i B jest rowna dlu- Y B miedzy punktami
goci odcinka AB. Y2 W.Zfiani,ach dogc?éych
Rozwazmy punkty A(xy,y;) i B(x,y2) w prosto- :Z;Zg}:;t;;;;zhu adze
katnym ukladzie wspotrzednych. Odleglo$é miedzy Y2 — Y1 '
nimi mozemy obliczy¢, korzystajac z twierdzenia
Pitagorasa: Y1
|AB|? = (22— 1)” + (42 — 11)” 5 TR
Twierdzenie
Odleglo$é miedzy punktami A(xy,y;) 1 B(xs,ys2) wyraza sie za pomoca
WZOru:
|AB| = /(x2 — 1) + (2 — 11)?
Przykfad 1
Oblicz odleglosé miedzy punktami A(2,5) i B(—1,1).
AB| = /(-1 -2)2+(1-52=vV9+16=v25=5
Cwiczenie 1
Oblicz odlegtosé miedzy punktami A i B. i
L L Cwiczenie 1
a) A(=3,-1), B(-5,-1) c) A(3,-3), B(3,-1) a) [AB| = —-3+5=2
b) A(5,—61), B(-7,—13) d) A(3+V3,V7), B(V3,-4+V7) b) [AB]> = (-7 -5)%+
+ (13 +6%)* =169
Przykiad 2 v [4B[=13
Oblicz obwdd kwadratu ABC D (rysunek obok). ¢ c) |A(B = %2_ 5)5 +
L +(-1+2)72=25
Z rysunku odczytujemy: A(—1,—2), B(4,0), »= \ |AB| = & : %
D 6
zatem: d) |AB\2:(\/§—3—\/§)2+
VESEDE+0- (2P =vBFI=v®  \ \ (44 VTV =25
Obwéd kwadratu ABCD jest réwny 44/29. X |AB| =5
\ O 1 B
Cwiczenie 2 , —
Oblicz obwodd prostokata o kolejnych wierzchot- A
kach A(-6,1), B(-3,-3), C(5,3), D(2,7).

Cwiczenie 2

|[AB| = /(-3+6)2+(-3—-1)2=/0+16=5
IBC|=+/(5+3)2+ (3+3)2=+64+36=10
Ob = 2(5+ 10) = 30
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Cwiczenie 3

Obaapc =5+ 10 +3\/5:
=15+3v5

Obaper = V26 +2v2 4+ 32 =
= /26 + 5v/2

Cwiczenie 4

a) |[AB| = v/26, |AC| = 5,
|BC| = /29, czyli nie jest
rownoramienny.

b) |[AB| = |BC| = V17,
|AC| = 3v/2, czyli jest

réwnoramienny.
c) |AB| = |AC| = 15,
|BC| = 61/5, czyli jest
rownoramienny.
d) |AB| = 23,

|AC| = V15 — 6/3, | BC| = /3,

czyli nie jest réwnoramienny.

Cwiczenie 5

a) |[AB| = /26,

|AC| = |BC| = V13,
(V13)? + (v13)% = (v26)°

Tréjkat jest réwnoramienny

i prostokatny.

b) |4B| = 4V73,

|AC| = |BC| = 4V5

Trojkat jest rGwnoramienny i nie
jest prostokatny.

¢) |AB| = 2V, |AC| = V29,
|BC| =35

Trbjkat nie jest rownoramienny
i nie jest prostokatny.

d) |AB| = 3v/2, |AC| = 3V/10,
|BC| = 6v2

Trojkat nie jest réwnoramienny
i jest prostokatny.

Odpowiedzi do zadan

1. ObgrLuN = 11+\/ﬁ<
<11+5=16
Obpgrs =9+ V26 + V5 >
>9454+2=16
Zatem Obpgrs > ObxrmN-
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Cwiczenie 3 . YA :
Oblicz obwody trojkatéw 4 4 o F
ABC' i DEF przedstawio-
nych na rysunku obok. o ¥ X
o DV g
B

Cwiczenie 4
Sprawdz, czy trojkat ABC' jest réwnoramienny.

a) A(1,3), B(6,4), C(4, 1) ) A(—3 —3) B(12 3) (6, )

Przyktad 3
Sprawdz, czy tréjkat o wierzchotkach A(—2,—4), B(4,2) i C(1,5) jest prosto-
katny.

|AB| = /(4= (=2))2 + (2= (—4))2 = V36 + 36 = V72

[AC] = V1= (=2))?+ (5 (-4))? = VO + 81 = V90

BOI= TP+ G2 = Vo7 9=V
Zauwazmy, ze: |ABJ* + |BC|*> =72+ 18 = 90 = |AC|?.

Zatem z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa wynika, ze trojkat
ABC jest prostokatny.

Cwiczenie 5
Sprawdz, czy trojkat ABC' jest réwnoramienny. Czy jest prostokatny?
a) A(_lv 2)7 B(47 1)7 0(27 4) C) A(1> 1)7 B(57 3)7 O(_]-a 6)

Zadania

1. Ktéry z czworokatéw KLMN i PQRS N v y
(rysunek obok) ma wigkszy obw6d? |

2. Ktory z odcinkéw AB i CD jest dtuzszy? 1
a‘) A(17 72)7 B(4a4)a 0(27 2)7 D<8a 72) 1 R X
b) A(-2,3), B(4,1), C(~1,1), D(4,6) PR
c) A(3,-2), B(8,-2), C(-2,2), D(2,5) K L

3. Sprawdz, czy tréjkat ABC jest prostokatny.

a) A(3,0), B(—6,8), C(-2,-2) b) A(-5,-1), B(4,1), C(3,5)
2. a) |AB| = /45, |CD| = /52, |CD| > |AB|
b) |AB| = V40, |CD| = v/50, |CD| > |AB|
c) |AB| =5=|CD|
3. a) Obliczamy wspodtczynniki kierunkowe prostych zawierajacych boki tréjkata:
aAc = ﬁ, aBc = —%
Zauwazmy, ze aac - apc = —1, zatem trojkat jest prostokatny.

b) Obliczamy kwadraty dtugosci bokéw tréjkata:

|AB|?> = 85, |BC|> = 17, |AC|? = 100
Zauwazmy, ze 85 + 17 # 100, zatem na podstawie twierdzenia Pitagorasa trdjkat
nie jest prostokatny.



Sprawdz, czy trojkaty ABC i DEF sa przystajace lub podobne.
a) A(272)7 B(875)7 0(174)’ D(_270)a E(47_3)7 F(57 _1)
b) A(-1,1), B(2,5), C(0,4), D(4,4), E(0,2), F(—2,—4)

Oblicz obwdd oraz wysokosci tréjkata, ktorego jednym z wierzchotkéw jest
punkt przecigcia prostych:

a)y=z—1liy= —%x+5, a pozostate wierzchotki sa punktami przeciecia
tych prostych z osig OY,

b) y=x+2 iy =3z — 6, a pozostale wierzcholki sg punktami przeciecia
tych prostych z osiag OX.

Oblicz obwdd, dtugosci przekatnych oraz wysokosé rombu ABCD.
a) A(—?), O)a B(Ov ]-)7 0(17 4)7 D(_2a 3)
b) A(_57 _2)7 B(27 _1)7 0(77 4)7 D(07 3)

Wyznacz wspélrzedne punktéw nalezacych do prostej I, ktérych odlegtosé
od punktu P jest rowna d.

a) Ly =2z —2, P(5,3),d=+/10

Dane sa punkty A(—2,2) i C(5,3). Oblicz wspdlrzedne wierzchotkéw B
i D prostokata ABCD, jedli nalezg one do prostej o réwnaniu y = 4 — z.

b) l:y = —x +6, P(3,2),d =13

Dane sa wierzchotki A(—4,2), B(8,—2) 1 C(6,4) trapezu réwnoramiennego
ABCD o podstawie AB. Oblicz wspoélrzedne wierzchotka D.

Powtorzenie

10.

11.

[b]12.

13.

12.

13.

Narysuj tamang PQRST i oblicz jej dtugosé.
a) P(—=17,0), Q(—1,3), R(-3,4), S(—1,5), T(3,3)
b) P(Ga _Q)a Q(27 1)7 R(_17 _1)7 5(63 _6)7 T(Q, _6)

Wierzchotkami kwadratu sa punkty A(—3,0), B(0,1), C(—1,4) 1
Oblicz obwdd tego kwadratu oraz dtugosé jego przekatne;j.

D(—4,3).

Uzasadnij, ze czworokat ABCD jest trapezem, a nastepnie oblicz jego
obwdd i pole.

a) A(-3,2), B(6,2), C(4,6), D(1,6)
b) A(=3,-3), B(1,-5), C(1,9), D(=3,1)
Sprawdz, czy trojkat ABC jest prostokatny. Oblicz jego pole.
a) A(0,-2), B(3,7), C(—3,4) b) A(3,0), B(—3,-2), C(0,—4)

a) Odcinki AB i CD sg réwnolegte do osi OX, wigc sa réwnolegte, a zatem czworokat
ABCD jest trapezem. Jego wysokosé h = |6 — 2| = 4 oraz |[AB| = 9, |BC| = 2v/5,
|CD| = 3, |DA| = 4v/2. Zatem Ob = 12 + 2/5 + 4\/2, P = 24.

b) Odcinki AD i BC sg réwnolegle do osi OY, wigc sa réwnolegte, a zatem czworokat
ABCD jest trapezem. Jego wysoko$é h = |1+ 3| = 4 oraz |AB| = 2v/5, |BC| = 14,
|CD| = 4y/5, |DA| = 4. Zatem Ob = 18 + 6+/5, P = 36.

a) jest, P =22

b) nie jest, P =9
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10.
. Ob = 44/10, |AC| = 2V/5

11

. a) Q(z,2x — 2)

a) |AB| = |DE| = 3V5,
|AC| = |BF| = V5,
|BC| = |DF| = 5V2,

wiec trojkaty sa przystajace.
b) |AB| =5, |AC| = V10,
IBC| = V5, |DE| = 2V5,
|DF| =10, |EF| = 24/10,
wiec trojkaty sa podobne.
a) Ob = 2v/5 +4v/2 + 6,
wysokosci: 4, 3v/2, %\/g
b) Ob = 2v/10 + 6v/2 + 4,
wysokosci: 6, 2v/2, 65@

a) Ob = 41/10, |AC| = 4/2,
|BD| = 2V/2, h— /10

b) Ob = 20v/2, |AC\ = 65,
|BD| =2V/5, h = 32
— punkt nale-
zacy do prostej [
(6-2)+(3-(22-2)°=
=10
52% — 30z +40 = 0
r=2lubx=4
Wspétrzedne punktéw: (2,2),
(4,6)
b) (1,5), (6,0)
B(47 0)7 D(_L 5)

. Proste AB i CD sa réwno-

legte, czyli aap = acp = —%.

Niech D(z,y). Wtedy prosta

CD: y= —%x + 6.

Trapez jest rownoramienny,

stad:

(x+4)7°+ (-2 +

=(6-87°+(4+2

r=—61lubz = Q
D(=6,8) lub D(&, 2)

a) 7\/5 b) 9+ 13 + V74

6—2)2:
)?



Uczen:

— wyznacza wspoltrzedne $rodka
odcinka, gdy dane sg wspot-
rzedne jego koncéw,

— wyznacza wspolrzedne
jednego z koncéw odcinka,
gdy dane sa wspélrzedne jego
srodka i drugiego konca,

— stosuje wzér na $rodek
odcinka w zadaniach doty-
czacych wlasnosci wielokatow
w uktadzie wspolrzednych.

Cwiczenie 1
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2.2. Srodek odcinka

Jezeli znamy wspolrzedne koncéw odcinka, mozemy wyznaczy¢ wspodlrzedne
jego érodka.

Srodek odcinka

Srodkiem odcinka AB o koncach w punktach
A(z1,91) 1 B(2,y2) jest punkt:

1 +x2 Y1+ y2
s(agm i)

x1
' ~0
A/,,

Przyktad 1
Wyznacz wspélrzedne érodka odcinka AB, jedli A(—3,2) i B(5,—4).

Srodek odcinka AB ma wspétrzedne: (_3;_ 2, %) =(1,-1).
Cwiczenie 1
Wyznacz wspolrzedne srodka odcinka AB.

a) A(-2,-1), B(6,3) b) A(-4,1), B(5,-8) c) A(

N =

Przyktad 2
Punkt S(1,5) jest érodkiem odcinka AB. Wyznacz wspdlrzedne punktu A,
jesli punkt B ma wspdlrzedne (—3,4).
Niech punkt A ma wspélrzedne (zy,y,), wowczas:
r1 —3 _ . Y1 + 4 _
B ntios

1'1:5 i y1:6

Cwiczenie 2

a) Dany jest punkt A(5,8). Wyznacz wspé6lrzedne punktu B, jesli punkt
S(—1,—3) jest $rodkiem odcinka AB.

b) Punkt S(2,1) jest srodkiem odcinka o koficach A(x,—2) i B(7,y). Oblicz
dhugo$é odcinka AB.

¢) Punkt S(1,1) jest srodkiem odcinka o koncach A(z,y) i B(z + y,x — y).
Oblicz dlugosé odcinka AB.

Cwiczenie 2

Stz — ] 27 _ 9 2zty _ q

2 2 2

a) b) { c) {

8 =2 x

B a1 31
czylix = -7, y = —14. czylix =2,y = —2.
Zatem B(—7,—14). Zatem A(2,—2), B(0,4)
oraz |AB| = 2V/10.

czylix = -3, y =4.
Zatem A(—3,—2), B(7,4)
oraz |AB| = 2v/34.



Przypomnijmy, ze $rodkowa tréjkata nazywamy odcinek laczacy jego wierz-

chotek ze érodkiem przeciwlegltego boku.

Przyktad 3

Dany jest tréjkat ABC (rysunek obok). Oblicz
dtugosé érodkowej tego tréjkata poprowadzonej
z wierzchotka C.

Niech D bedzie érodkiem odcinka AB:

244 240\ _ B
D( e =2 )_D(l, 1)

Obliczamy dtugo$éé¢ srodkowe;j:

—

[CD|= /(4 =1+ (4~ (-1))?=V9+25 = V34

Cwiczenie 3
Oblicz dhugosci érodkowych tréjkata ABC.
a) A(_27 _1)3 B(6a 3)3 C(_27 3)

Zadania

b) A(—6,-1), B(2,3), C(—4,5)

1. Oblicz odlegloéé érodka odcinka AB od poczatku ukladu wspélrzednych.
a) A(176)7 B(_772) b) A(_77 7)7 B(]-]-a]-) C) A(ga \/?)73(_47_\/7)

2. Dany jest punkt A(4,5) oraz punkt S bedacy srodkiem odcinka AB. Wy-

znacz wspolrzedne punktu B.
a) S(—2,3) b) S(6,7)

3. Dany jest punkt A(—4,—3). Oblicz dtugosé odcinka AB, jesli:

a) jego srodkiem jest punkt (—1,—2),

b) jego $rodek lezy na osi OX, a odcieta punk-

tu B jest réwna 2.

4. Oblicz dlugosci przekatnych rombu o wierzchot-
kach O(0,0), A(4,2), B(6,6) i C(2,4) (rysunek
obok). Oblicz pole prostokata, ktérego wierz-

chotkami sg srodki bokéw rombu OABC.

c) S(-3,1)

X

5. Dany jest prostokat o wierzchotkach A(—4,—3), B(8,3),C(6,7)i D(—6,1).

a) Oblicz obwdd prostokata ABCD.

b) Oblicz obwdd rombu, ktérego wierzchotkami sa srodki bokéw prosto-

kata ABCD.

[3)]

czyli obwéd Ob = 16+/5.
b) Dtugoéé boku rombu: 5v/2, czyli Ob = 20+/2.

. a) Dlugoéci bokéw prostokata: |AD| = |BC| = 2V5 i |AB| = |DC| = 6/5,

Cwiczenie 3

Oznaczmy $rodki odcinkéw AB,
AC'i1 BC odpowiednio Sap, Sac
i SBC~

a) Sap(2,1), Sac(-2,1),
Sec(2,3)

|CSap| = 2V5, |BSac| = 2V17,
|ASpc| = 4v2

b) SAB(_27 1)7 SAC’(_57 2)7
SBc(—l,4)

|CSaB| =2V5, |BSac| =5V2,
|ASpc| = 5v2

Odpowiedzi do zadan
1. a) S(—3,4), |SO| =5
b) S(2,4), |SO| = 2v/5
¢) 5(21,0), |SO| =21
) B(=8,1)
) B(8,9)
c) B(-10,-3)
3. a) |AS| = V10, czyli
|AB| = 2/10.
b) Srodkiem odcinka AB jest

punkt S(zg,0), a punkt
B(2,yB), zatem:

)
(=

—34

tve —
czyli yp = 3.
|AB| = 6v/2

4. Dtugosci przekatnych rombu:
|BO| = 6v/2, |AC| = 2v/2

I sposdb
Dtugosci bokéw prostokata:
V2 1 3v/2, czyli pole P = 6.
IT spos6b
Pole prostokata:
P = ;Poapc =

=1-1.1BO| |AC| =6

2.2. Srodek odcinka 59 I



10.

11.
12.
13.

14.

15.

. a) Sac(8,2), Sep(8,2), jest

b) SAC(4%72)7 SBD(4%7 1%)7
nie jest

. 5(3,2), D(7,5)

. a) Wspbélrzedne punktéw A

i B maja postaé (z,x),
stad |AS| = |BS| =
=/B-2)2+@B—2)2=
=2V2.

(3—1z)* =22, czyli
r=1lubz =5

Zatem A(1,1), B(5,5) lub
A(5,5), B(1,1).

b) A(16,14), B(8,8) lub
A(8,8), B(16,14)

a) Sap(2,1),

r=1|4B| = v,

|SP| = /13 = r, zatem
punkt P nalezy do okregu.
b) Sas(1,3),

r = 3|AB| = 2v/10,

|SP| = 24/10 = r, zatem
punkt P nalezy do okregu.
a) II b)III ¢)I d) IV
(-1,1), (2,2), (1,5), (—2,4)
a) 2v5, VT7, 2

b) 2v/2, 41/5, 2v/26

a) (-1,-2),r=5

b) (—=1,1), 7 = 21/10

|AB| = 6+/5, |CD| = 2v/5,
|PQ| = 4V5
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6. Wyznacz wspélrzedne srodkéw odcinka AC' i odcinka BD. Czy czworokat
ABCD jest réwnoleglobokiem?

a‘) A(_27 _1)> B(177 2)7 C(18? 5)7 D(_17 2)
b) A(17 _1)7 B(77 1)7 0(87 5)7 D(27 2)
7. Punkty A(1,2), B(—1,—1) i C(5,2) sa wierzcholkami réwnolegtoboku

ABCD. Oblicz wspélrzedne punktu S bedacego srodkiem odcinka AC
oraz wspolrzedne wierzchotka D.

8. a) Przekatne kwadratu przecinaja sie¢ w punkcie (2, 1), a jeden z jego wierz-
chotkéw ma wspdlrzedne (1,—2). Oblicz pole i obwdd tego kwadratu.

b) Pole kwadratu jest réwne 20, a jeden z jego wierzcholtkéw ma wspdl-
rzedne (3, 6). Oblicz wspélrzedne punktu przeciecia przekatnych kwadratu,
jesli punkt ten nalezy do prostej z = 4.

9. Odcinek AB lezacy na prostej k ma diugosé d. Srodkiem tego odcinka jest
punkt S. Wyznacz wspdlrzedne punktéow A i B.

a) kry=x,d=4v2, 5(3,3) b) k:y =3z +2, d =10, S(12,11)

10. Cgzy punkt P nalezy do okregu, ktérego srednica jest odcinek AB?
a) A(-1,-1), B(5,3), P(0,4) b) A(-5,5), B(7,1), P(—1,-3)

Powtorzenie

11. W ktérej ¢wiartce uktadu wspétrzednych lezy $rodek odcinka AB?
a) A(—17,3), B(7,19) c) A(3,1), B(-3,2)

273 T103
b) A(L,2), B(-2,-3) d) A3, 4), B(—4,-9)

12. Wyznacz wspélrzedne srodkéw bokéw kwadratu o wierzchotkach A(—3,2),
B(1,0), C(3,4) i D(-1,6).

13. Oblicz dtugosci srodkowych tréjkata ABC.

14. Wyznacz wspdirzedne Srodka okregu o srednicy P@ i oblicz jego promien.
a) P(_472)7 Q(27_6) b) P(_77_1)7 Q(573)

15. W trapezie o wierzchotkach A(6,5), B(—6,—1), C(—2,—3) oraz D(2,—1)
punkt P jest $rodkiem ramienia AD, a punkt @) — srodkiem ramienia BC'.
Oblicz dhugoéci odcinkéw AB, CD i PQ.

8. a) Dhugosé przekatnej kwadratu: 2+/(2 — 1)2 + (1 + 2)2 = 2V/10
Dlugo$é boku kwadratu: 2v/5
Zatem P = 20, Ob = 8+/5.
b) Dlugosé boku kwadratu: V20 = 24/5
Dtugo$é przekatnej kwadratu: 24/10
Punkt przecigcia przekatnych: (4, y)
V@ =32+ (y—6)2=3-2V/10
(y—6)2:9, czyliy=3luby=9
Szukany punkt: (4, 3) lub (4, 9)




Warto powtorzyé

Prosta w uktadzie wspétrzednych

Réwnanie prostej postaci y = ax + b nazywamy rownaniem kierunkowym
prostej.

Wspblezynnik kierunkowy prostej y = ax + b przechodzacej przez punkty
(x1,91) 1 (w2, y2), gdzie x; # xq, jest réwny L=4

z2=@1” Odpowiedzi do zadan
1. Wyznacz réwnania prostych AB, AC Y 1. AB:y =z + 3,
i BC (rysunek obok). AC:y =3z + 3,
) ] ) B BC:y=—-iv+1%
2. Wyz.nacz réwnanie prostej PQ. Czy B 2. a) y =g+ 3, nie
nalezy do niej punkt C? b b) y = —2z + 5, tak
a) P(_27 1)7 Q(2a5)a 0(478) A —0| 1 X
b) P(-1,7), Q(3,-1), C(—2,9) —
Proste y = a1z + by i y = asx + by sa:
= réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy a; = as,
= prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy a; - a; = —1.
3. Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez punkt P i réwnoleglej do 3.a)y=4z—1
prostej I. b)y=—1x+13
a) P(1,3),: y=4x +2 b) P(20,9),l: y = —tx 42
4. Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A i prostopadtlej do 4. a)y=—1z+31
prostej . b)y=1z+5
a) AB3,-1),l:y=2x+7 b) A(12,7),l: y = —6x+ 1
5. Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka AB. 5. a) aap = %
a) A(=2,1), B(6,5) b) A(=5,3), B(1,—1) «¢) A(=2,—2), B(0,4) Srodek odcinka AB: (2, 3)
Symetralna odcinka AB:
y=—2x+7

Réwnanie Az+ By+C = 0, gdzie A # 0 lub B # 0, nazywamy réwnaniem
og6lnym prostej.

b) aap = —%
Srodek odcinka AB: (—2,1)
Symetralna odcinka AB:

6. Przeksztalé réwnanie ogdlne prostej do postaci kierunkowej. y=3z+4
a) 3z —y—4=0 b) =4z +2y+5=0 «¢) tx+iy—3=0 ¢) aap =3
Srodek odcinka AB: (—1,1)
7. Prostal przechodzi przez punkt P i jest prostopadta do prostej k. Wyznacz Symetralna odcinka AB:
réwnanie prostej [. y=—3x+32
a) P(4,5), k:2c —y—7=0 b) P(3,-1), k: 2z +3iy—1=0

6.a)y=3x—4 b) y=2z—
7.29)y=—22+7 b)y=10— 12
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Uczen:

— oblicza odlegtosé punktu
od prostej,

— oblicza odleglo$é miedzy
prostymi réownolegtymi,

— stosuje wzér na odleglosé
punktu od prostej do obli-
czania pol wielokatow.

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.3

Generator

testéw i sprawdzianow
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2.3. Odlegtosc¢ punktu od prostej

Przypomnijmy, ze odlegloscia punktu P od prostej [ na-
zywamy dlugos¢ najkrétszego odcinka taczacego punkt P
z punktem na prostej ! (odcinek ten jest prostopadly do
prostej 1). Jesli punkt P lezy na prostej [, to przyjmu-
jemy, ze jego odleglos¢ od tej prostej jest réwna zero.

Przyktad 1

Oblicz odlegtosé punktu P(4,2) od prostej y = 2z — 1.
Wyznaczamy rownanie prostej [ przechodzacej przez Y
punkt P i prostopadlej do prostej y = 2z — 1. Jest

ono postaci y = f%x + b. Podstawiamy do tego
réwnania wspolrzedne punktu P i otrzymujemy
2=—2-4+40D, caylib=4.

Zatem l: y = —ix 4+ 4.

Rozwiazujemy uklad réwnan: 1

{ y=2z—1 5

y=—3x+4

i otrzymujemy wspdlrzedne punktu przeciecia sie prostych: Q(2,3).

Obliczamy dtugosé odcinka PQ:
PQI=V(2-42+(3-22=V5

Zatem odlegloéé punktu P od prostej y = 2z — 1 jest réwna /5.

Cwiczenie 1
Oblicz odlegto$é punktu P od prostej (.
a) P(5,1), Lhy==x b) P(-1,3), l:yz%x—él

Jezeli metode opisana w przyktadzie 1. zastosujemy w przypadku ogdlnym, to
otrzymamy wzér na odlegltosé punktu od proste;j.

Odleglosé punktu P(zg,yo) od prostej | o réwnaniu ogélnym:
Az +By+C =0

wyraza si¢ za pomocg wzoru:

VA + B2
Cwiczenie 1
a) Réwnanie prostej prostopadtej do prostej [ i przechodzacej przez punkt P:

y=—-x+6
Punkt przecigcia tych prostych ma wspoétrzedne Q(3,3). Zatem:
IPQ|=+/(5-3)2+(1-3)2=2V2
b) Réwnanie prostej prostopadlej do prostej [ i przechodzacej przez punkt P:
_ _3 9
Yy=-37+73
Punkt przecigcia tych prostych ma wspétrzedne Q(3,0). Zatem |PQ| = 5.




Przyktad 2
Oblicz odleglo$é punktu P(5,—1) od prostej y = —3a + 2.

Aby skorzystaé¢ ze wzoru na odlegltos¢ punktu od prostej, réwnanie prostej
zapisujemy w postaci ogdlnej:
4dr+3y—6=0

i odczytujemy z niego warto$ci wspdlczynnikow: A = 4, B =31 C = —6.
Wartosci te razem ze wspélrzednymi zp = 51 yo = —1 podstawiamy do
wzoru: g 145+3-(1)-6 _[20-3-6] _ 11

\/42 4 32 T V25

Cwiczenie 2

Oblicz odleglosci punktéw A(0,3), B(—1,0) i C(—1,3) od prostej I.

a) hy—z=1 b)l:3z—y—-7=0 ¢) Ly=—1x+25
Przyktad 3

Punkty A(—1,0), B(1,2) i C(2,—-2) sa wierz- Y
chotkami tréojkata ABC. Oblicz pole tego tréj- B
kata.

Pole tréjkata obliczymy, korzystajac ze wzoru
P = fa-h, w ktérym a = |[AB|, a h jest odle-
gloscia punktu C od prostej AB.

— VA— ()P + 207 =vE=2/2
Wyznaczamy réwnanie prostej AB: y=x + 1
i zapisujemy je w postaci ogélnej: x —y+1 = 0.
Obliczamy odlegtosé punktu C' od prostej AB:

o 24D (D41 _ 5 5v2

V124 (-1)2 T VZT o2
Zatem pole tréjkata: P =1 -2v2. 22 =5

Cwiczenie 3

Oblicz odleglos$é punktu C' od prostej [ oraz pole trojkata ABC, ktérego wierz-
chotki A i B sa punktami przeciecia prostej [ z osiami uktadu wspdlrzednych.
a) I y=3x+6, C(2,—4) b) liy=—3z+4,C(1,-1)

Cwiczenie 4

Punkty A i B sa punktami przecigcia prostej y = —m — 6 z osiami ukladu
wspélrzednych. Oblicz pole réwnolegloboku ABC’D7 ktorego wierzchotek D
ma wspdlrzedne (1,4).

Cwiczenie 4
Prosta AB przecina osie uktadu wspé6irzednych w punktach A(10,0) i B(0, —6), zatem:
|AB| = v/10% + 62 = 2¢/34
. . . 4y
Odlegtosé punktu D od prostej AB: d = 473—434
Pole réwnolegtoboku ABCD: P = 2+/34 - 47431 — 94

Cwiczenie 2
a) da = V2, dp =0, dc = 22
b) da = V10, ds = V10,

1310
dc = I‘Oﬁ
€) da=L dp =55 dc=0
Cwiczenie 3
a) Odlegtos¢ punktu C' od
prostej I: d = 85@

Prosta [ przecina osie uktadu
wspolrzednych w punktach
A(-2,0) i B(0,6), zatem:
|AB| = 1/(—2)2 + 62 = 2/10
Pole trojkata ABC"
=1.2/10- 220 =16
b) Odlegtosé punktu C' od
prostej I: d = /13
Prosta [ przecina osie uktadu
wspoéirzednych w punktach
A(6,0) i B(0,4), zatem:
|AB| = 213
Pole tréjkata ABC:
=3-2/13./13=13
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Cwiczenie 5

a) Do prostej y = x — 1 nalezy

punkt (0, —1), zatem:

d=2V2

b) Do prostej y = 2z — 1 nalezy

punkt (0, —1), zatem:
d= 25
5

¢) Do prostej y = %z + 6 nalezy

punkt (0, 6), zatem:
d= 16V5
5

d) Do prostej y = %m + 1 nalezy

punkt (0, 1), zatem:
d= 6V13

13

Odpowiedzi do zadan
1. a) l: 2z — 5y — 30 =0,

4829 45v29
da = dp = =55~

= T29 >
nie jest
b) I: 4z — 3y — 15 =0,
da =dp =5, jest

c) l: 12z + 5y = 0,

da=5,dp = %, nie jest

2. Réwnania prostych zawieraja-

cych boki czworokata:
AB:z—3y—5=0,
BC:z+y—9=0,
CD: y= %,

AD: x = —1.

dag = z

dep = 2%, dap =3

BN 64 2. Geometria analityczna

3v10 3v2
W0 gpo = 3v2

Odlegto$¢ miedzy dwiema prostymi réwnoleglymi Y
jest réwna odlegtoéci dowolnego punktu jednej

z tych prostych od drugiej proste;j. .
Najkrotszy odcinek taczacy dwa punkty prostych yd
réwnolegltych musi byé prostopadly do tych pro- o< X
stych (dlaczego?).

Przykiad 4

Oblicz odlegto$¢ miedzy prostymi I: 3x — 2y +2 =0 i k: 3x — 2y — 11 = 0.
Dane proste sg réwnolegte. Do rownania prostej [ podstawiamy = = 0 i otrzy-
mujemy y = 1, zatem punkt A(0, 1) nalezy do tej prostej.

Obliczamy odlegloéé punktu A od prostej k:

_ 304 (=2)-1-11] _ 13 _
Y e R

Cwiczenie 5

Oblicz odlegtoéé miedzy prostymi:
a)y=x—11y=x+3,
b)yy=2x—-1 1 y=2x+2,

¢c) x—2y—4=0 1 y=ix+6,
d)3z—2y—4=01iy=32z+1.

Zadania

1. Oblicz odleglosci punktéow A i B od prostej I. Czy prosta AB jest réwno-
legta do prostej 1?7

Y

a) A(1,4), B(5,5), liy=2x—6 " ,

b) A(=4,-2), B(2,6), l:y =152 -5

c) A(-5,-1), B(7,-6), l: y=—24z

2. Dany jest czworokat ABCD o wierzchotkach 1

A(-1,-2), B(8,1), C(4,2) i D(-1,2) (tyv- —of 71— %
sunek obok). Oblicz odlegtoéci punktu S(2,4) -

od bokéw tego czworokata. A

3. Punkty A(6,4), B(—3,7) i C(—2,0) sa wierzchotkami réwnolegltoboku
ABCD. Oblicz odlegtosé wierzchotka C' od prostej AB oraz pole tego
rownolegtoboku.

4. Oblicz pole trojkata ABC.

a) A(-1,1), B(3,-2), C(2,3) b) A(-2,1), B(3,6), C(2,-1)

3. Réwnanie prostej AB: x +3y — 18 =0
Odleglo$é punktu C od prostej AB: do = 2v/10
Dtugoéé boku AB: 31/10
Pole rownolegtoboku: P = 3v/10 - 24/10 = 60

4. a) Rownanie prostej AB: 3z + 4y — 1 = 0.
d(C,AB) = L |AB| =5
Zatem pole tréjkata: P = % -5 1—57 = 8%.

b) Réwnanie prostej AB: z —y + 3 = 0.
d(C,AB) = 32, |AB| = 52
Zatem pole trojkata: P = % -5v/2-3v2 = 15.



5. Oblicz pole kola stycznego jednoczesnie do prostych k i [.

a) k:2e —y+4=0,1:20—y—6=0 b)ky=32+6Ly=3z-2

6. Sprawdz, czy proste AB i C'D sa réwnolegte. Jesli sa, oblicz odleglosé
miedzy nimi oraz oblicz pole czworokata ABCD.

a) A(—2,-6), B(6,2), C(0,3), D(-3,0)
b) A(~9,-2), B(3,—6), C(3,4), D(0,5)

7. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz réwnanie prostej I, rownolegtej do prostej l;:y = 2x, jedli
wiadomo, ze odlegtos¢ miedzy tymi prostymi jest rowna 4.

Réwnanie prostej I, ma posta¢ y = 2x + b. Dla £ = 0 otrzymujemy
punkt P(0,b) nalezacy do tej prostej. Zapisujemy réwnanie prostej I;
w postaci ogélnej: —2x + y = 0. Wyznaczamy odlegtosé punktu P od

tej prostej: |=2-0+1-b4+0 _ Jb

V22412 VB

bl _ 4, zatem |b| = 4+/5, czyli réwnanie prostej l, zapisujemy

Ale NG

w postaci:
P y=2x+4V5 lub y=2x—4V5

Wyznacz réwnanie prostej odleglej o 10 od prostej: a) y = x, b) y = x+ 3.

8. a) Punkty A i B sg punktami przeciecia prostej y = 2z —4 z osiami ukladu
wspotrzednych, a punkt C' lezy na prostej y = 2x + 2. Oblicz pole tréjkata
ABC.

b) Punkty A i B sa punktami przeciecia prostej y =
wspotrzednych, a punkty C'i D leza na prostej y
réwnolegtoboku ABCD.

x—6 z osiami uktadu
%x — 1. Oblicz pole

1
2

Powtorzenie

9. Oblicz odlegloé¢ punktu P od prostej I.
a) P(8,—4),l:y=25x+5 b) P(2,%), lLy=—3z+2
10. Oblicz odlegloéé punktu C od prostej AB oraz pole tréjkata ABC.
a‘) A(_ga _1)7 B(57 _3)7 C(27 4) b) A(_27 _2)7 B(27 0)7 C(47 6)
11. Oblicz odleglo$¢ miedzy prostymi k i [.
a) kry=3x+3,LLy=3x—2 b) k:3z4+4y+4=0,1:y=—-3x+1

4

9. a)2v29 b)0
10.2) d = 2247 P =25

b) d = 2v/5, P = 10
11.a) 2¢/5 b) 1

5. a) Odlegtosé miedzy prostymi

d = 2v/5, czyli promien kota
r =+/5 i pole P = 5.

b) Odlegto$é miedzy prostymi
d =10, czyli r =5 i pole

P = 257.

.a) AB| CD,d =12,

P =385
b) AB || CD, d = 310,
P =75

.a)y:x+10\/§

lub y = = — 102
b) y =z +3—10v/2
luby:x+3+10\/§

. a) Wspoélrzedne punktéw:

A(0,—4), B(2,0), zatem:
|AB| = 2/5

Odlegtos¢ miedzy prostymi

jest réwna wysokosci trojkata

= 6—‘5/5, zatem pole:

P=1.25-%5 =56
b) Wspétrzedne punktow:
A(0,—6), B(12,0), zatem:

|AB| = 6v/5

Odlegtos¢ miedzy prostymi
jest réwna wysokosci réwno-
legtoboku h = 2/5, zatem
pole:

P =6v5-2V5=60
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Pole tréjkata w uktadzie wspoéirzednych

Twierdzenie

Pole tréjkata o wierzchotkach A(xy,y1), B(%2,y2) 1 C(x3,y3) wyraza sie

wzorem:
P = % |T1Ys + ToY3 + TaY1 — T1Ys — TaY1 — T3y
W dowodzie powyzszego wzoru na pole tréjkata Y Ia C B
ABC (rysunek obok), korzysta si¢ np. z tego, ze Y- | T,
pole to mozna zapisa¢ w postaci: y T3/ 5
2 - 1
P=Pippr— P — P, — P; \
gdzie ADEF jest prostokatem, a Py, P», Py sa 4 o : h D
odpowiednio polami tréjkatéw Ty, Ts, Ts. 1 1 1
O| =1 z3 T2 X
Przyktad 1
Oblicz pole tréjkata o wierzchotkach A(—1,1), Y
B(5,2), C(1,5), korzystajac z podanego wzoru. Fl o B
Nastepnie sprawdz otrzymany wynik, odejmu- i
jac od pola prostokata ADEF sume podl trojka- 13 o2
téW T17 T2 1 T3. o
Wspéhrzedne 1 = =1,y = 1, 25 = 5, yp = 2, ——— T
x3 = 1, y3 = 5 podstawiamy do wzoru i otrzy- A D
mujemy: 0 X
P = L|21yo + 2ays + T3y — T1ys — T2y1 — Tayo| =
:%\(—1)-2—!—5-5—1—1&—(—1)-5—5-1—1-2|:
=Ll|-24+254+14+5-5-2[=1.22=11
Sprawdzamy otrzymany wynik:
Pippr=6-4=24, PP=1-6-1=3, P,=1-4-3=6, P,=3-2-4=4
ZatemP:PADEF—(P1+P2+P3):24—13:11
Przyktad 2
Oblicz pole tréjkata o wierzchotkach A(—2,—-3), B(8,2), C(4,5).
P=2|(-2)-2+8-5+4-(-3)—(-2)-5—-8-(-3)—4-2| =
=2]-44+40-124+10+24-8|=1-50=25
Odpowiedzi do zadan
1. a) 14 b) 26 1. Korzystajac z podanego wzoru, oblicz pole trojkata ABC.
a) A(_3a 3)7 B(3, _2)3 0(57 ]-) b) A(17 6)7 B(_Sv _2)5 0(67 3)
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2.4. Okrag w ukfadzie wspédtrzednych (1)

Na rysunku obok przedstawiono okrag o promie- " Y
niu 3 i $rodku w poczatku uktadu wspdirzednych.

Pz, y)

Zauwaz, ze wspoélrzedne dowolnego punktu P(z,y) ‘
tego okregu spelniaja rownanie: O] 1 X
22 +y? = 32

B
/

Réwnanie okregu

Okrag o $rodku w poczatku uktadu wspéirzednych i pro-
mieniu r > 0 jest zbiorem wszystkich punktéw plaszczy-
zny, ktérych wspélrzedne (z,y) spelniaja réwnanie:

2%+ y? = 12

27

Uwaga. Zamiast ,,okrag o réwnaniu 22 + 32 = r?” bedziemy tez pisaé¢ krétko: ,okrag

22+ oy =r?.
Przykfad 1 v
Okrag o srodku w poczatku uktadu wspotrzednych
i promieniu 7 = v/2 (rysunek obok) ma réwnanie: 1
2 +y?=2
Naleza do niego cztery punkty o obu wspétrzednych oy X
catkowitych: (1,1), (-1,1), (=1,-1) i (1,-1).

Cwiczenie 1
Podaj réwnanie okregu o srodku w poczatku uktadu wspétrzednych i promie-
niu 7. Ile punktéw o obu wspdtrzednych catkowitych do niego nalezy?

a) r=2 b) r=4 c)r=>5 d)yr="7
Cwiczenie 2 Y
Do okregu o $rodku w punkcie O(0,0) i promie- ’ )
niu » = /5 (rysunek obok) nalezy osiem punktéw B

o obu wspélrzednych catkowitych. Podaj réownanie

tego okregu oraz wspolrzedne tych punktow.

il
Cwiczenie 3

Podaj réwnanie okregu o srodku w punkcie O(0,0) i promieniu r oraz nalezace
do niego punkty o obu wspdlrzednych catkowitych. Przedstaw to na rysunku.

a) r=2v2 b) r =3v2 c) r=+10 d) r =17

Cwiczenie 2

z2 + 4% =5,

(172)7 (271)7 (_172)7 (_271)7 (_27_1)7 (_17_2)7 (17_2)7 (27_1)
Cwiczenie 3

a) 22 + 9% =8,

(2,2), (-2,2), (-2,-2), (2,—-2)

b) 22 + y? = 18,

(3,3), (—3,3), (—3,-3), (3,—3)

c) 2% +y* =10,

(371)7 (173)7 (_173)7 (_371)7 (_37_1)7 (_17_3)7 (17_3)7 (37_1)
d) 2% + > =17,

(471)7 (174)7 (_174)7 (_471)7 (_47_1)7 (_17_4)7 (17_4)7 (47_1)
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Uczen:

— podaje rownanie okregu
o danych srodku i promieniu,

— sprawdza, czy punkt nalezy
do danego okregu,

— podaje wspélrzedne srodka
i promien okregu, korzy-
stajac z postaci kanonicznej
réwnania okregu,

— wyznacza réwnanie okregu
o danym $rodku, przecho-
dzacego przez dany punkt,

— wyznacza roéwnanie okregu,
gdy dane sa wspoélrzedne
konicow jego srednicy,

— wyznacza réwnanie okregu
wpisanego w kwadrat
i opisanego na kwadracie,
prostokacie lub tréjkacie
prostokatnym,

— stosuje rownanie okregu
w zadaniach.

Cwiczenie 1

a) z? +y? =4,

4 punkty: (2,0), (0,2), (-2,0),
(07 _2)

b) 2% +y? = 16,
4 punkty: (47 0)7 (07 4)7 (_47 0)7
(07 _4)

¢) 22 +y? = 25, 12 punktéw:
(5,0), (4,3), (3,4),

(07 5)7 (_37 4)7 (_47 3)7

(_57 0)7 (_47 _3)7 (_37 _4)7
(0,-5), (3,—4), (4,—3)

d) 2% +y* = 49,
4 punkty: (77 0)7 (07 7)7 (_77 0)7
(07 _7)
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Cwiczenie 4

a) 2> +y°> =36
b) 2 +y* = 64
c) 2 +y*=3
d) 2% 4+ y? = 50
Cwiczenie 5

a) r =13, x2+y2—169
b)r—3\/_ z? +y? =18
c)r \/_lx—i—y =41
d)r=2v2, 22 +y>=38

BN 68 2. Geometria analityczna

Cwiczenie 4
Podaj réwnanie okregu o $rodku w punkcie (0, 0) przechodzacego przez punkt:

a) (0,6), b) (=8,0), c) (v3,0), d) (0,5v/2).

Przyktad 2 Y
Punkt P(—2,3) lezy na okregu o §rodku w punkcie P
0(0,0). Wyznacz réwnanie i promien tego okregu. /
n 1
Do réwnania okregu x? + y? = r? podstawiamy [ |
P | o] 1 | X
r=-2iy=3
(—2)? 4 32 = 2
Stad r? = 13, czyli réwnanie okregu ma postaé —

2? +y* =13, a jego promien r = /13.

Cwiczenie 5
Wyznacz réwnanie i promiefi okregu o $rodku w punkcie O(0,0), jesli okrag
ten przechodzi przez punkt P.

a) P(5,—12) b) P(—3,-3) c) P(—4,-5) d) P(v3-1,V3+1)

Wzér na odlegtosé¢ miedzy dwoma punktami mozna wykorzystaé¢ do otrzyma-
nia réwnania okregu o $srodku w punkcie (a,b) i promieniu r.

Przyktad 3
Podaj réwnanie okregu o $rodku w punkcie S(2,1) i promieniu r = 3.

Szukany okrag jest zbiorem wszystkich punktéw (x, ), Y
ktérych odleglodé od punktu S(2,1) jest réwna 3, zatem
jego réwnanie ma postacé:

Va2 1 =3
(0 =2+ (=17 =9 .

FA
n

Twierdzenie

Okrag o $rodku w punkcie (a,b) i promieniu 7 > 0 jest zbiorem wszystkich
punktéw plaszezyzny, ktérych wspoélrzedne (z,y) spelniaja réwnanie:

(z—a)’+(y—0b)?=
Réwnanie (z — a)? + (y — b)? = r? nazywamy réwnaniem okregu w postaci
kanonicznej.

Na przyktad réwnanie (z—3)?+(y+5)? = 36 jest spelnione przez wspéirzedne
wszystkich punktéw nalezacych do okregu o srodku (3, —5) 1 promieniu 6.



Cwiczenie 6 Cwiczenie 6

Podaj réwnanie okregu o $rodku w punkcie S i promieniu r, a nastepnie a) (z—22+(@y—572=9
narysuj ten okrag. b) (z+7)° + (y—6)° =4
2 2 __
a) S(2,5), r=3 b) S(~7.6), r=2 ¢) S(—4,-3), r=v2 9@+ +H+3"=2
Cwiczenie 7 Cwiczenie 7
Podaj wspélrzedne $rodka i promieni okregu o réwnaniu: a) S(2,5),r=4
a) (¢ —2)"+(y— 5 =16, ¢) (z+3) +(y-3)" =21, i e
, ¢) S(=3,2), r =10
b) (x—4)*+(y+5)* =9, £) 22+ (y+2)° =10, d) S(=5,-9), r =15
¢) (x4 3)2+ (y —2)% = 100, g) (z—11)" 442 = 45, el Sl=gn il v =3
f) S(0,—%), r =10

d) (x4 5)2 + (y+ 9)* = 225, h) (z—v2) + (y—v3) =8 3

) (z+5)*+ (y+9) ) (z=v2) +(y ) §) S(13,0), 7 = 8¢5
Przyktad 4 h) S(v2,V3), r = 2v/2
Wyznacz réwnanie okregu o $rodku w punkcie S(2, —1) przechodzacego przez
punkt P(3,1).
Obliczamy promiefi: 7 = |SP| = /(3 —2)2+ (1 — (-1))2 =1+ 4= V5.
Zatem réwnanie okregu ma postaé: (x —2)% + (y + 1)? = 5.
Cwiczenie 8 Cwiczenie 8
Wyznacz réwnanie okregu o $rodku w punkcie S przechodzacego przez a) 2® +(y+1)° =5
punkt P. b) (z+3)> + (y+1)> =20

a) S(0,-1), P(L1) D) S(-3,-1), P(-1,3) ¢ S(-L1), P2,2) O @FVHE-D7=10

[D] Przyktad 5
Uzasadnij, ze réwnanie x? + y*> — 4x — 6y — 23 = 0 jest réwnaniem okregu
o $rodku w punkcie (2, 3) i promieniu 6.
Réwnanie okregu o $rodku w punkcie (2, 3) i promieniu 6 w postaci kanonicznej
ma postaé (z —2)? + (y — 3)? = 36.
Przeksztalcamy to réwnanie: 22 —4x +4+y?> —6y+9 =236
224 9y? —4xr —6y—23=0

[0] Cwiczenie 9
a) Uzasadnij, ze réwnanie 22 + y? 4+ 62 — 10y + 30 = 0 jest réwnaniem okregu
o érodku w punkcie (—3,5) i promieniu 2.
b) Uzasadnij, ze réwnanie x2 + y? — 2z + 12y + 12 = 0 jest réwnaniem okregu
o érodku w punkcie (1,—6) i promieniu 5.

Cwiczenie 9

a) (z+3)*+(y—5°=4

(2 + 62 +9) + (y> — 10y +25) =4
22+ 9% +62—10y+30=0

b) (x— 1)+ (y+6)° =25

(¢® =22+ 1) + (y* + 12y + 36) = 25
2?4 9% -2+ 12y +12=0

2.4. Okrag w uktadzie wspotrzednych (1) 69 I



Odpowiedzi do zadan

1.

a) z2 492 = 100, A i B naleza
b) z? + y? = 34, B nalezy
¢) z° +y* = 16, A nalezy
d) 2> + y* = 20, A nalezy

. a) 57 b) 4w

Q) (-3 +w+3) =%
e) (z+5)°+(y+1)*=20
f) (x —V3)>+y* =27
a) (m—2)2+y2:10
b) (z —4)> + (y— 1) =25
c) (—2°+(y+3)°=8
d) (z+3)2+ (y—1)> =32
e) (z+5)%+(y—2)2=25
f) (x+4)>%+(y+2)?2=13
a) (z—4)°+(y—27°=9
b) (z+3)°+ (y+1)> =16
¢) (z—1)2+(y—22%=20
d) (z—-1)°+(y—-27°=5
e) (z— 1)+ (y+1)>=25
f) (z—2)°+(y+2)°=17
(e 22+ (-4 =7

(@?+4z+4)+(y°—8y+16) = 7 [D] 8.

2?2+ y? +42 —8y+13=0

BN 70 2. Geometria analityczna

Zadania

1.

Wyznacz réwnanie okregu o $rodku w punkcie O(0,0) przechodzacego
przez punkt P. Czy punkty A i B naleza do tego okregu?

a) P(0,-10), A(6,—8), B(=8,—6) c) P(3,V/7), A(0,—4), B(2v/3,V/3)
b) P(—5,3), A(—6,0), B(=3,—5) d) P(v2,3v?2), A(2,4), B(2v/5,2/5)

Narysuj w jednym uktadzie wspoétrzednych okregi K; i Ky. Oblicz pole
pierécienia kotowego ograniczonego tymi okregami.

a) Ki:a?+y*=5, Kyz?+y*=10

b) Ki: 2 +y? =13, Ky 2> +y* =17

Podaj wspoétrzedne srodka okregu i jego promien.

a) (z+3)?+(y—6)>=38 ¢) (z—1)*+(y+5)?*=16

b) 22+ (y—1)*=3 d) (x—v2)2+y*> =18

Dopasuj okregi K1, Ky, K31 K, (rysunek Ky Y ,
obok) do odpowiednich wzoréw.

L 22442=09 !

IL 2% + (y+2)° =4 Of N[/ X
I (2 — 3)2+ (y — 1)2 =4 R
IV.(z+3)0*+(y—2)2=1 3 !

Podaj réwnanie okregu o srodku w punkcie S i promieniu r.

a) S(1,3),r =2 c) 5(-6,2),r=2 e) S(=5,-1),r=2V5
b) S(~2,-3),r=7 ) S(L-1),r=21 f) S(+3,0),r=3V3
Wyznacz réwnanie okregu, ktéry ma srodek w punkcie S'i przechodzi przez
punkt P.

a) S(2,0), P(1,3)
b) S(4,1), P(1,-3)

¢) S(2,-3), P(4, 1)
d) 8(-3,1), P(1,5)

e) S(-5,2), P(—8,-2)
f) S(—4,-2), P(—1,0)
Wyznacz réwnanie okregu, ktérego érednicg jest odcinek AB. Narysuj ten
okrag.

a) A(1,2), B(7,2) c) A(-1,-2), B(3,6)
b) A(-3,3), B(—3,-5) d) A(-1,1), B(3,3)

e) A(—3,—4), B(5,2)
£) A(—2,-3), B(6,~1)

Uzasadnij, ze réwnanie 22 + 3% + 42 — 8y + 13 = 0 jest réwnaniem okregu
o érodku w punkcie (—2,4) i promieniu /7.



10.

11.

12.

Wyznacz réwnanie okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym ABC.

a) A(-1,2), B(6,-2), C(3,4) c) A(2,3), B(5,—-1), C(-3,-7)

b) A(_27 _4)7 B(Gv 0)7 O(Ov 2) d) A(_47 1)7 B(47 _3)7 C(Sa 5)
Wyznacz réwnanie okregu opisanego na kwadracie ABCD i okregu wspi-
sanego w ten kwadrat.

a) A(0,6), B(2,0), C(8,2), D(6,8)
b) A(-2,0), B(0,—4), C(4,-2), D(2,2)

Wyznacz réwnanie okregu, do ktérego naleza wierzchotki prostokata

ABCD.

a) A(—S, _1)7 B(]-v _3)a 0(47 3)7 D(O’ 5)

b) A(_9a 2)a B(_la _4)3 0(27 0)7 D(_67 6)

a) Podaj réwnania okregéw K, K,, K3 Y

i K, przedstawionych na rysunku obok. " Ty
b) Do ktérych z przedstawionych okregdw - K !

nalezg punkty A(4—+6,V3), B(1,—7) ) / / K \
iC(2 35 ) . N

c¢) Jaki procent kota ograniczonego okre- Of 1

giem K, zostal zacieniowany? \ / /

d) Podaj réwnanie okregu o srodku (1,0),

AR

ktéory ma z okregiem K, jeden punkt
wspOlny.

Powtorzenie

13.

14.

15.

14.

15.

Punkt P nalezy do okregu o $rodku w punkcie O(0,0). Oblicz dlugosé
tuku tego okregu wyznaczonego przez kat srodkowy o mierze a.

a) P(—2,2),a=90° b) P(5,v/11), a =120° «¢) P(-3,—4), a =T72°

Podaj rownania okregdéw K, Ko, Y
K3, Ky, K5, K¢ przedstawionych Ko
na rysunku obok.

=

K3

Odcinek AB jest érednicg okregu
o srodku w punkcie S. Wyznacz
rownanie tego okregu oraz oblicz
wspdirzedne punktu A.

a) B(7,1), 8(3,-1)
b) B(1,5), S(~2,1)

/
N\

L]
1
O] 1 X
Ks
]

Ki:2? +y? =4, Ko:2? + y? = 16,

Ks:(z—5)2+(y—3)?2% =1,
Ke(z—4)2+y+1)°=9,
Ks:(z+3)2+4y2 =1,

Ke:(z+2)2 4+ (y—3)%> =2

(y+1)% =20, A(—1,-3)
1)% = 25, A(—5,—3)

a) (z—3)% +
b) (z +2)% + (y —

2.4. Okrag w uktadzie wspotrzednych (1) 71 I

9.

10.

11.

12.

13.

) (2= 3+ =&
b) (z — 2)2 (y+2) =20
c) ( ) (y + 2) = %
d) (z —2)% + (y — 3)* = 40
a) Srodek okregu jest §rod-

kiem przekatnej AC: S(4,4).
Promien okr@gu opisanego:

1JAC| = 1VB0 =2V5
Promien okr@gu wpisanego:
3|AB| = 340 = V10
Roéwnanie okregu opisanego:
(x—4)> + (y— 4)* =20
Rownanie okregu wpisanego:
(x—4)°+(y—4)>=10
b) Réwnanie okregu opisa-
nego:
(-1 +(y+1)>2=10
Rownanie okregu wpisanego:
(x-1)*+(y+1)*=5

2

a) (z-3) +@w-1)*=%

b) (o4 )"+ (y -1 =

a) Ki: (z —4)% +4% =1,
Kos: (w—4)2+y2 =4,
Ks: (z —4)> +y* =09,
Ky (z—4)*+y?> =16

b) A€ K3, B€ Ky, C € K;

¢) Pole kola ograniczonego
okregiem K4 jest rowne 167.
Pole obszaru zacieniowanego:
16m — 97 + 47 — 7w = 107

Zatem 13~ - 100% = 62,5%.
@) (@17 97 =1

lub (z —1)® + 4> =49

a) Promien okregu: 2v/2
Dlugos'é tuku:

3600 : 2\/_ \/_7T

b) 47w c) 2m



Uczen:

— wyznacza rownanie okregu
spelniajacego podane
warunki.

Multitefa

® Okrag i trojkat w uktadzie
wspotrzednych
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2.5. Okrag w ukfadzie wspodtrzednych (2)

A
Przypomnijmy, ze jesli odcinek AB jest cieciwg
okregu, to srodek okregu nalezy do symetralnej
tej cieciwy.

B

Przykfad 1
Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A(0,5) 1 B(4,1), kt6-
rego Srodek nalezy do prostej I: x = —2.

Odcinek AB jest cigciwg okregu. Jego érodkiem jest punkt P(2,3).
Obliczamy wspdtczynnik kierunkowy

prostej AB:
yp—ya _ 15 _ -4 _ 4 Yiq

Tp—TA 4-0 4 ‘ [
Symetralna odcinka AB (prosta k na 1 \
rysunku obok) jest do niego prostopa- P
dla, zatem jej wspoétczynnik kierunko-

,_.

wy jest réwny 1. Jej rOwnanie ma wiec SL7ol 1 1
postaé: y = z + b. |
Poniewaz punkt P(2,3) nalezy do pro- , ]
stej k, otrzymujemy: 3 = 2 + b, skad ; /
b=1. '
Prosta k opisana jest wiec réwnaniem:
y=xz+1
Srodek okregu S jest punktem przeciecia prostej k i prostej I. Aby wyznaczy¢

—

jego wspotrzedne, rozwigzujemy uktad réwnan:

y=x+1
T=—-2
Obliczamy promien okregu:
1SA] = /(0= (=2))2+ (5 — (—1))2 = VA + 36 = V40 = 2V/10
Réwnanie okregu ma postaé: (z + 2)% + (y + 1)% = 40.

Zatem otrzymujemy S(—2,—1).

Cwiczenie 1
Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A i B, ktérego srodek
nalezy do prostej (.

a) A(-2,2), B(2,4),l:y=1 b) A(3,-5), B(5,-3),Ly=2—2
Cwiczenie 1
a) Srodek odcinka AB: P(0, 3) b) Srodek odcinka AB: P(4,—4)
Wspétezynnik kierunkowy prostej AB: % Wspélczynnik kierunkowy prostej AB: 1
Symetralna odcinka AB: y = —2z + 3 Symetralna odcinka AB: y = —x
y=—2x+3 Yy=—x
Yy = 1 Yy=x— 2
Srodek okregu: S(1,1) Srodek okregu: S(1, —1)
Promien okregu: |[SA| = /10 Promien okregu: |[SA| = /20

Réwnanie okregu: (z —1)? + (y —1)> =10 Réwnanie okregu:
(z—1>2+(y+1)*=20



Przyktad 2
Wyznacz wspolrzedne srodka okregu opisa- o,
nego na tréjkacie o wierzchotkach A(—4, —2), > N
B(6,—-2) 1 C(2,4).

(S

Srodkiem okregu opisanego na tréjkacie jest

punkt przeciecia symetralnych jego bokow. O[\!S X
Wyznaczymy symetralne bokéw AB i AC id

tréjkata ABC (rysunek obok). 4 \ / B
Zauwazmy, ze symetralng boku AB jest pro- L

sta k: x = 1. AN e

Aby wyznaczy¢ réwnanie symetralnej boku
AC, skorzystamy z tego, ze jest ona prostopadta do boku AC' i przechodzi
przez jego $rodek — punkt P(—1,1).

Obliczamy wspdlczynnik kierunkowy prostej AC:

yo—ya _ 4-(=2) _ 442 _
To—TA 2—(—4) 2+4
Zatem symetralna boku AC', prosta [, ma wspétczynnik kierunkowy réwny —1,
wiec jej rownanie ma postaé: y = —x + b.
Poniewaz punkt P(—1,1) nalezy do prostej I, otrzymujemy réwnanie:
1=—(-1)+0b

Stad b = 0, czyli prosta [ ma réwnanie y = —z. Srodek okregu S jest punktem
przeciecia prostej k i prostej [, zatem ma wspolrzedne (1, —1).

Cwiczenie 2
Wyznacz réwnanie okregu opisanego na trojkacie ABC.
a’) A(67 5)7 B(Ov _1)7 C(2a 5) b) A(Sv 6)7 B(_37 _6)7 C(3a _2)

Przyktad 3

Okrag (z — 4)® + (y — 1)? = 25 jest opisany

na trojkacie rownoramiennym ABC' o podsta- o Cl\
wie AB, gdzie A(0,—2) i B(8,—2). Wyznacz
wspoélrzedne wierzchotka C. \

Y l

Srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC
jest punkt S(4,1), a promief tego okregu jest
rowny 5.

Zauwazmy, ze symetralng podstawy AB tréj-
kata ABC jest prosta l: x = 4.

Punkt C nalezy do prostej [ oraz |SC| = 5, Cs
zatem ma on wspoélrzedne (4, 6) lub (4, —4).

n

a Ol
T~
S
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Cwiczenie 2

a) Srodek odcinka AB: P(3,2)
Symetralna odcinka AB:
y=—x+5

Srodek odcinka AC: Q(4,5)
Symetralna odcinka AC: x = 4

y=—-x+5
r=4

Srodek okregu: S(4,1)
Promien okregu: |SB| = /20
Réwnanie okregu:
(z—4)>+@wy-1>%=20

b) Srodek odcinka AB: P(0,0)
Symetralna odcinka AB:
y=-—3

Srodek odcinka AC: Q(3,2)
Symetralna odcinka AC: y = 2

y=—3%
y=2

Srodek okregu: S(—4,2)
Promiefi okregu: |[SA| = v/65
Réwnanie okregu:
(z+4)°+(y—2)°=65



Cwiczenie 3

Symetralna odcinka AB: z =1,
stad C(1,y)

S(1,1) oraz |SC| = 2v/2
ISCl=V(y—-1)?=ly-1] =
=22

C(1,142v2) lub C(1,1 — 2v/2)

Odpowiedzi do zadan

)"+ ( 50
¢) (x—3)*+(y—-3)2=25
d) (z—1)°+(y—2)°=26

2.a) (z—3)%+ (y—4)> =40
b) 2% + (y — 2)® = 20
) (@—27°+(y—4)7°=

3. Dlugosé podstawy: |[AB| =8
Srodek odcinka AB: P(2,—1)
Prosta AB: y = —1
Symetralna odcinka AB:

x = 2, stad C(2,y)

S(2,2) oraz |SC| =5

ISCl =/ (y—2)* =
=ly—2[=5
y=-3luby="7

a) C(2,7), |PC| =8

Pole tréjkata: 3 - 8- 8 = 32
b) C(2,-3), |PC| =2
Pole tréjkata: 3 -8-2 =18

4. Dlugosé podstawy: |[AB| =6
Srodek odcinka AB: P(6,1)
Symetralna odcinka AB:

y =1, stad C(zx,1)

S(2,1) oraz |SC| =5

1SC] = /@ =27 =
=|lr—2|=5
xr=-3lubz=7

C(=3,1) lub C(7,1)

|AC| = 3+/10 lub |AC| = /10
Ob = 6(v/10 + 1) lub

Ob = 2(+/10 + 3)

BN 74 2. Geometria analityczna

Cwiczenie 3

Tréjkat réwnoramienny ABC' jest wpisany w okrag (x—1)2+(y—1)? = 8. Wy-
znacz wspoélrzedne wierzchotka C jesli A(—1, —1) i B(3, —1) sa wierzchotkami
przy podstawie tego tréjkata.

Zadania

1.

Punkt P jest érodkiem cieciwy AB okregu, ktorego érodek nalezy do pro-
stej [. Wyznacz réwnanie tego okregu.

a) A(3,5), P(4,3),l: x = —1 c) A(=2,3), P(2,5),l:y==x

b) A(4,0), P(1,—1),l:y =5 d) A(2,-3), P(-1,-1), y=2+1
Wyznacz rownanie okregu opisanego na trojkacie ABC.

a) A(-3,2), B(9,2), C(5,10) d) A(-7,-3), B(3,-1), C(1,5)

b) A(-2,6), B(—2,-2), C(4,4) e) A(0,-3), B(7,-2), C(7,4),

c) A(3,-3), B(9,3), C(-3,9) f) A(-5,0), B(—3,-2), C(1,2)

Okrag (z — 2)? + (y — 2)* = 25 jest opisany na tréjkacie réwnoramien-
nym ABC o podstawie AB, gdzie A(—2,—1), B(6,—1). Oblicz pole tego
tréjkata, jesli wierzchotek C' lezy:

a) w I éwiartce uktadu wspéirzednych,

b) w IV éwiartce uktadu wspéirzednych.

Okrag (z —2)? + (y — 1)* = 25 jest opisany na tréjkacie réwnoramiennym
ABC, ktérego podstawa jest odcinek AB, gdzie A(6,—2), B(6,4). Oblicz
obwdd tego trojkata.

Powtorzenie

5. Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A(—2,4) 1 B(4,4),

ktorego $rodek nalezy do prostej I: y = —1.

Okrag (z —2)? 4 (y — 2)? = 29 jest opisany na trojkacie ABC'. Oblicz pole
tego trojkata, jesli jest on:

a) prostokatny réwnoramienny,

b) prostokatny, a jedna jego przyprostokatna jest zawarta w osi OY,

¢) réwnoramienny ostrokatny oraz A(—3,4) i B(—3,0) sa wierzchotkami
przy jego podstawie,

d) réwnoramienny rozwartokatny oraz A(—3,4) i B(7,4) sa wierzchotkami
przy jego podstawie.

5. (z—1)>2+(y+1)> =34
6. 5(2,2), r =29

a) Przeciwprostokatna: 2r = 2v/29
Przyprostokatne: v/58, v/58

Pole tréjkata: P = 29

b) Przeciwprostokatna: 2+/29

Punkty przecigcia okregu z osia OY: (0,7), (0, —3)
Przyprostokatne: 10, \/(2\/%)2 —10%2 =4

Pole tréjkata: P = 20

¢) 2(v/29 +5)

d) 5(+/29 — 2)



Posta¢ ogodlna réwnania okregu
Réwnanie okregu zapisane w postaci kanonicznej:
(—a)+(y—0)°=
mozna przeksztalci¢ do postaci ogolnej:
> +y*+ Az +By+C=0
gdzie A, B i C sa pewnymi stalymi.

Przykfad 1
Zapisz réwnanie okregu (z — 3)% + (y + 2)? = 9 w postaci ogdlnej.
(=32 +(y+2)?=9
2 —6x+9+y*+4r+4=9
2 —6r+y’+4x+4=0

Nie zawsze réwnanie postaci 2 +y?+ Az + By+C = 0 jest réwnaniem okregu.

Przyktad 2
Sprawdz, czy podane réwnanie jest rOwnaniem okregu.
a) 22 +y*+2r+ 10y —10=0
(2 +22+1)+ (y*+2-5y+25)—10—-1—-25=0
(x+1)*+ (y+5)* =36
Jest to réwnanie okregu o $rodku w punkcie (—1, —5) i promieniu 6.
b) 22 +y?* + 62 —4y+13=0
(> +2-32+9)+(y*—2-2y+4)+13-9—-4=0
(z+3)°+(y—2)?2=0
Powyzsze réwnanie jest prawdziwe tylko dla x = —3 i y = 2, zatem spelniaja
je jedynie wspélrzedne punktu (—3,2). Nie jest to wiec réwnanie okregu.
)’ +y —2—-3y+3=0
(®=2-3x+3)+W—-2-2y+2)+3-1-2=0
1 3 _ 1
(=3 +W—3)7%=—3
Suma kwadratow nie moze by¢ liczba ujemna, wiec powyzsze réwnanie jest
sprzeczne (zbidr rozwiazan jest pusty) i nie moze byé réwnaniem okregu.

= |©

1. Sprawdz, czy podane réwnanie jest rOwnaniem okregu.

a) 22+ — 20 +4y+1=0 d) 2> +y* =32 —3y+41 =0
b) 2 +y* +2x +6y+12=10 e) ¥ +y*+3y+2=0
c) B +y*+6y+2x=0 f) 222 +2¢y* — 200 — 4y +2=10

Odpowiedzi do zadan

1. a) (z —1)? 4 (y + 2)*> = 4 — réwnanie okregu
b) (z 4+ 1)% + (y + 3)®> = —2 — nie jest to réwnanie okregu
¢) (z+1)% + (y + 3)® = 10 — réwnanie okregu

) (z— —) + (y— %)2 = 0 — nie jest to réwnanie okregu

=7

e) 22 + (y + ) = 1 _ réwnanie okregu

) 1
f) (z —5)% + (y — 1)? = 25 — réwnanie okregu
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Uczer: 2.6. Wzajemne potozenie dwoch okregow

— okresla liczbe punktéw

wspolnych dwoéch okregdw, . ) , . L L. .
— it T ene polodemne Przypomnijmy, jak moga by¢ polozone wzgledem siebie dwa rézne okregi.
dwbéch okregéw opisanych
réwnaniami,

Okregi styczne

— oblicza promieri okregu (.maJQ jeden punkt wspélny) -
o danym $rodku, znajac jego styczne zewngtrznie styczne wewnetrznie

polozenie wzgledem okregu

opisanego réwnaniem.
AL . a |S1SQ|ZR+7" g |5152|:‘R—7’|
Cwiczenie 1
a) |515:| = 2,

brak punktéw wspoélnych . .. .
v Okregi przecinajace sie

(maja dwa punkty wspdlne)

e eg IR—7| < |S18] < R+7

Okregi rozlaczne
(nie maja punktéw wspdlnych)

=\

b) [S155] = 5, 1 punkt wspélny rozlaczne zewnetrznie rozlaczne wewnetrznie
Y
= <
@ |5152| >R+4r % |5152| < ‘R—T|
/ \ ;
21
B /
> Przykiad 1 Y
.
Na rysunku obok przedstawiono okrag o $érodku
2
S1(—1,1) i promieniu R = 2 oraz okrag o $rodku
c) |S152] =4, 1 punkt wspoln 52(=2,1) i promieniu r =1. wz frl1
R py PO Zauwaz, ze |R —r| = 1 = |S,9,|. Okregi te maja o711 »
= < jeden punkt wspdlny (sa styczne wewnetrznie).
22 L,
/ \ Cwiczenie 1
1 Narysuj w uktadzie wspélrzednych okrag o srodku w punkcie S; i promieniu R
S0 ~ oraz okrag o $rodku w punkcie S, i promieniu r. Podaj odleglo$¢ miedzy
\ y srodkami tych okregéw. Ile punktéw wspolnych maja te okregi?
a) S1(—1,0), R=15, S5(1,0),r =2 c) S1(—2,0), R=6, S5(—2,4),r=2
~ L b) S1(0,3), R=4, S,(0,-2),r=1 d) 51(0,0), R =3, 5,(2,2),r =2
d) |$15:| = 2v2,
2 punkty wspdlne
Yy —
a
A
Multite£a © X
N ]~
® Potozenie okregow w uktadzie

wspotrzednych
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.6

Generator

testow i sprawdzianow
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Przyktad 2
Ile punktéw wspolnych maja okregi:

Ki:(x =32+ (y—4)2=16 i Ky: (z—1)>+ (y —2)> =47
Srodkiem okregu K jest punkt S (3,4), a jego promieii R = 4.
Srodkiem okregu K, jest punkt S(1,2), a jego promien 7 = 2.
Obliczamy odlegto$¢ miedzy srodkami tych okregdw:

1S18s| = /(B-1)2+(4-2)2=V4+4=/8=2V2

R+4r =6 oraz |[R—r| = 2, zatem |R—r| < |S, S| < R+7 (gdyz 2 < 2v/2 < 6),
wiec okregi K i K, maja dwa punkty wspdlne (przecinaja sie).

Cwiczenie 2

Ile punktéw wspdlnych maja okregi Ky i Ko?

a) Ki: (z— 1)+ (y—1)2=20, Ko: (x =7+ (y—4)*=5
b) Ki: (z—3)*+ (y—2)?=49, Ko: (x—2)+(y+1)*=9
¢) Ki: (x43)°+ (y—3)?=36, Ko: (z+1)*+ (y+1)>=4
d) Ki: (z— 4+ (y—4)>=40, Ky: (x—1)2+ (y—3)*=10
Przyktad 3

Dany jest okrag K;: (z+3)? + (y +2)? = 25 oraz okrag K, o $rodku w punk-
cie S5(5,4) i promieniu r. Dla jakich wartosci r okregi te maja jeden punkt
wspolny?
Srodkiem okregu K, jest punkt S;(—3,—2), a jego promieii R = 5.
Obliczamy odlegto$¢ miedzy srodkami okregéw K i Ky:

1S182] = /(56— (=3))2+ (4 — (—2))2 = V64 + 36 = 10

Dane okregi majg jeden punkt wspélny, gdy:

* 83 styczne zewnetrznie, czyli [S15:| =10=5+r,skad r =5
lub
* 83 styczne wewnetrznie, czyli |S;S,| =10 = |5 — r|, skad r = 15.

Cwiczenie 3
Dany jest okrag K;: (z+3)? + (y — 2)? = 16 oraz okrag K, o $rodku w punk-
cie Sy i promieniu r. Dla jakich wartosci r okregi te maja jeden punkt wspdlny?

a) S5(4,2) b) S2(—4,4)

Cwiczenie 4
Dany jest okrag (z+7)?+(y—5)? = 25 oraz okrag o $rodku w punkcie S(5, —4)
i promieniu r. Dla jakich wartoéci r okregi te maja dwa punkty wspdlne?

Cwiczenie 4

S1(=7,5), R=15,|515| =15

Okregi maja dwa punkty wspdlne, gdy |R — 7| < |S1S| < R+ .
I5—7r]<15<54r

r € (=10;20) i r > 10

Zatem 1 € (105 20).
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Cwiczenie 2

a) S1(1,1), R =2V5
So(7,4), 1 =/5

|S152| = 3v/5
R+r=3V5=|55:]
okregi styczne zewnetrznie
1 punkt wspélny

b) S1(3,2), R=7
S2(2,—-1), =3

151.52] = V10

\R—r| =4 > \/1_: |5152|
okregi roztaczne wewnetrznie
0 punktéw wspdlnych

c) S1(-3,3), R=6
Sa(=1,-1), r=2

|S152] = V20
R+r=28oraz |[R—r|=4,
zatem |R —r| < [S1S2] < R+
okregi przecinaja sie

2 punkty wspolne

d) Si(4,4), R =210
Sa(1,3), r = /10

15182 = V10

|R — 7| = V10 = 5152
okregi styczne wewnetrznie
1 punkt wspdlny

Cwiczenie 3

S51(=3,2), R=14

a) |S19:2| =7

Okregi styczne zewnetrznie:
[S1S2| =7=4+7r, wiecr =3
Okregi styczne wewnetrznie:
[S1S2| =7 =4 —r|, wiec r = 11
b) [S18:2| = V5

Okregi styczne zewnetrznie:
‘5152| = \/g: 4+,

wiec r = VE—4<0

Okregi styczne wewnetrznie:
15182 = V5 = |4 — 7],
Wi(gcr:4—\/51ubr:4—|—\/5



Odpowiedzi do zadan
1. d — odlegto$¢ miedzy $rodka-

mi okregéw

a) d = 6, styczne zewnetrznie

b) d = 5, styczne wewnetrznie
)

d

d
c) d =5, przecinaja sie
d
d

d) d = 5v/2, przecinaja sie
e)d= 2V/2, roztaczne
wewnetrznie
f) d = 13, rozlaczne
zewnetrznie

.a)d=13,

1 punkt dla r € {5, 21},
2 punkty dla r € (5;21)

b) d = V41,
1 punkt dla

r € {V4l — 4,41 + 4},

2 punkty dla

r € (VA1 — 4;/41 + 4)

c) d =45,

1 punkt dla

r € {45 — 7,45 + 7},

2 punkty dla
re@VE—T;4V5+7)

La) Ki:(z+1)2 +(y—1)% =8,
K(z =22+ (@y—4°=2,
styczne zewnetrznie

b) K1: (z+3)*+ (y+1)> =8,
Ka(z -1+ (y—2)°=09,
przecinaja sie

¢) Ki:(z—1)°+(y—1)2 =09,
Ko:(z —2)2 4+ (y—3)% =2,
przecinaja sie

.a)0 b)0 ¢)2 d) 1

. a) 1 punkt dla r € {3, 7},
2 punkty dla r € (3;7)
b) 1 punkt dla

r € {3v5 — 5,35 + 5},
2 punkty dla

r € (3v/5 — 5;3v/5 + 5)
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Zadania

1.

Dane sg okregi K; i Ky. Oblicz odlegto$é miedzy $rodkami tych okregdw
i okredl ich wzajemne polozenie.

a) Ki: (x —3)? +y* =4, Ky: (x—3)*+ (y—6)? =16
b) Ki: (x4 2)*+ (y+2)* =1, Ky: (x4 2)*+ (y—3)* =36
¢) Ki: (x+2)*+ (y+1)* =90, Ky (x =14 (y—3)> =25
d) Ki: (z+4)*+ (y —5)* =84, Ky: (z+5)*+ (y+2)*=16
e) Ki: (x+1)*+ (y — 8)* =49, Ky (x =14+ (y—6)*=4
f) Ki: (z—7)%+ (y—2)* =49, Ky (x+5)*+ (y+3)>=25

Oblicz odlegto$¢ miedzy Srodkami okregdéw K i K. Dla jakich wartosci r,
gdzie r > 0, okregi te maja jeden punkt wspdlny, a dla jakich — dwa punkty
wspoélne?

a) Ki: (x—5)*+ (y+ 1) = 64, Ky: (x4 7%+ (y—4)% = r?
b) Ki: (x+2)?+ (y+1)? = 16, Ky (x—3)*+(y—3)>=r°
c) Ki: (z—2)*+ (y—5)? =49, Ky (x+6)*+ (y—1)2 =12

Srednic& okregu K jest odcinek AB, a $rednicg okregu K, — odcinek C'D.
Wyznacz rownania tych okregéw i okresl ich wzajemne polozenie.

a) A(—3,-1), B(1,3), C(3,3), D(1,5)
b) A(—5,1), B(—1,-3), C(1,-1), D(1,5)
¢) A(=2,1), B(4,1), C(3,2), D(1,4)

Okregi o promieniach 1, 2 i 3, parami
styczne zewnetrznie, polozone sa w spo-
séb przedstawiony na rysunku obok.
Wyznacz wspdlrzedne érodka najmniej-
szego okregu.

s
NENYA

Powtorzenie

5. TIle punktéw wspdlnych maja okregi Ki: (x +2)? + (y+ 1) =251 K,?

4. Niech h = |DOs|. Y

a) Ko: (x+2)*+ (y—2)2=2
b) Ky: (x—7)*+ (y—5)*=25

c) Ko: (1 —4)*+ (y+4)*=5
d) Ko: (z—6)*+ (y+7)> =225

Dany jest okrag K; o srodku S;(1,3) i promieniu r. Dla jakich wartosci r
okrag ten ma jeden punkt wspdlny z okregiem K, a dla jakich — dwa
punkty wspolne?

a) Ky (4224 (y+1)2=4 b) Ky: (x—4)*+ (y+3)* =25

7 warunkéw zadania: |00z| = 5, [0203| = 4, Os

|OO3| = 3. Na mocy twierdzenia odwrotnego
do twierdzenia Pitagorasa tréjkat OO20s3 jest
prostokatny. Obliczamy pole trojkata OO203
na dwa sposoby:

Pr=3-4-3=1.5h

czyli h = L. Z twierdzenia Pitagorasa dla

1

Ql O X

tréjkata ODO3 mamy:
|OD|? + h? = |00;|?

czyli |OD| = 2. Zatem wspélrzedne srodka

9 12

najmniejszego okregu: Os(z, ).



Wspoirzedne geograficzne

Okreslajac polozenie punktu na kuli ziemskiej,
podaje si¢ jego:

szerokos¢ geograficzna (kat « mierzony od rownika
w kierunku péinocnym albo potudniowym),
dlugos¢ geograficzng (kat S mierzony od potudnika
zerowego w kierunku wschodnim albo zachodnim).

Tak okreslony uktad wspotrzednych wykorzystuje sie
przy tworzeniu map.

Na mapie punkt O oznacza potozenie zamku Ogrodzieniec
(50°27'N, 19°33'E) pokazanego na zdjeciu obok.

—
|

| I

Ell Czy potrafisz wskazaé, ktére z punktéw A, B, C, D
odpowiadaja potozeniu zamkoéw na zdjeciach?
MO, - = ;

e
7§

|- Zamek w Gniewie

Odpowiedzi do zadan

1. A — Zamek Czocha
B — Zamek w Gniewie
C' — Zamek w Niedzicy
D — Zamek w Czersku

(A v )
g

ST TSl Ghd
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Uczen:

— podaje liczbe punktow
wspOlnych i okresla wzajemne
polozenie okregu i prostej,
poréwnujac odlegtosé srodka
okregu od prostej z jego
promieniem,

— korzysta z wtasnosci stycznej
do okregu,

— podaje réwnania stycznych do
okregu rownolegtych do osi
uktadu wspoétrzednych.

Multitefa

® Prosta i okrag w uktadzie
wspotrzednych

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.7

Generator

testéw i sprawdzianow
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2.7. Wzajemne potozenie okregu i prostej

Przypomnijmy, ze okrag i prosta moga mie¢ dwa punkty wspodlne, jeden punkt

wspolny lub nie mie¢ punktéw wspoélnych.

Niech |OP| bedzie odlegloscia érodka okregu od proste;j.

|OP| < r _ ;
Prosta, ktora ma z okregiem dwa punkty wspol-
R ne, nazywamy jego sieczna. Odlegtosé siecznej od
srodka okregu jest mniejsza od jego promienia.
Jesli prosta ma z okregiem jeden punkt wspdlny,
oP|=r to méwimy, ze jest stycznma do okregu (wspdlny
A p punkt nazywamy punktem stycznosci). Promien
okregu prowadzony do punktu stycznosci z prosta
jest do niej prostopadly. Odlegtosé stycznej od
srodka okregu jest rowna jego promieniowi.
|OP| > . o
Na rysunku obok okrag i prosta nie maja punk-
2 P téw wspdlnych (sg roztaczne). Odleglodé prostej
od $rodka okregu jest wigksza od jego promienia.
Przyktad 1
Ile punktéw wspdlnych z okregiem o §rodku w punkcie (1,0) ma prosta z = —2
w zaleznoéci od promienia r tego okregu? v
Dana prosta:
» ma jeden punkt wspdlny z okregiem dla r = 3
(rysunek obok), !
« ma dwa punkty wspdlne z okregiem dla r > 3, Ol 1 X
e nie ma punktéw wspdlnych z okregiem dla
0<r<3.
Cwiczenie 1

Ile punktéw wspdélnych z okregiem o srodku w punkcie S ma prosta k w za-
leznoéci od promienia r tego okregu?

a) S(2,-2), k:y=2
b) S(-2,2), k:x=+/3

Cwiczenie 1

a) 0 punktéw dla r € (0;4),
1 punkt dla r = 4,

2 punkty dla r € (4; 00)

1 punkt dla r = % -
2 punkty dla r € (3 — V/2; 00)

b) 0 punktéw dla r € (0;2 + +/3), d) 0 punktéw dla r € (0;1/2),

1 punkt dla r = 2 4+ /3,
2 punkty dla r € (2 + 1/3; 00)

1 punkt dla r = v/2,
2 punkty dla r € (v/2; 00)



Przyktad 2
Dane sg okrag o réwnaniu z? + y? = 16 i prosta I: = 3. Oblicz dlugoéé
cieciwy wyznaczonej przez punkty ich przeciecia.

Srodkiem okregu jest punkt (0,0), a promien jest Y
réwny 4. Niech |OP| bedzie odleglodcia $rodka okre- l
gu od prostej [, a punkty A, B niech beda punktami
przeciecia okregu z ta prosta. /
Wéwcezas |OP| = 3, zatem:

|AP| = V22 =37 = /7 O\l

Trojkaty OPA i OPB sg przystajace, wiec dtugoéé

b

[

oA

vy

cieciwy:

|AB| =2-|AP| = 27

Cwiczenie 2
Oblicz dlugosé cieciwy wyznaczonej przez punkty przeciecia prostej [ i okregu
o réwnaniu (x — 2)% + y* = 25.

a) l:x=4 b) l:x=—1

Cwiczenie 3
Cieciwa o dtugosci 6 jest wyznaczona przez punkty przeciecia prostej [ i okregu
o $rodku w punkcie S. Wyznacz réwnanie tego okregu.

a) bx=3, S(—-1,-2) b) l:y=-2, S(4,1)

Przyktad 3
Ile punktéw wspdlnych z okregiem o réwnaniu (z — 4)* + (y + 1)? = 10 ma
prosta l: x — 3y +3 =07
Promien okregu jest réwny /10, a $rodkiem okregu jest punkt S(4,—1).
Obliczamy odlegto$¢ punktu S od prostej (:
_ 14+ (=3)-D+3 _ 10 _ 4
e v v

Odlegtosé srodka okregu od prostej jest réwna promieniowi okregu, wiec okrag

i prosta sg styczne — maja jeden punkt wspolny.

Cwiczenie 4
Ile punktéw wspélnych z okregiem o érodku w punkcie S i promieniu 4 ma
prosta 7

a) S(3,4), I: 122 4+5y—4=0
b) S(7,4), I:3z+4y—12=0

c) S(-3,2), l:dr+3y+6=0
d) S(2v2,2v2), l:x+y=0

Cwiczenie 4

Niech d — odlegto$é érodka okregu od prostej.
a) d =4 = r, zatem jest jeden punkt wspélny.
b) d =5 > r, zatem nie ma punktéw wspélnych.
¢) d =0 < r, zatem sa dwa punkty wspodlne.

d) d = 4 = r, zatem jest jeden punkt wspélny.
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Cwiczenie 2

Srodek okregu: S(2,0),
promien: r = 5,

P — Srodek cieciwy

a) |SP| =2

|AP| = /52 — 22 = /21
Zatem |AB| = 2+/21.

b) |[SP| =3
AP| = VBT =4

Zatem |[AB| = 8.
¢) Odlegtosé srodka okregu

S(2,0) od prostej z — 2y = 0:
‘SP‘ _ |2:140-(=2)+0| _ 2

VI2H(-22 VB

|AP| = /5% — (%)2 - u

Zatem |AB| = 225

f

Cwiczenie 3

a) |[SP| =4, |[AP| =13 -6 =3,
r? =42 4+ 32 = 25, zatem:
(z+1)*+(y+2)°=25

b) |SP| =3, |AP|=3-6=3,
r? = 3% + 3% = 18, zatem:
(z—4)>+@wy-1>*=18



Odpowiedzi do zadan Zadania
1. a) 0 punktéw dla r € (0;4),
1 punkt dla r = 4, 1. Ile punktéw wspolnych z okregiem (z + 3)* 4+ (y — 1)®> = r? ma prosta k

2 punkty dla r € (4;00) w zaleznoéci od promienia r tego okregu?
b) 0 punktéw dla r € (0; 8),

1 punkt dla r = 8, a) k:y=5 b) k:z=5 ¢) kiw=—1
2 punkty dla r € (8;00) ) , , v
¢) 0 punktéw dla r € (0; 2) 2. Prosta [ jest styczna do okregu, ktérego srod- N
1 punkt dla r = 2, kiem jest punkt A. Oblicz promien tego okregu. vt
2 punkty dla r € (2;00) a) l: y =tz +4, A(-=3,0) (rysunek obok) %{
2-a)f b) 5 b) I: 3z + 4y —5=0, A(—4,-2) / 1
) 332 d) 2V10 ¢ Ly=3x+3, A21) A O 1X
3. a) d f 2 punkty d) Ly =3x—1, A(=5,4) e
b) d = 21/5, 0 punktéw
¢) d = 2v/2, 2 punkty 3. Oblicz odlegtos¢ punktu S od prostej . Ile punktéw wspdlnych z okregiem
d) d = /13, 0 punktéw o érodku w punkcie S i promieniu 3 ma ta prosta?
e)d—7‘5,2punkty a) S(1,3), I: 2z 4+y =0 d) S(—1,-2), I %J}—y—l—3=0
5 @=L pual b) S(=7,2), La—2y+1=0 e) S(2,1), 3z +y—1=0
4. a) 0 punktéw dla r € (0;2), ) . ) .
| ot s e 1 ¢) S(=2,4), Lz—y+2=0 £) S(-8v2,vV2+1), L a—Ty+7=0

2 punkty dla r € (2;00)
b) 0 punktéw dlar € (0;2/5),
1 punkt dla r = 2v/5,

Okresdl liczbe punktéw wspdlnych prostej [ z okregiem o srodku w punk-
cie S w zaleznos$ci od promienia r tego okregu.

2 punkty dla r € (2v/5; 00) a) I:3z+4y—1=0, S(1,2) d) I $*_y+2_0 5(3,2)
¢) 0 punktéw dla r € (0; 2), b) I: %JC -y % =0, S(-5,1) e) l: V2 —y =0, S5(6,0)
1 punkt dla r = 2, ) iz —y+4=0, S(53) £) :V3z—y+4=0, S(2v3,-1)

5
2 punkty dla r € (2—537 00)
d) 0 punktéw dlar € (0; %), Powtdrzenie
1 punkt dla r = Sf,

2 punkty dla r € (Tf’

5. Ile punktéw wspdlnych ma podany okrag z prosta y = —27
) a) (x+5)°+(y—4)> =36 ¢) (x+2)+(y—6)°>=4
e) 0 punktéw dlar € (0;2v6), b) (z—8)%+ (y+1)2=4 d) (x—3)*+(y+4)*=38
1 punkt dla r = 2v/6,
2 punkty dla r € (2v/6;00)  [D] 6. Uzasadnij, ze prosta k jest styczna do okregu (z — 1) + (y — 2)* = 25.
f) 0 punktéw dla r € (0; & a) k:yz%x—i—Q b)k:y:%x—5
1 punkt dla r = 71
2 punkty dla r € (i
5.2)1 b)2 ¢) 0 d)

~—

) 7. Tle punktéw wspdlnych ma okrag (xz + 3)* + (y — 2)? = 17 z prosta AB?
a) A(_2a_1)7 B(4a _4) b) A(Oa _3), B(2’5) C) A(17_2)7 B(3a4)

S w|"'“

8. Podaj réwnania stycznych do okregu (x —3)?+ (y+1)? = 49 réwnoleglych
do osi: a) OX, b)OY.

6. Srodek okregu: S(1,2), promiefi okregu: r = 5
a) Obliczamy odlegto$é srodka S od prostej k: 4z — 3y + 27 = 0.
—la1-s2427 _ 25 _g_
ErCor o
Zatem prosta k jest styczna do okregu.

b) Obliczamy odlegto$é srodka S od prostej k: 3z — 4y — 20 = 0.

d= [3-1-4-2-20| _ % —5—1r
1/324,(,4)2

Zatem prosta k jest styczna do okregu.
7.a)2 b)1 ¢)0
8.a)y=-8y=6 b)xa=—-4,2z=10
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2.8. Uktady rownan - powtorzenie Jozen:

— rozwiazuje algebraicznie
uktad rownan i podaje

Przyktad 1 v—3y=—5 interpretacje geometryczna
Rozwiaz uktad réwnan metoda podstawiania i podaj jego in- rozwigzania,
20 +5y=1 — wyznacza punkty wspdlne
terpretacje geometryczng. prostej i paraboli; podaje
. . , , . . . . interpretacje geometryczng,
Wybieramy jedno z réwnan i wyznaczamy z niego jedna z niewiadomych. rozwigzania.
r=3y—>5 Wyznaczamy niewiadoma = z pierwszego réwnania.
2(3y _ 5) +5y=1 P()ds%tz?wiamy \\'yraz'enie,Sy — r)
w ”llC']SCC xr W dl'ugl‘[ll rownaniu.
{ r=3y—>5
_ — Y a
6y —10+5y =1 NOINL Y Cwiczenie 1
Ly
r=3y—5 — yZz 5 a)r=1y=2
1y =11/:11 ™ - Y
Y ~_p /
z=3y—5 —— ~
% 1 /
=-2 TR
x S ol 1 X
y=1
Aby przedstawi¢ interpretacje geometryczng uktadu réwnan, réwnania prze- /
ksztalcamy do postaci y = %.I‘ + % iy= —%x + % Rysujemy proste okreslone b)z=-2y=2
tymi réwnaniami. Punkt P(—2,1) jest punktem przeciecia tych prostych. Y
Przypomnijmy, ze jesli proste [, i I odpowiadaja réwnaniom uktadu, to moz- \
liwa jest jedna z nastepujacych sytuacji.
Y Y Y 1
> RY; \
A Iy > o 1 X
5
Q c)xz=1,9y=3
0| X | X O] X Y
Uktad oznaczony — proste prze-  Uklad sprzeczny — proste  Uklad nieoznaczony —
cinaja sie w jednym punkcie. sa rownolegte i rozne. proste pokrywaja sie.
Cwiczenie 1
Rozwiaz uktad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna. 1
) r+y=3 b) 3z +y=—4 ) 2 —y=—1 T~
¢
3r—y=1 r—2y=—6 r—2y=-—5
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Cwiczenie 2
a)zx=-2,y=5lubz=1,

NP

1
x

ol 1 X
)z = -1,y =31lubz = 2
y=20

Y

=

Przypomnijmy, ze prosta i parabola moga mie¢ dwa punkty wspélne, jeden
punkt wspélny lub nie mie¢ punktéw wspolnych.

Przyktad 2

=2z —2

Rozwiaz uktad réwnan { Y 2 i podaj jego interpretacje geometryczna.
y=1x" —

Uktad rozwiazemy metodg podstawiania. Do drugiego réwnania w miejsce y

podstawiamy wyrazenie 2z — 2 i otrzymujemy:

2r—2=2%—2 \ Y /
20 — 22 =0 \ /
z(2—2)=0 \ )
x=0 lub =2 ) P
Dla kazdej warto$ci niewiadomej = obliczamy war- \ . /
tos¢ niewiadomej y i otrzymujemy dwa rozwigzania: o X
r=0 r=2 P
{y=—2 oraz {yzZ

Na rysunku przedstawiono prostg y = 2z — 2 i parabole y = z2 — 2. Maja one
dwa punkty wspdélne: P;(0,—-2) i P»(2,2).

VoY /
Przyktad 3 \ /
Na rysunku obok przedstawiono parabolg y = 2% —2 \ /
i prosta y = 2z — 3. Maja one jeden punkt wspélny:
P(1,-1).
Uklad réwnar: VT
y=2z-3 O | X
y=a>-2 P
ma zatem jedno rozwiazanie (rozwiaz ten uktad al-
gebraicznie).
Cwiczenie 2

Rozwiaz uklad rownan i podaj jego interpretacje geometryczna.

a){y——x+3 C){y——x2+4 e){y—2x2—4

y:m2—|—1 y:—x—|—2 y:2.’13

=z+4 =2z 42 =2z —2
/ \ b) ¢ * : a1’ R M
/ \ y=(z-2) y=—(z+1) y=—22"+2
d)z=-3y=—-4lubz=—1, e)z=—-1,y=-2lubz=2,y=4 flz=-2,y=-6lubz=1,y=0
y=0 Y Y
Y
B \ / 9] X
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Zadania Odpowiedzi do zadan
1.a)z=-1,y=-3

1. Rozwiagz uklad réwnan. Podaj jego interpretacje geometrycznag. b)z=-3y=1
=1,y=0
{E+y:—4 3l‘—y:3 3;p+2y:1 C):L’ gy s
a) c) e) dz=-%y=-3
20 +y = —5 20 — 3y =2 T —2y= -5 e)x=—1,y=2
f)z=2,y=4
z+2y=—1 Jr+y=—5 3r —y =2 ’
V=" T =T Tmoy=" 3. a) uktad sprzeczny
2. Boki tréjkata sa zawarte w prostych: 4z — 3y +6 =0, 3z +4y — 8 = 0 \ Y /
oraz Tx +y — 27 = 0. Wyznacz wspolrzedne jego wierzchotkéow. Narysuj )
ten trojkat. \ o L/ X
3. Rozwiaz uklad réwnan. Podaj jego interpretacje geometryczna.
y=x—95 y=3r—5 y=2x—2
a) ) c) ) e) )
y=x°—4 y=x°—3 y=(r-1)
=243 A | = _—r—1 b)z=-2y=1lubz=1,
b) ! 2 d) ! 2 f) ’ 2 y=4
y=—z"+5 y=—a"—1 y=(z+3) v
4. Rozwiaz uklad réwnan. Podaj jego interpretacje geometryczna.
= 2x+2 =-2r—6 =2r —4
SR S R R A7
y=2z"—2 y=5az2—4 y:Z;(;Q .
=27 +2 =z -2 =-z+2
by ¢ Y , @l RS [ o1\ X
y=2(z—1) y=—52°+2 y=—z2° =2 cJrz=1,y=-2lubz=2,
y=1
Powtdrzenie Y
5. Rozwiaz uklad réwnan. Podaj jego interpretacje geometryczna. \ o] 1/ X
-3z + 2y = -8 3r+y=—4 20 —y = —1
) Y b) Y ) Y
r+y=1 r—2y=—6 r—2y=-5 /
6. Naszkicuj w tym samym ukladzie wspdtrzednych parabole y = —2? + 3 d)z=0,y=—11lubz =2,
oraz prosta k. Odczytaj wspélrzedne ich punktéw wspdlnych. y=-5
Y
a) kry=xz+1 c) k:y=2x e) kry=—-x-3 1
b) kry=—-x+1 d) kry=2x+3 f) kry=2x+4 1 ba
7. Wyznacz wspoélrzedne punktéw wspoélnych wykreséw funkeji f i g.
a) f(r) =2z, g(x) =22 —4x b) f(z)=-22+4,g(x)=2> -4z +4 / \
4. a) z=-2,y=6lubz=1,y=0 6.a)z=-2,y=—-1lubz=1,y=2
b)z=0,y=2lubz=3,y=8 b)z=-1,y=2lubzr=2,y=-1 ) =1y = 0 Il =3,
c)x=-2,y=-2 c)z=-3,y=-6lubz=1,y=2 y=4
dyz=-4y=-6lubz=2,y=0 d)z=-2,y=—-1lubz=0,y=3 %
e)x=4,y=4 e)zx=-2,y=—-1lubz=3,y=—6
f) uktad sprzeczny fa=-1,y=2 \ /
5.a)z=2,y=-1 7.a) z=0,y=0lubz=3,y=6
b)z=-2y=2 b)z=0,y=4lubxz=2,y=0 1
gr=1y=3 ol A X

f)z=-5y=41lubz= -2,
y=1
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Uczen:

— rozwiazuje algebraicznie
i graficznie uktady réwnan,
z ktérych jedno opisuje
prosta, a drugie — okrag
o $rodku w poczatku uktadu
wspolrzednych,

— rozwiazuje zadania dotyczace
wielokatéw wpisanych w dany
okrag.

Cwiczenie 1
a)z=-3,y=—41lubz =3,
y=4

Y
= —~
/ X \
| X
\ /
e —
b)x=2y=-2
Y
[ )
\ ol 1 ] X
c)zx=-3,y=1
Y
/
1
/ ol 1 X
/
Multitefa
® Prosta i okrag w uktadzie
wspotrzednych
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2.9. Punkty wspdlne prostej i okregu (1)

Przyktad 1
Rozwigz uktad rownan i podaj jego interpretacje geometryczna.
2 +y? =20
_ Y
r+y+2=0
7 drugiego réwnania wyznaczamy y = —x — 2

i podstawiamy do pierwszego roéwnania:
>+ (—x—2)2=20
2% +4x—16=0 /:2
> +2r—-8=0
z=—4 lub =2
Zatem rozwiazaniem uktadu sa dwie pary liczb:

oraz
y=2 y=—4

Przyktad 2
Rozwiaz uktad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

P +y*=5
{ y=2x—5
Do pierwszego rownania podstawiamy y = 2x—5: Y
2?4+ (2r—5)?=5
52 —20x+20=0 /:5
2> —4r+4=0 Ol 1 /p X

(z—2)2=0
r=2

Okrag =2 + 3% = 20 i prosta
z+y+ 2 =0 maja dwa punkty
wspélne: Pi(—4,2) i P>(2, —4).

[y

Zatem rozwiazaniem uktadu jest para liczb:
r=2 Prosta y = 2x — 5 jest styczna
y=-1 do okregu x?+y? = 5 w punkcie

P(2,-1).
Cwiczenie 1
Rozwiaz uktad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.
) 2 +y? =25 b) 2?4yt =8 ) 2?2 +1* =10
a c
y:%x y=x—4 y=3x+ 10



Przyktad 3
Wyznacz punkty wspélne prostej y = —x — 6 oraz okregu x2 + y? = 20. Oblicz
dtugos¢ cigciwy wyznaczonej przez te punkty.

Podstawiamy y = —x — 6 do réwnania okregu: Yr o
22+ (—z—6)? =20 o
202+ 120 +16=0 /:2 / N\
22463 +8=0 [ ! \
r=—4lubz=-2 \ ol.1 | X
. /
Dla x = —4 otrzymujemy y = —2, A
dla z = —2 otrzymujemy y = —4. AN
Zatem punktami wspdlnymi sa: A(—4, —2) oraz ‘
B(—2,—4). Obliczamy dlugoséé cieciwy:
AB| = V2= (P F (- (P = ITi= VE=22
Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
Prosta [ przecina okrag K w punktach A i B. Oblicz dtugoséé cieciwy AB. a) A(1,-4), B(4,-1),
AB| =3V2
Ly=z—5 K:a®+y>=17 b) Iy = 32 — 10, K: 22+ 42 =20 |
vy Y V= o b) A(2,—4), B(4.2),
AB| = 2v10
Przykiad 4 Yt o 48] vio
Na rysunku obok przedstawiono kwadrat wpisany
w okrag x? +y* = 10. Bok AB jest zawarty w pro- p )
stej y = s — 3. Wyznacz wierzcholki tego kwa-
dratu. ol 1 X
B
Podstawiamy y = sz — 2 do réwnania okregu:
2>+ (3 —3)2=10 A

2, 1,2 5 25 _
T+ 9T 2x—}—4—10

- 3o 20 /4
22 —2x—-3=0
r=—-1lubxz=3
Dla z = —1 otrzymujemy y = —3, a dla x = 3 otrzymujemy y = —1.
Zatem wierzcholek A ma wspdlrzedne (—1,—3), a wierzcholek B ma wspot-
rzedne (3, —1).
Punkt O(0,0) jest srodkiem przekatnej AC oraz A(—1,—3), zatem wierzcho-
lek C' ma wspdlrzedne (1, 3).
Punkt O(0,0) jest érodkiem przekatnej BD oraz B(3,—1), zatem wierzcho-
lek D ma wspélrzedne (—3,1).
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Cwiczenie 3
(—3,-2), (—-2,-3), (3,2), (2,3)

Odpowiedzi do zadan

1l.a)z=-1,y=—-1lubz =1,
y=1
b)z=-2,y=3lubz=2,
y=—-3
c)r=-2,y=1
d)z=-3y=-1lubz =1,
y=3
e)r=—-4y=1lubz=1,
y=—4
f)z=3,y=-1
g)z=1,y=-5lubxz =5,
y=1
h)yz=-2,y=-31lubxz =3,
y=—2
i) uktad sprzeczny

2. Prosta przechodzaca przez
srodek okregu i dany
wierzchotek: y = —z
Prosta prostopadta do
wyznaczonej prostej
i przechodzaca przez srodek

okregu: y =z
2 2
z°+y" =18
y=x

Szukane punkty: (—3, —3),

(3,3)

2. (-3,-3), (3,3)

3. (—4,2), (—2,-4), (4,-2),
(2,4), Ob = 810

4. (6,2), (2,-6), (—6,—2),
(=2,6), P =80

5. a) (1,4), (4,1), (—1,—4),
—4,-1)
b) (_175)7 (57_1)7 (17_5)7
-5,1)

(37 _4)’ (_4’ _3)7

N
e
|“03
e
&
w\.
E

6.a) z=0,y=—41lub z =4,

y=20
b)z=-2,y=-5lubz=2,
y=2>5
c)z=—-4,y=3lubz=0,
y=-5

d)yz=-4y=2
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Cwiczenie 3

Wierzchotki prostokata ABC D naleza do okregu x% + y? = 13, a bok BC jest
zawarty w prostej y = —x + 5. Wyznacz te wierzchotki.

Zadania

1. Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

22+t =2 2 +y? =10 2? +y? =26
a) d) 8)

y==x z—y+2=0 3r—2y—13=0
b) 2> +y* =13 ) 2yt =17 h) 2 +y* =13

‘ e

y:—%x r+y+3=0 z—5y—13=0

2 +y*=5 2?4+ 9% =10 _ 2 +y? =16
¢) f) i)

y=2xr+5 3r—y—10=0 r—2y—10=0

2. W okrag 2 +y? = 18 wpisano tréjkat réwnoramienny prostokatny. Wierz-
cholek kata prostego tego tréjkata ma wspdlrzedne (—3, 3). Wyznacz jego
pozostale wierzcholki.

3. W okrag 22 + y?> = 20 jest wpisany kwadrat, ktérego jedna z przekat-
nych jest zawarta w prostej y = —%a:. Wyznacz wierzcholki tego kwadratu
i oblicz jego obwod.

4. W okrag z? + y* = 40 jest wpisany kwadrat, ktérego jeden z bokéw jest
zawarty w prostej y = 2x—10. Wyznacz wierzchotki tego kwadratu i oblicz
jego pole.

5. Wierzchotki prostokata ABCD naleza do okregu K, a jeden z jego bokéw
jest zawarty w prostej I. Wyznacz te wierzchotki.

a) ix—y+3=0,K:2°+y*=17T b) Lxa+y+4=0, K: 2 +y*> = 26

Powtorzenie

6. Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

) 2> +y* =16 2 +y? =25 2 +y* =10
a ¢ e
y=x—4 20+y+5=0 r—y—5=0
2 2 2 2 2 2
+y° =29 +y* =20 +y° =17
by 1Y gl Tty p 1Tty
5x —2y =0 20 —y+10=0 or+3y—17=0

7. Przekatne trapezu sa zawarte w prostych y—z = 1ix+y = —1. Wyznacz
wierzcholki tego trapezu, jesli naleza one do okregu z? + y? = 25.

e) uktad sprzeczny fla=1,y=4lubz =4, y=—1
Y Y
1
o[ 1 X 1
o 1 X




2.10. Punkty wspodlne prostej i okregu (2) "

— rozwiazuje algebraicznie
uktady réwnan, z ktorych
Przyktad 1 jedno jest réwnaniem okregu,
Wyznacz punkty wspoélne prostej y = z — 5 i okregu (z — 4)? + (y — 2)> = 9. a drugie — rownaniem prostej,
— stosuje uklady réwnan do
rozwiazywania zadan doty-
(x—4)2+(x—5-2)2=9 Y czacych okregéw i wielokatow.

(x =42+ (x—-7)2=9
22 —8x+ 16+ 22 — 142 +49=9
22— 220 +56=0 /:2 B
2? — 11z +28 =0 N
r=4lubx =7
Dla x = 4 otrzymujemy y = —1,

Do réwnania okregu podstawiamy y = x — 5:

a dla z = 7 otrzymujemy y = 2.
Zatem punktami wspdélnymi prostej i okregu
sa punkty P;(4,—1) 1 Py(7,2).

Cwiczenie 1
a)z=-1,y=3lubzx =1,
T . y=>5

Cwiczenie 1 Y

Wyznacz punkty wspoélne prostej I i okregu K. Wykonaj rysunek.
a) by=x+4, Ki(z—1)*+(y—3)*=4
b) Ly=x+2, Ki(z+3)*+(y—2)?=17

@ Cwiczenie 2
Uzasadnij, ze prosta l: y = 2z — 3 nie ma punktéw wspolnych z okregiem K.
a) K:(x+1)2+ (y—5)*=18 b) K:(x—6)*+ (y—1)*=9

4
1

O] 1 X

Przyktad 2 b)z=-4,y=-2lubz=1,

Wyznacz punkty wspélne prostej y = z + 1 i okregu (z — 3)* + (y — 2)* = 2. y=3

Do réwnania okregu podstawiamy y = x + 1: Y

(=324 (z+1-2)2=2

22 —6x+9+22-2x+1=2
202 —8r+8=0 /:2
22 —4x+4=0

(z—2)2=0

=2 o/ 1X

, . . Prosta y = x+11 okrag o $rodku

Wéwezas y = 3, zatem prosta i okrag maja (3,2) i promieniu v/2 sa styczne
jeden punkt wspélny: P(2,3). w punkcie P(2,3).

Y

1
1

O] 1 X

==

Cwiczenie 2

Do réwnania okregu podstawiamy y = 2z — 3.

a) (z+ 1%+ (2x-3-5)2=18

(z4+1)>+ (22 —8)2 =18

5z — 30z +47 =0

A =30% —4.5-47 = —40 < 0 — brak rozwiazania Multitefa

Zatem prosta [ nie ma punktéw wspdlnych z okregiem K. ® Prosta i okrag w uktadzie
b) (z—6)2+02x—-3-1)2=9 wspdtrzednych
(x—6)2+ (22 —-4)?2*=9
5z — 28z +43 =0

A =282 —4.5-43 = —76 < 0 — brak rozwiazania Generator
Zatem prosta [ nie ma punktéw wspolnych z okregiem K. festow i sprawdziantu
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Cwiczenie 3
a)yz=1y=-3
Y

1
Es

ol 1 )

BN 90 2. Geometria analityczna

Cwiczenie 3

Wyznacz punkty wspoélne prostej [ i okregu K. Wykonaj rysunek.
a) hy=—-ao-2, K:(x —3)?+(y+1)?=8

b) :iy=3x—2, K:(z+2)*+ (y+2)?>=10

Przyktad 3
W okrag (z — 2)? + (y — 1)? = 10 wpisano kwadrat. Wyznacz wspdlrzedne
wierzchotkow tego kwadratu, jesli jeden z jego bokéw jest zawarty w prostej
y =2z + 2.

Podstawiamy y = 2242 do réwnania okregu: Y
(x =224+ 2z+2-1)2=10
(x—2)%2+(22+1)2=10 A
2 —dr+4+42° +42+1=10
502=5 /:5 v D
2=1 B/ 5
r=—1lubz=1 1 X
Dla x = —1 mamy y = 0, a dla x = 1 mamy
y = 4, zatem wspolrzedne dwéch wierzchot- 9
kéw kwadratu to A(1,4) i B(—1,0).

Wspélrzedne wierzchotka C(z¢, yo) wyznaczymy, korzystajac z tego, ze §ro-
dek okregu S(2,1) jest srodkiem przekatnej kwadratu AC:

”CCT‘H —9j ?JCQ_+4 -1
Stad C(3,-2).
Analogicznie korzystamy z tego, ze punkt S(2,1) jest srodkiem przekatnej
kwadratu BD, aby wyznaczyé wspolrzedne wierzchotka D(zp,yp):

rzp—1 . yp+0

5 = 2 i 5 =1

Stad D(5,2).
Wierzchotkami kwadratu sa punkty A(1,4), B(—1,0), C(3,-2) i D(5,2).

Cwiczenie 4
a) W okrag (x + 3)? + (y — 3)? = 5 wpisano kwadrat. Wyznacz wspélrzedne
wierzchotkéw tego kwadratu, jesli jeden z jego bokow jest zawarty w prostej
y=—-3x—1.
b) W okrag (z —2)%+y? = 25 wpisano kwadrat. Wyznacz wspélrzedne wierz-
chotkéw tego kwadratu, jesli jedna z jego przekatnych jest zawarta w prostej
4x — 3y = 8.

Cwiczenie 4

a) (x+3)2+(-3z—-1-3)2>=5 b) Réwnanie przekatnej: y = 32 — 5
(x+3)°+(-3z—-4)*=5 (x—2°+(32-%)*=25

224+ 3c4+2=0 r=—-1lubzxz =5
r=—-1lubz=-2 (=1,-4), (5,4)

A(—2,5), B(—1,2) Réwnanie drugiej przekatnej kwadratu:
Srodek okregu: S(—3, 3) y= —%r + %

2022 g Yok 3 cayli O(—4,1) (x-2°+(-32+3)*=25

2p-l _ _3 4242 _ 3 cpyli D(—5,4) z=6lubz=-2

Wierzcholki kwadratu: (=5,4), (=2,5), & =3); (=2,3)

(=1,2), (=4, 1) Wierzcholki kwadratu: (5,4), (=2, 3),

(_17 _4)7 (67 _3)



Przyktad 4
T —2y=—4

Rozwiaz uktad réwnan ) )
4y —6x—2y=0

Wyznaczamy niewiadoma x z pierwszego réwnania i podstawiamy do drugiego
rownania:

xr=2y—4
{@y®2+f6@y®2y=0
Rozwigzujemy drugie réwnanie:
4y — 16y + 16 +y*> — 12y +24 —2y =0
5y> — 30y +40=0 /:5
y> —6y+8=0
y=2luby=4
Dla y = 2 otrzymujemy x = 0, a dla y = 4 otrzymujemy z = 4.

Zatem uklad réwnan ma dwa rozwigzania:

z=0 , |z=4
1
y=2 y=4

Uwaga. Réwnanie 22 + y*> — 62 — 2y = 0 jest réwnaniem okregu o $rodku
w punkcie (3,1) i promieniu v/10 (sprawdz). Zatem otrzymane pary liczb sa
wspolrzednymi punktéw wspélnych tego okregu i prostej x — 2y = —4.

Rdéwnanie okregu
w2—6w+9—|—y2—2y+1+
—-9-1=0
(z—3)>2+@y-1)*=10

Cwiczenie 5

a)z=-1,y=3
lubz=1,y=5
b)xz=-3,y=-1
9

lubx:%,y:g

c)x=-4y=-1
lubx:—g,y:—%
d)z=0y=-3
lubx=6,y=1
e)x=-1,y=-1
f) uklad sprzeczny

Cwiczenie 5
Rozwiaz uklad réwnan.
r—y=-4 20 -3y =9
2> +y? —2x — 6y = —6 2 +y? — 22 — 4y =21
b) x—3y=20 ) 4o+ 3y = —7
e
2?4y — 22— 2y =18 2% +y? — 6x — 4y = 12
r—3y=-—1 r—3y=3
¢ 2 2 _ _ f 2 2 _ _
=+ 1y +8x — 6y =-9 z° 4y +4r -2y = -3
[] Cwiczenie 6
Uzasadnij, ze podany uklad réwnan nie ma rozwiazania.
20—y =—2 20 -3y = —6
a 2 2 _ 2 2 _ _
T +y " —6zx+4y=3 T +y +4r+ 8y =-—11
Cwiczenie 6
y=2x+2 o jv= 2r+2
4+ 2z +2)° — 6z +4(2c+2) =3 2+ (2z+2)% +4z+8(2z+2) =11

2’ +42°+8x+4—62+8x+8—-3=0
522 + 10z +9=0

A =10> —4-5-9 < 0 — brak rozwigzania
Zatem uktad nie ma rozwiazan.

1322 + 108z + 279 =0

Zatem uklad nie ma rozwiazan.
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A =108% —4-13-279 < 0 — brak rozwigzania,



Odpowiedzi do zadan
1. a) A(2,0), B(3,1),

|AB| = V2
b) A(1,0), B(3,—4),
|AB| = 2+/5

2. (0,4), (5,3), (4,-2),
(-1,-1), P=26
(z+2)°+ (y—2)°> =20
y= %1’ +3
A(_67 0)7 B(27 4)
Wierzchotek C' lezy na syme-
tralnej podstawy AB.
Réwnanie symetralnej AB:
Y= =2%m=72
(z+2)°+ (y—2)°> =20
W= =%w=2
C(0,—2) lub C(—4,6)
4. a) A(1,5),B(-3,1)

zo+1 _ . +5 __
L =31 22 = =,
czyli C(5,—7)

rp—3 __ : +1
L =B e =

czyli D(9, —3)
b) A(1,3), B(-1,9)

zo+1 _ . +3 _
=Ci= — 3 L=t
czyli C(=7,7)

rp—1 __ . +9 __
2o— = —3i 4Bt =5,

czyli D(—5,1)
5.a)z=0,y=1
lubz=4,y=-3
b)z=-3,y=0
c)z=1y=-2
lubz=2,y=1
d)z=0y=-2
e)z=0y=-2
f) 2 =-5y=-1
lubx=3,y=3

BN 92 2. Geometria analityczna

Zadania

1. Okrag K i prosta [ przecinaja si¢ w punktach A i B. Oblicz |AB].
a) K: (x =2+ (y—1)2=1, Ly=x—2
b) K: (x—4)*+ (y+1)>=10, l:y=—2z+2
2. Jedna z przekatnych kwadratu wpisanego w okrag (r —2)?+ (y—1)? = 13

zawarta jest w prostej 3x+2y—8 = 0. Wyznacz wspolrzedne wierzchotkéw
tego kwadratu oraz oblicz jego pole.

3. W okrag (z+2)*+ (y — 2)*> = 20 wpisano tréjkat réwnoramienny. Wy-
znacz wspotrzedne wierzchotkéw tego trdjkata, jesli wiadomo, ze jego pod-
stawa jest zawarta w prostej y = tx + 3.

4. a) Jeden z bokdéw prostokata jest zawarty w prostej y = = + 4, a jego
wierzchotki naleza do okregu (z—3)*+(y+1)? = 40. Wyznacz wsp6lrzedne
tych wierzchotkéw.

b) Jeden z bokéw kwadratu wpisanego w okrag (z + 3)? + (y — 5)* = 20
jest zawarty w prostej y = —3x + 6. Wyznacz wspélrzedne wierzchotkéw
tego kwadratu.

5. Rozwigz uktad réwnan.
r+y=1 3r—2y=4
a) 2,2 _ d) 2., .2 _
4y +6y—7=0 °+y +6xr=4
z—3y=-3 dr —2y =4
e
2> +y* +8x —6y+15=0 2 +y? — 10z + S8y = —12
) 3r—y=5 ) T—2y=-3
c
>+ —6r+2y+5=0 2? +y? + 4o — 6y = 12

Powtorzenie

6. Wyznacz punkty wspolne prostej [ i okregu K. Wykonaj rysunek.
a) Ly=4x+6, K:(z+6)*+ (y+1)*=17
b) lix—3y+2=0, K:(z—3)*+(y+1)?>=38

7. Rozwiaz uklad réwnan.

S5r—y+1=0 b 3r—4y+8=0
a
4yt +4r—8y+7=0 a? +y* +8r+2y—8=0

6.a)x=-2y=-2
_ _ _ 17 . _ 9
b)r=1,y=1lubz=F,y=z
7.a) =0, y=1lubz=1,y=6
b)z=-8,y=—-4lubz=0,y=2



Uczen:
— wskazuje figury osiowosyme-
tryczne i podaje liczbe ich osi

2.11. Symetria osiowa

Zalézmy, ze punkt A nie nalezy do prostej [. symetrii,

Punkt A’ nazywamy punktem symetrycznym do punktu A - ZHE;.]C'hlJe Wspolrz;gdne p'un;{tu
g s e c AT . potozonego symetrycznie do

Wzglqdem prostej l.7 Je-z,eh punkty.A i A leza n.a prostej prlo— danego punktu wzgledem osi

stopadtej do prostej [ i Srodek odcinka AA’ nalezy do prostej [

uktadu wspoétrzednych,
(prosta [ jest symetralna odcinka AA’).
Punktem symetrycznym wzgledem prostej [ do punktu nale-

— szkicuje obraz wielokata
w symetrii wzgledem jednej
z osi uktadu wspétrzednych
i podaje wspolrzedne jego

zacego do tej prostej jest ten sam punkt (patrz punkt B na
rysunku obok).

wierzchotkow,
Definicja — podaje rownanie okregu
symetrycznego do danego
Symetria osiowa wzgledem prostej | (lub symetria wzgledem prostej 1) okregu wzgledem jednej z osi

nazywamy przeksztalcenie, ktére kazdemu punktowi plaszczyzny przypo- ukiadu wspétrzednych,
— sprawdza, czy odcinki sa
symetryczne wzgledem osi

uktadu wspétrzednych,

rzadkowuje punkt do niego symetryczny wzgledem prostej [.
Prosta [ nazywamy osia symetrii.

— stosuje wlasnosci symetrii

Na rysunku ponizej przedstawiono tréjkaty ABC i DEF oraz ich obrazy o) T e,

w symetrii osiowej wzgledem prostej [ — odpowiednio tréjkaty A'B'C"i D'E'F". Cwiczenie 1
B F a)

A D'

Odlegtosé miedzy obrazami dwéch punktéw w symetrii osiowej jest rowna od-
leglosci miedzy tymi punktami (méwimy, ze symetria osiowa jest przeksztal-
ceniem, ktére nie zmienia odleglosci miedzy punktami). Zatem obrazem do-
wolnej figury w symetrii osiowej jest figura do niej przystajaca. Na przyktad

obrazem trojkata jest tréjkat do niego przystajacy, a obrazem okregu jest lg:

okrag o takim samym promieniu.

K c) \
Cwiczenie 1 ‘
Narysuj w zeszycie osSmiokat foremny, a nastepnie jego /
obraz w symetrii wzgledem prostej (rysunek obok): ///
LYol N

a’) l17 b) lz, C) lg.
\lg

Multitefa

® Symetria

® Symetria osiowa

® Symetria wzgledem osi uktadu
wspotrzednych

® Przeksztatcenia na ptaszczyznie
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Cwiczenie 2

kwadrat: 4,

tréjkat réwnoboczny: 3,
prostokat: 2,

koto: nieskonczenie wiele

Cwiczenie 3
a) A/(07 _3)7 B,(37 0)7 A//(()? 3)7
BN(_Sv 0)
Yia— a4
1
B=20D
B’ ol 1 X
A/
b) A,(17 2)7 Bl(_47 _3)7
A”(_L _2)7 B”(47 3)
B Y B’
A
1
L X
A// 14

AN(5’ 1)7 B”(_17 4)

Y
/! n
10
A 1 Al
Ve § 1T A
" ol 1 X
A
I
D
Cwiczenie 5

a) A'(—2,-1), B'(2,3),
C'(4,1), D'(0,—3)

b) 14//(27 1)7 B”(—Q, _3)’
C"(—4,-1), D"(0,3)

BN 94 2. Geometria analityczna

AN

Figura jest osiowosymetryczna, jesli jest ona swoim witasnym obrazem
w symetrii wzgledem pewnej prostej . Prostg [ nazywamy woéwczas osig
symetrii tej figury.

Cwiczenie 2
Podaj, ile osi symetrii maja ponizsze figury.
| 7

|

I

I

|
A--1--F

|

|

kwadrat tréjkat réwnoboczny pros’éokact
B Symetria wzgledem osi uktadu wspétrzednych

Przykfad 1

Obrazem punktu A(2,3) w symetrii wzgledem osi OX
jest punkt A’(2, —3). Obrazem punktu A(2,3) w symetrii A
wzgledem osi OY jest punkt A”(—2,3).

b

—

Punktem symetrycznym do punktu P(z,y) wzgledem
osi OX ukladu wspolrzednych jest punkt P'(x, —y).

Punktem symetrycznym do punktu P(z,y) wzgledem
osi OY ukladu wspélrzednych jest punkt P’(—z,y).

Cwiczenie 3

Podaj wspétrzedne koncéw odcinka A’ B’ symetrycznego do odcinka AB wzgle-
dem osi OX oraz odcinka A”B” symetrycznego do odcinka AB wzgledem
osi OY. Narysuj w jednym ukladzie wspélrzednych odcinki AB, A’'B’ i A”B".

Cwiczenie 4
Dany jest tréjkat ABC' o wierzchotkach A(0,3), B(2,—1), C(3,—1). Narysuj
ten tréjkat oraz jego obraz w symetrii wzgledem: a) osi OX, b) osi OY.

Cwiczenie 5

Dane sa punkty A(—2,1), B(2,-3), C(4,-1) i D(0,3). Podaj wspélrzedne
wierzchotkéw prostokata bedacego obrazem prostokata ABC'D w symetrii
wzgledem: a) osi OX, b) osi OY.

Cwiczenie 4
a) b) A=A
Y Y
AN N\
" B C' "
0] | X (0] | X
B C o B B C
A/




Przyktad 2
Na rysunku obok przedstawiono okrag K Y
dany réwnaniem (z — 3)? + (y+ 1)% = 4. K'

Okrag K’ jest symetryczny do okregu K
wzgledem osi OX (okregi te maja réwne
promienie, a ich $érodki sa symetryczne
wzgledem osi OX).

Okrag K" jest symetryczny do okregu K
wzgledem osi OY (okregi te maja réwne K" K
promienie, a ich $érodki sa symetryczne

[y

wzgledem osi OY).

Cwiczenie 6
Podaj réwnania okregéw K’ i K” z powyzszego przykladu.

Cwiczenie 7
Podaj réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem osi OX oraz
okregu K" symetrycznego do okregu K wzgledem osi OY.

a) K: (x+3)?+(y—2)*=16 ¢c) K: (z—3)?+(y—2)?=1

b) K: (x+2)*+ (y+4)>=13 d) K: (x4 1)+ (y+6)* =49
Zadania

1. Sprawdz, czy odcinki AB i A’B’ sa symetryczne wzgledem osi OX lub

osi OY.
a) A(-2,1), B(3,-2), A'(-2,-1), B'(3,2)

b) A(_374)a B(_lv _2)7 A/(374)7 B/(l’ _2)
C) A(_4a _3)» B(Qa 2)7 A/(_47 3)7 B/(_27 2)
d) A(-2,0), B(0,4), A’(2,0), B'(0,—4)

2. Narysuj w jednym ukladzie wspoétrzednych trojkat symetryczny do tréj-
kata ABC wzgledem osi OX oraz tréjkat symetryczny do tréjkata ABC
wzgledem osi OY'.

a‘) A(_]-a 2)7 3(57 3)7 0(27 5) C) A(_37 2)7 B(07 _3)7 C(37 2)

3. Oblicz pole czesci wspdlnej kwadratu K o wierzchotkach (=5, 1), (=2, —2),
(1,1), (—=2,4) oraz kwadratu symetrycznego do kwadratu K wzgledem:
a) osi OX, b) osi OY.

3.a) P=38 b) P =2

Y Y
| X 1 X

Cwiczenie 6

K':(z—3)%+ (y—1)% =4,

K" (z4+32%+ (y+1)>=4
Cwiczenie 7

a) K': (z+3)? 4 (y + 2)% = 16,
K" (z—3)2+(y—2)%=16

b) K': (z+2)* + (y —4)? =13,
K" (z—2)2+ (y+4)>*=13

¢) K': (z -3+ (y+2)?2 =1,
K (z+3)?2+@y—-2>%=1

d) K': (z+1)*+ (y — 6)% = 49,
K" (x—1)2 + (y +6)*> = 49

Odpowiedzi do zadan
1. a) OX b) OY c), d) nie sg

2_3) CHY C
B" e B B
A 1“
O] 1 X
A’ e
— B
C/
b) B'Y
o Jlo=er
[\
[ AN
1 A"
A=A X
\ N /
\ N/
\/ \/

B B
c)A":C,B":B,C":A
Y

B
A )
O]l 1 X
Al '
B
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4. a) 26
Y
D D'
Yall C
ol 1 X
A A
B=DB
b) P = 14,
Ob = 2(2v/10 + V/5),
18 punktéow

5.a) (z — 1)+ (y + 1)? = 25,
nalezy

b) (z —2)* + (y — 2)* = 41,
nie nalezy
¢) (z +3)% +y® = 4, nalezy

d) (z+1)? + (y + 4)* = 40,
nalezy
7.a) K': (x—3)°+(y+3)2 =18
Y

L

K

K/

e

A(6,0), 5(3,3)
Pole wycinka kota:
Py = 550
Pole tréjkata OAS:
Pr=1.6-3=9

Pole czesci wspolnej kot:

P =2(P,— Pr)=9(r —2)
b) K': 2® + (y + 3v/3)* = 36,
P =6(2r — 3/3)

~7r~18:g7r

BN 96 2. Geometria analityczna

4.

*7.

a) Prostokat A'B'C'D’ jest symetryczny wzgledem osi OY do prostokata
o wierzchotkach A(—4,—2), B(0,—4), C(3,2)1 D(—1,4). Ile punktéw o obu
wspolrzednych catkowitych nalezy do wielokata bedacego czescig wspdlng
tych prostokatéw?

b) Réwnolegtobok A’B'C'D’ jest symetryczny wzgledem osi OX do réw-
nolegloboku o wierzchotkach A(—4,0), B(2,—2), C(4,2) i D(—2,4). Oblicz
pole i obwdd deltoidu bedacego czescia wspolna tych réwnolegltobokéw. Ile
punktéw o obu wspdtrzednych catkowitych nalezy do tego deltoidu?

Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem osi
OX. Sprawdz, czy punkt P(—3,2) nalezy do okregu K'.

a) K: (x—1)4+(y—1)2=25 c) K: (z+3)?
b) K: (x —2)?+ (y+2)> =41 d) K: (x+1)?

+y*=4
+(y—4)> =140

Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem osi
OY. Narysuj te okregi i odczytaj wspdlrzedne ich punktéw wspdlnych.
Sprawdz wynik, podstawiajac wspotrzedne odczytanych punktow do réw-
nan okregéw K i K’. Oblicz pole rombu, ktérego wierzchotkami sa $rodki
okregéw K i K' oraz punkty wspdélne tych okregdw.

a) K: (x —4)*+(y+2)3?=25 c) K:(x+3)°+(y—1)2*=13

b) K: (z+2)>+(y—1)*>=38 d) K: (z—2)*+(y—3)*=20

Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem osi
OX. Oblicz pole czesci wspdlnej kdt ograniczonych przez te okregi.

a) K: (x—3)2+(y—3)>=18 b) K: 2+ (y — 3V3)? = 36

Powtorzenie

8.

Wyznacz wspotrzedne wierzchotkéw tréjkata symetrycznego do trojkata
o wierzchotkach A(—3,—1), B(6,—4) i C(0,0) wzgledem:
a) osi OX, b) osi OY.
Podaj réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem osi OX
oraz okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem osi OY. Narysuj
okregi K, K'i K".
a) K: (z—3)?+(y—2)?=4 ) K: (z—4)+(y+1)?>=25
b) K: (x4+3)*+ (y+3)> =18 d) K: (z+4)*+ (y+2)*=13
a) K': (x+4)? + (y+2)* = 25, (0,1), (0, =5), P =24
b) K': (x—2)>+ (y—1)* =8, (0,3), (0,—-1), P=38
¢) K's (z—3)2 + (y — 1)? = 13, (0,3), (0,—1), P = 12
d) K" (z+2)> + (y — 3)* = 20, (0,7), (0,-1), P =16
a) A'(=3,1), B'(6,4), C'(0,0)
A(3,-1), B/(=6,—4), C'(0,0)
a) K': (5 -3+ (y+2)2 =4, K" (z+3)° + (y—2)? =4
b) K': (x+3)> + (y —3)® =18, K”: (z — 3)*> + (y +3)* = 18
¢) K': (x -4+ (y—1)2=25 K" (z+4)>+(y+1)> =25
A K: (z4+4)>*+@w—-22=13, K" (x — 4>+ (y +2)> =13



2.12. Symetria sSrodkowa

Punkt A’ nazywamy punktem symetrycznym do punk-

tu A wzgledem punktu O (A # O), jezeli punkt O jest
srodkiem odcinka taczacego punkty A i A’.

Punktem symetrycznym do O jest on sam. A

Symetria $rodkowa wzgledem punktu O (lub symetria wzgledem punktu O)
nazywamy przeksztalcenie, ktore kazdemu punktowi plaszczyzny przypo-
rzadkowuje punkt do niego symetryczny wzgledem punktu O.

Punkt O nazywamy $rodkiem symetrii.

Na rysunkach ponizej przedstawiono tréjkaty ABC, DEF i GHI oraz ich
obrazy w symetrii rodkowej wzgledem punktu O.

E D' I
\ / H
v
v
v/
/A
A
/ \ H
D E r

Symetria srodkowa jest przeksztatceniem, ktére nie zmienia odlegtosci miedzy
punktami. Zatem obrazem dowolnej figury w symetrii srodkowej jest figura
do niej przystajaca.

Cwiczenie 1
Narysuj tréjkat rownoboczny ABC, a nastepnie przeksztalé¢ go symetrycznie
wzgledem:

a) jednego z jego wierzcholtkéw,
b) érodka jednego z jego bokéw,

c¢) punktu przeciecia jego dwusiecznych,
d) punktu lezacego na zewnatrz niego.

Figure nazywamy Srodkowosymetryczna, jesli istnieje taki punkt O, ze
figura ta jest swoim wlasnym obrazem w symetrii wzgledem tego punktu.
Punkt O nazywamy wéwczas Srodkiem symetrii tej figury.

Cwiczenie 2
Ktéra z wymienionych figur ma $rodek symetrii: tréjkat, rownolegtobok, pro-
sta, kwadrat, odcinek, polprosta?

Cwiczenie 2

réwnolegtobok (punkt przecigcia przekatnych),
prosta (kazdy punkt tej prostej),

kwadrat (punkt przecigcia przekatnych),
odcinek (srodek tego odcinka)

Cwiczenie 1
4 C

Uczen:

wskazuje figury srodkowo-
symetryczne,

znajduje wspolrzedne punktu
polozonego symetrycznie do
danego punktu wzgledem
poczatku uktadu wspot-
rzednych,

szkicuje obraz wielokata

w symetrii wzgledem
poczatku uktadu wspét-
rzednych i podaje wspot-
rzedne jego wierzchotkéw,
podaje réwnanie okregu
symetrycznego do danego
okregu wzgledem poczatku
uktadu wspoétrzednych,
stosuje w zadaniach wtasnosci
symetrii srodkowe;j.

Cwiczenie 1
a) BB=B
C A
B
A C’
b)A'=C,C'=A
C
B’ B
A
c) @ A
B ’»B
A (04
Multite£a

® Symetria srodkowa

® Symetria sSrodkowa w ukfadzie
wspotrzednych

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.12

Generator

testow i sprawdzianoéw
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Cwiczenie 3
a) AI(_372)7 Bl(27 1)7 C,(L _4)
b) A/(_272)7 B/(_la _3)5

C'(3,-1)
Cwiczenie 4
a) P=6-4=24
Y
D @
B A
1
Ol 1 X
R
A 1
(”‘1/ L !
b) P=3v2-v/2=6
Y
D
B
A2
C
C’ L X
A/
B
D/
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B Symetria wzgledem poczatku ukfadu wspéirzednych
Przyktad 1

Punktami symetrycznymi do punktéw A(—3, —3), Y1E W
B(—1,-4) i C(-2,3) wzgledem poczatku ukladu C N / .
wspdélrzednych sa odpowiednio punkty A'(3,3), AR
B'(1,4) i C'(2,-3). o
o 1 X
Punktem symetrycznym do punktu P(z,y) > o) \\\
wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych jest i / fod
punkt P'(—z, —y). B

Cwiczenie 3

Tréjkat A’ B'C’" jest symetryczny do tréjkata ABC wzgledem poczatku uktadu
wspolrzednych. Podaj wspolrzedne wierzchotkéw trojkata A’ B'C'.

a) A(Sv _2)7 B(_27 _1)7 O(_lv 4) b) A(2> _2)7 B(lv 3)7 C(_37 1)

Cwiczenie 4

Prostokaty ABCD i A'B'C'D' sg symetryczne wzgledem poczatku ukladu
wspoélrzednych. Oblicz pole czedci wspdlnej tych prostokatow.

a) A(-3,-2), B(5,—2), C(5,3), D(-3,3)

b) A(-2,1), B(1,-2), C(3,0), D(0,3)

Przyktad 2
Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego wzgledem poczatku ukltadu
wspdlrzednych do okregu K: (z — 3)? + (y — 2)? = 4. Narysuj te okregi.

Srodkiem okregu K jest punkt S(3,2), Y
a jego promien r = 2. K

Zatem érodkiem okregu K’ jest punkt

=

symetryczny do S wzgledem poczatku
ukladu wspétrzednych, czyli S'(—3, —2), ol 1
a jego promien r' = 2.

Oznacza to, ze okrag K’ jest dany réw-
naniem (z + 3)% + (y +2)? = 4. K’

W

Cwiczenie 5
Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego wzgledem poczatku ukladu
wspoélrzednych do okregu K: (z + 5)? + (y — 3)? = 16. Narysuj te okregi.

Cwiczenie 5
(x— 57+ (y+3)? = 16
Y
= =
/ \
3 K’
\ /1 a
L = =
. = O X
K / \
Qi
\ = /
o~ —




Cwiczenie 6 Cwiczenie 6

1. 2 2 _
Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego wzgledem poczatku ukladu a) K': (z=3)"+ (y+1)" =9
, . . b) K': (x+1)*+ (y—2)? = 16
wspolrzednych do okregu K. Narysuj te okregi. ) K (5 —2)° + (y—1)? = 4
c s (x — W= =
a) K:(z+3)*+(y—1)"=9 ) Ki(x+2)"+(y+1)* =4 d) K': (z+2)% + (y+3)° =25
b) K:(x—1)*+ (y+2)* =16 d) K: (z -2+ (y—3)*=25 Cwiczenie 7
L ) a) K: (x+2)%+ (y+2)2=16
Cwiczenie 7 Y K b) Sprawdzamy, czy punkty P
Okrag K dany jest réwnaniem: i Q naleza do obu okregéw.
(x—2)*+(y—2)*=16 / Okrag KQ: ,
_ —2-92)2 4+ (2-2)2 = 16,
Okrag K' jest symetryczny do okregu K KL KS SD nalez; do(K )

wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych. (2-2)% 4 (-2 —2)? =16,

1
a) Wyznacz réwnanie okregu K. \Q / X Q nalezy do K
o . . Okrag K':
@ b) Uzasadnij, ze punkty P(—2,2)1Q(2,—2) g Q (_;@f P (22— 16
sa punktami wspélnymi okregéw K i K'. ’

P nalezy do K’
c¢) Oblicz pole czeéci wspodlnej két ograni- (2+2)* +(-2+2)? = 16,
czonych przez te okregi. @ nalezy do K
Zatem okregi K i K’ maja
dwa punkty wspélne: P(—2,2)
Zadania iQ(2,—2).
c¢) Pole wycinka kota:

1. Punkt A’ polozony jest symetrycznie do punktu A wzgledem poczatku Py=2 n-42=dr

ukltadu wspolrzednych. Oblicz dlugo$é odcinka AA’, jedli wiadomo, ze: Pole tréjkata PQS:
2) A3.4), D) A(-L4), ) A(=6,-8), d) A(a,a). Pr=j;d.4=8
Pole czgsci wspolnej kot
2. Narysuj w uktadzie wspélrzednych prostokat ABCD i znajdz jego obraz P=2(P, — Pr) =8(r —2)
w symetrii wzgledem poczatku ukladu wspélrzednych.

) A(L1), B{4,1), C(4,3), D(1,3) e

1. a) 10 b) 2V/17

b) A(_ga _1)’ B(]-v _1)a 0(172)7 D(_372) Y c) 20 d) 2\/5‘0,‘

C) A(_47 _3)? B(270)7 0(172)7 D(_57_1) D ¢
3. Réwnoleglobok A'B'C'D’ jest obrazem : 1

réwnolegloboku ABCD (rysunek obok) ol 1 e

w symetrii wzgledem punktu O. Oblicz pole

czesci wspolnej tych réwnolegtobokow. A B
4. Wyznacz réwnanie okregu K’ bedacego obrazem okregu K w symetrii 4. 2) K': (z+2)*+(y—2?2=9

wzgledem poczatku uktadu wspoélrzednych. Narysuj okregi K i K'. b) K': (z—4)*+(y+1)2 =17

a) K: (-2 +(y+2)?=9 ¢) K: (¢ —2)%+ (y— 1) =20 i [fg (H;)zﬂﬁz{))z:?g

2 (@B= +(y— =

b) K: (x+4)+ (y—1)> =17 d) K: (z4+2)2+ (y+3)?=10 ) K (@ =2+ (v =9)

3. W
D (0]
B -
A
/ B e
ol1 / X
A E B
' D
Prosta A'D': y = 3z — & prosta AB: y = —2
Wyznaczamy pierwsza wspolrzedna punktu E: %x = % = -2, czyli x = %.

Zatem |[AE| =4+ % =2,
Pole czesci wspélnej: P = |AE| -4 = 22,4
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5 K': (x—3)*+ (y+3)? =36

N~

L—
9]
I

o
PN

i
/

N

A(_Sv _3)7 B(Sv S)v S(_37 3)
Pole wycinka kota:
P,=2 .7-36=9n
Pole trojkata ABS:
Pr=1.6-6=18
Pole czesci wspolnej kot:
P =2(P, — Pr)=18(w — 2)

. Niech:
K:(x—a)+(y—0b)?2=r2
Woéwczas:
K's (- a)? + (y+b)2 = 2,
K" (z+a)®+ (y +b)? =r?
Jednoczesnie okrag Ko syme-
tryczny do okregu K w syme-
trii wzgledem poczatku ukta-
du wspélrzednych ma pro-
mien r i §rodek So(—a,—b),
czyli Ko ma réwnanie:
(x+a)® + (y+b)? =12
Zatem Ko = K”.

ca) K': (2 —1)2 + (y +2)?
b) K': (x — 9)% + (y — 5)2

9
4

B 100 2. Geometria analityczna

o] e.
A

K/

W jednym uktadzie wspo6irzednych narysuj okrag K: (z+3)*+(y—3)? = 36
oraz okrag K’ bedacy obrazem okregu K w symetrii wzgledem poczatku
ukladu wspélrzednych. Wyznacz réwnanie okregu K’ i oblicz pole czesci
wspoélnej kot ograniczonych przez te okregi.

Okrag K’ jest obrazem okregu K w symetrii wzgledem osi O X, a okrag K"
jest obrazem okregu K’ w symetrii wzgledem osi OY. Uzasadnij, ze
okrag K" jest obrazem okregu K w symetrii wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych.

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Dany jest okrag K: (x—4)?+(y+2)? = 1. Wyznacz réwnanie okregu K’
symetrycznego do okregu K wzgledem punktu P(3,1).
Srodkiem okregu K jest punkt S(4, —2). %
Niech S'(z1,y;) bedzie srodkiem okregu K. K
Wéwcezas punkt P(3,1) jest érodkiem od-
cinka S5, zatem: {
r1=21 1y =4
Srodkiem okregu K’ jest punkt S'(2,4). 0] 1 Y X
Poniewaz promienie okregéw K i K’ sg row-

[p)

=
=
~

LA

ne, okrag K’ opisany jest réwnaniem: £
(=2 +(y-4)7=1

=~

Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem punk-
tu P. Narysuj okregi K i K'.

a) K: (x—3)*+(y—4)*=9, P(2,1)

b) K: (x+3)*+ (y+1)>=4, P(3,2)

Powtorzenie

8.

Trojkaty ABC i A'B'C' sa symetryczne wzgledem poczatku uktadu wspél-
rzednych. Oblicz pole czesci wspdlnej tych trdojkatow.
a) A(_3a 2)7 B(37 _4)a C(Ga 2) b) A(_37 _4)7 B(37 2)7 C(_37 O)

Wyznacz réwnanie okregu K’ bedacego obrazem okregu K w symetrii
wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych. Narysuj te okregi.

a) K: (x4+2)2+ (y+2)? =16 b) K: (x —4)?+ (y+2)* =25

8.a) P=2-4=38 b)P=2 Pppp=2-3-2-3=6
Y Y
.E, /l/
A (0] 5
1 W7 |”
Yo
1 X o 1—¢ X
/!
C/ fl’ D
B A




2.13. Zagadnienia uzupetniajace
H Koto w uktadzie wspétrzednych

Przypomnijmy, ze kotem o Srodku w punkcie S i promieniu r > 0 nazy-
wamy zbiér wszystkich punktéw ptaszczyzny, ktoérych odlegtosé od punk-
tu S jest mniejsza od r lub réwna r (zwrdé uwage, ze punkty nalezace do
okregu ograniczajacego koto naleza do tego kota).

Punkt P(x,y) nalezy do kota o $rodku w punkcie S(a,b) i promieniu r,
gdy |PS| <.

Koto o érodku w punkcie S(a,b) i promie-
niu r > 0 jest zbiorem wszystkich punktéow
plaszczyzny, ktérych wspélrzedne (x, y) spel-
niaja nieréwnosé:

(z—a)®+(y—0)*<r?

Przyktad 1
Sprawdz, czy punkty O(0,0) i B(2,1) naleza do kota, ktérego punkty spel-

niaja nieréwnosé¢ (r — £)*+ (y+ 2)* < 4.

Sprawdzamy, czy wspéirzedne punktéw O i B spel- g
niaja nieréwnoé¢ opisujaca koto. S B L i
Punkt O: (0— 1)+ (0+ 2)2 = 1 + 2 = 5 < 4 cpyli ol 1 ¥ Odpowiedzi do zadan
ktO 12d k} 2 4 4 2 . 1.a)K1 b)Kl,Kz
pun nalezy do kota. , o), d) K1, K, K
Punkt B: (2—2)24+(1+3)2 =24+ =1 > 4, czyli v
punkt B lezy na zewnatrz kota. | = =
1. Narysuj kota K, K, i K3 opisane nieréwnosciami: / . \
Ki:2?4+y* <16, Ky: (v —2)?+y* <4, K3: (z—2)*+(y+3)*<9 vt e
Do ktérych z tych kot nalezy punkt P? \ / K 7 \
a) P(—2,2) b) P(2,2) c) P(2,-1) d) P(2,0)
R o S S
2. Wyznacz nieréwno$¢ opisujacg kolo o najmniejszym polu i o srodku \ /
w punkcie S(1,1), jezeli do tego kota nalezy punkt P. NC by
a) P(57_2) b) P(_7a_5) C) P(373) d) P(—3,0)

2. Zauwazmy, ze > = |SP|?.
a) (-1 +(y—-1)*<25

(
b) (z —1)* + (y — 1)* < 100
) (z-1)°+(y—1)7<8
d) (z -1+ (y—1)> <17
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B Punkty wspélne dwéch okregéw

Przyktad 2
Wyznacz punkty wspolne okregdw:

Ki:z?+y*=5 1 Ky (x—3)*+(y—3)2=5

=
N
X}

Przeksztalcamy rownanie okregu K:
22 —6x+9+y?—6y+9=>5 L P,

2?2 +9y? — 6x — 6y = —13
Py
Rozwiazujemy uklad réwnan: ol 1 X
{ 72 + yz -5

=

—

z? +9y? —6x — 6y = —13

Odejmujemy stronami drugie réwnanie od pierwszego i otrzymujemy:
6z + 6y = 18, skad y = —x + 3
Podstawiamy y = —z + 3 do réwnania 2% + y? = 5:
2+ (—z+3)2=5

202 —6x+4=0

22 —-3x+2=0

r=1lubx =2
Dla x = 1 otrzymujemy y = 2, a dla x = 2 otrzymujemy y = 1, zatem
punktami wspélnymi okregéw sa: Py(1,2) 1 Py(2,1).

Przykfad 3
Wyznacz punkty wspoélne okregéw:

Kia?+y2 =8 i Ky (z—3)2+(y+3)> =2 Y
Przeksztalcamy réwnanie okregu Ko: T ITNKy
22 —6x+9+y*+6y+9=2 it \
2% +y? — 6z + 6y = —16 i ol 1 ] X

Rozwigzujemy uktad réwnan:

P +y* =38 i
2 +1y* —6x+ 6y = —16

Odejmujemy stronami drugie réwnanie od pierwszego i otrzymujemy:
6r — 6y =24, skad y =2 —4
Podstawiamy y = x — 4 do réwnania 2 + y* = &:
2?4+ (x—4)* =8



202 — 81 +8=10
22 —4x+4=0
(x—2)2=0
z=2
Zatem y = —2, wiec okregi K, i K, maja jeden punkt wspdluy: P(2,—2).

Przyktad 4
Wyznacz punkty wspélne okregéw:

Ki:(x+43)*+y*=13 1 Ky(x—3)*+y*=25
Rozwiazujemy uktad réwnan:
{($+3)2+y2=13 4

D 0 o? —
(@=3)"+y =25 Z = K 3. ayz=1,y=—3lubz=1,
Odejmujemy stronami drugie - y=+3

Y

\ =

1
€T

rownanie od pierwszego i otrzy- /

mujemy:

(z+3)2 — (z—3)2 = —12 \ \ ol]1 /X o e

\
[
|

Stosujemy wzér na roznice kwa-

dratéw: T

I
=

7= =l

~

Podstawiamy x = —1 do réwnania (z + 3)? + y? = 13 i otrzymujemy o ~
réwnanie kwadratowe y? = 9, skad y = —3 lub y = 3. / N\
Zatem punktami wspdlnymi okregéw sa: Pi(—1,—3) 1 Py(—1,3).

3. Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

Nl A
) 2yt =4 b 4yt =1 (x—=3)2+y*=9
a c
(x—2)%+y* =4 2?4 (y—4)32=9 (z+1)2+y* =1 O X
4. Podaj réwnania okregéw K, K, i K3 Y c)z=0,y=0
przedstawionych na rysunku. Wyznacz o 7 Y
wspoOlrzedne punktow, w ktérych prze- . 3 7 N
. . . . K 1 / 1
cinajg sie okregi: 1 1/ N\
a) K i Ky, b) K, i K. 0] 1 X o B
S 4

4. Klz(a:—|—3)2—|—y2:1,
Ka:z? +y° =09,
K (z—4)? 44> =4

17 _ /35 17 V35
a) (_F7_T)’ (_F7T)
3

21 _ 3V15 21 5
b) (?v—Tl)» (?Tl)
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. a

Odpowiedzi do zadan
1. a) |AB| =5, |BC| = 10,

|AC| = 15; wspoéiliniowe

b) |[AB| = 8V/5, |BC| = 4v/5,
|AC| = 4V/5; wspétliniowe

¢) |AB| = 10, |BC| = 10,
|AC| = 14/2;
niewspotliniowe

d) |AB| = 6v2, |BC| = 32,
|AC| = 9v/2; wspotliniowe
.a)2v5 b)5

¢) 2v/5 d) 2,5

|AB| = |BC| = 210
|AC| = 4v/5
Dwa boki maja te sama ditu-
gosé, czyli trojkat jest réwno-
ramienny. Zauwazmy, ze:
|AB|* + |BC|* = |AC?

zatem na mocy twierdzenia
odwrotnego do twierdzenia
Pitagorasa tréjkat jest prosto-
katny. Srodek okregu opisane-
go to $rodek przeciwprosto-
katnej, czyli punkt (4, 4).
b) S(1,—-2)
c) 5(—4,4)
d) S(—1,3)
Ob = 12+/5, 5(0,1), r =5

BN 104 2. Geometria analityczna

v/

Zestawy powtdrzeniowe

M Zestaw |

1.

Oblicz dtugosci odcinkéw AB, BC' i AC. Czy punkty A, B i C sg wspél-
liniowe?
a) A(—4,5), B(0,2), C(8,—4)

c) A(—4,-12), B(2,—-4), C(10,2)
d) A(—2v2,8), B(0,0), C(v/2,—4)

Oblicz odleglo$¢ punktu A od $rodka odcinka BC.
a) A(67 3)7 B(L 4)3 0(37 _2) C) A(_37 3)7 B(_57 §)> C(3a _Z)

b) A(-1,5), B(0,-1), C(6,5) d) A(1,3), B(-2 —Ql), C(2 1—5)

’ 2 27 2 2772

Wyznacz wspdlrzedne punktéw dzielacych odcinek AB na cztery réwne
czesci.

a) A(=2,4), B(6,-8) b) A(—1,3), B(5,7)

Dany jest punkt A(3, —2). Wyznacz wsp6irzedne punktu B, jesli punkt S
jest $rodkiem odcinka AB.

a) S(—1,0) b) 5(5,4) c) 5(1,-3) d) 5(v3,-1)

. Wykaz, ze trojkat ABC jest prostokatny oraz réwnoramienny. Wyznacz

wspdirzedne érodka okregu opisanego na tym trojkacie.

a) A(07 6)7 B(27 0)7 0(8, 2) C) A(_77 _2)7 B(27 1)7 C(_1> 10)

b) A(_Ba _2)7 B(5a _2)7 C(la 2) d) A(27 _2)7 B(47 6)7 C(_6a 0)
Oblicz obwdd prostokata ABC D. Wyznacz wsp6lrzedne érodka i promien
okregu, do ktérego nalezg punkty A, B, C'i D.

a) A(_Sa 1)7 B(_37 _3)7 0(57 1)7 D(3> 5)

b) A(_47 2)7 B(4a _6)7 C(& _2)a D(Oa 6)

W tréjkacie o wierzchotkach ABC poprowadzono érodkowg AD i wyso-
kos¢é AE. Oblicz ich dlugosci.

a) A(2,—1), B(1,2), C(~3,4) b) A(7,2), B(2,7), C(—4,—5)

Sprawdz, czy prostokaty ABC'D i EFGH sa przystajace lub podobne.
a) A(-1,-1), B(3,-3), C(7,5), D(3,7), E(-8,1), F(4,-5), G(7,1),
H(-5,7)

b) A(-7,-2), B(-5,-5), C(1,-1), D(-1,2), E(1,4), F(5,-2), G(8,0),
H(4,6)

. a) |AD| =5, |[AE| =5

2-4

b)zp = %2 = -1, yp = 52 =1, czyli D(—1,1) oraz |[AD| = v/65
Wyznaczamy dlugosé |AE|. Prosta BC: y = 2x + 3, czyli 2z —y+3 =10

_ |2:7-1-243] _ 15 _
4Bl = S =k =38

. a) |AB| = |CD| = 2V/5, |BC| = |AD| = 4/5,

|EF| = |GH| =65, |FG| = |HE| = 3\/5
Prostokaty ABCD i FGHE sg podobne w skali %
b) |AB| = |CD| =13 = |FG| = |HE)|

|BC| = |AD| = 2V13 = |EF| = |GH|

Prostokaty ABCD i FGHE sa przystajace.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

15.

Vv

Podaj rownanie okregu o srodku S i promieniu r. Narysuj ten okrag. Wy-
znacz jego punkty przeciecia z osiami uktadu wspotrzednych.

a) S(—4,0),r=5 c) S(-1,2),r=4
b) S(2,3),r=5 d) S(-3,-4),r=1

Podaj wspéirzedne srodka i promien okregu K. Oblicz pole kwadratu wpi-
sanego w ten okrag.

a) K: 22+ (y —5)* =64
b) K: (x —3)*+ (y+4)> =81

c) K: (x—2)2+(y—5)?=20
d) K: (x4 11)*>+ (y+ 13)* =40

Ktére z punktéw: P, Q, R, naleza do okregu K?

a) P(8,2), Q(—1,-1), R(5,-2), K:(x —3)?+ (y —2)> =25
b) P(—4,6), Q(3,2), R(—4,0), K:(x + 1)+ (y — 3)> = 18
c) P(5,-1), Q(1,—4), R(6,-7), K: (z —4)*+ (y +5)* =10

Wyznacz réwnanie okregu, ktérego Srednica jest odcinek AB.
a) A(-3,-2), B(5,-2) d) A(0,0), B(4,4)

b) A(-2,-2), B(—2,6) e) A(-3,-1), B(1,1)

c) A(-2,0), B(5,0) f) A(-1,3), B(5,-1)

Wyznacz punkty wspélne okregu K z osiami uktadu wspétrzednych. Po-
daj réwnanie okregu K symetrycznego do okregu K wzgledem poczatku
uktadu wspoélrzednych.

a) K:(x—3)*+(y—3)*=9 b) K:(x+4)*+ (y—4)* =16

Podaj réwnania okregow
K, K,, K3, K, oraz Kj,
przedstawionych na rysun-
ku obok. Dla ktorej pary
okregéw odlegtos¢ miedzy
ich érodkami jest réwna:

K Y
SDAED
NLO ],/& X

Dany jest okrag o réwnaniu z? + y? = 16 i okrag, ktdérego Srednica jest
odcinek o konicach A(0,4) i B(4,0). Oblicz pola kél ograniczonych przez

wt

a) sumie ich promieni,

b) bezwzglednej wartosci 2
réznicy ich promieni?

te okregi i pole czesci wspdlnej tych kot

Ki:a? +y? =16, Ko: (x—2)2+ (y—2)? =8 Y

Pole wycinka kota K; wyznaczonego przez kat

$rodkowy AOB = 90°:

90°

360°

- - 16 =47 /

Pole wycinka kota K3 wyznaczonego przez kat / \ \ /

srodkowy ASO = 90°:
90°

W'ﬂ"8:2ﬂ' [9)

Pole tréjkata ASO: % -8=4 \ /

Pole czgsci wspolnej két Ki i Ko:

P=4r+22r —4) =8(w — 1)

10.

11

13.

14.

a) (z+4)% +y* = 25,
(1,0), (=9,0), (0,3), (0,—3)
b) (z —2)* + (y — 3)* = 25,
(_270)7 (67 0)7 (07 3— \/ﬁ)v
(0,3 + v21)
¢) (z+1)*+(y —2)* = 16,
(—2v3-1,0), (2v3 - 1,0),
(072 - \/ﬁ)7 (072 + \/ﬁ)
d) (z+3)°+(y+4)>=1,
brak punktéw wspélnych

z osiami uktadu wspotrzed-
nych

a) S(0,5), r =8, P =128
b) S(3,—4), r =9, P = 162
c) 5(2,5), r =25, P =40
d) S(—11,-13), r = 2V/10,
P =280

.a) P,Q b) P,R c
12.

[
=
—
8
|
—
—

o
_|_
—~
<
_|_
5]
NN
o
I
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Zestaw |l
1. a) 3v2 b) £ ¢) V10
2. a) |[AB| = 4v2, d = 22,

P=6
b) |AB| = 5v/2, d = 5/2,
P =25

3.a) h="102 P=42
byh=%5 P=1

4. a) 2v2 b) 25

5. Podane proste sa rownolegte.
a) Punkt A(1,0) nalezy do
prostej x + 2y — 1 = 0.
Odlegto$é punktu A od
prostej x + 2y — 6 = 0:

[1:142:0-6] _
/12422 =5

b) Punkt A(—2,1) nalezy do
prostej 3z + 4y + 2 = 0.
Odlegto$é punktu A od
prostej 3z + 4y — 8 = 0:
B-(-2)+41-8 _

/32442

6.a) y=a—3

b) y = 2x + 2
7.a) k:y=—3z+ 3,

l:y =3z — 3,

m:y =3x+ 3

b) kiy=1x+1,

l:y = —%x 1,

miy = —%z—kl

c) k:y= %m—Z,

liy = —%ac—i—Z,

m:y = —%m—Z
8. a) Srodek przekatnej AC:

5(1,3)

|AS| = 2v/5

Wspéblczynnik kierunkowy
przekatnej AC": —%
Przekatna BD zawiera si¢
w prostej: y = 2x + 1
Wierzchotki B i D maja
postaé (z,2x + 1), a ich
odlegltosé od S jest réwna
|AS|:
ViEe-1)2+2r+1-3)2=
=25

?—22-3=0
x=—1lubx=3

Zatem B(—1,—1), D(3,7).
b) B(13,—7), D(—3,9)
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B Zestaw Il

1.

10.

10.

Oblicz odleglosé punktu A(1, —2) od prostej:

a) z+y—5=0, b) 3z +4y —8=0, c) r—3y=-3.
Oblicz dhugo$é¢ odcinka AB, odlegtosé¢ punktu C' od prostej AB oraz pole
tréjkata ABC.

a) A(_la 2)7 B(Sv _Q)a C(la 3) b) A(57 4)7 B(_Qa S)a C(_la _4)
Dany jest réwnoleglobok ABCD. Oblicz wysoko$é opuszczong z wierz-
chotka C' oraz pole tego réwnolegloboku.

a) A(-1,4), B(5,-2), C(7,3) b) A(0,—4), B(—1,-6), C(3,3)
Sprawdz, czy proste AB i CD sa réwnolegle. Jedli sa, oblicz odleglosé
miedzy nimi.

a) A(_27 0)7 B(la 3)7 C(17 _1)7 D(47 2)

b) A(_173)7 B(L _1)? 0(57 1)7 D(27 7)

Oblicz odlegtos$é miedzy prostymi.

a) t+2y—1=0, z+2y—6=0 b)3z+4y+2=0, 3x+4y—8=0
Wyznacz rownanie prostej rownolegtej do podanych prostych oraz rowno
odleglej od kazdej z nich.

a)r—y+2=0, z—y—5=0 b)2x—y—3=0, 20 —y+7=0
Prosta k jest symetralng odcinka AB. Wyznacz réwnanie prostej [ bedacej

obrazem prostej k w symetrii wzgledem osi OX oraz prostej m bedacej
obrazem prostej k w symetrii wzgledem osi OY.

a) A(-2,-1), B(4,1) b) A(0,6), B(4,-2) c) A(-1,3), B(5,—1)

Wyznacz wspotrzedne wierzchotkéw B i D czworokata ABCD, jesli:
a) jest on kwadratem oraz A(—3,5) 1 C(5,1),
b) jest on rombem oraz A(1,—-3), C(9,5) i |BD| = 2|AC].

Pole rombu ABCD jest réwne 32. Wyznacz wspblrzedne wierzchotkéw B
i D, jesli wiadomo, ze:

a‘) A(74a 72)7 C<4a 6>a b) A(273>7 C(47 1)

Punkty A(2,0) i C(4,2) sa wierzchotkami rombu ABCD o boku dtugosci

21/5. Wyznacz wspolrzedne pozostatych wierzcholkéw tego rombu i oblicz
jego pole.

. a) |AC| = 8v/2, 22IEDl _ 39 cyyli |BD| = 44/2

Srodek przekatnej AC: S(0,2). Przekatna BD zawiera si¢ w prostej: y = —z + 2.
Wierzcholki B i D maja postaé (z, —x +2), a ich odlegloé¢ od S jest réwna £|BD):
V=02 +(—z+2-22=1-4V2
x® =4, czyli x = 2 lub 2 = —2. Zatem B(2,0), D(—2,4).
b) B(—5,—6), D(11, 10)
Punkt przecigcia przekatnych: S(3,1). Réwnanie prostej AC: y =z — 2.
Réwnanie symetralnej odcinka AC: y = —z + 4, stad wspétrzedne wierzchotkéw B
i D sa postaci (z, —z + 4).
ViE—-22+(—z+4-02=2V5
z =01lub z = 6. Zatem B(6,—2), D(0,4). P = |AC|-|BD| = 1-2v2-6v2 = 12.




11. Okresl wzajemne polozenie okregéow K i Ks. 11. a) styczne zewngtrznie
) 2 (y— 2 9 b), ¢) przecinaja sie
a) Ky (z+3)°+(y )2 =25, Ky (z-5)"+(y+ 4)2 =25 d) roztaczne zewnetrznie
b) Ky: (z+4)° + (y +1)* = 36, Ko: (z4+4)° +(y +6)” =3 12.0) 11 =2, 12 = 2, [S19:| = 2,
c) Ky: (x—2)*+ (y+5)*=17, K2 (x =52+ (y+1)*=16 przecinaja sig
d) K- 9 2)2 — _9 52 =29 b)lel,T2:2,|S1SQ‘=l,
) ! (x + ) (y + ) (x ) (y ) 0 styczne wewnetrznie
12. Okrag o srodku w punkcie S; jest styczny do prostej [, a okrag o srodku c) r1=2v2, 12 = 4V/2,
w punkcie S, jest styczny do prostej k. Oblicz promienie tych okregéw oraz |f 15| = 6v2, ot
odleglo$é miedzy ich érodkami. Okresl wzajemne polozenie tych okregdw. Z)y:zne Zl(;WI;Q rzr;ée
1=%:"2= %>
a) Si1(—1,4), l:z=1, Sa(1,4), k:x=3 |S182] = V113,
b) S (_37 _3)’ l: Y= -2, ( 3, 4) k- Y= —6 roztaczne zewnetrznie
¢) Si(=2,5), liy=-z+T7, S(4,-1), kiy=z+3 ) 75 = = =8I 558
y =
d) S(1,1), liy=3z—4, 55(89), k:iy=—-3x+6 Y
13. Rozwiaz uklad réwnan. Podaj jego interpretacje geometryczna. -
2 2 2 2
x*+y =13 x—3) + 2) =17
N ERY o (@92 1
r—y=1 5r+3y—4=0 [ \
| o1 i s
b) 2 +y* =10 ) (+3)+(y—1)>=25
e
x—3y=-10 3r+y+3=0
2 2 2 2
o 2’y =17 f) (z—=5)7+(@y—-1)°"=10 b)z=-1,y=3
S5r — 3y =17 r—2y=12 p—
14. Oblicz odleglo$é miedzy punktami, ktérych wspélrzedne (z,y) spelniaja 7
uktad réwnan. 1
P +y*—6x+2y=0 b 22 +y* + 6x — 4y = 12 ol 1 X
T—y=2©6 3r —4y = —17
15. Dany jest kwadrat o wierzchotkach A(—3,0), nY
B(1,-2), C(3,2) i D(—1,4) (rysunek obok). f) uktad sprzeczny
Wyznacz réwnanie okregu: ~ Y
a) wpisanego w ten kwadrat, 1
b) opisanego na tym kwadracie. T ar < 1
16. Prosta réwnolegta do osi OY przecina okrag i
(z+1)2+ (y + 3)2 = 100 w punktach A i B. B ol 1 X
Wyznacz rownanie tej prostej, jesli:
a) |AB| =12, b) |[AB| = 10v/2, c) |AB| = 10, d) |AB| = 20.
16. a) Y ISC| = /102 — 62 = 8
s r——Olubz =T 14. a) (2, —4), (6,0), d = 4V/2
)m——5\/_ 11ubm—5\/_ 1 b) (_77_1)7 (1» ),d:lO
A ¢ ¢) 2 = —5v3-1lubz = 5/3-1 15.2) 2° + (y—1)* =5
d)z=-1 b) 2% + (y — 1)* = 10
[ 0 \ X
l 4 c|
) d
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@ Sposéb na zadanie

Aby wyznaczy¢ réwnanie symetralnej odcinka AB, mozemy skorzystaé z tego,
ze jest to prosta:

« prostopadia do tego odcinka i przechodzaca przez jego srodek,

« bedaca zbiorem punktéw réwno odlegtych od punktéw A i B.

Przyktad
Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka o koncach A(—2,3) i B(6,—1).

Aby rozwigzaé to zadanie, mozemy postapié¢ na rézne sposoby.

I sposéb

. . R . Y
Obliczamy wspdlczynnik kierunkowy prostej

y = ax+b, w ktérej zawarty jest odcinek AB: A
R T
6—(—2) 8 2 c
Symetralna odcinka AB — prosta [ — jest do :
niego prostopadtla, wiec jej wspolczynnik kie- ol 1 X
runkowy jest rowny 2. B

—

Wyznaczamy srodek odcinka AB:
s(Z22) =21

2 72
Podstawiamy wspéirzedne punktu S do réwnania prostej y = 2x + b:
1=2-2+0b,stad b= -3

Prosta [ opisana jest réwnaniem y = 2x — 3.

IT spos6b Yy P/
Punkt P(z,y) nalezy do symetralnej odcinka A _J-—"/
AB, gdy: Z N
|PA| = |PB| \
[PAl = /(2 = (-2))*+ (y — 3)° P i e
|PB|=\/(z —6)2+ (y — (~1)) B
Zatem:

Ve —=(=2)2+y—-3?2=/(t -6+ (y - (-1))?
(x+2)?%+(y—3)2=(z -6+ (y+1)?
2pdr+4+yP—6y+9=1a>—-122+36+9y> +2y+1
—8y=—16x+24 /:(-8)
y=2x—3

8

Odpowiedz: Symetralna odcinka AB jest prosta o réwnaniu y = 2z — 3.



Zadania testowe @

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1. Punkty A(-3,2), B(1,2), C(5,6) i D(1,6) sa wierzchotkami réwnoleglo-
boku ABCD. Jego obwdd jest liczba nalezaca do przedziatu:
A. (13;16), C. (19;22),
B. (16;19), D. (22;25).

2. Odleglo$é punktu P(1,4) od prostej y = %x — 1 jest réwna odleglosci tego
punktu od proste;j:
_ 2 _ _3
A y=3r+1, C.y=—-szx—-1,

2

B. y= 2z +8, D.y=—-2z-8.

3 2
3. Dane sa wierzcholki B(5,3) i C(7,7) réwnolegloboku ABC D. Wierzchotki
Ai D lezg na prostej y = 2x + 3. Pole tego réwnolegtoboku jest réwne:
A. 18, B. 20, C. 24, D. 28.

4. Tle punktéw o obu wspéirzednych catkowitych nalezy do okregu opisanego
réwnaniem z? + y* = 1007
A. 4 B. 8 C.9 D. 12

5. Dany jest okrag o srodku w punkcie S; i promieniu 3 oraz okrag o srodku
w punkcie S, i promieniu 2. Okregi te maja jeden punkt wspélny, jesli:
A. S5(1,2), S5(4,5), C. 51(—6,2), Sa(—2,—1),
B. S1(2,1), S5(3,2), D. Si(—4,-3), S2(—2,-2).

6. Okrag o érodku w punkcie S(—1,2) i promieniu v/10 ma dwa punkty
wspolne z prosta AB, gdy:
A. A(-3,-2), B(1,-1), C. A(0,5), B(3,4),
B. A(-2,-5), B(2,2), D. A(2,1), B(4,7).

7. Punkty A(—4,—-4), B(6,—4) i C(14,2) sa wierzcholkami rombu ABCD.

Okrag, ktorego srodkiem jest punkt przeciecia przekatnych tego rombu,
styczny do boku AB, dany jest réwnaniem:

A. (z—4)+ (y+1)* = 16, C. (z -5+ (y+1)* =16,
B. (z—4)*+(y+1)*=09, D. (z—5+ (y+1)*=09.
8. Punkty A(-3,7), B(17,—3) i C(13,5) sa wierzcholkami réwnolegltoboku
ABCD. Wierzcholek D ma wspoélrzedne:
A. (=7,15), B. (—4,10), C. (—4,8), D. (—20,10).

6. Niech d — odlegto$é punktu S od prostej AB, r = v/10.
Okrag ma 2 punkty wspolne z prosta, gdy d < r.

Ad= /52> V10

B.d= /% <10

C.d=vV10=r
D.d=V10=r

7. Srodek przekatnej AC: S(5,—1)
Prosta AB: y = —4
Odlegtoséé srodka S od prostej AB: r =3
(@=5)"+@y+1)*=9

. Obwdd réwnolegtoboku:

Ob = 2(|AB| + |BC|) =
=2(4+4V2) =8+8V2
Zauwazmy, ze 8v/2 = /128
oraz 11% < 128 < 122, czyli
11 < 8v/2 < 12.

Zatem 8 + 8v/2 € (19; 20).

.2z —3y—3=0,

dp — 21343 A3

22+ (-3)2
A.2x —3y+3=0,
dp — 1218443 _ 1/13

VErcar 18
B. 2z — 3y + 24 = 0,

_ [21-3-4+24] _ 14/13
dp = \/22+(,3)2 - 13
C.3z+2y+2=0,
dp = [3:1+2-442| \/ﬁ

32422
D. 3z +2y+ 16 =0,

_ [31+424416] _ 27/13

dp = S 13

. |BC| =2V5

Odlegtosé wierzchotka B od
prostej 2x —y + 3 = 0:

_ l25-13+3 _
b= 2B

P =2V5-2v/5=20

. (0,10), (10,0), (0, —10),

10,0), (6,8), (8,6),
7_8)7 (_87 _6)7 (_678)7

(_
(—6
(_87 6)7 (67 _8)7 (87 _6)

. A [S1S:2] =3V2
B. [S15:| = V2
C. |58 =5=3+2
D. |S1S2| = /5
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@ Przed obowigzkowa matura z matematyki

Odpowiedzi do zadan M Zadania krétkiej odpowiedzi
1. Srodek odcinka AB: (—4,3)

Srodek odcinka C'D: (8, —2) Zadanie 1 (2 pkt)

Odlegto$é miedzy srodkami:

Dane sa punkty A(—5,1), B(-3,5), C(5,—1) i D(11,—3). Oblicz odlegtosé

13
D miedzy $rodkami odcinkéw AB i C'D.

8. (z—4>*+(@wy—-1)%2=9 Zadanie 2 (2 pkt)

4. (x— 4%+ (y—3)%=4,d=6 Oblicz odlegloéé punktu P(1,6) od prostej y = 2z — 1.
5. |AB| = V& + 2 = 2/10 Zadanie 3 (2 pki)

|BC| = V22 + 62 = 21/10

Wyznacz réwnanie okregu o srodku S(4, 1) stycznego do prostej y = —2.
|CD| = v62 + 2% = 2V/10 Y € (4,1) stycznego do prostej y

|DA| = /22 + 62 = 2V/10 Zadanie 4 (2 pkt)

|AB| = |BC| = |CD| = |DA|, Podaj réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K: (x —4)?+ (y+3)? =
wiec czworokat ABCD jest wzgledem osi OX. Oblicz odlegtosé miedzy $rodkami tych okregéw.
rombem.

|AC| =821 |BD| = 42,

czyli pole: B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

:%-8\/5-4\/5:32

— |AB|-h=2V10-h = 32, @Zadanie5(5 pkt)

s, vl = 0 Uzasadnij, ze czworokat o kolejnych wierzchotkach A(-2,—-1), B(4,1), C(6,7)
6. C(—4,4), D(—1,0) ° i D(0,5) jest rombem. Oblicz jego pole i wysokosé.
Srodek boku CD: P(—g,Z) Zadanle 6 (4 pkt)

Symetralna boku CD jest do
niego prostopadta i prze-

Punkty A(4,2) i B(1,6) sa wierzchotkami réwnolegtoboku ABC D, ktérego

chodzi przez punkt P. przekatne przecinaja sie w punkcie S(0,3). Wyznacz réwnanie symetralnej
acp = —3, czyli symetralna boku CD.
boku C'D ma réwnanie:
y=3z+3 0] Zadanie 7 (3 pkt)
7. Srodki okregéw: S1(4,3) Uzasadnij, ze okregi dane réwnaniami:
iS2(1,-3) (z—4)2+(@y—-3)2=51i (r—1)*+(y+3)*=20
Promienie okregéw: 71 = /5 " -
iy = 20/5 s styczne zewnetrznie.
15152 = V3% + 6% = 3V5 = Zadanie 8 (5 pkt)
=Ti+r2 W okrag (z —2)%+ (y — 1) = 25 wpisano tréjkat prostokatny réwnoramienny
Zatem okregi sa styczne ABC o kaci " . hotku C(—1,-3). W olrzed
. —_— o kacie prostym przy wierzchotku , . Wyznacz wspélrzedne
8. S(2,1), r = 5, JACB = 90° pozostatych wierzchotkéw tego tréojkata.

jest érednica okregu i jest

prostopadly do C'S W okrag (z —4)% + (y — 3)*> = 5 wpisano kwadrat, ktérego jedna przekatna

jest zawarta w prostej x — 2y + 2 = 0. Wyznacz wspodlrzedne wierzchotkéw

__ 4 _ 3
acs = 3, AAB = — 7,
tego kwadratu.

prosta AB: y = —%x + g

y=-—-3z+
{(x—2)2+(y—1)2 =25
Zatem A(6,—2), B(—2,4). {(m A4 (y—3)° =5
r—2y+2=0
A(2,2), C(6,4)
Prosta prostopadta do prostej AC' i przechodzaca przez srodek okregu: y = —2x+11
{ (@=4"+@y~3)°"=5
y=—2x+11
B(5,1), D(3,5)
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