Pojeciem ciagu postugujemy sie w sytuacjach, gdy mamy do czynienia z ko-
lejno ustawionymi i ponumerowanymi obiektami. Moga to by¢ obiekty ma-
tematyczne lub inne. W rozdziale tym omawiamy ciagi liczbowe, czyli takie,
ktérych kolejnymi wyrazami sa liczby. Przyktady ciagdw:

s, 5 1 % &, &, ...~ ciag odwrotnosci kolejnych liczb pierwszych,
14, 1,41, 1,414, 1,4142, 1,41421, 1,414214, 1,4142136, ... — ciag kolejnych

przyblizen liczby v/2.

Multitea

® Ciag Fibonacciego
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Uczen:

— wyznacza kolejne wyrazy
ciagu, gdy danych jest kilka
jego poczatkowych wyrazéw,

— wyznacza wyrazy ciaggu
opisanego stownie,

— szkicuje wykres ciagu.

Cwiczenie 1
a) a, =27,
ag = 512, ailpo = 1024

Komentarz

W tym miejscu warto wspom-
nie¢ uczniom o Encyklopedii
ciagow liczb calkowitych,

o ktorej mowa na str. 163.
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3.1. Pojecie ciggu

Liczby: 1, 3, 6, 10, 15, ... to kolejne liczby tréjkatne — nazwe wyjaénia ponizszy
rysunek.

@) OOO OOOOO

a; = 1 a9 = 3 as = 6
Méwimy, ze liczby trojkatne tworza ciag. Ciag jest okreslony, jesli kolejnym
liczbom naturalnym dodatnim przyporzadkowano wartosci: ay, as, as, ..., kto-
re nazywamy wyrazami ciggu.

Przyktad 1

W ciggu: 1, 4, 9, 16, ... wyrazy sa kwadratami kolejnych liczb naturalnych
dodatnich. Na przyklad wyraz ag = 9% = 81, a;q = 102 = 100.

Ogolnie, n-ty wyraz ciggu ma postaé: a,, = n’.

Cwiczenie 1

Odgadnij regute, wedtug ktorej mogly powstaé¢ wyrazy danego ciagu, i podaj
Wyrazy ag oraz aiy tego ciagu.

a) 2,4, 8, 16, 32, 64, ... ¢) —1,1, -1, 1, -1, 1, —1, I,
b) %7 i7 %a %7 %7 éa d) 1’ 7%7 %’ 7%’ é’ 7%’ %7

Definicja
Ciggiem nieskoniczonym nazywamy funkcje, ktérej dziedzing jest zbiér
liczb naturalnych dodatnich.

Czasem za dziedzine ciagu przyjmowany jest zbiér wszystkich liczb naturalnych N.
Uwaga. Zamiast ,cigg nieskonczony” bedziemy pisa¢ krétko: ,cigg”.

Kiedy méwimy o ciagach, uzywamy zwykle innych oznaczen niz do opisu funk-
cji. I tak ciag a:N, — R oznaczamy (a,). Kolejne wartodci funkcji a, czyli
wyrazy ciagu: a(1), a(2), a(3), ...,

Y
oznaczamy odpowiednio: ay, as, as, ... 1
Przyktad 2 % .
Na rysunku obok przedstawiono wy- 1 s
kres ciggu odwrotnosci kolejnych liczb * SR ST S
naturalnych dodatnich: 1,3, %, 1, ... Ol 1 23456 789 X



Cwiczenie 2 AY B.Y Cwiczenie 2
A:an = 2n, a17 = 34, a100 = 200

Na rysunku A przedstawiono wykres
ciggu kolejnych liczb parzystych: 2, 4, B: an =3, a17 = 3, a100 = 3
6, 8, 10, ..., a na rysunku B wykres

ciagu stalego o wszystkich wyrazach

rownych 3. Podaj wyrazy siedemnasty

.
oraz setny kazdego z tych ciggdw. - !
| X Ol 1 X
Cwiczenie 3 Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres ciagu: a) Y
a) poléwek kolejnych liczb naturalnych: %, %, %, %, %,
; i 1.1 1 1 1

b) kolejnych poteg liczby 3: 3, 7, 5 76+ - ,
¢) naprzemiennego: 2, —2, 2, —2, 2, =2, ...

o 1 X
Y
as ; . . . b) Y
on Czasami, zamiast rysowaé¢ wykres
a3 ciggu w uktadzie wspoéirzednych (ry-
@2 H sunek obok), wyrazy ciagu bedziemy
a . zaznaczaé¢ na osi liczbowej (rysunek 0,125

ponizej).

ol 1 X
o 1 2 3 4 15X 0 1 a1 as dsdsis © Y
Cwiczenie 4 . e
Zaznacz na osi liczbowej pie¢ poczatkowych wyrazow danego ciagu.
a)0,3,2,2 2 5 . b)4,2,1,3, %, %, ... c)1,-1,2,-2,3,-3, ...

Wigkszos¢ ciagéw przez nas rozpatrywanych to ciagi, ktérych wyrazami sa
liczby — takie ciagi nazywamy ciagami liczbowymi. Oprécz ciagéw liczbowych
rozpatruje sie réwniez inne ciagi, np. ciag prostych, ciag wielokatow.

Przyktad 3
Na ponizszych rysunkach przedstawiono pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu
wielokatow foremnych wpisanych w okrag o promieniu 1.

ay D) as Gy as
tréjkat kwadrat pieciokat szesciokat siedmiokat
Cwiczenie 4
a) a1 a2 as a4 as
1
b) as as a2 ai
0 a 1
c) a4 a2 a as as
0 1
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Odpowiedzi do zadarn Rozpatrujemy réwniez ciggi skonczone, czyli takie, ktérych dziedzing jest zbiér

1. a) a7 = 13, as = 15, ag = 17, skonczony {1,2, ...,n}. Ciag ay,as, ..., a, nazywamy ciagiem n-wyrazowym.
ajp = 19
b) a7 = 35,05 = 15 9 = 5. Przyklad 4
z)ma: :2—017’ I —— W tabeli przeds‘.cawiono c’lwa rézne §ia¢gi " (an) (ba)
a1o = 29 siedmiowyrazowe: (a,) — ciagg nazw dni ty-
2.a) v godnia utozonych w kolejnosci nastepowa- 1  poniedziatek = czwartek
1 nia po sobie oraz (b,,) — ciag nazw dni tygo- = 2  wtorek niedziela
ol 1 X dnia utozonych w kolejnosci alfabetyczne;j. 3 | $roda piatek
Zwréé uwage na to, ze w przeciwiehstwie Céwartek poniedzialek
do zbioréw kolejnoéé wyrazéw w ciagu ma 0 Platek sobota
znaczenie. Jezeli zmienimy kolejnoéé wyra- 6 sobota sroda
z6w W ciggu, to otrzymamy nowy ciag. 7 niedziela wtorek
b vy Zadania
1. Podaj wyrazy ar, asg, ag i a;y ciagu:
a) kolejnych liczb nieparzystych dodatnich: 1, 3,5, 7, ...
B b) odwrotnosci kolejnych liczb parzystych dodatnich: %, %, %, é,
o] 1 X ¢) kolejnych liczb pierwszych: 2, 3,5, 7, ...
c) Y
2. Naszkicuj wykres ciagu o wyrazach:
1 91 ol ol ol
. a) *17 *2, *3, *4, *57 d) 257 237 21, 25, 267
- b) 1,0,2,0,3,0,4,0, ... e) —1,2,-3,4, —5,6, ...
| X 1 1 1 1
C) *3, 3, *37 3, *3, 3, f) 1, 39 1, 1 17 3 1, 60 -
3. Wyrazy a4, as, ...,as ciagu sa przybli-
zeniami dziesietnymi liczby z, do pierw- V2 ~ 1,41421356237309505
d v szego, drugiego, ..., széstego miejsca po | V3 & 1,73205080756887729
1 przecinku. Wypisz te wyrazy. ™~ 3,14159265358979324
ol 1 X a) z =2 b) z =3 c)r=m
e Y Powtorzenie
4. Podaj wyrazy aq, as, a3, a4 1 as ciagu:
a) sze$cianéw kolejnych liczb naturalnych dodatnich,
b) odwrotnosci kwadratéw kolejnych liczb nieparzystych dodatnich.
ol 1 ba 5. Naszkicuj wykres ciagu reszt z dzielenia kolejnych liczb naturalnych do-
datnich przez 3.
3. a) a1 = 1,4, ay = 1,41, az = 1,414, 5.
as = 1,4142, a5 = 1,41421, Y
ae = 1,414214
b) a1 = 1,7, az = 1,73, az = 1,732, 1
f) v aq = 1,7321, a5 = 1,73205, ~
1 1 X
as = 1,732051
O] 1 X ¢) a1 = 3,1, az = 3,14, a3 = 3,142,
a1 = 3,1416, a5 = 3,14159,
as = 3,141593
4. a) a1 =1, a2 = 8, a3 = 27, as = 64,
as = 125
b)a1:1,a2:é,a3:%,a4:%,
as = L

81
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3.2. Sposoby okreslania ciggu
Cigg mozna opisa¢ stownie, podajac warunki, jakie spelniaja jego wyrazy.

Przyktad 1

a) Ciag kolejnych cyfr wystepujacych w rozwinieciu dziesietnym liczby .
Jest to ciag: 3,1,4,1,5,9,2,6,5,3,5,8,9, ...

b) Ciag kolejnych liczb pierwszych wiekszych od 10.

Jest to ciag: 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, ...

Cwiczenie 1
Wypisz siedem poczatkowych wyrazéw ciagu:
a) kolejnych liczb naturalnych, ktérych pierwiastek jest liczba niewymierna,

b) kolejnych liczb pierwszych wiekszych od 30.

Innym sposobem okreslenia ciaggu jest podanie wzoru na n-ty wyraz ciagu —
taki wzér nazywamy wzorem ogélnym ciggu (zwanym tez wzorem jawnym).

Przyktad 2

a) Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciaggu o wzorze ogblnym a,, = ;.
Po podstawieniu za n kolejno liczb: 1, 2, 3, 4, otrzymujemy:

1 2 1 3 _ 3 4 1

a1 =735, Q2 =53 =35, A3 =53 =3, G4 =57 = 7

b) Oblicz dziesieé¢ poczatkowych wyrazéw ciagu o wzorze ogblnym a,, =1—+.

Po podstawieniu za n kolejno liczb: 1, 2, ..., 10, otrzymujemy:
0.1 23 45 8 9

3 45 6 7 8 9
’27 37 47 57 62 72 87 97 10

Cwiczenie 2

Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu (a,,) oraz wyraz ajg.

a)a :i b)a :ﬁ C)a :;3 d)a =n3 —n?
n n+1 n n241 n n(n+2) n ’

Cwiczenie 3

Oblicz nastepujace wyrazy ciagu (a,): ai, as, as, a4 i asp.

a) a, = (—1)"*! ¢) a, =(—1)"-n

_ 1 _ 1 _ -1, 2n-1
b) an = (=112 d)a, = (=) 2 f) g, = (-1 2
Cwiczenie 3
a) a1:1,a2:—1,a3:1,a4:—1,a10:—1
b) a1 =2, a2 = —4, ag = 8, as = —16, a0 = —1024
c) ar=—1,a2 =2, a3 = -3, as =4, a1o = 10
d) a; = —4, a2 = 8, az = —16, g4 = 32, ajp = 2048
e) a1:0,a2:%,agz—%,w;:%,am:%
f) a1:%,azz—%,ag:%,a4:—%,a10:—%

Uczen:

— wyznacza wzor ogblny ciagu,
gdy danych jest kilka jego
poczatkowych wyrazéw,

— wyznacza wskazane wyrazy
ciagu okreslonego wzorem
og6lnym,

— wyznacza wyrazy ciagu spel-
niajace dany warunek,

— wyznacza wzér ogdlny
ciggu spelniajacego podane
warunki.

Cwiczenie 1
a) 2, 3,56, 78,10
b) 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59

Komentarz

Warto zwrécié uwage uczniéw
na okreslenie ,wzér jawny”,
ktore oznacza wzor pozwalajacy
obliczy¢ dowolny wyraz ciagu,
bez koniecznosci obliczania
wyrazow wczesniejszych.

Cwiczenie 2

a) a1 =3,a2=73,a3=73,

as =2, a;0 =12
b)alzo,azzg,ag,:%,

a4 = 12, a10 = 1o
¢)ar=-1,a2=-2 a3 =-3%,
a4 =—3, 010 = —75

d) a1:0, a2:4, a3:18,
as = 48, ai1po = 900

MultiteZa

* Wykresy wybranych ciggow
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.2

Generator

testow i sprawdzianoéw

3.2. Sposoby okreslania ciggu 115 I



Cwiczenie 4
a) an = gpe=1l
b) a, =n®—1
c) an = (—1)" - n?
d) n = ( )n+1 3n
e) an =+/n

— 3
f) an = =

1

8) 6n = 1mrD

_ (=nmtl
h) an = n(n+3)
Cwiczenie 5

a)as=2,a5=3,a6 =4
b)a4:8,a5:27,a6:64

c) as =0, a5 =—1, ag =

m— 116 3. Ciagi

=2

Czasem na podstawie kilku poczatkowych wyrazéw ciagu mozna odgadnaé
regute, wedlug ktérej moglty one powstaé, co pozwala zaproponowaé wzor
ogolny tego ciagu.

Przyktad 3

Kolejne wyrazy ciagu Przyktadowy wzér ogdlny ciagu

3,5,7,9,11, 13, ... a, =2n+1
4,7, 12,19, 28, ... a, =n2+3
-3,3,-3,3, -3, an = (—1)"-3
Cwiczenie 4
Zaproponuj wzOr na n-ty wyraz ciaggu.
a) 1, 3, 9, 27, 81, 243, ... e) 1, V2, V3, 2, V5, V6, V7,
b)03815 24, 35, ... f)y 2,2 2 2 2 2
c) — , —9, 16, —25, 36, ... g) 5, 35 T I B
d) 3, -9, 27, —81, 243, ... h) 5, fﬁ, ﬁ, 74%7, 5%8,

Zauwazmy, ze na podstawie kilku poczatkowych wyrazéw ciggu mozemy podaé
rézne wzory na n-ty wyraz ciggu.

Cwiczenie 5
Trzy poczatkowe wyrazy ciagu (a,) sa réwne: —1, 01 1. Oblicz wyrazy a4, as
iag, jesli:

a) a, =n—2, b) a, = (n —2)3, ¢) a, =1—|n—3|.

Przykiad 4

Ktoére wyrazy ciggu okreslonego za pomoca wzoru a, = 25—n? sa réwne zeru?
25 —n*=0

n=-5lubn=>5

Z zalozenia n € N, zatem jedynym wyrazem ciagu (a, ) réwnym zeru jest as.

Cwiczenie 6
Ktére wyrazy ciagu (a,,) sa réwne zeru? Ktére wyrazy tego ciagu sa dodatnie?
a) a, =12 —3n
b) a, =14 —3n

¢) a, =n?—4
d) a, = 40 — n?

Cwiczenie 6

a) as = 0; an, > 0dlan e {1,2,3}

b) brak wyrazéw réwnych 0; a, > 0 dlan € {1,2,3,4}
c)az=0;a,>0dlan>3ineN

d) brak wyrazéw réwnych 0; a, > 0 dlan € {1,2,3,4,5,6}



@ 9. Uzasadnij, ze wykresy ciagéw (a,) i (b,) nie maja punktéw wspdlnych.

Zadania Odpowiedzi do zadan
1. a) 2, 6, 10, 14, 18

1. Oblicz pieé poczatkowych wyrazdéw ciagu (a,,). b) 2, 2,0, -4, —10
1, 2, 5, 12, 27
. . o (,l)n _ (,1)”"!‘1 C) n Ay &y )
a) an = 4n 2 d) an = n g) n = n(n+1) d) _17 %7 _%7 %7 _%
= 3n —n? —9_ (D" — (=17 35515
b) a, =3n—n e) a, =2 ~ h) a, = 5 £)2.1.43 6
) an=2"—n f) a,=(=1)""+n i) a, =n>+(-n)"" A=l
. i Lo h) 0, 2,0,4,0
2. Wypisz sze$é¢ poczatkowych wyrazdéw ciagu (a,,). i) 2,2, 18, —48, 650
) { 1 dla n nieparzystych { 2n  dla n nieparzystych 2.a)1,4,1,1 1,1
a) an = 1 ap = n
— dla n parzystych — dla n parzystych b) 0, 4, 0, 16, 0, 64
0 dla n nieparzystych L dla n nieparzystych ©) 226,310, 3
b) a, = { d) a, = { 2 parzysty d) 1,4, 1,16, £, 36
2™ dla n parzystych n? dla n parzystych
3. Zaproponuj wzér ogdlny ciaggu. 3. a) an = 225
a‘) %7 %7 %7 ga %7 %7 d) 27 \/57 \1717 \757 \5/67 b) an = (2n—1)1(2n+1)
1 1 1 1 1 1 4 7 10 13 ¢) a, = (—1)"- &
b) 3 53 5% 7o oo o ©) & 1 Te0 a0 200 o ) 6 =("11" 5
J S U U U £ o, L0 L 0 L d)en = Vn+1
¢ 73 9 Tam 810 Taam o v 90 g1 Yy Tagy vt _ 3n-2
e) an Bl
4. Ktore wyrazy ciagu (a,) sg réwne zeru? f) a, = 2"
a) a, =n?*(n—3) ¢) a, =n*>—4n*+4n e) a, =n*—13n*+ 36 4. a) as b) a1, az c) az
b) _ n2-4n+3 d) _ n3-3n244n f)  (n3-64)(64-n2) d) brak wyrazéw réwnych 0
R | On 2n2+4 O = 3n—1 e) az, as f) a4, as
5. Ktére wyrazy ciagu (a,) sa ujemne? 5. a) ai,az, ..., as
a) a,=n?>-5n—-10 b)a,=n*>-1In+10 c¢) a, =3n>—10n+38 b) az,as, ..., ao
¢) brak wyrazéw ujemnych
6. Ktére wyrazy ciagu (a,) sa réwne jeden? 6. a) a5 b) a4 c) a3, as
2 o _ 2n-3 _ n?-6n+15
a) a,=n*—-2n—14 b) a, = —] c) an = ——=— 7.a)ne{l,2, ...,5}
b)n € Ny \ {3,4,5}
7. Dla jakich n wyrazy ciagu (a,) sa mniejsze od wyrazéw ciagu (b,)? 8.a)a.=1+2¢eZ,
a) a, =n(n—2>5), bn:% b) a, =2n+6, b, = (n>—9)(n—75) gdy n € {1,2,4},
" ai, az, a4
8. Wyznacz wyrazy ciagu (a,), ktére sa liczbami catkowitymi. b) an =2+ 55 €%,
_ nt4 _ 2n+8 _ 36-n2 gdy n € {1,2,5},
a) a, = n b) @, = n+1 ¢) an n?2 a1, az, as

c) anzz—g—lez,
gdy n € {1,2,3,6},
a) a, =2n>-n+9, b,=6—-8n b)a,=4n3 b, =4n*>—n a1, az, as, ag

9. a) a, =b,, gdy 2n> —n+9 =6 —8n
2n° +Tn+3=0
n=-3¢Nilubn=-1¢N,
Zatem réwnanie a, = by, nie ma rozwiazan w zbiorze Ny, czyli wykresy ciagéw (ar)
i (bn) nie maja punktéw wspdlnych.
b) an = by, gdy 4n® = 4n> —n
n(2n —1)2=0
n=0¢N; lubn=1¢Ny
Zatem réwnanie a, = by, nie ma rozwiazan w zbiorze Ny, czyli wykresy ciagéw (ar)
i (bn) nie maja punktéw wspdlnych.
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M. an=n>—-6n+5

ai,az, ..., ar

12. Parabola y = a(z — 2)® + 8
przechodzi przez punkt (0, 0),
czyli 0 = a(0 — 2)% + 8.
Zatem y = —2(x — 2)> + 8 =
= —22% + 8z,
czyli an = —2n% + 8n.

13.a) 2,3, 2,0, -3, -3
b) —1, 0, 3, 8, 15, 24
¢) —3,5,-7,9, —11, 13
1

9
2, —1,4, —3,6, =5
1 1, -2

2
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10. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

11.

12.

Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w wykresie funkcji
liniowej przedstawionym na rysunku obok. Wy-
znacz wzor ogblny tego ciagu.

Punkty (1,4) i (3,0) naleza do wykresu funkcji
liniowej y = ax 4+ b. Rozwigzujemy uklad réwnan:

4=a+b
{ 0=3a+b
iotrzymujemy a = —21ib = 6. Zatem y = —22+6,
czyli wzér ogdlny ciagu ma postaé a, = —2n + 6.

Y

1

)

X

Wyznacz wzdr oglny ciagu (a,), jesli jego wykres zawiera si¢ w proste;:

a) przechodzacej przez punkty (2,2) i (6,0),

b) réwnolegtej do prostej y = —%w + 4 oraz najwiekszy wyraz tego ciaggu

jest réwny %,

¢) prostopadlej do prostej y = 3x oraz ag = 7.

Wyznacz wzér ogdlny ciagu (a,), jezeli jego wy-
kres jest zawarty w paraboli przedstawionej na
rysunku obok. Ktére wyrazy ciagu (a,) spel-
niajg nieréwnosé a, < 127

Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w paraboli prze-
chodzacej przez poczatek ukladu wspotrzed-
nych i majacej wierzcholek w punkcie (2,8).
Wyznacz wzor ogdlny tego ciagu.

Powtorzenie

Y

at

>

13.

15.

14.

Oblicz szes$é poczatkowych wyrazéw ciagu (a,).

3
a) an =6—3n

b) a, =n*—2n

c) a, = (—1)"(2n+1)
d) a, = ()" -n+1

Uzasadnij, ze ciag (a,) ma dwa wyrazy réwne zeru.

a) a, =n?—"Tn+12 ¢) a, = (n*—1)(n*-9)

b) a, =n*—6n?+5n d) a, =n*—5n*+4
Tle wyrazéw dodatnich ma ciag (a,)?

a) a, =7Tn—n? b) a, = 18 + 7Tn —n?
a)n®> —n+12=(n—3)(n—4)

Zatem a3z = a4 = 0.

b) n(n? — 6n +5) = n(n — 1)(n — 5)

Zatem a1 = as = 0.

c) (> —1)(n®>—9)=(n—1)(n+1)(n—3)(n+3)
~1¢Nyi-3¢N,

Zatem a1 = a3z = 0.

d) (0> —1)(n®>—4)=(n—-1)n+1)(n—2)(n+2)
~1¢N;i-2¢N,

Zatem a1 = as = 0.
e)|n—4]=2,gdyn=2lubn==6

Zatem a2 = ag = 0.

f) n? —8n+ 15 = (n — 3)(n — 5). Zatem a3 = as = 0.

— o
~—

an

Qan

an

Qn,

|In—5]—3
n—1

n+1

In — 4] —2
n2-8n+15
n+15

60—n?
n+4




3.3. Ciggi monotoniczne

Przykfad 1

Kolejne wyrazy ciagu o wzorze ogdlnym a,, = % (wy- Y

kres obok) to: &, 2, 3, 2,5 8 T Kazdy wyraz i ‘ .
tego ciagu (oprécz pierwszego) jest wiekszy od wy- .t

O 123456 7x

*

razu poprzedniego, zatem ciag (a,) jest rosnacy.

Ciag (a,) nazywamy ciggiem rosnacym, jezeli dla kazdej liczby n € N,
spelniona jest nier6wnosé a, 1 > a, (czyli a,.; — a, > 0).

Zauwazmy, ze jesli ciag (a,) jest rosnacy, to dla dowolnych m,n € N, takich,
ze m > n, zachodzi nieréwnosé a,, > a,.

Przyktad 2

Kolejne wyrazy ciagu o wzorze ogdlnym a,, = 2 (wy-
kres obok) to: 2, 2,3 2 2 3 2
tego ciagu (oprécz pierwszego) jest mniejszy od wy-

.

. i H
L3 . .

123456 7x

Y.
... Kazdy wyraz 2
1
razu poprzedniego, zatem ciag (a,) jest malejacy. [9)

Ciag (a,) nazywamy ciagiem malejacym, jezeli dla kazdej liczby n € N,
spelniona jest nieréwnosé a, 1 < a,, (czyli a,.1 — a, <0).

Zauwazmy, ze jesli ciag (a,,) jest malejacy, to dla dowolnych m, n € N, takich,
ze m > n, zachodzi nieréwnos¢ a,, < a,,.

Cwiczenie 1

Podaj przyklad ciagu:

a) malejacego o wszystkich wyrazach wiekszych od 10,
b) rosnacego o wszystkich wyrazach ujemnych.

[D] Przyktad 3
Uzasadnij, ze ciag a, = (—1)"- L (wykres obok)
nie jest ani rosnacy, ani malejacy.

[y

o] 1 X

Kolejne wyrazy ciagu (a,) to:
11 11 _11
5 9 EREVE] 5 60 *°°
Aby stwierdzié, ze ciag ten nie jest ani rosnacy, ani malejacy, wystarczy za-

uwazy¢, ze na przyklad drugi wyraz jest wigkszy od pierwszego (ay > ay),
natomiast trzeci wyraz jest mniejszy od drugiego (az < a»).

Uczen:

podaje przyktady ciagéw
monotonicznych, ktérych
wyrazy spelniaja podane
warunki,

uzasadnia, ze dany ciag nie
jest monotoniczny,

WYyZnacza Wyraz an+1 Ciagu
okreslonego wzorem ogdlnym,
bada monotoniczno$é¢ ciagu,
korzystajac z definicji,
wyznacza warto$¢ parametru
wystepujacego we wzorze
ciagu tak, aby ciag byt
ciggiem monotonicznym.

Cwiczenie 1
a) np. an:10+%
b) np. a, = —%

MultiteZa
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Cwiczenie 2 [0] Cwiczenie 2
a) az < a3, ale a3 > as, Uzasadnij, ze podany ciag nie jest monotoniczny.
a) 1,2,3,1,2,3,1,2,3, ... b) —1,-11, -2 —2L —\/5, -3 3L ..

wiec cigg nie jest monotoniczny.

b) a1 > a2, ale a4 < as,

wigc cigg nie jest monotoniczny. Cwiczenie 3

Cwiczenie 3 Oblicz pieé poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,). Czy jest to ciag monotoniczny?

a) ar=4,a2=1,a3=0, . a2 — 244 N
as = 1, a5 = 4; nie jest a) a, = (n—3) b) a, = —n*+4n c) a,=n*>—-Tn+5

b) a1 =3, a5 =4, a3 =3, Aby wykazaé, ze ciag (a,) jest monotoniczny, nie wystarczy obliczenie kilku

aq = 0, as = —5; nie jest ) f . i g
@) 1= 1, @ = B, = T, jego poczatkowych wyrazéw. Nalezy zbadaé¢ znak réznicy a,,.1 — a, dla do-
as = —7, as = —b; nie jest wolnego n € N..
Przyktad 4
Dany jest ciag o wzorze ogélnym a,, = =2.. Wyznacz wyraz a,.
Y] ag golny nt3 y y +
Uny1 = 2(n+1) — 2n+2 Wyraz an+1 otrzymujemy, wstawiajac
(n+1)+3 n+4 we wzorze ogblnym n + 1 w miejsce n.
Cwiczenie 4 Cwiczenie 4
a) ant1 = gtk Wyznacz wyraz a, 1 ciagu (a,).
2
b) ani1 = =2 a) a, = —— b) a, = —22 ) a, = 23 d) a, = =L
3n+1 ) n In+1 ) n 302 ) n n24+1 ) n 2n—5
c) Anpt+1 = 2";2
n<+4+2n+2 @
2.9 Przyktad 5
d) An+1 = n2nt3n ia . . _n i .
Wykaz, ze ciag a, = e jest rosnacy.
) n+1 n+1 o o
i i a =0 = _2- Wyznaczamy wyraz 1.
Cwiczenie 52 n+1 ()41 2
a) anty1 =n°+n W e
znaczamy rozni — Qp:
An41 —an =2n >0dlan e Nt yznaczamy roznice ani1 — an
Zatem ciag (a) jest rosnacy. Gt — Gy = ntl n  _ (n+1)2—n(n+2) _ n242n+1-n?-2n _ 1
il nt T 42 ntl (n+2)(n+1) (n+2)(n+1) (n+2)(n+1)

b) an+1 = e

Unt1 — Qn = m >0 Zauwazmy, ze a,.1 — a, > 0 dla kazdej liczby naturalnej n > 1, zatem ciag

dlan € N4 (a,) jest ciagiem rosnacym.
Zatem ciag (an) jest rosnacy.
) ant1 = 23% @ Cwiczenie 5

> . Lo .
n i1~ Gn = Grrrimy > 0 Wykaz, ze ciag (a,) jest rosnacy.
dl 6o € Iy a) a,=n*-n  b)a,=—"— ¢) a, = 22 d) a, = 2241
Zatem cigg (a.) jest rosnacy. n+4 2n+1 3n+1

_ 4n45 L. .

d) ant1 = 5555 [0] Cwiczenie 6

_ 1 L. . .
an+1 = an = Grneags > 0 Wykaz, ze ciag (a,) jest malejacy.
dlan € N4

_ n+2 _ 4n+2 _ n42 o 1
Zatem ciag (an) jest rosnacy. a) a, = el b) a, = 1 ) an, = i3 d) a, = 211
Cwiczenie 6

3
a) ant1 = 235

Ant1 — An = m < 0 dlan € Ny. Zatem ciag (an) jest malejacy.

_ 4n+6
b) ani1 = 557
_14

Unt1l = Gn = Groyenrd) < 0 dla n € N4. Zatem ciag (an) jest malejacy.

_ n+3
€) Gny1 = 3.5

Ant1 — Qp = m < 0 dlan € N4. Zatem ciag (an) jest malejacy.

d) ant1 = Gy
Zauwazmy, ze (n + 1)% > n?, wiec (n + 1)%> +1 > n? + 1, czyli

@ = ;2% > m = ant+1 dlan € Ni. Zatem ciag (an) jest malejacy.
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Ciagami monotonicznymi, oprocz ciagéw rosnacych i ciagdw malejacych, sa
ciagi stale, ciagi niemalejace i ciagi nierosnace.

Ciag (a,) nazywamy ciggiem stalym, jezeli wszystkie wyrazy tego ciagu
sg réwne.

Ciag (a,) nazywamy ciagiem niemalejacym, jesli dla kazdej liczby n € N,
spelniona jest nier6wno$é¢ a, 1 > a, (czyli a,,1 —a, > 0).

Ciag (a,) nazywamy ciagiem nierosnacym, jesli dla kazdej liczby n € N,
spelniona jest nieréwnosé a, 1 < a,, (czyli a,.; — a, <0).

Uwaga. Kazdy ciag rosnacy jest ciggiem niemalejacym, a kazdy ciag malejacy
jest ciagiem nierosnacym.

Cwiczenie 7

Jakie liczby mozna wstawi¢ w miejsce [7], aby otrzymad ciag niemalejgcy?

a) 1,2, 3,4,[7,[7,4,5,6, ... b) 1, 2,[7], 2,[71[7], 3,3, 3, ...
Cwiczenie 8

Wypisz osiem poczatkowych wyrazéw dowolnego nierosnacego ciagu (a,,), dla

ktérego: a) az =az3=2,a5 =1, b) ay =as = —1, ay = —2.

Zadania

1. Wyznacz wyraz a, 1 ciagu o podanym wzorze ogdlnym.

2 _ 34n _ 3n—4 _ 2n243
a) a, =n*—1 c) a, = — e) a, = S} g) a, = TG
o .2 _ 2n _ 2-3n _ 4-2n?
b) a, =2n—n d) a, = P f) a, = o h) a, = ST
@ 2. Wykaz, ze ciag (a,) jest monotoniczny.
a) a, =n?—2n b) a, =1-n* ¢) a,=3+1 d) a, = -4+
@ 3. Wykaz, ze ciag (a,) jest monotoniczny.
a)a _1-n c)a . n e)a _ 2n—4 )a _n2—1
n n+1 nToop—1 no 3n+5 g no n
~ 3n _ 3n+42 _ 2-3n 2
b) an = n+2 d) an = 4n+1 £) an = 3—4n h) a, = n+1

@ 4. Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,). Uzasadnij, ze ten ciag nie
jest monotoniczny.
_ (it
Y

b) an:4—%

a) a c) a, =|n—4] e) a,=(n—1)(n—3)

d) a, = |n® — 4] f) a, =8n —n?

= m < 0 dlan € Ni. Zatem ciag (an) jest malejacy.
= m > 0 dla n € Ny. Zatem ciagg (an) jest rosnacy.

C) nt1 — an = m < 0 dlan € N4. Zatem ciag (an) jest malejacy.

d) ant1 — an = m < 0 dla n € N4. Zatem ciag (an) jest malejacy.
e) ant1 — an = m > 0 dla n € N;. Zatem ciag (an) jest rosnacy.
f) ant1 —an = m < 0 dla n € N4. Zatem ciag (an) jest malejacy.

g) Gnt1 —an = f&riﬁ > 0 dla n € N4. Zatem ciag (an) jest rosnacy.
2 . .
h) ani1 —an = % > 0 dla n € N. Zatem ciag (an) jest rosnacy.

Cwiczenie 7

a)as =as =4

b) as € (2;2), as € (2;3),

ag € <2;3> ias < ag
Cwiczenie 8

Przyktadowa odpowiedz:

a) 2,222 1,1,1, 1

b) 2, 2,2, -1, -1, -1, —2, —2

Odpowiedzi do zadan
1.a) n? +2n b) —n?+1

4 2n+2
) = d) 27

e

3n—1 ) —3n—-1
2n+3 4n—1

)
) 2n2 4+4n+t5 h) —2n2 —4n+2
)

g 18 2n214nt1

2. a) any1—an =2n—1>0dla
n € N4. Zatem ciag (an) jest
ciggiem rosnacym.

b) any1 —an=-2n—-1<0
dla n € Ny. Zatem ciag (an)
jest ciagiem malejacym.

C) an+1 — An
dla n € N. Zatem ciag (an)

_ 7
— " n(n+D) <0

jest ciggiem malejacym.
d) an = n2_2 —4
_ _ 2
Gnt1 = Gz ~ 4
Zauwazmy, ze (n + 1) > n?,
wige ﬁ < %, czyli
Wil = (nfl)Z —4< n% —4 =
= an dla n € N;. Zatem ciag
(an) jest ciagiem malejacym.
11 11
4. a) 17 T 40 9 16’ 25
a1 > az, ale as < as
1 1 3 1
b) 57 357 45, 31, 45
a1 > az, ale as < as
c)3,2,1,0,1
a3 > as, ale as < as
d) 3,0, 5, 12, 21
a1 > ag, ale az < as
e) 0,-1,0,3,8
a1 > ag, ale az < az
f) 7, 12, 15, 16, 15
az < aq, ale as > as
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5. a) malejacy
b) staty

¢) rosnacy

6.a) k<1
b) k> 1
c) k=1

5
o

) k € (%,oo)

b) k € (—oo0; —1) U (1500)

&) k € (V3 V3)

8. a) nierosnacy dla t > 9,
niemalejacy dla ¢t <9

b) nierosnacy dla t € (—3;3),

niemalejacy dla

t € (—o0; —3) U (3; 00)

c) nierosnacy dla

t € (—o0;0) U (2; 0),

niemalejacy dla t € (0; 2)
9. a) np. ap = —n

b) np. an = —%

10.a) 1,0, 1,4, 9
a1 > az, ale as < as
b) —5, -8, =9, —8, =5
az > asg, ale as < a4
c) 3,2,1,0,1
as > a4, ale a4 < as
d)3,4,3,0,5
a1 < ag, ale az > a3

m— 122 3. Ciagi

5.

Wykres ciagu (a,) jest zawarty w prostej przedstawionej na rysunku.
Okresl monotoniczno$é tego ciagu.

a) b) c)
Y Y Y
o[ 1 X o[ 1 X oA X

Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w prostej y = (k—1)x. Dla jakich warto$ci
parametru k ciag (a,) jest:
c) staly?

a) malejacy, b) rosnacy,

Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,) jest rosnacy?
a) a, = (2k —3)n—6 b) a, = (k* —1)n+4 ¢) a, = (3—k*)n

Dla jakich wartosci parametru ¢ ciag (a,) jest nierosnacy, a dla jakich
niemalejacy?
a) a, = (3—3t)n+2

b) a,=#*—-9)(n+1) <) a, =—n(t*—2t)

a) Podaj przyklad ciagu malejacego (a,,) takiego, ze ciag (b,) okreslony
za pomoca wzoru b, = a? jest rosnacy.

b) Podaj przyklad ciagu rosnacego (a,,) takiego, ze ciag (b,) okreslony za
pomoca wzoru b, = a? jest malejacy.

Powtorzenie

10.

]

11.

12.

11.

12.

Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,). Uzasadnij, ze ciag ten nie
jest monotoniczny.
a) a, =(2—n)? b)a, =n*>—06n

¢) a, =In—4| d) a,=|n*—4n|

Wyznacz wyraz a, ., ciagu (a,) oraz réznice a, 1 — a,.

n—1 3n—3 2n—4 2n—4
a) an = = b) a, = ntl ¢) an = 2n+1 d) an = 3n+2

Sprawdz, czy ciag (a,) jest monotoniczny.

a)an:4n—2 C) an:n2_8 e) a’":2+% g)anzz—ﬁ
b)ay=-n+7 d)a,=3n-n* f) ay=4-7 ) a,=
a)an+1:nL+177’:m

b)an+1:n3—_:_1277’:m

©) an+1 = 35 T = T

d) ant1 = 358, T = Gopm)GerS)

a), c), f) rosnacy
b), e), g), h) malejacy
d) nierosnacy



3.4. Ciagi okreslone rekurencyjnie

Ciag (a,) mozemy okresli¢, podajac jego pierwszy wyraz a; (lub kilka poczat-
kowych wyrazéw) oraz wzdér na wyraz a,,,, wyrazony za pomoca poprzed-
niego wyrazu (lub kilku poprzednich). Taki sposéb okreslenia ciagu nazywamy
rekurencyjnym.

Przyktad 1
Oblicz wyrazy as, as i a4 ciagu (a,,) okreslonego rekurencyjnie.

{a1 =1

U1 =a>+1 dlan>1

Podstawiamy za n kolejno: 1, 2, 3 i otrzymujemy:
a=a+1=1+1=2
az=a3+1=2241=5
ag=a3+1=5"4+1=26

Cwiczenie 1

Ponizej podano rekurencyjne okreslenie ciagu (a,) i obliczono wyrazy a, i as.
Oblicz wyrazy ay4, as i ag.

a; = —1 ay=al—-1=(-1)-1=0
2 anpr =ap—1 dlan>1 az=a2—-1=0-1=-1
b) {a1:1 a2:2a1+1:21+1:3
Apy1 =2a,+1 dlan>1 a3 =2a,+1=2-34+1=7
) {a1:2 ay=2a;+(-1)'=2-2-1=3
C
an+1:2an+(_1)n dlan> 1 a3:2a2+(—1)2:23+1=7
Cwiczenie 2
Oblicz wyrazy as,as, ..., as ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie.
a ay = 2 d) a; = é
py1 =a, —3 dlan>1 Upp1 =2"-a, dlan>1
a; = -3 a; = 2
b) e 2
Ony1 = 2a, dlan>1 Gny1=a;, —n dlan>1
a; = 1 f) a; = 1
¢ Ope1 =3a, —2n dlan>1 Upi1=a2 —a, dan>1
Cwiczenie 2
a)az =—1,a3=—4, a4 = —7, a5 = —10, ag = —13
a2 = —6, asz = —12, a4g = —24, as = —48, ag = —96

a2 =1,a3=—-1, a4 = -9, as = —35, ag = —115

o

)
b)
)

)

d) az = 35, a3 = 3, a1 = 1, a5 = 16, ag = 512

€) az =3, a3 =7, as = 46, a5 = 2112, as = 4460539
f) a2:a3:a4:a5:a6:0

Uczen:

— wyznacza poczatkowe wyrazy
ciggu okreslonego rekuren-
cyjnie,

— wyznacza wzor rekurencyjny
ciagu, gdy dany jest wzoér
ogblny ciagu,

— rozwigzuje zadania o podwyz-
szonym stopniu trudnosci
zwigzane ze wzorem reku-
rencyjnym ciggu.

Cwiczenie 1
a) as=ai—1=(-1)2-1=0,
as=a3 —1=0%—1=—1,

as=a2—1=(-1)?-1=0
b)a4:2a3+1:2-7+1:15,
as =2a4+1=2-15+1 = 31,
ag =2a5+1=2-31+1=63
C) a4:2a3+(—1)3:

—2.7—1=13,
as :2a4+(—1)4 =
=2.13+1=27,
ag :2a5+(—1)5:
—=92.27—1=53
Multitefa
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Cwiczenie 3

a) az =2, a4 =4, as = 6,

ag = 10

b) a3:4, a4:7, a5:11,
ag = 18
c)az=0,a4=—-1,a5 =1,
ag = 2

d) as =0, as = =3, as = —4,
ag = 7

m— 124 3. Ciagi

Przyktad 2
Oblicz wyrazy as, ay, ..., a1 ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie.

{a1 =1, a,=1

Opy1 = 0p +a, 1 dlan>2

Zauwazmy, ze kazdy wyraz ciagu (z wyjatkiem pierwszego i drugiego) jest

suma dwoch poprzednich wyrazéw. Jego dziesie¢ poczatkowych wyrazow to:
1,1, 2,3, 5,8, 13, 21, 34, 55

Ciag ten znany jest jako ciag Fibonacciego [czyt. fibonaczcziego] nazwany tak

na cze$¢ Leonarda z Pizy (ok. 1180-1250), zwanego Fibonaccim.

Cwiczenie 3
Oblicz wyrazy as, a4, as i ag ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie.

) a1=0,a2:2 ) 031:1,@2:1
a py1 =0y +a, 1 dlan>2 ¢ pyr = a2 —a,_; dlan>2

n

b) a1:17a2:3 d) 031:2,&2:1
Opy1 =0y +a, 1 dlan>2 Opy1 =0p -Gy 1 —n dlan>2

@ Przyktad 3
Uzasadnij, ze ciag (a,) jest monotoniczny.
a; =3
{anﬂ =a,—-n?> dlan>1

Wyznaczamy réznice a,,1 — a,, i okreslamy jej znak:
api1—a, =a,—n*—a, =—-n? <0dlan € N, zatem ciag (a,) jest malejacy.

[0] Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze ciag (a,) jest monotoniczny.

al——2 ) a1:5
pyr1 = ap +4n?> —1 dlan>1 ¢ pyr =n%-a, dlan>1

b CL1:8 d G1:2
Uni1 =0, — 5= dlan>1 ) anH:S;Tzl-an dlan>1

Rekurencji uzywa si¢ do definiowania niektérych poje¢ matematycznych.
Jednym z przykladéw jest n! (n silnia). Dla n > 1 symbol n! oznacza
iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1don: nl=1-2-...-n.
Przyjmuje si¢ réwniez, ze 0! = 1 oraz 1! = 1. Rekurencyjna definicja n!:
=1, 11=1
{(n+1)! =nln+1) dlan>1

Cwiczenie 4

a) ant1 —an = 4n? —1 > 0 dlan € N, zatem ciag (an) jest rosnacy.

b) ani1 — an = —55 < 0 dlan € Ny, zatem ciagg (an) jest malejacy.
Komentarz

Zauwazmy, ze w podpunktach c) i d) wszystkie wyrazy ciagu (a.) sa dodatnie.

C) Uni1—an = n2an — an = an(n2 — 1) > 0 dla n € Ny, zatem ciag (an) jest

niemalejacy.
d) ant1 —an = 3:++21 “Ap — Qp = Gn 2n"+’21 > 0 dla n € Ny, zatem ciag (an) jest
rosnacy.



Podanie wzoru ogdlnego ciagu, ktory jest okreslony rekurencyjnie, moze by¢
trudne. Natomiast jesli znamy wzor ogdlny ciagu, to ciag ten mozemy zdefi-
niowaé rekurencyjnie.

Przyktad 4
Dany jest ciag o wzorze ogélnym a,, = n(n—+1). Okresl ten ciag rekurencyjnie.
Wyznaczamy wyrazy: a; = 1-2 =2 oraz a,,1 = (n+1)(n+ 2).
» Ciag mozemy okresli¢ rekurencyjnie na podstawie réznicy:
py1 —ap,=(n+1D)(n+2)—nn+1)=2n+2

Stad otrzymujemy rekurencyjne okreslenie ciagu (a,,):

a1—2
Gpy1 =0, +2n+2 dlan>1

» Rekurencyjne okreslenie ciagu mozemy réwniez wyznaczy¢ na podstawie

ilorazu:
ant+1 _ (n+1)(n4+2)  n+2

an n(n+l) ~  n

Stad otrzymujemy inne rekurencyjne okreslenie ciagu (a,):
a; — 2
anH:nTH-an dlan>1
Cwiczenie 5

Okresl rekurencyjnie ciag (a,) na dwa sposoby. Skorzystaj najpierw z réznicy
Un4+1 — Gy, & Nastepnie z ilorazu “2++.

n(n+1)
2

b) a, = n241 d) a, = (-1)" f) a, = N

a) a, =2n+1 c) a,=2-3" e) a, =

Zadania

1. Oblicz wyrazy as, as, a4 i as ciagu (a,). Ile liczb dodatnich jest wéréd
dziesieciu poczatkowych wyrazow tego ci@gu?

a) a; = -5
Apt1 = 2a, +10, n > 1

a; =6 -1
b) ¢ 2
Apy1 = Qp — 277‘, n > 1 App1 = (

ant1 = (n_1)27 nz=1

SR
a =1 2
°) {an+1 =a,+(-2)", n>1 Upy1 = -1, n>1
Cwiczenie 5
a1 =2 @ =2
f){an+1_an+\/ﬁ_\/n—+1 dla n>1 anH:\/%an dla n>1

Odpowiedzi do zadan

1. a) a2 =0, ag = 10, a4 = 30, a5 = 70, 8 liczb dodatnich
b) a2 =4, a3 =0, as = —8, a5 = —24, 2 liczby dodatnie
c) a2 = —1, ag = 3, aa = =5, as = 11, 5 liczb dodatnich

) az =0, ag = 1 as =5, a5 = 14 8 liczb dodatnich

e) az =0, ag = 4, ag = 196, as = 256, 8 liczb dodatnich

f) a2 =1, a3 =1, as = 2, a5 = 15, 10 liczb dodatnich

(=¥
=)

Cwiczenie 5
a) a1 = 3,
An+4+1 — An = 2

al = 3
Ant1 = Gp + 2 dla n>1
An4+1 _ 2n+43

@, 2n+1

al =F3

An+1 = ;Zi? an, dla n>1
b) a1 = 2,
An+1 —an =2n+1

al = 2
an+1 =an+2n+1dlan>1
An41 n2+2n+2

an nZ+1

="
Ona1 = "i;%:”;ﬂan dlan>1
) a1:6
c
Gnt1=an+4-3"dlan>1
a1—6
an+1 =3a, dla n>1

d) ay; = —1
An+1 :an+2-(—1)",n 1

\%

ap = —1
{anH =—ap, dla n>1
a1 =1
°) {anﬂ—an—i—n—i—ldlanZl

a; =1
An+41 = ”T“an dla n>1
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2.a)4

3.a)az=-1,a4=3, a5 = —4 3.
b) as = —48, as = 56,
a5:52
c)az=—-2,a4=3,a5=—1
d)a4:3,a5:5

4. a) aa =x—1,a3 =z — 5, 4.

as=x — 14, as = x — 30
a2 +as =2x—31=09,
czyli x = 20
Ciag jest malejacy.
b) az =2z +1, a3 =4z + 1,
as =8x + 3, a5 = 16x + 5
a2+as =18+ 6=29,
czyli x = %
Ciag jest rosnacy.
5. a) Jesli a1 = —1, to
a2 = 2 oraz a3 = a4 = 0.
Jesli a1 =1, to
a2 = a3 = a4 = 0.
Jesli a1 = 2, to
as = 2 oraz az = a4 = 0.
Zatem we wszystkich

b) 3 ¢c) 6 d) 2 2.

Tle jest liczb ujemnych wéréd szesciu poczatkowych wyrazéw ciagu (a,)?
a; = 1 a; = -1

a) ) c) )
Api1 = 20}.” -—n,n 21 Api1 = Ay + 4ana nzl

{anJrl =2- nap, N > 1
Oblicz wyraz as ciagu (a,).
1—1 a2:2 alzl,a2:1

_ n
n+2 = Qp — an+1y n > 1 an+2 - (_1) An — an+17 n > 1

a; =32, a, =64
{ g
2

an—+a 1
Upyor = 2" n>1 Unt3 = Qnyo + Qg1 +an, > 1

Oblicz x, jesli ay + a5 = 9. Czy ciag (a,) jest monotoniczny?

.| .|

Dla n > 1 wyrazy ciagu okreslone sa za pomoca wzoru:
a) apy1 = a2 (n+ 1)a,.

—1, 1, 2 przyjmiemy za a,,

a; =T a; =T

2 —1
Opi1 =0p — N, 2 1 Api1 = 2a, + (_1)77 ,nzl

— NGy, b) ant1 = an -

Wykaz, ze niezaleznie od tego, ktora z liczb:
otrzymamy te sama wartos¢ wyrazu ay.

przypadkach a4 = 0.

b) Jesli a1 = —1, to az = 3, 7.

asz = a4 = 0.

Jesli a1 =1, to

a2 :—1, a3:4, aa =0.
Jedli a1 = 2, to

a2 =a3 = as = 0.
Zatem we wszystkich
przypadkach a4 = 0.

6.a)0 b)2 ¢) 2
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5 d)2 8.

6. Ciag (a,) jest okreslony za pomoca wzoru a,.; = a, — n(n+1 dla n >
Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu, jesli:
a) ap = —3, b) a, = 2, c) as =1, d) as =11
Powtdrzenie
Oblicz wyrazy as, a4, as i ag ciagu (a,).
) a1:2 ) alzl,a2:2
a c
an+1:ai—2n,n>1 an-&-QZ%;n}l
a; = ]. a1 = a9 = 3
b) 1 i d) 1 2
a'rLJrl = 3an —n, n > 1 an+2 = an+1 + 2an7 n > 1

Dla n > 1 wyrazy ciagu okreSlone sg za pomoca wWzoru a, 1 = a2 + na,.
Ktoéra z liczb: —2, —1, 0, 1, 2 nalezy wybraé jako a;, aby:

a) az =0, b) az = 87

a) as = 0, a4 = —6, as = 28, ae = 774

b) asz = 2, aqg = —3, as = —25, ag = —100

c) a3:2,a4:1,a5:a6:%

d) a3:9, a4:15, a5:33, a6:63

2 2
. a2 =aj +ai, az = as + 2a2

a) as = az(az +2) =0, gdy a2 =0 lub az = —2
Roéwnanie a% + a1 = —2 nie ma rozwigzania.
Zatem aq(a1 +1) =0, gdy a1 = —1 lub a1 = 0.
b) a2+ 2a; = 8, gdy as = —4 lub ap = 2
Réwnanie a? 4+ a; = —4 nie ma rozwigzania.
Zatem a? + a1 =2, gdy a1 = —2 lub a1 = 1.



Ciag Fibonacciego

Pierwsze dwa wyrazy ciagu Fibonacciego sg rowne 1, a kazdy nastepny wyraz jest
sumg dwoch poprzednich wyrazéw.
1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765 . . .

Zlota liczba a cigg Fibonacciego
fn+1

fa

Niech ciag (f,) bedzie ciagiem Fibonacciego. Rozpatrzmy kolejne ilorazy

1.4, 2.9 3.15 S-16)
1=1; 2227 3-15 S=146)

[S31[e ]

_14 18_ .20
=1,6; g =1,625; 13_1,61538...

Wartosci tych utamkéw sa coraz blizsze ztotej liczbie:

=185 - 16180330887

Nasiona wielu roslin tworza spirale uktadajace sie w dwoch
przeciwnych kierunkach. Liczby spirali utozonych w jedna

i w druga strone sa najczesciej rowne dwdém kolejnym
wyrazom ciagu Fibonacciego. W koszyczkach niektérych
gatunkow stonecznikdéw w jedna strone rozwija sie

21 spirali, a w druga strone rozwijajg si¢ 34 spirale; LS
u innych gatunkow stonecznikéw beda to
np. liczby 34 i 55.

Nasiona stonecznika /

Wz6r ogdiny ciggu Fibonacciego

Dla ciggu Fibonacciego (f,) prawdziwy jest wzér Bineta:

=t [( : +2\E>"_ < %ﬁ)]

Ell Sprawdz prawdziwosé tego wzoru dlan =1, 2, 3, 4.

Odpowiedzi do zadan

_ 1 (145 1-v5) _ 1 2v5 _
1-f1—ﬁ(—2 - )—\_@'T—l
f_i_u-\/g 2_ 1—52-_L 6+2V5 _ 6-2V5| _ 1 45 _ g
2= 2 2 ~— 5 4 4 T V5 4 T
f_i_u-\/g 3_ 1—53__L 16+48V5 _ 16-8V5| _ 1  16V5 _ o
3= 2 2 = 5 8 - 5 8
f _L- 1+v5 4_ 1-V5 4] 1 | 56+24V5 _ 56-24V5 — L  48/6 _ g
1= 2 2 5 16 16 - V5 16
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Uczen:

— podaje przyktady ciggoéw
arytmetycznych,

— wyznacza wskazane wyrazy
ciggu arytmetycznego, gdy
dane sa jego pierwszy wyraz
i r6znica,

— okresla monotonicznosé ciagu
arytmetycznego,

— wyznacza wzor ogblny ciggu
arytmetycznego, gdy dane sa
dowolne dwa jego wyrazy,

— stosuje zwiagzek miedzy
trzema kolejnymi wyrazami
ciaggu arytmetycznego do
wyznaczania wyrazow tego
ciagu,

— wyznacza wartosci niewia-
domych, tak aby wraz
z podanymi wartosciami
tworzyly ciag arytmetyczny,

— stosuje w zadaniach wlasnosci
ciggu arytmetycznego.

Cwiczenie 1

a)r =9,

kolejne wyrazy: 30, 39
b)r=2,
kolejne wyrazy: 3%, 4%
c) r=—4,

kolejne wyrazy: —5, —9

Multitefa

* Wykres ciggu arytmetycznego
i geometrycznego
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3.5. Cigg arytmetyczny (1)

Przyktad 1

Pani Jola postanowita kupié¢ sprzet narciarski za 2100 zt. W tym celu w pierw-
szym miesigcu odlozyla 450 zl, a w kazdym nastepnym odkladata po 150 zt.
W tabeli podano stan oszczednosci pani Joli w kolejnych miesigcach.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
450 = 600 = 750 = 900 | 1050 1200 1350 1500 1650 1800 1950 2100

Zauwaz, ze kazda z wymienionych w tabeli kwot (oprécz pierwszej) jest wiek-
sza od poprzedniej o te samg stalg warto$é. Wymienione liczby stanowia przy-
ktad ciagu arytmetycznego.

Definicja
Ciag liczbowy (a,,) nazywamy ciagiem arytmetycznym, jezeli istnieje taka
liczba r, ze kazdy wyraz ciggu, oprocz pierwszego, powstaje przez dodanie
tej liczby do wyrazu poprzedniego:

Upy1 = Qp + 7

dla kazdego n € N.
Liczbe r nazywamy réznica ciagu (a,).

Cwiczenie 1
Podaj réznice ciagu arytmetycznego i wypisz jego dwa nastepne wyrazy.
a) 3,12,21, ... b) 1%,2%,3, c) 7,3,-1, ...

Przyktad 2

Oblicz jedenasty wyraz ciggu arytmetycznego (a,), jesli a; = 6 oraz r = 5.
a; =6
a,=6+5=11

a3 =6+2-5=16
ay=6+3-5=21

Wypisujemy kilka poczatkowych
wyrazéw ciagu.

Aby otrzymaé wyraz ai1 ciaggu

a;p, =6+10-5 =56 arytmetycznego, obliczamy a1 + (11 — 1)r.
Wzér ogblny ciagu arytmetycznego (a,,) o pierwszym wyrazie a; i r6znicy r

ma postac:
a, =a;+ (n—1)r



Jesli znamy pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego i jego réznice, to korzysta-
jac ze wzoru ogdlnego tego ciagu, mozemy obliczy¢ jego dowolny wyraz.

Przykfad 3

Podaj wzér ogblny ciggu arytmetycznego: 1,11,21,31,41, ... Oblicz trzydzie-
sty wyraz tego ciagu.

Jest to ciag o pierwszym wyrazie a; = 1 i réznicy r = a; — a; = 11 — 1 = 10,
zatem wzér ogdlny ma posta¢ a, =a;+(n—1)r=14+(n—1)-10=10n—9.
Obliczamy trzydziesty wyraz: az, = 10 - 30 — 9 = 291.

Cwiczenie 2
Podaj wzér ogdlny ciagu arytmetycznego. Oblicz dwudziesty wyraz tego ciggu.
a) 2,4,6,8,10, ... b) 4,4%,5,5%,6,... c) 3,2,1,0,—-1,-2, ...

Cwiczenie 3
Wyznacz wzor ogdlny ciagu arytmetycznego, w ktorym:
a) a; =4, a4 = 10, b) a; = =5, ag = 20, ¢) ay =5, ajo =23

Ciag arytmetyczny (a,) o réznicy r jest:
= rosnacy, gdy » > 0, = malejacy, gdy r < 0, = staly, gdy » = 0.

Cwiczenie 4
Oblicz réznice ciagu arytmetycznego i okresl jego monotonicznosé. Wyznacz
wzOr na n-ty wyraz tego ciggu.

a) 9,3,-3,-9,—15,-21, ... b) 12,21 3L 4, ... ) 2,2,2,2, ...

Cwiczenie 5 . . .

. L. ) Liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyra-

Dla jakiej wartosci parametru k liczby L
zami ciggu arytmetycznego, gdy:

a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciagu b—a—c—b

arytmetycznego?
a)a=3,b=k+1,¢c=3k—6 b)a=1,b=k* c=k*+ 2k +2

Cwiczenie 6
Dane sa wyrazy a;, a, az ciagu arytmetycznego (a,). Wyznacz wyrazy a,
i as. Okresl monotonicznoséé tego ciagu w zaleznosci od parametru m.

a) ap =4,a, =m+6, a3 =2m+8 c) ap =1,a, =m? a3 =2m? — 1
b)ai=1im,aa=m—3,a3=3m—6  d) ay =m? ay =m, azg =2m—m?
Cwiczenie 6

a) r=m+2, as = 3m + 10, as = 4m + 12

rosnacy dla m > —2, malejacy dla m < —2, staly dla m = —2
b)r=1
rosnacy dla m > 6, malejacy dla m < 6, staly dla m = 6

m—3,a4:2m—9,a5:%m—12

c) r=m2—1, as =3m? —2, as = 4m? — 3

rosnacy dla m € (—oo; —1) U (1;00), malejacy dla m € (—1;1), staly dla m € {—1,1}
d)r:m—m2,a4:3m—2m2, as = 4m — 3m?

rosnacy dla m € (0;1), malejacy dla m € (—oo;0) U (1;00), staty dla m € {0,1}

Cwiczenie 2
a)an=2+(n—1)-2=2n,
a0 = 40
b)an=4+(n—-1) 3=
:5714—35,(120 13
c)an=3+(Mn—-1)-
= -—-n+4, azo = —16

(=

1) =

Cwiczenie 3

a) as = a1 + 3r, czylir = 2,

an=44+(n—-1)-2=2n+2

b) 20 = —5+ 57, czyli r = 5,

an=-5+(n—-1)-5=5n—10
3 _ co_ 1

c) 25 =5+9r, caylir = —7,

an=5+(n—-1)-(-3) =

= in+s)

Cwiczenie 4

a) r = —6, malejacy,

anp = —6n + 15

b) r = %, rOSNacy, an = %n—i— 1

c) r =0, staly, a, =2

Cwiczenie 5

a)k=5

b)k=—1lubk=3
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Cwiczenie 7
a)r=23 b)z=-2 c¢)z=

B

1

N

Odpowiedzi do zadan

1. a) a14 = 34, rosnacy
b) a11 = —36, malejacy
¢) az = 10,5, rosnacy
d) ass = 1,4, rosnacy

2.a)r="7a,=Tn—1
b)r=3,a,=3n—-7
C)T:_%yanzgé—%n
3.a)a,=2n-1
b) an = —3n + 15
¢) an=in— 12
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Przyktad 4
Jaka liczbe nalezy wstawi¢ miedzy liczby a i b, aby otrzymany w ten sposéb
ciag byl arytmetyczny?
Oznaczmy szukana liczbe przez . Wéwczas:

r—a=b—=zx

P

Szukang liczba jest wiec $rednia arytmetyczna liczb a i b. Otrzymujemy zatem
ciag: a, “TH’, b.

W ciagu arytmetycznym (a,,) kazdy wyraz, oprécz pierwszego, jest Srednia
arytmetyczng wyrazow sasiednich:

Dowéd
Dla n > 2 wyrazy a,, 1 1 a,41 ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r mozemy
zapisa¢ w postaci: a,_; = a, —ria,, 1 = a, +r. Zatem:

An-1+0an41 _ Gn—T+an+r _ 2an a
2 - 2 — T T Um
Cwiczenie 7
Oblicz x, jesli podane liczby tworza ciag arytmetyczny.
a) 9, x, 37 b) 4, x, —8 ¢) izt
Zadania

1. Oblicz n-ty wyraz ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r. Okresl monoto-
niczno$é tego ciagu.
a) a;=-5r=3,n=14 ¢)a=1r=%1n=20

b)a; =4, r=—-4,n=11 d)ag=-2,r=0,1,n=235

2. Wyznacz wzdr ogdlny ciagu arytmetycznego (a,,).
a) a; =6, az = 20 b)a;=—-4,a,=5 c) a1:9,a6:6%

3. Wyznacz wzdr ogdlny ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r.

a) r=2,a3=>5 b) r=-3,a5=0 C)TZ%,G7=—4

4. Wyznacz liczby:
a) a,b tak, aby ciag: 1, a,b, 10 byl arytmetyczny,
b) a, b, c tak, aby ciag: 2,a,b, ¢, 100 byl arytmetyczny.

4. a)r=3,a=4,b="7
b) I sposéb
as = a1 +4r
100 = 2 + 4r, czyli r = %
Zatem a = 32, b =51, c = 13
II sposob
(ze $redniej arytmetycznej)
_ 24100 _
S |
2451 _ 53
2 2
514100 _ 151
2 2

a =

CcC =



10.

Wstaw miedzy liczby 11 25:
a) pieé liczb tak, aby otrzymaé ciag arytmetyczny,
b) siedem liczb tak, aby otrzymaé ciag arytmetyczny.

Wyznacz wzér ogdlny ciagu arytmetycznego (a,) i oblicz ays.
ag = 20 az; =—9 as =4
a) { " b) ¢ ° c) ¢ ”
ayp =4 a5 = —3 az =8
Oblicz pierwszy wyraz i rdznice ciagu arytmetycznego (a,) spelniajacego
podane warunki.

as +ay = 22 ai+a? =16 Z—f:—l
{2_2_21 © {a3+a5:8 °) {az-a7——1

b) {a1+a4=11 d {a3+a5:4 f) {a1+af+a3=3
ar —as = 20 as-a; =06 as == +2

Oblicz x, jesli wiadomo, ze podane liczby sg kolejnymi wyrazami rosnacego
ciaggu arytmetycznego:

a) —2,2+x, 4+ 22, 12 42 —2.

74

b) 2z — 3,3z —5

Suma drugiego i czwartego wyrazu ciaggu arytmetycznego wynosi 2, a réz-
nica szostego i trzeciego wyrazu jest réwna 9. Ktory wyraz tego ciagu jest
rowny 407

Wyznacz cztery liczby tworzace ciag arytmetyczny, jesli wiadomo, ze réz-
nica tego ciagu jest rowna 1, a iloczyn trzech ostatnich wyrazéw jest
rowny —60.

Powtodrzenie

11. a) Liczby 3, z, y, 15 tworza ciag arytmetyczny. Wyznacz liczby = i y.
b) Liczby 4, x, y, z, 50 tworza ciag arytmetyczny. Wyznacz liczby x, y i z.
12. Wyznacz wzér ogblny ciagu arytmetycznego (a,) i oblicz ag.
as =95 as =0 app=—1
2) 3 b) 5 ¢) 10
(18:20 a8:—12 a16:2
13. Wyznacz wzoér ogdlny ciagu arytmetycznego (a,) spelniajacego ponizsze
warunki. Ktéry wyraz tego ciagu jest réwny 07
a;+a3 =0 a; +ay =12 a,+ay =5
a) b) c)
as + ay = —8 ay + ay + ag = 27 a, + a3 =—4
12.a) an =3n—4, a6 = 14 2a; + 3r = 12
b) an =20 — 4n, as = —4 13. b)
w ) 3a1 + 9r = 27
) an =3n—6, a5 = —3
2a1 +2r =0 ar =3
13. a) r=22
2a1 +4r = —8

an=2n+1,a,#0dlan €N

=-9
c) {r
a1:7

an =16 —9n, a, Z0dlan € N

a1 =4
r=—4

an =8 —4n, az =0

5.

6.

10.

11

a) 5,9, 13, 17, 21

b) 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22

a) anp =44 —4n, a1z = —4

b)an=-% +1in, a2 =%
)

11 1 23
C) an = T + 7N, Q12 =
a)

c) ag =—
da=Ir=-1
e) a1 = :%
a1:1,r:—%

f)a1

011:2,7“:—5

(IS H
w

. a) Ciag jest rosnacy, czyli

24+x—(—2) > 0, stad z > —4.
7’2+§+””2 =2 4F

-2 -2=0
z=1—+v3lubz=1++3
b) Ciag jest rosnacy, czyli
3z —5—(2z—3) >0,
stad z > 2.

3z —5—(2z—3) =

=1z +z—-2—(3x-5)
2? —12z+20=0
z=2lub z =10, ale z > 2
Zatem x = 10.

as +aqg =2
: ae—a3:9

2a1 +4r =2
3r=9

a1:—5
r=3

an = 3n — 8 = 40, czyli

n =16

Zatem a6 = 40.

r =1 oraz

(az —1)as (az +1) = —60

a3 —as3+60=0

a3 = —4

Wyrazy ciagu: —6, —5, —4, —3

.a)z="T,y=11

b) x = 15,5, y = 27, z = 38,5
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Uczen:

— udowadnia, ze dany ciag jest
ciggiem arytmetycznym,

— udowadnia, ze ciag jest
ciggiem arytmetycznym
wtedy i tylko wtedy, gdy jego
wykres jest zawarty w pewnej
prostej,

— stosuje wlasnosci ciggu aryt-
metycznego w zadaniach
réznego typu.

Komentarz

Uczniowie bardzo czesto
prébuja wykazywad, ze ciag jest
arytmetyczny, badajac tylko
trzy pierwsze wyrazy ciagu.
Dlatego warto zwréci¢ uwage
uczniéw na przyktad 1 b.

Cwiczenie 1
a)as—a3=2#as —as =4
Zatem ciag nie jest arytmetycz-

ny.
b) az—ag = —1 # a4—as = —1%
Zatem ciag nie jest arytmetycz-
ny.

Cwiczenie 2

a) ny1 — an =
=6(n+1)—2—-6n+2=6
dla dowolnej liczby n € N.
Zatem ciag jest arytmetyczny.

b) An+1 — An =
_ 2(n+1D)-5 _ 2n-5 _ 2

3 3 3
dla dowolnej liczby n € N.

Zatem ciag jest arytmetyczny.
) Gnt1— an =
=v2(n+1)—V2n=+v2
dla dowolnej liczby n € N..
Zatem ciag jest arytmetyczny.
d) An+1 — Qn =
=13—-%(n+1)-13+ n
= —% dla dowolnej liczby

n € N4. Zatem ciag jest aryt-
metyczny.

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.6

Generator

testow i sprawdzianéw

m—— 132 3. Ciagi

3.6. Cigg arytmetyczny (2)

Przykfad 1
Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu (a,). Czy jest to ciag arytmetyczny?

a)a, =n*+n+1
Obliczamy poczatkowe wyrazy tego ciggu:
a=12+1+1=3

9 Aby pokazaé, ze cigg nie jest arytmetyczny,
a; =2°+2+1= 7 wystarczy wskaza¢ wyrazy ag, ar+1 oraz
as = 324+34+1=13 Gn, Gnt1 takie, ze ap41 — @ # Ang1 — Gn.
a,=42+4+1=21

Obliczamy réznice: ay —a; = 7 —3 = 4 oraz a3 — ay; = 13 — 7 = 6, zatem

as — ay # a3 — ag, wiec nie jest to ciag arytmetyczny.

b) a, =(n—2)%+2

Obliczamy poczatkowe wyrazy tego ciagu:
a=(1-2P%+2=1 az=(3—-2P%+2=3
ay=(2-2P3+2=2 ag=(4-2)*+2=10

Obliczamy réznice: a, — a1 = az — ay = 1, ale ay — az # a3 — ay, wiec nie jest

to ciag arytmetyczny.

[0] Cwiczenie 1
Uzasadnij, ze ciag o podanych poczatkowych wyrazach nie jest arytmetyczny.
a) 2,4,6,8,12,14,16,18, ... b) 1,-1,-11, -3 —41 —5 61, ...

Aby wykazaé, ze ciag (a,) jest arytmetyczny, nie wystarczy sprawdzi¢ réznicy
miedzy kilkoma poczagtkowymi wyrazami tego ciggu. Nalezy sprawdzié, czy
roznica a, ., — a, jest stala dla kazdego n € N, .

[D] Przyktad 2
Wykaz, ze ciag a, = 222

= == jest ciagiem arytmetycznym.

Wyznaczamy réznice a,1 — ayn:
_ 3(ntD42  3n42 _ 3n45  3n42 _ 3

An+1 = n = 2 2 2 2 2

Réznica ta jest stala dla kazdego n € N, zatem ciag (a,,) jest arytmetyczny.

[0] Cwiczenie 2
Wykaz, ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

a) a, =6n—2 b)an:$ c) a, =v2n d)anzl?)fl"—o



Przyktad 3

Wyznacz wzér ogdlny ciggu arytmetycznego: v

Narysuj wykres tego ciggu.

Réznica tego ciagu jest rowna 2.
Wyznaczamy wzér ogdlny:

Zauwazmy, ze wykres tego ciggu jest zawarty w prostej
Yy =2z — 5.

~3,-1,1,3,5, ...

o

apb=a;+(n—-1)r=-3+(n-1)-2= o] 1 X
=2n-5

Cwiczenie 3
a) Wyznacz wzor ogélny ciggu arytmetycznego: 6,4,2,0,—2, ... Naszkicuj
wykres tego ciggu i podaj rownanie prostej, w ktorej sie on zawiera.

b) Wykres ciagu arytmetycznego jest zawarty w prostej y = 3z — 2. Podaj
pie¢ poczatkowych wyrazéw tego ciagu oraz jego wzér ogdlny.

¢) Wyznacz réwnanie prostej, w ktorej zawiera sie wykres ciagu arytmetycz-
nego o pierwszym wyrazie a; = 3 i réznicy r = 2.

[] Cwiczenie 4
Wykaz, ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym wtedy i tylko wtedy, gdy
jego wykres zawiera si¢ w pewnej prostej y = ax + b.

Zadania

1.

Dany jest ciag a, = (n —1)(n —2)(n — 3)(n — 4)(n — 5) + n.
a) Oblicz pieé poczatkowych wyrazdéw ciagu (a,).
b) Uzasadnij, ze ciag (a,) nie jest ciagiem arytmetycznym.

Wykaz, ze ciag (a,) nie jest ciagiem arytmetycznym.

b) a, = 2L ¢) a, = 1n(n+1)(7—n)

— 2 n-l
a) a, =n*—3n p——

Wykaz, ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

- . _ n+2 o \/5n+1
a) a,=3n—1 c) a, = — e) a, = —
N 1 _ 9n?-4
b) a, =4—2n d) an—i(n—7) f) a,= iz

Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w podanej prostej. Podaj wzér ogdlny tego
ciggu i oblicz jego cztery poczatkowe wyrazy.

a) y=>5xr—4 b) y=-3x+1 c) y=+3x—2

.a) ant1 —an =3(n+1) —1—3n+ 1 =3 dla dowolnego n € N.

Zatem ciag jest arytmetyczny.
b) ant1 —an =4 —2(n+1) — 4+ 2n = —2 dla dowolnego n € N.
Zatem ciag jest arytmetyczny.

) ant1 — a, = 22— 22 — 1 dla dowolnego n € Ny

Zatem ciag jest arytmetyczny.

d) ant1—an=31(n+1-7)—1(n—7) =1 dla dowolnego n € N.
Zatem ciag jest arytmetyczny.

_ \/g(ngrl)+1 _ \/§r2z+1

e) ant1— an
Zatem ciag jest arytmetyczny.

_ 9n?2-4 _ (3n—2)(3n+2) __
f) an = 3= = 3nt2 =3n -2
Gnt1—an =3(n+1) — 2 —3n+ 2 = 3 dla dowolnego n € N.

Zatem ciag jest arytmetyczny.

= @ dla dowolnego n € N.

Cwiczenie 3

a)r=-2,a, = —2n+ 8,
y=—2x+8

b) an =3n —2,

a1 =1,a2 =4, a3 =7,
a4:10, a5:13
c)y=2x+1

Cwiczenie 4

Zalézmy, ze wykres ciagu (an)
zawiera sie w prostej y = ax + b.
Wéwcezas an, = a-n + b dla
ne€Ntiant1 —an =
=a(n+1)+b—(a-n+b)=a
dla n € Ny, czyli ciag (an) jest
ciggiem arytmetycznym.
Zalézmy, ze ciag (an) jest cia-
giem arytmetycznym. Wowczas
istnieja a1, € R takie, ze dla
kazdego n € N4

an =a1+(n—1)r =rntai—r.
Zatem wykres ciagu (ar ) zawiera
sie w prostej y = ax + b, gdzie
a=r,b=a1 —r.

Odpowiedzi do zadan

1.a) a1 =1,a2=2, a3 =3,
as=4,a5 =5
b) ag =5-4-3-2-14+6 = 126
as —as =1 # as —as = 121,
zatem ciag nie jest ciggiem
arytmetycznym.

2.a) a1 =—2,a2=—-2,a3=0
ag—alzo#ag—cm:?
b) a1 =0,a2 = %,a3:%
az—alzé#ag,—aa:é
C) ai :6,(12 = 15,
az = 24,a4 = 30
a3—a2:95£a4—a3:6

4. a)a, =5n—4,a1 =1,a2 =6,
az = 11, a4q4 = 16
b) an = -3n+1, a1 = -2,
a2 = —5, a3 = —8, aa = —11
c) an =nv3—2, a1 =V3-2,
az =2v3—2, az = 3v/3 -2,
aq :4\/5—2

3.6. Cigg arytmetyczny (2) 133 I



5.

10.

11

a) an=1in—3%5a, >0
dlan >4
b) an = —2n+9; an >0
dlan <4
¢) an=—3n+3a,>0
dlan <9

NN

. a) ant1 —an =3> 0dla

n € Ny. Zatem ciag (an) jest
arytmetyczny i rosnacy.

an = 3n — 8, aip = 22

b) an+1—an:\/§>0dla
n € Ny. Zatem ciag (an) jest
arytmetyczny i rosnacy.

Oy, = (n+ 2)\/5, alg = 12\/5

.a) f(n) =n®—2n+3,

fln+1)=n®+2,

an =2n —1,

an+1 —an =2 dlan € N4
Zatem ciag (an) jest ciagiem
arytmetycznym.

b) f(n) = an® +bn +c,
f(n+1) = an® + 2an + bn+
+a+b+c,

an = 2an + a + b,

Gn+1 —an = 2a dlan € N4.
Zatem ciag (an) jest ciagiem
arytmetycznym.

.a) 36 b) 6,8

a)—d) jest arytmetyczny
e), f) nie jest arytmetyczny

.a) y=2z+3,

an #0dlan €N
b)y:—%x—i—lo, az =0
c)y=xz—14,a14=0

E— 134 3. Ciagi

[o]e.

D] 7.

Na rysunku przedstawiono dwa punkty nalezace do wykresu ciagu aryt-
metycznego (a,). Wyznacz wzér ogdlny tego ciagu. Ktére wyrazy ciagu
(an) sa wicksze od zera?

a) Y b) Y c) Y
o] 1 X o] 1 X o] 1 X

Ciag (a,) jest okre$lony rekurencyjnie. Uzasadnij, ze jest on arytmetyczny
i rosnacy. Zapisz wzor ogdlny tego ciagu i oblicz jego dziesiaty wyraz.

b) {a1:3\/§

(11——5
a
){anﬂ—a,,b—{—?» dlan>1 i1 =a, +v2 dlan>1

a) Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = 22 — 22+ 3. Wykaz, ze ciag (a,),
okreslony za pomoca wzoru a, = f(n+ 1) — f(n), jest arytmetyczny.

b) Wykaz, ze dla dowolnej funkcji kwadratowej f(z) = ax® + bx + ¢ ciag
(a,), okreslony za pomoca wzoru a,, = f(n+1) — f(n), jest arytmetyczny.

a) Dlugosci bokéw tréjkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny o réz-
nicy 3. Oblicz obwdd tego trdjkata.

b) Dlugosci bokéw trdjkata prostokatnego tworzg ciag arytmetyczny. Ob-
licz dlugosci przyprostokatnych, jezeli przeciwprostokatna ma dtugosé 10.

a) Wykaz, ze dlugosci bokéw tréjkata prostokatnego tworza ciag aryt-
metyczny wtedy i tylko wtedy, gdy trojkat ten jest podobny do trdojkata
o bokach 3, 4, 5.

b) Dlugosci bokéw trdojkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny. Ob-
licz pole tego trdojkata, jesli jego obwdd jest réwny 18.

Powtorzenie

10. Sprawdz, czy ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

11.

n?—1

8§ —n?

a) a, =4n —7
b) a, = sn+3

c) a,=1-2n
d) a, =

e) a, =
f) a, =

n+1
3

Wyznacz réwnanie prostej, w ktérej zawiera sie wykres ciagu arytmetycz-
nego (a,) o réznicy r. Ktéry wyraz ciagu (a,) jest réwny 07

a) ap =5, r=2 b) ag =8, r = — c) ayg=—4,r=1

1
3

. a) Niech a, a+7, a+ 2r (a > 0, r > 0) — dlugosci bokéw tréjkata.

Z twierdzenia Pitagorasa mamy: o + (a + )% = (a + 2r)2.

Stad dhugosci bokéw trojkata sg réwne a = 3r, a +r = 4r, a + 2r = 5r.

Zatem tréjkat ten jest podobny do tréjkata o bokach 3, 4, 5.

Niech 3r, 47, 5r beda dlugosciami bokéw tréjkata podobnego do tréjkata o bokach
3, 4, 5. Zauwazmy, ze:

(3r)% + (4r)2 = (51)% oraz 4r — 3r = 5r — 4r =r,

zatem 3r, 4r, 5r tworza ciag arytmetyczny.

b) 13,5



Suma, réznica, iloczyn i iloraz ciaggow

Podobnie definiujemy réznice i iloczyn ciggdéw (a,) i (b,) oraz ich iloraz (“ )

Ciag (¢,) nazywamy sumg ciagéw (a,) i (b,), jesli dla kazdego n € N,
zachodzi réwnoéé ¢, = a,, + b,,.

an
bn

przy zalozeniu, ze b, # 0 dla kazdego n € N,.

Przyktad 1
Dane sa ciagia, =3n+51ib, =2n+ 1.

« Ciag (¢,) bedacy suma ciagéw (a,) i (b,) dany jest wzorem:

ch=0Bn+5)+2n+1)=5n+6

« Ciag (d,) bedacy iloczynem ciagéw (a,) i (b,) dany jest wzorem:

D] 2.

d,=Bn+5)-2n+1)=6n*+13n+5

Dane sa ciagi a,, = 2n — 11 b, = n+ 1. Podaj wzér ogdlny ciagu (¢, ) oraz
oblicz jego cztery poczatkowe wyrazy.
b) ¢, = a, — b,

a) ¢, =a, +b, C) ¢ =ay by,

Dane s3 ciagi a, = n?ib, = 171—2 Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu
(c,). Czy jest to ciag monotoniczny? OdpowiedZ uzasadnij.
b) ¢, =a, — b, d) c, =

a‘) cn:an+bn C) anan-bn

[D] Przyktad 2
Dane sa ciagi rosnace (a,) i (b,). Uzasadnij, ze ciag (c,) bedacy suma ciagdw
(a,) i (b,) tez jest rosnacy.

Ciagi (a,) i (b,) sa rosnace, zatem a, 1 — a, > 01 b,,; — b, > 0 dla kazdego
n € N,. Wyznaczamy réznice ¢, — Cy:

Cpt1 — Cp = (an+1 + bn,+1) - (an + bn) = (anJrl - an) + (anrl - bn)

Zatem ¢, 1 — ¢, > 0 dla kazdego n € N, czyli ciag (c,) jest rosnacy.

D] 3.

4,

Uzasadnij, ze suma ciaggdéw malejacych jest ciggiem malejacym.

Podaj przyklad takich ciagéw rosnacych (a,) i (b,), ze ciag (c,) okreslony
za, PoOmMoca Wzoru ¢, = a,, - b,:
¢) nie jest monotoniczny.

a) jest staly, b) jest malejacy,

Dane sa ciagi arytmetyczne (a,,) i (b,). Wykaz, ze ciag ¢,, = 2a,, + 3b,, tez
jest ciagiem arytmetycznym.

. Niech (an) i (bn) beda ciagami malejacymi, stad ant+1 — an < 0 oraz bn41 — b < 0.

Niech ¢n = an + bp.
Wtedy cnt1—cn = ant1 +bnt1 —an —bn = @ny1 —an +bpy1 — b, <0dlan € Ny,
zatem ciag (cn) jest malejacy.

1

. a) np. a, = n, b, = —~ — ciagi rosnace, ¢, = —1 — ciag staty

b) np. an = b, = —% — ciagi rosnace, ¢, = % — ciag malejacy

¢) np. an =n — 2, b, = n — 3 — ciagi rosnace,
cn = (n — 2)(n — 3) — ciag nie jest monotoniczny, bo ¢1 > c2 = c¢3 < ¢4

. Ciagi (an) i (bn) sa arytmetyczne, zatem istniejg liczby 74,75 € R takie, ze dla

kazdego n € N4:
g A An+1 — An =Tq OrazZ bny1 —bn =713

Cn+1 — Cp = 2an+1 T 3bn+1 - 2an - 3bn = 2(an+1 - an) aF 3 (bn+1 - bn) = 2Ta aF 3Tb
dla n € N4. Zatem ciag (cn) jest arytmetyczny.

Odpowiedzi do zadan

1.a) ¢n =3n,c1 =3, c2 =6,

c3 =9, ca =12

b)cn =n—2,¢1 = -1,

02:0,03:1,04:2

c)cn=2n"+n—-1,¢ =2,

02:9,03:20,04:35

d)cn:i”;f,q:%,@:l,
7

0423

5
CS:Z’

_ 2, 12 _
.a)cp=n"+ =, ¢ =13,

Co = 10, C3 = 13, Cq = 19

c1 > c2, ale c2 < c3, zatem
ciag (cn) nie jest monotonicz-
ny.

b) ¢, =n? — Lo =-11,
02:—2,03:5,04:13

2 12
Cn+1 =N —|—2n+1—n—+1

Cn+1 — Cn =

_ 12

=2n+1+ G >0

dla n € N4, zatem ciag (cn)

jest rosnacy.

c) cn =12n,c1 =12, co = 24,
cs = 36, ca = 48

Cnt+1 = 12n + 12

Cht1 —Cp =12>0

dlan € N4,

zatem ciag (cn) jest rosnacy.

3
) — 1
d)Cn—ﬁ,Cl—ﬁ,

©

— 2 _ __ 16
=3 0=10=73

_ (n+1)3 _ n343n243n+1
Cntl = "1 = 2

2
cn+1—cn:%>0

dla n € N4, zatem ciag (cn)
jest rosnacy.
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Uczen:

— oblicza sume¢ n poczatkowych
wyrazéw ciggu arytmetycz-
nego,

— stosuje wzor na sume
n poczatkowych wyrazéw
ciggu arytmetycznego
w zadaniach réznego typu,

w tym tekstowych.

Cwiczenie 1

a) Sso = 250 = 1275

b) Zapiszmy S, na dwa sposoby
i dodajmy réwnosci stronami:
Sn=14+2+...+n—-14+n
Sn=n+n—-1+...+2+1
28 =n+1+n+1+...+
+n+1+n+1

2S5, =(n+1)-n

S— —("gl)", czyli

14243+...+n="{othe

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.7

Generator

testéw i sprawdzianow
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3.7. Suma poczatkowych wyrazow
ciggu arytmetycznego (1)

Sume n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,) oznaczamy symbolem S,,:
Sn:a1+a2+a3+~~+an

Przyktad 1

Oblicz sume S;g9 wszystkich liczb naturalnych od 1 do 100.

Zapisujemy sume Sigp na dwa sposoby i dodajemy réwnosci stronami:

Swo= 14+ 24+ 3+ 44 ...+ 97+ 98+ 994100
S100 =100+ 994+ 98+ 97+ ...+ 44+ 34+ 2+ 1

25100 = 101 + 101 + 101 + 101 + ... + 101 + 101 + 101 + 101
Zatem 25155 = 101 - 100, czyli Sipo = wg& = 5050.

Cwiczenie 1
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych:
a) od 1 do 50, b) od 1 do n.

Twierdzenie

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) jest réwna

sredniej arytmetycznej wyrazow pierwszego i ostatniego pomnozonej przez

liczbe wyrazdw: g _ atan
T2

Dowod
Jedli (a,,) jest ciagiem arytmetycznym o pierwszym wyrazie a; i réznicy r, to
sume jego n poczatkowych wyrazow mozemy zapisa¢ w postaci:
Sy, =a1+ (a1 +7r)+ ...+ (a1 + (n—2)r) + (a1 + (n — 1)r)
oraz mozemy zapisa¢ sumowane wyrazy w odwrotnej kolejnosci:
Sp=(am+m-1)r)+ @+ n-2)r)+...+ (a1 +7)+a;
Dodajemy do siebie stronami powyzsze réwnania i otrzymujemy:
25, = 2a1+(n—Dr)+(2a+(n—1)r)+...4+2a;+(n— 1))+ (2a;+ (n—1)r)
285, =Q2a;+(n—-1r)-n

-1
S, = a1+a1—;—(n )r = al—;an n



Przyktad 2

Oblicz sumy Sj i Sg ciagu arytmetycznego: 2,4,6,8,10,12, ...
Ss=2+4+6+8+10=240.5=30
Ss=2+4+6+8+10+124+14416=2°.8 =72

Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
a) Oblicz wyraz ag, a nastepnie sume Sg ciagu arytmetycznego: 1,4, 7,10, ... a) ag =1+5-3 =16,
b) Oblicz wyraz asg, a nastepnie sume Sy, ciggu arytmetycznego: %, 1, %, 2, ... Se = 5% -6 =51
o o , b) azo = 3 +19- 3 =10,
W obliczeniach wykorzystuje sie rowniez podang nizej posta¢ wzoru na sume 1410 B
n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego. S20 = +5— 20 =105
Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r
wyraza sie wzorem: 5= (L)
S, =
2
Przyktad 3
Oblicz sume Sy, ciggu arytmetycznego: 3,8,13,18, ...
Jest to ciag o pierwszym wyrazie a; = 3 i réznicy r = 5, zatem:
Sy = ZBEELD8 9y - 810091 — 5321 = 1113
Cwiczenie 3 Cwiczenie 3
a) Oblicz sume S3; ciagu arytmetycznego: 3,7,11, ... a) S3 = 234304 .31 — 1953
b) Oblicz sume Si3 ciagu arytmetycznego: —5, —8, —11, ... b) Si3 = w .13 =
= —299
Przyktad 4
Ustal, ile wyrazéw ma skonczony ciag arytmetyczny: 6, 10, 14, ..., 86, oraz ob-
licz ich sume.
Zauwazmy, ze liczby: 6, 10, 14, ..., 86 tworzg ciag arytmetyczny o pierwszym
wyrazie a; = 6, ostatnim wyrazie a,, = 86 i réznicy r = 4.
Liczbe wyrazdéw ciagu wyznaczamy ze wzoru a, = a; + (n — 1)r: - .
Cwiczenie 4
86=6+(n—1)-4 a) 10l=6+(n—1)-5
skad otrzymujemy n = 21. Zatem Sy, = @ -21 =46 - 21 = 966. n = 20, S20 = 1070
] b) —37=—-4+4+(n—1) (-3)
Cwiczenie 4 n =12, Sy = —246
Ustal, ile wyrazéw ma podany skoficzony ciag arytmetyczny, i oblicz ich sume. ) B=limn-1)-1
a) 6, 11, 16, ..., 101 b) —4, -7, —10, ..., =37 ) s, %, %, e %5 n =9, Sy =39
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Cwiczenie 5

ar =5,an,=95,1r==6

95 =5+ (n—1)-6, czylin = 16
S1e = B2 — gop
Cwiczenie 6
a)ar=1,a,=197,r =4

197 =14 (n—1) -4, czylin = 50
Sso = (HLINB0 — 4950

b) a1 =2, an = 197, r = 3

197 = 2+ (n—1) -3, czyli n = 66
See = CHLINEE _ 6567

Odpowiedzi do zadan
1. a) 115 b) —185 ¢) 10,5

2. a) al = 0, ajp = 18, Slo =90
)a1:—4,a1o:5, 810:5
) al = 18, ailo = —36,

10 = —90

3. a) 11 wyrazéw, suma: 209

o o

n

b) 15 wyrazéw, suma: 75

o

) 20 wyrazéw, suma: —440
4. a) a1 =14, an, = 2020, r =2
2020 = 14+ (n— 1) - 2,
czyli n = 1004
Sio0s = (14+2o§o)-1004 _
= 1021068
b) a1 =11, a, =99, r =2
99 =11+ (n—1)-2,
czyli n = 45
S5 = QLN _ 9475
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Przyktad 5
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 100, ktérych reszta
z dzielenia przez 6 jest réwna 1.

Liczby, ktorych reszta z dzielenia przez 6 jest réwna 1, maja postaé 6n + 1,

gdzie n € N. Warunki zadania spelniajg zatem liczby:
6-0+1=1,6-14+1=7, 6-2+1=13, ..., 6-164+1=97

Tworza one 17-wyrazowy ciag arytmetyczny o réznicy r = 6, pierwszym wy-

razie a; = 1 i ostatnim wyrazie a;; = 97. Zatem:

517:“‘297-17:49-17:833

Cwiczenie 5
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 100, ktérych reszta
z dzielenia przez 6 jest réwna 5.

Cwiczenie 6
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 200, ktérych reszta
z dzielenia:

a) przez 4 jest réowna 1, b) przez 3 jest réwna 2.

Zadania

1. Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,,)
o roznicy r.
b)a =4ir=-5

a) ap=-2ir=3 c) ag =151ir=-0,1

2. Oblicz wyrazy a; i ajp oraz sume Syg ciagu arytmetycznego (ay,).

a) ay =61ag =14 b)ag=11iag=3 c) az=121a4=0

3. Ustal, ile wyrazéw ma podany nizej skonczony ciag arytmetyczny, oraz
oblicz ich sume.

a) 4,7,10, ..., 34 b) £, 1,12, ...,92

37 3

¢) =3, -5, -7, ..., —41

4. a) Oblicz sume wszystkich liczb parzystych zawartych miedzy 13 a 2021.
b) Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych nieparzystych dodatnich.

5. Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych dodatnich podzielnych przez:
a) 3, b) 5, c) 7.

6. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych niepodzielnych przez 3, ktére:

a) sg dwucyfrowe, b) sa trzycyfrowe, ¢) sa mniejsze od 500.

5.a) a1 =12,a, =99, 7 =3

99 =12+ (n—1) -3, czyli n = 30
_ (12499)30 _

Sig = U2EI030 _ 1665

b) a1 =10, a, =95, r =5

95 =10+ (n —1) -5, czylin = 18
_ (10495)18 _

Spg = QOEINIS _ 45

c)ar=14,a, =98, r =7

98 =14+ (n—1)-7, czylin =13
_ (14+498)13 _

Sig = Q49913 _ 798

6. a) Niech S — suma wszystkich liczb
dwucyfrowych, 7' — suma liczb dwu-
cyfrowych podzielnych przez 3,

S — T — szukana suma. Zatem:
S—T=

_ (10499)-90 _ (12499)-30 __

= S 5 =

= 4905 — 1665 = 3240

b) 329400 «c) 83167




7. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych, ktérych reszta z dzielenia: 7.a) a1 =1,an=96r=35,
n = 20, SQO =970

a) przez 5 jest réwna 1 i ktére sa mniejsze od 100, b) a1 = 11, ap = 79, 7 = 4,

b) przez 4 jest réwna 3 i ktére sa wieksze od 10 oraz mniejsze od 80, n =18, Siz = 810
c¢) przez 6 jest réwna 4 i ktére sa wieksze od 30 oraz mniejsze od 120. ¢) a1 =34, an = 118, r =6,
n = 15, 515 = 1140
8. Przeczytaj podany w ramce przyklad. 8. a) Niech S — suma liczb po-
dzielnych przez 2 i mniejszych
Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych dodatnich podzielnych od 1001, T — suma liczb po-
przez 4 lub 5. dzielnych przez 3 i mniejszych
od 1001,
Najmniejsza liczba dwucyfrowa dodatnia podzielna przez 4 jest liczba U — suma liczb podzielnych
12 = 3 -4, a najwieksza taka liczba jest 96 = 24 - 4. Sa 22 takie liczby. przez 6 i mniejszych od 1001,
ICh suma Sl — 12496 22 — 1188 S =+ T — U - szukana suma.
2 Zatem:
Najmniejsza liczba dwucyfrowa dodatnia podzielna przez 5 jest liczba S+T—-U= (2+10(2)0)-500 +
10 = 25, a najwieksza taka liczba jest 95 = 19-5. Jest 18 takich liczb. | (34999833 (6+996)166 _
__ 1049 _ 2 2 -
Ich suma Sy = £ - 18 = 945. — 250500 + 166833+
Rozpatrzmy liczby dwucyfrowe dodatnie podzielne przez 4 i 5 — sa to —83166 = 334167
liczby podzielne przez 20. Ich suma S; = 20 + 40 + 60 + 80 = 200. b) 234168 c¢) 145059

Suma S wszystkich liczb spelniajacych warunki zadania jest réwna
S =85, 4 8, — S3 (dlaczego?). Zatem S = 1188 + 945 — 200 = 1933.

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 1001, ktére sg
podzielne przez: a) 2 lub 3, b) 31lub 5, ¢) 51lub 9.

Powtodrzenie
9. Oblicz sumy Sy i S;g danego ciggu arytmetycznego. 9. a) Sy = 81, Si5 = 324
a) 1,3,5,7, ... b) 5,2,—1,—4, ... ) —1,1,5.4, ... b) Sy = —63, S1s = —369

C) Sg = 49 Sls = 2205
10. Oblicz sume dziesigciu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,)  10. a) 140 b) 130 c) 16
o réznicy r.
a) ay =23, r=-2 b) a; = -5, r=4 c) a; =25, r=-0,2

11. Oblicz sume, ktérej skladnikami sa kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego. 11+ a) a1 = ;’ U :jl’ "=
n = 12, 12 = 348

a) T+ 11+ 15+ ... +47 451 ¢) —5—T—9—..-29-31 b ot 2 an o100, 7=k,
b) %—|—1—|—1%—|—...—|—99%+100 d) —18—15—-12— ...+ 15+ 18 n = 200, Sa00 = 10050

c) a1 =-5,a, =-31,

e W erb r=-2,n=14, S1a = —252
reszta z dzielenia przez 5 jest rowna: d) a1 = —18, an = 18, 7 = 3,

a) 3, b) 4, c¢) 3 lub 4. n=13, S13=0

12. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 100, ktérych

12. a) a1 = 3, an =98, r =5, n = 20, Sz = 1010
b) a1 =4, an = 99,7 =5, n = 20, Sz0 = 1030
¢) S = 1010 + 1030 = 2040
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Uczen:

= rozyviqzuje réwnania,/ stos.ujz;c 3'8' Suma poczqtkowyCh WyraZéW
wzOr na sume wyrazéw ciagu Clqgu arytmetycznego (2)

arytmetycznego,
— uzasadnia wzory, stosujac
wzOT na sume n poczat- @ Przyktad 1
kowych wyrazow ciggu aryt- Uzasadnij wzor na sume n poczatkowych liczb nieparzystych dodatnich:
metycznego,
YOmeEo, 14+3+5+...+(2n—1)=n?
— bada monotonicznos¢ ciagu,
korzystajac ze wzoru na sume Korzystamy ze wzoru na sume n poczagtkowych wyrazow ciggu arytmetycz-
n pocagtikowych wyrazow nego, w ktérym a; = 1 oraz a,, = 2n — 1. Zatem dla kazdego n € N :
clagu arytmetycznego. a1ta 1+(2n-1) on
Sn:Tn'n: fn=7n:n2

Na rysunkach przedstawiono ilustracje

graficzng tego wzoru.

[]

1=1? 1+3=22 1+34+5=3" 1+4+34+5+7=4> 1+4+3+5+7+9=5

@ Przyktad 2

2_
Uzasadnij wzér 1 +4+7+ ...+ (3n—2) = 3n2 “ dlan € N,.

Podane sktadniki sumy tworza cigg arytmetyczny o réznicy r = 3, pierwszym
wyrazie a; = 1 i wyrazie a,, = 3n — 2. Zatem dla kazdego n € N,:
S — 14+(3n—2) n= 3n?—n

2 2
Cwiczenie 1 [0] Cwiczenie 1
a) a1 =n, r =n, a, = n> Uzasadnij wzor dlan € N,
Zatemdlan €Ny: a) n+2n+43n+ ... +n2= 2 b)1+2+3+...+(n—1)=""
Sn =t = el 2 ’
;) tal :d? r= }\}a.n it [D] Przyktad 3
atem dla m € Ny 2 Ile poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego: 5, 8, 11, ... nalezy dodac,

Sp = 2l . (n— 1) = 2zm

aby otrzymaé sume 1857
W danym ciagu mamy: a; =5, r = 3, S,, = 185, zatem:
2:54+(n-1)-3 _
22 =185 2
3n? + 7n = 370
3n?+Tn—370=0
A = 4489, VA =67
n, = 77867 € N+, Ny = 77367 =10

Nalezy dodaé 10 poczatkowych wyrazdw.
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Cwiczenie 2
Ile poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego: 3, 5, 7, 9, ... nalezy dodad,
aby otrzymaé sume 2557

Zadania

1.

Tle poczatkowych wyrazow podanego ciggu arytmetycznego nalezy dodad,
aby otrzymaé sume 5467
a) 6,8,10, ... b) 13, 17, 21, ... c) —24,-22,-20, ...

Dany jest ciag arytmetyczny (a,) o réznicy r. Wyznacz najwieksza war-
tos¢ n, dla ktoérej S, < 100.
a) a; =4, r =38 b) a; =-5,r=5 c)ap=1,r=+2

Suma pieciu poczatkowych wyrazéw rosnacego ciagu arytmetycznego jest
rowna 30, a iloczyn drugiego i czwartego wyrazu jest réwny 11. Ile co
najmniej poczatkowych wyrazéw tego ciggu trzeba dodaé, aby otrzymac
sume wieksza od 1007

Zbadaj monotoniczno$é ciagu (a,).
4484124 ... +4n

_ 5+10+15+4...+5n B

a) n = n+3 C) An = n+2
3+6+94+...+3n 64+124+ 18+ ...+ 6n

b) a, = p—— d) a, = —

Rozwiaz réwnanie.

a) (I1+z)+B+xz)+BG+z)+ ...+ (25+2) =130

b) (1+x)+(2+32) + (3+52) + (4+ 72) + ... + (50 + 99z) = 275

c) (1+x)+(5+2x)+(9+3z)+ ... + (61 + 16x) = —48

Ciag arytmetyczny sktada sie z dziesieciu wyrazéw. lloczyn wyrazéw skraj-

nych jest réwny 7, a suma dwoch wyrazéw srodkowych jest réwna 8. Oblicz
pierwszy wyraz i réznice tego ciagu oraz sume wszystkich jego wyrazéw.

Powtorzenie

7.

D] s.

Ile co najmniej poczatkowych wyrazéw danego ciagu arytmetycznego na-
lezy dodaé, aby otrzymaé sume wieksza od 2007

a) —9, =7, =5, =3, —1, 1, ... b) —4, =3, -2, -1, 0, 1, ...

Uzasadnij wzor dla n € N+.
a) 64+12+18+ ...+ 6n=3n(n+1)
b)44+104+16+ ...+ (6n—2) =n(3n+1)

. a) (L+3+...+25) 4 13z = 130, L2818 4 13, — 130, 2 = -3

b)z=-04 ¢) z=—4

car=1,r=2lubar =7,r=-2%,S10=40

7.a) 21 b) 26
8.2) 6+12+18+... +6n = EEI = 35(1 4+ n)

b) 4410+ 16+ ... 4 (6n — 2) = LHO2=2n — (3, 4 1)

3.8. Suma poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (2) 141

Cwiczenie 2

a1 =3,r=2,5, =255
23+(72L—1)-2 n =955

n®+2n —255=0
n=15lubn=—-17¢ N
Nalezy dodaé¢ 15 poczatkowych
wyrazow.

Odpowiedzi do zadan

1.a) 21 b) 14 ¢) 39

2. a) Sp,=4n?, n=14
b) S, = 22180, n € (—5;8),
czylin =17
c) Sp = 2+(n;1)\/§ -
S11 = (1+5v2)-11 < 100
Si2 = (2+11v2) - 6 > 100
n=11

{ 2a12+47' .5 =30
3.

(a1 +7)(a1 +3r) =11

a1:—4
r=25

Sy =818 .0 > 100
5n% — 13n — 200 > 0

g 13—\1/61169 <0

g 13+1\/(;1169 ~78
Nalezy dodaé 8 poczatkowych
wyrazow.

4. a) rosnacy

b) rosnacy
2n(1+n
¢) an = ’I'(L-:é )
2(n n+2
G = R (42)

_ 2(nt1)(ntd)
An+1 — An = n+2) (n+3) >0
dlan € N4

Zatem ciag (ar) jest rosnacy.
d) a, = 3(1+n)

_ 3(n+2)
Ont1 = Z7

Anil — Qn = n('r:—il) <0
dlan € Ny
Zatem ciag (ar) jest malejacy.



Uczen:

3.9. Ciag geometryczny (1)

— podaje przyktady ciggoéw

geometrycznych, . .
— wyzhacza wyrazy ciagu Cwiczenie 1
geometrycznego, gdy dane sg Pole kota K, jest réwne 0,2 cm?. Pole kazdego
jego pierwszy wyraz i iloraz, kolejnego kota jest czterokrotnie wigksze
— wyznacza wzoér ogllny ciagu od pola kota poprzedniego. Oblicz
geometrycznego, gdy dane sa pola k6t Ky, Ky i K.
dowolne dwa jego wyrazy,
— wyznacza wartosci niewia-
domych tak, aby wraz K, Q K, K, K,
z podanymi wartosciami
tworzyly ciag geometryczny. Definicja
Cwiczenie 1 - .. e
P, = 0.8 cm?, Ps = 3.2 cm? Ciag liczbowy (a,) nazywamy ciggiem geometrycznym, jezeli istnieje taka
P, = 12.8 cm? liczba q, ze kazdy wyraz ciagu, oprocz pierwszego, powstaje przez pomno-

zenie wyrazu poprzedniego przez te liczbe:
Qpiy1 = Qp - g
dla kazdego n € N.

Cwiczenie 2 Liczbe ¢ nazywamy ilorazem ciagu (a,,).
)q—2 a4—24 a5—48

b)qf?) as=1,a5=3

) g=3%,a=1 as=1 Cwiczenie 2
d)g=21 ai=1as=1 Podaj iloraz ciagu geometrycznego i wypisz jego dwa nastepne wyrazy.
e)q:—2 as = —8, a5 =16 a) 3,6,12, ... c) 4,2,1, ... e) 1,-2,4, ...
f)g=-5a=1a=—3 b) 1,11 d) 64,16,4 £) —27,9,-3
, 277973 " ) ) Ey eee sy )
Cwiczenie 3
a) az =3, a3 =9, as = 27, Cwiczenie 3
as = 81 Oblicz wyrazy as, as, a4 i as ciagu geometrycznego (a,,).
) 2—870/3:4,044:270/5:1 a)a1:17q:3 C) a1:5’q:—1 e) 041:72,(]:\/5
c) az = =5, a3 =5, as = =5, ) .
- b) a; =16, ¢ =3 d)ag =73, ¢g= -2 f) a,=v2, ¢q=V6
-1 g - . .
d) a ; z) 08 =1 a4 =-2, Twierdzenie
as =
e) az=1,a3 =2, a1 =2, Ciag (a,) o wyrazach réznych od zera jest ciagiem geometrycznym, jesli
as = 2\/_ dla dowolnego n > 1 iloraz dwoch kolejnych wyrazow ”ZII jest staty.
) a2 = 2\/§ az = 6\/_
=12v/3, a5 = 362 . ]
. Cwiczenie 4
Cwiczenie 4

Oblicz iloraz ciagu geometrycznego, wiedzac, ze jego dwa kolejne wyrazy to:

)q 1 d)q 3 a) 27 1 243, c) —216 i —36, e) V2 i —4,
- ~ 1

)q:—2\/§f)q:§ b)%l%, d)—gl%, f) 2\/§13\/§
Multitefa

* Wykres ciggu arytmetycznego

i geometrycznego
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@ Cwiczenie 5 Cwiczenie 5

Uzasadnij, ze podany ciag nie jest ciggiem geometrycznym. a) 24 =2 ale 2& = 2 #2,
a) 4,8,16,32,60,120, ... b) 1,-2,4,-8,16,32, ... ¢) 1,3 2 20 81 zatem ciag (an) nie jest
geometryczny
as _ 16 _ _
Przyktad 1 b) ot - = L e .
Oblicz jedenasty wyraz ciagu geometrycznego (a,), jesli a; = 3 oraz iloraz as = 1o 7 —2, zatem ciag (an)
ciggu g = 2 nie jest geometryczny.
o =3 C)Z—f: ale@-%;ﬁ%,
L o ) zatem ciag (an) nie jest
s =3-2=6 W ypls/ujen}y kilka poczatkowych geometryczny.
\\'yl'ﬂ%o\\' C]lel.
az =322 =12
a4y = 3- 23 =24
Aby otrzymaé¢ wyraz ai1 ciagu
ap;p =3- 210 = 3072 geometrycznego, obliczamy a; - ¢*' ',
Twierdzenie
Wzér ogblny ciagu geometrycznego (a,,) o pierwszym wyrazie a; i ilorazie g
ma postac:
an =ay - ¢
Cwiczenie 6 Cwiczenie 6
Oblicz n-ty wyraz ciagu geometrycznego (a,), jesli: a) ag = 4
a)alzé,q—2,n—6, e) ag=—-2,9q=-3, n=>5, b) a7 = &5
_ 64
b) a :25#}:17”—77 f) a,=-7,q=-1,n=15, ©) a1 =5
K d) as = (i
2 64
C) ax 37 n ? g) aq 5 q= \/7a\jl'_ 95 e) as —162
1 1 3
d)al 10° :2577126, h)alz\/_ q:_?7n:8 f)a15:—7
L. . g) ag = 80
Cwiczenie 7 h)) u "
8 — T 57
Oblicz pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (a,,), jesli: 2
Cwiczenie 7
a) a4:1,q:§, b) ag =16, ¢ = -2, c) ag =81, ¢ =3. 2
a) a1 =3 =8
()
Zadania b) a1 =25 =—3
G om=t=4

1. Oblicz iloraz ciagu geometrycznego (a,) o podanych wyrazach poczatko-
wych. Wyznacz wzdr ogdlny tego ciagu i oblicz a;.

a) 128, 64, 32, ... ) 315~ = e e) V2, —2,2V2, ...
b) &, 1,1, . d) £8 15 2 f) 2,41, ..

Odpowiedzi do zadan
1. a)q:%,an:287",a7:2
b) g =4, an = 4", ar = 256

¢) g=—3,a,=(—1)""-3"% a; =3
d) q= %7 an = (%)n757 a7 = ;g

&) 4= V3, an = ~(~V3)", ar = 8V
f)ngaan:g:;7a7_§_2
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2.a)q:\/§,a4:4+2\/§, 2.

as =4v2 + 4
b) ¢g=+v2+1, as = 2v/2 + 3,

as = 5\/§+7 3.
3. a) an =12 (5)"
b) an = 3¢ - ()"
c) an = -1 (=2)"?
7

lub an, = 1024 - (1)

f) an = —35 - (=3)""
1 '3”71

lub anp = 543

Oblicz wyrazy czwarty i piaty podanego ciagu geometrycznego.
a) 75, 2+ V2, 2V2+2, ... b) V2—-1,1,v2+1, ...
Przeczytaj podany w ramce przyklad.
Wyznacz wzér ogdlny ciagu geometrycznego (a,,), jezeli wiadomo, ze
ay = 6 oraz ag = 54.

Jezeli ¢ jest ilorazem ciagu (a,), to ay = a, - ¢* oraz ag = a, - ¢°, zatem
otrzymujemy uktad réwnan:

a-¢* =6
a - ¢° =54

Dzielimy stronami drugie réwnanie przez pierwsze:

a1-¢° _ 54
ar-¢3 6
Stad ¢> =9, czyli ¢ = —3 lub ¢ = 3.
Dla ¢ = —3 mamy a; = —2, zatem wzér ogélny ciagu: a,, = —2 - (=3)"!

(kolejne wyrazy ciggu: —2,2,-2,6, —18, ...).
Dla ¢ = 3 mamy a; = %, zatem wzor ogdlny ciagu: a, = % -3 (ko-

lejne wyrazy ciagu: 2,2,2,6,18, ...).

Wyznacz wzdr ogblny ciagu geometrycznego (a,,), jezeli wiadomo, ze:

4. a) _324373_8317 _3 a) Qo9 = %7 as = 1—25, C) Ay = 77 ay4 = 287 e) g = 32, a0 = 2,

b 16° 8’ 4° 2

c)) §612 824496 2 b) as =13, as = 14, d) a3 =-3,a6=-24, f) ag=1,a3=09.

d) 1, -1, -9, 27 4. Oblicz brakujace wyrazy ciagu geometrycznego.

1
?)) Zé’ 25’ 11’5545 a) a 7 _273 _9a C) a 67 7 7 483 e) 8a 7 a a 7 i
5 ' b) a 7 a a 37 —6 d) 7 7 357 7 —81 f) 8,7 7 a ; 135

5. a) ¢ =3, a3 = 72, as = 216,

as = 648 , .

b) g = —3, ag = 18 Powtorzenie

5.
c q:%,a3:13,a4—1%,
a5:2$—0
d) g=—6, as = —12,
a4:72, a5:—432 6
__ 2 _ 1
€ (I—g,QS— 557
a4:—3%,a5——2£
f)g=L2,a3=1a1=2, 7
(15:%
6
7.
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Oblicz iloraz ciagu geometrycznego (a,,) oraz wyrazy as, a4 i as.

a) a; =8, ay =24 C)G,l:%,agzl e) ap =—12,ay = -8

b)a1:2,a2:—6 d)a1: 1a2:2 f) a1=2,a2:\/§

-1,
Oblicz wyrazy as i a3 ciagu geometrycznego (a,,).
3

a) ay =15, a4 =5 b)ay=2a,=3 ¢) a1 = —15, ay =10

Oblicz wyrazy as i a3 ciagu geometrycznego (a,) o ilorazie gq.

a) ar=1,q=2 b)ai=64g==1 o a=-

.a)a2:5\‘°’/§,a3:5\3/§

3/2 3/3
b)azz\/;,agz 2

1
a) a2 1 asz = 3
b) a2 = —32, asz = 16
1 1
€) az = g3, a3 16



3.10. Cigg geometryczny (2)

Przyktad 1

Pani Kasia ulokowalta 2000 zt na koncie o sta-
tym oprocentowaniu 5% w skali roku. W tabeli
obok przedstawiono stan oszczednosci pani

Whptlata: 2000,00
2000,00 - 1,05 = 2100,00
2100,00 - 1,05 = 2205,00
2205,00 - 1,05 = 2315,25
2315,25 - 1,05 ~ 2431,01
2431,01 - 1,05 ~ 2552,56

Kasi po uplywie kolejnych lat. I tak po uply-
wie roku stan konta wyniesie:

2000 - 105% = 2000 - 1,05 = 2100 [z1]
Po uptywie dwéch lat:

2100 - 105% = 2100 - 1,05 = 2205 [z1]

Otrzymany ciag jest przykladem rosnacego ciagu geometrycznego.

Ciag geometryczny (a,) o pierwszym wyrazie a; > 0 i ilorazie g jest:

= rosnacy, gdy ¢ > 1, = malejacy, gdy 0 < g < 1, = staly, gdy ¢q=1.

Cwiczenie 1

@ a) Sformutuj i uzasadnij analogiczne twierdzenie o monotonicznosci ciggu geo-
metrycznego o pierwszym wyrazie ujemnym.

b) Przerysuj do zeszytu tabele i ja uzupelnij. Podaj przyklady odpowiednich
ciagéw geometrycznych i okresl ich monotonicznosé.

a1 <0 a; >0
-0 ~1,2,-4,8,—16, ... 1,-2,4,-8,16, ...
q nie jest monotoniczny nie jest monotoniczny
g —3,0,0,0,0, ... 3,0,0,0,0, ...
1= niemalejacy nierosnacy
D= g1 —16,—8,—4,-2,—1, ... 16,8,4,2,1, ...
q rosnacy malejacy
—1,-2,—4,-8,—16, ... 1,2,4,8,16, ...
a= malejacy rosnacy
Uwaga. Stalym ciggiem geometrycznym jest réwniez ciag: 0,0,0,0, ... Jego

pierwszy wyraz a, = 0, a iloraz moze by¢ dowolng liczbg rzeczywista.

Cwiczenie 2
Wyznacz wzdér ogdlny monotonicznego ciagu geometrycznego (a,,), jezeli:
a) az =2, a5 = 4,5, b) a; = -8, a5 = —1 c) ay = —4, ag = —64.

—35s

Cwiczenie 2

n—1
Da=o=§am=3 (3
b)g=13,a1=-8a,=-8-2""=-2""
) qg=2a1=—2,a,=—2-2"""1=_-2"

Uczen:

— okresla monotonicznosé¢ ciagu
geometrycznego,

— udowadnia, ze dany ciag jest
ciggiem geometrycznym,

— stosuje w zadaniach zwiazek
miedzy trzema kolejnymi
wyrazami ciggu geometrycz-
nego,

— stosuje wlasnosci ciagu
geometrycznego w zadaniach
réznego typu.

Cwiczenie 1

a) Ciag geometryczny (an)

o pierwszym wyrazie a1 < 0 jest:
e rosnacy, gdy 0 < ¢ < 1,

e malejacy, gdy q > 1,

e staly, gdy ¢ = 1.
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Cwiczenie 3
_ Gn41 5 Ze A
A g=T" =G5 =3

Jest to ciag geometryczny o ilo-
razie ¢ = 3. Ciag jest malejacy,
poniewaz a1 > 01iq € (0;1).

b __ On41 __ (”17)n+1 _ 1
Vo= =Ty
Jest to ciag geometryczny o ilo-
razie ¢ = —+. Cigg nie jest mo-
notoniczny, poniewaz q < 0.
" _l.on+l
c) g= 2t = % =2

Jest to ciag geometryczny o ilo-
razie ¢ = 2. Ciag jest malejacy,
poniewaz a1 < 01iqg > 1.

_ann _ 22"
d)(J— GII = 72.(%)71. =3

Jest to ciag geometryczny o ilo-
razie q = % Ciag jest rosnacy,
poniewaz a1 < 01iq € (0;1).

©) g =%t = TN =2
Jest to ciag geometryczny o ilo-
razie ¢ = v/2. Ciag jest rosnacy,
poniewaz a1 > 01iqg > 1.

_ apg1 _ 42nt3
f) ¢= an T 42Tl =16

Jest to cigg geometryczny o ilo-
razie ¢ = 16. Ciag jest rosnacy,
poniewaz a1 > 01iqg > 1.

Cwiczenie 4

Liczby a, b, ¢, rézne od zera,
tworza ciag geometryczny
wtedy i tylko wtedy, gdy
2: 7, czyli ’=a-c
Cwiczenie 5

a) r = —%
b) x=01lub z =2
c)z=0lubz =2

S 146 3. Ciagi

Aby wykazaé, ze ciag (a,,) jest geometryczny, nalezy sprawdzié, czy iloraz

an+1
an

jest staly dla kazdego n € N .

[D] Przyktad 2
Wykaz, ze ciag o wzorze ogélnym a, = 3 - 4" jest ciagiem geometrycznym.
Okresdl jego monotonicznosc.
Wyznaczamy iloraz ciggu:
3-4nt!
an 3.an
jest staly dla kazdego n € N, , zatem ciag (a,) jest geometryczny.

An41

An+1
n

Iloraz
Jest to ciag rosnacy, poniewaz a; >0iqg=4 > 1.

[0] Cwiczenie 3
Wykaz, ze ciag (a,) jest geometryczny. Okre$l monotonicznosé tego ciagu.
> e) a, =6-(v2)"!

2n
f) a, = 4**!

b) a, = (-1)"

[0] Cwiczenie 4
Uzasadnij podane obok

c) a, = —

D a2 (3)"

a) a, =

Liczby a, b, ¢, rézne od zera, tworzg, ciag geome-
) ) tryczny wtedy i tylko wtedy, gdy > = a - c.
twierdzenie.

Cwiczenie 5

Podane liczby sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego. Oblicz x.

a) r,r+1, -3 b) -1 c) -1, z+1,2x—1

2
=0 3z

® Srednia geometryczna
Jesli liczby a, b, ¢ tworzace ciag geometryczny sa dodatnie, to b = /a - c.
Liczbe v/a - ¢ nazywamy $rednia geometryczna liczb a i c.

Pole kwadratu o boku b jest rowne polu prostokata
o bokach a i ¢, jesli b jest rowne $redniej geometrycznej

liczb a i c.

Twierdzenie

W ciagu geometrycznym (a,) o wyrazach dodatnich kazdy wyraz, oprécz
pierwszego, jest srednia geometryczng wyrazéw sasiednich:

Gy, = /Cp_1 - Gy dlan > 2



Zadania Odpowiedzi do zadan

1. a), d) malejacy

@ 1. Wykaz, ze ciag (a,) jest geometryczny. Okresl monotonicznosé tego ciagu. b) nie jest monotoniczny
a) a, = ?:in b)a,=2-(-5)" c¢)a,=4-(/3)"*" d)a,=-2-5"" ¢) rosnacy
2. a) Kolejne wyrazy ciagu:
@ 2. Przeczytaj podany w ramce przyklad. 1,2,5,...
Z—f:Z,aleZ—g:g7é2
Uzasadnij, Ze ciag o wzorze ogdlnym a,, = n? — n + 2 nie jest geome- Cliag nie jest geometryczny.
tryczny. b) Kolejne wyrazy ciagu:
L,2,1,...
Obliczamy kolejne wyrazy ciagu: 2, 4, 8, 14, ... Badamy ilorazy: 92 _ 9 gle % 149
az 4 as 8 a4 14 ay 9 as ~ 2
P =3~ 2, P =1 2, a3 Y # 2 Ciag nie jest geometryczny.
_ T—n
Zatem ciag (a, ) nie jest geometryczny. 3.a)a, =4 gy
b) An = % o 3£2_
Uzasadnij, ze ciag (a,) nie jest geometryczny. lub a, = —3 3"
a) a, =n*—2n+2 b) a, = —n?*+4n —2 ¢) an =5""luba, = —5°"
o | . @) an =5
3. Wyznacz wzér ogdlny monotonicznego ciagu geometrycznego (ay,). e) an = (1" 3
W= \g
) ag = —4 ) ar-as =1 ) az - as =1 lub an = —(3)"°
a C € n—1
aw:—ﬁl—4 a3 = 25a3 as+a3 =5 f) an = —v2-372
3 +as = 30 6 lub an = v2.8°%
b) (g = 202 . d) @271 03 = ) a; 3 2_ 4. Niech g bedzie ilorazem ciagu
ap-as=; ay —ay = 120 az; —a; =12 geometrycznego, b = agq,

c=aq? d=ag’.

4. Liczby a,b,c,d sa kolejnymi wyrazami malejacego ciaggu geometrycznego. Ciag jest malejacy i a > 0 (bo

Suma dwdch liczb Srodkowych jest réwna 24, a suma dwoch liczb skrajnych a+d>0), wiec 0 < g < 1.
jest réwna 36. Wyznacz te liczby. {aq tag® =24
3
5. Liczby z,y, z tworza monotoniczny ciag geometryczny. Podwojona suma a+aq” =36

pierwszej i drugiej liczby jest réwna sumie drugiej i trzeciej liczby, a suma a =32
tych trzech liczb jest réwna 77. Wyznacz te liczby. L

q=3
) . Zatem a = 32, b =16, c =8,
Powtorzenie d=4.
5. Niech g bedzie ilorazem ciagu
6. Okresl monotoniczno$é ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie q. geometrycznego.
a)alzﬁ,ng c) a1=—6,q:§ e) alz—%,q=—9 q¢>0,y=2q z=1zq’
b) a; =10,¢=049 d) ay =4, ¢=+2 f) a; = -3, q=/—1 2z+y)=y+=z
. . . . . Tty+z="T7
7. Wyznacz = 1y tgl;, ajtl)y podane. hcsz byty l.<oleh]nym1 wyrazami ciggu Po podstawieniu:
geometrycznego. reSl monotonicznosc¢ tego ciggu. 1 % + 2 — 2g® = 0
a) 2, x, 32, y b) 1, 2,y )18,z 8,y d) =, 55, ¥, 10 v taqtag =17

e), f) nie jest monotoniczny = 1l
7. a) x =8, y = 128, rosnacy lub z = —8, y = —128, Zatem z = 11, y = 22,
nie jest monotoniczny 2 = 44.
b) 2 = V2, y = 2¢/2, rosnacy lub z = —/2, y = —2v/2,
nie jest monotoniczny

6. a), c) rosnacy b), d) malejacy {q =2

c)z=12,y= 5%, malejacy lub x = —12, y = —5%,
nie jest monotoniczny

d) z = 145, y =1, rosnacy lub = — ks, y = —1,
nie jest monotoniczny
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Uczen:

— oblicza sume¢ n poczatkowych
wyrazdéw ciggu geometrycz-
nego,

— stosuje wzor na sume
n poczatkowych wyrazéw
ciagu geometrycznego
w zadaniach réznego typu.

Komentarz
Warto zauwazy¢, ze dla g > 1
wygodniej jest uzywaé wzoru

q"-1

w postaci S, = a1 - et

Cwiczenie 1

a) S5 =1- 2 =364

b) S =12 = -21
c) Se=1- 171(7%%)6 = g_g
Cwiczenie 2

W) =5 =%
5= &t = 2
c) S5=5 % = %
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3.11. Suma poczatkowych wyrazéw
ciggu geometrycznego

Przyktad 1
Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego:
1,2,4,8,16, ...

Sio=14+2+4+8+416+ 32+ 644 128 + 256 + 512 = 1023

Aby obliczy¢ sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego, mozna
skorzystacé z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie

Suma n poczatkowych wyrazéw ciaggu geometrycznego (a,) o ilorazie g # 1
wyraza sie wzorem:

Dowod

Kolejne wyrazy ciggu to: a1, a; = a1q, as = a.q>, .. n-l

5 Gp = 4194

2 n—1
Sy =a1 +a1q+a1q” + ...+ arq
»n Mnozymy obie strony
rOwnania przez q.

, zatem:

4Sn = g+ a1¢* + a1¢” + ... + axgq
Odejmujemy réwnania stronami i otrzymujemy:
Spn— ¢S, = a1 — a1q"
Sn(l=¢q) =a(1—q")

1—q"™ Dzielimy obie strony réwnania
Sn =ay - —— . S

1—q przez 1 — q (z zalozenia q # 1).
Uwaga. Jedli iloraz ciagu geometrycznego (a,,) jest réwny 1, to suma n poczat-

kowych wyrazow tego ciagu dana jest wzorem S, =n - a;.

Cwiczenie 1

Oblicz sume szesciu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego, korzysta-
jac z podanego wzoru. Sprawdz otrzymany wynik, dodajac wyrazy ciagu.

a) 1,3,9,27, ... b) 1, -2, 4, -8, ... )1, 1 10
Cwiczenie 2

Oblicz sume S5 ciggu geometrycznego (a,), w ktérym a; = 5 oraz:

a) ¢ =2, b) ¢ =4, c) g=1.



Cwiczenie 3
Oblicz sume S, ciagu geometrycznego (a,,), jesli wiadomo, ze:

a) a; =3, a; = —6, n =06, b) a; =—4,a,=—-12, n=5.

Przyktad 2
Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie rownym 4 i ilorazie 3. Ile
poczatkowych wyrazéw tego ciggu nalezy dodaé, aby otrzymaé 14567

Niech n bedzie szukana liczba wyrazéw. Wéowcezas:

1-3"

4. T = 1456
1-3"=-728
3" =729
n==~6

Nalezy dodaé szesé poczatkowych wyrazow tego ciagu.

Cwiczenie 4
a) Dany jest cigg geometryczny o pierwszym wyrazie réwnym 5 i ilorazie 2.
Ile poczatkowych wyrazéw tego ciagu nalezy dodaé, aby otrzymadé 6357

b) Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie réwnym 2 i ilorazie %

Ile poczatkowych wyrazéw tego ciagu nalezy dodaé, aby otrzymad 16%?

Cwiczenie 5

Suma pierwszego i czwartego wyrazu ciggu geometrycznego jest réwna 26,
a suma drugiego i piatego wyrazu jest rowna —78. Ile poczatkowych wyrazéw
tego ciggu nalezy dodaé, aby otrzymaé —617

Ciag (b, ) nazywamy podciagiem ciagu (a,,), jesli mozemy go otrzymadé poprzez
wybranie jego wyrazéw spoéréd wyrazéw ciagu (a, ) bez zmiany ich kolejnosci.
Na przyktad podciggami ciggu geometrycznego 1,2,4,8,16,32, ... sa:

2,8,32,128,512, ... — podciag wyrazéw o numerach parzystych,
1,4,16,64,256, ... — podciag wyrazéw o numerach nieparzystych,
512,1024,2048,4096, ... — podciag wyrazéw podzielnych przez 512.
Cwiczenie 6

Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego jest réwny 3, a iloraz jest réwny —2.
Oblicz sume pieciu poczatkowych wyrazéw jego podciagu ztozonego z wyrazdw
o numerach:

a) nieparzystych, b) parzystych.
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Cwiczenie 3
a) 56:3.ﬂ:_63

142
b) S5 = —4- 12 — 484

Cwiczenie 4
1-2"
a) 5. =2 — 635

2" =128

Cwiczenie 5
a1 + as = 26
as +as = —T78

ai1(1+4¢*) =26
aiq (1 + q3) = —T78

q=-3
a; = —1
=3
-1 2880 = 61

n=>5

Cwiczenie 6
a) S5 =3- 4 = 1023

b) S5 = —6 - 142 — —2046




Odpowiedzi do zadan
1.a) 153 b) 26332
c) —1275 d) —56

2.a) —255 b) 2
c) 93(1 —v/2) d) 100

5.a) 4 b) 1091,2 c) 2
d)48 e) 1++2 f) 9

6. Sn =5 L%
2"=358 41
a) 2" = 64
n==6
b) 2" = 512
n=29
c) 2" = 1024
n =10
7.a) 258 =6 2°
(—2)" = —128
n="7
b) 1820 =5- =1
3" =729
n==6
4\5
8 %713.(3%)711

m—— 150 3. Ciagi

Zadania

Oblicz sume Sg ciagu geometrycznego (a,,), jeSli jego wyrazy pierwszy
i drugi sa odpowiednio rowne:

a) 15, & b) 18, 6, ¢) 15, =30, d) -7, -7.

Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,) o ilora-
zie q, jesli:

a) ap =—1,¢=2,n=2_, ¢) a; =3,q=—2,n =10,
b)alzg,q:%,nzf), d) a; =5,¢=1,n=20.

Ciag (a,) jest geometryczny. Przerysuj do zeszytu tabele i ja uzupelnij.

ay q n an Sh

2 3 5 162 242
—32 : 7 -3 —631
V8 V2 8 —32 —60 + 30v2

Pola dziesieciu kwadratéw (rysunek obok)
tworzg ciag geometryczny o ilorazie % Nayj-
wiekszy sposréd tych kwadratéow ma pole D Odooes..
réwne 1 cm?. Oblicz sumeg ich:

a) pol, b) obwodéw.

Oblicz pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie ¢, jesli:
a) g =2, 8, =60, c) q=3, S = 728, e) g =—V2, S =T,
b) q:%,54:20467 d) q:—%, 55:33, f) q:—l, 513:9

Ile poczatkowych wyrazéow ciagu geometrycznego o pierwszym wyrazie
réwnym 5 i ilorazie 2 nalezy dodaé, aby otrzymac:
a) 315, b) 2555, c) 51157

Wyznacz liczbe wyrazéw skoficzonego ciagu geometrycznego (a,,) o ilora-
zie q, jeSli suma wszystkich wyrazow jest rowna:
a) 258 oraz a; =6, ¢ = —2, b) 1820 oraz a; = 5, ¢ = 3.

Pola pieciu prostokatéw (rysunek obok) tworza

ciag geometryczny o ilorazie %. Suma tych
pol jest rowna B cm?. Oblicz pole

najmniejszego prostokata.

.a) Sip=1- S o ]

-3 T 512
b) Dlugosé boku najwigkszego z kwadratéw: 1 cm
Obwodd najwickszego z kwadratéw: a1 = 4 cm

Iloraz ciagu: ¢ = \/g = @

(T
S10:4~17@:%(2+\/§) [cm]
-7



9. Wyznacz wzdr ogdlny ciagu geometrycznego (a,,), jesli wiadomo, ze:
a) S3 = 35, a réznica wyrazéw pierwszego i czwartego jest réwna 17,5,

b) Sy = 20, a réznica wyrazdéw pierwszego i trzeciego jest réwna 8.

10. Suma pieciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a, ) wynosi 33,
a roznica wyrazdéw pierwszego i széstego jest réwna 99. Oblicz sume dzie-
sieciu poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

11. Wyznacz sume n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego o pierw-
szym wyrazie a; = x i ilorazie ¢ = —1, jesli wiadomo, ze n jest liczba:

a) parzysta, b) nieparzysta.

12. Ciag geometryczny (a,) spelnia warunki: S5 — S3 = 72 i ay — a3 = 12.
Oblicz sume siedmiu poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

13. Suma czterech poczatkowych wyrazéw monotonicznego ciagu geometrycz-
nego jest réwna 8, a suma kolejnych czterech jest réwna 72. Oblicz piaty
wyraz tego ciggu.

14. Pierwszy wyraz ciaggu geometrycznego jest rowny 6, a stosunek sumy pie-
ciu poczatkowych wyrazéw tego ciagu do sumy kolejnych pieciu wyrazéw

Wynosi %. Oblicz szésty wyraz tego ciagu.

15. Dany jest dziesieciowyrazowy ciag geometryczny (a,) o ilorazie ¢. Suma
jego wyrazéw o numerach nieparzystych jest réwna 341, a suma wyrazow
o numerach parzystych jest rowna 682. Wyznacz wzdr ogdlny tego ciagu.

Powtorzenie

16. Oblicz sume S5 podanego ciaggu geometrycznego.
a) 2,8, 32, ... b) —2, —6, —18, ... c) 4,—6,9, ...

17. Oblicz sumy Sg i S7 ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie q.
a) ap =2,qg=-3 b)a =7 ¢g=-1 c) ap =81, qg=—

1
3
18. Kartki pocztowe ulozono w stosy. W pierwszym stosie ulozono 4 kartki,

a w kazdym nastepnym dwukrotnie wigcej kartek niz w poprzednim. Ile
kartek byto w najwiekszym stosie, jezeli tacznie utozono:

a) 60 kartek, b) 1020 kartek, c) 4092 kartki?

19. Pierwszy odcinek tamanej ma dlugos$c 64 cm, a kazdy nastepny jest 2 razy
krotszy od poprzedniego. Z ilu odcinkéow sktada sie ta tamana, jedli ma
ona dlugosé: a) 124 cm, b) 127,5 cm, c¢) 127,875 cm?

19. Niech n — liczba odcinkéw tamanej, S, — dtugosé tamane;.

Sn=61- U — 128 (1- (3)")

") =124
(3)" =z n=5
b) 128 (1 — (3)") =127,5
)" = 35 n =38

—
= (SIS

o

—
SIS

)" = 7 m = 10
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10.

11

13.

14.

15.
16.
17.

18.

Ss =33, a1 —as =99
ar- 2 =33
iar(1—¢°) =99
1—q=3, wiecqg= -2

a; =3
S10 = —1023

.a)0 b) z
12.

381 lub 26
a1 +az2+a3z+as =38
{a5+a6+a7+a8—72
ai(l+q+q +¢°)=8
{a1q4(1+q+q2+q3)—72

=9

g=+V3,a1=3-1

as = 9(\/§ — 1)
6(1+g+q°+q%+q*)

_3
6¢° (1+q+a?+q3+q4) — &’
czylias =3 -6=38

n = 2'n71

a) 682 b) —242 c) 133

a) Se = —364, S7 = 1094

b) S¢ =0, Sz =7

¢) S¢ =602, S7 =607

Niech n — liczba stoséw, an, —

liczba kartek w n-tym stosie,

S — liczba wszystkich kartek.
Sn=4-120 =4(2" - 1)
n = 4- 27171 — 2n+1

a) 4(2" — 1) = 60

2" =16

n=4

a4g4 = 32

b) 4(2" — 1) = 1020
2" = 256

n=2~8

ag = 512

c) 4(2" — 1) = 4092
2" =1024

n =10

alo = 2048



Uczen:

— stosuje w zadaniach wlasnosci
ciggu arytmetycznego i geo-
metrycznego.

MultiteZa

* Wykres ciggu arytmetycznego
i geometrycznego
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3.12. Ciagi arytmetyczne i ciagi
geometryczne - zadania

Przyktad 1
Suma trzech liczb tworzacych rosnacy ciag arytmetyczny jest rowna 12, a suma
ich kwadratow jest rowna 56. Wyznacz te liczby.
Rozpatrujemy ciag arytmetyczny o pierwszym wyrazie a; i réznicy r > 0, dla
ktorego spelnione sa warunki:
ay+ (ay +7r)+ (e +2r) =12
{a? +(a; +7)* + (ay +2r)* =56
7 pierwszego réwnania otrzymujemy 3a; + 3r = 12, czylia; =4 —r.
Podstawiamy do drugiego réwnania:
(4=r)?+4+(4+r)*=56
16 — 8r+r* + 16+ 16 + 8 + r* = 56
2r? =8
r=-—2 lub r=2
Zgodnie 7z zatozeniem r > 0, czylia; =4 —r=4—-2=2.
Zatem szukane liczby to 2, 41 6.

Przyktad 2

Trzy liczby tworza ciag arytmetyczny, a ich suma jest rowna 21. Jesli od pierw-
szej i drugiej liczby odejmiemy 3, a od trzeciej odejmiemy 1, to otrzymamy
kolejne wyrazy ciagu geometrycznego. Wyznacz te liczby.

Zapisujemy trzy kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego: a — r, a, a + r. Ich

suma:
a—r+a+a+r=21

a="1T
Zatem szukane liczby maja posta¢: 7 —r, 7, 7+ r.

Zgodnie z warunkami zadania liczby 4 — r, 4, 6 + r sa kolejnymi wyrazami
ciggu geometrycznego, zatem zachodzi rownosé:

42=(4—-r)(6+7)
r24+2r—8=0
r=-—4 lub r=2
Dla r = —4 otrzymujemy liczby: 11, 7, 3.
Dla r = 2 otrzymujemy liczby: 5, 7, 9.



Cwiczenie 1

a) Suma trzech liczb tworzacych malejacy ciag arytmetyczny jest réwna 15,
a suma ich kwadratéw jest réwna 93. Wyznacz te liczby.

b) Liczby a, b, ¢, ktérych suma jest réwna 12, sa kolejnymi wyrazami ciagu
arytmetycznego, a liczby a 4+ 1, b + 2, ¢ + 6 — kolejnymi wyrazami ciaggu geo-
metrycznego. Wyznacz liczby a, b, c.

Zadania

1. a) Szdsty wyraz ciagu arytmetycznego jest réwny 0. Oblicz sume jedenastu
poczatkowych wyrazow tego ciggu.

b) Jedenasty wyraz ciagu arytmetycznego jest réwny 20. Oblicz sume je-
denastu poczatkowych wyrazéw tego ciagu o numerach nieparzystych.

2. Dany jest ciag arytmetyczny (a,). Stosunek sumy dziesigciu poczatko-
wych wyrazéw o numerach parzystych do sumy dziesieciu poczatkowych
wyrazow o numerach nieparzystych jest réwny %. Suma wyrazdw trzeciego
i sibdmego jest réwna 12. Wyznacz wzor ogdlny tego ciagu.

3. Wyrazy ciagu geometryczego (a,) spelniaja warunki:
aq +a5:68 i a2+a6:136
Tle poczatkowych wyrazéw tego ciagu nalezy dodaé, aby otrzymaé 20447

4. W szeSciowyrazowym ciggu geometrycznym suma pieciu poczatkowych
wyrazéw jest rowna 11, a suma pieciu ostatnich — jest réwna 33. Oblicz
iloraz oraz wyrazy pierwszy i szésty tego ciggu.

5. Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 21, tworza ciag arytmetyczny. Jesli
od drugiej z nich odejmiemy 1, a do trzeciej dodamy 6, to otrzymamy ciag
geometryczny. Wyznacz te liczby.

6. Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 28, tworza ciag geometryczny. Liczby
te sa rowniez kolejno wyrazami pierwszym, drugim i czwartym ciagu aryt-
metycznego. Wyznacz te liczby.

7. a) W dziewieciowyrazowym ciagu arytmetycznym, ktérego pierwszy wy-
raz jest rowny 4, wyrazy pierwszy, trzeci i sibdmy tworza ciag geome-
tryczny. Oblicz sume wyrazdéw tego ciagu arytmetycznego.

b) W sze$ciowyrazowym malejacym ciggu arytmetycznym, ktérego pierw-
szy wyraz jest rowny —1, wyrazy pierwszy, drugi i piaty tworza ciag geo-
metryczny. Oblicz sume wyrazéw tego ciagu arytmetycznego.

6. Niech a1, a1 + 7, a1 + 3r — szukane liczby, ktére tworzg cigg geometryczny.
ar+a1+r+a,+3r=28
(a1 + r)2 = ai(a1 + 3r)
a; =91 a1 =4
Stad {4 = 3 qub {7
r=0 r=4

Zatem szukane liczby to: 9%, 9%, 9% lub 4, 8, 16.
7. a) 4+42r — 44-6r

1 I2r
r=0Ilub r =2, Sg = 36 lub Sg = 108

—14+r _ —144r
b) 5t = =
r =0 lub r = —2, ale ciag jest malejacy, czyli r = —2.
Se = —36
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Cwiczenie 1

a) 8, 5, 2
b)a=2b=4,c=6
luba=11,b=4,c= -3

Odpowiedzi do zadan

1.

.q:3,a1:%,a6:22ﬁ
.2,7,121ub 18, 7, —4

a)ags=a1+5r=0
Gy = (2a71+107r)-11

2
_ 2(aj+5r)-11
=== 0

b) a11 = a1 + 10r = 20
Szukamy sumy:

a1+ a3z +as+...+ azi,
ktéra jest suma 11 poczatko-
wych wyrazéw ciggu aryt-
metycznego o pierwszym
wyrazie a1 1 réznicy 2r, czyli
Sy = (2a1+120'27')411 _

_ 2(a;+10r)-11 _
= utlonil _ 99

agtaq+...4+az __ 9
aj+as+...+ajg 8
as +a7 =12
a;+10r __ 9
a1+9r — 8
2a1 + 8r =12
al = —2
=2

an =2n—4

a1 + a1q4 = 68
aiq + a1q5 =136
a1(1+¢*) =68
a1q(1 4 ¢*) = 136

|
e
{al_

|

T 144t

1



8. b—r, b, b+ 1r — ciag aryt-

metyczny
b—r+b+b+r =15, wiec
b=5
5—r, 6,9+ r — ciag geo-
metryczny

6 _ 9+r

5-7 6

r=3lubr=-6
Szukane liczby to: 2, 5, 8

lub 11, 5, —1.
9.b—r, b, b+ r — ciag aryt-
metyczny

b—r, b, b+1r+4 - malejacy
ciagg geometryczny
b—r+b+b+r+4 =13, wiec

b=3
3 =B-r)(7T+r)ir <0,
wiec r = —6

Szukane liczby to: 9, 3, 1.
10. a) 10, 20 lub —22, 45

27 4
b) 2, 8
1M1.1,3, 3, 0lub &, 2, 2, 2

12. a) Niech an, ant1 (n € Ny) —
dtugosci bokéw dwoch kolej-
nych tr6jkatow: opisanego na
okregu o promieniu r i wpisa-
nego w ten okrag. Stad:

r:a"T‘/g ir:—a”*;\/g

Zatem An+1 = GT".

Niech (L) — ciag obwodéw

tréjkatow.
Lnyr _ 3@ny1 _ @pg1 _ 1
L = Bam | @p 2

Zatem ciag obwodéw trojka-

téw jest ciagiem geometrycz-

nym o pierwszym wyrazie 3a
1

i ilorazie 3.
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10.

11.

12.

@ a) Uzasadnij, ze ciag obwoddéw kolejnych tréj-

Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest rowna 15. Jedli pierw-
sza 1 druga z tych liczb zwickszymy o 1, a trzeciag — o 4, to otrzymamy ciag
geometryczny. Wyznacz te liczby.

Trzy liczby, ktérych suma jest rowna 13, tworza malejacy ciag geome-
tryczny. Jesli od ostatniej liczby odejmiemy 4, to otrzymamy ciag arytme-
tyczny. Wyznacz te liczby.

a) Wstaw miedzy liczby 5 i 30 dwie takie liczby, aby pierwsze trzy tworzyly
ciag geometryczny, a ostatnie trzy — ciag arytmetyczny.

b) Wstaw miedzy liczby —4 i 32 dwie takie liczby, aby pierwsze trzy two-
rzyly ciag arytmetyczny, a ostatnie trzy — ciag geometryczny.

7 czterech zapisanych kolejno liczb pierwsze trzy tworza ciag geometrycz-
ny, a ostatnie trzy — ciag arytmetyczny. Wyznacz te liczby, jesli suma
pierwszej i ostatniej jest rowna 1, a suma drugiej i trzeciej jest réwna %.
W tréjkat réwnoboczny wpisujemy okrag, a nastepnie
w okrag wpisujemy tréjkat réwnoboczny itd. (rysu-
nek obok). Otrzymujemy w ten sposéb ciag tréj-
katéw réwnobocznych i cigg okregdéw.

katoéw jest geometryczny. Podaj jego iloraz.
b) Bok najwiekszego tréjkata ma dtugosé 4.
Oblicz sume obwoddéw pieciu najwigkszych
tréjkatow oraz sume ich pol.

Powtorzenie

13.

14.

15.

12.

13.
14.
15.

Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest réwna 12, a suma ich
kwadratéow wynosi 56. Wyznacz te liczby.

Trzy liczby tworza ciag arytmetyczny. Jesli do pierwszej z nich dodamy 8,
a drugg i trzecia zostawimy bez zmian, to tak otrzymany ciag bedzie cia-
giem geometrycznym. Wyznacz te liczby, jesli suma wyrazéw ciagu geo-
metrycznego wynosi 26.

Trzy liczby tworza ciag geometryczny, a ich suma jest réwna 52. Jesli
pierwsza i druga liczbe zostawimy bez zmian, a od trzeciej odejmiemy 16,
to otrzymamy kolejne wyrazy rosnacego ciagu arytmetycznego. Wyznacz
te liczby.

b) Ly =3-4=12

5
; 1-(3
Suma obwodéw: 12 - 1(71) :23%
-3
2
P,=a2 Y3 Pn+17“n+1f(;)271
n=0n " "7H> TP, T a2 \2) T @

czyli pola tréjkatow tworza ciag geometryczny o ilorazie %.

_(1)®
Suma, poél: 44/3 - ! 1(11) = % 3
-7
2,4, 6 lub 6, 4, 2
—6, 6, 18 lub 10, 6, 2

4,12, 36



3.13. Procent sktadany

Kapital w wysokoéci k, ztozony w banku na rok przy oprocentowaniu
rocznym r, wzro$nie po roku do kwoty k(1 + ).

Przykfad 1

Pani Kowalska wptacita do banku 1000 z! na lokate oprocentowang 6% w skali
roku. Do jakiej kwoty wzrosnie kapital pani Kowalskiej po trzech latach, a do
jakiej po dwudziestu?

Kwota po roku: 1000 + 6% - 1000 = 1060 [z1]

Kwota po 2 latach: 1060 + 6% - 1060 = 1060 + 63,6 = 1123,6 [z}]
Kwota po 3 latach: 1123,6 + 6% - 1123,6 = 1123,6 + 67,416 ~ 1191,02 [z}]
Zauwaz, ze w kolejnych latach doliczane sa odsetki w wysokosci 6% do kapitatu powigkszo-
nego o odsetki z poprzednich lat.

Wyznaczenie powyzsza metoda kwoty, do jakiej wzrosnie kapital pani Kowal-
skiej po dwudziestu latach, jest bardzo pracochlonne. Zauwazmy jednak, ze
kazdego roku do kazdej ztotéwki bank do- tys. zl

pisuje 6% odsetek, czyli co roku kapital -
powieksza sie 1,06 razy. -

Kapital wynosi wiec: —
po roku: k- 1,06 T
po 2 latach: k- (1,06)?
po 3 latach: k- (1,06)3

: 0 1 10 20
’ lat
po 20 latach: & - (1,06)20 ~ 1000 - 3,20714 = 3207,14 [z]] ae

Jezeli w kolejnych latach odsetki dopisywane sa do kapitalu powickszonego
o wczesniej nagromadzone odsetki, to méwimy, ze kapital zostal ztozony na
procent skladany.

Kapital w wysokosci k, ztozony w banku na n lat na procent sktadany
przy oprocentowaniu rocznym r, po n latach wzrosnie do kwoty k(1 +7)".

Cwiczenie 1
Do jakiej kwoty wzrosnie kapitat po n latach, jezeli ztozymy w banku 5000 zt
na procent sktadany przy oprocentowaniu rocznym r?

a) n=>5,r=45% b) n=28 r=55% ¢) n=10,r=3%

Cwiczenie 1

a) 5000 - (1 4 0,045)° ~ 6230,91 [z1]
b) 5000 - (1 + 0,055)% = 7673,43 [z1]
¢) 5000 - (1 + 0,03)'° =~ 6719,58 [z1]

Uczen:

— oblicza wysokosé¢ kapitatu
przy réznych okresach kapita-
lizacji,

— oblicza wysokosé¢ kapitatu
na lokacie systematycznego
oszczedzania,

— oblicza oprocentowanie lokaty,

— ustala okres oszczedzania,

— rozwiazuje zadania zwigzane
z kredytami.

Komentarz

Warto si¢ upewnic, czy
uczniowie dobrze rozumieja, ze
oprocentowanie r = 6% oznacza
= % i nie beda podstawiac
za r liczby 6.

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.13

Generator

testow i sprawdzianoéw
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Dopisywanie odsetek do kapitalu nazywa sie kapitalizacja odsetek lub
krotko kapitalizacja, a czas, po jakim ona nastepuje, nazywa sie okresem
kapitalizacji.

Przyktad 2

Rodzice Basi ztozyli w banku 5000 zt na trzy lata. W pierwszym roku opro-
centowanie wynosito 6%, w ostatnich dwéch latach 5%, a kapitalizacja odsetek
nastepowata co rok. Do jakiej kwoty wzrostby ten kapital po trzech latach,
gdyby odsetki nie byly opodatkowane, a do jakiej — gdyby od naliczanych
odsetek pobierany byl co roku podatek w wysokosci 20%°7

Jesli odsetki nie bylyby opodatkowane, to oszczednosci po trzech latach wy-

iostyby:
HOSYRY 5000 - 1,06 - (1,05)2 = 5843,25 [21]

Jesli od naliczanych odsetek bylby pobierany podatek, to odsetki te bylyby
pomniejszane o 20%, zatem w pierwszym roku wplacona kwota wzrostaby o:
0,06 - 0,8 = 0,048 = 4,8%

a w drugim i trzecim roku o:
0,05-0,8 =0,04 = 4%
Zatem po trzech latach kapital wzréstby do:
5000 - (1,048) - (1,04)% =~ 5667,58 [z1]

Uwaga. W Polsce podatek od odsetek wynosi 19%. W tym rozdziale, dla ulatwienia
obliczen, podatek ten pomijamy lub przyjmujemy, ze wynosi 20%. Zwr6¢ uwage na to,
ze podatek placi sie tylko od dopisywanych odsetek, a nie zgromadzonego kapitatu.

Cwiczenie 2

Kapitat 5000 zt ztozono w banku na dziesie¢ lat przy oprocentowaniu wyno-
szacym 5% i rocznej kapitalizacji odsetek. Oblicz wysoko$é dopisanych odse-
tek. Jak zmieni sie¢ wielkos¢ kapitatu, jesli od odsetek naliczany jest podatek
w wysokosci 20% w skali roku?

Cwiczenie 3

Kapital w wysokosci 800 zt zlozono w banku na pieé lat. Oblicz wielkosé
kapitalu po uplywie tego czasu, jesli kapitalizacja odsetek byla roczna, od
odsetek naliczano podatek w wysokoSci 20% w skali roku, a oprocentowanie:

a) w pierwszych dwdéch latach wynosito 8%, w ostatnich trzech — 4%,
b) w pierwszych trzech latach wynosito 4%, w ostatnich dwéch — 8%,

¢) w pierwszych dwéch latach wynosito 7%, w kolejnych dwéch — 5%, w ostat-
nim roku — 2%.

Cwiczenie 2

5000 - (1 +0,05)"° ~ 8144,47 [z1]

Odsetki: 8144,47 — 5000 = 3144,47 [z1]

5000 - (1 4 0,05 - 0,8)*° ~ 7401,22 [z1]

Réznica kapitalu: 8144,47 — 7401,22 = 743,25 [zl

Cwiczenie 3

a) 800 - 1,082 - 1,04% ~ 1049,63 [z1]

Po opodatkowaniu: 800 - (1,064)% - (1,032)% ~ 995,43 [zl]

b) 800 - 1,047 - 1,08% ~ 1049,63 [zt]

Po opodatkowaniu: 800 - (1,032)% - (1,064)% ~ 995,43 [zl]

c) 800 - 1,072 - 1,052 - 1,02 ~ 1030 [z}]

Po opodatkowaniu: 800 - (1,056)2 - (1,04)% - 1,016 ~ 980,34 [z1]



Odsetki moga by¢ dopisywane czeSciej niz co rok. Jezeli dopisywane sa co
kwartal, méwimy o kapitalizacji kwartalnej, jesli co miesiac — o kapitalizacji
miesi¢cznej.

Twierdzenie

Kapital w wysokosci k, zlozony w banku na n lat przy oprocentowaniu
rocznym 7 i kapitalizacji m razy w roku, po n latach wzro$nie do:

ke(142)

m-n

Przyktad 3

W bankach A, B i C lokaty terminowe sg oprocentowane 6% w skali roku.
Odsetki sa kapitalizowane: w banku A — co rok, w banku B — co kwartal,
a w banku C — co miesiac. Do kazdego z tych bankéw wplacono 1000 zi.
W ktérym banku odsetki od tej kwoty po roku beda najwieksze? O jaki pro-
cent wzrosnie kapital w kazdym z tych bankéw po roku?

Kapital po roku wyniesie:

w banku A: 1000 - (1 4+ 0,06) = 1060 [z1],

w banku B: 1000 (1 + %)4 =1000- (1,015)* ~ 1000 - 1,06136 = 1061,36 [z1],
w banku C: 1000- (1 + %2)* = 1000-(1,005)'2 ~ 1000-1,06168 = 1061,68 [z1].
Zatem odsetki dopisane w tych bankach to kolejno: 60 zt, 61,36 zt i 61,68 zt.

Kapital wzros$nie wiec: w banku A — 0 6%, w banku B — o %gs = 0,06136 =~
~ 6,14%, a w banku C — o %5 = 0,06168 ~ 6,17%.

1000

Roczna stopg procentowa r taka, ze odsetki w wysokosci - kapitalizowane
sa m razy w roku, nazywa si¢ nominalng stopa procentowa. Rzeczywisty
przyrost kapitalu pokazuje efektywna stopa procentowa p, przy ktérej od-
setki kapitalizowane sa raz, na koniec roku. Miedzy tymi stopami zachodzi

nastepujaca zalezno$c: N
1+p=(1+2)

Cwiczenie 4

Bank X oferuje kapitalizacje péiroczna przy rocznej stopie 8%, a bank Y —
kapitalizacje kwartalna przy rocznej stopie r. Dla jakiej wartosci stopy r opro-
centowanie w skali roku jest w obu bankach najbardziej zblizone?

A r=4% B.r=1792% C.r=8%

Cwiczenie 4

p=(1+ #)m -1

px = (1+2%)? _1=0,0816

A py = (1+ 22)" —1~0,0406

B. py = (1+ 2292)* _1 ~0,0816

C.py = (1+2%)" _ 10,0824

Dla r = 7,92%.
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Cwiczenie 5

a) 10000(1 + 0,04)° ~
~ 12166,53 [z1]

b) 10000 (1 + 204)"°
~ 12189,94 1]

c) 10000 (14 224
~ 12201,90 [z1]

d) 10000 (1 + %%
~ 12209,97 [z1]

Q

Q

)20

)60

Q

Cwiczenie 6
200 - 1,05 - 1-(1,09)1°

1-1,05

~ 2641,36 [z1]

Cwiczenie 8

808 — 0,005

a) (60 — 25) - 12 = 420 okreséw
kapitalizacji

100 - 1,005 - 1o1005220

1-1,005

~ 143183,39 [21]

b) (65 — 25) - 12 = 480 okreséw
kapitalizacji

1-1,005480
100 - 1,005 - Troos

~ 200144,82 [z4]
c) (67— 25) 12 = 504 okresy
kapitalizacji

1-1,005°04
100 - 1,005 - Troos

~ 228151,10 [z1]
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Cwiczenie 5

Pani Katarzyna zlozyla w banku kwote 10000 zt na lokate oprocentowana
4% rocznie. Oblicz, do jakiej kwoty wzrosnie jej kapital po pieciu latach, jesli
odsetki beda kapitalizowane:

a) co rok, b) co p6t roku, ¢) co kwartal, d) co miesigc.
Cwiczenie 6

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Rodzice zaltozyli konto trzynastoletniej coérce. Postanowili wplacaé na nie
200 zt na poczatku kazdego roku przez pie¢ lat. Oprocentowanie roczne
w calym tym okresie wynosi 5%, a kapitalizacja nastepuje co rok. Jaka
kwote bedzie miata na koncie ich corka w wieku 18 lat?

Pierwsza wplata w wysokosci 200 zt bedzie kapitalizowana pie¢ razy, druga
— wplacona rok pdzniej — cztery razy i kazda kolejna wptata bedzie kapita-
lizowana o jeden raz mniej. Zatem kapital po pieciu latach bedzie wynosit:
200 - 1,05° 4+ 200 - 1,05* + 200 - 1,05 4 200 - 1,05% + 200 - 1,05 =

=200(1,05 + 1,05* 4+ 1,05° + 1,05* + 1,05%) =
1—(1,05)°
1-1,05

Korzystamy ze wzoru na
sume ciggu geometrycznego.

=200 1,05 - ~ 1160,38 [z1]

Jaka kwota bylaby na koncie opisanym w powyzszym przyktadzie, gdyby okres
oszczedzania byt dtuzszy o pieé lat?

Cwiczenie 7

a) Pani Ania zamierza wplaca¢ 500 zI na konto na poczatku kazdego roku.
Oprocentowanie konta wynosi 4% w skali roku, a odsetki sa kapitalizowane co
rok. Jakie érodki zostana zgromadzone na koncie pani Ani po 8 latach, a jakie
— po 20 latach oszczedzania?

b) Jaki kapital znajdzie sie na koncie osiemnastolatka, jezeli rodzice, poczaw-
szy od dnia jego urodzenia, wptacali mu do banku co rok 300 zt? Oprocento-
wanie wynosito 6% w skali roku, a odsetki byly kapitalizowane co miesigc.

Cwiczenie 8

Pawel, ktéry ma 25 lat, zamierza wplaca¢ 100 zt na fundusz emerytalny na
poczatku kazdego miesigca. Oprocentowanie funduszu wynosi 6% w skali roku,
a kapitalizacja odsetek jest miesieczna. Jaki kapital zostanie zgromadzony
przez Pawla, gdy bedzie on w wieku: a) 60 lat, b) 65 lat, c) 67 lat?

Cwiczenie 7

a) Po 8 latach:

500 - 1,04% + 500 - 1,04 4 ...+ 500 - 1,04 = 500 (1,04 + ... +1,04” +1,04°) =
=500 - 1,04 - 11088 ~ 479140 [z1]

Po 20 latach:

500 - 1,04°° + 500 - 1,04' + ... + 500 - 1,04 = 500 (1,04 + ... + 1,04" +1,04*°) =

=500 1,04 - L5022 & 15484,60 [21]
b) %2 = 0,005

300 - 1,005'812 4300 - 1,005 712 + ... 4+ 300 - 1,005'% =

=300 [1,00512 + (1,005'2) + (1,005'2)° 4 ... + (1,00512)18] -

1-(1,00512)"®
1-1,00512

=300 - 1,005 - ~ 10001,43 [z1]



Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. Do jakiej kwoty wzros$nie kapital po n latach, jezeli ztozymy w banku na 1. a) 2000 (140,05)? = 2205 [2]

procent sktadany 2000 zt przy oprocentowaniu rocznym r?
a) n=2,r=5% b) n=>5,r=5% c) n=10,r = 3%

b) 2000 - 1,05° ~ 2552,56 [z1]
c) 2000 - 1,03 ~ 2687,83 [z1]

2. Kapitalt w wysokosci 600 zt zostal zltozony w banku na pigé lat. Oblicz . a) 600 - 1,06 - 1,055 - 1,04® ~
wielko$é kapitalu po uplywie tego okresu, jezeli kapitalizacja byta roczna, A 754,76 [z1]
a oprocentowanie wynosilo: b) 600 - 1,055 - 1,047 - 1,06 ~
a) w pierwszym roku 6%, w drugim roku — 5,5%, a w trzech ostatnich ~ 754,76 ]
latach — 4%,
b) w pierwszym roku 5,5%, w trzech kolejnych latach — 4%, a w ostatnim
roku — 6%.
3. Oprocentowanie lokat w banku A wynosilo w kolejnych czterech latach . k — wplacony kapital
9%, 8%, 7% i 6%. Stopa procentowa w banku B byla w tym czasie stala Bank A: k-1,09-1,08-1,07-1,06
i wynosita r. Oblicz r, jesli wplacenie kapitalu na cztery lata byto w obu Biale 4B: ko(L+m)*
bankach réwnie oplacalne i oba banki kapitalizowaly odsetki rocznie. il—’—;)g)(; SRS
~ (,070
4. Jaka kwote nalezy ulokowa¢ na koncie, aby po pigciu latach uzyskaé . k — kapitat
1217 71, jezeli roczna stopa procentowa wynosi 4%, a odsetki kapitalizo- Po 5 latach: k- 1,045 = 1217,
wane sg co rok? Jaka kwote nalezaloby wptacié¢, aby uzyskaé¢ taki sam czyli k ~ 1000 [z}]
kapital koncowy po trzech latach? Po 3 latach: k- 1,04° = 1217,
czyli k =~ 1082 [zl]
5. Do banku wptacono 3000 zt na trzy lata przy rocznej stopie procento-
wej 6%. Ile bedzie wynosil kapital po uplywie tego okresu, jesli odsetki sa
kapitalizowane: a) co p6t roku, b) co kwartal, ¢) co miesiac, d) codziennie?
6. Firma X zaciagneta w banku kredyt w wysokosci 10000 zt. Co roku bank . 10000 - 1,1™ = 13310
nalicza odsetki w wysokosci 10%. Kredyt wraz z odsetkami ma by¢ spla- n=3
cony jednorazowo po n latach. Na ile lat zostal zaciggniety kredyt, jezeli
wiadomo, ze firma X bedzie musiala sptaci¢ 13310 zt?
7. Dziadkowie w dniu narodzin wnuka zdeponowali dla niego w banku kwote . k1,057 = 7757
k z} na osiemnadcie lat, oprocentowang 5% w skali roku z roczng kapita- k ~ 5000 zt
lizacja odsetek. Obecnie chlopiec ma dziewieé lat i kwota ta wzrosta do Po 18 lataﬁ;:
7757 zt. Tle wynosit kapital poczatkowy k z1? Do jakiej kwoty wzrosnie ten ZULVS U Rl S
kapital na koniec okresu oszczedzania?
8. Kuba zamierza kupi¢ samochdd, ktéry kosztuje 40000 zt. Zakup finan- : zfo‘%}ésgkiéoé{rij}}:fiu
suje ze srodkéw wlasnych i zaciagnietego na ten cel kredytu. Kredyt wraz k — 15000 1] ’
z odsetkami, ktére wyniosg 1200 zt, ma by¢ sptacony po roku. Ile érodkéw Srocld wilamne:
wlasnych ma Kuba, jezeli oprocentowanie kredytu wynosi 8% w skali roku? 40000 — 15000 = 25000 [z1]
5. a) 3000 - (1 + %)2‘3 ~ 3582,16 [z1]
b) 3000 - (1 + 206)** ~ 3586,85 [z1]
¢) 3000 - (1 + %%)"*? ~ 3590,04 [z1]
d) 3000 - (1 + 298)°°°% ~ 3591,60 [21] przy zalozeniu, Ze rok nie jest przestepny
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0,06

9. a) 1000 (1 + %3¢
1,0052" = 2

log 1,005'2" = log 2

_ log2 ~
"= T3Tog 1,005 11,58

Kapitat podwoi sie po
12 latach.

0,03
b) 1000 - (1+ %32
1,00251%" = 2
log 1,00252" = log 2

_ log 2 ~
"= 13T0g1,0025 ~ 23,17

Kapitatl podwoi sie po
24 latach.

)™ = 2000

)™ = 2000

11. a) 4000 - (1 +0,04)> =
= 4326,40 [z1]
b) 4000 - 1,03° ~ 4637,10 [z1]
c) 4000 - 1,04 ~ 5920,98 [z1]

12. Zysk w ciagu 5 lat:
50000 - (1,06° — 1,05%) ~
~ 3097,20 [z1]
Zysk w ciagu 10 lat:
50000 - (1,06'° — 1,05'°) ~
~ 8097,65 [z1]

13. k — kapital
Bank A: .
k(14 2954)™° ~ 11,1147k
Bank B:
k- (14 299)%% &~ 11154k
Bank C:
k- (1+ %3¢
Bank D:
k- (14 0,0565)% ~ 1,1162k

Najkorzystniejsze warunki
oferuje bank C'.

)** ~ 1,1168k
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9.

10.

Kapital w wysokosci 1000 zt wptacono do banku na lokate z miesieczna
kapitalizacjg odsetek. Po ilu latach kapital ten sie podwoi, jezeli wiadomo,
ze oprocentowanie w skali roku wynosi: a) 6%, b) 3%?

Pan Lech na budowe domu zaciagnat kredyt w wysokosci 100 000 zt, opro-
centowany 10% w skali roku. Kredyt bedzie sptacany w réwnych ratach
po 30000 zt na koniec kazdego roku, przy czym ostatnia rata moze by¢
mniejsza. Odsetki naliczane sg rocznie tylko od niesptaconej czesci kredytu.
W tabeli przedstawiono sposéb obliczania stanu zadluzenia po kolejnych
latach.

Rok Doliczone odsetki Stan zadtuzenia
1. 0,1-100000 = 10000 | 100000+ 10000 — 30000 = 80000
2. 0,1 -80000 = 8000 80 000 + 8000 — 30000 = 58 000
3. 0,1 - 58000 = 5800 58 000 + 5800 — 30000 = 33 800
4. 0,1-33800 = 3380 33800 + 3380 — 30000 = 7180
5. 0,1-7180 =718 7180+ 718 — 7898 = 0

Zatem lgcznie trzeba splacié 4 - 30000 4 7898 = 127898 [z1].

a) Sporzadz analogiczna tabele dla kredytu w wysokosci 100000 zt, opro-
centowanego 20% w skali roku, splacanego na tych samych zasadach co
kredyt pana Lecha. Jaka kwote trzeba lacznie splaci¢?

b) Ile czasu trwaloby splacanie takiego kredytu, gdyby oprocentowanie
wynosito 25% w skali roku?

Powtorzenie

11. Do jakiej kwoty wzrosnie kapital po n latach, jezeli zlozymy w banku na
procent sktadany 4000 zt przy oprocentowaniu rocznym 7?7
a) n=2,r=4% b) n=5,r=3% c) n=10,r =4%

12. Bank przyjal kwote 50000 zt na 5% rocznie, a nastepnie pozyczyl ja na
6% rocznie. Ile zyskal bank w ciggu pieciu lat, a ile by zyskal w ciggu
dziesieciu lat?

13. Warunki oferowane przez banki dla lokat dwuletnich sg nastepujace:
bank A — 5,44% rocznie, odsetki kapitalizowane co miesigc,
bank B — 5,5% rocznie, odsetki kapitalizowane co kwartal,
bank C' — 5,6% rocznie, odsetki kapitalizowane co p61 roku,
bank D — 5,65% rocznie, odsetki kapitalizowane co rok.

Ktéry z tych bankéw oferuje najkorzystniejsze warunki?
ek ) Rok Doliczone odsetki Stan zadluzenia
1. 0,2 - 100000 = 20000 100000 + 20000 — 30000 = 90000
2. 0,2 - 90000 = 18000 80000 4 18000 — 30000 = 78000
3 0,2 - 78000 = 15600 78000 + 15600 — 30000 = 63600
4. 0,2 - 63600 = 12720 63600 + 12720 — 30000 = 46320
5 0,2 -46320 = 9264 46320 + 9264 — 30000 = 25584
6 0,2 -25584 = 5116,80 25584 4+ 5116,80 — 30000 = 700,80
7 0,2 - 700,80 = 140,16 700,80 + 140,16 — 840,96 = 0

Lacznie trzeba sptacié¢ 180840,96 zt. b) 9 lat



3.14. Zagadnienia uzupetniajace

® Srednia arytmetyczna i $rednia geometryczna

Rozpatrzmy liczby nieujemne x i y. Miedzy Srednig arytmetyczna tych
liczb Sy = #¥ a ich rednig geometryczng Sg = v/ay zachodzi zaleino$c:
Se < Sa

Aby udowodnié te nier6wno$é, przeksztatcamy ja rownowaznie:

T+ je atr 7 et nede

fxy < Ty ()1)1(- st.mn(\ nieréwnosci
sg nieujemne.

T4y 2 h

ry < i !

dry < 2% + 22y + 12
0 < 2?2 — 22y + 92
0< (z—y)?
Ostatnia nieréwnosé jest zawsze prawdziwa, zatem udowodniliémy nieréw-
noé¢ wyjsciowa dla dowolnych nieujemnych liczb x i y.

Nieréwnosé /xy < % mozna réowniez udowodnié¢ geometrycznie, rozwa-

zajac odpowiednie odcinki w trojkacie prostokatnym.

a) Uzasadnij, ze wysokosé tréjkata prosto- C
katnego poprowadzona z wierzchotka kata
prostego jest srednig geometryczng dhugosci

odcinkow, na jakie dzieli ona przeciwprosto- vy
katna (skorzystaj z podobiefistwa odpowied- .
nich tréjkatow). A v D Y B
b) Uzasadnij, ze jesli przeciwprostokatna ¢
tréjkata prostokatnego ma dlugosé z + vy, to
odcinek taczacy $rodek przeciwprostokatnej =y
z wierzchotkiem kata prostego tego trojkata
ma dlugosé¢ “F. A O B
¢) Punkt O jest srodkiem przeciwprostokat- C
nej tréjkata prostokatnego ABC, punkt D — :
spodkiem wysoko$ci opuszczonej na przeciw-
prostokatna. Uzasadnij, ze zachodzi nieréw-
nosé: .

|CD| < |CO| A o D B

Odpowiedzi do zadan

1.

a) Niech |CD| = h.
Zauwazmy, ze trojkaty ADC' i CDB sa podobne (cecha KKK), zatem:

|AD| __ |CD] c @ _ b
Be] = DB czyli £ =2

h y

Stad h? = zy, zatem h = \/Ty.
b) Srodek okregu opisanego na trdjkacie prostokatnym lezy na $rodku
przeciwprostokatnej, czyli:

|0C| = |0A| = 4|AB]| = =
c¢) W tréjkacie prostokatnym najdtuzszym bokiem jest jego przeciwprostokatna.
Zauwazmy, ze tréjkat C DO jest prostokatny, a bok C'O jest jego przeciwprostokatna
i wtedy |C'D| < |CO|. Jezeli tréjkat ABC' jest réwnoramienny, to |[CD| = |CO|.
Zatem |C'D| < |CO|.
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2. a) a1 =3, a2 = 6, a3 = 12,

ag =24;q=2
b) a1 =6, az =2, ag =
as=3;q9=3

c)ar=4,a2=1,a3 =

4.a)24 b)14 ¢) 7

m— 162 3. Ciagi

B Wykres ciggu geometrycznego

2
3

1
2 3.

Wykres ciagu geometrycznego:

/
q, q27 q37 coo Y /
jest zawarty w wykresie funkcji wyktadni- 4
czej y = q". J
Na rysunku obok przedstawiono wykres i
ciagu a, = (3)" s
Ogodlnie, wykres ciagu geometrycznego: b=l -
a,aq,aq’,aq’, ... o

jest zawarty w wykresie funkcji y = ag” . 1 X

2. Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu geometrycznego, ktérego wykres

jest zawarty w wykresie funkcji f. Podaj iloraz tego ciagu.

x—1
a) f(x)=3-2"1 b) f(x) =6-(3) o) fl)=3 d) flx)=2""7
Na rysunku ponizej przedstawiono wykres ciagu geometrycznego (a,,). Za-

pisz w postaci f(x) = a-¢" " wzér funkeji, w ktérej wykresie jest zawarty
wykres tego ciagu.

a) Y b) Y
1 1
ol 1 X o] 1 X

Podaj przyblizona liczbe lat, po ktorej nastapi podwojenie kwoty ztozonej
na lokate bankowa z kapitalizacja roczng o oprocentowaniu w skali roku:
a) 3%, b) 5%, ¢) 10%.

Skorzystaj z wykreséw przedstawionych ponizej.

Y .~
/
// L
11— y=105"_ ___—
L _— L —— L ——
1 — —_— —————— yi=1,03"
o] 1 X

Sprawdz otrzymane wyniki, korzystajac z kalkulatora.



M Ciagi liczb catkowitych

Ponad pieédziesiat lat temu amerykanski matematyk Neil Sloane [czyt.
nil sloin] stworzy?t katalog ciagéw liczb catkowitych obecnie funkcjonujacy
jako Encyklopedia ciagéw liczb calkowitych w wersji on-line (oeis.org).

Opisanych jest w niej ponad ¢wieré miliona réznych ciggéw. Aby znalezé

informacje o ciaggu, nalezy podaé¢ jego numer w katalogu, nazwe lub po-

czatkowe wyrazy. Na przyktad:

 pod numerem A000045 znajduje sie ciag Fibonacciego (patrz str. 124),

« pod numerem A000108 znajduje sie ciag liczb Catalana [czyt. katalanal:
1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, ...

(2n)!
(D)l

=l,e=0m=20G=2=5ca=32=14, ..

Ciag ten ma wiele interpretacji geometrycznych, np. dla (n + 2)-kata wy-

puktego liczba jego mozliwych podzialéw na trdjkaty nieprzecinajacymi

sie przekatnymi jest réwna n-tej liczbie Catalana. Dla szeSciokata istnieje

14 takich podzialow:

QWD Q)

Rozwazmy teraz kwadrat o wymiarach n x n z siatka catkowita, jak na ry-
sunku ponizej, oraz drogi prowadzace z lewego dolnego rogu tego kwadratu
do jego prawego gérnego rogu spetniajace warunki:

Ciag liczb Catalana okreslony jest wzorem ¢, = Zatem:

2!

C1 = 3

« poruszamy sie po siatce catkowitej w prawo albo w gore,
« nie przechodzimy nad przekatng kwadratu.

Okazuje sie, ze liczba takich drog jest n-tg liczba Catalana.
Na ponizszych rysunkach przedstawiono wszystkie mozliwe
drogi dla n = 3 (¢c3 = 5).

5. Narysuj odpowiednie rysunki i sprawdz, czy dla kwadratu 4 x 4 istnieje
¢4 = 14 réznych drog spelniajacych warunki opisane wyzej.
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Odpowiedzi do zadan

.a) bnt1 —bn=1>0

dla n € Ny, zatem ciag (by)
jest rosnagcym ciggiem
arytmetycznym.

b) bpy1 —bp=2n+1>0
dla n € Ny, zatem ciag (bn)
nie jest ciggiem arytmetycz-
nym, ale jest rosnacy.

) r=bny1 —bp=-2<0
dla n € Ny, zatem ciag (by)
jest malejacym ciagiem
arytmetycznym.

__ -3
d)bn+1—bn7m<0

dla n € Ny, zatem ciag (by)
nie jest ciggiem arytmetycz-

nym, ale jest malejacy.
e) bn+1 - bn -
dla n € Ny, zatem ciag (bn)
nie jest ciggiem arytmetycz-
nym, ale jest malejacy.

£) bny1 —bn=—3 <0

dla n € Ny, zatem ciag (by)
jest malejacym ciagiem
arytmetycznym.

.a)as =12, ag =18

b) as = —30, ag = —45

-1
n(n+1) <0

anp =3n — 6, ag = 18
¢) an = —2n + 10, ag = —6

E—— 164 3. Ciagi

v/

Zestawy powtdrzeniowe

M Zestaw |

1.

Oblicz a9 — bg.
a) a, =2n+1,b, =3n ¢) a, =

_ 8 — (_1)nt+1. nl
b)a'n* 47bn*( 1) 2

n2+45 _ 5n-8
9 bn 2

n n

d) a, =v/2—mn, b, =n3

N}

Oblicz 4@2 — 6b4
a) a, = log,n, b, =logs(2n — 3)

b) a, = (=1)"1, b, = (vV2)" "

Czy ciag (b,) jest ciagiem arytmetycznym? Okresl jego monotonicznosé.

a) by =n+1 c) by=—2n+3 e) b, =+
=n? S 4"
b) b, =n d) by, = ™= £) by=4-1

Oblicz wyrazy ag 1 ag ciagu arytmetycznego (a,,) o rdznicy r.
e) a; =0,7r=10
f) ap =8, r=—

a) ap =2,r =2
b) CL1:—5,T:_5

c)ap=3,r=1

d) a; =5r=-2 :
Wyznacz wzér ogdlny ciagu arytmetycznego (a,) i oblicz wyraz as.
b) a; =0,a5 =9

a)a2:2,a4:6 C) a4:2,a10:—10

Wyznacz wzér ogélny ciagu arytmetycznego (a,,).

a+a:7 afa:4 a.a:G
a) 1 2 b) 4 2 C) 1 2

ap - ay =10 as - ay; = 32 ay +a, =38
Oblicz sume Si, clagu arytmetycznego (a,).

a) CL1:2, a10:29
b) a; =3, r=2

e) a; = 16, S4 = 52
f) as = —4, SlO =—-15

C) a2=5, CL10:21
d) a2:—8,7"=3

Oblicz sume Sioy ciagu arytmetycznego (a,).
C) a; = 5, Qg9 + a191 = 150

d) G/3+CL6:4%, alo—a4:3

_ 1 _ 2
a) a1 = 3, G100 = 3

b) 19 = —1, A100 = —11

Kula toczaca sie po réwni pochytej w pierwszej sekundzie przebyta droge
0,5 m, a w kazdej nastepnej sekundzie — droge o 1 m dluzsza niz w poprzed-
niej. Oblicz droge, ktora przebyta kula w ciaggu poczatkowych dziesigciu
sekund.

.a)a,=3n—11luba, =—-3n+38

b) an = 2n — 12 lub a, = 2n
c) an =n+11lub a, =5n—11

. a) 222 b) 168 c) 168

d) 66 €) 60 f) —6

.a) 50 b) —550 c) 4000 d) 2525
.a1=05r=1

Sio = (2~0,5+2941)410 = 50 [m]



(o] 10.

11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

20.

Vv

Oblicz wyrazy a,, as, as i ag ciagu a,, = . Uzasadnij, ze kazdy

wyraz tego ciagu jest liczba naturalna.

n(n+1)(n+2)
3

Czy ciag (b,) jest ciagiem geometrycznym? Okresl jego monotonicznosé.

a) b, =2" b) b, =3-5" ¢) b, =231
Oblicz wyrazy od czwartego do 6smego ciagu geometrycznego (ay,).
a) a; =3, qg=2 b) ay=—-4,q=3 c) ap=-25,a3=5
Oblicz wyraz a; ciagu geometrycznego (a,,).

a) a; =2, ay = 250 b) a; = 64, ag = 2

Oblicz wyrazy as i as ciagu geometrycznego (a,,).

a) ag = 100, ¢ =10 c)ag=1,a3-a,=3

b) a9 = 4, a7 = 128 d) a, +as = 107 az = —8a6
Oblicz sume S5 ciagu geometrycznego (a,,).

a)a1:3,q:% c) ap =1, as + a3 =20
b)a1:—10,q:—% d)a1:—4,S3:—

Suma wyrazéw skonczonego ciagu geometrycznego jest réwna 765. Pier-
wszy wyraz tego ciagu a; = 9, a iloraz ¢ = 4. Ile wyrazéw ma ten ciag?

Suma trzech poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego jest rowna 21,
a suma trzech nastepnych jest réwna 168. Ktory wyraz tego ciagu jest
rowny 1927

Ktéry z ciggdéw ma wiekszy czwarty wyraz?

a; = 1 bl =2
1 =2a, +n+1dlan>1, bpyr = (b)) —ndlan>1
Oblicz 2as — by.

) ar = % b =0
a
Uny1 = (—2)" -a, dlan>1, buy1 = b, — (—1

" dlan>1
ar =1 b1 =1
b){ ,
pi1=a, +n*dlan>1, bpy1 =b, + ﬁ dlan >
Podaj rekurencyjne okreslenie ciagu (a,).
a) a, =n’—3n+1 b)an=4+% c) a, =logn

nt1 =an+2(n—1)dlan>1

b) a; =5
np.
2 Ant+1 = Gn — 2+n dlan >
) a; =0
¢) np.
P ant1=an +log 2t dlan > 1

10.

11.

12.

13.
14. a

15. a

16.

17.

18.

19.

a1:2,a2:8,a3:20,

ag = 240

n(n+1)(n+2) jest iloczynem
trzech kolejnych liczb natu-
ralnych, zatem jeden z czyn-
nikéw jest liczba podzielna
przez 3, czyli an, € N4.

a), b), ¢) ciag geometryczny
a) ciag malejacy

b), ¢) ciag rosnacy

a) 24 48, 96 192, 384

b) 7 7 %7 _%7 _%

) 1 1 1
T 257 1257~ 625

341 lub 521
d) 44 lub —20
9. £-1 _ 765
4" = 256

n=4

ar - L5 =21
arg® - L1 =168

¢ =8, czyliqg=2oraz a; =3
an=3-2""1=192dlan="7
as = 26 1 by = 46,

czyli by > aa

a) 1024 b) 60+

Zestawy powtdrzeniowe 165 I



Zestaw |l

1. a), ¢), d) malejacy
b) rosnacy

2.3) an1—an=1>0
dla n > 1, wiec ciag jest
rosnacy.
b) an+1_an:_2<0
dla n > 1, wiec ciag jest
malejacy.
c)ar=1>a2=0<az=
= 1> a4 = 0, wiec ciagg nie
jest monotoniczny.
d) a1 =2>0
i%:2>1dlan21,
wiec cigg jest rosnacy.

3. an, = —n2—|—6n—3,
an < —18dlan > 8

4. a, = %nz —2n, ag =9,
alg = 72

5. a) 165150 b) 82350
7. a) a; =11, a, =99
9 =114+ (n—1) -4,
czyli n = 23
_ (11499)-23 _
Sa3 = ~——5+— = 1265
b) a1 = 16, a, =93
93=16+(n—1)-7,
czyli n = 12
_ (16493)-12
S12 = ~—5~"— =654

8.a)z=3+2n—-1)>0

Stqdn:%.
3tz 2zl — 48
Zatem x = 13.
b) z = —30

c) z =237

d) z =29

9.2) & — (2 —2) =5z — &L
1

2

b) 3z + 16 = z* — 3z
22 —6x—16=0
z=—-2lubz=28

8
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B Zestaw Il

1.

(o2}

Zbadaj monotoniczno$¢ ciagu (ay,).

—n—+2
3

_ 5-3n
T 2n+1

b) L= 2n—+1

) a, = 2n?41
T 2n43 n

a) a, = o3

d) a,

Zbadaj monotoniczno$é ciagu (a, ).

) a1:3 ) a1=1
a c
Gny1 =a, +1dlan>1 py1=1—a,dlan>1

b) (llzl ) 0,1:2
Gpi1 =0, —2dlan>1 Gny1 = 2a, dlan > 1

Wyznacz wzér ogdlny ciagu (a,), jezeli jego wy- vy
kres jest zawarty w paraboli przedstawionej na

rysunku obok. Ktére wyrazy ciagu (a,,) spetniaja
nieréwnoéé a,, < —18? / \

Wykres ciagu (a,) jest zawarty w paraboli prze-
chodzacej przez poczatek uktadu wspéirzednych
i majacej wierzcholek w punkcie (3, —3). Wyznacz ~ O|[1 X

_
—
|_—

wzor ogblny tego ciggu. Oblicz wyrazy ag i a;g. /

Oblicz sume wszystkich liczb trzycyfrowych do-
datnich, ktore sa: |

a) podzielne przez 3, b) podzielne przez 6. |

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych niepodzielnych przez 5, ktore:

a) sa dwucyfrowe, b) sa trzycyfrowe.

Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych dodatnich, ktérych reszta

z dzielenia przez k jest réwna r.

a) k=4,r=3 b)k=7,r=2

Lewa strona réwnania jest suma kilku poczatkowych wyrazéw ciagu aryt-
metycznego. Oblicz x.

a) 3+5+7+...+z=48
b) 8+6+4+...+2=—220

c) 24+7+12+ ...+ =156
d) —7—341+...+z=110

Dla jakich wartosci x liczby a,b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciggu arytme-
tycznego?
a) a=x—2,b=21 c=5z b) a = —16, b = 3z, c = z*

a) Niech S — suma wszystkich liczb dwucyfrowych,

T — suma liczb dwucyfrowych podzielnych przez 5, (S — T') — szukana suma.
S=10+11+...+99 = L0990 _ 4905
T=10415+20+...4+95=5-(24+3+...+19) =5. GLOE _gy5

S — T = 4905 — 945 = 3960

b) Niech S — suma wszystkich liczb trzycyfrowych,

T — suma liczb trzycyfrowych podzielnych przez 5, (S — T') — szukana suma.

S =100+ 101 + ...+ 999 = (10049990900 — 494550

T =100 +105+...+995 =5 (20 + 21 + ... +199) = 5 . ZOHINI0 _ 9855
S — T = 494550 — 98550 = 396000



o] 10.

11.

12.

13.

[D]14.

15.

14.

Vv

Uzasadnij, ze jesli liczby a, b, ¢ tworza jednocze$nie ciag arytmetyczny
i ciag geometryczny, to jest to ciag staly.

a) Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 6, tworza ciag arytmetyczny. Jesli
do ostatniej z nich dodamy 1, to otrzymamy ciag geometryczny. Wyznacz
te liczby.

b) Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 7, tworza ciag geometryczny. Jesli
od ostatniej z nich odejmiemy 1, to otrzymamy ciag arytmetyczny. Wy-
znacz te liczby.

11.

a) Dany jest ciag arytmetyczny (a,,) o wyrazach catkowitych. Suma pierw-
szego, drugiego i piatego wyrazu tego ciagu jest réwna 27, natomiast liczby
a1 — 1, as — 11 a5 — 4 tworza rosnacy ciag geometryczny. Wyznacz wzor
ogdllny ciagu (a,).

b) Dany jest ciag arytmetyczny (a,,) o wyrazach catkowitych. Suma pierw-
szego, drugiego i czwartego wyrazu tego ciagu jest réwna 40, natomiast
liczby ay, a; — 1 i a4 tworza ciag geometryczny. Wyznacz wzor ogdlny
ciagu (a,,).

Suma trzech wyrazéw ay, a,, as ciagu arytmetycznego (a,) jest réwna 0.
Jesli do pierwszego wyrazu dodamy 1, do drugiego dodamy 2, a od trze-
ciego odejmiemy 6, to otrzymamy trzy kolejne wyrazy ciggu geometrycz-
nego. Oblicz aq, as, as.

Cztery okregi polozone sg jak na rysunku obok.
Wykaz, ze jeli YABC = 60° i |AB| = 2v/3 cm,
to suma dlugosci tych okregow jest wigksza
od 18,6 cm. Oblicz sume poél két ograni-
czonych tymi okregami.

Pola pieciu tréjkatéw réwnobocznych
tworzg ciag geometryczny o ilorazie %,
a suma tych pél jest réwna 31v/3.
Oblicz obwo6d najwiekszego spo-
$réd tych tréjkatow.

Kapital w wysokosci 800 zt zostal ztozony w banku oferujacym kapitaliza-
cje miesieczng. Oblicz wysoko$é kapitalu po roku, jesli przez szesé pierw-
szych miesiecy roczna stopa procentowa wynosita:

a) 6%, a przez szes¢ pozostatych miesiecy — 3%,

b) 3%, a przez sze$é pozostalych miesiecy — 6%.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Zauwazmy, ze trojkaty ABCS, ABDE,
ABGF i ABH]I sa podobne (z cechy KKK) oraz |CS| =21 |BS|=4.

Zatem:
2

e czyli |[DE| = 2

, czyli |GF| =2
czyli |HI| =

_ 4
= 12-|DE|’

2 _ 4
[GF| — 4—2-2DE|-|GF|
2
27

2 _ 4
THI] — 4—2—2[DE[-2|GF|-|HI|’
Suma dtugosci okregdw:
_(1)*
271-2+27T'§+27r~%+27r'2%:47r- (%)

1
1-3

= 1807 ~ 18,62 > 18,6 [cm]

Suma ()lkél’7r-22+7r(3)2+7r(2)2+7r(3)2*47r~ﬂfélﬂﬂ
p : 3 9 27) = 1

729 [cm?]

10.

12.

13.

15.

16.

Niech a, b, ¢ — ciag aryt-

metyczny i geometryczny,

r — rbznica ciggu arytmetycz-

nego.

Wéwczas b=a+r,c=a+2r

oraz b2 = ac. Po podstawieniu

otrzymujemy:
(a+7r)?=a-(a+2r)

Stad r = 0, czyli ciag jest

staty.

a) 1,2, 31lub4, 2,0

b) 1, 2,4 lub 4, 2, 1

{a1+a2+a5—27
a

as—1 _ as—4
a1—1 =~ as—1

a1+r—1 __ aj;+4r—4
~ aj+r-1

13r2 —63r+72=0
r:3lubr:%¢z

{3a1+5r—27

a;—1

an =3n-+1
b) an, =Tn —3
a1:—5,a2:0,a3:5

lub a; = -2, a2 =0, a3 =2

Niech a — dtugos$¢ boku naj-
wiekszego sposréd danych
trojkatow.
Suma pdl tych tréjkatow:
(LY’

25 L0V _ 313

2 -1
Stad a = 8, czyli Ob = 24.
a), b) okolo 836,74 zt

Zestawy powtdrzeniowe 167 I
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@ Sposéb na zadanie

Aby wykazaé, ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym, nalezy sprawdzié, czy
réznica a,,1 — a, jest stata dla kazdegon € N,.

Przyktad 1
Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) dana jest za pomoca wzoru
S, = 2n2. Czy jest to cigg arytmetyczny?
Obliczamy pierwszy wyraz ciggu: a; = S; =212 = 2.
Dla n > 1 wyraz a,, mozemy wyznaczy¢ ze wzoru a, = .S, — S,_1:

a, =2n*>—-2(n—-12=2n>-2(n>-2n+1)=4n—2
Stad ap41 =4(n+1) —2=4n+2.
Réznica apyq —a, =4n+2—(dn—2) =4 dlan > 1.
Nalezy jeszcze obliczy¢ réznice ay — aq:

as—ay = (4-2-2)—2=4

Réznica a,, 11 — a,, = 4 dla kazdego n € N, wiec ciag (a,,) jest arytmetyczny.

Odpowiedz: Ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

Przykfad 2
Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) dana jest za pomoca wzoru
S, = n? — 4. Czy jest to ciag arytmetyczny?
Obliczamy pierwszy wyraz ciggu: a; = S; = 1> —4 = -3.
Wyznaczamy wyraz a,, dla n > 1:
a,=8,—S, 1=Mn*—4)—((n—1?*-4)=2n-1
Stad a1 =2(n+1)—1=2n+1.
Réznica apy —a, =2n+1—(2n—1)=2dlan > 1.
Obliczmy a; = 2-2 — 1 = 3 oraz r6éznice ay — a3 =3 — (—3) =6 # 2.
OtrzymaliSmy a, — a; # az — as.

Odpowiedz: Ciag (a,) nie jest ciagiem arytmetycznym.

Przyktad 3
Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) dana jest za pomoca wzoru
S, = 2n 4+ 3. Czy jest to ciag arytmetyczny?
Obliczamy pierwszy wyraz ciagu: a3 =51 =2-1+3 =5.
Wyznaczamy wyraz a,, dla n > 1:
a, =8, — S, 1=02n+3)—(2(n—-1)+3)=2
Zatem dla n > 1 wszystkie wyrazy sa réwne 2, ale a; = 5.

Odpowiedz: Ciag (a,) nie jest ciagiem arytmetycznym.



Zadania testowe

)

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

(o]

Liczba 6 jest piatym wyrazem ciggu:
A.a,=(n-1)*+5,
B. a, = (n—2)?+5,

C.a,=(n-3)?2+5,
D. a, = (n—4)?+5.

2n+6
n

. Zaden wyraz tego ciagu

Dany jest ciag (a,) o wzorze ogdlnym a,, =
nie jest rowny:
A. 8,

B. 6, C. 5, D. 3.

Ciagiem malejacym jest ciag:
A. a,=n(2—n),
B. a, =n(3 —n),

C. a, =n(4—n),
D. a, = n(5—n).

Dany jest ciag (a,) o wzorze ogblnym a, = 7(n — 1) + 4. Jest to ciag
arytmetyczny o réznicy rownej:
A. —4, B. -3,

C. 4, D. 7.

Dany jest ciag (a,) o wzorze ogdélnym a,, = v/2-n — 1. Suma S5 tego ciagu
jest rowna:
A. 5v/2 —1, D. 15v/2 — 5.

B. 102 — 1, C. 10v2 — 5,

Ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym, w ktérym wyraz a, = 36 i iloraz
q = 3. Pierwszy wyraz tego ciagu jest réwny:
A 3, B. 13, C. 4, D. 12.

Dany jest ciag geometryczny a,, = 54- (—%)". Suma czterech poczatkowych
wyrazow tego ciggu jest liczba nalezacg do przedziatu:

A. (—18;—16), B. (—16;—14), C. (—14;-12), D. (—12;—10).

Ciag (a,) jest ciagiem kolejnych liczb naturalnych, ktérych reszta z dzie-
lenia przez 4 jest rowna 2. Suma wyrazéw a1 as tego ciagu jest réwna:

A. 120, B. 124, C. 128, D. 132.

Ciag (a,) jest ciaggiem kolejnych liczb naturalnych, ktérych reszta z dzie-
lenia przez 3 jest réwna 1. Suma wyrazéw ciggu (a,) wickszych od 10
i mniejszych od 100 jest rowna:

A. 1535, B. 1540, C. 1595, D. 1760.

Ciag (ax) jest ciagiem arytmetycznym o wzorze ogélnym a, = 4n — 2.
Zatem a11 + a21 = 42 4 82 = 124.

13416 + ... +97 = U302 — 15095

.A.an+1:1—n,

LA a5 =21
B.as =14
C.a5=9
D.as =6
.A.2”n—+6:8dlan:1
B. 2286 — g dlan =3,

sprzeczne, bo n € N1

C. 228 —5dlan=2

D. 2¢6 =3 dlan =6
2

Ant1 —an =1—2n <0

dla n € Ny

B.a1:2:a2
C.a1 =3=as3
D.a1:4:a4

.anp=1Tn—3

an+1 =Tn+4
an+1 — An = 7

« Qn41 — Gn =

=V2(n+1)—1—v2n+1=
=2

Ciag (an) jest ciagiem
arytmetycznym o réznicy

r=+/2oraz a1 = V2 — 1.

S

=15v2-5

. a1 =ay - ¢, czyli

36 = a1 - 3%, zatem a; = 2

Zadania testowe 169 N



Odpowiedzi do zadan

4 3
Lani—an=—35+ 05 =

:m>0dlaneN+,
czyli ciag (an) jest rosnacy.
2. Gni1—an=n’—n+3=
=n(n—1)+3 >0dlan € N,
czyli ciag (an) jest rosnacy.

3.9.- =1 — 765

-1
n=4

4. a1 =4, dlan > 1:
an = 6n—2n% —6(n —1)+
+2(n—1)2 =8 —4n
ant+1 = 4—4n, ant1—an = —4
oraz az — a1 = —4, wiec ciag
ten jest arytmetyczny.

5. a —r, a, a+r — dlugosci
bokow trojkata
a—r+a+a+r =24, czyli

a=38
64 + (8 — )% = (8 +r)?, skad
rT=2

Dtugosci bokéw: 6, 8, 10

6. a —r, a, a + r — trzy kolejne
wyrazy ciggu arytmetycznego
a—r+a+a+r=12, skad
a=4
(4—7)2+ 16+ (4 +7)* = 56,
czylir=—-21lubr =2
Wyrazy ciagu: 2,4, 6 lub
6,4,2

7. Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku.
Z twierdzenia Pitagorasa:
|AC)? = a® + (aq)?, stad
|A'CP* = (ag®)* + a® + (aq)®

(ag”)* + a® + (ag)” = 84
a-aq-aq’ =64

oraz a,q > 0
a=2,q=2luba=8,q=
Po = 2a°q + 2a%¢% + 24%¢°
=112 [em?]

4
2

m—— 170 3. Ciagi

@ Przed obowigzkowa matura z matematyki

B Zadania krétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)

Zbadaj monotoniczno$é ciggu a, = — 23

n+2°

[0] Zadanie 2 (2 pkt)

Wykaz, ze ciag (a,) okreslony wzorem rekurencyjnym jest monotoniczny.

al——3
Upp1 =ap +n* —n+3dlan>1

Zadanie 3 (2 pkt)
Suma wyrazéw skoniczonego ciagu geometrycznego jest rowna 765. Pierwszy
wyraz tego ciagu jest réwny 9, a iloraz 4. Z ilu wyrazéw sklada sie ten ciag?

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 4 (4 pkt)
Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) dana jest wzorem S, = 6n — 2n?.
Sprawdz, czy ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

Zadanie 5 (4 pkt)
Obwod tréjkata prostokatnego jest réwny 24. Oblicz dtugosci bokéw tego trdj-
kata, jesli wiadomo, ze tworza one ciag arytmetyczny.

Zadanie 6 (4 pkt)
Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest réwna 12, a suma ich
kwadratow jest rowna 56. Wyznacz te liczby.

Zadanie 7 (5 pkt)

Dtugoscei trzech krawedzi prostopadtoscianu wychodzacych l
z tego samego wierzcholka tworza ciag geometryczny. Prze- ~L
katna prostopadloscianu ma dlugoéé v/84 cm, a jego obje- ag® | ~
to$é jest réwna 64 cm?. Oblicz pole powierzchni calkowitej
tego prostopadtoscianu. - aq

Zadanie 8 (5 pkt)

Suma pieciu poczatkowych wyrazdéw rosnacego ciagu arytmetycznego (a,,) jest
rowna 30 oraz as - a4 = 11. Ile co najmniej poczatkowych wyrazéw tego ciggu
trzeba dodaé, aby otrzymac sume wieksza od 1007

Zadanie 9 (4 pkt)

Suma trzech poczatkowych wyrazéw monotonicznego ciagu geometrycznego
jest réwna 13. Drugi wyraz jest o 5 mniejszy od réznicy miedzy trzecim i pierw-
szym wyrazem. Oblicz czwarty wyraz tego ciagu.

{a+a+r+a+2r+a+3r+a+4r—30
5 oraz r > 0

(a+r)(a+3r)=11
a=—-4,r=5a,=5M-9
(I35mn 100 dla n > 1367860 ~ 78

Trzeba dodaé¢ co najmniej 8 poczatkowych wyrazéw.
9 a+ aq+ aq2 =13
' aq+5= aq2 —a
a=1ig=3
as=1-3*=27



