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Mont Saint-Michel [czyt. ma se miszel] w czasie odptywu. Podnoszenie si¢ i opadanie poziomu
oceanéw jest zjawiskiem powtarzajacym sie okresowo.

Omawiane w tym rozdziale funkcje trygonometryczne moga stanowi¢ model
stuzacy do opisu niektoérych zjawisk powtarzajacych sie okresowo. Na rysunku
ponizej przedstawiono wykres jednej z funkcji trygonometrycznych — funkcji
sinus. Wykres ten nazywamy sinusoidg.

R A

MultiteZa

® Odlegtos¢ Ziemi od Storica
i Ksigzyca

1. Funkcje trygonometryczne 9 I



Odpowiedzi do zadan

1.a) sina =2, cosa = 2,
tga = %, ctga = %,
sin 8 = %, cosfB = %,
tgf =3, ctgB=3

b) sina = %, cosa = %,

tga = %, ctga = %,
sin 8 = %, cosfB = %,
tgB8=3%,ctgB=3
c) sina = 15—3, cosa = %,
tga = %, ctga = %,
sin 8 = %, cos B = 15—3,

5

tgﬂ: %7 Ctgﬂ = 12

d) sina = @, cosa =

S
U\S
ot

tga = %, ctga =2,

sin 8 = 25—‘/3, cos B = @,
tg B =2, ctgf = %

2.a)6,8 b) 7,24

3. a) Ob = 25,

; — 12 — 5
sina = 13, cosa = 73

b) Ob = 8 + 2V/10,

. __ /10 _ 3/10
sina = 4=, cosa = =f5—

1. Funkcje trygonometryczne

Warto powtorzyé

Funkcje trygonometryczne kata ostrego w tréjkacie prostokatnym

Jesli a jest katem ostrym tréjkata prostokatnego, to B
sinusem kata o nazywamy stosunek dlugosci przypro-
stokatnej lezacej naprzeciwko tego kata do dlugosci ¢ a
przeciwprostokatnej. 4
. _a d
sina = — A b C

Cosinus, tangens i cotangens kata o definiujemy nastepujaco:

cosa—é tga =2 ct a—é
_C’ g - 9 g _a

Wartosci funkcji trygonometycznych nie zaleza od wielkoéci rozpatrywanego
trojkata, a jedynie od kata a.

Podane w tabeli wartosci mozna wyzna-

, . . , ¢} 30° 45° 60°
czy¢, korzystajac z ponizszych rysunkéw.

: 1 V2 V3
Sin & ) 5 5

V3 V2 1

@ ) N cos & ¥3 ¥2 5
tg o \/?5 1 V3

15° a /] 60°

1 1 ctga V3 1 V3

1. Podaj wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych tréjkata pro-
stokatnego o podanych przyprostokatnych.

a) 3,4 b) 9, 12 ¢) 5,12 d) 1,2

2. W tréjkacie prostokatnym dana jest dtugo$é przeciwprostokatnej ¢ oraz
sinus kata ostrego . Oblicz dlugosci przyprostokatnych.
a) ¢ =10, sina = 2 b) ¢ =25, sina = 0,28

3. W tréjkacie prostokatnym dany jest tangens kata ostrego o oraz dlugosé
boku a lezacego naprzeciwko kata «. Oblicz obwdd tego tréjkata. Wyznacz
sina i cos a.

a) tga =24, a=10 b)tga=1%a=2

@ 4. Uzasadnij, ze miedzy funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego o za-

chodzi podana zaleznos¢.

a) sina +cos’a =1 d) ctga = 222
Sin @
. - 2,

b) tga - ctga =1 e) 1+tgw —5=
__ sina 2

C) tga = cos o f) I+ctgia= sin? o

4. a) W dowodzie jedynki trygonometrycznej korzystamy z twierdzenia Pitagorasa:
2 2 2
a“+b°=c

sin® a + cos® a = (%)2 4 (9)2 = a2§§b2 =5 =1

c

—_a b _
b) tga -ctga =% -2 =
sinae _a .b _a _
C) cos o c'c_b_tga
cosaa _b.a _ b _
d) sina = ¢ ciai(:tga
e) 1—|—tg2a:1—|— sin? o _ cos2a+sin2a _ 1
cos? « cos? cos?
2 2 2
2 cos” o« sin“ o+ cos“ « 1
f)1+Ctga:1+sin2a: sin+2a ~ sin o



*1.1. Funkcje trygonometryczne
dowolnego kata

Rozpatrujemy katy umieszczone w uktadzie wspdtrzednych w ten sposéb, ze
poczatek ukladu jest wierzchotkiem kata, a jego ramie poczatkowe zawiera
sie w dodatniej potosi OX. Kat jest odlozony od ramienia poczatkowego do
konicowego w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara oraz moze
przyjmowaé miare od 0° do 360°.

Y Y Y

60° 135° 330°

Niech P(z,y) bedzie dowolnym punktem, réznym od poczatku ukladu wspo6l-
rzednych, lezacym na ramieniu koncowym kata ostrego av. Wtedy:

= (z#0)
. cdga=2 (y#0)
gdzie r = |OP| = a? + y?

<

sina = <, tga =

cosa =

sl8 3w

Cwiczenie 1
Do ramienia koncowego kata a nalezy punkt P. Narysuj ten kat i oblicz war-
tosci jego funkcji trygonometrycznych.

a) P(4,3) b) P(2,3) ¢) P(v/5,2) d) P(1,2v2)

Podane powyzej wzory w klasie II postuzyly do zdefiniowania funkcji trygono-
metrycznych kata wypuklego a € (0°;180°). Definicje te mozemy rozszerzyé
na dowolny kat o € (0°;360°).

Na rysunkach ponizej ramie koncowe kata lezy odpowiednio w II, IIT i TV
¢wiartce uktadu wspotrzednych.

Y Y Y
Py——Y
I\
: [0} €T Q o X
z O X /)0 X ON | X
/T AN
Py—-y Y —\P
c) Y d) v /
p/
P
1
1 ' 17/
&\ | o)
o 1 X Ol 1 X

r=3, sina =2 cosaz@, r=3,sina = , cosa =

3
4, iga= 4

2V2 1
3 37

— — _ V2
tga = tg o = 2v/2, ctga = *F

Uczen:

zaznacza kat w ukladzie
wspotrzednych,

oblicza wartosci funkcji
trygonometrycznych kata,
gdy dane sa wspoélrzedne
punktu lezacego na jego
koncowym ramieniu,

okresla znaki wartosci funkcji
trygonometrycznych danego
kata,

oblicza wartosci funkcji
trygonometrycznych szcze-
gblnych katéw, np.: 90°,
120°, 135°, 225°, korzystajac
z definicji dowolnego kata

a € (0°;360°),

okresla polozenie koncowego
ramienia kata na podstawie
informacji o warto$ciach
funkcji trygonometrycznych
tego kata,

oblicza wartosci, w ktérych
wystepuja funkcje trygono-
metryczne katow nalezacych
do przedziatu (0°;360°).

Cwiczenie 1

a)

Y

b) Y P
i
1
o
o] 1 X
r=+/13, sina = —3‘1/?3,
cos o = —2‘1/?3, tga = %,
ctga:%
Multite£a

® Funkcje trygonometryczne kata

w ukfadzie wspdtrzednych (1)

® Funkcje trygonometryczne kata

w uktadzie wspdtrzednych (2)
Funkcje trygonometryczne kata
w ukfadzie wspdtrzednych (3)

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.1

Generator

testow i sprawdzianoéw

1.1. Funkcje trygonometryczne dowolnego kata



Cwiczenie 2

a)r=>5,

sina = %, cosa = —%,

tga = —%, ctga = —%

b) r = 10,

sina = —%, cos o = %,

tga = —%, ctga = —%

¢) r =10,

sina = —%{0, cosa = —‘/1—1070
tga =3, ctgaz%

d) r = 210,

sina = —310 cogq = —¥10

10 10

tga =3, ctga = %

1. Funkcje trygonometryczne

I

I

Definicja
Niech P(z,y) bedzie dowolnym punktem, réznym od poczatku ukladu
wspOlrzednych, lezacym na ramieniu konicowym kata o € (0°; 360°). Wtedy:

1 e E = E
sina = =, tga = = (z #£0), » o
cosa =, ctga="(y#0), ! ¢
I a
gdzie r = |OP| = /2% + y2. L ol e

Uwaga. Kazdy ze stosunkow: £, £ ¥ 2 zalezy wylacznie od polozenia ramienia

T g
koncowego kata, a nie zalezy od wyboru punktu P. Nie okreélamy wartoéci funkcji
tangens dla 90° i 270° oraz funkcji cotangens dla 0°, 180° i 360°.

Przyktad 1 Y
Do ramienia koncowego kata o nalezy punkt P(3,—4). ¥l
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych tego kata. NI ~
tgo =2 = =4, cga =t =3
r=+/324+(-4)2=v25=5 P
sina = —%, cosq = %
Cwiczenie 2

Do ramienia koncowego kata a nalezy punkt P. Przedstaw ten kat na rysunku
i oblicz wartosci jego funkcji trygonometrycznych.

a) P(—4,3) b) P(8,—6) c) P(—-1,-3) d) P(-2,-6)
Przyktad 2
Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata 210°.
Zauwazmy, ze 210° = 180° + 30°. Y
Rozpatrzmy trojkat POA o katach 30°, 60°,
90° i boku |OP| = 1 (rysunek obok), wéwczas: A 90° | 90°
|AP| =1, |A0| = £ : 310 X

Zatem punkt P nalezacy do ramienia konco-
wego kata 210° ma wspéirzedne (—\/75, —%), g
a stad:

sin210° = —3, cos210° = — 42, tg210° = L, ctg210° = /3

Cwiczenie 3
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata: a) 135°, b) 225°, ¢) 300°.

Cwiczenie 3

a) sin 135° = @, cos 135° = —@7
tg135° = —1, ctg135° = —1

b) sin 225° = —@, c0s225° = — L2,
tg225° =1, ctg225° =1

c) sin 300° = —@, cos300° = 1,
tg 300° = —v/3, ctg300° = — L



W zaleznosci od tego, w ktérej é¢wiartce uktadu wspotrzednych potozone jest
ramie koncowe kata a, wartosci: sina, cosa, tga i ctga sa dodatnie lub

ujemne.

[] Ewiczenie 4
Uzasadnij, ze:

a) sina > 0 dla a € (0°;180°),

b) cosa > 0 dla a € (0°;90°) U (270°; 360°),
¢) tga > 0 dla o € (0°90°) U (180°%; 270°),
d) ctga > 0 dla o € (0°;90°) U (180°;270°).

Zadania

dla o € (90°;180°)
sina > 0
cosa < 0
tga <0
ctga <0

dla a € (0°;90°)
sina > 0
cosa >0
tga >0
ctga >0

dla a € (180°;270°)
sina < 0
cosa < 0
tga >0
ctga >0

dla a € (270°; 360°)
sina < 0
cosa >0
tga <0
ctga <0

3.

Do ramienia koncowego kata « nalezy punkt P. Oblicz wartosci funkcji

trygonometrycznych tego kata.

a) P(5,12)

Uzasadnij, ze jesli punkt P(z,y) na-
lezy do okregu jednostkowego o $rod-
ku O(0,0) oraz lezy na ramieniu
kata a, to: x = cosa, y = sina.

b) P(=5,—12)

Na rysunku obok przedstawiono
okrag jednostkowy o srodku O(0, 0)

oraz zaznaczono punkty: P, . ..

P,

a) Podaj miare kata «;, do ktorego
ramienia koncowego nalezy punkt

P dlai=0,1,...

7.

b) Przerysuj ponizsza tabele do ze-

szytu i ja uzupelnij.

a 0° 45° 90°
sina 0 2 1
COs o 1 \—f 0
tg a 0 1 X
ctg o X 1 0

a) ap = 0°, an = 45°,
Qg = 900, a3 = 1350,
ag = 180°, as = 225°
g = 2700, a7 = 3].5O

’

c) P(v3,-1)  d)

P(—3,-1)

Okrag o promieniu 1 nazywa-
my okregiem jednostkowym.

Y
A Py(0,1)
3<_757) 5 5
//\ P1<7»7>
Py(—1,0) S5°
0o Py(1,0) X
2 2
p( 2 2 Pr( 2. -2)
5 2 2
Ps(0,-1)
180° | 225°  270°  315°  360°
0 e T s 0
-1 | =¥ 0 ¥2 1
0 1 X —1 0
X 1 0 —1 X

Cwiczenie 4
Niech punkt P(z,y) lezy na ra-
mieniu koncowym kata «
oraz T = /o + 4.

a) Dla o € (0°;180°) mamy
y > 0, zatem sina = £ > 0.
b) Dla « € (0°;90°)U
U(270°; 360°) mamy x > 0,
zatem cosa = 7 > 0.

¢) Dla a € (0°;,90°) mamy
z > 01y >0, zatem
tga= £ >0;

dla a € (180°;270°) mamy
z < 0iy <0, zatem

tga =< >0.

d) Dla « € (0°;90°) mamy
z > 01y >0, zatem

ctga = % > 0;

dla a € (180°;270°) mamy
z < 0iy<0, zatem

ctga = % > 0.

Odpowiedzi do zadan

12 _ 5
13, cosa = 73,
5

tga = %, ctga = 15

1. a) sina =

b)sina:—%,cosa —%,
— 12 -5
tga = &, ctga = 15
c) sina = —%, cosa = ‘/75,
tga:—‘/?g,ctga:—\/g
d - _1 — V3
d) sina=—3, cosa=—%

tga = 73, ctga =3
y

2. r=1oraz sina = %,
stad y = sin

cosa = £, stad x = cosa
T

1.1. Funkcje trygonometryczne dowolnego kata



6.a) 2 b) -3 c)l-i—@
) —
7.2)II b) IV ¢) III d) III

9. a) Niech = — dlugo$¢ boku

kwadratu, ktérego przekatna
jest bok osmiokata.

|AH| = |AB| = 2/2
z+ |[AH|+z=2
z(2+V2) =2

Zatem |AH| = 2(v/2 — 1).

b) [OA| = V4 — 2V/2,
a =JPOA =225,

o
»la

sma—\/_
cosa = 22+‘f,
tga:ﬁ—l,
ctga =v2+1,
=4POC = 112,5°,
sin § = \/?
cosﬁz—%ﬂ,
tg8=—-v2-1,
ctgB=—v2+1

1. Funkcje trygonometryczne

Oblicz.
a) sin® 315° 4 cos? 135° b) tg135° — tg 225° c) sin225° + cos® 315°
a) Na okregu jednostkowym o érodku Yy
w poczatku uktadu wspélrzednych P, P3(07;)(l _3)
zaznaczono dwanascie punktéow wy- 2\2 2
. , Ps Awp (V3 1
znaczonych przez ramiona koncowe > 15,3
katéw, ktérych miary sa wielokrot- 30°
nogciami 30° (rysunek obok). Podaj 1o 0 Po(1,0) X
wspotrzedne punktéw: Py, ..., Piy. P Py
b) Pr?e'rysuj ponl.z.szq tabele do ze- Py - Pro
szytu i ja uzupelnij. 9
o 30° 60° 120° 150° 210° 240° 300° 330°
/3 ! /3 /3
csa | f |} | -4 | f| |} f
ga | & | 3 3| B 8| 5| 5| 8
Oblicz.
a) sin®300° + cos? 150° c) cos330° + tg 120° tg 330°
) cos 120° + tg 150° ) cos? 150° tg 210° tg 135°

sin?330° ' tg210° sin? 150°4 cos2 210°

W ktoérej ¢wiartce uktadu wspotrzednych lezy ramie koncowe kata «, jesli:

a) sina >0 i cosa <0, c) sina<0 i tga >0,

b) tga <0 i cosa >0, d) cosa <0 i sinacosa > 07
Punkt P(\/a:\/ﬁ, \/6;\/5> lezy na ramieniu koncowym kata 15°. Oblicz
sina i cosa, jezeli:

a) a = 165° b) a = 195° c) a = 345° d) a =75
Oémiokat foremny umieszczono w ukta- C Y Bz

dzie wspoétrzednych tak jak na rysunku x

obok. D A

] X

a) Oblicz dlugoéé boku tego o$miokata. [0) P(1,0)
b) Oblicz wartosci funkcji trygonome- E q
trycznych kata PO A oraz kata POC. 7 G
r=1
a) P (_\/61\/5, V6-v2 , sina = ‘/g;‘/i cosa = ‘/gj‘f
b) Pz(— \/61‘/5, —‘/5"/5), sina = —*/g4f, cosa = @jf
c) Pg(\/gzﬁ,—\/g’ﬁ), sina = —*/g V2 cosq = YOEV2Z
d) P4(‘/€7‘/§, ‘/éjﬁ), sina = ‘/éjﬁ, cosa = ‘/g;‘/i



*1.2. Kat obrotu

W zyciu codziennym czesto
spotykamy przyktady obrotéw,
np. obroét kota roweru, kola sa-
mochodu czy obrot wskazowek
zegara.

Niech pélprosta OA pokrywa
sie z dodatnia podlosia OX

Uczen:

— zaznacza w ukladzie wspot-
rzednych polozenie ramienia
koncowego danego kata a,

— zapisuje miare danego kata
w postaci k - 360° + «, k € Z,

— wyznacza kat, gdy dany
jest punkt nalezacy do jego
konicowego ramienia,

— bada, czy punkt nalezy do
koncowego ramienia danego

uktadu wspétrzednych. Katem k%t.a, - )
obrotu AOB nazywamy kat, o jaki nalezy obro- Yy 4 - ;’bhcza warttosm fUILkCJl
ci¢ potprosta OA wokot punktu O, aby pokryta B dodatni VD A

i ) ] dowolnego kata, gdy dana
sie ona z poélprosta OB. Pélprosta O A nazywamy jest jego miara stopniowa,

ramieniem poczatkowym kata obrotu, a pélprosta

‘\ kierunek
obrotu

OB — ramieniem koncowym.

Uwaga. Zamiast ,kat obrotu” bedziemy krétko moéowicé ,kat”.

Przyjmujemy, ze:

« dodatni kierunek obrotu jest kierunkiem przeciwnym do ruchu wskazéwek

zegara,

N

X
ujemny
kierunek

— wyznacza kat w podanym
przedziale, gdy dana jest
warto$¢ jednej jego funkcji

obrotu trygonometrycznej,

— okresla miare kata na
podstawie informacji

podanych w zadaniu.

« ujemny kierunek obrotu jest kierunkiem zgodnym z ruchem wskazdéwek ze-

gara.

Y Y
Ay
30° Ay 150°

0] A X 0]

Pétprosta OA po obrocie
o 30° wokdt punktu O po-
kryje si¢ z potprosta OA;.

Y
3

A X A X
A

Pétprosta OA po obrocie
o 150° wokét punktu O po-
kryje si¢ z potprosta OAs.

Pétprosta OA po obrocie
0 210° wokét punktu O po-
kryje si¢ z potprosta OAs.

| | Nl
A A A

O —30°0 X B —150° O |-210° X
; N

Pélprosta OA po obrocie
o —30° wokét punktu O po-
kryje si¢ z potprosta OB:.

Pélprosta OA po obrocie
0 —150° wokot punktu O po-
kryje si¢ z potprosta OBs.

Pélprosta OA po obrocie
0 —210° wokot punktu O po-
kryje si¢ z potprosta OBs.
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1.2. Kat obrotu



Cwiczenie 1
390°, 750°, 1470°, —330°,
—690°, —1050°

Cwiczenie 2
Przyktadowa odpowiedz:
a) —280°, 440°, 800°

b) —160°, 200°, 920°

c) —410°, 310°, 670°

d) —680°, 40°, 400°

1. Funkcje trygonometryczne

Przyktad 1

Rozpatrzmy kat AO B przedstawiony na rysunku obok. P61- Y
prosta O A pokryje sie z pélprosta OB nie tylko po obrocie
wokot poczatku ukladu wspéirzednych o kat 45°, ale rowniez

S

po obrocie na przyktad o katy:
360° + 45° = 405° (=1)-360° 4 45° = —315° A

2-360° +45° = 765°  (—2)-360° + 45° = —675° 0] AX
v a a s
QJ X KJX \g/ X &J/ X

360° + 45° 2. 360° 4 45° (—1) - 360° 4 45° (—2) - 360° + 45°

Ogdlnie, aby pdiprosta OA pokryla sie z pdlprosta OB, nalezy obrocié ja
wokoét poczgtku uktadu wspétrzednych o kat réwny k - 360° + 45°, gdzie k jest
dowolng liczbg catkowita.

Katy o mierze k - 360° + 45°, gdzie k € Z, maja wiec wspdlne ramie koncowe.

Cwiczenie 1 Y

O ktoére z podanych katéw mozna obrocié péiprosta OA, B

aby pokryla sie ona z pélprosta OB (rysunek obok)? A
390°, 750°, 1100°, 1470°, —330°, —690°, —1050°, —1400° 0] A X
Cwiczenie 2

Podaj przyktady trzech katéw, ktérych ramie koncowe pokrywa si¢ z ramie-
niem koncowym kata a.

a) a = 80° b) «a = 560° ¢) a=—50° d) a =—-320°

Przyktad 2

Zapisz miare kata w postaci k - 360° + «, gdzie o € (0°;360°) oraz k € Z.
a) 1400° = 3 - 360° + 320° c) —700° = —2-360° 4 20°

b) 730°10" = 2 - 360° 4+ 10°10’ d) —1080° = —3 - 360° + 0°

Cwiczenie 3

Zapisz miare kata w postaci k - 360° + «, gdzie o € (0°;360°) oraz k € Z.

a) 850° c) —695° e) 1439°30/ g) —710°15'
b) 1413° d) —3590° f) —1079°25 h) 630°20'
Cwiczenie 3

850° = 2 - 360° + 130°

1413° = 3 - 360° + 333°
—695° = —2 - 360° + 25°
—3590° = —10 - 360° + 10°
1439°30" = 3 - 360° + 359°30’

a

b

o
& ez e

e

~ —

f) —1079°25" = —3 - 360° + 0°35’
g) —710°15' = —2- 360° + 9°45’
h) 630°20" = 1 - 360° + 270°20'



Definicje funkcji trygonometrycznych podane w poprzednim temacie mozna
uogdblnié¢ na dowolny kat « + & - 360°, gdzie « € (0°; 360°) oraz k € Z.

Dla kata o+ k - 360° takiego, ze o € (0°;360°) i k € Z, definiujemy:
sin(a + k - 360°) = sin «
cos(a+ k - 360°) = cos «
tg(a+ k- 360°) = tga dla o # 90° i v # 270°
ctg(a+ k- 360°) = ctga dla o # 0° i o # 180°

Przyktad 3
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 420°.

420° = 60° + 360°, zatem: 60°

Y
sin420° = sin60° = Y3 tg420° = tg60° = v/3 Q/ X

2

c0s420° = cos60° = ctg 420° = ctg 60° = g

Ramie koncowe kata 420°
Przykfad 4 pokrywa si¢ z ramieniem
a) sin 750° = sin(2 - 360° + 30°) = sin 30° = 1 koricowym kata 60°.
b) tg(—1035°) = tg(—3 - 360° + 45°) = tg 45° =
Cwiczenie 4
Oblicz.
a) sin405° ¢) sin1110° e) tg1500° g) cos(—690°)
b) sin 780° d) tg765° f) tg(—330°) h) cos(—1395°)
Zadania

1. Zaznacz w ukladzie wspdlrzednych polozenie ramienia koncowego kata a.
a) a = 315° c) a=570° e) a=—2130°
b) a = —120° d) a = —1305° f) a =4260°

2. Zapisz w postaci a + k - 360°, gdzie k € Z, miary katow, do ktérych ra-
mienia koficowego nalezy punkt P(1,—1).

3. Poélprosta OA po obrocie o kat a pokryla sie Y
z p6lprosta OB (rysunek obok). Wyznacz ten -1 O
kat, jesli wiadomo, ze: 1 A x
a) a € (0°360°), c) « € (1080°; 1440°), B
b) a € (360°;720°), d) a € (—1080°; —720°).

Cwiczenie 4

a) sin405° = sin(360° + 45°) = sin 45° = g
b) sin 780° = sin(2 - 360° + 60°) = sin 60° = X2

¢) sin1110° = sin(3 - 360° + 30°) = sin 30° = 3

d) tg 765° = tg(2 - 360° + 45°) = tg45° = 1

e) tg1500° = sin(4 - 360° + 60°) = tg60° = /3

f) tg(—330°) = tg(—360° + 30°) = tg30° = L2

g) cos(—690°) = cos(—2 - 360° + 30°) = cos 30° = £
)

h) cos(—1395°) = cos(—4 - 360° + 45°) = cos 45° = L2

Odpowiedzi do zadan
1. a)

! X
b)
7
X
P(_L _\/?:)
c)
Y
P(—3,-1 X
d)
Y
P(-1,1)
(0] X
e)
Y
P(v/3,1)
(0) X
f)
Y
(0) X
P(lv_\/?;)
2. 315° + k - 360°, gdzie k € Z
3. a) a = 225°
b) o = 585°
c) a =1305°
d) o = —855°

1.2. Kat obrotu



11.

12.

. a) tak b) tak

. a) a = 60°

b) a = 1140°
c) a = —300°

c) tak
d) tak e) tak f) nie

a=Fk-180°, k€ Z
b) o = 90° + k- 180°, k € Z
a=Fk-180°, k€ Z
d) o =90° + k- 180°, k € Z

o
~

. a) 135° + 315° 4 495° = 945°

b) 60° + 240° + 420° = 720°
W ciggu godziny wskazéwka
minutowa wykonuje pelny ob-
rét, wiec punkt na jej koncu
przebedzie 27 - 10 cm.

a) 207 cm ~ 62,8 cm

b) 2T cm ~ 261,8 cm

c) 480 cm =~ 15 m 8 cm

d) 1752007 cm ~ 5,504 km
lub 1756807 cm =~ 5,519 km
(w roku przestepnym)

Wskazowka godzinowa poko-
nuje % obrotu wskazéwki mi-
nutowej i stanowi % jej dtu-
gosci. Zatem punkt na koncu
wskazowki godzinowej prze-
bywa 2,25 cm, bo:

3 1 9
3.1.36=2=295

1. Funkcje trygonometryczne

10.

11.

12.

10.

Do ramienia koficowego kata « nalezy punkt P(3, 3\/3) Wyznacz ten kat,
jesli wiadomo, ze:
a) a € (0°;360°),

b) a € (1080°1440°), ¢) o € (—360°;0°).

Czy punkt P(—+/3,1) nalezy do ramienia koficowego kata a?

a) a = 150° c) a=510° e) a=2310°

b) o = —210° d) o = —930° f) o= —1210°
Oblicz.

a) sin(—330°) e) cos1140° i) tg(—7207) m) tg495°

b) cos(—675°) ) tg(—660°) j) cos(—1080°) n) cos855°

¢) sin840° g) sin810° k) sin 630° 0) cos(—495°)
d) tg(—300°) h) cos900° 1) tg(—180°) p) ctg750°

Wyznacz kat « taki, ze:

a) sine = 1 1 o €(360°450°), d) tgar=—1 i o€ (360°540°),
b) sina =1 i a€ (1080°1170°), ) tga = —‘/?g i« € (720°900°),
¢) cosa =11 ae(720;810°), f) tga=+3 i a€ (—360%—270°).

Podaj, dla jakich katow a:

a) sina =0, b) cosa =0, c) tga =0, d) ctga = 0.

Oblicz sume miar wszystkich katéw z przedziatu (0°;500°), ktérych ramie
koncowe jest zawarte w wykresie funkcji f.

a) f(z) = -z

Czy wartos¢ podanego wyrazenia jest liczba catkowita?

c0s 30° + cos 60° 4+ cos 90° + ... 4+ cos 870° + cos 900°

Wskazéwka minutowa zegara ma dlugosé
10 cm. Oblicz, jaka droge przebedzie punkt
na koncu tej wskazéwki w ciggu:

a) godziny, b) 250 minut, c) doby, d) roku.

Wskazdéwka godzinowa zegara jest o 25% krét-
sza od wskazéwki minutowej. Punkt na konicu
wskazowki minutowej przebyt droge 36 cm. Ja-
ka droge w tym samym czasie przebyl punkt
na koncu wskazdéwki godzinowej tego zegara?

c0s30° = cos 390° = cos 750° = 3
cos 60° = cos 420° = cos 780° = %

c0s 90° = cos 270° = cos450° = cos 630° = cos 810° = 0
cos 120° = cos480° = cos 840° = —1

cos 150° = cos 510° = cos 870° = —
cos 180° = cos 540° = cos 900° = —1
08 210° = cos570° = — L2

&

2

2
cos 240° = cos 600° = _%
cos 300° = cos 660° = %
cos 330° = cos690° = ‘/73
cos 360° = cos 720° = 1
5245145 (-3 +5-(=£)+3-(-)+2-1=-1¢€2Z



*1.3. Miara tukowa kata

Y Y Y
360° 180° 90°

Kat pelny

Mierzenie kata w stopniach,
minutach i sekundach wprowa-
dzili starozytni Babilonczycy.
Uzywali oni sze$¢dziesiatkowe-
go systemu zapisu liczb.

Kat polpelny Kat prosty

Miare kata zwykle podajemy w stopniach. Gdy potrzebna jest wieksza do-
ktadnosé, postugujemy sie¢ minutami oraz sekundami.

Aby podaé¢ miare kata, mozna, oprocz miary stopniowej, wykorzystac:

= miare lukowa — jej jednostka jest 1 radian (kat pétpelny ma 7 radianéw);
= miare gradusowa — jej jednostka jest 1 gradus bedacy ﬁ kata pelnego
(miara uzywana w geodezji);

= tysigczne artyleryjskie — jej jednostka jest 1 tysiaczna artyleryjska bedaca

1 . . . . 7 .
o0 Tadiana (miara uzywana w wojskowosci).

Rozpatrzmy okrag o srodku w wierzchotku kata a. Y

Miara lukowa kata a nazywamy stosunek dtugosci R

tuku [, wyznaczonego na okregu przez ten kat, do J/ 4 !

promienia r tego okregu. ‘\ o 7 A X
dlugo$é tuku 1 AN 7

"~ promieh okregu

Jednostka miary tukowej jest radian, w skrécie piszemy: rad.

Miary tukowe kata pelnego, polpelnego i prostego sa rowne:

« kat pelny: %TT = 27 [rad], Y Y Y
1 T

* kat poélpelny: 2 fw =7 [rad], 27 T 5

. CLlionr o 0] X 0] X 0] X
« kat prosty: +—— = = [rad].
Cwiczenie 1 Ytog
Podaj miare tukowa kata AOB, jesli: /// ;

I

a)r=4, | =6, ¢) r=2, I =72 (rysunek obok), o 7 A X
byr=1%1=1  dr=2 l=m RN

Uczen:

— zamienia miar¢ stopniowa na
miare tukows i odwrotnie,

— zapisuje miare tukowa danego
kata w postaci 2kn+a, k € Z,

— oblicza warto$ci funkcji
trygonometrycznych katow
o danej mierze tukowej.

Cwiczenie 1
a) 2 rad

=3
-

rad

rad

o
~

7 rad

VI oy Nle

=7
—

MultiteZa

® Jednostki miar katow
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1.3. Miara tukowa kata



Komentarz

Rownosé miary tukowej kata
i dhugosci tuku dotyczy wartosci
liczbowych, a nie mianowanych.

Cwiczenie 2

a)Z b) % ¢ Im
d) 2-360° + 60° = 437
e) 3-45° =L
Cwiczenie 3

a) 15° b) 150° ¢) 144°
d) 342° e) 336°

1. Funkcje trygonometryczne

Zauwazmy, ze miara lukowa kata nie zalezy od dtu- Y
gosci promienia okregu, gdyz f—ll = % (rysunek obok).

Zatem wygodnie jest postugiwaé sie okregiem jednost- “
kowym. Wéwczas: ol L T2 X

Miara lukowa kata jest rowna dhugosci tuku, jaki ramiona tego kata wy-
znaczaja na okregu jednostkowym o $rodku w wierzchotku kata.

Kat ma miare 1 radiana (1 rad), jesli tuk wyznaczony przez ten kat na
okregu jednostkowym ma diugosé 1.

Kat pelny ma miare tukows 27 radianéw, zatem: /Y -
7
_360° _ 180° _ o Eroqql /
11rad——27T =— /R 57,3° =57°18 / { ad) X
natomiast: G /1
o= 21 - ' /
1° =25 rad—lso rad N

Uwaga. Kiedy podajemy miare tukows kata, zwyczajowo pomijamy nazwe jednostki.
Zamiast: ,kat o mierze 2m radianéw, 7§ radianéw czy 3 radianéw” méwimy krotko:
»kat o mierze 27, 5, 3”.

Przyktad 1 Aby wyznaczy¢ miare tukowa kata 1207,
a) Podaj miare tukowa kata 120°. ji

mozemy rowniez skorzystaé¢ z proporcji:
120° ,z

120° = 120° - - — 27‘[‘ 360° .>"'

18 ’ _ 120°-27 __
b) Podaj miare tukowa kata 1140°. 360°
1140° = 1080° +60° = 3 - 360° + 5 - 180° = 3- 27 + 3 - 7 = 657

2 -
37

Cwiczenie 2

Podaj miare tukows kata.

a) 30° b) 45° c) 72° d) 780° e) 11°15'
Cwiczenie 3

Podaj miare kata w stopniach.

a) & b) 5w c) 2w d) 13m e) =7

W radianach bedziemy réwniez wyrazac¢ miare kata obrotu. Niech a; i o beda
miarami tego samego kata wyrazonymi odpowiednio w stopniach i w radia-
nach, przy czym «; € (0°;360°). Dla dowolnej liczby k € Z zamiast k-360°+ oy
mozemy pisaé 2k + «.



Wartosci funkcji trygonometrycznych kata o

Przyktad 2

a) Oblicz cos 9. i kata o+ 2k, gdzie k € Z, sa réwne.
COS - 7r = cos 2L T = cos(27r + 7r) = cos iﬂ' = cos45° = @
b) Oblicz tg(—4 ).

tg(—L7) = tg(—dr + i) = tgir = tg60° = /3
Cwiczenie 4

Przerysuj do zeszytu przedstawiong obok tabelei ja .
uzupelnij, a nastepnie oblicz: sin o
a) sin %7‘(’7 d) sin %m g) Cos(—%w), cos
b) tg 2w e) sin(—4mn), h) Cos(—lg—lw% tga
c) tgm, f) cos(—2r), i) sin(—27). ctg o
Zadania

1. Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

Miara kata [°] 5° 1 10° 22°30"  36°  54°  112°30" 210°
Miara kata [rad] 35 = 5 5 S br I

Cwiczenie 4
. 7 I \/5
a) sin 7w =sin § = 52
13 _ T _ V3
x - - b)tggﬂ—tgg_T
6 ! s o) tgBr=tgZ =3
1 V2 | V3
5_ 2r ? d)sm%W:sm%:‘%§
73 % 3 e) sin(—4m) =sin0 =0
VTG 1 | V3 f) cos (—27) =cos T =0
V3 1 V—? g) COS(_%TF):COS%:‘/TE
h) cos (—47) =cos T =3
i) sin(—2Z7) =sinZ = \/Ti
225°  315°  330°
5 7ro o Uw
1 1 6

2. Na rysunku ponizej przedstawiono dwie miary katow: stopniowg i tukows.

Przerysuj go do zeszytu i uzupelnij puste miejsca.

(o) 6 (aned) G
) 0° 60° 120°  {80) @405 800) - B6O) 4200
a) b = ' + + + +
o 5 @& ) F ® = ®
D P o ) )
W W e @ @ e w
0 ®@ : © 0O € : @
=) 6 1 & 2 2 ) o )
Odpowiedzi do zadan
3. Podaj miare tukowa kata. 3. a) é7r b) Im
a) 20° b) 315° c) 765° d) —420° e) —1100° ) )——7T
e) —
4. Podaj miare kata w stopniach. 4. a) 350 b) 105°
a) %w b) %’ﬂ' c) 19—677 d) —%w e) —13—37r c) 320° d) —405°
5. Oblicz. e) 780"
a) sin 27 b) cos I ¢) cosim d) tg(—2n) e) sin(—2n)
5. a) sin (§ + 27) = @
b) cos (5 +2m) = 3
c) cos (X +4m) = @
d) tg(% —27r) =3
2

1.3. Miara tukowa kata



Uczen:

— odezytuje okres podstawowy
funkcji z jej wykresu,

— szkicuje wykres funkcji
okresowej,

— stosuje okresowos¢ funkcji
do wyznaczania jej wartosci.

Cwiczenie 1
Okres podstawowy: T' = 2,
£(100) = 2, f(100%) = 4

Multitefa

® Zjawiska okresowe w przyrodzie
— przyptywy i odptywy morza
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1. Funkcje trygonometryczne

*1.4. Funkcje okresowe

Na zdjeciach powyzej przedstawiono kolejne fazy Ksiezyca: od pelni do nowiu. Pelny cykl
zmian faz Ksiezyca trwa $rednio 29 i p6t doby.

pelnia
100%

néow

0% 29,5 59 88,5 czas [doby]

Na schematycznym wykresie powyzej pokazano, jaki procent tarczy Ksiezyca jest widoczny
z Ziemi w kolejnych dniach cyklu.

Definicja

Funkcje f okreslona na zbiorze D nazywamy okresowa, jesli istnieje liczba
T # 0 taka, ze dla kazdego argumentu x € D i dowolnej liczby catkowitej k:

x+ kT € D oraz f(x+ kT) = f(x)

Liczbe T nazywamy okresem funkcji.

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji okresowej. Jej dziedzing jest
zbiér liczb rzeczywistych. Okresem tej funkcji jest dowolna liczba calkowita
rozna od zera. Liczba 1 jest najmniejszym

okresem dodatnim tej funkcji. Y

Najmniejszy okres dodatni funkcji (jesli AVAATA

istnieje) nazywany jest okresem podsta- ‘\

wowym albo zasadniczym. 0o 1 X

Zwr6é uwage, ze jesli T jest okresem funkcji f, to kazda liczba k- T, gdzie k jest liczba
calkowita rézna od zera, tez jest okresem tej funkcji.

Cwiczenie 1 Y

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji

okresowej f: R — R. Podaj okres podstawowy I f 4
tej funkeji oraz wartosci f(100) i f(1003). Ol1 X



Przyktad 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji okresowej f: R — R o okresie podstawo-
wym 7 = 5. Oblicz f(101) 1 f(—96).
f(101)=f(20-5+1)=f(1)=3

f(=96) = f(—-20-5+4)=f(4) =1

Cwiczenie 2

4
4L

0

Dla funkcji f mamy:

1

X

f(x) = f(z+5) = f(z+2-5) = ...

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okresowej f: R — R. Odczytaj

z wykresu okres podstawowy tej funkeji. Oblicz f(—11), f(803) i f(103).

a) b)
Y

Y

1
1

1
p e

Zadania

1. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okresowej f: R — R o okresie T'.

Oblicz £(33), £(42) i f(—48).

a) T =4 b) T =5

Y

—

—

@ 2. Uzasadnij, ze funkcja stata f(x) = ¢ dla kazdego x € R jest funkcjg okre-
sowg, ale nie istnieje dla niej okres podstawowy.

3. Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji okresowej f: R — R

o okresie T' = 4. Naszkicuj wykres tej funkeji dla z € (—6;10).

2.

Cwiczenie 2

a) Okres podstawowy: T' = 2,
_11) = 1, £(803) = &,
103) =1

Odpowiedzi do zadan
1. a) f(33) =1, f(42) = 3,

f(-48) = -1
b) £(33) = 3, f(42) = 1,
f(~48) =1

liczba i k € Z.
Wtedy:

fl+kT) =c= f(x)
dla dowolnego = € R.

Zatem funkcja f jest okreso-

a) Y b) Y c) Y wa, a jej okresem jest kazda
liczba rzeczywista.
Nie ma najmniejszej liczby
\ / dodatniej, wiec funkcja ta nie
. . . ma okresu podstawowego.
o] 1 X o] 1 X 0 X
3. a) b) c)
Y Y Y
\ [ ’
\ /\ /\ f\ /
1 1 A k
N\
Ol 1 X ol 1 ol 1

1.4. Funkcje okresowe

Niech T' # 0 bedzie dowolng




4. a)

o f
ol 1 X
1 f 5

o
&
-~
~

< O

L
L
_—
—

L

ey

]

5. a) Y
i X
L
f
b) v
O] 1 X
f
C) Y
) X
L
f
. f
8 X
L

6.a) f(z) =1dlaz =2k + 1,
kel
Zatem 1 +3+ ...+ 19 = 100.
b) f(z) =4 dlax =4k, k€ Z
Zatem:
0+4+...+400 =
=4(1+2+...4+100) =
= 20200

1. Funkcje trygonometryczne

4. Naszkicuj wykres funkcji okresowej f o okresie T' = 2, jesli wiadomo, ze
w przedziale (—1;1) pokrywa sie on z wykresem funkcji g.
2) gl@)= |zl b)gl)=az <) gla)=1-a® d) gla)=a* 20

5. Naszkicuj wykres funkcji okresowej f o okresie T' = 4, jedli wiadomo, ze
pokrywa sie on z wykresem funkcji g(z) = |z — 1| — 2 w przedziale:
a) (=1;3), b) (0;4), c) (—=2;2), d) (=4;0).

6. Na rysunku przedstawiono wy-
kres funkcji okresowej f: R — R

Y
o okresie T' = 4. /\ /\ /\ /

a) Oblicz sume wszystkich roz- / ]
wiazan réwnania f(z) = 1 nale- \ h
zacych do przedziatu (0; 20). ol 1 X
b) Oblicz sume wszystkich rozwiazan réwnania f(z) = 4 nalezacych do
przedziatu (0;400).

7. Niech [x] oznacza najwigksza liczbe catkowita nie wieksza od x. Naszkicuj
wykres funkcji f(z) =z — [z] i podaj jej okres podstawowy.

Czy wiesz, ze...

Sygnaly swietlne wysytane przez latarnie morskie powtarzaja sie okresowo.
Charakterystyka $wiatla wysylanego przez latarnie morska w Gaskach koto
Mielna: swiatto — 2,5 s, przerwa — 1,2 s, Swiatto — 2,5 s, przerwa — 1,2 s,
$wiatlto — 6,4 s, przerwa — 1,2 s (okres — 15 s).

Wartos$¢ 1 odpowiada $wiattu, 0 odpowiada przerwie.

8. Naszkicuj schematyczny wykres przed-
stawiajacy charakterystyke $wiatta wy-
sylanego przez latarnie morska:

a) w Helu: $wiatlto — 5 s, przerwa — 5 s
(okres wynosi 10 s),

b) w Krynicy Morskiej: §wiatlo — 2 s,
przerwa — 2 s, Swiatlo — 2 s, przerwa —
6 s (okres wynosi 12 s).

Latarnia morska w Gaskach

7.7T=1
N/
LLLLLIW L2222
1 X
8. a)
1 —
0 5 10 20 czas [s]
b)
1 L — — — — —
0 4 12 czas [s]



Uczen:
— szkicuje wykresy funkcji sinus
i cosinus w danym przedziale,

*1.5. Wykresy funkcji sinus i cosinus

Funkcje trygonometryczne mozemy traktowac jako funkcje zmiennej x, gdzie — okresla wlasnosci funkcji
x jest dowolna liczba rzeczywista bedaca miarg pewnego kata wyrazong sinus i cosinus w danym prze-
dziale,

w radianach. Wéwczas dla kazdego x € R mamy: sin(z + 27) = sinz oraz

. . . .. . . — odczytuje z wykreséow funkeji
cos(x + 27r) = cosx. Zatem sinus i cosinus sg funkcjami okresowymi o okresie yul Y J

. o ) sinus i cosinus argumenty, dla
T = 27. Mozna wykazaé, ze jest to ich okres podstawowy. ktorych funkcja przyjmuje
dang wartosé,
Dla kazdego = € R: sin(z + 2kw) = sinz, gdzie k € Z. — korzystajac z wykreséw
Dla kazdego = € R: cos(z + 2k7) = cosz, gdzie k € Z. funkeji sinus i cosinus, podaje
liczbe rozwiazan réownania

sinz = m, cosx =m
B Wykres funkcji sinus w zaleznosci od parametru m.

W tabeli podano wartosci funkeji f(x) = sinz dla wybranych argumentéw
z przedziatu (0; 27).

an 0 T m T

V3
Bl

s ™

ol
ol
ol
wleo
wlen
o
NN
oz
3
N
3

1

1 1 0o -

sinz O

w|§ .::.:\!._‘
m|& c.o:\;—
w'a w:\‘m
”lﬁ .u:\‘c.a
v

[N

1
2

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) = sinz dla = € (0; 27).
Przyblizone wartosci funkcji sinus dla Y

£
innych argumentow niz podane w ta- i N 5
beli mozemy obliczyé¢, korzystajac ol = % = S b
z kalkulatora, lub odczyta¢ z tablic -1 ’
wartosci funkeji trygonometrycznych.

Aby otrzymaé wykres funkcji f(z) = sinz dla x € R, mozemy skorzystaé
z okresowosci tej funkcji. Wykres funkcji sinus nazywamy sinusoida.

Y
g 3m /éw 3m

2 — TLE
6 7 e 2

Wybrane wtasnosci funkcji f(x) = sina:

e Dziedzing funkcji f jest zbior liczb rzeczywistych.

 Zbiorem warto$ci funkcji f jest przedzial (—1;1).

e Funkcja f jest funkcja okresowa o okresie podstawowym T = 2.

e Funkcja f warto$¢ 0 przyjmuje dla x = kw, gdzie k € Z.

« Funkcja f wartos¢ najwigksza 1 przyjmuje dla x = 5 + 2k7, gdzie k € Z.

« Funkcja f warto$¢ najmniejsza —1 przyjmuje dla x = %” + 2km, gdzie k € Z.

Multitefa

® Jak brzmi sinusoida?

* Wykres funkcji sinus

* Wykres funkcji cosinus

* Ruch po okregu a sinusoida (1)
* Ruch po okregu a sinusoida (2)

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.5

Generator

testow i sprawdzianoéw

1.5 Wykresy funkgcji sinus i cosinus



Cwiczenie 1
a) sin(—75°) = —sin 75° =
_ \/61—\@

1. Funkcje trygonometryczne

Srodkiem symetrii wykresu funkcji f(x) = sinz jest kazdy punkt o wspélrzed-
nych (km,0), gdzie k € Z. W szczegdlnodci jest nim punkt O(0, 0) — prawdziwa

jest wiec ponizsza wlasnosé. ) Wﬁnx
Dla kazdego = € R: - -7 X

sin(—z) = —sinx _ ﬁ\

-1
Cwiczenie 1
a) Podaj wartosé sin(—75°), jesli wiadomo, ze sin 75° = —‘/61‘/5.
b) Podaj wartosé sin 15°, jesli wiadomo, ze sin(—15°) = _\/51\/5.

Osig symetrii wykresu funkeji f(x) = sin x jest kazda prosta pionowa okreslona
rownaniem x = 5 + km, gdzie k € Z.

W szczegblnoscei jest nig prosta x = 7,
prawdziwa jest wiec ponizsza wlasnosé.

Dla kazdego = € R:

sin(m — ) = sinx

Przykfad 1

a) Podaj te argumenty = € (0;27), dla Y

ktorych funkcja f(x) = sinz przyjmuje 1 f y=1
wartosc¢ % N

Z wykresu funkcji f(z) = sinz odczy-
tujemy, ze réwnosé sinx = 1 zachodzi

2
dlax:%orazdlax:ﬂ—

|
AR
SIE]
o[
<
)
s

JC—

6 =

(S

.

~ O

b) Podaj te argumenty x € (0; 27), dla ktérych funkcja f(x) = sin z przyjmuje

72 1
wartosc —5- v

Z wykresu funkcji f(z) = sinz odezy- 1 f

tujemy, ze réwnosé sinz = —3% zachodzi = Uz
dlaz =7+ Z = Ir oraz dla 1 ™ s X
xz?ﬂ'—%:%ﬂ. -1 y:*% i

Cwiczenie 2
Podaj te argumenty z € (0;27), dla ktérych funkcja f(z) = sinz przyjmuje
wartosé:

a) L& b) —¥3, ) 2, d) —

2 2 2

wfS

Cwiczenie 2
a)z=Zlubz==

3
b)z=2lubz =3

—_ — 5m
c) x =7 lubx ==

d)z=Llubz=1"



B Wykres funkcji cosinus

Cwiczenie 3
Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij.
1 1 1 1 2 3 5 7 5 4 3 5 7 11
T Ogﬂ'zﬂ'gﬂ'iﬂ'gﬂ' T g T T | T §7757T§7TZ7TFW27T
V3|v2| 1L L V2 VB | B V2|1 1]v2] V8
cosz |15 |55 |0 |—s|=5 =2 =552 0|s[5]%5 !

Aby otrzymaé wykres funkeji f(x) = cosz dla z € R, mozemy skorzystaé
z tego, ze jest to funkcja okresowa o okresie podstawowym T = 27.

Wykres funkcji cosinus nazywamy cosinusoida.

Y

1 e

f() =cosz

]
)
)

“on o ol z = ; %S

1
I

Dziedzing funkcji f(x) = cosx jest zbiér liczb rzeczywistych, a jej zbiorem
wartosci jest przedzial (—1;1).

Cwiczenie 4
Dla jakich z € R funkcja f(x) = cosx przyjmuje wartoéé: a) 1, b) 0, ¢) —17
0O$ OY jest osia symetrii wykresu funkcji f(x) = cosz, prawdziwa jest wiec

ponizsza wlasnosc.

Dla kazdego = € R:

cos(—x) = cosz

Cwiczenie 5
Podaj rownania prostych, ktére sa osiami symetrii wykresu funkcji y = cosz,
oraz wspolrzedne punktow, ktére sg $rodkami symetrii tego wykresu.

Przyktad 2
Podaj te argumenty = € (—2m;2mx), dla ktérych funkcja f(z) = cosz prayj-
muje wartosé 1.

Y

s

o
“l3
|
)
|
Wl

Q
5
=

=
|&
B}

[\-)

5

[Rary

Z wykresu odczytujemy, ze cosx = % dla x € {—gﬂ', -5 % %77}

Cwiczenie 4

a)cosz =1dlax=2kmr, ke€Z
b) cosz =0 dla z = § + km,
kel

c) cosz = —1 dla z = 7 + 2k,
kel

Cwiczenie 5

Osie symetrii: x = kmw, k € Z
Srodki symetrii: (g + km, 0),
kel

1.5 Wykresy funkgcji sinus i cosinus



Cwiczenie 6

137 117 T w 1llmw
a) = - T e oo
137

_Ym _7m _5m 5m Tm
6 ' 6’ 6 6 6°
)_9_7r _Im _m m Tm 9w
40 4> 4 4 4o 4
117 5m 3r 3m 57
T2 40 20 2o 4o

Odpowiedzi do zadan

1.

6.

&

a)3 b)5 ¢) 5 d) 10

) 2 27T

b) —3m =%, 5. 37

¢) —3m, —5, 5, §m 37
d) —%7 %7 %ﬂ—

) (_271-; _ﬂ-)v (Ovﬂ-)

b) (=2m =), (-5 5),
(%;2m)

) (~¥:-5). (5: )
a) (-m—%), (§:37),
(%71';37l'>

b) <—71';0>, <71',271'>

U (1;
2dlam e {-1,1},
4 dlam € (—1;0)
5dlam=0

b) 0 dla

m € (—oo; —1) U (1; 00),
2dlam e {-1,1},

3 dla m =0,

4 dlam € (—1;0) U (0;1)

c) 0 dla

m € (—oo; —1) U (1; 00),
2 dlam = —1,

3dlam =1,

4dlam e (-1;1)

d) 0 dla

m € (—oo; —1) U (1; 00),
1 dlam = —1,
2dlam=1,

4dlam e (-1;1)

a) 150 b) 0

U (0; 1),

1. Funkcje trygonometryczne

Cwiczenie 6
Podaj te argumenty x € (—3m;3m), dla ktérych funkcja f(x) = cosz przyj-
muje wartoscé:

a) L& b) =¥, ) 2, d) —

27 2 2

“[S

Zadania

1. Ile miejsc zerowych ma funkcja f(z) = sinz w podanym przedziale?

a) (0;2m) b) (—2m;2m) c) (0;5m) d) (0;32)
2. Podaj miejsca zerowe funkcji f(x) = cosx nalezace do przedziatu:
a) (0;2m), b) (=2m2m), o) (=3mim), d) (=5 %)

3. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = sinz dla z € (—2m;27). Korzystajac
z wykresu, podaj przedzialy, w ktorych funkcja f:

a) przyjmuje wartosci dodatnie, b) roénie, ¢) maleje.

4. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = cosz dla z € (—m; 37). Korzystajac z wy-
kresu, podaj przedzialy, w ktérych funkcja f:

a) przyjmuje wartosci ujemne, b) rosnie, ¢) maleje.

5. Ile rozwigzan w podanym przedziale ma ponizsze réwnanie w zalezno$ci
od parametru m?

a) sinxz = m, (0;4m) c) cosx =m, (0;4m)

b) sinz = m, (—m;3m) d) cosx =m, (—m;3m)

6. Oblicz sume wszystkich rozwigzan rownania:
a) sinz = 0,7, ktére naleza do przedziatu (0; 6),

b) cosx = g, ktére nalezg do przedziatu (—4m;4r).

7. Objasnij sposdéb otrzymywania sinusoidy, korzystajac z rysunku (katowi x
odpowiada punkt P na okregu o promieniu 1).
Y

P

= Y . 2

(i
VAL

7. Niech Py(1,0), O(0,0).
z jest miarg tukowa kata PoOP, wiec sinz = y.

wla
3
S

W ten sposéb otrzymujemy punkty (z,sin z), czyli punkty sinusoidy.



Funkcje parzyste i funkcje nieparzyste

Funkcje f: D — R nazywamy parzysta wte- f
dy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby « € D = el
liczba —x réwniez nalezy do dziedziny funk- \)4 _0 J{ - 7§\/X

cji f oraz zachodzi rownosé:

Funkcja f(x) = cosz, okreslona dla

f(—l’) = f(SE) z € R, jest parzysta.
Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi OY.
Y
Funkcje f: D — R nazywamy nieparzysta 1 f
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby —z — -

x € D liczba —z réwniez nalezy do dziedziny

funkcji f oraz zachodzi réwnoéé:
f(=x) = =f(z)

Wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny wzgledem punktu O(0,0).

Funkcja f(x) = sinz, okreslona dla
z € R, jest nieparzysta.

Przyktad
Zbadaj parzysto$é¢ funkcji f.
a) f(z) = 23sinx
Dziedzing funkcji f jest zbior D = R, zatem dla kazdego x € D réwniez
—x € D.
f(=z) = (—x)® -sin(—z) = —2® - (—sinz) = 2* - sinx = f(x)
Zatem funkcja f jest parzysta.
__ sinz
b) f(z) = ——
Dziedzing funkcji f jest zbior D = R\ {5 + km: k € Z}, zatem dla kazdego
x € D réwniez —x € D.

flez)y = Snlz) _ _sinw gy

cos(—z)  cosm

Zatem funkcja f jest nieparzysta.

__cosz—1
) fla) = il
Dziedzing funkeji f jest zbiér D = R\ {—1}. Zauwaz, ze 1 € D, ale —1 & D,

zatem funkcja f nie jest ani funkcja parzysta, ani funkcja nieparzysta.

1. Zbadaj parzystosé¢ funkcji f.

a) f(z) = —sinx e) f(x) =xsinz+1 1) f(z)=L(cosz+1)
b) f(x) =sinzcosz f) f(x)=2sinz j) f(z)=x —cosx
c) f(z) =sin’x g) f(x) =zsin’x k) f(x) = 2?sin*z + cosz
d) f(x) = —|sinz| h) f(x) = —z%cos’z 1) f(x)=az?cosz +sinz
k) D=R
f(—z) = (—x)*sin®(—z) + cos(—z) = x?sin® x + cosz = f(z), funkcja parzysta
) D=R

f(—z) = (—x)? cos(—z) + sin(—z) = 2 cos x — sin x, funkcja nie jest ani parzysta,
ani nieparzysta

Odpowiedzi do zadan
1.a) D=R

f(=z) = —sin(—z) =sinz =
= —f(z), funkcja nieparzysta
b)D=R

f(—z) = sin(—=x) - cos(—z) =
= —sinz - cosz = — f(z),
funkcja nieparzysta

¢c) D=R

(—x) = sin®(—z) = sin’ z =

~

= f(z), funkcja parzysta
d) D=R

(—z) = —|sin(—z)| =
—|sinz| = f(z), funkcja

~
=

parzysta

e) D=R

f(—=z) = —zsin(—z)+ 1=
=zsinz + 1 = f(z), funkcja
parzysta

f) D=R

f(=2) = (=2)* - sin(-z) =
= —g?sine = — f(x),
funkcja nieparzysta

g D=R

f(=2) = (~z) -sin®(-z) =
= —zsin’z = —f(z),
funkcja nieparzysta

h) D=R

f(=2) = —(~2)*-cos®(~z) =
= —z?cos’z = f(x),

funkcja parzysta

i) D =R\ {0}

f(=z) = Z(cos(—z) +1) =
= —%(cosx +1) = —f(a),
funkcja nieparzysta

) D=R

f(=z) = —z — cos(—z) =

= —x — cos x, funkcja nie jest
ani parzysta, ani nieparzysta

Funkcje parzyste i funkcje nieparzyste



Uczen:

— szkicuje wykresy funkcji
tangens i cotangens w danym
przedziale,

— okresla wlasnosci funkcji
tangens i cotangens w danym
przedziale,

— odezytuje z wykreséw
funkcji tangens i cotangens
rozwigzania réwnania
tgx =a, ctgr =a
w podanym przedziale.

Cwiczenie 1

_
tgm—jé

tg(z +7) = i—Zﬁ =L —tgx
Zatem liczba 7 jest okresem

funkcji y = tgx.

o

— Zo
ctgx o

ctg(z +m) = =2 = 2 =ctgz

Zatem liczba 7 jest okresem
funkcji y = ctgz.

Multitefa

* Wykres funkcji tangens
* Wykres funkcji cotangens

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.6

Generator

testow i sprawdzianéw

1. Funkcje trygonometryczne

*1.6. Wykresy funkcji tangens i cotangens

@ Cwiczenie 1
Uzasadnij, korzystajac z rysunku obok, ze Y
liczba 7 jest okresem funkcji y = tgx oraz P(0,Y0)
funkcji y = ctgx. T+7|
@) X
Mozna Wyk.;a.mzac, ze T qut okresem podstawo- Py(~z0, _yM
wym funkcji tangens i cotangens.
Dla x € R\ {3 + km: k € Z}: tg(x + nm) = tgx, gdzie n € Z.
Dla z € R\ {km: k € Z}: ctg(z + nm) = ctgx, gdzie n € Z.
.. Y [
B Wykres funkgcji tangens I |
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji /
flz)=tgrdlazxzec (=% 7). |
73 —%ﬂ' —iw —%71 0 %TF iﬂ’ %ﬂ' ) /
tgz —v3 -1 -¥ 0o ¥ 1 3
0
Proste x = —7 oraz v = 7 sa asymptotami pionowymi -2 / 62X
wykresu funkcji f. / 1
Rozpatrzmy teraz funkcje f(z) = tgz okreslong dla f
r € R\ {} + km:k € Z}. Aby otrzymac jej wykres, |
korzystamy z tego, ze jest ona okresowa. I
Wykres funkcji tangens nazywamy tangensoida. l
[ Y [ [ [ [
' I ’ ’I ’I j ’I I
| | | 200 [
l I I [ hoah |
/| / |l 3 / | |
[ </ [
1 | | |
| | |

| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | | |
| | | |
I | | |
| | | |
[ 3m o 2T | T T
| / i i / |
| | | |
[ | | |
| | | |
( | | |
| | | |
[ i [ [
| | | |

— e — —f - = — = —
3
Nw
3
3
b o[
)
w|\’
P

T
i
T
T
———————-



Wybrane wlasnosci funkcji f(z) = tgx:

» Dziedzing funkcji f jest zbiér D = R\ {5 + km: k € Z}.

e Zbiorem wartosci funkcji f jest zbior liczb rzeczywistych.

e Funkcja f jest funkcja okresowa o okresie podstawowym T = 7.

o Wartos¢ 0 funkcja f przyjmuje dla z = kn, gdzie k € Z.

+ Funkcja f rosnie w kazdym z przedziatéw (-7 + km; 3 + kn), gdzie k € Z.

o Proste o réwnaniach x = 7 + km, gdzie k € Z, sa asymptotami pionowymi

wykresu funkcji f.

Cwiczenie 2
Podaj wspoélrzedne $rodkéw symetrii wy-
kresu funkcji f(x) = tg .

Punkt O(0,0) jest $rodkiem symetrii wy-
kresu funkcji f(z) = tgx, prawdziwa jest
wiec ponizsza wlasnosé.

Dlaz € R\ {5 +km:k € Z}:
tg(—z) = —tgzx

Cwiczenie 3

a) Podaj warto$é tg(—=), jesli tgx = 3.
b) Podaj wartosé tg(—x), jesli tgx = —2.
c¢) Podaj wartos¢ tgz, jesli tg(—x) = 2.
Przyktad 1

Korzystajac z wykresu funkcji f(z) = tgx,
wyznacz rozwigzanie réwnania tg x = v/3.

W przedziale (—5; 3): tgx = V3dlar = I
Na podstawie okresowosci funkcji tangens

otrzymujemy rozwigzanie réwnania:

r =%+ km, gdzie k € Z

Cwiczenie 4
Korzystajac z wykresu funkcji f(x) = tgz,
wyznacz rozwigzanie réwnania:

a) tgx = —/3, b) tgx = .

[

Cwiczenie 4
a) tgw:—\/gdlax:—g—i—lwr,kez

b)tgr =L dlaz=72 4k, kel

| Y | p
: f : Cwiczenie 2
| ! (kr,0), ke Z
I I
I I
I I
I I
|tgrE -
I Lo
| 1 Lo
I I
|—‘1’ : I
: | r Z X
Pl I
I |
i
I I
I I ]
: : Cwiczenie 3
I I a) tg(—z) = —tgwr = =3
| | b) tg(—z) = —tgz = 2
' ' c) tgz = —tg(—z) = —2
I
Y II: f’
I
—\3
1
35 /7

RPN Sty S S U Y P SN R I R —

1.6. Wykresy funkcji tangens i cotangens



B Wykres funkcji cotangens

Na ponizszym rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) = ctgz. Jest ona
okredlona dla z € R\ {km: k € Z}, a jej okres podstawowy jest réwny 7.
Wykres funkcji cotangens nazywamy cotangensoida.

| LT
| |

\ \ \
\ o

—37 —27 -7 O

===

QD). — (:E
¥

rTo

L

P~
P
e
INIE)
5
W)
5
L~
[
)
vl
w
)
/[021/

Cwiczenie 5 Cwiczenie 5
Jl?( ;)R \ ékﬂ k€ 7}, Podaj dziedzine, zbiér wartosci, miejsca zerowe i przedzialty monotonicznogci

miejsca zorowe: funkcji f(x) = ctgx oraz réwnania asymptot pionowych jej wykresu.

x=2+km kel

: . L Cwiczenie 6
maleje w kazdym z przedzialéw ) . .
(km;m + kr), k € Z Podaj wspélrzedne $rodkéw symetrii wykresu funkcji f(z) = ctgx.

asymptoty: = km, k € Z

) Punkt O(0,0) jest érodkiem symetrii wy- : Y |
Cwiczenie 6 kresu funkcji f(z) = ctgz, zachodzi wigc 1 f |
(%5.,0), keZ ponizsza wlasnosé. : :
| ctgx |- ‘ |
| |
\
Dla z € R\ {km: k € Z}: l 1 | |
| —x ™
ctg(—z) = —ctgzx : ‘ '
g(—=) g + ol s I e
| |
) | } |
Gwiczenie 7 Cwiczenie 7 ! L cta(—2) :
a) ctg (—%) = —ctg (%) = —V3 Oblicz. : :
b) ctg (—F) = —ctg (§) = 1 a) ctg(—§)  b)etg(=F) o) ctg(=F) | |
¢) c gf( 5)=-—ctg(-3) =
== Cwiczenie 8
Korzystajac z wykresu funkeji f(z) = ctgx, wyznacz rozwigzania réwnania:
a) ctgx =1, b) ctgz = —/3, c) ctgx:—g.
Cwiczenie 8

a) ctgr=1dlaz =75 +kr, kel
b)ctgm:—\/gdlamz—%—i—lm,kez
c) cthc:—? dlaz=—-% +km, kel

1. Funkcje trygonometryczne



Zadania

1. Naszkicuj wykres funkcji tangens lub cotangens i rozwiaz réwnanie. Podaj

najmniejsza liczbe z przedziatu (3;00) spelniajaca to réwnanie.

a) tgx =0
b) tgx =1

2. Wyznacz x taki, ze:

a) tgx =+/3 i x € (27 37),

c) tgx=-1
d) tgx = —@

e) ctgx = V3
f) ctgr = —1

d) ctgz =L i e (3man),

3

b) tgx =3 i z € (=3m;—2n), e) ctgr=—11i x¢€ (—4mr; —3r),
f) ctgzx=—1 1 x € (4dm;5m).

c) tgx=-11 z € (4m; by,

3. Oblicz sume pierwiastkéw réwnania nalezacych do przedziatu (0; 4r).

a) tgx =0
b) tgx =1

c) tgr = —%
d) tgx = -1

e) tgxr = -3
f) ctgz =0

4. Wyznacz przyblizone rozwiazanie réwnania nalezace
do przedziatu (27;37). Skorzystaj z informacji za-

mieszczonych obok.

a) tgx = 0,3249

5. Wyznacz rozwiazania réw-
nania nalezace do przedziatu
(—m;27), korzystajac z da-

nych z tabeli.

a) tgx =2—13
b) tgr=v2—-1
c) ctgr =2—+/3

6. Rozwiaz réwnanie, korzystajac
z danych z powyzszej tabeli.

a) tgx=1—1+/2
b) tgr =3 —2
c) ctg:r;:—l—\/i

7. Objasnij sposéb otrzymywania
tangensoidy dla x € (0; %), ko-
rzystajac z rysunku obok.

b) tgz = —1,3764

s
€ 12

JE]

h) ctgx = £2

g) ctgxr =1

V3

3
tg 5 ~ 0,3249
tg 3% ~ 1,3764

3T 5T

8 12

t8r 23 V2-1 V2+1 2+3
ctgr 24+3 V2+1 V2-1 2-/3

.a)r=1Im b)r=-3x

7. x jest miara tukowg kata, wiec tgx = y.

W ten sposéb otrzymujemy punkty (z,tgx), czyli punkty tangensoidy.

Odpowiedzi do zadan
.a)z=km, k€l;n

b) x =% +km, k € Z %ﬂ'
c) x =—% +kn kel %77
d)z=—% +km, k€ %ﬂ
x=g+km ke %ﬂ'
x=—5+km kel %77

7

3 3

¢)z=22r d)z=Lnr

r=—-8r f)z=Lr

O b) 7r ¢) Zx

—_1u i

a) = -7, =15,
_1

®= T

b)x——%ﬂ',x:%,l‘:%ﬂ‘
e T a5

o)z = —Fm, &= 3,

z=x

.a)x=—% +kn kel

b)x=—35 +kr, kcZ
c)r=—%+knm kel

1.6. Wykresy funkcji tangens i cotangens



Uczen:

— szkicuje wykres funkcji
y = f(z —p) + g, gdzie f jest
funkcja trygonometryczna,

i okresla jej wtasnosci,

— szkicuje wykres funkcji,
stosujac symetrie wzgledem
osi OX,

— szkicuje wykres funkcji
bedacej ztozeniem przesu-
niecia i symetrii wzgledem
osi OX,

— podaje zbiory wartosci fun-
keji, np. f(z) = 2cos®x — 1.

Cwiczenie 1
a), b) f(D) =(-11), T =2m
1 ’ £
1 J
< C 2 X
c) f(D)=(-2;0), T =2m
1 4
7 9. X=
% i
e
\& q/l X'
e) f(D)=(=2;0), T =2r
1 4
T X'
s e
J
f) f(D)=(1;3), T =2n
e
i
\& T q/l X'
Multite£a

® Przeksztatcenia wykresu funkcii
sinus (1)

® Przeksztatcenia wykresu funkcii
cosinus (1)

® Przeksztatcenia wykresu funkcii
tangens (1)

® Przeksztatcenia wykresu funkcii
cotangens (1)

® Ruch po okregu a tangensoida

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.7

Generator

testow i sprawdzianow

1. Funkcje trygonometryczne

*1.7. Przesuniecie wykresu funkcji o wektor

Przyktad 1

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbidr wartosci.

a) f(x) =sin(x — %)
Y

1
1T

4

b) f(x) =sinz +1
. !

1
i s

0 7

A

T

Wykres funkcji f otrzymujemy przez prze-
suniecie wykresu funkcji y = sinz o wektor
o = [%,0]. Zbiorem wartosci funkcji f jest

przedzial (—1;1).

Cwiczenie 1

< S
X
-

0 7

1
I

Wykres funkcji f otrzymujemy przez prze-
suniecie wykresu funkcji y = sinz o wektor
© = [0,1]. Zbiorem wartosci funkcji f jest
przedzial (0;2).

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej zbior wartosci oraz okres podstawowy.

a) f(r) =sin(x+§) ¢ f(z)=
b) f(z) =cos(x—3%)  d) flz) =

Zauwazmy, ze przesuniecie wykresu
podstawowego.

Przyktad 2
Naszkicuj wykres funkcji:

f(z) = tg(z + 3)
i podaj jej dziedzine.
Wykres funkcji f otrzymujemy
przez przesuniecie wykresu funkeji
g(z) = tgz o wektor W = [-%,0].
Dziedzing funkcji f jest zbiér:
D=R\{§ +kmkel}

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj
jej dziedzine.

2) fla)=tg(e—2) o
b) f(z) = ctg(z — %)

) D=R\{¥ +kmkel}
b) D=R\{% +kmkel}
) D=R\ {5 +kmkel}
d) D=R\ {km:k € Z}
e) D=R\ {km:k €Z}
f) D=R\{% +km:kcZ}

Cwiczenie 2
a
(¥

sinz — 1 e) f(x)=cos(x+%)—1

cosx + 3 f) f(z) =sin(z — %) +2

funkcji o wektor nie zmienia jej okresu

R
v o /] L

AR

TR T

, el ol \

tgx+1 e) flz)=tg(z+Z)—1

ctgxr — 2 f) f(z)=ctg(z—%)+1



Przyktad 3 Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = —sinz. a)x=g+km kel
b)z=—Z+km kel

Wykres funkcji f otrzymujemy przez odbicie symetryczne wzgledem osi OX Q) z=Z+km kel

.. . - 2 bl

wykresu funkcji g(z) = sin . dc=—Z+kn kel
1Y flz) = —sinz e)z=2 +kr kel

f) x=% +km kel

5 7 7 X Cwiczenie 4
1 a) D=R\{% +kmkel},
() = sin z=—%+kr kel

| Y
|

Cwiczenie 3

)

|

|

‘| ll

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej miejsca zerowe. \ {

a) f(z)=—sin(z — %) c¢) f(z)=—sin(z+35) e) f(z)=—cos(

)

NN E]

b) f(z)=—sin(z+ %) d) f(z)=—cos(z—3%) f) f(z)=—cos(z+

) -

Przykiad 4 Y 1 £ |
/ y

Naszkicuj wykres funkcji:

\
|
|
|
|
|

L —

|
| L
| Ll !
| L\ | b) D =R\ {-% +km ke Z},
=Z+km kel

f(@) = —tg(z +3) /
Podaj przedziaty, w ktérych funk-

L

cja f przyjmuje warto$ci dodatnie. / >

>

==

Szkicujemy kolejno wykresy funkcji: \/ N/ X

fi(z) =tgw, fo(z) = tg(z + %) V- 3

oraz f(z) = —tg(z + ).

>
>

Funkcja f przyjmuje wartosci do- b i

e

—
P
e
—

datnie w przedzialach (lm; 7+ k7r), LoV

[y

—_—
L
———
L

Zauwaz, ze —tg(z + §) = ctgz. ’ [

¢) D=R\ {5 +kmkel},
Cwiczenie 4 r=—-%+kr, kel

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzine i miejsca zerowe. (SRSl

|
|
|
|
|

|
]
| f
|

a) fz)=—tg(xz+F) b) fla)=—tgz—5F) o fla)=—ctg(z—F)

[0] Cwiczenie 5

Uzasadnij, ze podana réwno$¢ jest prawdziwa. Skorzystaj z wykreséw odpo- Oz

N

wiednich funkcji.

a) sin(z + %) =cosz  c¢) cos(z +

b) cos(z — %) =sinz  d) sin(z — ) = —cosz f) ctg(z — %) = —tgx
Cwiczenie 5

a) Wykres funkcji y = sin z przesuwamy o wektor [—%, 0}

i otrzymujemy wykres funkcji y = cos x.

b) Wykres funkcji y = cos z przesuwamy o wektor [%, O]

i otrzymujemy wykres funkcji y = sin x.

¢) Wykres funkcji y = cos x przesuwamy o wektor [—%, O}

i otrzymujemy wykres funkcji y = — sinx.

d) Wykres funkcji y = sin z przesuwamy o wektor [%, 0}
i otrzymujemy wykres funkcji y = — cos x.

e) Wykres funkcji y = tgz przesuwamy o wektor [g, O]
i otrzymujemy wykres funkcji y = — ctg x.

f) Wykres funkcji y = ctg x przesuwamy o wektor [g, O]
i otrzymujemy wykres funkcji y = — tgx.

1.7. Przesuniecie wykresu funkgcji o wektor




Odpowiedzi do zadan

l.a)o=Z%+kr, kel

O1% 7 X
b),c)x =2 +kr kel
d)z =3 +kr, kcZ
e)x=7%+km, kel
f) x=kn, kel

2. a) f(D) = (2;4)
b) f(D) = (1;3)
) f(D)=(=3-1)
d) f(D) = (0;2)
e) f(D)=(1;3)
f) f(D) =(-4-2)
3. a) f(D) = (0;2)
b) f(D) = (=3;-1)
) f(D)=(=3-1)
d) f(D) = (0;2)
5. a)
i L :
| i Ay
| | | |
| | \ | | \
AN N ?
| LOL\s T\ X
| | | |
il i il il
b
I I I I
b)
I 1Yt I
| | foo
| | | |
il NN i
o 3L &
I I | AN
\ | | | |
TR RTT

1. Funkcje trygonometryczne

Zadania

1.

.a) D=R\{km:k € Z}

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej miejsca zerowe.
a) f(z)=sin(z—%) «¢) f(z)=cos(z—%) e) f(z)=—sin(
b) f(z)=sin(z+%) d) f(z) = cos(z + )

8]
\

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbidr wartosci.

a) f(z) =sinz+3 c) f(z)=sinz —2 e) f(z) =2—cosx
b) f(z) =cosz +2 d) f(z)=—sinz+1 1) f(x)=—sinz—3
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbidér wartosci.

a) f(z) =sin(z—%)+1 ¢) flz) =sin(z+%) -2

b) f(z) =cos(z — %) —2 d) f(z)=—sin(z — %) +1
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej dziedzine.
a) f(e)=tg(z—3) ¢ fl@)=tg(z+F) e
b) f(z) =tg(e — %) d) flz)=ctg(z+ §) f)
Naszkicuj wykres funkcji f.

a) f(z) = —tgz+1 c) flx) =
b) f(x) = tg(—z) -2 d) f(z) =1+ ctg(—x)
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj rownania jego asymptot.

a) f(z)=1—tg(z+%) ¢) flw)=—ctg(z+%)—1
b) f(m)ztg(x—k%)—l d) f(x):ctg(%—x)—i-l
Rozwiaz réwnanie:

a) tg(z - §) =
b) tg(z + £) = —1, korzystajac z wykresu funkcji f(z) = tg(z + ).

—ctgxr — 1

?, korzystajac z wykresu funkcji f(z) = tg(z — %),

Naszkicuj wykres funkcji f i korzystajac z niego, podaj rozwiazania row-

nania f(z) = a nalezace do przedziatlu (—2m;27).

B f@) =sinz-2). a=} o) fle)=sin(et3), a
5

b) f(z)=cos(z+ %), a= ‘? d) f(z) =sin(z — 1

SR

~—
Q
Il

Podaj zbiér wartosci funkeji f.

a) f(z)=sinz+4 d) f(z)=—cos(z—3%) g) flz)=sin®z+1

b) f(z) =sinz—3 e) f(z) =3 —cosz h) f(z) =1—cos’z

¢) fx)=cosz—1 f) f(z)=—-1—sinz i) f(z)=2+cos’(z+%)

7.a)x =5 +kn, kel
b) D =R\ {2n+kmkel} b)z=Sr+km kel

¢) D=R\{% +kmkelZ} 8.

a)x:—%w,x:—%w,$:§,x:%7r
d) D=R\{-3 +kmkecZ} b)z=-3r2=-2 =51 2="1Ir
e) D=R\{Z +kmkelZ} r=-Umr=-3r2=%2=12
f) D=R\{-% +kmkecZ} dz=—-3mz=—-mao=3ro=n
ca)e=F+hm kel 9.a) (3;5) b) (~4,-2) ¢ (~13;3
b)x =% +kr, kel d) (—1;1) e) (2;4) f) (—2;0)
c)wv=-%+km kel g) (1;2) h) (0;1) i) (2;3)

d)z=F+kr, kel



*1.8. Przeksztatcenia wykresu funkciji (1)

Na ponizszym rysunku przedstawiono wykresy funkcji: g(z) = %sinx (kolor
zielony), f(x) =sinz (kolor czerwony), h(z) = 2sinx (kolor niebieski).

Y h

N 1

B
\
=
0

[

3
S
N

Zauwazmy, ze jesli do wykresu funkeji f(x) = sin x nalezy punkt (zg, yo), to do
wykresu funkeji g(x) = 1sina nalezy punkt (zo,3yo), a do wykresu funkeji

Uczen:

— podaje amplitude wykresu
funkcji y = af(z), gdzie
f jest funkcja trygono-
metryczna,

— szkicuje wykres funkcji
y = af(x), gdzie f jest
funkcja trygonometryczna,
i okrela jej wlasnosci,

— szkicuje wykres funkcji
y = af(z —p) + g, gdzie
f jest funkcja trygono-
metryczng, i okresla jej
wlasnosci.

Cwiczenie 1
h(z) = 2sinz — punkt (zg,2yo). Wykres funkcji g jest ,Scidniety” wzdluz a) niebieski: f, f(D) = (—1;1)
. L . R ) =723
osi OY w stosunku do wykresu funkcji f, a wykres funkcji h — ,rozciagniety”. zielony: g, g(D) = (—1;1)
czerwony: h, h(D) = (—2;2)
Definicja b) czerwony: f, f(D) = (—2;1)
Dla funkcji y = asinz oraz dla funkeji y = acosx, a # 0, liczbe |a| nazy- zielony: g, (D) = (~1;1)
wamy amplituda wykresu tej funkcji. niebieskiz ft; h(D) = (=22)
Cwiczenie 2
.. . a) f(D) = (—3;3), amplituda: 3
Cwiczenie 1 -
Na rysunku ponizej przedstawiono wykresy funkcji: f, g i h. Dobierz wzoér do \ ALY
kazdego wykresu i podaj zbior wartosci kazdej funkcji. \ 1|/ \#
a) f(z) = —isinz, g(x) = —sinz, b) f(z) = Lcosz, g(x) = cosu, \ oz " >
h(r) = —2sinx h(z) = 2cosz l
Y Y 4 ‘
l - 1 b) f(D) = (—4;4), amplituda: 4
= — — X - =3 - = v
7 O NS~ /i 37 O~ ) iy 9= X
7 '\ % o 2w T . N o 2T
/. /. £ /
[iq \ /.
[+ \ /
Cwiczenie 2 iR AAINCH S
.. .. Ce . ., L. . .. / \ /
Naszkicuj wykres funkcji f, podaj jej zbiér wartodci i amplitude jej wykresu.
a) f(z) =3sinx ¢) f(z) =3sinx e) f(z)=—3cosz Nt/ b
b) f(x) =4cosx d) f(z) = —2cosx f) f(z) =—-2,5sinz
c) f(D) = <—%; %>, amplituda: % e) f(D) = <—%; %>, amplituda: %
Y Y . Multite4a
7/ : X = : e X * Wykres funkgji sinus
otz 7 / — O+ 7 > * Wykres funkcji cosinus
* Wykres funkcji tangens
. f) f(D) = (—2%;21), amplituda: 21 * Wykres funkcji cotangens
d) £(D) = {~2;2), amplituda: 2 v * Wykresy funkcji trygono-
.
} y VAN VA \ metrycznych
/ \ / \ dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.8
0|5 ! Xy / OG-t X
N/ \ (@ Genera!jtor
testéw i sprawdzianéw

1.8. Przeksztatcenia wykresu funkgji (1)



Cwiczenie 3

Przykfad 1 /,: Y ”: ”
a) [ LY ’“ Naszkicuj wykres funkcji f(z) = §tgz. | :
| ! | [
| [ LSl Szkicujemy wykres funkcji f, korzysta- / ) | / ) \ / )
/ : / : / : / : jac z tego, ze jeéli do wykresu funk- /: 19 /: /
Al o : cji g(x) = tgx nalezy punkt (zo,vo), | -/ |
| | z X to do wykresu funkcji f nalezy punkt : o
L L (g L), ! 32 X
I/ | | | '3 | ;
| LN , | I
; : ; : Cwiczenie 3 | |
I L I I Naszkicuj wykres funkeji f. |l / |l /
| |
b W) f@) =2tz b)) = }ige il i
| | | fi .
| | | | Zadania
A P
| L i : — 1. Naszkicuj w jednym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji: f, g i h.
: | i | a) f(z) =2sinz, g(z)=2sin(z— %), h(z )_2sm(x——)+1
[ [ | |
| [ | [ b) f(z) =3coswz, g(x)=3cos(x+ %), h(z) =3cos(z+ %) —
: : : : ¢) f(z)=3sinz, g(z)=isin(z+73), h(z)=3isin(z+3)+
|
d) f(z) =2cosz, g(z) =2cos(x — 2m), h(x)=2cos(z — %71') -3
Odpowiedzi do zadan L Lo L L.
1. ) 2. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbiér wartosci.
Y ! a) f(z) = —2sin(z — %) ¢) f(z)=—isin(z+%)+1
y T us
g : b) f(z) = —%cos(z+ %) d) f(z)=—2cos(z— %) -1
- > 3. Naszkicuj wykres funkcji f.
<
2) f0) = ~2tgz  b) f@) =25z +7) o) f@)=—bte(o— )
b) 4. Na rysunku obok przedstawiono wykresy g 7
JL
Y funkcji: fi(x) = aysinz, fo(r) = aysinz, / - \
LN\ f3(z) = azsinx. Wyznacz: ay, ag, az. Po- 1s
\ J/ NN\ iATh daj amplitudy tych wykreséw. { / \\ /
/ \ wll T m
VI B TR A R\ YA 77 5. Naszkicuj wykres funkeji f(x) = acosz, 7]'/ \ . /’ X
/ 70 \ /
oA ! 6. Punkt P nalezy do wykresu funkcji f.
0 Oblicz wartos¢ wspotczynnika a.
Y a) f(z)=asinz, P(%,3) ¢) f(z)=atgz, P(—%,1)
A b @) =acess, P(3Y) Q) f(z) = actgz, P(37,~0)
1 £
L W
S\ =T 2.9 /(D) = (-22) 3. a) 4. a1=4 a2 =3,
X | iy | | — _o.
b) f(D)=(-3%;3) 1 1 1 1 as ;
d) D 1.3 I I I I amplitudy — fi: 4,
¥ALlg ) f(D)=(3:3) | | 1NN for 8, fs 2
{ 1) . IO =5 | | Vol saa=2
i - — 2
. —— LA AL A Y b)a=—2
I | I I 6.a) a=6
} [ I O\ 31 I X
AR A A b)a=+v2
| f I | — _\/g
| | | | C) @
| | | | d)a=—-6V3
| | | |
L L L L

1. Funkcje trygonometryczne




7. Przeczytaj informacje w ramce. 7. a)

Y y=27&)
Na rysunkach ponizej pokazano, jak z wykresu funkcji y = f(z) mozna g L)
otrzymac¢ wykres funkeji y = 2f(z) oraz wykres funkcji y = £ f(x). 1 s
X
b)
Y
)= 2 (x)
‘_'__4—/ 1 Y. = —-f(”l‘)
L1
1 X f X
Jesli do wykresu funkeji y = f(x) nalezy  Jesli do wykresu funkcji y = f(z) nalezy
punkt P(zo,%0), to do wykresu funkcji  punkt P(zo,y0), to do wykresu funkcji
y = 2f(z) nalezy punkt Q(zo,2yo). y = 1 f(z) nalezy punkt R(zo, 290). |
c
Y
Naszkicuj wykresy funkcji y = 2f(x) oraz y = 1 f(x).
) 0 /I
Y Y D JEAVAR
Y = A] x
f f Y= = f(”r’\ 1
N 1 Ol 1 X
d
1 X o] 1 X ) Y yi= 2 (z)
\\ =51
] =9
7 I\ X
1 X O] 1 X
8. a)
YA Jg. A4
J
8. Naszkicuj wykresy funkcji: f, g i h. .
X
a) f(z) =z, g(z)=3f(z), h(z)=3f(2) /
b) f(z) =12% g(z)=2f(z), h(z)=;f(z) b)
) £(2) = lal, gla) = ~2f(2). h(z) = ~1f() NELE <BVIIRY,
Q) flo) =2 +2, g(o) = $(@), hla) = 3/(@) \§r/
9. Czy wykresy funkcji y = f(z) iy = af(z), gdzie a # 1, moga mieé¢ punkty
wspOlne? ol 1 X
c)
9. f(z) = af(x), gdzie a # 1 Y
f@(1-a)=0a#1 A7
f(.’l?) =0 — ) X
Zatem wykresy funkcji y = f(z) oraz y = af(z), gdzie a # 1, maja punkty wspélne, = ~
gdy funkcja f ma miejsca zerowe. g
d)
I\
\
\‘_#___
“\N ~ h
X

1.8. Przeksztatcenia wykresu funkgji (1) 39 Hmmmmmms



Uczen:

— szkicuje wykres funkcji
y = af(z), gdzie f jest
funkcja trygonometryczna,
i okresla jej wtasnosci,

— szkicuje wykresy funkcji
bedacych zlozeniem kilku
przeksztalcen i okresla ich
wlasnosci.

Cwiczenie 1

okres podstawowy: T' = 7,
miejsca zerowe: z = 5% gdzie
kel

MultiteZa

* Wykres funkcji sinus

® \Wykres funkcji cosinus

* Wykres funkcji tangens

* Wykres funkcji cotangens

* Wykresy funkciji trygono-
metrycznych

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.9

Generator

testow i sprawdzianéw

1. Funkcje trygonometryczne

*1.9. Przeksztatcenia wykresu funkciji (2)

W tabeli podano wartosci funkcji f(x) = sinz i g(z) = sin2z. Na rysunku
przedstawiono wykresy tych funkcji dla x € (0; 7).

) f(z) =sinzx
v 0 %w iw %w %ﬂ' §7r %71' %71' s
g |
inz 0 3 £ £ 1 F £ 4 o0 .
us T
1 1 % 4 3 5 o 1 2 r X
2x 0 3T 3T 5T i 3T 5T 3™ | 27W
sin2z 0 2 1 B g B 1 8 9 g(x) = sin2z

Zauwaz, ze funkcja f(r) = sinz przyjmuje wartoé¢ 1 dla = %, natomiast
funkcja g(x) = sin 2z przyjmuje wartos¢ 1 dla = = 7.

Funkcja f(x) = sinzx przyjmuje wartosé¢ 0 dla x = kn, k € Z. Zatem funkcja
g(x) = sin 2z przyjmuje warto$é 0 dla x takich, ze 2z = kn, k € Z, czyli dla
T = %", k € Z. Okres podstawowy funkcji g(z) = sin 2z jest réwny 7.

Y () = $ini 22
) 7N 1 7
27 ) 3 g §‘ s \)ﬁ
1 : L h
) flx) =sinua

Wykres funkcji g jest w stosunku do wykresu funkcji f ,Scisniety” wzdtuz osi OX.

Cwiczenie 1 Iy

Na rysunku obok przedstawiono wykres \ [/\ /\  /\ f/\ s
sunn ob . N0 0 A A

funkeji f(x) = sin4x. Podaj okres podsta- \/ 0 \/z \ n vﬁ X

wowy tej funkcji oraz jej miejsca zerowe. .\ :

Przykfad 1

Wyznacz miejsca zerowe funkeji g(x) = sin %x i naszkicuj jej wykres.
Funkcja f(x) = sinx przyjmuje warto$é¢ 0 dla x = kn, k € Z. Zatem funkcja
g(x) = sin $2 przyjmuje wartos¢ 0 dla « takich, ze o = km, k € Z, czyli dla
x = 2km, k € Z. Okres podstawowy funkcji g(z) = sin s jest rowny 4.

: Y glz) =sinszx :
N / I = = /‘\
27 - 0 z m 3z T X
Mo: 1 e
f(z)i=isinx

Wykres funkcji g jest w stosunku do wykresu funkcji f ,rozciagniety” wzdiuz osi OX.



Okres podstawowy funkcji y = sin ax oraz funkcji y = cos az, gdzie a > 0,
jest réwny 2.

Cwiczenie 2

Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji: f(z) = cosz, g(x) = cos2x
i h(x) = cos 3x. Dobierz wzér do kazdego wykresu. Podaj okres podstawowy
oraz miejsca zerowe kazdej z funkcji: f, g i h.

Y

— —

=27 = 0) T m m 27 X

1
€I

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej okres podstawowy.
a) f(x) =cosdx b) f(z) =sin3z c¢) f(z)=—cossz d) f(z) = —siniz
Przykfad 2

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = 2sin(2z — %).

Wzor funkeji zapisujemy w postaci f(z) = 2 sin2(a: — %), a nastepnie szkicu-
jemy kolejno wykresy funkcji:

fi(z) =sinz, fo(z) =sin2z, fy(z)=sin2(z—%) i f(z)=2sin2(z— ).

e ~F N
AN 600 0 S 8 08 V00 5 4 A8 AV 20N
7\ N 7\
77N\ 47U R\ NG/ (I N
7/ 510 0 74 i 5 4 S X
\/ \/ \/ )
Cwiczenie 4

Naszkicuj wykres funkcji f.

a) f(z)=2cos(z—%) b) f(z)=sin(32+%) c¢) f(z)=3cos(2z— %)

2
Cwiczenie 5
Podaj miejsca zerowe funkeji f nalezace do przedziatu (0;27).

a) f(x) =sindx b) f(x) =2sin§ ¢) f(z) =1icosmx

CGwiczenie 4
a) v c) Y
N N 2
JEEE e Er B aEny Slian )
0 % o\l e
/ 9) T
] .y V] ¢
\g 1y 1y \
b) Y R \
; 1 \/ \/ \/
O s X

Cwiczenie 2

niebieski: f, T' = 2,

miejsca zerowe: T = 5 + k,
kel

czerwony: g, T =,

miejsca zerowe: T = 7 + ’“2—”,
kel

zielony: h, T = 4,

miejsca zerowe: r = 7 + 2k,
kel

Cwiczenie 3
a)T =73
)/’
1
JAAVERT R VIR SN VYA A VARV ARVARY B\ A\
7 z X
_ 27
b) T = = v
1
n \
\
\ 9 7 X
c) T =4n
}/
1
—~ 1 r —
) 7 X
d) T =4n
r Y
J 1
— ~ 4
) 7 X
Komentarz

Warto zwrécié uwage uczniéw na
to, ze przed naszkicowaniem wy-
kresu nalezy odpowiednio prze-

ksztalcié¢ wzér funkcji.

Cwiczenie 5
a)z€{0,2,Z, 38 o 51 31
Th2m}

b) z =0

1 3 5 7 9 11
A EE (5t

1.9. Przeksztatcenia wykresu funkgji (2)



Cwiczenie 6
a) T = 2m,

miejsca zerowe: © = 2km, k € Z

b) T = I,

miejsca zerowe: T = %’T, kel

c) T =1,
miejsca zerowe: © =k, k € Z

Odpowiedzi do zadan
1.a) T =, f(D) = (-3;3)
b) T =, f(D) = (-4 1)

¢) T =%, f(D) = (-22)
d) T =4r, f(D) = (-3;3)
e) T =2, f(D) = (—4;4)
f) T =4, f(D) = (—2;2)
;1)

1 f
C 7 ‘2\
b) T =m, f(D) =(-11)
s/
\ t i
X

///
-
=
-
=
.

i \ 100\ 7 X
\
d) T =3, f(D) =(-3;3)
'sf
N /\
| \ \ \ \ \ |
| |
[)q !
| | [E | | | |
| | | | | | |
] ] | | | 7 Ix
e AL AL AL e ALEIE AVEIES
e AU AL AL A AU
LI VYA T 1 Y N O A 1 O B
’I LA 1T TR A
&) T =, f(D) = (~2;2)
s/
7\ 7\ 7\

\ frR it Ny
W
C
VR (BTN WA | L O (R
\f \—7 \ "/ \
NS NS \/
f) T =z2x, f(D) = (-1;1)
S/"
1 f
/
374

1. Funkcje trygonometryczne

Przyktad 3
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = tg2z. Podaj
jej okres podstawowy i miejsca zerowe.

M

——

—

Okres podstawowy funkcji f jest réwny 7.

|
i
|
_ _ kn ;
tg2z =0 dla x = =, gdzie k € Z. / r:/X
[ N
Okres podstawowy funkcji y = tgax oraz { : :
y = ctgazx, gdzie a > 0, jest réwny ~. I I |, |I
[ [
Cwiczenie 6
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej okres podstawowy i miejsca zerowe.
a) f(z) =tg3 b) f(z) = tg3x ) f(z)=tgme
Zadania

1. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej okres podstawowy i zbiér wartosci.

a) f(z) =3sin2x ¢) f(z) =—2sin3x e) f(z) =4cos3z
b) f(z) = 1 cos2x d) f(z) =3cos2 f) f(z)=2sin(-%)
2. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej okres podstawowy i zbiér wartosci.
a) f(z) =cos2(z — %) d) f(z)=3cos(4z —I)
b) f(x) =sin2(x — ) e) f(x)=2sin(r — 2z)
¢) f(z)=2cos(2z— %) f) f(z)=—cos(Z — 3z)

3. Wyznacz miejsca zerowe funkcji f oraz naszkicuj jej wykres.
a) f(x) =sinmx b) f(x) = cos2nx c) f(z)=2tg %"

4. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj wartosé najwieksza i wartosé najmniej-
szg tej funkcji.
a) f(z)=2sin(3z+m) +1 b) f(z) =3cos(2z — %) — 2

5. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = Asin Bx + C, gdzie
A, B, C sa pewnymi stalymi. Wyznacz ich wartosci.

a)- X ) ] ) |
L2\ i\ / » -
[\ L\ / NN N CNON NS
; NN A% UK
O\ f N WAE Ve VA, Ve VIRV,
JA 7\ // 3m\. ./ X /.
\jl 2
B.a)z=k, kel 4. a) warto$é najwigksza: 3,
Y . wartos¢ najmniejsza: —1
1 b) wartos¢ najwieksza: 1,
warto$¢ najmniejsza: —5
9 5.a) A=2,B=2C=1
L b)A=-1,B=3C=-1
bjz=y+3 kel ¢) A=-1,B=6,C=-1
Y f
\ /
AR B IR RV




Wyznacz dziedzine oraz miejsca zerowe funkcji f i funkcji g. Naszkicuj ich 6. a) Dy =

wykresy oraz podaj okresy podstawowe.
a) f(z) =tg%, g(z) =tg(%—1%)

b) f(z) = —tg2z, g(z)=—tg2(z — %)
c) f(z)=tg(—35), g(x) =tg(§ —3)
d) f(z)=ctg%, g(x)=ctg(f—7%)

Przeczytaj informacje w ramce.

Na rysunkach ponizej pokazano, jak z wykresu funkcji y = f(z) mozna
otrzymaé wykres funkcji y = f(2x) oraz wykres funkcji y = f(—x .

=R\ {3+ 3km: k € Z},
f(z) =0dla x = 3km, k € Z,
Ty = 3m;

Dy =R\ {(3k + 2)m: k € 7},
g(z) =0dla z = 5 + 3kmn,
kel T,=3r
b) Dy =R\ {5 + & :k € Z},
flz)=0dlaz =% keZ,
Ty =3;
s =R\ {¥:k e},
g(x):Odlax:%—i—%”,
1 ) kGZ,ngg
c) Dy =R\ {7 + 2km: k € Z},
f(z) =0dla x = 2km, k € Z,
Ty = 2m;
Dy =R\ {37 +2km k € Z},
g(x) =0dla z = % + 2kmn,
kel T,=2r
d) Dy =R\ {3km: k € Z},
f(z) =0dlaz = 3r + 3km,

>

Y

X

Jedli do wykresu funkcji y = f(x) nalezy  Jesli do wykresu funkcji y = f(z) nalezy

keZ, Ty = 3m,
Dy =R\ {5 +3km:k € Z},
g(x) =0dlaz = x4 3km,

punkt P(zo,y0), to do wykresu funkcji  punkt P(zo,y0), to do wykresu funkcji keZ T,=3r
y = f(2z) nalezy punkt Q (£, o). y= f(%x) nalezy punkt R (2z0, yo)- 7. a)
. Y
y = Jj(2z)
Naszkicuj wykresy funkcji y = f(2z) oraz y = f(3z).
a) Y c) Y ol 1 X
NS Yy y=/(2~
i 4 .
) o)1 X o 1 X
b
o] 1 X ) f
y = f(2x)
b) Y d) Y /
f 1
¥ O/ 1 X
Y
| X o| 1 X
/ \ | v =1G)
1 X
\ Y [y = f(2z)
I\ y = f(32)
\ /O] \ / X
W
y=f(zz
\l/
INV /v = f(2
Ol 1 X
/ | | \

1.9. Przeksztatcenia wykresu funkgji (2)



Uzasadnienie wzoru
Wprowadzmy oznaczenia jak na
rysunku, woéwczas:

Tp =T COST

Up =Tp W=TCOST W = VUCOST

1. Funkcje trygonometryczne

Ruch po okregu

Jesli ciato poruszajace si¢ po okregu przemiescito !
sie z punktu P do punktu P, w czasie t, to opisujac
ten ruch, mozemy podaé zaréwno predkosé katowa A p
w = ¢ (stosunek kata obrotu o do czasu t), jak

i predko$é liniowg v = % (stosunek dtugosci tuku {

do czasu t).

Predko$é katowa w zwykle podaje sie w radianach na sekunde [rad/s|. Miara
lukowa kata a to stosunek dlugosci tuku I do promienia r (o = %), wiec

L i stad mamy zaleznoéé v =1 - w.

otrzymujemy w = —

Przyktad
Ziemia wykonuje pelny obrét wokot swojej osi w ciaggu 24 godzin, zatem pred-
kos¢ katowa jej ruchu obrotowego jest rowna:

2 o

Jezeli przyjmiemy, ze Ziemia jest kulg o promieniu k

6370 km, to punkt na jej rowniku porusza si¢ na N

skutek ruchu obrotowego z predkoscig liniows: V
v=1w= 06370 5 ~ 1668 [km/h]

Dla punktu P lezacego na szerokosci geograficz-
nej x predko$é liniowa wyraza sie wzorem:
vp = vcosz (uzasadnij)

1. Oblicz, z jaka predkoscia liniows porusza sie punkt lezacy

na tym samym réwnolezniku co Krakow, ktorego szerokosé
geograficzna wynosi 50°N.

2. Przednie kolo bicyklu (ilustracja obok) ma s$rednice
rowna 144 cm, a tylne 36 cm. Ile razy predkosé katowa,
z jaka podczas jazdy obraca si¢ tylne kolo, jest wigksza
od predkosci katowej, z jakg obraca sie przednie koto?

N
S

3. Ile obrotéw wykonuje w ciggu sekundy koto samochodu jadacego z pred-

koscia 60 km/h, jesli érednica kola jest réwna 52 cm? Z jaka predkoscia
katowa (w radianach na sekunde) obraca sie to koto?

4. Przedni wal walca drogowego ma srednice 2 m. Gdy walec jechal po proste;j

drodze, jego przedni wat wykonal w ciagu pét godziny 500 obrotéw. Z jaka
predkoscia poruszal sie walec? Z jaka predkoscia katowa (w radianach na
sekunde) poruszal sie przedni wal?

Odpowiedzi do zadan

1. v = 1072 km/h

2. 4 razy

3. okoto 10,2 obrotu; 20,47 rad/s

4. predkosé liniowa: okoto 6,28 km /h,
predkosé¢ katowa: %77 rad/s



*1.10. Przeksztatcenia wykresu funkciji (3)

Przyktad 1

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = |sinz| i podaj jej okres podstawowy.
Wykres funkcji f(z) = |sinz| otrzymujemy przez odbicie symetryczne wzgle-
dem osi OX tej czesci wykresu funkeji g(z) = sinz, ktéra znajduje sie pod
osiag OX. Pozostaly cze$¢ wykresu zostawiamy bez zmian.

Y f{x) = |'sih 4|

1
X1

|2
B

AT = O z 7
1
£

glzr)=snz

Okres podstawowy funkcji f jest rowny .

Uczen:

— szkicuje wykresy funkcji
y = |f(z)| oraz y = f(|z|),
gdzie f jest funkcja trygono-
metryczng, i okresla ich
wlasnosci,

— szkicuje wykresy funkcji
trygonometrycznych
bedacych ztozeniem kilku
przeksztalcen i okresla ich
wtasnosci,

— stosuje wykresy funkcji
w zadaniach réznych typow.

Cwiczenie 1 Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej okres podstawowy. a)T'=m
. Y
a) f(x) = |cos x| b) f(x) = |tg x| c) f(z) = —[sinz| . /
Przyktad 2 O T X
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = |2cosz — 1| i podaj jej okres podstawowy. b)T=r
Szkicujemy kolejno wykresy funkcji:
fi(z) =2cosz, fo(x) =2cosz—1 i f(z)=|2cosz —1]. 5
v | i |
| i | |
\ | [ £
f \ A |1\ 4]
N \ [\ [.1\ |
! (Y E
=27 =7 0 5 7 8 2 X 0 7 X
! y )T =m
13 Y
Okres podstawowy funkcji f jest réwny 27. 7 X
Cwiczenie 2
Naszkicuj w jednym ukladzie wspélrzednych wykresy funkcji: f, g i h. Podaj
okresy podstawowe tych funkcji.
a) f(x) =sin2x, g(z)=|sin2z|, h(z) =|sin2z| —1
b) f(z) = cos3z, g(x)=|cos3z|, h(x)=|cos3z|+1
, Multite4a
Cwiczenie 2 o . e Przeksztatcenia wykresu funkcii
Q) Ty=m Ty=Th=3 b)Tp=FTo=Th=3 sinus (2)
Y Y ® Przeksztalcenia wykresu funkcii
1 g / cosinus (2)
\ / 7 il N \ ® Przeksztatcenia wykresu funkcji
V. O T \X / : \ tangens (2)
/\ I \ [9) T X ® Przeksztatcenia wykresu funkciji
f cotangens (2)

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.10

(> Generator
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1.10. Przeksztatcenia wykresu funkciji (3)



Cwiczenie 3

oAz Przyktad 3
a) nie jest . Naszkicuj wykres funkcji f(x) = sin |z|. Czy funkcja f jest okresowa?
{ Wykres funkeji f(x) = sin |z| jest symetryczny wzgledem osi OY. Dla = > 0
7 X wykres funkcji f pokrywa si¢ z wykresem funkcji y = sinz. Zauwaz, ze dla
x < 0 wykres funkcji f pokrywa sie z wykresem funkcji y = —sinz.
b) nie jest ) e RN Y f(x) = sin x|
x J T !
P X v—%‘\ L ? s 7 31 -
c) nie jest Funkcja f nie jest funkcja okresows.
a
J,
) ¥  Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji f. Czy funkcja f jest okresowa?
Odpowiedzi do zadan a) f(z) =sin|z — Z| b) f(z) = sin(|z| — %) ¢) f(z)=cos(|z| + %)
1. a)
Y .
Va Zadania
b) ; 1. Naszkicuj wykres funkcji f.
' a) f(z)=|sin(z—Z)| ¢) f(z) =2|sinz|—1 e) f(z)=|cos(% - %)‘
O 5T X b) f(x) = |cos(z — Z)| d) f(x) = —3[cosx| f) f(x)=2—|3sina|
c)
1Y i 2. Podaj dziedzing funkcji f i naszkicuj jej wykres.
AR a) f(z) = —[tg| c) f(z) = Jtg(z—F)| e f(z)=tga 1]
d) § b) f(z) =[tgz| =1  d) f(z) = |tg(z+3)| £) flz)=|ctg(z )|
- 3 3. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej okres podstawowy i zbiér wartosci.
AN A ™ K o) f@=les2]l o fl@)=[2sin3al o) f(a)=|tg20
/ b) f(z) = |sin sz d) f(z) = |4 cos3z| f) f(z)=|ctg x|
e) % 4. Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakich wartosci parametru a réwnanie
o L <of f(x) = a ma rozwigzania?
DGt X a) f(x)=|sinz|+2 b) f(x)=]cosz|—1 <¢) f(x)=]sin(z—7)|-1
f)
g 5. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbiér wartosci.
[\ 11\ L\£
¢ a) f(x) = sin |2z] c) fla)=2—sinlz| e) f(x)=2sin|2z|—1
5 AT X
b) f(x) = cos|%x| d) f(z)=1—cos|z|] f) f(z)=3cos|2z|+1

1. Funkcje trygonometryczne

2.a) Dy =R\ {% +kmkeZ} 4. a) a € (2;3)
b) Dy =R\ {3 +kmk € Z} b) a € (—1;0)
¢) Dy =R\ {-5 +kmkecl} c) a € (—1;0)
d) Dy =R\ {% +kmkeZ} 5. a) f(D) =(-1;1)
e) Dy =R\ {3 +kmkecl} b) f(D) = (—1;1)
f) Dy =R\ {§ +km:k € 2} ¢) f(D) = (1;3)
3.a) T=7, f(D)=(0;1) d) f(D) = (0;2)
b) T = 2m, f(D) = (0;1) e) f(D)=(=31)
¢) T =3, f(D)=(0;2) f) f(D) =(-2;4)
d) T =3, f(D) =(0;4)
e) T =3, f(D) = (0;00)
f) T =2, f(D) = (0;00)



10.

11.

12.

10

12.

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj przedzialty, w ktorych ta funkcja przyj-
muje wartosci dodatnie.

| Yy |
a) f(z)=|sinz|+sinz | :
b) f(z) = |cosz|+ cosx | :
) f(z)=[tga| +tgx : |
D) f2) = tgel - tga | i | |
| :
Na rysunku obok przedstawiono : ’, l\ ’, ‘\ ,’:
wykres funkeji f(z) = |[tgz| - 1|. | [0 [r] [l
Podaj liczbe rozwiazan réwnania : I \ . / \\ /’ :
f(x) = m nalezacych do przedzia- | N :
tu (—m;7) w zaleznosci od para- 0 x %
metru m. I I [ I
Podaj zbiory wartodci funkcji f oraz funkcji g(z) = |f(z)].
a) f(z) = 3sin2z ¢) f(x)=2sinz—3 e) f(x)=—4cosmz—1
b) f(x) =sin3z +1 d) f(z)=tg?z+1 ) f(z)=(tg?z+1)"!
Dla jakich wartosci parametru a réwnanie f(x) = ¢ ma rozwiazania?
. . 1
2) fle) = PBsin(2e —5)| o) fl) = |tax] +2 o) fla) = b
—9_ _ 2. _ 1
b) Ja) =2~ feos2e|  d) Jla) = [tgte 4] D) J@)= g
Podaj rozwiazania réwnania |tgxz| = 1 oraz réwnania tg|z| = 1 nale-

zace do przedziatu (—2m; 27). Skorzystaj z wykreséw funkeji f(z) = | tg x|
ig(x) = tg|z.

Il R Il | (Y] |
il il B | | ho. 9]
O O O | e ¥
| | | | | | /1 |
| AL | | AL |
i i i i i i i i
27 . —m 1Ol § 7w | X -2x! -a 10l 3 /n | X
[ [ [ [ [ [ [ [
Naszkicuj wykres funkcji f.
a) flz)=—tgla[+1  b) fl@)=tgle—3[ o) flz)=tg(lz| %)
Podaj dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres.
| sin z| | cos | [tg x|
a) fla) = —— b) f(w) = —— o) flr) =" 2
|tg(17| = 17 gdy T e {_%7[-7 _%ﬂ-v _%ﬂ_v _iﬂ_v %ﬂ_v %ﬂ_v %7[-7 gﬂ-}v
tglz| =1, gdy © € {3, —37, 37, 37}
a) D=R\ {kr:k € Z} ¢) D=R\{&:keZ}
o 1%Y f Ot o O O] Y o—io Ol
R ()l T X O 0—75
i 21 - —2r X
b) D =R\ {% +kmkeZ}
o 1 Y / o
& (0) u 2T

6. a) (2km; 7 + 2kn), k € Z
e

Y
/ \ f
b) (=% + 2km; & + 2km),
kel
/ \ f /
c) (km; 5 +km), k€ Z
A l
f
e w
d) (—% +kmkn), k€l
\ | ¥1
f
[ [ 0] % 77 |
7. 0 dla m € (—o0;0),
4 dla m € {0} U (1; 00),
7dlam =1,
8 dla m € (0;1)
8. a) f(Dy) = (=3;3),
9(Dg) = (0;3)
b) f(Dy) = g(Dg) = (0;2)
c) f(Dy) = (=5-1),
9(Dg) = (1;5)
d) f(Dy) =

f) f(Dy) = g(Dy) = (0;1)

9. Zauwazmy, ze zbiér wartosci
parametru a to zbiér wartosci
funkcji f.

a) a € (0;3) b)ac(1;2)
c) a € (2;00) d)a € (0;00)
e)ac (3;1) f)ae(3;1)

1.10. Przeksztatcenia wykresu funkciji (3)



I 48 1. Funkcje trygonometryczne

Ruch po okregu a sinusoida

Na rysunku nizej punkt P porusza si¢ ruchem jednostajnym ze stalg predkoscia
katowa w po okregu o promieniu r w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek
zegara (predkosc katowa to stosunek kata zakreslonego podczas ruchu do czasu,
w ktérym to nastgpito). Poczatkowe potozenie punktu P oznaczono przez A —
jest to jeden z koncow poziomej srednicy AB. Wykres przedstawiajacy zmiany
odlegtosci punktu P od $rednicy AB w czasie jest sinusoida.

Y
p 1'“

e AWAWAWAW]
IBVAVEVAAVE

I o

e}

——— =

Diabelski mtyn

Diabelski mtyn to obracajace sie wielkie koto, na ktérym sa zamocowane wagoniki.
Na rysunku schematycznie pokazano diabelski mtyn o $rednicy 28 m, obracajacy sie
ze statg predkoscia katowa w w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara.
Wagonik w najnizszym potozeniu jest zawieszony 2 m nad ziemia, a jeden petny obrot
kota trwa 4 minuty.

Przyjmijmy, ze w chwili ¢, = 0 wagonik znajdowat sie w punkcie P, czyli 16 m nad ziemia.
Wysokos¢ h, na ktérej wagonik znalazt sie po uptywie czasu t (punkt P na rysunku), jest
opisana wzorem:

h(t) = 14 sin(wt) + 16

El Na jakiej wysokosci nad ziemia znajdzie sie ten wagonik po uptywie 5 minut?
A na jakiej po uptywie 8 minut?

1. Po 5 minutach wagonik znajdzie sie 30 m nad ziemia, a po 8 minutach — 16 m.



Uczen:

— stosuje podstawowe
tozsamosci trygonometryczne

*1.11. Tozsamosci trygonometryczne

Tozsamosé trygonometryczna to taka réwnosé, w ktorej wystepuja funkcje try- w prostych sytuacjach,
gonometryczne i ktora jest prawdziwa dla tych wszystkich wartosci zmiennej, — dowodzi tozsamosci trygono-
dla ktérych wyrazenia wystepujace w tej réwnosci maja sens. metrycznych, podajac odpo-

wiednie zaltozenia,

Przypomnijmy, ze miedzy wartosciami funkcji sinz 4 cos?z = 1 — oblicza wartosci pozostatych

trygonometrycznych kata ostrego x zachodzg po- . funkcji trygonometrycznych

tgx = 207 kata, gdy dana jest warto$¢
jednej z nich.

dane obok zwiazki.
Réwnosci te sa tez prawdziwe dla dowolnego ctgx =
x € R, dla ktérego obie strony réwnosci sa okre-

cos T
sinx
1

ctgx = oo

Slone.

Podstawowe tozsamosci trygonometryczne

1. sin’z +cos?z =1 dla dowolnego zeR jedynka trygonometryczna

__ sinx T .
2. tgo=—— dlaz e R\{§ +kmkeZ}

3. ctgxz;ojz dla z € R\ {km: k € Z}

S -1 k.
4. ctg:v—tgx oraz tgaz—ctgw dlaz € R\ {F:kcZ}

Dowéd jedynki trygonometrycznej

Niech punkt P(xg,yo), rézny od poczatku uktadu
wspolrzednych, bedzie dowolnym punktem na ra-
mieniu koncowym kata x. Wowczas: T / h

: Yo Z0o |
Sy = —, COST = — —
o ; P Yo

gdzie r = \/x2 + y2. Zatem:

2 2 2 2 2 2
sin? z + cos?z = (—y0> + (—0 ) =% 0 — 0T Y% =1
'

N Ve K

0] Cwiczenie 1
Udowodnij tozsamosci trygonometryczne: 2, 3 i 4.

0] Cwiczenie 2
Udowodnij tozsamosé trygonometryczna.
a) (1—sin’z)tgz =sinzcosz dlax € R\ {Z + kmk € Z}
b) (1 —tgz)(1+ctge) =ctgr —tga dlax e R\ {&:k € Z}

Cwiczenie 1
Przyjmujemy te same zalozenia co w dowodzie jedynki trygonometryczne;j.

2, 2nz _ o Zo — Ziol:tgm, gdzie cosx # 0, czylix # 5 +km, k€ Z

3. 2BZ — 20 A0 — Z—g = ctgx, gdzie sinx # 0, czyli « # km, k € Z

4. tgx-ctg$:Z—g~z—g:1, gdziex#%”,kez

Zatem tgx = ﬁ, ctgr = tg%.

Cwiczenie 2

a) (1-sin’z)tgz =cos®z - E2L —gsingcosz dlaz € R\ {Z + km: k € Z} dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.11

b) (1 —tgz)(l+ctga) =1+ctge —tgz — 1 =ctgz —tgz dlax € R\ {&:k € Z}
Generator

testow i sprawdzianoéw

1.11. Tozsamosci trygonometryczne



Cwiczenie 3

a) (sinx + cos x)*+

+(sinz — cos z)? = sin® z +
+2sinz cosz + cos® z+
+sin? 2 — 2sin z cos z+

+ cos?z = 2(sin’® z + cos® ) =
=2-1=2

b) sin z — cos* z =

= (sin® z — cos® z)-

-(sin? z + cos® x) =

= (sin®z — cos®z) - 1 =
=sin’z — cos® x

c) Zakladamy, ze tangens jest
okreslony oraz sin x cos x # 0,
czyli x # %’r, kelZ.

1—cos? z _ sin? @ __ sinxz __

sinzcosz ~ sinzcosz = cosxz
=tgx

d) Zakladamy, ze tangens jest
okreslony oraz cos? x # 1,
czyli x # km, k € Z.

cos?x
1—cos?z

2 s 02
__cos“x [ sin“ax _ s 2 —
T sin?gz (cosgz i I) -

(tg? x —sin’z) =

2 2

=1—cos“xz =sin"x

Cwiczenie 4
) 1-2sin’z __
2cos2z—1

23— 2sin? ¢ _

sin2 x + cos
2cos2 x —sin? x —cos2 x
_ cos2 z —sin2 x =

~ cos2z-sin?2z

4 ind
cos*z—sin*x __
: =
b) cos2z —sin2x

_ (cos?z—sin? z)(cos? x +sin?ax) _

cos2 z —sin? x

_ 2 02

=cos“x+sin“xz=1
4

C) cos4z+sin @
BT T pp—"
1-2sin? z cos2 z

_ (cos®?z+sin?x)?2—2sin’zcos’z _

1-2sin? zcos? z -
_ 12 —2sin? zcos2 x =1
1-2sin2zcos?2z

1. Funkcje trygonometryczne

0] Przyktad 1

cost 1

Udowodnij, ze tgx +

1+sinz ~ cosa’
Zakladamy, ze tangens jest okredlony, 1 + sinx # 0 oraz cosx # 0, czyli
r € R\ {3 +kmkecZ}

cosx sinx cosT

Korzystamy z tozsamosci tgx = £
1+ sinx cosx 1+ sinx ]

sinz(1 + sinz) COST - COST

cosz(1l + sinx) cosx(l +sinz)

__ sinx + sin z 4 cos® x o Korzystamy z tozsamosci
o cosz(1l + sinx) sin®z + cos® x = 1.

_ sinx + 1 1

" cosz(l4sinz)  cosz

[0] Cwiczenie 3

Udowodnij tozsamosé trygonometryczna.
) 1—cos?x

: 2 I 2 _ _
a) (sinz 4 cosz)? + (sinz — cosz)? = 2 . — g%
2
in* 7 — cost 7 = sin? z — cos? _cos?x o o2y o
b) sin® x — cos* x = sin” x — cos® x d) 1—cos2x(tg x—sin® x) = sin” x

@ Cwiczenie 4

Wykaz, ze podane wyrazenie jest rowne 1 dla wszystkich z, dla ktérych jest

okredlone.
) 1—2sin? 2 ) costz —sintzx ) costz + sint z
2cos?x — 1 cos?2z —sin’x 1—2sin?zcos?2 x

Czasami, aby udowodni¢ tozsamo$¢ trygonometryczna, warto przeksztalcié
zaréwno jej prawa, jak i lewg strone.

D] Przyktad 2

Udowodnij, ze cos® z —sin*x = 1 — 2sin” z.
2 Przeksztatcamy lewa

r — sin® r)(cos® x + sin® ) = alcamy
Str'()n(} IrOWnoscClI.

L = cos*z — sin* z = (cos
= cos’x —sin’ &
Przeksztatcamy prawa

P=1-2sin’z =sin?z + cos’z — 2sin’z = ’ w
htr‘ong rOwnoscli.

=cos’z —sin’z
Réwnosé L = P zachodzi dla wszystkich x € R, zatem udowodniliSmy powyz-
szg tozsamo$¢ trygonometryczng.

[0] Cwiczenie 5

Udowodnij tozsamosé trygonometryczna.

. 2 .

a) (sm.:c—l—cosx) o —tgx+ cosw b) 1+2s1112:(:cosa: =(1+tg1‘)2
sinz cos © sinz cos?x

Cwiczenie 5

a) Zakladamy, ze tangens jest okreslony oraz sinx # 01 cosx # 0, czyli x # %’T, kel

L= (sincs+cosa:)2 _9— sin2 z+cos? z+2sinz cos _ 2sinxzcosx __ 1
sinx cos sinx cos sinx cos © sinx cos @
. .2 2
cos x sinx cos x sin® x 4 cos® x 1 .
P =tgy+ SB82Z — osz _ sin_ x4 = — , czyliL=P
sinx cos T sinx sinx cos x sin x cosx

b) Zaktadamy, ze tangens jest okre$lony oraz cosx # 0, czyli x # 5 + km, k € Z.
(1+tg$)2 _ (1 + sinm)2 _ (cos:v+sinz)2 _

cos? :L'+2cosmsinz+sin2 B
cosx cosT cos? x
_ 1+2cosxzsinx

- cos2 x



Przyktad 3
Oblicz cosz, tgx i ctgx, jesli wiadomo, ze sinz = £ iz € (5;7).

Warto$¢ cos x obliczamy, korzystajac z jedynki trygonometryczne;j:
(§)2 +cos?x =1

5

cosPz=1—2 =1
cosz =—% lub cosz =3
Dla x € (%;7) cosinus jest ujemny, zatem cos z = —2. Stad:
. 3
_smw_i__é _L__é
tgx_cos:c_—%_ 4 Ctgx_tgm_ 3
Cwiczenie 6 Cwiczenie 6
Oblicz warto$ci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata . a) cosx :3%, tgz = —3,
a) sinz = -2 1 z e (3m2n) c) sinz =2 i € (5;m) ctgr = —%
o 5 /3 . b) sinz = -2, tgz = 3,
b) cosx = —45 i x € (m;5m) d) sinz = —%* i x € (5;2m) ctgw = 12
c) cosz = —i ,tgx = —g,
1 ctgx = —\/_
1+tg?x = dlaz e R\{Z+kmkel
cos? x {2 } d) cosz = F tgw——zgg@,
2, 1 . _ m
1+ctg?s = —— dlaxz € R\ {km:k € Z} ctgx = — Y28
[] Ewiczenie 7 Cwiczenie 7
Udowodnij powyzsze tozsamosci trygonometryczne. Zakladamy, ze tangens jest okre-
§lony oraz cosx # 0, czyli
Przyktad 4 x# 5 +km kel
Oblicz cosz i sinz, jedli wiadomo, ze tgz = —3 iz € (3m;2m). 1+tgle =1+ 852 =
. s . 2 1 . . = cos? w+sm FL— 1
Korzystamy z tozsamosci 1 + tg° xz = —=; | otrzymujemy: cosZ cosZw
1 3)2 _ 1 Zaktadamy, ze cotangens jest
+(=3)7°= cos? x okreslony oraz sinz # 0, czyli
stad cos®?z = L, czyli cos:r——— lub cosz = \/_. z# km, k€L
10 1+ ctg? m—l—l—j—c‘”w:
Dla x € (§7r' 27r) cosinus jest dodatni, zatem cosx = ‘{—1_00. sin? obcos o s
= sin2 x — sin?z

51n T

Korzystamy z tozsamosm -, =tgx i otrzymujemy:

J — L. _3Y/10
sinx =tgrcosx = T
Cwiczenie 8
Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata x.
a) tgz =2 1 z € (min) ¢) tgr=—5 i z € (%;m)
b) tgz =1 i z€(0;%) d) ctgz=—4 i z € (3m2m)
Cwiczenie 8
a) sinz = —%, cosT = 13, ctgr = 2
b) sinz = i cosT = 2‘f , ctgx =2
c) sinz = £, cosT = 3W7 ctgr = —3
d) sinz = —£ , COST = 4W  tgz=—13

1.11. Tozsamosci trygonometryczne



Odpowiedzi do zadan

1

.d) 2sin’z —1=1—2cos’x

2(sin? x + cos® z) = 2
2=72
e) L= cos2 z(1+tg’z) =

= cos? - 2 =l=P
CcOs

)L_l cosz: sin? z —

sinz cosx sinzcosz

— sin x :th:P,

cosx
r#£ 2 kel

sinx
cos T cosx —

b) L= . _
cos x sin CcOosTsinxT

_ 1 —

T cos2z + P

z#%,kez
c)rx#£km kel

sinx
1+ cosx

sinx

l—cosxz __
sinx

_ sin?z— (1—cosz)(14cosz) __
— (1+cosz)sin:v —

2

= s =0
d)z#km, kel

Obie strony réwnosci mno-

zymy przez sin z(1 + cos x)

i otrzymujemy:

(14 cosz)® + sin® z =

=24 2cosx

1+2cosz + cos’z +sinx =

=24 2cosx

242cosx =2+ 2cosz
a) L= (1-sinz)®—(1+sinx)

1-sinZx
_ 2(—2sinz) __ P

~ cos?z

z# 5 +km, k€l

tgx(l4ctg?a) _
eSO B —

2

b) L =

cosZ x

= (tgx +ctga) - cos’z =
=_—1 _.cos?z =P,

SInx cos T
r#£E kel
(ctgz+1)tgz
¢) L= {Ges Dige —
_ 1l+tgx =P,

1-tgx
0 T,z#i—kkﬂ,kez
we)tge =

tgz
cosz

d)L= (cosm—i—

— c0321+sin x| tgl‘ —

cosxT

=P,
£ kel
e)L:Siﬂ:(Siﬂ_Fcf)ﬂ):

cos T cos T sinx

sinz . sinz+cos?x _ _: 2 _
LY = sl r =
cos T sinz cos ©

— P,
z#k—” kel

(tgxz—ctgz)tgr
f) L= (tgx+ctgz)tgz

_ te?m—1 _
T tg2axt1 =P,

;v;é%”,kez

1. Funkcje trygonometryczne

Zadania

(D] 1.

[ 2.

Udowodnij tozsamosé trygonometryczna.
d) 2sin®z —1=1—2cos’x
e)

a) (14 cosz)(1 —cosz) =sin’z

b) coszsin®x + cos® x = cosx cos’z +tg?xcos’y =1

. . 1
¢) 1 —2sinzcosz = (sinx — cosz)? f) cosz +tg?xcosw =
cosx
Udowodnij tozsamos¢é trygonometryczna.
1 cos T 1+ cosx sinx 2
a) - - =tgx d) +. + = =
sinx cosx sinx sinx 1+ coszx sinx
tgx + cosx 1 1 sinx 1—cosx 2
p) Brtcos 1, 1 o) ylocosw
coszsinx sinx cos? x 1—coszx sinx sinx
C) sinx _ 1—cosxz f) cosx cosr 2
1+ cosz sinx 1—sinz 1+sinx cos T

Udowodnij tozsamos¢ trygonometryczna.

a) l—sinz 1l+sinz _ —4sing d) cosr +tgxrsine _ tgx
1+sinz 1 —sinz cos? x ctgx cosT
tgx (1 + ctg? x) 1—sin?z tgx .2

b = ) —— =S T

) 1+tg21‘ sinx cosx ) tgx +ctgx
) ctgx+1 _ 1+4+tgx f) tgx —ctgx tgzx—l
ctgxr —1 1—-tgx tgx + ctgax tg2ax + 1

Oblicz wartosci pozostaltych funkcji trygonometrycznych kata x.

a) cosz =—1 i ze(5;m) ¢) sinz=2 1 ze(%;m)
b) cosz =—1 i x € (mim) d) sinx = —‘{—1_00 ize (3m2m)

Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata = (uwzgled-
nij dwa przypadki).

a) sinz = § ¢) cosx = —2 e) sinz = L g) sinz = —@
b) sinz = —12 d) cosz =25 f) cosz=—o h) cosz = Y2

Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata .
a) tgx=—1 1 z e (Z;m) ﬁix€(0,2)

3 c) tgx =%
b) tgz = —1

ixe (%77;277) d)ctgr=2 1 ze (Tl'; 571')

Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata z (uwzgled-
nij dwa przypadki).

a) tgo =3 b) tgz = —4 c) tgr = -1 d) tgz =3

Oblicz tg? x + ctg?x oraz tg®x + ctgdw, jedli tgx + ctgr = 3.

.a)sinz = ‘/g co&r——i ctgr = —2 ¢) sinx = \/g cosacz% ctgxr = Zf

b) smgc——£ cosxT = Z*f ctg$——2 d) sm‘r——%,cos‘r——%,tgx— 2
.a)sinz = 2, cosx = = cthc— lub sma:f—%,cossc——g,ctgng

b) sinx—4*17ﬁ,cos‘r——1—c,ctg$——%

lub sinxz = — ‘l*lc,cosgc—‘g,ctga:——l

c) sinz = —%, cosT = 13, ctgr = —35 lub sinz = %, cosT = —13, ctgzr = —%
d) sinxz@,cos‘r— 2R ctga:—2lub stc——£ co&r———f ctgx =2

Ltglz 4 ctgia = (tg:ﬂ—i—ctg:ﬂ) —2tgrctgr=9—2=1,

tg®x + ctg® z = (tgz + ctgx)(tg?z — tgwctgr + ctg’x) = 3(7— 1) = 18



Przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych
Na rysunku ponizej przedstawiono wykresy funkcjiy =z, y =sinxz iy = tgz.

Dla ,malych” katéw x wykres funkcji v
y = x jest dobrym przyblizeniem wy- S //®
, o _ 1 % s

kresow funkcji y = sinx oraz y = tgx. S

Na przyktad ;% ~ 0,0314159, natomiast: )

sin — ~ (,0314108,

100

tg % ~ 0,0314263. 0 i X

Zwr6é uwage, ze:
® jesli x > 0, to sinx < =,

= jesli z € (0; ), to tgx > .

@ 1. Nie korzystajac z kalkulatora, uzasadnij podana nier6wnoscé.

a) sin & < 0,2 b) tg? Z > 0,09 c) sin® ¥T < 0,032
Przyblizone wartosci funkcji sinus (dla v
ymalych” x) mozemy obliczyé¢, korzy- 1
stajac ze wzoru: f
T T 0 1

S z 3! + 5! v 6 + 120 W \{
gdzien!=1-2-3-...-n.
Na przyktad: s s Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji
sinT AT —1(5) +35(3)" = 0,707 fz)=sinziw(z)=z- % + &

. . . . w Y
Przyblizone wartoéci funkcji cosinus

(dla ,maltych” x) mozemy obliczy¢, ko-

rzystajac ze wzoru: \y
2 4 2 4
cosr~1—L x—:l—%+ f

TN 2

T
2! 4! 24
Na przyktad: ) . Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji
~ 1 1 ~ . 22 24
cos T~ 1-3(2)"+L(2)" ~ 0,8660539. f(z)=cosziw(x)=1- 2% + &.

2. Sprawdz, czy btad podanego wyzej przyblizenia wartosci cos ¢ jest mniej-
szy od 0,00003.

3. Przerysuj do zeszytu i uzupelnij tabele o 7 1
przyblizonych wartoéci funkcji sinus i co- sina 0,309 ' 0,434 0,707
sinus, korzystajac z powyzszych wzoréw. cosa | 0.951  0.901  0.707

2. cos 5 ~ 0,8660254
0,8660539 — 0,8660254 = 0,0000285 < 0,00003

Przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych



Uczen:

— wyznacza wartosci funkcji
trygonometrycznych katow
z zastosowaniem wzoréw na
funkcje trygonometryczne
sumy i réznicy katéw,

— stosuje wzory na funkcje
trygonometryczne podwojo-
nego kata,

— wykorzystuje wzory na
funkcje trygonometryczne
podwojonego kata do obli-
czania wartosci funkcji
trygonometrycznych potowy
kata,

— stosuje poznane wzory do
przeksztalcania wyrazen
zawierajacych funkcje
trygonometryczne, w tym
do dowodzenia tozsamosci
trygonometrycznych,

— wyznacza zbiér wartosci
funkcji, stosujac wzory na
funkcje trygonometryczne
sumy i réznicy katéw,

— wyprowadza wzory na funkcje
trygonometryczne podwojo-
nego kata i funkcje trygono-
metryczne potowy kata.

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.12

Generator

testéw i sprawdzianow

1. Funkcje trygonometryczne

*1.12. Funkcje trygonometryczne

sumy i roznicy katow
Twierdzenie

Dla dowolnych «, 5 € R prawdziwe sa ponizsze wzory.
sin(a + (3

) = sin acos B + cos asin 3
— ) = sinacos 3 — cos asin 3

sinus sumy katéw

Sin sinus réznicy katéw

cosinus sumy katow

(
cos(a+ ) = cosacos B — sin asin 3
(

cos(a — ﬁ) cos a cos B + sin asin 3 cosinus réznicy katow

Dow6d wzoru na sinus sumy katéw i wskazdéwki, jak udowodnié pozostate
wzory, zostal podany na str. 75.

Przyktad 1
a) Oblicz sin 75°.

Korzystamy ze wzoru na sinus sumy katow.
sin 75° = sin (45° + 30°) = sin 45° cos 30° + cos 45° sin 30° =

VE_ VB V3 1_ \G+\2
P

2 + 2

b) Oblicz sin .

Korzystamy ze wzoru na sinus réznicy katow.
sin % =sin (3 — %) =sinZcosT —cos Esin T =
_VE V21 V2 i-e
T2 2 2 2 4
Cwiczenie 1
a) Oblicz cos 75°, korzystajac ze wzoru na cosinus sumy katéw.
b) Oblicz sin 105°, korzystajac ze wzoru na sinus sumy katéw.

Oblicz cos =

¢ 127

korzystajac ze wzoru na cosinus roéznicy katéw.

Przyktad 2

Oblicz.

a) cos28° - cos17° — sin28° - sin 17° = cos(28° 4+ 17°) = cos45° = g

b) sin 3°-cos 33° — cos 3° - sin 33° = sin(3° — 33°) = sin(—30°) = —sin 30° = —

3 1 3 ool (B 1o\ i
c) sin ;57 cos ¢ + €os 157 - sin £ = sin(557m + ;7) =sin§ =1

N =

Cwiczenie 1
a) cos 75° = cos(45° + 30°) = =

b) sin 105° = Sin(600 L 450) _ \/61,\/5

c) cos {5 =cos(5 — 7) = ‘/EI‘/E




Cwiczenie 2
Oblicz.
a) sin 85° - cos 25° — sin 25° - cos 85°

b) sin33° - cos 12° + sin 12° - cos 33°

Ze wzoréw na sinus sumy katéw i cosinus sumy katéow bezposrednio wynikaja
wzory na sinus podwojonego kata i cosinus podwojonego kata.

[0] Cwiczenie 3
Wyprowadz podane obok wzory na sinus po-
dwojonego kata i cosinus podwojonego kata.

[] Cwiczenie 4
Wykaz, ze dla dowolnego o € R::

a) cos2a = 2cos’a — 1,

c) cos

d) sin

T - CoS %ﬂ'—l—sin &r . sinirw

b) cos2a = 1 — 2sin® a.

Cwiczenie 2
a) sin(85° — 25°) =sin60° = L2

8
7 7

a4 s 4
S 97'(' COS 18 COS 971'

Cwiczenie 3

sin 2a0 = sin(a + o) =

= sinacosa + cosasina =
Dla dowolnego a € R: = 2sinacos o

cos2a = cos(a+ a) =

: 9 . = cosacosa — sinasina =
COs 2a. = cos” v — sin” « — cos? a — sin? o

sin 2 = 2 sin & cos «

Cwiczenie 4
a) cos2a = cos® a — sin® o =
=cos’a — (1 —cos’a) =

Przvkiad 3 =2cos?a— 1
rz al .
¥ o 9 b) cos 2a = cos® a — sin® o =
Oblicz cos2a, jesli sina = z. —“1—sin?a—sina—=
192 1 _9.(2\2 _1_8_1 =1-2sina
cos2a=1-2sina=1-2-(3)"=1-%=1
Cwiczenie 5 Cwiczenie 5
. .. AT 2 .
Oblicz cos2a i sin 2a, jedli: a) cos’a=2iac (0;%),
. 3
3 _ 4 . _ 5 .3 WIleC COS &x = ¢
a) sina = oraz ac (0;%), b) cosa = -3 oraz « € (7 3m). o Gor 5 .
zatem sin 2o = 5z, cos 2o = — 5z
Przyktad 4 b) sin®a =132 i a € (m; 37),
Oblicz sin § i cos §. wiec sina = — 12,
o __ 120
zatem sin 2a = {55,

Podstawiamy o = ¢ do wzoru cos2a =1 — 2sin® o i otrzymujemy:

cosT =1—2sin’Z

sin® 2 =1(1—cos%) = %(

lub sin§ = —

_ 119

cos2a = 6o

Sprzecznosé, bo sin ¥ > 0.

Po skorzystaniu z jedynki trygonometrycznej otrzymujemy cos § =

Cwiczenie 6
Oblicz sin «v i cos «v, jedli:

8

24+V2
Ot

=1 iz 1 — 5 .
D cos2a=} oma 0 (03), b sinda =4 oras 2 (§im).
Cwiczenie 6
a) 2¢c082a—1= %, wiec ol @ = % ia € (0; %), zatem cos o = @ isina = @
b) cos® 20 = £ i 2a € (%;m), wiec cos?oz:—ZT‘/g
; T o 501205 2
o1 55 1€ (5 §), wige sincs = YT o _ YT

1.12. Funkgcje trygonometryczne sumy i roznicy katow



Cwiczenie 7

_ sin(a+B) __ 2tg .
a) tgla+0) = Sars = tg2a = % dla a# 5 +kr i a#7% + kx >, gdzie k € Z.
_ sinacosBtcosasin __ 1-tg* o
cos a cos B—sin asin
sin o cos B4 cos asin 3
= el = Dowéd _
CO::]C;S to 20 — sin2a _ 2sinacosa 2 SIZSSCO;Q  23%sa _ 2tga
_ ié’é‘i cosB _ tgattgl g T cos2a  cos?2a —sin?2a | cosla 7251112 - 1— sm o 1—tg2a
75:)1513(5:::;% 1-tgatg B cos” « cos? a
b) tg(Oé - ﬁ) = tg(Oé + (_ﬂ)) = @ Cwiczenie 7
tga+tg(—p3) .. . . tga 4+ tg B
== "7 Udowodnij podane obok tozsamosci trygono- tg(a + ) = ——————
1-tgate(-F) metryczne. 1-tgatgf
_ tsatef ta(or — f) = £ tg 8
= . a—p)=——
L gt & Cwiczenie 8 = 1+tgatgf
Cwiczenie 8 Oblicz.
a) tg(45° —30°) =2 — /3 o o o o
a) tglb b) tg75 c) tg105 d) tg120
b) tg(45° +30°) =2+ /3 ) 8 ) t ) te ) te
) tg(45° +60°) = 2 - /3 [0] Cwiczenie 9
d) tg(2-60°) = —v3 o 5 . L ctg®a-1
5 Udowodnij, ze dla a # =7, gdzie k € Z, zachodzi tozsamos¢ ctg 2a = ———.
Cwiczenie 9 2ctga
ctg2a = gefx = Srasars = .
cos? a—sin22a 0(2)52 e Zadanla
— sinZ a — sin?a L —
Zepome 2 Sa 1. Oblicz sin(30° + () i sin(60° — 3), jesli wiadomo, ze:
= g ol a) sinf=12 i g€ (0°590), c) cosf=2 i e (270%360°),
Odpowiedzi do zadan b) cosf=—2 i e (90°180°), d) sinff = —£ i € (180°;270°).
. o _ 3+4V3
1. a) sin(30° + 5) ;/g L 2. Oblicz cos(45° 4 () i cos(60° — 3), jesli wiadomo, ze:
in(60° — B) = = . . .
sin B) a) cosf3 = \/?g i B € (0°90°), b) sinf = —3 i B € (270°360°).
b) sin(30° + B3) = ‘(073,
sin(60° — §) = — /344 3. a) Oblicz sin(a + ) i cos(a + 3), jesli wiadomo, ze:
¢) sin(30° + §) = 51243 sino=2iae (0;5)oraz cosf = —2 16 € (5;m)
sin(60° — g) = 2312 b) Oblicz sin(a — ) i cos(a — ), jesli wiadomo, ze:
d) sin(30° + §) = —2447Y3 sina =—-0,81a e ($m2m) oraz cos f = —0,751 3 € (m; 3m)
sin(60° — ) = =243 ¢) Oblicz sin(a — B) i cos(a + ), jesli wiadomo, ze:
2. a) cos(45° + ) = 236 sina=1iae€ (Z;7) oraz cos = 22 i B € (3F;2n)
o _ _ 3+\/6
e el =P = v @ 4. Uzasadnij, ze ponizsza zalezno$¢ jest tozsamodcia trygonometryczna.
o _ 4+ B
RESG +ﬂ) - \Gf ’ a) sinasin 3 = Lcos(a — B) — cos(a+ B)] d) sin3a = —4sin’ a+ 3sina
cos(60° — 5) = b) cosacos 3 = 3[cos(a— () +cos(a+ 3)] e) cos3a =4cos®a —3cosa
¢) sinacos B = Lsin(a — 8) + sin(a + B)] ) cos4a =1—8sin® acos®a
3. a) sin(a+ B) = — %,cos(a—i—ﬁ):—%
b) sin(a — g) = 1237 cog(q — §) = L2
c) sin(a — 38) =0, cos(a +8)=-1
4. a) P = L[cosarcos B + sinasin B — (cosacos 3 — sinavsin B)] = 1 - 2sinasin 8 = L

b), ¢) analogicznie jak a)
d) sin 3o = sin(2a + @) = sin 2 cos « + cos 2 sin o =
= 2sinacos® a + (1 — 2sin? o) sin @ = 2sin (1 — sin® @) + sina — 2sin® o =
= —4sin®a + 3sina
e) analogicznie jak d)
)

cosda = 1 — 2sin?2a = 1 — 2(2sinacos )? = 1 — 8sin® acos”® a

1. Funkcje trygonometryczne



10.

11.

12.

10.

11

ca) 2 b)1c) -1 d) -2
12.

Uzasadnij, ze ponizsza zalezno$¢ jest tozsamoscia trygonometryczna.
a) sin® a — cos* a = — cos 2a

b) sin* a + cos* a = 1 — L sin® 2av

¢) sin(a + @) sin(a — B) = sin® a — sin* B

d) cos(a + ) cos(a — ) = cos? a — sin* 3

Oblicz.

a) sin 12° cos 18° + cos 12° sin 18°
b) sin 111° cos 66° — cos 111° sin 66°

in Lrsin 3t — L 3
c) sin ;57 sin 7 — cos 757 cos 57T

2

4 i 4 i 2
d) cos g7 cos 37 + sin g7 sin 27

Oblicz sin «, cos a, tg a, jesli wiadomo, ze:
a) cos2a = % oraz a € (0; %), c) cos2a = —1 oraz a € (3;7),
b) cos2a = % oraz a € (¥;27), d) cos2a = —1 oraz v € (%;2m).

a) Wyprowadz podane obok wzory.

1+ cosa
icz sin & i cos & ol _
b) Oblicz sin 75 i cos 5. ’cos 5’ = >
Oblicz sin & i cos £, jesli wiadomo, ze: ’sin g| _ [l-cosa
21 =Y 2
— 3 s
a) cosa=; oraz a € (0;7),
i _ _4 .3
b) sina = -2 oraz « € (m; ;7).

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz zbiér wartosci funkeji f(z) = sinz + cosz.
sinx + cosx = \/5(‘/75 sinx + @ cosx) =
= ﬁ(sinxcos T +coszsinl) = V2sin(x + o)

Zatem zbiorem wartosci funkeji f jest przedzial (—v/2;v/2).
Wyznacz zbiér wartosci funkcji f i naszkicuj jej wykres.
a) f(z) =sinz — cosz c¢) f(x) =+/3sinz + cosx
b) f(z) =sinx + v3cosx d) f(x) =sinz —\/3cosx
Wskazéwka. W podpunkcie b) zauwaz, ze f(z) = 2(% sinz 4+ @ cos x)

Oblicz tg 2a, jesli wiadomo, ze:
b)tga=v2-1, c)tga=+v2+1,

Oblicz tg(a + B) i tg(a — B), jedli tga = V2, a tg f = 2V/2.

a) tga =3,

a) f(z) = V2sin (z — I), f(Dy) = (—V2;v2)
b) f(z) = 2sin (v + 3), /(Dy) = (~22)
¢) f(z) = 2sin (z+ %), f(Dy) = (~2;2)
d) f(z) = 2sin (v = ), /(Dy) = (~22)

tg(a+ f) = —v2, tgla — f) = -2

&
~

6.a) L b) 2 ¢) & g) -1

d) tga =2+ /3.

L = (sin® o — cos® ) -
sin® a + cos® ) =

—(cos® o — sin? @) =
= —cos2a=P
b) L = (sin® a + cos® o)+
—2sin? acos® a =
=1- %Sin22a:P
¢) L=(sinacos f+cosasinf)-
-(sinacos 8 — cos asin ) =
= sina cos?f — cos?asin?g =
= sin? a(1 — sin? B) +
—(1 —sin® @) sin® B =
=sin?a —sin?3 =P

—

d) analogicznie jak c)

2 2 2

a) sinoz:‘/TE,cosa:—vi‘l,
7
tga = =
s W2 _ Vi
b) sma—f—T,cosa—T,
— _ V7
tga e
c) sina:?G,cosa:—?S,
tga:—\/ﬁ
d) sma:—?‘s,cosa:‘?,
tgaf—\/i

. a) Korzystamy ze wzoréw

z ¢wiczenia 4.

cosa:2cosz%—
2 o _ li4cosa
cos” § = =2

joos 5[ = /=2

cosa =1 — 2sin? z

sin2 % — 1—020304

|Sin%| _ 1—(:205(1

b) sin & = Y28

COS 75 = 2;"/§

a) sin%z@,cos%:%
b)sing = 2¥2 cos§ =L

1.12. Funkgcje trygonometryczne sumy i roznicy katow



Uczen:

zapisuje dany kat w postaci

k-5 *alub k-90° £ «, gdzie

ke,

wyznacza wartosci funkcji
trygonometrycznych danych
katéw z zastosowaniem
wzoréw redukcyjnych (takze
z wykorzystaniem tablic
wartosci trygonometrycznych
lub kalkulatora),

wyznacza warto$ci funkcji
trygonometrycznych danych
katow z zastosowaniem
wtasnoéci funkeji trygono-
metrycznych.

*1.13. Wzory redukcyjne

Wzory redukcyjne pozwalajg wyrazi¢ wartoéci funkcji trygonometrycznych
dowolnego kata za pomocg wartosci funkcji trygonometrycznych kata naleza-
cego do przedziatu (0; 7).

0] Przyktad 1

Udowodnij wzor redukeyjny.
a) sin(3 + a) = cosa

b) cos(% 4+ a) = —sina

c) tg(3 +a) = —ctga
d) ctg(%—&—oz) =—tga

Skorzystamy ze wzoréw na sinus sumy katéw i cosinus sumy katéw.

a) sin(g—FQ) =sinjcosa+cosgsina=1-cosa+0-sina=cosa

b) cos(% +a) =cosjcosa—sinfsina=0-cosa—1-sina=—sina
” B sin(%—l—a) _ cosa
c) tg(2 —|—C¥) - cos(%+a) " —sina ctga
I _ cos(%—}—a) _ —sina

d) Ctg(§ +a) - sin(%—i—oc) T cosa —tga

Wzory redukcyjne
sin(—a) = —sina sin(Z — o) = cosa sin(Z +a) = cosa
cos(—a) = cosa cos(Z — @) =sinw cos(Z +a) = —sina
tg(—a) = —tga tg(Z —a) =ctga tg(2 +a) = —ctga
ctg(—a) = —ctga ctg(3 — o) =tga ctg(Z +a) = —tga
sin(m — ) = sin« sin(m + @) = —sin« Waory redukeyine moi-
cos(m — ar) = —cos cos(m + a) = —cosa na stosowac dla tych ka-

tow, dla ktérych dana

tg(m —a) = —tga
funkcja jest okreslona.

tg(m +a) =tga

ctg(m —a) = —ctg o
sin(3 —a) = —cosa

cos(& —a) = —sina

ctg(m + a) = ctga
sin(2 +a) = —cosa

cos(%’r + a) = sin«

sin(2m — a) = —sina

cos(2m — o) = cos«

MultiteZa

* Wzory redukcyjne
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.13

Generator

testéw i sprawdzianow

1. Funkcje trygonometryczne

tg(%’T = a) =ctgo
ctg(E —a) =tga

tg(%” +a) = —ctg«
ctg(Z +a) = —tga

tg(2m —a) = —tga

ctg(2m—a) = —ctga

[0] Cwiczenie 1

Udowodnij wzoér redukcyjny.

a) sin(r — o) = sina b) cos(m — a) = —cosa c) tg(r —a) = —tga
Cwiczenie 1

a) sin(m — o) =sinmcosa —cosmsina =0-cosa+ 1 -sina = sin

b) cos(m — a) = cosmcosa +sinTsina = —1-cosa+ 0 - wsina = — cos a

sin(r—a) _ sina

C) tg(ﬂ- - O() = cos(m—a) = —cosa = —tga



W podanych wzorach redukcyjnych miare kata mozna przedstawi¢ w postaci
%’“ + «, gdzie k € N oraz a € <O; %) Zauwazmy, ze:

o jesli k jest liczba nieparzysta, to funkcja sinus
zmienia sie na cosinus, a funkcja cosinus — na sina >0 sina >0
C J . . e cosa < 0 cosa >0
funkcje sinus (méwimy, ze funkcja zmienia si¢ na tga < 0 tga > 0
cofunkcje). Analogicznie jest dla pary funkcji tan- ctga <0 ctga >0

gens i cotangens;

« jesli k jest liczba parzysta, to funkcja pozostaje -0 | sina<o
bez zmiany; cosa < 0 cosa >0
« znak plus lub minus przed funkcja zalezy od tego, tga >0 tga <0
Y s . e . ctga >0 ctga <0

czy warto$é wyjsciowej funkceji jest dodatnia, czy

ujemna w danej ¢wiartce uktadu wspétrzednych.

Dla katéw, ktérych miary podano w stopniach, wzory redukcyjne maja naste-
pujaca postac:

Wzory redukcyjne

sin(—a) = —sina
cos(—a) = cos
tg(—a) = —tga
ctg(—a) = —ctg o
sin(180° — o) = sin «
cos(180° — ) = — cos«
tg(180° — o) = —tg &
ctg(180° — ) = —ctg
sin(270° — @) = — cos «
cos(270° — ) = —sin«

tg(270° — ) = ctg o

sin(90° — &) = cos «
cos(90° — o) = sin«
tg(90° — o) = ctga
ctg(90° — a) = tg o
sin(180° 4+ o) = —sin«
cos(180°+ ) = — cos
tg(180° + a) = tga
ctg(180° + o) = ctgav
sin(270° + ) = — cos «
cos(270° + o) = sin
tg(270° + ) = —ctga

sin(90° 4+ &) = cos «

cos(90° + a) = —sin«
tg(90° + o) = —ctg v
ctg(90° + a) = —tga

Wzory redukcyjne moz-
na stosowac dla tych ka-
tow, dla ktoérych dana
funkcja jest okreslona.

sin(360°— ) = —sin«
cos(360° — o) = cos

tg(360° — o) = —tg

ctg(270° — a) = tg o ctg(270° + a) = —tga  ctg(360°— a) = — ctg o

Przyktad 2
Oblicz sin 210°, korzystajac ze wzoru sin(270° — a) = — cos a.

sin 210° = sin(270° — 60°) = — cos60° = —

1
2

Zauwaz, ze ten sam wynik otrzymamy, zapisujac kat 210° w postaci 180° + 30°
i korzystajac ze wzoru sin(180° 4+ o) = —sin a.

1.13. Wzory redukcyjne



Cwiczenie 2
a) sin(180° + 60°) = —sin 60° =

= (27r——)—cos§:%
e) sin(2r — %) = —sm% =-¥
_ _ 3

f) cos(m+ §) = —cos g = -5
g) sin(30° — 360°) =sin30° = 1
h) —tg(180° + 30°) = —tg30° =
—_ 3

3
i) tg(45° — 360°) = tg45° = 1
j) sin(=37) = —sin T = —g
k) cos 2 = —cos 5 = —

Odpowiedzi do zadan

2.a) L1 p) 2 ) q)_1

)—lf)— g % b -3

1. Funkcje trygonometryczne

Przyktad 3
Oblicz cos(—22).
COS(—EW) = cos 14—37T — cos(—a) = cos a

= COS(27T + %ﬂ-) = CO8 %77 =  Korzystamy z okresowosci funkcji cosinus.

= COS(T‘- + %) = - COS% = cos(m+ a) = — cos

— V2

2

Cwiczenie 2
Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukcyjnych.
a) sin 240° d) cos Hm g) sin(—330°) j) sin(—47)
b) cos 480° e) sin 27 h) tg(—210°) k) cos(—+m)
c) tg225° f) cosinm i) tg(—315°) 1) ctg(—3m)
Zadania

(0] 1.

Udowodnij wzér redukeyjny.
a) sin(r + o) = —sina ¢) cos(im+a) =sina

b) cos(m 4+ a) = —cosa d) sin(r —a) = —cosa

Oblicz, korzystajac ze wzorow redukeyjnych.

a) cos(—1m) d) sin(—2n) g) sin &7 j) cos(—11m)
b) sin 27 e) cos(—2m) h) tg 27 k) ctg 3
c) cosIm f) cos(—4m) i) ctg(—=In) 1) tglr
Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukcyjnych.
a) sin 120° d) cos855° g) tg510° j) sin(—870°)
b) sin 135° e) cos840° h) tg570° k) tg(—330°)
¢) cos330° f) sin660° i) tg1035° 1) ctg(—750°)
Oblicz, korzystajac z wartosci 180 360 540
podanych obok. @
a) sin72° d) sin 666° sina V371 10-2/5 Y5l
b) cos108° e) sin(—468°) cosa | VI0iads | Y+l 0275
c) cos234° f) cos(—864°) 4 ! 4
Wiadomo, ze cosxz = + oraz x € ( ; %) Oblicz:
a) sin(%F + ), b) cos(3 — ), c) cos( —x).
. a)sin(m+ a) =sinwecosa+ cosmsina =0-cosa+ (—1) -sina = —sin

b) cos(m + o) = cosmcosa —sinwsina = (—1) - cosae — 0 - sinaw = — cos

c) cos (2m+ a) =cosimcosa —sin Zrsina =0-cosa— (1) -sina =sina

d) sin (7 — a) = sin ‘;’ﬂcosa — cos ‘;’ﬂsma =(-1)-cosa—0-sina = —cosa

) sin(90° — 18°) = cos 18° = \/10:—2\/3
b) cos(90° + 18°) = —sin18° = 15
¢) cos(180° + 54°) = — cos 54° = — Y102/

Y

d) sin(2 - 360° — 54°) = — sin 54° = — Y51
e) sin(—108 — 360°) = —sin 108° = — cos 18° = — \/1o:2ﬁ
f) cos(—2-360° — 144°) = cos 144° = cos(180° — 36°) = — cos 36° = — \/34+1



Oblicz.

a) 2sin 120° + 4 cos 60°
b) sin 420° cos(—390°)
c) ctg120° + tg(—210°) f)

Oblicz.
a) sin 37 4 cos(—%)
b) 6tg 27 cos Im

¢) 8sin 37 cos(—5)

Przeczytaj informacje w ramce.

d) 4sin45° cos 135°

e) tg300° ctg210°
2 cos 120°
ctg 120°

g) sin® 310° + cos® 310°
h) cos? 45° + sin” 225°

tg45° i) tg2780° — 3ctg? 420°

e) sin®(—

T s T Vs
f) sin Z cos ¢ —sin § cos 3

16—.377) +cos?In

Wzory redukcyjne mozna uzasadnié, korzystajac z odpowiedniego prze-
suniecia wykresu funkcji trygonometrycznej. Ponizej przedstawiono

uzasadnienia wzoréw: sin(g + m) = cos x oraz sin(%7r + :z:) = —cosz.
Y ; Y i i3k \
Y= sm(g “F :17) . yi=smisEw)
Yy =isinx + Yy = SinZ
Q. .= 7 iy X Q./z 3 T X
1 B

Wykres funkcjiy = sin(% + a:) pokrywa
sie z wykresem funkcji y = cos x.

Wykres funkcji y = sin(‘%’r + :1:) pokrywa
sie z wykresem funkcji y = —cos x.

Uzasadnij wzér, stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funkcji.

a) cos(2 +z) =sinz b) cos(m — x) = —cosx

Korzystajac z podanego obok frag-
mentu tablic wartosci funkcji trygo-
nometrycznych, oblicz:

a) sin413°, d) sin 589°,
b) cos 769°, e) cos860°,
c) tg597°, f) tg954°.

Korzystajac ze wzoréw redukcyj-
nych, uzasadnij, ze wartosci funkcji
trygonometrycznych dowolnego ka-
ta mozna wyrazi¢ za pomoca warto-
$ci funkcji trygonometrycznych kata
nalezacego do przedziatu (0°;45°).

c) tg(3 +2) =—ctga

e} sin a
31°  0,5150
32°  0,5299
33°  0,5446
34°  0,5592
35°  0,5736
36°  0,5878
37°  0,6018
38°  0,6157
39°  0,6293
40°  0,6428
41°  0,6561

COS
0,8572
0,8480
0,8387
0,8290
0,8192
0,3090
0,7986
0,7880
0,7771
0,7660
0,7547

tg o
0,6009
0,6249
0,6494
0,6745
0,7002
0,7265
0,7536
0,7813
0,8098
0,8391
0,8693

ctga

1,6643
1,6003
1,5399
1,4826
1,4281
1,3764
1,3270
1,2799
1,2349
1,1918
1,1504

10. Dla dowolnego kata 3 istnieje kat a € (0°;90°) taki, ze 8 = k - 90° + av.
Jezeli o € (0°;45°), to korzystajac z odpowiedniego wzoru redukcyjnego, warto-
$ci funkcji kata k - 90° + « mozemy wyrazi¢ za pomocy wartoséci funkeji trygono-

metrycznych kata a.

Jezeli a € (45°;90°), to B = (k+ 1) - 90° — (90° — ) i (90° — ) € (0°;45°).

Zatem korzystajac z odpowiedniego wzoru redukcyjnego, wartosci funkcji trygono-
metrycznych kata (k + 1) - 90° — (90° — &) mozemy wyrazi¢ za pomoca wartosci
funkcji trygonometrycznych kata (90° — a).

. a

a) vV3+2 b) 2 ¢) —28
-2 e) -3 )3
g1 h)1 i)2
)1 b) =3v/3 ¢) 2v/2 d) 0
e)%f)%
)
.
_ (3% )
. TS v
G X
b)
'y’
Y= %)
;
= o
G i X
)(
c) f(z) = tgw,
9(z) =tg(z +3)
]
O N L
I W Y
RS |
T O T
Wy / /
= / /
- X
/ /
| | |
B0
[t
[ [
| [
| |

~

sin 53° = cos 37° ~ 0,7986
cos49° =sin41° ~ 0,6561
tg 57° = ctg 33° ~ 1,5399
sin 229° = — cos41° =~
—0,7547

e) sin 140° = — cos40° ~
—0,7660

) tg 54° = ctg36° ~ 1,3764

b

o
E&g

Q

Q

[

1.13. Wzory redukcyjne



Uczen:
— rozwiazuje proste réwnania

*1.14. Roéwnania trygonometryczne (1)

trygonometryczne,
— rozwigzuje réwnania trygono- Przykfad 1
metryczne, wyltaczajac Rozwigz réwnanie sin 2z = 1.

wspolny czynnik poza nawias.
Podstawiamy t = 2z i otrzymujemy réwnanie pomocnicze sint = 1.

Y y=1
1.=.sinit.. o "
2o B iR 0.z T Sor 2% 37
: \_/__1 i
Z wykresu funkcji sinus odczytujemy rozwiazania rownania sint = 1:
t =75 +2km, gdzie k € Z
Wracamy do niewiadomej x:
20 = 5 + 2km, gdzie k € Z
x =7 +km, gdzie k € Z
Przykfad 2
Rozwiaz réwnanie sin(2z — Z) = 1.
Podstawiamy ¢ = 2z — % i otrzymujemy réwnanie pomocnicze sint = %
1 Y y= %
i uy Sm
=sin
Z wykresu funkcji sinus odczytujemy rozwigzania réwnania sint = %:
t=2%+2kr lub t =37+ 2kn, gdzie k € Z
Wracamy do niewiadomej x:
20 — L =24 2kw lub 2z — % = 374 2km, gdzie k € Z
20 = % + 2km lub 2z =7 + 2kn, gdzie k € Z
x=7%+kr lub x =73 +km, gdzie k € Z
Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.
a) sin3r =1 d) 2sin(2z — ) = V2 g) 6sin(r — =) =3
b) cos2z = —1 e) cos(Bx+3) =% h) 2sin7z — /3 =0
c) cosdr = 3 f) cos(2x+ %) =—13 i) 2cos2mx+v2=0
Cwiczenie 1
Multitea a)z=T421 ez
* Réwnania trygonometryczne — b)z=% +km kel
sinus =5+ lwbr=-L5+4 keZ
* Réwnania trygonometryczne — d)z = Z+krlubz =% +kn kel
cosinus. e)x=—3+%Tlubz=—-24 2" keZ
. Z(:]wgr??a trygonometryczne — £) o — % L P Thilly a2 = _% Tk kel
9 g v=2+8klubz=12 18k keZ
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.14 h)z=3+2klubz=3%+2k kel
i) e=3+klube=2+k kel

Generator

testow i sprawdzianéw

1. Funkcje trygonometryczne



Przyktad 3

Oblicz sume dziesieciu najmniejszych dodatnich pierwiastkow réwnania

sin?z = 1.

sinz =1, gdy sinz = 1 lub sinz = —1

Pierwiastkami réwnania sin® z = 1 sg liczby postaci: & = 5 +km, gdzie k € Z.

Suma dziesieciu najmniejszych dodatnich pierwiastkéw rownania jest rowna:

I+(Z+m)+(E+2m) 4.+ (2+97)=10- 2+ (14+2+...+ 97 =
= 5w + 457 = 507

Cwiczenie 2

Oblicz sume dziesieciu najmniejszych dodatnich pierwiastkéw réwnania.

a) cos’z =1 b) 2sin’z =1 c) 4sin’z =3

Cwiczenie 3

Ile pierwiastkéw réwnania nalezy do przedziatu (0;4m)?

a) sin’3r =1 c) cos?(z— ) =1 e) [V2sin(z— )| =1

b) 2cos? 2z =1 d) sin®*(z+ %) =3 f) |V3cos(z+Z)| =15

Przyktad 4 : Y : :

Rozwigz réwnanie tg 4z = /3. : : y=1tgl :

Zaktadamy, ze 4z # 7 + km, gdzie k € Z, : : :

czyli o # % +k4”,gdz1ek:€Z /: T - :

Podstaw1amy t = 4z i otrzymujemy réw- : ! i :

nanie pomocnicze tgt = /3. Z wykresu / ; 1 : ;

funkcji tangens odczytujemy rozwiazania / : 5EE :

tego rownania: t = % + km, gdzie k € Z. 4 : 2 T :

Wracamy do niewiadomej x: » : o
do = T + kr, gdzie k € Z i i i

.TZ%—I-%T,gdZiekEZ l l I

Cwiczenie 4

Rozwiaz réwnanie.

a) tg2r = —1 c) tg?2x =3 e) 3tg(2z+ %) =3

b) 3tgmz =3 d) 3tg?L =1 f) V6tg(3z — ) =3v2

Cwiczenie 5

Oblicz sume pierwiastkéw réownania nalezacych do przedziatu (0; ).

a) tg?22z =1 b) tg?4zx =1 c) tg? (£47) =1

Cwiczenie 4

a)x————i—k;,kez

b)z=g+k kel

o

) x
) © = —i—k;,x—ﬁ—i—’” kel

)17:—§+2]€7F,.’177§+2]€ﬂ',]€€z
) x =
T

=7

”+’“;,kez
:187r+ kel

e
f)
Cwiczenie 5

O F+E+E LT

b) =432 452 4 48T —ur

c)%

Cwiczenie 2

a)z=km, keZ

w427+ 37+ ...+ 107 = 557
b)x_4+’” ket

T3 Sms 2 AF o +197r:257r
c)m:%—i—kﬂlubx:%"—i—kﬂ,
kel
It+ir4dr+in+In+Snt
+107T+£7T+—7T+—7T—257T

Cwiczenie 3

a)z=2+5 kel

12 plerw1astkow

b)z=Z+5 kel

16 pierwiastkéw

¢) z = 57+ kr lub

T = %7’1’ +km, kel

8 pierwiastkow
dz=Fkrlubx =3 +kn, k€l
9 pierwiastkow

e)z=% kel

9 pierwiastkéw

f) e =knlubz = 2r+km, k€ Z
9 pierwiastkéw

1.14. Réwnania trygonometryczne (1)



Odpowiedzi do zadan
lLayz=2+% kel
b) x = — % + 2k,
x=5+2km, kel
¢) = m+km,
= %ﬂ—i—kw, kel
d) z = 7+ 4kw, x = 27 + 4k,
kel
e) x = —5+2km, v = 2k,
kel

f) J,':%-i-%kﬂ',x:?—g-i-%kﬂ',

kel
2.a)x———+k4”,k€Z

b)z=F+25 kel

c)z:——|—%7r,k'€Z

dz=2X+5 kel

e)z:—§7r+2k7r,k:€Z

s km
.a)z=I+i kez
_ km _ 5 km

b)r={H+5, 2= 57+5,

kel

¢) x=—%+km, =7 +kn,

kel

dz="4 keZ

T

kel

f)zz%—l—kﬂ,z:%”,kez

s km

4.a)I:E+?,kEZ

b)z=—-3t+k a=¢+k,

kel

¢) x=%+kn,x=75+kn,

kel

1. Funkcje trygonometryczne

Zadania

1. Rozwiaz réwnanie.
a) sindx =1
b) 2sin(z + §) =
2. Rozwiaz rownanie.
a) tgdr = —1
b) tgbz = V3
3. Rozwiaz réwnanie.
a) sin®4xr =1
b) cos?3z =2
4. Rozwiaz réwnanie.

a) tg?(4z— %) =1

5. Przeczytaj podany

< b

o
S—
—+
o
—~
[\S)
8 8
I
=y w(y
S~—
Il

d) tg(3z +

) 4sin’*(z— %) =
d) 6cos?(z+ %) =
b) 3tg?mr =1

w ramce przyklad.

Rozwigz réwnanie sin® z = 3sin z.

e) |2cos3z| =1

f) [sin2z— 3| =1

) [V3te(z+5)| =3

sin?z — 3sinz =0

sinz(sinz — 3) =

0

sinz =0 lub sinxz =3

Réwnanie sinx = 3 jest sprzeczne. Réwnanie sinx = 0 jest spelnione
przez liczby postaci x = km, gdzie k € Z — jest to rozwigzanie réwnania

wyjsciowego.

Rozwiaz réwnanie.
a) sin®xr = —sinz

b) 2cos? z = cosx

6. Rozwiaz réwnanie.
a) tg?z+tgr =0

c) sin®x +sinx =0

d) 2cos®z — cosx =0

b) tg’z = tgx

e) 4sin’z = sinx

f) 3cos®z =4cosx

c) tg?x =3tgx

7. Podaj rozwiazania réwnania nalezace do przedziatu (—m;27).

a) 2sin’r = sinx
b) 2cos®>z = v/2co

8. Rozwiaz réwnanie.

a) cos2z(l+tgx) =0 b) sinztg2zr =sinx

c) 4cos®>x —cosx =0

sr d) 3sinz —4sin®x

e) V3tglx+tgr =0
=0 f) 3tg®2x —tg2x =0

c) cos2r = sindx

5.a)x=—-Z+2%kmr,a=kmr, kel 7.a) -7, 0, %, 3w, m, 27
b)zﬁ:—§+2k7r,z:§+2k7r, b) %, -2, 2 Z 3 Ix
= §+k7r’ keZ C) %ﬂ-, _%7 _%7 g, %7 %7[-7 §7[', gﬂ-y :51,7[-
C) % :kﬂ-7 kel B d) -, §7T7 —§7 07 %7 %ﬂv T, %ﬂv gﬂ-7 27
— _ T
d)gg,a:kzzfz;q—i,kez e) —m, —%,0, 3m, m, Xm 2n
€) 2= —F +km z =35 +km, f) —m, —Hr, —&m, —F, —&1, - &, 0,
v=Fkm, kel E2 57r”l7r I s P gy
f):E:%-f—kﬂ',kEZ %3;12 ;T22’7T12’1 A | I 1 A2
_ =z . 127 127
6.§)x77r44];k7r,x7€k7r];kezz 8. )x:Z—F%’T,kEZ
)x7§+k7r,$fk7r,kez )$:1+’“—2”,x:k7r,kez
c)x=7%+km, x=Fkm k€ ) x=2L +kr, x=Sr+km,
:%—i—’” kel



*1.15. Réwnania trygonometryczne (2)

Przyktad 1
Rozwiaz réwnanie 2sin® z + sinz — 1 = 0.

Podstawiamy t = sinz, zakladamy, ze ¢ € (—1;1), i otrzymujemy réwnanie

kwadratowe:
202 +t—-1=0
A=1+8=9, VA=3

_-1-3 _ _-143 1

h=——= 1, ta= 4 2

Wracamy do niewiadomej z: sinz = —1 lub sinz = %
“sinz Y ol
T S5 3T

1 6 2 Y= —

Z wykresu funkcji sinus odczytujemy rozwigzanie réwnania:
©=3r+2kr lub z =% +2kr lub x = 2r+ 2km, gdzie k € Z

Uwaga. Powyzsze rozwiazanie mozna tez zapisa¢ w postaci z = ¢ + %k‘ﬂ', gdzie k € Z.

Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.
c) tg?x +2tgx+1=0

Coscc—l—cos2a:—|— %

a) 2cos’x — cosw =1

=0

b) 2cos®z + 5cosx +2=0

sinx
Przyktad 2
Rozwigz réwnanie sin®z — cos?z — 1 = 0.
Korzystamy z jedynki trygonometrycznej i otrzymujemy:
sinz — (1 —sin®z) —1=0
2sin®z —2 =0
sing =1 lub sinx = —1

x =35 +km, gdzie k € Z

Cwiczenie 2

Rozwiaz réwnanie.

a) 2cos’x +4sin®z =3 c) 2cos’x +sin’z = 2cosx + 1
b) 4cos’z —sin’z = —1 d) 2+sin’x =4 — cos’z + cosx
Cwiczenie 2

a) cos?mzo,ng—i—%’r,kez

b) cosz =0,z =5 +km, k€ Z

c)cosx=0,x=7%+kn, kel

d)cosz=—-1,x=n+2km, kE€Z

Uczen:

— rozwigzuje rownania trygono-
metryczne, ktére mozna spro-
wadzi¢ do réwnan wielomia-
nowych,

— stosuje wzory na sume
i r6znice sinuséw i cosinuséw.

Cwiczenie 1

a) cosz = —3 lub cosz =1,
T = —%" + 2km lub

B = %"—i—?kﬂlubx:Zkﬂ,
kel

b) cosz = —1,
T = —%" + 2km lub

xz%"—i—?kﬂ,kez

c) tgz = —1,
r=—%+km kel

d) cosz = —1,
B = —%" + 2km lub

w:%"+2k7r,kez

MultiteZa

* Réwnania trygonometryczne —
sinus

* Réwnania trygonometryczne —
cosinus

® Réwnania trygonometryczne —
tangens
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1.15. Réwnania trygonometryczne (2)



Przyktad 3
Rozwiaz réwnanie 2sinx cosz —sinxz — 2cosx + 1 = 0.
Grupujemy wyrazy znajdujace sie po lewej stronie réwnania.
Sinl‘(Q cos o — 1) _ (2 cosr — 1) =0 Wylgczamy wspélny
czynnik.
(2cosz —1)(sinz —1) =0
1

cosw =5 lub sinz =1

r=—%+2krlubx =3 +2kr lub x =7 + 2kn, gdzie k € Z
Zatem x € {—% 4 2km, F 4 2km, 5 4 2km: k € Z}.

Cwiczenie 3

Rozwiaz réwnanie.

a) 2sinxcosz +2sinz —cosz —1=0

b) 4sinzxcosxz —2cosz —2sinz+1 =10

c) QSinmcos:L‘—\/gcosxﬁ-QSinm—\/g:O
d) 4sinzcosz + 2v/3sinx = 2v/3cosz + 3

Przyktad 4
Wyznacz te pierwiastki rownania 4 cosbx cos2x = 2cos7x + 1, ktore nalezg
do przedziatu (0; 7).
Korzystamy ze wzoru na cosinus sumy katéw:
cos 7z = cos(bx + 2x) = cosbx cos 2z — sin 5z sin 2z
Zatem réwnanie mozna zapisa¢ w postaci:

4 cosbxrcos2x = 2cosdbrcos2x — 2sindxsin 2z + 1

Cwiczenie 4 2 cos 5x cos 2z + 2sin 5xsin 2z = 1
a)cos2z =1,z =km, k€Z 2 cos(ba — 2z) = 1 Korzystamy ze wzoru
0, m, 27 L cos(a — ) =
b) cosdx = @k, T = —277—4 A %T cos3xr = 3 = cos acos § + sin asin 3.
lubzw =27+, kel 3v=—% +2km lub 3z = % 4 2kw, gdzie k € Z
11 13 23 25 35
320 3™ 2™ 23T 3™ %™ r=-Z4+2% lub o =12+ %% odzic k € Z
37 47
247> 247 . . . . . T 5 7
¢) sindz = —1, g = 8% 4 kr. Do przedziatu (0; m) naleza pierwiastki: x = §, v = g7, x = gm.
kel A . .
3 7 11_ 15 Cwiczenie 4

8™ g™ g7 g7
d) sin 2z — @ 2= 4 kn Wyznacz te pierwiastki réwnania, ktére naleza do przedziatu (0; 27).

lub & = 27 + kr, k € Z a) 2sinbrsin3z =1 — cos8z ¢) 2sin3zcosz =sin2z — 1
z, 3, &, Ur b) 4cos3zcosz = 2cos2x + /3 d) 4sin bz cos3r = 2sin 8z + /2
Cwiczenie 3

a) (2sinz — 1)(cosz+1) =0
t=2+2krlubzr=32n+2knluba=(2k+1)r, ke

b) (2cosz — 1)(2sinz —1) =0

x=—%+2kr lub z = § + 2k lub z = § + 2k7 lub x = %Tr—|—2k7r, kel
c) (cosz +1)(2sinz —+/3) =0
r=Z2+2krlubz=32r+2knrlubr=2k+1)m, k€L

d) (2sinz — /3)(2cosx ++/3) =0

x = 3 + 2kr lub x = §7T+2k7r lub x = %7?4—21{:71 lub x = %7?4—21{:7?, kel

1. Funkcje trygonometryczne



Zadania

1.

* 6.

Rozwiaz réwnanie.
a) 2sin®z + 3sinx —2 =0
b) cos*z + 6cosz+5=0

c) 2sin*z —sinx =1

Rozwiaz réwnanie.

a) sin2x = cosx

b) cosz +sin2z =0

¢) cos2z —sinx =0

Rozwigz réwnanie.

a) 2sin2x + 2sinz = 2cosz + 1

b) 2sin® x — sin® 2z = cos? 2z

c) sin®2x —cos? 2z = 1 — 2sin’z  *

Znajdz liczby nalezace do przedzialu (0;27) i spelniajace réwnanie:

a) sinx 4+ cosx =1,

b) sinx — cosx =1,

c) V3cosz +sinz = 2,

Rozwiaz réwnanie.

. 1
a) sinz — —— =tgz — 1

b) tgz —2sinz =2 —

1

COos T

d) cos®’z 4 2sinz =1

e) 2sin*z — 3cosx =3

f) tg2x7§\/§tgx+1:0

d) cos®z —cos2x =1
e) sin2xtgx = sinz

s 1
f) sinzcosz = ;5

d) sin®2x + 6sin*z = 6

1 + sin 2x = cos 2z

4 A1
d) sin®x — cos’ x = 3,
e) sin'z + cos'z = 1,

f

c) sin2x — v2cosxz = v2sinz — 1
d) cos2z =1 +2v/2sin’ x cosz

Wyznacz najwiekszy ujemny pierwiastek rownania.

a) 4sin6xcosz — 2sinbzr =1

b) 2sin6xsin3x =1 — cos9z

sind=sina & f=a+2kr lub = (7 — «a)+ 2kn, gdzie k € Z

¢) 2sin 2z cos? 2x — sin 2z cosdr = 1
d) sin®2z + §sin4z = tg2x

e)
f) :(cosdz —1) = cos’x
(

sin* z — cos* z = cos4z.

cosf=cosa & f=a+2kr lub =—a+ 2kn, gdzie k € Z

*7. Rozwiaz réwnanie, korzystajac z powyzszej wlasnosci.

a) sin3z —sin2z =0

b) sindz +sin3z =0

cosbxr —cos3z =0

=2km, kel

— 53 t2kn,x=%+2km, kel

d) cosdx + cos3z =0
e) cos3x — cos(z — %)

f) sin2z —sin(z + )

——§+2k7r,$:§+2k7r,a::%ﬂ+2k7r,k€Z

:kﬂ,x:%ﬂ—i—le,m:%W—i—le,k:EZ

us

6

b) =27 ¢) —3x d) —in

=2km, =2+ 2km k€L

2km,x=(2k+1)m, k€L
br kel

=Z+2km,z=02k+1)m keZ

—Z tkmrx=L+5 kel
%—I—Zkﬂ,x:%ﬂ—i—%lm,kez

=0
=0

Odpowiedzi do zadan
1. a)x = g +2km, = %’T—I—ka

kel

b) x =m+2km, k €Z
¢) z = —3 + 2,

T = —% + 2km,

x =5 +2km kel
d)z=knr, kel

e) z = (2k + 1)m,
x:—§7r+2k7r,
IL’Z§TF+2]€7T,]{JEZ
f) 2= % +km, x= % +km,
kel

.a)x =% + 2k, x =5 +kn,

a:z%Tr—i—Qkﬂ,kEZ

b) z = — 37 + 2k,
x=—%+2kn, x =75 +km,
kel

c) x= %W—I—Zkﬂ,a:: &42km,
x:§7r+2k7r,kez
d)z=Z+kr, kel

e) v =km, x = % + 2k,
a::%Tr+2k7r,k€Z

f) x:%-i-k)ﬂ',l':%ﬂ'-f—kﬂ‘,
kel

.a)r = Z42km, x = %ﬂ—i—?lmr,

IL’:%TF—FQIWT,LL’:%W-FZ]CTF,

kel

"
x
x=7%+km, k€l
0

s

f
s s s
’» 29 27 b) 25 T C) 6
T 2 4 5
d) 3 §7T, §7T, §7T
T 3 5 7
e ) Zﬂ', Zﬂ', Zﬂ'
T w
67 2

1.15. Réwnania trygonometryczne (2)



Suma i réznica sinuséw, suma i réznica cosinuséw

Twierdzenie

Dla dowolnych «, 8 € R prawdziwe sa ponizsze wzory.
sin o + smﬂ = 2sin a+ﬂ - cos &= ’6 suma sinuséw
sin o — sin 8 = 2 sin ;ﬁ - COS %ﬂ réznica sinuséw
COS (¢ + COS B = 2cos a+’8 + COS a—;ﬁ suma cosinusoéw
cosa — cos B = —2sin aQﬂ - sin anﬁ roznica cosinusow
Dowé6d wzoru na sume sinuséw
Niech z = M, Yy = 7ﬂ , wowczas ¢ +y = « oraz x — y = 3. Zatem:

sina + sin § = sin(x + y) +sin(z — y) =

=sinzcosy + coszsiny + sinxcosy — cosxsiny =

+8 a=p
2

= 2sinxcosy = 2sin *3= cos

1 ) ot B — i = P Dowody pozostalych wzoréw przeprowadza sie analogicznie.

2sinx cos 2x = 2sin x cos Przykiad
sinz(cos 2z — cosz) = 0 Rozwiaz réwnanie sin bz 4 sinx = 0.

sinz(—2sin 3z sin £) =0

5w+z

T =km, = §k7r, kel sin bx + sinx = 2sin COS = Korzystamy ze wzoru na sume sinusow.
b) —2sin 3z sin 2z —sin 3z = 0 = 2sin 31: cos 2.73
sin3z(2sin2x +1) =0 Zatem zapisujemy réwnanie w postaci:

B = —%ﬂ'—i—kﬂ,
z:—l”—2—|—k7r,x:%“,kez
c) 2cosdxz(cos2z +sinz) =0

2sin3x cos2x =0

sin3z =0 lub cos2x =0

cosdz = 0 lub 3r=km lub 2z =7 +kn, gdziek € Z

cos2z +cos (5 —x) =0 m:%” lub mz%—i—%’r,gdziekez

cos (£ —12) cos(g;v— Z)=0

z = —3m + 2k, 1. Rozwiaz réwnanie.

rT="% + 2k, a) sin3z — sin2z = sinx ¢) cos6x + sin bz + cos 2x = sin 3z
= 7 = E 2k 7 . . .

z€;+ T =g b) cosbz —sin3z = cosx d) cos 7z —sin 7z = cosx — sinx

d) 2sin 3z (sin 4z +cosdx) =0 2. Korzystajac ze wzoru na sume sinuséw lub sume cosinuséw, oblicz wartosé

sin 3z = 0 lub wyrazenia:

sindz + sin (5 — 4z) =0 a) 2cos70°cos10° — cos80°, c) sin37°30" cos 7°30/,

V2 cos (41’ = Z) =0

g=—% AT gk b) 2sin115° cos 70° — sin 185°, d) cos52°30 cos 7°30'.

kel Wskazéwka. W podpunkcie a) znajdz katy o i 8 takie, ze 252 = 70° 1 232 = 10°.

2. a) a =80°, B =60°,
2 cos 70° cos 10° — cos 80° = cos 80° + cos 60° — cos 80° = cos 60° =
b) a = 185°, § = 45°, L2

) a =45, f=30°, 12

d) o =60°, 8 =45°, 14

S

1. Funkcje trygonometryczne



*1.16. Nierownosci trygonometryczne ozen:

— rozwigzuje nieréwnosci
trygonometryczne, korzy-

Przyktad 1 stajac z wykreséw odpo-
Rozwiaz nieréwnosé sinx > % wiednich funkcji trygono-
metrycznych,

—
(v}

— rozwigzuje nieréwnosci
trygonometryczne, stosujac
odpowiednie podstawienia.

13
1=
ot

\/ \/.1 6" =sinx

7 wykresu funkcji sinus odczytujemy zbior rozwigzan nieréwnodci:
T € <% + 2k, %ﬂ' + 2k77>, gdzie k € Z

Powyzszy zapis oznacza, ze zbidér rozwigzan nieréwnosci jest suma wszystkich prze-
dzialéw postaci <% + 2km; %ﬂ' + 214:71'>7 gdzie k € Z.

Cwiczenie 1 Cwiczenie 1
Rozwiaz nier6wnos¢. a) z € (3 + 2km; B2 4 2krr),
. kel
a) 2sinx < 1 b) cosz > —1 ¢) cosx < —3% ) )
b) z € (=3 + 2km; & + 2k7),
kel
Przyktad 2 S .
Rozwigz nieréwnoéé cos? x > 1. ©) @ € (5 + 2km; 5 + 2km),
4 kel
Zauwazmy, ze nieréwnosé cos?x > i jest rownowazna dwém warunkom:
cosz < —% lub cosz > 3
st 1 1Y
7% SRS N I 0 i N 7 G N
3 I 3 n
— N o e G 7 NG
N Sl N N 1 N
€ y 2
Z wykresu funkcji cosinus odczytujemy zbiér rozwigzan nieréwnosci:
v € (=% +2km; % + 2kn) lub o € (27 + 2km; 47 + 2km), gdzie k € Z
Odpowiedz mozna zapisaé¢ prosciej: x € (—% +km 2+ k:ﬂ'), gdzie k € Z.
Cwiczenie 2
Rozwiaz nieréwnosé.
a) 2sin*z < 1 b) 4cos’x >3 ¢) |cosz| < 3
Cwiczenie 3
Dla jakich z € (0;27) zachodzi nieréwnosé?
a) 4sin*z > 3 b) 2cos?x < 1 c) [2sinz| < V2
Cwiczenie 2 .
a) —§<sinm<§,czylix€(—%—i—lﬁr;%—i—lm),kez MUItlk’/éa
b) cosz < _@ lub cosz > \/737 czyliz € <_% + ks T 4 k7r>, kel . Nieréwnos’ci trygonometryczne —
sinus
1 1 o s .2
¢) —3 <cosx < 5, cayli @ € (§ +km; 3w+ k), k € Z * Nieréwnosai trygonometryczne —
Cwiczenie 3 cosinus
a) € (%7 %ﬂ-) U (%ﬂ-; gﬂ) . tl;sg;v:gosm trygonometryczne —
b) z € (§;3m) U (3m 4m)
¢) z€(0;3)U(EmSn) U (Im2m) dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.16
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Cwiczenie 4

a) 3z € (3L 4 2km; 187 4 2kr),

o e (1g + 4m; 4 ),
kel

b) 2z € (—5F + 2km; — % + 2kn),
l‘E(—?—g—Fkﬂ', 2+k'7r)
keZ

c) —% <sin g < @

x€<—ﬂ—|—2k7r;g+2k7r>kez
d) cos2z > 1 lub0082m<——
2x€(—§+k7r,3+k7r),
ve(-F+55+5). kel
Cwiczenie 5
a)mE(—%-l—kﬂ';%-i-kw),kGZ
b)ze(Z+kmZ+kn), kel
C):L'G(—%-i—kﬂ';%-i—kﬂ'),
kel
d)ze(%+k7r;%7r+k7r>,kez
Cwiczenie 6

a) z € (X +4kmZ+kr)U
U(%-l—kﬂ;%”-i-kw),kez
byee (=5+ 555+ %)
keZ
Cwiczenie 7
a) z € (0; §)U(%;
b)z € (35 §) U (4

O (& 3m) U (8 %Tr)

1. Funkcje trygonometryczne

Przyktad 3

Rozwigz nieréwnosé sin 2z > 1.

Podstawiamy ¢t = 2z i otrzymujemy nieréwno$c¢ sint >

sinus odczytujemy:

Y

1

5. Z wykresu funkcji

t € (5 +2km; 3T + 2kmr), gdzie k € Z 1

Wracamy do niewiadomej x:

2z € (5 + 2km; 5T + 2k), gdzie k € Z
< + km; ?g + k7r> gdzie k € Z
Cwiczenie 4
Rozwiaz nieréwnosé.

a) sin3z < % b) sin2z < —3

Przyktad 4 ’

= [« [o)]
S
-

s
\
&
=

d) cos? 2z > &

>3
Zakladamy, ze x # 5 + km, k € Z.

Rozwiaz nier6wnosé tgx

—
S——

=

Z wykresu funkcji tangens odczytu-

jemy zbidr rozwiazan nieréwnosci:

x€<§+kﬂ;g+kﬂ),gdziekez

o

&

Cwiczenie 5

)
1=

Rozwiaz nieréwnosé.

a) tgr < V3 c) tgx > —1
b) tgz > 1 d) tgz < —

—_——— =N - == == — = — —

—_

[

Cwiczenie 6

Rozwiaz nier6wnosé: a) tg?z > 1,

Cwiczenie 7
Dla jakich = € (0;7) zachodzi nieréwnosé:

Zadania

b) tg? 2z < 1.

a) tg 2z <

—— === = —— — = — —
Sl

1, b)tgda>1?

1. Rozwiaz nieréwnosc.
a) 2sinz < V2

2. Rozwiaz nieréwnosé.

b) 2sinz > /3

a) sin3z > —3

b) 2sin% < /3

Odpowiedzi do zadan
1.a) z € (=37 + 2km; 3w + 2km), k € Z

c) 2cos2x > 1
d) £ —V3Bcost <2

b) z € (3 +2km; 2w +2km), k€ Z
¢) z € (—3m+2km; 3n + 2km), k€ Z
2.a)ze(—%+ 2kmgn+ 2kn), ke Z

b) x € (=87 + 4dkm; 27 + 4km), k € Z
o) xE(—Z+kmE +kn), kel
d) z € (—3m + 4dkm; 37 + dkm), k € Z
e)r e (=5 +km§E+km), kel
f)xe (3r+kmmr+kn), kel

c) 2cosx > -3

e) tgz < @

f) V3ctgr < —1



10.

11.

10.

11.

Rozwiaz nier6wnosé.
a) sinz > 1 ¢) |cosz| <1 e) sin®x < 1
b) cosx < 1 d) |sinz| > 1 f) cos?xz > 1
Dla jakich x € (—m;7) zachodzi nier6wnosé?
a) |2cosx| > 1 ¢) cosx > 1 e) 4cos?2x —3 <0
b) [2sinz| > /3 d) 4sin’*z < 1 f) 2sin*2z —1>0
Dla jakich z € (0;27) zachodzi nieréwno$é?
a) tgx < —1 ¢) tg?r—1<0 e) |3tg2z| <3
b) 3tgx > V3 d) tg’z —3>0 f) |V3tg| >3
Na rysunku obok przedstawiono ) Y y = /v_ﬁ
wykres funkcji f(x) = sin 2z. Ko- -
rzystajac z rysunku, podaj roz-
wiazanie nieréwnosci: § n ’ X
a) sin2x > ‘g, b) sin 2z < — f y =43
a) Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji f(z) =sinz i g(x) = cosz.
Dla jakich x € (—m;37) zachodzi nieréwnosé sinz > cos x?
@\ / N m
% A8 N S N
b) Dla jakich x € (—; 37) zachodzi nieréwnoéé sinz < — cos z?
Narysuj wykresy odpowiednich funkcji i odczytaj z nich zbiér rozwigzan
nieréwnosci zawarty w przedziale (0; ).
a) sinx < tgz b) sin2z > cosx c) |cosx| > sinx
Rozwigz nieréwnosé.
a) sinz + [sinz| >1  b) 2cosz + |cosz| <3 ¢) |sinz|-cosz > 1
Rozwiaz nieréwnosé.
a) 2sin’x — 3sinz +1 <0 c) 2sin’x — 3cosx > 3
b) 2cos®x — v/2cosx > 2 d) 5cosz < 4+ cos2x
Rozwiaz nieréwnosc.
a) 3tg?x +2V3tgr < 3 b) tgdz —tgx <0
a) z € (% +2k7r;%7r+2k7r), kel
b) z € (3 + 2km; 3m + 2km), k € Z
¢)ze{-Z+2kn, I +2kmkel}
a) z € (5 +2km; § + 2km) U (5 + 2km; 3w+ 2kw), ke Z
b) z € (%W—i—Zkﬂ; %7r+2k7r), kel
¢) € (37 +2km; (2k+ 1)) U ((2k + 1) 3w + 2km), k € Z
d)zeR
a) z € (—%—ka;%—l—kﬂ),kez
b)ze (—F+km—% +kr)U(km; T +kr), kel

3.

a)z € {Z+2kmkel}
b) x € R\ {2km: k € Z}
c)z e R\ {km:keZ}

)z e{F+kmkel}
)z € R\ {5 +kmkel}
f) v € {km:k € Z}

=D

ca)z € (—m—3m)U(=%; 5)U
U(37r,7r>

b)z e (—%m—§) U(5:5m)
¢)ze{—m—3r)uU

< 4,4>U<37r 7T>
d) a:€< 7r,—g7r>U
U<—%%%>U<%W‘W>
)me( 127"7 1727T)U
U( 1527r7_12)U
U(l’;;1527r)u<1727r, g”)

U<%7T,27T>

Bz e (5:5)U(5:3m)

U (3m3m) U (5m 37)

e) x e <0; %) U (15—27r; %W) U
U(fm 55m) U (137 137m) U
U(%ﬂ,27r>

f) z € (%7‘(‘,71’) U (7T,§ )
a)z € (5 +km 3 +km)
keZ

b) z € (37 + km; 3w + kn),
kel

a)z € (—m—3r)U(Z;3r)U
U<%7r;37r>

a) z € (0; %)
b)oc (5:5) U (dmin)
)z (0;3)U(3mm

1.16. Nierdwnosci trygonometryczne



1. Funkcje trygonometryczne

*1

17. Zagadnienia uzupetniajace

B Roéznowartosciowosé funkcji

Funkcja f: X — Y jest roznowartoSciowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdych dwoch réznych argumentéw przyjmuje rézne wartosci.

Przyktad 1
a b
) Y N ) \i v
1§ 2 g(xx) :% 2
1
1 X
-2 0l 1 2 X
Funkcja f:R — R okreslona za po- Funkcja g: R — R okreslona za pomoca
moca wzoru f(z) = 3z jest rézno- wzoru g(z) = £a? nie jest roznowarto-
wartosciowa. Sciowa.
Jedli m1 # 2, to $21 # 3To. Na przyktad —2 # 2, ale g(—2) = g(2).

Uwaga. Dowolna prosta réwnolegla do osi OX (prosta o réwnaniu y = m) przecina
wykres funkcji réznowartosciowej w co najwyzej jednym punkcie.

B Funkcje odwrotne

1.

1.

Jesli funkcja f: X — Y, gdzie Y jest zbiorem wartosci funkeji f (tzn. dla
kazdego y € Y istnieje x € X taki, ze f(x) = y), jest réznowartoéciowa,
to istnieje funkcja g: Y — X taka, ze dla kazdego x € X zachodzi réwnosé
g(f(x)) = . Funkcje g nazywamy funkcja odwrotna do funkcji f.

Przykfad 2 ! Y / L
Funkcja g: (0; 00) — (0; 00) okreslona za po- \ / &
moca wzoru g(z) = /x jest funkcja odwrot- \ v
ng do funkeji f:(0;00) — (0; 00) okreslonej \ i 7
za pomoca wzoru f(x) = 22, gdyz dla kaz- \ /. ———
dego x € (0; 00) zachodzi ré6wnosé: Yol I
2 2 \\ 7
9(f(2)) = g(a®) = Va2 =2 o] | X

Uwaga. Jesli funkcja g jest funkcja odwrotna do funkcji f, to funkcja f jest funkcja,
odwrotna do funkcji g. Wykresy wzajemnie odwrotnych funkcji f i g sa do siebie
symetryczne wzgledem prostej y = x.

Naszkicuj wykresy funkcji f(x) = 2% i g(z) = /= — odwrotnej do f.
Odpowiedzi do zadan
Y //
X 7
| 7
LD
i 7
/ qg..
A o
o X
e B /
|
z |
|
z |
s




B Funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych

Rozpatrzmy funkcje f:(—3;5) — (=1;1)
okreslona wzorem f(x) = sinz (kolor nie-
bieski). Jest ona réznowartosciowa, a jej

zbiorem wartosci jest przedzial (—1;1).

Funkcja g:(—1;1) — (=%;%) odwrotna
do funkcji f nosi nazwe arcus sinus i za-
pisuje si¢ ja: g(x) = arcsinz (kolor czer-
wony).

Wykresy funkcji f 1 ¢g sa symetryczne
wzgledem prostej y = x.

Przyktad 3

. ﬂ—_l . . l_z
a) Sll’lg =3 wiec arcst =%

b) sin(—%) = —B wiec arcsin(—ﬁ) =—

2

2. Oblicz.

a) arcsin g b) arcsin(—3)

Rozpatrzmy funkcje f:(0;m) — (—1;1)
okreslona wzorem f(x) = cosx (kolor nie-
bieski). Jest ona réznowartoéciowa, a jej
zbiorem wartosci jest przedzial (—1;1).
Funkcja g: (—=1;1) — (0;7) odwrotna do
funkcji f nosi nazwe arcus cosinus i za-
pisuje sie ja: g(z) = arccosz (kolor czer-
wony).

Wykresy funkcji f i g sa symetryczne
wzgledem prostej y = z.

Przykiad 4
a) cos0 =1, wiec arccos1 =0

b) cos ¥ =1, wiec arccos; = =
3. Oblicz.
a) aurccos‘/?§ b) arccos(—@)

& 7
Y %
2777 N,
" gl .~
Sl
// f |
oz l
|2 I
| 13X
|
| 7
=77
s
/
A _m
; 2

c) arcsin(—1)

Y s
s
—_ <
s
N,
s
/
s/
g i
1 7
x 7
s
. f
/ s
1 X
7/
s/ |
/

c¢) arccos(—1)

1.17. Zagadnienia uzupetniajgce



1. Funkcje trygonometryczne

Rozpatrzmy funkcje f: (fg; g) —R
okreslona wzorem f(z) = tgx (kolor
niebieski). Jest ona réznowartosciowa,
a jej zbiorem warto$ci jest zbidr liczb
rzeczywistych.

Funkcja g: R — (—%;Z) odwrotna do
funkcji f nosi nazwe arcus tangens i za-
pisuje sie ja: g(z) = arctgz (kolor czer-
wouny).

Wykresy funkcji f i g sa symetryczne
wzgledem prostej y = z.

Zwr6oé uwage na to, ze wykres funkcji
g(z) = arctgx ma asymptoty poziome

s s

Przyktad 5

a) tg % =1, wigc arctgl =% b) tg(—%) = -4, wiec arctg(—T

Rozpatrzmy funkcje f: (0;7) — R okre-
Slona wzorem f(x) = ctgz (kolor
niebieski). Jest ona réznowartosciowa,
a jej zbiorem warto$ci jest zbidr liczb
rzeczywistych.

Funkcja ¢g: R — (0;7) odwrotna do
funkcji f nosi nazwe arcus cotangens
i zapisuje sie ja: g(x) = arcctgz (kolor
czerwony).

Wykresy funkcji f i g sa symetryczne
wzgledem prostej y = x.

Zwroé uwage na to, ze wykres funkceji
g(z) = arcctg x ma asymptoty poziome
y=0iy=m.

Przykfad 6

a) ctgZ = 0, wigc arcctg0 = %

4. Oblicz.
a) arctgy/3 b) arctg@
4.a) T b) T c) -5 d) %

[y

N

vl

S
|
|
|
I
|
|
|

\

|

I

|
|
I
|
|
\
|
|
|
=
[
|
|
=y el
|
|
|
[
|
|
|
I
|

V3

Y

I
I
St Bl el et bl o i IE N B
I
|
I
I
|
[
I

\/§>_

=~

IN

L

[y

AN //r_

N

S e

b) ctg & = V3, wiec arcctg /3 = z

c) arctg (—1)

d) arcctg @



B Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy katéw — dowody

. b) a € (0°90°) oraz B, + B € (90°; 180°) Y

Rozpatrzmy katy « i B polozone tak jak

na rysunku obok, gdzie: Y
a, B, a+ [ € (0°90°)

Punkt A jest punktem przeciecia ramienia

koncowego kata o+ 3 z okregiem jednost-

1

kowym.

Prowadzimy odcinek AB prostopadly do

ramienia koficowego kata o, odcinki BC ER B

i AD prostopadte do osi OX oraz odcinek
EB prostopadly do odcinka AD. p

Kat FAB ma miare « (uzasadnij). @ D C
Boki tréjkata O AB maja dlugosci:
|OA| =1, |OB| =cos 3, |AB| =sin

Zauwazmy, ze IBO| _ sin a, wiec:
) ‘OBl ) *
|BC| = |OB|sina = sin o cos 3
. |AE| .
Podobnie AB = cos o, wiec:
|AE| = |AB|cos o = cos asin 3
|AD| . B
oraz {51 = sin(a + 3), wiec:

|AD| = |OA|sin(a + 3) = sin(a + )
Zatem otrzymujemy:
sin(a + 3) = |AD| = |ED| + |AE| = |BC| + |AE| =

= sinacos 8 + cos asin 3

Korzystajac z powyzszego rysunku, uzasadnij, ze:

cos(a+ ) = cosacos B — sin asin 3, gdzie o, 5, + 5 € (0°;90°)

Wskazéwka. Rozpatrz dlugosci odcinkéw OD, DC' i OC.

Wykaz prawdziwo$¢ wzoru sin(a + () = sin acos § + cos asin 8, gdy:

*a) a, [ € (0°,90°) oraz a + [ € (90°; 180°),
*b) a € (0°;,90°) oraz 3, + 3 € (90°;180°).

Uzasadnij wzory na sinus i cosinus réznicy katéw. Skorzystaj ze wzordéw

na sinus i cosinus sumy katéw oraz wlasnosci:

sin(—f) = —sin 8 1 cos(—f3) = cos 3

Niech v =JAOD, wéwczas v = 180° — (a + ).
JAFD =4OFB = 90° — a, czyli JDAF = «
JAOB =a+v=180° -4

|OA| =1, |OB| = cos(180° — 3) = — cos 3,
|AB| = sin(180° — 8) = sin 3 5
% = sina, CZyli |BC| = —sinacosﬁ } F > Oa

X
%:cosa, wiec |AE| = cos asin 3 BY N2

sin(a + 3) = sin(180° — (a + 3)) =siny =
= |AD| = |AE| — |ED| = |AE| — |BC| =
= cosasin 8 — (—sinacos 3) =

= sin awcos B + cos asin

Uzasadnienie, ze JEAB = o
Prosta E B jest rownolegta do osi
0OX, stad JOBE = « (katy na-
przemianlegle). Zatem:

JEBA=90° — «a
czyli:
JEAB =180°—90°—(90° —«) =

=«
5. Zauwazmy, ze % = cos @,

wiec:
|OC| = |OB|cosa =
= cos 3 cos a

Podobnie % = sin a, wigc:
|EB| = |AB|sina =
= sin @ sin
% = cos(a + ), wiec:
|OD| = |OA| cos(a + B) =
= cos(a + B)
Zatem otrzymujemy:
cos(a+ B) = |OD| =
— |0C| - IDC| =
=1|0C| - |EB| =
= cos acos 3 — sin asin
6. Rozpatrzmy katy « i 8 po-
lozone tak jak na rysunku,
gdzie:
a) a, B € (0°90°)
oraz a + 8 € (90°; 180°)

Y
R B
ﬁﬁﬁa S
D O C X

JEAB = a, |OA| =1
|OB| = cos 3, |AB| = sin 8
|BC|

o8] = sina, czyli:

|BC| = sin accos 3
|[AE| _ -
TAB] = C0s @, wigc:

|AE| = cos asin 3
sin(a+ B) =
= sin(180°— (a+p3)) = siny =
= |AD| = |ED| + |AE| =
= |BC| + |AE| =
= sin accos 8 + cos asin

7. sin(a — B) = sin(a + (—=p)) =

= sin acos(—f3) +
+ cosasin(—pf) =
= sin wcos 8 — cos asin B
cos(a — B) = cos(a+ (—f)) =
= cos acos(—0)+
—sinasin(—3) =
= cos acos 3 + sin asin B

1.17. Zagadnienia uzupetniajgce



Odpowiedzi do zadan

1.a) 27 b) r ¢) B d) in

2. a) 108° b) 157,5°
c) 100° d) 165°

CYEE

b)
d) -2 )8 f) -1

6. a) o = 225° b) o = 315°
¢) a =135 d) a=315°
e) a=150° f) a = 240°

7.a)z=2rm
b)z =37 lubz=3rm
c)z=FZlubz=3w
dz=-3rlubz=-%
e)rx=—-Zlubzx=7%
f)z=3rlubz=3rm
g) x = 3w
h)yz=—3rlubz=—32n

8. a), c¢), d) 287 b) 327

1. Funkcje trygonometryczne

v/

Zestawy powtdrzeniowe

B Zestaw |

1.

Podaj miare tukows kata.

a) 40° b) 108° ¢) 110° d) 144°
Podaj miare kata w stopniach.
a) i b) In ¢) 2 d) &n
Oblicz.

: o o o sin 120°+-cos 300° . o
a) (sin30° 4 cos 120°) - tg 930 d) ~g(225) sin(—390°)
b) sin 225° - tg 495° — cos 330° e) (sin(—315°) + 3 cos45°)?

o o in 270°+2 cos(—60° .
¢) cos(—570°) - tg(—1230°) f) o tg(ﬁ;‘;’ig ) 1 cos(—240°)
Oblicz.

a) sin(—27) — tg&m — cos rr d) (sin 27+ cosIr) - tg(—%)
b) /2 cos 5w+ ﬁtg(f%w) e) 3 (cos A7+ sin 16—171')
) sin %ﬂ'72 cos g f) sin %TI’*COS T
—tggm tg 3w

Wyznacz katy o € (—360°;360°) spelniajace warunek:
a) sina = sin 15°, c) cosa = cosbh°, e) tga = tg85°,

b) sina = —sin 15°, d) cosa = —cos 55°, f) tga = —tg85°.

Wyznacz kat a € (0°;360°) spelniajacy warunki:

a) tga=1 1 cosa <0, d) cosazg i sina <0,
b) ctga=—1 i cosa >0, e) sima=13 i tga <O,
c) sinaz@ i cosa <0, f) sina:—@ i ctga>0.

Wyznacz rozwiazania rownania nalezace do podanego przedziatu.

a) sina::@, (5:m) e) COS.%I?, (-%:%)

b) sinz = 7@7 (m;2m) f) cosxz = —g, (Z;3m)
c) sinz =1 (0;m) g) cosz =1, (2m;4m)

d) [sinz| =3, (=m;0) h) [cosz| =3, (—%m—1)

Oblicz sume pierwiastkéw réwnania nalezgcych do przedzialu (0; 8).

a) sinz = 1 b) cosz = —1 ¢) sinz =0,9 d) sinz = 0,3

. a) o € {—345°, —195°,15°,165°}

b) o € {—165°, —15°,195°, 345°}
¢) a € {—305°, —55°,55°, 305°}
d) o € {—235°, —125°,125°,235°}
e) o € {—275°, —95°,85°, 265°}
f) o € {—265°, —85°,95°,275°}



10.

11.

12.

13.

14.

[0]16.

17.

18.

15.

16.

Vv

Wyznacz rozwiazania réwnania nalezace do podanego zbioru. 9.a)z=32r b)a=-%, =3
a) tgx =1, (;3m) ¢) [tgx| = L&, (2m;Ir) U (2m;3m) ¢)z=gmae=gw
b) tgr =3, (~5;3) Q) letga] = 2, (~m;0) Jemomanss
) 2792 3 3y 10- 8
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji okre- Yl 11. a) f(D) = (1, 3),
sowej f:R — R o okresie 2. Naszkicuj wykres tej 1 ¥ \ brak miejsc zerowych

b) f(D) = (=2;0),
=%+ Qk+1)m keZ

funkcji w przedziale (—4;4). Ile rozwiazan réwnania %
O] 1

f(x) = 1 nalezy do tego przedziatu? ] X
) /(D) =R,
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej zbiér wartosci i miejsca zerowe. ¢ = qggm+km kel
. . d) f(D)=R,z=kr, kel
a) f(z) =sin(z— %) +2 ¢) flx)=tg(z—%) -1 12, 8) cosr— — 5 tgor = 12
. 0 = 13 = ">
b) f(z) =—1—cos(z— %) d) f(z)=1-tg(z+ 1) ctga:—%
_4 4
Oblicz warto$ci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata a, jesli: lc)t)gs;nf 3 5 tga =3,
1 o o . o o — Z
a) sina = 12, 90° < o < 180°, ¢) sina = —3, 180° < a < 270°, 0 cosa_—%i,tga:‘/%,
b) cosa=—32, 180° < < 270°, d) cosa =1, 270° < o < 360°. ctga = 2v2
S o v =
1cz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata o, jesli: tgo = —v/15, ctga = _1£55
1 o o _ o o
a) tga =3, 180° < a < 2707, c) tga=—2, 270° < a < 360°, 13. )sma——‘{—roo,
2 o o o o
b) tga = —3, 90° < a < 1807, d) ctga =3, 0° < a<90°. cosa——?"wﬁ,ctga—?)
Czy podana zalezno$c¢ jest tozsamoscia trygonometryczna? b) sino = 232,
_3/13 _ 3
a) sinx cos®x + sin® z = sinx ¢) 2cos’ztgr + 1= (sinz + cosx)? cosa =%, ctga =3
. ) . cosz—1 c) s.moz——M cosa—‘/?g,
b) tgxctgx — sin®x = cos*x d) (cosm—l)tgm:smm-m ctga = —1
.o . . . . : ERVAT) _ 3/10
Wykaz, ze funkcja f(x) = cos® x — 2cos® x — sin* z jest funkcjg stalq. d) sin “= %» cosa = 2432,
tga = 3
Udowodnij tozsamosé trygonometryczna. 14. a), b), c), d) tak
1 1 14ctg?x __ sinz 17. a) 0 dla m € (—o0;0)U(2; 00),
a) sinz  cos?x  coslz d) sinx totgr = 1—cosx 1 dla m =0, 2 dla m € (0;2)
b) sin’z — cos?x = tgjz_l e) sinzcosx+tgx = tgx(cos? z+1) ) 0l
tgez+1 m € (—oo0; —3) U (1; 00),
cos T sin cosx _ l4ctgx 1 dlam e {-3,1},
C) tgz + cosz  l—sinz f) 1—cos?z 1-sin’x  cosx 2dlam e (-3;-1)U(-1;1),
Podaj liczbe rozwiazan réwnania nalezacych do przedziatu (0;27) w za- 3)d(l)ad7ln =1
C a
leznosci od parametru m. 1 3
P | - m e (~o0s3) U (3:9)
a) cost+1=m b) 2sinx —1=m c) |sinz[+ 5 =m 2dlam=2,3dlam =1,
c ;. , . . . éldl:aume(l §)
Dla jakich wartosci parametru m réwnanie f(z) = m ma rozwiazanie? 18. a) 2 24>2
o . . . 2 La)me (—2;
a) f(x)=1-3sinz b)) f(z)=|tg3z]|—4 «¢) f(x)—m b) m € (—4; 00)
c) me(3;1)
f(z) = (cos® x — sin® x)(cos® z + sin® ) — 2cos®> x = (cos® z — sin ) — 2cos® & =
= —(sin?z + cos® ) = —1
COSZ.’E
a) lr(fstégiz = coslzav + z(tizi = coleac + 21022; = cos2 + smzac’ & # 5 kel
th r—1 z;ziz u Sinizs_ZCZSZz sin? z—cos? x a2 2 s
b) tg2 x+1 = z:)r; .:+1 = sin? m+26052m = sin? z+cos2 z =Sl — Cos" I, T 75 2 + kﬂ', k € Z
) 15 - a*z:&ﬁzrﬁz) =i = e = oo ttgm o £ S kT ke
d) sinx + Ctg(l? = Sinz + % = 1‘;(;021 = (lzlcrzloj(zl)(ioscz§Z) — Slnlz_(clo—sjozz) =
= sinzs(l?f:osz) = 1i1(:l:>§z’ 4 75 kﬂ-’ keZ
e) tg$(cos2$+1):tg$cos2x+tg$:jf)‘;z 2 =sinwcosw +tgw, v # 5 +km, k€ Z
f) :11111]211 + CCO(Z;SZZz = silllz colsz = Cs(,)iilg;tzisnzz = mm(C:OSSz:—Slnz) - ltgstiz’ T # k_ﬂ-’ k € Z

Zestawy powtdrzeniowe



Zestaw Il

1

0 N O O

.a) L b)

. a), b) tak
)

‘/fc)()

—2 1)
¢), d)

T cosa
sin a

4

d)1 e) — i

2
nie

2
ctgx—tgx

sina T
T cosa

&

__ 2sinacosa
cos? a—sin? a
sin 2a

= =tg2a

cos 2

1— sin? o

cos® o —
Pr)

14 SinS o
cos® a

) 1—tg2a _
1+tg2a

=3

cos? a—sin? o _

cos2 a+sin? a

cos2a
1

tga+tg0 =

sin o sin8 __

cos a + cosB

sinacos B4+cosasin3 __
cos acos 3 -

sin(a-+5)

cos a cos B

) ctgav — ctg B =

__ cos« cosfB __

T sina sinB —

sin Bcosa—cos Bsina __
sin acsin 3 —

sin(B8—a)

sinasin 8

= cos 2

o
~

(=]

24

.a)cosz = —%, sine = — 35z,
7 24
CoST = —55, tgx = =
b) sin § = —@,
sinx = —M cosx = —%,
tg;v:4\/_
. a), b) @ c) 0
. sin2x = —@, cos 2z = %
24 24
- a) —35 b) 5 ) a
. a)sin3z = —‘5/_,cos3ac = %
b) sin3$:—¥,
cos3z = — L8

9

1. Funkcje trygonometryczne

v/

B Zestaw Il

* 6.

*7.

*8.

10.

10.

Oblicz.
a) sin15° - cos 15°
b) cos?22,5° — sin®22,5°

c) sin®75° — cos? 15°

d) sin23° - cos67° + cos23° - sin 67°
e) cos66° - sin21° — sin 66° - cos 21°

f) sin82° - sin 52° + cos 82° - cos 5H2°

Czy podana zalezno$c¢ jest tozsamosdcia trygonometryczng?

a) 1+sina = (sin$ + cos §)?

2a
2

¢) sin*a+ 8cos?a = 8cos*a + 1

b) cosa = cos® & —sin d) sinatg(a+ §) +2cosa = sina

Udowodnij tozsamos¢ trygonometryczna.

- 2 _ sin(a+p)
a) tg2a = ctga—tga C) tga_’_tgﬂ " cosa cosfB
_1-tg?a . _ sin(B—a)
b) cos2a = TteZa d) ctga —ctgf = —=——: Sn g
a) Oblicz cos £, sinx, cosx oraz tgx, jedli sin £ = 2 i x € (m;3m).
b) Oblicz sin £, sinx, cosz oraz tgx, jesli cos £ = 2 i x € (3m;4m).

Oblicz.

a) sin15° 4+ sin 105°  b) cos 15° + cos 75° ¢) ctg15° + tg105°

Oblicz sin 2z i cos 2z, jesli x € (% 7r) i tg(x + %) = —2cosz.

Wiadomo, ze sinz + cosz = + i z € (5; %), Oblicz:

a) sin 2z, b) cosz — sin z, c) tg2x.

Oblicz sin 3z i cos 3z, jesli:

a) Slnx—é, ze (0;%), b) cosa:—‘/Tg7 z € (3m2m).
Naszkicuj wykres funkcji f.

a) f(z) =—=2|sinz| <¢) f(z)= —4|cosz|+4 e) f(x) = 4|sin2z|
b) f(x) = |tgz|+3 d) f(z) = —[tgz] -2 f) f(z)=tg 5|4
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj liczbe rozwiazan réwnania f(x) =
nalezacych do przedziatu (0; 27) w zaleznosci od parametru m.

a) f(z)=sin2z—-1 d) f(z)=32cosz+ 3 g) flz)=3tgz—1
b) f(z) =sin2z+1 e) f(z)=—2cos(2z+3%) h) f(z)=tgz+2
c) f(z)=3|sin2z] f) f(x)= 1+‘sin(2m - %)| i) f(x)=- !tg%}—l
a) 0 dla m € (—o0; —2) U (0; 00), e) 0 dla m € (—o0; —2) U (2;00),

2 dla m € {-2,0},

4 dlam e (—2;—1) U (-1;0),
5dlam= -1

b) 0 dla m € (—o0;0) U
2 dla m € {0, 2},

4 dlam € (0;1) U (1;2),
5dlam=1

c) 0 dlam € (—o0;0) U (3; 00),
4 dlam=3,5dlam=0,

8 dla m € (0; 3)

d) 0 dla m € (—o0; —1) U (2; 00),
ldlam=-1,2dlam e (—1;2)

2 dla m € {—2,2},
4 dlam e (=2;0) U
5dlam=0

f) 0 dla m € (—o0;1) U (2;00),
4 dla m € {1, 2},
8dlam e (1;1+ %)U
9dlam=1+§

g) 2dlameR\{-1},3dlam= -1
h) 2dlam € R\ {2}, 3dlam =2

i) 0 dlam € (—1;00),

2 dla m € (—o0; —1)

(052),
(25 00),

1+ %;2),



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Vv

Ile punktéw wspélnych maja wykresy funkeji f i g w przedziale (0;27)?

a) f(x) =sinz, g(x) =2—sinz c) f(z) =sinz +cosz, g(zr)=+2

b) f(z) =cosz, g(z)=1—sinz d) f(z)=sinz —v3cosz, g(zr)=1

Uproséé¢ wzoér funkeji f 1 naszkicuj jej wykres.

a) f(z)=coszsin(3 — ) + sin(—z) cos(5 — z)

b) f(x) = cos(—a)sin(5 + x) + sin(r — x) cos(% + x)

c) f(x)

Rozwiaz réwnanie.

a) 2cos(—3z) =1 c) 2sin(2z+ %) =—v3 e 3tg(Z—xz)=V3
=3

cos(% — ) cos(m — ) — sin(r + ) sin (% + z)

b) 2sin(2z—m) =1 d) 2cos?’(Bx+m) =1 f) tg*(2z+ %)
Rozwiaz réwnanie.

a) 2cos’z +5cosz =3 d) 5cos’x + Tsin’x =6

b) sin’z — sinx = 2 e) cos’r +5sinz =5

c) sin®z —3cosz =3 f) 2cos’>x =+/3sinx — 1

Rozwiaz réwnanie.

a) sin'z + cos? z = cos 4 d) sina cos 2z—sinz = £ sin 4z —sin 2z
b) cos* z + cos? (x - g) = % e) cosxcos 2z = sinzsin 2z + % cos 3x
c) tg?x +cos2x =1 f) sinzcos2z = sin2z — 3sinx

Wyznacz rozwiazania réwnania nalezace do przedziatu (0; 27).

a) 2cos®x —cos?z =2cosx —1 *b) cosx + |cosz| = sin 2z

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej wartosci najmniejsza i najwieksza.
a) f(z) = V2sinz ++v2cosz  *c) f(x) =cos’z + |sinz|-sinz

b) f(x) = V3cosx —sinx *d) f(z) =|tgz|- ctgz +sin 2z
Wyznacz zbi6r wartosci funkceji f(x) = 2 cos® x — 3 cos 2z, ktérej dziedzing
jest przedzial (0;2). Podaj rozwigzanie nieréwnosci f(x) > 3.

Podaj rozwiazania nieréwnosci nalezace do przedziatu (0; 27).

a) sin(z— %) <1 b) 2sin(z + 3) > 1 ¢) 2cos(2—xz) < —V3

Wyznacz zbiér tych x € (—m; 2m), ktére spelniaja podane warunki.

tgz < V3 2sinz + 1 |2sinz| < 3
a) b)

>0
sinz >0 2cosz—1<0 |cosz| <1

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

dr=75+5 kel
x= 15 +km kel
x:—37r—|—%",

a) x = — 5 +2km, v = 5 +2km,
kel

b)x=—-3 +2km, kel
=2k+1)m kel

— 5 kEZ
=I42%m kel

3 T2k, = %7r+2k7r,

a) r = %", kel
b)z=Z+5 kel
=2+ s=kr kel
d)z = —Z + 2%k,

=75 +2km, x=km, k€l
e)x=2+% kel

f) x = —% + 2kn,
x=7%+2km, x=km, k€L
a) 0, &, m, gﬂ‘, 2T

b) I, m in

a),b),d) —2,2 ¢) -1, 1
FD)= (4 3), 2 € (0:)U
U (3m 5m) U (§m32m)

a) x € (0; 3) U (m; 2m)

b) z € (0; ) U (¥m;2m)

c) m€<%7r;%7r>

a) (0;5) U (5:m)

b) () U {53 )

c) (—m;0) U (0;7) U (7; 27)

Zestawy powtdrzeniowe
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testow i sprawdzianow

1. Funkcje trygonometryczne

@ Sposéb na zadanie

Przyktad
Rozwiaz réwnanie sin x 4+ cosz = /2.

Aby rozwigzaé to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

I sposéb (Metoda analizy starozytnych)

Metoda analizy starozytnych rozwigzywania réwnan polega na kolejnym
przeksztalcaniu réwnania wyjSciowego w ten sposéb, aby kazde nastepne
réwnanie wynikalo z poprzedniego (nie musi by¢ mu réwnowazne). Zbior
rozwiazan ostatniego réwnania zawiera wszystkie rozwigzania réwnania
wyjsciowego. Na koniec nalezy sprawdzié, ktore liczby z tego zbioru spel-
niaja réwnanie wyjsciowe.

Obie strony réwnania sinz + cosz = v/2 podnosimy do kwadratu.
sin® z + 2sinzcosz + cos>x = 2 Zauwaz, ze nie sprawdziliSmy, czy obie
1 + Sin 2.’,1:‘ . 2 htrony I‘(’)\\'Iléill‘lii Hlii.]-?% ten sam leiik.
sin2x =1
Zatem 2z = 7 + 2km, gdzie k € Z, czyli x = 7 + km, gdzie k € Z.
Teraz sprawdzimy, ktore z otrzymanych liczb spelniaja réwnanie wyjsciowe.
Dla k = 2n, gdzie n € Z:
sinx + cosz = sin(f + 2n7r) +cos(§ + 2n7r) =
=sinZ +cosT =L +L =2
Dla k = 2n + 1, gdzie n € Z:
sinz + cosz = sin(Z + (2n + 1)7) + cos(Z + (2n + 1)7) =
= sin (37 + 2n7) + cos(37 + 2n7) = sin 27 + cos 37 =
= 7\/75 — g = 7\/5 Sprzecznoscé

Zatem jedynymi rozwigzaniami réwnania sg liczby x = § + 2nm, gdzie n € Z.

IT spos6b

Zauwaz ze:

sin(x + %) =sinzcos ] + cosxsin§ = @ sinz + @ cosT = @(sinx + cosx)
Zatem:

sinx + cosx = ﬁsin(w—i— %)
sinz +cosz =2 & V2sin(z+5) =v2&sin(z+§) =1
T+ 5 =3 +2nm, gdzien € Z

Odpowiedz: x = § + 2nm, gdzie n € Z



Zadania testowe @

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko

jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

10.

11.

* 14cos2a ~  1+42cos?2a-1

Jedli sin v = 3, to kat o moze mie¢ miare:

A. —390°, B. 780°, C. 1650°, D. 1950°.
Jedlisihna=—-iiace (77, %7?), to

A a=7, Boz:%ﬂ', Ca:%ﬂ', DO&Z%TF
Jedli cosx = —%5 itgz > 0, to wyrazenie cos® z + sinx jest réwne:

A =2 B. -1, C. L, D. 12,
Jedli tg? a = 3, to sin? 2« jest réwny:

A. 2, B. 1, C. 1 D. ;.

Jedli cosz = —1 iz € (m;37), to cos £ jest réwny:

AL B. -1, C. V22 D. —V2RZ

Wyrazenie sin 7°30" - cos 52°30" — sin 52°30’ - cos 7°30’ jest réwne:
A B. -2 C. 2 D. &
. .2, .

_1 —¥2
27 : 2 2"

Niech a = cos 75° + cos 165°. Liczba a nalezy do przedziatu:
A. (—-1,5;-0,7), B. (-0,7;-0,5), C. (—0,5;0), D. (0;0,5).

Niech n bedzie liczba punktéw wspéluych wykreséw funkeji f(z) = cosz
ig(z) =tgr, gdzie x € (0;997) i x # % + kn dla k € Z. Wéwczas n jest
réwne:

A. 98, B. 99, C. 100, D. 198.
Tozsamoscia trygonometryczna jest wyrazenie:

A. tha:;Ziiiizz, C. tgza::_‘;%,

B. gt = 2 D. gt - Hame

Doktadnie cztery rozwiazania w przedziale (—2m;27) ma réwnanie:

A. 2cos’z =1, B. cos®z =1, C. 2sin’z =1, D.sin?z=1.

Najmniejsza liczba naturalng spetniajaca nier6wnosc tg 3 > V/3 jest:
A. 1, B. 2 C. 3, D. 4.

. a = cos75° + cos 165° = 2 cos 120° - cos 45° = 2 cos(90° + 30°) - g = —/25in30° =

=¥~ _0,7071

l-cos2a __ 17(172sin2 a) 2sin2a __ 2
2cos?2a tg @

A.cos2e=0dlaz € {—Im, —5m, 37 —1n ix 37 37 Ix}
B.cosz=—11lub cosz =1dlaz € {—27,—7,0, 7,27}
C.cos2z =0

D.sinz = —11lubsinz =1dlax € {—%TK‘,—%TK‘, %71’, gw}

4. tg?a =3

1

25 = — 4
cos®a = g = 7

sinfa=1—cos’a=

sin? 200 =

3
4
o=

2 3

4sin? « cos

5. z € (m;3m), czyli
z w., 3T
3 €(5:3)

zatem cos 5 < 0

8.

cos x = 2 cos? £ =

COS2 % — 1+c205$ — i
cos L =-1
Y | |
| |
| |
| |
| |
| |
./ / J
/ ;
/
jus X
[ [
| | |
| | |
| | |
| | |
| I |

Zauwazmy, ze w kazdym
z przedziatéow:
(0;2m), (2m;4m), ...

mamy po

..., (967; 987)
2 punkty wspoélne.

W przedziale (987; 997)
mamy rowniez 2 punkty

wspolne.

Zatem n =49 - 2 + 2 = 100.

Zadania testowe



Odpowiedzi do zadan

1. cosa = —%, tga = T7v
tga+cosa = %—% ~ 0,1319

Nalezy zakodowaé: 131.

2 1492
-7 ~ 0,6999
V3

Nalezy zakodowac: 069.

1 3)\2
3. cos?2x I+ (_5)
cosz = —2/13 —0,5547

13
Nalezy zakodowac: 554.

4. z=F5+klubz=Z +k,
keZ
a= 4 ~0,0833
Nalezy zakodowac: 083.

6. cosz(sinz — cosx) =0

7 & 3 s
ze€{-im—3m—im -3,
T mw™ 5 3
224 5”}

7. 2cos’z +/3cosz —3=0
cosxz@ dla x = & + 2k
lub x = —F + 2k7
s 117w 137 237w __
§T 6 T6 T =8

10. A = 16sin?z — 8 cos 2o =
8(4sin® o — 1) > 0 dla
a € (%-i—kﬂ'; %ﬂ'-l-kﬂ'),k €z
2+ x5 = (v1+22)2 — 22120 =
= 16sin? o — 4 cos 2a =
= 24sin?a — 4 > 8 dla
a € (%-Fkﬂ'; %W—Fkﬂ'),k €z
Zatem:
a € (%-Fkﬂ'; %W—Fkﬂ'),k €z

1. Funkcje trygonometryczne

@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-4 odpowiedZ ma postaé trzycyfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)

Punkt P(—3,—+/7) nalezy do ramienia koficowego kata a. Oblicz wartogé
wyrazenia tg o+ cos a. Zakoduj pierwsze trzy cyfry po przecinku otrzymanego
wyniku.

Zadanie 2 (2 pkt)

Zakoduj cyfre jednoéci i pierwsze dwie cyfry po przecinku rozwiniecia dzie-
sietnego liczby: 4 585° _sin 675°
sin495°4-2 cos 750°

Zadanie 3 (2 pkt)
Dany jest kat z € (g, 7T) taki, ze tgax = —%. Wyznacz cosinus kata x. Zakoduj
pierwsze trzy cyfry po przecinku otrzymanej liczby.

Zadanie 4 (2 pkt)
Liczba a jest najmniejszym dodatnim pierwiastkiem réwnania:
2sin27mx —1=0

Zakoduj pierwsze trzy cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego liczby a.

Zadanie 5 (4 pkt)
Naszkicuj wykres funkcji f(xz) = 2|sinz| - cosz dla x € (0;27). Okredl liczbe
rozwigzan réwnania f(x) = m w zaleznodci od parametru m.

Zadanie 6 (4 pkt)

Wyznacz liczby x € (—27; 27) spelniajace réwnanie sin 2x — cos 2z = 1.
Zadanie 7 (4 pkt)

Oblicz sume pierwiastkéw réwnania 2sin’z + 1 = v/3cosz nalezacych do

przedziatu (0;47).

Zadanie 8 (4 pkt)
Rozwiaz réwnanie 2 sin x cos 2z + sin bz = 2 sin 2x cos 3.

Zadanie 9 (5 pkt)

Dla jakich wartosci parametru « € (0; 7) réwnanie:
(2cosa — 1)a? — 4z +4cosa =0

ma dwa rézne pierwiastki?

Zadanie 10 (6 pkt)
Dla jakich wartosci parametru a suma kwadratéw dwdch réznych pierwiast-
kéw réwnania z? + 4x sin a + 2 cos 2a = 0 jest wicksza od 87

sin 2z dla z € (0;7)
—sin2z dla z € (m;2m)

8. 2sin z cos 2z + sin 5z = 2sin 2x cos 3z
(sin3xz — sinz) + sin 5z = sin 5z — sinx

5. 10~ {

Y sm33}c€77:0
1 i x:T,keZ
T 9. 2cosa— 1 #0, wiec v € (0;F) U (5;7)
ol % X A=16—4(2cosa—1)-4cosa =
=16(1 — 2cos” a + cos @) =

=16(1 — cos ) (1 + 2 cos )
A>0dlaac (0;2r)

Zatem « € (0; %) u (%, §7r)

0 dla m € (—o0; —1) U (1; 00),
2 dlam e {-1,1},

4 dlam € (—1;0) U (0;1),
5dlam =0





