2 Geometria analityczna

Dzigki wprowadzeniu uktadu wspotrzednych, w ktérym punktom plaszezyzny
odpowiadaja pary liczb (x,y), problemy geometryczne mozna rozwiazywaé
metodami algebraicznymi.

Uktad wspotrzednych wykorzystywany jest takze w geografii. Okreslajac poto-
zenie punktu na kuli ziemskiej, podaje sie jego szerokosé i dlugosé geograficz-
na, np. potozenie latarni morskiej na wyspie w archipelagu Utklippan w Szwe-
cji — szeroko$¢ geograficzna: 55°57'10”N, dlugosé geograficzna: 15°42'06"E.

Multite4a

® Topologia

® Ukfad wspotrzednych
biegunowych

* Wspdtrzedne kartezjariskie
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Uczen:

— oblicza odlegtosci migdzy
punktami w uktadzie wspét-
rzednych,

— stosuje wzér na odleglosé
miedzy punktami
w zadaniach dotyczacych
wielokatow w uktadzie wspot-
rzednych,

— wyznacza réwnanie krzywej,
do ktoérej nalezg punkty
réwno odlegte od punktu
i od prostej.

Cwiczenie 1
a) |[AB| = —3+5=2
b) |AB|? = (-7 -5)%+
+(-11 +61)* =169
|AB| = 13
c) |[ABJ? =

|AB| =

d) |ABP? = (vV3-3-V3)"+
+(~4+v7-v7)’ =25

|AB| = 5

Cwiczenie 2

Obpapo =5+ 10+ 35 =

=15+35

Obaprr = V26 +2v/2 4+ 32 =

=26 +5v2
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2.1. Odlegtos¢é miedzy punktami w uktadzie
wspotrzednych
Odlegtosé miedzy punktami A i B jest réwna dhu-

gosci odcinka AB.
Rozwazmy punkty A(xy,y:) i B(x2,y2) W prosto-

katnym uktadzie wspotrzednych. Odlegtosé miedzy Y2 — Y1
nimi mozemy obliczyé, korzystajac z twierdzenia
Pitagorasa:

|AB]? = (22 — 21)* + (y2 — 31)? ' R
Twierdzenie

Odleglo$é miedzy punktami A(xy,y) i B(xs,y2) wyraza sie¢ za pomoca
WZOru:

|AB| = \/(552 - $1)2 + (3/2 - y1)2

Przykfad 1
Oblicz odlegtosé miedzy punktami A(2,5) i B(—1,1).

AB| = /(-1-2)2+(1-5)2=v9+16=v25=5

Cwiczenie 1
Oblicz odleglo$¢ miedzy punktami A i B.
a) A(-3,-1), B(—5,—1) c) A ,—%), B( ,—1)

b) A(5,—6%), B(-7,-13)

2 2
Cwiczenie 2
Oblicz obwody tréjkatéow A ) I

ABC i DEF przedstawio-
nych na rysunku obok.

Q

Cwiczenie 3
Sprawdz, czy tréjkat ABC jest rc’)wnoramienny.

Cwiczenie 3

a) |AB| = V26, |AC| = 5, |BC| = v/29, czyli nie jest réwnoramienny.
b) |AB| = |BC| = /17, |AC| = 3v/2, czyli jest réwnoramienny.

¢) |[AB| = |AC| = 15, |BC| = 6+/5, czyli jest réwnoramienny.

d) |AB| = 23, |AC| = /15 — 6+/3, | BC| = v/3, czyli nie jest réwnoramienny.



Przyktad 2
Sprawdz, czy tréjkat o wierzchotkach A(—2,—4), B(4,2) i C(1,5) jest prosto-
katny.

[AB| = /(4= (-2))* + (2~ (-4))* = V36 + 36 = VT2

[AC| = V(1= (=2))* + (5 - (—4))> = VI + 81 = V90

IBO| = (1-42+(5-2?=v0+9= V18
Zauwazmy, ze: |AB|? 4+ |[BC|*> = 72+ 18 = 90 = |AC|?.

Zatem z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa wynika, ze trojkat
ABC jest prostokatny.

Cwiczenie 4
Sprawdz, czy trojkat ABC jest réwnoramienny. Czy jest prostokatny?
&) A(_17 2)a B(47 1)7 0(274) C) A(17 1)7 B(5>3)> C(_17 6)

Zadania

1. Ktéry z czworokatéow KLMN i PQRS N Y S
(rysunek obok) ma wigkszy obw6d? |,

2. Ktoéry z odcinkéw AB i C'D jest dtuzszy? 1
a) A(lv_Q)a B(474)7 C(2v2>7 D(8a_2) 1 R
b) A(=2,3), B(4,1), C(~1,1), D(4,6) T,
C) A(37_2)a B(87_2)7 C(_272)7 D(275) K L

3. Sprawdz, czy tréjkat ABC' jest prostokatny.

4. Sprawdz, czy trojkaty ABC i DEF sa przystajace lub podobne.
a) A(2,2), B(8,5), C(1,4), D(—2,0), E(4,-3), F(5,—-1)
b) A(-1,1), B(2,5), C(0,4), D(4,4), E(0,2), F(—2,—4)
¢) A(1,-1), B(3,2), C(—1,3), D(0,3), E(—4,—3), F(4,—5)

5. Oblicz obwdd oraz wysokosci tréjkata, ktorego jednym z wierzchotkéw jest
punkt przeciecia prostych:
a)y=z—1liy= f%x+5, a pozostate wierzchotki sa punktami przeciecia
tych prostych z osig OY,
b) y =2 +21iy =3z — 6, a pozostale wierzchotki sa punktami przecigcia
tych prostych z osia OX.

3. a) Obliczamy wspdlczynniki kierunkowe prostych zawierajacych boki trojkata:
aac = %, apc = —%
Zauwazmy, ze aac - apc = —1, zatem tréjkat jest prostokatny.
b) Obliczamy kwadraty dtugosci bokéw trojkata:
|AB|?> = 85, |BC|* = 17, |AC|? = 100
Zauwazmy, ze 85 + 17 # 100, zatem na podstawie twierdzenia Pitagorasa trdjkat
nie jest prostokatny.
4. a) |AB| = |DE| = 3V/5, |AC| = |EF| = \/5, |BC| = |DF| = 5V/2, wi¢c tréjkaty sa
przystajace.
b) |[AB| = 5, |AC| = V10, |BC| = /5, |DE| = 2+/5, |DF| = 10, |EF| = 21/10,
wiec trojkaty sa podobne.
¢) |AB| = /13, |AC| = 2V/5, |BC| = /17, |DE| = 24/13, |DF| = 4/5,
|EF| = 24/17, wiec tréjkaty sa podobne.

Cwiczenie 4

a) |AB| = V26,

|AC| = |BC| = V13,
(V13)? + (V13)% = (v26)*

Trojkat jest réwnoramienny

i prostokatny.

b) |AB| = 4v2,

|AC| = |BC| = 4V/5

Tréjkat jest rownoramienny i nie
jest prostokatny.

¢) |AB| =25, |AC| = V29,
|BC| = 35

Tréjkat nie jest réwnoramienny
i nie jest prostokatny.

d) |AB| = 3v2, |AC| = 310,
|BC| = 6v2

Trojkat nie jest rownoramienny
i jest prostokatny.

Odpowiedzi do zadan
1. Obxrun = 11 ++/17 <
<11+5=16
Obpqrs = 9+ V26 + V5 >
>9+54+2=16
Zatem Obpgrs > ObrrLuN -
2. a) |AB| = V45, |CD| = v/52,
|CD| > |AB|
b) |[AB| = V40, |CD| = /50,
|CD| > |AB|
c) |AB| =5=|CD|

5. a) Ob = 2v/5 + 4v/2 + 6,
wysokodci: 4, 3v/2, 125—‘/5
b) Ob = 21/10 + 64/2 + 4,
wysokodci: 6, 2v/2, 65@

2.1. Odlegtos¢ miedzy punktami w ukiadzie wspodtrzednych



6.

10.

12.

a) Ob = 4V/10, |AC| = 4V/2,
|BD| =22, h = 40
b) Ob = 20v/2, |AC| = 6V/5,
|BD| = 2v/5, h = 3v/2

. a) Q(z,2z — 2) — punkt nale-

zacy do prostej [
5—2z)®+(3—(2z—2)%=
=10

5z — 30z +40 = 0
r=2lubx =4
Wspétrzedne punktéw: (2,2),
(4,6)

b) (1,5), (6,0)

. B(4,0), D(—1,5)
. Proste AB i C'D sa réwno-

legte, czyli aap = acp = —%.
Niech D(z,y). Wtedy prosta
CD: y= —%x + 6.

Trapez jest réwnoramienny,
stad:

(x+4)°+ (-3z+6-2)
=(6—8)°+(4+2)°

27

z=—6lubz=2
D(—6,8) lub D(g, %)
a)y=—z2"—2
b)y=gH2°—fo+ 3

a) Niech A(2,0) i B(0,y) —
punkt nalezacy do osi OY.
Jezeli do szukanej krzywej
naleza punkty postaci P(z,y)
oraz |AP| = |BP|, to:
V@ =)
Stad x = %yQ + 1.
b)z:—%y2—2y—1

2. Geometria analityczna

10.

11.

12.

11.

Oblicz obwdd, dlugosci przekatnych oraz wysoko$é rombu ABCD.

a) A(_3a O)v B(Oa 1)7 0(174)7 D(_273)

b) A(75a 72)7 B(27 71)7 0(77 4)7 D(07 3)

Wyznacz wspoélrzedne punktéw nalezgcych do prostej I, ktorych odlegtosé
od punktu P jest rowna d.

a) Ly =2x—2, P(5,3),d=+/10 b) l:y = —x+6, P(3,2),d =13

Dane sa punkty A(—2,2) i C(5,3). Oblicz wspéhrzedne wierzchotkéw B
i D prostokata ABC'D, jesli naleza one do prostej o réwnaniu y =4 — x.

Dane sa wierzcholki A(—4,2), B(8,—2) i C(6,4) trapezu réwnoramiennego
ABCD o podstawie AB. Oblicz wspolrzedne wierzchotka D.

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz réwnanie krzywej, do ktérej naleza
punkty réwno odlegle od osi OX i punktu (0,1).

Niech P(z,y) bedzie punktem spelniajacym wa- Y
runki zadania. Odlegtos¢ punktu P od osi OX A
jest réwna: /

!

Vie=2)2+(y - 0?2 =yl S

a odleglos$é od punktu (0,1): 1

Vo 0P 1P = A (17
Otrzymujemy zatem réwnanie:

yl = Va2 + (y = 1)?

Stad ¥ =a*+y* —2y+1, czyli y=1a*+ 1.

Szukang krzywa jest parabola o réwnaniu y = 1% + 1.

1

ol 1 (z,00) X

Obie strony réwnania sa dodatnie.

Wyznacz réwnanie krzywej, do ktérej naleza punkty rowno odlegle od
osi OX ipunktu: a) (0,—4), b) (4,6).

Wyznacz réwnanie krzywej, do ktérej naleza punkty rowno odlegle:

a) od prostej y = —2 i punktu (2,6),

b) od prostej y = 5 i punktu (—4, —1).

Wyznacz réwnanie krzywej, do ktérej naleza punkty réwno odlegle:
a) od osi OY i punktu (2,0),
b) od prostej z = 4 i punktu (2, —4).

a) Niech A(2,6) oraz B(z,—2) — punkt nalezacy do prostej y = —2.

Jezeli do szukanej krzywej naleza punkty postaci P(z,y) oraz |AP| = |BP]|, to:
V(@ =22+ (y-6)?2=y+2]

Stad y = %552 — %m—i— %.

b) Niech A(—4,—1) oraz B(z,5) — punkt nalezacy do prostej y = 5.

Jezeli do szukanej krzywej naleza punkty postaci P(z,y) oraz |AP| = |BP]|, to:
VE+92+@+1)2=ly-5|

Stad y = —%:ﬁ — %m—i—

Wi



2.2. Srodek odcinka

Jezeli znamy wspolrzedne koncow odcinka, mozemy wyznaczyé wspodtrzedne
jego érodka.

Srodek odcinka
Srodkiem odcinka AB o koticach w punktach Yo
A(z1,91) 1 B(w,95) jest punkt:

1 +x2 Y1+ y2
s(ag2,ngt)

x1
l/O
Rath

Przykfad 1
Wyznacz wspoélrzedne érodka odcinka AB, jesli A(—3,2) i B(5,—4).

Srodek odcinka AB ma wspoélrzedne: (73; 5, %) =(1,-1).
Cwiczenie 1

Wyznacz wspolrzedne $rodka odcinka AB.

a) A(_27_1)7 B(673) b) A(_471)7 B(57_8)

Przyktad 2
Punkt S(1,5) jest érodkiem odcinka AB. Wyznacz wspdlrzedne punktu A,
jesli punkt B ma wspélrzedne (—3,4).

Niech punkt A ma wspélrzedne (x4, y;), wéwczas:
1 —3 - oy +4
— = 11 = 5
21 —3=2 i y,+4=10

.73'1:5 i y1:6

Cwiczenie 2
a) Dany jest punkt A(5,8). Wyznacz wspélrzedne punktu B, jesli punkt
S(—1,—3) jest srodkiem odcinka AB.

b) Punkt S(2,1) jest srodkiem odcinka o koncach A(x,—2) i B(7,y). Oblicz
dhugosé odcinka AB.

c) Punkt S(1,1) jest srodkiem odcinka o koncach A(z,y) i B(z + y,x — y).
Oblicz dtugosé odcinka AB.

Cwiczenie 2
5t _ _q z+7 _ 9 2ty _ q
a) 2 b { 2 c { 2
B AETE 5=
czyliz = -7, y = —14. czyliz =2, y = —2.
Zatem B(—7,—14). Zatem A(2,—2), B(0,4)
oraz |AB| = 2v/10.

czylix = -3, y =4.
Zatem A(—3,—2), B(7,4)
oraz |AB| = 2v/34.

Uczen:

— wyznacza wspolrzedne $rodka
odcinka, gdy dane sg wspo6l-
rzedne jego koncéw,

— wyznacza wspoélrzedne
jednego z koncéw odcinka,
gdy dane sa wspoélirzedne jego
$rodka i drugiego konca,

— stosuje wzér na Srodek
odcinka w zadaniach doty-
czacych wlasnosci wielokatow
w ukladzie wspolrzednych.

Cwiczenie 1

a) S(F¢, =52) = (2,1)

b) S(=52,%8) = (3,-3)
1

2
1 _
o 5(42, 24) = (1,-5)
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Cwiczenie 3
Niech A(za,y4), B(zs,ys),
C(zc,yc). Wowcezas:

TA+TTE _

o =-3
Tptrc _

> =-1
z+zA71

L2 =
za=—1,zp=-52c=3

yatyp _
5 =2

YyBtyc _
<=0

yoetya _ ¢y
2

ZJAZG:ZJB:—Q:Zchz
Zatem A(—1,6), B(—5,—2),
C(3,2).

Srodkowe:

prosta BR: y = x + 3,
prosta CP: y = 2,

prosta AQ: v = —1

A Y

==

2. Geometria analityczna

Cwiczenie 3

Punkty P(—3,2), @Q(—1,0) i R(1,4) sa srodkami bokéw tréjkata ABC. Wy-
znacz wspolrzedne wierzchotkéw tego trojkata oraz réwnania prostych zawie-
rajacych jego srodkowe.

Przypomnijmy, ze symetralng odcinka AB jest prosta do niego prostopadia
i przechodzaca przez jego Srodek. Jest ona zbiorem punktow, ktérych odle-
glosci od punktéw A i B sa réwne. W ponizszym przykladzie przedstawiamy
dwa sposoby wyznaczenia réwnania symetralnej odcinka.

Przyktad 3
a) Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka o koficach A(—2,3) i B(6,—1).

Obliczamy wspotczynnik kierunkowy prostej Y
y = ax+b, w ktoérej zawarty jest odcinek AB: A
—-1-3 —4 1

T (2’ 2
Symetralna odcinka AB jest do niego prosto-

=
wn
.

padta, wiec jej wspotczynnik kierunkowy jest ol 1 X

I‘()WHy 2. B

Wyznaczamy srodek odcinka AB:

S(—22+6’ 3;) = (2,1)

Podstawiamy wspolrzedne punktu S do réwnania prostej y = 2x + b:
1=2-24+0b,stad b= -3

Zatem symetralna odcinka AB opisana jest réwnaniem y = 2z — 3.

b) Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka o koficach A(—2,2) i B(4,0).
Punkt P(z,y) nalezy do symetralnej odcinka AB, jesli |PA| = |PB]|, wiec:

Ve —(=2)2+y—22=/(z -4+ top
(+2°+(y—2)=(@-4)°+y
P +dr+4+9y?—4y+4=2%—8x+ 16+ y? /
—dy = —122 +8 ATt =
Zatem symetralna opisana jest réwnaniem: o) / ] B X
Yy =3z —2

Cwiczenie 4
Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka AB.
a) A(1,8), B(6,4) b) A(-2,6), B(10,0) c) A(-2,-3), B(4,-1)
Cwiczenie 4

Do symetralnej naleza punkty postaci S(z,y) oraz |SA| = |SB].

B) VI P T 97 = /(6 2P+ (AP istady = 5o+ 2.

b) /(-2 —2)2+ (6 — y)2 = /(10 — )2 + 2 i stad y = 22 — 5.

¢) V(—2—-2)2+(-3-y)2=/(4-2)2+(-1-y)2istad y=—3z+ 1.




Zadania

[b]10.

10.

Oblicz odlegtosé srodka odcinka AB od poczatku uktadu wspélrzednych.
a) A(1,6), B(=7,2) b) A(=7,7), B(11,1) ¢) A(9,V7), B(—4,—V/7)

Dany jest punkt A(4,5) oraz punkt S bedacy $rodkiem odcinka AB. Wy-
znacz wspolrzedne punktu B.

a) S(—2,3) b) S(6,7) c) S(-3,1)

Dany jest punkt A(—4,—3). Oblicz dltugo$é odcinka AB, jesli:

a) jego srodkiem jest punkt (—1,—2), v B
b) jego srodek lezy na osi OX, a odcieta punk-

tu B jest rowna 2. C

Oblicz dtugosci przekatnych rombu o wierzchot-

kach O(0,0), A(4,2), B(6,6) i C(2,4) (rysunek A
obok). Oblicz pole prostokata, ktérego wierz- 1

chotkami sg $rodki bokéw rombu OABC. ol 1 X

Dany jest prostokat o wierzchotkach A(—4,—3), B(8,3), C(6,7)1 D(—6,1).
a) Oblicz obwdd prostokata ABCD.

b) Oblicz obwéd rombu, ktérego wierzchotkami sa srodki bokéw prosto-
kata ABCD.

Wyznacz wspolrzedne srodkéw odcinka AC i odcinka BD. Czy czworokat
ABCD jest réwnolegltobokiem?

a) A(-2,-1), B(17,2), C(18,5), D(-1,2)

b) A(1,-1), B(7,1), C(8,5), D(2,2)

Punkty A(1,2), B(—1,-1) i C(5,2) sa wierzcholkami réwnolegtoboku
ABCD. Oblicz wspélrzedne punktu S bedacego srodkiem odcinka AC
oraz wspolrzedne wierzchotka D.

Wyznacz réwnania prostych zawierajacych srodkowe trojkata ABC.
a‘) A(_27 3)7 B(4a _1)7 0(27 7) b) A(_57 _3)7 B(57 _1)7 C<_1> 5)

Oblicz pole tréjkata, ktérego srodkami bokéw sa punkty P(1,0), Q(—2,3)
i R(—4,1).

Punkty A(2,—4) i C(—1,—1) sa wierzchotkami rombu ABC D. Uzasadnij,
ze przekatna BD tego rombu jest zawarta w prostej z —y — 3 = 0.

Wspélezynnik kierunkowy prostej AC: aac = —1. Prosta zawierajaca przekatnag,
BD jest prostopadta do prostej AC, zatem jej wspoétczynnik kierunkowy app = 1.
Punkt Sac (3, —2) nalezy do prostej BD: y = x — 3. Réwnanie tej prostej zapisu-
jemy w postaci:

rz—y—3=0
Uwaga. Mozna réwniez zauwazyé, ze przekatna BD jest zawarta w symetralnej
odcinka AC.

Odpowiedzi do zadan
1.2a)5 b) 2v5 ¢) 2,5

2. a) B(-8,1)
b) B(8,9)
¢) B(—10,-3)

3. a) |AS| = V10, czyli
|AB| = 2v/10.
b) Srodkiem odcinka AB jest
punkt S(zg,0), a punkt
B(2,yB), zatem:

3
2yB =0

czyli yp = 3.

|AB| = 6v/2

4. Dtugosci przekatnych rombu:

|BO| = 62, |AC| = 2v/2

I sposéb

Dtugosci bokéw prostokata:

V21 3v?2, czyli P = 6.

IT spos6b

Pole prostokata:

P =1Poapc =
:%~%-\BO|-\AC|:6

5. a) Dtugosci bokéw prostoka-
ta: |AD| = |BC| = 2+/5
i |AB| = |DC| = 6v/5,
czyli Ob = 16+/5.

b) Dtugosé boku rombu: 5v/2,
czyli Ob = 20V/2.

6. a) Sac(8,2), Sep(8,2), jest
b) Sac(43,2), Sep(41,13),
nie jest

7. 5(3,2), D(7,5)

8. a) y:—%x—i—f), y = 6x — 5,
y=3
y=—Tr—2

9. 24

2.2. Srodek odcinka



11.

12.

13.

14.

15.

16.

18.

a) P =20, Ob =85
b) (—4,—8) lub (3,—1)
a)

A(5, ) B(1,1) lub A(1,1),
B(5, )
b) A(16,14), B(8,8) lub
A(8,8), B(16,14)
a) B(-1,-1), D(3,7)
b) B(13,—7), D(—3,9)
a) B(2,0), D(-2,4)
b) B(—5,—6), (11 10)
a)y=-3z+3
b)y=3z—2

a) Prosta AB: y = —1a+ 5
Srodek odcinka AB jest punk-
tem przeciecia prostej AB i jej
symetralnej.

y=—32+3
y=2x—-1

S(E, 10, czyli:

57 5
—ltzp _ 11 i 5typ _ 17
2 5 2 - 5"
27 9
Zatem B(?,g)

b) Srodek odcinka AB nalezy
do prostej y = x — 2, czyli
S(2,0).
Prosta AB jest prostopadta
do swojej symetralnej i prze-
chodzi przez punkt S, zatem
AB:y=—x+2.
Punkty A i B maja postaé
(z,—z + 2) i sa oddalone
od S o 2, czyli:
V@ —27 + (-2 +2) =2
z=2—2lubz=2+2
Zatem A(2 —v/2,v2),
B(2+v2,—V?2).
ot
stad A(—2,1).

y=x+3

B(J,'B,

zptrc _ 4 i
2

—%xB), C(zc,xc + 3)
,%zB;zCHH’: -1

zp =61xc = 2, zatem
B(6,-3), C(2,5).

2. Geometria analityczna

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

17.

19.

a) Przekatne kwadratu przecinaja sie w punkcie (2, 1), a jeden z jego wierz-
chotkéw ma wspélrzedne (1, —2). Oblicz pole i obwdd tego kwadratu.

b) Pole kwadratu jest réwne 58, a jeden z jego wierzcholtkéw ma wspél-
rzedne (—2,—3). Oblicz wspéirzedne punktu przeciecia przekatnych kwa-
dratu, jesli wiadomo, ze punkt ten nalezy do prostej y = x — 4.

Odcinek AB lezacy na prostej k ma dlugosé d. Srodkiem tego odcinka jest
punkt S. Wyznacz wspdlrzedne punktéow A i B.

a) kry=x,d=4v2, 5(3,3) b) kiy =3z +2, d =10, S(12,11)

Wyznacz wspélrzedne wierzcholtkéw B i D czworokata ABC D, jedli wia-

domo, ze:
a) jest on kwadratem oraz A(—3,

5) i C(5,1),

b) jest on rombem oraz A(1,-3), C(9,5) i |BD| = 2|AC].

Pole rombu ABCD jest réwne 32. Wyznacz wspolrzedne wierzchotkéw B
i D, jesli wiadomo, ze:

a) A(—4,-2), C(4,6), b) A(2,3), C(4,1).

Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka AB.

a) A(—2,—1), B(4,1) b) A(—1,3), B(5,-1)

a) Prosta y = 2z — 1 jest symetralna odcinka AB. Wyznacz wspélrzedne
punktu B, jesli A(—1,5).

b) Prosta y = x — 2 jest symetralng odcinka AB. Wyznacz wspolrzedne
punktéw A i B, jesli wiadomo, ze |AB| = 4, odcieta $rodka odcinka AB
jest réwna 2, a punkt A lezy w I éwiartce uktadu wspotrzednych.

Punkty A(—3,1) i B(2,—1) sa wierzcholkami trojkata ABC. Bok AC jest
zawarty w prostej y = 2x+7, a jedna ze Srodkowych trdjkata ma rownanie
y = x+4. Oblicz wspélrzedne wierzchotka C' i wyznacz réwnania prostych,
w ktérych sa zawarte pozostale boki tego trojkata.

Boki AB i AC tréjkata ABC zawieraja sie odpowiednio w prostych
y= —%az iy = x + 3. Oblicz wspélrzedne wierzchotkéw tego tréjkata,
jesli dany jest érodek S(4,1) boku BC.

Punkty A(2,0) i C(4,2) sa wierzchotkami rombu ABCD o boku dlugosci
21/5. Wyznacz wspélirzedne pozostalych wierzchotkéw tego rombu i oblicz
jego pole.

Niech C(z,2z + 7). Dana srodkowa wychodzi z wierzchotka A i dzieli bok BC
w punkcie S (242, 2218) - czyli:

24z + 4 — 2x+6
2 2
Stad @ = 4, zatem C(4,15), AB:y = =22 — 1, BC:y = 8z — 17.
Punkt przecigcia przekatnych: S(3,1). Réwnanie prostej AC: y =z — 2.
Réwnanie symetralnej odcinka AC: y = —z + 4, stad wspétrzedne wierzchotkéw B
i D sa postaci (z, —z + 4).
V(@—2)2+(—z+4-0)2=2/5

z =01lub z = 6. Zatem B(6,—2), D(0,4). P = |AC|-|BD| =

1.2v2-6v2=12.



2.3. Odlegtosc¢ punktu od prostej Yozer:

— oblicza odleglosé punktu
od prostej,
Przypomnijmy, ze odlegloscia punktu P od prostej [ na- — oblicza odlegtosé miedzy
zywamy dlugoéé najkrétszego odcinka laczacego punkt P prostymi réwnolegtymi,
— stosuje wzér na odlegtosé
punktu od prostej do obli-
czania pol wielokatow.

z punktem na prostej [ (odcinek ten jest prostopadly do
prostej 1). Jesli punkt P lezy na prostej [, to przyjmu-
jemy, ze jego odleglosé od tej prostej jest réwna zero.

Przyktad 1
Oblicz odleglosé punktu P(4,2) od prostej y = 2z — 1.
Wyznaczamy réwnanie prostej [ przechodzacej przez Y
punkt P i prostopadlej do prostej y = 2z — 1. Ma
ona réwnanie postaci y = —%x + b. Podstawiamy do
tego réwnania wspoélrzedne punktu P i otrzymujemy

_ 1 S
2=—5-4+0b,czylib=4.
Zatem l: y = —ix + 4.
Rozwiazujemy uktad réwnan: 1

{ y=2zr—1 0

y=—3x+4

i otrzymujemy wspdlrzedne punktu przeciecia sie prostych: Q(2,3).

Obliczamy dtugos$é odcinka PQ:
PQI=V(2-432+(3B-22=5

Zatem odleglosé punktu P od prostej y = 2z — 1 jest réwna /5.

Cwiczenie 1
Oblicz odlegto$é¢ punktu P od prostej (.
a) P(5,1), Ly=x b) P(~1,3), l:y =1z -4

Jezeli metode opisana w przyktadzie 1. zastosujemy w przypadku ogdlnym, to
otrzymamy wzoér na odlegtosé punktu od proste;j.

Odlegtosé punktu P(xg, ) od prostej I o réwnaniu ogdlnym:
Az +By+C =0

wyraza Sie za pomocg wzoru:
d= |Azo+Byo+C|

a5

Cwiczenie 1
a) Roéwnanie prostej prostopadlej do prostej ! i przechodzacej przez punkt P:
y=-—-x+6
Punkt przeciecia tych prostych ma wspétrzedne Q(3,3). Zatem:
|IPQ| = +/(5—-3)2+ (1-3)>=2v2
b) Réwnanie prostej prostopadlej do prostej [ i przechodzacej przez punkt P:

__3 9
Yy=-1T+3
Punkt przeciecia tych prostych ma wspélrzedne Q(3,0). Zatem |PQ| = 5.
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.3
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Cwiczenie 2
a) da = V2, dp =0, dc:¥
b) da = V10, dp = V10

e
dC’ 1310 0

c) da=2,dp =55 dc=0
Cwiczenie 3

a) Odlegtos¢ punktu C' od pro-
stej I: d = @
Prosta [ przecina osie uktadu
wspolrzednych w punktach
A(—2,0) i B(0,6), zatem:
|AB| = /(-2)% + 62 = 2V/10

Pole tréjkata ABC:

=1.2y10- ¥ = 16
b) Odlegto$é punktu C od pro-
stej I: d = /13
Prosta [ przecina osie uktadu
wspoétrzednych w punktach
A(6,0) 1 B(0,4), zatem:

|AB| = 213

Pole trojkata ABC:

=1-2V13-V/13=13

2. Geometria analityczna

Przyktad 2

Oblicz odleglo$é punktu P(5,—1) od prostej y = —3 + 2.

Aby skorzystaé ze wzoru na odleglo$é punktu od prostej, réwnanie proste;
zapisujemy w postaci ogdlnej:

dr+3y—6=0
i odczytujemy z niego warto$ci wspdélczynnikow: A =4, B =31 C = —
Wartosci te razem ze wspoélrzednymi o = 51 yo = —1 podstawiamy do
WZOru:

g 45+3 (V-6 _[20-3-6 _ 11
N NZEFE? T V2 s

Cwiczenie 2

Oblicz odleglosci punktéw A(0,3), B(—1,0) i C(—1,3) od prostej I.

a) hy—xz=1 b)l:3xfyf7:0 c) liy=—3x+25
Przyktad 3

Punkty A(-1,0), B(1,2) i C(2,-2) sa wierz- Y
chotkami tréjkata ABC'. Oblicz pole tego tréj- B
kata.

Pole tréjkata obliczymy, korzystajac ze wzoru

P = 1a-h, w ktérym a = |[ABJ, a h jest odle-

gloscig punktu C od prostej AB.

= VI= D)+ 200 = VB =2v2

Wyznaczamy réwnanie prostej AB: y=xz +1

i zapisujemy je w postaci ogélnej: z —y+1 = 0.

Obliczamy odlegtos¢é punktu C' od prostej AB:
o 24D D41 _ 5 _5V2

V12 + (-1)2 T V2 2

Vi _
3 2V2- 22 =5

Zatem pole trojkata: P =

Cwiczenie 3
Oblicz odlegtosé punktu C' od prostej [ oraz pole trojkata ABC, ktérego wierz-
chotki A i B sa punktami przeciecia prostej [ z osiami uktadu wspdtrzednych.

a) ly=3x+6,C(2,—4) b) l:y=—2z+4,C(1,-1)

Cwiczenie 4

Punkty A i B sa punktami przeciecia prostej y = fx — 6 z osiami uktadu
wspélrzednych. Oblicz pole réwnolegloboku ABC D, ktérego wierzcholek D
ma wspdlrzedne (1,4).

Cwiczenie 4

Prosta AB przecina osie uktadu wspé6irzednych w punktach A(10,0) i B(0, —6), zatem:
IAB| = VI? 76 = 2v/34

Odleglosé punktu D od prostej AB: d = 47¥31

Pole réwnolegloboku ABCD: P = 2+/34 - % =94



Odlegto$¢ miedzy dwiema prostymi réwnoleglymi Y
jest réwna odlegtoéci dowolnego punktu jednej

z tych prostych od drugiej proste;j. )
Najkrotszy odcinek laczacy dwa punkty prostych yd
rownoleglych musi by¢ prostopadly do tych pro- o< X
stych (dlaczego?).

Przyktad 4

Oblicz odlegtosé miedzy prostymi l: 3x —2y+2 =0 i k: 3z —2y—11 =0.
Dane proste sa réwnolegte. Do réwnania prostej I podstawiamy x = 0 i otrzy-
mujemy y = 1, zatem punkt A(0, 1) nalezy do tej prostej.

Obliczamy odlegto$¢ punktu A od prostej k:

304 (-2)-1-11] 13
= /32 + (-2)2 _ﬁ_\/ﬁ

Cwiczenie 5

Oblicz odlegtosé miedzy prostymi:

¢c) x—2y—4=01i y=3ix+6,
d)3z—2y—4=01i y=3z+1.

a)y=x—11y=x+3,
b)y=2x—-11 y=2x+2,

Zadania

1. Oblicz odleglosci punktéw A i B od prostej [. Czy prosta AB jest réwno-
legta do prostej 7

Y

a) A(1,4), B(5,5), l:y=22x-6 b .

b) A(=4,-2), B(2,6), l:y =152 -5

c) A(-5,-1), B(7,-6), l:y=—24x

2. Dany jest czworokat ABCD o wierzchotkach
A(_17_2)7 B(Sal)a C(Z_la%) ID(_1a24_5) (ry— 19)

sunek obok). Oblicz odlegtosci punktu S(2,4)
od bokéw tego czworokata. A

Syl

3. Punkty A(6,4), B(—3,7) oraz C(—2,0) sa wierzchotkami réwnolegltoboku
ABCD. Oblicz odlegtosé wierzchotka C od prostej AB oraz pole tego
rownolegtoboku.

4. Oblicz pole trojkata ABC.

a) A(-1,1), B(3,-2), C(2,3) b) A(-2,1), B(3,6), C(2,-1)

3. Roéwnanie prostej AB: x + 3y — 18 =0
Odleglo$é punktu C od prostej AB: do = 2v/10
Dtugoéé boku AB: 3v/10
Pole rownolegtoboku: P = 3v/10 - 24/10 = 60

4. a) Réwnanie prostej AB: 3z +4y — 1 =0
d(C,AB) = %, |[AB| =5
Zatem pole tréjkata: P = % -5 1—57 = 8%.

b) Réwnanie prostej AB: z —y+3=0
d(C,AB) = 3/2, |AB| = 52
Zatem pole trojkata: P = % -5v/2-3v2 = 15.

Cwiczenie 5
a) Do prostej y = x — 1 nalezy
punkt (0, —1), zatem:

d=2V2
b) Do prostej y = 2z — 1 nalezy
punkt (0, —1), zatem:

d= 35

5

c) Do prostej y = %az + 6 nalezy
punkt (0, 6), zatem:
d = 16v5
5

d) Do prostej y = 2z + 1 nalezy
punkt (0, 1), zatem:
d — 6113
13

Odpowiedzi do zadan

1. a) I: 2z — 5y — 30 =0,

_ 48V29 _ 45V29
da= =5, dp = =55,

nie jest
b) I: 4z — 3y — 15 =0,
da =dp =5, jest
c) l: 12z + 5y = 0,
da=5,dp = %, nie jest

2. Réwnania prostych zawieraja-
cych boki czworokata:
AB:z—3y—5=0,
BC:z4+y—9=0,

L 25

CD. Yy = )
AD: x = -1

3V10 _ 3V2
=5 dsc = =57,

dap =
dep = 2%, dap =3

2.3. Odlegtos¢ punktu od prostej



5. a) Odlegtosé miedzy prostymi

d = 2+/5, czyli promiefi kota
r =+/5 i pole P = 5.

b) Odlegto$é miedzy prostymi
d =10, czyli r =5 i pole

P = 257.

.a) AB || CD,d= 12,

P =385

b) AB || CD, d = 3V10,
P=175

L) y=x+ 102

lub y =z — 102

b) y=x+3—10v2

luby =z + 3 +10/2

. a) Wspoéhrzedne punktéw:
A(0,—4), B(2,0), zatem:
|AB| = 2/5
Odlegto$¢ miedzy prostymi
jest réwna wysokosci trojkata

h = 65—‘/3, zatem:

P=1.2y5.88-¢
b) Wspoétrzedne punktéw:
A(0,—6), B(12,0), zatem:
|AB| = 6/5
Odlegto$é miedzy prostymi
jest réwna wysokosci réwno-
legtoboku h = 2+/5, zatem:

P =6v5-25=60

2. Geometria analityczna

5.

10.

Uwaga. Latwo udowodnié, ze prosta réwno
odlegta od prostych Az + By+C1 = 0 oraz
Az + By + C2 = 0 ma réwnanie postaci:

Oblicz pole kota stycznego jednoczesnie do prostych k i [.
a) k: 20 —y+4=0,1:20—y—6=0 b)kiy=32+6Ly=32z-2

2

Sprawdz, czy proste AB i C'D sa réwnolegle. Jedli sg, oblicz odlegtoéé
miedzy nimi oraz oblicz pole czworokata ABCD.

a) A(—2,-6), B(6,2), C(0,3), D(-3,0)

b) A(-9,-2), B(3,-6), C(3,4), D(0,5)

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Wyznacz réwnanie prostej l, réwnolegtej do prostej l:y = 2z, jesli
wiadomo, ze odlegtos¢ miedzy tymi prostymi jest rowna 4.

Réwnanie prostej I, ma posta¢ y = 2x + b. Dla x = 0 otrzymujemy
punkt P(0,b) nalezacy do tej prostej. Zapisujemy réwnanie prostej I
w postaci ogdlnej: —2x + y = 0. Wyznaczamy odlegtosé¢ punktu P od

tej prostej: 2041 b0 _ bl

V(-2)2+12 V5
Ale ‘\/ﬂg = 4, zatem |b| = 44/5, czyli réwnanie prostej l, zapisujemy
W postaci:
y=2zx+4V5 lub y =2z —4V5

Wyznacz réwnanie prostej odleglej o 10 od prostej: a) y = 2, b) y = x + 3.

a) Punkty A i B sg punktami przeciecia prostej y = 2z —4 z osiami ukladu
wspdirzednych, a punkt C' lezy na prostej y = 2x + 2. Oblicz pole trojkata
ABC.

b) Punkty A i B sa punktami przeciecia prostej y = %az—6 z osiami uktadu
wspdirzednych, a punkty C i D lezg na prostej y = %x — 1. Oblicz pole
réwnolegloboku ABCD.

Wyznacz réwnanie prostej rownoleglej do prostych kil oraz réwno odlegtej
od kazdej z nich.

a) k: V3z—y+1=0, : V3z—y+7=0
b) ki 14z +2y+10=0, I: 7o + 10y — 20 = 0

Korzystajac z podanego obok wzoru na odlegtosé d g lc2=ci]
miedzy prostymi réwnolegltymi Az + By + C; = 0 - /A2+p2?
i Az+ By+C5 = 0, oblicz odleglosé miedzy prostymi:
a)2r—y+4=012x—y—6=0, b)y=2z-21 y=2041

. a) Szukana prosta ma postaé: y = v/3x + b. Nalezy do niej punkt P(0,b), zatem

dpr = dpi: [=b+1] _ |[=b+7]
2~ 2
skad otrzymujemy b = 4. Zatem szukana prosta: y = v/3z + 4.

b) Szukana prosta ma postaé: 7z 4 10y + b = 0, nalezy do niej punkt P(0, —-5),

10
zatem dpr = dp;:

|=b+50] __ |-b—20|
V149 T V149
skad otrzymujemy b = 15. Zatem szukana prosta: 7z + 10y + 15 = 0.

10. a) 2/5
b) Réwnania ogdlne prostych:
120 —-5y—6=01i12x—-5y+7 =0,

Az + By + 91€2 =0 zatem d = 1.



Pole tréjkata w uktadzie wspoéirzednych

Twierdzenie

Pole tréjkata o wierzchotkach A(zq,y1), B(xa,y2) 1 C(x3,y3) wyraza sie

WZorem:

P = % |92 + Zays + T3y1 — T1Ys — TaY1 — T3y

Dowod
Rozpatrzmy tréjkat o wierzchotkach A(zy,y1), Y
B(x3,y2) 1 C(x3,y3) (rysunek obok). sl F C E
Wierzchotki prostokata AD EF majg wspotrzed- ’ : T
ne A(z1,y1), D(w2,91), E(w2,y3) 1 F(21,y3). y2,,,,T,3 ,,i ,,,,,,, B
Wyznaczamy pole prostokata ADEF: :

Pippr = (z2 —21) - (ys —y1) = Yirp l ot D

= XoY3 — TaY1 — T1Ys + L1t 1 1 1

Wyznaczamy pola trojkatow Ty, Ty, Ts: of @1 o X

P = (22— 21)(y2 — 1) = 5 (2292 — Toys — 21y + 7101
P, = %(Iz —x3)(ys — Y2) = %(fﬂzys — TaYs — T3Y3 + Tsya)
P = %(553 —x1)(ys —y1) = %(1’3% — T3y — T1Ys + T1y1)
Zatem pole trojkata ABC: P = Papgpr — P, — P> — P3, skad otrzymujemy
(sprawdz):

P = J(z192 + Zoys + T3y1 — T1Ys — Tay1 — T3Ya)
Zauwazmy, ze wierzcholki tréjkata A(x1,y1), B(x2,y2) i C(x3,y3) sa polozone
w kolejnoéci przeciwnej do ruchu wskazowek zegara. Jesli wierzcholki te bylyby
polozone w kolejnosci zgodnej z ruchem wskazowek zegara, to otrzymaliby$my
réwnosé: P = —2(x1ys + T2Ys + T3y1 — 1Y3 — L2y1 — T3Y2). Oba wzory mozna
zapisa¢ w postaci: P = % |T1Y2 + Zoys + T3y1 — T1Y3 — Tay1 — T3Ya|.

1. Korzystajac z podanego wzoru, oblicz pole Y
tréjkata ABC. Yal--oomm

a) A(—3,3), B(3,-2), C(5,1)
b) A(1,6), B(—3,-2), C(6,3)

Y3p---- C

[D] 2. Wyznacz pola tréjkatéw ABD i BCD (ry- Zl A
sunek obok), a nastepnie uzasadnij, ze pole 2 T j: B
czworokata ABCD dane jest wzorem: O| 71 T4 X2 T3 X

P = % |T1Y2 + TaYs + T3Ya + Tay1 — T1Ys — ToY1 — T3Yo — TaYs|

2. Pagp = % (z1Y2 + T2Yya + Tays — T1Ys — TaYy1 — Tay2)
Ppcp = % (z2y3 + T3Ys + Tay2 — T2Ys — T3Y2 — T4Y3)

P = Pagp + Pecp = % |Z1y2 + T2ys + T3y + Tay1s — T1Ys — TaY1 — T3y2 — Tays|

Pole trojkata w uktadzie wspdtrzednych

1. a) 14 b) 26



Uczen:

— podaje rownanie okregu
o danych srodku i promieniu,

— sprawdza, czy punkt nalezy
do danego okregu,

— wyznacza rownanie okregu
o danym $rodku, przecho-
dzacego przez dany punkt,

— wyznacza srodek i promien
okregu, gdy dane jest jego
réwnanie w postaci kano-
nicznej lub postaci ogdlnej,

— sprawdza, czy dane rOwnanie
jest réwnaniem okregu,

— wyznacza warto$é parametru
tak, aby dane réwnanie
opisywalo okrag,

— wyznacza rownanie okregu
opisanego na trojkacie,

— stosuje w zadaniach réwnanie
okregu.

Cwiczenie 1

a) 2 4 3> = 25, 12 punktéw:
(5,0), (4,3), (3,4),

(05) (=3,4), (=4,3),

(_5 0)7( 4 3) ( 37 _4)7
(07 5)5 (33 4) (43 _3)

b) 22 + y? = 4, 4 punkty:

(27 0)7 (07 2)7 (_27 0)7 (07 _2)
¢) =2 + 9% = 2, 4 punkty:

(17 1)7 (_17 1)7 (_17 _1)7 (17 _1)
d) 2% + y* = 5, 8 punktéw:
(27 1)7 (17 2)7 (_17 2)7 (_27 1)7
(_27 _1)7 (_13 _2)3 (17 _2)3
(27 _1)

Cwiczenie 2

a) 22 + 4> =36
b) 2 +y? = 64
Multiteéa

® Okrag i trojkat w uktadzie

wspotrzednych
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2. Geometria analityczna

2.4. Okrag w uktadzie wspdtrzednych

Na rysunku obok przedstawiono okrag o promie- : Y

niu 3 i $rodku w poczatku ukltadu wspélrzednych. /N(?‘,yj
1}l '
I

Zauwaz, ze wspOlrzedne dowolnego punktu P(z,y)
tego okregu spelniajg réwnanie: 0|1 X

vy = BRNEE

Réwnanie okregu

Okrag o $rodku w poczatku uktadu wspoétrzednych i pro-
mieniu r > 0 jest zbiorem wszystkich punktéw plaszczy-
zny, ktérych wspolrzedne (z,y) spelniaja réwnanie:

22+ y? = 2

Uwaga Zamiast ,okrag o réwnaniu z? 4+ 3% = r?”

Qf _|_y _7,.277

bedziemy tez pisaé krétko: ,okrag

Cwiczenie 1
Narysuj okrag o $rodku w poczatku ukladu wspéirzednych i promieniu r.
Podaj réwnanie tego okregu. Ile punktéw o obu wspoélrzednych catkowitych
do niego nalezy?
a) r=>5 b) r =2

c) r=+2 d) r=+5

Cwiczenie 2
Podaj rownanie okregu o srodku w poczatku uktadu wspotrzednych przecho-

dzacego przez punkt: a) (0,6), b) (=8,0).

Przyktad 1 Y

Punkt P(—2,3) lezy na okregu o §rodku w punkcie P
0(0,0). Wyznacz réwnanie i promien tego okregu. N

Do réwnania okregu x* + y*> = r? podstawiamy ( o > =
r=-21iy=3:(-2)2+32=r2%

Stad r? = 13, czyli réwnanie okregu ma postaé

x% 4+ y? = 13, a jego promien r = /13. ——
Cwiczenie 3

Wyznacz réwnanie i promien okregu o srodku w punkcie O(0,0), jesli okrag
ten przechodzi przez punkt P.
a) P(5,-12) b) P(=3,-3) c) P(-4,-5)  d) P(vV3-1,V3+1)
Cwiczenie 3

a) r =13, z? +y =169
b) r = 3v/2, 22 + 3> =18
c) r =41, 2* +y =41
d)r=2v2,22+y>=38



Przyktad 2
Podaj réwnanie okregu o $rodku w punkcie S(2,1) i promieniu r = 3.

Szukany okrag jest zbiorem wszystkich punktéw (x, y), Y

ktorych odlegtosé od punktu S(2,1) jest réwna 3, zatem )

jego réwnanie ma postacé: 7
Ve—=22+@y—-12=3 s
(6=2+(y -1 =9 8} X

Twierdzenie

Okrag o §rodku w punkcie (a,b) i promieniu 7 > 0 jest zbiorem wszystkich
punktéw plaszezyzny, ktérych wspélrzedne (z,y) spelniaja réwnanie:
(z—a)’+(y—b)?*=r

2

Réwnanie (z — a)? + (y — b)? = r* nazywamy réwnaniem okregu w postaci

kanonicznej.

Cwiczenie 4
Podaj réwnanie okregu o $rodku w punkcie S i promieniu r, a nastepnie
narysuj ten okrag.
a) S(2,5), r=3

b) S(-7,6), r=2 c) S(—4,-3), r=+2

Cwiczenie 5

Podaj wspélrzedne srodka i promien okregu o réwnaniu:

a) (@~ 2%+ (y—5)° =16, Q) (- V3 + (v - V)
b) (z+ 1)+ (y— )" =27, e) (z+5)2+ (y+9)2 =225,
c) 22+ (y+2)* =10, £) (z— 1) 442 = 45.

8,

Przyktad 3
Wyznacz réwnanie okregu o srodku w punkcie S(2, —1) przechodzacego przez
punkt P(3,1).

Obliczamy promiefi: r = |[SP| = /(3 —2)2+ (1 — (=1))2 = V1 +4 = /5.

Zatem réwnanie okregu ma postac: (x — 2)% + (y + 1)? = 5.

Cwiczenie 6
Wyznacz réwnanie okregu o $rodku w punkcie S przechodzacego przez
punkt P. Narysuj ten okrag.

a) S(0,-1), P(1,1) b) S(-3,-1), P(—1,3) c) S(-1,1), P(2,2)

Cwiczenie 4

a) (z—2)° + (y —5)°
b) (z +7)% + (y — 6)2
c) (z+4)°+ (y+3)°

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6
a) 2°+ (y+1)°=5

20

10

N
A
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2. Geometria analityczna

Przyktad 4
Sprawdz, czy podane rownanie jest rownaniem okregu.
a) 2 +y* +2x+ 10y —10=0
(@2 +2x+1)+ (¥ +2-5y+25)—10-1-25=0
(z+1)°+ (y+5)* =36
Jest to réwnanie okregu o $rodku w punkcie (—1, —5) i promieniu 6.
b) 22 +y* +6x —4y +13=0
(22 4+2-32+9)+(y*—2-2y+4)+13-9—-4=0
(z+3)°+(y—-2)??=0
Powyzsze réwnanie jest prawdziwe tylko dla x = —3 i y = 2, zatem spelniaja
je jedynie wspélrzedne punktu (—3,2). Nie jest to wiec réwnanie okregu.
c)x?+y -2 —-3y+3=0
(2 =22+ )+ (@2 -2-3y+2)+3-1-2=0
(o= 4+ (-9 =1
Suma kwadratéw nie moze by¢ liczba ujemna, wiec powyzsze réwnanie jest
sprzeczne (zbiér rozwiazan jest pusty) i nie moze byé¢ réwnaniem okregu.

Cwiczenie 7

Sprawdz, czy podane rownanie jest rownaniem okregu.

a) 2’ +y? —2x+4y+1=0 d) 2> +y*> -3z —3y+41 =0
b) 2 +y?* +2x+6y+12=0 e) 2+’ +3y+2=0

¢) 22+ > +6y+22=0 f) 222 +2y? — 200 — 4y +2=10

Réwnanie 22 + y?> + Az + By + C = 0, gdzie A, B, C sa stalymi, jest
réwnaniem okregu wtedy i tylko wtedy, gdy ATQ 4 372 —C>0.

Dowdéd '
x2—|—y2—|—Ax+By+C'=O<:>(m—i—%)Q—ATZ—F(y—F%)Q—BTZ—FC:O(:}

St + O+ =g 5 -C

2

e Dla A2 + Efl — C' < 0 réwnanie jest sprzeczne.
e Dla A2 =+ Ef C = 0 réwnanie opisuje punkt (—%, —%).
« Dla 4* + B — C' > 0 réwnanie opisuje okrag o $rodku (—2, —2) i promie-

. 2 2
mur:\/%JrBTfC’.

Powyzsze réwnanie nazywamy réwnaniem okregu w postaci ogélnej.
Cwiczenie 7

a)
b)
¢) (z+1)% + (y + 3)® = 10 - réwnanie okregu

) ( ) (y = §)2 = 0 — nie jest to réwnanie okregu
o

(z —1)% + (y + 2)?® = 4 — réwnanie okregu
(z +1)% + (y + 3)? = —2 — nie jest to réwnanie okregu

(=7

2
e) 2>+ ( %)2 = % — réwnanie okregu
)

f) (z—5)%+ (y — 1)® = 25 — réwnanie okregu



Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. Podaj réwnanie okregu o $srodku w punkcie S i promieniu r. 1.2) (z— 12+ (y—3)32%=4
a) S(1,3), r =2 b) §(=6,2), r =3 c) S(=5,—1), 7 =25 b) (z+6)*+(y—2)° =5
) (z+5)°+(y+1)> =20
2. Wyznacz rownanie okregu, ktory ma $rodek w punkcie S i przechodzi przez 2.a) (x—2)2+9>=10
punkt P. b) (z —2)> + (y+3)> =8
a) $(2,0), P(1,3) D) S(2,-3), P(4,-1) ) $(-5,2), P(-8,-2) O @+ +u=27=2
3. a) Podaj réwnania okregéw K, Ky, K3 Y 3.a) Ki: (z—4)*+y° =1,
i K, przedstawionych na rysunku obok. — ~ K2 (z—4)° +y° =4,
Ka Ks: (z—4)2+4*>=9
b) Do ktérych z przedstawionych okregdw K3 S N2 2 4
. / ¢ \ Ka: (x —4)° +y? =16
naleza punkty A(4—v6,v3), B(L,—V7) b) A€ K3, Be Ku, C € K,
O BY? :
iC(5,%)7 5 ¢) Pole kota ograniczonego
c¢) Jaki procent kota ograniczonego okre- \ / X okregiem Ky jest rowne 167.
. P Pole obszaru zacieniowanego:
? g
giem K, zostal zacieniowany? 167 — O 4 4 — 7 = 107
4. Wyznacz réwnanie okregu, ktérego $red- ~ 7 Zatem %:r; -100% = 262’5%'
nica jest odcinek AB. Narysuj ten okrag. 4.2) (-4 +(y—-2)°" =9
A(1,2), B(7,2 b) A(—1,-2), B(3,6 A(=3,—4), B(5,2 b) (z — 1)+ (y —2) =20
a) (7)7 (7) ) (_7_)a (7) C) (_7_ )7 (7) C)(:Ii—l)2+(y+l)2:25
5. Wyznacz réwnanie okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym ABC. 5.a) (z—5)"+42=6
a) A(_132)a B(67_2)7 0(374) b) A(273)7 B(57_1)7 C(_3a_7) b) (az+%)2+(y+2)2— 125
6. Wyznacz wspotrzedne srodka i promien okregu. Narysuj ten okrag. 6. a) S(3,-2),r=5
a) 2 +y2 — 6z + 4y — 12 =0 d) 222 + 2y — 242 + 8y + 8 = 0 b))gg‘lvs)»g):ﬁ )
Y —9,—4), T =
b) 22 +y?* —8x — 6y — 11 =0 e) 2z +2y* —6x —8y =10 d) S(6,—2), r = 6
c) 2 +y*+10x+4y—7=0 f) 322 +3y*+ 242 — 6y +3 =0 e) S(3,2),r =2
. , o . 4 . f) S(_47 1)7T:
7. Sprawdz, czy podane réwnanie jest rownaniem okregu. 7. a), b), d), ) jest
a) 22 +y? —4dx +8y+19=0 d) ®+y*—z+3y+5=0 c), e) nie jest
b) 22 +y* +6x —2y +8 =10 e) 22 +y* —10x+4y+29=0
c) 22 +y> — 22 —8y+18=0 f) 22+ 9>+ 222 —2V3y —4=0
8. Dla jakich wartosci parametru m podane rownanie jest réwnaniem okregu?
a) 2 +y? —4+m?=0 d) 2% + y? — 162 + 2y = —64 — m?
b) 22 +y?* —2x +4y+m =0 e) 22 +y? +4x — 8y =m? —m — 22
c) 2P+ y*—6x—4y—m*=0 f) 2 +y* —2mx — 2y = —2m — 16
8. a) 2 +y? =4 —m? >0, czyli m € (—2;2)
b) (z —1)> + (y+2)>=5—m > 0, czyli m € (—o0;5)
¢) (z—32%+(y—22=13+m? >0, czylim € R
d) (z -8+ (y+1)*=1-—m?>0, czylim € (—1;1)
(x+2°2+@y—4>=m?>—m—2>0, cayli m € (—o0; —1) U (2; 0)
( 1
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9.

10.

11.

12.

a) (z+2) +(y—1)* =
=m?+2m+1 =16,
czylim = —51lub m =3
b) (z—1)*+ (y+2)* =
=m? —2m + 8 = 16,
czylim = —21lub m =14
¢) (x+2)°+ (y— %m)2 =
=—3m’ + im +16 = 16,
czylim:()lubm:%
a) Niech S(z,y) bedzie
srodkiem okregu, wowczas:

|AS|? = |BS?
(z-272+(y-1)7=
=(@-2°+(y+5)°

y=—-2
Zatem S(z,—2). Wyznacza-
my pierwszg wspoétrzedna:
|AS| =r
VE=-22+(-2-17=
=35
z=—4lubz=28

czyli réwnanie okregu:
(z—8)%+(y+2)° =45
lub (z+4)> + (y +2)* =45
b) (z — 1)+ (y+ 1)> =20
lub (z+1)* + (y — 1) =20
) (z+2)°+y* =25
lub (z — 6)% + (y —4)% =25
d) (z+4)*+ (y—6)> =26
lub (z —2)% + 3> =26
a) (z— 1)+ (y—2)? =20
b) (z+4)>+ (y+2)> =45

2. Geometria analityczna

11.

12.

13.

14,

g

13.

14.

Dla jakich wartosci parametru m podane rownanie jest rownaniem okregu
0 promieniu 47

a) ¥* +y* +4r — 2y =m?+2m —4

b) 2? —2x +y* + 4y =m? —2m +3

¢) B +dx+y  —my+m?—im—12=0

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz réwnanie okregu o promieniu 5v/2 przechodzacego przez
punkty A(—2,0) 1 B(2,2).

Srodek okregu S lezy na symetralnej odcinka AB. Jest to prosta o réw-
naniu y = —2x + 1 (sprawdz).
Zatem szukamy punktu S(z,, —2x, + 1) takiego, ze |SA| = 5v/2.
|SA| = /(20 — (=2))2 + (=229 + 1 — 0)2
Otrzymujemy wiec réwnanie:
V(o +2)2 + (=220 +1)2 =52
Roéwnanie jest spetnione, gdy xg = —3 lub x5 = 3, zatem S(—3,7) lub

S(3,—5). Czyli réwnanie okregu ma postaé:
(x+3)*+(y—772=50 lub (z—3)*+ (y+5)* =50

Wyznacz réwnanie okregu o promieniu r przechodzacego przez punkty
AiB.

a) r =3v5, A(2,1), B(2,-5)
b) r = 2v/5, A(—3,-3), B(3,3)

c) r=2>5, A(1,4), B(3,0)
d) r = /26, A(=3,1), B(1,5)

Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A i B, ktérego
$rodek nalezy do prostej [.

a) A(3,-2), B(5,0),l:y=x2+1 b) A(-1,4), B(2,1),l:y=2x+6

Wyznacz réwnanie okregu opisanego na trojkacie ABC.

Punkt S(4,—3) jest $rodkiem okregu, a punkt A(2,1) jest srodkiem jego
cieciwy. Wyznacz réwnanie okregu, wiedzac, ze dlugosé tej cieciwy jest
réwna 2v/5.

mn

Wykaz, ze jezeli m # n, to réwnanie x> 4+ 3> + ma + ny + 2% = 0 przed-
stawia okrag. Podaj wspétrzedne $rodka i promien tego okregu.

|SA|? = 20. Niech B bedzie jednym z punktéw wspélnych cieciwy i okregu.
Woéwczas:
r? = |SA|® + |AB|* = 20 + (v/5)*> = 25
Roéwnanie okregu: (z —4)% + (y + 3)% = 25
?tmr+ Bty py+ 2 =mE pnt_mn
(z+2)+@w+2)’=(2-2)>0dlam#n
9

m n

Srodek okregu: (— ,—%), promien okregu: }5 =£



Okrag wpisany w tréjkat

Przyktad
Wyznacz wspolrzedne $rodka okregu wpisanego w trojkat o wierzcholkach
A(0,2), B(7,3) i C(4,6).

Srodek okregu wpisanego w trdjkat jest punktem przeciecia dwusiecznych ka-
toéw tego trojkata.

Prosta AC opisana jest rownaniem z—y+2 =0, vy
a prosta AB: x — Ty + 14 = 0 (sprawdz). &
Dwusieczna kata CAB (po6lprosta k na rysunku k.-

obok) jest zbiorem punktéw réwno odleglych od -
ramion kata CAB.

=N
Rozwazmy punkt P(z,y) nalezacy do dwusiecz- o — 7

s
nej kata C AB. Odlegto$é punktu P od ramienia ?
AC jest rowna: B

[Lz+(-1)y+2] _ |[z—y+2| ol 1 X

V124 (-1)2 V2

Odleglo$¢ punktu P od ramienia AB jest réwna:
[1-z4(=7)-y+ 14| _ |z —Ty+14]
\/12+(_7)2 5v/2

Otrzymujemy réwnanie:

|z —y+2]| _ | —Ty+ 14|
V2 5V2
Sl —y + 2| = |z — Ty + 14|
S5(r—y+2)=x—-Ty+14 lub —-5(z—y+2)=c—-Ty+14
5x—by+10=2—-Ty+14 lub —bx+5y—10=2—"Ty+ 14
2y =—4x +4 lub 12y =62 + 24
y=—-22+2 lub y=ta+2
Dwusieczna kata C' AB jest zawarta w prostej y = %x +2 (prostay = —2x +2
zawiera dwusieczne katéw rozwartych utworzonych przez proste AC' i AB).

Dwusieczna kata AC B jest zawarta w prostej @ = 4 (sprawd?z).

Srodek okregu wpisanego w tréjkat ABC jest punktem przeciecia prostych
y =32 +2ix =4 Ma on zatem wspélrzedne (4,4).

1. Wyznacz wspolrzedne srodka okregu wpisanego w trojkat ABC.

1. a) Prosta AB: 2z +y = 0, prosta AC: z + 2y — 6 = 0, prosta BC: 2z —y — 12 =0
Odleglosé punktu P(z,y) od ramion AB i AC: 22yl = 200l
Dwusieczna kata C AB jest zawarta w prostej: y = —z + 2.
Dwusieczna kata ACB: y = sz — 2
Srodek okregu: (3, —1)

b) Prosta AB: z+3y+15 = 0, prosta AC: x —3y+9 = 0, prosta BC: 3z —y—5=0

Odlegtosé¢ punktu P(z,y) od ramion AB i BC: ‘z+\3/%'15‘ = ‘32\;1%_5‘

Dwusieczna kata ABC' jest zawarta w prostej: y = —2x — 5.
Dwusieczna kata BAC: y = —1
Srodek okregu: (—2, —1)

Okrag wpisany w trojkat



Uczen:

— okresla wzajemne potozenie
dwbch okregéw,

— podaje liczbe punktéw
wspélnych dwoch okregdw,

— wyznacza rownanie okregu
o danym $rodku, znajac
jego potozenie wzgledem
okregu opisanego podanym
réwnaniem,

— rozwiazuje zadania dotyczace
wzajemnego potozenia
okregéw, w tym zadania
7 parametrem.

Cwiczenie 1

a) [S152] =2,

brak punktéw wspolnych

b) |S152| =5, 1 punkt wspolny

Y

= =

c) |S1S2] =4, 1 punkt wspdlny

Y
— »ne
/ \
1.0 X
\ /
S |
d) |515:| = 2v2,
2 punkty wspodlne
Yy —
(o i
A2 )
[y~
\Q /L/ X
Multite£a

® Potozenie okregow w uktadzie
wspotrzednych

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.5

Generator

testow i sprawdzianéw

2. Geometria analityczna

2.5. Wzajemne potozenie dwoch okregow

Przypomnijmy, jak mogg byé¢ potozone wzgledem siebie dwa rézne okregi.

Okregi styczne
(maja jeden punkt wspdlny)
styczne zewnetrznie styczne wewnetrznie

[5185| = R+ 5182 = [R — 7|

Okregi przecinajace sie
(maja dwa punkty wspdlne)

eg IR —7| < |58, <R+

Okregi rozlaczne
(nie maja punktéw wspdlnych)

rozlaczne zewnetrznie rozlaczne wewnetrznie
‘@ |15 >R+ % |S15:] < |R —r|
Cwiczenie 1

Narysuj w uktadzie wspotrzednych okrag o érodku w punkcie S; i promieniu R
oraz okrag o $rodku w punkcie S, i promieniu r. Podaj odlegto$¢ miedzy
srodkami tych okregéw. Ile punktéw wspolnych maja te okregi?

a) S1(—1,0), R=75, 55(1,0), r =2 c) S1(—=2,0), R =06, S3(—2,4),r =2
b) S51(0,3), R=4, S5(0,-2),r=1 d) $1(0,0), R =3, 55(2,2),r=32

Cwiczenie 2
Podaj liczbe punktéw wspélnych okregu o érodku w punkcie S; i promieniu R
z okregiem o $rodku w punkcie S i promieniu r w zaleznosci od 7.

a) S1(—3,0), R=5, S5(4,0) ¢) S1(v2,0), R=3, S2(v2,—V3)
b) S1(2,0), R=4, S5(2,-1) d) Sl(%,()), R=1, Sg(—lg—o,())
Cwiczenie 2
a) 0 punktéw dla r € (0;2) U (12;00),  ¢) 0 punktéw dla r € (0;3 — v/3) U (3 + v/3; 0),
1 punkt dla r = 2 lub r = 12, 1 punkt dla r =3 — /3 lub r = 3 + /3,
2 punkty dla r € (2;12) 2 punkty dla r € (3 — v/3;3 + v/3)
b) 0 punktéw dla r € (0; 3) U (5; 00), d) 0 punktéw dla r € (0;23) U (43; 00),
1 punkt dla 7 = 3 lub r = 5, 1 punkt dla r = 22 lub r = 42,
2 punkty dla r € (3;5) 2 punkty dla r € (22; 4%)



Przyktad 1
Okresl wzajemne polozenie okregdw:

Ki:a2?+9y*+20—6y+2=0 oraz Ky 22 +y?> —8x+4y+2=0
Zapisujemy rownania okregéw K; i K, w postaci kanonicznej i odczytujemy
wspolrzedne ich srodkéw oraz promienie.

Ki:a?+9y*+22—-6y+2=0

2’ +204+1-1+y°—6y+9-9+2=0

(x+1)2+ (y — 3)2 =8, érodek S;(—1,3), promien r; = 2v/2
Ky 22+ 9> —8x+4y+2=0

2?8z +16—16+y* +4y+4—-4+2=0

(x —4)% + (y 4+ 2)% = 18, érodek S,(4,—2), promien ry = 3v/2
Obliczamy odleglo$¢ miedzy Srodkami okregow:

S5 = V= (CP + (2= 3) = V30 = 52

|S1S5| = 11 + 7o, zatem okregi K; i K, sa styczne zewnetrznie.

Cwiczenie 3

Okresl wzajemne polozenie okregow K i K.

a) Ki: 2> +y*+6x+2y—3=0, Ky 22 +92— 10z —4y+19=0
b) Ki: 2 +y*> +4o+4y+4=0, Ky 22+ 9> —6x—2y+5=0
c) Ki: 2>+ +4r — 16y —30=0, Ky a?+y>—42+2=0

Zadania

1. Dwa okregi o érodkach O(0,0) i A(11,0) sa %
styczne zewnetrznie. Oba te okregi sa stycz-
ne wewnetrznie do okregu o srodku B(8,0)
(rysunek obok). Oblicz promienie tych trzech %
okregéw i pole zacieniowanego obszaru. g

2. Dany jest okrag z? + y? = 16 i okrag, kto-
rego $rednica jest odcinek o koncach A(0,4)
i B(4,0). Oblicz pola k6t ograniczonych przez

te okregi i pole czesci wspolnej tych kot

3. Podaj liczbe punktéw wspélnych okregu opisanego podanym réwnaniem
z okregiem o $rodku S(1,3) i promieniu r w zaleznosci od tego promienia.
a) 2> +y*+4r+2y+1=0 c) 22 +y*—8x +6y =10
b) 2% +y? — 14z + 10y — 26 = 0 d) 22+ 9y +4xz — 12y +8 =10

3. a) 0 punktéw dla r € (0;3) U (7; 00),
1 punkt dla r € {3, 7},
2 punkty dla r € (3;7)
b) 0 punktéw dla r € (20; c0),
1 punkt dla r = 20,
2 punkty dla r € (0;20)
¢) 0 punktéw dla r € (0;3v/5 — 5) U (3v/5 + 5; 00),
1 punkt dla r € {3v/5 — 5,35 + 5},
2 punkty dla r € (3v/5 — 5;3v/5 + 5)
d) 0 punktéw dla € (0;1/2) U (7v/2; 00),
1 punkt dla r € {v/2,7v/2},
2 punkty dla r € (v/2;7v/2)

Cwiczenie 3
a) Ki: (x+3)2+ (y+1)>=13

Ko: (z—5)%+ (y—2)2 =10
|S1S2| = V73
VI3+VI0<4+4< V73

Okregi sa roztaczne zewnetrznie.
b) Ki: (x+2)2+ (y+2)% =4
Ko: (z—32%+@w—-1)>2=5
15185 ] = /34

2+v5<2+3<34
Okregi sa roztaczne zewnetrznie.

c) Ki: (x+2)2+ (y—8)> =98
Ko (z—2)2 +¢2 =2

5152| = V80
V8 —V2=7V2-2=
=6v2=1T2

V98 — V2 < V80 < V98 + V2

Okregi przecinaja sie.

Odpowiedzi do zadan
1. Oznaczmy promienie okregéw
odpowiednio przez ra, rg,To,
wowczas:
2rp = 2ro + 2ra
ro+ra=11
rp=3+ra
czyliro =3, ra =8,
rB = 11.
Pole obszaru:
P =P — Py — Po =48w
2. P, = 16w, P, = 8,
P=8r-8

2.5. Wzajemne potozenie dwdch okregow



4. a) styczne zewnegtrznie

b), ¢) styczne wewnetrznie
d) przecinaja sie
e) roztaczne wewnetrznie

)
f) roztaczne zewnetrznie

. d — odlegtosé miedzy srodka-
mi okregbéw
a) d =10, m = —252
lub m = 28
b)d=13, m =-35
lub m = 381
c)d=5 m=-15
65

lubm = =3

d) d =41,
m = 57 — 8y/41 lub
m = 57 4+ 8V/41
.a) |[AB| =1, |[AC| =6,
|BC| =5, ra =4, rp =3,
o = 7
b) |[AB| = 10, |AC| = 8,
|BC| =6, ra =6, rp =4,
o = 7
. Okregi sg styczne wewnetrz-
nie, gdy odleglosé miedzy ich
srodkami jest réwna réznicy
ich promieni. Niech S(z,y).
Woéwczas:

/IL'Z SIS y2 =4

=B+ =2
G5B
. a) Niech S(z,y). Wéwczas:

{m—4

V(@ —6)2+(y—3)2=2
r=4,y=3
Réwnanie okregu:
(-4 +(y-3°=1
b) (z —4)*+ (y—3)% =1
lub (z —3)2+ (y—4)> =1

2. Geometria analityczna

6. Niech h = |DOs]|. Y

Okresl wzajemne potozenie okregdw K; i K.

a) Ki:2? —6x+y*+5=0, Ky:a2? —6x+9y>—12y+29=0
b) Ki:2? +4x+y* +4y+7=0, Ko az?+4dx+y*>—6y—23=0

c) Ko’ +4x+9y>+2y—95=0, Ky a®>—-2x+y>—6y—15=0

d) Ki: 22 +8x+y*—10y+5=0, Ky 2?+10x+y*+4y+13=0

) Kiia?+22+9y2—16y+16=0, Ky 2> —22+y*—12y+33=0

f) Kipa? =14z +y* —4y+4=0, Kyz’+10x+y*+6y+9=0
Oblicz odleglo$¢ miedzy $rodkami okregéw K; i K,. Podaj, dla jakich
wartosci parametru m okregi te maja jeden punkt wspdlny.

a) Ki: 2?4+ 12x+9y*—2y+m=0, Kyaz?—4r+y*+10y—20=0
b) Ki: 2> =100+ 3> +2y—38=0, Ky 2>+ 14a+3y>—-8y—m+5=0
c) Kiia?+y* +6zx+2y+m=0, Kyx’+y>—2rx—4y+4m—35=0
d) Ki:a? +4z+y*+2y—11=0, Ky 2> —6x+y>—6y+18—m =0

Y
Okregi o promieniach 1, 2 i 3, pa-

rami styczne zewnetrznie, potozone sa 1

Punkty A, B i C sg $rodkami trzech okregdéw parami stycznych zewnetrz-
nie. Oblicz odlegtosci miedzy srodkami tych okregéw i ich promienie.

a) A(0,0), B(7.,0), c(@ M) b) A(=6,0), B(4,0), C(2,%)

w sposob przedstawiony na rysunku
obok. Wyznacz wspoélrzedne srodka
najmniejszego okregu.

707 5

Okrag o érodku w punkcie S i promie- Y

niu 1 (rysunek obok) jest styczny we-

wnetrznie do okregdw: - I
2?+y?=250raz (r —3)>+y* =9

Wyznacz wspotrzedne punktu S. / (\\

Wyznacz réwnanie okregu o promie- ol 1 %

niu r = 1 stycznego wewnetrznie do \ : e / /

okregéw: o $rodku S; i promieniu 7y
oraz o $srodku S5 i1 promieniu 7.

a) 51(073)7T1:57 S2(673)7r2:3 — =
b) 51(0,0), T = 67 32(474)7 rog = 2

7 warunkéw zadania: |00z | = 5, [0203| = 4, Os

|OO3| = 3. Na mocy twierdzenia odwrotnego
do twierdzenia Pitagorasa tréjkat OO20s3 jest 5
prostokatny. Obliczamy pole trojkata OO203 Ol 1 (023 X
na dwa sposoby: \

Pr=3-4-3=1.5h

czyli h = L. Z twierdzenia Pitagorasa dla

tréjkata ODO3 mamy:
|OD|? + h? = |003|?

czyli |OD| = 2. Zatem wspélrzedne rodka

%7 %)

1

najmniejszego okregu: O3



2.6. Wzajemne potozenie okregu i prostej

Przypomnijmy, ze okrag i prosta moga mie¢ dwa punkty wspdlne, jeden punkt

wsp6lny lub nie mieé¢ punktéw wspoédlnych.

Niech |OP| bedzie odlegloscia $rodka okregu od proste;j.

|OP| < r )
Prosta, ktéra ma z okregiem dwa punkty wspdl-
P ne, nazywamy jego sieczng. Odleglosc¢ siecznej od
srodka okregu jest mniejsza od jego promienia.
Jesli prosta ma z okregiem jeden punkt wspdlny,
OP|=r to méwimy, ze jest stycznma do okregu (wspdlny
A p punkt nazywamy punktem styczno$ci). Promien
okregu prowadzony do punktu stycznosci z prosta
jest do niej prostopadly. Odlegtosé stycznej od
srodka okregu jest réwna jego promieniowi.
|OP| > : o
Na rysunku obok okrag i prosta nie maja punk-
téw wspdlnych (sa roztaczne). Odleglo$é prostej
od Srodka okregu jest wigksza od jego promienia.
Przyktad 1
Ile punktéw wspélnych z okregiem o $rodku w punkcie (1,0) ma prosta z = —2
w zaleznosci od promienia r tego okregu? v
Dana prosta: S
« ma jeden punkt wspélny z okregiem dla r = 3 )
(rysunek obok), .
« ma dwa punkty wspolne z okregiem dla r > 3, 0| 1 X
e nie ma punktéw wspoélnych z okregiem dla
0<r<3.
Cwiczenie 1

Ile punktéow wspdélnych z okregiem o srodku w punkcie S ma prosta k w za-

leznosci od promienia r tego okregu?

a) S(2,-2), kry=2

b) S(-2,2), k:x=+/3

Cwiczenie 1

a) 0 punktéw dla r € (0;4),

1 punkt dla r =4,
2 punkty dla r € (4; 00)

b) 0 punktéw dla r € (0;2 + /3),

1 punkt dla r = 2 4+ /3,

2 punkty dla r € (2 + 1/3; 00)

¢) 0 punktéw dla r € (0; 2 — v/2),
1 punkt dla r = % —
2 punkty dla r € (2 — v/2;00)
d) 0 punktéw dla r € (0;1/2),
1 punkt dla r = /2,

2 punkty dla r € (v/2; 00)

Uczen:

— podaje liczbe punktow
wspolnych i okresla wzajemne
polozenie okregu i prostej,
poréwnujac odlegtosé
srodka okregu od prostej
z promieniem okregu,

— wyznacza réwnanie stycznej
do okregu spelniajacej
podane warunki,

— okresla liczbe punktéw
wspolnych okregu i prostej
w zaleznosci od parametru,

— rozwiazuje zadania dotyczace
wzajemnego polozenia okregu
i prostej.

Multitefa

® Prosta i okrag w uktadzie
wspotrzednych

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.6

Generator

testow i sprawdzianoéw

2.6. Wzajemne potozenie okregu i prostej



Cwiczenie 2

Srodek okregu: S(2,0),
promien: r = 5,

P — srodek cieciwy

a) |SP| =2

|AP| = /52 —22 = /21
Zatem |AB| = 2/21.

b) |SP| =3
|AP| = /57 — 32 =

Zatem |AB| = 8.

c) Odlegtosé srodka okregu
S(2,0) od prostej z — 2y = 0:
|SP| _ [2140(-2)+0] _ 2

JErCor |V

4P| = /52— (2) =2

Zatem |AB| = 22/

f

Cwiczenie 3

a) |SP| =4, |AP|=1.6=3,
=42 4 32 = 25, zatem:

(m-i—l) +(y+2)?2=25

b) |SP| =3, |AP|=1-6=3,

r2=324+32= 18, zatem:

(z—4)°+(y-1)°=18

2. Geometria analityczna

Przyktad 2
Dane sg okrag o réwnaniu 2?2 + y? = 16 i prosta I: = 3. Oblicz dlugoéé
cieciwy wyznaczonej przez punkty ich przeciecia.

Srodkiem okregu jest punkt (0,0), a promief jest Y

réwny 4. Niech |OP| bedzie odleglodcia $rodka okre- l
gu od prostej [, a punkty A, B niech beda punktami A
przeciecia okregu z ta prosta. / \

=

Wéwcezas |OP| = 3, zatem:
AP| = VP =F = V7 o
Tréjkaty OPA i OPB sa przystajace, wiec dlugosé
cieciwy: —_ »
|AB| = 2-|AP| = 2V7

o

Sy

Cwiczenie 2

Oblicz dtugosé cieciwy wyznaczonej przez punkty przeciecia prostej [ i okregu
o réwnaniu (x — 2)? + y* = 25.

a) lx=4 b) l: z=—-1 ¢) lLy=3x
Cwiczenie 3

Cieciwa o dlugosci 6 jest wyznaczona przez punkty przeciecia prostej [ i okregu
o $rodku w punkcie S. Wyznacz réwnanie tego okregu.

a) l:x=3, S(—1,-2) b) l:y=-2, S(4,1)

Przyktad 3

Ile punktéw wspélnych z okregiem o réwnaniu (z — 4)* + (y + 1)? = 10 ma
prosta l: x — 3y + 3 = 07

Promien okregu jest réwny /10, a érodkiem okregu jest punkt S(4,—1).
Obliczamy odleglo$é¢ punktu S od prostej (:

A+ (=3 (D +3 _ 10 _
= V12 £ (-3)2 _\/—1_0_@

Odlegtosé srodka okregu od prostej jest réwna promieniowi okregu, wiec okrag
i prosta sa styczne — maja jeden punkt wspolny.

Cwiczenie 4
Ile punktéw wspélnych z okregiem o §rodku w punkcie S i promieniu 4 ma
prosta (7

a) S(3,4), I: 122 +5y—4=0 c) S(-3,2), l: dx+3y+6=0
b) S(7,4), I: 3z +4y —12=10 d) S(2v2,2v2), l: x+y=0

Cwiczenie 4
Niech d — odlegto$é srodka okregu od prostej.

a) d =4 = r, zatem jest jeden punkt wspélny.
b) d =5 > r, zatem nie ma punktéw wspélnych.
¢) d =0 < r, zatem sa dwa punkty wspoélne.

d) d = 4 = r, zatem jest jeden punkt wspélny.



Przyktad 4
Okresl liczbe punktéw wspélnych okregu o réwnaniu 22 — 6z + y? — 4y = m
oraz prostej I: ¢ — 2y + 6 = 0 w zaleznosci od parametru m.

Przeksztalcamy réwnanie okregu do postaci kanonicznej:
22 —6x+9+y? —4dy+4=m+13
(=324 (y—2?=m+13
Powyzsze réwnanie jest réwnaniem okregu dla m € (—13;00).
Srodkiem okregu jest punkt S(3,2), a promien jest réwny /m + 13.

Obliczamy odlegtos$é srodka okregu od prostej I:

Y
d:\1-372~2+6|:i:\/5 I

o Okrag ma jeden punkt wspélny z prosta [,
gdy vm + 13 = /5, czyli dla m = —8 (rysunek / \
obok). 5

1
1

« Okrag ma dwa punkty wspélne z prosta [, gdy
Vm 413 > /5, czyli dla m € (—8;00). o 1 X
» Okrag nie ma punktéw wspélnych z prosta I, gdy m € (—13; —8).

Cwiczenie 5
Okresl liczbe punktéw wspdlnych okregu O i prostej [ w zaleznosci od para-
metru m.

a) O:x? +y* +2y=m, Ly=32x—-6 b) O:2’+6z+y> =m, Ly = —3a+4

Przyktad 5
Wyznacz réwnania stycznych do okregu o srodku w punkcie S(3,2) i promie-
niu 2 przechodzacych przez poczatek uktadu wspétrzednych.

Roéwnanie stycznej y = ax zapisujemy w postaci ogélnej ax — y = 0.
Odleglosé érodka okregu od stycznej jest réwna promieniowi okregu:
a3-12 _,
a2+(,1)2

Obie strony réwna-
|3a — 2| =2va? +1 ' Y

nia sa dodatnie.

T
Obie strony réwnania podnosimy do kwadratu.

K
90> —12a+4 =4a>+ 4 /\L]S

5a* —12a =0

a(ba —12) =0

a=01luba= % 1 X

Réwnania szukanych stycznych: y = 0 oraz y = %x

—

Cwiczenie 5

a) Réwnanie okregu: 2 + (y+1)2=1+m  b) Réwnanie okregu: (z +3)? +y> =9+ m
S(0,—1), d = 2+/5, S(—3,0), d =5,

r =+/1+m, czyli m € (—1;00) r =9+ m, czyli m € (—9;00)

Liczba punktéw wspolnych okregu O Liczba punktéw wspdlnych okregu O

i prostej [: i prostej [:

0 punktéw dla m € (—1;19), 0 punktéw dla m € (—9;16),

1 punkt dla m = 19, 1 punkt dla m = 16,

2 punkty dla m € (19; c0) 2 punkty dla m € (16; c0)

2.6. Wzajemne potozenie okregu i prostej



Cwiczenie 6

a) Réwnanie stycznej:
ar—y+1—4a=0
Odlegtosé srodka okregu od

2+4+1-4a
stycznej: d = ‘Z—2+1| 1
a=01luba= —1%
Rownania stycznych: y=11lub
Yy= __I 4 15
|AS|? = 17,

czyli odlegtosé punktu A od
punktu stycznosci P:

|AP| = IT—1=4

b) Réwnanie stycznej:
ar—y+3a—2=0
Odlegtosé srodka okregu od

_ |2a—3483a—2| __
stycznej: d = —\/2—+1 V10

a=31luba= §
Roéwnania stycznych: y = 3z + 7
lub y = %x —1

|AS)? = 50, czyli odlegtosé
punktu A od punktu styczno-

$ci P:
|AP| = /50 — 10 = 2¢/10

Odpowiedzi do zadan
1.a) V5 b)5 ¢) 2 d) 2v10
a) d = /5, 2 punkty
b) d = = 2v/5, 0 punktéw
) d= 7\1/;, 2 punkty
d) d = 3, 1 punkt
3. a) 0 punktéw dla r € (0;2),
1 punkt dla r = 2,
2 punkty dla r € (2;00)
b) 0 punktéw dlar € (0;2/6),
1 punkt dla r = 2v/6,
2 punkty dla r € (2v/6; 00)
¢) 0 punktéw dlar € (0;2v/5),
1 punkt dla r = 2v/5,
2 punkty dla r € (2v/5; 00)
d) 0 punktéw dla r € (0; L),
1 punkt dla r = 71,
2 punkty dla r € (L5 00)

o

2. Geometria analityczna

Cwiczenie 6
Z punktu A poprowadzono styczne do okregu o srodku w punkcie S i pro-
mieniu r. Wyznacz réwnania tych stycznych i oblicz odlegtosé punktu A od

punktéw stycznosci.

a) A(4,1), 8(0,2),r =1 b) A(-3,-2), 5(2,3), r =10
Zadania
1. Prosta [ jest styczna do okregu, ktorego srod- N Y
kiem jest punkt A. Oblicz promief tego okregu. vy
a) l:y =1z +4, A(-3,0) (rysunek obok) Y, '\
b) l: 3z +4y —5=0, A(—4,—2) 1
¢) Ly=2x+3, A21) A o] 1x
d) l:y=3z-1, A(-5,4) -

Oblicz odleglosé punktu S od prostej o podanym réwnaniu. Ile punktéw
wspdélnych z okregiem o srodku w punkcie S i promieniu 3 ma ta prosta?

a) S(1,3),2z+y=0 c) S(3,3),3z4+y—-1=0
b) S(-7,2),z—2y+1=0 d) S(—-8v2,V2+1),z—Ty+7=0

Okredl liczbe punktéw wspdlnych podanej prostej z okregiem o érodku
w punkcie S w zaleznoéci od promienia r tego okregu.

a) 3z +4y —1=0, 5(1,2) d) V3r —y+4=0,S(2V3,-1)

b) v2z —y =0, S(6,0) v

¢) 05z —y—15=0, S(-5,1) ; D

Dany jest kwadrat o wierzchotkach A(—3,0), c
B(1,-2), C(3,2) i D(—1,4) (rysunek obok). 1

Wyznacz réwnanie okregu: A ol 1 X
a) wpisanego w ten kwadrat, *

b) opisanego na tym kwadracie. B
Prosta réwnolegla do osi OY przecina okrag (z + 1)* + (y + 3)? = 100
w punktach A i B. Wyznacz réwnanie tej prostej, jesli:

a) |AB| =12, b) |AB| = 10v/2, c) |[AB| = 10, d) |[AB| = 20.

0% OX przecina okrag o promieniu 2v/2 w punktach A(5,0) i B. Cieciwa
AB ma dlugosé 4. Oblicz wspdlrzedne $rodka okregu.

a)z’+(y—1)>=5

b) z* + (y — 1)* = 10
a)z=-9lubzx=7
b)z=-5vV2—1lubz=5/2—-1
c)z=-5/3—1lubz=5/3-1
d)z=-1

. Wspdélrzedne srodka okregu maja postaé S(3,y) lub S(7,y).

Niech d bedzie odlegtoscia $rodka okregu od cieciwy. Wowczas:
&+ (3-4)% = (2v2)?
Stad d =2, czyli y = —2 lub y = 2.

Zatem S(3,—2) lub S(3,2) lub S(7,—-2) lub S(7, 2).



10.

11.

12.

13.

14.

[D]15.

16.

*17.

15.

Okrag o srodku w punkcie S(3,2) ma z prosta  —y—3 = 0 punkty wspdlne
Ai B. Wiadomo, ze |AB| = 6v/2. Wyznacz réwnanie tego okregu.

Wyznacz réwnanie prostej, ktéra w przecieciu z okregiem O wyznacza
cieciwe o §rodku w punkcie A(1, —3).

a) O:(x—3)°+ (y+2)* =25 b) O:(x+2)>+ (y+1)*=25

Wyznacz réwnania prostych przechodzacych przez punkt A(—2,1) stycz-
nych do podanego okregu.

a) 2?+y*=1 D) (z-22+(y—-3=4 ¢ (x-3°+(y—6)*=5

Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkt A(8,8) oraz:
a) stycznego do osi OX w punkcie B(4,0),
b) stycznego do osi OY w punkcie B(0,12).

Dla jakich wartosci parametru m prosta 3z+4y = 0 jest styczna do okregu:
a) ¥* +y* —1dx —2y+2m =0, b)) 2> +y*+12x+ 16y +m =17
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez poczatek ukladu wspol-
rzednych, ktéra w przecigciu z okregiem z? + y? — 10z — 10y + 40 = 0 wy-
znacza cieciwe dlugosci 2v/5.

Wyznacz réwnania stycznych do okregu z? + y? — 10z — 10y + 45 = 0:

a) przechodzacych przez poczatek uktadu wspétrzednych,

b) réwnoleglych do prostej y = —2z.

Wyznacz réwnania stycznych do okregu O poprowadzonych z punktu A.
a) O:x? +y* —8x —4y +4=0, A(-3,-2)
b) O:2? +y? —6x — 16 =0, A(—4,1)

Dany jest okrag o réwnaniu z2 4 y? 4+ ax + by + ¢ = 0. Wykaz, ze jesli
okrag ten jest styczny do osi OX, to spelniony jest warunek a? — 4c = 0.

a) Wyznacz réwnanie okregu o promieniu V10 stycznego do prostej
3z —y —1 =0 w punkcie A(1,2).

b) Dany jest okrag styczny do prostej x —y + 1 = 0 i przechodzacy przez
punkt A(—3,2). Wyznacz wspélrzedne $rodka okregu, jesli lezy on na pro-
stej 4o +y = 0.

Wyznacz réwnania wspélnych stycznych do okregéw: z? + y? = 5 oraz
(x —5)%+ (y — 5)? = 20.

Réwnanie okregu: (z + %a)2 + (y+ %b)2 =1+ 10 —c

Srodek okregu: S (—%a, —%b), promien okregu: r = 1/%0/2 + %b2 —c

Okrag jest styczny do osi OX, wiec:

1p 1 292 179
—§b = le =+ Zb = @
Podnosimy obie strony rownania do kwadratu i otrzymujemy:
132 1.2, 172
Zb = le + Zb —C

Zatem a® — 4c = 0.

2

10.

11.
12.
13.

14.

16.

17.

a)y=-2r—1b)y=3r—1
=l e ==
b)y=1y=3z+3

c) y:%x+2,y:2x+5

) (0~ 4" + (y — 5)° = 25
b) (z —5)° + (y — 12)* = 25
aym=125 b)m=1
y:%x,y—Zx
a)y:%x,y:Zm’

b) y = —22+10, y = —22+20
a)y=-2y=3c+
b)y=—3z-2,y=3z+4

lub (z +2)%+ (y —3)> =10
b) (—22,32) lub (—1,4)

9°°9

Roéwnanie stycznej zapisuje-
my w postaci:

ar—y+b=0
Srodki i promienie okregéw:
01: S1(O, 0), 1 = \/5
021 52(5, 5), T2 = 2\/5
Odlegtosé srodka S1 od

bl _

= V5,
czyli b2 = 5(a® + 1)
Odlegtosé srodka Sz od

stycznej: 2222 — 2,/5,

a2+1

stycznej:

czyli

(5a — 5+ b)? = 20(a® + 1)
Zatem (5a — 5 + b)? = 4b°.
5a — 5+ b=2blub

54 —5+b=—2b
b:5a—5lubb:g—ga

a=2 a= -2
ub
b=5 b=5
Roéwnania stycznych:
_1 5 1 5
Y=3T— 35 Y= 3T+ 3,

y=2z+5y=—2z+5

2.6. Wzajemne potozenie okregu i prostej



Wspoirzedne geograficzne

Okreslajac polozenie punktu na kuli ziemskiej,
podaje si¢ jego:

szerokos¢ geograficzng (kat « mierzony od réwnika
w kierunku pétnocnym albo potudniowym),
dlugos¢ geograficzng (kat S mierzony od potudnika
zerowego w kierunku wschodnim albo zachodnim).

Tak okreslony uktad wspétrzednych wykorzystuje sie
przy tworzeniu map.

Na mapie punkt O oznacza potozenie zamku Ogrodzieniec
(50°27'N, 19°33'E) pokazanego na zdjeciu obok.

Odpowiedzi do zadan

1. A — Zamek Czocha Ell Czy potrafisz wskazad, ktére z punktéw A, B, C, D
B — Zamek w Gniewie odpowiadajg potozeniu zamkoéw na zdjeciach?
C' — Zamek w Niedzicy e

D — Zamek w Czersku ot . LR ’-

. Zamek.w Gniewie

I 110 2. Geometria analityczna



2.7. Uktady rédwnan drugiego stopnia

Przykfad 1
Rozwiaz uklad rownan i podaj jego interpretacje geometryczna.
{ 2 4+ 9% =20
r+y+2=0
Y Y
7 drugiego réwnania wyznaczamy y = —x — 2 e
i podstawiamy do pierwszego réwnania:
>+ (-2 —2)2=20 ot .
2 _ , [ - |
2x +4$—16—0/.2 I ol 1 X
224+ 22—-8=0
r=—4 lub =2
Zatem rozwiazaniem uktadu sa dwie pary liczb: - :

Okrag z% + y? = 20 i prosta
z+y+2 = 0 maja dwa punkty
wspdlne: P1(—4,2)1 P2(2,—4).

r=—4
y=2

=2
oraz
y=—4

Cwiczenie 1
Rozwigz uklad rownan i podaj jego interpretacje geometryczna.

2> +9y* =25 2> +y* =8 4+ (y+2)°=9
a) . b) c)

Y=3T y=x—4 y=5—x

Cwiczenie 2
Prosta [ przecina okrag x? + 3> = 20 w punktach A i B. Oblicz dlugosé
cieciwy AB.

a) liy=—-x—6 b)l: y=3z—-10

Yt ¢
Cwiczenie 3
Na rysunku przedstawiono kwadrat wpisany w okrag D 1
o réwnaniu z2 +y? = 10. Bok AB jest zawarty w pro- ol 1 X
stej y = %m — % Wyznacz wspoltrzedne wierzchotkéw B
tego kwadratu. i

Cwiczenie 4

W okrag o réwnaniu (x—2)2+y? = 25 wpisano kwadrat. Wyznacz wspotrzedne
wierzchotkow tego kwadratu, jesli wiadomo, ze jedna z jego przekatnych jest
zawarta w prostej 4x — 3y = 8.

Cwiczenie 3 ., Cwiczenie 4
" +y" =10 (x—2)2+y°=25
y:%m—% 4 —3y =28

r=—-1,y=-3lubz=3,y=-1

Zatem A(—1,-3), B(3,—1).

Zauwazmy, ze wierzchotek C' jest symetrycz-
ny do A wzgledem poczatku uktadu wspél-
rzednych, zatem C(1,3), a wierzchotek D
jest symetryczny do B, zatem D(—3,1).

r=—-1l,y=—-4lubz=5y=14
Zatem A(—1,—4), C(5,4).

Srodek okregu: S(2,0)

Prosta prostopadia do AC' i prze-
chodzaca przez S: y = —%Jc + %

{(m—2)2+y2—25

Uwaga. Moina réwniei W karZyS( aé fakl, Ze
Y 4 2

punkt O(0, 0) jest srodkiem przekatnych AC
i BD kwadratu. r=6,y=-3lubx=-2,y=3

Zatem B(6,—3), D(—2,3).

Uczen:

— rozwiazuje algebraicznie
i graficznie uktady réwnan,
z ktérych co najmniej jedno
jest drugiego stopnia, w tym
zadania z parametrem,

— stosuje uktady réwnan
drugiego stopnia w zadaniach
roznych typow.

Cwiczenie 1
a)x=-3,y=—-4lubzx =3,
y=4

¢) Réwnanie okregu:

2’ +(y+2)° =3

Brak punktéw wspoélnych.
V

\ /
N 4
Cwiczenie 2
z? + y2 =20
y=—-x—6

r=-2,y=—4

lubz =—-4,y=-2

Zatem A(—2,—4), B(—4,-2)
oraz |AB| = 2v/2.
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Cwiczenie 5

a)z=1,y=—3lubzx=1,
V3

Yy =

Y

1
€T

2. Geometria analityczna

Przyktad 2
Rozwiaz uktad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

Y
P +y" =9 >
2+ —6x=0 =
Podstawiamy x2 + 3% = 9 do drugiego réwnania 1
i otrzymujemy 9 — 62 = 0, skad = = 2. Podsta- 0O} 1 X
wiamy x = 2 do réwnania z? + y* = 9: < /
(2’ +v*=9 h
2 27
¥y=x

Réwnanie 2 +y% —62 = 0 moz-

y:—32—‘/5 lub y:%

2 na przeksztalci¢ do postaci:
Zatem rozwigzaniem uktadu sg dwie pary liczb: (-3 44> =9
J =3 Okrag ten ma dwa punkty
2 oraz 2 wspélne z okregiem z24y% = 9:
{y——¥ {y—%ﬁ Pu(3,—2) i Po(3, 2f0).
Cwiczenie 5
Rozwiaz uktad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.
4y’ =4 ¥ +yP=1 2’ —6r+y*=0
a{xZ_i_ 2_4 =0 b{2 _ 2 _ {2 2 _
y x +(y—4)°=9 r+2r+y*=0

Przykiad 3
Ile rozwigzan w zaleznosci od parametru m ma uktad réwnan?
2 +y* —2r—4y+3=0
{ y=x+m
Podstawiamy y = x + m do pierwszego rownania:
>+ (x+m)?—2r—4(x+m)+3=0
24+ +2mr+m?—22—4r—4m+3=0
22+ (2m — 6)z +m*> —4m+3 =0
Obliczamy wyrdznik otrzymanego réwnania kwadratowego. Liczba rozwigzan
uktadu réwnan jest réwna liczbie rozwiazan tego rownania.
A=02m—6)>—4-2-(m?—4m+3) =4m? —24m + 36 — 8m? + 32m — 24 =
= —4m? +8m + 12 = —4(m? —2m —3) = —4(m — 3)(m + 1)
+« A =0dlam e {-1,3} - uklad ma jedno rozwigzanie,

« A > 0dlam € (—1;3) — uktad ma dwa rozwiazania,
« A <0dlam e (—oo;—1) U (3;00) — uklad nie ma rozwiazan.



Cwiczenie 6

Ile rozwigzan w zaleznosci od parametru m ma uktad réwnan?
4yt =4 > +y*=m

a) ¢)
y=x+m y=2z+1

b) 4y + 2 +4y =0 Q) 2 +y? —6x — 4y =m?
y=—-2x+m y=3r+3

Zadania

1. Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

2 +y? =10 y=x—2 24yt =2
a) c) 2 2 )
r—y+2=0 z“+(y—3)°" =25 y = |z

b) y=8—uz Q) r—2y—3=0 ) 2> +y* =10
2+ (y—4)* =16 (r—3)2+y*=5 y=|r+2|

2. a) W okrag 2 + y* = 20 wpisano tréjkat réwnoramienny prostokatny.

Wierzchotek kata prostego tego trojkata ma wspoétrzedne (2,4). Wyznacz

wspoélrzedne pozostatych wierzchotkow.

b) W okrag (z + 2)? + (y — 2)? = 20 wpisano tréjkat réwnoramienny. Wy-

znacz wspotrzedne wierzchotkéw tego trojkata, jesli wiadomo, ze jego pod-

stawa jest zawarta w prostej y = %m + 3.

3. a) Jeden z bokéw prostokata wpisanego w okrag (z — 3)% + (y + 1)% = 40
jest zawarty w prostej y = x +4. Wyznacz wspolrzedne wierzchotkéw tego
prostokata.

b) Bok kwadratu jest zawarty w prostej y = 2x — 6, a jego przekatne
przecinaja sie w punkcie A(3,5). Wyznacz réwnanie okregu opisanego na
tym kwadracie i wspélrzedne jego wierzchotkdw.

4. Jedna z przekatnych kwadratu wpisanego w okrag 2% —4ax +¢y?> —2y = 8
zawarta jest w prostej 3z +2y—8 = 0. Wyznacz wspdlrzedne wierzchotkdw
tego kwadratu oraz oblicz jego pole.

5. Oblicz dtugo$é cieciwy danego okregu zawartej w prostej .
a) ¥* +y?—4dr —2y+4=0, Ly=z—2
b) 22 +y* -8z +2y+7=0, l:y=—-22+2
c) P+ y?*+4x—2y—8=0, Ly=x+2

4. Réwnanie okregu przeksztalcamy do postaci (z — 2)? 4 (y — 1)% = 13.

(-2°+@y-1)°=13
Yy = —%1:4—4
skad © =0, y =4 lub x = 4, y = —2. Zatem A(0,4), C(4,—2).

Prosta BD jest prostopadta do prostej AC i przechodzi przez $rodek okregu

o wspoélrzednych (2,1), zatem ma réwnanie y = %x =L

3

(-2°+wy-1)>=13
y=57-3

z=—1,y=—11lub x =5, y = 3. Zatem pozostate wierzchotki: B(—1,—1), D(5, 3).

Pole kwadratu: P = |AB|*> = 26

Cwiczenie 6

a) 0 dla

m € (—o0; —2v/2) U (2v/2; 00),

1 dlam € {—2v/2,2v/2},

2 dla m € (—2v/2;2V2)

b) 0 dla m € (—o0; —9) U (1; 00),
1dlam e {-9,1},

2 dlam € (—=9;1)

¢) 0 dlam € (—o0; 3),

1 dlam = %,
2 dlam € (%;00)
d)2dlameR

Odpowiedzi do zadan

1l.a)z=1,y=3
lubz=-3,y=-1
b)z=0,y=8
lubz=4,y=14
c)z=0y=-2
lubz =5 y=3
d)z=1,y=-1
lubzx=5y=1
e)rx=—-1y=1
lubz=1,y=1
f)z=-3,y=1
lubz=1,y=3

2. a) Niech C(2,4). Srodek okre-
gu ma wspdéirzedne (0,0), za-
tem prosta OC ma réwnanie
y = 2.
Prosta AB jest prostopadta

do prostej OC, czyli ma row-
1

nanie y = — 5.
y=—32
x2+y2 =20

r=—4,y=2

lubz=4,y=-2
Zatem wierzcholki:
A(—4,2), B(4,-2).
b) A(—6,0), B(2,4), C(0,—2)
lub C(—4, 6)
3. a) (=3,1), (1,5), (5,—7),
(97 _3)
b) (z —3)* + (y — 5)* = 10,
(0,4), (4,2), (6,6), (2,8)
5. a) A(2,0), B(3,1),

|AB| = /2

b) A(1,0), B(3,—4),
|AB| = 2v/5

c) A(—4,-2), B(1,3),
|AB| = 5v/2

2.7. Uktady réwnan drugiego stopnia



6.

a)r=0,y=-3

— _ VT
b)I*_%7y7_77
lubm:—%,yzg
c)z=4,y=0
d) z=0, y—O

lub z = 2 5,y 72

e) x=-3, y——4
lubz=3,y=—-4
flz=-1,y=1
lubz=1,y=1

a) A(07 _3)7 B(07 S)a
|AB| =6

Y

b) A(1,3), B(3,1),
|AB| = 2v/2

=

2. Geometria analityczna

10.

11.

10.

11.

Rozwiaz uktad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.
22 +y? =9 2?2 +y? =16 2?2 +y? =25
) 2 2 C) 2 2 6) 2 2
z° 4y +8y=—-15 4y —4x=0 Yy +8y=-7
b) P+ +4r=0 Q) x2+y2—6w:0f) 2 +y* —8y=—6
2 +y’ -2 =3 22+ =8y =0 4y 4+ 2y=4
Oblicz dhugo$é¢ wspdlnej cieciwy okregéw K; i Ky. Wykonaj rysunek.

a) Ki: Kya?—8x+4y*—-9=0
b) K;: Ky a? —6x+9y?—6y+14=0

2 +8r+y*—9=0,
z? +y* =10,

Oblicz pole czworokata Sy AS,B, gdzie S; 1 S, sa odpowiednio srodkami
okregéw K i Ky, natomiast A i B sa punktami wspélnymi tych okregéw.
a) Ki: 22 +y? = 10, Ky 2?4+ y*—8x—8y+22=0

b) Ki: 2?2 +y?>+4y—1=0, Ky 2?2 +9y?* =100 -6y —11=0
Wyznacz réwnania okregéw o promie- )
niu 5 przechodzacych przez punkty

A(3,1) i B(2,4) (rysunek obok), roz-

wiazujac uklad réwnan: B

{(3—@)2+(1—b)2:25 .
N A

(2-a)+(4-0)?>*=25
Wyznacz réwnania okregéw o promieniu r przechodzacych przez punkty
AiB.
a) =5, A(4,2), B(1,3)
b) r=2, A(1,2), B(-1,0)

Dwa rozwiazania tego uktadu sa wspot-

rzednymi srodkéw szukanych okregdw.

c) r=3, A(0,0),
d) r =13, A(5,

Tle rozwigzan w zalezno$ci od parametru m ma uktad réwnan?
>4yt =2 2’4y —dr —4y =0
a) d)
y=-x+m y=-—x+2m

{$2+y2:m2—1
)

y=x+4

f) 2 +yP—6r=m
y=3r+1

B(1,1)
2), B(0,1)

P4yt —2y—1=0
b){ Y Y
y=x+m
$2+y2:5
c)
y=mx—>5
a) (z -2+ @y -1 =5lub (z—3)*+(y—4)2?=5
b) (z—1)2+y?=4lub (z+ 1>+ (y—2)> =4
) (& — 5730)% + (y — 2T)° = 9 lub (¢ — 2AT)% 4 (y -
d)(x—2) +(y—4)2=131ub (z-3)2+(y+1)*=13
a) 0 dla m € (—o0; —2) U (2;00), d) 0 dla m € (—o0;0) U (4; 00),
1 dlam e {-2,2}, 1 dla m € {0,4},
2 dla m € (=2;2) 2 dla m € (0;4)
b) 0 dla m € (—o0; —1) U (3; 00), e) 0 dlam € (—3;3),
1 dlam € {-1,3}, 1 dlam € {-3,3},
2 dla m € (—1;3) 2 dla m € (—o0; =3) U
c) 0 dlam e (—2;2), f) 0 dlam € (—o0;1),

1 dlam e {-2,2}, 1dlam=1,
2 dla m € (—o0; —2) U (2; c0) 2 dla m € (1; c0)

o

l—gﬁ)Q -9

(3;00)



Uczen:

— sprawdza, czy dany punkt
nalezy do danego kotla,

— opisuje koto w uktadzie

*2.8. Koto w ukfadzie wspotrzednych

Przypomnijmy, ze kotem o srodku w punkcie S i promieniu r > 0 nazywamy

zbiér wszystkich punktéw plaszczyzny, ktérych odlegtosé od punktu S jest wspblrzednych,

mniejsza od r lub réwna r (zwréé uwage, ze punkty nalezace do okregu ogra- — podaje geometryczng inter-

niczajacego koto naleza do tego kola). pretacje rozwigzania ukladu
nieréwnosci drugiego stopnia,

Punkt P(z,y) nalezy do kota o $rodku w punkcie S(a,b) i promieniu r, gdy _ opisuje ukladem nierévmosci

|PS[ <. przedstawiony podzbiér
plaszczyzny.

Twierdzenie

Koto o $rodku w punkcie (a,b) i promieniu 7 > 0
jest zbiorem wszystkich punktéw plaszczyzny, kto-
rych wspélrzedne (z,y) spelniaja nieréwnosé:

(x —a)*+ (y — b)* < r?

N

Przykfad 1

Sprawdz, czy punkty O(0,0) i B(—2,1) nalezg do kola (z—$)*+ (y+3)* < 4.
Sprawdzamy, czy wspélrzedne punktéw O i B spel- Y )

niaja nieréwnos¢ opisujaca koto. B |

Punkt O: (0—21)2+(0+2)2 =2+ 3 =2 <4, coyli % X

punkt O nalezy do kota.
Punkt B: (—2— 22+ (1422 =2 4+ 28 =25 > 4
czyli punkt B lezy na zewnatrz kota.

Cwiczenie 1 Cwiczenie 1

Wyznacz nieréwnos¢ opisujaca koto o najmniejszym polu i o sSrodku w punkcie Zauwazmy, e r* = [SP|*.

S(1,1), jezeli do tego kota nalezy punkt P. a) (z-1)°+(y—-1)*<25
b) (z — 1)® + (y — 1)* < 100

a) P(5,-2) b) P(-7,-5) c) P(3,3) d) P(-3,0) ¢) (r—1)2+(y—1)2 <8
d) (z -1+ (y—1)2<17

Cwiczenie 2
Oblicz pole najmniejszego kola o érodku w punkcie S(—3,2), jezeli do tego
kota naleza punkty A, B i C.

a) A(—6,6), B(=3,7), C(1,2) b) A(—1,3), B(-2,6), C(~6,3)

Cwiczenie 2

a) |SA|=|SB| =5, |SC|=4

Zatem r =51 P = 257.

b) [SA| = /5, |SB| = V17, |SC| = V10
Zatem r = /171 P = 17x.
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Przyktad 2
Podaj interpretacje geometryczna uktadu nieréwnosci.

22+ 9> < 16 2 +9y* < 16 r? +9* < 16
a,) b) 2 2 C) 2
ysw (=2"+(@y—-1)">1 y> -
Y L Y Y
= < P T
EREN W 0 s W 00
0] (@) (@)
\ 1 X | X | X

Cwiczenie 3 ! / \ / \ / \ /

a) Y 7N > . > - _X
= = o ! !

\ W przykladzie a) zbiorem punktéw plaszczyzny spelniajgcych podane wa-
runki jest pétkole. W przykladzie b) otrzymujemy zbiér punktéw plaszezyzny,
ol 1 X ktére naleza do kota o $rodku w punkcie (0,0) i promieniu 4 oraz nie nalezg
\ / do kola o $rodku w punkcie (2,1) i promieniu 1.

==y

— = Cwiczenie 3

Podaj interpretacje geometryczna uktadu nieréwnosci.

b 1 1
) \ v ! 2 +y? < 16 b) 22+ 12 <9 ) 2> +y? —4x—12<0
a ¢
e 5 2>yt >4 y<ai-1 2yt >1
) Przyklad 3 N Y "
s X Zaznacz w uktadzie wspétrzednych zbiér punktdw \A‘;z p,é
\ / plaszczyzny, ktérych wspélrzedne (z,y) spelniaja > z
~ | 7 - LSt
podane warunki. U
2 2 >
=16
c) Pierwsza nier6wno$¢ ma Tty \ 0.1 ] X
postaé (z —2)% +y* < 16. y > [z
Y Szukanym zbiorem jest tuk AB bez punktéw kon- ~ »
L~ ~ :
cowych A i B.
[ \ Cwiczenie 4
1 e Zaznacz w ukladzie wspotrzednych zbiér punktéw plaszczyzny, ktoérych wspot-
\ / rzedne (z,y) spelniaja podane warunki.
4yt <2 2?4+ y* < 16 2+ (y—3)°=5
[ - a) 2 2 2 ¢ 2
y==x 4+ (y—3)"=25 y>x
Cwiczenie 4
a) | Y // b) {/ Y \\ ¢ Y ,
- = \ ’I
\ / L g | ! !
\ L 1 \ / \ f
X \ !
\ / \ o] 1 Ix \ /
11> \ N~ / \ /I
AN ) g \\ 1 /
‘ol 1 Xx S o R rd \\ /
NG ol 1 X
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Zadania Odpowiedzi do zadan
1. a) Kl b) Kl, Kz

1. Dane sa trzy kota: c) Ki, K2, K3 d) K3
Ki: 2 +y* <16, Ky (z—2)*+y* <4, Kz (x—2)>+(y+3)*<9 2. a) v
Do ktérych z tych kot nalezy punkt P? TN
a) P(—2,2) b) P(2,1) c) P(2,-1) d) P(4,-4) frmef
O X
2. Podaj interpretacje geometryczng ukladu nieréwnosci. \\ //
2 +9y2 <9 2 +y* —6x <0
) 2 2 ¢ 2 2 b)
(+1)*+@y+1)">1 4y —8y+7>0 y
) 2 +1? < 16 d 2> +y* —6x+4y—3<0 o e
(z+3)% 419> >25 2+ y?—6x+4y+9>0 / i ; \
3. Podaj uklad nieréwnosci opisujacy podzbiér plaszczyzny przedstawiony 9) X
na rysunku. X : /
S b 9y e
. Y / N
Loy A c)
1\ Ty \ \ I\ / 1 ! . /Y @
\ O K %) X 0 X ; .
N o N v T /
_ 3 I \ »
1 \
4. Zaznacz w uktadzie wspdlrzednych zbiory AN B, A\ B oraz B\ A. Q \ / X
a) A={(z,y) eR: 2> +y* <9}, B={(z,y) e R®: y+ 2 <0} R
b) A={(z,y) e R%: 2> +y*+40—12< 0}, B={(z,y) e Ry <x—2} d)
Y
5. Podaj uktad nieréwnosci opisujacy podzbiér plaszczyzny przedstawiony nyamin
na rysunku. ) N %
a) b) c)
Y / Y Y e
, Vo \ /
— B i |
\ / ! | ~
/ ] . / 1 \ \ /
2 2
o] 1) X 0 X 7 X gal” +y <16
\ \ / ,// \ / (x+2)2+y224
7 T i ) > +y®>25
(-4 +y* <9
) (z—2°+(@y+1)><16
C
4.a) ANB A\ B B\ A (z+2)°+@y-1)7°<16
< e N Y W 5. 2 +y? >4
N N
AN ~ NV < P < a){x2+y2§16
NS \ IiNg \ VAP \ y>=
\ \ N ® +y° <16
O] X Ol X o\ | X )
. 7 N 7 \ X b){y<z
S e MU e (@+2°+y*>1
‘ < y<z+2

2.8. Koto w uktadzie wspotrzednych



Uczen:

— wykonuje dziatania na
wektorach,

— sprawdza, czy wektory sa
réwnolegle,

— wyznacza wartosci parametru
tak, aby wektory spelnialty
podany warunek,

— stosuje w zadaniach dzialania
na wektorach i ich inter-
pretacje geometryczng.

Cwiczenie 1
a) Y
A
_ 1 B
Ol 1 C X
E = [57_1]7 B? = [27_4]7
AC = [17,—5]
AB + BC = AC
b) Y )
/ X
— /
el / 1
o] 1/ X
B
E = [_27 _6]7 B? = [_573]7
AC = [-7,-3]
AB + BC = AC
Komentarz

Dgziatania na wektorach, np. su-
ma wektorow, pozwalaja fizykom
wyznaczy¢ site wypadkows dzia-
tajaca na cialo.

MultiteZa

e Kontrola lotow
¢ \Wektor — podstawowe wiasnosci
® Dziatania na wektorach
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2. Geometria analityczna

*2.9. Dziatania na wektorach

Na rysunku obok przedstawiono wektory fﬁ), Y C
BCi AC. O wektorze AC mowimy, ze jest suma
wektoréw AD i BC, i piszemy: /

AC = AB + BC
Zauwaz, ze AB = [4,1], BC = [1,3] oraz: T
Zﬁ=4+L1+ﬂ=5A] o] 1 X

=

Cwiczenie 1
Narysuj w uktadzie wspoétrzednych wektory AB , BCiAC. Podaj wspélrzedne
tych wektoréw.

a) A(_Sv 5)7 B(27 4)7 0(47 O) b) A(37 4)7 B(lv _2)5 C(_4’ 1)
2 . . Y
Suma wektoréw W = [a,b] i T = [c,d] jest /C
wektor: . 7//
i
T+7T =[at+cb+d D &
S
Powyzsza definicja wywodzi sie z obserwacji fi- v /'yx/ B
zycznych. 1 ar
Na rysunku obok wektor @ + ¥ odpowiada O| 1 X
przek@tnej ocC réwnolegloboku OBCD. Na rysunku przedstawiono wek-
tory @ = [5,2], T = [2,3] oraz
Cwiczenie 2 ich sume @ + 7" = [, 5].
Narysuj wektor @ + ¥'. Podaj jego wspolrzedne.
a) w=1[3,-2], v =1[2,6] b) w =[-5,—4], T =[-2,3]

Aby dodaé wektory geometrycznie, rysujemy je w ten sposéb, aby koniec
jednego wektora byt poczatkiem nastepnego. Poczatek sumy lezy w poczatku
pierwszego z dodawanych wektoréw, a koniec — w konicu ostatniego.

Przykiad 1
Dane sa wektory: Y
=1[4,3], v =[1,-2], W = [2,2] , T
« Suma wektoréw o + T (kolor zielony): — o
U+ T =[4,3+[1,-2] = [5,1] g
. Suma wektoréw @ + 0 + W (kolor czerwony):
T4+ = (4,3 +[1,-2] +[2,2] = [7,3] o] 1 X
Cwiczenie 2
a) W+ T = [5,4] b) w + v =[-7,—1]
Y
& 7 _——= Y| 1x
T+
1 v = £
ol / X




Cwiczenie 3
Oblicz i narysuj sume wektoréw @ + 0 + W.
a) = [27 1]7 v = [173}7 w = [27 _6] b) = [_373]7 v = [672]7 W = [27 ]-]

Cwiczenie 4
Wyznacz wektory —u i —v przeciwne do wektoréw @ i . Oblicz i narysuj

sume wektoréw —uw i —v.

a) T =123, T =[4,2] b) T =[—4,-2), T = [4, 3]

Definicja
J Y o
Roéznica wektorow w = [a,b] i T = [c,d] T
jest wektor: D ?/ —
U—T=[a—cb—d] /<\F
T B
s
Na rysunku obok wektor @ — @ odpowiada
przekatnej DB réwnolegtoboku OBCD. o] 1 X

Na rysunku przedstawiono wek-
tory w = [5,2], T = [2, 3] oraz
ich réznice w — U = [3, —1].

Zauwaz, ze réznica wektoréw W — U jest réwna
sumie wektora W i wektora —v (przeciwnego
do wektora ).

Cwiczenie 5

Oblicz i narysuj réznice wektoréw W — ¥ oraz U — W.

a) w=[3,-2], v =1[2,6] b) w =[-5,—4], T =[-2,3]
Definicja

Iloczynem wektora W = [a, b] przez liczbe o € R nazywamy wektor:

o = [aa,ab

Przyktad 2 Y »
Na rysunku przedstawiono wektor w = [4, 2] 2 x -

A 9 2
oraz wektory: >

Tw =21, 2w =[8,4] g
T = [~4, 2] bfro
—3u = [-6,-3] o 1 X
Cwiczenie 6
Dane sa wektory @ = [2,—1] 1 @ = [-3,—2]. Oblicz i narysuj wektor:
a) 2UW + 37, b) 3w — T, c) —4W + 27, d) s —317.
Cwiczenie 6
a) 27 + 37 =[5, —8§] b) 3T — 7 = [9, 1]
4 4
X oY 5755— X
2> N Y
& 2 P
) 2 N
3
>
5 ) —AT + 27 = [~14,0]
d) 37 - 37 = [23,3]

Cwiczenie 3
Q) THT4W =[5 -2

Y
7/ \
1|l = =
€ / w
o
«
753
b) w + v + W = [5, 6]
Y
-W //
L — (\
A
AP A
O 1
Cwiczenie 4
a) -u = [_27 _3]7
-7 =[-4,-2],
~@ + (- ) = [-6, 5]
b) - = [472 ) -7 = [_47 3]7
%+ (-7)=10,5]
Cwiczenie 5
a) w—7v =][1,-8],
V- w=[-1,8
b) w — v =[-3,-7],
v - =[3,7]

2.9. Dziatania na wektorach



Cwiczenie 7

a) 2a — 6 = 0 oraz
—3a+9 =0, zatem a = 3
b) —12a — 16 = 0 oraz
9a + 12 = 0, zatem o = —%

2. Geometria analityczna

Symbolem 0 oznaczamy wektor zerowy: 0 = [0, 0].

Cwiczenie 7
Dla jakiego o zachodzi réwnoéé aw + 7
a) w=1[2,-3], v =[-6,9 b) W = [-12,9], v = [-16,12]

.
7 =17

Przyjmujemy, ze wektor zerowy jest rownolegly do dowolnego wektora.
Jesli niezerowe wektory sa rownolegle, to méwimy, ze maja ten sam kierunek.

Twierdzenie

ja ten sam kierunek wtedy i tylko wtedy,
U =a7v.

Dwa niezerowe wektory o i ¥ ma,
gdy istnieje taka liczba a # 0, ze

Przykiad 3
Dane sa wektory w = [12,8] 1 @ = [9, 6]. Wektory te maja ten sam kierunek,
14—

gdyz w = 370

Rozpatrzmy niezerowe wektory o i 7, dla ktérych istnieje liczba o # 0, taka
zZe W =av.

o Jesli a > 0, to méwimy, ze wektory W i ¥ maja ten sam zwrot.
o Jedli a < 0, to méwimy, ze wektory @ i @ maja przeciwne zwroty.

Wektory @ i @ maja ten sam kierunek Wektory @ i T majg ten sam kierunek,
i zwrot. ale przeciwne zwroty.

wiv
wiv

Cwiczenie 8

Wsrod ponizszych wektoréw wskaz te, ktore maja ten sam kierunek i zwrot
co wektor W = [—6, 8], oraz te, ktére maja ten sam kierunek co wektor
ale przeciwny zwrot.

Dtugos¢ wektora AB (oznaczamy ja |A.B>|) to dlugoéé odcinka AB.
Twierdzenie

Jezeli wektor @ ma wspolrzedne [uy, us], to dlugo$é wektora W wyraza

7] = Vui +uj

sie za pomoca wzoru:

Cwiczenie 8
Ten sam kierunek i zwrot co wektor w: o7 = 1[—6,8], 74 = £[—6, 8]
Ten sam kierunek co wektor 7, ale przeciwny zwrot: 73 = —1[—6, 8], 73 = —4[—6, 8]



Cwiczenie 9
Oblicz dlugosé wektora .

a) W=

[~3,4] b) T =[5, —12] ¢) T =1[3,3]

Cwiczenie 10

Dane sa wektory @, C,‘B, EF oraz GH Y B
przedstawione na rysunku obok. Oblicz D C e ﬂ
dtugosé wektora . 7
a) w = A_B) + ﬁ E AT
b) @ =AB — CD o %
¢) w=GH+ %ﬁ /
d) @ = EF - 10D Fopa
Zadania
1. Sprawd?, czy wektor @ + T jest wektorem przeciwnym do wektora .
D 7= (33 7= (53, W= 52
BT = 44,7 =[5 -8T = (3]
2. Dane sg punkty A(2,1) i B(4,5). Wyznacz wsp6irzedne punktu P.
a)@:B_ﬁ c)ﬁ:—m e)ﬁ‘:mﬁ
b) AP = BA d) AP = —BP f)y AP = —34B
3. Dane sa trzy punkty A, B i C'. Wyznacz wspdirzedne punktu D takiego,
2e AB = CD. Oblicz dtugosé wektora AD.
a) A(0,0), B(4,3), C(-1,2) c) A(4,6), B(3,1), C(6,2)
b) A( )a B( )7 0(472) d) A(_la_?’)a B(_451)a 0(274)
4. Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij.
A B AB BA 3BA |AB|  |3AB|
(3,4) (L,2) | [-2,-2] [2,2] [6, 6] 2v/2 6v/2
(1/17 ]2) (67 3) [_81 _9] [ ) ] [24/ 27} 145 3v 145
(1,4 | (L1 [2-3 23  [-69 VI3 3/
L4 | (3.-2)  [2-6 | [-2,6]  [-6,18]  2/I0 | 6/I0
B-1 @Y L i -4 3 5
2.a)A—B> [2,4] =[x — 4,y — 5] = BP, czyli P P(6,9)
b) AP = [z — 2,y — 1] = [-2, —4] = BA, czyli P(0,-3)
) AP=[z—2,y—1] =2 ]f_m czyli P(4,5)
d)ﬁ:[x_g,y_ ]=—-[x—4 ,y—5]_—ﬁ’ czyli P(3,3)
e) AP = [z — 2,y — 1] = 2[2,4] = 2AB, czyli P(6,9)
f) AP = [z — 2,y — 1] = —3[2,4] = —34B, czyli P(—4, —11)

Cwiczenie 9

a)5 b) 13 c) 32

Cwiczenie 10

a) w=1[7,0], || =7

b) @ = [7,3], |@| = V58
¢ w=10,-9], |7 =9
d @=[4,-3), |7 =5

Odpowiedzi do zadan
1.2) W+ 7V =[-3, 5], cayli
jest wektorem przeciwnym

do w.
b) w+7v = [%,—%}, czyli
nie jest wektorem przeciwnym

do .

3. a) D(3,5), |AD| = V34
b) D(3,-3), |AD| = V41
¢) D(5,-3), |AD| = V82
d) D(—1,8), |AD| = 11

2.9. Dziatania na wektorach



. a) ten sam kierunek, przeciw- 5.

ne zwroty b), d) ten sam kie-
runek i zwrot

c) rézne kierunki
.a)m=>5 b)yme {-1,1}

¢) m € {—2,0,2} 6.

. Niech a € R, wéwczas:
a-U=[az,a- y

la@| = /a2x? + a2y? = @ 7

— T =

:\/a—2~«/z2—|—y2: 8.

11.

12.

13.

Sprawdz, czy wektory W i ¥ maja ten sam kierunek i zwrot.

a) w=1[-24], v =[—1] c) W = [12,14], ¥ = [72,86]

b) w=[12-9,7v=[2-3 d)w=[V2-1,v2],7=[1,2+ V2]
Dla jakich wartoéci parametru m wektor @ ma ten sam kierunek co wektor
v =[3,1]7

a) w=[m+1,2] b) @ = [6,m* + 1] ¢) W = [12m,m?]
Dany jest wektor W = [z,y]. Uzasadnij, ze |a@W| = |a| - | W]

Dany jest wektor @ = [—3,4]. Wyznacz wektor 7', ktéry ma ten sam
kierunek i zwrot co wektor w, jedli:

a) | 7| =20, b) | 7| = 8.

Dany jest wektor @ = [3,—1]. Wyznacz wektor 7', ktéry ma ten sam
kierunek co wektor u, ale przeciwny zwrot, jesli:

a) | 7| =20, b) | 7| = 3.
D j i ktor W = .

any jest niezerowy wektor w = [z, y] Wektor, ktérego dhugodé
Wykaz, ze wektor L%, |—%‘ jest wek- jest réwna 1, nazywamy
torem jednostkowym. wektorem jednostkowym.

Wyznacz wektor jednostkowy réwnolegly do wektora .
a) w = [-8,0] b) w =[1,1]

Dane sa wektory @ = [1,2] i ¥ = [3, —1]. Wyznacz wartosci parametréw
a i B, dla ktérych prawdziwa jest ponizsza rownoscé.

a) oW+ 7T = [-1,5] ¢) auW — BT = [-3,21]

b) a@ + T = [3,—4] d) a@ — 7 =[-1,-23]

Wyznacz wartosé parametru m, dla ktérej 2% + 3% — mw = 0.

a) w=1[1,3], v =[-4,2], W =[5, 6]
b) w=1[4,2], v =[-6,9], W= [-3,2]

)
Statek holowany jest przez dwa holowniki. A
Jeden z nich ciagnie ten statek z sila o war-

toéci F' w kierunku PA. Uzasadnij, ze jezeli

Zmajdujemy na prostej [ taki punkt C,

ze AC || PB. Wtedy SPAC = 90°.
Obliczamy dtugosé wektora AC:

|AC| = |PA| - tg60° = \/3F
Ale réwniez |PB| = V/3F, czyli:
|AC| = |PB]

Zatem wypadkowa sit PA i PB (ich su-

. ’ ) ) statek e et A
drugi holownik — ciagnacy statek w kierunku /
PB — uzyje sity o wartosci v/3F, to statek /)
ten bedzie poruszal sie¢ wzdtuz prostej . B
10. @ = [z,y], zatem |@| = /22 + y2.
]~ Vo R L -
) w2 [} || ||
Czyli wektor ten jest jednostkowy.
11. a) [w| =10, zatem a = —15 lub a = &, czyli T = [5, 2]
lub ¥ = [-3,2].

b) | 7| = V2, zatem o = —@ luba = 22, czyli ¥ = [—TZ,—TZ}
— |2 V2

ma) pokrywa si¢ z prosta [, co oznacza,
ze statek porusza si¢ wzdtuz tej proste;j.

2. Geometria analityczna



lloczyn skalarny wektorow

Ioczyn skalarny dwoch niezerowych wekto- -

row jest liczba réwna iloczynowi dlugosci tych

wektoréw i cosinusa kata miedzy nimi: 4

sl
sl \

WoT =|W|- |7 cosa Katem miedzy wektorami @ i @
jest kat wypukly, w ktorego
wierzchotku lezy poczatek obu
wym, przyjmuje sig, ze ich iloczyn skalarny tych wektoréw oraz wektory te

Jesli jeden z wektoréw jest wektorem zero-

jest réwny zero. wyznaczajg ramiona kata.
Przyktad 1 D ¢
Dane sa kwadrat ABC'D o boku dtugosci 1 oraz wektory
=AB, 7 =ACiW=AD. Oblicz Wo T oraz WoW. | T
ToT =T |T| cosds=1-v2- 2 =1
Wow = || |W| -cos90°=1-1-0=0 A = B

Niezerowe wektory o i W sg prostopadte
wtedy i tylko wtedy, gdy @ o W = 0.

lloczyn skalarny wektoréw mozemy wyrazic¢
za pomoca wspodlrzednych tych wektorow. Ol

Dla dowolnych wektoréw @ = [u,,u,] i T = [v,,v,] zachodzi zwiazek:
—
U

0T = Uy, + Uy,

@ 1. Udowodnij powyzsze twierdzenie, korzystajac ze wzoru na cosinus réznicy

katow.
Przyktad 2 2.a) Wow =8+12=20
oW = \/% V40 cos a =

Oblicz miare kata miedzy wektorami @ = [4,2] 1 ¥ = [-3,1].

7| = VEZ+22 =20, |7|=+(-3)2+12=10 co

T = |W|-|7]-cosa=+20-y10cosa = 10v/2 cos b) 700 = —9+9—0
jednoczesénie: =190
WOW:uzvz—l—uyvy:4-(—3)—|—2~1:—10 c)ﬂ’f/_?:—%/g—%/g:
: o o : A s =43
Otrzymujemy réwnoscé: 10v/2 cosa = —10, czyli cosa = 2 skad a = 135°. o — e = B —
2. Oblicz miar¢ kata miedzy wektorami w i . =43 e . )
_ _ N R cosa = —3*, czyli a = 150
a) W= 1[4,2], 7 = 2,6 ) W=[-v3,-1], T = [2,2V3] d)BoT=—4+4=0
b) W = [3,9], ¥ = [-3,1] d) w=[1-+51], 7 =[1+5,4] a=90°
1. Oznaczmy katy « i § jak na rysunku.
Y
Cylr==== v
\
\
Uy |- — ) 7
I
2 L B \
0] Vg Uz X
Wo W = || |V| cos(a—B) = |w|- |7 (cosc-cosB+sina-sinf) =
=z|- |7 %&—‘"u‘ﬁ-w‘ ‘?y—‘ = UpUa + Vy Uy

lloczyn skalarny wektorow



Uczen:

— stosuje dziatania na
wektorach do badania
wspoétliniowosci punktow,

— stosuje dziatania na
wektorach do podziatu
odcinka,

— stosuje wektory w zadaniach
z geometrii analitycznej,

— wykorzystuje dziatania na
wektorach w zadaniach na
dowodzenie.

Cwiczenie 1
b) P = % 4=1
Cwiczenie 2
a)20 b) 5
c) Y
[ A
D P
F o
(@
1
A 0| 1 B’ X
B

Wyznaczamy punkt wspélny
prostych y = —%x + %

iy =2x —4 — jest to punkt
B2

Wyznaczamy punkt wspolny
prostych y = —%z +6

iy = 2x — jest to punkt

R )

Zatem:
|EC| = 15
|FC| = &

f _
czyli pole P = &2 % = %
Cwiczenie 3
8(m — 2)

Multitea
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0] Przyktad 1

[0] Cwiczenie 4

*2.10. Wektory — zastosowania

Przesunigciem (lub translacja) o wektor @ nazywamy prze-
ksztalcenie, ktére kazdemu punktowi P plaszczyzny przypo-
rzadkowuje taki punkt P’, ze PP’ = w. Méwimy, ze punkt
P’ jest obrazem punktu P w przesunieciu o wektor @'.

P/
/
P

Obrazem punktu P(z,y) w przesunieciu o wektor ¥ = [a, b] jest punkt P'(x+a,y+Db).

Cwiczenie 1

Dany jest romb ABCD o polu réwnym 4 (rysunek D C
obok). Romb A’B'C'D’ otrzymujemy przez przesunie-

cie rombu ABCD o wektor 7. Oblicz pole figury be-

dacej czescia wspdlna obu rombow, jesli:

a) 7 = LAB, b) T = LAC. A B
Cwiczenie 2

Dany jest prostokat F' o wierzchotkach A(—3,0), B(1,-2), C(4,4) i D(0,6).

Prostokat F) jest obrazem prostokata F' w przesum(gcm o wektor 7. Oblicz

pole czesci wspodlnej obu prostokatow.
a) v = [172] b) ?:[07_5]

c) v =142

Cwiczenie 3
Kolo K jest obrazem kola K; o érodku w punkcie (0,0) i promieniu r = 4
w przesunieciu o wektor T = [4,4]. Oblicz pole czesci wspdlnej tych kot.

C
Dany jest tréjkat ABC' (rysunek obok). Punkt P jest

srodkiem boku AC, a punkt ) — srodkiem boku BC' P Q
Udowodnij, ze PQ || AB oraz |[PQ| = 1|AB|.

Wektor m zapisujemy jako sume:
PO =PC+ 00 =14AC + L.0B =
Oznacza to, ze PQ || AB oraz |PQ| = ;|AB].

A B

L(AC + CB) = 1 AB

Udowodnij, ze odcinek taczacy $rodki ramion trapezu
jest roéwnolegly do podstaw trapezu, a dlugosé tego P Q
odcinka jest $rednig arytmetyczna dlugosci podstaw.

Wskazowka. Zauwaz, ze DC = oAB dla pewnej statej a. A B

Cwiczenie 4
Zauwazmy, iem:ﬁ—i—m—i—@oraz m:ﬁ—kﬁ—i—m.
Dodajemy réwnosci stronami i korzystamy z tego, ze PD = —PA oraz CQ = —BQ:

2PQ = (PD + PA) + (AB + DC) + (CQ + BQ)
2PQ = AB + DC
PQ = (4B + DC)

‘Wektory ABiDC sg rownolegle i majg ten sam zwrot, zatem wektor m jest réwno-

legly do AB oraz: .
|PQ| = 3(|AB| + |DC)



Przyktad 2

Sprawdz, czy punkty A(—4,—5), B(2,—1) i C(26,15) sa wspdtliniowe.
Wyznaczamy wspolrzedne wektoréw AB i AC:

AB = [2— (—4),—1— (=5)] = [6,4], AC = [26 — (—4),15 — (=5)] =
Zauwazmy, ze AC = 5@, zatem punkty A, B i C sg wspétliniowe.

(30, 20]

Cwiczenie 5
Sprawdz, czy punkty P, @Q i R sa wspotliniowe.

a) P(2,-1), Q(—2,4), R(10,-11) b) P(-5,2), Q(13,8), R(19,10)

Przykfad 3

Dane sa wsp6lrzedne wierzchotkéw A(—1,3), a1y

B(-3,2) i C(3,1) réwnolegltoboku ABCD. B

Wyznacz wspéirzedne wierzchotka D. B <\ o T=D
i 1 T

Zauwazmy, ze AD = BC. c

Wyznaczamy wektor BC: of 1 X

BC=[3~(-3),1-2=[6,~1]
Wierzchotek D jest obrazem punktu A w przesunieciu o wektor E, zatem
D(-146,3—1), czyli D(5,2).

Cwiczenie 6
Punkty P, @ i R sa kolejno srodkami bokéw AB, BC' i C'D réwnolegtoboku
ABCD. Wyznacz wspélrzedne wierzchotkéw tego r(’)wnolegloboku, jesli:

a) B(3,3), P(5,1), Q(—1,2), ¢) BA=[-5,5], BC = Q(3,-1),
b) P(2,0), Q(7,4), R(4,4), d) AB = [ 2], Q(7,2), R(6,4).

Zadania

@ 1. Dane sa punkty A(z1,y:1), B(xs,y2) oraz S(%, yl;#) Wykaz, ze:

AS = SB = 1AB

2. Wyznacz wektor %A_B) , a nastepnie wspoltrzedne punktéw P i @ dzielacych
odcinek AB na trzy réwne czesci.

a) A(=3,-2), B(3,1)  b) A(-10,6), B(8,—6)  ¢) A(1,~1), B(2,1)

3. Wyznacz wspélrzedne koncéw odcinka AB, jedli wiadomo, ze punkty:
a) P(2,1)1Q(5,4
b) P(4,-2), Q(3,1) i R(2,4) dziela go na cztery réwne czesci.

1. R: [2142-22 — 1, y142-y2 —yﬂ — [22521 y2;y1} — IA_B)
SB — [l’z _ 901J2r9027y2 _ y142-y2] _ [90229017 Y2— y1] _ IA_B)
Zatem AS = SB = L AB.

3. a) I spos6b
ZAES — g vatd — 1 A(-1,-2)
LBt2 =5 4Bt =4 B(8,7)

) dziela go na trzy réowne czesci,

II sposob
=PQ = [2—24,1—ya], czyli A(—1,—2)
w 3 3] czyh B(8,7)
=PQ = |, czyli A(5,—5)
_B =QR= [— : ], czyh B(1,7)

Cwiczenie 5

a) PQ = [-4,5],

PR = [8,—10] = —2PQ,

zatem punkty sg wspotliniowe.
b) PQ = [18,6],

PR = [24,8] = 4PQ,

zatem punkty sg wspotliniowe.
Cwiczenie 6

a) ZA2+3 =5i yA2+3 =1,

Zekd — 1 ¥t =2 C(-5,1)
CD=BA=[4,-4=

[xp +5,yp — 1], czyli D(—1,—3)

b) w = %ﬁ = [172]7
czyli C(8,6)

Cﬁ = _Q? = [_17 _2}7
czyli B(6,2)

BA =2BP =[-8, 4],
czyli A(—2,-2)

CD = BA = [-8,-4],

czyli D(0,2)

¢) QC=1BC =[1,2] =

= [zc — 3,yc + 1], czyli C(4,1)
BC = [2,4], czyli B(2,-3)
BA =[5, 5], czyli A(—3,2)
CD = BA = [-5,5],

czyli D(—1,6)

d) RC = 4B = [4,1],

czyli C(10,5)

DC = AB = [8,2] =
=[10—2xp,5—yp], czyli D(2,3)
QB=CQ=-
czyli B(4,—1)
AB = [8,2], czyli A(—4,—3)
Odpowiedzi do zadan
a) 148 = [2,1], P(-1,-1),
Q(1,0)
b) LAB = [6, —4], P(4,2),
Q(2,-2)
o) $AB =[4,2], P, ),

Q(lé,é)

2.10. Wektory — zastosowania



11.

a) P(0,1) lub P(2,-2) 4.

b) A(12,-151)
lub A(19, —26)

a) C(6,3), D(0,1) 5
b) A(47 - )7 B(273)7
C(-6,3), D(—4,-1)
.y:%x—FQ%,y:—x—Q, 6.
y=—4x — 11
.a) A(-3,-2), B(3,1) 7.

b) A(10,15), B(14,11)

. C(—1,2)
. Niech P bedzie punktem prze-

ciecia przekatnych. Wéwczas:
a) AP=3AC =3 .[5,2] =
= [, 3], cayli P(,3)

b) D(2,5), B(7,5),
DC=14B=1.[63 =

= [2,1], czyli C(4,6)

Srodek ciezkosci jest punktem
przeciecia $rodkowych, czyli
5(1,2).

Niech A = (1, —2) oraz
D(zp,yp) — $rodek boku BC.
Wowczas:

AS = 24D = [0,4],

czyli AD = [0,6] i D(1,4).

Szukane wierzchotki:

B(zp,—zB +3), C(zc,2)

Punkt D jest srodkiem

boku BC, stad 812 =1
—zp+34+2 __

oraz —E5=—= =4,

czyli zp = —3 i xc = 5.

Zatem B(—3,6),C(5,2).

10.

2. Geometria analityczna

a) Dane sa punkty A(—4,7) i B(6,—8). Wyznacz wspdlrzedne punktu P,
ktéry dzieli odcinek AB w stosunku 2: 3. Rozpatrz dwa przypadki.

b) Punkt P(3,—2) dzieli odcinek AB w stosunku 3:4. Wyznacz wspdl-
rzedne punktu A, jesli B(—9,16). Rozpatrz dwa przypadki.

a) Punkty A(—2,—3)1 B(4, —1) sa wierzchotkami réwnolegloboku ABCD.
Punkt P(2,0) jest punktem przecigcia przekatnych tego réwnolegloboku.
Wyznacz wspoélrzedne wierzchotkéow C i D.

b) Punkt P(3,1) jest érodkiem boku AB réwnolegtoboku ABCD. Jego
przekatne przecinaja sie w punkcie S(—1, 1). Wyznacz wspolrzedne wierz-
chotkéw tego réwnolegloboku, jesli CD = [2, —4].

Dane sa wektory AC = [12, 3], BC = [9,9] oraz punkt A(—5,3). Wyznacz
rownania prostych, w ktorych sa zawarte wysokosci tréjkata ABC.

a) Dane sa wektor AB = [6,3] oraz punkt C(1,6). Punkt 5’(2,3%) jest
srodkiem odcinka BC'. Wyznacz wspoélrzedne wierzchotkéw A i B trojkata
ABC.

b) Dane sg wektory AB = [4, —4], CD = [6, 6] oraz punkt C(6,7) bedacy
wierzchotkiem tréjkata réwnoramiennego ABC o podstawie AB i wyso-
kosci C'D. Wyznacz wspolrzedne wierzchotkéw A i B tego trojkata.

Podstawa AB trapezu ABCD jest dwa razy dluzsza od podstawy CD.
Wyznacz wspdlrzedne wierzchotka C jesli A(4,—5), B(8,1), D(—3,—1).

Podstawa AB trapezu ABCD jest trzy razy dluzsza od podstawy CD.
Wyznacz wspotrzedne:

a) punktu przeciecia przekatnych tego trapezu, jesli A(—2,2) i C(3,4),
b) wierzchotkéw B, C'i D, jesli A(1,2), AD = [1,3] i DB = [5,0].

a) Udowodnij, ze wspélrzedne érodka ciezkosci trojkata o wierzchotkach
A(z1,91), B(@2,92) 1 C(x3,y3) wyrazaja sie wzorami:

z1+x2+x3 Y1+y2+ys
xr = s y =

3 3
b) Dane sa wierzchotki A(—1,0) i B(2,5) trojkata ABC. Wyznacz wspdl-
rzedne wierzchotka C' i oblicz pole tego trojkata, jesli jego Srodek cigzkosci
ma wspélrzedne (—1,2).

. Dane sa réwnania prostych zawierajacych dwie srodkowe trojkata: y = 2

iy = —z+3 oraz jeden z jego wierzcholtkéw: (1, —2). Wyznacz wspo6lrzedne
pozostalych wierzchotkéw tego trdjkata.

a) Niech S(z, y) — srodek ciezkosci, D — $rodek boku AB, D = (ZH'T”, y“'Tyz)

—“gg“ = 1, wiec DS = %m = 2z —

z1+xo y1t+yo
2 Y3 T

_ z1t®o z3 _ zytxy _ zitxotws — yvityz Y3 _ yitys _ yityotys
Zatem x = =522 + 5 6 3 VY =S5+ 5 3 °
b) 2tre — 1§ HEBHC — 2 czyli C(—4,1)

Pole tréjkata obliczamy ze wzoru:

P = % |z1y2 + T2ys + T3y1 — T1Ys — T2y1 — T3Y2|
Zatem P = 9.



2.11. Symetria osiowa

Zal6zmy, ze punkt A nie nalezy do prostej [.

Punkt A’ nazywamy punktem symetrycznym do punktu A
wzgledem prostej [, jezeli punkty A i A’ leza na prostej pro-
stopadlej do prostej [ i srodek odcinka AA’ nalezy do prostej [
(prosta [ jest symetralng odcinka AA’).

Punktem symetrycznym wzgledem prostej [ do punktu nale-
zacego do tej prostej jest ten sam punkt (patrz punkt B na
rysunku obok).

Definicja
Symetria osiowa wzgledem prostej ! (lub symetria wzgledem prostej 1)
nazywamy przeksztatcenie, ktore kazdemu punktowi ptaszczyzny przypo-

rzadkowuje punkt do niego symetryczny wzgledem prostej (.
Prosta [ nazywamy osia symetrii.

Na rysunku ponizej przedstawiono tréjkaty ABC i DEF oraz ich obrazy
w symetrii osiowej wzgledem prostej [ — odpowiednio tréjkaty A'B'C"i D'E'F".
B’ F

Odlegtosé miedzy obrazami dwéch punktéw w symetrii osiowej jest rowna od-
leglosci miedzy tymi punktami (méwimy, ze symetria osiowa jest przeksztal-
ceniem, ktére nie zmienia odleglosci miedzy punktami). Zatem obrazem do-
wolnej figury w symetrii osiowej jest figura do niej przystajaca. Na przyktad
obrazem tréjkata jest trojkat do niego przystajacy, a obrazem okregu jest

okrag o takim samym promieniu. N
Cwiczenie 1
Narysuj w zeszycie sze$ciokat foremny, a nastepnie jego J/
obraz w symetrii wzgledem prostej (rysunek obok): /
/
a) l17 b) lg, C) lg. ll// lg‘ l;\

Uczen:

— wskazuje figury osiowosyme-
tryczne i podaje liczbe ich osi
symetrii,

— znajduje wspoirzedne punktu
potozonego symetrycznie do
danego punktu wzgledem osi
uktadu wspoétrzednych,

— szkicuje obraz wielokata
w symetrii wzgledem jednej
z osi uktadu wspétrzednych
i podaje wspolrzedne jego
wierzchotkéw,

— wyznacza réwnanie okregu
symetrycznego do danego
okregu wzgledem jednej z osi
uktadu wspétrzednych lub
prostej o danym réwnaniu,

— stosuje wlasnosci symetrii
osiowej w zadaniach.

Cwiczenie 1

a)

b) |
2|
c) \\
I
Multitefa
® Symetria

® Symetria osiowa

® Symetria wzgledem osi uktadu
wspotrzednych

® Przeksztatcenia na ptaszczyznie
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Cwiczenie 2

kwadrat: 4,

tréjkat réwnoboczny: 3,
prostokat: 2,

koto: nieskonczenie wiele

Cwiczenie 3
a) A,(07 _3)7 Bl(37 0)7 A,,(()? 3)7
B"(~3,0)

Yia=a
1
B=B
B” O] 1 X
A/

b) A'(1,2), B'(—4,-3),
A"(~1,-2), B"(4,3)

B Y B’
A
il
1 X
A " 14
B

A”(5v 1)7 B//(_lv 4)

Y
4 n
D
A 1 Al
Ve 8 X A
- ol 1 X
'»]
D
Cwiczenie 5

a) A'(—2,-1), B'(2,3),
C'(4,1), D'(0,—3)

b) 14//(27 1)7 B”(—Q, _3)’
C"(—4,-1), D"(0,3)

2. Geometria analityczna

Figura jest osiowosymetryczna, jesli jest ona swoim witasnym obrazem
w symetrii wzgledem pewnej prostej . Prostg [ nazywamy woéwczas osig
symetrii tej figury.

Cwiczenie 2
Podaj, ile osi symetrii maja ponizsze figury.

kwadrat tréjkat rownoboczny prostokat koto

B Symetria wzgledem osi uktadu wspaétrzednych

Przyktad 1

Obrazem punktu A(2,3) w symetrii wzgledem osi OX
jest punkt A’(2, —3). Obrazem punktu A(2, 3) w symetrii All
wzgledem osi OY jest punkt A”(—2,3).

_—

Punktem symetrycznym do punktu P(z,y) wzgledem
osi OX ukladu wspotrzednych jest punkt P'(x, —y).

Punktem symetrycznym do punktu P(z,y) wzgledem
osi OY ukladu wspélrzednych jest punkt P’(—z,y). <A

Cwiczenie 3

Podaj wspétrzedne koncow odcinka A’ B’ symetrycznego do odcinka AB wzgle-
dem osi OX oraz odcinka A”B” symetrycznego do odcinka AB wzgledem
osi OY. Narysuj w jednym uktadzie wspélrzednych odcinki AB, A’B'i A”B".
a) A(073)7 B(3,0) b) A(17_2)7 B(_4a3) C) A(_5’1)7 B(1a4)

Cwiczenie 4
Dany jest trojkat ABC, gdzie A(0,3), B(2,—1), C(3,—1). Narysuj ten tréjkat
oraz jego obraz w symetrii wzgledem: a) osi OX, b) osi OY.

Cwiczenie 5

Dane sa punkty A(—2,1), B(2,-3), C(4,-1) i D(0,3). Podaj wspélrzedne
wierzchotkéw prostokata bedacego obrazem prostokata ABC'D w symetrii
wzgledem: a) osi OX, b) osi OY.

Cwiczenie 4
a) b) A=A
Y Y
AN N\
" B C' "
0] | X 0] | X
B C ' B B C
A/




Przyktad 2
Na rysunku obok przedstawiono okrag K Y
dany réwnaniem (z — 3)? + (y+ 1)% = 4. K'

Okrag K’ jest symetryczny do okregu K
wzgledem osi OX (okregi te maja réwne
promienie, a ich $érodki sa symetryczne
wzgledem osi OX).

Okrag K" jest symetryczny do okregu K
wzgledem osi OY (okregi te maja réwne K K
promienie, a ich $érodki sa symetryczne

—

wzgledem osi OY).

Cwiczenie 6
Podaj réwnania okregéw K’ i K" z powyzszego przykladu.

Cwiczenie 7
Podaj réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem osi OX oraz
okregu K" symetrycznego do okregu K wzgledem osi OY.

a) K: (z+3)?+ (y—
b) K: (x4+2)?+ (y+4)* =13

2)?2 =16 c) Kia? +y*—6x—4y+12=0

d) K:z? +y*+2x+12y —12=10

Zadania

1.

Sprawdz, czy odcinki AB i A'B’ sa symetryczne wzgledem osi OX lub
osi OY.

a) A(—2,1), B(3,-2), A(~2,—-1), B'(3,2)

b) A(-3,4), B(—1,-2), A'(3,4), B'(1,-2)
C) A(_47 _3)7 B(27 2)7 A/(_47 3)7 B/(_Qv 2)
d) A(_Qa O)a B(Ov 4)7 A/(2a O)a B/(Oa _4)

2. Narysuj w jednym ukladzie wspoétrzednych trojkat symetryczny do tréj-
kata ABC wzgledem osi OX oraz tréjkat symetryczny do tréjkata ABC
wzgledem osi OY'.

a) A(_]-a 2)3 B(57 3)7 0(27 5) C) A(_Sa 2)7 B(07 _3)7 C(3a 2)

3. Oblicz pole czesci wspdlnej kwadratu K o wierzchotkach (=5, 1), (=2, —2),
(1,1), (—2,4) oraz kwadratu symetrycznego do kwadratu K wzgledem:
a) osi OX, b) osi OY.

3.a) P=38 b) P =2

Y Y
1 X 1 X

Cwiczenie 6
K:(z—3)2%+(y—1)2 =4,

K" (z4+32%+ (y+1)>=4
Cwiczenie 7

a) K': (z+3)? 4 (y + 2)% = 16,
K" (-3 +(y—2?2=16

b) K': (z+2)* + (y — 4)? = 13,
K" (x—2)2+(y+4)?=13

¢) K': 2® +y? —6x+4y+12 =0,
K" 2?44y +6z—4y+12=0
d) K': 2?2 +9*+22—12y—12 = 0,
K" 2> +9y? -2z 4+ 12y —12=0

Odpowiedzi do zadan
1. a) OX b) OY c), d) nie sa

2. a) c''yY C
B >R
Al
A 1“
Ol 1 X
Al e
— 5
C/
b) BY
Y @ — @
[\
I AN
1 AY
A=A X
\ NN /
VNG
i \/

B B
c)A"=C,B"=B,C"=A
Y

B
A 0)
1
O 1 X
A '
B
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4. a) (z— 1)+ (y+1)° = 25,
nalezy

b) (z —2)> 4 (y— 2)* =41,
nie nalezy

¢) (z+3)% + 9> = 4, nalezy
d) (z+1)° + (y +4)* = 40,
nalezy

6. a) S(5,2), m:y=—1z+ 2,
zatem P(3,3), S'(1,4)
Réwnanie okregu:
(z—1)2+(y-4)°=2

b) K : (z —4)°+(y—3)2 =16
m: y = 3z — 9, zatem

P($5, %) 8 (3, %)

Réwnanie okregu:

(-3 +(u+2) =16

¢) K:(x—5)7°+(@y—4)2=16
miy =3z -1,
zatem P(3,1), S'(1,—2).
Réwnanie okregu:
(z—1)°+ (y+2)° =16

2. Geometria analityczna

4. Wyznacz rownanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem osi
OX. Sprawdz, czy punkt P(—3,2) nalezy do okregu K'.

a) K:(x—1)2+(y—1)?2=25 ¢) Ki(x+3)?+y*=14
b) K: (x—2)?+ (y+2)* =41 d) K: (x4 1)+ (y —4)* =40

5. Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem osi
OY. Oblicz pole rombu, ktérego wierzchotkami sa érodki okregéow K i K’
oraz punkty wspélne tych okregdw.

a) K:a2?+y*+62—2y—3=0 Db) K:2?+y*—8x+4y—5=0
6. Przeczytaj podany w ramce przyklad.
Dany jest okrag K o $rodku w punkcie S(4,2) i promieniu r = /5.

Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem
prostej I: y = 3x.

Niech m: y = ax + b bedzie prosta Y
przechodzaca przez punkt S oraz K I
m L [. Zatem a = —% oraz:

mrpe Lot h o K

Y 3%+ -l p

Do réwnania prostej m podstawia- Ak
my wspélrzedne punktu S(4,2) ) - S~/
i otrzymujemy: B

m:y = —%a: + 3% gl 1 X

Niech P bedzie punktem przeciecia prostych [ i m. Jego wspoélrzedne
spelniaja uktad réwnan:

y =3

y=—37+33
Zatem P(1,3).

Wsp6lrzedne punktu S’ — érodka okregu K’ — wyznaczamy, korzystajac
z tego, ze punkt P jest srodkiem odcinka S'S. Otrzymujemy S’(—2,4).
Poniewaz okrag K’ ma ten sam promien co okrag K, jego rOwnanie
ma postaé (z +2)% + (y — 4)* = 5.

Wyznacz réwnanie okregu symetrycznego do okregu K wzgledem prostej (.
a) K:(x =5+ (y—2?=2, Ly=2x-3

b) Kiz? +y> -8z —6y+9=0, Lz +3y—2=0

c) Kix? + 4> — 10z —8y+25=0, 1:2x+3y—9=0

5.a) P=120 =12 b) P =258 =24
Y Y




2.12. Symetria sSrodkowa

Punkt A’ nazywamy punktem symetrycznym do punk-

tu A wzgledem punktu O (A # O), jezeli punkt O jest
srodkiem odcinka taczacego punkty A i A’.

Punktem symetrycznym do O jest on sam. A

Symetria $rodkowa wzgledem punktu O (lub symetria wzgledem punktu O)
nazywamy przeksztalcenie, ktore kazdemu punktowi plaszczyzny przypo-
rzadkowuje punkt do niego symetryczny wzgledem punktu O.

Punkt O nazywamy $rodkiem symetrii.

Na rysunkach ponizej przedstawiono trojkaty ABC, DEF i GHI oraz ich
obrazy w symetrii sSrodkowej wzgledem punktu O.

FE D' I
\ / H
v
v
v/
X Bk %
/A
A
/ \ H
D B I

Symetria §rodkowa, jest przeksztalceniem, ktére nie zmienia odlegltosci miedzy
punktami. Zatem obrazem dowolnej figury w symetrii srodkowej jest figura
do niej przystajaca.

Cwiczenie 1
Narysuj tréjkat rownoboczny ABC, a nastepnie przeksztalé go symetrycznie
wzgledem:

a) jednego z jego wierzchotkéw,
b) érodka jednego z jego bokéw,

¢) punktu przeciecia jego dwusiecznych,
d) punktu lezacego na zewnatrz niego.

Figure nazywamy Srodkowosymetryczna, jesli istnieje taki punkt O, ze
figura ta jest swoim wlasnym obrazem w symetrii wzgledem tego punktu.
Punkt O nazywamy wéwczas Srodkiem symetrii tej figury.

Cwiczenie 2
Ktoéra z wymienionych figur ma $rodek symetrii: tréjkat, réwnolegtobok, pro-
sta, kwadrat, odcinek, potprosta?

Cwiczenie 2

réwnoleglobok (punkt przeciecia przekatnych),
prosta (kazdy punkt tej prostej),

kwadrat (punkt przeciecia przekatnych),
odcinek ($rodek tego odcinka)

d C

Uczen:

wskazuje figury srodkowo-
symetryczne,

znajduje wspolrzedne punktu
polozonego symetrycznie do
danego punktu wzgledem
poczatku uktadu wspot-
rzednych,

szkicuje obraz wielokata

w symetrii wzgledem
poczatku uktadu wspét-
rzednych i podaje wspot-
rzedne jego wierzchotkéw,
podaje réwnanie okregu
symetrycznego do danego
okregu wzgledem poczatku
uktadu wspoétrzednych,
stosuje w zadaniach wtasnosci
symetrii srodkowe;j.

Cwiczenie 1
a) B =B
C A
B
A c’
b)A =C,C =A
C
B B
A
c) @ A
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Cwiczenie 3

a) A'(-3,2), B'(2,1), C'(1,—4)

b) A/(_27 2)7 B/(_la _3)5
C'(3,-1)
Cwiczenie 4
a) P=6-4=24
Y
D ¢
B A
1
Ol 1 X
R
A D
("1/ Ll
b) P=3v2-v/2=6
Y
D
B
A2
C
C’ X
A/
B
D/

2. Geometria analityczna

B Symetria wzgledem poczatku uktadu wspoéirzednych
Przyktad 1 Y B
Punktami symetrycznymi do punktéw A(—3, —3), C | A
B(—1,-4) i C(—2,3) wzgledem poczatku ukladu N ! y
wspdélrzednych sa odpowiednio punkty A'(3,3), I
B'(1,4)1 C'(2,-3). /95

Punktem symetrycznym do punktu P(z,y) Lok

wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych jest !
punkt P'(—z, —y). /

Cwiczenie 3

Tréjkat A’ B'C’" jest symetryczny do tréjkata ABC wzgledem poczatku uktadu
wspoirzednych. Podaj wspoétrzedne wierzchotkéw trojkata A'B'C'.

a‘) A(37 72)a B(727 71)a C(ila 4) b) A(27 72)7 B(lv 3)a 0(735 1)

Cwiczenie 4

Prostokaty ABCD i AB'C'D’ sa symetryczne wzgledem poczatku ukltadu
wspoélrzednych. Oblicz pole czesci wspdlnej tych prostokatow.

a) A(-3,-2), B(5,-2), C(5,3), D(-3,3)

b) A(-2,1), B(1,-2), C(3,0), D(0,3)

Przyktad 2
Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego wzgledem poczatku ukladu
wspolrzednych do okregu K: (z — 3) + (y — 2)? = 4. Narysuj te okregi.

Srodkiem okregu K jest punkt S(3,2), Y
a jego promien r = 2. K

Zatem érodkiem okregu K’ jest punkt
symetryczny do S wzgledem poczatku
ukladu wspoélrzednych, czyli S'(—3, —2), ol 1 ¥
a jego promien r' = 2.

Oznacza to, ze okrag K’ jest dany réw-
naniem (z + 3)% + (y + 2)? = 4. K’

=

@)

Cwiczenie 5
Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego wzgledem poczatku ukladu
wspoéltrzednych do okregu K: (z + 5)? + (y — 3)? = 16. Narysuj te okregi.

Cwiczenie 5
(x5 + (y+3)* = 16
Y
= =
/ \
3 K’
\ /1 a
L = =
. = O X
K / \
Qi
\ = /
o~ —




Cwiczenie 6 Cwiczenie 6

a) 22 +y? —6x+2y+1=0
b)z? +y?+2x —4y—11=0
)z’ +y?—4x—2y+1=0
a) K: 2?2 +y*+6x—2y+1=0 c) Kiz? +y*+4x+2y+1=0 d) 2 +y? +4z+6y—12=0

b) K: 22 +y* —2x+4y—11=0 d) K:z? +y*—4x — 6y —12=0

Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego wzgledem poczatku ukladu
wspdbirzednych do okregu K. Narysuj te okregi.

Odpowiedzi do zadan

Zadania 1. a) 10 b) 2V/17
¢) 20 d) 2v/2|a|

1. Punkt A’ polozony jest symetrycznie do punktu A wzgledem poczatku 3.

Y
uktadu wspoétrzednych. Oblicz dlugosé odcinka AA’, jesli wiadomo, ze: y
a‘) A(374)7 b) A(_1a4)’ C) A(_Gv _8)a d) A(ava)' 1 A
2. Narysuj w ukladzie wspélrzednych prostokat ABCD i znajdz jego obraz O X
w symetrii wzgledem poczatku uktadu wspéirzednych. A g
' D'
a) A(1,1), B(4,1), C(4,3), D(1,3) v Prosta A'D": y = 3o — &
b) A(_ga_1)7 B(]-v_]-)a 0(172)7 D(_372) D C' roiin 258 g = —2
Wyznaczamy pierwsza wspot-
3. Réwnolegtobok A'B'C'D’ jest obrazem réw- ) rzedng punktu £:
nolegloboku ABCD (rysunek obok) w syme- ST 3T N 5=-2
trii wzgledem punktu O. Oblicz pole czesci X czyliz = 3. « o
wspolnej tych réwnoleglobokéw. A B Zatem [AE| =4+ 5 = 5.
Pole czesci wspolnej:
@ 4. Okrag K' jest obrazem okregu K w symetrii wzgledem osi OX, a okrag K" P =|AE[-4=224
jest obrazem okregu K’ w symetrii wzgledem osi OY. Uzasadnij, ze 4. Niech: N s
okrag K" jest obrazem okregu K w symetrii wzgledem poczatku ukladu {]{V:(,)‘Eiz_asﬁl) ty-b)=r
wspotrzednych. K': (z—a)® + (y+b)? = r2,

K" (x4 a)®+ (y+b)? = r?
Jednoczesnie okrag Ko syme-
tryczny do okregu K w syme-
a) K: (x —2)2+(y+2)>=10 c) K:i(x =22+ (y—1)2=10 trii wzgledem poczatku uktla-
. 9 2 . 9 o2 du wspélrzednych ma pro-
b) K: (x +4)*+ (y—1)>=34 d) K: (x+2)°+(y—3)>=26 miet 7 i rodek So(—a, —b),
czyli Ko ma réwnanie:
(z+a)’ + (y+b)* =0

5. Wyznacz punkty wspolne okregu K oraz jego obrazu w symetrii wzgledem
poczatku uktadu wspoélrzednych.

6. Okrag K' jest obrazem okregu K w symetrii wzgledem poczatku ukladu

wspotrzednych. Oblicz pole czeéci wspdlnej kot przez nie ograniczonych. Zatem Ko = K.
a) K:a? +y? —4do+4y—8=0 ¢ K:a?2+¢y>—6y32-9=0 5. a) (—1,—1), (1,1)
b) K:a? 49> -4 —12=0 d) K: 224y~ 6/32—63y—18 =0 b) (—1,—-4), (1,4)
C) ( 172)7 (17_2)
7. Okrag K: (z+2)*+(y—4)? = r? i okrag K’ bedacy jego obrazem w symetrii d) (—3,-2), (3,2)
wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych sa styczne zewnetrznie. Podaj 6. a) P=8(m —2)
rownania wspoélnych stycznych tych okregow.
6. b) Y C) A(07 _3)7 B(O, 3)7
— ~ AABS jest réwnoboczny, wiec
P JASB = 60°.
/ / \ \ P =6(2r — 3V3)
g 1 5 d) A(3,-3), B(=3,3),
ol 1 ¥ P =12(27 — 3V/3)
\ \ / / 7. Srodki okregéw: S(—2,4),
S'(2,—4)
unkt stycznosci: O(0, 0
- K Punkt stycznosci: O(0,0)
o Promienie: 7 = /22 + 42 = /20
A(0, —2v/3), B(0,2v/3) Prosta SS": y = —)Qm )
JOSA = 60°, wigc JASB = 120° siezme Ao OSEEETs 5 =
P:2~(%7T-42—%-4\/§~2):8(%71‘—\/5) y:—2x—10,y:—2$+10

2.12. Symetria $rodkowa



2.13. Zagadnienia uzupetniajgce

H Zbiory punktéw o danej wlasnosci

Przyktad 1 Y
Punkty réwno odlegle od dwoch przecina- < A
jacych sie prostych leza na dwusiecznych
katéw utworzonych przez te proste.

Na rysunku obok przedstawiono proste:

=

1 X

k:y:%m i l:yz—%x+2
Proste k i I przecinaja sie w punkcie (2, 1), zatem zbiér punktéw réwno
odlegtych od tych prostych jest sumg dwbch prostych: @ = 2 oraz y = 1.
Odpowiedzi do zadan
lLa)o=—1y=3 1. Wyznacz zbiér punktéw réwno odlegltych od prostych & i 1.
bjy=z+2,y=—z+4 a) k:y=2x+5, LLy=—-2x—-2 c) kry=0, l:y=+3z
¢) y=—v3z,y=%a
a) ) 3 b)k:y=3, Lx=1 d) k:y=-3, lLy=1
Yy=—-

Przykfad 2
Wyznacz zbiér punktéw, ktérych odlegltoéé od punktu A(1,0) jest dwa
razy wieksza od odleglosci od punktu B(4,0).

Niech P(z,y) bedzie punktem, takim ze |PA| = 2|PB|. Wéwczas:
JETP TR =0,
22 — 2z + 1+ 92 = 42? — 322 + 64 + 4y
—3z2 —3y*+30z—63=0/:(-3)
22 +1y? - 100 +21=0 ol 4 B X
(2 — 10z +25) — 25+ 4? +21 =0
(x—5)2+y*=14

Zatem szukanym zbiorem punktéw jest okrag o $rodku (5,0) i promieniu 2.

=

2. Wyznacz zbiér punktéw, ktorych odlegtosé od punktu:
a) A(0,0) jest dwa razy wigksza od odlegloéci od punktu B(6,0),
b) A(—2,0) jest dwa razy wigksza od odleglosci od punktu B(4,0),
c) A(0,1) jest trzy razy wieksza od odlegtosci od punktu B(0, —3).

2. a) P(z,y) i |PA| = 2|PB|
\/x2 + 12 :2\/(m—6)2 + 2
(x—8)2+y?=16
b) P(z,y) i |PA| = 2|PB]|
VE+2)2+y2=2/(x—4)2 +y2
(z —6)* +y> =16
¢) P(z,y) i |PA| = 3|PB|

\/xQ +(y—1)? :3\/m2 + (y+3)°
@+ y+3)° =1

MultiteZa

® Jednoktadnos¢
* Figury podobne
® Skala podobienstwa

2. Geometria analityczna



Przyktad 3

Wyznacz zbiér srodkéw okregdéw stycznych do osi OX 1 przechodzacych

przez punkt A(0,2).

Niech punkt P(z,y) bedzie srodkiem okregu spelniajacego warunki zada-

nia, a Q(x,0) — punktem stycznosci tego okregu z osig OX.

Wowczas: Y o \[
|PA| = |PQ)|

Vi+(y—22=y y>0

x2 +y? — 4y + 4 = 9
A
dy =22 +4 +
_ 1 NA A
y=37°+1 ol 1 0 X

Zatem szukanym zbiorem punktéw jest parabola y = in + 1.

3. Wyznacz zbiér srodkow okregéw przechodzacych przez punkt:
a) A(0,4) i stycznych do osi OX, b) A(6,0) i stycznych do osi OY.

Przyktad 4
Wyznacz zbiér punktéow o dodatniej rzednej bedacych $rodkami okregow
stycznych wewnetrznie do okregu K: x? + y? = 16 i stycznych do osi OX.

Niech punkt P(z,y) bedzie srodkiem Y
okregu K, spelniajacego warunki zada- Ko ~
nia. Promien tego okregu jest rowny y KV\\A
i spelnia warunek y € (0, 2). Niech A be- / e T>P )\
dzie punktem stycznosci okregéw K i K. x &
Wéwcezas |OP| = 4 — |PA| = 4 — y oraz T o] 1 ))_)f
|OP| = /22 + y%, zatem otrzymujemy réwnanie:
VEZ+yZ=4—y 4-y>0
22 +9y? =16 — 8y + ¢
8y =—x2+16

OtrzymaliSmy réwnanie paraboli y = —éxQ + 2, zatem szukanym zbiorem

punktéw jest jej fragment dla x € (—4;4).

4. Wyznacz zbiér punktow o dodatniej odcigtej bedacych srodkami okregdéw
stycznych wewnetrznie do okregu z? + y? = 4 i stycznych do osi OY'.

4. Niech P(z,y) bedzie srodkiem okregu K; spelniajacego warunki Y
zadania.
Promieni tego okregu jest réwny z i spelnia warunek = € (0;1).
Niech A bedzie punktem stycznosci okregéw K i K;.
Wéwcezas |OP| =2 — |[PA| =2 — z oraz |OP| = /22 + y2.

2 2 _9_
Vit yr=2—=x o) ~

z=—21y>+1, gdzie y € (—2;2)

3. Niech punkt P(z,y) bedzie
srodkiem okregu spelniajace-
go warunki zadania.

a) Niech Q(z,0) bedzie punk-
tem stycznosci tego okregu
z osia OX.

|PA| = |PQ|
Vai+(y—4?=y,y>0
Y= éwz +2

b) Niech Q(0,y) bedzie punk-
tem stycznosci tego okregu

z osig OY.

|PA| = |PQ|

VE—=62+y2=x,2>0

x:%y2+3

2.13. Zagadnienia uzupetiajgce



5.a) [AB| =5

b) [A'B'| = 2V/5
c) |AB|=+5
d) |[A'B'| = 65
6.a) P=24
Y c’
(‘1
.
1 A 7
ol 1 X
B
B
b) P=6
B Y
(‘1
Al A
ol 1 X
C/
B
c) P=15
Y
E;/ al
1
Al A
ol 1 X
C/
B
d) P=54

2. Geometria analityczna

B Jednoktadnos$é

Jednokladnoscia o srodku O i skali k # 0 nazywamy przeksztalcenie, ktore
kazdemu punktowi P plaszczyzny przyporzadkowuje punkt P’ taki, ze:

—
OP =k-OP
(0] P P P’ (0] P
Punkt P’ jest obrazem punktu P Punkt P’ jest obrazem punktu P w jed-
w jednoktadnosci o srodku O i skali 2. noktadnosci o srodku O i skali —%.

Obrazem odcinka AB w jednokladnosci o skali k jest odcinek A’'B’ réwno-
legty do odcinka AB taki, ze |A'B'| = |k| - |AB|.

5. Dany jest odcinek AB, gdzie A(4,—2), B(2,2). Narysuj obraz odcinka AB
w jednoktadnosci o rodku O(0,0) i skali k. Oblicz dlugo$é otrzymanego
odcinka, jesli:

a) k=1, b) k=1, ¢) k=-1 d) k=3.

Figury F; i F; nazywamy jednokladnymi, jezeli istnieje jednokladnosé
przeksztalcajaca figure F na figure Fj.

Aby narysowaé obraz dowolnego wielokata w jednoktadnosci o srodku O
i skali k, wystarczy znalezé obrazy wszystkich wierzchotkéw danego wie-

lokata w tej jednoktadnosci, a nastepnie potaczy¢ je odpowiednio
odcinkami. By,

Kazdy z tréjkatow: A1 B1C, AsBoCo, A3B3Cs i AgB4Cy jest obrazem trOquta
ABC' w jednokladnosci o srodku O i skali, odpowiednio, k1 = 2, ko = kg
i k4 =—1.

6. Dane sa punkty A(2,0), B(4,—4) i C(4,2). Narysuj trojkat A’B'C’ bedacy
obrazem tréjkata ABC w jednokladnosci o érodku O(0,0) i skali k. Oblicz
pole tréjkata A'B'C".

a) k=2 b) k=-1 c) k=—



10.

*11.

10.
11.

Jesli skala jednoktadnosci dwéch figur jest rowna k, to skala ich podo-
bienstwa jest réowna |k|.

Obrazem okregu o srodku w punkcie S; i promieniu 7, w jednoktadnosci
o srodku w punkcie O i skali k jest okrag o érodku w punkcie S, takim, ze
— —

0Sy = k- OS5y, i promieniu ry takim, ze ro = |k| - ;.

Na rysunku przedstawiono okrag K; Y
o $rodku S;(2,1) i promieniu r; = 1.

= Obrazem okregu K; w jednoktadnosci
o $rodku O i skali k = 2 jest okrag K, So
o $rodku S5(4,2) i promieniu ry = 2. S1

—

= Obrazem okregu K; w jednoktadnosci
o érodku O i skali k = —1 jest okrag Ks 3
o $rodku S3(—2, —1) i promieniu 3 = 1.

Zauwazmy, ze jednoktadnosé o skali k = —1 jest symetria sSrodkowa.

Narysuj okrag K, bedacy obrazem okregu Ki: (z — 3)* + y* = 4 w jedno-
kladnosci o srodku O(0,0) i skali:

a) k=2, b) k=-1, c) k=-2.

Dany jest okrag K; o réwnaniu (z — 2)? 4+ (y — 1)? = 4. Okrag K, jest
obrazem okregu K; w jednoktadnosci o srodku w punkcie P i skali k. Podaj
rownanie okregu K.
a) P(0,0), k=2

b) P(4,2), k=3 &) P2 —4), k= —

1
2
Okrag K, o réwnaniu x? — 4z + y*> — 4y = 0 jest obrazem w pewnej

jednokladnoéci okregu K, o réwnaniu x? + 2z + y* + 2y = 0. Wyznacz
srodek tej jednokladnoéci oraz podaj jej skale. Rozpatrz dwa przypadki.

Okrag K, o réwnaniu (z — 3)? 4+ (y — 2)* = 9 jest obrazem okregu K,
o promieniu 1 w jednokladnosci o $rodku w punkcie P(3,—1). Wyznacz
réwnanie okregu K. Rozpatrz dwa przypadki.

Okrag K, o $rodku w punkcie (4, —2) jest styczny do osi OX. Okrag ten
przeksztalcono przez jednoktadnosé o skali k = —% i srodku w punkcie P
nalezacym do prostej z 4+ 2y = 0. W ten sposéb otrzymano okrag K.

Podaj réwnanie okregu Ko, jesli jest on styczny do osi: a) OX, b) OY.

(=32 +y’=1lub (z—-3)*+(y+2)°>=1

Srodek jednoktadnosci nalezy do prostej z + 2y = 0, czyli P(xp, —%mp).
Okrag K jest styczny do osi OX, zatem 71 = 2.

Skala jednoktadnosci k = —%, stad r2 = 3 oraz P_Sg) = —% . P_Sl)

a) Okrag K> jest styczny do osi OX, czyli S2(x2,3).

[#2 — 2p, 34+ La3p] = =2 [4 — 2p, -2+ La,], czyli P(0,0) i S2(—6,3)
Zatem K»: (z +6)% + (y —3)% = 9.

b) K> jest styczny do osi OY, czyli S2(—3,y2).

[—3 — Tp, Y2 + %xp} = —% [4 = Ty =24 %mp], czyli P (g, —%) iSe (—3, %)
Zatem Ko: (z +3)2 + (y — %)2 =9.

Y K>
— ~
11(71
) \
9] X
/
it —
b)
Ky Y K
o] 1 X
a) (z—4)°+(y—2)* =16
b) (z+2)* + (y+1)* = 36
o) (z-2°+(y+3)=1
Ko: (z—2)2+ (y—2)2 =8,
czyli S2(2,2) i1m2 = 2v/2
Ki(z+ 12+ (y+1)° =2,

czyli S1(—1,—1) i1 =+/2
Zatem k = —2 lub k = 2.
Niech O(z,y) bedzie
$rodkiem jednoktadnosci.
Dla k= —2:
0S; = —20851
2—z,2—y]=
=-2[-1-2z,—-1—y]|,
czyli O(0,0).

Dla k£ = 2:

0S; = 208;
2-=2-y]=

= 2[_1 —z,—1-— y}»
czyli O(—4, —4).

2.13. Zagadnienia uzupetiajgce



Odpowiedzi do zadan
1. a) |AB| =5, |BC| = 10,

|AC| = 15; wspoéiliniowe
b) |[AB| = 8V/5, |BC| = 4v/5,
|AC| = 4V/5; wspétliniowe
¢) |AB| = 10, |BC| = 10,
|AC| = 14/2;
niewspotliniowe
d) |AB| = 6v/2, |BC| = 3V/2,
|AC| = 9v/2; wsp6Hiniowe
. a) réwnoramienny i prosto-
katny
b) prostokatny
. a) Obliczamy dlugosci bokéw
trojkata:
|AB| = |BC| = 24/10
|AC| = 45

Dwa boki maja te samg dtu-
gos¢, czyli trojkat jest réwno-
ramienny. Zauwazmy, ze:

|AB|* + |BC|* = |AC)?
zatem na mocy twierdzenia
odwrotnego do twierdzenia
Pitagor,asa tréjkat jest prosto-
katny. Srodek okregu opisane-
go to $rodek przeciwprosto-
katnej, czyli punkt (4, 4).
b) (—4,4)

5. |AD| =5, |AE| = /5

2v5

6.2) (1-28,-3- 15)
(1+28, -3+ 45)
b)y=1r-2y=-22+38
. a) (z+4)% +y% = 25,
(1,0), (—9,0), (0,3), (0,—3)
b) (z —2)° + (y — 3)* = 25,
(_2’0)’ (670)7 (ng - \/ﬁ)v
(0,3 +/21)

¢) (x+1)%+ (y —2)* = 16,
(~2v3-1,0), (2v/3 - 1,0),
(072 - \/ﬁ)v (072 + \/ﬁ)
d) (z+3)°+ (y+4)° =1,
brak punktéw wspolnych

z osiami uktadu wspoélrzed-
nych

.a) (z—1)2+ (y—2)>%2=4
b) (0,2 — v/3), (0,2 + /3)
c) r—3

3

I

2. Geometria analityczna

v/

Zestawy powtdrzeniowe

M Zestaw |

1.

D] 3.

Oblicz dtugoéci odcinkéw AB, BC' i AC. Czy punkty A, B i C sa wspdl-
liniowe?

a) A(—4,5), B(0,2), C(8,—4)
b) A(13,5), B(—3,-3), C(5,1)

¢) A(—4,-12), B(2,—-4), C(10,2)
d) A(-2v2,8), B(0,0), C(v/2,—4)

Sprawdz, czy trojkat ABC' jest réwnoramienny lub prostokatny.

Wykaz, ze tréjkat ABC' jest prostokatny oraz réwnoramienny. Wyznacz
wspolrzedne Srodka okregu opisanego na tym tréjkacie.

a) A(0,6), B(2,0), C(8,2) b) A(=7,-2), B(2,1), C(~1,10)

Kwadrat, ktérego jeden z wierzchotkéw ma wspdlrzedne (1, —4), ma ob-
wod réwny 8v/5. Punkt przeciecia przekatnych tego kwadratu nalezy do
prostej y = x — 1, a wspolrzedne tego punktu sa liczbami ujemnymi. Ob-
licz wspotrzedne pozostatych wierzchotkdéw kwadratu.

W tréjkacie o wierzchotkach A(2,—1), B(1,2) i C(—3,4) poprowadzono
srodkowa AD i wysoko$¢ AE. Oblicz ich dlugosci.

a) Na prostej przechodzacej przez punkty A(1,—3) i B(6,7) wyznacz
punkty, ktérych odlegtoéé od punktu A jest réwna 2.

b) Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A(2,—1), réwno
oddalonej od punktéw B(2,4) i C(0, 3).

Podaj rownanie okregu o srodku S i promieniu r. Narysuj ten okrag. Wy-
znacz jego punkty przeciecia z osiami uktadu wspotrzednych.

a) S(—4,0),r=5 c) S(-1,2),r=4
b) S(2,3),r=5 d) S(-3,-4),r=1

Do okregu o $rodku (1,2) nalezy punkt (3,2). Y
a) Wyznacz réwnanie tego okregu.

b) Wyznacz wspo6lrzedne punktéw, w ktérych okrag ten
przecina o$§ OY .

¢) Oblicz pole zacieniowanego obszaru (rysunek obok). ol 1 X

. Dlugosé boku kwadratu: a = 2v/5, dlugoéé przekatnej: av/2 = 21/10

Punkt przecigcia przekatnych: P(z,, zp — 1), |[AP| = /10, gdzie A(1, —4)
V(@p = 1)2 + (2 +3)2 = V10
Tp=—2lubz,=0
Zatem P(—2,—3). Ponadto 1t = —2i # = =3, czyli C(—5, —2).
Prosta BD jest prostopadta do prostej AC' i przechodzi przez punkt P.

_ 244 1
GAC = =57 = ~3»

czyli app =3
Prosta BD: y = 3x + 3. Wierzchotki B i D sa punktami przeciecia prostej BD
i okregu o $rodku w P i promieniu dtugosci r = +/10:

y=3x+3
(z+2?°+(@+3)*=10
Zatem: B(—1,0),C(—3,—6).



Vv

Okrag o érodku w punkcie K, jest styczny do prostej [, a okrag o $rodku
w punkcie K jest styczny do prostej k. Oblicz promienie tych okregdéw oraz
odlegto$é miedzy ich srodkami. Okresl wzajemne potozenie tych okregdw.

a) Ki(-1,4), l:xz=1, Ky(1,4), k:xz=3
b) Kl(_37 _3)7 l: y=-2, K2(_37 _4)7 k: y=—06
10. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie nie opisuje okregu?
a) ¥* +y* —dr+2y=m? -9 b) 2?2 +y? —2mzr+4y=m?*+m—7
11. Dla jakich wartoéci parametru m okregi K, i K, sa styczne zewnetrznie?
a) Ki: 22 +y* + 2z + 2y =m?* — 2, Ky: 2> +y* —4x — 6y = 4m* — 13
b) Ki: 22 +y? +6x—4y =m?—13, Ky: 2 +y? —2x— 4y =m*+2m—4
12. Dla jakich wartosci parametru m okregi K; i K, maja tylko jeden punkt
wspolny?
a) Kipa?+y? —4o—2y+1=0, Ko: 2> +3y>+6x —2y+10—m =0
b) Ki:a® +y* —4de+2y+4=0, Kp:a®+9y°+2x—6y+10-2 =0
M Zestaw I
1. Wyznacz wspélrzedne punktu przeciecia symetralnych tréjkata ABC'. Po-
daj réwnanie okregu opisanego na tym trojkacie.
a) A(Ov 0)7 B(47 _4)7 0(47 8) b) A(_27 _2)a B(67 _2)5 0(27 6)
2. Punkt P lezy na prostej I, a jego odlegtos¢ od prostej y = —x + 2 jest
réwna 4v/2. Wyznacz wspéirzedne punktu P.
a) Ly=x+2 b) liy=232—-6
3. Jeden z bokéw kwadratu opisanego na okregu o srodku w punkcie P jest
zawarty w prostej k. Wyznacz réwnania prostych zawierajacych pozostate
boki tego kwadratu.
a) P(=2,1), k:y=3z—3 b) P(3,1), k:y = =2z +10
4. Oblicz odlegtos¢ miedzy prosta l;: y = —x + by a prosty ly: y = —x + by,

5.

jesli wiadomo, ze pierwsza z nich jest odlegla od punktu (0,0) o 2, a druga
— 0 6 oraz by, by > 0. Wyznacz réwnania tych prostych.

Dla jakich wartosci parametru m trojkat ABC ma pole réwne 247
a) A(_]-a 1)3 B(Sv _3)3 C(mv m) b) A(_47 _6)3 B(gv 6)7 C(’I’I’L, 6 — m)

a) Bok trojkata: |AB| = 4v/2
%|AB|h = 24 i otrzymujemy h = 6/2.
Jednoczesnie h jest odlegltoscia punktu C od prostej AB: x + y = 0, zatem:
|2m| = 12
m = —6lubm =6

Wyznaczamy pole: P =

b) m=21lubm =6

9.

10.

11.

a) r1 = 2, T2 = 2, |K1K2‘ = 2,

przecinaja sie

b)ri=1,rs =2,

|K1 K| =1,

styczne wewnetrznie
i) o= 2% +(y+1)* =

m? —4<0dlam e (—

b) (z —m)® + (y+2)* =

=2m?+m—3

2m® +m —3 <0 dla

m € <—g; 1>

a) Ki: (z+1)%+(y+1)> = m?,

czyli S1(—1,—-1)iri = |m)|

Ko: (x—2)2 4 (y —3)% = 4m?,

czyli S2(2,3) i r2 = 2|m)|
|S192| = 5 = 3|m)|

m?—4
2;2)

Zatemm——— lubm—%
b) Ki: (x+3)%*4+(y—2)? = m?,
czyli $1(—3,2) i r1 = |m)|
Ko: (z— 1)+ (y—2)* =
= (m+1)?,
czyli S2(1,2) i re = |m + 1|
|S152|=4=|m|+ |m + 1|
Zatem m = —% lub m = %
12. a) m =9, m =49
b) m = 64, m = 144
Zestaw I
1. a) (6,2),
(z—6)2+ (y—2)2 =40
b) (2,1),
(z—22%+@w-12=25
2. a) P(4,6) lub P(—4,—2)
b) P(0,—6) lub P(6,4)
3.a)y=—1z+32,y=—12-3,

y =3z + 17
b)y=—-32-31, y=32+6,

yz%x—lZ

d=4, 11y =—x+2V2,

lory = —x+ 62

Zestawy powtorzeniowe



6.

10.

11.

12.

13.

- a) (27

L A(3,-1),

a) Niech S(z, —z) bedzie $rod-

kiem okregu. Odleglosci S od
prostych sa rowne, zatem:

\2z+2\ [2z+-6|
V2 V2
x = —2, czyli S(—2,2)

Promien okregu: r = V2
Roéwnanie okregu:
(x+2)°+(y—2)2 =2

b) (z—2)* + (y+2)* =20
=5), (8,1), (—4,7)
lub (2,-5), (8,1), (6,—3)
b) (—6,1), (2£,-1), (6,7)
lub (—6,1), (0,-5), (6,7)
B(2,0), C(—2,—4),
-+ G+’ =¥

. Punkty wspolne okregéw:

A(_27 _2)7 B(_17 _1)

Prosta AB: x +y =0
Odlegto$é punktu P od
prostej AB: 0]

O1: (z+6) +y? = 4, czyli
Sl(—6, 0), 1 = 2

O2: (z—2)2 + (y—2)° =4,
czyli S2(2,2), ro =2

TL=T2

Zatem okrag O; jest obra-
zem (O w symetrii srodko-
wej wzgledem punktu S, kté-
ry jest srodkiem symetrii od-
cinka S1S2, czyli S(—2,1).

a) (z+3)*+(y+2)?*=16
b) (z —3)° + (y — 2)°> = 16
¢) (z—5)*+ (y+6)°=16
d) (z—5)%+ (y—6)> =16
a)y=—2z+5y=—33—2

b) Styczne do okregu przecho-
dza przez punkt A, czyli sg
postaci ax —y — 3a — 4 = 0.
Styczne sg oddalone od srod-

ka S(3,1) o /5, cayli:
|3a—1-3a—4| _
Va2+1 \/g

a=—2luba=2
Réwnania stycznych:
y=—2x+21luby=2z—-10
Punkty stycznosci: P(1,0)
1Q(5,0)
Zatem |PQ| = 4.

m =4

2. Geometria analityczna

v/

6.

12.

13.

14.

15.

14.

15.

Oblicz promien okregu stycznego jednoczesnie do prostych k i . Wyznacz
réwnanie tego okregu, jesli jego $rodek lezy na prostej y = —zx.

a) ki y=z+2,Ly=x+6 b) k: y=21x+2, 1t y=1x-38
Tréjkat réwnoramienny jest wpisany w okrag (z — 1)? + (y — 2)? = 50.
Oblicz wspolrzedne wierzcholtkéw tego tréjkata, jesli wiadomo, ze:

a) jego podstawa jest zawarta w prostej y = x — 7,

b) jedno z jego ramion jest zawarte w prostej y = %x + 4.

Bok AB tréjkata ABC zawiera sie w prostej x +y — 2 = 0, a bok AC —
w prostej 3x — 5y — 14 = 0. Punkt S(0, —2) jest srodkiem boku BC'. Oblicz
wspolrzedne wierzchotkéw tego tréjkata oraz wyznacz rownanie okregu
opisanego na nim.

Oblicz odlegtosé punktu P(0,—3) od prostej, do ktérej naleza punkty
wspélne okregéw x? +4x +y? +2y+4 = 0oraz 2> +2x+y?> +4y+4 = 0.

Uzasadnij, ze w pewnej symetrii srodkowej okrag o2 +y*+12x+32 = 0 jest
obrazem okregu x? + y? — 42 — 4y + 4 = 0. Wyznacz $rodek tej symetrii.

. Wyznacz réwnanie okregu symetrycznego do okregu x2+y2+6x—4y—3 = 0

wzgledem:

a) osi OX, b)osi OY, c¢)prostejy=x—3, d) prostej y=—2x+ 6.

a) Wyznacz réwnania stycznych do okregu 2 + y? + 4x + 2y — 35 = 0,
prostopadtych do prostej 3x —y = 0.

b) Przez punkt A(3, —4) poprowadzono styczne do okregu o srodku S(3,1)
i promieniu v/5. Oblicz dtugoéé¢ odcinka laczacego punkty stycznosci.

Dla jakiej wartoSci parametru m réwnanie x2 +y? — 2max + 3m = 0 opisuje
okrag styczny do prostej x = 27

Oblicz pole czesci wspélnej trojkata ABC 1 jego obrazu w przesunieciu
o wektor T = [—4,1].
a) A(_4a 0)7 B(4a 0)7 C(Oa 4) b) A(_Ba 0)7

B(3,0), C(0,3v/3)

Punkty P i @ sa $rodkami bokéw odpowiednio AB i AC tréjkata ABC.
Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej bok AC, jesli:

a) A(—4,1), P(~-1,-1),CB =[1,-8],

=[4,2], m: -

a) P =225 b) P=1v3-1
Y ' Y
' C
< /IN

Al BB Al B|1

A Ol 1 B x A ol 1 B X
a) AP = [3, —32], czyli B(2,—-2) b) PA = [—4,—2], czyli A(—3,1)
BC = [-1,8], czyli C(1,6) Q(—2,4)

Prosta AC: y=x+5 Prosta AC' pokrywa sie z prosta

AQ: y = 3z + 10.



Sposaéb na zadanie @

Przyktad

Dla jakich warto$ci parametru m okrag (x — 2)? + (y — m)? = 5 jest styczny
do prostej y = 2x — 17

Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapié na rézne sposoby.

I spos6b

Okrag jest styczny do prostej, gdy uktad réwnan:

y=2zx—1
{(x2)2+(ym)2:5

ma jedno rozwiazanie.
Przeksztalcamy drugie réwnanie i otrzymujemy:

224+ —dx —2my+m2—-1=0
Podstawiamy y = 2x — 1:

>+ (2r—1) -4z —2m2x—1)+m?*—-1=0
22 +4x —dr+1 -4z —4dmr+2m+m?2 —1=0

522 —4(m+2)z + m(m+2) =0
A =16(m +2)? —20m(m + 2) = —4m? 4+ 24m + 64 = —4(m + 2)(m — 8)
Uktad réwnan ma jedno rozwiazanie, gdy A = 0, czyli dla m € {—2,8}.

IT spos6b Y
Okrag jest styczny do prostej, gdy odleglosé jego
srodka od tej prostej jest réwna promieniowi okregu.
Srodkiem okregu jest punkt S (2,m), a jego promien
r =/5.
Réwnanie prostej zapisujemy w postaci ogoélne;j:
20 —y—1=0

Odlegtosé punktu S od prostej 2z —y — 1 = 0:

12-2-1-m-1] _ [3—m)| 1

V22e(-nz VB
Rozwiazujemy réwnanie: % =5 % *

3—m|=5
3—m=5 lub 3—m=-5
m=—-2 lub m=38

Odpowiedz: Dany okrag jest styczny do prostej y = 2z — 1 dla m € {—2,8}.

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 2

(> Generator

testow i sprawdzianoéw

Sposodb na zadanie



1. Obwdd réwnolegtoboku:

Ob =2(|AB| +|BC|) =
=2(4+4v2) =8 +8V2

Zauwazmy, ze 8v/2 = /128
oraz 112 < 128 < 122, czyli

11 < 8v/2 < 12.

Zatem 8 -+ 8v/2 € (19;20).
. A. |S15:] =32

B. |S15:2] = V2

C.|5152| =5=3+2

D. |[S1S2]| = /5

. Niech d — odlegtos¢ punktu S
od prostej AB, r = 1/10.
Okrag ma 2 punkty wspdlne
z prosta, gdy d < r.

A.d= /1 > V10
B.d=,/% <V10
C.d=V10=r
D.d=V10=r

. Réwnanie okregu:

(z+3)2+ (-1 =4
zatem $rodkiem okregu jest
punkt (=3, 1).

Srodek okregu bedacego obra-

zem w przesunieciu o wektor

[5, —4] ma wspolrzedne:
(=3+5,1—4)=(2,-3)

Zatem réwnanie obrazu:

(z-2)%+(y+3)>=4

czyli:

22+ 9y — 4 +6y+9=0

2. Geometria analityczna

@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko

jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

Punkty A(-3,2), B(1,2), C(5,6) i D(1,6) sa wierzcholtkami réwnolegto-
boku ABCD. Jego obwdd jest liczba nalezaca do przedziatu:

A. (13;16), C. (19;22),

B. (16;19), D. (22;25).

Dany jest okrag o $rodku w punkcie S; i promieniu 3 oraz okrag o srodku
w punkcie S, i promieniu 2. Okregi te majg jeden punkt wspdlny, jesli:
A. 5(1,2), S5(4,5), C. 51(—6,2), Sa(—2,—1),

B. S1(2,1), S2(3,2), D. Si(—4,-3), S2(—2,-2).

Okrag o $rodku w punkcie S(—1,2) i promieniu V10 ma dwa punkty
wspoélne z prostag AB, gdy:
A. A(-3,-2), B(1,-1),
B. A(-2,-5), B(2,2),

C. A(0,5), B(3,4),
D. A(2,1), B(4,7).

Punkty A(-3,7), B(17,-3) i C(13,5) sa wierzchotkami réwnolegloboku
ABCD. Wierzcholek D ma wspélrzedne:

A. (-7,15), C. (—4,8),

B. (—4,10), D. (—20,10).

Punkty A(—4,—4), B(6,—4) i C(14,2) sa wierzchotkami rombu ABCD.
Okrag wpisany w ten romb dany jest réwnaniem:

A 2> —8r+y’ +2y+1=0, C. 22 +y? — 10z + 2y — 10 = 0,
B. 2> — 8z + 3y +2y +8 =0, D. 2° +y*> — 10z + 2y + 17 = 0.

Obrazem okregu z?+y?+6x—2y+6=0 w przesunieciu o wektor
T =[5, —4] jest okrag:

A, 22+ +4z — 6y —4 =0,
B. 22 +y*—4r+6y+9=0,

C.22+y*>—4x—6y—9=0,
D. 2 +y*> +4x+ 6y +4=0.

Zaba, wykonujac skok, przesuwa sie o wektor @ = [3,1] lub T = [—1,2].
Na poczatku znajdowala sie w punkcie P(—2,—3). Wszystkie punkty,
w ktorych moze znalezé sie zaba po wykonaniu trzech skokéw, leza na
prostej danej réwnaniem:
A.y=3x+1,
B.y=—1z+32,

C.y=—-x+2,
D.y:—im—i—%.

. Mozliwe wektory przesunie¢ w trzech skokach:

3w =3[3,1] = [9, 3]

2w+ v =2[3,1] + [-1,2] = [5,4]

w+27 =[3,1]+2[-1,2] =[1, 5]

3v = 3[-1,2] = [-3, 6]

Zatem po wykonaniu trzech skokéw zaba znajdzie sie w jednym z punktéw:
P (—2+9,-3+4+3)=(7,0)

Py (—2+5,-3+4) =(3,1)
P3(—2+1,-3+5)=(-1,2)

Py(—2-3,-3+4+6) = (-5,3)

Réwnanie prostej P1P: y = — o + 1

Punkty Ps oraz P, réwniez nalezg do tej prostej.



Przed obowigzkowa matura z matematyki @

B Zadania krétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Dane sa punkty A(—5,1), B(—3,5), C(5,—1) i D(11,—3). Oblicz odleglosé
miedzy $rodkami odcinkéw AB i CD.

Zadanie 2 (2 pkt)
Oblicz odleglo$é punktu P(1,6) od prostej y = 3z — 1.

Zadanie 3 (2 pkt)
Wyznacz réwnanie okregu o §rodku S(4,1) stycznego do prostej y = —2.

Zadanie 4 (2 pkt)
Podaj réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K: (x —4)*+ (y+3)? = 4
wzgledem osi OX. Oblicz odlegtos¢ miedzy srodkami tych okregow.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

(D] Zadanie 5 (5 pkt)
Uzasadnij, ze czworokat o kolejnych wierzchotkach A(—2,—1), B(4,1), C(6,7)
i D(0,5) jest rombem. Oblicz jego pole i wysokosé.

Zadanie 6 (4 pkt)

Punkty A(4,2) i B(1,6) sa wierzchotkami réwnolegloboku ABCD, ktérego
przekatne przecinaja sie w punkcie S(0,3). Wyznacz réwnanie symetralnej
boku C'D.

[D] Zadanie 7 (3 pkt)
Uzasadnij, ze okregi dane réwnaniami:
(x—4)?%+(y—-32=51 (x—1)*+(y+3)*=20

sa styczne zewnetrznie.

Zadanie 8 (5 pkt)

W okrag (z —2)?+ (y — 1)? = 25 wpisano tréjkat prostokatny réwnoramienny
ABC' o kacie prostym przy wierzchotku C(—1,—3). Wyznacz wspéirzedne
pozostatych wierzchotkéw tego tréjkata.

Zadanie 9 (4 pkt)

Okrag K' jest obrazem okregu K: (z+3)%4(y—1)? = 17% w symetrii wzgledem
poczatku uktadu wspotrzednych. Podaj réwnanie okregu K’ i wyznacz wspdl-
rzedne punktow, w ktorych przecina go prosta przechodzaca przez srodki tych
okregéw.

8. S(2,1),r =5, JACB =90° i |AC| = |BC|, wigc bok AB jest $rednica okregu i jest
prostopadty do C'S.
acs = %,aAB = —%, prosta AB: y = —%m—i—
y=-3T+3
(x—2°+@w—-1>2=25

Njot

Zatem A(6,—2), B(—2,4).
9. K': (x—3)°+ (y+1)> =171
Prosta przechodzaca przez S(—3,1) i §'(3,-1): y = —1ix
{(:5—3)2+(y+1)2 =17

Punkty przeciecia: (-1, %), (7,—%)

Odpowiedzi do zadan

1. Srodek odcinka AB: (—4, 3)
Srodek odcinka CD: (8, —2)
Odlegtos¢ miedzy $rodkami:
13

2.5
. (z—4)2*+@y-1)%=9

4, (x—4)>+(y—3)2=4,d=6

5. |AB| = v/62 + 22 = 21/10
|BC| = V2% + 62 = 21/10
|CD| = /62 + 22 = 21/10
[DA| = V22 + 62 = 21/10
|AB| = |BC| = |CD| = |DA]|,
wiec czworokat ABCD jest
rombem.
|AC| = 8v2 1 |BD| = 4v/2,
czyli pole:

P=1.8/2-4/2=32
P=|AB|-h =210 -h = 32,
czyli wysokosé h = 85@

6. C(—4,4), D(—1,0)

Srodek boku C'D: P(-%,2)

Symetralna boku CD jest do

niego prostopadta i prze-

chodzi przez punkt P.

acp = —%, czyli symetralna

boku C'D ma réwnanie:
y=go+%

7. Srodki okregéw: Si(4,3)
iS2(1,-3)

Promienie okregéw: r1 = V5
iro=2v5

|S1S2| = V32 + 62 =35 =
=7T1+72

Zatem okregi sa styczne
zewnetrznie.

Przed obowigzkowg maturg z matematyki



Odpowiedzi do zadan

1

. Niech S bedzie srodkiem prze-

katnej AC, czyli S(1,0).

Stad |AS| = V10 oraz

|AS|? +|BS|? = 5%, cayli

|BS| = V15.

Pole rombu:

P =1-2|AS|-2|BS| =
= 10/6 ~ 24,4949

Nalezy zakodowaé: 244.

. Niech S bedzie $rodkiem okre-

gu, wowczas S(zs, —xs) oraz:
(x —xs)® + (y +xs)* =12
(4—xz5)* +22 =

= (2 2)? + (24 )
zs=1,8=(1,-1)

Zatem:

r =|AS| = /10 ~ 3,162
Nalezy zakodowac: 316.

(x+3)% 4 (y—1)2 =4, cayli

r=2

Niech a bedzie dtugoscia boku
tréjkata réownobocznego.
Wowczas:

aT‘/g:r:Z czyli a = 2v/3
Zatem Ob = 6+/3 ~ 10,3923.
Nalezy zakodowac: 392.

. 4V2
. Srodek cigzkosci: S. (%, %2)

3)73
Srodek okregu opisanego:
S, (7 31)

878

|SeSo| = (/382 = 131/2

. (x—m)?+ (y—1)% = 68, czyli

S(m,1)ir =217
Odlegtosé srodka okregu od
proste;j:

d= [4m+1-3| _ [4m—2|
T a2z T VAT
ant < 2V17
m € (—8;9)

~1,-2), (5,4), (~1,6),
—3,4)

e

2. Geometria analityczna

@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-3 odpowiedZ ma postaé trzycyfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)
Punkty A(—2,—1)1C(4, 1) sa wierzcholtkami rombu ABC'D o boku dlugosci 5.
Oblicz pole tego rombu. Zakoduj trzy pierwsze cyfry rozwiniecia dziesigtnego
otrzymanej liczby.

Zadanie 2 (2 pkt)

Srodek okregu przechodzacego przez punkty A(4,0) i B(2,2) lezy na prostej
y = —x. Oblicz promien tego okregu. Zakoduj cyfre jednoéci i dwie pierwsze
cyfry po przecinku rozwiniecia dziesigtnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 3 (2 pkt)

Oblicz obwdd tréjkata réwnobocznego wpisanego w okrag dany réwnaniem
22+ 4% +62—2y+6 = 0. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia
dziesigtnego otrzymanej liczby.

Zadanie 4 (5 pkt)

Dtluzsza podstawa trapezu réwnoramiennego wpisanego w okrag o rownaniu
2+ 9%+ 2x — 4y — 45 = 0 jest $rednicy tego okregu. Oblicz wysoko$é tego
trapezu, jesli wiadomo, ze jedno z jego ramion lezy na prostej y = 3z — 15.

Zadanie 5 (6 pkt)
Punkty A(-2,3), B(0,1) i C(3,6) sa wierzcholkami tréjkata ABC. Oblicz
odlegloé¢ srodka ciezkosci tego tréjkata od érodka okregu na nim opisanego.

Zadanie 6 (4 pkt)
Dla jakiej wartoéci parametru m okrag x% + 4% — 2mx — 2y +m? — 67 = 0 ma
dwa punkty wspélne z prosta y = —4ax + 37

Zadanie 7 (4 pkt)

W okrag o réwnaniu z2 + y? — 2z — 4y — 15 = 0 wpisano trapez. Jego dluzsza
podstawa jest zawarta w prostej x — y = 1. Wyznacz wspOlrzedne wierzchot-
kéw tego trapezu, jesli wiadomo, ze jego wysoko$é jest réwna 4+/2.

Zadanie 8 (4 pkt)

Dane sa wierzchotki B(10,5) i D(1,5) trapezu ABC D, ktérego podstawa AB
jest trzy razy dtuzsza od podstawy C'D oraz AB = [12, 6]. Oblicz wspdblrzedne
pozostaltych wierzchotkéw tego trapezu. Wyznacz wektor, ktérego poczatkiem
jest srodek ramienia AD, a koncem $érodek ramienia BC.

Zadanie 9 (5 pkt)
Dla jakiej wartoéci parametru m pole tréjkata o wierzchotkach A(0,—3),
B(2,1) i C(m,m* + 1) jest najmniejsze?

8. BA = [-12,—6], czyli A(—2, 1)
DC = 14B = [4,2)], czyli C(5,7)
Srodek ramienia AD: M(-1,2)
Srodek ramienia BC: N(%2,6)
Wektor taczacy $rodki ramion: MN = [8, 4]
9. Korzystamy ze wzoru:
P = l|lzays + BYc + Tcya — TaYc — TBYA — TCYB]
P=1.2m°—4dm+8/=|m>—2m+4|=(m—1)°+3
Najmniejsza warto§é funkcji P(m) = (m — 1) 4 3 jest przyjmowana w wierzchotku
paraboli, czyli dla m = 1.



