Pojecia ciagu uzywamy, méwiac o kolejno ustawionych obiektach. Moga to by¢
obiekty matematyczne lub inne. W rozdziale tym omawiamy ciagi liczbowe,
czyli takie, ktérych kolejnymi wyrazami sa liczby. Przyktady ciagow:

1,4, 9, 16, 25, 36, ... — ciagg kwadratow kolejnych liczb naturalnych dodatnich,
1,5 5, % &, &5, ciag odwrotnosci kolejnych liczb pierwszych,
14, 1,41, 1,414, 1,4142, 1,41421, 1,414214, 1,4142136, ... — ciag kolejnych

przyblizen liczby v/2.

Multitea

® Ciag Fibonacciego
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Uczen:

— wyznacza kolejne wyrazy
ciagu, gdy danych jest kilka
jego poczatkowych wyrazéw,

— wyznacza wyrazy ciaggu
opisanego stownie,

— szkicuje wykres ciagu.

Cwiczenie 1

a) an, =27,

ag = 512, ailp = 1024
b) an = (3)",

_ 1 _ 1
a9 = =75, @10 = 1931
C) an = (_1)na
ag=—1,a10=1
d) an, =

1
ag = g, 10 = — 15

(it
n 3

Komentarz

W tym miejscu warto wspom-
nie¢ uczniom o Encyklopedii
ciagow liczb calkowitych,

o ktorej mowa na str. 188.
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3. Ciagi

3.1. Pojecie ciggu

Liczby: 1, 3, 6, 10, 15, ... to kolejne liczby tréjkatne — nazwe wyjadnia ponizszy
rysunek. B
@ O

00O

O
° OOO OOOO 000 OOOOQ
6

a1:1 02:3 az =

IS}
=
I
—_
e}
IS

5:15

Méwimy, ze liczby trojkatne tworza ciag. Ciag jest okreslony, jesli kolejnym
liczbom naturalnym dodatnim przyporzadkowano wartosci: ay, as, as, . .., kto-
re nazywamy wyrazami ciggu.

Przyktad 1

W ciagu: 1, 4, 9, 16, ... wyrazy sa kwadratami kolejnych liczb naturalnych
dodatnich. Na przyklad wyraz ag = 9% = 81, a;, = 102 = 100.

Ogdlnie, n-ty wyraz ciagu ma postaé: a,, = n’.

Cwiczenie 1
Odgadnij regule, wedlug ktorej mogly powstaé¢ wyrazy danego ciagu, i podaj
WyTrazy ag oraz ap tego ciagu.

a) 2,4, 8, 16, 32, 64, ... ¢ —1,1,-1,1,-1,1, -1, 1,
b bbb e R

Definicja
Ciagiem nieskonczonym nazywamy funkcje, ktérej dziedzing jest zbidr
liczb naturalnych dodatnich.

Czasem za dziedzine ciagu przyjmowany jest zbioér wszystkich liczb naturalnych N.
Uwaga. Zamiast ,ciagg nieskoniczony” bedziemy pisa¢ krétko: ,ciag”.

Kiedy méwimy o ciagach, uzywamy zwykle innych oznaczen niz do opisu funk-
cji. T tak ciag a:N, — R oznaczamy (a,). Kolejne wartosci funkcji a, czyli
wyrazy ciagu: a(l), a(2), a(3), ...,

oznaczamy odpowiednio: ay, ag, as, . .. 1y

Przykfad 2 i .

Na rysunku obok przedstawiono wy- 1 g

kres ciagu odwrotnosci kolejnych liczb * I SR SR S
naturalnych dodatnich: %, %, %, i, .. O 12 3 456 789 X



Cwiczenie 2 AY B.Y

Na rysunku A przedstawiono wykres
ciggu kolejnych liczb parzystych: 2, 4,
6, 8, 10, ..., a na rysunku B wykres
ciagu stalego o wszystkich wyrazach
rownych 3. Podaj wyrazy siedemnasty
oraz setny kazdego z tych ciagdw.
Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres ciagu:

a) poléwek kolejnych liczb naturalnych:
b) kolejnych poteg liczby 1: £, %, &, &

¢) naprzemiennego: 2, —2, 2, —2, 2, —2,

—
—

4
279

Nt

12 3
27 929 29 PR

27 47 87 167 "

Y

as . .

aq Czasami, zamiast rysowaé¢ wykres

3 ciagu w uktadzie wspoélrzednych (ry-

a2 H sunek obok), wyrazy ciagu bedziemy

a . zaznaczaé¢ na osi liczbowej (rysunek
ponizej).

O 1 2 3 4 5 X 0 1 a1 day a3 dads

Cwiczenie 4

Zaznacz na osi liczbowej pie¢ poczatkowych wyrazéw danego ciggu.

a)0,1,8 8 1015 b) 4,2,1,1, 1 15 ¢)1,-1,2,-2,3,-3, ...

Wigkszos¢ ciagéw przez nas rozpatrywanych to ciggi, ktérych wyrazami sg
liczby — takie ciagi nazywamy ciagami liczbowymi. Oprécz ciagéw liczbowych

rozpatruje sie réwniez inne ciagi, np. ciag prostych, ciag wielokatéw.

Przyktad 3

Na ponizszych rysunkach przedstawiono pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu

wielokatéw foremnych wpisanych w okrag o promieniu 1.

ay D) as Gy as
tréjkat kwadrat pieciokat szesciokat siedmiokat
Cwiczenie 4
a) a1 a2 as a4 as
1
b) as as a2 ai
0 a 1
c) a4 a2 a as as
0 1

Cwiczenie 2
A:an = 2n, a17 = 34, a100 = 200

B: an = 3, a17 = 3, a100 = 3

Cwiczenie 3
a) Y

=)
—_
B
(S]]

3.1. Pojecie ciggu



Odpowiedzi do zadan
1. a) ar = 13, ag = 15, ag = 17,
aijp = 19
b) a7 = 13, as = 35, a9 = £,
_ 1
ai0 = 335
c) ar =17, ag = 19, ag = 23,
ailpg = 29

2.a) Y

1

ol 1 X
b) Y

Ol 1 X
c) Y

O 1 X
d v

Ol 1 X
e) Y

O 1 X
f) v

1

ol 1 X

3. Ciagi

Rozpatrujemy réwniez ciggi skonczone, czyli takie, ktérych dziedzing jest zbior

skonczony {1,2, ...,n}. Ciag a,,as, ..

Przykiad 4

W tabeli przedstawiono dwa rézne ciagi
siedmiowyrazowe: (a,) — ciag nazw dni ty-
godnia ulozonych w kolejnosci nastepowa-
nia po sobie oraz (b,,) — ciag nazw dni tygo-
dnia ulozonych w kolejnoéci alfabetycznej.
Zwréé uwage na to, ze w przeciwienstwie
do zbioréw kolejnosé wyrazéw w ciagu ma

znaczenie. Jezeli zmienimy kolejno$é¢ wyra-
z6w W ciagu, to otrzymamy nowy ciag.

Zadania

., G, Nazywamy ciagiem n-wyrazowym.

v (an) (bn)

1  poniedzialek = czwartek

2 | wtorek niedziela

3  $roda piatek

4 czwartek poniedziatek
5  piatek sobota

6 sobota sroda

7 | niedziela wtorek

1. Podaj wyrazy ar, ag, ag i a9 ciagu:

a) kolejnych liczb nieparzystych dodatnich: 1, 3,5, 7, ...

b) odwrotnosci kolejnych liczb parzystych dodatnich: %, i, %, é,

¢) kolejnych liczb pierwszych: 2, 3, 5, 7, .

2. Naszkicuj wykres ciagu o wyrazach:
a) -1, -2, =3, —4, -5, ...
b) 1,0,2,0,3,0,4,0, ...
c) -3,3,-3,3,-3,3, ...

3. Wyrazy a4, as,...,aq ciagu sa przybli-
zeniami dziesietnymi liczby x, do pierw-
szego, drugiego, ..., széstego miejsca po
przecinku. Wypisz te wyrazy.

a)x:\/i b)x:\/§

4. Na rysunku przedstawiono wykres ciagu
(a,) o wyrazach: V1, /2, V/3, V4, ...
7 wykresu mozemy odczytac, ze do prze-
dziatu (1;2) naleza dwa wyrazy tego cia-
gu: a; = V2 i a3 = V3. Ile wyrazéw
ciaggu (a,,) nalezy do przedziatu:

a) (2;3), b)(3;4), ¢ (45),

c)rx=m

3.a) a1 = 14, ap = 1,41, a3 = 1,414,
as = 1,4142, a5 = 1,41421, ag = 1,414214
b) a1 = 1,7, a2 = 1,73, as = 1,732,
as = 1,7321, as = 1,73205, as = 1,732051
c) a1 = 3,1, az = 3,14, as = 3,142,
as = 3,1416, as = 3,14159, as = 3,141593
4.a)4 b)6 c) 8 d) 22

£) 1

d) 23, 21, 21 2L 2L
e) —1,2, -3,4, 5,6, ...
1 1 1 1 1 1 1

5 929

) 40 Ty gy Ly 16yt
V2 & 1,41421356237309505
V3 ~ 1,73205080756887729

T~ 3,14159265358979324

Y

1 .

o] 1

d) (11;12)?



3.2. Sposoby okreslania ciggu
Cigg mozemy opisaé slownie, podajac warunki, jakie spetniaja jego wyrazy.

Przyktad 1

a) Ciag kolejnych cyfr wystepujacych w rozwinieciu dziesietnym liczby .
Jest to ciag: 3,1,4,1,5,9,2,6,5,3,5,8,9, ...

b) Ciag kolejnych liczb pierwszych wigkszych od 10.

Jest to cigg: 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, ...

Cwiczenie 1
Wypisz siedem poczatkowych wyrazow ciaggu:
a) kolejnych liczb naturalnych, ktérych pierwiastek jest liczba niewymierna,

b) kolejnych liczb pierwszych wiekszych od 30.

Innym sposobem okreslenia ciagu jest podanie wzoru na n-ty wyraz ciagu —
taki wzér nazywamy wzorem ogélnym ciggu (zwanym tez wzorem jawnym).

Przyktad 2
a) Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu o wzorze ogdlnym a, = 3.

Po podstawieniu za n kolejno liczb: 1, 2, 3, 4, otrzymujemy:

1 _ 2 _ 1 _ 3 3 _ 4 _ 1
3 2= 7 =5, 3= 53T g M=o =g

a; =

1
n’

b) Oblicz dziesie¢ poczatkowych wyrazéw ciaggu o wzorze ogélnym a,, = 1 —

Po podstawieniu za n kolejno liczb: 1, 2, ..., 10, otrzymujemy:

0.1 2 3 45 6 7 8 9
> 2737 47 57 62 77 8 97 10

Cwiczenie 2

Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu (a,) oraz wyraz ag.

a)a:i b)a:ﬁ ) a, = —>— d) a, = n® —n?
n nt+1 n n2+1 n n(n+2) n

Cwiczenie 3

Oblicz nastepujace wyrazy ciagu (a,): ai, as, as, a4 i asp.

a) a, = (—1)"*! ¢) a, =(—1)"-n

_ 1 _ 1 _ -1, 2n-1
b) an = (=112 d)a, = (=) 2 f) g, = (-1 2
Cwiczenie 3
a)a1:1,a2:—1,a3:1,a4:—1,a10:—1
b) a; = 2, az = —4, az = 8, g = —16, aijo = —1024
c) a1 =—1,a2 =2, a3 = -3, as =4, a1o = 10
d) a; = —4, a2 = 8, az = —16, g = 32, ajp = 2048
e) a1:0,GQZ%,U@:—%,(M:%,am:%
f) al:%7(12:_%7(13:%70‘4:_%76‘10:_%

Uczen:

— wyznacza wzor ogblny ciagu,
gdy danych jest kilka jego
poczatkowych wyrazéw,

— wyznacza wskazane wyrazy
ciagu okreslonego wzorem
0g6lnym,

— wyznacza wyrazy ciagu spet-
niajace dany warunek,

— wyznacza wzér ogélny
ciggu spelniajacego podane
warunki.

Cwiczenie 1
a)2,3,5,6, 7,8, 10
b) 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59

Komentarz

Warto zwréci¢ uwage uczniéw
na okreslenie ,,wzér jawny”,
ktére oznacza wzor pozwalajacy
obliczy¢ dowolny wyraz ciagu,
bez koniecznoéci obliczania
wyrazow wezesniejszych.

Cwiczenie 2
1 4 9
3)011257@2:57@3:2,
_ 16 __ 100
a4 = 5, 410 = T3

3 4
b)ar =0,a2 =%, a3 = 3,
__ 15 _ 9
a4 = 77, @10 = 157
— 1 _ 3 _ 1
C) a1 = —1l,a2 = —g,a3 = — 5,
1 1
a4 = —3, Q10 = — 79
d) a1 =0, a2 = 4, as = 18,
a4:48, a10:900

MultiteZa

* Wykresy wybranych ciggow
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3.2. Sposoby okreslania ciggu



Cwiczenie 4
a) ap = 3" '
b) an = n®—1

Cwiczenie 5

a)as =2,a5 =3, a6 =4
b) as = 8, a5 = 27, ag = 64
c) as=0,a5=—-1,a6 =0

3. Ciagi

Czasem na podstawie kilku poczatkowych wyrazéw ciagu mozna odgadnaé
regute, wedtug ktérej mogly one powstaé, co pozwala zaproponowaé wzor
ogblny tego ciagu.

Przyktad 3

Kolejne wyrazy ciaggu Przyktadowy wzoér ogdlny ciggu

3,5,7,9,11, 13, ... a, =2n+1
4,7,12,19, 28, ... a,=n>+3
-3,3,-3,3, -3, ... a, = (=1)"-3
Cwiczenie 4
Zaproponuj wzOr na n-ty wyraz ciaggu.
a) 1, 3,9, 27, 81, 243, ... e) 1, V2, V3, 2, V5, V6, V7, ...
b) 0, 3, 8, 15, 24, 35, ... f) %, %, %, 13—7, %, 337,
c) —1, 4, =9, 16, —25, 36, ... g8 5 T i I i o
d) 3, —9, 27, —81, 243, ... h) &4, 5%, 5% - 25

Zauwazmy, ze na podstawie kilku poczatkowych wyrazéw ciggu mozemy podaé
rézne wzory na n-ty wyraz ciggu.

Cwiczenie 5
Trzy poczatkowe wyrazy ciagu (a,) sa réwne: —1, 01 1. Oblicz wyrazy a4, as
i ag, jesli:

a) a, =n—2, b) a, = (n —2)3, ¢) a, = —cos(n—1)3.

Przykiad 4

Ktére wyrazy ciaggu okreélonego za pomoca wzoru a,, = 25—n? sa réwne zeru?
25 —n*=0

n=-5lubn=>5

Z zalozenia n € N, zatem jedynym wyrazem ciagu (a,) réwnym zeru jest as.

Cwiczenie 6
Ktére wyrazy ciagu (a,,) sa réwne zeru? Ktére wyrazy tego ciagu sa dodatnie?

a) a, =12 —3n c) a, =n?—4
b) a, =14 —3n d) a, = 40 — n?
Cwiczenie 6

a) as = 0; ap, > 0dlan e {1,2,3}

b) brak wyrazéw réwnych 0; a, > 0 dlan € {1,2,3,4}
c)az=0;a,>0dlan>3ineN

d) brak wyrazéw réwnych 0; a, > 0 dlan € {1,2,3,4,5,6}



Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. Oblicz pieé poczatkowych wyrazdéw ciagu (a,,). 1. a) 2, 6, 10, 14, 18
. . (71)71 . (71)n+1 b) 2, 2, O, —4, —10
a) a, = 4n — 2 d) a, = —*— g) an = "0y ¢) 1,2, 5,12, 27
1 1 1 1
_ > _ 5 (D" _ nfi4+(=D"] d)-1,3 -3 1 3
b) a, =3n—n e) Uy =2 — —— h)an_f 933111 5
c) a, =2"—n f) a,=(-1D)""+n i) a,=n?+(—n)""! ) 2,1,4,3,6
g) i 11 1 1
. 72 , . 27 67 127 20’ 30
2. Wypisz sze$é¢ poczatkowych wyrazdéw ciagu (a,,). h) 0, 2, 0, 4, 0
) 1 dla n nieparzystych 2n  dla n nieparzystych i) 2,2, 18, —48, 650
a) a, = An =
' 7—1L dla n parzystych ' — dla n parzystych 2.a)1,3,1,3,1, 3
. . b) 0, 4, 0, 16, 0, 64
0 dla n nieparzystych L dla n nieparzystych L ’
b)an:{n Parzysty d)an:{”Jr; parzysty c)2,2,6§10,g
2™ dla n parzystych n* dla n parzystych )l 4116 L, 36
3. Zaproponuj wzor ogdlny ciagu. 3. a) ap, = %
a) 1,8 8 I & U d) 2, V3, V4, V5, V6, b) an = mHETY
11 1 1 1 1 4 7 10 13 c) ap, = (—1)"- L
b) T30 55 57 7o0 gare o ¢) & i 160 210 200 - Jan=("D" 3
JEE S S W R £) 0,10 L 0, L o= Yal
¢ 37 97 277 817 2437 " > 97 ) 81 7290 Tt e) a — Sn-2
ww 5n+1
4. Ktore wyrazy ciagu (a,) sg réwne zeru? f) a, = 2"
a) a, =n*(n—3) ¢) a,=n’—4n*+4n e) a, =n'—13n2+36 4 a)as b)ai, as ¢ a
2 3 o 2 3 9 d) brak wyrazéw réwnych 0
b) a, = n“—4n+3 d) a, = n°—3n“+4n f) a, = (n°—64)(64—n~) ) f)
n+1 2n2+4 3n—1 €) az, as 1) a4, as
5. a) a1,az, ..., as
. . . o
5. Ktére wyrazy ciagu (a,) sa ujemne? b) as, as, . .., as
a) a,=n?>-5n—-10 b)a,=n*>-1In+10 c¢) a, =3n>—10n+38 ¢) brak wyrazéw ujemnych
. . 6. a) as b) as, as
. . N
6. Ktére wyrazy ciagu (a,) sa réwne JQedGen.15 ¢) aurin, k €N
a) a, =n?>—2n—14 b)an:% c) an:sin% 7.a)ne{l,2...,5}
b)neN+\{3 4,5)
7. Dla jakich n wyrazy ciagu (a,) sa mniejsze od wyrazéw ciagu (b,)? 8.a)a.=1+2%¢eZ,
a) a, =n(n—2>5), bn:% b) a, =2n+6, b, = (n>—9)(n—75) gdy n € {1,2,4},
n ai, az, a4
8. Wyznacz wyrazy ciagu (a,,), ktére sa liczbami catkowitymi. b) an =2+ 55 €2,
_ nt4 _ 2n+8 _ 36-n2 gdy n € {1,2,5},
a) a, = n b) @, = n+1 ¢) @ = n?2 ax, az, as
@ 9. Uzasadnij, ze wykresy ciagéw (a,) i (b,) nie maja punktéw wspélnych © an =3z —1€Z,
’ " " ' gdy n € {1,2,3,6},
a) a, =2n>-n+9, b,=6—-8n b)a,=4n3 b, =4n*>—n a1, az, as, ag

9. a) a, =b,, gdy 2n> —n+9 =6 —8n
2n° +Tn+3=0
n=-3¢Nilubn=—-1¢N,
Zatem réwnanie a, = by, nie ma rozwiazan w zbiorze Ny, czyli wykresy ciagéw (ar)
i (bn) nie maja punktéw wspdlnych.
b) an = by, gdy 4n° = 4n> —n
n(2n—1)2=0
n=0¢N; lubn=1¢Ny
Zatem réwnanie a, = by, nie ma rozwiazan w zbiorze Ny, czyli wykresy ciagéw (ar)
i (bn) nie maja punktéw wspdlnych.

3.2. Sposoby okreslania ciggu



11.

12.

13.

a) an=n>—6n+5

b) a1,az, ..., ar

Parabola y = a(z — 2)? + 8
przechodzi przez punkt (0, 0),
czyli 0 = a(0 — 2)% + 8.
Zatem y = —2(x — 2)> + 8 =
= —222% + 8z,

czyli an = —2n? + 8n.
Podstawiamy wspotrzedne
punktéw do wzoru ogdlnego
funkcji kwadratowej

y = az® + bz + c.

0=c
1=4a+2b
4 = 16a + 4b
=
b=0
c=0

Zatem y = 12°, czyli

2

1
an:Zn,a6:9,

a0 = 25, azo = 100.

3. Ciagi

10. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

11.

12.

13.

14.

14.

Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w wykresie funkcji  \Y
liniowej przedstawionym na rysunku obok. Wy-

znacz wzor ogblny tego ciagu.

Punkty (1,4) i (3,0) naleza do wykresu funkcji
liniowej y = ax 4+ b. Rozwigzujemy uklad réwnan:

{ =a+b

0=3a+b 1

iotrzymujemy a = —21ib = 6. Zatemy = —22+6, [ X
czyli wzér ogblny ciggu ma postaé a, = —2n + 6.

Wyznacz wzér ogdlny ciagu (a,), jesli jego wykres zawiera sie w prostej:
a) przechodzacej przez punkty (2,2) i (6,0),

b) réwnolegtej do prostej y = —%m + 4 oraz najwiekszy wyraz tego ciggu
jest réwny %,

¢) prostopadlej do prostej y = 3x oraz ag = 7.

a) Wykres ciagu (a,) jest zawarty w paraboli
przedstawionej na rysunku obok. Wyznacz wzér \ /
ogolny tego ciggu. \ /
b) Ktére wyrazy ciagu (a,) spelniaja nieréw-
nosé a,, < 127

ot

Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w paraboli prze- \ /
chodzacej przez poczatek uktadu wspédlrzednych \ /
i majacej wierzchotek w punkcie (2, 8). Wyznacz 1

wzor ogdlny tego ciaggu. 0

Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w paraboli prze-
chodzacej przez punkty (0,0), (2,1) i (4,4). Wy-
znacz wzor ogolny tego ciggu. Oblicz wyrazy ag,
10 1 ag.

—4

Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w pewnej paraboli. Wyznacz wzor ogdlny
tego ciggu i oblicz jego 6smy wyraz, jesli wiadomo, ze:

a) wierzcholek tej paraboli ma wspdlrzedne (3,9) oraz a; = 5,

b) parabola ta przecina o§ OX w punktach (—2,0) i (4,0) oraz ag = 8,

¢) parabola ta przecina o§ OY w punkcie (0, —4) oraz ay, = 4, az = 11.

a) Parabola y = a(x — 3)? + 9 przechodzi przez punkt (1,5), czyli:
y=—(z—38)*+9=—2°+6z
Zatem an = —n? + 6n, ag = —16.
b) Parabola y = a(z + 2)(x — 4) przechodzi przez punkt (6, 8), czyli:
y=13(x+2)(z—4) =12 —z—4
Zatem a, = %n2 —n —4, ag = 20.
¢) Parabola y = az? + bz — 4 przechodzi przez punkty (2,4) i (3,11), czyli:
4=4a+2b—-4
{ 11=9a+3b—4
a=1,b=2
Zatem y = x4+ 22 — 4, czyli an = n? + 2n — 4 oraz ag = 76.



3.3. Ciagi monotoniczne (1)

Przykfad 1

Kolejne wyrazy ciagu o wzorze ogdlnym a,, = % (wy-
kres obok) to: &, 2, 2, 2,3 8 T Kazdy wyraz
tego ciagu (oprécz pierwszego) jest wiekszy od wy-

[}
)
H *
.
°

Y
2 -~ -
1
0

razu poprzedniego, zatem ciag (a,) jest rosnacy. | 123456 17X

Ciag (a,) nazywamy ciggiem rosnacym, jezeli dla kazdej liczby n € N,
spelniona jest nier6wnosé a, 1 > a, (czyli a,.; — a, > 0).

Zauwazmy, ze jedli ciag (a,) jest rosnacy, to dla dowolnych m,n € N, takich,
ze m > n, zachodzi nieréwnosé a,, > a,.

Przyktad 2
Kolejne wyrazy ciagu o wzorze ogdlnym a,, = % (wy-

1727 3 42 50 60 1)
tego ciagu (oprécz pierwszego) jest mniejszy od wy- [ S

Y.
kres obok) to: 2, 2, 3 3 333" | Kazdy wyraz 2
1
@)

razu poprzedniego, zatem ciag (a,) jest malejacy. ' 1232456 7x

Ciag (a,) nazywamy ciggiem malejacym, jezeli dla kazdej liczby n € N,
spelniona jest nier6wno$é a, 1 < a, (czyli a,;1 —a, < 0).

Zauwazmy, ze jesli ciag (a,) jest malejacy, to dla dowolnych m,n € N, takich,
ze m > n, zachodzi nieréwnosé a,, < a,,.

Cwiczenie 1

Podaj przyktad ciagu:

a) malejacego o wszystkich wyrazach wigkszych od 10,
b) rosnacego o wszystkich wyrazach ujemnych.

[D] Przyktad 3
Uzasadnij, ze ciag a, = (—1)"- L (wykres obok) Yl

nie jest ani rosnacy, ani malejacy.

Kolejne wyrazy ciagu (a,) to: 0 ! X

1l 11 11
9 39 40 5% 6 "
Aby stwierdzié, ze ciag ten nie jest ani rosnacy, ani malejacy, wystarczy za-

uwazy¢, ze na przyklad drugi wyraz jest wigkszy od pierwszego (ay > ay),
natomiast trzeci wyraz jest mniejszy od drugiego (az < a»).

Uczen:

— podaje przyklady ciggdéw
monotonicznych, ktérych
wyrazy spelniaja dane
warunki,

— uzasadnia, ze dany ciag nie
jest monotoniczny, gdy dane
sg jego kolejne wyrazy albo
wzér ogdlny,

— Wyznacza Wyraz an+1 Ciggu
okreslonego wzorem ogdlnym,

— bada monotoniczno$é ciagu,
korzystajac z definicji,

— wyznacza wartos¢ parametru
tak, aby ciag byt ciagiem
monotonicznym,

— dowodzi monotonicznosci
ciagéw okreslonych za
pomoca innych ciaggéw mono-
tonicznych; podaje przyktady
takich ciggow.

Cwiczenie 1
a)np. a, =10+ 1
b) np. an = —=

MultiteZa

* Wykresy wybranych ciggow
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.3

Generator

testow i sprawdzianoéw

3.3. Ciggi monotoniczne (1)



Cwiczenie 2

a) a2 < as, ale az > au,

wiec cigg nie jest monotoniczny.
b) a1 > a2, ale a4 < as,

wiec cigg nie jest monotoniczny.
Cwiczenie 3

a)ar =4,a2=1,a3=0,

as = 1, as = 4; nie jest

b) a1 =3, a2 =4, as = 3,

as = 0, as = —5; nie jest

c) a1 =—1, a2 = =5, a3 = -7,
as = —7, as = —5; nie jest
Cwiczenie 4

__ n+1
a) Gnt1 = 503

= —2n-2
b) An+1 3nT:—1

_ n—2
C) On+1 = n2+2n+2

2
d) ant1 = 555

Cwiczenie 6

a) ant1 = 253

An+1 — Gn = m <0
dla n € N.. Zatem ciag (an)
jest ciagiem malejacym.

__ 4n+6
b) ani1 = Bnrd

_ _14
Ant1 = an = Erpyaray <0

dla n € N.. Zatem ciag (an)
jest ciggiem malejacym.

_ n+3
€) ant1 = 3355

— =i
Gnt1 = 0n = Gurg)Enrs) <0
dla n € N. Zatem ciag (an)
jest ciagiem malejacym.

4) ant1 = e

Zauwazmy, ze (n + 1) > n?
wiec (n+1)% +1 > n? + 1, czyli
Gn = 7251 > DT = Gntl
dla n € N. Zatem ciag (an)
jest ciggiem malejacym.

3. Ciagi

[0] Cwiczenie 2

Uzasadnij, ze podany cigg nie jest monotoniczny.

a) 1,2,3,1,2,3,1,2,3, ... b) —1,—1%, -2, —21 /5, -3, 3L .
Cwiczenie 3

Oblicz pieé¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,). Czy jest to ciag monotoniczny?
a) a, = (n—3)? b) a, = —n®+4n ¢) a,=n>—Tn+5

Aby wykazaé, ze ciag (a,) jest monotoniczny, nie wystarczy obliczenie kilku
jego poczatkowych wyrazow. Nalezy zbadaé znak réznicy a,1 — a, dla do-
wolnego n € N,.

Przyktad 4

Dany jest ciagg o wzorze ogdlnym a,, = 22

n+3°

Wyznacz wyraz a,.

_ 2(n+l) _ 2n42 Wyraz an+1 otrzymujemy, wstawiajac

Apy1 — =

e (n+1)+3 n+4 we wzorze ogblnym n + 1 w miejsce n.
Cwiczenie 4
Wyznacz wyraz a, 1 ciagu (a,).

n —2n n—3 n?-1
a) a, = 2n+1 b) a, = 3n—2 ¢) an = n2+1 d) @, = 2n—>5
[0] Przyktad 5
Wykaz, ze ciag a, = 47 jest rosnacy.
—_ntl _ n+l Wyznaczamy wyraz an.i1.

Intl = GODF1 - ny2 ' s N
Wyznaczamy réznice a,1 — ayn:
a a0 = n+tl  n (n+1)2-n(n4+2) _ n2+42n+1-n2-2n 1

O N (n+2)(n-+1) (n+2)(n+1) (n+2)(n+1)

Zauwazmy, ze a,.1 — a, > 0 dla kazdej liczby naturalnej n > 1, zatem ciag
(a,) jest ciagiem rosnacym.

[0] Cwiczenie 5

Wykaz, ze ciag (a,) jest rosnacy.

9 n 2n—2 4n+1
a) a, =n°—n b) a, = — c) a, = d) a, = ——=
) an ) an n+4 ) an 2n+1 ) an 3n+1

[0] Cwiczenie 6

Wykaz, ze ciag (a,) jest malejacy.

_ n+2 _ 4n+2 _ nt2 1
a) a, = n+1 b) an = 5n—1 c) ap = 2n+3 d) a, = n2+41
Cwiczenie 5

a) Gn41 =n24n, any1 —an =2n>0dlan e N,.
Zatem ciag (an) jest ciagiem rosnacym.
_ n+41l _ 4
b) An+1 = om0 An+1 — An = W >Odlan€N+
Zatem ciag (an) jest ciagiem rosnacym.
C) An41 = #13, An+1 — An = m >Odlan€N+.
Zatem ciag (an) jest ciagiem rosnacym.
d) ant1 = 422, ant1 — an = GaeEas > 0dlan € Ny

Zatem ciag (an) jest ciagiem rosnacym.



Ciagami monotonicznymi, oprocz ciagéw rosnacych i ciagdw malejacych, sa
ciagi stale, ciagi niemalejace i ciagi nierosnace.

Ciag (a,) nazywamy ciagiem stalym, jezeli wszystkie wyrazy tego ciagu
sg réwne.

Ciag (a, ) nazywamy ciagiem niemalejacym, jesli dla kazdej liczby n € N
spelniona jest nieréwnosé a, 1 > a, (czyli a,.; — a, > 0).

Ciag (a,) nazywamy ciagiem nierosngcym, jesli dla kazdej liczby n € N,
spelniona jest nieréwnosé a, 1 < a,, (czyli a,.; — a, <0).

Uwaga. Kazdy ciag rosnacy jest ciagiem niemalejacym, a kazdy ciagg malejacy jest
ciagiem nierosnacym.

Cwiczenie 7
Jakie liczby mozna wstawi¢ w miejsce [7], aby otrzymad cigg niemalejgcy?

a) 1,2,3,4,[2[7,4,5,6, ...

b) ]" gv, 2; 7 7 3, 3, 3,

Cwiczenie 8
Wypisz osiem poczatkowych wyrazéw dowolnego nierosnacego ciagu (a,), dla
ktorego: a) ay = a3 =2,a; =1, b) ay =as=—1, ay = —2.
Zadania
1. Wyznacz wyraz a, 1 ciagu o podanym wzorze ogélnym.
2 _ 34n _ 3n—4 _ 2n?43
a) a, =n*—1 ¢) a, = - e) a, = S g) a, = TG
2n 2-3n 4-2n?
b) a, = 2n —n? d) a, = — f) an =" h) a, = 55—
@ 2. Wykaz, ze ciag (a,) jest monotoniczny. ,
a) a, =n?—2n b) a, = 1—n? c) a, = 347 d) a, = 2_42n
n n
@ 3. Wykaz, ze ciag (a,) jest monotoniczny.
" o4l " 2n—1 ™ 3n+5 8 n ==
_ 3n _ 3n+2 _ 2-3n _n?
b) a, = n+2 d) an = dn+1 f) a, = 3—4n h) a, = n+1

Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,). Uzasadnij, ze ten ciag nie
jest monotoniczny.

et c) a, = |n—4|

d) a, = |n* — 4|

a) a, = e) a,=(n—1)(n—3)

f) a, =8n —n?

n

b) a, =4 — o

n

= m < 0 dlan € Ni. Zatem ciag (an) jest malejacy.
= m > 0 dla n € Ny. Zatem ciag (an) jest rosnacy.
) an+1 — an = m < 0 dlan € N;. Zatem ciag (an) jest malejacy.

= 7(%“3(54"%) < 0 dla n € N4. Zatem ciag (an) jest malejacy.

e) ant1 — an = m > 0 dla n € N4. Zatem ciag (an) jest rosnacy.
f) ant1 —an = m < 0 dla n € N4. Zatem ciag (an) jest malejacy.
g) ant1 —an = f&riﬁ > 0 dla n € N4. Zatem ciag (an) jest rosnacy.

h) any1 —an = (ﬁ-ﬁ% > 0 dla n € N4. Zatem ciag (an) jest rosnacy.

Cwiczenie 7

a)as =as =4

b) as € (2;2), as € (2;3),

ag € <2;3> ias < ag
Cwiczenie 8

Przyktadowa odpowiedz:

a) 2,222 1,1,1, 1

b) 2, 2,2, -1, -1, -1, —2, —2

Odpowiedzi do zadan
1.a) n> +2n b) —n?+1

) n+4 ) 2n+42

n+1 n+6
3n—1 —3n—1
2::+3 ) 4nn—l

)
) 2n2 4+4n+5 h) —2n2 _4n+2
)

Cc

e

g 18 2n214dnt1

.a) any1—anp =2n—1>0dla

n € N4. Zatem ciag (an) jest
ciggiem rosnacym.

b) any1 —an=-2n—-1<0
dla n € Ny. Zatem ciag (an)
jest ciagiem malejacym.

C) an+1 — An
dla n € N. Zatem ciag (an)

_ 7
— " nln+D) <0

jest ciagiem malejacym.

d) an = % — 4,

__ 2

= oz — 4
Zauwazmy, ze (n 4+ 1)% > n?,

An+1

wiec ﬁ < %, czyli

2 2 _
mr —4<mz 4=
= an dla n € N;. Zatem ciag

an+1 =

(an) jest ciagiem malejacym.

11 11
4. a) 17 T 40 9 16’ 25

a1 > az, ale as < as
1 1 3 1

b) 57 357 45, 31, 45

a1 > az, ale as < as

¢)3,21,01

a3 > as, ale as < as

d) 3,0, 5, 12, 21

a1 > ag, ale az < a3

e) 07 _1, O, 3, 8

a1 > ag, ale az < as

f) 7, 12, 15, 16, 15

az < a4, ale as > as

3.3. Ciggi monotoniczne (1)



6. a

O

10.

11

12.

.a) np. a, =

. a) malejacy b) staly

c) rosnacy

k<1 b)k>1c)k=1
) k€ (3;00)

b) k € (—oo0; —1) U (1;00)
) k€ (—V3V3)

. a) nierosnacy dla t > 9,

niemalejacy dla ¢t <9

b) nierosnacy dla t € (—3;3),
niemalejacy dla

t € (—o0; —3) U (3;00)

c) nierosnacy dla

t € (—o0;0) U (2; 00),
niemalejacy dla ¢ € (0;2)

. a) Ciag jest malejacy, gdy

Ant+1 — Qn = % <0

dla n € N4, czyli dla

k € (—o0;0).

b) Ciag jest malejacy, gdy
An+1 — Qn = % <0

dla n € N4, czyli

dla k € (0;1).

c) Ciag jest malejacy, gdy
=27 <0

dla n € N4, czyli

dla k € (—1;0).

An+1 — An

a) Ciag jest rosnacy, gdy
an+1 —an=2n+1—p >0
dla n € N4, czyli dla p < 3.
b) Ciag jest rosnacy, gdy
Gn+l = n = GG > 0
dlan € N4, czyli dla p > 0.
c) Ciag jest rosnacy, gdy
2—
@nt1 = @n = Gpynrs > 0
dla n € N4, czyli dla p < 2.

b

=3

) np.
a) np. a, = —n
) np.

3. Ciagi

10.

11.

12.

13

Wykres ciagu (a,) jest zawarty w prostej przedstawionej na rysunku.
Okresl monotoniczno$é tego ciagu.

a) v b) v c) v
o] 1 X o] 1 X [0lpat X

Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w prostej y = (k—1)x. Dla jakich wartosci
parametru k ciag (a,) jest: a) malejacy, b) rosnacy, c) staly?

Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,) jest rosnacy?
a) a, = (2k—3)n—=6 b) a, = (k* —1)n+4 ¢) a, = (3—k*)n

Dla jakich wartosci parametru ¢ ciag (a,) jest nierosnacy, a dla jakich
niemalejacy?
a) a, = (3—it)n+2

b) a,={t*—-9)(n+1) «¢) a, =—n(t*—2t)

Dla jakich wartoéci parametru k ciag (a,,) jest malejacy?
k%41

_ 1 _
a) a, = T b) a,=(1-+)n+3 c) an—k—_Hn—2
Dla jakich wartosci parametru p ciag (a,) jest rosnacy?
=n? - = P — ntp
a) a, =n*—mnp b) a, = p_—| c) a, "

a) Podaj przyklad ciagu malejacego (a,,) takiego, ze ciag (b,) okreslony
za pomoca wzoru b, = a? jest rosnacy.

b) Podaj przyktad ciagu rosnacego (a,) takiego, ze ciag (b,) okreslony za
pomoca wzoru b, = a? jest malejacy.

a) Podaj przyklad ciagu malejacego (a,) takiego, ze ciag (b,) okreslony
za pomoca wzoru b, = |a,| jest rosnacy.

b) Podaj przyklad ciagu rosnacego (a,,) takiego, ze ciag (b,) okreslony za
pomoca wzoru b, = |a,| nie jest monotoniczny.

a) Wykaz, ze jedli ciag (a,) jest rosnacy, ¢ > 01 d € R, to ciag okreslony
za, pomoca wzoru b, = ¢ - a, + d jest rosnacy.
b) Wykaz, ze jedli ciag (a,) jest malejacy, ¢ < 01d € R, to ciag okreslony
za pomoca wzoru b, = ¢ - a, + d jest rosnacy.

a) Ciag (an) jest rosnacy, czyli ant1 —an > 0 oraz ¢ > 0.

b1 —bpn=c-ant1+d—c-an—d=c(ant1 —an) >0dlan € N,.

Zatem ciag (b,) jest ciagiem rosngcym.

b) Ciag (an) jest malejacy, czyli ant1 —an < 0 oraz ¢ < 0.

brnt1 — bn = c(ant+1 — an) > 0 dla n € N4. Zatem ciag (bn) jest ciagiem rosngcym.



3.4. Ciagi okreslone rekurencyjnie

Ciag (a,) mozemy okresli¢, podajac jego pierwszy wyraz a; (lub kilka poczat-
kowych wyrazéw) oraz wzdér na wyraz a,,,, wyrazony za pomoca poprzed-
niego wyrazu (lub kilku poprzednich). Taki sposéb okreslenia ciagu nazywamy
rekurencyjnym.

Przyktad 1
Oblicz wyrazy as, as i a4 ciagu (a,,) okreslonego rekurencyjnie.

a =1
{anﬂ =a’2+1 dlan>1
Podstawiamy za n kolejno: 1, 2, 3 i otrzymujemy:
a=a+1=1>+1=2
az=a3+1=2>+1=5
as=a3+1=5"+1=26
Cwiczenie 1

Ponizej podano rekurencyjne okreslenie ciaggu (a,) i obliczono wyrazy a, i as.
Oblicz wyrazy ay4, as i ag.

2) a; = —1 a=a—-1=(-1)*-1=0
np1=a, —1 dlan>1 az=a3—1=0-1=-1

b) {a1—1 as=2a;,+1=2-1+1=3
Gpy1 =2a,+1 dlan>1 a3 =2a5+1=2-3+1=7

) {a1—2 a2:2a1+(—1)1:2-2—1:3

¢
Apy1 =2a, + (1" dlan>1 ' g =2¢,+(-1)2=2-3+1=7

Cwiczenie 2

Oblicz wyrazy as,as, ..., ag ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie.

a; — 2 d) a; = i
Opt1 =0, —3 dlan>1 Anir = 2" - Gy
a; = -3
b) {a = 2a
n+1 — n

a1:1
Opy1 =30, —2n dlan>1

dlan>1

dlan>1

dlan>1
Cwiczenie 2
a)az =—1,a3=—4, a4 = -7, a5 = —10, ag = —13
a2 = —6, asz = —12, ag = —24, as = —48, ag = —96

a2 =1,a3=—1, a4 = -9, as = —35, ag = —115

o

)
b)
)

)

d) az = 35, a3 = 3, a1 = 1, a5 = 16, ag = 512

€) az =3, a3 =7, as = 46, a5 = 2112, as = 4460539
f) a2:a3:a4:a5:a6:0

Uczen:

— wyznacza poczatkowe wyrazy
ciggu okreslonego rekuren-
cyjnie,

— wyznacza wzor rekurencyjny
ciagu, gdy dany jest wzor
ogblny ciagu,

— rozwigzuje zadania o podwyz-
szonym stopniu trudnosci
zwigzane ze wzorem reku-
rencyjnym ciggu.

Cwiczenie 1
a)as=ai—1=(-1)2-1=0,
as=a3 —1=0%—1=—1,

as=a2—1=(-1)2-1=0

b) as =2a3+1=2-7+1 =15,
as =2a4+1=2-15+1=31,
as=2a5+1=2-314+1=063

C) a4:2a3+(—1)3:

=G il =117,
as :2a4+(—1)4 =
—2.13+1=27,
ag = 2a5 + (—1)° =
—2.27-1=53
Multitefa

® Rekurencja
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Cwiczenie 3

a) az =2, a4 =4, as = 6,
ag = 10

b) as =4, a1 =17, as = 11,
ag = 18
c)az=0,as=—-1,a5 =1,
ag = 2

d) as :0, a4 = —3, as = —4,

ag =T

3. Ciagi

Przyktad 2
Oblicz wyrazy as, a4, ..., a1 ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie.
ap =1, ay; =1
{an+1 =a,+a,; dlan>2

Zauwazmy, ze kazdy wyraz ciagu (z wyjatkiem pierwszego i drugiego) jest
suma dwbch poprzednich wyrazow. Jego dziesie¢ poczatkowych wyrazow to:
1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55

Ciag ten znany jest jako ciag Fibonacciego [czyt. fibonaczcziego].

Czy wiesz, ze...

Leonardo z Pizy (ok. 1180-1250), znany jako Fibonacci,
jest uwazany za najwybitniejszego matematyka srednio-
wiecznej Europy. Podrézujac po krajach Wschodu, za-
poznal si¢ z osiggnieciami matematyki arabskiej i hindu-
skiej. W swoim dziele Liber abaci z 1202 roku dokonal
podsumowania stanu owczesnej wiedzy matematycznej.

Cwiczenie 3
Oblicz wyrazy as, a4, as 1 ag ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie.

a1:O,a2:2 alzl,agzl
2) Opny1 =0+ a, 1 dlamn>2 ©) ap1=a2 —a,, dan>2

b a1:17a2:3 d a1:2,a2=1
) Opy1 =0y +a, 1 dlan>2 ) Qpy1 =0p -Gy 1 —n dlan>2

@ Przykiad 3
Uzasadnij, ze ciag (a,) jest monotoniczny.

aq :3
— 2
an+1 =an, — N

Wyznaczamy réznice a,.1 — a, i okredlamy jej znak:
api1—a, =a,—n*—a, =—-n? < 0dlan € N, zatem ciag (a,) jest malejacy.

dlan>1

[0] Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze ciag (a,,) jest monotoniczny.

a) a; = 2 c G1:5
pyr1 = ap +4n*> —1 dlan>1 pyr =n%-a, dlan>1

b a; = 8 d a; = 2

) Unp1=0p — 57 dlan>1 ) anH:?’:le-an dlan>1
Cwiczenie 4
a) Gni1 — an = 4n® —1 > 0 dla n € N, zatem ciag (a,) jest ciaggiem rosnacym.
b) ant1 — an = —5= < 0 dla n € Ny, zatem ciag (an) jest ciggiem malejacym.
Komentarz

Zauwazmy, ze w podpunktach c) i d) wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa dodatnie.

¢) Unt1 — an = nan — an = an(n® —1) >0 dla n € Ny, zatem ciag (an) jest

niemalejacy.
d) ant1 —an = 3:4‘_*‘21 cQp — Qp = Gp, - 271";21 > 0 dla n € Ny, zatem ciag (an) jest
rosnacy.



Podanie wzoru ogdlnego ciagu, ktory jest okreslony rekurencyjnie, moze by¢
trudne. Natomiast jesli znamy wzor ogdlny ciagu, to ciag ten mozemy zdefi-
niowa¢ rekurencyjnie.

Przyktad 4
Dany jest ciag o wzorze ogdlnym a,, = n(n+1). Okresl ten ciag rekurencyjnie.
Wyznaczamy wyrazy: a; = 1-2 =2 oraz a,41 = (n+ 1)(n + 2).
« Ciag mozemy okresli¢ rekurencyjnie na podstawie réznicy:
i1 —a,=Mn+1)(n+2)—nn+1)=2n+2

Stad otrzymujemy rekurencyjne okreslenie ciagu (a,,):

a1—2
py1 =0, +2n+2 dlan>1

« Rekurencyjne okreélenie ciggu mozemy réwniez wyznaczy¢ na podstawie

ilorazu:
Any1 _ (n+1)(n+2) _ n+2

an n(n+1) n

Stad otrzymujemy inne rekurencyjne okreslenie ciagu (a,,):

01—2
anH:nTJrz-an dlan>1

Cwiczenie 5

Okresl rekurencyjnie ciag (a,) na dwa sposoby. Skorzysta]j najpierw z réznicy
Un41 — Gy, a nastepnie z ilorazu 22+,

a) a, =2n+1 c) a, =2-3" e) an:@

b) an = n2 +1 d) ap = (_l)n f) a, =Vn+ 1

Zadania

1. Oblicz wyrazy as, a3, a4 i as ciagu (a,). Ile liczb dodatnich jest wéréd
dziesieciu poczatkowych wyrazéw tego ci@gu?

a1—6
an+1:an72na 'I’L>1

b) a; = 1 %
An41 = Qp + (_2)1’1,’ n > 1 Apy1 = )2, n > 1

41
+3
) a1:4
¢ Qi1 =ap —n%>+1, n>1 an+1— -"a,+n, n>1
Cwiczenie 5
f) aI:\/i 111:\/_
an+1 =an +VvVn+2—+vn+1 dlan>1 anﬂf\/"—”an dla n>1

Odpowiedzi do zadan
1. a) a2 =4, a3 =0, aa = —8, a5 = —24, 2 liczby dodatnie
b) a2 = —1, ag = 3, aa = =5, as = 11, 5 liczb dodatnich

2=4,a3 =1, a4 = —7, a5 = —22, 3 liczby dodatnie
d) az =0, as = 1 as =5, a5 = 14 8 liczb dodatnich
e) az =0, ag = 4, as = 196, as = 256, 8 liczb dodatnich
f) a2 =5, a3 =7, as = —4, a5 = 0, 6 liczb dodatnich

Cwiczenie 5
a) a1 = 3,
An+4+1 — Qn = 2

a1—3
an+1=an+2 dla n>1

An41 __ 2n+43

@, 2n+1

al = 3
2n+3
Gn41 = 2211 an, dla n>

b) a1 = 2,
An+1 — an =2n+1

a1—2
an+1 =an+2n+1dlan>1

An41 __ n2+2n+2

an n2+4+1

1

a; =2
2
Qi1 = 22224, dlan > 1

n2+41

) a1:6
c
Gnt1 =an+4-3"dlan>1

a1—6
an+1 =3a, dla n>1

d) ay; = —1
An+1 = Qn T 2- (_l)n,’l’L

al = —1
an+1 = —a, dla n>1

\%

) (11:1
e
an+1 =an+n+1dlan>

a; =1
An41 = ”T“an dla n >

3.4. Ciggi okreslone rekurencyjnie

1

1

1



2.a)4 b)3 ¢)6 d) 2
3.a)az=—-1,a4 =3, a5 =4
b) as = —48, a4 = 56,
a5:52
c)az=—-2,a4=3,a5=—1
d)as=3,a5=5

. a) azfx—l a3 =x — 5,
ags =x— 14, a5 =z — 30
a2+a5:21’—31:9,
czyli x = 20

Ciag jest malejacy.

b)az =2z +1, a3 =4z + 1,
as =8z + 3, a5 = 16 + 5
a2 +as =18+ 6=29,

1

czyliz = 5

Ciag jest rosnacy.
.az=a?+ a1, as = a3 + 2as
a) az = az(a2 +2) =0,
gdy a2 =0 lub as = —2
Réwnanie a? 4+ a; = —2
nie ma rozwigzania.
Zatem aq(a1 + 1) =0,
gdy a1 = —1 lub a1 = 0.
b) a2+ 2as = 8,

gdy a2 = —4 lub az =2
Rownanie a% +a1=-—4
nie ma rozwigzania.
Zatem a3 + a1 = 2,

gdy a1 = —2 lub a1 = 1.
a) Jedli a1 = —1, to

a2 = 2 oraz a3 = a4 = 0.
Jedli a1 =1, to

a2 = a3 = aq = 0.

Jesli a1 = 2, to

as = 2 oraz az = a4 = 0.
Zatem we wszystkich
przypadkach a4 = 0.

b) Jesli a1 = —1, to az = 3,
a3 = a4 = 0.

Jedli a1 =1, to

a2 :—1, a3:4, aa = (0,
Jesli a1 = 2, to

a2 = a3 = a4 = 0.
Zatem we wszystkich
przypadkach a4 = 0.

3. Ciagi

7.

Tle jest liczb ujemnych wéréd szesciu poczatkowych wyrazéw ciagu (a,)?

a1=1 1:—1
a) a =2a, —n? >1 C) = g2
ntl = 20, —N°, N2 Gny1 = a, +4a,, n>1
b) G1:72 d) a1:2
Gpi1 =2—na,, n>1 anH:ai—nan—éL,n}l

Oblicz wyraz as ciagu (a,).

{alzl, a2:2
a)

an+2 = an — an+17 n > 1

a; = 32, g — 64
b) { an + any1

) a, = 1 Ao = 1
c
Gnio = (—1)"a, —apyq, n 21

d) {al—ag—ag—l

Opt3 = Qpi2 + Any1 + Ay, 121

Upyo = 5=, n21

Oblicz z, jedli ay + a5 = 9. Czy ciag (a,) jest monotoniczny?

a) a; =T b) a; =T
Upi1 = a, —n?, n>1 Unir = 2a, + (=1)" ' n>1

Dla n > 1 wyrazy ciagu okreslone sa za pomoca wzoru a,,; = a2 + na,.
Ktoéra z liczb: —2, —1, 0, 1, 2 nalezy wybraé jako a;, aby:

a) CL3:0, b) a3:8?

Dla n > 1 wyrazy ciggu okre$lone sa za pomoca wzoru:

(n+ 1a,.

—1, 1, 2 przyjmiemy za a,

a) Gpy1 = a2 — nay, b) any = a? —
Wykaz, ze niezaleznie od tego, ktorg z liczb:

otrzymamy te sama wartos¢ wyrazu ay.

Ciag (a,) jest okreslony za pomoca wzoru a, 1 = a, — n(n+1 dlan >
Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu, jesli:
a) CLQZ—%7 b) a2:%7 C) Clgz]., d) a4:1i.

Czy wiesz, ze...

Rekurencji uzywa sie do definiowania niektérych pojeé matematycznych.
Jednym z przykladéw jest n! (n silnia). Dla n > 1 symbol n! oznacza
iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 don: n!=1-2-...-n
Przyjmuje sie réwniez, ze 0! = 1 oraz 1! = 1.

Rekurencyjna definicja n!:

=1, 11=1
(n+D)l=nl(n+1) dlan>1

a)0 b)2 ¢) 2

5 d)2



Ciag Fibonacciego

Pierwsze dwa wyrazy ciagu Fibonacciego sg réwne 1, a kazdy nastepny wyraz jest
suma dwoch poprzednich wyrazow.
1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765 . ..

Ziota liczba a cigg Fibonacciego

fn+1

Niech ciag (f,) bedzie ciagiem Fibonacciego. Rozpatrzmy kolejne ilorazy rk

n

T_ce Bge B_qm B_ .
1-1; 2.9 2-15 S-16)

o1loo

_146 1B_ o 2l
=1,6; 8_1,625, 13_1,61538...

Wartosci tych utamkéw sa coraz blizsze ztotej liczbie:

g =185 -1 6180330887

Nasiona stonecznika /

Nasiona wielu roslin tworza spirale uktadajace sie w dwoch
przeciwnych kierunkach. Liczby spirali utozonych w jedna

i w druga strone sa najczesciej rowne dwdém kolejnym
wyrazom ciggu Fibonacciego. W koszyczkach niektérych
gatunkow stonecznikdéw w jedna strone rozwija sie

21 spirali, a w druga strone rozwijaja sie 34 spirale; N
u innych gatunkow stonecznikéw beda to

np. liczby 34 i 55.

Wz6r ogdlny ciggu Fibonacciego

Dla ciagu Fibonacciego (f,) prawdziwy jest wzor Bineta:

]

Ell Sprawdz prawdziwos$¢ tego wzorudlan =1, 2, 3, 4.

B‘h

Odpowiedzi do zadan

_ 1 (145 1-v5) _ 1 . 2V5 _
1-f1—ﬁ(T—T)—ﬁ'T—1
f_i_u-\/g 2_ 1—52-_L 6+2V5 _ 6-2V5| _ 1 45 _ g
2= 2 2 = 1 4 =4 =
f—i_ 1+V5 3_ 1-v/5 3__L 16+48V5 _ 16-8V5| _ 1  16V5 _ o
3= 2 2 = 5 8 - 5 8
f—i- 1+\/54_ 1754- 1 | 56+24V5 _ 56-24V5 — L  48/6 _ g
1= 2 2 5 16 16 - V5 16

Ciag Fibonacciego 161 s



Uczen:

— wyznacza wzor ogblny ciggu
bedacego suma, réznica,
iloczynem lub ilorazem
danych ciggow,

— bada monotonicznosé sumy,
réznicy, iloczynu i ilorazu
ciaggbw,

— rozwiazuje zadania o podwyz-
szonym stopniu trudnosci,
dotyczace monotonicznosci
ciaggu.

Cwiczenie 1

a) ¢, =2n, c1 =2, c2 =4,

c3=06,ca =38

b) ¢n = —2,

ciL=C=cC=C=—2

c) en=n?—1,¢c1 =0,

co=3,¢c3=8,ca =15

d) e, = :;1 c1 =0,

Cwiczenie 2

a) cn:n2+1n—2,c1:13,

Co = 10, C3 = 13, Cq = 19

c1 > Ca, ale co < c3, zatem Ci@g

(¢cn) nie jest monotoniczny.

2 12
b) cn =n" — =, a1 = —11,
co=—2,¢c3=05,ca=13

_ 2 12
Cn+1 =N +2n—|—1—n—+1
Cn+1 — Cp =

:2n+1+%>0

*3.5. Ciggi monotoniczne (2)

Definicja
Ciag (c,) nazywamy suma ciagéw (a,) 1 (b,), jesli dla kazdego n € N
zachodzi réwno$¢ ¢,, = a,, + b,.

Podobnie definiujemy réznice i iloczyn ciagéw (a,,) i (b,) oraz ich iloraz (b—)

przy zalozeniu, ze b, # 0 dla kazdego n € N .

Cwiczenie 1
Dane sa ciagi a, = n — 11 b, = n+ 1. Podaj wzér ogdlny ciagu (c,) oraz
oblicz jego cztery poczatkowe wyrazy.

a) ¢, =a, +b, b) ¢, = a, — b, c) ¢p=ay b, d)cn:%

[0] Cwiczenie 2

Dane sg ciagi a, = n® i b, = 2. Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu (c,).
Czy jest to ciag monotoniczny? Odpowiedz uzasadnij.

a) ¢, =a, + b, b) ¢, = a, — b, C) Cp=ay by, d)cn:Z—”

@ Przyktad 1

Dane sa ciagi rosnace (a,) i (b,). Uzasadnij, ze ciag (c,) bedacy suma ciagdw
(an) 1 (b,) tez jest rosnacy.
Ciagi (a,) i (b,) sa rosnace, zatem a, 1 —a, > 01ib,,1 — b, > 0 dla kazdego
n € N,. Wyznaczamy réznice ¢, ;1 — Cy:

Cn+1 —Cp = (a/n-f-l + bn+1) - (a'n + bn) = (a/n-f-l - an) + (bn+1 - bn)
Zatem ¢, 1 — ¢, > 0 dla kazdego n € N, czyli ciag (c,) jest rosnacy.

dla n € Ny, zatem ciag (cn) jest @ Gwiczenie 3

rosnacy.
c) cn = 12n, c1 = 12, co = 24,
C3 = 36, Cq = 48

g1 = 12n + 12

Cnt1 —Cn =12 >0dlan € Ny,
zatem ciag (cn) jest rosnacy.
d)cn:’f—;,q:%,
2= % cs= 9 cam 18

— ("+1)3 _ n343n243n+1
Cntl = 95— = 2

2
Cn+1_cn:w>0

dla n € Ny, zatem ciag (cn) jest
rosnacy.
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Uzasadnij, ze suma ciagéw malejacych jest ciagiem malejacym.

Cwiczenie 4

Podaj przyktad takich ciagéw rosnacych (a,) i (b,), ze ciag (c,) okreslony za
pomoca wzoru ¢, = a,, - b,:

a) jest staly, b) jest malejacy, ¢) nie jest monotoniczny.
Cwiczenie 5

Podaj przyktad takich ciagéw rosnacych (a,) i (bn), ze ciag (c,) okreslony za
pomoca Wzoru ¢, = §* jest: a) rosnacy, b) malejacy.

Cwiczenie 3

Niech (an) i (bn) beda ciagami malejacymi, wéwczas ant1 — an < 0 oraz bp41 —bn < 0.
Niech ¢, = an+0by,. Wtedy cnt1—cn = ant1+bntr1—an—bn = antr1—an+bntr1—bn <0
dla n € N4, zatem ciag (c.) jest malejacy.

Cwiczenie 4
a) np. ap =n, by, = —% — ciagi rosnace, ¢, = —1 — ciag staty
b) np. an = b, = —% — ciagi rosnace, ¢, = n% — ciag malejacy

¢) np. an =n — 2, b, =n — 3 — ciagi rosnace,
¢n = (n — 2)(n — 3) — ciag nie jest monotoniczny, bo ¢1 > c2 = ¢3 < ¢4

Cwiczenie 5
a) an = n?, by =n — ciagi rosnace, ¢, = n — ciag rosnacy
b) an = —2, by, = —2 — ciagi rosnace, ¢, = = — ciag malejacy



Zadania
1. Dane sg ciagi a,, = ";1 ib, = 2L Zbadaj monotonicznoéé ciggu:
a) (a, +by), b (an— bn), ¢) (an - b), d) (b—)
@ 2. Uzasadnij, ze jedli ciagi (a,,) 1 (b,) sa rosnace, to ciag (c,) tez jest rosnacy.
a) ¢, = 2a, + 3b, b) ¢, = 24ntbn

@ 3. Zbadaj monotoniczno$é¢ ciagéw a, = 4::25 i b, = n*. Uzasadnij, ze cigg

¢, = a, - b, jest rosnacy.

@ 4. Uzasadnij, ze ciggi a, = n?> —n—61ib, = n* sg rosnace, a ciag ¢, = a, - by,
nie jest monotoniczny.

@ 5. Uzasadnij, ze ciagi a, = 2" i b, = (i)w1 sa malejace. Zbadaj mono-
=5

tonicznoéé ciagéw ¢, = a, - b, i d, =
6. Dla jakich wartosci parametru « € (0;27) ciag (a,,) jest rosnacy?
a) a, =nsina —3 b) a, = —n(cosa + 1)

s

7. Dane sg ciagi a,, = sin %*
a) a, + by, b) an—bn, ) n+ a,, d) 2n —b,.

i b, = cos . Zbadaj monotonicznos¢ ciggu:

8. Dla jakich wartoéci parametru k ciag (a,,) jest rosnacy?
a; = 3 b a; = 5
2 an+1 = k+1 an; n > 1 CLnJrl = (’I’Lk + Q)Qn, n > 1
9. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Naszkicuj wykres ciagu a,, = [%] Czy jest to ciag monotoniczny?

Symbol [z] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od x.

Zatem:

a=[3]=0,a=[1]=1a=[% =1, Y -
a=[2=2a=[3=2.. $ot
Zauwazmy, ze dla kazdego n € N, rdznica [

Gpy1 — A, jest réwna 0 lub 1. Zatem ciag 1 o

(a,) jest niemalejacy. ol 1 X

Naszkicuj wykres ciagu (a, ). Czy jest to ciag monotoniczny?
a) a = [§] b) an = —[4] c) an = [*7]

5.a,=2- (%)n
An+1 — Qp = 2+ (%)"Jrl -2 (%)n = —% . (i)n < 0dlan € Ny, czyli ciag (an)
jest malejacy.
butr —bn = ()" = ()" = =3 (1)" <0 dlan € Ny, czyli ciag (bn) jest

malejacy.
cn=8- ()"
Cntl = Cn = _175 : (%)% < 0 dlan € Ny, czyli ciag (cn) jest malejacy.
dn = jg;n =1 dlan € Ny, czyli ciag (dn) jest staly.
6. a) ant1 — an =sina > 0 dla a € (0;7)
b) ani1 —an = —cosa— 3 >0, czyli cosa < —3 dla a € (&;4F)

7. a), b) nie jest monotoniczny c) niemalejacy d) rosnacy

Odpowiedzi do zadan

1. a), ¢), d) rosnacy b) staly

2. Ciagi (an) i (bn) sa rosnace,
czyli dlan € Ny
An+1—an > 01 bn+1—bn > 0.
a) Cn+1 — Cp =
= 2an+1+3bn+1—2a,—3b, =
= 2(an+1 - an) aF 3(bn+1 aF
—bn) > 0, czyli ciag (cn) jest
rosnacy.
b) Zauwazmy, ze wyrazy cia-
gu (cp) sa dodatnie.
Cnt1 _ 20n+1tbni1

@, 2an +bn
__ oa 1—an+bpy1-b 0 __
= 2%n+ n n—+ n o> 2V — 1’

WieC Cnt1 > Cn, czyli ciag (cn)
jest rosnacy.

— 3
3. an+1—an—m>0

dla n € N4, czyli ciag (an)
jest rosnacy.

boy1 = (n+1)* > nt = b,
dla n € N4, czyli ciag (bn)
jest rosnacy.

Zauwazmy, ze Wyrazy ciggow
(an) 1 (bn) sa dodatnie oraz
fntl 5§ fEl > 1. Zatem
Cn4l _ Ong1bnyr

Cn an-bn

n b'll
= fotl.2edl > 1dlan € Ny,

an

czyli ciag (cn) jest rosnacy.

4. any1 —an = 2n > 0 dla

n € Ny, czyli ciag (an) jest
rosnacy.

Ciag (by) jest rosnacy
(uzasadnienie w zad. 3).

cn = (n® —n —6)n?
c1=—6,co=—-64,¢c3=0

c1 > ¢z < c3, zatem ciag (cn)
nie jest monotoniczny.

8. a) k € (—oo; —1) U (2;00)

b) k € (0;00)

b) nierosnacy

) k
9. a), ¢) niemalejacy
)

3.5. Ciggi monotoniczne (2)



Uczen:

— podaje przyktady ciggoéw
arytmetycznych,

— wyznacza wskazane wyrazy
ciggu arytmetycznego,
majac dany pierwszy wyraz
i réznice,

— okresla monotonicznosé ciagu
arytmetycznego,

— wyznacza wzor ogblny ciggu
arytmetycznego, majac dane
dowolne dwa jego wyrazy,

— stosuje zwiagzek miedzy
trzema kolejnymi wyrazami
ciaggu arytmetycznego do
wyznaczania wyrazow tego
ciggu,

— wyznacza wartosci niewia-
domych tak, aby wraz
z podanymi wartosciami
tworzyly ciagg arytmetyczny,

— stosuje w zadaniach wlasnosci
ciggu arytmetycznego.

Cwiczenie 1

a)r =9,

kolejne wyrazy: 30, 39
b)r =%,
kolejne wyrazy: 3%, 4%
c) r=—4,

kolejne wyrazy: —5, —9

Multitefa

* Wykres ciggu arytmetycznego
i geometrycznego
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3.6. Cigg arytmetyczny (1)

Przyktad 1

Pani Jola postanowita kupié¢ sprzet narciarski za 2100 zt. W tym celu w pierw-
szym miesigcu odlozyla 450 zt, a w kazdym nastepnym odkladata po 150 zt.
W tabeli podano stan oszczednosci pani Joli w kolejnych miesiacach.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
450 |+ 600 750 | 900 @ 1050 1200 1350 1500 @ 1650 1800 1950 2100

Zauwaz, ze kazda z wymienionych w tabeli kwot (oprécz pierwszej) jest wigk-
sza od poprzedniej o te sama stata warto$¢. Wymienione liczby stanowia przy-
ktad ciggu arytmetycznego.

Definicja
Ciag liczbowy (a,,) nazywamy ciagiem arytmetycznym, jezeli istnieje taka
liczba r, ze kazdy wyraz ciggu, oprocz pierwszego, powstaje przez dodanie
tej liczby do wyrazu poprzedniego:

Ap+1 = Qp +r

dla kazdego n € N,.
Liczbe r nazywamy réznica ciagu (a,).

Cwiczenie 1

Podaj réznice ciagu arytmetycznego i wypisz jego dwa nastepne wyrazy.
a) 3,12,21, ... b) 1%2%73,... c) 7,3,—1, ...
Przyktad 2

Oblicz jedenasty wyraz ciagu arytmetycznego (a,), jesli a; = 6 oraz r = 5.
a; =6

as =6+5=11 Wypisujemy kilka poczatkowych

wyrazow ciagu.

az=6+2-5=16
as=6+3-5=21

Aby otrzymaé wyraz a1 ciaggu
arytmetycznego, obliczamy a1 + (11 — 1)r.

a;p =6+4+10-5 =156
Wz6r ogblny ciagu arytmetycznego (a,,) o pierwszym wyrazie a,; i r6znicy r

ma, postac:
a, =a;+ (n—1)r



Jesli znamy pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego i jego réznice, to korzysta-
jac ze wzoru ogdlnego tego ciagu, mozemy obliczy¢ jego dowolny wyraz.

Przyktad 3
Podaj wzér ogdlny ciagu arytmetycznego: 1,11,21,31,41, ...
sty wyraz tego ciagu.

Oblicz trzydzie-

Jest to ciag o pierwszym wyrazie a; = 1 i réznicy r = a; — a; = 11 — 1 = 10,
zatem wzér ogélny ma postaé a, =a;+(n—1)r=1+(n—1)-10 = 10n - 9.
Obliczamy trzydziesty wyraz: azy = 10-30 — 9 = 291.

Cwiczenie 2
Podaj wzér ogdlny ciagu arytmetycznego. Oblicz dwudziesty wyraz tego ciagu.

a) 2,4,6,8,10, ... b) 4,415,516, ... ¢) 3,2,1,0,-1,-2, ...
Cwiczenie 3

Wyznacz wzoér ogdlny ciagu arytmetycznego, w ktérym:

a) a; =4, a4 = 10, b) a; = —5, ag = 20, ¢) ap =5, ay =23

Ciag arytmetyczny (a,,) o réznicy r jest:

= rosnacy, gdy r > 0, = malejacy, gdy » < 0, = staly, gdy r = 0.

Cwiczenie 4
Oblicz réznice ciagu arytmetycznego i okresl jego monotonicznosé. Wyznacz
wzOr na n-ty wyraz tego ciggu.
a) 9,3,-3,-9,—15,—21, ... b) 12,2131 4 . ) 2,2,2,2, ...
Cwiczenie 5

Liczby a, b, c sa kolejnymi wyra-
Dla jakiej wartosci parametru k liczby i o U vy

zami ciggu arytmetycznego, gdy:

a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciggu b—a—c—b

arytmetycznego?
a)a=3,b=k+1,¢c=3k—6 b)a=1,b=k* c=k>+2k+2
Cwiczenie 6

Dane sa wyrazy ai, as, az ciagu arytmetycznego (a,). Wyznacz wyrazy a4
i as. Okresl monotonicznoséé tego ciagu w zaleznosci od parametru m.

=m+6, a3 =2m+38

m—3,a3=3m—6

c) ap =1,a, =m? a3 =2m? — 1

d) a|; =

a) a1=4 Qo

b) a; = im, ay = m?, a; = m, az = 2m —m?

Cwiczenie 6

a) r=m+2, as = 3m + 10, as = 4m + 12

rosnacy dla m > —2, malejacy dla m < —2, staly dla m = —2
b) r = % %m —12

rosnacy dla m > 6, malejacy dla m < 6, staly dla m = 6

m—3,a4s=2m—9, as =

c) r=m?—1, as =3m? — 2, as = 4m? — 3
rosnacy dla m € (—oo; —1) U (1;00), malejacy dla m € (—1;1), staly dlam € {—1,1}
d)r:m—m2,a4:3m—2m2,a5:4m—3m2

rosnacy dla m € (0;1), malejacy dla m € (—oo;0) U (1;00), staty dla m € {0,1}

Cwiczenie 2
a)an=2+(n—1)-2=2n,
a0 = 40
b)an=4+(n—-1) 3=
:2n—|—32,a20 13
c)an=3+(n—-1)-
= -—-n+4, azo = —16

(=

1) =

Cwiczenie 3

a) as = a1 + 3r, czylir = 2,
an=44+(n—-1)-2=2n+2
b) 20 = —5 + 57, czyli r = 5,
an=-5+(n—-1)-5=5n—10
c) 2% =54+9r, czylir = —%,
an=5+(n—-1)-(-3) =

= in+s)

Cwiczenie 4

a) r = —6, malejacy,

an = —6n + 15

b) r = 2, rosnacy, an = 3n+1
c) r =0, staty, a, =2
Cwiczenie 5

a) k=5

b)k=—1lubk=3

3.6. Ciag arytmetyczny (1)



Cwiczenie 7
a)x =23 b)z=-2 c)z=

Sler

Odpowiedzi do zadan

1. a) a4 = 34, rosnacy
b) a11 = —36, malejacy
c) a0 = 10,5, rosnacy

35 = 1,4, rosnacy

4. a)r=3,a=4,b="7
b) I sposéb
as = a1 + 4r
100 =2 +4r, czyli r = %
Zatem a = 32, b = 51,
151
= 181
II sposob
(ze $redniej arytmetycznej)
2
b= 2500 — 5]
2451 _ 53
2

a= ==
_ 514100 _ 151
=~ 2 T 2

3. Ciagi

Przyktad 4
Jaka liczbe nalezy wstawi¢ miedzy liczby a i b, aby otrzymany w ten sposéb
ciag byl arytmetyczny?
Oznaczmy szukana liczbe przez x. Wéwczas:
r—a=b—=x

= atb
2
Szukana liczba jest wigc §rednia arytmetyczna liczb a i b. Otrzymujemy zatem
ciag: a, “7“7, b.

W ciagu arytmetycznym (a,,) kazdy wyraz, oprécz pierwszego, jest Srednia
arytmetyczng wyrazow sasiednich:

Dowod
Dla n > 2 wyrazy a,, 1 1 a,41 ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r mozemy
zapisa¢ w postaci: a,_1 = a, —r i a1 = a, + . Zatem:

an-1+0ant1 _ an—T+an+7r _ 2an

2 2 2 ln

Cwiczenie 7
Oblicz x, jedli podane liczby tworza ciag arytmetyczny.
a) 9, x, 37 b) 4, z, —8 c) 1,

1
3

Zadania

1. Oblicz n-ty wyraz ciggu arytmetycznego (a,,) o r6znicy r. Okre$l monoto-

nicznosé tego ciagu.

a) ag=-5r=3,n=14 ¢)a=1r=1n=20

b)a =4, r=—-4,n=11 d)ag=-2,r=0,1,n=35
2. Wyznacz wzdr ogdlny ciagu arytmetycznego (a,,).

a) a; =6, ag = 20 b) a; = —4, a, =5 ¢) ay =9, ag =63
3. Wyznacz wzér ogdlny ciggu arytmetycznego (a,) o réznicy 7.

a) r=2,a3=>5 b) r=-3,a5=0 ¢)r==%a;=-4
4. Wyznacz liczby:

a) a,b tak, aby ciag: 1, a,b, 10 byl arytmetyczny,

b) a, b, c tak, aby ciag: 2,a,b, ¢, 100 byl arytmetyczny.



10.

11.

12.

13.

13. a

Wstaw miedzy liczby 11 25:
a) pieé liczb tak, aby otrzymaé ciag arytmetyczny,
b) siedem liczb tak, aby otrzymaé ciag arytmetyczny.

W wieku od 3 do 10 lat dzieci zwykle rosna w stalym tempie. Przerysuj
do zeszytu i uzupelnij tabele, jesli wiadomo, ze wzrost pewnego dziecka
w kolejnych latach tworzy ciag arytmetyczny.

Wiek [lata] 3 4 5 6 7 8 9 10

Warost [em] 98 | 1045 | 111 1175 124 1305 137 | 1435

Wyznacz wzér ogdlny ciagu arytmetycznego (a,) i oblicz a;s.
a) Qg = 20 b) as = -9 C) as = 4
ayo =4 a5 = —3 az =8
Oblicz pierwszy wyraz i réznice ciagu arytmetycznego (a,) spelniajacego

podane warunki.
as +aq = 22 a2+ a2 =16 4 =1
EST e ofs
Qg+ A7 = —1

%:21 a3+a5:8
b) {a1—|—a4—11 d {a3+as_4 ¢ {a1+a2+a3=3
(17—(13:20 a2.a4:6 a3:%+2

Oblicz x, jesli wiadomo, ze podane liczby sg kolejnymi wyrazami rosnacego
ciaggu arytmetycznego.

a) —2,2+x, 4+ 22 b) 22 — 3,3z —5, J2* +x — 2

Suma drugiego i czwartego wyrazu ciaggu arytmetycznego wynosi 2, a réz-
nica szostego i trzeciego wyrazu jest réwna 9. Ktory wyraz tego ciagu jest
rowny 407

Wyznacz cztery liczby tworzace ciag arytmetyczny, jesli wiadomo, ze r6z-
nica tego ciagu jest rowna 1, a iloczyn jego trzech ostatnich wyrazéw jest
réwny —60.

Trzeci, piaty i ostatni wyraz ciagu arytmetycznego (a,) sa réwne odpo-
wiednio 4, 10 i 40. Oblicz a; i wyznacz liczbe wyrazdéw tego ciagu.

Wyznacz cztery liczby tworzace ciag arytmetyczny, jesli wiadomo, ze:
a) suma dwdch pierwszych liczb jest réwna 4, a suma dwoch ostatnich jest
réwna —28,

*b) jego réznica jest réwna 2, a iloczyn wszystkich liczb jest réwny —15.

a1 +ax =4 201 +r =4 a1 =5
){a3+a4——28 {2a1+5r——28 {r——8
Wyrazy ciagu: 6, —2, —10, —18
b) r = 2 oraz a1 (a1 + 2) (a1 + 4) (a1 +6) = —15
ai + 12a} + 44a 4 48a1 + 15 =0
a1=-1lubay=—-5lubar =-3—V61lubar =-3+6
Wyrazy ciagu:
—-1,1,3,51ub -5, -3, -1, 1
lub —3 — /6, —1 — /6, 1 — 6, 3 — /6
lub -3+ 6, -1+ 6, 1+ 6, 3+6

5.

7.

10.

11.

12.

a) 5,9, 13, 17, 21
b) 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22

)

a) anp =44 —4n, a1z = —4
b)an=—-3 +3n,a12=—3
¢)an==4+1in a1 =2
a)ar =21, r=-5
b)ar=-2,r=5
c)ar=-2,r=
d)a1:%,r——%

e) a1 —l,r:%lub
a1:1,r:—%

f) a1 =—1,r=21lub
a=35r=-2

. a) Ciag jest rosnacy, czyli

24+z—(—2) > 0, stad z > —4.
7’2+§+””2 =2+z

2 —2r-2=0
z=1—+v3lubz=1++3
b) Ciag jest rosnacy, czyli
3z —5—(2z—3) >0,

stad z > 2.
3x—5—(2z—3) =

=1z +z—-2—(3x-5)
2? —12z+20=0
x=2lub x =10, ale z > 2
Zatem x = 10.

as +aqg =2
{ae—a3—9

2a1 +4r =2
{3r—9

a1:—5
r=3

an = 3n — 8 = 40,

czylin = 16

Zatem a1 = 40.

r =1 oraz

(a3 — 1) as (a3 + 1) = —60
a3 — a3z +60=0

az = —4

Wyrazy ciagu: —6, —5, —4, —3
a3 =4, a5 =10, r = 3,

a; = —2

an =—24 (n—1)-3 =40,
czylin =15

Zatem ciag ma 15 wyrazow.

3.6. Ciag arytmetyczny (1)



Uczen:

— udowadnia, ze dany ciag jest
ciggiem arytmetycznym,

— udowadnia, ze ciag jest
ciggiem arytmetycznym
wtedy i tylko wtedy, gdy jego
wykres jest zawarty w pewnej
prostej,

— stosuje w zadaniach wtasnosci
ciggu arytmetycznego.

Cwiczenie 1
a)as—a3=2#as —as =4
Zatem ciag nie jest arytmetycz-
ny.

b) az—ag = —1 7& a4—as = —1%
Zatem ciag nie jest arytmetycz-
ny.

Cwiczenie 2

a) Any1 — an =
=6(n+1)—2—-6n+2=6

dla dowolnej liczby n € N.
Zatem ciag jest arytmetyczny.

b) An+1 — An =
_ 2(n41)-5  2m-5 _ 2
7 3

3 3
dla dowolnej liczby n € N.

Zatem ciag jest arytmetyczny.
) ant1—an =
=v2(n+1)—V2n=+v2

dla dowolnej liczby n € N.
Zatem ciag jest arytmetyczny.
d) An+1 — Qn =
=13—-%(n+1)—-13+ in=
= —% dla dowolnej liczby

n € Ny. Zatem ciag jest aryt-
metyczny.

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.7

Generator

testéw i sprawdzianow

3. Ciagi

3.7. Cigg arytmetyczny (2)

Przykfad 1

Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu (a,,). Czy jest to ciag arytmetyczny?

a)a, =n*+n+1

Obliczamy poczatkowe wyrazy tego ciagu:
ar=1"+1+1=3
a,=2>424+1=7
a3 =3>+3+1=13
a=4+4+1=21

Obliczamy réznice: ay —a; = 7—3 = 4 oraz a3 — ay, = 13 — 7 = 6, zatem

Aby pokazaé, ze cigg nie jest arytmetyczny,
wystarczy wskaza¢ wyrazy a, ar41 oraz
Gn, any1 takie, ze ag41 — ar # any1 — an.

ay — ay # az — ag, wiec nie jest to cigg arytmetyczny.
b) a, =(n—2)%+2
Obliczamy poczatkowe wyrazy tego ciagu:
a=(1-2p3+2=1 azs=(3-23+2=3
ay=(2-2)34+2=2 ap=(4-2)3+2=10
Obliczamy réznice: a; — a; = a3 — ae = 1, ale a4y — as # as — ao, wiec nie jest
to ciag arytmetyczny.

@ Cwiczenie 1

Uzasadnij, ze ciag o podanych poczatkowych wyrazach nie jest arytmetyczny.
a) 2,4,6,8,12,14,16,18, ... b) 1,—%,-15,-3,—45,—5,—62, ...

Aby wykazad, ze ciag (a,) jest arytmetyczny, nie wystarczy sprawdzi¢ réznicy
miedzy kilkoma poczatkowymi wyrazami tego ciggu. Nalezy sprawdzié, czy
réznica a,,1 — a, jest stata dla kazdegon € N,.

[D] Przyktad 2

__ 3n+2

Wykaz, ze ciag a, = 5= jest ciggiem arytmetycznym.

Wyznaczamy réznice a, 1 — ay:

_ 3(n+1)+2 3n+2  3n+b 3n+2 3
Qp1 — Ap = 2 - 2 - 2 - 2 - 5

Roéznica ta jest stala dla kazdego n € N, zatem ciag (a,,) jest arytmetyczny.

[0] Cwiczenie 2

Wykaz, ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

2n —5
a) a, =6n—2 b)an:T c) a, =v2n d) a, =13—+n



Przyktad 3

Wyznacz wzér ogdlny ciggu arytmetycznego: %

Narysuj wykres tego ciagu.

Roéznica tego ciagu jest rowna 2.
Wyznaczamy wzér ogdlny:

~3,-1,1,3,5, ...

-

ap=a;+(n—1)r=-3+(Mn-1)-2= ol 1 X
=2n—-5
Zauwazmy, ze wykres tego ciagu jest zawarty w prostej
Yy =2x — 5.
Cwiczenie 3

a) Wyznacz wzdr ogélny ciagu arytmetycznego: 6,4,2,0,—2, ... Naszkicuj
wykres tego ciggu i podaj rownanie prostej, w ktorej sie on zawiera.

b) Wykres ciggu arytmetycznego jest zawarty w prostej y = 3z — 2. Podaj
pie¢ poczatkowych wyrazéw tego ciagu oraz jego wzér ogdlny.

[] Cwiczenie 4
Wykaz, ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym wtedy i tylko wtedy, gdy
jego wykres zawiera sie w pewnej prostej y = ax + b.

Zadania

1.

)

Dany jest ciag a, = (n —1)(n — 2)(n — 3)(n — 4)(n — 5) + n.
a) Oblicz pieé¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,).

b) Uzasadnij, ze ciag (a,) nie jest ciagiem arytmetycznym.

Sprawdz, czy ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.
a) a = nt2 c) a =01 e) a :l(n—7)
" 6 " ontl T2
_ VBn+l _ 9n2-4 1 B
b) an = ) d) an = m f) an = En(n+1)(7 n)

Wykaz, ze jezeli ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym, to ciag (b,) tez
jest ciggiem arytmetycznym.
a) b, = 3a, +2 b) b, = —2a, +n

o _an—|—2
c) b,=6 :

Wykaz, ze jezeli ciagi (a,) i (b,) sa ciagami arytmetycznymi, to ciag (c,)
tez jest ciagiem arytmetycznym.

a) ¢, = 2a, + 3b, b) ¢, = 3a, —4b, + 2 «¢) cn:%

2

. Ciagi (an) i1 (bn) sa arytmetyczne, zatem istnieja liczby rq,75 € R takie, ze dla

kazdego n € N4:
An+1 — An =Tq Oraz bny1 —bn =1p
a) Cn+1—Cn = 20n+1+3bn+1 —2a, —3b, = 2(an+1 —an) +3 (bn+1 — bn) =2rq+3rp
dla n € N4i. Zatem ciag (cn) jest arytmetyczny.
b) Cnt1 — €n = 3an+1 — 4bpta + 2 — 30, +4b, — 3 =
=3 (ant1 —an) — 4 (bpt1 — bpn) + % = 3r, —4ry + % dlan € N;.
Zatem ciag (cn) jest arytmetyczny.

dan11-V2bpy1 4an—2b
C) Cnt1 — Cp = —2E—ndL _ S _

dla n € N4. Zatem ciag (cn) jest arytmetyczny.

A(ant1-an) VE(buprbn)
3

_ 4re—V2ry
3

Cwiczenie 3
a)r=—-2,a, = —2n+ 8,
y=—2x+8

b) an = 3n — 2,

a1 =1,a2 =4, a3 =7,
a4q4 = 10, as = 13

Cwiczenie 4

Zalézmy, ze wykres ciagu (an)
zawiera si¢ w prostej y = ax + b.
Wowczas an, = a-n+b dla
n€NLiant1 —an =
=a(n+1)+b—(a-n+b)=a
dla n € Ny, czyli ciag (an) jest
ciggiem arytmetycznym.
Zalézmy, ze ciag (an) jest cia-
giem arytmetycznym. Woéwczas
istnieja a1, € R takie, ze dla
kazdego n € Nt

an =a1+(n—1)r =rnta—r.
Zatem wykres ciagu (ar ) zawiera
sie w prostej y = ax + b, gdzie
a=r,b=a1 —r.

Odpowiedzi do zadan

1.a) a1 =1, a2 =2, a3 =3,
a4q4 = 4, as = 5
b)as =5-4-3-2-1+6 =126
a5—a4:15£a6—a5:121,
zatem ciag (an) nie jest aryt-
metyczny.

2. a), b), d), e) jest
c), f) nie jest

3. Ciag (an) jest arytmetyczny,
zatem istnieje r € R takie, ze
dla kazdego n € N:

an4+1 — an =T

a) bn+l - b'n -
=3an+1+2—3a, —2 =
= 3(an+1 —an) = 3r
dla dowolnego n € N.
Zatem ciag (bn) jest ciagiem
arytmetycznym.

b) bpy1 — by =

= 2an41+n+1+2a, —n =
= =2(@ps0 = @) 4 1 =
=—-2r+1

dla dowolnego n € N.
Zatem ciag (bn) jest ciagiem
arytmetycznym.

€) bnt1 — by = 6 — o124
—6+ 2at2 = 7an+41+an =

= —2(ant1—an) = —1r
dla dowolnego n € N.
Zatem ciag (b,) jest ciagiem
arytmetycznym.

3.7. Cigg arytmetyczny (2)



11.

- a) f(n) =n® —2n+3,

.a)an, =5n—4,a1 =1,a2 =6, 5.

asz = 11, ag = 16

b) an = -3n+1, a1 = -2,
a2 = —5, asz = —8, aqg = —11
¢) an =nV3—2, a1 = V3-2,
az =2v3—2, a3 = 3v/3 —2,

as =43 —2
3

.a)an:%n—g;an>0

dlan >4

b) an = —2n+9; an >0
dlan <4

¢) an=—3n+35a,>0
dlan <9

. @) Gny1 — an =3 > 0dla

n € Ny. Zatem ciag (an) jest
arytmetyczny i rosnacy.

an =3n — 8, ajg = 22

b) ant1 — an = /2 > 0 dla
n € Ny. Zatem ciag (an) jest
arytmetyczny i rosnacy.

an = (n+ 2)\/5, aio = 12¢/2

fln+1)=n®+2,

an =2n — 1,

an+1 —an = 2 dlan € Ni.
Zatem ciag (an) jest ciagiem
arytmetycznym.

b) f(n) = an’® +bn +c,
fn+1) = an® + 2an + bn+
+a+b+c,

an = 2an + a + b,

an+1 — an, = 2a dlan € N.
Zatem ciag (an) jest ciagiem
arytmetycznym.

.a) 36 b) 6,8

a) Ant1—Gn =k*’+2k—1<0
dla k € (-1 —/2;-1+2)

b) Ciag jest arytmetyczny, 1.
gdy jego wykres zawiera sie
w prostej (patrz éwiczenie 4),
czylidla k= —11lub k=1. 12
Ciag (an) jest malejacy dla ’
k=—1.

10.

12.

3. Ciagi

Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w podanej prostej. Podaj wzér ogdlny tego
ciggu i oblicz jego cztery poczatkowe wyrazy.

a) y=>5x—4 b) y=-3x+1 c) y=+3x—2

Na rysunku przedstawiono dwa punkty nalezace do wykresu ciagu aryt-
metycznego (a,). Wyznacz wzér ogélny tego ciagu. Ktére wyrazy ciagu
(an) sa wigksze od zera?

a) Y b) Y c) Y
o] 1 X ol 1 X o 1 X

Ciag (a,) jest okreslony rekurencyjnie. Uzasadnij, ze jest on arytmetyczny
i rosnacy. Zapisz wzor ogblny tego ciagu i oblicz jego dziesiaty wyraz.

b) {a1:3\/§

Qpy1 = Gy + V2 dlan>1
a) Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = 22 — 2z + 3. Wykaz, ze ciag (a,),
okreslony za pomoca wzoru a, = f(n+ 1) — f(n), jest arytmetyczny.

a) a1—75
i1 =0, +3 dlan>1

b) Wykaz, ze dla dowolnej funkcji kwadratowej f(z) = ax® + bx + ¢ ciag
(an), okreSlony za pomoca wzoru a,, = f(n+1) — f(n), jest arytmetyczny.

a) Dlugosci bokéw tréjkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny o roz-
nicy 3. Oblicz obwdd tego trdjkata.

b) Dlugosci bokéw tréjkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny. Ob-
licz dtugosci przyprostokatnych, jezeli przeciwprostokatna ma dtugosé 10.

a) Wykaz, ze dlugosci bokéw tréjkata prostokatnego tworza ciag aryt-
metyczny wtedy i tylko wtedy, gdy trojkat ten jest podobny do trdjkata
o bokach 3, 4, 5.

b) Dlugosci bokéw tréjkata prostokatnego tworzg ciag arytmetyczny. Ob-
licz pole tego trojkata, jesli jego obwdd jest rowny 18.

Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,) jest arytmetyczny i malejacy?

kn—+2

a) an

Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,,) jest arytmetyczny i rosnacy?

a) a, = (2sink + 1)n b) a, =n —4ncos’k

a) Niech a, a+ 7, a+ 2r (a >0, r > 0) — dlugosci bokéw trojkata.

7Z twierdzenia Pitagorasa mamy: o + (a + )% = (a + 2r)2.

Stad dtugosci bokéw trojkata sa rowne a = 3r, a +r = 4r, a + 2r = 5r.
Zatem tréjkat ten jest podobny do tréjkata o bokach 3, 4, 5.

Niech 3r, 47, 5r beda dlugosciami bokéw tréjkata podobnego do tréjkata o bokach
3, 4, 5. Zauwazmy, ze:

(3r)% + (4r)2 = (57)% oraz 4r — 3r = 5r — 4r =1,

zatem 3r, 4r, 5r tworza ciag arytmetyczny.

b) 13,5

Oba ciagi sa arytmetyczne, bo ich wykresy zawieraja sie w prostej.

a) 2sink+1>0dlak € (=% + 2mm; In + 2mn), m € Z

b) 1 —4cos’k >0dla k€ (% +m7r;§7r+m7r), meZ



3.8. Suma poczatkowych wyrazéw
ciggu arytmetycznego
Sume n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) oznaczamy symbolem S,:
S,=a;+ay+as+---+a,

Przyktad 1
Oblicz sume Sygp wszystkich liczb naturalnych od 1 do 100.

Zapisujemy sume Sygq na dwa sposoby i dodajemy rownosci stronami:

Sio= 1+ 24+ 3+ 4+4+...+ 974+ 98+ 99+ 100
S100 =100+ 99+ 98+ 97+ ...+ 4+ 3+ 2+ 1

25100 =101+ 101 +101 + 101 + ...+ 101 + 101 + 101 + 101
Zatem 25100 =101 - 100, CZyli SlOO = w = 5050.

Cwiczenie 1
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych:
a) od 1 do 50, b) od 1 do n.

Twierdzenie

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) jest réwna
sredniej arytmetycznej wyrazéw pierwszego i ostatniego pomnozonej przez

liczbe wyrazow: s = wtan .

2

Dowod

Jesli (a,,) jest ciagiem arytmetycznym o pierwszym wyrazie a; i réznicy r, to

sume jego n poczatkowych wyrazéow mozemy zapisa¢ w postaci:
Sp=a1+ (@ +r)+...+ (a1 +n—=2)r)+ (a1 + (n—1)r)

oraz mozemy zapisa¢ sumowane wyrazy w odwrotnej kolejnosci:
Sp=(am+nm-r)+(a+n-2)r)+...+ (a1 +7)+

Dodajemy do siebie stronami powyzsze réwnania i otrzymujemy:

25, = 2a;+(n—1)r)+2a;+(n—1)r)+...4+(2a;+ (n—1)r)+ (2a;+ (n—1)r)

28, =Q2a+n—-1r)-n

-1
S, = a1+a1—&2-(n )r = al—;an

n

Uczen:

— oblicza sume¢ n poczatkowych
wyrazoéw ciagu arytmetycz-
nego,

— stosuje w zadaniach
tekstowych wzoér na sume
n poczatkowych wyrazéw
ciggu arytmetycznego,

— rozwiazuje rownania z zasto-
sowaniem wzoru na sume
wyrazow ciaggu arytme-
tycznego,

— uzasadnia wzory, stosujac
wzOr na sume n poczat-
kowych wyrazéw ciagu aryt-
metycznego,

— bada monotoniczno$é ciagu,
korzystajac ze wzoru na sume
n poczatkowych wyrazéow
ciggu arytmetycznego.

Cwiczenie 1

a) Sso = 2150 = 1275

b) Zapiszmy S, na dwa sposoby

i dodajmy réownosci stronami:

Sn=14+2+...4n—-1+n

Sp=n+n—14...+2+1

28, =n+1+n+14+...+

+n+1+n+t1

25, =(n+1)-n

S = W, czyli

1+2+3+...+n= {2t
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Cwiczenie 2

a) as =1+5-3 =16,
Sg =118 .6 =51

b) azo =1 +19-1 =10,

Sao = 21290 = 105

Cwiczenie 3
a) S5 = 23430431 — 1953

b) S15 = ZEHLZEI) 93 =
= —299

3. Ciagi

Przyktad 2

Oblicz sumy S5 i Sg ciggu arytmetycznego: 2,4,6,8,10,12, ...
S5 =2+4+6+8+10=240.5=30
Ss=2+4+6+8+10+124+14+16=28.8 =72

Cwiczenie 2
a) Oblicz wyraz ag, a nastepnie sume Sy ciagu arytmetycznego: 1,4,7,10, ...

b) Oblicz wyraz as0, a nastepnie sume Sog ciagu arytmetycznego: 3,1,32,2, ...

W obliczeniach wykorzystuje sie réwniez podana nizej postaé wzoru na sume
n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego.

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r
wyraza si¢ wzorem: CETEN

S, =
2

Przyktad 3
Oblicz sume Sy; ciagu arytmetycznego: 3,8,13,18, ...
Jest to ciag o pierwszym wyrazie a; = 3 i réznicy r = 5, zatem:

Sﬂzw.m: 6+2100 .91 =53-21 = 1113

Cwiczenie 3
a) Oblicz sume S3; ciagu arytmetycznego: 3,7,11, ...
b) Oblicz sume S;3 ciagu arytmetycznego: —5, —8, —11, ...

[0] Przyktad 4
Uzasadnij wzor na sume n poczatkowych liczb nieparzystych dodatnich:

1+3+5+...+(2n—1) =n?

Korzystamy ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazéow ciggu arytmetycz-
nego, w ktérym a; = 1 oraz a,, = 2n — 1. Zatem dla kazdego n € N :

_aitan 14+(2n—1) o 2n 9
Sn——2 n=-—o—>"-n="7-n=n
Na ponizszych rysunkach przedstawiono
ilustracje graficzng tego wzoru.
1=1? 1+3=2° 14345=3"  1+3+5+7=4> 143+54+7+9=5"



[D] Przyktad 5

2
Uzasadnij wzér 1 +44+ 7+ ...+ (3n—2) = 3";" dlan e Ny.

Podane sktadniki sumy tworza cigg arytmetyczny o réznicy r = 3, pierwszym
wyrazie a; = 1 i wyrazie a,, = 3n — 2. Zatem dla kazdego n € N :

S, = 1+(3n—2) n = 3n’-n

2 2

[] Cwiczenie 4
Uzasadnij wzér dla n € N
ayn+2n+3n+...+n*=

n3+n2 2 n

5 b)1+2+3+...+(n—1):”2

Przyktad 6
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 100, ktérych reszta
z dzielenia przez 6 jest rowna 1.

Liczby, ktorych reszta z dzielenia przez 6 jest réwna 1, maja postaé 6n + 1,
gdzie n € N. Warunki zadania spelniaja zatem liczby:

6-0+41=1, 6-1+1=7, 6-2+1=13, ..., 6-16+1=97
Tworza one 17-wyrazowy ciag arytmetyczny o réznicy r = 6, pierwszym wy-

. _1: - . _ 97 :
razie a; = 1 i ostatnim wyrazie a,; = 97. Zatem

517=“‘297~17=49~17=833

Cwiczenie 5

Oblicz sume, ktorej sktadniki sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.
a) T+114+15+4+...+47+51 c) 5-7—-9—...—-29-31

b) 5+ 1+15+... 4995+ 100 d) -18—-15—-12—...+15+18

Cwiczenie 6
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 100, ktérych reszta
z dzielenia przez 5 jest rowna:

a) 3, b) 4, c¢) 31ub 4.

Zadania

1. Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,,)
o réznicy r.
b)a; =4ir=-5

a) ap=-2ir=3 c) oy =151ir=-0,1

2. Oblicz wyrazy a; i ajg oraz sume Syg ciagu arytmetycznego (a,,).

a) a; =61as=14 b) ag=11ias=3 c) az=121ia, =0
2. a) a1 =0, a0 = 18, S10 = 90
b) a1:—4, a10:5, 510:5

¢) a1 = 18, a19 = —36, S10 = —90

Cwiczenie 4
a) a1 =n,r=mn,a, =n
Zatem dla n € N4 :

2 SR
— ntn® o _ n°4n
Sp=25=-n 2

b)ai=1,r=1,a,=n—-1
Zatem dla n € N4:
2

Sp =421 . (n-1) =22

2

Cwiczenie 5

a) a1 =17, a, =51, r =4,

n = 12, 512 = 348
b)a1:%,an:100,r:%,
n = 200, S200 = 10050

c) a1 =-5,a, =—31,

P = —2, n = 14, 514 = —252
d) ay = —18, ap = 18, r = 3,
n = 13, 513 =0

Cwiczenie 6

a) a1 =3, a, = 98, r =5,

n = 20, Sz = 1010

b) a1 =4, an =99, 7 =5,n =20
S20 = 1030

c) S = 1010 + 1030 = 2040

Odpowiedzi do zadan
1. a) 115 b) —185 c) 10,5

3.8. Suma poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego



3. a)
b)
) 20 wyrazéw, suma: —440
. a) 1021000 b) 2475
5.a)a1=1,a,=96,7=5,
n = 20, Szo =970
b) a1 =11, an, = 79, r =4,
n = 18, Slg = 810
c¢) Szukana suma:
S=(4+10+...+94)+
+(B+11+...+95)
a1 =4, a, =94, r =06,
n =16
b1 =5,b,=95r=6,n=16
g — (4+924) 16 (5+925) 16 _
= (98 +100) - 8 = 1584
6. a) Niech S — suma liczb po-
dzielnych przez 2 i mniejszych
od 1001, T" — suma liczb po-
dzielnych przez 3 i mniejszych
od 1001,
U — suma liczb podzielnych
przez 6 i mniejszych od 1001,
S + T — U — szukana suma.
Zatem:
S+T—U= (2+1ogo) 500 |
n (3+9929)~333

11 wyrazéw, suma: 209
15 wyrazow, suma: 75

I
(]

_ (64996)166 __
> =
= 250500 + 166833+
—83166 = 334167
b) 234168 c¢) 145059
7. a) Niech S — suma wszystkich
liczb dwucyfrowych, T'— suma
liczb dwucyfrowych podziel-
nych przez 3, S — T — szukana
suma. Zatem:
S—T=
_ (10499)-90 _ (12499):30 __
= > 2 =
= 4905 — 1665 = 3240
b) 329400 c) 83167
8. a1:1,r:§1uba1:7,
r=—2 510=40
9.a)6+12+18+ ... +6n =
= —(6+g")" =3n(l+n)
b) 4+104+16+...4(6n—2) =
= 7(4+6372)" =nBn+1)
10. a) 21 b) 14 ¢) 39

3. Ciagi

10.

11.

11.

12.

Ustal, ile wyrazéw ma podany nizej ciag arytmetyczny, i oblicz ich sume.
a) 4,7,10,..., 34 b) 41,12, ..., 92 c) =3,-5,—7,..., —41

a) Oblicz sume wszystkich liczb parzystych zawartych miedzy 21 a 2021.
b) Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych nieparzystych dodatnich.

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych, ktorych reszta z dzielenia:
a) przez 5 jest réwna 1 i ktére sa mniejsze od 100,
b) przez 4 jest réwna 3 i ktére sa wieksze od 10 oraz mniejsze od 80,

¢) przez 6 jest wieksza od 3 i ktére sa mniejsze od 100.

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 1001, ktére sg
podzielne przez:

a) 2 lub 3, b) 3 lub 5, c) 51ub 9.

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych niepodzielnych przez 3, ktére:

a) sg dwucyfrowe, b) sa trzycyfrowe, ¢) sa mniejsze od 500.

Ciag arytmetyczny sklada sie z dziesieciu wyrazéw. lloczyn wyrazéw skraj-
nych jest réwny 7, a suma dwoch wyrazéw srodkowych jest réwna 8. Oblicz
pierwszy wyraz i réznice tego ciagu oraz sume wszystkich jego wyrazéw.
Uzasadnij wzér dla n € N,.

a) 6+124+18+...+6n=3n(n+1)

b) 44+ 104+ 16+ ...+ (6n —2) =n(3n+ 1)

Ile poczatkowych wyrazow podanego ciggu arytmetycznego nalezy dodacd,
aby otrzymaé¢ sume 5467

a) 6,8,10, ... b) 13, 17, 21, ... ) —24,-22,-20, ...

Rozwiaz réwnanie.

a) 1+5+94+13+...+2 =190

b) 1+z)+B+2)+B+z)+...+(25+2) =130

c) 1+z)+(2+3z)+ (3+5x)+ (4+Tzx)+...+ (50 + 99z) = 275
d) A+2z)+(5+2x)+ (9+3x)+ ...+ (61 + 162) = —48

Zbadaj monotoniczno$¢ ciagu (a,,).

_ 54104154+...4+5n _ 64+124+18+...+6n
a) a, = nt3 C) n — n2

_ 346+49+...4+3n 34+ T+114... 4 (4n—1)
b) a, = P d) a, = B

a)z=1+(n—1)4, czyli n = Z£3. Zatem 4= . 213 = 190, skad = = 37.
b) (1+3+4...+25) + 13z = 130, 342002 | 135 — 130, 2 = —3

yz=—04 d)z=—4
) a 5-(14243+...4n) _ 5n(l+n)

c
5(n+1)(n+2)

a) an = i3 = 213 0 Il = T omta)

anes —an = S50 [ — o35 = 2 iy > 0dln e,
Zatem ciag (ar) jest rosnacy.

b) an = 2tnd = L, g = Sl

Zatem ciag (ar) jest rosnacy.
c) malejacy d) rosnacy



3.9. Ciag geometryczny (1)

Cwiczenie 1

Pole kota K, jest réwne 0,2 cm?. Pole kazdego
kolejnego kota jest czterokrotnie wigksze

od pola kota poprzedniego. Oblicz

pola kot Ky, K3 i K.

K () K K K,

Definicja
Ciag liczbowy (a,) nazywamy ciggiem geometrycznym, jezeli istnieje taka
liczba q, ze kazdy wyraz ciagu, oprocz pierwszego, powstaje przez pomno-
zenie wyrazu poprzedniego przez te liczbe:

Qpy1 = An - g
dla kazdego n € N,.
Liczbe ¢ nazywamy ilorazem ciagu (a,,).

Cwiczenie 2
Podaj iloraz ciagu geometrycznego i wypisz jego dwa nastepne wyrazy.

a) 3,6,12, ... ¢) 4,2,1, ... e) 1,-2,4, ...
b) 75,5 - d) 64,16,4, ... f) —27,9,-3, ...
Cwiczenie 3

Oblicz wyrazy as, as, a4 i as ciagu geometrycznego (a,,).
a)a; =1, ¢q=3
b) a; = 167 q = L

2

c) ag=5, g=-1
d) alzl

R q:_2

Twierdzenie

Ciag (a,) o wyrazach réznych od zera jest ciagiem geometrycznym, jesli

dla dowolnego n > 1 iloraz dwéch kolejnych wyrazéw “== jest staly.

an

Cwiczenie 4

Oblicz iloraz ciagu geometrycznego, wiedzac, ze jego dwa kolejne wyrazy to:

a) 27 i 243, c) —216 i —36, e) V2 i —4,
b) 8 i 1, d -¢ i %, f) 2v3 i 3v2.

o

Uczen:

— podaje przyklady ciggdéw
geometrycznych,

— wyznacza wyrazy ciagu
geometrycznego, majac dany
jego pierwszy wyraz i iloraz,

— wyznacza wzor ogblny ciagu
geometrycznego, majac dane
dowolne dwa jego wyrazy,

— wyznacza wartosci niewia-
domych tak, aby wraz
z podanymi wartosciami
tworzyly ciag geometryczny.

Cwiczenie 1
Py = 0,8 cm?, P3 = 3,2 cm?,
Py = 12,8 cm?

Cwiczenie 2

C)q:2,a472,a5 %
d)q:%,a4:1,a5:%
e)q:—27a4:—8,a5:16
f)q:—%,a4:1,a5:_%
Cwiczenie 3

a) ag =3, a3 =9, aqg = 27,
(15:81
b)a2:8,a3:4,a4:2,a5:1

C) a2:—5, a3:5, a4:—5,
as =

_ _1 — —
d) a2 = —5,a3 =1, as = =2,
a5:4

e) ax =1, a3 =2, as = 2,
a5:2\/§

f) a2:2\/§, a3:6\/§,
as = 12v/3, a5 = 36v/2
Cwiczenie 4

a)g=9 b)g=3
¢)g=3 d)g=-3

e) ¢g=—2v2 f)ng

Multitefa

* Wykres ciggu arytmetycznego
i geometrycznego
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Cwiczenie 5
a) 24 =2 ale

as

zatem ciag (an) nie jest

geometryczny.

b) & = 16 — 9 ale

ag -8
ag _ 32
as

al

zatem ciag (an) nie Jest

a

ie # —2, zatem ciag (an)
nie jest geometryczny.

c)“—z—— ale 22 = 2

a2

geometryczny.
Cwiczenie 6
a) ae — 4
1
b) a7 = 625
64
) as = 3=
d) ae = 66%45
e) as = —162
f) als = -7
g) ag = 80
1
h) ag = — 37
Cwiczenie 7
a) a1 =
) =gy
_ 16
b) a1 = oy
c)ar=%=

3. Ciagi

[0] Cwiczenie 5

Uzasadnij, ze podany ciag nie jest ciagiem geometrycznym.
a) 4,8,16,32,60,120, ... b) 1,-2,4,-8,16,32,... «¢) 1,3 9 27 81

2787167327647 "

Przyktad 1
Oblicz jedenasty wyraz ciagu geometrycznego (a,), jesli a; = 3 oraz iloraz
ciagu q = 2.

a; =

a;=3-2=6 \\'_\'I)isll,i(‘ll?_\' kilka poczatkowych
2 wyrazéw ciagu.

a3 =3-2°=12

ay=3-23=24

Aby otrzymaé wyraz a1 ciaggu
1-1

a1 = 3- 210 = 3072

geometrycznego, obliczamy a; - ¢
Twierdzenie

Wzér ogblny ciagu geometrycznego (a,,) o pierwszym wyrazie a, i ilorazie g
ma postac:

_ n—1
Qp = Q1 * 4

Cwiczenie 6

Oblicz n-ty wyraz ciagu geometrycznego (a,,), jesli:

a) ai=3,¢=2,n=06, e) ag =—-2,9q=-3, n=25,
b)a =25 ¢g=1+,n=7, f) ap=-7,¢q=-1,n=15,
¢) ag=8,¢g=3%n=4, g) a1 =5,q9g=v2,n=9,

)
, n =06, h) a; = V/3, q:—%,n—8
Cwiczenie 7

Oblicz pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (a, ), jesli:
b) as = 167 q= _27

a) a4:l,q:%, c) ag =81, ¢ =3.

Zadania

1. Oblicz iloraz ciggu geometrycznego (a,) o podanych wyrazach poczatko-
wych. Wyznacz wzér ogdlny tego ciagu i oblicz a;.
a) 128, 64, 32, ... Q) 33 —m 3 e e) V2, =2, 2V2, ...
b) 11 d)625@2_5 f)gl
5,

167 40 2567 647 167

Odpowiedzi do zadan
1. a)q:%,an:287",a7:2
b) ¢ =4, an = 4", ar = 256

c) g= -3, an = (—1)”+1 3" 6 gy =3
4= 4 o= ({0 = 2

€) g=—v?2, an = —(—V2)", a7 = 82
) q=3 00 = 53, ar = 3



2. Oblicz wyrazy czwarty i piaty podanego ciagu geometrycznego. 2. a) g =2, a4 = 4+ 2V2,

a) A, 24+ V2 2V2 42, . b) V2—1,1,V2+1, ... as = 4v/2 +4
b)g=v2+1, a1 =2V2+3,
3. Przeczytaj podany w ramce przyklad. as =5V2+7

Wyznacz wzér ogdlny ciagu geometrycznego (a,,), jezeli wiadomo, ze
ay = 6 oraz ag = 54.

Jezeli q jest ilorazem ciagu (a,), to ay = a; - ¢* oraz ag = a, - ¢°, zatem
otrzymujemy uktad réwnan:

a-¢ =6
ar - q° =54

Dzielimy stronami drugie réwnanie przez pierwsze:

a1-¢® _ 54
a1-¢3 6
Stad ¢> =9, czyli ¢ = —3 lub ¢ = 3. 3. a) a, = 2. (&)™
Dla ¢ = —3 mamy a; = —2, zatem wzér ogdlny ciggu: a, = —2- (=3)"! b)a, = 2. (3)""
(kolejne wyrazy ciagu: —32,2,-2,6, —18, ...). ) an=—1% (2"
Dla ¢ = 3 mamy a, = 2, zatem wzér ogdlny ciagu: a, = 2 -3"" (ko- lub a, = Z 2771
lejne wyrazy ciagu: 2,2,2,6,18, ...). d) a, =—32.27!
e) an = —1024- (=1)"
Wyznacz wzér ogdlny ciagu geometrycznego (a,,), jezeli wiadomo, ze: lub a,, — 1024 - (%)nq
a) az = 3, az = =, c) ay =7, a;, = 28, e) ag = 32, ay = 2, £) @n = —5L - (—3)"!
b) 0,3:1%,@4:1i, d) a3:—3, 0,6:*24, f) aﬁzl, a8:9. lub an:ﬁ_?)n—l
4. Oblicz brakujace wyrazy ciggu geometrycznego. 4. a) —243, —81, —3

=5
=
[eo
|
w
Y
leo

a) 7 a 7277 79a C) a 67 7 7 48a e) 8a 7 7 a a i

16° 87 49 2
5 3, 12, 24, 96
b) @[3, -6 d) 7,30, -8 f) 5,07, 135 3 L1 g 97
3 ) I
5. Wstaw miedzy liczby x i y trzy liczby tak, aby otrzymac ciag geometryczny e) ‘é» 2,1, 3
(podaj dwa rozwiazania). f) 3,5,15,45
5. a) —4,—8,—16 lub 4, -8, 16
= -2 =-32 b = = = = v ) 9 2
a) , Y 3 )z =3,y =768 c)x=T,y="7 b) 12,48, 102

lub —12,48, —192

6. Wyznacz wzor ogdlny ciagu geometrycznego (a,,), jesli wiadomo, ze:
2 (an), ’ ) 7,7,7lub —7,7, -7

a) suma drugiego i trzeciego wyrazu tego ciagu jest réwna 6, a réznica
czwartego i drugiego wyrazu jest rowna 24,
b) suma drugiego i szdstego wyrazu tego ciagu jest réwna —34, a suma
pierwszego i piatego wyrazu jest réwna 17.

= =_34
6. ) az +as =6 b) az + ag
as —az = 24 a1 +as =17
arg(1 +q) =6 arq (1+¢") = —34
arq(®> —1) =24 ar(1+¢*) =17

q=>5 q=-2
al % ar =1

an=1-5"""1=5""72 an = (—2)""!

3.9. Ciag geometryczny (1)



Uczen:

— okresla monotonicznosé¢ ciagu
geometrycznego,

— udowadnia, ze dany ciag jest
ciggiem geometrycznym,

— stosuje w zadaniach zwiazek
miedzy trzema kolejnymi
wyrazami ciggu geo-
metrycznego oraz srednia
geometryczng,

— stosuje wlasnosci ciagu
geometrycznego w zadaniach
réznego typu.

Cwiczenie 1
a) Ciag geometryczny (an)

o pierwszym wyrazie a1 < 0 jest:

e rosnacy, gdy 0 < ¢ < 1,
e malejacy, gdy g > 1,
e staly, gdy ¢ = 1.
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3.10. Cigg geometryczny (2)

Przyktad 1
Pani Kasia ulokowalta 2000 zl na koncie o sta-

: . ) Whplata: 2000,00
tym oprocentowaniu 5% w skali roku. W tabeli
obok przedstawiono stan oszczednosci pani 2000,00 - 1,05 = 2100,00
Kasi po uplywie kolejnych lat. I tak po upty- 2100,00 - 1,05 = 2205,00
wie roku stan konta wyniesie: 2205,00 - 1,05 = 2315,25
2000 - 105% = 2000 - 1,05 = 2100 [z}]
2315,25 - 1,05 =~ 2431,01

Po uptywie dwéch lat:
2100 - 105% = 2100 - 1,05 = 2205 [z1]

Otrzymany ciag jest przyktadem rosnacego ciagu geometrycznego.

2431,01 - 1,05 ~ 2552.56

Ciag geometryczny (a,) o pierwszym wyrazie a; > 0 i ilorazie q jest:
= rosnacy, gdy ¢ > 1, = malejacy, gdy 0 < g < 1, = staly, gdy ¢ =1.

Cwiczenie 1

@ a) Sformutuj i uzasadnij analogiczne twierdzenie o monotonicznosci ciggu geo-
metrycznego o pierwszym wyrazie ujemnym.
b) Przerysuj do zeszytu tabele i ja uzupelnij. Podaj przyktady odpowiednich
ciagow geometrycznych i okresl ich monotonicznosé.

a1 <0 a3 >0
<0 —1,2,-4,8,-16, ... 1,-2,4,-8,16, ...
q nie jest monotoniczny nie jest monotoniczny
—0 -3,0,0,0,0, ... 3,0,0,0,0, ...
7= niemalejacy nierosnacy
-16,-8,—4,-2,—-1, ... 16,8,4,2,1, ...
0<qg<1 o e
rosnacy malejacy
> 1 —-1,-2,-4,-8,-16, ... 1,2,4,8,16, ...
q malejacy rosnacy
Uwaga. Stalym ciggiem geometrycznym jest réwniez ciag: 0,0,0,0, ... Jego

pierwszy wyraz a; = 0, a iloraz moze by¢ dowolna liczba rzeczywista.

Cwiczenie 2
Wyznacz wzér ogdlny monotonicznego ciagu geometrycznego (a,,), jezeli:

b) a; = -8, a5 = —2 c) az = —4, ag = —64.

a) az =2, as = 4,5, 29

Cwiczenie 2

n—1
Wa=3a=5a=5(3)
b)g=1a=-8a,=-8-2"""=-2""
) g=2a1=-2an=-2-2""=-2"



Aby wykazaé, ze ciag (a,,) jest geometryczny, nalezy sprawdzié, czy iloraz
jest staty dla kazdego n € N .

Gn+41
Qn

[D] Przyktad 2

Wykaz, ze ciag o wzorze ogélnym a, = 3 - 4" jest ciagiem geometrycznym.

Okresdl jego monotonicznosc.

Wyznaczamy iloraz ciaggu:

Gn+1 — 3. 4ntt —4

an 3.4

Gn41

lloraz “2* jest staly dla kazdego n € N, zatem ciag (a,) jest geometryczny.

Jest to ciag rosnacy, poniewaz a; > 0iqg=4> 1.

] Cwiczenie 3
Wykaz, ze ciag (a,) jest geometryczny. Okre$l monotonicznosdé tego ciagu.

; 2 ) an =6 (v2)"!

on

b) o= (=)’ § =2 ()"
@ Cwiczenie 4

Uzasadnij podane obok
twierdzenie.

c) a,=—

[

a) a, =

f) a, = 4!

Liczby a, b, ¢, r6zne od zera, tworzg, ciag geome-
tryczny wtedy i tylko wtedy, gdy b? = a - c.

Cwiczenie 5
Podane liczby sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego. Oblicz x.

a) r,z+1,2—3 b) -1 c) -1, x+1,2r—1

2
=0 L 3z

® Srednia geometryczna
Jesli liczby a, b, ¢ tworzace ciag geometryczny sa dodatnie, to b = y/a - c.
Liczbe v/a - ¢ nazywamy Srednia geometryczng liczb a i c.

Pole kwadratu o boku b jest rowne polu prostokata
o bokach a i ¢, jesli b jest rowne $redniej geometrycznej

liczb a i c.

Twierdzenie

W ciagu geometrycznym (a,) o wyrazach dodatnich kazdy wyraz, oprécz
pierwszego, jest sSrednig geometryczna wyrazéw sasiednich:

Qp =+/Cp_1 - Gpi1 dlan>2

Cwiczenie 3
_ Qn41 5 e i
Ag=T" =T =

Jest to ciag geometryczny o ilo-

razie ¢ = 3. Ciag jest malejacy,

poniewaz a1 > 01iq € (0;1).
(4

_ Qn+41 __ 7 _ 1
b= ="y =7
Jest to ciag geometryczny o ilo-
razie ¢ = —+. Ciag nie jest mo-
notoniczny, poniewaz q < 0.

" _l.on+l
) g= 2t = {;%T =2

Jest to ciag geometryczny o ilo-
razie ¢ = 2. Ciag jest malejacy,
poniewaz a1 < 01iqg > 1.

et _ 23"
d)(I— aII = 724(%)n =3

Jest to ciag geometryczny o ilo-
razie q = % Ciag jest rosnacy,
poniewaz a1 < 01 ¢ € (0;1).

an 6-(V2)"
e) ¢ = a;tl:%:ﬁ

Jest to ciag geometryczny o ilo-
razie ¢ = v/2. Ciag jest rosnacy,
poniewaz a1 > 01i¢g > 1.

_ apg1  42nt3
f) ¢= an 42Tl =16

Jest to ciagg geometryczny o ilo-
razie ¢ = 16. Ciag jest rosnacy,
poniewaz a1 > 01iqg > 1.

Cwiczenie 4

Liczby a, b, ¢, rézne od zera,
tworzg ciag geometryczny
wtedy i tylko wtedy, gdy

b

_c P2 —
s=7,czylib*=a-c

Cwiczenie 5
a)r=-1
b)x=01lubz =2
c)z=0lubz =2

3.10. Cigg geometryczny (2)



Odpowiedzi do zadan Zadania

1. a), d) malejacy

b) nie jest monotoniczny @ 1. Wrykaz, ze ciag (a,) jest geometryczny. Okresl monotonicznosé tego ciagu.
¢) rosnacy a) a, === b)a,=2-(=5)" ¢)a,=4-(V3)"" d)a,=-2-5""
2. a) Kolejne wyrazy ciagu:
1,2,5,... @ 2. Przeczytaj podany w ramce przyktad.
2 =2 ale 2 =35#2
Ciag nie jest geometryczny. Uzasadnij, Ze cigg o wzorze ogélnym a,, = n? —n + 2 nie jest geome-
b) Kolejne wyrazy ciagu: tryczny.
1,2,1,...
ay ’:’2 ale 22— 1 %9 Obliczamy kolejne wyrazy ciagu: 2, 4, 8, 14, ... Badamy ilorazy:
U o2 _L_o9 88_8_o m_1ld 4o
Ciag nie jest geometryczny. a1 2 Y a4 Y a3 B
T-n
3. a) an = —4 . Zatem ciag (a,) nie jest geometryczny.
lub an = —3 .32 Uzasadnij, ze ciag (a,) nie jest geometryczny.
) an =5""luba, = —5°" a) a, =n?—2n+2 b) a, = —n?®+4n —2
d) an =5""" L , .
e) an = (1) 3. Wyznacz wzdr ogdlny monotonicznego ciaggu geometrycznego (a,,).
lub a, = _(%)n—?: ) g = —4 ) ai - s = 1 ) Qg * Ay = 1
n—1 a C e
f) an = _\/5 371721 a9 = —é ag = 25@3 ag + a§ = 5
lub a, =v2-372
u.a \/_. . . ay = 3ay as + az = 30 ay-az =6
4. Niech ¢ bedzie ilorazem ciggu b) . d) f) ) )
geometrycznego, b = agq, ap - a3 = 3 as —az =120 az —a; =12

c=aq?, d=ag’.

g fess sonlleipey @ = 0 (o 4. Liczby a,b,c,d sa kolejnymi wyrazami malejacego ciggu geometrycznego.

a+d>0), wiec 0 < g < 1. Suma dwdéch liczb srodkowych jest réwna 24, a suma dwdch liczb skrajnych
{aq tag?=24 jest réwna 36. Wyznacz te liczby.
a+ agq’ = 36 5. Liczby z,y, 2z tworza monotoniczny ciag geometryczny. Podwojona suma
a=32 pierwszej i drugiej liczby jest réwna sumie drugiej i trzeciej liczby, a suma
g=1 tych trzech liczb jest réwna 77. Wyznacz te liczby.

Zatem a = 32,5 =16, c =8, @ 6. a) Uzasadnij, ze w tréjkacie prostokatnym

d=4.
5. Niech g bedzie florazem ciggu Wysok.oéé ?pusz.czona z wierzchotka k@t}a 'pro—
geometrycznego. stego jest Srednig geometryczna dtugosci od-

cinkéw, na jakie wysokos¢ ta dzieli przeciw-

q>0,y=uzq, 2= zq’
prostokatna (rysunek obok).

20 +y)=y+z A x D YB
e e = T b) Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich z, y zachodzi nastepujaca
zaleznos¢ miedzy ich Srednig arytmetyczna a geometryczna:

Po podstawieniu:

T4y

2 +2q—xq° =0 3 > /Ty

. . . . 0
ot 1q+ g =TT Kiedy te srednie sa rowne?

g=2 6. a) Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku oraz niech |CD| = h.
xz=11 Zauwazmy, ze trojkaty ADC' i CDB sa podobne (cecha KKK), zatem
_ _ _ |AD| _ |CD] .z _ h
Zatemz = 11,y = 22, z = 44. W—chzyhﬁ—z'

Stad h? = xy, zatem h = VZY-

b) =3 > /7y

Tty >2/ay

z—2/TY+y =0

(vVz — \/Q)Q > 0 dla dowolnych liczb dodatnich x i y. Réwnoéé zachodzi dla z = y.

3. Ciagi



3.11. Suma poczatkowych wyrazéw
ciaggu geometrycznego

Przyktad 1
Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego:
1,2,4,8,16, ...

Sio=14+2+44+8+16+ 32+ 64 4 128 4256 + 512 = 1023

Aby obliczy¢ sume n poczatkowych wyrazdéw ciggu geometrycznego, mozna
skorzystac z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,) o ilorazie g # 1
wyraza sie wzorem:

1—q™
S’n = 1—q
Dowod
Kolejne wyrazy ciaggu to: a;, as = a1q, as = a1q>, ..., a, = a;q" !, zatem:

S,=a1+a1qg+a1q’+ ... +ag""

n Mnozymy obie strony

qS, = a1+ aq® +a1¢® + ... + aiq

réwnania przez q.

Odejmujemy réwnania stronami i otrzymujemy:
Sy —qSn = a1 — a1 "
Sn(l - Q) = al(l - q’n)

S —a 1—q™ Dzielimy obie strony réwnania
=q ——
" 1-q przez 1

Uwaga. Jedli iloraz ciaggu geometrycznego (a,,) jest réwny 1, to suma n poczat-
kowych wyrazéw tego ciggu dana jest wzorem S, =n - a;.

Cwiczenie 1
Oblicz sume szesciu poczatkowych wyrazdéw ciggu geometrycznego, korzysta-
jac z podanego wzoru. Sprawdz otrzymany wynik, dodajac wyrazy ciagu.

a) 1,3,9,27, ... b) 1, -2, 4, -8, ... ) 1,1, 11 .
Cwiczenie 2

Oblicz sume S5 ciggu geometrycznego (a,), w ktérym a; = 5 oraz:
a) ¢ =2, b) ¢ =4, c) ¢g=1.

q (z zalozenia q # 1).

Uczen:

— oblicza sume¢ n poczatkowych
wyrazéw ciggu geometrycz-
nego,

— stosuje wzor na sume n
poczatkowych wyrazéw ciagu
geometrycznego w zadaniach
réznego typu.

Komentarz
Warto zauwazy¢, ze dla ¢ > 1
wygodniej jest uzywaé wzoru

3 o q"—1
w postaci S, = a1 - .

Cwiczenie 1
a) S5 =1- 12 =364

6
b) Sg=1- <( 2 =21
He

) Se=1- (,; :g_g
2

Cwiczenie 2

Q) S5=%-5% =3

b) S5 = & = %

c) Ss=5- :35—2

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.11
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Cwiczenie 3

—3.1=(2° _

b) S5 = —4- 1% = 484

Cwiczenie 4
1-27
a) 5. 1=2" — 635

2" =128

n—=
Cwiczenie 5
a1 + ags = 26
as +as = —T78

a1(1+¢°) =26
aiq (1 + q3) = —T78

q=-3
al = -1
1-(=3)" _
—1.——=—=—61

n =295

Cwiczenie 6
a) S5 =3- 14 = 1023
b) S5 = —6- =42 = _2046

1-4

3. Ciagi

Cwiczenie 3
Oblicz sume S,, ciagu geometrycznego (a, ), jesli wiadomo, ze:
a) a; =3, ap = —6, n = 6, b) a1 = —4, ay = —12, n = 5.

Przyktad 2
Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie réwnym 4 i ilorazie 3. Ile
poczatkowych wyrazéw tego ciagu nalezy dodaé, aby otrzymaé 14567

Niech n bedzie szukana liczba wyrazéw. Wéowcezas:

1-3"
4 - T3 = 1456

1—-3"=-728
3" =729
n==~6

Nalezy doda¢ szesé poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

Cwiczenie 4
a) Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie réwnym 5 i ilorazie 2.
Ile poczatkowych wyrazdéw tego ciagu nalezy dodaé, aby otrzymac 6357

3

b) Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie réwnym 2 i ilorazie 3.

Ile poczatkowych wyrazow tego ciagu nalezy dodaé, aby otrzymac 16%?

Cwiczenie 5

Suma pierwszego i czwartego wyrazu ciggu geometrycznego jest réwna 26,
a suma drugiego i piatego wyrazu jest rowna —78. Ile poczatkowych wyrazéow
tego ciaggu nalezy dodaé, aby otrzymaé¢ —617

Ciag (b, ) nazywamy podciagiem ciagu (a,,), jesli mozemy go otrzymacé poprzez
wybranie jego wyrazdéw sposréd wyrazéw ciagu (a,,) bez zmiany ich kolejnosci.
Na przyktad podciagami ciagu geometrycznego 1,2,4,8,16,32, ... sa:

2,8,32,128,512, ... — podciag wyrazow o numerach parzystych,
1,4,16,64, 256, ... — podciag wyrazéw o numerach nieparzystych,
512,1024, 2048, 4096, ... — podciag wyrazéw podzielnych przez 512.
Cwiczenie 6

Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego jest réwny 3, a iloraz jest réwny —2.
Oblicz sume pieciu poczatkowych wyrazdéw jego podciggu ztozonego z wyrazdw
o numerach:

a) nieparzystych, b) parzystych.



Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. Oblicz sume Sy ciagu geometrycznego (a,,), jesli jego wyrazy pierwszy 1.a) 155 b) 26332

i drugi sa odpowiednio rowne: c) —1275 d) —56
a) L, 1 b) 18, 6, c) 15, —30, d) -7, 7.
2. Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,) o ilora- 2. a) —255 b) &t
zie q, jesli: ¢) 93(1 —+/2) d) 100
a) ag=-1,¢q=2,n=238, ¢) a1 =3,q=—2,n=10,
b)a=2,¢g=3% n=5, d) a; =5,¢=1,n=20.

3. Ciag (a,) jest geometryczny. Przerysuj do zeszytu tabele i ja uzupelnij.

ay q n an Shn

2 3 5 162 242
~32 3 7 -3 —633
V8 V2 8 —32 —60 + 30v/2

4. Pola dziesieciu kwadratéw (rysunek obok)
tworzg ciag geometryczny o ilorazie % Naj-

wiekszy sposréd tych kwadratow ma pole D Odooes..
réwne 1 cm?. Oblicz sumeg ich: 5.a)4 b) 1091,2 c) 2
a) pol, b) obwodéw. L) ) Ly e
6. S, =512
5. Oblicz pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie ¢, jesli: 2" =5 41
a‘) q:27 542607 C) q:37 56:728, e) q:_\/§7 56:_77 a) 2" =64
_1 _ _ 1 _ _ _ n=6
b)q—g, 54—2046, d)q——g, S5—33, f) q——L 515—9 b)2n2512
6. Ile poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego o pierwszym wyrazie n *ng
réwnym 5 i ilorazie 2 nalezy dodaé, aby otrzymadé: <) 2 102 0Pz
a) 315, b) 2555, c) 51157 "= oy
7. Wyznacz liczbe wyrazéw skoniczonego ciagu geometrycznego (a,) o ilora- (=2)" = -128
zie q, jedli suma wszystkich wyrazow jest rowna: :)_18720 5.
a) 258 oraz a; =6, ¢ = —2, b) 1820 oraz a; =5, ¢ = 3. 37 — 799 ot
=6
8. Pola pieciu prostokatéw (rysunek obok) 7:81 (41
tworza ciag geometryczny o ilorazie %. Su- 8. %0 =P: 2=
ma tych pél jest réwna B cm?. Oblicz BL_p. L
pole najmniejszego prostokata. P =0,9 cm?

1*(%)10 1023 2
4.a) Sip=1- o1 T e [cm?]

b) Dlugosé boku najwigkszego z kwadratéw: 1 cm
Obwdéd najwiekszego z kwadratow: a1 = 4 cm

Tloraz ciggu: ¢ = \/g = g

LT\
T2
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10.

11

13.

14.

15.

16.

17.

S5 =33, a1 —as =99
ar- =2 =33
iar(1—¢°) =99
1—qg=3, wigcq= -2

al = 3
S10 = —1023

.a)0 b) z
12.

381 lub 2%
ar+az2+a3+as =8

{a5+a6+a7+as—72
ai(l+q+q +q°)=8

{a1q4(1+q+q2+q3)—72

g =9

¢g=+V3,a1=v3-1

a5 = 9(\/5 — 1)
6(1+g+q>+q3+q*)

6¢°(1+a+a>+a®+a%) — D
czyliag=3-6=38

an =271

{a1a2a3a4 =324

a; —az =6
ai(l—q)=6

q=3
a1:12
6

(4

{a‘lqu = 324

—

189
8

ol

a1 + a1q + (11q2 =21
{a1q3 4 a1q4 4 (11q5 = 168

ai(l+qg+¢*) =21
{a1q3(1 +q+¢°) =168

o2
{11+q+q2

> =8

q=2
a; =3

192=3-2"1 n="7

3. Ciagi

10.

11.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Wyznacz wzér ogdlny ciagu geometrycznego (a,,), jesli wiadomo, ze:
a) S3 = 35, a réznica wyrazéw pierwszego i czwartego jest réwna 17,5,

b) Sy = 20, a réznica wyrazéw pierwszego i trzeciego jest réwna 8.

Suma pieciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,, ) wynosi 33,
a roznica wyrazdéw pierwszego i széstego jest réwna 99. Oblicz sume dzie-
sieciu poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

Wyznacz sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego o pierw-
szym wyrazie a; = x i ilorazie ¢ = —1, jesli wiadomo, ze n jest liczba:

a) parzysta, b) nieparzysta.

Ciag geometryczny (a,) spelnia warunki: S5 — S3 = 721 ay — az = 12.
Oblicz sume siedmiu poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

Suma czterech poczatkowych wyrazéw monotonicznego ciggu geometrycz-
nego jest réwna 8, a suma kolejnych czterech jest réwna 72. Oblicz piaty
wyraz tego ciagu.

Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego jest réwny 6, a stosunek sumy pie-
ciu poczatkowych wyrazéw tego ciagu do sumy kolejnych pieciu wyrazéw

3. Oblicz szésty wyraz tego ciagu.

wWynosi ¢

Dany jest dziesieciowyrazowy ciag geometryczny (a,) o ilorazie g. Suma
jego wyrazow o numerach nieparzystych jest réwna 341, a suma wyrazéw
o numerach parzystych jest réwna 682. Wyznacz wzdr ogdlny tego ciagu.

Tloczyn czterech poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (a,) o wy-
razach dodatnich jest réwny 324. Oblicz sume szesciu poczatkowych wyra-
z6w tego ciagu, jezeli a; — ay = 6.

Suma trzech poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego jest rowna 21,
a suma trzech nastepnych jest réwna 168. Ktory wyraz tego ciagu jest
rowny 1927

Wyrazy ciagu geometrycznego (a,,) spelniaja warunki:
a1+a2+a3+a4+a5:93 1 a3+a4+a5+a6+a7=372
Oblicz pierwszy wyraz oraz iloraz tego ciagu.

Dany jest skonczony ciag geometryczny o parzystej liczbie wyrazéw. Tloraz
i pierwszy wyraz tego ciagu sa rézne od zera. Wykaz, ze stosunek sumy wy-
razow o numerach parzystych do sumy wyrazéw o numerach nieparzystych
jest réwny ilorazowi tego ciagu.

a1+ a1q + a1¢® + a1¢® + a1q* = 93
{qu +a1¢’ + a1g* + a1¢” + a1¢® = 372
ai(l+q+q¢*+¢*+4*) =93
{auf(l +q+q°+¢*+q") =372

93
ay = = —9 =2
1+q+@+ @ +q% cpyli 7 ., lub 1
£ =4 a1 =83 a1 =3
ai,a1q,a1q>,...,a1q>" 1, gdzie a1 #0iqg#0

agt+ai®+...+a1®™"  qlai+aig® +...+aiq
a1+ a1’ + ...+ a1g’? a1+ a1g? + ... +a1g>2

2n—2)

=q



3.12. Ciagi arytmetyczne i ciagi L

— stosuje wtasnosci ciagéw aryt-

g eom et ryCZ ne — zZ ad an i a metycznego i geometrycznego

w zadaniach réznego typu,
w tym w zadaniach na dowo-

Przykfad 1 dzenie.
Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) dana jest za pomoca wzoru
S, = 2n?. Czy jest to cigg arytmetyczny?

Obliczamy pierwszy wyraz ciagu:
a=5=2-12=2
Dla n > 1 wyraz a,, mozemy wyznaczy¢ ze wzoru a,, = S, — S, _1:
a,=2n*>—-2(n—-12=2n>-2(n>-2n+1)=4n —2
Stad a, 1 =4(n+1) —2=4n+ 2.
Réznica a1 —a, =4n+2— (dn—2) =4 dlan > 1.
Nalezy jeszcze obliczy¢ réznice as — aq:
ay—a;=(4-2-2)—2=4

Réznica a,, 11 — a,, = 4 dla kazdego n € N, wiec ciag (a,,) jest arytmetyczny.

Cwiczenie 1
Sprawdz, czy ciag (a,,) jest ciagiem arytmetycznym, jesli:
a) S, =n?—4, b) S, = n? + 2n, c) S, = 6n —2n? d) S, = 2n.

Przyktad 2

Trzy liczby tworza ciag arytmetyczny, a ich suma jest réwna 21. Jesli od pierw-
szej i drugiej liczby odejmiemy 3, a od trzeciej odejmiemy 1, to otrzymamy
kolejne wyrazy ciagu geometrycznego. Wyznacz te liczby.

Zapisujemy trzy kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego: a — r, a, a + r. Ich

suma:
a—r+a+a+r=21

a=17
Zatem szukane liczby maja postaé: 7 —1r, 7, 7+ r.

Zgodnie z warunkami zadania liczby 4 — r, 4, 6 4+ r sg kolejnymi wyrazami
ciagu geometrycznego, zatem zachodzi rownosé:

42=4—-r)(6+7)
r242r—8=0
r=—4lubr=2

Dla r = —4 otrzymujemy liczby: 11, 7, 3.
Dla r = 2 otrzymujemy liczby: 5, 7, 9.

Cwiczenie 1.

a)ay=-3,dlan>1l:a,=2n—-1, any1 =2n+1

Ant1 — an = 2, ale a2 — a1 = 3 — (—3) = 6 # 2, wiec ciag ten nie jest arytmetyczny.
b)ar =3, dlan>1lian=n*+2n—(n—12-2(n—1)=2n+1, ant1 =2n +3
An+1 — an = 2 Oraz az — a1 = 2, wiec ciag ten jest arytmetyczny.
¢)ar=4,dlan>1:a, =6n—2n>—6(n—1)+2(n—1)>=8—4n

ant1 =4 —4n, ant1 — an = —4 oraz az — a1 = —4, wiec ciag ten jest arytmetyczny.
dar=2,dlan>1l:a,=2n—-2-(n—1) =2, any1 =2

an+1 — an = 0 oraz az — a1 = 0, wiec ciag ten jest arytmetyczny. dlanauczyciclapl | Kartkowka 8.12
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Cwiczenie 2

a) 2,7, 12 1ub 18, 7, —4

b) 2, 4, 6 lub 11, 4,

-3

Odpowiedzi do zadan
1.a) ag =a1+5r=0

Sll _ (2a1+10r)-11 _

_ 2(aj+5r)-11
===5"—=0

b) a1 = a1 + 10r = 20

Szukamy sumy:

a1 +asz+as + ...+ azi,

ktoéra jest suma 11 poczatko-
wych wyrazéw ciggu aryt-

metycznego o pierwszym

wyrazie a1 i réznicy 2r, czyli
2a;+10-2r)-
Sy = (a1 + . )1l

_ 2(a;+10r)-11
= ——l=—

11

= 220.

9

a1+agz+...+ajg

ag+ag+...4+as9 __
2.
az +a7 =12
a;+10r __ 9
a1+9r — 8
{2a1 + 8 =12

a1:—2
r=2

an =2n—4

3 {%—i—w—l—xq—lf)

1 )
cTETE T
w(%-i—l-i—q)

L{g+1+1)

Ciagi: 5,—10,20
lub 20, —10,5

4 ar + (11q4 = 68
’ a1q + a1q5 =1

8

3
20

=15

3
20

r=—10

x = —10 =
lub
qg=—2 q=-

36

a1q(1+¢*) =136

{a1(1+q4)—68

o = 1
q=2

qg=2
a1:4

3. Ciagi

1
2

Cwiczenie 2

a) Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 21, tworza ciag arytmetyczny. Jesli
od drugiej z nich odejmiemy 1, a do trzeciej dodamy 6, to otrzymamy ciag
geometryczny. Wyznacz te liczby.

b) Liczby a, b, ¢, ktérych suma jest réwna 12, sa kolejnymi wyrazami ciagu
arytmetycznego, a liczby a + 1, b+ 2, ¢+ 6 — kolejnymi wyrazami ciagu geo-
metrycznego. Wyznacz liczby a, b, c.

Zadania

—h

a) Szdsty wyraz ciagu arytmetycznego jest réwny 0. Oblicz sume jedenastu
poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

b) Jedenasty wyraz ciagu arytmetycznego jest réwny 20. Oblicz sume je-
denastu poczatkowych wyrazéw tego ciagu o numerach nieparzystych.

Dany jest ciag arytmetyczny (a,). Stosunek sumy dziesieciu poczatko-
wych wyrazéw o numerach parzystych do sumy dziesieciu poczatkowych
wyrazéw o numerach nieparzystych jest réwny %. Suma wyrazdéw trzeciego
i sibdmego jest rowna 12. Wyznacz wzor ogdlny tego ciagu.

Suma trzech liczb tworzacych ciag geometryczny jest réwna 15, a suma
ich odwrotnosci jest réwna —. Wyznacz te liczby.

Wyrazy ciagu geometryczego (a,,) spelniaja warunki:
a1+a5:68 i a2+a6=136
Ile poczatkowych wyrazéw tego ciggu nalezy dodacé, aby otrzymac 20447

W szesciowyrazowym ciggu geometrycznym suma pigciu poczatkowych
wyrazéw jest réwna 11, a suma pieciu ostatnich — jest réwna 33. Oblicz
iloraz oraz wyrazy pierwszy i szésty tego ciagu.

Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 28, tworza cigg geometryczny. Liczby
te sg rowniez kolejno wyrazami pierwszym, drugim i czwartym ciagu aryt-
metycznego. Wyznacz te liczby.

a) W dziewieciowyrazowym ciagu arytmetycznym, ktérego pierwszy wy-
raz jest rowny 4, wyrazy pierwszy, trzeci i sibdmy tworza ciag geome-
tryczny. Oblicz sume wyrazéw tego ciagu arytmetycznego.

b) W sze$ciowyrazowym malejacym ciaggu arytmetycznym, ktérego pierw-
szy wyraz jest rowny —1, wyrazy pierwszy, drugi i piaty tworza ciag geo-
metryczny. Oblicz sume wyrazow tego ciagu arytmetycznego.

. Niech a1, a1 +r, a1 + 3r — szukane liczby, ktére tworza ciag geometryczny.

a1 +a1+r+a +3r =28
(a1—|—7")2 = ai(a1 + 3r)

a1 = 9% a1 =4
Stad {3 b { ™
r=20 r=4
Zatem szukane liczby to: 9%, 9%, 9% lub 4, 8, 16.
442r _ 4467
a) = = Iy
r=0Ilub r =2, Sg = 36 lub Sg = 108
b) —147r — —1+44r
-1 —14r
r =0 lub r = —2, ale ciag jest malejacy, czyli r = —2.
Se = —36



10.

11.

12.

12.

13.

a) Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest réwna 15. Jesli 8.a) b—r, b, b+r - ciag aryt-

pierwsza i druga z tych liczb zwickszymy o 1, a trzecia — o 4, to otrzymamy metyczny ,

. . b—r+b+b+r =15, wiec
ciag geometryczny. Wyznacz te liczby. b5

b) Trzy liczby tworza ciag arytmetyczny. Jesli do pierwszej z nich do- 5—r, 6,9+ — ciag geo-
damy 8, a druga i trzecia zostawimy bez zmian, to tak otrzymany ciag metryczny6 orr
bedzie ciagiem geometrycznym. Wyznacz te liczby, jedli suma wyrazdw 51— 6

r=3lubr=-6
Szukane liczby to: 2, 5, 8
lub 11, 5, —1.

b) —6, 6, 18 lub 10, 6, 2

9.a)b—r, b, b+ r — ciag aryt-

ciagu geometrycznego wynosi 26.

a) Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 13, tworzg malejacy ciag geome-
tryczny. Jesli od ostatniej liczby odejmiemy 4, to otrzymamy ciag arytme-
tyczny. Wyznacz te liczby.

metyczny
b) Trzy liczby tworza ciag geometryczny, a ich suma jest réwna 52. Jesli b—r, b, b+r+4 — malejacy
pierwsza i druga liczbe zostawimy bez zmian, a od trzeciej odejmiemy 16, cigg geometryczny
to otrzymamy kolejne wyrazy rosnacego ciggu arytmetycznego. Wyznacz Z_T3+b+b+7"+4 =13, wige
te liczby. 32=@B-r)(T+r)ir<0,
a) Wstaw miedzy liczby 5 i 30 dwie takie liczby, aby pierwsze trzy tworzyly WHEE 7 = —0
cigg geometryczny, a ostatnie trzy — ciag arytmetyczny. Szukane liczby to: 9, 3, 1.

b) 4, 12, 36
b) Wstaw miedzy liczby —4 i 32 dwie takie liczby, aby pierwsze trzy two- 10 )) 10,20 b — 15 45

. . . A 9 ub —=, -

rzyly ciag arytmetyczny, a ostatnie trzy — ciag geometryczny. b) 2, 8 204
7 czterech zapisanych kolejno liczb pierwsze trzy tworza ciag geometrycz-  11.1, 3, 1, 0lub &, &, &, 12
ny, a ostatnie trzy — cigg arytmetyczny. Wyznacz te liczby, jedli suma  12. a) Niech an, any1 (n € Ny ) —
pierwszej i ostatniej jest rowna 1, a suma drugiej i trzeciej jest rowna %. dtugosci bokéw dwoch kolej-

nych tréjkatéw: opisanego na
W tréjkat réwnoboczny wpisujemy okrag, a nastepnie okregu o promieniu r i wpisa-
w okrag wpisujemy tréjkat réwnoboczny itd. (rysu- T W G ERaR, ik

nek obok). Otrzymujemy w ten sposéb ciag tréj-

r= n.n6\/§ ir= ”'n{él\/g

Zatem ani1 = .

katow réwnobocznych i ciag okregow. Niech (L,) — ciag obwodéw

a) Uzasadnij, ze ciag obwodéw kolejnych tréj- trojkatow.
katow jest geometryczny. Podaj jego iloraz. Tkl = Bmil - Sntl 1

Zatem ciag obwodéw trojka-

téw jest ciagiem geometrycz-

nym o pierwszym wyrazie 3ai

i ilorazie %

14. Niech (a,) — ciag arytmetycz-
ny o wyrazach catkowitych
i réznicy r, czyli:

b) Bok najwiekszego tréjkata ma diugosé 4.
Oblicz sume obwoddéw pieciu najwigkszych
tréjkatow oraz sume ich pol.

:ElTy’ Iiz i yiz
liczby 22, 3% i 2% tworza ciagg arytmetyczny.

Wykaz, ze jesli liczby

tworza ciag arytmetyczny, to réwniez

an4+1 — an =T

Wykaz, ze jesli ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym o wyrazach calko- bais _ gomtl

witych, to ciag (b,) okreslony za pomoca wzoru b, = 2% jest ciagiem bn . 2em
— 9Qn41—an __ OT

geometrycznym. =270 =27 dlan € Ny,
zatem ciag (bn) jest geo-

b) L1 =3 -4=12 metryczny o ilorazie 2".

—(1)°
Suma obwodéw: 12 - = 1( 71) = 23%
2
_ 2 V3 Pny _ 9% (1)2 _ 1
Po=an 2, R = =(3) =%

czyli pola tréjkatéw tworza ciag geometryczny o ilorazie .

1
p 1*(%)5 341
Suma pol: 44/3 - o = ﬁ\/g
1

1—
1 1 : .
' T2 Ui tworzg cigg arytmetyczny, to:

1 1 1 1

Jesli liczby ﬁ

T+z z+y y+z z+z
Mnozymy obie strony przez (y + z)(z + z)(z +y) i otrzymujemy: 3> — 22 = z? — y°.
Zatem gz, yz, 2> tworza ciag arytmetyczny.

3.12. Ciaggi arytmetyczne i ciagi geometryczne — zadania



3. Ciagi

Ciagi liczb catkowitych

Ponad pieédziesiat lat temu amerykanski matematyk Neil Sloane [czyt. nil

sloln] stworzyt katalog ciagéw liczb catkowitych obecnie funkcjonujacy jako

Encyklopedia ciagéw liczb catkowitych w wersji on-line (oeis.org). Opisanych

jest w niej ponad ¢wier¢ miliona réznych ciggdéw. Aby znalezé informacje

o ciagu, nalezy poda¢ jego numer w katalogu, nazwe lub poczatkowe wyrazy.

Na przyktad:

 pod numerem A000045 znajduje sie ciag Fibonacciego (patrz str. 158),

« pod numerem A000108 znajduje si¢ ciag liczb Catalana [czyt. katalana):
1,2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, ...

(2n)!

Ciag liczb Catalana okreslony jest wzorem c, = CESIE Zatem:
01:2?—1!:1,02:3?—;:2703:%:5,C4:5?—i!:14,...

Ciag ten ma wiele interpretacji geometrycznych, np. dla (n + 2)-kata wypu-
ktego liczba jego mozliwych podzialow na trdjkaty nieprzecinajacymi sie prze-
katnymi jest rowna n-tej liczbie Catalana. Dla szeSciokata istnieje 14 takich
podziatow:

Rozwazmy teraz kwadrat o wymiarach n xn z siatka catkowita, jak na rysunku
ponizej, oraz drogi prowadzace z lewego dolnego rogu tego kwadratu do jego
prawego gérnego rogu spetniajace warunki:

« poruszamy si¢ po siatce catkowitej w prawo albo w gore,
« nie przechodzimy nad przekatng kwadratu.

Okazuje sie, ze liczba takich drog jest n-ta liczba Catalana.
Na ponizszych rysunkach przedstawiono wszystkie mozliwe
drogi dla n = 3 (¢3 = 5).

1. Narysuj odpowiednie rysunki i sprawdz, czy dla kwadratu 4 x 4 istnieje
¢y = 14 réznych drég spelniajacych warunki opisane wyzej.



3.13. Procent sktadany

Kapital w wysokosci k, ztozony w banku na rok przy oprocentowaniu
rocznym 7, wzro$nie po roku do kwoty k(1 + 7).

Przyktad 1

Pani Kowalska wplacita do banku 1000 zt na lokate oprocentowang 6% w skali
roku. Do jakiej kwoty wzroénie kapital pani Kowalskiej po trzech latach, a do
jakiej po dwudziestu?

Kwota po roku: 1000 + 6% - 1000 = 1060 [z1]

Kwota po 2 latach: 1060 + 6% - 1060 = 1060 + 63,6 = 1123,6 [z}]
Kwota po 3 latach: 1123,6 + 6% - 1123,6 = 1123,6 + 67,416 ~ 1191,02 [z}]
Zauwaz, ze w kolejnych latach doliczane sa odsetki w wysokosci 6% do kapitatu powigkszo-
nego o odsetki z poprzednich lat.

Wyznaczenie powyzsza metoda kwoty, do jakiej wzrosnie kapital pani Kowal-
skiej po dwudziestu latach, jest bardzo pracochtonne. Zauwazmy jednak, ze
kazdego roku do kazdej ztotéwki bank do- tys. zl

pisuje 6% odsetek, czyli co roku kapital -
powieksza sie 1,06 razy. —

Kapital wynosi wiec: —
po roku: k- 1,06 T
po 2 latach: k- (1,06)2
po 3 latach: k- (1,06)3

: 0 1 10 20
’ lat
po 20 latach: & - (1,06)20 ~ 1000 - 3,20714 = 3207,14 [z]] ae

Jezeli w kolejnych latach odsetki dopisywane sa do kapitalu powiekszonego
o wczesniej nagromadzone odsetki, to méwimy, ze kapital zostal zlozony na
procent skladany.

Kapital w wysokosci k, ztozony w banku na n lat na procent sktadany
przy oprocentowaniu rocznym 7, po n latach wzroénie do kwoty k(1 +r)™.

Cwiczenie 1

Do jakiej kwoty wzrosnie kapitat po n latach, jezeli ztozymy w banku 5000 zt
na procent sktadany przy oprocentowaniu rocznym r?
a) n=>5r=45% b) n=28 r=55% ¢) n=10,r=3%
Cwiczenie 1

a) 5000 - (1 4 0,045)° ~ 6230,91 [z1]

b) 5000 - (1 + 0,055)® ~ 7673,43 [z1]

c) 5000 - (14 0,03)'° ~ 6719,58 [z1]

Uczen:

— oblicza wysokosé¢ kapitatu
przy réznych okresach kapita-
lizacji,

— oblicza wysokosé¢ kapitatu
na lokacie systematycznego
oszczedzania,

— oblicza oprocentowanie lokaty,

— ustala okres oszczedzania,

— rozwiazuje zadania zwigzane
z kredytami.

Komentarz

Warto si¢ upewnic, czy
uczniowie dobrze rozumieja, ze
oprocentowanie r = 6% oznacza

= i nie beda podstawiaé

6
100
za r liczby 6.

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.13
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3. Ciagi

Dopisywanie odsetek do kapitalu nazywa si¢ kapitalizacja odsetek lub
krotko kapitalizacja, a czas, po jakim ona nastepuje, nazywa sie okresem
kapitalizacji.

Przykfad 2

Rodzice Basi ztozyli w banku 5000 zl na trzy lata. W pierwszym roku opro-
centowanie wynosito 6%, w ostatnich dwéch latach 5%, a kapitalizacja odsetek
nastepowata co rok. Do jakiej kwoty wzrdstby ten kapital po trzech latach,
gdyby odsetki nie byly opodatkowane, a do jakiej — gdyby od naliczanych
odsetek pobierany byl co roku podatek w wysokosci 20%7

Jesli odsetki nie bytyby opodatkowane, to oszczednoéci po trzech latach wy-

iostyby:
niostyby 5000 - 1,06 - (1,05)% = 5843,25 [z]

Jesli od naliczanych odsetek bylby pobierany podatek, to odsetki te bytyby
pomniejszane o 20%, zatem w pierwszym roku wplacona kwota wzrostaby o:
0,06 - 0,8 = 0,048 = 4,8%

a w drugim i trzecim roku o:
0,05-0,8 =0,04 = 4%
Zatem po trzech latach kapital wzréstby do:
5000 - (1,048) - (1,04)? ~ 5667,58 [z1]

Uwaga. W Polsce podatek od odsetek wynosi 19%. W tym rozdziale, dla ulatwienia
obliczen, podatek ten pomijamy lub przyjmujemy, ze wynosi 20%. Zwr6é uwage na to,
ze podatek ptaci sie tylko od dopisywanych odsetek, a nie zgromadzonego kapitatu.

Cwiczenie 2

Kapitat 5000 zt ztozono w banku na dziesie¢ lat przy oprocentowaniu wyno-
szacym 5% i rocznej kapitalizacji odsetek. Oblicz wysokoéé dopisanych odse-
tek. Jak zmieni sie wielkos¢ kapitatu, jesli od odsetek naliczany jest podatek
w wysoko$ci 20% w skali roku?

Cwiczenie 3

Kapital w wysokosci 800 zl ztozono w banku na pie¢ lat. Oblicz wielko$é
kapitalu po uptywie tego czasu, jesli kapitalizacja odsetek byla roczna, od
odsetek naliczano podatek w wysokoSci 20% w skali roku, a oprocentowanie:

a) w pierwszych dwdch latach wynosito 8%, w ostatnich trzech — 4%,
b) w pierwszych trzech latach wynosilo 4%, w ostatnich dwéch — 8%,

c¢) w pierwszych dwéch latach wynosito 7%, w kolejnych dwéch — 5%, w ostat-
nim roku — 2%.

Cwiczenie 2

5000 - (1 +0,05)"° ~ 8144,47 [z1]

Odsetki: 8144,47 — 5000 = 3144,47 [z1]

5000 - (1 4 0,05 - 0,8)*° ~ 7401,22 [z1]

Roéznica kapitalu: 8144,47 — 7401,22 = 743,25 [zl
Cwiczenie 3

a) 800 - 1,082 - 1,04% ~ 1049,63 [z1]

Po opodatkowaniu: 800 - (1,064)% - (1,032)% ~ 995,43 [zl]
b) 800 - 1,047 - 1,08% ~ 1049,63 [zt]

Po opodatkowaniu: 800 - (1,032)% - (1,064)% ~ 995,43 [zl]
c) 800 - 1,072 - 1,05 - 1,02 ~ 1030 [z}]

Po opodatkowaniu: 800 - (1,056)2 - (1,04)? - 1,016 ~ 980,34 [z1]



Odsetki moga by¢ dopisywane czeSciej niz co rok. Jezeli dopisywane sa co
kwartal, méwimy o kapitalizacji kwartalnej, jesli co miesiac — o kapitalizacji
miesi¢cznej.

Twierdzenie

Kapital w wysokosci k, zlozony w banku na n lat przy oprocentowaniu
rocznym 7 i kapitalizacji m razy w roku, po n latach wzro$nie do:

ke(142)

m-n

Przyktad 3

W bankach A, B i C lokaty terminowe sg oprocentowane 6% w skali roku.
Odsetki sa kapitalizowane: w banku A — co rok, w banku B — co kwartal,
a w banku C — co miesiagc. Do kazdego z tych bankéw wplacono 1000 zi.
W ktoérym banku odsetki od tej kwoty po roku beda najwieksze? O jaki pro-
cent wzrosnie kapital w kazdym z tych bankéw po roku?

Kapital po roku wyniesie:

w banku A: 1000 - (1 4 0,06) = 1060 [z1],

w banku B: 1000 (1 + %)4 =1000- (1,015)* ~ 1000 - 1,06136 = 1061,36 [z1],
w banku C: 1000- (1 + %2)™ = 1000 (1,005)'? ~ 1000-1,06168 = 1061,68 [21].
Zatem odsetki dopisane w tych bankach to kolejno: 60 zt, 61,36 zt i 61,68 zt.

Kapital wzrosnie wiec: w banku A — o 6%, w banku B — o %53 = 0,06136 ~
~ 6,14%, a w banku C — o &% — 0,06168 ~ 6,17%.

1000

Roczna stope procentowa r taka, ze odsetki w wysokosci - kapitalizowane
sa m razy w roku, nazywa si¢ nominalng stopa procentowa. Rzeczywisty
przyrost kapitalu pokazuje efektywna stopa procentowa p, przy ktérej od-
setki kapitalizowane sa raz, na koniec roku. Miedzy tymi stopami zachodzi

nastepujaca zaleznosc: N

Cwiczenie 4

Bank X oferuje kapitalizacje péiroczna przy rocznej stopie 8%, a bank Y —
kapitalizacje kwartalna przy rocznej stopie r. Dla jakiej wartosci stopy r opro-
centowanie w skali roku jest w obu bankach najbardziej zblizone?

A r=4% B.r=1792% C.r=8%

Cwiczenie 4

p=(1+ #)m -1

px = (1+2%)? _1=0,0816

A py = (14 224" _ 1 ~0,0406

B. py = (1+ 2292)* _1 ~0,0816

C.py = (1+2%)" _ 10,0824

Dla r = 7,92%.

3.13. Procent sktadany



Cwiczenie 5

a) 10000 (1 + 0,04)° ~
~ 12166,53 [z1]

b) 10000 (1 + 204)"°
~ 12189,94 [1]

c) 10000 (14 224
~ 12201,90 [z4]

d) 10000 (1 + %%
~ 12209,97 [z1]

Q

Q

)20

)60

Q

Cwiczenie 6
200 - 1,05 - 1-(1,09)1°

1-1,05

A 2641,36 [z1]

Cwiczenie 8

808 = 0,005

a) (60 — 25) - 12 = 420 okreséw
kapitalizacji

100 - 1,005 - 1o1005220

1-1,005
~ 143183,39 [z1]
b) (65 — 25) - 12 = 480 okreséw
kapitalizacji
1-1,005480
100 - 1,005 - —=15655— ~
~ 200144,82 [z1]
c) (67— 25) 12 = 504 okresy
kapitalizacji
1-1,005°04
100 - 1,005 - —=15655— ~
~ 228151,10 [z}]

3. Ciagi

Cwiczenie 5

Pani Katarzyna zlozyta w banku kwote 10000 zt na lokate oprocentowana
4% rocznie. Oblicz, do jakiej kwoty wzroénie jej kapital po pieciu latach, jesli
odsetki beda kapitalizowane:

a) co rok, b) co p6t roku, c¢) co kwartal, d) co miesigc.
Cwiczenie 6

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Rodzice zaltozyli konto trzynastoletniej coérce. Postanowili wplacaé na nie
200 zt na poczatku kazdego roku przez pieé lat. Oprocentowanie roczne
w calym tym okresie wynosi 5%, a kapitalizacja nastepuje co rok. Jaka
kwote bedzie miata na koncie ich cérka w wieku 18 lat?

Pierwsza wplata w wysokosci 200 zt bedzie kapitalizowana pie¢ razy, druga
— wplacona rok pdzniej — cztery razy i kazda kolejna wptata bedzie kapita-
lizowana o jeden raz mniej. Zatem kapital po pieciu latach bedzie wynosit:
200 - 1,05° 4+ 200 - 1,05* + 200 - 1,05® 4 200 - 1,05% + 200 - 1,05 =

= 200(1,05 + 1,05* + 1,05> + 1,05* + 1,05°) =
1-(1,05)°
T1-1,05

Korzystamy ze wzoru na
sume ciggu geometrycznego.

=200 1,05 - ~ 1160,38 [z1]

Jaka kwota bylaby na koncie opisanym w powyzszym przyktadzie, gdyby okres
oszczedzania byl dluzszy o pieé lat?

Cwiczenie 7

a) Pani Ania zamierza wplacaé¢ 500 zI na konto na poczatku kazdego roku.
Oprocentowanie konta wynosi 4% w skali roku, a odsetki sg kapitalizowane co
rok. Jakie érodki zostang zgromadzone na koncie pani Ani po 8 latach, a jakie
— po 20 latach oszczedzania?

b) Jaki kapital znajdzie sie na koncie osiemnastolatka, jezeli rodzice, poczaw-
szy od dnia jego urodzenia, wptacali mu do banku co rok 300 zt? Oprocento-
wanie wynosito 6% w skali roku, a odsetki byly kapitalizowane co miesigc.

Cwiczenie 8

Pawel, ktéry ma 25 lat, zamierza wplaca¢ 100 zt na fundusz emerytalny na
poczatku kazdego miesigca. Oprocentowanie funduszu wynosi 6% w skali roku,
a kapitalizacja odsetek jest miesieczna. Jaki kapital zostanie zgromadzony
przez Pawla, gdy bedzie on w wieku: a) 60 lat, b) 65 lat, c) 67 lat?

Cwiczenie 7

a) Po 8 latach:

500 - 1,04% 4500 - 1,04 + ...+ 500 - 1,04 = 500 (1,04 + ... + 1,047 +1,04%) =
_ 8

=500 - 1,04 - 1555 ~ 4791,40 [21]

Po 20 latach:

500 - 1,04*° 4 500 - 1,04'° + ...+ 500 - 1,04 = 500 (1,04 + ... + 1,04" +1,04*°) =
_ 20

=500 1,04 - 4425 ~ 15484,60 [21]

b) %% = 0,005

3001,005"%12 4+ 300 - 1,005' ™% + ... 4+ 300 - 1,005" =

=300 [1,00512 + (1,005'2) + (1,005'%)° + ... + (1,00512)18] =

_ 12 1-(1,00512)"
=300 - 1,005 - ——5asme—

~ 10001,43 [z1]



Zadania

1. Do jakiej kwoty wzroénie kapital po n latach, jezeli ztozymy w banku na
procent sktadany 2000 zt przy oprocentowaniu rocznym 77

a)n=2r=5% b) n=>5,r=5% c) n=10,r = 3%

2. Do jakiej kwoty wzrosnie kapital po n latach, jezeli ztozymy w banku na
procent sktadany 4000 zt przy oprocentowaniu rocznym 77

a) n=2,r=4% b) n=5,r=3% c) n=10,r =4%

3. Kapital w wysokosci 600 zt zostal ztozony w banku na pie¢ lat. Oblicz
wielko$¢ kapitatu po uptywie tego okresu, jezeli kapitalizacja byla roczna,
a oprocentowanie wynosito w pierwszym roku:
a) 6%, w drugim roku — 5,5%, a w trzech ostatnich latach — 4%,

b) 5,5%, w trzech kolejnych latach — 4%, a w ostatnim roku — 6%.

4. Oprocentowanie lokat w banku A wynosilo w kolejnych czterech latach
9%, 8%, 7% 1 6%. Stopa procentowa w banku B byla w tym czasie stata
i wynosita r. Oblicz r, jesli wptacenie kapitatu na cztery lata bylo w obu
bankach réwnie optacalne i oba banki kapitalizowaty odsetki rocznie.

5. Jaka kwote nalezy ulokowaé na koncie, aby po pieciu latach uzyskaé
1217 z1, jezeli roczna stopa procentowa wynosi 4%, a odsetki kapitalizo-
wane sg co rok? Jaka kwote nalezaloby wplaci¢, aby uzyska¢ taki sam
kapital koncowy po trzech latach?

6. Bank przyjat kwote 50000 zt na 5% rocznie, a nastepnie pozyczyl ja na
6% rocznie. Ile zyskal bank w ciggu pieciu lat, a ile by zyskal w ciggu
dziesieciu lat?

7. Do banku wplacono 3000 zt na trzy lata przy rocznej stopie procento-
wej 6%. Ile bedzie wynosil kapital po uplywie tego okresu, jesli odsetki sa
kapitalizowane:

¢) co miesiac,

a) co pét roku, b) co kwartal, d) codziennie?

8. Warunki oferowane przez banki dla lokat dwuletnich sa nastepujace:
bank A — 5,44% rocznie, odsetki kapitalizowane co miesigc,
bank B — 5,5% rocznie, odsetki kapitalizowane co kwartat,
bank C' — 5,6% rocznie, odsetki kapitalizowane co pol roku,
bank D — 5,65% rocznie, odsetki kapitalizowane co rok.
Ktéry z tych bankéw oferuje najkorzystniejsze warunki?

6. Zysk w ciggu 5 lat: 50000 - (1,06° — 1,05°) ~ 3097,20 [z}]
Zysk w ciagu 10 lat: 50000 - (1,06'° — 1,05'°) ~ 8097,65 [z1]

7. a) 3000 - (1 + 220)** x 3582,16 [z}]
b) 3000 - (1 + %)™ ~ 3586,85 [z1]
c) 3000 - (1+ %3%)"™" ~ 3590,04 [zi]
d) 3000 - (1 + % ~ 3591,60 [zl] przy zalozeniu, Ze rok nie jest przestepny
8. k — kapital
Bank A: k- (1 + 29544)"? & 1 1147k
Bank B: k- (1+ 298)%% 1 1154k

Najkorzystniejsze warunki oferuje bank C.

4-3
)12«3

)
)365«3

Bank C: k - (1+ 2%9)*? ~ 11168k
Bank D: k- (1 +0,0565)° ~ 1,1162k

Odpowiedzi do zadan
. a) 2000- (1+0,05)% = 2205 [z1]

b) 2000 - 1,05° ~ 2552,56 [z1]
c) 2000 - 1,03 ~ 2687,83 [z1]

. a) 4000 - (1 +0,04)> =

= 4326,40 [z1]
b) 4000 - 1,03° ~ 4637,10 [z1]
¢) 4000 - 1,04 = 5920,98 [z1]

. a) 600 - 1,06 - 1,055 - 1,04® ~

R~ 754,76 [z1]
b) 600 - 1,055 - 1,043 - 1,06 ~
R~ 754,76 [z1]

. k — wptacony kapitat

Bank A: k-1,09-1,08-1,07-1,06
Bank B: k- (1 +r)?

(147)* =1,09-1,08-1,07-1,06
r~T75%

. k — kapitat

Po 5 latach: k- 1,04° = 1217,
czyli k = 1000 [z}]
Po 3 latach: k- 1,043 = 1217,
czyli k =~ 1082 [z}]

3.13. Procent sktadany



10.

11.

12.

. 10000 - 1,1™ = 13310

n=3

k-1,05° = 7757

k ~ 5000 zt

Po 18 latach:

5000 - 1,058 ~ 12033,10 [z1]

k — wysoko$¢ kredytu

k- 0,08 = 1200, czyli

k = 15000 [z1]

Srodki wlasne:

40000 — 15000 = 25000 [z1]

12:n
a) 1000~ (1+ %3%)™"" = 2000
1,00512" =2
log 1,005'2" = log 2

log 2 ~
121og 1,005 11,58

Kapitatl podwoi sie po
12 latach.

0,03
b) 1000 - (14+%52
1,0025%2" = 2
log 1,00252" = log 2

log 2 ~
12log 1,0025 23,17

Kapitat podwoi sie po
24 latach.

n=
)12-71

= 2000

n =

3. Ciagi

10.

11.

13.

13.

Firma X zaciagnela w banku kredyt w wysokosci 10000 zt. Co roku bank
nalicza odsetki w wysokos$ci 10%. Kredyt wraz z odsetkami ma by¢ spla-
cony jednorazowo po n latach. Na ile lat zostal zaciggniety kredyt, jezeli
wiadomo, ze firma X bedzie musiata sptaci¢ 13310 zt?

Dziadkowie w dniu narodzin wnuka zdeponowali dla niego w banku kwote
k z1 na osiemnascie lat, oprocentowang 5% w skali roku z roczng kapita-
lizacja odsetek. Obecnie chlopiec ma dziewie¢ lat i kwota ta wzrosta do
7757 zt. Ile wynosit kapital poczatkowy k z1? Do jakiej kwoty wzroénie ten
kapital na koniec okresu oszczedzania?

Kuba zamierza kupi¢ samochédd, ktéry kosztuje 40000 zt. Zakup finan-
suje ze srodkéw wtasnych i zaciaggnietego na ten cel kredytu. Kredyt wraz
z odsetkami, ktére wyniosa 1200 zt, ma by¢ sptacony po roku. Ile srodkéw
wlasnych ma Kuba, jezeli oprocentowanie kredytu wynosi 8% w skali roku?

Kapital w wysokosci 1000 zt wptacono do banku na lokate z miesieczna
kapitalizacjg odsetek. Po ilu latach kapital ten sie podwoi, jezeli wiadomo,
ze oprocentowanie w skali roku wynosi: a) 6%, b) 3%?

Pan Lech na budowe domu zaciagnal kredyt w wysokoéci 100 000 zt, opro-
centowany 10% w skali roku. Kredyt bedzie splacany w réwnych ratach
po 30000 zt na koniec kazdego roku, przy czym ostatnia rata moze by¢
mniejsza. Odsetki naliczane sa rocznie tylko od niesptaconej czesci kredytu.
W tabeli przedstawiono sposéb obliczania stanu zadtuzenia po kolejnych
latach.

Rok Stan zadtuzenia

100000 + 10000 — 30000 = 80000
80000 + 8000 — 30000 = 58000
58000 + 5800 — 30 000 = 33800
33800 + 3380 — 30000 = 7180

7180 + 718 — 7898 = 0

Doliczone odsetki
1. 0,1-100000 = 10000
2 0,1 -80000 = 8000
3. 0,1-58000 = 5800
4 0,1-33800 = 3380
5 0,1-7180 =718

Zatem lgcznie trzeba splacié 4 - 30000 4 7898 = 127898 [z1].

a) Sporzadz analogiczna tabele dla kredytu w wysokosci 100 000 zt, opro-
centowanego 20% w skali roku, splacanego na tych samych zasadach co
kredyt pana Lecha. Jakg kwote trzeba tacznie sptacié¢?

b) Ile czasu trwaloby splacanie takiego kredytu, gdyby oprocentowanie
wynosito 25% w skali roku?

2 Rok Doliczone odsetki Stan zadluzenia

1. 0,2 - 100000 = 20000 100000 + 20000 — 30000 = 90000
80000 + 18000 — 30000 = 78000
78000 + 15600 — 30000 = 63600

63600 + 12720 — 30000 = 46320

0,2 -90000 = 18000
0,2 - 78000 = 15600
0,2 - 46320 = 9264 46320 + 9264 — 30000 = 25584

0,2 25584 = 5116,80

2

3

4. 0,2-63600 = 12720
5

6 25584 4+ 5116,80 — 30000 = 700,80
7

0,2 - 700,80 = 140,16 700,80 4 140,16 — 840,96 = 0

Lacznie trzeba sptacié¢ 180840,96 zt. b) 9 lat



*3.14. Granica ciggu

H Intuicyjne pojecie granicy

Przykfad 1 Y
Na rysunku obok przedstawiono wy- .
kres ciagu a, = % 1
Kolejne wyrazy tego ciagu: 2, 1, 2, £, - ot
2 1 SN IR 1 X
£, 3+ 83 ycoraz blizej” liczby 0.
Przyktad 2
Na rysunku obok przedstawiono wy- Y
kres ciggu:
a, =2+ 2
Kolejne wyrazy tego ciggu: 1, 23, 12, -1
1 4 1 6 SN N
2, 1z, 25, 12,... sa ,coraz blize] i =
liczby 2.

W powyzszych przykladach wyrazy ciagu sa ,coraz blizej” pewnej liczby.
Liczbe te nazywamy granica lub granica wlasciwa ciagu. Jedli ciag (a,) ma
granice rc')wnq g, to piszemy: it o Skrét lim” pochodzi od tacin-

nlil;@ an =9 skiego stowa limes — granica.
co czytamy: ,granica ciagu a, przy n dazacym do nieskoniczonosci jest licz-
ba ¢” lub ,ciag a, dazy do liczby g przy n dazacym do nieskoniczonosci”.

Informacje te mozemy tez zapisaé tak: a,, — g przy n — oo.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres ciagu (a,) i na jego podstawie podaj granice tego ciagu.

_ 3 Lo L
a) a, = ~ b)a,=1+ — c) a, =4 o
Przyktad 3 1.
Na rysunku obok przedstawiono wy- ) :
kres ciagu anzl—f—%. Granicg tego +§ 77777 Tt e e e e e
ciagu jest liczba 1, co zapisujemy: l—ep==-="=-- e

. 1
Jim (1+5) =1 o 1 X

Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby € > 0 prawie wszystkie (wszystkie z wyjat-
kiem skonczonej liczby) wyrazy tego ciagu sa oddalone od 1 o mniej niz ¢, czyli
la, — 1] < &, co mozemy tez zapisaé: a, € (1 —¢;1+¢) dla prawie wszyst-
kich n.

Uczen:

— ustala na podstawie wykresu,
czy dany ciag ma granice,
a w przypadku ciagu
zbieznego podaje jego
granice,

— ustala, ile wyrazéow danego
ciggu jest oddalonych od
danej liczby o podana
wartosé,

— uzasadnia, ze dany ciag nie
ma granicy.

Cwiczenie 1
a) lim a, =0

Y

1

B

ol 1 X

[uy

Multitefa

® Granica ciggu (1)
® Granica ciggu (2)
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Cwiczenie 2

0,0" < 0,1

0,9%! ~ 0,1094

0,9%% = 0,0985

Ciag (an) jest malejacy.
Zatem |a, — 0] < 0,1
dla n > 22.

Cwiczenie 3
lan — 0| < €
= <e
n>(3)
a) a, dla n > 100
b) a, dla n > 2500
c) a, dla n > 10000
d) a, dla n > 10'?

2

3. Ciagi

Definicja
Ciag (a,) ma granice réwna g, jesli dla kazdego & > 0 istnieje liczba natu-
ralna k taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi nieréwnos¢:
|an - g‘ <eg

Jesli ciag (a,) ma granice réwng g, to méwimy, ze jest zbiezny do g.

Przykiad 4 Y
Granica ciagu a,, = (%)” jest liczba 0.
lim (1)" =0

Na przyklad dla e = - warunek | (2)" — 0| < € jest
,gdy n > 9.

spelniony, gdy n > 3, a dla ¢ =

sl=ol Bl
—
S

1
1000

Cwiczenie 2
Dany jest ciag a, = 0,9". Sprawdz, dla jakich n spelniona jest nieréwnosé
la, — 0] < .
Twierdzenie
= Jedli g € (—1;1), to lim ¢" = 0.

= Jedli a € (0;00), to lim /a = 1.

Korzystaé bedziemy réwniez z nastepujacych granic:

lim £ =0 lim % =0 lim = =0
n—oo ’ n-oo ™ ’ n—oo V1

Twierdzenie

Jesli k > 0, to lim — = 0.
n

n—0oQ

Cwiczenie 3
Granicg ciggu a,, = % jest liczba 0. Ktére wyrazy tego ciagu spelniajg waru-
nek |a, — 0| < e, gdy:

a) € = 1, b) e = =, ¢) €= 1, d) e =107?
Przyktad 5
Ciag staly a,a,a,... ma granice réwna a. Na ry- 1

sunku obok przedstawiono wykres ciagu a, = 2.
Granica tego ciagu: }LH;% = % o] 1 X




Przyktad 6
Ciag naprzemienny a,, = (—1)" nie ma granicy. Y
By to stwierdzi¢, wystarczy przyja¢ ¢ = 1. Nie 1
istnieje liczba g taka, by wyrazy o numerach pa-
rzystych (réwne 1) i wyrazy o numerach nieparzy- _j
stych (réwne —1) byly jednoczeénie odlegle od ¢

1

O mniej niz 5

Twierdzenie

Ciag moze mie¢ tylko jedna granice.

Zauwaz, ze jeSli ciag (a, ) ma granice réwna g, to liczba ta jest réwniez granica
kazdego jego podciagu.

Jesli dwa podciagi ciagu (a,) maja rézne granice, to ciag (a, ) nie ma granicy.

Przyktad 7
Rozpatrzmy ciag (a,) okreslony wzorem
{ 2 dla n nieparzystych
aTL =

% dla n parzystych

Podciag wyrazow tego ciggu o numerach nieparzystych ma granice réwna 2,

a podciag wyrazéw o numerach parzystych ma granice réwna 0. Zatem ciag
(a,) nie ma granicy.

Cwiczenie 4
Czy ciag (a,) ma granice?
dla n nieparzystych

)
1
a) a, = "

1 — - dla n parzystych

) ay = { 1+ * dla n nieparzystych
" /2 dla n parzystych

Zadania

1. Naszkicuj wykres ciagu (a,). Czy ten ciag ma granice?

a) a, =1+2 c) a, =sin2F e) a, = (-1)"
b) a, =4—1 d) a, = (-1 2= f) a, = (*ZV‘
2. Ktére wyrazy ciagu a, = + spelniaja warunek |a, — 0] < &, gdy:
a) € = 1, b) € = 5, ¢) €= 15 d) e =107
3. Dla jakich n spelniona jest nieréwnosé |a,, — g| < &7
a)an,Z"fll,g:l,s:% b)an:2—ﬁ,g=2,8:mlm

2.a)n>40 b)n > 200 c)n>400 d) n>4-10°
3. a)n>50 b)n>100

Cwiczenie 4
a) lim 1 =0, ale:
T 1-1)=1
zatem cit;ggo?an) nie ma granicy.
b) fim (143) =1 lm V2

zatem lim a, = 1.

n—oo

Odpowiedzi do zadan

1. a) lim a, =1

Y

o] 1 X
b) lim a, =4

Y

1

o] 1 X
c) nie ma

Y

ol 1 X
d) nie ma

Y

o] 1 X
e) lim a, =0

Y

ol 1 X
f) nie ma

3.14. Granica ciggu



Uczen:

— rozpoznaje cigg rozbiezny
na podstawie wykresu
i okresla, czy ma on granice
niewlasdciwa, czy nie ma
granicy,

— bada, ile wyrazéw danego
ciggu jest wiekszych
(mniejszych) od danej liczby,

— udowadnia rozbieznos¢ ciagu,
korzystajac z definicji.

Cwiczenie 1

a) n > 110, tak
b) n > 250, tak
c) n > 1600, tak
d) n > 9, tak
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*3.15. Ciagi rozbiezne

Y

o] 1 : . : : X

Ciag, ktéry ma granice, nazywamy ciggiem zbieznym. O ciagu, ktéry nie ma
granicy, méwimy, ze jest rozbiezny. Przykladami ciggdéw rozbieznych sa ciagi
a, = (=1)" oraz b, = sinn (wykres powyzej). Wérdd ciagdéw rozbieznych
wyrozniamy ciagi rozbiezne do —oo i ciggi rozbiezne do oo.

Definicja
Ciag (a,) jest rozbiezny do oo, jesli dla kazdej liczby M istnieje liczba

naturalna k taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi nieréwnos¢ a,, > M.

O ciggu rozbieznym do co méwimy, ze ma granice niewlasciwa oo, i piszemy:

lim a, = o0 lub a, — oo przy n — oo.

n—oo

Przyktad 1 Y

Ciag a,, = n? jest rozbiezny do oo, co zapisujemy lim n? = oco.
n—oo

Prawie wszystkie (wszystkie z wyjatkiem skonczonej liczby)
wyrazy ciaggu sg wigksze od dowolnie wybranej liczby M. Na
przyktad dla M = 100 wszystkie wyrazy, poczawszy od jede-
nastego, spelniaja warunek a,, > M.

Cwiczenie 1
Podaj, dla jakich n zachodzi nieréwnos¢ a, > M. Czy dla

dowolnie wybranej liczby M mozna wskazaé takie n?

a) a, =n—10, M =100 ¢) a, =+/n, M =40 1

b) a, = tn, M =50 d) a, =2", M =1000 o7 =
Definicja

Ciag (a,) jest rozbiezny do —oo, jesli dla kazdej liczby M istnieje liczba
naturalna k taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi nieréwnos¢ a, < M.

O ciagu rozbieznym do —oo mdéwimy, ze ma granice niewlasciwg —oo, i pi-
szemy: lim a, = —o0 lub a, — —o0 przy n — oo.

n—oo



Cwiczenie 2 Y

Na rysunku obok przedstawiono wykres ciggu 1

a, = —y/n. Jest to ciag rozbiezny do —oco. O] 1

Ktore wyrazy tego ciagu spelniaja warunek: .

a) a, < —10, ¢) an < —1000, ’ !
b) a, < —500, d) a, < —100007

Przyktad 2

Czy ciag a, = (—1)™ - n ma granice niewlasciwa?

Ciag (a,) nie jest rozbiezny ani do —oo, ani do oo, gdyz jego podciag wyrazéw
o numerach parzystych jest rozbiezny do co, a podciag wyrazéw o numerach

nieparzystych jest rozbiezny do —oo.

Twierdzenie

= Jedli ¢ > 1, to lim ¢" = oo.

Cwiczenie 3
Czy ciag (a,) ma granice niewlasciwa?

—2" dla n nieparzystych 27" dla n nieparzystych
8) an = { —n? dla n parzystych ) an = { 2" dla n parzystych

Zadania

= Jedli k > 0, to lim n* = cc.

1. Sprawd?, czy ciag (a,) jest rozbiezny do —oo lub do co.

a) a, = —%n ¢) a, =3" e) a, =0,1" g) a, = —

b) a, =(-4)" d)a,=(-2)" f) a,=(0,9)" h)a,=n*-100

2. Ktére wyrazy ciagu (a,) naleza do przedziatu (M;00)?
a) a, = 3n®, M =200 ¢) a, ="t M =50

10 ?
b) a, = in? M = 20000 d) a, = =L M =500

10

1
2

3. a) Dany jest ciag a,, = ¢/n. Dla jakich n jest spelniony warunek a,, > 10,

a dla jakich warunek a,, > 1007

b) Dany jest ciag a,, = n®*+40n*—25n. Dla jakich n jest spelniony warunek

a, > 10007

* @ 4. Wykaz, korzystajac z definicji, ze ciag arytmetyczny, w ktérym a; = —100

oraz r = 2, jest rozbiezny do oco.

4. Badamy ciag arytmetyczny a, = 2n — 102.

Niech M > 0 bedzie dowolng liczba rzeczywista. Nalezy pokazaé, ze istnieje liczba

k € N4 taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi nieréwnos¢ a,, > M.

Warunki te spehia liczba k = [M] + 51, gdzie [M| oznacza najmniejsza liczbe

catkowita, wieksza lub réwng M, gdyz dla n > k:
an =2n—102 > 2k — 102 = 2[M] > 2M > M

Zatem ciag (an) jest rozbiezny do oo.

Cwiczenie 2

a) n > 100

b) n > 250000
¢) n > 1000000
d) n > 108

Cwiczenie 3
a) tak, lim a, = —oc0
n—od

b) lim 27" = lim 1

n—oo n—oo 2M

=0# lim 2" =

n—00
Zatem ciag (an) nie ma granicy
niewlasciwej.

Odpowiedzi do zadan

1. a) lim a, = —©

b) nie jest
¢) lim a, =

d) nie jest
e) nie jest,
lim 0,1" =0

f) nie jest,
lim (0,(9))" =1

g) lim a, = —o0

n—oo

h) lim a, = c©

n—oo

2.a)n>20
b) n > 200
c) n > 499
d) n > 4999

3. a) a, > 10 dla n > 10,
an > 100 dla n > 10'2
b)n>5

3.15. Ciaggi rozbiezne



Uczen:

— oblicza granice ciagéw,
korzystajac z twierdzenia
o granicach: sumy, réznicy,
iloczynu i ilorazu ciagdéw
zbieznych,

— stosuje wzory na sume
wyrazéw ciggu arytmetycz-
nego do obliczania granic
ciagow,

— oblicza granice ciagéw,
stosujac twierdzenie o trzech
ciggach.

Cwiczenie 1

. 4
z By (_“ﬁ) =

=24 lm = = -2
n—oo M
b) lim <3——+2—2> =
n—oo n
=3-04+0=3

n?+2n+1 .

c) lim =

n—00 n

= lim (l—i—g—i—%):
n—oo n n

=140+0=1
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*3.16. Obliczanie granic ciggéw (1)

Przy obliczaniu granic ciagéw bedziemy korzystaé z ponizszego twierdzenia.

Jezeli lim a, = a, hm b, = b, gdzie a,b € R, to:

n—oo

= lim(c-a,)=c-a, gdz1ec€R

n—od

granica sumy ciagoéw

(

= lim (a, +b,) = lima,, + lim b, =a+b
(
(an

n—o0 n—o0 n—oo
= lim (a, — ) =lima, — limb,=a—0> granica roznicy ciggoéw
n—o0 n—0o0 n—oo
= lim . bn) =lima,-limb,=a-b granica iloczynu ciagow
n—0oQ n—oo n—o0
 lim On — m%™ _a
n—oo
gdy b#01ib, #0dlan e Ny granica ilorazu ciggéw
Przyktad 1
: : : _ 5n2+3n—1
Oblicz granicg ciagu a,, = **—3"—.
. 5n243n-1 . 3 1
hm%:hm@—l——— )—5—|-11m——hm—2—5+0 0=5
n—00 n n—o00 n n? n—oo 1 n—oo M
Cwiczenie 1
Oblicz granice ciagu (ay,).
—2n244 6n3—4n2+n (n—|—1)2
a) a, = n2 b) a, = on3 ¢) an n2
Przyktad 2
. . . _ 3 +1
a) Oblicz granicg ciagu a, = 5.

W pierwszym kroku licznik i mianownik dzielimy przez n:

o1
3+lm o 3.0 3

lim 0L g g A (3+%)

im = lim L= = =0 - — — 2
n—oo 4n+2  poo 442 7}5&(“%) A+ lim 2 4+0 4
: : 3 _ on? —n—+1
b) Oblicz granice ciagu a,, = Transs .0 .0
1/ 1 /
li 2n2-—n+1 _ 7%"'77 2 Licznik i mianownik 1}1;\1]11{;\
nl_r,{)lc 5n242n4+2 nooo 5+%+% 5 podzielili§my przez n?.
, NN\
Cwiczenie 2
Oblicz granice ciagu (ay).
_ n+3 _ 1-4n 6—-8n
a) a, = 10n—6 b) a, = 2n—5 ¢) an 4-3n
Cwiczenie 2
3 1 1 6 _ 3
a) li D= — b) lim =& ——2 c) lim & = —
)nlfilo_ﬁ 10 )nl~>o<.2 B )nLooi— 3



Cwiczenie 3
Oblicz granice ciagu (a,).

_ —8n2—3n+1 _ 3n3—n2+2 _ 1—-4n—7n3
a) a, = 2n2-—n—3 b) an = 4n3—3n+3 ¢) an = 2n3+4
Przyktad 3
: : : n+2)(n+3
Oblicz granice ciagu a,, = %
7 kazdego czynnika wylaczamy n przed nawias. /O /0
2 2 3 2 3
g A2t o nA(R)d) . (R)(R) o
n—oo (2n+1)(3n—1) n—oo n2(2+%)(3—%) n—o0 (24—%)(3—%) 6
.. . Mo N
Cwiczenie 4
Oblicz granice ciagu (ay,).
_ (6n-1)(2n41) _ (2n+1)3 _ (n?2-2)(2n+1)
a) a, = (n+2)(4n—1) ¢) an = (n+2)3 ¢) an = (6rn—4)(n2+1)
_ (2n+7)(44+5n) _ (n+1)4 _ (3-2n?)(n—6)
b) an = s @an) ) an = (g B an =553
Przykfad 4
. . 1+2+...4+n
Oblicz igxolc PR
Licznik utamka jest suma n wyrazdéw ciagu arytmetycznego, zatem:
1424, .+ Hegn 2 iii/o 0
lim TR = lim —— = lim 2 = lim 22—t = = =0
n—oo  3n3+4 n—oo 3n3+4 n—oo 6348 n—00 6+,,% 6
. ) o
Cwiczenie 5
Oblicz granice.
. 142434...4n . 244464...42n . 448+4124...4+4n
a) lim —————— b) lim ——————— ¢) lim
) 00 n—2n2 00 14+n+n? ) n—oo 1+3+5+...4+(2n—1)
Przyktad 5
Oblicz lim 22
2
lim 4"-2 lim 1-4m — 1 Dzielimy licznik i mianownik
n—oo 34" n—oo 3 3 utamka przez 4".
Cwiczenie 6
Oblicz granice ciagu (a,).
o4l _ 3"46 oy
a) Ap = on C) Ap = 3n41 e) ap = qn_3.7n
o on o on 4 3n - 3n_gn
b) an = 24+3-2n d) a, = on—3n f) an = 4n45 . 8n
Cwiczenie 5
Korzystamy ze wzoru na sume ciggu arytmetycznego.
(1+n)n 2 1
=i =41 1
a) lim —2 — = lim 2% — Jig 2 = 2
n—oon — 2n2  n—co 20 — 4n?  n—oo =4 4
(242n)n 2 1
e 1+1
b) lim — =2 = lim — 4t gy —n
nool4+n+n? nowltntn?  noco 5441
(4+4n)n
. == . 4+4+4n .
2 — 2 _
) T T2 T2 atenT2T2
2

Cwiczenie 3

b) Li 2 = -
g Rl
c) lim "13_:2_7*—z
n—eo 24 & 2

Cwiczenie 4
o 24D
AR ) - )
7y (4
b i R
(B+2) (5 —3) 9
l3
c) lim (2+")378
"1 2)
4
a) tim L5

")

_ 2 1

n=s (6— 1) (1+ 57)

- (F-20-9) 1
f)y}g{}g 2_§)3 =1
Cwiczenie 6

1
a) lim1+2n:1

n—oo 1

. 11
b)iljr;oz%+3—§

6
c) lim1+31":1
2
d) lim §Z+1:—1

.+l 1

e)iﬁo‘g—:—za:_ﬁ
ﬁ_l 1

i 8 - _ _

f)iinolog—:+5 5

3.16. Obliczanie granic ciggéw (1)



Odpowiedzi do zadan
a)l b)2 ¢) -2

1.

4 2

d)0 e)0 )0

3. Ciagi

4n

Przy wyznaczaniu niektorych granic mozna skorzystaé z ponizszego twierdze-
nia.
Twierdzenie o trzech ciggach
Jesli wyrazy ciagéw (ay,), (b,) 1 (c,) spelniaja nieréwnosé a,, < b, < ¢, dla
wszystkich (lub prawie wszystkich) n € N, oraz lim a, = lim ¢, =g, to

lim b, = g.

n—o0

Przyktad 6
Oblicz granice ciggu a, = /10" + 7.
Zauwazmy, ze dla n € N, prawdziwe sa nieréwnosci:
V10" < ¥/10" + 77 < Y107 4 10" = /2 10"
lim /10" = lim 10 = 10 oraz lim ¥/2-10" = lim ¥/2-10=1-10 = 10.

n—oo n—oo n—oo n—oo

Zatem na podstawie twierdzenia o trzech ciggach: lim /10" 4+ 7 = 10.

Cwiczenie 7
Oblicz granice.

a) lim V6" 4 8"

n—oo

¢) lim ¥/3-27+4.7"
b) lim {/4" — 2" d) lim /27 1 37 1 4"

Wskazéwka. W podpunkcie b) zauwaz, ze /4" — 27 = 4{/1 — 2.

e) lim V7+sinn

n—od

f) lim /34" —cosn

n—oo

Zadania

1. Oblicz granice ciagu (a,).

1 2 3 2
_ znt8 _ —6n“+n-5 _ —4An°4+4n“42n—1
a) an = 2n+4 ¢) an = 14+n+3n2 e) an = —6nt4+4n241
_ 3n2-12 _100n%+1 ~ 8nB+6nS—dn?
b) Ap = 2n2+3n d) an = nt4+3n f) n = nd+n7—n9
2. Oblicz granice ciagu (a,,).
_ (n+2)? _ (n?241)(6—4n?) _ 2nd—n24on+t1
a) an = (2n—1)2 ¢) an = (n—1)(n3+1) e) an = (n+1)(n2—n+1)
_ (2n+43)3 _ (n—=1)(3n+41)2 _ (n+1)2(2n—1)2
b) ap = (n+3)3 d) Gy = (3n—1)(n—2+4) f) a, = 7(71,—1—2)4
3. Oblicz granice ciagu (a,).
27457 _ 4746-97 _3.6744ntl
a) ap = 5 _9on b) ap = 4n_gn C) Qp = gn+2_9.4n
Cwiczenie 7
a) V8 < /6 +8" < {/2-8" oraz lim ¥/8" =81 lim {/2-8" =8

Zatem na podstawie twierdzenia o trzech ciagach: lim {/6™ 4 8" = 8.
b) ¥4n — 2" =4%/1—-27"
4 ’\L/g < YA —27 < {47 oraz lim 47/3 =41 lim ¥4~ =4

n—00

Zatem na podstawie twierdzenia o trzech ciagach: lim /4" — 2" = 4.
c) V4.7 < /320 +4-7T0 < /7.7 oraz lim V/4-70 =7i lim ¥7-7" =7
Zatem na podstawie twierdzenia o trzech ciagach: lim {/3-27 4+4.7" =T7.

d) lim a, =4 e) lim a, =1 f) lim a, =4

n—oo n—00 n—00



Oblicz granice ciagu (a,).

_ 142434...42n . 1000n.
a) an = n2+1 d) an = 1-4+3-+5+7+. . .+(2n+1)

_ 4n2?-3n+1 _ 24446+...+(2n+2)
b) an = 14243+.. . 4n ¢) an = n342n+5
¢) an = 142+3+. . .+n+(n+1) £) a, = 1-243—4+...+(2n—1)-2n

14+243+...4n nt+4
Korzystajac z podanej obok informacji, oblicz
granice. lim /n=1
n—od
a) lim V3n b) lim V'5n?
n—0oQ n—0oQ

Oblicz granice ciagu (ay,).
_ m _ 10 _ 100sinn
a) an 6-5"+7-3 c) a, = {/4n + = e) an, —
2
b) a, = 9" — 3" d) an = /6n+ (—1)"  f) a, = 2=

3n+1
: . _ 1. 1 1.1 1 2 1 1 1 2 1.3 : Alnia.
NleCh. Sl_I‘T’ S2—§§+§§7 Sg—gg-"gg—‘-gg lOgOlnle.
S,=~1.141.241.34 41.2 Oblicz lim S,.
Y Y Y n—oo
1 1 1 1
0] 1 1 O 1 O 1 O 1

Na rysunkach przedstawiono interpretacje geometryczna sum So, S5, S1o i Sag-

B Nieeh 8, = 1 (' + 1 ()" 30 ()4 ()
Oblicz lim S, korzystajac z tego, ze:
12422432+ 42 = nlodlCntl)

1 1 1 1

(0] % 1 O 1 O 1 O 1

Na rysunkach przedstawiono interpretacje geometryczna sum Ss, Sy, Sg 1 S16.

.d) ¥V5n < Yon+ (—1)" < ¥Tnoraz lim ¥V5n=11i lim V7n=1

Na podstawie twierdzenia o trzech ciggach: lim %/6n + (—1)" = 1.

—100 _ 100sinn _ 100 . —100 ¢ i 100
e) —¥— < — "2 < —=oraz lim == =01i lim == =
) vno S v D nooo V7 g n—oo V1 L
Na podstawie twierdzenia o trzech ciagach: lim 100% =0.
n—od

f) 0

lim S, = lim (L + & + 3 ...+ 5) = lim Hbetn _ iy T2
T nsoo N7 n? n? o n? n—oo n? noco M

— lim 222 — lim (L +1) =1

= lim =05 —,}I_I}}C(zn+2) =3

. . 12492432 2 . . (+lye+l
. lim S, = lim Z£22432+..4n2 _ i, %n(n+1)(2n+1) — lim GEw)Ctw) 2 1

4. Korzystamy ze wzoru na

sume ciggu arytmetycznego.
(1+2n)2n

lim —2— =
a) nl—rgo n2+1

. n+42n?
= lim ——— =
n—oo n2+ 1
1

= lim 2~ =2
n~>301—|—n—2

b)8 ¢) 1

. 1000n
d) ,}E{}O (1+2n+21)(n+1) =

. 1000n

= lim ——— =

n—oo (p 4 1)

1000

= lim —2 =0

m (14 3)
e) 0
f) Licznik jest réznica sum
dwdch ciagdéw arytmetycznych:
1+3+5+...4+(2n—1) oraz

24+4+6+...+2n.

Zatem:
A+42n-1)n _ (24+2n)n
li 2 2 —
nl—rgo n+4
lim n’ —n—n®
- n—o0 n -+ 4
—1

= lim ——

)1 b)1

) V57 < V/6-57+T7-3" <

< V/13.5™ oraz V5" =5
ilim V13-5" =5

Zatem lim a, = 5.
n—oo

b) Y9 —37 =9V1-3"
92 < Yo -3 < Vom

oraz /9" =9i lim 9¢/2 =9
n—oo

Zatem lim a, = 9.

n—0oo

¢) Vin< {/4n+ L < ¥/14n

oraz lim v4n =1

ilim V14n =1
n—oo

Zatem lim a, = 1.

n—0oo

3.16. Obliczanie granic ciagéw (1)



Uozer *3.17. Obliczanie granic ciggow (2)

— oblicza granice niewtasciwe
ciaggbéw, korzystajac z twier- L ) ) ) . . .
dzenia o whasnoéciach granic Dla ciggdéw majacych granice niewlasciwg co zachodza ponizsze wlasnosci.
ciagdw rozbieznych, Analogiczne wlasnosci zachodzg dla ciggéw majacych granice —oo.

— wyznacza granice ciagu

w zaleznosci od wartosci e qe A .
= Jedli lim a, = oo i lim b, = oo, to lim (a, + b,) = oco.

parametru, n—oo n—00 n—00
B u.zasad,m.a lsitnleme granicy = Jedli lim a, = oo i lim b, = b, to lim (a, + b,) = co.
niewlasciwej. n—00 n—00 n—00

= Jedli lim a, = oo i lim b,, = oo, to lim (a, - b,) = oco.

n—od n—od n—o0

= Jedli lim @, =00 i lim b, =b> 0, to lim (a, - b,) = co.

n—oo n—oo n—0o0
= Jedli lim a, =occi lim b, =b < 0, to lim (a, - b,) = —c0.
n—00 n—o0 n—0oo
Gwiczenie 1 Cwiczenie 1
a) lim (an - by) = —co Ile jest réwna granica lim (a, - b,), jesli:
=y n—0oo
b) lim (an - by) = oo a) lim a, = o0 i lim b, = —o0, b) lim a, = —c0 i lim b, = —oc0?
n—oo n—oo n—odo n—oo n—od
Przykfad 1
Oblicz granice ciggu a, = n* — 100n? — 5n. - 0 0
/
lim (n* — 1000 — 5n) = lim n* (1 — 100 %) = 00
n—oo n—oo n n
Cwiczenie 2
Oblicz granice.
a) lim (6n® —2n® —2022) b) lim (—=7n*+10n*+3) «¢) lim(n—n?) 2"
n—oo n—oo n—oo
Jedli ciag (b,) o wyrazach niezerowych ma granice b # 0 oraz:
= lim a, = oo, to lim &% = oo, gdy b > 0, oraz lim & = —o0, gdy b < 0,
= lim a, = —o0, to lim =% = —o0, gdy b > 0, oraz lim =% = oo, gdy b < 0.
Przyktad 2
. . . _ 3pS_on+l
Oblicz granicg ciagu a, = 5575
/3@/0 /U Po p()dg;i(‘,l(*niu li(*.'/_‘nika i mianownika
) 3n5—2n+1 . 3m3-24 1 przez n” otrzymujemy utamek,
i — 5 = lim # =00 ktorego licznik jest rozbiezny do oo,
n—00 2n<+45 n—oo 2+ 2 . . e .
n- a mianownik ma granice rowna 2.
Y
Cwiczenie 2
: 3 2 2022\ __
a) lim n® (6 — 3 — 20#) = 00
s 4 10 3 _
b)iliglcn (-7+2+ 3)=-00
- . 4 1 _
Multitefa ©) lim n' 2" (% 1) = ~oo

® Twierdzenie o trzech ciggach (1)
® Twierdzenie o trzech ciggach (2)
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Cwiczenie 3
Oblicz granice.

. 2nt-n242
a) lim 22— H2

. n3—2n2+41 . 44+5n—2n°
lim == b) lim ————~ c) li

m —.——m—
n—oo 8n2—0,56n3
Twierdzenie

Jesli lim a,, = a, gdzie a € R, oraz lim b, = co (lub lim b, = —o0),

n—oo n—oo

gdzie b, # 0 dlan € N, to lim == = 0.

n—oo bn

Przyktad 3
2
Oblicz granice ciaggu a, = 2 —n_
" no46n®+5 Po podzieleniu licznika i mianownika
0 2 ;
e 'Z€7 1 >my utamek,
10n2—dn, ) 107% przez 7 .()‘r17-§ mujemy 1?1 illl(/k 7
m  —s——-—5— = lim — = ktorego licznik ma granice réwna 10,
n—oo N°4+6n<+5 n—oo N+6-+ 35 . N T -
n’ a mianownik jest rozbiezny do co.
A
oo 0
Cwiczenie 4
Oblicz granice.
. 100n+8 . 20n2%+6n . 12n2-1
a) lim —4/—— b) lim ——— c) lim ———
) n—oo n245n ) nooo 6ni+4n ) n—oo n2—n

W nastepnym przyktadzie wyznaczany jest lim (a, -b,), gdy lim a, = oo oraz

n—oo

Przyktad 4

Oblicz lim (a,, - b,,).

a) a, =n3 b, = %, lim (a, - b,) = lim <n3 . %) = lim n? = x
— b = & - b)) =T 3.1 _ i L —

b) an—n,bn—n4, ig&(an b”)_AEO(n n4)—iirr;n—0

¢) a,=n% b, =2,  lim(a, b,) = lim (n3 : %) — lim 2 =2

d) a,=n, b, = (i)n, granica ciagu (a, - b,) nie istnieje (uzasadnij).

Zwr6éémy uwage na to, ze gdy lim a, = oo i lim b, = 0, granica ciagu (a, -b,)

moze nie istnie¢, natomiast gdy istnieje, nie mozemy podaé jej wartoéci bez
szczegotowej analizy danego przyktadu.

Moéwimy wéwcezas, ze mamy do czynienia z symbolem nieoznaczonym [co - 0].

Inne symbole nieoznaczone to miedzy innymi: [oco — o], [i] oraz [g].

Cwiczenie 3
. ot
a) lim ————%"= =00

n—2+
ot &
c¢) lim ~—" - =0

n—oo

3o

1
2

Cwiczenie 4
100 + &

a limézo
.20+ 8
b) 1 ey L = O
. 12—
¢) lim 5—5 =0

Przyktad 4
d) Granica ciagu:

(an - bn) = (=1)"
nie istnieje, poniewaz podciag
wyrazéw o numerach nieparzy-
stych jest zbiezny do —1, a pod-
ciag wyrazéw o numerach parzy-
stych jest zbiezny do 1.

3.17. Obliczanie granic ciggéw (2)



Cwiczenie 5
. _ . 1 _
a) im an=lim Zomsrmes = 0
. _ . n76 —
b) tim an=lim s

No= 6
= lim —— Y%
n—oo \/4—14+4/3+2

¢) lim a, = lim ——2&—— =
) n—oo n—oo \/4n24n+2n
= lim 4 = %

n—oo 4+ +2

d) lim a, = lim Z

n—o0 n—o0 n+ n2—n
= lim ———
n—oo 1+\/
e) lim a, =
n—oo
= lim —n21
n—oo 2n2 4+ n2+5
= lim ——2—— noa =00
n—00 /24t St [14 -y
f) lim a, =
n—oo
= lim —2» =
n—0o0 \/6n2+n+\/6n2—n
= lim ——=——
n—o00 1/6+ +4/6
= lim 2. = ¥

n—oo 2V6 -6

Odpowiedzi do zadan
1. a)7 C), e)7 f) o0 b)7 d) =09

3. Ciagi

Twierdzenie

Jedli lim a,, = oo, gdzie a,, >

n—oo

0 dlan € N4, to lim /a, = oco.

Przyktad 5
Oblicz lim (vn +9 — vn +4).

Mamy tu do czynienia z symbolem nieoznaczonym typu [co — oo]. Granice
obliczamy, mnozac i dzielac réznice pierwiastkéw przez ich sume.

lim (vn+9 —

n—od n—oo

. (Vn+9-— \/n+4)(\/n+9+\/n+4)
vn+4) = lim VxS W

(n+4) 5

_ (n+9) -
= lim e Ve

L v =
Cwiczenie 5

Oblicz granice ciagu (ay,).

a) a, =vn+2—vn+1 d) a,=n—+vn?2—n

b) a, =V4An —1—3n+5 e) a, =V2n2+4—+n>+5
¢) a, =\V4n2 +n —2n f) a, =v6n2+n—+6n2—n

Zadania

1. Oblicz granice ciagu (a,,).
a) a, =n?—10n ¢) a,=n*—-2n+1 e) a, = —n3(6n —n?)

b) a, =n*—n3 d) a, =100n —0,1n*  f) a, =n(1—n)(2—n?)

)
2. Oblicz granice ciagu (a,).
)

2n241 n*42n—>5 (2n+3)(3n—1)2
a) ap = "8 d) a, = n2—n+3 g) Ap = (n—1)(1-n)
_ n-1 __ 3n-n34n? _(2-n)3(4+n)
b) a, = 2-n?2 e) an = 94n2—6n3 h) a, = (2+n)2(6+n)
_ —n*4100 _2n3-n2-1 . _(2n3-1)(1-5n?)
¢) an = ———3 f) an = (dnt1)2 ) an = (n3+2)(1—2n)

3. Oblicz granice ciagu (a,).
a) a,=5"—-3-2" ¢)a,=2"+4-T"-5" ) a,=4"—6-2"—-100
b) a, =4" + 6" — 8" n=—2"+8"+5" f) q,=3"+4" 12"

d) a
4. Oblicz granice ciagu (a,,).
)

41 46" _ 47-3.8742
a) a, 776 b) a, = yY c) a, = iz
3. a) lim 5" (1 -3 £7) = o0 d) lim 8" (5 + 1+ &) =0
b) lim 8" (g7 + g5 — 1) = —c0 e) lim4" (1-6-3 — ) = o0
¢) lim 7" (55 +4 - &%) = oo f) lim 12" (&% + 5w — 1) = —o0
7= L
4. a) lim 22 = o0
n—oo 1+2—n
A"
b) lim £~—% = oo




5. Oblicz granice ciagu (a,,). 5. a), b) —co ¢) co d) 2
_ Vn—-n _ Vn341 _ n?—yn _ oan—Vn? "
a) a, = NI b) a, = NG ) a, = v d) a, = = Komentarz g:+€adanla 6 a)
Niech b,, = 2+f .
. licz li . n
6. Oblicz ngrolc n Dla n > 500 zachodzi réwnosé
1 dla n < 500 20 dla n < 1000 an = by (czyli réwnosé ta zacho-
a) a, = » ) a, = 1+”2 dzi dla prawie wszystkich wyra-
62’;:11 dla n > 500 11;”71 dla n > 1000 z6w tych ciagbéw). Zatem:
5—n? dlan <100 S dlan < 1000 SR B
b) an =19 50241 d) an =4 6n —|— =
7. Oblicz granice. b) oo ¢), d) oo
a) lim (V3n+2—3n+1) d) lim (\/n2+2—\/2n2+3) 7. a) 0 b) oo ¢ 1
e e d) —co e) oo f) —v/2
b) lim (VAn—3-v2n+10) ) lim (V22 41— vi?+2)
¢) lim (\/n2+2n—1—n) f) lim (\/2n2—n—\/2n2+3n+4)
2
% 8. Oblicz lim ~t2ntsdnt . +n7 8. n+2n+3n+..+n>=
noe it 4 =n(l+2434...n)=
14+n)n n24-n3
* 9. Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,,) jest rozbiezny do co? =n. G4 ntas
- kn (K2 =1)n? —n—100 lim —22tn® -
a) a, = T omis b) a, = = n—00 2v/4nt+n+1
= lim % =00
*10. Wyznacz granice ciagu (a,) w zaleznoscei od parametru p. R0 By g o
_ (+2)n*+(p+n _ (4p® —9)n® —pn? 9. a)
a) an = [p?2 —4|n2 + 6 b) a, = [2p —3|n2 +n b) k € (—1;0) U (1; 00)
Twierdzenie 10. a) —oo dlap = —2
5 dlap e (=2;2)
= Jesli a,, < b, dla kazdego n € N i il_r}r; a, = 00, to AI_I»IOIO b, = oo. ﬁ dla
= Jedli a,, < b, dla kazdego n € N, i lim b, = —o0, to lim a,, = —oc. pe( —2) U (2;00),
n—00 n—00 oo dla p = 2
b) —co dlap € (—%, %>,
@ 11. Korzystajac z powyzszego twierdzenia, uzasadnij, ze: Tdlap=-3,
. 3
a) lim (n + cosn) = oo, c¢) lim (n? — sin2n) = oo, oo dlap € (—o0; —3)U(3;00)
b) nlg(Zﬁ—i— sinn?) = oo, d) iijﬁlc(tg L% — 2n) = —oo0.

[D}12.

12.

Niech a,, bedzie sumg odwrotnosci liczb naturalnych od 1 do 2", czyli:
m=143 a=1+i+i+d m=lti4itdielelelet

Uzasadnij, ze lim a,, = co.

n—oo

. a) < n+cosn oraz lim (n — 1) = oo, wigc lim (n + cosn) = oo
n—0o0 n—oo

n—
b) 2\/n — 1 £ 2y/n + sinn? oraz hm (2\/7_1— 1) = oo, wigc lim (2v/n + sinn?) = co
n—oo
2

3

¢) n? — 1 < n? —sin 2n oraz hm (n — 1) = o0, wiec iljrgo(n —sin2n) = oo
d) tg %= — 2n < V3 — 2n oraz Aljr;c(ﬂ— 2n) = —oo0, wiec iﬂ(tg%—” —2n) = —o0

Zauwazmy, ze:
an=1+3+3+3+14+2+3+3+. +50+. +m=1+3+0G+DH+

+G+ A D+ (R ) 2l a2 s
l4n-2=1+2
Zatem l—i—% < an oraz lim (l—i—%) o0, wiec lim a, = oo.

n—00 n—00

3.17. Obliczanie granic ciggéw (2)



Uczen:

— sprawdza, czy dany szereg
geometryczny jest zbiezny,

— oblicza sume szeregu geo-
metrycznego zbieznego,

— zamienia utamek okresowy na
utamek zwykty, korzystajac
Z€ WZOr'l Na sume szeregu
geometrycznego zbieznego,

— stosuje wzér na sume szeregu
geometrycznego w zadaniach
dotyczacych wtasnosci
ciggbw,

— rozwiazuje réwnania, stosujac
wz6r na sume szeregu geo-
metrycznego,

— rozwiazuje zadania dotyczace
dtugosci krzywych, stosujac
wzOr na sume szeregu geo-
metrycznego.

MultiteZa

* Szereg geometryczny
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.18

Generator

testéw i sprawdzianow

3. Ciagi

*3.18. Szereg geometryczny

Przykfad 1
Rozpatrzmy ciag geometryczny o wyrazach 2 1 ;
poczatkowych: 2, 1, 1, 4 1 L Tloraz 2 | 11h

Suma pdl wszystkich kwadratow
jest réwna 4.

5, = U0 _aa- gy

1-3

tego ciggu q = %, wiec suma jego n poczat-
kowych wyrazéow dana jest wzorem:

Czy mozna obliczy¢ sume S =2+ 1+ % + i + % + % + ... wszystkich wyrazéw

tego ciagu? Poniewaz S, — 4 przy n — oo (gdyz (%)n — 0 przy n — 00),

przyjmujemy, ze suma S = 4.

Definicja
Wyrazenie a; +a1q+a,¢*>+a,1¢>+. .. nazywamy szeregiem geometrycznym
o wyrazach: ay, a1q, a1¢>, a1¢, ... i ilorazie q.

Sumeg S, = a; +a1q+a1¢* + ...+ a;¢""! nazywamy n-tg suma czeSciowa tego
szeregu. | tak:

Si=ay, Sy=ar+aq, Ss=a1+aq+aq,...
Jedli istnieje granica wilasciwa S = lim S,, to granice te nazywamy suma
szeregu, szereg nazywamny zbieznym ingiosozemy: S=a+aq+a1¢®>+...
W przeciwnym wypadku szereg nazywamy rozbieznym.

Przykfad 2
Wyznacz n-ta sume czeSciowy szeregu geometrycznego 12 + 4 + % + % +...,
a nastepnie oblicz sume tego szeregu.

Pierwszy wyraz szeregu a; = 12, a jego iloraz ¢ = % Zatem n-ta suma cze-
Sciowa wyraza sie wzorem: ( (1 )n>
12(1—( 3 n
5= 20 _isa -y

Obliczamy sume szeregu:

S =lim S, = lim 18(1 — (3)") =18

n—oo n—oo 3

Cwiczenie 1
Wyznacz n-ta sume czeSciowy szeregu geometrycznego, a nastepnie oblicz
sume tego szeregu.

a) l+s+s+5+...

Cwiczenie 1




Twierdzenie

Szereg geometryczny o ilorazie ¢ € (—1;1) jest zbiezny. Jezeli a, jest pierw-
Szym wyrazem szeregu, to suma szeregu wyraza si¢ wzorem:
-
S = e

Dowdd. Dla |g| < 1 mamy lim ¢" = 0. Zatem:

S = lim S — Jjyp @(=d") _ a1
" 1

n—00 n—00 —q 1—q

Przyktad 3
Oblicz sume szeregu geometrycznego 3 + % + % + % + ...

— _1 . . _ a4 _ 3 _ 15 _ 93
Mamy a; =3, ¢ = ¢ € (—1;1), zatem suma S = i TIT s 3.
Cwiczenie 2

Danych jest nieskoniczenie wiele odcinkéow. Pierwszy z nich ma diugosé %,

a kazdy nastepny jest 2 razy krétszy od poprzedniego. Ile jest réwna suma
dhugosci wszystkich tych odcinkow?

1 1 1oL

2 ‘ 4 ‘ 8 ‘ 16‘ -
Cwiczenie 3
Oblicz sume szeregu geometrycznego a; + a;q + a;q> + ...
a) a; =100, ¢ = 0,9 b) a; =12, ¢=1% ) o =2-+2,q=2
Przyktad 4

Zamien utamek okresowy na utamek zwykty.

a) 0,(61) =0,616161... = 0,61 + 0,0061 + 0,000061 + ... =

61
61 61 61 100 61
= — + -_— + il + — 100 _

100 1002 ' 10038 T 1_ L T 99

100
b) 0,5(027) = 0,5027027027... =
= 0,5 40,0027 + 0,0000027 + 0,0000000027 + ... =

27
_ 10000 _ 1 2r _ 1., 1 _ 93
=05+ 1— L 2+9990 T2 7370 185
1000
Cwiczenie 4
Zamien utamek okresowy na utamek zwykty.
a) 0,7777... b) 0,343434... c) 0,1121212... d) 0,0123123123...
Cwiczenie 4
a) 0,7777...=0,7+0,7-0,1+0,7-0,1>4+0,7-0,1° + ... = ;2 =T
— 2 _ 0,34 _ 34
b) 0,343434 ... = 0,34+ 0,34 - 0,01 + 0,34 - 0,01 + ... = T501 = 5
¢) 0,1121212... = 0,1 + 0,012 + 0,012 - 0,01 4+ 0,012 - 0,01 + ... =
0,012 __ _ —

=0,1+ 1-0,01 *%‘F%*%"’%*%
d) 0,0123123123 ... = 0,0123 + 0,0123 - 0,001 + 0,0123 - 0,001%2 + ... =

0,0123 123 41

~ 1-0,001 — 9990 — 3330

Cwiczenie 2

Jest to szereg geometryczny

O pierwszym wyrazie a1 = 5

i ilorazie ¢ = %, zatem

3

Cwiczenie 3
a) S = 15 = 1000

b) S =13 =18

3
c) § =22

3.18. Szereg geometryczny
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Cwiczenie 5

a) Szereg jest zbiezny, gdy

z =0 lub |2z| < 1, czyli

v € (-3:3)

b) |—z| <1, czyliz e (—1;1)
o) |&|<1liz#0,czyli

€ (oei=4) U (}i20)

d) ’ L

1+a2

z eR\ {0}

< 1, czyli

3. Ciagi

[D] Przyktad 5

Uzasadnij, ze szereg geometryczny 1+ 2 + 2 4+ 20 + ... jest rozbiezny.
Tloraz szeregu q = % Wyznaczamy n-ta sume czesciowa;:

1—(3)"
Smtepege e - S0
2
Badamy granice:
lim S,, = lim (—2+2. (%)") — 0

Zatem szereg jest rozbiezny do oco.
Twierdzenie
Szereg geometryczny o pierwszym wyrazie a; # 0 i ilorazie q jest:

= zbiezny, gdy |q| < 1, = rozbiezny, gdy [q| > 1.

Uwaga. Jesli a; = 0, to szereg ma posta¢ 0+0+40+... Jego suma jest réwna 0.

Cwiczenie 5
Dla jakich wartosci x szereg geometryczny jest zbiezny?

2 3 4 1,1 1
a) x+2x° +4a® + 8z + ... ¢) 1+ stz tymst..
. 2 _ .3 1 1 1
b l-zta’-a'+... d) H_1+x2+(1+a:2)2+(1+:c2)3+"'
Przyktad 6
Rozwiaz réwnanie: 4 +4(z — 1)+ 4(z — 1)* +... =z + 3.

Lewa strona réwnania jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie
réwnym 4 i ilorazie ¢ = x — 1. Szereg ten jest zbiezny, gdy |z — 1| < 1,
czyli dla z € (0;2). Korzystamy ze wzoru na sume szeregu geometrycznego
i otrzymujemy:

4 —
4=—-2>—2+6
24+2x-2=0

r=-2lubx=1
—2 ¢ (0;2), zatem rozwiazaniem réwnania jest liczba 1.
Cwiczenie 6

Rozwiaz réwnanie, ktorego lewa strona jest suma wszystkich wyrazow nie-
skonczonego ciggu geometrycznego.

a)z—x’+xd -2t +...=2x—1 b) l—i—%x—i—iﬁ—i—éx?’—i—...: 1+ 1
X

Cwiczenie 6

a) Szereg jest zbiezny, gdy | — | < 1, czyli dla z € (—1;1).

Roéwnanie przybiera postaé T —2z— 1.

= —@ lub z = ‘/75

b) Szereg jest zbiezny, gdy |%m| < 1, czyli dla z € (—2;2).
Roéwnanie przybiera postaé lﬁl— — et
T =
224+ —-2=0
r=-2¢(—2;2) lubzx =1
Zatem z = 1.



Zadania

1. Sprawdz, czy szereg geometryczny jest zbiezny. Jesli jest, oblicz jego sume.
81 729 1 1
a) 1049+ 3 4+ 28 4 ) V3H1+ 45+
b) —125-25-5—1—... e) T4+ 4T 4
c) 2—4+8-16+... f) 2+ 83— %+ — -

2. Sprawdz, czy szereg geometryczny o pierwszym wyrazie a; i ilorazie ¢ jest
zbiezny. Jedli jest, oblicz jego sume.

a) a; =v2-1,¢g=v2+1 b)a,=v2+1,¢=v2-1

3. Uzupelnij brakujaca informacje dotyczaca szeregu geometrycznego zbiez-
nego o pierwszym wyrazie a;, ilorazie ¢ i sumie S.
a)alztgg,qzl—\/g,S: C) alzaq:ﬁaszloo
b)alz_%vq:7sz_% d)a1:_2\/§7q:752_3\/§

4. Zamien ulamek okresowy na utamek zwykty.

b) 0,(9) d) 1,3(6) f) 1,8(81) h) —1,(1001)

5. Suma pierwszych trzech wyrazéw nieskonczonego ciggu geometrycznego
jest rowna 56, a suma wszystkich jego wyrazow jest rowna 64. Oblicz
cztery poczatkowe wyrazy tego ciggu.

6. Suma wszystkich wyrazéw nieskonczonego ciagu geometrycznego jest réw-
na %, a iloczyn trzech poczatkowych jego wyrazéw jest réwny —1. Oblicz
pierwszy wyraz i iloraz tego ciggu.

7. a) Suma wszystkich wyrazéw nieskoficzonego ciggu geometrycznego jest
réwna 9, a suma jego wyrazOow o numerach parzystych jest réwna %. Oblicz
pierwszy wyraz i iloraz tego ciggu.

b) Suma wszystkich wyrazéw nieskoficzonego ciagu geometrycznego jest
réwna 6, a suma jego wyrazow o numerach nieparzystych jest rowna 12.
Oblicz pierwszy wyraz i iloraz tego ciggu.

8. a) Suma wszystkich wyrazéw nieskonczonego ciagu geometrycznego o ilo-
razie q = —% i plerwszym wyrazie réznym od zera jest dwukrotnie mniejsza
od sumy kwadratéw jego wyrazéw. Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu.

b) Suma wszystkich wyrazéw nieskoficzonego ciagu geometrycznego jest
rowna 20, a suma kwadratéw jego wyrazéw jest rowna 240. Oblicz pierwszy
wyraz i iloraz tego ciagu.
g a _ a? _
7. ) ﬁ:g 8.a)a17é012~1+1%7ﬁ,a171
A% =3 =20
1-q 4 1—q .
oraz a1 #0, ¢ # 01 |g| < 1 b) {i_%() oraz a1 #0,q#01 gl <1
Dzielimy réwnania stronami 1-¢*
i otrzymujemy: a1 = 6, ¢ = % {al =15
a1 _ g g=13
b) { e '
A =12

oraz a1 #0,q#01]q| <1

Dzielimy réwnania stronami
i otrzymujemy: a1 =9, ¢ = —%.

Odpowiedzi do zadan

1. a) 100 b) —1561
¢) rozbiezny d) 2(v/3+1)
e) rozbiezny f) —12

2. a) rozbiezny b) /2 +2

o = 64

1-qg —
oraz a1 20, ¢ #01 gl <1

ar - L =56
ay = 64(1—q)

=3

al = 32
Zatem a1 = 32, a2 = 16,
az = 8, a4q4 = 4.

aj] é
1-¢g =~ 3
6. 5
{a1~a1q~a1q = =1

oraz a1 20, ¢ #01 gl <1

5 {a1+a1q+a1q2—56

(a19)® = -1
aiq=—1
il 4
1—q — 3
aiq -1

4> —49—-3=0
q:—% lub
g=3¢(-11)

Zatem a1 =2, ¢ = —3.

3.18. Szereg geometryczny



9. a) |2z —3| < 1, czyli x € (1;2) 9. Dla jakich wartosci x szereg geometryczny jest zbiezny?

: 1 1 1
b) g < 1, czyli a) 1+ (2x—3)+ (22 —3)? +... b)1+x_+1+(x+1)2+(x+1)3+”'
z € (—o0; —2) U (0; 00)
10.a) [¢| = |z + 1| < 1, 10. Rozwiaz réwnanie, ktérego lewa strona jest sumg wszystkich wyrazéw nie-
czyli z € (—2;0) skonczonego ciagu geometrycznego.
s =82’ -1 a)r+1+(x+1)24+(x+1)>°+...=82—-1
_ 1 LU ST = 2
iy P it amy Taap T = v et
b) gl =[] <1, o o oL
cayli & € (—00;0) U (2; 00) 11. Wyznacz dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres.
_ 2 3 _ 1, 1
1i:$2+$+1 a) f(z)=xz+=x i—x 43— c) f(x)_1+m;|-m29+,_,
o b r)=—zcr+x°—x’+... d r)=—-14=>—5+...
zx=-1 12. Wyznacz dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres.
11.a) D= (=1;1), _ ﬂ_(ﬂ>2
fay = =% — a) f(zx)= 1+ — —) -
= 2
b) D = (-1;1), b)f(x):_1+“’”—‘§—($—‘§) T
f@)= 77— o o Y
¢) D = (—00;—1) U (1;00), 13. Spirala (rysunek obok) sklada sie z pdl-
1
f@) =75 +1 okregéw o promieniach 2, 1, 1, 1, ... 1
) D = (—00; =3) U (3;00), a) Oblicz dlugosé spirali.
flz) = =43 , . o~
. b) Wyznacz wspoélrzedne takiego punk- 1 1 X
12. a) D = (—o0; 35), . . . . s 1
3 . tu P, ze spirala przecina kazdy z odcinkéw
fz) = -3 2 OP i PA w nieskonczenie wielu punktach. ‘ :
b) D = (§;00),
_1
flz) = Z,Z% =5 Rozpatruje sie réwniez szeregi inne niz geometryczne. Na przyktad szereg
odwrotnosci liczb naturalnych zwany szeregiem harmonicznym:
1 1 1 1
1+§+§+Z+g+...
jest rozbiezny do oo, podczas gdy szereg harmoniczny rzedu 2:
1 1 1 1
1+2—2+3—2+4—2+5—2+...
jest zbiezny i jego suma jest réwna ’%—2.
14. Na rysunku obok przedstawiono poczat-
kowe fragmenty spiral. Spirala S; skla- @
dajaca sie z odcinkdéw o dlugosci 1, %, @
%, i, ... ma nieskonczona dtugosé. Oblicz
dtugosc spirali S, sktadajacej si¢ z odcin-
kéw o diugodei 1, 0,9, 0,92, 0,93, ... S1 So

13. a) Dtugos¢ spirali to suma szeregu geometrycznego: 2m + 7+ 5 + ...

Zatem S = % = 4r.

1-3
b)$:4—2+1—%+...:$4§—:%
Zatem P = (%,0).

14.14+09+0,9+...=F5=57=10

3. Ciagi



3.19. Zagadnienia uzupetniajace

M Ciagi ograniczone

Ciag (a,) nazywamy ograniczonym z gory, jesli istnieje liczba M taka,
ze a, < M dla kazdego n € N,..

Przyktad 1 gg
Rozpatrzmy ciag a, = 20n —n?. Poczatkowe wyrazy 70

tego ciagu (wykres obok) to: 19, 36, 51, 64, 75,... Czy 4
cigg ten moze przyjmowacé dowolnie duze wartodci? s

Korzystamy ze wzoru na wspoélrzedne wierzchotka 40
paraboli bedacej wykresem funkeji f(x) = 20z — 22 ;’8
i otrzymujemy y,, = 100. Ramiona paraboli sg skie- 10

rowane w dol, zatem a,, < 100 dla kazdego n € N.
Ciag (a,) jest ograniczony z gory przez liczbe 100.

Ol 1 23 45X

Zauwaz, ze w definicji nie wymagamy wskazania najmniejszej liczby ogra-
niczajacej dany ciag z géry. W przykladzie ciag (a,,) jest ograniczony z gory
rowniez przez liczby: 105, 110, 200 itp.

1. Wymien kilka liczb ograniczajacych ciag (a,) z géry.
a) a, = 10n — n? b) a, = 100n — 2n? ¢) a, = —n?+ 14n — 40

2. Podaj definicje ciagu ograniczonego z dotu.

3. Oblicz pieé¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,). Czy ciag ten jest ograni-
czony z dotu? Czy jest ograniczony z gory?
a) a, =2n*—10 b) an:$—4 ¢) a, = ncosnm
Definicja
Ciag (a, ) nazywamy ciagiem ograniczonym, jesli jest jednoczesnie ograni-
czony z dotu i z géry, czyli istnieja liczby m i M takie, ze m < a,, < M
dla kazdego n € N.

@ 4. Wykaz, ze ciag (a,) jest ograniczony.

1000+Zﬂ+5

. 10 6 2
a) a, = 5sinn + — b) a, = 7 T 2cosn c) a, = —

4. a) —1<sinn<10razO<1n—0<10
—5<5sinn <5, —5<5sinn+ L2 <15
Zatem ciag (an) jest ograniczony dla n € Ny.
b) —1<c05n2<10ra20<2%<3
—2<2cosn® <2, —2< 2 +2cosn® <5
Zatem ciag (an) jest ograniczony dla n € Ny.
¢) 0 < 128 <1000 oraz 0 < 52 < 500
5 180 4 390 4 5 <1505

Zatem ciag (ar) jest ograniczony dla n € Ny.

Odpowiedzi do zadan

1. a) a, = —(n—5)% 4+ 25 < 25,
zatem ograniczeniem ciggu
(an) z goéry sa dowolne liczby
wieksze lub réwne 25.

b) an = —2(n—25)% + 1250 <
< 1250, zatem ograniczeniem
ciagu (an) z géry sa dowolne
liczby wigksze lub réwne 1250.
c) an=—(n—T7)2+9<09,
zatem ograniczeniem ciggu
(an) z goéry sa dowolne liczby
wieksze lub réwne 9.

2. Ciag (an) nazywamy ograni-
czonym z dolu, jesli istnieje
liczba m taka, ze a, > m dla
kazdego n € N.

3.a) a1 =—-8,a2=-2,a3 =38,
a4 = 22, as = 40,
an 2 _87
nieograniczony z gory

b) a1 = —33, az = -3,

17 31

a3:—3ﬁ,a4:—3§,
_ _ad9
as = 350,

1
—4<ap,<-31
c)ai=-1,a2 =2, a3 = -3,
a4:4, a5:—5,

nieograniczony z gory
i nieograniczony z dotu

3.19. Zagadnienia uzupetiajgce



5. Ciag (an) jest rosnacy, czyli @ 5. Uzasadnij, ze ciagg rosnacy jest ograniczony z dotu, a ciag malejacy — ogra-
an > a1 dlan > 1, zatem jest niczony z gory.
ograniczony z dotu przez swéj

pierwszy wyraz. Ze g q g ; q g .
Jesdli ciag rosnacy jest ograniczony z gory, to ciag ten ma granice. Podobnie

Ci bn) jest malejacy, czyli : . . . . ..
iag (bn) Jost malejacy, czyli ciag malejacy ograniczony z dotu. Twierdzenie to zwykle formuluje sie

bn, < b1 dlan > 1, zatem jest
ograniczony z gory przez swoj krétko:
pierwszy wyraz.

Ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.

Mozna wykazac, ze ciag a, = (1 + %)" jest rosnacy i ograniczony, zatem
jest zbiezny. Jego granice oznaczamy litera e. Jest to liczba niewymierna,
jej przyblizona wartos¢ jest réwna 2,718281828.

Mozna tez udowodnié, ze liczba e jest suma szeregu:
1 1 1 1 1 1
1+ﬁ+§+§+z+a+a+...

6. a) okolo 2,6915880, 6. a) Oblicz (1+4)™, (1+ )™, (1+ 155) """
okoto 2,7048138,
okoto 2,7169239
b) okoto 2,71806

b) Oblicz przyblizona wartosé liczby e z doktadnoscia do piatego miejsca
po przecinku, przyjmujac, ze:
~14 L 1 1 1 1 1
e~ +E+§+§+Z+a+a

B Indukcja matematyczna

O prawdziwosci twierdzenia dotyczacego liczb naturalnych nie mozemy
wnioskowaé na podstawie sprawdzenia pewnej (nawet bardzo duzej) liczby
przyktadow. Twierdzen dotyczacych liczb naturalnych dowodzimy, korzy-
stajac z twierdzenia zwanego indukcja matematyczna.

Zasada indukcji matematycznej

Jezeli wlasnosé dotyczaca liczb naturalnych spelnia warunki:

1. jest prawdziwa dla n =1,
2. dla kazdej liczby naturalnej k > 1 zachodzi wynikanie: jesli wtas-
nos¢é jest prawdziwa dla liczby k, to jest prawdziwa dla liczby k41,

to wlasno$é jest prawdziwa dla wszystkich liczb naturalnych n > 1.

Warunek 1. nazywamy krokiem poczatkowym, warunek 2. nazywamy kro-
kiem indukcyjnym.

3. Ciagi



0] Przyktad 2

Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodnij, ze suma n poczatko-
wych liczb nieparzystych wyraza sie wzorem:
1+3+5+...+(2n—1)=n?
Dowéd indukcyjny
1. Sprawdzamy prawdziwosé¢ wzoru dla n = 1:
lewa strona L = 1, prawa strona P = 12, zatem wzor jest prawdziwy.

2. Zakladamy, ze wzor jest prawdziwy dla liczby naturalnej k& > 1 (zalo-
zenie to nazywamy zalozeniem indukcyjnym), czyli:
143+5+...+(2k—1)=k?
Korzystajac z tego zalozenia, wykazemy, ze wzér jest prawdziwy dla
liczby k + 1:

14+3+5+...+(2k—1)

| : ‘+(2(k+1)—1):k2+(2k+1):(k+1)2
k?

Sprawdzilidémy, ze wzér jest prawdziwy dla n = 1, a nastepnie wykazali$my,
ze z prawdziwosci wzoru dla dowolnej liczby naturalnej k£ > 1 wynika jego
prawdziwoé¢ dla k+1. Zatem na podstawie zasady indukcji matematycznej
wnioskujemy, ze wzér jest prawdziwy dla kazdej liczby naturalnej n > 1.

A
2 2RI
228059777111 | |

o -5

Dobrg ilustracja zasady indukcji matematycznej jest domino. Kiedy mamy

pewnosé, ze wszystkie kamienie sie przewroca? Przy spelnieniu dwéch wa-

runkow:

1. musi sie przewrdcié¢ pierwszy kamien,

2. przewrdcenie ktéregokolwiek kamienia (k-tego) pociaga za soba prze-
wrécenie nastepnego ((k + 1)-szego).

Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodnij, ze dla kazdej liczby
naturalnej n > 1 zachodzi ponizsza rownoscé.

a) 1+2+3+...+n= 0t d) 14204224, 4omt=92n_]
b) 12422 ... 4 n? = 2letlOnD gy Ly Ly by bl =1L
¢) 3+5+...+2n+1)=n(n+2) ) P+23+. . +n®=in’(n+1)°

e) l.Dlan=1:L=1 P=21 czyliL=P
2. x+m+gt-..tgxp=1—xdak>1

Wtedy ot +o5 + o5+t op T ormr = 1= g+ o = 1= g +o8r = L= g1

Zatem wzér jest prawdziwy dla kazdej liczby naturalnej n > 1.

f)y 1.Dlan=1:L=1,P=1, czyli L = P.

2. 1P4+2°+ .+ K =1k (k+ 1) dlak>1

Wtedy 1° +2°+.. . +k*+ (k+1)° = k% (k+1)>+(k+1)® = (k+1)° (3k* + k+ 1) =
=1(k+1)*(K* +4k+4) = 2(k+ 1)*(k +2)°.

Zatem wzoér jest prawdziwy dla kazdej liczby naturalnej n > 1.

7.a)1.Dlan=1:L=1,P=1,

czyli L = P.

2. Zakladamy, ze wzor jest
prawdziwy dla liczby
naturalnej k > 1, czyli:
1424...4k= &tk
Korzystajac z zalozenia,
wykazujemy prawdziwo$é
wzoru dla k + 1:
1+24...+k+(k+1)=
_ gk+212k Tk4l= gk+2)2gk+12
Zatem na podstawie zasady
indukcji matematycznej wzor

jest prawdziwy dla kazdej
liczby naturalnej n > 1.

b)1.Dlan=1:L=1,P =1,
czyli L = P.
2124224+ . 4+ k2=

_ k(k+1)(2k+1)
=—+——dak2>1
Wtedy:

P22 (k1) =
_ k(k+1)6(2k+1) + (k + 1)2 _
_ k(B (2k+1)46(k+1)2

= = =

_ (b D)(B@E+D)+6(k+1)) _

_ (k+1)(2k2+67k+6) _

_ (k+1)(kf2)(2k+3)

Zatem Wzgr jest prawdziwy
dla kazdej liczby naturalnej
n > 1.
c)l.Dlan=1:L=3,P=3,
czyli L = P.
2.3+54+...+(2k+1)=
=k(k+2)dlak>1

Wtedy:
3+5+...+(2k+1)+(2k+3) =
=k(k+2)+2k+3=
=k?+4k+3 = (k+1)(k+3)
Zatem wzoér jest prawdziwy

dla kazdej liczby naturalnej
n>1.

3.19. Zagadnienia uzupetiajgce



8. b) 1. Dlan =0: 3|0 +2-0

2. 3|k® 4 2k dla k € N, czyli
istnieje a € Z takie, ze:

k® 4+ 2k = 3a
Wtedy:
(k+1)°+2(k+1) =
=k*+3k>+3k+1+2k+2 =
=3(a+k +k+1)
Zatem dla dowolnego n € N
liczba n® + 2n jest podzielna
przez 3.
d) 1. Dla n = 0: 30[0° — 0
2. 30|k® — k dla k € N, czyli
istnieje a € Z takie, ze:

k® — k = 30a
Witedy:
(k+1)°—(k+1) =
=k +5k* + 10k® + 10k>+
+5k+1—-—k—1=
=30a+5k(k+ 1)(k* + k+1)
Zauwazmy, ze 2|k(k+ 1), wiec
10|5k(k + 1).

]

Przykfad 3
Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodnij, ze dla kazdej liczby
naturalnej n liczba 4™ 4 5 jest podzielna przez 3.

Dowdd indukcyjny
1. Sprawdzamy prawdziwos$¢ twierdzenia dla n = 0: 4° + 5 = 6 oraz 3|6,

zatem twierdzenie jest prawdziwe.
2. Zakladamy, ze dla liczby naturalnej k, liczba 4% 4+ 5 jest podzielna
przez 3. Pokazemy, ze wtedy liczba 45! 4 5 jest podzielna przez 3.
7 zalozenia, ze liczba 4% + 5 jest podzielna przez 3, wynika istnienie
liczby calkowitej a takiej, ze 4% 4+ 5 = 3a.
Stad 4* = 3a — 5, czyli:
4" 45 =4%.44+5=(3a—5)-4+5=12a— 15 = 3(4a —5)
Zatem liczba 45! + 5 jest réwniez podzielna przez 3.
Na podstawie zasady indukcji matematycznej wnioskujemy, ze dla dowol-
nej liczby naturalnej n liczba 4™ + 5 jest podzielna przez 3.

Jedli zadna z liczb: k, k+1 nie @ 8. Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodnij, ze:

jest podzielna przez 3, to k
jest postaci 3m+1dlam € N
1k +k+1=9m>+9m+3 =
=3m® +3m + 1.

Zatem 30|5k(k+1)(k*+k+1).
Ostatecznie dla dowolnego

n € N liczba n® — n jest
podzielna przez 30.

. 1. Dlan=3:

(n —2) -180° = 180°
jest prawdziwe.
2. Zakladamy, ze dla k > 3
suma katéw wewnetrznych
k-kata jest réwna (k—2)-180°.
Rozwazmy (k + 1)-kat wypu-
kty. Odcinamy tréjkat jak na
rysunku. Wtedy suma katéw
wewnetrznych (k+1)-kata jest
réwna:
(k—2)-180° + 180° =
=((k+1)—2)-180°
Zatem na podstawie zasa-
dy indukcji matematycznej
twierdzenie jest prawdziwe dla
kazdego n-kata wypuktego.

3. Ciagi

D] .

—t
=

10.

11

.a)a, =2n-—1 b)an:(l)n c)an:n2 d) a, =

a) 6|n® —n, e) 12|10 —4 dla n > 2,
b) 3|n® + 2n, f) 94" + 15m — 1,
c) 6ln® + 11n, g) 97" + 3n —1,
*d) 30|n° —n, h) 6[10™ + 4™ — 2.

Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodnij, ze
suma katow wewnetrznych n-kata wypuklego jest réwna
(n—2)-180°.

Udowodnij twierdzenie, stosujac zasade indukcji matematyczne;j.

n(n 3)

a) Kazdy n-kat wypukly ma przekatnych.

b) n prostych dzieli piaszczyzn(g na co najwyzej 2" czesci.

Odgadnij wzér ogdlny ciagu (a, ). Postawiona hipoteze udowodnij, stosujac
zasade indukcji matematycznej.
c) {
a; =

a) {
1
2 . d)
Upy1 = 30n, 21

b>{

a) 1. Dlan =3

2. Zaktadamy, ze dla k > 3, k-kat wypukly ma przekatnych.
Rozwazmy (k + 1)-kat wypukty o wierzchotkach Al, Aoy Agy Aty

A1, Ag, ..., Ay sg wierzchotkami k-kata wypuktego, ktéry z zatozenia indukcyjnego
k(k 3)

CLl:l (l1:1

an,+1:an+2vn>1 a7L+1:a7z,+2n+1an>1

Glzl

_ 1
Up41 = Qp — n(n+1)’ n > 1

: @ = 0, czyli trojkat nie ma przekatnych.
k(k 3)

ma przekatnych.
Przek@tne (k+1)-kata to przekatne k-kata i dodatkowo (k—2) przekatnych taczacych
wierzchotek Ax41 z wierzchotkami As, As, ..., Ax_1 oraz przekatna A; Ag.
Stad liczba przekatnych w (k + 1)-kacie wynosi:
— 2

k(k23) thk—241="¢ 721672 _
Zatem na podstawie zasady indukcji matematycznej twierdzenie jest prawdziwe dla
kazdego n-kata wypuktego.

(k+1) (k=2)
2

S|=

2



Zestawy powtdrzeniowe

W Zestaw |

1.

D] 2.

10.

10.

Oblicz aqy — bs.

8— -1
8) an = =37, by = (-1 T . .

Oblicz wyrazy a;, as, az i ag ciagu a, = . Uzasadnij, ze kazdy

wyraz tego ciggu jest liczba naturalna.

n(n+1)(n+2)
3

Czy ciag (b,) jest ciagiem arytmetycznym? Okresl jego monotoniczno$é.
41 _ n+3 _ 9-4n?
a) b, =4 5N b) b, = — c) b, = Py

Wyznacz wzdr ogdlny ciagu arytmetycznego (a,,).

a) ap =2,a,=6 b) a; =0, a5 =9 c) ag =2, a;0=-—10

Wyznacz wzér ogblny ciagu arytmetycznego (a,).

a+a:7 Cl*a/:4 a.a:6
a) 1 2 b) 4 2 C) 1 2

ay - ay =10 Qs - ay = 32 as +ay =8

Oblicz ésmy wyraz ciagu arytmetycznego (a,,).

a) ay = —10, a5 = —40 b) a; + ag = 10 c)ag=1,a9—ag=6
Oblicz sume S5 ciagu arytmetycznego (a,,).
a) a1=2, a10=29 C) a2:5, CL10:21 e) Cl1:].67 S4:52

b) a; =3, r =2 d) ay=-8,1r=3 f) a3 = —4, S1o=—15

Oblicz sume Soy ciagu arytmetycznego (a,).
C) a; = 5, Qg9 + Q191 = 150
d) Ao = b2, as = (b+ 1)2,

_1 _ 2
a) a1 = 3, G100 = 3

b) 19 = —17 a100 = —11

a4—a2:2

Lewa strona réwnania jest suma kilku poczatkowych wyrazéw ciagu aryt-
metycznego. Oblicz x.

a) 3+5+7+...+2=48 c) 24+7+12+ ...+ =156
b) 84+6+4-+...+x=—220 d) —=7—3+1+4...+2 =110

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych niepodzielnych przez 5, ktore:

a) sg dwucyfrowe, b) sa trzycyfrowe.

a) Niech S — suma wszystkich liczb dwucyfrowych,

T — suma liczb dwucyfrowych podzielnych przez 5, (S — T') — szukana suma.
S =10+11+...+99 = L0990 _ 4905
T=10+154+204+...+95=5-(2+3+...
S — T = 4905 — 945 = 3960

aF 19) =5- 7(24»129)418 =945

b) Niech S — suma wszystkich liczb trzycyfrowych,
T — suma liczb trzycyfrowych podzielnych przez 5, (S — T') — szukana suma.

S'=100+ 101 + ...+ 999 = L00EP9N900 — 494550
T =100+105+...4+995=5-(20 4+ 21 + ... 4 199) = 5 . (20+199)180
S — T = 494550 — 98550 = 396000

= 98550

.a)r =

. a

)
. a)

Odpowiedzi do zadan
1.a) -} (-3 =3

105 _ 32 _
b) 55 — 57 =10

a1 =2,a2 =8, az = 20,

ag = 240

n(n+1)(n+2) jest iloczynem
trzech kolejnych liczb natu-
ralnych, zatem jeden z czyn-
nikéw jest liczba podzielna
przez 3, czyli a, € N4.

—%, ciag arytmetycz-

ny, malejacy

b) bpy1 — by n(n+1) <0,
ciag nie jest arytmetyczny,
malejacy

c) r = —2, ciag arytmetyczny,
malejacy

.a)ap=2n—2
b) a, =3n—6
c) an = —2n+10

.a)ap=3n—1

lub ap, = -3n+8
b) an =2n — 12 lub a, = 2n
¢) apn = n+1luba, =5n—11
—70 b) 5 c) 15

222 b) 168 c) 168
d) 66 €) 60 f) —6

a) 50 b) —550
c) 4000 d) 4850

a)z=3+2(n—-1)>0

Statdn—%l.
3o .zl — 48
Zatem x = 13.
b) x = —30
c) x =237

d) z =29

Zestawy powtorzeniowe



11. a), b), c) ciag geometryczny
a) ciag malejacy
b), ¢) ciag rosnacy

12. a) 24, 48, 96, 192, 384

111 1 1
b) =3, =1, =5 ~16 ~
1 11 1
©) -1, 5, =35, 35> —&5
13. a) agz%,a5:10
b) as = 8, a5 = 32

14.2) % b) —
c) 341 lub 521
d) —44 lub —20

15. a) arytmetyczny dla x = 1,
geometryczny dla x = 0
idlaz =10
b) arytmetyczny dla z = 0
idlax =12,
geometryczny dla z =0

3

idlaz=—3

16. a) 1024 b) 602

17. a) np. a1 = —1,
Gnt1 = an+2(n—1)dlan >1
b) np. a; = 5,
an+1:an—m dlan>1

c) np. a1 = —g,
An+1 = %an dlan>1
d) np. a1 =0,

An+1 = Gn +10g (1 ar %)
dlan>1

18. a) okoto 2251,02 zt
b) okolo 2252,99 zt
c) okoto 2254,32 zt

19. a), b) okoto 836,74 zt

3. Ciagi

v/

12.

13.

14.

16.

17.

Czy ciag (b,) jest ciggiem geometrycznym? Okresl jego monotoniczno$é.

a) b, =2" b) b, =3 -5 c) b, =231
Oblicz wyrazy od czwartego do 6smego ciagu geometrycznego (a,,).
a) ay =3,q="2 b)ag=—4,¢=1% c) ag=—25a3=>5
Oblicz wyrazy as i a5 ciagu geometrycznego (a,).

a) ag =100, ¢ =10 c)ag=1,a3-a,=3

b) a, =4, a; =128 d) a; + a3 =10, a3 = —8ag
Oblicz sume S5 ciagu geometrycznego (a,,).

a)a1:3’q:% C) a1:1, a2+a3:20

b) a1=—10, q:—% d) a1:—4, 53:—12

Dla jakich wartosci x liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciggu arytme-
tycznego, a dla jakich kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego?

a)a=xr—9,b=x—6c=2r—4 b) a = —6z, b= 3z, c = 2*

Oblicz 2as — by.

) a; = % b1 =0
a
any1 = (—2)"-a, dlan > 1, bpy1 =b, — (—1)"dlan>1

a1:1 bl:l
b) 1

Upi1 = a, +n?dlan>1, bn+1=bn—|—n(n+1) dlan>1

Podaj rekurencyjne okreslenie ciagu (a,).

a) a, =n?>—3n+1 c) an:—zin
b) an:4+% d) a, =logn

Do banku wptacono 2000 zt na dwa lata przy rocznej stopie procento-
wej 6%. Ile bedzie wynosit kapital po uptywie tego okresu, jezeli odsetki
sa kapitalizowane:

a) co pdét roku, b) co kwartal, ¢) co miesiac?

Kapital w wysokosci 800 zt zostal ztozony w banku oferujacym kapitaliza-
cje miesieczng. Oblicz wysoko$é kapitalu po roku, jesli przez szesé pierw-
szych miesiecy roczna stopa procentowa wynosita:

a) 6%, a przez sze$¢ pozostalych miesigcy — 3%,

b) 3%, a przez szesé¢ pozostalych miesiecy — 6%.



B Zestaw Il

1.

5.

Zbadaj monotoniczno$¢ ciagu (ay,).

—n—+2 _ 2n+1
3 b) an = 2n+3

a) a, =

Zbada]j monotoniczno$¢ ciagu (ay,).

) a, =3 ) a =1
a ¢
Gpi1=0a,+1dlan>1 i1 =1—a,dlan>1

b) CLl:]. ) a1:2
Gpy1 =0, —2dlan>1 Gny1 = 2a, dlan>1

Wykaz, ze dla kazdej wartosci parametru ¢ ciag (a,) jest rosnacy.

a; = t a, = t
a) b) Ly
Gpi1 = ap(a, +1)+3dlan>1 Uny1 = 30, +1dlan>1

S, jest suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,). Czy ciag (a,) jest aryt-
metyczny?

a) S, =3n*+3n b) S, =n*>+7

Uzasadnij, ze jesli liczby a, b, ¢ tworza jednocze$nie ciag arytmetyczny
i clag geometryczny, to jest to cigg staly.

a) Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 6, tworza ciag arytmetyczny. Jesli
do ostatniej z nich dodamy 1, to otrzymamy ciag geometryczny. Wyznacz
te liczby.

b) Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 7, tworza ciag geometryczny. Jesli
od ostatniej z nich odejmiemy 1, to otrzymamy ciag arytmetyczny. Wy-
znacz te liczby.

Suma trzech wyrazdw by, b, b3 ciagu geometrycznego (b,) jest réwna 6. Je-
§li od ostatniego wyrazu odejmiemy 18, to otrzymamy trzy kolejne wyrazy
ciggu arytmetycznego. Oblicz by, by, bs.

a) Dany jest skoniczony ciag geometryczny o parzystej liczbie wyrazéw.
Pierwszy wyraz tego ciagu jest rowny 9, a suma wszystkich wyrazow jest
cztery razy wigksza od sumy wyrazéw o numerach parzystych. Oblicz piaty
wyraz tego ciagu.

b) Stosunek sumy dziewieciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometryczne-
go do sumy trzech poczatkowych wyrazéw wynosi %. Oblicz siédmy wyraz
tego ciagu, jesli wiadomo, ze pierwszy wyraz jest rowny 12.

Niech a, b, ¢ — ciag arytmetyczny i geometryczny, r — réznica ciagu arytmetycznego.

Woéwezas b= a + r, ¢ = a + 2r oraz b®> = ac. Po podstawieniu otrzymujemy:
(a+r)2=a-(a+2r)

Stad r = 0, czyli ciag jest staly.

_a2n 1- q2 " 417q9
_a)glL:ngq (2) b) 12 i—q :§
1-q 1-q o143 2
1=4q -+ 12 5=
1+gq 9
1 1-¢° _ 3
q_§ 1-¢3 4
—Q. 1471 1-¢3)(1+g3+q6
as=9-(3)" =3 ERE S

P+ +3=0
(q3+%)2:O, czyli q3:—%
a7:3

Zestaw |l
1. a), c¢), d) malejacy b) rosnacy
2.a) Gny1—an=1>0

dla n > 1, wiec ciag jest
rosnacy.

b) any1 —an=-2<0
dla n > 1, wiec ciag jest
malejacy.
c)ar=1>a2=0<az =
=1 > a4 = 0, wiec ciagg nie
jest monotoniczny.
d)ar=2>0
i%:2>1dlan>1,
wiec ciag jest rosnacy.

2
. Q) Anil — an = A + an+

+3—an:a%+3>0dla
dowolnego a, i n € N4,

zatem ciag jest rosnacy.

1 2
b) ani1 — an = a5 — an+

+1=13(a2 -2, +1)+ 3=
=1(an—1)*+3>0dla
dowolnego a, i n € N4,
zatem ciag jest rosnacy.

.a)a1 =5 =6

Dla n > 1 mamy:

an = Sy — Sn_1 = 3n%+
+3n—-3(n—1)>%-3(n—-1) =
=6n

ant1 =6n+6

= 0nt1 — aGn =6

dla n € N4, wiec ciag (an)
jest ciagiem arytmetycznym
o roznicy 6.

b) alr = Sl =38

Dla n > 1 mamy:

as = SQ — Sl =
=247-13-7=7

az = 53 — SQ =
=334+7-22-7=19

az — a2 = 12

a2 — a1 = —1

a3 — az # az — a1, zatem
ciag nie jest arytmetyczny.

.a) 1,2, 3lub4, 2 0

b) 1,2 41lub4, 2,1

. b1 =2 by=—4,b3=28

lub by =8, by = —4, bs = 2

Zestawy powtorzeniowe



9. Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku.
Zauwazmy, ze trojkaty
ABCS, ABDE, ABGF
i ABHI sa podobne
(z cechy KKK) oraz
|CS| =21 |BS|=4.
Zatem:

2 _ 4
[DE| — 3—2-|DE|’
i —2
czyli |[DE| = %
2 _ 4
[GF| — 3-2-2DE|-|GF|’
; _2
czyli |GF| = 3
2

THI] — 4—2—2|DE|112\GF\—|HI\’
czyli |HI| = %

Suma dtugosci okregdw:
So=2m-2+2m-2+2m- 2+

1—(%;)4 _

+27r-237:47r- -

3
= 1897 ~ 18,62 > 18,6 [cm]
Suma pél két: S, = 7 - 22+
2)2 2)2 2\2_
+m(3)" +7(5)" +7(5) =
(8)*

1
1-3

=43%,

2
729 ]

=4 - [cm

10. Niech a — dlugosé boku naj-
wiekszego sposréd danych troj-
katow.

Suma pdl tych tréjkatdéw:
1-(1)°
a24\/§ . 1E2%) — 31\/3

Stad a = 8.
Zatem Ob = 24.
11.a) —co b) 0 ¢) —oco d) —1
e) oo f) 2 g) —1 h)oo
12.a) 0 b) c©
18.a)b=—2 b)b= —2lubb=4
14.a) 2+ V2 b) 3+2V3
15.2) & b) & o) 52 )4
16.a) D = (—3;00), f(z) =z +1
b) D = (—o0; 3),
flz) = -z +3

3. Ciagi

Vv

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

17.

Cztery okregi polozone sa jak na rysunku obok.
Wykaz, ze jedli YABC = 60° i |AB| = 2v/3 cm,
to suma dlugosci tych okregow jest wigksza
od 18,6 cm. Oblicz sume pdl két ograni-

A
czonych tymi okregami.

Pola pieciu tréjkatéw réwnobocznych
tworzg ciag geometryczny o ilorazie %,
a suma tych pél jest réwna 31+/3.
Oblicz obwo6d najwiekszego spo-

§réd tych tréjkatow.

G D
Oblicz granice ciagu (a,).
a) a, = —n* +10n° + 102n e) a, = 0\’/3;426
b) 4, = T E O
) an = STl £ o = G
d) a, = Lo ) an_\;’%

Oblicz granice ciagu (a,).
a) a, =+n—/n+2 b) a, =vn*+1—+/n

Dla jakich wartosci parametru b ciag (a,) ma granice réwna 27

Oblicz sume szeregu geometrycznego.

a)1+§+%+... b)(lJr\/ﬁ)Jr@Jr%g
Przedstaw utamek okresowy w postaci utamka zwyklego.

a) 0,(12) b) 0,(342) c) 2,4(23) d) 3,(9)

Wyznacz dziedzine i wzér funkcji f oraz naszkicuj jej wykres.

a) f(a?):1—|—i+<1+%)2+... b) f(x):1+§—:§+(i—:§)2+...

14+x

Rozwiaz réwnanie, ktorego lewa strona jest suma wszystkich wyrazéw nie-

skoniczonego ciagu geometrycznego.
1

2 _ 2 _
a)3+x+2x +r A+ =2 c) 1+2x+4x o=

o =z 1 1 _ 16 1,1 . 6n2+5n
b) z R d)1+x2+x4+ glj?canH
3oe(-33) 9o (-5}
3 1
1—%2 =2 T2z 1—121
CE:% CEG(—%,%)
b) z € (—o0;—1) U (3;00) d) x € (—oo0; —1) U (1;00)
22 _ 16 L =3
I+ 5 ==

V6 _ /6

$:—1—?5,$: 1—|—§,x:2 T=—"5,T =5

+...



Sposaéb na zadanie @

Przyktad 1
Rozwigz réwnanie:

1 +sinz +sin®x +sin®z 4+ ... = 2+ 2sinz, gdzie x € (0;27)

Lewa strona réwnania jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie
a; = 11 ilorazie ¢ = sin x.

Szereg ten jest zbiezny, gdy |sinz| < 1, czyli dla x € (0;27) \ {%, 2n}.
Wéwezas réwnanie przybiera postad:

L —9242sinz /- (1-sina)

I-sinz
2 —2sin’z =1
sin’z = §
sinz = 7@ lub sinx = g
Odpowiedz: z € {Z,%m, 57, Ir}

Przyktad 2

Rozwigz réwnanie:

2tgz +2tglz + 2tg’ v + ... = V3, gdziex € (—Z; )

Lewa strona réwnania jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie
a; = 2tgx i ilorazie ¢ = tg? .
Szereg ten jest zbiezny, gdy:
ltg?z] <1
-lI<tgz <1

ze(-5:7)

ISE

Wéwezas réwnanie przybiera postac:

ZEL = VB /(1 - tg?a)

1-tg2zx
V3 —V3tg?r =2tgx
V3tg2r +2tgr —v3=0
Podstawiamy t = tgz i otrzymujemy réwnanie kwadratowe:
V3242t —/3=0,VA=4
t=—V3 lub t =L
Wracamy do niewiadomej z: tgx = —v/3 lub tgz = ?
Pierwsze rozwiazanie odrzucamy, gdyz nie spelnia warunku |tg” z| < 1.

Odpowiedz: x = %

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 3

G Generator

testow i sprawdzianoéw

Sposodb na zadanie



2. Funkcja kwadratowa
flz) = T — 2®

warto$¢ najwieksza osigga dla
Tw = 3,5 ¢ Ny, wiec najwiek-
sze wyrazy ciagu (an) to as

iaq, as =aqs=12.
3. A.ays =—-20=uas
B. al = 2= a2
C. ant1 —an =
= e <0
4., an+1—an:\/§—l
Ciag (an) jest ciagiem
arytmetycznym, gdzie
a=v2-1,r=v2-1
Zatem:
g = @) o,
= 661/2 — 66
Stad otrzymujemy:
n-(n+1) =132
n-(n+1)=11-12
n =11

5. Ciag (an) jest ciagiem
arytmetycznym, gdzie

a1 = 13, a, = 97 oraz n = 29.

Zatem:
S = 7<13+g7>~29 = 1595
6. ax =3, ¢g= -3,

as + ag = asq + asq” =

=27 (—3)+27-9 =162

7. S =4. 195 _ 775

1-0,5
8. A. lim a, = c©
B. lim a, =0
2
C. lim "1\/§:§:\/§
n—oo —3

3. Ciagi

@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

10.

10

Liczba 6 jest pigtym wyrazem ciagu:

2 2
n -7 n“+9
A'a”_nJrl’ B.an—n+17 C. a, =

_ 2n2-8

2
n+4n
D. a, = 2 -

n+2

Dany jest ciag (a,) o wzorze ogblnym a, = 7n — n?. Najwiekszy wyraz
tego ciggu jest réwny:

A. 16, B. 12, C. 10, D. 6.

Ciagiem malejacym jest ciag:

C. a, =21

2
A. a, =n*—9n, e

D. q, = 2242

2
B. a, = —n*+3n, i3

Dany jest ciag (a,) o wzorze ogdlnym a, = v/2n — n. Suma n poczatko-
wych wyrazéw tego ciagu jest réwna 661/2 — 66 dla n réwnego:

A. 13, B. 11, C.9, D. 6.

Ciag (a,) jest ciagiem kolejnych liczb naturalnych, ktérych reszta z dzie-
lenia przez 3 jest réwna 1. Suma wyrazéw ciagu (a,) wiekszych od 10
i mniejszych od 100 jest rowna:

A. 1595, B. 1485, C. 1375, D. 1265.

Ciag (a,,) jest niemonotonicznym ciagiem geometrycznym takim, ze a3 = 9
oraz a, = 27. Suma piatego i széstego wyrazu tego ciggu jest réwna:
A. 162, B. 243, C. 324, D. 543.

Ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym, w ktérym a, = 2 i a5 = 0,25. Suma
S5 tego ciagu jest réwna:

A. 6,25, B. 6.5, C. 7,75, D. 8,25.

Liczba /2 jest granica ciggu:

2_
A a, =2

_ 2n7\/§n2
n+l C. an =

1-2n2

n— —v/2n?
B. an:‘{f;+36, D. an:%.
Ciag a, = (1fz;n6+3 ma granice niewtasciwa oo dla b réwnego:
A. -2, B. 0, C. 1, D. 2.

Suma szeregu geometrycznego o pierwszym wyrazie réwnym 1 — /3 i ilo-
razie réwnym 2 — v/3 wynosi:

A B, B. -1, C. V3, D. V3+1.
Jezeli b=1, to lim 28 = co.

3

n—00
lim i = b

= llm —25 = — Q.
n—o0 1*b+% 1-b

Jegeli b # 1, to lim 22=C

_ _1-v3_ _ 1-v3 _
S= 1-24v3 ~ —14V3 —




Przed obowigzkowa matura z matematyki @

B Zadania krétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)

Zbadaj monotoniczno$é ciggu a, = — 22

n+2°

[0] Zadanie 2 (2 pkt)
Wykaz, ze ciag (a,) okreslony wzorem rekurencyjnym jest monotoniczny.

al——3
an+1:an+n27n+3dlan>1

Zadanie 3 (2 pkt)
Suma wyrazéw skonczonego ciggu geometrycznego jest réwna 765. Pierwszy
wyraz tego ciggu jest réwny 9, a iloraz 4. Z ilu wyrazéw sklada sie ten cigg?

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 4 (4 pkt)
Obwdd tréjkata prostokatnego jest rowny 24. Oblicz dlugosci bokéw tego troj-
kata, jesli wiadomo, ze tworza one ciag arytmetyczny.

Zadanie 5 (4 pkt)
Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest réwna 12, a suma ich
kwadratow jest rowna 56. Wyznacz te liczby.

Zadanie 6 (5 pkt)
Dtlugosci trzech krawedzi prostopadtoscianu wychodzacych

|
T
z tego samego wierzchotka tworza ciag geometryczny. Prze- \‘,\
katna prostopadtoscianu ma diugosé v/84 cm, a jego obje- |gq? | N
to$é jest réwna 64 cm®. Oblicz pole powierzchni catkowitej

tego prostopadtoscianu. = - aq

Zadanie 7 (5 pkt)

Suma pieciu poczatkowych wyrazéw rosnacego ciagu arytmetycznego jest row-
na 30, a iloczyn drugiego i czwartego wyrazu jest rowny 11. Ile co najmniej
poczatkowych wyrazow tego ciagu trzeba dodac, aby otrzymaé¢ sume wicksza
od 1007

Zadanie 8 (4 pkt)

Suma trzech poczatkowych wyrazéw monotonicznego ciagu geometrycznego

jest réwna 13. Drugi wyraz jest o 5 mniejszy od réznicy miedzy trzecim i pierw-

szym wyrazem. Oblicz czwarty wyraz tego ciagu.
{a+a+r+a+2r+a+3r+a+4r—30

oraz r > 0
(a+r)(a+3r) =11
a=—-4,r=5a,=5M-9
(135mIn 100 dla n > L0169 & 78

Trzeba dodaé¢ co najmniej 8 poczatkowych wyrazéw.

Odpowiedzi do zadan

-an+1_an:_z_¢§+z_ig:
_ 1
—W>OdlaneN+,

czyli ciag (an) jest rosnacy.

.an+1—an:n2—n+3:

=n(n—1)+3 > 0dlan € N,
czyli ciag (an) jest rosnacy.

9. 4= =765

n=4

.a—r,a,a+r — dlugosdci

bokéw tréjkata
a—r+a+a+r=24, czyli
a=28

64 + (8 — )% = (8 4 r)?, skad
r=2

Dtugoéci bokéw: 6, 8, 10

.a—r,a,a+r — trzy kolejne

wyrazy ciggu arytmetycznego
a—r+a+a+r =12, skad
a=4

(4—7)2+ 16+ (4 +1)* = 56,
czylir=—-21lubr =2
Wyrazy ciaggu: 2,4,6 lub
6,4,2

. Przyjmijmy oznaczenia jak na

rysunku.

7 twierdzenia Pitagorasa:

|AC|? = a® + (aq)?, stad

|A'CI* = (ag®)* + a® + (aq)*
(ag®)® +a® + (ag)* = 84

{a-aq-aq2 =64

oraz a,q > 0

a=2,q=2luba=38,qg=

Pc = 2a%q + 2a2¢® + 2d%¢®

=112 [cm?]

4
2

{a+aq+aq2—13

aq+5:aq2—a
a=1ig=3
as=1-3%=27

Przed obowigzkowg maturg z matematyki



Odpowiedzi do zadan
1. ¢=

3f f

6
6=a - (@) , czyli

a; = 1?6 ~ 1,778
Nalezy zakodowaé: 177.

=0 3 o3

as = (M ) 6vI-gn
~0 4853
Nalezy zakodowaé: 485.

. sin g = 73 < 1, czyli szereg
jest zblezn
=L = _1 _
1-sin V3
5 1-%

= 2(V3 +2) ~ 7,464
Nalezy zakodowac: 746.
a1 =4, r=3,an,=3n+1

. a,b,c — ciag geometryczny

a,b,c—1 — ciag arytmetyczny
a+b+c="7
c—1-b=b—-a
b’ = ac

a=1,b=2c=14
luba=4,b=2,c=1
a’q® = 22, czyli aq = 16.

%5 = g = 04
qa(1—q) =3
q:%,a:32
_ 32 __ 128
S

3. Ciagi

@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-4 odpowiedZ ma postaé trzycyfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)
Dwa érodkowe wyrazy ciagu geometrycznego sktadajacego sie z czternastu
wyrazéw sa réwne kolejno 6 i 3v/6. Oblicz pierwszy wyraz tego ciggu. Zako-
duj cyfre jednoéci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesigtnego
otrzymanej liczby.

Zadanie 2 (2 pkt)
Oblicz czwarty wyraz ciagu (a,). Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku
rozwiniecia dziesietnego otrzymanej liczby.

ap =1, ay = V2

2
“;L")dlan>2

a/n+1 = o1
Zadanie 3 (2 pkt)
Oblicz granice ciagu a, = v/3n2 + 6n — /3n2 + n + 6. Zakoduj cyfre jedno-

Sci 1 dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego

wyniku.

Zadanie 4 (2 pkt)

Oblicz sume szeregu geometrycznego 1 + sin 3 + sin? 3+

jednosci 1 dwie pierwsze cyfry po przecinku otrzymaneJ liczby.

. Zakoduj cyfre

Zadanie 5 (4 pkt)

Dany jest ciag arytmetyczny (a,) o wyrazach calkowitych. Suma wyrazéw
pierwszego, drugiego i piatego jest rowna 27, a liczby a1 — 1, as — 1 i a5 —4
tworza ciag geometryczny. Wyznacz wzdr ogdlny ciagu (a,).

Zadanie 6 (4 pkt)

Suma trzech liczb tworzacych ciag geometryczny jest réwna 7. Jesli od ostat-
niej z nich odejmiemy 1, a pierwsze dwie pozostawimy bez zmian, to otrzy-
mamy ciag arytmetyczny. Wyznacz te liczby.

Zadanie 7 (4 pkt)

Tloczyn trzech poczatkowych wyrazow nieskoniczonego ciggu geometrycznego
jest réwny 2'2, a suma wszystkich wyrazéw tego ciagu jest réwna 64. Oblicz
sume jego wyrazéw o numerach nieparzystych.

Zadanie 8 (5 pkt)
Znajdz liczby x € (0;27) spelniajace nieréwnosé:

1—C082$+C0822x—COSS2CL‘+...>%

(\/3n2+6n — \/3n2+n+6) (\/3n2+6n+ \/3n2+n+6)

3. lim = lim Em=d =
n—00 \/3n2+6n+\/3n2+n+6 n—oo n 3+n+n\/3+n+7
_ 5 __ 5/3
= 55 = 88 ~ 1,443

Nalezy zakodowaé: 144.
8. Lewa strona réwnania jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie 1
i ilorazie — cos 2z. Szereg ten jest zbiezny, gdy | cos2z| < 1, czyli:
T € (0;27r \{%,m 2
2
1+cost 2

Zatem z € (2;3) U (3;2m) U (Zm dm) U (&m Lmr).

(NI



