Rachunek rézniczkowy (zwany tez rachunkiem pochodnych) oraz zwiazany
z nim rachunek catkowy staly sie podstawa rozwoju fizyki klasycznej. Dzieki
nim mozliwe bylo miedzy innymi opisanie ruchu cial za pomoca réwnan wia-
zacych ze sobg takie wielkosSci jak czas, droga, predkosé i przyspieszenie.

Jesli chcemy obliczy¢ srednie przyspieszenie
samochodu od chwili t; do chwili ¢, korzy-

stamy ze wzoru:
v(t)—v(to)
t—to

(dzielimy przyrost predkosci przez czas, w kté-
rym on nastapit).

Jesli chcemy obliczy¢ przyspieszenie w chwi-
li ¢y, korzystamy z tego, ze jest ono pochodna
funkeji predkosci od czasu (patrz str. 267).

210 v[kmi/h]

200
160
120 /.

80

40 o
i
O 12345678 ¢t

Na wykresie przedstawiono, jak
zmieniata sie predko$é¢ v samo-
chodu w czasie .

4. Rachunek rézniczkowy



Uczen:

— uzasadnia, ze funkcja nie ma
granicy w punkcie, réwniez
na podstawie jej wykresu,

— uzasadnia, ze dana liczba jest
granica funkcji w punkcie,
korzystajac z definicji.
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4. Rachunek rézniczkowy

*4.1. Granica funkcji w punkcie

H Intuicyjne pojecie granicy

Granica funkcji jest jednym z podstawowych poje¢ ma-
tematyki. Przez stwierdzenie, ze ,liczba g jest granicg
funkcji f w punkcie xy” rozumiemy, ze wartos¢ funk-
cji f ,zbliza sie” do g, gdy x ,zbliza sie” do x.
Piszemy wowczas:

lim f(x) =g lub f(x) — g przy z — xg

z—zo

)

Przyktad 1
Odczytaj z rysunku, ile jest réwna granica funkcji w danym punkcie.
a) lim(2z — 1) b) lilnf%(:v2 —3) c) lim Vo +3
r— T— T
v \ v B
1 _ Jzx3
; 1 f ) -
: o[/ % "
o/ 1 2 X R -
flx) =2z -1 NI TR -2 O 1 X
Gdy z ,zbliza si¢” do 2, Gdy z ,zbliza si¢” do 1, Gdy z ,zbliza si¢” do —2,
f(z) ,zbliza si¢” do 3: f(z) ,zbliza si¢” do —2: f(z) ,zbliza si¢” do 1:
lim (22 — 1) = 3 lirr%(.rQ -3)=-2 lim_ Ve+3=1

Przyktad 2
Ponizej przedstawiono wykresy funkcji f, g i h. W punkcie zy = 1 funkcje te
maja te sama granice: lirr} f(z) = lini g(z) = lirr% h(z) = 3.

Y Y Y
[P0 /P /P

[ o] 1Ay AP AN
/*\\ |\ [ |\

[ ol 1\ X [ ol 1\ X [ ol 1) X
flx)=4-2* Dy =R g(x) =4 —2% Dy =R\ {1} h(w):{élilx :izzii

Punkt zy, w ktérym badamy granice, nie musi naleze¢ do dziedziny funkcji
(funkcja g). Jesli 2 nalezy do dziedziny, to warto$é funkeji w punkcie x, nie
ma wplywu na wartos$¢ tej granicy (funkcje f i h).



Przyktad 3 Y

+1 dlaxz<0
Funkcja f(z) = v o f
z+2 dlax>0

nie ma granicy w punkcie xy = 0 (rysunek obok).
Gdy x ,zbliza sie” do 0 z prawej strony, wartosé
funkcji ,zbliza si¢” do 2, natomiast gdy x ,zbliza

si¢” do 0 z lewej strony, wartos¢ funkcji ,zbliza
si¢” do 1.

Definicja
Liczba g jest granica funkcji f w punkcie zy (lim f(z) = g), jesli dla
T—xQ

kazdego ciagu (x,) zbieznego do xy, o wyrazach nalezacych do dziedziny
funkeji f i réznych od xq, ciag (f(z,)) jest zbiezny do g.

Uwaga. Kiedy méwimy o granicy funkcji f w punkcie xg, zakladamy, ze funkcja f jest
okreslona w pewnym sasiedztwie punktu xzg, czyli zbiorze (xg — r;x9) U (zo; xo + 1),
gdzie r > 0. Funkcja nie musi by¢ okreslona w punkcie xzq.

[D] Przyktad 4
Dana jest funkcja f(x) = 2® + 5. Uzasadnij, ze lin% flz)=09.
Niech (x,) bedzie dowolnym ciagiem o wyrazach réznych od 2 i takim, ze
lim x, = 2. Wéwczas:

lim f(z,) = lim (22 +5) = lim(z, -z, +5)=2-24+5=9

n—oo

Zatem zgodnie z definicja lin% flxz)=09.

@ Cwiczenie 1
Uzasadnij, ze:

a) funkcja f(z) = 6 — 222 ma w punkcie o = —1 granice réwna 4,
b) funkcja f(z) = ;2 ma w punkcie zy = 5 granice réwna j.
[D] Przyktad 5 |
Wykaz, ze funkcja f(z) = { 2 dlaz<0 1 f
1 dlaz>0
nie ma granicy w punkcie xy = 0. of 1 X
Rozpatrzmy ciagi a,, = —% oraz b, = % zbiezne do zera. Wtedy:

lim f(a,) =2, lim f(b,) =1
Funkcja f nie ma granicy w punkcie zo = 0, gdyz lim f(a,) # lim f(b,).

Cwiczenie 1

a) Niech (z,) bedzie dowolnym
ciggiem o wyrazach réznych od
—1 i takim, ze lim z, = —1.

Woéwezas:
lim f(z,) = lim (6 — 222) =

n—00 n—o0

=lm(6—2 -z, -zn) =

=6-2-(-1)-(-1) =14
Zatem 1111711 f(z) =4.

b) Niech (z,) bedzie dowolnym
ciaggiem o wyrazach réznych od
51 takim, ze lim z, = 5.

n—oo
Wowczas:

. _ . 3 _
Jim f(en) = lim (%) =
-3 _1
=~ 5f7 14
Zatem lim f(z) = &.

x—5

4.1. Granica funkcji w punkcie



Odpowiedzi do zadan

1. Niech a, = = 1b, = =
lim a, = 0 oraz lim b, =0
n—o0 n—odo

lim f(an) = lim (a2 4 2) = 2
lim f(b,) = lim (1 —b2) =1

Zatem funkcja f nie ma gra-
nicy w punkcie zo = 0, gdyz

lim f(an) # lim f(b,).

2. Y
1
OI 1 X
Niech a, = —% 1b, = %
iﬂanZOOrazinn:O
711_11)10 sgn(an) = —1

lim sgn(b,) =1

n—oo

Zatem funkcja sgn nie ma gra-
nicy w punkcie zo = 0, gdyz

lim sgn(a,) # lim sgn(by).

3.a) zo=-1
b) Xo = 1
¢) zo € {—1,2}

4. Rachunek rézniczkowy

Zadania

@ 1. Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji: \ Y
f(x):{x2+2 dlaz <0
1—22 dlaz>0
Wykaz, ze funkcja f nie ma granicy w punk-
cie g = 0.

-

@ 2. Naszkicuj wykres funkcji sgn (signum) okreslonej

wzorem: O \ X
-1 dlaz<0 \

sgn(z) =<9 0 dlaz=0
1 dlaz>0 \

Wykaz, ze funkcja ta nie ma granicy w punkcie xq = 0.

@ 3. Na podstawie wykresu funkcji f okresl, dla jakich z, nie istnieje granica
lim f(z). OdpowiedZ uzasadnij.
T—xTQ

b
a) Y ) Y © Y
f S
f X1
o] 1 X o] 1 X o1 X
@ 4. Uzasadnij, ze funkcja f ma w zy granice réwna 6.
a) f(x)=2x+4,10=1 b) f(z) = 42* — 10, 2y = 2

@ 5. Rozpatrzmy funkcje f(x) = sin 2, gdzie = # 0. Wartosci funkcji oscyluja
miedzy —1 a 1, gdy = ,zbliza si¢” do 0. Na rysunkach ponizej przedsta-
wiono fragmenty wykresu funkcji f w przedziale (—0,06;0,06) i w prze-
dziale (0,00015;0,0006) odpowiednio przeskalowane.

= WILY
— 7 —— NMnve

I

Uzasadnij, ze funkcja f nie ma granicy w punkcie xq = 0.

4. a) Niech (z,) bedzie dowolnym ciggiem o wyrazach réznych od 1 i takim, ze
lim z, = 1. Wéwczas lim f(z,) = lim (2z,+4) = 2-14+4 = 6. Zatem lin% f(z) =6.

n—oo
b) Niech (z,) bedzie dowolnym ciagiem o wyrazach réznych od 2 i takim, ze
lim z, = 2. Wéwczas lim f(z,) = lim (422 — 10) = lim (4 - z,, - , — 10) = 6.

Zatem lin% f(z) =6.

1
2mn °

B 1 :
5. NleCh an — m 1 bn =

lim a, =0 oraz lim b, =0

n—oo

lim f(an) = lim sin .= = lim sin (2nm 4+ 3) =1
M—00 n—00 n n—00

lim f(bn) = lim sin = = lim sin2n7 =0

M—00 n—00 " n—00

Zatem funkcja f nie ma granicy w punkcie o = 0, gdyz lim f(an) # lm f(by).



*4.2. Obliczanie granic funkcji

Korzystajac z definicji granicy funkcji w punkcie, mo- }
|

zemy wykazaé, ze dla funkcji stalej f(x) = ¢ dla dowol-
nego x, zachodzi lim f(z) =ec.

T—x0

Dla funkcji g(x) = = dla dowolnego z, zachodzi:
lim g(z) = x

T—TQ

o ——

Przy obliczaniu granic czesto korzystamy z ponizszego
twierdzenia — jest ono wnioskiem z analogicznego twier-
dzenia dotyczacego granic ciagéw (str. 200).

Twierdzenie
Jezeli lim f(z) = a, lim g(z) = b, gdzie a,b € R, to:
T—x0 T—x0

= lim (ef(x)) =c- lim f(z) =c-a, gdzie c€ R
T—TQ T—=T0o

a+b granica sumy funkcji

= lim (f(z) + g(z)) = lim f(z)+ lim g(z)

T—x( T—x(0 T—x0

(
= lim (f(l‘) = g(a:)) = lim f(x) — lim g(x) =a—b granica réznicy funkcji
(

T—xTQ T—x0 T—x0
= lim f(l’) : g(l’)) = lim f(l’) - lim g(l’) =a-b granica iloczynu funkcji
T—xQ T—x( T—x(
£(@) lim f(x)
. _ a—x a0 A :
m zhjilo o) = ZILTOQ(Z) =5 jesli b 74 0 granica ilorazu funkcji
Przykfad 1

Oblicz granice funkeji f(z) = 22? + 5 w punkcie z, = 3.
lim(22* 4 5) = lim 22” + lim5 = 2- lim 2 + 5 = 2 lim2 - lim 2 + 5 =
=2-3-34+5=23
Jezeli funkcja f jest

Zauwaz, ze dla funkcji f(z) = 22% + 5 mamy wielomianem, to:

f(3)=2-3245=23, czyli 1in%(2a:2 +5) = f(3). lim f(x) = f(xo)
= T—x0

Cwiczenie 1

Oblicz granice.

a) lirr12(3x2 —x+2) b) lin%(x3 — 32?4+ 3z — 1) c) 1irr%(x2 + 1)

Uczen:

— oblicza granice funkcji
w punkcie, korzystajac
z twierdzenia o granicach:
sumy, roznicy, iloczynu
i ilorazu funkcji, ktére maja
granice w tym punkcie,

— oblicza granice funkcji
y =/ f(z) w punkcie,

— oblicza granice funkcji
w punkcie, stosujac wlasnosci
granic funkcji sinus i cosinus
w punkcie.

Cwiczenie 1

a) 3-(—2)2—(-2)+2=16
b)3*-3-3°+3.-3-1=38
¢) (12 + 1) = 1024
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Cwiczenie 2
a) =5 b) =3 ¢) 7 d) L&

4. Rachunek rézniczkowy

Przyktad 2
Sx+1

242

Oblicz lim )
r—1 .
S5x+1 iﬂ(5x+1) 6

mlir% z242 lilri(a:2—|—2) - 3 =2
o

Zauwaz, ze dla funkcji f(z) = i;i; mamy f(1) =2, czyli lin% flz)=f(1).

Jesli f jest funkcja wymierng oraz z, nalezy do dziedziny tej funkcji, to
lim f(z) = f(x0). M6éwi o tym ponizsze twierdzenie.
T—x0

Twierdzenie

Jezeli f(z) = 1;]((;)) jest funkcja wymierna, gdzie w,v sa wielomianami,
oraz v(xg) # 0, to:
o w(@) . w(zo)
A o@) ~ w(ao)
Cwiczenie 2
Oblicz granice.
a) lim 223 b) lim vt w c¢) lim doldo? 41 d) lim 2004w 13
72 T—3 r—-3 20¢2-10 ro-2 2x2-1 " z+7
Przyktad 3
oo z?—dw+3
a) Oblicz }ngls —a

Dla x = 3 wielomiany w liczniku i mianowniku przyjmuja warto$é¢ 0 — mamy
tu do czynienia z symbolem nieoznaczonym [2], nie mozemy wiec skorzystac
z powyzszego twierdzenia. Zauwazmy jednak, ze w rozkladzie na czynniki obu
wielomianéw wystepuje czynnik (z — 3). Zatem:

. x?—4x43 [%} . (z—1)(=—3) . x—1 2
}c{% 2231z L{% z(z—3) L{% z 3
3_
b) Oblicz lim £=3
x—2 T°—
238 [8] . (e-2)(a242044) . 2242044 12
lim Z = lim = lim =—=3
x—2 x2—4 r—2 M(Q)+2) x—2 r+2 4

Cwiczenie 3
Oblicz granice.

. dz—23 . a3 -2z%4x . x?-z—12 N |
a) Ilir{l2 42 b) }EIH} z2-1 C) a4 x2-16 d) 1 x3—1
Cwiczenie 3
. z(4—22 . z(2—z)(2+4x .
) B S = Iim St S i o) =&
. m(z?-2z+1) _ . z(z—-1)2 _ . z(z—1) _
b) lim =557 = lim 2oy = lim Ty =0

lim &=D@+8) _ jjy 243 _ 1

c) 0 ea)(ata) — g aa T B

. (zfl)(z4+z3+z2+z+1) 1 434224241 5
d) glglinl (z—1)(z2+z+1) - glglinl z2+z+1 3



Kolejne twierdzenie dotyczy granicy funkcji, w ktorej wzorze wystepuje pier-

wiastek.

Jedli zp > 0, to lim /2 = /.

T—x0
Ogolnie lim ¥z = /zo dla:

T—TQ

= x5 > 0, jezeli n jest liczba parzysta;
= 1y € R, jezeli n jest liczbg nieparzysta.

Cwiczenie 4
Oblicz granice.

. 3 . r—1
a) Jim (v = V) b) lim 7

Twierdzenie

c)

lim (¢Z + 100z)

0,001

Jesli funkcja f przyjmuje wartosci nieujemne i istnieje lim f(z), to:

T—To

Przyktad 4
Oblicz lim v/z2 + 5.

T——

lim +/f(z) = ¢ lim f(z)

T—TQ

lim (2” +5) = 9, zatem lim v/a% +5 = /lim (22 +5) = V9 =3

r——2 r——

Cwiczenie 5
Oblicz granice.

/2 / 2
x4 +2x+ 4 b) lim 1+ 2x
z—=6 4 /|z| + 3

a) }Eli% —

Przyktad 5

Oblicz lim Y22=2

z—2 T—2

Zauwaz, ze lin%(\/ 2x — 2) = 0 oraz lin%(m —2) = 0. Aby obliczy¢ te granice,

mozemy postapi¢ nastepujaco:

vae-2 (8] . (m_g V2z+2

lim 2\ z-2  V2xi2

2
r—2 xT—2

2

. 2
=lim——=— = —— =~
z—2 V2x+2 Va2 2

c)

i vzt +9

T—2 3x — 2

2x—4

Iy S varrs)

Cwiczenie 4
a)4 b)4 c) 0,2

Cwiczenie 5
a) —3 b) 3 ) 3

4.2. Obliczanie granic funkgcii



Cwiczenie 6 Przyktad 6

a) lim z-1 | Vz4l . T [8] . T Vax+14+1 . z(Vz+1+1)
21 Va1 Vet llm — =1 . =lim—— =
- (e—1)(VE+1) z—0 Vz+1-—1 x vVe+1l-1 +x+1+4+1 z—0 rz+1-1
= lim e — =
x—1 &=
. z(Va+1+41
=lim(y/z +1) = =lim slvotitl) _ =lim(vVz+1+1) =
x—1 x—0 z—0
. Va2+5-3 224543 2 . )
b) lim = s Cwiczenie 6
— lim 22-4 _ Oblicz granice.
z——2 (z+2)(y/x2+5+3) 2
. - . \ 5—-3 \/ —/
- lip @@ty a) lim =L b) lim AV ¢) lim Y¥————— e V2w
2—2 (z+2)(\/2—+5+3) z—1 Va-1 w2 T2 20 x
= lim —=2=2  — —5
z——2 \/x2245+3
o) T (\ﬁmf\ﬁm, Zadania
x—0 i
\/74”312'_\/— V;’i) = 1. Oblicz granice.
. x342243 . z4-3z+8 . (x+2)5
= lim o = a) lim =5 b) Jim =5 P N
=lim ——2 =¥ . .
@0 W2+r+v2 z) T 2 2. Oblicz granice.
39z . z+6 z*+9z+14
Odpowiedzi do zadan a) }}i% 3—zx d) wgfla x2+52—6 g) ro—2 x2+3x+2
_ 2(z-2) _ _ 2_ 3_2
3. a) f(z) = =5~ = -2, b) lim x2 16 e) lim 12z 28a:+1 h) lim & z2-12z
D =R\ {2} -4 T°-4z o) Aw?-l o3 22+6
Y . 2224322 . x2—62+5 o 1i. T2HTT—8
1 C) gclin}g z+2 f) r—5 x2-25 1) }UIE}} x3—1
ol 1 X T ] 3 -
; 3. Naszkicuj wykres funkcji f. Oblicz hn% f(x).
T—
4-2z 24 3z—6
a) fa) = L2 b) f(x) = = ¢) flx) = 28
lim f(z) = -2
o2 4. Oblicz granice.
z—2)(x+2
b) f(@) = % B a) lim vo5 ¢) lim 1-v3-z e) lim _l
=z+2, D=R\ {2} z—25 T—25 z—2 2-x 31 | /2243-2
Y . VT2 . Vr+4-1 z2—2-6
b) lim 4 Jim e b i 7
! Twierdzenie
1 Dla dowolnego z, € R: lim sinz =sinz, oraz lim cosx = cos xg.
T—xTQ T—XQo
ol 1 X
lim (z) = 5. Oblicz granice, korzystajac z podanego wyzej twierdzenia.
1m
r—2
e 5 a) lim(sinz —cosz)  b) lim (Smx + 6) c¢) lim (tg*z — ctg®z)
c) f(z) = G = 5 T =z %
D=R\{0,2}
. 1.a)5 b) -4 ¢) 2
lim f(z) = —% ) ) ) 2
=% v 2.a) —18 b)2 ¢) =5 d) —
| e)1 f) 2 g) -5 h) 102 i)3
¥ 4.a) &5 b) 1 ¢)—1 d) i e)6 f) -2
. 5. a) limsinz — lim cosz =sinm —cost =0—(—1) =1
i L X ToT ToT
sin \/E
o[ 1 = b) lim 552 + 6= =t +6=%+6=7
/ 7 5 )
c) hm tg? :ﬂ—hm ctg? z = tg? ——ctg —(g) —(\/3) :—2§

4. Rachunek rézniczkowy



*4.3. Granice jednostronne

Niech f bedzie funkcja okreslong w przedziale
(z0;b). Bedziemy rozwazad, do jakiej liczby ,zbli-
za sie” wartos¢ funkcji, gdy x ,zbliza sie” do =z
iz € (wp;b). W tym przypadku méwimy, ze x
dazy do x¢ z prawej strony, i piszemy x — z
(punkt z, moze, ale nie musi, naleze¢ do dzie-
dziny funkcji).

Definicja

Zo Ol X

Funkcja y = f(z) ma w zo gra-
nice prawostronng réwna g, co
zapisujemy lim+ flz) =g.

T

Niech f bedzie funkcja okreslona w przedziale (z;b).
Liczba g jest granica prawostronng funkcji f w punkcie z; ( lim+ f(z)=g9),

(L'"(EO

jesli dla kazdego ciagu (x,,) zbieznego do xg, gdzie x,, € (x0;b), ciag (f(z,))

jest zbiezny do g¢.

Cwiczenie 1

Niech f bedzie funkcja okredlong w przedziate
(a; o). Sformuluj definicje granicy lewostronnej
funkcji f w punkcie zo: lim f(x).

z—ay

Granica prawostronna funkcji oraz granica lewo-
stronna funkcji nazywane sg granicami jedno-
stronnymi funkcji f w punkcie z,.

Przyktad 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji
danej wzorem f(x) = /9 — 22, gdzie x € (—3;3).
Granice funkcji na krancach dziedziny:

lim f(z) =0, lm f(z) =0

z——3+

|
/ ol 1 X

Funkcjay = f(z) maw z¢ =1

granice lewostronng réwng 2,

co zapisujemy lim f(z) = 2.
rz—1"

Y
NS

\

4

-3 0

O |
T

3 X

Przy obliczaniu granic jednostronnych stosuje sie analogiczne metody i twier-

dzenia, jak w przypadku obliczania granic.

Przyktad 2
a) lim(y/z+1)=lim 2+ lim1=0+1=1
r—0t z—0t z—0t
. 6 _ 6 _
b im s =7

Y

—

Uczen:

— oblicza granice jednostronne
funkcji w punkcie,

— stosuje twierdzenie o zwiazku
miedzy wartosciami granic
jednostronnych w punkcie
a granicg funkcji w punkcie.

Cwiczenie 1

Niech f bedzie funkcja okreslona
w przedziale (a;xo).

Liczba g jest granica lewostronna
funkcji f w punkcie xo

(lm f(z) = g), jesl dla kazde-

Z‘)ZD
go ciagu (x,) zbieznego do xo,

gdzie z,, € (a;x0), ciag (f(zn))
jest zbiezny do g.
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Cwiczenie 2

a) % b) %
lim &=L . vz _

)T

— lim z(z—1)yz _
z—0+

= lim ((x —1)y/z)=0
z—0t

d) lim =& —
r—2" 42

= lim —V2—xz\/2—x —
z—2— / (2—2)(2+2)

— iR 2—x __

= lim 57 =

Odpowiedzi do zadan
1.a)2b)—— c)l d) —
e)2 f)1 g)0 h)1

2. a)
Y
f
1
o] 1 X
lim (—z+2) =3
z——1"
lim 3=3
z——1t

lm f(@) = lm )

z——1
Zatem hm1 f(z) istnieje.
T——

b)
Y

1
I

lim (z—1)=-2

z——1"
lim (2% —1)=0

o=

lim f(x) # lm f(x)
z——1" z——11

Zatem lim1 f(x) nie istnieje.
T——

c) lim 2z+1)=-1

o=

lim (23 —1) = -2
rz——1

lim f(z) # lim f(z)
gp==1l" z——11

Zatem lim1 f(x) nie istnieje.
T——

4. Rachunek rézniczkowy

Cwiczenie 2
Oblicz granice jednostronna.

. ve+1+1 . Té—x . r—2
D m T Wmmmn oJmty O e o
Przyktad 3 Y
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji: )
iz dlaz e (—o00;2)
fx) = 1
z+1 dlaze (2;00) Pt

W punkcie xq = 2 mozna obliczy¢ obie granice ! X
jednostronne funkcji f:

lim f(x)

Zauwaz jednak, ze 1i112rl flz) # lim+ f(z). Funkcja f ma obie granice jedno-
T—27 r—2

= lirg{ (iz) =1 oraz lim f(z)= lim (z+1) =3

2 r—2+ z—2t

stronne, ale nie ma granicy w punkcie g = 2.
Twierdzenie

Granica lim f(z) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja granice jedno-

r—x0

stronne lim f(x) i 1im+ f(x) oraz zachodzi réwnosé:

- 7 dim f(2) = lim_ ()
.’L'H.'EO :E—A’EO

Zatem ZILDSO f(z) = a wtedy i tylko wtedy, gdy Tlirila f(z) = flirit f(z) =
Zadania
1. Oblicz granice jednostronna.
o Jm (FIr) o m 2t o lim B g lm
bl SEEE @)t S0 G TR )

2. Naszkicuj wykres funkcji f. Oblicz lim f(z) oraz lim f(x). Czy istnieje
r——1" z——17F
lim1 f(z)?
—x+2 dlax < -1 2z+1 dlaz < -1
a) f(x) = { {

3 dlaz > —1 z22—1 dlaz> -1

z—1 dlaz< -1 2 4+4 dlaz < -1
b = d _
He {952_1 dlaz > -1 i) {4—x2 dla z > -1
L B R ¢ lim (a® +4) = 3
/ lim (4-2°)=3
f ! Jim f@)= lim_f()
1 / / 1 \ z——1 ——1t
L | Zatem lim f( ) istnieje.
olL X o1\ x o
/[ [ \




*4.4. Granice niewlasciwe

Rozpatrzmy funkcje f(z) = %, x # 0 (wykres obok).
Zauwazmy, ze dla dowolnego ciagu argumentéw (x,,) ta-
kiego, ze lim z,, = 0, mamy lim f(z,) = cc.

Definicja

Niech f bedzie funkcja okre$lona w sasiedztwie
punktu xg.

Funkcja f ma w punkcie z, granice niewlasciwa oo
(lim f(x) = ), jesli dla kazdego ciagu (x,) zbiez-
r—xQ

nego do zy, o wyrazach nalezacych do dziedziny
funkeji f i réznych od zg, ciag (f(z,)) jest rozbiezny
do oo.

Cwiczenie 1

Sformutuj definicj¢ granicy niewlasciwej réwnej —oo funkcji f w punkcie zy.

Przyktad 1
Funkcja f(x) = ﬁ, z € R\ {2} (rysunek obok), ma
w punkcie xqg = 2 granice niewtasciwa réwna —oo, co

zapisujemy:
-1

}CILI; (x—2)2 -

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakiego xy € R ma ona
granice niewlasciwg réwng —oo?

Uczen:
— wyznacza granice niewtasciwe
jednostronne funkcji

Y w punkcie,

— wyznacza granice niewtasciwe
funkcji w punkcie,
— wyznacza réwnania asymptot

pionowych wykresu funkcji.

Cwiczenie 1

Niech f bedzie funkcja okreslong,

w sgsiedztwie punktu xo.

7 N

O] 1 X

Funkcja f ma w punkcie zg

granice niewlasciwg —oo
(lim f(z) = —0), jedli dla
T—x(

kazdego ciagu (zr) zbieznego
do zo, o wyrazach nalezacych
do dziedziny funkcji f i réznych
od zo, ciag (f(zn)) jest rozbiez-

-1 —4
N I = 5 b) J) = =
Przykfad 2
Dla funkcji f(z) = =5, € R\ {1} (rysunek

obok), nie istnieje granica lin} f(x). Istnieja
T—

natomiast granice niewlasciwe jednostronne

w punkcie xy = 1:

lim — =
z—1+ x—1

lim — = —o0,
z—1- x—1

ny do —oo.
Cwiczenie 2
a) i‘fi ﬁ = -0
v 1 .
ON T X B - =
\!/
Llf
|1
b) Jim, oo = —oo
1 X
. O] 1
ol 7
\f
1 \\n—
[ X \ /
!
\\ |1
L]
M|
Multite£a

* Asymptoty pionowe funkgji
* Wybrane krzywe i ich
asymptoty

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.4

Generator

testow i sprawdzianoéw

4.4. Granice niewtasciwe



4. Rachunek rézniczkowy

Definicja

Niech f bedzie funkcja okreslona w przedziale (z4; b). Funkcja f ma w punk-
cie z, granice niewlaSciwg prawostronng co (lim+ f(z) = ), jedli dla

.’L'HZO

kazdego ciagu (z,) zbieznego do xg, gdzie x, € (xo;b), ciag (f(x,)) jest

rozbiezny do oco.

Uwaga. Analogicznie definiujemy granice:

lim+ fz) =

T

—o0, lim f(z) = oo,

Bedziemy stosowaé nastepujace oznaczenia:

lim f(z) =—o0

o lim f(z) = 0" oznacza, ze lim f(xz) =0 oraz f(xz) > 0 w pewnym sasiedz-
T—x0 T—xTQ

twie punktu xg;

o lim f(z) = 0~ oznacza, ze lim f(z) =0 oraz f(z) < 0 w pewnym sasiedz-
T—x0

twie punktu x,.

Twierdzenie

T—TQ
T—TQ

T—TQ

T—=TQ

» Jedli lim f(xz) =0

= Jedli lim f(xz) =0

T—x0

= Jedli lim f(xz) =0T oraz lim g(z) =a > 0, to lim

T—T(Q T—x0

= Jedli lim f(xz) = 0" oraz lim g(z) =a <0, to lim

T—TQ T—xT0

oraz lim g(z) =a > 0, to lim

T—x( T—x0

oraz lim g(z) =a <0, to lim

T—x( T—xQ

Q

I~
8

=

Uwaga. Analogiczne wlasnosci zachodzg dla granic jednostronnych.

Przyktad 3

Oblicz granice.

a) lim 226 [¢]
r—2T x2-4

Cwiczenie 3
Oblicz granice.

a) lim 22
z—1t

b) lim Z*2

1"

c¢) lim &=
z—3"

lim (2® —4) = 0 oraz
c—2+

22 —4>0dlax € (2;00)
lim (2 — 4) = 0 oraz

r—2

2’ —4<0dlaxe (—2;2)

f@ —

glz) _ _

f@) — %

glz) _

f) = °°

g(z) _

f@ —

4\ fot

Aby ustali¢ znak mianow-

nika, mozna naszkicowac
g .o 2

wykres funkcji y = ° —4.

d) i z+1

r——21 x2—4



B Asymptoty pionowe wykresu funkcji

Y Y

\ \ \

\ \ \
1t 7 i

\ \ \

I I lxo
Oxog Ol‘o/ X O/;X 0]
\ \ \

\ \ — \

\ \ \

Jesli lim+f(;v) = oo lub 1im+f(w) = —00, Jedli lim f(z) = oo lub lim f(z) = —oo,

to prosta * = z¢ nazywamy asymptota
pionowa lewostronng wykresu funkcji f.

to prosta * = zo nazywamy asymptota
pionowa prawostronng wykresu funkcji f.

Jesli obie granice jednostronne funkcji f w punkcie z( sa niewlasciwe, to prosta
T = xo nazywamy asymptota pionowa obustronng (lub krétko — asymptota
pionowa) wykresu funkcji f (patrz wykresy ponizej).

Y Y Y

!
. f

I | |
\ \ \
\ — \ \
\ \\ﬁ \ \
| | __ ol
Oy}\\)( O] o), X Ol zo, X o X
\ \ \
— | |
\ \ \
\ \ \

f

Istnienie asymptot pionowych w przypadku funkcji wymiernej badamy w miej-
scach zerowych mianownika.

Przyktad 4
Wyznacz asymptoty pionowe wykresu funkcji f(z) = 224, gdzie x € R\ {0}.

x

liné 22_;1 = 00, zatem prosta x = 0 jest asymptota pionowa wykresu funkcji f.
xT—
Cwiczenie 4

Okre$l dziedzine funkcji f i wyznacz asymptoty pionowe jej wykresu.
2
a) f(z) = 2 b) f(z) = =2 ¢) f(z) =S5

x+2 2
[0] Cwiczenie 5
Uzasadnij, ze wykres funkcji f nie ma asymptoty pionowej w punkcie z;.

Naszkicuj ten wykres.

1-4g2 1 3_6x24+120-8
a) f(w) = 5=, @0 =3 b) f(z) = T2 g =2

2z r—2
Cwiczenie 5 Y . (23-8)—6z(x-2)
L (1-20)(1422) _ \ 1) Loy o2 -

a) lim =575 = 5

Z.‘bj _ 111’% (z—2)(= +2:;E4)76z(172) _
= lim (-1 — 2z) = -2, >

za% 1 — lim (172)(12;414»4) _
wiec funkcja nie ma asymp- z2 o
toty pionowej w punkcie 1L.X = hn%(ﬂﬁ —2)* =0,

_ 1 o
Zo = 3- ¥ wiec funkcja nie ma asymptoty

pionowej w punkcie zg = 2.

Cwiczenie 4

a) D =R\ {4}

lim f(z) = —c0

Jim f(z) = oo
asymptota pionowa: z = 4
b) D =R\ {-2}

lim f(z) =00
r——2"
lim f(z) = —o0
asymptota pionowa: r = —2

c) D=R\{-3,3}
lim f(z) = —o0

T——37
e =es
lim f(z) =—o0
r—3~

lim f(z) =0
z—3t+

asymptoty pionowe:
r=-3, =3

Y

\ /

\ /

\ /

=

4.4. Granice niewtasciwe



Twierdzenie

w Jedli lim f(z) =oc0 1 lim g(x) =00, to lim (f(z)+ g(z)) = cc.
T—T( T—xQ T—x0

= Jedli lim f(z) = —o00 1 lim g(x) = —o0, to lim (f(z)+ g(x)) = —oc0
T—TQ T—xTQ T—x0o

w Jedli lim f(z) =c0 i limg(xz)=a, to lim(f(z)+ g(z))= occ.
T—xTQ T—To T—=T0

= Jedli lim f(z) = —o00 i lim g(x) =a, to lim (f(z)+ g(z)) = —o0.
T—xQ T—xTQ T—xo

Uwaga. W przypadku, gdy lim f(z) = coi lim g(x) = —oo, wyznaczenie granicy

lim (f(x)+ g(x)) wymaga szczegdlowych badan (mamy wéwczas do czynienia z sym-
T—T0

bolem nieoznaczonym [oo — o]).

Cwiczenie 6 Przykiad 5
o 1 1 [oci%] 1 1 (L — —1 )
a) Ilinszr (—@72)2 - ﬁ) ="' 00 Oblicz zliI}l — =) o o
— 1 X
b) li 1= 1 = . 1 1 [oo—oc] 1. (z4+1)-1 . e lgF] v
) m (@22  (@-2)(=+2) lim {— — = lim ~——~—=1 =" o0 :
z—2+ aog+ \z—1 z2-1 it @21 e+ 221 Szkic wykresu
. [O%r] h " ) funkeji y = 2% — 1.
= i N S s 3
ozt ((z*2)2(z+2)) 0 Gwiczenie 6
Odpowiedzi do zadan Oblicz gramfg. . ) )
1.a) lim === {f] 00 ) l‘ligl* ((x72)2 - ﬁ) b) zhjgr (($*2)2 a 332*4)
z—5+ S=w
L Zadania
b) zlir;lf 11:23 {O:} —
[l] 1. Oblicz granice.
°) LN # = a) lim Iz d) lim dotl ) lim (l — L)
o=t { } 25+ B— ro1+ T2—x—2 & 20+ \ T x2
=3
d) i dw41 o . x2-3 . z+1 . ( 1 L)
)IJEJr E=2NEF) o b) zhj;l* z—2 e) Jcljgﬁ- x24+42+3 h) zhj;l* (z—2)2 + z—2
{;,2} . x+3 . 22 4x—7 . . 1 2
e) ZE%‘F % O: > C) zE]}}‘*’ 552_1 f) zllgl* 2.73—3’)2 1) zHI—I}‘F (562—1 a Z’—‘H)
£) 1 P [O;i] 2. Wyznacz asymptoty pionowe wykresu funkcji f.
1m = —0
~ xz(2-x) 2 2
z—2 _ x°=5 _ x—3 _ x°—3x+2
(@ Q) @) =22 o) fla)= 22 o) flw) = ERut2
g) lim (&) =" —o0 -3 6242 x2—4
- [+ b f@) =z V@) =55 f) f@) =z
1
. B ot . .
h) L ((1,21)2) s 3. Wyznacz asymptoty pionowe wykresu funkcji f.
5 _ Jz A/ 2+z—a? . x
i) h?h (i;fﬂ; [OJ —c0 a) f(x) = T—a2 b) f(x) = a3 c) flx) = [e—3—z—1|

2. Wszystkie asymptoty sg obustronne.

a) z=—2
b)z=-2z=2
¢) f&) = ;5. 2=-3
d) fe) = 5. 2 =3
e) flz) = 5%, v = -1
f) flz) =25, 2 =4
3. a) D = (0;00) \ {1}, asymptota pionowa: z = 1
b) D = (—1;2), brak asymptot pionowych
c¢) D =R\ {2}, asymptota pionowa: z = 2

4. Rachunek rézniczkowy



Krzywe ptaskie i ich asymptoty

Y
Niektore krzywe ptaskie niebedace wykresami /
funkcji majg asymptoty pionowe.
Taka krzywa jest na przykltad cisoida Dioklesa /

dana réwnaniem:
2

y? =
Jej asymptota pionowa jest prosta x = a.

Aby wyznaczy¢ punkt P nalezacy do cisoidy
Dioklesa dla a = 2, postepujemy nastepujaco:

» Rysujemy odcinek taczacy punkt O(0,0) z do- 19)
wolnym punktem A lezacym na prostej x = 2.

» Odcinek O A przecina okrag o $rodku w punk-

cie (1,0) i promieniu 1 w punkcie B.

« Na odcinku OA wyznaczamy punkt P taki, ze

133 .
——, gdzie a >0 P
a—x

A
|OP| = |AB|. I \
\ | i ]
l L1
Y l I
a=2,b=1 a=b=2
i
Inng krzywa pltasksg majaca asymptote pionowsg
jest strofoida. Jest ona dana réwnaniem:
é P y? = Zf—zxz, gdzie a > 0 \
r Jej asymptotg pionowa jest prosta x = a. ]] \
A Na rysunku obok przedstawiono strofoide dla | \
o=l . , N
Strofoida ta jest zbiorem wszystkich punktéow P
lezacych na poétprostych wychodzacych z punktu o) 1 X
A(—1,0), przecinajacych o§ OY w punkcie N
B(0,b) takich, 7e |BP| = |BO| = |b| (swréé \\ /
uwage na to, ze dla kazdej potprostej AB sa dwa \ /
takie punkty P i P'.)
1. Wyszukaj w dostepnych zrédlach informacje o nastepujacych krzywych /
plaskich: konchoida Nikomedesa, ofiuryda (ogon weza), panstrofoida. Ko-
rzystajac z odpowiedniego programu komputerowego lub kalkulatora gra- |
ficznego, naszkicuj te krzywe i ich asymptoty. a=1,b=14
Ofiuryda okreslona jest réwnaniem Y Panstrofoida okreslona jest rownaniem Y
z(z? 4+ y?) — y(ax — by) = 0, gdzie y? = (z+ai(:ta2+b2), il @ > )

a,b> 0.

Jej asymptota pionowa jest prosta

xr = —b.

Na rysunku obok przedstawiono
wykres ofiurydy dla a = 91 b = 3.

b

—

o

~
—
\

Odpowiedzi do zadan

1. Konchoida Nikomedesa dana
jest réwnaniem
(z — a)*(2? + y?) — bz® = 0.
Jej asymptota pionows, jest
prosta r = a.

Y Y \

|

\

I
l
I
I
I
|

Li [0

==
==

Na rysunku obok przedstawiono wykres

| |
I I
I I
I I
\ Jej asymptota pionowa jest prosta z = a. \
| I
; panstrofoidy dlaa =41ib=1. }
I I

=

Krzywe ptaskie i ich asymptoty



Uczen:

— wyznacza granice funkcji
w nieskonczonosci,

— stosuje rézne metody wyzna-
czania granicy odpowiednio
W oo 1w —o00,

— wyznacza réwnania asymptot
poziomych wykresu funkcji,

— udowadnia, ze funkcja nie ma
granicy w nieskonczonosci.

Cwiczenie 1

Niech f bedzie funkcja okreslo-
na w przedziale (—oo;b). Licz-
ba g jest granicg funkcji f w —oo
(IlﬂimOC f(z) = g), jesli dla kaz-
dego ciagu (z,) rozbieznego do
—o0, o wyrazach nalezacych do
dziedziny funkcji f, ciag (f(zn))
jest zbiezny do g.

MultiteZa

* Asymptoty poziome funkgji
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.5

Generator

testéw i sprawdzianow

4. Rachunek rézniczkowy

*4.5. Granica funkcji w nieskonczonosci

Przyktad 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji f(x) = zgil Rozpatrzmy ciag ar- L f
gumentéw (x,,) taki, ze x,, — oo. Woéwczas
cigg odpowiadajgcych im wartosci funkeji

=

(f(z,)) ma granice réwna zero.
Definicja
Niech f bedzie funkcja okreslong w przedziale (a; o). Liczba g jest granica
funkcji f w oo (lim f(x) = g), jesli dla kazdego ciagu (z,) rozbieznego

do oo, o wyrazach nalezacych do dziedziny funkcji f, ciag (f(z,)) jest
zbiezny do g.

Cwiczenie 1 v
Sformuluj definicje lim f(z) = g. : ‘ f

r——00 =y -
Jesli lim f(z) = k, to prosta y = k nazy- ) h
wamy asymptota pozioma wykresu funk- o <
cji w oo. —— | -

~. Y =

Jedli lim f(z) =1, to prosta y = I nazy-
T=—00 Wykres funkcji f ma w oo asymptote

wamy asymptota pozioma wykresu funk- 0000 — 2 w —oo — asymptote

cji w —oo. poziomg y = —1.
Przykfad 2
.2
Wyznacz asymptoty poziome wykresu funkeji f(x) = 2?;214_
lim 3222 — 5 22(%-1) I 5-1 1
N & (TS R Dla kazdego n € N, :
‘ . ;
TN R A k) S| Jmn o =0
T——00 2$2+4 T——00 302(2—&-;%) 2
Wykres funkeji f ma w co oraz w —oo asymptote pozioma y = —1.
Cwiczenie 2

Wyznacz asymptoty poziome wykresu funkcji f.

64 3221 2[z|+1
a) f(z) = S22 b) f(z) = 25— ¢) flx) =2t
Cwiczenie 2
a) liT %:; = —2, asymptota pozioma w Foo: y = —2

_ 1

b) liT +§ = 3, asymptota pozioma w *oo: y = 3
r—+oo 22

s 2zl .24l ]
¢) lim £ = lim —= = 2, asymptota pozioma w oco: y = 2
xr—00 T—00
lim =22%1 — iy —2F= — 9 tot i cy=—2
Jim === = lim —5-5 = —2, asymptota pozioma w —oo: y = —



Definicja
Niech f bedzie funkcja okreslona w przedziale (a; 00). Funkcja f ma w oo
granice niewltasciwg oo (lim f(z) = c0), jesli dla kazdego ciagu (x,,) roz-
bieznego do 0o, o wyrazach nalezacych do dziedziny funkcji f, ciag (f(z,))
jest rozbiezny do oo.

Przyktad 3

Y
Funkcja f(x) = \/z (wykres obok) ma w co granice
-
niewladciwg réwna oo. o
1 /
Cwiczenie 3 Cwiczenie 3
Sformutyj definicje: o] 1 X a) Niech f bedzie funkeja ok-
. . . reslong w przedziale (a;o00).
a) il_r,gc fz) = —o0, b) Il_l,r_nxf(x) = 0%, c) Il_l)r_nx f(z) = —oo. Funkcja f ma w oo granice nie-
wlasciwa —oo
Cwiczenie 4 (lim f(z) = —o0), jesli dla
Naszkicuj wykres funkcji f i okresl granice lim f(z) oraz lim f(x). kazdego ciagu (zn) rozbieznego
r—oo r=moo do oo, o wyrazach nalezacych do
a) f(r) == b) f(z) = z? c) f(z)= x? dziedziny funkcji f, ciag (f(zn))
Twi ) jest rozbiezny do —oo.
wierdzenie b) Niech f bedzie funkcja ok-
Dla kazdego n € N, reslona w przedziale (—o0;b).
s lim 2" — oo dla n parzystych Funkcja f ma w —oo granice nie-
» lim 2" = co0 z——00 —oo0 dla n nieparzystych wlasciwg oo ( lim f(z) = o0),
o jesli dla kaZde;(; ;Oioaggu (zr) roz
= g W g jesli ® -
- zlg{)lo \/E = - wliIPm \/5 co dlla i mitepewysiy bieznego do —oo, o wyrazach na-
lezacych do dziedziny funkcji f,
ciag (f(zn)) jest rozbiezny do oo.
Cwiczenie 5 c) Niech f bedzie funkcja ok-
Oblicz granice. reslong w przedziale (—oo;b).
. 10 —z3)2 . x N Funkcja f ma w —oo granice nie-
a) Tlirflx — b) TEIEloo o c) }grolo NG d) }LOQ e wlasdciwa —oo
(lim f(z) = —o0), jesli dla kaz-
Twierdzenie dego ciagu (z,) rozbieznego do
P L —o00, o wyrazach nalezacych do
* Jedli lim f(2) oo i limgla) =a>0, to lim (f(2) 9 =00 qgicasiny funkeli £, ciag (f(en)
= Jedli lim f(z) =00 i limg(x) =a <0, to lim (f(z)-g(z)) = —oc. S LS N ) S
» Jedli lim f(z) = —oo 1 lim g(z) =a >0, to lim (f(x)-g(z)) = —oc0.
r—00 Tr—00 Tr—00
= Jedli lim f(z) = —o0 1 lim g(z) =a <0, to lim (f(z)-g(z)) = co.
r—00 Tr—00 Tr—00
Cwiczenie 4 Cwiczenie 5
a) lim f(z) = oo, lim f(z) = —o0 a) lim z® = —c0

b) lim f(z) = o0, lim_f(z) = oo

0 lim f(z)= oo, lim f(&)=—o0

b) lim z? = oo

Tr——00
¢) lim v/z = oo
xT—00

d) lim V22 = oo

T—00

4.5. Granica funkcji w nieskoriczonosci



Cwiczenie 6
a) limx3(lzig?—|—z%—l) = —o0

b) lim 2% (55 + 3+ 35) =

¢) lim z°(1+ %)3 = —o0
Cwiczenie 7

e
a) lim LJrj =

T—00 3

Odpowiedzi do zadan

1. a) —oco b), ¢)

3. a)

4. Rachunek rézniczkowy

Przyktad 4

r—00 Tr—00

Cwiczenie 6
Oblicz granice.

3

= 0 00
lim (2 ('—' %) =2

T—00

1 ) lim z® = oo oraz

a) lim (100 + z — 2%) b) lim (— +22° + x2> ¢) lim (2*+4x)3
Tr—00 Tr——00 xr——00
Przyktad 5
i 23422+1 ] 1+;27+;1r; 1 Aby obliczy¢ te granice, dzielimy
a) xgl,}c 6x3—4x24+x xgglc 6,%4_# 6 licznik i mianownik przez najwyz-
sza potege x z mianownika.
b) lim 257t — jim 2T — oo o
zoo0 222—Z g0 2—=
322-1 -4 0
z——00 T°+T+2 T——00 1+;§+Eg 1
Cwiczenie 7
Oblicz granice.
. —3x242 . 6x+4 4210
a) lim :ci—i;x c) 1 4$+ e) 1 z
T—00 1-x z—o00 THHx+1 T—00 :IZ+\/E
. 4aP47 . 41 8
b) lim 2L d) lim - f) lim ——
T——00 T+2 Tr——00 (CL‘ —1) T—00 4\/5—.73

Zadania

1. Oblicz granice.

a) lim (22° —23+3) b) lim (22° —z + 1) ¢) lim(z? —1)*
T——00 T—00 x LT—00
2. Oblicz granice.
. 4x . 253 -1 2342243
a },Lnolo z—2 e) }LHC}O x3-3x+2 1) }Loo z5-1
b) 1-6x £) lim dx*—z341 ) lim 4232249
z——00 2x+1 T——00 $*2w4 J T—00 1721’2
. 6x24+x+1 . z2—z43 . —z24z-1
©) Jim == g) Jim =—75 k) Jlim
. 522 -2x41 . 2x—x2 . 203 4+x—1
d) zEIElm 1—x2 h) zl_l>r_noc 34327 1) Il_l)IEl)O 3—z2
3. Oblicz granice.
_ _ _ 2 _
a) lim (z—1)(1—x) b) lim z(2z+1)(3z—1) C) lim (z+1)° (42—1)

z—o0 (1—62)(z+1)

Tr——00

(a+1)(?—4)

2o (22-1)2(3-x)



9.
10.

Oblicz granice.
a) lim (Va2 +9 — )
Oblicz granice.

a) lim % b) lim Va2 c¢) lim (\/—x . \Vx_Q)

Wyznacz asymptoty poziome wykresu funkcji f.

b) lim ———t s ¢) lim (Va?+1-z)

a) f(2) = ) f(2) = g o) f(a) = Y2
b) f) = 2 ) f) =) ()= Y

Wyznacz asymptoty poziome i pionowe wykresu funkcji f.
+3 1
a) f(z) =" d) f(x) = =

z—1 2272
b) f(x) = 21 e) f(z) =2 h) f(2) = g
c) f(z) = ;:gz f) flx) = ;2):3265 ) fle)= x;cj—;l—2

Wyznacz asymptoty poziome i pionowe wykresu funkcji f.

o o

&

) /1422 . :ﬂ(ﬁ{-l) . |[+/ ﬁ"‘l |z| = —x
lim = lim —— = lim ——— = dla z <0
T——00 T T——00 T T——00 x
. Vartt 1
= lim = lim |-/ +1|=-1
T——00 x T——00
Oblicz granice.
. \/ 1+422 . V144 2 V2
a) lim A b) lim A ¢) lim - —— o1
T—00 x T——00 x T —00 8x3+3
Uzasadnij, ze funkcja f(z) = sinz nie ma granicy w oo.
Y
ki ‘ \__/
a)2 b) -2 ¢) 3

Niech an = n7 i by, = 5 + 2nw. Wéwczas:

lim a,, = co oraz lim b, = c©

n—oo n—oo

hm flan) = hm sin(nm) = 0

lim f(b,) = lim sin (5 + 2n7r) =1
Zatem funkcja f nie ma granicy w oo, gdyz lim f(an) # lim f(bn).

.a)0 b)oco ¢)0

&

) oo b) co ¢) co
) y=0w £oo
b)y=2w oo
c) y=-3w *oo

d)y=5w oo
e)y=1woo
f)y=1w —c0

. a) z = 1 — pionowa obustron-

na, y = 1 — pozioma w +oo
b) x = 4 — pionowa obustron-
na, y = —2 — pozioma w +o0o
c) z= % — pionowa obustron-
na, y = 2 — pozioma w +oo
d) z = —2, = 2 — pionowe
obustronne, y = 0 — pozioma
w +o00

e) © = —3, x = 3 — pionowe
obustronne, y = 0 — pozioma
w +o00

f) © = —5 — pionowa obu-
stronna, y = 0 — pozioma

w +oo

g) © = —1, z = 2 — pionowe
obustronne, y = 2 — pozioma
w +oo

h) x = —1, z = 5 — pionowe
obustronne, y = 0 — pozioma
w +oo

i) y =1 — pozioma w £oo

a) Dy = (—oo;7) U (1;00),
Yy = 2 - pozioma w £oo,x =1
— pionowa prawostronna

b) Dy = (—o0;5) U (1;00),
y = 3 — pozioma w oo,z = 1
— pionowa prawostronna

¢) Niecht =22 >0it#4.
Wtedy (1 —16t)(4—t) >0
dlat < 15 lub ¢ > 4.

Zatem Df = (—o0; —2)U
U(—1; 1) U (200),

y =4 —pozioma w 00, z = 2
— pionowa prawostronna,

xr = —2 — pionowa lewostron-
na

4.5. Granica funkcji w nieskoriczonosci



Uozefs *4.6. Ciggtos¢ funkciji

— sprawdza, czy funkcja jest
ciggta w danym punkcie, Definici

— bada ciggtos$¢ funkcji, elinicja

~ wyznacza wartosci para- Funkcja f: (a;b) — R jest ciagla w punkcie zy € (a;b) wtedy i tylko wtedy,

metréw, dla ktérych funkcja c . . . . .
est ciggta w danym punkcie gdy istnieje granica }Lrgu f(x) oraz zhgclo f(x) = f(=).

lub przedziale.

Uwaga. Analogiczng definicje przyjmujemy dla funkeji okreslonej w przedziale (—oo; b),

(a;00) lub w R.
Przyktad 1 Y ~
Funkcja f(z) = s 4 1 jest ciagla w punkcie 2y = 4, 3 J
gdyz il_lg(%&? +1) =3 oraz f(4) = 3.
Ol 1 4 X
@ Przyktad 2 \ y
Wykaz, ze funkcja:
f(x):{x2+2 dlazr <1 ¥
4—2x dlaz>1 .
jest ciagla w punkcie zg = 1. i
Obliczamy granice jednostronne w punkcie zy = 1: of 1

. T 2 _ . BT _ _
’ lm f(z) = lim (2" +2) =3, lim f(z)= lim (4 -2) =3
Cwiczenie 1

a) lim f(z) = lim (6 —2?%) =2
T—27 r—27

Istnieje wiec granica: lirr% f(z) = 3. Ponadto f(1) =3, wiec lin% flz) = f(1).
Funkcja f jest zatem éi@gla w punkcie zg = 1. '

lim f(z)= lim z =2 i

a2t a2t [0] Cwiczenie 1

Zatem glclgéf(x) = 2 oraz Wykaz, ze funkcja f jest ciggla w punkcie xq = 2, i naszkicuj jej wykres.
1

2) = 2, wiec li = £(2).
f(2) wige lim f(z) = f(2) 62 dlax<9 L e
Funkcja f jest ciagta w punkcie a) f(x) = b) f(x) = z—3

To = 2. v daz>2 (x—3)% dlaz >2
Y

Przyktad 3 %
Funkcja f, ktorej wykres przedstawiony jest na '

f

/ \ I rysunku obok, nie jest ciagta w punkcie:

e 21, gdyz lim f(x) nie istnieje;
T—T]

[
i
b

I
I
|
* 22, gdyz lim f(z) # f(@2). o 7 | X

[ Jedli funkcja f nie jest ciagla w punkcie 2y € Dy, to méwimy, ze jest nieciggla
w punkcie x;.

b) lim f(z) = lim 5 =-1 Y

z—27 z—2~

s T _ B
ZILI; f(@) = zlfgr(x 3) !

Zatem lirré f(x) = —1oraz f(2) = —1,
wiec lirr; flx) = f(2).
Funkcja f jest ciagla w punkcie zo = 2.

—
——

[y

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.6
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] Cwiczenie 2
Wykaz, ze funkcja f nie jest ciagta w punkcie xy = 0, i naszkicuj jej wykres.

—z dla <0 221 dla z#0
a) flx) =9 , b) f(z) =
z2+1 dla >0 0 dla =0
Przykiad 4
Dla jakiej wartosci parametru a funkcja f jest ciagta w punkcie zy = %?
4r2-1 1
f(z) = = dla x # 3
a daz=3
Obliczamy granice:
42 -1 22—-1)(2z+1 2z+1
lim f(x) = lim ° :1mM:im S|
z—1 a1l 4dz—2 o1 2(2z-1) ol 2
Funkcja f jest ciagla w punkcie o = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy f(3) = 1,
czyli dla a = 1.
Cwiczenie 3
Dla jakiej wartosci parametru a funkcja f jest ciggla w punkcie zy = 27
z2—4z—|—4
—— dla z#2 -z -z dla z#£2
a) f(x) = w2 b) f(z) = )
a dla z =2 a dla z =2
Definicja

Funkcje f:(a;b) — R nazywamy ciagla, jezeli jest ciaglta w kazdym punkcie
przedziatu (a;b).

Uwaga. Analogicznie definiujemy funkcje ciagta okreslona w przedziale (—oo; b), (a; 00)
lub w R.

Jedli funkcja f jest nieciggla w choéby jednym punkcie dziedziny, to méwimy,
ze jest nieciggla.

Jesli dziedzina funkcji f jest zbiér bedacy suma przedzialdéw otwartych, to
moéwimy, ze funkcja ta jest ciggla, jesli jest ciggta w kazdym z tych prze-
dziatow.

i
Przyktad 5 |

Funkcja f(z) = i okreslona na zbiorze A\

(—00; 0)U(0; 00) jest ciagla, poniewaz jest i e

ciagla w kazdym z przedzialéw (—oo;0)

i ele)

oraz (0;00).

Cwiczenie 2
a) lim f(z) = lim (—z) =10
x—0" x—0"

lim f(z) = lim (z®+1) =1
z—0+ 0

z—0+
Nie istnieje granica funkcji f
w punkcie o = 0, czyli funkcja
nie jest w tym punkcie ciagta.

Y
/

1
g8

ol 1 X
b) liné f(z) = —1 oraz

f(0) =0, czyli
glcig(l) f(z) # f(0), zatem funkcja f

nie jest ciagta w punkcie o = 0.
(A LA

f

[y

Cwiczenie 3

: — o =22 _
» il =g e =
= lirr%(m — 2) =0, zatem
funkcja f jest ciagla w punkcie
xog=2dlaa=0.
b) liné f(z) =
= lirr%(av3 — 2% — ) = 2, zatem
funkcja f jest ciggla w punkcie
zo = 2 dla a® = 2, czyli gdy

a=—v21lub a =+2.

4.6. Ciggtosc funkcii



4. Rachunek rézniczkowy

Funkcje f:{a;b) — R nazywamy ciagla w przedziale domknigtym {a; b)),
jezeli jest ciagla w przedziale (a;b) oraz:

Tim f(z) = f(a) i lim f(2) = ()

Uwaga. Analogicznie definiujemy ciaglosé funkeji w przedziatach postaci (a;b) i (a;b)
oraz (a;00) i (—o0;b).

Y Y Y
h
P —
f S
ol 1 X ol 1 X ol 1 X
lim f(z) = f(-2) lim o(2) = g(0) limA(x) = h(=1)
lim f(z) = £(2) o Jim_h(z) = h(1)

Funkcja f(z) = v4 — 22 Funkcja g(z) = /7 okre-  Funkcja h(x) = V22 — 1 okredlona
okre§lona w przedziale $lona w przedziale (0;00)  na zbiorze (—oo;—1) U (1;00) jest
(—2;2) jest ciggta. jest ciagla. ciggta.

Twierdzenie

Jesli funkcje f i g sg ciggle w punkcie xy, to funkcja:
= f + g jest ciggta w punkcie xo,
= f — g jest ciggla w punkcie z,

= f - g jest cigglta w punkcie x,

.

5 Jest ciggla w punkcie 2y pod warunkiem, ze g(zq) # 0.

Funkcjami ciagltymi sa migdzy innymi wielomiany, funkcje wymierne, funk-
cje wykladnicze i logarytmiczne, funkcje trygonometryczne (sinus, cosinus,
tangens, cotangens) oraz funkcje otrzymane z powyzszych w wyniku operacji
arytmetycznych.

Przyktad 6

Funkcja f: R — R okre$lona wzorem Jesli funkeja f jest ciagla, to

funkcja y = | f(z)| réwniez jest
ciagta.

flx) = ’8;6;%‘ (wykres ponizej) jest

ciggla.
Qg v

ol 1 X



Zadania Odpowiedzi do zadan
1. lim @222 +1)=2=7(1)

@ 1. Wykaz na podstawie definicji, ze funkcja f jest ciggla w punkcie z. Zatﬁem funkcja f jest ciggla
W) fl@) =27+ 1L so=1  b) f(a) = £, gp=1 w punkie zo.
- b) lim ol = —2=f(1)
2. Zbadaj ciagtosé funkeji f. Zatem funkcja f jest ciagta
2 dla z <3 z2-22-3 w punkcie zg.
2) /() = Q) fa) = w5 derss 2. a),b), o). e). ) niciagl
Ax + 1 dla z >3 4 dla = = 3 " a)v )7 C), e)v ) nieciggia
tra? T o d) ciagla
b) f(x):{ i dlaz#4 e) f(x):{—lz dla z # 1 3.a)a=2 b)a=4 c¢)a=-3
0 dlaz =4 3 dlaz=1 luba=1d)a=—-3luba=1
x—2z2 z2-9 _ 4. Funkcja f nie jest ciggla dla
2227 dlax #0 dlaz e R 1,1 ) J ag
c) f(z)= { ® 7 f) f(z) = { L-a? M ) x € Z, bo w tych punktach
0 dlaz =0 1 dla 2 € {_1’ 1} nie istnieje granica funkcji f.
. x3—x __ z(z2-1) _
3. Dla jakiej wartosci parametru a funkcja f jest ciagta? 5. a) }}E% 2=z glglf(l) z(e-1)
< — i EED(z=1)
) f(x):{f”;a TSl 9 f(x):{;x+12 el -
x ax > T—a ax > :1in(l)(x+1):1’
2 2 2 x—
b) f(x) = 2°—ar dlaz<3 ) f(z) = al;) ta® daz<l zatem funkcja f jest ciagla
r—6 dlax>3 2—a dlaz>1 w punkcie o = 0 dla
Y 8 _7= i _o
@ 4. Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji : : : io : a. zziz L C_th dlaa=2
f: R — R okreSlonej wzorem f(x) = [z], gdzie o fim = =lim(@+1) =2,
[] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wigk- ol 1 X zatem funkcja f jest ciagta
sza od x. Podaj, dla jakich argumentéw = € R N w Punkme 2y :.1 dll
funkcja ta nie jest ciggta. Odpowiedz uzasadnij. i sl = 2 el
b= 5 + 2km, gdzie k € Z.
5. Dla jakich wartﬁoéci parametrow a i b funkcja f jest ciagta? b) lim <\/12+5,3'
£z dlazeR\{0,1} i U
©24+543
2sinb dlaz=1 )
= lim —= 459 _ _
2 _ x——2 (x2-4) z245+3
VIS Jlaw e R\ {—2,2} ) 1( . )
b) f() =1 a2 - ta dlaz=-2 T ootz foRtses | O
Leosh dlaz=2 zatem funkcja f jest ciggta
3 w punkcie zgp = —2 dla
6. Dla jakich wartoéci parametréw a, b i ¢ funkcja f jest ciagla? a® — ga = g, czyli
a = _1 =1
sz;kwaiG dla T < _3 P dla x < 2 dla a i 3 lub a 3"
a) f(@)=< b—1 dlaz= -3 b) f(z) =< br+1 dla2<z<3 91513127%3:
cle+1| dlax > -3 vrtece dlaxz >3 =lim ——— =1,
r—2 24543
6.a) f(-3)=b—1 zatem funkcja f jest ciggta
. . w punkcie zo = 2 dla
zllfr:; (el +1]) =2 %cosb = %, czyli
li{%, % = lifng, Wm dla b = —% + 2k7 lub

Zauwazmy, ze dla a # 3 granica lim f(z) jest niewlasciwa, D= g o 2 gilale s S L
r——3"

at|=

zatem a = 3 i wtedy zln};f % = ZEI}; Lo=—
1

b—lz?c:—%,czylib:%ic:—m

b)a=-1,b=-1c=2

4.6. Ciggtosc funkcii



Uczert: *4.7. Whasnosci funkcji ciggtych

— stosuje twierdzenia o przyj-
mowaniu wartos$ci posrednich
(wlasnosé Darboux)

do uzasadniania istnienia o S . . . g
miejsca zerowego funkci Jesli funkcja f: {(a;b) — R jest ciagla oraz f(a) # f(b), to funkcja ta przyj-

i wyznaczania jego przy- muje w przedziale (a;b) kazda wartosé liczbowa p znajdujaca sie miedzy
blizonej wartosci, liczbami f(a) i f(b).
— stosuje twierdzenie Weier-

Twierdzenie o przyjmowaniu wartosci posrednich

strassa do wyznaczania Jesli funkcja przyjmuje wartosci posrednie, to
warto$ci najmniejszej

i najwiekszej funkcji w danym
przedziale domknietym.

moéwimy, ze ma wlasno$¢ Darboux (Jean Ga-
ston Darboux [czyt. Zza gasta darbu], mate-
matyk francuski zyjacy w latach 1842-1917).

Powyzsze twierdzenie mozna réwniez sformu-
lowaé nastepujaco: jesli funkcja f:{(a;b) — R
jest ciagla oraz f(a) < f(b), to dla kazdej
liczby p € (f(a); f(b)) istnieje przynajmniej
jeden argument c € (a;b) taki, ze f(c) = p.

Whiosek

Jesli funkeja f: (a;0) — R jest ciagla oraz:
fla) <0, f(b) >0 lub f(a) >0, f(b) <O

to istnieje przynajmniej jeden argument ¢ € (a;b) taki, ze f(c) = 0.

D] Przyktad 1
Wykaz, ze wielomian w(x) = 2* — 22* 4+ 3z — 1 ma pierwiastek ¢ € (0;1).
Wielomian w jest funkcja ciagla w przedziale (0;1) oraz w(0) = —1 < 0
iw(l) =1 > 0, zatem na podstawie twierdzenia o przyjmowaniu wartosci
posrednich ma on pierwiastek ¢ € (0;1).

[0] Cwiczenie 1
Wykaz, ze wielomian w ma pierwiastek nalezacy do podanego przedziatu.
a) w(z) = —3z* + 622+ 5, (0;2) b) w(z) =2®—623+2> -7, (—-2;-1)

Cwiczenie 2
Znajdz btad w ponizszym rozumowaniu.

Funkcja f(x) = L jest ciggla oraz f(—1) = -1 <01 f(1) =1 > 0, zatem
réwnanie £ =0 ma pierwiastek w przedziale (—1;1).

Cwiczenie 1
a) Wielomian w jest funkcjg ciagla w przedziale (0;2) oraz w(0) =5 > 0
iw(2) = —19 < 0, zatem na podstawie twierdzenia o przyjmowaniu wartosci

posrednich wielomian ten ma pierwiastek w przedziale (0;2).

b) Wielomian w jest funkcja ciagta w przedziale (—2; —1) oraz w(—2) = 13 > 0
iw(—1) = —1 < 0, zatem na podstawie twierdzenia o przyjmowaniu wartosci
posrednich wielomian ten ma pierwiastek w przedziale (—2; —1).

Cwiczenie 2
Funkcja f(z) = < jest ciagla w kazdym z przedzialéw (—oo;0) oraz (0; 00), ale nie jest
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.7 ciagta w przedziale (—1; 1), zatem nie mozna na tym przedziale zastosowaé twierdzenia

0 przyjmowaniu wartosci posrednich.
Generator
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[D] Przyktad 2 Y
Uzasadnij, ze réwnanie x = 4 cos x ma rozwig- : N

zanie nalezace do przedzialu (O; g) , [\

A

Rozpatrzmy funkcje f(x) = z—4 cos x (wykres , /
obok). Jest ona ciagla w przedziale (0; T ). f
f(0)=0—4cos0=-4<0

f(5)=2%—4cosT=2>0 /

e
—

Zatem na podstawie twierdzenia o przyjmowa- |

niu wartosci posrednich funkcja f ma miejsce /
zerowe w przedziale (0; g), €O 0zZnacza, ze row-
nanie: |

Tz —4cosx =0 J

ma rozwiazanie nalezace do tego przedziatu.

[] Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze rOwnanie ma rozwigzanie nalezace do podanego przedziatu.
a) sinz =3 -2z, (0;%) b) Vz+2=4, (1;2)

Ponizsze twierdzenie o przyjmowaniu przez funkcje ciaglta wartosci najmniej-
szej 1 najwigkszej, zwane tez twierdzeniem o osigganiu kreséw, udowodnit
matematyk niemiecki Karl Teodor Wilhelm Weierstrass [czyt. wajersztras]
(1815-1897).

Twierdzenie Weierstrassa

Jedli funkcja f:(a;b) — R jest ciagla, to w pewnym punkcie tego prze-
dziatu funkcja ta przyjmuje warto$é¢ najwicksza oraz w pewnym punkcie
tego przedzialu przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

Funkcja ciagla w przedziale domknietym (a;b) przyjmuje warto$é najmniej-
sza m oraz warto$¢ najwieksza M albo na kohcach przedzialu (a;b), albo
w ktéryms z jego punktéw wewnetrznych (patrz przyklady ponizej).

Y Y Y
M M M
m b
m : m
|
O bXxX O O

Cwiczenie 3
a) Niech f(z) =sinz + 2z — 3.
Funkcja f jest ciagta w przedzia-
le (0; 5) oraz:

f(0)=-3<0

f(3)=m—2>0

Zatem funkcja f ma miejsce
zerowe w przedziale (O; %), co
oznacza, ze rownanie:

sinx =3 — 2z
ma rozwiazanie nalezace do tego
przedziatu.
b) Niech f(z) = vz + 2 — 4.
Funkcja f jest ciagta w przedzia-
le (1;2) oraz:

f)y=1>0

f2)=v2-2<0
Zatem funkcja f ma miejsce
zerowe w przedziale (1;2), co
oznacza, ze rOwnanie:
VI+3=4

ma rozwiazanie nalezace do tego
przedziatu.

Komentarz

Warto zwrdcié uwage uczniéw
na to, ze funkcje moga przyj-
mowaé kazda z wartosci (takze
najmniejsza i najwieksza) w jed-
nym punkcie, w wielu punktach
lub nawet w nieskonczenie wielu
punktach.

4.7. Whasnosci funkcji ciagtych



Cwiczenie 4

a) warto$é najmniejsza: 1,
warto$¢ najwieksza: 4

b) warto$¢ najmniejsza: 0,
warto$¢ najwieksza: 4

¢) wartos¢ najmniejsza: 0,
wartos¢ najwieksza: 9

Odpowiedzi do zadan
2. a) Funkcja:
flz) =2 —4a+1
jest ciagta w (0; 1) oraz:
f0O)=1>0
) =-2<0
Zatem funkcja f ma miejsce
zerowe w przedziale (0;1), co
oznacza, ze réwnanie
2> — 4z + 1 = 0 ma przynaj-
mniej jedno rozwigzanie.

b) Funkcja:
flz)=23—224+z+1
jest ciaglta w (—1;0) oraz:
f(=1)=-2<0
f(0)=1>0

Zatem funkcja f ma miejsce
zerowe w przedziale (—1;0),
co oznacza, ze réwnanie
2> — 22 + 2 + 1 = 0 ma przy-
najmniej jedno rozwiazanie.

¢) Niech f(z) = z* +22% — 4.

Funkcja f jest ciaglta w prze-

dziale (1;2) oraz:
fl)y=-1<0
f(2)=28>0

Zatem funkcja f ma miejsce

zerowe w przedziale (1;2), co

oznacza, ze rownanie

z* 4223 = 4 ma przynajmnie;

jedno rozwiazanie.

3. a) np. (0; %) b) np. (%, 1)

c) np. (1; %)

4. a) Niech f(z) = % -z + 1.
Funkcja f jest ciagta w prze-
dziale (2;4) oraz:

f2)=%2-v2>0

f@)=-§<0
Zatem funkcja f ma miejsce
zerowe w przedziale (2;4), co
oznacza, ze rownanie
% =/ — 1 ma rozwigzanie
nalezace do tego przedziatu.
b), ¢) analogicznie jak w a)

5.a) f(4) =4 b) f(3) = 1
c) f(4)=0

4. Rachunek rézniczkowy

Cwiczenie 4 \ Y /
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji /
f:R — R danej wzorem f(z) = (|z] — 2)?. Po-

daj jej warto$¢ najmniejszg i wartosé najwieksza \ / \ /

w przedziale: 1

a) (—4;-3), b) (=3;3), ) {(=1;5). o[ 1 X
Zadania

@ 1. Uzasadnij, ze réwnanie ma rozwiazanie w przedziale (—1;0).
a) ¥*+2r+1=0 b) 2 —Tex —4=0 c) 2°—1= 32"

@ 2. Uzasadnij, ze réwnanie ma przynajmniej jedno rozwiazanie.
a) 3 —4x+1=0 b)x*—z*+z+1=0 ©¢) 2*+223=4

1
29

a) 22* +4x—1=0 b) 22 — 62> +3 =0 c) ' =32*+3=0

3. Wyznacz przedzial dlugosci =, do ktérego nalezy rozwigzanie réwnania.

@ 4. Uzasadnij, ze réwnanie ma rozwiazanie w przedziale (2;4).

a) Z =yr—1 b) log,z =2z —3 ¢) 4sinfr =35 — 1z

5. Naszkicuj wykres funkcji f. Znajdz najwieksza wartosé tej funkcji w prze-
dziale (2;4).
a) f(z) = (z—2)* b) f(z) = —(z=3)°+1 ¢ f(z) = (z—4)°

6. Naszkicuj wykres funkcji f i na tej podstawie okresl, czy funkcja ta przyj-
muje wartos¢ najmniejsza.

| z+4 dlaze(-10) _fVar dlaze(0;1)
2) f(x)_{4—x2 dla z € (0;1) b) f(x)—{ 1 dlaz e (1;4)

7. Naszkicuj wykres funkcji:
-3z—7 dlaze (-5-1)
f@)=q —2*+4x+1 dlaz e (—1;3)

—2x 410 dlax € (3;5)
i podaj warto$¢ najmniejsza m oraz warto$¢ najwicksza M funkcji g.
a) g(z) = f(x=2)+1 D) g(x) = |f(z)| c) g(x) = f(lz])

@ 8. Funkcja f: <%, %> — R jest ciggla i dla argumentow n bedacych liczbami

naturalnymi f(n) = (—2)". Uzasadnij, ze f ma co najmniej pie¢ miejsc
zerowych.

6. a) przyjmuje, f(—1) = f(1) =3

b) nie przyjmuje
7.2 m=-3, M=9 bpm=0,M=8 ¢c)m=0,M =5
8. Funkcja f jest ciagta w przedziale <%, %) oraz:
f(1)=—-2<01 f(2) =4 > 0, czyli funkcja f ma miejsce zerowe w przedziale (1;2).

Analogicznie:

f(2)=4>01 f(3) = —8 < 0 — funkcja f ma miejsce zerowe w przedziale (2;3)
f(B8)=—-8<01 f(4) = 16 > 0 — funkcja f ma miejsce zerowe w przedziale (3;4)
f(4) =16 >01i f(5) = —32 < 0 — funkcja f ma miejsce zerowe w przedziale (4;5)
f(5) =-32<01i f(6) =64 > 0 — funkcja f ma miejsce zerowe w przedziale (5; 6)

Zatem funkcja f ma co najmniej pie¢ miejsc zerowych.



*4.8. Pochodna funkcji w punkcie Yozert

— oblicza pochodna funkcji
w punkcie, korzystajac

W temacie tym zaktadamy, ze funkcja f jest okreslona w pewnym przedziale 2 definicji pochodnej,
(a;b). Niech x4 oraz x beda punktami nalezgcymi do przedziatu (a;b). — stosuje interpretacje geome-
Réznice h = x — xy nazywamy przyrostem Y tryczng pochodne; funkc?

tu funkeii (stad © — h f w punkcie do wyznaczania
argumentu funkcji (stad 2 = zo + h). f@) = - s wspolczynnika kierunkowego
Réznice f(z) — f(zo) = f(xo + h) — f(x0) = stycznej do wykresu funkeji

. . . I w punkcie,
nazywamy przyrostem wartosci funkcji. — i - o
& — oblicza miare kata, jaki

Iloraz %ﬁcém) (dla z # xy), zapisywany tez f(f\()) —— xolk styczna do wykresu funkcji

. fz —f(z . | i i
w postaci f@oth)—f(z0) “+h,2 £ °>, nazywamy ilorazem | : w punkc.le t.VVOE"ZykZ .osla% 0X,
réznicowym funkcji f w punkcie . o Zo z X — uemeszdliia, 7 ke o iy o

pochodnej w punkcie.
lloraz réznicowy mozna interpretowaé jako érednia predko$é przyrostu funk-

cji f w przedziale (zq; z).

M Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego

Przypomnijmy, ze jesli prosta y = ax + b %
przechodzi przez dwa rézne punkty (x1,y;) "
i (x9,y2), to jej wspllczynnik kierunkowy
mozemy obliczy¢, korzystajac ze wzoru:
_ Y2—u1 u
a= 279
To—T1

Jednoczesnie iloraz £2-YL jest réwny tangen-

2—T1

sowi kata « (rysunek obok).

Twierdzenie

Wspélezynnik kierunkowy prostej y = ax+b jest rowny tangensowi kata a,
jaki ta prosta tworzy z osia OX: tga = a.

Prosta, ktora przecina wykres funkcji w co najmniej dwéch punktach, nazy-
wamy sieczng tego wykresu.

Rozpatrzmy siecznag wykresu funkcji f przeci-
najaca ten wykres w punktach Py(zo, f(x0))
i P(z, f(x)) (rysunek obok).

lloraz réznicowy w jest réwny tangensowi

r—X(0

kata «, jaki sieczna Py P tworzy z osia OX, a za-
tem jest réwny wspdlezynnikowi kierunkowemu
siecznej Py P.

MultiteZa

® Pochodna funkcji w punkcie
® Interpretacja geometryczna
pochodnej funkcji w punkcie

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.8

Generator

testow i sprawdzianoéw

4.8. Pochodna funkcji w punkcie



Cwiczenie 1
a) PO(070)7 P(L 1)

a= tg =1
b) P0(07 0)7 P = (274)
a= % =F)
C) PO(070)7 P(379)
a= 2%0 =3
Cwiczenie 2

Y

1

0] L

/

/

_ f@-f1) _ -1-0 _
a="5p— =353 =1

4. Rachunek rézniczkowy

Cwiczenie 1 Y

Oblicz wspo6lczynnik kierunkowy siecznej wykresu \ ' ‘ ///
funkeji f(z) = 2 (rysunek obok) przecinajacej \ /
ten wykres w punkcie (0,0) oraz w punkcie o od- \f /
cietej réwnej: a) 1, b) 2, c) 3. \ /

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = —(x — 1)? oraz \
sieczna wykresu przechodzaca przez punkty o od-
cietych g = 1 i x; = 2. Oblicz wspdlezynnik kie- &
runkowy tej siecznej. 1 X

B Pochodna funkcji w punkcie
Definicja

L@)=f(z0)

T—x0

Jesli istnieje skonczona granica lim

T—x0

pochodng funkeji f w punkcie z, i oznaczamy f'(z):

f’(xo) — lim f(x)—f(z0)

T—xT(Q T—TQ

, to granice te nazywamy

Uwaga. Mozna wykazaé, ze jesli funkcja ma w punkcie xy pochodna, to jest w tym
punkcie ciagta. Jednak z ciagtosci funkcji w punkcie z¢ nie wynika istnienie pochodnej
(patrz zad. 4).

Przyktad 1
a) Oblicz pochodng funkeji f(z) = 2? w punkcie 25 = 3.

£(3) = lim LI E)  jy 22238 iy @298 iy (4 3) =

r—3 r— rz—3 T— r—3 r— r—3

b) Oblicz pochodna funkcji f(z) = z* w punkcie zy = 2.

F1(2) = lim LT gy 2220 gy (20200

2 T — r—2 T— —2 r—2

= lin;(ar2 +2r+4)=12

Cwiczenie 3
Oblicz f'(xg).
a) f(x) =2z, zo=1 ¢) flz) =322 xg=—-2
b) f(z) = 207, o — 4 Q) f(@) = 1a%, =3
Cwiczenie 3
a) f'(1) = hm f(z) f(l) = hrq 22— hrq 2(; 11) 2
_ f(z) f(4) _ 2-32 _ 2(z? 16) _ 2(Z+4)(Z 4 _
b) f'(4) = hm glglg}l === ilﬂ = glglil}l
= hm(2:1: —|— 8) =16
x 12 2*4 . x x
c) f(—2) = hm 7“ =F(=2) *Ilim2 == _ZIL 2—z+2 ) :zllmz (e=2)(e42) _ 2(2;5_;;2)
= lim (éx— 1) ==
r——2
_ f(z) f(3) _ 32929 _ g 3(@®-27) _ . (2-3)(22+33+49) _
d) f'(3) = lim = lim = lim 22— = lim 3(@=3)

= lim (32 —|—$—|—3) 9



M Interpretacja geometryczna pochodnej

Zalézmy, ze funkcja f ma w punkcie xy po-
chodna. Woéwczas przy = dazacym do xg
sieczne wykresu funkcji f przechodzace przez
punkt P, (patrz rysunek) ,zblizaja si¢” do
prostej, zwanej styczna do wykresu funkcji
w punkcie F,.

f(@)=f(=0)

T—x0

Przypomnijmy, ze iloraz réznicowy
jest rowny tangensowi kata, jaki sieczna Py P
tworzy z osia OX.

Pochodna f’(zg) funkcji f w punkcie z, jest réwna tangensowi kata, jaki

styczna do wykresu funkcji f w punkcie Py(xg, f(z0)) tworzy z osia OX

(rysunek powyzej):

f'(wo) = tga

Liczba f'(xq) jest réwna wspdlczynnikowi kierunkowemu stycznej do wykresu

funkcji f w punkcie (zo, f(z0))-

Zauwaz, ze o ile styczng do okregu mozna zdefiniowaé jako prosta majaca
z okregiem dokltadnie jeden punkt wspélny, o tyle w przypadku stycznej do
wykresu funkcji takie okreslenie bytoby niepoprawne.

YP IYZ f //\

Y
P

\/\X

A

Prosta [ jest styczna do Prosta [ ma jeden punkt wspol-
okregu w punkcie P. ny z wykresem funkcji f, ale nie

Prosta | ma z okregiem jest jego styczna.
jeden punkt wspélny.

Przyktad 2

Oblicz miare kata, jaki styczna do wykresu funkcji f(z) = x

w punkcie (1,1) tworzy z osiag OX.

l
"
f

T

Prosta [ jest stycznag do wy-
kresu funkcji f w punkcie P

i ma trzy punkty wspdlne
z tym wykresem.

3

f/(l) = lim M — lim r3-13 _ (z—1)(z2+2+1) _
z—1 r—1

r-1 x—1 r—1

:l‘irri(x2+x+l)=3

Zatem tga = 3, stad a =~ 72°.

r—1

1

S

4.8. Pochodna funkcji w punkcie



Cwiczenie 4
a) a= (1) = lim e i) -

_ z2-1 _ 71; —
i 25 = i 1) =

tga = 2, stad a =~ 63°

b)a=f(-1)=
— B fle)—f(=1) _ I +1 —
= Jm e liml =

= lirzll(;v2—;v+1) =
tga = 3, stad a ~ 72°

_ — Iim L@=-FC2) _
c) a—f'(2)—hin%—

1 1

- ilig 172 - ilig ZI(z 2) —
— =1 _ 1

hII% 2z 4
tga = —1 stad a ~ 166°

1. a) f'(zo) = f'(z1) =

2.a) PAry =2z +3,
PB:y= %ac + %
b)a=f(1)= glglgi f(zz):f(l) _
= lim 2/==2
gl =1
— lim —2&/z=1) _

S e DED
= lim () =1
3.a)a=f (—%) =
@)

tga = —1, stad o = 135°
b) a = f(1) = lim H2H0 =

L_il
= lim 2= = lim =2 =

x—1 z-1 = 1Z(I 1
— lim (—1) = —
tga = —1, stad o = 135°
) a=f(3)=
lim 1@-(3) _
- T -1 =
:Eﬂ;l[ 4
= lim \/571% =
z—g T4
= hm (\/_—l— ) 11
.’1}*}1

tga =1, stad a = 45°

4. Rachunek rézniczkowy

Cwiczenie 4
Oblicz wspdlezynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji f w punkcie
(o, f(x0)). Podaj miare kata, jaki ta styczna tworzy z osiag OX.

a) f(x)=a% xo=1 b) fx)=2% zo=—-1 c¢) f(x)=2, 2o=2

Zadania

1. Oblicz pochodne funkcji f w punktach zy i ;.

a) f(z)=2,20=3,2,=6 d)f(x):i,xoz—l,x1:2
b) f(x)=3z—4,x0=1,2,=5 e) flx)=12% 29g=-2,2,=-3
c) flem)y=2>-1,20=1, 12, = -1 f) flx)=vz,20=1,2,=4
2. Na rysunku obok przedstawiono Y B_—
wykres funkcji f(x) = 2¢/7. ' // !
a) Oblicz wspétezynniki kierunko- _ AT
we siecznych PA i PB oraz wy- s
znacz ich réwnania. PZ
b) Oblicz wspdlczynnik kierunko- /1//
wy stycznej do wykresu funkcji f
poprowadzonej w punkcie P. 1 X

3. Oblicz miare kata, jaki z osia OX tworzy styczna do wykresu funkcji f
w punkcie (zo, f(x)).

a) f(x)=a% mo=—3 b) fl@)=13, 2=1 ¢ f(z)=Vz, zp=7

@ 4. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Uzasadnij, ze funkcja f(z) = |z| nie ma po- Y

chodnej w punkcie g = 0. /
lim f@)=f0) _ lim L2110} _ =lim £=1 !

0t T @0+ T z—0+ T ol 1 %
lim 7f(w) £(0) lim l21-10] _ lim —= = -1

r—0~ - z—0- x—0 r—0— T

Oznacza to, ze lim

x—0

ma pochodnej w punkcie £y = 0 (chociaz jest ciagta w tym punkcie).

f(x)—f(0)
z—0

nie istnieje, czyli funkcja f(z) = |z| nie

Uzasadnij, ze funkcja f nie ma pochodnej w punkcie zy.

a) flz) =z —2|, zo=2 b) f(z) =z + x|, 19=0
4. a) lim {&=f@ — iy 22200y 222 g
r—21 r—21 z—2t
lim f(z) f(2) = lim lz= 2‘20 = lim —7502:22) =_1
=2 =2 =2
Zatem hm f(z) f(2) nie istnieje, czyli funkcja f(z) = |z — 2|

T—2

nie ma pochodneJ w punkcie zo = 2.

b) lim £&=FO — iy 2HER0 _ 22 9
z—0t T a0t z—0+

lim f(z) f(o) = lim ZHZ‘ 0= lim 2=0
z—0" z—0" ZHO’
Zatem hm M nie istnieje, czyli funkcja f(z) = z + |z|

nie ma pochodneJ w punkcie zo = 0.



*4.9. Funkcja pochodna

(0] Przyktad 1

Wykaz, ze funkcja f(x) = x*

ma pochodng w dowolnym punkcie x4 € R.

Obliczamy granice ilorazu réznicowego:

. f@)—f(=o) s . (z—mo)(z+z0)
lim —————=lm —— = lm ——— =
T—x0 r—xQ r—xg T—I(Q T—IQ r—xQ

z—mo
Zauwazmy, ze mozemy okresli¢ funkcje, ktéra kazdej liczbie x4 € R bedzie
przyporzadkowywaé warto$é¢ pochodnej funkcji f w punkcie xy réwng 2x,.
Mamy wiec dwie funkcje — funkcje f: R — R, dana wzorem f(z) = 2?, oraz
funkcje f: R — R, dana wzorem f'(x) = 2.

Definicja

Jesli funkcja f ma pochodng w kazdym punkcie x pewnego zbioru (beda-
cego przedziatem otwartym lub suma przedzialéw otwartych), to w tym
zbiorze okreslona jest funkcja y = f'(z), zwana funkcja pochodna funkcji f

lub krotko pochodna funkcji f.
O funkcji f méwimy, ze jest w tym zbiorze rézniczkowalna.

[] Cwiczenie 1
Wykaz, ze:
a) funkcja stala f(x) = ¢ ma w kazdym punkcie z, € R pochodna réwna 0,

b) funkcja f(x) = z ma w kazdym punkcie xy € R pochodna réwna, 1.

Wzory na pochodne zwykle zapisywane sa krotko:

(¢) =0, gdzie ¢ — stala (2?) =2z (i)/ =—Ldlaz#0
(@=al () = 322 (Vz) =57 dlaz >0
Uwaga. Wzory (z) =1, (22) = 2z, (23) = 322, (%), = —- sg szczeglnymi przy-

padkami wzoru podanego nizej.
Twierdzenie

Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0: (z") = nz" ' dla z € R.
Dla dowolnej liczby catkowitej n < 0: (z") =nz" ' dlaz € R\ {0}.

Uczen:

— korzysta ze wzoréw do
wyznaczania funkcji
pochodnej oraz wartosci
pochodnej w punkcie,

— wyznacza réwnanie stycznej
do wykresu funkcji w danym
punkcie,

— wyznacza wspoélrzedne
punktu wykresu funkcji,

w ktoérym styczna do niego
spelnia podane warunki,

— na podstawie definicji
pochodnej wyprowadza wzory
na pochodne funkcji.

Cwiczenie 1

a) lim f(zi:ic(zo) _
xT—T( 0

= lim == =
z—z9 T-%0

b) lim f@)=f(zo) _

T—T( =ity

= lim =% =1
z—xg T~FO0

MultiteZa

* Wykres funkciji i jej pochodnej
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.9

Generator

testow i sprawdzianoéw

4.9. Funkcja pochodna



Cwiczenie 2

a) f'(x) = 327, f'(=5

o) fl(@) =57 f'(R) =3
Cwiczenie 3

a) f'(z) =22

2v =2, czyliz =1

b) f'(z) = 2

ﬁ =2, czyli z =

o) fl(z)=—3%

— 1 =2 - réwnanie sprzeczne
xT

L
16

4. Rachunek rézniczkowy

Przyktad 2
Oblicz pochodna funkcji f(z) = x* w punkcie zo = 7.
f(x) =2z, zatem f'(7)=2-7 = 14.

Cwiczenie 2
Oblicz pochodna funkcji f w punkcie xg.

a) f@) =2, wo==5 b) fe)=7 2="F o f() =V 2=15

Cwiczenie 3
Rozwiaz réwnanie f'(z) = 2.
1
2) f(z) =2 b) f(z) = VE o) flz) =1
Podany obok wzér na pochodng funkeji f(z) = x%, zwa-
nej funkcja potegowa, jest prawdziwy dla dowolnego wy- (%) = ax

kladnika a € R\ {0} i z > 0. Na przyklad dla funkcji
f(@) =V

Fa) = (Y3) = (o) = to b = e

B Réwnanie stycznej

Przyktad 3 v
Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = 2 /
w punkcie (2,4). f /
Roéwnanie stycznej zapisujemy w postaci y = ax + b i ob- /
liczamy jej wspélezynnik kierunkowy a: -~

f(z) =2z, zatem a= f'(2)=2-2=4 o
Styczna ma wiec réwnanie y = 4z + b. Aby wyznaczyé Il
warto$é b, podstawiamy wspoélrzedne punktu (2,4) do 1 >
rownania stycznej: 4 =4-24bistad b = —4.

o I X

OtrzymaliSmy réwnanie stycznej y = 4z — 4.

Prosta o wspétezynniku kierunkowym a przechodzaca przez punkt (zq, f(z))
dana jest réwnaniem y — f(z) = a(x — xy). Aby wyznaczyé réwnanie stycznej
do wykresu funkcji f w punkcie (z, f(z¢)), mozemy skorzystaé z ponizszego

WZOoru.

Jesli funkcja f ma w punkcie z, pochodna, to styczna do wykresu tej

funkcji w punkeie (g, f(zo)) jest prosta o réwnaniu:

y — f(xo) = f'(wo) (2 — 20)



Cwiczenie 4
Wyznacz rownanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie P.
a) f(CE) = $27 P(379) b) f(l‘) = ‘7727 P(_274) C) f(.%‘) = Jj37 P(L 1)

Zadania

D] 7.

b) Korzystajac z przyblizenia /z ~ 1z + 1, 1

7.

a) Funkcja f(z) = v/ ma w punkcie 2o = 1 pochodng f'(zo) = 3

Na podstawie definicji pochodnej wyprowadz wzor.

/ !
a) (z3) = 322 b) (L)Y =-%,2#0 ¢ (Vz)' =57, 2>0
Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie o odcietej x.
a) f(z) =12 zg=—4 b) f(z)=2% 20=-3 ¢) f(x)=2, 20=3

x?

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(z) = z? tworzace]
z osig OX kat 30°.

tg 30° = ?, wiec szukamy punktu x, dla ktérego f'(xy) = 2xy = @
Stad zy = g oraz Yo = f(wo) = 75. Zatem styczna ma réwnanie
—%z@(m—@),czyliy— ‘/?333—11—2

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = 22 tworzacej z osia
OX kat: a) 45°, b) 60°, c) 150°.

Wyznacz punkt (g, f(zo)), w ktérym styczna do wykresu funkcji f jest
rownolegla do prostej y = 6z — 11.

a) f(z) = a? b) f(z) =2’ c) flz) =z
Wyznacz punkt (xo, f(z0)), w ktérym styczna do wykresu funkcji f jest
prostopadta do prostej y = —3x + 7.

a) f(z) = a? b) f(z) =a® ) flz) =z

Czy istnieje styczna do wykresu funkcji f majaca wspotezynnik kierun-
kowy réwny a? Jezeli styczna istnieje, to wyznacz jej rownanie.

a) flw)=a®, a=3 D) fla)=7 a=—-4 ¢ f(@)=vm, a=-1

a) Wykaz, ze prosta y = tx + 5 jest styczna Y
do wykresu funkcji f(z) =+/z w punkcie
o odcietej xg = 1.

oblicz /1,21 41/0,9. Poréwnaj otrzymane wy-
niki z wynikami uzyskanymi na kalkulatorze. O

1
Vo ©

Zatem styczna do wykresu tej funkcji w punkcie (zo, f(zo0)) = (1,1) jest
prosta o réwnaniu:

y—1=f(1)(z—-1)

b) vI2~ 1-1,2+ 3 =11, kalkulator: /1,2 ~ 1,0954451
09~ 10,9+ 1 = 0,95, kalkulator: /0,9 ~ 0,948683

Cwiczenie 4

a) f'(z) =2z
y—f(3)=r(3)(=-3)
y=6x—9

b) y — f(=2) = f'(=2)(z +2)
y=—4x —4

¢) f'(z) = 32>
y—f(1)=fQ1)z-1)
y=3x —2
Odpowiedzi do zadan
1. a) f(z) =2°
lim {@=fo) _
T—x(Q L=To
2323
= lim —2 =
z—xg £%0

= T (zfzo)(22+zzo+z§) _

T—x( =Y
: 2 2 2
= lim (z° + zxo + z5) = 35
T—xQ

Zatem (z3) = 3z
2.a)y=—8x—16
b) y = 27z + 54

c) y=—4z +4
3.a)y=z—1

b)y:\/ga:—%

c) :—‘/?gw—%

4. Wspdblezynnik kierunkowy
stycznej: a = 6 oraz
a = f'(x0), czyli f'(z0) = 6.
a) (3,9)
®) (Gzo 1)

5. Wspolczynnik kierunkowy
stycznej: a = %, stad

i lEm) =

&
=
—
~—

=5
-
—

Bl Wl ol
] e [
—

—
|
=

~—

1
_ﬁ)

4.9. Funkcja pochodna



Uczen:

— stosuje twierdzenia
o pochodnej: sumy, réznicy,
iloczynu i ilorazu funkcji
do wyznaczania funkcji
pochodnej oraz wartosci
pochodnej w punkcie,

— stosuje pochodne w zadaniach
dotyczacych stycznej do
wykresu funkcji,

— wyznacza pochodne funkcji
trygonometrycznych,

— wyprowadza wzory na
pochodna: sumy, réznicy,
iloczynu i ilorazu funkcji.

Cwiczenie 1

a) f'(z) = 362>

b) f/(z) = 32°

c) f(z) = 2825

d) fl(x)=—6272,2#0
e) fl(x)=—-122"", . #0
f) fllx) =221, 2>0
Cwiczenie 2

a) f'(z )—890 — 6z

b) f'(x) = z* 4+ 1223 — 14z
c) f'(z) = ——12x,x>0
d) f'(z) =32+ 55 — 75, 2> 0
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*4.10. Dziatania na pochodnych

Twierdzenie

Jesli funkcja f ma pochodna w punkcie x oraz c jest dowolng stala, to:

(e f(z)) =c- f'(z)

Przyktad 1

a) (32%) =3(z%) =3 -2z =6z b) (5a~*) =5(z*) =5(—4x ") = -2
Cwiczenie 1

Wyznacz pochodna funkcji f.

a) f(x)=1223 c) f(x) =427 e) f(x)=2z"°

b) f(x) = 0,52° d) f(x) =621 f) flz)=3vx

Pochodna sumy i pochodna réznicy funkciji

Jesli funkcje f 1 g maja pochodne w punkcie z, to:

(f(@) +9(x)) = f'(x) +¢'(z) oraz (f(x)—g(x)) = f(z)—g'(x)

Przyktad 2
a) (2 +3z—-1) = (2% +3(z) — (1) =22 +3

b) (2x3+%—x+1)’:2(x3)’+4<i> —(x)’+(1)’:6x2—;—2—1d1ax750

Cwiczenie 2

Wyznacz pochodng funkcji f.

a) f(x)=2z*—32>+6 c) f(z)=3yx —423+3
b) f(z) = 32° + 3zt — Ta? — 2 d) f(z) = 32°— = — 2V

Pochodna iloczynu funkcji

Jesli funkcje f i g maja pochodne w punkcie z, to:

(f (@) - g(x)) = f'(x) - g(2) + f(2) - ¢ (z)

Przyktad 3
a) (22yzx) = (2¥)'Vr + 2*(Vz) = 22/x + xQﬁ = 2z\/x + %x\/_ = gmﬁ
dlaz >0

b) (22 +1)(2® —4)) = 2z(a® — 4) + (2* + 1)32? = 5a* + 32? — 8z



Cwiczenie 3

Wyznacz pochodna funkcji f.

a) f(z) =2zyx —42° +2 d) f(z) = (z® + 2% — 4)(4a* — 2?)
b) f(z) = —42°\/x + 62° e) f(z) = Vz(32° — 2?)

c) f(z)=(22° —4)(a" + ) f) f(z)=va(='+4v7)

Pochodna ilorazu funkcji

Jesli funkcje f i1 g maja pochodne w punkcie x oraz g(x) # 0, to:

(M)' _ (=) 9(=)—f(x)g'(x)
9(x) (9(x))?
Przyktad 4
2 Y’ (@) (z-1) —2?(z—1) _ 2z(z—1)—=221 _ 2’2z
(a:— 1) - (z-1)2 =Tz T oy Mer Al
Cwiczenie 4
Wyznacz pochodna funkcji f.
T 2.2
a) f(2) = 505 b) flz) = 5= c) f(f)zljﬁ
[0] Cwiczenie 5
Uzasadnij, ze jesli funkcja g ma pochodna 1\ J(@)
w punkcie z i g(x) # 0, to prawdziwy jest (m) = T @)’

wzor podany obok.

Cwiczenie 6
Wyznacz pochodng funkcji f.
a) f(z) == b) (@) = 155 o) f(2) = 575
Zadania
1. Wyznacz pochodna funkeji f. Oblicz f/(0) i f'(1).
a) f(z)=-3224+x+4 ) f(z) =22 — 2° + 62
b) f(z) =42? — 5z +1 e) f(z)=—%a* + 2% — 1a?
¢) f(z)=223+42 -6 f) f(z) =-0,22° +0,52* — 3z
2. Wyznacz pochodna funkcji f.
a) f(z) = (2z—1)(z +3) d) f(z) = (2° - 1)(22? - 5)
b) f(x) = (2* —1)(2* + 2) e) flx)=(*+22>+1)(2* —x+1)
) fz)=(1-3a%)(2® + x) f) fz) = (z—2)*(1—2?)

Odpowiedzi do zadan

1. a) f(z) = —6z+1, f(0) =1, f/(1) =5

b) f'(z) =8z — 5, f'(0) = -5, f'(1) =

¢) f'(z) =62 +4, f'(0) = 7f():1

d) f'(z) = 82° — 32> + 6, f'(0) =6, f'(1) =

e) f'(z) = —z® +2* —x, f(0) =0, f(1 ):

£) f'(z) = —z* +22° - 3, f'(0) = -3, f/(1) = -2
2. a) fl(x) =4z +5 b) f'(z) = 42> + 2z

c) fl(x) = —122> —92% + 22 + 1

d) f/(z) = 10z* — 152% — 4z

e) f'(x) =5a* +4a® — 32> + 62 — 1

£) f'(z) = —4z® + 122 — 6z — 4

Cwiczenie 3

a) f'(z) =2yz + 2z 5+
—122? = 3/z — 1222, 2 > 0
b) f'(z) = —24:55\/5—4:56-%4—
+12z = —262°/z + 12z, 2 > 0
c) f'(z) = 62%(z* + )+

+(22® —4)(42® + 1) =

= 1425 — 82 — 4

lub: f(z) = 227 — 22* — 4z, czyli
f(z) = 142® — 823 — 4

d) f(@) = (3 + 22)-

(42t — 22) + (2 + 22 — 4)-
(1623 — 2x) = 282° + 24 +
—5z* — 682° + 8

lub: f(z) = 4a” + 425 — 2°+
—172* + 422, czyli f'(z) =

= 282° + 242° — 52" — 682> + 8z
e) f'(z) = 2\F (31: — a:2) +
+x (159: = 2:5) =

= 16,5z"/z — 2,52/Z, > 0

f) f(z) = 57 (a* +4v@) +
++x (49:3 4F %) =
=4523/x+4, x>0
Cwiczenie 4

a) f(x) = Zlet2gton
— 4z

GER

z(x—2) z
b) f(z) = G = 7537

0 z42)—x
Czyh f( ) ((112))2 = ﬁ7

z € R\ {-2,2}
) fla)= SeEE

_1l/z
= 2w € (01)

Cwiczenie 5
Niech f(z) = 1. Wéwczas
f'(z) = 0 oraz:

(L)’ _ Og(@)-1¢(z) _

U (1;00)

9(@) (9(x))? o

__ d@
(9(2))?

Cwiczenie 6
a) f'(z) = %@”3 =
b) f'(z) =

c) f'(z) =
— R
€ (0;4) U (4; 00)

—%,x#o

___ 8z
(422+3)2
1

Ve
CNE

4.10. Dziatania na pochodnych



3. ) f/(z) = Gipe,
Dy =Dy =R\{-}}
— 12 X
b) f’(l‘) = (?,2I)2217
Dy =Dpy =R\ {3}
¢) f(z) = =52,
Dy = Dy =R\ {0}
22 20—
d) f’(l‘) = 3(3z—21)237
Dy =Dy =R\ {1}
o) f'(x) = B,
Dy =Dy =R\ {-1,1}
£) f(w) = 22222
Dy =Dy =R\ {0,3}
12 X
g) f'(z) = £t2e
Dy =Dy =R\{-1,1}
h) f'(z) = 2z,
Dy =Dy =R\ {-1}
i) flz) = 222,
Dy =Dy =R\ {1}
J) fl(x) = —ﬁ - fzy
Dy =Dy =R\ {0, 3}
L) F@) = e s
Dy =Dy =R\ {-1,0,1}
D fi@)= % + &
Dy = Dy =R\ {0, 2}
. a) f(z) = 1592,
Dy = (0;00), Dy =Ry,
F =3 54 =—12

3x42y/x—5
b) f'(x) = BEBES,
Df = <0,00), Df/ 7R+7
=0, f4) =%
C) f’(l‘) = 2\/;(\/15+1)27
Df = <0;OO), Dfl = R+,
FO=1 FO=-4

/

z2
d) f/(x) = 24,
D = Dy = Ry,
FO =1 fay=2
. 3

D = Dy = Ry,
S =-27@=-1-
1
1

4. Rachunek rézniczkowy

3. Okresdl dziedzine funkeji f, a nastepnie wyznacz jej pochodna i okresl dzie-
dzing pochodnej.

a) flo) =20 o) fa) =212 i) fla)= 2

b) fla) =B flo) =2 ) fo)= !
O fla) =2 ) fla) = S k) flo)= - 2
A f) =25 n) f) =) fa) =L

4. Okresl dziedzine funkcji f, a nastepnie wyznacz jej pochodna i okresl dzie-
dzine pochodnej. Oblicz f/(1) i f'(4).

2) f@)=vE(1-22%) o) fo)= L5 o) fl@)= % -4vR
b) f(@) = (VE+ D@ =5) ) f@) =2 D) f@) = Vala+ Va)

@ 5. Przeczytaj podany w ramce dowéd wzoru na pochodna sumy funkcji.

Dowod
Wyznaczamy pochodna sumy funkcji f i g w punkcie z,.
(f(w()) +g($0))/ — lim [f (@) +g(=)]-[f(z0)+g(z0)] —

0 T—xo
i F@ - FEo)] o) -g(xo)] _
T—x( T—xo

— liIn M + liIn M — f’(wo) _'_g,(xo)

T—xTq Tr—Io T—T0 r—Xg

Udowodnij wzor na pochodng réznicy funkcji.
@ 6. Przeczytaj podany w ramce dowoéd wzoru na pochodna iloczynu funkcji.

Dowod
Wyznaczamy pochodnag iloczynu funkcji f i g w punkcie xg.
) r— m L(@)g(x)—f(zo)g(®o) _
(f(@o) - g(w0)) lhjgo oz
— lim f@) 9(@)=f(xo)g(x)+f(20)g(x)=f(20)g(z0) _
T—x0 T—xo
— Lim L@ 9(@)=f(x0)g() + lim f(xo)g(@)—f(®o)g(wo) _

T—xT( T—xo T—Tg T—To

= tim LELE0) 04 i () L0 — (). 0) + o) o (w0)

T—Tq x —Zo

Udowodnij wzor na pochodng ilorazu funkcji.

5. (f(z0) — g(w0)) = lim L@-9@- @) 9@l _ jin UG-l (o) gl _

z—xg r—x( g r—x0

= Jlim LE=fEed — lim 2522500 = f'(20) = g'(a0)
6. Niech funkcje f i g maja pochodne w punkcie zo oraz g(zo) # 0.
f(@)g(zg)=f(zg)g(z)

F@) _ f(aq)
(f(am))/: lim L89G _ 13y a()a(=0) — lim {@sE0)-fE)e) _
g(z0) z—z0 z—x0 T—z0 EREN) oy 9@)9(zo)(z—20)
— lim {®9@0)-F@0)9(@e)+F(@o)9(@)=F(@0)9(®) _ i, F@)—F(@0))9(zo)—F(w0)(9(®)=g(x0)) _
M. 9(2)9(20) (@-z0) S 9()9(20) (o0
o L@F@0) e\ ren . i 8@ a(@0)
_ W25, wso GO0 IR Temes T i) a(ao)=flag)e (o)

§(@o) T 5(=) (9(x0))?



7. Oblicz wspotczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji f w punkcie

o odcietej xg.

_ 3z2-1

8) flo)= Tt 4 = ¢) flo)=22L 4y =2
b) fla) = 2L d) flo) =222 w =4

8. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie o odcietej xg.

a) f(z)=2*—-3x+1, xo=2

e) f(z)=ar+4, vo=41

241

b) flo) =25, 2o =1 f) flo) = w=-3
333 X Xr—
¢) f(x)=F2, @ =1 g) fla) =D gy =
_ 222 +4z—1 _ 2244 -

8.a)y=2-3

b) y = —6z +3
c)y=—6x+9
dy=32z+3
e) y=3z

f) y=—4z — 22
= —gw— 7
h)y =3

9. Cgzy istnieje prosta o wspotczynniku kierunkowym réwnym a styczna do 9. a), b), ¢), d) tak
wykresu funkcji f7
a)a=0, f(z)=(@*+1)4—2) c) a=2, f(r)=r+=x
_ _ 2z+1 o bz
b)a_ 17 f(w)_4x71 d)a’_oﬂ f(x)_xQ_'_l

10. Wyznacz réwnania stycznych do wykresu funkcji f rownoleglych do prostej  10.a) y = -2z —5, y = -2z + 3

y=—2x+43. b)y=—-2x—4,y=—-2x+4
3 1
a) flz) =25 b) f(x) =22+

Twierdzenie

Kazda z funkcji trygonometrycznych: sinus, cosinus, tangens i cotangens
ma pochodna we wszystkich punktach swojej dziedziny.

. 1 T .
(sinz) =cosz, v € R (tgx)':m,xeR\{g—i-kﬂ'.k:GZ}

1

(cosz) = —sinz, x € R (ctgax) = —so v €R\{kmk € Z}
11. Oblicz f'(5) i f'(5). 11. a) f'(z) = cosw,
a) f(z) =sinz b) f(z) = cosz c) flx) =tgzx d) f(z) =ctgx HEETFSLEOES
b) f/(z) = —sinz,
12. Wyznacz pochodna funkcji f. f?(é)( _ _@? (Z)=-¥2
a) f(z) =sinzcosx d) f(z) =sin*z g) f(x) =cos’z o) f'(z) = ==,
b) f(z) = 2z + 1)sinx e) f(z)=zctgx h) f(x) = e F(3)=4r1(3) =2
sinz . 1;:(1:28;:‘ d) f/(:L’ - _Siiz’
O f@= @ ywr D) f@)=" ) f@=12 T e

12. a) f'(z) = cosx - cosx +sinz - (—sinz) = cos® z — sin® x = 2cos® z — 1
b) f'(xz) = 2sinz + (2z + 1) cos
243
o) fl(z) =2ztgr+ £
d) f(z) =sinz -sinx
f'(z) = cosz - sinz + sinz - cosx = 2sinx cos
e) f'(x) = ctgz — gy
f) fl(.’L’) — coszwi—finz?z — zcoszﬂ;32sinz
g) f(z) =cosz - cosx
f/(x) = —sinx - cosz + cosx - (—sinx) = —2sinz cos T
h) f’(m) __ cosz(l4cosz)—sinz-(—sinxz) _ cosz4cos?z+sin®z _ _cosxz+1 __ 1
- (14-cosx)2 - (1+cosx)? ~ (1+cosz)2 T 1l+4cosz
. PSS e N
1) f/(.’L’) _ —cosz coszcc()s2 imz)( sinx) _ —cos z;—)sslzn;v sin“z __ sclgszz z1

4.10. Dziatania na pochodnych



Uczen:

— wyznacza wzér funkcji
zlozonej oraz jej dziedzing,

— wyznacza pochodna funkcji
zlozonej,

— stosuje pochodna funkcji
zlozonej w zadaniach doty-
czacych stycznej,

— wyznacza pochodna funkcji
bedacej ztozeniem funkcji
trygonometrycznych i wielo-
mianéw.
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*4.11. Pochodna funkcji ztozonej

Aby obliczyé¢ wartoéé funkeji h(z) = v/2z — 6 dla argumentu x € (3;00), wy-
konujemy kolejno operacje: najpierw mnozymy ten argument przez 2 i odej-
mujemy 6, a nastepnie obliczamy pierwiastek kwadratowy z otrzymanej liczby.
Funkcja h jest ztozeniem dwdéch funkeji: f(z) = 22 — 6 oraz g(x) = /x.

.—> ! 2z — 6 g V2x — 6
Na przyklad dla z = 5: 5 -5 2.5 — 6 -2 /4, zatem h(5) =
Definicja
Jesli f: X =Y i ¢g:Y =T, to funkcje h:X — T okreslong wzorem

h(z) = g(f(z)) nazywamy zlozeniem funkcji f i g.
Funkcje f nazywamy funkcja wewnetrzna, funkcje g — funkcja zewnetrzna.

Ztozenie funkcji f i g mozna réwniez zapisaé: (g o f)(z).

Uwaga. Skladanie funkcji nie jest operacja przemienng — funkcje f o g oraz g o f nie
musza by¢ rowne.

Przyktad 1
Niech f(z) = 2?, g(x) = sinz. Ponizej przedstawiono wykresy funkcji ztozo-
nych:

hi(z) = g(f(z)) = sinz? ha(z) = f(g(2)) = sin® x

/\/\/\/\/\/\M N
[ATATAVAESEERVATAIL

Przykfad 2

Podaj dziedzine i wzér funkcji zlozonej h, jesli f jest funkcja wewnetrzna,
a g — funkcja zewnetrzna.

a) fx)=x-2,9(x) =z

Dy = (2;00), h(z) = g(f(2)) = g(z — 2) = V& - 2.




Cwiczenie 1
Podaj wzor funkeji h(x) = g(f(z)). Okresl dziedzing funkcji h.

a) f(z) =2"+4, g(x) =z ) flx)=vr, glx)=2z—-4
b) f(z) =a?—-1, g(x) =z d) f(z) = v, g(x) = -

Twierdzenie

Jezeli funkcja f ma pochodng w punkcie xy, a funkcja g ma pochodng
w punkcie f(zg), to funkcja h = g o f ma pochodna w punkcie z, oraz:

K (x0) = (9(f(0)))" = ¢'(f(w0)) - f'(w0)

Przykfad 3
a) Wyznacz pochodna funkcji h(z) = (2z + 1)3.
Funkcja h jest zlozeniem funkcji f(z) =2z + 11 g(x) = 23, zatem:
h(x)=32x+1)*- 2z+1) =32r+1)*-2=
=6(4a® +4x + 1) = 242® + 242+ 6
Pochodna funkcji A mozna réwniez wyznaczyé, korzystajac z tego, ze:
(2x +1)% =823 + 1222 + 62 + 1
b) Wyznacz pochodna funkeji h(z) = (322 + 1)°.
Funkcja h jest zlozeniem funkcji f(x) = 32? + 11 g(x) = 2°, zatem:
W (z) = 5(322 + 1)*- (322 + 1) = 5(32% + 1)* - 62 = 30x(32% + 1)

Cwiczenie 2
Wyznacz pochodng funkcji h.

a) h(r)= (22> —1)* ¢) h(z) = (32*+x)°
b) h(z) = (z* — 3x)* d) h(z) = (4x +6)8
Przykiad 4

a) Wyznacz pochodna funkeji h(z) = Va2 + 1.
Funkcja h jest zlozeniem funkcji f(z) = 2?2 + 11 g(z) = /&, zatem:
1 1 T
W)= ——— (2 +1) = 2x =
(=) 2¢/22+41 ( ) 2¢/22+1 V241

b) Wyznacz pochodng funkeji h(z) = vat + 222,
h’(x) S S + 222 ) dx3+4x  2x(2?41) 2x(x?+1)

24/ x4 4222 ( 2\/:54+2x2 \/x_z\/x2+2 B |:1:|\/ac2+2

Zauwaz, ze dziedzina funkcji h jest R, a dziedzina funkcji A’ — R\ {0}.

Cwiczenie 2
a) W (z) = 3(22% — 1)? - 4o = 122(22% — 1)?

b) B/ (z) = 4(z? — 3z)% - (2z — 3) = 4(2z — 3)(2® — 3z)3
c) W (z) = 5(32% + x)* - (6x + 1) = 5(62 + 1)(32> + z)*
d) W (z) = 6(4x + 6)° - 4 = 24(4a + 6)°

Cwiczenie 1

a) h(z) =vz2+4, D, =R

)
Dp, = (—00; =1) U(1;.00)
c) h(z) vz —4, D, = (0; 00)
d) h(z) = =, Dr =Ry

4.11. Pochodna funkcji ztozonej



Cwiczenie 3
a) h/(l’) = \/:zzﬁ’
Dn=D, =R

/ _ 6x+1
b) H(z) =

Dp = (—00; —%) U {0;00),

Dy = (—o0; —3) U (0; 00)

)=
Dp = (—00; —1) U (0; 00),
Dy = (—o0; —1) U (0; 00)

d) h'(z) = 5 rjﬂﬁ,
Dy, = (0;00), Dy = (0;00)

Odpowiedzi do zadan

1. a) f'(z) = 3(z + 1),
f(0)=3, f(1)=12
b) f'(2) = 8z(a® + 1)%,
f(0)=0, f'(1) = 64
¢) f'(z) = —5(z - 1)*,
f0)=-5f(1)=0
d) f'(z) = 24x(4z? + 2)?,
f(0)=0, f'(1) = 864
e) /() = 153z +2)*,
7(0) = 240, f'(1) = 9375
f) f/(x) = 12(10z> — 3)-

Dy = (—oo;—i) U (05 00)
0) £'@) = 2,
Dy =(-2;2),
Dy =(=22)
5.a) (1) = -3
b) A'(1) = —%
6.a)y=2zx+3
b)y=x+2
7. x =—1

4. Rachunek rézniczkowy

Cwiczenie 3
Wyznacz pochodng funkcji h. Okresl dziedziny funkcji h i h'.

a) h(z) =+v42? +1 c) hiz) = /1+i
b) h(z) = V322 + d) hiz) =4+ Vx
Zadania

1. Wyznacz pochodna funkcji f. Oblicz f'(0) i f'(1).

2) f@)=(@+1° o) f@)=(1-a) < f(z) = (Br+2)°
b) f(z) = (1+2*)* d) f(z)=(42*+2)* 1) f(z)= (5a*—6x+2)°
Wyznacz pochodna funkcji f. Okresl dziedziny funkcji f i f'.

a) flz)=v2r—4 o) fle)=Va®+2z o) f(z)=Vi2+z
b) f(z)=v6a2+1  d) f(z) =322 =6z f) f(a)=VI—2a?
Wyznacz pochodng funkeji f. Oblicz f'(0).

a) f(z)=(Tx —1)3(22 + 1)? ¢) f(z)=2*Vix +1
b) f(z) = (2* = 1)*(3 — x) d) fz) =2°V1—4dx
Wyznacz pochodnag funkeji f. Oblicz f'(1).
1-2z x241
a) ) = =5 b) fla) = =
Dane sg funkcje f(x) = 222 + 2, g(x) = <. Oblicz A'(1), jezeli:
a) h=foy, b) h=gof.
Znajdz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f w punkcie o odcietej xy.
a) f(z)=va2+5, xo=2 b) f(z) =3z +4, zog=-1

Rozwiaz réwnanie f(g(x)) = g(f(x)), jesli f(z) =2z + 31 g(z) = .

Wyznacz pochodng funkcji f.

a) f(x)=sindx e) f(z)=cosz? i) f(x)=cos’z
b) f(x) = cos5x f) f(z) =sin(2®—1) j) f(z)=sin’z
) f(z) =tg(6z—1) g) f(z)=cos(z®—1) k) f(z)=tg(l—2")
d) f(x) = sinz? h) f(x) =sin’z ) f(z)=tg’z

a) f'(z) = (702 + 17)(2z + 1)(7z — 1)*>, Dy = Dy =R, f'(0) = 17

b) f'(z) =2(z* —1)(3 —z)(—32>+ 6z + 1), Dy = Dy =R, f'(0) = —6

¢) f'() = 195222, Dy = (~};00), Dy = (~5;00), £/(0) =0

d) f(z) = U D; = (—00; 1), Dy = (—00; ), f/(0) =0

a) f'(z) = 2(311610;7;,90“’ Dy =Dg = (—3;00), f(1) = —13

b) f'(s) = A, Dy = Dy =R\ {0}, /(1) = —2

a) f'(r) =4cos4z b) f'(z) = —5sinbz

c) fi(z) = m,Df:Df/:R\{é—F%—F%”:kGZ}

d) f/(z) =2xcosz? e) f'(z) = —2xsinz® f) f'(z) = 3z% cos(z® — 1)

g) f'(x) = —2zsin(z® — 1) h) f'(z) = 2sinzcosz i) f/(x) = —2sinzcosz



*4.12. Interpretacja fizyczna pochodnej

Przypuéémy, ze punkt materialny (lub krétko punkt) porusza si¢ po osi licz-
bowej, a funkcja s opisuje jego potozenie w chwili ¢.

0 s(to) s(t)

Predkosé srednia punktu w przedziale od t, do t wyraza sie za pomoca wzoru:

s(t)—s(to)
t—to

Predko$é w chwili ¢y, czyli predko$é chwilowa v(ty), okreSlamy jako granice
ilorazu réznicowego przy t dazacym do tg:

. t)—s(t
ulty) = lim 25=ke)

Vg =

Zatem v(ty) = §'(tg), czyli predkosé chwilowa jest pochodna polozenia wzgle-
dem czasu.

Przyktad 1 s[m]
Na rysunku obok przedstawiono wykres s
funkcji s opisujacej potozenie punktu po-
ruszajacego sie po prostej w zaleznosci od B //
czasu t. 200 Vi
« Wspéblezynnik kierunkowy siecznej AB /
wykresu funkcji s jest réwny predkosci
$redniej od chwili ¢g = 4 do chwili ¢t = 10: /
_ s(10)-s(4) 100
o 10-4
o Wspdlczynnik kierunkowy stycznej do /
wykresu funkcji s w punkcie A jest rowny /‘
predkoéci w chwili ¢, = 4: 20 érl
”(4):?3}%:8,(4) 0 123456/780910 ¢

o Wspdlcezynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji s w punkcie B jest
rowny predkosci w chwili ¢ = 10:

v(10) = lim $W=U9 _ g(10)

t—10 t—10
Cwiczenie 1
Potozenie punktu na osi liczbowej w chwili ¢
opisuje wzér s(t) = t2. Niech t; = 1, t, = 2,  s(1) 5(2) s(3)

t; = 3. Oblicz predko$¢ érednig od chwilit; do 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
chwili ¢3 oraz predkosci w chwilach ¢y, ¢, i t3.

Cwiczenie 1
B 2
oraz:

U(to) = S’(to) = 2‘[’0

U(tl) =2t1 =2

U(tg) = 2‘[’2 =

U(t3) =2t3 =6

Uczen:

— stosuje pochodna do wyzna-
czania predkosci oraz przy-
spieszenia poruszajacych sie
cial.

MultiteZa
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Cwiczenie 2
a) W(t) = 29,4 — 24,9t =
— 29,4 — 9.8t = u(t)

Komentarz

Warto zwrécié uczniom uwage
na wyjasnienie zamieszczone pod
tabela.

4. Rachunek rézniczkowy

Jezeli cialo wyrzucono pionowo w gore (z poziomu ziemi) z predkoscia poczat-
kowa vy, to funkcje h(t) = vyt — % oraz v(t) = vy — gt opisuja odpowiednio
wysokos$é h, na ktérej znajduje sie cialo w chwili ¢, oraz predkosé v, z ktéra

porusza si¢ ono w chwili ¢ (g ~ 9,8 I jest przyspieszeniem ziemskim).

Przyktad 2 hlm]

Metalowa kula zostala wystrzelona pionowo w go- h(t) = 294t — 4,9¢2
re (z poziomu ziemi) z predkoscig poczatkowa 10

vy = 29,4 m/s. Po podstawieniu wartosci vy 1 g

do wzoru: B 30

h(t) = 'U()t — gT
otrzymujemy funkcje: 20
h(t) = 29,4t — 4,9¢* 10 \

opisujaca wysoko$é¢, na ktérej znajduje si¢ kula

w chwili . W tabeli podano wysokoséci, na ktérych

0 1 2 3 4 5 6t
Wykres funkcji h opisujacej
t[s] 0 1 2 3 4 5 6 wysoko$é, na ktorej znajdo-

wala sie kula w chwili ¢.
hlm] 0 245 392 44,1 392 245 0

znajdowala sie kula w kolejnych sekundach.

v[m/s
. 30
Cwiczenie 2 )(t) =294 — 9,8t
a) Sprawdz, czy jesli funkcja h dana jest wzorem 20
h(t) = 29,4t — 4,9t?, to jej pochodna jest funkcja 10
v(t) =294 — 9,8t. 0
. . .. . 1 2 4 t[s]

b) Przerysuj do zeszytu i uzupelnij tabele, wpisu- —10
jac predkosci metalowej kuli z przyktadu 2. w ko-

. —20
lejnych sekundach.

tfs] 0 1 2 3 4 5 6 Wykres funkcji v opisujacej

olm/s] 294 196 98 | 0  —98 19,6204 Predkosé, z ktdra poruszata
si¢ kula w chwili ¢.

Pojawienie si¢ znaku minus w obliczeniach (dla ¢t = 4) $wiadczy o zmianie zwrotu wektora
predkosci — kula najpierw poruszata sie w gére, a potem w dot.

Zadania

1. Przyjmujac, ze droge przebyta przez spadajace swobodnie cialo opisuje
funkcja s(t) = 4,9 - t? (gdzie droga mierzona jest w metrach, a czas w se-
kundach), oblicz predkosci ciala w chwilach ¢, = 11 ¢, = 3. Odpowiedz
podaj w m/s i w km/h.

Odpowiedzi do zadan
1. v(1) = 9,8 m/s = 35,28 km/h,
v(3) = 29,4 m/s = 105,84 km/h



4,9t%, v, (t) = 9,8t,

2. Na Marsie przyspieszenie grawitacyjne wy- =
v-(4) =392 2 =141,12 ¥»

nosi okoto 3,7 m/s? zatem funkcje opisujaca
droge przebyta przez swobodnie spadajace ciato
mozna przedstawi¢ w postaci s(t) = 1,85t2,
gdzie droga mierzona jest w metrach, a czas
w sekundach. Oblicz predkosci w chwili t = 4,
jakie osiagnie swobodnie spadajace cialo na
Ziemi oraz na Marsie. Odpowiedz podaj w km/h.

3. Cialo wyrzucone pionowo w gére z powierzchni hfm] 3. v(t) = 18,5 — 3,7t,
Marsa z predkoécia poczatkowa vy = 18,5 m/s 5 v(5) = 18,5 — 18,5 =0 [m/s]
znajduje sie w chwili £ na wysoko$ci: y=h(t

h(t) = 18,5t — 1,85t 40
Oblicz predkosé, z ktora poruszalto sie to ciato / \
w chwili ¢ = 5. 30
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji: / \
h(t) = 18,5t — 1,85t? 20 / \
oraz dla poréwnania wykres funkcji: = (1)
h,(t) = 18,5t — 4,9t2 10 \
opisujacej wysoko$¢, na jakiej znajdowaloby sie / \
w chwili ¢ cialo wyrzucone z ta samg predkoscia po- \ \ t[s]
czatkowa z powierzchni Ziemi. 2 4 6 8 10
Czy wiesz, ze...
Przypusémy, ze punkt porusza sie po osi liczbowej,
a funkcja v opisuje jego predkosé w zaleznosci od czasu t. v(to) ()
Przyspieszenie srednie w przedziale od ¢y do t wyraza sie za pomocg wzoru:
_ u()-v(to)
ST t—to
Przyspieszenie a(ty) w chwili ¢q jest pochodna predkosci:
a(ty) = lim v(t)v{io)

t—to t—to

4. Predkosé, z ktorag punkt porusza sie po osi liczbowej, jest wyrazona za
pomoca funkcji v. Oblicz przyspieszenia w chwilach t = 1 oraz t = 4.

a) v(t) =4t b) v(t) =t —t c) v(t) =1t — 4> + ¢
5. Wysoko$¢ w metrach, na jakiej znajduje sie kula wystrzelona pionowo

w gore, jest opisana za pomoca funkcji h(t) = 24,5t — 4,9t>. Wyznacz
funkcje opisujaca predkoséé¢ oraz funkcje opisujaca przyspieszenie tej kuli.

4. a) a(t) =2'(t) =4, a(l) = a(4) = 4

b) a(t) =v'(t) =2t —1,a(l)=1,a(4) =7

c) a(t) =v'(t) =3t — 8t + 1, a(l) = —4, a(4) = 17
5. ot) = B () = 24,5 — 9.8,

a(t) =v'(t) = —9,8

4.12. Interpretacja fizyczna pochodnej
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4. Rachunek rézniczkowy

Rachunek rézniczkowy i catkowy

Rachunek pochodnych (zwany takze rachunkiem rézniczkowym) stworzono
w XVII w. Wraz z powiazanym z nim rachunkiem catkowym stat si¢ podstawa
rozwoju fizyki klasycznej i astronomii. Umozliwil m.in. opis ruchu ciat (w tym
planet) za pomoca réwnan wigzacych ze sobg wielkosci takie jak czas, droga,
predkosc¢ i przyspieszenie.

Za tworcow rachunku rézniczkowego i catkowego uwaza sie dwéch uczonych: Isaaca Newtona
[czyt. izaaka niutona] i Gottfrieda Leibniza [czyt. gotfrida lajbnica].

Sir Isaac Newton Gottfried Wilhelm Leibniz

(1643-1727)

Niemiecki filozof i matematyk.
Pierwsza prace dotyczaca rachunku
rézniczkowego i catkowego opubliko-
wat w 1684 r. Przedstawit w niej m.in.
reguty rézniczkowania iloczynu i ilorazu
funkcji oraz wzér na pochodna funkgcji

Matematyk, fizyk i astronom angielski.
Stworzyt rachunek rézniczkowy przy
okazji prowadzonych badan - byto to
dla niego uzyteczne narzedzie, ktére
umozliwito mu $ciste sformutowanie
praw fizyki dotyczacych ruchu ciat

oraz prawa powszechnego cigzenia.
Z prac Newtona mozna sie dowiedziec,
w jaki sposéb to narzedzie wykorzy-
stywat, nie ma w nich jednak zadnego
wyktadu teoretycznego na temat

rachunku rézniczkowego i catkowego.

potegowej. Opublikowanie tej pracy
przez Leibniza wywotato w Anglii ostre
dyskusje. Oskarzono go o plagiat -
zarzucano mu, ze poznat metody
Newtona podczas pobytu w Londynie
w 1673 r. Spor trwat nawet po Smierci
uczonych. Dzi$ przyjmuje sig,

ze Newton i Leibniz dokonali tego
odkrycia niezaleznie.

R

Rachunek rézniczkowy
umozliwit opisywanie zjawisk

s ]
front Blvd' ~

zmieniajgcych si¢ w czasie.




*4.13. Monotonicznos¢ funkciji

Przyktad 1

=

—

Funkcja f: R — R okreslona za pomoca
wzoru f(z) = x jest rosnaca. Jej pochodng
jest funkcja f'(z) = 1. Dla kazdego = € R
zachodzi nieréwnosé¢ f'(z) > 0.

1 X

|
|

Funkcja g: R — R okre§lona za pomocy
wrzoru ¢g(z) =z* jest rosngca. Jej po-
chodna jest funkcja ¢'(x) = 3x2. Dla kaz-
dego z € R zachodzi nieréwnosé¢ ¢'(z) = 0.

Ogodlnie prawdziwe jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

= Jedli funkcja f w pewnym przedziale (a;b) jest rosnaca i ma pochodna,

to f'(z) > 0 dla kazdego z € (a;b).

= Jedli funkcja f w pewnym przedziale (a;b) jest malejaca i ma pochodna,

to f'(z) < 0 dla kazdego = € (a;b).

Uwaga. Przypomnijmy, ze pochodna funkcji stalej w pewnym przedziale jest w tym

przedziale rowna 0.

Przyktad 2

Funkcja f(z) = $2° —
« jest malejaca w przedziale (—oo;0),
« jest rosnaca w przedziale (0;00).

3 (wykres obok):

\ v /

=
e
I~

o] 1 X
Jej pochodna jest funkcja f'(z) = =.
Dla z € (—00;0) zachodzi nieréwno$é f'(z) < 0,
a dla z € (0;00) — nieréwnosé f'(x) > 0.
Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = —2? + 4z i podaj jej przedzialy monotonicz-

nosci. Okresl znak pochodnej funkeji f w tych przedziatach.

Cwiczenie 1
% Funkcja f jest:

fl(x)=—2z+4

— rosnaca w przedziale (—o0;2),

— malejaca w przedziale (2; co).

Dla z € (—o0;2) zachodzi nieréwnosé f'(x) > 0,
a dla z € (2;00) zachodzi nier6wno$é f'(z) < 0.

Uczen:

— korzysta z wlasnosci
pochodnej do wyznaczania
przedzialéw monotonicznosci
funke;ji,

— uzasadnia monotonicznosé
funkcji w danym zbiorze,

— wyznacza wartosci para-
metréw tak, aby funkcja byta
monotoniczna, stosujac twier-
dzenie o znaku pochodnej,

— wykorzystuje znak pochodnej
do uzasadniania nieréwnosci
trygonometrycznych.

Multitefa
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Komentarz
Warto zwréci¢ uwage uczniéw na
to, ze funkcja rosnaca w kazdym
z przedziatow:
(—00; =3) i (1;00)
nie jest rosnaca w ich sumie:
(—00;=3) U (1;00)

4. Rachunek rézniczkowy

Czy na podstawie znaku pochodnej mozna wnioskowa¢ o monotonicznosci
funkcji? Moéwi o tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

= Jezeli pochodna funkcji f jest dodatnia w przedziale (a;b), z wyjatkiem
co najwyzej skonczonej liczby punktéw, w ktoérych przyjmuje ona war-
tos¢ 0, to funkcja f jest w tym przedziale rosnaca.

= Jezeli pochodna funkcji f jest ujemna w przedziale (a;b), z wyjatkiem co

najwyzej skonczonej liczby punktow, w ktorych przyjmuje ona wartosé 0,
to funkcja f jest w tym przedziale malejaca.

Przyktad 3
1

Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f(x) = §m3 + 22 — 3z.

Wyznaczamy pochodna: f'(z) = 2?4+ 2z — 3= (v + 3)(z — 1).

Rozwigzania nieréwnosci (x 4+ 3)(x — 1) > 0 i nie- 441\ /.

réwnosci (z + 3)(x — 1) < 0 odezytujemy ze szkicu -3\ / LXx
. znak f’

wykresu pochodne;j:

f'(x) >0 dlax e (—o0;—3)U(1;00)

fl(x) <0 dlaze (—3;1)

Na podstawie twierdzenia wnioskujemy, ze funkcja f rosnie w przedziatach

(—o00; —3) oraz (1;00), a maleje w przedziale (—3;1).

Jesli funkcja f jest rosnaca (malejaca) w przedziale (a;b) i jest ciagla
w przedziale (a;b), to jest rosnaca (malejaca) w przedziale (a;b).

Funkcja f z przyktadu 3. jest wielomianem, czyli jest funk-
cja ciagla, zatem jest rosnaca w przedzialach (—oo;—3) !
i (1;00) oraz malejaca w przedziale (—3;1) (wykres obok).

1

[0] Cwiczenie 2 oM/ X

Uzasadnij, ze funkcja:
a) f(x) = $2®—x jest rosnaca w przedzialach (—oo; —1) i (1; 00) oraz malejaca
w przedziale (—1;1),

b) f(x) = 5 jest rosnaca w przedziale (—oo;0) oraz malejaca w przedziale
(05 00).

Cwiczenie 2

a) fllx)=a?—1=(z—1)(z+1)

f(z) >0dlaz € (—o0;—1) U (1;00), f'(z) <0dlaze (—1;1)

Funkcja f jest wielomianem, czyli jest funkcja ciagta, zatem jest rosnaca w przedziatach
(—o0;—1) i (1; 00) oraz malejaca w przedziale (—1;1).

b) () = 5y

12+1)2
f'(x) >0dlaz € (—o00;0), f'(z) <0dlaz € (0;00)

Funkcja f jest ciagla, zatem jest rosnaca w przedziale (—oo;0) oraz malejaca w prze-
dziale (0;00).



Cwiczenie 3
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. Odczytaj z wykresu jej przedziaty
monotonicznosci. Sprawdz odpowiedz, badajac znak pochodne;j.

a) f(z) = —a® 4+ 322 — 1 b) f(x) = ——1<
Y Y
f -
| / \\\ R g \
1 X o\ 1 X
//

\
\

Cwiczenie 4
Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f.

a) f(z)=2%—-3zx -5
b) f(x) =12°—20x + 1

c) flx) = (@*—4)(a*-1) e
d) fz) = (x+3)*(z—-1) )

Cwiczenie 5
Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f.

a) f(z) =22

x+1
r+8

b) f(z) =

Zadania

[D] 1.

[p) 2.

Wykaz, ze funkcja f jest rosnaca.
a) flx)=a®+62+8 ¢) f(r)=2>+32>+3z e
b) f(x) =2234+2x -5 d) f(z)=22%+32*+ 12z f)

Wykaz, ze funkcja f jest malejaca.

a) f(z)=-a*—=z c) fw)=—-22>+2>—-Tz e) f(z)=—-22°—x
b) f(z) = —22* — 15z d) f(x) = —a23+62*— 122 f) f(x)=—2" —4z
Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f.
a) f(z) =52°—xz+3 e) f(z)=3z"+42% -5
b) f(z) =223 — 922 + 122 — 3 f) f(z) =a* — 2% — 82* 4 162
¢) f(z)=23492? — 21z — 4 g) f(z)=a*— 622+ 8x+2
d) f(z) = —32° + 42 — 120+ 1 h) f(z) = —ta* — 22 + 22° + 24z
a) f/(z) = 322+ 6 > 0 dla = € R, wiec funkcja f jest rosnaca.
b) f'(z) = 62> +2 > 0 dla = € R, wiec funkcja f jest rosnaca.
¢) f/(z) =32% + 62+ 3 =3(x+1)> >0 dla z € R, wiec funkcja f jest rosnaca.
d) f/(z) = 62> + 62+ 12 > 0 (A < 0) dla 2 € R, wiec funkcja f jest rosnaca.
e) f'(z) =52z* +1 > 0 dla z € R, wiec funkcja f jest rosnaca.
£) f/(z) = 152" + 4 > 0 dla = € R, wiec funkcja f jest rosnaca.
a) f'(z) = =322 —1 < 0 dla = € R, wiec funkcja f jest malejaca.
b) f/(z) = —62% — 15 < 0 dla = € R, wiec funkcja f jest malejaca.
¢) fl(z) = —62%+ 22— 7 <0 (A <0) dla z € R, wigc funkcja f jest malejaca.
d) f'(z) = =322 + 122 — 12 = =3 (2 — 2)° < 0 dla z € R, wicc funkcja f jest malejaca.
e) f'(z) = —10z* —1 < 0 dla = € R, wiec funkcja f jest malejaca.
f) f'(z) = —72° —4 < 0 dla € R, wiec funkcja f jest malejaca

Cwiczenie 3

a) maleje w (—o0;0) 1 w (2;00),
ros$nie w (0; 2)

b) rosnie w (—oo; —1) i w (1; 00),
maleje w (—1;1)

Cwiczenie 4

a) ro$nie w (—oo; —1) iw
maleje w (—1;1)

b) rognie w (—o0; —v/2)
iw (V/2;00), maleje w (—v/2; /2)

c) maleje w (—oo;—@>

iw <O; @>,

rosnie w <—@;O> iw <@;oo)

(1; 00),

d) rosnie w (—o0; —3)

i w (—3;00), maleje w (—3; — %)
e) rosnie w R
f) rosnie w (—o0;0) i

maleje w (0; £)

w (§;00),

Cwiczenie 5

a) maleje w (—00;2) i w (2;00)
b) rosnie w (—oo; —8) i w (—8;00)
c¢) ros$nie w (—oo;1) i w (7; 00),
maleje w (1;4) i w (4;7)

Odpowiedzi do zadan
3. a) rosnie w (—o0; —2)
w (2;00), maleje w (—2;2)
b) rosnie w (—o0; 1) i w (2; 00),
maleje w (1;2)
c) ro$nie w (—oo0; —7)

w (1;00), maleje w (—7;1)
d) maleje w (—o0;2) i w (6; 00),
rosnie w (2; 6)

e) maleje w (—oo; —1),
rosnie w (—1;00)
f) maleje w (—o0; —2)

w (1;2),
rosnie w (—2;1) i w (2; 0c0)
g) maleje w (—o0; —2),
rosnie w (—2;00)

h) rosnie w (—o0; —6)
w (=2;2),

maleje w (—6; —2) i w (2;00)

4.13. Monotonicznos¢ funkgji



4. a) rosnie w (—o0; —2) 4. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f.

mV;1éj2«a;ov:)(—2;o) i w (0;2) a) f(z) = m+% °) f(z)= :c22—m&—1 i) flz)= ;2;11
e (o T b =) )= 2 ) @)=
Do i ) 9J@=e S 0= W = G
R e Q) fl@)=a*+ 4 h) fla) = ) f@) = 2

e) maleje w (—oo; —1)
w (1;00), ro$nie w (—1;1) i
f) rosnie w (—oo; —1) chodnej.
w (7;00), a) b) C)
maleje w (—1;3) i w (3;7) Y u/ \ Y l Y
g) maleje w (—o0; 3) / \ J \ Vs
w (7;00), / |
rosnie w (3;5) i w (5;7)
h) r(()énie \;v (—o0; —1) ON X ol 1 X o1 X
w (—1;0), \
maleje w (0;1) i w (1;00) // \’
i) maleje w (—o0;1 — v/2)
; (;an(lej;, \</1§,_ oo\},_; 143 6. Dla jakiej wa‘rtoéci parametru k funkcja f jest rosngca?
j) maleje w (—oo; —1), a) f(z) =32® +2a? + kx4 1 ¢) f(z) =2+ (k+2)x—10
(=1;3) i w (25 00), _ 9.3 _ 9.2 _ .3 2 _
roéniezw(%;l)iw(l;m b) f(z) =22* — 32* + kx + 19 d) f(z) =2+ ka*+32 -7
k) maleje w (—o0; —4), (=1;2) 7. Dla jakiej wartosci parametru k funkcja f jest malejaca?

A i 1) a) f(z) =—a+ 2%+ ka+ 14 b) f(z) = =z + kx + 10

ro$nie w (—4 ) w(—2;—
1) rosnie w ( —3)
i w (0; c0), maleje w (—3;0) @ &
5. aleje —00; — . S S y
) Hzo 33) W (-00i=2) Wykaz, ze dla kazdej liczby x € (0; §) zachodzi nieréwnos¢ tgx > x.
roénie w (—2;0) i w (3;00)
b) rosnie w (—o0; —3) 1 1—cos2z  sinz

iw (—1;00), fl(x) = —-1= = =tg°x

. cos? x cos? x cos?
maleje w (—3; —1)

5. Podaj przedzialy monotoniczno$ci funkcji f na podstawie wykresu jej po-

~n

—

N

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Rozpatrzmy funkcje f(z) =tgz — x.

J'(z) > 0dla z € (0; 5) oraz funkcja f jest ciagla w przedziale (0; 7).

c) rosnie w (—o0;0)

i w (2;00), maleje w (0;2) Zauwazmy, ze f(0) = 0, wigc f(x) > 0 dla z € (0; 7).
6. a) k € (3;00) Zatem dla x € (0; §) spelniona jest nieréwnos¢ tgx > .

b) k € (3;00)

(ci) : € <_§; ;O) Wykaz, ze dla kazdej liczby x € (0; 7) prawdziwa jest nieréwnosc:
7. a))k:é—o;;>—%> a) sinz <, *b) tgx >z + 32°

b) k € (—o0;0)

8. a) Rozpatrzmy funkcje f(z) = sinz — x.
f'(z) =cosz —1<0dlaz e (0;F) oraz funkcja f jest ciagla w przedziale (0; 3 ).
Zauwazmy, ze f(0) =0, wiec f(z) < 0 dla z € (0;3).
Zatem dla x € (O; %) zachodzi nier6wnosé sin x < x.
b) Rozpatrzmy funkcje f(z) =tgax —z — %m?’.
fl@#)= = —1-2"=tg’z—2° = (tgz +z)(tgz —z) >0dlaz € (0;F)
oraz funkcja f jest ciagla w przedziale (0; Z).
Zauwazmy, ze f(0) =0, wigc f(z) >0 dlaz € (0; F).

Zatem dla z € (0; 3) zachodzi nieréwnoéé¢ tgz > z + 12°

4. Rachunek rézniczkowy



*4.14. Ekstrema funkc;ji
Definicja
Funkcja f przyjmuje w punkcie z, minimum lokalne f(z,), jesli istnieje

0 > 0 taka, ze dla kazdego x € (xg—3J;x0+9) i ¢ # xy zachodzi nier6wnosé
f(@) > f(@o).

Funkcja f przyjmuje w punkcie 2, maksimum lokalne f(z,), jesli istnieje
0 > 0 taka, ze dla kazdego x € (xg—d;x¢+9) i © # xy zachodzi nier6wnosé

f(z) < f(xo).

Minima lokalne i maksima lokalne nazywamy

ekstremami lokalnymi (lub po prostu ekstre- Y

mami). /E\l /
Na rysunku obok przedstawiony jest wykres :

funkcji f. Ma ona maksimum lokalne w punk- L ”7|2 %

cie x; oraz minimum lokalne w punkcie . / ! O|

Warunek konieczny istnienia ekstremum

Jesli funkcja f ma pochodng w punkcie x i osigga w tym punkcie ekstre-
mum, to f'(zg) = 0 (styczna do wykresu funkcji f w punkcie (xo, f(z0))
jest réwnolegla do osi OX).

Przyktad 1
a) b) c)
Y Y Y /
\ / |
y f f f
1 \\ 1
[ \
o| 1 X o] 1 X ol 1 X

Funkcja f(z) = —(x—1)>+3  Funkcja f(z) = (zx — 1)> +1  Funkcja f(z) = (z —1)3 4+ 1
osiaga maksimum w punkcie  osiaga minimum w punkcie  nie ma ekstremum w punk-
o = 1. o = 1. cie Tro = 1.

Zwrdé uwage na to, ze wprawdzie wszystkie funkcje w powyzszym przykladzie
maja w punkcie 25 = 1 pochodna réwna 0 (styczna do wykresu funkcji jest
dla 2y = 1 réwnolegla do osi OX), ale tylko w podpunktach a) i b) funkcje
maja w tym punkcie ekstremum.

Uczen:

podaje ekstremum funkcji,
korzystajac z jej wykresu,
wyznacza ekstremum funkcji,
stosujac warunki konieczny

1 wystarczajacy jego istnienia,
wyznacza wartosci para-
metréw tak, aby funkcja
miata ekstremum w danym
punkcie,

uzasadnia, ze dana funkcja
nie ma ekstremum.

MultiteZa

® Ekstrema funkciji

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.14

Generator

testow i sprawdzianoéw

4.14. Ekstrema funkgji



4. Rachunek rézniczkowy

Warunek f'(zy) = 0 jest dla funkeji rézniczkowalnej warunkiem koniecznym
istnienia ekstremum, nie jest natomiast warunkiem wystarczajacym (dosta-
tecznym).

o Jedli funkcja f: (a;b) — R jest rosnaca w prze- (o)
dziale (a; ) i malejaca w przedziale (xg;b), to ma }

w punkcie x, maksimum. }

o Jesli funkcja f: (a;b) — R jest malejaca w prze- |

dziale (a;x0) 1 rosnaca w przedziale (x;b), to ma O| o X
w punkcie xy minimum. / \

W przypadku funkcji rézniczkowalnej o tym, czy funkcja rosnie, czy maleje
w danym przedziale, mozna wnioskowa¢ na podstawie znaku pochodnej.

Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum

= Jedli funkeja f ma pochodna w przedziale (a;b) oraz f'(x) > 0 dla
x € (a;29) 1 f'(x) < 0 dla z € (x0;b), to f ma w punkcie o, maksimum.

= Jedli funkcja f ma pochodna w przedziale (a;b) oraz f'(x) < 0 dla
x € (a;m9) 1 f'(x) > 0 dla x € (x0;b), to f ma w punkcie z, minimum.

Uwaga. Czesto mowimy krétko, ze jezeli pochodna funkcji f zmienia w punkcie zg
znak z dodatniego na ujemny, to funkcja f ma w tym punkcie maksimum, a jezeli
z ujemnego na dodatni, to funkcja ma w tym punkcie minimum.

Jezeli f'(xo) = 01 pochodna funkcji f w punkcie xo nie zmienia znaku, to w punkcie
tym funkcja nie ma ekstremum.

Przykfad 2
Wyznacz ekstrema funkcji f(x) = —3z* + 423,
f/(l‘) = —1223 4+ 1222 Wyznaczamy pochodng funkcji f.
, 3 5 . Wyznaczamy miejsca
f'(x) =0, gdy —122° + 122 = 0, czyli dla = € {07 1} zerowe pochodne;j.
znak f’ Rozwiagzania nieréwnosci f'(z) > 0 oraz
S+ A f'(z) < 0 odezytujemy ze szkicu wykresu
0 N X pochodnej.
Zatem funkcja f(l') = —3z% + 423 ma  Korzystamy z warunku dostatecznego ist-

maksimum w punkcie Ty = 1. Jest ono nienia ekstremum (w zo = 1 pochodna

réwne f(1) = -3 +4=1.

zmienia znak z dodatniego na ujemny).

W punkcie zy = 0 funkcja f(z) = —32* + 42° nie ma ekstremum, gdyz po-
chodna nie zmienia w tym punkcie znaku.



Cwiczenie 1

Wyznacz ekstrema funkcji f.
a) f(x)=—2*+3r+2 d) f(x) =32* —8x® +4
b) f(z) = 223—-32*—12z e)

¢) f(z)=22°—32°—8x f) f(z) = 32" —42° +6 0 flz) =2t

(z) = o' — 423 + 422 h) f

~

[0] Przyktad 3

Uzasadnij, ze funkcja f(x) = 13—3 — 2z% + 4x + 7 nie ma ekstremum.

Wyznaczamy pochodna funkeji: f'(x) = 2? — 4z + 4 i znajdujemy jej miejsca

zerowe:
2 —4r+4=(x—-2)P=0dlaz=2

Stad f'(x) = 0 dla x = 2 oraz f'(x) > 0 dla  # 2. Zatem funkcja f jest
funkcja rosnaca w R, wiec nie ma ekstremum.

0] Cwiczenie 2
Uzasadnij, ze funkcja f nie ma ekstremum.

a) f(z)=—2*—3z+10 b) f(z) = 2% — 62>+ 12z !

c) flz)=

34w

Przykfad 4
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) = |(z — 2)? — 4|. Podaj jej
ekstrema.

Y £
Z wykresu funkcji f odczytujemy, ze ma ona jedno \ l’
maksimum dla z = 2, f(2) = 4, oraz dwa minima \ [
dlaz=0, f(0)=0,idlaxz=4, f(4) = 0. M/ \/
Uwaga. Funkcja f nie jest rézniczkowalna w punktach ol 1 %
x =0 oraz z = 4. Y /

\ /

Z istnienia ekstremum w punkcie xy nie wynika ist- \ /
nienie pochodnej w x, (ale jesli pochodna istnieje, NS
to musi by¢ réwna 0).

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj punkty, w ktérych funkcja osigga ekstrema.
Okresl, czy sg to maksima, czy minima. Czy istnieje styczna do wykresu w tych
punktach? Czy istnieje pochodna funkcji w tych punktach?

) £(z) = —lal b) £(a) = |a* ~ 4] ) fl) = |2 -1]
Cwiczenie 3
a) 4 b) % 3 v
i \ / il
1 X \ / \
APImAY i
o1 X o] 1 X

maksimum f(0) =0
Nie istnieja ani po-
chodna funkcji w tym
punkcie, ani styczna
do wykresu w tym
punkcie.

minima f(—2) = f(2) =0,
maksimum f(0) =4
Pochodna oraz styczna

do wykresu istnieja dla
maksimum, ale nie istnieja
dla miniméw.

minimum f(1) =0

Nie istnieja ani pochodna
funkcji w tym punkcie, ani
styczna do wykresu w tym
punkcie.

Cwiczenie 1

a) f'(z) = =3(x + 1)(z - 1),
minimum f(—1) =0
maksimum f(1) =4
b) f'(z) = 6(z — 2)(x + 1),
minimum f(2) = —20,
maksimum f(—1) =7

) f(z) =2(z—4)(z+1),

112
BEIR

maksimum f(—1) = 2
d) f(z) = 1223z — 2),
minimum f(2) = —12

&) f/(x) = 4a(z - 9 — 1),
minima f(0) = f(2) =0,
maksimum f(1) =1

) f(2) = 422(2® - 3),
minimum f(+/3) = —25—4\/§—|— 6,
maksimum f(—\/g) = %\/3—}— 6
g) ['(z) = =5t dlaw £ 0,
minimum f(1) = 2,

I

minimum f(4) =

maksimum f(—1) = —2
h) f'(z) = 7252
dla z € R\ {-2,2},

maksimum f(0) =0

i) f(z) = —CHLEELD),

minimum f(—1 — /5) = %g,

maksimum f(—1 4 /5) = HS‘/E

Cwiczenie 2

a) fl(z) = —32> -3 =

= -3(z>+1)<0dlaz€R,
czyli nie ma punktu zo, dla kté-
rego f'(zo) = 0, zatem funkcja f
nie ma ekstremum.

b) f'(z) = 32% — 12z + 12 =

= 3(x — 2)?,

fi(x)y=0dlaz =2, fi(z) >0
dla z # 2,

zatem funkcja f jest funkcja ro-
snaca w R, wiec nie ma ekstre-
mum.

z2
©) f'(#) = — ez <0

dla z # 0, czyli nie ma punktu
xo, dla ktérego f'(zo) = 0, zatem
funkcja f nie ma ekstremum.

4.14. Ekstrema funkgji



Odpowiedzi do zadan Zadania

1. a) minimum f(—1) = -5,

maksimum f(3) = 27 1.

b) minimum f(2) = —19,
maksimum f(—2) = 13
¢) minimum f(2) = —113,
maksimum f(—5) = 453
d) minima f(—2) = f(2) =
—10, maksimum f(0) =6

e) minimum f(0) = —3 2.
f) minimum f(3) = —161,
maksimum f(—3) = 163

g) minimum f(2) = 4,

maksimum f(—2) = —4

h) minimum f(1) =
i) minimum f(1) =4,
maksimum f(—1) = —4

2. a) ro$nie w (—00;0) i w (0;1),
maleje w (1;2) i w (2;00),
maksimum f(1) = —4
b) rosnie w (—oo; —3)

w (—3;0), maleje w (0; 3)

w (3;00), 5.

maksimum f(0) =0
c) rosnie w (—9; —5)
w (—5; —1) maleje
W (=003 =9) i w (~1;00),
minimum f(—9) = 18,

maksimum f(—1) =2 6.

d) maleje w (—oo;

: Vi3-2,
iw <T,oo ,

_\/ﬁ+2>
3

VI3+2 \/Efz> 7.

rosnlew<— g

(= sz)— =

5

minimum f R

SEe

maksimum f(¥2-2
e) rosnie w (—o0; —3)

iw (3;00), maleje

w (=3, —V3), w (=V3;V3)
iw (V3;3),

minimum f(3) = 2,

maksimum f(—3) = —2 @ 8.

5
f) rognie w (—o0;4 — V/6)
i w (44 1/6; 00), maleje
w (4—6;4) i w (4,44 V6),
minimum
f(4+V6) =5+ 26, 3
maksimum
f(4—+v6)=5-2V6

4.a) m=-1 b)m=12

5. a) minimum dla m = —1
b) maksimum dla m = 3

&P
&

c) a € (—o0;—3) U (3;0)
a) a = 5, b = 4, maksimum,

minimum f(7) =9

b) maksimum

4. Rachunek rézniczkowy

3 [D] 3.

) a € (—o0;0) b) a € (3;00) 8.

Wyznacz ekstrema funkcji f.

a) f(z)=—-2+32+92x d) f(z)=2*"—822+6 ¢g) f(z)==x —
b) f(z) =2 —120 -3  e) f(:v):%x4+x2—3 h) f(x):%x2+é
c) f(ac)z%Jr%fle f) f(z)=a"-152>+1 1) f(x):$3+%

Wyznacz przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema funkcji f.

W) f@)= 7 0) fla)= £ &) fla) = 2
b) f(r) = 7 d) f(a) = 57 £ fla) = L5t

Uzasadnij, ze funkcja f nie ma ekstremum.

a) f(x)=2*—22+7r  b) f(z)=223-42>+3z ¢) f(zx)=—-2° -2
Dla jakiej wartosci parametru m funkcja f osiaga minimum w punkcie
Ty = 27

a) f(z) =2+ 3ma* -7 b) f(z) = 2® — ma* + 6z

Dla jakiej wartosci parametru m funkcja f ma ekstremum w punkcie xq?
Okreél rodzaj tego ekstremum.

a) f(z)=ma® —2*+x+3, xg=-1

b) f(x) = $2® —ma® 45z —3, xo=1

Dla jakich wartosci parametru a funkcja f nie ma ekstremum?

2
a) f(z) = -2+ ax b) f(z) =2 —2* +azr ¢) f(x):ww;—_(gb
a) Wyznacz wartodci a i b, dla ktérych funkcja f(z) = % osigga

ekstremum réwne 1 w punkcie xq = 3. Rozstrzygnij, czy jest to minimum,
czy maksimum. Czy jest to jedyne ekstre-

mum lokalne tej funkcji? Y
b) Funkcja f(x) = % osigga ekstre-
mum réwne —1 dla z = 2. Rozstrzygnij, f
czy jest to minimum, czy maksimum. 1
Om 2r X

Uzasadnij, ze funkcja f(z) = x +sinx (wy-
kres obok) nie ma ekstremum, mimo ze dla
nieskonczenie wielu argumentéow x zacho-
dzi réwnosé f'(z) = 0.

. a) f/(z) =322 — 2z + 7, A < 0, czyli nie istnieje = € R, dla ktérego f'(z) = 0.

Zatem funkcja f nie ma ekstremum.

b) f/(z) = 62> — 8z + 3, A < 0, czyli nie istnieje = € R, dla ktérego f'(z) = 0.
Zatem funkcja f nie ma ekstremum.

¢) f'(z) = =322 — 1 < 0, czyli nie istnieje = € R, dla ktérego f'(z) = 0.

Zatem funkcja f nie ma ekstremum.

f(@)=1+cosz, 1+cosz=0, cosz=—1dlaz=mn+2kr, keZ

Stad f'(z) =0 dla x = 7 + 2kn, k € Z oraz f'(x) > 0 dla pozostatych argumentéw,
czyli pochodna nie zmienia znaku. Zatem funkcja f nie ma ekstremum.



*4.15. Wartos¢ najmniejsza

i wartos¢ najwieksza funkcji

Przypomnijmy, ze jesli funkcja ciagta f okreslona

Y

jest w przedziale domknietym, to przyjmuje w tym

przedziale wartosci najmniejsza i najwicksza.

\

Cwiczenie 1

1
T

Podaj wartosci najmniejszg i najwieksza

funkcji f(x) = (z — 1) w przedziale:
a) (—1;2) (rysunek obok), b) (2;4).

ol 1

X

Wykres funkcji f: (—1;2) — R
danej wzorem f(z) = (z —1)2

Wartoscia najmniejsza (najwigksza) funkcji ciaglej f w przedziale {(a;b) moze
by¢ jedna z liczb f(a), f(b) lub jedno z ekstreméw lokalnych.

Warto$é najmniejsza m = f(x1),
warto$é najwieksza M = f(z2)

Przyktad 1

Wyznacz wartosci najmniejsza i najwieksza funkeji f(z)

w przedziale (—1;4).

Wyznaczamy pochodna funkcji:
f(z)=32>—-1224+9=3(2* -4z +3) =3(x—1)(z —3)
f'(x) = 0dla x € {1,3} — obie wartosci naleza do prze-
dziatu (—1;4).
W punkcie z; = 1 funkcja osiaga maksimum: f(1) = 4.
W punkcie z, = 3 funkcja osiaga minimum: f(3) = 0.
Obliczamy wartosci funkcji na koncach przedziatu:
f(=1)=-16, f(4) =4
Zatem najmniejsza wartoscia funkeji w przedziale (—1;4)
jest —16, a najwicksza 4 — warto$¢ ta przyjmowana jest
dwukrotnie.

Warto$é najmniejsza m = f(x1),
warto$é najwieksza M = f(a)

2\

3 — 622 4+ 9z

foo

1 3 X
znak f’
Y
1l
. /
\/
ol 1 X

Uczen:
— wyznacza wartosci funkcji
najmniejsza i najwigksza
w przedziale domknietym,
— wyznacza zbiér wartosci
funkcji, stosujac twierdzenie
0 przyjmowaniu wartosci
najwiekszej i najmniejszej,
— wykorzystuje wartosé
najmniejsza i wartosé
najwieksza funkcji
w zadaniach z parametrem.
Cwiczenie 1
a) najmniejsza: f(1)
najwiecksza: f(—1) =
b) najmniejsza: f(2)
najwieksza: f(4) =9

|l

0,
1,
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Cwiczenie 2

a) najmniejsza: f(2) = —4,
najwieksza: f(4) =4
b) najmniejsza: f(3) = —1,
najwieksza: f(2) = 32

Cwiczenie 3

a) f(z) = 4(z° — 1),
najmniejsza: f(1) = —3,
najwieksza: f(2) =8
b) /'(x) = — 25,
najmniejsza: f(3) = 15,
najwicksza: f(1) = 1

) f((z) =2(x—2)(z - 1),
najmniejsza: f(0) = f(2) =0,
najwieksza: f(—2) = 16

z2—
d) f'(z) = (;21(,4712)27
najmniejsza: f(0) = 0,

najwieksza: f(—\/g) =2v5—4

4. Rachunek rézniczkowy

Cwiczenie 2
Wyznacz wartosci najmniejsza i najwicksza funkcji f w podanym przedziale.
a) f(x) = t2® -3z, (1;4) b) f(x) = 4a® + 32* — 6z, (0;2)

4

Przyktad 2
Wyznacz wartosci najmniejsza i najwieksza funkeji f(z) = 22t — 12° — Lz
w przedziale (—2;8).

Wyznaczamy pochodna funkcji.

i) =32a® — 322 — o = tu(2® — 3z —4) = tax(z + 1) (x — 4)

fl(x)y=0dlax e {-1,0,4}.
Na rysunku obok przedstawiono zmiane znaku
pochodnej w tych punktach.
Funkcja f posiada minima lokalne w punktach

x = —11ix =4 oraz maksimum lokalne w punk-

cie z = 0.

Obliczamy wartosci funkcji dla tych argumentéw: f(—1) = —2, f(0) = 0,
f(4) = —8 oraz wartosci funkcji na koncach przedziatu (—2;8): f(—2) = 1,

£(8) = 96.

Zatem najmniejsza warto$é funkcji jest réwna —8, a najwigksza 96.

Cwiczenie 3
Wyznacz warto$ci najmniejsza i najwiekszg funkcji f w podanym przedziale.
a) f(x) =a*— 4z, (0;2) ¢) fz) =12t —a® +22, (-2;2)

4

b) (@) = 1750 (13) d) f(&) = s, (=30)

Czy wiesz, ze...

Odkrycie warunku koniecznego istnienia ekstremum przypisuje sie fran-
cuskiemu uczonemu Pierre’owi de Fermatowi (1601 lub 1607-1665), ktéry
dzigki swoim dokonaniom jest uwazany za jednego z prekursoréw rachunku
rozniczkowego. W pracy Methodus ad Disquirendam Mazimam et Mini-
mam podal metode znajdowania miniméw i maksiméw funkcji.

Zadania

1. Wyznacz wartosci najmniejsza i najwigksza funkcji f(z) = 2° — 322 + 2
w podanym przedziale.

a) (—1;3) b) (1;3) ) (=1;1) d) (=2;4)

Odpowiedzi do zadan

1. f'(2) = 32 — 62 = 3z(x — 2)
f(0) = 2 — maksimum lokalne, f(2) = —2 — minimum lokalne
a) najmniejsza: f(—1) = f(2) = —2, najwieksza: f(3) = f(0) =2
b) najmniejsza: f(2) = —2, najwieksza: f(3) =2

1) = —2, najwigksza: f(0) =2

2) = —18, najwieksza: f(4) = 18

= f(
¢) najmniejsza: f(
d) najmniejsza: f(



2. Wyznacz wartosci najmniejsza i najwieksza funkcji f w podanym prze-
dziale.

a) f(x)=2%—6x+1, (—2;0) c) flz)=a%—32*>—9x+2, (—2;4)
b) f(z) = 2* + 423 + 6, (—2;1) d) f(z) = —a*+22*>+6, (—2;2)

3. Oblicz wartosci najmniejsza i najwieksza funkcji f o dziedzinie D. Wy-
znacz zbiér wartosci funkcji f.

2) fle)= T2 D= (-11)  d) fle) = 12 D= (-x:3)
b) f(e)= 2=, D= (47) & f@)= =iy D= (23

¢ f) =22 D=(12)  f) fl@) = 5L D= (-1;2)

4. Dla jakiej wartosci parametru p najmniejsza wartos¢ funkcji:
fl)=a'—dz+p

w przedziale (—1;2) jest réwna 47

5. Dla jakich wartosci parametru m podane réwnanie ma rozwigzanie w prze-
dziale (—1;2)7

a) ' — 1022 +9=m b) 2> —bx+4=m

6. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie f(z) = m ma rozwiazanie
w przedziale (—1;3)7?
a) f(z) = Va? — 6z b) f(x) = Vat — 222

Wskazéwka. W podpunkcie a) znajdZ najpierw wartosci najwieksza i najmniejsza
funkcji g(x) = 2° — 6z w przedziale (—1;3).

7. Dla jakich wartoéci parametru m podane réwnanie ma rozwiazanie?
a) 3cosz —4cos’x =m b) 2sin®z — 3sinx =m

Wskazéwka. W podpunkcie a) podstaw ¢ = cosz.

Czy wiesz, ze...

Oznaczenie pochodnej funkcji f symbolem f’ wprowadzit francuski mate-
matyk i fizyk Joseph Louis de Lagrange [czyt. lagranz] (1736-1813).
Inne uzywane oznaczenia pochodne;j:

f — wprowadzone przez Isaaka Newtona (czesto stosowane przez fizykéw),
df

i wprowadzone przez Gottfrieda Wilhelma Leibniza,

D, f — wprowadzone przez Leonharda Eulera [czyt. ojlera] (1707-1783).

6. a) g(z) = 2° — 6z 7. ‘})t) cos x €3<—1§1>
¢(2) = 3(x — V)@ + V) A a
€ (—4v/2;9) f(=3)=-17f3)=
Zatem m € (—V/3Z; ¥/9). f=1 =111 ):—1,me<—1;1>
b) g(z) = z* — 242 b)t:sin?)a:€< 1;1)
§(@) = 4o — 1)@+ 1) P s o
9(=1) =g(1) = —1,9(3) = 63 f(t)f; "o s at=-—% lubt=7%
m €<—1'63> f(_T):\/Eaf T):_\/E7
’ ’ FE) =1, f(1) = -1, m e (—V2;V2)

Zatem m € (—1;v/63).

2

2.

a) najmniejsza: f(0) =1,
najwieksza:
f(=v2)=4v2+1
b) najmniejsza: f(—

=
najwieksza: f(1) 1

H‘-’»—lw

¢) najmniejsza: f(3
najwieksza: f(—1)
d) najmniejsza: f(—2
=f2)=-

najwieksza: f(—1) = f

—~
[l
~—
I
|

)
a) najmniejsza: f(0) = £,
naJWleSZ& f(=1)
=5 f(D)=(%:3)
b) najmniejsza: f(6) = 12,
najwieksza: f(4) = 16,
f(D) = (12;16)
¢) najmniejsza: f(%) ,
najwieksza: f(1) = f(2) =0,
#(D) = (~L0)
d) najmniejsza: f(—1) = —2,
najwieksza: f(1) =2,
f(D) =(-22)
e) najmniejsza: f(3) =
najwieksza: f(0) =1,
f(D) = {3555 1)

f) najmniejsza: f(0) = %,
najwigksza: f(—1) =1,
f(D) = (3:1)

4. p="7

5.

a) f(z) = zt — 1022 + 9,
f'(x) = 4z(2? - 5),

f(0)=9, f(-1) =0,

f(2) = —15,

€ (=15;9)

)f(w)*w — 50+ 4,
i) = 5(:5 +1)(z+1)(z—1),
(1) =8, £(1) =0,

£(2) = 26 m € (0; 26)

4.15. Wartos¢ najmniejsza i wartos¢ najwieksza funkgji



Uczen:
— wykorzystuje umiejetnosé
wyznaczania najmniejszej

i najwiekszej wartosci funkcji

w zadaniach optymaliza-
cyjnych.

Cwiczenie 1

a) Niech z, y — dtugosci bokéw
prostokata.

2z + 2y = 60, stad y = 30 — z,
gdzie = € (0;30)

Pole prostokata:

P(z) = (30 — z) = —z* + 30z,

z € (0; 30)

Ty = 15

Najwieksza wartos¢ funkcji:
P(15) =225

Zatem szukany prostokat jest
kwadratem o boku 15 cm.

MultiteZa

® Zastosowanie rachunku réznicz-
kowego — problem optymaliza-
cyjiny
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4. Rachunek rézniczkowy

*4.16. Zagadnienia optymalizacyjne

Jednym z najczestszych zastosowan rachunku rézniczkowego jest jego wyko-
rzystanie do wyznaczania wartosci najwigkszej lub najmniejszej — zagadnienia
takie bedziemy nazywac¢ zagadnieniami optymalizacyjnymi.

Jesli mamy wyznaczy¢ najwieksza (najmniejsza) wartosé funkeji kwadratowej,
to zamiast korzystaé¢ z rachunku rézniczkowego, mozemy skorzystaé ze wzoru
na wspoétrzedne wierzchotka paraboli.

Przyktad 1
Ktéry z prostokatéw o obwodzie 12 cm ma najkrétsza przekatna? Jaka jest
jej dtugosé?

Oznaczamy dlugosci bokéw pro-
stokata przez x iy, a dlugo$c¢ jego
przekatnej przez d, wowczas:

A= V@ TP

oraz ko$¢, ktérej najmniejsza (najwiek-
20 4 2y = 12

stad z +y =6, czyliy =6 — x.

Zauwazmy, ze: 0 <z <610 <y <6.

d Wykonujemy (jesli to mozliwe) ry-
sunek i wprowadzamy oznaczenia

literowe.

Piszemy réwnanie wyrazajace wiel-
sza) warto$é¢ chcemy wyznaczy¢ za
pomoca innych zmiennych, oraz
inne réwnania wynikajace z tresci
zadania.

Zatem dlugosé przekatnej w zaleznosci od x

opisana jest przez funkcje:

d(z) = /22 + (6 — x)?

gdzie x € (0;6).
d(z) = Va2 + 36 — 12z + 22 = /227 — 127 + 36

Podstawiamy y = 6 — x i otrzy-
mujemy funkcje jednej zmiennej.
Okreslamy dziedzine tej funkcji.

Wyznaczamy najmniejsza wartosé funkcji kwadratowe;j:

k(CC) =922 — 122 + 36 Funkcje d/i/k(i‘) = dZ(QL) najmniej-
, 1 sza wartos¢ przyjmuja dla tego sa-
Ty=—L=1223 k3)=18

2a
Czyli najmniejsza warto$é¢ funkcji d to d(3) = V18 = 3v/2.
y = 6 —x = 3, zatem szukany prostokat jest kwadratem o boku 3 cm. Jego
przekatna ma dlugos$é 3v/2 cm.

mego argumentu.

Cwiczenie 1
a) Ktéry z prostokatéw o obwodzie 60 cm ma najwieksze pole?

b) Dany jest tréjkat réwnoramienny o podstawie 16 cm i ramieniu 10 cm.
Dwa wierzchotki prostokata nalezg do podstawy tego tréjkata, pozostate dwa
do jego ramion. Wyznacz najwieksze mozliwe pole takiego prostokata.

b) Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. C
|CD| =6 cm
Z podobienstwa tréjkatow BCD i ECF
(cecha KKK) otrzymujemy: F E

|DB| _ [CcD]

|[FE] — [CF]

_ B

Y A D
(0;16).

@

ol
E
<

|

[SES
m o
VI8
(NI

stad y = 6 — %x, gdzie z
Pole prostokata:

P(z) =z (6 — 2z) = —32° + 6, x € (0;16)
Tw =8
Najwieksza wartos¢ funkcji P(8) = 24.
Zatem szukane pole jest réwne 24 cm?.



Przyktad 2
Suma dtugosci wszystkich krawedzi graniastoshupa prawidtowego tréjkatnego
jest réwna 12. Jaka najwieksza objetos¢ moze mieé ten graniastostup?

Dtugosci krawedzi podstawy graniastostupa oznaczamy

\
przez x, a jego wysokos¢ przez h. Pole podstawy, ktéra ;
jest trojkatem réwnobocznym, opisuje wzor: \
RN |
P = 1 h |
Zatem objetos¢ graniastostupa: T~ \ T
xz2/3 h - >
V= - T

Suma dlugoéci krawedzi graniastoshupa jest réwna 12, czyli 6z +3h = 12, stad
wyznaczamy wysokosé¢ h = 4 — 2z, gdzie x € (0;2). Zatem:

2
Vie) = 254 - 22) = B (222 - a?)
Wyznaczamy pochodna funkcji V: AT, znak V!

/0 4 X
V'(z) = \/?g(llx —3z?) = gx(él —3x), Dy = (0;2) / 3\
V'(z) > 0dlaz e (0;3) oraz V'(z) <0 dlax € (3;2).
Funkcja V jest ciagla, zatem rosnie w przedziale (0; %> i maleje w przedziale
<%; 2), czyli w punkcie xq = % przyjmuje maksimum: V(%) = $5V3.

16

Najwigksza mozliwa objetos¢ takiego graniastostupa jest réwna 2+v/3.

Cwiczenie 2

a) Suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidtowego czworo-
katnego jest rowna 16. Jaka najwieksza objeto$é moze mieé ten graniastostup?
b) Suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidlowego szescio-
katnego jest rowna 96. Jakie wymiary powinien mieé¢ ten graniastostup, aby
jego objetosé byta najwicksza?

c) Objetosé graniastostupa prawidlowego trojkatnego jest réwna 16. Jakie wy-
miary powinien mie¢ ten graniastoshup, aby jego pole powierzchni calkowitej
bylo najmniejsze?

Cwiczenie 3

a) Przekatna prostopadloscianu o podstawie kwadratowej ma diugo$é 6 cm.
Wyznacz wymiary prostopadlo$cianu tak, aby jego objetosé byta najwicksza.
b) Objetosé prostopadloscianu o podstawie kwadratowej jest réwna 27 cm?.
Wyznacz wymiary prostopadloscianu tak, aby jego pole powierzchni catkowi-
tej byto najmniejsze.

Cwiczenie 3
Niech z — dlugosé krawedzi podstawy, h — wysokos¢ prostopadtoscianu.

a) (zv2)* + h? =36

x = /18 — 1h2, gdzie h € (0;6)

V(h) = (18 — 1h*) h = —1h® + 18R
V'(h) = —2h* + 18, Dy = (0;6)

Dla h = 21/3 funkcja V przyjmuje mak-
simum, czyli = 2v/3.

Szukany prostopadlo$cian ma wszystkie
krawedzie réwne 2v/3 cm.

b) Objetosé: z2h = 27

h = i—g, gdzie z > 0

P(z) =22 + 4z - 2} =22 + 18
Plz)=4z -3, 2>0

Dla « = 3 funkcja P przyjmuje mini-
mum, czyli h = 3.

Szukany prostopadtoscian ma wszystkie
krawedzie réwne 3 cm.

Cwiczenie 2

Niech z — dtugosé krawedzi pod-
stawy, h — wysoko$¢ graniasto-
stupa.

a) 8z + 4h =16

h = —2x + 4, gdzie z € (0;2)
V(z) =2*(—2z +4) =

= —2g3 + 422

V'(z) = —62° + 8z =

= —2z(3z — 4), Dy = (0;2)
V'(z) > 0dlaz € (0;3) oraz
V'(z) <0dlaz e (3;2)
najwicksza objetosé: V (3) =
b) 12z + 6h = 96

h =16 — 2z, gdzie = € (0;8)
V(z)=6- 23 .(16 — 2z) =
= —3/32” + 24/327

V'(x) = 3v/32(16 — 3x),

DV’ = (0; 8)

Dla z = £ funkcja V przyjmuje
maksimum, czyli h = 13—6.
Najwiegksza objeto$¢ ma grania-
stostup, ktérego wszystkie kra-

wedzie sg réwne 18,

3
c) 28 . p=16
= 64‘/§,gdzieaz>0

32
P(x) =2 258 4 35 83 =

— G074 248

P'(z) = 3z — —61‘2/3, x>0
Dla x = 4 funkcja P przyjmuje
h= 48

=

64
27

minimum, czyli
Szukany graniastostup ma kra-
wedz podstawy 4 i wysokosé 252,

4.16. Zagadnienia optymalizacyjne



Odpowiedzi do zadan
1. Niech z,y — dlugosci bokéw

prostokata.
x -y =50, czyliy = %,
gdzie z > 0
Obwdéd prostokata:
flz) =20+ 132
f’(I) =4 1zi207 x>0
Dla z = 5v/2 funkcja f przyj-
muje minimum, czyli
y=5v2.
Zatem szukany prostokat jest
kwadratem o boku 5v/2 cm.
. Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku.

E

xT

1,5 1,5

xT

E
x-y =192, czyli y = 12—2,
gdzie z > 0
P(z) = (x+3) (2 +4) =
=204 + 4z + 38
Pz)=4-%3 >0
Dla z = 12 funkcja P przyj-
muje minimum, czyli y = 16.
r+3=15o0raz y+ 4 = 20
Wymiary kartki:
15 cm % 20 cm
.22 4 y? = 144, czyli
y=+144 — 22, z € (0;12)
f(z) = x(144 — 2?) =
= —2% 4+ 144z
fl(x) = —322 4 144,
z € (0;12)
Dla x = 4/3 funkcja f przyj-
muje maksimum, czyli

y = 46.
Zatem z = 4v/3 cm,
Y= 44/6 cm.

4. Rachunek rézniczkowy

Zadania

Ktéry z prostokatéw o polu 50 cm? ma najmniejszy obwdd?

Powierzchnia zadrukowanej czesci kartki ma wynosi¢ 192 cm?. Marginesy
gérny i dolny majg mie¢ po 2 cm, a marginesy boczne — po 1,5 cm. Jakie
powinny by¢ wymiary tej kartki, aby jej powierzchnia byta najmniejsza?

Prostokat o bokach dtugosci = i y jest wpisany w okrag o
IS
o érednicy réwnej 12 cm (rysunek obok). Jakie powinny by¢ Q,O y
wymiary tego prostokata, aby iloczyn x-y? mial najwieksza
x

wartosé?

Wtasciciel hurtowni mebli ogrodowych poprosilt swojego syna Karola o po-
moc w rozwiazaniu nastepujacego problemu. Nalezy ogrodzi¢ prostokatny
plac wystawowy o powierzchni 160 m2. Trzy boki prostokata maja by¢
ogrodzone plotem drewnianym (koszt: 200 zl za metr biezacy plotu),
a czwarty — Sciana z cegly (koszt: 800 zl za metr biezacy $ciany). Jakie
wymiary powinien mie¢ ten plac, aby koszt ogrodzenia byl najmniejszy?

W ramce ponizej podany jest fragment rozwiazania przedstawionego przez
Karola. Dokoncz to rozwiazanie.

Oznaczmy przez x i y boki prostokata. Przyjmijmy, ze D C
Sciana z cegly powstanie wzdluz boku BC. Wéwczas
koszt ogrodzenia (w zlotych) mozna przedstawié za ¥

pomocg wzoru:
k= (2z +y) - 200 4 y - 800 = 400z + 1000y A

160

Powierzchnia placu jest réwna 160 m?, czyli = - y = 160, wiec y =
Zatem nalezy znalezé argument z > 0, dla ktérego funkcja:

k(z) = 400z + 160000
przyjmuje wartos¢ najmniejsza.

Obliczamy pochodna funkcji k.

Pudetko w ksztalcie graniastostupa prawidlowego czworokatnego o obje-
tosci 96 dm?® ma zostaé¢ wykonane z dwéch rodzajéw materiatu. Material
na dolng podstawe kosztuje 200 zt/m?, za$ material na gérna podstawe
i $ciany boczne — 100 zt/m?. Jakie wymiary powinno mie¢ to pudetko, aby
koszt jego wykonania byl jak najmniejszy? Ile wyniesie koszt materiatu
potrzebnego na jego wykonanie?

4. K'(z) = 400 — 199300 "gdzie 2 > 0

Dla z = 20 funkcja k przyjmuje minimum, czyli y = 8.
Wymiary placu: 20 m X 8 m, gdzie $ciana z cegly ma dtugo$é 8 m.

. Niech & — krawedz podstawy, y — wysokos¢ graniastostupa.

koszt materiatu na dolng podstawe: 2 zt/dm?
koszt materiatu na gérna podstawe i sciany boczne: 1 zl/dm2
z%y = 96 dm®
yzz—g,gdziem,y>0
k(z) =22° + 2° + 422§ = 327 + 34

K (z) =62z — 38 = 8(c? 64)
minimum lokalne dla z = 4 dm, czyli y = 6 dm,

najmniejszy koszt: k (4) = 144 zt



6. W rogach prostokatnego arkusza blachy o wy- |
miarach 36 cm i 24 cm wycigto cztery przy-
stajace kwadraty. Nastepnie po zgieciu blachy I I

wzdtuz linii zaznaczonych na rysunku otrzymano I I

pudetko (bez gbrnej Scianki) o najwiekszej moz- ‘
liwej objetosci. Oblicz wysokosé¢ pudetka. L .

7. Drut dlugosci a dzielimy na dwie czeSci. Z pierwszej wykonujemy szkielet
sze$cianu, a z drugiej — szkielet prostopadtoscianu o podstawie kwadrato-
wej i polu Sciany bocznej dwukrotnie wigkszym
niz pole podstawy. W jakiej proporcji nalezy po-
dzieli¢ ten drut, aby suma objetosci tych bryt

\‘ Y I
36

byta najmniejsza?

8. Wierzcholki A i C prostokata OABC naleza do
osi uktadu wspétrzednych. Wierzchotek B nalezy
do paraboli o réwnaniu y = (x — 6)?, x € (0;6)
(rysunek obok). Dla jakiej dtugosci bokéw tego
prostokata jego pole bedzie najwicksze? o)

9. Wierzcholki trapezu naleza do paraboli y = —x? + 4, przy czym kohice
dtuzszej podstawy sa punktami, w ktérych parabola przecina o§ OX. Wy-
znacz najwieksze mozliwe pole takiego trapezu.

10. Wyznacz punkty nalezace do paraboli, ktorych odlegtosé od punktu P jest
najmniejsza.
a) b) c)
Y | Y \ Y [
\ 1 G lr /
y=8-2’ \ /
\ | \ /
\ | P
\ [ /8 el iR \ /
=g 41 F
\ / [ \ L
1 / 1 \\ 1 y=sr +2
O| 1 X O| 1 X O| 1 X

11. W jakim punkcie paraboli y = z? — 1 nalezy poprowadzi¢ styczng, aby
tréjkat ograniczony osiami ukladu wspoélrzednych i ta styczng mial naj-
mniejsze pole?

11. Niech (zo, yo) bedzie punktem stycznosci.

Réwnanie stycznej: y— f(20) = f/(z0)(z—x0), gdzie f(xo) = 23 —1, cayli f'(z0) = 2zo.

Zatem réwnanie stycznej przyjmuje posta¢ y = —x2 + 2zox — 1.

2
Punkty przeciecia stycznej z osiami uktadu wspétrzednych to (0, —z2 — 1), (ZOH , O) .

2z

2 3

— L. (22 Jmotl _o®g o omo 4 L

P(x0) = 3 (330+1) 209 — 2 T 2 T Ig
2 4 2

/ _ 3xg 1 _ 1 _ 3zpt2x5-1
Ploo)=F+3 -5z = 422

Najmniejsza wartosé osigga dla zo = —¥2 lub «
Zatem szukane punkty to (—ﬁ —%), (ﬁ, -2).

6. V(z) = (36 —2z)(24 — 2z)x =
= 42° — 1202° + 864z,
gdzie = € (0;12)

V'(z) = 122 — 240z + 864
Dla & = 10 — 2v/7 funkcja V
przyjmuje maksimum.
Zatem wysokos$¢ pudetka jest
réwna (10 — 2\/7) cm.

7. Niech = — dtugos¢ krawedzi
szescianu, y — dtugosé kra-
wedzi podstawy prostopadto-
$cianu, 2y — wysoko$é prosto-
padtoscianu.

122 4+ 16y = a, czyli

a— 12z = %@m
Szukana proporcja:
12z _ 12z 122 _ 3V6
16y ~ a—12z Mz - 8
3
8. |OA| =2, |0C| = 16
256
€ ==
10. a) Q(z,2?),
fz) = |PQ|* =

= z* — 1922 + 100,
f(z) = 2z(22* — 19),

) = o)
Sl

(—v2,3), (v2,3)

4.16. Zagadnienia optymalizacyjne



Uczen:

— podaje schemat badania
wlasnosci funkcji,

— bada wtasnosci funkcji
i zapisuje je w tabeli,

— szkicuje wykres funkcji na
podstawie jej wlasnosci.

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.17

Generator

testéw i sprawdzianow

4. Rachunek rézniczkowy

*4.17. Szkicowanie wykresu funkcji

Umiejetno$é obliczania granic oraz okreslania przedzialéw monotonicznosci
i ekstreméw funkcji na podstawie jej pochodnej pozwala naszkicowaé wykresy
wielu funkcji. W tym celu badamy przebieg zmiennosci funkcji, postepujac
wedlug nastepujacego schematu.

1. Okreslamy dziedzine funkcji.

2. Znajdujemy punkty przeciecia wykresu funkcji z osiami uktadu wspét-
rzednych.

3. Obliczamy granice na koncach przedziatow, w ktorych funkcja jest okre-
$lona, oraz wyznaczamy asymptoty wykresu funkcji, jesli istniejg.

4. Wyznaczamy pochodng funkcji i okreélamy jej dziedzine.

5. Wyznaczamy przedzialy monotonicznosci i ekstrema funkcji.

Wszystkie otrzymane wyniki mozemy zebraé¢ w tabeli, a nastepnie naszki-

cowaé¢ wykres funkcji.

Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = fa* — 2.
1. Dziedzina funkcji f jest zbiér liczb rzeczywistych: Dy = R.
2. Szukamy punktéw przeciecia wykresu z osiami ukladu wspolrzednych.
f(0) = 0, wiec wykres przecina 0§ OY w punkcie (0,0).
Aby znalezé punkty, w ktérych wykres przecina o§ O X, rozwiazujemy row-
nanie f(x)=0:
1wt —2*=0 & 2*(jz—-1)=0 & 2=0lubz =4
Zatem wykres funkcji f przecina 0§ OX w punktach (0,0) i (4,0).

3. Obliczamy granice funkcji f w —oo i w oco:

lim (l:L“4 —x3) = lim $4(l — l) =" 00
z——o0o V4 T——00 4 x

1
. . . [0 4]
lim (%.7}4 — a:“) = lim x4(i — l) =" 00
€T—00 xT—00 r

Zatem wykres funkcji f nie ma asymptoty poziome;j.

4. Wyznaczamy pochodng funkcji f:

f/(I) — (ilA _ 1.3)/ — IS _ 3£B2

i okre$lamy jej dziedzing: Dy = R.



5. Wyznaczamy przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema funkcji f. Cwiczenie 1

Szukamy miejsc zerowych pochodne;j: a) f(z) = —z° + 32

P -32"=0 & 2*(r-3)=0 & z=0lubx =3 ;Df I({ )(\/50)
Ze szkicu wykresu f’ (rysunek obok) odczytu- znak [’ /+Jr+ 3. lim ,f(x) '
jemy rozwigzania nieréwnosci: / 0\/3 X hr;Hf(O;:) ~ o
f'(z) > 0dlaz € (3;00), brak asymptot poziomych
fi(x) <0dla z € (—o0;0) U (0;3). o f 4 f(z) = —32°+3, Dy =R

5. Funkcja jest:
— rosnaca w przedziale (—1;1)
— malejaca w przedziatach
X (—00;—1) i (1;00)
Funkcja osiaga:
— minimum lokalne dla

zo=—1, f(-1) = -2
— maksimum lokalne dla
r <0 00<z<3 3 3<z<4 4 z>4

zo=1, f(1) =2
fz) — 0 - 0 + +  + | Y
3 —63

f(x) oo\, 0 N —63 / 0 /oo 4 f
Sprawdz otrzymany wykres,
Strzatka “\, oznaczamy, ze funkcja maleje, a strzatka , korzystajac z odpowiedniego

Funkcja f jest ciggla, zatem rosnie w przedziale 1
(3; 00) 1 maleje w przedziale (—o0; 3). Dla g = 3
funkcja osigga minimum f(3) = —63. 0

Otrzymane wyniki zbieramy w tabeli i szkicujemy
wykres funkeji f (rysunek obok).

/
-
| —

— ze ro$nie. programu komputerowego. \ o1 \ =
Cwiczenie 1

Naszkicuj wykres funkcji f. \

a) f(zr)=—a*+ 3z b) f(z) =x* —22* -8 ¢) f(z) = —z* + 222

b) f(z) = z* — 22> — 8
Przykiad 2 L. Dy =R

L .. 2. (0,-8), (—2,0), (2,0
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = T%H 3 (liIII }(é) - oi, (2,0)

1. Dziedzing funkcji f jest zbiér liczb rzeczywistych: Dy = R. lim f(z) = oo,

brak asymptot poziomych
4. f'(x) =42® — 4z, Dy =R
5. Funkcja jest:

2. Szukamy punktéw przeciecia wykresu z osiami ukladu wspélrzednych.
f(0) =1, wiec wykres przecina o§ OY w punkcie (0,1).

Réwnanie ﬁ = 0 nie ma rozwiazan, wiec wykres nie przecina osi OX. — rosngca w przedziatach
. . . . —1;0) i (1;
3. Obliczamy granice funkcji f w —oo i w oco: ( ’0).1 (1; 00) :
! 1 — malejaca w przedziatach
ngm :I,‘2—Jr1 = 0 oraz Zh_l:](;lo .’,E2—H 0 ( oQ; —1) (O 1)

Funkcja osiaga:

Zatem prostay = 0 jest asymptota pozioma wykresu funkcji f w —oo 1w oo. _ minimum lokalne dla

4. Wyznaczamy pochodng funkcji f: fﬁ) =—1L f(=1) = =9 oraz
=1, f(1) = -9
f(x) = ( 1 )l e e - ?Ililzsimurr{(loi{alne dla
241 (z241)2 (z241)2 20 = 0, £(0) 3
. s . . 0o=Y = -
oraz okre$lamy jej dziedzing: Dy = R. v
o) f(s) = ot 42" v A
. Dy =
.
(0, ),( 2,0), (v2,0) o] 1 X
3. hrf f(x) = —o0, brak asymptot poziomych / o 1 \ X
4. f'(z) = —42° + 42, Dy =R | |
5. Funkcja jest: I \ i \ l
— rosnaca w przedziatach (—oo; —1) i (0;1) I \ \ I
— malejaca w przedziatach (—1;0) i (1;00) I \ \ I
Funkcja osigga: \ I
— minimum lokalne dla zo = 0, f(0) =0 \ /
— maksimum lokalne dla zo = —1, f(—1) =1
oraz dla zo =1, f(1) =1

4.17. Szkicowanie wykresu funkcii



Cwiczenie 2
a) Prosta y = 1 jest asymptota
pozioma wykresu funkcji w foo.

/ _ 8x
(@) = =iae

Y
—_— 4 51 S B
== 3——

o] 1 X

b) Prosta y = 0 jest asymptota
pozioma wykresu funkcji w foo.

—18(z—1
(@) = e

Y

1

O] 1 X
c) Prosta y = 0 jest asymptota
pozioma wykresu funkcji w foo.

—z2
f(a) = =)
Y
T
1 ~—
ol 1 X
\\ /
Odpowiedzi do zadan
2. a)
Y
— ——
~ f
i
o 1 X
b)
Y
!
o 1 X
c)
Y
f 1
4
o 1 X

38.f-Cg-Ah-B

4. Rachunek rézniczkowy

5. Mianownik we wzorze pochodnej jest dodatni dla € R, wiec znak pochod-
nej ustalamy na podstawie licznika: f'(z) > 0 dla < 0 oraz f'(x) < 0
dla > 0. Funkcja f jest ciagla, zatem ro$nie w przedziale (—oo;0) oraz
maleje w przedziale (0; 00). Dla zy = 0 funkcja osiaga maksimum f(0) = 1.

Y
T r<0 0 >0 i
f’(iﬂ) + 0 _ TR T T
@ 0/ 1 N0 -1 0l 1 X

Wykres funkcji f jest symetryczny wzgledem osi OY'.

Zwroé uwage na to, ze oprocz wykorzystania danych z tabeli warto wyznaczy¢

kilka dodatkowych punktéw nalezacych do wykresu funkeji, np. (1, 1), (-1

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f.

a) f(2) = -

9

b) () = i

6x

o) f(x)= 57

'3)-

Zadania
1. Naszkicuj wykres funkcji f.
a) f(z) =2 —4a®+4x b) f(x) =62 —2* c¢) f(z) = 32" — 2% — 322
2. Naszkicuj wykres funkcji f.
2 _
a) f(z) = T b) f(2) = 55 ©) f2) = 5
3. Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkcji f, g i h.
\ X1 b ok
Lol L[]
1 ol & X
B¢ | |
I
Wykresy pochodnych tych funkcji przedstawione sa na rysunkach A, B, C.
Dopasuj pochodne do funkcji.
A. Y B. \ Y / C. Y ,
. |l W
\ \ AN
X | O | X ol x
I\ VL LV
| J1Io |
1.a) Y | b) Y c) | Y
/ | ;
| VT "
L |
\ZN\L | X

.__.
N

—_
— Q
—
—
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18. Zagadnienia uzupetniajace

H Szkicowanie wykresu funkcji

Przyktad 1

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = —
1.

T
=i°

Dziedzina funkcji f jest zbiér Dy = (—oo; —1) U (—1;1) U (1;00).
Dla kazdego z € Dy mamy —z € Dy oraz:

. —ac Warto sprawdzic¢
f(—.’L‘) = (—z)2 -1 =221 —f(l‘) parzystosé¢ funkcji.

Zatem funkcja jest nieparzysta (patrz str. 29), czyli jej wykres jest
symetryczny wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych.

. f(0) = 0, wiec wykres przecina 0§ OY w punkcie (0,0).

f(x) = 0dlax = 0, zatem punkt (0,0) jest tez jedynym punktem wspdl-
nym wykresu funkeji i osi OX.

. Obliczamy granice na koncach przedzialéw, w ktorych funkcja f jest

okreslona: ) )

. . = . X . -

lim — = lim &+ =0, lim w— = lim =2 =0
T——00 T — z——00 1—=% z—00 T2 —1 z—o0 1— =%

x x

Prosta y = 0 jest obustronng asymptotg pozioma wykresu funkcji f.

=1 =1
9 (] g = [g] il s
lim —— &’ —co oraz lim = o0
r——1" 2 -1 r——17 x2 -1 —1 1 X
1 1 S e wvkrea .
. [f} B ! = E] Szkic :\}kusu funkcji
lim == "=" —o0 oraz zirg =7 — ™ y=a 1
Proste © = —1 oraz x = 1 sa asymptotami pionowymi (obustronnymi)

wykresu funkcji f.

. Wyznaczamy pochodna:

f(z) = ( a7 )/ _ 1-(z? -1)-z-22  —z%2-1 Dy = R\ {-1,1}

z2 -1 (z2 —1)2 T (22 -1)2°

. Pochodna f’ jest ujemna dla € Dy, zatem funkcja f jest malejaca

w przedzialach (—oo; —1), (—=1;1) i (1;00) oraz nie ma ekstremdw.

x r<—-1 -1 -1<z<000<zxz<11 z>1 i l\f
f@ - x - 0 - x - 1l
flx) 0\, —o0 | X 00 N\ 0 \\—©0 X ocoN\,0 b \

oo

Uwaga. Poniewaz funkcja f jest nieparzysta, mozna ———_ ION1
przeprowadzié¢ badanie funkcji tylko dla € R\ {1}, \i )
naszkicowaé¢ odpowiedni fragment wykresu i odbi¢ go \ |
symetrycznie wzgledem punktu (0, 0). \ l

4.18. Zagadnienia uzupetiajgce



4. Rachunek rézniczkowy

Prosta y = max + n jest asymptota uko$ng wykresu funkcji f w oo
wtedy i tylko wtedy, gdy lim (f(z) — (mz +mn)) = 0. Wspétezynniki m
Tr—00
i n asymptoty ukosnej (jesli istnieje) wyznaczamy nastepujaco:
m = lim @, n = lim (f(z) — mx)
Analogicznie wyznacza si¢ asymptote uko$ng wykresu funkcji w —oo.

Uwaga. Funkcja moze mie¢ asymtote ukosnag tylko wtedy, gdy jej granica w foco
jest réwna +oo.

Asymptota pozioma jest szczegdlnym przypadkiem asymptoty ukosnej — o wspol-
czynniku kierunkowym m = 0.

Przyktad 2
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = t

a=2)
1. Dziedzing funkcji f jest zbiér Dy = (—o0;2) U (2; 00).
2. f(0) = 0, zatem punkt (0,0) jest punktem przeciecia z osig OY .
f(xz) = 0dlax = 0, zatem punkt (0, 0) jest tez jedynym punktem wspdl-
nym wykresu funkcji i osi OX.

3. Obliczamy granice na koncach przedzialéw, w ktérych funkcja f jest
okreslona:

. a’}2 . xT . x2 . xr
lim — = lim —5 = —00, lim — = lim — =0
T——00 T—2 z——00 1=% z—00 T—2 z—oo 1—=
4 4
2 (] g2 [F]
lim — =" —0co, lim — =" o0
z—2—- T—2 z—2+ T—2

Zatem prosta x = 2 jest obustronna asymptota pionowa wykresu funk-

cji f. Sprawdzamy, czy istnieje asymptota ukosna jej wykresu.
2

s f(il?) 3 55172 x
m = lim —— = lim 2= = lim — = lim 2:1
z—00 I z—oo I z—00 T—2 z—o0 1—%
2
q q = 2
n = lim (f(z) — ma) = lim (—71 x) = lim =242 _
T—00 T—00 Tr—00 x—2
. 2 2
= lim == = lim —<; =2

Zatem wykres funkcji ma w oo asymptote ukosng o réwnaniu y = x + 2.
Podobnie wyznaczamy asymptote uko$na wykresu funkcji w —oo. Jest
to tez prosta y = x + 2.

4. Wyznaczamy pochodna:
, 2\ op(z—2)-221 2_4
o= (5) = 25— - o =R\

r—2



5. fl(z) =0 & 2* —42=0 & Y

I
< 2(zr—4)=0 & z=0lubz =14 %
f'(z) > 0dla z € (—o00;0) U (4;00) \\

|

i
f'(z) < 0dla z € (0;2) U (2;4) \J %
Funkcja f jest ciagla, zatem roénie w prze- 2
dziatach (—o00;0), (4;00) oraz maleje B
w przedzialach (0;2), (2;4). /()/
W punkcie zy = 0 funkcja f osiaga mak- b
simum f(0) = 0, w punkcie z; = 4 osiaga p
minimum f(4) = 8. — =
T <0 00<z<2 2 2<z<44 >4 7 \\
fll)y + 0 - X - 0 + \l
f@) =00/ 0 \i—o0 x oo\, 8 [0 ||
Przyktad 3

Naszkicuj wykres funkcji f(z) =
1.

22

a1t

Dziedzina funkcji f jest zbiér Dy = (—oo; —1) U (—1;1) U (1; 00).
Dla kazdego € Dy mamy —x € Dy oraz:

flemy = £22 = 22 g

B R

wiec funkcja jest parzysta, czyli jej wykres jest symetryczny wzgledem
osi OY. Zbadamy zatem przebieg funkcji f dla = € (0;1) U (1;00)

z2

(zauwaz, ze w tym zbiorze f(x) = -=5).

. f(0) = 0, wiec wykres przecina o§ OY w punkcie (0,0).

f(z) =0 dla z = 0, wigc punkt (0,0) jest tez jedynym punktem wspdl-
nym wykresu funkcji i osi OX.

. Obliczamy granice na koncach przedzialow, w ktorych funkcja f jest

okreslona:

1 1
. 22 (o] . 22 [gF]
lim — =" —o00 oraz lim — ="
z—1- -1 z—1+ ¢—1

Oznacza to, ze prosta = 1 jest obustronng asymptota pionowa wy-
kresu funkcji f.

. (E2 . xT
lim — = lim — =

I—00 x—1 T—00 1—5

4.18. Zagadnienia uzupetiajgce



Odpowiedzi do zadan

1. Funkcja f ma asymptote
uko$na, czyli

lim 22 = lim 2 jest

stata i rézna od zera.
Zatem st (u) = st (v) + 1.
2. a)

Poniewaz granica funkcji f w oo jest réwna oo, sprawdzamy, czy istnieje
asymptota ukosna jej wykresu.

x
m = lim £%) = fim 2T = lim % = lim =1
z—00 T z—00 I T—00 T— T—00 1—5
2 2 2
n = lim (f(x) — mz) = lim (x— —1-&0) = lim &2t
T —00 z—00 \T—1 T—00 x—1
q . 1
=lim — = lim — =1

r—o00 T—1 T—00 1—5

Zatem wykres funkcji ma w oo asymptote ukosng o réwnaniu y = x + 1.

. Wyznaczamy pochodna:

Y / ,
I 1% ; . (ﬁ) _ 2z(z—1)-x%1  z%-22 . .
\\ // f (1‘) — \z-1 - (w71)2 - (x71)2’ YIS <0a 1) U (17 OO)
7 Cf2)=0 & 22—22=0 & 2(z—2)=0 & z=0lubz =2
1 fi(x) >0dlax € (2;00) oraz f'(z) <0dlaz e (0;1)U(1;2)
y X Funkcja f jest ciagla, zatem maleje w przedziatach (0;1) i (1;2) oraz
ro$nie w przedziale (2;00).
7 \l W punkcie z, = 2 funkcja f osigga v y
y { minimum f(2) = 4. N f
7 Z
b) T 00<z<l 1 l<z<22 2>2 X ,' i 7
'FY l| f’(x) 0 _ X _ 0 + > X s
,l l\ f@ 0 N-oo x oo\ 4 oo Meod e
// \\ Szkicujemy wykres funkcji f dla 4l -
x € (0;1) U (1; 00) — kolor czerwony. oS X
X Pozostaly czeéé wykresu — kolor nie- % il N
’I \ bieski — otrzymujemy, korzystajac 7 S
z symetrii wzgledem osi OY. ’ S
Funkcja f osigga minima w ¢ = 2 i ; = —2 oraz maksimum w x5 = 0.
o) Asymptota ukosng w oo jest prostay = x+1, aw —oo prostay = —z+1.
\ Y
\\ \\ 't 1. Dana jest funkcja wymierna f(x) = ZE;;, gdzie v i v sg wielomianami.
Jaka jest zalezno$¢ miedzy stopniami wielomianéw u i v, jesli funkcja f
\\ 1 ma asymptote ukoéna niebedaca asymptota pozioma?
O X 2. Naszkicuj wykres funkcji f.
3 2_
\ a) flo)=a+ 1 ¢) fla)="F2 e) flx) = T2t
| 2 2 2
+1 -3
‘\ b) f(z) = 5 d) flz) = =57 f) f@) =1
Gy °) v ) TR<Em
| oo
/ I/ N /
/ | / s
/ ll Z N ;
BN | 9) 4 X N
=7 s N /
1 i 7
X s \ /
I 7 f N
| | N
,l y Z X
N
l v / \
| 2 ! | S

4. Rachunek rézniczkowy




Odpowiedzi do zadan

1.2)0 b) —1 )2

Zestawy powtdrzeniowe

d) 2 e)4f)2
M Zestaw | 2.2)2 b) 3 ¢)2
, , 3. a) li =4
1. Oblicz granice. ) o 1)
2 2 3_ b) lim f(x)=0
a) lim 2°=20+1 ¢) lim Zt0e+8 e) lim —Z°=8 ) lim f(z)
z—1 x—1 zo—d T2H+TT+12 22 T2—x—2 .
) ) s hm+ (z)=5
. x?—8x+15 . 2 —10x+9 . xd—x?—x+1 T2
b) }gli% —Q d) }g{% 22 1lot18 f) iliq 3 3512 Granica nie istnieje.
. . 4. a), b), f) —©
2. Oblicz granice. 0, d), €) oo
. x—5 . VT+x—1 . V2x—T-1
8) lim o= b) Jim = ¢) =T L, [E]
8- a) Im oty =~
3. Sprawdz, czy istnieje lin% f(x). Naszkicuj wykres funkcji f. [%]
o lim —23 _ "E oo
2 st (@5)(=+1)
T4 dlaz#2 2—4  dlaz<?2 vost .
a) f(:v) — r—2 b) f(x) — ) Granice jednostronne sa réz-
1 daz=2 20 —x —1 dlazxz > 2 ne, zatem nie istnieje granica
hH}) EZszfE') .
4. Oblicz granice. [L]
im —— im = jm =t b) lim YL "= o
a) yhj?f z—5 C) 111%1}117 4—x e) IIE?Jr z2—2—6 ) z—0-
. z—1 . -3 : z+1 . 1ta [D%F]
b) R e 0.1, e S e
5. Zbadaj, czy granica istnieje. Granice jednostronne sa r6z-
ne, zatem nie istnieje granica
a) lim _x=3 b) lim vitz ¢) lim \/ 1+a2 lim Nies)
75 r2—4x—5 z—0 T z—0 || [ 1 }
. . . \/14+x2 @
6. Oblicz granice. c) zlfg{ Ta] =" &3
. 4 2 . Bx42 . —224x 1
a) lim (32" — 2” +6) d) Jm 5 g) Jim s lim Yote2 ] 0
. 5 9 . 9z 42z . 2z —x+1 w0
b) fim (=8a%+a%+a) o) lm gl b m S5 Zatern iz ST = 00
3_..2 3 _
c) lim (=bz* -2z +1) f) lim Soroattl i) lim zbel 6. a) 0o b) o0 ¢) —oo
. . 1—4g3 o z+2
Lo T==% om0 d)2 e)3 f) -2
7. Wyznacz asymptoty wykresu funkcji f. g) 0 h) —oo i) o0
-1 2221 1 7. a) x = 0 — pionowa obustron-
a) f(z) = — ) f@)= g O @) =5 na, y = 1 — pozioma w £00
2 b) x = —4
_ xr _ X _ / 2 [}
b) f(z) = z2-16 d) f(z) = 1+z f) flz)=vi+a’+ta T = 4 — pionowe obustronne,

e . , . . . . . y = 0 — pozioma w £o00
@ 8. Uzasadnij, ze rownanie ma rozwiazanie nalezace do podanego przedziatu.

c) z =2,
a) —3z*+ 62> +5=0, (0;2) b) 2° =5 + 22 —7=0, (-2;-1) x): 3 — pionowe obustronne,
y = 2 — pozioma w £00
8. a) Niech f(x) = —3z* + 622 + 5. d) = —1 — pionowa obu-
Funkcja f jest ciagla w przedziale (0;2) oraz f(0) =5 > 0, f(2) = —19 < 0. Zatem stronna
na podstawie twierdzenia o przyjmowaniu wartosci posrednich funkcja f ma miejsce e) = 0 — pionowa prawo-
zerowe w przedziale (0; 2), czyli réwnanie —32* 46245 = 0 ma rozwiazanie nalezace stronna,
do tego przedziatu. x = 1 — pionowa obustronna,
b) Niech f(z)=z° — 52 + 2> — 7. y = 0 — pozioma w co
Funkcja f jest ciagta w przedziale (—2; —1) oraz f(—2) =5 >0, f(—1) = -2 < 0. f) y = 0 — pozioma w —co

Zatem na podstawie twierdzenia o przyjmowaniu wartosci posrednich funkcja f ma
miejsce zerowe w przedziale (—2; —1), czyli réwnanie z° — 52° 4+ 2> — 7 = 0 ma
rozwigzanie nalezace do tego przedziatu.

Zestawy powtorzeniowe



9. a) lim f(z)=

10.
11.

x—1"

=lim (2z—-1)=1

x—1"

lim f(z)= lim £ =1
z—1+ f( ) z—1+ €

lim f(z) = lim f(z) =
x—1" z—1t

=1=f(1)
Zatem funkcja f jest ciagla.
Y
1 £
1 - J
ol|/ 1 X
b) lim f(z) =
r—27
= lim -2; = -2
f
lim f(z) = lim (z —3) =
z—2+

z—2+

lim f(z)#£ lim f(z),
z—1~ z—1t

zatem funkcja nie jest ciagla

w o = 2.

Y

1 f
—l 1 X

a) tak, a = —5 b) nie

a) f'(z) = —202° + 2% + 1,
F(1)=-18

b) flz)=-F+ 5+ 7,
fa=o0

¢) f@)=-F+ 5%

£/(1) = -5%

d) f(x) =22, /(1) =3
e) f(z) = ZFTr,
F)=2

f) f(z) =22, f(1) =2

4. Rachunek rézniczkowy

Vv

9. Zbadaj cigglosé funkcji f i naszkicuj jej wykres.
o) 22— 1 dlaz <1 e 2 dlaz <2
a) f(x)= 1 b) f(x) =4 *~
- daz>1 r—3 dlaz>2
10. Czy mozna tak dobraé¢ warto$é¢ parametru a, zeby funkcja f byla ciagta?
5 Qlaxr <0 RV i | P #2
a) fz)=q ** b) f(x) = 22
a dax>0 a dla xz =2
11. Oblicz wspétczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji f w punkcie
o odcietej rownej 1.
W) f@) =5t S ha o) flo)= S - o) fla)=EF
3 x2 VT 1+x2
1 1 222 -9
b) f(e) = 5 - L 2E &) @) =@ -VE ) fla)= 2
M Zestaw Il
o -, C 2z2+1 . )
1. Dla jakiej wartosci parametru a granica ig& P jest réwna:
a) 1, b) 2, c) —oo?
2. Oblicz granice.
4
a) lim (z— V) ¢) lim (\/ 2 + 22 + m) e) lim —Vz_:l'%
. 7T . A/x2+42z . A/x243
b lim (V7 20) ) lim bl o
3. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie o odcietej xg.
a) f(z)=32>+1,2=0 d) f(z)=(z—4)3 20=3
3 _
b)f(m):%+x,w0:_1 e) f(x):%gal"o—l
c) f(ac)—lflx—Q f) f(ac)—ggz*1 xo=1
T s 40— T 24 0 —
4. Wyznacz réwnania stycznych do wykresu funkcji f(z) = %1‘3 —2x+1, jesli:
a) sg one réwnolegle do prostej o réwnaniu y = 7z — 4,
b) sa one prostopadle do prostej o réwnaniu y = —%m + 1,
¢) tworza one z osia OX kat 135°.
5. Wyznacz przedzialy monotonicznoéci funkcji f.
a) f(x)=223+322—122+1 c) flx) = JETH e) flz)=a?— %
2
b) f(z)=a% —32%+ 32 +5 d) fl@) = 5 f) f(z)=4dz+
Zestaw |l
1.a)a=2 b)a=1 ¢c)a=0
2.a)oc0 b)0 ¢) -1 d) 0 e) oo f) 5
B.a)y=1b)y=22+2 ¢c)y=—22 d)y=32-10 e)y=3z—-5 f)y=—2z+2
4. a

La)y=Te+19,y=Tz—17 b)y=20— L3 y=20+ 22
)

W) g = = 54— =

. a) rosnie w (—o0; —2) i w (1; 00), maleje w (—2;1)

b) rosnie w R

¢) maleje w (—00;0) i w (0;00)

d) rosnie w (—o0; —2) i w (0; 00), maleje w (—2; —1) i w (—1;0)
e) maleje w (—o0; —1), rosnie w (—1;0) i w (0; c0)

f) rosnie w (—oo;—1) i w (1;00), maleje w (—3;0) i w (0; 3)



6. Wyznacz ekstrema funkcji f. 6. a) minimum f(—%) = —33,
5 2_4 maksimum f(—1) = —2
a) f(z)=a%+ §x2 +2z d) f(x) = z2—+4 g) f(x)=Vat+222+2 b) minimum f(—2) = 324
PR el _ aw— T O minimum f(-2) = 1,
b) f(xz) =xz* — 62> +8z e) f(z)=x+ = h) f(x) 2zt — 2?2 + 1 maksimum £(2) = 1 p
2z _ 3z . 2242 d) minimum f(0) = —1
c) flz)= x2+4 f) flz)= 22+4z+4 i) flz)= \/ 2241 e) minimum f(2) =3
T U . f) maksimum f(2) = §
7. Wyznacz wartos¢ najmniejszg i warto$¢ najwieksza funkcji f w podanym o
. g) minimum f(0) = v/2
przedziale. - 1 1
3 = h) minimum f(—3) = f(5) =
a) f(m) = — 6"177 <_273> C) f(.’L‘) = 932—+4’ <_434> = @7 maksimum f O) =1
b) fla) = 25 (0:8) d) f(a) = /2000~ ). (1:3) i) malsimu f(0) = V2
v . a) najmniejsza:
8. Przedstaw pole P prostokata (rysunek ponizej) jako funkcje zmiennej . f(V2) = —4v2,
Dla jakiego argumentu z pole jest najwieksze? Podaj wymiary prostokata najwigksza: f(3) =9
o najwiekszym polu. b) najmniejsza: f(0) = —4,
77777 najwieksza: f(8) =0
a) b) 9 c) ¢) najmniejsza: f(—2) = —i,
najwieksza: f(2) = &
1 2z d) najmniejsza: f(1) = 4,
2z 1 najwieksza: f(3) =6
12 . a) P(x) = 24z — 1222,
z€(0;2),z=1,2x6
b) P(z) = 2zv/1 — 22,
ze01),z=¥, vV2x L2
= 1 4 c) P(z) =4zv1 — 22,
e ze(0l),r="2,v2x2
9. Naszkicuj wykres funkcji f. - h) 1; f
+2 1 e e
a) flz)=a'+at—e—1 d) fl@) = 55 ) 1@) = s ol 1 X
8z 6 q
b) f(x) = 2t + 22 — 2 0 J@) = 2 W) f) = ot ) I
—2 2322
¢) f(x) = ta® — La? ) f)= o= Q) fla)= L #
10. Naszkicuj wykres funkcji f. Dl 1 x
222 x3 x3
a) f(z) = 5= b) f(z) = — ) f(x) = =z
11. Naszkicuj wykres funkcji f. f
a) f(z)=z-2Vx b) f(z)=(@A—-a)Vz  *c) f(z)=(z—2)’Vz /
I
I
10. ¢) Y l 11.a) v b)Y Y I
LS |
\ |
\_’ x
! ol | % |
\ \ |
o X fl
\ /
3 ) £ /
\ oli_— X XU
| \ O] 1 X

Vv

Zestawy powtorzeniowe



dlanauczyciela.pl | Klaséwka 4

Generator

testow i sprawdzianow

4. Rachunek rézniczkowy

@ Sposéb na zadanie

Przyktad
Jakie jest najwieksze mozliwe pole trapezu réwnoramiennego, ktérego ramiona
i krétsza podstawa maja dlugoséé 27

W trapezie ABCD (rysunek obok) niech x = |AE]|.

Wéwezas wysoko$é trapezu jest réwnas: 2 ¢
h =22 — 22 =4 — 22, gdzie x € (0;2) 2 L 2
Pole trapezu: a B
pP= w |DE] A T E F B

zapisujemy jako funkcje zmiennej x:

P(z) = BE2*2 rad = 2+ a)VI— 2 = /(2 + 2)2 (4 — 2?)
P(z) =+—2* — 423 + 162 + 16

gdzie x € (0;2).
Nastepnie wyznaczamy najwieksza warto$é funkcji P. W tym celu mozemy:

» wyznaczy¢ pochodng funkcji P:
1

Plx) = (=423 —122% + 16

(=) 2¢/—at—4234+160+16 ( )

lub
« rozpatrzy¢ funkcje pomocnicza:
f(z) = —2* — 423 + 162 + 16
gdzie x € (0;2).
Funkcja y = v/t jest rosnaca, wiec funkcje P i f osiagaja warto$é¢ najwieksza
dla tego samego argumentu x.
f(z) = —4x® — 122% + 16, gdzie z € (0;2)
—4x* — 12224+ 16 =0 dlax € {-2,1} (sprawdz)
Z zalozenia x € (0;2), zatem f'(z) =0z = 1.

Funkcja f ro$nie w przedziale (0;1) 1 maleje N mmlﬂk f
w przedziale (1;2), zatem dla x = 1 funkcja f -5 —

oraz funkcja P osiagaja wartosci najwieksze.
P(1)=y-1"—4-13416- 1+ 16 =27 =33
Odpowiedz: Najwieksze mozliwe pole takiego trapezu jest réwne 3v/3.




Zadania testowe

)

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

©

3_
lim ac_28 = a, gdy:

r—2 T—

A.a=12, B. a =38, C.a=4, D. a=2.

Wskaz wzér funkcji, dla ktorej lim1 flx)=-1.

-1 —1
A. f(x) = lx_x4 C. f(x) = 1x_£2
1 2.1
B. f(z) = lmixs D. f(z) = xxj
Prosta dana réwnaniem x = —3 jest asymptota pionowa wykresu funkcji:
2_9 2_ =
A fa)= 222, C. fla) = 28,
_z2-9 2’426
B. f(z) = 05 D. f(z) = —5—
. z4+a dlax € (—o0;—2) | .
Funkcja f(x) = ) jest ciagta, gdy:
—sz+2 dlax e (-2;00)
A.a=06, B. a =5, C.a=1, D.a= -2
Styczna do wykresu funkcji f(z) = x;—s w punkcie o odcietej g = 2 ma

wspotezynnik kierunkowy réwny:

A. 6, B. 4, C. -3, D. 7.

Styczna do wykresu funkeji f(z) = 2? — 4 poprowadzona w punkcie (2,0)
tworzy z osia OX kat a. Wartosé bezwzgledna réznicy 5 — « jest najmniej-

sza, gdy:
A. B = 45°, B. § =52, C. 5 = 60°, D. 8 = 76°.
. o 3x so. . .
Funkcja f(x) = T, rosnie w przedziale:
A. (=3;-1), B. (—1;1), C. (1;3), D. (3;00).
Najmniejsza warto$¢ funkcji f(z) = 2* — 42? — 3 w przedziale (0;4) jest
réwna:
A. -7, B. —4, C. -3, D. 0.

Jaki jest najwigkszy mozliwy iloczyn liczb 22 iy, jezeli z > 01 2z +y = 47
A& B. 16 C.2 D. 4

9

y=4—-2z,z>0
flz) = 2%(4 — 22) = —22° + 422
fl(z) = =622 + 8z = —2z(3z — 4)

maksimum lokalne dla zo = %, f(%) = g’—‘?‘

. lim

(z—2)(z2422+4)
72 z—2

= lirr%(av2 + 2z +4) =12

. A. f(z) —(1-z)

T G o0t
_ —1
= (1+z)(1+z2)?
lim1 f(z) nie istnieje
T——

_ —(A-—=z) —
B. f(z) = mayrreran =

_ =1
= 1+z+zx2?

o=1 — =1
(1-z)(14=z) — 1+=z?

C. f(z) =

lir£11 f(x) nie istnieje

D. f(z) = z+1, lir£11 f(z)=0
lim (z+a)=-24+a=

T——2"

= f(-2)
im (~de+2) =3
Zatem funkcja jest ciggta dla
a=2>5.

A
 fl(x) = (12_3)32_

a=f'(2)=-T7

. fl(z) =2z

a=f(2)=4=tgo,
czyli a ~ 76°

. f’(l‘) _ _3(1—1)(z+1)

(z2—2+1)2

. fl(z) = 423 — 8z = 0 dla

T € {—\/5,0, \/5},
f (\/5) = _77 f(o) = _37
£(4) =189

Zadania testowe



Odpowiedzi do zadan

. (Br+4)(z2-2) 1 _
1. im, GG~ % =
T——3
=0,02(7)

Nalezy zakodowaé: 027.

2. z € (—o0; —1) U (0; 00)

, 2z—#

F@) =73t
f/(1) = ¥2 ~0,3536
Nalezy zakodowac: 353.

3. f(1) = ~3 = ~1,(6)
flx) =2% -2
fl(x)=0dlaz=+2
Funkcja f rosnie
maleje w (—v/2;/2),
zatem najwieksza wartosé
w przedziale (—oo; 1) osiaga
dla z = —\/5.
f(=V2) = 22 ~ 1,8856
Nalezy zakodowac: 188.

4. Niech f(z) = 22° — £2° — 3a,
z € (0;1).

f0)=0, f(1) =3
m € (—%; 0)

6. f(a) = —a§i4
I'(a) = Moo
15 = . 165) =~ %
Warto$¢ najmniejsza:

najwieksza: f(—2) =3

7. Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku.

D 4 C

h Rl \4
B B
A 4 FE T B

h=+16 —x2, x € (0;4)

Pole trapezu:

P(z) = 82 . /16 — 22,
z € (0;4)

z2 4 4o
P/(%')——\/Jl%zzs,l‘e((),ll)

4. Rachunek rézniczkowy

@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-3 odpowiedZ ma postaé trzycyfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)
Oblicz: 33 +422-62—8

lim
92216

z—»—%

Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzyma-
nego wyniku.

Zadanie 2 (2 pkt)
Oblicz wspolczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji:

o= o T

w punkcie zy = 1. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dzie-
sigtnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 3 (2 pkt)

Wyznacz najwigksza warto$é funkcji f(z) = % — 2x w przedziale (—o0;1).
Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dzie-
sietnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 4 (4 pkt)
Dla jakich wartogci parametru m réwnanie 22:° —
nalezace do przedziatu (0;1)7

3

51“2 — 3z = m ma rozwiazanie

Zadanie 5 (5 pkt)

Bok kwadratu ABCD ma dlugo$é 2v2. D L C D C
Wierzchotki K i L tréjkata réwnoramien- E I

nego AKL (gdzie |AK| = |AL|) naleza do % 5

bokéw kwadratu (rysunek obok). Przed-

staw pole P trojkata AKL jako funkcje

jego wysokosci z (gdzie x = |AE|). Okredl 4 B A K B

dziedzing funkcji P. Zbadaj ciagloé¢ tej funkcji i naszkicuj jej wykres.

Zadanie 6 (5 pkt)
Wyznacz warto$¢ najmniejsza i warto$é najwieksza funkcji:
. 4x—3az?

fla)= I e
w przedziale (—5;5).
Zadanie 7 (7 pkt)
Dany jest trapez prostokatny ABC D, ktérego ramie AD jest prostopadle do
dluzszej podstawy AB. Krétsza podstawa DC oraz ramie BC maja dlugosé 4.
Oblicz wysoko$é takiego trapezu ABC D spelniajacego podane warunki, kté-
rego pole jest najwieksze.

5. |AC| = |AB| - V2 =4 lim P(z) = lim 2> =4

z—2~ z—2~

1°z € (2;4) lim P(z) = lim (4 —2?) =4
|KE|=|EC|=4—x s=2¥ o2t '
Pl)=1 2 |KB| .z =o(a—z) S Pl)= i Plo) =4, coyl
2° z € (0;2) 9101312 P(z) =4 = P(2), stad funkcja
|KE| = |EA| = jest ciagla w zo = 2.
P(z)=32-|KE| -z =2? Funkcja P jest ciagta.
Zatem:
P(:c):{ e ) dla z € (0;2) / P
4z —2® dlaz € (2;4) ) \
D = (0;4) - -
o[ 1 X




