5 Statystyka

Ponizsza tabela zawiera szacunkowe dane dotyczace liczebnoéci populacji bo-
bra na terenie Polski w wybranych latach. Dane te pokazuja, ze od ostatniego
¢wieréwiecza XX wieku nastepuje ciaggly przyrost populacji bobra w naszym
kraju.

Rok 1976 1980 @ 1982 1986 @ 1992 1994 2003 @ 2020
Liczebnos¢ = 500 = 1000 1800 = 3000 6000 7400 20660 137000

Na podstawie: Krajowy plan ochrony gatunku. Bébr europejsksi,
oprac. Andrzej Czech, Krakéw 2007; www.wody.gov.pl

W tym rozdziale poznajemy pojecia statystyczne zwiazane z analiza danych.
Wykorzystuje sie je do opisu réznych zjawisk, takze przy podejmowaniu klu-
czowych decyzji gospodarczych i spolecznych.

Multiteéa

® Czy olej rybny wptywa na
inteligencje?

® Czy mozna wierzy¢ 1Q?

® Diagram Nightingale

* Najpopularniejsze zwierze
domowe

* Nieprzewidziana wygrana

® Wizualizacja danych

® Zliczanie tlumu

® Zwykty Joe
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Uczen:

— oblicza $rednig arytmetyczna
zestawu danych,

— oblicza $rednia arytmetyczna
danych przedstawionych na
diagramach lub pogrupowa-
nych w inny sposob,

— wykorzystuje w zadaniach
Sredniag arytmetyczna.

Cwiczenie 2
T = 35000 ~ 3889 [z1]

siedmiu pracownikéw
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5. Statystyka

5.1. Srednia arytmetyczna

Przykfad 1
W tabeli podano, ile punktéw zdobyli = 4 g 18 10 20 16 12
dwaj zawodnicy A i B w szesciu kolejnych

meczach koszykowki. Bl24|18|4]0]0]2

Srednia liczba punktéw zdobytych przez zawodnika A:
8+ 18+10+20+ 16 + 12 — 14
6
Srednia liczba punktéw zdobytych przez zawodnika B:
2441844404042 _ ¢

6
Definicja
Srednia} arytmetyczna n liczb: z,x,,...,x, nazywamy liczbe:
r1+x2+ ...+ Ty

f:
n

Zamiast ,$rednia arytmetyczna” bedziemy czasami pisaé krétko: érednia”.

Cwiczenie 1

W tabeli podano oceny z wybranych przedmiotéw otrzymane przez troje
uczniow klasy III na koniec semestru. Oblicz $rednie ocen uzyskanych przez
Basie i Tomka (zauwaz, ze Tomek nie uczy si¢ jezyka francuskiego).

- | = g g

v < o 8 | ko s ¥ <

4 20 =t o g 20 < = s 8

3 = & 15) 5) o =4 g &b =

21 E|E | E| 2|2 5| 2|8 |t

S |ls | s |EB|lS A& |D|O|B|d

Agnieszka 6 5 5 5 5 4 3 5 4 4,6

Basia 2 1 2 3 4 3 4 3 2 5 2.9

Tomek 5 4 — 5 3 3 4 4 5 3 4.0
Cwiczenie 2

Wynagrodzenia miesieczne pracownikéw pewnej firmy wyniosty (w zlotych):
3300, 3250, 5500, 3350, 7500, 3300, 3000, 3100 i 2700. Ilu pracownikéw tej
firmy otrzymato wynagrodzenie ponizej Sredniej?



Cwiczenie 3
Oblicz érednie arytmetyczne zestawéw danych A, B i C. Sformutuj wniosek.

A={7,7,3,4,4,11}, B={17,17,13,14,14,21}, C = {27,27,23,24,24,31}

liczba dziewczat liczba chtopcéw

Przyktad 2
Na diagramach przedstawiono ze-

stawienia ocen semestralnych z ma-

tematyki w klasie III (z podzialem

na dziewczeta i chlopcéw).

=N Wk Oto o
HN W Ot N o

Srednia ocen z matematyki w gru-
pie dziewczat:

1 2 3 456
ocena

1 23 45 6

ocena

- 1244346448 5+1.6 _ 84 _

- 1+4+6+8+1 T 20

Srednia ocen z matematyki w grupie chlopcéw:
- _21+43.3+42441.542:6_ 36 _
¢ 2+34+2+1+2 10

3,6

Srednia ocen z matematyki dla catej klasy mozemy obliczy¢, korzystajac z ob-
liczonych wczesniej $rednich:
- 20Ty 107, _ 84+36 _ 120 _,
BT 710420 30 30

Zwr6¢ uwage na to, ze T, nie jest rowne “Tm. Jak sadzisz, dlaczego?

Cwiczenie 4 liczba dziewczat liczba chlopcow

Na diagramach przedstawiono ze- 4 4

stawienia ocen semestralnych z bio-
logii w pewnej klasie (z podzialem

3 3

na dziewczeta i chlopcow). Oblicz 2 2
srednie ocen z biologii dla grupy

dziewczat, grupy chltopcow oraz dla

calej klasy. 123456

ocena

123456
ocena

Cwiczenie 5
a) Srednia arytmetyczna liczb: xq,Zs, ..., xg jest réwna 16, a rednia arytme-

tyczna liczb: x,, ..., 25 jest rowna 17. Oblicz z;.

b) Srednia arytmetyczna liczb: @1, o, . .., 27 jest réwna 120, a $rednia aryt-
metyczna liczb: x5, 24, xg jest réwna 100. Oblicz $rednig arytmetyczna liczb:

L1, X3,L5,L7-

Cwiczenie 5
a) ztistedI8 — 17 czyli @p + 23+ ...+ 28 = 119

x1+xo+x3+...+xg _ x1+119 __ . _
1tepteatetos — 214119 _ 16 cpyli gy = 9

b) z1togtestar _ (@1two+t...twq)—(zatTatwe) _ 120.7-100.3 _ 840-300 _ 540 _ {35
4 - 4 - 1 - 1 -4 =

Cwiczenie 3
Ta=3%=6
T =% =16
T — =2 =26

6
Jezeli wszystkie liczby zestawu
danych zwiekszymy o stata war-
tosé, to ich érednia arytmetycz-
na réwniez zwiekszy sie o te
wartoscé.

Cwiczenie 4
T = 1.2+43-34+4-443-54+1-6 __
d = 1+3+4+3+1 -
_ 48 _
- 12 4
T — L1423+24435426 _
c— 1+2+2+3+2 -
_ 42 _
=15 = 4,2
— _ 1241104,2 _ 90 .,
Tk = 22 =5 ~ 4,09

5.1. Srednia arytmetyczna



Odpowiedzi do zadan

12:50-36 __ 564 _
1. 5 = a5 = 47

2. a) dst — 5 os6b
db — 5 oséb

b) dst — 10 os6b
db — 0 oséb

c) dst — 2 osoby
db — 8 oséb

3. a) 15380042200 _ 3700 [5y]

b) 15-38004-3-2300 __ 63900 __
15+3 - 18

= 3550 [1]

4. r — wynagrodzenie nowego
pracownika

a) 20320042 — 3900 . 1,02

8400042 — 3264
x = 68544 — 64000 =
= 4544 [z1]
b) 84000+2 — 3200 - 0,99
x = 3168 - 21 — 64000 =
= 2528 [zl]

5. Statystyka

Zadania

1.

5.

Klub zrzeszajacy dwunastu hodowcéw gotebi podal, ze kazdy z jego czlon-
kéw ma Srednio 50 gotebi. Dane te okazaly sie nieaktualne, gdy jeden
z klubowiczoéw sprzedal potowe swoich golebi — ma ich teraz 36. Ile golebi

przypada srednio na jednego czlonka klubu obecnie? ) »
liczba uczniéw

Na diagramie przedstawiajacym zestawienie ocen se-
mestralnych z geografii w dwudziestoosobowej klasie
nie zaznaczono liczby ocen dobrych i dostatecznych.
Przerysuj do zeszytu i uzupelnij diagram, jesli wia-
domo, ze $rednia ocen z geografii w tej klasie wynosi:
a) 3,5, b) 3,25, c¢) 3,65. 123456

ocena

=N W e Ot

W pewnej firmie zatrudniajacej 15 pracownikéw $rednie miesieczne wyna-
grodzenie wynosi 3800 zt. Jakie bedzie érednie miesieczne wynagrodzenie,
jedli firma dodatkowo zatrudni:

a) stazyste z wynagrodzeniem miesigcznym 2200 zt,

b) trzech stazystéw, kazdego z wynagrodzeniem miesiecznym 2300 z1?
Srednie miesieczne wynagrodzenie w pewnej firmie zatrudniajacej 20 oséb
wynosito 3200 zt. Zatrudniono nowego pracownika. Ile zarabia ten pracow-
nik, jesli obecnie Srednie miesieczne wynagrodzenie w firmie jest:

a) o 2% wyzsze niz poprzednio, b) o 1% nizsze niz poprzednio?

Na diagramie przedstawiono dane dotyczace miesiecznego wynagrodzenia
pracownikéw banku (12000 z! zarabia dyrektor).

liczba pracownikéw
5

4
3
2
1

wynagrodzenie [z1]

8000 []

=
=
S
(9]
—

2900
3200
4200
4400
4800
5200
6000

a) Ile wynosi $rednie miesieczne wynagrodzenie w tym banku?

b) Tle wynosi §rednie miesieczne wynagrodzenie 10 najlepiej zarabiajacych
pracownikow, a ile — 10 zarabiajacych najgorzej?

¢) Jaka podwyzke otrzymal dyrektor, jesli wszyscy pozostali pracownicy

dostali po 400 zt podwyzki, a Srednie miesieczne wynagrodzenie wzrosto
o 10%?

a) 120000 — 4800 [z1]

b) najlepiej zarabiajacy: L% = 6160 [z1]
najgorzej zarabiajacy: % = 3640 [zt]
¢) = — podwyzka dyrektora
24442050+z — 480

z = 2400 zt



Czy wiesz, ze...

Srednia arytmetyczna jest ,wrazliwa” na
dane bardzo odbiegajace od pozostalych,
dlatego czasem obliczamy ja po odrzuceniu
z zestawu pewnej liczby danych najwiek-
szych i najmniejszych. Tak obliczona Sred-
nia nosi nazwe Sredniej obcietej.

Srednia obcieta ma swoje zastosowania np.
w sporcie. Obliczenie ostatecznej oceny
w jezdzie figurowej na lodzie czy gimna-
styce sportowej polega na odrzuceniu dwéch
skrajnych ocen i obliczeniu $redniej obcietej

pozostatych.

Oblicz $rednig podanego zestawu liczb oraz zestawu otrzymanego przez
usuniecie dwéch liczb skrajnych (najmniejszej 1 najwigkszej).

a) 0,2,3,4,6,9,9, 127 b) 11, 12, 12, 13, 15, 17, 82

Oblicz $rednig arytmetyczng zestawu liczb bedacych kolejnymi wyrazami

ciggu geometrycznego: 2, 22, ..., 2'2 oraz zestawu otrzymanego przez usu-
nigcie dwoch liczb najmniejszych i dwéch liczb najwiekszych.

Czy w zamieszczonym obok kwadracie mozna skreslié >1< 2134
jeszcze jedna liczbe tak, aby Srednia arytmetyczna wszyst- 5 X 7 X
kich skreslonych liczb: X

10)11|12
13|14|15(16

a) wzrosla o 1, b) zmalala o 1,  ¢) wzrosla o 333%7

a) Wéréd liczb naturalnych od 1 do 12 skreslono cztery (patrz rysunek).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Na ile sposobéw mozna skresli¢ jeszcze dwie liczby tak, aby srednia aryt-
metyczna wszystkich skreslonych liczb nie ulegla zmianie?

b) Wéréd liczb naturalnych od 1 do 12 skreslono trzy (patrz rysunek).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Na ile sposobéw mozna skresli¢ jeszcze trzy liczby tak, aby Srednia aryt-
metyczna wszystkich skreslonych liczb nie ulegta zmianie?
.a) T = 24—8 =7, czyli szukamy par liczb, ktérych érednia wynosi 7.
Sa to {3,11} i {6, 8}.
Zatem liczby mozna skresli¢ na 2 sposoby.

b) T = 2 =72, czyli szukamy trojek liczb, ktérych suma wynosi 23.

Sa to {4,8,11}, {5,7,11}, {5,8,10} i {6,7,10}.
Zatem liczby mozna skresli¢ na 4 sposoby.

6. a) Srednia:

0+24+3+44649494127 __ 20
S =

Srednia obcieta:
24344464949 _
23404404049 _ 5 5

b) $rednia:
11412412413+415417482 _
= =

_ 162 _ oql
= =233

$rednia obcieta:
12412413415417 _ 69 _
= =+ =138

. Srednia:

12
1—-2
24224, 4212 27555
12

12
= 682,5
$rednia obcieta:

234, 4210 8'7111228
4210 _ 2T _ 955

1464840 _ 24 _ ¢

! = 2
x — kolejna skreslona liczba

a) 24% =17, czyli x = 11, tak

b) 24% =5, czyli z = 1, nie

c) 24% =8, czyli x = 16, tak

5.1. Srednia arytmetyczna



Uczen:

— wyznacza mediang
i dominante zestawu danych,

— odezytuje informacje ze skali
centylowej,

— wyznacza medianeg
i dominante danych przed-
stawionych na diagramach
lub pogrupowanych w inny
sposob,

— wykorzystuje w zadaniach
mediane i dominante.

Cwiczenie 1
a) 3 b) 10,5 ¢) 5,5

Cwiczenie 2

a) 530, 540, 550, 550, 560, 565,

570, 590

mediana: 555 kg

b) 490, 500, 500, 505, 510, 540
mediana: 502,5 kg

¢) 490, 500, 500, 505, 510, 530,
540, 540, 550, 550, 560, 565, 570,

590
mediana: 540 kg

Cwiczenie 3
3+4 _
By

MultiteZa

e Skala centylowa
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.2
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5. Statystyka

5.2. Mediana, skala centylowa i dominanta

Poza srednig arytmetyczng rozpatrujemy tez inne wielkosci shuzace do analizy
danych. Jedng z nich jest wartos¢ érodkowa — mediana. Aby ja wyznaczy¢,
porzadkujemy dane od wartosci najmniejszej do najwiekszej, na przyklad:
1,2, 2,2], 5, 5, 6 — mediang jest liczba 2,

-3, -3,0,0,2,[7],9, 11, 13, 17, 18 — mediang jest liczba 7.

Mediana nieparzystej liczby danych jest warto$¢ srodkowa. W przypadku pa-
rzystej liczby danych mediang jest Srednia arytmetyczna dwéch sasiednich
wartosci srodkowych, na przyklad:

1, 2,(3], 8], 9, 14 — mediana jest réwna 252 = 55.

Zauwaz, ze mediana dzieli dane na dwie réwnoliczne grupy. Dane w jednej
grupie sg od niej mniejsze lub jej réwne, dane w drugiej — wieksze lub réwne.

Cwiczenie 1
Wyznacz mediane podanych liczb.

a) 1,2, 3,10, 20 b) 6,10, 11, 11,20, 7  «¢) 18,6, 4, 10, 5, 4

Cwiczenie 2

W stadninie zwazono wszystkie konie i otrzymano nastepujace wyniki (w ki-
logramach):

— ogiery: 530, 550, 550, 590, 565, 570, 560, 540;

— klacze: 490, 500, 510, 540, 505, 500.

Wyznacz mediany wagi: a) ogieréw, b) klaczy, c¢) wszystkich koni w stadninie.

Cwiczenie 3
Rzucono 20 razy kostka. Na diagramie obok przedsta-

liczba wynikéw

. . . . 6
wiono, ile razy otrzymano poszczegodlne liczby oczek. 5
Wyznacz mediane uzyskanych wynikow. 4
. 3
Cwiczenie 4 2
Podaj przyktad pieciu liczb, ktérych mediana jest: 1

1 2 3 4 5 6
liczba oczek

a) wieksza od ich éredniej arytmetycznej,
b) mniejsza od ich $redniej arytmetycznej.

Cwiczenie 5
Srednia arytmetyczna zestawu liczb: 8, 6, 3, z, 8, z+4, 4, 6, 7, 8 jest réwna 7.
Ile wynosi mediana tego zestawu liczb?

Cwiczenie 4

Przyktadowa odpowiedz:

a) 1, 1, 5, 6, 7, mediana: 5, srednia: 4
b) 1, 2, 3, 6, 8, mediana: 3, Srednia: 4
Cwiczenie 5

% =7, czylix =8
3,4,6,6,7,8,8,8,8, 12

mediana: % =175



Aby wskazaé polozenie wybranej danej wzgledem innych danych, uzywa sie
skali centylowej. Podajac centyl, ktéremu odpowiada liczba x (méwimy tez:
w ktérym miesci sie liczba z), okre$lamy, jaki jest procent liczb mniejszych
lub réwnych tej liczbie.

Przykfad 1

W ponizszej tabeli podano, jakie wartosci centyli odpowiadaja poszczegdlnym
wynikom procentowym uzyskanym na egzaminie maturalnym z matematyki
na poziomie rozszerzonym przeprowadzonym w maju 2019 roku.

Wynik Wartosé Wiynik Wartosé Wynik Wartosé
procentowy centyla procentowy centyla procentowy centyla
0 3 34 51 68 81
2 8 36 53 70 83
4 12 38 55 72 84
6 17 40 57 74 86
8 21 42 59 76 87
10 24 44 61 78 89
12 27 46 62 80 90
14 30 48 64 82 91
16 33 50 66 84 93
18 35 52 68 86 94
20 37 54 69 88 95
22 40 56 71 90 96
24 42 58 73 92 97
26 44 60 74 94 98
28 46 62 76 96 99
30 48 64 78 98 100
32 50 66 79 100 100

. . . Zrodto: https://cke.gov.pl
7 tabeli mozna odczytac, ze:

« Jedli maturzysta uzyskal na egzaminie 30% punktéw mozliwych do zdobycia,
to wynik ten odpowiada 48. centylowi, co oznacza, ze 48% maturzystéw pod-
chodzacych do tego egzaminu uzyskato wynik nizszy lub taki sam, natomiast
52% maturzystéw uzyskato wynik wyzszy.

o Jesli maturzysta uzyskal na egzaminie 98% punktéw mozliwych do zdoby-
cia, to wynik ten odpowiada 100. centylowi, co oznacza, ze w przyblizeniu
100% maturzystéw podchodzacych do tego egzaminu uzyskalo wynik nizszy
lub taki sam, natomiast mniej niz 1% maturzystéw uzyskato wynik wyzszy.

5.2. Mediana, skala centylowa i dominanta



Cwiczenie 6

a) 34%

b) 40. centyl: 22%,
90. centyl: 80%

Cwiczenie 7
a) 50. b) 10%

5. Statystyka

Cwiczenie 6

a) Ile procent maturzystéw podchodzacych do egzaminu maturalnego z mate-
matyki rozszerzonej w maju 2019 roku uzyskato wynik lepszy od maturzysty,
ktéry zdobyl na tym egzaminie 50% punktéw?

b) Jaki procentowy wynik z egzaminu maturalnego z matematyki rozszerzonej
w maju 2019 roku odpowiada 40. centylowi, a jaki — 90. centylowi wynikéw
egzaminu?

g 190 c97
Przyktad 2 z 90
Przedstawiona obok siatka jest siatks centy- % 185 c75
lowg wzrostu chlopcéw w wieku 11-18 lat. §180 50
Zaznaczone linie opisuja centyle: 3, 10, 25, 175 / 25
50, 75, 901 97. 170 / cl0
o W wieku 13 lat chtopiec o wzroscie 160 cm 165 / c3
miesci sie w 50. centylu.
« W wieku 16 lat chlopiec o wzroscie wiek- 160
szym (lub réwnym) od 75% swoich réwiesni- 155
kéw mierzy ponad 180 cm. 150
Cwiczenie 7 Wsrz—7
a) Czternastoletni chlopiec ma 167 cm 140
wzrostu. W ktérym centylu miesci sie jego 135
wzrost? 1T 12 13 14 15 16 17 18

b) Siedemnastolatek ma 186 cm wzrostu. Ile . ”
. L, i K Siatka centylowa wzrostu chlopcéw
procent jego réwniesnikéw jest od niego wyz- o wieku 11-18 lat

szych? Zrédto: http://www.czd.pl

Kolejng wielkoécia przydatng podczas analizy danych jest dominanta — war-
t0$é, ktéra wystepuje wéréd danych najezesciej (dominanta bywa réwniez na-
zywana wartoécia modalng lub moda).

Na przyklad dla liczb: 1, 1, 2, 2, 2, 3, 5, 5, 6 dominanta jest liczba 2.

Jesli w zestawie danych kilka liczb wystepuje z ta sama, najwyzsza czestoscia,
to przyjmujemy, ze kazda z tych liczb jest dominanta. Jezeli natomiast wszyst-
kie liczby wystepuja tak samo czesto, to przyjmujemy, ze nie ma dominanty.

Cwiczenie 8

Sprzedawca zanotowal rozmiary butéw meskich, ktore sprzedal pewnego dnia:
42, 44, 41, 42, 43, 42, 44, 42, 45, 43, 45, 46. Wyznacz mediane i dominante
tych danych. Ktory rozmiar butéw byt kupowany najczesciej?

Cwiczenie 8

41, 42, 42, 42, 42, 43, 43, 44, 44, 45, 45, 46
mediana: 43, dominanta: 42

Najczesciej byt kupowany rozmiar 42.

wiek w latach



Cwiczenie 9

Nauczyciel biologii zrobit zestawie-
. ) . Ocena
nie wynikéw trzech sprawdzianéw
przeprowadzonych w dwudziesto-

osobowej klasie (tabela obok). Po

Liczba ocen

1 2
4 10

Cwiczenie 9

a) mediana: 4, dominanta: 3
3 .4 5 6 b) mediana: 3, dominanta: 5
23 219 2

kolejnym sprawdzianie dopisal do niego nowe oceny. Wyznacz dominante i me-

diane ocen w nowym zestawieniu, jesli wiadomo, ze z tego sprawdzianu:

a) wszyscy uczniowie otrzymali ocene dobra,

b) polowa uczniéw otrzymala oceng bardzo dobra, a pozostali — niedosta-

teczng.

Zadania

1. Oznaczmy przez T, M i D odpowiednio $rednia arytmetyczng, mediane
i dominante zestawu liczb: 1, 2, 3, 4, ¢, 2, 3, 4, 4, 4. Oblicz ¢, jesli:

a) T=D,

2. Kazdaz oséb A, B, C, D, E, F wykonala serie rzutéw kostka. Na diagra-
mach przedstawiono, ile razy wypadly poszczegdlne liczby oczek w seriach.
Wyznacz mediane, dominante i §rednig arytmetyczna liczb oczek wyrzu-

conych w kazdej serii.

b)z=M.

liczba A liczba B
rzutéw rzutéw
6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
1 2 3 45 6 1 2 3 45 6
liczba oczek liczba oczek
liczba D liczba E
rzutéw rzutéw
6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
1 2 3 45 6 1 2 3 45 6

liczba oczek

1.a) D=4,7=2} =4 czylic=13

b) 1,2, 2 3,3,4,4,4,4

Jezelic >4, to M =351i% = 27€ = 35, czyli ¢ = 8.

10
Jezelic<3,to M =3iT = 2736

1
Zatem ¢ = 3 lub ¢ = 8.

=3, czyli c = 3.

liczba oczek

liczba

Odpowiedzi do zadan

2. At M =332 =35,
nie ma dominanty,
T =35
B-M=2D=1,T=2
C:M=5 D=6,T=4

W= Wl

rzutéw ¢ D: M = % = 3,5,
6 ] D1=3,D;=4,T=35
o B M=%t =35
;1 Di1=3,D2=4,T=3,5
) F: M =32 =35
1 Di=1,D2=6,T=3,5
123 45 6
liczba oczek
liczba F
rzutow
6 — S
5
4
3
2
1
1 2 3 456

liczba oczek

5.2. Mediana, skala centylowa i dominanta



3. a) 3. Kazdazoséb A, B, C' wykonala serie rzutéw kostka. Na diagramach przed-
stawiono, ile razy wypadly poszczegdlne liczby oczek w seriach. Wyznacz

LiCZba’ . . . s . .
— 123456 mediane, dominante i §rednig arytmetyczna liczb oczek wyrzuconych tacz-
e nie przez osoby: a) Ai B, b) AiC, ¢) BiC.
1CZ
wynikéw 5 6 7 8 910 liczba A liczba B liczba C
rzutow rzutow rzutéw
6 6 — 6
M=4,D=67=15 =38
45 9 5 5 5
b) 4 4 4
Liczba 1 2 3 4 5 6 3 3 3
oczek 9 9 9
Liczb 1 1 1
% 1009 8 7 6 5
wynikéw
123456 123456 123456
M=3D=17= % _ 3% liczba oczek liczba oczek liczba oczek
c)
Liczha | o 5 4 5 6 Czy wiesz, ze...
oczek W niektérych zagadnieniach (np. w kryptografii) wykorzystuje sie liczby
Liczba losowe. Liczby te mozna wygenerowaé¢ za pomoca programu komputero-
wynikéw TN T T|T wego lub mozna skorzysta¢ z odpowiednich tablic. Ponizej podano osiem

wierszy tablicy liczb losowych, w ktérej wystepuja liczby od 0 do 9 odpo-
wiednio pogrupowane.

46016 24742 21311 88342 67778 20741 26755 55382 96777 06729
89311 86439 32128 17700 90725 01936 23678 54622 27342 96439
09006 57476 64080 47646 68020 32924 68500 81779 17120 57784
84642 87958 96983 80086 19451 53725 82606 54516 62617 67000
88645 63989 45783 33657 54733 68580 97232 98073 27454 36174
75815 34604 83791 91421 09176 49317 17045 79972 65081 32075
37019 94048 44462 48948 29999 19107 51184 89352 00122 07222
01324 69795 95403 20891 89075 82476 02147 19961 84203 02724

M = 3,5, nie ma dominanty,
T=T2 =35
— _ 226 _ _
4. a) T = T =4,52, M =5,
liczba 2: 32. centyl,
liczba 7: 88. centyl
b)
liczba wystapien

8

U R el o o

4. Wykonano diagram dla liczb z pierwszego wiersza powyzszej tablicy liczb
losowych. liczba wystapien
a) Oblicz ich érednia arytmetyczng oraz !

mediane. Ktoremu centylowi odpowiada
liczba 2, a ktéremu liczba 77

= N W e Ot O3

b) Wykonaj analogiczny diagram dla
012345672809 liczb z drugiego wiersza tablicy. Wyznacz

liczba losowa ich $rednia arytmetyczna, mediane i do-

FNWR OO J 00O O

= % =4,38, M = 4, minante. Ktéremu centylowi odpowiada

T
D = 2, liczba 3: 48. centyl liczba 37

01 234567389
liczba losowa

5. Statystyka



5. Ponizej przedstawiono tabele zawierajaca skale centylowa wynikow egza- 5. a) 73%

minu maturalnego z fizyki (poziom rozszerzony, maj 2019 roku). b) Mediana wynikéw: 37%
60. centyl: 45%
Wynik Wartosé Wynik Wartosé Wynik Wartosc 45 — 37 = 8 punktéw procen-
procentowy centyla procentowy centyla procentowy centyla towych

0 1 33 46 67 81
2 1 35 48 68 82
3 1 37 50 70 83
5 2 38 52 72 85
7 4 40 54 73 86
8 6 42 56 75 87
10 8 43 58 7 89
12 11 45 60 78 90
13 14 47 61 80 91
15 16 48 63 82 92
17 19 50 65 83 93
18 22 52 66 85 94
20 25 53 68 87 95
22 28 55 70 88 96
23 31 57 71 90 97
25 33 58 73 92 98
27 36 60 75 93 99
28 39 62 76 95 99
30 41 63 78 97 100
32 43 65 79 98 100

Zrédto: https://cke.gov.pl 100 100

a) Jaki wynik procentowy gwarantowal znalezienie sie w gronie 15% ma-
turzystow, ktérzy uzyskali najlepsze wyniki na tym egzaminie?

b) Wynik procentowy pewnego maturzysty réwny jest medianie wynikéw
egzaminu, a wynik jego kolegi odpowiada 60. centylowi. O ile punktéw
procentowych réznia sie ich wyniki z tego egzaminu?

6. Oznaczmy przez T, M i D odpowiednio érednig arytmetyczng, mediang 6. Przyktadowa odpowiedz:
i dominante zestawu danych. Podaj przyktad pigciu liczb, ktére spetniaja a) 1,234 4
T=28M=3 D=4
warunek:
b)1,1,3,4,5
a)T<M<D, bD<T<M, c¢M<T<D, dD<M<T D=1,7=28 M=3
c) 1,2 36,6
7. Oznaczmy przez T, M i D odpowiednio $rednig arytmetyczna, mediane ]\)/[ —3.7-=36.D=6
i dominante zestawu danych. Podaj przyktad siedmiu liczb, ktére spelniaja d)1,1,3,5, 10
warunek: a)T< D<M, b)M<D<TZ. D=1, M=37=4

7. Przyktadowa odpowiedz:
a) —15,2,2,3,4,5,6

5.2. Mediana, skala centylowa i dominanta



Uczen:
— oblicza wariancje i odchylenie
standardowe zestawu danych,

— oblicza wariancje i odchylenie
standardowe zestawu danych
przedstawionych réznymi
sposobami.
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5.3. Odchylenie standardowe

Przyktad 1

W dwdéch dziesigcioosobowych grupach studentéw przeprowadzono ten sam

egzamin oceniany w skali 0—220 punktéw. Wyniki otrzymane w grupach A

i B przedstawiono na diagramach.

GRUPA A

liczba punktow
220

200
180
160 e B3
140 P ®
120
100
80 : Y ]
60 (]
40
20

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
osoba,

Wyniki w grupie A: 60, 70, 80, 82, 110,
145, 145, 156, 162, 170

GRUPA B

liczba punktéw

220
200
180
160
140
120
100
80
60
40
20

( 3

1

2 3 4 5 6 7 8 9 10
osoba

Wyniki w grupie B: 10, 20, 30, 82,
110, 145, 145, 206, 212, 220

Obydwa zestawy danych maja $rednia arytmetyczna réwnag 118, mediane —
127,5 oraz dominante — 145. Jednak rozproszenie wynikéw w grupie B jest

znacznie wieksze niz w grupie A. Jako miare rozproszenia danych wokét ich

Sredniej przyjmuje sie odchylenie standardowe.

Definicja

Wariancja liczb: z, x,, ..., x, nazywamy liczbe:
(21-%)2 + (22-T)% + ... +(xp—T)?

slong za pomoca wzoru:

Odchyleniem standardowym liczb: =, x,, . .

gdzie T jest Srednia arytmetyczng liczb: zq, xo, .. .

Ty

., x, nazywamy liczbe o okre-

o — \/(wl—E)Q + (xg—fT)LZ + ...t (xn—7)?

Uwaga. Wariancja jest réwna o2 i jest w ten sposéb oznaczana.



Przyktad 2
Oblicz wariancje i odchylenie standardowe danych: 4, 9, 11, 13, 13.

Obliczamy $rednig i wariancje:
4+9+115+13+13 - 10
— 2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2
o2 — (4-10)24(9-10)2+(11 20) +(13-10)2+(13-10)2 _ % — 112

Zatem odchylenie standardowe o = /11,2 = 3,35.

T =

Cwiczenie 1

Oblicz wariancje i odchylenie standardowe danych:

a) 4,5,6, 7, 8; b) 3, 6, 6, 6, 9; c) 8,12,13, 13, 14.
Klasa A Klasa B

Przyktad 3 liczba uczniéow liczba uczniéw
Na diagramach przedstawiono oceny seme- 7 — 7
stralne z muzyki w dwéch dwudziestooso- 6 6
bowych klasach. Srednia ocen w obu kla- Z Z
sach jest réwna 4. Pokaz, ze odchylenie g 3
standardowe ocen jest wieksze w klasie A. 2 2

1 1
Obliczajac wariancje w klasie A, wykorzy-
stujemy]?)ogrupow;flie danych: ’ ’ b23 4oc5e116a b2s 40c56n6a

7-(2-4)243 - (3-4)2+43 - (5-4)247 - (6-4)% _ 62 _ 31
20 T 20 7
Odchylenie standardowe o4 = /3,1 ~ 1,76.

2
Ty =

Analogicznie obliczamy wariancje w klasie B:

3-(2-4)°47-(3-4)*47- (5-4)°+3- (6-4)* _ 38 _

20 20 1,9

0% =
Odchylenie standardowe o = /1,9 = 1,38. Zatem o4 > 05p.

Cwiczenie 2
Sprawdz, dla ktorego zestawu danych, A czy B, odchylenie standardowe jest
wigksze.

A:i1,1,1,2,2,3,4,4,5,5,5 B:1,2,2,3,3,3,4,4,5

Cwiczenie 3
Oblicz odchylenia standardowe zestawéw liczb A 1 B. Sformutuj wniosek.
A:1,2,2,3,3,3,4,4,4,4 B:11,12,12, 13,13, 13, 14, 14, 14, 14

Cwiczenie 2

= 33 /124242412 28
7 27 4424244 4
EB:?:3,O‘B:\/7+;+:\/;<\/§

oA > 0B
Cwiczenie 3
AT=3,0=V1=1;B:2=13,0=v/1=1

Jezeli wszystkie liczby zestawu danych zwiekszymy o stalg
wielko$¢, to odchylenie standardowe si¢ nie zmieni.

Cwiczenie 1

a) T = % =

0_2 — 4+145»1+4
o=v2~141
b)z=2L=6
0% =22 =36
oc=+/36=1,9

c)z=%2L=12

5.8. Odchylenie standardowe

=44



Cwiczenie 4
X:z=0

[2y8118 14
ox = Jr6+ =\ 3

Y:z=0

/ 200480041800
oy = % =
_ /1400 _ 14
= /120 — 10, /%
dziesig¢ razy

Cwiczenie 5
X: 7z = 3500 zt

o2 = 2510% — 50000 [21?]

o = 100V/5 ~ 223,61 [z1]
Y: 7 = 3500 zt
o2 = 1050000 zt?

o = 100v/105 ~ 1024,70 [21]

5. Statystyka

Cwiczenie 4

Dane sg zbiory: X = {1,-1,2,-2,3,-3} 1 Y = {10, -10, 20, —20, 30, —30}.
Ile razy odchylenie standardowe liczb ze zbioru Y jest wieksze od odchylenia
standardowego liczb ze zbioru X?

Cwiczenie 5
W tabeli przedstawiono dane dotyczace miesiecznego wynagrodzenia w dwoch
firmach. Oblicz wariancje¢ oraz odchylenie standardowe wynagrodzen w fir-
mie X i w firmie Y.

Firma X Firma Y

Liczba pracownikow 2 16 2 16 2 2
Wynagrodzenie [z1] 3000 3500 4000 3000 5000 6000

Uwaga. Odchylenie standardowe jest wyrazane w tej samej jednostce co analizowane
dane, a wariancja — w tej jednostce podniesionej do kwadratu.

Wariancje liczb mozna réwniez obliczy¢, korzystajac z podanego nizej wzoru.

Wariancja liczb: a1, s, . . . , z,, ktérych srednia arytmetyczna jest réwna =,
wyraza sie za pomocg wzoru:

2 2 2

o? — Ty +xp+ ...+,

- @

n
Dowdd
02— (21 -7+ (22 -7+ ...+ (@ —7)° _
n
_ 22 =207+ (T)% + 23 = 2307 + (@)% + ... + 22 — 22,7+ (T)2 _
n
_ p24ai+. 4 ad +71(7)2—25(371 +xo+ ...+ x,) _
n n
_ ‘T%"‘x%""”"'l% . n(z)? _ Zauwaz, ze x1 + T2 + ...+ X, = NT.
n
_ai4ai+ . 4a @?
= - — (7)

Cwiczenie 6

W pewnej firmie analizowano staz pracy pracownikéw — dane zestawiono w ta-
beli. Oblicz éredni staz pracy pracownikéw tej firmy oraz wariancje i odchy-
lenie standardowe.

Staz pracy w latach = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Liczba pracownikéw 6 5 3 2 4 2 3 2 0 1

Cwiczenie 6

_ 112 _
=3 =4

T
2 __ 632 _ 4 _r4
(o

=~ 2,56



Zadania

1. Oblicz érednia arytmetyczna, wariancje i odchylenie standardowe danych:
a) 5,5,5,5,5,5; ) 3,3,3 777 €) 2,2,6,6,7,7,7,8,9;
b) 4, 4, 4, 6, 6, 6; d) 3,4,5,5,6,7; f) 4,5,9,9,9,9,9, 10.

2. Przed rozpoczeciem zawoddéw sumo zwazono szesciu zawodnikow i otrzy-
mano nastepujace wyniki (w kilogramach): 170, 190, 160, 170, 180, 150.
Oblicz wariancje i odchylenie standardowe otrzymanych danych.

3. Na diagramie przedstawiono zestawienie ocen seme- liczba uczniow

8
stralnych z fizyki w klasie IIlc.

a) Oblicz odchylenie standardowe tych ocen.

b) Ilu uczniéw otrzymalo ocene rézniaca sie od $red-

R NWR OO

niej ocen o mniej niz odchylenie standardowe?

¢) Tu uczniéw otrzymalo ocene mieszczaca sie w prze- T2315%
dziale (T — 20,7 + 20’)? ocena

4. Sprawdzian ze statystyki przeprowadzony w klasie IIla byl punktowany
w skali od 0 do 20 punktéw. Jego wyniki przedstawiono na ponizszym
diagramie.

liczba uczniéw

= N W ke ot

o

0o 1 2 3 4 5 6 7 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

liczba punktow
a) Tlu ucznidéw otrzymalo wynik spoza przedziatu (Z — 0,7 + 0)?

b) Czy ktéry$ uczen otrzymal wynik spoza przedziatu (Z — 30;T + 30)?

5. Grupe dziesieciorga uczniéw zapytano o to, ile minut kazdy z nich jedzie do
szkoly. Dziewczeta podaly odpowiedzi: 60, 30, 20, 10, natomiast chtopcy:
30, 35, 20, 35, 25, 35. Oblicz Sredni czas dojazdu oraz wariancje i odchylenie
standardowe dla:

a) grupy dziewczat,
b) grupy chlopcéw,

c¢) calej dziesiecioosobowej grupy.

4.7 =40 — 16

o= \/196+64+36+5+6+24+45 _ /% ~ 3,54

a) T—o~ 1246, T+ o0 ~ 19,54
trzech uczniéw
b) T — 30 ~ 5,38, T + 30 > 19
tak, jeden uczen
5. a) Z = 30 min, 0% = 350 min®, ¢ ~ 18,71 min
b) Z = 30 min, o> = 333 m1n2, o &~ 5,77 min

¢) T = 30 min, 6% = 160 min?, ¢ ~ 12,65 min

Odpowiedzi do zadan
1.2)Z=5,0=0,0=0

f) T=8, 0% =425, 0 ~ 2,06
2.7 = 170 kg, o2 ~ 166,7 kg2,
o~ 12,9 kg
3.2=35

5.8. Odchylenie standardowe



Korelacja

O dodatniej korelacji migdzy dwiema zmiennymi w statystyce
mowimy, gdy wzrost jednej z nich powigzany jest ze wzrostem drugie;j.

Na przyktad zbierajac dane dotyczace czasu spedzonego na bieganiu i liczby
spalonych kalorii, mozemy oczekiwa¢ dodatniej korelacji tych danych.

Aby zmierzy¢ korelacje migdzy zmiennymi x i y na podstawie par danych: (x;, y,),
(X205 V), +-- 5 (X, ¥p), ktorych Srednie arytmetyczne wynosza odpowiednio X i y, oblicza sig
wspotczynnik korelacji r Pearsona [czyt. pirsona]:

(=X =¥) + (=X) (Vo= V) + ... + (X, = X) (V= ¥)
\I(X1_)_()2+ (X=X)2+ ..+ (x,— %)% \/(Y1_}7)2+ Vo= V)2 + .+ (V- V)2

=]

Wartos$¢ tego wspétczynnika dla korelaciji dodatnich jest liczba z przedziatu (0;1).

Ponizsze wykresy przedstawiajg zestawy danych o silnej, stabej i zerowej korelacji.

A A o o A
o
% &P CERCNG 8
o o
Ie) o o o e
O O o
(oo} o o
o (¢} (¢}
o 0o o
o o
o) o
o o
o 00
@ o
> > >
> > >
silna korelacja dodatnia, staba korelacja dodatnia, korelacja zerowa,
r=0,9 r=04 r=0

E} W tabeli zestawiono informacje o wzroscie (x, w cm) i masie

ciata (y, w kg) 10 oséb. Oblicz wspotczynnik korelacji dla tych
danych.

x 167 169 172 174 175 176 177 178 180 184

y 69 67 74 70 70 74 78 76 82 80

_ 194 A
1. r= m ~0,85

I 312 5, Statystyka



Inne miary rozrzutu danych

Miara rozrzutu danych jest réwniez rozstep, czyli roznica miedzy najwieksza
i najmniejsza z danych liczb.

1. W ponizszej tabeli podano wyniki pomiaréw temperatury powietrza (w °C) 1. a) 13: rozstep 9°C, o = 3°C
przeprowadzonych w ciagu czterech kolejnych dni listopada. 14: rozstep 6°C, o ~ 2,06°C
Godyi 15: rozstep 9°C, o =~ 3,08°C
Dzienh odAma 6 8 10 12 14 16 18 20 16: rozstep 6°C, o =~ 2,24°C
13 listopada 4 -2 -1 0 3 5 4 3 b) rozstep: 15°C, o &~ 3,82°C
14 listopada -1 0 1 3 5 5 2 1
15 listopada 2 3 6 9 11 10 9 6
16 listopada 4 6 8 10 10 8 6 4

Oblicz rozstep i odchylenie standardowe:
a) wynikéw uzyskanych kazdego dnia,
b) wszystkich wynikéw uzyskanych w ciagu czterech dni.

2. Zbierz dane dotyczace wzrostu uczniow w twojej klasie. Oblicz rozstep
i odchylenie standardowe tych danych.

Jako miary rozrzutu danych uzywa sie tez odchylenia przecietnego.

Odchyleniem przeciegtnym (bezwzglednym) liczb: xy, xo, ..., z, o Sredniej
arytmetycznej T nazywamy liczbe okreslona za pomoca wzoru:
lz1 — |+ |z2 —Z| + ... + |z — T|

d=

n

Odchylenia przecietnego uzywal Pierre Simon de Laplace [czyt. pier sima de
laplas] (1749-1827).

3. Sprawdz, czy odchylenie przecigtne dla podanych liczb jest mniejsze, réwne
czy wigksze od odchylenia standardowego.

a) 5,10 b) 2,4, 6, 12 c) 2,4,6,8,15 iiczba rzutow

4. Na diagramie obok przedstawiono, ile razy wy- 3
padtly poszczegdlne liczby oczek podczas serii 2
rzutow kostka. Oblicz érednia arytmetyczna, 1
odchylenie standardowe i odchylenie przecigtne 1 2 3 4 5 6
tych danych. liczba oczek

8. a)T=75 d= 2828 — 95 5=, /252425 _  /FOE — 25 réwne

b) T =6,d= 240 =3 5 = /104836 — /14 ~ 3,74, mniejsze
) T=7d=33HS _36 o= /2BEN2H0 — /90 ~ 4,47, mniejsze

4.

8|

= 3,5, 0 = 1,87, d = 1,6875

Inne miary rozrzutu danych



Uczen:

— oblicza Srednig wazong
zestawu liczb z podanymi
wagami,

— stosuje w zadaniach srednig
wazona.

Cwiczenie 1
a) Ty =2 =45

4
- 10
b)l’w:7:
5
1

) Tw=2=5
Cwiczenie 2
a) T, = 2 =89
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5.4. Srednia wazona

Przyktad 1

Podczas egzaminu z jezyka obcego wypowiedz studenta oceniano w dwoch
kategoriach: x; — ocena za umiejetno$¢ komunikacji, xo — ocena za poprawnosé
gramatyczna. Ostateczng oceng z egzaminu ustalano, korzystajac ze wzoru:

3x1 + x2
3+1

W ten sposéb zwigkszono znaczenie (wage) oceny za umiejetno$é komunikacji
w stosunku do oceny za poprawnos¢ gramatyczna. W tabeli podano oceny,
ktére otrzymali Agata, Marek i Tomek.

z To Sty Ocena z egzaminu
3.5+3 _ 18
Agata 5 3 3543 -8 4,5
Marek 6 2 2842 _2 5,0
Tomek 3 5 =g 3,5

W powyzszym przykladzie obliczyliSmy $rednig wazong.
Definicja

éredniq wazong liczb: zy,2,,...,2, z odpowiadajacymi im wagami:
Ny, Na, ..., Ny, bedacymi liczbami dodatnimi, okreslamy wzorem:
ni1r1 +ngx2 + ... + N Tk

ny +ng + ... +ng

w

Cwiczenie 1
Oblicz $rednia wazona liczb 1 =4 i x5 = 6 z podanymi wagami.
a)ng =3, ny=1 b)yn,=1,n,=1 c) ny =0,5,n,=0,5

Zauwaz, ze jesli wszystkie wagi sa réwne, to Srednia wazona liczb jest réwna
ich éredniej arytmetycznej.

Cwiczenie 2
Oblicz $rednia wazona liczb z podanymi wagami.

a) Liczba 6 9 12 8 D) [Liczba | 7 | 3 | 4 | 5
Waga 2 1 3 4 Waga 0,2 0,3 05 04



Cwiczenie 3

Uczestnikom kursu jezyka angielskiego wystawiono oceny za cztery umiejet-
nosci: x; — za rozumienie ze stuchu, x; — za rozumienie tekstu pisanego, x3 —
za wypowiedzi pisemne, x, — za wypowiedzi ustne. Aby wystawi¢ ocene kon-
cowa, postanowiono obliczy¢ $rednia wazong z nastepujacymi wagami: n; = 1,
Ny =2, N3 =4, nyg =3.

Ty ) T3 T4 Ocena konicowa
Asia 4 5 3 4 3,8
Basia 6 5 2 4 3,6
Kasia 2 6 5 4 4,6

a) Oblicz kohcowe oceny Basi i Kasi.

b) Czy gdyby przyjeto n; = 4, a pozostale wagi zostawiono bez zmian, to
Basia miataby wyzszg ocene koncowa od swoich kolezanek?

Przykfad 2
Oblicz $rednia arytmetyczna liczb:
2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2 7,7,7,7,7,9 9,9

Sprawdzamy, ile razy wystapita kazda
z liczb 2, 7, 9, a nastepnie obliczamy

Liczba z; 2 79

. . Liczba wystapienn; 12 5 3

srednig arytmetyczna: yetap ‘
nixi + noxe + nzxs 12-24+5-743-9 86 43

n1 + ng +n3 20 20 -

Zauwaz, ze $rednia arytmetyczna podanego zestawu danych jest érednia wa-
zong liczb 2, 7, 9 z wagami réwnymi liczbie wystapien tych liczb.

Cwiczenie 4
W pewnej grupie studentéw zebrano dane dotyczace wysokosci otrzymywa-
nego stypendium i przedstawiono je w tabeli.

x; — wysoko$é stypendium [z1] 0 | 300 600 800
n,; — liczba studentéow 20 10 15 5

a) Oblicz $rednig wysoko$¢ stypendium przypadajaca na jednego studenta.
b) Studentom, kt6rzy do tej pory nie otrzymywali stypendium, postanowiono
wyplacaé je w wysokosci 250 zt. Ile obecnie wyniesie srednia wysokosé sty-
pendium?

Cwiczenie 3
fne 7w — 90 o
b) Asia: T, = 3~ 3,8
R 55 54 .
Basia: T, = 735 =~ 4,2

Kasia: T, = % =4

Cwiczenie 4
a) T, = 18090 — 320 [zl]

b) T, = 22200 — 420 [z1]

5.4. Srednia wazona



Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. a) 12,5 b) 5,875 1. Oblicz érednia wazong liczb z podanymi wagami.
3) [Licgba | 11 | 12 | 13 D) [Liezba| 3 | 5 | 8 | 11
Waga 0,1 0,3 0,6 Waga 0,8 0,1 04 0,3
2. Adam: 7, = £2 =67 2. Konkurs sktada sie z czterech eta- Etap 1 o 1 Iv
Marek: Z,, = & = péw ocenianych w skali od 0 do 10
Piotr: T, = % =69 punktéow. W tabeli podano liczby Waga 02 08 04 06
Konkurs wygrat Marek. punktow, ktore zdobyli finalisci. Adam 10 5 8 7
Ostateczny wynik jest srednia wa- Marek 5 8 6 7
zona. Ktory zawodnik wygral kon-
Piotr 9 4 10 8
kurs?

3. Dane sg liczby x, x5, x3 1 4. Sprawdz, czy w przyktadach A i B srednia
wazona jest taka sama.

Liczba 1 X2 T3 X4 B: Liczba 1 X2 T3 T4

Waga 3 2 5 2 Waga 06 04 1 04

4. a) LHEL2ET2 — G5 4. Oblicz t, jesli érednia wazona danych liczb jest réwna 6,5.

0,3t = 9,75 — 8,4 a) . b) .

f— 45 Liczba ¢ 4 8 Liczba 15 9 3

b) 8042743t _ g 5 Waga 0,3 0,3 0,9 Waga 2 3 t

54¢ )

3,5t = 24,5

t=7 5. Oblicz w, jedli srednia wazona danych liczb jest réwna 5.
5. a) Z1E27TH01w _ 5

: il q .

Otw— 55 4 ) Liczba 3 9 w D) Liezba 10 8 6 2

w="1T Waga 0,7 03 0,1 Waga w 3 5 8

b) 10w+24+30+4+16 __ 5

w—+16

i;OL:U _2|— 70 = 5w + 80 6. Ocena semestralna z matematyki jest $rednig wazona ocen z wagami po-

6. 7, — H12E1n _ 5ton danymi w tabeli. Tomek otrzymal nastepujace oceny:
5+5n3+6+3" e — prace domowe: 1, 1, 1, :

;) T =3 — kartkowki: 3, 1, 2, s e

o ~ klaséwki: 3, 6, 6. praca domowa 1

b) 534;5?1 —4 Dla jakiej warto$ci n $rednia wazona | kartkéwka 2

=7 tych ocen jest réwna: ,

n
a) 3, b) 47 klasowka

3. A: Ty = 3w1+2m21—;5w3+2x4 _ i
B: Ty = 076981-*-0,49;2:-903—%074984

Zatem w obu przyktadach srednia wazona jest taka sama.

1 5 1
T1+ 5T2 + {5T3 + 5Ta

1 1 5 1
= 7%1 + g%2 + 523 + 524

5. Statystyka



5.5. Zagadnienia uzupetniajace
B Rozktad normalny
Przy analizie wielu zjawisk, gdy mamy do dyspozycji duza liczbe danych,

diagram, za pomoca ktérego je porzadkujemy, czesto ma taki ksztalt jak
na rysunku ponizej:

np.
liczba
ludzi

| T np. wzrost
Zdarza sie to m.in. wowczas, gdy porzadkujemy takie dane, jak wzrost
i waga ludzi czy dlugo$é lisci okreslonego drzewa. Taki rozkltad danych
nosi nazwe rozkladu normalnego. Krzywa (zaznaczona na rysunku kolorem
czerwonym) jest nazywana krzywa Gaussa. Jest ona symetryczna wzgle-
dem prostej pionowej poprowadzonej przez srednig arytmetyczng danych.
Jesli rozktad danych jest rozkladem normalnym, to okoto 68,3% danych
r6zni sie od $redniej o mniej niz odchylenie standardowe o, a okoto 95,6%
danych rézni si¢ od Sredniej o mniej niz 20. Regula trzech sigm méwi, ze
do przedziatu (T — 30; T + 30) nalezy okolo 99,7% danych.

|
|
|
L 34,15% 1 34,15% |
|
|

13,65%, 113,65%
T — 30 T — 20 T—0 T T+o T+ 20 T+ 30

Przyjmijmy, ze wyniki testu IQ przeprowadzonego w grupie 500 oséb maja
rozklad normalny ze $redniag 7 = 100 i odchyleniem standardowym o = 15.
Oszacuj, ile 0séb z tej grupy uzyskato wynik testu:

a) miedzy 85 a 115, b) wiekszy od 115, c) wiekszy od 130.

Zebrano dane dotyczace wzrostu 200 uczniéw liceum sportowego. Maja
one rozktad normalny o Sredniej T = 177 cm i odchyleniu standardowym
o = 6 cm. Oszacuj, ilu uczniéw ma wzrost powyzej 171 cm.

Zaréwki produkowane przez pewna firme przepalaja sie $rednio po 2000
godzin. Przyjmujac, ze zebrane dane maja rozklad normalny, oszacuj, ile
zaréwek z partii liczacej 20000 sztuk przepali si¢ przed uplywem 1400
godzin, a ile przed uptywem 1100 godzin, jezeli odchylenie standardowe
o = 300 godzin.

3. 1400 =7 — 20
100%—295,6% = 2,2%
0,022 - 20000 = 440

1100 =7 — 30

100%;99,7% — O, 15%

0,0015 - 20000 = 30

Przed uptywem 1400 godzin przepali sie 440 zaréwek,
a przed uptywem 1100 godzin — 30 zaréwek.

Odpowiedzi do zadan
1. a) 0,683 - 500 = 341,5,

czyli 342 osoby
500-342 _

_ [
C) 100% 295,6/0 — 272%

0,022 - 500 = 11
. Wzrost mniejszy niz
T —o0 =171 cm
ma 100%-68.3% _ 15 g5z

2
uczniéw.

0,1585 - 200 = 31,7 ~ 32
Zatem wzrost powyzej
171 cm ma 168 uczniéw.

MultiteZa

® Krzywa Gaussa

5.5. Zagadnienia uzupetiajgce



Odpowiedzi do zadan

1. a)
T

D

b)7,8,9,09,9,12, 12, 20, 94

S &l

)

5 sl

2,3,3,4,4,4,55
=3 =375 M =4,
=4

=180 =20, M =9,

9
1,1,3,4,6,6,8,8,8
45

5 —5 M =6,

8

d) 4, 4, 5,7, 13, 15, 16, 16

T

— 80 _
— 80 _ 1o,

M = T2 =1,

Dy =4, Dy =16

2. grupa I: T = % =3,5
grupa II: ¢ = % =4

3. 7 =22 =36 [km]
o= \/@ ~ 7,23 [km]

4. T = 2% = 3500 [g]
- — \/@ ~ 586,66 [g]

5. Statystyka

v/

Zestawy powtdrzeniowe

B Zestaw |

1.

Oblicz srednig arytmetyczna, mediane i dominante danych liczb.
a) 5,4,3,2,4,3,5,4 c) 88,1,3,4,6,1,6,8
b) 9, 12,9, 12,7, 9, 94, 8, 20 d) 4,16, 13,5, 7, 16, 15, 4

Studenci matematyki zdawali egzamin w dwdch grupach. W tabeli podano
liczby poszczegdlnych ocen, jakie otrzymali. Oblicz érednia ocen z egza-
minu dla kazdej grupy.

Ocena 2 3 3,5 4 45 5
Grupa I 3 6 5 3 3 2
Grupa IT 0 3 4 6 4 3

W ciagu kolejnych siedmiu dni szkolnego rajdu rowerowego przebyto trasy
dtugosci: 26 km, 34 km, 40 km, 44 km, 45 km, 37 km, 26 km. Oblicz Srednig
dtugosé trasy przebytej jednego dnia oraz odchylenie standardowe.

Wagi urodzeniowe szesciu noworodkéw urodzonych jednego dnia na od-
dziale pewnego szpitala byly réwne (w gramach): 3500, 3100, 2850, 3300,
3550, 4700. Oblicz Srednia wage noworodkow oraz odchylenie standardowe.

W klasach IITa oraz IIIb pewnej szkoly przeprowadzono ankiete. Kazdy
uczen odpowiedzial na pytanie: ,Ile godzin dziennie ogladasz telewizje?”.
Wiyniki ankiety przedstawiono na ponizszych diagramach. Oblicz $rednia
arytmetyczna, mediane i dominante zebranych danych dla kazdej klasy
oraz dla obu klas razem.

IIIa IIIb
liczba uczniéw liczba uczniéow

8 8
7 7
6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1

= |

05 1 2 3 35 05 1 15 2 25

czas [h] czas [h]

5. MMMa:z=235=15[), M=1h,D=1h

21

MIb:z=22=1475[h, M =15h,D=15h

Obie klasy:
Czas [h] 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5
Liczba uczniéw 7 12 6 11 2 2 1

T=%~149h,M=15h D=1h



Vv

6. Oblicz srednia wazong liczb z podanymi wagami. 6.a) T, =32 =5

b) T, = 221 = 12,55

) Liczba 2 9 6 D) Liczba 5 10 12 20

Waga 5 1 2 3 Waga 0,1 1,1 0,3 0,5
7. Ocena roczna jest $rednia wazona (za- . A B o DB 7. A: 5,6 ~6, B: 5,4~ 5,
okraglona do liczby catkowitej) ocen: Wezen C:42=4, D: 38~ 4,
za pierwszy semestr z waga 0,4 i za Isemestr 5 6 3 2 5 Bisims
drugi semestr z waga 0,6. Jakie oceny
. .. , Il semestr 6 5 5 5 2
roczne otrzymali uczniowie, ktérych
oceny semestralne podano w tabeli?
M Zestaw Il
Zestaw I
1. Srednia arytmetyczna liczb: a, b, ¢, d jest réwna 8. Ktére z ponizszych zdai 1, adbietd — 8 czyli
sa prawdziwe? a+b+c+d=32

A. Srednia arytmetyczna liczb: a,b, ¢, d, 0 jest réwna 8. A afbietdi0 _ 32 o4 g

. atbtctd+13 __ 45 __
B: atbietdtls _ 45 _g

C; 2latbreid) _ 84 -/ 16

B. Srednia arytmetyczna liczb: a, b, ¢, d, 13 jest réwna 9.

C. Srednia arytmetyczna liczb: a,a,b,b, ¢, c,d,d jest réwna 16.

2. Na ponizszym diagramie przedstawiono dane dotyczace wzrostu dziewczat 2.

8]

a= 18T =167 [cm]

= 533 = 166,8 [cm]

8|

i chtopcéw w pewnej klasie liceum.

liczba uczniéow a) 6 dziewczat
5 M b) 11 chtopcéw
4
3
2
] I [0 ]

160 161 162 163 164 165 166 167 168 169 170 171 172 173
[] chlopcy [ dziewczeta, wzrost [cm]

a) Ile dziewczat ma wzrost wiekszy niz §redni wzrost w grupie dziewczat?
b) Ilu chlopcéw ma wzrost wiekszy niz éredni 5% 10%

wzrost wszystkich uczniéw w klasie?
20%
3. Na diagramie kolowym podano procentowy 0507
rozklad ocen semestralnych z matematyki ’

w pewnej szkole. Oblicz éredniag ocen z ma-
tematyki w tej szkole. Ile wynosi odchylenie

standardowe przedstawionych danych?
40%

3.2=01-2+0,25-3+0,4-440,2-5+0,05-6=3,85
o2 = 15,85 — 14,8225 = 1,0275
o = T1,0275 ~ 1,01

Zestawy powtorzeniowe



v/

4. Tz=1h 4. Grupie ucznidow zadano pytanie: ,Ile godzin 10%
0% =1,25—-1=0,25 [h?] . - . o om
()E; X ’ dziennie poswigcasz na czytanie ksiazek?”.
v =0 Wyniki ankiety przedstawiono na zamieszczo-  20%

13+a
6

2 _ 2-12+22+42+52+a2+
- 6

.a)T =
o
— (3%=)°

47+a? _ 169+26a+a? _ 13+a
6

36 6
5a2 — 320+ 35=0
a=14luba=5

b) = 29+7z+y =5

nym obok diagramie. Oblicz wariancje i od- 40%

chylenie standardowe tych wynikéw.
a) Srednia arytmetyczna liczb: 2, 1, 5, a, 4, 1
jest réwna ich wariancji. Oblicz a. 30%

b) Srednia arytmetyczna liczb: 7, 3, x, y, 8, 5, 6 jest rowna 5, a odchylenie
standardowe jest réwne 2. Oblicz x i y, jesli x < y.

Uczniéw klasy IlTa podzielono na grupy wedlug pierwszych liter nazwisk:
grupa I — od A do K, grupa II — od L do P, grupa III — od R do Z. Sred-
nig ocen semestralnych z jezyka polskiego w kazdej z grup przedstawiono

o = 4f 8342?95 9 w tabeli.

z=2,y=4 Grupa I Grupa II Grupa III
> S @ wslElny © 6 Liczba ucznibw 12 8 10

wiec Srednia ocen w grupie [

bylaby wyisza o 15 = 0,25, Srednia ocen w grupie 3.5 3,25 4,3

a $rednia ocen w klasie bytaby
wyzsza 0O % =0,1.

. Nie mozna rozstrzygnac, kto-
ry lek jest skuteczniejszy.

5. Statystyka

Troje uczniéw w grupie I otrzymalo na koniec semestru ocene niedosta-
teczna. O ile bytaby wyzsza érednia ocen w tej grupie, a o ile w calej
klasie, gdyby uczniowie ci na koniec semestru otrzymali ocene dopuszcza-
jaca, a oceny reszty uczniéw pozostaly bez zmian?

W pewnej kuracji stosuje sie lek X lub lek Y. Lek X podano jednej gru-
pie pacjentow, a lek Y — drugiej. Ponizej przedstawiono dane dotyczace
skutecznosdci kazdego z nich (z podzialem na pleé pacjentéw). Przerysu]
tabele do zeszytu i ja uzupelnij. Ktory lek jest skuteczniejszy?

Lek X Kobiety = Mezczyzni  Razem
Liczba oséb 200 300 500
liczba os6b 30 120 150
Lek skuteczny ‘
procent 0s6b 15% 40% 30%
Lek Y Kobiety = Mezczyzni  Razem
Liczba oséb 400 100 500
liczba 0s6b 80 45 125
Lek skuteczny -
procent 0s6b 20% 45% 25%



Sposaéb na zadanie @

W przykladzie bedziemy korzystaé z ponizszego wzoru na wariancje liczb:

Ty, T, ..., T,, ktorych srednia arytmetyczna jest rowna T:
x2 —+ x2—|— o+ 2
0_2 _ 1 2 no_ (E)g
n
Przyktad

Grupe siedmiorga uczniéw zapytano o to, ile czasu kazdemu z nich zajmuje
powrét ze szkoly do domu. Wyniki przedstawiono w ponizszej tabeli. Oblicz
odchylenie standardowe czasu powrotu dla calej siedmioosobowej grupy.

Dziewczeta Chtopcy

Liczba pytanych 4 3
Sredni czas [min] 40 35
Odchylenie standardowe [min] 4 2

Niech zi, x5, 3 i 4 beda czasami powrotu dziewczat ze szkoly do domu,
a Y1, Ys 1 y3 — czasami powrotu chlopcéw. Oznaczmy Srednie czasy dziewczat
i chtopcéw odpowiednio przez T, i §,. Woéwcezas Ty = 401y, = 35.
Obliczamy sredni czas T powrotu ze szkoly do domu dla catej grupy uczniéw
(jest on érednig wazona liczb T, 1 7,):

—_ 4 Ty+3-7, _ 4-40+3-35 _ 265

T = e = - == 37,86
Wariancja dla czworga dziewczat dana jest wzorem:
22 + 22 4+ 22 + 22

1 2 . 3 4 o (Td)g

o3 =
Zatem:
3 4 a5+ 25 + 2 = 4(03 + (Ty)?) = 4(4% + 40%) = 6464
Wariancja dla trzech chtopcéw dana jest wzorem:
2 2 2
2 _ Vi FU Yz (2
Uc - 3 (yc)
Zatem:
yi + 5 +y3 =307 + (7.)%) = 3(2% + 35%) = 3687

Obliczamy wariancje dla catej siedmioosobowej grupy:

2 2 2 2 2 2 2
0_2 — x7 +CI32 +Cl33 +CI’374 +y1 +y2 +y3 _ (f)g ~ 6464-;3687 _ (37786)2 ~ 16776

Zatem odchylenie standardowe: 0 = vo? = 4,09 min
Odpowiedz: Odchylenie standardowe dla calej grupy wynosi 4,09 min.

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 5
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@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1. 7 = 32890 — 3980 [z1] 1. W pewnej firmie jest zatrudnionych 10 oséb. Ich miesieczne wynagrodzenia
wynosza: 2900 zt, 3100 z1, 3100 z1, 3240 zt, 3290 z1, 3300 zt, 3320 zt, 3750 z1,
5800 zt, 8000 zt. Ilu pracownikéw tej firmy ma wynagrodzenie wyzsze od
wynagrodzenia Sredniego?
A .6 B. 4 C.3 D. 2

2. M=25T=26 2. Grupie 50 losowo wybranych oséb w pewnym mie-

$cie zadano pytanie: ,Ile godzin w tygodniu poswie- 10%__10%

casz na uprawianie sportu?”. Wyniki ankiety przed- 10% 610 10%

stawiono na diagramie. O ile mediana otrzymanych
danych jest nizsza od ich Sredniej arytmetycznej?

3 2
A. 01 C. 0,3 5091 oo,
B. 0,2 D. 0,4 ’ !
3. M =2 =7 czyli 3. Liczby a, b, ¢, d ustawiono w kolejnoéci rosnacej, a ich mediana jest rowna 7.
b+ ¢ = 14 oraz bc = 24, Jesli be = 24, to:
t b=2ic=12
paem b= i e A. (b—c)? =0, C. (b—c)? =100,
B. (b—c¢)? =25, D. (b—c)? = 144.
4.7, =0 4. Rafal przez dwa tygodnie ferii, codziennie o godzi- Zemperawra ['C
Ty = —2 nie 12, mierzyt temperature powietrza. Wyniki po- 3
T3 =—1 miaréw przedstawil na wykresie (kolorem niebieskim 9
zaznaczyl wyniki z pierwszego tygodnia, a kolorem 1
czerwonym — z drugiego). (U ' |
Niech Z; oznacza érednia temperature w pierwszym 1 /
tygodniu, To — w drugim, a T3 — w obu tygodniach. _;
Woéwezas: 4
A. T, <7 < T3, C. 7, <T3 < 7Ty, —5] T3 T s 67
B. 75 <7 < Ty, D. 7, <73 <7 kolejny dzien tygodnia
5.7, =2=13 5. W tabeli podano liczby z dwoma zestawa- Lierdbm, 10 15 20
T2=3 =17 mi wag. Niech T; oznacza Srednia tych liczb Waga X 05 04 0,1

z wagami X, a Ty — ich $rednia z wagami Y.
. - . , . Waga Y 0,3 1,2 1,5
Wéwezas To — Ty jest réwne:

A. 6, B. 4, C. 2, D. 0.

5. Statystyka



Przed obowigzkowa matura z matematyki @

B Zadania krétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Karolina ma z chemii nastepujace oceny: 5, 2, 3, x, 5, z + 1, 5, 3, 2. Oblicz z,
jesli wiadomo, ze érednia ocen wynosi 4. Wyznacz ich mediane i dominante.

Zadanie 2 (2 pkt)
Wynik egzaminu jest srednia wazona punktow Kandydat X v Zz
uzyskanych z testow: z matematyki z waga 0,5,
z geografii z waga 0,2 oraz z jezyka obcego
z wagg 0,3. Ile moze wynosi¢ wynik z matema-  Geografia 40 | 50 40
tyki kandydata X, jesli zdal on egzamin lepiej
od kandydata Y, ale gorzej od kandydata Z?

Matematyka = | 40 @60

Jezyk obcy | 60 60 50

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 3 (4 pkt)

Uczniowie pisali sprawdzian w trzech grupach A, B i C, liczacych odpowiednio
8, 10 i 6 0séb. Srednia ocen w grupach A i B lacznie wyniosla 4, a w grupach
B i C lacznie wyniosta 3. Oblicz $rednig ocen dla kazdej z grup, jesli srednia
calej klasy byta réwna 3,5.

Zadanie 4 (4 pkt)
Pewna firma ma trzy zaktady produkcyjne. W tabeli podano informacje o éred-
nich zarobkach w tych zaktadach.

Zaktad I Zaktad IT Zaktad IIT
Liczba pracownikow 20 15 15
Srednie wynagrodzenie 4000 zt 3600 zt 4400 zt
Odchylenie standardowe 400 zt 500 zt o3

Oblicz odchylenie standardowe zarobkéw w zaktadzie I11, jesli odchylenie stan-
dardowe zarobkéw wszystkich pracownikéw tych zaktadéw jest réwne 600 zt.

Zadanie 5 (4 pkt)

W fokarium zwazono wszystkie foki: osiem samcéw i cztery samice. Srednia
waga samcéw byla réwna 250 kg z odchyleniem standardowym 50 kg. Sred-
nia waga samic byta réwna 150 kg z odchyleniem standardowym 30 kg. Do
fokarium przybyly dwie samice wazgce po 170 kg. Oblicz Srednig wage oraz
odchylenie standardowe wag wszystkich fok przebywajacych teraz w fokarium.

5. Niech 1,22, x3,...,xs — wagi samcéw, y1, Y2, Y3, Y4 — wagi pierwszych 4 samic.
Srednia waga wszystkich fok:
— _ 825044.15042:170 __ 2940 _
@ — == e R 2100 kg
Wariancja wag samcow:
2 2 2 2
zit+z5+r3+...+T 2 2
238 950" =50
czyli £ 4+ x3 + 22 + ... + 2 = 520000
2 2 2 2
Wariancja wag 4 samic: %ﬂ — 1502 = 307, czyli y3 +v3 + 93 +y3 = 93600
Wariancja wag wszystkich fok:

2 2, .2 2 5. 2
o? = Tt Tt T L FUa BT 9902 — STL00 _ 44100 ~ 3857,14 [kg?]

Odchylenie standardowe wag wszystkich fok: o ~ 62,11 kg

Odpowiedzi do zadan

1. %:47 czyliz =5
2,2,3,3,5,5,5,5,6
M=5D=5

2. Y: 48
Z: 53
X: 7T =05z + 26
48 < 0,5z + 26 < 53
44 < x < 54
Zatem 45 < x < 53.

3. Niech a, b, ¢ — sumy ocen od-
powiednio w grupach A, B
iC.

b —¢

b+c __
16 =3

a+btc __
=35

| 8l 8

a = 36
b =36
e= 12

Ta =45 Tp =36, Tc =2

4. 7 — 80000454000+66000 _
o 8= 20+15+15 =

= 200800 — 4000 [z}]

2 2 2
A5 ARG AR s 0o =1
0_2 1 2 n 1,2

zit+as+.. +a; =n(0® +7°%)
20 - (4007 +4000%) +

+15 - (500% + 36007) +

+15 - (03 + 4400%) =

=50 - (600% 4 4000%)
323200000 + 198150000 +
+1502 4+ 290400000 =

= 818000000

1502 = 6250000

o3 = 4/ 8280000 ~ 645,50 [z1]

Przed obowigzkowg maturg z matematyki



Indeks

amplituda 37
arcus
cosinus 73
cotangens 74
sinus 73
tangens 74
asymptota
pionowa wykresu funkcji 237
pozioma wykresu funkcji 240
uko$na wykresu funkcji 288

ciag 146
arytmetyczny 164-166, 171, 172
geometryczny 175, 176, 178, 179, 181
liczb Catalana 188
liczbowy 147
malejacy 153
niemalejacy 155
nierosnacy 155
nieskoniczony 146
ograniczony 213
ograniczony z gory 213
rosnacy 153
rozbiezny 198
skonczony 148
staly 155
zbiezny 196, 198, 214
cisoida Dioklesa 239
cosinus
kata 10-12, 17, 25, 27, 58, 59, 67
podwojonego kata 55
potowy kata 57
roznicy katéw 54
sumy katow 54
cosinusoida 27
cotangens
kata 10-12, 17, 30, 32, 58, 59
podwojonego kata 56
cotangensoida 32

dtugosé wektora 120
dominanta 304

efektywna stopa procentowa 191
ekstremum lokalne funkcji 273

figura
osiowosymetryczna 128
srodkowosymetryczna 131

figury
jednoktadne 136
podobne 137

funkcja
ciaglta 245, 246
ciagta w punkcie 244
nieciaglta 245
nieciggta w punkcie 244
nieparzysta 29

Indeks

funkcja
odwrotna 72
okresowa, 22
parzysta 29
pochodna 255, 258-261, 263
rézniczkowalna 255
réznowartosciowa 72
wewnetrzna 262
zewnetrzna 262

granica
ciagu 195-197, 200, 204, 205
funkcji 226, 227, 229-231, 240, 241
iloczynu ciagéw 200
ilorazu ciagéw 200
jednostronna funkcji 233, 234
niewlasciwa ciagu 198, 204, 206, 207
niewlasciwa funkcji 235
niewladciwa jednostronna funkcji 235
réznicy ciagéw 200
sumy ciagéw 200
wlasciwa ciagu 195, 196

iloczyn
skalarny wektorow 123
wektora przez liczbe 119
iloraz
ciagu geometrycznego 175
réznicowy 251
indukcja matematyczna 214
jednoktadnos$é 136

kapitalizacja odsetek 190
krzywa Gaussa 317

maksimum lokalne funkcji 273
mediana 302

metoda analizy starozytnych rozwigzywania réwnan 80

miara hukowa kata 19, 20
minimum lokalne funkcji 273

nominalna stopa procentowa 191

obraz punktu w przesunieciu o wektor 124

odchylenie
przecietne 313
standardowe 308
odlegtos¢
miedzy prostymi réwnoleglymi 93, 94

miedzy punktami w ukltadzie wspotrzednych 84

punktu od prostej 91
okrag jednostkowy 13
okres

funkcji 22

kapitalizacji 190

podstawowy (zasadniczy) funkcji 22
okregi przecinajace sie 102



okregi
roztaczne 102
styczne 102
o$ symetrii 127, 128
pochodna
funkcji cosinus 261
funkcji cotangens 261
funkcji — wzory 255, 256, 261
funkcji potegowej 256
funkcji sinus 261
funkcji stalej 255
funkcji tangens 261
funkcji w punkcie 252, 253
funkcji zlozonej 263
iloczynu funkcji 258
ilorazu funkcji 259
roznicy funkeji 258
sumy funkcji 258
podciag ciagu 182
pole tréjkata w uktadzie wspétrzednych 95
procent sktadany 189
przesunigcie (translacja) o wektor 124
punkt stycznosci okregu i prostej 105

radian 19, 20
regula trzech sigm 317
rekurencyjne okreslenie ciagu 157
rozktad normalny 317
rozstep 313
rownanie
okregu 96-98
okregu w postaci kanonicznej 97
okregu w postaci ogélnej 98
roznica
ciggu arytmetycznego 164
cosinuséw 68
sinuséw 68
wektorow 119

sasiedztwo punktu 227
sieczna
okregu 105
wykresu funkcji 251
silnia 160
sinus
kata 10-12, 17, 25, 26, 58, 59, 67
podwojonego kata 55
potowy kata 57
roznicy katéw 54
sumy katow 54
sinusoida 25
skala
centylowa 303
jednokltadnosci 136, 137
podobienstwa 137
strofoida 239
styczna do okregu 105

styczna do wykresu funkcji 253, 256
suma
cosinuséw 68
czedciowa szeregu geometrycznego 208
poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego 171, 172
poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego 181
sinuséw 68
szeregu geometrycznego 208, 209
wektoréw 118
symbol nieoznaczony 205
symetralna odcinka 88
symetria
osiowa 127
srodkowa 131
wzgledem osi uktadu wspéirzednych 128
wzgledem poczatku uktadu wspélrzednych 132
szereg
geometryczny 208-210
geometryczny rozbiezny 208
geometryczny zbiezny 208, 209
harmoniczny 212
$rednia
arytmetyczna 298
obcigta 301
wazona 314
grodek symetrii 131

tangens
kata 10-12, 17, 30, 31, 58, 59
podwojonego kata 56
réznicy katéw 56
sumy katéow 56
tangensoida 30
tozsamos¢ trygonometryczna 49
twierdzenie
o osiagganiu kreséw (Weierstrassa) 249
o przyjmowaniu wartosci poérednich 248
o trzech ciggach 202

wariancja 308, 310
warunek konieczny istnienia ekstremum 273
warunek wystarczajacy istnienia ekstremum 274
wektor jednostkowy 122
wektor zerowy 120
wlasnosé Darboux 248
wlasnosci
funkcji sinus 25
funkcji tangens 31
wspoélrzedne srodka odcinka 87
wyraz ciagu 146
wzory redukcyjne 58, 59
wzor ogdlny
ciggu 149
ciaggu arytmetycznego 164
ciagu geometrycznego 176

zalozenie indukcyjne 215
zlozenie funkcji 262

Indeks



Tablice wartosci funkcji trygonometrycznych

37°

39°

44°

sin «

0,0000
0,0175
0,0349
0,0523
0,0698
0,0872
0,1045
0,1219
0,1392
0,1564
0,1736
0,1908
0,2079
0,2250
0,2419
0,2588
0,2756
0,2924
0,3090
0,3256
0,3420
0,3584
0,3746
0,3907
0,4067
0,4226
0,4384
0,4540
0,4695
0,4848
0,5000
0,5150
0,5299
0,5446
0,5592
0,5736
0,5878
0,6018
0,6157
0,6293
0,6428
0,6561
0,6691
0,6820
0,6947

COS «x

1,0000
0,0998
0,0994
0,9986
0,9976
0,0962
0,0945
0,9925
0,9903
0,9877
0,0848
0,816
0,9781
0,0744
0,9703
0,9659
0,9613
0,9563
0,9511
0,9455
0,9397
0,9336
0,0272
0,9205
0,135
0,9063
0,8988
0,8910
0,8829
0,8746
0,8660
0,8572
0,8480
0,8387
0,8290
0,8192
0,8090
0,7986
0,7880
0,7771
0,7660
0,7547
0,7431
0,7314
0,7193

tg o

0,0000
0,0175
0,0349
0,0524
0,0699
0,0875
0,1051
0,1228
0,1405
0,1584
0,1763
0,1944
0,2126
0,2309
0,2493
0,2679
0,2867
0,3057
0,3249
0,3443
0,3640
0,3839
0,4040
0,4245
0,4452
0,4663
0,4877
0,5095
0,5317
0,5543
0,5774
0,6009
0,6249
0,6494
0,6745
0,7002
0,7265
0,7536
0,7813
0,8098
0,8391
0,8693
0,9004
0,325
0,9657

Tablice wartosci funkcji trygonometrycznych

ctg a

57,290
28,636
19,081
14,301
11,430
9,5144
8,1443
7,1154
6,3138
5,6713
5,1446
4,7046
4,3315
4,0108
3,7321
3,4874
3,2709
3,0777
2,042
92,7475
2,6051
2,4751
2,3559
2,2460
2,1445
2,0503
1,9626
1,8807
1,8040
1,7321
1,6643
1,6003
1,5399
1,4826
1,4281
1,3764
1,3270
1,2799
1,2349
1,1918
1,1504
1,1106
1,0724
1,0355

«

47°

51°

74°

76°

sin «
0,7071
0,7193
0,7314
0,7431
0,7547
0,7660
0,7771
0,7880
0,7986
0,8090
0,8192
0,8290
0,8387
0,8480
0,8572
0,8660
0,8746
0,8829
0,8910
0,8988
0,9063
0,9135
0,9205
0,9272
0,9336
0,9397
0,9455
0,9511
0,9563
0,9613
0,9659
0,9703
0,9744
0,9781
0,9816
0,9848
0,9877
0,9903
0,9925
0,9945
0,9962
0,9976
0,9986
0,9994
0,9998

COos &

0,7071
0,6947
0,6820
0,6691
0,6561
0,6428
0,6293
0,6157
0,6018
0,5878
0,5736
0,5592
0,5446
0,5299
0,5150
0,5000
0,4848
0,4695
0,4540
0,4384
0,4226
0,4067
0,3907
0,3746
0,3584
0,3420
0,3256
0,3090
0,2924
0,2756
0,2588
0,2419
0,2250
0,2079
0,1908
0,1736
0,1564
0,1392
0,1219
0,1045
0,0872
0,0698
0,0523
0,0349
0,0175

tg o

1,0000
1,0355
1,0724
1,1106
1,1504
1,1918
1,2349
1,2799
1,3270
1,3764
1,4281
1,4826
1,5399
1,6003
1,6643
1,7321
1,8040
1,8807
1,9626
2,0503
2,1445
2,2460
2,3559
2,4751
2,6051
2,7475
2,042
3,0777
3,2709
3,4874
3,7321
4,0108
4,3315
4,7046
5,1446
5,6713
6,3138
7,1154
8,1443
9,5144
11,430
14,301
19,081
28,636
57,290

ctg a

1,0000
0,9657
0,9325
0,9004
0,8693
0,8391
0,8098
0,7813
0,7536
0,7265
0,7002
0,6745
0,6494
0,6249
0,6009
0,5774
0,5543
0,5317
0,5095
0,4877
0,4663
0,4452
0,4245
0,4040
0,3839
0,3640
0,3443
0,3249
0,3057
0,2867
0,2679
0,2493
0,2309
0,2126
0,1944
0,1763
0,1584
0,1405
0,1228
0,1051
0,0875
0,0699
0,0524
0,0349
0,0175



