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Poczatki rachunku prawdopodobienstwa sa zwigzane z grami losowymi, do

ktérych nalezy na przyktad gra w kosci, i checig poznania szansy wygrane;j.

W 1654 roku we Francji zapalony gracz w kosci kawaler de Méré [czyt. de mere]
zwrocit sie do Blaise’a Pascala z prosba o wyjasnienie pewnych zagadnien
zwiazanych z grami hazardowymi. W celu rozwiazania tych zagadnien Pas-
cal prowadzit korespondencje z innym francuskim matematykiem — Pierre’em
de Fermatem. Rok 1654 jest przyjmowany za date narodzin rachunku praw-
dopodobienstwa.

MultiteZa
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1. Rachunek prawdopodobieristwa



Uczen:

— wypisuje wszystkie mozliwe
wyniki danego doswiadczenia,

— stosuje regute mnozenia do
obliczania liczby wynikéw
do$wiadczenia spelniajacych
dany warunek,

— przedstawia drzewo
ilustrujace zbiér wszystkich
mozliwych wynikéw danego
do$wiadczenia.

Cwiczenie 1
26 - 10 = 260

Multitefa

® Zdarzenie elementarne — rzut
dwiema kostkami do gry
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(> Generator
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I 10 1. Rachunek prawdopodobienstwa

1.1. Reguta mnozenia

Przyktad 1
Rzucamy dwiema monetami: dwuztotéwka i pigciozlotéwka. Wypisz wszystkie
mozliwe wyniki tego do$wiadczenia.

Niech o oznacza otrzymanie orta, a r — reszki
na monecie dwuztotowej, natomiast O — orta,
a R — reszki na monecie pigcioztotowej. Moz-
liwe wyniki do$wiadczenia to:

00, oR, rO, TR

Przykfad 2
Rzucamy dwiema kostkami: niebieska i czerwona. Ile jest mozliwych wynikéw
tego do$wiadczenia?

Wypisujemy wszystkie mozliwe wyniki:

11 21 31 41 51 61 Kiedy piszemy o kostce, mamy na

192 99 39 49 59 62 my$li szesciennag kostke do gry.

13 23 33 45 53 63 Przyjmujemy, ze wynikiem jedno-
. krotnego rzutu kostka jest liczba

14 24 34 44 54 64 otrzymanych oczek, a wynikiem

15 25 35 45 55 65 rzutu dwiema kostkami

16 26 36 46 56 66 uporzadkowana para liczb.

Wiszystkich mozliwych wynikéw jest 36 (zwrdé uwage, ze rozrézniamy wyniki
takie jak np. 23 i 32).

Cwiczenie 1

Pewien kod sklada si¢ z jednej litery alfabetu i nastepujacej po niej jednej
cyfry. Ile réznych kodéw mozna utworzyé, jezeli w kazdym bedzie wystepowalta
jedna z 26 liter: A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M\, N, O, P, Q, R, S, T,
U, V, W, XY, Z oraz jedna z 10 cyfr: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 97

W takiej sytuacji, jak opisana w ¢wiczeniu, zamiast wypisywac¢ wszystkie moz-
liwe pary tworzace kod, warto skorzystaé¢ z reguly mnozenia. Méwi ona, ze jesli
zbiér A ma m elementéw, a zbiér B ma n elementéw, to liczba réznych par
(z,y) takich, ze xz € A oraz y € B, jest réwna m - n.

Uwaga. Liczbe elementéw zbioru A bedziemy oznaczaé a (lub |A]).

Komentarz _
Warto powiedzie¢ uczniom, ze symbol A czesto nazywany jest liczebnoscig lub mocg
zbioru A.



Przyktad 3

Niech A bedzie zbiorem wszystkich dzielnikéw naturalnych liczby 15,
a B — zbiorem wszystkich dzielnikéw naturalnych liczby 30. Ile jest par (z,y)
takich, ze x € Aiy e B?

A=1{1,3,515}, B=1{1,2,3,5,6,10,15,30}, zatem A = 4, B = 8.

Liczba opisanych par jest réwna A.-B=4-8=32

Cwiczenie 2

a) Ile jest wszystkich punktéw plaszczyzny, ktérych pierwsza wspoélrzedna
jest dzielnikiem naturalnym liczby 12, a druga — dzielnikiem naturalnym
liczby 287

b) Ile jest wszystkich punktéw plaszczyzny, ktoérych pierwsza wspolrzedna jest
liczba naturalng mniejsza od 20 i podzielna przez 3, a druga — liczba naturalna
mniejsza od 30 i podzielna przez 47

Regute mnozenia mozna sformutowaé bardziej ogdlnie.

Reguta mnozenia

Jezeli pewien wybor polega na podjeciu n decyzji, przy czym pierwsza

decyzje mozna podjac na k; sposobow, druga — na ky sposobéw, ..., n-ta —
na k, sposobow, to takiego wyboru mozna dokona¢ na ky - ky - ... - k,
Sposobow.

Przykiad 4

Ile moze by¢ numerdéw rejestracyjnych ma-
jacych na poczatku dwie litery, a nastepnie
pieé cyfr (litery i cyfry moga sie powtarzad),
jesli w numerach tych moga wystepowaé je-
dynie litery W, E oraz cyfry 1, 3, 8, 97

Takich numeréw moze byé¢: 2-2-4-4-4-4-4 = 4096.

HWE 91338

Cwiczenie 3

Ile moze by¢ kodéw majacych na poczatku cztery litery, a nastepnie trzy cyfry
(litery i cyfry moga sie powtarzad), jesli do utworzenia kodéw wykorzystujemy:
a) jedynie litery V, X, Y, Z oraz cyfry 1, 3, 5, 7, 9;

b) jedynie litery A, B, C, D, E, F, G oraz cyfry 1, 2, 3, 4, 5, 6;

c¢) 26 liter alfabetu oraz wszystkie cyfry?

Cwiczenie 3
a)4-4-4-4-5-5-5= 32000
b)7-7-7-7-6-6-6=>518616
¢) 26 - 10° = 456 976 000

Cwiczenie 2

a) A — zbiér naturalnych dziel-
nikéw liczby 12

B — zbiér naturalnych dzielni-
kéw liczby 28
A=1{1,2,3,4,6,12}, A=6
B=1{1,2,4,7,14,28} B = 6
A.B=36

b) A — zbiér liczb naturalnych

mniejszych od 20 i podzielnych
przez 3

B — zbiér liczb naturalnych
mniejszych od 30 i podzielnych
przez 4

A=1{0,3,6,9,12,15,18}, A =7
B = {0,4,8,12, 16, 20, 24, 28},
=8

B =56

=l |

1.1. Reguta mnozenia



Cwiczenie 4

/’\ kostka

zielona

A AN AN

231231 2 3 zbétta
Mozhwych jest 9 wynikéw.

Cwiczenie 5

Niech o oznacza otrzymanie orta,
a r — reszki na monecie dwuzto-
towej, natomiast O — orta, a R —
reszki na monecie piecioztotowej.

AYAYAYA

Mozliwych jest 8 wynikdw.

1. Rachunek prawdopodobienstwa

Przyktad 5

Rzucono kostka i moneta. Wynikiem do$wiadczenia jest para (a,b), gdzie a
jest liczba oczek na kostce, a b — ortem lub reszka. Ile jest mozliwych wynikow
takiego doswiadczenia?

Zbiorem mozliwych wynikéw rzutu kostka jest zbiér A = {1,2,3,4,5,6}. Zbio-
rem mozliwych wynikéw rzutu moneta jest zbiér B = {o,r}, gdzie o oznacza
wypadniecie orta, a r — reszki.

A=6oraz B = 2, wiec wszystkich mozliwych wynikow jest A.B=12.
Ponizej przedstawiamy drzewo ilustrujace wszystkie mozliwe wyniki tego do-
Swiadczenia.

e

3 5

AAAANAA

] r o ] 7  wynik rzutu moneta

wynik rzutu kostka

Wynikami tego do$wiadczenia sa pary: (1,0), (1,r), (2,0), (2,7), (3,0), (3,7),
(4’0)7 (47 r)’ (57 0)7 (57 r)? (670)7 (67T)'

Cwiczenie 4
Rzucono dwiema kostkami: zielong i z6tta. Na kostce zielonej otrzymano pa-
rzysta liczbe oczek, a na kostce zoltej — liczbe oczek mniejsza od 4. Ile jest moz-
liwych takich wynikéw? Zbiér wynikéw tego doswiadczenia przedstaw w po-
staci drzewa.

Cwiczenie 5

Rzucono kostka oraz dwiema monetami: dwuztotows i piecioztotowsa. Na kost-
ce wypadta liczba oczek nie mniejsza od 5. Ile jest mozliwych takich wynikéw?
Zbiér wynikow tego do$wiadczenia przedstaw w postaci drzewa.

Zadania

1. Ile jest mozliwych kodéw, w ktorych na poczatku wystepuja dwie litery,
a nastepnie dwie cyfry (litery i cyfry moga sie powtarzaé), jesli wykorzy-
stujemy litery A, B, C, D, E, F, G, H oraz cyfry 1, 2, 3, 4, 57

2. lle jest mozliwych kodéw, w ktérych na poczatku wystepuja trzy litery,
a nastepnie cztery cyfry (litery i cyfry moga sie powtarzaé), jesli wykorzy-
stujemy litery A, B, C, D oraz cyfry 1, 2, 3, 4, 5, 67

3. Na ile sposobow moze si¢ ubraé pani, ktéra ma trzy rézne kapelusze, szesé
sukni i cztery pary butéw?

Odpowiedzi do zadan
1. 82.5% = 1600

2. 43 . 6% = 82944
3.3.6-4="172



10.

8.

Rzucamy trzy razy kostka. Otrzymane liczby oczek zapisane kolejno tworza
liczbe trzycyfrowa. Ile wéréd mozliwych wynikéw jest liczb parzystych,
a ile — wiekszych od 5007

Ile jest liczb czterocyfrowych, w ktorych zapisie:

a) pierwsza cyfra jest nieparzysta, a pozostale sa parzyste,

b) pierwsze dwie cyfry sa parzyste, a pozostale — nieparzyste?

Tle jest liczb szedciocyfrowych, w ktérych zapisie:
a) cyfry pierwsza i ostatnia sa takie same,

b) pierwsze dwie cyfry sa takie same i ostatnie dwie cyfry sa takie same?

Ustal, ile jest liczb czterocyfrowych, w ktorych zapisie cyfra dziesiatek jest:

a) o 4 wieksza od cyfry jednosci, b) o 2 mniejsza od cyfry jednosci.

a) Uzasadnij, ze liczb trzycyfrowych podzielnych przez 5 jest mniej niz 200.

b) Uzasadnij, ze jest ponad 2000 liczb pieciocyfrowych podzielnych przez 5,
w ktérych zapisie moga wystepowaé cyfry 0, 1, 2, 3, 4, 5.

a) Zapisz mozliwe wyniki do$wiadczenia pole-

gajacego na trzykrotnym rzucie monetg (drzewo 0 r
przedstawione obok jest ilustracja graficzna tego /\ /\
do$wiadczenia). 4 > 4 s
b) Ile jest mozliwych wynikéw pieciokrotnego, /\ /\ /\
a ile — dziesigciokrotnego rzutu moneta? or o r or o r

W urnie znajduja sie trzy kule oznaczone numerami 1, 2 i 3. Trzykrotnie
wyciggamy kule, zapisujemy jej numer i zwracamy ja do urny. Zapisane
numery tworza liczbe trzycyfrowa.

a) Przerysuj ponizsze drzewo do zeszytu i uzupelnij je tak, aby ilustrowato
wszystkie mozliwe wyniki tego do§wiadczenia.

pierwsze losowanie

1 2 3

/N( losowanie
b) Tle w ten spos6b mozemy i 9 3
otrzymacé liczb parzystych? o o /Nocio losowanie
¢) Ile w ten sposéb mozemy i 9 3
otrzymac liczb podzielnych 331 332 333 otrzymane

liczby

przez 67

Korzystamy z reguty mnozenia.

a) Do ulozenia liczby trzycyfrowej podzielnej przez 5 potrzebne sa trzy decyzje:
1. decyzja (cyfra setek) — 9 mozliwosei: 1,2,3,...,9;

2. decyzja (cyfra dziesiatek) — 10 mozliwosci: 0, 1, 2, ..., 9;

3. decyzja (cyfra jednosci) — 2 mozliwosci: 0, 5.

Zatem takich liczb jest: 9- 10 - 2 = 180 < 200, co nalezato wykazac.

b) Do utozenia liczby pieciocyfrowej podzielnej przez 5 potrzeba pieciu decyzji:
1. decyzja (cyfra dziesiatek tysiecy) — 5 mozliwosci: 1, 2, 3, 4, 5;

2., 3. 1 4. decyzja (odpowiednio cyfra: tysiecy, setek i dziesiatek) — 6 mozliwosci:
0,1, 2, 3, 4, 5

5. decyzja (cyfra jednosci) — 2 mozliwosci: 0, 5.

Zatem takich liczb jest: 5-6-6-6 -2 = 2160 > 2000, co nalezato wykazac.

10.

. Liczby parzyste: 6-6-3 = 108,

liczby wigksze od 500:
2-6-6="172

.a)5-5.-5.5=625

b)4-5-5-5 =500

.a)9-10-10-10-10-1 = 90000

b) 9-1-10-10-10-1 = 9000

. a) Liczby dwucyfrowe, w kté-

rych cyfra dziesiatek jest o 4
wieksza od cyfry jednosci, to:
40, 51, 62, 73, 84, 95.
Zatem 9 - 10 - 6 = 540.

b) Cyfra dziesigtek o 2 mniej-
sza od cyfry jednosci: 02, 13,
24, 35, 46, 57, 68, 79.
Zatem 9 - 10 - 8 = 720.

. a) Wynikami tego doswiad-

czenia sa: (0,0,0), (0,0,7),

(07 T? 0)7 (O? T7 T), (T7 07 O)?

(T7 07 T)? (T, r? 0)7 (T, r? T)'

b) Pieciokrotny rzut: 2° = 32
dziesieciokrotny rzut:

20 =1024

b) Na koncu musi byé licz-
ba 2, czyli trzecia liczbe moz-
na wybraé tylko na 1 sposob:
3-3-1=0.

c) Trzy liczby: 132, 222, 312

1.1. Reguta mnozenia



Uczen:

— wypisuje wszystkie mozliwe
permutacje danego zbioru,

— oblicza liczbe permutacji
danego zbioru,

— wykonuje obliczenia, stosujac
definicje silni,

— wykorzystuje permutacje do
rozwiazywania zadan.
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1.2. Permutacje

Przyktad 1

Na ile sposobow mozna ustawi¢ na poélce trzy rézne
ksigzki?

Oznaczamy ksigzki numerami 1, 2, 3 i wypisujemy
wszystkie mozliwe ustawienia:

123 132 213 231 312 321

Trzy ksiazki mozemy ustawi¢ na 6 sposobdw.

Przyktad 2

Na ile sposobow mozna ustawi¢ na potce cztery rézne
ksigzki?

Oznaczamy ksigzki numerami 1, 2, 3, 4 i wypisujemy
wszystkie mozliwe ustawienia:

1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321

Otrzymalismy 24 mozliwe ustawienia ksigzek.

W przykladzie 1. podaliSmy wszystkie trzywyrazowe ciagi, ktére mozna utwo-
rzy¢, przestawiajac liczby 1, 2, 3, a w przyktadzie 2. — wszystkie czterowyra-
zowe ciggi, ktére mozna utworzy¢, przestawiajac liczby 1, 2, 3, 4. Takie ciagi
nazywamy permutacjami.

Definicja
Kazdy n-wyrazowy ciag utworzony ze wszystkich elementéw n-elemento-
wego zbioru A nazywamy permutacja tego zbioru.

Cwiczenie 1
Wypisz wszystkie permutacje podanego zbioru.
a) {3,5} b) {3,5,7} c) {3,5,7,9}

Liczbe wszystkich permutacji zbioru n-elementowego oznaczamy przez P,.
Obliczamy ja, korzystajac z reguly mnozenia.

Cwiczenie 1

a) 35, 53

b) 357, 375, 537, 573, 735, 753

c) 3579, 3597, 3759, 3795, 3957, 3975,
5379, 5397, 5739, 5793, 5937, 5973,

7359, 7395, 7539, 7593, 7935, 7953,
9357, 9375, 9537, 9573, 9735, 9753



Przyktad 3
Na ile sposobéw mozna ustawié¢ na podtce pie¢ réznych ksiagzek?

Nalezy odpowiedzieé¢ na pytanie, ile jest permutacji zbioru piecioelementowego
{1,2,3,4,5}. Najpierw wybieramy jedng sposr6d pieciu ksiazek i ustawiamy
ja na pierwszym miejscu — mozemy to zrobi¢ na 5 sposobéw. Nastepnie wybie-
ramy jedna z czterech pozostalych ksiazek i ustawiamy jg na drugim miejscu —
mozemy to zrobi¢ na 4 sposoby, nastepnie wybieramy jedna z trzech pozosta-
tych ksiazek itd. Mozliwych ustawien jest wiec:

5.4-3.2-1=120

Definicja
Dla liczby naturalnej m» > 1 symbol n! [czyt. n silnia] oznacza iloczyn
kolejnych liczb naturalnych od 1 do n:

n'=1-2-3-...-n

Przyjmujemy réwniez, ze 0! =11 1! = 1.

Cwiczenie 2
Podaj liczbe, ktérg nalezy wstawi¢ w miejsce |7 . ol = |
a) 4!=3!.7? b)8l="7!. 7 c) 121 =11!. 2 1= 1
2! = 2
Zauwaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi 3 = 6
rownoscé: 4! = 24
1=
(n+1D!'=nl(n+1) 2'_ ;;8
L ) 7 = 5040
Cwiczenie 3 gl — 40320
UpI‘Oéé ulamek. 9! = 362 880
5! 8! (n+1)! (n+42)! 10! = 3628800
a) — c) — e) ——= — :
) ) ) 8 111= 39916800
n 102! (n=D)! (n=2)! 12! = 479001600
b) 5! d) 100! f) n! h) n!
Twierdzenie
Wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jest n!.
Cwiczenie 4
Ile jest wszystkich permutacji zbioru A, jesli wiadomo, ze:
a) A =6, b) A =71, c) 4 =10, d) A =127
Cwiczenie 3
B § = 45 =5 ) CH _ me) _y
b g =gt - 0 f Lol — e —
C) 18_0'| = 8!~§!~10 = % g) (nI!2)! = n!~(n+$!)(n+2) = (TL"‘ 1)(7Z+ 2) = ’fl2 aF 3n T 2
! 1.101- n—2)! n—2)!
d) §0 = 10050102 — 10302 ) SR = B o = S Lo = S

Cwiczenie 2
a) 4

b) 8

c) 12
Cwiczenie 4
a) 6! = 720
b) 7! = 5040

c) 10! = 3628800
d) 12! = 479001 600

1.2. Permutacje



Odpowiedzi do zadan

1.

a) 5! = 120
b) 6! = 720
. a) 9! = 362880

b)9-9-8-7-...-1=9-9! =
= 3265920

.a)4-4.3.2.1=96

b)3-4-3-2-1="72

.a)5-4-3-2:1-1=5!=120

b)5-4-3-2-1-3 =5!-3 =360

a) A=4, bodl =24

b) A =5, bo 5! = 120

c) A =8, bo 8! = 40320

d) 4 = 10, bo 10! = 3628800
a) n! =5040 dlan =7

b) 720 = 6! — 6 numeréw nie-
parzystych
11 lub 12 oséb

.a) 4l =24

b)5-4-3-2=5!=120

. a) 71 = 5040

b) 8! = 40320

1. Rachunek prawdopodobienstwa

Zadania

a) Ile liczb pieciocyfrowych mozna utworzyé, wykorzystujac wszystkie
cyfry liczby 56 7897

b) Tle liczb szedciocyfrowych mozna utworzyé, wykorzystujac wszystkie
cyfry liczby 2457687

a) Ile jest liczb dziewieciocyfrowych, w ktdérych zapisie nie wystepuje
cyfra 0 i zadna cyfra sie nie powtarza?

b) Tle jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktérych zapisie zadna cyfra sie nie
powtarza?

Rozwazmy liczby pieciocyfrowe, w ktérych zapisie kazda z cyfr 1, 2, 3,4, 5
wystepuje doktadnie raz.

a) Ile jest takich liczb mniejszych od 500007

b) Tle jest takich liczb wigkszych od 300007

Z cyfr 4,5, 6, 7, 8, 9 tworzymy liczby sze$ciocyfrowe o niepowtarzajacych
sie cyfrach. Oblicz, ile mozna utworzy¢ takich liczb:

a) podzielnych przez 5, b) parzystych.

Podaj liczbe elementéw zbioru A, o ktérym wiadomo, ze wszystkich moz-
liwych jego permutacji jest:
a) 24, b) 120,

c) 40320, d) 3628800.

a) Zawodnikom przydzielono kolejne numery od 1 do n. Ile oséb bralo
udzial w zawodach, jesli wiadomo, ze numery startowe mozna bylo przy-
dzieli¢ na 5040 sposobdéw?

b) Zawodnikom przydzielono kolejne numery od 1 do n. Najpierw roz-
dano numery parzyste, po czym okazalo sig, Zze numery nieparzyste mozna
przydzieli¢ na 720 sposobéw. Ile oséb brato udziat w zawodach?

Na ile sposob6éw mozna zakwaterowaé cztery osoby:

a) w czterech jednoosobowych pokojach,

b) w pieciu jednoosobowych pokojach?

a) Na ile sposobéw mozna umiesci¢ 7 kul w 7 szufladach (kule i szuflady
rozrézniamy) tak, aby kazda szuflada byla zajeta?

b) Na ile sposobéw mozna umiesci¢ 7 kul w 8 szufladach (kule i szuflady
rozrézniamy) tak, aby tylko jedna szuflada byla pusta?



10.

11.

12.

15.

16.

14.

15.

16.

a) Na ile sposobéw mozna ustawié¢ dziewieé os6b w kolejce?

b) Na ile sposobéw mozna ustawié¢ czworo dziewczat i pieciu chlopcow
w kolejce tak, aby dziewczeta staty na poczatku kolejki?

¢) Naile sposob6w mozna ustawié troje dziewczat i szesciu chtopcéw w ko-
lejce tak, aby dziewczeta staly na koncu kolejki?

Oblicz.

2 & ) 7 8 i ) o

b 5 9 T W N
) 5o D Se Doy D St

a) Liczba permutacji zbioru (n + 1)-elementowego jest o 600 wigksza od
liczby permutacji zbioru n-elementowego. Oblicz n.

b) Liczba permutacji zbioru (n + 3)-elementowego jest 120 razy wieksza
od liczby permutacji zbioru n-elementowego. Oblicz n.

Rozwiaz réwnanie.
| — | (n+2)! _ (n=3)'(n+2)! _

a) (n+2)! =90n! c) =42 e) I 30

! 71l = (43t _ nl@n-3) 1
b) 6!(n+1)—7!-n!l =0 Q) =110 +f) it =
a) Uzasadnij, ze nier6wnosé EZ:;;: < 12 spelniaja tylko dwie liczby natu-
ralne.
b) Uzasadnij, ze nier6wnosé % < n spelniaja wszystkie liczby
naturalne wigksze od 1.
Uzasadnij, ze ré6wno$é (n + 1)! — n! = n - n! jest spelniona przez kazda

liczbe naturalna n. Korzystajac z udowodnionego stwierdzenia, uzasadnij
réwnoscé:

1-114+2-2143-3'+...+n-nl=mn+1)!-1

Ile zer na koncu ma podana liczba?

a) 15! b) 30! ¢) 100!

Grupa n przedszkolakow zostawila rano swoje czapki w szatni. Z powodu
popohudniowego zamieszania kazde dziecko wrécito do domu w nie swojej
czapce. Na ile sposobow jest to mozliwe, jesli:

a) n =3, b) n =4, *c) n=57
n+D)!=—nl=nl-(n+1)—nl=nln+1-1)=n!-n
1-114+2-2143-31+...+(n—1)- (n—1)!+n-nl=

=21 1431 =244 -3+ ... +nl—(n—-1)+(n+ 1) —nl=n+1)-1
Zero na koncu iloczynu otrzymamy, gdy pomnozymy liczbe zakonczona cyfra 5 przez
liczbe parzysta lub gdy czynnikiem iloczynu jest liczba zakonczona zerem.
a)3(2-4-5-10-15)

Tloczyn pozostaltych liczb (3-6-7-8-9-11-12- 13- 14) nie koriczy si¢ zerem.
b)7(2-5-10-4-15-20-8-25-30) c) 24

Numerujemy dzieci i czapki.

a) Mozliwe sa dwa przypadki: 231 i 312.

b) Ciagi moga zaczynaé si¢ od 2, 3 lub 4. Ciagi zaczynajace si¢ od 2: 2143, 2341,
2413. Zatem mamy 3 - 3 = 9 permutacji. c¢) 44

10.

11.

12.

13.

13!-14-15 __
) “Srim 6
71.8.9-10 _ 8.9
d) S5 = =5

9!-24
) 9!-10-11-12
)

981.99-100-10! __

T 1112081 = 0
45 _ 5

g) (1+5) — 6

z

51(146)
h) 51(6-1) 5

i) (n74)!('T(LTi;)3!)(nf2) —
=n?>—-5n+6

. n—1)!n(n
DI 1(')n—1§! ) —n? tn

&=

k) (nfl)!((sgz;l)fn) :’I’LQ

l) (n=1D!'n!-(n+1)

(n-Dl-n-nl :1+%
a) (n+1)! —n! =600
nl(n + 1) — n! = 600
n!-n=600,n=>5

b) (n + 3)! = 120n!

nl(n +1)(n +2)(n +3) =
= 120n!
(n+1)(n+2)(n +3) = 120
4-5.6=120, n=3
ayn=8 b)n=6 ¢)n=5
dn=8¢e)n=4 f)n=2

a) (n73)!(-7(Ln773)2!)(n71) <12

dlan >3 orazn €N
(n—=2)(n—-1) <12
n?—3n—-10<0

ne (=25 in=>3,neN
Zatem n = 3 lub n = 4.
b) (n+1D)!(n-1)! _

(n!)2
n!(n+1)(n—1)!

nl(n—1)n

n € N4
1—|—%<2<ndlan€N,
n>1

_ n+4+1 __ 1
=otl 941

1.2. Permutacje



1. a) 4 =210

213121
9!

b) sz = 30240

2. a) % - — 16800

1!.3!.3!.3!

b) =1 = 12600

1. Rachunek prawdopodobienstwa

Permutacje z powtorzeniami

Przykfad 1

a) Mamy do dyspozycji klocki z literami A, A, K, R. Zmieniajac kolejnosé li-
ter, otrzymujemy czteroliterowe stowa (majace sens lub nie). Wyznacz wszyst-
kie mozliwe stowa.

Jest 12 mozliwych stow:

AAKR AKAR AKRA KAAR KARA KRAA

AARK ARAK ARKA RAAK RAKA RKAA
b) Mamy do dyspozycji klocki z literami A, A, T, T. Zmieniajac kolejnosé liter,
otrzymujemy czteroliterowe stowa (majace sens lub nie). Wypisz wszystkie
mozliwe stowa.

Jest 6 mozliwych stow:
AATT ATAT ATTA TAAT TATA TTAA

Rozpatrzmy n-elementowy ciag, ktérego wyrazy nalezg do zbioru:
A={ai,as,...,a;}

przy czym kazdy z elementéw aq,as,...,a; wystepuje jako wyraz ciagu

odpowiednio ny,na, ..., n; razy (czyli ny +ny + ... + ng = n).

Taki cigg nazywamy n-elementows permutacja z powtorzeniami zbioru A.

n!
nilongl... nl"
1l-nol- i -mp!

Liczba takich permutacji jest rowna

Przyktad 2
Niech m okredla, ile liczb sze$ciocyfrowych mozemy otrzymaé, przestawiajac
cyfry liczby x.

a) Jedli z = 112222, to m = 2|6—'4, — 15.
,1e 6!
b) Jesli x = 112223, to m = srar = 60.

1. a) Ile siedmioliterowych sléw (majacych sens lub nie) mozemy otrzymad,
przestawiajac litery w stowie BARBARA?

b) Tle dziewigcioliterowych stéw (majacych sens lub nie) mozemy otrzy-
maé, przestawiajac litery w stowie KATAPULTA?

2. lle dziesieciocyfrowych liczb mozemy otrzymac, przestawiajac cyfry w licz-
bie:
a) 1222333444, b) 99898798767



Uczen:
— oblicza liczbe wariacji bez

1.3. Wariacje bez powtérzen

Przvkiad 1 powtoérzen,

rz¥ a . L, — stosuje regute dodawania do
Pewien kod tworzymy z trzech liter wybranych sposréd obliczania liczby wynikéw
nastepujacych: A, B, C, D, E, F, G, H, przy czym litery D E F speliajacych dany warunek,
nie moga si¢ powtarzac. Ile jest takich kodéw? — wykorzystuje wariacje bez

. . . L. L . powtorzen do rozwiazywania

Na pierwszym miejscu kodu mozemy wpisaé jedna z o$miu liter, na drugim — zadan.
jedna z pozostalych siedmiu, a na trzecim — jedna z pozostalych szesciu. Zatem
jest 8- 7-6 = 336 kodow.
Przyktad 2
Pewien kod tworzymy z trzech liter wybranych sposréd 26 liter alfabetu, przy
czym litery nie moga si¢ powtarzac. Ile jest takich kodow?
Takich koddw jest 26 - 25 - 24 = 15600.
Cwiczenie 1 Gwiczenie 1
a) Ile mozna utworzy¢ kodéw czteroliterowych, w ktérych moga wystapié li- a) 6-5-4-3 =360
tery A, B, C, D, E, F i zadna litera si¢ nie powtarza? b) 26 - 25 - 24 - 23 = 358 800

b) Ile mozna utworzyé kodéw czteroliterowych, w ktérych moze wystapié kaz-
da z 26 liter alfabetu i zadna litera sie nie powtarza?

Opisane wyzej ciagi liter tworzace kody to przyklady wariacji bez powtorzen.
Definicja
Kazdy k-wyrazowy ciag utworzony z réznych elementéw n-elementowego

zbioru A, gdzie k < m, nazywamy k-elementowa wariacja bez powtérzen
zbioru A.

Zauwazmy, ze kazda n-elementowa wariacja bez powtérzen zbioru n-elemen-
towego jest permutacja.

Aby obliczy¢ liczbe k-elementowych wariacji bez powtérzen zbioru n-elemen-
towego, korzystamy z reguly mnozenia.

@ Cwiczenie 2
Dany jest dziesiecioelementowy zbiér A. Uzasadnij, ze:
a) 4-elementowych wariacji bez powtérzen zbioru A jest 10-9-8 -7,
b) k-elementowych wariacji bez powtdrzen zbioru A jest:
10-9-...- (10— (k—1)), gdzie k =1,2,...,10

Cwiczenie 2

a) Pierwszy element mozemy wybraé na 10 sposobéw, drugi — na 9, trzeci — na 8,
a czwarty — na 7. Otrzymujemy wiec: 10 - 9 - 8 - 7 wariacji bez powtorzen.

b) Pierwszy element wybieramy sposréd 10, drugi sposréd pozostalych 9, trzeci z 8
i tak kolejno az do k-tego elementu, ktéry wybieramy sposréd 10 — (k — 1). Mamy
zatem: 10-9-8- ... (10 — (k — 1)) wariacji bez powtoérzen.

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.3
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1. Rachunek prawdopodobienstwa

Twierdzenie

Jesli k < m, to wszystkich k-elementowych wariacji bez powtérzen zbioru
n-elementowego jest:

ne(n=1)- (0= (k= 1)) = o

Uwaga. Jesli liczbe wszystkich k-elementowych wariacji bez powtérzen zbioru n-ele-

mentowego 0znaczynly przez V,f, to tres¢ powyzszego twierdzenia zapiszemy:

k. n!
vy = CEo] dlak<n

Cwiczenie 3
Ile jest liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje cyfra 0 i cyfry sie
nie powtarzaja? A ile jest takich liczb czterocyfrowych?

Przyktad 3
Ile jest liczb pieciocyfrowych podzielnych przez 5, w ktorych zapisie wystepuja
tylko cyfry 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 i zadna z nich si¢ nie powtarza?

Liczba jest podzielna przez 5, jesli jej ostatnia cyfra jest 0 lub 5.

Niech A bedzie zbiorem tych liczb spelniajacych warunki zadania, ktérych
ostatnig cyfra jest 0. 212121710
Wéwcezas A jest réwna liczbie czteroelementowych wariacji bez powtérzen
zbioru {1,2,3,4,5,6}.

6

== ! .
Niech B bedzie zbiorem tych liczb spelniajacych warunki zadania, ktérych
ostatnia cyfra jest 5. ?1?2]?]?]5

Zwréémy uwage, ze pierwsza cyfre liczby wybieramy ze zbioru {1,2,3,4, 6},
wiec B=15-5-4-3 = 300.

Zatem A + B = 360 + 300 = 660.

W powyzszym przykladzie zastosowaliémy regule dodawania. Mowi ona, ze
jesli zbiory A i B sa rozlaczne, to liczba elementéw zbioru A U B jest réwna
sumie liczby elementéw zbioru A i liczby elementéw zbioru B: AU B = A+ B.
Regute dodawania mozna sformutowaé bardziej ogdlnie.

Reguta dodawania

Jesli zbiory A;, A,, ..., A, sa parami roztaczne, to:
A UAU.. UA, =A +A,+...+4,

Cwiczenie 3
Trzycyfrowe: Vi = (9?—!3)! = 504
Czterocyfrowe: Vg = (9?—!4)! = 3024



Cwiczenie 4
Ile jest parzystych liczb czterocyfrowych, w ktorych zapisie wystepuja tylko
cyfry 0, 1, 2, 3,4, 5, 7 i zadna z nich sie nie powtarza?

Zadania

1. Ile jest liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie wystepuja tylko cyfry 1, 3, 5,
7,91 zadna z nich sie nie powtarza? A ile jest takich liczb czterocyfrowych?

2. a) Ile mozna utworzyé¢ siedmiocyfrowych numeréw telefonicznych rozpo-
czynajacych sie od 71, w ktorych zadna cyfra nie bedzie sie powtarzata
i ktére nie beda zawieraly cyfry 07
b) Ile mozna utworzy¢ siedmiocyfrowych numeréw telefonicznych rozpo-
czynajacych sie od 701, w ktérych zadna cyfra nie bedzie sie¢ powtarzata?

3. Do windy zatrzymujacej sie na 10 pietrach wsiadly 4 osoby. Na ile sposo-
béw osoby te moga opudci¢ winde, jesli kazda z nich wysiada:
a) na innym pietrze,

b) na innym pietrze i nikt nie wysiada na trzech ostatnich pigtrach?

4. Tle jest liczb pieciocyfrowych o niepowtarzajacych sie cyfrach, jedli pierwsza
cyfra jest parzysta, a pozostale sg nieparzyste?

5. TIle jest liczb parzystych szeSciocyfrowych o niepowtarzajacych si¢ cyfrach,
jesli wiadomo, ze w zapisie tych liczb wystepuja cyfry:
a) 1,2, 3,4, 5,6, b) 0,1,2,3,5,7,9?7

6. Oblicz, ile jest liczb siedmiocyfrowych o niepowtarzajacych sie cyfrach,
jesli wiadomo, ze w zapisie tych liczb nie wystepuje cyfra 0. Ile sposréd tych
liczb jest takich, ze cyfry parzyste nie sasiaduja ze soba i cyfry nieparzyste
nie sgsiaduja ze sobg?

7. Oblicz, ile jest liczb siedmiocyfrowych podzielnych przez 25 o niepowta-
rzajacych sie cyfrach.

8. Oblicz.

a) Vi b) Vi ¢) V2 d) Vi 0) V!

n

f) v
@ 9. Dany jest zbior n-elementowy. Uzasadnij, ze:
a) liczba (n — 1)-elementowych wariacji bez powtérzen tego zbioru jest
réwna liczbie jego permutacji,

b) liczba 2-elementowych wariacji bez powtérzen tego zbioru jest parzysta.

7. Liczba jest podzielna przez 25, jedli jej dwie ostatnie cyfry naleza do zbioru {00, 25, 50, 75}.

Cyfry nie moga si¢ powtarzaé, stad rozpatrujemy tylko 3 przypadki {25, 50, 75}.
A — ostatnie dwie cyfry to 50

A=V =6720
B — ostatnie dwie cyfry to 25 lub 75
B=(7-7-6-5-4)-2=11760
A+ B = 18480
9.2) Vi = i = 1 = n!
b) Vi = ity = C Gt = (n=1) -m

Jest to iloczyn dwdch kolejnych liczb naturalnych, stad jedna z tych liczb jest liczba
parzysta. Zatem caly iloczyn jest rowniez parzysty.

Cwiczenie 4

A — zbiér liczb spelniajacych wa-
runki zadania, ktérych ostatnia
cyfra jest 0

A=V= Tl = 120

B — zbiér liczb spelniajacych wa-
runki zadania, ktérych ostatnia,
cyfra jest 2 lub 4.

B=5-5-4-2=200
A+ B =320

Odpowiedzi do zadan

1. Trzycyfrowe: 5 -4 -3 = 60,
czterocyfrowe: 5-4-3-2 = 120

2. a) 9! = 362880 b) Vi =840

3. a) Vih = 5040 b) Vi* =840

4. 4-5-4-3-2=1480

5-4.3-2-1-3=2360

A — ostatnig cyfra jest 0.

=V =720

— ostatnia cyfra jest 2.

=5-5-4-3-2-1=600
A+ B = 1320

6. Liczby siedmiocyfrowe:
Vol = 181440
A —liczba zaczyna sie od cyfry
parzystej
A=4-5-3-4-2-3-1=1440
B —liczba zaczyna si¢ od cyfry
nieparzystej
B=5-4-4-3.3.2.2=2880
Z+§:%m

8. a) =5-6-7=210

b) =

|UJ|| tUNISv

(7

;= 7! = 5040
f—7-8:56

e =5.6-7-8=1680
e =N

=n!

1.3. Wariacje bez powtérzen



Uczen:

— oblicza liczbe wariacji
7 powtérzeniami,

— wykorzystuje wariacje
z powtérzeniami do rozwia-
zywania zadan.

Cwiczenie 1
a)2-2-2.-2=16
b)5-5-5-5-5-5=5%=15625
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Przykfad 1

Ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie moga wystepowacé
tylko cyfry 11 27

Kazda z trzech cyfr mozemy wybra¢ na dwa sposoby, zatem jest 2-2-2 =8
takich liczb.

111 121 211 221 Jest 8 liczb trzycyfrowych, w ktérych za-
112 122 212 29292 pisie moga wystepowaé tylko cyfry 11 2.
Przyktad 2

Ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie moga wystepowad
tylko cyfry 1, 2, 3,41 57

Jest 5-5-5 =125 takich liczb.

Cwiczenie 1
a) Ile jest wszystkich liczb czterocyfrowych, w ktérych zapisie moga wystepo-
wac tylko cyfry 11 27
b) Ile jest wszystkich liczb sze$ciocyfrowych, w ktorych zapisie moga wyste-
powaé tylko cyfry 1, 2, 3, 4157
Opisane wyzej ciggi cyfr tworzgce liczby to przyktady wariacji z powtérze-
niami.
Definicja
Kazdy k-wyrazowy ciag utworzony z elementéw zbioru A nazywamy
k-elementowa wariacja z powtorzeniami zbioru A.

Uwaga. W wariacji z powtérzeniami wyrazy moga sie powtarzac.

Przyktad 3
Ile piecioliterowych kodéw mozna utworzy¢ z li-

ter A, B, C, D, E, F, G, H, jesli litery moga sie DIAIFIA|G
powtarzac?

Mozna utworzy¢ 85 = 32768 takich kodéw.

Cwiczenie 2
Ile piecioliterowych kodéw mozna utworzy¢ z 26 liter alfabetu, jesli litery moga
sie powtarzac¢?

Cwiczenie 2
26° = 11881376



Twierdzenie

Wszystkich k-elementowych wariacji z powtorzeniami zbioru n-elemento-
wego jest nF.

Uwaga. Jesli liczbe wszystkich k-elementowych wariacji z powtdrzeniami zbioru

n-elementowego oznaczymy przez W, to tresé powyzszego twierdzenia zapiszemy:
Wk =nk

Cwiczenie 3

a) Ile jest wszystkich dwuelementowych wariacji z powtérzeniami zbioru dzie-

siecioelementowego?

b) Ile jest wszystkich dziesiecioelementowych wariacji z powt6rzeniami zbioru

dwuelementowego?

Zadania

1. Ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie nie ma:
a) cyfry 0, b) cyfr 01 4, c) cyfr 0,415, d) cyfr4ibs?

2. Tle jest wszystkich liczb pieciocyfrowych:
a) zaczynajacych sie od 12, b) ktérych ostatnia cyfra jest 77

3. Ktéra z liczb jest wieksza:
a) liczba dwuelementowych wariacji z powtérzeniami zbioru trzyelemen-
towego czy liczba trzyelementowych wariacji z powtorzeniami zbioru dwu-
elementowego,
b) liczba trzyelementowych wariacji z powtdrzeniami zbioru czteroelemen-
towego czy liczba czteroelementowych wariacji z powtdérzeniami zbioru
trzyelementowego?

@ 4. 7 urny, w ktérej znajduja sie kule z numerami 4, 5, 6, 7, 8, 9, losujemy

kolejno cztery kule. Numery kul zapisane w kolejnosci losowania tworza
liczbe czterocyfrows. Uzasadnij, ze przy losowaniu ze zwracaniem mozli-
wych do otrzymania liczb jest ponad trzykrotnie wiecej niz przy losowaniu
bez zwracania.

Uwaga. Losowanie polega na wyciaganiu przedmiotéw (np. loséw, kul, zetonéw)
w sposob, ktory wyklucza wplyw osoby losujacej na otrzymany wynik.

5. a) Do 3 szuflad wrzucamy 9 kul (kule i szuflady rozrézniamy). Na ile
sposobéw mozemy rozmiescié te kule?
b) Do 9 szuflad wrzucamy 3 kule (kule i szuflady rozrézniamy). Na ile
sposobéw mozemy rozmiescié te kule?

Cwiczenie 3
a) Wi = 10% = 100
b) W30 = 2'° = 1024

Odpowiedzi do zadan
1. a) W3 = 9% =729
b) W3 = 8% =512
c) Wi =17 =343
d) 7-8-8=448
2. a) Wi, = 10° = 1000
b) 9-10-10- 10 - 1 = 9000
3. a) W3 =9, Wi =8,
czyli W > W3
b) Wi = 64, W4 = 81,
czyli W3 < Wi

4. Losowanie ze zwracaniem:
Wg = 64,
losowanie bez zwracania:

!
Ve =@l =3:4-56

wg 4
6 _ _ 6 _ 36 _
Vél ~ 3:-4-5-6 ~ 10 73’6>3’

co nalezalo wykazad.

5. a) 3° = 19683
b) 9% = 729

1.4. Wariacje z powtdrzeniami



11.

12.

13.

14.

15.

O

. a) 10° = 1000000 6. a) Na ile sposobéw 6 0s6b moze wysiasé z windy, ktéra zatrzymuje sie na

b) 6'° = 60466176 dziesigciu pietrach?
b) Na ile sposobéw 10 oséb moze wysiasé z windy, ktéra zatrzymuje sie
na szedciu pietrach?

.m =45 =1024 @ 7. Niech m bedzie liczbg sposobdéw, na ktore 5 pasazeréw moze wysiasé z po-
n=>5" =625 ciagu na czterech stacjach, a n — liczbg sposobéw, na ktére 4 pasazeréw
i — 0 = I — (B = moze wysigéé z pociggu na pieciu stacjach. Uzasadnij, ze m — n < 400.
= 399 < 400,
co nialezalo wylazac. 8. Ile jest wszystkich liczb, w ktérych zapisie wystepuja tylko cyfry 0 i 1

- a) 2° =32 i ktére maja co najwyzej: a) 5 cyfr, b) 11 cyfr, ¢) n cyfr?

b) 2! = 2048

c) 2" 9. Ile jest wszystkich liczb, ktére sa zapisane tylko za pomocg cyfr 0, 1, 2

)2-3-3-3-3=2.3* =162 oraz maja: a) b cyfr, b) 11 cyfr, ¢) n cyfr?

b) 2 -3 = 118098

¢) 2.3 10. Rzucamy czterokrotnie kostka. Wyrzucone liczby oczek sa kolejnymi cy-
frami liczby czterocyfrowej. Ile spos$rdéd otrzymanych w ten sposob liczb
jest:

a) 3-10* + 8- 10% = 38000 a) wiekszych od 6000, ¢) podzielnych przez 25,

b) 410" +1-3-10°+ b) wiekszych od 3500, d) podzielnych przez 47

+1-1-3-10% — 1 = 43299

c) 55 = 3125 11. Oblicz, ile jest liczb pieciocyfrowych:

d) 910" — 3125 = 86875 a) mniejszych od 48000, ¢) o nieparzystym iloczynie cyfr,

g%elc(l)olcfér_or el _ 900 b) wiekszych od 56700, d) o parzystym iloczynie cyfr.

Szesciocyfrowe:

9-10-10-1-1-1=900 Liczby palindromiczne to liczby, ktére czytane od lewej do prawej i od

Jest ich tyle samo. prawej do lewej sa takie same, np. 12321, 44444 lub 345543.

n szuflad: n® sposobéw

n+ 1 szuflad: (n +1)° . . . . . D
12. Czy liczb palindromicznych szesciocyfrowych jest wiecej niz pieciocyfro-

Sposobow

(n+1)?°—-n®>=331,neN wych? OdpowiedZ uzasadnij.

n =10

a)4.4.4=64 18. Liczba sposobéw rozmieszczenia 3 kul, kazdej w innym kolorze, w n ponu-

merowanych szufladach jest o 331 mniejsza od liczby sposobéw rozmiesz-

b) 810000 = 2* - 3*- 5%, liczba
) czenia tych kul w n + 1 ponumerowanych szufladach. Oblicz n.

naturalnych dzielnikow:
5-5-5=125
] » . 14. Tle dzielnikéw naturalnych ma liczba x?
Kazdy z sedziéw moze wysta- 5 o3 3
wi¢ jeden z 41 wynikéw: 0, 1, a) x=2°-3-5 b) z = 810000
1,13, 2, 23, ..., 19, 193, 20, . . . P . .
: . . . 5. Nota za styl skoku narciarskiego wynosi od 0 do 20 punktéw i moze by¢
czyli 5 sedziéw moze przyznac ) ) o ', . X
note: na 41°5 = 115856 201 przyznawana co p6l punktu. Na ile sposobéw pigciu sedziéw moze przyznaé

sposobéw. note za styl?

10. a) Na pierwszym miejscu musi by¢ szdstka, pozostate cyfry sa dowolne.
1-6-6-6=6"=216
b) Mamy dwie mozliwosci:
1) w pierwszym rzucie wypadnie 3, w drugim 5 lub 6, pozostale cyfry sa dowolne;
2) w pierwszym rzucie wypadnie 4, 5 lub 6, pozostate cyfry sa dowolne.
1-2.6-6+3-6-6-6="T720
c) Pierwsze dwie cyfry sa dowolne, ostatnie dwie musza tworzy¢ liczbe 25.
6-6-1-1=236
d) Pierwsze dwie cyfry sa dowolne, ostatnie dwie tworza jedna z liczb: 12, 16, 24,
32, 36, 44, 52, 56, 64.
6-6-9 =324

1. Rachunek prawdopodobienstwa



*1.5. Kombinacje

Przyktad 1

W turnieju szachowym bralto udzial
piecioro zawodnikéw. Ile partii roze-
grano, jesli kazdy uczestnik rozegral
jedna partie z kazdym z pozostalych?

Oznaczmy uczestnikéw numerami:
1,2,3,41i5

Rozegranych partii jest tyle samo co dwuelementowych podzbioréw zbioru

{1,2,3,4,5}. Jest dziesieé¢ takich podzbioréw, zatem rozegrano dziesieé partii:

{1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {3,4}, {3,5}, {4,5}
Kazdy taki podzbioér nazywamy dwuelementowa kombinacja zbioru pigcioele-
mentowego. Zwroé uwage, ze przy podawaniu elementéw kombinacji nie jest
wazna kolejnoéé¢, w jakiej sa one wymieniane.

Definicja
Kazdy k-elementowy podzbior zbioru n-elementowego A, gdzie 0 < k < n,
nazywamy k-elementowa kombinacja zbioru A.

Przyktad 2
W tabeli podano 1-, 2-; 3- i 4-elementowe kombinacje zbioru {1, 2, 3,4}.
Zauwazmy, ze kombinacja 0-elementows jest zbidr pusty.

{1}, {2}, {3}, {4}

{1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}
{1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4}
{1,2,3,4}

Kombinacje jednoelementowe
Kombinacje dwuelementowe
Kombinacje trzyelementowe

Kombinacja czteroelementowa

Cwiczenie 1
Dany jest zbiér {z,y, z}. Podaj wszystkie jego k-elementowe kombinacje dla
k=1,2,3.

Cwiczenie 2
Podaj wszystkie 2- i 5-elementowe kombinacje zbioru {1,2,3,4,5,6}.

Cwiczenie 2

2-elementowe: {1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {1,6}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {2,6), {3,4},
{3,5}, {4,5}, {4,6}, {5,6}

5-elementowe: {2,3,4,5,6}, {1,3,4,5,6}, {1,2,4,5,6}, {1,2,3,5,6}, {1,2,3,4,6},
{1,2,3,4,5}

Uczen:

— oblicza wartos¢ symbolu
Newtona (Z), gdzie n > k,

— oblicza liczbe kombinacji,

— wypisuje wszystkie k-elemen-
towe kombinacje danego
zbioru n-elementowego, np.
dla k=4, n=25,

— wykorzystuje kombinacje do
rozwiazywania zadan,

— stosuje wtasnosci trojkata
Pascala,

— wykorzystuje wzér
dwumianowy Newtona do
rozwiniecia wyrazen postaci
(a+ b)"™ i wyznaczenia wspol-
czynnikéw wielomianéw,

— uzasadnia zaleznosci,

w ktorych wystepuje symbol
Newtona, w tym twierdzenie:
jesli 0 < k < m, to:

(&) = G2 + (%)
oraz wzory skréconego mno-
zenia na a™ £ b" i wniosek:
a—>bla™ —b" dla a,b € Z.

Cwiczenie 1

k=1:{=z}, {y}, {=}
k=2:{z,y}, {=, 2}, {y, 2}
k=3:{z,y,2}
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Cwiczenie 3
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b) () = ot =1
() =1 =5
(3) = 53 =10
(5) = 5 =10
() = =5
(5) = s =1

Cwiczenie 6

Delegacja trzyosobowa:
3 _ (7N _ 7 _ 567

7 = (3) 314l T T 6

Delegacja czteroosobowa:
Cf = (471) = -5 = 35

1. Rachunek prawdopodobienstwa

=35

Jezeli k < n, to wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elemen-
towego jest: nl
kl(n—Fk)!

Uwaga. Jedli liczbe wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego
(k < n) oznaczymy przez CF, to tres¢ powyzszego twierdzenia zapiszemy:

ko n!
Cn = E!l(n—k)!

Dowéd. Kazde k wybranych elementéw mozna ustawi¢ w ciag na k! sposobdéw. Kazdy
taki ciag jest k-elementowa wariacjg bez powtdrzen zbioru n-elementowego. Zatem:

Ck.kl=VF
czyli CF - k! = (nqz—!k)!’ skad otrzymujemy: |
O = T
Uwaga. Liczbe wszystkich k-elementowych kombinacji zbio- n\ n!
ru n-elementowego oznacza si¢ tez symbolem (Z) [czytaj: <k) T kl(n—k)!

n nad k|, zwanym symbolem Newtona.

Cwiczenie 3
Oblicz.

9 (o) ) ) () ()

@ Cwiczenie 4

Uzasadnij, ze:

() B 9 () 9 ()

[0] Cwiczenie 5

Wykaz, ze k-elementowych kombinacji zbioru n-elemen- n n
towego jest tyle samo co (n — k)-elementowych kombi- < ) = < )
nacji tego zbioru.

Przyktad 3
Na ile sposobéw mozna wybraé¢ sposrdd 8 oséb trzyosobowa delegacje?

Delegacje sktadajaca sie z trzech os6b mozna wybraé na:

‘ 8 8! 51.6.7.8  6-7-8
C: = = = = = 56 sposobé
s = \3) ~ 3rs 31.5! 2.3 P W

Cwiczenie 6
Na ile sposobéw mozna wybraé¢ sposrdéd 7 oséb delegacje trzyosobowa, a na
ile — delegacje czteroosobowg?

Cwiczenie 4

n n! n!
a) (p) = M0y = Tt = 1

n\ __ n! _ (n=D!'n __
b) (1) = -1 — T (n-Dr "

n _ n! _ (n=D!'mn __
) (,",) = Dl (n—(n-D)! — (n-Dl'1

) () = ey = by = A =1

n nl(n—n)! n!.0! n!-1

Cwiczenie 5

(T:k) = (n—k)!(:i(n—k))! = (n—nk!)!k! = k!(nnik)! = (Z)



B Wz6r dwumianowy Newtona

Wyrazenie przedstawiajace rozwiniecie (a + b)", dla n = 1,2,..., mozemy
znalezé, korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona:

Twierdzenie

(a0 = (ar + ()b + (a2 4+ ()b + ()0

n

Na przyklad:
(a+b)" = (§)a” + ()a'b+ () a’d* + (5)a®b” + (3)ab* + (3)0° =
= a’ + 5a’b + 10a®b® + 10a’b® + 5ab* + b°
Jesli do powyzszego wzoru zamiast b podstawimy —b, to otrzymamy:
(a —b)° = a® — 5a*b + 10ab* — 10a%b® + 5ab* — b°

] Cwiczenie 7
Uzasadnij, ze dla n:
o) parmystegor(a—b)" = (a = (a4 = ()bt + ()

b) nieparzystego: (a —b)" = (7)a” — (})a" b+ ...+ (,",)ab" "t — (1)b".

Wspotcezynniki liczbowe wystepujace

e e . . . n n =20 1

w rozwinieciu wyrazenia (a + b)™ mo- . 11
zemy znalezé w kolejnych wierszach n =2 1 2 1
tréjkata Pascala. Liczba znajdujaca n=3 331
. . . s n=4 1 4 6 4 1
sie w n-tym wierszu na k-tej pozycji _

. . ; . n=5 1510 10 5 1
(gdzie k = 0,1,...,n) jest réwna (7). p=6 16 15 20 15 6 1

Na przyktad wiersz siédmy to kolejno: n=7 172135352171

o) =1 (=7 ) =21 (=35 (=3 (=21 (=7 (=1
Cwiczenie 9

Kazda liczba ,w tr.ot]kad(ne P.’aS(-zala (z Wyj@tkle@ skrajnych, ktoére sa jedynkami) a) @ + 6a5b + 15a%b? + 20a°H3+
jest suma dwdch liczb znajdujacych sie nad nia (np. dlan = 7 mamy: 7 = 146, £ 15a%b* + 6ab® + b

21 = 6+ 15, 35 = 15 + 20). b) a® — 6a% + 15a%6? — 20a°°+

A . +15ab* — 6ab® + b°
@ Cwiczenie 8 ¢ ¢

y Dla k < n mamy: (7) + (,%,) = (+F)). ¢) a®+8a’b + 28a°b” + 56a°b’+
Udowodnij wzor podany obok. + + £ 70a%b? + 56a3b5 + 280265+
i +8ab” + b®
Cwiczenie 9 d) a® — 8a7b + 28a5H% — 56056+
Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona, wyznacz rozwiniecie: L7004 — 56a3b° + 28a2H6+
a) (a+b)S, b) (a —b)S, c) (a+0b)8, d) (a—0b). —8ab” + b8

Cwiczenie 7
(a=b)"=(a+ (-b)" = (g)a" + (T)a"fl(—b) —+ (’;)a"ﬂ(—b)2 +...+ (n’zl)a(—b)’Fl + (Z)(—b)"

b" dla parzystego n
Zauwazmy, ze (—b)" = pareysies

—

—b" dla nieparzystego n
a) Dla n parzystego:
(@=0)"=(a+(=b)" = (5)a" = (})a" "o+ (5)a" 0" + ... = (,",)ad™ " + ()"

b) Dla n nieparzystego:
(a=0)" = @@+ (=b)" = ()a” = (a" b+ (a5 + ...+ ([ )b = ()b

Cwiczenie 8

n n _ n! n! _ n!(k+1) n!(n—k) _

(%) + (k+1) = BB T GEDI—GGFD) — MGt T GFDn-k— ) k) —

_ n!(k+1) + n!(n—k) _ nl(k+1l4n—k) __ n!(n+1) _ (n+1)! _ (n+1)
= D! T DR RrDIn-R)! — i)k — GrD(ntl kD) — \kt1

1.5. Kombinacje



Odpowiedzi do zadan

1

.a) 56 b) 28 c) 45 d) 120

e) 165 f) 165 g) 12 h) 220
i) 1 j)1 k) 5050 1) 5151

. a) 2-elementowe: {a, b}, {a, c},

{a7 d}7 {b7 c}’ {b7 d}7 {C7 d}
3-elementowe: {a, b, c},
{a7 b’ d}’ {a’ C7 d}’ {b7 c7 d}
b) {1,2,3,4}, {1,2,3,5},
{1’ 27 47 5}’ {17 3’ 47 5}7
{2,3,4,5}

.a) Cfy = () =66

b) Cty = ('7) =495

8) CE-Clo = (3)- (4) =

= 9845 = 1260
b) Cs - Cho = (3) - () =
= 8120 = 960

.a)Ci= (%) =15

b) C8C = () - () = 280

. a) C%O = (120) =45

b) n — liczba uczestnikéw,
gdzie n € N oraz n > 2

(5) =55
n!
2M(n—2)1 55
(n—1)n =110
n =11
. (3) =66, gdzien € N
oraz n > 2

(n=Dn _
=66

(n—1)n=11-12

n =12

miara kata wewnetrznego
12-kata foremnego:

(12-2)-180° __ o
222180 =150

1. Rachunek prawdopodobienstwa

Zadania

Oblicz.

o) 9G) o) 8 o (F) W)
o) e o) ) ) 0
a) Wypisz wszystkie 2- i 3-elementowe kombinacje zbioru {a,b,c,d}.

b) Wypisz wszystkie 4-elementowe kombinacje zbioru {1,2,3,4,5}.

W szufladzie znajduje si¢ 12 krawatéw. Na ile sposobow mozemy wycia-
gnaé sposrod nich:

a) dwa krawaty, b) cztery krawaty?

Klasa liczy 18 os6b, w tym 10 dziewczat. Na ile sposobow mozna wybraé
czteroosobows delegacje, w ktorej sktad wejda:

a) dwaj chlopcy i dwoje dziewczat, b) jeden chlopiec i troje dziewczat?

a) Podczas egzaminu student losuje 4 pytania sposréd 6. Na ile sposobéw
moze to zrobi¢?

b) Cze$é A egzaminu zawiera 8 pytan, cze$é B — 10 pytan. Student losuje
6 pytan z czeSci A1 9 z czesci B. Na ile sposobéw moze to zrobié¢?

a) Spotkalo sie dziesiecioro znajomych i kazdy z kazdym przywital sie
usciskiem dtoni. Ile byto powitan?

b) W turnieju szachowym rozegrano 55 partii. Ilu byto uczestnikéw, jesli
kazdy uczestnik rozegral jedna partie z kazdym z pozostalych?

Jedli przez kazde dwa wierzcholki n-kata foremnego poprowadzimy prosta,
to otrzymamy 66 réznych prostych. Wyznacz miare kata wewnetrznego
tego n-kata.

a) Ile tréjkatéw mozna utworzyé, taczac trzy punkty P A P,
wybrane sposréd rozmieszczonych na okregu punk- Y

téw Py, Py, ..., Pjy (rysunek obok)? P, P,
b) Na okregu zaznaczono n punktéw. Liczba tréjka-

tow, ktére mozna utworzy¢, taczac dowolne trzy spo- P P
éréd tych punktéw, jest réwna 84. Oblicz n. P Py

Na okregu zaznaczono 6 punktéw. Ile jest czworokatow, a ile wszystkich
wielokatow, ktérych wierzchotki lezg w tych punktach?

.a) C5 = (1) =120

b) (Z) = 84, gdzie n € N oraz n > 3

n!
3M(n—3)1 84

(n=2)(n—1)n __
n-De-ln _ gy

(n—2)(n—1)n=7-8-9

n=9

. Czworokaty: Cg = (2) =15

Wsazystkie wielokaty: C§ +Cg + Cg +C¢ = (5) + (5) + (§) + (§) = 42



10.

11.

12.

13.

14.

15.

[D]17.

18.

17.

18.

Na jednej prostej zaznaczono 4 punkty, a na
drugiej prostej, réwnoleglej do pierwszej, za-
znaczono 5 punktéw (rysunek obok). Ile jest
tréjkatow, a ile czworokatow, ktorych wierz-
chotki leza w tych punktach?

Wyznacz rozwiniecie podanego wzoru.

a) (a+b)* b) (a — b)* ¢) (a+b)T d) (a—b)T

Wyznacz wiersze trojkata Pascala dla n = 9 i n = 10 oraz podaj rozwi-
niecia wzoréw (a + b)? i (a + b)*°.

Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona, oblicz:
) (V3+1), b)) 2-v2), o (2+V2),

Wyznacz rozwiniecie podanego wyrazenia.

d) (V3-1).

a) (z+1)! ) (2z+1)* e) (z+2)° g) (z+1)°
b) (z —2)* d) (22— 1) f) (22 —1)° h) (z —2)°
Wyznacz wspélczynnik podanego wielomianu przy z5.

a) (V2z+1) o) e+v2) e (42241 o) B2+ 1)

b) (V2z—1)  d) (z—1) £) (42— 1)
Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona, uzasadnij, ze:
G+ +E+ () +C) =2

Uzasadnij, ze podana réwnosé¢ zachodzi dla wszystkich liczb nieparzy-

G +G) )=+ G+ ()

Rozpatrujemy wszystkie lamane sktadajace sie Y A
z odcinkéw réwnoleglych do osi uktadu wspot- :
rzednych, ktérych koncami sg punkty o obu
wspdlrzednych catkowitych (przykladowa tama-
na na rysunku obok). Ile jest takich tamanych
dlugosci 9 o poczatku w punkcie O(0, 0) i konicu
w punkcie A(5,4)7

stych n.

=

Korzystamy z wlasnosci (Z) = (n’fk) i mamy:

(%) + () o+ o) + (o) = C) + G2+ (5) + (3)
Podejmujemy 9 decyzji, 5 razy idziemy w prawo (P) i 4 w gore (G). Zatem kazda
tamana mozemy przedstawi¢ w postaci ciggu 9 liter. Lamana na rysunku ma postac:
PGGPPGPGP.

Kazdy taki ciag jest wyznaczony jednoznacznie po wskazaniu, na ktérych miejscach
jest litera P.

Mamy zatem C§ = (3) = 126 takich ciagéw liter.
Uwaga do rozwiazania.

Wyznaczajac liczbe ciagbéw, zamiast wskazywania potozenia liter P, mozemy rozwa-
zyé polozenie liter G, wéwcezas Cg = (Z) = 126.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Tréjkaty: C3 - C: +C2-C; =
=) O+6E) (=10
Czworokaty:
C3-C3=(3) (3) =60
a) a* +4a*b+6a’b* +4ab® +b*
b) a* —4a®b+6a>b> —4ab® 4+ b*
c) a” 4 7a5b + 21a°b*+
35a*b° + 35a°b* + 21a%b°+
+7ab® 4+ b”
d) a” — 7a%b + 21a°b*+
—35a*b + 35a°b* — 21a°b°+
+7ab® — b”

(a+b)° = a®+9a8b+ 360" b+
+84a5b3 +126a°b* + 1260 b°+
+84a3b% + 36a%b” + 9ab® +b°,
(a+b)" =a'® 4+ 10a°b+
+45a%6>4-120a"b% +210a°b* +-
+252a°b° + 210a*b%+
+120a%b" + 45a%b% + 10ab’+
+b10

a) 28 + 161/3 b) 68 — 48y/2
c) 232+ 1642 d) 44/3— 176
a) 2* +42® + 622 + 4z + 1
) z* — 82% 4+ 2422 — 320 + 16
c) 162* +322° + 242> —|—89:—|—1
d) 161: —162% + 622 —z + =

e) 2® + 10z* + 402> 4 80z +
+80x + 32
f) 322° —80x* + 8023
+10z — 1
g) x% + 62° + 15z* + 202>+
+152% + 6z + 1
h) 2% — 122° + 60z* — 1602+
+2402% — 192z + 64
a) 8 b) —56 c) 3584 d) —2L
e) 128 f) —160 g) 160
h) —28

=3

— 4022+

2" = (14 1)
=(7)- 1"+(") 1114
+(5) 1" -+

1'n1

+(a00) -1
=G +(+
+(a20) + (2)

+() 1=

G +...+

1.5. Kombinacje



Uczen:

— wykorzystuje podstawowe
pojecia kombinatoryki do
rozwiazywania zadan.

Cwiczenie 1

a) 114, 141, 411

123,132, 213, 231, 312, 321
222

3+6+1=10

b) 116,161, 611

123,132, 213, 231, 312, 321
3+6=9

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.6

Generator

testéw i sprawdzianow

1. Rachunek prawdopodobienstwa

1.6. Kombinatoryka - zadania

Aby ustali¢, ile obiektéw spelnia warunki zadania, czasami warto wypisaé
wszystkie takie obiekty i je policzy¢.

Przyktad 1

Rzucamy cztery razy kostka i otrzymane liczby oczek zapisujemy jako kolejne
cyfry liczby czterocyfrowej. Ile mozna w ten sposéb otrzymaé liczb, ktérych
suma cyfr jest rowna 67

Suma cyfr moze by¢ rowna 6 w dwdch przypadkach:

o w zapisie liczby wystepuja raz cyfra 3 i trzy razy cyfra 1; sg cztery takie
liczby: 1113, 1131, 1311, 3111;

o w zapisie liczby wystepuja dwa razy cyfra 2 i dwa razy cyfra 1; jest szesé¢
takich liczb: 1122, 1212, 1221, 2112, 2121, 2211.

Wszystkich takich liczb jest 4 + 6 = 10 (korzystamy z reguly dodawania).

Cwiczenie 1
Rzucamy trzy razy kostka i otrzymane liczby oczek zapisujemy jako kolejne
cyfry liczby trzycyfrowej. Ile mozna w ten sposob otrzymac liczb, ktorych:

a) suma cyfr jest réwna 6, b) iloczyn cyfr jest réwny 67

W ponizszym przykladzie wypisanie wszystkich liczb spelniajacych warunki
zadania nie bytoby praktyczne, dlatego wykorzystamy wzor na liczbe wariacji
z powtorzeniami.

Przyktad 2
Ile jest liczb czterocyfrowych, w ktorych zapisie moga wystepowaé cyfry na-
lezace do zbioru {1,2,3,4,5,6} i co najmniej raz wystepuje cyfra 37

Niech X bedzie zbiorem wszystkich liczb czterocyfrowych zapisanych za po-
mocy cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6; A — zbiorem tych liczb ze zbioru X, w ktérych
zapisie co najmniej raz wystepuje cyfra 3; B — zbiorem tych liczb ze zbioru X,
w ktorych zapisie ani razu nie wystepuje cyfra 3.

Wéwezas X = 6%, B = 5°. o
Zauwazmy, ze X = AU B oraz A i B sa rozlaczne, stad X = A+ B.

Zatem A = X — B = 61 — 5% = 1296 — 625 = 671.

Cwiczenie 2
Ile jest liczb czterocyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuje cyfra 0, a suma
cyfr jest mniejsza od 357

Cwiczenie 2

Niech X bedzie zbiorem liczb czterocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje cyfra 0,
A — zbiorem tych liczb ze zbioru X, w ktérych suma cyfr jest mniejsza od 35,

B — zbiorem tych liczb ze zbioru X, w ktorych suma cyfr jest wieksza lub réwna 35.

X =9*
B = {9999, 9998, 9989, 9899, 8999}, B = 5

A=X— B=6561—5=6556



Podczas rozwiazywania zadan bedziemy korzystaé z ponizszych wzordw.

Wazbr Opis

P, =n! liczba permutacji zbioru n-elementowego

k_ _n! liczba k-elementowych wariacji bez powtdrzen zbioru

" (n=K)! | n-elementowego

W — pk liczba k-elementowych wariacji z powtorzeniami zbioru
" n-elementowego

Cr = (:) liczba k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego

Przyktad 3

Ile jest liczb o$miocyfrowych, ktérych suma cyfr jest réwna 37

Warunki zadania spetniaja liczby nalezace do zbioréw:

A — w zapisie liczby wystepuja jedna cyfra 3 i siedem cyfr 0.

Jedynym elementem tego zbioru jest liczba 3000000, zatem A = 1.

B — w zapisie liczby wystepuja jedna cyfra 2, jedna cyfra 1 i sze$é¢ cyfr 0.

Jesli pierwsza cyfra tej liczby jest 2, to cyfra 1 znajduje sie na jednej z po-

zostalych siedmiu pozycji, analogicznie jesli pierwsza cyfra jest 1, to cyfra 2

znajduje sie na jednej z pozostalych siedmiu pozycji, zatem:
B=2-())=14

C — w zapisie liczby wystepuja trzy cyfry 1 i pie¢ cyfr 0.

Pierwsza cyfra jest 1, pozostale cyfry 1 znajduja sie na dwéch spoéréd pozo-

stalych siedmiu pozycji, zatem:

= !
G= ()= =

Zbiory A, B, C sa parami roztaczne, zatem:
AUBUC=A+B+C=1+14+21=36

Cwiczenie 3

Ile jest liczb sze$ciocyfrowych o iloczynie cyfr réwnym: a) 6, b) 8?
Cwiczenie 4

Ile jest liczb dziesieciocyfrowych o sumie cyfr rownej:

a) 2, b) 4, c) 87, d) 887
Cwiczenie 4

a) A — jedna cyfra 2 i dziewieé cyfr 0, A=1
B — dwie cyfry 1 i osiem cyfr 0, przy czym na pierwszym miejscu musi byé jedna z 1

B=(=9,4+B=10

b) A — jedna cyfra 4 i dziewigé cyfr 0, A=1

B - jedna cyfra 3, jedna cyfra 1 i osiem cyfr 0, B = 2 - (3) =18

C — dwie cyfry 2 i osiem cyfr 0, C= (?) =9

D — jedna cyfra 2, dwie cyfry 1 i siedem cyfr 0, D= )+ (O)(@) =108
E — cztery cyfry 1 i szes¢ cyfr 0, E= (g) =84
A+B+C+D+E=22

c) 220 d) 55

Cwiczenie 3
a) A — jedna cyfra 6 i pie¢ cyfr 1
A=6

B — jedna cyfra 2, jedna cyfra 3
i cztery cyfry 1

B= () ()=

+B =36

el

A — jedna cyfra 8 i pieé cyfr 1
=6

— jedna cyfra 2, jedna cyfra 4
i cztery cyfry 1

VIS IRC

B=(7)-() =30

C — trzy cyfry 2 i trzy cyfry 1
C=(9=20

A+B+C =56

1.6. Kombinatoryka — zadania



Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. Uczeni I: cyfre tysiecy mozna 1. Podczas sprawdzianu nalezato obliczy¢, ile jest liczb czterocyfrowych o réz-

wybraé¢ na 5 sposobéw

(bez 0), cyfre setek — na

5 sposobéw (z uwzglednie-
niem 0), cyfre dziesiatek — na
4 sposoby, a cyfre jednosci —
na 3 sposoby.

1. Rachunek prawdopodobienstwa

nych cyfrach nalezacych do zbioru {0,1,2,3,4,5}. Ponizej przedstawiono
rozwigzania podane przez dwbdch ucznidw.

uczen I: 5-5-4-3 =300 uczen II: 6-5-4-3—1-5-4-3 =300
Uzasadnij podane rozwiazania.

Uczen II od liczby wszyst- 2. Ile jest pieciocyfrowych liczb parzystych o réznych cyfrach, jesli wiadomo,
kich ciagow czterocyfrowych ze w zapisie tych liczb nie wystepuje cyfra 77 Ile jest takich liczb szescio-
odjat liczb(g. ciagbw, ktore cyfrowych?
zaczynaly si¢ od cyfry 0.
3. Tle jest liczb czterocyfrowych, ktérych cyfry naleza do zbioru {0, 2,4, 6,8}
i nie moga sie powtarzaé, a ich suma jest wieksza od 127
4. Ile jest wszystkich liczb, w ktorych zapisie wystepuja tylko cyfry 0, 11 2
. a) 3' =81 i ktére maja co najwyzej:  a) 4 cyfry, b) 6 cyfr?
b) 3% = 729 _ ]
5. W partii 40 monitoréw komputerowych 4 sa uszkodzone. Wybieramy 3 mo-
. a) Cig = (%) = 243536 — nitory. Na ile sposobéw mozna dokonaé takiego wyboru, aby:
= 7140 a) zaden z wybranych monitoréw nie byl uszkodzony,
b) Dokt ie j ko- T . .
dion(})/' adnie jeden uszko b) co najwyzej jeden z wybranych monitoréw byl uszkodzony?
Ci-C% =4. 3536 _ 9590, : . ) . . .
36 — =2 6. Na parkingu salonu samochodowego stoi 10 samochodéw tej samej marki.
co najwyzej jeden uszkodzo-
ny: Cztery samochody sa czarne, trzy — srebrne, a pozostale — granatowe.
C3s+CL-C3 = Wybieramy trzy samochody. Na ile sposob6w mozna dokonaé¢ wyboru tak,
— 7140 + 2520 = 9660 aby wszystkie wybrane samochody byty:
.a)Cl-Cl.Cl=4-3-3=36 a) w réznych kolorach, b) w tym samym kolorze?
b) CF + C§ + C3 = 7. Rzucamy dwiema kostkami do gry. Liczbe 11 21 31 41 51 61
=4+1+1=6 oczek mna pierwsze] z nich oznaczamy
.. . 12 22 32 42 52 62
.a) 15+6 =21 przez xz, a na drugiej — przez y. Ile jest
b)6+4+6=16 mozliwych wynikéw spelniajacych podany 13 23 33 43 53 63
c) 10+3=13 warunek? 14 24 34 44 54 64

a) r <ylub x >y + 2 (diagram obok)
byz=ylubz>y+2
¢) x+y<slubz+y=10

15 25 35 45 55 65
16 26 36 46 56 66

Termin kombinatoryka pochodzi z wydanej w 1666 r. rozprawy Gottfrieda
Wilhelma Leibniza Dissertatio de arte combinatoria.

2. Pieciocyfrowe: .
A — cyfra jednoéci jest 0, A =8-7- 6-5-1=1680
B — cyfra jednodci jest 2, 4, 6 lub 8, A=7-7-6-5-4 = 5880
A+ B =17560
Szesciocyfrowe: .
A — cyfra jednosci jest 0, A =87 - 6-5-4-1=6720
B - cyfra jednosci jest 2, 4, 6 lub 8, A=7-7-6-5-4-4 = 23520
A+ B = 30240
3. Liczby czterocyfrowe, w ktérych cyfry nie moga sie powtarzaé: 4-4-3-2 = 96

Liczby o sumie cyfr nie wigkszej niz 12 (nie wystepuje w nich cyfra 8): 3-3-2-1 = 18
Ostatecznie 96 — 18 = 78



10.

11.

12.

[b]13.

14.

13.

14.

a) Pieciu postéw — trzech z partii X i dwdch z partii Y — zajmuje wspélnag
piecioosobowa tawe na sali sejmowej. Postowie jednej partii siedza obok
siebie. Uzasadnij, ze sa 24 mozliwe sposoby zajecia miejsc przez postéw.
b) Siedmiu postéw — trzech z partii X i czterech z partii Y — zajmuje
wspdlng siedmioosobowa tawe na sali sejmowej. Postanowili oni zaja¢ miej-
sca w ten sposob, ze zaden nie ma za sasiada posta ze swojej partii. Na ile
sposobéw postowie mogg zasigéé w tawie?

Grupa uczniéw — czworo dziewczat i oSmiu chltopcdéw — zajmuje wspdlny
dwunastomiejscowy rzad w kinie. Na ile sposobow uczniowie moga zajaé
miejsca tak, aby:

a) dziewczeta siedzialy razem, b) chlopcy siedzieli razem.

W sklad rady uczniéw wchodzi po dwoje przedstawicieli klas IlTa, I1Ib,
ITIc, IVa i IVb. Na ile sposobéw mozna wybrac:

a) piecioosobows delegacje tej rady,

b) piecioosobowa delegacje tej rady tak, aby byl w niej przedstawiciel
kazdej klasy,

¢) piecioosobowa delegacje tej rady tak, aby przynajmniej jedna klasa byta
reprezentowana przez dwoje uczniow?

Do klubu golfowego nalezy 20 mezczyzn i 10 kobiet. Czlonkowie klubu
wybieraja przewodniczacego, wiceprzewodniczacego i sekretarza. Na ile
sposobéw moga dokonaé¢ wyboru tak, aby zostala wybrana przynajmniej
jedna kobieta?

W szufladzie znajduje si¢ 10 par rekawiczek, kazda para jest innego koloru.
Na ile sposobow mozna wyciagnaé z szuflady 4 rekawiczki, aby wéroéd nich
nie bylo ani jednej pary?

W konkursie kulinarnym wzieto udziat 12 par maltzenskich. Do drugiego —
indywidualnego — etapu konkursu jury wybrato 8 os6b. Uzasadnij, ze jesli
wsrod wybranych oséb:

a) jest tylko jedna para malzenska, to takiego wyboru mozna dokonaé na
ponad 350 000 sposobdw,

b) sa dwie pary malzenskie, to takiego wyboru mozna dokonaé na ponad
220000 sposobow.

W hostelu jest pie¢ pokojéw o numerach od 1 do 5, ktére informuja o liczbie
miejsc noclegowych w danym pokoju. Na ile sposobéw mozna rozlokowaé
w tych pokojach 15 os6b?

a) Wybieramy jedna pare, czyli mamy juz wybrane dwie osoby. Pozostale sze$é
0s6b wybieramy sposréd jedenastu par, przy czym z kazdej z wybranych sze$ciu
par mozemy wybraé jedng osobe.

Cly-C% - (C3)° =12- (1) - 2° = 354816 > 350000

b) Wybieramy dwie pary, czyli mamy juz wybrane cztery osoby. Pozostate cztery
osoby wybieramy sposréd dziesieciu par, przy czym z kazdej z wybranych czterech
par mozemy wybrac jedna osobe.

C2, - Cy - (C3)* = 66- (1) - 2* = 221760 > 220000

Cly-C% - C3y - Cd =15-91-220 - 126 = 37837800

8.

10.

11.

12.

a) Postowie z partii X moga
siedzie¢ obok siebie na 3! = 6
sposobéw, a postowie z par-
tii Y — na 2 sposoby. Posto-
wie z partii X moga siedzie¢
po lewej lub po prawej stro-
nie postéw z parti Y. Zatem
sg 6 -2 -2 = 24 sposoby zaje-
cia miejsc przez postéw.

b) Postowie siadaja na prze-
mian, zaczynajac od posta
partii Y. Zatem mamy:

4! - 3! = 144 mozliwosci.

.a)9-4!.8'=8709120

b) 5 - 4! - 8! = 4838400
a) Chp = (Y) =252
b)C5-C5-C5-Cs-C3 =
=2° =32
¢) Od liczby wszystkich kom-
binacji odejmujemy te, w kté-
rych sg uczniowie z réznych
klas, czyli 252 — 32 = 220.
Wiszystkie mozliwe wariacje:
Vi = 24 360,
wariacje, w ktorych nie ma
zadnej kobiety: Vs = 6840
Wyboru mozna dokonaé¢ na
24360 — 6840 = 17520 spo-
sobéw.
Wybieramy cztery pary reka-
wiczek z dziesieciu par, a na-
stepnie z kazdej pary jedna re-
kawiczke.

10\ . 94 _ 7-8:9.10 _
() -2* = 8210 .16 = 3360

1.6. Kombinatoryka — zadania



15.

16.

Liczba cyfr:
14+2+34+4+54+6=21
Ci1 - C3 - Cis - Cts - Ch1 =
=21-190 - 816 - 1365 - 462 =
= 2053230379200

a) Wybér jednej karty z kaz-
dego koloru:

Cis - Clz - Ci3 - Cl3 = 28561
Wybrano doktadnie trzy asy:
Ci-Cly =48

Ostatecznie:

28561 — 48 = 28513

b)Cl.-Cl-Cl.Cl—1=
=256 — 1 = 255

1. Rachunek prawdopodobienstwa

15.

16.

17.

18.

17.

18.

19.
20.
21.

W zapisie pewnej liczby wystepuja cyfry od 1 do 6, przy czym cyfra n
wystepuje dokladnie n razy, gdzie n € {1,2,...,6}. Z ilu cyfr sklada sie
ta liczba? Ile jest takich liczb?

Talia 52 kart sklada sie z 13 pikéw (#), 13 kieréw (®), 13 kar () i 13 tre-
fli (). Litery A, K, D, W oznaczaja figury: odpowiednio asa, kréla, dame
i waleta. W sktad talii wchodza karty wymienione ponizej.

A K& D& [Vé 106 9b 36 76 (& 56 & 36

A® KO DO W 109 99 3@ 79 (@ 59 419 3@
A® K& D& We 106 9¢ 3¢ 76 G 56 416 3¢
Ad K& D [Vd 10d 9d & 7d G Sd 4é 3

26
29
2¢
2

a) Z talii 52 kart wybrano jednego pika, jednego kiera, jedno karo oraz jed-
nego trefla. Wiadomo, ze wéréd wybranych czterech kart nie ma doktadnie
trzech asow. Na ile sposobow mozna dokonaé takiego wyboru?

b) Z talii 52 kart wybrano jednego asa, jednego kréla, jedna dame oraz
jednego waleta. Wiadomo, ze nie wybrano czterech kieréw. Na ile sposobdw
mozna dokonaé takiego wyboru?

7Z talii 52 kart wybieramy 13 kart. Oblicz, na ile sposob6w mozna dokonaé
wyboru tak, aby ws$réd wybranych kart bylto 5 kieréw oraz:

a) 8 trefli, b) 4 trefle, 3 kara i 1 pik.

7Z talii 52 kart wybieramy 5 kart. Oblicz, na ile sposobéw mozna dokonaé
wyboru tak, aby wéréd wybranych kart:

a) byly dokladnie 3 karty jednego koloru, b) byla co najmniej 1 figura.

7 talii 52 kart wybieramy 13 kart. Na ile sposobéw mozna wybraé karty
doktadnie dwbch koloréw?

W jednej z gier liczbowych nalezy skresli¢ 12
6 SpOéI’éd 49 liczb. CZy liczba mozhwych wy- 8 9 10 11 12 13 14

L . N
boréw jest wieksza od 10000 0007 15116117 | 18 | 19 | 20 | 21

Na ile sposob6w mozna skresli¢ 6 liczb na 22 123 24 25 26 27 28
kl.lponle gry ’hcz.boyve‘] tz?klm jak Przed.sta— 99 130 31 32 33 34 35
wiony obok, jesli nie mozna skresli¢ 2 liczb

. 36 37 38 39 40 41 42
W tym samym wierszu?

43 44 45 46 47 48 49

a) CPs - C%5 = 1287 - 1287 = 1656 369

b) Cf5 - Cf5 - C35 - Oy = 1287 - 715 - 286 - 13 = 3412322190
a) Ci - C35 - C3g = 4 - 286 - 741 = 847704

b) Liczba kart, ktére nie sg figurami: 52 — 4 - 4 = 36

C2y — C5s = 2598960 — 376992 = 2221 968

C3-(Chp—2-C13) =6- (10400600 — 2) = 62403588
cSy = (469) = 6!4“1!3! = 44‘45‘4‘75‘2‘(1)7‘48‘49 = 13983816 > 10000000
Wybieramy szesé wierszy z siedmiu mozliwych, a nastepnie w kazdym wierszu jedna,

z liczb.
ce-(C3)° =7-7°=823543



Dwojkowy system liczbowy Odpowiedzi do zadan

1.2)1-254+1-2'+1.2°=

Wszystkie operacje wykonywane przez komputery Zapis liczby w systemie =8+4+2+1=11

sa realizowane w systemie dwdjkowym (binarnym). - b)1-2¢4+1-2341.2' =
. . . y dziesiegtnym dwojkowym

Do zapisywania liczb w systemie dwojkowym wy- —164+84+2=26

korzystuje sie tylko cyfry 0 i 1. Kolejne pozycje 1 1

odpowiadaja kolejnym potegom liczby 2. Na przy- 10

ktad liczba zapisana w systemie dwéjkowym jako

10111 to: 1
100

101115y =1-2*4+0-2°+1-22+1-2' +1.20=
=16+4+2+1=23 101

2

3

4

5

Uwaga. Indeks (2) bywa uzywany, aby zaznaczyé, ze 6 110

liczba zostata zapisana w systemie dwojkowym. - 111
8 1000
9 1001

10 1010

Jesli chcemy liczbe podang w systemie dziesigtnym
zapisa¢ w systemie dwdjkowym, to zaczynamy od
przedstawienia jej jako sumy poteg liczby 2. Na
przyktad dla liczby 113 mamy:
113=64+32+16+1=1-2641-2°+1-2*4+1.2°
zatem liczba 113 zapisana w systemie dwéjkowym to 1110001 ).

Dziatania w systemie dwojkowym wykonujemy analogicznie jak w systemie
dziesietnym. W wypadku dodawania nalezy pamietaé, ze w systemie dwojko-

1. Zapisz w systemie dziesiegtnym liczbe podang w systemie dwdjkowym.
a) 10119 b) 11010y c) 10101011y  d) 10000000001 o)

2. Zapisz w systemie dwojkowym liczbe podana w systemie dziesigtnym.

a) 31 b) 36 c) 78 d) 150

3. Wykonaj dodawanie liczb zapisanych w systemie dwéjkowym. Sprawdz
otrzymany wynik, przeprowadzajac obliczenia w systemie dziesietnym.
a) 101 + 11 ¢) 111015 + 11110
b) 110115 + 10115 d) 10101010y + 1111115

4. Tle jest liczb, ktére w zapisie dwdjkowym maja:
a) 10 cyfr,
b) 10 cyfr, a wéréd nich sa tylko cztery jedynki?

3. d) 11101001y,
10101010(9) = 2" 4+2° +2° + 2! =128 +32+8+2 =170
1111119y =2°+2* + 28 +22 + 21 +2°=324+ 16 +8+4+2+1 =63
111010013 =27 +2°+2° +2° +2° =128 + 64 + 32+ 8 + 1 = 233

4. a) Na pierwszym miejscu musi by¢ 1, a na pozostalych dziewigciu 0 lub 1.
1-29 =512
b) Na pierwszym miejscu musi by¢ jedynka, a na pozostalych dziewieciu s trzy
jedynki i szes¢ zer.

OIS SO N
3.6l — 6 T 84

c) 1.274+1-2°+1.2% +1-2" +
+1-2°=128+32+8+2+
+1=171
d)1-2"°04+1-2°=1024 +1 =
= 1025

,a)31=16+8+4+2+1=

=1.24+1.224+1.-22+1.2'+
+1-2° = 11111y

b) 36 =32 44 =
=1-2%+1-2>=100100)
c) 8=64+8+4+2=
=1-2641.2541.2241.2! =
= 10011105

d) 150 =128+ 16 +4+2 =
=1-2"41-2*41-22+1.2' =
= 100101102,

. a) 1000(2)

101y =2°+2°=5
@ =2"+2°=3
1000(2) = 2° =8

b) 1001105

11011y =
:24+23+21+20:
=16+8+2+1=27
1011y =22 +2' +2° =

=8+2+1=11
1001105y = 2° + 2> +2' =
=32+4+2=38

c) 111011,

11101 (o) =

=2*+234+224+2°=
=16+8+4+1=29
11110¢) =
:24+23+22+21:
=16+8+4+2=230
1110119y =

=2° 424423121 4 9% =59

Dwajkowy system liczbowy



Uczen:

— okresla przestrzen zdarzen
elementarnych dla danego
doswiadczenia,

— wypisuje wyniki sprzyjajace
danemu zdarzeniu losowemu,

— okresla zdarzenia: niemozliwe
i pewne,

— wyznacza sume, iloczyn
i réznice zdarzen losowych,

— wypisuje pary zdarzen prze-
ciwnych i pary zdarzen
wykluczajacych sie.

MultiteZa

® Przestrzer zdarzen elemen-
tarnych

® Zdarzenie elementarne — rzut
dwiema kostkami do gry

® Prawdopodobienstwo —
generator losowan

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.7

Generator

testéw i sprawdzianow

1. Rachunek prawdopodobienstwa

1.7. Zdarzenia losowe

Rzut monetg czy rzut kostka to przyktady do$wiadczen losowych, czyli takich
doswiadczen, ktérych wyniku nie mozemy przewidzie¢. W przypadku jedno-
krotnego rzutu moneta mozliwe wyniki to orzel lub reszka. W przypadku
jednokrotnego rzutu kostkag mamy sze$¢ mozliwych wynikow: 1, 2, 3, 4, 5 lub
6 oczek.

Poszczegdlne wyniki do$wiadczenia losowego nazywamy zdarzeniami elemen-
tarnymi, a ich zbiér — przestrzenig zdarzen elementarnych lub krétko prze-
strzenia. Zgodnie z tradycja przestrzen zdarzen elementarnych oznaczamy
grecka wielka litera omega (€2), a pojedyncze zdarzenia elementarne — mala
litera omega (w).

Przyktad 1

a) Przestrzen zdarzen elementarnych rzutu moneta: Q = {o,r}, gdzie o ozna-
cza otrzymanie orta, a r — reszki.

b) Przestrzen zdarzen elementarnych rzutu kostka: Q = {1,2,3,4,5,6}.

c¢) Przestrzenia zdarzen elementarnych w doswiadczeniu polegajacym na rzu-
cie najpierw monetg, a nastepnie kostka jest zbior:

Q={(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5), (0,6), (r,1), (r,2),(r,3), (r,4), (r,5), (r,6)}.

Cwiczenie 1

Z urny zawierajacej trzy kule ponumerowane 1, 2 i 3 losujemy jedna kule,
a nastepnie druga. Numery kul zapisane w kolejnosci losowania tworza liczbe
dwucyfrows. Podaj przestrzen zdarzen elementarnych, jesli:

a) wylosowanej kuli nie zwracamy do urny (losowanie bez zwracania),

b) wylosowang kule zwracamy do urny (losowanie ze zwracaniem).
Definicja

Zdarzeniem losowym nazywamy dowolny podzbiér przestrzeni zdarzen ele-
mentarnych 2.

Zdarzenia losowe, zwane krétko zdarzeniami, bedziemy oznaczaé¢ wielkimi li-
terami: A, B, C itd.

Zbiér ) nazywamy zdarzeniem pewnym, natomiast zbiér pusty nazywamy
zdarzeniem niemozliwym. Elementy zdarzenia A nazywamy wynikami sprzy-
jajacymi zdarzeniu A.

Cwiczenie 1
a) Q= {12, 13,21, 23,31, 32}
b) Q = {11, 12,13, 21, 22, 23, 31, 32, 33}



Przyktad 2

Rzucamy raz kostka. Rozpatrzmy zdarzenia:
A — wypadla parzysta liczba oczek,

B — wypadla liczba oczek wieksza od 8,

C — wypadla liczba oczek mniejsza od 7.

Przestrzenia zdarzen elementarnych jest zbiér Q = {1,2,3,4,5,6}.
Zdarzeniu A sprzyjaja wyniki 2, 4, 6, zatem A = {2,4,6}.
Zdarzenie B jest zdarzeniem niemozliwym, a C' — zdarzeniem pewnym.

Cwiczenie 2

Rzucamy dwa razy kostka. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:
A — suma otrzymanych oczek jest mniejsza od 4,

B — iloczyn otrzymanych oczek jest podzielny przez 10.

Cwiczenie 3

Rzucamy cztery razy moneta. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:
A — wypadly co najwyzej dwie reszki,

B — wypadty doktadnie dwie reszki.

Zdarzenia losowe sg zbiorami, zatem mozemy na nich wykonywadé takie same
dziatania jak na zbiorach.

Niech A, B C Q.

Sumg zdarzen A i B nazywamy zdarzenie AU B,
ktoremu sprzyjaja wszystkie zdarzenia elementarne
sprzyjajace zdarzeniu A lub zdarzeniu B i tylko one.

Iloczynem zdarzen A i B nazywamy zdarzenie
AN B, ktéoremu sprzyjaja wszystkie zdarzenia
elementarne sprzyjajace jednocze$nie zdarzeniu
A i zdarzeniu B i tylko one.

Réznica zdarzen A i B nazywamy zdarzenie A\ B,
ktoremu sprzyjaja wszystkie zdarzenia elementarne
sprzyjajace zdarzeniu A oraz niesprzyjajace zdarze-
niu B i tylko one.

Méwimy, ze zdarzenia A i B sa rozlaczne lub wykluczaja sie, jesli czes$é
wspdlna A N B tych zdarzen jest zdarzeniem niemozliwym (AN B = ().

Zdarzenie A’ = Q \ A nazywamy zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A.
Zauwaz, ze AN A =0 oraz AUA = Q.

Cwiczenie 2

A= {(17 1)7 (17 2)7 (27 1)}

B ={(2,5),(4,5),(5,2),(5,4), (5,6), (6,5)}

Cwiczenie 3

A ={(r,r,0,0),(r,0,7,0),(r,0,0,7), (0,7,7,0), (0,7, 0,7), (0,0, 7, ),
(r,0,0,0), (0,7,0,0), (0,0,7,0), (0,0,0,7), (0,0,0,0) }

B = {(T7 T’ 07 0)’ (T7 O’ T7 0)’ (T7 O’ 07 7‘)’ (07 T’ T7 0)7 (07 7,‘7 07 7‘)’ (07 07 T7 T‘)}

1.7. Zdarzenia losowe



Cwiczenie 4
Rzucamy trzy razy moneta. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:

Cwiczenie 4
A={(r,r,r),(0,r,7),(r,0,7),
(r,r,0)}

={(r,7,7), (0,7, 7),(r,0,7),
(r,r,0), (r 0,0), (0,1,0), (0,0,7)}
C = {(o,7,7),(r,0,7),(r,7,0)}

= {(0,0,0)}

={(r,0,0), (0,7,0), (0,0,7),

A — orzel wypadl co najwyzej raz,
B — co najmniej raz wypadta reszka,

D — wypadly same orly,
FE — wypadlo wiecej ortéw niz reszek.

C — reszka wypadla dokladnie dwa razy,

Wskaz pary zdarzen wykluczajacych sie oraz pary zdarzen przeciwnych.

Uwaga. Jesli wszystkie elementy zdarzenia A naleza do zdarze-

(0,0,0)}

Zdarzenia wykluczajace sie to:

AiD,AiE,BiD,CiD,

CiE.
Zdarzenia przeciwne to:
AiE BiD.

Odpowiedzi do zadan

1. A={(5,6,6),(6,5,6),

(6,6,5)}
1

B={(1,1,1),(1,1,2),
(1,1,3),(1,1,4),(1,2,1
(1,2,2),(1,2,3),(1,3,1
(1,3,2),(1,4,1),(2,1,1
(2,1,2),(2,1,3),(2,2,1
(2,2,2),(2,3,1),(3,1,1
(3,1,2),(3,2,1),(4,1,1
C ={(1,6,6),(2,3,6),
(2,6,3),(3,2,6),(3,3,4
(3,4,3),(3,6,2),(4,3,3
(6,1,6),(6,2,3),(6,3,2
(6,6,1)}
2. Pewne: D,

niemozliwe: A, B,C

1. Rachunek prawdopodobienstwa
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nia B, to méwimy, ze zdarzenie A zawiera sie¢ w zdarzeniu B,
co zapisujemy A C B.

Zauwaz, ze je§li AC B,to ANB=A, AUB=BiA\B=4.

Zadania

—t

Rzucamy trzy razy kostka. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:
A — suma wyrzuconych oczek jest réwna 17,

B — suma wyrzuconych oczek jest nie wieksza niz 6,

C — iloczyn wyrzuconych oczek jest rowny 36.

2. 7 urny, w ktoérej sa trzy kule ponumerowane 12, 13 i 14, losujemy bez
zwracania dwie kule. Ktére z ponizszych zdarzen jest zdarzeniem pewnym,
a ktore — niemozliwym?
A — obydwie wylosowane liczby sa nieparzyste
B — suma wylosowanych liczb jest liczba pierwsza
C — suma wylosowanych liczb jest réwna co najwyzej 24
D — jedna z wylosowanych liczb jest parzysta

3. Rzucamy dwa razy kostka. Rozpatrzmy zdarzenia:
A — pierwsza wyrzucona liczba jest nie mniejsza od drugiej,
B — wérdéd wyrzuconych liczb sa liczba parzysta i liczba nieparzysta.
Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom A’ i B’. Sprawdz, czy zachodza
zaleznosci: AUB=Q, AUB=B, A\B=B 6 B CA.

4. 7 urny, w ktérej jest pie¢ kul ponumerowanych od 1 do 5, losujemy kolejno,
bez zwracania, dwie kule.
a) Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:
A — za drugim razem wylosowano liczbe parzysta,
B — iloczyn wylosowanych liczb jest réwny 4,
C — pierwsza wylosowana liczba jest mniejsza od drugie;j.
b) Wyznacz zdarzenia: AUB, ANB, BNCiANnBNC.

3. A=1{(1,1),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2),(3,3), (4,1), (4,2), (4, 3), (4,4), (5, 1),
(5,2),(5,3),(5,4), (5,5), (6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)}
B:{(172)7(174)7(176)7(27 1)7(273)7(275)7(372)7(374)7(376)7(47 1)7(473)7
(4,5),(5,2),(5,4), (5,6), (6,1), (6,3),(6,5)}

AI* {(172)7(173)7(174)7(175)7(176)7(273)7(2 4) (2 5) (276)7(374)7(375)7
(3,6),(4,5), (4,6), (5,6)

B'={(1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,4),(2,6), (3,1), (3,3),(3,5), (4,2), (4,4),
(4,6),(5,1),(5,3),(5,5), (6,2), (6,4),(6,6)}

Nie zachodzi zadna z podanych zaleznosci.

4. a) A={(1,2),(1,4),(2,4),(3,2),(3,4),(4,2),(5,2),(5,4)}, B={(1,4),(4,1)}
C={(1,2),(1,3),(1, 4) (1, 5),(2 3) (2, 4) (2, 5) (3,4),(3,5), (4,5)}

b) AU B = {(1,2),(1,4),(2,4), (3,2), (3,4), (4,1), (4,2), (5,2), (5,4)}
AmB:{(1,4)},BmC {(1,4)}, AnBNC = {(, 4)}



Czestos¢ zdarzen

Rzucamy n razy moneta. Jesli k razy wypadnie orzel, to méwimy, ze czestosé
otrzymania orta wynosi f W tabeli i na wykresie podano czestos¢ wyrzucenia
orta podczas pewnego eksperymentu.

Liczba wykonanych rzutéwn 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Liczba otrzymanych ortéw £ 3 12 17 20 26 29 33 39 45 51

Crestosé & 0,3 06 057 05 0,52 0,48 0,47 0,49 0,5 0,51
czestosé wyrzucenia orta
Zwrdé uwage, ze dla duzej liczby 0,6 . '
rzutéw czesto$é otrzymania orta O’i A TR S
jest bliska % 873 liczba wykonanych rzutéw

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
W ponizszej tabeli przedstawiono wyniki eksperymentéw polegajacych na rzu-
cie moneta, przeprowadzonych przez Francuza Georges’a Louisa Leclerca de
Buffona [czyt. zorza luisa leklerka de bufona] (1707-1788) i Anglika Karla
Pearsona [czyt. pirsona] (1857-1936).

Liczba rzutéw Liczba ortéw Czestosé
G.L.L. de Buffon 4040 2048 0,5069
K. Pearson 12000 6019 0,5016
K. Pearson 24000 12012 0,5005

1. Wykonaj 100 rzutéw moneta. Podaj otrzymana czestos¢ wypadniecia orta.

2. Wykonaj 100 rzutéw kostka. Sprawdz, czy czestosé otrzymania szostki jest
bliska .

3. Wykonaj 30 rzutéw dwiema kostkami. Za kazdym razem zapisz, czy suma
wyrzuconych oczek jest parzysta, czy nieparzysta. Podaj czesto$é, z jaka
wystepowata parzysta liczba oczek.

W 1733 r. de Buffon sformutowal problem, zwany pézniej

problemem igly Buffona, polegajacy na obliczeniu praw-

dopodobienstwa tego, ze igta o dtugoéci [, rzucona na pod-
toge podzielong liniami réwnolegltymi odlegtymi o d, spad-
nie na linie. Rozwigzanie tego problemu, podane przez

Buffona w 1777 r., pozwala wyznaczy¢ przyblizong war-

tos¢ liczby m metodami rachunku prawdopodobienstwa.

Czestos¢ zdarzen



Uczen:

— oblicza prawdopodobienstwa
zdarzen losowych, stosujac
klasyczna definicje prawdopo-
dobienstwa,

— wykorzystuje regute
mnozenia, regute dodawania,
permutacje, wariacje
i kombinacje do obliczania
prawdopodobienstw zdarzen.
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1. Rachunek prawdopodobienstwa

1.8. Prawdopodobienstwo klasyczne

Gdy rzucamy kostka, mozemy otrzymac jeden z wynikéw nalezacych do zbioru
Q2 =1{1,2,3,4,5,6}. Przyjmujemy, ze kostka jest symetryczna (upada na kazda
Scianke réwnie czesto), zatem szansa otrzymania ktéregokolwiek wyniku jest

L Rozpatrzmy zdarzenie polegajace na wyrzuceniu parzystej liczby

réwna 5

oczek. Zauwazmy, ze zdarzeniu temu sprzyjaja trzy wyniki: 2, 4 i 6. Zatem

szansa zaj$cia tego zdarzenia jest réwna % = %

Jezeli wszystkie wyniki do$wiadczenia zdarzaja si¢ réwnie czesto, méwimy, ze
mamy do czynienia z prawdopodobienistwem (schematem) klasycznym. W ta-
kiej sytuacji prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A zawartego w prze-
strzeni ) okre$lamy nastepujaco:

Definicja
Jezeli ) jest zbiorem skoniczonym i niepustym, to prawdopodobienstwem
zdarzenia A C () nazywamy liczbe:

P(A) =

QI =l

Przyktad 1
Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania sumy oczek wigkszej od 10 w dwu-
krotnym rzucie symetryczna kostka.

0={(1,1),(2,1),(3,1),(4,1),(5,1),(6,1), Przestrzen zdarzen elemen-
(1,2),(2,2),(3,2),(4,2),(5,2),(6,2), tarnych ma 36 elementéw:
(1,3),(2,3),(3,3),(4,3),(5,3), (6,3), 0—36
(1,4),(2,4),(3,4),(4,4),(5,4), (6,4),
(1,5),(2,5),(3,5),(4,5), (5,5), (6,5),
(1,6),(2,6),(3,6),(4,6), (5,6), (6,6)}

Zdarzenie, ktérego prawdopodobienstwo chcemy obliczy¢, to zdarzenie:
A= {(5a 6)a (63 5)a (6a 6)}7 stad A=3

3 _ 1

QA

Cwiczenie 1
Rzucamy dwukrotnie symetryczna kostka. Oblicz prawdopodobienstwo otrzy-
mania:

a) sumy oczek mniejszej od 5, b) parzystej sumy oczek.
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Przyktad 2

Rzucamy trzykrotnie symetryczng kostks i zapisujemy liczbe, ktérej kolej-
nymi cyframi sa otrzymane liczby oczek. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
wszystkie cyfry tej liczby sa nieparzyste.

Przestrzen zdarzen elementarnych 2 jest zbiorem wszystkich trzyelemento-
wych wariacji z powtérzeniami zbioru {1,2,3,4,5,6}.

Stad Q = 6% = 216.

Rozpatrujemy zdarzenie losowe A, ktorego elementami sa wszystkie trzyele-
mentowe wariacje z powtdrzeniami zbioru {1, 3,5}.

Stad A = 3 = 27.

27 1

Zatem P(A) == = 56 = 5"

QA

Cwiczenie 2

Rzucamy czterokrotnie symetryczna kostka i zapisujemy liczbe, ktoérej kolej-
nymi cyframi sa otrzymane liczby oczek. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
otrzymana liczba jest podzielna przez: a) 5, b) 4.

Przyktad 3
Z urny, w ktorej sa 3 kule zielone i 5 kul niebieskich, losujemy jednoczesnie
2 kule. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania kul tego samego koloru?

Q jest zbiorem dwuelementowych kombinacji zbioru o$émioelementowego.
o /8 . 8
Zatem () = (2) = ﬂ = 28.
Szukamy prawdopodobienstwa zdarzenia polegajacego na wylosowaniu 2 kul

zielonych lub 2 kul niebieskich:
a 3 5 3! 5!
A=)+ =g tag=53+10=13

13

Zatem P(A) = = = TR

Qlll x|

Cwiczenie 3
Z urny, w ktérej jest 8 kul bialych i 4 czarne, losujemy jednoczesnie 4 kule.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wsroéd wylosowanych kul:

a) beda kule tylko jednego koloru, ¢) beda 3 kule czarne i 1 biala,
b) beda 2 kule biale i 2 czarne, d) beda co najmniej 3 kule biale.
Cwiczenie 3

Q= () =495

a) A= (3) + () =71, P(A) = &

b) B =(3) - (3) = 168, P(B) = i = %

0 C=(3) () =32P(O) =%

D= D+ =204 PD) =B =%

Cwiczenie 2

Q=6

a) A=6-6-6-1=6
PA)=S5=1
b) Dwie ostatnie cyfry tworza
liczbe podzielng przez 4. Jest
9 takich mozliwosci: 16, 24, 32,
36, 44, 52, 56, 64.
B=6-6-9=62-9

P(B)= %2 = 1

1.8. Prawdopodobienstwo klasyczne



Odpowiedzi do zadan

1' A = {(07 0, 0, T)? (07 o, T, 0)7
(07 r’ 0’ 0)’ (/r7 07 07 0)’
(0,0,0,0)}
B = {(07 07 T7 T)7 (07 T7 07 T)7
(0,7,7,0), (r,0,0,7),
(7‘7 07 T7 0)7 (T7 T7 07 0)}
C = {(07 07 r’ T)? (07 T? 07 T)?
(o,7,7,0), (r,0,0,7),
(7‘7 07 T7 0)7 (T7 T7 07 0)7
(07 0’ 07 0)’ (r’ T’ T? T)}
Najbardziej prawdopodobne
jest zdarzenie C'.
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A = {29,92, 38, 83,47, 74,
,65}
=8, PA)=%=¢
B = {15,51,24,42, 33,60}
=6, P(B)=g% =%
5. Q=900
A = {101, 110, 200}
=3, P(A) = % = ﬁ
B = {111, 102, 120, 201,
0, 300}
=6, P(B):ggozﬁ
6. O = 6" = 1296
a) A=6-5-4-3 =360
PA)=F5=%
b) B=6, P(B) = 55 = 335

1. Rachunek prawdopodobienstwa

Zadania

1. Rzucamy cztery razy symetryczng moneta. Rozpatrzmy zdarzenia:
A — wypadly co najmniej trzy orty,
B — liczba orlow jest rowna liczbie reszek,
C — wypadla parzysta liczba reszek.

Ktére z tych zdarzen jest najbardziej prawdopodobne?

2. Rzucamy dwukrotnie symetryczna kostka. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze:
a) liczba oczek otrzymana w drugim rzucie jest o 2 wigksza od liczby oczek
otrzymanej w pierwszym rzucie,

b) liczby oczek otrzymane w obu rzutach réznia sie co najwyzej o 1.

3. Rzucamy trzykrotnie symetryczna kostka. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze otrzymane kolejno liczby oczek tworza ciag:

a) geometryczny, b) arytmetyczny.

4. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania spoéréd wszystkich liczb dwu-
cyfrowych liczby, ktérej suma cyfr jest réwna: a) 11, b) 6.

5. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania sposréd wszystkich liczb trzy-
cyfrowych liczby, ktérej suma cyfr jest réwna: a) 2, b) 3.

6. Winda zatrzymujaca si¢ na 6 pietrach jada 4 osoby. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, ze:
a) kazda osoba wysiadzie na innym pietrze,
b) wszyscy wysiada na tym samym pigtrze.

7. Duziesieé¢ kul rozmieszczamy w dziesieciu szufladach (kule i szuflady rozréz-
niamy). Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze kazda szuflada bedzie zajeta.

8. Z urny, w ktorej jest 6 kul bialych i 4 czarne, losujemy jednoczesnie 8 kul.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w urnie zostana:

a) tylko kule biale, b) kule réznych koloréw.

9. Z urny, w ktorej znajduje si¢ 7 kul biatych i 5 czarnych, losujemy jednoczes-
nie 3 kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wsrod wylosowanych kul:

a) beda 2 kule czarne i 1 biala, c¢) beda tylko kule biate,
b) beda 2 kule biate i 1 czarna, d) beda kule biala i czarna.

010, 4 = 10!, P(A) = 20 = 95 — 0,00036288

o=1 1010 — 109 —

8. 0= (180) =45
A=) ()=15PAW)=28=}
b)B= () () =24 P(B)=2% =2

9. 0= () =220
DA=) D=7 PA)==5
b) B=(3)- (1) =105, P(B) = 333 = &
¢)C=(7)=35PC)=25 =L
9D=() O +@ @ =175 PD)= 5 = 2



10.

11.

12.

13.

(14,
[E)15.

16.

—
>

15.

—
c2

a) Na loterii jest 40 loséw, w tym 4 wygrywajace. Kupujemy 2 losy. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze wsrdd nich bedzie doktadnie 1 los wygrywa-
jacy.

b) Na pierwszej loterii jest 10 loséw, w tym 1 wygrywajacy, a na dru-
giej — 20 losow, w tym 2 wygrywajace. Na ktérej loterii szanse wygrania
sg wigksze, jesli kupujemy 2 losy?

W dwudziestoosobowej klasie, w ktorej jest 8 dziewczat, rozlosowano 6 bi-
letéw do kina. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze bilety otrzyma:

a) doktadnie troje dziewczat, b) co najmniej troje dziewczat.

Z worka, w ktérym jest 5 par butéw, wyjmujemy losowo 2 buty. Ob-
licz prawdopodobienstwo wyciagniecia butéow tworzacych pare. Ile razy
zwiekszy sie prawdopodobienstwo wyciagniecia pary, jesli bedziemy loso-
waé 3 buty?

Egzamin sklada sie z 10 pytan, na ktére mozemy odpowiedzieé¢ ,tak” lub
»nie”. Oblicz prawdopodobienstwo zdania egzaminu, jesli odpowiedzi po-
dajemy losowo i aby zda¢, musimy odpowiedzie¢ poprawnie na co najmniej:

a) 9 pytan, b) 7 pytan.

7Z talii 52 kart losujemy bez zwracania trzy karty. Oblicz prawdopodobien-
stwo wylosowania: a) samych aséw, b) dwdch aséw i kréla.

7 talii 52 kart losujemy bez zwracania cztery karty. Oblicz prawdopodo-
bienistwo wylosowania:

a) dwoch kieréw, pika i trefla, ¢) co najwyzej jednego asa,

b) co najmniej trzech kroli, d) co najmniej jednej damy.

W urnie jest 6 kul bialych i pewna liczba kul czarnych. Losujemy dwa razy
bez zwracania po jednej kuli. Prawdopodobienstwo wylosowania dwéch kul
biatych jest rowne % Ile kul czarnych znajduje sie w tej urnie?

Klasyczna definicje prawdopodobienstwa precyzyjnie
sformutowal francuski matematyk, fizyk i astronom
Pierre Simon de Laplace [czyt. pier sima de laplas]
(1749-1827). Zamiescil ja w dziele Théorie analytique
des probabilités (Analityczna teoria prawdopodobieri-
stwa), wydanym w 1812 r. Od 1785 r. Laplace byt
cztonkiem Akademii Nauk w Paryzu.

Q= (%) = 22100

&) A= () =4, P(4) = ks =

b) B =(5)- (1) =24 P(B) = 5w = 5

Q= (%) =210725

a) A= (1) (1) - () =78-132 = 13182, P(4) = A1z — oL

b) B=(3)-(**) + (%) =192 +1 =193, P(B) = %_

¢) C= (1) (%) + (%) =4-17296 + 194580 = 263764, P(C) = 283764
d) D' — nie wylosowano zadnej damy, D’ = (45) = 194 580,

P(D) =1- 35555 = 5313

4

11.

12.

13.

A= (5)- (V) +
P(A;) = 3L
Szanse wygrania sa wigksze
na pierwszej loterii.

Q= (%) = 38760

) A=) (5) =
= 56220 = 12320

_ 12320 __ 308
P(A) = 55550 = 560

B)B=(3) ()+E )+
() - () + @)=

= 12320 4 4620 + 672 + 28 =

Q=31

&

—+

= 17640
P(B) = 35t = 3%

2 buty: W= (120) =45
A=) =5PA)=5=1
3 buty: O = (%) =120
B=(}) () =10

P(B) =3-P(A)
Zwigkszy si¢ 3 razy.

Q=21 =1024

) A= (3)+ (D) =

=10+1=11

P(A) =
B

bN

&

T024
= (@) + &)+ )+
+ (7o) = 120+ 45 + 11 = 176

__ 176 __ 11
P(B) = 031 = &

1.8. Prawdopodobienstwo klasyczne



Uczen:

— podaje rozktad prawdopodo-
bienstwa dla rzutu kostka,

— oblicza prawdopodobienstwo
zdarzenia przeciwnego,

— stosuje twierdzenie o prawdo-
podobienstwie sumy zdarzen,

— sprawdza, czy zdarzenia si¢
wykluczaja,

— stosuje wtasnosci prawdo-
podobienstwa w dowodach
twierdzen oraz w zadaniach
wykorzystujacych wlasnosci
prawdopodobienstwa.

MultiteZa

® Obliczanie prawdopodobienstwa
— rozwigzanie zadania
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1. Rachunek prawdopodobienstwa

1.9. Wiasnosci prawdopodobienstwa

Sformutujemy teraz definicje prawdopodobienstwa pozwalajaca rowniez opi-
sywaé sytuacje, w ktérych zdarzenia elementarne nie sa jednakowo prawdo-
podobne.

Definicja

Prawdopodobienstwem nazywamy funkcje P okre$lona na skoficzonym
zbiorze zdarzen elementarnych €2 o wartoSciach rzeczywistych spetniajaca
nastepujace warunki:

1.0 < P(A) < 1 dla dowolnego A C ©,

2. P(0)=01P(R) =1,

3. P(AU B) = P(A)+ P(B) dla dowolnych zdarzen roztacznych A, B C €.

Liczbe P(A) nazywamy prawdopodobienistwem zdarzenia A.

Przykfad 1

Pewna niesymetryczng kostke poddano testowi, wykonujac dltugg serie rzutéw.

W tabeli podano w procentach czesto$¢ wystepowania danych liczb oczek.
Liczba oczek 1 2 3 4 5 6
Czesto$é wystepowania 12,5%  12,5% @ 12,5% 25% 12,5% 25%

Zwrocémy uwage, ze czestos¢ wystepowania nie jest taka sama dla wszystkich
wynikéw. Na tej podstawie mozna przyjac dla testowanej kostki nastepujace
prawdopodobienstwa pojawienia sie danych liczb oczek.

Liczba oczek

ol =
ol DN
ol
Lol =N
ool—= Ut
L >

Prawdopodobienstwo

Niech A oznacza wyrzucenie parzystej liczby oczek, a B — liczby oczek wiekszej
od 2. Wowczas: P(A) = P({2,4,6}) =+t + 1+ 1 =2,

P(B)=P({3,4,5,6}) =g+ i+5+i=1

Prawdopodobienistwo na skonczonym zbiorze Q = {w;,ws,...,w,} czasami
okresla sie, podajac prawdopodobienstwo kazdego ze zdarzen elementarnych.
Dla kazdego ze zdarzen w;, gdzie : = 1,2, ..., n, podaje si¢ liczbe nieujemng p;
tak, aby spelniony byl warunek: p; + ps + ...+ p, = 1 (jak w przykladzie 1).
Moéwimy wtedy, ze na zbiorze () zostal okreslony rozklad prawdopodobien-
stwa. Wowczas prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A C ) jest sumg
prawdopodobienstw zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A.



Twierdzenie

Niech P bedzie prawdopodobienstwem okreslonym na zbiorze €.
Wéwezas dla dowolnych zdarzen A, B C Q, jesli A C B, to P(A) < P(B).

Dowod

Jesli AC B,to B=AU(B\ A). Zbiory A i B\ A sa rozlaczne, wigc:
P(B)=P(AU(B\ A)) =P(A)+ P(B\ 4)

Stad P(A) < P(B), poniewaz P(B\ A) > 0.

Twierdzenie

Niech P bedzie prawdopodobienstwem okreslonym na zbiorze €.
Wéwczas dla dowolnego zdarzenia A € Q: P(A') =1— P(A).

Uwaga. Prawdopodobienstwo klasyczne spelnia warunki prawdopodobienstwa zdefi-
niowanego w tym temacie.

@ Cwiczenie 1
Udowodnij powyzsze twierdzenie.

Uwaga. W dalszym ciagu podrecznika dla rzutu kostka (moneta) bedziemy przyjmo-
waé, ze kostka (moneta) jest symetryczna, czyli ze wszystkie $cianki (orzel lub reszka)
wypadaja z takim samym prawdopodobienstwem, chyba ze zaznaczono, ze jest inaczej.

Przykfad 2
Rzucamy trzykrotnie monetg. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze przynaj-
mniej raz wypadnie orzel.

Zauwazmy, ze Q = 8. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na otrzymaniu
przynajmniej jednego orta w trzech rzutach. Rozpatrzmy zdarzenie A’ prze-
ciwne do zdarzenia A. Polega ono na wyrzuceniu samych reszek: A'={(r,r,r)}.

Zatem A' =1, czyli P(A) = £ = L. Stad P(A) =1-P(A) =1-1=1
Cwiczenie 2

a) Rzucamy czterokrotnie moneta. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze przy-
najmniej raz wypadnie reszka.

b) Rzucamy trzykrotnie kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze przynaj-
mniej raz otrzymamy 6 oczek.

Cwiczenie 3

Rzucamy dwukrotnie kostka. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen:

A — suma oczek, ktére wypadna w obydwu rzutach, jest réwna co najmniej 4,
B —iloczyn oczek, ktore wypadna w obydwu rzutach, jest mniejszy od 25.

Cwiczenie 3

Q=6°=36
A’ — suma oczek, ktére wypadna w obu rzutach, jest mniejsza niz 4

A'={(1,1),(1,2),(2,1)}, A=3,PA)=1-2=8=14
B’ —iloczyn oczek, ktére wypadng w obu rzutach, jest wickszy lub réwny 25

B = {(575)7(576)7(675)7(676)}7 ?:47 P(B) =l= 34_6 = % = %

Cwiczenie 1
Jesli ACQ,to AUA = Q.
Zbiory A i A’ sg roztaczne, wiec:
P(Q)=P(AUA) =

= P(A) + P(A").
Zatem:
P(A)=P(Q) - P(A) =

=1-— P(A).

Cwiczenie 2
a) Q=2*=16
A — przynajmniej raz wypadnie
reszka
A’ — nie wypadnie zadna reszka
A, = {(07 07 07 0}7 I = 1

_ _ 1 _ 15
PA)=1-PA)=1-5=1
b) O = 6% = 216
B — przynajmniej raz wypadnie
szostka
B’ — nie wypadnie zadna szdstka
B =5 =125

P(B)=1—P(B)=1— ;% =
_ 9

216

1.9. Wiasnosci prawdopodobienstwa



Cwiczenie 4

a) P(A\B)=5-3=3}
b) BC Astad ANB =B
P(A\B)=3-§=3
Cwiczenie 5

Q=90

A=30, P(A)=2%8
B=122 P(B)=2
ANB=8,P(ANB)=%
P(A\B)=2 =1
P(B\A)=% =1L

1. Rachunek prawdopodobienstwa

Twierdzenie

Niech P bedzie prawdopodobienstwem okreslonym na zbiorze 2. Wéwczas
dla dowolnych zdarzen A, B C :
P(A\ B)=P(A)— P(AN B)

Dowod

Dla dowolnych A, B C £ mamy:
A= (A\B)U (AN B), wigc:
P(A)=P(A\ B)+ P(ANB),

a stad P(A\ B) = P(A) — P(AN B).

Zauwaz, ze zbiory A\ B oraz
L. . AN B sa rozlaczne.
Cwiczenie 4

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A \ B, jesli:

a) P(AﬂB)z%,P(A):%, b) B C A, P(A)z%,P(B):%.
Cwiczenie 5

Sposréd wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych wybieramy losowo jedna.
Rozpatrzmy zdarzenia:

A — wylosowana liczba jest podzielna przez 3,

B — wylosowana liczba jest podzielna przez 4.

Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen A\ B, B\ A.

Twierdzenie

Niech P bedzie prawdopodobienstwem okreslonym na zbiorze (2. Wéwczas
dla dowolnych zdarzen A, B C
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

Dowod

Dla dowolnych A, B C 2 mamy:

AUB = (A\ B)U B, wiec:

P(AUB)=P((A\B)UB)= P(A\B)+ P(B) =
= P(A)— P(AN B) + P(B).

Zauwaz, ze zbiory A\ B oraz
L. . B sa roztaczne.
Cwiczenie 6
Oblicz prawdopodobienstwo sumy zdarzen A, B C €2, jesli:
a) P(A) =3, P(B)=3, P(ANB)=1,

b) P(A) =2, P(B)= =, P(ANB) = ¢,

) P(A):ggj P(B)=3%, P(ANB)=1.

]9

Cwiczenie 6

a) PAUB)=1+1-1=71

b) PLAUB)=2+32 -1=1

) PLAUB)=%24+(1-2)-1=1



Zadania

1.

10.

8. P(A)= %, P(B) =3
9. a) 0,67 b) 0,43
.04

Oblicz prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen A, B C (2, jesli:
a) P(A)=2, P(B)=1% P(AUB)= %

b) P(A) = > P(B) = ! P(AUB) = 1.

5 33
Oblicz prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen A, B C €2, jesli:
a) P(A)=04, P(B)=0,85 P(AUB)=0,T,

b) P(A\ B)=04, P(B\A)=0,1, P((AUB))=0,25.

Uzasadnij, ze jesli B C A C Q, to P(A\ B) = P(A) — P(B).

Niech A, B C Q. Oblicz prawdopodobienstwo réznicy zdarzen A\ B, jesli:
a) PANB)=31iPA)=2 b) P(AUB) = 2% iP(B)= L

4 87 10 10°

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Czy zdarzenia A, B C 2 moga sie wykluczad, jesli P(A) = 21 P(B) = 27

Zalézmy, ze zdarzenia A i B sie wykluczaja. Wowczas:
P(AUB)=P(A)+P(B)=1+2=1>1

OtrzymaliSmy sprzecznosé, zatem zdarzenia te nie moga si¢ wykluczaé.

Czy zdarzenia A, B C §2 moga si¢ wykluczac?
a) P(A)=4%, P(B)=1 b) P(A) = 2,

57 4

Czy zdarzenia A i B mogg sug wykluczad, jesli wiadomo, ze P(AU B) =
P(A\B) =3, P(B\A) =17

OOI\I

a) Wykaz, ze jesli P(A) = 2, P(B) =

b) Wykaz, 7e jesli P(A) = P(B) = 2,

i, to P(AUB) < L.

8
to P(ANDB) > 1.

Rzucamy dwukrotnie kostka. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen:

A — w obu rzutach otrzymano parzysta liczbe oczek lub obie otrzymane
liczby oczek sa wigksze od 3,

B — iloczyn liczb otrzymanych oczek jest nieparzysty lub wiekszy od 24.

Losujemy jedna liczbe sposrédd liczb 1,2,3,...,100. Oblicz prawdopodo-

bienstwo tego, ze liczba ta jest podzielna przez: a) 2 lub 3, b) 3 lub 7.

Losujemy jedng liczbe sposrdd liczb 1,2,3,...,200. Oblicz prawdopodo-
bienistwo tego, ze liczba ta nie jest podzielna ani przez 2, ani przez 5.

a) P(AN B) € (0;1), stad

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) < P(A)+PB)=3+1=1
b) P(AU B) < 1 oraz P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B), stad
P(A)+ P(B)— P(ANB)< 1

2+2_-PANB)<1

P(ANB) > 1

1

Odpowiedzi do zadan

1.

P(ANB) = P(A) + P(B)+

—P(AUB)

a) P(ANB)=2+1-53=21

b) P(ANB)=24+3— 1 =0
.a) P(A)=1-P(4) =06

P(B)=1-P(B)=0,5

P(ANB) = 0,05

b) AUB = (A\B)U(B\ A)U

U(ANB)

Zbiory (A\B), (B\A), (ANB)
sg roztaczne, stad
P(AUB)=P(A\ B)+
+P(B\ A)+ P(AN B)
P(AUB) =1-P((AUB)) =
=0,75
P(ANnB)=P(AUB)+
—P(A\B)—P(B\A) =0,25

. Jesli BC A CQ, to

ANB=B.
P(A\B) = P(A)—
= P(4) - P(B)
a) P(A\
= P(A

P(ANB) =

B) =

P(ANB) =

b) P(AUB)S_

—P(ANB),

P(A\ B) =

= P(A) - P(ANB) =

=P(AUB) — ( )=
9 7 é

~ 10 10 ﬁ =

a) P(AUB) = 2+1 =2 >1,
czyli zdarzenia nie mogg sie¢
wykluczac.

b) P(AUB) = 2+1 = 18 <1,
czyli zdarzenia mogg si¢ wy-
kluczaé.

)=
3 _ 1
8 1

P(A)+P(B)+

. Zalézmy, ze zdarzenia sie wy-

kluczaja, czyli P(AN B) = 0.
Wtedy:

P(A)=P(A\B)=1%
P(B)=P(B\ A) =3
P(AUB) = P(A)+ P(B) =

_3,1_5_7
=5Ti=s7s

Zatem zdarzenia nie moga si¢
wykluczac.

1.9. Wiasnosci prawdopodobienstwa



12.

13.

14.

17.

b) P(B\ A) =
—P(ANB),

stad P(ANB) = &
P(A'UB)=P(ANB)) =
=1-P(ANB)=%
P(A'UB") = P((A

BI
(AnB)) =
=1-PANB)=14
P(A'NB)=P( B)
=1-P(AUB)
:1—P(A)—PB+
+P(ANB)=P(A) -
+P(B)+P(Ams>)—i2
P(ANB)=P(AUB)) =
=1-P(AUB) =
=1-P(A) - P(B)+
+P(ANB) =
71___

U

( )) =

/—\/\

Nl»—t\/\./

o/ [N ][
ol
=

(S S

P(AUB) =P(A)+ P(B)+
—P(ANB) =2
P(AUB) = ((AmB)/
=1-P(ANB
P(ANB)=
=1-P(AUB
Q=100

A — liczba podzielna przez 3

) =
((AUB)/
) =

B — liczba podzielna przez 4
C' — liczba podzielna przez 7
P(A) =0,33, P(B) = 0,25
P(C) =0,14
(An B) = 0,08
(AnC)=0,04
(B nC) =0,03
(AnBNC)=0,01
(AuBUC) =0,58

"U"U“U"U“U

1. Rachunek prawdopodobienstwa

11.

12

16.

17.

15.

16.

Korzystajac z podanych w ramce réwnosci, oblicz

prawdopodobienstwo zdarzenia: e

a) ANB,jesli P(ANB) = 1, P(4) = 3, (AUB)=A'NE
P(B) =14, (ANB) =A'UB
b) AUB', jesli AC B, P(B) =%, P(B\A) =1

Niech A, B C Q. Korzystajac z praw de Morgana, oblicz P(A’ U B') oraz

P(A'NPB),jedli P(A') =3, P(B') = 5 oraz P(AN B) =
Niech A, B C Q. Uzasadnij, ze jesli P(A) = P(B) = 1, to:
P(ANB)=P(ANB)

Rzucamy dwukrotnie kostka. Zdarzenie A polega na tym, ze w kazdym
rzucie otrzymamy inng liczbe oczek, a zdarzenie B — ze ani razu nie otrzy-
mamy szdstki. Oblicz P(A'UB’) i P(A'NB’).

W pewnej grupie uczniow kazdy zna jezyk angielski lub niemiecki. Wia-
domo, ze prawdopodobienstwo wylosowania z tej grupy ucznia znajacego
jezyk angielski jest réwne %,
ucznia znajacego jezyk niemiecki jest rowne %. Oblicz prawdopodobienistwo
tego, ze losowo wybrany uczen zna obydwa jezyki.

natomiast prawdopodobienstwo wylosowania

W ankiecie przeprowadzonej wéréd 200 uczniéow klas czwartych pewnego
liceum otrzymano nastepujace wyniki:

« matematyke lubi 100 uczniéw,

« historie lubi 90 uczniéw,

« biologie lubi 35 uczniéw,

» matematyke i historie lubi 25 uczniéw,

» matematyke i biologie lubi 15 uczniéw,

« historie i biologie lubi 20 uczniéw,

» matematyke, historie i biologie lubi 5 uczniéw.

Przerysuj do zeszytu diagram przedstawiony
obok i go uzupelnij. Oblicz prawdopodobieni-
stwo tego, ze losowo wybrany uczen nie lubi

zadnego z wymienionych przedmiotow.

Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania ze zbioru {1,2,3,...,100} liczby
podzielnej przez 3, 4 lub 7. Skorzystaj z ponizszego wzoru na prawdopo-
dobienstwo sumy trzech zdarzen:

P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)+

—P(ANB)—-P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNCQC)

A — uczen zna jezyk angielski, P(A) = %
N — uczeii zna jezyk niemiecki, P(N) = 2

AU N — uczen zna jezyk angielski lub niemiecki, P(AUN) =
AN N — uczen zna oba jezyki

P(ANN)=P(A)+ P(N)—P(AUN) = £

A — uczen nie lubi zadnego z wymienionych przedmiotéw

A =200 — (100 + 50 + 15 + 5) = 200 — 170 = 30

PA)=2X%=2



Rozktad prawdopodobienstwa

W  tabeli obok przedstawiono rozklad

w; | 1 2 3 4 5 6
prawdopodobienstwa dla rzutu symetrycz-

ng kostka. Zwrdé uwage, ze wszystkie zda- Pilg 5 5 |5|5 |3
rzenia elementarne sa jednakowo prawdo-
podobne.
1. W tabeli obok przedstawiono rozktad wi 1 2 3 4 5 6
prawdopodobienstwa dla doswiadcze- s 111 1 1 1
5 6 15 3 6 15

nia polegajacego na jednokrotnym
rzucie niesymetryczna kostka. Oblicz prawdopodobienistwo wyrzucenia nie-
parzystej liczby oczek w tym doswiadczeniu.

2. Na Sciankach symetrycznej kostki znajduja sie nastepujace liczby oczek:
1, 2, 3, 4, 5, 5. Podaj rozktad prawdopodobienstwa dla rzutu ta kostka.

3. Rzucamy raz niesymetryczng kostka. w; 1 2 3 4

ot
(@)

Przerysuj do zeszytu i uzupetnij tabele
przedstawiajaca rozktad prawdopodo-
bienstwa dla rzutu ta kostka, jesli prawdopodobienstwo otrzymania 6 oczek

.1 1 1 1
Pi § 30 1 1

‘)—‘
il

o

jest dwa razy wieksze od prawdopodobienstwa otrzymania 5 oczek. Oblicz
prawdopodobienstwo otrzymania parzystej liczby oczek.

4. Rzucamy dwiema symetrycznymi kostkami. Uczniowie A i B, opisujac
doswiadczenie polegajace na badaniu sumy wyrzuconych oczek, okreslili
przestrzen ) jako zbiér wszystkich mozliwych sum:

2 =1{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}
Uczniowie podali nastepujace rozktady prawdopodobienstwa.

Rozklad podany przez ucznia A:

(=)
-
[02¢]
Nej
—
o
—
—_
—
[\

@
e
[
@
<)
o=
-
©
-
o
w
3

) 1 1 1
Di 36 18 12 9

w; 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12

DPi 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11

Ktéry z podanych rozkladéw nalezatoby wzia¢ pod uwage przy szacowaniu
wynikow powyzszego doswiadczenia wykonanego wiele razy?

Odpowiedzi do zadan
1. P({1,3,5)) =+ &+ + L=

2.

3.

13
= 30

w; | 1|2 (3|4
. 1 1 1 1
Pils | 6|5 @
1 1 1 1 _ 7
stamtiti=1o
7 _ 3 _ 1 2
l-%=%=%t1

Prawdopodobienstwo
otrzymania parzystej
liczby oczek:

1 1,1 _ 29
30t71T5= 6

. Rozktad zaproponowany

przez ucznia A.

Rozktad prawdopodobienstwa

(M



Uczen:

— oblicza prawdopodobienstwo
warunkowe,

— stosuje wzor na prawdopo-
dobienistwo warunkowe do
wyznaczenia prawdopodo-
bienstwa np. sumy, iloczynu,
réznicy zdarzen,

— dowodzi wtasnosci prawdopo-
dobienistwa warunkowego.

Cwiczenie 1
Q=6"=36
A — suma wyrzuconych oczek
jest mniejsza od 10
a) A’ — suma wyrzuconych oczek
jest réwna nie mniej niz 10
A= {(47 6)7 (57 5)7 (576)7
(6,4),(6,5), (6,6)}
P(A)=1-PA)=1-2 =2

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.10

Generator

testéw i sprawdzianow

1. Rachunek prawdopodobienstwa

*1.10. Prawdopodobienstwo warunkowe

Przykfad 1
Rzucamy dwa razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze suma otrzy-
manych oczek:

a) jestréwna 11,  b) jest réwna 11, jesli w pierwszym rzucie wypadlo 5 oczek.

a) @ ={(1,1),(1,2),(1,3),...,(6,6)}, zatem Q = 36.

Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wyrzuceniu sumy oczek réwnej 11.

Zdarzeniu A sprzyjaja dwa wyniki: (5,6) i (6,5), zatem P(A) = & = &.
b) Niech B bedzie zdarzeniem polegajacym na wyrzuceniu 5 oczek w pierw-
szym rzucie: B = {(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6)}. Sposéréd tych zda-
rzen elementarnych jedynie wynik (5,6) daje sume oczek réwna 11. Mozemy
to zapisa¢ nastepujaco: AN B = {(5,6)}. Zatem szukane prawdopodobienstwo

jest rowne:

Wyrzucenie 5 oczek w pierwszym rzucie zwieksza wiec szanse uzyskania sumy
11 oczek w obydwu rzutach kostka.

Prawdopodobienstwo zdarzenia A, gdy wiemy, ze zaszlo zdarzenie B, nazy-
wamy prawdopodobiefistwem warunkowym i oznaczamy P(A|B). Zauwazmy,

ze w schemacie klasycznym mamy P(A|B) = ?.
Zatem: =B (
_AnB _ ‘g _ P(ANB)
PAIB) =5 =5 = 7w
)
Definicja

Niech A,B € Qi P(B) > 0. Prawdopodobienstwo zdarzenia A pod wa-
runkiem, ze zaszlo zdarzenie B, okreslamy wzorem:
P(ANB)

P(AIB) = —55;

Cwiczenie 1

Rzucamy dwukrotnie kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze suma wy-
rzuconych oczek:

a) jest mniejsza od 10,

b) jest mniejsza od 10, jesli w pierwszym rzucie wypadlo 5 oczek,

c¢) jest mniejsza od 10, jesli w pierwszym rzucie wypadlo 1 oczko.

b) B — w pierwszym rzucie wypadlo 5 oczek

AN B — suma wyrzuconych oczek jest mniejsza od 10 i w pierwszym rzucie
wypadto 5 oczek

ANnB=1{(51),(5,2),(5,3),(5,4)}

P(AB) =% =2

¢) C' — w pierwszym rzucie wypadto 1 oczko

AN C — suma wyrzuconych oczek jest mniejsza od 10 i w pierwszym rzucie
wypadto 1 oczko

P(A|C) = % =1



Cwiczenie 2
Rzucamy dwukrotnie kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze suma wy-
rzuconych oczek:

a) jest parzysta,
b) jest parzysta, jesli w pierwszym rzucie wypadly 3 oczka,

c) jest parzysta, jesli w pierwszym rzucie wypadly 4 oczka.

[D] Przyktad 2
Niech A, B C Q. Wykaz, ze jesli P(B) > 0, to P(A'|B) =1— P(A|B).

Zauwazmy, ze AN B =B\ (AN B).

A B
Zatem: ANB) _ P(B)-P(ANB
P —P(AN
1-P(AB)=1- ;(;)u ( >P(B<) ) —
_ P(B\(ANB)) _ P(A'NB) _ , 0
- P(B) -~ P(B) P(AB).
Cwiczenie 3

Rzucamy trzema kostkami. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wypadnie:
a) co najmniej jedna széstka,

b) co najmniej jedna szdstka, jesli na kazdej kostce wypadla inna liczba oczek,
¢) co najmniej jedna szdstka, jesli na kazdej kostce wypadla taka sama liczba
oczek.

] Cwiczenie 4
Niech A,B € Q10 < P(B) < 1. Wykaz, ze jesli P(A|B) = P(A|B'), to
P(ANB)=P(A)- P(B).

Przykfad 3
W urnie jest 7 kul niebieskich i 4 czerwone. Losujemy z niej kolejno dwie
kule bez zwracania. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu za

drugim razem kuli czerwonej, a B — na wylosowaniu za pierwszym razem kuli
niebieskiej. Oblicz P(A|B).

Drzewo obok jest ilustracja tego do$wiadczenia.

Jesli za pierwszym razem wyciagneliSmy kule nie- z 4
bieska, to w urnie pozostalo 6 kul niebieskich i 4
czerwone. Zatem: N c

P A B - 4 - 2 5 3

(“AIB) =1 =3 s/\s  5/\3

Gatlaz zaznaczona kolorem czerwonym przedsta-
wia ten etap doswiadczenia, ktory nas interesuje. N C N C
Cwiczenie 4

Zauwazmy, ze A = (AN B)U (AN B) oraz (AN B')N (AN B) = 0, stad
P(A)=P(ANnB)+ P(ANB)

Zatem:
P(ANB' P(A)-P(ANB
__ P(ANnB)
P(AIB) = =55

Jesli P(A|B) = P(A|B'), to:
P(A)-P(ANB) __ P(ANB)
1-P(B) P

P(A)P(B)— P(ANB) - P(B) = P(ANB) — P(AN B) - P(B)
P(AN B) = P(A) - P(B)

Cwiczenie 2
Q=6>=36
A — suma wyrzuconych oczek
jest parzysta

a) P(A)= 2 _1

b) B — w pierwszym rzucie wy-
padly 3 oczka

AN B — suma wyrzuconych oczek
jest parzysta i w pierwszym rzu-
cie wypadly 3 oczka
ANB={(3,1),(3,3),(3,5)}
P(AIB)=§ =3
¢) C — w pierwszym rzucie wy-
padtly 4 oczka

ANC —suma wyrzuconych oczek
jest parzysta i w pierwszym rzu-
cie wypadly 4 oczka

ANC ={(4,2),(4,4),(4,6)}

PAIC)=2=1

Cwiczenie 3

Q=63 =216

A — wypadta co najmniej jedna
szostka

a) A’ — nie wypadta zadna szost-
ka

A=55-5=12

P(4) = 13
P(A)=1-PA)=2L

b) B — na kazdej kostce wypadta
inna liczba oczek
B=6-5-4=120
ANB=5-4-3=60

PAB)=1- % =1

¢) C — na kazdej kostce wypadta
taka sama liczba oczek

C=6

ANB — wypadta co najmniej jed-
na szostka i na kazdej kostce wy-
padta taka sama liczba oczek

ANB=1
P(A|C) =

1
6

1.10. Prawdopodobienstwo warunkowe



Cwiczenie 5
P(A|B1) = &, P(A|B2) = &

Odpowiedzi do zadan

1. A — wylosowano kule o nume-
rze parzystym
B — wylosowano biata kule

P(A)= <, P(B)= =
P(ANB) =2
a) P(A|B) = 3
b) P(B|A) =

2. a) A — suma oczek réwna 13
B — w drugim rzucie wypadty
3 oczka
AN B =1{(4,3,6),(5,3,5),
(6,3,4)}
P(AB) =2 =%

b) A — w drugim i w trze-
cim rzucie nieparzysta liczba
oczek
B — suma oczek réwna 6
B={(1,1,4),(1,2,3),
(1,3,2),(1,4,1),(2,1,3),
(2,2,2),(2,3,1),(3,1,2),
(3,2,1),(4,1,1)}
ANB={(213),(231),
(4,1, 1)}
P(A|IB) =

3.0=9-8
A — liczba podzielna przez 3
A ={12,15,18, 21, 24, 27, 36,
39,42, 45,48, 51, 54, 57, 63, 69,
72,75,78,81,84,87,93,96}
a) P(A) = % = %
b) B — pierwsza z wylosowa-
nych jest 1
AN B ={12,15,18}
P(AIB) =}
c) C' — pierwszg z wylosowa-
nych jest 6
AN B = {63,69}
P(AIB)=%=3

1. Rachunek prawdopodobienstwa

Cwiczenie 5

Z urny, w ktoérej jest 5 kul biatych i 7 czarnych, losujemy kolejno dwie kule bez
zwracania. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu za drugim
razem kuli czarnej, B; — na wylosowaniu za pierwszym razem kuli biatej, By —
na wylosowaniu za pierwszym razem kuli czarnej. Oblicz P(A|B;) i P(A|Bs).
Umie$¢ obliczone prawdopodobienstwa na odpowiednim drzewie.

Zadania

2.

W urnie sa cztery kule biale oznaczone numerami 1, 2, 3, 4, trzy kule czarne
oznaczone numerami 1, 2, 3 oraz jest sze$¢ kul niebieskich oznaczonych
numerami 1, 2, 3, 4, 5, 6. Losujemy jedng kule. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze:

a) jest to kula o numerze parzystym, jesli wiemy, ze wylosowalidmy kule
biala,

b) jest to kula biata, jesli wiemy, ze wylosowalidémy kule o numerze parzy-
stym.

Rzucamy trzy razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:
a) suma oczek jest réwna 13, jesli w drugim rzucie wypadly 3 oczka,

b) zaréwno w drugim, jak i w trzecim rzucie wypadla nieparzysta liczba
oczek, jesli suma oczek w trzech rzutach byta réwna 6.

7 urny, w ktorej sa kule ponumerowane od 1 do 9, losujemy kolejno dwie
kule bez zwracania. Numery wylosowanych kul, zapisane w kolejnoéci lo-
sowania, tworza liczbe dwucyfrowa. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
jest to liczba podzielna:

a) przez 3,

b) przez 3, jesli pierwsza z wylosowanych liczb jest 1,

¢) przez 3, jedli pierwszg z wylosowanych liczb jest 6.

Rzucamy dwa razy kostka. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze wypadia
co najmniej raz széstka, jesli wiadomo, ze:
a) suma oczek, ktére wypadly w obydwu rzutach, byla nieparzysta,

b) w pierwszym rzucie wypadlo wigcej oczek niz w drugim.

Niech A, B C Q. Oblicz:
a) P(A|B), jesli P(A') =2, P(B) = 1 i P(B|A) =1,
b) P(A|B), jedli P(A) =%, P(B) =2

¢) P(B|A), jesli PLAUB) =2, P(A) =11 P(B) = 2.

a), b) 3

a) P(A) = 1, P(AN B) = P(B|A)- P(A) = 1
P(A|B) = £ =2

b) P(AN B; = P(B|A)-P(A) = %
PAB) =4 =4

¢) P(ANB) = P(A) + P(B) — P(AUB) = 1
PBIA) =4 =1



10.

[D]11.

12.

11.

12.

Z urny, w ktoérej jest 6 kul biatych i 8 czarnych, losujemy kolejno trzy
kule bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze za trzecim razem
wylosujemy:

a) kule biala, jesli pierwsze dwie wylosowane kule byly biale,

b) kule czarna, jesli pierwsze dwie wylosowane kule byly réznego koloru.

Jedna kule biala i szeS¢ czarnych wrzucamy losowo do dwdch ponumero-
wanych szuflad. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze biata kula znajdzie
sie w pierwszej szufladzie, jesli do drugiej wrzuciliSmy pieé¢ kul.

Ze zbioru {1,2,3,...
zdarzenia:

A — suma wylosowanych liczb jest nieparzysta,

B — iloczyn wylosowanych liczb jest parzysty.

Ktoére z prawdopodobienistw jest wieksze: P(A|B) czy P(B|A)?

,20} losujemy bez zwracania trzy liczby. Oznaczmy

Niech A, B C Q. Oblicz:
a) P(B), jesli P(A) = %, P(A|B) =
b) P(A), jesli P(B) =2P(B'),

(B\A) i
P(A|B) = 1 oraz P(A|B') =

cnlfw

Niech A, B C Q. Oblicz:
a) P(AUB), jedli P(B) = 1

3

P(A'") = § oraz P(A|B) =2

b) P(AU B), jesli P(A) = 2P(A’) oraz P(A|B) = P(B|A) = 3,
c¢) P(ANB), jedli P(B) = P(B’) oraz P(A\B) 1,

d) P(A\ B), jesli P(A) = I oraz P(B|A) =

Niech 4, B C Qi P(B) > 0. Wykaz, ze P(A|B) > 1— 1;((2))

W pewnej klasie kazdy uczen umie pltywac lub jezdzi¢ na nartach. Ucznio-
wie umiejacy plywaé stanowig 80% wszystkich ucznidéw, a jezdzacy na nar-
tach — 50%. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze losowo wybrany uczen
z tej klasy:

a) umie ptywaé i jezdzi¢ na nartach,

b) umie jezdzi¢ na nartach, jesli umie pltywaé,

¢) umie jezdzié¢ na nartach, jesli nie umie pltywaé,

d) umie pltywaé, jesli umie jezdzi¢ na nartach.

Wiemy, ze P(AU B) € (0;1) stad:
P(AN B) = P(A) + P(B) — P(AUB) > P(A) + P(B) —1 = P(B) — (1 — P(A)) =
= P(B) — P(4))
Czyli P(AN B) > P(B) — P(4)
_ ’ ’
PiAiE) — St s BEHED -

A — uczen umie ptywaé, B — uczen umie jezdzi¢ na nartach
P(A)=0,8; P(B) =0,5 oraz P(AUB) =1
a) P(ANnB) =P(A)+ P(B)— P(AUB) =0,3
b) P(B|A) = £202) = 82 = 8 — 0,375
__ P(BnA') _ P(B)-P(AnB) __ 0,2 __
C) P(BlAl) - P(A’) - lfP(A) = 3 = 1
d) P(A|B) = E552) = 83 = 2 = 0,6

6.

10. a) 33

a) Jesli pierwsze dwie wyloso-
wane kule byly biate, to w ur-
nie pozostato 8 kul czarnych
i 4 biate. Zatem prawdopodo-
bienistwo tego, ze za trzecim
razem wylosujemy kule bialg,
jest réwne 14—2 = %

b) Jedli pierwsze dwie wyloso-
wane kule byty réznego kolo-
ru, to w urnie pozostato 5 kul
biatych i 7 czarnych. Zatem
prawdopodobienstwo tego, ze
za trzecim razem wylosujemy

5 2 7
kulg czarna, jest réwne 5.

. A —biata kula jest w pierwszej

szufladzie
B — w drugiej szufladzie jest
kul

(9]

P(A)

_ P(ANB) _
P(B) = B =

k3
B)=1-P(B) =
=1-2P(B'), wigc
P(B)=2, P(B) =1
__ P(AnB)

P(A|B) = BB Wiee
P(ANB)= P(A|B)- P(B) =

2
=537 15

A /
_ P(A\B) _ P(A)-P(ANB)
= "P(B) P(B)
P(A) = P(A|B) - P(B")+
Pl

+P(AOB):§ %""15:%
)

60 b)lc)ﬁd%

1.10. Prawdopodobienstwo warunkowe



Odpowiedzi do zadan

1. P(C)=1
BN C ={G1,G3,G5,GT,
H1,H3, H5, H7}
PBNC)=& =3
P(B)-P(C)=%-3=3=

Zdarzenia niezalezne

Zdarzenia A, B C Q) nazywamy niezaleznymi, je$li P(AN B) = P(A) - P(B).
Intuicyjnie zdarzenia okreslamy jako niezalezne, je$li nie maja wzajemnie na
siebie wplywu. O zdarzeniach, ktore nie sa niezalezne, méwimy, ze sa zalezne.

Przyktad
Na jednym z 64 pél szachownicy ustawiamy
losowo wieze. Rozpatrzmy zdarzenia:

A — wieza zostala ustawiona w wierszu:

1,2 1ub 3

B — wieza zostala ustawiona w kolumnie:
G lub H

Zatem P(A) =2 =32 P(B)=& =1

Zdarzeniu A N B sprzyja sze$¢ zdarzen ele-
mentarnych: G1, G2, G3, H1, H2, H3, czyli:
PANB) =% =2

64 32

Zauwazmy, ze P(A)- P(B) = 2.4 = 2 zatem P(ANB) = P(A) - P(B), co

17 32
oznacza, ze zdarzenia A i B sa niezalezne.

1. Wykonujemy do$wiadczenie opisane w powyzszym przykladzie. Rozpa-
trzmy zdarzenie C' polegajace na tym, ze wieza zostala ustawiona w wier-
szu o numerze nieparzystym. Uzasadnij, ze zdarzenia B i C' sg niezalezne,
a zdarzenia A i C s zalezne.

= P(BNC), wiec zdarzenia B @ 2. Rzucamy raz kostka. Uzasadnij, ze zdarzenia: A — wypadla nieparzysta

i C sa niezalezne.
AN C — wieza ustawiona

liczba oczek i B — wypadla liczba oczek wigksza od 4, sa niezalezne.

w wierszu 1 lub 3 @ 3. Rzucamy dwa razy kostka. Rozpatrzmy zdarzenia: A — za pierwszym razem

P(ANC) = =
P(4)- P(C) = &
= 2 #P(BNO),
wiec zdarzenia A i C sa
zalezne.

2. P(A)=3},P(B)=1}
P(ANB) =13

1

1

1
2

wypadla szostka, B — za drugim razem wypadta széstka, C' — suma oczek
w obydwu rzutach jest wieksza od 10. Uzasadnij, ze zdarzenia:
a) A i B sa niezalezne, b) AiC sa zalezne.

4. Losujemy jedna liczbe sposérdd liczb 1,2,...,100. Niech A oznacza zda-
rzenie polegajace na wylosowaniu liczby parzystej, B — liczby podzielnej
przez 5, C — liczby podzielnej przez 6. Czy podana para zdarzen to zda-

P(A)-P(B)=1.1—1_ rzenia niezalezne?
= P(ANB), WiQ2C z?iarzgniaA a) AiB b) AiC c) BiC
iB iezalezne.
| s essienne @ 5. Niech A, B C Q. Uzasadnij, ze jesli zdarzenia A i B sa niezalezne oraz
P(B) > 0, to P(A|B) = P(A).
3. P(A) =4 P(B) =}, PO) = =%
§ PANB) =& =4} = P(4)- P(B)
b) P(ANC) = 2 £1.L1 = P(4). P(C)
4. P(A)=1, PB) =2 =1, P(C)= =+

1. Rachunek prawdopodobienstwa

a) P(ANB) =2 =L =1.1=-pPA) P(B),

wiec zdarzenia A i B sa niezalezne.
b) P(ANC) = P(C) # P(A) - P(C), wiec zdarzenia A i B sg zalezne.
¢) P(BNC) = 1% # 15t = P(B)- P(C), wiec zdarzenia A i B sa zalezne.

25

P(ANB P(A)-P(B
5. P(A|B) = 2422 = 2JEB) — p(4)




*1.11. Prawdopodobienstwo catkowite Yozen:

sprawdza, czy sa spelnione
zalozenia twierdzenia o praw-

Przyktad 1 dopodobienstwie catkowitym,
Wydawnictwo wydrukowalo 80% nakladu pewnej ksigzki w drukarni I, a pozo- — oblicza prawdopodobieristwo
stale 20% — w drukarni II. Wady ma 0,1% ksiazek z drukarni Ii 0,6% ksiazek catkowite.

z drukarni II. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana ksiazka
jest wadliwa.

B B>
Oznaczmy przez A zdarzenie, ze wybrana ksiazka jest

wadliwa, przez B;, ze pochodzi z drukarni I, a przez Q

B,, 7ze pochodzi z drukarni II. Mamy woéwczas:

A=(ANB))U(ANB,) Q
Zdarzenia (AN B;) i (AN By) si¢ wykluczaja, zatem:
P(A)=P(ANB,)+P(ANB,)

Stad:
P(4) = P(By) - P(AIB,) + P(By) - P(A|By)

Podstawiamy P(B;) = 0,8, P(A|B;) = 0,001, P(By) = 0,2, P(A|By) = 0,006
i otrzymujemy:
P(A)=0,8-0,001+0,2-0,006 = 0,002

W powyzszym przyktadzie mieliSmy B; U B, = Q

oraz B, N By = (). Zastosowany przy tych zaloze- &x\ ’0/@
niach wzor: S 4

P(A) = P(B1) - P(A|By) + P(B,) - P(A[B,) \Blﬂ \32@
nosi nazwe wzoru na prawdopodobienstwo calko- §~ @/4 ?@W %
wite. Drzewo obok jest ilustracja graficzna tego QY % Ny ?/
WZOru. A A A A

Wzér na prawdopodobienstwo catkowite mozna sformutowaé bardziej ogdlnie.
Wzér na prawdopodobienstwo catkowite

Niech Q2 bedzie zbiorem wszystkich wynikéw pewnego doswiadczenia. Jesli
zdarzenia By, B,, ..., B, spelniaja nastepujace warunki:

= zawsze zachodzi przynajmniej jedno z nich (B; U By U...U B, = Q),

= prawdopodobienstwo kazdego z nich jest dodatnie,

= zdarzenia te parami sie wykluczaja,

to prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A C §2 opisuje wzor:

P(A) = P(B,) - P(A|By) + P(Bs) - P(A|B;) + ...+ P(B,) - P(A|B,)

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.11
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Cwiczenie 1

A — wypadt orzet

B — rzucono moneta niesymet-
ryczng

B’ — rzucono monety symetrycz-
ng

P(A) = P(B) - P(A|B)+

+P(B ) PAB)=% 1+
t5 3=
Cwiczenie 2

a) A — wylosowano kule biata
B; — wylosowano kule z pierw-
szej urny

B> — wylosowano kule z drugiej
urny

P(A) = P(B1) - P(A|B1)+
+P(B2) - P(A|B:) =
SRR

b) A — wylosowano kule czarna
B1 — wylosowano kule z pierw-
szej urny

B> — wylosowano kule z drugiej
urny

B3 — wylosowano kule z trzeciej
urny

P(A) = P(B1) - P(A|B1)+

+P(Bz) P(A|B2)+
+P(Bs) - P(A|Bs3) =

S

1. Rachunek prawdopodobienstwa

Przyktad 2

W urnie U; znajduje si¢ 6 kul bialych i 10 zielonych, a w urnie Uy — 12 kul
biatych i 4 zielone. Rzucamy dwukrotnie moneta. Jesli wypadna dwa orty,
to losujemy kule z urny U;, w przeciwnym wypadku — z urny U,. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania kuli zielonej.

Rozpatrzmy zdarzenia:

A — wylosowana kula jest zielona,

B — wypadtly dwa orty.

Zauwazmy, ze P(A|B) = 12, P(A|B') = &, P(B) = 1, P(B') = 3.

Korzystamy ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite:

P(A)= P(B) - P(A|B) + P(B) - P(A|B)
Zatem:
1 10,3 4 _10 12 _22 11
P(4) 11671 16 61 621 61 32
Cwiczenie 1

Wsréd 10 monet sg 3 monety niesymetryczne, na ktérych orzet wypada z praw-

1

dopodobiefistwem 7, a pozostale monety sa symetryczne. Oblicz prawdopo-

dobienstwo tego, ze w rzucie losowo wybrana moneta wypadnie orzet.

Cwiczenie 2

a) W pierwszej urnie sa 3 kule biale i 4 czarne, a w drugiej — 2 kule biale
i 5 czarnych. Wybieramy losowo urne, a z niej jedng kule. Oblicz prawdopo-
dobienstwo wylosowania kuli biatej.

b) W pierwszej urnie jest 6 kul biatych i 4 czarne, w drugiej — po 8 kul biatych
i czarnych, a w trzeciej — 5 kul biatych i 3 czarne. Wybieramy losowo urne,

a z niej jedna kule. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarne;j.

Cwiczenie 3

a) Fabryka kupuje 40% potrzebnych czesci od kooperanta A, 35% — od ko-
operanta B i 25% — od kooperanta C'. Wady ma 1% czeéci dostarczonych
przez kooperanta A, 2% — dostarczonych przez kooperanta B i 4% — dostar-
czonych przez kooperanta C. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wybrana
losowo cze$é jest wadliwa.

b) Wydawnictwo wydrukowalo 60% nakladu pewnej ksiazki w drukarni I,
30% — w drukarni II, a pozostate 10% — w drukarni III. Egzemplarze wa-
dliwe stanowia odpowiednio 0,3%, 0,4%, 1% ksiazek wydrukowanych w wy-
mienionych drukarniach. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana
ksiazka nie jest wadliwa.

Cwiczenie 3

a) A — wybrana czes¢ jest wadliwa

B; — wybrana cze$¢ pochodzi od kooperanta A

B> — wybrana cze$¢ pochodzi od kooperanta B

Bs — wybrana cze$¢ pochodzi od kooperanta C'

P(A) = P(B1) - P(A|B1) + P(Bz) - P(A|Bz) + P(Bs) -
= 0,4-0,01 +0,35-0,02 + 0,25 - 0,04 = 0,021

b) A — wybrana ksigzka jest wadliwa

B, — ksiazka z drukarni I, B> — ksigzka z drukarni II, B3 — ksiazka z drukarni III
P(A) = P(B1) - P(A|B1) + P(Bz) - P(A|Bz) + P(Bs) - P(A|B3) =

= 0,6 - 0,003 + 0,3 - 0,004 + 0,1 - 0,01 = 0,004

P(A)=1- P(A) = 0,996

P(A|Bs) =



Zadania

Odpowiedzi do zadan

Brygady B;, B, i B3 produkuja deski do prasowania. Wéréod desek wypro- 1. A — wybrana deska jest wadli-

dukowanych przez brygade B, jest 6% wadliwych, a wéréd wyprodukowa-
nych przez brygady B, i Bz — po 3% wadliwych. Polowa desek znajduja-
cych sie w magazynie zostata wytworzona przez brygade Bs, a pozostale
(w tej samej liczbie) przez brygady B; i Bs. Oblicz prawdopodobiefistwo
tego, ze deska wybrana losowo z magazynu jest wadliwa.

2. Mamy 10 urn. Do czterech wrzucono po 4 kule biale, 4 czarne i 1 niebie-
skiej, a do szesciu pozostatych — po 2 kule biale, 3 czarne i 4 niebieskie.
Z losowo wybranej urny losujemy jednoczesnie dwie kule. Oblicz prawdo-
podobienstwo wylosowania kul réznych koloréw.

3. Maszyny M;, My, M3 i M, produkuja zaréwki. Maszyny M;, My i M;
wyprodukowaly takg sama liczbe zaréwek, a maszyna M, — dwa razy wiecej
niz kazda z pozostatych. Maszyny M, i M, produkuja po 2% wadliwych
zarowek, a maszyny Mz i My — po 4%. Wszystkie wytworzone zaréwki
znajduja sie w magazynie. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze zaréwka
wybrana losowo z magazynu jest wadliwa.

20%
4. Grupa uczniéow klas czwartych ma przystapic¢ .
do egzaminu maturalnego z jezyka niemiec- 0%
. . . . @ 10%
kiego. Na diagramie kolowym przedstawiono
procentowy udzial w tej grupie uczniéw
z kazdej klasy. Uczniom przed egzaminem za- 30%

dano pytanie: ,,Czy czujesz si¢ dobrze przy- 499,
gotowany do egzaminu?”. Na diagramie stup- gy
kowym przedstawiono procentowy rozktad  60%
odpowiedzi twierdzacych. Oblicz prawdopo-  40%
dobienstwo tego, ze losowo wybrany uczen — 20% ’—‘

-

IVa IVb IVc 1IVd

odpowiedzial na pytanie twierdzaco.

5. W pierwszej szkatutce jest 10 monet ztotych i 5 srebrnych, a w drugiej —
5 monet zlotych i 10 srebrnych. Mozemy losowaé trzema sposobami:
« losujemy po jednej monecie z kazdej szkatutki,
« przektadamy monety do jednej szkatutki i losujemy z niej dwie monety,
« losowo wybieramy szkatutke, a z niej losujemy dwie monety.
Przy ktérym sposobie losowania prawdopodobienstwo wylosowania dwéch
zlotych monet jest najwieksze?

3. A — wybrana zaréwka jest wadliwa
P(A) = P(M,)-P(A|M1)+P(Ms)-P(A|M2)+P(M3)-P(A|Ms)+P(Ms)-P(A|My) =
=0,2-0,02+0,2-0,02+0,2-0,04 + 0,4 - 0,04 = 0,032

4. A — wybrany uczen odpowiedzial na pytanie twierdzaco
P(A)=0,2-04+0,1-140,3-0,2+0,4-0,8 =0,56

2
1. 10 9 1.5 4 _ 11 .
II. 5 - 5 97T 3 15 12=15 ~0,26

Trzeci spos6b jest najlepszy.

wa

P(A) = P(B1) - P(A|B1)+
+ P(B2) - P(A|B2)+
+P(Bs) - P(A|Bs) =

— A 6 S N TS R 4
=270 T3 T00 T2 100 — 8

=

. A — wybrano kule réznych

koloréw

A’ — wybrano kule tych
samych koloréw

Bi — kule z urn I typu
Bs — kule z urn II typu

P(A")=P(B1) - P(A'|B1)+

+P(Bz) - P(A'|B2) =

=%-(-3+4-9)+

+5 (Gt it =1
! 7

P(A)=1-PA)=+%

1.11. Prawdopodobieristwo catkowite



1 65 4,1 n n-1 n-2
S

2 n+4 n+3 nt+2

n(n—1)(n—-2) _ 1
(n+4)(n+3)(n+2) 14

13n® — 51n® +2n — 24 =0
n=4

. W jednej urnie sg 2 losy wy-
grywajace, w drugiej urnie —
98 loséw przegrywajacych.

1. Rachunek prawdopodobienstwa

10.

10.

W pewnej grupie, liczacej m dziewczat i n chlopcow, 25% dziewczat i 60%
chtopcow interesuje sie hokejem. Prawdopodobienstwo tego, ze losowo wy-
brana osoba z tej grupy interesuje si¢ hokejem, wynosi % Oblicz stosunek
liczby dziewczat do liczby chlopcow w tej grupie.

W pierwszej urnie jest 6 kul bialych i 2 czarne, a w drugiej jest n kul
bialych i 4 czarne. Z losowo wybranej urny losujemy jednocze$nie trzy
kule. Oblicz n, jesli wiadomo, ze prawdopodobienstwo wyciagniecia trzech
biatych kul jest réwne %.

Na loterii jest 100 loséw, w tym 2 losy wygrywajace. Wszystkie losy po-
dzielono na dwie czesci i wrzucono do dwoch urn, przy czym do kazdej
urny trafilty co najmniej dwa losy. Wybieramy losowo urne i wyciggamy
z niej jeden los. Przy jakim rozmieszczeniu loséw prawdopodobienstwo
wyciagniecia losu wygrywajacego jest najwieksze?

W pewnym miescie sa cztery salony fryzjer-  Procent oséb, ktére
. 1. , odpowiedzialy TAK
skie. Z ustug salonu S, korzysta 7 mieszkancow, g |
4
z ustug salonu S, — %, z ustug salonu S3 — %,
a z ustug S, — % Kazda z tych oséb odwiedza

tylko jeden wybrany salon. Pozostali mieszkan- S,

S |

cy nie korzystaja z ustug tych salonow. Miesz- ¢
kancom zadano pytanie: ,,Czy jeste$ zadowolo-

ny z ustug swojego fryzjera?”. Wyniki ankiety 0% 20% 40% 60% 80%

przedstawiono na diagramie. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo
wybrany mieszkaniec tego miasta korzysta z ustug salonu fryzjerskiego
i jest z niego zadowolony.

Zbiér zadan z matematyki jest podzielony na 6 rozdzialéw. Na diagra-
mie A przedstawiono liczbe zadan w poszczegdlnych rozdzialach, a na
diagramie B — liczbe zadan w poszczegdlnych rozdziatach, ktore nalezy
rozwiazacé, korzystajac z kalkulatora. Rzucamy kostka i wybieramy roz-
dzial, ktérego numer jest réwny liczbie wyrzuconych oczek, a nastepnie
losujemy jedno zadanie z tego rozdziatu. Oblicz prawdopodobienistwo tego,
ze wylosowane zadanie nalezy rozwigzaé¢ bez uzycia kalkulatora.

Diagram A Diagram B

700 70

500 50

300 30

100 ’—i 10 ’—i ]

1 I 1 v v VI I IIr I I1imv. v VI

- 0,25+ 20,6 =2 /. T(m+n)
1,75m + 4,2n = 3m + 3n
1,25m = 1,2n

m _ 1,2 _ 24
m T 1,25 — 25

. A — mieszkaniec zadowolony z ustug zaktadu fryzjerskiego

_ 1 1 3 1 _
P(A)=3-07+ <044 50,8+ 55 -0,5 = 0,52
A — wylosowano zadanie do rozwigzywania z kalkulatorem

_ 1.3 1 40 , 1 50 , 1 20 , 1, 60 , 1 10 _
P(A)=5 300 T 5 700 T 5 200+ 5 600+ 6 a0+ 5 00 =
_ 1 (1 . 2 1, 1 ;3 ; 1Y\ _ 1 424244105+14463+14 _ 131
G (10+35+4+30+20+30)_6 420 = 1260

P(A) =1-P(A) = 12




*1.12. Wzér Bayesa Hozen:

— stosuje wzér Bayesa do obli-

) czania prawdopodobienstwa
Wzor Bayesa przyczyny,

Niech 2 bedzie zbiorem wszystkich wynikéw pewnego do$wiadczenia. Jesli = WelouEa s vy e

zdarzenia By, Bs, ..., B, spelniaja nastepujace warunki:
= zawsze zachodzi przynajmniej jedno z nich (B; UByU...UB, =),
= prawdopodobienstwo kazdego z nich jest dodatnie,
= zdarzenia te parami si¢ wykluczaja,
to dla dowolnego zdarzenia A C ) o dodatnim prawdopodobienstwie praw-
dziwy jest wzor:
P(Bu|A) = ~ P(By)-P(A|Bg)
(B1)-P(A|By)+P(B2) -P(A|B2)+...4+ P(By)-P(A|By)

Uwaga. Powyzszy wzor jest tez nazywany wzorem na prawdopodobienstwo przyczyny.

[0] Cwiczenie 1
Udowodnij wzér Bayesa (skorzystaj ze wzoru na prawdopodobienistwo calko-
wite).

Przyktad 1

W pierwszej urnie sg 3 kule biate i 2 kule czarne, a w drugiej urnie — 4 kule
biate i 1 kula czarna. Wybieramy losowo urne, a z niej jedna kule. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze wylosowana kula pochodzi z pierwszej urny,
jesli wiadomo, ze jest to kula biala.

Niech B, oznacza zdarzenie polegajace na wybraniu pierwszej urny, a By — na
wybraniu drugiej urny. Zauwazmy, ze P(B;) = P(B,) = 3.
Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli bialej.

Wowezas P(A|B;) = 2 i P(A|B,) = 3.

Prawdopodobienistwo tego, ze wylosowana biata kula pochodzi z pierwszej
urny, jest réwne:

_ P(B1)-P(A|B1) _ 3
P(Bi|4) = P(B1)-P(A|B1)+P(Bs)-P(A|Ba) %-§2+

er—-g‘lw
| w

[

Cwiczenie 2

W pierwszej urnie jest 1 kula biata i 3 kule czarne. W drugiej urnie sa 2 kule
biate i 4 kule czarne. Z losowo wybranej urny wyjeto jedng kule. Oblicz praw-
dopodobienstwo tego, ze wylosowana kula pochodzi z pierwszej urny, jesli
wiadomo, ze jest ona: a) czarna, b) biala.

Cwiczenie 1
P(By|A) = BAOBY) _ P(B)P(AIBY) P(By)-P(A|By)

P(A) P(A) P(B1)-P(A|B1)+P(B2)-P(A|B2)+...+P(Bn) P(A|Bn)
Cwiczenie 2

B, — wybrano pierwsza urne
B> — wybrano druga urne

a) A — wylosowano kulg czarna

- P(By)-P(A|By) __ 3% _
P(Bi|A) = P(Bl)lP(A\Bl1)+P(B;)~P(A\Bz) T LEgra 17
b) A — wylosowano kule biatg dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.12
1.1
PBilA)= 22 =2
(B1l4) 11+12 7 Generator

testow i sprawdzianoéw

1.12. Wzdr Bayesa



Cwiczenie 3

B1 — wybrano pierwsza urne
B> — wybrano druga urne

a) A — wylosowano kulg zielona

P(Bz|A) =
P(B3)-P(A|Bs)

~ P(B1)P(A[B1)+P(B2) P(A[Bz)

3.6
4’9 6

~— 1.2,36 7
1°5t1 0

b) A — wylosowano kule
niebieska,

3.
P(Ba|A) = 5
46 9

1. Rachunek prawdopodobienstwa

Cwiczenie 3

W T urnie sg 2 kule zielone i 4 kule niebieskie. W II urnie jest 6 kul zielonych
i 3 kule niebieskie. Rzucamy dwukrotnie moneta. Jesli wypadng dwa orly, to
losujemy kule z I urny. W pozostatych przypadkach losujemy kule z II urny.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wylosowana kula pochodzi z II urny, jesli
wiadomo, ze jest to kula: a) zielona, b) niebieska.

Przykfad 2

W sakwie znajduje sie 20 monet:

« 6 pierwszego rodzaju — majacych po obu stronach orta,

« 4 drugiego rodzaju — majacych po obu stronach reszke,

« 10 trzeciego rodzaju (typowych) — majacych po jednej stronie orta, a po
drugiej reszke.

Wykonano dwa rzuty moneta losowo wybrang z sakwy i otrzymano dwa orty.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze rzucano moneta typows.

Wprowadzmy oznaczenia zdarzen:

A — wyrzucono dwa orly,
6

By — wylosowano monete pierwszego rodzaju, P(B;) = 55,

B, — wylosowano monete drugiego rodzaju, P(B;) = =,
B; — wylosowano monete trzeciego rodzaju, P(B3) =
Zauwazmy, ze P(A|B,) =1, P(A|B,;) =0, P(A|B;) =
Korzystamy ze wzoru Bayesa i otrzymujemy:
P(B3)-P(A|B3)

1= glg g|4> ”

IS

( 3| ) P(Bl)P(A|Bl)+P(BQ)P(A‘Bz)+P(Bg)P(A‘Bg)
= 8 54_8% 101:12%5:i
o ltxw0t+twma wmtaw 17

Prawdopodobienistwo tego, ze rzucano moneta typowa, jest réwne %

Cwiczenie 4
Wybrano jedna z trzech kostek, ktérych siatki przedstawiono ponize;j.

I e o II e o III LA N ]
e|eo00 |0 o | 000 000 |00 | 000
¢ [ ] L XX J ... ¢ [ ] XX BN XX J ¢ L] o000 |00 0

° ° L XX J

.. .. L XX J

Rzucono tg kostka dwukrotnie i otrzymano dwie széstki. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, ze byla to kostka: a) I, b) II, ¢) IIL

Cwiczenie 4

A — wyrzucono dwie szbstki
Bi1 — rzucono kostka 1

B> — rzucono kostka IT

B3 — rzucono kostka ITI

) P(BilA) = miaymoams B PRSPPI PoED = T 1T = B
b) P(B2lA) = pray-pralBn (5 PAIB: + P PAES) =

RO E R

o Pl 2 f“gl)~P<A\Bl)+§gg§;:ﬁgﬁlggwws)‘mmsg) =
R



Zadania Odpowiedzi do zadan

1. A — wyrzucono 3 reszki

1. W szkatulce znajduje sie 20 monet, z ktérych 15 to monety typowe (maja B = wylovine ol

. . . typowa
01.r1a i reszke), a pozostale mafm po obu stronach res.zkl. Rlzucono trzykrot- 12 — L e
nie losowo wybrana moneta i otrzymano trzy reszki. Oblicz prawdopodo- nietypowa
bienstwo tego, ze rzucono moneta typowa. P(B1]A) =

_ P(B1)-P(A|B1) _
= P(B1)P(A[B1)+P(B2) P(A[B2) —

2. 7 dwoch kostek jedna jest symetryczna, a dla drugiej prawdopodobien- 15.(3)° .
stwo otrzymania szostki jest rowne % Rzucono dwukrotnie losowo wy- = m -1
brang kostka i wypadty dwie szostki. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze 2. B; — rzucono kostka niesyme-
rzucono kostka niesymetryczna. tryczng

B> — rzucono kostka syme-
3. Mamy dwie symetryczne kostki. Jedna jest klasyczna (z liczbami oczek tryczng
. ;. .. . . A — wypadly dwie széstki
1, 2, 3, 4, 5, 6), natomiast na $ciankach drugiej sa nastepujace liczby

oczek: 1, 3, 5, 5, 6, 6. Rzucamy dwukrotnie wybrang losowo kostka. Oblicz

(
prawdopodobienstwo tego, ze rzucono klasyczng kostka, jesli suma wyrzu- P(A|By) = (%)2
conych oczek byla réwna: a) 4, b) 11. P(A|Bs) = (1)?

11
4. Statystycznie wéréd 10000 mezczyzn jest 500 daltonistow, a wsréd 10000 BB 4) = % -
kobiet jest 50 daltonistek. Z grupy 100 mezczyzn i 400 kobiet wybieramy _ % _ 36

losowo jedna osobe. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wybrana osoba

jest kobieta, jesli ma problemy z rozpoznawaniem koloréw. 3. kBl t*krzucano klasyczna
ostka
B> — rzucano nietypowa

5. W tabeli obok zebrano dane dotyczace Tnak zodiaku | IVa | IVh | IVe kostka

znakéw zodiaku uczniéw w trzech trzy- ) A K
a — WYyTrzucono sume ocze

dziestoosobowych klasach czwartych. Baran 4 4 2 réwna, 4
Rzucamy moneta: jesli wypadnie orzel, Byk 3 2 3 B =1{(1,3),(3,1),(2,2)}
to los.ujemy osobe z klasy IVa, jesli vv.y— Bliznicta 1 6 0 B> ={(1,3),(3,1)}
padnie reszka, to rzucamy ponownie. P(B1|A) =
Jedli w drugim rzucie wypadnie orzet, Rak 2 1 5 = B Bl).Pf}ﬁ;f)'fﬁf;ﬁp( A5 =
to losujemy osobe z klasy IVb, a jesli Lew 3 2 4 T S
reszka — z IVc. IR E
) L Panna 5 0 2 b) A — wyrzucono sume oczek
a) Oblicz prawdopodobienstwo tego, Waga 1 3 4 réwng 11
ze wylosowana osoba jest spod znaku Bi = B> = {(5,6), (6,5)}
A Skorpion 1 3 2 P(B:|A) —
BliZniat. (B1]4)
Strzel 1 9 0 — P(B;)-P(A|B;) —
b) Stosujac opisana wyzej procedure, raelec PBY PABLTR(E2) P(A[B2)
wylosowaliSmy osobe, ktérej znakiem Koziorozec 4 3 2 = % =1
zodiaku jest Wodnik. Oblicz prawdo- Wodnik 3 1 2 4. B; — wybrana osoba jest mez-
odobienstwo tego, ze jest to uczen kla-
P & ) Ryby 2 3 4 RO .
sy IVa. By — wybrana osoba jest ko-
bieta
5. B1 — wylosowano osobe z klasy IVa A — wybrana osoba jest dalto-
B> — wylosowano osobe z klasy IVb nista
B3 — wyl be z klasy IV _ _ 100  _
3 — Wy olsowano osobg z asy1 <1: 1 P(B1) = 1ils = 1
P(B1)=35,P(B2)=P(B3s)=5-5=13 P(By) = 40 __ _ 1
. 2) = T00+400 ~ 5
a) A — wylosowano osobe spod znaku Blizniat P(A|By) = S0 — L
P(A|B1) = 55, P(A|B2) = 55 = 5, P(A|Bs) = 37 =0 P(A|Bl) ~ 00 =
P(A4) = P(B1)-P(A|B1)+P(Ba)-P(A|B2) +P(Bo)-P(A|B) = 3. +3 2430 = & 2= o = 2
b) B — wybrana osoba jest spod znaku Wodnika P(B:|A) = ﬁ =
P(B.|B) = P(B1)-P(B|B1) _ 30 _ 4 _2
P(B1) P(B[B1)+P(B2) P(B|B2)+P(Bs) P(B[Bs) ~ 1.3 1.1 1.2 0+4 — 7
20 _ 2
=3 =3

1.12. Wzdr Bayesa



Uczen:
— ilustruje doswiadczenie wielo-
etapowe za pomocy drzewa,

— oblicza prawdopodobienstwa
zdarzen w do$wiadczeniu
wieloetapowym.

Cwiczenie 1
A — bilet otrzyma dziewczyna
PA)=%-5%+5 %=1

MultiteZa

® Drzewo prawdopodobieristwa
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.13

Generator

testéw i sprawdzianow

1. Rachunek prawdopodobienstwa

*1.13. Doswiadczenia wieloetapowe

Przyktad 1

W klasie IVa jest 15 chlopcéw i 15 dziewczat, w klasie IVb jest 9 chlopcéw
i 21 dziewczat. Rzucamy kostka: jesli wypadnie széstka, to losujemy jedna
osobe z klasy IVa, w przeciwnym razie losujemy jedna osobe z klasy IVb.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wylosowana osobg bedzie dziewczyna.

Przedstawiamy na drzewie ilustracje tego doswiadczenia.

5
6

rzut kostka

W klasie IVD jest
9 chtopcow
i 21 dziewczat.

W klasie IVa jest 6 1,2,3,4,5
15 chlopcéw 15 15 2 21
-0 chlope 30 30 30 30
i 15 dziewczat.

ch ch

Zdarzeniu A polegajacemu na wylosowaniu dziewczyny sprzyja wyrzucenie
6 oczek i wylosowanie dziewczyny z klasy IVa oraz wyrzucenie liczby oczek
mniejszej od 6 1 wylosowanie dziewczyny z klasy IVb. Zatem:

1 15 5 21 1 7 2
PA)=g 35t o= tm—3

W rozwiazaniu wykorzystujemy wzor na prawdopodobienstwo catkowite. Ilu-
stracje przebiegu doswiadczenia przedstawiamy za pomoca drzewa.

dz dz

Cwiczenie 1

Jedna z 0s6b uczacych sie w klasie IVa lub IVb ma otrzymac¢ darmowy bilet do
cyrku. W klasie I'Va jest 20 chlopcéw i 10 dziewczat, w klasie IVb — 12 chlop-
c6éw 1 18 dziewczat. Rzucamy kostka: jesli wypadnie 1 lub 2, to losowo wybiera
sie osobe z klasy IVa, jesli 3, 4, 5 lub 6 — z IVb. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze bilet otrzyma dziewczyna.

Przykfad 2
Na loterii jest 20 loséw, w tym 4 wygrywajace (oznaczone litera w) i 2 upraw-
niajace do dalszego losowania (oznaczone litera d). Pozostale losy sa prze-

grywajace (oznaczone litera p). Za- i ) 2
kupiono jeden los. Oblicz prawdopo- m

dobienstwo wygrane;j. p W d 1
Na drzewie przedstawiamy ilustracje mozliwych m
wynikéw. Niech A oznacza zdarzenie polegajace
na kupieniu losu wygrywajacego. Wowczas: p w 14 d
4,02 4 2 1 4 2 /‘14—8
P =55+5% 5t% 5 w5 ; I



Cwiczenie 2

Wérod 20 losow loterii fantowej sa 4 losy uprawniajace do odebrania jednej
z nagrod (jest 1 nagroda gltéwna i sa 3 nagrody pocieszenia) oraz 2 losy upraw-
niajace do dalszego losowania. Oblicz prawdopodobienstwo wygrania nagrody
pocieszenia, jesli kupimy 1 los.

Przyktad 3

Wéréd 30 uczestnikéw wycieczki do Szezecina jest 12 ucznidéw i 18 studentéw.
Biuro turystyczne postanowilo zwréci¢ potowe kosztéw wycieczki dwom lo-
sowo wybranym osobom. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze zwrot polowy
kosztow otrzyma przynajmniej jeden uczen.

Przebieg losowania ilustrujemy za pomoca drzewa.

12 18 . .
30 30 Losujemy pierwsza osobe.

u S
1 18 12 17

29 29 29 29 Losujemy drugg osobe.

u S u S

Niech zdarzenie A oznacza, ze wsrdéd wylosowanych dwdch oséb jest przynaj-
mniej jeden uczen. Rozpatrzmy zdarzenie A" — wsréd wylosowanych nie ma
ni jedn znia:
ani jednego ucznia P(A’)—1_8.1_7—£
30 29 145

Zatem: 04

—1_ nN—q1_251 _ 94
P(A)=1-PA)=1 145—145~0,65
Cwiczenie 3
W pewnej firmie pracuje 36 mezczyzn i 12 kobiet. W ramach nagrody posta-
nowiono ufundowaé¢ wycieczke do Swinoujscia trzem losowo wybranym oso-
bom. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wycieczke wygra co najmniej jedna

kobieta.

Zadania

1. W urnie sg 3 kule biale, 4 czarne i 5 zielonych. Losujemy bez zwracania
3 kule. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze wsréod wylosowanych kul:

a) nie bedzie kuli czarnej, b) bedzie kula czarna lub zielona.

2. Z urny zawierajacej 6 kul bialych, 3 czarne i 5 niebieskich losujemy bez
zwracania jedng kule. Nastepnie dokladamy do urny dwie kule w kolorze
wylosowanej kuli i ponownie losujemy jedna kule. Oblicz prawdopodobien-
stwo tego, ze kula wylosowana za drugim razem bedzie niebieska.

Odpowiedzi do zadan
1. I sposéb

a) PA) =55 17 15 =%

W) P =1l = BB =1 = £ o & - 5 = 23
II sposob

o) 12

Q=("2) =220

a) A= (3) =56, P(4) =55
b)B =1, P(B)=1-P(B)=1— 5 =29

220 220
2. A — za drugim razem wylosowano niebieska kule

-6.5,3 .5 .5, 6 _5
P(A)_14 BT 5T 51

Cwiczenie 2
A — wygranie nagrody pocie-
szenia

20 2 20
20
G D P
A4 3
19 1 19
19
G D P
1 3
18 18
G P
= & 2 3
P(A)*20+20 0
42 .1 .3 _ 17141841 _ 1
20 19 18 — T 10196 6
Cwiczenie 3
L2 36
48 48
k m
11 36 12 35
47 47 47 a7
k m k m
12 34
46 16
k m

A — wycieczke wygra co najmniej
jedna kobieta

A’ — ani jedna kobieta nie wygra
wycieczki

PA)=1-PA) =

_ 1785 _
4324 —

2539
4324

1.13. Doswiadczenia wieloetapowe



3. A — biletu nie otrzyma ani je-

den chtopiec
P = L Bty
+1 = 35 ~0,6925

. A — wylosowane kule sg tego
samego koloru

P)=3-3+3 5=

- A={(5,6),(6,5),(6,6)}
P(A)=0,2-0,1+0,1-0,3+
+0,1-0,1 =0,06

%-n%1—15,n6N,n>3
90 =n-n
(n+9)(n—10) =0

4 n—4 n—4 4 __ 4
n o n—1 + n n—-1"— 7
neN,n>4

14(n —4) =n(n —1)

n® —15n +56 =0
(n—7)(n—8)=0
n=7lubn=2~8

W urnie sg 3 lub 4 kule biate.
. n — liczba kul biatych

n—3=2n+2
n=>5

1. Rachunek prawdopodobienstwa

3. W pewnej klasie jest 10 chlopcéw i 20 dziewczat. Liczba biletéw do kina,
ktore beda rozlosowane w tej klasie, jest réwna liczbie ortéw otrzymanych
w rzucie dwiema monetami. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze biletu
nie otrzyma zaden chlopiec.

4. 7 urny, w ktérej jest dwa razy wiecej kul bialych niz czarnych, losujemy
kule i przektadamy ja do drugiej urny, w ktorej sa 2 kule biate i 6 kul czar-
nych. Nastepnie losujemy kule z drugiej urny. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze obie wylosowane kule beda tego samego koloru.

5. Poddane testowi kostki A i B okazaly sie niesymetryczne. Na diagramach
kotowych przedstawiono rezultaty testu (w procentach podano czesto$é po-
jawiania sie poszczeg6lnych wynikéw). Oblicz prawdopodobienstwo otrzy-
mania sumy oczek wickszej od 10, jesli rzucamy jednoczesnie kostky A
i kostka B.

10%  10% 10% 15%
o | 10%
20%
15%
30%
kostka A 0 kostka B =
20% 1%
15%

6. W urnie jest n kul, w tym 3 biale, a pozostale sg czarne. Losujemy kolejno
2 kule bez zwracania. Prawdopodobienstwo tego, ze obie wylosowane kule
sa biale, jest réwne . Ile kul czarnych jest w urnie?

7. W urnie jest n kul, w tym 4 czarne, a pozostale sa biale. Losujemy ko-
lejno 2 kule bez zwracania. Prawdopodobienstwo tego, ze wylosujemy kule

%. Ile kul biatych jest w urnie?

réznego koloru, jest réwne
8. Z urny, w ktérej jest 1 kula czarna i pewna liczba kul biatych, losujemy
2 kule bez zwracania. Ile kul biatych jest w urnie, jesli prawdopodobienstwo

wylosowania dwdch kul biatych jest réwne %?

9. Sposréd liczb 1,2,3,...,99 losujemy jedng liczbe, a nastepnie z pozosta-
tych — druga. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen:
A — za pierwszym razem wylosowano liczbe parzysta,
B — za drugim razem wylosowano liczbe parzysta,
C — obie wylosowane liczby sa parzyste,
D — suma wylosowanych liczb jest réwna 100.

9. P(A) =22

P(B)=5 53+55 o5 = o9
__ 49 48 _ 8
PO)=% % =2
D = {(1,99), (2,98),...,(49,51), (51,49), ..., (99, 1)}

_ 98 __ 1
P(D)_99»98_®

Komentarz
Bez wykonywania obliczen mozna zauwazyé, ze P(B) = P(A).



10. W magazynie zainstalowano trzy czujniki, z ktérych kazdy niezaleznie od
pozostatych moze uruchomié¢ alarm w wypadku pozaru. Prawdopodobien-
stwo wykrycia pozaru przez pojedynczy czujnik jest réwne 0,6. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze w wypadku pozaru alarm zostanie urucho-
miony.

11. a) Pewien szczur wpuszczony do labiryn- p P
tu na rozwidleniu drog dwa razy czesciej
skreca w lewo niz w prawo. Oblicz prawdo-
podobienstwo tego, ze szczur dotrze do po-
karmu (oznaczonego na rysunku litera p).

b) Inny szczur wpuszczony do tego same-

go labiryntu na rozwidleniu drog skreca

w prawo w % przypadkéw. Oblicz z, je-

$li prawdopodobienstwo tego, ze szczur do- i

trze do pokarmu, jest réwne 19—6. wegsele

12. W urnie znajduja si¢ kule zielone i biate — razem 9 kul. Losujemy dwu-
krotnie po jednej kuli bez zwracania. Ile jest kul biatych, jesli prawdopo-
dobienstwo wylosowania dwéch kul tego samego koloru jest réwne praw-
dopodobienstwu wylosowania dwoch kul o réznych kolorach?

13. Z urny, w ktérej sa 3 kule biale i n kul czarnych (n > 0), losujemy 2 kule.
Ile moze by¢ kul w urnie, jeéli prawdopodobienstwo wylosowania przynaj-
mniej jednej kuli bialej jest wieksze od 0,57

14. Wsréd n loséw na loterii jest 6 loséw wygrywajacych. Dla jakich wartosci n
prawdopodobienstwo tego, ze:

a) zakupione dwa losy beda wygrywajace, jest wieksze od %,
b) wéréd zakupionych dwéch loséw przynajmniej jeden wygrywa, jest
wieksze od %7

15. Na loterii jest 50 loséw, w tym 15 wygrywajacych. Nagrody to: jedna w wy-
sokosci 100 zl, cztery po 10 zt i dziesie¢ po 5 zl. Jeden los kosztuje 5 zt.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wygrana bedzie nie mniejsza od po-
niesionych kosztéow, jesli kupimy:

a) jeden los, b) dwa losy.

Na loterii jest n loséw, z ktérych jeden wygrywa. Wykaz, ze jesli dorzu-
cimy do puli los, ktorego wyciagniecie pozwala na powtdérne losowanie, to
prawdopodobienstwo wygranej przy zakupie jednego losu sie nie zmieni.

[b]1e.

11. A — szczur dotrze do pokarmu

a) Prawdopodobiefistwo skretu w lewo jest réwne %, a W prawo %
1.2 1 1,11 _ 1

PA)=3-3-5+33°5=3

100—g

a w lewo —55%.

b) Prawdopodobiefistwo skretu w prawo jest réwne T
_ 100— z z \3 _ 2 100-gx _ 2
P(A) = 155 " “1o~ " 100 (m) - (ﬁﬁ) ’ ( 100 T 1%) - (ﬁﬁ)

(2%5)" = 2, coyliz = 75

16. A — wylosowalismy los wygrywajacy
Na loterii jest n loséw, z ktérych tylko jeden wygrywa, stad P(A) = % Dorzucamy
do puli los, ktérego wyciagniecie pozwala na powtérne losowanie, wéwczas:

_ 1 1 1 _ 1 _ +1 _ 1
P(A) — nt1 + n+l " n n(nn+1) + n(n+1) — n?n#»l) — n

co nalezalo wykazac.

10.

12.

13.

14.

15.

A — zadziala co najmniej
jeden czujnik

A’ — nie zadziala ani jeden
czujnik

PA)=1-PA) =
=1-04-04-04=
=1-0,064 = 0,936

n — liczba kul biatych, gdzie
ne{l,2,...,8}

n.ngl_’_Q—n_S—n:

9 9 8
=g
n®—9n+18=0
n=3lubn==6

n + 3 — liczba kul w urnie,
gdzien € N, n >0

A — wylosowano przynajmniej
jedna kule bialg

A’ — wylosowano same kule
czarne

P(A)=1- P(4)

—1__n_
=1 n+3 mn

n n—1 1
n+3 : n+2 < 2

n?—Tn—6<0,n¢cNt
ne{l,2,3,...,7}

W urnie moze by¢ 4, 5, 6, 7,
8, 9 lub 10 kul.
neN,n=>6

a) §-75 >

n®> —n—150 < 0

n e (—l_ém; —H"ém) oraz

n€Nin > 6, czyli

ne€{6,7,8,...,12}

b) B — przynajmniej

jeden los wygrywa

B’ — oba losy przegrywaja

P(B)=1-P(B) =

_ n—6  n-7 _ 1

=1-=7-05>3
-6 n—7 _ 2

a1 <3

n® — 3 +126 <0

ne (37—\/865, 37+\/ﬁ)

2 2

oraz n € Nin > 6, czyli
n € {6,7,8,...,33}
a) = b) 2

10 35

1.13. Doswiadczenia wieloetapowe



Rzut moneta

I 66 1. Rachunek prawdopodobienstwa

Rzut monetg to jeden z najbardziej znanych sposobéw losowego
podejmowania decyzji. Wykorzystuje si¢ go w niektorych dyscyplinach
sportu, na przyklad aby rozstrzygna¢, ktéra druzyna rozpocznie mecz.

Sprawiedliwa decyzja

Nawet jesli podejrzewamy, ze moneta nie jest symetryczna
(prawdopodobieristwo wyrzucenia orta jest réwne p,
prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki jest rowne g oraz p # q),
mozemy za jej pomoca podjac sprawiedliwa decyzje.
Nalezy wykona¢ dwa rzuty moneta.
Dalsze postgpowanie zalezy od
wyniku rzutéw zgodnie

Wykonujemy
ze schematem: dwa rzuty
p monetg
(0]
o r
powtarzamy wybieramy wybieramy powtarzamy
oba rzuty reszke orta oba rzuty

Nawet gdy moneta nie jest symetryczna, otrzymanie par orzet-reszka oraz reszka—orzet jest
jednakowo prawdopodobne. Prawdopodobieristwo kazdego z tych zdarzen jest réwne pq.

A \
Rzut powinien by¢ wykonany w taki 7‘
sposob, aby moneta podczas lotu
kilka razy sie obrdcita. Nastepnie,
w zaleznosci od zwyczaju, monete
mozna ztapa¢ w locie lub pozwoli¢
jej upasc¢ na ziemie.




*1.14. Schemat Bernoulliego Hozen:

— oblicza prawdopodobienstwo
sukcesu i porazki w poje-

Schemat Bernoulliego polega na wielokrotnym powtdrzeniu tego samego do- dynczej probie Bernoulliego,

Swiadczenia losowego majacego dwa mozliwe wyniki o dodatnich prawdopodo- — Eleste wzer Baunailiegs

do obliczania prawdopo-

bienstwach. Kazde powtorzenie do$wiadczenia nazywamy proba Bernoulliego dobiefistwa k sukceséw

(lub krétko — préba), jeden z wynikéw nazywamy sukcesem, drugi — porazka. w n prébach,
Na przyklad, jesli préba polega na rzucie moneta, za sukces mozemy przyjac — wykorzystuje wzér Berno-
wyrzucenie orla, a za porazke — wyrzucenie reszki. Wymagamy, aby préby ulliego do obliczania praw-

dopodobienstwa co najmniej

byly niezalezne, to znaczy, by pojawienie sie jakiegokolwiek wyniku w dowol- , )
k sukceséw w n prébach.

nej prébie nie mialo wplywu na wyniki w nastepnych prébach.

Przyktad 1
Rzucamy trzy razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze 6 oczek wy-
padnie dokladnie dwa razy.

Trzykrotny rzut kostka jest schematem

Bernoulliego, w ktorym prawdopodobien- ; :

stwo sukcesu w pojedynczej prébie (wy-

rzucenie szostki — oznaczone litera s na 5 p
rysunku obok) jest réwne %. Prawdopo- i 5 1 5

dobienstwo porazki w pojedynczej probie
(oznaczone literg p) jest rowne 2. Galezie
drzewa ilustrujace otrzymanie dokladnie i/ \& /\? /\ /\
dwoch szostek zaznaczono kolorem czer-

WOILLyTIL.

Prawdopodobienstwo otrzymania doktadnie dwéch széstek jest réwne:
= 2
Lolosy1lo5 15 11 g (1) 53

6 6 6 6 6 72

Oznaczmy przez S, liczbe sukceséw w n prébach Bernoulliego. Prawdziwy
jest nastepujacy wzoér.

Wzér Bernoulliego

W schemacie n préb Bernoulliego prawdopodobienstwo otrzymania k suk-
cesOW wyraza sie wzorem:

P,(k) = (Z)pkq””C dla k=0,1,...,n
gdzie p oznacza prawdopodobienstwo sukcesu, a ¢ — prawdopodobienstwo
porazki w pojedynczej probie (¢ = 1 — p).

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.14

Generator

testow i sprawdzianoéw

1.14. Schemat Bernoulliego



Cwiczenie 1
a) B3)=(3)-(3)°- (3 =3
b) P(3) = () (1) (3)° =5

1. Rachunek prawdopodobienstwa

Przyktad 2
Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania dwéch ortéw w pigciokrotnym rzucie
monety.

Pieciokrotny rzut moneta to schemat Bernoulliego, w ktérym prawdopodo-
bienistwo sukcesu (wyrzucenie orla) w pojedynczej prébie p = 1, a prawdo-
podobienstwo porazki ¢ = % Zatem prawdopodobienstwo otrzymania dwdch

ortéw w pieciokrotnym rzucie monetg jest réwne:
Py2)=()- (1)2 ) (1)3 =21l 5 031925

2 2 2 20,31 4 8

Cwiczenie 1

Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania trzech ortow:
a) w czterokrotnym rzucie moneta,

b) w szesciokrotnym rzucie moneta.

Przyktad 3
Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze w czterech rzutach kostka szostka wy-
padnie co najmniej trzy razy.

Za sukces przyjmujemy otrzymanie szostki w rzucie kostka, a za porazke —
jakiejkolwiek innej liczby oczek. Prawdopodobienstwo sukcesu p = %, a praw-
dopodobienstwo porazki ¢ = 2.
Prawdopodobienstwo otrzymania trzech szostek jest rowne:
3
PG = (@) Q3= =

3 6 1296
Prawdopodobienstwo otrzymania czterech szostek jest rowne:
_ (4 1\ (5\0 _ 11
P =0 ) @) =1 5= n5g
Zatem prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej trzech széstek wynosi:
P3)+P(4) =2 + L =2L — T

1296 1296 1296 132

Cwiczenie 2
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze przy pieciokrotnym rzucie kostka otrzy-
mamy: a) co najmniej cztery szostki, b) co najwyzej trzy jedynki.

Czy wiesz, ze...
Jakob Bernoulli (1654-1705) byl wybitnym szwajcarskim

matematykiem. Jest uznawany za jednego z twoércoéw ra- s,,‘
chunku prawdopodobienstwa. Podany w tym rozdziale ( 2
wzor Bernoulliego jest jego autorstwa. (/ :{ 'l

Cwiczenie 2

a) BW+P6) =) ()8 +6)(3) (8)° = s+ 75 = s

b) 1 — [P5(4) + P5(5)] = 1 — 5555 = 352



Przyktad 4
Gramy z réwnorzednym przeciwnikiem w szachy. Co jest bardziej prawdopo-
dobne: wygranie dwoch partii z czterech czy trzech partii z szesciu?

Zaktadamy, ze wyniki kolejnych partii sa niezalezne. Prawdopodobienstwo wy-
granej w jednej partii p = 3, a prawdopodobienstwo porazki ¢ = 3. Zatem
prawdopodobienstwo uzyskania 2 sukceséw w 4 probach jest rowne:

P = () (3 () = % =2 =037

2 2 2 24 8
Prawdopodobienstwo uzyskania 3 sukceséw w 6 probach jest réwne:
Fy(3)=(5)- (3)° (3)° = % = &5 = 03125

3 2 2 26 T 16

Bardziej prawdopodobne jest wiec wygranie dwoch partii z czterech.
Cwiczenie 3

Gramy z réwnorzednym przeciwnikiem w szachy. Co jest bardziej prawdopo-
dobne: wygranie trzech partii z pieciu czy czterech partii z siedmiu?

Zadania

1. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania dwéch ortéw w czterokrotnym
rzucie moneta:

a) korzystajac ze wzoru Bernoulliego, b) sporzadzajac drzewo.

2. Rzucamy sze$é¢ razy moneta. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania:

a) czterech ortéw, b) co najmniej czterech ortéw.

3. Rzucamy n razy moneta. Dla jakich wartosci n prawdopodobienstwo otrzy-
mania co najmniej jednego orla jest wicksze od:

a) 0,9, b) 0,99, ¢) 0,999, d) 0,99997

4. Rzucamy cztery razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania:

a) dwdch szdstek, b) co najwyzej dwdch szdstek.

5. Rzucamy pieé¢ razy kostka. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze:
a) trzy razy wypadnie 6 oczek,
b) co najmniej dwa razy wypadnie liczba oczek wigksza od 4.

6. Rzucamy trzy razy dwiema kostkami. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
ze co najmniej dwa razy suma oczek bedzie:

a) wieksza od 10, b) réwna 6.

2 _ 125 _ 125
) *1O'm'%*3888

5
=1-0)- )@ -0 H - ®)'=1-Z-L=1
k )
W)+ () (B =+ s =L
b) Ps(k22) =Ps(2+Ps(3) =) (&) (&) +() - ()’ =

_ 2325 4 125 2450 1225

~ 46656 46 656 ~ 46656 23328

Cwiczenie 3 , ,
P3)=(3) () ()" =

_10. L — 40
=10 32 — 128

_ (7 1\4  (1)3 _ 35
P =01z G) =%
Zatem bardziej prawdopodobne
jest wygranie trzech partii z pie-
ciu.

Odpowiedzi do zadan

13 R = () (1) () -

=3
-

+

D @

23 25 v
o+

N=

-

x> N
\Y%
—_
~—
I
[
|
— ;U
—~
(==}
I

w
I
= =~ we

2" > 10, czylin > 4
b) 1—(3)" >0,99

7 < 100
2" > 100, czylin > 7

¢) 1—(3)" >0,999

1 1
37 < 000
2" > 1000, czyli n > 10

d)1—(3)" >0,9999

1 1
37 < 10000
2™ > 10000, czyli n > 14

4.2) Pa(2) = (3) - ()" (

36 36 216

oot
=
V]
Il

625 500 150
T 1296 + 1296 + 1296
__ 1275 __ 425
T 1296 432

1.14. Schemat Bernoulliego



7.

10.

. P(A) =

p = 0,96 (wylosowanie pitki
dobrej)

g = 0,04 (wylosowanie pitki
wadliwej)

a) A — za kazdym razem pitka
dobra

P(A) = PF5(5) =
=0,96° ~ 0,815

(2)-(0,96° =

b) A’ - co najmniej raz pitka
wadliwa
PA)Y=1-P(A) ~
~1-0,815=0,185
Pip(0) =

0 10
=(0) (3 -3 =
_ 1024
= z5019 ~ 0,0173
P(B)=1—-P(A) =
~1—0,0173 = 0,9827
P(C)=Pwo(k<1) =
= P1o(0) + Pio(1) =

1 9

=mos + (V) G) -(3) =
— 1024 5120 6144
~ 59049 59 049 59049 ~

~ 0,104

6 1\6 _ 3
+(g) - (3} =6 et
e @ ~ 0,0046 < 0,005
Zatem szansa zaliczenia testu
nie jest wieksza niz 0,5%.

a) P5(5) = (3) p°=p" =
=25=0)
Zatem p = %

=1-(1-p*

4
1-1-pt=3%
1-p)'=
l—p:%
Zatemp:%.

1. Rachunek prawdopodobienstwa

10.

11.

12.

11.

12.

W pewnej partii pitek 4% pitek jest wadliwych. Losujemy pieé razy ze
zwracaniem jedng pitke i badamy jej jakosé. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze:

a) za kazdym razem wylosujemy pitke jakosciowo dobra,

b) co najmniej raz wylosujemy pitke wadliwa.

Pewien test sklada sie z dziesieciu pytan. Do kazdego pytania podane
sa trzy odpowiedzi, z ktérych tylko jedna jest poprawna. Uczen zakresla
odpowiedzi losowo. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen:

A — uczen nie zakresli zadnej poprawnej odpowiedzi,

B — uczen zakresli co najmniej jedna poprawng odpowiedz,

C — uczen zakresli co najwyzej jedna poprawng odpowiedz.

Pewien test sktada sie¢ z szeSciu pytan. Dla kazdego pytania podane sa
cztery odpowiedzi, z ktorych tylko jedna jest poprawna. Aby zaliczy¢ test,
nalezy dobrze odpowiedzie¢ na co najmniej pie¢ pytan. Odpowiedzi wy-
bieramy losowo. Czy szansa zaliczenia testu jest wicksza od 0,5%7

a) W schemacie 5 préb Bernoulliego prawdopodobienistwo otrzymania sa-
mych sukceséw jest réwne == 2 4 5+ Oblicz prawdopodobiefistwo uzyskania suk-
cesu w pojedynczej probie.

b) W schemacie 4 préb Bernoulliego prawdopodobieﬁstwo otrzymania co
najmniej jednego sukcesu jest réowne 2. Oblicz prawdopodobienstwo uzy-
skania sukcesu w pojedynczej proble.

Jedna z koszykarek, wykonujac rzuty osobiste, trafia do kosza érednio piec
razy na dziesieé¢, a druga — osiem razy na dziesieé. Obie koszykarki wy-
konuja po pieé rzutéow. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze kazda z nich
trafi do kosza:

¢) co najmniej raz.

a) trzy razy, b) cztery razy,

Wykonano serie rzutéw niesymetryczng liczba wynikéw

kostka. Wyniki testu przedstawiono na dia- 200
gramie obok. 150
a) Zaproponuj wartoéci prawdopodobien- 100

stw dla kazdego z wynikéw 1, 2, 3, 4, 5, 6.

b) Jakie jest prawdopodobienstwo otrzy-
mania w szeSciokrotnym rzucie ta kostka za
kazdym razem liczby oczek wieckszej od 37

I

a) Pr5(3) - Pus(3) = ()
b) Pis(4) - Prs(4) = () -
c) P15(k -

L O e
)

wig 12 3 4 5 6

a

=
=l
sl
=
N,
=
W=

b) Sukcesem jest wyrzucenie 4, 5 lub 6, czyli p = 250 = 3,

600 — 4
Ps(6) = (5) - (3)° = o35



Uczen:

1.15. Wartos¢ oczekiwana zmiennej e vorkiad o
Iosowej losowej i przedstawia go za

pomoca tabelki,

— oblicza wartos¢ oczekiwana
Przyktad 1 zmiennej losowej,
Rozpatrzmy gre polegajaca na rzucie dwiema mone- — rozstrzyga, czy gra jest spra-

tami. Jesli wyrzucimy dwa orly, to wygrywamy 20 zt, z; 20 10 —40
jesli jednego orta — wygrywamy 10 zl, a w przypadku, Di
gdy wypadna dwie reszki — przegrywamy 40 zt. W ta-

beli podano mozliwe wielkosci wygranej w jednym
rzucie w zlotych: z; = 20, 5 = 10 i z3 = —40 (prze-
grana) oraz ich prawdopodobiefistwa.

wiedliwa.

1 1
2 4

=

Przy omawianiu zagadnien takich jak w powyzszym przykladzie bedziemy
uzywacé pojeé zmienna losowa i rozkliad zmiennej losowej.

Definicja
Zmienng losowa nazywamy funkcje o wartosciach rzeczywistych okreslona
na zbiorze zdarzen elementarnych €.

Uwaga. Zmienne losowe zwyczajowo oznacza sie duzymi literami, np. X, Y.

Przyktad 2
Rzucamy raz kostka. Zmienna losowa X przyporzadkowuje kazdemu zdarzeniu
elementarnemu kwadrat otrzymanej liczby oczek. Zmienna losowa X przyj-
muje nastepujace wartosci:
r1=X1)=12,=X(2)=4, ..., 26 = X(6) =36

Kazda z tych wartoéci jest przyjmowana z prawdopodobienstwem %
Definicja

Zbiér par (z;,p;), gdzie x; jest wartodcia zmiennej losowej X, a p; prawdo-

podobienstwem, z jakim zmienna losowa przyjmuje te wartosé, nazywamy
rozkladem zmiennej losowej.

Rozklad zmiennej losowej zwykle
wygodnie jest prezentowaé¢ w tabeli.
W tabeli obok przedstawiono roz- Di 5 5 5
ktad zmiennej losowej z przyktadu 2.

z; 1 4 9 16 25 36

=
=
=
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Cwiczenie 1

Losujemy ze zwracaniem dwie liczby ze zbioru
{1,2,3}. Zmienna losowa X kazdej parze liczb
przyporzadkowuje ich sume. Uzupelnij w zeszy- = Pi
cie tabele przedstawiajaca rozklad tej zmienne;j.

x 2 3 4 5 6

I
W=
©IN

-

© =

Cwiczenie 2
Losujemy dwie liczby ze zbioru {1,2,3,4}. Zmienna losowa X kazdej parze
liczb przyporzadkowuje ich sume. Podaj rozklad zmiennej X, jeéli losujemy:

a) ze zwracaniem, b) bez zwracania.

Definicja
Niech X bedzie zmienna losowa o wartosciach z,, x5, ..., z, przyjmo-
wanych z prawdopodobienistwami odpowiednio p;, ps, ..., p,. Wartoscia
oczekiwang zmiennej X nazywamy liczbe:

EX = x1py +@opa + ... + Ty

Przyktad 3

Rozpatrzmy gre polegajaca na rzucie trzema monetami. Jedli wyrzucimy same
orty, to wygrywamy 100 zl, jesli wyrzucimy same reszki, to wygrywamy 60 zt.
W pozostatych przypadkach przegrywamy 20 zl.
W tabeli obok przedstawiono rozklad zmiennej lo-
sowej X opisujacej te gre. pi % % g

x; 100 60 —20

Wartosé oczekiwana zmiennej losowej X (warto$é oczekiwana gry):

Wartos¢ oczekiwana tej gry jest dodatnia, czyli gra jest korzystna dla gracza.

Cwiczenie 3
Bierzemy udzial w pewnej grze. Rzucamy kostka — je$li wypadnie co najmniej
5 oczek, to wygrywamy x; zt, w przeciwnym wypadku przegrywamy . zl.

@ a) Uzasadnij, ze jesli x; = 50 i z, = —40, to warto$é oczekiwana tej gry jest

1. Rachunek prawdopodobienstwa

réwna —10 zt (czyli gra jest dla nas niekorzystna).

b) Oblicz warto$é oczekiwana tej gry, jesli wygrana z; = 45, a przegrana
Ty = —15.

Definicja

| Gre nazywamy sprawiedliwa, jesli jej warto$¢ oczekiwana jest réwna 0.

Cwiczenie 2

a) b)
z; 2 /3 4 5 6 7 8 z; | 3 | 4 | b 6 7
Il sz =]z ][2 a2z 2
Pi ' 6 8§ |16 2 16 8 | 16 bi | § 6 3 6 6

Cwiczenie 3

EX=z1- 2422 -5=w1-3+x2- 32

a) EX =503 —-40-2=3 80— _30 — _10 [z}

b) EX=45-3—-15-2 =23 _30 =5 [z]]



Cwiczenie 4
Rzucamy dwiema monetami. Jedli wypadna dwie reszki, to wygrywamy x; zl,
jesli wypadnie jedna reszka, to wygrywamy x, zt. Jesli wypadng dwa orly, to
przegrywamy xs zl.

@ a) Uzasadnij, ze jesli ; = 20, z, = 10 i 3 = —40, to gra jest sprawiedliwa.

b) Dla jakiej wartosci x3 gra jest sprawiedliwa, jesli x; = xo = 497

Zadania

1. Bierzemy udzial w pewnej grze. Rzucamy kostka — jesli wypadnie parzysta
liczba oczek, to wygrywamy 10 zl, jesli wypadnie 5 oczek, to wygrywamy
120 zt, a jesli 1 oczko lub 3 oczka, to przegrywamy 90 zl.

a) Oblicz warto$é oczekiwana tej gry.

b) Jaka powinna byé wysoko$¢ przegranej, aby gra byla sprawiedliwa?

2. Rzucamy dwa razy kostka. Jesli w drugim rzucie wypadnie wiecej oczek
niz w pierwszym, to wygrywamy x; zl, jesli tyle samo, to przegrywamy
120 zt. W pozostalych przypadkach przegrywamy 60 zt.

a) Oblicz warto$é oczekiwang tej gry, gdy z; = 180.

b) Dla jakiej wartosci x; gra bylaby sprawiedliwa?

3. W pierwszej grze rzucamy trzema monetami i otrzymujemy x = 24 zt za
kazdego wyrzuconego orta. W drugiej grze rzucamy czterema monetami
i otrzymujemy y = 15 zt za kazdego wyrzuconego orla.

a) Warto$é oczekiwana ktérej gry jest wieksza?

b) Ile powinna by¢ réwna wygrana z, aby — bez zmiany wartosci y w dru-
giej grze — wartosci oczekiwane obu gier bylty rowne?

Czy wiesz, ze...

Zagadnieniem wartosci oczekiwanej gry zajmo-
wal si¢ holenderski matematyk, fizyk i astronom
Christiaan Huygens [czyt. kristian hojchens]
(1629-1695). W 1657 r. wydal prace dotyczaca
rachunku prawdopodobienstwa De ratiociniis in
ludo aleae (O wnioskowaniv w grach hazardo-
wych). Christiaan Huygens byl czlonkiem To-
warzystwa Krélewskiego w Londynie i Akademii
Nauk w Paryzu.

3.a) EX=24-3448-24+72. 1 =36 [zl]
EY =15 £ +30- & +45- % + 60 75 =30 [z}]
EX >EY
b)z-24+2z-2+3z- =30
x = 20 zt

Cwiczenie 4
EX::L’l-%—F:L’Q-%—F.’LB-%

a) EX =20-1410-2-40-1 =
— 515 10=10
b)49-2+49-2 —z3-2=0
iz3=3.49

x3 = 147

Odpowiedzi do zadan

1.a) EX=10-3+120- 4+
—90- 3 = -5 [1]
b) 10-1+120 2 42353 =0,
czyli 3 = —75 zt

2. EX =21 £2-120- 2 -60- 2
a) EX =180 42 —20—25 =
=30
b) $1'£—45:()
z1 = 108

1.15. Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowe;j



4.a) (2°-3-4)- &+ 4
+(2'-3-3) &+
+(22-3-2)- &£+
+(2°-3-1) &+
+(2*-3-0) & [21] s
O_ 1 ooo -
b) (2° —3-5)- &5+
+(2'—3-4)- 2+
+(22-3-3) 8+
3 _ 10
+(2°-3-2) 2+
+(2'-3-1) - 2+

+(2°=3-0) 5 = < [2l]

6. Budujemy trzy rodzaje trdj-
katow:
1 réwnoboczny o boku 4 cm,
6 réwnoramiennych o podsta-
wie 6 cm i ramieniu 4 cm,
3 réwnoramienne o podstawie
4 cm i ramieniu 6 cm.

a) (3-4) 1 +(2 446) S+

+(2- 6+4) ig = 14,4 [cm]
)4\/_'E+3\/_'ﬁ
+8\/§~13—0 =

= $(12v2+2v3+9V7) [cm®]

7. a) Kazde dwa wierzchotki sze-
Scianu wyznaczaja jeden z po-

nizszych odcinkéw: 6.

12 krawedzi o dtugosci lcm,
12 przekatnych Scian bocz-
nych o dtugoéci v/2 cm,

4 przekatnych szescianu o dtu-
gosci /3 cm.

EX = 1%+\/§%+\/§% =
= 1(3+3v2++3) [cm]

b) Kazde trzy wierzchotki sze-
scianu wyznaczaja jeden z po-
nizszych tréjkatow:

24 trojkaty prostokatne o polu
% -1-1 cm?,

24 trojkaty prostokatne o polu

%~1~\/§cm2,

8 trojkatow r(’)wnobocznych
2
o polu —<ﬁ) =i

EX =1.

= ﬁ(3+3\/_+\/_) [Cm2]

24f24f8,
et5 55t

1. Rachunek prawdopodobienstwa

Rzucamy pewna liczba monet. Jesli w rzucie wypadto n ortéw i k reszek, to
wygrana (lub przegrana) jest réwna (2" —3k) zt. Oblicz warto$é oczekiwana
tej gry, jesli rzucamy:

a) czterema monetami, b) piecioma monetami.

W tabeli podano prawdopodobienstwa trafienia tréjki, czworki, piatki
i sz6stki w grze liczbowej, w ktorej skreslamy 6 sposrdd 49 liczb.

49

trojka ) - ()« () = 0,017650404
czworka (5) - (%) : (%) =~ 0,000968 620
piatka (5 () : (7)) = 0,000018450
szostka 1: (%) =~ 0,000000072

a) Przyjmijmy, ze wygrywamy jedynie wtedy, gdy trafimy szdstke, i ze
cena jednego zaktadu jest réwna 1 zt. Jaka powinna byé wysoko$¢ wygra-
nej, aby byla to gra sprawiedliwa?

b) Przyjmijmy, ze jesli trafimy tréjke, wygramy 10 zl, czwoérke — 100 zt,
piatke — 1000 z1, i ze cena jednego zaktadu jest rowna 1 zl. Jaka powinna
byé wysoko$é wygranej w przypadku trafienia szostki, aby gra byla spra-
wiedliwa?

¢) Przyjmijmy, ze jesli trafimy tréjke, wygramy 100 zt, czwérke — 1000 zl,
piatke — 10000 zt, a sz6stke — 10000 000 zt. Jaka powinna by¢ cena jednego
zaktadu, aby gra byla sprawiedliwa?

Dane sg trzy odcinki o dtugosci 4 cm i dwa o dtugosci 6 cm. Wybieramy lo-
sowo trzy spoérod tych odcinkéw i budujemy z nich tréjkat. Oblicz wartosé
oczekiwang zmiennej losowej, ktora kazdemu otrzymanemu w ten sposob
tréjkatowi przyporzadkowuje:

a) jego obwdd, b) jego pole.

Dany jest szeScian o krawedzi 1 cm.

a) Wybieramy losowo dwa wierzcholki szescianu. Zmienna losowa przy-
porzadkowuje wybranym dwém punktom odlegtos¢ miedzy nimi. Oblicz
warto$¢ oczekiwang tej zmiennej.

b) Wybieramy losowo trzy wierzcholki szescianu. Zmienna losowa przy-
porzadkowuje wybranym trzem punktom pole trojkata, ktérego sa wierz-
chotkami. Oblicz warto$¢ oczekiwana tej zmiennej.

5. Wygrana uwzglednia koszt zakladu.

a) (z—1)-0,000000072 — 1-0,999999928 = 0, czyli z — 1 ~ 13888888 zt
Wygrana powinna wynosi¢ okoto 13 888 889 zt.

b) (10 — 1) - 0,017 650 404 + (100 — 1) - 0,000968 620 + (1000 — 1) - 0,000018 450+
+(z — 1) - 0,000000072 — 1 - 0,981 362454 = 0, czyli z ~ 9835888 zt

¢) ps = 0,017650404, ps = 0,000 968 620, p5 = 0,000018 450, ps = 0,000 000 072
(100 — ¢)ps + (1000 — ¢)pa + (10000 — ¢)ps + (10000000 — ¢)pg =

= (1 —p3s —pa —p5 — ps)C

100p3 + 1000p4 + 10000ps + 10000 000ps = ¢

¢ = 1,7650404 + 0,968 62 + 0,18450 + 0,72 = 3,6381604 ~ 3,64



1.16. Zagadnienia uzupetniajace

B Prawdopodobienstwo geometryczne

Na ptlaszczyznie dane sa figury A i Q) takie, ze A C €.
Niech Py bedzie polem figury 2, a P4, — polem fi-
gury A. Przyjmujemy, ze prawdopodobienstwo tego, Q
ze losowo wybrany punkt figury 2 nalezy do figury A,

jest réwne: p=Ea
Po

Przyktad 1

Niech 2 bedzie kwadratem OPQR, a A — zbiorem
zaznaczonym na niebiesko (rysunek obok). Jakie jest H
prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany punkt
kwadratu 2 nalezy do zbioru A?

O

=

Zauwazmy, ze Py = 25 oraz P(A) = 9, zatem:

_ Py _ 9
p_P_g_% O 1 P X

1. Niech Q = {(z,y): 2 € (—3;3) iy € (—3;3)}. Jakie jest prawdopodobien-
stwo tego, ze losowo wybrany punkt ze zbioru 2 nalezy do zbioru zazna-

czonego na niebiesko?

a) Y b) Y c) Y
1 1 SOER
ol1 Ax Ol 1\ X \ol1)

runek: a) z+y—4<0, b) |z —-2|>1, ¢) |z —y| <17

Joseph Bertrand (1822-1900) sformulowal nastepujacy problem (znany
jako paradoks Bertranda). Rozpatrujemy tréjkat réwnoboczny wpisany
w okrag. Wybieramy losowo cieciwe tego okregu. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo tego, ze jest ona dluzsza od boku tréjkata? Bertrand przed-
stawil trzy metody rozwiazania tego problemu — kazda z nich daje inny
wynik. Sprzecznosé te wyjasniono dopiero po wprowadzeniu aksjomatyki
rachunku prawdopodobienstwa w 1933 r. przez Andrieja Kolmogorowa.

Niech Q = {(z,y): z € (0;6) i y € (0;4)}. Jakie jest prawdopodobiefistwo
tego, ze wspolrzedne losowo wybranego punktu ze zbioru € spelniaja wa-

Odpowiedzi do zadan

1.a)p:%
2

$-3-3 1

b)p= 22 _1

) p ” 7
_ w22 _

)p="5=3%
1 .42

2.a)p= 2 =1

)p==2—=3

_ 14434 _ 2

b)p=57= =3

1 92 (145)-4
24-%.32- 1202

&

=
Il
Il

24
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1. Rachunek prawdopodobienstwa

Przykfad 2

Ania i Zosia uméwily sie, ze kazda z nich przyjdzie do parku pod fontanne
miedzy godzina 12:00 a 13:00 i bedzie czeka¢ tam przez 10 minut. Jakie
jest prawdopodobienstwo tego, ze kolezanki si¢ spotkaja?

Oznaczmy czasy przybycia Ani i Zosi pod fontanne
odpowiednio przez = i y. Rozpatrzmy punkty na-
lezace do kwadratu €2 przedstawionego na rysunku
obok. Ania i Zosia sie spotkaja, gdy punkt (z,y)
nalezy do zbioru A zaznaczonego na rysunku na
niebiesko. Pole zbioru A jest réwne 11 (sprawdz).
Prawdopodobienstwo spotkania jest wiec réwne:

_ Pa __ 11
p—P—g—%~O,31

13:00

12:00

13:00

3. Jakie byloby prawdopodobienstwo spotkania Ani i Zosi przy fontannie
(patrz przyktad 2), gdyby kazda z nich czekata 20 minut?

Przyktad 3

Monete o $rednicy 2 cm rzucamy na szachownice utworzong z kwadratéw
o boku 3 cm. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze moneta w catosci

znajdzie sie wewnatrz ktoregos z kwadratow?

Rozpatrzmy kwadrat 2, na ktéry upadt érodek rzu-
conej monety (rysunek obok). Aby cala moneta
znajdowata sie wewnatrz tego kwadratu, jej sro-
dek musi nalezeé do kwadratu A zaznaczonego na
rysunku na niebiesko. Poniewaz Py = 1 cm? oraz
P, =9 cm?:

— Psg _ 1

3 cm

3 cm
1 cm
1 cm A 1 cm
1
cm Q

4. Monete o $rednicy 3 cm rzucamy na szachownice utworzona z kwadratéw
o boku 6 cm. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze moneta w catosci

upadnie wewnatrz ktoregos z kwadratéw?

Monete o $rednicy 2 cm rzucamy na szachownice
utworzona z kwadratéw o boku 4 cm w taki sposob,
aby cala moneta znalazla si¢ na szachownicy. Jakie
jest prawdopodobienstwo tego, ze moneta w catosci
upadnie wewnatrz biatego kwadratu?



Zestawy powtdrzeniowe

H Zestaw |
1. Tle jest liczb czterocyfrowych, ktérych iloczyn cyfr wynosi:  a) 8, b) 10?

2. Tle jest liczb czterocyfrowych parzystych, w ktorych zapisie:
a) moga wystapi¢ tylko cyfry 0, 1, 2, 31 4,
b) wystepuje dokladnie jedna cyfra 0 i dokladnie jedna cyfra 3?

3. Ile jest liczb czterocyfrowych nieparzystych, w ktorych zapisie:
a) wystepuja tylko cyfry 4 i 5,
b) wystepuje dokladnie jedna cyfra 4 i dokladnie jedna cyfra 57

4. Na ile sposobéw mozna ustawi¢ w kolejce:
a) 2 kobiety i 6 mezczyzn tak, aby kobiety staly obok siebie,
b) 4 kobiety i 4 mezczyzn tak, aby kobieta nie stala za kobieta?

5. Rzucamy dwa razy kostka. Ktére ze zdarzen jest bardziej prawdopodobne:
A — doktadnie w jednym z rzutéw wypadnie co najmniej 5 oczek,
B — suma oczek, ktére wypadng w obydwu rzutach, jest nie mniejsza od 87

6. Rzucamy dwa razy kostka, ktérej dwie Scianki sa zielone, a cztery czer-
wone. Oblicz prawdopodobienstwo wyrzucenia:
a) co najmniej raz $cianki zielonej,

b) co najwyzej raz Scianki czerwone;j.

7. Student zna odpowiedzi na 6 sposréd 15 pytan egzaminacyjnych. Na egza-
minie losuje 4 pytania. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze zna odpowiedz
na co najmniej jedno z nich.

8. Rzucamy cztery razy niesymetryczna moneta, dla ktérej prawdopodobien-
stwo wypadnigcia orta jest rowne %, a reszki — % Oblicz prawdopodobien-
stwo tego, ze wypadna;:

a) cztery reszki, b) co najmniej trzy reszki.

9. W urnie jest jedna kula czarna o numerze 1 oraz dwie kule biale o nume-
rach 11 2. Losujemy kolejno dwie kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
ze pierwsza z wylosowanych kul jest biata, a druga ma numer nieparzysty,
jesli losujemy:

a) ze zwracaniem, b) bez zwracania.

7. Q= ('?) = 1365
A — student zna odpowiedz na co najmniej jedno pytanie
A’ — student nie zna odpowiedzi na zadne pytanie
T 9
A= (}) =126
PA)=1-PA)=1-2£=1-£=2

1365 65
8. a) g b) %

9. a) A — pierwsza wylosowana kula jest biala, a druga kula ma numer nieparzysty
4

w
W= ol

9
+3-3+4

NI
-
NI
-
NI
NI

Odpowiedzi do zadan
1.a) 20 b) 12

2. a) 300 b) 320

3. a) 8 b) 360

4. a) Kobiety stawiamy obok sie-
bie i wstawiamy je miedzy
mezczyzn — jest 7 takich usta-
wien. W kazdym ustawieniu
mamy 2! permutacji kobiet
i 6! permutacji mezczyzn, za-
tem wszystkich ustawien jest:
7-2-6! =10080.

b) Mamy 5 mozliwosci
ustawien:
KMKMKMKM
MKMKMKM K
KMMKMEKM K
KMKMMKM K
KMKMKMM K

W kazdym ustawieniu mamy
po 4! permutacji kobiet i mez-
czyzn, zatem wszystkich usta-
wien jest 5 - (4!)% = 2880.

A=1{(1,5),(2,5),(3,5),
(4,5),(5,1),(5,2), (5,3),
(5,4),(1,6),(2,6),(3,6),
(4,6),(6,1),(6,2), (6,3),
(6,4)}

A =16, czyli P(A) = 32
B= {(27 6)7 (37 5)7 (37 6)7
(4,4),(4,5),(4,6), (5,3),
(5,4),(5,5), (5,6), (6,2),
(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}

B =15, czyli P(B) = 3
Zatem bardziej prawdopo-

dobne jest zdarzenie A.

6. a) A — wyrzucono co najmniej
raz scianke zielona
A’ — wyrzucono dwa razy
$cianke czerwona

P(A)=1-PA) = _%:
— 20 _5
36 9

b) B — wyrzucono co najwyzej
raz $cianke czerwong

B’ — wyrzucono dwa razy
Scianke czerwonag,

P(B") =P(4)

P(B) = P(4) =2

Zestawy powtdrzeniowe



10. B,, — wylosowano kule z urny

11.

13.

16.

17.

Un
A — wylosowano kule biata
P(Bn) =
P(A\Bn) = 33
P(A) = P(Bi1) - P(A|B1)
+P(Bz) - P(A|B2)+
+P(Bs) - P(A|Bs) +
+P(Ba) - P(A|Ba)+
+P(Bs) - P(A|Bs) +
+P(Bs) - P(A|Bs) =
Shedrdobedoe
Hhobedbedods
(T T
Hheh)=pomo
_ 223 210 _ 1

840 ~ 840 4

a) A — wylosowano tylko kule

biate
PA) =111 15 =%
b) B — wylosowano 2 kule bia-

tei 1 czarna

8 4 8 .7 _ 28
+15 9110+ 15 1110 = 55
a) Sposéb rozmieszczenia kul

nie ma znaczenia.

=3

) W jednej urnie wszystkie
kule sa biate, w drugiej urnie
wszystkie sa czarne.

Q= (% =15
A=()=6F=()=3
AN B = {C3,C5}
(A1B) = P = §
P(B|4)= 2P =}

Z — szkodnik zginie

N — szkodnik nie zginie

A — losowo wybrany szkodnik
zginie po pierwszym lub dru-
gim pryskaniu
P(A)=0,840,2-0,3 =

= 0,86 < 0,9

1. Rachunek prawdopodobienstwa

Vv

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

12.

14.

15.

W szesciu urnach Ui, U,,...,Us znajduja sie kule biate i czarne. Urna
U,, zawiera jedng kule biala i n kul czarnych, n € {1,2,...,6}. Rzucamy
kostka i losujemy jedna kule z urny U, gdzie n jest liczba wyrzuconych
oczek. Czy prawdopodobienstwo wyciagniecia kuli bialej jest wieksze od i?

W urnie jest 12 kul: 8 bialych i 4 czarne. Z urny losujemy bez zwracania
3 kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wylosujemy:

a) tylko kule biale, b) 2 kule biale i 1 czarna.

a) W urnie U; mamy 3 kule biale i 7 czarnych, w urnie U, — 6 kul biatych
i4 czarne. Z losowo wybranej urny wyciagamy 3 kule bez zwracania. Oblicz
prawdopodobienstwo wyciagniecia 3 kul czarnych.

b) W urnie U; mamy 3 kule czarne i 2 biale, w urnie U, — 4 kule czarne
i1 bialta. Z losowo wybranej urny wyciagamy 2 kule bez zwracania. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze beda to kule o réznych kolorach.

Mamy 10 kul biatych i 10 kul czarnych oraz dwie urny. Do kazdej z urn
wrzucamy po 10 kul. Jak nalezy rozmiesci¢ kule w urnach, aby:

a) prawdopodobiefistwo wylosowania bialej kuli, gdy losujemy jedna kule
z losowo wybranej urny, bylo najwicksze,

b) prawdopodobiefistwo wylosowania dwdch kul biatych, gdy losujemy bez
zwracania dwie kule z losowo wybranej urny, bylo najwicksze?

W rzucie pewna moneta orzel wypada dwa razy czesciej niz reszka. Oblicz
prawdopodobienstwo uzyskania co najmniej dwoch ortéw w trzykrotnym
rzucie ta moneta.

W urnie sg kule biale, niebieskie i zielone. Prawdopodobienistwo tego,
ze wylosowana kula bedzie biata lub niebieska, jest rowne %. Prawdopo-
dobienstwo tego, ze wylosowana kula bedzie niebieska lub zielona, jest
réwne %. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wylosowana kula bedzie
niebieska.

W urnie sa dwie kule biale z numerami 1 i 2 oraz cztery kule czarne z nu-
merami 3, 4, 51 6. Z urny losujemy dwie kule. Niech A oznacza zdarzenie
polegajace na wylosowaniu dwéch kul czarnych, a B — dwéch kul o nume-
rach nieparzystych. Oblicz prawdopodobienstwa P(A|B) i P(B|A).

Stwierdzono, ze po spryskaniu drzew owocowych pewnym $rodkiem och-
ronnym ginie 80% szkodnikéw, natomiast te, ktére przezyja, zyskuja cze-
$ciowg odporno$é i po ponownym spryskaniu ginie ich tylko 30%. Uzasad-
nij, ze prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany szkodnik zginie po
pierwszym lub drugim spryskaniu, jest mniejsze od 0,9.

a) A — wylosowano trzy kule czarne
p(A):l.L.é.ng%.A.é.z:ﬁ

2°5 2'5 21725 25 1 2
Q=27

j:2-2-1+2-1-2+1-2-2+2-2-2:20

P(A)=§

B, N, Z — wylosowano kule odpowiednio: biata, niebieskac, zielona,

Zdarzenia B, N i Z sa roztaczne i P(BUN U Z
P(BUN)=P(B)+P(N)=2, PINUZ) =

D P( )=13%
P(N) +

5

) =
P(N )
1=3+432 czyli P(N) = 3.

Zatem mamy P(B) + 2P(N) + P(Z) =
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B Zestaw Il

1.

Z grupy szeSciu chlopcow i czworga dziewczat wybieramy losowo trzy
osoby. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wéréd wybranych oséb bedzie:

a) co najmniej jeden chlopiec, b) co najwyzej jedna dziewczyna.

Partia towaru sklada sie ze 100 elementéw, wéréd ktorych 2 sa wadliwe.
Poddajemy kontroli 50 losowo wybranych elementow. Parti¢ przyjmujemy;,
jesli wsréd kontrolowanych elementéw jest nie wiecej niz 1 element wa-
dliwy. Oblicz prawdopodobienstwo przyjecia partii.

Ze zbioru liczb szesciocyfrowych, w ktorych zapisie wykorzystano tylko
cyfry 2, 314, losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen:
A — wylosowano liczbe, ktorej wszystkie cyfry sa identyczne, B — wylo-
sowano liczbe, w ktérej zapisie przynajmniej dwa razy wystepuje cyfra 4,
C — wylosowano liczbe, w ktérej zapisie kazda z cyfr 2, 3, 4 wystepuje dwu-
krotnie.

Sposréd liczb 1,2, 3,...,15 wylosowano dwie rézne liczby. Oblicz prawdo-
podobienstwo tego, ze:

a) suma wylosowanych liczb jest mniejsza od 5,

b) obie wylosowane liczby sa mniejsze od 7,

¢) iloczyn wylosowanych liczb jest parzysty.

Na egzamin przygotowano 20 pytan. Student zna odpowiedzi na 12 spo-
§réd nich, a przystepujac do egzaminu, losuje 3 pytania. Oblicz prawdo-
podobienstwo tego, ze student zna odpowiedzi na wszystkie wylosowane
pytania.

Basia kupila po jednym losie na dwéch réznych loteriach. Prawdopodo-
biefistwo wygranej na pierwszej loterii jest réwne %, a na drugiej wynosi ;.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze Basia kupita:

a) dwa losy wygrywajace, b) jeden los wygrywajacy.

W urnie sg kule biale i czarne. Czarnych kul jest dwa razy wiecej niz
biatych. Wyciagamy z urny 2 kule. Jaka jest najmniejsza liczba kul w urnie,

dla ktérej prawdopodobienstwo wylosowania 2 kul czarnych jest wieksze
od 2?
5

Losujemy liczbe n ze zbioru {1, 2, 3,4}, a nastepnie rzucamy n razy kostka.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:

a) wypadng same szdstki, b) nie wypadnie ani jedna szdstka.

. n — liczba kul biatych

2n — liczba kul czarnych

S s >3 neNy
52n —1) >3Bn—1)
n>2

Zatem w urnie jest co najmniej 3 + 6 = 9 kul.

. a) A — wypadna same szdstki

_ 11,1 1 1.1 1.1 _ 259
P(A)=3-5+t3 3T 26 71 To56 = 5104
b) B — nie wypadnie ani jedna szdstka

1.5, 1 25 1 125 _ 1 62 _ 335
P(B)_4 6+4 36+4 216+4 1296 ~— 5184

Q=" =120

a) A — wylosowano co naj-
mniej 1 chlopca
A’ — wylosowano 3 dziewczyny
= () =4
PA) =1 =%
P(A)=1-PA) =
==L =2

30 — 30
b) B — wylosowano co najwy-
zej 1 dziewczyne

B=()+()- ()=

=40+ 60 = 80
PB)=2 =2

. A — przyjeto partie, czyli brak

wadliwych lub 1 wadliwy
" — odrzucono partie, czyli
wadliwe

_ (100) _ _100!
50 50!-50!
2\ (98 __ _ 98!
(2) (48) = 48150
_ _ o8l 50!-50! _
P(A) = 481-501 < 100!
__ 4950 49

~99-100 — 198
P(A) = 1 — P(A) = 149

198

S

SESY

.0 =3=729

A=3, PA) =% =55
B’ — co najwyzej raz cyfra 4
B =2046-2°=4.2°=256
P(B)=1-P(B) =

=1 — 256 _ 473

729 729
C= zl-gi-zl = 3332 =9
P(C) =735 = &
[ (15) — 1514 _ 105
a) A={(1,2),(1,3)}
P(4) = 155

) T = (3 =5 =28
P(C)=1-P(C") =
—1-—28 _ 11

- 105 — 15

P(A _@_104142_&
- ( )* 230) ~ 18-19-20 — 57
a)P(A):%-i:%
b)P(B)=3-3+3 1=

Zestawy powtdrzeniowe
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10.
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14.
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17.

B — wylosowano kule

Z pierwszej urny

B — wylosowano kule

z drugiej urny

P(B1) =%, P(B2) =1

a) A — wylosowano kule bialta
P(AIB) = 45, P(AIB2) = &

10°
PUA) =3 dh+dd =3
b) B — wylosowano kule nie-
bieska

P(B) =

_ P(ANB) _ 1 __ 2
P(A|B) - “P(B) — g -5

P(ANB'
P(A|B) = 24080 —
_ P(A\B) _ P(A)-P(ANB) _
- P@BE) — 1-P(B) =
5_1 3

=31 _38 1

C — w drugim rzucie wypadtla
dwdjka

a) A= {(1’ 5)7 (274)v (Sa S)a
(4,2), (5, 1)}

P(C\ A) =24 =

b) B = {(1’ 6)7 (27 3)’ (Sa 2)7
(6,1)}

N

1
5

P(C\B)=E =1}
a) 75 b) &

22,50

1,875

1. Rachunek prawdopodobienstwa
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

15.

Mamy dwie urny z kulami. W pierwszej jest 10 kul: 4 biate i 6 niebieskich,
w drugiej — tez 10 kul: 3 biale, 5 z6ttych i 2 niebieskie. Rzucamy dwa razy
moneta: jesli przynajmniej raz wypadnie orzel, to losujemy kule z pierw-
szej urny, w przeciwnym razie — z drugiej. Oblicz prawdopodobienistwo
wylosowania kuli:

a) bialej, b) niebieskiej.

Wiérdd pieciu kostek mamy cztery kostki klasyczne i jedna nietypowa,
ktéra ma po szesé oczek na czterech Sciankach. Rzucamy losowo wybrana
kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze otrzymamy sze$¢ oczek.

Student zna odpowiedzi na 8 sposréd 10 pytan w czedci I egzaminu i na
10 sposréd 12 pytan w czesdci II egzaminu. Na egzaminie losuje po 2 py-
tania z kazdej jego czedci. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze student
zda egzamin, jesli musi odpowiedzie¢ poprawnie na wszystkie wylosowane
pytania.

Zdarzenia A, B C () sg jednakowo prawdopodobne oraz zawsze zachodzi
przynajmniej jedno z nich. Oblicz:

a) P(A|B)i P(A|B'), jesli P(ANB) = 1, b) P(ANB), jesli P(A|B) = L.

1
17
Wykonano dwa rzuty kostka. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze w dru-
gim rzucie wypadta dwdjka, jesli:

a) suma otrzymanych oczek jest réwna 6,

b) iloczyn otrzymanych oczek jest réwny 6.

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze przy dziesieciokrotnym rzucie monetg,
otrzymamy co najwyzej:

a) jedna reszke, b) trzy reszki.

Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze przy dziesieciokrotnym rzucie kostka
za pierwszym razem wypadta szostka, jesli wiadomo, ze wyrzucono:

a) dwie szostki, b) trzy széstki.

Rzucamy dwa razy kostka. Za kazda wyrzucona piatke dostajemy 10 zl,
a za kazda wyrzucong szostke — 20 zt. Jesli obie wyrzucone liczby oczek
sa mniejsze od 5, to przegrywamy x zl. Dla jakiej wartosci = gra jest
sprawiedliwa?

Rzucamy moneta tak dlugo, az otrzymamy cztery orty z rzedu lub pierwsza
reszke. Oblicz warto$é oczekiwana liczby wykonanych rzutéw.

A — za pierwszym razem wypadta 6
a) B — wyrzucono dwie 6
AN B — wyrzucono dwie 6 i za pierwszym razem wypadla 6

E:(120).58:45.587ﬁ:1.(?).58:9.58

hN

NnB
P(AIB) =22 =1

b) B — wyrzucono trzy 6
AN B — wyrzucono trzy 6 i za pierwszym razem wypadla 6

B=(Y)5=120.5,AnB=1-(3)-5" =365

P(A|B) = 408 =

B

3
10



Sposaéb na zadanie @

Przyktad
Ile jest wszystkich liczb stucyfrowych o sumie cyfr réwnej 8, jesli wiadomo, ze
w zapisie tych liczb wystepuja tylko cyfry 0, 2, 4, 67

Zauwazmy, ze liczby spelniajace warunki zadania mozemy podzieli¢ na cztery
grupy.
1. Liczby, w ktorych zapisie wystepuje jedna cyfra 6, jedna cyfra 2 1 98 cyfr 0.
+ Jedli na pierwszym miejscu znajduje si¢ cyfra 6, to pozycje cyfry 2 mo-
zemy wybraé na 99 sposobow.
« Jedli na pierwszym miejscu znajduje si¢ cyfra 2, to pozycje cyfry 6 mo-
zemy wybraé na 99 sposobow.
Zatem jest 99 4+ 99 = 198 takich liczb.

2. Liczby, w ktorych zapisie wystepuja dwie cyfry 4 1 98 cyfr 0.
Na pierwszym miejscu takiej liczby znajduje sie cyfra 4. Pozycje drugiej
cyfry 4 mozemy wybraé¢ na 99 sposobéw.
Zatem jest 99 takich liczb.

3. Liczby, w ktérych zapisie wystepuja jedna cyfra 4, dwie cyfry 2 i 97 cyfr 0.
« Jesli na pierwszym miejscu znajduje sie cyfra 4, to pozycje dla dwbch
cyfr 2 mozemy wybraé na:
99 _ 9998 _
(%) = %5 = 4851

2
Sposobow.
« Jesli na pierwszym miejscu znajduje sie cyfra 2, to pozycje drugiej cyfry
2 i pozycje cyfry 4 mozemy wybraé na 99 - 98 = 9702 sposobéw.
Zatem jest 4851 + 9702 = 14 553 takich liczb.

4. Liczby, w ktérych zapisie wystepuja cztery cyfry 2 1 96 cyfr 0.
Na pierwszym miejscu takiej liczby znajduje sie cyfra 2. Pozycje dla trzech
pozostatych cyfr 2 mozemy wybraé na:

(99) — 99! _ 99-968-97 — 156849

3 96!-3!

sposobow.
Zatem jest 156 849 takich liczb.

Korzystamy z reguty dodawania i stwierdzamy, ze wszystkich liczb spelniaja-
cych warunki zadania jest:

198 +99 + 14553 + 156 849 = 171699

Odpowiedz: Liczb stucyfrowych spelniajgcych warunki zadania jest 171 699.

Sposodb na zadanie



.9-10-10-10-1=9-10%

L 4-2.4.2=143

. A’ —iloczyn liczb jest nie-
parzysty (obie liczby sa nie-
parzyste)

v\
(

PA)=2% =3 PA) =2
={(o,r,71),(r,0,7),

r,7,0),(0,0,0)}

B = {(o,0,71),(r,0,0)

(0,7,0),(0,0,0)}
P(A)=3=3=P(4)

P(B)=t=1="P(B)

.Jesli AC B,to AUB =B
oraz ANB=A

P(AUB) =P(B) =
P(ANB)=P(A) =

W oo

1. Rachunek prawdopodobienstwa

@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

.0

Liczb pieciocyfrowych, w ktorych zapisie pierwsza i ostatnia cyfra sg takie
same, jest:

A. 107, B. 10¢, C. 910, D. 92 - 10°.

Z cyfr 1, 2, 3 i 4 utworzono takie czterocyfrowe kody, ze suma pierwszych
dwbch cyfr jest parzysta, a suma ostatnich dwéch jest nieparzysta (cyfry
mogg sie powtarzac). Takich kodéw jest:

A. 2, B. 29, C. 34, D. 43,

Rzucamy dwukrotnie kostka. Zdarzenie A polega na tym, ze iloczyn liczb
wyrzuconych oczek jest liczba parzysta. Wtedy:

A. P(A)=3 B. P(A)=1  C.PA)=1

27 1 = 2 D. P(Al):i

Rzucamy trzykrotnie moneta. Zdarzenie A polega na wyrzuceniu niepa-
rzystej liczby orléw, a zdarzenie B — na wyrzuceniu wiekszej liczby ortéw
niz reszek. Wtedy:
A. P(A) > P(B),
B. P(A) < P(B),

C. P(A) < P(4),
D. P(B) > P(B).
Niech A, B C €. Jeéli P(A) =
A. P(AUB) = 12,
B. P(AUB) = Zv

2, P(B) = 3 oraz A C B, to:
C. P(ANB) =3
D. P(ANB)=0.

W urnie jest pie¢ kul o numerach 1, 2, 3, 41 5. Losujemy bez zwracania trzy
kule. Numery wylosowanych kul zapisane w kolejnosci losowania tworzg
liczbe trzycyfrowa. Prawdopodobienstwo tego, ze jest to liczba podzielna
przez n, jest réwne % dla n réwnego:

A. 2, B. 6, C. o9, D. 25.

7 szuflady zawierajacej 5 par rekawiczek wyjmujemy losowo dwie reka-
wiczki. Prawdopodobiefistwo tego, ze obie rekawiczki sa na lewsg reke, jest
réowne:

A. 2, B. 2, C. !t D. L.

57 2

SN

Prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej trzech reszek przy dwuna-
stokrotnym rzucie monetg jest réwne:

4017 4035 4067 4083
A. 4096 B. 4096 C. 4096 D. 4096
=5-4-3=060
A A=4-3.2=24 P(A) =2 =12
B. B = {132,312,342,432,234,324,354,534}, B=8, P(B) = & = &

C. Suma cyfr jest podzielna przez 9, czyli szukamy permutacji tréjek: 1, 3, 5
oraz 2, 3, 4.

0=2-31=12, P(C) =2 -1
D. Ostatnie dwie cyfry tworz@ liczbe 25.
D=3.1=3,PD)=3=2%

. 1= (Pi2(0) + Pi2(1 )+P1 ) =

(2)
N (GHOORTGHON

) (- ) -



Przed obowigzkowa matura z matematyki @

B Zadania krétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Z cyfr 0,1,2,...,n tworzymy liczby trzycyfrowe, w ktérych zapisie cyfry sie
nie powtarzaja. Wyznacz n, jesli wiadomo, ze wszystkich takich liczb jest 100.

Zadanie 2 (2 pkt)
Ustal, ile jest liczb czterocyfrowych, w ktorych zapisie wystepuja tylko cyfry
0,5,7,9.

Zadanie 3 (2 pkt)

W urnie jest pie¢ kul o numerach 1, 2, 3, 4 i 5. Losujemy kolejno cztery kule
i zwracamy za kazdym razem wylosowana kule do urny. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, ze wszystkie wylosowane kule majg numery nieparzyste.

Zadanie 4 (2 pkt)
Rzucamy dwa razy kostka. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze dokladnie
w jednym z rzutéw wypadna 3 lub 4 oczka.

Zadanie 5 (3 pkt)
Rzucamy sze$¢ razy moneta. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze co najwyzej
cztery razy wypadnie reszka.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 6 (4 pkt)
Oblicz, ile jest czterocyfrowych parzystych liczb naturalnych, w ktérych zapi-
sie dokladnie dwa razy wystepuje cyfra 6.

Zadanie 7 (4 pkt)

W urnie jest pie¢ kul o numerach 1, 2, 3, 4 i 5. Losujemy bez zwracania
trzy kule. Numery wylosowanych kul zapisane w kolejnosci losowania two-
rza liczbe trzycyfrowa. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze jest to liczba po-
dzielna przez 2.

Zadanie 8 (4 pkt)
Sposréd liczb szeSciocyfrowych losujemy jedna. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze jest to liczba podzielna przez 4 lub przez 5.

Zadanie 9 (4 pkt)

Na loterii jest 200 loséw, z tego 2 wygrywajace po 450 zt i 4 wygrywajace po
250 zt. Kupujemy jeden los za 10 zt. Oblicz warto$¢ oczekiwang wygranej na
tej loterii. Uwzglednij cene zakupu losu.

6. Cyfra 6 jest na miejscu jednosci i tysiecy: 1-9-9-1 =81
Cyfra 6 jest na miejscu jednosci i na miejscu setek lub dziesiatek: 8 - (f) -9-1 =144

Cyfra 6 jest na miejscu tysiecy i na miejscu setek lub dziesigtek: 1 - (f) -9-4="7T2
Cyfra 6 jest na miejscu setek i dziesigtek: 8 -1-1-4 = 32
Ostatecznie: 81 + 144 4 72 + 32 = 329

8. Q = 900000

A — liczby podzielne przez 4, P(A) = 3(2)8 888

B - liczby podzielne przez 5, P(B) = égg ggg

AN B — liczby podzielne przez 4 i 5, P(AN B) = 94050000000
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) =2

9. EX =440 - 555 +240 - 555 — 10 - 355 = —0,50 [z1]

.n-n-(n—1)=100,n € Ny

n=>5

.3:4-4-4=192

. A — wylosowane kule maja

numery nieparzyste
Q=>5%4=3"

4
PA)=%L=2%

.Q=62=36

A — doktadnie w jednym
z rzutow wypadty 3 lub
4 oczka

A=(3)-2-4=16
PA)=3 =3

Przed obowigzkowg maturg z matematyki



. 324561, 1 liczba
3246 — —, 2! = 2 liczby

32a — ——, a € {5, 6}

23! =12 liczb

3b— ———,be {4,5,6}

3 - 4! = 72 liczby

c—————,ce{4,56}

35! =360 liczb

Ostatecznie:

1+2+4+ 12+ 72 4 360 = 447
. P(ANB) =

= P(A)+P(B)— P(AUB) =
=06+0,7—09=0,4

@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (2 pkt)
Ile jest permutacji cyfr liczby 324516 prowadzacych do otrzymania liczby
wigkszej od wyjsciowej liczby?

Zadanie 2 (2 pkt)
Niech A,B C Q oraz P(A) = 0,6, P(B") = 0,3, P(AU B) = 0,9. Oblicz
P(A|B).

Zadanie 3 (4 pkt)

Na egzaminie nalezy wylosowaé 3 pytania z 10. Student potrafi odpowiedzie¢
na 7 pytan. Zda egzamin, jesli odpowie na co najmniej 2 pytania. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze student zda egzamin, jesli potrafi odpowiedzieé¢
na pierwsze z wylosowanych pytan.

P(A|B) = £228) = 82 — 4 [D] Zadanie 4 (4 pkt)

. A — student zda egzamin

B — na pierwsze pytanie
potrafi odpowiedzieé
B=7-9-8
ANB=176-3+7-3-6+7-6-5 =
=7-6-11

P(AIB) = S5 - &

.Q=10-9-8-7=15040
Kazda kombinacje czterech
liczb mozna ustawi¢ na dwa
sposoby (rosnaco lub maleja-
co), czyli:

A=2- (") =2-210=420
Zatem P(A) = 2% = .
.p-(1-2p) =036

p? —1,5p 40,54 =0
A=1,52—-4-054=0,09
VA =03

p=0,6lub p=10,9

. 1— Pyu(0) =

=1-(3) - (8)" (%)’ =
—1- (2)* ~ 04914

. 166749

1. Rachunek prawdopodobienstwa

Sposrdd liczb 1,2, ..., 10 wybrano kolejno cztery bez zwracania i ustawiono je
w ciag. Uzasadnij, ze prawdopodobienstwo tego, ze jest to ciag monotoniczny,
réwna si¢ 5.

Zadanie 5 (4 pkt)

Lucznik trafia w tarcze z prawdopodobienstwem réwnym p. Prawdopodobien-
stwo tego, ze strzala, ktora trafita w tarcze, trafita w dziesiatke, jest réwne
2 . . /1. . ’ . . . .

1 — 3p. Oblicz p, jesli prawdopodobiefistwo tego, ze tucznik trafi w dziesiatke,

gdy strzela raz, jest réwne 0,36.

Zadanie 6 (4 pkt)
Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania przynajmniej raz dwéch szdstek
w 24 rzutach dwiema kostkami.

Zadanie 7 (4 pkt)
Sposréd liczb szesciocyfrowych losujemy jedna. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze wylosowana liczba ma tyle samo cyfr parzystych co nieparzystych.

Zadanie 8 (4 pkt)
Mamy pieé klasycznych kostek do gry oraz jedna nietypowa,

ktoérej siatke przedstawiono na rysunku obok. Wykonano : . .'.
dwa rzuty losowo wybrang kostka i otrzymano dwie czworki. coe
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze rzucano kostka niety- X
powaq. ° o

o o
Zadanie 9 (6 pkt) o o
Oblicz, ile jest wszystkich nieparzystych liczb stucyfrowych | e *

o sumie cyfr rownej 5.

7. Q = 900000
Wybieramy trzy miejsca z szesciu dla cyfr nieparzystych. W kazdym z tych miejsc
mozemy wybraé cyfre nieparzysta na 5 sposobéw. Pozostate trzy miejsca sa dla cyfr
parzystych, a kazda cyfre parzysta mozemy wybraé na 5 sposobéw.
(8)-5°-5°=20-5°

3

Odejmujemy liczby z zerem na poczatku: 1- (3) - 5% - 5° = 10 - 5°
A=20-55—10-5% = 281250

_ 281250 _ 5
P(A) = 900000 — 16
8. A — wyrzucono dwie czworki
Bi — rzucano klasyczng kostka, B2 — rzucano nietypowsa kostka,
1 2

2
P(Bs|A) = P(B1)-P(A|Bs) 5 (3) _ 4

P(B1) P(AIB1)TP(B2) P(A1B2) — §.(3)%+3-(3)° 9





