Graniastostupy
| ostrostupy

Piramidy w Gizie zbudowano na przetomie XXVI i XXV w. p.n.e. Najwiek-
sza z nich — piramida Cheopsa (po lewej na zdjeciu) — miala okolo 146 m
wysokosci, a jej podstawa byl kwadrat o boku 230 m. Aby obliczyé¢ objetosé
piramidy, korzystamy ze wzoru na objetos¢ ostrostupa V' = %Pp - H, gdzie P,
jest polem podstawy ostrostupa, a H — jego wysokoscig. Objetoéé¢ piramidy
Cheopsa wynosila okolo 2600000 m3. Obecnie jej wymiary sa nieco mniejsze.
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Uczen:

— wskazuje w wieloscianie
proste prostopadte,
roéwnolegte i skosne,

— wskazuje w wieloscianie rzut
prostokatny danego odcinka
na dang ptaszczyzne,

— przeprowadza wnioskowania
dotyczace potozenia prostych
W przestrzeni,

— przeprowadza dowdd twier-
dzenia o prostej prostopadtej
do ptaszczyzny.

Cwiczenie 1
a) BCClBl b) ABBlAl

Cwiczenie 2

Wzdluz prostej | przecinaja sie
plaszczyzny P1 i Pa.

Wzdtuz prostej k przecinaja sig
plaszczyzny P2 i Ps.
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2. Graniastostupy i ostrostupy

2.1. Proste i ptaszczyzny w przestrzeni

B Wzajemne potozenie dwéch ptaszczyzn

Ptaszczyzny przecinajace sie — ich
czescig wspolng jest prosta.
D,

Plaszczyzny réwnolegle — nie majg punk-
tow wspdlnych lub sie pokrywaja.

C1
Przykfad 1 A

|
W szedcianie (rysunek obok) plaszczyzna za- \ By
wierajaca podstawe ABC D jest réwnolegla do }
plaszczyzny zawierajacej podstawe A, B;C D;.

Cwiczenie 1
Wskaz $ciang szescianu (rysunek powyzej) zawarta w plaszczyZnie réwnoleglej
do plaszczyzny zawierajacej ciane: a) ADD,A;, b) DCC,D;.

Zauwazmy, ze aby opisa¢ plaszczyzne, wystarczy podaé trzy niewspdtliniowe
punkty nalezace do niej, gdyz przez kazde trzy punkty nielezace na jednej
prostej przechodzi doktadnie jedna plaszczyzna.

Cwiczenie 2
Do plaszczyzn Py, Ps, Ps, P, naleza wymienione wierzchotki szedcianu (rysu-
nek ponizej).

l Dy Ch

PllA,D,Dl PQZA,B,D

773:B,Bl,01 7)4:B,Bl,A1

Ktére z tych plaszczyzn przecinaja sie wzdluz
prostej [, a ktére — wzdluz prostej k?

Cwiczenie 3

Sciany szecianu sa zawarte w szesciu réznych plaszezyznach. Wskaz dowolne
trzy wierzchotki szeScianu (rysunek powyzej) nalezace do plaszczyzny przeci-
najacej te sze$¢ plaszczyzn.

Uwaga. Dla figur na ptaszczyznie w przestrzeni prawdziwe sa wszystkie twierdzenia
przyjete w planimetrii.

Cwiczenie 3
Przyktadowa odpowiedz: A, B1, C1



B Wzajemne potozenie dwdch prostych

//

;

i

!
Proste réwnolegle leza Proste przecinajace sie Proste sko$ne nie leza
w jednej ptaszczyznie i nie leza w jednej plaszczyz- w jednej plaszczyznie,
maja punktéw wspélnych nie i maja jeden punkt zatem nie majg punktow

lub sie pokrywaja. wspOlny. wspélnych.

Przyktad 2
Na rysunku obok przedstawiono ostrostup, ktoérego pod-
stawg jest kwadrat.

« Proste zawierajace krawedzie AB i DC' sa réwnolegle.

« Proste zawierajace krawedzie AS i BC' sg skosne.

Cwiczenie 4 Cwiczenie 4
Ktére krawedzie ostrostupa (rysunek powyzej) zawieraja sie w prostych skos- 5C, SD
nych do prostej zawierajacej krawedz AB?

Moéwimy, ze prosta [, skosna do prostej k, jest do l‘ 11|

prostej k prostopadla, gdy istnieje prosta I; rowno-
legta do prostej [ i przecinajaca prosta k pod katem ‘
prostym. !
Zauwazmy, ze kazda prosta réwnolegla do prostej [
jest prostopadla do prostej k.

Uwaga. Proste prostopadle sa skosne lub sie przecinaja (gdy leza w jednej
plaszczyznie).

Cwiczenie 5 | b, ¢,  Cwiczenie 5
Prosta [ zawiera krawedz AA; szeScianu (rysunek a) BBy, CC1, DD,

|
obok). Wskaz proste zawierajace pozostale krawe- | By b) AB, BC, CD, AD, A1By,
| BlCl, ClDl, AlDl

|

|

dzie tego szescianu, ktore sa:

a) réwnolegle do prostej I, Dl ___|__
b) prostopadte do prostej I. AlLZ - - ¢
Cwiczenie 6

W szedcianie (rysunek powyzej) wskaz pary wierzcholkéw, ktére wyznaczaja
proste skosne nieprostopadte do prostej .

Cwiczenie 6
BiCy, BiDy,CiBi,CiDi,DiBi,DiCh

2.1. Proste i ptaszczyzny w przestrzeni



2. Graniastostupy i ostrostupy

B Wzajemne potozenie prostej i ptaszczyzny

Prosta [ nazywamy réwnolegla do plaszczyzny P, Jesli prosta | ma z plaszczy-
jesli nie ma ona punktéw wspdlnych z ta plasz- zna P dokladnie jeden punkt
czyzna lub jest w niej zawarta. wspOlny, to méwimy, ze pro-
l sta [ przecina plaszczyzne P.
/
l l /
;
P P P g
[

Moéwimy, ze prosta [ jest prostopadla do

© e D C
plaszczyzny P, jesli jest ona prostopadta do K ! !
kazdej prostej zawartej w plaszczyznie P. Ay } B,

\
Przyktad 3 |
W szedcianie (rysunek obok) prosta k za- /BK —-F-=7,
wierajgca krawedz AA; jest prostopadia do AL~ -~ =

|
plaszczyzny zawierajacej podstawe ABCD. i

Twierdzenie o prostej prostopadtej do ptaszczyzny

Jesli prosta [ jest prostopadta do dwdch nieréwno-
legtych prostych zawartych w ptaszczyznie P, to
jest ona prostopadia do ptaszczyzny P. \ ko

Dowéd — patrz zadanie 6 na stronie 90.

Przyktad 4

Podstawa ostrostupa (rysunek obok) jest kwadrat
ABCD. Jedli odcinek SO jest prostopadly do prze-
katnych podstawy ostrostupa, to jest on prostopa-
dly do plaszczyzny zawierajacej te podstawe. Zatem c
np. dla dowolnego punktu P nalezacego do krawedzi Qh‘(

podstawy ostrostupa tréjkat SOP jest prostokatny. f— O p
A B

Cwiczenie 7

Dany jest sze$cian o podstawach ABCD i A; B;C;D; (jak na rysunku w przy-
kladzie 3.). Odcinek C'D; jest przekatna $ciany bocznej tego szescianu. Wskaz
krawedzie podstaw zawarte w prostych prostopadtych do prostej CD,. Czy
prosta C'D; jest prostopadla do plaszczyzn zawierajacych te podstawy?

Cwiczenie 7
AD, A1D1, BC, Blcl; nie



Dla dowolnego punktu S mozemy poprowadzié¢ prosta [ przechodzaca przez
ten punkt i prostopadla do plaszczyzny P. Punkt przeciecia prostej [ z plasz-
czyzna P nazywamy rzutem prostokatnym punktu S na plaszczyzne P.

Rzutem prostokatnym figury na plaszczyzne jest figura sktadajaca sie z rzutéw

prostokatnych wszystkich punktow rzutowanej figury. S| %

Na rysunku obok punkt S’ jest rzutem prostokat-

nym punktu S na plaszczyzne P, a prosta k' jest ]

rzutem prostokatnym prostej k na te plaszczyzne. ’/P & K
[0] Cwiczenie 8 |

Odcinek R;S; jest rzutem prostokatnym odcinka RS na ptaszczyzne P. Czy
odcinek R;S; moze byé¢ dluzszy od odcinka RS? Sformutuj i udowodnij od-
powiednie twierdzenie.

Kiedy stosujemy twierdzenia planimetrii, musimy mie¢ pewno$¢, ze rozpatry-
wane punkty lezg w jednej plaszczyznie. Pamietajmy, ze plaszczyzne wyzna-
czaja jednoznacznie:

« trzy punkty nielezace na jednej prostej,

« dwie przecinajace si¢ proste,

« prosta i punkt nielezacy na tej prostej,

« dwie rézne proste réwnolegte.

Zadania

1. Dwa szeSciany maja wspdlng $cia- D c P
ne BCC) B (rysunek obok). Wskaz
pary wierzchotkéw tych sze$cianéw

Ay

wyznaczajace proste rownolegle oraz
pary wierzchotkéw wyznaczajace pro-
ste prostopadle do prostej: -~ - F
a) EF}, b) A,C;. A B E

| |

T R
| |

| |

|

2. Rzutem prostokatnym odcinka D; B na $ciane G
ABCD szescianu jest odcinek DB (rysunek 4,
obok). Wskaz odcinek bedacy rzutem prosto-
katnym odcinka D;B na $ciane:

a) AlBlchla C) BCClBl, Di_ \ |___ C
b) ADD,A;, d) ABBA,. e

@ 3. Dla prostych k, [, m lezacych w tej samej plaszczyznie zachodzi wlasnosé:
jeSli k L 11l L m, to k || m. Uzasadnij, ze analogiczna wlasnos¢ nie
zachodzi dla prostych w przestrzeni.

3. Ponizszy przyklad pokazuje, ze wlasnosé ta nie zachodzi w przestrzeni.

l k

/4

P

Zauwazmy, ze k 1 111 1 m, ale proste k i m nie sa réwnolegte.

Cwiczenie 8

Nie, poniewaz w trojkacie prosto-
katnym R;PR, gdzie P jest
punktem przeciecia prostej RS
z plaszczyzna, odcinek R;P jest
przyprostokatna, a odcinek RP —
przeciwprostokatng trojkata, za-
tem |RP| > |R1P]| i stad:

|RS| > |R151]-

Jesli odcinek RS jest réwmnoleg-
ty do ptaszczyzny P, to odcinki
RS i R151 pokrywaja sie lub sa
przeciwlegltymi bokami prostoka-
ta, wiec |RS| = |R151].

Zatem odcinek R1S1, ktéry jest
rzutem prostokatnym odcinka
RS na plaszczyzne P nie moze
by¢ dtuzszy od odcinka RS.

Odpowiedzi do zadan

1. a) Proste réwnolegte: BC,
AD;
Proste prostopadte: BE, AB,
AE, CF, DC, DF, B1Ex,
A1B1, A1E1, ClFl, chl,
D.F, E1F, B:.C, AiD
b) Proste réwnolegte: Bi Fi,
AC, BF
Proste prostopadte: D, B,
C1E1, DB, CE, AA:, BBs,
CCy, DDy, EEy, FF1, D1 B,
B\D, C\E, E.C

2. a) D1B; b) AD;
C) ClB d) AlB

2.1. Proste i ptaszczyzny w przestrzeni



4. M, P i Q — érodki krawedzi 4.

szescianu odpowiednio A Bj,
CC1i1CD
a) np. MC' b) np. MQ
c) np. MP
5. a), b) nie c) tak

6. Wykazanie, ze |BD| = |CD|:
Z warunkéw zadania wiado-
mo, ze |AB| = |AC)| oraz
JBAD =<J4CAD = 90°,
ponadto bok AD jest wspélny
dla ABAD i ACAD, zatem @ 6.
ABAD = ACAD (na pod-
stawie cechy BKB), czyli
|BD| = |CD|.

Wykazanie, ze |BF| = |CF|:
Z warunkéw zadania wiado-
mo, ze |AB| = |AC| oraz
JBAF =qgCAF =90°,
ponadto bok AF jest wspdlny
dla ABAF i ACAF, zatem
ABAF = ACAF (na pod-
stawie cechy BKB), czyli
|BF| = |CF]|.

Wykazanie, ze

ABDF = ACDF:

Zostato wykazane, ze

|BD| = |CD| i |BF| = |CF],

ponadto bok DF jest wspélny
dla ABDF i ACDF, zatem

ABDF = ACDF

(na podstawie cechy BBB).

Wykazanie, ze |CE| = |BE|:
Zostato wykazane, ze

|BD| = |CD| oraz

ABDF = ACDF, stad
BDE = CDE, ponadto bok
DEF jest wspélny dla ABDE
i ACDE, zatem

ABDE = ACDE (na pod-
stawie cechy BKB), czyli
|BE| = |CE]|.

\
gosci jego rzutéw prostokatnych na $ciany sze- }
$cianu przyjmuja wartosci: D»‘ B

a) VBi2v2,  b)2i2v2, <) V2ivh 4L ¢

Tréjkat A;B,C; jest rzutem prostokatnym tréjkata ABC na plaszczy-
zne P. Ustal, czy:

a) obwdd tréjkata A, B;C; moze byé wigkszy od obwodu tréjkata ABC,
b) pole tréjkata A; B;C, moze byé¢ wieksze od pola tréjkata ABC,

Dany jest szescian o krawedzi dlugosci 2 (ry- D, G
sunek obok). Wskaz przykladowy odcinek, kto- 4, L
rego konce nalezg do krawedzi sze$cianu, a dlu-

¢) miara kata A; B;C; moze byé¢ wiegksza od miary kata ABC'.

Przeczytaj dowod twierdzenia o prostej prostopadlej do plaszczyzny i po-
daj brakujace uzasadnienia.

Rozpatrzmy prosta [ prostopadia do dwdch nieréwnoleglych prostych
k11 ko zawartych w plaszczyznie P. Niech A bedzie punktem wspolnym

prostej [ i plaszczyzny P.
l

Bi ka1

L F k2

Niech m bedzie dowolng prosta przechodzaca przez punkt A i zawarta
w plaszczyznie P. Na prostej | wybieramy punkty B i C takie, ze
|AB| = |AC|. Na plaszczyznie P prowadzimy prosta n przecinajaca
proste ki, m i ky odpowiednio w punktach D, FE i F.

Wéwezas |BD| = |CD| oraz |BF| = |CF| (uzasadnij).

Zatem ABDF = ACDF (uzasadnij), skad otrzymujemy |CE| = |BE]
(uzasadnij). Oznacza to, ze Y BAE = JCAFE = 90° (uzasadnij). Zatem
prosta [ jest prostopadta do prostej m, a skoro prosta m byta dowolnie
wybrang prosta zawarta w P, to [ L P.

Wykazanie, ze JBAE = JCAE = 90°:

|BE| =
|AB| =

|CE|, czyli ABEC jest réwnoramienny. Z warunkéw zadania wiadomo, ze
|AC|, czyli AE jest sSrodkowa ABEC. W trojkacie réwnoramiennym srodkowa

poprowadzona z wierzchotka miedzy ramionami jest jednoczesnie wysokoscia tego trdj-
kata. Zatem {BAE =<JCAE = 90°.

2. Graniastostupy i ostrostupy



2.2. Graniastostupy

Graniastoshup to wieloscian, ktérego dwie Sciany, zwane podstawami, sg przy-
stajacymi wielokatami zawartymi w plaszczyznach réwnoleglych, a pozostate
Sciany, zwane §cianami bocznymi, sa réwnolegtobokami o wierzchotkach nale-

zacych do podstaw.

| |
| |
_ ju. L

- s

Jesli krawedzie boczne graniastostupa sg prostopadte do podstaw, to gra-
niastostup nazywamy prostym, w przeciwnym razie graniastostup nazywamy
pochylym. Sciany boczne dowolnego graniastostupa prostego sa prostokatami.

Dowolny odcinek, ktéry laczy plaszczyzny zawierajace podstawy graniasto-
stupa i jest do nich prostopadtly, nazywamy wysokoscia graniastostupa.
Powierzchnie boczng graniastostupa stanowia wszystkie jego Sciany boczne.

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa jest réwne -
N . . : . P.=2P,+ B,
sumie pdl jego podstaw i pola powierzchni bocznej.

Cwiczenie 1
Oblicz pole powierzchni catkowitej graniastostupa prostego, ktérego wysokosé
jest réwna 30 cm, a podstawa jest tréjkat o bokach 6 cm, 8 cm i 10 cm.

W zalezno$ci od tego, jakim wielokatem jest krawedz podstawy  podstawa
podstawa graniastostupa, méwimy o grania-
stostupie trojkatnym, czworokatnym, piecio- wierzchotek ——

katnym itd. Graniastostup pieciokatny przed-

|
|
|
\
stawiony na rysunku obok ma 7 $cian (2 pod- krawedz !
. , . . boczna ‘
stawy i 5 $cian bocznych), 15 krawedzi L

(10 krawedzi podstawy i 5 krawedzi bocz- Sciana - s
nych) oraz 10 wierzcholkéw. boczna

Cwiczenie 2

Podaj liczbe $cian, krawedzi i wierzchotkéw graniastostupa:

a) tréjkatnego, b) czworokatnego, c) szesciokatnego.
Cwiczenie 3

Czy istnieje graniastostup, ktérego liczba krawedzi jest réwna: a) 21 b) 257

Cwiczenie 2

a) 5 $cian, 9 krawedzi, 6 wierzchotkéw

b) 6 $cian, 12 krawedzi, 8 wierzchotkéw

c) 8 Scian, 18 krawedzi, 12 wierzchotkéw

Cwiczenie 3

a) tak — graniastostup siedmiokatny

b) nie — liczba krawedzi graniastostupa musi by¢ podzielna przez 3

Uczen:

— okresla liczbe Scian, wierz-
chotkéw i krawedzi graniasto-
stupa,

— sprawdza, czy istnieje
graniastostup o danej liczbie
krawedzi,

— wskazuje elementy charakte-
ryzujace graniastostup,

— oblicza pole powierzchni
bocznej i pole powierzchni
catkowitej graniastostupa
prostego,

— rysuje siatke graniastostupa
prostego, majac dany jej
fragment.

Cwiczenie 1

Podstawsa graniastostupa jest

tréjkat prostokatny o przyprosto-

katnych dtugosci 6 cm i 8 cm.

P.=2-%8 4+ (6+8+10)-30 =
= 768 [cm?]

MultiteZa

® Siatki graniastostupow prostych
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.2
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Cwiczenie 4

H — wysoko$¢ prostopadtoscianu
P,=24

P,=2-4H +2-6H = 20H

a) 2-24+ 20H = 100

H =26 cm

b) 20H = 0,6(48 + 20H)

H = 3,6 cm

Cwiczenie 5

a — dtugosé krawedzi szescianu
6a®> = 0,8 - 1620

a® =216

a = 6v6 cm

Cwiczenie 6

a) tak

b) tak

c) nie — na przeciwleglych $cia-
nach leza 115

d) tak

2. Graniastostupy i ostrostupy

[0] Cwiczenie 7

Graniastostup prosty, ktérego podstaws jest prosto-
kat, nazywamy prostopadloScianem.

|

Uwaga. Za podstawe prostopadloscianu mozemy przyjaé :

jego dowolna Sciane. }

Pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu o kra- }
wedziach a, b, ¢ opisuje wzoér: P
P. = 2ab + 2ac + 2bc ;

Cwiczenie 4
Dlugosci krawedzi podstawy prostopadltoscianu sg réwne 4 cm i 6 cm. Oblicz
wysoko$é¢ tego prostopadlo$cianu, jesli wiadomo, ze jego:

a) pole powierzchni catkowitej wynosi 100 cm?,

b) pole powierzchni bocznej stanowi 60% pola powierzchni catkowite;.

Prostopadloscian o wszystkich krawedziach réwnych nazywamy szeScianem.
Pole powierzchni catkowitej szescianu o krawedzi a jest réwne 6a°.

Cwiczenie 5

Do wykonania modelu sze$cianu zuzyto 1620 cm? kar-

tonu, z czego 20% stanowity zaktadki. Oblicz dlugosé a
krawedzi tego szescianu.

|

|

|

|

|
. JE

-

Z a

a

Cwiczenie 6
Suma oczek znajdujacych sie na przeciwlegltych $cianach szesciennej kostki do
gry jest réwna 7. Czy przedstawiona siatka moze by¢ siatka tej kostki?

a) [* [ b) d)

. ©) oo

Graniastostup prosty, ktorego podstawa jest wie-
lokat foremny, nazywamy prawidlowym.

Wymiary dwdch graniastostupow prawidtowych, tréj-
katnego i szedciokatnego, podano na rysunku obok.

10 cm

Uzasadnij, ze pole powierzchni catkowitej jednego

15 cm

z tych graniastostupéw jest o 50% wieksze od pola
powierzchni catkowitej drugiego. L

Cwiczenie 7

Graniastostup tréjkatny:

Pr=2-183 13.4.10 = (8v/3 + 120) [cm?]

Graniastostup szesciokatny:
Ps=2-6-%316.2.15=12v/3+ 180 = 2(8v/3 +120) = 1,5Pr



Zadania

Oblicz pole powierzchni catkowitej graniastostupa prostego o wysokosci
8 cm, ktérego podstawa jest:

a) romb o kacie ostrym 30° i boku dlugosci 12 cm,

b) tréjkat réwnoramienny o kacie 120° i ramionach dtugosci 6 cm.

Podstawsg graniastostupa prostego jest trapez réwnora-

mienny o bokach dtugosci 12 ¢m, 5 ¢cm, 6 cm i 5 cm.
Oblicz wysokosé tego graniastostupa, jesli wiadomo, ze:

a) jego pole powierzchni bocznej jest réwne 560 cm?,

b) jego pole powierzchni catkowitej jest réwne 492 cm?.

Podstawg graniastostupa prostego jest trojkat prostokatny o obwodzie
24 cm. Wysokosé graniastostupa jest réwna przeciwprostokatnej podstawy,
a pole najwickszej $ciany bocznej jest réwne 100 cm?. Oblicz pole po-
wierzchni catkowitej tego wieloscianu.

Na rysunku ponizej przedstawiono fragment siatki graniastostupa pro-
stego. Narysuj cala siatke tego graniastostupa i oblicz jego pole powierzch-
ni catkowite;j.

) 0 b o], ©
6 | 8 1

6 45°
8 12 4

Narysuj siatke graniastostupa prawidlowego n-katnego, ktérego wszystkie
krawedzie maja dtugo$é 2 cm, i oblicz jego pole powierzchni catkowitej.
a) n=3 b) n=14 c) n==~6

Istnieje 11 réznych siatek, z ktérych mozna ztozy¢ model szescianu. Ponizej
przedstawiono 9 z nich. Narysuj dwie brakujace siatki szescianu.

] | | |

5.a) P. =2 2¥3 1 3.92 — 2(\/3 4 6) [cm?] ) P.=2-6-2 6.2 =

=12(v/3 +2) [cm?

b) P. = 622 = 24 [cm?]

Odpowiedzi do zadan

1.

a) P. =212 .sin 30°+
+4-12 -8 = 528 [cm?]

b) P.=2-1.6-sin120°+
+(2-646v3)-8 =

= 6(16 + 11v/3) [cm?]

. H — wysokosé¢ graniastostupa

a) Pb,=(12+54+6+5H =
= 28H = 560, czyli

H =20 cm

b) Wysokosé podstawy:

h =4 cm

P.=2P,+ P, =

_ (6+12)-4 _

—o. (4124 | 9gp —

— 72+ 28H = 492,

czyli H = 15 cm

3. H — wysoko$¢ graniastostupa

4,

6.

i dlugos¢ przeciwprostokatne;j
podstawy
a, b — dtugosci przyprostokat-
nych podstawy
P.=2-%ab+ H(a+b+ H)
Pole najwiekszej sciany bocz-
nej: H? = 100, czyli H = 10
Stad:

a® +b* = 10°

a+b=14
a’? +b* = (a+b)* — 2ab
ab =48
P.=2-3-48+10(14+10) =
= 288 [cm?]
a) P, =2P, + P, =
—2.848 13.6.10=
= 18v/3 + 180 = 18(v/3 + 10)
b) P. =2P, + P, =
=2-6-8:sin45° +2-6-4+
+2-8-4=48V2+112 =
=16(3v2+7)
c) P.=2P,+ P, =
=2-1.5-12+
+(5+12+13)-4 =180

2.2. Graniastostupy



Uczen:

— oblicza dtugosci przekatnych
graniastostupa prostego
(réwniez z wykorzystaniem
trygonometrii),

— stosuje funkcje trygono-
metryczne do obliczania pola
powierzchni graniastostupa,

— uzasadnia prawdziwosé
wzoréw dotyczacych prze-
katnych i pola powierzchni
danego graniastostupa.

Cwiczenie 1

a — krawedz podstawy

b — krawedz boczna

5c = 0,28, czyliaz?cm

b=/25% — 72 = 24 [cm)

P.=2-7°4+4-7-24 = 770 [cm?]

Cwiczenie 2

d — przekatna $ciany bocznej
a) a =6 cm

% = 3, czyli d = 18 cm
b=1182 — 62 = /288 =

= 12v/2 [cm]

P.=2 .28 13.6.12/2=
= 18(v/3 + 12v/2) [cm?]

b) b=6 cm

g = %,czylisza

6% 4 a® = (3a)?,

czyli a = ﬂ cm

e
= (i\/_+3\/_)[m]

ﬁ.ﬁz
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2. Graniastostupy i ostrostupy

2.3. Odcinki w graniastostupach

Przyktad 1 |
Przekatna Sciany bocznej graniastostupa prawidtowego '
\
\
\

czworokatnego ma diugo$é 10 cm i tworzy z krawedzia
podstawy kat a taki, ze cos o = 2 (rysunek obok). Ob-
licz pole powierzchni bocznej tego graniastostupa.

. . B 3
Zauwazmy, ze cos = 5, wiec a = 10- 2 = 6 [cm]. 4 u

b=+10% - 62 = /64 = 8 [cm] a
192 [cm?).

Obliczamy pole powierzchni bocznej: P, =4ab=4-6-8 =

Cwiczenie 1

Przekatna $ciany bocznej graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma dtu-
gosé 25 cm i tworzy z krawedzia boczna kat o taki, ze sina = 0,28. Oblicz
pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

Cwiczenie 2
Przekatna $éciany bocznej graniastostupa prawidtowego tréjkat-
nego tworzy z krawedzia podstawy kat o« taki, ze cosa = % (rysu-

nek obok). Oblicz pole powierzchni catkowite] tego graniastostupa,

b d

\
\
jesli wiadomo, ze: L
b) b =6 cm. A
a
Cwiczenie 3 o
Przekatne AD, i C'D; $cian bocznych graniastostupa 4,
prawidlowego czworokatnego (rysunek obok) maja diu-

a) a =6 cm,

gosci rowne 8 cm. Tworza one z przekatng podstawy
kat o taki, ze cosa = i. Oblicz pole powierzchni bocz-

nej tego graniastostupa. A

D, . Przekatna graniastostupa nazywamy taki od-
/I'\ ' cinek laczacy dwa jego wierzcholki, ktéry nie
Ay

I
\
\
D _N\_|-___
e - ¢ Na rysunku obok sg to odcinki:

Ay 5 ° BD,, AC,, CA, i DB,

jest zawarty w zadnej Scianie graniastostupa.

Prostopadlo$cian ma cztery przekatne.

Zwrbé uwage na to, ze przekatna Sciany bocznej graniastostupa nie jest prze-
katna graniastostupa oraz ze graniastostup tréjkatny nie ma przekatnych.

Cwiczenie 3
a — krawedz podstawy, b — krawedZ boczna

%\20\ = 1, czyli |AC| =4 [cm]

aV/?2 = 4, czyli a = 2¢/2 [cm]

b=1/82 - (2v/2)2 = 2y/14 [cm]

Py =4-2/2-2y/14 = 32¢/7 [cm?]




] Cwiczenie 4
a) Uzasadnij twierdzenie podane obok.
b) Uzasadnij, ze przekatna szescianu
o krawedzi a ma dlugos$é réwna av/3.

Przekatna prostopadloscianu
o krawedziach a, b, ¢ ma dhu-
gosé réwna;:

Va2 + b2+ c?

Cwiczenie 5
Oblicz dtugosci przekatnych wszystkich $cian oraz dtugo$é przekatnej prosto-
padtoscianu o krawedziach:

a) 5,9, 12,

Cwiczenie 6
W szedcianie z tego samego wierzchotka poprowa- |
dzono jego przekatna i przekatna podstawy (rysunek

b) 6, 8, 15. Dy C

Ay — (5,

D Hesc
obok). Tworza one kat «. Oblicz cosinus tego kata e
oraz jego przyblizong miare z doktadnoscig do 1°. z
A B
Zadania
1. Oblicz pole powierzchni calkowitej graniastostupa prawidlowego czworo-

katnego, ktérego krawedz podstawy ma diugosé 5 cm, a przekatna jego
$ciany bocznej tworzy:

a) z krawedzia podstawy kat 30°,

b) z krawedzia boczna kat 30°, b 1

¢) z przekatng graniastostupa kat 30°. A

Kat miedzy przekatnymi sasiednich $cian bocz-
nych graniastostupa prawidtowego czworokatnego
jest réwny 60° (rysunek obok). Wykaz, ze grania- -
stostup ten jest szeScianem. A 5

|

T

|

|

|
D __ B
e

Oblicz dlugosé przekatnej graniastostupa prawidtowego czworokatnego,
ktorego krawedz podstawy ma dtugoéé 4 cm, a przekatna ta tworzy:

a) z przekatna podstawy kat 45°,

b) z jedna z krawedzi bocznych kat 30°,

¢) z przekatna jednej ze $cian bocznych kat 30°.

Przekatna graniastostupa prawidlowego czworokatnego ma diugosé 44/6,

a jego wysoko$¢ jest rowna 8. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego
graniastostupa.

. |AD| = |CD| = a, |DD:1| = b, |AD1| = va% + b2 = |CD:|, |AD:| = |CDx|

i JAD1C = 60°, wiec tréjkat AD:1C jest réwnoboczny, co oznacza, ze
|AC| = |CD:|, czyli

a2 = a2 + b2, gdzie a,b > 0

20 = a® + b2

a?=0b%a="b

Zatem graniastostup ten jest szeScianem.

Cwiczenie 4
a)
|
|
I @
| d
I
2T dy
- b
a
Dwukrotnie stosujemy
twierdzenie Pitagorasa:
ds =a®+b°
EP=d+f=a®+b+c
Zatem d = v/a? + b% + c2.

b) Przekatna graniastostupa wy-
raza si¢ wzorem:

i=VETETE

W szescianie a = b = ¢, zatem

d = V3a2 = a\/3.
Cwiczenie 5

a) Przekatne $cian: 1/106, 13, 15;
przekatna prostopadloscianu:

5v/10

b) Przekatne $cian: 10, 3v/29, 17;
przekatna prostopadloscianu:
5V13

Cwiczenie 6

a — krawedz podstawy

|AC| = aVv/2, |A1C| = aV/3
cosa:%zg,a%%(’
Odpowiedzi do zadan

1. a) 50(1 + 2/3) cm®

b) 50(1 + 2v/3) cm?

c) 50(1 + 2v/2) cm?
3.a)8cm b)8/2cm c)8cm
4. a =boraz c =38

4/6 = Va® +a? + &

96 = 2a® + 64

a=4

P.=2-4"+4-4-8=160

2.3. Odcinki w graniastostupach



5. Trojkat BEFE: jest prostokat-

ny oraz
|BE| =2-4=8 [cm],

zatem

|BE:|*> = 8% + 4% = 80,

czyli |BE1| = 4v/5 cm.
Tréjkat BDD; jest prostokat-
ny oraz

|BD| =2 - 48 = 4y/3 [cm],
zatem

IBD1? = (4v/3)? + 47 =

= 64, czyli |BD;1| = 8 cm.
|BF1| = |BD1| =8 cm

. a — dlugosé krawedzi podsta-
wy

(2a)? + 5% = 107,

czyli a = % cm

5\/5 2\/§

P.=2.6- % s
+6- 88 .5 = 525./3 [cm?]
. 2(v/5+2) ecm
. 516 cm?
. a,b — krawedzie podstawy
H — wysoko$¢ prostopadto-
Scianu
|A,C]> = a® + b + H?
o2+ H?

[41C|

\/a2+4+H?2

[A1C|

v a2+b2

[41C|

a) sina =

sin 8 =

siny =

sin? o + sin? B + sin? vy =
b2 H2 2 H2 2 b2
— ar _|_ a‘+ + ‘0« + —

— |A1CP2 |A1C2 A1012 —
_ 2(a2+b2+H?) _ 204,02 _ 9
- |A1C|2 = lA012 T

_ a
b) cosa = 77,

_ _b _ _H
c0s § = ) 087 = [@a]

cos? o+ cos? B + cos?y =

D] .

10.

11.

Dany jest graniastostup prawidtowy szescio- Ey D,
katny, ktérego wszystkie krawedzie maja diu- |
v . 7 . F1 I I Cl
gos$¢ 4 cm. Oblicz dtugosci przekatnych tego A B
1 1
graniastostupa (rysunek obok). \ \
\ \
D
Dtuzsza przekatna graniastostupa prawidto- /% ***** N
wego szesciokatnego ma dtugoéé 10 cm, a jego  F g o
wysoko$¢ jest rowna 5 cm. Oblicz pole po-
A B

wierzchni catkowitej tego graniastostupa.

Roéznica dlugosci przekatnych graniastoslupa prawidlowego sze$ciokatne-
go, ktérego wszystkie krawedzie sa rowne, wynosi 2 cm. Oblicz dtugosé
krawedzi tego graniastostupa.

Oblicz pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu, ktorego przekatne
$cian maja dtugosci 10 cm, 17 c¢m, 3v/29 cm.
Dy

C
Przekatna A;C prostopadloécianu (rysunek i !

obok) tworzy z krawedziami wychodzacymi A4 : B,
z wierzchotka C' katy «, B i v. Wykaz, ze: ‘ z
a) sin® o + sin® B + sin®y = 2, Do _Jese

b) cos? o + cos? cos?vy = 1. -
) 3+ cos®y N =

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidlowego czworokatnego
jest trzy razy wieksze od jego pola powierzchni bocznej. Oblicz cosinus
kata zawartego miedzy przekatna tego graniastoslupa a jego krawedzia
boczna.

Wyznacz pole powierzchni bocznej graniastostupa prawidlowego szescio-
katnego, ktérego krawedz podstawy ma dtugosé a, a dluzsza przekatna jest
trzy razy dhuzsza od krotszej przekatnej podstawy.

Podstawg graniastostupa prostego jest romb o kacie ostrym «. Wszystkie
krawedzie tego graniastostupa maja dlugosé a. Uzasadnij, ze jego krétsza

przekatna ma dlugo$¢ réwng ay/1 + 4 sin®g.

Przekatna graniastostupa prawidlowego czworokatnego ma dtugosé d i two-
rzy z krawedzia podstawy kat a. Uzasadnij, ze pole powierzchni bocznej

tego graniastostupa jest réwne 4d? cos a/sin® a — cos? av.

a2 b2 H2
= mop T Acr T aor =
_ a2\§ﬁ2cﬁ2Hz _ t‘ligli -1 14. Liczba przekatnych graniastostupa prawidlowego n-katnego jest o 24 wiek-
- % sza od liczby przekatnych jego wszystkich Scian bocznych. Oblicz n.
11. 6v/23a° 12. z — dtugodé krétszej przekatnej podstawy |
14.n =8 d — dhugosé krétszej przekatnej graniastostupa :
sin 3 = %, czyli x = 2asin 3 :d

d2:$2+a2:4a2sin2%+a2

Zatem d = ay/1+ 4sin® £. ~a\ T a
a

13. a — krawedz podstawy, H — wysoko$¢ prostopadloscianu

a

I
g =cosa, czylia=d-cosa I'\g H
I

H=/d? - (av2)? = \/d?>(1 — 2cos? @) = d/sin* a — cos2 a A Ar-—=
P, = 4aH = 4d? cos av/sin® oo — cos? o a

2. Graniastostupy i ostrostupy



2.4. Objetosc graniastostupa

Objetos¢ prostopadltoscianu o wymiarach a, b, ¢
wyraza sie za pomoca wzoru: V = abc.

ﬁ_g
vv o
Il
O

S
[Xo

v
Przykfad 1 a=5cm 9
Przedstawiony na rysunku powyzej prostopadloscian ma objeto$é¢ réowng
5cm-4 cm-3 cm = 60 cm®. Zauwaz, ze mozna go podzieli¢ na 60 szeéciandéw

o objetosci 1 ecm?® kazdy.

Cwiczenie 1

Dane sa prostopadtosciany P; i P, o wymiarach:
P:15cmx2dmx10 cm, FP:0,12mx1,2dm x 22 cm

Ktéry z nich ma wiekszg objetosé?

Cwiczenie 2

Pole powierzchni catkowitej szescia-
nu jest réwne 1,5 dm?. Oblicz obje-
tos$¢ tego szescianu.

Objetos¢ szescianu o krawedzi a wy-
raza si¢ za pomocg wzoru: V = a®.

A. B.

Cwiczenie 3
Na rysunkach przedstawiono graniastostupy

ulozone z szesciennych kostek o objetosci
1 em?® kazda. Oblicz objetoéci tych grania-
stostupow.

Objetos$¢ dowolnego graniastostupa wyraza sie za pomocg wzoru:
V=P, -H
gdzie P, jest polem podstawy graniastostupa, a H — jego wysokoscia.

Przykfad 2
Oblicz objetosé graniastostupa prawidlowego trojkatnego
o krawedzi podstawy 6 cm i wysokosci 4 cm.

Obliczamy pole podstawy: :
5 !
P, = 57v3 f = 9v/3 [cm?] g L
Zatem objetosé: D PN
V=P, -H=9/3 4=36V3 [cm’] 6 cm

Uczen:

— oblicza objeto$¢ graniasto-
stupa prostego,

— oblicza objeto$é graniasto-
stupa pochytego,

— stosuje funkcje trygono-
metryczne do obliczania
objetosci graniastostupa,

— rozwiazuje zadania o podwyz-
szonym stopniu trudnosci
z wykorzystaniem wzoru
na objeto$¢ graniastostupa
prostego.

Cwiczenie 1

Vi =15-20- 10 = 3000 [cm?]

Vo =12-12-22 = 3168 [cm?]

Wigksza objetos¢ ma prosto-

padloscian Ps.

Cwiczenie 2

a — dtugos$é krawedzi szescianu

P. =6a% = 1,5, czyli a = 0,5 dm

V =a*=0,125 dm®

Cwiczenie 3

Va=5-6=30 [cm?]
Vi =5-10 = 50 [cm?
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Cwiczenie 4

a) V= —“24‘/§ ca= ga‘?’
b)V=6- “24‘/§’~a:¥a3
Cwiczenie 5

H — wysoko$¢ graniastostupa

a) P,=6-4-H = 180, czyli

H = 17,5 [cm]

V =6-£2Y5.75=180v3 [cm’]
b)3.5 -H=2. 248

czyli H = % cm

_ 523 53 __ 125
V=07 =%

52 [em?]

[cm
Cwiczenie 6

Pole podstawy:
P,=4-25+1-4-15=13 [m?]
Objeto$¢ graniastostupa:

V =136 =78 [m?]

Odpowiedzi do zadan
1. a) Wysokosé podstawy:

= 24/3 cm
PR CES Y R
= 84+/3 [cm?)

b) Wysokosé podstawy:
hp =atga
V=1%(a+2a) atga-3a=

= %a3 tg o

2. Graniastostupy i ostrostupy

Cwiczenie 4
Wyznacz wzér na objetoéé¢ graniastostupa prawidtowego:

a) tréjkatnego,

b) szesciokatnego,

ktorego wszystkie krawedzie sa réwne i maja dlugosé a.

Cwiczenie 5
a) Oblicz objeto$é graniastostupa prawidlowego szesciokatnego o krawedzi
podstawy 4 cm, ktérego pole powierzchni bocznej jest réwne 180 cm?.

b) Pole powierzchni bocznej graniastostupa prawidlowego
tréjkatnego jest réwne sumie poél jego podstaw. Wiedzac,
ze krawedz podstawy ma dlugosé 5 cm, oblicz objetosc

tego graniastostupa.

Cwiczenie 6
Oblicz kubature (objetosé¢) budynku przedstawio-

1,5

nego obok na schematycznym rysunku. Wymiary < 6

tego budynku podano w metrach.

Zadania

1.

a) Wysoko$¢ graniastostupa prostego jest réwna 7 cm, a jego podstawa
jest trapez o bokach dtugosci 4 ¢cm, 4 ¢cm, 4 cm i 8 cm. Oblicz objetoéé
tego graniastostupa.

b) Podstawy trapezu prostokatnego maja dlugosci a i 2a, a jego kat ostry
jest réwny a. Wyznacz objetosé graniastostupa prostego o wysokosci 3a,
ktorego podstawa jest ten trapez.

a) Przekatna graniastostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé
9 cm, a pole jego podstawy jest réwne 16 cm?. Oblicz objetosé tego gra-
niastostupa.

b) Przekatna graniastostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé d
i tworzy z krawedzig podstawy kat . Wyznacz objetosé tego graniasto-
stupa. Jakie wartosci moze przyjmowaé a?

Do dwéch akwariéw (rysunki A i C) wrzucono kolejno ten sam kamien (ry-

sunki B i D). Za kazdym razem kamien byt catkowicie zanurzony w wodzie.
Oblicz .

A — B. ——— C. D.

_

cm

10
12 cm
11 cm

— —

A\
20 cm 5 ¢

2. a) Dlugosé krawedzi podstawy: a = 4 cm

Wysoko$é graniastostupa: H = /81 — 32 = 7 [cm]
V =16-7 =112 [cm?]
b) Dlugosé krawedzi podstawy: a = d - cos«

d? — (av/2)2 = dv/1 — 2cos? a = dv/— cos 2a

Wysoko$¢ graniastostupa: H =

V = d® cos? av/— cos 2a

—cos2a > 01a<90°% czyli a € (45°;,90°)

. Objeto$é kamienia: 20 - 15 - (12 — 10) = 600 [cm?)

Zatem 20 - 10 - (x — 11) = 600, czyli z = 14 cm.

| f
T I | f J
; \
R | e | J -
A\t

r cm



4. Prostopadtoscienny drewniany klocek o wymiarach 10 cm 10 cm 10 cm

18 ¢m x 30 cm x 50 cm przecieto na cztery czesci
majace ksztalty graniastostupéw tak, jak
przedstawiono na rysunku obok. Oblicz

objetos¢ kazdej z otrzymanych czesci. 6
cm

6 cm

j 6 cm

5. Schody skladaja sie z 15 jedna-
25 cm kowych betonowych stopni o wy-

/ 8 miarach podanych na rysunku
] obok. Oblicz objetosé betonu zu-
12m zytego na ich wykonanie.

6. Podstawa graniastostupa prostego jest tréjkat, ktorego dwa boki maja
dlugosci 3a i av/3, a miara kata miedzy nimi wynosi 30°. Wyznacz objetos¢
tego graniastostupa, jesli wiadomo, ze jego pole powierzchni catkowitej jest
dwa razy wieksze niz pole powierzchni bocznej.

N

Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego trdjkatnego ma dtugosé b,
a przekatne jego sasiednich $cian bocznych poprowadzone z jednego wierz-
chotka tworza kat 45°. Wyznacz objetos¢ tego graniastostupa.

8. Podstawsa graniastostupa prostego jest romb o kacie ostrym «. Przekatna
Sciany bocznej ma dlugosé d i tworzy z krawedzia podstawy kat 3. Wy-
znacz objetos¢ tego graniastostupa.

9. Na ktérym z ponizszych rysunkow przedstawiono siatke graniastostupa?
Oblicz objetosé tego graniastostupa.
A. B.

10. Objetos¢ graniastostupa prostego, ktoérego podstawa jest romb o kacie
ostrym 30°, jest réwna 27 cm?, a jego pole powierzchni bocznej jest réwne
36 cm?. Narysuj siatke tego graniastostupa.

6. H — wysoko$¢ graniastostupa, = — nieznany bok podstawy
2% = (3a)? + (av/3)? — 2-3a - aV/3 - cos 30° = 3a®, zatem = = a\/3
2, = % -3a - a\/3sin 30° = ¥a2
2- % 2= H(3a+ 2v/3a), skad H = 3(2;‘/§)a
V= 3Tﬁa2 . 3(2;—‘/3)11 = %(2\/5— 3)a®
7. d — przekatna $ciany bocznej, H — wysokos$é graniastostupa

V¥ =d*+d?>—2-d-d-cosd5’, czyli b* = d*(2 — /2)
b2 (242
d? = L Eva) _ 52 | V32

H? = d? — 0% = 20, cayli H = \/ 2b

_ b»¥’V3 27 3v213
V=508 =582

4,

Obliczamy objetosci bryt, za-
czynajac od gornego lewego
rogu:
Vi=3-6-10-50 =
1500 [cm?)
Vo=1.12-20-50 — 1500 =
1
1

Vs

i500 [cm®]
1183050 — 6000 =
7500 [cm®]
Vi=1.18-30-50 =

= 13500 [cm?]

. V=15-1.025-02-12=

= 0,45 [m?]

. a — krawedz podstawy

H — wysokosé graniastostupa
=sin 3, czyli H = dsin 8

= cos (3, czyli a = dcos 3

< lf ay

=a%sina- H =
= d® cos® Bsin Bsin o

. A —nie, B — tak, V = 963
. a — krawedZ podstawy

H — wysoko$¢ graniastostupa

. 2
P, =a’sin30° = &

2
V=2H=27
P, = 4aH = 36

Zatem a = 6 cm, H = 1,5 cm.

2.4. Objetos¢ graniastostupa



Odpowiedzi do zadan

1. a) 36
b) E
AW
A B

|AB| _
— = cosa,
a

czyli |AB| = acosa

Na mocy twierdzenia o trzech
prostych prostopadtych
AB 1 BP (patrz s. 109).

P
A B

4BAP = 2,

|AB| _ a
zatem Tap] = €08 35

czyli |AP| = 252

cos 5

Zauwazmy, ze
cosa =cos2- 5 =

. 2 o
=2cos” 5 — 1,

e a cos a+1
czyli cos § = |/ <5+,

stad |AP| = —\/‘ﬁ%

2. Graniastostupy i ostrostupy

Graniastostupy pochyte

Sciany boczne ABFE i DCGH graniasto-
stupa pochylego przedstawionego na rysunku
obok sa rombami o boku a i kacie ostrym a.
Podstawy oraz pozostate $ciany boczne tego
graniastostupa sa kwadratami. Odcinek EP

jest jego wysokoscig.
|EP| = asin a, zatem objetosé tego graniastostupa:

V=P,-h=da* asina=a’sina
Zauwaz, ze objetos¢ tego graniastostupa mozemy réwniez wyznaczy¢, przyj-
mujac, ze jego podstawami sa romby ABFE 1 DCGH. Wéwczas otrzymujemy:

V=P -hW=dsina-a=a’sina

Innym przyktadem graniastostupa pochylego
jest romboedr, czyli graniastostup, ktorego
wszystkie Sciany sa przystajacymi rombami.
Na rysunku obok przedstawiono romboedr,
ktorego wysokoscia jest odcinek EP.

Zauwaz, ze wysoko$¢ Sciany bocznej nie jest
wysokoscia romboedru.

*1. a) Oblicz wysoko$¢ romboedru, ktérego kazda $ciana jest rombem o boku 4
i kacie ostrym 60°.

@ b) Wyznacz wysoko$é romboedru, ktérego kazda $ciana jest rombem o bo-

ku a i kacie ostrym «. Uzasadnij, ze objeto$¢ tego romboedru dana jest

wzorem:
V =a*(1 —cosa)y/1+ 2cosa
3 cm
2. Na rysunku obok przedstawiono siatke 45°

romboedru, ktérego Scianami sg romby
o boku dlugosci 3 cm i kacie ostrym 45°.

a) Oblicz pole powierzchni catkowitej te-
go romboedru.

b) Korzystajac ze wzoru podanego w za-
daniu 1, oblicz objeto$é¢ tego romboedru
z dokladnoécia do 0,01 cm?.

2 2 o 2 — 2
h — a2 acogis 2 = a\/l __ 2cos — \/cosa+1 2 cos® o —

cos a+1 cos a+1

_ [/ (1—cosa)(142cos ) __ 142cosa __ l—cosa \/7
- cos a+1 (1 = (8 a)a sin2a — sina & 1+ 2cosa

_ _ : l-cosa \/7 _ 3 \/—
V=P, -h=a’sina =222 . q/T+2cosa = a®(1 — cosa)y/1+2cosa

2. a) P. = 6-3%.5in45° = 27/2 [cm?]
b) 12,29 cm?®




2.5. Ostrostupy

Ostroshup to wielo$cian, ktorego jedna
Sciana, zwana podstawg, jest dowolnym
wielokatem, a pozostale $ciany, nazy-
wane $cianami bocznymi, sa tréjkata-
mi o wspélnym wierzchotku, zwanym
wierzcholkiem ostrostupa.

Wysokoscig ostrostupa nazywamy odci-
nek, ktorego jednym koncem jest wierz-
chotek ostrostupa, a drugim - rzut
prostokatny wierzchotka na ptaszczyzne
podstawy, zwany spodkiem wysokoSci.

Definicja

$ciana

wierzchotek
boczna

wysoko$é

krawedz
boczna

spodek
wysokosci

krawedz
podstawa podstawy

Ostrostup nazywamy tréjkatnym, czwo-
rokatnym, pieciokatnym itd. — w zalez-
nosci od tego, jakim wielokatem jest
jego podstawa. Na rysunku przedsta-
wiono ostrostup czworokatny.

Ostrostup nazywamy prostym, jesli wszystkie jego krawedzie boczne maja

te sama dlugosc.

Jesli podstawa ostrostupa prostego jest wielokat foremny, to taki ostrostup

nazywamy prawidlowym.

[] Cwiczenie 1

Uzasadnij, ze w ostrostupie prostym spodek wysokosci jest srodkiem okregu

opisanego na podstawie tego ostrostupa.

Pole powierzchni calkowitej ostrostupa jest réwne su- P.—P 4P
mie pola jego podstawy i pola powierzchni bocznej. ¢ P ’

Cwiczenie 2

Czy na rysunku przedstawiono siatke ostrostupa prostego? Jesli tak, to oblicz

jego pole powierzchni catkowite;j.

0 Ny

a) 3 3 b)
[/ N 3
3 3
3 5
5 9 -/
3 3 T~
Y 5 ia
3
3 3
Cwiczenie 2

3 3
e

3 TR A
3

a) nie — wysoko$¢ $ciany bocznej: /32 — 2,52 = /2,75 nie moze by¢ mniejsza od

potowy krawedzi podstawy: 2,5

b) tak, P. = 2% +4-1-2-2y2 = 4(1 + 2v/2), wysokos¢ Sciany bocznej: hy = 2v/2

c) nie — krawedzie boczne musza mieé¢ réwne dlugosci

Uczen:

— wskazuje elementy charakte-
ryzujace ostrostup,

— oblicza pole powierzchni
ostrostupa, majac dana jego
siatke,

— rysuje siatke ostrostupa
prostego, majac dany jej
fragment,

— oblicza pole powierzchni
bocznej i pole powierzchni
catkowitej ostrostupa,

— stosuje funkcje trygono-
metryczne do obliczania pola
powierzchni ostrostupa.

Cwiczenie 1

Niech S bedzie wierzchotkiem
ostrostupa, O — spodkiem jego
wysokosci, a n-kat A1 Az ... A, —
jego podstawa.

Jezeli ostrostup jest prosty, to
|SA1| = |SA2| = ... = |SAx|.
Stad trojkaty

SOA;, SOA;, ...,SOA,

sa przystajace.

Zatem

|OA| = |0Az| =...=|0A,|.
Oznacza to, ze punkt O jest
réwno oddalony od wszystkich
wierzchotkéw n-kata

A1As... Ay, czyli jest srodkiem
okregu opisanego na podstawie
ostrostupa.

Multitefa
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Cwiczenie 3
x — dlugos¢ krawedzi $ciany
bocznej
/2 = 4, czyli x = 24/2 cm

2
Po=2fy3.}. (227 =
= 4(3+v/3) [em?]
Cwiczenie 4
a — dlugod¢ krawedzi podstawy

hy — wysokos¢ Sciany bocznej
V8 — 95./3, czyli a = 10
P.=25v/3+3-2-10-hy =
=7-25\3

15hy = 6 - 251/3

hy = 10v/3

Cwiczenie 5
Sciany boczne sa trdojkatami
rownobocznymi.

— g2 62v3 _
P.=6"+4->==

=36(1+ /3) [cm?]

Cwiczenie 6

a) P. =4- Y8 — 95/3 [cm?]
b) a — dlugosé krawedzi
Po=4- 20 = 49./3,

czyli a =7 cm
Suma dlugosci wszystkich
krawedzi: 6 - 7 = 42 [cm]

2. Graniastostupy i ostrostupy

Cwiczenie 3

Oblicz pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidlowego tréjkatnego, kto-
rego Sciany boczne sg tréjkatami prostokatnymi, a krawedz podstawy ma diu-
gos¢ 4 cm.

Cwiczenie 4

Podstawa, ostrostupa prawidlowego tréjkatnego ma pole réwne 25v/3. Oblicz
wysokosé Sciany bocznej tego ostroshupa, jesli jego pole powierzchni catkowitej
jest siedmiokrotnie wigksze od pola podstawy.

Katem ptaskim przy wierzchotku ostrostupa prawidtowego nazywamy kat
miedzy ramionami tréjkata réwnoramiennego bedacego sciang boczna tego
ostrostupa.

Cwiczenie 5
Oblicz pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego czworokatnego,
ktérego krawedz podstawy ma dlugosé 6 cm, a kat plaski przy wierzchotku

ma miare 60°.
D

Ostroshup prawidtowy tréjkatny, ktorego wszystkie
Sciany sg tréjkatami réwnobocznymi, nazywamy A C
czworo$cianem foremnym.

Cwiczenie 6 B

a) Oblicz pole powierzchni catkowitej czworoscianu foremnego, ktérego kra-
wedz ma dlugo$é 5 cm.

b) Oblicz sume diugosci wszystkich krawedzi czworo$cianu foremnego, ktérego
pole powierzchni caltkowitej jest réwne 49v/3 cm?.

Zadania

1. Na rysunku obok przedstawiono frag- e g 5
ment siatki ostrostupa prostego. Oblicz 5
pole powierzchni catkowitej tego ostro-
stupa. o 8 0

2. Podstawa ostrostupa prostego jest prostokat o bokach dtugosci 6 cm i 8 cm.
Dwie sposrdod jego Scian bocznych sg tréjkatami réwnobocznymi. Oblicz
wysoko$¢ tego ostrostupa (rozpatrz dwa przypadki).

Odpowiedzi do zadan
1.P.=40+2-2v3+2.1.8.3=-644 23
2. h — wysoko$¢ ostrostupa
I przypadek — krawedzie boczne o dlugosci 6 cm
h =62 =52 = /11 [cm]
II przypadek — krawedzie boczne o dtugosci 8 cm

h = /82 =52 = /39 [cm]



10.

11.

12.

10.

11.
12.

Wysokos¢ ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest réwna 12 cm. Two-
rzy ona z wysokoscia Sciany bocznej kat « taki, ze sina = % Oblicz pole
powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

Pole podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest réwne 8 cm?,
a jego Sciany boczne sg tréjkatami réwnoramiennymi o kacie miedzy ra-
mionami 30°. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

Wysokos¢ ostrostupa prawidtowego tréjkatnego tworzy z krawedzia boczna
tego ostrostupa kat o taki, ze cosa = 0,8. Krawedz podstawy ma dlu-
gos¢ 3 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

Sciana boczna ostrostupa prawidlowego tréjkatnego jest tréjkatem réwno-
ramiennym, w ktérym ramiona maja dlugos¢ 2 cm, a kat miedzy nimi jest
rowny 30°. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

W ostrostupie prawidlowym tréojkatnym suma dlugosci jednej krawedzi
podstawy i wysokoéci Sciany bocznej jest rowna s, a kat miedzy krawedzia
boczng a krawedzia podstawy ma miare a. Wyznacz pole powierzchni
bocznej tego wielodcianu.

Wyznacz pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidlowego czworokat-
nego, ktérego wysokos¢ jest réwna h, a kat plaski przy wierzchotku ma
miare 2a.

W ostrostupie prawidlowym szesSciokatnym krawedz podstawy ma dlu-
gos¢ 8, a kat miedzy wysokosciami sasiednich $cian bocznych ma miare 30°.
Oblicz wysokos$é tego ostrostupa oraz jego pole powierzchni catkowite;j.

Dany jest ostrostup prawidlowy szesciokatny, w ktérym wysokosé éciany
bocznej jest réwna 9 cm. Réznica miedzy polem kota opisanego na podsta-
wie tego ostrostupa a polem kota wpisanego w te podstawe wynosi 87 cm?.
Oblicz pole powierzchni catkowitej tego ostroshupa.

S
Podstawa ostrostupa o wierzchotku S jest kwadrat ABC D

o boku a. Krawedz S A jest prostopadia do podstawy oraz
|SA| = a. Wyznacz dlugosci pozostalych krawedzi tego D
ostrostupa oraz jego pole powierzchni calkowite;. <

Dany jest ostrostup tréjkatny, w ktorym krawedz SC A c

jest prostopadla do podstawy ABC (rysunek obok)
oraz |AB| = 5, |[BC| = 3, |AC| = |SC| = 4. Oblicz
cosinusy katéw tréjkata ABS. B

a — dtugos$é krawedzi podstawy
Pole kota opisanego na podstawie: P, =7 - a

Pole kota wpisanego w podstawe: P, = 7 - 3a2

1
moal—1- # =87

a = 4v/2 cm

Po=6. W25 1 6. 1.4/5.9=12(4v/3 + 9v/2) [cm?]
Pozostale krawedzie: aVv'2, av2, a/3. P. = a2(2 + \/5)

Tréjkaty ACS i BC'S sg prostokatne, wiec |BS| =5 i |AS| = 4V/2.
|AD| = |DS| = 2v/2

cos JASB = cos JSAB = % — 22

2
cos JABS =1 — 2sin® JABD = 1 — 2 cos® <ISAB:1—2(¥) =l-2=4

2

25 25

3. 360 cm”®
4. a — dlugosé krawedzi podsta-

wy

b — dtugosé krawedzi Sciany
bocznej

7 twierdzenia cosinuséw:

a® =b%+b%> —2-b%cos30°

8 = 20> — b*V/3

b? = 8(2+/3)

P.=8+4-1-82+3)

-5in 30° = 8(3 + v/3) [cm?]
S

|AO| = 2. 32 = /3 [cm]

OS] _
TAS| — 0787
czyli |OS| = £|AS|

(£148))° + (V3)? = |AS|?

|AS|:%§cm
|OS|:$cm
2 9 73
|DS\:4/§5—124/EZ
= % lom)
_ 323 1 V73 _

— 3/3(3 4 V/73) [em?]

. a — dtugo$éé krawedzi podsta-

wy
7 twierdzenia cosinuséw:
a? =22 +2%—-2.2%2cos30°
a?=8—4V3

_ (8-4v3)v3
Pe="—0"+

+3-1.2%5in30° = 2V/3 [cm]

3s2tga
7. (tga+2)?
8. 2h% tg 20

. H=4y/31+3)

P. =96 (V3+V/6+3V3)

2.5. Ostrostupy



I 104 2. Graniastostupy i ostrostupy

Szlify diamentow

Diamenty po oszlifowaniu czgsto maja
ksztalt wielo$cianu wypuklego.

Wieloscian nazywamy wypuktym, jesli kazdy
odcinek, ktérego konce sg punktami tego
wieloscianu, jest caty w nim zawarty.

Na szkicach ponizej pokazano
najwczesniejsze szlify diamentéw w Europie.

Pierwsze szlify diamentéw polegaty na wygtadzaniu naturalnych $cianek krysztatow.
Dopiero wynalezienie tarczy szlifierskiej pozwolito na skosne Scinanie krawedzi
diamentow i tworzenie tzw. fasetek, czyli symetrycznie rozmieszczonych scianek.

‘ NZi
szpiczasty kamien gruby kamien cienki kamien
XIV w. XIV w. XIV w.

szlif Mazarina
XV w. XVII w. XVII w.

pojedyncze dobro szlif Peruzziego

Wzér Eulera
Dla dowolnego wieloscianu wypuktego zachodzi zalezno$¢ opisana tzw. wzorem Eulera:
s—k+w=2

gdzie s oznacza liczbe $cian, k - liczbe krawedzi, w - liczbe wierzchotkow.

Ell Sprawdz prawdziwo$é wzoru Eulera dla wielo$cianéw, ktérych ksztatt
maja pierwsze trzy szlify diamentéw przedstawione na ilustraciji.

1. Szpiczasty kamien: s = 8, k = 12, w = 6. Wzér Eulera: 8 — 12 + 6 = 2
Gruby kamien: s =9,k = 16, w = 9. Wzér Eulera: 9 — 16 +9 = 2
Cienki kamien: s = 10, k = 20, w = 12. Wzdér Eulera: 10 — 20 + 12 = 2



2.6. Objetosc¢ ostrostupa

Objetosé dowolnego ostrostupa wyraza sie za pomoca wzoru:

V=1p,H

— 3
gdzie P, jest polem podstawy ostrostupa, a H — jego wysokoscia.

Przyktad 1
Szescian o krawedzi dtugosci 6 cm przecieto plasz- Dy
czyzna przechodzaca przez wierzchotki B, D i C
(rysunek obok). Oblicz objetosci wieloscianéw otrzy-

Ch

manych w ten sposéb. By

Jednym z wieloscianéw jest ostrostup, ktérego pod-
stawg jest trojkat BDC' o polu: D/ —Jo

P,=1-6-6=18 [cm?] e
Wysokoé¢ tego ostrostupa H = 6 cm, zatem jego 4
objetos¢ V =1 -18-6 = 36 [cm?].

\
\
A :
\
\
\

Natomiast objetos¢ drugiego wielodcianu jest réwna 6 — 36 = 180 [cm?].
Dy

Cwiczenie 1

Wysokos$é graniastostupa prawidlowego czworokat-

nego jest réwna 6 cm, a przekatna podstawy ma dtu-

gos¢ 8 cm. Oblicz objetosci wieloSciandéw powstatych

Ay

z przeciecia graniastostupa plaszczyznag BDM (ry- D
sunek obok), jesli punkt M nalezy do krawedzi CC, /
i odcinek C'M jest dwa razy dtuzszy od odcinka M C. /

Cwiczenie 2 S
Oblicz objetos$¢ ostrostupa prawidtowego czworokat-
nego o wysokosci réwnej 9, jesli cosinus kata miedzy: A
a) wysokos$cig tego ostrostupa a wysokoscia jego $cia-
ny bocznej jest réwny 0,9 (rysunek obok),
b) wysokoscig tego ostrostupa a jego krawedzia bocz-
ng jest réwny 0,6.

A B
Cwiczenie 3
Pole podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest rowne P, a wyso-
kos¢ jego $ciany bocznej jest réwna h. Wyznacz pole powierzchni catkowitej
i objetosé tego ostrostupa.

Cwiczenie 3
Dtugosé krawedzi podstawy: v/ P

H — wysoko$¢ ostrostupa

2
H? + (%\/ﬁ) = 12, cayli H = \/h2 — 1P

P.=P+4-1.VP-h=P+2hn/P

v=1p/nz_1p

Uczen:

— oblicza objetos¢ ostrostupa
prawidtowego,

— stosuje funkcje trygono-
metryczne do obliczania
objetosci ostrostupa,

— rozwigzuje zadania o podwyz-
szonym stopniu trudnosci
dotyczace ostrostupow.

Cwiczenie 1

Dtugos¢ krawedzi podstawy:

a = 4v/2 cm

|CM| = %\CCH =4 cm
Vi=2-12-(4v2)? 4=% [em?]
Vz = (4v2)? -6 — & = 32 [em®
Cwiczenie 2

a — dtugosé krawedzi podstawy
b — dtugos$é krawedzi Sciany
bocznej

a) h% =0,9, czyli hp = 10

(30 + 92 = 10,

czyli a® = 76
V=1.76-9=228

b) 2 =0,6, czyli b= 15
(3av2)* +92 =157,

zatem a? = 288

V =1.288-9=2864

MultiteZa
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Cwiczenie 4

D
B

a — dhugosé krawedzi podstawy
|OS| =12 cm, |SD| =15 cm

|AD| = 25 cm

|OD| = L|AD| = 28 c¢m
12% + |OD|? = 152,

czyli |OD| =9 cm

|OD| =9 = 243

czyli @ = 18v/3 cm
V=1 08338 49
= 9721/3 [cm?)

Cwiczenie 5 g

B

a — dtugosé krawedzi podstawy
|OS| = 16 cm

a) 421 = 0,5,

czyh |AO| =8 cm
|40 = 2. =8 =3,
czyli a = 8v/3 cm

= 256+/3 [cm?]

b) 2% =08,

czyli |DS| =20 cm
16% 4+ |OD|? = 207,
czyli |OD| =12 cm
|OD| = 1. 28 — 12,

czyli a = 24\/§ cm

_ 1 (24/3)2V8 _
V=g =3 16=

= 2304y/3 [em?]

2. Graniastostupy i ostrostupy

Przyktad 2
Oblicz objetosé ostrostupa prawidtowego tréjkatnego, ktérego S
wysokosé jest réwna 8 cm, a krawedz boczna — 10 cm.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok oraz diu-
gos¢ krawedzi podstawy oznaczmy przez a.
Wéwezas:

|AD| a\/_ A C
Spodek wysokosci ostroshupa — punkt O — jest érod- b
kiem okregu opisanego na podstawie, zatem: B

2 av3  Srodek okregu opisanego na trdjkacie réwno-
|AO|=§|AD‘=T\/_ gu Of g Jka

bocznym dzieli jego wysokos¢é w stosunku 1:2.

Rozpatrzmy trojkat AOS. Na podstawie twierdzenia g
Pitagorasa mamy:
2
aVv3
==} +82 =107
( 3 ) S
(12 8
== 100 — 64
a?=36-3
Obliczamy pole podstawy ostrostupa: A ¥} 0

P, = a®v3 _ 36-3-V3 = 27v/3 [em?]

4 4
ip,-H=1.27V/3-8 =723 [em?®].

Zatem objetos¢ ostrostupa: V =

Cwiczenie 4
Oblicz objetos$é ostrostupa prawidlowego tréjkatnego, ktérego wysokosé jest
réwna 12 cm, a wysokoé¢ $ciany bocznej — 15 cm.

Cwiczenie 5

Oblicz objetosé ostrostupa prawidlowego tréjkatnego, ktérego wysokosé jest
rowna 16 cm i tworzy:

a) z krawedzia boczna kat « taki, ze tga = 0,5,

b) z wysokoscia Sciany bocznej kat « taki, ze cosaw = 0,8.

Cwiczenie 6

W ostrostupie prawidtowym kat ptaski przy wierzchotku ma miare o, a kra-
wedz podstawy ma dtugoéé a. Wyznacz objetosé takiego ostrostupa o podsta-
wie:

a) kwadratu, b) tréjkata.

Cwiczenie 6
H — wysokosé ostrostupa, b — dlugosé krawedzi Sciany bocznej
a
T _
i sin 3, czyli b = 52— z
2 2 2 2 1_92sin2 & 2
a)HQZL _ (a2 — a- 1 -2 _a* 17esin"m _ a® | cosa
2sin § 2 4 \sin? g 4 sin? & 4 sin? §
_ a\/cosa a_\/cosa
H= 2sin § V 6 sin g

by H?2 = (e ) (2. 28) St (g _g) o2 sdsn’s
— \2sin § 3 2 T 12 \sin? § 12 sin? &

H— av3  A/3-4sin® §
6

sin §
V= 1 a2V/3 L aV3 | \/3—4sin? & 3\/374sin2%
- 8 4 6 sin § 24sin §



Wysokosé czworoscianu foremnego o krawedzi a wyraza sie za pomoca

WZOru: P avB
3
a jego objetos¢ — za pomocyg wzoru:
7= 28
12

Dowé6d
Na rysunku ponizej przedstawiono czworoécian foremny o krawedzi a.
Niech punkt O bedzie spodkiem wysokosci czworo-
§cianu. Rozpatrzmy tréjkat prostokatny AOS. S
Zauwazmy, ze |AO| = 2|AD| = “3 oraz |AS| = a.
Zatem na podstawie twierdzenia Pitagorasa:
2
H2:a2—(i§) :a2—3a2:2a2
3

3 3
, A c
Stad H = /2a® = %{’ oraz objetosé czworoscianu: ‘
Velp . g1 V8 a6 _ V2 I
T3P T3 g 312 B

Cwiczenie 7
a) Oblicz objeto$é¢ czworoécianu foremnego, ktérego pole powierzchni catko-
witej jest réwne 361/3 cm?.

b) Oblicz pole powierzchni calkowitej czworoscianu foremnego o objetosci
réwnej 18v/2 cm?.

Zadania

1. Wysoko$é ostrostupa prawidtowego jest réwna 15 ¢m, a obwdd jego pod-
stawy jest réwny 24 cm. Oblicz objeto$¢ tego ostrostupa, jezeli jest on:
a) czworokatny, b) tréjkatny, c) sze$ciokatny.

2. Na rysunku obok przedstawiono fragment siatki
ostrostupa prawidtowego czworokatnego, ktoé-
rego pole powierzchni calkowitej jest rowne
36(14-v/3) cm?. Oblicz objetosé tego ostrostupa. 60°

3. Sciana boczna ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest tréjkatem réw-
noramiennym, w ktérym ramiona maja dhugo$¢ 13 cm i tworza kat « taki,
ze cos § = % Oblicz objetosé tego ostrostupa.

4. Wyznacz objetosé ostrostupa prostego, ktérego wysokosé tworzy z krawe-
dzia boczng kat o, a podstawa jest prostokat o bokach a i 2a.

3. a — dlugosé krawedzi podstawy
hy — wysoko$¢ Sciany bocznej
hy _ 12

(S )
S5y = T = |

h? + (%)2 =132, czyli a = 10 cm
H? + (2) = h, coyli H = V122 — 52 = /119 [cm]
Vz%-l(ﬁ-@zm [cm®]

4. d — przekatna podstawy, H — wysokos¢ ostrostupa

czyli hy = 12 cm

d=+/(2a)% + a2 = a\/5

H _ ctga, czyli H = “T‘/gctga

g

V= % 202 - “T5ctga = “33‘/3 ctg o

Cwiczenie 7

a) 4. 2¥8 — 36\/3,

stad a = 6 [cm]

V= 631‘25 = 18v/2 [cm?]

b) V = 18v/2, zatem z podpunk-
tu a) P. = 36v/3 [cm?]

Odpowiedzi do zadan
1.2) V=1.62.15 =180 [cm?]

3
b)V=1.8415-

2. a — dlugosé kazdej krawedzi
ostrostupa
a?V3
P.=a*+4 203 =
=a?(1+3) =36(1 + V3),

czyli a = 6 cm

H = et~ (V) =
= ‘/TEa, czyli H = 3v/2 cm
V=2-6"3/2=

36v/2 [em?]

2.6. Objetos¢ ostrostupa



5.

10.
11.

12.
13.

a — krawedZ podstawy
h — wysokos$é $ciany bocznej
H — wysoko$¢ ostrostupa

>poe

=tga, czyli a = 2h - tga

%ah: h2tga = S, czyli

h? = tgia, stad a? = 4Stg o
_ _ S(1-tg2 a)

H=+h2 —a2 = /tgii

V==1.4 H=

3

=35/ Stga(l —tg?a)

. Kat ptaski przy wierzchotku:

kat prosty

Krawedz podstawy: 20 cm
Wysoko$é $ciany bocznej:
10 cm

Wysoko$é ostrostupa:

2
20v3 1\ _
\/102—<%'T) =

:—log/é[cm]
_ 1 .20%V3  10V/6 _
V=5 55 5=

_ 100;)\@ [em?]

. a — krawedz podstawy

b — krawedz boczna

H — wysoko$¢ ostrostupa
3a+3b=21, czylib="7—a,
gdzie a € (0;7)

H2:b2—(§-

a_\/§)2

2

13 =49 — 14a +a? - &
a?—2la+54=0

a=31luba=18 ¢ (0;7)

_ 1323 _ 3V39
V=3 58 V3=
_ 1 62V3 _
V=1.6-53.3=
= 54/3 [cm?]
. a) V3 cm?
b) 21/3(140 + 99v/2) cm?
s\éﬁ e
V35 3
21 @
a3
24tg
a — dtugos$é krawedzi podsta-

wy
H — wysoko$¢ ostrostupa
ABCDS

Wéwcezas V = %a2H.
Dtugoéc¢ krawedzi ostrostupa
A1B1C1D1S jest réwna %a,
a jego wysoko$¢ wynosi %H .
Objetos¢ tego ostrostupa:

1 (a)2 H _ 1 2 H _

1
3'\2) " 2=3°@ "F=3%
Zatem objetos$¢ ostrostupa
Scietego jest réwna:

V-iv=1Vv

\%

2. Graniastostupy i ostrostupy

10.

11.

12.

14,

14

Pole $ciany bocznej ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest réwne S,
a kat ptaski przy wierzchotku ma miare 2a. Wyznacz objetoéé¢ tego ostro-
stupa.

Oblicz objetosé ostrostupa prawidtowego tréjkatnego, ktorego Sciany bocz-
ne sg trojkatami prostokatnymi o przeciwprostokatnej réwnej 20 cm.

Suma dtugosci krawedzi ostrostupa prawidlowego tréjkatnego wynosi 21,
a jego wysokosc¢ jest rowna v/13. Oblicz objetosé tego ostrostupa.

Oblicz objetos¢ ostrostupa prawidtowego szesciokatnego, ktérego wysokosé
jest dwa razy kroétsza od wysokosci jego $ciany bocznej, a krawedz pod-
stawy ma dlugosé 6 cm.

Oblicz objetosé czworoscianu foremnego, ktérego wysokosé:
a) jest réwna 2 cm,

b) jest o 1 cm krétsza od wysokosci jego Sciany.

Dany jest czworoscian, w ktéorym dwie skosne krawedzie maja dlugosé
4 cm kazda, a pozostale krawedzie maja po 5 cm. Oblicz objeto$é tego
czworoscianu.

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidlowego tréojkatnego jest sie-
dem razy wieksze od pola jego podstawy, a krawedZ podstawy ma dtu-

gosé a. Wyznacz objetosé tego ostrostupa. g

Wysokosé¢ ostrostupa prawidlowego trojkatnego tworzy

z wysokoscig Sciany bocznej kat a. Krawedz podstawy

ma diugos$é a. Wyznacz objetosé tego ostrostupa. Cy
/4

Ostrostup prawidlowy czworokatny o objetosci V
przecieto plaszczyzna przechodzaca przez srodki
krawedzi bocznych (rysunek obok). Wykaz, ze
otrzymany ostrostup éciety ABCDA;B,C, D,

ma objetoéé¢ IV,
e 8 A B

Pole podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest réwne 18 cm?,
a jego krawedz boczna ma dhugosé 10 cm. Ostrostup przecieto plaszczy-
zng rownolegla do plaszczyzny podstawy. Punkty, w ktérych plaszezyzna
przecieta krawedzie boczne ostrostupa, sa wierzchotkami kwadratu o polu
4 cm?. Oblicz objetosci wieloScianéw, na ktére plaszczyzna ta podzielita
ostrostup.

Dtugoéé krawedzi podstawy ostrostupa: 3v/2 cm
H — wysoko$¢ ostrostupa

H? + (% -3v2- \/5)2 = 102, czyli H =91 cm
Woéwczas V = £ - 18y/91 = 61/91 [cm®].
Dtugos¢ krawedzi ostrostupa odcigtego jest réwna 2 cm,

a jego wysokos¢ wynosi 2= H = =
Wowczas objetosé ostrostupa odcigtego jest rowna % 4. % — % 182 [em?)].

Objeto$é ostrostupa Scietego jest réwna:
54\9/ﬁ _ 4\/;82 _ 2{}%(27_ \/5) _ \/18_2(3\/_— %) [cm3]



Uczen:

*2.7. Twierdzenie o trzech prostych e wiendsonte o tosech
prosto padl'y Ch prostych prostopadtych do

uzasadnienia prostopadtosci

B . prostych,
Prosta [, ktéra ma z plaszczyzna P jeden punkt _ heie iretbentts @ et
wspolny i nie jest do tej plaszczyzny prostopadla, ! prostych prostopadtych do
nazywamy prosta pochyla do plaszczyzny P. rozwiagzywania zadan ze
/ stereometrii,

Prosta [, pochyta do plaszczyzny P, tworzy z pro- _La ] ; _ przeprowadza dowéd twier-
sta I’ bedaca jej rzutem prostokatnym na plaszczy- /,/ D dzenia o trzech prostych
zne P kat o € (0°;90°) (rysunek obok). prostopadtych.
Twierdzenie o trzech prostych prostopadtych

Prosta k zawarta w plaszczyznie P jest prosto- k !

padia do prostej [ pochylej do plaszczyzny P

wtedy i tylko wtedy, gdy jest prostopadia do 4

prostej I bedacej rzutem prostokatnym proste;j i

na ptaszczyzne P. - 2
Dowdd — patrz zadanie 9 na stronie 111.
Zauwazmy, ze jesli prosta k (rysunek obok) jest
prostopadta do prostej I, to kazda prosta réwnole-
gla do prostej k jest rowniez prostopadia do pro-
stej 1.
Cwiczenie 1 Dy o Cwiczenie 1

@ a) Prosta AB jest rzutem prostokatnym prostej A; B , ' a) Proste BC'i AD sa prosto-
na plaszczyzne zawierajaca podstawe ABCD sze- A, ' padte do prostej AB, wiec na
. . J ‘ B podstawie twierdzenia o trzech
$cianu (rysur.lek obok.). Ktore proste przechodzace 1 prostych prostopadiych s
przez dwa wierzcholki tej podstawy sa prostopadle __1__Jo  prostopadie do prostej A;B.
do prostej A; B? OdpowiedZ uzasadnij. /,/ D b) AC, A1Cy, ABy, CBy, A1 D,
CiD

b) Ktére proste przechodzace przez dwa wierzchotki A
tego szeScianu sg prostopadle do prostej BD,?

] Cwiczenie 2
Uzasadnij, ze prosta zawierajaca krawedz boczna ostrostupa prawidlowego
czworokatnego jest prostopadta do prostej zawierajacej jedna z przekatnych
podstawy tego ostrostupa.

Cwiczenie 2

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Rzutem prostokatnym prostej AS na plaszczyzne podstawy
jest prosta zawierajaca przekatnag AC. Podstawa ostrostupa
prawidtowego czworokatnego jest kwadrat, a jego przekatne
sg prostopadte. Zatem na mocy twierdzenia o trzech pro-
stych prostopadlych prosta zawierajaca przekatna BD jest
prostopadta do prostej zawierajacej krawedz boczna AS.

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.7
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Odpowiedzi do zadan
1. a) Prosta BD jest rzutem

prostokatnym prostej BD;
na plaszczyzne podstawy.
Proste A L BD (przekatne
kwadratu sa prostopadte).
Zatem na mocy twierdzenia
o trzech prostych prostopad-
tych BD:1 | AC.

b) Prosta BC| jest rzutem
prostokatnym prostej BD:
na ptaszczyzne BCC:B;.
Proste BC1 i B1C sg prze-
katnymi prostokata BC'C1 B,
niebedacego kwadratem,
wigc nie przecinaja si¢ pod
katem prostym, stad proste
BD; i B;C nie sa prosto-
padte.

. Przyjmijmy oznaczenia jak
na rysunku. Proste AS i BC'
zawieraja sko$ne krawedzie.

S

D

B
Prosta AD jest rzutem
prostokatnym prostej AS na
plaszczyzne podstawy. Pro-
sta AD jest wysokoscig tréj-
kata réwnobocznego ABC,
zatem jest prostopadta do
prostej zawierajacej krawedz
BC'. Stad na mocy twierdze-
nia o trzech prostych prosto-
padlych AS | BC.

. b) 48

. a) AD, BC, EF

b) AC, DF

¢) BF, CE

d) AB, AC, AD, AE, AF,
BC, BD, BE, BF, CD,
CFE,CF, DE, DF, EF
.3

. tak, ACy L BDq,

A1C 1 B1D

. 3\/§ cm?

2. Graniastostupy i ostrostupy

Zadania

(0] 1.

Dany jest graniastostup prawidlowy czworokatny
niebedacy szescianem (rysunek obok). Uzasadnij, ze
jego przekatna BDy:

Gy
Ay

|

N\ B
a) jest prostopadla do prostej AC, }
b) nie jest prostopadia do prostej B;C. }

Uzasadnij, ze proste zawierajace skosne krawedzie y
ostrostupa prawidlowego trojkatnego sa prostopadle. A B

Podstawa ostrostupa ABC' DS jest kwadrat ABC D, a krawedZ boczna AS
jest jego wysokoécia.

a) Wykaz, ze wszystkie Sciany boczne tego ostrostupa sa tréjkatami pro-
stokatnymi.

b) Oblicz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa, jesli wiadomo, ze
jego wysokosé jest réwna 3, a krawedz podstawy ma diugosé 4.

Dany jest graniastostup prawidtowy szesciokatny £y Dy
(rysunek obok). Rozpatrzmy proste wyznaczone g [ Y
przez dwa punkty wybrane sposréd punktéw A, Arl By
B, C, D, E, F. Ktére z tych prostych sa prosto- )‘E, - LD
padte do prostej: k” Mo
a) BFl, b) BEl, C) BCl, d) BBl?

A B

Dany jest graniastostup prawidlowy o$miokatny. Ile jest prostych wyzna-
czonych przez dwa wierzcholki dolnej podstawy tego graniastostupa oraz
prostopadtych do jego najdtuzszej przekatnej?

Dany jest graniastostup prawidlowy pieciokatny. Uzasadnij, ze przekatna
tego graniastostupa nie jest prostopadila do zadnej prostej wyznaczonej

przez dwa wierzchotki jego podstawy.
Dy

C

Dany jest prostopadloscian o krawedziach pod- | '
stawy |AB| =5 cm i |BC| = 3 cm oraz wysokosci A { B,
4 cm (rysunek obok). Czy ktéres dwie sposréd D ___|_Jo
przekatnych tego prostopadlos$cianu sg do siebie g
prostopadte? A B
Podstawg graniastostupa prostego jest trapez réwnoramienny o wysokosci
V3 cm i kacie ostrym 60°. Przekatna tego graniastostupa jest prostopadta
do jednej z krawedzi. Oblicz pole jego podstawy.

. a) Wysoko$é AS jest prostopadla do plaszczyzny podstawy, S

stad ADAS i ABAS sa prostokatne.

Prosta AD jest rzutem prostokatnym prostej SD na plaszczy-
zne¢ podstawy. Podstawa ostrostupa ABCDS jest kwadrat,
stad proste zawierajace boki AD i C'D sa prostopadle. Za-
tem na mocy twierdzenia o trzech prostych prostopadtych

B
CD 1 SD, czyli ACDS jest prostokatny. M

Analogicznie wykazujemy, ze ACBS jest prostokatny. C D

. Rzutem prostokatnym przekatnej graniastostupa prawidtowego pieciokatnego na

plaszczyzne podstawy jest jedna z przekatnych podstawy. Zauwazmy, ze w piecio-
kacie foremnym zadna z przekatnych nie jest prostopadla ani do innej przekatnej,
ani do boku pieciokata. Zatem zadna z tych prostych nie moze by¢ prostopadta do
przekatnej graniastostupa.



@ 9. Przeczytaj dowdd twierdzenia o trzech prostych prostopadlych. Podaj,
z jakiego twierdzenia korzystamy w miejscach oznaczonych ? .

Rozpatrzmy prosta [ pochyta do plaszczy-

zny P i przecinajaca ja w punkcie A oraz c B
prosta I’ bedaca rzutem prostokatnym pro- e
o »®
stej I na te plaszczyzne (rysunek obok).

. . .. A (]
Na prostej | wybieramy punkt B rézny od - B/ I

fr

0
punktu A. Niech B’ bedzie rzutem prosto- 7 |
katnym punktu B na ptaszczyzne P. |

Przez punkt A prowadzimy prostg AC' prostopadia do ptaszczyzny P
(zauwazmy, ze proste AC' i BB’ sg réwnolegle).

= Zakladamy, ze prosta k zawarta w plaszczyznie P jest prostopadia
do prostej | (rysunek ponizej) i pokazemy, ze jest wtedy prostopadia
do prostej .

Prosta k jest prostopadla do dwéch nieréw- I
nolegtych prostych zawartych w plaszczyz- C e
nie, do ktérej nalezg punkty A, B, B'i C' —
sg to proste AB i AC. Zatem na podstawie
twierdzenia ? | prosta k jest prostopadtla do
kazdej prostej zawartej w tej plaszczyznie, 7
w szczegblnosei do prostej I

5 N\e

ol

-
L

A7/l
|
|

= Zakladamy, ze prosta k zawarta w plaszczyznie P jest prostopadla
do prostej I’ (rysunek ponizej) i pokazemy, ze jest wtedy prostopadia
do prostej [.
Prosta k jest prostopadla do dwéch nieréw- I
nolegtych prostych zawartych w plaszczyz- C A
nie, do ktérej nalezg punkty A, B’, Bi C —
sg to proste AB' i AC. Zatem na podstawie
twierdzenia ? | prosta k jest prostopadta do - \1/
|
|

5 N\e

&l

kazdej prostej zawartej w tej plaszczyznie, 7
w szczegblnosci do prostej [.

9. Twierdzenie o prostej prostopadlej do plaszczyzny (patrz str. 88)

2.7. Twierdzenie o trzech prostych prostopadtych



Uczen:

— wskazuje i wyznacza
katy miedzy odcinkami
w graniastostupie a ptasz-
czyzna jego podstawy lub
$ciang boczna,

— wskazuje i wyznacza katy
miedzy odcinkami w ostro-
stupie a plaszczyzna jego
podstawy,

— rozwiazuje zadania dotyczace
miary kata miedzy prosta
a plaszczyzng (réwniez
z wykorzystaniem trygono-
metrii).

Cwiczenie 1
30°, okoto 27°

Cwiczenie 2
Ll e.
|
o)
2 [ F
\
|
5 /D \ | c
/
/) 3
A 1 B
|BD| =5 cm
|BH| = 5v/2 cm
. _ 3 _ 3/2
Slna—m—w
sinﬂz%z%
Cwiczenie 3
&
d !
h RN
e
a
a
T
h=+Vd?—a? =

_ (12 1 1 _a\/lftg2a
7 tg? « - tga

Objeto$¢ graniastostupa:

V= RV4 lftg2aa3

tg a
V>0, gdytg?a <1
tga<litga > —1 oraz
a € (0°;90°), czyli a € (0°;45°)
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2. Graniastostupy i ostrostupy

2.8. Kat miedzy prosta a ptaszczyznag

1 v
e

Katem miedzy prosta a plaszczyzng nazywamy kat ostry, ktéry ta prosta
tworzy ze swoim rzutem prostokatnym na te plaszczyzne. Jesli rzutem prostej
jest punkt, to przyjmujemy, ze plaszczyzna i prosta tworza kat prosty. Jesli
prosta jest réwnolegta do plaszczyzny, to tworzy z nia kat 0°.

Przyktad 1 H
Wyznacz miare kata miedzy przekatna szeScianu | ¢
a jego podstawa. :
E
Rozpatrzmy przekatna szeScianu BH (rysunek } &
obok) i jej rzut prostokatny na plaszczyzne pod- \
stawy — odcinek BD. Dy N\ |—_Jo
Jesli |DH| = a, to |BD| = av/2, zatem: ,/ AN A
/
_ e _ V2 ~ 35° A
tga—aﬁ— 5 ~ 0,7071, stad a ~ 35 B

Cwiczenie 1

Dany jest graniastostup prawidtowy szesciokatny, ktérego wszystkie krawedzie
maja te sama dlugosé. Wyznacz miary katéw, ktoére jego przekatne tworza
z podstawa.

Cwiczenie 2

Podstawsg graniastoshupa prostego o wysokosci 5 cm jest prostokat o bokach
dhugosci 3 cm i 4 cm. Oblicz sinusy katéw, ktore przekatna tego graniastostupa
tworzy z jego Scianami bocznymi.

[0] Cwiczenie 3

Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego tworzy ze Sciang bocz-
na kat a, a krawedz podstawy ma dlugosé¢ a. Wyznacz objetosé tego grania-
stostupa. Uzasadnij, ze zadanie ma rowiazanie dla a < 45°.

[0] Cwiczenie 4

Przekatna $ciany bocznej graniastostupa prawidtowego tréjkatnego ma diu-
goé¢ d 1 tworzy z sasiednia $ciana boczna kat «. Wyznacz wysoko$é tego
graniastostupa. Uzasadnij, ze zadanie ma rowigzanie dla o < 60°.

Cwiczenie 4
a — dtugosé krawedzi podstawy |
ay3
- . s 2y/3dsina
=sina, czyli a = =252 :

2 2 2 2 4sin? o ‘

B = —a® = @2 (1 dsinle) |
‘ d

— 4sin2 o h

h = d\/ 1—=5= /‘\
e N
h>0,gdy 1—4sin®a>0 /," Sy
N

sin a < %

sina < @ isina > —@ oraz a € (0°;90°), czyli @ € (0°;60°)



Przyktad 2 3
W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz
podstawy ma dilugosé¢ 10 cm, a krawedz boczna —
13 cm. Oblicz cosinus kata, ktéry z podstawa tego

ostrostupa tworzy: /L _ c

a) jego krawedZ boczna,

b) wysoko$¢ jego Sciany bocznej. A B

a) Kat miedzy krawedzia boczna SB ostrostupa a jej rzutem prostokatnym
na podstawe (odcinek OB) oznaczono na rysunku przez «. Odcinek OB jest
polowa przekatnej kwadratu o boku 10 cm, wiec |OB| = 5v/2 cm.
Rozpatrzmy tréjkat OBS:

OB 5v/2
Cosa:u—i

|BS| 13
b) Kat miedzy wysokoscia SE $ciany bocznej ostrostupa a jej rzutem prosto-
katnym na podstawe (odcinek OF) oznaczono przez 3. Na rysunku ponizej
przedstawiono $ciane boczng ostrostupa — jest to tréjkat réwno- S
ramienny o wysokosci SE. Na podstawie twierdzenia Pitagora-
sa otrzymujemy: |SE|* = 13?2 — 52 = 144, skad |SE| = 12 cm.

13
Rozpatrzmy tréjkat OFES:

Cwiczenie 5 Cwiczenie 5
Dolng podstaws szescianu jest kwadrat ABCD. Ch a — dlugosé krawedzi szescianu
Punkt S jest punktem przeciecia przekatnych 3 a) |[AS|*> = a® + (%a\/i)2 =
kwadratu A, B,C; D, bedacego gbérng podstawa 4, = 342, czyli |AS| = @a
szeScianu. Rozpatrzmy ostrostup o podstawie e _ VB

ABCD i wierzchotku S. Oblicz sinus kata, ktory B
z podstawg tego ostrostupa tworzy: . b) hi = a®

+
a) jego krawedz boczna, A czyli hy = La

b) wysoko$é jego $ciany bocznej. A B sinf= -2 =254

Cwiczenie 6

a) Oblicz sinus kata, ktéry krawedZ boczna czworoscianu foremnego tworzy
z jego podstawa.

b) Dany jest ostrostup prawidlowy tréjkatny, ktérego pole powierzchni bocz-
nej jest szes¢ razy wieksze od pola podstawy. Oblicz sinus kata, ktéry krawedz
boczna tego ostrostupa tworzy z jego podstawa.

Cwiczenie 6 5
a) a — dtugosé krawedzi czworoscianu

S

a

Wysokos¢ czworoscianu foremnego o krawedzi a: H =
P _ G
3

3
a

w|

sina = =
b) a — dlugosé krawedzi podstawy, b — dlugosé krawedzi Sciany bocznej,
hy — wysokos¢ Sciany bocznej, H — wysokosé ostrostupa D
3-%~ahb:6-%,czylihb:a\/§ B
2
2 _ 12 1 av3)\ _ 3542
H *hb_(5'7> =5
2
b= H2+ (2. 9f8) = 8 caylib= VI3

2 12 2

a 3
. _H_% _ [35 _ Ji365
B @ = T = =\V39 = 39

%
2

czyli H = § %

3

=

2.8. Kat migdzy prostag a ptaszczyzna



Odpowiedzi do zadan

1.

©

2<3<2/3

d — dtugosé przekatnej prosto-
padloscianu

d* = (2V3)* +(2* +3%) =
=25, czylid =5 cm
\/32+;2\/§)2 _ @

cos @ =

. a — dlugos¢ krawedzi szescia-

nu

|BE|” = |A1 B + | A1 E|?
2

IBEF = (av2)" + ()" =

= %, czyli |BE| = 32

1
3

b) E' — érodek odcinka AD

ino = [EEl — a _ 2
sine = g = 3, =3

. a, b, c — dtugosci krawedzi
prostopadtoscianu

d — dtugos¢ przekatnej prosto-
padloscianu

d=ad>+b+3

2 2
cosa = Y adﬂ
\/b24c2
cos 3 = =
. a2+4b2
cosy = =
cos® o+ cos? B + cos? y =
a2+c2 b2+c2 a2+b2
=" t @ T =
_ 2(a?+4b%+c?) _ 242 _ 2
= et Te) — 2 -

. a — dlugosé¢ krawedzi podsta-

wy
b — dlugosé krawedzi bocznej
H — wysoko$¢ ostrostupa

a) H=2 tg60° = o83

V =3iPVPtga

1 K]
a) 3 b) 42
5
13
1.3
za”sin 5 tg B

2. Graniastostupy i ostrostupy

Zadania

Dany jest prostopadloécian o krawedziach diugoéci 2 cm, 3 cm i 2v/3 cm.
Oblicz cosinus kata zawartego miedzy przekatna tego prostopadtoscianu
a jego $ciang o najwiekszym polu.

Dy e
W szescianie (rysunek obok) punkt E jest érodkiem E !
krawedzi A, D;. Oblicz sinus kata, ktéry odcinek BE 1\ |3
tworzy: f)% ct—7C
a) ze $ciana ABB,; A;, b) z podstawa ABCD. A %

Przekatna prostopadtoécianu tworzy z jego $cianami majacymi wspdlny
wierzchotek katy «, 3 i v. Wykaz, ze cos? a + cos? 3 + cos? v = 2.

a) Wysoko$é Sciany bocznej ostrostupa prawidlowego czworokatnego two-
rzy z podstawsg kat 60°. Oblicz sinus kata, ktéry z podstawa tego ostrostupa
tworzy jego krawedz boczna.

b) Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego czworokatnego tworzy z pod-
stawg kat 60°. Oblicz cosinus kata, ktéry z podstawg tego ostrostupa two-
rzy wysoko$¢ jego $ciany bocznej.

Pole podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest réwne P, a kat
miedzy wysokoscia $ciany bocznej a podstawa ma miare a. Wyznacz pole
powierzchni catkowitej i objetos¢ tego ostrostupa.

Dany jest ostrostup prawidtowy trojkatny o krawedzi podstawy a i objeto-

- Oblicz cosinus kata, ktéry z podstawa ostrostupa tworzy:

a) krawedZ boczna,

$ci réwnej

b) wysoko$é Sciany bocznej.

Uzasadnij, ze jezeli wszystkie krawedzie boczne ostrostupa sa nachylone do
podstawy pod takim samym katem, to spodek wysokosci tego ostrostupa
jest srodkiem okregu opisanego na jego podstawie.

Podstawa ostrostupa jest tréjkat o bokach 6, 8 1 10, a wszystkie krawedzie
boczne majg dlugo$é 13. Oblicz cosinusy katow, ktore z podstawa tego
ostrostupa tworza jego krawedzie boczne.

Podstawa ostrostupa jest trojkat réwnoramienny, ktérego ramiona maja
dhugo$¢ a, a miara kata miedzy ramionami jest réwna «. Wszystkie kra-
wedzie boczne tego ostrostupa sa nachylone do podstawy pod katem (.
Wyznacz jego objetosc.

. Rozpatrzmy ostrostup z n-katem w podstawie. Krawedzie scian bocznych tworza

z wysokoscig H ostrostupa tréojkaty prostokatne, gdzie krawedzie $cian bocznych sa
przeciwprostokatnymi, a wysokosé ostrostupa — przyprostokatna. Oznaczmy druga
przyprostokatna xz;, gdzie i = 1,2,3,...,n.

Z warunkéw zadania wiadomo, ze wszystkie krawedzie boczne ostrostupa sa nachy-
lone do podstawy pod takim samym katem c, czyli:

tga =L —H_ _H
1 T2

stad wynika, ze x1 = x2 = ...= Ty, czyli spodek wysokosci jest rowno odlegly od
wszystkich wierzchotkéw n-kata, co oznacza, ze jest on srodkiem okregu opisanego
na tym n-kacie.

Tn



2.9. Kat dwuscienny

Dwie poiplaszczyzny o wspolnej krawedzi dziela przestrzen A

na dwie czesci. Kazda z tych czesci, tacznie z poiplaszezy-
znami, nazywamy katem dwuSciennym, péiplaszczyzny —
Scianami tego kata, a wspdlng krawedz péiplaszezyzn — jego
krawedzia.

. Miara kata dwus$ciennego nazywamy miare
' kata plaskiego otrzymanego jako przekroj

kata dwusciennego ptaszczyzna prostopa-

dta do jego krawedzi.

W dalszym ciagu, kiedy bedziemy moéwié o kacie dwusciennym, bedziemy rozwazaé

ten z katow miedzy pélplaszczyznami, ktéry ma mniejsza miare.

Przykfad 1
Dany jest graniastostup prosty tréojkatny, ktorego podsta-

r

wa jest trojkat prostokatny o bokach dlugosci 3, 4 i 5.
Podaj miary katéw, ktore tworza ze soba Sciany boczne
tego graniastostupa.

Sciany BOFE i ACFD tworza kat prosty.

Sciany ABED i ACFD tworza kat o taki, ze: 4.

sina = 2, wiec a ~ 37° 4\

57

|
|
|
;
|
l
|
C|

AN

\3

(6

Sciany ABED i BCFE tworza kat f = 90° —a ~53°. 4

Cwiczenie 1

Podaj miare kata utworzonego przez dwie sasiednie Sciany boczne graniasto-

stupa prawidlowego:

a) tréjkatnego, b) pieciokatnego, c) szeSciokatnego.

Cwiczenie 2 Dy
Oblicz cosinus kata, ktéry z plaszczyzng podstawy
ABCD szecianu tworzy plaszczyzna przechodzaca 4,

|
przez wierzchotki A i B oraz: :
a) $rodki krawedzi A;D; i B;C; (rysunek obok), D)I_
b) $rodki krawedzi DD, i CC}. -7

Ve

C1

Uczen:

— wskazuje kat miedzy
sgsiednimi $cianami wielo-
$cianéw,

— wyznacza kat miedzy
sgsiednimi $cianami wielo-
$cianéw,

— rozwiazuje zadania dotyczace
miary kata dwusciennego.

Cwiczenie 1
a) 60° b) 108° c) 120°

Cwiczenie 2
a) ¥ b) 22

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.9

Generator

testow i sprawdzianoéw

2.9. Kat dwuscienny



Cwiczenie 3

3 tga=20 = f,
czyli a = 30°

b) |[AB|- V2 =6,

czyli |AB| = 3v/2 cm
a = 45°, zatem
|0S| = |OE| = 1|AB| = 32 cm

V=1.(3v2)" 32 = 9v2 [cm?

2. Graniastostupy i ostrostupy

Przyktad 2

Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny, ktérego wysokosé jest rowna
5v/3, a krawedz podstawy ma diugosé 10. Oblicz miare kata nachylenia $ciany
bocznej tego ostrostupa do jego podstawy.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok.

Zauwazmy, ze proste F'E i SE sy prostopadie do

BC - krawedzi kata dwusciennego zawartego miedzy

Sciana boczna a podstawa ostrostupa, czyli miara

tego kata jest miara kata plaskiego F'ES.

Zatem szukamy miary kata a w tréjkacie OES:
|0S| _ 5V3

tga = 0B = 5 = V3, czyli a = 60

Cwiczenie 3

a) KrawedZ podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé
12 cm, a jego wysokoéé jest réwna 2v/3 cm. Oblicz miare kata nachylenia
Sciany bocznej tego ostrostupa do jego podstawy.

b) Przekatna podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé
6 cm. Sciana boczna tego ostrostupa jest nachylona do jego podstawy pod
katem 45°. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

Przyktad 3
Sciany boczne ostrostupa prawidlowego czworokatnego sa tréjkatami réwno-
bocznymi. Oblicz cosinus kata, ktory tworzg dwie sasiednie $éciany boczne tego
ostrostupa.

Szukamy cosinusa kata BE D, gdzie E jest wierz-
chotkiem kata ptaskiego otrzymanego przez prze-
kroj ptaszczyzna prostopadta do krawedzi kata
dwusciennego zawartego miedzy sasiednimi $cia-
nami ostroshupa.

Oznaczmy dlugo$é¢ krawedzi ostrostupa przez a.
Wéwezas przekatna podstawy |DB| = av/2. A a B
Odcinek EB jest wysokoscia tréjkata réwnobocznego BC'S o boku a, zatem
|[EB| = “2. Podobnie |ED| = 2.

Korzystamy z twierdzenia cosinuséw dla trojkata D BE:

(av2)? = (%E)Q—ﬁ— (aT\/g)Z_z. %§~%§C08a/:a2

3 3 3
Q—Z—O—Z—Q-ZCOSQ

cosq = —= ZLauwaz, ze cosa < 0, wigc

o jest katem rozwartym.



Cwiczenie 4

Krawedz boczna ostroshupa prawidtowego czworokatnego jest dwa razy diuz-
sza od jego krawedzi podstawy. Oblicz cosinus kata, ktéry tworza dwie sasied-
nie Sciany boczne tego ostrostupa.

Przykfad 4
Sciana boczna ostrostupa prawidlowego tréjkatnego tworzy z podstawa kat o
(rysunek ponizej). Krawedz podstawy ma dlugosé a. Wyznacz objetosé tego
ostrostupa.

Tréjkat ABC jest trojkatem réwnobocznym, a punkt O
jest srodkiem opisanego na nim okregu, zatem:

AP| = 23 oraz |OP| = L|aP| = 22
Wyznaczamy wysoko$é ostrostupas:
H=|0P| tga = QT\/g~tga
Zatem objetos$¢ ostrostupa:

1 1 a3V3 3
V:_pp.H:_.a\/_.a .
3 3 4 6

Cwiczenie 5
Wysokosé ostrostupa prawidlowego tréojkatnego jest rowna H, a $ciana boczna
tworzy z podstawa kat o. Wyznacz objeto$é tego ostrostupa.

Zadania

1. Podstawsa graniastostupa prostego jest tréjkat prostokatny D,
o przyprostokatnych dtugosci 7 cm i 24 cm. Oblicz miary ka- A
tow zawartych miedzy sasiednimi $cianami bocznymi tego
graniastostupa.

2. Dany jest graniastostup prawidlowy czworokatny, ktérego
pole powierzchni bocznej jest réwne 480 cm?, a pole po-
wierzchni calkowitej — 530 cm?. Oblicz sinus kata, ktory |
tworzy plaszczyzna zawierajaca krawedzie AB i C1 D, tego ‘f))— L Jc
graniastostupa (rysunek obok) z jego podstawa. A

I

B

3. a) Objetoéé ostrostupa prawidlowego tréjkatnego jest réwna 72v/3 cm?,
a jego wysoko$é¢ jest rowna 2 cm. Oblicz miare kata nachylenia Sciany
bocznej tego ostrostupa do jego podstawy.
b) Oblicz cosinus kata zawartego miedzy sasiednimi $cianami bocznymi
ostrostupa prawidtowego czworokatnego, ktérego krawedz podstawy ma
dhugos¢ 10 cm, a krawedz boczna — 13 cm.

Cwiczenie 4 S

h? + (2)” = (20)?, cayli hy = 245

Dla tréjkata BC'S mamy: 1ahy = 1 - 2ahs, czyli hy = 9415,

Korzystamy z twierdzenia cosinuséow dla trdojkata DBE:

2a 2a
2 2 2
(av®)? = (2) + (24B) —2. (2E) - cosa i
2=15(1—cosa)
3
h
cosa:—% 2 \F
B a C

Cwiczenie 5
a — krawedz podstawy
OP| =5 22
oF = tg, czyli a|OP| = 5

_ 2V3H
@ = tg o

2

_ 1 (2v/38H V3 _ H3V3

V= 3 ( tga ) THi tg2 a

Odpowiedzi do zadan
1. 90°, okolo 74°, okoto 16°
2. |BC| =5 cm, |CCy| =24 cm

o __ 24 __ 24v601
sSin @ = 7601 601

3. a — dlugoséé krawedzi podsta-
wy ostrostupa

a) V=21.249_m/3

czyli a = /432 = 12+/3 [cm]

b) S

A 10 B
|BD| = 10v/2
Wysoko$¢ $ciany bocznej:
h=+/13% —52 =12
Z pola $ciany bocznej:
1-10-12=1-13-|BE|,
czyli |BE| = 12 = |DE|
7 twierdzenia cosinusow:

2 2

(10v2)* = ()" + (F) +
_o9.120 120

13 13 COS ¢

25

CoOS @ = — 144

2.9. Kat dwuscienny



4. cosa = @
5 S
‘b
o>
A C
a a
B
Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku.
7 twierdzenia cosinuséw:
a2:w2+w2—2w2~%
% = %a2, czyli x = @a
sin JBCD = £ = X2,

czyli $BCD = 60°

Sciany boczne graniastostupa
prawidlowego sa trojkatami
réwnoramiennymi, stad
JCBS =4BCD = 60°,

co oznacza, ze JBSC = 60°.
Zatem sSciany boczne tego
ostrostupa sg tréjkatami
réwnobocznymi o boku a,
czyli ostrostup jest czworo-
Scianem foremnym.

5

2

. 7 twierdzenia cosinuséw dla

tréjkata ABS:
a® =b"+b" —2b7-

2 _ 3612
a” = g£b

I°)
o c.nl\I

,czyli b= 2a

6

, wiec sina = 22

cos o = 25

7
25
Niech z = |DE| = |BE|.

Dla tréjkata BES mamy:
24

24 £
0= 30
Z twierdzenia cosinuséw dla
trojkata BED:
(aV3)? = (4)* + (a)* +
—2(%a)? - cos JBED

2 _ 16,2, 16 2
20" = gza” + za”+
—2-38a* - cos IBED
18 — _32.cos YBED

25 — 25

B — =8 —
g—sma—

xr =

czyli

cos JBED = - = -2
7

8. E

9. /2(ctg?a —1)

10. -1

2. Graniastostupy i ostrostupy

10.

11.

Dany jest czworoscian foremny ABCS (rysunek S

obok). Punkt D jest érodkiem krawedzi C'S. Ob-

licz cosinus kata zawartego miedzy plaszczyzna D

ABD a plaszczyzna zawierajaca podstawe ABC (

tego ostrostupa. A ﬁ c
<

mi ostrostupa prawidlowego tréjkatnego jest row- B

ny % Uzasadnij, ze jest to czworoscian foremny.

Cosinus kata zawartego miedzy Scianami boczny-

Objeto$é ostrostupa prawidlowego tréjkatnego jest réwna 204/3 cm?, a ko-
to opisane na jego podstawie ma pole réwne 167 cm?. Oblicz tangens kata
zawartego miedzy $ciana boczng tego ostrostupa g

a jego podstaws.

W ostroshupie prawidlowym czworokatnym kat
plaski przy wierzchotku ma miare « (rysunek
obok). Wykaz, ze jesli cosa = %,

kata zawartego miedzy dwoma sgsiednimi Scia-
nami bocznymi tego ostroshupa jest réwny f%.

to cosinus

W ostrostupie prawidlowym tréjkatnym kat ptaski przy wierzchotku ma
miare o oraz cos« % Oblicz cosinus kata zawartego miedzy dwoma
sgsiednimi Scianami bocznymi tego ostrostupa.

Kat ptaski przy wierzchotku ostrostupa prawi- S
dlowego czworokatnego ma miare 2ce. Punkty F
i I sa srodkami krawedzi podstawy odpowied-
nio AB i BC' (rysunek obok). Wyznacz tangens

kata zawartego miedzy podstawa tego ostro- ¢
stupa a ptlaszczyzna, do ktérej naleza punkty fa
E, Fis. A E

W podstawe ostrostupa prawidlowego sze$ciokatnego o wysokosci 6 wpi-
sano okrag o promieniu 6v/3. Oblicz cosinus kata zawartego miedzy sa-
siednimi $cianami bocznymi tego ostrostupa.

Uzasadnij, ze jezeli wszystkie Sciany boczne ostrostupa sg nachylone do
podstawy pod takim samym katem, to spodek wysokosci tego ostrostupa
jest srodkiem okregu wpisanego w podstawe.

Rozpatrzmy ostrostup z n-katem w podstawie. Wysokosci scian bocznych tworza
z wysokoscig ostrostupa H trdjkaty prostokatne. Wysokosci scian bocznych sa ich
przeciwprostokatnymi, a wysokosé ostrostupa — przyprostokatna. Oznaczmy druga
przyprostokatna x;, gdzie ¢ = 1,2,3,...,n. Odcinki z; sa rzutami prostokatnymi
wysokosci Scian bocznych na ptaszczyzne podstawy i sg one prostopadle do odpo-
wiednich bokdéw n-kata.

Z warunkéw zadania wiadomo, ze wszystkie $ciany boczne ostrostupa sg nachylone
do podstawy pod takim samym katem o, gdzie tga = % = % = 500 = aﬁ
Stad wynika, ze x1 = 2 = ... = x,, czyli spodek wysokosci jest rowno odlegty
od wszystkich bokéw n-kata. Oznacza to, ze jest on srodkiem okregu wpisanego
w podstawe.



2.10. Przekroje prostopadtosciandéw

Przyktad 1
Szescian o krawedzi 4 cm przecigto
plaszczyzna wyznaczona przez row- H

nolegte przekatne jego podstaw (ry-
sunek obok). Oblicz pole otrzyma-
nego przekroju.

N

Dany przekroj jest prostokatem

opolu P =4-4v2 =162 [cm?]. A %

Cwiczenie 1

Szescian o krawedzi a przecieto plaszczyzng przechodzaca przez krawedz dol-
nej podstawy. Plaszczyzna ta tworzy z podstawg kat o. Wyznacz pole otrzy-

4

manego przekroju, jedli wiadomo, ze: a) cosa = z,

Przykfad 2

Wyznacz pole przekroju szedcianu o krawedzi a
plaszczyzna BDQ), gdzie @ jest Srodkiem krawe-
dzi CC (rysunek obok).

7 twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata PCQ:

2 2
2 3 3
|PQ|2 — (%) +(§) — Za2’ skad ‘PQ‘ — %.
Zatem pole przekroju:
1 1 V3 26
Pavq = 31BD-|PQ| = Lav/3- L% =

Cwiczenie 2

Punkty P, @, R sa srodkami krawedzi sze$cianu
wychodzacych z wierzchotka C (rysunek obok).
Oblicz pole przekroju szescianu plaszczyzna PQR,
jesli wiadomo, ze:

a) krawedz tego szescianu ma dlugosé 12,

b) przekatna tego szeScianu ma diugosé 21/6.

Cwiczenie 3

b) cosa = %
9
Dy o)
\
\
|
A | B Q
\
!
!
b=~ _ A /e
/ .
/ .
P
A B
Dy o
\
\
|
A \ B1 |Q
\
| /
* /
D __ %

Wyznacz pole przekroju szescianu o krawedzi a plaszczyzng przechodzaca
przez przekatng dolnej podstawy i tworzaca z ta podstawa kat « taki, ze:

a) cosa = 42,

Cwiczenie 2 Cwiczenie 3
a — krawedz szescianu

|RC| = |CQ| = &
|RQ| = 22 = |PQ| = |PR)|

2 |PC| __
(£)V5 g a) [pq =
Ppro = ~—— =*3°

a) Pprg = 18\/§
b) aV3 = 26, czyli a = 2¢/2

b) 1QC|

|PC|

b) tga = 1.

Pppg = % ~a\/§~
=1 czyli |QC| = 2

2

Prro =3 |PQ| =

1.

Pppg = 3 a\/i-

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku
w przyktadzie 2.

|DB| = av/2, |PC| = 22

L2 ceayli |PQ| = 28

a6 _ a?v3
2

V10

V() () e

Uczen:

— wyznacza przekroje prosto-
padtoscianu,

— oblicza pole danego przekroju
(réwniez z wykorzystaniem
trygonometrii),

— rozwiazuje zadania dotyczace
przekrojéw prostopadto$cianu
(réwniez z wykorzystaniem
trygonometrii).

Cwiczenie 1
a) cosa = 3, czyli a ~ 37°
Dy o

: E
/1

Ay B,

|
|
|

D——+ C

D o
|
Ay B E
|
|
D __1--Jc
7
// «
4 B
BE = cos(90° — a) =
=sina = 25—‘/6,

czyli |BE| = %ﬁa

__5V6 .., _ 5/6 2
P =2%a-a=33a
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Cwiczenie 4

a) |[EF| = |DB| =3v2 cm
|SC| = 1|AC| = 2v2 cm

(32 +6 =

|SC1| =
= /40,5 [cm)]

P=1.32-/405 = 13,5 [cm?]

b) Przekrdj jest rombem, gdzie

|AC,| = 6V/3 cm,
|GH| = 6v/2 cm.

P=1.6V3-6v2=18/6 [cm?]
¢) [DB| =6v2 cm

|SC| = 3v2 cm

% = sin 60°, czyli h = 4v/3 cm
\S%_PW = ctg 60°, czyli

|SP| = 2V/3 cm, stad

|PC| = (3v/2 — 2v/3) cm

|GH| _ |DB| .
Pcl = T czyli

|GH| = 2(3v2 — 2/3) = |EF|
P = 3(6v2+6v2—-4/3)-4/3 =
= 24(v/6 — 1) [cm?]

2. Graniastostupy i ostrostupy

Cwiczenie 4

Oblicz pole przekroju sze$cianu przedstawionego na rysunku ponizej, jezeli
wiadomo, ze krawedz sze$cianu ma dlugosé 6 cm.

C) Ds E Cy

a,) Dl Cl b) Dl Cl
| |
| / |
| |
Aq : Aq e B
| |
| |
| |
D%,,,E — D%,,, ,g, C
/ /
/ S /
/ /
A B A B

Plaszczyzna przekroju prze-
chodzi przez wierzchotki A
i C1 oraz punkty G i H be-
dace odpowiednio srodkami
krawedzi DD, i BB;.

Plaszczyzna przekroju prze-
chodzi przez srodki sasied-
nich krawedzi CD i BC (od-
powiednio punkty E i F)
oraz wierzcholek Cy.

[0] Cwiczenie 5

Ar

A

B
/

|

- Jo
iz

B

Ptaszczyzna przekroju prze-
chodzi przez przekatna pod-
stawy DB i tworzy z ta pod-
stawa kat 60°.

Graniastostup prawidtowy czworokatny o krawedzi podstawy réwnej 4 prze-
cieto plaszczyzna przechodzaca przez przekatng dolnej podstawy i jeden
z wierzchotkéw gornej podstawy. Uzasadnij, ze jesli pole otrzymanego prze-
kroju jest réwne 16, to plaszczyzna przekroju tworzy z podstawa kat 60°.

Przyktad 3
Podstawsa, prostopadloscianu jest prostokat ABC D

o bokach |AB| =41 |BC| = 3. Plaszczyzna prze- D /Cl
chodzaca przez wierzchotki B, C; i D tworzy z pod- } /
stawg kat o taki, ze cosaw = 2 (rysunek obok). Ob- A § B
licz pole trojkata BCy D. } /
!
Przekatna podstawy |BD| = 5. | /
Aby obliczy¢ dlugoéé odcinka PC', wyznaczamy po- o /
le tréjkata BC'D na dwa sposoby: , ey =4
Vs /&
PBCD:%-|BC|-\CD|:%~3-4:6 , P<
1 1 5 A B
PBCD:§‘|DB|'|PC|:§'5'|PC|:§‘|PC|
C
Stad |PC| = 15_2
|PC| . _|PC] 12 2 3
TPCy] — cosa, wiec |PCy| = a3 56 ¢
Zatem Ppe,p = 3 - |DB|-|PCy| = 2 -5-6 = 15. A B
Cwiczenie 5
|DB| = 4v/2 cm, |SC| = 2/2 cm 5
1.4y/2-|SCy| = 16, czyli |SCy| = 4V/2 cm p Gy
[
cosa = \‘ssgl‘\ = 1, zatem o = 60° A1 : B,
[
[
[
[
|
DK - —— A 1F=5C
/ (6
// S
A B



Cwiczenie 6

Prostopadloscian, ktorego podstawg jest prostokat o bokach 5 cm i 12 cm,
przecieto plaszczyzna przechodzaca przez przekatng dolnej podstawy i jeden
z wierzchotkow gornej podstawy. Otrzymany przekréj jest tréjkatem, ktorego
pole jest réwne 84,5 cm?. Oblicz objeto$é tego prostopadlo$cianu.

Przyktad 4
Graniastostup prawidlowy czworokatny o kra- D, o
wedzi podstawy a przecieto plaszczyzng prze- |
chodzaca przez srodki krawedzi wychodzacych } B
1
z jednego wierzchotka (rysunek obok). Wyznacz Ar |
objetos¢ tego graniastostupa oraz pole otrzyma- } Q
nego przekroju, jesli jest on nachylony do pod- \
stawy graniastostupa pod katem a = 60°. |
f c
|AC| = av/2, zatem |SC| = \AC| —= oraz:
\/_ P
1SQ| =2|SC| = =
Wyznaczamy pole trojkata PQR. 0
" : _1l a2 av2_ a?
Pror = 5|PR|-[5Q| =5 - 5= 5= =3

Zauwazmy, ze:

6

CQ|=1SC| - V3= 2L
Zatem wysoko$¢ graniastostupa:
CCi| =2cQ| = 2L [z

Lav6 _ a®VE S o C

Objetos¢ graniastostupa: V = a? 5 T

Cwiczenie 7

Graniastostup prawidtowy czworokatny o krawedzi podstawy a przecigto
plaszczyzna przechodzaca przez $rodki krawedzi wychodzacych z jednego
wierzchotka. Oblicz miare kata, ktory plaszczyzna przekroju tworzy z pod-
stawg tego graniastostupa, i wyznacz jego objetos¢, jesli trojkat bedacy prze-
krojem ma pole réwne:

V2a? V/3a?
a) ——, b) —5-
Cwiczenie 8

Graniastoshup prawidlowy czworokatny przecieto plaszczyzna przechodzaca
przez jeden z wierzchotkdéw i otrzymano w przekroju romb, ktérego kat ostry
ma miare 2a. Wyznacz cosinus kata nachylenia ptaszczyzny przekroju do pod-
stawy tego graniastoshupa.

Cwiczenie 7
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku w przyktadzie 4.

|RP| = %5 oraz |SC| =
a) Prpg = 1. 02 |SQ| , stad [SQ| =
coso = % = \?7 wigc a :450
|QC| = |SC| = 22, stad |CCy| = 2|QC| = Tﬁ
_ a3\/2
V=5
b) Prpq = % - a\f -18Q| = 12 , stad [5Q| =
cosa = ‘Eg} = ?7 wiec a = 30°
‘\(S?C\‘ =sin30° = %, czyli |QC| = 12 , stad |[CCh| = 2|QC| = T\/g
N
V=)

C1

Cwiczenie 6
D,
' B
Ay : !
|
|
|
|
|
|
DY _ ___ - Lo
Ve
Ve .
7
P
A B
D 12 C
5
13 .
A B
|DB| = 13 cm
Pgpc, = 1 - 13- |PC1| = 84,5,

stad |[PC,| = 13 cm
Z pola tréjkata DBC:

5,212 _ 13-\PC\’ el
|PC| = ﬁ cm
|CC1| = +/|PCL1]2 — |PC|? =
_ 60\2 __ /24961
=4/13% - (ﬁ) T
V= 60\/?431 961 (.2
Cwiczenie 8
D1 Cl
|
|
A ' By
|
|
E
| C<
D_~|> _
/ N /E// C
TS
A a B
|AS| = 22 |GF| = 22
J‘é—g‘t = ctga czyli
|AG| = -ctg o
ay2
cosﬂ:‘ﬁ—g“: = ?_t =tga
== dige

2.10. Przekroje prostopadtoscianéw



Odpowiedzi do zadan

1. Trojkaty P1BP>, P,CPs,
PBGP4, P4HP5, P5EP6,

Ps APy sg prostokatne réwno-

ramienne o ramionach

dtugodci 3, zatem:

|P1P| = |P2P3| = |PsPa| =
|P6P1|7

= |PaPs| = |P5 Ps| =
czyli jest to szeciokat
foremny.
|P1P|* =

%f 3 3a2

P=6-
2. a) 12¢/3 b) 18+/2
3. |CR|=2%-4V2=3V2
ICiRP? = (3v2)" + 4% =
= 34, czyli |C1R| = V34

ICR| _ 3v2 _ 3Vi7

COSQ = 15 R = V31 17
Ch

N

R

A

g
oy

|RM|
[RCy| —

RS|

1
RC|] — 3
|RM| = $/34,
|CiM| = EV
P = Pxrc, + Pxrprq
l 42 2‘/34_’_
+2f+4f 4_
:%\/2~3 —|—\/2-3 =
= 4V17
4. 128 cm?
_ 3v2d?
5. p = 32
6. 67,2 cm®

_ V2ad?
V=

2. Graniastostupy i ostrostupy

(9)°+(%)°=%

Zadania

(] 1.

*7.

7.

Przekrojem sze$cianu o krawedzi a jest szesciokat
P, P, P3P, P;P;, ktérego wierzchotki sg srodkami
odpowiednich krawedzi sze$cianu (rysunek obok).
Uzasadnij, ze otrzymany szeSciokat jest foremny.
Wyznacz jego pole.

Szedcian o krawedzi 6 przecigto plaszczyzna prze-
chodzaca przez przekatng podstawy i tworzaca z ta
podstawa kat «. Oblicz pole otrzymanego prze-
kroju, jesli: a) a = 30°, b) o = 45°.

Szeécian o krawedzi 4 przecigto plaszczyzna prze-
chodzaca przez $rodki dwoch sasiednich krawedzi
podstawy (punkty P i @ na rysunku obok) oraz
wierzchotek C. Plaszczyzna ta tworzy z podstawa
kat a.. Oblicz cosinus kata « oraz pole otrzymanego
przekroju.

Graniastostup prawidlowy czworokatny przecieto ptaszczyzng przechodza-
ca przez przekatna dolnej podstawy i jeden z wierzchotkow gornej pod-
stawy. Otrzymany przekrdj jest trojkatem réwnoramiennym, ktérego ra-
miona tworza kat « taki, ze cosa = % Pole podstawy tego graniastostupa
jest réwne 32 cm?. Oblicz jego objetosé.

Graniastostup prawidlowy czworokatny o krawedzi podstawy a przecigto
plaszczyzng przechodzaca przez przekatna dolnej podstawy i srodki dwdch
krawedzi gérnej podstawy. Plaszczyzna otrzymanego przekroju tworzy
z podstawg kat 45°. Wyznacz pole przekroju i objeto$é tego graniastostupa.

Podstawa prostopadloécianu jest prostokat o bokach 6 cm i 8 cm. Prosto-
padtoscian ten przecigto ptaszczyzna przechodzaca przez przekatna dolnej
podstawy i jeden z wierzchotkéw goérnej podstawy. Otrzymany przekrdj
ma pole 25 cm?. Oblicz objetos$é¢ tego prostopadtoscianu.

D C1
Szescian o krawedzi 6 cm przecigto plaszczyzna ‘1
przechodzaca przez srodki krawedzi wychodza- | B
cych z wierzchotka C (rysunek obok). P jest 4 ‘ G
punktem wspélnym tej ptaszczyzny i przekatnej } /
A, C szescianu. Oblicz dlugos¢ odcinka PC. DI _ _E4 c
/7 o
A B
|AC| = 6v/2 cm, |A1C| = 64/3 cm G
WAACAlzsina:ﬁ\ifzg (G
|QC| = 11AC| = 32 orag |CG| = 3, stad
QGI =/ (32 ) +32= 308
W AQCG: sinf= 32 . 38 — &8 P
sina =sinf i «, [ sa kqtaml ostrymi, stad a = . J
Zatem ACPG jest prostokatny. ‘90"\
%:sinﬂ, czyli |PC|:3~§:\/§[cm] 90° -5 PAN
Q C



Przekroje innych graniastostupow

Przyktad

Wszystkie krawedzie graniastostupa prawidlowego c
trojkatnego maja dlugosé a. Wyznacz pole przekroju |
otrzymanego z przecigcia tego graniastostupa ptasz- E}

czyzng przechodzacy przez krawedz dolnej podstawy A1 D, B,

i srodki dwoch krawedzi gérnej podstawy.

Niech punkty P i @ bedg odpowiednio $rodkami kra-
wedzi A,C, i B;C, gbérnej podstawy, punkty D i D,
— $rodkami krawedzi AB i A;B;, a punkt E niech -7 AN
bedzie érodkiem odcinka PQ. Rozpatrzmy prostokat

DCC\Dy:
141 ia\/g:ﬂ D1 E Ch

1
DBl =3Il =557 =

|DE| = a2_|_<a_\/§)2:a_\/E
4 4

Opisany przekréj jest trapezem o podstawach AB
i PQ oraz wysokoéci DE. Zatem jego pole:
p — |ABI+IPQ| \DE| = atja aV19 _ 3a2V19 D ol
2

2 4 16

1. Graniastostup prawidlowy tréjkatny o krawedzi podstawy a przecigto
plaszczyzng przechodzaca przez krawedz dolnej podstawy i srodki dwoch
krawedzi gérnej podstawy. Otrzymany przekréj ma pole réwne a?. Oblicz
cosinus kata, ktéry ptaszczyzna przekroju tworzy z dolng podstawa tego
graniastostupa.

2. Graniastostup prawidlowy trdojkatny o krawedzi podstawy a przecieto
plaszczyzna przechodzacy przez przekatna Sciany bocznej i srodek tej kra-
wedzi podstawy, ktéra nie ma punktu wspoélnego z ta przekatna. Pole
otrzymanego przekroju jest rowne S. Oblicz cosinus kata, ktory ptasz-
czyzna przekroju tworzy z dolna podstawa, oraz wyznacz objetosé tego
graniastostupa.

3. Graniastostup prawidlowy szeéciokatny o krawedzi B D

podstawy a przeci¢to plaszczyzng zawierajaca prze- g, \ } o
katne sasiednich Scian bocznych wychodzace z te- 41 B
go samego wierzchotka (rysunek obok). Pole otrzy-

manego przekroju jest réwne S. Oblicz cosinus ka- - N

ta, ktéry plaszczyzna przekroju tworzy z podstawa,
oraz wyznacz objetos¢ tego graniastostupa. A B

S =1.0v3-|GEi|, czyli |GEy| = 253

|EG| _ a . 25V3 _ a2V3
[GE1] — 2 ° 3a 45
|EA\E|? + |EGP? = |GE: |2, cayli |E1B| = Y1553

CoOS ¢ =

V—g. a2B. V/1652-3a% _ 3a1/1652-3a*
4 2av/3 4

Odpowiedzi do zadan
1.
Dy E C1

o
D F C

[PQ| = 3|AB| = }a
Pole przekroju:
(a+%a)-\DE\ 2

_ aV3 _ aV3
|DF| =32 = 2
cosa:}D—Q‘:“‘l—\/gz%":31ﬁ

2 C
|
Al : Bl
|
|
C
-/~
_ N
e AN
A D B
CD| = =

Tréjkat A1 DC jest prosto-
katny, wiec

S =1|CD|-|DA:| =

= aB|DA,|.

Zatem |DA;| = % oraz

cos JADA, = 1221 —

DAy T
_a. 48 _ oa%/3
=32 %/3 " 85 -

Dla tréjkata A1 AD:

AP = (25)" - (3)° -

__ 64S2-3q%

- 12a2 Y
g \/6452-3a%
CZyll ‘AA1| = W
V= a2/3 . }{6452—3114 _
=7 2073 =

= 2\/6457 — 3a*

Przekroje innych graniastostupow



Uczen:

— wyznacza przekroje
ostrostupa prawidlowego,

— oblicza pole danego przekroju
ostrostupa,

— rozwiazuje zadania dotyczace
przekrojéw ostrostupa.

Cwiczenie 1

a) |SF| = %2 = 3v/3 [cm]
ISOP? + 32 = (3v3)7,

czyli |SO| = 3v/2 cm
P=1.6-3v2=9V2 [cm’]
b) |GB| = &8 = 3V/3 [cm]
|OB| = 1 -6v2 =32 [cm]
0GI? + (3v2)° = (3v3),
czyli |OG| = 3 cm
P=1.6V2-3=9v2 [cm’]

c) I H
B B
B FE F C
|[IH| =3 cm
|IB| = 83 = 3/3 [cm]
|BE| = 1,5 cm

IE]® + (1,5)° = (3v3)°,
czyli [IE| = @ cm

P = (3+6)2' 3\éﬁ

— 27\4m [sz]
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*2.11. Przekroje ostrostupoéw

Przyktad 1

Ostrostup prawidlowy czworokatny o wysokosci 9 cm
przecieto plaszczyzng przechodzacy przez jego wierz-
cholek i przekatna podstawy (rysunek obok). Pole
otrzymanego przekroju jest réwne 36 cm?. Oblicz ob-
jetosé tego ostrostupa.

Rozpatrzmy przekréj DBS:
$|DB| -9 = 36, czyli |DB| = 8 cm.
Podstawsg, ostrostupa jest kwadrat o przekatnej 8 cm,
wige bok kwadratu ma dlugos¢ % = 4v/2 [em].
Obliczamy objetosé ostrostupa:

V=3P H=3(4V2)?-9 =96 [cm’]

5
S
[
[
[
[
[
[
/\
Y

!
Q
sl

Cwiczenie 1

Oblicz pole przekroju ostrostupa prawidlowego czworokatnego przedstawio-
nego na rysunku ponizej. Wiadomo, ze krawedz jego podstawy ma dlugosé
6 cm, a wszystkie $ciany boczne sg tréjkatami réownobocznymi.

b) g

c) S
G
I
‘ C C
A B A B

Ptaszczyzna przekroju prze- Plaszczyzna przekroju prze-
chodzi przez krawedZ pod-
stawy i punkty H, I bedace

$rodkami krawedzi bocznych.

Ptaszczyzna przekroju prze-
chodzi przez wysokosé éciany  chodzi przez przekatna pod-
bocznej i wysoko$é ostro- stawy i punkt G bedacy
stupa. $rodkiem krawedzi bocznej.

Cwiczenie 2

Narysuj przekrdj ostrostupa prawidlowego tréjkatnego plaszczyzna przecho-
dzaca przez:

a) wysokosé¢ podstawy i krawedz boczna,

b) krawedz podstawy i $rodek przeciwleglej krawedzi bocznej.

Oblicz pole tego przekroju, jesli wiadomo, ze krawedz podstawy ostrostupa
ma dlugosé 6 cm, a krawedz boczna — 12 cm.

Cwiczenie 2
a) |[EC| = % = 3v/3 [cm]
|OC| = 2|EC| = 2V3 cm

oC| _ V3 _
[SC] = 6 — cosa

Z twierdzenia cosinuséw dla tréjkata FEC:
|FE|* = |FC|*+|EC|>—2|FC|-|EC|-cos «
|FE|> = 45, czyli |[FE| = 3v/5 cm
P=1.6-3V5=9V5 [cm’]

7

P =911 cm?




Cwiczenie 3

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny, ktérego krawedZ podstawy ma
dlugosé 5 cm. Pole przekroju tego ostrostupa pltaszczyzna prostopadia do pod-
stawy i zawierajaca jej przekatng jest réwne 25 cm?. Oblicz pole przekroju
tego ostrostupa plaszczyzna zawierajaca przekatna podstawy i prostopadtla

do krawedzi bocznej roztacznej z ta przekatna.

Przykfad 2

KrawedZ podstawy ostrostupa prawidlowego tréjkat-
nego ma dlugoé¢ a, a krawedz boczna — 2a. Ostrostup
ten przecigto plaszczyzna przechodzaca przez krawedz
podstawy i srodek przeciwleglej krawedzi bocznej (ry-
sunek obok). Wyznacz pole tego przekroju.

Niech punkt O bedzie spodkiem wysokosci ostrostupa.
W tréjkacie PCS: |SC| = 2a, |PC| = “T‘/?_’ oraz:

oc| = 2|pc| = “¥3

3
a3
_loc| _ % VB
Zatem cosa = 50 = 20 = 6"
7 twierdzenia cosinuséw dla trojkata PCQ: g
|PQI* = |PC]> +|CQJ* —2-|PC| - |CQ| - cosa
2
2 (a3 2_g.aV3 V3
PQP = (2L) +a—2.28 0. &
2_ 32 2 a? _ 5a?
IPQIF = ; Ta 2 4
5
PQI=La
Wyznaczamy pole przekroju, czyli pole tréjkata ABQ:
1 V5 a?JB
P=g-a Sa=—; 55

Cwiczenie 4

C

Czworoécian foremny przecieto plaszczyzng zawierajaca krawedz podstawy
i érodek przeciwleglej krawedzi bocznej. Oblicz sinus kata, ktory ptaszczyzna

przekroju tworzy z podstawa czworo$cianu.

Cwiczenie 5

Czworoscian foremny przecigto ptaszczyzna przechodzaca przez krawedz bocz-
ng i wysoko$¢ podstawy. Jako przekrdj otrzymano tréjkat o polu réwnym

44y/2 ecm?. Oblicz objetosé tego czworodcianu.

Cwiczenie 5

|ES| = |EC| = a_\2/§ oraz |SC|=a
|EF| = &2

P:%~a~a7ﬁ: #:4\/5, czyli a =4 cm

Objetos¢ czworoscianu foremnego o krawedzi a
wyraza sie za pomocy wzoru:
_ a®V2
V=g

Zatem V = 641—‘25 = %ﬁ [cm?®].

Cwiczenie 3

|DB| = 5v/2 cm, |OC| = % cm
1.5V2-|50| = 25,
czyli |SO| = 5v/2 cm

|SC| = +/|SO|? +|0C|? =

_ 5\/210 —

Pole tréjkata SOC:
L5352 = 4240 oG,
czyli |OG| = v/10 cm

P=1.5/2-1/10 = 5V/5 [cm?]

Cwiczenie 4

|[EB| = |FC| =

2
|EC| = |BF| = &£
EF jest srodkows w tréjkacie
réwnoramiennym SEC, wiec
EF 1 SC. Zatem

1
q _ICFl _ 32 _ V3
sina = 55 = 25 = 5
2
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Odpowiedzi do zadan

1.

Pole podstawy:

Py = 28 — 100V/3,

wiec a = 20 cm

Wysoko$é $ciany bocznej:
h? =262 — 102 =576
Wysoko$¢ przekroju:

h = /576 — 57 = /551 [om]
Pole przekroju:
P=1.10-V551>5-23=
=115 [cm?]

2. £\/T685% — o

RS UNCIRE

. H — wysokos¢ ostrostupa

hp — wysoko$¢ $ciany bocznej
hp — wysoko$¢ podstawy
b — krawedz boczna

\% %~%~H: §a3, czyli
=

Pole przekroju:

P = %.hp.H_

N

hy = (%hP)Q‘FHQ:
_ 3a2 6a2 __ a
36 T 36 = 2

B 4hs =280 e _ 3t _ 2
7 twierdzenia odwrotnego do
twierdzenia Pitagorasa rozpa-
trywany przekrdj jest trojka-
tem prostokatnym.

2 V3P
3P\ 5
a? 1 3
P:m,vzﬁﬁa tga
51
3
. 4(V/3 ++/15)

2. Graniastostupy i ostrostupy

Zadania

[D] 1.

Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego tréjkatnego ma diugoséé 26 cm,
a pole podstawy jest réwne 100v/3 cm?. Ostrostup ten przecieto plaszczy-
zng przechodzaca przez srodki dwoch krawedzi podstawy oraz jego wierz-
cholek. Wykaz, ze pole otrzymanego przekroju jest wieksze od 115 cm?.

Ostrostup prawidtowy tréjkatny o krawedzi podstawy a przecieto ptasz-
czyzna przechodzaca przez srodki krawedzi wychodzacych z jednego wierz-
chotka podstawy. Pole otrzymanego przekroju jest réwne S. Wyznacz ob-
jetosé tego ostrostupa.

Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego tréjkatnego ma diugosé a,
a jego objetos¢ jest réwna g—fas. Wykaz, ze przekrdj tego ostrostupa plasz-
czyzna zawierajaca jego wysokos¢ oraz krawedz boczna jest tréjkatem pro-

stokatnym o polu g

a?.
Przekréj ostrostupa prawidlowego czworokatnego plaszczyzna przechodza-
cg przez jego wierzchotlek i przekatna podstawy jest trojkatem réwnobocz-

nym o polu P. Wyznacz objetos¢ tego ostrostupa. g

Ostrostup prawidlowy czworokatny o krawe-

dzi podstawy a przecieto plaszczyzna przecho-

dzaca przez jego wierzchotek i Srodki sasied-

nich krawedzi podstawy. Plaszczyzna ta tworzy C
zZ podst:fqu kat a..Wy’z’nacz pole otrzymanego E
przekroju oraz objetos¢ tego ostrostupa. A F B

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny o podstawie ABC'D i wierz-
chotku §. Ostrostup ten przecieto plaszczyzna przechodzaca przez punkty
B i D oraz przez punkt P bedacy $rodkiem krawedzi C'S. Wykaz, ze je-
$li tréjkat BDP jest rownoboczny, to stosunek dlugosci krawedzi bocznej
ostrostupa do dtugosci krawedzi podstawy jest réwny 2v/3 : v/2.

Przekrdj ostrostupa prawidlowego trdojkatnego plaszczyzna zawierajaca
krawedz podstawy i $rodek jego wysokosci ma pole réwne 2v/6. Plaszczy-
zna przekroju jest nachylona do podstawy pod katem 45°. Oblicz objetosé
tego ostrostupa.

Krawedz podstawy ostrostupa prawidlowego trdjkatnego ma diugosé 4.
Ostrostup ten przecieto plaszczyzna zawierajaca krawedz podstawy i §ro-
dek jego wysokosci. Plaszczyzna ta jest nachylona do podstawy pod katem
45°. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

. |DP| = |BP| = |BD| = a\/2

Dla tréjkata PNC: 2 = (§)? — (8)° =& _a

2 4 16
ag 2

Dla tréjkata PNB: x> = (ax/ﬁ) = (3:1—“)2 = 2?22
Zatem:

2 _ a? _ 2302

1 16 16

82 _ 3a2

1~ 2

2 .

%z%,czyh%z%




2.12. Zagadnienia uzupetniajace

M Wielosciany foremne

Wielo$cianem foremnym (bryla platonska) nazywamy wielo$cian wy-
pukty, ktérego wszystkie Sciany sg przystajacymi wielokatami forem-
nymi i w kazdym wierzcholtku zbiega sie jednakowa liczba Scian.

Istnieje pie¢ wieloscianéw foremnych. Wszystkie znane byty juz w staro-
zytnosci (nazwy greckie podane w nawiasach pochodza od greckich nazw

liczb 4, 6, 8, 12 i 20).

|
|
|
|
I
%,,,___
7

s
s

Czworoscian foremny (tetra- Szescian (heksaedr) Osmioscian foremny (oktaedr)

edr) ma cztery $ciany bedace ma sze$¢ Scian beda- ma osiem Scian bedacych troj-

tréjkatami réwnobocznymi. cych kwadratami. katami réwnobocznymi.

Dwunastoscian foremny (dodekaedr)
C ma dwanascie $cian bedacych piecio-
katami foremnymi.

r

Dwudziestoscian foremny (ikosaedr) '
0 ma dwadziescia Scian bedacych troj- \

katami réwnobocznymi.

2.12. Zagadnienia uzupetiajgce



2. Graniastostupy i ostrostupy

1.

Siatki wieloScianéw foremnych

Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i uzupelnij dane dotyczace wieloscia-
now foremnych. Sprawdz, czy dla kazdego z tych wieloScianéw spelniony
jest wzér Eulera: s — k + w = 2, gdzie s oznacza liczbe Scian, k — liczbe
krawedzi, w — liczbe wierzchotkéw.

Wielo$cian Liczba Liczba Liczba
foremny $cian krawedzi wierzchotkéw
czworo$cian 4 6 4
szescian 6 12 8
odmioécian 8 12 6
dwunastoscian 12 30 20
dwudziestoscian 20 30 12

Oblicz pole powierzchni i objetos¢é oémioscia-
nu foremnego, ktorego krawedz ma dlugosé
4 cm.

t.aczymy odpowiednio srodki écian sze$cianu
i otrzymujemy o$mioscian foremny (rysunek
obok). Oblicz pole powierzchni i objetosé
tego oSmio$cianu, jesli wiadomo, ze krawedz
sze$cianu ma dtugosé 8 cm.

Przekrédj oSmioscianu foremnego ptaszczyzng, ktéra przechodzi przez jego
dwa przeciwlegte wierzchotki oraz srodki dwéch przeciwlegtych krawedzi,
jest rombem o polu réwnym 18v/2 cm?. Oblicz sume dlugosci wszystkich
krawedzi tego o$mioscianu.

Odpowiedzi do zadan

2. P.=323cm? V = %\/ﬁ cm?
3. P.=64v3 cm? V = 85% cm?®
4. 72 cm



Pole powierzchni czworoscianu foremnego jest dwa razy wieksze od pola
powierzchni oémioscianu foremnego. Oblicz stosunek objetosci tych wielo-

Sciandw.

Faczymy odpowiednio érodki ciezkosci $cian o$mioscianu
foremnego i otrzymujemy sze$cian (rysunek obok).
Oblicz objetos¢ tego szescianu, jesli wiadomo,

ze krawedZ o$mioscianu ma dtugosé 4 cm.

Sciany wieloécianu foremnego malujemy
w ten sposéb, aby zadne dwie $ciany ma-

jace wspolng krawedz nie byly tego samego
koloru. Jakiej najmniejszej liczby koloréw
nalezy uzy¢ do pomalowania:

a) czworoscianu, b) szeScianu, c¢) o$mioScianu?

Dwa czworosciany foremne tej samej wielkosci zlaczono podstawami
i w ten sposob otrzymano wieloScian o szedciu Scianach. Narysuj otrzyma-

ny wieloécian. Czy jest on foremny?

= Dlaczego istnieje tylko pieé¢ wieloscianow foremnych?

W kazdym wierzchotku wieloscianu spotykaja sie co naj-
mniej jego trzy Sciany. Na przyklad w szeScianie sa to trzy
kwadraty — fragment siatki przedstawiajacy Sciany ma-
jace wspolny wierzchotek przedstawiono na rysunku obok.
W kazdym fragmencie siatki wielo$cianu zawierajacym sSciany majace

A
-/

wspolny wierzchotek suma katow przy tym wierzchotku musi by¢ mniejsza
od 360°. Zatem jesli éciang wieloscianu jest trojkat réwnoboczny, to przy
jednym wierzchotku moga sie znajdowaé trzy tréjkaty (czworoscian fo-
remny), cztery tréjkaty (o$mioscian foremny) lub pieé tréjkatow (dwudzie-
stoscian foremny). W przypadku szesciu tréjkatéw otrzymaliby$my 360°.

Istnieje tylko jeden wieloscian foremny, ktérego $cianami sa pieciokaty i nie
istnieja wieloSciany foremne, ktérych Scianami sa n-katy dla n > 5 (uza-
sadnij). Zatem istnieje tylko pieé¢ wieloScianéw foremnych.

5.2:1

6 128 3

* 27

7.a)4 b)3 c) 2

8. nie

2.12. Zagadnienia uzupetiajgce



9. 7(1+ %\/5) cm?

10. 3(\/5— 1) cm

I 130 2. Graniastostupy i ostrostupy

M Bryly Archimedesa

czworoscian $ciety

sze$cio-o$mioscian
rombowy maty

dwudziestoscian
Sciety

dwunastoscian
przyciety

N

A

szescio-osmioscian szescian Sciety osSmio$cian Sciety

I
Ol

sze$cio-oé$mioscian dwudziesto- dwunastoscian
rombowy wielki -dwunastoscian Sciety

&
O

szeécian dwudziesto- dwudziesto-
przyciety -dwunastoscian -dwunastoscian
rombowy maty rombowy wielki

Na rysunkach przedstawiono 13 bryl Archimedesa —
wielo$cianéw potforemnych. Wszystkie ich $ciany sa
wielokatami foremnymi, nie wszystkie o jednakowej
liczbie bokéw. Wszystkie krawedzie maja jednakowa
dtugosé.

9. Oblicz objetosé szescianu Scietego, ktorego krawedz ma dlugoéé 1 cm.

10. Z szescianu o krawedzi 3 cm odcieto narozniki i otrzymano szecian Sciety.
Oblicz dtugosc jego krawedzi.



Zestawy powtdrzeniowe

B Zestaw |

1.

[o°]

. I przypadek

Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego ma dtugo$éé 2, a jego pole
powierzchni catkowitej jest réwne 24. Oblicz wysokosé tego graniastostupa,
jezeli jego podstawa jest: a) czworokat, b) tréjkat, c) szedciokat.

Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetosé szescianu, ktérego przekatna
jest o 2 dluzsza od jego krawedzi.

Sciana boczna ostrostupa prawidtowego jest nachylona do podstawy pod
katem 30°, a krawedz podstawy ma dlugos¢ 6. Oblicz pole powierzchni
catkowitej i objetos$¢ tego ostrostupa, jezeli jego podstawa jest:

b) tréjkat,

a) czworokat, c) szeSciokat.

Wysokosé prostopadloscianu jest réwna 4 cm, a jego podstawsa jest kwa-
drat o boku 3 cm. Oblicz cosinus kata zawartego miedzy przekatnymi $cian

bocznych wychodzacymi z tego samego wierzchotka. Dy
Cy

Szescian o krawedzi dlugosci 1 przecieto ptaszczyzna
przechodzaca przez wierzchotki C' i D; oraz érodek
krawedzi AD (rysunek obok). Oblicz dlugosci bokéw
tréjkata C' D, F oraz cosinus kata potozonego naprze-
ciwko najdtuzszego boku tego tréjkata.

Ay

W szescianie potaczono wierzchotki dolnej podstawy z jednym z wierzchol-
kow gornej podstawy i otrzymano ostrostup. Oblicz cosinus kata zawartego
miedzy $cianami bocznymi tego ostrostupa, ktoérych wspoélna krawedzia
jest przekatna szescianu.

Oblicz dlugo$é¢ krawedzi czworoscianu foremnego, ktorego wierzcholtki sg
czterema wierzcholtkami szescianu o objetosci 8.

Wyznacz objetosé ostrostupa prawidlowego czworokatnego, ktérego pole
powierzchni bocznej jest rowne P, a kat miedzy wysokoSciami Scian bocz-
nych opuszczonymi z wierzcholka ostrostupa ma miare 2a. Rozwaz dwa
przypadki.

Sposréd wszystkich ostrostupéw prawidlowych czworokatnych ABC' DS
o krawedzi bocznej dlugosci 5 wybieramy ten, dla ktérego pole trojkata
ACS jest najwieksze. Oblicz objetosé tego ostrostupa.

IT przypadek

V:%~Psina-7cosg;ifj”‘: V:%-\/ﬁpsinow
= §Pcosav/Psina -43‘?& V/2Psin (1 — 2sin? a) =

= %T@P\/Psina(l — 2sin? @)

Odpowiedzi do zadan

a) 2
b)4— L
c) 2—+3

. P.=12(v/3+2)

V =2(5+3V3)

. a) P. =12(3 +2V3)

V =12V3
b) P. =9(2+/3), V =33
c) P. =542 ++/3)

V =543
. 0,64
. |CD1| =2
|CE| = |ED:| = &
COSO{Z%
D, a
|
|
|
Al | By
|
)
| at
D<= x==_-{->/C
/
/
/
A a B

|A1B| = av/?2, |BC| = a
oraz |A:1C| = av/3

Pole trojkata A1 BC:
1.av2-a=1%-aV3-|BE|
|BE| = 248 = |DE|

7 twierdzenia cosinuséw
dla tréjkata BED mamy:

(@v3)’ = (=) +
4 (“3—\/6)2 = 2(“7\/6)2c0sa

Stad cosa = —%.

. 2V/2
. Pacs = 3 -5° - sin ASC

Pole tréjkata ASC jest
najwicksze, gdy ASC = 90°.
Wtedy:

_ 1.1 2 5V2 _ 125V2
V=35(6v2) 52 = 252

Zestawy powtorzeniowe



1.

2.

Vv

V = 27v/3 cm? M Zestaw Il P
— 2
F.=18(/3+3) cm 1. Dany jest graniastostup prawidlowy tréjkatny p
| o krawedzi podstawy dlugosci 6 cm (rysunek \
obok). Przekatne $cian bocznych poprowadzone
| z wierzcholka D tworza kat o taki, ze tgor = 3. ¢
: Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej A
Py P tego graniastostupa.
h /|\ B
7 N . 2. W graniastostupie prawidtowym tréjkatnym przekatne écian bocznych wy-
4 A chodzace z tego samego wierzchotka maja dlugos$é p i tworza kat a. Wy-
a . s 2 .
7 twicrdzenia cosinuséw znacz objetosé tego graniastostupa.
Ay 3. Podstawsa ostrostupa ABC'S jest trojkat réwnoramienny ABC, w ktérym

a’? =p® +p® — 2p*cosa
a? = p*(2 — 2cos ),

czyli @ = pv/2 — 2cosa

h=+/p?—a?= 4.

=+/p?*(2cosa—1) =
=pyv2cosa —1
V= p2(2—2cos a)V3

1 ’ 5.
-pv/2cosa— 1 =
= @pg’ (1 —cosa) -
-v/2cosa— 1
3. 242 *6.
4. o =90°, B =~ 55°
5. v2cosa
6. 5 7.
8.

a=60°, |OB| = @2

OB . a
:E—BI‘ = @, czyli |EB| = T‘/é

|BC| = \/a? — ()" = = o

ACFS ~ ACEB
(cecha KKK)

EC| _ % _ aV3
= %, St@d b =5

- =

W ASOC mamy: 7
b’ =36+ (%2)° 8
a2 (12

czyli a =12 cm
vV =1.12>.6 =288 [cm’]

2. Graniastostupy i ostrostupy

|AB| = 4, |AC| = |BC| = 6, a $ciany boczne sa nachylone do podstawy
pod katem 60°. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

Sciany boczne ostrostupa prawidlowego tréjkatnego sa tréjkatami prosto-
katnymi. Oblicz miare kata o zawartego miedzy $cianami bocznymi i miare
kata (3, ktéry tworzg Sciany boczne z podstawg tego ostrostupa.

Kat dwuscienny zawarty migdzy sasiednimi $cianami bocznymi ostrostupa
prawidlowego czworokatnego ma miare 2a. Wyznacz sinus kata nachylenia
$ciany bocznej tego ostrostupa do jego podstawy.

Wysokos¢é ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest rowna 6 cm, a kat
zawarty miedzy jego sasiednimi Scianami bocznymi ma miare 120°. Oblicz
objetosc¢ tego ostrostupa.

Krawedz podstawy graniastostupa prawidlowego czworokatnego ma dtu-
gos$¢ 4 c¢m, a krawedz boczna — 5 cm. Graniastostup ten przecigto ptasz-
czyzng przechodzaca przez przekatng podstawy tak, ze w przekroju otrzy-
mano trapez, ktorego jedna podstawa jest dwa razy krétsza od drugie;j.
Oblicz pole tego trapezu.

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym wysoko$¢ jest réwna h i tworzy
z krawedzig boczng kat 45°. Ostrostup ten przecieto plaszczyzng przecho-
dzaca przez przekatng podstawy i nachylona do podstawy pod katem 60°.
Wyznacz pole otrzymanego przekroju.

Niech P bedzie dowolnym punktem lezacym wewnatrz czworo$cianu fo-
remnego. Wykaz, ze suma odleglosci punktu P od $cian tego czworos$cianu
jest réwna jego wysokosci.

. 9v/6 cm?
. h2(V3—1)

. Niech H bedzie wysokoscia czworoscianu ABC'S. Laczymy punkt P z wierzchotkami

czworoscianu i otrzymujemy cztery czworosciany: ABCP, ABSP, BCSP i ACSP.
Podstawg, kazdego z tych czworoscianéw jest jedna ze Scian czworo$cianu ABCS,
zatem ich pola podstaw sg réwne. Oznaczmy je Pp. Odleglosci punktu P od Scian
czworoscianu ABCS sa wysokosciami nowo powstatych czworoscianéw. Oznaczmy
je hl,hz,hg iha.

Suma objetosci nowych czworoscianéw jest réwna objetosci czworo$cianu A BCS,
stad:

%PpH = %Pphl + %Pphz + %Pphg + %Pph4 /: %Pp

H =hy +ha + hs + hsa



Sposaéb na zadanie @

Przyktad

Suma dhugosci wszystkich krawedzi ostrostupa prawidlowego sze$ciokatnego
jest réwna 12. Jakie powinny by¢ diugosci krawedzi takiego ostrostupa, aby
mial on mozliwie najwigksza objeto$¢? Oblicz te objetosé.

Oznaczmy przez x dlugo$é¢ krawedzi podstawy,
a przez b — dlugosé krawedzi boczne;j.
Z warunku zadania 6z + 6b = 12, czyli x = 2 —b.
Poniewaz b > x > 0, otrzymujemy 0 < 2 — b < b,
czyli b € (1;2), a stad z € (0;1).
Zauwazmy, ze jesli O jest spodkiem wysokosci H
ostrostupa, to |AO| = z. Na podstawie twierdze-
nia Pitagorasa dla trojkata AOS otrzymujemy:
H>=pP-2’=02—-x2)?—-1*=4—4zx
Zatem wysokos¢ ostroshupa:
H=Vi-4x=2y1—2, z€(0;1)
Pole podstawy ostrostupa:
_ - 2323 33 ,

B=6——="x

Wyznaczamy objetos¢ ostrostupa jako funkcje zmiennej x:

Ve)=1p, -H=1.23p 9T 5=
=V32*V/1 -z = V32" = 32%, Dy = (0;1)
Rozpatrzmy funkcje pomocnicza f(z) = 3z* — 3z°, D; = (0;1).
Funkcja g(t) = v/t jest rosnaca, wiec funkcje f i V najwickszg wartoéé przyj-
mujg dla tego samego argumentu.
f'(z) = 122® — 152, Dy = (0;1)

1) = _4
fll@)=0dlaz= 5 znak f’
Funkcja f roénie w przedziale (O; %> oraz maleje w prze- FFFPK

dziale (1;1), zatem dla z = % funkcje f i V przyjmuja 0 I X

SIS

najwieksze wartosci.
Krawedz boczna ma zatem dtugosé: 2—% = g Obliczamy najwieksza objetosé:

V()= ()0 () -
SCHONGDEFNEEE

Odpowiedz: Najwicksza objetos¢ ma ostrostup o krawedzi podstawy % i kra-

wedzi bocznej g. Objetos¢é tego ostrostupa jest réwna %j_"

Sposodb na zadanie



H =32
V=1.6"-3V/2=36V2
D o
|
|
|
i | Bi ol g
|
|
|
Dy ——14-JcC
/
7 3
/
A 3 B
|BCi1| = /3% + H?

cosa = \/32’1? = %,
czyli H = 4 cm, stad
|BCi| =5 cm
P=3.5=15 [cm?]

.Pp:6-2QT‘/§:6\/§[cm2]

P.=Py+ Py =P, +2P, =

= 18v/3 cm?

L INM| = =2
|PM| = o8
sin o = % = ‘/?6

2. Graniastostupy i ostrostupy

@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

Podstawsa, prostopadtoscianu jest kwadrat o boku 6 cm, a kat nachylenia
przekatnej prostopadltoscianu do Sciany bocznej ma miare 30°. Przekatna
ta ma dlugosé:

A. 32 cm, B. 3v3 cm, C. 6v3 cm, D. 12 cm.

Podstawa graniastostupa prostego jest romb o przekatnych dtugosci 3 i 4.
Jedli przekatna éciany bocznej tego graniastostupa ma dltugoéé v/7, to jego
pole powierzchni catkowitej jest rowne:

A. 12V/3, B. 12 + 5V/3, C. 10 + 4+/3,

Krawedz podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosc 6,
a krawedz boczna tworzy z podstawa kat 45°. Objeto$c¢ tego ostrostupa
jest rownas:

A. 36v2,

D. 13.

B. 48v/2, C. 72V2, D. 108/2.

Graniastostup prawidlowy czworokatny o krawedzi podstawy 3 cm prze-
cieto plaszczyzna zawierajaca przeciwlegle krawedzie jego podstaw. Otrzy-
many przekrdj tworzy z jedna ze cian bocznych kat « taki, ze cosa = 0,8.
Pole tego przekroju jest réwne:

A. 8 cm?, B. 9 cm?, C. 12 cm?, D. 15 cm?.

W ostrostupie prawidtowym szesciokatnym o krawedzi podstawy 2 cm pole
podstawy jest dwa razy mniejsze od pola powierzchni bocznej. Pole po-
wierzchni catkowitej tego ostrostupa jest réwne:

A. 12 cm?, C. 18V/3 cm?,
B. 18 cm?, D. 36v/2 cm?. Dy o
1
P

Punkty M i P sa $rodkami krawedzi szescianu ﬁ :
przedstawionego na rysunku obok. Sinus kata, ! } B
ktory odcinek M P tworzy z podstawa, jest réwny: ‘D

V6 V3 N1 C
A. 3 C. 3 A)f ;}

V6 V3
B. %2, D. . A M B

Ostrostup prawidlowy tréjkatny, ktorego Sciany boczne sg tréjkatami pro-
stokatnymi, a pole podstawy jest réwne 16v/3 cm?, przecieto plaszczyzna
rownolegla do dwéch krawedzi bocznych i przechodzaca przez srodek trze-
ciej. Pole otrzymanego przekroju jest rowne:

A. 4 cm?, B. 6 cm?, C. 4v/3 cm?, D. 6v/3 cm?.

. Krawedz podstawy: 8 cm

Krawedz $ciany bocznej: 4v/2 cm
Przekréj jest tréjkatem prostokatnym o bokach diugosci 2v/2,2v/2 i 4.

P=1.(2v2)% =4 [cm?]
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B Zadania krétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)

Szescian o krawedzi 4 ¢m i graniastoshup prawidlowy czworokatny o krawe-
dzi podstawy 2v/2 ¢cm maja taka sama objeto$é. Oblicz dlugosé przekatne;
graniastostupa.

Zadanie 2 (2 pkt)

Wysokosé ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest dwa razy dluzsza od
krawedzi jego podstawy. Oblicz tangens kata nachylenia Sciany bocznej tego
ostrostupa do jego podstawy.

Zadanie 3 (2 pkt)

Sciany boczne ostrostupa prawidlowego tréjkatnego sa tréjkatami prostokat-
nymi o przyprostokatnych dlugosci 2 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej
tego ostroshupa.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 4 (4 pkt)

Wysokosé graniastostupa prostego jest réwna 12 cm, a przekatna Sciany bocz-
nej ma dlugo$é 15 cm. Jego podstawa jest romb o kacie ostrym 60°. Oblicz
objetosé tego graniastostupa.

Zadanie 5 (4 pkt)
W graniastostupie prawidlowym czworokatnym o krawedzi podstawy réwnej 4
przekatna tworzy z ta krawedzia kat 60°. Oblicz objeto$¢ tego graniastostupa.

Zadanie 6 (4 pkt)

Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego szesciokatnego ma dtugosé 6 cm,
a pole podstawy jest cztery razy mniejsze od pola powierzchni bocznej. Oblicz
objetos¢ tego ostrostupa.

Zadanie 7 (4 pkt)
Oblicz objetoéé ostrostupa prawidlowego trdjkatnego, w ktérym wysokosé
Sciany bocznej jest rowna 10 c¢m i tworzy z podstawa kat 45°.

Zadanie 8 (4 pkt)

Podstawsa ostrostupa jest tréjkat prostokatny, ktérego przeciwprostokatna ma
dlugo$éé 12 cm, a jeden z katow ostrych ma miare 60°. Wysokos$¢ ostrostupa jest
rowna 8 cm, a spodkiem wysokosci jest $rodek okregu opisanego na podstawie.
Oblicz pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

8. |[BO| = |OA| =|0OC| =6 cm S
|CA| = 6v/3 cm, |CB| = 6 cm
|AS| = |BS| = |CS| =10 cm

Sciany boczne sg tréjkatami réwnoramiennymi
o wysokosciach:
haps =8 cm, hcas = V73 cm, hcps = V91 cm

P=1.12.8+1-6/3-v73+16-4/01 = B @ A
= 3(16 + /219 + v/91) [cm?]

V2

C

Odpowiedzi do zadan

1. H — wysokos¢ graniastostupa

dp — dtugosé przekatnej
podstawy graniastostupa

d — dtugosé przekatnej
graniastostupa

43 =(2v2)”-H, H=8cm
dp =22 -2 =4 [cm]
d*>=4>+8 =80

Zatem d = 4+/5 cm.

. 4
. Dlugosé krawedzi podstawy:

2\/5 cm
(242)" V3

_ 1 2 _
Po="22 " 13.1.92=2

=2(v3+3) [em?]

. Dtugosé krawedzi podstawy:

9 cm
V =9%5in60° - 12 =
= 486+/3 [cm?)
Dy o
|
A |
1 ; B,
L \d
|
M /D--\1-Jc
/
o\ /4
A 4 B
A1l = tg60° = V3
|AD;:| = 4v/3

Dla tréjkata AD1D:
h? = (4v3)" — 4% = 32
h =42

V =42 .4y/2 = 642

. h — wysokos$¢ sciany bocznej

H — wysoko$¢ ostrostupa
2
4.@% =6-1.6h,
czyli h = 12v/3 cm
2
= \J0avBe - ()’ -
9v/5 [cm]
=1.6. ffTﬁ .95 =
= 16215 [cm®]

<

. a — krawedz podstawy

H — wysoko$¢ ostrostupa

H = 5v/2 cm
1, aV/3 _
3N =5V,

czyli a = 10v/6 cm
v=1_1. w . 5v/2 =
= 250v/6 [cm?)
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6.
8.

4/3
Vi0

. 600 cm?

45°

Odcinek GO taczy srodki bo-
kéw trojkata BE'S, wiec jest
rownolegty do krawedzi BS.
Zatem przekréj PQRWU jest
réwniez rownoleglty do krawe-
dzi BS.

Czworokat PQRU jest
prostokatem o bokach:

|PQ| = |UR| = $aV/2 oraz
a2
\PU| = 11BS| = /W + Z,
a jego pole wynosi:
Pi=2fyh 4 5

WOl = 3IBS| = /I + %

Pole tréjkata URW :

_aV?2 a?
=96V + 5
Pole catego przekroju:
P=P+PFP=

ar/ a2 2 ar/a? 2
_ \/4+2hJr Vai+2n?

= 2 =
5¢\/a? + 2h2

1.2 / 2 o
164 4Ctg 5 =

P33
108

2. Graniastostupy i ostrostupy

@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (2 pkt)
Wysokos¢ graniastoshupa prawidtowego trojkatnego jest rowna 2, a kat miedzy
przekatna $ciany bocznej a podstawa ma miare 60°. Oblicz pole powierzchni
bocznej tego graniastostupa.
Zadanie 2 (2 pkt)
Krawedz podstawy ostrostupa prawidlowego szescio-
katnego ma dlugosé 4, a krawedz boczna — dtugosé 6.
Oblicz stosunek pola tréjkata C'F'S do pola trojkata ¥

A .

S

CES (rysunek obok). D

Zadanie 3 (4 pkt) B ¢
Podstawa graniastostupa prawidlowego czworokatnego ma pole réwne 50 cm?.

Przekroj tego graniastostupa plaszczyzna przechodzaca przez przekatna dol-
nej podstawy i jeden z wierzchotkéw gérnej podstawy jest trojkatem o polu
réwnym 65 cm?. Oblicz objeto$é tego graniastostupa.
Zadanie 4 (5 pkt)
Ostrostup prawidtowy czworokatny przecieto plasz- S
czyzng BCPQ, ktora tworzy rowne katy z plaszczy-
znami ABCD i BCS (rysunek obok). Oblicz miare A
kata nachylenia $ciany bocznej do podstawy, jesli wia- 0
domo, ze plaszczyzna BC' P(Q podzielita powierzchnig C
boczng tego ostrostupa na dwie czesci o réwnych po-
lach.
A B

Zadanie 5 (5 pkt)
Ostrostup prawidtowy czworokatny o krawedzi podstawy a i wysokoéci h prze-
cieto plaszczyzna przechodzaca przez $rodki dwoch sasiednich krawedzi pod-
stawy i srodek wysokosci ostrostupa. Wyznacz pole otrzymanego przekroju.
Zadanie 6 (5 pkt)
Ostroshup prawidlowy tréjkatny o krawedzi podstawy a i kacie ptaskim przy
wierzchotku a przecieto plaszczyzna zawierajaca wysokosci dwdch Scian bocz-
nych wychodzace z wierzchotka ostrostupa. Wyznacz pole tego przekroju.
Zadanie 7 (5 pkt)
Suma dhugosci wszystkich krawedzi ostrostupa prawidlowego czworokatnego
jest rowna 60. Dla jakich dlugosci krawedzi ostrostup ten bedzie mial naj-
wiekszg objetosé?
Zadanie 8 (5 pkt)
Suma dlugosci krawedzi graniastostupa prawidlowego tréjkatnego wychodza-
cych z jednego wierzchotka jest rowna P. Jaka najwicksza objeto$¢ moze mieé
taki graniastostup?
7. a — krawedz podstawy

b — krawedz $ciany bocznej

H — wysoko$¢ ostrostupa
4a + 4b = 60, czyli b = 15 — a, gdzie a € (0; 15)

2
H=,/b2— (aTﬁ) — /225 — 30a + <2, gdzie a € (0;30 — 15v/2)

V(a) = £a%\/225 — 300 + % = /2504 — 2205 + £ab, a € (0;30 - 15V2)

Wprowadzamy funkcje pomocnicza: f(a) = 25a* — 4% + %aﬁ.

f'(a) = 100a® — 2a* + 1a®, a € (0;30 — 15v/2)
f'(a) =0 dla a = 5(5 — V13)
b=>5(/13 — 2)



