3 Bryly obrotowe

W celu zapewnienia bezpiecznego ruchu statkéw przy podejsciach do portow
tor wodny jest oznakowany czerwonymi bojami w ksztalcie walca i zielonymi
w ksztalcie stozka. Stosuje sie tez boje o innych ksztaltach i kolorach. Boje
malowane w bialo-czerwone pasy to znaki bezpiecznej wody — wskazuja, ze
wokét nich woda jest zeglowna. Zwykle boje takie sa kuliste, walcowe lub
drazkowe. Na zdjeciu boja podejéciowa do portu w Gdyni.

Multitea

* Moc Storica

* Matematyka w sklepie
modelarskim

® Zatankowac rakiete

® | ot nad Pacyfikiem

® Gdzie jest najblizsza kawiarnia?

3. Bryly obrotowe 137 s



Uczen:

wskazuje elementy charakte-
ryzujace walec,

zaznacza przekrdj osiowy
walca,

oblicza pole powierzchni
catkowitej walca,

oblicza objetos¢ walca,
rozwigzuje zadania dotyczace
rozwiniecia powierzchni
bocznej walca,

stosuje funkcje trygono-
metryczne do obliczania pola
powierzchni i objetosci walca,
rozwiazuje zadania o podwyz-
szonym stopniu trudnosci
dotyczace walca.

Cwiczenie 1

a) Podstawa walca jest kolem

(0)

promieniu r, wiec P, = 7r2.

Powierzchnia boczna walca po
rozwinieciu na ptlaszczyznie jest
prostokatem o wymiarach 27r
i h, wiec P, = 27rh.

Zatem P. = 2P, + P, =

= 2172 4 27rh = 271 (r 4 h).

b) P. = 27r? 4+ 277 - 10 = 40,

gdzie r > 0

r24+10r —20=0

VA =65

ry = 104658 _ 3,55
g = Z106V5

= (3\/3 — 5) cm

P=n(3/5-5) =
=107 (7 — 3v/5) [em?]
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3. Bryty obrotowe

3.1. Walec

Walec to bryla obrotowa otrzymana przez obrét pro-
stokata wokol prostej zawierajacej jeden z jego bokéw.

Prosta te¢ nazywamy osia walca.

Dwa kota otrzymane przez obrét dwoch bokéw pro-
stokata prostopadlych do osi obrotu nazywamy pod-
stawami walca. Dowolny odcinek laczacy podstawy

walca 1 do nich prostopadly nazywamy wysokoscia 4 O
walca. W szczegdlnosei odcinki 00, oraz AD (ry-
sunek obok) sa wysoko$ciami walca.

Dowolny odcinek, ktory taczy dwa punkty z brzegéw podstaw walca i jest
prostopadly do tych podstaw, nazywamy tworzaca walca (np. odcinek AD na

(2
)

Siatka walca o promieniu
podstawy 7 i wysokosci h

rysunku powyzej).

Pole powierzchni caltkowitej walca o promieniu

podstawy r i wysokosci h wyraza sie wzorem:

P.=2P,+ P, = 2mr* + 2nrh = 27r(r + h)
gdzie P, jest polem podstawy walca, a P, — polem
jego powierzchni bocznej.

Cwiczenie 1

@ a) Uzasadnij wzor na pole powierzchni catkowitej walca.

b) Pole powierzchni catkowitej walca jest réwne 40w cm?; a jego wysoko$é ma
10 c¢m. Oblicz pole kota bedacego podstawg tego walca.

Dmc

Przekrojem osiowym walca nazywamy przekrdj walca
plaszczyzna zawierajaca jego o$ (rysunek obok) — jest
to prostokat o bokach h i 27.

Cwiczenie 2
Pole przekroju osiowego walca jest réwne 40 cm?, a promief jego podstawy
ma 4 cm. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego walca.

Cwiczenie 3
Przekatna d prostokata bedacego przekrojem osiowym |
walca ma dlugosé 12 cm i tworzy z jego podstawa 4 h

kat o = 30° (rysunek obok). Oblicz pole powierzchni o\ | ~
catkowitej tego walca.

Cwiczenie 2

2-4h =40

h =5 cm

P.=2r-4-(4+5) = 721 [cm?
Cwiczenie 3

h =6 cm

2r =12 %3 czylir = 3v/3 cm

P.=2m-3V3-(3v/3+46) =187 (3 + 2v/3) [cm’]



Twierdzenie Cwiczenie 4
a)r=4cm, h=8cm
Objetosé¢ walca o promieniu podstawy r i wysokosci h wyraza sie wzorem: V =m-42.8 = 1287 [cm?]
V =P,-h=mnr’h b) I przypadek

r=3cm, h=8 cm

V =x-3%.8= 721 [cm?]
IT przypadek

Cwiczenie 4 r=4cm, h=6cm

V =7-4%.6 = 967 [cm?]

gdzie P, jest polem podstawy walca.

Oblicz objetos¢ walca, ktorego przekrdj osiowy jest:

a) kwadratem o polu 64 cm? Cwiczenie 5
b) prostokatem o bokach 6 cm i 8 cm (rozpatrz dwa przypadki). a) r =4 cm
P, = 4P,
A _ 2
Cwiczenie 5 2r-4-h=4-7-4
h =8 cm

a) Srednica podstawy walca ma 8 cm, a pole jego powierzchni bocznej jest
) P y ; a pole jego p j ] V=428 = 1287 [or’]

b) 2 = cosa = 0,6

r=4,5cm

h =12 cm

V =7-4,5% 12 = 2437 [cm?]

czterokrotnie wieksze od pola podstawy. Oblicz objeto$é¢ tego walca.

b) Przekatna przekroju osiowego walca ma dlugo$é 15 cm i tworzy z jego
podstawa kat « taki, ze cosa = 0,6. Oblicz objetosé¢ tego walca.

Zadania Odpowiedzi do zadan
] ) o ) 1. a) P. =97(2 +V3)
1. Przekatna przekroju osiowego walca ma dlugoscé d i tworzy z jego podstawsg, V=8

4
b) P. = 8n(1 + 2v/3)
a) d=06, a=30° b) d =38, a = 60° c) d=12, a = 45° V = 16v/3x

c) P. = 108w, V = 1082w
2. a) P. = 3207w cm?

kat a. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetoéé tego walca.

2. Przekatna przekroju osiowego walca ma dlugo$é¢ 20 c¢cm i tworzy z jego
podstawg kat «. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego walca.

b) h = %r
a) cosa = 0,8 b) tgor = 3 c) sina =1 4r® 4 88,2 = 902
3. Pole powierzchni bocznej walca wynosi 3927, a promien jego podstawy F= SOXF cm, h = % cm
i wysokos¢ sa réwne. Oblicz pole podstawy i objetos¢ tego walca. P.=2r 280 4 or. %.
. P . . . . . L 8OVAT _ 13000 - [om?]
4. Oblicz objeto$¢ i pole powierzchni catkowitej walca, ktérego przekrojem 41 41
osiowym jest prostokat o polu 144 cm?, jezeli wiadomo, Ze stosunek diu- ¢) P.=2m-4v6-(4V6 +4) =
gosci bokéw tego prostokata jest réwny 9:4 (rozpatrz dwa przypadki). = 327 (6 + V6) [cm?]

o . . . . S.r=h=1
@ 5. Uzasadnij, ze w kazdym walcu stosunek pola powierzchni bocznej do pola P, = 196w, V = 2744x

przekroju osiowego jest rowny . 4. 1 praypadek
@ 6. Dany jest prostokat o bokach a i b, przy czym a < b. Wykaz, ze walec otrzy- {27" ~h=144
many w wyniku obrotu tego prostokata wokot krotszego boku ma wieksza, > =1
objeto$¢ od walca otrzymanego w wyniku obrotu wokoét dtuzszego boku. r=4,h=18
V =42 .18 = 2887 [cm?®]
5. h — wysokos¢ walca, r — promien podstawy P.=2n-4°>+275-4.-18 =
Pole powierzchni bocznej: P, = 2nrh = 1767 [cm?]
Pole przekroju osiowego: P = 2rh II przypadek
B=Em=r {2r~h—144
6. Walec otrzymany w wyniku obrotu wokét boku a: r = b, h = a, stad V., = wb%a 2r _ 9
Walec otrzymany w wyniku obrotu wokét boku b: 7 = a, h = b, stad Vi, = ma®h 7 :97 h4: 8
\‘;_(;::Z?Z:§>%:LCZ3’EK_§>1 V =m-92.8= 6487 [cm?]
Zatem Vg > Vi, Po=2r-92+27r-9-8=
= 3067 [cm?]

3.1. Walec



7.

10.
11.

12.

13.

Y

Niech |AO:1| = |BO:1| =,
|AD| = |BC| = h.

Tréjkat AO1 B jest prostokat-
ny, wiec |AB| = /2.
/2 -h =S8, czyli rh = ST‘/E
Pole przekroju osiowego
walca:

P=2rh=2-52 =3.2

h —tga, czyli h =71 - tga

a) 2rh =S, czyli h = %
s

2 _ [_S
WIeC 17 = Tiea
orazh:tga-,/%

— .. R - B
V=m 2tg o tga 2tga

— ©S | S
-2 2tg o

b) 472 + h? = d?

472 4 o2 tg2a =d?
2 d?

™= et ar

wiec r =

d

\VA4a+tg2 a

oraz h = —atex
VAa+tg? o
2 dt
V=m- £

d
d4te*a |\ fatig2a

3
_ 33 1 )
=7d tga(4+tg2a)

. tak, h > 3-6,4 = 19,2 [cm)]

3 dm? = 300 cm?
Po=2nr-h>m-64-19,2 =
= 122,887 > 300 [cm?]

44/ YBEL Tub 44/ Y551

I przypadek

27T o o . _
=5 =sin60°, czyli r =

% = cos60°, czyli h = 3

V=50

4

IT przypadek
% = sin 60°, czyli h = 3v/3
2nr

_ ° i 3
== = cos60°, czyli r = 5>

_ 27V3
V= A

3v3
27

1 litr = 1 dm® = 1000 cm?
Objetosé jednej puszki:
Vi=m-r? 10 = 1000,
czyli r? = 100

P, > 4r - 6r = 24r° =

= 220 > 2% — 750 [cm?]
Objeto$é pustej czesci
kubka: V =7 -4%2-.10-0,1 =
= 167 > 48 [cm?]

Objetos¢ czterech kostek:

V =4-2% =32 [cm?]

Woda nie wyleje sie z kubka.

3. Bryty obrotowe

7. Walec przecieto plaszczyzna réwnolegla do jego przekroju p C
osiowego i otrzymano prostokat ABCD o polu S (rysu- ([ Oz |
nek obok). Tréjkat AO, B (gdzie O, jest érodkiem podstawy \J_/
walca) jest prostokatny. Wyznacz pole przekroju osiowego
tego walca.

= ]
\

\

—

[

\
~1

8. Odcinek lgczacy érodek dolnej podstawy walca z punktem N
na brzegu gérnej podstawy tworzy z tymi podstawami kat . w
Wyznacz objeto$¢ walca, jezeli wiadomo, ze:

a) pole jego przekroju osiowego jest réwne S,

b) przekatna jego przekroju osiowego ma dlugosé d.

9. W pudetku majgcym ksztalt walca mozna zmiescié trzy pitki
tenisowe o §rednicy 6,4 cm kazda (rysunek obok). Czy pole
powierzchni bocznej tego pudetka jest wieksze od 3 dm??

10. Przekrojem osiowym walca jest prostokat ABCD. Dlugosci
bokéw AB i BC oraz przekatnej AC sa kolejnymi wyrazami
ciagu geometrycznego. Oblicz stosunek pola powierzchni
bocznej tego walca do pola jego podstawy (rozpatrz dwa
przypadki).

11. Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu jest prostokatem o przekatnej
dtugosci 6 tworzacej z jednym z bokow prostokata kat 60°. Oblicz objetosé
tego walca.

12. W prostopadlosciennym kartonie umieszczono szesé QQQ
@ puszek w ksztalcie walca o objetosci 1 litra i wyso-
kosci 10 em kazda (rysunek obok). Wykaz, ze pole QOQ
podstawy kartonu jest wicksze od 750 cm?.

13. Kubek majacy ksztalt walca o $rednicy podstawy 8 cm i wysokosci 10 cm
jest w 90% wypelniony woda. Wkladamy do niego cztery szescienne me-
talowe kostki o krawedzi 2 cm kazda. Czy woda z kubka sie wyleje (pomin
grubos¢ $cianek kubka)?

14. Zbiornik w ksztalcie walca o promieniu podstawy
6 dm i wysokosci 15 dm jest polozony poziomo
(rysunek obok). Zostal on cze$ciowo wypelniony
woda tak, ze odleglos¢ h przedstawiona na ry-
sunku jest réwna: a) 3 dm, b) 3(2 —v/2) dm.
Oblicz objetos¢ wody w zbiorniku.

14. Przekroj zbiornika: a) [0C|=6—-3=3, |CB|=3V3
A % = % = cos a, czyli a = 60°
BA Pp=2897.62+1.6V3.3 = (24r +9v3) [dm?]
b V = (247 + 9v/3) - 15 = 45(87 + 3v/3) [dm?]
b) |OC| =6 — (6 — 3v/2) = 3v/2|CB| = 3v2
% = @ = cos a, czyli a = 45°
P,=207-6°+1-6-6= (277 + 18) [dm?]

<

= Pyh = (277 + 18)15 = 135(37 + 2) [dm?]



[0] Cwiczenie 1

3.2. Stozek .

Stozek to bryla obrotowa otrzymana przez obrot tréj-
kata prostokatnego wokél prostej zawierajacej jedna
z przyprostokatnych tego trdojkata. Prostg te nazy-
wamy osig stozka.

Kolo otrzymane przez obrét drugiej przyprostokatne;j
nazywamy podstawa stozka, a wierzchotek trdojkata
nienalezacy do podstawy — wierzcholkiem stozka.

Odcinek laczacy wierzcholek stozka ze $rodkiem podstawy (punkt O na ry-
sunku) nazywamy wysoko$cia stozka. Srodek podstawy zwany jest tez spod-
kiem wysokoéci stozka. Dowolny odcinek taczacy wierzcholek stozka z brze-
giem podstawy nazywamy tworzaca stozka (np. odcinek SB na rysunku).
Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest wyci-

nek kota o promieniu réwnym tworzacej stozka.

Pole powierzchni bocznej stozka o promieniu pod-
stawy r i tworzacej | wyraza si¢ wzorem:

P, = 7rl

Siatka stozka o promieniu

.. . . . . . dst it jl
Uzasadnij wzér na pole powierzchni bocznej stozka, POCSHWY "1 EWOrzace)

Pole powierzchni catkowitej stozka o promieniu podstawy r i tworzacej [
wyraza sie wzorem:

P.=P,+P,=nr’+arl=mr(r+1)
gdzie P, jest polem podstawy stozka.

Cwiczenie 2

Na rysunku obok przedstawiono wycinek kota, ktéry @ 6
po zwinieciu jest powierzchnig boczng stozka. Ob-

licz pole podstawy i pole powierzchni calkowitej tego

stozka.

Cwiczenie 3

Podstawa stozka jest koto o polu réwnym 367 cm?, a powierzchnia boczna tego
stozka po rozwinigciu jest wycinkiem kota o promieniu 9 cm wyznaczonym
przez kat srodkowy «. Oblicz miare tego kata.

Uczen:

wskazuje elementy charakte-
ryzujace stozek,

— zaznacza przekrdj osiowy
stozka i kat rozwarcia stozka,

— oblicza pole powierzchni
catkowitej stozka,

— oblicza objetos¢ stozka,

— rozwiazuje zadania dotyczace
rozwiniecia powierzchni
bocznej stozka,

— stosuje funkcje trygono-
metryczne do obliczania
pola powierzchni i objetosci
stozka,

— rozwigzuje zadania o podwyz-
szonym stopniu trudnosci
dotyczace stozka.

Cwiczenie 1

Ze wzoru na wycinek kota mamy:
_  « 2

Pb = Wﬂ-l o

. . @ __ 27r

Zauwazmy, z€ zs55 = 575

@ _or
Cth 360° — 1°
Zatem P, = % -wl? = qrl.
Cwiczenie 2
120° _ r s
3500 — ¢ caylir =2

P, =7r? =4x
P. =7nr(r+1) =167

Cwiczenie 3
r=6cm
3600 * 2ml = 2mr
a_ _ 6
360° — 9
a = 240°
Multitea
e Stozek — konstrukcja, elementy
i siatka

® Pole powierzchni bocznej stozka
® Objetos¢ stozka
® Przekroje bryt obrotowych

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.2

Generator

testow i sprawdzianoéw

3.2. Stozek



Cwiczenie 4

7r2 = 50m, czyli r = 5v/2
o v _ 5/2 _ V2

Sy =7 =75 = 2

czyli § = 45°, skad o = 90°

Cwiczenie 5
a)sinf=12=2»L=06,

czyli h =9 cm

r?=1>—h* =144

V = 1mr-144-9 = 4327 [cm?]

b) tgB8 =2 =24, czyli h = 2,4r
r? 4 (2,4r)? = 132,

czyli r =5 c¢cm oraz h = 12 cm
V = 1r-5%-12 = 1007 [cm®]
Cwiczenie 6

a) l=2r

Y3 — 16v/3, czyli | = 8 cm
Zatem h = 4v/3 cm i r = 4 cm.
V= %71‘~42 -4/3 = M3—‘/§7r [cm®]
b) 7 = 3v/3 cm

V= %71‘~27~h:277r,

czyli h = 3 cm
h 3 V3

tga:;:ﬁ 3
a = 30°

3. Bryty obrotowe

Przekrojem osiowym stozka nazywamy przekrdj stozka
plaszczyzna zawierajaca jego o$. Przekrojem tym jest
tréjkat rownoramienny. Kat miedzy ramionami tego
trojkata nazywamy katem rozwarcia stozka (kat « na
rysunku obok). Kat miedzy tworzaca stozka a jego pod-
stawg oznaczono na rysunku przez (.

Cwiczenie 4
Oblicz miar¢ kata rozwarcia stozka, ktérego tworzaca
ma dtugoséé 10 cm, a pole podstawy jest réwne 507 cm?.

Objetosé stozka o promieniu podstawy r i wysoko-

Objeto$¢ stozka jest

Sci h wyraza si¢ wzorem:
V =3iP,-h=3mr’h
gdzie P, jest polem podstawy stozka.

rowna % objetosci wal-
ca o takiej samej pod-
stawie 1 wysokosci.

Cwiczenie 5
Kat miedzy tworzaca I stozka a jego podstawg ma mia-
re (8 (rysunek obok). Oblicz objetodé tego stozka, jesli:
a) sinf3 = 0,6, [ = 15 cm,

b) tgf=2,4,1 =13 cm. A

Cwiczenie 6

a) Przekroj osiowy stozka jest tréjkatem réwnobocznym
o polu réwnym 16v/3 cm?. Oblicz objetosé tego stozka.
b) Pole podstawy stozka jest réwne 277 cm?, a jego
objetos¢ jest réwna 277 cm3. Oblicz miare kata mie-
dzy tworzaca stozka a jego podstawa.

Przyktad 1

W tréjkacie réwnoramiennym ABC kat przy wierz-
chotku B ma miare 120° oraz |AB| = |BC| = 6 cm. ("~ : R
Bryta, ktéra powstala przez obrot tego tréjkata wo-
kot najdtuzszego boku, to dwa stozki potaczone pod-
stawami (rysunek obok). Oblicz objetosé tej bryly.

r =|OB| =3 cm oraz h = |OC| = 3v/3 cm.
Obliczamy objetosé otrzymanej bryty:
V=2 1m?h =2 1r.3%.3V/3 =18V3r [cm] A




Cwiczenie 7
Oblicz objetosé bryty otrzymanej w wyniku obrotu:

a) trojkata prostokatnego réwnoramiennego o polu réwnym 8 cm? wokoél jego

przeciwprostokatnej, C
b) tréjkata ABC (rysunek obok) woké! jego najdiuzszego 6 5
boku.
a
A B

Zadania

1. Powierzchniag boczna stozka po rozwinieciu jest wycinek kota o promieniu
12 cm wyznaczony przez kat sSrodkowy «. Oblicz pole podstawy i objetos¢
tego stozka.

a) o= 60° b) o = 180° c) o= 240° d) a=270°

2. a) Powierzchnia boczng stozka po rozwinieciu jest wycinek kota o pro-
mieniu 15 cm wyznaczony przez kat srodkowy a. Podstawe tego stozka
mozna wycia¢ z kwadratu o boku 6 cm. Wyznacz najwieksza mozliwa
miare kata a.

b) Oblicz pole przekroju osiowego stozka, ktérego podstawa jest koto opi-
sane na kwadracie o boku 5 cm, a sinus kata miedzy tworzaca a wysokoscia
stozka jest réwny 2.

3. a) Przekrojem osiowym stozka jest trojkat prostokatny o polu réwnym S.
Wyznacz pole powierzchni calkowitej i objetosé tego stozka.

b) Pole powierzchni bocznej stozka jest dwukrotnie wigksze od pola jego
podstawy. Oblicz miare kata rozwarcia tego stozka.

4. a) Kat rozwarcia stozka ma miare 60°, a pole jego powierzchni bocznej
jest réwne 87 cm?. Oblicz objetosé tego stozka.
b) Kat rozwarcia stozka ma miare 30°, a jego podstawa ma pole réwne
(18 — 9\/3)71' cm?. Oblicz pole przekroju osiowego i objetosé tego stozka.

5. Dany jest stozek o polu powierzchni bocznej 2mv/2 em? i polu powierzchni
catkowitej 711 cm?. Oblicz miar¢ kata zawartego miedzy tworzaca tego

2
stozka a jego podstawa. " 60em
[/

6. Poziom wody w zbiorniku w ksztalcie stozka siega po-

towy jego wysokosci (rysunek obok). Ile litréw wody
znajduje sie w zbiorniku? Na jaka wysokos¢ siggalaby
woda, gdyby zajmowala potowe objetosci zbiornika?

3. a) Przekrojem osiowym jest trojkat prostokatny réwnoramienny,
=L \/— ©_
czylir = 5l-+/2 oraz 5 = S.

Zateml:\/ZS,r:%.‘/23.\/5:\/57;1:7”:\/3

Pc:7rr(r+l):7r~\/§(\/§+\/ﬁ):ﬂS(l—i—ﬁ) P
V:%WTQh:§W-<\/§)2~\/§:§S\/§ 157

b) 7rl = 2772, czyli | = 2r
Zatem przekrdj osiowy stozka jest trojkatem réwnobocznym,
czyli kat rozwarcia wynosi 60°.

Cwiczenie 7
a)l=4cm, 7 =h=2/2cm
V=2 1ir-(2v2)%-2V2=
*323—‘/57r [cm®]

b) r=4,h1 =3, ha =25
:§7r-42-3+%7r-42-2\/5:
167(25 +1)

<

Odpowiedzi do zadan
1. a) P, = 47 cm?
V= %77 35 cm?
b) P, = 367 cm?
V = 727v/3 cm®
¢) P, = 647 cm?
V= %77 5 cm?
d) P, = 817 cm?
V = 8177 cm?
2. a) ﬁﬂ'-lSz =ar-15
a = 75 - 360°
Kat a jest najwiekszy, gdy
promien 7 jest najwiekszy,
czyli dla r = 3 cm.
Zatem o = T72°.
b) £/5 cm®
4.2) V=zr-4-2/3=
= 235 fom’]

b) 72 = 9(2 — v/3)

7 twierdzenia cosinuséw:

(2r)? = 1% +1? — 21% cos 30°
2

= =36

Pole przekroju:

P=1.15in30° =9 cm’

6. h=4dm, x=1,5dm
V=2zr-15"-2=15r [l
Objetosé calego zbiornika:
V=3r-3.4=12r[|
H — szukana wysoko$é wody
R — promien zbiornika przy
wysokosci H

=5, stad R=3H

H

%VZGW:%W'(%H)Q-H,

czyli H = 24 dm

3.2. Stozek



7. a) P. = 3367, V =67271

b) P. = 187(34++/3), V = 54w
c) P. =16,8m, V = 9,67
8. C
13 13
h
N\
A 5 5 B
C
13
T B T B
10
A
h =132 — 52 =12 [cm]
1.10-12=1.13r,
czyli r= m cm
P=m. 120 (10+13) =
= mﬂ' [cm?]
9. a) 807 cm®
b) 47(2v/29 + V/41) cm?
10. 4
l
a
1;—;’ = ’;—Tj =7 =sina
11. S

aNa
B

a) 0S| = 2v3, |CB| = 63,

122 — (6v/3)2 =6

_l0s| _ v3
tga= 1561 = 3>

stad a = 30°
b) |CB| = [0C]| = 3,
|OB| =3v2, [0S =7,

|SC| = /|OC2 + |SC|? =

ot
o

P=1.6-58=3V58

3. Bryty obrotowe

12.

13.

12.

13.

Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetos¢ bryly, ktéra powstanie w wy-
niku obrotu tréjkata ABC wokol prostej AB.

a) O b) o c) o
3 4
13 15 6
A B A 6 B A 5 B

Trojkat réwnoramienny o podstawie 10 cm i ramionach 13 cm obracamy
wokol prostej zawierajacej jego ramie. Oblicz pole powierzchni catkowitej
otrzymanej bryty.

Dwa stozki maja identyczne podstawy o polu 16w cm?. Stozki te ztaczono
podstawami i otrzymano bryle przedstawiona na rysunku.
Jej przekrojem osiowym jest deltoid o polu 60 cm?.

a) Oblicz objetosé tej bryty.

b) Oblicz pole powierzchni catkowitej tej bryly,
jesli wiadomo, ze wysoko$¢ jednego stozka jest
dwukrotnie dluzsza od wysokosci drugiego.

~

Wykaz, ze stosunek pola podstawy stozka do pola jego powierzchni bocznej
jest rowny sinusowi kata miedzy tworzaca a wysokoscia tego stozka.

a) Wysoko$é¢ stozka o wierzchotku S jest réwna 2v/3, a podstawa tego
stozka jest kolo o promieniu 12. Cigciwa AB podstawy ma diugoéé 12+/3.
Oblicz miare kata nachylenia pltaszczyzny ABS do podstawy stozka.

b) W podstawe stozka o wierzchotku S i wysokosci 7 wpisano kwadrat
ABCD o boku dlugosci 6. Oblicz pole przekroju stozka plaszczyzna prze-
chodzaca przez wierzchotek S i zawierajaca bok AB.

Stozek o promieniu podstawy 10 cm i wysokosci 6v/3 cm przecieto plasz-
czyzna przechodzaca przez jego wierzchotek i nachylona do podstawy stoz-
ka pod katem 60°. Oblicz pole otrzymanego przekroju.

Stozek przecieto plaszczyzng prostopadla do je- 2

go wysokosci i otrzymano dwie bryly: mniejszy
stozek i stozek Sciety, ktérego podstawami sg
kota o promieniach r; i ry (rysunek obok). Ob-
licz objetosé stozka Scigtego.

a) 11 =6, o =4, |0,0:] =5

b) r = 12, Ty = 97 qASB = 90°

r =10 cm, h = 6v/3 cm, a = 60° g
s =sin60°, czyli [CS| =12 em

“gg‘ = COS 600 Cth |CO| =6 cm

|CB| = —|COZ = 8 cm,
stad IAB| =16 cm
P=1-16-12 =96 [cm’]

a) 307 b) 3337



Linie geodezyjne

Najkrotsza linia na powierzchni bryly taczaca dwa punkty nazywa si¢ linia
geodezyjna.
Po zwinieciu prostokata przedsta- g B

wionego na rysunku obok w po-
Q/

tzw. linie¢ Srubowa (zaznaczong ko- P
lorem czerwonym). Nazwa tej krzy-
wej pochodzi stad, ze wzdtuz linii 4 A

wierzchnie boczng walca otrzymu-
jemy na powierzchni tego walca

WA

A=A

srubowej nacinany jest gwint $ruby. Zauwazmy, ze dla punktéow P i QQ polozo-
nych na powierzchni walca tak jak na powyzszym rysunku najkrétsza droga
miedzy tymi punktami prowadzi wzdluz linii Srubowe;j.

Przyktad 1 S S
Przekrojem osiowym stozka o two- 6 120°
rzacej rownej 6 jest tréjkat ABS 6

(rysunek obok). Powierzchnia bocz-
na tego stozka po rozwinieciu jest
wycinek kota wyznaczony przez kat B

grodkowy 120°. Najkrétsza droga z punktu A do punktu B poprowadzona
po powierzchni bocznej stozka (kolor czerwony) ma dlugo$é 6. Diugosé naj-
krotszej petli poprowadzonej po powierzchni bocznej stozka, zaczynajacej sie
i konczacej w punkcie A (kolor zielony), jest réwna 6+/3.

1. Przekréj osiowy walca jest kwadratem ABCD o boku 12. p c
Na boku BC wybrano punkt E taki, ze |BE| = 2|CE| B
(rysunek obok). Oblicz dlugo$¢ najkrétszej drogi popro-
wadzonej po powierzchni bocznej walca z punktu F do IR
punktu: a) 4, b) D. A B

2. Przekrojem osiowym stozka o promieniu podstawy 8 i wysokosci 4/5 jest
trojkat ABS. Punkt C jest érodkiem odcinka B.S ( rysunek ponizej). Obhcz
dtugosé najkrotszej drogi poprowadzonej

po powierzchni bocznej stozka:

a) z punktu A do punktu B,
b) z punktu A do punktu C. ‘

2. |AS| =|BS| = /82 + (4\/3) =12, |ASA| = £ - 360° = 240°

a) Korzystamy z twierdzenia cosinuséw dla AABS :

|AB|?> =122 4122 — 212 - 12 cos 240° = 432
|AB| = 12V/3
b) |SC| = 1|BS| =6

Korzystamy z twierdzenia cosinuséw dla AAC'S:
|AC|? = 12% 4 62 — 2- 12 - 6 cos 240° = 252
|AC| = 6+/7

Odpowiedzi do zadan

1.

|BE| =8, |CE| =4,

|AD| =12
Dtugosé potokregu AB: 67
a) D C D'
E
A B A’
|AE| = /|AB]® + |BE® =
(67)% 482 =
= 29712 + 16
b) D C D
E
A B A’

|DE| = +/|DC|? + |CE|* =

= /(6m)2 + 4% = 2/97% 1 4

Linie geodezyjne



Hozen: 3.3. Kula

— wskazuje elementy charakte-

ryzujace kule i sfere,
— zaznacza przekroje kuli, Kula to bryla obrotowa otrzymana przez obrot kota
— oblicza pole powierzchni kuli wokoé!t prostej zawierajacej jego srednice.

1 jej objetose, Kula o $rodku w punkcie O i promieniu r > 0 jest
zbiorem punktéw przestrzeni, ktérych odlegloéé od

punktu O jest mniejsza lub rowna r.

— stosuje funkcje trygono-
metryczne do obliczania pola
powierzchni i objetosci kuli,

— rozwigzuje zadania o podwyz- Sfera o $rodku w punkcie O i promieniu r > 0 jest

szonym stopniu trudnosci zbiorem punktéw przestrzeni, ktérych odlegto$é od

deityeag e Ll punktu O jest réwna r (sfera jest powierzchnia kuli).

Kazdy przekréj kuli plaszczyzna, ktora ma wiecej niz jeden punkt wspdlny
z ta kula, jest kotem. Jesli plaszczyzna ta przechodzi przez $rodek kuli, to
przekrdj ten nazywamy kolem wielkim.

Przykfad 1

Przyjmujac, ze Ziemia jest kula, oblicz stosunek
dtugosci réownoleznika przechodzacego przez punkty
o szerokosci geograficznej 60° do dtugosci réwnika.

W tréjkacie OO A mamy |OA| = 2|0, A| (rysunek
obok). Stosunek dlugosci okregéw jest réwny stosun-
kowi dtugosci ich promieni, wiec szukany stosunek
dtugosci réwnoleznika 60° do dlugosci rownika jest

rowny 1:2.
Cwiczenie 1
Cwiczenie 1
a) Kule o promieniu 10 cm przecieto plaszczyzna. Otrzymany przekrdj jest
A kotem o $rodku oddalonym od érodka kuli o 7 cm. Oblicz pole tego kota.

b) Kule o promieniu 5 cm przecigto plaszczyzna. Otrzymany przekréj jest
kolem o polu réwnym 167 cm?. Oblicz odlegloéé¢ srodka tego kola od érodka
kuli.

a) R =10 cm, |OO:1| =7 cm
r? =10 -7 =51

Jesli plaszczyzna ma z kulg dokladnie
jeden punkt wspdlny, to méwimy, ze ta

P =51m cm? plaszczyzna jest styczna do kuli. Promien
b) R=5cm,r =4 cm poprowadzony ze Srodka kuli do punktu
|00 > =52 — 4% =9, stycznosci jest prostopadly do plaszczy-
czyli |0O0;| =3 cm zny stycznej.

Multite£a

® Pole powierzchni kuli

* Wyprowadzenie wzoru na
objetosc kuli

® Przekroje bryt obrotowych

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.3

Generator

testow i sprawdzianéw

3. Bryty obrotowe



Cwiczenie 2 Gwiczenie 2

Punkt O jest srodkiem sze$cianu iy a) R=1%
(punktem przeciecia przekatnych N T N H G b) Promien sfery jest réwny
szescianu) o krawedzi a. Oblicz = - / \ polowie diugosci przekatne;
promien sfery o $rodku w punk- 5 .y R R szecianu, czyli R = 243
cie O: { l i o
a) stycznej do wszystkich $cian 5 /.
tego szeécianu (rysunek obok), D — E F
b) zawierajacej wszystkie wierzchotki tego szescianu.
Sformutowanie wzoréw na pole powierzchni i objetosé kuli zawdziedzamy grec-
kiemu filozofowi i matematykowi Archimedesowi (ok. 287-ok. 212 r. p.n.e.).
Przyktad 2
Pole powierzchni kuli jest réwne 1447 cm?.
Oblicz objeto$é tej kuli. Pole powierzchni kuli o pro-
mieniu r wyraza si orem:
Obliczamy promien kuli: v;)y ? fwz
= 47 r
P = dmr? = 1447 "
stad 72 = 36, czyli r = 6 cm Objetos¢ kuli o promieniu r
) * . .
Zatem objetos¢ kuli: wyraza si¢ wzorem:
_ 4.3
V =2 = 37 6% = 2887 [cm?] V=3
Cwiczenie 3 Cwiczenie 3
Oblicz pole powierzchni i objetosé kuli o promieniu r. a) P =97 cm? V = 27 cm?®
a) 7= 3 cm b) r=+/3 cm ¢) r=2v2cm b) P =127 cm®, V = 4v/37 cm®
c) P=32rcm? V = MT\EW cm?®

Cwiczenie 4
Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

Promien kuli 6 3 8 2 0,9

Pole powierzchni kuli 1447 367 2567 167 3,247

Objetosé kuli 2887 367 WL L 0,972

0] Cwiczenie 5
Dane sa kula, stozek i walec o wy-

miarach takich jak na rysunku obok.
Uzasadnij, ze suma objetosci kuli '

i stozka jest réwna objetosci walca.

Cwiczenie 5

Vk + Vs = %7?7‘3 + %mj - 2r = (% + %) wrd = 273
Vv = mr? - 2r = 2773

Vi +Vs = Vi

3.3. Kula



Odpowiedzi do zadan
1. a) R =43 cm

P = 1927 cm?

V = 256m4/3 cm®

b) r =8 cm

R = /82462 =10 [cm]
P = 4007 cm?

V= ‘103&71' cm?®

¢c) sina = 1—%2@

sina = 241l
R
R =06 cm

P = 1447 cm?, V = 2887 cm?®

3. r — promien kuli
R — promien przekroju
a) 7R% =257, czyli R=15

r=1/(v2)?+52=3v3

V = 2m(3v/3)® = 108/3n
b) zwr® = 108y/3m,

czyli r = 3v/3

R =(3v3)" - (2v3)° =15
P =157

4. a) %

r=4cm, P =167 cm?

b) Promien przekroju: 3 cm
I przypadek — wigksza kula

ma promien 6 cm

r =+/62 — 32 = 31/3 [cm]

II przypadek — wieksza kula
ma promien r cm

r =62 + 32 = 3v/5 [cm]
5. a) rp = 1,25 20 = 25 [cm]

Py — P, = 47 -25% — 47202

= 9007 [cm?

b) ro = 0,75 - 20 = 15 [cm]

P — P, = 47-20% — 47 - 152

= 7007 [cm?

3. Bryty obrotowe

Zadania

2. |001| = v/82 — 3% = v/55 [cm]

. Objetosé stozka: Vs = %mﬂ

Kule o érodku O przecieto plaszczyzng przecho-
dzaca przez punkt O; (rysunek obok). Oblicz
pole powierzchni i objetosé tej kuli, jesli:

a) sina = 0,51 |00;| = 2v/3 cm,

b) tga = 0,751 |00;| = 6 cm,

¢) cosa=21]00,| = 2v/5 cm.

Kule o promieniu 8 cm przecieto dwiema réwnolegltymi plaszczyznami
i otrzymano w przekrojach kota o promieniach 3 cm i 4 cm. Oblicz odle-
glodé miedzy tymi plaszezyznami (rozpatrz dwa przypadki).

Kule o $rodku O przecieto plaszczyzna i otrzymano w przekroju koto
o érodku S. Oblicz:

a) objetoéé kuli, jedli |OS| = v/2, a pole przekroju jest réwne 257,
b) pole przekroju, jesli |OS| = 2v/3, a objetoéé kuli jest réwna 108+/37.

a) Dane sg dwie kule o promieniach 3 cm i 5 ¢cm oraz wspélnym $rodku.
Oblicz pole przekroju utworzonego przez przeciecie wiekszej kuli ptaszczy-
zng styczna do mniejszej kuli.

b) Dane sa dwie kule o promieniach 6 cm i r cm oraz wspdlnym Srodku.
Pole przekroju utworzonego przez przeciecie wiekszej kuli plaszczyzna

styczna do mniejszej kuli jest rtéwne 97 cm?. Oblicz r (rozpatrz dwa przy-
padki).

a) Kulisty balon ma promien réwny 20 cm. Po dopompowaniu powietrza
promien balonu zwickszy? sie o 25%. O ile wzrosto jego pole powierzchni?

b) Z kulistego balonu o promieniu réwnym 20 cm spuszczono cze$ciowo
powietrze. Promien balonu zmniejszyl sie o 25%. O ile zmalalo jego pole
powierzchni?

Na rysunku ponizej przedstawiono stozek, pétkule i walec. Wszystkie bryty
maja taka samg podstawe, a wysokosci stozka i walca sg rowne promieniowi
pétkuli. Uzasadnij, ze objetosci tych bryl sa kolejnymi wyrazami ciagu
arytmetycznego.

S

|00 | = |00s| = V82 — 42 = 44/3 [cm]
|0102| = |001| — |00:2| = (v/55 — 4v/3) cm
lub

|0103| = |001| + |00s3| = (/55 + 4v/3) cm

5

Objetos$é potkuli: Vp = % S 2mrS = 27
Objetoéé walca: Viy = mr

Viw—-Vp=Vp —Vs = %7?7'3, zatem jest to ciag arytmetyczny o réznicy %m“3.



@ 7. a) Szesdcian z brazu przetopiono na kule. Wykaz, ze stosunek pola po- 7. 7 — promien kuli

wierzchni tej kuli do pola powierzchni szescianu jest réwny /7. a) a — dtugos¢ krawedzi

szescianu
b) Metalowy walec, ktérego przekrdj osiowy jest kwadratem, przetopiono Objetogci bryt s réwne, czyli
na kule. Wykaz, ze promien tej kuli jest réwny {’/% promienia podstawy Obj‘étoié k;ﬂi: \
walca. Vie =gans —as,
stad r® = £a®
8. Kulaistozek maja réwne objetosci. Promien podstawy stozka jest rowny r, Zatem r = {/ Za.
a stosunek jego pola powierzchni bocznej do pola podstawy wynosi 2,6. Pole kuli:
Wyznacz promien kuli. Py = drr? = 4o - 3/1697r2 o =
9. Srodki dwéch sfer sa oddalone od siebie o 10 c¢m, a ich promienie sa réwne = 3f6ars . 2,42 = Y36ma?
r1 1 79. Oblicz dtugo$é okregu bedacego czescig wspdlng obu tych sfer. Stosunek pol:
a) r; =6 cm, 7, =8 cm b) ry =6 cm, 7, = 14 cm P _ Yoma® _ a/7
Ps — 6a2 — 6
10. Srodek sfery o promieniu r; nalezy do sfery o promieniu r,. Oblicz dtugosé b) R — promiefi podstawy

walca, H — wysokos¢ walca
H=2R

Objetos¢ walca:

Vw =nR*- H = 27R?
Objetosci bryt sa rowne,
czyli objetosé kuli:

Vi = §7rr3 =27 R3,

3 _ 3p3
stad r° = S R°.

Zatem r = {’/gR.

8. R — promien kuli
h — wysoko$¢ stozka
| — tworzaca stozka

okregu bedacego czescig wspdlng obu tych sfer.
a) 1y =4 cm, r, =3 cm
b) r; =6 cm, r, = 2v/3 cm

11. Kule o $rednicy 7 przecigto dwiema plaszczy-
znami, ktére sa do siebie prostopadle (rysu-
nek obok). Otrzymane przekroje sa kolami
o promieniach 2 i 3. Oblicz dlugo$é¢ odcinka
bedacego czescia wspolna obu przekrojéw.

Czasza kulisty (czasza kuli) nazywamy kazda
z dwoch czesci, na ktore dzieli powierzch-
ni¢ kuli przecinajaca ja plaszczyzna. Pole po-
wierzchni czaszy kulistej wyraza si¢ wzorem:

P =2nmRh

Kazda z dwéch bryt, na ktére dzieli kule prze-
cinajaca ja plaszczyzna, nazywamy odcinkiem
kulistym (odcinkiem kuli). Objetosé odcinka R — promien kuli,
kulistego wyraza sie wzorem: 7 — promien podstawy 9. a)

czaszy, )
V = iwh*(3R — h) = ;wh(3r® + h?)

h — wysokos¢ czaszy

Il =L =26, czyli | = 2,6r

h=V12—r2=24r
Objetosé stozka:

Vs = %7”“2 -24r = %m"g
Objetosé kuli:

Vi = %WR3 = 4773,

czyli R = §/2r

12. Kule o promieniu 6 cm przecieto ptaszczyznag, ktorej odlegtoéé od srodka O1
kuli jest réwna 3 cm. Oblicz objetosci otrzymanych odcinkéw kuli.

10. P a) [0102] = 3 cm
Tréjkat O102P jest réwnoramienny o wysokosci Trojkat 01024 jest prosto-
O Pole tego trojkata: 1 -4-v5=1-3.r JjAflg"'g: 2:0:8=
Zatem r = 43ﬁ cm. - 51‘ 1_1‘ én
Dhugosé okregu: 27 - 43—‘/5 = % [cm] CDZI};ng;s; ok’r(—;;ﬁ
b) 27 - 3 = 67 [cm] 27 - 4,8 = 9,67 [cm)]
1.3 b) 6+/37 cm

12. Wysokosé czaszy: h = 3 cm
Objetos¢ kuli: V = 376 = 2887 [cm”]
Objetosci odcinkéw kulistych: Vi = 27 -3 (36 — 3) = 457 [cm?]
Vo=V — Vi = 2437 cm®

3.3. Kula



Odwzorowania kartograficzne , St

Odwzorowanie powierzchni Ziemi na ptaszczyznie,
jaka jest plaska mapa, pociaga za sobg rézne znieksztat-
cenia. Moga to by¢ znieksztalcenia pol powierzchni,
dlugosci badz katow. Oto przyktady dwoch odwzoro-
wan wiernokatnych, czyli zachowujacych zaleznosci
katowe miedzy poludnikami a réwnoleznikami.

Odwzorowanie walcowe Odwzorowanie stozkowe

Powierzchnia modelu Ziemi jest Powierzchnia modelu Ziemi
odwzorowana na powierzchni boczne;j jest odwzorowana na powierzchni
walca stycznego do powierzchni modelu bocznej stozka stycznego do
wzdtuz réwnika. Obrazami potudnikéw sa powierzchni modelu wzdtuz
proste prostopadte do réwnika. jednego z réwnoleznikéw.

Takie odwzorowanie nazywamy odwzoro- Za pomoca takich siatek przedstawia sie
waniem Merkatora, od nazwiska flamandz- na przykfad obszary miedzy zwrotnikami
kiego matematyka i kartografa (1512-1594). a kotami podbiegunowymi.

Zauwaz, ze w tym odwzorowaniu szczegoélnie
znieksztatcone sa obszary okotobiegunowe.

Ell Znajdz informacje o odwzorowaniu powierzchni Ziemi za pomoca siatki azymutalnej.

I 150 3. Bryty obrotowe



3.4. Bry{y pOdObne Uczen:

— wyznacza skale podobienstwa
bryt podobnych,
| — wykorzystuje zaleznosé
: miedzy objetosciami bryt
| podobnych do rozwiazywania
e — zadan.

Dwie bryly sa podobne, jesli odlegtosci mig-
dzy punktami jednej bryty sa proporcjonal-
ne do odlegtosci miedzy odpowiadajgcymi

im punktami drugiej bryty. Stosunek odle- ‘%
gloéci miedzy odpowiednimi punktami bryt ey .7
podobnych nazywamy skala podobienstwa. 1 cm 1,5 cm

Na przyktad dowolne dwie kule czy dowolne dwa sze$ciany sg podobne. Na
rysunku powyzej skala podobienstwa wiekszego szescianu do mniejszego jest
réwna 2, co mozemy tez zapisac 3:2.

Cwiczenie 1 Cwiczenie 1
Na rysunku przedstawiono wielosciany podobne. Oblicz x oraz podaj skale a) £=38 czyliz =24
podobienstwa mniejszego wieloscianu do wiekszego. Skala podobiefistwa: k = 2
b) | b) § = 1%, czylixz =54
; Skala podobienstwa: k = %
\
0| {
N |
- P
56 36 . 9 7
’ 6 3,6

Przyktad 1
Pole powierzchni kuli K jest dwa razy wigksze od pola powierzchni kuli K.
Oblicz stosunek objetosci tych kul.

Niech r; i 5 beda odpowiednio promieniami kul K; i K,. Stosunek pél po-
wierzchni tych kul: drr? )\
dnr3 (E) =2

zatem "L = /2 — zauwazmy, ze jest to skala podobiefistwa kuli K; do kuli K.

r2

Obliczamy stosunek objetosci:

Jesli skala podobienstwa bryl podobnych jest rowna a: b, to:
= stosunek pél powierzchni tych bryt jest réwny a?: b2,
= stosunek objetoéci tych bryt jest réwny a®: b3.

Cwiczenie 2
Dane sa dwa szes$ciany. Pole powierzchni pierwszego jest czterokrotnie wigksze
od pola powierzchni drugiego. Oblicz stosunek objetosci tych sze$ciandw.

Cwiczenie 2
H=1=Fk, czyli k=2

Vi _p3_38
Zatem V2—k =1
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Cwiczenie 3

1 —1_
r2_2_k

Vi _36m _ 13 _ 1
Vo — Vo - 8

czyli Vo = 2887 cm?
P _ k2 — 1

Py — 1

Cwiczenie 4
Vi= (%)3 277 = 7 [cm?)
Vo=V -V1=2Tn — 1=
= 267 [cm?]

Odpowiedzi do zadan

Bryty sa podobne.

3. Bryty obrotowe

Cwiczenie 3

Dane sg dwie kule. Objeto$é pierwszej jest réwna 36w cm?, a jej promien jest
dwa razy krotszy od promienia drugiej kuli. Oblicz objeto$¢ drugiej kuli. Jaki
jest stosunek podl powierzchni tych kul?

Przykfad 2

Stozek o promieniu podstawy 8 cm i wysokosci
12 cm przecigto plaszczyzna prostopadla do tej wy-
sokosci w odleglosci 3 cm od wierzchotka S (rysu-
nek obok). Oblicz objetosci bryl, na ktére plasz-
czyzna podzielita stozek.

Obliczamy objetosé duzego (wyjsciowego) stozka:
V= %777“211 = %ﬂ' - 8212 = 2567 [cm?]

Skala podobienstwa malego stozka do duzego:
SO1| _ 3 _ 1

W wyniku przeciecia stozka
plaszczyzng réwnolegla do
jego podstawy otrzymujemy
dwie bryty: stozek i stozek

SO0l 13 1 Sciety.
Zatem objetos¢ malego stozka:
(1N o, 256 3
‘G—(Z)V—6—47T—47T[CH1]

Obliczamy objetosé stozka Scietego: Vo = V —V; = 2561 — 4m = 2527 [cm?®].

Cwiczenie 4

Stozek o objetosci 277 c¢cm? przecieto plaszczyzng réwnoleglta do podstawy.
Plaszczyzna ta podzielita wysokosé stozka w stosunku 2:1, gdy liczymy od
podstawy. Oblicz objetosci bryl powstalych w wyniku tego podziatu.

Zadania

1. Promienie podstaw dwdéch walcow oraz ich wy-
soko$ci sa réwne 71, hy 1 9, hy (rysunek obok).
Sprawdz, czy te walce sg podobne.

a) r; = 20 cm, hy = 24 cm,
ro = 12 cm, hy = 15 cm

b) r; =12 cm, hy = 16 cm, 5, = 9 cm, hy = 12 cm

2. a) Dane sa dwa stozki podobne. Wysoko$é mniejszego stozka jest réwna
6 cm, a pole powierzchni catkowitej wigkszego jest o 125% wicksze od pola
powierzchni catkowitej mniejszego. Oblicz wysoko$¢ wigkszego stozka.

@ b) Uzasadnij, ze stozek o wysokosci 4 i polu powierzchni catkowitej 24w
nie jest podobny do stozka o tworzacej 20 i objetosci 10247.

2. a) g—;:z,zszkz, Z—; =M =k=15 czyli hy =9 cm
b) hy =4
P1 = WT% —|—7F7“1l1 = 247r, czyli l1 = 24;;%
2 =12 + b2 1
576—4:3;%-&-# _ r% 116
576 :1647%
1 = 3, lh =5
Vi=gm-3%-4=12n
L _ 5 1

o — 20 4

Vi _ 12x _ 3 1\3
7;_102277_%7&(2)



3.

4,

Ostrostupy prawidtowe O, O,, O3 i O4 sa podobne. Przerysuj ponizszg
tabele do zeszytu i ja uzupelnij. Podaj skale podobienstwa ostrostupdéw:

a) 01 i 02, b) 01 i 03, C) 02 i 03, d) 03 i 04.

Ostrostup =~ Wysoko$¢ = Krawedz podstawy = Pole podstawy = Objetosé

Oy 8 cm 6 cm 36 cm? 96 cm?
Oy 12 cm 9 cm 81 cm? 324 cm?
O3 16 cm 12 cm 144 cm? 768 cm?
Oy 4 cm 3 cm 9 ¢m? 12 cm?

Na rysunku przedstawiono ostrostup i jego przekroj plaszczyzna réwnole-
gla do podstawy. Plaszczyzna ta podzielita ostrostup na dwie czeséci. Oblicz
stosunek objetosci mniejszej czesci do objetosci wiekszej czedci.

a)

Stozek zostal podzielony plaszczyzna rownolegta do podstawy na dwie
bryly o réwnych objetosciach. W jakim stosunku ptaszczyzna ta podzielila
wysoko$é stozka?

Korzystajac z oznaczenn na rysunku obok, wypro- Y
wadz wzér na:

a) objetosé stozka Scietego w zaleznosci od r, R, h, l
b) pole powierzchni bocznej stozka $cietego w za-

leznoéci od 7, R, 1.

Podstawami stozka $cietego sa kota o promieniach 1 ¢cm i 4 cm, a odle-
gloé¢ miedzy plaszczyznami podstaw jest rowna 6 cm. Stozek ten zostal

podzielony plaszczyzna réwnoleglta do jego podstaw na dwie bryty po-
dobne. Oblicz objetosci tych bryt.

Podstawami stozka $cietego sa kota o promieniach r; i ry. Plaszczyzna
poprowadzona réwnolegle do podstaw podzielita ten stozek na dwa stozki
Sciete podobne. Uzasadnij, ze skala ich podobiefistwa jest réwna /:—;.

a) 7 = zgh, stad x = 1;1
V==1rR¥(z+h)—imr? z=3i7R? (FL + h) — 3nr®-
= ik (B2 4 B - ) = drhR=r =
— %Wth_tR—rwzz Lrh(R? + Rr 4 1?)
b) £ = ¥t stad y = 7
P=7R(y+1) —7rry:7rR(RT_lT +l) — - IilT =
Rr r2 Rr+ R?2 _Rr—1r2
:ﬂ-l(R—r—i—R_R—r) =l SR =
=7l B=2 — r)(R+7)

3. a)2:3 b)1:2 ¢) 3:4 d) 4:1
4. V — objeto$¢ catej bryty

Vi — objetosé gérnej bryty
V5 — objetosé dolnej bryty

k — skala podobienstwa calej
bryty do gérnej bryty

v _ W
Vo T V-Vp

a) k = 3, stad vll
czyli V =8Ww

I
—
W
~

w

8
Vi _ \%1 1 8

Vo T 2ZTviovg T 21T 19

4
L= eyliV=2W

. V, h — objetosé¢ i wysokosé

catej bryty

Vi, h1 — objetos¢ i wysokos$é
gérnej bryty

Va2, ha — objetos¢ i wysokos$é
dolnej bryty

Vll = 2, czyli % = 2,
stad h = by V2

3

a) Niech 7 oznacza promien
kota wyznaczonego przez
plaszczyzne. Z podobienstwa
stozkéw Scietych:

T __ T s 2

== czyli r* = rirg

Zatem skala podobienstwa
tych bryl jest réwna:

L — L — 2L,
r = Jrirz To

3.4. Bryty podobne



Zasada Cavalieriego

Bonaventura Cavalieri [czyt. kawalieri] (1598-1647), matematyk wloski, sfor-
mutowal nastepujaca zasade, zwang zasadg Cavalieriego.

Jesli przekroje dwoch bryl dowolng plasz-
czyzng réwnolegla do pewnej ustalonej
plaszczyzny maja réwne pola, to bryly te
maja réwne objetosci.

Ponizej pokazemy, jak te zasade mozna wykorzysta¢ do udowodnienia wzoru
na objetos¢ kuli.

Rozpatrzmy potowe kuli o promieniu r oraz walec o promieniu podstawy r

i wysokosci r. Z walca usuwamy stozek w sposéb przedstawiony na rysunku.

Pokazemy, ze przekroje obu bryt plaszczyznami réwnoleglymi do podstawy
Nz~

RN
2
=

Rozwazmy przekroje poprowadzone na wysokosci x od podstawy walca.
Przekréj pétkuli jest kotem o promieniu /72 — x2, pole tego przekroju jest
wiec réwne 7(r? — z?).

Przekréj walca z usunietym stozkiem jest pierscieniem o promieniach wewne-

walca maja réwne pola.

——
==

trznym x i zewnetrznym r, zatem jego pole jest réwne 7r? — a2 = w(r? — 2?).
Pola te sa rowne, wiec zgodnie z zasada Cavalieriego objetosci obu bryt sg
rowne. Objeto$é potkuli jest réwna réznicy objetosci
walca i objetodci stozka: Vi, — Vi = mr® — r = 2793,

R
N~ |
Zatem objetos¢ kuli dana jest wzorem: /
-
—

V = s’

@ 1. Kule o promieniu R przecieto walcem (rysunek
obok), a nastepnie usunieto z niej cze$é wspdlna
tej kuli oraz walca i otrzymano pierscien kulisty
o wysokosci h. Udowodnij (lub znajdz dowdd w do-
stepnych zrédlach), ze objetosé takiego pierscienia P
nie zalezy od wielkosci kuli, a tylko od wysokosci h. ~_

1.V =1nh?

3. Bryty obrotowe



*3.5. Bryly opisane na kuli

SzeScian opisany na kuli (kula wpisana w szeScian)

Kula jest styczna do kazdej Scia-

H H G

ny szeScianu. Kwadrat FFGH jest

/ \ przekrojem szeScianu przechodza-

R R cym przez Srodki odpowiednich kra-

0 wedzi. Jesli szeScian jest opisany na

/ kuli o promieniu R, to jego krawedz
E F ma dlugosé 2R.

Uwaga. Jesli prostopadloscian jest opisany na kuli, to musi on by¢ szeScianem (uzasadnij).

Ostrostup prawidlowy czworokatny opisany na kuli (kula wpisana w ostrostup)

S Kula jest styczna do podstawy oraz
wszystkich $cian bocznych ostrostu-
pa. Tréjkat EFS jest przekrojem
ostrostupa przechodzacym przez je-

4’ g0 wysoko$é oraz srodki dwéch prze-
ciwleglych krawedzi podstawy. Jesli
B ostrostup jest opisany na kuli o pro-

E F

mieniu R, to tréjkat ten jest opisany

na okregu o promieniu R.

Walec opisany na kuli (kula wpisana w walec)

D o Kula jest styczna do obu podstaw

b =7 ¢ walca i do kazdej jego tworzacej.
/ Kwadrat ABCD jest przekrojem
[ . R R

osiowym walca. Jesli walec jest opi-

© sany na kuli o promieniu R, to je-
A go przekrdj osiowy jest kwadratem
B

A B 0 boku 2R.

A

Stozek opisany na kuli (kula wpisana w stozek)

Kula jest styczna do podstawy stoz-
ka i do kazdej jego tworzacej. Tréjkat
ABS jest przekrojem osiowym stoz-
ka. Jesli stozek jest opisany na kuli
o promieniu R, to jego przekrdj osio-
wy jest trojkatem opisanym na okre-

gu o promieniu R.

Uczen:

— rysuje przekroje bryt
opisanych na kuli,

— rozwiazuje zadania dotyczace
bryt opisanych na kuli,
np. dotyczace obliczania pola
powierzchni i objetosci bryt
(réwniez z wykorzystaniem
trygonometrii),

— wyprowadza wzory na
objetos¢ i pole powierzchni
bocznej stozka Scietego.
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Cwiczenie 1
a) S

tgaz%z%,czylir:?)cm
V = 3m- 3% =367 [cm®]
b) S

E (0] 2v/3 F

_ 2 _ 3
tga=55="%"
zatem 2o = 60°

czyli a = 30°,

Tréjkat EF'S jest rownoboczny,
wiec [SO| = 44/3 - @ =6 [cm)].
Objetos¢ ostrostupa:
V=1.(4v3)"6=96 [cm®

3. Bryty obrotowe

Przyktad 1

Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugoéé 12 cm,
a jego Sciana boczna tworzy z podstawa kat 60°. Oblicz objetoé¢ kuli wpisanej
w ten ostrostup.

Niech punkt S bedzie wierzchotkiem ostrostupa,
punkt F — $rodkiem krawedzi AD,

punkt F' — Srodkiem krawedzi BC,

a punkt O — érodkiem odcinka EF.

Rozpatrzmy tréjkat EFS: SSEF =<4SFE = 60°,
wiec jest to trojkat rownoboczny.

Zatem |SO| =12 - \/75 = 6v/3 [cm].

Promien r kota wpisanego w tréjkat EF'S jest

zarazem promieniem kuli wpisanej w ostrostup:
r= %|SO| =2v/3 cm
Zatem objetos¢ kuli:
V= %m“?’ = %71(2\/3)3 = 3273 [em?]

Cwiczenie 1

a) KrawedZ podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé
18 cm, a jego Sciana boczna tworzy z podstawa kat 2« oraz tga = % Oblicz
objetos¢ kuli wpisanej w ten ostrostup.

b) KrawedZ podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé
44/3 em. Kula wpisana w ten ostrostup ma promien 2 cm. Oblicz miare kata
nachylenia Sciany bocznej do podstawy tego ostrostupa oraz jego objetosé.

Przyktad 2
Oblicz promien kuli wpisanej w stozek o promieniu podstawy 4 i tworzacej
réwnej 6.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponizej, na ktérym przedstawiono
przekréj osiowy ABS stozka.

Obliczamy wysokos¢é stozka i pole tego przekroju:

S
ISD| = V62 — 42 =25
P=2-82/5=8/5
Promien r kuli wpisanej w stozek jest promieniem 6
okregu wpisanego w trojkat ABS, zatem: 0
T
_ |AB|+|BS[+|AS] | _ :
P = 5 r=10r A 7 7} B

Otrzymujemy 107 = 8v/5, skad r = %.



Cwiczenie 2
Na kuli opisano stozek, ktérego przekrdj osiowy jest trojkatem:
a) réwnobocznym o boku 12, b) prostokatnym o przeciwprostokatnej 6.

Oblicz promien tej kuli.

Przyktad 3
Wyznacz promien kuli wpisanej w czworoscian
foremny o krawedzi a (rysunek obok).

Oznaczmy przez R promien kuli wpisanej w ten
czworo$cian, a przez H jego wysokosé.

Przypomnijmy, ze H = #.

Rozpatrzmy tréjkat APS bedacy przekrojem
tego czworo$cianu.

/. . S
Trojkaty SOQ i SPO, sa podobne, zatem:
a3
|0Q| _ |PO] RO _ T
50 = sp g = ]
_rR_1
H-R 3 \Q
3BR=H—-R O R
1 1 a6 o a6 - R
R=gH=7"7% =75 A o b

Cwiczenie 3
Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego tréjkatnego ma dtugosé a, a kra-
wedz boczna — 2a. Wyznacz promien kuli wpisanej w ten ostroshup.

Zadania

1. Oblicz promien i objeto$é kuli wpisanej w szedcian, jezeli wiadomo, ze:
a) dlugo$é krawedzi szeScianu jest réwna 6,

b) dlugosé przekatnej szescianu jest réwna 8.
2. Oblicz stosunek objetosci szedcianu do objetosci wpisanej w niego kuli.

3. a) Oblicz objetosé walca opisanego na kuli o promieniu 2.

b) Oblicz promien kuli wpisanej w walec, ktérego przekrdj osiowy jest
kwadratem o przekatnej dlugosci v/2.

@ 4. Wykaz, ze jesli w walec wpiszemy kule, to zaréwno stosunek ich pél po-
wierzchni, jak i stosunek ich objetosci sa rowne 3:2.

Cwiczenie 3
Przyjmijmy oznaczenia i rysunki z przyktadu 3.
|AS| = |BS| =|CS| = 2a

2
Wysokoéé ostrostupa: H = \/(211)2 = (3 : “—\/5> — av33

3° 2 3
Wysoko$é ciany bocznej: |[SP| = 1/ (2a)® — (%)2 = “‘éﬁ
ASOQ ~ ASPO; (cecha KKK), stad:

ay3
10Q| _ POl { _R__ %
ol = el Vi 7R = gy

(3v5-1)v33
R __ 1 i p_ _H _ _ a/33 3v6-1 _ -

ﬂ_m7CthR_3\/§+1 _3(3\/5+1) .3\/371_ 132 @

3. a

Cwiczenie 2
@ r=b 25 203
b) r=3(v/2-1)

Odpowiedzi do zadan
1.a) r =3,V =367
b) r = %g, V=%573

27
2. a — dlugosé krawedzi
szescianu
a3 _ 6
gn(3a)® 7
YV =m-22 4= 167
b) 2rv/2 = v/2, czyli r = %

4. r — promien kuli i promien

walca

h — wysokos$é walca
h =2r

Py _ 27r242nrh _
P 43 —
_ 27rr2+27rr»27' _ 6nr? __ 3
- 4mr3 T 4nr2 T2
Viw _ nr?h _ 3r22r _ 3

K %7\"!‘3

4r3 2

3.5. Bryty opisane na kuli



— -

5.

A

Mo ©o®N O

Wysoko$ci obu graniasto-
stupéw sg jednakowe i wyno-
sza 2R, gdzie R jest promie-
niem kuli.

W graniastostupie tréjkat-
nymR:%h:%~alT‘/§,
czyli a1 = 24/3R.

W graniastostupie czworokat-
nym R = %, czyli as = 2R.
Zatem stosunek objetosci
graniastostupow jest réwny:

2

3
9% 9r  (2vBR)VE
a2 2R 4-(2R)?

_ 12v3 _ 33
16 ~— 4

53

R=5E g

m(5v/7-11)
18

60°

. 2v2(v/3-1)
.P=4n (%)2 = 8lw
. a) 415(3 — 2v/2)

b) 47S(7v/3 — 12)
S
s

[

r D r
mr? 4+ rl = 2 - AT R?,
czyli 8R? = r(r +1)
1SD| = VE—12
ASDB ~ ASCO,
Ve-r?

wigc ~— =
Zatem R = (1)

Viz—r2'
=r(r+1)

B

1—

8- r2(1-r)2

12_¢p2
8rl(_‘l—;r) = +l
8rl — 82 =712+ 2rl +1?
92 —6rl+1>=0
(3r —1)? =0, czyli 3r =1
T 1

Zatem cosa = 7 = 3.

14, 267

15. (—Ctg”ﬂf —1

ctg sz\/g

3. Bryty obrotowe

10.

*13.

14.

15.

11.

Dang kule mozna wpisaé w pewien graniastostup prawidtowy trojkatny
oraz w pewien graniastostup prawidtowy czworokatny. Uzasadnij, ze sto-
sunek objetosci tych graniastostupéw jest réwny %5.

Na kuli opisano graniastostup prawidlowy szedciokatny, ktérego krawedz
podstawy ma dtugosé 5. Oblicz promien kuli oraz wysokosé¢ graniastostupa.

Przekréj ostrostupa prawidlowego czworokatnego zawierajacy dwie jego
krawedzie boczne jest trojkatem réwnobocznym. W ostrostup ten wpisano
kule. Oblicz stosunek objetosci tej kuli do objetosci ostrostupa.

Ostrostup prawidtowy czworokatny o krawedzi podstawy 6 opisano na kuli
o promieniu v/3. Oblicz miare kata dwusciennego zawartego miedzy $ciang
boczna a podstawa ostrostupa.

Oblicz promien kuli wpisanej w ostrostup pra-
widlowy czworokatny, ktorego kazda krawedz
ma diugosé 8.

W ostrostup prawidlowy sze$ciokatny przedsta-
wiony na rysunku obok wpisano kule. Oblicz
pole powierzchni tej kuli.

Ostrostup o polu powierzchni catkowitej P, jest opisany na kuli o promie-
niu r. Uzasadnij, ze objetos¢ tego ostrostupa jest rowna %Pc T

Wyznacz pole powierzchni kuli wpisanej w stozek, ktérego przekrojem
osiowym jest trojkat rownoramienny o polu S i najwigkszym kacie rownym:
a) 90°, b) 120°.

Kula wpisana w stozek ma pole powierzchni
dwa razy mniejsze od pola powierzchni catkowi-
tej stozka. Oblicz cosinus kata nachylenia two-
rzacej tego stozka do jego podstawy.

Podstawami stozka $cietego sa kota o promie-
niach 2 1 8 (rysunek obok). Oblicz objetosé kuli
wpisanej w ten stozek.

Ostrostup prawidlowy szesciokatny, ktérego kat ptaski przy wierzchotku
ma miare 2q, przecieto plaszczyzna réwnolegla do podstawy i styczna do
kuli wpisanej w ten ostrostup. Wyznacz stosunek objetosci wieloScianéw,
na ktore plaszczyzna przekroju podzielita ten ostroshup.

Ostrostup n-katny jest zbudowany z n $cian bocznych i podstawy. Oznaczmy pola
$cian bocznych przez P, P>, Ps, . .., P, oraz pole podstawy przez P,, wéwczas:
Po+P+P+...+Ph+ P =P

Dzielimy dany ostrostup na n + 1 ostrostupéw, ktorych wierzchotkiem jest $rodek
kuli, a ich podstawami sa sciany boczne i podstawa wyjsciowego ostrostupa. Wyso-
kosciami wszystkich powstatych ostrostupow jest promien kuli r, a spodkami tych
wysokosci sa punkty stycznosci kuli ze $cianami bocznymi i podstawa wyjsciowego
ostrostupa. Objeto$é danego ostrostupa jest suma objetosci powstatych ostrostupéw,
stad:

v

= %P1T+%P2T+%P3T+...+%Pn7’+%PpT:
1(P+Pr+Ps+...+ P+ P)r=1Per



*3.6. Bryty wpisane w kule

Prostopadlo$cian wpisany w kule (kula opisana na prostopadlo$cianie)

(0]

e

NS

C1

Wszystkie wierzchotki prostopadto-
Scianu leza na powierzchni kuli.
Prostokat ACC,A; jest przekro-
jem prostopadloscianu przechodza-
cym przez przekatne jego podstaw
— przekatna prostopadlodcianu jest
srednica kuli.

Ostrostup czworokatny wpisany w kule (kula opisana na ostrostupie)

Wszystkie wierzchotki ostrostupa le-
za na powierzchni kuli. Tréjkat ACS
jest przekrojem ostrostupa popro-
wadzonym przez jego wierzchotek
i przekatna podstawy. Jezeli wyso-
ko$¢ ostrostupa jest dtuzsza od pro-
mienia kuli, to érodek kuli lezy we-
wnatrz ostrostupa.

Walec wpisany w kule (kula opisana na walcu)

Q

sl

Okregi ograniczajace podstawy wal-
ca zawieraja si¢ w powierzchni kuli.
Prostokat ABCD jest przekrojem
osiowym walca — jego przekatna jest
srednicg kuli.

Stozek wpisany w kule (kula opisana na stozku)

Okrag ograniczajacy podstawe stoz-
ka zawiera sie w powierzchni kuli,
a wierzcholek stozka lezy na po-
wierzchni kuli. Trojkat ABS jest
przekrojem osiowym stozka. Jesli
wysokosé stozka jest dluzsza od pro-
mienia kuli, to érodek kuli lezy we-
wnatrz stozka.

Uczen:

— rysuje przekroje bryt
wpisanych w kule,

— rozwiazuje zadania dotyczace
bryt wpisanych w kule,
np. dotyczace obliczania pola
powierzchni i objetosci bryt
(réwniez z wykorzystaniem
trygonometrii).
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Cwiczenie 1
a)
Aq 1
R
10 0
R
A C

Krawedz podstawy graniasto-
stupa jest réwna v/32 = 41/2,
zatem |AC| = 8 cm.

(2R)* = 8% 4 10% = 164,

czyli R = V41 cm

V= dr (VL) = 2948 [om’]
b) Px = 4wR* = 12,

czyli R = /3 cm

Przekatna szescianu jest rowna
av/3 = 2R, czyli a = 2 cm.

Vs = 2% = 8 [cm?)

3. Bryty obrotowe

Przyktad 1
Oblicz promien kuli opisanej na szeécianie, ktérego krawedz ma dtugosé 6 cm.

Rozpatrzmy prostokat ACC)A; bedacy przekrojem
szescianu plaszczyzna przechodzaca przez przekatne

AC i A,C) podstaw szeScianu (rysunek obok). A &
Aby obliczyé promien kuli, korzystamy z twierdzenia R
Pitagorasa dla tréjkata ACA;: 6

(2R)? = 6% + (61/2)? R
zatem R? = 27, stad R = 3v/3 cm. A 62 c

Cwiczenie 1

a) Oblicz objeto$é kuli opisanej na graniastostupie prawidlowym czworokat-
nym o wysokosci 10 cm, ktérego pole podstawy jest réwne 32 cm?.

b) Pole powierzchni kuli jest réwne 127 cm?. Oblicz objeto$é szescianu wpi-
sanego w te kule.

Przyktad 2

W kule o promieniu 3 cm jest wpisany ostrostup prawidlowy czworokatny, kto-
rego krawedz boczna tworzy z podstawa kat 60°. Oblicz objetos¢ tego ostro-
stupa.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunkach obok. Oznacz-
my dodatkowo przez h wysokos¢ tréjkata AC'S, przez a —
dtugosé jego boku, a przez R — promien kuli.

JSAC = 4$SCA = 60°, wiec tréjkat ACS jest réwno-
boczny.

Korzystamy z zaleznosci R = %h i otrzymujemy:

h= % cm, jednoczesnie h = “2—\/3, wiec a = 3v/3 cm.

Przekatna podstawy ostrostupa ma dtugosé 3v/3 cm,

zatem krawedz podstawy ma dlugosé ¥ cm.

Wysokosé trojkata ACS jest tez wysokoscig ostrostupa.

Zatem objetos$¢ ostrostupa: A

1 _1(3v6\® 9 81 _ 3
V—gpp'h_g(T) .__?_20,25[cm]

b
Q

2

Cwiczenie 2

W kule o promieniu 6 cm jest wpisany ostrostup prawidtowy czworokatny, kto-
rego krawedz boczna tworzy z podstawa kat 45°. Oblicz objetos¢ tego ostro-
stupa.

Cwiczenie 2

Trojkat AC'S jest prostokatny, wiec K jest S

srodkiem kuli opisanej na ostrostupie.

Zatem |SK| =R =6 cm. R
P,=1-|ACP? = 1. (2R)* = 72 cm® " B c
V=2-72-6 =144 [cm®] R K R



Przyktad 3

Wyznacz promien kuli opisanej na czworosécianie foremnym o krawedzi a.

Promien kuli opisanej na czworoscianie oznaczmy

przez R, a wysokos¢ czworoécianu — przez H.

Przypomnijmy, ze H = “3—‘/6.

Rozpatrzmy tréjkat APS bedacy przekrojem czwo-

roScianu (rysunek obok).

Trojkat AO,O jest trojkatem prostokatnym o bo-

kach |AO| = R, |AO,| = 2 - 283 = 243 oraz:
00| =H - R=%L R

7 twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:

(5] + (2 -1 =

sa  6a? _ 2a

\/g. 2 _ P2
5 5 3 R+R*=R
2 2(L\/6

a:3-R

Cwiczenie 3

Wyznacz objetosé kuli opisanej na ostrostupie prawidtowym tréjkatnym o kra-

wedzi podstawy a i krawedzi bocznej 2a.

Przyktad 4

W kule o promieniu R wpisano bryle zlozona z dwéch stozkéw potaczonych

podstawami o promieniu r. Wyznacz objetos¢ tej bryly.

Oznaczmy przez h; i hy wysokosci danych stozkow.
Wyznaczamy ich objetosci:

L4

Vi = imr?hy, Vo= imrihy
Wyznaczamy objeto$¢ bryly:
V =WVi+Vo=1mr’hy + i7r?hy =
= tar?(hy + hy)

Ale hy + hy = 2R, wiec V = 27r°R.

Cwiczenie 4

W kule o promieniu R wpisano dwa stozki o wspélnej podstawie. Pole po-
wierzchni bocznej jednego z nich jest dwa razy wieksze od pola powierzchni

bocznej drugiego. Wyznacz wysoko$¢ wiekszego stozka.

Cwiczenie 4
wrle = 2nrly, czyli l1 = %lg

(312)° + 18 = (2R)?, coyli 3 = B R?

2
__hy 1 . _ I3 _ 16 p2. _ 8
cosoz-—zl2 = 5%, czyli ho = 5% = PR :2R=¢R

Cwiczenie 3
Przyjmijmy oznaczenia i rysunki
z przyktadu 3.

40| = § - o = &8

2
H=/(20)2 - (2) = o2

|00,|=H-R=238 _R

7 twierdzenia Pitagorasa dla
AAO,0:
2

()" (s -,
stad R = @a

_ 32v33_ 3
V = =5ma

3.6. Bryly wpisane w kule



Odpowiedzi do zadan Zadania

1. a) £v/3 cm® b) 864371 cm®

2. 2v/41 cm 1. a) Oblicz objetosé szedcianu, na ktérym opisano kule o promieniu 2 cm.

3. a) 14407 b) 727 lub 967 b) Oblicz objetosé kuli opisanej na szescianie, ktérego pole powierzchni

4. a) 61/3 cm b) 3anr332a7r catkowitej jest réwne 864 cm?.

5. a) 5v/2—7 b) 2(26v/3 — 45) 2. W kulg o promieniu 7 cm wpisano graniastostup prawidtowy czworokatny

6. a) 23,04 o polu podstawy réwnym 16 cm?. Oblicz wysokoéé tego graniastostupa.
b) s

3. a) W kule o promieniu 13 wpisano walec, ktérego wysoko$é jest réwna 10.
Oblicz objetosé tego walca.

C b) W kule o promieniu 5 wpisano walec, ktérego pole powierzchni bocznej
jest réwne 48w. Oblicz objetosé tego walca (rozpatrz dwa przypadki).

|SK| = |KF| = g 4. a) Promien podstawy stozka jest réwny 6 cm, a kat miedzy tworzaca
|KC| = av2 a podstawa ma miare 15°. Oblicz odlegtosé srodka tej podstawy od srodka
S kuli opisanej na tym stozku.
b) Promien podstawy stozka jest réwny r, a kat miedzy tworzaca stozka
5 a jego podstawg ma miare «. Wyznacz objetosé¢ kuli opisanej na tym
stozku.

5. Tworzaca stozka jest nachylona do podstawy pod katem «. Oblicz stosunek
objetosci kuli wpisanej w ten stozek do objetosci kuli na nim opisanej dla:
a) a=45° b) a = 30°.

6. a) Na ostrostupie prawidlowym czworokatnym, ktérego $ciany boczne sa
nachylone do podstawy pod katem 60°, opisano kule o polu powierzchni

7 twierdzenia Pitagorasa dla 167. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.
tréjkata OKC":

) ) b) Krawedz podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma diugosé
R*=(R-35) +(3a0v2)", réwng a, a jego Sciany boczne sa nachylone do podstawy pod katem 45°.
czyli R = ¢ Wyznacz promien kuli opisanej na tym ostrostupie.

7. Oblicz objetosé ostrostupa prawidtowego czworokatnego o krawedzi pod-
stawy 8 wpisanego w kule o promieniu 6 (rozpatrz dwa przypadki).

[
A ' B 8. Wyznacz promien kuli opisanej na graniastostupie prawidtowym tréjkat-
R (:I) nym, ktorego wszystkie krawedzie maja dlugosé a.
IC *9, Sciany boczne ostrostupa prawidlowego tréjkatnego sa trojkatami prosto-
R/ 1 katnymi. Oblicz stosunek objetosci tego ostrostupa do objetosci kuli na
g < N nim opisane;j.
. ‘D N
A B
|OD| = %, |AD| = “T‘/g 7. Przekroje osiowe, gdzie AC jest przekatna podstawy ostrostupa:
7 twierdzenia Pitagorasa dla I przypadek IT przypadek

tréjkata AOD:

S s
a\2 a z a2
B3+ () - %, N
skad R = ©/2L 4 ——\¢
9. Patrz str. 163. A TN,

PC| =} -8v2 =43, [OP| = /6 - (4v2)" =2

Wysokosci ostrostupéw: I |[PS|=6—-2=4, IL: |[PS|=6+2=6

Objetosci ostrostupéw: I V = % -82.4= 22—6, II. V = % .82.8 = %

3. Bryty obrotowe



*3.7. Inne bryly wpisane i opisane

Ponizej przedstawiono przyklady bryt wpisanych i opisanych.

Walec opisany na graniastostupie (graniastostup wpisany w walec)

Dy Ch

c

A

Podstawy graniastostupa sa wpi-
sane w podstawy walca. Na rysun-
kach przedstawiono walec opisany
na graniastostupie prawidlowym
czworokatnym oraz podstawe wal-
ca z wpisanag w nia podstawsg gra-
niastostupa.

Walec wpisany w graniastostup (graniastostup opisany na walcu)

Dy C, D

i
A \: Bi /
! R

Podstawy walca sa wpisane w pod-
stawy graniastostupa. Na rysun-
kach przedstawiono walec wpisany
w graniastostup prawidlowy czwo-
rokatny oraz podstawe walca z opi-
sana na niej podstawa graniasto-
stupa.

Walec opisany na stozku (stozek wpisany w walec)

D S

C

Podstawa stozka pokrywa sie z jed-
ng podstawa walca, a wierzchotek
stozka nalezy do drugiej podsta-
wy walca. Na rysunku po prawej
przedstawiono wspdélny przekrdj
osiowy tych bryt.

Walec wpisany w stozek (stozek opisany na walcu)

S

D B

Okrag ograniczajacy jedna podsta-
we walca zawiera sie w powierzch-
ni bocznej stozka, a druga pod-
stawa walca zawiera si¢ w podsta-
wie stozka. Na rysunku po pra-
wej przedstawiono wspolny prze-
kroj osiowy tych bryt.

9. z — krawedz boczna ostrostupa, xv/2 — krawedz podstawy ostrostupa

|SP| = =2, |AP| = =f
|AO1| = 2. |AP| = 28

Wysoko$é ostrostupa:

Vi 4

RES

2
1(“’\/5) V3 43 _ 3

9T

Uczen:

— rysuje przekroje bryt

wpisanych w inne bryty
i opisanych na innych
brytach,

— rozwiazuje zadania dotyczace

bryt wpisanych i opisanych
(réwniez z wykorzystaniem
trygonometrii).

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.7

Generator

testow i sprawdzianoéw

3.7. Inne bryty wpisane i opisane



Cwiczenie 1
a) 1087 cm® b) 2:1

Cwiczenie 2
D S C
o
6 A 6
A T r B

a) Z twierdzenia cosinuséw dla
tréjkata ABS:

(2r)% = 6% + 6% — 2 6% cos 45°,
czyli r? = 9(2 — /2)
h?=6>—r?=18+9/2=
=9(2+V?2),

czyli h = 3v2+ 2 em

V=m9(2-v2)-3V2+V2=

=277 (2 - v2) V2 + V2 [em?]
b) Z twierdzenia cosinuséw dla
tréjkata ABS:

(2r)? =6 +6%—2-62- 1,
czylir =4 cm

h? =62 — 42 = 20,

czyli h = 2v/5 cm

V =7-4%2.25=32m/5 [cmS]

Cwiczenie 3
a) S
F E
h
A C D z

i réwnoramienny, czyli z = 4.
Zatem r = h = 5.

_1 2 s _ 125
V= §7T -5 .5 = Tﬂ'

b) 97 (3 + 2v/3)

3. Bryty obrotowe

Cwiczenie 1

a) Oblicz objetosé walca opisanego na szescianie o krawedzi 6 cm.

b) Oblicz stosunek objetosci walca opisanego na szedcianie do objetosci walca
wpisanego w ten szeScian.

Cwiczenie 2
Na stozku o tworzacej dtugosci 6 cm i kacie rozwarcia o opisano walec. Oblicz

objetos¢ tego walca, jesli wiadomo, ze: a) a =45°, b) cosar = .

Cwiczenie 3

a) Walec o promieniu podstawy réwnym 1 i wysokosci 4 jest wpisany w stozek
o kacie rozwarcia 90°. Oblicz objeto$é¢ tego stozka.

b) Walec o promieniu podstawy réwnym /3 i wysokosci 2 jest wpisany w sto-
zek o kacie rozwarcia 120°. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego stozka.

Przyktad 1
Na ostrostupie prawidlowym czworokatnym opisano stozek w ten sposéb, ze
podstawa ostrostupa jest wpisana w podstawe stozka, a wierzchotki obu bryt
sie pokrywaja. Oblicz stosunek objetosci stozka do objetosci ostrostupa.

Oznaczmy przez r promien podstawy stozka, wowczas

przekatna podstawy ostrostupa ma dlugosé 2r, a jego
krawedz podstawy ma dlugos$é v/2r.

Oznaczmy przez h wspolng wysoko$¢ ostrostupa i stozka.
Wowezas objetosé stozka: Vs = gmr?h.
Wyznaczamy objetosé¢ ostrostupa:
1 2 2 2
Vo= z(V2r)*-h=3r’h

Zatem stosunek objetoéci stozka do objetosci ostrostupa:

Vs %W'I”Zh o

Vo  2r2h 2

Cwiczenie 4

Ostrostup prawidlowy szesciokatny wpisano w stozek w ten sposéb, ze pod-
stawa ostrostupa jest wpisana w podstawe stozka, a wierzchotki obu bryt sie
pokrywaja. Wyznacz stosunek objetosci stozka do objetosci ostrostupa.

B 5] Gwiczenie 5
Tréjkat BED jest prostokatny

Stozek wpisano w ostrostup prawidlowy czworokatny w ten sposéb, ze pod-

stawa stozka jest wpisana w podstawe ostrostupa, a wierzchotki obu bryt sie

pokrywaja. Wykaz, ze stosunek objetosci ostrostupa do objetosci stozka jest
/ 4

réwny .

Cwiczenie 4

h — wysoko$¢ stozka i ostrostupa

r — promien podstawy stozka

a = r — krawedz podstawy ostrostupa

1 2
s tedes. Vs o _3Trth _ 2ma? _ 2V3
Stosunek objetosci: Vo = Tod/E, T AT 0 T
36—

Cwiczenie 5

h — wysoko$é stozka i ostrostupa

7 — promien podstawy stozka

a = 2r — krawedz podstawy ostrostupa
Ya?h _ ar2 _ 4

2 T

ietodcl: Yo —
Stosunek objetosci: 72 = Tr2h =




Zadania

10.

10.

Dany jest graniastoshup prawidtowy szesciokatny. Oblicz stosunek obje-
tosci walca opisanego na tym graniastostupie do objetosci walca w niego
wpisanego.

W prostopadloscian, ktorego podstawa jest kwadratem, wpisano walec.
Pole powierzchni catkowitej tego prostopadtoscianu jest réwne 16. Oblicz
pole powierzchni catkowitej walca.

Wysokosé graniastostupa jest rowna 5 cm, a jego podstawa jest trojkat
prostokatny o przyprostokatnych dlugosci 6 cm i 8 cm. Oblicz objetosé
walca:

a) opisanego na tym graniastostupie, b) wpisanego w ten graniastostup.

W stozek o promieniu podstawy 3 wpisano walec o wysokosci 4 i promieniu
podstawy 2. Oblicz objetosé tego stozka.

W walec o promieniu podstawy 5 wpisano stozek, ktérego powierzchnia
boczna po rozwinieciu jest potowa kota. Oblicz pole powierzchni calkowitej
tego walca.

W walec wpisano stozek. Pola powierzchni bocznych obu bryt sa réwne.
Oblicz miare kata rozwarcia stozka.

W stozek $ciety, w ktérym stosunek promieni pod-
staw jest rowny 1:4, wpisano walec jak na rysunku
obok. Oblicz, jaka czes¢ objetosci stozka $cietego
stanowi objetos¢ walca.

Oblicz sinus kata nachylenia tworzacej stozka Scietego do podstawy, jezeli
wiadomo, ze w bryle te mozna wpisa¢ kule o objetosci cztery razy mniejszej
niz objetosé tego stozka Scigtego.

Wyznacz najwicksza mozliwg objetosé sze-
Scianu zawartego w poétkuli o promieniu R
(rysunek obok).

Prostopadlo$cian ma osiem krawedzi dtugo-
$ci x 1 cztery krawedzie dhugosci 2z. Oblicz
najwieksza mozliwa objetos$c takiego prosto-
padloécianu, jesli wiadomo, ze jest on za-
warty w pétkuli o promieniu 15.

V =2%. 2z = 223
I przypadek II przypadek

Podstaws graniastostupa jest Podstawsg, graniastostupa jest prostokat.

kwadrat. , 152 — (175)2 g
2 _ (zV2 2
157 = (T) - () z =10 cm
z =5v2 cm Wigksza objetosé ma graniastostup

w drugim przypadku.
V = 2000 cm?®

Odpowiedzi do zadan

i

2. 47

w

. a) 1257 cm® b) 207 cm?®
4. 36w

5. h — wysoko$¢ stozka i walca
| — tworzaca stozka
%le =7 -5, czyli [ = 10
h=5V3
P=215"+21-5-5V3 =
=507 (1 + v/3)
6.
wrl = 27rh, czyli | = 2h
cosg =4 =% =4
czyli 5 = 60°, zatem o = 120°
7.1
8. 2
9.
A/ Cl
R R |®
A (0] C
IAC| = av3,

stad |OC| = 22

R=/[OCEF|CCT = 25,

czyli a = @R

V= (@R)3 = 2f6ps

3.7. Inne bryty wpisane i opisane



Uczen:

— opisuje funkcja jednej
zmiennej pole powierzchni
lub objetosé bryty i okresla
jej dziedzing oraz wyznacza
jej najwieksza lub naj-
mniejsza wartosé.

Cwiczenie 1

4r +2h =12, stad h =6 — 2r,

r € (0;3)

V = mr’h

V(r) = 7r2(6 — 2r), r € (0;3)

V'(r) = 1271 — 671>

V'(r)=0dlar =2 cm

V'(r) > 0 dla r € (0;2) oraz

V'(r) <0dlar € (2;3)

Funkcja V' ro$nie w przedziale

(0;2) i maleje w przedziale (2; 3),

wiec objeto$é walca jest najwiek-

szadlar=2cmih=2cm.

Cwiczenie 2

mr?h =1, stad h = Trlﬁv gdzie

r>0

Pole powierzchni catkowitej:

P = 27112 4 27rh

P(r)y=2rr’+2,r>0

P'(r) = 4nr — T%

P(r)y=0dlar= Vin2
(

27

/ 3 A2
P'(r)<0dlar e (0; = ) oraz
35
P'(r)y>0dlar > 24:2
Funkcja P maleje w przedziale

(0’ 3\/ 4n2

5 > i ros$nie w przedziale
s

3
< 24:2 ; oo), wiec pole

powierzchni catkowitej walca jest
3
najmniejsze dla r = 24:2 dm

3,
ih= Y qm.
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3. Bryty obrotowe

*3.8. Zagadnienia optymalizacyjne

Przyktad 1
Jakie wymiary powinna mie¢ puszka w ksztalcie walca o polu powierzchni
catkowitej 1507 cm?, aby jej objetosé byla najwicksza?

Oznaczmy przez r promien podstawy walca,

a przez h — jego wysokos¢.

Pole powierzchni catkowitej walca:

P.=27r? + 2nrh = 1507 h

o2 2
Stad h = 1502 I _ T5r , gdzie r € (0;5v/3). o
Wyznaczamy objetos¢ walca jako funkcje zmiennej r: - . N

V(r) =nr*h =nr?- = m(75r — %), r € (0;5v/3)

Aby wyznaczy¢ najwieksza warto$é funkeji V', obliczamy jej pochodna:
VI(r) = m(75 — 3r?) znak f

Vi(r)=0dlar=>5

75—12
T

’/,’—m 5\/§
,L 0 N — —T
V'(r) >0 dla r € (0;5) oraz V'(r) < 0 dla r € (5;5v/3).

hY

Pochodna V'’ zmienia znak z dodatniego na ujemny \

\
w punkcie r = 5, wiec w punkcie tym funkcja V' osiaga maksimum. \

Funkcja V roénie w przedziale (0;5) i maleje w przedziale (5;5/3), wiec ob-
jetos¢ walca jest najwigksza dla r =5 cm i h = B2 = 10 [cm)].

Cwiczenie 1
Oblicz promien podstawy i wysokos$¢ walca, ktorego przekrdj osiowy jest pro-
stokatem o obwodzie 12 cm i ktory ma najwieksza mozliwa objetos¢.

Cwiczenie 2
Jakie wymiary powinna mieé¢ puszka w ksztalcie walca o objetosci 1 1, aby
zuzy¢ jak najmniej materialu do jej wytworzenia?

Cwiczenie 3

Blaszana puszka w ksztalcie walca ma mieé¢ pojemnosé 0,4 dm?3. Na wyciecie
két na obie podstawy puszki trzeba przeznaczyé¢ kwadratowe kawalki blachy.
Cena materialu, z ktérego wykonuje si¢ podstawy, jest o 5% wyzsza od ceny
materiatu, z ktorego wykonuje sie powierzchnie boczng. Jakie wymiary po-
winna mie¢ puszka, aby koszt jej wykonania byt najmniejszy?

Cwiczenie 3

¢ — cena materialu na powierzchnie boczna
0,4 dm® = 400 cm?

7mr2h = 400, stad h = %, gdzie r > 0

Koszt wykonania puszki: k(r) = 1,05¢- 2 (2r) + ¢ - 2wrh

k(r) =8,4rc+ 8% r >0

K'(r) = 16,8rc — 8¢

K (r)=0dlar=2v441

K'(r) < 0dlar € (0;32/441) oraz k' (r) > 0 dla r > 32 V/441

Funkcja k maleje w przedziale (0; % &, 441> i ros$nie w przedziale <% /441; oo),
wiec koszt wykonania puszki jest najmniejszy dla r = % V441 cm i h = £ /441 cm.

™




Przyktad 2
Jaka najwigksza objetosé¢ moze mieé stozek, ktérego przekrdj osiowy jest tréj-
katem o obwodzie réwnym 8 cm?

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. S
2042r =8, czylil = 4—r. Zauwazmy, ze | > r > 0,
czyli 4 —r >r >0, skad r € (0;2).
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla trdojkata h !
OBS:
h=vVEZ—12=./(4—7r)2—r2=+/16—8r
Wyznaczamy objetosé stozka jako funkcje zmien- AWB
nej r:

V(r) = tmr’h = 7?16 — 8r = swV/16r* — 815, r € (0;2)
Rozpatrzmy funkcje pomocnicza f(r) = 16r* — 8r°, gdzie r € (0;2).
Funkcja g(t) = v/t jest rosnaca, wiec funkcje V' i f osiagaja wartosé najwicksza
dla tego samego argumentu.
f/(r) = 64r3 — 4071, gdzie r € (0;2)
64r3 —40r* =0 dlar € {0,

Z zalozenia r € (0;2), zatem f'(r) =0 r =%, mak f'
Funkcja f roénie w przed21ale (0 > i maleje w prze- m L
dziale (8;2), czyli dla r = 2 funkCJe f iV osiagaja ,/0 S\
wartosci najwieksze. /! \

Dlar =& mamy h= /16— 8- 5 = /16 = 45

Obliczamy najwieksza objetosé stozka:

_1_(8V 4/5 _ 256V5r 3
vi=gr(5) 50 = T e

Cwiczenie 4
Jaka najwieksza objeto$¢ moze mieé¢ stozek, ktorego tworzaca ma dlugoséé
6 cm?

Zadania

1. Wymiary puszki w ksztalcie walca o objetosci 2 dm® zaprojektowano tak,
aby do jej wykonania zuzyé¢ jak najmniej blachy. Na calg powierzchnie
boczng puszki naklejono etykiete. Oblicz powierzchnig tej etykiety.

2. Sposréd wszystkich walcéw o polu powierzchni catkowitej S wybrano ten,
ktory ma najwicksza objeto$¢. Wyznacz jego wysoko$¢ i promien pod-
stawy.

2. 21?2 + 2nrh = S, st@dh—m r, gdmere(O \/Zi)

V =mr’h

V(r)= —r—7r7" TG(O,/;)
V'(r) =% — 3mr?
Vifry=0dlar=,/&

Vi(r)>0dlare ( \/G) oraz V'(r) < 0dlar e (1/ 6",,/2”)
Funkcja V' ro$nie w przedziale <O; 1/ —ﬂ> i maleje w przedziale <,/ 657r, £/ 277)

wiec objetos¢ walca jest najwicksza dla r = 4/ ei ih=-=2 —r=

27r 371' .

Cwiczenie 4

r? = 36—h2, h € (0;6)

V (k) = 17(36 — h*)h, h € (0;6)
V'(h) = 127r — h?

V'(h) =0 dla h = 2v/3

V'(h) > 0 dla h € (0;2v/3) oraz
V'(h) < 0 dla h € (2v/3;6)
Funkcja V roénie w przedzia-
le (0;2+/3) i maleje w przedzia-
le (24/3;6), wiec objetosé stozka
jest najwieksza dla h = 2¢/3 cm.

V (2v/3) = 1673 [cm®]

Odpowiedzi do zadan

1. mrh = 2, stad h = %, gdzie
r>0
Pole powierzchni catkowitej:
P =271 + 2nrh
P(ry=2mr*+%,r>0

(r) = 4mr — Ti

'(ry=0dlar= %

P/(r) <0 dlare (0; ;f)

TN

oraz P'(r) > 0 dlar > 3_\/E
Funkcja P maleje w przedzia-

le (0; == ) i ro$nie w prze-
' Vax P

dziale <%/%, oo), wiec pole
powierzchni catkowitej walca
jest najmniejsze dla

= Vdm1h72mdm
Pole powierzchni bocznej:
Py = 21rh = 4w [dm?

3.8. Zagadnienia optymalizacyjne



3.

11.

o © ©® N O &

h — wysokosé walca

r — promien podstawy walca
m?h =V, stad h = -,
gdzie r > 0

Pole powierzchni catkowitej:
P = 27r? + 27rh
P(ry=2r*+2X r>0
P'(r) = 4mr — 27‘2/—

|4

P'(ry=0dlar= ¢

P(ry<0dlare (O; {/ %)

/ \%
oraz P'(r) > 0dlar > {/5-

Funkcja P maleje w przedzia-

le (0; 2/ %> i ro$nie w prze-

dziale < {/ %; oo), wiec pole
powierzchni catkowitej walca

. . . . _ 3/v
jest najmniejsze dla r = {/ 5~
s 3/4V
ih= e

__ 3/8V __ 3/4V __
r={ogr=yT=h

zatem przekréj osiowy tego
walca jest kwadratem.
V3

3
2v/6
=TT

. Ramie: 9 cm, podstawa: 6 cm

H =16 cm, r = 8y/2 cm
512 3]

. —5 7T CIn

3

. 2202

135

. Ramie: 6 cm, krétsza podsta-

wa: 4 cm

R

- =tg30°, stad R = “T*/g
Objetos¢ kuli: Vi = 37R* =

|SM| = av/3

AFES jest tréjkatem réwnobocznym o boku 2r, stad |SN| = /3.
Zatem wysokos$¢ walca: h = av/3 — rv/3, r € (0;a)

Objetosé walca: V = mr2h, V(r) = mr2(av/3 — mv/3), 7 € (0;a)
V'(r) =2mrrav3 —3V3rr?, V'(r) =0 dlar = X
V'(r)>0dlare (0;2) oraz V'(r) <0 dlar € (2;a)

[p] 3.

4V3

27

*8,

10.

Sposéréd wszystkich walcéw o objetosci V' wybrano
ten, ktéry ma najmniejsze pole powierzchni catko-
witej. Uzasadnij, ze przekrdj osiowy tego walca jest
kwadratem.

Oblicz, jaka najwieksza czeé¢ kuli moze stanowié¢ wpi-

sany w nia walec (rysunek obok).

Sposréd wszystkich stozkéw o tworzacej | wybrano ten, ktéry ma najwiek-
sz objetos¢. Oblicz miare kata $rodkowego wycinka kota, ktéry tworzy po
rozwinieciu powierzchnia boczna tego stozka.

Dany jest tréjkat réwnoramienny o obwodzie réwnym 24 cm. Tréjkat ten
obrocono wokét jego podstawy. Dla jakich dilugosci podstawy i ramion
takiego tréjkata otrzymana bryta obrotowa ma najwicksza mozliwa obje-
t0s8¢?

Sposérdéd wszystkich stozkow wpisanych w kule o pro-
mieniu 12 cm wybrano ten o najwigkszej objetosci.
Oblicz jego wysokosé¢ i promien podstawy.

Oblicz, jaka najmniejsza objeto$é moze mieé¢ stozek
opisany na kuli o promieniu 4 cm.

W stozek o promieniu podstawy r i wysokosci h wpi-
sano prostopadloscian, w ktérym stosunek diugosci
krawedzi podstawy wynosi 2: 1. Wyznacz najwicksza
mozliwg objeto$é¢ tego prostopadtoécianu.

Uwaga. W stozek jest wpisany prostopadtoscian, gdy wierz-
cholki jego gérnej podstawy naleza do powierzchni bocznej
stozka, a dolna podstawa jest zawarta w podstawie stozka.

Trapez réwnoramienny o obwodzie 22 cm obraca sie wokdét dtuzszej pod-
stawy réownej 6 cm. Dobierz dtugosci pozostatych bokéw trapezu tak, aby
otrzymac bryte o najwigkszej mozliwej objetosci. 5

Sposréd wszystkich walcow wpisanych w stozek, kté-
rego przekrdj osiowy jest tréjkatem réwnobocznym
o boku 2a, wybrano ten o najwiekszej objetosci. Wy-
kaz, ze objetos¢ tego walca jest rowna objetosci kuli

wpisanej w dany stozek.
S S
7Ta3
2a 2a r Nl r\g
R \ h
2 VAN [
A @ a B A C M D

Funkcja V' ro$nie w przedziale (O; %l) i maleje w przedziale <%‘l, a),

wiec objetosé walca jest najwigksza dla r = =
Objetosé najwigkszego walca: V =7 (

3. Bryty obrotowe

2—“ih:a\/§—r\/§:%§.
2a\2 aVv3 _ 43 3 _
3) 4 =5Pmd’ =V



3.9. Zagadnienia uzupetniajace

B Uktad wspodtrzednych w przestrzeni

Potozenie dowolnego punktu w przestrzeni jest okres- i
lone przez tréjke jego wspotrzednych (z,y, z).

Wierzchotkami dolnej podstawy prostopadioscianu
przedstawionego na rysunku obok sa punkty:

(0,0,0), (0,2,0), (3,2,0), (3,0,0),
a wierzchotkami gérnej podstawy — punkty: 5 L7101 3 X
(0,0,4), (0,2,4), (3,2,4), (3,0,4).

Y
Wspotrzedne punktéow nalezacych do prostopadio$cianu spekiajg uklad
nieréwnosci:

0<z<3
0<y<2
0<z<4

Obliczmy objetoéé¢ tego prostopadtoécianu: V =23 -4 = 24.

1. Oblicz objetosé graniastostupa, do ktérego nalezg punkty o wspélrzednych
spelniajacych podany uktad nieréwnosci.

0<z<5b 2<z<8 0<z
a)  1<y<4 b) 2<y<4 *c) ¢ 0<y<2—=2x
2<2K6 —-5<z2< -2 0<z<4

Rozpatrzmy walec o promieniu podstawy r i wy-
sokosci h umieszczony w tréjwymiarowym ukla-
dzie wspolrzednych (rysunek obok). Wspélrzedne
punktéw nalezacych do tego walca spelniaja uktad

2?4 y? <12
0<z<h

nieréwnosci: {

2. Oblicz objetosc¢ i pole powierzchni bocznej walca opisanego podanym ukta-
dem nieréwnosci.

) 2 +y* <9 b) 2?2 +942 <10 v 2?42+ —-15<0
C
0<2<4 —2<2<6 —-1<2<5
- =1 1) +4% < 16
a) =13 b) r \/_O C) (l’—|—)+y
h=4 h=38 -1<2<5
V=r-9-4=3671 V=m-10-8 =807 r=4,h==6

Pb:27r-3~4:247r Pb:27r-\/10-8:16\/107r V=n-16-6 = 967
P,=21-4-6=48m

Odpowiedzi do zadan
1. a) 60 b) 108

C) A
4
10
o 2
//}
Yy=1l.2.2.4=35

3.9. Zagadnienia uzupetniajace



3. Bryty obrotowe

Odlegtosé punktu P(z,y, z) od poczatku tréjwymiarowego uktadu wspdt-

rzednych O(0,0,0) wyraza sie wzorem (uzasadnij):

r=VETE T2

Zatem nieréwnosé:

x2+y2+z2<r2

gdzie r > 0, opisuje kule o srodku w punkcie O
i promieniu 7, a réwnanie:

2?4y + 22 = g2
opisuje sfere bedaca powierzchnia tej kuli.

Na przyklad nier6wno$é z2 + y? + 22 < 36 opisuje kule o $srodku w punk-
cie 0(0,0,0) i promieniu r = 6. Jej objetosé: V = 2w - 6% = 288, a pole

powierzchni: P = 47 - 62 = 144r.

3. Oblicz pole powierzchni i objetosé kuli opisanej nieréwnoscia:

c) x* +y*+ 22 < 10.

a) o +y*+ 22 <9, b) x? + y* + 2% < 3,

4. Podaj nieréwno$é opisujaca zbiér punktéw (x,y,z) nalezacych do kuli
o $rodku w poczatku trojwymiarowego ukladu wspétrzednych, jesli wiado-
mo, ze: a) jej Srednica jest réwna 8, b) jej objetosé jest réwna 9727,

Potozenie punktu w przestrzeni mozemy opi-
sa¢ za pomoca wspélrzednych sferycznych.
Rozpatrzmy punkt P’ bedacy rzutem pro-
stokatnym punktu P(z,y, z) na plaszczyzne
OXY (rysunek obok).

Aby okresli¢ polozenie punktu P we wspol-
rzednych sferycznych, podajemy:

r — dhugosé odcinka OP, Y
0 — kat miedzy odcinkiem OP i odcinkiem OP’ (—

¢ — kat miedzy odcinkiem OP' i osig OX (—7 < ¢

P(z,y,2)
|
T
0 |
/90/ I s X
| 7/
7
7/
P'(z,y,0)
<9< I),
).

@ 5. Uzasadnij, ze wspo6lrzedne sferyczne punktu P(2,2, 2\/5) sg réwne:

r=4, =7, =7

@ 6. Uzasadnij, ze wspo6lrzedne sferyczne punktu P(1,1, \/6) sg réwne:

r=2v2, 0=% p==

5.7 =4/22 +22 4+ (2/2)2 =
|OP'| = /22 +22 + 02 = 2v/2

cosf = oF] _ v2

T 2

, czyli 0 = %

W dwuwymiarowej przestrzeni OXY punkt P'(2,2) nalezy do prostej y = z,

ktora jest nachylona do osi OX pod katem 45°, zatem ¢ =

6.7 =1/12+12 + (+/6)2 = 2/2
|OP|=V124+12+02 =2

/
—‘Of‘ =1 czylig==2

cosf = 3 z

™

-

W dwuwymiarowej przestrzeni OXY punkt P'(1, 1) nalezy do prostej y = z,

ktora jest nachylona do osi OX pod katem 45°, zatem ¢ =

us

e



Zestawy powtdrzeniowe

B Zestaw |

1.

10.

9.
10.

Vi=2-37h?- 52 + 7R

Dwa walce maja taka sama wysokosé. Promien podstawy jednego z nich
jest 0 50% dtuzszy od promienia podstawy drugiego. Oblicz stosunek ob-
jetosci tych walcow.

1 cm
Oblicz objetos¢ metalu uzytego do wykona-
nia metalowej rury o wymiarach podanych

4 cm

na rysunku (skala nie jest zachowana).

Oblicz pole przekroju osiowego walca, ktérego powierzchnia boczna po
rozwinieciu jest prostokatem o wymiarach 7 cm x 5 cm.

Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest wycinkiem kota o pro-
mieniu 12 cm wyznaczonym przez kat srodkowy 225°. Oblicz objetosé tej
bryty.

Wycinek kota o promieniu 2 wyznaczony przez kat srodkowy 90° zwinieto
w powierzchnie boczng stozka. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego
stozka.

Stozek i walec majg réwne pola powierzchni bocznych, rowne tworzace
i takie same objetosci. Oblicz tangens kata nachylenia tworzacej stozka do
jego podstawy.

Dany jest trojkat réwnoramienny, w ktérym kat przy podstawie ma miare
30°, a wysoko$é opuszczona na podstawe jest réwna 1. Oblicz objeto$é
i pole powierzchni catkowitej bryty otrzymanej przez obrét tego trojkata
wokél: a) jego podstawy, b) jednego z jego ramion.

Objeto$¢ bryly otrzymanej w wyniku obrotu trapezu réwnoramiennego
wokol dluzszej podstawy stanowi 70% objetosci bryly otrzymanej w wy-
niku obrotu tego trapezu wokét krotszej podstawy. Oblicz stosunek diu-
godci podstaw trapezu.

Kule o $rodku O przecieto plaszczyzna i otrzymano w przekroju kotlo
o érodku S. Oblicz dtugos$é odcinka OS, jesli wiadomo, ze pole powierzchni
kuli jest rowne 207, a obwdd przekroju jest rowny 27.

Stozek o wysokosci 4 przecieto ptaszcezyzna réwnolegla do podstawy. Plasz-
czyzna ta podzielita powierzchnie boczng stozka na dwie czesci o réwnych
polach. Oblicz odlegtosé plaszczyzny przekroju od podstawy tego stozka.

a—b

Vo =mh’a—2- s7h* - %

Vi =0,7V;
2rh? + wh?b =
=0,7rh%a — 0,7 %2h?
1,7-92=07a—b

0,4a = 1,3b

a _ 13

b 4
2

2(2 — V2)

AN (NE.
W

Odpowiedzi do zadan

1.
2.

e @ > @

9:4
V =m-32.200—7-2%.200 =
= 2007 (9 — 4) = 10007 [cm?]

35 cm?
v
2258\/397r o

Po=rm () 4m-d2=3r

. Z warunkéw zadania h, = ls

oraz:
27rwhew = Trsls

mrohw = 27r2hs

3
Stad:
— 2rphw _ 2rwhw __
Te = S = St — 200

r2 T 4r?
2 2 2
ls =rs+h;
2 2 9 1.2
h% = 4r2 + 212,

Nii
s hw

3r2h 3r2 h
hs_ Twtw — Tww:%hw

30°

|AD| = |DB| = V3
|AC| = |BC| =2
a)V:2-§7r-12-\/§:¥7r
P=2r-1-2=A4n

b) B

B
T T A

Pole tréjkata ABC:
%-2\/5-1:%-2-1“,
czyli r = V3
V = 2mr®(|BC| + h) +
—37mr’h = 27r?|BC| =
%77-(\/3)2-2:277
=7r-|AB|+7r - |AC| =
mr(|AB| + |AC|) =
=mv3(2V3+2) =

=27 (3 aF \/§)

ool

Zestawy powtorzeniowe



1.1=2r
Py = 7rl = 21r® = 2P,
. 5124/2 cm?

125
24
967

3

8
. 7 — promien podstawy stozka
R — promien kuli
(4—R)*+r*=R?,

stad 72 = 8R — 16

>0 p e

4Vs = Vi
4- %m"2 4= %ﬂ'R?’
4r* = R?

4(8R — 16) = R3,
czyli R =2v/5—2lub R =4
Zatem pole przekroju jest

réwne 16v/v/5 — 2 lub 16.

V2
7- T

8.  — promien podstawy stozka
| — tworzaca stozka
r — promien kuli wpisanej
w stozek
R — promien kuli opisanej na
stozku

7 =sina, stad z = lsin
1

2l
cosa = % stad R = 5—-—
Pole przekroju osiowego
stozka: %ZQ sin 2a
Obliczamy pole przekroju, ko-
rzystajac ze wzoru na pole
trojkata wpisanego w okrag.
12+2z)-r =ri(l+sina) =
_ 172
= 50" sin 2a,
stad r =

Isin 2«
2(1+sina)
Stosunek objetosci kul:

4
Vw __ 37"3 _ 3 _

Vo %‘nR3 T R

. 3
_ sin 2a cos o
- ( 1+sina )

Komentarz

Réwnowazna odpowiedz:
8sin® (1 — sin a)®
9.a) 2V/3z D) @a@
24
10- %
H-R
1. =

3. Bryty obrotowe

Vv

B Zestaw Il

(D] 1.

10.

11.

12.

12.

Wykaz, ze jezeli przekrdj osiowy stozka jest trojkatem rownobocznym, to
pole powierzchni bocznej tego stozka jest dwa razy wigksze od pola jego
podstawy.

Przekréj osiowy stozka jest tréjkatem prostokatnym o polu 32 cm?. Oblicz
objetos¢ graniastostupa prawidlowego czworokatnego opisanego na tym
stozku.

Oblicz objetosé¢ stozka wpisanego w graniastostup prawidlowy czworo-
katny, ktorego przekrdj plaszezyzna zawierajaca przekatne podstaw jest
kwadratem o boku 5.

W stozek o promieniu podstawy 6 wpisano graniastostup prawidlowy
czworokatny. Przekatna graniastostupa ma dlugoséé 24/13, a pole jego pod-
stawy jest réwne 18. Oblicz objetosé stozka.

Wysokos¢ walca wpisanego w stozek o promieniu podstawy 4 cm jest dwa
razy krotsza od wysokosci tego stozka. Oblicz, jaka cze$¢ objetosci stozka
stanowi objetos¢ walca.

W kule wpisano stozek o wysokosci 4. Objetosé stozka jest czterokrotnie
mniejsza od objetosci kuli. Oblicz pole przekroju osiowego stozka.

Oblicz stosunek objetosci kuli wpisanej w walec do objetosci kuli opisanej
na tym walcu.

Kat rozwarcia stozka ma miare 2c. Wyznacz stosunek objetosci kuli wpi-
sanej w ten stozek do objetoéci kuli na nim opisanej.

Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego szesciokatnego ma dtugosé x,
a krawedz boczna — 2x. Wyznacz promien kuli:

a) opisanej na tym ostrostupie, b) wpisanej w ten ostrostup.

W kule wpisano walec, ktérego promien podstawy stanowi 60% promienia
kuli. Oblicz sinus kata, pod ktérym ze §rodka kuli widaé Srednice podstawy
walca.

W kule o promieniu R wpisano stozek o wysokosci H, gdzie H > R. Wy-
znacz cosinus kata rozwarcia stozka.

Promien podstawy stozka jest dwa razy dluzszy od promienia kuli wpisanej
w ten stozek. Oblicz cosinus kata rozwarcia stozka.

|BS| = /42 + [MS?

S
Trojkaty MBS i NOS sg podobne, wiec % = %—g‘. é
\Mg‘\fr = \/4R2ZJ‘MS‘2 45
JAZ T MO = 2|MS| — 2r |
sin & = $ =32
2 A 2r M 2r B

cosa =1— 2sin

L
25

e
2

COoS @ =



Sposaéb na zadanie

)

W zadaniach ze stereometrii czesto kluczowe jest przeanalizowanie odpowied-

niego przekroju danej bryty.

Przyktad

W stozek o promieniu podstawy 2 i wysokosci 6 wpisano
ostrostup prawidlowy tréjkatny w nastepujacy sposéb:
wierzcholek ostrostupa jest srodkiem podstawy stozka,
a wierzchotki podstawy ostrostupa nalezg do powierzchni
bocznej stozka (rysunek obok). Oblicz najwigksza moz-
liwa, objetos¢ takiego ostrostupa.

Rozpatrzmy przekrdj osiowy stozka zawierajacy srodko-
wa podstawy ostrostupa — odcinek AP.
Oznaczmy przez a krawedz podstawy ostrostupa, a przez

h jego wysoko$é (odcinek OO, na rysunkach). Wowczas: W

|Aol|22.fl_ﬁ:ﬂ§

3 2 3

Trojkaty AO,S 1 DOS sg podobne, zatem: g

|AOq | _ SO |

|DO| [SO
czyli:

of8 gop .
3 = —— gdzie h € (0;6)
2 6
aV/3=6-nh
O17P

a="2(6-h)

Wyznaczamy objetos¢ ostrostupa jako funkcje zmiennej h: h
1 1 a33 , V3 (V3 S
V(h) =1, h=1. 2 -h_ﬁ(?(6—h))~h_ y \
= ‘;—g(36h — 12h% + h?)
gdzie h € (0;6).
Obliczamy pochodna funkcji V:
VI(h) = Y23(36 - 24h + 3h%) = Y2 (12— 8h + 1?) = Y2 (6 — h)(2 — )

Dy = (0;6), wiec V'(h) =0 dla h = 2. N
Funkcja V rosénie w przedziale (0;2) i maleje w prze- \ snak f’
dziale (2;6), zatem dla h = 2 osiaga warto$¢ naj- O++ \___7(8»_;;

wigksza:

V(2) = Y3(36.2-12-448) = 32/3 _ 83

~ 36 36

Odpowiedz: Najwieksza objetosé takiego ostrostupa jest réwna %.

Sposodb na zadanie



Odpowiedzi do zadan
1. Vi =76 -4 = 1441
Vo = m4? - 6 = 967
Vi— Vo =487
22r=5,h=a
P. =27mr? 4+ 2nrh = %mf
3. r=6o0razl =12
Po=m-6-12=T27
4. 2nr = %71‘7‘1
= %l
Zatem przekrdj osiowy stoz-
ka jest tréjkatem réwnobocz-
nym, wiec kat rozwarcia stoz-
ka wynosi 60°.

Iy 20

25

ha A5

Trojkat jest prostokatny, czyli
3:15-20=1-25-7.
Zatem r = 12.

V = %71‘7“2h1 + %TI'Tth =

2mr?(hy + he) =

=3 -7-12°-25 = 12007

6.r=6,V= %TI'T3 = 2887

7. R+r=12,stad R=12—r
P — suma po6l
P =47 R? + 471 =
= 47 (R? + r?)

P(r) = 8n(r? — 12r + 72)
P'(r) = 8n(2r — 12)
P'(r)y=0dlar=6
Najmniejsza suma pol:
P(6) = 2887

P =4n(R?+12) <
<4n(R+r)? =4n - 122 =
= 576w

Zatem P € (288; 576).

8. Dlugosé boku pierwszego
przekroju: a = 13—2 =4
Dtugo$é boku drugiego prze-
kroju: Z’%T‘/g = 16v/3,

czylib=8
Skala podobienstwas:
k=2=2

a

3. Bryty obrotowe

@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1. Réznica objetodci bryl powstatych przez obrét prostokata o bokach 4 cm
i 6 cm wokoét krotszego 1 wokét diuzszego boku jest réwna:

A. 487 cm?, B. 427 cm?, C. 36w cm?, D. 307 cm?®.

2. Pole powierzchni calkowitej walca, ktérego przekrojem osiowym jest kwa-
drat o boku a, jest réwne:

A. ma?, B. 37a?, C. 27ma?, D. S7a®.

3. Przekrdj osiowy stozka jest trdojkatem réwnobocznym o boku 12. Pole po-
wierzchni bocznej tego stozka jest roéwne:

A. 144m, B. 72m, C. 36m, D. 24x.

4. Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest potkolem. Kat rozwarcia
tego stozka ma miare:

A. 120°, B. 90°, C. 60°, D. 45°.

5. Trojkat o bokach dtugosci 15, 20 i 25 obracamy wokél najdtuzszego boku
i otrzymujemy bryte ztozona z dwéch stozkéw o wspoélnej podstawie. Ob-
jetosé tej bryly jest rowna:

A. 16007, B. 12007, C. 1000, D. 7507.

6. Koto o polu 367 obracamy wokét érednicy. Otrzymujemy wowczas bryte
o objetosci:
A. 288, B. 2407, C. 144m, D. 120x.

7. Suma promieni dwéch kul jest rowna 12. Wynika stad, ze suma pdl po-
wierzchni tych kul moze byé¢ dowolna liczba z przedziatu:

A. (0;2407), B. (2407;2887), C. (288m;576m), D. (2967;684m).

8. Dane sg dwa stozki podobne. Przekrdj osiowy pierwszego z nich jest tréj-
katem réwnobocznym o obwodzie 12, a przekrdj osiowy drugiego ma pole
161/3. Wynika stad, ze skala podobienstwa wickszego stozka do mniejszego
jest réwna:

A. 2, B. 2V/3, C. 4, D. 4V/3.

9. Na kuli opisano stozek, ktérego pole powierzchni bocznej jest trzykrotnie
wieksze od pola jego podstawy. Wynika stad, ze stosunek objetosci stozka
do objetosci kuli jest réwny:

A V2:1, B. V3:1, C.2:1, D. 3:1.

9. R — promienn podstawy stozka
H — wysoko$¢ stozka
| — tworzaca stozka
r — promien kuli wpisanej w stozek

mRIl = 37R?, stad | = 3R
H=+12-R?=+8R2=2V2R
Pole przekroju osiowego stozka: % = 2V2R?

Pole przekroju ze wzoru na tréjkat opisany na okregu: @ -7 =4Rr

4Rr = 2v/2R?, stad r = 2R

1 2
iotodeis Vs _ 3mRH  R2H __2V2R® 2
Stosunek objetosci: Ve = Tam = a8 = 4(\/53)3 =1
(L2



Przed obowigzkowa matura z matematyki @

B Zadania kroétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Przekréj osiowy walca jest kwadratem. Oblicz stosunek pola powierzchni cat-
kowitej tego walca do pola jego powierzchni bocznej.

Zadanie 2 (2 pkt)
Srednica podstawy stozka jest dwa razy krétsza od jego tworzacej. Oblicz
tangens kata nachylenia tworzacej stozka do jego podstawy.

Zadanie 3 (2 pkt)
Przekréj osiowy stozka jest tréjkatem réwnobocznym o polu 9v/3 cm?. Oblicz
objetos¢ tego stozka.

Zadanie 4 (2 pkt)
Oblicz objetosé¢ kuli, ktorej pole powierzchni jest réwne sumie pol powierzchni
dwdéch kul o promieniach 3 cm i 6 cm.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 5 (3 pkt)

Whetrze szklanki ma ksztalt walca o srednicy podstawy 6 cm i wysokosci 8 cm.
Oblicz, ile takich szklanek mozna napetnié¢ po brzegi sokiem przechowywanym
w dwoch prostopadloéciennych kartonach o wymiarach 10 cm x 8 cm X 15 cm.

[0] Zadanie 6 (4 pkt)
Uzasadnij, ze pole powierzchni bocznej stozka stanowi wiecej niz 50% jego
pola powierzchni catkowite;j.

Zadanie 7 (3 pkt)
Oblicz objetos¢ bryty, ktéra powstala przez obrét tréjkata réwnobocznego
o boku 12 cm wokél jednego z bokéw.

Zadanie 8 (3 pkt)

Kulg o promieniu 6 cm przecigto dwoma réwnolegtymi ptaszczyznami dziela-
cymi promien kuli na trzy réwne odcinki. Oblicz sume pél otrzymanych w ten
sposéb dwoch przekrojow.

Zadanie 9 (3 pkt)

Ostrostup o wysokosci 8 cm przecieto plaszczyzna réwnolegla do podstawy
i otrzymano dwa wieloSciany o réwnych objetosciach. Oblicz, w jakiej odle-
glosci od wierzchotka ostrostupa lezy ta ptaszczyzna.

R 2 V' — objetos$¢ catego stozka

2 Vi =1V, czyli V% =2 = k3, stad skala
podobienstwa stozkéw k = 2.

Zatem h; = Siﬁ = 4/4 [cm].

9. Vi, h1 — objetosé i wysokosé stozka nad
plaszczyzna

R*=62—-22=32

r? =62 — 4% =20

P =nR?>+mr? =321 + 2071 =
= 527 [cm?)

Odpowiedzi do zadan

1. h=2r
Pe _ 2nr?42nrh _ 6mr2 _ 3
P, — 27wrh  4nr2 T 2
LA=4r

h=vE—1=rVI§
tga=h =V — /T8

.0l=2r=a

% = 9/3, czyli a = 6,

stad [ =6 oraz r = 3

h =+/12 —r2 = 3/3 [cm]
V = Inr’h = 9v/3n [cm®]

. P=47-32447-6% = 47-45 =

= dnr?, czylir = 3v/5
V = 3mr® = 180v/57 [cm?]

. Objetos¢ szklanki:

V=r-38=T2rnx

~ 226 [cm®]

Objetosé soku:

Vs =2-10-8-15 = 2400 [cm?]

2400 . .
%556 ~ 10,6, czyli mozna

napekié 10 szklanek.

W dowolnym tréjkacie prosto-
katnym przyprostokatna r jest
krotsza od przeciwprostokat-
nej [.

P.=arl+7r? < wrl+wrl =
=2nrl = 2P,

2Py, > P., czyli P, > 0,5PF,
Zatem pole powierzchni bocz-
nej stozka stanowi wiecej niz
50% jego pola powierzchni
catkowitej.

hy
L= g — ==

ha

T = %\/g =63

h1+ ho =12

V= %m"zln + %W’I“2h2 =

= 17r? (b + h2) = 4327 cm®

Przed obowigzkowg maturg z matematyki



Odpowiedzi do zadan

1. 6% — (2v/3)% = 24(9 — V/3)

2. r — promien podstawy walca

h — wysokos$é walca

R — promien kuli opisanej

na walcu

r== zh

7rr2h = “h = 327,

czyli h = 8, stad r = 2
Przekatna przekroju osiowego
walca:

V/(2r)2 +h? = 45 = 2R,
czyli R = 245

_ 4_p3 _ 160V5
V = Eﬂ—R = Tﬂ'
. h — wysoko$¢ trapezu
% =tga, wiec h = atga
Korzystamy ze wzoru na ob-
jetosé stozka Scigtego (zad. 6,
str. 153):
V = 37h((2a
%71'(13 tga
hr?

2 +2a-a+a?) =

% I

A P’ '

B
M A P C N
W = 9v/3, czyli
[MN| =6, stad |SP| = 3v/3
a,2a — dtugosci krawedzi
podstawy prostopadto$cianu
AC i A'C" - przekatne pod-
staw prostopadloscianu, stad:
|A'C'| = /(20)? + a% = aV/5
AA'C'S jest réwnoboczny,
stad |SP'| = —a\/i‘\/g = _a\éﬁ
Wysoko$¢ prostopadltoscianu:
h=|SP|—|SP| =
=3v3 - 2455, a ¢ (0;85)

Objeto$é prostopadloscianu:
V=2a-ah

) = 6v/3a% — V1542,
a € ( )

V'(a) = 12\/_(1—3\/_(1
)=

0dlaa= 28
f
Vv 455) 3

3. Bryty obrotowe

@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (2 pkt)
Oblicz réznice objetosci szeScianu opisanego na kuli o promieniu 3 i szeScianu
wpisanego w te kule.

Zadanie 2 (2 pkt)
Dany jest walec o objetosci 327. Srednica podstawy tego walca jest réwna
polowie jego wysokosci. Oblicz objetosé kuli opisanej na tym walcu.

Zadanie 3 (4 pkt)

Trapez prostokatny o podstawach a i 2a oraz kacie ostrym « obracamy wo-
kot prostej zawierajacej krotsze ramie trapezu. Wyznacz objetosé otrzymanej
bryty.

Zadanie 4 (6 pkt)

Oblicz, jaka najwigksza objeto$é moze mieé graniastostup prawidlowy trdj-
katny wpisany w stozek o promieniu podstawy r i wysokosci h.

Uwaga. W stozek jest wpisany graniastostup, gdy wierzchotki jego gérnej podstawy

naleza do powierzchni bocznej stozka, a dolna podstawa jest zawarta w podstawie
stozka.

Zadanie 5 (6 pkt)

Stosunek dlugosci krawedzi podstawy prostopadtoscianu jest réwny 2. Prosto-
padloscian ten jest wpisany w stozek, ktorego przekrdj osiowy jest tréjkatem
réwnobocznym o polu réwnym 9v/3. Oblicz najwicksza objetosé, jaka moze
miec¢ taki prostopadloscian.

Zadanie 6 (4 pkt)

Stozek o promieniu podstawy 3 i wysokosci 4 przecieto plaszczyzna réwnolegla
do podstawy. Pole otrzymanego przekroju jest réwne 47. Oblicz objetosci bryl,
na ktére plaszczyzna ta podzielita stozek.

Zadanie 7 (4 pkt)
Pole powierzchni bocznej stozka stanowi % jego pola powierzchni catkowite;j.

Oblicz miare kata, ktory tworzy wysokosé stozka z jego tworzaca.

Zadanie 8
Dany jest prostopadlo$cian o wymiarach 6 x 8 x 24.

Zadanie 8.1 (2 pkt)
Oblicz promien kuli opisanej na tym prostopadtoscianie.

Zadanie 8.2 (3 pkt)
Wybieramy losowo dwa wierzcholki tego prostopadto$cianu. Oblicz prawdo-
podobiefistwo tego, ze sa one konicami odcinka o dtugosci wigkszej od 25.

6. %ﬂ, %ﬂ'

7. 30°

8.1. Przekatna podstawy prostopadtoscianu: d, = v/62 + 82 = 10
Przekatna prostopadlodcianu: dy/d2 + 242 = 26
Promien kuli: 13

8.2. A — wybrane dwa wierzcholki sg koncami przekatnej prostopadtoscianu
lub przekatnej wiekszej Sciany bocznej

A=38
Q= (5) =28
PA)=4=2%=2



