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Przyktady dowodow
w matematyce

Pitagorasowi (VI/V w. p.n.e.) przypisuje si¢ autorstwo pierwszego dowodu
twierdzenia nazwanego jego imieniem. Uczony nie pozostawil jednak po sobie
zadnych pism. Dowdd twierdzenia Pitagorasa przedstawil Euklides (IV /TIT w.
p.n.e.) w Elementach — dziele podsumowujacym stan wiedzy matematycznej
starozytnej Grecji. Sktada sie ono z trzynastu ksiag. Ksiegi [-IV i VI po-
Swiecone sa geometrii plaszczyzny, ksiegi V i VII-X — arytmetyce, a ksiegi
XI-XIIT — geometrii przestrzeni. W ksiedze IX znajduje sie dowdd istnienia
nieskonczenie wielu liczb pierwszych. W tym podreczniku przedstawiono go
na str. 181. Powyzej pokazano fragment fresku Rafaela Santi Szkola atenska
przedstawiajacy Pitagorasa.

Multitea

e Dowdd za milion dolaréw
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Uczen:

— dowodzi wlasnosci liczb
catkowitych, zapisanych
za pomoca poteg lub
wyrazen algebraicznych, np.
podzielnosci,

— przeprowadza dowdd nie
wprost, np. dotyczacy liczb
pierwszych.

Cwiczenie 1

Zalézmy, ze ni,na,nz € N

oraz ich suma jest liczba nie-

parzystg.

I przypadek

Wszystkie trzy liczby sa nie-

parzyste. Wowczas dla pewnych

k1, ks, ks € N:

n1 = 2k1 + 1, ng = 2ka + 1,

ns = 2ks + 1

Zatem:

n% T+ n% 4 ng =

= (2k1 +1)> + (2k2 + 1)>+

+(2ks + 1)? = 4kF + 4k3 +

+4Kk3 + dk1 + 4ko + 4ks +3 =

= 2(2k? + 2k3 + 2Kk3 + 2k +

+2ky +2ks + 1) + 1,

gdzie 2k} + 2k2 + 2k3 + 2k1+

+2ko +2ks +1 €N

Oznacza to, ze n3 + n2 + n3 jest

liczba nieparzysta.

IT przypadek

Jedna z liczb jest nieparzysta,

a dwie pozostale sa parzyste.

Wowczas dla pewnych liczb

kl, kg, ks € N:

ny = 2]€1+1, ng = 2]€2, n3 = 2ks

Zatem:

n} +n3 +n3 = (2k1 + 1)%+

+(2k2)% + (2k3)* =

=4k? + 4k3 + 4Kk2 + 4k +1 =

= 2(2k3 + 2k3 + 2k3 + 2k1) + 1,

gdzie 2kF + 2k3 + 2k3 + 2k1 € N

Oznacza to, ze n? + n2 + n3 jest

liczba nieparzysta.
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©/ 4.1. Dowody w algebrze (1)

Przyktad 1
Wykaz, ze jesli suma dwdch liczb naturalnych jest nieparzysta, to iloczyn tych
liczb jest parzysty.

Zalézmy, ze n; i ny sa liczbami naturalnymi takimi, ze suma n; + ny jest
liczba nieparzysta. Wowczas jedna z liczb (mozemy przyjaé, ze ny) jest liczbg
parzysta, a druga — nieparzysta (uzasadnij).
Zatem dla pewnych ki, ks € N: ny = 2k, oraz ny, = 2k, + 1. Czyli:

ny - ng = 2ky - (2ky + 1) = 2(2k1 ke + k1), gdzie 2k1ky + k € N

Oznacza to, ze iloczyn n, - ng jest liczba parzysta.

Zdanie postaci ,,jesli p, to ¢” nazywamy implikacja, p — poprzednikiem
implikacji, a ¢ — nastepnikiem implikacji.

Twierdzenia w matematyce czesto mozna sformutowaé¢ w postaci implika-
¢ji. Poprzednik implikacji nazywamy zatozeniem, a nastepnik — tezg twier-
dzenia. Wykazanie prawdziwosci takiego twierdzenia polega na wykazaniu
prawdziwosci tezy przy zalozeniu prawdziwosci zalozenia.

Cwiczenie 1
Wykaz, ze jesli suma trzech liczb naturalnych jest nieparzysta, to suma ich
kwadratéw jest nieparzysta.

Przyktad 2
Wykaz, ze dla kazdej liczby calkowitej n liczba n?(n? — 1) jest podzielna
przez 12.

Zauwazmy, ze n*(n® — 1) = n(n — 1)n(n + 1). Wéréd dowolnych dwéch kolej-
nych liczb caltkowitych znajduje si¢ liczba podzielna przez 2, a wérdd trzech —
liczba podzielna przez 3. Oznacza to, ze liczba:

e n(n — 1) jest podzielna przez 2,

e n(n + 1) jest podzielna przez 2,

o (n—1)n(n+ 1) jest podzielna przez 3.

Zatem liczba n?(n?—1) jest podzielna przez 4 oraz przez 3, jest wiec podzielna
przez 12.

Cwiczenie 2
Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczba:

a) n(n*—1) jest podzielna przez 6, b) n’—2n*+n? jest podzielna przez 36.

Cwiczenie 2

a) Zauwazmy, ze n(n* — 1) = n(n®> — 1)(n®> + 1) = (n — Dn(n + 1)(n® + 1).

Wsréd dowolnych dwéch kolejnych liczb catkowitych znajduje sie liczba podzielna
przez 2, a wsréd trzech — liczba podzielna przez 3. Zatem liczba n(n4 — 1) jest po-
dzielna przez 2 oraz przez 3, jest wiec podzielna przez 6.

b) Zauwazmy, ze n® — 2n* +n? = n?(n* —2n% +1) = n*(n®> — 1)? = [(n — )n(n + 1)]°.
Wsréd dowolnych dwoch kolejnych liczb catkowitych znajduje sie liczba podzielna przez
2, a wsréd trzech — liczba podzielna przez 3. Zatem liczba (n—1)n(n+1) jest podzielna
przez 2 oraz przez 3, jest wiec podzielna przez 6, a jej kwadrat jest podzielny przez 36.
Oznacza to, ze liczba n® — 2n* + n? jest podzielna przez 36.
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Cwiczenie 3
a) Udowodnij, ze iloczyn pieciu kolejnych liczb naturalnych jest podzielny
przez 120.

b) Udowodnij, ze suma sze$cianéw trzech kolejnych liczb naturalnych jest po-
dzielna przez 3.

Przyktad 3
Wykaz, ze liczba 178 — 62 jest podzielna przez 11 i przez 23.

Korzystamy ze wzoréw skroconego mnozenia i otrzymujemy:

178 — 6% = (17 — 6%)(17* + 6*) = (17 — 62) (17> + 6*)(17* + 6) =
=(17-6)(17+6)(17* + 6*)(17* + 6*) =
=11-23- (174 6%)(17* + 6*)

Zatem liczba 17% — 68 jest podzielna przez 11 i przez 23.

(17* +6*)(17* +6*) €N

Cwiczenie 4
a) Wykaz, ze liczba 777 — 6 - 77 + 12 - 775 jest podzielna przez 19.
b) Wykaz, ze liczba 3232 — 5% jest podzielna przez 7.

Przyktad 4
Wykaz, ze reszta z dzielenia liczby pierwszej wigkszej od 3 przez 6 jest rowna
1 lub 5.

Kazda liczbe naturalna n mozna zapisa¢ w jednej z postaci: 6k, 6k + 1, 6k + 2,
6k + 3, 6k 4+ 4, 6k + 5 dla pewnego k € N. Liczby postaci 6k, 6k + 2, 6k 4 4 sg
podzielne przez 2, a liczba postaci 6k + 3 jest podzielna przez 3. Zatem jesli
liczba n jest pierwsza i rézna od 2 i 3, to ma postac¢ 6k + 1 lub 6k + 5.

Cwiczenie 5

a) Reszta z dzielenia liczby naturalnej n przez 6 jest réwna 5. Wykaz, ze reszta
z dzielenia liczby n? przez 6 jest réwna 1.

b) Reszta z dzielenia kazdej z liczb naturalnych ny, ny i ng przez 6 jest réwna 4.
Wykaz, ze suma kwadratéow tych liczb jest podzielna przez 12.

Zadania

1. Dane sg dwie liczby naturalne, obie podzielne przez 3.
a) Udowodnij, ze réznica kwadratéw tych liczb jest podzielna przez 9.

b) Udowodnij, ze suma szescianéw tych liczb jest podzielna przez 27.

2. Wykaz, ze iloczyn trzech kolejnych liczb naturalnych, z ktérych pierwsza
jest parzysta, jest podzielny przez 24.

Cwiczenie 5

a) Liczbe n mozna zapisaé w postaci n = 6k + 5 dla pewnego k € Z.

n? = (6k 4 5)* = 36k> + 60k + 25 = 6(6k? 4 10k + 4) + 1, gdzie 6k? + 10k +4 € N
Zatem reszta z dzielenia n? przez 6 jest réwna 1.

b) Liczby ni,n2,n3 mozna zapisa¢ w postaci n1 = 6k1 + 4, no = 6k2 +4, ng = 6ks +4
dla pewnych ki, k2, ks € Z. Wowczas:

n} +n3 +n3 = (6k1 + 4)? + (6k2 + 4)* + (6ks +4)* =

= 36k7 + 36k3 + 36k3 + 48k1 + 48kz + 48ks + 48 =

= 12(3k? +3k3 +33 +4k1 +4ko +4ks +4), gdzie 3kT +3k3 +3k3 +4ky +4ks +4ks +4 €N

Zatem liczba n? + n2 + n? jest podzielna przez 12.

Cwiczenie 3
a) Wsréd dowolnych pieciu ko-
lejnych liczb naturalnych znaj-
duje sie jedna liczba podzielna
przez 5, co najmniej jedna liczba
podzielna przez 4, co najmniej
jedna liczba podzielna przez 3
i co najmniej jedna liczba po-
dzielna przez 2, ktéra nie dzieli
sie przez 4. Zatem iloczyn tych
liczb jest podzielny przez
5-4-3-2=120.
b) Niechn — 1, n, n+1
beda kolejnymi liczbami natural-
nymi. Woéwczas:
(m—12+n?+(n+1)>3=
=n®—3n%>+3n—14+n+n’+
+3n°+3n+1=
=3n® 4 6n = 3(n® + 2n),
gdzie n® +2n € N
Oznacza to, ze liczba:
(n—1)3+n+(n+1)>3
jest podzielna przez 3.
Cwiczenie 4
a) Korzystamy z wlasnosci
poteg i otrzymujemy:
7T —6-7°4+12.77 =
=77 (7" -6-7+12) =
=77(49-42+12)=7"-19
Zatem liczba
777—6'776+12'775
jest podzielna przez 19.
b) Pieciokrotnie korzystamy ze
wzoru na réznice kwadratow:
323 — (52)* =
=(32—-25) (32 +25) -

- (327 +257%) (32* 4 25%) -

- (32% +25%) (32'° +25'°) =
=7(32+25) (32% + 25°) -

- (32* +25%) (32% 4 25%) -

) (3216 + 2516)
Zatem liczba 3232 — 5% jest po-
dzielna przez 7.

Odpowiedzi do zadan

2. Wéréd trzech kolejnych liczb
naturalnych znajduje sie jed-
na liczba podzielna przez 3.
Z zalozenia pierwsza liczba
jest parzysta, wiec trzecia
liczba jest réwniez parzysta,
ponadto jedna z tych liczb jest
podzielna przez 2 i nie jest po-
dzielna przez 4, a druga jest
podzielna przez 4. Zatem ilo-
czyn tych trzech liczb jest po-
dzielny przez 3 -2 -4 = 24.

4.1. Dowody w algebrze (1)



. a) Liczby n1, n2, n3 mozna za-
pisaé w postaci:

ny = 3k1 + 2
ng = 3k + 2
n3 = 3ks + 2

dla pewnych k1, k2, ks € N.
Woéwczas:

n1 +n2 +n3 = (3k1 + 2)+
+(3k2 +2) + (3ks +2) =
= 3k1 + 3k +3k3s +6 =

= 3(k1 + k2 + k3 + 2)
Zatem ni + na2 + ns3 jest
liczba podzielng przez 3.
.a) 3"t 43" 437 =
=3"1(3%+3+1) =
=3""".13

Zatem liczba ta jest podzielna
przez 13.

b) 82n71 _,’_437171 —
_ (23)27171 + (22)3n71 _

— 26n73 + 26n72 —
— 26n76+3 + 26n76+4 —

= 26n-6 (28 1 %) =
=20"76.24

’II4 ’II3 n2
ca) T+ 4=
_ n*42n34n? _
— z —

_ n2(n2+2n+1) _
— =

_ n2(nt1)? _ [n(n+1))?
4 4

Liczba n(n + 1) jest parzysta,
wiec [n(n+1)]? jest liczbg po-
dzielng przez 4, co oznacza, ze

iloraz M jest liczba na-
turalng.
b) 2 — 2 = l(n_1n(n+1)

.a)n=5k+4,keN
n?—1=k+4)>-1=
=25k> + 40k +16 — 1 =

= 5(5k* + 8k + 3)

Zatem liczba ta jest podzielna
przez 5.

. a) Liczba naturalna n nie jest
podzielna przez 3, wiec dla
pewnego k € N jest postaci
3k + 1 lub 3k + 2.

I przypadek

n? = (Bk+1)% =

= 3(3k* + 2k) + 1

Zatem reszta z dzielenia n?
przez 3 jest réwna 1.

IT przypadek

n? = (3k+2)% =

=3(3k? +4k+1) +1
Zatem reszta z dzielenia n?
przez 3 jest réwna 1.
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a) Dane sg trzy liczby naturalne takie, ze reszta z dzielenia kazdej z nich
przez 3 jest rowna 2. Udowodnij, ze suma tych liczb jest podzielna przez 3.

b) Dane s trzy liczby naturalne takie, ze reszta z dzielenia kazdej z nich
przez 6 jest rowna 4. Udowodnij, ze suma tych liczb jest podzielna przez 6.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 0:

a) liczba 3"T! + 3" 4 3" jest podzielna przez 13,

b) liczba 82"~ 4 437! jest podzielna przez 24.

a) Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba % + %3 + ”72 jest natu-
ralna.

b) Wykaz, ze dla kazdej nieparzystej liczby naturalnej n liczba %3 — % Jest

naturalna.

a) Udowodnij, ze jesli reszta z dzielenia liczby naturalnej n przez 5 jest
réwna 4, to liczba n? — 1 jest podzielna przez 5.

b) Udowodnij, ze jesli liczba naturalna n nie jest podzielna przez 5, to
jedna z liczb n? — 1 lub n? + 1 jest podzielna przez 5.

a) Wykaz, ze jesli liczba naturalna n nie jest podzielna przez 3, to reszta
z dzielenia liczby n? przez 3 jest réwna 1.

b) Wykaz, ze suma kwadratéw trzech liczb naturalnych niepodzielnych
przez 3 jest podzielna przez 3.

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Wykaz, ze dla zadnej liczby naturalnej n liczba n?+2 nie jest podzielna
przez 4.

Jesli n jest liczba parzysta, to n = 2k dla pewnego k € N. Wowczas
n? + 2 = (2k)? + 2 = 4k* + 2, co oznacza, ze reszta z dzielenia n? + 2
przez 4 jest rowna 2.

Jesli n jest liczba nieparzysta, to n = 2k 4+ 1 dla pewnego k € N.
Woéwezas n? +2 = (2k + 1) +2 = 4k* + 4k + 3 = 4(k* + k) + 3, co
oznacza, ze reszta z dzielenia n? + 2 przez 4 jest réwna 3.

Zatem liczba n? + 2 nie jest podzielna przez 4.

Wykaz, ze dla zadnej liczby naturalnej n liczba:
a) n? + 6n + 2 nie jest podzielna przez 4,
b) n? + n + 2 nie jest podzielna przez 3.

8. a) Jedli n jest liczba parzysta, to n = 2k dla pewnego k € N. Wowczas:

n® 4+ 6n+2 = (2k)*> + 6 - 2k + 2 = 4(k* + 3k) + 2

Oznacza to, 7e reszta z dzielenia n? + 6n + 2 przez 4 jest réwna 2.

Jesli n jest liczbag nieparzysta, to n = 2k + 1 dla pewnego k € N. Wéwczas:
n?46n+2=02k+1)2+6Q2k+1)+2=4k?>+4k+2) +1

Oznacza to, 7e reszta z dzielenia n? + 6n + 2 przez 4 jest réwna 1.

Zatem liczba n? + 6n + 2 nie jest podzielna przez 4.

b) Liczbe naturalng n dla dowolnego k& € N mozna zapisa¢ w jednej z trzech postaci:
n =3k, n =3k + 1, n = 3k + 2. Wbowczas:
n®+n+2=30Bk*+k)+2lubn®+n+2=30Bk*+3k+1)+1

lub n? +n 42 = 3(3k% + 5k +2) + 2

Zatem liczba n% 4+ n + 2 nie jest podzielna przez 3.



Dowdd nie wprost

Dowdd nie wprost polega na zatozeniu, ze dowodzona teza jest nieprawdziwa,
a nastepnie pokazaniu, ze prowadzi to do sprzecznosci. Ponizej przedstawiamy
przyklad takiego dowodu.

Twierdzenie

Liczb pierwszych jest nieskoniczenie wiele.

Dowéd

Zaltézmy, ze liczb pierwszych jest skonczenie wiele. Niech pi,p2,ps,...,Pn
beda wszystkimi liczbami pierwszymi ustawionymi w kolejnosci rosnacej (czyli
p1 =2, ps = 3, p3 =5 itd.). Rozpatrzmy liczbe:

M=p-py-ps-...-pp+1

Liczba M jest wiecksza od kazdej z liczb py, po, ps, ..., p, oraz jest albo liczba
pierwsza, albo ztozona.

Jezeli M jest liczba pierwsza, to liczby pi,pa,ps,...,p, nie sa wszystkimi

liczbami pierwszymi.

1. I dowéd nie wprost

i . . . . . o Niech n bedzie liczbg natural-
kéw bedacych liczbami pierwszymi. Zauwazmy, ze w rozkladzie liczby M na ng, wicksza, lub réwna 3.
czynniki nie moze wystapi¢ zadna sposréd liczb py, ps, s, ..., Pn, gdyz przy Zatézmy, ze p jest dowolng
dzieleniu przez p;, (k < n) otrzymujemy reszte réwna 1. Zatem liczba M ma liczba pierwsza mniejsza lub
rowna n, ktéra jest dzielni-
kiem liczby n! — 1 (co spel-
nia zalozone warunki: n > p
ip<mnl).

Liczby n! — 1 oraz n! sa
wzglednie pierwsze, co ozna-
cza, ze nie maja zadnych
wsp6lnych dzielnikéw natu-
ralnych poza liczba 1.

Zatem liczba p nie moze byé
dzielnikiem liczby n!, czyli nie
moze by¢ mniejsza lub row-
na n, poniewaz kazda liczba
naturalna mniejsza lub row-
na n jest dzielnikiem liczby
nl=1-2-3-...-n.
Prowadzi to do sprzecznosci,
zatem dla dowolnej liczby na-
turalnej n > 3 istnieje liczba
pierwsza p taka, ze:
n<p<n!

Jezeli M jest liczba zlozona, to mozna ja przedstawi¢ jako iloczyn czynni-

dzielnik pierwszy roézny od kazdej z liczb:
P1,DP2;P35+ -+ 3Pn

Oznacza to, ze zaréwno wtedy, gdy liczba M jest

pierwsza, jak i wtedy, gdy jest zlozona, istnieje

liczba pierwsza wigksza od kazdej z liczb:

P1,P2; P35+ -5 Pn
Zatem nie jest prawda, ze liczb pierwszych jest
skonczenie wiele.

Powyzsze twierdzenie podal i udowodnit Euklides
(ok. 365—o0k. 300 r. p.n.e.).

*1, Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej
n > 3 istnieje liczba pierwsza p taka, ze:
n<p<n!
Wskazowka. Rozpatrz liczbe n! — 1.

II dowdd nie wprost

Zat6zmy przeciwnie, ze istnieje liczba naturalna n > 3 taka, ze kazda liczba naturalna
k € (n;n!) jest zltozona. Rozpatrzmy k = n! — 1. Poniewaz jest to liczba zlozona,
wiec mozna jg roztozy¢ na czynniki pierwsze, ale kazdy z nich musi by¢ wiekszy od n
i mniejszy od n! — 1. Sprzecznos¢.

IIT dowod

Niech n > 2. Dla dowolnej liczby naturalnej k € (2;n): kln! Akf(n! —1).

Zatem albo n! — 1 jest liczba pierwsza, albo istnieje liczba pierwsza p > n taka, ze
p|(n! —1).
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Uczen:

— stosuje metode réwno-
waznego przeksztatcania tezy
do uzasadnienia wtasnosci
wyrazen algebraicznych,

— dowodzi prawdziwosci
nieréwnosci, wykorzystujac
zaleznos$¢ miedzy $rednia
arytmetyczng a srednia
geometryczng.

Cwiczenie 1

a) Niech a i b beda dowolnymi
liczbami rzeczywistymi takimi,
ze ab > 0.

24+2>2/.ab

a® + b > 2ab
a®—2ab+b>>0
(a—b)%2>0

Ostatnia nieréwnosé zachodzi

dla dowolnych liczb rzeczywi-
stych, zatem nier6wnos¢:

f+i>2
zachodzi dla dowolnych liczb
a,b € R takich, ze ab > 0.

b) Niech a i b beda dowolnymi
liczbami rzeczywistymi takimi,
ze ab < 0.

2+2< -2/ ab

a® +b> > —2ab
a®+2ab+b>>0

(a+b)?2>0

Ostatnia nieréwnosé zachodzi
dla dowolnych liczb rzeczywi-
stych, zatem nier6wnosc¢:

§+E<2
zachodzi dla dowolnych liczb
a,b € R takich, ze ab < 0.

Cwiczenie 2

a) Niech a i b beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi.

a® > 4b(a — b)
a® —4ab+4b* > 0
(a—2b)2 >0

Ostatnia nieréwnos¢ zachodzi dla dowolnych liczb rzeczy-
wistych, zatem nieréwnos$é a®> > 4b(a — b) zachodzi dla

dowolnych liczb a,b € R.
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o1 4.2. Dowody w algebrze (2)

Aby zapisaé, ze dwie nieréwnoéci sg rownowazne, bedziemy uzywaé symbolu
& [ezyt. ,wtedy i tylko wtedy”].

Przyktad 1
Udowodnij, ze nieréwno$é¢ a® + b*> > 2ab jest prawdziwa dla dowolnych liczb
rzeczywistych a i b.

Przeksztalcamy nieréwnos$é réwnowaznie:
a? +b* > 2ab

a2 —2ab+02 >0
S (a—b)?2?>0

Korzystamy ze wzoru
skréconego mnozenia.

Ostatnia nier6wnosé zachodzi dla dowolnych a,b € R, zatem réwniez nieréw-
noéé¢ a? + b? > 2ab zachodzi dla dowolnych a,b € R.

Przyktad 2
Wykaz, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a i b prawdziwa jest nieréwnosé
“TH’ > \ab (czyli Ze érednia arytmetyczna liczb nieujemnych jest nie mniejsza
od ich éredniej geometrycznej).
Zalézmy, ze a i b sa liczbami nieujemnymi.
et > Vab
& (23" > ab
& a? 4+ 2ab + b > 4ab
S a?—2ab+b?>0
& (a—0)2>0

Ostatnia nieréwno$¢ zachodzi dla dowolnych liczb nieujemnych a i b, zatem

takze nieréwnosé “T‘H’ > Vab zachodzi dla dowolnych liczb nieujemnych a i b.

Dla dowolnych nieujemnych a i 3
P s N 2 2

nieréwnoéci a > fia” > 3

sa rownowazne.

Korzystamy ze wzoru
skroconego mnozenia.

Cwiczenie 1

a) Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b takich, ze ab > 0, praw-
. . .y P b

dziwa jest nieréwnos¢ 3t 3 > 2.

b) Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b takich, ze ab < 0, praw-

)
a

dziwa jest nieréwnosé 5

Cwiczenie 2
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwa jest nieréwnosc:
a) a* > 4b(a —b), b) a(6b— Ta) < 2(b—a)(b+ a).

b) Niech a i b beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi.
a(6b —Ta) < 2(b—a)(b+a)

6ab — 7a* < 2b° — 2a°

5a® — 6ab + 2b*> > 0

(2a —b)2+(a—b)% >0

Ostatnia nieréwno$é zachodzi dla dowolnych liczb rzeczy-
wistych, zatem nieréwnosé:

a(6b —Ta) < 2(b—a)(b+a)

zachodzi dla dowolnych liczb a,b € R.

4. Przyktady dowoddw w matematyce



Przyktad 3
Wykaz, ze réwnanie 2 — 322 — 4z + 8 = 0 nie ma pierwiastkéw.
' — 322 -4 +8=0
St -4’ 4422 -4 +4=0

Korzystamy ze wzoru

RN ($2 — 2)2 + (x — 2)2 =0 skréconego mnozenia.
Rozpatrzmy skladniki otrzymanej sumy: (z? — 2)? i (z — 2)%. Zauwazmy, ze:
e (22 =2)2> 01 (z —2)? > 0 dla dowolnego = € R,

- nie istnieje takie x, dla ktérego jednoczesnie (22 —2)2 =01 (x —2)? =0
(pierwszy sktadnik przyjmuje wartosé 0 dla z = —+/2 oraz dla = v/2, a drugi
skladnik — dla z = 2).

Zatem réwnanie ¢ — 32?2 — 42 + 8 = 0 nie ma pierwiastkéw.

Cwiczenie 3
Udowodnij, ze podana nieréwnos¢ jest prawdziwa dla dowolnej liczby rzeczy-
wistej x.

a) zt —2x+2>a%+4x — 8 b) z* —4x? +5 > 4z — 12

Przyktad 4

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nieréwnosé:
502 +y? +2xy —4x+1>0

Przeksztalcamy wyrazenie po lewej stronie nieréwnoéci:

Su? +y*+2xy —de+1 =2+ 2xy+y* +4a? —do+1=(z+y)>+ (22 —1)2

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y zachodza nieréwnosci (z + y)? > 0

oraz (2x — 1)? > 0, wiec nieréwno$¢ jest zawsze prawdziwa.

Cwiczenie 4
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nieréwnosc:

a) 2 +10y* +9 > 6y(x + 1), b) 32 +y* — 2zy > 22 — L.

Zadania

1. Wykaz, ze dla dowolnej liczby « > 0 prawdziwa jest nieréwnosé:
4 4 1 9 6

2. Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb a i b prawdziwa jest nieréwnosc:

Cwiczenie 3

b) x* — 4z +5 > 4z — 12

' — 822 +16 +42° —4x+1 >0
(2 —4)2 +(2z-1)2>0

(x> —4)?>0i (2c—1)>>0dla
dowolnego = € R oraz nie istnieje
takie x, dla ktérego jednoczesnie
(x> —4)> =01 (22 — 1) =0.
Zatem nieréwnosé:

xz* —4z? +5 > 4z — 12

jest prawdziwa dla dowolnego

z € R.

Cwiczenie 4

b) 39:2+y2—2xy—29:+%:
=22 — 2zy + v+

+1(42® — 4z +1) =
=(@-y’+i2z-1?%>0dla
dowolnych zy € R, wigc

2 — 1

322 +y? — 2zy > 5

Odpowiedzi do zadan
1.2>0
4 >4 / .
22 +4> 4z
22 — 4z + 4 >0
(z—2)%2>0
Ostatnia nieréwnosé jest
prawdziwa, wiec takze nie-
réwnosé x + % > 4 jest praw-
dziwa.
1 4
b)4+1> L / ‘x
4z +1 > 4/x
dr —4/x+1>0
(2vz —1)2
Ostatnia nieréwnosé jest
prawdziwa, wi(—;c takZe nie-

réwnosé 4 —|— > \/» jest
prawdziwa.

) E+i>8/ 0
14 92* > 622

92! — 62> +1>0

(322 -1)2>0

Ostatnia nieréwnos¢ jest
prawdziwa WiQC takie nie-
réwnosé =z —|— Z 3 6 jest
prawdziwa.

(att)? ¥ 411
a) ab >4, b) b+a>a+b’ c) a+b<a b’
2.ab>0
4 11
a) <a+b) 4/ ab b)%—i—%}a—!—b/-ab ) Sats
a® + 2ab + b* > 4ab a® +b° > (a+ b)ab ﬁ<"a—;’/-ab(a+b)

a®—2ab+b>>0
(a —b)?
Ostatnia nieréwnosé jest
prawdziwa, wiec takze

o 2 .2 (a+b)2
nieréwnos¢ ~—-— >4
jest prawdziwa.

(a+b)(a® — ab+ b*) +
—(a+b)ab >0

(a +b)(a — b)?

Ostatnia nieréwnos¢ jest
prawdziwa, wiec takze
nieré6wnosé

% a4 % >a+b

jest prawdziwa.

a®> —2ab+b>>0
(a—b)2>=>0

Ostatnia nieréwnosé jest
prawdziwa, wiec takze
nieréwno$é %H) < % 4 %
jest prawdziwa.

4.2. Dowody w algebrze (2)



3.

.a) b (a+1) <a?

a) Nier6wnos$é réwnowazna:
(z+y)?+2x—-22>0

b) z® +zy +y> + 4z +6 >0
Grt+y)l’+2@+5)’+2>0
(Az+y)?20i(+5)?>0
dla z,y € R oraz % >0

a) 2?4y’ —ay—z—y+1>0/-2
22242y —2zy—2x—2y+2 > 0
(2 = ) +@—1)+(y—1)*> 0
(@—y)*>0,
(z—1)220i(y—1)2>0
dla zy € R

Zatem nier6wnosc:

24y —xy+1l) >y—1
jest prawdziwa dla dowolnych
z,y € R.

b) Nieréwnosé réwnowazna:
(z—y)?+2@@y—1)°>0

 Vab< ot atb=1

a) ab < (442)" =

b) Korzystamy z podpunk-

cti==

_ 1 1 1 _
=3 w23 16=8
c)m—éla 6 + 4b

2 —4(a+b) =6
Korzystamy z podpunktu b):
Qib 4(a—|—b):
:m—él >8—-2=6
a) Vab< ¢ ab=4
a+b>2vVab=2-V/4=4
b) a® + b° > ab,

ale b =1 — a, skad:
a®+(1-a)>al—a)
40> —4a+120
(2a—-1)2>0

. Korzystamy z nieréwnosci:

Vab < £t

a+b>2Vab

a) a,b> 0, ab= 16
1+a)(1+0b) =
=1l+a+b+ab>
>1+2V16+16 =25
(b+1)
a®>—b>+a?b—1b%a >0
(a—=0b)(a+0b)+abla—b) =20
(a—0b)(a+b+ab) >0

4. Przyktady dowoddw w matematyce

.b)a®+02 =1, (1+%)(1+%) =29

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych = i y prawdziwa jest
nieréwnosé:

a) (z—y)*+22° +8>42(2 —y),

b) (z+2)(z+3)+1>1—y)(z+y+1).

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych = i y prawdziwa jest
nieré6wnosé:
a) 22+ y? — b) 222y% + a2 + 4

z(y+1)>y—1, > 6y — 2.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b takich, ze a +b = %,
prawdziwa jest podana nieréwnosé. Skorzystaj z zaleznosci miedzy Srednig,
arytmetyczng a Srednia geometryczna dwoch liczb.

a) ab < & b) L+1>8 c) 5= —4da>

b 2ab

6+ 4b

a) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b takich, ze ab = 4,
prawdziwa jest nieréwnos¢ a + b > 4

b) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b takich, ze
a+ b =1, prawdziwa jest nieréwno$é a® + b* > ab.

Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b takich, ze:
a) ab = 16, prawdziwa jest nieréwnos¢ (14 a)(1 + b) > 25,

b) ab = %, prawdziwa jest nier6wnosé 4(1 + a)(1+b) > 9.

a) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b takich, ze
> b > 0, prawdziwa jest nieréwnosé¢ b*(a + 1) < a?(b+1).

b) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a # 01 b # 0 takich,

ze a® + b? = 1, prawdziwa jest nieréwnosé (1+ %) (1+ ) > 9.

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Dany jest trdjkat prostokatny o przyprostokatnych a, b i przeciwpro-
stokatnej c. Wykaz, ze a 4+ b < v/2c.

W dowodzie skorzystamy z tego, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych
a i b zachodzi nier6wno$é¢ 2ab < a? + b? oraz z twierdzenia Pitagorasa.
(a+0b)? =a*+2ab+b* < a® + (a® + b?) + b* = 2(a® + b?) = 2¢2

a+b >0 oraz v/2¢ > 0, zatem otrzymujemy a + b < v/2c.

Dany jest prostopadloscian o krawedziach a, b, ¢ i przekatnej d. Wykaz,
ze a+b+c<V3d

A >

Mnozymy obie strony nieréwnosci przez a?b? > 0 i mamy a’b> +a”+b>+1 > 9ab°.
7 zatozenia a® + b% = 1, czyli b2 = 1 — o®. Zatem:
a?(1-a®)+14+129%*1-a*) e ad®—a*+2>9°-9%*<

&8t -8 +22044a —4d> +120& (2¢° —1)220

d=va2+ b+

(a+b+c)? =a®+b%+c + 2ab + 2ac + 2be <

<A+ +E+(a®+0%) + (a® +A) + (0% +2) = 3(a® + b* + ) = 3d°
a+b+c> 0 oraz /3d > 0, zatem otrzymujemy a + b + ¢ < v/3d.



1 4.3. Dowody w geometrii (1)

Cwiczenie 1
Udowodnij, ze suma miar katow trojkata jest rowna 180°.

Gdy przedstawiamy dowdd twierdzenia, czesto korzystamy z twierdzen juz
udowodnionych. W dowodach twierdzen w ¢wiczeniach 2. i 3. mozna skorzy-
staé z twierdzenia udowodnionego w ¢wiczeniu 1.

Cwiczenie 2
Udowodnij, ze dwusieczne dwéch sasiednich katéw
rownolegloboku przecinaja si¢ pod katem prostym.

Cwiczenie 3 A B
Udowodnij, ze jesli srodek okregu opisanego na trdjkacie jest sSrodkiem jednego
z jego bokdéw, to trojkat ten jest prostokatny.

W dowodzie przedstawionym w ponizszym przyktadzie korzystamy z twier-
dzeh nazywanych cechami przystawania tréjkatéw (przypomnij ich tresé).

Przyktad 1

W tréjkatach ABC i A;B;C; (rysunek obok) poprowa- c
dzono dwusieczne odpowiednio AD i A;D,. Wykaz, ze jesli

|AB| = |A,By|, |AD| = |AD,| oraz SCAB = C A, By, D
to |[AC| = |4, C4].

|AB| = |A\By|, |AD| = |A,D,| oraz SBAD = 4B,A,D;, 4 B
wiec na podstawie cechy BKB trojkaty ABD i A;B;D; sa G

przystajace (AABD = AA, B, D).

Z powyzszego wniosku i zalozen SCAB = 4C|A, B, oraz
|AB| = |A;By|, na podstawie cechy KBK, otrzymujemy:
NABC = AA,B,Cy. Zatem |AC| = |A,C,].

D

A1 Bl

Cwiczenie 4

Srodkowe AD i A; D; poprowadzone odpowiednio w tréjkatach ABC'i A, B;C,
maja réwne dlugosci. Wykaz, ze jedli:

a) |AB| = |A1B,| oraz |BC| = |B,C,|, to |AC| = |A,C4],

b) SCAD = 4C A, D, oraz SADB = A, DBy, to |AB| = |A1 By].

Cwiczenie 3 c

Niech punkt O bedzie $rodkiem okregu opisanego

na tréjkacie ABC, czyli srodkiem boku AB.

Woéwezas kat v jest katem wpisanym opartym na A B
tym samym tuku co kat srodkowy AOB: o)

v =3JAO0B = 1 - 180° = 90°

Zatem tréjkat ABC' jest prostokatny.

Cwiczenie 4
Patrz str. 186.

Uczen:

— podaje zalozenie i teze twier-
dzenia geometrycznego,

— wykorzystuje przystawanie
trojkatow do uzasadniania
wlasnosci wielokatéw,

— wykorzystuje wtasnosci figur
ptaskich do dowodzenia
twierdzen.

Cwiczenie 1
Rysujemy pomocnicza prosta [
réwnolegla do boku AB i prze-
chodzaca przez wierzchotek C.

l

A B
Katy a i o sa réwne (sa to
katy naprzemianlegle). Réwniez
katy 8 i B sa réwne (jako katy
naprzemianlegte). Zatem:
at+B+y=d+p8+y
o + B+ = 180°, wiec réwniez:
a+ [+~ =180°
Cwiczenie 2
W réwnolegloboku suma miar
katéw lezacych przy tym samym
boku wynosi 180°, czyli:
a+ [ =180°
248 =90
Niech P bedzie punktem prze-
ciecia dwusiecznych réwnoleglto-
boku ABCD. Suma miar katéw
trojkata ABP jest réwna 180°,
wiec:

— o o B _
6 =180 —5— 5=

— 180 - (5+) -
= 180° — 90° = 90°

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.3
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Uzasadnienie przystawania
trojkatow FDE i GAE
Zauwazmy, ze:

JFDE =4GAE = 90°

oraz:

JFED =4GEA,

poniewaz sa to katy wierzchotko-
we.

Ponadto |DE| = |FA|, wiec na
podstawie cechy KBK tréjkaty
FDE i GAE sa przystajace.

Cwiczenie 5

Na podstawie cechy BBB tréjka-
ty ACD i CAB sa przystajace,
wiec ich pola sg réwne:

1|AC| - |DM| = |AC| - |BN|
Stad |DM| = |BN| oraz:

Papp = 3|AP|-|DM| =

= 1|AP|-|BN| = Pagp,

co nalezalo wykazac.

Przykiad 2 ¢
Srodkowa CD tréjkata ABC zawiera sie w dwusiecz-
nej kata AC'B (rysunek obok). Wykaz, ze tréjkaty ADC Qe
i BDC sa przystajace.

Tréjkaty ADC i BDC maja wspdlna wysokos¢é opusz-
czong z wierzchotka C' i réwne podstawy, zatem:

Prapc = Paspo A T® D T B
Wyznaczamy te pola:

PAADC = %|AC| . |CD| - sin «

PABDC = %‘BC| . |CD| - sin «
i otrzymujemy |AC| = |BC|. Tréjkaty ADC i BDC maja odpowiednie boki
tej samej dtugosci, zatem na podstawie cechy BBB sa przystajace.
Zwréémy uwage, ze z udowodnionego w przykladzie 2. twierdzenia wynika, ze
jesli rodkowa trojkata zawiera sie w dwusiecznej jednego z jego katéw, to jest
ona wysokoscig tego trojkata.

W niektérych dowodach geometrycznych potrzebne jest poprowadzenie do-

datkowych prostych lub odcinkdw. D F o

Przykitad 3

Punkt E jest srodkiem boku AD prostokata ABCD.Na g
boku DC' obrano taki punkt F, ze YABE = JFBE.
Wykaz, ze kat F'EB jest prosty.

Odcinek F'FE przedluzamy do przeciecia z prosta AB
w punkcie G. Tréjkaty FDE i GAFE sa przystajace (uza- D F ¢
sadnij), stad |[EF| = |EG|. Odcinek EB jest wiec $rod-
kowa trojkata F'BG, a poniewaz zawiera si¢ w dwusiecz- g
nej kata F BG, jest tez wysokoSciag tego trojkata. Zatem
kat F'EB jest prosty.

Cwiczenie 5

Punkt P nalezy do przekatnej AC réwnolegtoboku
ABCD (rysunek obok). Wykaz, ze pola tréjkatéw
ADP i ABP sg réwne.

Wskazéwka. Narysuj wysokosé tréjkata AC' D opuszczong,
z wierzchotka D oraz wysoko$¢ tréjkata AC'B opusz-
czonya z wierzchotka B i wykaz, ze wysokodci te sa rowne. A B

Cwiczenie 4 (ze str. 185)

a) |AB| = |A1Bll, |AD| = |A1D1| oraz |BC| = |BlCl|, czyli %lBC| = %|BlCl|,

co oznacza, ze: |BD| = |DC| = |B1Di1| = |D1C4|, wigc na podstawie cechy BBB
tréjkaty ABD i A1B1D; sg przystajace.

Stqd qABD :<IA1B1D1, zatem <IABC :quBlcl.

Z powyzszego wniosku i zalozen |AB| = |A1Bi1| oraz |BC| = |B1C1|, na podstawie
cechy BKB, wynika, ze tréjkaty ABC' i A1B1C4 sa przystajace.

Zatem |AC| = |A1Ch|.

4. Przyktady dowoddw w matematyce



Zadania

1. Korzystajac z podanych informacji, wykaz, ze |AB| = |AC/|.

a) E b) A
|DE| = |FE|,
|AF| = |AD|
A G T
|[AG| = | AT,
¥BAG = ¥GAH =
H

B c = YHAI = ¥IAC

2. Korzystajac z podanych informacji, wykaz, ze trojkat ABC jest réwnora-

mienny.
2) < b) |CD| = |CE|
AH|=|BH - ’
H | =1 | |DB| = |AE|
A B
G D A B E

3. Korzystajac z podanych informacji, wykaz, ze odcinek AD zawiera sie
w dwusiecznej kata BAC.

b
a)C D B ) A

|BD| = |CD|

|BD| = |CD],
¢ H |pG|=|DH|,
XCDG = ¥BDH
A B C

4. Dany jest czworokat ABCD (rysunek obok).
a) Wykaz, ze |AB| = |DC]|, jesli wiadomo, ze E
|AF| = |CE| oraz 4 FAD = < ECB.

b) Wykaz, ze |AD| = |BC|, jesli wiadomo, ze
|BE| = |DF| oraz AB || CD. A B

4. a) Na podstawie cechy KBK: AAFD = ACEB. Stad |AD| = |CB|.
Na podstawie cechy BKB: ADAC = ABCA. Zatem |AB| = |CD|.
b) Katy BAC i DC'A sa réwne, gdyz sa naprzemianleglte. Ponadto
JBEA =4DFC =90°, czyli JEBA =4 FDC.
Zatem na podstawie cechy KBK: AABE = ACDF.
Stad |[AB| = |CD|. Tréjkaty ABC' i C DA maja wspSlny bok oraz SJBAC =JDCA,
wiec na podstawie cechy BKB tréjkaty te sa przystajace. Zatem |AD| = |BC]|.

Odpowiedzi do zadan
1. a) Trojkaty AFE i ADE sa

przystajace na podstawie ce-
chy BBB. Zatem

JAFE =4ADE.

Na podstawie cechy KBK:
ACEF = ABED,

czyli |DB| = |FC|

Zatem |AB| = |AC|.

b) Tréjkaty GAH i TAH ma-
ja wspélny bok AH, a takze
JGAH =4HAI oraz

|AG| = |AI|, wiec na podsta-
wie cechy BKB tréjkaty te sa
przystajace. Zatem:

JAHG =4AHI

Ponadto:

JBAG =<4IAC =4GAH,
czyli JBAH =qHAC

Na podstawie cechy KBK
tréjkaty BAH i CAH sa
przystajace i stad:

|AB| = |AC|

. a) Z twierdzenia Pitagorasa

wynika, ze |[AG| = |BG|.

Na podstawie cechy BBB:
AGAH = AGBH

Zatem JAGH =<4BGH. Na
podstawie cechy BKB:
AAGC = ABGC

Zatem |AC| = |BC|, co
oznacza, ze trojkat ABC jest
rownoramienny.

b) Tréjkat DEC jest réwno-
ramienny, wiec:

JCDB =4CEA

Zatem na podstawie cechy
BKB: ACDB = ACFEA.
Stad |BC| = |AC]|, co ozna-
cza, ze tréjkat ABC jest
réwnoramienny.

. a) Na podstawie cechy BKB:

ABDH = ACDG, wiec
JHBD =4GCD. Zatem
ABAC jest réwnoramienny:
|BA| = |CA|. Ponadto

|BD| = |CD|, wiec na pod-
stawie cechy BKB:

AABD = ANACD

Zatem {BAD =<4CAD, co
oznacza, ze prosta AD jest
dwusieczng kata BAC.

4.3. Dowody w geometrii (1)



2 B
Na podstawie cechy BKB:
AAPR = ABQP = ACRQ
Zatem:
|RP| = |PQ| = |QR],
czyli trojkat PQR jest réwno-
boczny.
Na podstawie cechy BKB:
ANAPC = ABQA = ACRB,
wiec:
JACP =4BAQ =4CBR
oraz:
JAPC =4BQA =JCRB
Zatem:
JAMP =4BKQ =<4CLR
Z réwnosci odpowiednich
katéw wierzchotkowych
otrzymujemy:
JKML =4MKL =4KLM,
czyli trojkat K LM jest
réwnoboczny.

C

D B
Na podstawie cechy BKB:
ADAE ~ ABAC,
wiee [DE| = 1| BC)|
Na podstawie cechy BKB:
ADBF ~ AABC,
wiec [DF| = 3|AC|
Z zatozenia |DE| = |DF|,
wiec |BC| = |AC|. Zatem
tréjkat ABC jest réwno-
ramienny.

10.

11.

12.

9.

12.

4. Przyktady dowoddw w matematyce

Dany jest réwnoleglobok ABCD (rysu- D ¢

nek obok). Punkt E jest $rodkiem boku

BC, a punkt F' — punktem przecigcia pro- E

stych AB i DE. Wykaz, ze pola tréjkata

AF D iréwnolegtoboku ABCD sg réwne. A B Ja

Na bokach AB, BC'i AC' tréjkata rownobocznego ABC' obrano odpowied-
nio punkty P, Q i R tak, ze |AP| = |BQ| = |CR|. Wykaz, ze tréjkat PQR
jest réwnoboczny oraz ze punkty przeciecia odcinkéw AQ, BR i C'P sa
wierzchotkami tréjkata rownobocznego.

W tréjkacie ABC poprowadzono $rodkowa C'D, a z punktu D poprowa-
dzono $rodkowe tréjkatéw ADC 1 CDB: odpowiednio DE i DF. Wykaz,
ze jesli |DE| = |DF)|, to tréjkat ABC' jest réwnoramienny.

Dany jest réwnolegtobok ABCD o kacie ostrym przy wierzchotku A.
Na pélprostych AB i C'B obrano odpowiednio punkty F i F' takie, ze
|CB| = |CE| oraz |AB| = |AF|. Wykaz, ze ADAF = AECD.

Q

Na zewnatrz réwnolegloboku ABC'D (ry-
sunek obok) obrano punkty P i @ tak,
ze trojkaty BAP 1 C BQ sg réwnoboczne.
Wykaz, ze trojkat PQD jest réwnoboczny.

Dany jest trapez ABCD. Punkt P jest
$rodkiem ramienia AD. Udowodnij, Ze po-
le trojkata BPC' jest dwa razy mniejsze
od pola trapezu ABCD.

Punkty P, Q, Ri S sa srodkami bokéw trapezu rownoramiennego. Wykaz,
ze czworokat PQRS jest rombem.

Dany jest czworokat ABCD, na kté-

rym opisano okrag. Na boku AD tego D
czworokata obrano punkt K taki, ze

|AK| = |BC]|, a na prostej AB — punkt L

taki, ze |AL|=|DC| (rysunek obok).

Wykaz, ze tréjkaty LAK i DCB sg przy-

stajace oraz ze prosta AC jest réwnolegla

do prostej K L. L A B

JABC = 180° — « oraz JABP = 4CBQ = 60°,

stad IPBQ = 360° — (180° — ) — 2 60° = 60° + o = IDCQ

Zatem na podstawie cechy BKB: APBQ = ADCQ = APAD,

stad |PQ| = |QD| = |DP]|, czyli APQD jest réwnoboczny.

Okrag jest opisany na czworokacie ABC D, wiec:

JBCD = 180°— 4BAD =J4KAL

Zatem na podstawie cechy BKB:

ALAK = ADCB

Stad SCDB =4ALK. Ponadto JCDB =<4CAB (katy wpisane oparte na tym
samym tuku), czyli JCAB =<JALK. Sa to katy odpowiadajace, czyli proste KL
i AC sa réwnolegte.



/1 4.4. Dowody w geometrii (2)

Cwiczenie 1

a) Przypomnij cechy podobienstwa trojkatéw.
b) Dany jest trapez ABCD, ktérego przekatne
przecinaja sie w punkcie P (rysunek obok). Po-
daj ceche, na podstawie ktérej mozna uzasadnié
podobienstwo tréjkatéow ABP i CDP.

A B
Tréjkaty ABP i CDP sa po-
dobne, co zapisujemy:

ANABP ~ ACDP

Przykfad 1
W tréjkatach podobnych ABC'i A, B,C; poprowadzono srodkowe AD i A, D;.
Wykaz, ze dlugosci tych srodkowych sa proporcjonalne do dtugosci bokéw

trojkatow. o
Korzystamy z podobienstwa tréjkatéw %
ABC i AlBlcli D D1
|AB| _ |BC| _ 3IBC| _ |BD|
[A1B1]  |B1Ch| 3|B1C1| ~ |B1D|

B A By
Ponadto katy ABD i A, B, D, sa réwne, wiec na podstawie cechy BKB tr6jkaty
ABD i A, B, D, sa podobne. Zatem:
|AD| _ |AB| _ |BC| _ |AC]
|[A1D1|  |A1Bi|  [BiCi|  [A1Ca|

Cwiczenie 2

Boki AB, BC' i AC tréjkata ABC sa proporcjonalne odpowiednio do bokéw
A By, B,C; i A,C trojkata A, B,C.

a) W tréjkatach ABC i A;B;C; poprowadzono dwusieczne katéw BAC
i B1A,C,. Przeciety one boki BC i B,C} odpowiednio w punktach D i D;.
Wykaz, ze dtugosci odcinkéw AD i A, D, s proporcjonalne do dhugosci bokéw
tréjkatow.

b) Symetralna boku AB przecina boki tréjkata ABC w punktach P i @,
a symetralna boku A; B; przecina boki tréjkata A; B;C; odpowiednio w punk-
tach P; i Q. Wykaz, ze trojkaty APQ i A, P,Q; sa podobne. c

Cwiczenie 3 D
Dany jest trojkat prostokatny ABC (rysunek obok).

Wykaz, ze stosunek pdl trojkatdw:

a) BDC i ABC jest réwny sin® o,

b) AED i ABC jest réwny cos® a. ! d
A E B

JBQP =<4B1Q1P1 = 90° oraz z zalozenia
qCBA :<IClBlA1, WiQC <IBPQ :<131P1Q1.

IT przypadek
Punkt P lezy na boku BC'.

C Stad na podstawie cechy KKK:
ABPQ ~ AB1P1Q:
|PQ| _ _|QB]
' Cy Zatem [P1Q1l — [Q1B1]”
P 7 zalozenia |QB| = |AQ)| oraz |@Q1B1| = |[A1Q1],
wiec:
[PQ| _ _[AQ]
[P1Q1] — [A1Q4]

A Q B A Q1 Bi Zatem na podstawie cechy BKB:

AAPQ ~ NA1P1Q1

Uczen:

— podaje zalozenie i teze twier-
dzenia geometrycznego,

— wykorzystuje podobienstwo
trojkatow do uzasadniania
wlasnosci wielokatéw,

— dowodzi wlasnosci odcinkow
w tréjkacie prostokatnym,

— wykorzystuje wtasnosci figur
ptaskich do dowodzenia
twierdzen.

Cwiczenie 2
|AB| __ |BC| __ |AC]
[A1B1| = [B1Ci| — [A101]

czyli AABC ~ AAlBlcl

a) C
C1
D
1
A B Ay B

IBAD = L4BAC =

= %<IB1A101 :<IB1A1D1,
wiec na podstawie cechy KKK
tréjkaty ABD i A1 B1D; sa po-

dobne. Zatem:

|AD| __  |AB]|
[A1Dq| — [A1Bq]

b) I przypadek
Punkt P lezy na boku AC.

C
P Cy
P1) \

A Q B A1 Q1 B

JAQP =4A1Q1 P = 90°
oraz JCAB =<4C1A1Bs,
wiec JAPQ =9A1PiQ:
Zatem na podstawie cechy
KKK: AAPQ ~ AAl.PlQl.
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Przyktad 2
Udowodnij, ze wysokosci trdjkata sa odwrotnie proporcjonalne do dtugosci
bokéw, na ktore je opuszczono.

Cwiczenie 4

Rozpatrzmy tréjkat o bokach a, b i ¢ oraz wy-
soko$ciach h,, hy i h, (rysunek obok). Wéwczas
pole tréjkata ABC:

P = lah, = bh,

2

ha _ b Iy
Stad e a4
. . h c h c
Analo 1cznie -2 == oraz b = -.
g hc a hc b B
Cwiczenie 4

Udowodnij, ze jesli wysokosci jednego trojkata sa proporcjonalne do wysokosci
drugiego tréjkata, to trojkaty te sa podobne.

Cwiczenie 5

Na rysunku przedstawiono trdojkat prostokatny
o przyprostokatnych dtugosci a, b i przeciwpro-
stokatnej dlugosci x + y, gdzie x i y sa dtugo-
Sciami odcinkéw, na ktére wysokoéé h podzie-
lita przeciwprostokatna. Udowodnij, ze:

a) h= I‘fy, c) a=x(x+y),
b) h = /zy, d) b= ylz+y).

Zadania
Zatem na podstawie cechy BBB L. i r
tréjkaty ABC i A'B'C' sa po- 1. Boki tréjkata ABC sg rownolegle do
dobne. odpowiednich bokéw tréjkata DEF ¢
Cwiczenie 5 (rysunek obok). Udowodnij, ze tréj-
a) Papc = b%ab = Lz +y)h, katy te sa podobne. A 55 5
stad h = % . . . .. |AE| _ |CD AP .
b) AADC :yAC’DB (cecha 2. Wykaz, ze jesli ﬁ = ﬁ, to stosunek obwodoéw tréjkatéw ABE i CBD
KKK), stad: (rysunek ponizej) jest réwny ‘g—gl.
% = 4, czyli h? = zy, |BD| D
zatem h = /Ty E
c) AABC ~ ABCD (cecha
KKK), stad:
2 — 2 cpyli a® = 2(z+y), il il
zty a A B C
zatem a = \/z(z + y)
d) AABC ~ AACD (cecha Odpowiedzi do zadan
KKK), stad: 1. Z réwnolegtoéci odpowiednich bokéw wynika, ze
o2 = ¥, coyli b = y(z + ), JABC =4DEF, JCAB =4FDE, JACB =J4DFE.
zatem b = /y(z + y) Zatem na podstawie cechy KKK: AABC ~ ADEF.

o [AB| _ |OD| oy g [AB| _ |AB|

* [AB| = |oB|’ X4 16D < |oB

Ponadto JEAB =<4 DC B, wigc na podstawie cechy BKB:
AABE ~ ANCBD

|AE| _ |AB| _ |BE| _

D] — [cB| — |BD] — ™

gdzie k jest skala podobienstwa trojkatow.

Obapp _ |AB|t|BE|+|AB| _ k|CB|1k|BD|+k|DC| _ k(CBI4+|BDI+|DC]) _ 4 _ |BE|
Obcpp ~ [CB[+|BD+|DC| —  [CB[+|BD|+|DC|  —  [CB|+[BD+|DC| — ™ = [BD]|

4. Przyktady dowoddw w matematyce



3. Wewnatrz tréjkata ABC obrano punkt P tak, ze SCAP = SCBP. Wy-

kaz, ze NAPL ~ ANBPK oraz NAPB ~ AKLP, gdzie punkty K i L sa
punktami przeciecia prostych AP i BP odpowiednio z bokami BC' i AC.

Korzystajac z podanych informacji, wykaz, ze z = y.

a) o |AC| = |Bc|  ©) c
Q
0 :
R
R
A P B — B
z=[AR|-|PQ|, y = |PR|-|BQ)| z = |AR||QR|,y = |PR|-|CR]
b) D F C d) F
AB | DC :
a a
B
A E B A B a (C D

x = |FD[-|PB|, y=|EB|-|PD| x=a’,y=|AB|-|CD|

Punkt M jest srodkiem boku AB tréjkata ABC oraz < ACM = 4 ABC.
Wykaz, ze |AB| = v/2 - |AC).

Punkty E' i F' sa srodkami bokéw AB i DC
réwnolegloboku ABCD. Wykaz, ze odcinki
DFE i FB dziela przekatna AC na trzy od-
cinki réwnej dtugosci. A B B

Dany jest tréjkat ABC. Punkt P jest punktem przeciecia prostej bedacej
przedluzeniem boku AB i dwusiecznej kata zewnetrznego tréjkata (rysu-
nek ponizej). Odcinek BD jest réwnolegly do odcinka AC. Wykaz, ze:

a) trojkat BC'D jest réwnoramienny, E
) lact _ jap
|BC| |BP|"

6. Przekatne w réwnolegloboku przecinajg sie w potowie, stad |BP| = |PD|

i |[AP| = |PC| = 3|AC|.

AP i DE sa srodkowymi w AABD, wiec dziela sie¢ w stosunku 2:1, czyli:

|AM| = 3|AP| = £ - 3]AC| = 5]AC]

Analogicznie w ACDB $rodkowe BF' i C'P dzielg sie w stosunku 2: 1, czyli:

INC| = §IPC| = § - 3140 = 5]AC]

[MN| = |AC| — |AM| — [NC| = |AC| — §|AC| - }|AC| = }|AC| = |AM] = NC]|

. a) JEDP =4FCD = ¢ (katy odpowiadajace), IBDC = JPDE = ¢ (katy wierz-
chotkowe). Stad 4BDC = 4BCD, zatem ABDC jest rébwnoramienny oraz

|BD| = |BC|.

b) SJACP = 4BDP (katy odpowiadajace), JCAP = 4DBP (katy odpowiadajace),

JAPC = 4BPD (ten sam kat). Zatem AAPC ~ ABPD, stad 1551 = 561 = 221

4. a) Tréjkat ABC jest réwno-
ramienny.
JCAB =4CBA
JARP =4BQP =90°,
wiec JRPA =9QPB
Zatem na podstawie cechy
KKK: AAPR ~ ABPQ

Stad:
[AR| _ |PR|
[BQ[ — [PQ]

|AR| - |PQ| = |PR| - [BQ)|,
czyli z = y.
b) JEBP =q4FDP,
JBEP =4DFP (katy
naprzemianlegle) oraz
JEPB =<4FPD (katy
wierzchotkowe)
AEPB ~ AFPD (cecha
KKK)
Zatem % = %, wiec
|FD|-|PB| = |EB| - |PD|,
czyli x = y.
c) JARP =4CRQ (katy
wierzchotkowe)
AAPR ~ ACQR (cecha
KKK)

|AR| _ |PR|

Zatem CR = [oR]’ wiec

|AR| - |QR| = |PR| - |CR],
czyli z = y.

d) JABG =<4ECD = 90°
JAGB =4ADF =4CDE
Tréjkaty ABG i ECD sa
podobne (na podstawie

cechy KKK).
Zatem 4Bl = _a_ i
2~ Jopp WikC

a’® = |AB| - |CD]|, czyli x = y.
5. |[AM| = 1|AB|

Niech 4BAC = a,

JACM = JABC = 8.

Wéwczas:

JAMC = 180° — a — 3, stad

JBMC = a+ S, czyli

JBCM = 180° — a — 2.

Stad:

JACB =180°—a— 8=

=JAMC

Zatem tréjkaty ABC, ACM

sa podobne (na podstawie

cechy KKK). Wéwczas:

|[AB| __ |AC|
|[AC| = |AM]|’

stad |AC|? = |AB| - |AM| =
= 1B,

czyli |[AB|* = 2|AC?,
zatem |AB| = v/2|AC)|.

4.4. Dowody w geometrii (2)



Rézne dowody twierdzenia o dwusiecznej kata w tréjkacie
Ponizsze twierdzenie zostalo przedstawione w klasie pierwszej.

Twierdzenie o dwusiecznej kata w tréjkacie

Dwusieczna kata w tréjkacie dzieli przeciwlegty

C
bok na odcinki proporcjonalne do pozostatych 4b
bokéw tréjkata: b a
_—
b
A ¥ D) z B

z
Y

Dowéd 1

Prowadzimy prosta rownolegla do boku AC' tréj-
kata ABC' i przechodzaca przez wierzcholek B
az do przeciecia z dwusieczna C'D kata ACB.
Punkt przecigcia oznaczamy przez E.

C
Katy ACE i CEB sa naprzemianlegle, zatem A ¥ D z B
JCEB = 1.
JCEB = JECB, wiec trojkat BCFE jest réw-
noramienny, zatem |[EB| = |BC| = a.
E

Na podstawie cechy KKK trojkaty ADC i BDE

C

b éb a
é
A ¥ DI r B

sg podobne, zatem:
BDI _ BEL /oy & — @
[AD| ~ Jac) Yy T

Dowéd 2
Niech 6 =4 ADC.

Z twierdzenia sinuséw dla tréjkata ADC otrzy-

mujemy:
Yy b

sin sin &
Z twierdzenia sinusow dla tréjkata BDC' otrzymujemy:
x a
sin}  sin(180°-6)

Zauwazmy, ze sin(180° — ) = sin d, zatem:
y _ sing

—
b sin & a

skad otrzymujemy:

r_a
Yy b

4. Przyktady dowoddw w matematyce





