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5. Powtdrzenie

5.1. Liczby, zbiory

i wartos¢ bezwzgledna

Zbior liczb rzeczywistych oznaczamy litera R.

Liczby naturalne to liczby: 0, 1,2, 3, ... Zbior liczb naturalnych oznaczamy
litera N.

Liczby caltkowite to liczby naturalne dodatnie: 1,2, 3,4, ..., liczby do nich
przeciwne: —1,—2, —3, —4, ... oraz liczba 0. Zbiér liczb catkowitych ozna-
czamy litera Z.

m

Liczby wymierne to liczby, ktére mozna zapisa¢ w postaci =, gdzie m,n € Z
oraz n # 0. Zbioér liczb wymiernych oznaczamy litera Q.

Liczby niewymierne to liczby rzeczywiste, ktore nie sg wymierne. Zbior
liczb niewymiernych oznaczamy jako R\ Q.

Potega o wykladniku catkowitym Potega o wykladniku wymiernym
a®=1 dlaa#0 an = Ya dlaa>0,neN,n>1
al=% dlaa#0 a* = (Ya)" dlaa>0,n€eN,
a"==L dlaa#0,neN n>1méeL

Dzialania na potegach

Dla dowolnych liczb a,b > 01i z,y € R:

a® - a¥ = a®t? (a®)¥ = a®¥ Z_ = (%)l
T
x
a_y =a"Y a® - b* = (ab)”
a

Dzialania na pierwiastkach

Va-b=a-Vb dlaa,beR
Va-b=+/a-vb dlaa,b>0

JJa  a

=—-— dlaaeR,0#£0
@V qaa>0,6>0 b b
b Vb
Wzory skroconego mnozenia
(a+b)* = a® + 2ab+ V? a*>— b= (a—"b)(a+b)
(a —b)? =a® —2ab+ ?
(a+0b)* = a® + 3a*b + 3ab® + b? a®*+ b = (a+b)(a® — ab+b?)
(a—b)® = a® — 3a®b + 3ab® — b? a® — b = (a—0b)(a®* + ab+ b?)



Zestaw | — wprowadzajacy

. Przedstaw liczbe w postaci a™, gdzie m € Z.
a) 0,125% 3272 c) 047-2,57%: (2)° e) V2 V2:V8
b) (&) : 8132 d) 0,647 (H7(HT 1) 95327

Oblicz. Wynik przedstaw w postaci utamka nieskracalnego.

c) £)

5% 4+ 20.5% d 1754—05'(%)71
) 355 10057 ) 3%,3.(2)2
6-42 — 8.43 2,2 +06(09)1
by ———M—
) 557 520 ¢) (g) (24 -1,7)
SOMEE (637 0y
2

@) - (8] (10427 (1))
Oblicz. Wynik przedstaw w notacji wykladniczej.
a) (6-10%)-(5,5-107) ¢) 0,0000125 0,000 04
b) (4-10°):(8-107%)  d) 0,0000027 : 0,00009

e) (0,81 -0,0004)"°
£) (245 : 0,0005)°5

Sprawdz, czy podana réwnosé jest prawdziwa.

a) V27 + 348 — 375 =0 d) (7v12 — \/48) - /75 = 150

b) V48 + /12 = /50 e) (V24— /150 +/54) : V12 =0
) V34 V24+Y/-81=0 ) ¢/—8%: /-5 =11

Oblicz.
a) (3v2—4)(3v2+4)
b) (34 2V5)(3 —2V/5)

d) (1—2v2)2(9+4v?2)
e) (3+V7)?—(3-VT7)?

c) (2+V3)*(7 - 4V3) f) (2v2-v3)’+(2v3+Vv2)?
. Usun niewymierno$¢ z mianownika.
2 V7 V6 5-V3
?) -z ) 5 v © -V ) 153

Oblicz warto$é wyrazenia dla x = 2 — V5 i y=1+ 3v/5. Wynik zapisz
w postaci a + by/5, gdzie a,b € Q.

a) 3z +y b)z-y d)%;x

c) y:x ety

Sprawdz, czy ponizsza rownos¢ jest prawdziwa.

—V3=V12-3V12 b) V2 —-v3=15-2V6

a)3—\/§>00raz 12 —3V12 >0
(B-3) = (\/12_3\/5)2
12 — 3v/12 = 12 — 312

L = P. Zatem ré6wnos¢ jest prawdziwa.

b) V2 — V3 <0, V5 —2v6 >0

Zatem réwnosé nie jest prawdziwa.

Odpowiedzi do zadan
1.2) 271 b) 37 ¢) (2)°

d) (1) e) (V2)2 1) (¥V3)"

a) 5644.55 _ 5%-(5+4) _ 3
) 2.56-4.55 7 55.(2.5-4) © 2
.95 _ 59 5.(3-24
b) 37%5-36 = 2?(537?.%) = %

8,5 _
) I5=7

2,5 __ 10
e) i =12

9°'2
£) o
. a) 33 1016 b) 5-10'°
c) 5-1071° d)3-1072
e) 1,8-1072 f) 7-10?
. a) 3v/3 + 12v/3 — 153 = 0,
tak
b) V48 + V12 =
=4v/34+2V3=6V3=

:m#\/%, nie

c) V3423 —3V/3 =0, tak
d) 512 - /75 = 150, tak

e) (2v6 —5v6+3V6) :

:2v/3 =0, tak

f) ¥2.L=1=1L tak

.a)2 b) —11

¢) (7T+4v3)%(7T—4/3) =1

d) (1-2v2)%(9+4v2) =49

e) B+ V72— (B-V7)?=
1

2V/7
(2v2 —V3)*+
+(2v3+v2)* =25

s

. a) 2V/5+4 b) T

¢) 3v/2+2v3 d) 3v/3 -4

.a) 7 b) —13+ 55

¢) —17—7V5
d) 7\/\3[ _ 35\/2“0—35 _
+ V5

»AI\I +
NI

5.1. Liczby, zbiory i wartos¢ bezwzgledna



10.

11.

12.

13.

14.

15.

.a) 22 +1-2(2—-+2) =

=4v2-3

b) (2v/3—v/TT) 2V3+VT) =
=1

o) 1- V3 =v3-1

d) |8 —3V7| =8—3V7

a) = -3

b)z=—-4,2=2
c)r=0,z=4
d)z=-22=14

a) |z +2v3-2v3+3/ =1
z+3=1lubz+3=-1
r=-2lubx=—-4

b) [V5—-2+2—2=0

z =15
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-100% = 2 - 100% = 75%

1.1 .3 1

T ke &

=
8
I

3 %5 s 5
-100% = 5 - 5-100% =
375%

0,21a = 0,12b, a,b > 0

b= %a = 1,75a

Liczba b jest wigksza od
liczby a o 75%.

a) 14,167, z nadmiarem

b) 10,625, wartosé¢ doktadna

c) 1,879, z nadmiarem

| sk <
I
«l
©0IN
NI

d) 0,099, z niedomiarem

5. Powtdrzenie

9. Oblicz.
a) ’2\/5_,_1‘_2‘\/5_2’ c) (1_\/§)2 |a|={ a dla a>0

—a dla a <0

b) V1T =2V3|- (VI1+2v3) d) \/(8-3V7)? @Z—|gdlaach

= Jedli a > 0, to |z| = a wtedy i tylko wtedy, gdy x = —a lub z = a.
= Jedli a > 0, to |z| < a wtedy i tylko wtedy, gdy = € (—a;a).
= Jedli a > 0, to |z| > a wtedy i tylko wtedy, gdy x € (—o0; —a) U (a; 00).

10. Rozwiaz réwnanie.
a) lx+3/=0 b) [z+1] =3 c)22—z=4 d)31—2z|=9

11. Rozwiaz réwnanie.

a) |t +2v3—[3-2V3||=1 b)‘\/(Z\/g)2+2x

12. Rozwiaz nieréwnosc.
a) |z —5/ <4 c) lt—3|>2 e) |6 —x| <4
b) [z +4] <5 d) [z +2] >3 f) 12—z >3

=0

13. Oblicz, jaki procent liczby x stanowi liczba y.

9re(3-4): (- 3) 0o 5

1 -3 a7\ 2
_ -1 -1 8114 _ (2 V4
b)z=3"-5 L y—(g) <T>

14. Wiadomo, ze 21% dodatniej liczby a jest réwne 12% liczby b. Ktéra z tych
liczb jest wieksza i o ile procent?

15. Podaj rozwiniecie dziesietne utamka zwyklego. Zaokraglij je do trzeciego
miejsca po przecinku. Czy jest to przyblizenie z nadmiarem, czy z niedo-

miarem?
85 85 62 11
) 5 b) % ¢) 33 ) T

16. Liczba 17,7828 jest przyblizeniem liczby 10425 z doktadnoécig do czterech
miejsc po przecinku. Wiedzac o tym, wyznacz przyblizenie liczby:
a) 10%2° z doktadnos$cia do czterech miejsc po przecinku,
b) 107 z doktadnoscig do dwdch miejsc po przecinku,

c) 1077 2 doktadnoscia do pieciu miejsc po przecinku.

16. a) 1042° : 10 = 1,7783
b) 10%2° = 102° . 10?2 = 1778,28
¢) 1025 : 10® = 0,01778



Zestaw Il - ¢wiczeniowy

17.

18.

19.

20.

21.

[D]22.

[D]23.
[D]24.

25.

26.

22.

23.
26.

Sprawdz, czy podana liczba jest niewymierna.

D) (34590 - 3-5)] o [(VT+vE)”

(o R R (CORE

Oblicz wartos¢ wyrazenia dla a = V3—-vV2ib=+vVV3+V2
a) a-b c)%%—% e) (a—1b)? g)aiz+b2
1 1 1 1 1

Upros¢ wyrazenie i oblicz jego wartosé dla x = @
a) (z+v3)° + 2z(z + 3)(z — 3) + (z — V3)?

b) (z—V3)(2* + V32 +3) + (z + V3)(22 — V3z + 3)

Uproéé wyrazenie i oblicz jego wartosé¢ dla z = v2 —1iy=1—2V2.
a) (V6x —y) (V6z +y) — (3z +y)* + 32(2y + 2)
b) (z + 2y)(2? — 2xy + 4y?) — (z + 2y)® + 6zy(z + 2y)

Oblicz a* + b*, wiedzac, ze:

a) ab =1 oraz a® + b* = 3, b) a*>+b* =9 oraza+b=1.

Wykaz, ze v/21 — 121/3 jest liczba odwrotna do N§—+3

Wykaz, ze liczba /3 — 2v/2 jest liczba przeciwna do 1 — /2.

Wykaz, ze nieréwnoéc¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x.

a) (204 1) > 8z b) z(z + 12) > 9(2z — 1) ¢) o >3-4
Rozwigz réwnanie.
a) |5z + 10| = 20 la-b] = |a] - |8, %:% dla b #0

b) |7 —14z| =7
c) |3z +6|+ |7z + 14| =10
d) |4z — 12| =5—]3 — x|

e) V92?2 —6x + 1+ 92 — 3| = 12
f) V25— 10z + 2?2 = 8 — 3|z — 5|

Zaznacz na osi liczbowej zbiér liczb, ktére spelniaja podany warunek.

a) 1< |z] <4 b)2<|z—1|<7 c) 0<|z+3]<8

V21 -12v3=./(3-2V3)? =13 -2V3|=2v3-3

I sposéb

1 _ 1 2V3+3 _

= . = 2343
23-3  2V/3-3

2v3+3
2V3+3 12— 3

II sposob

(2\/_ 3)(2\F+3) =1
—V/3—2V2 1—

a) z € (—4;—1) U (1;4)
b) z € (—6; —1) U (3;8)
c) z € (—11;5)

—1-V2|=-(vV2-1)=1-V2

(VT-v3)

17.

18.

19.
20.
21.

24.

25.

a), c) 2, wymierna
b) —

a) 1

c) 2v/3 d) —2v2
2/3 -2 f) 2v/3+2
2

4

25 , Wymierna

b) 2/3

e
g

)
) 2(v2++/3) h) 0
a)
)
)

x3, 3v3 b) 213, 3\/“

2y ,—18+8\/§ b)O
= (a® +5°)°+
-2.1°=7

a
a) a* + b4
—2a%b% =

b) 49
a) (2z+1)% > 8z
42 +4z+1—-8z >0
2z —-1)2>0
Nieréwno$¢ jest prawdziwa
dla kazdej liczby x € R.
b) z(x + 12) > 9(2z — 1)
224+ 122 — 182 +9 >0
(z—3)2>0
Nieréwno$é jest prawdziwa
dla kazdej liczby = € R.
c) P% >3- 2?
4>3z2—z*+3—2?
' —22°4+120
(z*-1)22>0
Nieréwno$¢ jest prawdziwa
dla kazdej liczby x € R.
a) [z +2|=4
z=-6,x=2
b) |1 —2z| =1
r=0,x=1
c) |lz+2/=1
m==3 n==1
d) |z —3=1
r=2,x=14
e) |3z —1=3

2 4
== &#=73
f) |l —5/=2
r=3,x="17

5.1. Liczby, zbiory i wartos¢ bezwzgledna



28.

29.

31

32.
33.
34.

a) z € (=5;1)

b) z € (—o0; —2) U (—1;00)
¢) 10|z — 1| >4+2|z— 3
o =323

z € (—o0;0) U (1;00)

d) 5|z + 5| — 3|z + 5| >
> 7+ |z + 5]

|z + 5] >7

z € (—o0; —12) U (2; 00)
a)x=-5z=3

b) z € (1;3)

c)z=-2

d) Dla = € (—o0; —1,5):

—3—-2z=12+3z -9
z=-12¢ (—o0;—1,5),
sprzecznosé

Dla z € (—1,5; 3):
3+2x=12+3z -9
z=0¢€ (-1,5;3)

Dla z € (3;00):
3+2x=12—-3x+9

z =36 € (3;00)

a) z € (—o0;2)
b) z € (—o0; —3)
c) z € (—oo; —1) U (3;00)

d) z € (-1,5:1,5)

. © — poczatkowa cena towaréw

a) A: 0,8 0,8z = 0,64z,
B: 0,6z; B

b) A: 1,2 1,2z = 1,44,
B: 14z; B

c) A: 0,8 1,2z = 0,96,
B:x; A
201,30 zt
2000 zt

a) Q02008 . 100% = 24%
b) 0,8 - 5% = 4%
Oprocentowanie zmniejszyto
sie o 1 punkt procentowy.

5. Powtdrzenie

27.

28.

29.

30.

31.

33.

34.

30.

Rozwiaz nieréwnosé.
a) |2z +4] <6
b) 2z + 3] >1

c) |5—10z| >
d) |5z + 25| —

442z — 3|
|32 4+ 15| > 7+ | + 5|
Rozwiaz rownanie.

a) x|+ |z+2 =8

b) [z =3|+1—-2[=2

c) 2z -1 =z + |z +4
d) [3+2z| =12 — 3|z — 3|
Rozwigz nieréwnosé.
a) [z =7 > |z +3
b) |z + 5] < |z + 1

c) |z|+|z—2[>4
d) |z =1+ ]z +1] <3

Zaznacz, w ukladzie wspotrzednych zbior punktow plaszczyzny, ktérych
wspblrzedne (z,y) spelniaja réwnanie:

z24y?
y;cjjtc2 ( , +1)’ 2

2zy
Towary A i B mialy jednakowa cene. Oblicz, ktéry z nich jest obecnie

tanszy, jezeli:

a) cene towaru A obnizano dwukrotnie, za kazdym razem o 20%, a cene
towaru B obnizono jednokrotnie o 40%,

b) cene towaru A zwiekszano dwukrotnie, za kazdym razem o 20%, a cene
towaru B zwiekszono jednokrotnie o 40%,

¢) cene towaru A obnizono o 20%, a nastepnie zwiekszono o 20%, nato-
miast cena towaru B nie ulegla zmianie.

. Na ceng¢ brutto pewnego towaru wynoszaca 176,55 zt sktada sie cena netto

oraz 7% podatku VAT od ceny netto. Oblicz, jaka bedzie cena brutto tego
towaru po podwyzszeniu podatku do 22% przy niezmienionej cenie netto.

Pewng kwote wplacono do banku na lokate roczng oprocentowang 3,5%
w skali roku. Od odsetek dopisanych po roku bank odprowadzil podatek
w wysokosci 14 zt. Jaka kwote umieszczono na lokacie, jezeli wiadomo, ze
podatek od odsetek wynosit 20%?7

a) Oprocentowanie lokat w pewnym banku, réwne poczatkowo 5% w skali
roku, wzrosto o 1,2 punktu procentowego. O ile procent wzrosto to opro-
centowanie?

b) Oprocentowanie lokat w pewnym banku, réwne poczatkowo 5% w skali
roku, zmniejszylo sie o 20%. O ile punktéw procentowych zmniejszylo sie
to oprocentowanie?

y#1:7y7é_1:71:7é07y7é0 Y
Ty (2 ta?42wy |
OEIOE=S) ( 229 )‘ =2 /
&l . @+y)?| _ 2 1 /
(y—z)(y+ =) 2zy |
y+z | _ 1 X
Ww-o| =2 -
_ytz _ytz
Hy-oy — 2 lub 5= =2 /

y+z=4y — 4z lub y + z = —4y + 4x
y:%m lubyz%:ﬂ

Rozwigzaniem jest suma dwéch prostych
bez punktu (0, 0).



Zestaw lll - podsumowujacy 35.
35. Rozwiaz uklad nieréwnosci. Rozwiazanie zaznacz na osi liczbowe;j.
lz| < 4 |z —3| <6 |z + 1] >4 36.
a) b) c)
|z +2|>1 |z —2| > 2 e —1| > 7
36. Rozwiaz rownanie.
a) |lz| —4] =3 b) |1 —|z|| = 6 c) |2z —4|-3|=7 37
37. Rozwiaz nieréwnosé.
a) |[4lz| -2 <6 b) [Jz] =1 >3 ) [[1-2z[-1] <4 3zs.
@38. Uzasadnij, ze:
) V6 —4v2 +V6+4v2 =4, ) V74 2V10 /7 — 2¢/10 = 2/5.
@39. Uzasadnij, ze liczba 3 243 jest wymierna.
Dla n > 2 réznica n-tych poteg dowolnych liczb rzeczywistych a i b wyraza
sie wzorem:
a — h" = (a_ b)(anfl _i_aan .b_‘_an73 . b2 + ... +a2 ) bn73 +a- bn72 +bn71)
@40. Udowodnij powyzszy wzér dla: a) n =4, b) n = 6.
@41. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb a i b € R prawdziwa jest nieréwnos¢. 39.
a) a>+bv*>2(a—b—1) b)a*+bv*>4(a+b—2) ¢) a®*+ab+b*>0
@42. Udowodnij, ze jezeli dla dowolnych liczb dodatnich a i b prawdziwa jest
a_ _ b (a+b) (a+b)? 40.
réwnosé b = arl’ to + e =8.
@43. Udowodnij, ze jezeli dla dowolnych liczb dodatnich a i b prawdziwa jest
. 1 1 .
rownosé — + - = a+b’ toa=". a1

[D]44.

Udowodnij, ze suma dwdch kolejnych poteg liczby 2 o wykltadnikach catl-
kowitych dodatnich jest podzielna przez 6, a suma trzech kolejnych poteg
jest podzielna przez 14.

[]4s5.

a) Udowodnij, ze suma kwadratéw dwdch dowolnych liczb nieparzystych
jest liczba parzysta.

b) Udowodnij, ze réznica kwadratéw dwoéch kolejnych liczb naturalnych
jest liczba nieparzysta.

=g edta=b+be (a-b(a+b+1)=
a, b — dodatnie, wiec a = b
<a+b>2 + (a+b)2 — legr

= + % = oo (:)b(a—l—b)—i—a(a—i—b) =dab< (a—b)?*=0<a=0b

n€Zy, 2" +2" =27(142) =27 . 3 jest podzielna przez 2 i przez 3,

wiec jest podzielna przez 6.

2™ 4 2ntl  ont2 — 9n(] 42 + 22) = 2™ . 7 jest podzielna przez 2 i przez 7,

wiec jest podzielna przez 14.

a) Dla ki, ko € Z: (2k1 + 1) + (2k2 + 1) = 4k3 + 4k3 + 4k1 + 4ks +2 =

= 2(2k? + 2k3 + 2k1 + 2ko + 1) — liczba parzysta

b) n, n + 1 — kolejne liczby naturalne, (n + 1) — n? = 2n + 1 — liczba nieparzysta

42.

(2‘1)2 -8
43.
44.

45.

€ (—4;-3) U (-1;4)
€ (—3;0)U (4;9)
€ (—o0; —6) U (8; 00)

(2+v2)’=
— 2= V3| + |2+ v2| = 4
b) V7 + 2V10+
+v7-2/10 =
(V5+v2) +
(V5-v2)* =
= |vB+v2|+|vVE—v2| =
=25

B

2+v3
(2+v3)-v3(2-v3) _
(2-v8)(2+v3)
= 7 = 6 — liczba wymierna
a)a’ —b' =
= (a® — b?)(a® + b%) =
= (a —b)(a +b)(a® +b%) =
= (a —b)(a® + a®b + ab® +b°)
a) a®> +b*> —2a+2b+2 =

5 8

6
1
at

=(a—1)2*+®B+1)220
dlaa,beR

b) a®> + b* — da — 4b+ 8 =
=@-2>+(b-2%>0
dlaa, beR

c) a® +ab+b* = (a—i—%b)z—i—
+30>>0dlaa, beR

5.1. Liczby, zbiory i wartos¢ bezwzgledna



46.

47.

48.

49.

50.

51

52.

a) n, n+ 1, n + 2 — kolejne
liczby naturalne
(n+n+1l+n+2)?=
=(Bn+3)?2=9(n+1)?
liczba podzielna przez 9

a) Niech a bedzie liczbg natu-
ralng taka, ze 0 < a < 9.
111111 - a jest podzielna
przez 3, bo suma cyfr:

6a jest podzielna przez 3.

a) x = 10a + b dla pewnych
cyfr a, b

Wéwcezas y = 10b + a.
z+y=10a +b+ 10b+a =
=1la+ 116 =11(a + b) —
liczba podzielna przez 11
Niech n bedzie dowolna liczba,
naturalna. Wowczas:

nt —(n—2)* =

= (n® = (n - 2)%)
(n*+(n—-2)% =

= (4n—4)(2n® —4n +4) =
=8(n—1)(n* —2n +2)

jest liczba podzielna przez 8.
2k+1, 2k+3, 2k +5 — kolejne
liczby nieparzyste (k € Z)

(2k +1)® + (2k + 3)°+

+(2k +5)% + 1 = 4k> + 4k +
+1+4Kk% + 12k + 9 + 4k +
+20k+25+1 = 12k + 36k +
+36 = 12(k* + 3k + 3) -
liczba podzielna przez 12

. Niech n, n+1, n+ 2 beda ko-

lejnymi liczbami naturalnymi.
Woéwczas:
m+n+1+n+2)3°=
=(Bn+3)°=[Bn+1)?=
=27(n+1)3

a) Niech 2n(4n® — 1) = m.
Liczba m jest parzysta, wiec
dzieli si¢ przez 2. Jedli n = 3k,
gdzie k € N, to m jest po-
dzielne przez 3.

Jesli n = 3k + 1, to:

an® - 1=40Bk+1)*-1=
= 36k” + 24k + 3 =

= 3(12k* + 8k + 1),

wiec m jest podzielne przez 3.
Jesdli n = 3k + 2, to:

an? —1=408k+2)2-1=
= 36k” + 48k + 15 =

= 3(12k* + 16k + 5),

wiec m jest podzielne przez 3.
Zatem liczba m jest podziel-
na przez 2 i przez 3, wiec jest
podzielna przez 6.

5. Powtdrzenie

53.

54.

a) Udowodnij, ze kwadrat sumy trzech kolejnych liczb naturalnych jest
podzielny przez 9.

b) Udowodnij, ze jesli suma dwdch liczb naturalnych jest liczbg parzysta,
to ich réznica tez jest liczba parzysta.

a) Udowodnij, ze szesciocyfrowa liczba, w ktorej wszystkie cyfry sa jedna-
kowe, jest podzielna przez 3.
b) W pewnej liczbie naturalnej podzielnej przez 9 cyfra jednosci jest réw-

na a. Suma pozostalych cyfr jest podzielna przez 9. Udowodnij, ze a = 0
lub a = 9.

a) Jedli w liczbie dwucyfrowej  zmienimy kolejnoéé cyfr, to otrzymamy
liczbe y. Udowodnij, ze suma liczb x i y jest podzielna przez 11.

b) Jedli cyfry liczby trzycyfrowej = zapiszemy w odwrotnej kolejnosci,
to otrzymamy liczbe y. Udowodnij, ze réznica liczb x i y jest podzielna
przez 99.

Udowodnij, ze réznica czwartych poteg dowolnej liczby naturalnej i liczby
o 2 od niej mniejszej jest podzielna przez 8.

Udowodnij, ze suma kwadratéw trzech kolejnych liczb nieparzystych po-
wiekszona o 1 jest podzielna przez 12.

Udowodnij, ze szescian sumy trzech kolejnych liczb naturalnych jest po-
dzielny przez 27.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n podana liczba jest podzielna
przez 6.

a) 2n(4n? —1) b) n(n? —17) c) n’—n

Udowodnij, ze a + b = —2, jezeli:

L Y
CO1HV2 V24V VBHVA T VaYB " V994100
11 11 1

R v Vo SR v Sy v ALY ey

a) Udowodnij, ze prawdziwa jest réwnosé:

1 1 1 1
23 32t 15t T igg =048

b) Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 prawdziwa jest
nieréwnosé: 1 1 1 1 1

_ 1 1 1 1 1 —
a)a_1+f+ﬁ+\/§+\/§+\/1+ﬂ+\/§+"'+m_

(\f-&-l)(\f 1) T (VB+V2)(V3-V2) (\/W+F)(\/W Vo9)

= %+f1f+...+m;@:f—1+f—f+...+\/10 —v/99 = V100-1 =9
b= —11, zatem a + b = —2

a) Zauwazmy, ze m:%_ﬁ,
I o 1
b) 5 4+ﬁ+--+m:i(ﬁ+ﬁ+. +n(n1+1))

=1(1-3+3-3+ i) =i(1-a) <4



5.2. Funkcje

Funkcja ze zbioru X w zbiér Y nazywamy przyporzadkowanie, w ktorym
kazdemu elementowi z € X odpowiada dokladnie jeden element y € Y.

Wiykresem funkcji f : X — Y nazywamy zbiér wszystkich takich punktow

(x,y), ze x € X oraz y = f(z).

Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji, a jego elementy — argumentami.

Zbiér wartosci funkcji f: X — Y to zbidr tych wszystkich y € Y, dla kt6-
rych istnieje taki argument z € X, ze f(z) = y.

Miejscem zerowym funkcji f nazywamy taki argument x, dla ktérego:

flz) =0

Monotonicznosé funkcji f: X — R, gdzie X C R

Funkcje f: X — R nazywamy rosnaca, jesli
dla dowolnych argumentow x,,x, € X spel-
niony jest warunek:

jesli zy < @, to f(x1) < f(22)

Funkcje f: X — R nazywamy malejaca, jesli
dla dowolnych argumentéw x,,z, € X spel-
niony jest warunek:

jesli xy < @, to f(x1) > f(x2)

Funkcje f: X — R nazywamy stalg, jesli dla
dowolnych argumentéw x;,z, € X prawdzi-
wa jest rownosé:

fa1) = [f(x2)
Funkcje f: X — R nazywamy niemalejaca,
jesli dla dowolnych argumentéw x,,z, € X
spelniony jest warunek:
jesli zy < @, to f(x1) < f(z2)

Funkcje f: X — R nazywamy nierosnaca, je-
§li dla dowolnych argumentéw x;,zo € X
spelniony jest warunek:

jesli xy <z, to f(z1) = f(x2)

Y
\\ f(z1)
[
|

f(z2)
O

| i

x1 T2 X
Y f
O X
YJ
O X

¥Y

O f X

Funkcje, ktora jest rosngca, malejaca, nierosngca, niemalejaca lub stala,

nazywamy funkcja monotoniczng.

5.2. Funkcije



Przeksztalcenia wykresu funkcji

= Wykres funkcji y = f(z—p) +q otrzymujemy przez przesuniecie wykresu
funkeji y = f(z) o wektor [p, q].

= Wykres funkcji y = — f(x) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy-
kresu funkcji y = f(x) wzgledem osi OX.

= Wykres funkcji y = f(—z) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy-
kresu funkcji y = f(x) wzgledem osi OY.

= Wykres funkcji y = |f(z)| otrzymujemy przez symetryczne odbicie
wzgledem osi OX tej czeSci wykresu funkcji f, ktéra znajduje sie pod
osia OX, pozostaly cze$¢ wykresu zostawiamy bez zmian.

= Wykres funkeji y = f(|x|) otrzymujemy z wykresu funkcji f, korzystajac
z tego, ze:

—dla z > 0 (nalezacych do dziedziny) zachodzi réwnosé f(|x|) = f(z),

— wykres funkcji y = f(|z|) jest symetryczny wzgledem osi OY.

Zestaw | - wprowadzajacy

1. a) D = (-3;3), 1. Odczytaj z wykresu funkcji f:
f(D)) =(-1;3), — jej dziedzine, zbiér wartosci oraz przedzialy monotoniczno$ci,
f rOSIe W {-1; 1>’_ — argumenty, dla ktérych przyjmuje ona wartosci nieujemne.
maleje w (—3; —1) i (1;2),
jest stata w (2;3), a) b)

f(z) > 0dla

z € (=3;=2)U (—%;3)
b) D = (—4;4) \ {-1},
f(D) =(=2;3),

Y

NI

/Y_ﬂ

Y

O

1

f rosnie w (—2;—1) i (0; 2),
maleje w (—4; —2), (—1;0)
i(2;4),

flz)>0dlaz e {-4}U(1;4)

2. Wyznacz dziedzing i miejsca zerowe funkcji f.

a) flx) = 50 0) fla)= Y

:

b) f(2) = 52 Q) fla) = 2= 0 fle)=V6— 1z

3. Wyznacz dziedzine funkcji f.
a) f(z)=vr—2-yx—4

b) f(x) = /(x—2)(x—4) d) f(z) = (22 = 4)? + (9 —a?) 7

2. a) D =R\ {-3,3}, brak miejsc zerowych

b) D = R, miejsca zerowe: —3, 3

¢) D = (—1;1) U (1;00), brak miejsc zerowych

d) D = (—1;00), miejsce zerowe: 1

e) D = (—5;00), miejsce zerowe: —5

f) D = (—oc; ), miejsce zerowe: 3
3.a) D= (4;0)

b) D = (—o0;2) U (4;00)

c¢) D= (3;00

d) D = (—3;—2) U (2;3)

5. Powtdrzenie



4. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji Y 4. a) fmin(—3) = —1,
f:(=4;4) — R. Odczytaj z wykresu wartogé i fmax(=1) =3
najwieksza i warto$é najmniejsza funkcji f b) fmin(4) =1, fmax(1) =3
w przedziale: / 1 ¢) fmin(—3) = —1,
2) (~3:0) b (1;4) ¢) (—4;4). ol x | Jm(h=/mall)=3
VD VD ’ .a) D1 = (—7;0),
: 5 - o fi(D1) = (0;3)
5. Dany jest wykres funkcji f. Naszkicuj wykresy, wyznacz dziedziny i zbiory %
wartosci funkeji fi(z) = f(x+4) + 1 oraz fo(x) = f(z —4) — 1. f
a) f:(-3:4) > R b) f:(-22) =R 1
Y ! Y ol 1x
\_1_/ Dy = (138), fa(D2) = (~2;1)
ol 1 X X Y
1 o
6. Na rysunku obok przedstawiono Y O 1 X
wykres funkcji f: (—5;8) — R.
Jak nalezy go przeksztalci¢, aby 1
otrzyma¢ wykres funkcji g7 Za- ol 1 X b) D; = (—6; —2),
pisz to przeksztalcenie za pomoca f1(D1) = (0;3)
WZOT1L. Y
Vo Y NBNY.aP
1 g 1 -
- * o 1 X
Ol 1 X Ol 1 X
D3 = (2;6), f2(D2) = (—2;1)
v
b) d) ol 1 \ / X
Y Y r
g '
1 .a)g(z)=flz—2)—1
1 ol % b) g(z) = f(z + 1) + 2
5 c) 9(z) = —f(x)
ol 1 X d) g(z) = f(—=)

7. Naszkicuj wykres funkcji g, przeksztalcajac odpowiednio wykres funkcji

fx) = 2|xl.

a) g(x) =2z +3] ) g(z)=2(lz+1] - 1)
b) g(z) = 2|4 — x| d) g(x) = -2|z+2|+1

7. ) g(x) = fz+9) b) 9(x) = f(z — 4)

e) g(xz) =12z —6]+3
f) g(z) = —|22+8]-1

C

) g(z) = f(z+1) -2

Y Y Y Y
:
o 1 x
g g 9
: g
1 1
ol 1x o 1 X

e) g(z)=f(z—3)+3
f) g(z) = —flz+4) -1

5.2. Funkcije



10.

11.

a) £(D) = {0,1},
warto$¢ najmniejsza: 0,
wartosé najwieksza: 1,
nie jest monotoniczna
b) f(D) = {07 1, 273}7
warto$¢ najmniejsza: 0,
wartosé najwieksza: 3,
nie jest monotoniczna

a) D=R\ {0}, f(z) =x+1

c) D=R\ {3},
(z) = -4z — 6
a)1,0, %, 3,42 2
b) 0,0,0,0,1,3
a)
Y
O] 1 X

f)=0dlaxz e {-2,1},
f rosnie w (—o0; —1),
maleje w (—1;4),

jest stata w (4; c0),

f(z) > =3 dla

z € (—33;00)
b)
Y
o 1 X

f(z) =0dla z € {2,4},

f rosnie w (0; 2),

maleje w (—1;0) i w (2;00),
jest stata w (—oo; —1),

f(z) > =3 dla

z € (—o0;—1) U (1;7)

5. Powtdrzenie

Zestaw Il - ¢wiczeniowy

8.

10.

11.

12.

13.

13.

Naszkicuj wykres funkcji f: X — R. Podaj jej zbiér wartosci oraz wartosci
najmniejsza i najwiegksza. Czy f jest funkcja monotoniczna?
0, gdy x jest liczbag parzysta
X =1{1,2,3,4 =
2) {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, f(z) {1, gdy x jest liczbg nieparzysta
b) X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}, f kazdemu argumentowi przyporzadkowuje
jego reszte z dzielenia przez 4.
Wyznacz dziedzing, upro$¢ wzor, a nastepnie naszkicuj wykres funkcji f.
o 332+a: o 224 o 422-9
a) fx) = < b) f(a) = 2 Q) fla) =28
Oblicz wartosci funkcji f dla argumentéw: —1, 0, 2, 1,v/2,2.
0 dla ze€ (—o0;1)U(2;00)
2) f(r) = 2 b) f@) =1
z+ z?=1 dla z € (1;2)
Naszkicuj wykres funkcji f:R — R. Z wykresu odczytaj miejsca zerowe
funkcji f, jej przedzialy monotonicznosci oraz zbiér rozwigzan nieréwnosci
f(z) > -3.
20+4 dla z € (—o0;—1)
a) f(z)=¢ —x+1 dla z € (-1 )
-3 dla z € (4;00)
-3 dla z € (—o0;—1)
b) f(z) =¢ 2*—4 dla z € (-1;2)
—z+4 dla x € (2;00)
Zbiorem wartosci funkeji f: (—5;3) — R jest przedzial (—3;1), a miejscem
zerowym — liczba 2. Wyznacz dziedzine, zbiér wartosci i miejsce zerowe
funkcji g.
a) g(z) = —f(x) b) g(z) = —f(-=) c) glx) = flz+1) -2
Na rysunku przedstawiono wykres funk- Y
c¢jii f:R—R. W tym samym ukladzie ¥
wspdtrzednych naszkicuj wykresy funk-
cji f i g, a nastepnie odczytaj, dla jakich !
argumentow funkcje f i g przyjmuja te 0|1 X
same wartosci, oraz podaj zbiér rozwia-
zan nieréwnosci f(z) < g(z).
a) g(z) =1 b) g(z) == c) g(z) = 2* d) g(z) =2 —2°
a) D = (—5;3), g(D) = (—1;3), miejsce zerowe: 2
b) D = (—3;5), g(D) = (—1; 3), miejsce zerowe: —2
c¢) D =(—6;2), g(D) = (—5; —1), brak miejsc zerowych
a) f(z) =g(z) dlaz € {-1,1,3},
(z) < g(z) dlaz € (—1;1)

U (3;00)

b) f(z) = g(z) dla x € (0;2),

f(z) < g(z) dla z € (0; 00)

c) f(z)=g(z)dlaz e {-1,0,1},

f(z) < g(z) dla @ € (—o0; —1) U {0} U (1;00)
d) f(z) =g(z) dla z € {—1,1},

f(@) < g(z) dlaz € (-1;1)



Zestaw lll - podsumowujacy

14.

15.

16.

17.

18.

19.

17.

18.

Naszkicuj wykresy funkcji g(x) = f(—=z) oraz h(x
podstawie podaj rozwiazanie réwnania f(—xz) =3

a) Y | b) Y

/\
|\/
I
w
I
~
—~
8
~
=
o
S
=

.
Q
—
<

o] 1 X e
Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj wzory funkcji g(x) = f(z + 1) — 4,
h(z)=1- f(x —2), k(z) = f(2 — z) — 2 i naszkicuj ich wykresy.
a) f(x) =2x—2 b) f(x) = [x| c) f(z)=—|2z|

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f: R — R. Naszkicuj wykresy
funkeji g(z) = [£(2)], h(z) = |£(2 - 2) — 1] oraz k(x) = |2 — f(2).
a) Y b) Y

1
x

[u Ny

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej przedzialy monotonicznosci.

a) f(x) =|[lz| -1 -2 b) f(z) = [lz — 1] =2

Naszkicuj wykres funkcji f i okredl liczbe rozwiazan réwnania f(xz) = m
w zaleznoéci od parametru m.

a) f(x) = [z + |z — 2| b) f(z) = [z = 2|+ |z + 2|

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f: R — R. Naszkicuj wykresy
funkcji g(z) = f(|z|) i h(z) = |f(Jz|)|- Okresl liczbe rozwigzan réwnania
g(x) = m oraz réwnania h(z) =

a) Y f b) Y

m w zaleznos$ci od parametru m.

o

a) maleje w (—oo; —1) i w (0; 1), 19. a) dla obu réwnan:
ro$nie w (—1;0) i w (1; 00)

b) maleje w (—oo; —1) i w (1;3),

rosnie w (—1;1) i w (3; 00)

a) 0 rozwigzan dla m € (—o0;2),

2 rozwigzania dla m € (2;00),
nieskonczenie wiele rozwigzan dla m = 2

1 rozwiazanie dla m = 1,
2 rozwiazania dla m € (1;3),

b) 0 rozwiazan dla m € (—oo;4),
2 rozwiazania dla m € (4; 00),
nieskoriczenie wiele rozwigzan dla m = 4

0 rozwigzan dla m € (—oo;1) U (3; 00),

nieskonczenie wiele rozwiazan dla m = 3

b) brak rozwiazania

Y
h
O] 1 X
g
15. a) g(z) = 2z — 4,
h(z) = —2x—|—7
k(z) =
b)g() \$+1I—4,
h(z) =1—|z —2|,
k() =|z—2|—2
¢) g(z) = =2z + 1| — 4,
h(z) =2z — 2|+ 1,
k(z) = =2|z —2| -2
16. a)
Y
1 )
ol 1 X
Y
h
.
Ol 1 X
Y
k
ol 1 X

b) dla réwnania g(z) = m:

0 rozwiazan dla m € (3;00),
2 rozwiazania dla

m € (—oo0; —1) U {3},

3 rozwigzania dla m = —1,

4 rozwigzania dla m € (—1;3),
dla réwnania h(z) = m:

0 rozwiazan dla m € (—o0;0),
2 rozwiazania dla m € (3;00),
4 rozwiazania dla m € {0, 3},
6 rozwiazan dla m € (1;3),

7 rozwiazan dla m = 1,

8 rozwigzan dla m € (0;1)

5.2. Funkcije



1. a) (0,1), (—3,0), rosnaca
b) (0,2), (1,0), malejaca
C) (07 _2)7 (%70)7 rosnaca

2. Y

=

f(D) = (=2;0) U (2;6),
miejsce zerowe: 2,
réwnanie f(z) = 1 nie ma
rozwigzania

5. Powtdrzenie

5.3. Funkcja liniowa

i ukfady réwnan liniowych

Funkcja liniowa nazywamy funkcje okreslona wzo-
rem f(x) = ar+bdlaz € R, gdzie a i b sa statymi.

Wykresem funkcji liniowej jest prosta. Liczbe a 92
nazywamy wspotczynnikiem kierunkowym prostej, u:
a réwnanie y = ax + b — rownaniem kierunkowym.
Wspotczynnik kierunkowy prostej y = ax + b,
przechodzacej przez dwa rézne punkty A(zq,y;)

i B(za,ys), jest réwny:
Y2-y1
To—xT1

Funkcja liniowa okre$lona wzorem f(z) = ax + b jest:
= rosngca dla ¢ > 0, = malejaca dla a <0, = staladlaa=0.

Proste y = a1z + by i y = asx + by sa:

= rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy a; = ao,

= prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy a; - a; = —1.

Réwnanie Az + By+C = 0, gdzie A # 0 lub B # 0, nazywamy réwnaniem
og6lnym proste;j.

Proste Ayx + By + C, = 0 oraz Ayx + Boy + Cy = 0 sa:

= réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy A, By, — A, B, = 0,

= prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy A; A, + B1 B, = 0.

Zestaw | - wprowadzajacy

1.

Wyznacz punkty przeciecia wykresu funkcji f z osiami uktadu wspotrzed-
nych i naszkicuj ten wykres. Okresl monotonicznosé funkeji f.

a) f(z) =3x+1 b) f(x) = -2z +2 c) fla)=4z -2

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = —2x + 4 o dziedzinie (—1;1) U (2;3). Wy-
znacz zbior wartoéci tej funkcji i miejsca zerowe, jesli je ma. Czy rownanie
f(x) =1 ma rozwiazanie?

Wyznacz wzor funkcji liniowej, ktorej wykres jest rownoleglty do prostej k
i przechodzi przez punkt P.

a) k: y =3z, P(—4,2) b) k: V2x —y—1=0, P(v2,-2)

3.a)y=3x+14

b)y:ﬁm—4



4. Wyznacz wzér funkcji liniowej, ktorej wykres jest prostopadty do prostej k
i przechodzi przez punkt P.
a) k: y =2z, P(2,-1) c) k:x—3y—3=0, P(1,-1)
b) k: y = —4x + 1, P(8,4) d) k: Vbr —y+3=0, P(v5,-3)
5. Wyznacz wzér funkcji liniowej f, ktora spelnia podane warunki.
a) f(2)=01 f(0)= b) f3)=11 f(2)=-
6. Rozwigz réwnanie (wynik zapisz w najprostszej postaci).
a) V2zx—2=+v2-1 ¢) V1sz — 5 =+52+ 20
b)\/gt—Q:t—\/g d)\/éz—\/gzvl — 3z
7. Rozwiaz nieréwnosé.
a) L2 > 42l c) 103z —6) —5(z —2) < 2(4x — 8)
b) V3(z —1) > VIZa ) (V3-2)(V3+2) <4— (V3—2)?
8. Zapisz uklad rownan liniowych, ktérego interpretacje geometryczng przed-
stawiono na rysunku. Jesli uktad ma rozwiazanie, to je podaj.
a) b) ¢)
Y I Y Yo\l [l
\
T~ 1
l o Iy - /
1 I T 1 - O 1 \ / X
B I~
Ol 1 X Ol 1 ~ X
'\
9. Rozwiaz algebraicznie i graficznie uktad réwnan.
r—3y=20 —4dx + 2y =10 —0,lx 4+ 02y =1
a) 9) e)
20 —y =10 5 + 3y = 15 2y=x+1
c+4y=>5 6x — 2y = —2 z+ 05y =1
b) Y d) Y f) Y
dr+y=>5 Jy—9x =6 0,5z + 0,25y = 0,5
10. Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk- Y B
¢ji liniowych f i g. Odczytaj, dla jakich argu- :
mentow: g
a) wartosci funkcji f i g maja rézne znaki, 1 \
b) spelniona jest nier6wno$¢ f(z) < g(x). ol 1 \§
9.a)z=6,y=2 c)z=0,y=>5 e) uktad sprzeczny
Y \ Y Y
—
; —
s
— 1 X
\
/ O] 1 X _~— 0| 1 X
b)yz=1,y=1 d) uktad sprzeczny f) uktad nieoznaczony:

zeR, y=—-2x+2

10.

a)y=—3
b)y=1z+2
c)y=—-3z+2
d)y:—‘/?gx—Q
.a)b=4, czyli f(z) =az+4
f(2) =0, wiec a = —2
Zatem f(z) = —2z + 4.
NER Y
—1=2a+b

Zatem f(z) = 3z —6.

a)\/ﬁx:\/i—i—l

x:1+§

b)(\/§ t=2-+3

—V3  VB+1 _ VB-1

\/3 1 V3+1 2
) (VI5-V5)z =3v5
_ _3 . V3+1 _ 3/3+43
=71 Vi1 2
& (V6 +v3) < = 33

2= %_3(\/5_1)
a) 2z 410 > 20z — 5
18z < 15

a:<%

b)z—12>2z

< —1

c) 25z — 50 < 8z — 16

17z < 34

<2

d) 3— 2% <4—3+23z—2?
2V/3z > 2

m>§
y:%x—i—Z
. a)
y=-—-x+5
r=2,y=3
b) v=arhs
y=—3c+3
brak rozwiazan
y=—-3z+7
c)
y =4z — 14
r=3,y=-2
a) z € (—oo; —6) U (4; c0)
b) x € (—00;2)

5.3. Funkgja liniowa i uktady réwnan liniowych



11.

12.

13.

14.

15.

16.

18.

a) f(—2z+1) =
—a(—2c+1)+b=
=—2ar+a+b
—2ax+a+b=4x —3
Zatem f(z) = —2x — 1.
b) f(z) =3z —5

a) tak b) nie

a)a=-2 b)a=-5
c)a=7 d)a=-3
a)m=—2

b) m= -5 m=-1
a) m e (—2;2)

b) m € (—o0; —6) U (6; c0)
c) m* —5m+6=
=(m—2)(m—3)<0
m € (2;3)
d)4—|m+4|<0
|m + 4] > 4

m € (—oo; —8) U (0; 00)
Wspoétezynnik kierunkowy

prostej AC:

G = 2m3115+3 - —m—1
Wspéblczynnik kierunkowy
prostej AB: aap = ﬁ = -5
a) (-m—1)-(=5)=—1,
czyli m = —g

b) 3z — 6y + 1 = 0, stad
y:%x—i—é,czylia:%
%, zatem m = —%
a) 45° b) 60° c) 135° d) 150°

—-m—1=

5. Powtdrzenie

Zestaw Il - ¢wiczeniowy

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

17.

a)l—m:%,czylim:%
b)m—-2=-=L
m?—2m+1=0
(m—1)2=0, czylim =1

Wyznacz wzér funkcji liniowej f, ktéra dla kazdej liczby rzeczywistej x
spelnia warunek:

a) f(—2zx+1)=4x -3, b) f(3z +2) =9z + 1.

Sprawdz, czy punkty A, B i C naleza do wykresu tej samej funkcji liniowej.
a) A(0,2), B(5,—3), C(—2,3) b) A(3,2), B(—1,1), C(2,3)

Punkty A, B i C naleza do wykresu tej samej funkcji liniowej. Oblicz
wspolrzedna a.

a) A(0,-2), B(—2,2), C(0,a)
b) A(1,3), B(5,5), C(a,0)

c) A(L,7), B(—6,7), C(V3,a)
d) A(3,2), B(a,6), C(—1,4)

Dla jakich wartosci parametru m funkcja f jest stala?
a) fl&)=(m+2)x+7 b) flx)=(2—-|m+3|)z+4

Dla jakich warto$ci parametru m funkcja f jest malejaca?

a) flx)=(m?—4)x+7 ¢) f(x)=(m*—5m+6)r+14

b) f(z) = (6 —|m|)z -3 d) f(z) = (4—|m+4))z +4

Dane sa punkty A(5,—3), B(4,2) 1 C(3,2m — 1). Wyznacz wartosci para-
metru m, dla ktérych:

a) proste AB i AC' sa prostopadle,

b) prosta AC jest réwnolegla do prostej 3z — 6y + 1 = 0.

Dla jakich warto$ci parametru m proste p; i p, sa prostopadte?

a) piry=(1—m)z—4, pry=-2x+7

b) p1: y = mx + 5, pory=(m—2)z—3

¢) pry=(m|l-Lz—-1, pry=o+1

Oblicz miarg kata, ktéry dana Jesli a jest katem, ktéry prosta y = ax+b

prosta tworzy z osig OX. tworzy z osig OX, to a = tga.

a) V3z — 3y =6 Y
b) 3z —V3y=1
c) 2x+2y=3 9] ¥

d) \/§x+\/6y:2

c)m#1
lm|—1=—(m—1)
lm|+m—2=0
Przypadek, gdy m < 0:
—-m+m—-2=0

—2 = 0, sprzecznos¢
Przypadek, gdy m > 0:
m+m—2=0

m = 1, sprzeczno$é¢

Nie ma takiego m.



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

26.

Oblicz z doktadnoscia do 1° miare kata, ktéry prosta przechodzaca przez
punkty A i B tworzy z osig OX.

a) A(—6,—1), B(2,3) b) A(—4,1), B(2,—8)

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P i tworzacej z osia
OX kat a.

a) P(—9,-2V3), a =30° b) P(2V3,-2), a = 150°

Okresdl liczbe rozwiazan réwnania w zaleznoéci od parametru a.
a) 4+ a=2x—3a d) dax +a=2a— azx
b) B—a)z=4+z e) ad*r+1=da*+ax

c)ar—1l=a—z f) alax—a—-1)=xz—2

Dla jakich wartosci parametru a rozwigzaniem rownania jest liczba dodat-
nia?

a) 2(x+1)=3+azx b) (a+1)x=2z—-a

Koszt (w zlotych) wypozyczenia samochodu na jeden dzien opisuje funkcja
f(x) =40+ 0,2z, gdzie 40 z! jest oplata stala, 0,2 zt — oplata za kazdy
przejechany kilometr, a x — liczbg przejechanych kilometréw. Oblicz koszt
wypozyczenia samochodu, zaktadajac, ze przejechat on 500 km.

Koszt wypozyczenia samochodu na 3 dni sktada si¢ z optaty statej 100 zl
oraz oplaty 0,2 zl za kazdy przejechany kilometr. Podaj wzér funkeji opi-
sujacej koszt wypozyczenia samochodu w zaleznosci od liczby przejecha-
nych kilometréow. Naszkicuj wykres tej funkcji. Ile maksymalnie kilome-
tréw mozna przejechaé, aby koszt wypozyczenia samochodu na 3 dni nie
przekroczyt 300 z17

Inwestor za kwote K zlotych zakupil akcje dwéch firm A i B. Po roku
zysk ze sprzedazy akcji wynidst 7%, w tym zysk ze sprzedazy akcji firmy
A—4%, a firmy B —8%. Jaki procent zainwestowanej kwoty wydal inwestor
na akcje firmy A, a jaki — na akcje firmy B?

Inwestor za 100 tysiecy ztotych zakupil akcje dwoch firm, A i B, oraz ob-
ligacje. Po roku zysk ze sprzedazy akcji wyniést 5,6%, w tym ze sprzedazy
akcji firmy A — 2%, a firmy B — 6%. Zysk ze sprzedazy obligacji wynidst
4,6%. Oblicz, jaka kwote przeznaczyl inwestor na akcje firmy A, jaka — na
akcje firmy B, a jaka — na obligacje, je$li wiadomo, ze zysk ze sprzedazy
wszystkich papieréw warto$ciowych wynidst 5,4%.

z — kwota wydana na akcje firmy A
y — kwota wydana na akcje firmy B

100000 — (2 + y) —
1,02z + 1,06y = 1,056(z + y)
1,056(z + y) + 1,046(100000 — z — ) = 105400

x = 8000

y = 72000
Zatem wydano 8000 zl na akcje firmy A, 72000 zt na akcje firmy B
i 20000 zt na obligacje.

kwota wydana na obligacje

19
20.

21.

22.

23.
24.
25.

)
)
)

a) 1 rozwiazanie dla a € R

27° b) 124°
y = £x+ V3
y = \f

=5 9’

b) 1 rozwiazanie dla a # 2,
brak rozwiazan dla a = 2

¢c) (a+z=a+1
1 rozwigzanie dla a # —1,
nieskonczenie wiele rozwigzan
dlaa= -1
d) Sax = a
1 rozwiazanie dla a # 0,
nieskonczenie wiele rozwigzan
dlaa=0
e)ala—Dz=(a+1)-(a—1)
1 rozwigzanie dla a # 0
ia#1,
brak rozwiazan dla a = 0,
nieskonczenie wiele rozwigzan
dlag=1
f) (a+1)(a—1)z =
=(a—1)(a+2)
1 rozwiazanie dla a # —1
ia#1,
brak rozwiazan dla a = —1,
nieskonczenie wiele rozwiazan
dlaa=1

a) (2—a)z=1,a€ (—o0;2)
b) (a — 1)z = —a, a € (0;1)

140 zt

f(z) = 100 + 0,2z, 1000 km

x — kwota wydana na akcje fir-
my A
y —kwota wydana na akcje fir-
my B

T+y=

1,04z + 1,08y = 1,07K
z =0,25K

y=0,75K

Zatem wydano 25% kwoty na
akcje firmy A i 75% kwoty na
akcje firmy B.

5.3. Funkgja liniowa i uktady réwnan liniowych



27.

28.
29.

30.
31.

32.

33.

a) Przecinaja sie,

z) > g(x) dla z > 6.
rzecinaja sie,

z) = g(z) dla z > —10,2.
a=—2

a=1ib=-3
luba=-1ib=3
luba=3ib=-1
luba=-3ib=1
a(z+2)+b+alz—2)+b=
= 2ax + 2b = 6z — 8,
czylia=3ib=—4
Zatem f(z) = 3z — 4.

a) f(z+2) = |2z + 8| -6,
9(2) = fz+2) +4=

— T =
—~—
)

= |22+ 8| — 2
Y
g 1
ol N X
f
z € (—o0; —4)
b) g(z) = f(z —1) =
= |2z + 2| — 6,
hz) = ~fla+1) =
= —[22+ 6| +6
Y
\
ON1/ X
/
\
z=-5,z=1

5. Powtdrzenie

Zestaw lll - podsumowujacy

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

34.

35.

Wyznacz réwnania prostych, w ktorych zawieraja sie przekatne rownoleg-
toboku ABCD. Podaj wspéirzedne punktu przeciecia tych przekatnych.

a) A(—2,-1), B(4,-1), C(3,6) b) A(0,0), B(6,1), C(4,6)

Wykres funkcji g jest symetryczny do wykresu funkcji f(z) = 3o + 1
wzgledem poczatku uktadu wspoélrzednych. Wyznacz wzér funkeji g. Na-
szkicuj wykresy obu funkcji i odczytaj, dla jakich argumentéw zachodza
jednoczesnie nieréwnoscei f(z) < 31 g(x) > —2.

Zbadaj wzajemne polozenie wykresow funkcji f i g. Dla jakich argumentéw
funkcja f przyjmuje wartoéci nie mniejsze niz funkcja g?
a) fla)=5u—T7 ga)= gz +9

_z+6 x+4

b) flz) =52 - 22, g(w :

Funkcje liniowe f(z) = 4z — a oraz g(z) = ax — 1 maja wspdlne miejsce
zerowe, a ¢ jest funkcjg malejaca. Oblicz a.

Funkcje liniowe f(z) = 3z + b oraz g(z) = ax — 1 maja wspdlne miejsce
zerowe. Oblicz wszystkie catkowite wartosci wspotczynnikéw a i b.

Wyznacz wzér funkeji liniowej f, jesli wiadomo, ze dla kazdej liczby rze-

czywistej & zachodzi réwnosé f(x + 2) + f(x — 2) = 6z — 8.

Funkcja f dana jest wzorem f(x) = |22 +4|—6. Z wykreséw odpowiednich
funkcji odczytaj rozwiazanie réwnania.

a) f(z) = f(z+2) =4

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie 4m?r — 1 = 2m + z ma do-
kladnie jedno rozwiazanie spelniajace warunek |x| > 7

b) flz—1)+ flz+1)=0

Wykres funkcji liniowej f przechodzi przez punkty A(0, 3) i B(—2,1). Roz-
wigz nierownosé:
a) [f(3z)] <6,

b) f(lz]) > = +2, c) f(|2z+1]) < 13—3z.

Funkcje f i g dane sa wzorami f(z) =z + |2 —m| i g(x) =2z + |m + 1].
Wyznacz wartosci parametru m, dla ktorych:
a) wykresy tych funkcji przecinaja o§ OY w tym samym punkcie,

b) funkcje te maja wspdlne miejsce zerowe.

(2m—1)2m+1)z = 2m+1

1 _
2m—1’

m;é—% im;é%
|z| > z, wiec z < 0

m € (~ooi—H) U (=% 1)
fl@y=x2+3

a) z € (=3;1)

b) z € R

c) z € (—o0; 2)

36.a) 2—m|=|m+ 1| dlam=12
b) f(z) =0dlaz = —|2 —m]|,
g(z)=0dlaz = ——‘m;l‘

22—m|=|m+1dlam=1lubm=>5

r=



37.

38.

39.

40.

1.

42.

43.

Wyznacz calkowite wartoéci parametru m, dla ktérych punkt wspélny — 37.m € {-3,-2,-1,0,1,2,3}
wykreséw funkcji f(z) = —2x 4 |m| — 71 g(x) = 6z — 3 lezy w trzecie] 38.a)z=-T7,y=4

¢wiartce uktadu wspotrzednych. b)z=2y=-1
c)r=2,y=3
Rozwigz uktad rownan. d)z =41, y= 421
_ _ 3.
2z +y) —3(x —y) = 27 3(y4:r)72wTy:i 39.;)m€(—z,1)6
3x+y)+(x—y)=-20 © 22y y—z _ 1 )m € (_050’3_ )
2 3 6 o) mée(-33)
3x—y 1-y d) m e (—2; %) U (12; 00)
(2z4+y) —6(z+2y)=3 5 ——3 =0 1 )
{(x+2 )+2(22+y)=6 D\ ooy oty _ 40-2) m € ( 00’3)U(7’ﬁo)
Y T+y) = T+ 1 =5 b) m € (—o0; —2) U (&; 00)
M. me (0; %)

Dla jakich wartosci parametru m rozwiazaniem uktadu réwnan jest para

42, € (2:2
liczb dodatnich? ) € (557

b) Jest prosta o réwnaniu

r—3y=m ) mze+y=3 y=1x+3.
¢
2c+y=m+1 r—my=>5 43.2) v
- X
r—my=4 mx +2y==6
b) Y d) Y ol 1
z+3y=2 20 +my =1 e
Dla jakich wartosci parametru m rozwiazaniem uktadu réwnan jest para T .
liczb réznych znakéw?
% +y=m+1 Ly BT =am \
T—2y=m-—3 r+4dy=4-—m
Dla jakich wartosci parametru m punkt przeciecia prostych y —x =m —1 b) ~_
oraz 2z + y = 4m + 1 nalezy do wnetrza trojkata ograniczonego prostymi b4
y=52r+y=1liz—y=17
Dane sa proste y = x +m + 2 oraz y = 2z + 3m. 1
a) Dla jakich wartosci parametru m punkt przeciecia tych prostych nalezy o X
do obszaru opisanego nieréwnoscia |z| + |y| < 47
b) Jaka figura jest zbiér punktéw przeciecia tych prostych dla m € R?
Zaznacz w ukladzie wspotrzednych zbiér rozwigzan uktadu nieréwnosci. ©) Y
yz —3z+1 —r+2y <4 ) lz+y| <4
e
2y < x—12 y > x| —1 |z —y| <4
rT—2y<2 <2—|x—-2 < |z
b) y < RE |z — 2| ) lyl < || 1 X
z+2y<6 y > |x| —2 lz| <3
Y e) Y f) Y
1 AN 1 1
1 /, 1 1
J1 X Ol 1 X | X

5.3. Funkgja liniowa i uktady réwnan liniowych



5. Powtdrzenie

5.4. Funkcja kwadratowa

Funkcje f(x) = ax® + bx + ¢ okreslona dla z € R, gdzie a,b,c € R oraz
a # 0, nazywamy funkcja kwadratowa lub tréjmianem kwadratowym.

Wykres funkcji kwadratowej nazywamy parabola.

Znak wspoltczynnika a decyduje o tym, czy ramiona paraboli o réwnaniu
y = az® 4+ bz + ¢ sa skierowane do géry (a > 0), czy do dotu (a < 0).
Wyréznikiem tréjmianu kwadratowego nazywamy liczbe A = b% — 4ac.
Miejsca zerowe funkcji kwadratowej v = azx? + bx + ¢

= Jesli A > 0, to funkcja ma dwa rézne miejsca zerowe:

—b— VA b+ VA
2a

L1 = =9, o L2 =

= Jesli A = 0, to funkcja ma jedno miejsce zerowe: xy = ;—s (nazywamy je
pierwiastkiem podwéjnym).

= Jesli A < 0, to funkcja nie ma miejsc zerowych.

Potozenie wykresu funkcji kwadratowej y = ax? + bz + ¢ wzgledem osi OX

Y Y Y
a<0 a<0 a<0
{A>O {A:o {A<0
ol ol il
O|\/X O| X 0| X O X O X O X
a>0 a>0 a>0
A>0 A=0 A<O

Wzor funkcji kwadratowej

= Posta¢ ogélna: y = azx? + bz + ¢, gdzie a # 0 Y

= Posta¢ kanoniczna: y = a(z — p)? + ¢, gdzie a # 0 p
T
\
\

Punkt o wspotrzednych (p, ¢) jest wierzcholtkiem [0 X
paraboli oraz:
b A [o) — :

P=—5 1 ¢g=—75

= Postac iloczynowa:

ejesli A >0, toy = a(x —z1)(x—x2), gdzie z; 1 x5 sa miejscami zerowymi;
e jesli A =0, to y = a(x — x0)?, gdzie x, jest miejscem zerowym;

o jesli A < 0, to nie istnieje postaé iloczynowa.



Zestaw | — wprowadzajacy

1.

Podaj réwnanie paraboli przedstawionej na rysunku, jezeli wiadomo, ze
powstata ona w wyniku przesuniecia paraboli y = %xQ.

a) \Y /[ b) \ Y [ o)\ Y
\ / \ / \
\ / \" o1 /X N S
/ \ /
1 / \ / 1
o] 1 X o 1 x

Przedstaw wzor funkcji f w postaci kanonicznej. Naszkicuj wykres tej
funkcji i odczytaj z niego jej zbior wartosci.

a) f(z)=a*+8x+16 c) f(z)=
b) f(z) = 2* — 4z d) f(z) =
Wykresem funkcji f(z) = 2%+ bz + ¢ jest parabola o wierzchotku w punk-
cie W. Oblicz wspoélezynniki b i ¢ oraz podaj zbiér wartosci funkcji f.

a) W(0,0) c) W(0,-1) e) W(2,3) g) W(4,1)

b) W(-1,0) d) W(1,4) f) W(-1,4) h) W(-1,-1)

—22—6x—5
-2z +4x -2

Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f.
a) flz) =2 +4v2x —2 b) f(z) = —102? + 200z + 3000

Podany przedzial jest zbiorem wartosci funkeji f(z) = 2? 4+ bx + 1. Oblicz
wspotezynnik b.
a) (—3;00)

b) (0;00) ¢) (—8;00)

Wykres funkcji kwadratowej f, do ktoérego nalezg punkty A i B, jest
osiowosymetryczny wzgledem prostej x = 1. Zapisz wzér funkcji f w po-
staci kanonicznej oraz podaj wspotrzedne wierzchotka jej wykresu.

a) A(—].,O), B(OaG) b) A(0,0), B(3’6)

Parabole o réwnaniu y = 22 + 2z + 1 przesunieto o wektor . Naszkicuj
otrzymang w ten sposob parabole i podaj jej wzor.
a) w =[3,0] b) w =[0,-2] «¢) w=][3,-2]

d) @ =[-1,-2]

O jaki wektor nalezy przesunac¢ wykres funkcji f(z) = 322, aby otrzymaé
wykres funkcji g?

a) g(z) =32 +6x+5 ¢) g(z) =32+ 3z +1

b) g(z) = 32? — 6x+5 d) g(z) = 32* + 122 + 12

Ly=z>4+22+1=(z+1)°

a) y=a—4z+4
b)y=a>+2zx—1

a) g(z) =3(x®+2z) +5=3(x+1)> —3+5=3(z +1)? + 2, wektor [—1,2]
b) g(z) = 3(2* — 2z) +5=3(x — 1) — 3+ 5 = 3(x — 1)* + 2, wektor [1,2]
¢) g(z) =3z +2)+1=3z+ 1) -2 +1=3(x+3)*+ %, wektor [—1,1]
d) g(z) = 3(2® + 4z) + 12 = 3(z + 2)% — 12 + 12 = 3(x + 2)?, wektor [—2, 0]

.a)y:%(av—Z)2
b)y:%x2—4
c)y=3(x+2)*+3
a) y = (z+4)%
(D) = (0;00)
b)y=(z—2)*—4,
f(D) = (—4;00)
¢) y = —(¢+3)> +4,
f(D) = (—o0;4)

d) y = —2(z - 1)
f(D) = (—00;0)
a)b=c=0, f(D)=(0;0)
)b=2,c=1,
f(D) = (0;00)
c)b=0,c=-1,
f(D) = (-1;00)
d)b=-2¢=5,
f(D) = (4;00)
e)b=—-4,¢c=1,
f(D) = (3;00)

f) b=2,¢c=5,
f(D) = (400)
g)b=-8,¢c=17,
f(D) = (1;00)
h)b=2¢=0,
f(D) = (=1;00)

. a) maleje w (—o0; —2+/2),

roénie w (—2\/5; 00)
b) maleje w (10; 00),
rosnie w (—o0; 10)

g = —Pgee
a) _b24—4 — _37
czylib=—4lubb=14
b) —&54 =0,
czylib= —21lub b=2
o) —E5t =8,

czylib=—61lubb=26
a)y=a(z—1)"+gq

. {O—a(—1—1)2+q

6=a(0—1)°+¢q

a=—2

q=38
Zatem y = —2(z — 1)® + 8,
W (1,8).

b) f(z) =
W(l,-2)

20z —1)% -2,

5.4. Funkcja kwadratowa



10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

()

(z) < 0dla

€ (—o0;—1) U (4; 00)

) f(z) =3(z —1)(z - 3),
f(z) <0dlaze (1;3),
f(z) > 0dla

z € (—o0;1) U (3;00)

¢) f(z) = (z—3)*

f(z) >0dlaz e R\ {3},
wartosci ujemnych nie
przyjmuje

d) f(z) = —2(z - 1)%,
f(z) <0dlazeR\{l},
wartosci dodatnich nie
przyjmuje

a) (2%7_14)7 (_%73)

b) brak punktéw wspdlnych
a) —4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4
b) —2,-1,0,1,2

c) 1,2,3 d) 4

€(-1;2) b)z=-1
€R

=R\ {-2,1}
=(-%3)

= (—00;3) U (5;00)
a) min — _17 fmax =3
b) fmin = _87 fmax =0

C) fmin S 17 fmax =4

d) fmin = 07 fmax =8

a) y=—(z+1)(w—2) =

O
~

oo 8 8

d)y=((z+1)+1)
((z+1)-2)+4 =2 +z+2
& y=(o- 31~
Zatemy:(x+%)2_%:

=22 + 9z + 18.

5. Powtdrzenie

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

18

a) 2 rozwigzania dla

m € (—oo; —4) U {0} U (4; 0),

3 rozwiazania dla m € {—4, 4},

4 rozwigzania dla m € (—4;0) U (0; 4)

Rozwiaz réwnanie.
a) z(2c+1)=0
b) 32?2 —6x =0

c) 252> —1=0
d) 22 —3=0

e) 22 —6x+9=0
f) 42?2 +4x+1=0

Sprawdz, czy rOwnanie ma rozwigzanie.

a) 22 —3r++/5=0 b) 2> +4r+3v2=0 c) 22226243 =0

Wyznacz miejsca zerowe funkcji f i zapisz jej wzdér w postaci iloczynowej
(o ile jest to mozliwe). Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego, dla
jakich argumentéw przyjmuje ona wartosci dodatnie, a dla jakich — ujemne.
a) f(z)=—-2+3x+4 ¢) fl&)=a*—6x+9

b) f(z) =32 — 122+ 9 d) f(z)=—222+4x —2

Wyznacz punkty wspélne paraboli i proste;j.
a) y=—62>+Tr+6,y=1—6z b)y=32>—-20+7,y=4x—4

Wyznacz wszystkie liczby catkowite spelniajace podang nieréwnosé.
a) x> < 16 b)9—22>0 c) z? <4z d) 16 + 2% < 8x

Dane sg funkcje f(z) =222 —z+ 31 g(x) = x + 7. Rozwiaz nieréwnosé.
a) f(z) <g(z) b) f(x) +z-g(z) <O ¢) f(z)+g(x) >0
Wyznacz dziedzine funkcji f.

b) f(z) = V6 — bz — 622

a) f(z) = 5

— z—1
°) f(z)= \/o2-82+15
Naszkicuj wykres funkcji f. Wyznacz wartoéci najmniejsza i najwieksza
funkcji f w podanym przedziale.
a) f(z) =a® -2z, (-1;3)
b) f(z) = —2* — 2z, (0;2)

c) flx) =244z +4, (—4;-3)
d) f(z) = =22 + 42 +6, (0;3)

Podaj wzér funkcji, ktérej wykres otrzymano w wyniku przeksztalcenia
paraboli o réwnaniu y = (z + 1)(x — 2) przez:

a) symetrie wzgledem osi OX, d) przesuniecie o wektor w = [—1,4],
b) symetri¢ wzgledem osi OY, e) symetri¢ wzgledem prostej z = —2.

¢) symetrie wzgledem poczatku uktadu wspélrzednych,

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj liczbe rozwiazan réwnania f(x) = |m|
w zalezno$ci od parametru m.

a) f(z) =|(z+3)* -4 b) f(z) = |(z +1)(z + 3)|
b) 2 rozwigzania dla
m € (—o0; —1) U{0} U (1;00),
3 rozwigzania dla m € {—1,1},
4 rozwigzania dla m € (—1;0)U(0; 1)

v I
\ /
\ |
\ |
VANV L
O] 1 X Ol 1 X




Zestaw Il - ¢wiczeniowy

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Dana jest funkcja f(z) = a(z — 7)(z + 1), ktérej najmniejsza wartosé jest
rowna —4. Oblicz wspdlczynnik a oraz wyznacz wspélrzedne wierzchotka
paraboli bedacej wykresem funkcji f.
Wyznacz wzér funkeji kwadratowej, jezeli wiadomo, ze jej wykresem jest
parabola o wierzchotku W (1,2) oraz:
a) jednym z miejsc zerowych jest 0, b) nalezy do niej punkt A(3,4).
Dana jest funkcja f(x) = 2* + 5z + ¢. Oblicz wsp6lezynnik ¢, jesli:
a) do wykresu funkeji f nalezy punkt P(—2,1),
b) funkcja f ma doktadnie jedno miejsce zerowe,
¢) najmniejsza warto$¢ funkcji f jest réwna —2.
Oblicz wspo6lezynniki b i ¢ tréjmianu y = 22 + bx + ¢, jesli:
a) tréjmian ten ma dwa pierwiastki 2 1 —5,
b) tréjmian ten osiaga najmniejsza warto$¢ réwna 7 dla z = —1,
¢) tréjmian ten przyjmuje wartosci ujemne tylko dla z € (—1;4),
d) wykres tego tréjmianu jest symetryczny wzgledem prostej x = 3 i prze-
cina 0§ OY w punkcie (0,5).
Wyznacz wszystkie wartoéci wspoélczynnika ¢, dla ktérych funkcja f ma
dwa rézne miejsca zerowe.
a) f(x) =224z +c ¢) f(z) =12 -6z —c
b) f(x) = —2*+5x+c¢ d) fla)=a?—z—c
Wyznacz wszystkie wartosci wspotczynnika b, dla ktérych funkcja f ma
doktadnie jedno miejsce zerowe.
a) f(x)=2*+bx+3 b) f(z)=2>4+bx—4 ¢) f(x)=22"+bz
Rozwiaz réwnanie.
a) 2 +522-36=0 ¢) 2*+222-15=0 e) 22 —9)z[ =0
b) ¢ — 822 -9=0 d) 22+ 722 —4=0 f) 2>+ 18 =9|z]
Rozwigz algebraicznie i graficznie uktad rownan.
y=2a"+4x -3 b y=—x+4x y=zsa®—dx+7
r4+y=-7 r+y=4 T—Yy=29
b)z=1,y=3lubz=4,y=0 c)z=4,y=—-1lubz=6,y=1

Y

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

a)b=3,¢c=-10
b)b=2c=8
c)b=-3,¢c=—-4
d)b=-6,c=5

a)c<2 b)c>-L
¢)c>-36d)c>—1

a) b= —2v3,b=2/3

b) Nie ma takich wartosci.
c)b=0
a)r=-2x=2
b)z=-3,z=3
c)a::—\/g,w:\/g
d)x——@,wzg
e)rx=-9,2=0,z=9
f) 2= -6,z =-3, x =3,
z =

| =
[uiy

5.4. Funkcja kwadratowa




27.

28.

29.
30.

31.

32.

a) 0 miejsc zerowych dla
m € (1;00),

1 miejsce zerowe dla m =1,

2 miejsca zerowe dla
m € (—oo;1)
b) 0 miejsc zerowych dla
m € (—o0; 3) U (2; 00),
1 miejsce zerowe dla
m e {3,1,2},
2 miejsca zerowe dla
m € (3;1)U(1;2)
a) 0 rozwigzan dla

€ (—12;12),
1 rozwiazanie dla
a € {—12,12},
2 rozwiazania dla
a € (—oo; —12) U (125 00)
b) 1 rozwiazanie dla
a € {—1,0},
2 rozwiazania dla
a€R\{-1,0}
a)a>-1 b)a< -1
a) A=1—4(m+1)°
m+1<0iA<O0
m<—1i(m+1)*>1

m<—%
b) A = (m —1)*+
+m(m? —1) =

= (m —1)(m?+2m — 1)

m’—1<0iA<0
€(-11)

imé€ (—oo;—v2—-1)U

wige m € (V2 —1;1)

Dlam =1 f(z) = —

dla z € R.

Zatem ostatecznie

m e (V2 —1;1).

a) m € (—4;0)

b)m=2 ¢ym=>1

d) Dla m = 0 nieréwnosé
przyjmuje postaé

—32x+2<0, czyli z > 2.

3

Dla m # 0 nieréwnos¢ jest

kwadratowa.

A= (m 3)2 —4m(2 —m) =
=5(m—1)(m - 3)
m<0iA<O0,

czyhm<01m€<1;%>

Zatem nie ma takiego m.
a) 1 +x2 = —4, 1122 = —
b) 1 + 22 = —3(v3 - 1),

$1$2:2—\/§

5. Powtdrzenie

27.

28.

20.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

33.
34.

35.

Okresdl liczbe miejsc zerowych funkcji f w zaleznosci od parametru m.
a) f(x)=2*4+2x+m b) f(x) = (m—1)z?+2mx +3m —2

Okresl liczbe rozwigzan réwnania w zaleznosci od parametru a.

a) 42 +ar+9=0 b) (a+1)z*+ (a+2)x+1=0

Dla jakich wartosci parametru a funkcja f przyjmuje tylko wartosci nie-
ujemne?

a) f(z)=(a+3)z* —4x +2 b) f(z) = (1—a)z?* + 4z —2a

Dla jakich wartosci parametru m funkcja f przyjmuje tylko wartosci ujem-
ne?

a) f(z)=(m+1)z>—z+m+1 b) f(z)=(m*-1)z*>+(m—1)z -2

Dla jakich wartosci parametru m nieréwnoéé jest prawdziwa dla kazdej
liczby rzeczywistej x?

a) mz>+mx —1<0 ¢) (m—1)(m+1)z*+(m—1)z+5 >0
b) (1—m)z?>+mx—1<0 d) mz?+(m—3)z+2-m<0

Wzory Viete’a
Jezeli réwnanie kwadratowe az?+bzx+c = 0 ma pierwiastki z; i 5 (A > 0),

to: b
C

X1+ Xy =—— Oraz xq- Ty = —
a a

Oblicz sume i iloczyn pierwiastkéw réwnania.

a) 322+ 12r — 18 =0 b) (V3+1)a?+6x=1—+3
Okreél znaki pierwiastkéw réwnania.

a) 102 — 3z — 100 =0 c) 202+ 52z +2=0

b) 72>+ 142 —3 =0 d) —622 +2+2V/3=0

Liczby z; i 7, sa pierwiastkami réwnania 1222 —4x—15 = 0. Oblicz wartosé
wyrazenia:

) a? + a3, ) [o1 — s, & L+,

b) ((L‘l —xg)z, d) ($1+2$2)($2+2$1), f) I%%z + w%lml'
Dla jakich wartosci parametru a réwnanie ma pierwiastki o réznych zna-
kach?

a) 4+ 2x+a+2=0 b) ax? +4x+a+3=0

a) o réznych znakach b) dodatnie ¢) ujemne d) o roznych znakach

a) 22 4+ 23 = (z1 + z2)? —2x1x2:12—2+2~ﬁ— =24

18
2 47 | 5 _ 46 1
) (z1 — z2) —$1+$2—2$1$2:ﬁ+—:3:5§

)|$1—$2|—\/ 151—152 *\/ F

d) (z1 + 222)(z2 + 221) = 2(2? + 23) + bri2e = gg

=3

o

e) LI S ei+ed  (z14x0)?-2@iws _ 376 _ 1151
7 ;g = 2%x2 (z122)2 — 225 — 225
f) 1 1 — x1+xTo — 16

z T z2zl z%z% 75
a) a b) a € (=3;0)



36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

42.

43.

44,

Dla jakich wartoéci parametru a réwnanie ma dwa rézne pierwiastki do-
datnie?

a) 2>+ (2a—3)xr+2a+5=0 b) az® —(a+2)z+a+2=0

Dla jakich wartosci parametru a réwnanie ma dwa rézne pierwiastki ujem-
ne?

a) 2+ (a+2)z+a—-1=0 b) az®* —4dx+a+3=0

Znajdz dwie liczby, ktérych suma jest réwna 3 oraz:

a) suma ich kwadratéw jest réwna 65,

b) réznica ich kwadratéw jest réwna 33. xI
€T

Woké!t basenu o wymiarach 9 m x 4 m wylozono
kafelkami pas szerokosci x. Jaka jest szeroko$é
tego pasa, jesli zuzyto 68 m? kafelkow?

Suma cyfr liczby dwucyfrowej jest réwna 7. Jezeli pomnozymy ja przez
liczbe o przestawionych cyfrach, to otrzymamy 1300. Znajdz te liczbe.

Wyznacz najmniejsza wartos¢ sumy kwadratéw liczb = i y, jedli:
a) T4y =3, b) z —y =6, c) 2z —y=0.

Drut o dlugosci 68 cm dzielimy na dwie czesci — z jednej tworzymy ramke
kwadratowa, a z drugiej — prostokatna. Stosunek dlugosci bokéw ramki
prostokatnej wynosi 3:1. Na czesci jakiej dlugosci nalezy rozciaé¢ drut,
aby suma pdl powierzchni ograniczonych przez ramki byta najmniejsza?

Przedstaw pole P prostokata (rysunek ponizej) jako funkcje zmiennej x.
Podaj dziedzineg tej funkcji i naszkicuj jej wykres. Dla jakiego argumentu
pole jest najwieksze? Wyznacz wymiary prostokata o najwiekszym polu.

a) b) [AC| = [BC|
. c
’ D 2w E
x
y
B\ A G B
4 ] \ 12 |

Obwod prostokata jest rowny 24 cm. Jakie powinny by¢ dlugosci jego bo-
kéw, aby walec, ktory powstanie przez obrot tego prostokata wokot jednego
z bokéw, mial jak najwieksze pole powierzchni bocznej?

Drut nalezy rozciaé na czesci dlugosci 29% cm i 38%
ramke kwadratowa.
a) P(z) =2z(4 —z), Dp = (0;4), pole najwieksze dla z = 2,
wymiary prostokata: 2 x 4
b) |[AC| = |BC| = 6+/2 oraz |CG| = 6
Z podobienstwa tréjkatow ABC i DEC: & — =¥ czyli y = 6 — x, gdzie = € (0;6)
Zatem pole prostokata opisuje funkcja P( ) = 2:5 (6 —x) = —2x2 + 12z.
=12 =3 Wtedy y=6—3=3.

Zatem prostokat o najwiekszym polu ma wymiary 6 x 3.

cm, z krétszej czesci robimy

Funkcja P przyjmuje najwigksza wartos¢ dla z.,, =

kwadrat o boku 6 cm

36.

37.

38.
39.

40.

41.

a) A =4a® —20a — 11 >0
dla a € (—o0;—3) U (53;00)
r1x2 =2a+5>0

dla a € (—21;00)
x1+x2=3—2a >0
dlaa< —13

Zatem a € (—21;—1).

b) A =(a+2)(2—3a) > 0dla
a€(-23)

T+ T2 =122 = ‘Hf >0
dla a € (—oo0; —2) U (0; 00)

Zatem a € (0; 2).
a) A=a’+8>0dlaa€R

zizg=a—1>0dlaa>1
T1+22=—a—-2<0
dla a > —2

Zatem a € (1;00).

b) A =—4(a+4)(a—1) >0
dlaae( 4;1)

T1T2 = a+3>0

dla a € (—o0; —3) U (0; 00)
231+232—%<0

dla a € (—o0;0)
Zatem a € (—4; —3).
a) —4,7 b) 7, —4
(44 2z)(9+ 2z) —
gdzie z > 0

42 + 26z — 68 = 0
r=-85<0lubzxz=2
Zatem x = 2 m.

4.9 =68,

I sposéb

16 - 61 # 1300

25 - 52 = 1300

34 - 43 # 1300

II spos6b

x — cyfra dziesiatek

7 — x — cyfra jednosci
(10 + 7 — 2)(10(7 — )+
+x) = 1300

2> —Tx+10=0
r=2lubxz =5

Szukana liczbg jest 25 lub 52.
a) 45 b) 18 ¢) 0

5.4. Funkcja kwadratowa



45.

46.

47.

a) w =90, gdzie n € N

n =15

v1 — $rednia predkosé
pierwszego kolarza

t1 — czas jazdy pierwszego
kolarza

vo — Srednia predkosé
drugiego kolarza

v1t1 = 120, St@d t1 = %,
gdzie v1 > 0

vg =01 — 1

(vi—1)(t1+ %) =120
(v1 — 1) (% + %) — 120
v? — v — 600 =0

V1 = 25 km/h

vy = 24 km/h

5. Powtdrzenie

46.

47.

48.

49.

48.

49.

. Wyznacz liczbe wierzchotkéw wielokata, ktory ma:

a) 90 przekatnych, b) 135 przekatnych, ¢) 189 przekatnych.

Dwaj kolarze przejechali trase 120 km. Pierwszy jechal ze érednig predko-
Scig o 1 km/h wigksza od predkosci drugiego i cala trase pokonal w czasie
0 12 minut krétszym. Oblicz $rednig predko$é kazdego z kolarzy.

Punkt porusza sie wzdluz osi OX, a jego potozenie w chwili ¢ dane jest
wzorem z(t) = 4t*+t, gdzie x wyrazone jest w metrach, a t — w sekundach.
Oblicz srednig predkosé punktu od chwili ¢£; do chwili ¢,.

a) t;=0s,t, =15 b)t;=18,t,=25s c) t1=0s,t, =25
Rowerzysta przejechal z miasta A do miasta B odleglego od A o 54 km.
Wzor s(t) = 36t — 6t* opisuje dlugosé s (w kilometrach) drogi pokonane;j
przez rowerzyste po t godzinach jazdy.

a) Oblicz, ile czasu jechal rowerzysta.

b) Oblicz $rednie predkosci rowerzysty w pierwszej i w drugiej godzinie

jazdy oraz na calej trasie (w km/h).

Z wysokosci 5 m wypuszczono z tuku pionowo do géry strzale z predkoscia
poczatkowa 50 m/s. Wysokoéé strzaly nad ziemia (w metrach) mozna
przyblizy¢ wzorem:

h(t) =5+ 50t — 5¢2
gdzie t jest czasem lotu strzaly (w sekundach).
a) Okresl dziedzine funkcji h.
b) Przerysuj tabele wartosci funkcji h do ze-

wysoko$é [m]

szytu i ja uzupelnij.

ts] 1 2 3 4 5 6 7 8 9
50 85 110 125 130 125 110 85 50

¢) Po ilu sekundach od momentu wypuszcze-
nia z tuku strzala osiagnie wysokos$é, z ktérej
ja wypuszczono?

d) Po ilu sekundach od momentu wypuszczenia
z tuku strzata osiagnie najwieksza wysoko$¢? 5

1 czas [s]

e) Na jaka najwieksza wysoko$é doleci strzala?

a) 36t — 6> = 54, gdzie t > 0

t=3h

b) s(1) = 30, s(2) = 48, 5(3) = 54

Srednia predko$¢ w pierwszej godzinie: v = 310:(? = 30 [km/h]
Srednia predko$é w drugiej godzinie: v = 48-3% = 18 [km/h]

Srednia predkos$é na calej trasie: v = 2=2 = 18 [km/h]
a) 54 50t — 5t > 0, gdzie t > 0, D = (0; 5 + v/26)

¢) 5450t — 5t =5, gdzie t > 0

t=10s

d) z, = 225’2) =5 [g]

e) h(5) =130 m




Zestaw lll - podsumowujacy

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

56.

57.

Wyznacz miejsca zerowe funkcji f, ktérej wykresem jest parabola o wierz-
cholku W przystajaca do paraboli y = z2.

a) W(m*0) b) W(0,-25m?) c) W(—2m,—4m?) d) W(m,—4m?)
Funkcja f dana jest wzorem f(z) = (x — 2p)? + p, gdzie p € R. Wyznacz
zbior wartodci funkcji g oraz podaj rownanie osi symetrii jej wykresu.

a) g(z) = f(z+p)—p ¢) g(x) =p— f(z)

b) g(x) = f(p— =) d) g(z) =p— f(2p — 2)

Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie odczytaj z niego liczbe rozwigzan
réwnania f(z) = a w zaleznosci od parametru a.

2z —1)* dla <2
=2 D(z—-3 =
0 S@=2Aer D@y o g@={ 0 <
1,.2

2 [ g +2r dla z<0
b) f(x) = —[a* — 4] +2 b s ={ A
Rozwiaz réwnanie.
a) 3z —4dz+2|=1 d) 22 —2z+z—-1]=1
b) |#? + 2z — 10| = 10 e) x|+ 1—2a*=1
¢) |z —6x+7 =2 f) |a® + 4z — 5|+ |2* + 42| =5

Rozwiaz uklad réwnan.

) y=x>+8x+12 b y=a>—6z+ 11 y=(z-2)?%-1
a c
y=—2°—-2x y=(x—1)(z+1) y+a* =6z -5

Rozwiaz uklad réwnan.
zy = —6 2’ +y* =13 92° +y* = 25
a) {7 b) Y ) Y
r+y=1 z—y=1 xy =4
Dla jakich wartosci parametru m dziedzing funkcji:
fx) = /ma? + (m +2)x + (m + 2)

jest zbiodr liczb rzeczywistych?

Dla jakich warto$ci parametru m zbiorem wartosci funkcji:
flz)=(m+1)z> —8x+m
jest przedzial (—7;00)?

mz? + (m+2)z+ (m+2) =0

Dlam=0:2x+2>0dlaz > —1.

Dlam #0:m>0iA=-3(m+2)(m—2) <0, czylim>0

im e (—o0;—2) U (2;00).

Zatem m € (2;00).

Funkcja f nie jest liniowa, poniewaz zbiér wartosci funkcji liniowej jest jedno-
elementowy lub jest rowny R. Oznacza to, ze funkcja f jest kwadratowa oraz:
m+1>0iy, =24m16 - 7

czylim>—-1im= -9 lubm = 1.

Zatem m = 1.

51.

52.

53.

54.

55.

.a)z=m!
b) x = —5m, x = 5m
c)z=0,z=—4m
d)z=-m,z=3m
a) g(D) = (0;00), x = p
b) g(D) = (p;00), z = —p
¢) 9(D) = (=00;0), = 2p
d) g(D) = (=00;0), 2 =0
a) 0 rozwigzan dla

a € (—o0;0),

2 rozwigzania dla

a € {0} U (8;00),

3 rozwiazania dla a = 8,

4 rozwigzania dla a € (0;8)
b) 0 rozwigzan dla a € (2; c0),
2 rozwigzania dla

a € (—oo0; —2) U {2},

3 rozwiazania dla a = —2,

4 rozwigzania dla a € (—2;2)
c) 1 rozwiazanie dla

a € (—00;0) U (2; 00),

2 rozwigzania dla a € {0, 2},
3 rozwigzania dla a € (0;2)
d) 1 rozwiagzanie dla

a € (—o0;—2) U (55 00),

2 rozwigzania dlaa € {—2,5},
3 rozwigzania dla a € (—2;5)

cJz=1y=0
lubx=4,y=3
a)r=-2,y=3
lubz=3,y=-2
b)z=-2,y=-3
lubz=3,y=2
)z=-3y=-3
lubz=-1,y=—-4
lubz=1,y=14
lubazzg,y:iﬁ

5.4. Funkcja kwadratowa



58.

59.

60.

61.

62.

63. m €
64. a
65. a

67.

m+1#0

i A=4(2m? —5m —3) =
=8(m—3)(m+3)=0,
czylim#—-1im=3
lubm:—%
Zatemm:?)ixo:%lub
m:—limo:—Q.

2
Dla 22 — 2z +m = 0:
A=4—4m >0,

czyli m € (—o0;1).
Dlax2+(m+l)x+1:0:
A=m?+2m—3 >0, czyli
m € (—oo; —3) U (1;00).
Zatem m € (—oo; 1) lub

m € (—oo; —3) U (1;00),

co oznacza, ze m € R.

f(z) =0 = g(a)

222 —3z4+m—1=

=22 —2x+m+1

22 —3r—-2=0
r=—1lubxz=2

Zatem z = —1 dlam = —4
lub z =2 dlam = —1.

x1 + 22 =7, czyli

41 + 4dxos = 4(I‘1 + Iz) =
=928 = —b,

zatem b = —28.

r1xe = 2, czyli

41 - 4o = 162122 = 32 = ¢
A=(m+3)(m-1)>0,
czyli m € (—o0; —3) U (1; 00)
T1+ra=1—m <2,

czyli m > —1

Zatem m € (1; 00).

(0;1)

5. Powtdrzenie

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

66.

68.

Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie (m+ 1)z* —4mz +2m+3 =0
ma pierwiastek podwojny? Wyznacz ten pierwiastek.

Wykaz, ze dla dowolnej wartosci parametru m przynajmniej jedno z row-
nan z? + 2z +m = 0 oraz 2> + (m + 1)z + 1 = 0 ma rozwiazanie.

Dla jakich warto$ci parametru m funkcje f(x) = 22* — 3z +m — 1 oraz
g(x) = 22 — 2z +m+ 1 maja wspolne miejsce zerowe? Wyznacz to miejsce
Zerowe.

Liczby x; i x5 sa pierwiastkami réwnania x? — 72 + 2 = 0, a liczby 4z,
i 4z, sg pierwiastkami réwnania 22 +bx +c = 0. Oblicz x, + x5 oraz x, - Ts,
a nastepnie wyznacz wspotezynniki b i c.

Dla jakich wartoéci parametru m suma dwdéch réznych pierwiastkow row-
nania z2 + (m — 1)z — m + 1 = 0 jest mniejsza od 27

Dla jakich wartosci parametru m suma odwrotno$ci dwéch réznych pier-
wiastkéw réwnania mz? — 2z + m = 0 jest nieujemna?

Dla jakich wartoéci parametru m dwa rézne pierwiastki réwnania:
222 +mz —2m =0

a) sa wieksze od 1, b) sa mniejsze od 27

Dla jakich wartosci parametru b dwa rézne pierwiastki x; i xo réwnania
62% + bx + 1 = 0 spelniajg warunek:

a) xy + xy =4, b) |xy — x| = 27

Sprawdz, czy istnieje taka liczba m, ze dwa rézne pierwiastki x; i o réW-
nania 2 + mx + m = 0 spelniaja warunek:

1 1 _ 9
(&) (5 +m) =3

Dla jakich wartosci parametru m dwa rézne pierwiastki x; i o réwnania:
a) (4m —1)2* — 8ma +4 = 0 spelniaja warunek - + - > 1,

b) 222 + (2m — 1)z 4+ 2m + 1 =0 spelniaja warunek x? + 22 > 1,
c) z*+ (m+2)z+4=0 spelniaja warunek |z, — zy| = 37

Wyznacz wzor funkeji y = f(m) i naszkicuj jej wykres, jesli wiadomo, ze
f(m) jest suma:
a) kwadratéw pierwiastkéw réwnania 2? — 2ma +m? — 1 =0,

b) odwrotnosci pierwiastkéw réwnania (5m — 1)(m — 1)a? + 6z + 1 = 0.

A =m(m—4) >0dlam € (—o0;0) U (4; )

(7 +22)(55 +21) =
(ate)? _ (A+m)2 9

2m? —5m+2=0dlam = 2 lubm =2
Zatem takie m nie istnieje.

a) A=4>0dlameR

z2 + ot = (z1+ $2)2 —2z122 =
fim)=2m*>+2 meR

b) A = —20m” + 24m + 32 = —20(m + 2)(m —

b\2 2
() —%

2) >0dlam e (—%;2)

1, 1 =zt b
axil zrg ~  ®iT2  C
f(m) =6, me (-%;2)



5.5. Wielomiany

Funkcje zmiennej rzeczywistej  dang wzorem:
w(T) = apx™ + a, 12"+ .+ ar +ag
gdzie a,, # 0, n € N, nazywamy wielomianem stopnia n.
Funkcje w stale réwna zero nazywamy wielomianem zerowym (w = 0)
i jego stopnia nie okreslamy.
Liczby: a,, a,_1, ..., a1, ag nazywamy wspoétczynnikami wielomianu,
a wspolczynnik ¢y — wyrazem wolnym.
Kazdy niezerowy wielomian mozna przedstawi¢ jako iloczyn czynnikow
stopnia co najwyzej drugiego.
Liczbe a nazywamy pierwiastkiem wielomianu w, jesli w(a) = 0.

Twierdzenie o rozkladzie wielomianu
Dla dowolnych wielomianéw w i q, gdzie g # 0, istnieja wielomiany p i r
takie, ze:
w(z) = p(x) - q(z) + r(z)
oraz r = 0 lub st(r) < st(q).

Twierdzenie o reszcie
Jesli r jest reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian z — a, to
r=w(a).

Twierdzenie Bézouta
Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w wtedy i tylko wtedy, gdy wielo-
mian w jest podzielny przez dwumian z — a.

Twierdzenie o pierwiastkach caltkowitych

Jezeli wielomian w(z) = a,2" +a, 12" ' +...+a1x+ag (ag # 0) o wspol-
czynnikach calkowitych ma pierwiastek catkowity, to jest on dzielnikiem
wyrazu wolnego ag.

Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych

Jezeli wielomian w(z) = a,2" +a, 12" ' +...+ @z +ay (a, # 0, ag # 0)
o wspolczynnikach catkowitych ma pierwiastek wymierny = = § ip,qsa
liczbami catkowitymi wzglednie pierwszymi, to p jest dzielnikiem wyrazu
wolnego ag, a q jest dzielnikiem wspoteczynnika a,,.

Liczbe a nazywamy pierwiastkiem k-krotnym (k € N, ) wielomianu w,
jezeli w jego rozkladzie wystepuje czynnik (z — a)* i nie wystepuje czynnik
(x — a)F+L.

5.5. Wielomiany



—1, st(k) =3
— 3z, st(k) =2
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z) = ($+1)($—1)($—2)
z) = (z+3)(z+2)(x—2)

4)(22° + 3)
z—1)>%(x+1)-

5. Powtdrzenie

Zestaw | - wprowadzajacy

1.

Oblicz wspétezynniki a i b wielomianu w, jezeli w(1) = 3 i w(0) =

a) w(z) =z +ax* -2z +0b

Dane sa wielomiany w(x) = 222 —11iu(x) = 323

i podaj jego stopien.
a) k(z) = u(z) +w(z)
b) k(z) = u(z) — w(x)

—2.

b) w(z) = ax'®® + 52°° —

@k@)id)+%()
d) k(z) = 3z - w(z) — 2u(z)

102%° + b

—x2. Wyznacz wielomian k

Dla jakich wartosci parametréw a i b wielomiany » i w maja réwne wspot-
czynniki przy odpowiednich potegach?

a) u(x) = 8x* —a, w(x)

= (b+2)a® +1
b) u(z) = z(x +a)®*+0b, w(z)=2>

— 622+ 9z

c) u(z) =z(ax —b)*+b, w(x)=92>+62>+z+1

Roz16z wielomian w na czynniki.

a) w(z) = 5z’ — 2023
b) w(z) = x® — 12522

¢) w(z) = —5z° + 30x* — 4523
d) w(z) = 22° 4+ 8z* — 102

Roz16z wielomian w na czynniki.

a) w(r) =% —22% —x +2 d) w(z) = 3z* — 1523 — 62 + 30x
b) w(z) = x® + 32% — 4z — 12 e) w(z) =2z* — 8z + 32? — 12z
c) w(z) =3x* —2*+ 62 — 2 f) wx)=a®—a3—2*+1

Roz16z wielomian w na czynniki.

a) w(z) = (r+3)* —

b) w(z) = (2x —4)? — (2 — x)?
Rozwiaz réwnanie.

a) 3z° = 1223 d)

b) 52° = 20x e)

c) 2% = (2x)® f)

Rozwiaz réwnanie.

a) ¥* +222 —x—2=0
b)x +522+32+15=0
c) 2 =32 -4 +12=0
d) 2z —2*+ 162 —8=0

a)r=-2,z=-1,z=1
b) z = -5
)rx=-2,z=2, =3
dz=-2z=1
e)z=-1,z=3
f)z:—%,x:%,$:2
g =g
h)z:%,x:%

(2z 4+ 1)? ¢) w(z) =5(x—1)>—20(z—1)*

X

4

2727 = —8x* g) 6x'—122°+622 =0
ta’ = 3227 h) 7 — 2% = 62°
2 = /22° i) saf+a® = 1a®—
e) 2 —3x* =3 -
f) 403 — 8z =2 —2
g) 1223 — 2 =32 — 8z
h) 54zt = 2723 + 22 — 1



Wykonaj dzielenie wielomianu w przez wielomian g. Zapisz wielomian w 9. a) w(z) =(z+1)-

w postaci w(z) = p(z) - ¢(x) + r(x). (222 — 3z + 1) — 4

a) w(x) =22%—2*—2x -3, ¢lx)=x+1 b) w(z) = (3z—2)(2* — ) +3
3 9 c) w(z) = (z+5)

b) w(z) =32* —b52* 4+ 22+ 3, ¢(z) =3z —2 (—z*+22° —3) +6

) w(r) =—2" -3z +102° =32 -9, q(z)=x+5

. Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w(z) = x* + 2° + 22 + x + 1 przez  10.a) 31 b) 11 ¢) 3v2+7
dwumian gq.

a) q(z) =z —2 b) q(z) =z +2 c) qlz) =2 — V2
. Nie wykonujac dzielenia, sprawdz, czy wielomian: 11. a) w(—1) = 32 # 0, nie
w(z) = 2* + 32 — 152 — 192 + 30 D) il 2 =05 il
. . . c) w(—3) = —48 #£ 0, nie
jest podzielny przez dwumian q. d) w(4) = 162 % 0, nie
a) q(z) =z +1 ¢) gz) =x+3 e) g(z)=x+5 e) w(—5) = 0, tak
b) q(z) =z +2 d) qz) =2 —4 f) q(z) =z —6 f) w(6) = 1320 # 0, nie

. Wspdlezynniki wielomianu w(x) = 2° + ayz* + ... + a1z + ag sa liczbami  12.a) —3,0,5 b) 0,5 ¢) 0, 2
catkowitymi. Ktére z liczb: —3, 0, 1, 2, 5 nie moga by¢ pierwiastkami
wielomianu w, jezeli:

a) ap =4, b) ag = 6, c) ag =157
. Rozwiaz réwnanie. 13.a) z =1
a) 3x* —a2?—x—1=0 d) 22* + 8z + T2 —4x —4 =0 b)x:1’$:2’11":3
b) 28 — 622 + 11z — 6 =0 e) 28+ 322+ 12 =0 R A
c) 22 + 2> —132+6=0 f) a* —2® —2® —2x-2=0 j))z:_iji_lj’:_
. Rozléz wielomian w na czynniki. g = 1tS5
a) w(z) =223 — 322 — 11z +6 c) w(r) =a*+ 2% + 2% — 42 — 20 flz=-1,2z=2
: : 14. a) w(z) = 2z—1)(z+2)(z—
b) w(z) = 22® — 922 + 27 d) w(z) = 2* +22° — 142> + 22 — 15 b)) w((w)) :((1: - 3))2(235 2’_(3) )
. Wspélezynniki wielomianu w(z) = asx® +asz* +. .. +a,z + ag sa liczbami c) w(z) = (z — 2)(z + 2)-
calkowitymi. Ktére z liczb: —2, —1, 122 nie moga by¢ pierwiastkami (z* +z +5)
wielomianu w, jezeli: d();?“g‘f)l): (z —3)(z+5)-
a) ap =4, as =4, c) ag =6, as =4, 16.2) —2, 1 2, 3
b) ay =4, a5 = 6, d) ap =6, as =67 b) -3
. Rozwiaz réwnanie. ©) 5 %4%
a) 3x® — 222 +2x+1=0 ¢) 43 + 722 —6x+1=0 d) -3 3
b) 22 + 2?2 =3z +1=0 d) 1222 + 822 =z + 1
e}
p="28 g1 g =18
) x=—-1— Z,m:%,m:—l—i—\/ﬁ
Tz = —%, T = %

5.5. Wielomiany



17.

18.

19.

20.

a) v(z,y, 2) = —4e’yz+
—8xy’z — 8wyz® + dzz’+

+ 2292, v(—1,2, —%) =
b) v(z,y,z) = —xy?2> +
—zyz? + 2zyz,
v(—1,2,—3) =33

a) z = 2 — dwukrotny,

x = 4 — jednokrotny

b) x = —1 — trzykrotny,
x = 3 — jednokrotny

¢) z = —2 — dwukrotny,
B = —% — jednokrotny,
B = % — jednokrotny
d) z = —2 — dwukrotny,
B = —5 — jednokrotny,
x = 1 — dwukrotny

a) z € (—oo;—3) U (0;2)
b) x € (—2;00)

c) z € (—oo;—2) U {1}
d) z € (—oo; —1) U{1}U
U(2; 00)

e) z € (—oo0; —2) U {0}
f) z € (—3; —%) U (%, 00)
g) = € (—o0;—1)

h) z € (—o0;1)

a) z € (—4;1)

b) z € (0; 3) U (5;00)

c) z € (—oo; —1) U{0}U
U(1; 00)
d)ze(—2;,-1)U(0; 1)U
U(2;00)

5. Powtdrzenie

—17

Zestaw Il - ¢wiczeniowy

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

21.

22.

23.

Wyznacz wielomian v(z,y, z) = 4u(z,y, 2) — 2w(z,y, z) i oblicz jego war-

tos¢ dlax =—-1,y=2, 2= —1.
w(z,y,z) = 30yz + doyz? — zy?

w(x,y, z)

a) u(z,y,z) = s0°yz — 2xy’z + vz,
b) u(x,y,z) = ta*y’z — jay2?,
Rozwiaz réwnanie. Podaj krotnosci pierwiastkéw.
a) (z—2)(z* — 6z +10) =2(z — 2)

b) (2% + 2z + 1)(a* — 22) = 3(x + 1)?

¢) (x4 2)(42® +82%) =2? + 4o+ 4

d) (z-1)*(z+2>+(x—1)3@+2)?2*=0

= 128y z + Swy?2? — ayz

Rozwigz nieréwnosé.

a) z(z —2)(x+3)<0 e) z°+8z? <0

b) 3(z+2)(z?+ 1)(x+1)2>0 f) 423+ 1222 -2 —32>0
¢) 3z+2)(2*+1)(z+1)2>0 g 2°+32°+3x+1<0

d) 2x+1)(x—2)(2*—-1)’<0 h) —2*+222—42+3>0

Rozwiaz nieréwnosé.
a) z* +32° — 422 <0
b) 162° — 8z3 +x > 0

c) 2%+ a* > 227
d) z° + 4x > 52®
Po podzieleniu wielomianu w przez wielomian p otrzymano iloraz q oraz
reszte r. Wyznacz wielomian p.
a) w(z) =a®+22° — 5z +5, q(z)=2+3z—2,
b) w(z) = 2x* —bz* +x +1, ¢(x)=2>—3z+2,

r=3

r=—1

Dla jakich warto$ci parametru m reszta z dzielenia wielomianu w przez
wielomian ¢ jest rowna r?

a) w(z) =2 +222+me -8, qglz)=x-2, r=14

b) w(z)=2>+32*+|m—2|, q(z)=2+1, r=6

¢) w(z) =2+ (m*—1)2? = 3mz, qz)=z-1, r=-2

Dla jakich warto$ci parametru ¢ wielomian w jest podzielny przez dwu-
mian ¢7

a) w(z) =2 —az’*+2ax—3, qr)=2-3

b) w(z) = a*x® —dazx +5, q(z)=z+1

a) 2° + 222 — 52+ 5= (ax +b) (2> + 3z —2)+3
a=1

3—2b=05,czylib=—1

Zatem p(x) =z — 1.

b) p(z) =2z +1

a) w(2) =8+2m =14 dlam =3

b) w(—1)=|m —2| —4=6dlam=—8lub m =12
¢) w(l)=m®—-3m=-2dlam=-2lubm=1
a) w(3)=24—-3a=0dlaa=38

b) w(-1) = —-a*+4a+5=0dlaa=—-1luba=5



24.

25.

26.

27.

28.

29.

27.

28.

29.

Na rysunku przedstawiony jest wykres wielomianu trzeciego stopnia. Po-  24. a) w(z) =0 dla z € {1, 2,4},
daj jego miejsca zerowe, zbiér argumentéw, dla ktérych przyjmuje wartosci w(z) >0 dla

dodatnie, oraz wzér tego wielomianu. z € (1;2) U (4; 00),
w(z) = (z—1)(z —2)(z — 4)

a) ¥ . b) Y [ o Y P(2,4) b) w(z) = 0 dla z € {~2, 2},
) / / /\ w(z) > 0 dla
B P@,2) | \ \ z € (—2;2) U (2 00),
ol 1 X / \ \ w(z) = %(w—?)Q(w—i—Q)
' TN \ ¢) w(z) =0dla z € {0, 3},
[\ [N/ W st
/ P(3,-2) / o] 1 X o] 1 X z € (—o0;0) U (0; 3),

w(z) = —z2(z — 3)

Dla jakich wartoéci parametréw p i ¢ liczba x jest dwukrotnym pierwiast- o5, a) I sposéb

kiem réwnania? (2® =222+ pz—q) :

a) ¥ — 222 +pr=¢q, 19 =1 b) 2% + pr® + qr =2, o = —1 i (a® — 2z + 1) =z + (),
gdzie r(z) = (p— 1)z — ¢

Dla jakich warto$ci parametréw a i b wielomian w(x) = 32 +42? — 13246 Zatem p =1, ¢ = 0.

jest réwny wielomianowi u? IT sposéb

a) u(z) = (z—1)(az® +bx —6)  ¢) u(z)= 3z —2)(az’ +br+a—b) @’ (— 2962)-;(1?:6 = ;1 =
=(x-1)(x—7r)=

b) u(z) = (ax + b)(2* — bx — a) d) u(z) = (x + 3)(az® —bx +a —b) — 2P (—r — )+

i ; . +z(2r+1) -7,

Wierzchotki trapezu ABCD naleza do y a1 , T

paraboli y = 1(9 — z?). Punkty Ai B sa D (z0, 5(9 — 7)) e ———

punktami przeciecia paraboli z osia OX, Woéwezas r =0, p=1, ¢ = 0.

a punkty C'i D lezg powyzej osi OX. b) I sposéb

Wyznacz wielomian opisujacy pole tra- (2 +pa® +qz — 2) :

pezu w zaleznoéei od zy (rysunek obok). It c(@? 422 4+1) =

Podaj dziedzine tej funkcji. Dla jakiej o T 3 =z —p—2+r(z), gdzie

wartoéci xy pole trapezu jest réwne 167 /A B\ r(@)=(¢-2p+3)z—p

Zatem p =0, ¢ = —3.

Dany jest prostopadloscian (rysunek obok). } IT sposéb
a) Wyznacz wielomian opisujacy objeto$é¢ tego pro- o \ o’ +pa® +qr—2=
. , . .. L. . . | [ :(x+1)2(x—7‘):
stopadtoscianu w zaleznosci od z. Podaj dziedzine tej | 3

s 8 | =z +z(—r+2)+
funkcji. e ***% +a(=2r+1)—r,
b) Oblicz objetosé tego prostopadloscianu dla z = 5. z el gdzie r jest pierwiastkiem

. . .. . . . rownania.

c) W}//z.nacz Wlelor_mag opl.su!]adcy pole [.).ow1erzchn1 calkowitej tego prosto- Wowezas r =2, p = 0,
padloécianu. Podaj dziedzine tej funkcji. g=-3.

26.a) a=3,b=7
b)a=3,b=-2
c), d) Nie ma takich a i b.

Krawedzie prostopadtoscianu maja dhugosci 2z,  —2, x — 1. Wyznacz wie-
lomian opisujacy objetos¢ tego prostopadloscianu w zaleznosci od x. Podaj
dziedzine tej funkcji. Dla jakiej wartosci x objetosé prostopadloscianu jest
réwna 127

A(-3,0), B(3,0), |AB| =6, |CD| = 2z0

Wysoko$é trapezu: h = %(9 —x3), 2o € (0;3)

P(z0) = 2(6 + 2z0) - 2(9 — 25) = 2(3 + 20)*(3 — 20), D = (0;3)
13+ 20)*(3 — o) = 16

(zo —1)%*(zo +5) =0

P(xo) =16 dlazo =1

a) V(z) = 5% + 202% — 252, = > 1

b) V/(5) = 1000

¢) P(z) = 222 + 40z — 50, z > 1

V() =22® — 62> +4x, z > 2, V(3) = 12

5.5. Wielomiany



30.

31.

32.

33.

34.

36.

37.

38.

w(x) =
=(z—4)@*-3z+1)+2=
=z — Tz + 13z — 2

22 -T2’ + 13z —-2=6—=z
(z—1D(x—-2)(x—4)=0
z=1lubz=21lubax =4
w(m) =m? +m? —6m =
=m(m — 2)(m + 3)

w(m) =0 dlam= -3
lubm =0 lubm =2

w(2) =5a—30=0
iw(l)=2a—3b—24=24
Zatem a = 6, b = —12.

w(z) = 32 — 62> —27x+54 =
=3(z—2)(z> - 9)

w(z) =0dlaz=-3
lubz=2lubz =3

w(z) = (4b — a)z®+

+(ab— 16)z® +2(b — a + 6)x
w=0dlaa=8,b=2

w(z) = (x +2)(z — 3)(az +b)
w(—=1) = —4(—a+0b) =

=4a —4b= -8

w(0) = —6b = —24

Zatem a = 2 oraz b = 4.
w(z) = 2(z +2)*(x — 3) =

= 2z% + 2% — 16z — 24
w(z) >0 dla

x € {—2} U (3;00)
a=-3,b=2,

w(z) >z + 2 dla

z € (—2;0) U (2; 00)

a) 2 — 522 +3z4+9>0
(@+1)(z-3)">0

D = (-1;00)

b) 18x® —32% — 4z +1>0
(2z+1)3z—1)>>0

D= (=3i3) U (5500)

w(z) = (¢ —p)* - (z + 2p)
Zatem p jest podwéjnym pier-
wiastkiem wielomianu w.

5. Powtdrzenie

Zestaw lll - podsumowujacy

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

35.

39.

Po podzieleniu wielomianu w przez dwumian x — 4 otrzymano iloraz
x? — 3z + 1 i reszte 2. Rozwiaz réwnanie w(z) = 6 — z.

Dla jakich wartosci parametru m wielomian w(z) = z* + (m — 8)z + 2m
jest podzielny przez dwumian x — m?

Wielomian w(x) = 3z®+ (a+b)z* — 272 + a — 4b jest podzielny przez dwu-
mian x—2, a reszta z dzielenia przez dwumian x—1 jest rowna 24. Wyznacz
wartosci parametréw a i b oraz oblicz pierwiastki tego wielomianu.

Dane sa wielomiany f(z) = (a — 2b)a® + 92% — 62 — 2, p(z) = ax + 2
i q(x) = 2* + bxr — 2. Wyznacz wartosci parametréw a i b, dla ktérych
wielomian w(z) = p(x) - q(z) — 2f () jest wielomianem zerowym.

Reszta z dzielenia wielomianu w trzeciego stopnia przez dwumian x+1 jest
rowna —8. Liczby —2 1 3 sa pierwiastkami tego wielomianu, a jego wykres
przechodzi przez punkt (0,—24). Wyznacz wzér wielomianu w i podaj
zbiér argumentéw, dla ktérych przyjmuje on wartoéci nieujemne.

a) Wielomian w(x) = 323 +52% — 92 — 4 ma pierwiastek wymierny nalezacy
do przedziatu (1;2). Rozwiaz nieréwnosé w(z) > 0.
b) Wielomian w(x) = 52® — 2% — 9 — 4 ma pierwiastek wymierny nalezacy
do przedzialu (—1; —3). Oblicz pierwiastki tego wielomianu.
Pierwiastki z1, i x3 wielomianu w(x) = 2 4+ az + b spelniaja warunki
xy — 2o = 0 oraz x; — x3 = 3. Oblicz a i b oraz rozwiaz nieréwnos¢é:

w(z) >z + 2

Wyznacz dziedzing funkcji f.

a) f(z) =23 —522+3x+9 =

/1823322 —da+1

b) f(x)

Wykaz, ze liczba p # 0 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu:

w(x) = 2 — 3p*x + 2p?

a) Jaki warunek musza spelniaé¢ wspélczynniki wielomianu trzeciego stop-
nia w(x) = az® + bx® + cx + d, aby dla dowolnego argumentu z € R
zachodzila réwnosé w(z) + w(—x) = 07
b) Wykaz, ze jedli dla dowolnego argumentu = € R wielomian w spelnia
warunek w(z) = w(—=z), to wielomian ten nie moze byé¢ wielomianem
trzeciego stopnia.

a)w(d)=3-2+5.8_-9.2_4=90

Dzielimy wielomian w przez dwumian (z — %) i otrzymujemy (3z° + 9z + 3).
(x—3)(32* +92+3) >0

b) w(—2) = 5(~ ) — & —9(~4) ~4=0

Dzielimy wielomian w przez dwumian (z + %) i otrzymujemy (52% — 5z — 5).
(z+ 2)(52° — 52 —5) >0

a) w(—z) = —az® + bz —cx +d

w(z) + w(—z) = 2bx? +2d=0dlab=d =0 oraz a,c € R

b) Zatézmy, ze w(z) = w(—z) dla z € R i w(z) = asz® + a22® + a17 + ao.

Wtedy azz® + a2z® + a1z + ap = —azz® + a2x® — a1z + ao dla = € R.

Stad az = —as oraz a1 = —az, czyli a3 = a1 = 0.

Zatem wielomian w(z) nie jest trzeciego stopnia.



5.6. Funkcje wymierne

Funkcje postaci y = ¢, gdzie x € R, oraz

x

a jest stata dodatnia, nazywamy propor-
cjonalnoscia odwrotna, wielkosci = i y — ‘ \
odwrotnie proporcjonalnymi, a stala a —
wspotczynnikiem proporcjonalnosci. — ol 3 =
Wykresem funkcji y = ¢, gdzie x € R\ {0}, \

a # 0, jest hiperbola. \
Prosta y = 0 jest jej asymptota pozioma,
a prosta x = 0 — jej asymptota pionowq.

_.
e
|
1]
8-

Funkcje postaci f(z) = %42 gdzie ¢ # 0, okreslong dla z € R\ {—2},

cx+d’
jezeli nie jest ona funkcja stata, nazywamy funkcja homograficzna.

Wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola.

Postaé f(x) = = + q, gdzie z € R\ {p} i r # 0, nazywamy postacia

z—p
kanoniczna funkcji homograficzne;j.

Zestaw | — wprowadzajacy

1. Przerysuj do zeszytu i uzupelnij tabele, wiedzac, ze wielkosci x i1 y sa
odwrotnie proporcjonalne.

z 1 i 1 1 2 3 2v/3 4 24
y 48 36 24 12 6 4 23 3 3

2. Do wykresu proporcjonalnoéci odwrotnej y = ¢ nalezy punkt A. Wyznacz

jej wzbr.
a) A(3,2) b) A(—3,4) c) A(V2,V6)
3. Wyznacz dziedzing wyrazenia.
) (z+4)(z—2) ) z2—2x+3 ) 344z
(z—3)(z+7) 9224 27x3 4z
4. Rozwiaz rownanie.
4 dr—1 1 1
a)x—%—l c) — =3z e)x+2w—6
3z—1 1 x 2z 5 1
b) 9-5x 2 d)z—+2*z—2 f) T 7

[
~

2888 &

~

[
~

&
~

o

~

o
-

)

~ —

y=3

y=-2
y=28
D=R\{-7,3}
D=R\{-3% 3}
D =R\ {0}
z=1Db)z=1
a:z%,a:zl
r=—6, =0
o=1
z=-1z=1

5.6. Funkcje wymierne



=5
a) A, C
b) z € (—o0;0) U (5; 00)

g(@) = 7%, D=R\ {2},
D) = R\ {0},
malejew( 00;2) i w (2;00)
b) g(z) = =22+, D =R\ {1},
9(D) =R\ {-2},
rosnie w (—o0;1) i w (1;00)
a) g(z) = ———3 tak

b) g(z) = — 6, tak

c) g(z) = +2 nie

a) f(z) = ;37 +

D=R\{- 1},m_—§

b) f(z) = 75

D=R\{2}, m —13

ca) f2) = =20 = = 41

x

3z+6

vy
|

i

v

f(z) > 0dla
z € (—00;2) U (5;00)

b) /(@) = 52 =
_ _2

T z43
Y

ety

| =

\

|

() >0dlaxz € (—3;-2)
_ 3(=+5+3 _

¢) f(z) = HEAEE =

:z+5+3

F(z) >0 dla
z € (—o0; —6) U (—5; 00)
\ y

\

\

~

iy

5. Powtdrzenie

5. Na rysunku obok przedstawiono wy- Y

10.

10.

kres funkcji f(x) = 2. Oblicz a.

a) Ktore sposréd punktéw A(—5,2),
B(v/5,v/5) i C(},-20) nie naleza do ~

L
A,
\]

njot

=

wykresu funkcji f? y .
—_— 1 X
b) Podaj zbiér tych argumentéw, dla g
ktérych funkcja f przyjmuje wartosci N
mniejsze od 1. \
Wykres funkcji f przesuni o wektor w. Podaj wzdr otrzymanej w ten spo-
sob funkcji g, wyznacz jej dziedzine i zbiér wartosci. Odczytaj z wykresu
przedzialty monotonicznosci funkcji g.
2 1
a) f(‘r):;7 —>:[270] b) f(w):_gv _):[17_2}
Wykres funkcji f(z) = — % przesunieto o wektor i otrzymano wykres funk-
cji g. Wyznacz wzor tej funkcji, jezeli punkt P jest srodkiem symetrii jej
wykresu. Sprawdz, czy punkt A(Z, —4) nalezy do tego wykresu.
a) P(07 _3) b) P(17_6) C) P(_272)
Podaj wzor funkcji, ktérej wykres przedstawiono ponizej. Dla jakiej war-
tosci wspdlrzednej m punkt P(m, 3) nalezy do tego wykresu?
a) b)
| 1YV Y
\
\
S PRI .
— /
0| .1 X 0] X
\
/
Przedstaw wzér funkeji f w postaci kanonicznej. Naszkicuj jej wykres i od-
czytaj, dla jakich argumentow funkcja f przyjmuje wartosci nieujemne.
_ x5 _ —2x—4 _ 3x+18
a) f(z) = =2 b) fla) = 2 0) fla) = ¥t
Funkcja f dana jest wzorem f(z) = % Zapisz wzor funkcji ¢ w postaci
kanonicznej i wyznacz rownania asymptot jej wykresu.
a) g(z) = f(z+4) -1 b) g(z) = f(—x) c) g(z) =3 — f(z)
flo) =202 = — 22 + 3
a) gl@)= 25 t3-1=—2-+2
Asymptoty: z = —5, y = 2
b) g(z) = —=35 +3= 725 +3
Asymptoty: z =1,y =3
C) ()_3+z+1 3_z+1

Asymptoty: © = —1, y =0



Zestaw Il - ¢wiczeniowy

11. Na rysunku obok przedstawiono wy- Yoty
kres funkcji f(z) = x‘%p +q.
a) Podaj wspélczynniki p i ¢ oraz wy- f
znacz miejsce zerowe funkcji f. —
b) Odezytaj z wykresu, dla jakich ar- _“\\\1
gumentéw funkcja f przyjmuje warto- o 11 X
$ci wieksze od 5, a dla jakich — mniej- \
sze od 3.
12. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzing, zbior wartosci oraz miejsca
zerowe. Dla jakich argumentéw funkcja ta przyjmuje wartosci dodatnie?
_ 3z 2243 _ 3x—12
2) fla) = 22 0) fla) = 2t3 ¢) fla) = 212
_ 32z _ —3z—6 _ 3xz+12
b) f(a) = 22 d) fla)= 220 gy fa) = 22t
13. Wykres funkcji f przesunieto o wektor . Podaj wzér otrzymanej hi-
perboli oraz wspoélrzedne punktéw, w ktérych przecina ona osie uktadu
wspotrzednych.
2 2zx—1
a‘) f(x):ma _):[27_1] C) f(x):$+37 ﬂ)_[072]
o . 3 — o 3x - _ [
b) f(l')—4 :1:+4’ u _[L 2] d) f(x>_2z_37 ’U,—{ 273]
14. Wyznacz dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uprosé. Oblicz jego wartosé
dla x = —2.
9 22 +92+8 22 +102+25
a) 23322 C) 2z+16 ) x2+4x—5
z°—8lz 2 +22-3 4z2-1
b) 249 d) 21 f) 2x3+x2—-6x—3
15. Wyznacz dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uprosé. Oblicz jego wartosé
dla z = 7.
23-3x2+43z-1 z2-4 3 . 2242x+4
) 16—z4 z?2—2z+1 b) (=" —8): z+2
16. Wykonaj dzialania. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
S5z 3z
) Tt d) H5+57-8
3z+1 T z+3 r—3 249
b) z+1 z+2 e) x—3 z+3 229
1 3z 1 1 3
©) 22420+1  z+1 D osmtas ™t 922—91+2
23322 13, 22— _ A(z—1)+3(x+2) _ Tx+2
15. a) == iy = 16.3) “he+y - = GoDGTD
— (z-1)° L S p) Cet@tDtae+l) _ 2024 dnt1
@A D @17 CESVIEE)) CESCED)
_ (=1 — z—1 —3z(x _3z2 3z
= Crs =54 ¢) L (:;Jfl;l) _ 3(z+?)2+1
D=R\{-2,1,2}, & d) SeletDtse( 1) 8(2%-1) _ 2048
3 . z+2 _ 2 -1 xz<—1
P) (@ =8 srimrs e) E+2+(@-3)2-(22+9) _ o249
= (z-2)(z” + 2z +4)- z2i;z2+4 = 35-2+43 11;93 6 0
=x°“—14 (B3z—-1)(3z—2) (83z—1)(3z—2)

D=R\{-2}, 45

12.

13.

14.

—00; 1) U (4; 00)
a) D = f(D) =R\ {3},
(z) =0dlaz =0,
(z) > 0 dla

€ (—00;0) U (3;00)
D =R\ {2},
R\{ 2}

—~ =N =
8
N
Il
()
o
=
&
8
[l
wlw

00; =2) U (35 00)
d) D = f(D) =R\ {=3},
f(z)=0dlax = -2,
f(z) >0dlaze (—3;-2)
e) D= f(D)=R\{3},
f(z)=0dlaz =4,

f(z) >0 dla

x € (—00;3) U (4; 00)

f) D=R\{-3},

f(D) =R\ {3},

(z) =0dla z = —4,
(z) > 0 dla

L 8 =
—
I
8
|
&

= C
i
w
8
N

o
=z

e @ = M
Il

&
R+
w
>
Il

o
~

Il
IS
8
-
o
—~
|
=oRjor jw
=
=
—
=
o
N

(=9
~
Il

©
8
-
©
—~

o
&
8
F=N
8
[ V]
I
=]
o
o -
Il
=
-
()

)
~
8
-+
=

o
=
8
+ o

D
. D=R\{-1,1}, -1
,D=R\{-5,1}, —

8 8
+ +
o1»~

]
~ —
Ny

\
_

| &

s

2 _

D*R3\7 {_\/_7 27\/_}
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17.

18.

19.

20.

a)z?—x—12=0,2 #0
r=-3, x=4
b) z? — 102 +21 =0, z # 0
r=3, =7
c) brx —38=0,x #7,
T #8

38

ZZ':?

d) 2?2 -8z +16=0,z # 1,
e

r =4

e)dx =8, xz#1,x#3

B =72

f) —2?= -3 z# 1,
== 1l

z=—/3 =3

(z+4)(z-3) _
a) e—Dern = 0

x# -4, x#1
B= 3

st D(@+2) _
b) == — =0

T# -2, x#0

z=-—1

c) 9x2—12m+4:0,x7é§,
sprzeczne

d) 2> + 92 — 36 =0, z # —3,

x#3

x=—12

e) —dx=—-6,z#0
r—3

2
f) 6 =6,z # -2,z #1,
sprzeczne

a) z € (—o0;0) U (2;00)
b) z € (1;00)

a) z € (0;4)

b) z € (—00;0) U (£;00)
) z € (—o0; 3) U (2;00)
dyz € (3;5)

e) z € (1;00)

f) e (—5;-1)U(2;,00)
g) = € (=2;0) U (2;10)

h) z € (—o0; —7) U (—3; —1)U
U(1; 00)

i) z € (—o0; —%) U (0; 00)

5. Powtdrzenie

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

21.

22.

23.

Rozwiaz réwnanie.
do-12 _ 3 2 e+l | a1 _
3)5— T =7 C) $77+$7870 e)z1+x7 =2
21 _ 94 2041 _ 4 o
b) z+ - =10 ) Z- =t ) P
Rozwiaz réwnanie.
22 yz—12 6 r 18
) z243z—4 0 d) z+3 T -3 z2-9
234322422 2z-3 | 5z-3 222 +z 6
b) x242x 0 ) x T z2 =2+
9x2 -5z T 1-x 42 9
) 3z—2 2+ 32 f) z+2 + z—1  x24z-2
Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego zbidr rozwiazan nieréwnosci
flz) <2
2 dla x>0 20 dla z<2
a) f(x) = b) flz) =9
~% dla 2<0 4 dla = > 2
r—2 T
Rozwiaz nieréwnoscé
4 2z—-5 3z 2z
@) ;21 45 > ! )iz Sz
6 z+1 242 z+1
b);<5 e)x}a h) — —
3—x 1 3 2 1+=x
¢) 5oy ST f)z_+1<_2 1)ZJF?’>1+2
Rozwiagz nieréwnosé
1 z4+1 3 1 1 1
a) o+l  z Z 3 c) z+1 T x+2 > x243z+2
3 2z+3 r+2 z—3 1
b) x+ﬁ/ 3—z d) x+1+E\ z2-1
Rozwiaz graficznie réwnanie f(z) = g(x) i nieréwnosé f(z) > g(x).
2 —3z—1
2) f@) =2, g@) =2 b) fl) = 2L g(@) = -1
Dana jest funkcja f(z) = Z4. Rozwiaz nieréwnoscé:
a) f(z) < flz+1), b) f(z—=3)> f(z).
Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie ma dwa rozwigzania?
a)x—l—é:m b) m3 _ g
xT r—m
Dla jakich wartosci parametru m nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdego
x € R?
max+5 z?+z+1 z2-1
) 241 >0 b) —z24+mz—9 <0 C) mx®—2 >0
a) z € (—oo; —2) U (—1;0) U (1;00) 24. a) m € (—o0; —4) U (4; 0)
b) z € (3;00) b) m € (—o0; —6) U (2;3) U (3; c0)
c) z € (— 2—1)U( 1; 00) 25.a) m =0
d) z € < So=1) U (s 2> b) Licznik jest dodatni dla kazdego
a) f(z) = g(x) dla x € {1, 1}, z € R, czyli mianownik musi by¢é
) > g(z) dla x € (—o0; —1) U (0; 1) ujemny dla kazdego = € R.

)2 g(z) dlaze (-

a) x €
b

(0;1)
z € (—o0;1) U (4;00)

)
f(z
b) f(z) = g(z) dla = € {-3,0},
f(z 00; —3) U
)

A =m?—36 < 0, czylim € (—6;6)
(—1;0) ¢) Licznik jest ujemny dla kazdego

z € R, czyli mianownik réwniez

musi byé ujemny dla kazdego

z € R, stad m € (—o0;0).



Zestaw lll - podsumowujacy

26. Wyznacz dziedzing i miejsca zerowe funkcji f.
—4 3 +2 -3
2) fla)= % - 3 o fr) =15~
_ z+6 _ 1z 2x—5
b) f(z)==— —2z d) fl2) =3+ 5

Punktem kratowym w uktadzie wspétrzednych nazywamy punkt, ktorego
obie wspoéirzedne sg liczbami catkowitymi.

27. Wyznacz wspdlrzedne wszystkich punktow kratowych nalezacych do wy-
kresu funkcji f.
_ 2x41 _ 2x420
2) fla) = 2L o) fla)=2E2
_ “2z-2 _ 3z46
b) fla) = 2 Q) fla) = 2t
28. Wyznacz najwieksza liczbe calkowita spelniajaca nieréwnosc.
1 2
a) ﬁ —1>z C) ; I_—|-2
-5 T+2 2
b) 5o=1 >3 ) %or1 S ort
29. Rozwiaz rownanie.
5 z—1| _ 1 2
a) m =1 c) x+3‘ 1 ) Bz J2a—1|
6 _ 6c-3 34|
b) = d) 2x+1‘ - ) |55 -1 =8
30. Rozwiaz nieréwnos¢.
9 1 1 1
a) gy <1 b) o ) or3 2 e
31. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzine i zbiér wartosci. Okresl
liczbe rozwiazan réwnania f(x) = m w zaleznosci od parametru m.
_ 2 - = =l
2) f@) =5 \ L 43 ) fa) = 2L
_ 2 .
32. Rozwiaz graficznie nieréwnosé.
2x—1 T—x 1
a) x+2‘<3 b) | 2] >3 ¢) ‘x_l“<1
33. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie ’3 — %’ = m ma dwa pier-
wiastki dodatnie?
31.a) D =R\ {0}, f(D) = (0;00), d) D =R, f(D) = (3;5),

liczba rozwigzan réwnania f(x) = m:
0 rozwiazan dla m < 0,

2 rozwigzania dla m > 0

b) D =R\ {1}, f(D) = (3; ),
liczba rozwiagzan réwnania f(x) = m:
0 rozwiazan dla m < 3,

2 rozwigzania dla m > 3

¢) D=R\ {1}, f(D) = (0; ),
liczba rozwigzan réwnania f(x) = m:
0 rozwiazan dla m < 0,

1 rozwiazanie dla m € {0, 3},

2 rozwigzania dla m € (0;3) U (3; co)

liczba rozwiazan réwnania f(x) = m:

0 rozwiazan dla m € (—oo;3) U (5; 00),

1 rozwiazanie dla m = 5,

2 rozwigzania dla m € (3;5)

&) D = R\{1}, f(D) = (~o0;0)U(1; 00),
liczba rozwiazan réwnania f(x) = m:

0 rozwigzan dla m € (0; 1),

1 rozwiazanie dla

m € (—oo0; —1) U {0} U (1; 00),

2 rozwigzania dla m € (—1;0)

26.a) D=R\ {%},
miejsce zerowe: —g
b) D =R\ {0},

miejsca zerowe: —2, 2

¢) D=R\ {25},

miejsce zerowe: 8

d) D =R\ {-1,1},

miejsce zerowe: 7

a) f(w) = 2ot =24 22,
czyli x — 1 musi by¢ dzielni-
kiem 3, stad =z € {—2,0,2,4}
(=2,1), (0,-1), (2,5), (4,3)
b) (_257 _3)7 (_177 _4)7

( 13, _6)7 (_117_10)7

27.

(—10,-18), (—8,14), (—7,6),
(-5,2), (—1,0), (7,-1)
c) (—13,1), (—10,0),
(_97 )7 (_87 _4)7 (_678)7
(=5,5), (—4,4), (-1,3)
d) (—10,2), (—4,1), (—2,0),
(_17 1)7 (07 3)7 (17_9)7
(3,15), (4,9), (5,7), (6,6),
(8,5), (14,4)
28.a) x < -2, czyliz = -3
b)z € (=5 5),
czylixz =0
c) z € (—o0;—2) U (1;4),
czylix =3
d) z € (-1;—3)U(0;1),
czyliz =1
29.a)x=2,2=12
b) x = %, T = i—l
Jz=-1d)z=0eaz=1
fla=-1,20=-3
30. a) z € (—o0; —1) U (2; 00)
b)z e (§3)U(53)
¢) z € (—o0;—3) U (—3; %>
32. a) z € (—o0; —7) U (—1;00)
b) z € (1;3) U (3;4)
c)xz€e (—oo;O) U (2;00)

£) D =R\ {1}, /(D) = (~1;00),
liczba rozwigzan réwnania

f(z) =m:

0 rozwigzan dla m < —1,

1 rozwiazanie dla m € (—1;1),

2 rozwigzania dla m > 1

5.6. Funkcje wymierne



36.

37.

38.

39.
40.
4.

Wspotrzedne punktéw prze-

cigcia: (—1,1), (—%,—%)

Asymptoty wykresu: x = 3

iy=3

fl@)=35+3

Wykres przechodzi przez

punkt (1,0), czyli a = 6.

fl)=3H5+3=23

flz) <1, czyli

2z < 0dlaz € (0;3)
—zrz+liy=xz+5

— —2, Yy = 3

fl@)==+3

Wykres przechodzi przez

punkt (0,2), czyli a = —2.

f@) = 75 +3= 2

f@z)y=0dlaz=—3
v1 = 80 km/h, v2 = 70 km/h
v1 = 18 km/h, vy = 14 km/h
v — predkos¢ pradu rzeki
22,5 min to 2 h

18 _ 18 3
30-5 — 2040 T 5 0<v <20

0% + 96v — 400 = 0
v=4km/h

8 < s
Il e

5. Powtdrzenie

35.

36.

37.

38.

39.

40.

4.

34.

Przeczytaj zamieszczony w ramce przyktad.

Wykaz, ze funkcja f(z) = f—fs jest rosnaca w przedziale (—3; 00).

Zakladamy, ze x; < 5 oraz x1,z; € (—3;00). Wowczas:

o _ 2xo _ 2x1 212($1+3)—2I1(I2+3) o G(wg—ml)
H) = J@) = o5~ 008 = 7 oG Gt 9@
7 zalozen wynika, ze o —xy > 0, 2o +3 > 01i z; +3 > 0, zatem
f(za)— f(xy) > 0, co oznacza, ze funkcja f rosnie w przedziale (—3; 00).

a) Wykaz, ze funkcja f(x) = —2% jest rosnaca w przedziale (2;00).

b) Wykaz, ze funkcja f(x) = ii‘{ jest malejaca w przedziale (—1;00).

Dla jakich wartosci parametru m przedzial (0;4) jest zbiorem rozwigzan
podanej nieréwnosci?
1

a) 2 >m b) -2 <m c) = >m?
x x X
s _ 221 - . . . _
Wykres funkeji f(x) = 275 nie ma punktéw wspélnych z prosta z = —2.

Oblicz a oraz wyznacz wspotrzedne punktow przeciecia wykresu funkcji f
Z prostg y = x.

Funkcja homograficzna f jest malejaca w przedzialach (—oo; 3), (3; 00), jej
wykres nie ma punktéw wspélnych z prosta y = 3, a miejscem zerowym
jest liczba 1. Wyznacz wzér funkeji f i rozwiaz nieréwnosé f(z) < 1.

Proste o réwnaniach y = —xz + 11 y = x 4+ 5 sg osiami symetrii wykresu
funkcji homograficznej f. Wykres ten przecina 0§ OY w punkcie (0,2).
Podaj wzér funkceji f 1 wyznacz jej miejsce zerowe.

Dwa samochody wyjechaly jednoczes$nie z miasta A do miasta B, od-
dalonego od A o 560 km. Srednia predko$é pierwszego samochodu byta
o 10 km/h wieksza od éredniej predkosci drugiego, wiec przybyl on na
miejsce o godzine wezedniej. Oblicz $rednie predkosci obu samochodéw.

7 dwéch miejscowosci oddalonych od siebie o 126 km wyjechali naprzeciw
siebie dwaj rowerzysci. Jeden z nich wyjechat godzinge pdzniej i jechat
0 4 km/h szybciej. Rowerzysci spotkali sie¢ w potowie drogi. Oblicz $rednia
predkosé kazdego z nich.

Droge w dot rzeki z punktu A do punktu B motoréwka przepltywa w czasie
0 22,5 minuty krotszym niz droge powrotna. Odleglo$é miedzy punktami A
i B wynosi 18 km, a predko$é wlasna motoréwki jest réwna 20 km/h.
Oblicz predkosé¢ pradu rzeki.

a) Zakladamy, ze x1 < x2 oraz x1,x2 € (2;00). Wowczas:
—2z @ 4(zo—x

f(il?z) - f($1) = Zj,g + 121—12 = (z2(,22)(zfz2)
Z zalozenia xg —x1 >0, 22 —2 > 0121 — 2 > 0, zatem f(x2) — f(x1) > 0,
co oznacza, ze funkcja f rosnie w przedziale (2;00).
b) Zakladamy, ze 1 < x2 oraz x1,x2 € (—1;00). Wowczas:

_ xo+5 r1+5 4(z1—x2)
f(@2) = f(=1) = 357 — 551 = GiD@E D

Z zalozenia x1 —x2 < 0, z2+1>01ix1 + 1 > 0, zatem f(z2) — f(z1) <0,
co oznacza, ze funkcja f maleje w przedziale (—1; o).




5.7. Funkcje trygonometryczne

Funkcje trygonometryczne kata ostrego B
sina = £ tga =2 @
- @ g - b a
b b
cosa = - ctga = — [
¢ “ A b C
& 30° 45°  60° sina + cos? a = 1
: 1 V2 V3
S a 2 2 2 _ sina sin(90° — o) = cos
cos V3 V2 1 B osa :
2 2 2 ctga — Cosa cos(90° — o) = sin «
V3 = =
Be 3 1 V3 s tg(90° — o) = ctg
V3 _ -
ctgar /3 1 3 ctga =3 ctg(90° — a) = tg

Zestaw | - wprowadzajgcy

1. Oblicz dtugosci pozostatych bokdéw trojkata prosto-
katnego ABC (rysunek obok) oraz wartosci pozosta-
tych funkcji trygonometrycznych kata a.

a) a =06, tgar =2

b) a=2,sina =3 d) c =5, tga =3

c) a=6,cosa =+
s}

2. Rozwiaz tréjkat prostokatny ABC' (rysunek powyzej), w ktérym:
a)a=40,a=30°, b)b=6,a=60°, <c¢)a=
3. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego «, jesli:
a) sin(90° — ) = 12 b) cos(90° —a) =32,  ¢) tg(90° — o) = .

137

4. Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata ostrego a.

a) cosa = £ b) sina = £ c) tga =6 d) tga = 2v2
5. Oblicz miare kata ostrego «, jesli wiadomo, ze:
a) S = g ) oz~ oowa =0
Csind
b) sina = V3 cosa, e) 1(};—2;‘:%,
¢) v2sina — cos? a = sin? a, f) sinacos?atsin®a _ 2.

sin acos

5. a) sina = %, czyli a = 30°
b) 812 — to o = /3, czyli a = 60°

COos &

c) V2sin o = sin® a4+ cos?a = 1, sina = %, czyli o = 45°

d) sina = cos a, czyli @ = 45°
e) (1=sin? a)(1+sin? )

_ 9 _ 3 9
o= =1+sin’a= 5 oraz sina > 0

sina = ‘F , czyli v = 45°

f) sina(sin® atcos’a) =2, skad cosa = 1, czyli v = 60°

sin e cos a cos o

VI-1,b= B3,

1.a) b=3, c =35,

sina = %, cosa = \/Tg’
ctga =3

b)b—% :g,cosa:%,
tga = %, ctga = %

c) b= ‘/73, e= 52—6,

sina = 2—‘5/6, tga = 21/6,
ctga = ‘1/—23

d)a=32 b=L

sino = %{0, cosa = IEOO,
ctga = %

a) b=40v/3, ¢ = 80, 3 = 60°
b) a = 6v/3, c = 12, B = 30°
c) c=2(v2—1), a=30°,

B = 60°

a) sina = 137cosoz— g,
tga—ﬁ,ctga—%

b) sina = 3 cosa—g,
tgoz—M ctga £
c) sina = 2 25, cosa = 275,
tga = % ctga— %
.a)sina = 25, tga = %,
ctga:%

b) cosa:%,tga:%,
ctga =L

c) sina = @, cosa = 77,
ctgaz@

d) sinaz%,cosa:%,
ctga—g

5.7. Funkcje trygonometryczne



3sin 2cosa __
a) 5cosa  bBecosa
_3 2 _ 7 _q2
=gtga—g=5=13
4sin o S5cosar __
b) cos a + sina
— 5 __ 2
= dtga+ 2 =132
sin cosa\2 __
C) (cosa + cosa) —

= (tga+1)°> =16

. a) (sina + cosa)? =
=sin® a + cos® a+
+2sinacosa =

:14_2.%:%:1

wln

b) (sina — cos a)? =

= sin? & + cos® a+
—2sinacosa =

_ 1 _ 1
=1-2-3=3

¢) (sin® a — cos? a)? =

= (sina + cos a)?-
2

(sina—cosa)® =2

. sin & = cos 3 oraz
sin 8 = cos «
a) cosa + cos B =

:sinﬂ—i—sina:%

b) (sin a + sin 8)? =
= (sina + cosa)? =
=sin® a + cos® a+
+2sinacosa =

=1+ 2sinacos

()2 =1+ 2sinacosa,

5
czyli sina - cosa = %
Zatem sin « - sin 3 =

—sino- _ 12
=sina-cosa = 3.
c) cosa-cos 3 =

12
25

.a) a~36,9°, 8~ 53]1°
a=6,b=28

b) a = 3 =45°,
a=>b=5/2

c) a=30° 0 =060
a=5b=5/3

=cosa - sina =

5. Powtdrzenie

10.

11.

13.

10.

11.
12.

13.

Kat « jest ostry oraz tga = 3. Nie wyznaczajac wartosci sina i cosa,
oblicz wartos¢ wyrazenia:
) 3sina — 2cos « b) 4sin? a + 5cos? C) (sina+cosa)2

) ) 2

5cosa sin a cos cos®

Kat « jest ostry oraz sina - cosa = % Oblicz warto$¢ wyrazenia:

a) (sina + cosa)?, b) (sina — cosa)?, ¢) (sin®a — cos? 04)2.

Dla katéw ostrych « i 3 pewnego trojkata prostokatnego zachodzi réwnosé
sin a 4 sin 8 = Z. Oblicz:

5

a) cosa + cos 3, b) sin« - sin 3, c) cosa - cosf.

Rozwiaz trojkat prostokatny o przeciwprostokatnej dtugosci 10 oraz katach
ostrych a i 3 spelniajacych warunek:

a) sina - cos 3 = 0,36, b) tga +tgf =2, ¢) cosa-tg B =1,5.

Uproéé wyrazenie tak, aby wystepowata w nim jedynie funkcja cosinus.
Oblicz jego wartosé dla cosa = %, jesli «a jest katem ostrym.

2 2 2
1 1-tg°a tge a
a) <tga+tga) b) 1+tg2a c) tg2a+1
Oblicz x.
a) b) c)
A z
. A €T3 |
3 \ 2 |
30° | -| ‘ 30° ; 60 9 |
I 9—2V3 | I x |
o et

Wierzchotek latarni morskiej znajduje sie 30 m nad poziomem morza.
W kierunku latarni ptynatl ponton, z ktérego bylo widaé jej wierzchotek
pod katem 10°. Po pewnym czasie ponton zblizyl sie do latarni tak, ze
jej wierzcholek byto widaé¢ pod katem 35°. Jaka odleglosé przebyt ponton
w tym czasie?

30 m

10° 35°

7 jednego okna latarni morskiej wida¢ kuter pod katem 10°, a z drugiego,
potozonego 4 m wyzej — pod katem 11°. Oblicz odlegloé¢ kutra od latarni.

1 \2 __ (sina cosa\2 _ (sin? atcos? a\2 _ 1 —
a) (tga+tga) _(cosa sina) _( sin o cos a ) ~ sin?acos2a
= 1 _ 5l
~ (1-cos?a)cos?2
7 24093
a 2 _ sinicx cos? aEsinz o 5 % 5
¢ g
b) &% — _cosfa — __cosfa — cos®q —sin®a=2cos’a— 1, —1
1+tg2a 14 sina cos® a+sin“a 2
cos2 a 052 o

¢) 1—cos?a, 3
a) z=1+33 b):E:% c)x=3/3-2
=r 30~ 30(5,6713 — 1,4281) = 127,296

tg10°  tg35°

Ponton przebyt okoto 127,3 m.

Kuter znajduje sie okoto 221,5 m od latarni.



Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

Niech P(xz,y) bedzie dowolnym punktem, r6z-
nym od poczatku uktadu wspotrzednych, leza-

cym na ramieniu koncowym kata o € (0°;360°). P
wtedy: W<~ ———— Yy
|
i - Y ) r
sina = =, tga =< (z #0), | .
|

cosoz:%, ctgaz% (y #0), - E =
gdzie r = |OP| = /x? + 2.
Tozsamosci trygonometryczne
sin x + cos’>z = 1 dla dowolnego = € R

__ sinx P .
tgr = — dla z € R\ {Z +km: k€ Z}

__ cosx i
ctgr = — dlaze R\ {km: k eZ}

_ L — km,
ctgx = tgn Or3Z tgx = e dlaz e R\ {¥: ke Z}

1 . )
1+tg2:v:wszx dla z € R\ {Z +km: k€ Z}
2, _1 .

1+ctg’ s = —— dla z € R\ {km: k € Z}
Wzory redukcyjne
sin(—a) = —sina sin(g = a) = cos« sin(g + a) = cosa
cos(—a) = cos cos(Z — o) = sina cos(Z + ) = —sina
tg(—a) = —tga tg(Z — a) =ctga tg(Z +a) = —ctga

ctg(—a) = —ctga
sin(m — a) =sina
cos(m — ) = — cos
tg(r —a) = —tga
ctg(m —a) = —ctga

w

= —a) = —cos«

sm(;
3
2

cos( foz):fsina
tg(2 — a) = ctga

ctg(Z —a) =tga

sin(m + a) = —sin«
cos(m + a) = — cos«
tg(m+ o) =tga
ctg(m+ a) = ctga

sin(%7T +a) = —cos«
cos(%’r -+ a) = sin«

tg(2 4+ a) = —ctgo
ctg(Z +a) = —tga

Wzory redukcyjne moz-
na stosowac dla tych ka-
téw, dla ktérych dana
funkcja jest okreslona.

sin(2r — a) = —sina
cos(2m — o) = cos
tg(2m —a) = —tga
ctg(2m —a) = — ctg o

5.7. Funkcje trygonometryczne



15.

16.
17.

b) sina = —2, cosa = —2,
tga = %, ctga = %

c) sina = —%, cosa = %,
tga = —15—2, ctga = —%

d) sina = —@, cosa = 72,
tga=—1, ctga=—1

a) sin 765° =

= sin(2 - 360° + 45°) =

= sin45° = 2

2
b) cos 1200° =

= cos(3 - 360° + 120°) =

= cos 120° = cos(90° + 30°) =
= —sin30° = —
c) tg810° =

= tg(4 - 180° + 90°) = tg 90°,
nie istnieje

d) cos(—1395°) =

= cos(—4 - 360° + 45°) =

= cos45° = @

e) sin(—1710°) =

= sin(—5 - 360° + 90°) =
=sin90° =1

f) V3

g) sin 960° =

= sin(2 - 360° + 240°) =

= sin 240° = sin(180° +
+60°) = —sin60° = — 2

1
2

h) — %2

a) L b)1

a) T=090° b) T =90°
c) T=30° d) T =15

5. Powtdrzenie

Zestaw Il - ¢wiczeniowy

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata «, jesli do jego ramienia
koncowego nalezy punkt A.

a) A(8,6) b) A(-3,-4) c) A(5,—12) d) A(4,-4)
Oblicz.

a) sin 765° c) tg810° e) sin(—1710°) g) sin 960°
b) cos1200° d) cos(—1395°) ) tg420° h) tg(—750°)
Oblicz.

a) cos? 180° — sin 120° - cos 150° b) sin® 405° 4 sin2 405° - cos? 405°

tg45° — tg 135° cos? 405° - tg 405°

Wyznacz miare tukowa kata srodkowego w okregu o promieniu r, opartego
na tuku o dtugodci [. Podaj miare tego kata w stopniach.

a)r=2,l=n  b)r=8l=4r c¢)r=4,l=32r d)r=81=32n

Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata .

a) sinz =3 i xe(5;m) ) tgr =L i x€(min)
b) sinz =—% i z € (§m;27) d) tgz=-3 i z€(Z;m)

Sprawdz, czy istnieje taki kat x, dla ktérego:
a) sinx =0,6 i cosz = 0,8, ¢) sinx =

b) sinz = 0,5 i cosz = 0,5, d) sinz =

Wykres funkcji sinus

Y f(x) =sin
Zﬂ- — s s 7 él T X
A B :
Wykres funkcji cosinus
Y f(z) = cosz
—2m = olz: % T B 2T X
1
20. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = tgz. Podaj jej dziedzine, okres podsta-

18.

19.
20.

wowy, miejsca zerowe i przedzialy monotonicznosci.

_ V2 _ 2
a) cos‘rf—%,tgxf—%,
ctg$:—2\/§ Y
b) cos:anT‘/g,tgm:—%,ctg:n:—Q &
c) sinx:—é,cosx:—g, | | | il
cthcz% / / | E/
~
o _ 3/0 _ Vi 1
d) smm—l%,cos:n——%,
ctgr = —3 T & /T 3 oo 5T
2 g r 2
a) tak b) nie c) nie d) tak
D=R\{Z+kmkeZ}, T=r, [ [ [ [ [
tgx =0dla z = km, k € Z, [ [ [ [ [
rosnie w kazdym z przedzialéw postaci
(=5 +km; 5 +km), kcZ



21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

25.

Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego jej zbiér wartodci.
a) f(z)=sinx +2 e) f(x) =3cosz —2
b) f(z) =cosz —1 f) f(xz) =2cosz+3

¢) f(z)=3sinz -1
d) f(x) =2tgz+1

Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego jej miejsca zerowe.
2) f@) =sinw—3) b) f@) =cosz+2) o) f(x) = tg(e+3)
Wyznacz okres podstawowy funkcji f i naszkicuj jej wykres. Odczytaj
z niego zbioér wartosci funkcji f oraz jej przedzialy monotonicznosci.
a) f(x) = —2sin2z e) f(z)=cos(2z — %)
b) f(z) = —3cosix f) f(z) =sin(3z+ %)
¢) f(z)=1tg2x g) flz)=1+tg(iz+2)
d) f(z) =sin(2z + %) h) f(z) =2 —cos(2z — %)
Rozwiaz réwnanie.
a) sin3z = 5 d) cos’(2z— %) =1 g) 2sin2z =1
b) sin(3z — %) =0 e) 2cos(3z —I)=—V3 h)tg?2z=1
¢) cos(x — ) =1 f) V3tg(3z+2m)=1 i) [cos2z—1|=1
Rozwiaz nieréwnosé dla x € (—2m; 2m).
a) sinz < 3 d) sin2x<§ g) QSin(x—i—%)}\/g
b) vV2cosz > 1 e) cost > 1 h) 2cos(z—2) < —V2
c) 2cosdx > —1 f) 3tgx < V3 i) V3tg(z —x2)>3
Rozwiaz nieréwnosé.
a) 2sin’x < 1 d) tg?r <1 g) [3tgx| < V3
b) 4cos’x —3 <0 e) sinxzcosx > 0 h) [4sinz + 1| < 3
c) sinz—1>0 f) 2|cosz| > 1 i) [4cosx —1|>1
Wyznacz dziedzine i zbiér wartosci funkcji f.
a) f(x)=|1—tgx| -2 d) f(x) =3sin’x + 2cos’x
b) f(z) =2 3[sinz ) J@) =
w2 a2 -1
¢) f(x) =sinx —cos*z + 1 f) f(x) = T ema]
Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie
f(x) = m ma rozwiazanie?
a) f(z)=|sinz|—1 b) f(z) =3—2|cosz] c) f(x)=|tgx| —4
a)z e (—2m—Yr)u <—%7’l’, sy <%7’l’,27‘(‘>
b) z € (—2m; —%ﬂ'> U{=F:5)U <%7[';27T>
0) @ € (~2m L) U (—2m —4m) U (- Im; —Em) U (= 2m— ) U (- 5; E)U
U(5;2m U (Zm Im) U (3m 2m) U (S 2r)
d)z e (—2m—2m)U(-2m—-2m)U(=2m; F)U(5; Inm) U (5m;2m)
e) x € (—§7r; %Tr
f) ze(—2m—Ym)U(-3m-2m)U(-5;2)U(5;2m) U (3m;2m)
g) g€ (—Fm—3mU(%; %)
h)z € (—m;—Z) U (m; 2m)
i) z € (—2m; —%ﬂ') U (—m; —%71’) U (0; ) U (; %71’)

23.

24,

-a) (1;3) b) (=2;0) ¢) (=2;1)

d) R e) (=51) f) (1;5)
.a)x =5 +km kel
b)x=%+km kel
c)r=—%+km kel

a) T =, f(D) = (~22),
maleje w przedziatach
(=% + km; T+ km),
rosnie w przedziatach
(2 +kmdn+kr), kel
b) T = dr, £(D) = (=3;3),
maleje w przedziatach
(=27 + 4km; 4km),
rosnie w przedziatach
(4km; 2w + 4km), k € Z
¢) T=3, f(D)=R,
rosnie w przedziatach
(=G +k5; 2 +k3), kel
d) T =n, f(D) = (—1;1),
maleje w przedziatach
(L + km; 57+ kmr),
rosnie w przedziatach
(—Sm+km & +kr), kel
e) T'=m, f(D) = (—1;1),
maleje w przedziatach
(% +km; 3 + kn),
rosnie w przedziatach
(—F +km 5 +km), ke Z
£) T =dr, £(D) = (—11),
maleje w przedziatach
(% + 4km; 3 + 4km),
rosnie w przedziatach
(=3m +4km; Z 4+ 4kn), k€L
g) T =2r, f(D) =R,
rosnie w przedziatach
(2km;2(k+ 1)7), k € Z
B) T =, £(D) = (1;3),
maleje w przedziatach
(=% +km; & + k),
rosnie w przedziatach
(2 +km2n+kr), kel
a) r = & + Zkm,
x:%ﬂ—i—%kﬂ,kez
b)o=%+kZ, kel
—% + 2km,
+ 2km, k€ Z
s tk3, kel

=Z + Zkm,
x:%ﬂ—i—%kw,kez

=5 +tki, kel
g,h)e=%+k3 kel
i) 2=—% +km, =g +kn,
kel

8
I
Il 1=

5.7. Funkcje trygonometryczne



26.a) z € (—% +km I +km),
kel
b) z € <%+k7r;%7r+k7r>,
kel
c)r=5+kr, kel
d) v € (-3 +km I +km),
kel
e) x € (kﬂ;%-l—kw),kez
f) 2 € (—F +km § +kn),
kel
g) v €(—F +kmZ +kn),
kel

h) z € (37 + 2km; 37 + 2k)

U (%ﬂ' + 2k, 16—371' + 2k7r),
kel

i) z e (-5 4 2km; § + 2kn)
U(§+2k:7r;%7r+2k:7r),kez
27.a) D =R\ {5 +kmk € Z},

f(D) = (=2;00)

b) D =R, f(D) = (-1;2)
¢) D =R, f(D) = (0;2)
d) D =R, f(D) = (2;3)
e) D=R\{% +kmJ+

28. a) m € (—1;0) b) m € (1;3)

c) m € (—4;00)

29. Przyjmujemy, ze sa spelnione
odpowiednie zalozenia, aby

rownania miaty sens.

a) 2sin(z + §) =

p— 1 us M s p—
= 2(sinx cos F+coszsin T) =

V3

=2(sinz - 5 +cosz- 52) =

=sinx + \/gcosx
b) —2cos(z + %)

= —2(cosz cos & —sinz sin

V3

= —2(cosz - L2 —sinz- 3) =

2
=sinz — v3cosx

sin 2z

C) 14+cos2z

_ sin 2z (1—cos 2x) _
~ (14cos2z)(l-cos2z)
_ sin2z(l—cos2z) _

- 1—cos? 2z -

_ sin2zx(1-cos2z) _

- sin2 2z
_ 1-2cos2x
~  sin2z

02

1_sin“x

d) 1*tgzz = Cosgz —
1+tg=x 1 sin“ x
Jrc:osz.av

cos? z—sin? x
— cos? x

cos? x+4sin“x

cos® x

|

2

= cos? z — sin? z = cos 2z

31.a) Y22 ) ¥20

5. Powtdrzenie

Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy katow

Dla dowolnych «, 5 € R:

Jesli a,ﬂ,a—i—ﬂeR\{%—i—kﬂr:kE Z},to:

_ tgat+tgph )y tga—tgp
tg(a+ B) = T tgated 02 tgla—pB) = (Ery
Funkcje trygonometryczne podwojonego kata
sin 2« = 2 sin o cos 3
cos2a = cos? a — sin? o
cos2a = 2cos? a — 1
cos2a =1 — 2sin’ a
Jesli « € R\ {:I:% +km, 5 +kmke Z}, to:
_ 2tga
tg2a = T te?a
Zestaw lll - podsumowujacy
2@9. Udowodnij tozsamos¢ trygonometryczna.
. o . ™ sin2x _ 1—cos2z
a) sinz + V3cosz = 2sin(z + ) c) Treosos = win2s
. o x _1-tg?x
b) sinz — v3cosz = —2cos(z + %) d) cos2z = TieZa

31.

30.

Udowodnij tozsamosé trygonometryczna.

1 1 2 2 s 2 2 s 2
a = d) tg°x —sin“z =tg°z-sin"z
) l—cosx + l1+cosx sin® x ) & &
. tgx 2 : 13
b) sinzcosx = —5>— e) tgz(cosx + cos®z) =sinz + 2 sin 2x
) e ) tga(cosa + cos’ z) = sinz + 1
1—si 2 .
) —ne e f) 1+ cos?2x = 2(sin* z + cos* x)
cosx 1-sinx cosx
Oblicz.
a) sin % c) sin13°cos17°+sin17°cos13°  e) sin 105° cos 105°
7 i T s us 2 ) 2 o
b) cos 57 d) sin 5 sin & — cos 7; cos 7% f) cos*105° — cos® 195

Przyjmujemy, ze sa spelnione odpowiednie zalozenia, aby réwnania miaty sens.

a) 1 + 1 _ l14cosz+1l—cosxz __ 2 _ 2
1-cosx 1+cosz ~ (1-cosz)(l+cosz) ~ 1l-cos2z ~ sinZzx
tgx e sinz 2 o
b) —Ef— = =gz — ST . co5° g = sinx coS T
tgfxz+1 P cos x
) Lsinz 4 _cosz _ 1-2sinz+sin? atcos?2 __ _1-2sina+1 _ _2(1-sinz) _ 2
cos T l-sinz cos z(l—sinx) ~ cosz(l-sinz) = cosz(l-sinz) = cosz
2 2 in? i 2 in? z—sin? 2 sin? z(1—cos? z in? z-sin?
@) tg? 2 —sin’z = L —gin? = Sndesinfwole _ snlalloos) _ sl ez

2 2
=tg“x - -sin“x
sin x

2 R . _
=2 (cosx +cos” x) = sinx +sinxcosx =

e) tgx(cosx + cos® x) =
=sinx + % -2sinxcosz = sinz + %sian

f) 2(sin® z + cos® z) = 2[(sin® z + cos® z)> — 2sin® z cos® 2] = 2(1 — 1 sin®2z) =
=2—sin’2r =1+ 1—sin’2zr =1 + cos® 2z



32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

M.

39.

40.

41.

Wiadomo, ze sinz =2ix €

5
a) cos (v + %), b) sin (§ — ),

(g; 7r). Oblicz:

Oblicz sinx i cos x, jesli wiadomo, ze:

a) cos2x =06 i =€ (O;%),
b) cos2z =06 i x€ (3;7),

Rozwiaz réwnanie.
a) sin®x =1 — cosx

b) 2sin®z = cos 2z

Rozwiaz réwnanie dla z € (0; 27).
a) cos’z +2cosz+1=0
b) 2sin?z — 2y/2sinz +1=0

c) 2sin’x =1 —sinx

Rozwiaz réwnanie.
a) cos2x+2= 2v/2 cos
b) 2sin*z —sin®z = 0

1

¢) cos'z —sin'z = §

¢) 2cos?x = sin 2z

d) sindx = cos 2z

c) cos (§ — ), d) sin 2z
¢)sinf=3= 1 2€(0;%),
d)sin2 =2 i ze (dm2n)

- _1
e) sinzcosz = §

f) sin2ztgzr =1

d) 2cos’z =sinx — 1
e) 2cos’x +v2cosx —2 =0

f) 2cos®z — 3sin*x = 2cosx — 3

d) 4costz —Tcos?x+3=0
e) tg®xr —3tgx =0
f) 3tg®r —3tg?x —tgx +1=0

Wyznacz najwigksze rozwiazanie réwnania nalezace do przedziatu (0; ).

a) sin2x 4+ V3cosxz =0
b) cos2z + 7sinz +3 =0

Rozwiaz réwnanie.
a) sin® 2z + 6sin’z = 6
b) 2sin® 2z + 3cos2z = 0

Rozwigz réwnanie.
2sin? z+sinx
a) 28 zdsinz _
sin 2z

b) 2 cos? r—3cosx+1 -0

4cos?xz—1
Udowodnij ponizszg rownoscé.

a) sinz + cosx = /2 cos(z — I)

c) 2sin®z +3cos’z — 2sinx =3

d) 2cos®z —2cos’x —cosz +1=0

c) sin*z + cos? z = cos 2z

d) sin8z —sindz =0

) tg2xz  _ \/3tgzx
tg2z—3 tg2xz—3

d) 2v2 — 2sin g = S82eH!

sinx

b) sinz — cosz = v2sin(z — )

c) sinz +cosxz = /2

Rozwiaz réwnanie.

a) sinz + cosz =0 b) sinz —cosz =1
a)m:—%—i—Zkﬂ,x:%ﬂ—i—Wm,kEZ

b) x = 2km, k € Z

c)z=knm kel

d)z=3%+2knr, c=3r4+2n kel

a) V2cos(z — I) = V2(coszcos T +sinzsin T) =
:ﬁ(cosm~g—i—sin:vg):cosm—i—sinx

b) V2sin(z — ) = v/2(sinz cos T — coszsin T) =
:\/i(sinsc-@—cossc-@)zsinx—cossc
a)r=3r+kr kel

b)x =5 +2kn,z=Q2k+1)n, k€ Z

c) x =% +2km, kcZ

32, a) 3700 p) 94V
c) 2 d) -

33. a) sinxzé,cosa::%
b) sina::‘/?g,cosx:—%
c) sinz = %, cosx = %
d) sinz = —122, cosx = 1=

34.a)x = S +kn,x =2kn, k€l
b)I:%-i-kﬂ',I:%ﬂ'-f—k‘ﬂ‘,
kelZ
c) =5 +km, =75 +kn,
keZ

d)z=L5+kr,z= 15—27r+k7r,
t=%+%n kel

e) z =5 +km,v=Sr+km,
kel

f)c=3+k3, kel

35.a)z =
b)x:%,w:%ﬂ
Jz=2,z=3 =32
d)z=7%
e)z=2,0="1"
f)x;%,wz%",xz%,
r =5z

w

36. a) x = — 5 +-2km, x = § 42k,
kel
b)z=kr,a=2+%n kel
c)z=—%+km,xz=%+kn,
kel
d)z=—% +kr, o= g +kn,
r=km, kel
e)z=—% +km =2 +km,
r=km, k€L
f) 2= —% +kr, x =%+ kmn,
x=7+km kel

37. a) 7 b) brak rozwigzania
¢ d)3n
38.a)z =5 +km, kel
b)x =% +km, xz= % +km,
kel
c)z=km, k€L
d)r =t o= — 5+ B,
r=%+5 kel

5.7. Funkcje trygonometryczne



43.

42. a) Korzystamy ze wzoru
na réznice sinuséw:
sin ¢ — sin 8 =
= 2cos a—'*'ﬁ sin
atB _

> =51

o ﬁ

a=fB _

T*zv
stada=710=3

2 cos 5 sin 2x = sin Tx—sin 3z

2(sin 7z — sin 3z) + 2sin 3z =

— V3

sin Tx = @
Tz = 7 + 2km lub
= 3" + 2km
= %+2’“—"lubx: g—g—i—%%,
kel

—38 ™ —1T, —357 357
2387r7 2987r’ %7"
b) — ;ém 3707T7 3107T7 f157T7 :1*,8”
) =57 — T 13> BT
d) -%, 3r
a) r € (O;§>U<%7r; %7r>U
U<%7r;27r)

b) z € (§: §) U (3m gm)U
U(gm 3m) U(3m &)

c) z € (0;2m)

d)z e {87T, 37, 87T, gﬂ}

=i
wlot

44. a) okresowa, T =7
v
0 X/
N\ WLk \
\ \../[ \../
\/ \/ \/
b) okresowa, T' = 27
~ Y A s
1 7
9 L 7 X
45. a) f(x) = |cos2(z — )|,
miejsca zerowe: %ﬂ' Err, %ﬂ'
b) f(z) =2[sin2(z + 3)|,
miejsca zerowe: %71‘, %71‘
46.a) z € (—2+2k; 1 +2k), k€ Z
b)ze (kk+3), kel
47.a)a=-3,b=1luba= -3,

48.

b= —

b) z € (37 + 4km; Em + 4km),
kel

;v—l—y:%

(SIS

5. Powtdrzenie

42,

43.

44,

45.

46.

47.

48.

51.

52.

49.

50.

51.

52.

s

Wyznacz pierwiastki réwnania nalezace do przedziatu (—7; 7).
a) 4cosbzsin 2z + 2sin 3z = /2
b) 2sin3z 4+ 4sinzcosdr =1

c) 4cosbxrcos2xr —1 = 2cos8z
d) sin3zcosx + § = sinwcosx
Rozwiaz nieréwno$é¢ w przedziale (0;27).

a) (sinz — 2)?
b) (cos2x —2)?

<9-—8sinZcos? ) cos'z+sin*r <1

<8sin®z + 1 d) cos® zsinz — sin® zcosz > 1

Naszkicuj wykres funkcji f. Czy jest to funkcja okresowa?

a) f(x)=sin2zx — |sin 2x| b) f(x) = |cosz| — cosx

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej miejsca zerowe nalezace do prze-
dziatu (1;5).

a) f(z) = |coswcos(§ — x) + sinwsin(§ — z)|
b) f(x) = 4|sin(x + ) cos(z + %)

Naszkicuj wykres funkcji f i rozwigz nie-
réwnosé f(z) > 0. C
b) f(z) =sin 27z

Sk

a) f(z) =cosmz

[y

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji postaci f(x) = acos(bz).

a) Podaj wspétczynniki a i b.

b) Rozwiaz nieréwnosé 2f(x) > 3.

Wyznacz najmniejsza dodatnia wartosé sumy x + y, jezeli:

1
tgy

2cosx - cosy

=1—-tgx -

Wykaz, ze jezeli x — y = Z, to sin*(z + y) — cos*(z + y) = cos4z.

asin 2z

Podaj najwigkszy ujemny pierwiastek réwnania —8costx =0, jezeli:

(sin 15° + cos 15°)2
sin 125° - cos 25° 4 sin 25° -

cos 125°

2cosa

2cosa
+ 1+sina

1-sina

Oblicz sin a + cos v, jezeli

=bHoraz o € (%ﬂ'; 271').

Na podstawie wykresow funkcji f i g danych wzorami:
\/_|sm T+ %) +sin(z — )|,
g(a:) = 2 (sin(z — —) cos(r — §) +sin(3

podaj zbidr rozwiazan nieréwnosci f(x) < g(x) w przedziale (—m; ).

—z)cos(E —x))

y=x—3

sin*(2z — Z) —cos?(2z — %) =
= (sin®(2z — %) — 7)) (sin®(2z —
= —cos2(2r — §)-1= —cos(dx —m) =

cos?(2z — Z) +cos’(2z — Z)) =
— cos(m — 4z)

Ze wzoréw redukcyjnych: cos(m — 4z) = — cos 4z,

stad — cos(m — 4z) = —(— cos4x) = cos4x

a=3,z=5+krnlibz=—-F+krlubx=%+kr,kelZ

Zatem najwigkszy ujemny pierwiastek z = —%.

__ 4cosa __ 4
cos? o cos

__ 2cosa(l+sina+1l-sina)
- 1-sinZ o

cosa = %, a € (%ﬂ;27r), wiec sina = —/1 — cos? a = —%. Zatem sin o+ cos o = %

z € (—m=3m) U(=F;5) U (3mm)

2cos o 4 2cos o
1-sina 1+sina




5.8. Funkcja wyktadnicza
| funkcja logarytmiczna
Funkcja wykladnicza

Funkcje postaci f(z) = a*, gdzie a > 0 1 a # 1, okredlona dla z € R,
nazywamy funkcja wykladnicza.

Y o0<a<1 a>1 Y
f(z) =a” f(z) = a®
o] 1 X o| 1 X
Dla a € (0;1) funkcja wykladnicza Dla a € (1; 00) funkcja wykladnicza
f(x) = a” jest malejaca. f(z) = a® jest rosnaca.

Logarytm
Niech a i b beda liczbami dodatnimi oraz a # 1, wéwczas:

log, b =2 wtedy i tylko wtedy, gdy a” =b
Jezeli a, b, z i y sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to:
log, a* == log,(z - y) =log, x + log, y
al°%ab = b log, ¢ = log, z —log, y

log, 2P = plog, z, gdzie p € R

Funkcja logarytmiczna
Funkcje postaci f(x) = log, x, gdzie a > 0, a # 1, okredlong dla z € (0; 00),
nazywamy funkcja logarytmiczng.

Y o<ac<1 L
1 1
O [0} X
Dla a € (0;1) funkcja logarytmiczna Dla a € (1;00) funkcja logarytmiczna
f(x) = log,  jest malejaca. f(z) = log, = jest rosnaca.

5.8. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna



&
=

[CCRFN]

=3
—

\,
V)
XIS

o
~

ze e
Tl W NN Ot W
B= o Tlo

“

=243 =9

g
B3
—~

DO

N

=5% =625 3.

C) 2*\/3 . 2\/5-4-2\5 ) 2*2\/5 —
=20—-1
a) (2 -
— 12 1

a) 2m—3>1,
czyli m € (2;00)
b)0<1—dm<1,
czylim € (0; 1)

¢) 2—m? > 1,
czyli m € (—1' 1)

b) 0,6*3 = (%)3 > (3)? 8
5)25 — 425

a) 9[: 3275, 27% = 343,
3\/5 ~ 31,737 92,1 _ 34,2
Zatem:

3¥3 < 93 < 9> < 273
b) 0,8 = (2)¥

()" =(3)°

(%)—1,8 _ (%)1,8

Zatem: 11
@< ()" <

. Przedstaw liczbe w postaci a

V3)(2+V3))¥? = 4.

10.

Zestaw | - wprowadzajacy

* gdziea € N, x € Q.

a) 37.9°% c) 328 Y21 e) V27 (V9)
b) 25% : 12572 d) /64 :(0,5)% f) (0,04) 5 - V/5°
. Oblicz.
2 [4- 059 ) (1) 2 (1)
b) VB . 5VEH 1251 d) (2 - V3)2(2 + V3)V2
Dla jakich warto$ci parametru m funkcja f jest rosnaca?
a) f(z)=(2m—3)" b) f(z)=(1—-4m)™ «¢) f(z)=(2-m?")"
Okredl, do ktérego z przedzialéw: (0;1) czy (1;00) nalezy liczba a, jezeli:
a) a'? < a?, b) aF <a'i, ) a?<a? d) a® > %

Poréwnaj liczby. Wpisz odpowiedni symbol: <, > lub = w miejsce 7.
a) (1) 2 vEY b o6tr (3)° ¢) 2,577 7 04727

Zapisz liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.
a) 9V/3, 274, 3V3, 921 b) 0872, ()", (5) ", (1)

4 5

. Naszkicuj wykres funkcji f. Z wykresu odczytaj, dla jakich argumentéw

funkcja f przyjmuje wartosci wieksze od 1.

a) f(z)=2-27" b) f(z)=27-3"-2 ¢) f(z)=-2"""+3

. Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie?

a) f()=9-3"—1  b) fle)=v2—4"

Rozwiaz graficznie réwnanie f(z) = g(x).
a) f£) =427 — 1, gla) =3+ b) fla) =25, g(a)= 2

C) f(.’E) — 52m+1 — 5%

Oblicz.

a) log, 16 c) log, 1 e) log, ;32 g) log 516

b) log,s 2 d) log . 2 f) logg v/2 h) logs, 2v/2
. Oblicz.

5. Powtdrzenie

< ()18 <08 a) 10%0,4%"‘10%43_10%042 c¢) 3log2 —log0,2 + log 25
.a) z € (0;00) b) logy 15 — log, % 5 T 2logy 6 d) log 56 +2log 52 —log 53
b)we(—%é? 9.a)z=—1,2=0 b) z =2
c) x € (—o0;0) Yy Y
.a) xz € (—2;00)
b) z € (—3;00)
¢) z € (—1;00) X f/
9 7f
_— | __— \
9 1 X o l X
10.2)4 b) 1 ¢) -3 d) —% e) =5 f) L g) 8 h) 03

1
1
11.a) -1 b)2 ¢)3 d) 6



12. Oblicz podstawe logarytmu.

a) log, 81 =4 c) log,9 = -2 e) log, &= =3

b) log, 81 = —4 d) log,9=1 f) log, &= = —1
13. Oblicz z.

a) logi v = -3 c) log(, 027 =3 e) log,2 45=1

b) log 52 =3 d) log(,1)9 =2 f) logg 1) (2% 4 3) =2
14. Oblicz x.

a) log, x = 2log, 6 — log, 2 c) logx = -2+ 3logh —log 0,25

b) logy s =1+ 2log 53 d) log;x = 2logs4 —log; 12 — 1

15. Dla jakich wartosci parametru m funkcja f jest malejaca?
a) f(x) =10 om) T b) f(z) = log(, 2 (—x)

16. Naszkicuj wykres funkcji f. Z wykresu odczytaj, dla jakich argumentow
funkcja przyjmuje wartosci wicksze od 1.
a) f(x) =logy(z+3)+1 b) f(xz) =logy(x +1)—1

Zestaw Il - ¢wiczeniowy

17. Rozwiaz graficznie réwnanie.
a) 2o+l 4277 =3 b) 28l =2 + 1 c) 2lz| =3 -1

18. Rozwiaz réwnanie.
2 2 v\ 2 1—a2 1 —2
a) 167 = 22 b) () =81 o) 2 o320 =50

19. Rozwiaz nieréwnosé.
a) 92775 > 27\/3 b) (1) < 0,04 c) 25-(0,2)"" < 5°

5]

20. Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego zbiér wartosci oraz przedziaty
monotonicznodci tej funkeji. Wyznacz wartoéci parametru m, dla ktérych
réwnanie f(x) = m ma dokladnie jedno rozwigzanie.

a) flo) =212 =2 b) f@) =[] o) fl@) =24

Twierdzenie o zmianie podstawy logarytmu
Jesli a, b, z s liczbami dodatnimi oraz a # 1, b # 1, to:

__log,
logy & = 1525
20. a) b) c)
Y / Y Y
f 7\ J —
T |
/ \
1\ / \ £ |
ol 1 X o 1 X Ol 1 X
f(D) = (0;00), £(D) = (0;00), £(D) = (45),
rosnie w (1;00), ro$nie w (—1; 00), ros$nie w (—o0;0),
maleje w (—oo; 1), maleje w (—oo; —1), maleje w (0; 00),
m € {0} U (4; 00) m € {0} U (3; 00) m=5

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

a)a=3 b)a=31 c)a=1
d)a=8le)a=2 f)a=15
a) =27 b)z=3V3
c)z=1d)z=2
e)rx=-3, =3 flz=1
a)z =16 b))z =45
cgz=5dz=3
a) m e (1;11) b) m € (3;00)
a)z € (—3;—2) b) z € (3;00)
a) f(z) =2""",
g(x) =3-27°
Y
f
—
{
1
/
(0] 1 X
r=—-1, =0
b) f(z) =2, g(z) =z + 1
Y
b
g
O 1 X
r=0,x=1
c) f(z) =2lz|, g(z) =3" -1
Y
f
1
g 1 X
——//
=0, x=1
a)z=0,z=3
b)z=-3z=1c)z=6
a) z € (3%;00)
b) z € (—o0;0)
c) = € (—oo; —2) U (1;00)

5.8. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna



21.

22.

23.
24.

25.

26.

27.

28.

a)4 b)9 ¢)32 d) 2 )5
f) Z przemiennosci mnozenia:
log, 4 - log,; 3 = log, 3 - log- 4

Korzystamy z twierdzenia

o logarytmie potegi:

log, 31874 = log, 410873

stad 31874 — glogr3

Zatem 3'°874 — 410873 —

d) ¢l e) —bf) —1— &

a) 64 b) /5 c) 2

a) D= (=1;1), f(0) =0
b) D = (—00; %), f(3) =0
¢) D=R\{7},
f(6)=f(@8) =0

d) D = (—00;0) U (3;00),
F(8/88) = f(3£43) = 0
a) D= (3;4)

b) D = (1;2) U (2;3)

¢) D = (—=v10; -3)U(3; V10)
d) D = (1;v2) U (v2;00)
a) D = (~3;00), g(D) = R,
rosnaca

b) D = (2;00), g(D) = R,
malejaca

¢) D= (-2;00),

9(D) = (0; 00),

maleje w (—2; —1),

ro$nie w (—1; c0)

Y
g
_—
o| 1 X
f(D) = (0;00),
maleje w (— ;—%),
2_g 3.
rodnie w (—3;00)

b) f(z) = |log, |z| — 1],

D =R\ {0}, f(D) = (0;00),
maleje w (—oo; —2) i w (0;2),
ro$nie w (—2;0) i w (2; 00)

a) z € (4;7) b) z € (3;4)

5. Powtdrzenie

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

29.

30.

Oblicz.

a) log, 25 - logﬁ 2 c) g6 logg; 2-+logz 2

e) (V8)™=

logas 8+10g% 4 * f) 310g7 4 410g;7 3

b) logg o5 27 - log 5 & d) 5

Niech a = log, 3 1 b = log, 10. Wyraz liczbe p za pomoca a i b.

c) p=1logh
d) p=1log6

a) p=1log3
b) p=log4

e) p=log; 10
f) p=log. 30

Oblicz v abe, jezeli wiadomo, ze:
a) log,2 =1,

b) a =log,6, b= logg8,
¢) a=logs4, b=log;81, ¢=1log,>5.

log 50 =38, logy,sc= -2,
¢ = logg 32,

Wyznacz dziedzine funkcji f oraz podaj jej miejsca zerowe.
a) f(z) =logy, (1 —a?) c) fz)=logy, |z —7|
b) f(z) = log (3 — 4x) d) f(x) = log, (+* — 3x)

Wyznacz dziedzing funkcji f.
&) f(x) = log; (10— 2)

a) f(x) = log, (logy (z - 3))
b) f(z) =log(,_1)(3 — ) d) f(z) =logg2 ) (z+1)

Funkcja f dana jest wzorem f(x) = log,z. Naszkicuj wykres funkcji g
oraz podaj jej dziedzine, zbior wartodci i przedzialy monotonicznosci.

a) g(z) = flz+3)—1  b)gla)=1-f(x-2) ¢)g(z)=I[f(z+2)|

Naszkicuj wykres funkcji f oraz podaj jej dziedzine, zbiér wartosci i prze-
dzialy monotonicznosci.

a) f(z) =|logy (z + 1) + 2| b) f(z) =1 - jlog,2?|

Naszkicuj w jednym uktadzie wspdétrzednych wykresy funkcji f i g. Od-
czytaj zbidr rozwigzan nieréwnosei f(x) > g(x).
a) f(x) =3+logy (z+2), g(x) = logs (z — 4)
b) f(zx) =logy (x —3), g(x) =2 —log, x
Wykaz, ze nieréwnoéé jest prawdziwa.
) 1 1 ) 1 1

L 2
log; 16 log 52 ~

logs 16 logg 2

Wykaz, ze jesli:
a) a = logy 15, to log, V5 = %L,

2

3—2a
2a °

b) a = log,5 27, to log,2 =

2) fopcte T g1 = 15;26136 15’;156156 =log,s 3+ 1ogs 5 = log,s 15 < log,5 16 = 1
b) log13 p) log\l/§2 = 12223 + 1?5;;? = log, 3 + log, v2 = log, 3v2 =
:log2m>log2\/ﬁz2

a) logs V5 = %10g35 _ 10532(%) _ logg 15;10g33 _ an1

b) a =log,s 27 = }ﬁii T = 1og§92) = Togs Qilog32 = 2+12g327 stad logy 2 = 2322
logg 2 = iﬁiig = logTB2 = %



Zestaw lll - podsumowujacy

31.

32.

[D]33.

34.

35.

37.

39.

36.

37.

38.

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie ma pierwiastek ujemny?
a) logy s (z+1) =m> -2 b) log,m =4 —x

Dla jakich wartoéci parametru m dziedzing funkcji f jest zbiér liczb rze-
czywistych?

a) f(z) = log, (+
Uzasadnij, ze funkcja f jest rosnaca.

a) f(x) = logy, (logy s x) b) f(x)
Wyznacz liczbe p, dla ktérej zachodzi réwnosé:

) log5(log, 5 p) = O, ) log,(log,zp) = 2,

b) logy 5 (log, p) =1, d) logs(log,(log,p)) = 1.

+ 3z —m) b) f(x) =log (z* — 3max + 1)?

= 10g071(*x)

Wyznacz liczbe ¢, dla ktérej zachodzi réwnosé:

a) log, ¢ = log 5 q +log 35, b) log, ;¢ =2 —2log5 + log 4.

Wykaz, ze dla dowolnej liczby « € R zachodzi réwnos¢:

|10g(\/1—|—x2—x)| = |log (\/1+$2—|—$)|

Okres polowicznego rozpadu izotopu promieniotwoérczego to czas T, po
ktérym masa probki tego izotopu zmniejszy sie o polowe. Jesli mg jest
poczatkowa masa probki, to masa prébki po uptywie czasu t jest rowna:

*
m(t) = mg - (%) T
Okres potowicznego rozpadu izotopu promieniotworczego pewnego pier-
wiastka wynosi 16 godzin. Po jakim czasie probka tego izotopu straci:

a) 75% swojej masy, b) 87,5% swojej masy?

Okres polowicznego rozpadu izotopu wegla **C wynosi okoto 5730 lat. Jaka
mase bedzie miala prébka tego izotopu o masie poczatkowej 96 graméw
po uptywie:

a) 17190 lat, b) 22920 lat?

Masa probki izotopu promieniotworczego pewnego pierwiastka wynosita
48 gramoéw, a po 24 dniach zmniejszyta sie do 6 graméw. Oblicz okres
potowicznego rozpadu tego izotopu.

/1 2 _ — (v 1+12*z)(\/ 1+a2+x) — 14+x2—22 — 1 tad:

te * 1tz24e 1tz24s 14224 ) S

|[log(V1 + 2% — z)| = |log ————| = |log(V1 + 2% + )" =
— |~ log(VIF 2%+ )| = |logw—1+x2+w>|
a) 0,25mo = mo(%)%

1= (%)ﬁ, stad &5 =2, czylit =32 h

b) 0,125m0 = mo(%) ™6

%:(%)%,statdi* czylit =48 h
a) m =96 ()% =96-(1)° =12 [g]
b) m =96 (3) %% =96 (1) =6 [g]

31.

32.

33.

34.

35.

39.

a)z > —1
z+1=(Hm?
v= (5" -1
HHm2-1<0
G <1=03)
stad m? —2 >0
m € (—o0; —v/2) U (v/2;00)
Nalezy jeszcze sprawdzié¢
zalozenie x > —1.
(H™2—1> -1

m2—
(3)
Ostatecznie:
m € (—oo0; —/2) U
b) m >0
x=4—log,m<0
logy m > 4 = log, 16
m > 16
a) m € (—oo; —21)

2.2

b)m € (=3;3)
a) Niech z1, z2 € D oraz

2 > 0, zawsze prawda

(V2;00)

1 < T2. Wowczas:

logg 5 21 > logg 5 72

logg,1 (logg,5 21) <

< log ; (logg 5 =2)

f(x1) < f(x2)

Zatem funkcja f jest
rosnaca.

b) Niech z1, zz € D oraz
z1 < 2. Wowczas:

—x1 > —X2

logg, 1 (—x1) <logg; (—x2)
f(x1) < f(x2)

Zatem funkcja jest rosnaca.
a)p=05 b)p=+2

c) p=4d) p=065536
a)g=5 b)q= 15

Nwl»—-

A

=48(3)%
(%) 3 , stad
=3, czyli t = 8 dni

mool»—‘ Gﬁ

5.8. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna



5. Powtdrzenie

5.9. Ciagi

Ciagiem nieskonczonym nazywamy funkcje, ktorej dziedzing jest zbidr
liczb naturalnych dodatnich. Ciag a: N, — R oznaczamy (a, ), a kolejne
jego wartosci nazywamy wyrazami i oznaczamy: aq, s, as, . . .

Ciagiem skonczonym k-wyrazowym nazywamy funkcje, ktérej dziedzina
jest skoficzony zbidr liczb {1,2,3,...,k}.

Ciagi monotoniczne

Ciag (a,) nazywamy:

« rosnacym, jesli dla kazdego n € N,: a, 1 > a,,

» malejacym, jesli dla kazdegon € N.: a,,11 < ay,,

« nierosnacym, jesli dla kazdego n € N, : a, 1 < a,,
» niemalejacym, jesli dla kazdego n € N, : a,41 > a,,
« stalym, jezeli wszystkie wyrazy ciagu sa rowne.

Cigg arytmetyczny
Ciag liczbowy (a,,) nazywamy ciagiem arytmetycznym, jezeli istnieje taka
liczba r, ze dla kazdego n € N, zachodzi réwnosé:
Apt1 = Ap + 7

Liczbe r nazywamy réznica ciagu (a,,).
Wzér ogblny ciggu arytmetycznego (a,) o réznicy r:

a, =a;+ (n—1)r
Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,,) o réznicy r:

S, = algan = 2a1+(2n71)7" n

Ciag geometryczny
Ciag liczbowy (a, ) nazywamy ciggiem geometrycznym, jezeli istnieje taka
liczba q, ze dla kazdego n € N, zachodzi réwnosé:
an+1 =an*q
Liczbe ¢ nazywamy ilorazem ciagu (a,,).

Wzér ogblny ciggu geometrycznego (a,,) o ilorazie g:

ap = ay - qn71
Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie ¢ # 1:
1—q™
Sn =ap -
1—q



Zestaw | — wprowadzajacy

1.

10.

10.

Oblicz 3@9 + b12.
(=1)" - nt oy = (—

a) a, = —
b) ap = 10g3 n, b,

D" An + 1
= log,(5n + 4)

Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu (¢, ), gdzie ¢, = a,, - b, oraz:

b — { 2n 45 dla n nieparzystych

dla n parzystych

dla n nieparzystych

1
o = { 2 dla n parzystych 2" —n

Tle wyraz6éw ujemnych ma ciag (a,)?

a) a, =4n — 15 b) a, =n?—10n+ 16 ¢) a, = (2n—3)(2n—9)

Zaproponuj wzér ogdlny ciggu.

a) 1,4,9,16,25, ... c) 1,235 | e) 1,1, 2,4,
by 1,41 11 d) 2,-4,6,-8,10,... f) 2,212,212 .
Wykaz, ze ciag (a,) jest malejacy.

_ L - 4 - _5
a) a, = p—] b) a, =2+ ~ c) a, S
Zbadaj monotoniczno$¢ ciagu (a,).
a) a, =n?*+n+1 d)anzgzii g) a, =n®—n
b) a, = 4n —n? e) an:i:gz h) a, =+vn+4
¢) a, =n*—6n+8 f) a,= ngil i) a, =(—-1)"*!

Dane sa pierwsze trzy wyrazy ciagu arytmetycznego (a,). Podaj wzoér
ogblny tego ciagu. Oblicz wyrazy as i ag.

a) 1,3,5,... b) 8,3,-2, ¢) —1,-1.0,...
Oblicz n-ty wyraz ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy 7.

a) ay=—-4,r=2,n="7 c) a=3,r=-2n=15

b) a; =3, 7= —-5n=10 d)a=2,r=-1,n=20
Sprawdz, czy ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

_ 2n+41 .2 _ _ - _"
a) a, = n b) a, =n*—1 ) a, =+v3n—1 d)a”_n-H

Wyznacz wzér ogdlny ciagu arytmetycznego (a,). Okresl monotonicznosé
tego ciggu.

a) a;=1,a;=9 b) ay = —6, aj;p = 12 c) a3 =0, ag =2

a) tak b) nie
¢) ant1 =V3n++v3—1
An+4+1 — An = \/g

Zatem jest to cigg arytmetyczny o réznicy v/3.

d) An+1 = Z—ié
_ _ n+l 1 _ 1
Unt+1l —0n = 3705 — 731 = (mr2)(ntl)
Réznica an+1 — an nie jest stata dla n € Ny, zatem (an)

nie jest ciggiem arytmetycznym.
a) an = 2n — 1, rosnacy
b) a, = 3n — 18, rosnacy

2

) an = 3n — 2, rosnacy

&

a) -8 b)9
1:7,02:4,03:%,
Cq = 24

a)3 b)5 ¢)3

a) an, = n? b) an = 27}71
¢) an = 7

d) a, = (-1)""'2n

e) an = 3=

f) ap =2dlan nieparzystych
oraz a, = 2 + n+2 dla n pa-
rzystych

_ 1
a) ant1 = o35

_ _1 1
Gnt1 = 0n = 705 — 741

<0dlan e Ny

_ il
= D mFD)
Zatem ciag (an) jest ciagiem
malejacym.

b) AN =2 —— n+1

an+1_an:2+n+1+

4 _
_Z_E_n(n-&-l) <0
dlan€N+

Zatem ciag (an) jest ciggiem
malejacym.

_ 5

€) Gni1 = 503
_ 5 5 _
An+1 = an = 5773 — 5,071 —

_ ~10
— (2n+3)(2n+1) <0
dlan € N4
Zatem ciag (a
malejacym.

a), d), g),

b) , ¢), i) niemonotoniczny

») jest ciagiem
h) rosnacy

e) staly
f) malejacy

) an =2n—1, a5 =9,
ag = 15

b) an = —5n + 13, a5 = —12,
a8:—27
¢)an=3n—-1%1, a5 =1,
8:2%

) )a10:—42
) :—23 d) a20:—7

5.9. Ciggi



12.

13.

14.

15.

16.

a)
b) (z +1)> + (3z —1)® =

2% — 122 =0
x=0Ilubz =6
a) a =18, b=33, c =48
b) 10+ v/2, 8 + V2, 6+ /2,
442,242
a)

(a; +7r)+(a, +2r) =—4
{(a1—|—5r)—(a1—|—97")—8

2a1 +3r = —4

{ —4r =8

ar=1,r=-2

b)

{(a1+r)—|—(a1+5r)—4
(a; +3r)(a; +6r) =22

a; =2—3r

2(2+43r) = 22
an =3n — 10
a) Slz = fll
b) So = 9(1 4 3v/2)
C) T = 3, 515 =270
d)r=5a1=-3,57=84
a) a1 =12, an, =97, r = 5,
n =18
Zatem Sig = 981.
b) S1 — suma liczb dwucyfro-
wych podzielnych przez 4

S2 — suma liczb dwucyfro-
wych podzielnych przez 6

S3 — suma liczb dwucyfro-
wych podzielnych przez 12
Sy = (12490022 _ 1188

Sy = (12+926)~15 — 810

Sy = U2496):8 _ 439

Szukana suma:
S =51 +5>— 53 =1566

5. Powtdrzenie

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

17.

18.

Oblicz réznice ciagu arytmetycznego (a,,) spelniajacego podane warunki.

+ =—6 + =2 % '(15——8
a) { aq (45 ) { aq as C) { 3
as + a7 = —2

az;+ays=0 a9 -Gy =2
Dla jakich wartosci z podane liczby sa kolejnymi wyrazami ciagu arytme-
tycznego? Podaj te wyrazy.

a) 2z — 1,2z +5, 3z + 4 b) (z+1)% (2z+1)2, (3z —1)?

a) Wyznacz takie liczby a, b, ¢, aby liczby 3, a, b, ¢, 63 tworzyly ciag
arytmetyczny.

b) Miedzy liczby 12421 /2 wstaw pie¢ takich liczb, aby wszystkie razem
tworzyly ciag arytmetyczny.

a) W ciggu arytmetycznym suma wyrazéw drugiego i trzeciego jest réw-
na —4, natomiast réznica wyrazow szoéstego i dziesiatego jest réwna 8.
Oblicz pierwszy wyraz i réznice tego ciagu.

b) W ciagu arytmetycznym suma wyrazéw drugiego i szistego jest réwna 4,
natomiast iloczyn wyrazéw czwartego i sibdmego jest rowny 22. Wyznacz
wz6r ogoblny tego ciagu.

Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,,).
c)ag=-3,a3+a,=9,n=15
d)ay=2,a15—ay=15,n=7

a) ap =3, r=1%,n=12

b)a,=1—v2,7=v2,n=9
Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych dodatnich, ktére:
a) przy dzieleniu przez 5 daja reszte 2,

b) sa podzielne przez 4 lub sa podzielne przez 6.

Drugi wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 0, a suma jedenastu poczat-
kowych wyrazéw jest rowna 220. Ktory wyraz tego ciagu jest rowny 257

Czwarty wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 6. Oblicz sume siedmiu
poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

Lewa strona réwnania jest suma kilku poczatkowych wyrazéw ciagu aryt-
metycznego. Oblicz x.

a) 24+ 446+ ... +x=110 ) 1+5+9+ ...+ (4dz—3) =120

b)5+1—-3—...—x=-T72 d) —4—1+2+ ...+ (3z+2) =172
az=ai1+r =0, czyli a1 = —r 19. a) 282 .2 =110, z =20
Sip = (2a1+;07')~11 _ 87;11 = 44r = 220 b) &TZ'ZTM - _72

Stad r = 5 oraz a1 = —5.
an=-5+(n—1)-5=25
Zatem n =17, czyli ay = 25.

as=a1+3r==6
_ (2a1+467)7 __
Sy = ZatonT _

22+ 4z —621 =0
(z+27)(x —23) =0, =z =23
c) 1Hl==3) . — 120

222 —2 —120 =0

(22 4+ 15)(x —8) =0, z =38
d)z=6

2-(a14+3r)-7 __
1480):T _ g9




20.

22,

23.

24.

25.

[D]26.

27.

28.

29.

26.
27.

28.
29.

S, jest suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,). Wyznacz wzdr ogdlny
tego ciagu. Czy jest to ciag arytmetyczny?

a) S, =n? b) S, =n?-1 ¢) S,=nd—1

Wykaz, ze jezeli ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym, to ciag (b,) tez
jest ciagiem arytmetycznym.
b) bn = A2n+1

a) b, = ag, c) b, =2a,—5

Dane sa trzy poczatkowe wyrazy ciagu geometrycznego (a, ). Podaj wzér
og6lny tego ciagu. Oblicz wyrazy ag i aq.

a) 2,4,8,... b) 9,3,1,... c) gh/ﬁ
Wyznacz wzér ogdlny ciagu geometrycznego (a,,). Oblicz wyrazy a4 i a;.
c) a; =3,q=—2 e) a3 =3, ag = —81

d)a2:2’a3:1 f) CL1:2\/§72_Z:3\/§

Wyznacz wzér ogdlny ciagu geometrycznego (a,,). Okresl monotonicznosé

a) ap =—3,q=2
b) a1:4,q:—1

tego ciggu.

a) a3=8, a4:16 16

b)a2:18,a5:? ,a7:—2\/§

C) Ay =

Sprawdz, czy ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym.

on b) a, = 4. 57L+2 C) ay, = 1427

a) a, = ? d) a, = 3n. 57171

Wykaz, ze ciag a,, = 32" jest ciagiem geometrycznym. Czy ciag (b,) jest
ciggiem geometrycznym?

a) b, = (an)2

Wykaz, ze jezeli ciag (a,) jest ciggiem geometrycznym, to ciag (b,) tez

b) b, =5"a, c) by=1-—a,

jest ciaggiem geometrycznym.

a) bn = Q2n b) bn = A2n+41 C) bn = OGp41 — Qn

a) Miedzy liczby 7 i 189 wstaw dwie takie liczby, aby wszystkie razem
tworzyly ciag geometryczny.

b) Miedzy liczby 6 i 96 wstaw trzy takie liczby, aby wszystkie razem two-
rzyly ciag geometryczny rosnacy.

¢) Trzy liczby tworza ciag geometryczny. Suma tych liczb jest réwna 4%,
a ich iloczyn jest réwny 1. Znajdz te liczby.

Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,).

1
C) agz—l,a6:§,n:6

d)a-a,=vV5,a,=1,n=7

a) a1:5,q:%,n:5
b) a1 =2, ¢=—1,n=45

a), b) tak c) nie
q — iloraz ciagu geometrycznego (ar)

a) bn+1 — a2n 42 — q2 dla ne N+

bn a2n

Zatem ciag (by) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie ¢>.

bnt1 _ G2pn43 2
b) &5 = Ty =4 dlan € Ny

Zatem ciag (bn) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie 7.

n42—0n41 _ Ont1°d—an'qg _ (@ny1—an)-g
Upyp1—an Apy1—an = T apt1-an —qdlan€N+

c) —b7z::1 =
Zatem ciag (bn) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie gq.
a) 21,63 b) 12,24,48 ¢) 3,1,31ub 3, 1, &

a) 8521(1)% b)S45:\/§ C) SGZ—% (1)5'7:3].—|——1565\/3

20.

21

22.

23.

24.

25.

a) an, = 2n — 1, tak

0 dlan=1
b)“"_{zn—l dlan>1’
nie
c) a1 =0,
an=3n2—3n+1dlan>1,
nie

. 7 — réznica ciagu arytmetycz-

nego (ar)
a) bn+1 — bn = A2n+2 — A2n =
=2r
Ciag (bn) jest ciagiem aryt-
metycznym o réznicy 2r.
b) bpt1 — bp =
= Q2n+3 — G2n+1 = 21
Ciag (bn) jest ciagiem aryt-
metycznym o réznicy 2r.
C) bn+1 — bn =
= (2an+1 —5) — (2an — 5) =
= 2(an+1 —an) = 2r
Ciag (bn) jest ciagiem aryt-
metycznym o réznicy 2r.
a) a, = 2", as = 64,
a0 = 1024

1

27
b)an:3—n,a6:§

_ 1
410 = 31g7
c) an = (V2)" 2, as = 4,
alpo = 16
a) a, = —3-2"7' a4 = —24,
ar = —192
b) an =4-(=1)""", ay = —4,
a7 =4
c) an =3-(—V2)" ",
ay = —6\/5, a7 = 24

— 1 _ 1
d) an = on—3) a4 = 29
1
017:E
_3yn—1
e) an = & ?’s , aa = —9,
ar = 243

f) an =2 (vV3)", as = 18,
a7 = 54\/§

a) a, = 2", rosnacy

b) an = 27+ (2)"
¢) an = % (—+/2)", niemono-
toniczny

a), b), d) tak c) nie

1 c
, malejacy

5.9. Ciggi



30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

a1 =10, g = 2,
S, =102
=10(2" — 1), n € Ny

a) 10(2" — 1) > 600

2" > 61

n>6

b) 10(2" — 1) > 1500

2" > 151

n =8

a) az = —6,qg=—2
Si10=3-=C22 — _1023
b)

{a1q+a1q2 =38

a1q® + a1g* =2

a1 = —32
q=-3

lub

32
alz?
_ 1
9=3

Se = —21 lub Sg = 21
az + a4 = 300

{ag + a5 = 225
aiq+ a1q3 = 300

{a1q2 + a1q4 = 225

a1 = 256
g=%

a) qa=¢" =1

— 2. 1*1(7%%)6 S
b) g =¢* =3
S—29 1-(3)° _ e

a) 1081,60 zt b) 1340,10 2
c) 1480,24 zt

Po 4 latach: 2349,80 zt,
po 8 latach: 5841,60 zt

a) 609,50 zt b) 610,30 zt
c) 610,50 zt

5. Powtdrzenie

30.

31.

32.

33.

37.

38.

Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego jest rowny 10, a iloraz jest réwny 2.
Ile co najmniej poczatkowych wyrazéw tego ciaggu nalezy zsumowad, aby
otrzymaé liczbe: a) wieksza od 600, b) wieksza od 15007

a) Dany jest ciag geometryczny (a,), w ktéorym a; = 3 1 a3 = 12. Suma
trzech poczatkowych wyrazéw tego ciagu rowna sie 9. Oblicz sume dzie-
sieciu poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

b) Dany jest ciag geometryczny (a,,), w ktérym a, + a3 = 81 a4 + a5 = 2.
Oblicz sume sze$ciu poczatkowych wyrazdéw tego ciagu.

W ciagu geometrycznym suma drugiego i czwartego wyrazu jest rowna
300, a suma trzeciego i piatego jest rowna 225. Ile poczatkowych wyrazdw
tego ciagu nalezy zsumowad, aby otrzymac 5927

W ciggu geometrycznym a; = 2 i as = —v/2. Oblicz sume szedciu poczat-
kowych wyrazéw tego ciagu:

a) o numerach parzystych, b) o numerach nieparzystych.

Kapital w wysokosci 1000 zt ztozono w banku na procent sktadany. Jaka
bedzie wielko$¢ kapitatu po n latach przy oprocentowaniu rocznym r?

a) n=2,7=4% b) n=6,r=>5% c) n=10,r =4%

Bank przyjal kwote 10000 zt na 3% rocznie i pozyczyl ja na 8% rocznie.
Ile zyska bank w ciggu czterech lat, a ile — w ciagu odmiu lat?

Do jakiej kwoty wzrosnie kapitat 500 zt ztozony w banku na pieé lat, jezeli
roczna stopa procentowa wynosi 4%, a odsetki sg kapitalizowane:
a) co pdét roku,

b) co dwa miesiace, ¢) co miesigc?

W bankach A, B, C lokaty terminowe sg oprocentowane 2% w skali roku.
W banku A odsetki sg kapitalizowane co rok, w banku B — co kwartal,
a w banku C — co miesiac. Do kazdego z tych bankéw wplacono 2000 zt.
W ktérym banku odsetki od tej kwoty po roku beda najwicksze? O jaki
procent wzrosnie kapital w kazdym z tych bankéw po roku?

Banki A, B, C'i D oferuja nastepujace warunki oprocentowania lokat:
bank A — 5,6% rocznie, odsetki kapitalizowane co miesigc,

bank B — 5,65% rocznie, odsetki kapitalizowane co kwartal,

bank C' - 5,75% rocznie, odsetki kapitalizowane co p6t roku,

bank D — 5,8% rocznie, odsetki kapitalizowane co rok.

Ktéry z tych bankéw oferuje najkorzystniejsze warunki?

K = 2000 zt

Bank A: K(1+0,02) = 1,02K o 2%

Bank B: K (1 + 222)* ~ 1,02015K o okolo 2,015%
Bank C: K(1+ %22)'? ~ 1,02018K o okoto 2,018%
Najwieksze odsetki beda w banku C.

K — wptacony kapitat

Bank A: K - (1+ 225)" ~ 1,0575K

Bank B: K - (1 + 290%)* ~ 1,0577K

Bank C: K - (1 + 2%)? ~ 1,0583K

Bank D: K - (1 4 0,058) ~ 1,058K
Najkorzystniejsze warunki oferuje bank C.



Zestaw Il - ¢wiczeniowy

39.

Ciag (a,) jest okreslony rekurencyjnie. Wypisz pieé¢ poczatkowych wyra-

39.

a) a1 =2,a2 =2,a3 =2,
as = 2, as = 2, ciag staly
b) ayp = —4, az = —3,

z6w tego ciagu. Zbadaj, czy jest to ciag monotoniczny. as=—1,a1=2,a5=6
1 Ant1 —an =n >0

a) ay =2, Gy = 20n + 1,n>1 c) ag=3,a,11=0a,—n*n>1 dl;; N,

b)a=-4,a,41=a,+n,n>1 d)a =1, a,1 = nL—i—la"’ n>1 Zatem ciag jest rosnacy.

C) a1 =3, az = 2,

40. Ciag (a,) jest okreslony rekurencyjnie. Czy jest to ciag arytmetyczny lub as = —2, as = —11,
geometryczny? as = —27 o
Un+1 — An = —N° <
a) a1 =1, apy1 =5a,, n>1 c) ag=3,a,41=3a,—1,n>1 dlz:neNJr
b)a; =-2,a,,1=a,—6,n>1 d) a; = -5, apy1 =3, n > 1 Zatem ciag jest malejacy.
d)ar=1,a2=1,a3=1,
41. Oblicz sume szedciu poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,). as=3% as=1
a) a; =1, any =3a, —n*, n>1 b) ay =2, a,1 =na,—1,n>1 an > 0122 = 2 <
dlan € N4

42. Ciag (a,) jest rosnacy i wszystkie jego wyrazy sa ujemne. Zbadaj mono-

tonicznosé ciagu (b,,).

a) b, =3a, —1

Zatem ciag jest malejacy.
40.

Ani1 .
a) —+ =5, ciag geome-

b) b, = —2a, +4 tryczny o ilorazie 5
b) ant1 — an = —6, ciag aryt-
metyczny o réznicy —6

C) a1:3,a2:8,a3:23

43. Ciag (a,) jest malejacy i wszystkie jego wyrazy sa dodatnie. Zbadaj mo-

notonicznoéé ciagu (b,,).

as—ai1 # az—asg oraz 22 #£ 43
a) b, =4a, —1 c) b, =+/a2+1 e) b, = 10 ) ,#, ) a7 @2
an Ciag nie jest ani arytmetycz
b) b, = —a2 d) b, =a +a, £) b, = — 1 ny, ani geometryczny.
I+an d) a1 = —5, ay = —15,
az = —135

Ciag (a,) ma granice réwna g, jedli dla kazdego € > 0 istnieje liczba natu- az—a1 # az—az oraz g # 21

ralna k taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi nieréwno$é: Ciag nie jest ani arytmetycz-
ny, ani geometryczny.

41.a) a1 =1, a2 =2, az = 2,
as = —3, a5 = —25,
ag = —100
Suma: S¢ = —123
b)a1 :2, az = 1, as = 1,
a4:2,a5:7,a6:34
Suma: Sg = 47

la, —g| <e
Jedli ciag (a,) ma granice réwna g, to méwimy, ze jest zbiezny do g.
Ciag (a,) jest rozbiezny do oo, jesli dla kazdej liczby M istnieje liczba
naturalna k taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi nieréwnos¢ a,, > M.
Ciag (a,) jest rozbiezny do —oo, jesli dla kazdej liczby M istnieje liczba
naturalna k taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi nieréwnos¢ a,, < M.
= Jedli g € (—151), to igrgoq” =0. = Jeli ¢ > 1, to glir;oq” = 00.

1

= Jesli £ > 0, to lim n—k:O. » Jesli k > 0, to lim n* = oo.
= Jedli @ > 0, to lim /a = 1. = lim ¢/n=1

42. Ciag (an) jest rosnacy, wiec ant1 — an > 0 dlan € Ny.
a) bur1 —bp =3ant1 — 1 — (3an — 1) = 3(an+1 —an) > 0dlan € Ny
Zatem ciag (b,,) jest rosnacy.
b) brt1 —bn = —2ap4+1 +4 — (—2an +4) = —2(ant1 —an) < 0dlan € Ny
Zatem ciag (b,) jest malejacy.

L _ L _gncangs _ —Gapizan) g gy p e Ny

Ap 41 an An+41-aAn An+1-°0n

C) bn+1 - bn =
Zatem ciag (bn) jest malejacy.
43. a), c), d), f) malejacy

b), e) rosnacy

5.9. Ciggi



44,

45.

46. a
47.

48. a

a) =2 b) 0 ¢) —x©
d) o e) -3 f) -2

nde+2)(2-%)2 5 _
g g}ﬂoo n3(4-2)(1+2) T2
=4

b) "3(%’3)2(%’2) _ —18n3
n2(34+1)2 ~ 6n?
= —00
) p+2)2C+2)7  ant
n3(3-1)(24+1)2 12n3
=0
10.ﬂ+i
d) Zertar _ g
ﬂ_‘_z
6"1

2n

T +12
e) 37

1-2- 97

=12

_36. 62
) o0 b) —0co ¢) —o0
a)% b)% c)%
)

Yo < BT O <
< Yoo = Y207

lim ¥Y9» =9
ilim ¥2-97 = lim ¥/2-9=
=1.9=9

Zatem na mocy twierdzenia
o trzech ciagach:

lim /8" +97 =9

T—00

b) Y73 =61 ()"
61/1=6y/1-1<
<63/1—(3)" =

= YF =3 < Vo

V6 =6

i g}ljr;o 67/5=6-1=6
Zatem na mocy twierdzenia
o trzech ciagach:

lim /6" —3" =6

T—00

c) V2-4n <

< V93 +2-4" <
Y94 1247 =

= Y11 -4~

lim {/2-4" = lim V2 -4=

=1-4=4

ilim V/11-4» =4

Zatem na mocy twierdzenia
o trzech ciagach:

lim {/9-37+2.-47 =4

T—00

A

5. Powtdrzenie

44,

45.

46.

48.

Jezeli lim a,, = a, hm b, = b, gdzie a,b € R, to:

n—o0

= lim(c-a,) =c- hm a, =c-a, gdzieceR
n—oo n—od

= lim (an +b ) =lima,+ limb, =a+b granica sumy ciagow
n—oo n—0o0 n—oo

= lim (an ) = lima, — limb, =a—0» granica réznicy ciagoéw
n—oo n—oo n—oo

= lim (an 0 bn) = hm a,-limb,=a-b granica iloczynu ciagéw
n—oo n—oo

lim a,
3 an n—o0 a . . . ’

L] hm —_— = = - granica ilorazu ciggdéw

noe bn  Llim b, b’ S

n—00

gdy b#01ib, #0dlaneN,

Oblicz granice ciagu (a,).

_ —4n?43n+1 _ 6nt4n?-5 _ 6-2n—-9n?
a) ay = 2+n+2n2 ©) an = 2-n3 ¢) an = 6+2n+3n2

_10n2%-2 _on3—2n44 _ —3n*+3n%+4
b) n = 2—n+4+n3 d) n = n2+1 f) n = Ant4n3+1

Oblicz granice ciagu (ay,).

_ (2n+1)(2n—-1)2 _ (n+2)2(2n+3)? 274340l
a) tn = g mrsy 9 T Gtz ¢ %= oo
_ (6-3n)2(1-2n) _2.57tl43 _ 3.8"—gnt2

Oblicz granice ciagu (ay,).
a) a, =2n*—n+5 b) a, =8+ 2n%—4n®> c¢) a, =8 2" —4"

Oblicz granice ciagu (ay,).

on—1 an?+1 3/ n34+2
-~ b) a, = —n2+ c) = ¢/t
8n+8 In2—n 8n3+4+n

a) a, =

Twierdzenie o trzech ciggach
Jesli wyrazy ciagéw (a,,), (b,) i (c,) spelniaja nieréwnosé a,, < b, < ¢, dla
wszystkich (lub prawie wszystkich) n € N+ oraz hm a, = lim ¢, = g, to:

n—oo
lim b,,
n—oo

Oblicz granice.

a) lim /8" + 9» c) lim /9-3" 424" e) lim /8 + 206n

b) lim /6" — 3" d) lim {/3" 4 5"+ 7" f) lim /23" —sinn

d) V1< {3 +50 + 70 < YT 4T T = /3T
lim /7" =71 lim ¥/3-7" = lim ¥3-7=1-7=7

x—00 T—00 x—00

Zatem na mocy twierdzenia o trzech ciggach: lim /3" + 5™ + 77 =7

e) ¥206n < /8 +206n < {/8n + 206n = {/214n
lim 4/206n =11 lim v/214n =1

Zatem na mocy twierdzenia o trzech ciggach: lim /8 + 206n = 1
f) ¥V3n = /23" —3" < {/2-3" —sinn< ¥2-3" 43" = {/3. 3"
lim /3" =31 lim v/3-3" =3

Zatem na mocy twierdzenia o trzech ciagach: lim {/2-3" —sinn =3




49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

54.

Szereg geometryczny a; + a1q+ a1q® +a1¢* + . .. o ilorazie ¢ € (—1;1) jest
zbiezny. Jego suma wyraza si¢ wzorem:

9 =%
1-gq

Oblicz sume wszystkich wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,), wiedzac, ze:
a) a1:2,q:‘/?§, c) a; + a3 =10, ay + ag = =5,
b) a, = —18, a4 + Ao = —12, d) as = \/5, 4@6 = ((13)2.
Zamien utamek okresowy na utamek zwykty.
a) 0,(2) c) 2,1(3) e) 2,(45) g) 1,(450)
b) 1,(4) ) 2,4(9) ) 3,01) h) 0,(270)
Dla jakich wartosci x szereg geometryczny o ilorazie ¢ jest zbiezny?
a) g=2z—1 b)q=—%x2+x+%
Dla jakich wartoéci x szereg geometryczny jest zbiezny? Wyznacz jego
sume.
2 3 1 1
a) 142z +42? + 827 4 ... b)1+ +16x2+64x3+...
Rozwiaz réwnanie.
1 1 .
a>1+ﬂ+m+...—3 2x
b) 1+ +(““)2+ —a2yl
z+3 z+3 U 3
) 6(z—a2+ad—..)=— +( 1 >2+<L)3+
14z 14z 1+
d) cosx —cos’x +cos*z — ... = —1
Rozwiaz nieréwnosc.
a) —2+é—%+...<x2+x
x x

b) sin®z +sin®z +sin*z +... > % dla z € (0;7)
Rozwiaz réwnanie.

lim(tgz +tg’z +tg’ v+ ... +tg® ') = ?
Okredl dziedzine i naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej zbiér wartosci.
a) f(r) =2z +2x% + 223+ ... b)f(:v):—l—f—%—xl—z—f—...
a) x € (—oo; —2) U (25 00) 55. |tg> x| < 1, czyli @ € (—F +km; T + kn),
b) |g| = |sinz| < 1, kel
czyliz € (0;Z)U (5;7) 1f§g€z = @, itffz =3
S:fi’;?nzzéé tg?m:\/g,x:%—i—kﬂ,kez
2sin?z +sinz —1>0 56.a) D =(—1;1), f(x):i_zz:;—i_z
sinz > 1 oraz z € (0;3) U (5;m) f(D) = (=1;00)
Zatem x € (%;Z) U (%;3F) b) D = (—o0; —1) U (1;00),

— = 7
z€(55) V(58 @) = =s = s~ L
f(D) = (=o0; =1) U (=1;—3)

50.

51.

52.

53.

b) = %sz—%
¢)ai=8,¢g=—1% S:%
d)as—(“) =1=uass,
czth*—f
Staédq:%:‘/?§

a3:a1q2,czyli a1 = 22
S = 2v2 _ 4v2 _
1--5
(f+1)
)% b) & ¢c) £ 4d) 3
e) I )298 ) 151 b)

) lg| = |2z — 1| < dla
€(0;1)
b)|q|:\—%a:2+a:+%|<1
—%az2—|—az+1>—1lub
——a: —|—a:—|— <1
—1(@® -2z —-3)>01ub
—l@®-22-1)<0
—=(z+1)(z —3) > 0 lub
—I@x-1)?%<0
ze(-1;1)U(1;3)
a) |q| = [2z] < 1 dla
re(—3:2); 5=
b) lg| = |7;| < 1 dla

10

7

l\'}lb—‘ l\'}lb—‘ [\Jlbi [\Jlbi

2@ (e WiEres)
Sizl
a)le—@
b)z=-2z=1
c)L:|q|:|—x\<1dla
€(-L1); L=%
P:\q\:\H_—z|<1dla
z € (—o0; —2) U (0; 00);

1

s _ 1
P717+41>17;

d) |[gl =|—cosz| < 1dla
xF#km, kel

S= e —
cosw = —1

Zatem x = §7r—|—2k7r lub

a::§7r+2k7r,k€Z.

5.9. Ciggi



57 a) b1 = 4,b2 =16

_ (2:449.12)-10 _
Sio = (2:4F912):10 _ 5gp)
b)

(2a1+;-2r)-8 — 240
(2(a1+r)2+7-2r)-8 — 956

a1:16
r=2

Zatem a1 = 16 i a16 = 46.

58. a1 = —6,n=25
59.
ay + 2r = 28
a1 +9r =0

al = 36

r=—4
_ (2:36+(n—-1)(=4)n _
Sy = Z30H D) _

(19 —n)n = —20, n € N4
Zatem n = 20.

60. S), = 18k — 405
k=15
a5 = 6+ 14r = 48
r=3

61. Zerkn1):6n | 50 —
_ (2(a1+n-5)+(n-1)-5)n
2

Zatem n = 10.
@+42)n _

62.

2
—r)). n=L
— 242 + <<2+T)+(422 ) 5

Zatem n = 21.
as1 = 2+ 20r = 42
=y

63. a)

B g

2 (1-¢®)(1+¢%) _
C(te = 12

5. Powtdrzenie

—40

Zestaw lll - podsumowujacy

57.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

63.

a) Drugi wyraz ciagu arytmetycznego jest réwny 4, a czwarty jest réwny 16.
Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw o numerach parzystych.

b) Ciag arytmetyczny sklada sie z szesnastu wyrazéw. Suma wyrazéw
o numerach parzystych jest réwna 256, a suma wyrazéw o numerach nie-
parzystych jest réwna 240. Oblicz pierwszy i ostatni wyraz tego ciagu.

W skoniczonym ciggu arytmetycznym wyrazy drugi, piaty i ostatni sa
rowne odpowiednio: —4, 2 i 42. Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu oraz
liczbe jego wyrazéw.

W skonczonym ciagu arytmetycznym trzeci wyraz jest réwny 28, a dzie-
siaty — 0. Suma wszystkich wyrazow jest rowna —40. Oblicz pierwszy wyraz
tego ciagu oraz liczbe jego wyrazéw.

Pierwszy wyraz ciaggu arytmetycznego (a,,) jest réwny 6. Dla pewnej licz-
by k mamy a, = 48, a suma k poczatkowych wyrazéw ciggu S, = 405.
Oblicz réznice tego ciggu oraz k.

Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego o réznicy 5 jest
o 500 mniejsza od sumy nastepnych n wyrazéow tego ciagu. Oblicz n.

Skoniczony ciag arytmetyczny ma nieparzysta liczbe wyrazow. Pierwszy
wyraz tego ciagu jest réwny 2, a ostatni jest rowny 42. Suma wszystkich
wyrazow tego ciggu jest o 242 wigksza od sumy wyrazéw o numerach
parzystych. Oblicz réznice tego ciggu oraz liczbe jego wyrazow.

a) W ciagu geometrycznym suma trzech poczatkowych wyrazéw jest réw-
na 2, a suma kwadratéw tych wyrazéw jest rowna 12. Wyznacz wzér ogdlny
tego ciggu.

b) W ciagu geometrycznym suma trzech poczatkowych wyrazéw jest réw-
na 27, a suma dziewieciu poczatkowych wyrazéw jest rowna 39. Oblicz
iloraz tego ciggu.

Czwarty wyraz ciagu geometrycznego jest réwny /5. Oblicz iloczyn sied-
miu poczatkowych wyrazow tego ciagu.

Trzy kolejne wyrazy ciagu geometrycznego sa dlugosciami bokéow tréjkata.
Jakie wartosci moze przyjmowaé iloraz tego ciagu?

b) 64. 125/5
a - 22 65. g € (—\/5271; ‘/g“)
ai -

2
lfq9 __ 39
1-¢3 27

(1-¢®)(1+43+¢% _ 13
1-¢3 )

1-g
1-q
9

1-q
1-qg

+q’—5=0
(¢ +3)e®—3)=0

Zatem q = —%/7376 lub ¢ = ?.



66.

67.

68.

70.

[]71.

72.

73.

74.

75.

69.

71.

Dtugosci bokow tréojkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny. Jedna
z przyprostokatnych ma dtugosé 6. Oblicz dtugosci drugiej przyprostokat-
nej oraz przeciwprostokatnej (rozwaz dwie mozliwosci).

Oblicz dtugoéci bokéw prostokata, jezeli dtugoséci dwdch z nich razem z dtu-
goscig przekatnej tworzg ciag arytmetyczny oraz:

a) obwdd prostokata jest réwny 14, b) pole prostokata jest réwne 48.

a) Miedzy liczby 2 1 56 wstaw dwie takie liczby, aby pierwsze trzy tworzyly
ciag geometryczny, a ostatnie trzy — ciag arytmetyczny.

b) Suma trzech liczb tworzacych cigg arytmetyczny jest réwna 21. Jesli do
pierwszej liczby dodamy 1, do drugiej 2, a do trzeciej 15, to otrzymamy
ciag geometryczny. Wyznacz te liczby.

Wykaz, ze dla dowolnego ciggu arytmetycznego zachodzi réwnosé:
S3TL = 3(52’” - Sn)

Wyznacz takie katy a € (0;7), dla ktérych ciag: 3, sinca, cos2a jest cig-
giem geometrycznym.

Dany jest ciag geometryczny o wyrazach catkowitych. Wykaz, ze suma
kwadratow trzech jego kolejnych wyrazéw jest podzielna przez sume tych
wyrazéw.

Ciag (a,) jest okreslony rekurencyjnie:

a; =3
{an+1 =4a,+6 dla n>1
a) Wykaz, ze ciag (b,) okreslony wzorem b,, = a,, + 2 jest ciagiem geome-
trycznym oraz wyznacz wzor ogélny tego ciggu.
b) Wyznacz wzér ogdlny ciagu (a,,).

Zbadaj monotoniczno$¢ ciagu (a,).

 14243+..+n _ 3464+9+...+3n
a) a, = n+1 b) a, = An+6
Oblicz granice ciagu (a,,).

14447+ +(3n-2) _ 3494274...43"
a) a, = 2n2 41 ¢) an = 14+5.27

_ 14345+...+(2n+1) 1454254457
b) a, = o d) an = ——F—F57—
Zbadaj zbieznoéé ciagu (a, ) w zaleznodci od parametru p.

_ pn _ (P*—49)n?*+5
8) an = (p+1)n+2 b) an = (p—2)n?+1

S3n = 2(11+(Z23n71_)7‘ -3n

3(S2n _ S’n) =3 (2a1+(§n71)'r . on — 2a1+(2n71)r . ’I’L) = ) - 4a1+4nT72T;(2a1+n'r77‘) _
= - 2a1+(§n71)'r = San

ai +a3 +ai=af +ai¢® +ai¢ =1+ +¢") =1 -+ +¢° +¢*) =
= (1-)(l+q+ ) +P(1+q+¢))=ai(l+q+)(1—q+q*) =

= (a1 + a1q + a1¢®)(a1 — a1q + a1¢®) = (a1 + a2 + a3)(a1 — a2 + as)

ai1,a2,a3 € Z, stad (a1 — a2 + a3) € Z, zatem a? + a2 + a2 jest podzielne przez
a1+ a2 + as.

66.

67.
68.

70.

72.

73.

74.
75.

I przypadek

Niech 6, 6 + r, 6 + 27 beda
dtugosciami bokéw tréjkata.
6>+ (6+1)° = (6+2r)
oraz r > 0, czyli r =2
Druga przyprostokatna: 8,
przeciwprostokatna: 10

II przypadek

Niech 6 —r, 6, 6 + r beda
dtugosciami bokéw tréjkata.
(6 —7)%+6>=(6+7)>
oraz r > 0, czylir = 1,5
Druga przyprostokatna: 4,5,
przeciwprostokatna: 7,5

a) 3,4 b) 6,8

a) 8,32 lub —7, 245

b) 2, 7, 12 lub 26, 7, —12

cos 2a — sir%aja c (07 7'(‘)

sin av
cos 200 = 2sin® a

1 — 2sin? a = 2sin® o,
24=1
«=7
a € (0;7), czyli sina = %
5

6

czyli sin

oraz o = ¢ lub a =
a) b1 =5
b1 = 4(an + 2) = 4by,

il — g dlan >1

by =5-4"1
b) a, =5-4""" -2
a) an = %

An+1 — An = % > 0 dla
n € N4,
ciag (an) jest rosnacy

__ 3n(1+4n)
b) an = 1(2n+3)

— _3(n+1)(n+3)
Gnt1=0n = 5043 nts) O

dlan e N4,
ciag (an) jest rosnacy

a)% b) —co ¢) oo d)—i

a) lim a, =

_ o dlap# -1
—oo dlap=-1

b) lim a, =

Z—00

—oo dlap < -2
0 dlap=-2
5 dlap=2
oo dlap>-—-2ip#2

5.9. Ciggi



77.

78.

79.
80.
81.
82.

a>0ib=0

sina + cosa =

= ﬁ(sina-@—!—cosa-@) =
= /2(sina - cos T
+cosa-sinf) =

= V2sin (a+ %)

a € (0;5),

wige sin(a+ §) € (@, 1>
Zatem:

_ 1
lgl = Vlsmatat T < L,

CO oznacza, ze ciag jest

zbiezny.

S=—21 =
=

__ _sina+cosa

sin a+cos a—1

_ V2sin(a+%)
— \/§sin(a+§{—)fl =2 + \/57

czyli sin (a4 §) =1

Zatem o = 7.

a1:12,q:—%
01:5,(]:%
15 1

f1=3.9=73
a) Obwody tréjkatéw czerwo-
nych tworza ciag geometrycz-
ny o pierwszym wyrazie %
i ilorazie %.

Suma obwoddéw:
&

S==2

b) Ciag pdl:

V3 V3 V3
464010247 "
jest ciagiem geometrycznym
o pierwszym wyrazie @

. s . 1
i ilorazie 5.

Suma poél: S = = 2=

5. Powtdrzenie

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

76.

83.

Dla jakiej wartosci parametru p granica ciagu (a,) jest réwna 67
_ 2 2p . p+1 )
a) an=n ((n+1xn+2) (n+2)(n+3)
2p—1  p+2 )
n2+2n  n2+3n

b) an = (n+2)2(

Dla jakich warto$ci parametréow a i b zachodzi ponizsza rownosé?

. an?45n3+1
il_r»rglo bnt—nd34+2 o0
Wykaz, ze dla kazdego a € (0; §) szereg geometryczny o pierwszym wyra-

L jest zbiezny. Wyznacz wartoéé o € (0; %),

sin a+cos «

zie a; = 11iilorazie ¢ =

dla ktérej suma tego szeregu jest réwna /2 + 2.

Suma wszystkich wyrazéw nieskonczonego ciggu geometrycznego jest réw-
na 8. Suma pierwszego i trzeciego wyrazu jest réwna 15. Oblicz pierwszy
wyraz i iloraz tego ciagu.

Suma wyrazéw o numerach parzystych nieskonczonego ciggu geometrycz-
nego jest rowna 6, a suma wyrazéw o numerach nieparzystych jest rowna 9.
Oblicz pierwszy wyraz i iloraz tego ciagu.

Suma wszystkich wyrazéw nieskoficzonego ciagu geometrycznego jest réw-
na 10, a suma kwadratéw tych wyrazéw jest réwna 60. Oblicz pierwszy
wyraz i iloraz tego ciagu.

W trojkat rownoboczny o boku 1 wpisano tréojkat
tak, ze jego wierzcholki sg Srodkami bokéw wyjscio-
wego tréjkata (rysunek obok). W powstaly tréj-
kat wpisano w ten sam sposéb nastepny tréjkat.
Opisang procedure powtérzono nieskonczenie wiele

razy i otrzymano nieskonczony ciag trojkatow row-
nobocznych. Oblicz sume:

a) obwodéw tréjkatéw czerwonych,

b) pdl tréjkatéw niebieskich.

W kat o mierze 60° wpisano nieskonczony ciag kot
stycznych do siebie zewnegtrznie (rysunek obok).
Promien najwiekszego kola jest réwny 3. Oblicz
sume:

a) obwodéw wszystkich tych két,
b) pdl wszystkich tych kot

_ pn3+5pn27n37n2

— (nt+1)(n+2)(n+3)
o p+32-1-1
=Im S oorods =

2pn? (n+3)—n?(p+1)(nt1)
(n+1)(n+2)(n+3)

3 2 .3 .2
. pn°+5pn“—m°—n
257010 (nt D) (n+2)(nt3)

b)p=9

|SO1| = 2r1, |SO2| = 2r3, |SO1| = |SO2| + 71 4 12, zatem ry = 17y,

a) an =

p—1=6,czylip="7

a) Ciag obwodéw: 6, 27, %’T, ... jest ciagiem geometrycznym o pierwszym wyrazie
6T

67 i ilorazie % Suma obwodéw: S = =T = 97
3

b) Ciag pol: 9, , 5 - - jest ciagiem geometrycznym o pierwszym wyrazie 97
1

i ilorazie 5. Suma pol: S = In — 87 _ qolyn
17§ 8 8



5.10. Geometria analityczna

Dane sa punkty A(z1,y1) i B(wa, ). e
Srodek odcinka AB ma wspolrzedne:
r1tw2 Yy1+y2
s(mge, ngt)
L1

Z—O—?h X

Dtugo$¢ odcinka AB wyraza sie wzorem:
|AB| = \/(352 —21)* + (Y2 — 1)? A

Odleglo$¢ punktu P(xg, ) od prostej [ o réwnaniu Az + By +C =0
wyraza sie wzorem:

_ |Azo + Byo + C|

VA T B
Dane sa punkty A(x,y;) 1 B(xs,y,). Wspélrzedne wektora AB okreglone
83 7a POmMoCcy Wzoru:

d

A—B> = [302 — T1,Y2 — yl]

Wektorem przeciwnym do wektora @ = [a, b] jest wektor —w = [—a, —0].

Sumg wektoréw @ = [a,b] i T = ¢, d] jest wektor:
W+ 7T =la+cb+d

Réznicg wektoréw w = [a,b] i T = [c,d] jest wektor:

U —T =la—cb—d]

Iloczynem wektora @ = [a, b] przez liczbe « € R nazywamy wektor:

aW = [aa, bl

Zestaw | - wprowadzajacy

1. Punkt S jest srodkiem odcinka AB. Oblicz a i b. l.a)ja=3b=1
a) A(1,-3), B(2,5), S(a,b) ¢) A4(0.4), B(a,b), 5(2.-1) O
c)a=4,b= -6
b) A(737a')7 B(ba2)v 5(075) d) A(G,,Q), B(2a7b)7 S(b7 Cl) d) a=4,b=6
2. Oblicz odleglo$é punktu A(3,2) od srodka odcinka BC. 2. a) S(—1,-1),|]AS| =5
a) B(=5,—-2), C(3,0) b) B(71,2), C(41,—4) b) 5(6,-1),|AS| = 3v2

3. Oblicz obwdéd tréjkata ABC.
a) A(27 _1)3 B(Gv 7)7 0(274) b) A(Oa?’)a B(27 _1)a 0(67 7)

3. a) |AB| = 4V/5, |AC| =5, |BC| = 5,
Ob =10+ 4/5
b) |AB| = 2V/5, |AC| = 2V/13, | BC| = 4V/5,
Ob = 6/5 + 2V/13

5.10. Geometria analityczna



4. a) |AB|? = 232,

|AC|? = 116, |BC|? = 116,
réwnoramienny

i prostokatny

b) |AB|? = 320,

|AC|? = 205,

|BC|? = 205,
rownoramienny

¢) |AB]? =17,
|AC|? = 425,

|BO|? = 442,

prostokatny

d) |[AB|? = 260,

|AC|? = 148, |BC|* = 424,
ani prostokatny,

ani réwnoramienny

a)y=3

b)y=—zz+4
c) I sposéb

ons = 1% =3
Sas = (2, g)

0% symetrii: y = 22 + £
II sposob

S(z,y), |AS| = |BS|
VEF D - TF =
=@ =52+ +27
O$ symetrii: y = %x + %

a) Prosta AB:z+y+2=0

[1:3+1-3+2|
h =  VItL =4v2

|AB| = 5v/2, P =20
b) Prosta AB:

r—2y+6=0
[1-3-2-(-3)+6 _

h= 25mg =3v6

|AB| = 4+/5, P = 30

a) |[AB| =25

Odlegtosé punktu A od
prosteJ CD: T

=25 =
b) 26
a) Punkt nalezacy do prostej
k: K(0,2)
Odlegtos$¢ punktu K od

prostej I: d = Z‘ﬁ

b) K( ) )7 d= %
a) wzgledem osi OY

b) wzgledem poczatku uktadu
wspoitrzednych

5. Powtdrzenie

10.

11.

12.

13.

10.

11.
12.
13.

Czy trojkat ABC jest réwnoramienny? Czy jest on prostokatny?

a) A(2,1), B(16,7), C(6,11) c) A(-2,-9), B(2,—-10), C(3,11)
b) A(_Ga _8)7 B(]-Ov O)v O(_ga 6) d) A(_47 _5)7 B(12> _3)7 O(_6a 7)
Wyznacz réwnanie osi symetrii odcinka AB.

a) A(4,—14), B(4,25) b) A(-2,-2), B(2,10) «¢) A(-1,7), B(5,—-2)
Oblicz wysokosé trojkata ABC opuszczong z wierzchotka C, a nastepnie
pole tego tréjkata.

a) A(_3a 1)3 B(2a _4)3 0(37 3) b) A(_27 2)7 B(Ga 6)7 C(3a _3)
Oblicz pole réwnolegloboku ABC D, ktérego bok C'D jest zawarty w pro-
stej k.

a) A(0,3), B(4,1), k:y=—3x+5 b) A(-1,-3), B(5,—1), k:x = 3y—>5
Oblicz odlegto$¢ miedzy prostymi k i [.

a) kiy=-3x+2,lty=-3x—-2 b)kiy=3x+3, Ly=3r—1
Sprawdz, czy okrag o Srednicy AB jest symetryczny do okregu o $éred-
nicy CD wzgledem osi OX, osi OY lub poczatku ukladu wspélrzednych.
a) A(]-a O)a B(Sv _6)3 C(_57 _4)a D(]-v _2)

b) A(_ga _1)7 B(5a 5)a C(_4a 2)a D(27 _6)

Wyznacz wspoltrzedne punktu B symetrycznego do punktu A wzgledem
prostej (.

a) A(10,11), l:y—5=0 c) A(2,3),lx4+3y—1=0

b) A(10,11), l:y = —x d) A(2,3), l:y =323

Wyznacz wspoélrzedne punktu przeciecia symetralnych bokéw tréjkata
ABC.

a) A(-5,4), B(3,0), C(7,8) b) A(—6,4), B(—1,-1), C(2,2)

a) Wyznacz wspolrzedne punktu lezacego na osi OX i réwno odleglego
od prostych x +y — 8 = 0 oraz y = Tx — 14.

b) Wyznacz wspélrzedne punktu lezacego na osi OY i réwno odleglego od
prostych —x +y+4=0oraz 2o —y —7=0.

Wyznacz rownanie prostej rownolegtej do podanych prostych oraz rowno
odleglej od kazdej z nich.

a)r—y+2=0, z—y—5=0 b)2x—y—3=0, 20 —y+7=0
a) B(10,—1)
b) Prosta AB: y =z +1, S(—3, 1), B(—11,-10)
¢) Prosta AB: y =3z — 3, S(1,0), B(0,—3)
d) Prosta AB: y = -2z + 7, S(4, —1), B(6,—5)

a) (1,6) b) (=2,3)

a) (—13,0) lub (2,0) b) (0,—2 —/10) lub (0, -2+ /10)

a) Szukana prosta ma posta¢ y = x + b. Nalezy do niej punkt P(0,b), stad:
1:0-1:b+2 1:0-1:b-5

‘ v | = | = ‘,czyhb:—%

H==5

b) 2z —y+2=0



Zestaw Il - ¢wiczeniowy

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

19.

20.

21.

Dane sa punkty A(—

a) AB + BC,

Dane sa punkty A(2,1), B(2,—3) i C(—1,3). Wyznacz wsp6lrzedne punk-

tu P, wiedzac, ze: a) AC = B_f)’, b) BA+PC = B?, c) PC = 2AB.

Punkty A, B, C i D sa kolejnymi wierzchotkami réwnolegtoboku, O za$

1,2), B(2,6)iC/(4,2
b) BA — 4B,

). Wyznacz wspélrzedne wektora:

c) AB +2BC.

jest punktem przeciecia jego przekatnych. Czy prawdziwa jest réwnosé:

a)A-B>+BTZm+O?, c)m—ﬁg:Zﬁ,
b) AB + AD = 240, d) YAC +1DB = AD?

Punkty A, B, C'i D sa kolejnymi wierzchotkami réwnolegtoboku. Wyznacz
wspdtrzedne punktu D, jezeli wiadomo, ze:

a) A(-3,-2), B(5,2), C(1,6), b) A(3,-1), B(5,2), C(-1,6).

Dane sa punkty A(0,0) i B(—3,2). Narysuj w ukladzie wspélrzednych
odcinek A'B’, ktéry powstal przez przesuniecie odcinka AB o wektor .
Podaj wspélrzedne punktéw A’ i B'.

a) v =13,0] b) T =[3,3] c) U=

[1,-3] d) 7 =10, 4]

Dany jest kwadrat o wierzchotkach A(2,2), B(4,6), C(0,8) i D(—2,4).
Znajdz wspélrzedne wierzchotkéw kwadratu otrzymanego przez przesu-
niecie kwadratu ABCD o wektor ¥

— AB b)?:]ﬁ ¢) T =1CD

W réwnolegtoboku ABCD dane sa: A(—3,—-2), B(3,1) oraz DB = [5, —1].
Wyznacz wspoltrzedne pozostalych wierzchotkéw tego rownolegtoboku oraz
oblicz jego pole.

W dowolnym tréjkacie érodkowe przecinaja sie w jednym punkcie, zwa-
nym $rodkiem ciezko$ci trojkata. Wspélrzedne srodka ciezkosci trdojkata
o wierzchotkach A(z1,y1), B(xs,ys) i C(x3,y3) wyrazaja sie wzorami:

z1+xo+T3
€Tr = 3 9 y =

Yy1+y2+ys3
3

W tréjkacie rownoramiennym ABC' o podstawie AB dane sg wspdirzedne
wierzchotkéw A(—5,1) i C(3,7) oraz $rodka podstawy D(—1,—1). Wy-
znacz wspolrzedne srodka ciezkosci tego trojkata.

a) A'(4,6), B'(6,10), C'(2,12), D'(0,8)

b) A,( ) ( ) ), Cl(_274)7 DI(_47 O)

¢) A'(1,0), B'(3,4), C'(~1,6), D'(—3,2)

DB = [3 —ap,1—yp] =[5, —1], czyli D(—2,2)
DC = [xo +2,yc — 2] = AB = [6,3], czyli C(4,5)

Prosta AB:z —2y—1=0
Odlegtosé wierzchotka D od prostej AB: h = ‘1(72)%’1‘ = %‘6
|AB| = 3/5, stad P = 3v5- 128 =21

DB = [z5 + 1,y5 + 1] = AD = [4, —2], czyli B(3, —3). Srodek cigzkosci: (1, 2)

15.

16.

17.

18.

.a) AB+ BC =
b) BA - 4B =
=[-3,—4] —[3,4] =

¢) AB + 2BC =

= [3,4] +2[2, —4] = [7, —4]
a) (3,2 = [z — 2,y + 3],
czyli P(—1,-1)

b) [0,4] +[-1—z,3 —y] =
=[-3,6]
[-l1—=z,7—y] =
czyli P(2,1)

&) [~1- 2,3 — y] = 2[0, ~4],
czyli P(—1,11)

a) tak, 4B+ BC =
=40 +0C
b) tak, AB + AD =
= AB + BC = AC = 240
c) tak, AC - DB =

=AC +BD =
=240 + 20D = 24D
d) nie, —m—i— 5D
= A0 + OB = E # ﬁ
D(z,y) oraz DC = AB
a) D?:[l—x,G—y}Z
= [8,4], czyli D(~7,2)
b) DC = [-1— 2,6 —y] =
= [2, 3], czyli D(-3,3)
A'(3,0), B'(0,2
A'(3,3), B'(0,5
A'(1,-3), B'(—
A'(0,—4), B'(—

AC = [5,0]

[_67 _8]

[_37 6}7

AC =

a
b
c

SN

)
)
2,-1)
3,-2)

(=9
~

5.10. Geometria analityczna



22.
23.

24,

25.

26.

27.

28.

b) (z— 1)+ (y—3)> =10
’+(y+1)?2=25
2+y2:25

241 (y-12=25

o) r= \4-(71);3-479| —5
(z+1)+(y—4)>*=25
a) r =3, 5(3,2)
(z-3°+@-2°=9
b) 5(1‘0,2), r= |l‘()|,

|BS| = |AS|

z3 = (o +2)% + (24 2)2,
Xo = -5
(x+5)>%+@y—2)2=25
a) (z+1)°+(y—-1)7°=
czyli S1(—=1,1)iri =1
|SS1] =4

I przypadek

L

r+ri=4,czylir=3
Réwnanie okregu:
(z—3)°+@y-17%=9
II przypadek
|r—ri|=4, czylir=5
Réwnanie okregu:
(z—3)>2+(y—1)°*=25
b) (z—3)°+ (y—1)2 =9 lub
(z-3)2+(y—1)%=49
a) styczne wewnetrznie
b) roztaczne zewnetrznie
c) przecinaja si¢

d) styczne zewnetrznie

5. Powtdrzenie

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

30.

31.

29.

30.

31.

W tréjkacie ABC dane sa: A(1,—-3), B(4,2) i $rodek ciezkosci D(1,—1).
Wyznacz wspolrzedne wierzchotka C' oraz oblicz pole tego trdjkata.

Okrag o srodku w punkcie S(a,b) i promieniu r > 0 jest zbiorem wszyst-
kich punktéw plaszczyzny, ktorych odlegtosé od punktu S jest rowna 7.
Punkt (z,y) nalezy do tego okregu wtedy i tylko wtedy, gdy:

(x—a)®>+ (y—b)? =r?

Réwnanie 22 + y?> + Az + By + C = 0, gdzie A, B, C sa stalymi, jest
rownaniem okregu wtedy i tylko wtedy, gdy ATQ + BTQ —C>0.

Wyznacz réwnanie okregu o srodku S przechodzacego przez punkt A.

a) 5(0,0), A(1,3) b) S(1,3), A(0,0) ¢) S(3,-1), A(0,3)

Wyznacz réwnanie okregu o promieniu 5, do ktérego naleza punkty A i B.

Wyznacz réwnanie okregu o $rodku S(—1,4), ktory jest styczny do:

a) osi OX, b) osi OY, c) prostej 4z —3y = 9.

Punkt A nalezy do okregu stycznego do osi OY w punkcie B(0, 2). Wyznacz
réwnanie tego okregu, jesli:  a) A(6,2), b)) A(-2,-2).

Wyznacz réwnanie okregu o $rodku S(3, 1) stycznego do okregu o podanym
réwnaniu (rozpatrz dwa przypadki).

a) 24+ +2r—2y+1=0 b) #? +y* +2z+4y+1=0

Dany jest okrag o $rodku S(1,2) i promieniu 2. Okresl wzajemne polozenie
tego okregu oraz okregu danego réwnaniem:

a) 2+ (y —2)? =1, c) 2* =2z +y*—8=0,

b) (x+2)*+ (y+2)*=8, d) 2? — 10z + y* — 4y + 25 = 0.

Zbadaj wzajemne polozenie okregéw O; i O,.
a) Op: 22 +y*—8y+8=0, Oy 224+ y>—8r+8=0
b) O;: 22 +y? =42 +8y+11=0, Oy 2> +y?* +6x —4y—12=0

Dla jakich wartoéci parametru m podane rownanie opisuje okrag?

a) > +y*—2y—m=0 b) 2 +y* —2mx —m =0

Wyznacz réwnanie okregu opisanego na tréjkacie ABC.
a) A(—ga 0)7 B(—17 _4)7 0(37 4) b) A(_17 1)7 B(?’v —1)7 0(35 5)

a) O1: 2%+ (y —4)> =8, 51(0,4), r1 = 2/2

Oz: (z —4)* +y? =8, S2(4,0), 72 = 2V/2

|S1S2| = 4v/2 = r1 + 72, wiec okregi sa styczne zewnetrznie.
b) O1: (x— 22+ (y+4)>==09, S1(2,-4), 71 =3

Os: (z+3)2+ (y —2)2 =25, S2(—3,2), 72 =5

|S1S2| = V61 <71 + 1o

|r1 — 72| < |S1S2| < r1 + r2, wiec okregi przecinaja sie.
a)z’+(y—-1)°=1+m

1+m >0, czylim> -1

b) (zx —m)? +y* =m?>+m

m(m+1) > 0, czyli m € (—oo; —1) U (0; 00)

a) (z+3)2+(y—2)2=40 b) (z—2)2+ (y—2)2=10



32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

40

Dany jest okrag o érodku S(—2,3) i promieniu 3. Okredl, ile punktéw
wspoélnych ma podana prosta z tym okregiem.

a) 3x—4y+4=0 b)y=xz+1 c) 3x+4y+9=0

Okreél, ile punktéw wspdlnych ma podana prosta z okregiem o réwnaniu
(x+2)*+ (y— 3)* = 25.

a) t—2y+18=0 b)2z—y—6=0 c) 4o —3y—8=0
Oblicz odlegtosé miedzy prostymi k i [. Wyznacz réwnanie okregu o srodku
lezacym na osi OX stycznego do obu tych prostych.

a) kky=x+1,lty=x2-3 b) k:y=—2x —6, l:y = -2z + 14
Dla jakich warto$ci parametru m podana prosta jest styczna do okregu
okreslonego réwnaniem x* — 4z + y* + 2y — 11 = 07

a) x—y+m=0 b)z+y+m=0 c)z—2y+m=0

Wyznacz réwnanie okregu, ktéry jest obrazem okregu K w symetrii wzgle-
dem prostej [.

a) K:(x—6)*+(y+1)*=16,Ly=x+1
b) K:(x+2)*+ (y—3)2=50,1:2y —z+2=0

Rozwiaz uktad réwnan. Podaj jego interpretacje geometryczna.

224y —6x—7=0 ?+y*=9
a) o ¢ 2,2 -
y=x+1 4y —2r—-2y—3=0

b 2?4yt =22 -2y =0 d 22 +y? =25

y=x+4 2+ +8+7=0
Oblicz dtugo$¢ cieciwy okregu K zawartej w prostej [.
a) Kiz?+y*—2x—2y+1=0, Lxa—y—1=0
b) K:z? +y*> -6z —8y+15=0, Lz +2y—6=0
Oblicz odleglo$é punktu P(—1,—4) od prostej, do ktérej naleza punkty
wspolne okregéw x? — 6z + y? — 8y + 21 = 0 oraz 2% + y> — 2y — 9 = 0.
Punkty A(0,—4) i D(—3,0) sa wierzchotkami trapezu réwnoramiennego
ABCD, a jego podstawa AB zawiera sie w prostej 2x — y = 4. Prosta
T + 2y — 2 = 0 jest osia symetrii tego trapezu.
a) Oblicz wspélrzedne wierzchotkéw B i C' tego trapezu.

b) Wyznacz réwnanie okregu opisanego na tym trapezie.

. a) Wyznaczamy srodek podstawy AB: b) Srodek okregu lezy na osi symetrii,

2w —y=4 el stad S(z, -3z +1)
x+2y_2:0’czw aB(2, |AS| = |CS|

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

SapB = [zp — 2,ys) = ASap = [2,4], \/$2+(5—%$)2:\/(175"'1)2"‘(—%35—

CZyli B(4,4) xr = %7St@d 3(37%)
Prosta CD: y =2x 46 r? = |AS|? = 32
Wyznaczamy $rodek podstawy CD: a2 16 N2 as
y=2z+6 ($—§) +(y_1) = 16
z+2y—2=0
Scpa = [zc +2,yc — 2] = DScp = [1, 2],
czyli C(—1,4)

, czyli Spc(—2,2)

W d=1,
dwa punkty wspblne

b) d = 2v/2,

dwa punkty wspblne

c) d=23,

jeden punkt wspélny

a)2 b)0 ¢) 1

a)d=2v2, (x—1)2+y> =2

b) d = 4v/5, (x—2)*+y* = 20

(z=272+(y+1)* =4
24 14m| _
a) T = 4l

m = —3+4\/§, m = —3—4+2

2=14m| _

m=—14+4v2,m = —1-4/2
2+24m| _

) = =4

m = —4+4v5, m=—4—4/5
a) (z+2)°+(y—77>=16
b) (z —2)° + (y + 5)° = 50
a)z=—1,y=01ub
r=3,y=4

b) sprzeczny
c)z=3,y=01lub
z=0,y=3
d)z=—-4,y=31ub
z=—4,y=-3

a) V2 b) 25

Przeksztalcamy réwnania
okregow:

22 +y% =62+ 8y —21
ix?+y%=2y+09,stad
6r+8y—21=2y+9
z+y—5=0
d=LEDHC _ 55

5.10. Geometria analityczna



41.

42,

43.

44,

45.
46.

47.

48

z=2m —3
{y =1-m
z e (=1;1),
czyli m € (1;2),
ye(=11),
czyli m € (0;2)
Zatem m € (1;2).

r=1
y=2-—-m

1+(2-m)*>=5
Zatem m = 0 lub m = 4.

r=m—1
a)
y=-1

m—-1)>2+1< %8

16
Zatem m € <i; £>

3

xr=—=
b){ *
y=m-—1

(=§2+m-1"< R
Zatem m € (0;2).

M
a

a=-2,b=1,
y=2x+2,y=—x+35,
A(—1,0), B(5,0)
Ob=6+4v2+2V5

|AB| = 3v/5, C(z,3z + 1),
h=2V5

d= \1-z+2<3§+1)+1\ =25
|7z + 3| =10
r=1lubx=—-=
C(1,4) lub C(—%,-22)
Prosta AB: y = —%x — %
Prosta AC: y = —2
B(-17,3),C=(-%,-2)
Prosta BC: y = —2z — 11

5. Powtdrzenie

Zestaw lll - podsumowujacy

41.

42,

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

49.

50.

Dla jakich warto$ci parametru m punkt wspdélny prostych o réwnaniach
r+2y=-11x—y=3m—4 nalezy do wnetrza kwadratu o wierzchol-
kach (]-7 1)7 (17 _1)7 (_]-7 1) i (_17 _1)?

Dla jakich wartosci parametru m proste o réwnaniach 3x — 2y = 2m — 1
i z+y = 3—m przecinaja siec w punkcie nalezacym do okregu 22+ 1% = 57

Dla jakich wartosci parametru m punkt wspdélny prostych k i [ nalezy do

kola ograniczonego okregiem z? + y* = 257

a) k:3z+4y=3m—7, Lx—4dy=m+3
b) kidz+y=m—4, 20 —y=—-m—3

Dla jakich wartoéci parametru m proste k i [ sa prostopadte? Dla wyzna-
czonych wartoéci m oblicz odlegto$¢ punktu przecigcia tych prostych od
poczatku uktadu wspotrzednych.

a)k:mx+2y—6=0, l:4dx+m?’y+6=0
b) k:(m?*>—m)x+y—1=0, :(m—1Dz+my—4=0

Dla jakiej wartos$ci parametru m proste o réwnaniach 2z +my +1 = 0
i 2mx +y — 1 = 0 nie maja punktéw wspdlnych? Dla wyznaczonej warto-
$ci m podaj réwnanie okregu o srodku w poczatku uktadu wspétrzednych,
ktory jest styczny do obu tych prostych.

Proste o réwnaniach ax +y = b+ 11 x4+ by = 1 — 2a przecinaja sie
w punkcie P(1,4). Oblicz obwéd tréjkata ABP, gdzie A i B sa punktami,
w ktorych podane proste przecinajg 0§ OX.

Pole tréjkata ABC o wierzchotkach A(—3,1) i B(3,—2) jest réwne 15.
Wierzchotek C nalezy do prostej o réwnaniu y = 3x + 1. Oblicz wspoél-
rzedne wierzchotka C.

W tréjkacie ABC wierzcholek A ma wspdlrzedne (3, —2), a dwie wysokosci
zawieraja si¢ w prostych y = 2o+ 71 x = —7. Wyznacz rownania prostych
zawierajacych boki trojkata ABC.

Oblicz wspdlrzedne wierzchotkéw tréjkata, wiedzac, ze punkty P(—3,1),
R(-2,-6), S(0,0) sa srodkami jego bokéw. Wyznacz réwnanie okregu
opisanego na tym trojkacie.

Oblicz odleglosé srodka okregu opisanego na tréjkacie ABC' od érodka jego
cigzkosci, jezeli wiadomo, ze A(—38,0), B(4,—6) i C(—2,6).

Niech P, R, S beda odpowiednio srodkami bokéw AB, BC, AC.
Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa: AB || SR, BC || PS
oraz AC || PR

Prosta AB: y = 3z + 10
Prosta BC: y = —%x — 23—0
Prosta AC: y = —Tx

Zatem A(—1,7), B(=5,-5), C(1,—7), 22 + 4> = 50.
Srodek okregu: O(—1, —1)

Srodek ciezkosci: S(—2,0)

0S| = V2



51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

55

Z punktu P(2,0) poprowadzono styczng do okregu (z +3)?+ (y —4)? = 1.
Oblicz odlegtosé punktu P od punktu stycznosci.

Podstawa AB tréjkata réwnoramiennego ABC' jest zawarta w prostej
2z —y — 3 = 0 oraz |AC| = |BC| = 2v/10. Wyznacz wspdlrzedne po-
zostalych wierzcholtkéw tego tréjkata, jesli wiadomo, ze C'(—3,1).

Punkt A(—4,4) jest wierzchotkiem kwadratu, ktérego jedna z przekatnych
jest zawarta w proste] y = %x + 1. Wyznacz wspdlrzedne pozostatych
wierzchotkéw oraz réwnanie okregu opisanego na tym kwadracie.

Punkt P(0,—2) jest $rodkiem podstawy tréjkata réwnoramiennego,

a punkt S(%, —%) jest punktem przeciecia si¢ jego $rodkowych. Wyznacz

wspolrzedne wierzchotkéw tego trojkata, jesli wiadomo, ze jedna ze $rod-
kowych zawiera si¢ w prostej 7z +y — 8 = 0.

W tréjkacie réwnoramiennym ABC wierzcholek A ma wspo6trzedne (0, —2).

Podstawa tego tréjkata zawiera sie w prostej 4+ y = 6 i ma dlugosé 4v/2.
a) Oblicz wspélrzedne wierzchotkéw B i C' tego trdjkata.

b) Wyznacz réwnanie okregu opisanego na tym tréjkacie.

Punkt P(—2,—2) jest wierzcholkiem rombu, ktérego jeden z bokéw jest
zawarty w proste] © — 2y — 2 = 0. Punkt S(1,2) jest érodkiem symetrii
rombu. Wyznacz wspolrzedne pozostatych wierzchotkéw oraz cosinus kata
ostrego tego rombu.

Wyznacz réwnania stycznych do okregu a2 + y? + 2z — 6y + 5 = 0 prosto-
padtych do prostej x — 2y + 1 = 0.

Dla jakich wartosci parametru k punkt przeciecia prostych y =z + k — 3
i y = —2z + 10k nalezy do kota o érodku S(1,—2) i promieniu 17

Punkt S(1,0) jest $rodkiem boku AB réwnolegloboku ABCD oraz
BC = [1,3] i CD = [—6, —2]. Wyznacz wspdlrzedne wierzchotkéw tego
réwnolegloboku oraz oblicz jego pole.

Punkty A(—5,2) i B(—1,—2) naleza do okregu x> +y?+2x —4y = 11. Wy-
znacz wspoélrzedne punktu C' nalezacego do tego okregu tak, aby trojkat
ABC o podstawie AB byl réwnoramienny.

Punkty A(2,-1), B(5,2) i C(0,7) sa trzema wierzchotkami prostokata
ABCD, na ktérym opisano okrag. Wyznacz réwnanie stycznej do tego
okregu w punkcie D.

Prosta zawierajaca wysoko$é poprowadzona z wierzchotka A: y =z — 2
a) Srodek podstawy BC: b) Przyjmijmy, ze B(6,0) i C(2,4).

—r_9 Wspotezynnik kierunkowy prostej AB:

{y ~ aAB = %

T+y=6 Srodek boku AB: Sap(3,—1)
Sec(4,2) Symetralna boku AB: y = —3z + 8

(z — 4)2 Ty — 2)2 _ (2\/5)2 Srodek okregu:

z+y=06 {y——3x+8
B(6,0), C(2,4) lub B(2,4), C(6,0) y=x—2

S(3:3)

Promiei okregu: r* = |SA|* = 2
@-3"+-3)"=%

51.

52.

53.

54.

56.
57.

58.

59.

60.

61.

A — punkt stycznosci
S(—3,4) — srodek okregu
|PS| = V41, |SA| =1
|PA| = 2+/10
20 —y—3=0
{(1:+3)2+(y— 1)2 =40
2’ —22-3=0
A(—1,-5), B(3,3)
Druga przekatna: y = —2x—4
Punkt przecigcia przekatnych:
S(—2,0)
C(0,—4), |SC| = 2v/5,
VE+2)2+ (G +1)2 =
=25
B(-6,-2), D(2,2)
(x+2)* +y* =20
Wspbétczynnik kierunkowy
prostej PS: %
Prosta AB: y = —2x — 2
Tcr+y—8=0
{y = =2w =7

B(27_6)7 A(_27 2)
PC = 3PS, C(4,0)

(37 %)7 (476)7 (_17 %)7 %
Srodek okregu: S(—1,3),
r=+/5

Styczne: y = —2x + b,

2 (=1)+1-3-b] _
2CigLen _ 5
b=—4lubb=6
y=—-2r—4,y=—-2x+6
(Bk+1)—1)*+
+(4k-2)+2)* <1
ke(-%%)

A(_27_1)7 B(47 1)7 0(574)7
D(-1,2), P =16

Wysokoéé trojkata rowno-
ramiennego ABC zawarta jest
w prostej y = x + 3.

x2+y2—|—2x—4y: 11
{y—w+3

2 +22—7=0

Zatem:
C(—2v2—1,-2V2 +2)
lub C(2v/2 — 1,2v/2 + 2).
D(-3,4), y = 4z + 16

5.10. Geometria analityczna



5.11. Planimetria

Q
Q

C

v

A D B A ‘ B A D\ B

Srodkowa tréjkata to od- Symetralna boku tréjka- Dwusieczna kata wewnetrznego
cinek taczacy wierzcholek ta to prosta prostopadila tréjkata to pélprosta o poczat-
trojkata ze srodkiem prze- do tego boku i przecho- ku w wierzchotku tego kata,
ciwleglego boku (np. odci- dzaca przez jego $rodek dzielaca go na dwa katy przy-

nek CD). (np. prosta l). stajace (np. pétprosta CD).
Punkt przeciecia sie srodkowych tréjkata C

($rodek ciezkosci) dzieli kazda ze $rodko- &

wych w stosunku 2:1, gdy liczymy od wierz- » %
chotka. A B

Symetralne bokéw dowolnego tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie,
ktéry jest srodkiem okregu opisanego na tym trojkacie.
C

Dwusieczne katéw wewnetrznych dowolnego
trojkata przecinajg sie w jednym punkcie, kto-
ry jest Srodkiem okregu wpisanego w ten troj-

kat.
Wzory na pole tréjkata

o . . o
P = 5ch, gdzie h jest wysokoscia opuszczong na bok ¢

P = Sbcsin a, gdzie o jest katem miedzy bokami b i ¢

P= %b“ -7, gdzie r jest promieniem okregu

wpisanego w trojkat A c B

P = ’;i}g, gdzie R jest promieniem okregu opisanego na tréjkacie

5. Powtdrzenie



Zestaw | — wprowadzajacy

1. Trojkat ABC jest trdjkatem prostokatnym o kacie prostym przy wierz-
chotku C'. Oblicz miary katéw 6§ i ¢, jesli wiadomo, ze odcinek:

b) AD jest zawarty c¢) CD jest $rodkowa.

w dwusiecznej,

a) C'D jest wysokoscia,

C C C
D G\
)
B 30° ) 25° 40°
A D B A B A D B

Wskazéwka do podpunktu c). W tréjkacie prostokatnym srodkowa poprowadzona z wierz-
chotka kata prostego jest promieniem okregu opisanego na tym tréjkacie.

2. Dlugosé jednej z przyprostokatnych tréjkata prostokatnego jest réwna 3.
Oblicz dhugosci pozostatych bokéw tego trojkata, jesli wiadomo, ze:

a) wysoko$é opuszczona na przeciwprostokatng jest réwna /5,
b) érodkowa wychodzaca z wierzchotka kata prostego jest réwna 2,5,

¢) odcinek dwusiecznej kata prostego zawarty w tréjkacie jest réwny 24/2.

Wskazéwka do podpunktu c). Zapisz pole tréjkata jako sume pol trojkatéw, na ktore
podzielita go dwusieczna.

3. Przyprostokatne trojkata prostokatnego maja diu- c
gosci 3 cm i 4 cm. Oblicz:
a) dlugodci §rodkowych tego tréjkata, D
b) wysoko$é opuszczona na przeciwprostokatna,
¢) dlugosé odcinka AD (rysunek obok). ki o -

4. Dwa boki tréjkata maja dtugosci 3v/3 i 6, a kat miedzy nimi zawarty ma
miare 30°. Oblicz:

a) pole tego tréjkata, b) wszystkie wysokosci tego tréjkata.

5. Dany jest trojkat prostokatny rownoramienny o przeciwprostokatnej dtu-
goéci 18 cm. Srodkowe tego tréjkata przecinaja sie w punkcie P. Oblicz
sume odlegltosdci punktu P od wierzchotkéw tego trojkata.

6. W trojkat prostokatny wpisano okrag. Przeciwprostokatna zostata podzie-
lona przez punkt stycznosci z okregiem na odcinki o dlugosciach 2 cm
i 3 cm. Oblicz dlugosci przyprostokatnych oraz promien okregu wpisanego
w ten trojkat.

6. Q2472+ B4+r)2=5%r>0
2 r2 457 —6=0
2 Zatem r =1 cm, a = 3 cm, b =4 cm.
T
r 3
TK T
r 3

. a) 6 =30°, ¢ = 60°

b) § = 32°30, ¢ = 57°30'
c) 6 =50°, p = 40°

. ¢ — druga przyprostokatna

y — przeciwprostokatna
z,y >0

3z __ V5y 3z
a) =

% ,Wigcy:ﬁ
2 2 _ (32
z=30y=3

b)y=2-25=5z=4
) 3-3-2v/2-sin45°+
+1.2V2-2sin45° =13z

95:6’31:3\/5
3. a) %cm, 13 cm, @ cm
b) £ cm

1-3-|AD|-sin45°+
+1.|AD| -4 sin45° =
1
3

ca) 22 p) 23 3 33

C

A R
|AB| = |AC| = 9v/2 cm
|CR| = |BT| = 240 cm
|AS| =9 cm

3(2- 242 +9) =

= 6(vV10 + 1) [em]

5.11. Planimetria
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6%+ (2+2)° = 4+ x)?
r=6cm, 2cm+x =28 cm
P =24 cm?®
b)c:80m,b:2ﬁcm

P =67 cm?
By
25/'.13 xT
3
25—z 3

(z+3)2+ (3+25—x)% =252
r=41lubxz =21
P=1.7-24=84

. |CD| = r, gdzie r jest pro-

mieniem okregu wpisanego
w trojkat ABC

6:8 _ 648410 .
2~ 2

r=2
|AD| = /62 + 22 = 21/10
10. C
F E
A D B

11.

|AC| = |BC| = 42 cm

|AF| = |AD| =4 cm

Punkt stycznosci dzieli ramie
trojkata na odcinki o dlugo-
$ciach: 4(v/2 — 1) cm, 4 cm.
2z, 2x,2v/3x — dilugosci bo-
kéw trojkata

x — wysokosé trojkata
Korzystamy ze wzoru:

P =gk

1 _ 2z-2z-2V/3z
3 © 23z -z = ==
czyli 2 =5

Dtlugosci bokow tréjkata:
5 cm, 5 cm, 5v/3 cm

5. Powtdrzenie

7. Oblicz pole trojkata prostokatnego o jednej z przyprostokatnych diugosci
6 cm, jesli wiadomo, ze:
a) promien okregu wpisanego w ten tréjkat jest réwny 2 cm,

b) promien okregu opisanego na tym tréjkacie jest réwny 4 cm.

8. Promien okregu opisanego na trdjkacie prostokatnym jest réwny 12,5,
a promien okregu wpisanego w ten trojkat jest réwny 3. Oblicz pole tego

tréjkata.
JKQ c

9. Dane sa dlugoéci bokéw trdjkata prosto- D
katnego ABC (rysunek obok): |AB| = 10,
|BC| = 81|AC| = 6. D jest punktem stycz-
nosci okregu wpisanego w ten trojkat z bo-
kiem BC'. Oblicz dlugosé odcinka AD.

A B

10. Podstawa w tréjkacie réwnoramiennym ma dlugo$é¢ 8 cm, a wysoko$é¢ na
nig opuszczona jest rowna 4 cm. W tréjkat ten wpisano okrag. Oblicz
dtugosci odcinkow, na ktore ramie trdjkata zostato podzielone przez punkt
stycznosci z okregiem.

11. W okrag o promieniu 5 cm wpisano tréjkat réwnoramienny o kacie miedzy
ramionami 120°. Oblicz dtugoéci bokéw tego tréjkata.

12. Na okregu o promieniu 6 cm opisano tréjkat rownoramienny o kacie miedzy
ramionami 150°. Oblicz dlugo$é¢ podstawy tego tréojkata.

Cechy podobienstwa trojkatow

Cecha BBB: jesli dlugosci trzech bokéw jednego trojkata sa odpowiednio
proporcjonalne do dtugosci trzech bokéw drugiego trojkata, to trojkaty te
sg podobne.

Cecha BKB: jesli dtugosci dwoch bokéow jednego tréjkata sa odpowied-
nio proporcjonalne do dtugosci dwoch bokéw drugiego trojkata oraz katy
zawarte miedzy tymi bokami sg réwne, to trojkaty te sa podobne.

Cecha KKK: jesli katy jednego trojkata sa rowne katom drugiego trojkata,
to trojkaty te sa podobne.

Twierdzenie Talesa

Jezeli ramiona kata A przetniemy dwiema prosty- @
mi réwnoleglymi BD i CE (rysunek obok), to: B
|AB| _ |BC| |AB| _ |AD|
|AD| ~ |DE|’ |AC| |AE| A D 2\
12. Cp
A D B
o = sin75° = sin(45° 4 30°) = sin45° cos 30° + sin 30° cos 45° = Y02

SOl = 2 = 6(/6 — V2) [em)

|DB| _ |DB| . o o o\ __ tg45°+tg30° __
Bl = srvavaTy = t875° = tg(45° +30°) = {EPEEENS =2+ V3

|IDB| = 6(v/6 —v2+ 1)(2+v3) = 6(v/6 + V3 + V2 + 2) [cm]
|AB| = 12(V6 + V3 + V2 +2) cm



13.

14.

15.

16.

17.

17.

W tréjkacie prostokatnym ABC z wierzcholka kata B
prostego opuszczono wysoko$é C'D (rysunek obok).
Oblicz promienie okregéw wpisanych w trojkaty
ABC, ADC i BCD, jesli wiadomo, ze |AD| = 3 oraz
|CD| = 4.

W tréjkacie prostokatnym wysoko$¢ opuszczona na
przeciwprostokatna dzieli ja na odcinki o dtugosciach
4 cm i 9 cm. Oblicz pole i obwdd tego trojkata. C A

W tréjkacie prostokatnym wysokos¢ opuszczona na przeciwprostokatng
dzieli ja w stosunku 1:4. Oblicz stosunek:

a) pol tréjkatéw, na ktére wysokosé dzieli ten trdjkat,
b) dlugoéci przyprostokatnych tego trojkata.

Odcinki BE i CD sa réwnolegte (rysunek
obok). Oblicz z i y.

A 4 B 3 C

W tréjkacie ABC poprowadzono dwie proste réwnolegte do boku AB.
Podzielily one tréjkat na trzy figury o réwnych polach. Oblicz dlugosci
odcinkéw, na ktére te proste podzielity bok AC, jesli ma on dlugosé 3v/3.

Okregi styczne (maja jeden punkt wspdlny)
styczne zewnetrznie styczne wewnetrznie

0S| = R+ ‘ 08| = |R — 7|

Okregi przecinajace si¢ (maja dwa punkty wspélne)

Qg IR—7| < |0S|<R+r

Okregi rozlaczne (nie maja punktéw wspélnych)
roztaczne zewnetrznie

‘--@ P

AABC ~ ADEC ~ AFGD (z cechy KKK), stad:

rozlaczne wewnetrznie

% 0S| < |R — 7|

P = 1 1 . , _ 1 C
Phro —‘FC‘ WIQC skala podobienstwa k1 = —.

Zatem L5 = I, cayli |FC| =3.

};fgg = 2, wiec skala podobiefistwa kg = % - .
Zatem %:\/—g,czyh |DF| = 3v2 — 3. b .
|AD| = 3v/3 — |FC| — |DF| = 3(v/3 — v2)

13. |CA| =5
AABC ~ NACD ~ ACBD
(z cechy KKK), stad:

|[AD| _ |CA| _ |[CD| _ 3
|[CD| — |BC| — \BD\ 4
czyli |[BC| = %1 |BD| =

Obliczamy Wysokosa, korzy-
stajac ze wzoru:
P — st
Szukane wysokosci:
hapc = 2, hacp =1,
hesp = 5

. Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku w zadaniu 13, wow-
czas:
AACD ~ ACBD (z cechy
KKK), stad:

|[AD| _ |CD|
|CD| — |BDJ’

|ICD| = /|AD| -
4-9=06 [cm)]
P=1.13-6=39 [cm’]
|CA| = 2+/13 cm
|BC| = 3v/13 cm
Ob = (13 + 5V/13) cm
15.a) 1:4 b) 1:2

. AABE ~ AACD (z cechy
KKK), stad:
= 5%5, wiec T = 14—5

— 2 2 _ 7
75,W1QCy*§

czyli
BD] =

SIS

5.11. Planimetria



18.

19.

20.

21

a)3-v5<2v5<3+5
Okregi przecinaja sie.
b) 25 > 142

Okregi sa roztaczne
zewnetrznie.

¢) 2v/5=2(+5-1)+2
Okregi sa styczne
zewnetrznie.
d)35-15<2V6 <
<35+15

Okregi przecinaja sie.

a) |z +3+2| =6,
gdzie z > —3
=1

b) |z +3—2| =6,
gdzie z > —3
=25

a) 0 punktéw dla

z € (0;4) U (6;00),

1 punkt dla z € {4, 6},

2 punkty dla z € (4;6)

b) 0 punktéw dla

x € (0;2v/3 — 2) U (2; 0),

1 punkt dla z € {2v/3 — 2,2},
2 punkty dla z € (2v/3 — 2;2)

. 0 punktow dla

r € (0;25) U (43;00),
1 punkt dla r € {2%,4%},
2 punkty dla r € (23;4%)

5. Powtdrzenie

19.

20.

21.

22.

22.

Katy wpisane w okrag oparte na tym samym tuku
maja rowne miary.

Dane sa dwa okregi o promieniach r i R. Okresdl wzajemne polozenie tych
okregéw, jeli wiadomo, ze odlegtosé miedzy ich rodkami wynosi 2v/5 oraz:
a) r=+/5, R=3, c) r=2, R=2(5-1),

b)r=1, R=2, d) r=1,5, R=3,5.

Promienie dwéch okregéw sa réwne 2 i x + 3, a odlegtosé miedzy ich
srodkami jest réwna 6. Dla jakiej wartosci x okregi te sa:

a) styczne zewnetrznie, b) styczne wewnetrznie?

Dane sg dwa okregi o promieniach r i R, a odlegtos¢ miedzy ich érodkami
jest réwna x. Okresl liczbe punktéw wspdlnych tych okregdéw w zaleznosci
od z.

a)r=1,R=5 b)r=+3, R=2-3

W tréjkacie prostokatnym ABC odcinek C'D jest wysoko$cia, a przypro-
stokatne maja dtugosci |AC| =5 i |BC| = 2v/5. Dane sa réwniez dwa
okregi: pierwszy o $rodku w wierzchotku C' i promieniu 1, drugi o srodku
w punkcie D i promieniu r. Podaj liczbe punktéw wspdlnych tych okregow
w zaleznodci od r.

Dwa okregi styczne zewnetrznie wpisano w kat o wierzchotku P. Oblicz
promienie tych okregéw, jesli wiadomo, ze odlegtosé¢ punktu P od jednego
ze Srodkéw okregdédw wynosi 6 cm, a od drugiego — 14 cm.

Kat srodkowy w okregu ma miare dwukrotnie wigk-
szg od miary kata wpisanego w ten okrag opartego

na tym samym tuku.
(P

/>

Suma miar katéw a i § wpisanych w okrag, jak na
rysunku po lewej, jest réwna 180°.

A Tréjkaty PBO2 i PAO: sa podobne (KKK).
R _ 14
B R T 6
r R+T:|PO1|—|P02|:8
O2 O1 r=24cm, R=5,6 cm



23.

[D]24.

25.

26.

27.

28.

29.

28.

29.

Wyznacz miary katow «, ﬂ in.
AB || CD

& s

Uzasadnij, ze kat PAB miedzy styczng do okregu
a cieciwg okregu poprowadzong z punktu stycznosci
jest réwny katowi wpisanemu AC B opartemu na tu-
ku wyznaczonym przez kofice tej cieciwy (rysunek
obok).

W okregu o $rodku O poprowadzono cieciwe AB. Miara kata zawartego
miedzy cieciwg AB a styczna do okregu poprowadzong w punkcie B wy-
nosi 58°. Wyznacz miary katéw tréjkata AOB.

Prosta k jest styczna do okregu o srodku O. Wyznacz miare kata a.

a) b) - c)
o
(67
2° k k k 36°

s
> cim.

Wyznacz miare kata zawartego miedzy cieciwa AB a styczna do okregu
poprowadzona w punkcie A.

W okregu o promieniu 3 cm cieciwa AB wyznacza tuk o dlugosci

o ) Wielokat nazywamy foremnym, jesli
a) Podaj miary katéw wewnetrz-

nych dziesieciokata i dwunasto-
kata foremnego.

ma wszystkie boki réwne i wszystkie
katy wewnetrzne przystajace.

b) Wykaz, ze katy wewnetrzne n-kata foremnego maja miare == - 180°.

Oblicz dtugosé boku wielokata foremnego o obwodzie réwnym 20, jesli su-
ma miar katéw wewnetrznych tego wielokata jest réwna: a) 540°, b) 1440°.

a) Dziesigciokat foremny: 144°

Dwunastokat foremny: 150°

b) Suma miar katéw wewnetrznych n-kata foremnego jest réwna (n — 2) - 180°.
Zatem miara kata wewnetrznego n-kata foremnego jest rowna w = "T_Q -180°.
a) (n—2)-180° = 540°, wiecn =5,a=20:5=4

b) (n —2) - 180° = 1440°, wiec n =10, a =20 : 10 = 2

23.

24,

25.

26.

27.

a) a=p0p=v=40°
b) a = 30°, B8 = 120°, v = 90°
c) a=50° g =100°, v =40°

JIPAB = 90°— JOAB =
=90° — 1(180°— JAOB) =
=1 JAOB =4ACB

JA=4B =32, J0 = 116°

a) 62° b) 120° c) 54°

Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku w zadaniu 24, wow-
czas:

m _ XAOB )
2 — "360° 2m - 3,

czyli AOB = 30°

JPAB =JACB =
=1340B =15

5.11. Planimetria



31.
32.

33

34.

R
[~ [N A\

4

7 twierdzenia Pitagorasa:

2 2 _ a2

R —r" =4
Zatem:

nR? —mr? = n(R* —r?) =
_ ma?
=1

70°
v/ O
60°|4
A 4 B

= % =43

y® = (4V3)" + &2,

czyli y = 47

Zatem Ob = 8(v/3 + /7).

. 6 cm
C x D
3)
S
BY
A 2x r B

(22)* + 8% = (8V5)?,
skad x = 8 cm. Zatem:
P=1.8.32=128 [cm’]
|AC| = |BD| = 82 cm
Ob=16(2 ++/2) cm

5. Powtdrzenie

Zestaw Il - ¢wiczeniowy

30.

g

31.

32.

33.

34.

35.

a) Bok szesciokata foremnego ma dlugos$é 1. Oblicz réznice pola kola opi-
sanego na tym szeSciokacie i pola kota w niego wpisanego.

b) Wykaz, ze dla dowolnego wielokata foremnego o boku dtugosci a réznica
pola kota opisanego na tym wielokacie i pola kota w niego wpisanego jest
réwna Ta®.

Kat ostry rombu ma miare 70°. Oblicz miare kata zawartego miedzy wy-
sokos$ciami poprowadzonymi z wierzchotka kata rozwartego.

Przekatne rownolegtoboku maja dlugosci 16 i 8, a kat zawarty miedzy nimi
ma miare 60°. Oblicz obwdd tego rownolegtoboku.

Dtuzsza podstawa trapezu ma dlugosé¢ 9 cm, a punkt przeciecia jego prze-
katnych dzieli je w stosunku 2:3. Oblicz dlugosé¢ krétszej podstawy.

W trapezie réwnoramiennym przekatna ma diugoéé 8v/5 cm, wysoko$é jest
rowna 8 cm, a stosunek dtugosci podstaw wynosi 1:3. Oblicz pole i obwod
tego trapezu.

a) Wykaz, ze dlugos$é odcinka taczacego srodki ramion trapezu jest érednia
arytmetyczna dtugosci jego podstaw.
b) Wysoko$¢ trapezu jest réwna 5 cm, a odcinek taczacy srodki jego ra-
mion ma dlugosé 10 cm. Oblicz pole tego trapezu.

Okrag wpisany w czworokat
W czworokat wypukly mozna wpisa¢ okrag wtedy
i tylko wtedy, gdy sumy dlugosci przeciwlegtych
bokéw tego czworokata sg réwne:

at+c=b+d

Okrag opisany na czworokacie
Na czworokacie mozna opisaé okrag wtedy i tylko wtedy,

Srodek okregu wpisanego w czworokat jest punktem przeciecia sie dwu-
gdy sumy miar przeciwleglych katéw tego czworokata sa
rowne i maja po 180°:

siecznych katéw wewnetrznych tego czworokata.
a+v=p+6=180° \Q/

Srodek okregu opisanego na czworokacie jest punktem przeciecia sie syme-
tralnych bokéw tego czworokata.

a) D C

A B

Punkty E, F, G sa odpowiednio srodkami odcinkéw AD, AC, BC.
AEAF ~ ADAC (BKB), wiec ZEL = L i EF | CD

[CD| — 2
AFCG ~ AACB (BKB), wiee {53 = § 1 FG || AB

Zatem |EG| = |EF| + |[FG| = 1|CD| + |AB| = ABHICD],
b) P =10-5 = 50 [cm?]



D] 36.

37.

38.

39.

40.

[D]41.

42.

43.

44,

41.

Uzasadnij.

a) Jedli trapez jest réwnoramienny, to mozna na nim opisaé¢ okrag.

b) Jedli na trapezie mozna opisaé¢ okrag, to jest on réwnoramienny.

W trapez réwnoramienny wpisano okrag. Oblicz obwdd i pole tego trapezu,
jesli wiadomo, ze jego:

a) ramie ma dlugosé 6 cm, a promien okregu wpisanego jest réwny 2,5 cm,
b) podstawy maja dlugosci 4 cm i 16 cm,

c¢) kat ostry ma miare 60°, a promien okregu opisanego na tym trapezie

jest réwny 1 cm.

Na okregu o promieniu 1,5 opisano trapez o katach przy dtuzszej podstawie
30° i 60°. Oblicz pole tego trapezu.

a) W trapezie réwnoramiennym kat ostry ma miare 60°, ramie ma dlugosé
2 cm, a przekatna — 2v/3 cm. Oblicz promien okregu opisanego na tym
trapezie.

b) Dluzsza podstawa trapezu réwnoramiennego ma dlugosé 8 cm. Kat
nachylenia jego przekatnej do tej podstawy ma miare 30°, a wysoko$¢ jest
réwna 2v/3 cm. Oblicz pole kola opisanego na tym trapezie.

Dltugosé jednego z bokdéw trapezu réwnoramiennego jest roOwna promie-
niowi okregu wpisanego w ten trapez i wynosi 3 cm. Oblicz pole tego
trapezu.

Wykaz, ze jezeli w trapez rownoramienny mozna wpisa¢ okrag, to wysokosé
trapezu jest Srednia geometryczna dlugosci jego podstaw.

a) Wyznacz pole kola wpisanego w romb o kacie
ostrym « i boku a.

b) Wyznacz promien okregu wpisanego w romb
o polu P i kacie ostrym «.

W okrag wpisano czworokat ABC'D. Kat mie-
dzy prostymi AB i DC wynosi 40°, a miedzy
prostymi AD i BC' — 30° (rysunek obok). Oblicz
miary katow tego czworokata.

A

Z punktu P odleglego od érodka okregu o 10 poprowadzono sieczng. Siecz-
na przeciela okrag w punktach A i B takich, ze |PA| = |AB| = 41/2. Oblicz
promien tego okregu.

D b O 42. a) Ta’sin’® o
b) +V/Psina
z /[ x 43. YA =55°, 4B = 95°, JC = 125°,

ID = 85°

44. 7 twierdzenia o siecznych:
|PA|-|PB| = (|PO|=7)(|[PO|+T)
4v/2-8v2 = (10 — )(10 +7)
64 = 100 —
r=206

AGT—bEbFa_—bB

2
Trapez mozna opisa¢ na okregu, wiec
2x =a+b, czyli z = “T*b.

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata AED:

B = (f2) - (552)° = 422 — ab
Zatem h = v/ab.

36.

37.

a) Jezeli o jest katem ostrym
trapezu réwnoramiennego, to
katy trapezu wynosza: o, a,
180° — v, 180° — v, wiec suma
przeciwleglych katow jest
réwna a + (180° — a) = 180°.
Zatem na trapezie mozna
opisa¢ okrag.

b) Zalézmy, ze na trapezie
mozna opisaé okrag. Wow-
czas a + (180° — 3) = 180°,
stad a = B. Zatem trapez
jest réwnoramienny.

a) Ob =24 cm, P = 30 cm?
b) Ob = 40 cm, P = 80 cm?

c) D C
z h z
N W
A E F B
|AE| = |FB| = § oraz
h — (1/'\/5

lo|

Trapez jest opisany na okre-
gu, wiec |AB| + |DC| = 2z,

skad |DC| = |EF| = 3.

Z twierdzenia Pitagorasa dla
trojkata AFC:

|AF|? + h% = |AC)?,

skad |AC| = 24T

W okrag o promieniu 1 cm,

w ktéry jest wpisany trapez,
jest réwniez wpisany tréjkat
ABC.

3z . 2V
I i L
4 I
czyli x = @ cm
Zatem Ob = @ cm,
P = %g cm?.
38. 3(3 + v3)
39. a) 2 b) 167
40. 45 cm?
B
A
P
r O r

5.11. Planimetria



45.

46.

2) o = 3(v6 — V),
b=2(3-V3),y=75

b) a = 6(1 + /3),
c=3(3v2+V6), vy =120°
a) B =30° v=90°

b) o = 105°, v = 30°

c) B =60° v=90° lub

B =120°, v = 30°

d) a =105°, v = 45°

lub o = 15°, v = 135°

47. a) ﬁ =2R
sin 135° = sin (90° + 45°) =
= cos45° = @
R=6V2
b) =55 = 10

48.
49.

50.

sin 120° = sin 60° = 2

9 = 5\/5

a) 3v/3 b) 7

x, 2xz — dlugosci pozostatych
bokow trojkata

9% = 22 + (2z)%+

—2-x-2x - cos60°

81 = 327

0B = 3\/§

Pozostale boki maja dtugosci:
3v/3, 6v/3.

a) 92 =524+82-2.5-8-cosa
cosa = % > 0, wiec trojkat
nie jest rozwartokatny.

b) 10> =424+ 7% —2.4-7-cos a
cosa = —0,625 < 0, wiec
trojkat jest rozwartokatny.

5. Powtdrzenie

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

51

Twierdzenie sinuséw

W dowolnym tréjkacie stosunki dtugosci bokéw do
sinuséw przeciwlegtych katow sa réwne srednicy
okregu opisanego na tym tréjkacie:

a _ b ¢
" sinB  siny 2R A C

sin «

Twierdzenie cosinuséw
Dla dowolnego tréjkata (oznaczenia jak na rysunku)
prawdziwe sa nastepujace zaleznodci:

a? =b% + c? — 2bccos o
b? = a® + ¢ — 2accos 8

c? =a?+b* — 2abcosy

Oblicz miary pozostatych katéw trdjkata, w ktérym:
a) a=4v3,b=4, a=60°, c) a=3V3,b=9, a=30,
b) b =8, c =4v?2, § = 45°, d) b=2v2, c=4, = 30°.

Rozwiaz tréjkat o danych katach i boku.
a) a=60° =45 c=2V/3 b) a=45°, 3=15°b=6

a) Najdtuzszy bok tréjkata ma dlugosé 12, a jeden z katéw ma miare 135°.
Oblicz promient okregu opisanego na tym trdjkacie.

b) Kat rozwarty trojkata wpisanego w okrag o promieniu 5 ma miare 120°.
Oblicz dhugo$é najdtuzszego boku tego trojkata.

Oblicz dtugosé boku ¢ tréjkata, w ktorym:
a) a=3,b=6,~v=060° b) a=3v3,b=2,v=150°.

Jeden z katow tréjkata ma miare 60°, a bok potozony naprzeciwko tego
kata ma dtugo$é 9. Oblicz dlugosci pozostatych bokéw trdjkata, jesli wia-
domo, ze jeden z nich jest dwa razy dtuzszy od drugiego.

Sprawdz, czy tréjkat o podanych bokach jest rozwartokatny.
a) a=5b=8¢=9 b) a=10,b=4,¢c=7

Dlugosci bokéw réwnolegtoboku sa réwne 4 i 4v/3, a jeden z katéw ma
miare 30°. Oblicz dhugosci przekatnych tego réwnolegtoboku.

Jeden z bokéw réwnolegloboku ma diugosé 7, a przekatne maja dlugosci
6 i 10. Oblicz miare kata rozwartego zawartego miedzy przekatnymi tego
roéwnolegloboku oraz dlugoéé jego drugiego boku.

d? =42 + (4v/3)% — 2 -4 - 44/3 - cos 30° 52. 72 =3%45%-2.3.5-cos a

di =4 cos v = —%

d3 =42 + (4v/3)* — 2 -4 -4/3 - cos 150° a=120°

cos150° = — %3 2 = 32 +52-2-3-5-cos 60°
do = 47 T =19



53

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

60.

. Dany jest trapez prostokatny, ktérego diuzsza podstawa ma diugosc 6,

ramie ma dtugo$é 3v/2 i tworzy z podstawa kat ostry «, a krétsza przekatna
ma dhugoéé v/6. Oblicz sin v i obwdd tego trapezu.

W tréjkacie réwnoramiennym ABC' o podstawie AB $rodkowe poprowa-
dzone z wierzchotkéw A i B przecinaja si¢ pod katem prostym w punkcie P
oraz |AP| = 6. Oblicz dlugos$é okregu opisanego na tym tréjkacie.

W trojkacie réwnobocznym ABC o obwodzie 6 na boku AC wybrano
punkt P taki, ze % = % Oblicz pole kota opisanego na trojkacie APB.

Twierdzenie o dwusiecznej kata w tréojkacie

Dwusieczna kata w trojkacie dzieli przeciwlegly bok
tego tréjkata na odcinki proporcjonalne do jego pozo-
stalych bokow.

8 _%
b y
W trojkacie ABC kat AC'B ma miare 60°. Dwusieczna tego kata przecina
bok AB w punkcie D. Oblicz dlugosci bokéw tego trdjkata, jesli wiadomo,
ze |AD| =21 |BD| =6.

Dany jest tréjkat prostokatny ABC, ktorego przeciwprostokatna AB ma
dhugoé¢ 6 cm. Dwusieczna kata BAC przecina bok BC' w punkcie D i dzieli
go w stosunku 2:1. Oblicz obwody tréjkatow ACD i ABD.

Na kole o promieniu 2 opisano trapez réwnoramienny o kacie ostrym 75°.
Oblicz pole i obwdd tego trapezu.

W okrag o promieniu 3 wpisano czworokat. Jedna z przekatnych tego czwo-
rokata jest érednicg okregu, a jeden z jego katéw ma miare 135°. Oblicz
dtugosé drugiej przekatnej tego czworokata.

Ramiona trapezu maja dlugosci réwne 51 7, a odcinek taczacy ich $rodki
dzieli trapez na czeéci, ktérych pola sa w stosunku 1:2. Oblicz dlugosci
podstaw tego trapezu, jesli wiadomo, ze mozna go opisa¢ na okregu.

Jedno z ramion trapezu ma dtugosé 5 i jest nachylone do dluzszej podstawy
pod katem 60°. Dlugo$¢ dluzszej podstawy jest rowna 8. Na trapezie tym
mozna opisaé¢ okrag. Oblicz promien tego okregu.

W tréjkat ABC wpisano okrag o promieniu 1. Bok BC zostal podzielony
przez punkt stycznosci D na odcinki dtugosci |[BD| = 71 |DC| = 3. Oblicz
sinus kata ABC' i dtugosci bokéw AB i AC tego trojkata.

D b C 61. D C
5/1* s ¢ 5 5
A h
? [\ [60°
A B N
Trapez mozna opisa¢ na okregu, E B
wiec a +b =12 i stad = = 6. Z twierdzenia cosinuséw dla trojkata ABC"
Papep = #f* - 2h = 12h |AC|* = 8% + 5% — 80 cos 60° = 49,
kad |AC| =7
1.19p = 8Ok opvli b= 2 skad [AC]
5 (ata)h Z twierdzenia sinuséw: —L— = 2R,
5 12h = =5— skad a = 10 sk@dR:%ﬁ

53.

54.
55.

56.

57.

58.

59.
62.

o

@

)

6
(V6)* = (3v2)* + 6°+
—2-3v2-6-cosa

CoOS &x = %
sin2a:1—%:%,

a € (0;3), wige sina = 1
Ob=6-+3V2+2+2=
=4(2+?2)

10v/27

|AP|=3%-2=1

|BP]? = (3)* + 22+
—2-2-2cos60° = &,
czyli |BP| = ¥3L
Korzystamy ze wzoréw:
P =29 qP = labsin

4R
1 V31
1.9, V31
1 1 g °c _ 3 3
5'5'2811160 774}% 9

czyli R = @

Pole kota: %TF

Przyjmijmy oznaczenia jak na

rysunku wyzej.

7= g,czylia:i’)b

7 twierdzenia cosinuséw:
82 = (3b)* + b+
—2-3b-b-cos60°
bzs—‘f,a*—%;ﬁ,c:S

Obacp = 3(\/34— 1) cm,
Obasp = 2(2v/3 +3) cm

D C
4
75° BY
A E F

ﬁ = sin75° = @

_ _16  _
|AD| = 5% = 4(vV6 — V2)
Trapez jest opisany na
okregu, wiec |AB| + |DC| =

= |AD|+|BC| = 8(v6—/2).

_ 8(V6-—v2)4 __
P ===

=16(v/6 — V2)
Ob = 16(v/6 — v/2)
3v2

sin JABC = &,

|AB| = 7,5, |AC| = 3,5

5.11. Planimetria



63.

64.

0=180" —
2v + (180 — «) = 180°,
skad o = 2. Ponadto:
2a + v = 180°,
czyli 5y = 180°, skad
v = 36° oraz o = T72°.

TS )
\

A 7T D 6-r B
Tréjkaty ABC i DBS sa
podobne (KKK):

4

<

=5 stad r = 2,4 cm.

I8 6—r
65. k1= L2 ky =L k=1,
P =243
66. —
© \
[ E \
||z J
\ X
A 4

67.
69.
70.

Trojkat DBC' jest prostokat-
ny, wiec $rodkowa DE jest
promieniem okregu opisanego
na tym trojkacie.
Zatem |CE| = |DE| = x.
7 twierdzenia Pitagorasa dla
trojkata DCB:

2?4+ 4% = (2x)?
Stad x = %ﬁ cm oraz
|BC| = &£ cm.

Papc = 163—\/5 cm?

2,4

P =603 cm®, Ob = 44 cm
od podstawy: 3,5 cm,

od ramienia: 2,1 cm

5. Powtdrzenie

Zestaw lll - podsumowujacy

63.

64.

65.

66.

67.

70.

71.

Podstawa tréjkata réwnoramiennego ABC jest odcinek AB. Na boku BC
istnieje punkt D taki, ze |AB| = |[AD| = |CD|. Oblicz miary katéw trdj-
kata ABC.

Przyprostokatne tréjkata prostokatnego maja dlugosci 4 cm i 6 cm. Ob-
licz promien okregu stycznego do obu przyprostokatnych, ktérego srodek
nalezy do przeciwprostokatnej.

Na boku AD prostokata ABCD obrano taki punkt E, ze tréjkaty ABE,
DEC i EBC sa podobne. Wyznacz skale podobienstwa AABE do ADEC,
ADEC do AEBC, NABE do ANEBC' i oblicz pole tréjkata BEC, jesli
wiadomo, ze SECD =60°1i |DC|=6.

Podstawa AB tréjkata réwnoramiennego ABC ma dtugosé 8 cm. Wyso-
kos¢ C'D réwna jest dlugoéci odcinka DFE taczgcego srodek podstawy ze
grodkiem ramienia. Oblicz dtugo$é ramienia oraz pole tego tréjkata.

Dany jest tréjkat ABC o bokach |AC| = 4 ¢
i |BC| = 6. Na bokach tego tréjkata obrano
punkty D, E i F takie, ze czworokat DECF

jest rombem (rysunek obok). Oblicz dlugosé
boku tego rombu. F

W tréjkacie réwnoramiennym ABC o podsta-

wie AB wysokos¢ AD podzielita bok BC na

odcinki dtugosci |BD| = ki |CD| =1. Wykaz, A D B
ze |AB| = \/2k(k +1).

. W trapezie rownoramiennym katy przy krotszej podstawie maja miare

dwa razy wieksza niz katy przy dluzszej podstawie. Dluzsza podstawa ma
dtugosé 16 cm, a odcinek laczacy srodki ramion — 10 cm. Oblicz pole
i obwodd tego trapezu.

Dtugosci podstaw trapezu prostokatnego sa réwne 7 cm i 3 cm, a ra-
mie¢ prostopadle do podstaw ma dtugo$é 5 cm. Oblicz odlegtoéci punktu
przeciecia sie przekatnych tego trapezu od dtuzszej podstawy i ramienia
prostopadtego do podstaw.

Dlugoéci podstaw trapezu réwnoramiennego sa réwne a i b (a > b), a kat
ostry ma miare a. Wyznacz pole czworokata, ktéry powstal przez pota-
czenie odcinkami $rodkéw sasiednich bokéw tego trapezu.

68. ¢ Z twierdzenia Pitagorasa 71. D H c
dla AADC:
B2+ 1% = (k + 1), % &
l czyli h? = k2 + 2kl a
k+1 . . A P G B
Z twierdzenia Pitagorasa i
5 dla AADB: |AB| = a, |DC| = b, |EF| = %32,
. |ABP=k+h2= |AP| = 232,
= 2k? 4 2kl = 2k(k + 1) |HG| = |DP| = %* - tga
A

B zatem |AB| = /2k(k + 1).

p — |EF|HG|
2



72.

73.

75.

77.

[D]78.

[D]79.

79.

W trapezie katy przy podstawie maja miary 60° i 45°, a réznica kwadratow
dtugosci podstaw jest réwna 30. Oblicz pole tego trapezu.

W réwnolegtoboku ABCD kroétsza przekatna BD ma diugosé d i jest
prostopadta do bokéw AD i BC, a kat ostry ma miare 30°. Wyznacz

dlugosé przekatnej AC.

Dtugosci dwoch bokéw trojkata sg réwne a i b. Kat lezacy naprzeciwko
trzeciego boku ma miare dwa razy wieksza od miary kata lezacego na-
przeciwko boku o dtugosci a. Wykaz, ze dlugo$é¢ trzeciego boku jest rowna

va(a+b).

Dtlugosci podstaw trapezu sa réwne 6 i 9, a ramiona maja dlugosci 2 i 4.

Oblicz cosinusy katow tego trapezu.

Dane sa trojkaty ABC 1 A’B'C’ takie,
ze punkty C'i A’ sa symetryczne wzgle-
dem punktu A, punkty A i B’ — wzgle-
dem punktu B, a punkty B i C' — wzgle-
dem punktu C. Pole tréjkata ABC' jest
rowne S. Wykaz, ze pole tréjkata A’ B'C’
jest réwne 7.

Cl

A/

W tréjkacie prostokatnym dwusieczna kata prostego dzieli przeciwprosto-
katna w stosunku 2:3. W jakim stosunku dzieli przeciwprostokatna wyso-

kos¢ poprowadzona z wierzcholka kata prostego?

7 punktu P poprowadzono sieczng przeci-
najaca dany okrag w punktach A i B oraz
styczna do okregu w punkcie C (rysunek
obok). Wykaz, ze tréjkaty PCA i PCB
sa podobne. Oblicz dtugosci odcinkéw P A
i PB, jedli |PC| =121 |AB| = 10.

Wskazéwka. Wykaz, ze {PBC =4 PCA oraz APCA ~ APBC.

Wykaz, ze tréjkaty ACP i BDP (rysu-
nek obok) sa podobne, oraz uzasadnij, ze
|PA|-|PB| = |PC|-|PD|. Oblicz promien
okregu, jesli |AP| =5, |PB| =2, |CP| =1
i SCBD = 150°.

JAPC =4 DPB (katy wierzchotkowe)

JCAB =4BDC oraz JACD =4DBA
(katy wpisane oparte na tych samych tukach)

Zatem tréjkaty CAP i BDP sa podobne (KKK).

|PA| __ |PC|

Al = [ cayli |PA| - |PB| = |PC| - |PD
5-2=1-|PD|, skad |[PD| = 10

Kat wpisany CBD oparty jest na tym samym tuku co kat srodkowy COD, czyli
JCOD = 300°, wiec kat ostry SCOD = 60°. Ponadto |CO| = |DO| = r. Zatem

trojkat COD jest réwnoboczny i r = |[CD| = 11.

72.
73.
74.

75.
76.

77.
78.

£3-v3

7 twierdzenia cosinuséw:
a®> =b%+ 22 — 2bz - cos o

7 twierdzenia sinuséw:
a €T - €T

sinaw = sin2a ~ 2sinacosa’
3 _ o
czyli cosa = o=
2
a? = b? 4 g% — 222
.2 a(a®-b%)
czyli 2 = ===~ = a(a+b)

Zatem x = \/a(a +b).

_r _1 17

8 4) 478
Zauwazmy, ze nastepujace pa-
ry tréojkatéw maja parami te
same wysokosci i réwne pod-
stawy:
AABC i ABB'C,
ACAB i AAA'B,
ABCAi ACC'A.
Zatem Papc = Pgpic =
= Pyap=FPocra=S.
Analogicznie Popier = S,
PBA’B’ = S, PAC’A’ =S.
Zatem Pjipicr = Papc+
+Pppic + Paap + Pocrat
+Popicr +Pparp +Pacrar =
=7S.
4:9
7 twierdzenia o kacie miedzy
styczna a cigciwag wynika, ze
JPCA =9PBC.
JCPA =4BPC
Zatem tréojkaty PC'A
i PBC sa podobne (KKK).

|PC| __ |PB]|
|[PA| — |PC]|

Zatem |PC|* = |PA| - |PB|.
122 = |PA| - (|PA| + 10)
|PA| =8, |PB| =18

5.11. Planimetria



5. Powtdrzenie

5.12. Stereometria

Oznaczenia

P, — pole powierzchni catkowitej
P, — pole powierzchni podstawy

Prostopadlo$cian
a G
[
|
E ‘ 2
| C
\
\
\
/% ==|F== @
.7 b
A a B
P, =2(ab+ bc+ ac)
V = abc

gdzie a, b, ¢ sa dhugosciami
krawedzi prostopadtoscianu

Ostrostup

V=3P, -h
gdzie h jest wysoko$cia

ostrostupa

P, — pole powierzchni bocznej
V — objetosé

Graniastostup prosty

J I
| |
: 1 H
F— G,
\ \
\ \
- - h
/)77777{\
/ AN
/ C
A B
Pb:ph
V=P h

gdzie p jest obwodem podstawy
graniastostupa, a h — jego wyso-
koscia

Kula
P = 47r?
V = s

gdzie r jest promieniem kuli



1. a) a = 6+/3,

Walec Stozek
6v3)2v3
S P.=2. %_’_
l b) a = 6v/2,
P.=2-(6V2)*+
h +4-6v/2-10 = 48(3 + 5v/2)
= ¢)a=6P=2-6-28
+6-6-10 = 36(3v/3 + 10)
By =mrl 2. a) Wysoko$é podstawy:
B, =2nrh P, =nr(r+1) hy = 28 =23
P, =2xr(r+h) V = %71-7"2h Wysokoéé ostrostupa:
V = nrih gdzie r jest promieniem podstawy H=,/62—(2hy)% = 2169

stozka, h — jego wysokoécia, a [ —
dlugoécia tworzacej

gdzie r jest promieniem podstawy b) Przekatna podstawy:

d=4v2
Wysoko$é ostrostupa:
H=,/6>—(3d)2=2V7

¢) Najdtuzsza przekatna pod-
stawy:

d=2-4=8

Wysoko$é ostrostupa:

H=,/6>—(3d)2=2V5

walca, a h — jego wysokoscia

Zestaw | - wprowadzajacy

1. Dany jest graniastostup prawidtowy o wysokoéci 10. Promien okregu opi-
sanego na jego podstawie jest réwny 6. Oblicz pole powierzchni calkowite]
tego graniastostupa, jezeli wiadomo, ze jest on:

c) szeSciokatny.

a) tréjkatny, b) czworokatny,

3. S
2. Dany jest ostrostup prawidlowy o krawedzi podstawy 4 i krawedzi bocz-
nej 6. Oblicz wysoko$¢é tego ostrostupa, jezeli wiadomo, ze jest on:
a) tréojkatny, b) czworokatny, c) szesciokatny.
D C
3. Podstawa ostrostupa jest kwadrat ABCD o boku dlugosci 6. Sciana bocz- F
na ABS jest prostopadla do podstawy oraz |AS| = |BS| = 5. Narysuj 6
siatke tego ostrostupa i oblicz jego pole powierzchni catkowite;j. 5 E
S S
A B
4. KrawedZ podstawy ostrostupa prawidtowego tréjkatnego ma diugosé 6,
a krawedz boczna ma dlugosé 4.
a) Oblicz miare kata nachylenia krawedzi bocznej tego ostrostupa do jego ISE| = 4 s
podstawy. 1SD| = v/35 536 = /61
b) Oblicz objetosé tego ostrostupa. ISF| = 6T =9 = v52 =
5. Wysokosé¢ ostrostupa prawidlowego tréjkatnego jest réwna v/3, a kat na- - 2@ o os
chylenia $ciany bocznej do jego podstawy ma miare 30°. Oblicz objetosé Pe=6"+7%5+2-2+
i pole powierzchni bocznej tego ostrostupa. 4 6'22—@ =6(13 + V/13)
4. a) S 5. S
4
A
A C ¢
@ D
6 6 5
. B 0D =3=1.25 cpylia=6v3
40| = - &2 =2V3 1SD| = 2v/3
cosaz%z%z%,wi@ca:?)o" V =27, P, = 54

b) H=2,V =63

5.12. Stereometria



6. 425

7. 603

8. Podstawa ostrostupa

C

|CD| =4
Korzystamy ze wzoru:
P2
6-4=25 4R ,czth
stadd |OD|=4—-R =
S
A
D
B
Wysoko$¢ ostrostupa H = 2,
stad tg v = A o] = 8
9. 24(5 + 2v/61)
10.
|
|
30°
|
di } d
h
% JE W
/
4 a
a
sin30° = ¢ = 1,
wiec a = % oraz di = %
5 2
(8 = (25"
czyli h = —f
V= % ’ % =8

11. Powierzchnia boczna walca
jest kwadratem, wiec
27r = h.

V =7r?h = W(%)zh = g
h = V/4rV
12. ”l *\/5 st@dl*\/_r

™

—E 2=
stadd a = 45°
irr’h = 4733,
stad h = 374

5. Powtdrzenie

10.

11.

12.

13.

14.

15.

13.

14.

Pole Sciany bocznej ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest réwne
polu jego podstawy. Oblicz sinus kata nachylenia krawedzi bocznej do
podstawy tego ostrostupa.

Sciana boczna ostrostupa prawidlowego szesciokatnego jest nachylona do
podstawy pod katem 30°, a wysokoé¢ tej §ciany jest réwna 3v/3. Oblicz
objetos¢ tego ostrostupa.

Podstawa ostrostupa o wierzchotku S jest tréjkat ABC' o bokach dlugosci
|AB| = 6, |AC| = |BC| = 5. Wysoko§é ostrostupa jest réwna 2, a jej
spodek jest érodkiem okregu opisanego na podstawie. Oblicz tangens kata
nachylenia sciany ABS do podstawy ostrostupa.

Podstawa graniastostupa prostego jest romb o przekatnych dlugosci 10
i 12. Dluzsza przekatna graniastostlupa jest nachylona do podstawy pod
katem 45°. Oblicz pole powierzchni caltkowitej tego graniastostupa.

Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugosé d i two-
rzy ze Sciana boczna kat 30°. Wyznacz objetoéé tego graniastostupa.

Objetos¢ walca jest rowna V', a jego powierzchnia boczna po rozwinieciu
jest kwadratem. Wyznacz wysokos¢ tego walca.

Stosunek pola powierzchni bocznej stozka do jego pola podstawy jest
réwny v/2 : 1. Objetosé stozka jest réwna objetosci kuli o érednicy 6. Oblicz
wysoko$é tego stozka oraz miare kata nachylenia tworzacej do podstawy.

Oblicz objetosé stozka, ktérego pole podstawy jest réwne 16, a pole po-
wierzchni bocznej jest réwne 20.

Od szeScianu, ktérego krawedz ma dlugosé 2, odcieto naroza, zawiera-
jace po jednym wierzchotku, plaszczyznami przechodzacymi przez srodki
krawedzi wychodzacych z tych wierzchotk6w. Oblicz objeto$é wieloécianu
otrzymanego w ten sposob.

Prostopadtosécian o wysokoéci 6 cm, ktorego podstawa jest kwadrat, prze-
cieto plaszczyzng przechodzacy przez jeden z wierzchotkéw podstawy i na-
chylona do niej pod katem 30°. W przekroju otrzymano romb, ktérego
dluzsza przekatna jest réwna 21/6 cm.

a) Oblicz dtugoséé krawedzi podstawy tego prostopadlodcianu.

b) Oblicz objetoéé tego prostopadioscianu.

mr? = 16, wiec r —76 a2 @
mrl = 20, wige I* = % :
h:m:\ﬁ—éxf A o
- 22— .16 3Vm _ 16Vw ! r
s ™ us I
3 G,
V=9_3. é.—:ﬁg )__‘PE)_— —-C
4 S
// 20 H/q
A a B

o
o
&
w
o
2
|
8
S
Il
=)



Zestaw Il - ¢wiczeniowy

16 a34/3(3-4sin2? )

8sin a

16. W graniastostupie prawidtowym tréojkatnym krawedz podstawy ma diu-
gosé a, a przekatna Sciany bocznej tworzy z druga Sciang boczna kat a.
Wyznacz objetos¢ tego graniastostupa.

17. Podstawga graniastostupa prostego o objetosci réwnej 12 jest romb o kacie  17.a) 2 b) 3, I
ostrym 60°. Wysokoé¢ tego graniastostupa jest réwna dluzszej przekatnej
jego podstawy.
a) Oblicz dlugosé krawedzi podstawy.
b) Oblicz cosinusy katéw miedzy przekatnymi sasiednich $cian bocznych.
18. Graniastostup prawidlowy czworokatny przecieto . 18.ay=8V13,stady = 83

dwiema plaszczyznamiiotrzymano przekroje o po-
lach 20 i 813 (rysunek obok). Oblicz objetosé

ax = 20, stad y = ==

a

\
l H? = y2 —a? = g —
tego graniastostupa, wiedzac, ze punkty P i @) sa /}Q H {lHQ — 22 _ g2 :a@
srodkami jego krawedzi bocznych. : \U\\\ a i 4, H=6 “
¥ \ —
19. Prostopadloscian o wymiarach 6 x 8 x 15 przecieto P I S Zatem V= 96.
plaszczyzng przechodzaca przez jego trzy wierz- s N 19. 3(9 + v29)
chotki i otrzymano w przekroju tréjkat. Oblicz ob- / a
wbd tego tréjkata. a

20. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym dlugosé krawedzi podstawy
jest réwna 4, a odlegloéé¢ srodka jego wysokosci od krawedzi bocznej jest
rowna 1. Oblicz objeto$é tego ostrostupa.

21. Przekrdj ostrostupa prawidlowego czworokatnego ptaszczyzna przecho-
dzaca przez przekatna podstawy i wierzcholek ostrostupa jest tréjkatem
rownoramiennym o ramionach dlugo$ci 6 cm oraz kacie miedzy ramio-

nami 30°. Oblicz pole tego przekroju i objetosé ostrostupa. A 4 B
OC| =1 4v2=2V2
22. Tréjkat rownoramienny o podstawie a i ramie- T
niu 2a obracamy wokoél prostej zawierajacej jed- 5 B = Vit -1
no z jego ramion. Wyznacz objetos$¢ otrzymanej ASOC ~ ASGH
bryt (cecha KKK), stad:
v 1s0| _ 1sG|
|oC|] — IGH]
23. Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest . Ty
p6lkolem o promieniu 10. Stozek ten przecieto sz~ Va1
. . 2
plaszczyzng przechodzacy przez cieciwe podsta- \ B £ —1H”-1
wy AB i wierzcholek S (rysunek obok). Oblicz H=2/2
cos SASB, jesli JAOB = 120°. Zatem V = 322,

P=1.6sin30° =9 [cm”’]
Z twierdzenia cosinuséw: (av/2)? = 72 — 36+/3,

czyli a® = 18(2 — v/3)

H=1/36—-9(2—3) =32+ 3 [cm]

V:18\/2—\/§cm3:9(\/_—\/§)cm3

22, 3ma®

23. |AS| = |BS| = 10, |AO| = |BO| = 5, |AB| = 5/3
7Z twierdzenia cosinuséw: (5v/3)% = 102 4 10® — 2 - 100 - cos JASB
Zatem cos JASB = 2.

5.12. Stereometria



31.

{m2+9—R2

24.
3
X
(0]
88—z
U

(8 —x)® +25=R?

Rozwiazujemy uklad réwnan
i otrzymujemy x = 5 oraz

R = +34.

Faf | \%a
E2F 2@
|DF| = ¥1q

Pole przekroju: P =

VII
16 ¢

Wysoko$é czworoscianu
V6

3

foremnego: H = 24¥=,
|OF| = 24
ay/3
cos JOFD = =
T
Sv/5—4cos? a
8cos a

5. Powtdrzenie

w0
@
2l

2

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

28.

Kule przecigto dwiema réwnolegltymi ptaszczyznami odlegltymi od siebie
o 8 w ten sposob, ze Srodek kuli lezy miedzy nimi. Pola otrzymanych
przekrojéw sa rowne 97 i 257, Oblicz promien tej kuli.

Podstawa ostrostupa jest prostokat o polu S, a dwie Sciany boczne sa
prostopadte do podstawy. Pozostate sciany tworza z podstawa katy « i (.
Wyznacz objetosé tego ostrostupa.

W czworo$cianie o podstawie ABC' i wierzchotku S dwie krawedzie AB
i C'S majg dtugosé 2, a dtugos¢ kazdej z pozostatych krawedzi jest réwna 3.
Oblicz objetosé tego ostrostupa.

W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym pole éciany bocznej jest cztery
razy wieksze od pola podstawy. Oblicz cosinus kata zawartego miedzy
sasiednimi $cianami bocznymi tego ostrostupa.

Dany jest prostopadloscian P, ktérego podstawa jest i &
kwadratem o boku diugosci 4 (rysunek obok). Jego |
przekatna jest nachylona do podstawy pod katem «, }
a ze $ciang boczng tworzy kat 3. Prostopadtoscian P, :
0 objetosci 64 jest podobny do prostopadtoscianu P;. s
Oblicz skale podobienstwa tych prostopadlo$cianéw, / b

jesli wiadomo, ze: a) o = 60°, b) 8 = 30°. 4

W podstawe stozka wpisano kwadrat. Przekrdj stozka plaszczyzna prze-
chodzaca przez jego wierzcholek oraz jeden z bokéow kwadratu jest tréj-
katem réwnoramiennym o kacie miedzy ramionami rownym «. Wyznacz
cosinus kata rozwarcia tego stozka.

Czworoscian foremny o krawedzi dlugosci a przecieto plaszczyzna prze-
chodzaca przez $rodki dwoch krawedzi podstawy i wierzchotek nienalezacy
do tej podstawy. Wyznacz pole otrzymanego przekroju oraz cosinus kata,
ktory plaszczyzna przekroju tworzy z podstawa czworoscianu.

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym pole podstawy jest rowne S,
a kat miedzy $ciana boczna a podstawa ma miare a. Ostrostup ten prze-
cieto plaszczyzna zawierajaca krawedz boczna oraz srodek krawedzi pod-
stawy. Wyznacz pole otrzymanego przekroju.

Miara kata miedzy ramionami Sciany bocznej ostrostupa prawidlowego
czworokatnego wynosi 2. Ostrostup ten przecieto plaszczyzna przecho-
dzaca przez jego wierzchotek i przez srodki sasiednich krawedzi podstawy.

Wykaz, ze tangens kata, ktéry ta plaszczyzna tworzy z podstawa, jest
I'éWI'ly \/200520¢.

sin o
di = 4\/5
a) % = tg60°, czyli H = 4v/6

Vi = 646

k= oG = Yo = o E -

b) d = VH? + 32

v
S

)

74 = 1 © 1 =
o sin 30°, czyli H 42 oy

2sin

Vi =642 Y oo

Zatem tg 3 = —2sna_ — v2cosZa
— Vi _ 3/64v2 _ 3/V2 _ 6
k_\3/v_§—\/:—\/;—\/§

ay/2 sin o
e

H
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33.

34.

35.

37.

38.

39.

36.

Podstawg graniastostupa prostego jest trapez réwnoramienny o podsta-
wach dtugosci 8 i 2 oraz wysokosci rownej 3. Oblicz objetosé tego grania-
stostupa oraz miare kata miedzy jego przekatna i najdluzsza krawedzia,
jezeli wiadomo, ze ta przekatna ma dtugoéé 5v/2.

Podstaws ostrostupa ABCS o objetoéci 36 cm? jest trojkat réwnoboczny
ABC' o boku dlugosci 12 cm. Punkt P jest $rodkiem krawedzi BC),
a punkt @Q, bedacy srodkiem odcinka AP, jest spodkiem wysokosci tego
ostrostupa. Oblicz pole powierzchi bocznej ostrostupa.

Na rysunku przedstawiono szescian ABCDEFGH

i jego przekréj plaszczyzng AQR. Wiadomo, ze  F /
|HQ| : |QD| = |FR| : |[RB| = 1 : k, gdzie k jest R
liczbg naturalng wigkszg od 1. Oblicz stosunek dtu-
gosci odcinkéw, na jakie plaszczyzna przekroju
dzieli krawedzie FG i HG. A8 %

W prostopadtoécianie z wierzchotka podstawy poprowadzono przekatne
dwdbch sasiednich $cian bocznych. Katy nachylenia tych przekatnych do
podstawy wynosza « i . Wykaz, ze cosinus kata zawartego miedzy tymi
przekatnymi jest réwny sin « - sin 3.

Punkt P jest srodkiem krawedzi szescianu przed-

\
\
stawionego na rysunku obok. Niech S bedzie rzu- Py

/
tem prostokatnym punktu D na plaszczyzne AC'P. /1
Wyznacz odlegtoéé punktu S od punktu A, jesli ,x"/b*ifa =>C
dtugosé¢ krawedzi tego sze$cianu jest rowna a. A/ %

Miara kata miedzy ramionami Sciany bocznej ostrostupa prawidlowego
tréjkatnego wynosi 2a;, a pole $ciany bocznej jest réwne S. Wyznacz pole
powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym kat miedzy $ciana boczna
a podstawsg jest réwny 2«, a krawedz podstawy ma dlugo$é¢ a. Wyznacz
pole przekroju otrzymanego z przeciecia tego ostrostupa plaszczyzna prze-
chodzaca przez krawedz podstawy i nachylona do podstawy pod katem «.

Miara kata miedzy $cianami bocznymi ostrostupa prawidlowego czworo-
katnego wynosi 3. Uzasadnij, ze 8 > 90°. Wykaz, ze cosinus kata miedzy
$ciana boczng tego ostrostupa a jego podstawa jest rowny +/— cos [3.

D, b

— _H_ _ _H
|AD1| ~ sina’? |CD1| ~ sinf @ ﬂ Cl
o/t
— _H — H_ - 2 D — H?2 H2
0= a0 D=5 [ACI=Va?+02 = /355 + 175 ‘ o
. . . , 1
7 twierdzenia cosinuséow: \
H? H?2 _ _H? H? H? |
tg2a + tg2B3 = sinZ o +sin2ﬁ _2sino¢sinﬁl Eo Y H D);,,A,,, C
1 1 cos?a cos?p s
cosy = sin2a ' sin23 sin2a  sin28 __ P 4 a
= 5 =
Sinasin B8
. . 1-—cos? 1—cos? 3 . . in2 sin? 8 A b =
slnasmﬁ(%-&- 2 ) slnaslnﬁ(% - 25)
_ sin“ o« sin _ sin“ o« sin = S
= 5 = 5 = sin asin 3

33. V = 60, 45°

34. 6(v/39 + v/30) cm®

35. |FS|: |SG| = |HP| : |PG| =
1:(k—1)

37. ¥3,

S
N

_ 28 g _
thorazﬁftga,

wiec a = 2¢/Stga
Stga-V/3
p, = 158as | 39 =
= S(V/3tga +3)
39.

h= g2

2cos 2a
Z twierdzenia o dwusiecznych
kata w tréjkacie:

|[EG| _ |EK|
|GS| = |SE|-|EK]|
i - ___a
Cth ‘EK‘ ~ 142cos2a
KF . 2
ﬁ = sin 2« czyli:
__ _asin2«a
|KF‘ ~ 142cos2a
|KF| _ e
"G = sina, czyli:

- asin2a _
|KG‘ ~ (142cos2a)sina
__ 2acosa
~ 142cos2a

Trojkaty ASD i ISH sa
podobne (KKK), wiec:

|AD| _ |SE|
[IH| — |SE|-|EK]’

: _ a
czyli |[TH| = e

Pole przekroju: P =

2
_ (ot s ) T
= 2 =

4a2 cos® o

= (1+2cos 2x)?

5.12. Stereometria



5. Powtdrzenie

5.13. Rachunek prawdopodobienstwa

Permutacje
Liczba sposobow, na ktére n réznych elementéw mozna ustawié¢ w ciag,
jest réwna n!.

Wariacje z powtoérzeniami
Liczba sposobéw, na ktore z n réznych elementéw mozna utworzy¢ ciag

sktadajacy sie z k niekoniecznie réznych wyrazéw, jest réwna n*.

Wariacje bez powtdrzen
Liczba sposobdéw, na ktére z n réznych elementéw mozna utworzy¢ ciag
skladajacy sie z k réznych wyrazéw (1 < k < n), jest réwna:

!
n-(n—1)-...-(n—(k=1)) = ﬁ
Kombinacje
Liczba sposobéw, na ktore sposréd n réznych elementéw mozna wybraé

k elementéw (0 < k < n), jest réwna (}) = kl(:ik)l'

WtlasnoS$ci prawdopodobienstwa

= 0 < P(A) <1 dla kazdego zdarzenia A C Q

= P(0) =0 (0 — zdarzenie niemozliwe), P(Q) =1 (2 — zdarzenie pewne)
= P(A)< P(B)dlaACBCQ

m P(A") =1— P(A), gdzie A" oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia A
» P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) dla dowolnych zdarzen A,B C Q

Prawdopodobienstwo warunkowe

Niech A,B € Qi P(B) > 0. Prawdopodobienstwo zdarzenia A pod wa-
runkiem, ze zaszlo zdarzenie B, okreslamy wzorem:

P(ANB)

P(A|B) = PB)
Prawdopodobienstwo calkowite

Niech 2 bedzie zbiorem wszystkich wynikéw pewnego doswiadczenia. Jesli
zdarzenia By, B, ..., B, spelniaja nastepujace warunki:

= zawsze zachodzi przynajmniej jedno z nich (ByUB;U...UB, =Q),

= prawdopodobienstwo kazdego z nich jest dodatnie,

= zdarzenia te parami si¢ wykluczaja,

to prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A C £ opisuje wzor:

P(A) = P(By) - P(A|By) + P(Bs) - P(A|By) + ...+ P(B,) - P(A|B,)



Zestaw | — wprowadzajacy

1.

- (

Dane sa zbiory A = {1,2}, B ={2,3,4} i C = {1,2,3,4,5,6,7}. Ile jest
wszystkich liczb trzycyfrowych takich, ze pierwsza cyfra nalezy do zbio-
ru A, druga — do zbioru B, a trzecia — do zbioru C? Ile wéréd nich jest
liczb nieparzystych?

Dwie druzyny rozgrywaja ze sobg mecz pitki noznej. Ile jest mozliwych
wynikéw, jedli wiadomo, ze kazda z druzyn strzelila:

a) nie wiecej niz 3 bramki, b) nie wiecej niz 4 bramki?

Na ile sposobéw mozna ustawi¢ w kolejce 4 osoby, a na ile — 6 oséb?

Dziewigciorgu zawodnikom, wsréd ktérych jest pieé¢ dziewczat, przydzie-
lono kolejne numery od 1 do 9.

a) Ile jest wszystkich sposobéw przydzielenia numeréw?

b) Ile jest takich sposob6w przydzielenia numeréw, aby dziewczeta dostaly
numery nieparzyste, a chtopcy dostali parzyste?

Pewien kod sktada sie z trzech liter na poczatku oraz z dwéch dowolnych
cyfr na konicu. Litery naleza do zbioru {A, B, C,D}. Ile mozna utworzy¢
takich kodoéw, jezeli:

a) cyfry i litery sie nie powtarzaja, b) cyfry i litery moga sie powtarzad?

Tle jest wszystkich liczb:

a) trzycyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuja cyfry 0 i 1 oraz zadna
cyfra sie nie powtarza,

b) czterocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuja cyfry 0, 1 i 2 oraz
zadna cyfra si¢ nie powtarza,

¢) pieciocyfrowych, w ktérych zapisie zadna cyfra sie nie powtarza?

Tle jest wszystkich liczb:

a) pieciocyfrowych, w ktérych zapisie moga wystepowaé tylko cyfry 1,214,
b) czterocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje cyfra 0,

¢) parzystych trzycyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuja cyfry 71 97

Dwie siostry kupily wspélnie 10 dtugopiséow, kazdy w innym kolorze. Ob-
licz, na ile sposobéw mogg sie nimi podzielié¢, jedli obydwie maja dostac
tyle samo dlugopiséw.

Ile mozna utworzy¢ réznych siedmiocyfrowych ciggdéw, w ktorych cztery
razy wystepuje cyfra 1 i trzy razy cyfra 07

7

4) = 35 (1 na czterech miejscach z siedmiu, pozostalymi cyframi sa trzy 0)

. Liczby trzycyfrowe:

2-3-7T=42
Liczby nieparzyste:
2-3-4=24
a)4-4=16
b)5-5=25

. 4 osoby: 4! = 24

6 oséb: 6! = 720

. a) 9! = 362880

b) 5! - 4! = 2880

.a)4-3-2-10-9 = 2160

b) 4% - 10? = 6400

.a) 8-7-6=336

b)7-6-5-4=2840
c)9:9-8-7-6=27216

. a) 3° =243

b) 9* = 6561
¢) 7-8-5=280

. () =252

5.13. Rachunek prawdopodobienstwa



10.

11.

12.

13.
14.

4 () =3

b) (g) = 6 (0 na dwoéch z czte-
rech miejsc, pozostalymi cy-

frami sa trzy 1)

c) (;) + (1) = 42 (0 na pie-
ciu z siedmiu miejsc, pozosta-
tymi cyframi sa trzy 1 lub 0 na
dwoch z siedmiu miejsc, pozo-

stale cyfry to szesé 1)

a) Pary zdarzen wykluczaja-
cych sie: AiC oraz BiC
Para zdarzen przeciwnych:

BiC
b) Zdarzenie niemozliwe:
ANncC
Zdarzenie pewne: BU C

a) Q= {(17 2)7 (173)7 (174)7

2,1),(2,3),(2,4),(3,1),
3,2),(3,4),(4,1),(4,2),
4,3)}

e

(2,3),(2,4), (3,2), (3,4),
(4,1),(4,2),(4,3)},

czyli P(A) =1 =3

b) Q= {(1’ 1)7 (17 2)’ (1a S)v
(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),
(2,4),(3,1),(3,2),(3,3),
(3,4),(4,1),(4,2), (4,3),
(4,4)}

A= {(1’ 1)? (173)7 (Sv 1)a
(3,3)},

czyli P(A) = % = %

A ={(1,2),(1,4),(2,1),
(2,2),(2,3),(2,4),(3,2),
(3,4),(4,1),(4,2), (4,3),
(4,4)},

czyli P(A) =12 =3

a) % b) % c %

Q=36

a) A={(1,6),(2,3),(3,2),
(6,1)}, czyli P(A) = 34—6 =
b) P(B) = % = g

5. Powtdrzenie

10. Ile jest wszystkich liczb podzielnych przez 3, do ktérych zapisu uzyto wy-
tacznie cyfr 0 i 1, jesli liczby te sa:

a) czterocyfrowe, b) pieciocyfrowe, ¢) osmiocyfrowe?

11. Rzucamy trzy razy moneta. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym,
ze co najwyzej raz wypadla reszka, B — ze co najwyzej dwa razy wypadia
reszka, C — ze trzy razy wypadla reszka.

a) Podaj pary zdarzen wykluczajacych sie i pary zdarzen przeciwnych.

b) Ktére ze zdarzen BUC, A'N B, AN C jest zdarzeniem niemozliwym,
a ktore — zdarzeniem pewnym?

12. 7 urny zawierajacej cztery kule ponumerowane od 1 do 4 losujemy dwie
kule. Niech A bedzie zdarzeniem polegajacym na tym, ze dwie wylosowane
kule maja numery nieparzyste. Opisz przestrzen zdarzen elementarnych 2
tego do$wiadczenia, wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom A i A’ oraz
oblicz prawdopodobienstwa tych zdarzen, jesli losujemy:

a) bez zwracania, b) ze zwracaniem.

13. Ze zbioru liczb {1,2,3,...,12} wybieramy losowo jedna liczbe. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze bedzie to liczba podzielna:

a) przez 2, b) przez 3, ¢) przez 2 lub 3.

14. Rzucamy dwa razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:
a) iloczyn oczek, ktére wypadna w obydwu rzutach, bedzie réwny 6,

b) w kazdym rzucie liczba oczek bedzie wieksza od numeru rzutu.

156. W urnie sa cztery kule oznaczone numerami 1, 2, 3 i 4. Losujemy kolejno
cztery kule bez zwracania. Numery kul zapisane w kolejnoéci losowania
tworzg liczbe czterocyfrows. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze otrzy-
mana liczba bedzie:

a) parzysta, b) wieksza od 1234.

16. Z urny, w ktorej znajduje si¢ 5 kul bialych i 3 czarne, losujemy kolejno
3 kule. Czy bardziej prawdopodobne jest wylosowanie trzech kul biatych
w wypadku losowania bez zwracania, czy ze zwracaniem?

17. W klasie IVa jest 8 chlopcéw i 12 dziewczat, a w klasie IVb — 10 chtop-
cow i 6 dziewczat. Z kazdej klasy wybieramy losowo jedng osobe. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze beda to:

a) dwie dziewczyny, b) dziewczyna i chlopiec.

15. = 24

3 ‘1-2=12, P(A):E:
b)B’—l B =23, P(B) =

16. Losowanie bez zwracania: P(A) =2.2.3=2~0,8

Losowanie ze zwracaniem: P(B) = - 3.3 ~ 0,24

Bardziej prawdopodobne jest przy losowaniu ze zwracaniem.
17.0=20-16 = 320
a) 12-6 =72, czyhP(A):%:%
b)

.10+ 8- 6 = 168, czyli P(B) = 168 — 2L

S|
| >>|| I

)
'S
(SIS

A=
b) B =
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18. Winda, w ktérej sa 3 osoby, zatrzymuje sie na 5 pietrach. Oblicz prawdo-
podobienstwo tego, ze:

a) kazda osoba wysigdzie na innym pigtrze, b) B = (5) 54 =60,
b) na ktéryms z pieter wysiada dokladnie 2 osoby. C_th P(B) = {35 = 5
19. O = 15!

19. Losowo ustawiamy w rzedzie 7 dziewczat i 8 chtopcéw. Oblicz prawdopo-
dobienstwo tego, ze:

a) A=_8!-7 czyli
P(A) = 82 ~0,000155
b)B=9-7-8 =907, czyli
P(B) = 22 ~0,001399
20. Na egzaminie posadzono losowo w jednym rzedzie 10 oséb, w tym dwie 20. 0 — 10!

z jednej szkoty. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze nie siedza one obok

a) zaden chlopiec nie stoi obok chtopca,
b) wszystkie dziewczeta stoja obok siebie.

. A=2.9
siebie. PA=1-%3=3%
21. Liczby 1,2,3,...,10 uporzadkowano w sposob losowy. Oblicz prawdopo-  21. Q = 10!
dobienstwo wystapienia w tym uporzadkowaniu: a) A=9.8 = 9!,
a) dwdjki bezposrednio przed 6semka, b) dwdjki przed dsemka. czyli P(A) = 2 = &
b) P(B) = }
22. 7 grupy, w ktorej jest 8 dziewczat i 6 chlopcéw, wybieramy losowo 4 osoby. :) (14) 2
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wybierzemy: 22. Q :_( 4)= 1001
a) 2 dziewczyny i 2 chlopcéw, b) 1 dziewczyne i 3 chlopcow. a) A= (3)-(5) = 420,
czyli P(A) = 22 = 5%
23. Na loterii jest 10 loséw, w tym 2 wygrywajace. Oblicz prawdopodobienstwo BB = ().(5) — 160
tego, ze wygrywa co najmniej jeden sposrod pieciu zakupionych loséw. ) - G)-) 60
czyli P(B) = 101

24. 7 urny, w ktorej jest 7 kul bialych i 5 zielonych, losujemy jednoczesnie  og G — (1) = 252
3 kule. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze wsréod wylosowanych kul: =

A = (8) =56,
a) przynajmniej jedna jest biala,  b) jest wiecej zielonych niz biatych. - 5352 A)—1_ 56 _1
Zyl1 = ~ 352 = 9
25. W szafie sg 4 pary butéow. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze: 0.5 — (2)= 220
a) losowo wybrane dwa buty sa para, _° .
s P S a) A’ = (3) =10,
b) wsréd losowo wybranych czterech butéw jest co najmniej jedna para. i o o
czyli P(A) =1— 555 = 55
26. Rzucono piecioma kostkami. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania: b) B — ©)-()) + (5) =80
2 1 3 ?
a) na wszystkich kostkach takiej samej liczby oczek, coyli P(B) = 2% = 4
b) dokladnie na dwdch kostkac,h' takleJ' samej liczby oczek (pary), a na 25. a) - (5) = 28, T-4
trzech pozostalych kostkach — réznych liczb oczek, P(4) = L
¢) dokladnie na trzech kostkach takiej samej liczby oczek (tréjki), a na = ;
dwéch pozostalych kostkach — réznych liczb oczek, 29 =) =10,
d) trojki i pary. B' =2 =16,
PB)=1-¥=2z

26. 1 = 65= 7776

a) A=6, P(4) = 135
b)B=(})-6-5-4-3=3600, P(B) = 2
¢)C=(3-6-5-4=1200, P(C) = 2
d) D= (3)-6-5=2300, czyli P(D) = 2%

5.13. Rachunek prawdopodobienstwa



29.

30.

Q|

— (=216

B — w dwoch pierwszych rzu-
tach wypadly parzyste liczby
oczek

B=3-3.6, P(B) = 2%
ANB=1{(22,6),(2,4,4),
(2,6,2),(4,2,4), (4,4, 2),
6,2,2)}

—~

ANB=6, P(ANB) = 3>
P(ANB
P(A|B) = 1(3(;)) :%:é

A — kula czarna w drugiej szu-
fladzie

B — do pierwszej szuflady
wrzucono dwie kule

B=C%<=15

AN B — w drugiej szufladzie
sg 4 kule, w tym jedna czarna
ANB=1(3)=10
PAB)=%F =3 =12

PA) =31 :+1 2+
1

5. Powtdrzenie

27.

28.

20.

30.

31.

32.

31.

32.

W urnie jest 7 kul bialych i 8 czarnych. Losujemy z urny jedna kule,
a nastepnie druga. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze druga kula jest
czarna, jesli pierwsza byla biala.

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze suma oczek otrzymanych w trzech
rzutach kostka jest réwna 10, jesli w dwdch pierwszych rzutach wypadty
parzyste liczby oczek.

Do dwéch szuflad wrzucamy losowo 1 kule czarna i 5 kul biatych. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze kula czarna znajdzie si¢ w drugiej szufladzie,
jesli do pierwszej zostaly wrzucone dokladnie dwie kule.

Ze zbioru {1,2,3} wybieramy losowo jedna liczbe, a nastepnie rzucamy
tyle razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania doktadnie jednej
szostki.

Wzor Bayesa

Niech Q2 bedzie zbiorem wszystkich wynikéw pewnego doswiadczenia. Jesli

zdarzenia By, B,, ..., B, spelniaja nastepujace warunki:

= zawsze zachodzi przynajmniej jedno z nich (B; U By, U...U B, = Q),

= prawdopodobienstwo kazdego z nich jest dodatnie,

= zdarzenia te parami si¢ wykluczaja,

to dla dowolnego zdarzenia A C ) o dodatnim prawdopodobienstwie praw-

dziwy jest wzor:

P(Bi|A) = X P(By)-P(A|Bg)
(B1)-P(A|B1)+P(B2)-P(A|Bg)+...4+P(By)-P(A|Bn)

Zaktady Z,, Z, i Zs wyprodukowaly odpowiednio 20%, 30% i 50% pewnej
partii towaru. Wiadomo, ze wadliwe wyroby zakladu Z; stanowig 1% calej
jego produkeji, zaktadu Z, — 3%, a zakladu Z3 — 5%. Oblicz prawdopo-
dobienstwo tego, ze losowo wybrany wyrdb z tej partii towaru pochodzi
z zaktadu Z1, jesli wyrdb ten jest wadliwy.

Rzucamy raz kostka. Jezeli wypadnie mniej niz 5 oczek, to losujemy jedna
kule z pierwszej urny, ktéra zawiera 5 kul bialych i 1 kule czarna. W prze-
ciwnym razie losujemy jedna kule z drugiej urny, ktora zawiera 6 kul bia-
tych i 3 kule czarne. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze kula pochodzi
z drugiej urny, jesli jest to kula czarna.

A — wyréb jest wadliwy
Bi1 — wyréb pochodzi z zaktadu Z;

_ 0,2:0,01 1
P(B:1]A) = 0,2-0,01+0,3-0,03+0,5-0,05 _ 18

A — kula jest czarna

By — kula pochodzi z drugiej urny
2. 3

— __ 55 __1

P(B2|4) = o557 = 2



33.

34.

35.

36.

37.

38.

36.

37.

38.

39.

Rzucamy raz kostka. Jezeli wypadnie 6 oczek, to losujemy 2 kule z pierw-
szej urny, ktéra zawiera 2 kule biate i 4 kule czarne. W przeciwnym razie
losujemy 2 kule z drugiej urny, ktéra zawiera 3 kule biale i 3 kule czarne.
Wylosowano dwie kule czarne. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze po-
chodza one z pierwszej urny.

Prawdopodobienstwo otrzymania orta i reszki w rzucie pierwsza moneta
jest takie samo. Dla drugiej monety prawdopodobienstwo otrzymania orla
jest réwne %, areszki — % Wykonujemy trzy rzuty losowo wybrana moneta.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze rzucono:

a) pierwsza moneta, jesli wypadly dwa orly,

b) druga moneta, jesli wypadly dwie reszki.

Schemat Bernoulliego
W schemacie n préb Bernoulliego prawdopodobienstwo otrzymania k suk-
ceséw wyraza si¢ wzorem:

P,(k)= (})p"q" " dlak=0,1,...,n
gdzie p oznacza prawdopodobienstwo sukcesu, a ¢ — prawdopodobienstwo
porazki w pojedynczej préobie (¢ =1 — p).

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w czterech rzutach moneta:

a) ani razu nie wypadnie orzel, b) wypadna dokladnie 3 orly.

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w dziesieciu rzutach moneta reszka
wypadnie:

a) doktadnie 3 razy, b) co najmniej 3 razy.

Rzucamy szes¢ razy kostka. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze liczba
oczek mniejsza od 3 wypadnie:

a) dokladnie 2 razy, b) co najwyzej 2 razy.

Tomek i Romek rzucaja pitka do kosza. Tomek trafia w 80% rzutéw, a Ro-
mek — w 60%. Kazdy z nich wykonal po 5 rzutéw. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, ze pilka trafita do kosza co najmniej 9 razy.

Prawdopodobienstwo tego, ze Basia trafi pitka do kosza, jest réwne 0,8.
Ile co najmniej rzutéw powinna wykonaé, aby prawdopodobienstwo co
najmniej jednego trafienia byto wieksze od 0,9997

10 3 7
a) Po@) = (5) (3)" (3) =120 5z = 5%
b) Pio(k >3) =1—Pio(k < 3) =1—(Pio(0)+ Pio(1)+P10(2)) =156 1557 = 125
2 4
a) Ps(2) = (3) (5) (3) =15 75 = 33

b) Ps(k < 2) = Ps(0) + Ps(1)+Ps(2) = (§)6+6- (3)- (%)5+15. (g)2 : (g)4 =8
Prs(4)Prs(5) + Prs(4)Prs(5) + Prs(5)Prs(5) =
=5-0,81-0,2-0,6°+5-0,6*0,4-0,8° +0,85-0,6° = L3767  0,1423

Puk>21)=1-Py(k<1)=1-P,(0)=1-(})-0,8-0,2" =1-0,2" > 0,999
0,2" < 0,001
Najmniejsza liczbg naturalng spelniajaca powyzsza nieréwnosé jest 5.

33.

34.

A — obie kule sg czarne
B, — kule pochodza

7 pierwszej urny
P(B1|4) = 3

1
s 3+g 7

N | oy
o | O
N}

o
ol

a) A — wypadly dwa orty
Bi — rzucono pierwsza
monetg
P(B1|A) =

1.3
2'8 __ 27

Bs — rzucono druga moneta

1.8,1.6 — 43
3 8t3 27

b) A — wypadtly dwie reszki

3 5 32

P(B2|A): 1_3_,'_1_12_@
3 8t3 37

5.13. Rachunek prawdopodobienstwa



40.

41.

42,

43.

44,

45.

46.

P(A):960:%
(ln — 66, n € N, n > 1

n=12

Od wszystkich mozliwosci

z doktadnie jedna 5 i dwoma 7
odejmujemy te, ktére maja 0
na poczatku:

6- (g) .8.-8-8—1-5- (‘21) .8.8 =
= 30720 — 1920 = 28800

Q = Vg = 8010

Suma dwoch liczb jest parzy-
sta, jezeli obie sa parzyste lub
obie sa nieparzyste.

A =45 - 44 + 45 - 44 = 3960

PA) =85 =%

Q= (%) =1140

A= (120) ’ (110) + (130) = 570,
P(A) =g =3

B=(3)- () +(5) =980,
P(B) = {ijs = 5

Q= (®) =300,

21 zarowek jest dobrych

a) 4 = (3= 210,

P(A) = 0,7

b) B = (4) = 6 czyli
P(B)=1- 35 =098
Q=28

a) A=6-3-5, P(4)= &
b) B =426,

P(B) — 4-28!!-6! — %

5. Powtdrzenie

Zestaw lll - podsumowujacy

40.

42,

43.

44,

45.

46.

47.

48.

47.

48.

Ze zbioru liczb dwucyfrowych wybieramy losowo jedna liczbe. Oblicz praw-
dopodobienstwo tego, ze bedzie to liczba podzielna przez 10 i niepodzielna
przez 3.

Kazda z os6b bawiacych sie na pewnym przyjeciu, wychodzac, zegnala
sie ze wszystkimi pozostalymi gosémi usciskiem dloni. Ile bylo oséb na
przyjeciu, jezeli wymieniono 66 usciskow?

Ile jest wszystkich liczb szeSciocyfrowych, w ktorych zapisie wystepuje
doktadnie raz cyfra 5 oraz dokladnie dwa razy cyfra 77

Ze zbioru liczb dwucyfrowych losujemy bez zwracania dwie liczby. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze suma wylosowanych liczb jest parzysta.

Uczen potrafi rozwiazaé 10 z 20 zadan egzaminacyjnych. Losuje 3 zadania
i jedli rozwiaze co najmniej 2 z nich, to zda egzamin. Oblicz prawdopo-
dobienistwo tego, ze uczen zaliczy egzamin. Jakie byloby to prawdopodo-
bienstwo, gdyby uczen umial rozwiagzaé 15 zadan?

W partii 25 zaréwek 16% jest uszkodzonych. Losujemy dwie zaréwki. Ob-
licz prawdopodobienstwo tego, ze:

a) obie zaréwki beda dobre,

b) przynajmniej jedna zaréwka bedzie dobra.

7 cyfr liczby 12345678 tworzymy liczby osmiocyfrowe, w ktérych zapisie
cyfry sie nie powtarzaja. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:

a) cyfry 1, 2 i 3 znajduja sie obok siebie w dowolnej kolejnosci,

b) pomiedzy cyframi 1 i 2 znajduja sie dokladnie trzy cyfry.

Ze zbioru {—2,—-1,0,1,2} losujemy kolejno dwie liczby bez zwracania
i wstawiamy je odpowiednio w miejsce wspoOtczynnikow a i b do wzoru
funkcji f(x) = ax?® + bx + 1. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze:

a) funkcja f jest rosnaca w zbiorze R,

b) wykres funkcji f jest symetryczny wzgledem osi OY,

¢) wykres funkcji f jest symetryczny wzgledem prostej « = 1.

Na pierwszej loterii jest n loséw, w tym 1 wygrywajacy, a na drugiej jest 2n
loséw, w tym 2 wygrywajace. Sprawdz, czy prawdopodobienstwo wygrania

na obu loteriach jest jednakowe, gdy kupujemy: a) 1 los, b) 2 losy.
Q=5-4=20
) 820,55 0, casll A= {(0, 1) (0,2)}, P() = 2-3%

b)b=0,czyli B=4-1=4, P(B)= & =1

) Tw=—5 =1, czyli O = {(1,-2),(-1,2)}, P(C) = & = 3

a) P(L ) = —, P(Ly) = % = ;, zatem prawdopodobienistwo jest jednakowe.
b) Q= T p 1, P(Ly) = 2

©=(7)=@n-Dn L= ()7 + () = 4n - 3, P(L2) = 55555
P = 2 Mt = 55 > 1, ayli P(Ly) > P(Ly)

Prawdopodobienstwo na pierwszej loterii jest wieksze.



49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

54.

55.
56.

57.

W sklepie jest n sztuk pewnego wyrobu, w tym 30% sztuk pierwszego  49. A — druga sztuka jest
gatunku i 70% — drugiego. Na opakowaniach tego wyrobu nie podano jed- pierw§zego gatunku .
nak informacji o gatunku. Prawdopodobiefistwo tego, ze druga sprzedana 5 = pheiis wtlia fedt

L. . Lo pierwszego gatunku
sztuka bedzie pierwszego gatunku, pod warunkiem, ze pierwsza sprzedana

P(B)=10,3
. . . . 2 . 1~
sztuka bedzie tez pierwszego gatunku, wynosi . Oblicz n. P(ANB) =03 %301
Rzucamy trzy razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze za trzecim P(A|B) = PI(;(‘;})B) =
razem wypadla szostka, jesli: =08l — 2
a) iloczyn otrzymanych oczek jest liczba podzielna przez 3, n =50
b) suma otrzymanych oczek jest réwna 12, 50. O = 6" = 216
A — za trzecim razem széstka

¢) suma otrzymanych oczek przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1.

7 urny zawierajacej 4 kule biale i 2 czarne losujemy 1 kule i wktadamy ja ba podzielng przez 3

do drugiej urny zawierajacej 3 kule biate i 5 czarnych. Oblicz prawdopo- B =4°, ss 1
dobienistwo tego, ze kula wylosowana z drugiej urny bedzie czarna. P(B)=1-(3)" =%
ANB=6-6-1=62,
Z urny, w ktorej znajduja sie 3 kule biate i 5 czarnych, losujemy jedna P(ANB) =1
6
kule, zwracamy ja do urny i dorzucamy 2 kule koloru wylosowanej kuli. P(ANB) _ o
P(A|B) = =5 =

Nastepnie losujemy jeszcze jedna kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego,

ze dwie wylosowane kule sg takiego samego koloru. b) B - suma otrzymanych

oczek jest rowna 12
Ze zbioru {1,2,3,...,50} wybieramy losowo jedna liczbe, a nastepnie z po- B =25 P(B)= 25
zostalych losujemy jeszcze dwie liczby. Oblicz prawdopodobienstwo wylo- —
M Jeny ) 71e czby Prawdopocoblensiwo wy ANB =5 P(ANB) = 3
sowania za drugim razem dwoch liczb parzystych. P(A|B) = 1
5

o

) B — suma otrzymanych

W dwéch urnach, w ktérych sa po 4 kule czarne, rozmieszczamy dodatkowo SLLY!
oczek przy dzieleniu przez 3

6 kul bialych. Nastepnie z losowo wybranej urny losujemy jedna kule. Jak
rozmiesci¢ biate kule w urnach, aby prawdopodobienstwo wylosowania kuli
biatej byto najwigksze? Oblicz to prawdopodobiefistwo.

ANB =12, P(ANB) = 32
Student z 2n pytan (n > 1) losuje na egzaminie 2 pytania. Jezeli odpowie P(A|B) =%
na nie dobrze — zdaje egzamin, jezeli odpowie na kazde zle — nie zdaje g4 P(A)=4.342.6_16
. . . . . . . " 6 9 6 9 27
egzaminu. W przypadku jednej ztej odpowiedzi wyciaga dodatkowe pyta- 52. P(A)= 8.5 4+ 5.1 _5
nie i jezeli odpowie poprawnie, zda egzamin. Oblicz prawdopodobienstwo ’ f ;Z 2: wos
53. P(A)=5 %5 &=+

tego, ze student zda egzamin, jezeli umie odpowiedzie¢ na n pytan.

W rzucie niesymetryczna kostka prawdopodobienstwo uzyskania co naj-
wyzej czterech oczek jest réwne 0,6, a co najmniej czterech oczek — 0,8.
Oblicz prawdopodobienstwo uzyskania czterech oczek w rzucie tg kostka.

Niech A, B C Q. Oblicz P(A|B), jesli wiadomo, ze P(A) = 2, P(B') = %
oraz P(B|A) = 1.

z — liczba bialych kul w pierwszej urnie, z € {0, 1,2, ...,6}
P(A):1~L—|—l 6-a 212761712:14_ 28
2

2 4tz ‘4162 z2—-6z-40 z2—6z—40
° g o 2 o g 2 o 0 _ -6 __
P(A) jest najwigksze, gdy 2~ — 6z — 40 jest najmniejsze, czyli dla x = —5* = 3.
Wtedy P(A) =1 — % = %
n n—1 n n n—1 1 n—1 1 n 1 n—1 n 1
PA) =g g5t s 95 2= 35 a1 T3 5T :i( n71+2n71):§

A — wyrzucono co najwyzej 4 oczka, B — wyrzucono co najmniej 4 oczka,
AN B — wyrzucono 4 oczka

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

1=0,6+0,8—P(ANB), zatem P(ANB) =04

P(B|A) = 2252 = @ =3, czyli P(ANB) = 2

4
15

P(AIB) = S5 = 3 =

oo |colvo

5.13. Rachunek prawdopodobienstwa



58. P(AUB) =

P(A)+ P(B) — P(AN B)
3=1+P(B)-PANB),

czyli P(B) = 3 + P(AN B)

P(A|B) = 240B) _

__ P(AnB) _ 1

leo ||

i+P(ANB) 5
Zatem P(ANB) = .

62. a) EX:80~%+4O-%+
—1.50 =5 [zl]
b)80-1+40-2-1.p=0
p =60

6 6 24
63.0- % +2c- & 362 =0
T =48

64.a) EX =7-2+48-2+49-2

5. Powtdrzenie

58.

59.

60.

62.

63.

64.

59.

60.

61.

Niech X bedzie zmienna losowa o wartosciach z;, x,, ..
wanych z prawdopodobienstwami odpowiednio p;, ps,

W=

Niech A,B C . Oblicz P(A N B), jesli wiadomo, ze P(A) =
P(AUB) = 2 oraz P(A|B) =

1
5

a) Niech A,B C Q. Oblicz P(AN B) i P(B \ A), jesli wiadomo, ze

P(A)= 1, P(B) =2 oraz AU B jest zdarzeniem pewnym.
b) Niech A,B C Q. Oblicz P(AU B) i P(A\ B), jesli wiadomo, ze
P(A) = %, P(B) =  oraz AN B jest zdarzeniem niemozliwym.

a) Niech A,B C Q. Oblicz P(A' U B) i P(A|B), jesli wiadomo, ze
P(A)=2,P(B) =2 oraz P(AUB) = 3.

b) Niech A, B C Q. Oblicz P(A'|B), jesli wiadomo, ze AU B jest zdarze-
niem pewnym oraz P(A) = P(B) =3P(AN B).

Dane sa zdarzenia A, B C Q2 takie, ze P(B) > 0. Wykaz, ze:
P(A)+P(B)-1
P(A|B) > — Pl
., T przyjmo-
..., Pn. WartosScia

oczekiwang zmiennej X nazywamy liczbe:

EX = z1py +xops + ... + TPy

Gre nazywamy sprawiedliwg, jesli jej warto$é¢ oczekiwana jest réwna 0.

Pewna gra polega na dwoch rzutach moneta. Jesli wypadna dwa orty, to
wygrywamy 80 zl, jesli dwie reszki — wygrywamy 40 zt. W pozostalych
przypadkach przegrywamy p zl.

a) Oblicz warto$é oczekiwang tej gry dla p = 50.

b) Dla jakiej wartosci p gra jest sprawiedliwa?

Pewna gra polega na rzucie dwiema kostkami i dodaniu liczby wyrzuconych
oczek. Jedli otrzymamy co najmniej 10 oczek, to wygrywamy x zl, jesli
otrzymamy 7 oczek, to wygrywamy 2x zt. W pozostatych przypadkach
przegrywamy 36 zt. Dla jakiej wartosci x gra jest sprawiedliwa?

Sposrdd liczb 3, 41 5 losujemy dwie. Zmienna losowa X przyporzadkowuje
kazdej parze liczb jej sume. Oblicz warto$é oczekiwang zmiennej X, jesli
losujemy:

a) bez zwracania, b) ze zwracaniem.

a) PILANB) = P(A)+ P(B)— P(AUB)=3+23-1=1
P(B[A)=P(B)-P(AnB)=3-1=1

b) PLAUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB) = +3-0=2
P(A|B)=P(A) - P(ANB) =1

a) P(ANB) = P(A)+ P(B)— P(AUB) = 1

P(ANB)=P[B)-P(ANB)=%

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) =1, P(AIB) = Pj(pf(l;l)?) =2

b) P(AUB) =1= P(A) + P(B) — P(ANB) =5P(AN B), czyli P(ANB) = £
P(ANB)=P(B)-P(ANB)=2P(ANB) =2

P(A|B) = PAnB) _ 2 _ 2

P(B) 3L 3
P(ANB) _ P(A)+P(B)-P(AUB) - P(A)+P(B)-
P(A|B) = Z5R) = BAREALPUALE) o PURESEIZ bo P(AU B) € (0;1)



5.14. Statystyka

Sredniq arytmetyczna n liczb =, x,, ..., x, nazywamy liczbe:

T1+x2+...+Tp
n

TP =

Srednia wazona n liczb xy,z,,...,z,, ktérym przypisano odpowiednio
wagi wy, Ws, . .., w,, bedace liczbami dodatnimi, jest rowna:

WL +W2T2+ ... +WnTp
w1+ w2+ ... +Wn

Mediana uporzadkowanego w kolejnosci niemalejacej zbioru n liczb:

T1 < T2 < T3 < ... < Ty, jest:

= dla n nieparzystych: x4 — warto$¢ srodkowa,

= dla n parzystych: %(x% +x%+1) — Srednia arytmetyczna dwdch sasiednich
wartosci sSrodkowych.

Dominanta (warto$¢ modalna, moda) jest wartoscia, ktéra wystepuje wéréd
danych najczescie;j.

Wariancja n liczb x1,z,, ..., z, o éredniej arytmetycznej T jest liczba:

2_ (@1-T) 2+ (z2-T)?+ .. 4 (2n—%F)® _ zitad+. 4of (z)?
n n

g

Odchylenie standardowe o jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji.

Zestaw | - wprowadzajacy

1.

2.
3.

Oblicz $rednig arytmetyczna, mediane i dominante danych liczb.
a) 4, 3, 1, 10, 10, 13, 8, 10, 4 c) 3,2,3,9,4,10, 14, 3
b) 2,2,4,4,2,6,6,4,2,2,10 d) 16, 8, 8, 0, 8, 8, 14, 2

6000 zt 4000 zt
Pewna firma ma cztery oddzialy. Na dia-
gramie przedstawiono, jaki procent os6b
pracuje w poszczegdlnych oddziatach i ja-
kie sa w nich érednie zarobki. Oblicz sred-

: . . 5000 zt 4500 zt
nig zarobkéw w tej firmie.

W pewnej szkole sg trzy klasy drugie liczace kolejno 21, 23 i 23 uczniéw.
Sredni wzrost uczniéw w pierwszej z nich jest réwny 172 cm, w drugiej —
174 cm, w trzeciej — 170 cm. Oblicz éredni wzrost wszystkich uczniow klas
drugich.

z=0,1-6000 4+ 0,15 - 4000 + 0, 3 - 4500 + 0, 45 - 5000 = 4800 [z1]

_21.172423.174423.170 _ 11524 _
= 21123123 = 5 = 172 [cm]

8|

-t
[

~

0 O =

=3
—

o

~

8 8 8l 8l
Il

(=7
~

o

M=8D=1
M=4, D=2
M =35 D=
M=8 D=3

5.14. Statystyka
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4.a)T=3, M =3 D=2 4.
b)T =356, M =3, D=3
¢)T~3,33, M=3D=3

5. © — ocena Ani 5.

25;—1 2 375
x >3

Ania musi dostaé co naj-

mniej 3.

6.
6. x — liczba wyrzuconych 2
y — liczba wyrzuconych 3
644+2x+3y __ 4
Btoty
skad 2z +y =4
Poniewaz x i y sa liczbami pa-
rzystymi, x = 2, y = 0 lub
r=0,y=4.
Zatem wykonano 17 lub 19
rzutéw. 7.
7.a)4 b)6,1
8.
8.

5. Powtdrzenie

Uczniom klas Ia i Ib zadano pytanie: ,Ile pokoi ma twoje mieszkanie?”.
Wiyniki ankiety przedstawiono na ponizszych diagramach. Oblicz $rednia
arytmetyczna, mediane i dominante zebranych danych dla:

a) klasy Ia, b) klasy Ib, ¢) obu klas razem.
Ta Ib
liczba uczniow liczba uczniéw
10 10
9 9
8 8
7 7
6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 B 1
3 4 5 2 3 4 5
liczba pokoi liczba pokoi

Pewien nauczyciel, aby wystawié¢ oceny na pélrocze, oblicza $rednig aryt-
metyczna wszystkich ocen, a nastepnie zaokragla wynik do liczby caltkowi-
tej. Oceny Ani to 5, 3, 4, 4, 4, 21 3. Jaka najnizsza ocene musi dosta¢ Ania
z ostatniego sprawdzianu, zeby na koniec semestru mie¢ ocene dobra?

Wykonano serie rzutéow kostka — $rednia liczba émba rzutow _

otrzymanych oczek jest réwna 4. Na diagramie

przedstawiono, ile razy wypadtly poszczegdlne licz-
by oczek, ale pominieto informacje, ile razy wypa-
dty 2 oraz 3 oczka — wiadomo, ze kazdy z tych
wynikow wyrzucono parzysta liczbe razy. Ile rzu- 1 3 3 45 6

tow wykonano podczas tej serii? liczba oczek

=N W e Ot

W tabeli podane sg liczby i odpowiadajace im wagi. Oblicz $rednig wazona
tych liczb.

a) Liczba 2 3 5 10 b) Liczba 9 2 6 8 16

Waga 4 5 1 2 Waga 0,2 04 0,25 0,05 0,1

Ocena wystawiana na pélrocze przez pewnego nauczyciela jest srednig wa-
zona (zaokraglona do liczby catkowitej) ze $rednich arytmetycznych ocen
z prac klasowych, sprawdzianéw i pracy na lekcji — z wagami odpowiednio
0,5, 0,310,2. Oceny Kuby z prac klasowych to 5, 4, 2, ze sprawdzianow — 4,
3,3, 5, 2iza prace na lekcji — 4, 3. Jaka ocene otrzyma Kuba na pétrocze?

0,5.5+4+2 4 03, 4+3+34542 9 443
0,5+0,340,2

= 3,55
Kuba otrzyma 4.



9. Na wykresach ponizej podano zuzycie wody w kolejnych miesiacach przez 9. a) 7x = 12 =10 [m?
rodziny Kowalskich i Nowakow. Sprawdz, czy Srednie miesieczne zuzycie

. A . . . ok = /82 ~ 2,58 [m®]
wody w obu rodzinach jest takie samo. Oblicz odchylenie standardowe 0 ,
—_ 1 _
miesiecznego zuzycia wody dla: b) Tx = 53 =10 [m’]
a) rodziny Kowalskich,  b) rodziny Nowakéw, c¢) obu rodzin razem. on =4/3 =VI8~
Rodzina Kowalskich Rodzina Nowakéw ~ 4,24 [m°]

zuzycie wody [m®] zuzycie wody [m?]
18 18

, ‘ c) o =/% ~ 3,51 [m®
16 16 /)
14 . 14
\ |
12 \ 12 \
10 \ , 10 = f
8 / 8 W Vo /
6 y 6 \ /
2 2
1 2 3 45678 9101112 1 2345678 9101112
miesiac

miesiac

10. Na diagramach podano wyniki sprawdzianu w trzech klasach w pewnym  10. Z, =4, 04 = 1,08, T, = 4,

liceum. Oblicz $rednia ocen ze sprawdzianu w kazdej klasie. W ktérej z nich op = L17,Tc =4, 0c ~ 1,8
odchylenie standardowe ocen jest najwieksze?
IVa IVb Ve

liczba uczniéw liczba uczniéw liczba uczniéw

8 8

7 7 7

6 6 6

5 5 5

4 4 4

3 3 3

2 2 2

1 1 1

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

ocena ocena ocena

11. Pewna firma ma dwa oddzialy. W oddziale I pracuje 20% os6b zatrudnio-
nych w tej firmie, pozostale osoby pracuja w oddziale II. Srednie zarobki
w oddziale I wynosza 6000 zt, w oddziale IT — 4000 zl, natomiast odchy-
lenia standardowe sa réwne odpowiednio 1000 zt i 200 zt. Oblicz Srednia
i odchylenie standardowe zarobkéw dla catej firmy.

11. £ = 0,2 - 6000 + 0,8 - 4000 = 4400 [z1]
N — liczba wszystkich pracownikéw

0% = i 6000% = 10002, stad TR — 7400000

2 2 7 7

ofp = Lhetin 4000 = 2002, stad LV = 12832000
2 2 442 2

0_2 _ zl+,..+zn;y1+~~+ym — (j;)Q = 872000

o A 933,8 2t

5.14. Statystyka



12. a) w =12, czyliz =5
2, 4, 5, 14, 14, 15, 30
M =14, D = 14
174+z+y __
b) === =4,
czyliz+y =11
y=1 2 =10

5. Powtdrzenie

Zestaw Il - ¢wiczeniowy

12.

13.

14.

15.

13.

14.
15.

a) Srednia arytmetyczna liczb 14, 2,4, 15,14, z, 6z jest réwna 12. Oblicz z
oraz wyznacz mediane i dominante tych liczb.

b) Srednia arytmetyczna liczb 3,1,2,5,6,z,y jest réwna 4. Oblicz z i v,
jesli wiadomo, ze dominanta tych liczb jest réwna 1 oraz = > y.

Pewna firma zatrudnia 120 os6b w czterech oddzialach znajdujacych sie
w réznych miastach. Srednie miesieczne wynagrodzenie w I oddziale wy-
nosi 4400 zt, w IT — 4800 zt, w IIT — 4200 zt, w IV — 6000 zt. Na diagramie
ponizej zostal podany procentowy rozktad zatrudnienia w poszczegélnych
oddziatach. 10%

a) Oblicz $rednie miesieczne wynagrodze-

nie w tej firmie. 40%

b) Jak zmieni si¢ $rednie miesigczne wyna-
grodzenie w tej firmie, jesli w I oddziale
zatrudnienie zmniejszy sie o 25%, a $red-
nia zarobkéw w tym oddziale nie ulegnie

30%

zmianie? 20%

W pewnej firmie 20% pracownikéw zarabia Srednio miesiecznie 7 tysiecy
zlotych. Srednia placa pozostalych pracownikéw tej firmy wynosi 4,5 ty-
sigca zlotych. Oblicz $rednie miesieczne wynagrodzenie w tej firmie.

Podczas miedzyszkolnych zawodéw w tyzwiarstwie figurowym dziewieciu
sedziéw przyznawalo noty za technike i prezentacje programu w skali od 0,0
do 6,0 punktéw. Nota zaréwno za technike, jak i za prezentacje programu
byla érednig arytmetyczna uzyskanych punktéw. Jakie byly koncowe noty
dwdch par, ktorych punktacja zostata podana w tabeli, jesli koncowa nota
byta:

a) érednig arytmetyczna noty za technike i noty za prezentacje,

b) $rednia wazona, przy czym nota za technike miata wage 0,6, a nota za
prezentacje — wage 0,47

technika 5,0 5,1 5,0 52 55 50 53 51 5,6
Para I
prezentacja 4,9 50 4.8 52 54 49 5,0 48 5,0

technika 6,0 58 59 6,0 57 58 57 59 54
Para 11
prezentacja 55 58 55 59 56 58 59 54 59

a) T = 0,4 - 4400 + 0,2 - 4800 + 0,3 - 4200 + 0,1 - 6000 = 4580 [z1]
b) Liczba zatrudnionych os6b po zmniejszeniu zatrudnienia:
I-36, IT — 24, III - 36, IV — 12

T = 36444004»24~48001<883644200+ 12.6000 _ 4600

Srednie wynagrodzenie w firmie zwiekszy sie o 20 zt.
T =0,2-7000 + 0,8 - 4500 = 5000 [z1]
a) Para I: technika: 5,2, prezentacja: 5,0, nota koncowa: 5,1

Para II: technika: 5,8, prezentacja: 5,7, nota koncowa: 5,75

.= _ 0,6:52+40,4:5,0 _ .= _ 0,6:5,8+40,4:57 _
b) Para I: T = S sroa = 9,12, parall: T = 25550t = 5,76



16.

[D]17.

18.

19.

20.

21.

22,

21.

22.

Oblicz érednia arytmetyczng T, érednia arytmetyczng kwadratéw 2 oraz
wariancje ponizszych danych.

a)1,1,1,2,2,2,3,3,3
b) 1,1,2,2,3,3,4,4,5,5

¢) 10, 20, 30, 40, 50
d) -2, -2, -1,-1,0,5,5
Wykaz, ze jezeli 22 jest érednia arytmetyczna kwadratéw liczb 4, . .., xy,
a y? jest $rednia arytmetyczng kwadratéw liczb i, ...,y to $rednia aryt-
metyczna kwadratéw wszystkich tych liczb jest réwna:

kE-2241-y2

k41

W pewnej klasie jest 12 dziewczat i 8 chlopcow. W tabeli podano érednie
ocen z klasowki ze statystyki w tej klasie oraz odchylenia standardowe
(z podzialem na dziewczeta i chlopcéw).

Dziewczeta Chtopcy
Srednia ocen 4 4,2
Odchylenie standardowe 0,9 1,5

Oblicz $rednig ocen z tej klaséwki i odchylenie standardowe dla calej klasy.
Wynik zaokraglij do dwéch miejsc po przecinku.

W firmie A pracuje 10 oséb, a w firmie B — 20 oséb. Srednie miesieczne
wynagrodzenie w firmie A wynosi 4000 zt, a odchylenie standardowe —
500 zl, natomiast w firmie B $rednie miesieczne wynagrodzenie wynosi
5000 zt, a odchylenie standardowe — 1000 zl. Oblicz $rednie miesieczne
wynagrodzenie oraz odchylenie standardowe dla obu firm tgcznie. Wynik
zaokraglij do dwbéch miejsc po przecinku.

Srednie zarobki w pewnej firmie wynosza 6000 zl, a odchylenie standar-
dowe wynosi 500 zt. Oblicz, jak zmieni si¢ $rednie wynagrodzenie i odchy-
lenie standardowe, jezeli kazdy z pracownikéw dostanie:

a) 5% podwyzki, b) 200 zl podwyzki.

Srednia arytmetyczna liczb x,y,2,6,6,4,3,4 jest réwna 4, a odchylenie
standardowe jest réwne 1,5. Oblicz z i y, jesli wiadomo, ze z < y.

Wiéréd 10 ocen z matematyki pewnego ucznia sa tylko tréjki i czworki.
Oblicz, ile jest czworek, jesli wiadomo, ze wariancja ocen wynosi 0,16 oraz
czworek jest wiecej niz trojek.

254',%”:4, czyliy=7—=x

117 + 2% + y? = 8(1,5% + 42), czyli 2® + > = 29
22+ (7T—xz)* =29

22— 7x+10=0, z=2,y=5

z — liczba 4, 10 — x — liczba 3, x > 5

2
(10—2)- 32 +2-42 =10 <0,16+(“‘*ﬂ%) )

z+30)2
9(10 — z) + 16z = 1,6 + &39°
22 — 10z +16 =0, = = 8, czyli jest 8 czworek.

16.a) T =2,22 =42, 0" =2
b)f:3,_2:11, =2
c) T =30, 2 = 1100,
a? = 200
— _ 4 9o _ g4 2 _ qQl2
d)z=7,22=8%,0° =832
G 22+12+...+22
7 g2 ==k
wiec x%—l—x%—i—...—i—xi =
=k-z2
= nyrnglrerylZ’
wiec yf +v5 +...+y7 =132
Zatem:
22 +ad+. xityi+yd+.+y?
k+1 -
_ ka’4ly?
— k+1
Komentarz

W zadaniach 18-22 mozna wy-
korzysta¢ wzoér z zadania 17 lub
nastepujacy wzor:

(o2

2:

24a2+...+a? —\2
S — (@)

coyli 22 + 22+ ... +22 =
=n(o* + (2)%)

18.

19.

20.

Srednia klasy:
_ 12.448-42

8|

— 2
% oh + (Tp) =

9% + 4% = 16,81

8

— 2
99202004'(%) =

=1,52 4+ 4,22 = 19,89

o2 = 12T (g2
_ 12-16,§;ig-19,89 . 4,082 _
= 1,3956

o~1,18

T = 10-4000+ 20-5000 ~

~ 4666, 67 [z1]

Firma A: 3 + ... + 23 =
= 10(5007 + 4000%) =

= 162500000

Firma B: y%—|—...+y§0 =

= 20(1000% + 5000%) =
= 520000 000
2 __ 162500 000+ 520 000 000 +

o
—(Z)? =~ 972222,22

o ~ 986,01 [z1]

a) srednia i odchylenie — wzrost
o 5%:

odpowiednio 6300 zt i 525 zt
b) $rednia — wzrost o 200 zl:
6200 zt,

odchylenie bez zmian: 500 zt

5.14. Statystyka



23.

24,

25.

26.

12-14042:10 _ B
5 =140+ 3 =

= 1412 ~ 142 [cm]

x, y — liczba pracownikéw od-
powiednio ze stazem do 5 lat
i ponad 5 lat

4000z 4900y __
20002 £49003 — 4800

100y = 800z

$=0125
Pracownicy z krétszym
stazem stanowia 12,5%
pracownikéw z diuzszym

stazem.

x — liczba pracownikow
w II oddziale

4600-2x +5800-z __
a) 3z - 3z

= 5000 [z1]

b) 4600:0,62+5800-z _
1,6z -

= 5350 1]
Mediana: 3500 zt

P(A) =5

15000z __

8560x __

1,6z

5. Powtdrzenie

Zestaw lll - podsumowujacy

23.

24.

25.

26.

27.

27.

Srednia wynikéw w skoku wzwyz 12 uczniéw wyniosta 140 cm. Dwéch
uczniéw skoczyto na wysokosé 150 cm. Ile wynositaby srednia, gdyby sko-
czyli oni 0 10 cm wyzej?
W pewnej firmie Srednia placa wynosi 4800 zl, przy czym $rednia placa
pracownikéw ze stazem nie dluzszym niz 5 lat wynosi 4000 zl, natomiast
tych ze stazem dluzszym — 4900 zt. Oblicz, jaki procent wszystkich pra-
cownikéw stanowig pracownicy z krétszym stazem.
Pewna firma ma dwa oddzialy. Srednie miesieczne wynagrodzenie w I od-
dziale wynosi 4600 zt, a w II — 5800 zl. Oblicz srednie miesieczne wyna-
grodzenie w obu oddzialach razem, jezeli wiadomo, ze:
a) I oddzial zatrudnia dwa razy wiecej pracownikéw niz IT oddzial,
b) I oddzial zatrudnia o 40% pracownikéw mniej niz IT oddzial.
W tabeli podano miesieczne wynagrodzenia pracownikéw pewnej firmy.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany pracownik z tej firmy
zarabia powyzej mediany.
Liczba pracownikow 12 6 2 2 3
Wynagrodzenie [z1] 3000 3500 4000 5000 7000
W klasach drugich pewnej szkoty przepro- procent uczniéw
wadzono test sprawdzajacy z matematyki, 50 M
w ktérym wzieto udzial 60 uczniéw, w tym 40 N
20 dziewczat. Na diagramie podano oceny
oddzielnie w grupie dziewczat i w grupie 30
chlopcow. 20
a) Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze M
ocena losowo wybranej dziewczyny bedzie 10} ’_h
sie réznila od sSredniej w grupie dziew- [

. R . 1 2 3 4 5 6
czat o wiecej niz odchylenie standardowe. oceny
Ile wynosi to samo prawdopodobienistwo [ dziewczgta [ chiopey
w grupie chtopcow?

b) Wybieramy losowo dziewczyne i chtopca. Oblicz prawdopodobienistwo

tego, ze ocena dziewczyny bedzie nie mniejsza od éredniej w grupie dziew-

czat, a ocena chlopca — nie mniejsza od $redniej w grupie chtopcéow.
a) Tp = 3:144:2483414435416 _ g

20
op = \/3~1+4422+8~32+1~42+3~52+1~62 — 32138
20 Y

P(A) — 3+230+1 _ %
To = 12:3420444:5446 _ 4

oc = \/12~32+20442 +4:-524+4.62 42 ~ (.89

20 ?

P(B) = 12254 — |
b) Q = 20 - 40 = 800
A=13-28 =364

P(A) =23 =0,455



*5.15. Rachunek rézniczkowy

Funkcja f: (a;b) — R jest ciaglta w punkcie xy € (a;b) wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje granica lim f(x) oraz lim f(x) = f(zo).

T—x0 T—x0
Funkcje f:(a;b) — R nazywamy ciagla w przedziale otwartym (a;b), jezeli
jest ciagla w kazdym punkcie tego przedziatu.
Funkcje f:(a;b) — R nazywamy ciagla w przedziale domknigtym (a;b),
jezeli jest ciagla w przedziale (a;b) oraz:

Timy f(@) = f(a) i lim f(z) = f(0)

Twierdzenie o przyjmowaniu wartosci posrednich

Jedli funkcja f: (a;b) — R jest ciagla oraz f(a) # f(b), to funkcja ta przyj-
muje w przedziale (a;b) kazda warto$é liczbowa p znajdujaca sie miedzy
liczbami f(a) i f(b).

Powyzsze twierdzenie mowi, ze funkcja ciagta ma wlasno$é Darboux.

7 twierdzenia o przyjmowaniu wartosci po$rednich wynika, ze jesli funkcja
f:{a;b) — R jest ciagla oraz:

fla) <0, f(b) >0 lub f(a) >0, f(b) <O

to istnieje przynajmniej jeden argument ¢ € (a;b) taki, ze f(c) = 0.

Twierdzenie Weierstrassa

Jedli funkcja f:(a;b) — R jest ciagla, to w pewnym punkcie tego prze- 1.2)5
dzialu funkcja ta przyjmuje wartos¢ najwieksza oraz w pewnym punkcie b) 4
tego przedzialu przyjmuje warto$¢ najmniejsza. c) —4
d) -2
e) g
Zestaw | - wprowadzajgcy f) &
R P
1. Oblicz granice. g) lim e
. x3-9 .ozt . —x?44x-3 4 —(z-3)(z=1)
a) ;1513 4x—5 d) Ihj{ﬂ 3 —x g) }Cﬂg 2 -5 +6 o il% (z=3)(z=2) — —2
. z3 -1 . 22-3x-4 . z2+z—2 h) lim 22 4z-2 _
b) lim >—23 e) lim =55 h) lim =5 sty =8
. 2 . 2 . . 3 a. = lim _(@+2(@-1) _
c) lim Z 4 f) lim ——— 9 i) lim "= 3r—2 s——2 (@+2)(@®-22+4)
2 2—2x 23 x2—2—6 zo-1 223 4+3x2 -1 o
— 2
2. Oblicz granice. ) lim wS-gs2 _
. VT3 . 1-I-w . VI=z-1 g1 2208wl
a) £1LI;1J -9 b) }L{% 33—z C) LlLlil} 2-V5—=z = lim (& e 2) 1

o GFD2(2a 1)

s (VE-3)(V=+3) g z-9 _ 1

2. a) lim otrey = im oiersy = 6
. (1—VEi—z)(14vE—z) _ 1 34w _
L) e e A e o)

. V2—x—1 24+vV5—x V2—xz+1y\ _ q: 1-—x 24+vVH—x\ __
c) glglﬁ}(zf\/m Ve Vaetl) = ilm(f—(lfz) rari) T 72

(SIS

5.15. Rachunek rézniczkowy



a b

5. Powtdrzenie

a) -3 b) 1 ¢)0
d) —o0 e) o f) —c0
) o0 b)v C), d)v e)7 f) —o0
) lim f(z) =
0~
= lim (—z?+1)=1
z—0"

lim f(z)= lim (z+1)=1
z—0+ x—0
lim f(z) = 1= (0)
Funkcja f jest ciagta.

b) lim f(z) =
1"

= lim (—z+1)=0
z—1—

zlinﬁ (@)= zlgfﬂr(”’) 2

lim f(z) # lim f(x)
1" z—1t
Funkcja f nie jest ciaggla.

.a) lim (a—z)=a—-1
z—1"

. 6 _
zlil?-%—(z_"'l +b)=3+0b
a—1=4=3+b
a=5b=1
b) lim (z* +a)=4+a

r—27

. b y_ b
i () =4
4+a=3= %
a=-1,b=12
a)z=-2 b)z="7
a)a=1

Y
1/
1
ol 1 X
maksimum: f(0) =1,
minimum: f(1) =0
b) lim f(z)=2-a
T——1"
Jim, (558) = a1
a= %, brak ekstreméw
\ Y
£\
B
N 1
o ——X

(Sleo

Elrs

11.

10.

11.

Oblicz granice.

2 2
2 im St 9 Mmges o lme -8 —0n)
4 4 2
b) lim 4;&% d) lim £) lim (22° 4 62” +1)
Oblicz granice.
. 1 w2 . 1
a) lim = ¢) lim = e) lm =
. 1 . +4 z+2
b) Jim —= d) lim =2 b lim
Zbadaj ciagltoéé¢ funkcji f.
+1 dlaxz>0 2
o s@={ 7T =g e e
—224+1 dlaxz <0 —x+1 dlax<l1
Dla jakich wartoéci parametréw a i b funkcja f jest ciggla?
a—z dazx<l1 22 +a dax<?2
a) f(z) = 4 dlaxz=1 b) f(z) = 3 dla x =2
6 b
m+1+b dla z > 1 s dla x > 2

Wyznacz punkty, w ktérych funkcja f nie jest ciagta.

2—x
z2 -4 dlaz € R\ {-2,2} r—7 dlaxz <2

a) fl)=¢ + dlaz=-2 b) f(z) =4 -9 dla2<a <7
) o+l dlax>7
—= dlaz=2 x

Dla jakiej wartoéci parametru a funkcja f jest ciggla? Naszkicuj wykres
tej funkcji i z wykresu odczytaj jej ekstrema lokalne.

ar+1 dlaz<0 ooz dla s < —1
) f@=q o ~dac=0 Mﬂ@:{ax
(x—a)? dlaz>0 o dla z > —1

Wykaz, ze funkcja f ma w podanym przedziale co najmniej jedno miejsce
Zerowe.

a) f(x)=a2%—5x%+To — Tlog, z, (1;4) T+5

Ttz 37, (-1;1)

b) f(z) =
Wykaz, ze rownanie ma w podanym przedziale co najmniej jedno rozwia-
zanie.

a) 3 —3zx+1=0, (0;1) b) —z* +4x+3=0, (1;2)

Wyznacz przyblizone rozwigzanie rownania z doktadnoscia do i.
a) 4+ 4x—1=0 b) 2 +2x+1=0

. a) Funkcja f jest ciggta w przedziale (1;4) oraz f(1) =3 > 01 f(4) = -2 < 0.

Zatem na podstawie twierdzenia o przyjmowaniu wartosci posrednich funkcja f ma
miejsce zerowe w przedziale (1;4).

Korzystamy z twierdzenia o przyjmowaniu wartosci posrednich.
a) Niech f(z) = 2® — 3z + 1. Wéwczas f(0) =1 > 0 oraz f(1) = —1 < 0. Funkcja f

jest ciagla, wiec ma miejsce zerowe w przedziale (0; 1).
Zatem réwnanie 22 — 3z +1 = 0 ma co najmniej jedno rozwiazanie w tym przedziale.

a) f(z) =2 4+4z—1, f0)=—-1<0, f(1)=4>0
Niech zg bedzie miejscem zerowym funkcji f.
Funkcja f jest ciagta, wiec o € (0;1).

f(%) = 1% > 0, wiec zo € (0; %)

To & % — blad jest mniejszy od %



Jezeli istnieje skonczona granica:
lim f(z)—f(zo0)

z—x0 r—x0

to granice te nazywamy pochodng funkcji f w punkcie zy i oznaczamy
f'(x). Méwimy wéwczas, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie zg.
Pochodna f'(x) funkcji f w punkcie z, jest réwna tangensowi kata, jaki
styczna do wykresu funkcji f w punkcie Py(xo, f(zq)) tworzy z osia OX.

Jesli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie xy, to styczna do wykresu
tej funkcji w punkcie (xg, f(z¢)) ma réwnanie:

y = f(x0) = f'(z0)(z — o) 12. 2) f/(1) = lim Z{0 =
Jedli funkcje f i g sa rézniczkowalne w punkcie x, to: = ilinl = ;172 = ilinl ;:11 =
= (¢ f(z)) =c- f'(x), gdzie c jest dowolna stala = lim(z +1) =2
= (f(z) +9(2)) = f(z) + 9'(z) b) f'(4) = lim {@=1O) _
= (f(z) —g(x)) = f'(z) — g'(z) a2 37
, ) = lim === =
- (f(a) - g@) = (@) - 9(&) + /@) - '(2) ==
/ = lim ==— =
. (L@ f(@)g(@)=f(x)-g'(x) 4 od oA
g(m)) (9())? dla g(z) # 0 i 2ot
r—4 =
= (9(f(x)) =g'(f(z))- f'(z) = lim(2z + 8) = 16
Pochodne niektorych funkeji / ¢) f'(2) = lim f(z) f(2>
r_ e Iy _ 1 4
(¢) =0, gdzie ¢ — stala (x) 5, TE R\ {0} = lin =3 liy 2
(l‘):l (\/E)/:ﬁ’xeR"’ —hn%%:
r\/ _ r—1 =
(x) =Trx ,TER\{O} :hn%(—%):—l

d) f,( )= hm f(z) f(l)
12. Na podstawie definicji oblicz pochodng funkcji f w punkcie z.

__ f%+27- —242z _
a) f(x):q;2—|—1,$():1 C) f(x):%7x0:2 —ilinl z—1 _lﬂlz(:*l)__
— 9.2 _ _ 2 _ = lim 2= 1)—hm( )=2
b) f(x) =227 xy=4 d) f(z)=—=, 20 =1 5—1 2@ 1) — po1\@
14-a)f():61'—4,f():—4,

13. Sprawdz, korzystajac z definicji pochodnej funkcji w punkcie, czy istnieje F) =2

pochodna funkcji f w punkcie xq = 0. b) f/(z) = —3z2 + 8z — 3,

a) f(z) = |2z| b) f(x) = z[z| F0)==3,f(1) =
) f'(x) =22% — x> — 122 +1,

14. Wyznacz pochodna funkcji f, a nastepnie oblicz f/(0) i f'(1). FO) =1, (1) = 10

a) f(z) =32 —42+6 ¢) flzx)=1a* — 32 — 62 + 2 d) f'(z) = 52* + 622 + ,
b) f(z) = —2® + 42% — 32 + 2 d) f(z) =2+ 2234052 + 1 (o) =0, fi(1) =12
13. a) lim 7“1) O — Jim —‘21‘ 9 — lim =2
z—0t z—0t z—0t
lim £&=O — iy 22120 _ gy 22 9
x—0" x—0" x—0—
Zatem %{:(0) nie istnieje, czyli funkcja f(x) = |2z| nie
ma pochodnej w punkcie zg = 0.
b) lim £@SO _ jyy 2220 _ iy 22 = iy g =
z—0t z—0t z—0t z—0t
lim M = lim z‘z‘ % = lim 2 = lim (—x) =
x—0" x—0" x—0— x—0"

Zatem f(z) f(o) =0, czyli f'(0) = 0.

5.15. Rachunek rézniczkowy



16.

17.

. a) f'(z) = 6z + 5,
fi(=1)=-1, f(-2)=-7
b) f'(z) = 42> + 32> — 8z — 4,
fi(=1)=3, f(-2)=-8

¢) f'(x) = —20z* + 322 — 8z,
f(=1)=-9, f(-2) = —292
d) f'(z) = 423 — 4z,
fi(=1)=0, f'(-2) =-24
a) Dy = Dy =R\ {4},
(@) = ~ooor
b) Dy = Dy = R\ {3},
J
¢) Dy = Dy =R\ {0},
fl@) =122+ 5
d) Dy = Dp =R\ {0, 1},
F@) =~ -
e) Dy = Dy = R\ {-2,2},
F(@) = — et
f) Dy = Dy =R,
fi(o) = ipeage
g) Dy = Dy =R\ {-1,0},
fa) = st
h) Dy = Dy =R\ {0, 1},
F@) =~ + &
i) Df =Dy =
=R\ {-2,-1,0},
f@) = —E55 — aier
a) Dy = (0;00), Dy = (05 00),

fz) = 4\/ﬂ(;§271)

b) Dy = (—o0;1) U (2;00),
Dy = (—00;1) U (2; 00),
F(@) = —stapy/ 55

¢) Dy =R, Dy =R\ {0},
rio - e

d) Dy = Dy =R,

T 12
F'(@) = Grary/ o

e) Dy = (0;00),
Dy = (0;00),
/ _ N
f@) =
f) Dy = (0;4) U (4;00),
Dy = (0;4) U (4; 00),

/ __z—4/z+2
F@) = s70-ver

5. Powtdrzenie

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

18.
19.
20.

21.

Wyznacz pochodng funkcji f, a nastepnie oblicz f'(—1) i f'(—2).
a) f(x) =Bz —1)(z+2) c) flx)=(1—4z?)(z®*+1)
b) f(z) = (2 — 4)(2* + x) d) f(z) = (z+1)*(z - 1)

Okredl dziedzine funkcji f, a nastepnie wyznacz jej pochodna i okresl dzie-
dzing pochodnej.

W) fl@) = 555 O @) =S+ e f) = S
b) f(2) = 755 e) flw) =55 h) flz) =220 — L
c) f(x)=3z" - g f) f(z) = sztrx: i) f(x)= ﬁ + x31+8

Okredl dziedzine funkcji f, a nastepnie wyznacz jej pochodna i okresl dzie-
dzine pochodne;j.

a) f(2) = VZe(@®-1) o) [(@)=VaT 122 o) f(x)= /I &
b) @)= )@= 50 D )=t

Oblicz miare kata, ktéry styczna do wykresu funkcji f w punkcie o odcie-
tej xy tworzy z osig OX.

e e S LT
b) f(z) = vz, xo:g d) f(z) = 1

y Lo = 3
Oblicz tangens kata, ktéry styczna do wykresu funkeji f w punkcie o od-
cietej xg tworzy z osig OX. Podaj przyblizong miare tego kata.

a) f@) =2 30— m=2 ) f(&)= VP Lz =1
b) J(#) = gm0 = V5 Q) ()= (2 1) 2=~}

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie o odcietej x.

(2~ 2)°

a) f(z)=22%—3, o= —1 e) flz)= ﬁ,xoz—Q

b) f(z) = 2° — 6z, zo = 2 0 f@) = 22wy =1

¢) f@)=2w+ 1, 2= 8) f(z) = V22?1, 20 = 2
d) fla) = 22w = —4 h) fo) = Vel ta? 4 7,20 =1

Wyznacz réwnania stycznych do wykresu funkeji f w punktach jej prze-
ciecia z osia OX.

— 2 a? -1

a) f(z) =a* 44z 2342

b) f(z) =8z —a* c) flz)=

60° b) 30° ¢) 135° d) 0°

a)

a) 9, 84° b) 10, 48° ¢) —¥2, 145° d) I3, 39°

“’“490—5 b)y—6$—16 )y=—22+4 d)y="Tc+19
22—

e)f(m)—(‘;2+;)62,f( 2)=0,y=1
2

f) () = %t D=1, y=1c+3%

g)f’(m):\/m,f( ):_an__% +%

! _ 223 4 / _ _
h) flo) = Fma F =L y=2+2

a) P1(0,0), y = 4z; P>(—4,0), y = —4z — 16
b) P1(0,0), y = 8z; P2(2,0), y = —24x + 48
¢) Pi(—1,0), y=—2x —2; P,(1,0), y = 20 — 2



22.

23.

25.

24

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(z) = %m“ —1:

a) réwnoleglej do prostej 2z +y = 0,
b) prostopadlej do prostej 4z +y — 1 =0,
¢) przechodzacej przez punkt (07 —g)

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(z) =
domo, ze z osia OX tworzy ona kat 150°.

2x

Wykaz, ze prosta o réwnaniu y = 2(x — 3) jest wspdlna styczna wykreséw

funkcji:
—2z2

f@) = 5255 1 g(a) = (@~ D@ —2)(w - 3)

Wyznacz wspélrzedne punktow stycznosci.

funkcji f(z) = 2* +m?

1
a) y = —4dx b)yzix—g c) y=-2

Jesli pochodna funkeji f jest dodatnia w przedziale (a;b), z wyjatkiem co
najwyze]j skonczonej liczby punktéw, w ktérych przyjmuje ona wartosé 0,
to funkcja f jest w tym przedziale rosngca.

Jedli pochodna funkcji f jest ujemna w przedziale (a;b), z wyjatkiem co
najwyzej skonczonej liczby punktow, w ktorych przyjmuje ona wartosc 0,
to funkcja f jest w tym przedziale malejaca.

Jesli funkcja f jest rosnaca (malejaca) w przedziale (a;b) i jest ciagla
w przedziale (a;b), to jest rosnaca (malejaca) w przedziale (a;b).

Warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego

Jesli funkcja f ma pochodng w punkcie xg i osigga w tym punkcie ekstre-
mum, to f'(zy) = 0 (styczna do wykresu funkcji f w punkcie (xo, f(z0))
jest réwnolegla do osi OX).

Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum lokalnego

Jesli funkcja f ma pochodna w przedziale (a;0) i f'(xz) > 0 dla z € (a; zo)
oraz f'(x) < 0 dla x € (x;b), to ma ona w punkcie z, maksimum.

Jedli funkcja f ma pochodna w przedziale (a;0) 1 f'(z) < 0 dla = € (a; zo)
oraz f'(x) > 0 dla x € (x;b), to ma ona w punkcie x, minimum.

Dalej ekstrema lokalne bedziemy nazywaé ekstremami.

. Prosta y = 2(z — 3) przecina wykres funkcji f w punkcie (%, —3). Wyznaczamy

réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w tym punkcie.

Flo)=2228 y—f(3) = () —3)
y+3=2(x—32), y=2z-6

Zatem y = 2(xz — 3) jest styczna do wykresu funkcji f.

Prosta y = 2(xz—3) przecina wykres funkcji g w punktach (0, 0) i (3, 0). Wyznaczamy

rownania stycznych do wykresu funkcji g w tych punktach.

g(z) =32% — 12z + 11, ¢'(0) =11 #2, ¢'(3) =2
y—9B3)=g'@B)(z-3), y-0=2(z-3), y=22-6

Zatem y = 2(x — 3) jest styczna do wykresu funkcji g w punkcie (3,0).

21, jedli wia-

Dla jakiej wartosci parametru m podana prosta jest styczna do wykresu

22.

23.

25.

a) 2z = —2, czyli 2o = —1
Y= —2x — g

b) 2z3 = %, czyli o = %
y=i%- 353

yz?x%(w—xo)—i—%x%—l:
:21:811—%1:3—1
yz?x%x—g
zo=—1lub zg =1
yz—?x—%,yz?x—%

f(zo) = —fg = tg 150°

= —@, czyli zo = \/§
y=—Fu+3
a) f'(zo0) = 4aj = —4,
czyli o = —1

y—f(=1) = f(=1)(z+1)
y— (1 +m)=—-4(x+1)
y=—4r -3+ m,

czylim =3

y— (35 +m)=3(z—3)
y= %1:— 13—6—|—m,

czyli m = 11—6
c) f'(xo) = 4ap =0,
czyli zo = 0

y — f(0) = f(0)(z—0)

y—m =0, czyli m = -2

5.15. Rachunek rézniczkowy



26.

27.

28.

29.

30.

32.

a) malejaca w (—2;4),
rosnaca w (—oo; —2)
w (4;00)
b) malejaca w (—oo; —1)
w (1;00), rosngca w (—1;1)
c) malejaca w (—3;0)
iw (0; 3), rosngca w (—oo; —3)
w (3;00)
d) malejaca w (—oo; —
iw(0;3),
rosnagca w (—32;0) i w (2;00)

Njo

)

e) malejaca w (—o0;0)
w (1;2),
rosnaca w (0;1) i w (2;00)
f) rosnaca w (—oo; —3)
iw (—3;00)
g) malejaca w (—oo
rosnagca w (—3; —2), (—=2; —1)
w (1;00)
h) malejaca w (2;2),
rosngca w (0; 2) i w

)

(2 00)

a) minimum:

f(V3) = —6v3+1,
maksimum:
F(—v3)=6v3+1

b) minima:

F(=V3) = f(V3) = -9,

maksimum: f(0) =0

¢) minimum: f(-1) = —1,

maksimum: f(1) =1

d) minimum: f(2) =4,

maksimum: f(0) =0
e) maksimum: f(0) =0

f) minimum: f(4

=

a) f(=1)=-12, f(1) =

b) f(2) = =8,
f(0)=7B) =

c) f(=3)=—29, f(0) = -2
d)f(x/ﬁ—z):—“%“
f(\/§+2 223

a) f(3) =" b) f(1)=+v2
c) f(-3) =

d) f(-1)=f(1)=1

a) (—o0;1) b) (0;00)

¢) (0; % +1)

a) 0 ekstreméw dla a = 0,

1 ekstremum dla a # 0

b) 0 ekstreméw dla a = 0,
2 ekstrema dla a # 0

c) 1 ekstremum dla a = 0,
2 ekstrema dla a # 0

5. Powtdrzenie

Zestaw Il - ¢wiczeniowy

26. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f.
. 564
a) f(x)=2%—32* — 240 +1 e) f(x) e
b) f(z) = —32° — 52 4 30z — 1 f) flz)=2 Zi‘”;"’
9 1)(x2 -1

¢) fla)=z+2 g) f(z) = D)

d) f(z) = (42* —9)* h) f(z) = Va3 — 422 + 4x
27. Wyznacz ekstrema funkcji f.

. 2
a) fla)=a -9z +1 ¢ f(2)= 3 ¢) f(z) =5 + 73
2 8 1

b) f(z) = z* — 622 d) f(z) = xail f) f(z)=—=+ EEGE
28. Wyznacz najwickszg 1 najmniejszg wartosé funkeji f w danym przedziale.

a) fla)=a® —5at 4500~ 1, (-12) o) f() = TR (s

x* x3 2 z—3

b) fla)= S+ -2 32, (0:3)  d) () = 522, (1)

29. Wyznacz najmniejsza warto$¢ funkeji f.
4

a) f(z) = 32" + (32 — 6)* ¢) f(z) =+ 3(x+1)!

b) f(z) =vz?—2x+3 d) f(z) =Vt —22%2+2
30. Wyznacz zbiér wartosci funkcji f.

-2
0) f@) =22t b) fl@)= g O f@)= 57

31. Okredl liczbe pierwiastkéw rownania w zaleznosci od parametru a.

a) 223 — 6z =a b) 2* —42*+3=a

32. Okreél liczbe ekstreméw funkeji f w zaleznosci od parametru a.
a) f(z)=az?+x—2 b) f(z) =23+ ax® — 1 ¢) f(z) =ax®—2?

33. Dla jakiego x > 0 wyrazenie x® + 2y przyjmuje najmniejsza warto$é, jesli
wiadomo, ze 6z + y — 1 = 07 Oblicz te wartos¢.

34. Dla jakich z i y wyrazenie 2* + y? przyjmuje najmniejszg wartosé, jesli
wiadomo, ze x + y + 3 = 07 Oblicz te wartosé.

35. Jakie wymiary powinien mieé¢ prostokat o polu réwnym 18, aby jego obwod

byl najmniejszy?

31. a) 1 pierwiastek
dla a € (—o0; —4) U (4; 00),
2 pierwiastki dla a € {—4, 4},
3 pierwiastki dla a € (—4;4)
b) 0 pierwiastkéw dla a € (—oo; —1),
2 pierwiastki dla a € {—1} U (3;00),
3 pierwiastki dla a = 3,
4 pierwiastki dla a € (—1;3)

33. z = 2, najmniejsza warto$é: —14
34. r = —1, y = —2, najmniejsza wartos$é: 5
35. kwadrat o boku 3v/2




36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

40.

42,

Wyznacz najmniejsza wartos¢ sumy dlugosci przekatnych rombu o polu
rownym 50.

Na kole o promieniu 2 opisano tréjkat prostokatny. Wyznacz wymiary
tréjkata, dla ktorego promien kota na nim opisanego jest najkrotszy.
Jaka najwigksza objetos¢ moze mieé¢ graniastostup prawidlowy, jesli suma
dtugosci wszystkich jego krawedzi jest réwna 36, a jego podstawa jest:

a) trojkat, b) czworokat?

7 drutu o dltugosci 720 cm zrobiono szkielet akwarium w ksztalcie pro-
stopadtoscianu, ktérego dhugosci krawedzi podstawy sa w stosunku 1:2.
Wyznacz wymiary akwarium o najwiekszej objetodci.

Pole powierzchni calkowitej prostopadloscianu o podstawie kwadratowe;j
jest réwne 24 cm?. Jakie wymiary powinien mieé¢ ten prostopadioécian,
aby jego objetos$¢ byta najwieksza?

Uczen mial rozwiaza¢ nastepujace zadanie:

,Obwod trojkata réwnoramiennego jest réwny 8. Dla jakiej dtugosci bokdw
trojkata objetosé bryly powstalej przez obrét tego trojkata dookota jego
osi symetrii jest najwieksza?”

Poczatek rozwiazania podanego przez ucznia przedstawiono w ramce.

Mamy 2z + 2r =8,
stad z = 4 — r, gdzie r € (0;2).
Objetosé stozka:

V = imr*h = trr?a? — o2 no\%

Zatem:
4—r)?—r2=1mr?/16 — 8r [-==73 7=\
czyli V(r) = imy/16rT = 8%, gdzie r € (0;2). ~_

Dokoticz rozwiazanie zadania:
a) analizujac znak pochodnej funkcji V,

b) rozpatrujac funkcje pomocnicza f(r) = 16r* — 8r°.

Tworzaca stozka ma dlugosé 12. Wyznacz objetos¢ stozka jako funkcje jego
wysokoéci x i podaj dziedzine tej funkcji. Dla jakiej wartosci x objetosé
stozka jest najwigksza?

z — dlugos¢ krawedzi podstawy, h wysokosé prostopadlo$cianu
P. = 2% + 4zh = 24, statd h=—%+ 5 gdziex e (0;2v/3)

V(e) =a*(-% + &) = -2 + 6z, V’(:L-) =32 16

V'(z) > 0 dla z € (0;2)

V'(z) < 0 dla = € (2;2/3)

Zatem funkcja V' w punkcie zo = 2 przyjmuje wartos¢ najwieksza.
Najwieksza, objetosé ma szescian o krawedzi 2 cm.

z® 4+ 72 =122, czyli r? = 144 — 22, gdzie z € (0;12)

V(z) = iw(144 — 2°)z = —inz® + 487z, D = (0;12), V'(z) =
V'(z) > 0 dla z € (0;4v/3)

V'(z) < 0 dla = € (44/3;12)

Funkcja V w punkcie zo = 4v/3 przyjmuje wartosé najwieksza.

—mx? + 487

36.
37.
38.

39.

41.

20

4422, 4+2V2, 4+ 42

x — dlugosé krawedzi podsta-
wy, h — wysoko$¢ graniasto-
stupa

a) V= %h

67 + 3h = 36,

skad h = 12 — 2z, z € (0;6)
V(o) =55 <12 2z) =
3\/39:2

V'(z) = 6\/_9[: — —3‘/312
V'(z) > 0 dla z € (0;4)
V'(z) < 0 dla x € (4;6)

V(4) = 16v/3
b) V = z%h
8z + 4h = 36,

Skqd h=9 -2z,
€ (0;43)

(a:) = 922 — 223

V'(z) = 62(3 — )
V'(z) > 0 dla z € (0;3)
V'(z) <0dlax e (3,4%)
V(3) =27
x — dtugos¢ krawedzi podsta-
wy, h — wysokos¢ prostopadto-
$cianu
12z + 4h = 720,
stad h = 180 — 3z,
gdzie = € (0;60)
V(z) = 22%(180 — 3z) =
= —62° + 3602°
V'(x) = —18z% — 720z =
= —18z(z + 40)
V'(z) > 0 dla = € (0;40)
V'(z) < 0 dla = € (40; 60)
Zatem funkcja V' w punkcie
xo = 40 przyjmuje warto$é
najwieksza.
Najwieksza objetos¢ bedzie
miato akwarium o wymiarach:
40 cm, 80 cm, 60 cm.

2,4, 2.4, 3,2

5.15. Rachunek rézniczkowy



43.

44,
45,

46.

47.

48.
49.
50.

) = 2=

aAB = %, czyli f'(zo) = —9
(o — 1)(623 — 320 +1) =0
o =1

y—f(1) = () —1)
y—3=-9=x—-1)

y=—9z 4 12

y:%x—Z,y:%x—i—Z, —6@
I2 XL —

(=) = 32t

f’(:L‘()) = i ixzg >0,
wiec zg =1
f(1) = cos2a — Lsina = &

1—2sin?a — %Sina:%
ZSinza—i—%sina— % =0
sina = —% lub sin o = %
Jedli o € (0;7), to a = &

lub a = %71‘.

f'(z) = z oraz ¢'(z) = —z%
Styczne w punkcie zg s3 pro-
stopadte, gdy:

F(z0)g (mo) = —1, czyli

xo = 1.

Wykresy funkcji f i g przeci-
naja sie w punkcie zo, gdy
%-12 +a= %, czyli a = %
A(1,2), B(5,10),
y=—3x+ 15
a=-3,b=2
y=—3x+8 P=24

C(_17 %)7 P = %

5. Powtdrzenie

Zestaw lll - podsumowujacy

43.

44,

0]

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

51.

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(z) = (173#)2 i prostopa-
dlej do prostej przechodzacej przez punkty A(9,0) i B(0,—1).

Wykaz, ze styczne do wykresu funkeji f(x) = £=2, z # 3, poprowadzone
w punktach jego przeciecia z osiami uktadu wspoélrzednych, sa rownolegte.
Oblicz odleglo$é miedzy tymi stycznymi.

Prosta o rownaniu y = im jest styczna do wykresu funkcji:
2’z

w punkcie o dodatniej odcietej. Wyznacz «, jesli a € (0; ).

1.
+ cos2a — 5 sina

Y

Dane sy funkcje f(z) = 32”4+ a i g(x) = <. Dla
jakiej wartosci parametru a styczne do wykresow
funkcji f i ¢ w punkcie ich przecigcia sa prosto- o’
padte?

e

Hy

Funkcja f(z) = ”;2_’35 (rysunek obok) w punk-
cie A osiaga maksimum, a w punkcie B — mini-
mum. Wyznacz wspolrzedne punktow A i B oraz

réwnanie prostej przechodzacej przez srodek od-

cinka AB i réwnoleglej do stycznej do wykresu 0 X
funkcji f w punkcie o odcigtej rownej 2.

. a1 _ z’tax—4
Punkt P(1,—-2) nalezy do wykresu funkcji f(z) = =255=, b # —1. Stycz-
na do tego wykresu poprowadzona w punkcie P jest prostopadla do prostej

3r+y+5=0. Oblicz a i b.

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P(3,4) i ogranicza-
jacej z dodatnimi pétosiami uktadu wspotrzednych tréjkat o najmniejszym
polu. Oblicz pole tego trojkata.

Dany jest tréjkat o wierzchotkach A(0,0), B(6,0) i C(z,y). Wyznacz
wspdirzedne punktu C' tak, aby pole trojkata ABC bylo najwieksze, je-

_ z?-aitl .
= f5 oraz ¥ € (—2;1).

$li punkt ten nalezy do wykresu funkcji f(z)
Oblicz pole tego trojkata.

Wyznacz wspoélrzedne punktu P nalezacego do wykresu funkcji f i lezacego
najblizej prostej x —y + 2 = 0.

a) f(z)=1-2a?

cxg—1(1—x2 x2+x
a) P(zo,1 —a3), d = 220 1% pt2 _ | 0*\/50“‘

ajmniejsza dla zo, w ktérym g(zo) = 22 +z0 + 1 osigga minimum,

Odlegtosé d jest
czyli dla xo =

Zatem P (—3,3).

N[ =]

b) f'(z) = ﬁ, stad ﬁ =1, czyli o = 0 lub xo = 2
P1(0,3) lub P2(2,1)

Sprawdzamy odleglosci punktéw P; i P> od prostej x —y + 2 = 0:
_ |10-1-342| _ 3 _ l1-2-1-142] _ 3v2
h=—7F—=%,="—FH"— =5

Zatem P(0, 3).



52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

[D]59.

60.

52.

W okrag o promieniu 1 wpisano tréjkat réwnoramienny. Niech x oznacza
odlegtosé srodka tego okregu od podstawy trojkata. Dla jakiej wartosci
pole tréjkata jest najwieksze? Oblicz to pole.

Oblicz najwigksza mozliwg objetosé walca, ktérego przekatna przekroju
osiowego ma diugosé 6.

Dtugo$¢ boku rombu jest réwna 4. Wyznacz dlugosci przekatnych rombu
tak, aby objetos¢ bryly otrzymanej z obrotu rombu wokét jednej z prze-
katnych byla najwigksza.

Powierzchnia metalowego zbiornika w ksztalcie walca bez pokrywy wy-
nosi 47 m?. Wyznacz wysoko$é pojemnika o najwiekszej objetosci.

Suma dlugosci wszystkich krawedzi prostopadltodcianu jest rowna 40, a jego
pole powierzchni catkowitej jest réowne 64. Wyznacz najmniejszg mozliwg
objetos¢ tego prostopadtoscianu.

Namiot ma ksztalt graniastostupa prawidtowego troj-
katnego (rysunek obok). Pole powierzchni catkowitej
namiotu (lacznie z podtoga) jest réwne 18v/3 m?. Dla 4
jakiej dlugosci krawedzi = € (2;3), podanej w me-

trach, objeto$¢ namiotu bedzie najwieksza? x

Objetos¢ graniastostupa prawidlowego tréojkatnego jest rowna 16. Jakie
wymiary powinien mie¢ ten graniastostup, aby jego pole powierzchni cal-
kowitej bylo najmniejsze?

Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugoéé a.
Wyznacz taka wysokos¢ ostrostupa, dla ktérej jego objetosé jest najwiek-
sza, 1 uzasadnij, ze kat miedzy przeciwleglymi krawedziami bocznymi jest
rozwarty.

W tréjkacie réwnoramiennym ABC (rysunek ponizej) na wysokosci opusz-
czonej z wierzchotka C' obrano punkt P taki, ze suma |AP|+ |BP|+ |CP|
jest najmniejsza. Oblicz dtugosé odcinka C'P.

a) C b) C

39

>
(@}
o
ot
o
W
Nej

4
A 60 B A 30 B

Pole tréjkata:
Pz)=1-2V1-22 - (1+a)=(1+z)VI—a2=
=/Q+zP(1l-a?)=v-at—223+2z+1

Funkcja P osiaga wartosé najwieksza, gdy wartosé
najwieksza osiaga funkcja:

flx) = —a* —22° + 22+ 1, 2 € (0;1)

fl(z) =423 — 6z +2 = —2(z +1)>(2z — 1)
f'(z)>0dlaxze(0;1), f(z) <Odlaz e (3;1)
Funkcja f w punkcie x = % przyjmuje wartos¢ naj-

wieksza. Zatem pole trojkata jest najwicksze dla
=1lipl)= 3v3
T=5 1IAG T

2

|

y=+V1— 22, gdzie z € (0;1)

53.
54.

55.
56.
57.
58.

59.

60.

12V/37

Objetos¢ bryly jest wieksza,
gdy obracamy wokét dhuzszej
przekatnej.

r? =16 — h%, h € (0;4)
V(h)=2-3m(16 — h*)h =
= —%th + %ﬂh

V'(h) = —2nh® + 271
V'(h) > 0 dla h € (0; 2£3)
V'(h) <0 dla h € (£2;4)

Zatem funkcja V' w punkcie

ho = 43ﬁ przyjmuje wartosé
najwieksza.

Dtugoséci przekatnych rombu:
8V3 ; 86
3 3
2v3
g
32
r=3m

Krawedz podstawy: 4,
krawedz boczna: <=

3

x — krawedz podstawy

h — wysoko$¢ ostrostupa

a — kat miedzy przeciwlegly-
mi krawedziami bocznymi
(3ovD? + 12 = a2,

czyli z* = 2a° — 2h2,

h € (0;a)

V(h) = 1(2a® — 2h°)h =

_ 213, 2.2

= —gh + 501 h

V/(h) = —2h* + 2a° =

= —2(h — La)(h — La)
V'(h) > 0 dla h € (0; 2a)
oraz V'(h) < 0 dla

h € (‘/?ga; a)

Zatem funkcja V przyjmuje

warto$¢ najwieksza w punkcie

ho = 2.

Zauwazmy, ze cos 5 = % —
= 33, coyli § = 60°.
Zatem o = 1200, czy]i jest k@_

tem rozwartym.

a) 10(3 —+/3) b) 36 — 5v/3

5.15. Rachunek rézniczkowy



Indeks

argument funkcji 201
asymptota
pionowa hiperboli 227
pozioma hiperboli 227

bryla platonska 127
bryty
Archimedesa 130
podobne 151

cechy podobienstwa trojkatow 266
cigg

arytmetyczny 246

geometryczny 246

malejacy 246

monotoniczny 246

niemalejacy 246

nierosnacy 246

nieskonczony 246

rosnacy 246

rozbiezny 251

skonczony 246

staly 246

zbiezny 251
czasza kulista (czasza kuli) 149
czestosé zdarzen 39
czworoscian foremny 102, 127, 128

dtugosé
odcinka 257
wektora 257
dominanta 291
dowdd nie wprost 181
dwudziestoécian foremny 127, 128
dwunastoécian foremny 127, 128
dwusieczna kata wewnetrznego
trojkata 264
dziatania
na pierwiastkach 194
na potegach 194
dziedzina funkcji 201

ekstremum lokalne 301

funkcja 201

ciagla w przedziale domknietym 297

ciagla w przedziale otwartym 297
ciagta w punkcie 297
homograficzna 227

kwadratowa 212

liniowa 206

logarytmiczna 241

malejaca 201

Indeks

funkcja
monotoniczna 201
niemalejaca 201
nierosnaca 201
rosnaca 201
rézniczkowalna w punkcie 299
stata 201
wyktadnicza 241

funkcje trygonometryczne
dowolnego kata 235
kata ostrego 233
podwojonego kata 238
sumy i réznicy katéw 238

gra sprawiedliwa 72, 290

graniastostup 91
pochyly 91, 100
prawidlowy 92
prosty 91, 276

granica ciagu 251, 252

hiperbola 227

igla Buffona 39
iloczyn
wektora przez liczbe 257
zdarzen 37
iloraz ciaggu geometrycznego 246
implikacja 178

kat
dwudcienny 115
miedzy prosta a plaszczyzna 112
nachylenia prostej do osi OX 208
ptaski przy wierzchotku ostroshupa
prawidtowego 102
rozwarcia stozka 142
$rodkowy w okregu 268
wpisany w okregu 268
koto wielkie kuli 146
kombinacje 25, 26, 31, 282
krawedz
boczna graniastostupa 91
boczna ostrostupa 101
podstawy graniastostupa 91
podstawy ostrostupa 101
kula 146, 276

liczby
catkowite 194
naturalne 194
niewymierne 194
palindromiczne 24
wymierne 194



linia
geodezyjna 145
srubowa 145
logarytm 241

maksimum lokalne 301

mediana 291

miara kata dwusciennego 115

miejsca zerowe funkcji kwadratowej 212
miejsce zerowe funkcji 201

minimum lokalne 301

monotonicznosé funkcji liniowej 206

nastepnik implikacji 178

objetosé
czworoscianu foremnego 107
graniastostupa 97, 276
kuli 147, 276
ostrostupa 105, 276
prostopadloscianu 97, 276
stozka 142, 277
szescianu 97
walca 139, 277
odchylenie standardowe 291
odcinek kulisty (odcinek kuli) 149
odlegto$é¢ punktu od prostej 257
okrag 260
opisany na czworokacie 270
wpisany w czworokat 270
okres potowicznego rozpadu 245
okregi
przecinajace sie¢ 267
rozlaczne wewnetrznie 267
roztaczne zewnetrznie 267
okregi styczne
wewnetrznie 267
zewnetrznie 267
ostrostup 101, 276
prawidltowy 101
prosty 101
08
stozka 141
walca 138
o$mioscian foremny 127, 128

parabola 212
paradoks Bertranda 75
permutacje 14, 15, 31, 282
z powtorzeniami 18
pierwiastek
k-krotny wielomianu 221
wielomianu 221
plaszczyzna styczna do kuli 146

plaszczyzny
przecinajace sie 86
réwnolegle 86
pochodna funkcji w punkcie 299
pochodne wybranych funkcji 299
podstawa
graniastostupa 91
ostrostupa 101
stozka 141
walca 138
pole powierzchni
bocznej stozka 141, 277
bocznej walca 138, 277
catkowitej graniastostupa 91
catkowitej ostrostupa 101
catkowitej stozka 141, 277
catkowitej walca 138, 277
kuli 147, 276
poprzednik implikacji 178
postac
iloczynowa funkcji kwadratowej 212
kanoniczna funkcji homograficznej 227
kanoniczna funkcji kwadratowej 212
og6lna funkcji kwadratowej 212
potega o wyktadniku
catkowitym 194
wymiernym 194
powierzchnia boczna graniastostupa 91
prawa de Morgana 48
prawdopodobienstwo 44
catkowite 55, 282
geometryczne 75
klasyczne 40
roznicy zdarzen 46
sumy zdarzen 46
warunkowe 50, 282
zdarzenia 40, 44
zdarzenia przeciwnego 45
proporcjonalno$é¢ odwrotna 227
prosta
pochyta do plaszczyzny 109
prostopadia do plaszczyzny 88
przecinajaca plaszczyzne 88
rownolegta do plaszczyzny 88
proste
prostopadte 87, 206
przecinajace si¢ 87
rownolegle 87, 206
skosne 87
prostopadloscian 92, 276
préba Bernoulliego 67
przekatna
graniastostupa 94
prostopadlo$cianu 94, 95

Indeks



przekrdj osiowy
stozka 142
walca 138
przeksztalcenia wykresu funkcji 202
przestrzen zdarzen elementarnych 36
punkt kratowy w uktadzie
wspélrzednych 231

reguta
dodawania 20
mnozenia 10, 11
romboedr 100
rozktad
prawdopodobienstwa 44, 49
zmiennej losowej 71
réwnanie
kierunkowe prostej 206
ogblne prostej 206
okregu 260
réznica
ciggu arytmetycznego 246
wektoréw 257
zdarzen 37
rzut prostokatny
figury na plaszczyzne 89
punktu na plaszczyzne 89

schemat
Bernoulliego 67, 287
klasyczny prawdopodobienstwa 40
sfera 146
silnia 15
skala podobienstwa bryt 151
spodek wysokosci
ostrostupa 101
stozka 141
stozek 141, 277
styczna do wykresu funkcji 299
suma
n poczatkowych wyrazow ciggu
arytmetycznego 246
n poczatkowych wyrazow ciagu
geometrycznego 246
szeregu geometrycznego 253
wektorow 257
zdarzen 37
symbol Newtona 26, 27
symetralna boku tréjkata 264
szeScian 92, 127, 128

Sciana boczna
graniastostupa 91
ostrostupa 101

Indeks

Srednia
arytmetyczna 291
geometryczna 182
wazona 291
srodek
ciezkosci trojkata 259, 264
odcinka 257
okregu opisanego na tréjkacie 264
okregu wpisanego w trojkat 264
srodkowa trojkata 264

talia kart 34
tozsamosci trygonometryczne 233, 235
tréjmian kwadratowy 212
twierdzenie
Bézouta 221
cosinuséw 272
o dwusiecznej kata w tréjkacie 192, 273
o pierwiastkach calkowitych wielomianu 221
o pierwiastkach wymiernych wielomianu 221
o prostej prostopadlej do plaszczyzny 88
o przyjmowaniu wartosci poérednich 297
o reszcie 221
o rozkladzie wielomianu 221
o trzech ciagach 252
o trzech prostych prostopadtych 109
o zmianie podstawy logarytmu 243
sinuséw 272
Talesa 266
Weierstrassa 297
tworzaca
stozka 141
walca 138

walec 138, 277
wariacje
bez powtérzen 19, 20, 31, 282
z powtérzeniami 22, 23, 31, 282
wariancja 291
wartosé
bezwzgledna 196, 197
oczekiwana zmiennej losowej 72, 290
warunek
konieczny istnienia ekstremum 301
wystarczajacy istnienia ekstremum 301
wektor przeciwny 257
wielko$ci odwrotnie proporcjonalne 227
wielokat foremny 269
wielomian 221
zerowy 221
wieloscian foremny 127
wierzcholek
graniastostupa 91
ostrostupa 101



wierzchotek stozka 141 wysoko$é walca 138

wlasno$¢ Darboux 297 WZOTry
wlasnosci na pole trojkata 264
logarytméw 241 redukcyjne 235
pochodnej funkeji 299 skréconego mnozenia 194, 199
prawdopodobienistwa 44-46, 282 Viete'a 216
wspotczynnik wzOr
kierunkowy prostej 206 Bayesa 59, 286
proporcjonalnosci odwrotnej 227 Bernoulliego 67, 287
wielomianu 221 dwumianowy Newtona 27
wspolrzedne na prawdopodobienstwo catkowite 55, 282
sferyczne 170 og6lny ciggu arytmetycznego 246
srodka odcinka 257 ogblny ciggu geometrycznego 246
wektora 257
wierzchotka paraboli 212 zasada Cavalieriego 154
wykres funkeji 201 zbidr wartosci funkcji 201
cosinus 236 zdarzenia
liniowej 206 niezalezne 54
sinus 236 rozlaczne (wykluczajace sig) 37
wynik sprzyjajacy zdarzeniu 36 zalezne 54
wyraz wolny wielomianu 221 zdarzenie
wyréznik tréjmianu kwadratowego 212 elementarne 36
wysoko$é losowe 36
czworoscianu foremnego 107 niemozliwe 36
graniastostupa 91 pewne 36
ostrostupa 101 przeciwne 37
stozka 141 zmienna losowa 71
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