4 Funkcje

U o0s6b wyczynowo uprawiajacych sport regu-
larnie przeprowadza si¢ specjalistyczne badania
lekarskie.

Elektrokardiografie wykonuje sie za pomoca
przyrzadu, ktory odbiera i wzmacnia impulsy
elektryczne. Jako wynik badania otrzymujemy
elektrokardiogram — wykres funkcji napiecia
elektrycznego, wytworzonego na skutek skurczu

miesnia sercowego, w zaleznosci od czasu.

Prawidlowa czynnosé serca

Zaburzenie rytmu serca
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Uczen:

— stosuje pojecia: funkcja,
argument, dziedzina, warto$¢
funkcji, miejsce zerowe
funkcji,

— rozpoznaje wsrod danych
przyporzadkowan te, ktore
opisuja funkcje,

— podaje miejsca zerowe
funkcji,

— opisuje funkcje réznymi
sposobami: za pomoca grafu,
tabeli, opisu slownego,

— odczytuje warto$é funkcji
dla danego argumentu,

— odezytuje argumenty, dla
ktorych funkcja przyjmuje
okreslong wartosé.

Multibook

® Czy podane przyporzadkowanie
jest funkcja

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.1

G Generator

testéw i sprawdzianéw

BN 146 4. Funkcije

4.1. Pojecie funkcji

Przyktad 1
W szkolnym turnieju pitki noznej wzigto udzial pie¢ druzyn: A, B, C, D i E.
Grano systemem kazdy z kazdym. Za zwyciestwo przyznawano 3 pkt, za remis
1 pkt, a za przegrang 0 pkt. Najmniejsza
mozliwa do zdobycia liczba punktéw to 0,
a najwieksza to 12. Kazdej druzynie przy-
porzadkowano sume zdobytych punktéw —
wyniki turnieju przedstawiono w tabeli.

Druzyna A B C | D FE
Zdobyte punkty | 3 | 7 | 8 | 1 | 8

Przyktad 2

Na przedstawionym obok grafie kazdej
z czterech o0s6b przyporzadkowano dzien
tygodnia, w ktorym dana osoba sie uro-
dzila. Zbiér o0s6b oznaczono litera X,
a zbiér dni tygodnia — litera Y.

« poniedziatek
* wtorek
*$roda

« piatek
* sobota
* niedziela

Oméwione powyzej przyporzadkowania sa przykladami funkeji. W kazdym
z nich sg wskazane dwa zbiory, czesto oznaczane przez X i Y, oraz okreslony
sposéb przyporzadkowania elementom zbioru X elementéw zbioru Y — mozna
to zrobié¢ np. za pomocag tabeli, grafu lub opisu stownego.

Przyktad 3

Kazdej liczbie ze zbioru X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} przyporzadkowano jej reszte
z dzielenia przez 4. Zbiér mozliwych reszt oznaczono litera Y. Przyporzadko-
wanie to przedstawiono za pomoca tabeli i grafu.

X Y
Liczba 1 2 3 4 5 6 —
Reszta 1 2 3 1 2 !,
Cwiczenie 1

Kazdej liczbie ze zbioru X = {1,2,3,4,5,6,7} przyporzadkowano liczbe ze
zbioru Y = {0,1,2, 3,4} bedaca jej reszta z dzielenia przez 5. Przedstaw to
przyporzadkowanie za pomoca tabeli i grafu.

Cwiczenie 1
X Y
i Y/
Liczba | 1 2 3 4 5 6 7 —
Reszta @ 1 2 3 4 0 1 2 -



Definicja
Funkcja ze zbioru X w zbiér Y nazywamy przyporzadkowanie, w ktérym
kazdemu elementowi x € X odpowiada dokladnie jeden element y € Y.

Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji, a jego elementy argumentami.

Zbiér Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji. Jesli element zbioru Y jest przy-
porzadkowany jakiemus$ elementowi zbioru X, to nazywamy go wartoScia
funkcji.

Funkcje zwykle oznaczamy matymi literami, na przyktad f, g, h.

Moéwige o funkcji f ze zbioru X w zbiér Y, uzywamy zapisu f: X — Y, a war-
tos¢, jaka funkcja f przyjmuje dla argumentu z, oznaczamy przez f(z).

Przyktad 4
Dane sg zbiory X = {-2,-1,0,1,2} i Y = {0,1,2,3,4}. Funkcje f ze zbio-
ru X w zbior Y, ktéra kazdej liczbie przyporzadkowuje jej kwadrat, okreslono

za pomoca grafu i tabeli.
X f Y

I

Argument x -2/ =101 2
Warto$é funkeji f(z) 4 ' 1 0 1 | 4

Zwréé uwage na to, ze liczby 2 i 3 nalezg do przeciwdziedziny funkcji f, ale
nie sa wartosciami tej funkcji.

Funkcja f dla argumentu x = 2 przyjmuje wartos¢ y = 4, co zapisujemy
5 [(2) =47 iczytamy: ,,f od 2 jest réwne 4”.

Wartos¢ y = 4 funkcja f przyjmuje réwniez dla argumentu z = —2, zatem

f(=2) = 4.

Cwiczenie 2
Dane sa zbiory X = {1,2,3,4,5} 1Y = {-2,—-1,1,2} oraz funkcja f: X —» Y
przedstawiona za pomocg grafu.

a) Podaj wartosci funkcji f dla argumentéw pa-
rzystych.

b) Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje
warto$¢ 2, a dla jakich — warto$é¢ 17

c¢) Przedstaw funkcje f za pomoca tabeli.

Cwiczenie 2

a) f(2)=-1, f(4)=2

b) f(z) =2 dla z € {3,4}. Nie istnieje argument,
dla ktérego funkcja przyjmuje wartosé 1.

Komentarz

Poniewaz uczniom trudno jest
zrozumieé definicje funkcji,
nalezy poswieci¢ odpowiednig,
ilosé¢ czasu na jej doktadne
wyttumaczenie.

Warto podaé¢ uczniom kilka
przyktadow funkcji z zycia
codziennego, a takze wskazac
relacje, ktére nie sa funkcjami.
Szczegblnie wazne jest podkre-
$lenie faktu, ze kazdemu argu-
mentowi przyporzadkowana jest
dokladnie jedna wartosc.

X Y
|

To przyporzadkowanie jest
funkcja.

X Y
D

To przyporzadkowanie nie jest
funkcja.

Przyktady przyporzadkowan,
ktoére nie sg funkcjami
omawiamy w przykladzie 5.
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Cwiczenie 3
X Y

z | —2|/—-1/0 1 2
f) 2+ 0 1 2

Wartoéciami funkcji nie sg 1 i 2
Wartosci przyjmowane dla

dwdéch argumentéw: % i2.
Cwiczenie 4

a) r=3

b) z € {0,1,5}

c)z=2

d) dla zadnych
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bR

Cwiczenie 3
Dane sg zbiory X = {-2,-1,0,1,2} i Y = {0,3,1,2,2}. Funkcja f: X — Y
przyporzadkowuje kazdemu argumentowi potowe jego kwadratu. Przedstaw te
funkcje za pomoca grafu i tabeli. Ktore elementy zbioru Y nie sg wartosciami

funkcji f7 Ktore wartodci sg przyjmowane dla wiecej niz jednego argumentu?

Cwiczenie 4
Funkcje f:{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} — {-2,-1,0,1,2,3,4} przedstawiono za
pomoca tabeli.
T 0 1 2 3 4 5 6 7 8
f@ 1 1 -2 0 2 1 3 3 3 4

Dla ktérych argumentéw zachodzi rownosé:

8) f(2) =0, b) f(2) = 1, ¢) f(z) = -2, A f(z) = 17

Zauwazmy, ze zgodnie z definicja przyporzadkowanie jest funkcja ze zbioru
X w zbior Y, jezeli kazdemu elementowi zbioru X przyporzadkowany jest
dokladnie jeden element zbioru Y.

@ Przyktad 5
Uzasadnij, ze na ponizszym grafie nie przedstawiono funkcji ze zbioru X
w zbidr Y.

Liczbie 2 nalezacej do zbioru X nie przy- Liczbie 2 nalezacej do zbioru X przy-
porzadkowano zadnego elementu zbio- porzadkowano dwa elementy zbioru Y.
ru Y. Zatem graf nie przedstawia funkcji Zatem graf nie przedstawia funkcji ze
ze zbioru X w zbidr Y. zbioru X w zbidr Y.

Cwiczenie 5

Czy na ponizszym grafie przedstawiono funkcje ze zbioru X w zbiér Y7 Jesli
tak, to podaj argument, dla ktérego funkcja ta przyjmuje wartosé 0.

——
]

Cwiczenie 5
a) Nie, liczbie 5 przyporzadkowano dwa elementy ze zbioru Y.
b) Tak, funkcja przyjmuje wartosé¢ 0 dla argumentu 2.



Definicja
Miejscem zerowym funkcji f nazywamy taki argument z, dla ktérego:

f(z) =0

Przyktad 6

Funkcja f:{-2,-1,0,1,2} — {0,1,2,3,4}
przedstawiona za pomoca tabeli ma dwa
miejsca zerowe: —1 i 2.

Cwiczenie 6
Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru X = {—1,0, 1,2, 3} przyporzadkowuje:

a) liczbe o 2 mniejsza, c¢) kwadrat tej liczby pomniejszony o 1,

b) liczbe o 3 wieksza, d) szescian tej liczby pomniejszony o 8.

Przedstaw za pomocg tabeli funkcje f i podaj jej miejsca zerowe.

Zadania

Funkcje f:{-2,-1,0,1,2} — {-1,0,1,2,3,4} przedstawiono za pomoca
tabeli. Przedstaw te funkcje za pomoca grafu i podaj jej miejsca zerowe.

a)l 4 2 .10 1 2 b)) » —2-10 1 2

fl@) 32 0 2 3 fl) =10 1 2 3

Funkcja f:{-2,-1,0,1,2,3} — {0,1,2,3,4,5} zostala podana w postaci
tabeli. Przedstaw ja za pomoca grafu oraz opisu slownego. Dla ilu argu-
mentéw przyjmuje ona wartosci nieparzyste?

a)l o 21012 3 Pl s 210 1 2 3

fl@) 01 2 3 4 5 fl@) 2 1.0 1 2 3

Funkcje f: X — Y przedstawiono w postaci grafu. Przedstaw te funkcje
za pomoca tabeli i podaj jej miejsca zerowe.
a) X ;Y b) X Y
f

\ 7=

— |
- —
| — -

2. a) Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru {—2, —1,0, 1,2} przyporzadkowuje liczbe

o 2 wieksza. Funkcja przyjmuje wartosci nieparzyste dla trzech argumentéw.
b) Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru {—2,—1,0,1,2} przyporzadkowuje jej
warto$¢ bezwzgledna. Funkcja przyjmuje wartosci nieparzyste dla trzech argu-
mentow.

3. a) Miejsca zerowe: 0 i 2. b) Nie ma miejsc zerowych.
az -2 -1 0 1 2 T 1 2 3 4
fl) =2 -2 0 2 0 fz) 11 11

Cwiczenie 6
a) Miejsce zerowe: 2.

i -1, 0 1 2 3
fz) -3 -2 -1 0 | 1
b) Nie ma miejsc zerowych.
T -1, 0 1 2
fz) 2|3 4 5

| W

flz) =9 -8 —7 0 19

Odpowiedzi do zadan

1.2) £(0)=0

X Y
-—
[
[
[ X

b) f(-1)=0

X Y
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b) Wartosciami funkeji f nie
sa: 2, 3, 5.

11 4 sa przyjmowane dla
dwéch argumentéw.

. a) Dziedzina funkcji f:

X ={-1,0,1,2,3,4}
Funkcja f kazdej liczbie ze
zbioru X przyporzadkowuje
liczbe o 3 mniejsza. Wartosci
dodatnie przyjmuje ona dla
jednego argumentu.

b) Dziedzina funkcji f:

X ={-3,-2,-1,0,1,2}
Funkcja f kazdej liczbie ze
zbioru X przyporzadkowuje
liczbe do niej przeciwna.
Wartosci dodatnie przyjmuje
ona dla trzech argumentow.

. wartosci ujemne dla: —1,0, 1,
dwa miejsca zerowe: —2, 2

. a) Pierwiastek kwadratowy
z liczby 2 nie jest liczbg, wy-
mierna, czyli liczbie 2 nie
jest przyporzadkowana zadna
wartosé¢ ze zbioru Y. Zatem
to przyporzadkowanie nie
jest funkcja.

b) Pierwiastek kwadratowy
z liczby —1 nie jest liczba
rzeczywista, czyli liczbie —1
nie jest przyporzadkowana
zadna warto$c ze zbioru Y.
Zatem to przyporzadkowanie
nie jest funkcja.

. a) Liczba dwucyfrowa m po-
dzielna przez 2 ma postaé
m = 2k, gdzie 5 < k < 49,
zatem jest 45 takich liczb.
b) Liczba dwucyfrowa m po-
dzielna przez 4 ma postac
m = 4k, gdzie 3 < k < 24,
zatem sa 22 takie liczby.

¢) Liczba dwucyfrowa m po-
dzielna przez 5 ma postaé
m = 5k, gdzie 2 < k < 19,
zatem jest 18 takich liczb.
d) Liczba dwucyfrowa m po-
dzielna przez 10 ma postac
m = 10k, gdzie 1 < k < 9,
zatem jest 9 takich liczb.
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Dane sa zbiory X = {-2,-1,0,1,2} oraz Y = {0,1,2,3,4,5}. Funkcja
f: X — Y kazdemu argumentowi przyporzadkowuje jego kwadrat.

a) Przedstaw te funkcje za pomoca tabeli i grafu.

b) Ktére elementy zbioru Y nie sg warto$ciami funkcji f7 Ktére wartosci

sg przyjmowane dla wiecej niz jednego argumentu?

Funkcja f zostala podana w postaci tabeli. Okresl jej dziedzine, a nastep-
nie przedstaw te funkcje za pomoca grafu oraz opisu stownego. Dla ilu
argumentéw przyjmuje ona wartosci dodatnie?

a)l » 10/ 1 2 3/ 4 b

fl@) =4 -3 =2 -1 0 1

r -3 -2-10 1 2
fl@) 32 1 0 -1 -2

Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru X = {—3,—2,-1,0,1,2} przyporzad-
kowuje jej kwadrat pomniejszony o 4. Dla ktérych argumentow funkcja ta
przyjmuje wartoséci ujemne? Czy ma ona miejsca zerowe?

Rozwazmy przyporzadkowanie, w ktérym danej liczbie odpowiada jej pier-
wiastek kwadratowy. Uzasadnij, ze to przyporzadkowanie nie jest funkcja
ze zbioru X w zbiér Y dla:

a) X ={0,1,2,3,4}, Y =Q, b) X ={-1,0,1,2}, Y =R.

Funkcja f kazdej dwucyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje jej
reszte z dzielenia przez n. Ile miejsc zerowych ma funkcja f7

a) n =2 b)n=4 c)n=>5 d) n=10

Sprawdz sie

9.

10.

11.

9.

10.

11.

Funkcje f:{-1,0,1,2,3,4} — {—2,-1,0,1,2} przedstawiono za pomoca
tabeli. Przedstaw te funkcje za pomoca grafu. Dla ilu argumentéw zachodzi
réwnosé f(x) = x? Czy funkcja f ma miejsca zerowe? Jezeli tak, podaj je.

A) ¢z 110 12 3 4 Pz 101 2 3 4
fz) -1 2 -1 2 0 2 fz) -1 1 1 -2 2 1
Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru X = {—2,-1,0,1,2,3} przyporzadko-

wuje liczbe przeciwng do jej kwadratu. Przedstaw te funkcje za pomocy
tabeli. Dla ilu argumentéw przyjmuje ona warto$é wieksza od —27

Funkcja f kazdej dwucyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje sume
jej cyfr, np. f(24) = 6. Podaj wszystkie wartosci, ktére moze przyjmowaé
funkcja f. Dla jakich argumentéw przyjmuje ona wartosé 3, a dla jakich 77

a) dla dwdch; miejsce zerowe: 3
b) dla dwéch; nie ma miejsc zerowych

f(z) > —2 dla trzech argumentéw: —1, 0, 1.
T -2 -1 0 1 2 3
fz) -4 -1 0 -1 -4 -9

{neN:1<n<18},
f(z) =3 dla z € {12, 21, 30},
F(z) =7 dla = € {16, 25, 34, 43, 52, 61, 70}



Przypomnij sobie

Uktad wspoétrzednych

Prostokatny uklad wspélrzednych (lub krétko: — y Y I
uklad wspdlrzednych) to uklad dwéch prostopa-
dlych osi liczbowych o wspolnym poczatku. O$ po- P(1)
zioma nazywana jest osia OX lub osig odcietych, 2 -
a o$ pionowa to 0§ OY lub inaczej o$ rzednych. 1
Kazdy punkt plaszczyzny jest w ukladzie wspot- ol 1 X 1. P(4,0), Q(2,3), R(5,1),
rzednych jednoznacznie okreslony przez pare liczb 5(0,4), T(~2,3), U3, -2),
, . . W(-1,-2)
zwanych wspolrzednymi. Na przyklad punktowi P
N ) I1I IV 2. a) II
na rysunku obok odpowiadajg wspétrzedne (4, 2). b) IV
Uklad wspoétrzednych dzieli ptaszczyzne na éwiartki, ktére oznaczamy cyframi c) I
rzymskimi. Punkt P nalezy do I ¢wiartki uktadu. Kolejne numerujemy prze- d) III
ciwnie do ruchu wskazowek zegara. 3. Y
Punkty lezace na osiach uktadu nie nalezg do zadnej ¢wiartki. A
Prostokatny uktad wspotrzednych nazywany jest réwniez kartezjanskim ukta- -
dem wspolrzednych na czes$é francuskiego matematyka, fizyka i filozofa René
Descartes’a [czyt. rene dekarta] (1596-1650), zwanego w Polsce Kartezjuszem. 1 D
E
1. Odczytaj wspdtrzedne punktéow P, Q, R, S, T, Yt ol 1 X
U, W (rysunek obok). »
T ¢ P
2. Podaj, w ktérej ¢wiartce uktadu wspotrzed- . R c
nych potozony jest punkt:
O] 1 P X ,
a) 14(_376)7 C) O(%7 %)7 4. a) 6 punktéw kratowych
b) B(4,-11), d) D(—50, —60). W U "o ¢
3. Naszkicuj uktad wspétrzednych, a nastepnie zaznacz w nim punkty: 1
A(0,5), B(—2,4), C(—1,-4), D(6,1%), E(=2,0), F(3,-3) 19} X
A B
4. Naszkicuj prostokat ABCD. Ile punktéw . . b) 40 et Tt 0
kratowych lezy wewnatrz tego prostokata? el kratowym} na- prmietow fratowye
zywamy punkty, ktérych D Y C
a) A(1,-1), B(4,-1), C(4,3), D(1,3) obie wspotrzedne sa licz-
b) A(—4,-2), B(5,-2), C(5,4), D(—4,4) bami catkowitymi.
5. Dane sa tréjkat Ty o wierzcholtkach A(—4,—-2), B(2,—-2) i C(—4,4) oraz ol 1 X
tréjkat Tp o wierzchotkach D(0,2), E(8,2) i F(4,6). Do wnetrza ktérego
z tych trojkatéw nalezy wiecej punktéw kratowych i o ile? A B
5. Wewnatrz tréjkata 11 jest 10 punktéw kra- Y F
towych, a wewnatrz trojkata 71> jest 9 punk-
téw kratowych. Wiecej punktéw kratowych C
nalezy do wnetrza trdojkata T4, jest w nim
o jeden punkt kratowy wiecej.
- E
O\l X
A B

Ukfad wspdtrzednych 151



Uczen:

— szkicuje wykres funkcji
o podanej dziedzinie,

— przedstawia funkcje za
pomocs, wzoru,

— szkicuje wykres funkcji okre-
$lonej nieskomplikowanym
wzorem (w tym prosta),

— oblicza warto$¢ funkcji dla
danego argumentu.

Cwiczenie 1
x -2, -1/ 0 1 2
f@) o 1|23 4

s

==

Multibook

e Czy podany rysunek przedstawia
wykres funkgji

® Sposoby opisu funkgcii
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4.2. Szkicowanie wykresu funkcji (1)

Funkcje, ktérej argumenty i wartosci sa liczbami, nazywamy funkcja liczbowa.
W dalszym ciagu rozdziatu bedziemy rozpatrywaé tylko takie funkcje.
Jednym ze sposobéw przedstawienia funkcji liczbowej jest wykres.

Przyktad 1

Dziedzing funkcji f jest zbior {1,2,3,4,5,6}. Funkcja f przyporzadkowuje
kazdemu argumentowi liczbe o 2 mniejsza. Ponizej te funkcje przedstawiono
za pomocy tabeli oraz wykresu.

v 123 4 5 6 ¥
y=f(xz) -1, 0 1 2 | 3] 4 ;
Do wykresu funkcji f naleza punkty o wspot- 1
rzednych (z,y), gdzie = jest argumentem,
a y — wartoscia funkcji. Sa to punkty: 0 } X
(1,-1), (2,0), (3,1), (4,2), (5,3) i (6,4).

Definicja
Wykresem funkcji f: X — Y w ukladzie wspétrzednych nazywamy zbior
wszystkich takich punktéw (z,y), ze © € X oraz y = f(z).

Cwiczenie 1

Dziedzing funkcji f jest zbiér {—2,—1,0,1,2}. Funkcja f przyporzadkowuje
kazdemu argumentowi liczbe o 2 wigksza. Przedstaw te funkcje za pomoca
tabeli oraz wykresu.

Przyktad 2

Dziedzina funkeji f jest zbiér {1,2,3,4,5,6,7,8}. Funkcja f przyporzadkowuje
kazdemu argumentowi jego reszte z dzielenia przez 3. Ponizej te funkcje przed-
stawiono za pomoca tabeli oraz wykresu.

Y
x 1 2 3 4 5 6 7 8 S
f@) 1 2 0 1 2 0o 1 2

o] 1 X

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji, ktéra kazdej liczbie ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8}
przyporzadkowuje jej reszte z dzielenia przez: a) 2, b) 4.

Cwiczenie 2
a) Y b) Y
f
F
(0] § X (0] 1 X




Czesto jest mozliwe okreslenie funkcji za pomocg wzoru. Na przyktad:

Opis stowny Dziedzina Wazér
i e e R | fe=ses
e por, (3| J)= o
Funkcja f przyporzadkowuje kazdemu [1; 0) f(x) _ 2

argumentowi = jego kwadrat.

Uwaga. Wzor funkcji f(z) = x + 3 mozemy zapisaé tez w postaci y = x + 3.

Sposoby przedstawiania funkcji

opis stowny graf tabela wykres WzOr

Przyktad 3
Funkcja f kazdej jednocyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje liczbe

przeciwng do jej polowy. Przedstaw te funkcje za pomocy tabeli, grafu i wy-
kresu. Podaj jej wzor.

0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
S A
Y
|
@ X
~1

Funkcje f mozna okresli¢ wzorem f(z) —%x, gdzie dziedzina jest zbior

{0,1,2,...,9}.

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres oraz podaj wzér funkcji f, ktéra kazdej liczbie nalezacej do
zbioru {—3,—-2,—1,0,1, 2,3} przyporzadkowuje:

a) liczbe o 3 mniejsza, b) polowe kwadratu tej liczby.

Cwiczenie 3
a) f(z)=2—-3 b) f(z) = 32?
Y Y
O | X
i
i
(@) | X
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Przed naszkicowaniem wykresu funkcji nalezy zwrdci¢ uwage na jej dziedzine.

Przyktad 4
Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy trzech réznych funkcji okreslo-
nych tym samym wzorem, ale ktorych dziedzinami sa kolejno:

1. zbiér {-2,-1,0,1,2} II. przedzial [—2;4] III. przedzial (—2;4)
Y Y Y
e | o
i1 » 1 » 1
O] 1 X O] 1 X o] 1 X
f:{-2,-1,0,1,2} - R g:[-2;4] - R h:(—2;4) - R
fl@)=1z+2 g(z) = sz +2 h(z) =tz +2

o Wykresem funkeji f (rysunek I) jest pieé punktéw.

o Wykresem funkcji g (rysunek IT) jest odcinek taczacy punkty (—2,1) i (4,4) —
jego konce zaznaczono pelnymi kétkami.

« Na rysunku IIT puste kétka w punktach (—2,1) i (4,4) oznaczaja, ze punkty
te nie naleza do wykresu funkcji h (poniewaz liczby —2 i 4 nie naleza do
dziedziny tej funkcji).

Jedli dziedzing funkeji f(x) = ax + b, gdzie a,b € R, jest przedzial domknigty
[x1; 2], to wykresem te]j funkcji jest odcinek. Aby go naszkicowaé, wystarczy
obliczy¢ wartosdci f(x1) 1 f(x2). Jedli dziedzina funkcji f jest przedzial otwarty,
to jej wykresem jest odcinek bez swoich koncow.

Przyktad 5
Naszkicuj wykres funkcji f:[—2;6) — R danej wzorem f(z) = —z + 2.
Obliczamy wartos¢ funkcji dla x = —2:
1 Y
Obliczamy warto$¢ wyrazenia —sa+2 dla z = 6: ¥
~1.6+2=-1 1
Wykresem funkcji f jest odcinek taczacy punkty ol 1 X
(—=2,3) 1 (6,—1) bez konca w punkcie (6, —1).
Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkcji f: D — R.
a) D=[=2;3], f(z) =z +1 c) D=(0;5), f(x)=x—1
b) D= [2:6), f(x) = ko 2 4) D = (~42), f(x) = ba+1
Cwiczenie 4
I
1 1 1 f 1
o 1 (@) L X (@) L X O L X
b
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Dla dowolnych liczb a,b € R wykresem funkcji f:R — R okres$lonej wzorem
f(x) = ax + b jest prosta. Takie funkcje bedg szczegélowo omawiane w na-
stepnym rozdziale.

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f:R — R danej wzorem f(z) =z — 2.
Aby naszkicowaé wykres tej funkcji, wystarczy
obliczy¢ jej wartosci dla dwoch dowolnych ar- )
gumentéw (dlaczego?), zaznaczyé odpowied- Cwiczenie 5

Przez dowolne dwa rézne punkty
przechodzi doktadnie jedna pro-
Ol 1 X sta.

—

nie punkty i poprowadzi¢ przez nie prosta. a) e f

=

Przyktad 6
1

Naszkicuj wykres funkcji f:R — R okreslonej wzorem f(z) = jz — 1.

Obliczamy wartoéci funkcji f dla dwéch do- Y
wolnych argumentéw, np. dla z =2 i x = 4:
f(2) =0, f(4) = 1. Do wykresu funkcji f ]
naleza punkty (2,0) oraz (4,1). Szkicujemy @) X b)
prosta przechodzaca przez te punkty. »

—

Cwiczenie 5
Naszkicuj wykres funkcji f: R — R okreslonej wzorem: 0

a) f(x) =2z, b) f(z) = —=, c) fla) =z —1, d) f(x) = =2z + 2. ¥

fax

Przyktad 7
Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkcji okreslonych tym samym o)
wzorem, ale ktorych dziedzinami sg kolejno:

I. przedzial [—3; 00) II. przedzial (—3;00)  IIL przedzial (—oo; 3] J

=

Y - Y - Y

1 1 1
1 i x

o 1 X ol 1 X o 1 X
f:i[-3;00) = R g:(—3;00) = R h:i(—00;3] = R d) Y
flz)=1x+2 g(x) = 32 +2 h(z) =tz 42
Wykresami funkcji f i h sa p6lproste domkniete (z poczatkiem). Wykresem
funkcji g jest péiprosta otwarta (bez poczatku).

=

Cwiczenie 6
Naszkicuj wykres funkcji f: D — R okreslonej wzorem f(z) = x + 23.
a) D= (—00;2) b)D=(-00;2] <¢) D=(2;00) d) D =[2;00)

Y

Cwiczenie 6
a) Y f c) Y ///
//
// 1 1
// 1 1
o 1 X o 1 X
b) Yy g d) y P
//
// 1 1
// X s
O] 1 X O] 1 X
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Odpowiedzi do zadan

Zadania

2. a) Y
1. Naszkicuj wykres funkeji f: {—1,0,1,2,3} — R, ktéra kazdej liczbie z dzie-
f dziny przyporzadkowuje:
a) liczbe o 1 mniejsza, ¢) jej warto$é bezwzgledna,
b) liczbe przeciwna, d) jej kwadrat.
) 2. Dziedzing funkcji f jest zbiér {—2,—-1,0,1,2,3}. Przedstaw te funkcje za
o 1 pomoca tabeli i naszkicuj jej wykres.
b) Y a) flz)=x+3  b) fle)=30 ¢ fle)=|32[ ) fz) =~
f
1 3. Funkcja f podana zostata za pomoca tabeli. Naszkicuj wykres tej funkcji
ol 1 i sprébuj odgadnaé¢ wzor, ktérym mogtaby by¢ okreslona.
)z —10 12 3 4 9 2 —2-10 1 2 3
) S flz) =5 —4 -3 -2/ -1 0 f@) 6 543 2|1
o Dl —tfof2lal2]2] Dz —tlof2]1]2]2
Q) ; f@) -1 0 1 2 3 4 fl) -2 -1 0 1 2 3
o 4. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = z + 1, ktérej dziedzing jest przedzial:
¢ a) [0;4], b) [—2;3], c) [1;00), d) (—o0;2].
Sprawdz sie
3.a) f(x)=z—14
Y 5. Funkcje f:{-1,0,1,2,3} — {—2,-1,0,1,2,3} przedstawiono za pomoca
- tabeli. Przedstaw te funkcje za pomoca grafu i wykresu.
o] 1
: A 2 1.0 1 2 3 P)l 2 10 1 2 3
fle) 21 -1 21 fl) =2/ 3 -1 -2 0
6. Drziedzing funkeji f jest zbiér {—3,—2,—1,0,1,2,3}. Przedstaw te funkcje
za pomoca tabeli oraz wykresu.
b) f(z) =2z a) f(z) =2z b) f(z) =2z -2 ) fl)=x+3
c) fl&)=—x+4
d) f(z) =2z —1 7. Naszkicuj wykres funkcji f: D — R.
a) D=[-33], f(z) =2 -2 ¢) D=[-200), f(z) =2 +3
b) D = (~154), f(z) = 22— 3 d) D = (0;0), f(z) = b +2
7. a) Y b) Y c) Y d) v —
f f
f
ol 1 (0] X ol 1 X o| 1 X
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4.3. Szkicowanie wykresu funkcji (2)

Przyktad 1 z dlaze [_2. 1} Zauwaz, ze dziedzing
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = ' funkcji f jest przedzial
2 dlaz e (1;5) [—2;5).
Y Y Y f
1 X o1 X 1 X

Fragment wykresu Wykres funkcji f

funkeji f dla x € (1;5)

Fragment wykresu
funkcji f dla x € [—2;1]

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f.
-1 dlaze[-2;1] 1 daxe(-3;-1)
a) f(z) = _ ) f(z) = _
2 dlaze (1;4) —x dlaze[-1;4)
-2 dlaz e [-4;—-2] x dlaz e (—oo0;1)
b) f(z) = ) fz) =
z dlaze (—-2;3] 3 dlaxe[l;o00)
Przyktad 2
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji Y
f:R — R danej za pomoca wzoru f(z) = |z|.
W tabeli podano wartosci funkcji f dla wybra-
nych argumentéw. Tabele taka nazywamy tabelg \ ]
warto$ci funkcji.
T -3 -2 -1 1
Ol 1 X
f(z) 3 2 1 1 :

o L L . —z dlaz € (—00;0)
Wzér tej funkeji mozna zapisaé¢ w postaci: f(z) =
z dlaz € [0;00)
Cwiczenie 2
Sporzadz tabele wartosci funkcji f:R — R dla calkowitych argumentéw =z,
takich ze || < 3. Naszkicuj wykres tej funkcji i zapisz jej wzdér bez uzycia
symbolu wartosci bezwzgledne;j.

a) f@) =2 B f@)=Bzl o) f@ =[] D @)=l

Cwiczenie 2

), 322101 2 3 9 23210 1 2 3
f) 6 4 2 0 2 4 6 f) 21 L0 21 2

[ =2z dlaz € (—o0;0) . —2z dlaz € (—o0;0)

f(z) = { 2z dla z € [0; 00) @) = { 1z dlaz € [0;00)

) r -3 -2/-1,0 123 ) r -3 -2/-1,0 /1|23
f) 9 6 3.0 3 6 09 fz) -3 -2 -1/ 0 -1 -2 —3

—3z dla z € (—o0;0) _ z dlax € (—o0;0)

1) = { 3z dla z € [0;00) f(@) {_33 dla z € [0; 00)

Uczen:

— szkicuje wykres funkcji okre-
slonej nieskomplikowanym
wzorem (w tym parabole,
hiperbole),

— szkicuje wykres funkcji okre-
Slonej réoznymi wzorami
w réznych przedziatach,

— sprawdza, czy dany punkt
nalezy do wykresu funkcji,

— okresla, czy dana krzywa
jest wykresem funkcji,

— oblicza wartos$¢ funkcji dla
danego argumentu.

Cwiczenie 1
a) Y ;
(@) L X
b
) Y
f
L X
c) v
il
(@) L X
f
d
) v '
L X
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Cwiczenie 3.
a) Y
\ f/
(0] 1
b) Y
f/
(0] 1
c) Y
f/
(@) 1
Cwiczenie 4
a) —2 -1 -1 0 1
fz) 164 1 0 1
b) B -4 -2/-1 0 1
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Przyktad 3 \ Y /
Naszkicuj wykres funkcji f:R — R okreslonej za
pomoca wzoru f(z) = x?.

Aby naszkicowaé¢ wykres funkcji f(z) = x?, spo- \ /
rzadzamy tabele jej wartosci dla wybranych argu- \ /
mentow. \ F/

r -3 -2 -1 -
fl)y 9 4 1 3

12

3
17419 \ /

Wyznaczone punkty zaznaczamy w uktadzie wspot-
rzednych i laczymy je krzywa, jak na rysunku —
w ten sposob otrzymujemy wykres funkcji f.

10
0

PN T

[

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji danej wzorem f(z) = x?, o podanej dziedzinie D.

a) D =[-2;2] b) D =[1;3) c) D =]0;00)

Na rysunku obok przedstawiono wykresy \ | Y /
funkeji y = 22, y = a2, y = 4a”. \ \ | /
Dziedzing kazdej z tych funkcji jest zbidr Vol

liczb rzeczywistych. \ \ /
Cwiczenie 4 NEN Y f'/
Sporzadz tabele wartosci funkcji f dla po- \ 1/ N
danych argumentéw.

a) () =4a2 ze{-2,-1,-101 172} o] 1 X

b) f(x) = 12? =€ {—-4,-2,-1,0,1,2,4}

Cwiczenie 5

~~

Na rysunku obok przedstawiono wykres

funkcji f:R — R okreélonej za pomocy
wzoru f(z) = —a?. / \
a) Sporzadz tabele wartosci tej funkeji dla

ze{-3,-2,-1,-10,11,23}.

)92

b) Naszkicuj wykres funkeji g: D — R okre- / \
$lonej za pomoca wzoru g(z) = —z2, o dzie- | \
dzinie D = [-1;2].

i

Cwiczenie 5
2 Ve 32 1-tol1]2 3
16 fl@) =9 —4|-1/ -3/ 0 -3 -1 -4/ -9
4 b) v
1
4
1 X




Z wykresu funkcji mozna czasem odczytad v

wartosé, jaka przyjmuje ona dla danego ar- \ k\
|
|

gumentu. Zauwazmy, ze dla argumentu x y=flx)l-——-
istnieje doktadnie jedna wartos¢ y taka, ze
punkt (x,y) nalezy do wykresu funkcji f. o T\ X
Przyktad 4 Yy
Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f:R — R. Odczytaj z niego wartoéci . f
funkcji dla argumentéw x = —1 oraz x = 2. i

ON 1 X
Dla z = —1 odeczytujemy f(—1) = 2.
Dla z = 2 odczytujemy f(2) = —1.

Cwiczenie 6
Wykresem funkcji f:R — R jest prosta przechodzaca przez punkty A i B.
Naszkicuj ten wykres i odczytaj z niego wartosci funkcjidlaxz =1idlaxz = 7.

a) A(-3,-1), B(5,3) b) A(3,0), B(5,—3)
Cwiczenie 7
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej wartosci dla x = 1 oraz z = 3.
-3 dlaz € (—o0; —2] -2 dlax € (—o0;—2]
a) f(x) =< =z dlaxe (-2;4) b) f(z) =< —z dlaxe (-2;2)
4 dlax € [4;00) 3 dlaxe[2;00)

Czasami doktadne odczytanie wartosci funkceji z wykresu moze by¢ trudne lub
niemozliwe, ale mozemy ja obliczy¢, gdy znamy wzér funkcji.

Przyktad 5

Oblicz wartosci funkcji f(z) = 2% + 3, g(x) = 5z? — 6z i h(z) = 2* — 1 dla

argumentu z = 2. Czy punkt P(2,7) nalezy do wykresu ktérejs z tych funke;ji?

Obliczamy wartosci funkcji dla z = 2: Punkt o danych wspélrzednych nalezy

f(2) —92243=443=7 do Wy.kre.su .funkcji y= f(x), jesli po
(2) 5.92 _6.9—90_12 =8 # . wstawieniu jego wspoélrzednych odpo-

g 5. —6-2 = _ —

wiednio na miejsce x i y do wzoru funk-
h(2) =22-1=8-1=7 cji otrzymamy rownosé¢ prawdziwa.

Zatem punkt P nalezy do wykresu funkcji f oraz do wykresu funkcji h.

Cwiczenie 8
Sprawdz, czy punkt P nalezy do wykresu funkcji f: R — R.
a) f(x)=32*+1, P(—2,-11) b) f(z) = —22> — 2, P(—1,0)
Cwiczenie 7
af(l)=1, f(3)=3 b) f(1)=—1, f(3) =3
Y Y
f
f
| X O\1 X

Cwiczenie 6
a) f(1)=1, f(7) =4

Y

f B
Ol 1 X
A

b) f(1) =3, f(7) = —6

Y

) f

Ol 1 A X

B

Cwiczenie 8

a) f(—2) = 13 # —11, nie nalezy
b) f (—3) =0, nalezy
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Cwiczenie 9

a), ¢) Nie, gdyz istnieja proste
réwnolegle do osi OY (np. prosta
x = 1), ktére przecinaja krzywa
w dwdbch punktach.

b) Tak. Kazda prosta réwnolegta
do osi OY przecina wykres tylko
w jednym punkcie.

Odpowiedzi do zadan

1. a) Y P
]
ol 1 X
b) Y
f
o 1 X
c) Y
f
O 1 X
2. a) Y
£
]
o 1 X
b) Y
£
]
O] 1 X
3 Y
r
]
1
O] 1 X
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Funkcja kazdemu argumentowi x przyporzadkowuje tylko jedng wartosé¢ vy,
wiec do wykresu funkcji nie moga naleze¢ dwa punkty o tej samej odciete;j.

Przyktad 6
Okrag (rysunek obok) nie jest wykresem funkcji,
gdyz mozna wskazaé takie liczby x, ktérym odpo-
wiadaja dwie rozne wartosci yi,ys, np. dla z = 3
mamy y; = —4 1 y, = 4. Jest to sprzeczne z defini-
cja funkcji.

}f

3

o

o

=

3, —4)

Zadna prosta pionowa (réwnolegta do osi OY) nie przecina wykresu funkcji

w wiecej niz jednym punkcie.

Cwiczenie 9

Czy na rysunku przedstawiono wykres funkcji? Odpowiedz uzasadnij.

a) Y b) Y

c)

Y

1

' N

@)

ONUd X o)
N/

Zadania

1. Naszkicuj wykres funkcji danej wzorem f(x) = |x| o podanej dziedzinie D.
¢) D=[-2;00)

a) D={-3,-2,-1,0,1,2,3}

2. Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji
f:R — R okreslonej za pomoca wzoru f(x) = |2z|.
Naszkicuj wykres funkcji g(z) = |2z| o podanej

dziedzinie D.

b) D = (—4;4)

Y

/

f
/
/

a) D=(-4;2) b) D =[-2,4]
3. Naszkicuj wykres funkcji f:R — R okreslonej za
pomocg wzoru f(z) = |iz|. ol 1 be
4. Naszkicuj wykres funkeji okreslonej za pomoca wzoru f(z) = |%x| 0 po-
danej dziedzinie D.
a) D={-5,-4,-2,0,2,4,5} b) D = (—4;4) c) D=[-2;00)
4. a) Y
1 £
1 J
ol 1 X
b) Y P
d/
o 1 X
c) Y _—
r
J
O] 1 X




5. Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk- \ 1Y lg /f
cji f(x) = ta? oraz g(x) = 222 \ [/
a) Ktory sposréd punktéw P(1,2), Q(4,8), \ \ / /
R(—2,8), S(3,1) nalezy do wykresu funkcji g?
b) Podaj pie¢ punktéw o obu wspdlrzednych & .
catkowitych nalezacych do wykresu funkcji f. ol 1 ¥
6. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej wartoéci dla x = —3 oraz dla x = 2.
1 dlaz e (—o0;1] 3 dlaz e (—oo;—3]
a) f(x)=< =z dlaxe (1;4] c) flx)=% —x dlaz e (-3;2]
4 dlax € (4;00) 2 dlaz e (2;00)
—4 dlaz € (—o0; —2] 2 dlaz e (—o0;—3)
b) f(z) =< 2z dlaxe (-2;2) d) f(z) =21 |z| dlaze€[-3;3]
1 dlaz € [2;00) 3 dlaz e (3;00)
7. Dana jest funkcja f: R — R. Ktéry z punktéw P(—1,—5), Q(2, —9) nalezy
do wykresu tej funkcji?
a) f(z)=—-32-6 b) f(z) = —4a*+=x ¢) f(z) =12%— 422
8. Cgzy na rysunku przedstawiono wykres funkcji? Odpowiedz uzasadnij.
a) 1Y 1 b) Y
1 X 4 X
Sprawdz sie
9. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej wartoéci dla x = —4 oraz dla x = 4.
—z dlax € (—o0;0] 2 dlax e (—o0;—2)
a) fz) = . ) flx) = _
2z dla z € (0;00) |z] dlax € [-2;00)
10. Naszkicuj wykres funkcji f: D — R okreslonej wzorem f(z) =
a) D =[-1;1] b) D=(-1;1) «¢) D=[-3;2) d) D= ( 2; 3]
11. Naszkicuj wykres funkcji f: D — R okreslonej wzorem f(x) =
a) D=(-2;3) b) D=[-2;3] c) D=(-3;2) d)D [ 3;2)
12. Podaj szes¢ punktow o obu wspdlrzednych catkowitych nalezacych do wy-
kresu funkcji f:R — R okreSlonej wzorem f(z) = $2°.
11. a) )1/ b) 11/ c) )1/ d) )1/
1 X "\l X 1 X I X
/ \ ¢ / \ ¢ / \ ¢ / \ ¢
b g i i
\ \ / /
\ \ / /
\ \ /
/

12. np. (—9,27), (=3,3), (0,0), (3,3), (9,27), (27, 243)

Y
f
ol 1 X
b) f(=3) = -4, f(2) =1
Y
" f
] X

Y
f
O\l X
d) f(=3) =3, f(2) =2
Y
f
o] 1 X
7.a) Q b)P ¢) P
8. a), b) nie
9.a) f(-4) =4, f(4) =8
Oo| 1 X
b) f(=4) =2, f(4) =4
Y
f
o] 1 X
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Uczen:

— stosuje pojecie funkcji mono-
tonicznej (rosnacej, malejacej,
nierosnacej, niemalejacej,
statej),

na podstawie wykresu funkcji
okresla jej monotonicznosé,
rysuje wykres funkcji

o podanych kryteriach
monotonicznosci,

bada na podstawie definicji
monotonicznosé funkcji
okreslonej wzorem.

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.4
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X

4.4. Monotonicznos¢ funkcji

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f. Zauwaz, ze wigkszemu
argumentowi odpowiada wieksza warto$é funkcji.

Definicja
Funkcje f: X — R nazywamy rosnaca, jesli
dla dowolnych argumentow x,,z, € X spel-
niony jest warunek:
jesli ¢y < xa, to f(x1) < f(x2)

Uwaga. Warunek z definicji mozna tez zapisaé: jesli 1 < za, to f(z2) — f(z1)
@ Przyktad 1
Wykaz, ze funkcja f:R — R dana wzorem f(z) = %x — 4 jest rosngca.

Zalézmy, ze x1, x5 € R sa dowolnymi argumentami, takimi ze z; < 5.
Wowezas f(x1) = 321 — 4 oraz f(x3) = $x0 — 4.

f(z) — f(z1) = (%xZ - 4) - (%ml - 4) = %xz - %l’l = %(%2 —z1) >0
poniewaz na podstawie zalozenia xo — x; > 0.
Oznacza to, ze funkcja f jest rosnaca.

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f. Zauwaz, ze wigkszemu
argumentowi odpowiada mniejsza warto$é¢ funkcji.
Definicja
Funkcje f: X — R nazywamy malejaca, jesli
dla dowolnych argumentéw x;,z, € X spel-

niony jest warunek:
jesli &y < @a, to f(x1) > f(x2)

|

|

}f(m)

|

z1  Of T2 X

Uwaga. Warunek z definicji mozna tez zapisaé: jesli 1 < za, to f(z2) — f(z1) < 0.

@ Przyktad 2
% Wykaz, ze funkcja f:(0;00) — R dana wzorem f(z) = 2 jest malejaca.

T
Zalézmy, ze x1,x5 € (0;00) sa dowolnymi argumentami, takimi ze z; < 5.

Wowczas f(x1) = - oraz f(xs) = -

zo "
- _ 4 4 Az —4dzy 4(z1 —x2)
f(x2) = fz1) = = T T 21z
poniewaz na podstawie zalozenia x,x, > 0 oraz x, — xo < 0.
Oznacza to, ze funkcja f jest malejaca.

<0
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(D] Ewiczenie 1 Cwiczenie 1
Uzasadnij, ze: a) Zaktadamy, ze x1,z2 € R oraz
a) funkcja f:R — R dana wzorem f(x) = —2x + 6 jest malejaca, 1 < T2 Wgwczas;
xr1 < 2%
% b) funkcja f:(0;00) — R dana wzorem f(z) = —2 jest rosnaca, _2961 > —223:2
¢) funkcja f:(—00;0) — R dana wzorem f(z) = —2 jest rosngca. —2x14+6> —2z2 +6
Zatem f(x1) > f(z2), czyli funk-
Definicja cja jest malejaca.

b) Zakladamy, ze z1,z2 € (0; c0)

Funkcje f: X — R nazywamy stalg, jesli dla dowolnych argumentéw oraz 71 < T, Wowczas:

Z1, Ty € X prawdziwa jest réwno$é: f(z,) = f(xs). —dzy > —dxs /a1 - 32
Poniewaz z1 - 22 > 0:
Na ponizszych rysunkach przedstawiono wykresy funkcji statych. _% _ﬁ

Zatem f(x1) < f(z2), czyli funk-

Y Y Y ..
cja jest rosnaca.
f h c) Zakladamy, ze
1 1 g 1 z1,x2 € (—00;0) oraz z1 < xa.
Woéwcezas:
0) L X (0) 1 X 0] 1 X —2x1 > —2x9 / X1 -T2
fR—=R, f(z)=3 9:(—2;4) = R, g(z) =2 h:Z — R, h(z) =3 Poniewaz z1 '2962 = 02:
Tz 7w
Definicja Zatem f(x1) < f(z2), czyli funk-
Y ¥ cja jest rosnaca.
Funkcje f: X — R nazywamy niemalejaca, /
jesli dla dowolnych argumentéw x1, z, € X
spelniony jest warunek: /_/O X
jesli ¢; < x5, to f(x1) < f(zx
! ! 2 to f(21) < f(@2) Przyklad funkcji niemalejacej
Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
Czy na ponizszym rysunku przedstawiono wykres funkcji niemalejacej? a) tak
b) tak
’ Ylﬁ b o0 Y o
f g h c) nie
O‘ X o X o X
Definicja
: . Y
Funkcje f: X — R nazywamy nierosnaca, ’
jesli dla dowolnych argumentéw a1, z, € X

0 ;X

spelniony jest warunek:
jesli ¢y < xa, to f(x1) = f(x2)

Przyktad funkcji nierosnacej
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Cwiczenie 3

a) Y

D

[y

b) nie

Cwiczenie 4

Przyktadowa odpowiedz.

Y

N

[y

BN 164 4. Funkcije

Cwiczenie 3

a) Naszkicuj wykres funkcji nierosnacej
f:[-5;5] — R, tak aby nalezaly do niego
cztery sposrod punktéw A-F.

b) Czy mozna naszkicowaé¢ wykres funkcji
niemalejacej f:[—5;5] — R, tak aby nale-
zaly do niego cztery spoéréd punktow A—F7?

Kazda funkcja malejgca jest funkcja nierosngca, a kazda funkcja rosnaca jest

funkcja niemalejaca.

Funkcja stala jest zaréwno funkcjg niemalejaca, jak i nierosnaca.

Definicja

Funkcje rosnace, malejace, nierosnace, niemalejace i state nazywamy funk-

cjami monotonicznymi.

Przyktad 3

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji
f:R — R okre$lonej wzorem f(z) = z?.
Funkcja f rozpatrywana w calej swojej
dziedzinie nie jest monotoniczna. Jest to
funkcja przedzialami monotoniczna.

N

o

W przedziale (—oo; 0] funkcja f maleje, a w przedziale [0; 00) — rosnie. Prze-

dzialy te nazywamy przedzialami monotonicznosci tej funkcji.

Przyktad 4

Na rysunku przedstawiono wykres funk-
cji f:(—o00;0)U(0;00) — R danej wzorem
f(z) = 2. Funkcja ta jest malejaca w kaz-
dym z przedzialéw (—oo;0), (0;00).

Jednak funkcja f nie jest funkcja malejaca

w zbiorze (—o0;0) U (0;00). Na przyklad

dla pary argumentéw —2 i 2 mamy:
—2<2 i f(-2)=-2<f(2)=2

Cwiczenie 4

Y

Naszkicuj wykres funkcji, ktéra jest przedziatami rosnaca, ale nie jest funkcja

monotoniczna.



Zadania

1.

Dany jest wykres funkcji f: (—3;6) — R. Podaj przedzialy monotoniczno-
Sci tej funkcji.
a) Y f b) Y
. . f
ot 1
O™ X 1 X

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f: (—5;4) — R. Podaj jej prze-
dzialy monotonicznosci. Ktore z ponizszych zdan sg prawdziwe?

A. Funkcja f jest nierosnaca w [—4;2]. Y
B. Funkcja f jest niemalejaca w (—5; —2]. / T !
C. Funkcja f jest niemalejaca w [2;4). ol 1 X

Dany jest wykres funkcji f:[—4;5] — R. Uzasadnij, ze funkcja ta nie jest
monotoniczna. Podaj przedzialy monotonicznoéci tej funkcji.

Odpowiedzi do zadan

1. a) Funkcja f maleje w (—3;2],
jest stata w [4; 6), rosnie
w [2;4].
b) Funkcja f maleje w [—2;0]
iw [2;3], ro$nie w (—3; —2],
[0;2] i w [3;6).

2. Funkcja f maleje w [—2; 2],
jest stala w [—4; —2] i w [3; 4),
rosnie w (—5; —4] 1 w [2; 3].
Wszystkie zdania sg prawdzi-
we.

3. a) Funkcja f maleje w [—2; 2],
ros$nie w [—4; —2] i w [2; 5], nie
jest wiec monotoniczna.

b) Funkcja f rosnie w [—4; —1]
iw (—1; 5], ale nie jest funkcja
rosnaca, gdyz dla pary argu-
mentéw —1, 1 mamy: —1 < 1
oraz f(—1) > f(1).
4. a) Funkcja f jest nierosnaca.
Y

=

b) Funkcja f jest rosnaca.

iy

a) Y b) Y
1 — 1
O\J X Ol 1 X
Sprawdz sie
4. Naszkicuj wykres funkcji f. Czy jest to funkcja monotoniczna?
—tx+2 dla 2 <0 20 —1 dla 2<0
8) f(x) = b) f(x) =1
2 dla x>0 7z—1 dla z>0
5. Odczytaj z wykresu funkeji f: (—5;6) — R przedzialy, w kt6rych funkcja
rosnie, maleje, jest niemalejaca.
a) Y b) Y
s
N ; fo
/
\ O] 1 X ol \ / X
5. a) Funkcja f rosnie w [2;6), b) Funkcja f rosnie w (—5; —4] i w [2; 4],
maleje w [—4; —2], maleje w [—4; —2] i w [0;2],
jest niemalejaca w (—5; —4] i w [—2;6).  jest niemalejaca w (—5; —4], w [—2;0]
iw[2;6).
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1. a) A: —5°C, 12 stycznia,
B: —7°C, 10 stycznia
b) A: 4°C, 7 stycznia,
B: 1°C, 2, 3, 14 stycznia
c) A: 24,9, 10, 12,
13 stycznia,
B: 2-12 stycznia

I 166 4. Funkcije

Przypomnij sobie

Wykorzystanie wykresu do prezentacji informaciji

Na ponizszym wykresie przedstawiono zmiany temperatury powietrza w pew-

nym miescie w dwéch pierwszych tygodniach sierpnia podane przez jeden

z serwis6w meteorologicznych. Temperature mierzono kazdego dnia w potu-

dnie. Otrzymane punkty wykresu zwyczajowo laczy sie krzywsa ilustrujaca

ciagly proces zmiany temperatury.

t[°C]
26
24 \
22 \
20
18

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
dzien

7 wykresu mozemy odczytaé nastepujace informacje: -
« najwyzsza temperatura odnotowana w tym okresie to 27°C (1 i 11 sierpnia),

« najnizsza temperatura odnotowana w tym okresie to 18°C (5 i 14 sierpnia).

1. Na ponizszych wykresach przedstawiono zmiany temperatury powietrza
w miastach A i B w pierwszych dwoéch tygodniach stycznia. Dla kazdego
miasta odczytaj z wykresu:

a) najnizsza temperature i podaj dni, w ktorych byta ona odnotowana,
b) najwyzsza temperature i podaj dni, w ktérych byla ona odnotowana,
¢) dni, w ktérych temperatura byla ujemna.

Miasto A
t[°C]

e
iy

L

dzien




4.5. Odczytywanie wtasnosci funkcji
z wykresu (1)

B Odczytywanie dziedziny funkcji

Dziedzina funkeji y = f(z) to zbiér wszystkich argumentéw z, dla ktérych
funkcja jest okreslona. Dziedzine funkcji f oznaczamy przez D lub Dy.

Przyktad 1 Y
Na rysunku obok przedstawiono wykres f
funkcji f. Jej dziedzing jest zbidr:

D =[-6;-3) U[-23] % 32 01 ¥ X
Na rysunku zostal on zaznaczony na osi s
OX kolorem niebieskim.

—

Cwiczenie 1

Z wykresu funkcji f odczytaj jej dziedzine.

a) Y b) Y
\ r/ oo

[9) X / 1 / X

\ /- /

B Odczytywanie zbioru wartosci funkcji

Z wykresu funkcji mozna odczytaé nie tylko wartosé, jaka ta funkcja przyjmuje
dla danego argumentu, lecz takze zbiér wszystkich liczb, ktore sg wartosciami
tej funkcji. Zbiér ten nazywamy zbiorem wartosci funkcji.

Przyktad 2

Na rysunku obok przedstawiono wykres

funkcji f: [—4;6] — R. Odczytaj z niego

f(=4), f(=2), f(1) 1 f(3) oraz zbiér war- 4
|

tosci funkcji f.

w

>—-‘~————J~v7

[y

Z wykresu odczytujemy wartosci funkcji:
f=4)=1,f(-2) =3, f(1)=4i f3)=2. —4 =20
Wartoéciami funkcji f sa wszystkie liczby y spelniajace warunek 1 < y < 4.
Zatem zbiorem wartosci funkeji f jest przedzial [1;4].

X
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Uczen:

— stosuje pojecia: zbiér
wartosci funkcji, najwigksza
i najmniejsza wartosé funkcji,

— odezytuje z wykresu funkcji
jej dziedzing, zbiér wartosci,
miejsca zerowe, argumenty,
dla ktérych funkcja przyjmuje
warto$ci ujemne, argumenty,
dla ktérych funkcja przyjmuje
warto$ci dodatnie, maksy-
malne przedzialy monoto-
nicznosci funkcji, najmniejsza,
i najwieksza warto$é¢ funkcji
oraz argumenty, dla ktorych
te wartosci sa przyjmowane.

Cwiczenie 1
a) D = (—5;1] U (2;6]
b) D = (—5; —3) U (—3;5]

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.5
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Cwiczenie 2
a) f(D) = (1;4]
b) f(D) = [0;4)

¢) f(D) = [0;00)

Cwiczenie 3

Funkcja f przyjmuje najwicksza,
wartosé 2 dla z = 4.

Funkcja g nie przyjmuje wartosci
najwiekszej.

Funkcja h przyjmuje najwicksza,
wartosé 3 dla z = 3.

BN 168 4. Funkcije

Definicja
Zbior wartosci funkcji f: D — Y to zbiér tych wszystkich y € Y, dla kto6-
rych istnieje taki argument x € D, ze f(z) = y.

Zbiér wartosci funkeji f oznaczamy przez f(D) lub f(Dy).

Przyktad 3 Y
Z wykresu funkcji f odczytaj jej zbiér wartosci.

Przy odczytywaniu zbioru wartosci funkcji wy-

godnie jest poprowadzi¢ odpowiednie proste po- f
ziome (réwnolegle do osi OX). \

o

Zbiér wartosci f(D) = (—3; —2) U [—1;6] zostal ] X
zaznaczony na osi OY kolorem niebieskim. = _
e

Linia ciagla przedstawiono wykres funkcji f(z) = 411:(:2 o dziedzinie D. Odczy-

Cwiczenie 2

taj z wykresu zbiér wartosci funkcji f.

a) D = (2;4] b) D = (—2;4) ¢) D = (—o0;4]
\ Y /l \\ Y // Y //‘
\ \
\ | AN 4 1
L //, \ 1 1
Ol 1 X o] 1 X o] 1 X
Cwiczenie 3

Na rysunkach przedstawiono wykresy funkcji f, g i h okreslonych w przedziale
[—3;4]. Najmniejsze wartosci kazdej z tych funkeji podano pod wykresami. Od-
czytaj ich najwieksze wartosci. Dla jakich argumentéw sa one przyjmowane?

Y Y Y
, h
1 1 1
€T / € X
/ 1 X 1 X 1 X
/ /

Najmniejsza wartos¢ funkcji
f jest réwna —3. Jest ona
przyjmowana dla x = 2.

Najmniejsza wartos¢ funkcji
g jest réwna —2. Jest ona
przyjmowana dla x = —3.

Funkcja h nie przyjmuje
najmniejszej wartosci.



Przyktad 4
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji f(z) = =
o dziedzinie D = R.

Zbiorem wartosci funkcji f jest przedzial [0; 00).

2

Najmniejsza warto$é¢ funkcji f, réwna 0, jest przyjmowana
dla = 0. Funkcja f nie przyjmuje wartosci najwieckszej.

Zadania

-

[

Odpowiedzi do zadan

1. Odczytaj z wykresu funkcji f jej dziedzineg, zbidér wartosci, najmniejsza 1. a) D = [—2;4],

warto$¢ i najwieksza warto$¢ oraz argumenty, dla ktorych sg one przyjmo- f(D) =[-44],
Sfmin = —4 dla z = 2,
wane.
fmax =4 dlaz = -2
a) Y d) Y b) D = [—4;3),
I\ f nie przyjmuje wartoéci
\ 1 1 najmniejszej,
foax =4 dla £ =0
R+ X / X ¢) D = (~55),
Sfmin = —4 dla z € (—5; 3],
Sfmax = 2 dla z € [0;5)
b) Y e) Y f(D) =1-44],
fin = —4 dla & = —2,
foax =4 dla & =2
e) D =[-3;-1] U[L;5],
i\ ! (D) = [~ -2|U[3:4),
Sfmin = —4 dla z =5,
ol 1 X 0 X fumax =4 dlaz = —3
\ ; ) D= (—4-1]U (134,
\ f(D) =[-4-1)U[L;4),
fmin = —4dlaz= -1,
nie przyjmuje wartosci
najwiekszej
c) Y f) Y
J f
1 1
O| 1 X 0] X
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O

)
- a)

)
- a)

) f(D) =[-13]

b) f(D) = [-1;0] U [1; 3]
o) f(D)=[-11) U (%3]
a) f(D) = [1;6]

b) f(D) = [1;3] U [4; 5]

c) f(D) = [1;2] U [5;6]
a) D = (3;4]

b) D = (1;3) U (3;00)
¢) D=(%3)u{}

d) D={2,31}

. @) fmin=—1dlaz=-1,
fmax =2 dlaz = —4

b) fmin = —2 dla z =0,

nie przyjmuje wartosci

najwiekszej

¢) fmin =—2dlaz=0,

nie przyjmuje wartosci

najwiekszej

. Przyktadowe odpowiedzi.

a) Y

==

==

==

==
~+
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2. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- Y e
¢ji f:R — R danej wzorem f(z) = sz + 1. . f
Podaj zbiér wartosci funkcji, ktérej dziedzina
jest zbiér D, okreslonej tym samym wzorem. ol 1 X
a) D = [—4;4] b) D = [—4; 2] U [0; 4] c) D=1[-4;0)U (2;4]

3. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = %m + 3 o dziedzinie D. Odczytaj z wy-
kresu zbiér wartodci tej funkcji.

a) D= [—4;0] b) D = [—4;0] U [2;4] ¢) D=[-4;-2]U[4;6]

4. Podany zbidr jest zbiorem wartosci funkcji f(x) = 2z — 4. Okredl dziedzine
tej funkcji.
a) (=34 b) (-22U@Ex) o (52U{3)  d) {0,2,3}

5. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- %
¢ji f:R — R danej wzorem f(x)=|z|—2.
Dla funkcji g: D — R okreélonej tym samym
wzorem podaj wartosci najwieksza i naj- ol 1 X
mniejsza oraz argumenty, dla ktorych sa one

[

przyjmowane.
a) D = [—4; 1] b) D = [—3:4) ¢) D =[-2;00)

6. Naszkicuj wykres dowolnej funkcji f:[—2;6] — R, ktérej zbiér wartosci
jest réwny:

a) [=2;6),  b) [-40]U(1;4], o) [-23)ufs},  d){0,4}.

Sprawdz sie

7. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = —%m — 2 o dziedzinie D. Odczytaj z wy-
kresu zbiér wartosci tej funkcji.

a) D = [0;4] b) D = (~1;2) ¢) D=[-1;0]U[L;3]

8. Na rysunku obok przedstawiono wykres \ Yy /

funkcji f:R — R okreslonej za pomoca

wzoru f(z) = $2°> — 1. Wyznacz zbi6r

wartodci funkcji g(x) = $2® — 1, ktore; 7

dziedzina jest przedziat: \ 1 /

a) [2;4], c) (—4;2), [0 / X
7. a) f(D) = [-4;-2]

b) f(D) = (=3;-%)

¢) f(D)=[-%;-3]u[-2-§]
8. a) g(D) = [0; 3]

b) g(D) = (—1;0)

¢) g(D) =[-1;3)

d) g(D) = [-1;00)



4.6. Odczytywanie wtasnosci funkcji

z wykresu (2)

Na podstawie wykresu funkcji mozemy podaé
argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje dana
warto$é. Zwroé uwage na to, ze funkcja f, kté-
rej wykres przedstawiono obok, przyjmuje wska-
zang warto$¢ y dla dwoch argumentéw: x; i x,.

Uczen:

— odezytuje z wykresu
rozwigzania rownan
i nieréwnosci.

Przyktad 1
Dany jest wykres funkcji f:R — R. Odczytaj, Y /
dla jakich argumentow funkcja f przyjmuje war- /
tosé¢ 3 oraz podaj jej miejsca zerowe. /
Rysujemy prosta y = 3. Przecina ona wykres 3
funkcji w punktach (1,3)1 (5, 3). /
Zatem funkcja f przyjmuje wartos¢ réwna 3 dla X
r=11ix=35. Ol 1 2 45 X
Miejscami zerowymi tej funkcji sa liczby 2 i 4.
Cwiczenie 1 Cwiczenie 1
Na podstawie wykresu funkcji f: [—4;4] — R podaj jej miejsca zerowe oraz te a) f(z)=0dlaz=1,
argumenty x, dla ktérych spelnione jest réwnanie f(x) = 2. fl@)=2dlaze{-13}
b) f(z) =0dla z € {—4,0, 2},
a) y b) v c) v f(z) =2 dlaze{-3—1,3}
¢) brak miejsc zerowych,
i f(z) =2dlaz e {-2,0} U[2;4]
1 .
f

) ON1 {

o] 1 X o| 1 X
Przyktad 2 v
Dany jest wykres funkcji f:[1;8] — R. Odczytuje-
my z niego: 1
e réwnanie f(z) = 0 jest spelnionedlaz =1,z =3, O 1 X

x =38, \\ /

o nier6wnosé¢ f(z) > 0 zachodzi dla z € (1;3),

e nieréwno$é¢ f(z) < 0 zachodzi dla z € {1} U [3;8].
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Cwiczenie 2
a) f(z) =0dlaz € {-3,2},
f(x) >0dlaz € [-4;-3),
f(z) <0dlaz € [-3;6]
b) f(z) =0 dla
z € {-3,—1,3,5},
f(z)>0dlax € [-4;-3) U
U(=3-1)U(3;5),
f(z) <0 dla
€ [-1;3)u{-3,5}

Cwiczenie 4
x € (—o0; —4] U {0} U [4; 00)

I 172 4. Funkcije

Cwiczenie 2
Z wykresu funkcji f odczytaj jej miejsca zerowe, zbiér rozwigzan nieréwnosci
f(z) > 0 oraz nieréwnosci f(z) < 0.

a) Y b)

1
1L

)

.
s

N X O 1 X

Przyktad 3
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f:R — R okreslonej wzorem:

2 dlaz e (—o0;—2) v
flz)=<q |z| dlaxe[-2;4) f
3 dlaz e [4;00)

1
L

Odczytaj z wykresu zbiér rozwiazan nieréwno-
Sci f(x) > 2 oraz nieréwnosci f(z) > 2. o 1 X

Nieréwnosé f(x) > 2 zachodzi dla x € (2;00), a nieréwnosé f(z) > 2 zachodzi
dla x € (—o0; —2] U [2; 00).

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkcji f: R — R. Odczytaj z niego:

« rozwiazanie réwnania f(x) = 3 i zbiér rozwiazan nieréwnosci f(z) > 3
« rozwigzanie réwnania f(z) = 1 i zbiér rozwiazan nieréwnosci f(z) < 1

5 dlax € (—oo;—5) 1 dlaze (- )
a) f(x) =1 |z| dlaxze€[-5;3) b) f(x) =< |z| dlaze[-1 ]

1 dlax € [3;00) 3 dlaxe(l,oo)
Przyktad 4
Rozwigz graficznie réwnanie 2% = |x| oraz nieréwnosé¢ ;a? < |zl.
W jednym uktadzie wspotrzednych szkicujemy Y
wykresy funkeji f(z) = 12?1 g(z) = |z]. \ /
7 wykreséw odczytujemy:

g
122 =zfdlax=—4,2=0,z=4,
f
122 < |z| dla z € (—4;0) U (0;4). !
o] 1 X

Cwiczenie 4
Odczytaj z wykresow funkeji f(z) = 2?1 g(x) = |z| z przykladu 4. zbiér
rozwigzai nieréwnosci $2? > |z|.

Cwiczenie 3
a) Y b) Y
/

1 f 1

o 1 X o 1 X
f(z)=3dlaz=-3, f(z) =3dlaz € (1;00),
f(z) >3 dlaz € (—o0; —3), nie przyjmuje wartosci wigkszych od 3,
fx)=1dlaz € {—1,1} U [3;0), f(x)=1dlaz € (—o0; —1] U {1},
fz) <1dlaze[-1;1] U[3;00) f(z) <1dlaz € (—oo;1]



Zadania Odpowiedzi do zadan

1. a) f(z) =0dlaz € {-2,0,3},
f(z)>0dlaze[—4;—-2)U
U (=2;0) U (3;4],

1. Z wykresu funkcji f:[—4;4] — R odczytaj jej miejsca zerowe oraz zbiory

rozwiazan nieréwnosci f(z) > 01 f(x) > 0. f(@) >0 dla
a) Y b) Y c) Y z € [—4;0] U [3; 4]
b) f(z) =0 dla
1 [HRVER z € {—4,-2,2,3},
f(z) >0 dla
ON1 X 0ol.1 X olm! X z € (—4;-2) U (2;3)
\\// \\9/ f@>0da
x € [—4;—2] U [2; 3]
¢) f(z)=0dla
2. Naszkicuj wykres funkcji f:R — R. Odczytaj z wykresu rozwiazanie réw- z € {—4,-2,0,2,4},
nania f(z) = —1 oraz zbiér rozwiazaf nieréwnosci f(z) < 3. f(z) >0 dla
a) f) =22 +1 b) fz) = —2—2 ¢) f@)=tet1 @ € (-4 -2 U(-2%0),

f(z) >0 dla

3. Naszkicuj wykres funkcji f:R — R, a nastepnie odczytaj z niego rozwia- 2 :)ef[(;;l;—o]gl{ji:};c _
zanie réwnania f(z) = 1 oraz zbiér rozwigzan nieréwnosci f(z) > 1. ' fle) < 3_d1a rc (_;O. 1]’
4 dlax € (—o0;—4) 1 dlaz € (—o0; —2] b)( f)(x) =-1 dla[x = *;7
f(x) <3dlaz € [-5;00
a) f(xz) =< |z| dlaze[-4;1) c) f(z) = <|2z| dlaz € (—2;2) ¢) f(z) = —1 dla = —4,
3 dlaze[l;00) 2 dlaze€[2;00) (z) < 3 dlaz € (—oo;4]
1 dlaz € (—o0;—4) 0 dlaz € (—o0;—2) 2 ;)(xf)(i) ;diadla e=-1
b) f(xz) =< |z| dlaz € [—4;2) d) f(z)=1<|2z| dla z € [-2;1] x € (—o0; —1] U [1; 00)
4 dlaz € [2;00) 1 dlaze (1;00) i
Sprawdz sie
4. Odczytaj z wykresu funkeji f:[—4;4] — R jej miejsca zerowe oraz zbiory ol 1 X
rozwigzan nieréwnosci f(x) <01 f(z) <O0. b) f(z) = 1 dla
a) Y b) Y c) Y z € (—o0; —4) U{-1,1},
. . B 7 f(z) >1dla
5 . 5 z € (—oo0; —1] U [1; 00)
0l.1 X 0l.1 X 0|.1 X Y f
5. Naszkicuj wykres funkcji f: R — R, a nastepnie odczytaj z niego rozwia- 1
zanie réwnania f(x) = 2 oraz zbiér rozwigzan nieréwnosci f(x) < 1. o 1 =
—z dla z € (—o00;0) |z| dla z € (—o0;2] ) f(z) =1dla
a x) = b ) =
) (@) {%x dla z € [0;00) ) (@) { 2 dlaz € (2;00) z € (-o0;—2]U{~3, 3},

f(z)>1dla

x € (—00; —3] U [3;00)
4. a) f(z) =0dlaxz e {-3,2}, f(z) <0dlaz € (—3;2), f(z) <0dlax e [-3;2] %
b) f(z) =0dla z € {-3,3}, f(z) < 0dlaz € [-4;-3),
f(z) <0dlax € [—4; -3]U{3} .
c) f(x)=0dlaz e {-3,—-1,2}, f(z) <0dlaz € [-4;-3),
f(z) <0dlaze[—4;-3]U{-1,2}
5. a) f(z) =2dlaz e {—2,4}, b) f(z) =2 dlaz € {2} U[2;00), O] 1 X
fl@)<1dlaze (—1;2) fl@)y<1dlaze (—1;1) d) f(z) =1 dla
Y Y € {—3 3} U (1;00),
f f f(z) >1dla
1 1 ve [2-3] U [} o)
O 1 X ol 1 X
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Wykresy jako nosnik
informacji finansowych

Wiele informacji finansowych jest prezentowanych w postaci wykresow.
Ponizej przedstawiono zmiany kursu franka szwajcarskiego w stosunku do
zlotego w okresie od 2 stycznia do 29 lutego 2024 r. Taki wykres sklada sie

z punktow odpowiadajacych kursom franka w kolejnych dniach - zwyczajowo
faczy sie je odcinkami. Poprawia to czytelnos¢ wykresu.

os pionowa
- ceny

[zf]
4,72
4.68 Badaniem zachowarn rynku

na podstawie analizy wykreséw
R finansowych zajmuije sie
4,60 analiza techniczna.
4,56
4,52
4.48 o$ pozioma
02.01 9.01 16.01 23.01 30.01 6.02 13.02 20.02 27.02 - czas

Zrédio: http://www.nbp.pl/home.aspx?f=/statystyka/kursy.html dzien

El Na rysunku przedstawiono ceny akcji spétki X
(kolor czerwony) i spétki Y (kolor niebieski)
na koniec kolejnych miesiecy 2023 roku.
a) Jaki jest najwiekszy mozliwy zysk przy
zakupie i sprzedazy po 3 miesiacach
jednej akcji spoétki X, a jaki — spotki Y?

BRRRRRRGR
EERRERGEE
BEEEAEEGS

ERRRANREEN

b) Jaka jest najwieksza mozliwa strata przy
zakupie i sprzedazy po 5 miesigcach jednej
akcji spotki X, a jaka — spotki Y?

cena [zf]

130

120

110

100

90

80

70

60

50

40

Vil X Xl
miesigc

1. a) Spétka X — zysk od maja do sierpnia: 120 — 80 = 40 [z}]
Spétka Y — zysk od lipca do pazdziernika: 100 — 50 = 50 [zl]
b) Spétka X — strata od czerwca do listopada: 110 — 60 = 50 [z}]
Spoétka Y — strata od lutego do lipca: 60 — 50 = 10 [z}]

BN 174 4. Funkcije



Uczen:
— rysuje wykresy funkcji:
y = f(z) + g dla g > 0 oraz
Przykfad 1 y=f(z)—qgdlag>0.
Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkcji y = %wQ, y = %xz + 4
oraz y = $x° — 3.

4.7. Przesuwanie wykresu wzdtuz osi OY

Y Yiye La? 44 Y
\ , I I g , Cwiczenie 1
\ R VA Lo . a) {(D) =[200)
6 \ / \ / Yy
//
N I » R I > N 1 3 p
O| 1 X O| 1 X O| 1 X
NS L
P
Wykresy funkcji y = $2°+4 iy = t2° —3 mozna otrzymac przez przesuniecie o X
wykresu funkcji y = 222 wzdtuz osi OY o odpowiednig liczbe jednostek.
Y "= P L b) £(D) = [~2;00)
Y
Twierdzenie
i f
Wykres funkcji y = f(z) + ¢ dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie ) X
wykresu funkeji y = f(x) o ¢ jednostek w gére wzdtuz osi OY. ol 1
Wykres funkcji y = f(z) — ¢ dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(z) o g jednostek w dot wzdtuz osi OY'.
y jly=f(x)oq] o) F(D) = [-3: 00)
H 7
Przyktad 2 Y Lo a2 7 'y
¥
Jesli przesuniemy wykres funkcji y = 3 /9 ot . ; O] 1
o 2 jednostki w gore, to otrzymamy wy- » o
kres funkcji y = 1o +2. L~
Jedli przesuniemy wykres funkcji y = sz S IR W - X .
0 3 jednostki w dot - I d) (D) = [3;00)
jednostki w dot, to otrzymamy wy: . .
kres funkcji y = %LL‘ =3.  —
< bj
Cwiczenie 1
Stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funkcji y = |z|, naszkicuj wykres y
i podaj zbior wartosci funkcji: = X
a)y=|z|+2,  bly=lg-2, o y=lg[-3, d)y=lz[+} o 1

Multibook

® Przesuwanie wykresu funkcii
wzdtuz osi OY

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.7

Generator

testéw i sprawdzianow
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Odpowiedzi do zadan

1. Y
a)
|
b)
¢)
a) g(D) = (—o0;4]
b) g(D) = (—00;0]
¢) g(D) = (—o0; —1]
2. a) f(Dy) = [0;4],
h(Dp) = [-2;2]
Y
g
f #
h L
b) f(Dy) = [0; 1] U {3},
9(Dg) = [1;2] U {4},
h(Dp) = [-2; 1] U {1}
Y
g
f 1T
O 1
h
3.a)a=
b)a=—-4

BN 176 4. Funkcije

Zadania

Dany jest wykres funkcji y = f(z).
Naszkicuj wykres funkcji g i podaj f
jej zbiér wartodci.
a) g(z) = f(z) +2
b) g(x) = f(z) — 2
c) g(x) = f(z) -3
Naszkicuj wykres funkeji f, a nastepnie wykresy funkeji g(x) = f(x) + 1
oraz h(z) = f(x) — 2. Podaj zbiory wartosci funkeji f, g i h.

2 dlaxze (—o0;—1) 1 dlaz e (—o0;—2)
a) f(x) =1 [2z] dla z € [-1;2] b) f(x) =< |sz| dlax € [-2;2]

4 dla x € (2;00) 3 dlaz € (2;00)

—

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = |z|, a nastepnie naszkicuj wykres funkcji
g(z) = |z| + a oraz podaj wartosé parametru a w przypadku, gdy:

a) zbiorem wartosci funkcji g jest przedzial [1;00),

b) miejscami zerowymi funkeji g sg liczby —4 1 4.

Y
Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- \ \ g/ fn
cji f(z) = 2? oraz wykresy funkcji g i h. Podaj \ \ /
wzory funkcji g i h. \ \ / /

Naszkicuj wykres funkcji ¥ = 22, a nastepnie

wykres funkcji f. Podaj liczbe rozwigzan réw- ol 1 X
nania f(z) =m dlam € {-3,-1,2}. \ /

a) f(z)=12*+2 c) f(x)=a®-3

b) f(x)=2*-1 d) f(x)=2*-9

Sprawdz sie

6.

Naszkicuj wykres funkcji y = %I, a nastepnie wykres funkcji:

a) y=3x+5 b)y=3ir—4, ¢ y=31r—-6 d)y=1ir+1i
Naszkicuj wykres funkcji g(2) = |z|, a nastepnie wykres funkeji f. Podaj
zbiér wartosci funkcji f.

a) f(x) = 5lz| +3 b) f(z) = 3lz[ -1 c) f(x)=zlz[-3

.a)0dlame {-3,-1}, 1 dlam =2

b)0Odlam=-3,1dlam=-1,2dlam=2
c) 1dlam=-3,2dlame {-1,2}
d) 2 dlam e {-3,—1,2}

a) f(D) = [3;00)
b) f(D) = [-1;00)
¢) f(D) = [=3;00)



4.8. Przesuwanie wykresu wzdtuz osi OX

Przyktad 1

Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji y = 22
oraz y = (x — 2)? naszkicowane na podstawie od-
powiednich tabel wartosci funkcji.

ar -3 —-2/-1,0 1 2 3
y = z° 9 41,0 1 4 9

z -1 0 1 2 3 4 5
y=@x-22 9 4 1 0 1 4 9

Y

—
—

2)3

1
x

]

1 2

X

Zauwazmy, ze wykres funkcji y = (z—2)? mozemy otrzymaé przez przesunigcie

wykresu funkcji y = 22 o 2 jednostki w prawo wzdtuz osi OX.

Przyktad 2
Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji y = 22
oraz y = (x + 3)? naszkicowane na podstawie od-
powiednich tabel wartoéci funkcji.
x -6 -5 -4 -3 -2 -1/0
y=(z+3?* 9 4 1 0 1 4 9

Zauwazmy, ze wykres funkcji y = (z + 3)? mo-
zemy otrzymaé przez przesuniecie wykresu funkcji
y = 22 o 3 jednostki w lewo wzdluz osi OX.

Twierdzenie
Wykres funkcji y =
wykresu funkcji y =

Wykres funkcji y =
wykresu funkcji y =

f
f
f
f

Cwiczenie 1

—

(z — p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
x) o p jednostek w prawo wzdtuz osi OX.

(
(z + p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
() o p jednostek w lewo wzdluz osi OX.

Naszkicuj wykres funkcji g, stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funkeji

f(x) = |z|. Podaj miejsce zerowe funkcji g.

) o) = o~ 1]
):

a) g
b) g(x |z + 2|

¢) g(z) = |z + 3|
d) g(x) = |z — 4

Uczen:

— rysuje wykresy funkcji:
y = f(z —p) dlap > 0 oraz
y= f(z+p) dlap>0.

Cwiczenie 1
a)z=1
Y
O] 1 X
b) z=-2
Y
g
1
ol 1 X
c) z=-3
Y
T X
O] 1
d)yz=4
Y
i
O] 1 X
Multibook

® Przesuwanie wykresu funkcii
wzdtuz osi OX
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Cwiczenie 2
a) D = [~2; 6]
Y
/ 9/ \
i \
O 1 X
b) D = [7; 1]
Y
/ 9/ \
/ |\
(@) X
¢) D = [=8;0]
Y
/ 9/ \
/ \| 1
X
Cwiczenie 3
a) Y
f
g —
h ; _—
i~ i~
O 1 X
b) Y
5 ~
| X
h
f

I 178 4. Funkcije

Przyktad 3 Y
Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- i \j
cji f:[—4;4] — R. Naszkicuj wykres funkcji 1
g(x) = f(x — 3) i podaj jej dziedzine. / 0 \ e
Wykres funkeji g(z) = f(x —3) otrzymujemy,
przesuwajac wykres funkcji y = f(z) o 3 jed- Y : 4
nostki w prawo. ik / N \
Y7

Dziedzing funkcji g jest przedzial [—1;7]. ) I Y \

X
Cwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkcji g, stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funk-
cji f z przyktadu 3. Podaj dziedzine funkcji g.

a) g(x) = f(z—2) b) g(x) = f(z +3) c) g(x) = f(z+4)

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie stosujac odpowiednie przesuniecie,
naszkicuj wykresy funkcji g(x) = f(z — 3) i h(z) = f(x +2).

—x dlaz <0 T dla r < 2
a) f(w) :{ b) f(x) :{

iz dlaxz>0 —t2+3 dlaxz>2
Przyktad 4
Naszkicuj wykres funkcji y = (x — 2)? + 3.

Wykres funkcji y = 2 przesuwamy najpierw o 2 jednostki w prawo wzdluz
osi OX, a nastepnie otrzymany wykres przesuwamy o 3 jednostki w gore
wzdluz osi OY.

\.Y / o\ ] [N LA I
\ / L Y A L
\ / 00 | 0 P 1 v\
\ \
) 1 A \ ¥ !
\ / N SN
\ 7 \ iy 7
1 1 1
L \t / S \\ 7
O] 1 X ol 1 X ol 1 X
Wykres funkcji Wykres funkcji Wykres funkcji
y=a? y=(z-2) y=(z-27°+3
Cwiczenie 4

Naszkicuj wykres funkcji f.
a) flx)=(r—2)*-1 b) f(z)=(z+3)*—2 ¢) fle)=(x+1)*+1
Cwiczenie 4

a) Y b) Y c) \ Y /

=

| —

_—
=
=




Zadania

1.

6.

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = z?, a nastepnie stosujac odpowiednie
przesuniecie, naszkicuj wykres funkcji g. Podaj jej miejsce zerowe.

a) g(z) = (z —1) b) g(z) = (x +1) c) g(z) = (z+2)

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = |2z|, a nastepnie stosujac odpowiednie
przesuniecie, naszkicuj wykres funkcji g.

a) g(x) =2z =3) D) gle) =2z -2)]  ¢) g(x) =[2(z +2)]

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = |3z|, a nastepnie stosujac odpowiednie
przesuniecie, naszkicuj wykres funkcji g.

a) g(x) =3z —1)|  b) g(z)=[3z+3] ¢) g(x) = [3z + 12|

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- Y

cji f:]—4;3] — R. Naszkicuj wykres funkeji g
i podaj jej dziedzine.

a) g(z) = flz—2) ) g(x) = flz+1) O] 1 X
b) g(x) = f(z—3) d) g(z) = f(z +2)

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej miejsca zerowe i zbior wartosci.
a) flx)=lz+2[+3 b) fl)=lr-2[-3 ¢ flz)=[z+1]-2

Wykres funkcji g otrzymujemy przez przesuniecie wykresu funkeji y = |z|:
a) o 3 jednostki w prawo i 2 jednostki w gore,

b) o 4 jednostki w lewo i 3 jednostki w dét,

¢) o1 jednostke w lewo i 2 jednostki w goére.

Podaj wzér funkcji g i naszkicuj jej wykres.

Wykres funkcji f otrzymano przez przesuniecie wykresu funkcji y = 2.
Podaj wzér funkcji f.

T\ L1 T L Lo il
Loy ] FIRA 1] Voo
‘\ \\ / // \\ \\ 1 \\ \\ / !
AY \\ / / \ \ I / \ Y / /
VAN / 7 WA 7 \\ . // 7
\l \(/ N /I / \l >l // N // S /l
O \1 X Ol 1 X Ol 1 X
f
a) g(z) = |z — 3| +2 Y
b) 9(z) = o + 4] - 3
¢) g(z) =z +1|+2 c) b) /a)
1 X
(@)

4.8. Przesuwanie wykresu wzdtuz osi OX 179 I

Odpowiedzi do zadan

1.a) g(1)=0
b) g(=1) =0
) g(=2)=0
2. Y
a) b)
)
O| 1 X
3 NoXE Y
b)
\
\ AN
N7 NN
o] 1 X
4. a) [-2;5] b) [-1;6]
c) [=5;2] d) [-6;1]
5 Y
a)
c)
! L X
b)

a) brak miejsc zerowych,
f(D) = [3;00)
b) f(z) =0 dla z € {~1,5},
f(D) = [=3;00)
¢) f(z) =0dlaz e {-3,1},
(D) = [-2;00)
7.2) f(z)=(z—2)% -2
b) £(2) = (z— 1)° +2
¢) f(z) =(z+2)* -1



8. a) Dy = [-4;4], 8. Na rysunku obok przedstawiono wykres Y
9(Dg) = [-1;5] funkeji f:[—2;6] — R. Naszkicuj wykres
b) Dy = [-6;2], funkcji g, odczytaj jej dziedzing i zbidr J;
9(Dy) = [=4;2] wartosci.
C) Dg = [_177}a 1
9(Dg) = [0;6] a) g(z) = f(z+2) +
d) D, = [0;8], b) g(z) = f(x +4) — o] 1 X
9(Dg) = [-6;0] ) (x) flz—1)+
9.a)4 b) 16 B 9y _4
Y 9. Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresem funkcji f i osia OX.
i a) f(z) = |z —3| -2 b) f(x) =z +1] -4
g 10. Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji f i g.
a) f(x) = 2], g(x) = o —2| +1
b) f(z)=[22| -2, g(z) =]z —1|+1
o 1 X
b) 11 Sprawdz sie
Y 11. Na rysunku obok przedstawiono wykres g
funkeji f:[—3;5] — R. Podaj dziedzine .
Y i miejsca zerowe funkcji g. ON\U1 / X
! a) g(x) = f(z —3) ’
1 b) g(z) = f(z+2)
] X 12. Naszkicuj wykres funkeji f(x) = |2z|, a nastepnie wykresy funkcji g i h.
Podaj zbiory wartosci oraz miejsca zerowe funkcji g i h.
a) g(z) = [2(x + 1), h(z) = 2(z + 1)| - 1
11. a) Dy = [0;8], b) g(z) = [2(z — 4)], h(z) = [2(z — 4)| — 2
9D =08 ) gla) = 2 ~ )| hia) = |20z )
b) Dy = [-5; 3], 13. Naszkicuj wykresy funkcji f i g.
g(z) =0dlaz € {—4,-2,2} ¢ dlaz e (—o00;2)
12 3) g(Dy)  [000), 0 1) ={ D ga) = 1z +3)
o(2) =0 dla 3= 1, 2 dlaz € [2;00)
(D) = [~1; 00), =z dlaz € (—o0;—1) B B
hz)=0dlaz=—2 z=—1 P)I@ =01 daze[-1,00 @ 9@ =F@=5)
b) g(Dg) = [0;00),
_ _ -1 dlax € (—o0;—1)
g(z) =0 dla z =4, c :L'_{ ’ , glx) = f(z—2)+4
o(e) = 0da o= ORI O R )
h(z)=0dlaz =3,z =
-2 dlax € (—00;2)
= = 1
B 5@ = {2 R )= s+
13. a) o b) o c) o d) o
/ 9 g
9/ 1 ! 1 ! 1
1 X ol 1 X 1 X O 1
!
f
g
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4.9. Przeksztatcanie wykresu ¥
przez symetrie wzgledem osi OX

Przyktad 1

Naszkicuj wykresy funkcji y = %m iy = —%m okreslonych dla x € [-3;6].

W tabeli obok poda- a2 -3 =2
no wartosci tych funk- y=1z —11 -1
cji dla wybranych ar- R 1 )
gumentéw. Y= 35" 2

Dla poréwnania wykresy tych funkcji nary-
sowano w jednym ukladzie wspotrzednych.
Zauwazmy, ze wykresy funkcji y = %x oraz
Yy = —%x sg symetryczne wzgledem osi OX —
punktowi P(z,y), nalezacemu do wykresu
funkeji y = 1, odpowiada punkt Q(z,—y),
nalezacy do wykresu funkeji y = —x.

Przyktad 2

LX)

Uczen:
— szkicuje wykres funkcji
y = —f(z) na podstawie
wykresu funkcji y = f(x),
— szkicuje wykres funkcji

Naszkicuj wykresy funkcji y = %IE iy= —im2 okreslonych dla x € [—4;4].

W tabeli obok poda- 9 -4 | =2
no wartosci tych funk- y = 1z 4 1
cji dla wybranych ar-

gumentéow.

Wykresy funkcji:

y =12 oraz y=—ix
sg symetryczne wzgledem osi OX — punk-
towi P(z,y), nalezagcemu do wykresu funk-
cji y = 12%, odpowiada punkt Q(z, —y), na-
lezacy do wykresu funkcji y = —iazg.

Twierdzenie

Wykres funkcji y = —f(z) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy-

kresu funkcji y = f(z) wzgledem osi OX.

y = —[f(x —p) + g na
podstawie wykresu funkcji
y = f().
1 3 4 6
1
1 15 2 3
1 1
-5 —1l3 -2 =3
Y
\6“
Y7
1 P(x,1))
X
T, =Y)
o
1 2
i 1 4
1
0 -7 -1 —4
Y
P(x,y)
RS
1 - ZJ,
O] TN X
/N
Q(:L.7 *y)
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Cwiczenie 1

a) Df :DQ = [_475]7
f(Df) = [_1;3]7
9(Dg) = [=3;1]

b) f rosnie w [2; 5],

g ros$nie w [—2;2]

Cwiczenie 2
a) f(D) = [0;00),
9(D) = (—00;0]

Y

faa

—
\\\

=

X

% Cwiczenie 1 Y

Na rysunku obok przedstawiono wykres f

funkcji f oraz wykres funkcji:

9(z) = —f(x)
Dla kazdej z tych funkcji podaj:

=

a) jej dziedzing i zbidr wartosci,

b) przedzialy, w ktorych jest ona rosnaca.

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykresy funkcji f i g oraz podaj ich zbiory wartosci.

a) f(z) = x|, g(x) = —|z| b) f(x) =22, g(z) = —2?

Cwiczenie 3
Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f:[—6;4] — R. Naszkicuj
wykres funkcji g(z) = — f(x). Podaj zbiory wartosci funkcji f i g.

a) Yy b) Y

1
x

\/f ol A X

=,
T~
L~

Przyktad 3
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = z?, a nastepnie kolejno wykresy funkcji:
g9(x) = f(x =2), h(z) = f(z = 2) =4, k(z) = —[f(z - 2) - 4].

‘\ \ Y I/. / ‘\ Y I/' \ Y il
\ A

,
/
-
-
-
"
-
P
-
<
.

Qlr =

| 1 X O\ 1 X Of, 1 N X
\ fi i\
/ \ e
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Linig przerywang zaznaczo-
no wykres funkcji:
f(x) =2
linig ciagla — wykres funkcji:
g(x) = (z —2)*

Linig przerywana zaznaczo-
no wykres funkcji:
9(2) = (z - 2)°
linig ciagta — wykres funkcji:
h(z) = (z—2)* -4

Linig przerywang zaznaczo-
no wykres funkcji:
h(z) = (x —2)* — 4
linig ciagta — wykres funkcji:
k(z) = —[(x —2)* — 4]

Cwiczenie 3
a) f(D) = [-1;4], g(D) = [-4;1] b) f(D) = [-3;1], g(D) = [-1;3]

Y

— =<

O
>
s
_—
~

~




LX)

Cwiczenie 4 % Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = |z| okreSlonej dla = € [—4;4], a nastepnie a) Y
kolejno wykresy podanych funkcji.
a) g(z) = f(z) =3, h(z) =—(f(z)—3) 1
b) g(z) = f(z) + 1, hz) =—(f(z)+1) 0
) g(x) = flz—1), hz)=—f(z—1)
Cwiczenie 5
esens ) v dlaw e (—00;2) IR y
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = , a nastepnie kolejno
.. 2 dlax € [2;00)
wykresy podanych funkcji.
a) g(z) = f(x) =3, h(z) = f(r—2) =3, k(z)=—[f(z—2)-3]
b) g(x) = f(x+3), h(x) = f(z+3)+1, k(z)=—[f(z+3)+1] 1
Cwiczenie 6 Y o
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji f. ) f
Naszkicuj wykres funkcji g. B
a) g(x) = —f(z —1) b) g(z) = —f(z +2) ; X
Zadania c) Y
1. Sporzadz tabele wartosci funkeji y = f(z) i y = —f(z) dla:
xe€{-3,-2,-1,0,1,2 ,3} \
@) f@)=2+1  b) fla) = La? b) fla) =2~ _
2. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = ‘21“} okreslonej dla = € [—4;4], a nastep-
nie kolejno wykresy podanych funkcji.
a) g(x) = [32] — 1, h(z) = = (|32| - 1)
_ 1
b) g(x) = [3z| + 1, h(z) = — (]32] +1) Cwiczenie 5
3. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. Naszkicuj wykres funkcji a)
g(z) = — f(x) oraz podaj zbiory wartodci funkcji f i g.
a) Y b) Y. c) Y
f
\ 1
+ J 1 \ I
Y
O] 1 X ol 1 \x o] 1 X f
g | g
/
J g
Odpowiedzi do zadan
2. a) Y 3. a) f(Dy) =[-1;3], g(Dy) = [-3;1] b)
= b) f(Dy) = [-2;4], g(Dg) = [-4;2]
h X ) f(Dy) =[-2;1]U(2;4],
9(Dg) = [-4-2)U[-1;2] n
b) 1%
g
e g
ol 1 X
7 f
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X

4. a) f rosnie w (—o0; 0], *® 4. Naszkicuj wykres funkcji f oraz wykres funkeji g(z) = —f(z). Podaj prze-

B W [0; c0), dzialy monotonicznosci funkeji f i g.
g maleje w (—o0; 0],

stala w [0; 00) a) flz) = rz+2 dlaz <0 ¢) fla) = —x dlaz <0
b) f maleje w [—2; 3], N 2 dlaz>0 - iz dlaz>0
stata w (—oo; —2] i w [3; 00),
g rosnie w [—2; 3], 2 dlaz< -2 4 dla z < -2
stata w (—o00; —2] i w [3;00) b) fla)=< -z dla-2<xz<3 d) fla)=< -2z dla-2<z<1
¢) f maleje w (—oc; 0], -3 dlaz>3 r—3 dax>1
rosnie w [0; o),
g rosnie w (—oo; 0], 5. Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f. Naszkicuj wykresy
maleje w [0; 00) funkeji g(z) = —f(x — 2) i h(x) = —f(x + 1). Podaj dziedziny i zbiory
d) f maleje w [—2;1], wartosci funkeji g 1 h.
stata w (—oo; —2],
roénie w [1; 00), a) Y b) Y
g roénie w [—2; 1], f
stata w (—oo; —2], f
maleje w [1; 00) 1 1
5. a) Dy = [-2;6], Dn = [-5;3], o] 1 X ol 1 X
9(Dg) = h(Dr) = [-3;1]
9(Dg) = h(Dn) = [-3;0] 6. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f, Y
6. 11/ ktora kazdej liczbie naturalnej n przypo- . f
B rzadkowuje jej reszte z dzielenia przez 3. Na-
o 1 g X szkicuj wykres funkcji g(n) = —f(n). ol 1 X
7. a) (—1,0), (1,0) Sprawdz sie
Y
f 7. Naszkicuj wykresy funkeji f i g(x) = —f(z). Podaj punkty wspdlne tych
. wykresow.
L % a) f(z) = la| =1 c) fz)= |z —2| e) f(z)=|32| -2
b) f(z) = || +2 d) f(z) = |z +2| £) flz) =22z +1
g
8. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. Naszkicuj wykres funkcji
g(z) = — f(z). Podaj zbiér wartosci funkcji g oraz jej przedzialy monoto-
b) Nie maja punktéw nicznosci.
wspoélnych.
Y a) Y b) Y c) Y
f 1 f 1 f 1 q
ol A X X o1\ 7 X
1 g g
ol 1 X
d) (-2,0) f) Nie maja punktéw wspoélnych.
i Y
J foA
¢) (2,0) AN X f
4 1
1 e) (—4,0), (4,0) o] 1 X
ol 1 X Y
3 g
Ol 1 ~X
g
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4.10. Przeksztatcanie wykresu przez ¥
symetrie wzgledem osi OY

Przyktad 1

LX)

Uczen:

— szkicuje wykres funkcji
y = f(—z) na podstawie
wykresu funkcji y = f(x).

Naszkicuj wykres funkeji f: [0;00) — R danej za pomoca wzoru f(z) = /x
oraz wykres funkcji g: (—o00; 0] — R danej za pomoca wzoru g(z) = /—z.

Zauwazmy, ze: siz) Y N
g4 =fw=2 T —1 7 e
s =1 =1 A e

9(=3)=1(3) =3 Y K

Wykresy funkeji f i g sa symetryczne wzgledem osi OY — punktowi P(z,y),
nalezgcemu do wykresu funkcji f, odpowiada punkt Q(—=z,y), nalezacy do

wykresu funkcji g.

Twierdzenie

Wykres funkcji y = f(—z) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy-

kresu funkcji y = f(z) wzgledem osi OY.

Przyktad 2
Na rysunku obok przedstawiono wykresy

funkeji y = f(x) oraz y = f(—x).

Zwr6é uwage na to, ze dziedzina funkcji

y = f(x) jest przedzial [—5; 3], a dziedzing

funkeji y = f(—x) jest przedzial [—3;5].

Funkcje y = f(z) i y = f(—2) maja ten
sam zbiér wartoSci.

Cwiczenie 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji
f:[-2;4] — R danej wzorem f(x) = |z —2| oraz
wykres funkcji g(z) = f(—=x). Podaj dziedzine
funkcji g oraz miejsca zerowe funkcji f i g.

Cwiczenie 2

Y
y = f(x) ! y=f(=z)
Ol 1 X
Y Cwiczenie 1
Dy = [_4§ 2]7
f(z)=0dlaz =2,
I g(z) =0dlaz = -2
ol 1 X

Cwiczenie 2

Dana jest funkcja f:[—2;6] — R, ktérej miejscami zerowymi s liczby —1, 0, D = [-6;2],

31 5. Podaj dziedzine i miejsca zerowe funkcji g(z) = f(—z).

8. ) g(D) = [~2;0),
g stala w [—3; —1] U [2; 4],
maleje w [—1;0] i w [1;2],
rosnie w [0;1]

b) ¢(D) = 21,

g stata w [2; 3],

maleje w [1; 2],

ro$nie w [—2; 1]

c) 9(D) = [-2;2],

g maleje w [—2; —1],

rosnie w [—3; —2] 1 w [—1; 3]

4.10.

miejsca zerowe: —5, —3, 0, 1
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Cwiczenie 3

=

D= [_57 4]7

g(z) =0dlax € {-3,1},
f stata w [—4; —2],
maleje w [—2; 1],

ros$nie w [1; 5],

g stala w [2;4],

rosnie w [—1;2],

maleje w [—5; —1]
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X

% Przyktad 3 Y
Na rysunku obok przedstawiono wy- \ r
kres funkcji f:[—4;6] — R oraz wy-
kres funkcji g(z) = f(—=x). @)
W tabeli ponizej poréwnano informa-
cje dotyczace tych funkcji.
Funkcja f g
Dziedzina [—4;6] [—6;4]
Miejsca zerowe —11i5 —5il
stala w [—4; —3] stala w [3;4]

Przedzialy monotonicznosci

Cwiczenie 3

ro$nie w [—3; 1]
maleje w [1; 6]

ro$nie w [—6; —1]
maleje w [—1; 3]

Y

Na rysunku obok przedstawiono wykres

funkcji f:[—4;5] — R. Naszkicuj wykres

1
1

funkeji g(x) = f(—=x). Podaj jej dziedzine

i miejsca zerowe oraz przedzialy monoto-

nicznoéci funkeji f i g.

Przyktad 4

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji:

dla z € [—4;-2]

e

3
f(x>:{x—1 dla z € (~2;5]

[

oraz wykres funkcji g(z) = f(—x).

Zauwaz, ze funkcja g dana jest wzorem:

=1 dlaze[-52]
fa) = { -3  dlax € (2;4]

Cwiczenie 4
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji:
) = {x—|—22 dla z € (—o0; —1]
x dla z € (—1;00)
Naszkicuj wykres funkcji g(z) = f(—=x) i podaj
jej wzor.

Cwiczenie 4 Y

—

\
dla 2 € (—o0;1) \
\

(@) i
) =
g —z+2 dla z € [1;00)

=




LX)

Zadania

1. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. Naszkicuj wykres funkcji

g(x) = f(—=x) oraz podaj dziedziny funkcji f i g.

a) v b) v c) v
g
: f \, ./
o] 1 X ol 1 X \ 1/ X

Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykres funkcji g(z) = f(—=) oraz

podaj jej wzor.
2 dlaze[—4;-2
b) f(a) = { o

)3 dlaxze [-5;—3)
a’) f(x) - { r dlaze [_3’3] —z dlaz e [—2,6]

Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie kolejno wykresy funkcji g i h.
a) f(z) =lz|, g() = flx—-2), h(z)=f(-z-2)
b) f(z) =a? g(x)=f(z+2), hz)=f(-2+2)
Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykresy funkcji g(z) = f(—x)
i h(x) = —f(x). Podaj przedzialy monotonicznoéci funkcji f, g i h.
2 dlaz e (—o0;2) 1
a) f(x) =< z dlaze€[2;3) b) f(z) =
3 dlax e [3;00)

dla z € (—o0; —1)
—z dlaz e [-1;4]
—4 dla z € (4;0)

Sprawdz sie

5.

G}

6.

Odpowiedzi do zadan
1. a) Dy = [-4;3], Dy = [-3;4]

b) Dy = [4;3], Dy = [—3;4]
¢) Dy =[-3;4], Dy = [-4; 3]

Na rysunku obok przedstawiono wy- Y

kres funkcji f: [—4; 6] — R. Podaj dzie- \ f

dzine funkcji g(z) = f(—=x) i naszkicuj )

jej wykres. Podaj miejsca zerowe funk- 0| 1 X
cjiifig.

Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykresy funkcji g(z) = f(—2)
i h(z) = —f(z). Podaj przedzialy monotonicznosci funkeji f, g i h.

—z dlazx € (—o0;1)

[z daze (—o0;4) B
a) f(@) = { 4 dlaze€[4;00) b) f(z) = {—1 dla z € [1;00)
f(z)=0dlaz € {1,3,5}, g

1

g(z)=0dlaz e {-5,-3,—1}

a) f rosnie w (—o0;4], stala w [4; 00),

g stala w (—oo; —4], maleje w [—4; c0),
h maleje w (—o0;4], stala w [4; c0)

b) f maleje w (—o0; 1], stata w [1; c0),
g stata w (—oo; —1], rosnie w [—1; c0),
h ro$nie w (—o0; 1], stala w [1; 00)

[~z dla x €[-3; 3]
. a) g(z) = {_3 dla z € (3;5]
Y
N
L X
z dlaz € [~6;2]
b) g(z) = {2 dla z € (2;4]
Y
X
Y
% h
f
o] 1 X
b)
\ Y /
\g\ \/ f/ h/
I R
\ TN
AN
o] 1 X

. a) f stalaw (—o0;2]iw [3; 00),

ro$nie w [2; 3],

g stata w (—oo; —3] 1w [—2; 00),
maleje w [—3; —2],

h stala w (—o0;2] i w [3; 00),
maleje w [2; 3]

b) f stala w (—oo; —1]

iw [4;00), maleje w [—1;4],
g stala w (—oo; —4] i w [1; 00),
ros$nie w [—4; 1],

h stata w (—oo; —1] i w [4; 00),
ro$nie w [—1; 4]
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Uczen:
— wyznacza wspotczynnik
proporcjonalnosci odwrotnej,
— szkicuje wykres funkcji
f(z) =%, gdziea >0ix >0,
— stosuje proporcjonalnosé
odwrotng do rozwiazywania
zadan dotyczacych np. drogi,
predkosci i czasu.

Cwiczenie 1

f+ (1,0,

g: (1’4)7 (2’2)’ (47 1)1

h: (1,6), (2,3), (3,2), (6,1)
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4.11. Proporcjonalnos¢ odwrotna

Przyktad 1 v
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji y = 2, \ Y=
gdzie x > 0. Zwr6é uwage na to, ze jesli punkt (z,y) (1,3)
nalezy do wykresu tej funkcji, to jego wspélrzedne
spelniaja zaleznosé¢ x - y = 3. 1 \Q 1)
Jedynymi punktami o wspoétrzednych catkowitych na-

o] 1 X

lezacymi do wykresu tej funkcji sa punkty (1,3)1(3,1).

Cwiczenie 1

Funkcje f, g i h, ktorych wykresy przedstawiono ponizej, okreslone sa dla
x > 0. Podaj punkty o obu wspotrzednych catkowitych nalezace do wykresu
kazdej z nich.

e = £ 1 \ge) =

\
\

8 [

Y \h(:lt) =2

—
=

1
1

ol 1 X ol 1 X ol 1 X

Definicja

Funkcje postaci y = 7, gdzie x > 0 oraz a € R, , nazywamy proporcjonal-
noscia odwrotng. Wielkosci « i y nazywamy odwrotnie proporcjonalnymi,
a liczbe a — wspoétczynnikiem proporcjonalnosci odwrotnej.

Jesli wielkosci x 1 ¢ sa odwrotnie proporcjonalne, to ich iloczyn jest staty. Wzoér
proporcjonalnoéci odwrotnej mozemy réwniez zapisa¢ w postaci x -y = a.

Dwie masy m; i m, umieszczone na rownowazni
w odleglosciach r; i r5 od punktu podparcia znaj- (ma ma
duja si¢ w rownowadze, jesli zachodzi réwnosé: = o

my1 Ty =My Ty
Oznacza to, ze masa i jej odlegto$é od punktu podparcia sg wielko$ciami

odwrotnie proporcjonalnymi. Odkrycie tego prawa (zwanego tez zasada
dzwigni) zawdzigczamy Archimedesowi (ok. 287 r. p.n.e.—ok. 212 r. p.n.e.).



Przyktadem wielkosci odwrotnie proporcjonalnych sa dtugosci x i y bokéw
prostokata o ustalonym polu P. Zachodzi wéwczas zaleznos¢ x - y = P.

Przyktad 2 Y
Rozpatrzmy prostokaty, kazdy o polu réw- Ay
nym 12 i dwéch bokach z, y zawartych
w osiach ukladu wspéirzednych (rysunek Ay
obok). Wierzcholki A;, A, A3 i A, tych Az
prostokatow taczymy krzywa, ktora jest Ay
wykresem funkeji y = £, gdzie © > 0. —

V)

[«

Ich wspolrzedne (z,y) spelniaja zaleznosé
-y =12. ol 1 X

Cwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = g, gdzie z > 0, i narysuj prostokat, ktérego
jeden z wierzchotkéow nalezy do wykresu tej funkcji, a dwa boki zawieraja
sie w osiach ukladu wspotrzednych. Ile jest réwne pole tego prostokata? Czy
odpowiedz zalezy od wyboru wierzchotka nalezacego do wykresu funkcji f7

Zauwaz, ze jesli wielkoéci x 1 y sg odwrotnie proporcjonalne, to wraz ze wzro-
stem jednej z nich druga proporcjonalnie maleje.

Przyktad 3
W tabeli podano, ile kilograméw winogron mozemy kupic za 24 zt w zalezno$ci
od ceny za jeden kilogram.

x — cena [z}] 4 5 6 8 12
y — masa [kg] 6 48 4 3 2

Wraz ze wzrostem ceny za kilogram x proporcjonalnie maleje liczba kilogra-
moéw winogron y, ktére mozemy kupié za 24 zt.
Wielkoéci z i y sa odwrotnie proporcjonalne: y = 24

P

Cwiczenie 3

Na zakup jabtek przeznaczono kwote ] 15 2 3 45 6

9 zl. Niech z oznacza cene¢ za kilo- X
ylkg] 6 |4

(1
A
[\]
—_
ot

gram, a y — liczbe kilogramoéow ja-
blek, ktére mozemy kupic.

a) Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

b) W ukladzie wspélrzednych zaznacz punkty odpowiadajace wartoSciom
z tabeli i korzystajac z nich, naszkicuj wykres funkcji y = 2, gdzie 2 > 0.

Cwiczenie 2
1
| _ 6
Y

1
B S ————

o] 1 X

Pole prostokata P = x - % = 6,
czyli pole jest state i nie zalezy
od wyboru wierzchotka.

Cwiczenie 3
b)
o
\u=2

//

=
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Zadania

Odpowiedzi do zadan

1l.a)y=22>0 1. Wielkosci x i y sa odwrotnie proporcjonalne. Przerysuj tabele do zeszytu
b)y=22>0 i ja uzupelnij. Podaj wzér tej proporcjonalnosci i naszkicuj jej wykres.
a) b)
r 1 2 25 4 5 r 1 2 25 4 5
Y 8 4 132 2 |16 Y 10 | 5 4 125 2
2. k=15 2. Pewna stala kwote k zt przeznaczono na za- y
x| 1,2 3|45 |6 kup sliwek. Na wykresie przedstawiono za- (3:5)
y | 15 75| 5 375 3 |25 lezno$¢ miedzy cena x w zlotych.za kilogram
a liczbg kilogramoéw y, ktére mozna w tej ce- ~
3.a)4h nie kupié. Podaj warto$¢ k i przedstaw za ;-
b) 3 h 20 min pomoca tabeli zaleznos¢ miedzy x i y dla
¢)25h z€{1,2,3,4,5,6}. o 1 X
d) 2 h 24 min
4. th)y -\ Czas t potrzebny do przebycia drogi s ze Srednia predkoscia v wyraza sie
wzorem t = 2.
5
;,L 3. Rowerzysta ma do przebycia dystans 60 km. ¢[n]
o4 . . S
2 ¢ T Na wykresie przedstawiono zaleznosé czasu
1 g jego jazdy od sredniej predkosci. Ile czasu Z
O 40 80 120 y[km/h] zajmie rowerzyscie pokonanie catego dystan- 5
5. a) 2 su, jesli bedzie jechal z predkoscia: 9 t=19%0
1| a) 15 km/h, c) 24 km/h, 1 A
?
\f b) 18 km/h, d) 25 km/h? O 10 20 30 y[km/h]
4. Samochdéd ma do przebycia trase 240 km. Dobierz odpowiednio jednostki
1 = na osiach uktadu wspotrzednych i naszkicuj wykres zaleznosci miedzy $red-
ol 1 X nig predkoécia samochodu a czasem podrozy.
b) 2 Sprawdz sie
Y
5. Naszkicuj wykres funkcji y = f(z), gdzie > 0. Ile punktéw o obu wspdl-
\ f rzednych catkowitych nalezy do wykresu tej funkcji?
= a) f(z) =12 b) f(z) =2 c) fz) =3 d) f(z) =73
B B 6. Rozwazmy n-katy foremne o obwodzie réwnym 12. Sporzadz odpowiednig
o] 1 X tabele i naszkicuj wykres funkcji opisujacej zaleznos¢ dtugosci boku n-kata
c)4 d)6 od liczby jego bokdéw dla n < 12. Podaj dziedzing tej funkcji.

6. n — liczba bokéw, f(n) — dtugosé boku, D = {n e N: 3 < n < 12}

n 3 4 5 6 7 8|9 10 11 12
fn) 4 3 24 2 £ 15 3 12 # 1
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Powtdrzenie

B Zestaw |

1.

Funkcje f przedstawiono w postaci grafu. Podaj jej dziedzine, zbior war-
tosci, miejsca zerowe oraz warto$¢ najmniejsza i warto$é najwieksza. Spo-
rzadz tabele i naszkicuj wykres funkCJl

a) X
@ @
[ |

1.a) D={—

27 _17 07 17 2}7

f(D) ={-1,0,1},
miejsca zerowe: —1, 0,
Jmin = =1, fmax =1
b) D ={2,3,4,5,6},
(D) ={-3,0,3},
miejsca zerowe: 4, 6,
fmin = =3, fmax =3
2. a) f(X)={0,1,3,4}
b) f(X) =
¢) f(X)=
3. a) rosnie w (—4;2],
stala w [2;4),
flz)=0dlaz= -2,

[0; 4]
[0;00)

2. Naszkicuj wykres funkeji f: X — R okreslonej za pomoca wzoru f(z) = |z|. f(x) ’>.O dlaz € (=2;4)
Odczytaj z wykresu zbiér wartoéci funkeji f. b) rosnie w [1;4),
maleje w (—4; —2],
a) X ={-4,-1,0,1,3} b) X = [—4;4] ¢) X =[-2;00) stata w [—2;1],
f(z) =0dlaxz € {-3,3},
3. Dany jest wykres funkeji f: (—4;4) — R. Podaj jej przedzialy monotonicz- f(z) >0 dla
noéci i miejsca zerowe oraz argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje € (—4;-3) U (3;4)
wartosci dodatnie. ¢) rosnie w (—4; —2] i w [0;4),
b maleje w [—2; 0],
a) Y f ) i Y c) Y f(z)=0dlaz e {-3,—-1,2},
5 51 z € (=3;,—-1)U(2;4)
1 1
° + A * 5w g(Dy) = 256)
h(D) = [<3:1]
Y
4. Naszkicuj wykres funkcji f, korzystajac z wykresu funkcji y = |z|.
a) f(z) =z -3 c) f(z) = [z 5] e) f(z)=|r+3]-2
b) f(x) = |zl +4 d) f(z) = |z + 3| ) flz)=lr—2[+3
5. Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykresy funkcji g(z) = f(z) + 3 1 9
i h(z) = f(x) — 2. Podaj zbiory wartosci funkeji g i h. == e
—z dla z€[-3;1] —4 dla z e (—4;-2)
a) f(x) = b) f(z) = !
-1 dla z e (1;4] 2z dla z€[-2;2)
h
6. Na r?{sunku obok przec%stavv.iono wykres Y b) g(D,) = [-1:7),
funkcji f:]0;4] — R okreslonej za pomoca o h(Dp) = [~6;2)
wzoru f(z) = +/x. Podaj dziedziny funkcji 1 6. Dy = [=2:2], D = [3;]
g(z) = f(x+2) i h(z) = f(x — 3) oraz na-
szkicuj ich wykresy. o] 1 X
4. d) e) f)
Y Y Y
f
S/
/
O 1 X O] 1 X O 1 X
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7.a) g(z) = —x+ 2,
F(Dy) = [~4—1],
9(Dg) = [1;4]

b) g(z) = 32 — 1,
f(Ds) =[-1;2],
9(Dg) = [-2;1]

8 a) Dg = [_37_1})
g(CL‘) = —T— 17
gmin = 0, gmax = 2

g(x ) = —%33 + 27
gmin = 0, Jmax = 3

9. Funkcja przyporzadkowuje
kazdemu argumentowi x
doktadnie jedna wartos¢ y.
Argumentowi x = 2 przy-
porzadkowano dwie rézne
wartosci y, co jest sprzeczne
z definicja funkcji. Zatem nie
istnieje funkcja, do ktorej
wykresu nalezatyby jedno-
czes$nie punkty (—2, —1)
i(—2,-2).

Zestaw Il

1. a) f(3V2) =1,
f(V2-6)=-3
b) f(3v2) =4, f(V2-6) =1
2. a) f(z) = —2dlaz e {-2,1},
f(z) <0 dla
z € (=3;—-1)U(-1;3)
b) f(z)=—-2dlaz =1,
f(z) <0dlaze|[-1;2)
c) f(z) =—2dlaz € {0,2},

f(z) < 0dla
z € (—1;1) U (1;3)
3. a) Y f
) g
o] 1 X
b) Y
J :e
ol 1 X
f

I 192 4. Funkcije

Dziedzing funkcji f jest zbiér D. Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie

wykres funkeji g(z) = —f(x). Podaj wzér funkeji g oraz zbiory wartosci
funkcji fig.
a) f(z)=2z—-2, D=[-2;1] b) f(z)=—2x+1, D=[-2;4]

Dziedzing funkcji f jest zbiér D. Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie
wykres funkcji g(z) = f(—=x). Podaj dziedzine i wzér funkcji g oraz jej
warto$¢ najmniejsza i warto$é¢ najwieksza.

a) f(z)=2-1, D=[1;3] b) f(z) =32 +2, D=[-42]

Uzasadnij, ze nie istnieje funkcja, do ktérej wykresu nalezg punkty: (=5, 1),
(=2,-1), (-2,-2), (0,-3), (4,1).

Zestaw |l
Naszkicuj wykres funkcji f: R — R. Podaj wartosci f(3\/§) i f(\/§ — 6).

-3 dla z< -4 1 dla z< -3
a) f(e)=R ax+1 dla -4<z<2 b) fla)=¢ -z dla -3<z<3
1 dla z>2 4 dla >3

Dany jest wykres funkcji f: (—4;4) — R. Odezytaj z wykresu rozwiazanie
réwnania f(x) = —2 oraz zbidr rozwigzan nieréwnosci f(z) < 0.
a) Y b) Y ©) Y
f
\ 1 f /\,1 : / \ /\ 1 /
v \/
1 X o] 1 X /1\ X

\V4 ~

Wykres funkcji g przechodzi przez punkt (0,1). Wykres ten mozna otrzy-

maé przez przesuniecie wykresu funkcji f wzdtuz osi OY. Naszkicuj wy-

kresy funkcji f i g.

r+3 dlax<0
3 dla z >0

rz+2 dlax< -2
-2 dlaz> -2

a) f(l‘)Z{ b)f(ﬂ«“)={
Wykres funkcji g przechodzi przez punkt (—2,0). Wykres ten mozna otrzy-
maé przez przesuniecie wykresu funkcji f wzdluz osi OX. Naszkicuj wy-
kresy funkcji f1ig.

{ 3 daz<-1 {—x—l dla z < —3

a)f(x): 241 dlaz>—1 b)f(x): —z—2 dlaxz > -3

4. a) b) f=g

[y
[y




10.

11.

Przedstawione na rysunku obok wykresy \ Y ',
funkcji f, g, h, k otrzymano przez od-
powiednie przesuniecia wykresu funkcji \ >~ g /
y = %xQ zaznaczonego kolorem niebieskim. \z‘} = /
a) Podaj wzory funkcji f, g, h, k. ol 1, X
b) Do ktérego wykresu naleza poszczegdlne : :
punkty: P(8,6), Q(—4,3), R(2,23)?
Na rysunku obok przedstawiono wy- Y
kres funkeji f:[—6;6] — R. Naszkicuj R // 1 \
wykres funkcji: 7ol 1 N
Ny=-f@),  By=f(-) \/ \
Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykresy funkcji g(x) = —f(x)
i h(z) = f(—=x). Podaj zbiory wartosci funkcji: f, g i h.
—2 dlax < -2 z+2 daz<l1

a x) = b x) =

) (@) {m dla z > -2 ) /(@) { 3 dlaz>1

Do .. . Y

Dziedzina funkcji f (rysunek obok) jest prze-

N

s

dzial (—5;2]. Podaj dziedzine i naszkicuj wykres

funkcji g. 1
a) g(x) = f(z —3) ¢) glz)=—f(z—2) o 1 X
b) g(z) = f(2+ ) d) g(z) = —f(1+2)

Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie ze zbioru {1, 2, 3,4} jej kwadrat
pomniejszony o podwdjng warto$é tej liczby. Naszkicuj wykres funkcji f,
a nastepnie wykres funkcji g(z) = f(—x).

Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej:
a) jej reszte z dzielenia przez 3 powiekszona o 1,

b) jej reszte z dzielenia przez 4 pomniejszona o 4,

c) polowe jej reszty z dzielenia przez 5.

Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykres funkcji g(x) =
Podaj zbiory wartosci obu funkcji.

—f(=).

Wykres funkcji f(z) = 2

(%, 25—8) Ile punktéw o obu wspdoirzednych catkowitych nalezy do wykresu

funkeji f7? Naszkicuj wykres tej funkcji.

gdzie x > 0 oraz a € R, przechodzi przez punkt

11. 4 punkty: (1,14), (2,7), (7,2) i (14,1)

o

\

\

S

=

10.

. a)

b) P nalezy do wykresu
funkcji A,

Q@ — do wykresu funkcji g,
R — do wykresu funkcji f

Y

@) X
b) -

@) X
a) f(Dy) = [-2;00),
9(Dg) = (—00;2],
h(Dn) = [—2; 00)
b) f(Dyf) = (—o0;3],
9(Dg) = [=3;00),
h(Dp) = (—o0:3]
a) Dy = (-2;5]
b) Dy = (=T7;0]
&) Dy = (=3;4]
d) Dy = (—6;1]

Y

L L

@) X
a) f(Dy) ={1,2,3},
g(Dg) = {_37 -2, _1}
b) f(Df) = {_47 -3,-2, _1}7
g(Dg) = {1727374}
C) f(Df) = {07 %7 1, %72}7
g(Dg) = {_27 _gv _17 _%70}
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w Sposéb na zadanie

Przyktad 1
Ile miejsc zerowych ma funkcja f7

—2x—2 dlaze (—o0;—2)
flx) = tx+3 dlaxe[-22)
—2zx+8 dlaz € [2;00)

A. zero B. jedno C. dwa

Aby wskazaé poprawng odpowiedZ, mozemy postapié na rézne sposoby.

D. trzy

« Miejsca zerowe funkcji f mozemy wyznaczy¢, rozwigzujac rownania:

—21—2=0,skad z = —1, ale -1 & (—o0; —2)

2 4+3=0,skad x = —6, ale —6 & [—2;2)
—214+8 =0, skad z = 4 € [2;0)

Liczby —1 1 —6 nie sa miejscami zerowymi
funkcji f, jedynym jej miejscem zerowym
jest liczba 4.

Zatem funkcja f ma jedno miejsce zerowe.

e Mozemy tez naszkicowaé wykres funk-
cji f i odczytaé z niego liczbe jej miejsc

zerowych. Lo
Odpowiedz: B

-» Zadanie 6, str. 195
-» Zadanie 19, str. 198

Przyktad 2

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f:[—2;6] — R. Suma miejsc ze-
rowych funkcji g(z) = f(—x) jest réwna
A -2 B. —4 C. -6 D. -8

Aby wskazaé poprawna odpowiedZ, mozemy postapié¢ na rézne sposoby.

» Miejscami zerowymi funkcji f sa liczby: —1, 2, 5. Zatem miejscami zerowymi

-

\

/O

L\

\V

funkcji g sg liczby: 1, —2, —5. Ich suma jest rowna —6.

« Mozemy tez naszkicowaé¢ wykres funk-
cji g i odczytaé z niego jej miejsca ze-
rowe. S to liczby: —5, —2 i 1. Ich suma

jest réwna —6. Lo
Odpowiedz: C

-» Zadanie 9, str. 196
=» Zadanie 20, str. 198
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w Przed obowigzkowa matura z matematyki

W zadaniach 1-10 wybierz wtadciwg odpowiedz sposréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej jej reszte z dzielenia
przez 4. Niech a = f(129). Wowczas

A. a > f(29) B. a = f(59) C. a < f(89) D. a = f(149)

Zadanie 2 (0-1)
Liczba —% jest miejscem zerowym funkcji danej wzorem

A.y:xz—o—% B. y=2a%— 27 C.y:g—§x2 D.y:%—%mg

Zadanie 3 (0-1)
Liczba —2 nie jest miejscem zerowym funkcji danej wzorem

A.y=+vz+2 B.y=2?-2 C.y=a2%+48 D.y=2+1

Zadanie 4 (0-1)
Do wykresu funkcji f(z) = x + v/22 nalezy punkt

A. A(—2,0) B. B(4,6) C. C(1,3) D. D(—4,-8)
Zadanie 5 (0-1)
Do wykresu funkcji f(z) = v/3(z — 1)? nalezy punkt
A. (—2V3,-13V/3) C. (—2v3,-13V3 +12)
B. (21/3,13V/3) D. (2v/3,13V3 — 12)
Zadanie 6 (0-1) » Przyktad 1, str. 194
Ile miejsc zerowych ma funkcja f7

|z] —2 dlaz € (—o0;4)

f@) =4

;v +2 dlax e [4;00)

A. zero B. jedno C. dwa D. trzy

Zadanie 7 (0-1)

Wykresy funkcji f, g, h, k otrzymano \ \ y]\

przez odpowiednie przesuniecia wykre- \ l \ \ / \ /

su funkeji y = 62%. Zatem |, | RALY

A. f(x) = 6(a? — 122 + 36) VLV Y
B. g(x) = 6(2® + 6z +9) \ | AN

C. h(z) =6(2*—2x+1)+2 \

D. k(z) =6(z*—1)+1 s

5. f(m) 322 — 23z + /3

(—2v/3) =133 + 12 # —13/3

(2v/3) = 13v/3 — 12 # 133

(—2v3) = 13v/3 + 12 # —13V3 + 12

D. f(2v/3) =133 — 12

6. [z| —2=0dlaz e {-2,2}
s32+2=0dlaz=—-4¢ [400)

7. A. f(z) =6(z + 6)> = 6(z* + 12z + 36)
B. g(z) = 6(z + 3)* = 6(x* + 6z + 9)
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w Przed obowiazkowa maturg z matematyki

8. Dy = [-5;3], Zadanie 8 (0-1)
9(@)=f(z—1)+2 Jedli Dy = [-5; 3], to dziedzing funkcji g(z) = f(z — 1) + 2 jest zbiér
Wylfres funkcji f przesuwany Al [_2_ 6] B. [_3, 5] C. [_4. 4] D. [—6' 2]
o 1 jednostke w prawo, wiec ’ ’ 2 ’
Dy = [-5+1;3+1] = [—4;4].

Zadanie 9 (0-1) © Przykiad 2, str. 194

9. Miejsca zerowe: —2, 0, 1, 3, 5. ) L . .
Funkcja f ma pie¢ miejsc zerowych: —5, -3, —1,0,2. Wynika stad, ze suma

miejsc zerowych funkcji y = —f(—x) jest réwna
A. -9 B. -7 C. 7 D.9
10. f(—v/3) = a(—v3)?> = 3a Zadanie 10 (0-1)
3a=-3 skada=—3 Do wykresu funkcji f(z) = az? nalezy punkt (—v/3,—2). Zatem do tego
f(z) = —32° wykresu nalezy réwniez punkt
f(V3)=—3(v3)*=-3 A. (V3,-9) B. (V3,3) C. (-3,-3) D. (-3,-2)
£(=3) = ~§(=3) = —§
11. Srednia predkosé przejazdu Zadanie 11 (0-1) 360 ggkﬁi Oéfé A
z miasta A do miasta B: Przejazd samochodem z miasta A do od- 500 | ™! ,
350 = 72 [km/h] leglego o 360 km miasta B i z powro- 240 / o
Srednia predkosé przejazdu tem zajal (razem z godzinnym postojem) 180 o/ \\
na calej trasie bez postoju: 10 godzin. Na wykresie obok przedsta- 120
720 = 80 [km/h] wiono, jak zmieniata si¢ w tym czasie od- 60 ' Cz[fﬁ?
leglo$é od miasta A. O 12345678910

Ocen prawdziwos$¢é ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Srednia predkosé¢ przejazdu z miasta A do miasta B wynosila

90 km/h. P

Srednia predkosé na calej trasie (bez postoju) wynosita 72 km/h. P F

Zadanie 12 (0-1) %
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji .
okreslonej wzorem f(z) = 2, ktorej dziedzina jest . !
zbiér D = [—4; —2] U [2;4]. _ —
, | ) ] g ..] o — 0| 1 X

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wy-
bierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F —
jesli jest falszywe.

Do zbioru wartosci funkcji f nalezy siedem liczb catkowitych. P F

Funkcja f jest funkcja malejaca. P

12. Do zbioru wartosci funkcji naleza nastepujace liczby catkowite: —3, —2, —1, 1, 2, 3.
Jest ich tylko 6.
Funkcja nie jest malejaca, bo —2 < 2, ale f(—2) < f(2).
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Zadanie 13 (0-2) 13. A. f(—=1) = 1—1 = 0 — nalezy
Funkcja f(x) = 2% — %5 jest okreslona dla wszystkich liczb rzeczywistych réz- B. f(1) =1 —1 =0 - nalezy
nych od zera. C. 0 & Dy — nie nalezy

D. f(-2)=4—3="21-

Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-

1o
mane zdanie byto prawdziwe. e ezyl i 5

E.f(3)=3-4=-%-
Do wykresu funkcji f nie nalezy punkt nalezy

. F.f(-2) ==+ —-16=-25

A. (~1,0) D. (-2,1) G. (v2,2) fn];l(ez;) i :
B. (1,0) E. (1, —%) H. (—\/i, 2) G. f(V2) = 2—3% = 2 —nalezy
C. (0,1) F. (_iv_zfﬁs) I _\/57_%) H. f(_ﬁ): _%:%7

nalezy

L f(—V2) # —3 — nie nalezy

14. Wykres funkcji f przesuwamy
0 2 jednostki w lewo. Zatem
Dokonicz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz Dy =[-4—2;2—2] = [-6;0].

jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Zadanie 14 (0-1)
Dziedzing funkcji f jest przedzial [—4;2].

Dziedzing funkcji g(x) = f(x + 2) jest przedzial

A. [-6;0], poniewaz wykres funkcji g 1. do gory.
otrzymujemy przez przesuniecie 2. w prawo.

B. [-2;4], wykresu funkcji f o 2 jednostki 3w lewo.
Zadanie 15
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji v
f: =54 - R

f
Zadanie 15.1 (0-1) 4 15.1. [-3; —1] U [1;4]
Uzupelnij zdanie tak, aby bylo prawdziwe.
Zbiorem rozwiazan nieréwnosci f(x) < 1 o] 1 X
jest [71.
Zadanie 15.2 (0-1) 15.2. Funkcja f jest rosnaca
Uzupelnij zdanie tak, aby bylo prawdziwe. w przedziale [—2; 0] oraz
o ) ) . ) w przedziale [3;4].

Najdluzszym przedzialem, w ktérym funkcja f jest rosnaca, jest [?]. Najdtuzszym przedziatem,

w ktérym funkcja jest ros-
Zadanie 16 (0-1) naca, jest [—2;0].
—3zr+5 dlaxz <2

Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(x) =
Y ) i/ (@) {—5x+3dlam>2

16. -3z +5=0dlaz =2 € (—00;2)
—5z+3=0dlaz =2 ¢ (2;00)
Miejsce zerowe funkcji: = g
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17. f(z) =2 dla z € [-3; 1]
—2v2~ —2,83 € [-3;1],
wiec f(—2v/2) = 2.

18. D = [-6; 3]

Y

1
1

19. —x—2=0dla
z=—-2¢ (—o0;—1)
sx—3=0dlaz=1¢€[-1;3]
z—2=0dlaz=2¢ (3;00)
Miejsca zerowe funkcji: —2, 1.

20. Miejsca zerowe funkcji g:
—zrz4+6=-3, =09,
—z+6=2, =4,
—zrz+6=4, =2
Suma miejsc zerowych:
9+4+2=15.

21. P=38

Y

Q

w Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 17 (0-2)

Funkcja f okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych jest funkcja nierosnaca,
a punkty (—6,4), (—3,2), (1,2) i (4,—5) naleza do jej wykresu. Wyznacz
wartosé f(—2\/§)

Zadanie 18 (0-2) Y

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- 1
cji f:[-3;6] — R. Podaj dziedzine funkcji
g(x) = f(—=x) i naszkicuj jej wykres.

Zadanie 19 (0-2) = Przyktad 1, str. 194
—x—2 dlaxz< -1

L odla-1<2<3

z—2 dlax>3

Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(z) = ¢ 1z —

Zadanie 20 (0-3) = Przyktad 2, str. 194
Miejscami zerowymi funkcji f: R — R sg liczby —3, 2 i 4. Wyznacz sume miejsc
zerowych funkcji g(z) = f(—z + 6).

Zadanie 21 (0-4)

Dana jest funkcja f:R — R okre$lona wzorem f(z) = 2z + 2. Naszkicuj wy-
kresy funkcji g(z) = —f(x) i h(xz) = f(x — 4). Oblicz pole obszaru ograniczo-
nego osig OX i wykresami funkcji g i h.

Zadanie 22 (0-4)

Zbiér X jest zbiorem liczb naturalnych mniejszych od 12. Funkcja f kazdej
liczbie ze zbioru X przyporzadkowuje reszte z dzielenia przez 4. Naszkicuj
wykres funkcji g(z) = f(x) — 1 i podaj jej miejsca zerowe.

Zadanie 23 (0-4) Y
Na rysunku obok przedstawiono wykres f
funkcji f: R — R. Naszkicuj wykres funk-
cji g(z) = — f(x). Podaj przedzialy mono- X
tonicznoéci funkeji g i odczytaj zbior roz- \/

—

wiazan nieréwnosci g(z) < 0.

(D] Zadanie 24 (0-1)

Podstawa tréjkata réwnoramiennego jest odcinek o koncach (0,0) i (a,0),
gdzie a > 0. Trzeci wierzcholek trojkata nalezy do wykresu funkcji y = %, gdzie
x > 0. Uzasadnij, ze pole tego trojkata nie zalezy od wyboru parametru a.

24, Pierwsza wspoélrzedna wierzchotka: Y \

_a
=73

druga wspbétrzedna:

_ 4 __ 8
X y=4=28

Funkcja g:

jest stala w (—oo; —3],
rosnie w [—3; —1] 1 w [0; 00),
maleje w [—1; 0],

g(z) <0dlaz € (—oo; —2] U {0}
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Pole tréjkata:

_ 1 8 _
zatem pole jest stale i nie zalezy od
wyboru parametru a.
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