6 Planimetria

Jednym z pojeé¢ omawianych w tym rozdziale jest pojecie kata. W zeglar-
stwie od kata miedzy kierunkiem wiatru a kursem jachtu zalezy ustawienie
zagli. Na ponizszych rysunkach podano nazwy kurséw jachtu wzgledem wiatru
(strzatka w oznacza kierunek wiatru, punkt J — polozenie jachtu, a strzatka k —
kurs obrany przez jacht).

1. |w 2. |w & [lag 4. |
% % | |
la 'k : a
\ ™ b Jra
J J k k &
bajdewind polwiatr baksztag fordewind

26. Z rysunku odczytujemy rownania prostych AB: Y

y=—x—2oraz BC: y = %x — 2. Proste te nie
sg prostopadte, wiec DC | BC'. Zatem:

=~

ADC = — 455 = —2
Prosta DC' przechodzi przez punkt (4,0), ma 1
wiec rownanie y = —2x + 8. c
Prosta AD jest rownolegta do prostej BC oraz ANO| 1 X

przechodzi przez punkt (—2,0), ma wiec réw-
nanie y = %x + 1.

B

Rozwiazujemy ukltad réwnan

zatem D(%&, ).

=2z +8
{ Y i otrzymujemy z = & oraz y = 22,

y:%m—i—l
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Odpowiedzi do zadan
1. a) 60°, 120°

b) 45°, 135°
¢) 30°, 150°
d) 75°, 105°
2. D C
o)
o
B
A B

Punkt przeciecia przekatnych
prostokata dzieli je na potowy,
zatem:
|0C| = 3]AC| = |CB]

Podobnie |OB| = |CB|, tr6j-
kat OBC jest wiec réwno-
boczny. Zatem o = 60°. Katy
a 1 0 sy katami przylegltymi,
wiec = 180° — a = 120°.
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Przypomnij sobie

Katy

Kat to jeden z dwéch obszaréw plaszczyzny

wyznaczony przez dwie polproste (zwane

ramionami kata) o wspélnym poczatku B
(zwanym wierzcholkiem kata) wraz z tymi

polprostymi.

P

A
Miare kata AP B oznaczamy | APB|.

Kat wypukly ma miare mniejsza od 180° lub réwna 180°. Kat o mierze wiekszej
od 180° nazywamy wklesltym.

Dwa katy wypukle nazywamy przyleglymi, gdy
maja wspoélne ramig, a ich pozostate ramiona do-

-

pelniaja sie do proste;j.
Katy APB i BPC na rysunku obok sa przylegte. A P c

1. Wyznacz miary katow przyleglych, ktorych stosunek miar jest réwny:
a) 1:2, b) 1:3, c) 1:5, d) 5:7.

Dwie przecinajace sie proste tworza dwie pary 5
katow wierzchotkowych o i 3 oraz i d (rysunek « 3
obok). Zachodza réwnosci o = 3 oraz v = 4. 7

2. Przekatna prostokata jest dwa razy diuzsza od jego krotszego boku. Wy-
znacz miary katow wierzchotkowych utworzonych przez proste zawierajace
przekatne tego prostokata.

Para prostych réwnoleglych przecietych trzecia Ak f k
prosta wyznacza katy odpowiadajace o réwnych
miarach. & L
Na przyktad na rysunku obok o = i~ =9. L
@ 3. Na rysunku obok zaznaczono katy naprze- kI B k
mianlegle i oznaczono je o i 3. Uzasadnij, A l
ze katy te maja réwne miary. e
D C
4. Punkt P jest punktem przeciecia przekat- N
nych trapezu ABCD (rysunek obok). Wy- P
znacz miary katéw tréjkata CDP oraz trdj-
kata CBP. 25° a0
A B

3. Katy v i B sa katami odpowiadajacymi, wiec v = .
Katy a i v sa katami wierzchotkowymi, wiec o = 7.
Zatem o = (.
4. |¥PCD| = |¥PAB| = 25° — katy naprzemianlegte.
|¥PDC| = |ABP| = 50° — katy naprzemianlegte.
|¥DPC| =180° — |[XABP| — |$ABP| = 105° — suma katéw tréjkata réwna 180°.
|¥BPC| = 180° — |XDPC| = 75° — katy przylegte.
|[XPCB| =180° — 30° — |XBPC| = 75° — suma katéw tréjkata réwna 180°.
ACDP: 25°, 50°, 105°,
ACBP: 30°, 75°, 75°



6.1. Miary katow w trojkacie

Przypomnijmy, ze tréjkat to figura wyznaczona przez trzy punkty nielezace
na jednej prostej. Kazdy z tych punktéw jest wierzcholkiem tréjkata, a od-
cinki taczace wierzchotki nazywamy bokami. Tréjkaty mozna klasyfikowaé ze
wzgledu na ich katy.

Trojkat ostrokatny ma
wszystkie katy ostre.
(Kat ostry to kat o mie-
rze mniejszej od 90°).

Trojkat prostokatny

ma jeden kat prosty.

(Kat prosty to kat

o mierze réwnej 90°).

Trojkat rozwartokatny
ma jeden kat rozwarty.
(Kat rozwarty to kat

o mierze wigkszej od 90°
i mniejszej od 180°).
Twierdzenie

Suma miar katéw wewnetrznych trojkata jest réwna 180°.

Dowéd

Rozpatrzmy tréjkat ostrokatny ABC' (rysunek

obok). Rysujemy pomocnicza prosta [ réwno-

legta do boku AB, przechodzacg przez wierz-

chotek C. Katy « i o saréwne (jako katy na-

przemianlegle). Réwniez katy 8 1 8’ sa réwne

(jako katy naprzemianlegle).

Zatem o + B +v=do + (B +1.

Ponadto o/ + 3’ + v = 180°, wiec réwniez:
o+ B+ =180°

Zauwazmy, ze powyzsze rozumowanie jest takie samo dla tréjkata rozwarto-

katnego czy prostokatnego. UdowodniliSmy w ten sposéb, ze suma miar katéw

wewnetrznych w dowolnym tréjkacie jest réwna 180°.

Uwaga. Tam, gdzie nie powoduje to nieporozumien, bedziemy zamiennie uzywaé
) )
okreslen .kat” i ,miara kata”.

Cwiczenie 1

@ a) Wykaz, ze trojkat ABC, w ktérym kat B jest dwa razy wigkszy od kata A,
a kat C jest trzy razy wiekszy od kata A, jest tréjkatem prostokatnym.

b) Stosunek miar katéw trojkata jest jak 1:4:5. Podaj miary tych katéw.

Cwiczenie 1
a) Z zalozenia mamy: |JA| = o, |<B| = 2¢, |4C| = 3a.
a+ 2a + 3a = 180°
a=30°
Zatem katy tréjkata ABC' sa rowne: 30°, 60°, 90°, czyli jest on prostokatny.
b) Katy tréjkata sa réwne: «, 4o, 5a.
a+ 4a + 5a = 180°
a=18°
Zatem katy te sa rowne: 18°, 72°, 90°.

Uczen:

— klasyfikuje tréjkaty ze
wzgledu na miary ich katéw,

— stosuje twierdzenie o sumie
miar katéw wewnetrznych
trojkata do rozwigzywania
zadan,

— oblicza sume miar katéw
wewnetrznych n-kata,

— wyznacza liczbe bokéw
wielokata, znajac sume miar
jego katéw wewnetrznych,

— przeprowadza dowdd twier-
dzenia o sumie miar katow
w trojkacie,

— przeprowadza dowod
twierdzenia o mierze kata
zewnetrznego trojkata.

Multibook

* Rodzaje katéw

® Katy odpowiadajgce i katy
naprzemianlegte

® Suma miar katdow wewnetrznych
tréjkata

® Katy wierzchotkowe i katy
przylegte

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 6.1
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Cwiczenie 2
B

B

(& A

a) 15°, 60°, 105°
b) 17,5°, 55°, 107,5°

Cwiczenie 3

Trojkat AEO: 16°, 128°, 36°
Tréjkat EBO: 52°, 54°, 74°
Tréjkat BFO: 54°, 56°, 70°
Trojkat FCO: 124°, 20°, 36°
Tréjkat CGO: 20°, 86°, 74°
Tréjkat GAO: 94°, 16°, 70°
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Definicja

Dwusieczng kata nazywamy polprosta o poczatku
w wierzchotku kata, dzielgca ten kat na dwa katy
o réwnych miarach.

n|R

Przyktad 1
Dany jest trojkat prostokatny réwnoramienny ABC o kacie prostym przy
wierzchotku B (rysunek ponizej). Dwusieczna kata BAC przecina bok BC
w punkcie P. Oblicz miare kata APC.

Tréjkat ABC jest prostokatny réwnoramienny, wiec:
|XBAC| = |4BCA| = 45°

Stad:
|SCAP| = £ -45° =22,5°

Zatem |4 APC| = 180° — (45° 4 22,5°) = 112,5°.

)a
A B
Cwiczenie 2

Dany jest trojkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku C.
Dwusieczna kata BAC przecina bok BC w punkcie P. Oblicz miary katow

trojkata APB w przypadku, gdy: a) |[<SBAC|=30°, b) |<BAC|= 35°
Cwiczenie 3

Miary katow CAB i CBA tréjkata ABC na rysunku

obok sa odpowiednio rowne 32° i 108°. Dwusieczne

katéw tego trojkata dzielg go na szesé tréjkatow. Wy-

znacz miary katéw tych trojkatow.

Zadania

1. Wyznacz miary katéow a i 5.

a)

2. Stosunek miar dwéch katéw trojkata wynosi 2:3, a miara trzeciego kata
jest o 26° wieksza od miary najmniejszego kata. Wyznacz miary katéw
tego tréjkata.

Odpowiedzi do zadan
1. a) a =22°, 3 =48°
b) a = 60°, 8 = 30°
2. 2a — najmniejszy kat
2a 4+ 3a + (200 + 26°) = 180°
a=22°
Katy trojkata sa rowne 44°, 66°, 70°.



3. Do wykonania pomiaréw geodezyjnych wykorzystuje si¢ metode zwang
triangulacja. Polega ona na podzieleniu mierzonego obszaru na przylega-
jace do siebie trojkaty, czyli
utworzeniu tak zwanej siatki
triangulacyjnej. Oblicz braku-

jace miary katow narysowane-
go obok fragmentu siatki trian-

gulacyjnej.

4. Dany jest trojkat réwnoramienny ABC o ramionach AC i BC oraz kacie
miedzy nimi 40°. Oblicz miary katéw tréjkatéw powstatych z podzielenia
trojkata ABC dwusieczna kata: a) ACB, b) CAB.

5. Miary katéw przylegtych réznia si¢ o 32°. Wyznacz te miary.
Uzasadnij, ze dwusieczne katéw przylegtych sa prostopadte.

Wykaz, ze miara kata zewnetrz-
nego v tréjkata (rysunek obok)
jest réwna sumie miar katéw we-
wnetrznych o i (.

Wykaz, ze suma miar katéw wewnetrznych czworokata jest réwna 360°.
Wskazéwka. Podziel czworokat przekatna na dwa tréjkaty.

Sprawdz sie

9. Wyznacz miary katéw «a, 01 7.

a) 4 B b) @\
A 5/ B
AB | CD |AC| = |BC|
C D C

10. Pieciokat foremny mozna podzieli¢ na pieé¢ identycz-
nych tréjkatéw réwnoramiennych (rysunek obok).
Wyznacz miary katéow tych trojkatow.

11. Przekatne sze$ciokata foremnego poprowadzone z jed-
nego z jego wierzchotkéw podzielity go na cztery tréj-
katy. Wyznacz miary katéw tych trojkatow.

11. a = 120° — kat wewnetrzny szesciokata foremnego A
Tréjkat ABC jest réwnoramienny, wiec:

B = $(180° — a) = 30°
v =120° — B = 90°
6:%04:600

e =180 — (y+6) = 30°

S
A
%

7

Q
(2R
24
&

3.

4.

5.

6.

10.

|XAEF| = 67°,

|XAFB| = 65°,
|XBCF| = 19°,
|XEFD| = 83,
|XDFC| = 25°,
|XCDF| = 84°

a) oba tréjkaty: 20°, 70°, 90°
b) AABE: 35°, 70°, 75°,
AAEC: 35°, 40°, 105°
«, a+32° — miary katéw przy-
legtych
o+ o+ 32° = 180°
200 = 148°
o= T4, a+ 32° = 106°
Niech «, 8 beda katami przy-
legtymi, czyli o + 8 = 180°.
Dwusieczna kata o dzieli ten
kat na dwa katy o miarach 3.
Dwusieczna kata [ dzieli ten
kat na dwa katy o miarach g
Stad kat miedzy dwusieczny-
mi ma miare:
% g =ia+p)=

5 - 180° = 90°
Zatem dwusieczne katéw
przyleglych sa prostopadte.

1=l

. Suma miar katéw wewnetrz-

nych tréjkata jest réwna 180°,
zatem § = 180° — o — (3 oraz

v =180°—§ =
= 180° — (180° — o — B) =
:a-‘r—ﬂ

. Dowolny czworokat mozemy

podzieli¢ na dwa trojkaty.
Suma miar katéw wewnetrz-
nych w tréjkacie jest réwna
180°. Zatem suma miar katow
wewnetrznych w czworokacie
jest réwna 360°.

.a) a=30°, B=280° v =50

b) a = 52°, B =52°, v = 76°

ai=— = =08
B=1(180°—a) =
= 1(180° — 72°) = 54°
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Uczen:

— podaje definicje trojkatéw
przystajacych oraz cechy
przystawania trojkatow,

— wskazuje tréjkaty przy-
stajace,

— stosuje nieréwnosé tréjkata
do rozwigzywania zadan,

— stosuje cechy przystawania
trojkatow w zadaniach na
dowodzenie.

Cwiczenie 1

|AB| = |DE]|,
|AC| = |DFY,
|BC| = |EF|,

|¥BAC| = |¥EDF|,
|XABC| = |¥DEF|,
|XACB| = |¥DFE|

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 6.2

Generator
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6.2. Trojkaty przystajace

Figury przystajace to, intuicyjnie, figury tego samego ksztaltu i wielkosci.
Dwa wielokaty sa przystajace, jesli ich odpowiednie boki i odpowiednie katy
sg réwne.

Na tej lekcji oméwimy przystawanie trojkatow.

Dlugosé¢ odcinka AB bedziemy oznaczaé |AB)|.

Cwiczenie 1
Trojkaty przedstawione na ponizszym rysunku sa przystajace. Wskaz pary
rownych bokéw i réwnych katéw.

C E D

A B F
Do stwierdzenia, ze trojkaty sa przystajace, nie jest konieczne poréwnanie az
6 par wielkosci (3 par katéw i 3 par bokéw). Przypomnijmy twierdzenia po-
zwalajace wnioskowaé o przystawaniu tréjkatow zwane cechami przystawania
trojkatow.
Cecha BBB

Jesli trzy boki jednego tréjkata sa rowne odpowiednim trzem bokom dru-
giego tréjkata, to trojkaty te sa przystajace.

Jesia=d,b=VVic=¢<, B

to tréjkaty ABC i1 A'B'C’ sy

przystajace, co zapisujemy:
ANABC = ANA'B'C’

Cecha BKB

Jesli dwa boki i kat zawarty miedzy nimi w jednym tréjkacie sa réwne
odpowiednim dwoém bokom i katowi zawartemu miedzy nimi w drugim
trojkacie, to trojkaty te sa przystajace.

Jeslia=d,b=¥b1y=+to:
NABC = NA'B'C




Cecha KBK

Jesli bok i dwa lezace przy nim katy w jednym tréjkacie sa rowne odpo-
wiedniemu bokowi i dwém lezacym przy nim katom w drugim tréjkacie,
to trojkaty te sa przystajace.

Jesib=¥V,a=ad"ivy=7+ to:
AABC = ANA'B'C’

Cwiczenie 2
Czy przystajace sa trojkaty, o ktérych wiadomo, ze:

a) trzy katy jednego z nich sa réwne trzem katom drugiego,

b) maja jedna pare réwnych katéw i dwie pary réwnych bokéw?

Cwiczenie 3

Podaj ceche przystawania, na podstawie ktorej mozna stwierdzi¢, ze trojkaty
T 1 Ty sa przystajace.

a) A B b) B
:ﬁc T /LTQ
D E C D A

AB | DE, |AC| = |CE]

c D

A B

|AD| = |CD| AB | CD, AD || BC

Definicja

Symetralng odcinka nazywamy prosta prostopadla do tego odcinka, prze-
chodzaca przez jego srodek.

@ Przyktad 1
Uzasadnij, ze dowolny punkt symetralnej odcinka jest réwno oddalony od
konicéw tego odcinka.

Rozpatrzmy odcinek AB o érodku S i jego sy-

metralna . P
Niech P bedzie dowolnym punktem symetralne;j.

Jedli P =S, to |[AP| = |BP)|.

Zalézmy teraz, ze P # S.

Korzystajac z cechy BKB, stwierdzamy, ze trdj- [any
katy ASP i BSP sa przystajace (uzasadnij). s I
Zatem zachodzi réwnosé¢ |AP| = |BP).

Cwiczenie 2
a) Nie musza by¢ przystajace,
poniewaz mimo réwnych katdéw
odpowiednie boki moga mieé
rézne dtugosci. Na przyktad:
dwa tréjkaty réwnoboczne,
kazdy o réznej dtugosci boku.
Miary wszystkich katéw oby-
dwu tréjkatéow sa rowne 60°,
ale trojkaty nie sa przystajace.
b) Nie. Wezmy okrag o $rodku
w punkcie B i promieniu |BA|.
A

Tréjkaty ACB i DC'B maja

jedna pare réwnych katow:
|XACB| = [¥DCB|

oraz dwie pary rownych bokéw:

wspoélny bok BC' i |BA| = |BD|,

jako promienie okregu. Trojkaty

ABC' i DBC nie sa przystajace.

Cwiczenie 3

a) KBK

b) BKB

¢) KBK
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Cwiczenie 4 @ Cwiczenie 4
Niech C' bedzie punktem takim,
ze |AC| = |BC| oraz C'D — dwu-
sieczna kata ACB.

Uzasadnij, ze punkt réwno oddalony od koncéw odcinka lezy na symetralnej
tego odcinka.

© Twierdzenie
& | Symetralne bokow tréjkata przecinajg sie w jednym punkcie.
Dowéd
Rozpatrzmy dowolny tréjkat i oznaczmy jego C
wierzchotki A, B, C' (rysunek obok).
6 @ Niech @ bedzie punktem przeciecia sie¢ symetral-
A D = nych bokéw AC i BC.
Trojkaty ACD i BCD sy pray- Punkt @Q jest réwno oddalony od koficéw boku
Sl 00 1wedlstien i @eaiy EIE: AC, czyli |AQ| = |CQ|. Analogicznie otrzymu- Q
Zatem |AD| = |DB| oraz: . ) 10| — |B A B
5= by — L -180° = 90° jemy réwnosé |CQ| = |BQ).
Oznacza to, ze prosta CD jest Zatem |AQ| = |BQ)|. Oznacza to, ze punkt @) lezy na symetralnej boku AB,
symetralng odcinka AB, czyli czyli symetralne bokéw trojkata przecinaja sie w jednym punkcie.
punkt C' lezy na symetralnej te- M
go odcinka. [D] Ewiczenie 5 B
Cwiczenie 5 Pélprosta AP jest dwusieczna kata BAC' (rysu-

Przyjmijmy oznaczenia jak na nek obok). Korzystajac z cechy KBK przystawa-
rysunku. Dwusieczna kata dzie-

; b nia trojkatéw, uzasadnij, ze punkt P jest réwno
li ten kat na dwa katy o réwnych

miarach: oddalony od ramion tego kata. A % o
|¥MAP| =[S NAP| Twierdzenie
Stad:
|FAPM| =90° — [{MAP| = Dwusieczne katéw tréjkata przecinaj
J Ja

= 90° — |<NAP| = |<APN|
Bok AP jest wspolnym bokiem
tréjkatéow AMP i ANP. Zatem .. .
na podstawie cechy KBK tréjka- @ Cwiczenie 6

ty AMP i ANP s przystajace, Udowodnij podane wyzej twierdzenie. ,‘
czyli |[PM| = |PN|. A ‘ B

sie w jednym punkcie.

Zauwazmy, ze nie z kazdych trzech odcinkéw mozna zbudowaé tréjkat. Mowi
0 tym ponizsze twierdzenie.

Nierownos¢ trojkata
Z odcinkéw o dlugodciach a,b,c mozna zbudowaé trojkat wtedy i tylko
wtedy, gdy:

a+b>c
gdzie c jest dlugoscia najdtuzszego odcinka.

Cwiczenie 6

Rozpatrzmy trojkat ABC.

Niech P bedzie punktem przeciecia dwusiecz-
nych katéw A i B.

Korzystajac z ¢wiczenia 5, mamy:

|PD| = |PF| oraz |PD| = |PE|.

Stad |PF| = |PE|, co oznacza, ze punkt P
lezy na dwusiecznej kata C. Zatem wszystkie
dwusieczne katéw dowolnego tréojkata przeci-
naja si¢ w punkcie P.
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Przyktad 2 Cwiczenie 7

Skonstruuj (narysuj za pomoca cyrkla i linijki) tréjkat o bokach dlugosci a) nie, 2+4 =5

1.5cm., 2cmi 3 cm. b) tak, 17+ 19 = 36 > 35
c) tak, 24+ 2> /7

d) nie, 7+ 8 = 15 = /225

% Jmedti=g<d
f) tak, 3+ 3 =15 >3
g) ak,

A 3 cm B A~ B V2++/3>T
C, \\(j/ 24+2v6+3>7

2 2v6 > 2

krok 1. krok 2. krok 3.
V6 >1

W kroku 2. z punktow A i B zataczamy huki okregéw, ktore przecinaja sie h) tak,
w punkcie C; oraz w punkcie Cy. W wyniku tej konstrukeji otrzymaliSmy dwa 1+ % = 2+2ﬁ > ¥ =2
tréjkaty spelniajace podany warunek: AABC; i AABC,.

Cwiczenie 8
P . Na szesé¢ sposobéw:
Cwiczenie 7 9 dm. 2 dm. 3 dm:
Czy boki tréjkata moga mieé¢ podane dlugoéci? 2 dm, 3 dm, 3 dm;
a) 2,3,5 c) 2,2, V7 e) 1,11 2) V2, V3, VT 2 dm, 5 dm, 5 dm;
111 1 3 dm, 3 dm, 3 dm;
b) 17,19, 35 d) 7,8, v225 f) 3,5 7 h) 1, ol V2 3'dm, 3 dm, 5 dm:
3 dm, 5 dm, 5 dm.
Cwiczenie 8

Na ile sposobéw mozna zbudowaé tréjkat, jezeli sg do dyspozycji dwa odcinki QB[ E 2 D e R AT

dhugosci 2 cm, trzy odcinki dtugosci 3 cm i dwa odcinki dtugoéci 5 cm? 1.a) D Y
Zadania
@ 1. a) W prostokacie ABC'D punkt P jest srodkiem boku AB. Uzasadnij, ze A P B
tréjkaty APD i BPC sa przystajace. C

Punkt P jest srodkiem boku

b) Uzasadnij, ze punkt przecigcia przekatnych AB, czyli |AP| = |BP|. Po-

F

réwnolegloboku dzieli je na polowy. T;(;th ED | |§1|3BBCC|’|Ora£Z):0°
@ 2. Trojkat ABC jest réwnoboczny (rysunek obok). B Zatem na podstawie cechy

Odcinki AD, BE i CF maja réwne dlugoéci. Uza- B3R LAURID = AEIPC.

sadnij, ze trojkat DEF tez jest réwnoboczny. A D B ) 2 o

@ 3. Dany jest trojkat prostokatny réwnora-
mienny ABC o kacie prostym przy wierz- | Srodkowa tréjkata to od- S
cholku C. Srodkowe AP i BQ tego tréjkata | cinek laczacy wierzcholek

przecinaja sie w punkcie O. Uzasadnij, ze t?OJlka‘ia Zesr?{dklem S A B
tréjkaty AOQ i BOP sa przystajace. R R |XSAB| = |XSCD| oraz
|¥SBA| = [€5DC|, gdyz sa
2. Tréjkaty ADF, BED i CFE sq przystajace (BKB), poniewaz [AD| = |BE| = |CF|, to katy naprzemianlegte.
|BD| = |CE| = |AF| oraz |XFAD| = |¥DBE| = |XFCE| = 60" el | U5 = [0, el
Zatem |DE| = |EF| = |FD|, czyli trojkat DEF jest réwnoboczny. z cechy KBK wynika:
. AABS = ACDS
3. Srodkowa dzieli bok na dwie réwne czesci, czyli: B Zatem |AS| = |C'S| oraz
|CP| =|PB| = |CQ| = |QA] |BS| = |DS]|, co oznacza, ze

Tréjkaty APC i BQC maja przyprostokatne tej sa-
mej dhugosci, wiec ich przeciwprostokatne tez maja
réwne dlugosci: |[AP| = |BQ)|.
Srodkowe tréjkata przecinajg sie w punkcie dzielg- P
cym kazda z nich w stosunku 1:2, zatem:

|BO| = |0A4], |0Q| = |OP]|
Ponadto |QA| = |PB]|, czyli AAOQ = ABOP na
podstawie cechy BBB.

punkt przeciecia przekatnych
rownolegtoboku dzieli je na
potowy.

QL
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4. Na podstawie cechy BKB:
ABQA = ABPC
czyli |<BAQ| = |« BCP)|.

W tréjkacie réwnobocznym ABC (rysunek obok)
na bokach AB i BC' wybrano odpowiednio punkty
PiQ tak, ze |AP| = 2|BP| i |CQ| = 2|BQ|. Od-

|$ASP| = |¥CSP| (katy 1Q tak, 2|BP| . 0
wierzchotkowe), zatem: cinki AQ i CP przecinajg sie w punkcie S. Uza-
|$APS| = |§CQS] sadnij, ze trojkaty APS i CQS sa przystajace. h o

Ponadto |[AP| = |CQ)|, zatem

z cechy KBK: @ 5. W czworokacie wypuklym ABCD dwie pary bokéw sa réwne: |AB| = |BC|
AAPS = ACQS oraz |CD| = |DA|. Przekatne AC' i BD tego czworokata przecinaja sie
5. a w punkcie O. Uzasadnij, ze trojkat AOB jest przystajacy do tréjkata COB
oraz ze tréjkat AOD jest przystajacy do trojkata COD.
Uwaga. Wszystkie katy wielokata wypuklego majg miary mniejsze od 180°.
D © B @ 6. Kula bilardowa odbija sie od bandy stolu ¢ B
bilardowego pod takim samym katem, pod P
jakim w nig uderzyta (kat o na rysunku). a g
M Kula przebyla droge z P do S'iz S do Q, a
Na podstawie cechy BBB: gdzie S jest srodkiem bandy AB. Uzasad- Q
AABD = ACBD nij, ze |PC| = [QD]. D A

Zatem |SOBA| = |<OBC]|,

i na podstawie cechy BKB:
ANAOB = ACOB

Ponadto |XODC| = |[¥ODA|,

i na podstawie cechy BKB:

D] 7.
Bk}

Uzasadnij, ze jedli wysokos¢ trojkata zawiera sie w dwusiecznej kata tego
tréjkata, to trojkat ten jest rownoramienny.

W czworokacie ABC'D (rysunek obok) katy

AAOD = ACOD EFB i FEB sa réwne oraz |AE| = |CF]. r
6. |<SPQ| = |¥PSB| = o oraz Uzasadnij, ze: D
|XSQP| = |[¥QSA| = a (katy a) tréjkaty BAF 1 BCFE sa przystajace,
naprzemianlegte), czyli tr6j- b) czworokat DEBF ma dwie pary bokéw E
kat PSQ jest rbwnoramienny. )
réwnych. A

Stad |PS| = |QS], z zalozenia
|SB| = |SA|. Na mocy cechy
BKB: APSB = AQSA, czyli
|<PBS| = |<QAS| = (3 oraz
PB| = QA

$PBC| = |3QAD| = 90°— 5
oraz |CB| = |DA].

Zatem na podstawie cechy
BKB: APBC = AQAD, czy-

Sprawdz sie

9. Na ile tréjkatow przystajacych wszystkie osie symetrii podanej figury
dzielg te figure?
b) kwadrat

a) tréjkat réwnoboczny c) szesciokat foremny

[b]10.

Korzystajac z odpowiedniej cechy przystawania tréjkatéw, uzasadnij, ze

li [PC| = |QD|. przekatna réwnolegloboku dzieli go na dwa tréjkaty przystajace.
7. C
@11. Dany jest o$miokat foremny ABCDEFGH. Wykaz, ze czworokat ACEG
A\ jest kwadratem.
A D B

12. Danych jest pig¢ odcinkéw o dlugosciach 1 cm, 2 cm, 2,5 cm, 5 cm i 7 cm.

|XADC| = |¥BDC| = 90°

oraz |YACD| = |¥BCD|.
Stad na podstawie cechy
KBK tréjkaty DAC i DBC
sa przystajace. Zatem

|AC| = |BC|, czyli tréjkat
ABC jest réwnoramienny.

BN 250 6. Planimetria

9.
12.

Ile réznych tréjkatéw mozna zbudowaé z tych odcinkow?

. a) |XEFB| = |¥FEB|, czyli AFBE jest réwnoramienny, stad |FB| = |EB|. Z za-

tozenia |AE| = |CF|, czyli |BA| = |BC|. Tréjkaty BAF i BCE maja wspélny kat
przy wierzchotku B. Zatem na podstawie cechy BKB: ABAF = ABCE.

b) ABAF = ABCE, czyli |$EAD| = |3FCD|.

|XADE| = |¥CDF| = (3 (katy wierzchotkowe), stad |<AED| = |S<CFD|, ponadto
z zatozenie |AE| = |CF|, czyli na podstawie cechy KBK: AAED = ACFD. Stad
|DE| = |DF)|.

W podpunkcie a) wykazaliSmy, ze |EB| = |F B|. Zatem czworokat DEBF ma dwie
pary bokéw réwnych.

a)6 b)8 c) 12

Dwa tréjkaty o bokach: 1 cm, 2 cm i 2,5 cm oraz 2,5 cm, 5 cm i 7 cm.



6.3. Twierdzenie Talesa

Twierdzenie Talesa

Jezeli ramiona kata AOA’ sa przeciete dwiema prostymi réwnoleglymi
AA’' i1 BB, to dtugo$ci odcinkéw wyznaczonych przez te proste na jednym
ramieniu tego kata sa proporcjonalne do dtu-

gosci odpowiednich odcinkéw wyznaczonych B’
przez te proste na drugim ramieniu: A
joa| _ |AB| . |0A| _ |OB]
[0A] ~ AB]| [0A] ~ JOB] O B
Cwiczenie 1

a) Dlugo$é ktérego odcinka (rysunek obok) na-

lezy wstawié¢ w miejsce [?], aby otrzymaé proporcje B c BD||CE

prawdziwa?
_ |AB| |AC] _ A FAEA
|AE|  |ADJ’ |BC| |DE]

b) Oblicz dltugosé odcinka AD dla [AB| = 3.6, |AC| =54, |DE| =1,2.

Cwiczenie 2 B ~ (O IS
Proste BD, CE i ST (rysu- 4 2 4
nek obok) sa réwnolegle. D
@ a) Uzasadnij, ze: E
|BC| _|CS| 6

|DE| — |ET|
b) Wiadomo, ze |AS| = 10. Oblicz dtugosci odcinkéw AD i DE.

. . ‘ s, a b . .. . . .
Zauwazmy, ze rownosé¢ — = p zachodzi réwniez w sytuacji przedstawionej na
C

rysunku ponizej (BD || CE).

Cwiczenie 3

Proste BD i CE sa réownolegte (ry-
sunek obok) oraz a = 3,6, b = 4,8,
¢ = 4,5. Oblicz dtugo$¢ odcinka ED.

10. |¥CAB| = |XACD— (katy naprzemianlegle, AB || CD) D ¢
|[XACB| = |¥CAD| (katy naprzemianlegte, BC' || DA)
Bok AC jest wspélny, zatem AACB = AC AD na podstawie
cechy KBK.

A B

Na podstawie cechy BKB trojkaty: ABC, CDE, EFG,
AHG sa przystajace, stad |CA| = |AG| = |GE| = |EC|.
Miara kata wewnetrznego o$miokata foremnego jest réw-
na 135°, stad miara kazdego z katéw CAG, ACE, CEG,
EGA jest réwna:

135° — (180° — 135°) = 90°
Zatem czworokat ACEG jest kwadratem.

Uczen:

— podaje twierdzenie Talesa
i twierdzenie odwrotne do
twierdzenia Talesa,

— wykorzystuje twierdzenie
Talesa i twierdzenie odwrotne
do twierdzenia Talesa do
rozwigzywania zadan,

— wykorzystuje twierdzenie
Talesa do podziatu odcinka
w danym stosunku,

— przeprowadza dowdd twier-
dzenia Talesa,

— przeprowadza dowody
twierdzen z zastosowaniem
twierdzenia Talesa.

Cwiczenie 1
a) 4Ol _ 148l |Acl _ |AB|
[AE| [AD|* |BC| IDE|
|AD| _ |DE|
b) a5 = 5oy
AD| _ |DE
[AB| — TACI- 4B
Stad |AD| = 2,4
Cwiczenie 2
a) Z twierdzenia Talesa:
|AB| _ |BC| |AB| _ |AC]
[AD] — IDE|’ [AD] — [AE]
|AC| _ |CS|
oraz \ag| = |ET|
BC| _ |AB| _ |Ac| _ |CS]
Stad |pg; = jap| = 2B = [B71

b) |DE| = 3, |AD| = 6

Cwiczenie 3
22 =242 skad d = 6.
|ED| = d+c=10,5

Multibook
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Cwiczenie 4

a), b) Analogicznie jak w przy-
ktadzie 1 odkladamy a) 5 b) 7
rownych odcinkéw.

¢) Analogicznie jak w przykla-
dzie 1 odktadamy 9 réwnych od-
cinkow. Jezeli pierwsze 4 cze-
$ci oznaczymy jako odcinek AC),
a pozostale 5 — jako odcinek C'B,
to odcinek AB bedzie podzielony
punktem C' w stosunku 4:5.

BN 252 6. Planimetria

X

Przyktad 1
Za pomoca cyrkla i linijki podziel dany odcinek AB na trzy réwne czeSci.

/B %
A Py P P 4 P P P;

Odcinek AB umieszczamy na jednym ra-  Przez punkt P; i B prowadzimy prosta

mieniu kata. Na drugim ramieniu odmie- (prosta k), nastepnie konstruujemy dwie

rzamy trzy odcinki tej samej (dowolnej)  proste réwnolegte do prostej k przecho-

dlugosci. Sa to odcinki APy, PPy i PoPs.  dzace przez punkty Py i Py (prostelim).
Patrz str. 272.

Zgodnie z twierdzeniem Talesa odcinki wyznaczone na ramionach kata przez
proste roéwnolegle sa proporcjonalne, wiec opisana konstrukcja prowadzi do
podziatu odcinka AB na trzy réwne czesci.

Cwiczenie 4
Jak za pomoca cyrkla i linijki podzieli¢ dany odcinek:

a) na 5 réwnych czesci, b) na 7 réwnych czeci, ¢) w stosunku 4:57

Prawdziwe jest réwniez twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa — mowi
ono, ze z proporcji odpowiednich odcinkéw wynika réwnolegtosé prostych.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa

Jezeli odcinki wyznaczone przez dwie proste na jednym ramieniu kata sg
proporcjonalne do odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste
na drugim ramieniu kata, to te proste sg réwnolegle.

Cwiczenie 5

a) Podaj przyklady proporcji, z ktérych wynika
réwnoleglo$¢ prostych k il (rysunek obok).

b) Uzasadnij, ze jesli |AB| = 2,4, |AC| = 3,6,
|AD| =281 |DE| =14, to proste BD i CE sa
réwnolegle.

C
Cwiczenie 6
Wykaz, ze w dowolnym tréjkacie odcinek ta- E F
czacy Srodki dwéch bokdéw jest réwnolegly do \
trzeciego boku (rysunek obok).
A B

Cwiczenie 5
a) np. [ABl _ IACl |AB| _ |BO| |AB| _ |BD|

P- [4D] = [4E]’ 14D ~ |DEI |AC| ~ ICE

|AB| _ 24 _ AC| _ 36 . |AB| _ |AC]|
b) 551 = 3% = % }A_E\ = 553 = 7 ol ﬁ = }A_E\

Zatem z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa proste BD i C'E sg réwnolegte.

Cwiczenie 6

Niech punkt E bedzie $srodkiem boku AC, a punkt F' — srodkiem boku BC.

% = % = %7 zatem na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa mamy:
EF | AB.



@ Cwiczenie 7
Wykaz, ze w trapezie niebedacym réwnolegtobokiem odcinek taczacy $rodki:
a) ramion trapezu jest réwnolegly do jego podstaw (rozpatrz kat otrzymany

przez przedluzenie ramion trapezu),

b)*przekadtnych trapezu jest réwnolegly do jego podstaw.

Zadania

1. Proste k, [ i m sg rownoleglte. Wykorzystujac informacje podane na ry-
sunku, oblicz dlugosci = i y.

a) k

45 [/ 36 | v/

2. Dany jest trapez ABCD o ramionach |[AD| = 9 cm, |BC| = 12 cm. Na
ramieniu AD wybrano punkty P i @ takie, ze |AQ| =7 cm i |DP| =5 cm.
Oblicz dtugosci odcinkéow, na jakie proste rownolegte do podstaw trapezu
i przechodzace przez punkty P i Q) podzielity ramie BC.

3. Na rysunku pokazano, jak — majac dane od-

cinki o dtugosciach 1 i a — skonstruowaé od-
cinek o dlugoéci z = L. Opisz, jak — majac

a

dane odcinki o dtugosciach 1 i a — skonstruo-
waé odcinki o dlugosciach a? i a®. @ 1

4. Opisz, jak podzieli¢ konstrukeyjnie dany odcinek w stosunku 1: v/2.

5. Sprawdz, ktére z prostych k, [ i m sa réwnolegte.
a) b)

4. Konstruujemy kwadrat o boku 1 (patrz s. 254, 255).
Jego przekatna ma diugoéé v/2. Nastepnie odcinek AB

umieszczamy na jednym ramieniu kata. Na drugim &q/
ramieniu odmierzamy odcinki o dtugosciach 1 i /2.

Przez konice obu odcinkéw prowadzimy prosta k i kon- k
struujemy prosta ! réwnolegla do k (rysunek obok). S l

Prosta [ dzieli odcinek AB w stosunku 1 : v/2.
5.a)kim b)lim

Cwiczenie 7
a) o)
D, C
b <
M N
S <
A B
. . |oD AD
7 zalozenia M = 113—CI| = 5_5;’
CZ ll @ =z = ﬂ
Y joc Yy [CN] *

Zatem na podstawie twierdzenia
odwrotnego do twierdzenia Tale-
sa MN || DC oraz M N || AB.

b) D c

M N

P Q
; =

Rozpatrzmy odcinek M N tacza-
cy $rodki ramion trapezu — wy-
kazaliSmy wyzej, ze jest on réw-
noleglty do AB i DC.

Punkty przeciecia M'N z prze-
katnymi oznaczmy przez P i Q.
7 twierdzenie Talesa dla kata
ACB, wynika ze punkt P jest
srodkiem odcinka AC. Analo-
gicznie @ jest $rodkiem odcinka
BD. Zatem odcinek PQ jest za-
warty w odcinku M N, czyli jest
réwnolegly do podstaw trapezu.

Odpowiedzi do zadan
1.a) x=6,y=24
b) z =10, y = 12
2. 5% cm, 4 cm, 2% cm
3. Konstrukcja odcinka
o dtugosci a?.

Jezeli k|| I, to § = £, cayli
z = a’.

Konstrukcja odcinka
o dtugosci a®.

Jezeli k || 1, to & = £, czyli

a::ag.
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6 D
P
A
{m+y:30
v =z
y+3 z+2
=12, y =18
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B

Najstarszy zachowany dowdd twierdzenia Talesa to dowdd autorstwa
Euklidesa przedstawiony ponize;j.

Zakladamy, ze proste k i [ sg réwnolegle (rysunek ponizej).

Tréjkaty ADB i DEB maja
wspoélng wysokosé hy, zatem:

1
Papp _ 3¢

C
Ppep idhy ~ d

k p G Tréjkaty ADB i CBD maja
B : wspoélng wysokos$é hy, zatem:

Pspp _ aha _

a
A Pepp %bhg )

B Tréjkaty DEB i CBD maja
a g wsp6lng podstawe BD oraz te
sama wysoko$é (gdyz proste
¢ D d k i1 sg réwnolegle). Zatem:

PDEB = PCBD

. a c ’ .. a b
Zatem otrzymujemy > = lub réwnowaznie ==

Sprawdz sie

6.

D] 7.

7.

Dany jest trapez ABCD, ktérego ramie AD ma dtugosé¢ 30. Punkt P
lezy na ramieniu AD, punkt @ na ramieniu BC oraz PQ || AB. Ponadto
|AP| =z, |PD| =y, |BQ|=z+2, |QC| =y + 3. Oblicz z i y.

Punkty P, @ i R sa $rodkami odcinkéw AB, BC i DE (rysunek ponizej).

A Yy P Y B * @ * C
a) Wykaz, ze czworokaty BCDE i ABDE sa trapezami.
b) Wykaz, ze RQ | DC' i PR || BD oraz ze tréjkat PQR jest prostokatny.

a) Katy odpowiadajace: EAB i DBC s réwne, zatem proste AE i BD sg réwno-
legte, co oznacza, ze czworokat ABDE jest trapezem.

Podobnie katy odpowiadajace: ABE i BCD sa réwne, zatem proste BE i CD sa
réwnolegte, czyli czworokat BC'DFE jest trapezem.

b) = = % =5 = %, zatem na podstawie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia
Talesa mamy: AF || PR || BD oraz CD || QR || BE.

|[¥RPQ| = 30°, poniewaz jest to kat odpowiadajacy katowi EAB, oraz |SRQP| =
60°, poniewaz jest to kat odpowiadajacy katowi DCB, zatem |<PRQ| = 90°. Zatem
trojkat PQR jest prostokatny.



6.4. Wielokaty podobne

Dwie figury geometryczne sa podobne, jesli sa tego samego ksztattu, lecz nie-
koniecznie tej samej wielkosci. Na przykiad podobne sa dwa dowolne kota,
dwa dowolne kwadraty czy trojkaty réwnoboczne.

Na rysunku ponizej podobne sg czworokaty Fy i Fy. Zaden z nich nie jest
podobny do czworokata Fj.

A A A

Definicja

Dwa wielokaty sa podobne, jesli ich odpowiednie katy sa réwne, a odpo-
wiednie boki proporcjonalne.

Jedli figury Fy i F, sa podobne, to piszemy F; ~ Fj.

@ Przyktad 1
Uzasadnij, ze rownolegloboki F} i F3 na rysunku ponizej sa podobne.

15
10
g F 12
@ 120°

Dany jest prostokat P, o bokach a = 2,41 b = 1,8. Sprawdz, czy prostokat ten
jest podobny do prostokata P, o bokach c i d.

Dtugosci bokéw réwnolegltobo-
kéw Fi i Fy sa proporcjonalne,

poniewaz 1o = 42, a ich odpo-
wiednie katy sa réwne. Zatem
F1 ~ Fg.

Cwiczenie 1

a) c=36, d=2,7 b)ec=4, d=6 c) c=54, d=T2
Cwiczenie 2
Sprawdz, czy rownolegtoboki F; i F, sa podobne.
a) 7.5 b)
12
5 8
F: 4.5
3 " ’ 6 B 4 F
70° 110° 65° 105°

Cwiczenie 2

a) tak, 222 = %2 oraz 180° — 110° = 70°

b) nie, 180° — 65° # 105°

Uczen:

— wyjasnia pojecie figur
podobnych,

— oblicza dlugosci bokdw
w wielokatach podobnych,

— wykorzystuje zaleznosci
miedzy obwodami wielokatéw
podobnych a skalg podo-
biefistwa do rozwiazywania
zadan,

— udowadnia elementarne
wtasnosci wielokatow
podobnych.

Cwiczenie 1

I
ol

Multibook
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Cwiczenie 3
a) FQ dO F1: %7 F1 dO F2:
b) F2 do F1: %, F1 do F2:

BN 256 6. Planimetria

aw N

Definicja
Dla wielokatow podobnych stosunek dtugosci odcinkéw jednego wielokata

do diugosci odpowiadajacych im odcinkéw drugiego wielokata nazywamy
skala podobienstwa (zwykle oznaczamy ja litera k).

Przyktad 2 36
Prostokaty P, i P, (rysunek obok) sa 2.7 :

podobne. Podaj skale podobienstwa .

prostokata P, do prostokata P; oraz 1,5 P 2 2
prostokata P; do prostokata Ps.

Skala podobienstwa prostokata P, do prostokata P, jest rowna:

_ 2 _ 4
ki = 1,5~ 3
Zauwaz, ze rowniez % = %.

(=]

Skala podobienstwa prostokata P, do prostokata P, jest rowna:
ko = 15 _ 3 Zauwaz, ze skale podobienstwa
ki i ko sa liczbami odwrotnymi.

-2 4
Zwrbé uwage, ze jeli figury F i F, sa przystajace, to sa podobne, a ich skala
podobienstwa jest rowna 1.
Cwiczenie 3

Figury F; i F; sg podobne. Podaj skale podobienstwa figury F, do figury F}
oraz skale podobienistwa figury F) do figury Fs.

a 1,4 b
) 59 ) 6
1,2
Fy, (26 I
2,1 Fy )
3,6 2
Przyktad 3

Dane sg prostokaty P; o bokach a; = 5 i b; = 8 oraz podobny do niego P;
o krétszym boku as; = 15. Oblicz dtugo$é drugiego boku prostokata Ps.

Oznaczmy przez b, dlugo$é szukanego boku. Prostokaty sa podobne, zatem:
by _ 15 b2 _ a2
by . 8 5 b1 ag
Stad 5= 3, czyli by = 24.
Dtugosé boku by, mozna tez wyznaczyé, obliczajac najpierw skale podobien-
stwa. Skala podobienstwa k prostokata P, do prostokata P, jest réwna 3, co

oznacza, ze:

by=k-8=3-8=24



Cwiczenie 4

Czworokaty ABCD i A’ B'C'D’ sg podobne. Oblicz skale podobienstwa czwo-
rokata ABC'D do czworokata A'B’'C'D' oraz brakujace dtugosci bokéw tych
czworokatow.

D/
a) b) c'2.D
10 A 3
B 5,4 D 4 /
6 G ¢ B A
6,5 c’
Al 6 7,5
D )
B 4 12,5 B
Cwiczenie 5

Jesli dwa wielokaty sa podobne
w skali k, to proporcjonalne sg
nie tylko ich boki, lecz takze
inne odpowiadajace sobie od-
cinki, na przyklad wysokosci
czy przekatne.

hy _ d
J— 1 —
e =4 =k

Przeczytaj informacje w ramce, a nastepnie
wyznacz szukane wielko$ci.

Dany jest réwnoleglobok ABCD o bo-
kach dlugosci 6 cm i 12 cm. Jego krotsza
przekatna tworzy z jego krétszym bokiem
kat prosty. Rownoleglobok A'B'C'D’ jest
podobny do réwnolegtoboku ABCD, a jego
krétsza przekatna ma diugoéé 9v/3 cm. N/ By \02

a) Oblicz obwdd réwnolegloboku A’B'C'D'. h1
] ]

b) Oblicz wysokosci obu réwnolegltobokdw.

Zadania

1. Oblicz skale podobienstwa kwadratu K; o boku 5 cm do kwadratu Kj:

a) o przekatnej 8v/2 cm, b) o obwodzie 40 cm.

2. Trapez o podstawach dtugoéci 4 cm i 9 cm podzielono prostg réwnolegla do
podstaw na dwa trapezy podobne. Oblicz skale podobienstwa otrzymanych
trapezow.

3. Dany jest prostokat P o bokach dlugosci 12 ¢m i 8 cm. Oblicz obwdd
prostokata P’ w przypadku, gdy skala podobienstwa prostokata:
a) P’ do P jest réwna 3, b) P do P’ jest réwna 2.

@ 4. Uzasadnij, ze dwa prostokaty sa podobne, gdy stosunek dlugosci do sze-

rokosci jest w obu prostokatach taki sam.

3. a) Ob =403 =120 [cm]
b) Ob =40 - & = 20 [cm]

4. W prostokatach wszystkie katy maja miare 90°, wiec warunek réwnosci odpowied-
nich katéw jest spetniony. Do wykazania pozostata proporcjonalno$é odpowiednich
bokéw. Rozwazmy dwa prostokaty o bokach odpowiednio: a, bi a’, b'.

a bk b

Z zalozenia § =k oraz % =k, czyli a = bk oraz o' = b'k, stad & = = = .

Zatem prostokaty te sa podobne.
Komentarz
Warto zwréci¢ uwage ucznidéw na to, ze zwyczajowo pojecia wysokosci i promienia sg,
utozsamiane z ich dtugosciami, dlatego nie uzywamy zwrotéw ,dlugosé¢ wysokosci”
ani ,dlugosé promienia”.

Cwiczenie 4

a) k=2, |CD| =45,
|A'D/| =178, |B'C'| = 7,2
b) k= 2,5, |CD| = 5,
|A'B'| =5, |AD| = 2,4

Cwiczenie 5

Kroétsza przekatna réwnoleglo-
boku ABCD: d = 6+/3, stad ska-
la podobienstwa A’B'C'D’ do
ABCD wynosi: k = %

a) Obapep = 36, czyli
Obyrpicrpr =362 =54

b) Niech krétsza przekatna réw-
nolegtoboku ABC'D taczy wierz-
chotki B i D, wéwczas pole troj-
kata ABD:

Papp = %-12-h1 = 3 -6-6V/3,
czyli hi = 3\/5.

Papcp = 36V3 =6 he

Stad druga wysoko$é ho = 6+/3.
Wysokoéci A'B'C'D'":

by =3v3-2 =23,

hy =6v3- 2 =093

N[W W

Odpowiedzi do zadan

1. a) Bok K> ma dlugosé 8 cm,

czyli skala podobienstwa K;
do Ka: k= 3.
b) Bok K3 ma dlugo$é 10 cm,
czyli skala podobienstwa K;
do K»: k = 3.

2. 4

f—

9
4 _
- %, z >0
x=206
Zatem skala podobienstwa:
k=8_—-2
~ 9~ 3
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10.

. a) Dlugo$é boku mniejszego

rombu: a; = 10

Obwody romboéw: Ob; = 40,
Oby = 2 -40 = 100

b) Bok rombu ABCD:

a =13, czyli Obagcp = 52

Skala podobienstwa rombéw:
k=18 _3

52 — 2

. |CB| =5, Obapcp = 16

Skala podobienstwa A'B'C’'D’
do ABCD: k=322 =15
Dtugosci bokéw trapezu

A'B'C'D': 3; 6; 7,5; 7,5

- Papc=3-9-12= ;.15 h,

czyli h ="7,2 cm
=722 =75 [cm]
Obapc = 36

Suma obwodéw:

36 + 22 .36 = 73,5 [cm]

01202\/5
{a1\/§+a2\/§:2
a1 =2v2-2

{a2=2\/§

Suma obwodéw: 41/2

. |AC| = 16, czyli |[AB| = 8V/3

Obapcop = 16 + 161/3

Skala podobienstwa:
_ 2004VE) _

k= Sea+ve = LB

x> 4, wiecz+5 > 6

7 podobienstwa prostokatow:

T
x+5

Zatem suma obwodow tych
prostokatow jest réwna:
28 +42 =170

= 2, czyli z = 10.
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[b]10.

[Dl11.

a) Dwa romby sa podobne w skali k = % Dtugosci przekatnych mniejszego
z nich sg réwne 12 i 16. Oblicz obwédd kazdego z tych rombow.

b) Przekatne rombu ABC'D maja dlugosci 10 i 24. Obwéd podobnego do
niego rombu A’B'C' D’ jest réwny 78. Oblicz skale podobienstwa wiekszego

rombu do mniejszego.
D 2 C

Trapez A'’B'C’'D’ o obwodzie réwnym 24 jest podobny
do trapezu prostokatnego ABC D (rysunek obok). Ob-
licz dtugoéci bokéw trapezu A'B'C'D’.

Dany jest trojkat prostokatny ABC o bokach dlugo- [
$ci 9 cm, 12 cm i 15 cm. Tréjkat A'B'C” jest podobny 4 5 B
do tréjkata ABC w skali k = %. Oblicz wysokosé opuszczong na przeciw-
prostokatna w kazdym z tych tréjkatéw oraz sume ich obwodéw.

Dwa kwadraty o przekatnych dlugosci d; i d, sa podobne w skali k = /2
oraz wiadomo, ze d; + dy = 2. Oblicz sume obwoddéw tych kwadratdéw.

Prostokat A'B'C'D’ jest podobny do prostokata <
ABCD (rysunek obok). Obwdd prostokata A'B'C'D’ .
jest réwny 20 4+ 204/3. Oblicz skale podobienstwa, tych 0 s
figur.

A B

Prostokat o bokach dlugoéci z i 4, gdzie x > 4, jest podobny do prostokata
o bokach dlugosci 6 i +5. Uzasadnij, ze suma obwoddéw tych prostokatéw
jest rowna 70.

Dany jest prostokat ABC'D o bokach dlugosci 1+2\/g D r_c
i 1 (rysunek obok). Uzasadnij, ze po odcieciu od tego

prostokata kwadratu o boku 1 otrzymamy prostokat !

BCFFE podobny do prostokata ABCD.

Uwaga. Liczba 1+T‘/F’ nosi nazwe zlotej liczby. A 1 Er—1B

Sprawdz sie

12.

13.

11.

12.

13.

Czy prostokaty o podanych wymiarach sa podobne? Jesli tak, to oblicz ich
skale podobienstwa.

a) 12x 18 oraz 5 x 7,5 b) 1,5 x 2,5 oraz 10,5 x 17,5

Prostokat P, o bokach 6 cm i 9 cm jest podobny do prostokata P,. Oblicz
dtugosci bokéw prostokata P, w przypadku, gdy:

a) obwdd jest réwny 50 cm, b) przekatna ma dlugosé 2v/13 cm.

W prostokatach wszystkie katy maja miare 90°, czyli warunek réwnosci odpowied-
nich katéw jest spetniony. Do wykazania pozostata proporcjonalno$¢ odpowiednich
bokéw.

4B _ 8 145
|BC| — =2
AD| _ 1 _ 1 _ _2 41 2(B+1) _ B
BE| = 1iv6 ; 1 Vo1 vhr1 & 2
Zatem Ig—?‘ = L’;—g!, czyli prostokaty ABCD i BCFE sa podobne.
a) tak, k=24
_1
b) tak, k = =
a) 10 cm, 15 cm
b) 4 cm, 6 cm



6.5. Trojkaty podobne

Aby ustali¢ podobienstwo trojkatéw, nie musimy sprawdzaé réwnosci wszyst-
kich katéw i proporcjonalnosci wszystkich bokéw. Mozemy skorzystaé z twier-
dzen znanych jako cechy podobienstwa trojkatow.

Cecha BBB

Jesli trzy boki jednego trojkata sa proporcjonalne do odpowiednich trzech
bokéw drugiego trojkata, to trojkaty te sa podobne.

Jesli & = L = £ to tréjkaty ABC B B
i A’B'C’ sa podobne, co zapisujemy: a c a d
ANABC ~ NA'B'C’
C b A C’ o A
Cwiczenie 1

Przedstawione na rysunku obok trojkaty 717 i T
sa podobne. Oblicz dlugosci bokéw x i y tych
tréjkatow. Podaj skale podobienstwa tréjkata Th
do tréjkata T.

Cwiczenie 2
Dane sa dtugosci bokéw dwdéch trojkatéw. Czy te trojkaty sa podobne?
a) 6,8, 12 oraz 9, 12, 18 b) 11,22, 3% oraz 9, 15, 20

Cecha KKK
Jesli katy jednego tréjkata sa rowne katom drugiego tréjkata, to trojkaty
te sg podobne.

JeSlia=do/, 8 = oraz v =/, to:
ANABC ~ NA'B'C'

(D] Ewiczenie 3

a) Uzasadnij, ze jesli dwa katy jednego tréjkata sa réwne dwém katom dru-
giego tréjkata, to trojkaty te sg podobne.

b) Uzasadnij, ze tréjkat prostokatny, w ktérym jeden z katéw ma miare 27°,
jest podobny do tréjkata prostokatnego, w ktérym jeden z katéw ma miare 63°.

Cwiczenie 3

a) Dwa katy jednego tréjkata sa réwne dwém katom drugiego tréjkata. Niech miary
tych katéw beda réwne a i (.

Wéwezas trzeci kat pierwszego tréjkata jest rowny 180° —(a+3) oraz trzeci kat drugiego
trojkata jest réwny 180° — (a+ ), czyli katy te réwniez sa réwne. Na mocy cechy KKK
trojkaty te sa podobne.

b) Miary katéw pierwszego tréjkata: 27°, 90°, 90° — 27° = 63°

Miary katéw drugiego tréjkata: 63°, 90°, 90° — 63° = 27°

Na mocy cechy KKK tréjkaty te sa podobne.

Uczen:

— podaje cechy podobienstwa
trojkatow,

— sprawdza, czy dane tréjkaty
sg podobne,

— oblicza dlugosci bokdw
trjkata podobnego do
danego w danej skali,

— uktada odpowiednig
proporcje, aby wyznaczy¢
szukane dtugosci bokéw
trojkatow podobnych,

— wykorzystuje podobienstwo
trojkatow do rozwiazywania
zadan, uzasadnia podobien-
stwo tréjkatow, stosujac
cechy podobienstwa.

Cwiczenie 1

4 <6 <zoraz2 <y < 4,zatem:
4 _ 6 _ =
2 "y 14

czylix =8, y = 3.

Skala jest réwna %

Cwiczenie 2
a) 2 =2 = L2 zatem tréjkaty
sa podobne.

1 1
b) 175 £ Z—g, zatem tréjkaty nie
sa podobne.

Multibook

¢ \Wyznaczanie wysokosci
budynkéw z wykorzystaniem
podobieristwa tréjkatéw

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 6.5

Generator

testéw i sprawdzianow
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Cwiczenie 4
Niech a1, b1, a2, b2 beda przypro-
stokatnymi odpowiednio tréjka-
téW T1 i Tg.

Z zatozenia 3+
a

@ a0
35 wynika, ze:

by
b2

a
Trojkaty T 12T2 sg prostokatne,
czyli kat miedzy przyprostokat-
nymi w kazdym z tréjkatow ma
miare 90°. Zatem na mocy cechy
BKB: T1 ~ T5.

= =

Cwiczenie 5
a) Katy miedzy przyprostokat-
nymi sa réwne oraz rowne sg sto-

sunki odpowiednich bokow:
375 _ 9
5 T 12

wiec na podstawie cechy BKB:
Ty ~Ts

Skala podobienstwa: k = %.

b) Przyprostokatne tréjkata Ti:
V3 1i+/6.

Przyprostokatne tréjkata Ts:
31i3v2.

Katy miedzy przyprostokatnymi
sg réwne oraz roéwne sa stosunki

odpowiednich bokéw:
V6 _ V3

3vV2 ~ 3
wiec na mocy cechy BKB:
Ty ~T>
\/§.

Skala podobienstwa: k = %
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Cecha BKB
Jesli dwa boki jednego trojkata sa proporcjonalne do dwoch bokéw dru-
giego trojkata i katy zawarte miedzy tymi bokami sg réwne, to trdjkaty te
sa podobne.

B
Jesli % = 5 oraz v =7/, to:
NABC ~ NA'B'C' a
B C b A
@ Cwiczenie 4

Dane sa tréjkaty prostokatne T i T,. Uzasadnij, ze jesli stosunek dlugodci
przyprostokatnych tréjkata T7 réwna sie stosunkowi dlugosci przyprostokat-
nych trojkata T, to trojkaty te sa podobne.

@ Cwiczenie 5

Uzasadnij, ze trojkaty T i T> sa podobne. Podaj skale podobienstwa trojkata
T1 do tréJk@ta TQ.

a) b)

3 5
i) J?’Z Ty

3v3

9 12 NG
Zadania

1. Wiéréd tréjkatéw przedstawionych na rysunku wskaz pary trojkatéw po-
dobnych. Dla kazdej pary podaj skale podobienstwa.

24
3,9 # T :
3 T,

12 7

12
8 10 T

15

2. a) Dany jest tréjkat ABC o bokach dlugosci 6, 8, 12. Diugosé najdtuz-
szego boku tréjkata A'B'C’ jest réwna 16 oraz AABC ~ ANA'B'C’. Jaka
jest skala podobienstwa tréjkata A’B’'C’ do tréjkata ABC? Oblicz obwdd
trojkata A'B'C’.

b) Tréjkat ABC, ktérego obwdd jest réwny 55, jest podobny do tréjkata
o bokach dtugosci 4, 8, 10. Oblicz dlugosci bokéw tréjkata ABC.

Odpowiedzi do zadan

1T T, k=2 To i Ty, by = &

2. a) Skala podobiefistwa: k = 15 = 2
Ob=k(6+8+12) = 3 -26 =342
b) Skala podobienstwa: k = % =

7
Dtugosci bokow: % -4 =10, % -8 = 20,

NIOT e

-10 =25



6.

Korzystajac z podobienstwa odpowiednich tréjkatow, oblicz dlugosci od-
cinkow x i y.

D
a) D b)
E\)
D 7.5 x
A 8 BrTC A B 5 C

Odcinki ED i BC s réownolegle. Oblicz obwdd tréjkata ABC.

a) C b) A
D
4
)
8

E
1 1,5
A 12 E 6 B B o

a) Trojkat prostokatny o przyprostokatnych réwnych 12 i 16 jest podobny
do trojkata o obwodzie réwnym 6. Oblicz dlugosci przeciwprostokatnych
obu trojkatow.

b) Tréjkat prostokatny o przeciwprostokatnej réwnej 100 jest podobny do
tréjkata o przyprostokatnych 12 i 3,5. Oblicz obwody obu tréjkatéw.

Uzasadnij, ze AABC ~ ADEC (rysunek ? <

obok). Oblicz: ~

a) skale podobienstwa tych tréjkatow, D 10 EQ]/\
b) obwody tych tréjkatéw. A 15 53

a) Wypisz pary tréjkatéw podobnych (rysunek ponizej). Dla kazdej pary
podaj odpowiednia ceche podobienstwa. B
b) W tréjkacie prostokatnym o przyprostokat- D
nych dlugosci 3 i 4 poprowadzono wysokosé
z wierzchotka kata prostego. Oblicz dtugosci od-
cinkéw, na jakie ta wysoko$¢ podzielita przeciw-
prostokatna. C A
Oblicz pole trojkata prostokatnego, w ktérym wysokosé poprowadzona
z wierzchotka kata prostego podzielita przeciwprostokatna na dwa odcinki
o dtugosciach 2 ¢cm i 8 cm.
|CE| = 1/10% — (2v/5)2 = 41/5, wiec |CB| = 6/5 1 |AC| = 1/152 — (61/5)2 = 31/5.
% = % = % oraz kat C jest wspélny dla obu tréjkatow, zatem na mocy cechy
BKB: AABC ~ ADEC.
a) k=3

b) Obapc = 15+ 9v/5, Obprc = 10 + 65

. a) Niech |{CAD| = «, wéwczas: |[SCBA| =90° — «, |[SBCD| = a,

|[XACD| = 90° — ov. Zatem na mocy cechy KKK:
AABC ~ ACBD, AABC ~ AACD, ACBD ~ AACD
b) |BC| =3, |CA| =4, czyli |AB| =5
AABC ~ ACBD, stad B2l = 2 czyli |BD| = 1,8
AABC ~ AACD, stad B2 = £ czyli |DA| = 3,2

3.a)z=2,y=25

b) z =15, y =13

4. a) Na mocy cechy KKK tréj-

katy ABC i AED sa podobne
w skali k = 1246 — 3 " wiec:

12 2
Obapc = %(124—8 + 15) =
= 52,5

b) |AD| = 6; |BC| = 6,25;
Ob = 18,75

. a) 20, 23

b) 224, 28

. Na podstawie zadania 7:

—2__ |BC|
[BC] — 10
czyli:
|BC| = 2v/5 cm
Ponadto:
_8__ oAl
[CA] — 10
czyli:
|CA| = 4/5 cm

Pole tréjkata:
P=1.2/5-4y5=20 [em?]
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[CF| _

9. a) 1571 = 3 = [op]
|<ACB| = |<):FC’E\7 zatem
na mocy cechy BKB mamy:
AABC ~ AFEC, czyli:

CE
= leBl oraz

|FE| = 3|AB|

Analogicznie pokazujemy, ze:
|FG| = 3|BC]| 10.
|GE| = %\AC|

Zatem na mocy cechy BBB
mamy: AABC ~ AEFQG.

g

b) |AG| = |GB| = |FE| =
= 3|AB]
|FG| = |EB| = |CE| =
— 4cB|
AF|=|GE| =|FCl=  [pl11.
= 3l4c]

Zatem tréjkqty: T17 Tz, T3 i T4
sg przystajace na mocy cechy
BBB.

a) |[XAOB| = |¥COD| jako
katy wierzchotkowe

|¥BAO| = | DCO]| jako katy
naprzemianlegte

10.

D] 9.

W tréjkacie ABC potaczono odcinkami punkty
bedace srodkami bokéw (rysunek obok).

a) Wykaz, ze tréjkaty ABC i EFG sa podobne.
b) Wykaz, ze tréjkaty Ty, To, T3 i Ty sa przy-
stajace.

T3

T2 T4

W trapezie o podstawach AB i C'D przekatne
przecinaja sie w punkcie O (rysunek obok).

a) Uzasadnij, ze tréjkaty ABO i CDO sa po-
dobne. A B
b) Przyjmij, ze wysokos$¢ trapezu wynosi 6 cm, a dlugoséci podstaw AB
i C'D sa rowne odpowiednio 8 cm i 4 cm. Jaka jest odleglto$é punktu O od
krétszej podstawy? Oblicz pola tréjkatow ABO i CDO.

a) Dany jest trapez o podstawie AB i przekatnych AC' i BD. Wykaz, ze
jesli przekatne trapezu przecinaja sie w punkcie O, to pola tréjkatéw AOD
i BOC sa réwne.

b) Dluzsza podstawa trapezu ma dlugos$é 10 cm. Punkt przeciecia przekat-
nych tego trapezu jest odlegly o 5 cm od jego dluzszej podstawy i o 3 cm
od krétszej. Oblicz pola trojkatéw, na ktére przekatne dziela ten trapez.

Sprawdz sie

|*ABO| = |£CDO)| jako katy
naprzemianlegte

Na mocy cechy KKK mamy:
AABO ~ ACDO.

b) 2 cm, PAABO =16 sz,
PACDO =4 Cn’l2

15. D F C
[/
[D)13.
S
14.
VARED RN
A E B
|¥BAS| = |<DCS| jako katy
naprzemianlegte
|XABS| = |XCDS| jako katy ~ 1°-
naprzemianlegte

Na mocy cechy KKK mamy:
AABS ~ ACDS.

Skala podobienstwa AABS 11.
do ACDS:

IAB| _ 2

DC] — 2
7 réwnania, % = %
wyznaczamy |ES| = 2.
Zatem |FS|=7—|ES|=5
oraz 12,
Paps = 3|AB|-|ES| = 4,
PCDS=%|CD|~‘FS‘=25 13.

14.
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12.

Trojkaty przedstawione na rysunku sa podobne. Oblicz dtugosci pozosta-
tych bokéw tych trojkatow. Podaj skale podobienstwa.

a) 3 i: b) A
6

6
8 8
/a)

Uzasadnij, ze tréjkaty o podanych dlugosciach bokéw sa podobne.
a) 2,7,8 oraz 3,103, 12 b) V2, 2v/2, 4 oraz 2,4, 4\/2

Tréjkat prostokatny C'DE ma przeciwprostokatna dtugoéci 2v/5 i jest po-
dobny do tréjkata ABO o wierzchotkach A(—6,0), B(0,3), O(0,0). Podaj
skale podobienstwa tych tréjkatéw. Oblicz obwdd i pole tréjkata CDE.

Wysoko$é trapezu ABC'D jest réwna 7, a dlugosci podstaw |AB| = 4 oraz
|CD| = 10. Przekatne trapezu przecinaja si¢ w punkcie S. Oblicz pola
trojkatow ABS 1 C'DS.

D C

a) Zauwazmy, ze Pnapc = Paasp, gdyz wysokosci tych
tréjkatéw opuszczone na wspolny bok AB sa réwne.
Prpoc = Prnac — PraBo

Praop = PnaBp — PaaBo

Zatem Prpoc = PaaobD.
b) 25 cm?, 15 cm?, 15 cm?, 9 cm?
a) 121 4,5, k = 2

b) 8, 6, 6 3

a) % = 12, zatem trojkaty sa podobne.

b) %5 = Tf = 4%, zatem tréjkaty sa podobne.
k=2,0b=6+2V5 P=4



Przypomnij sobie

Pola czworokatow

Pole prostokata o bokach dlugosci a, b wyraza sie
wzorem:

P=ab

1. a) Oblicz pole prostokata, ktérego obwdd wynosi 48 cm, a stosunek diu-
gosci bokéw jest réwny 3: 5.
b) Oblicz obwdd prostokata, ktérego krétszy bok ma dlugos$é 6 cm, a pole
jest réwne 72 cm?.

Pole réwnolegtoboku jest rowne iloczynowi dlugo-
$ci boku i wysoko$ci opuszczonej na ten bok. h

P =ah L

a

2. a) Oblicz pole réwnolegtoboku o bokach dlugosci 8 cm i 12 c¢m, ktérego
kat ostry ma miare 45°.
b) Stosunek dlugosci bokéw réwnolegloboku jest réwny 1:2; jego obwdd
wynosi 54 cm, a pole jest réwne 81 cm?. Oblicz obie jego wysokosci.

N ]
N

3. Oblicz pole i dtugosé boku rombu o przekatnych dlugosci 6 cm i 8 cm.

Przekatne rombu przecinaja sie pod katem prostym
w punkcie, ktéry dzieli je na potowy.

Pole rombu o przekatnych dtugosci d, e wyraza sie
wzorem:

=1
P_zde

Pole trapezu o podstawach dtugosci a, b i wysoko- b
$ci h wyraza sie wzorem: : B
p=atb p N
2 a

4. Dany jest trapez o podstawach dtugosci 4 cm i 12 cm, ktérego kat ostry
ma miare 45°. Oblicz pole tego trapezu w przypadku, gdy jest on:

a) réwnoramienny, b) prostokatny.

4. a) 4 b) 4

4

45° B Al 45° o
4 4 4

P=1231.4=32 [cm?]

15° > A
8 4

P =1241.8=64 [cm?]

Odpowiedzi do zadan
1. a) 3z, 5z — dtugosci bokéw

2(3z + 2z) = 48, stad z = 3
P=3z-5z=1522=15-9 =

=135 [cm?]
b) z =61 xzy = 72, stad
y = 76_2 =12

Ob = 2(6 +12) = 36 [cm)]

. a) 12
8
42
45° B
42

P =12-4v4 = 48V/2 [cm?
b) z, 22 — dlugosci bokéw
réwnolegltoboku

hi, he — wysokosci réwno-
legtoboku

2(xz +2z) =54, stad z =9
CE-h1 :2$-h2=81, St@d
hl = 81—1 =9 [cm],

ho = 8L =45 [cm]

2z

a 3 a
N

4 4

a 3 a
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Uczen:

— wykorzystuje zaleznosci
miedzy polami wielokatow
podobnych a skalg podo-
bienstwa do rozwiazywania
zadan.

Cwiczenie 1
a) k=1 22 —

Multibook

* Fraktale
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BN 264 6. Planimetria

6.6. Pola wielokatow podobnych

Przyktad 1
Bok jednego kwadratu jest o 20% dluzszy od boku drugiego kwadratu. Jaka
jest skala podobienstwa tych kwadratow? Ile wynosi stosunek ich p6l?

Niech bok pierwszego kwadratu ma dtugosé a, wowczas bok drugiego z nich
ma dhugosé a + 20% a = 120% a = La.

Zatem skala podobienstwa k = £.

Pola kwadratéw sa odpowiednio réwne a? i %aQ, zatem stosunek ich pdl jest
7 36 . - 36 _ 1.2

réowny 2. Zauwazmy, ze 52 = k*.

Cwiczenie 1

Na rysunku przedstawiono wielokaty podobne F} i F,. Podaj skale podobien-
stwa 1 oblicz stosunek pola figury F» do pola figury Fj.

a) b)

13 s I

F

(D] Przyktad 2

Trojkat T5 jest podobny do trojkata T) w skali k. Uzasadnij, ze stosunek pola
trojkata Ty do pola tréjkata Ty jest réwny k2.
Pole tI‘()Jk@ta T1: P1 = %alhl.

Dla trojkata T, mamy: Ty
aQZk-al, hgzk'hl.

Stad pole tréjkata Ty: “ T
PQZ %aghQ:%(k-al)(k-hl):%kQ-alhl. ha
P L1k2a1hy 2
Z = =27 " —k°
atem 2 Toih: k —
@ Cwiczenie 2

Prostokat P, jest podobny do prostokata P; w skali k. Uzasadnij, ze stosunek
pola prostokata P, do pola prostokata P, jest réwny k2.

Cwiczenie 2

Pole prostokata Pi: a1b;.

Boki prostokata Ps:
agzk-al,bzzk-bl

Stad pole tréjkata Ps: by

a262 = (]f . al)(k 0 bl) = ]CQ ° a1b1
Zatem stosunek pol: as P,
Py _ k%ajb; k2

Py aiby

ai P

b2



Twierdzenie

Jesli skala podobienstwa figur podobnych réwna sie k, to stosunek ich pol
jest réwny k2.

Cwiczenie 3
Dane sa dwa kwadraty, przy czym pole jednego z nich jest:
a) 0 19% mniejsze od pola drugiego,  b) o 125% wigksze od pola drugiego.

Jaka jest skala podobienstwa tych kwadratéw?

Cwiczenie 4

Dany jest trapez prostokatny 77 o podstawach dlugoséci 5 cm i 7 cm oraz wyso-
kosci réwnej 4 cm. Pole trapezu T, podobnego do trapezu T} jest réwne 6 cm?.
Oblicz skale podobienstwa trapezu Ty do trapezu T} oraz ich obwody.

Cwiczenie 5

1,875 ¢
Na rysunku obok przedstawiono plan > o

4 cm

sasiadujacych dziatek budowlanych.

a) Dzialka B jest prostokatem o wymia-
rach 32 m x 24 m. Wyznacz skale tego planu.

T 12,5 cm A

2,5 cm

I
|
|
|
|
|
|
|

b) Dzialka A jest trapezem prostokatnym. Jego

najdtuzszy bok ma na planie dtugoéé¢ 6 cm. Czy na
ogrodzenie dzialki A ze wszystkich stron wystar-
czy 125 m biezgcych siatki, jesli furtka ma mieé

vy
3 cm

szerokosé 1,5 m?

c¢) Na planie wykonanym w tej samej skali dzial-

ka C jest kwadratem o polu réwnym 9 cm?. Jaka

jest powierzchnia tej dziatki? 4 cm
Cwiczenie 6

Dany jest tréjkat rownoboczny ABC, ktorego bok ma dtugosé 12 cm. Odci-
nek DFE jest réwnoleglty do boku AB, a pole trdojkata DEC jest réwne P. Wy-
znacz stosunek dtugosci odcinkéw DC do AC' i oblicz obwéd trapezu ABED.

a) P =9v3 cm? b) P = 4y/3 cm? ¢) P =163 cm?

C C C
D FE
D FE
D E
A B A B A B
Cwiczenie 6

Pagc :36\/§ cm?

a) k=1, |DE| =|AD| = |BE| = 6 cm, Ob =30 cm

b) k=3, |DE| =4 cm, |AD| = |BE| = 8 cm, Ob = 32 cm
¢) k=2, |DE| =8 cm, [AD| = |BE| = 4 cm, Ob = 28 cm

Cwiczenie 3
a) k% = ;3_; = —O’i,}f = 0,81,
zatem k = 0,9.

2 _ P 2,25Py _
b) k :P—;:TZZ_Q,QS,
zatem k = 1,5.
Cwiczenie 4
Pole trapezu T1: P, = 24 cm?
P, 6 1

-1 -1
2 =57 = 1, zatem k= 3.

Drugie ramig trapezu 77 ma dtu-
gosé¢ 2v/5 cm.
Obi = (16 + 2v/5) cm,
Obz = (8 +V/5) cm
Cwiczenie 5
a) 2200 = 800, zatem skala
planu: 1:800.
b) 2% = (1,875)2 + (2,5)?
= 3,125
Obwdd dziatki na planie:
5,875+ 2,5 +4+ 3,125 =
= 15,5 [cm]
Obwdd dziatki w rzeczywistosci:

15,5 cm - 800 = 12400 cm =
=124 m

Potrzebna siatka ma dlugos¢:
124 — 1,5 = 122,5 < 125 [m]
¢) P=9cm”-800% =

= 5760000 cm? = 576 m?
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Odpowiedzi do zadan

1.a) k=0,75, P =81 cm®
b) k=2, P =400 cm®

2. 200 cm?

3. a) Pole tréjkata To:
Py =(2)*-45 =20 [cm?]
Dtlugos$¢ drugiej przyprosto-
katnej: 1 - 10 - b = 20, czyli
b=4 cm.
Dtlugo$¢ przeciwprostokatnej:
c =102 + 42 = 2/29 [cm]
Obwdd trojkata To:
Ob = (14 + 2/29) cm
b) Pole rombu Rj:
P = (%) 648 = 72 [em?]
Dtugo$¢ drugiej przekatnej
rombu Ri:
1.6-d="72, czylid=24 cm
Dtugo$é boku rombu Rj:
a = /32 + 122 = 3\/17 [cm]
Obwdd rombu Rj:
Ob; = 12v/17 cm
Obwdd rombu Rs:
Oby = 361/17 cm

4. Obwdd réwnolegltoboku R;:
Ob; = 20 cm
Dtugos¢ krotszej przekatnej
réwnolegltoboku R;:

d=+62—42 =25 [cm]

Pole réwnolegtoboku Rj:

Py =4-2/5 =85 [cm?]
Skala podobienstwa Ra do Ri:
k=5
Obwdd réwnolegltoboku Ra:
Oby = 100 cm

BN 266 6. Planimetria

Zadania

Prostokaty P; i P, sa podobne, przy czym pole prostokata P; jest réwne
144 cm?. Oblicz skale podobiefistwa prostokata P, do prostokata P, oraz
pole prostokata P,.

a) b)

Py

P Py P
16 12 18 30

Prostokat o bokach dlugosci 6 cm i 12 cm jest podobny do prostokata
o obwodzie 60 cm. Oblicz pole wiekszego prostokata.

a) Tréjkat prostokatny T, jest podobny do tréjkata Ty w skali k = % Pole
trojkata T} jest réwne 45 cm?, a jedna z przyprostokatnych tréjkata Th ma
dhugo$éé 10 cm. Oblicz obwdd trdojkata Ts.

b) Romb R, jest podobny do rombu R; w skali k = 3. Pole rombu R, jest
réwne 648 cm?, a jedna z przekatnych rombu R; ma dlugos$é 6 cm. Oblicz
obwdd kazdego z tych rombow.

Dany jest réwnolegtobok R;, ktérego boki maja dlugosci 4 cm i 6 cm.
Jedna z przekatnych tego réwnolegtoboku jest prostopadia do jego krot-
szych bokéw. Réwnoleglobok R, o polu 200v/5 cm? jest podobny do réw-
nolegloboku R;. Oblicz obwdd réwnolegloboku R,.

a) Suma pdl dwoch figur podobnych jest réwna 340 dm?; a ich skala po-
dobienstwa k = 4. Oblicz pole kazdej z tych figur.

b) Suma pdl dwéch tréjkatéw prostokatnych réwnoramiennych jest réw-
na 180 cm?, a ich skala podobienstwa k = 3. Oblicz obwdd kazdego z tych
tréjkatow.

Prackatne deltoidu ABCD maja dhugosci: D

|AC| =15 cm i |[BD| = 10 cm. Oblicz pole L
powierzchni latawca majacego ksztalt delto- A C
idu podobnego do deltoidu ABCD przy za-

tozeniu, ze wymiary latawca sg czterokrotnie

wieksze. B

Wielokat Fj jest podobny do wielokata F, w skali %. Stosunek pol wielo-
katéw podobnych Fy i F3 jest rowny %. Oblicz skale podobienstwa wielo-
kata F3 do F.

.a) PL+ Py =340 1 3L = 4%, stad P1 = 320 [dm®], P; = 20 [dm’].

b) P+ P, = 180 i £+ = 3%, stad P1 = 162 [cm®], P> = 18 [cm?].

Dtugo$é przyprostokatnej wiekszego trdjkata: % -a® = 162, czyli a = 18 cm.
Diugosé przeciwprostokatnej wiekszego tréjkata: ¢ = 18v/2 cm.

Obwéd wigkszego trojkata: Oby = (36 + 18v/2) cm.

Obwéd mniejszego tréjkata: Obs = (12 + 61/2) cm.

6. Pole latawca: P = 8240 = 1200 [cm”]
7. £

3 g 3
F—; = ) Cth F1 = ZFQ
F: 3 g 3
FZL = 3 Cth F3 = §F2
Fs
Fy

3
— 22 _9
$F2



8. Trzy odbitki zdje¢ maja ksztalt
podobnych prostokatow Pp, P,
i P3;. Pole prostokata P, jest
0 44% wieksze od pola prosto-
kata P;, a pole prostokata Pj
jest 0 125% wigksze od pola pro-
stokata P;. Wymiary prostoka-
ta P, s3 rowne 24 cm x 36 cm.

Oblicz wymiary prostokata Ps.

9. W tréjkacie prostokatnym ABC, ktérego przeciwprostokatna AB ma diu-
gosé 15 c¢m, poprowadzono wysoko$é CD. Stosunek pél tréjkatéw ADC
i BCD jest réwny 4. Oblicz obwdd tréojkata ABC.

10. Przekatne trapezu o podstawach AB i C'D oraz wysokoéci réwnej 10 prze-
cinajg sie w punkcie P. Stosunek pola tréjkata ABP do pola trojkata CDP
jest rowny %. Oblicz odlegtosci punktu P od podstaw trapezu.

11. Trapez o wysokosci réwnej 5 cm i podstawach dlugosci 4 cm i 9 cm po-
dzielono prosta réwnolegta do podstaw na dwa trapezy podobne. Oblicz
pole kazdego z trapezow otrzymanych w wyniku tego podziatu.

12. Dziatka budowlana o powierzchni 1025 m? ma ksztalt trapezu o podsta-
wach 32 m i 50 m. Dziatke te podzielono prostg réwnolegta do podstaw
trapezu na dwie dziatki bedace trapezami podobnymi. Oblicz pole kazdej
z nowo powstalych dzialek.

Sprawdz sie

13. a) Prostokaty P; i P, o przekatnych dtugosci v/12 cm i
Oblicz stosunek pdl tych prostokatdw.
b) Tréjkaty Ty i T» sa podobne. Pole tréjkata T, jest o 300% wieksze od
pola tréjkata T;. Podaj stosunek obwoddéw tych tréjkatow.

18 cm sa podobne.

C
14. W tréjkacie prostokatnym ABC (rysunek obok) popro-
wadzono wysokos¢ BD. Wiadomo, ze |BD|:|CB| = 4:5. D
Oblicz podany stosunek pél trojkatdw.
a) Pragp: Prase b) Prpep i PraBp i B

15. Dane sa dwa romby, obydwa o kacie ostrym 60°. Stosunek ich pdél wy-
nosi 9:4, a pole wiekszego jest réwne 18v/3 cm?. Oblicz sume obwodéw
tych rombow.

12. Wysokosé wyjsciowego trapezu: h = 25 m. Niech z > 0 bedzie dtugoscia odcinka
dzielacego dziatke. Wowczas 31—2 = g5, czyli x = 40 m.
Skala podobienstwa nowych dzialek: k = 32 = 2, czyli prosta podzielita wysokosé
wyjsciowego trapezu na odcinki o dtugosciach: 113 m i 132 m.
Pole mniejszej dziatki: 400 m?
Pole wiekszej dziatki: 625 m?

13.a) 2 b) 1
14. a) 16:25 b) 9:16
15. Niech a bedzie dtugoscia boku wigkszego rombu. Woéwczas jego pole jest réwne:

=183

czyli a = 6 [cm]. Suma obwodéw: 24 + 2 - 24 = 40 [cm]

p=z.2

8.

P> =1,44P; i P3 = 2,25P,
czyli %21 = %

Skala podobienstwa prostoka-
tow P3 do Po: k= 35 =1,25
Wymiary prostokata Ps:

30 cmx45 cm

10.

11.

6.6. Pola wielokgtow podobnych 267 s

=2, czyli y = 2z,

=15, czyli z = 6 cm,

W R o g

cm, y =12 cm
= /321462 = 3V/5 [cm]
b= +/12% + 62 = 6y/5[cm]
Ob = (154 9v/5) cm

Skala podobienstwa AABP
do ACDP: k = %, happ =6
i hCDP = 4.

-

9
x=06cm, k= %
Pole mniejszego trapezu:
P1 = 10 CIn2
Pole wigkszego trapezu:
Py =225 cm?
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Fraktale

Fraktal to figura geometryczna cechujaca si¢ samopodobienstwem -
dowolnie mate czesci tej figury sa podobne do calosci.

Krzywa Kocha i $niezynka Kocha

Przyktadem fraktala jest krzywa Kocha (jej konstrukcje opisat w 1904 r. szwedzki
matematyk Helge von Koch). Oto kolejne etapy jej powstawania.

N 5 o

Na kazdym kolejnym etapie konstrukcji

krzywej Kocha jej dtugos¢ powigksza sie

o % dtugosci krzywej z poprzedniego

etapu. Jesli zatem dtugos¢ poczatkowego

odcinka jest réwna 1, to kolejne krzywe

maja dtugosci: " Y
2 /4\3 rzywa Kocha

RO y

=
[SIE
>Q)|

Jezeli konstrukcje krzywej przeprowadzimy SAMOPODOBIENSTWO .

na bokach tréjkata réwnobocznego, Powigkszajac dowolnie

. R maty fragment krzywej
otrzymamy figure nazywana $niezynka Kocha, otrzymamy jej
Kocha. idealna kopie.

Sniezynka Kocha ma skoriczone pole,
chociaz jest ograniczona przez krzywa
o nieskoriczonej dtugosci.

Sniezynka Kocha




6.7. Twierdzenie o dwusiecznej kata
w trojkacie
Korzystajac z twierdzenia Talesa, mozemy udowodnié¢ ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie o dwusiecznej kata w tréjkacie

Dwusieczna kata w tréjkacie dzieli przeciwlegly
bok na odcinki proporcjonalne do pozostatych
bokéw tréjkata:

C
Ab a
g _ @
y b

Dowod

Wyznaczamy pélprosta AC oraz prosta [ réwnolegly do dwusiecznej C'D prze-
chodzaca przez punkt B. Punkt przeciecia potprostej AC z prosta [ oznaczamy
przez P.

Proste C'D i BP sa réwnolegte, wiec:
|SYACD| = |4APB| oraz |[<DCB| = |4 CBP)| (uzasadnij).

Oznacza to, ze tréjkat BPC jest réwnoramienny
i|CP|=|CB|=a.

Z twierdzenia Talesa dla kata C AD otrzymujemy:
|DB| _ |CP|
|AD| — |AC|

X a
zatem — =
Y

Sl
hS
<

S

Cwiczenie 1

a) Dany jest tréjkat prostokatny o przyprostokatnych 5 i 12. Oblicz dlugosci
odcinkéw, na jakie dwusieczna kata prostego tego trojkata dzieli jego przeciw-
prostokatna.

b) Przeciwprostokatna tréjkata o katach 30°, 60°, 90° ma dlugosé 2. Oblicz
dtugosci odcinkéw, na jakie dwusieczne katéw dziela boki tego trdojkata.

¢) Dwusieczna kata prostego dzieli przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego
na odcinki dlugosci 17" i % Oblicz obwdd tego trojkata.

d) Jeden z katéw ostrych tréjkata prostokatnego ma miare 22,5°, a dluzsza
przyprostokatna ma dlugos$é rowng 1. Oblicz dlugo$é krotszej przyprostokat-
nej tego trojkata.

¢) Niech a,b beda przyprostokatnymi tréjkata.

Przeciwprostokatna jest réwna 1—75 —+ ? =5.
a2+b2=25ia:b:1—75 : %:%,czylia:i’), b = 4. Zatem Ob = 12.
d) Rozwazmy AABC, niech |BC| =z, |CD| =y, |DE| = z. Wéwczas: C

|BD| = |BC| = =z (ABCD réwnoramienny)
|BE| = |CE| =y + z (ACEB réwnoramienny)
|AE| = |BE| =y + z (AAEC réwnoramienny)
7 twierdzenia o dwusiecznej kata:
dla AABC mamy:
dla AADB mamy: .

vie A 1 B
#zyi—z,skaﬁdy:\/iz

— z _ z _ 1 _

Zatem z = 2= 22— = o =v2-1

[
1~ y+22?
) z

=
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Uczen:

— wykorzystuje twierdzenie
o dwusiecznej kata w troj-
kacie do rozwiazywania
zadan,

— przeprowadza dowdd twier-
dzenia o dwusiecznej kata
w tréjkacie oraz inne
dowody, stosujac twierdzenie
o dwusieczne;j.

|XACD| = |3 APB] (katy
odpowiadajace)
|XDCB| = [¥CBP| (katy

naprzemianlegle)

Cwiczenie 1

a) Niech z,y beda odcinkami, na
jakie dwusieczna kata prostego
dzieli przeciwprostokatna.
r+y=13if=F

=34 y=92

b) Dlugosci przyprostokatnych:
1 i v/3. Dwusieczna kata proste-
go dzieli przeciwprostokatng na
odcinki dtugosci: 3—/31iv3-1.
Dwusieczna kata 60° dzieli prze-
ciwlegla przyprostokatna na
odcinki dtugosci: 23—‘/5 i V3
Dwusieczna kata 30° dzieli prze-
ciwlegta przyprostokatng na od-
cinki dtugoséci: 4—2+/3 i 2¢/3—3.
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Odpowiedzi do zadan ¥ Zadania
1. z,y — odcinki, na ktére dwu-
slleezon, jpodlaaiie ek AU 1. Dany jest tréjkat ABC o bokach |BC| = a, |AC| = b i |AB| = ¢. Oblicz
a) {x u y2: 2 dtugosci odcinkéw, na jakie dwusieczna kata AC B dzieli bok AB, dla:
v_ o a) a=2,b=6,c=5, b) a=6,b=10, c=12.
r=1,25 y=3,75
T +y=12 2. Dany jest tréjkat prostokatny réwnoramienny ABC, ktérego przeciwpro-
b) 2<% stokatna AB ma dlugoéé v/2. Dwusieczna kata ABC przecina bok AC
=45 y="15 w punkcie P. Oblicz obwody trojkatéw BCP i BAP.
- [AC| =|BC| =1 3. Dany jest trojkat ABC o bokach dlugosci [BC| = a, |AC| = bi |AB| = c.
{ |CP| +|PA|=1 Uzasadnij, ze dwusieczna kata AC'B dzieli bok AB na odcinki dlugosci
[PAl _ Q ac  : _be
ICP| — 1 a-+b a+b"
[CP|=v2-1,|PA| =2-V2 4. Przeczytaj podany ponizej dowdd twierdzenia o dwusiecznej kata w trdj-
2
|PB|=4/12+ (V2-1)" = kacie. W miejscach oznaczonych |?| podaj brakujace uzasadnienia.
= Vi-2v2 . : o :
Obpep = V2 +ViI—2v32 ch%nek C'kD jest zawarty w d\;f/us1e£z?l? kata ACB, a CG jest wyso-
Obpap =2+ Vi—2v32 oécia trojkata opuszczona z wierzcholka C.C
. Niech P bedzie punktem prze- Stad Papsc _ |DB|
ciecia boku AB z dwusieczng Prapc |AD] I\%
l\{gts? ACB. Wowczas: Odcinki DE i DF maja réwne I
ap = ¢ 1 |AP|+|PB|=c¢ dtugosci.
|PB| = ¢|AP|, czyli: Zatem: E/s
|AP| + |PB| = ¥&2|AP| =¢ Prpse  |BC| p
Zatem |AP| = 3 oraz Prapc  |AC| A G D B
—a be __ _ac
‘PB|_F'a+b_a+b' Covli dzi st . |DB| _ |BC|
Papse _ 3IDBIICGl _ DBI zyli prawdziwa jest proporcja o7, = {75
" Prapc 1/AD|-|Cq| |AD|
ACDE = ACDF na mocy
cechy KBK, gdyz: L.
|XECD| = |XFCD| = 2, Sprawdz sie
EDC| = |¥FDC| =
6(900 _‘1 I | 5. Dany jest tréjkat DEF o bokach |EF| =d, |DF|=e i |DE| = f. Oblicz
= 2 - 1 C o . . .
T m— dtugosci odcinkéw, na jakie dwusieczna kata DEF dzieli bok DF, dla:
nym tréjkatéw CDE i CDF a)d=5e=6, f=T1, b) d=12,e=15, f =18.
P, $|BC| |DF
pi’jﬁi = ?\ACHDE\' = % 6. Dany jest réwnolegtobok ABC'D o bokach |AD| = 6 cm, |AB| = 12 cm
(rysunek obok). Dwusieczne katéw BAD D C
i BC'D przecinaja przekatna BD odpo- P
wiednio w punktach P i Q. Uzasadnij, ze Q
punkty te dziela przekatna BD na trzy
odcinki réwnej dtugosci. A B
5. z, y — odcinki, na jakie dwusieczna podzielita bok DF'. F
z+y==6 z+y=15 Z
a) { z _ 5 b) { z _ 12 Y
y 7 y 18
x:%yzg r=6,y=9 D E
6. Niech | DAB| = |{BCD| = a. Wéweczas |[{DAP| = [{BCQ| = §.

Ponadto |$ADB| = |¥CBD| (katy naprzemianlegte) oraz |AD| = |BC|, czyli na
mocy cechy KBK ADAP = ABCQ. Zatem |DP| = |QB| = z.
Niech |PQ| = y. Wéwczas z twierdzenia o dwusiecznej kata w trojkacie BC'D:

zt+y _ 12 __
v _6_2

Zatem x + y = 2z, co oznacza, ze T = y, czyli punkty P i @ dziela przekatng BD
na trzy odcinki réwnej dlugosci.



Problemy konstrukcyjne

Klasyczne konstrukcje wykonuje sie tylko za pomocg cyrkla i linijki. Oto nie-

ktoére z nich.

B Konstrukcja symetralnej odcinka

1.

7 jednego konca danego odcinka rysuje-
my tuk okregu o promieniu dtuzszym od
potowy odcinka.

. 7 drugiego konca tego odcinka rysuje-

my tuk okregu o takim samym promie-
niu. Punkty przeciecia tukéow oznaczamy
przez P i Q.

. Rysujemy prosta P(Q — jest ona syme-

tralna odcinka AB, poniewaz odcinki
PQ i AB sa przekatnymi rombu APBQ.

Konstrukcja dwusiecznej kata

. Z wierzchotka danego kata rysujemy tuk

okregu przecinajacy ramiona tego kata.
Punkty przeciecia oznaczamy przez A
iB.

. Wewnatrz kata rysujemy tuki okregow

o $rodkach w punktach A i B oraz ta-
kich samych promieniach. Punkt prze-
ciecia tych tukéw oznaczamy przez R.

. Rysujemy potprosta PR — jest ona dwu-

sieczng kata APB, poniewaz trojka-
ty PAR i PBR sa przystajace (cecha
BBB).

\
/

I

Multibook

¢ Konstrukcja symetralnej odcinka
® Konstrukcja dwusiecznej kata
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Mozna zapropowaé uczniom na-
stepujace zadania konstrukcyj-
ne.

Zadanie 1

Dana jest prosta k i lezacy na
niej punkt P. Skonstruuj prosta
prostopadta do prostej k i prze-
chodzaca przez punkt P.

Rozwigzanie

1. Z danego punktu P rysujemy
tuk okregu przecinajacy pro-
sta k. Punkty przeciecia ozna-
czamy przez A i B.

k

Al P /B

2. 7Z punktéw A i B rysujemy
przecinajace si¢ tuki okregdw
o promieniu r > |AP|. Punkt
przeciecia tukéw oznaczamy
przez Q.

3. Rysujemy prosta PQ@Q — jest
ona prostopadta do prostej k,
poniewaz jest symetralng od-

cinka AB.
\ |
Al P B
Q

I 272 6. Planimetria

1. Z danego punktu P rysujemy luk okre-

gu przecinajacy dang prosta k. Punkty
przeciecia oznaczamy przez A i B.

. Z punktéw A i B rysujemy przecinajg-

ce sig¢ tuki okregéw o promieniu |AP].
Punkt przecigcia tych tukéw oznaczamy
przez Q.

. Rysujemy prosta P@ — jest ona pro-

stopadla do prostej k, poniewaz odcinki
PQ i AB sa przekatnymi rombu AP BQ.

przez dany punkt

. Rysujemy dowolna prosta | nieréwnole-

gty do danej prostej k i przechodzaca
przez dany punkt P. Punkt przeciecia
prostej [ z prosta k oznaczamy przez Q.

. Rysujemy tuki okregéw o s$rodkach

w punktach P i @ oraz takich samych
promieniach. Punkty przeciecia tych tu-
kéw z prosta [ oznaczamy odpowied-
nio przez T' i R. Punkt przecigcia tuku
o $rodku w punkcie @) z prosta k ozna-
czamy przez S.

. Rysujemy tuk okregu o srodku w punk-

cie T' i promieniu |RS|. Punkt przeciecia
tego tuku z tukiem o érodku w punkcie
P oznaczamy przez U.

. Rysujemy prosta PU — jest ona réwno-

legta do prostej k, poniewaz kat TPU
jest przystajacy do kata RQS.

Zadanie 2
Majac dany trojkat, skonstruuj punkt przeciecia jego:

a) symetralnych, b) dwusiecznych, ¢) wysokosci.

Rozwigzanie

ich przeciecia.

B Konstrukcja prostej prostopadtej do danej prostej i przechodzacej
przez dany punkt nielezacy na tej prostej

-P
k
B
-P
k
B
>Q
P
k

=

B Konstrukcja prostej rownolegtej do danej prostej i przechodzacej

5
Tl
P
U
Q k
5
'
PN
T
Q k
5

a) Konstruujemy symetralne dwéch bokéw tréjkata i wyznaczamy punkt ich przeciecia.

b) Konstruujemy dwusieczne dwéch katéw wewnetrznych tréjkata i wyznaczamy punkt

¢) Konstruujemy proste prostopadte do dwéch bokéw tréjkata przechodzace przez

wierzchotki przeciwlegte do tych bokéw. Proste te zawierajg wysokosci tréjkata.

Wyznaczamy punkt ich przeciecia.



v/

Powtdrzenie

1.

. Oznaczmy bok kwadratu przez z,

Zestaw |

Wyznacz miary katéow tréjkata o podanym stosunku tych miar.
a) 1:2:3 b) 1:3:5 c) 2:9:13

Katy miedzy bokiem tréjkata ostrokatnego a wysoko$ciami poprowadzo-
nymi z wierzchotkéw nalezacych do tego boku maja miary 40° i 20°. Wy-
znacz miary katéw tego tréjkata.

Dane sa dtugosci bokéw dwédch trojkatéw. Czy trdjkaty te sa podobne?
a) 15, 18, 24 oraz 20, 24, 32 ¢) 1,2; 1,4; 1,8 oraz 1,8; 2,1; 2.8
b) 4, 8, 10 oraz 6, 3, 7,5 d) 20, 25, 30 oraz 6, 9, 7,5

Trojkat T o bokach 5 cm, 5 ¢cm i 4 cm jest podobny do tréjkata Ts. Oblicz
dtugosci bokéw trojkata Ty, w przypadku, gdy:

a) jego obwdd jest réwny 35 cm, b) jego pole jest réwne 4v/21 cm?.

W tréjkacie ABC o polu 50 dm? bok AB ma dlugoéé 20 dm. Punkt P lezy
na boku AC' i |CP| = £|AC|. Punkt Q lezy na boku BC i |CQ| = £|BC|.
Oblicz dlugos¢ odcinka P@) i pole tréjkata CPQ.

Przyprostokatne tréjkata ABC' (rysunek obok)
maja dlugosci 10 i 15. Oblicz pole kwadratu
ADEF. oy

F

Dany jest trojkat o bokach 4 cm, 6 cm i 8 cm.
Oblicz dlugosci odcinkéw, na jakie dwusieczne
katow tego trojkata dzielg jego przeciwlegle boki. E

Punkt C jest wspélnym wierzchotkiem kwadra-
téw ABCD i CEFG (rysunek obok). Wykaz, ze
pola trojkatéw DEC i CBG sa réowne.

A B

Dziatke budowlana w ksztalcie trdjkata o bokach diugosci 60 m, 60 m
i 40 m podzielono na dwie czesci o rownych polach ptotem réwnolegtym
do boku dtugosci 40 m. Oblicz z doktadnoscia do 1 m obwdd kazdej z nowo
powstalych dziatek.

8. Niech [¥DCE| = a, czyli |[<ECB| = 90° —a.
Woéwczas:
|¥BCG| = |[XECG| — |[XECB| = «
0 10-s zatem |{DCE| = |¥BCG|.
B~ "z |CE| = |CG| oraz |DC| = |BC| zatem na
skad z = 6, zatem pole kwadratu mocy cechy BKB: ADEC = ABGC, czyli
P = 36. ich pola sa réwne.

woéwczas z podobienstwa tréjka-
téw FEC i ABC (cecha KKK)

mamy:

. 3,2 cm, 4,8 cm; 1% cm, 2% cm;

2 cm, 4 cm

Odpowiedzi do zadan
1. a) 30°, 60°, 90°
b) 20°, 60°, 100°
c) 15°, 67°30', 97°30’
2. 50°, 60°, 70°
3. a), b), d) tak c) nie
4. a) Obwdd Ti: 14 cm,
czyli k = 22,
Dtlugosci bokéw:
10 cm, 12,5 cm, 12,5 cm.
b) Wysokosé Th: h = v/21 cm.
Pole T1: P1 =
=1.4-21=2V21 [cm?],

P2 — 4V21
czyli k —ﬁ—l
stad k = /2.

Dtugosci bokow:

4\/5 cm, 5\/§ cm, 5\/5 cm.
5. C

A 20 B
Oznaczmy:
|AP| =4z, |PC| =z
BQ| = 4y, |QC| = y
Korzystamy z podobienstwa
trojkatéw ABC' i PQC' (cecha
BKB):

z _ |PQ|

5z — 20
czyli |PQ| =4 dm.
Skala podobienstwa tréjkatoéw
PQC i ABC jest rbwna %, za-
tem:
Papge _ Papgo

Ppaase 50
—e =)
Czyli PAPQC =2 dmz.
9. Obprc = 80\/5 ~ 113 [In]
Obagep = 160 — 40\/5 ~
~ 103 [m]
C

Powtdrzenie 273 I



1. a)

D’ C

A B

A B
Katy w prostokatach sa réw-
ne, czyli do wykazania pozo-
stata proporcjonalnosé odpo-
wiednich bokéw.

AAOD ~ AA'OD' (cecha

oA A'D’
KKK), stad 1251 = L
AAOB ~ AA'OB' (cecha

KKK), stad 1241 — 421

|OA] [AB|

Zatem
|A'D!| _ oA _ |A'B/|
[AD] — [0A] — TAB[°

co oznacza, ze odpowiednie

boki prostokatéw sa propor-

cjonalne, czyli prostokaty
ABCD i A'B'C'D

sa podobne.

b) Prostokaty sa podobune,

zatem:
Y

T+l y+i
TY+T=2Yy+y
T=1y

Réwniez x +1 = y + 1, czyli
prostokaty sa kwadratami.

. a) 37,5 b) 14,4

. a) 100 cm, 160 cm

b) 10 dm?, 40 dm?, 360 dm?

D C’ c
/
D i
A ¢ A ¢ B
2 2
AA! |A'B|
aD’ = |D'D]’ zatem na mocy

twierdzenia odwrotnego do
twierdzenia Talesa A'D'|| BD.
Analogicznie wykazujemy
réwnolegtosé B'C’ do BD
oraz A'B' i D'C' do AC.
Przekatne rombu przecinaja
sie pod katem prostym, za-
tem kolejne boki w czworoka-
cie A'B'C'D’ sa do siebie pro-
stopadle — jest to wiec prosto-
kat.
AB| _ % _ 1
[AC] — a — 2
czyli |A'B'| = @
‘ggll‘ =1, czyli |B'C'| = @
Pupicip =|A'B|-|B'C'| =
= 49| | |1BD)]| _
2 7

oraz

1
5PaBco

BN 274 6. Planimetria

B Zestaw Il

(D] 1.

. a) Na mocy cechy KKK: AABE ~ APQFE ~ ADCE. Stad:

a) Wykaz, ze dowolne dwa prostokaty, w ktérych przekatne przecinaja sie
pod tym samym katem «, sa podobne.

b) Wykaz, ze jesli prostokat o bokach = i y jest podobny do prostokata
o bokach odpowiednio 4+ 1 i y + 1, to prostokaty te sa kwadratami.

Oblicz obwdd tréjkata AEC.

a) BD | CE b) B
C
E
r+2 A
5
B
T 5
B

A z+2 D z4+5 E A 3 D 3 C

a) Suma obwodéw dwdch figur podobnych jest réwna 260 cm, a ich skala
podobienstwa k = 2. Oblicz obwéd kazdej z tych figur.

b) Figury F; i Fy sa podobne w skali 1:2; a figury F, i F3 sa podobne
w skali 1:3. Suma pél figur Iy, F, i Fs jest réwna 410 dm?. Oblicz pole
kazdej z tych figur.

|[AF| _ |FC]|

|IBE| — |ED|"

Uzasadnij, ze jesli proste AC i BD sa rownolegte, to

a)

W rombie ABCD potaczono $rodki kolejnych bokéw i otrzymano czwo-
rokat A’B'C'D’. Uzasadnij, ze czworokat ten jest prostokatem o polu dwa
razy mniejszym od pola rombu.

W trapezie ABC'D o podstawach a i b (rysu- D b C
nek obok) poprowadzono odcinek PQ o dtu-
gosci vab réwnolegly do podstaw trapezu. P Vab Q
Uzasadnij, ze:
a) {351 = o
A a B

b) trapezy ABQP i PQCD sa podobne.

E
IED| b : __ bPD]
TEDI+1PD] = vas» @Yl [ED| = 75—,
|ED| _ b g __ bPD|+b|AP|
EDITPD TTAP — a» C2yli |ED| = a—b .
P P AP
Zatem \I/’L—b?lb = UPDIHUAP] pryjeksztatcamy D C
, . . |AP| _ a-+ab Vab
réwnanie do postaci J—‘ D = ot P Q
Usuwamy niewymiernos¢ z mianownika
|AP| _ Vab _ _a___ |AB|
[PD] ™ b = Vab ~ [PQ]
a
BQI _ |AB| 4 B

Analogicznie wykazujemy réwnosé oc] = Pal-

cl —
b) Odpowiednie katy trapezéw sa réwne (jako katy odpowiadajace). Z poprzedniego

AP _ POl _ |AB] _ M7 czyli trapezy ABQP i PQC'D sg podobne.

podpunktu: 55 = 581 = [Fg] = ¢



w Sposéb na zadanie

Przedstawiajac dowdd, nalezy precyzyjnie uzasadni¢ kazdy krok rozumowania.
Mozna to zrobi¢ tak jak w przyktadzie 1. lub w postaci dowodu dwukolum-
nowego, ktéry jest zapisany w tabeli (przyklad 2.).

@ Przyktad 1 D C
Dane sa kwadrat ABCD i réwnoleglobok EF BA (ry-

sunek obok). Udowodnij, ze trojkaty ADE i BCF sa

przystajace.
Niech kat ostry rownolegtoboku ma miare a. Wowcezas B /]
|SCBF| = 90° + o. Suma miar katéw przy jednym A a/B
boku réwnolegtoboku jest réwna 180°, wiec:
|XBAE| =180° — « A
E F

Stad:
|ADAE| = 360° — (|3 BAE| + | ¥ BAD|) = 360° — (180° — o + 90°) = 90° + o
czyli | DAE| = |4CBF|. Jednoczeénie |AD| = |BC| (boki kwadratu) oraz
|AE| = |BF| (przeciwlegte boki réwnolegltoboku).
Na podstawie cechy BKB wnioskujemy, ze AADE = ABCF.

=» Zadanie 13, str. 278

(D] Przyktad 2
Prosta zawierajaca srodkowa tréjkata ABC' po- C
prowadzong z wierzchotka C przecina bok AB
w punkcie D. Punkty E i F' lezg na prostej C'D,
przy czym AE | CD oraz BF 1 CD (rysunek
obok). Udowodnij, ze tréjkaty ADE i BDF sa 4 & B

B

przystajace.

Dowdd przedstawimy w dwukolumnowej tabeli.
W jednej kolumnie zapisujemy kolejne stwierdzenia, a w drugiej — ich uzasad-
nienia. Pozwala to uporzadkowaé cale rozumowanie.

Stwierdzenie Uzasadnienie
|AD| = |BD| Punkt D jest érodkiem boku AB.
|YADE| = |[{BDF| Sa to katy wierzcholkowe.
|YAED| = |[4¥BFD| Sa to katy proste.
| XDAE| = |<DBF| | Tréjkaty ADE i BDF maja dwa katy réwne, wiec
wszystkie ich katy sa réwne.
NADE = ABDF Na podstawie cechy KBK przystawania tréjkatow.

=» Zadanie 13, str. 278

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 6

Generator

testéw i sprawdzianow
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2. y=66°, z = 40°

Oby _ 7
Oby — 10

Ob; = 140 cm, Obz = 200 cm

{ Ob1 + Oby = 340

4. Papc = 30 cm27
Obapc = 30 cm

Skala podobienstwa

AAED do AABC: k = 2

Obapp = 12 cm

BN 276 6. Planimetria

w Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-8 wybierz wlasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Przekatna oSmiokata foremnego dzieli go na siedmiokat i tréjkat réwnora-
mienny. Miara kata ostrego tego trdjkata jest réwna

A. 22,5° C. 26,5°

B. 24,5° D. 28,5° "

Zadanie 2 (0-1) & g
Na rysunku obok RK || SL. Suma miar 7
katéw x i y jest rowna

A. 104° C. 106° 116° Y

B. 105° D. 110° I T

Zadanie 3 (0-1)
Suma obwodéw dwdch figur podobnych jest réwna 340 cm, a ich skala podo-
biehstwa k = -=-. Réznica obwodéw tych figur wynosi

10°
A. 60 cm B. 65 cm C. 75 cm D. 80 cm

Zadanie 4 (0-1)
Przyprostokatne tréjkata ABC' (rysunek ponizej) maja dlugosci 5 cm i 12 em.
Tle wynosi obwéd trojkata AED, jedli jego pole jest réwne 4,8 cm??

B

A. 6 cm B. 8 cm C. 10 cm D. 12 cm

Zadanie 5 (0-1)

Jezeli prostokat P; o bokach dlugoséci 9 cm i 12 cm jest podobny do prosto-
kata P, o przekatnej dtugosci 20 cm, to

A. obwdd prostokata P, jest rowny 54 cm.

B. pole prostokata P, jest réwne 200 cm?.

C. pole prostokata P, jest o 64 cm? wigksze od pola prostokata P.

D. stosunek pola prostokata P; do pola prostokata P, jest rowny 9: 16.

5. Przekatna prostokata P; ma dtugosé:

V92 £122 = /225 = 15 [cm]
zatem skala podobienstwa prostokata P; do P» jest réwna %.
Prostokat Pi: P = 108 cm?, Ob = 42 cm.

Prostokat P»: P = 192 cm?, Ob = 56 cm.




w Przed obowigzkowa matura z matematyki

Zadanie 6 (0-1)

Na boku AB tréjkata ABC wybrano punkt P, a na boku AC — punkt @ tak,
ze PQ || BC. Jedli |AB| = 4,5 cm, |[AC| =5 cm, |[AQ| =2 cm i |BC| = 3 cm,
to obwdéd trojkata APQ jest réwny

A.5cm B. 6 cm C. 6,5 cm D. 7cm

Zadanie 7 (0-1)
Prostokat P; o bokach dlugosci 7 ¢cm i 24 cm jest podobny do prostokata Ps,
ktérego pole jest réwne 42 cm?. Diugo$é przekatnej prostokata P, wynosi

A. 6,25 cm B. 12,5 cm C. 14,5 cm D. 25 cm

Zadanie 8 (0-1)

Dany jest trojkat ABC'. Dwusieczna kata AC' B przecina bok AB w punkcie P
takim, ze |BP| = |AP| + 1 cm. Ponadto |AC| = 4 c¢cm oraz |BC| = 6 cm.
Obwdd tréjkata ABC wynosi

A. 15 cm B. 14,5 cm C. 12,5 cm D. 12 cm

Zadanie 9 (0-2)
Dwa boki tréjkata maja dlugoséci 4 cm i 8 cm.

Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-
mane zdanie bylo prawdziwe.

Dtugosé trzeciego boku tego tréjkata nie moze by¢ réwna

A. 3V2 cm E. (7+2V5) cm
B. 2v/3 cm F. (8+2V3) cm
C. (34++v2) cm G. (9+2Vv2) cm
D. (24 /5) cm H. (10 4+ 2v/2) cm

Zadanie 10 (0-1)

Trojkaty T i Ty sa podobne. Najkrétszy bok tréjkata T) ma dlugosé 4,5 cm,
a najkrotszy bok tréjkata T, ma dlhugosé 7,5 cm.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jedli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Jedli pole tréjkata T, jest réwne 27 cm?, to pole tréjkata Th jest

, 5 P F
réwne 75 cm®.

Jesli pole trojkata Ty jest réwne 25 cm?, to pole trojkata Ty jest
réwne 9 cm?.

P F

10. k£ — skala podobienstwa trojkata T> do tréjkata Ti

_ 75 _5 Py _ 32 _ (5)2_ 25
k_4,5_37P1_k _(3) )

Jezeli PL =27 cm?, to P, = k?> - P, = .27 =175 [CmQ].

25
9
Jezeli P, =25 cm®, to Py = £2 =25 2 =9 [cm?].
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6. Trojkaty APQ i ABC sa po-
dobne (cecha KKK) w skali 2.
Obapg=2-(45+5+3) =
=5 [cm]

7. k — skala podobienstwa pro-
stokata P> do prostokata P;
k? — stosunek pél tych prosto-
katow
di — dlugosc przekatnej
prostokata Pi
da — dlugos¢ przekatnej
prostokata P»
kQZ%Z%,WiQCk:%
dy = /7% 4+ 242 = 25 [cm)]
dy =k-di = 1-25 = 12,5 [cm]

8. C

A P B
7 twierdzenia o dwusieczne;j:
|BP| _ |BC| _ 3

[AP] — JAC| — 2
|[AP|+1 _ 3

AP — 2
2|AP| + 2 = 3|AP|
|AP| =2
Stad |AP| =2 cm,
|BP| =3 cm, |[AB| =5 cm,
czyli Ob = 15 cm.
9. z — dtugo$é trzeciego boku
w cm
8 —4 <z <844, cayli:
1<z<12
L4<3V2< 12
.2v3 <4
LA<34+V2<12
L4<24+/5<12
4<7+2V/5< 12
4<8+2V3<12
L4<9+2v2< 12
.10+ 2v/2 > 12

= >

oM E YO



11.

12.

13.

<G>
©
avay

Suma miar katéw wewnetrz-
nych pieciokata wynosi:
3-180° = 540°
czyli:
a=540°: 5 = 108°
Woéwczas:
B = 2(180° — 108°) = 36°
v =108 — 283 = 36°
6 =108 —p3="12°

|BC| _ |AB . |BC| _ 6
BF = e Wl 5 = 15
wiec |BC| = 1% =25

|[PD| _ |DE| ; |PD| __ 4.8
Pal = [aB) Wl =

wiec [PD| = 22 =32
Oznaczmy punkt przecigcia
CE i DF przez G oraz kat
|<BCE| = a.

Wéwczas |[$GCD| = 90° — .
|<*DGC| = 90°, wiec:

|¥GDC| = 90°—(90° ~—a) = @ Zadanie 13 (0-2) & Przyktady 1 i 2, str. 275

Ponadto |CD| = |BC| oraz

|<FCD| =90° = |<EBC|.

Na mocy cechy KBK:
ACDF = ABCE.
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Zadanie 11 (0-1)

Przekatne poprowadzone z jednego wierzchotka pieciokata foremnego podzie-
lity ten pieciokat na trzy tréjkaty.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jedli jest falszywe.

Jeden z tych trojkatow ma katy o miarach 30°, 75°, 75°. P
Dwa z tych tréjkatow maja katy o miarach 30°, 30°, 120°. P

Zadanie 12 (0-2)
Proste AD, BE i C'F sg réwnolegle (rysunek ponizej).

2

F
AR E

D
4 A 6 B C
Kazdemu rozpoczetemu zdaniu przyporzadkuj wtasciwe dokonczenie. Wpisz

obok rozpoczetych zdan w tabeli ponizej wlasciwe odpowiedzi wybrane spo-
srod A-E.

P

Numer zadania Zdanie do uzupetnienia Dokonczenie zdania

121 Odcinek BC' ma dhugoéé réwna A

12.2 Odcinek PD ma dlugosé rowna C
A. 25 B. 28 C. 3,2 D. 3,6 E. 38

C

Na bokach AB i BC kwadratu ABC'D wybrano odpowied-
nio punkty F i F takie, ze CE L DF (rysunek obok). Uza-
sadnij, ze tréjkaty BCE i CDF sg przystajace. P
Zadanie 14 A E B

Przekatne rombu ABCD majg dlugosci 12 cm i 16 cm.

Zadanie 14.1 (0-2)
Punkt P jest punktem przeciecia przekatnych rombu ABCD. Oblicz dlugoéci
odcinkéw, na ktére dwusieczna kata AP B dzieli bok rombu.

Zadanie 14.2 (0-2)
Romb EFGH o polu réwnym 150 cm? jest podobny do rombu ABCD. Oblicz
obw6d rombu EFGH.

14.1. |AB| =62+ 82 =10 C
Z twierdzenia o dwusiecznej otrzymujemy:
[AS| _ |AP| _ 3
|BS| — |BP| — 4
lAs|
10 —JAS] — : D PN 8 B
4|AS| =30 — 3|AS|
|AS| =2 6
Zatem |AS| =42 cm oraz |[BS| =52 cm. S
14.2. Papcp = 3|AC| - |BD| = 96 cm® A

Obapcp = 4|AB| = 40 cm
k — skala podobienstwa rombu FFGH do rombu ABCD

k2 — Perge _ 150 _ 25
— Papcp _ 96 — 167

wiec k = 2, Obpran = k- Obapcp = § - 40 = 50 [cm].
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Zadanie 15 (0-1)
Dany jest trapez ABCD (rysunek obok). Podstawy D ¢
trapezu maja dlugosci |AB| = 16 cm, |CD| = 12 cm,
a pole tréjkata ABP jest réwne 48 cm?.

Dokonicz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz od-
powiedz A albo B oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Pole tréjkata C'DP jest réwne

A. 36 cm?, L ., .
poniewaz skala podobienstwa trojkata CDP

) do tréjkata ABP jest réwna
B. 27 cm?, 3.

ol | 5lo i

Zadanie 16 (0-4) D _C
W trapezie prostokatnym (rysunek obok) dane sa
dlugosci podstaw |[AB| = 61 |C'D| = 2 oraz ramienia o
|AD| = 4. Punkt O jest punktem przeciecia przekat-
nych tego trapezu. Oblicz obwéd tréjkata AOB.

A B
Zadanie 17 (0-4)
Dany jest trapez ABCD o podstawach |[AB| = 40 cm i [CD| = 25 c¢m i ra-

mionach dtugosci 12 cm i 9 cm. Przedluzenia ramion tego trapezu przecinaja
si¢ w punkcie P. Oblicz obwdd trojkata ABP.

@ Zadanie 18 (0-4)

Dany jest réwnolegltobok ABC'D o bokach |AB| =a
i |[BC| = b. Czworokat EBCF jest réwnoleglobo-
kiem podobnym do réwnolegtoboku AB C D Wykaz,

ze obwéd czworokata AEFD jest rowny 20°=242eb,

Zadanie 19 (0-4)

Dany jest trojkat réwnoramienny o ramieniu dtugosci 6 cm i kacie przy podsta-
wie réwnym 30°. Oblicz odlegtosci punktu przeciecia prostych zawierajacych
wysokosci tego tréjkata od jego wierzchotkow.

Wskazéwka. Proste zawierajace wysokosci tréjkata przecinaja si¢ w jednym punkcie.

[D] Zadanie 20 (0-4)
Uzasadnij, ze suma dtugosci srodkowych tréjkata o obwodzie L jest mniejsza
od 2L.
2

20. Z zalozenia: 2z + 2y + 2z = L.
Z nieréwnosci tréjkata:
a<y+2z
a<y+2z
b<z+2zx
b<z+2y
c<xz+2y
c<z+2z2
Dodajemy nieréwnosci stronami:
2(a+b+c) <3(2x+2y+22)
Zatem:
a+b+c<i(2w+2y+22)=3L
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15.

16.

17.

18.

19.

Skala podobienstwa tréjkata
CDP do trojkata ABP:
L—loDl _ 12 _ 3

[AB] — 16 ~— 4
Stosunek pél tréjkatéw:
Pecpp _ 2 _ 9
Papp 16
Zatem:
Pcpp = k?-Pagp = 19—6'48 =
= 27 [cm?)

ANAOB ~ ACOD

(cecha KKK)

Skala podobienstwa AAOB
do ACOD jest réwna 3:1
|AC| = 2v/5, czyli

|40| = 35
|BD| = 2+/13, czyli
|BO| = V13

Ob=6+ % (V5 +13)
AABP ~ ADCP

(cecha KKK)

|AP|-9 _ 25

[AP[ — 40

czyli |AP| = 24 cm
|[BP|—-12 __ 25

[BP| 0
czyli |[PC| = 32 cm

Obapp = 96 cm

|EB| _ |BC| ;.
[BC] = [AB|’ czyli:
_ |BC]? _ »2
|EB| \AB\ T a

Stad |AE| = |DF| =a— ¥ =
= 22-t |BF| = |AD| =b.
ObagrDp = # + 2b

6 cm, 6v/3 cm, 64/3 cm
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Archimedes 188
argumenty funkcji 147

Briggs Henry 46
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przystawania tréjkatow 246, 247
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dzielnik 11, 16

element zbioru 62
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przystajace 246
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liniowa 201
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iloczyn zbioréw 65
jednomian 81

kartezjanski uktad wspolrzednych 151
Kartezjusz (René Descartes) 151
Kasner Edward 41
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symetralnej odcinka 271
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sumy 93

liczba
logarytmowana 45
T 26
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logarytm 45
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iloczynu 46

ilorazu 46
potegi 46
metoda
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miejsce zerowe funkcji 149

liniowej 208
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nieostre 77

ostre 77

réwnowazne 77, 78
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okres 24
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liczbowa 69
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wielokaty
podobne 255
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kierunkowy prostej 202, 217
interpretacja 218, 219
proporcjonalnosci 188, 210
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wspoélrzedne punktu 151
wyktadnik potegi 35
wykres funkcji 152
liniowej 201
wyrazy
podobne 81
redukcja 81
sumy algebraicznej 81
wz6ér funkcji 153

zaokraglenie 25
zbiory
roztaczne 66
rowne 63
zbibr
liczb catkowitych 16, 21
liczb naturalnych 11, 21
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Dziatania na utamkach Pierwiastek szescienny

Dla a,b,c,d € Z oraz b,d # 0: Dla a € R:
, o, c_ adtbe o Ya=b,gdyb®=a
b d bd
. a ¢ _ ad —be Dlaa,bG]R:
b d_ bd o Va-b= a- Vb
o 2.6 _ ac
b d bd Dla a,b € R oraz b # 0:
Dla a,b,c,d € Z oraz b, c,d # 0: . Q/EZE
a d _ad b \3/5

a.c aa
b d b ¢ be

Pierwiastek n-tego stopnia
Wartosc¢ bezwzgledna Dla a > 0 i parzystego n:

Dla a € R: o Ya=begdyb>0ib"=a
lal a jesli a>0 Dla a € R i nieparzystego n:
e (| =
—a jedli a<0 o Ya="b,gdyb" =a
* |-a| =|al
Dla a,b € R: Potegi i pierwiastki
o la-bl=lal-|b| Dlaa>0,k€Z,neN;:
° a_k = L
Dlaa,beRib#0: ak
al _ M ° a% = {1/6
bl ol

Dla a,b> 0, z,y € Q:
e a®-a¥=a""V

Pierwiastek kwadratowy * a”-b" = (ab)”

Dla a > 0: ‘ a_y:az_y
e Va=bgdyb>=aib>0 .ﬂz(g)z
bx b
Dla a € R: ° (az)y:az-y
_ a dlaa>0
.\/a—i{—a dlaa <0
Dla a,b> 0: Wzory skréconego mnozenia
° \a- :\/a\/g Dlaa,be]R:
2 _ 2 2
Dlaa>0ib>0: * (@+b)°=a”+2ab+b
T _ \a e (a—b)%=a®—2ab+b?
b Vb e a?-b*=(a—-b)(a+b)
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Dlaa,b>0, a # 1:

o log, b=, gdy a* =0
Dla a,b,c>0,a#1,peR:
e log,a=1

e log,1=0

e log, bc = log, b+ log, c

e log, g =log, b —log, c

e log, b? =plog, b

Roéwnanie prostej

e Réwnanie kierunkowe: y = ax + b

e Réwnanie ogdlne: Ax + By + C =0,
gdzie A #01lub B #0
e Réwnanie prostej o wspolezynniku
kierunkowym a przechodzacej przez
punkt (z1,y1):
y— v =alx—m1)
Proste y = a1x + b1 1 y = asx + by sa:
o réwnolegle, gdy a1 = aq,
e prostopadtle, gdy ay - ag = —1.
Wspdtezynnik kierunkowy prostej:
y=ax+b
przechodzacej przez punkty (z1,y1)
i(x2,y2), gdzie 1 # xa:

Y2 — Y1
T2 —T1

a =

Pola tréjkatow i czworokatow

o Tréjkat
1
P= §ah
a
e Trojkat réwnoboczny
h= éa a a
2
_ V3
P= TO? a
Roéwnoleglobok
P=ah h ;
.a

e Romb v
1
P = =de
2 A
b
o Trapez
p_atb , h
== ~

a

Twierdzenie Talesa

Jezeli proste AC' 1 BD sa
réwnolegle, to:

. [Pcl _ D] D
[PA| — |AB| c

. [Pcl _ |PD|
|PA| — |PB| P A B

Twierdzenie o dwusiecznej kata w tréjkacie

Dwusieczna kata w tréjkacie dzieli przeciwlegly C

bok na odcinki proporcjonalne do pozostatych

bokéw tréojkata:
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dlanauczyciela.pl

©)

/A
Portal dla nauczyciela wirsy
; d
Zrodto wartosciowych i rzetelnie opracowanych pomocy bona
dydaktycznych, utatwiajgcych przygotowanie i prowadzenie 200 000
lekcji. Materiaty sg czytelnie podzielone na kategorie, co pozwala uzytkownikow

zaoszczedziC czas potrzebny na przygotowanie zajec.

G, Generator '€, Ondorio

\ﬂ testow i sprawdzianéw

® gotowe zadania i testy
® agplikacja Ondorio do automatycznego
sprawdzania testow i kartkdwek

Multibook €EEED

® podrecznik multimedialny
dla nauczyciela

® atrakcyjne materiaty cyfrowe
do wyswietlania na lekcji

e-booki

e clektroniczna wersja
podrecznika ucznia

Dokumentacja
nauczyciela

® programy nauczania

- e rozktady materiatu

\'-‘ e plany wynikowe
.

® podreczniki nauczyciela

MOJA

NOWA ERA Sprawdzanie wiedzy
e jedno konto do wszystkich portali Nowej Ery o kartkéwki
e fatwa aktualizacja danych w profilu uzytkownika o Klasowki

z automatycznie modyfikowanym dostepem do zasobow

e szybki dostep do zasobdw szkolnych <SRG

e personalizowany panel wiadomosci

Pamietaj o corocznej aktualizacji danych!
moja.nowaera.pl



Generator orzygot

\Z testow i sprawdzianéw sprawdzian

w kilka minut

Wygodna i prosta aplikacja do tworzenia materiatow
sprawdzajgcych wiedze. Zawiera setki zadan, w tym
typu maturalnego.

Nowosc — filtr pozwalajgcy wyszukac zadania, ktore od wrzesnia 2024 r.
wykraczajg poza wymagania uszczuplonej podstawy programowe;.

t> 1 - Wejdz na strone generator.dlanauczyciela.pl i zaloguj sie
przez konto Moja Nowa Era. Jesli jeszcze nie masz konta — zatéz je.

l, 2 Pobierz gotowa kartkéwke do lekcji, klasowke do dziatu, sprawdzian
semestralny lub roczny dla 4 grup. Edytuj materiaty testujgce, aby
je dostosowac do potrzeb swoich i ucznidow.

f 3 Samodzielnie twérz materiaty testujgce. Skorzystaj z gotowych zadan lub
dodaj wtasne. Wszystkie gotowe zadania zostaty przygotowane w 4 rownowaznych
wersjach. Mozesz utworzy¢ nawet 8 grup testow. Wszystkie zadania zawierajg
odpowiedz, punktacje i orientacyjny czas potrzebny uczniom na rozwigzanie.

4. Wydrukuj pobrane testy i klucze
odpowiedzi. Do kartkdwek i krétkich testow
wybierz ekonomiczng wersje wydruku
(ekowydruk) z mniejszg liczbg stron.




Jak w prosty sposdéb dodac¢ wtasne zadanie
lub utworzyé wiasny test?

% Dodaj zadanie
do Bazy zadan

©® Woybierz typ zadania i wpisz jego tresc.
Mozesz korzystac z edytora rownan,

wstawi¢ ilustracje i od razu utworzy¢ wersje
dla kolejnych grup.

Tworzenie zadania

Dane zadania

©® Woybierz dziat lub temat, ktérego bedzie
dotyczyto zadanie.

©® Okresl liczbe punktéw oraz czas
potrzebny uczniom na rozwigzanie.
Nastepnie zapisz zadanie.

% Dodaj test
do Bazy testow

® Wybieraj zadania i dodawaj je do testu.
Tak utworzysz grupe A.

® Zmieniaj kolejnos¢ zadan w tescie.
Jesli potrzeba, dodaj miejsce
na odpowiedz.

©® Przejdz do tworzenia grup — mozesz
utworzy¢ ich nawet 8. Klucz odpowiedzi
wygeneruje sie automatycznie.

Test mozesz
przygotoWac
dla 8 grup-

@ Zapisz zadanie lub test

Do utworzonych i zapisanych w bazie zadan i testow masz zawsze dostep
po zalogowaniu sig na stronie generator.dlanauczyciela.pl.




ng‘;"/aa Twoje mocne strony

Dla nauczyciela

NOWA
MATeMAtyka

.

Wartosciowe pomoce
dydaktyczne, m.in.:

dlanauczyciela.pl

[

» dokumentacja nauczyciela,

« kartkéwki, klasowki, sprawdziany,
« Multibook,

» podrecznik nauczyciela.

% dlanauczyciela.pl

Multibook - doskonata
pomoc w prowadzeniu

Multibook lekeji

Nowos¢é

[

Elektroniczna wersja podrecznika uczniowskiego
wzbogacona o zasoby cyfrowe. Kreatory

wykreséw, animacje, plansze interaktywne utatwiajg
wprowadzanie nowych pojec¢ i zagadnien.

% dlanauczyciela.pl

Dla ucznia

[

Generator testow
i sprawdzianéw —
(> Generator wygodna aplikacja do
\H testéw i sprawdzianéw . . ~
tworzenia materiatow

sprawdzajacych wiedze

« Zawiera ponad 900 zadan skorelowanych
z podrecznikiem, kazde w 4 wersjach.
« Umozliwia tworzenie wtasnych testow,
sprawdziandw i kartkdwek.
» Pozwala edytowac istniejgce zadania i dodawac wtasne.

% generator.dlanauczyciela.pl

Program diagnoza
PRZED MATURA

©) diagnoza

MATURA

[

W formie prébnego egzaminu pomaga sprawdzic¢
poziom opanowania przez uczniéw wiadomosci
i umiejetnosci okreslonych w podstawie programowe;j.

R matura-diagnoza.nowaera.pl

.

HOWA
MAT:MAyka

Kartv pracy ,] Karty pracy ucznia ze zbiorem zadan
ucznia

 zadanlomi CKE 2 sgzamindw matursinych

Nowos¢ na rynku wydawnictw matematycznych. Publikacja umozliwia
zaréwno ¢wiczenie $wiezo zdobytych umiejetnosci, jak i ich utrwalanie
z myslg o przygotowaniach do matury z matematyki.

% sklep.nowaera.pl

-83 267

7883

Nowa Era Sp. z 0.0.

@ www.nowaera.pl Q nowaera@nowaera.pl

R Centrum Kontaktu: 58 721 48 00





