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Liczby
rzeczywiste

Podstawowe dane holownika ,Stefan” przedstawionego na zdjeciu: diugosé
28,74 m, szerokos¢ 6,53 m, zanurzenie 2,6 m, predkos¢ maksymalna 10 weztow.
Predko$é statkéw morskich podaje sie w weztach, czyli w milach morskich na
godzine. Jedna mila morska (Mm) to przyblizona dlugosé takiego tuku potu-
dnika, ktéry jest wyznaczony przez 1 minute katowa (1/60 stopnia). Poludnik
jest w przyblizeniu poétokregiem o dlugosci 20000 km. Zatem:

20000 km

1 Mm~ ——— =~ 1,851852 km
180 - 60

Otrzymany wynik zaokragla sie do pelnych metrow, czyli przyjmuje sie, ze
1 Mm = 1852 m.
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® System dwdjkowy w komunikacii
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I 10 1. Liczby rzeczywiste

Przypomnij sobie

Cechy podzielnosci liczb

Twierdzenie

Liczba naturalna jest podzielna przez:

= 2, gdy ostatnia jej cyfra jest jedna z cyfr 0, 2, 4, 6, §;

= 3, gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 3;

= 4, ody jej dwie ostatnie cyfry tworza liczbe podzielna przez 4;
= 5, gdy ostatnia jej cyfra jest 0 lub 5;

= 9, gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 9.

. Przez ktére z liczb 2, 3, 5, 9 jest podzielna liczba:

a) 653925, b) 574038, c) 946 030, d) 7492987

Czy liczba n jest podzielna przez 47
a) n = 63874 b) n = 58052 c) n = 35406 d) n =47796

. Jaka cyfre mozna podstawié za a, aby dana liczba byla podzielna przez 47

a) 684 56a b) 2353a c) 215a6 d) 357aa

. Jaka cyfre mozna podstawié za a, aby dana liczba byla podzielna przez 37

a) 3333a4 b) 64a 871 c) 434ada d) 5aa6a3

. Wyszukaj w dostepnych zrdédlach ceche podzielnosci liczby naturalnej

przez 8. Sprawdz, czy liczba x jest podzielna przez 8.
a) x="713592 b) x=639044 c¢) x =480658 d) x = 817296

. Przeczytaj przyktad obok i podaj

Liczba 69222 jest podzielna przez
2 i przez 3, ale nie jest podzielna
przez 4. Zatem liczba ta jest po-
a) 775584, c) 894665, dzielna przez 6, ale nie jest podziel-

b) 868470, d) 501474. na przez 12.

przez ktore z liczb 6, 12, 15 jest po-
dzielna liczba:

. Dana jest liczba siedmiocyfrowa 3 150 57a, gdzie a oznacza cyfre jednosci.

Wyznacz te liczbe przy zalozeniu, ze jest ona podzielna przez:
a) 9, b) 6, c) 4, d) 8.

. Nie wykonujac dzielenia, ustal, przez ktére sposrdd liczb 15, 45, 75 jest

podzielna liczba:
a) 1155, b) 9825, c) 5165, d) 8235.

. Liczba naturalna jest podzielna przez 45, gdy jest podzielna przez 5 i 9.

Liczba naturalna jest podzielna przez 75, gdy jest podzielna przez 3 i 25, czyli gdy
suma cyfr jest podzielna przez 3, a jej ostatnimi cyframi sa: 00 lub 25, lub 50, lub 75.

a) 15

b) 15, 75

c) przez zadna
d) 15, 45



1.1. Liczby naturalne

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Liczb naturalnych: 0,1,2,3, ... jest nieskoniczenie wiele. Dla dowolnej liczby
naturalnej n istnieje nastepna liczba naturalna: n+1. Na przyktad po milionie
nastepuje milion jeden, potem milion dwa, milion trzy, a po trylionie (liczba
zapisywana jako jedynka z 18 zerami) — trylion jeden itd.

Zbiér wszystkich liczb naturalnych oznaczamy litera N.

Definicja

Niech m i n beda liczbami naturalnymi oraz m # 0. Liczbe m nazywamy
dzielnikiem liczby n, gdy istnieje taka liczba naturalna k, ze n = m - k.

Jesdli liczba m jest dzielnikiem liczby n, to méwimy, ze liczba n jest podzielna
przez liczbe m lub ze liczba n jest wielokrotnoscia liczby m.

Zauwaz, ze:

e liczba 1 jest dzielnikiem kazdej liczby naturalnej,

* liczba 0 nie jest dzielnikiem zadnej liczby,

* kazda dodatnia liczba naturalna jest dzielnikiem liczby 0.

Przyktad 1
Wymien dzielniki liczby 54.

Liczba 54 ma nastepujace dzielniki: 1, 2, 3, 6, 9, 18, 27, 54.

Cwiczenie 1
Wymien dzielniki liczby:
a) 12, b) 28,

c) 36, d) 48.

Podzielnoéé liczb naturalnych zapisu-
jemy w nastepujacy sposob:

e zapis 3|n czytamy: 3 dzieli n lub
inaczej: liczba n jest podzielna przez 3,
e zapis 7 fn czytamy: 7 nie dzieli n

Niech n bedzie liczba naturalng.
Jesli 2| n, to liczbe n nazywamy
parzysta.

Jesli 2 [n, to liczbe n nazywamy
lub inaczej: liczba n nie jest podzielna
przez 7.

nieparzysta.

Liczbe parzysta mozemy zapisa¢ w postaci 2k, a nieparzysta — w postaci
2k + 1, gdzie k jest liczbg naturalng.

Uczen:

— podaje przyktady liczb
pierwszych, liczb parzystych
i nieparzystych,

— podaje dzielniki danej liczby
naturalnej,

— przedstawia liczbe naturalng
w postaci iloczynu liczb
pierwszych,

— oblicza NWD i NWW dwéch
liczb naturalnych,

— przeprowadza dowody
twierdzen dotyczacych
podzielnosci liczb.

Komentarz

Czasem przyjmuje sie, ze
najmniejsza liczba naturalna
jest liczba 1. Warto zwrocié
uwage na to, ze jest to kwestia
umowy.

Cwiczenie 1

a) 1,2, 3,4, 6,12

b) 1,2, 4,7, 14, 28

) 1,2 34,69, 12, 18, 36

d) 1,2 3, 4,68, 12, 16, 24, 48

Multibook

* Dzielenie z resztg
¢ Spirala Ulama

® Algorytm Euklidesa
® Zbiory liczbowe

e Sito Eratostenesa
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Cwiczenie 2

a) Tak, suma cyfr tej liczby jest
réwna 15, wiec jest ona podziel-
na przez 3.

b) Nie, 111 = 1110 + 1.

c) Tak, liczba jest podzielna
przez 5, ale suma cyfr tej licz-
by wynosi 14, wiec liczba nie jest
podzielna przez 3, a tym samym
nie jest podzielna przez 15.

d) Nie, 4949 : 7 = 707.

Komentarz

Cechy podzielnosci przez 2, 3, 5
i 9 przypomniane sg na s. 14.
Cwiczenie 3

a) 26=3-8+2

b) 76 =3-25+1

c) 108 =3-36

d) 127=3-42+1

e) 713 =3-237+2

Cwiczenie 4
a)3=4-0+3
b)49=4-12+1
) T9=4-19+3
d) 126 =431 +2
e) 492 =4-123

Miedzy liczbami 1 i 100 jest 25
liczb pierwszych: 2, 3, 5, 7, 11,
13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,
47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83,
89, 97.

Komentarz

Warto zwréci¢é uwage uczniow
na to, ze liczba 2 jest jedyna
parzysta liczba pierwsza.

B 12 1. Liczby rzeczywiste

Cwiczenie 2
Czy podane stwierdzenie jest prawdziwe?

a) 3|323232 b) 11|111 c) 15 2345 d) 7 J4949

Zamiast mowié¢, ze liczba 3 jest dzielnikiem liczby 45, mozemy tez powiedzie¢,
ze liczba 45 dzieli si¢ przez 3 bez reszty. 45 : 3 = 15 reszta 0

W wyniku podzielenia liczby 47 przez (3], otrzymujemy
15 i reszte @
Oznacza to, ze liczbe 47 mozemy przedstawi¢ w postaci 47 = |3|- 15 + @

47 1| 3] = 15 reszta @

Cwiczenie 3

Zapisz liczbe w postaci 3k, 3k + 1 lub 3k + 2, gdzie k jest liczbg naturalng.
a) 26 b) 76 c) 108 d) 127 e) 713
Cwiczenie 4

Zapisz liczbe w postaci 4k, 4k + 1, 4k 4+ 2 lub 4k + 3, gdzie k jest liczba
naturalna.
a) 3 b) 49 c) 79

d) 126 e) 492

Definicja
Liczbe naturalna, ktéra ma dokladnie dwa dzielniki (1 i sama siebie), na-

zywamy liczba pierwsza. Kazda liczbe naturalng wieksza od 1, ktéra nie
jest liczba pierwsza, nazywamy liczba zlozona.

Liczbami pierwszymi sa na przyktad liczby 7 i 37.
Zwréé uwage na to, ze liczb 0 i 1 nie zaliczamy ani do liczb pierwszych, ani
do zlozonych (jakie sa dzielniki liczby 1, a jakie liczby 07).

Grecki matematyk Euklides (zyja-  [ic by pierwsze miedzy 100 a 1000:

cy na przetomie IV i III w. p.n.e.) 101 179 263 353 443 547 641 739 839 947

nil. ze istnieie nieskoficzeni 103 181 269 359 449 557 643 743 853 953
ufiowo_d ) 2@ stnieje nieskonczenie 107 191 271 367 457 563 647 751 857 967
wiele liczb pierwszych. 109 193 277 373 461 569 653 757 859 971

113 197 281 379 463 571 659 761 863 977

.. 127 199 283 383 467 577 661 769 877 983

Cwiczenie 5 131 211 293 389 479 587 673 773 881 991
- - - _ 137 223 307 397 487 593 677 787 883 997

Podaj wszystkie liczby pierwsze: 130 227 311 401 491 599 683 797 887

149 229 313 409 499 601 691 809 907

a) parzyste, 151 233 317 419 503 607 701 811 911

b) mniejsze od 20, 157 239 331 421 509 613 709 821 919
. D 163 241 337 431 521 617 719 823 929
c) wigksze od 20 i mniejsze od 50, 167 251 347 433 523 619 727 827 937

. . . 173 257 349 439 541 631 29 941
d) wieksze od 50 i mniejsze od 100. 78 25T 349 439 541 631 733 829 9

Cwiczenie 5

a) 2

b) 2,3, 5,7, 11, 13, 17, 19

c) 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47

d) 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97



Rozklad liczby naturalnej na czynniki jest przedstawieniem tej liczby w po-
staci iloczynu liczb naturalnych wiekszych od 1. Na przyktad liczbe 52 mozna
roztozy¢ na czynniki nastepujaco:

52=2-26, 52=4-13, 52=2-2-13
Ostatni z tych rozktadéw jest rozkladem na czynniki bedace liczbami pierw-
szymi. Méwimy krétko, ze jest to rozklad na czynniki pierwsze.

Uwaga. Zauwazmy, ze 2 - 2 - 13 jest tym samym rozktadem co np. 2- 13- 2.
Twierdzenie

Kazda liczbe ztozong mozna roztozyé¢ na czynniki pierwsze. Istnieje do-
kladnie jeden taki rozktad (z doktadnoscia do kolejnosci czynnikéw).

Rozklad na czynniki pierwsze liczby zlozonej odbywa sie 15013

zwykle w kilku krokach. Na przyktad dla liczby 150 mamy: 502
150=3-50=3-2-25=3-2.5-5 2?2

Rozklad mozemy tez zapisaé tak, jak podano obok. 1

Cwiczenie 6
Podaj rozklady na czynniki pierwsze liczb 99, 720, 770, 1024, 1323.

Praktycznym zastosowaniem rozkladu na czynniki pierwsze jest wyznaczanie
najmniejszej wspolnej wielokrotnoSci dwoch liczb - NWW oraz najwiekszego
wspolnego dzielnika - NWD.

Przyktad 2 1202 54192
Korzystajac z podanych obok rozktadéw na czynniki 6012 2713
pierwsze liczb 120 i 54, otrzymujemy: 3012 9/3
NWW(120,54)=2-2-2-3-3-3-5=1080 15(3 313
NWD(120,54) =2-3=6 i) ) 1

Cwiczenie 7

Oblicz NWD(z,y) oraz NWW (z, y).

a) z =18,y =30 c) x=24,y="T2
b) x =15,y =50 d) z =144, y = 192

e) x =84,y =105
f) =196,y = 420

Cwiczenie 8

Dane sa dwie liczby z i y takie, ze zaden czynnik wystepujacy w rozktadzie
na czynniki pierwsze liczby « nie wystepuje w rozkladzie na czynniki pierwsze
liczby y. Wyznacz NWD(z,y) i NWW (z,y).

Cwiczenie 8

NWD(z,y) =1, NWW(z,y) =z -y

Komentarz

Liczby, o ktérych jest mowa w ¢wiczeniu 8 nazywamy liczbami wzglednie pierwszymi.
Dla z,y,a € N\ {0} zachodza nastepujace wlasnosci:

1) NWD(z,y) = NWD(y, z)

2) NWW(z,y) = NWW(y, z)

3) NWD(a - z,a-y) = a- NWD(z, y)

4) NWD(z,y) - NWW(z,y) =z -y

Komentarz

Liczba 1 na podstawie definicji
nie jest liczbg pierwsza. Taka
definicje liczb pierwszych
przyjeto miedzy innymi po to,
by zapewni¢ jednoznaczno$é
rozktadu liczby na czynniki
pierwsze. Gdyby przyjaé, ze 1
jest liczbg pierwsza, mielibySmy
dwa mozliwe rozktady na
czynniki pierwsze. Na przyktad
dla liczby 15 bytoby 15 = 3 -5
oraz 15=1-3-5.

Cwiczenie 6

99 =3-3-11
720=2-2-2-2-3-3-5
7T0=2-5-7-11

1024 =2-2-2:2-2-2-2-2-2-2
1323=3-3-3-7-7

Cwiczenie 7

a) NWD(18,30) = 6,
NWW(18,30) = 90

b) NWD(15,50) = 5,
NWW(15,50) = 150

) NWD(24,72) = 24,
NWW(24, 72) = 72

d) NWD(144, 192) = 48,
NWW (144, 192) = 576

e) NWD(84,105) = 21,
NWW(84, 105) = 420

£) NWD(196, 420) = 28,
NWW (196, 420) = 2940

1.1. Liczby naturalne 13 I



Odpowiedzi do zadan
1. a) 41 b) 26
¢) 23 d) 19

2.a)5-7+4
b) 5-12+2
) 5-31+1
d)5-55+0

3. a) nie, 46 =6-7+4
b) tak, 74 — 6 - 12 + 2
c) tak, 147 = 6- 24 + 3
d) nie, 276 = 6 - 46

) 6n+ 9
b) 6n + 3
c) 6n—9
d) 12n + 15

P
o

6.2) 55T =2.3=6
b) Z25°47 —5.3.52 =
=150
) BT =5.72 =245
d) 257 =2.5.7=170

7. a) 24 b) 120 c) 23

B 14 1. Liczby rzeczywiste

Zadania

Ile jest liczb naturalnych mniejszych od 201 i podzielnych przez:
d) 117

Przedstaw liczbe n w postaci 5k + r, gdzie k jest liczba naturalna, nato-

c) n=156 d) n=275

1.

a) 5, b) 8, C) 9)
2.

miast 7 jest jedna z liczb 0, 1, 2, 3, 4.

a) n=239 b) n =62
3.

Czy liczbe n mozna przedstawi¢ w postaci 6k + r, gdzie k jest liczba na-
turalna, a r jest jedna z liczb 1, 2, 37

a) n = 46

by n="74

c) n =147 d) n =276

4. Wyznacz sume trzech kolejnych liczb nieparzystych, z ktorych pierwsza
jest podana liczba, a n jest liczba naturalna.

a) 2n+1

@ 5. Uzasadnij, ze iloczyn:

b)2n—1,n>0

c)2n—"5n>2 d) 4n+3

a) trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez 6,

b) trzech kolejnych liczb parzystych jest podzielny przez 48,

¢) czterech kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez 24.

NWW (z,y)
NWD(z,y)

a) x=2%-3%.7%

6. Oblicz warto$é

Najwiekszy wspoélny dzielnik
liczb naturalnych mozna obli-
czy¢, korzystajac z opisanego
przez Euklidesa w ,,Elemen-
tach” algorytmu, ktory przed-
stawiono obok. Wykorzystuje
on fakt, ze dzielnik liczb na-
turalnych m i n jest réwniez
dzielnikiem réznicy tych liczb.

y=22.3%.73,
b)x:22'33'52~17, y=2-3*.17,

c) z=3"5%.7, y=3*5-7
d)z=2-3-5% y=3-5%-T.

START
Wezytaj min

KONIEC
NWD(m,n) =m

&>
<>

o

pa=

[

7. Korzystajac z algorytmu Euklidesa, oblicz NWD liczb:

a) 48, 72,

5. a) Liczba jest podzielna przez 6, jezeli jest podzielna jednoczesnie przez 2 i 3. Wéréd
trzech kolejnych liczb naturalnych doktadnie jedna jest podzielna przez 3 i co najmniej

b) 360, 600,

c) 253, 69.

jedna jest podzielna przez 2. Zatem iloczyn tych liczb jest podzielny przez 6.

b) Rozwazmy trzy kolejne liczby parzyste: 2n, 2n+2, 2n+4, gdzie n jest liczba naturalng.

Wowczas:

2n(2n+2)(2n+4) =8 -n(n+1)(n +2)

Wyrazenie n(n+ 1)(n+ 2) jest iloczynem trzech kolejnych liczb naturalnych. Iloczyn ten
jest podzielny przez 6 (co wykazaliSmy w punkcie a). Zatem liczba 2n(2n + 2)(2n + 4)

jest podzielna przez 8 - 6 = 48, co byto do uzasadnienia.

¢) Wsréd czterech kolejnych liczb naturalnych:

— co najmniej jedna jest podzielna przez 3,

— doktadnie dwie sa parzyste, przy czym jedna z nich jest podzielna przez 4.

Zatem iloczyn tych liczb jest podzielny przez 3 -2 -4 = 24.



Dowiedz sie wiecej

Liczby pierwsze

Liczba 31415926535897932384626433832795028841 zestawiona z 38 poczat-
kowych cyfr rozwiniecia dziesietnego liczby 7 jest liczbg pierwsza.
Duze liczby pierwsze sg stosowane przy tworzeniu szyfréw.

Najwigksza znana liczba pierwsza (znaleziona w grudniu 2018 roku) jest
réwna 282°89933 _ 1 a jej zapis dziesietny ma 24862048 cyfr. Wielkich liczb
pierwszych poszukuje sie posréd liczb specjalnej postaci, na przyktad 27 — 1
(tak zwanych liczb Mersenne’a), gdzie p jest liczba pierwsza.

Do tej pory nie udalo sie rozwigza¢ wielu probleméw dotyczacych liczb
pierwszych. Na przyklad nie wiadomo, czy istnieje nieskonczenie wiele bliz-
niaczych liczb pierwszych (bliZniaczymi nazywamy liczby pierwsze réznigce
sie od siebie 0 2, np. 315, 171 19 czy tez 9999971 i 9999973).

Nierozstrzygnieta réwniez pozostaje hipoteza Goldbacha: ,Kazda liczba pa-
rzysta wieksza od 2 jest suma dwodch liczb pierwszych”.

1. W kwadracie magicznym sumy liczb w kazdym wierszu,
w kazdej kolumnie i wzdluz obu przekatnych sa sobie
réwne (oznaczmy te sume litera S). Przerysuj do zeszytu 239 359 479
i uzupetnij przedstawiony obok kwadrat magiczny sktada-
jacy sie z liczb pierwszych dla S = 1077.

569 59 449

269 659 149

Sito Eratostenesa to jedna z metod wyszukiwania kolejnych liczb pierwszych.
Zastosujemy ja do wyszukania liczb pierwszych wéréd liczb: 2,3, ...,24. Za-
czynamy od wypisania wszystkich tych liczb, nastepnie zaznaczamy liczbe 2 —
najmniejszg liczbe pierwszg i wykredlamy jej wszystkie wielokrotnosci:

@ 3,456,789, 10,11, 17, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 27, 23, 24

Najmniejsza niewykreslona liczba jest kolejna liczbag pierwsza — jest nia 3. Za-
znaczamy jg i wsrod pozostatych niewykreslonych liczb wykreslamy wszystkie
jej wielokrotnosci:

@@ 4 5,8, 7,8, 9,10, 11, 17, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 27, 23, 24
Powyzsza procedure powtarzamy dla kolejnych liczb pierwszych tak dlugo, az
wszystkie liczby beda albo zaznaczone jako pierwsze, albo wykreslone.

@@ 46 8@ 8 9, 10,AD) 12,Ad3) 14, 15, 16,A7) 18,d9) 26, 21, 22,@3) 24

@ 2. Stosujac sito Eratostenesa, wyznacz wszystkie liczby pierwsze mniejsze
od 100. Uzasadnij, ze po wykresleniu wielokrotnosci liczby 7 wszystkie
niewykreslone liczby beda pierwsze.

Odpowiedzi do zadan

206 A6 £ @ & 4 10 QD 12 A3) M, 15, 16, AD) 18 AP 20, 21, 27,
80, 81, 87,(83) 34, 85, 86, 87, 88 (89) 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96,Q97) 98, 99

Liczby pierwsze: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73,79, 83, 89, 97.

Gdyby ktéras z niewykreslonych liczb byta zlozona, to dwa z jej czynnikéw pierwszych Multibook
musialyby by¢ réwne co najmniej 11, co oznaczatoby, ze jest réwna co najmniej 121.
Jest to niemozliwe, wiec zostaly same liczby pierwsze. * Sito Eratostenesa

Liczby pierwsze 15 IS



Przypomnij sobie

Dziatania na liczbach catkowitych i utamkach zwyktych
Odpowiedzi do zadan

1. a) 0 b) 42 1. Oblicz.
)12 d)5 a) 4 — (6 - (12 - 10)) d) =9+ ((14—6) — (7 —13))
e) 191 f) ~170 b) 6 —2((8 —19) - 7) e) —6(—2-9—17) — 19
¢) 8— (44 (12— (-4))) £) 13(5—19) — 3(9 — 13)
2. a) —104 b) 80 2. Oblicz.
c) 35 d) —33 a) 4((13 = 17) — 6(19 — 11)) : 2 ¢) —12:(4—19)—(17—8): (9—12)

b) 8((15—3):2+32: (-4 +12)) d) (42: (-6-8))(-=5-17): (5-7))

8.a)2 b) L ¢ 3. Zam;eﬁ liczbglmieszanasna ulame{z zvvykly.11 53 _ 2443 _ 11
d) 2 e 5 a) 13 b)3z 4> d)6s o) 5y 4 4 4
4. a) 32 b) 4l )28 4, Zarillieﬁ ulam1e7k Zwykl};lna liczbeézmieszanjé 19 _ 1544 _ i
d) 3% e) 1% a) 3 b) 7 C) 3 d) ) e) 25 5 5 5
5.a) 1 b) 32 c¢)22 5. Oblicz. Wynik podaj w postaci liczby catkowitej lub mieszanej.
d) 41 e) 2% f)4 2.3 5,1 73 T_ 2
; 217e)h)5 1)7 a) -+ <) 5+ e) = —: g 5%
8 —'3 —l35 7,4 13 | 23 19 3 29 61
P 3ts A M %%
6.a)4 b) 12 6. Oblicz. Wynik podaj w postaci liczby catkowitej lub mieszanej.
210 q) —1L 3,17 _5_9 21 _ 8 13 32
92 9 -lg )4+4 4 4 )11 TTRETRRAETI
25 19 8 3 8 26 4 2
A V-5 5 5
7.a) 1% b) 3% ¢) —62 7. Oblicz. Wynik podaj w postaci liczby catkowitej lub mieszanej.
d) —52 ) 20 f) 40 a) 2-2 ¢) 2-(-8) ¢) 2-24 g) 176
g) 7% h) 33 2 9 8 2
b)§-5 d)m~(—6) f)§-45 h)3§-9
8. Dany jest czworokat ABCD (rysunek obok). 1z
a) Oblicz dlugo$¢ boku kwadratu, ktérego ob- D
wbd jest réwny obwodowi tego czworokata. 94 33
12
b) Stosunek dlugosci bokéw prostokata jest réw-
ny 2:1, a jego obwdd jest réwny obwodowi czwo-
rokata ABCD. Oblicz pole tego prostokata. A 45 B

8. a) Obapop =45 +35 +15 +2:5 =102 =12
bok kwadratu: a =12:4 =3
b) z — dtugosé¢ krotszego boku prostokata,
2x — dlugo$é dtuzszego boku prostokata,
6z = 12, czyli x = 2
Dtugosci bokéw prostokata: 2 1 4, zatem P =2 -4 = 8.

BN 16 1. Liczby rzeczywiste



1.2. Liczby catkowite. Liczby wymierne

—6 ) —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Liczby calkowite to liczby naturalne dodatnie: 1,2, 3,4, ..., liczby
do nich przeciwne: —1, -2, -3, —4, ... oraz liczba 0.
Zbior wszystkich liczb catkowitych bedziemy oznaczaé litera Z.

Zera oraz liczb ujemnych uzywano w Indiach juz w drugiej poto-
wie I tysiaclecia n.e. W Europie przyjety si¢ dopiero kilkaset lat
pézniej. Wspolczesdnie idee osi liczbowej z zerem i liczbami ujem-
nymi widzimy np. w termometrze zaokiennym, a reguty rachun-
kowe dotyczace liczb ujemnych sa przedmiotem ¢wiczen w szkole
podstawowe;j.

Cwiczenie 1

Oblicz w pamigci.

a) 42 - 78 c) —240- (~3) e) 7-(—4)—2-(=3)-(=5)
b) —47 — (—63) d) —342 + (—139) f) (=16)-(—2)—(—54): (-9)

Dziatania wystepujace w powyzszym ¢wiczeniu: dodawanie, odejmowanie oraz
mnozenie sa zawsze wykonalne w zbiorze liczb catkowitych. Inaczej jest w dzie-
leniu, gdyz wynik dzielenia liczb catkowitych nie zawsze jest liczba catkowita.

Na przyklad wynik dzielenia (—3) : (—2) = 2 nie jest liczbg catkowita.

Definicja
Liczby, ktére mozna zapisac jako iloraz 2, gdzie m i n sg liczbami catko-
witymi (n # 0), nazywamy liczbami wymiernymi.

Zbioér wszystkich liczb wymiernych oznaczamy litera Q.
Zwr6é uwage na to, ze kazda liczba catkowita jest liczba wymierna (dlaczego?).

Utamki zazwyczaj przedstawiamy w mozliwie najprostszej postaci, a wiec
w postaci nieskracalnej, np.:
180 1820l 18 36! 3

0 Bl - wm 35! "3 Utamek % jest nieskracalny.

Po doprowadzeniu utamka do postaci nieskracalnej otrzymujemy utamek, kto-
rego licznik i mianownik to liczby wzglednie pierwsze (nie maja zadnych
wspdlnych dzielnikéw catkowitych z wyjatkiem liczb 11 —1).

Uwaga. Okreslenia dzielnik uzywamy réwniez w odniesieniu do liczb catkowitych, np.
liczba —6 ma nastepujace dzielniki: 1, —1, 2, =2, 3, —3, 6, —6.

Komentarz
Warto porozmawia¢ z uczniami o dzielnikach naturalnych i catkowitych.

Uczen:

— rozpoznaje liczby caltkowite
i liczby wymierne wsréd
podanych liczb,

— podaje przyktady liczb
catkowitych i wymiernych,

— odczytuje z osi liczbowej
wspoirzedng danego punktu
oraz zaznacza punkt o poda-
nej wspoéirzednej na osi
liczbowej,

— wykonuje dziatania na
liczbach wymiernych.

Cwiczenie 1

Multibook

® Zbiory liczbowe
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Cwiczenie 2
a)r=y= %
b)x=y= %

21 21

C)$IE7y:H,w7éy

Cwiczenie 3
a) 5 7 _ 9 84 _
12 18 = 12-18  12-18
6  _ L
~ 12-18 T 36
5 7 _ 15 14 _ 1
b)ﬁ 18 — 36 36 36

Cwiczenie 4
a) —212

d) 22

Cwiczenie 5

Odpowiedzi do zadan
1.a) A=10%, B=11%,

C =123

b)D:;3$,E:flg,
F=2_

) G=2&, H=06L%,
I=8%

d)J=-4, K=,
L=2%

2.a) —1I b) 6%

¢ 1d) -1

e) 32 ) -3

g) 45 h) 28 ) &

. a)

B 18 1. Liczby rzeczywiste

Cwiczenie 2
Sprawdz, czy utamki z i y sa réwne.
27 36 60 75

a)xzﬁay_% s YT

b) z =

135

c) x

84126
156° Y~ 246

Czasami trzeba utamek rozszerzyc, na przykltad wtedy, gdy chcemy dodaé lub

odja¢ dwa utamki o réznych mianownikach.

Cwiczenie 3
Oblicz réznice 1"—2 — %, biorac jako
wspoOlny mianownik utamkéw:
a) iloczyn liczb 121 18, % 5
b) NWW(12,18). 0 e
) b d
Cwiczenie 4 o e
Oblicz. D d”

5 9 5 2 5 1

3 2 1 2 5 7
b)62—2§—3g d)2§+lﬁ—§
Cwiczenie 5
Oblicz.

1 27 3.5 1 it

a) —25(—%> b) —35.516 C) 17 1
Zadania

__ ad+be

Dzialania na liczbach wymiernych

i b#0,d#0
ad—be 0 a0
% b#£0,d+#£0
%-g Z—‘ci b£0,c#0,

d#0
2o (2)

1. Podaj liczby odpowiadajace punktom zaznaczonym na osi liczbowej.

a) _A B C o) _G H I
11 13 32 72
b) _D E F d) _J K L
-3 0 _2 12
11 11
2. Oblicz.
3 1 7 5 4 5 2 1
a) 13 — 25 I f+(-3-3) g) 13- (25 +1)
3 5 2 7 2 7 1
1 101 9 11 N 11 101
9 5-(-5-3) ) -le+5 ) 3-5-(:-3)
3. Oblicz warto$¢ podanego wyrazenia dla z = 1%, y= —i, z= —%
-y r+y—=z r—y+2z
a) Yy—z b) y+z C) r+y—+3z



4. Uporzadkuj liczby z, y, z w kolejnosci rosnacej. 4. a) = —33, y = —10,

1,§.% 3 G . L 01 3 a3 L z = =12, zatemz<y<x
a) r = T35 y=2%-4% 35 (—3), z=5 328 (-13) b)z=11, y=1,2=12,
b) 2%:%_22 y %_% . ) s-1 zatemy<z<x
xr = + - y = - z = —_
6—(—5) 4 Lol "¢ 12+ 3
5. Oblicz 5.2) -85 b)
2.1 c) —= d) 1%
3ts 2 6 5 1 3 7.5 1 20 8
) g+ B —4) - (G- 1) ¢ - - we) (-3) e) 28 f) —42
1
b) 2 — [g 3 _ (—z)?} (~11) f) 5883 _» (—4) g) 1z )5
3 5 (=22 5 2 1-(2)2 3 27 6. Nier6wnos¢ trojkata: z trzech
1 1 5 5 1 3 5 4 11 9 3 1 odcinkéw mozna zbudowaé
) (3-3):G-D-GE-%:3) g 5:(3-3)-G-(-13) tr6jkat, jezeli suma dtugodci
1) 2 113\ | 2\ 2 1\ 2 12 12\ . 41 krotszych odcinkow jest wiek-
O (3= 3" (ED7- 7)) w(C) - (1)) 4 iy e e
odcinka
@ 6. Uzasadnij, ze nie istnieje trojkat o bokach dtugosci x, y i z. a) z= 5 — 30
_1.(2 1 _ 1 11 (1 1)\2 1 1)2 BT
a)e=5-(G-1, v=5-G-1) 2=G-3)+0GE-3) y= 5 — 8
1 1 1 1 1 1
b)o=3-%, y=33"%, 2= 102 #= i
5% 25 -7 15+ 3 35 60
2 5 2 4 3 4 T+ z= A7 < AL — Y
Zatem nie istnieje trojkat
. . . l , . .
7. Ula.mek- eglpskl to utamek postaci w Kaidy ulamek postaci 2, gdzie o bokach dtugofei z, 4 i 2.
gdzie n jest liczbg naturalng dodatnia. n jest liczba nieparzysta, mozna b) & =21,
Przeczytaj informacje obok i przed- przedstawié jako sume: y=13 <1
staw podany utamek jako sume réz- 2_1.,1 a
nych utamkéw egipskich dl noa b e=a <l
9 9 9 a:  n+1 b,"(n‘i‘l) y+2<2<2,5==x
a) 11 b) 17 C) 31 G=—F 0= 2 Zatem nie istnieje tréjkat
o bokach dlugosci z, y i z.
@ 8. Uzasadnij wzor % — # = m, gdzie n jest liczba naturalng dodatnia, 7.2) 2 =3+ &
a nastepnie oblicz: b) Z=1+L1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 2
Sy oy oy o o Lo o o, 1 c) = = &=+ —
12723 732 35756 67 78 59010 1) 3 ) 1 ‘ff
8 1 _n —-n _

. - , . . ., . n*n+1—n(n+1)
9. Woda plynaca jednocze$nie z kranéw A, B i C moze napelni¢ basen

) ) ; - ’ = n(n+1 35 €O byto do
w ciggu 6 godzin. Woda ptynaca tylko z kranu A napelnia w ciggu godziny

1 1 o uzasadnienia.
15 basenu, a tylko z kranu B — bassnu. Ile czasu trwaloby napelnianie Suma:
basenu woda ptynaca tylko z kranu C (1-1)+(3-1)+

10. Woda plynaca z kranu A napelnia zbiornik w ciagu 6 godzin. Aby napetnié¢ +G-HD+GE-H+
ten sam zbiornik wodg ptynaca tylko z kranu B, potrzeba 9 godzin. Ile +(:-3)+(G3-3)+
czasu zajmie napelnienie zbiornika, jesli kran B odkrecono 4 godziny po +(E-H+E-5H+
odkreceniu kranu A? tE-L=1-1_2

9. W ciggu godziny woda z kranu C' napetnia:
11 110 _ 5 4 1

6 12 15 60 60 60 _ 60
basenu. Zatem napelnienie basenu woda ptynaca tylko z kranu C' trwaloby
60 godzin.

10. Kran A napelnia w ciagu jednej godziny % zbiornika, czyli po 4 h bedzie
napelnione % zbiornika. Do napetnienia pozostanie % zbiornika.
W ciqgu jednej godziny woda plynaca jednoczesnie z kranéw A i B napelni
6 + 9 = = Zblornlka

1%96 = % d21e z — liczba godzin potrzebnych do napetnienia 3 L zbiornika.
r = g = 1,2

Napelnienie zbiornika zajmie 4 + 1,2 = 5,2 [h], czyli 5 godzin 12 minut.
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Uczen:

— wskazuje liczby niewymierne
wsréd podanych liczb,

— konstruuje odcinki o dtugo-
$ciach niewymiernych,

— zaznacza na osi liczbowej
punkt odpowiadajacy liczbie
niewymiernej,

— szacuje wartosci liczb niewy-
miernych,

— wykazuje, dobierajac odpo-
wiednio przyktady, ze suma,
roznica, iloczyn oraz iloraz
liczb niewymiernych nie
muszg by¢ liczbami niewy-
miernymi,

— dowodzi niewymiernosci
liczb, np. v/2, v/3, oraz liczb
bedacych iloczynem lub
suma liczby wymiernej
1 niewymiernej.

Multibook
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® Zastosowania twierdzenia
Pitagorasa

® Odlegtos¢ do widnokregu
— zastosowanie twierdzenia
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* Obalenie twierdzenia przez
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1.3. Liczby niewymierne

W VI w. p.n.e. Grecy sformulowali jedno z najstynniejszych twierdzen.
Twierdzenie Pitagorasa

Suma kwadratéw dlugosci przyprostokatnych tréjkata
prostokatnego jest rowna kwadratowi dtugosci przeciw- c b

prostokatnej:
a?+b*=¢c2 a

Twierdzenie to miato istotny wplyw na rozwdj pojecia liczby.
Rozpatrzmy tréjkat prostokatny o przyprostokatnych diugo-
$ci 1 (rysunek obok).

Zgodnie 7 twierdzeniem Pitagorasa: ¢ = 12 4+ 12 = 2, czyli
c = v/2 (przekatna kwadratu o boku 1 ma dtugoéé v/2).

Okazalo sie, ze nie istnieje liczba wymierna, ktérej kwadrat jest rowny 2.

Definicja

Liczby, ktére nie sa wymierne, nazywamy liczbami niewymiernymi.

Stwierdzenie, ze v/2 jest liczba niewymierna, oznacza, ze liczba ta nie jest
réwna zadnemu utamkowi 7, gdzie m i k sa liczbami catkowitymi.

Ogodlnie, dla dowolnej liczby naturalnej n liczba /n jest albo liczba naturalng
(gdy jest kwadratem liczby naturalnej, np. v/81 = 9), albo liczba niewymierna.
Np. v/82 nie jest liczba naturalna, gdyz 9 = v/81 < /82 < /100 = 10, jest
wiec liczba niewymierna. Analogicznie jest dla pierwiastka szesciennego (np.

V/8 =2, a V/9 jest liczba niewymierna).

Cwiczenie 1
Wsréd podanych liczb wskaz liczby niewymierne.

a) V7, V9, V16, V18, V44, V144 b) V1, V2, V10, V16, ¥/25, /27

W dowodzie niewymiernosci liczby /2 wykorzystamy nastepujacy fakt: jesli
liczba 2 jest dzielnikiem liczby n, to w rozkladzie liczby n? na czynniki pierwsze
wystepuje ona parzysta liczbe razy, np.:
182 =18-18=(2-3-3)-(2-3-3)= 2-2-3-3-3-3
—~—

dwukrotnie
szesciokrotnie

Komentarz

Warto zwréci¢ uwage uczniéw na intuicyjnie zrozumiaty fakt, ze im
wieksza jest liczba, tym wieksza jest wartos¢ pierwiastka tej liczby.
Dowdd tego faktu uczniowie poznaja w kolejnych latach.



Dow6d niewymiernosci liczby /2
Przypusémy, ze v/2 jest liczba wymierna, czyli istnieje utamek = (gdzie

m 1k sa liczbami calkowitymi, k # 0) taki, ze:
ﬁ:%, czyli2:1;:—22
wtedy 2k? = m?
Zauwazmy, ze ostatnia réwnos¢ nie moze zachodzi¢, gdyz oznaczataby ona,
ze w rozkltadzie na czynniki pierwsze liczba 2 wystepuje parzysta liczbe
razy po stronie prawej i nieparzysta liczbe razy po stronie lewej. Otrzy-
malisémy sprzeczno$é, a wiec przypuszczenie, ze /2 mozna wyrazié¢ jako
utamek 7, bylo falszywe (z prawdy nie moze wynikac¢ falsz). Zatem V2
jest liczba niewymierna.

Dowéd niewymiernoéci v/2 jest dowodem przez sprowadzenie do sprzecznosci
(reductio ad absurdum). Ten sposéb rozumowania polega na wykazaniu, ze
przyjecie prawdziwosci jakiegos zdania prowadzi do sprzecznosci. Zatem musi
by¢ prawdziwe zdanie przeciwne.

Inne przyklady liczb niewymiernych

Przekatna pieciokata foremnego
otrzymamy, jezeli zauwazymy, ze suma

o boku diugosci 1 ma dlugosé

liczby wymiernej i niewymiernej jest réwna 1+2\/5, Jest to liczba nie-
liczba niewymierna. Podobnie iloczyn wymierna.

liczby wymiernej réznej od zera i liczby
niewymiernej jest liczbg niewymierna.
Dlatego na przyktad liczby:

3+V7, VI3, 1-2V17,

sg liczbami niewymiernymi.

AN

23 -1

Cwiczenie 2
Czy liczba x jest niewymierna?

a)x:3f—% c) © =16+ 214
b) z=10+29 d) o = 3vi- V121

e) z=+v9-1
f) z=15+627

Cwiczenie 3
Podaj przyktad dwoéch réznych liczb niewymiernych, ktérych:
a) suma jest liczbg wymierna, b) iloczyn jest liczba wymierna.

Uwaga. Oprocz liczb niewymiernych, ktére sa pierwiastkami kwadratowymi lub sze-
$ciennymi, istnieja inne liczby niewymierne, np. znana z geometrii liczba 7.

Cwiczenie 2

a) jest

b) nie jest, z = 12

c) jest, z = 4+ 2v/14
d) nie jest, x = —10
e) jest

f) nie jest, x = 33
Cwiczenie 3

a) np. \/3, 2 — \/§

b) np. v/3, V27

Niewymiernoéé liczby v/2 mozna
udowodni¢ geometrycznie.

Przypuéémy, ze /2 jest liczba
wymierng, czyli istniejg liczby
d,a € N takie, ze ¢ = /2 i s
to najmniejsze liczby naturalne
o tej wlasnosci (czyli utamek %
jest nieskracalny).

Rozwazmy prostokatny trojkat
réwnoramienny ABC' o przypro-
stokatnych a i przeciwprostokat-

nej d.
C
- d
B
A a B

Odcinek C'A przedtuzamy do od-
cinka C'D o dlugosci d.
Woéwczas |[AD| = d — a.

C

Na przeciwprostokatnej zaznacz-
my punkt E taki, ze |CE| = a,
czyli |[EB|=d — a.
Punkt przeciecia odcinkéw AB
i DE oznaczamy przez F. Za-
uwazmy, ze tréjkaty DAF i FEB
sg réwnoramiennymi tréjkatami
prostokatnymi o przyprostokat-
nych d — a.
Z faktu, ze |AF| = d — a wynika,
ze:

|FB|=a—(d—a)=2a—d
Trojkaty DAF i FEB sa podob-
ne do tréjkata ABC, czyli:

_d _ 2a—-d
\/E___ da—a

a

ale 2a —d < d oraz d — a < a, co
przeczy zatozeniu, ze liczby d i a
sg najmniejszymi liczbami natu-
ralnymi spelniajacymi warunek
V2 = g. Zatem /2 jest liczba

niewymierna.
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Definicja liczby rzeczywiste

o2 q q . liczb
Zbioér wszystkich liczb wymiernych Wymiei]ne
i niewymiernych nazywamy zbiorem
liczby liczby catkowite

liczb rzeczywistych.

niewymierne
liczby
Zbiér wszystkich liczb rzeczywistych naturalne

oznaczamy litera R.

-

Zbiér liczb niewymiernych bywa oznaczany literami IQ.

Uwaga. W dalszym ciagu, jezeli nie napiszemy inaczej, przez ,liczbe” rozumieé be-
dziemy liczbe rzeczywista.

Zadania
Odpowiedzi do zadan
1. a) V164 b) /29 1. Wsréd podanych trzech liczb wskaz liczbe niewymierng.
c) \/3 125 dg 286 a) V4, V64, /164 c) V25, V125, /225 e) 0, V4, V64
o) VA f) VeI b) V9, V29, V49 d) V169, V196, V336 f) /31, V125, V216
a) v/5, nie 2. Wyznacz wspolrzedna punktu P zaznaczo- Konstruker:
: .o . . . onstrukcyjne wyznacze-
b) /10, nie nego na O?Sl liczbowej. Czy jest to liczba nie na osi liezbowe] punk.
wymierna: tu o wspélrzednej v/2
a) b) . -
AN ~N
N\ \ 1 N
\ \ I\
lr—————= k=== I\
I\ N { [\
¥ § 0 1vs
L4 L4 2
0 2P 0 3P
3. Niech d oznacza dtugosé prze- 3. Dany jest prostokat o bokach x i y. Czy dlugo$¢ przekatnej tego prostokata
katne;j. wyraza si¢ liczba wymierna?
a) d = 2V/5, nie a)x=2,y=4 bla=3y=4 c)z=6y=8 d)z=8,y=10
b) d = 5, tak
¢) d = 10, tak 4. Dane sg liczby niewymierne p = 3—2v/3, ¢ = 23, r = 2V/3 -7, s = 7V/3.
d) d = 2V/41, nie Wybierz dwie sposrdd tych liczb tak, aby:
4.a) p,qlubp, r a) ich suma byla liczba wymierna,  ¢) ich iloczyn byl liczba wymierna,
b)) b) ich réznica byla liczba wymierna, d) ich iloraz byl liczba wymierna.
C
d) q, s 5. Korzystajac z podanych przyblizen, sprawdz, czy nieréwno$é¢ jest praw-
5. a), c), e) jest dziwa (nie uzywaj kalkulatora).
b), d), ) nie jest a) \/§+\/§>3 C) 2\/§+\/5>5 6)4_2\/§<§ V2~ 1414

V3~ 1,732
b) VB+V3>4 d)VE-VB<i f) BE2<B V5 ~ 2,236
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6.

10.

. a) np. V2

Na rysunkach przedstawiono tréjkat rownoboczny, kwadrat i szeSciokat
foremny. Obwdd ktérego z tych wielokatéow wyraza sie liczba wymierna?

&‘b

oy

Przeprowadzajac rozumowanie analogiczne do dowodu niewymiernosci
liczby v/2, udowodnij, ze liczba x jest niewymierna.

a) r =13 b) z=+/5 c) r=+6
Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Tloczyn dowolnej liczby niewymiernej x i liczby catkowitej k& # 0 jest
liczba niewymierng.

Dowéd. Zalézmy — przeciwnie — ze istniejg liczba niewymierna x oraz
liczba catkowita k # 0 takie, ze iloczyn k- jest liczba wymierng. Ozna-
cza to, ze istniejq liczby catkowite m i n (n # 0) takie, ze k- = ™.
Woéwcezas x = -, z czego wynika, ze x jest liczba wymierna. Otrzy-
malismy sprzecznosé, a zatem iloczyn k - x jest liczba niewymierna.

Udowodnij, ze:

a) iloczyn dowolnej liczby niewymiernej x i liczby wymiernej w # 0 jest
liczba niewymierna,

b) suma dowolnej liczby niewymiernej x i liczby wymiernej w jest liczba
niewymierna.

) ) Miedzy dwiema réznymi liczbami rze-
Przeczytaj podane obok twier-

. . ) czywistymi na osi liczbowej znajduja
dzenie. Podaj przyktad liczby

: ) ; o sie liczby niewymierne.
niewymiernej z takiej, ze:

a) 1<z <2, b) 0,01 < z < 0,02, ¢) 5,001 < z < 5,002.

Uzasadnij, ze jesli przekatna szescianu ma dlugoéé 3, to jego pole po-
wierzchni wyraza si¢ liczbg wymierna, a objetosé — liczba niewymierna.

Uzasadnij, ze wéréd dzielnikow liczby 12 sa takie liczby a, b, ¢, ze dtugosé
przekatnej prostopadlo$cianu o krawedziach diugosci a, b, c jest liczba
wymierng.

¢) np. 5+ 0,001v/2

Niech a bedzie krawedzia szescianu. Woéwczas prze-
katna szescianu ma dlugosé av/3 = 3, skad a = /3.
Obliczamy pole powierzchni i objeto$é¢ szescianu:
P. = 6a® = 18 — jest to liczba wymierna,

V = a® = 3/3 — jest to liczba niewymierna.

6. obwdd trojkata: 61/2,

obwéd kwadratu: 4v/6,
obwod szesciokata: 18 — liczba
wymierna.

. a) Zalézmy — przeciwnie — ze

istniejg liczba niewymierna z
oraz liczba wymierna:
w= % #0 (a,b€Z\{0})
takie, ze iloczyn w-x jest licz-
ba wymierng. Oznacza to, ze
istnieja liczby catkowite m in
takie, ze:
w-z="2,n#0
Woéwczas:
o= n
skad wynika, ze z jest licz-
ba wymierng. OtrzymaliSmy
sprzecznosé, a zatem iloczyn
w - x jest liczba niewymierna.
b) Zal6zmy — przeciwnie — ze
istniejg, liczba niewymierna z
oraz liczba wymierna:
w= % #0 (a,b€Z\{0})
takie, ze suma w + z jest licz-
ba wymierna. Oznacza to, ze
istnieja liczby catkowite m i n
takie, ze:
wt+x="=,n#0

Woéwczas:

m mb—na

W= n % = nb
skad wynika, ze z jest licz-
ba wymierng. OtrzymaliSmy
sprzecznos¢, a zatem suma
w + z jest liczba niewymier-
na.

11. Przekatna prostopadloscianu o krawedziach: a,b,c ma
a? +b% + 2.

Dzielniki liczby 12: 1, 2, 3, 4, 6, 12.

Niech a = 2, b = 3, ¢ = 6, wéwczas d = /49 = 7 — jest
to liczba wymierna.

Inne tréjki liczb, dla ktorych d jest liczbg wymierna to:
3, 4, 12 oraz 4, 6, 12.
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Uczen:

— wskazuje liczby wymierne
oraz niewymierne wsréd
liczb podanych w postaci
dziesietnej,

— wyznacza rozwiniecia dzie-
sietne utamkéw zwyktych,

— wyznacza n-ta cyfre po
przecinku rozwiniecia
dziesietnego okresowego
danej liczby,

— zamienia skonczone rozwi-
niecia dziesigtne na utamki
zwykle,

— przedstawia utamki dziesietne
okresowe w postaci utamkéw
zwyktych,

— zaokragla liczbe z podana
doktadnoscia,

— oblicza btad przyblizenia
danej liczby.

Komentarz
Warto zwrécié uczniom uwa-
ge na to, ze liczbe w postaci
dziesietnej okresowej mozna
zapisa¢ na kilka sposobéw, np.:
1,393939... = 1,(39) =
=1,3(93) =
= 1,(3939)
Jednak zwykle taka liczbe
zapisujemy z jak najkrétszym
okresem.

Cwiczenie 1
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1.4. Rozwiniecie dziesietne
liczby rzeczywistej

Ulamki o mianownikach 10, 100, 1000, ... (czyli mianownikach bedacych po-
tegami liczby 10) nazywamy ulamkami dziesietnymi. Moga one by¢ zapisane

na dwa sposoby: 42 = 0,15; 35 = 0,037; 5:5 =5.7.

100

Zapis po prawej stronie powyzszych réwnosci nazywamy
rozwinieciem dziesietnym lub postacia dziesietng liczby.
Aby uzyskaé postaé dziesietng liczby wymiernej, wyko-
nujemy dzielenie. Na przyktad dla liczby 14—3 otrzymamy:

13 4
2 =13:4=325

Dla liczby % w wyniku dzielenia otrzymamy:

< = 0,166666666....
Takie rozwinigcie zapisujemy w nastepujacy sposéb:
£ =0,1(6)

. 4 . . . .
Dla liczby = w wyniku dzielenia otrzymamy: P2y obliczeniach na licz-
4

= = 0,571428571428571428.... bach podanych w postaci
7 dziesietnej wygodnie jest
co zapiszemy % = 0,(571428). korzysta¢ z kalkulatora.

Nawias w rozwinieciu dziesietnym oznacza powtarzanie si¢ nieskonczenie wiele
razy zapisanej w nim grupy cyfr. Taka najkrotszg powtarzajaca sie grupe cyfr
nazywamy okresem, a rozwiniecie dziesietne mozemy tez nazwaé okresowym.
Liczbe cyfr wystepujacych w okresie nazywamy dlugoscia okresu.

Cwiczenie 1
Przeczytaj podany w ramce przyktad,

. 6 .
a nastepnie przedstaw liczbe w postaci Przedstaw liczbe oz w postaci

dziesigtne;j. dziesigtne;j.
7 52 4 6 6 4 24
D °) % ®) T S = =2 =024
) 2 ) % ) w5 25 25 4 100 ’
11 143 17
b) = d) 5 f) 50
Cwiczenie 2

Jaka cyfra znajduje sie na dziesiatym, a jaka na dwudziestym miejscu po
przecinku w rozwinieciu dziesigtnym podanej liczby?
a) 0,(1234) b) 5,(732) c) 2,6(435) d) 0,32(1410)
Cwiczenie 2

a) dziesigte miejsce: 2, dwudzieste miejsce:
b) dziesiate miejsce: 7, dwudzieste miejsce:
c) dziesiate miejsce: 5, dwudzieste miejsce:

= W

d) dziesiate miejsce: 0, dwudzieste miejsce:



W tabeli ponizej podano dtugosci okreséw rozwinieé¢ dziesigtnych nieskracal-
nego utamka 2 dla wybranych wartosci n.

n 7 11 | 13 17 | 19 23 | 29 | 31 @ 37 41
dtugos¢ okresu = 6 2 6 16 | 18 | 22 | 28 | 15 3 )

@ Cwiczenie 3

Uzasadnij, ze jesli utamek ™, gdzie m, n sa liczbami naturalnymi oraz n # 0,
ma rozwiniecie dziesigtne okresowe, to dtugo$é¢ okresu jest mniejsza od n.

Wskazowka. Liczba réznych reszt z dzielenia liczby m przez liczbe n jest mniejsza
od n.

Twierdzenie

Kazda liczbe wymierng mozna zapisa¢ w postaci dziesietnej skoniczonej
lub nieskoniczonej okresowe;j.
Kazde rozwiniecie dziesigtne okresowe przedstawia liczbe wymierna.

Uwaga. Rozwiniecia dziesigtne nieskonczone nieokresowe przedstawiajg liczby niewy-
mierne, np. 0,101001000100001...

Cwiczenie 4
Wskaz liczby, ktore maja rozwiniecia dziesietne nieskoficzone nieokresowe.

a) VB, VIB (/1 3k b) VB, VB, V16, /3% i/

B Przyblizenia. Reguta zaokraglania

Moéwimy, ze liczba x jest przyblizeniem liczby a z doktadnodcia do d, jesli liczby
a i x réznia sie o nie wiecej niz d. Na przyktad liczba 1,414 jest przyblizeniem

liczby v/2 z doktadnoécia do 0,001.
V2 & 1,41421356237

Cwiczenie 5
Podaj przyblizenie liczby v/2 z doktadnoscia do:
a) 0,1, b) 0,01, ¢) 0,0001, d) 0,00001.

Do przyblizenia liczby zapisanej w postaci dziesietnej zwykle stosujemy regule
zaokraglania, ktéra polega na odrzuceniu koncowych cyfr tej liczby i zasta-
pieniu ich zerami, przy czym:

* jezeli pierwsza z odrzuconych cyfr jest 0, 1, 2, 3, 4, to ostatnia z zachowanych
cyfr pozostawiamy bez zmian;

* jezeli pierwszg z odrzuconych cyfr jest 5, 6, 7, 8, 9, to ostatnig z zachowanych
cyfr zwiekszamy o jeden.
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Cwiczenie 3

Aby znalezé rozwiniecie dziesiet-
ne liczby 2, dzielimy pisemnie
liczbe m przez n. Podczas wy-
znaczania kolejnych cyfr okresu
otrzymujemy reszty mniejsze od
n, czyli moze ich by¢ maksymal-
nie n — 1. Wiemy, ze ulamek
= jest okresowy, wigc pojawie-
nie sie ktoérejs z reszt ponownie
pociagnie za soba powtoérzenie
sie okresu. Zatem dlugosé okre-
su jest mniejsza od n.

Cwiczenie 4

a) \/§7\/§

b) V9, V16

Cwiczenie 5
a) 1,4

b) 1,41

c) 1,4142

d) 1,41421



Cwiczenie 6

Cwiczenie 7

a) 7,8952, 9,9963, 5,9039
b) 7,895, 9,996, 5,904

¢), d) 7,9, 10, 5,9

Cwiczenie 8
a) 3,141593; z nadmiarem

c) 3,1416; z nadmiarem
d) 3,142; z nadmiarem

)
b) 3,14159; z niedomiarem
)

e) 3,14; z niedomiarem

Odpowiedzi do zadan
1. a) 0,(7)

b) 0,01(6)

¢) 0,00(3)

d) 0,00(5)

e) 0,3(6)
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Przyktad 1

Zaokragleniem liczby 6,9874 do:

* trzech miejsc po przecinku jest liczba 6,987,
e dwoch miejsc po przecinku — liczba 6,99,

Zaokragleniem liczby na-
zywamy jej przyblizenie
zgodne z reguly zaokra-

« jednego miejsca po przecinku — liczba 7. glania.

Cwiczenie 6

Zaokraglij do liczby catkowite;.

a) 20,9813 b) 19,901 c) 0,401 d) 1,099 e) 2,49957
Cwiczenie 7

Podaj zaokraglenia liczb x = 7,89517, y = 9,99625 i z = 5,90394 do n miejsc
po przecinku dla: a)n=4, byn=3, ¢c)n=2, d)n=1.

Jezeli przyblizenie liczby jest mniejsze od tej liczby, to méwimy o przyblizeniu
z niedomiarem. Natomiast jezeli przyblizenie liczby jest od niej wicksze, to
moéwimy o przyblizeniu z nadmiarem.

3,141592653589793238462643383279502

W 2002 r. Yasumasa Kanada wyzna- 88419716939937510582097494459230781
64062862089986280348253421170679821
o . 48086513282306647093844609550582231
z doktadnoscia do ponad biliona cyfr  72535940812848111745028410270193852
g g 11055596446229489549303819644288109

po przecinku. W praktyce wystarczaja  cceeoasine:osarseas2saresrssiesar
znacznie mniej doktadne przyblizenia. 20190914564856692346034861045432664

czyl za pomoca komputera liczbe =«

Cwiczenie 8
Podaj zaokraglenie liczby 7 z doktadnoscia do n miejsc po przecinku. Czy jest
to przyblizenie z nadmiarem, czy z niedomiarem?

a) n=2=6 b)n=>5 c)n=4 d)n=3 e) n=2
Zadania
1. Na podstawi d h obok inf i jdz
P'O .s §W1e 'po. anych obo .m' ormacji znajdz % — 0.33333333. .
rozwiniecie dziesietne podanej liczby. 1 _ 0.16666666
a) 1 b) = c) -~ ) 2 o) 1 6
9 60 300 900 30 g = 0,11111111...

2. Jaka cyfra znajduje sie na dwudziestym czwartym, a jaka na setnym miej-
scu po przecinku w rozwinieciu dziesigtnym liczby: a) %, b) %?
2. a) na 24. miejscu: 4, na 100. miejscu: 7
b) na 24. miejscu: 5, na 100. miejscu: 2



Liczba o rozwinieciu dziesietnym okresowym 7,19(1ab693) ma na jedena- 3.a=6,b=3
stym miejscu po przecinku cyfre 3, a na dwudziestym drugim — cyfre 6.
Wyznacz cyfry a i b tego rozwiniecia.

Na podstawie podanego obok twierdze- | Ulamek nieskracalny 7 ma 4. Wszystkie podane ulamki sg
nia odpowiedz, czy rozwiniecie dziesiet- | FozWiniecie dziesigtne skoniczo- nieskracalne.
. , tedy i tylko wtedy, gd _ o6 .
ne utamka jest skonczone czy okresowe. ?e gv e y’l 0 wiedy, 84y a) 320 = 2° - 5, zatem rozwi-
1czba 1 jest Hoczynem pew- nigcie jest skonczone.
a) % b) % ) 26255010 d) é} ;(1)(1) nej liczby czynnikéw réwnych b) 480 = 3 - 160, zatem rozwi-
2 lub 5. niecie jest okresowe.
Przeczytaj podany w ramce przyktad. c) 22400 = 7 - 3200, zatem
rozwiniecie jest okresowe.
_ oll g2 ~
Przedstaw liczbe 0,(12) w postaci ulamka zwyklego. d)_ 51200 = 2 5 AL
winiecie jest skonczone.
=0,121212...
z =0, Obie strony réwnania mnozymy przez 100, aby przecinek 5. a) 1;41
100x = 12,121212... znalazl si¢ za pierwszym wystapieniem okresu. b) %
100z =12+ =z c) -2
99z = 12 d)1
pol2_ 4 0) 22
99 33 f) 2131
990

Przedstaw liczbe w postaci utamka zwyktego.
a) 0,(36) b)3,(72) «¢) —6,24) d)0,09) e)41,7(9) f)2,1(52)

Liczby x = 0,(6) i y = 4,(36) przedstaw w postaci utamkéw zwyklych, a na- 6.x=2y=2

stepnie oblicz: a) =z + y, b) 2* — v, o x + 5. a)z+y=>5%
b) 2® —y=-3%
c)a:—l—i:%

7. Dlugos¢ okresu wynosi 5 oraz:

Liczba o rozwinieciu dziesietnym okresowym 0,(122y3) ma na dwudzie-
stym trzecim miejscu po przecinku cyfre dwukrotnie wigksza od cyfry znaj-

dujacej sie na miejscu dwudziestym drugim i trzykrotnie mniejsza od cyfry 29— 4.5+2
znajdujacej sie na miejscu dwudziestym czwartym. Wyznacz cyfry x i y. 23=4.5+3

24=4-54+4
Pieciokat foremny o boku 1 ma przekatna o dlugo- Zatem na miejscach: 22., 23.
$ci % ~ 1,6180. Liczba 1+2‘/5 jest nazywana zlota i 24. znajduja sie odpowiednio
liczba (patrz str. 63). Jej coraz doktadniejszymi przy- cyfry: z, 2, y.

Stad 2 = 2z oraz 2 = %y, czyli

blizeniami sa utamki tworzone w nastepujacy sposob: L .
r=1iy=6.

jako pierwszy bierzemy dowolny utamek ¢, gdzie a, b
sg liczbami naturalnymi oraz a > b > 0. Nastepny ma

a+b
a

wowcezas postac , a kazdy kolejny powstaje z poprzedniego w analo-

giczny sposob. Na przyktad, jesli wezmiemy a = 51 b = 4, to otrzymamy
5 9 14

T 5 o itd. Wyznacz pierwszych osiem takich utamkéw i sprawdz, ktore

z nich przyblizaja ztota liczbe z doktadnoscia do 0,005.

. Pierwsze osiem utamkow:
= 1,2500

= 1,8000

19—4 ~ 1,5556

21,6429

37 ~ 11,6087

60 ~ 1,6216

97 ~ 11,6167

% ~ 1,6186

e s ”~ . 60 97 157
Przyblizenia z doktadnoscig do 0,005: 3=, &5, o7 -
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Ucze: 1.5. Pierwiastek kwadratowy

— oblicza warto$¢ pierwiastka

kwadratowego z liczb,
8 Y Przypomnijmy definicje pierwiastka kwadratowego.

nieujemnej,

— wylacza czynnik przed znak Definicja
pierwiastka kwadratowego,

— wyznacza wartosci wyrazen Pierwiastkiem kwadratowym (pierwiastkiem drugiego stopnia) z liczby
arytmetycznych zawieraja- nieujemnej a nazywamy liczbe nieujemna b, ktorej kwadrat jest rowny a.

cych pierwiastki kwadratowe,
stosujac prawa dziatan na

Va=b, gdy b>=a i b>0

pierwiastkach,
~ usuwa nievs./ymiernoéc’ Przyktad 1
z mianownika, gdy \/3— — 6. poniewaz 62 = 36 Zwr6é uwage na to, ze /36 nie jest rowny —6,
w mianowniku wystepuje P i ] ’ poniewaz uméwiliSmy sie, ze pierwiastek kwa-
wyrazenie a\/E, oraz szacuje V0,16 = 0,4, poniewaz 0742 =0,16.  dratowy jest liczba nieujemna, aby uniknaé sy-
przybli%on@ wartos$¢ takich V0 = 0, poniewaz 02 = 0. t'ua‘cji, w ktérej /36 oznaczatby dwie réine
wyrazen. liczby.
Komentarz Cwiczenie 1 112 =121
Warto zada¢ uczniom nastepu- Zapisz w postaci liczby wymiernej. 122 = 144
Jjace pytanie: — eT 132 = 169
Wiemy, ze v/a > 0 dla dowolnej a) V144 d) v625 g) V121 142 — 196
licz,by nieuj.emnej, a. Czy moze b) /295 e) /2500 h) 3,61 152 — 995
by¢ prawdziwa réwnosc: ) )
V92 = 327 c) V324 f) /8100 i) V4,41 162 =256
Y 17° =289
: < 0. . . . oy
Oelpoitziis el el s < 0 Prawdziwa jest nastepujaca wtasnosc: 182 = 324
Cwiczenie 1 o o 192 = 361
a) 12 Dla dowolnej liczby rzeczywistej: 9202 = 400
b) 15 a dla a >0 2 _
- \/p _ = 21° =441
—a dla a <0 222 = 484
d)) ig 232 =529
e
24? = 576
f) 90 Stad V52 =5 oraz /(—5)? = —(=5) = 5. 952 _ 695
g) 11 3
h) 1,9 Cwiczenie 2
i) 2,1 Podaj wartosé, korzystajac z powyzszej wlasnosci.

Cwiczenie 2 a) V32 b) /(—3)? c) v/(—9)? d) /(-1,2)? e) 1/ (—=V/3)?

3 .. . . ..
;)) 3 Wyznaczenie pierwiastka kwadratowego z liczby nieujem-
¢) 9 nej odpowiada wyznaczeniu dtugosci boku kwadratu, gdy
d) 1,2 znamy jego pole (P = a?, wiec a = V/P).
e) V3 e
) v3 Cwiczenie 3 ;
Oblicz obwdd kwadratu o polu: a) 3,24 cm?, b) 1024 cm?. ‘
a
Cwiczenie 3
a) bok kwadratu: 1,8 cm, obwdd: 7,2 cm
b) bok kwadratu: 32 cm, obwod: 128 cm
Multibook
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Przy odpowiednich zalozeniach (jakich?) prawdzi-

Pierwiastek il
we s3 podane obok wzory. lerwiastek tloczynu

Vab=+a-vb

Pierwiastek ilorazu

Przyktad 2
a) V49 -144 = /49 - /144 =7-12 =84
b) 16 V16 _ 4

25 V25 5

Cwiczenie 4

Oblicz.

a) v4-81, v/25-0,36, 10,09 - 361 c) V2-v8, V6-v1,5, v2-/5-1/10
121 361 576 V54 V3 V10- \/_

) Vim Vo Ve )5 3 Vs

Zadania

1. Oblicz.

a) V121 + v49 — V225
b) V196 — v/169 — /144

c) V0,25 + /1,44 ++/6,25

d) V3,61 — /1,21 — /0,09
[D] 2. Uzasadnij, 7e:

a) 1 AVI+ 2 b r Vel o JiAvis /fE

3. Podaj wszystkie liczby naturalne lezace na osi miedzy liczbami:

a) V2 i+/33, b) V10 i /140, c) /80 i v/300.
4. Wytlacz czynnik przed pierwiastek.
a) V18 ¢) V48 e) V108 g) V392 \/ij V\/1_6' 7
=16-v5 =45
b)v2i  d)VI6  f) V252 h) v/450 0
5. Zapisz liczbe w postaci av/2.
a) 42+ /8 c¢) V18 4+ /98 e) VI8 + 72 + /242
b) V32— 32 d) v/200 — /50 f) /800 + v/242 — /162
6. Zapisz liczbe w postaci av/b.
a) V5 + 20 ) V12+ V75 e) 0,2v/504 0,872 —0,3v/32
b) V48 — /27 d) v/45 — /125 f) 3v20 — 1v/45 — 51/180

b0 T BT Bt 1o
Zatem\/g;éﬁJr\/l?_S_
b) /25 = /5= 5 vE+\/T=vEtiss
Zatem@;é\/iJr\/;
C)\/g=\/§,7,\/1+\/%=2+§:§_
Zatem\/g;é\/l+\/%.

49 37
TFENVY

Zatozenia do wzorow:
— dla pierwiastka iloczynu:
a>0ib>0

— dla pierwiastka ilorazu:
a>0ib>0

Cwiczenie 4
a) 18, 3, 5,7

1. a) 3

3.2)2 34,5
b) 4,5,6,7,8,9, 10, 11

) 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15,
6, 17
)

4. a) 3v/2 b) 2V/6
¢) 4V/3 d) 46
e) 6v3 f) 63/7
g) 14v/2 h) 15v2

5. a) 61/2 b) V2

) 10v/2 d) 5v2
e) 20v/2 f) 22¢/2
6. a) 9v5 b b) V3
) V3 d) —2v/5
e) 4,612 f) —25v5

— 0

c

1.5. Pierwiastek kwadratowy 29 IS



© 0
creo e
1= Alov ol >

(¢]
o L 2 S
=
(=%
=
w
(e=]

10.a) 30 b) /6
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11. a) 6 + 182
b) 12v/3 — 30
¢) 2v2-2V3-6
d) 5v/2 4+ 45— 1

12. a) 15
b) 6v/2 + 8v/3
c) 16

13. a) z = /22 + 32 = 5V/2,
Ob=12v2, P =12
b) z = 10v/3, Ob = 24+/3,

P=12

¢) z =310,

Ob = 5(v/10 + v/2),
P =10V5
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10.

11.

12.

13.

14.

14.

Usun niewymiernosé z mianownika, postepujac tak jak w przyktadzie.

1 V2 5
R 9 v ° 5% 3 _ 3 vE_ a5
1 4 _3 Vs Vs Vb5
b) V3 d) 3v2 f) 5v/15

Usun niewymierno$é¢ z mianownika. Podaj przyblizona wartosé¢ wyrazenia
(przyjmij v2 ~ 1,4).

8++2 6—3v2 5v2-10 5v2+3
) =75 b Sa ) Ti 4 =
Oblicz.
a) V12-/3 c) VI0-v40  e) vV28-v63  g) V30 V480
b) V32-v8  d) VIS-vA0  f) VA5-v20  h) v/80- /180
Oblicz.
) V54 -/350 b) 98-1/375 ) V52 -/363 d) V48162
a V21 V80 ¢ V/30-v/130 V72135

Wykonaj dziatania.
a) 2V3 (VET + 3v/6 - 2/3)
b) 3v2 (2v/6 — 4v8 + V18)

0) V3 (V6-V3) + (V3 2v2)
d) V10 (V5 + 2/2) — VI ¥20

V5
Oblicz pole trapezu.
a) 3 b) 2v3 c)
V50
VT
NG
/]
3V3 42 V18

Oblicz obwdd i pole tréjkata prostokatnego, ktérego przyprostokatne majg
dhugosci x i y.

a)$:3\/§,y:4\/§ b)x:Q\/2—7,y:4\/ﬁ

Na rysunku obok przedstawiono spirale
Teodorosa. Pokazuje ona, jak konstruk-
cyjnie wyznaczy¢ odcinek o dtugosci \/n,
gdzie n > 1 jest liczba naturalna, gdy
dany jest odcinek o dtugosci 1. Opisz, jak
za pomocy cyrkla i linijki skonstruowaé
odcinek o dtugosci:

a) V17,

¢) = =2v10,y =50

b) V/38.

W obu przypadkach mozna wykorzystac¢ spirale Teodorosa lub postapié, jak opisano
ponizej.

a) Skonstruowaé tréjkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosei 1 i 4. Przeciw-
prostokatna tego tréjkata ma diugosé /17.

b) Najpierw skonstruowaé tréjkat prostokatny réwnoramienny o przyprostokatnych
dtugosci 1. W ten sposéb otrzymamy przeciwprostokatna o diugoéci v/2. Nastepnie
skonstruowaé tréjkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci v/2 i 6. Przeciwpro-
stokatna otrzymanego tréjkata bedzie miata dlugosé v/38.



1.6. Pierwiastek szescienny. Uczefs

— oblicza warto$¢ pierwiastka
Pierwiastek n-tego stopnia D ot ety
nieujemnej,
— oblicza warto$¢ pierwiastka

B Pierwiastek szescienny z liczby nieujemnej dowolnego stopnia
W K

Rozpatrzmy zagadnienie polegajace na wyznaczeniu dlu- ﬁ _ wylacza czynnik przed znak
gosci krawedzi szeScianu o danej objetosci V. Na przy- pierwiastka,

klad dlugos¢ krawedzi szescianu o objetosci V' = 125 cm? — wlacza czynnik pod znak
jest réwna 5 cm, bo 5 cm -5 cm - 5 cm = 125 cm?®. Za- pierwiastka,

— poréwnuje liczby zapisane
za pomoca pierwiastkéw,

pisujemy to nastepujaco v/125 = 5. Méwimy, ze liczba 5
jest pierwiastkiem trzeciego stopnia z liczby 125.

— wyznacza wartosci wyrazen

Definicja arytmetycznych zawieraja-
cych pierwiastki, stosujac
Pierwiastkiem szeSciennym (pierwiastkiem trzeciego stopnia) z liczby prawa, dzialan na pierwiast-
nieujemnej a nazywamy liczbe b, ktéra podniesiona do trzeciej potegi kach,
jest réwna a. — usuwa niewymierno$é
Ja=»b, gdy b®>=a z mianownika utamka, gdy

w mianowniku wystepuje /a.

Przyktad 1
Podaj pierwiastek trzeciego stopnia i uzasadnij odpowiedz.
Y3 — fewaz 25 — 320 3 ewas (B = 27

a) V/8 =2, poniewaz 2% = 8. c) 51 — 1 boniewaz (4) =51

b) v/0 = 0, poniewaz 0% = 0. d) v/0,216 = 0,6, poniewaz 0,6° = 0,216.

Przyktad 2 |

Oblicz dtugo$¢ krawedzi szedcianu o objetosci 27. ; a

Objetosé V szescianu o krawedzi dtugosci a jest réwna a?, /% e

wiec a = V'V, czyli a = /27 = 3. - a Cwiczenie 1
a a) 1l

Cwiczenie 1 b) 4

Oblicz dhugo$é krawedzi szedcianu o objetosci V. c) 6

a) V=1 b) V = 64 ) V=216 d) V = 8000 <) 20

Cwiczenie 2

Cwiczenie 2 5 _ 343 a) 8

Podaj wartosé, korzystajac z informacji podanych obok. g3 o “19 b) 5
= c) 11

a) /512 c) v1331 e) V1,331 95 — 799 d)) 2
- 9

af L 3 & 3/ 720 11° = 1331 e) 1,1
b) 729 d) 729 ) 1331 iy 2
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Obliczanie pierwiastka trzeciego stopnia jest dziataniem

odwrotnym do podnoszenia do trzeciej potegi. Va®=a
Na przyktad v/113 = 11 oraz (\7@)3 =0. ({*/E)S =a

W obliczeniach wykorzystujemy podane ponizej wzory na pierwiastek sze-
Scienny iloczynu i pierwiastek sze$cienny ilorazu. Sa one analogiczne do wzo-
réw dla pierwiastka kwadratowego (podaj potrzebne zalozenia).

Przyktad 3
a) v/0,001 - 343 = v/0,001 - v/343 = 0,1 -7 = 0,7 Pierwiastek iloczynu
3 3 __ 3 3
b) \/\3(;26 5686 BB Va - _\/a.\/g
Pierwiastek ilorazu
Cwiczenie 3 Cwiczenie 3 Ja _ va
2)) 6 Oblicz. [
5 3 3 3 3/27 3/125
V8- 27 V28 - /98 3= — =
¢) V4-7-2.49=2-7T=14 8) ) ®) V51 216
a) 2 _ e iy, ¥
) 2-2=—1 by V5V ) D%t
f) 23 (o
- ] Cwiczenie 4
Cw'fzensz 4 _ Przeanalizuj przyklad w ramce. Na jego podstawie usun niewymierno$é z mia-
a — b —— _ — X .
) Vs e Y2z 3 nownika podanego utamka.

b) & 242 _4¥2_545 L K 2 B3 _ 3 Vi_3¥a_3Vai_ 3V
va V2T U8 2 a) 3 b) 3 c) 3 35 3 3% 3 =3 T
o) 2. {35 _2¥m _ 29 v v Vs vzoov2 V4 ovad VB 2

V5 ¥25 ~ Y15 5

B Pierwiastek szescienny z liczby rzeczywistej

W przeciwienstwie do definicji pierwiastka kwadratowego definicje pierwiastka
szeSciennego mozna rozszerzy¢ na liczby ujemne.

Na przyklad: v/—1 = —1, bo (-1)* = —1; /=8 = —2, bo (—2)* = —8.
Definicja
Pierwiastkiem trzeciego stopnia z liczby rzeczywistej a nazywamy taka
liczbe b, ktéra podniesiona do trzeciej potegi jest rowna a.

Va=b, gdy b2 =a

Cwiczenie 5
Zapisz w postaci liczby wymierne;j.
1 ) of— 27

3 _ 3 _ 3 _ 3/ 4 et
a) 27 b) 64 c) v—125 d) > 500
Cwiczenie 5
a) —
) —
) —

) -
) -

o o

(=9
Slwwlb—‘ U‘ >-|>

@
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B Pierwiastek n-tego stopnia

Ogodlnie dla pierwiastka n-tego stopnia mamy nastepujace definicje:

Jesli n jest liczbg parzysta, to dla

dowolnej liczby nieujemnej a:

Ya=b, gdy b>0ib" =a

Jesli n jest liczba nieparzysta, to
dla dowolnej liczby rzeczywistej a:

Ya=>b, gdy b" =a

Uwaga. Dla pierwiastka 2. stopnia zamiast pisa¢ ¥a stosujemy zapis /a.

Cwiczenie 6

Zapisz w postaci liczby wymierne;j.
a) V81 c) v0,0016 e) V729
b) v/—32 ) v/—0,00001 f) v/—128

Zadania

Cwiczenie 6
a) 3 b) —2
Y256 = 2, bo 25 — 256. ¢) 0.2 d) —0,1

V=512 = =2, bo (—2)° = 512. e)3 f) -2

Odpowiedzi do zadan

1. Zapisz w postaci liczby wymierne;j. 1.2) 1+ b) 1
s/ 1 i/ 8 27 3/910 c) 2 d) 2
a) /3 ) {2 1000 ) V2% o) ) f) %
10 6
1 /64 5/125 19 41y 7
2. Oblicz. 2.2)7 b)1
a) V1254 /8 ¢) V1000 + /27 e) V0,125 + /0,001 c) 13 d) 2
0,6 f) 0,5
b) /125 — /64 d) /512 — v/216 f) /0,027 + /0,008 ) )
3. Wylacz czynnik przed pierwiastek. 3. a) 2V/4 b) 592
v — 3 . =
a) V32 ¢) V135 ) /108 V0D = VIZ5 -4 - ¢) 395 d) 53
b) {/250 d) {375 20 = V125 VA =5V4 e) 3¥4 f) 2¥15
4., Wtacz czynnik pod pierwiastek. 4. a) /24 b) V54
3/~ 3 L3 . 5
a) 203 ¢) 33 4910 3V6 = Va7 V6 = o) VBT d) VI
b) 3v/2 d) 6v/2 65 = V27-6=v162 e) /G40 f) /1080

5. Sprawdz, czy podana réwnosé jest prawdziwa.

a) 22 = V2755 b)

594

6. Ktoéra z podanych liczb jest wieksza: x czy y?

9125 5 /27
8 T=TE Y=V T
3
b) V1000 y =3 3000

xr = 3

’ 81

Iy

5. Wszystkie rownosci s

&

3 5
S e e R e

3

2Y5 _ 3/ 85 _ 3/2 _ 3
b) 5¥%a V1252 — \/ 25 — 0,0
c) 5Y8 _ 3/1253 _ 3/25 _ /97

335\ 25 — /9 = 9

— 5 =8 6

6.a)z=3<y=5=3

b)z=y

_6_ 8 . 321 _3_
r=35=1<y={&m=1

(=%
=
&
Il

w
|c>
=
Il
(SN
Il
L
co
\Y
<
Il
w

prawdziwe.

V216 y = ¢/135

/729’ 320
d) = 70,064 __ ¥0,081

70,125’ V0,192
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10.

11.

12.

a) 8 cm b) 20 cm

. V — objetos¢ szescianu,

h=3VV -
) V=1.4.6.16=
=2.43 [cm?’]

h=3-4\3/§:12\3/§[cm]

-6,25-7,5-8 =
3 2,5%.2% = 5% [cm?]
C:

13. a) —

14. a

15.

zyz = 0, gdyz:
a) z=0,
b) z =0,

BN 34 1. Liczby rzeczywiste

wysokosé wiezy

10.

11.

12.

13.

14.

D|15.

Uzasadnij, ze podana liczba jest liczba naturalna.

a) V/3% + 43+ 53 c) v14% —13? e) V12-v/18

b) V13 + 63 + 83 d) V112 + V64 f) /24 -/72

Objetos¢ prostopadtoscianu o wymiarach x cm X y cm X 2z cm jest réwna

objetosci pewnego sze$cianu. Oblicz dlugo$é krawedzi tego szescianu.
a) x=4,y=4, z=232 b) x =16, y = 20, z = 25

7 trzech szesciennych klockow zbudowano wieze. Jej objetos$é jest réwna
objetosci prostopadloécianu o podanych wymiarach. Oblicz wysokos¢ tej
wiezy.

a) 4 cm X 6 cm x 16 cm b) 6,25 cm x 7,5 cm X 8 cm

a C ) 1 1
= V/210.5 = V5120
Oblicz.
a) V16 + v/81 + v/256 + v/625 e) 2¢/5% —3¢/28
b) v/2 - v/8 — V27 - v/3 + /10000 f) 60,0625 — 3\/0,0081
6 . 6 . \/W 5 6 __ 6 i _ 3 i
©) V4 - V16 V0,001 - V32 g) V6l Ver Voea
d) V/8-V/32 — V1024 + /1024 h) /1000000 + /256
Oblicz.
a) v/250 - v/40 + v/375 - v/135 c) /40 \5/187 —/10 \/
b) §/243 . a4f6h 463 [ 18 / 5/50 / 20
500 15 50 175 6
Zapisz w postaci liczby wymiernej.
a) /=8000 b) ¢/=0,001 ) -2 d) {/-32
Oblicz.
3 3 —8 =16 y—72
a) 2v/—1— /=27 o5 2—7 e) 573~ U5
_ ¥=9-y=9 V24 V=128 /=128
b) Y 1;):1 + v V —0,125 d) \s/—3 V=3 f) o + V1

Uzasadnij, ze iloczyn zyz réwna sie zero.
a) x=/=32— V16, y = V1 -2V1, z = V1024 + 2y/~1
b) 1 =+32—-V8l, y=v-32- V81, z=y-1+V1

a) 27+ 64+ 125 = V216 =6

) YT+ 216 +512 = /729 =9

) ¥/196 — 169 = /27 =3

d) Y12T+4=V125=5
V3-4-2.9=+27-8=3-2=

=3

o




1.7. Potega o wyktadniku catkowitym

Przyktad 1

Zalbézmy, ze mamy pare krolikow oraz ze liczba krélikéw podwaja sie co pot

roku. Ile krélikéw bedziemy mieli po 5 latach?
2.2:2:2-2.2.2.2-2.2.2=2"1=2048

10 pélrocznych okreséw

Przypomnijmy definicje potegi o wyktadniku naturalnym.
Definicja
Dla liczby naturalnej n > 1 potega a™ nazywamy iloczyn n czynnikéw
rownych liczbie a: Kladnik botesi
— Wyktadnik potegi
a=a-a-a-...-a
—_———
n czynnikéw
podstawa potegi

Przyjmujemy réwniez, ze: a' = a oraz a® = 1 dla a # 0.

Nie definiujemy wartosci 0°.

Przyktad 2
Nt 11111 Przydatna jest umiejetnosé rozpo-
a) (5) — 22227 16 znawania niektérych poteg liczb:
2\3 _ 2 2 2\ _ _ 8 2,3,4,5.
b) (=3 =(-3) (-3) (-3) =-%
n n n n
O (L3) = -3 n | 2m |3 |4 |5
a) 16" = 1 1 2 3 4 5
2 4 9 16 25
Cwiczenie 1 3 8 | 27 | 64 125
Oblicz. 4 16 | 81 | 256 625
2 93 g4
a) 9%, 97,9 5 32 243 1024
2 /313 4
b) (1) ()% (3) 6 | 64 72
2)2 2)3 2\4
o) (-3)" (-3)" (-3) T |12
8 256
Cwiczenie 2 9 | 512
Uporzadkuj liczby w kolejnoéci rosnacej. 10 1024

(=2)% (=2)%, (=2)°, (=3)*%, (=3)°

Cwiczenie 2
(=3)° < (=2)? < (=2)° < (—2)* =2% < 3* = (-3)*

Uczen:

— oblicza warto$¢ potegi liczby
o wyktadniku naturalnym
i calkowitym ujemnym,

— porzadkuje liczby zapisane
w postaci poteg, korzystajac
z wlasnosci poteg,

— stosuje prawa dziatan na
potegach do obliczania
wartosci wyrazen,

— stosuje prawa dziatan na
potegach do upraszczania
wyrazen algebraicznych,

— poréwnuje liczby zapisane
w postaci poteg.

Komentarz

Aby utatwié¢ uczniom zrozu-
mienie poteg o wyktadniku 0
zapisujemy potege a” jako
iloczyn liczby 1 i n czynnikéw
rownych liczbie a. Wéwczas:

a*=1-a-a-a-...-a
n czynnikow
W szczegoblnosci:
ad=1-a-a-a,
a?>=1-a-a,
at=1-a=a,
a®=1,gdya#0

Dla n # 0 mamy 0" = 0.
Gdyby w powyzszych przy-
ktadach nie istniaty zaltozenia:
n # 0ia # 0, wowczas

0° = 1i0° = 0 jednoczesnie,
co prowadzi do sprzecznosci.
Zatem wartosé 0° nie jest defi-
niowana.

Cwiczenie 1
a) 81, 729, 6561

9 27 81
b) 15 5i> 256

4 8 16
) 3% —Txm> 28
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Cwiczenie 3
a) 116 b) 614
C) 9 d) -

e) 4 f) 32

g) § bR

i) 25 j) —125
Cwiczenie 4

a) tak b) tak
c) nie

Cwiczenie 5
)27 b) 1057

1
) 1024 ) 256

e) 25 f) 1024
g) 32 h) 1024
i) 27 j) 400

o

B 36 1. Liczby rzeczywiste

Mozemy réwniez okresli¢ potege o wykltadniku catkowitym ujemnym.
Definicja

Dla liczby naturalnej n > 1 i dla liczby a # 0 przyjmujemy, ze:

@ = L
a?L
Przyktad 3
, 1 _ 1 1 1\72 1 1
3)3125 b)32—3—2:§ C)<—§> = 12:I:9
(*3) E
Cwiczenie 3
Oblicz.

a) 472 ¢) (-3) o) (

Cwiczenie 4
Czy podane liczby sg réwne?

53 /7\3 ANE g\ 6 3\5 /5\5
2 (3) - (3) b (-5) (%) o (-2) " (5)
Do obliczania wartoéci wyrazen, w ktérych wystepuja potegi o wyktadnikach

catkowitych, mozemy wykorzystywa¢ prawa analogiczne do praw dziatan na
potegach o wykladnikach naturalnych.

Twierdzenie

Dla liczb catkowitych m,n oraz réznych od 0 liczb rzeczywistych a i b:

mag™.q" = CLm+n mag”-b" = (ab)" - (am)" = aqgmm
a™ — am—n - ﬂ _(a "
"an T @ b <b>
Cwiczenie 5
Oblicz.
a) 39376 ¢) (2°)7? e) 579:5 1 g) 6°:3° i) 6%.2°°

b) 0,5%-0,57  d) (0,251)*"  f) 4:47* h) 10 : 50  j)10*.52

Cwiczenie 6
Podaj konieczne zalozenia i upros¢ wyrazenie.
a) (% 2%):2* b) (z7:2?) a7t c) (z%y) ' a? d) (723 2y 3

Cwiczenie 6



Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. Oblicz. 1.2) =32, — &, =&
a) (-2)°, (<2)°, 270 o) (v3)', (v3) " (v3)"° 38, =2, &1
1\2 1\ 1\ 6 ; s )9 3 7
v (5) - (5) - (5) a) (v3)', (v3)', (v3) L
2. Zapisz liczbe w postaci 2™, gdzie m jest liczba calkowita. 2. a) 2'° b) 27
a) 2% .49 b) 475 . 82 ¢) 642:327%  d) (1672:47%). 84 ©) 2°7 d) 2%
3. Zapisz podane liczby w postaci poteg o tej samej podstawie. 3. a) 24,276, 2% 22 220
16, L. 8%, (v2)", 10242 0,001, 100%, (=) ", (L)° by3~", 5% 8%, 37,37
a) ) a, ) ( ) ) C) ) ) ) (m) ) (m) C) 10—3’ 1010’ 1087 10—6
1 » 6 . Ly (1)2 1\ . d) 576, 52, 5712, 5720
b) & 27,92 (v3)°, 81 0257 (1), (1) 62
4. Oblicz. 4.a) ¥ b) &
3 3\ 4 VAN 12 —40v/5 d) 18
a) (—2v3) b) (%) o (-%) ) ((-3v2)") ¢) —40v5 d)
5. Oblicz. 5. a) 0,001 b) 1
5 5
a) 573.273 c) 84.44 e) <2§> : (E) g) (—0,2)%:58 ) 5 d) 5
7 14 B e) 32 f) s
b) 02757  d)183:673  f) 1,32:01°2 h) (~1,2)": (g) g1 h) -1
6. Oblicz. ] \ \ \ , 6. a) 22 b) 0,001 c) &
6\ (7). (B) 2\" q53.7-3 3. (5 .43
A (2 (53 wm(Z) e ¢) 04 (2) 14
7. Ktoéra z liczb jest wieksza: x czy y? 7.a)z b)y
a) z =242 y=44:872 b)z=(2%:29" y=(2%-23)"
8. Oblicz. 8.a) 11 b) 1
-2 2 0 6 ) -6 ) 3
a) 2 (g) ) T+ (40 -16°) o) <0,5- (%) _9. 164> .78 ©) 6 4) 35
—2
9\~2 N AT 2\ (52 5\4
b) <(§) ) d) <(§> (3) ) 67D ((3) - (5)) (3)
9. Podaj konieczne zalozenia i uprosé¢ wyrazenie, a nastepnie oblicz jego war- 9. 2#£0
to$é dla podanej wartosei x. a) 22°%; 128
Cgy-2 1\-6 32 g4 -2 b) z'%; 1
a) () "+ (z7) 7,z =2 c) (((m Hx ):x0> , =5 ¢) 2 625
d) 22°; 27

b) (@) (@) Le=1 @) (@ @) @) e =
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1. 170 =2-5- 17, jest

200 = 2° - 5%, nie jest

204 = 2% .3-17, jest

1020 = 2% -3-5- 17, jest

. Carl Friedrich Gauss przywia-
zywal duza wage do znalezio-
nego przez siebie dowodu na
to, ze konstrukcja 17-kata fo-
remnego jest mozliwa. W swo-
jej ostatniej woli przekazat,
aby na jego grobie nie byto
zadnych napiséow, tylko wyry-
ty w kamieniu 17-kat foremny.
Ostatecznie napisy umiesz-
czono, ale nie zapomniano tez
o 17-kacie. Jego ksztalt ma
obelisk stojacy na grobie.
(Zrédlo: Marek Kordos, Wy-
ktady z historii matematyks,
WSiP, Warszawa 1994)

Ponizsza konstrukcja 17-kata
foremnego zostata przedsta-
wiona juz po $mierci Gaussa.

1. Rysujemy okrag o $rodku
w punkcie O.

2. Rysujemy Srednice AB.

3. Konstruujemy symetralna
do $rednicy AB. Symetralna

ta przecina okrag w punk-
tach Cp 1 Cbs.

4. Wyznaczamy na odcinku

OC taki punkt D, ze:
0D| = 1j0G|

5. Rysujemy prosta DB.

6. Wyznaczamy na odcinku
OB taki punkt E, ze:
|¥ODE| = 1|5¥ODB|

7. Wyznaczamy na odcinku

AO taki punkt F, ze:
|XFDE| = 45°

8. Rysujemy okrag o $redni-

cy F'B. Punkt przeciecia te-

go okregu z odcinkiem OC,

oznaczamy przez G.

BN 38 1. Liczby rzeczywiste

Dowiedz sie wiecej

Liczby Fermata

Pierre de Fermat (1607-1665) — francuski matema-
tyk, z zawodu prawnik. Wigkszosci swoich prac nie
opublikowal. Tak zwane wielkie twierdzenie Fermata
(opublikowane dopiero po jego $mierci, w 1670 r.)
méwi, ze nie istniejg liczby naturalne dodatnie
x,y,z,n takie, ze " +y" = 2" dla n > 2. Twier-
dzenie to zostalo udowodnione dopiero w 1995 r. In-
nym pojeciem zwiazanym z jego nazwiskiem sa liczby
F, =2+ 1, gdzie k jest liczbg naturalna, nazywane
liczbami Fermata. Pie¢ poczatkowych liczb Fermata:

Fp,=2"4+1=214+1=3 F=22 +1=284+1=257
F,=2241=2241=5 F, =22 41=2%41=65537
F=2"4+1=204+1=17

Fermat przypuszczal, ze wszystkie liczby F), = 22" 41 sa pierwsze, ale
w 1732 r. Leonhard Euler [czyt. ojler] wykazal, ze F5 = 4294967297 =
= 641-6700417, czyli jest liczba ztozona. Do dzis§ nie wiadomo, czy ktérakol-
wiek z liczb Fermata oprocz Fy, Fy, Fs, F5 i Fy jest liczbg pierwsza. Ponizsze
twierdzenie, udowodnione przez Carla Friedricha Gaussa, podaje zwiazek mie-
dzy liczbami pierwszymi Fermata a wielokatami foremnymi.

Twierdzenie

Za pomoca cyrkla i linijki mozna skonstruowac n-kat foremny wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba n jest: potega dwoéjki lub liczbg pierwsza Fermata pomnozona przez 2%,
lub iloczynem réznych liczb pierwszych Fermata i liczby 2%, gdzie k jest dowolng
liczba naturalna.

W tabeli obok podano liczby naturalne mniejsze i ; ;’2 2(2) ; 25' 35
od 100, dla ktérych mozna skonstruowac n-kat 5—5 34—=19.17
foremny. 6=2-3 40=2%.5
) ) . . 8§ =23 48 =2*.3
1. Sprawdz, czy jest mozliwe skonstruowanie za 10=92.5 | 51—=3.17
pomoca cyrkla i linijki n-kata foremnego, 12=922.3/60=22.3.5
gdy n réwne jest 170, 200, 204, 1020. 15=3-5 | 64 =2°
16 = 2* 68 =2°-17
2. 7Zmnajdz informacje o konstrukcji 17-kata fo- 17 = 17 80=2%.5
remnego (mozliwoéé takiej konstrukeji wyka- 20=22-5 85=5-17
24=12%-3 96=2°-3

zal C.F. Gauss w 1796 r.).

9. Rysujemy okrag o §rodku w punkcie E i promieniu |EG|. Punkty przeciecia tego
okregu ze $rednica AB oznaczamy przez M i N.

10. Rysujemy proste prostopadte do $rednicy AB w punktach M i N. Punkty przeciecia
tych prostych z tukiem AC: B oznaczamy odpowiednio przez Wi i Ws.

11. Punkty Wi i W3 sg odpowiednio pierwszym i trzecim wierzchotkiem 17-kata fo-
remnego.

12. Konstruujemy dwusieczng kata W1 OWs3. Przecigcie dwusiecznej z wyjsciowym ok-
regiem wyznacza wierzchotek Wo.

13. Wyznaczamy pozostate wierzchotki 17-kata foremnego poprzez odtozenie na okregu
odcinka W1 Ws.



1.8. Notacja wyktadnicza Uozefi

— zapisuje i odczytuje liczby
. . . . . Lo w notacji wykladniczej,
Przy zapisywaniu bardzo duzych i bardzo matych liczb wygodnie jest postu-

. . . . . K . — wykonuje dziatania na
giwaé sie notacja wykladnicza (inaczej zwana notacja naukowa).

liczbach zapisanych w notacji

wyktadniczej.

Definicja

Liczbe dodatnia a mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu:

a=x- 10"

gdzie z jest liczba spelniajaca warunki 1 < = < 10, a n — liczba catkowita.

Takie przedstawienie liczby nazywamy notacja wykladnicza.
Przyktad 1
a) 326 000000 000 = 3,26 - 10" b) 0,00000097 = 9,7 - 1077

11 cyfr 7 cyfr

Cwiczenie 1 Cwiczenie 1

Zapisz liczbe w notacji wyktadniczej.

a) 5020000 000 000 000 000 000 000 000 ton (masa Syriusza)

b) 0,00027 mm (wielko$é wirusa ospy)

c¢) 0,000 000000 000 000 000 0000000299 kg (masa czasteczki wody)

d) 0,000 000000 000000 000 000 000 000 000910956 kg (masa elektronu)

Cwiczenie 2

Zapisz liczbe w notacji wyktadnicze;j.

a) 6320000 c) 43,728 e) 0,00065 g) 0,100324
b) 109000 000 d) 8765,2 f) 0,00302 h) 0,000001
Cwiczenie 3

Zapisz liczbe w postaci dziesietnej.

a) 8,62-10 b) 7,89-10°* c) 8,34-107° d) 6,02-10°
Cwiczenie 4

Oblicz. Odpowiedz podaj w notacji wyktadniczej i w postaci dziesietne;j.
a) (3,4-107)-(4-107°)

a) 5,02 -10%" ton
b) 2,7 10™* mm
c) 2,99 - 10726 kg
d) 9,10956 - 103! kg

Cwiczenie 2
a) 6,32 -10°
b) 1,09 - 10®
c) 4,3728 - 10*
d
)

o

6,5-1074

f) 3,02-1073

g) 1,00324 - 107!
h)1-10°°

)
) 8,7652 - 10°
)

Cwiczenie 3
a) 86200

b) 0,000789
c) 0,0000834
d) 6,02

Cwiczenie 4

b) (14-10%) - (8- 10%) Oblicz. a) 1,36 - 10° = 1360
’ , .109) . 100 =52.05-10°7 = b) 1,12 - 10° = 1120000
¢) (481071 : (1,6-10°9) (5,2-10%) - (0,5-1077) =5,2-0,5-10 )3 adind
s L =2,6-102 = 260 c) 3-10° =
d) (7,2-107%) : (1,2-107?) d) 6-107' = 0,6
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Odpowiedzi do zadan

1. a) 2-10* = 20000
b) 910" = 90000000000
c) 3-10" = 3000000000000
d) 1,6 - 10** = 160000000000

d) 1,2 - 10°

BN 40 1. Liczby rzeczywiste

Zadania

1.

EHa.

5.

Oblicz. Odpowiedz podaj w notacji wyktadniczej i w postaci dziesietne;j.

a) 2100000000 : 105000 ¢) 51000000000 : 0,017

b) 243000000000 : 2,7 d) 102400000000 : 0,64

Oblicz. OdpowiedZ podaj w notacji wyktadnicze;j.

a) (3,2-10712) - (1,2-10%) ¢) (3,4-10715).(7,5-10716)
4.-10-18 2.5.10-30

b) (5,2-108)-(1,5-1073) ) (4,8-10'8).(1,8-10719)
1,3-1018 (6-1078)-(1,2-1016)

W tabeli podano wybrane predkosci, stosujac zapis dziesietny i notacje
wyktadnicza. Przerysuj do zeszytu i uzupelnij te tabele.

v [m/s] (zapis dziesietny) v [m/s] (notacja wykladnicza)

Rosnacy wlos 0,0000000046 4,6-107°
Szybki $limak 0,00194 1,94-1073
Sprinter 10 1-10°
Ziemia wokét Stofica 29600 2,96 - 10*
Swiatto w prézni 299 792 458 2,99792458 - 10%

Predkos$é¢ $wiatta wynosi w przyblizeniu 300000 km/s. Odleglosé, jaka
przebywa $wiatlo w ciagu roku (365 dni), nazywamy rokiem $wietlnym.
Oblicz, ile kilometréw ma rok $wietlny i przedstaw podane nizej wielkosci
w kilometrach. Odpowiedz zapisz w notacji wykladniczej.

Odlegtos¢ z Ziemi wyrazona w jednostkach $wietlnych w kilometrach
Ksiezyc 1,3 sekundy $wietlnej 3,9-10°
Stonce 8 minut 19 sekund éwietlnych | 1,5-10%
Pluton 5,5 godziny $wietlnej 5,9 - 10°
Gwiazda Polarna okoto 430 lat $wietlnych 4,1-10%
srodek Galaktyki okoto 28000 lat swietlnych 2,6-10'7
najblizsze kwazary okoto 1,5 mld lat $wietlnych 1,4-10%2

Najwieksza predkosé, z jaka kiedykolwiek podrézowal czlowiek, osiagneta
zaloga misji Apollo 10 — niemal 40000 km/h. Oblicz, ile czasu zajeloby
pokonanie z taka predkoscig odlegtosci dzielgcej nas od Gwiazdy Polarne;j.
Odpowiedz podaj, stosujac zapis dziesietny i notacje wyktadnicza.

4. 1 rok $wietlny = 300 000 - 365 - 24 - 3600 = 9,4608 - 10'? [km]

430-9,4608-1012 km

= 101703600000 h ~ 1,017 - 10'* h
40000 km/h

430-300000-365-24-3600

2 (24 - 365) = 11771250 [lat] ~ 1,17 - 107 [lat]
40000



Nazwy wielkich liczb

Bilion amerykanski czy bilion europejski | potega N Nerve
Dlaczego europejski miliard to amerykariski bilion, 10 europejska  amerykariska
a europejski bilion to amerykanski trylion? 9 miliard bilion
Amerykanskie nazewnictwo wielkich liczb 12 bilion trylion
odnosi si¢ do zapisu 10%+3 i taczy tacifiskie 15 biliard kwadrylion
przedrostki: bi- (n = 2), tri- (n = 3) itd. 18 trylion Fenien
z koncowka -lion. - -

21 tryliard sekstylion
Europejskie nazewnictwo pokazuje wielokrotnos¢ o4 Kwadrviion S
miliona lub miliarda i do faciriskiego przedrostka edylon | sepylo
dodaije, odpowiednio: -fion lub -liard. 27 kwadryliard | oktylion

30 kwintylion nonylion
Amerykanski matematyk Edward Kasner e el i ezl
wprowadzit nazwe googol, oznaczajgcag 10'. 36 sekstylion undecylion
1 googol = 10 000 000 000 000 000 000 000 39 sekstyliard  duodecylion
000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 42 septylion tradecylion
000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 45 septyliard kwatuordecylion
000 000 000 000 000 000 48 oktylion kwindecylion

El Wyszukaj w internecie informacje o1 oktyliard seksdecylion

o liczbach googol i googolplex. 54 nonylion septendecylion

Stonce i planety

Ponizej podano mase: najmniejszej z planet w naszym systemie planetarnym — Merkurego,
najwiekszej — Jowisza, a takze Ziemi i Storica (na rysunku nie zachowano skali). Masa Storica
stanowi 99,89% masy Uktadu Stonecznego.

Stonce Merkury Ziemia Jowisz
1,989 - 10% kg 3,302 - 102 kg 5,974 - 102 kg 1,899 - 1027 kg

2| Zapisz mase Stonca, Merkurego, Jowisza
i Ziemi, korzystajac z europejskiego oraz
amerykanskiego nazewnictwa wielkich liczb.

2. Nazewnictwo europejskie: Nazewnictwo amerykanskie:

Stonice — 1,989 kwintylionéw kg, Stonce — 1,989 nonylionéw kg,
Merkury — 330,2 tryliardéw kg, Merkury — 330,2 sekstylionow kg,
Jowisz — 1,899 kwadryliardow kg, Jowisz — 1,899 oktylionéw kg,
Ziemia — 5,974 kwadrylionéw kg Ziemia — 5,974 septylionéw kg

Nazwy wielkich liczb



Uczen:

— zapisuje pierwiastek n-tego
stopnia w postaci potegi
o wyktadniku %,

— oblicza potegi o wyktadnikach
wymiernych,

— zapisuje dang liczbe w postaci
potegi o wyktadniku
wymiernym,

— upraszcza wyrazenia, stosujac
prawa dziatan na potegach.

Cwiczenie 1
a) 2

=3

o
W W o © o

)
)
)
)

- 0 A

)

Cwiczenie 2

S=SERIZcelT R
& W = oo
R NE- S 2 © 5 ©@

T
o
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1.9. Potega o wyktadniku wymiernym
Definicja

Dla dowolnej liczby a > 0 i liczby naturalnej n > 1 przyjmujemy:

ar = Ya
Przyktad 1
Oblicz.
a) 497 = /49 =7 b) 1255 = V125 = 5 ¢) 167 = /16 = 2
Cwiczenie 1
Oblicz.
a) 42 b) 162 c) 81z d) 8% e) 273 f) 814

m

Potege o wykladniku wymiernym “* definiujemy nastepujaco:

Definicja
Dla dowolnej liczby a > 0, liczby naturalnej n > 1 i liczby catkowitej m
przyjmujemy:

¥ = (va)"

Przyktad 2

Oblicz.

Woi=(VB) =g =2r b= (VB) =2=1 g oi=i=]

Cwiczenie 2

Oblicz.

gab gst st gisd o ()

b) 275 d) 328 f) 42 b (&) INCON
@ Cwiczenie 3

Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby a > 0, liczby naturalnej n > 1 i liczby cal-

n m n

kowitej m zachodzi réwnosé ({/a)" = Vam.

Cwiczenie 4

Oblicz. , \
a) (VI0)° o) V1258 e (V635) g (3 \/2_7) i) ( \3/4_9)
b) V410 d) v/323 f) v/v/81 h) v/ V43 ) v/ V165
Cwiczenie 3

(Va)" =a

var = /(v = Y@ = (va)©

Cwiczenie 4

a) 1000 b) 1024 ¢) 25 d) 8
e)5 £)3 g)3 h)2 i)7 j)4



Prawa dziatan na potegach o wy- . .

. . Dla liczb wymiernych z, y oraz do-
ktadnikach wymiernych sa analo- L ; )
giczne do praw dzialah na pote- datnich liczb rzeczywistych a i b:
gach o wykladnikach catkowitych. =a”-a¥ =a""

] % =a*7Y
a
(P)r];{k’rad 3 " a® - b® = (ab)®
1CZ.
@ x
a) 3} .33 Z3i+i g2 _ g -2 =(%)
b) 63 : 65 =655 =6' =6 " (a®)Y = a*V
Cwiczenie 5
Oblicz.
a) 25.25 D) 53 .55 c) 47 : 43 d) 275 ; 225 e) 32.375.3%
Przyktad 4
Oblicz.
5 5 5
a) 87 .28 = (8.2)1 = 16 = (16%> = 45 = 1024

[N

.53 — 923

(10 : 5)3

3

1.51 = (16-5)1 .57
Cwiczenie 6

Oblicz.
a) 127 .3

3
2

- 243

[V]e)

o
SN—

)
=

win
w

Wl

b) 127 : 35

Cwiczenie 7
Oblicz.
10

9 (0) w (1) o (1258)”

Obliczajac przyblizone wartosci poteg o wyklad-
niku wymiernym, mozemy skorzysta¢ z odpowied-
niego kalkulatora (przykladowe wyniki zostaly
przedstawione obok).

)72,5>*0v6 ) (32%)*%

10°% ~ 1,995262315
10045 ~ 2,818382931
100625 ~ 4,216965034

(o}
~
/N
—~
Ok

Cwiczenie 8

Korzystajac z powyzszych przyblizen, podaj z doktadnoscia do czterech miejsc
po przecinku przyblizona wartosé¢ potegi:

a) 1023, b) 1034, ¢) 10%, d) 10717,
Cwiczenie 8

a) 10% - 10%? ~ 199,5262

b) 103 - 10%%5 ~ 2818,3829

c) 10! - 10%:%%° ~ 42,1697

d) 103 : 10% =~ 0,0200

Cwiczenie 5
a) 4 b) 125 c) 16
d) 32 e) V/3

Cwiczenie 6

a) 36% = (v/36)" = 216
b)
c)

Sl Sw
S
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Odpowiedzi do zadan

1.2) 27 b) 25 ¢)2°2
d) 2% e) 2% f)2
g) 27 h) 25

.a) 27 b) 25 ¢) &
diet )8

9 12

g) 10 h) ¥2

. a) 0,008 b) 2,5 c) 0,09
d) 125 e) 32 f) 0,008

g) 411327 h) 0,008

.a) 16 b) £ ¢)1 d)64

=7
=
=N NN
0w oot A=
—
=3
-

I 44 1. Liczby rzeczywiste

Na dalszym etapie nauki rozszerzymy pojecie 1014 ~ 25.118864315

potegi na potege o wyktadniku rzeczywistym,

1,41 ~
czyli takze niewymiernym, np. 2V3, 10V2. 10 ~ 25,703957828
. : : . 10444 ~ 25,941793621
W tabeli obok przedstawiono kilka przyblizen -
liczby 10v2 101414213562 | ~ 95 954553497
V2 ~
Uwaga. v/2 ~ 1,414213562 10 ~ 25,954553519
Zadania
1. Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 2.
a) V2 c) V0,5 e) V512 g) 2V2
b) /2 d) V4 f) v/1024 h) 2v/2

2. Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 7.

a) VT3 c) % e) ,/7% g) 497
3 1 1 5

b) V7 d) 3= f) 5= h) 7V/7
3. Oblicz.

a) 9% C) 8’% e) 144795 g) 10 000025

b) 1253 d) 27-3% f) 1697 h) 81-0:125
4. Oblicz.

a) 0,04 ¢) 0,0275 ¢) 0,0625 1 ¢) 0,0081-12

b) 0,162 d) 0,0016~% f) 0,00032% h) 0,00000256°57
5. Oblicz.

a) 2283 b) 3%.277%  ¢) 0,008% - V125 d) 0,0256% - (¥/10)"

6. Zapisz podang liczbe w postaci a®, gdzie a jest liczbg naturalng, natomiast
x — liczba wymierna.

a) V2 d)v2-v2 g 2b.2i.y2 ) 283163
b) V5% e) V3:3 h) 92-35:3 k) v2-v/27:6%
¢) V53 f) v/3:v3 i) 27.43:85 1) 35.121:,8

7. Ktéra liczba jest wicksza: x czy y?
a) v=3-1024, y=2441:v2  b)a= (3" 1B y=VEF

5 —2b = V2< 15 edyz (V2)' < (2)°

T
2 5
be=(3)":((5)°)" =) >25°=62
y =365 =362 =6
Zatem x > y.



1.10. Logarytm i jego wtasnosci
Definicja

Logarytmem o podstawie 10 (logarytmem dziesietnym) z dodatniej licz-
by b nazywamy liczbe = taka, ze 10” = b. Piszemy wowczas logb = x.

Przyktad 1

a) log 1000 = 3, poniewaz 10% = 1000.
b) log0,1 = —1, poniewaz 107! = 0,1.
¢) log/10 = %, poniewaz 102 = /10.

Pytanie o log b to pytanie o to,
do jakiej potegi nalezy podniesé 10,
aby otrzymac liczbe b.

Cwiczenie 1
Oblicz.
a) log 10 b) log 100 c) log 100 000 d) log 0,01 e) log v/10

Rozpatruje sie tez logarytmy o innych podstawach. Na przyklad logarytmem
o podstawie 2 z dodatniej liczby b jest taka liczba x, ze 2° = b. Piszemy
wéwcezas logy b = z.

Przyktad 2

a) log, 8 = 3, poniewaz, 23 = 8. Pytanie o log, b to pytanie o to,
do jakiej potegi nalezy podniesé 2,

1 : S -4 _
b) log, 6 — 4, poniewaz 27" = aby otrzymac liczbe b.

sl

@l

c) log, V2 = 1, poniewaz 2

Cwiczenie 2
Oblicz.
1 1
a) log, 16 b) log, 1024 c) log, 5 d) log, 3 e) log, v2
Definicja

Niech a i b beda liczbami dodatnimi oraz a # 1. Logarytm o podstawie a
z liczby b to wyktadnik potegi, do jakiej nalezy podnie$¢ podstawe a, aby

otrzymac liczbe b. _
logob = x, gdy a® =0

Przyktad 3

a) log; 9 = 2, poniewaz 32 = 9.

b) logs 125 = 3, poniewaz 5% = 125.
c) log,; 625 = 2, poniewaz 252 = 625.

/ liczba logarytmowana

logarytm

log, b =2

podstawa logarytmu

Uczen:

— oblicza logarytm danej liczby,

— stosuje rownosci wynikajace
z definicji logarytmu do
obliczen,

— wyznacza podstawe
logarytmu, gdy dana jest
warto$¢ logarytmu, podaje
odpowiednie zatozenia dla
podstawy logarytmu oraz
liczby logarytmowanej,

— stosuje twierdzenia o loga-
rytmie iloczynu, ilorazu oraz
potegi do obliczania wartosci
wyrazen z logarytmami,

— stosuje twierdzenie o loga-
rytmie iloczynu, ilorazu
i potegi do uzasadniania
rownosci wyrazen,

— uzasadnia podstawowe
wlasnosci logarytmoéw.

Cwiczenie 1
a) 1

o o
St o

)
)
)
)

=9

@l

2

e)

Cwiczenie 2

a) 4

b) 10
)

o

) —1

3
e)

=9

ST

Multibook

® | ogarytmy
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Cwiczenie 3

a)

=3

o
o NI

)
)
)
)

(=%

1
e) —2
f) 1
Cwiczenie 4
Dla dowolnej liczby dodatniej
a#1:
a’ = 1, zatem z definicji logaryt-
mu log, 1 =0,
a' = a, zatem z definicji logaryt-
mu log, a = 1.

I 46 1. Liczby rzeczywiste

Cwiczenie 3

Oblicz.

a)log;3  b)logs81  «¢)logsv/3  d)log;27  e) log, é f) log, v/3
@ Cwiczenie 4

Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby dodatniej a réznej od 1 log,1 =0

zachodza podane obok wtasno$ci. log,a =1

Pojecie logarytmu wprowadzit ponad 400 lat temu szkocki matematyk
John Napier (1550-1617), a logarytmy dziesietne zdefiniowal Anglik Henry
Briggs (1561-1630) — opublikowal on tablice takich logarytméw.

W obliczeniach sa wykorzystywane nastepujace wlasnosci logarytméw (ich
doktadne oméwienie i dowody zostana przedstawione w dalszym toku nauki).

Twierdzenie

Jesli a, b, ¢ sa liczbami dodatnimi oraz a # 1 i p € R, to:

log,bc = log,b + log,c logarytm iloczynu

logag = log,b — log,c logarytm ilorazu

log,b? = plog,b logarytm potegi
Przyktad 4
a) log, (256 - 1024) = log, 256 + log, 1024 = 8 + 10 = 18

b) log, 16v/2 = log, 16 + log, v/2 = 4 + % = 4%

Cwiczenie 5
Oblicz, korzystajac ze wzoru na logarytm iloczynu.

a) log,(64-256) b) logs(125-625) c) logs5v/5 d) log,8v/2 e) log, 9v/3

Przyktad 5
a) log, Oé% =log, 0,25 —log, 32 =—-2—-5=—7
81 1 1
b) logg\/—§ = log; 81 — logs V3 =4 — 5 =33
Cwiczenie 6
Oblicz, korzystajac ze wzoru na logarytm ilorazu.
0,5 1024 V2 625 243
a) log, 61 b) log, 0.125 c) log, Y d) log; N e) logs T3
Cwiczenie 5 Cwiczenie 6

a) log, 64 + log, 256 = 6 +8 = 14
b) logs 125 + logs 625 =3 +4 =7
)

a) log, 0,5 —log, 64 =—-1—-6 =—-7

)
b) log, 1024 — log, = 10 — (—3) =13
-2
)

c) logs5+logsvVE=1+1 =11 c) log, v2 —log, 8 =1 —3=-21
d) log, 8 +log, V2 =3+ 3 =31 d) log; 625 — logs v/5 =4 — £ =31
e) logs9+logs V3=2+7 =27 ) log;243 —logy V3 =5—1 =42



Cwiczenie 7

Oblicz, korzystajac ze wzoru na logarytm potegi.

log, 8° = 5log, 8 =

a) log, 4 b)log,32*  c¢)log;9¢ d) log, 81°* i ?5 3=
Zadania
1. Oblicz.

a) log, 512 b) log, 2 c) log, o d) log, v/2 e) log, V8
2. Oblicz.

a) log; 1 b) log, 243 c) log, d) log; 3v/3 e) log, \/%
3. Oblicz.

a) logy 2 b) logy i c) logy o logy 27 = =3, bo (L7 =27
4. Sprawdz prawdziwo$é¢ réwnosci log, x +log, y = log, xy dla podanych war-

7.

tosci x 1 y.

a) x=4,y=16 b) z=8,y=1 ¢) r=+2,y=+8

Sprawdz prawdziwos¢ réwnoéci log, © — log, y = log, 5 dla podanych war-
tosci x 1 y.
a) x=27,y=3

b)z=8l,y=9 ) r=3,y=13

Oblicz, korzystajac ze wzoru na logarytm iloczynu.

a) log, 2 + log, 8 b) logg 2 + logg 3 c) log, 12 + log, 2

Uzasadnij ponizszg réwnosé.

a) log15 +1log12 — 2 =log 2 b) log, 54 — log, 3 = 2log, v/3 + log, 6

W karcie wybranych wzoréw i sta-

) w log x a log x B log x
tych fizykochemicznych na egza-
min maturalny z biologii, chemii 0,01 | —2,000 | 0,26 | —0,585 | 0,51 | —0,292
i fizyki znajduje sie tablica przybli- | 0,02 | —1,699 | 0,27 | —0,569 | 0,52  —0,284
zonych wartosci logarytméw dzie-
) > ) 0,03 —1,523 0,28 | —0,553 | 0,53 | —0,276
sietnych. Korzystajac z zamiesz-
czonego fragmentu tablicy, podaj | 0,04 —1,398 0,29 —0,538 0,54  —0,268
przyblizone wartosci: 0,05 —1,301 0,30 —0,523 0,55 —0,260
a) log 0,03, log 0,3, log 3
) 10g0,03, log 0,3, log 3, 0,06 —1,222 0,31  —0,509 0,56 | —0,252
b) log 0,054, log 0,0054, log 5,4,

0,07 —1,155 | 0,32 | —0,495 | 0,57 | —0,244

c) log3+log9, log8 — log 2.

a) log 15 + log 12 — 2 = log 15 + log 12 — log 100 = log 115(')%)2 = log %

b) log, 54 — log, 3 = log, 2 = log, 18
21og, v/3 + log, 6 = log, 3 + log, 6 = log, 18
Zatem log, 54 — log, 3 = 2log, v/3 + log, 6.

Cwiczenie 7
a) 20

b) 20

c) 12

d) ~16

Odpowiedzi do zadan
1.

ceo T
| = O
ot

< )
288888 &

| NI | O O njwal=
=onlw =
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8. a) —1,523, —0,523, 0,477
b) —1,268, —2,268, 0,732
¢) 1,431, 0,602
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Uczen:

— oblicza procent danej liczby,
— wyjasnia pojecia procentu
i punktu procentowego,

— oblicza, jakim procentem
jednej liczby jest druga
liczba,

— wyznacza liczbe, gdy dany
jest jej procent,

— zmniejsza i zwieksza liczbe
o dany procent,

— stosuje obliczenia procentowe
w zadaniach praktycznych.

Cwiczenie 1

a) 6, 30, 150, 450

b) 5, 20, 100, 300

Cwiczenie 2

a) 100 b) 320 ¢) 60

d) 12 e) 72 f) 42

Cwiczenie 3

Czapka — 27 zt, rekawice — 39 zl,
razem 66 zl.

Cwiczenie 4

Cena nart po obnizce:

marcowej —

0,8 -0,7 - 825 = 462 [zl],

0 50% — 0,5 - 825 = 412,50 [z1]
Cwiczenie 5

Cena kajaka po dw6ch zmianach:
1,15-1,2 - 1000 = 1380 [zl].
Cena wzrosta o 38% w stosunku
do ceny poczatkowe;.

Multibook

® Procenty — rozwigzywanie
zadania ,od konca”
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1.11. Procenty (1)

B Obliczanie procentu danej liczby
1 procent (1%) danej wiel-

Nalezy pamigtaé, ze procenty zawsze odnosza, Kol i DL i) el
, .

sie do jakiej$ calosci (wielkosci ustalonej).

D _ 15 _ 240
1%w = oW = 0,01w, 15%w = oo = 0,15w, 240%w = oW = 24w
Cwiczenie 1
Oblicz:

a) 1%, 5%, 25%, 75% liczby 600, b) 2%, 8%, 40%, 120% liczby 250.

Cwiczenie 2
Oblicz:

a) 20% liczby 500,
b) 40% liczby 800,

c¢) 15% liczby 400,
d) 80% liczby 15,

e) 150% liczby 48,
) 210% liczby 20.

CW|cz§n|e 3 . . . . Produkt = Cena @ Obnizka
Karolina kupita czapke i rekawice po obnizce

(w tabeli podano ceny przed obnizka i wyso- czapka 45 zt 0 40%
ko$¢ obnizki). Oblicz, ile zaplacila. rekawice 60zt | o 35%

Warto zauwazy¢, ze wielokrotnej zmiany wartosci o pewien procent nie mozna
zastapi¢ jednorazowg zmiang o sume procentéw kazdej ze zmian.

Cwiczenie 4

W styczniu narty kosztowaly 825 zl. W lutym ich cene¢ obnizono o 30%,
a w marcu — o dalsze 20%. Ile trzeba bylo zaplaci¢ za narty po marcowej
obnizce? Ile kosztowalyby te narty, gdyby ich cene od razu obnizono o 50%?

Cwiczenie 5

Cena kajaka wynosita 1000 zt. Cene podniesiono najpierw o 20%, a nastepnie
0 15%. Tle kosztuje kajak po tych zmianach? O ile procent wzrosta cena kajaka
w stosunku do ceny poczatkowej?

Cwiczenie 6
Po dwukrotnej obnizce ceny pewnego towaru o p% jego cena spadla o xz%.
Oblicz p dla:

a) x =19, b) x = 36, c) x =51.

Cwiczenie 6

Niech ¢ oznacza cene towaru przed obnizka.
2

(1-18) -e=(1-155) ¢

a) (1- &)’ =1-2

1 100
2
(1= 165)" = 700

100 10
p=10
2
b) (1-15) =1- 1%
p =20
2 51
) (1- ) ~ 100
p =30



W niektérych sytuacjach wykorzystuje sie

1 promil (1%o0) danej wiel-
dziesiata cze$¢ procentu, czyli promil.

kosci to 0,001 tej wielkosci.
Cwiczenie 7

Oblicz:

a) 2%eo liczby 300,
b) 8% liczby 1400,

¢) 50%o liczby 100,
d) 5%o liczby 1000,

¢) 0,2% liczby 1800,
) 5,5%o0 liczby 180.

Bl Obliczanie, jakim procentem jednej liczby jest druga liczba

Przyktad 1
Za jedna akcje firmy X tydzien temu trzeba byto zaplaci¢ 25 zl, a dzisiaj —
0 2,25 zt wiecej. O ile procent podrozalty akcje?

2,25

Akcje podrozaty o 9%.

Cwiczenie 8 .

. . . . Firma = Luty @ Marzec
W tabeli podano ceny jednej akcji firmy Y
i firmy Z w lutym i w marcu. Oblicz, o ile Y 18 2zt | 24,30 zt
procent podrozaly akcje kazdej z tych firm. Z 24 71 27 zt

Cwiczenie 9
Oblicz, jakim procentem liczby x jest liczba y oraz jakim procentem liczby y
jest liczba x.

a) ¢ =100, y = 50

b) z =50, y =40 c) =10,y =16

B Woyznaczanie liczby, gdy dany jest jej procent

Przyktad 2

I . I .
V\./. tabeli podano c’e’ny ze.s.ta.wow r-ond i po ob Zestaw  Obnizka  Cena
nizce oraz wysokosé¢ obnizki. Oblicz cene du- :
zego zestawu przed obnizka. duzy 015% | 2727
Oznaczmy przez x cene duzego zestawu przed sredni 024% | 190zt
obnizka. Obecna cena stanowi 85% ceny x: maly 032% | 85zl

2o =272 1 stad x = 272 10 = 320 [zl].
Cwiczenie 10

Oblicz cene $redniego i cene maltego zestawu rondli z przykltadu 2 przed ob-
nizka.

Cwiczenie 10
Cena $redniego zestawu: 250 zt,
cena malego zestawu: 125 zt.

Cwiczenie 7

Cwiczenie 8
Firma Y: o 35%),
firma Z: o 12,5%.

Cwiczenie 9

a) y = 50%z, z = 200%y
b) y = 80%z, x = 125%y
c) y = 160%z, z = 62,5%y
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Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. a) 160,4 1. Oblicz: a) 401% liczby 40, b) 15%o liczby 300, c) 2%o liczby 2.
b) 4,5
c) 0,004 Cene sukni §lubnej obnizono o p%. O ile procent nalezaloby podnie$é nowa

. Niech ¢ oznacza cene wyjscio-
wa sukni, a x — liczbe procent,
o jaka nalezaloby

podniesé cene.

a) 0,5¢ (1 + ﬁ) =g,

skad z = 100

b) 0,75¢ (14 %) =,
skad = = 333

¢) 0,64c (1+ 155) =,
skad =z = 56,25

. Niech ¢ — cena wyjsciowa to-
waru, & — liczba procent, o ja-
ki nalezaloby obnizy¢ cene.
a) 1,25-1,25¢ (1 — %) =c
z = 36

b) 1,5-15¢ (1 — %) =¢

z = 55,(5)

. a) 2376 zt

b) 2250 z1

2160 zt

. a) I kwartat: 2500000 z1,
IIT kwartat: 3000000 zt,
IV kwartat: 2400000 z1,
b) I kwartal: 1500000 zt,
IT kwartal: 2250000 zt,
IIT kwartal: 1800000 zt

B 50 1. Liczby rzeczywiste

cene, aby suknia kosztowata tyle samo, ile przed obnizka?
a) p=>50 b) p=25 c) p=36

Cene pewnego towaru podniesiono dwukrotnie o p%. O ile procent nale-
zaloby obnizy¢ jego cene, aby towar ten kosztowal tyle, ile na poczatku?

a) p=25 b) p =50

Wycieczka do Londynu kosztuje 2400 zt. Jaka bylaby cena tej wycieczki:
a) gdyby najpierw podniesiono ja o 10%, a nastepnie obnizono o 10%,
b) gdyby najpierw obnizono ja o 25%, a nastepnie podniesiono o 25%,
¢) gdyby najpierw obnizono ja o 25%, a nastepnie podniesiono o 20%?

Na diagramie obok przedstawiono liczbe  liczba ocen

poszczegodlnych ocen, jakie bracia Bolek, 4

Olek i Alek otrzymali na koniec pierw- 3

szego semestru.

a) Ile procent ocen Olka to oceny dobre 2

i bardzo dobre? 1

b) Ile procent wszystkich ocen braci sta- (

nowia oceny lepsze od oceny dopuszcza- dop dst db bdb  cel
a Y lep: y dop ocena,

jacej? O Bolek [10lek  [Alek

Firma A w IT kwartale miala obroty o 50% wieksze niz w I kwartale.
W IIT kwartale jej obroty spadly o 20%, a w IV — o kolejne 20%. Oblicz,
jakie byly obroty firmy A w pozostatych kwartalach w przypadku, gdy
wyniosly: a) w IT kwartale 3750000 z1, b) w IV kwartale 1440000 zt.

Cena brutto komputera jest réwna cenie netto plus 23% podatku VAT.
a) Cena netto komputera jest réwna 2200 zl. Oblicz jego cene brutto. Ile
procent ceny brutto stanowi podatek VAT?

b) Cena brutto komputera jest réwna 3198 zt. Oblicz jego cene netto. Ile
procent ceny brutto stanowi cena netto?

c¢) Podatek VAT doliczony do ceny netto komputera wynidst 483 zl. Jaka
jest cena brutto tego komputera? Ile bytaby rowna cena brutto tego kom-
putera, gdyby jego cena netto zostata podniesiona o 200 z1?

7. a) Cena brutto: 1,23 - 2200 = 2706 [z}]

0,23-2200
1,23-2200 = 07187

Podatek stanowi okoto 18,7% ceny brutto.
b) Cena netto: 3198 : 1,23 = 2600 [zl
1’#23 ~ 0,813
Cena netto stanowi okoto 81,3% ceny netto.
c) Cena netto: 483 : 0,23 = 2100 [z}]
Cena brutto: 1,23 - 2100 = 2583 [z1]
Cena brutto po podniesieniu ceny netto: 1,23-2300 = 2829 [zl]



1.12. Procenty (2)

Przyktad 1

W tabeli przedstawiono procentowy udzial
Chinskiej Republiki Ludowej, Republiki Potu-
dniowej Afryki i Stanéw Zjednoczonych w $wia-
towym wydobyciu zlota w latach 2008 i 2022.

Kraj 2008 rok 2022 rok
ChRL 12,2% 10,6%
RPA 9,8% 3,5%
USA 9,9% 5,5%

Zrédto: www.goldsheetlinks.com/production,
en.wikipedia.org/wiki/List_of_countries_by_gold_production

Zauwazmy, ze udzial USA w §wiatowym wydobyciu zlota spadl prawie o po-
lowe. Mozna tez powiedziec¢, ze spadt on doktadnie o 4,4 punktu procentowego.
Udzial RPA spad! w tym czasie o 6,3 punktu procentowego.

Przyktad 2
Sondaz przeprowadzony we wrzesniu pokazal, ze partie X popiera 12% wy-
borcéw. W pazdzierniku poparcie dla partii X deklarowalo 18% wyborcéw.

Mozna powiedzie¢, ze poparcie dla partii X wzrosto o 6 punktéow procentowych
lub ze liczba 0s6b popierajacych te partie wzrosta o 50%.

Cwiczenie 1
W tabeli przedstawiono wyniki sondazu, w ktéorym pytano o poparcie dla

partii Y oraz partii Z. Partia | Luty | Marzec

Y 16% 20%
Z 10% 8%

a) O ile punktéw procentowych wzrosto poparcie
dla partii Y? O ile procent wzrosta liczba oséb
popierajacych parti¢ Y7

b) O ile punktéw procentowych zmalalo poparcie dla partii Z? O ile procent
zmalala liczba oséb popierajacych partie Z7

Cwiczenie 2
W tabeli podano wysokos¢ oprocentowania lokat = pank = 2023 2024
w bar.lkach AiBw la.tach 2923 i2024. Jak zr{ne— A 4,3% 5.8%
nilo sie oprocentowanie w kazdym z tych bankéw?

Odpowiedz podaj w punktach procentowych. B 5:4% 4,2%

Cwiczenie 2
W banku A wzrosto o 1,5 punktu procentowego,
w banku B zmalato o 1,2 punktu procentowego.

Uczen:

— stosuje obliczenia procentowe
w zadaniach praktycznych
dotyczacych ptac, podatkéw,
rozliczen bankowych.

Cwiczenie 1

a) poparcie o 4 punkty procento-
we, liczba oséb o 25%

b) poparcie o 2 punkty procento-
we, liczba oséb o 20%
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Cwiczenie 3
a) 5100 z
b) 5175 zk
c) 5200 zt

Odpowiedzi do zadan

1. Ka = 8000(1 +0,043) =

= 8344 [z1]

Kp = 8000(1 4 0,043 +
+0,015) = 8464 (1]

Kp — K4 =120 zt

Zarobiltaby o 120 z wiecej.

2. Niech r4, rg — oprocentowa-
nia odpowiednio w bankach A

iB.

300074 + 45 = 300078

ra+ 0,015 =rp

W banku B oprocentowanie
byto wyzsze o 1,5 punktu pro-

centowego.

3. Odsetki wyniosa:

0,04 - 7500 = 300 [z1]
a) 7500 4 300 = 7800 [z1]

b) I sposéb

Podatek od odsetek bedzie
réwny 0,2 - 300 = 60 [zi]
Tomek odbierze po roku:
7500 + 300 — 60 = 7740 [z1]

II sposob

Po zaptaceniu podatku
oprocentowanie wyniesie:

0,8 - 4% = 3,2%
Tomek odbierze po roku:
7500(1 + 0,032) = 7740 [z}]

4. 5000(1+ 0,05-0,8) = 5200 [z1]
Darek nie uzyska potrzebne;j

kwoty.

B 52 1. Liczby rzeczywiste

Cwiczenie 3

Kapitat 5000 zt ztozono w banku na roczna
lokate oprocentowana w wysokoéci r w skali
roku. Podaj wielkos¢ kapitatu po roku.

a)r=2% b) r=3,5% c)r=4%

Zadania

Kapital w wysokosci k ztozony
na rok przy oprocentowaniu
rocznym w wysokosci r% wy-
nosi po roku k(l + ﬁ).

Dorota wplacita 8000 z1 do banku A na lokate roczng oprocentowana 4,3%
w skali roku. O ile wiecej zarobitaby, gdyby wptacita te samg kwote do
banku B, w ktorym oprocentowanie lokaty rocznej jest o 1,5 punktu pro-
centowego wyzsze niz w banku A7

Polowe z 6000 zt zlozono na lokate rocznag w banku A, a druga polowe —
w banku B. Odsetki uzyskane po roku w banku B byly o 45 zl wyzsze niz
odsetki w banku A. O ile punktéw procentowych bylo wyzsze oprocento-
wanie lokaty w banku B od oprocentowania lokaty w banku A?

Tomek ztozyl w banku 7500 z1 na lokate roczna oprocentowang 4% w skali
roku. Oblicz, jakg kwote odbierze po roku w przypadku, gdy od odsetek:

a) nie jest pobierany podatek,

b) jest pobierany podatek w wysokosci 20%.

Uwaga. W Polsce podatek od odsetek wynosi 19%, jednak w zadaniach, dla
uproszczenia obliczen, przyjmujemy, ze jest to 20%.

Darek chcialby za rok wydaé na remont 5250 zl. Czy uzyska potrzebna
kwote, jesli zlozy 5000 z1 na lokacie rocznej oprocentowanej 5% w skali
roku, a od naliczanych odsetek jest pobierany podatek w wysokosci 20%?

Krysia wptacita do banku pewna kwote na lokate roczna oprocentowang
4% w skali roku. Od dopisanych odsetek zostal pobrany podatek w wyso-
kosci 20%. Jaka kwote:

a) odebrala po roku, jesli do banku wplacila 2250 zt,
b) wplacila, jesli po roku odebrata z banku 2580 z1?

Kwote 12000 zt podzielono na dwie czesci. Jedna czeé¢ wpltacono do ban-
ku A na lokate roczna oprocentowana 3% w skali roku. Druga czesé wpla-
cono do banku B na lokate roczng oprocentowana 3,5% w skali roku.
W obu bankach od dopisanych odsetek zostal pobrany podatek w wyso-
kosci 20%. Po roku z obu bankéw odebrano tacznie 12300 zt. Jaks kwote
wplacono do banku A?

. a) 2250(1 + 0,04 - 0,8) = 2322 [zl]

Krysia odebrata 2322 zt.

b) Niech K oznacza kwote wplacona do banku.
K(1+0,04-0,8) = 2580

K = 2500 [z1]

Krysia wptacita 2500 zt.

. Niech x oznacza kwote wplacona do banku A.

0,8 0,03z + 0,8 - 0,035(12000 — z) = 300
z = 9000
Do banku A wptacono 9000 zt.
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Powtdrzenie

1.

Zestaw |

Jaka jest najwieksza liczba trzycyfrowa podzielna przez:

a) b, b) 6, c) 7, d) 15, ) 457
Wyznacz liczbe przeciwng do podanej liczby.

2 28: (<72~ o) (62): (71— o) 825 (12): 1
b) (—22) 3%+ 4 d) —12-3%+34:5 f) 43:(3-23) -1

Wsréd ponizszych liczb wskaz liczbe niewymierna i podaj najwigksza, licz-
be calkowit@ od niej mniejsza.

a) 4— Y2 14 /106, 2v/16 — v/36

3 )

b) Y2, 1;_5, VI2- V75

¢) VB 4 VT /R 4 381
d)&“ﬁw‘*@, V5 - /125

Wyznacz liczbe odwrotna do podanej liczby.

D JIVIE o VBV o) B RVAERRVE
RV RRV R R R 7 i b /1512
Oblicz.

3 —2)6 \/ﬁ*\s/ﬁ 3/5 3
b) Eisig d) i ) {28 m) 2T H

a) Oblicz iloraz sumy liczb # =2 — /5 i y = 4 — /5 oraz ich réznicy.
b) Oblicz szescian réznicy liczb 2 = 1 —6/3 i y = 0,(9) — /3.
V2

c¢) Oblicz réznice odwrotnoéci kwadratéw liczb x = £ 1 y = 0,(2) - V3.

Podaj liczbe naturalng n spetniajaca nieréwnoéci:
a)n<2v3<n+1, byn-1<5/5<n, c¢)n<vV35<n+l.

Oblicz. Wynik podaj w notacji wyktadniczej.

7,2-10'8.4,9.107 _
) ST ¢) 4410000 000: 0,021

) 1,44-10'1.5,4.10%3
1,8-10%-3,6-108

e) 0,000000216: 360 000

d) 10240:0,00000008 ) 0,00000000008: 2,5

Odpowiedzi do zadan
1. a) 995 b) 996

c) 994 d) 990

)

G

(Y
=

=5
~
=

<
~

o
& (PN
= 22
| sl DO =l
E a
=  olw rA,|"° ~
N 5=

=5
|
—

W=

o

~
SIS

- A

~ —

alk win O

=
-
olon NI=

)
— —

(4]

6.a) —3+5
b) —375

98

7.2)3 b)12 ¢) 5

8. a) 6,3-107"
b) 1,210
¢) 2,1-10"
d) 1,28 - 10"
e) 6-107*2
f) 3,2-10°"
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9.a)a=6,b=4,c=5,d=3

d<b<c<a
b)a=3,b=-3,c=-3,
d=-2
b=c<d<a
10.a) 08-1Z =13
b) 0,83 =3
c) 08-¢=2
d)0,8- & =1

)
11. a) Zmniejszyto sie o 36%.
b) Zmniejszylo sie o 1%.

12. Niech z — liczba cztonkéw klu-
bu 3 lata temu, wowczas:
1,2z — liczba czlonkéw 2 lata
temu,

1,2 - 1,2x = 1,44x — liczba
czlonkéw rok temu.
1,44z = 216
x =150
Trzy lata temu w klubie byto
150 cztonkéw.

13. odsetki w banku A: 55 - 3000

odsetki w banku B: ’%02 -4000
+2 —
755 - 3000 + &7 - 4000 = 360
p=4
Oprocentowanie w banku A
wynosito 4%.

14. a) 100,2 b) 500,8

Zestaw I

1. Najwiecej dzielnikéw ma licz-
ba ¢, a najmniej liczba e.
2.a)4 b) 1
) 257 d) 63
e) 64 f) 5=

243

3. a), c) jest
b) nie jest

B 54 1. Liczby rzeczywiste

10.

11.

12.

13.

14.

Uporzadkuj liczby a, b, ¢ i d od najmniejszej do najwigkszej.
a) a = log,64, b=logy81, ¢=log,1024, d = log;125
b) a =log, i b= log1 27, ¢ =log1 64, d=log; 25

87

Wyznacz liczbe o 20% mniejsza od podanej liczby.

(33-15)-(-24+1)

) ) —-48:0,64+1%-45-13:14
(2,25-3%):3+ %

- (-2)+(3-55) 05

O ile procent zmienito sie pole prostokata, jesli:
a) oba boki skrécono o 20%,

b) jeden bok skrécono o 10%, a drugi wydtuzono o 10%?

Liczba cztonkéw pewnego klubu golfowego wzrastata przez ostatnie trzy
lata o 20% rocznie. Ilu czlonkéw liczyt ten klub trzy lata temu, jesli rok
temu nalezalo do niego 216 os6b?

Kwote 3000 zt wptacono do banku A na lokate oprocentowana p% w skali
roku. Kwote 4000 zt wptacono do banku B, w ktérym oprocentowanie jest
o 2 punkty procentowe wyzsze. Po roku odsetki uzyskane tacznie w obu
bankach wyniosty 360 zt. Oblicz p.

Wyznacz liczbe:

a) o 2%o wigksza od 100, b) 0 1,6%0 wicksza od 500.
Zestaw I

Ktoéra z liczb a, b, ¢, d, e ma najwiecej dzielnikéw, a ktéra najmniej?

a=12 b=150 c =60 d=110 e =123
Oblicz.

47645 3 /32 o4 _ 1\ 6
) 9(3) ()& 02 (75) - (V9)

8

1\ 33 i (AP sy (V3)"  jat. qoy-2
b (3) - (i) 6 D L@
Sprawdz, czy podana liczba jest calkowita.
2) 33-(23-1%5)-2 » ) B4 (2:34+3.80) ) 3,6- (23 +33)-23

33 3.8 3 1,759 +0,35 - 8,26 1,32 (4 — 2 ) +7,34



[]10.

11.

[D]12.

[D]13.

12.

13.

Uzasadnij, ze nieréwnosé¢ zachodzi dla dowolnej liczby rzeczywistej x.

4.
6 4
) 3/12654:12 B /9% > 0 b) 3 643) \/m 2[ 4
Liczby x = 0,8(3) i y = 1,(3) zapisz jako ulamki zwykle i oblicz:
1 1 1
a);—l—;, b)m_2+y_2’ C);"‘Z/Q, d)$2—y—2.
Podaj potrzebne zalozenia i upros¢ wyrazenie.
5.7 —Gyo . y_1 2 3z z?’y4 SQt ts
) 0 () o () - 0 L4
Oblicz warto$é wyrazenia:
a) (52%y2) : (252%y*) dla = = /2, y = V/8,
b) (8273y)% : (4z~*y?)® dla x = V12, y = 4/3, 5
(z2y3)2-(73z3y2)3 l
c) (—zy?)> dlaz=v3y= 9’
2, —1\y-2 2
@Wy&%?)mm—ﬂw:%. 6.
Oblicz v + v + w. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
a) u= 14m?2t — 35mt + 28mt? _ 9m?t? —21m?t m2t2 4 0,5mt>
B Tmt ’ B 3m?2t ’ B —2mt?2
b) u = 64xty2 — 6023y o 60xzy3 — 85x2y3 o 1123y + 322y 7.
B —4x3y2 ’ B 5xy3 ’ B —z2y
Oblicz. Odpowiedz podaj w notacji wyktadniczej. e
) (2,4-10%) - (7-1013) ) (1,2-108) - (5,1-1072)
6-10%)-(3,5- 104 1,7-10°7)-(4,8-107
9.
(25-1072)-(6-1076) )
b) (15 1010 (5.109) d) 0,00015 : 0,0006 0
Liczba k jest suma pigciu kolejnych liczb nieparzystych. Uzasadnij, ze %
jest liczba catkowita.
Najwiekszy wspolny dzielnik dwucyfrowej liczby x i liczby 48 jest réwny 8.
Ile moze byé réwna liczba x?
Uzasadnij, ze jesli jeden bok prostokata ma diugo$é réwna 1, a drugi —
réwna n, gdzie n jest liczba naturalna, to dlugo$é przekatnej tego prosto-
kata jest liczba niewymierna.
1

Uzasadnij, ze dla dwdch kolejnych liczb calkowitych m i m + 1 mozna
wskazaé liczbe niewymierng ¢ taka, ze m < c < m+ 1.

Niech d oznacza dtugosé przekatne;j.
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa: d*> = n? + 1. Zatem: d = v/n2 + 1.

Liczba n? + 1 nie jest kwadratem liczby naturalnej, bo réznica miedzy kwadra-
tami kolejnych liczb naturalnych dodatnich jest wieksza od 1 (liczby n” i n? + 1 sa
kolejnymi liczbami naturalnymi dodatnimi).

Zatem liczba v/n? + 1 jest niewymierna.
Niech ¢ = @ + m. Wéweczas:
m < @ +m<m+1,
bo0< 2 <1

Zatem miedzy dowolnymi dwiema kolejnymi liczbami catkowitymi znajduje sie
liczba niewymierna.

3/12526 _  [9xt __
a) 64 8
__ 5z% 3x2 522 _ 3\/512
— 2 22 ~ 4 4
=(5-3v2) % >0,
poniewaz:

5—3v/2=+/25 — /18 > 0.
z12
b) L= {/&z= — ,/0,0128 =
424 x

4
— 4z z% 374
=3 10 — 30%
_ 2V3z% _ 20V3 4
P =255 =52

Zatem L > P, poniewaz:

37 = /1369 > /1200 =
= 20+/3.

_ 5 _ 4
.l’—a,y—g

1
2 400

112 b)

) 24 d) L2

)z % 2 #0

b) 36y, y # 0

c) 82%° y£0, 2 #0
d)t, s#0,t#0, s #t,

s # —t

a) 20 b) 2

c) 27 d) 2

a) 1im +63t—12, m #0,
t#0

b) —44x +24,  #0,y #0
a) 8-10° b) 2-107°

c) 7,5-10% d) 2,5-107"

(Y

)

o

(Y

Rozwazmy pig¢ kolejnych liczb
nieparzystych: 2n + 1, 2n + 3,
2n+5,2n+7, 2n + 9.
Woéwczas:
k=2n+14+2n+3+2n+5+

+2n+T7+2n+9 =

= 10n + 25 = 5(2n + 5)
Zatem jest to liczba podzielna
przez 5, co oznacza, ze % jest
liczba catkowita.

.2 =40 lub £ = 56 lub z = 88

Powtdrzenie 55 I



Odpowiedzi do zadan

1. Liczba mieszkancow kazdego

pietra jest najwiekszym
wspélnym dzielnikiem poda-
nych trzech liczb. W roz-
ktadzie na czynniki pierwsze
otrzymujemy:
420=2%-3-5-7
462=2-3-7-11

504 =2%.3%.7

Zatem NWD(420, 462, 504) =
=2.3.7T=42.

Liczba pigter I wiezowca:

420 : 42 = 10.
Liczba pigter 11 wiezowca:
462 : 42 = 11.

Liczba pigter 111 wiezowca:
504 : 42 = 12.

. 6-10® w ciagu sekundy

6 - 10% - 3600 w ciagu godziny
6-36- 10" - 24 w ciggu doby
6-36-24-10'° - 365,25

w ciagu roku (uwzgledniamy
lata przestepne)

6-36-24 - 365,25 - 10'° =

= 1893456 - 10*° =

= 1,893456 - 10'¢

1,49-1027
1,893456-1016 "~

~ 0,787 - 10! = 7,87 -10'°
. a) Cena brutto:

140 - 1,23 = 172,20 [z4]
32,2 . 100% ~ 18,7%

172,2
b) Podatek VAT:

151,20 — 140 = 11,20 [z1]
Stawka procentowa podatku
VAT: 152 .100% = 8%
Obliczamy, o ile procent cena
netto jest mniejsza od ceny
brutto:

L2 100% ~ 7,4%

151,2
¢) Cena brutto:

1,05 - 140 = 147 [z1]
Obliczamy, o ile procent
zmalataby cena brutto po
zmianie stawki procentowej
podatku VAT:

12217 . 100% ~ 14, 6%

172,2

Zatem

I 56 1. Liczby rzeczywiste

&

Zadania z kontekstem realistycznym

1.

W trzech wiezowcach, z ktorych zaden nie ma wiecej niz 15 pieter, na par-
terze sa lokale uzytkowe, a na pietrach — mieszkania. Na kazdym pietrze
kazdego z budynkéw mieszka tyle samo 0s6b, a mieszkancow w tych bu-
dynkach jest odpowiednio 420, 462 i 504. Ile pieter ma kazdy z wiezowcow?

W kazdej sekundzie okoto 600 milionéw ton wodoru zawartego w Stoficu
ulega zamianie w hel na skutek reakcji termojadrowej. Przyjmujac, ze
Stofice zawiera okoto 1,49 - 10%” ton wodoru, oszacuj, po ilu latach zapas
wodoru zawartego w Stonicu uleglby wyczerpaniu, gdyby tempo reakcji sie
nie zmienito.

Cena netto pewnego towaru wynosi 140 zl.
Podatek VAT od tego towaru jest réwny 23%.

a) Oblicz cene brutto tego towaru. Jaki pro-
cent ceny brutto stanowi podatek VAT?

Cena brutto sklada sig
z ceny netto powiekszo-
nej o podatek VAT.

b) Przy jakiej stawce podatku VAT cena brutto tego towaru wynositaby
151,20 z1? O ile procent cena netto bylaby wtedy mniejsza od ceny brutto?

¢) O ile procent zmalalaby cena brutto tego towaru, gdyby obecna stawke
podatku VAT zmniejszono do 5%?

Pan Kowalski ulokowal 5000 zt na lokacie oprocentowanej 5,05% w skali
roku. Pan Nowak wptacit taka sama kwote na lokate pétroczna. Po 6 mie-
sigcach otrzymal te kwote powiekszong o 2,5%. Ulokowal te pieniadze po-
nownie na tej samej lokacie potrocznej. Ktory z nich po roku oszczedzania
zgromadzit wigkszy kapital?

Klient wplacil w banku 4000 z1 na lokate roczna oprocentowang 4% w skali
roku. Po pierwszym roku oszczedzania cata kwote wraz z odsetkami ulo-
kowal ponownie na tych samych warunkach. Tak samo postapit po drugim
roku oszczedzania. Jaki kapitat zgromadzil po 3 latach? O ile mniejsze by-
tyby jego oszczednodci, gdyby co roku ponownie wplacat na lokate 4000 zt
wyplacone z poprzedniej lokaty, a odsetki gromadzil poza lokata?

Pan Antoni zainwestowal na gietdzie papieré6w wartosciowych pewna kwote
pieniedzy. Po roku stan jego rachunku zwickszyt sie o 5%, w drugim roku
zmniejszyl sie o 4,5%, w trzecim wzrést o 6%. Po trzech latach stan jego
rachunku wynidst 2125,83 zt. Ustal, jaka kwote zainwestowal pan Antoni.

5. Wersja z odsetkami dodawanymi do kapitatu
co roku:

4000 - 0,04 = 160 [z}] — odsetki po 1. roku
4160 - 0,04 = 166,40 [z}] — odsetki po 2. roku
4326,4 - 0,04 ~ 173,06 [zl] — odsetki po 3. roku
Kapital po 3 latach: 4499,46 zt

Wersja z odsetkami wyptacanymi:

4000 + 3 - 4000 - 0,04 = 4000 + 3 - 160 =

= 4480 [z}

Réznica wynosi: 4499,46 — 4480 = 19,46 [z1]

Pan Kowalski:

5000 - 5,05% = 252,50 [z1]
5000 + 252,50 = 5252,50 [z}]
Pan Nowak:

5000 - 2,5% = 125 [z1]

5000 + 125 = 5125 [z1]

5125 - 2,5% = 128,125 [zl
5125 + 128,125 = 5253,125 [z1]
Wigkszy kapital zgromadzit
pan Nowak.



w Sposéb na zadanie

Przyktad 1
Ile jest liczb dwucyfrowych dodatnich, ktorych reszta z dzielenia przez 7 jest
rowna 37

Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

* Liczb spelniajacych warunki zadania nie jest duzo, mozna je zatem wszystkie
wypisaé: 10, 17, 24, 31, 38, 45, 52, 59, 66, 73, 80, 87, 94 — jest ich 13.

« Zauwazmy, ze najmniejsza liczba dwucyfrows spelniajaca podany warunek
jest 10, a najwieksza 94. Wszystkie te liczby mozna zapisaé w postaci Tn + 3,

gdzie 1 < n < 13, zatem jest 13 takich liczb. L,
Odpowiedz: 13

=» Zadanie 20, str. 61
Przyktad 2

Tle jest liczb czterocyfrowych dodatnich, ktore sg podzielne przez 3 i przez 57

Zauwazmy, ze liczby podzielne przez 3 i przez 5 to liczby podzielne przez 15.
Najmniejsza liczba czterocyfrowa podzielna przez 15 jest 1005, a najwieksza
9990. Liczb spelniajacych warunki zadania jest zbyt duzo, aby je wszystkie
wypisac.

1005 = 15 - 67, 1020 = 15 - 68, 1035 = 15 - 69, ..., 9990 = 15 - 666
Kazda z tych liczb mozemy zapisa¢ w postaci 15 - n, gdzie 67 < n < 666.

Zatem takich liczb jest 666 — 66 = 600.
Odpowiedz: 600

=» Zadanie 21, str. 61
Przyktad 3

Ile jest liczb trzycyfrowych dodatnich, ktére sa podzielne przez 5 lub przez 67

Rozpatrujemy liczby trzycyfrowe podzielne przez 5: 100, 105, 110, ..., 995.

Najmniejsza z nich jest 100, a najwieksza 995. Liczby trzycyfrowe podzielne

przez 5 mozna zapisa¢ w postaci 100 4+ 5n, gdzie 0 < n < 179, zatem takich

liczb jest 180.

Rozpatrujemy liczby trzycyfrowe podzielne przez 6: 102, 108, 114, ..., 996.

Najmniejsza z nich jest 102, a najwieksza 996. Liczby trzycyfrowe podzielne

przez 6 mozna zapisa¢ w postaci 102 4+ 6n, gdzie 0 < n < 149, zatem takich

liczb jest 150.

Zauwazmy, ze dwa razy zostaly policzone liczby podzielne przez 30 (sa one

podzielne zaréwno przez 5, jak i przez 6).

Liczby trzycyfrowe podzielne przez 30 mozna zapisa¢ w postaci 120 + 30 n,

gdzie 0 < n < 29, takich liczb jest wiec 30.

Zatem liczb podzielnych przez 5 lub przez 6 jest: 180 4+ 150 — 30 = 300.

Odpowiedz: 300

=» Zadanie 22, str. 61

6. x — kwota zainwestowana przez pana Antoniego
1,052 — stan rachunku po roku
1,052 — 0,045 - 1,052 = 1,00275x — stan rachunku po drugim roku
1,00275z + 0,06 - 1,00275z = 1,062915x — stan rachunku po trzecim roku
2125,83 zt — stan rachunku po trzecim roku
1,062915x = 2125,83, stad = = 2000 zt

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 1

Generator

testéw i sprawdzianow
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5°-342-5° __ 5°.5 __
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=5 =5=25
8% =2v2
8% =2
2 3 2
83 = (V8) =4

. Niech & — cena normalnego
karnetu na basen.

0,6c = 60 [z1]

Zatem x = 100 zl.

0,05—-0,04

29.01 . 100% = 25%

I 58 1. Liczby rzeczywiste

w Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-12 wybierz wtadciwg odpowiedz sposréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Liczba podzielna przez 15 jest

A. 9720279 B. 2220205 C. 22222220 D. 23420340
Zadanie 2 (0-1)
Liczba odwrotna do 025 ” JEbt
A. 6 B. 4 C. -4 D. -6
Zadanie 3 (0-1)
Najmniejsza liczba calkowita wieksza od 6 — 27 jest
A -1 B. 0 C. 1 D. -2
Zadanie 4 (0-1)
Liczba wymierna jest

26— V16 3-V3 V25+V5 V23
A. — B. 7 C. — D. e
Zadanie 5 (0 1)
Utamek v F' Jest rowny

-16 16
A. T B. T C. 4 D. 4
Zadanie 6 (0-1)
Utamek % jest rowny
A. 58 B.15+2-5° C. 25 D. 57
Zadanie 7 (0-1)
Liczba logg 4 jest rowna

1 1 2 3
A.- 5 B- 5 C. g D- 5

Zadanie 8 (0-1)
Cena ulgowego karnetu na basen stanowi 60% ceny karnetu normalnego. Kar-
net ulgowy kosztuje 60 zt. Za karnet normalny trzeba zaplacié

A. 84 71 B. 100 zt C. 360 z1 D. 36 zt
Zadanie 9 (0-1)

Oprocentowanie lokaty terminowej bylo réwne 4%. Po roku bank podwyzszyt
oprocentowanie do 5%. Oprocentowanie lokaty wzrosto

A. 0 20%. B. o 25%. C. 0 40%. D. o 75%.




w Przed obowigzkowa matura z matematyki

Zadanie 10 (0-1)
Suma 215 + 215 4+ 215 4 215 jest réwna

A. 260 B. 8%% C. 218 D. 2'7
Zadanie 11 (0-1)

Tloczyn liczb 6,4 -10% i 8,5- 1072 jest réwny

A. 544 -10° B. 0,544 - 10° C. 5,44 -10° D. 5,44 -107
Zadanie 12 (0-1)

Liczba b jest o 20% mniejsza od liczby a, za$ liczba ¢ jest o 20% wieksza od
liczby b. Zatem

A a=12c B.a=c C.a=2c D.a=12tc¢

Zadanie 13 (0-1)

. . a1\ o 41\ 25406252
Dana JeSt hCZba (2 ( 35) 7 . 43) . m
Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jeli stwierdzenie jest

prawdziwe, albo F — jedli jest falszywe.

Podana liczba to liczba catkowita ujemna. P F

Podana liczba to liczba wymierna nieujemna. P F

Zadanie 14 (0-2)
Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-
mane zdanie byto prawdziwe.

Liczba wymierna jest

A. VG (V3 +2) VA8 +/27)

E. V12 (
B. V6 (V6 + V18) F. V12 (V54 + v/24)
C. V8 (V18 + v/50) G. V18 (V32 + v24)
D. V8 (/36 + v/25) H. V18 (v/25 + v/49)

Zadanie 15 (0-2)
Dokonicz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-

mane zdanie bylo prawdziwe.

Wartosé 2 przyjmuje wyrazenie

A. log, 1+ log, 1 E. log, 4 +log, 2
B. log, 4 + log, 4 F. log, 8 +log, 2
C. log, 4 — log, 2 G. log, 4 —log, 2
D. log, 8 — log, 2 H. log, 8 + log, 2
18, (2+(-33) =72 44) s ZEGEEE — (2 (-4) -7 ) - P -
9 8 T8'B
(B FE =B ()= R

14. A. V6 (V3+v2) = VI8 + VI2=3V2+2V3 ¢ Q
B. V6 (V6 +18) =6(1+V3) £ Q
C. V8 (V18 +v50) = V8 (3v2+5v2) =v8-v2(3+5)=4-8=32€Q
D. V8 (V36 +Vv25) = VB(6+5) =22v2 ¢ Q
E. V12 (V48 +v27) =2v3 (4V3+3v3) =2(4-3+3-3) =42€Q

Przed obowigzkowg maturg z matematyki 59 I

10.

11.

12.

215 +215 +215 +215 —
— 4. 215 22 215 :217

6,4-10%-8,5-107° =
=6,4-85-10° =54,4-10° =
= 5,44 - 10°

b=0,8a, c = 1,2b, stad
c=1,2-0,8a = 0,960 = X ¢,

100
zatem:

A.log, 1 +1log, 1 =0
B.log,4+log, 4=2+2=4
C.log,4—1log,2=2-1=1
D. log, 8 —log,2=3—-1=2
E.log,4+log,2 =143 =13
F.log,8+log, 2 =3+3 =33
G.log,4—log,2=1—1=1
H. log, 8 +log, 2 =
=log, 16 =2



16.1. V11 € 1Q,,
\3/6_4:4GQ+a
Y173 = -17€Q.,
V121 =11 € Q,,
\/§€HQ+a

\V % = % € IQ,,
V(=2)2=2€1Q,.

16.2. Dwie najmniejsze liczby to
—171i 2, ich suma jest rowna
—15.

17. Poniewaz z < —1, wiec
liczba z + 1 < 0. Liczba y
jest ujemna, zatem iloczyn
xy jest dodatni.

I 60 1. Liczby rzeczywiste

w Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 16
Dane sa liczby /11, v/64, 3/(—17)3, /121, V/8, V2 /(—2)2

Zadanie 16.1 (0-1)
Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jedli jest falszywe.

Doktadnie dwie sposréd podanych liczb sa ujemne. P

Doktadnie dwie sposréd podanych liczb sa niewymierne. P

Zadanie 16.2 (0-1)
Uzupetnij zdanie tak, aby bylo prawdziwe.
Suma dwéch najmniejszych liczb spoéréd podanych jest réwna [7).

Zadanie 17 (0-1)
Dane sa liczby x i y spelniajace warunki: x < —1 oraz z < y < 0.

Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A, B albo C
oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Tloczyn liczby o 1 wiekszej od x i liczby y jest

A.  dodatni, 1. | jeden z czynnikéw jest réwny zero.
B. | réwny zero, | poniewaz | 2. | czynniki sg réznych znakéw.

C. | ujemny, 3. | oba czynniki sg ujemne.

Zadanie 18
Dane sg liczby a = 6 — 3v/48 1 b = 8 + 2/108.

Zadanie 18.1 (0-1)
Dokonicz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
jej uzasadnienie 1., 2. albo 3. Suma liczb a i b jest liczba

suma liczb niewymiernych jest
A.  wymierna, * | liczba niewymierna.
poniewaz N suma liczb wymiernych jest liczba
* | wymierng.

B.  niewymierna,
3. | suma tych liczb jest réwna 14.

Zadanie 18.2 (0-1)
Tloczyn liczb a i b jest réwny

A.24(16 ++/3) B. —24(16++/3)  C. —24(16 —+/3)  D. 24(16 — /3)

18.1.a+b=6—3V484+84+2108 = 14—3v/16 - 3+2v/36 - 3 = 14— 12y/3+12/3 = 14
18.2. ab = (6 — 3v/48) - (8 + 2V/108) = 3(2 — 4v/3) - 2(4 + 61/3) =
=6-2(1—2v3)-2(2+3v3) = 24(1 — 2v/3)(2+3V3) =
= 24(2 4+ 3v/3 — 4/3 — 18) = —24(16 + V/3)




w Przed obowigzkowa matura z matematyki

Zadanie 19 (0-2)

Okredl znak iloczynu liczb a = % —2,(5) oraz b = /2 — 1,(4).

Zadanie 20 (0-2) = Przyktad 1, str. 57
Ile jest dodatnich liczb dwucyfrowych, ktérych reszta z dzielenia przez 6 jest
roéwna 27

Zadanie 21 (0-3) = Przyktad 2, str. 57
Ile jest dodatnich liczb trzycyfrowych, ktére sa podzielne przez 3 i przez 47

Zadanie 22 (0-4) = Przyktad 3, str. 57
Ile jest dodatnich liczb trzycyfrowych, ktére sa podzielne przez 4 lub przez 57

Zadanie 23
Dany jest trojkat prostokatny, ktérego przyprostokatne maja diugosci 24/27

i44/12.

Zadanie 23.1 (0-2)
Oblicz obwdd tego trojkata.

Zadanie 23.2 (0-2)
Kwadrat o boku a ma pole réwne polu tego tréjkata. Oblicz a.

Zadanie 24 (0-2)

Cena brutto kurtki zimowej wynosita 307,50 zt. Na cene te skladata sie cena
netto oraz 23% podatku VAT. Cena kurtki zostala obnizona i po obnizce
podatek VAT wynosit 51,75 zt. O ile zmniejszyta sie cena netto tej kurtki?

Zadanie 25 (0-2)
Cene towaru obnizono o 60%, a nastepnie podniesiono o p% i w ten sposéb
otrzymano ceng¢ sprzed obnizki. Wyznacz p.

Zadanie 26 (0-4)
Dane sg liczby . = (2 — 2) : (5 —0,2) iy =(0,5-3)72-23-371. O ile procent
liczba x jest wieksza od liczby y?

Zadanie 27 (0-4)

Woda plyngca jednoczeénie z kranéw A, B i C' moze napelni¢ basen w ciagu
4 godzin. Woda plynaca tylko z kranu A napelnia w ciagu godziny 11—0 basenu,
a tylko z kranu B — % basenu. Ile czasu trwaloby napelnianie basenu woda
plynaca tylko z kranu C'?

[D] Zadanie 28 (0-4)
Uzasadnij, ze jesli a = 45, b = (2 —/5)(1 —2v/5) i ¢ = (=2 +/5)(11 + 2v/5),

to liczba F\/Ec jest liczba wymierna.

27. Oznaczmy przez b objeto$¢ wody w pelnym basenie, a przez x — liczbe godzin
potrzebnych do napelnienia basenu woda z kranu C. Wéwczas ilosé¢ wody wlanej do
basenu w ciagu jednej godziny:

— z kranu A jest réwna %b,

Lb

2%

— z kranu C' jest rowna %b.

— z kranu B jest réwna

. b 4 b b _ b
Zatem: TR 1
1_1 _ 6 _ 5 _ 4 1
z 60 60 60 _ 60 15
z=15h

Czyli napelnienie basenu woda tylko z kranu C' trwatoby 15 h.

28.b=12—-5V5, c=7V5—12, b+ c=2V5

Wﬁc = % = % = % zatem jest to liczba wymierna.

Przed obowigzkowg maturg z matematyki 61 I

19.

20.

21.
22,

a=2-25)=
=2,6-2,5) >0
b=+v2-1,(4) <0

Zatem ab < 0.

Jest 15 takich liczb: 14, 20, 26,
32, 38, 44, 50, 56, 62, 68, 74,
80, 86, 92, 98.

75

Liczby podzielne przez 4:
100, 104, 108, ..., 996.
Czyli jest ich 225.

Liczby podzielne przez 5:
100, 105, 110, ..., 995.
Czyli jest ich 180.

Liczby podzielne przez 20:
100, 120, 140, ..., 980.
Czyli jest ich 45.
Zatem liczb trzycyfrowych
podzielnych przez 4 lub
przez 5 jest:

225 4 180 — 45 = 360

23.1. 24/3
23.2. 612

24,

25.

26.

Cena netto:
307,50 : 1,23 = 250 [z1]
Cena netto po obnizce:
51,75 : 0,23 = 225 [z}]
250 — 225 = 25 [1]
Niech z — wyj$ciowa cena,
0,4z — cena po obnizce o 60%.
(1 + %) - 0,4x — cena po
podwyzce o p%
x-0,4(1+1€;o) =z
1+ & =25
e = 1L
p = 150

Tr =

ol

Y

I

o1
w Y
N

2

2L = 0,125
27

I sposéb:

0|

Liczba z jest o 12,5% wigksza
od liczby y.

II sposdb:
_4_9.32 _ 9, _

zatem liczba x jest o 12,5%
wieksza od liczby y.



Odpowiedzi do zadan
1. 2=3%-5.7-11%- 13,

y=3-5%.117.132

y _ 3.5%.112.132 _ 13 __
x — 32.53.7.112.13 ~ 3.7
= 32 ~0,62

. Wyrazenie upraszczamy:

4

®'= (%) - ()~
23

=27=0,25

L1,054) =2

.120=2-3-4-5, czyli liczba

jest podzielna przez 120, jeze-

li jest podzielna jednoczes$nie

przez: 3, 51 8.

Wsréd pieciu kolejnych liczb

naturalnych:

— doktadnie jedna jest po-

dzielna przez 5,

— co najmniej jedna jest po-

dzielna przez 3,

— co najmniej dwie sa po-

dzielne przez 2, przy czym

jedna z nich jest podzielna

przez 4.

Zatem iloczyn tych liczb jest
podzielny przez 120.
. Dzielnikiem liczby 7''-117 jest
liczba postaci 7% - 11Y, gdzie
z 1y sa liczbami naturalnymi
oraz 0 < <11i0<y<T.
Liczba z jest jedna z dwuna-
stu liczb, a y — jedna z oémiu.
Zatem 7' - 117 ma 12-8 = 96
réznych dzielnikow.
. Dlugosé av/3 jest liczba wy-
mierna, czyli liczbe a mozemy
zapisa¢ w postaci a = m+/3,
gdzie m jest liczbg wymierna.
Zatem liczba:

av2 =mv3-v2=mV6
jest niewymierna, poniewaz
iloczyn liczby wymiernej réz-
nej od 0 i liczby niewymiernej
jest liczbg niewymierna.
. Rozwazmy trzy kolejne liczby
naturalne:
n =logsa, n+ 1 =logsb,
n + 2 = logs ¢, gdzie n € N.
Woéwezas a = 3", b= 3"
c= 3" Zatem:
a+b+c=
=3" 43" 43 =
=3"4+3-3"4+9-3"=13-3"
czyli jest to liczba podzielna
przez 13.

B 62 1. Liczby rzeczywiste

@ Zadanie 6 (0-3)

w Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (0-2)

Dane sg liczby a =3-5%-112, b=232.52.7-13ic¢=3-5-11- 132 Liczba x
jest najmniejsza wspdlng wielokrotnoscig liczb a i b, a liczba y — najmniejsza
wspo6lng wielokrotnodcia liczb a i c. Wyznacz zaokraglenie ilorazu % z doktad-
noscia do dwdch miejsc po przecinku.

Zadanie 2 (0-2)

-1
. s 7 . . xT
Oblicz wartos¢ wyrazenia

4. :Efl 3 3 A 6
(EQ;/_I)(_lzg?)JQ dlaz = \/1 H= \/i
Zadanie 3 (0-2)

Liczbe 1,(54) zapisz jako ulamek nieskracalny .

@ Zadanie 4 (0-3)

Wykaz, ze iloczyn pieciu kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez 120.

@ Zadanie 5 (0-3)

Uzasadnij, ze liczba 711 - 117 ma 96 r6znych dzielnikéw.

Przekatna szecianu o krawedzi a ma diugoéé av/3,
a przekatna jego podstawy ma diugosé av/2. Uzasad- w3
nij, ze jesli dlugosé przekatnej szeScianu jest liczba a

wymierna, to dtugoéé przekatnej podstawy jest liczba a2
niewymierna.

[0] Zadanie 7 (0-3)

Logarytmy o podstawie 3 liczb a, b i ¢ sa kolejnymi liczbami naturalnymi.
Uzasadnij, ze liczba a 4+ b + ¢ jest podzielna przez 13.

[0] Zadanie 8 (0-3)

Uzasadnij, ze jesli av/2 jest liczbg wymierna rézng od 0, to a jest liczba nie-
wymierna.

Zadanie 9
Z cyfr 1, 2, 3 i 4 utworzono wszystkie mozliwe liczby czterocyfrowe o niepo-
wtarzajacych sie cyfrach.

[0] Zadanie 9.1 (0-2)

Uzasadnij, ze reszta z dzielenia przez 9 kazdej z tych liczb jest réwna 1.

[0] Zadanie 9.2 (0-2)

Uzasadnij, ze zadna taka liczba nie jest sumg trzech sposréd tych liczb.

Wskazowka. Mozesz skorzystaé z tego, ze reszta z dzielenia przez 9 kazdej z takich liczb jest
réwna 1.

8. Liczba av/2 jest liczba wymierna rézna od zera, czyli istnieje utamek =, gdziemin
sg liczbami catkowitymi réznymi od 0 takimi, ze ay/2 = -, czyli 20 = ’;—22 Stad
2a%-n? = m?, co oznacza, ze przy rozktadzie na czynniki pierwsze liczba 2 wystepuje
parzysta liczbe razy po stronie prawej. Zatem by réwnosé byta prawdziwa, liczba 2
musi réwniez wystapi¢ parzysta liczbe razy po lewej stronie. Co oznacza, ze a jest
liczbg niewymierng.

9.1. Niech n bedzie liczbg spelniajaca warunki zadania. Jesli cyfre jednosci tej liczby
zmniejszymy o 1, to otrzymamy liczbe n — 1 — jej suma cyfr jest réwna 9. Zatem
9|(n — 1), wiec reszta z dzielenia n przez 9 jest réwna 1.

9.2. Niech m, n, p beda liczbami spelniajacymi warunki zadania. Wowczas reszta
z dzielenia kazdej z tych liczb przez 9 jest réwna 1, czyli reszta z dzielenia liczby
m + n + p jest rowna 3. Oznacza to, ze zadna liczba spelniajaca warunki zadania
nie jest suma trzech takich liczb.




