4 Funkcje

U o0s6b wyczynowo uprawiajacych sport regu-
larnie przeprowadza si¢ specjalistyczne badania
lekarskie.

Elektrokardiografie wykonuje sie za pomoca
przyrzadu, ktory odbiera i wzmacnia impulsy
elektryczne. Jako wynik badania otrzymujemy
elektrokardiogram — wykres funkcji napiecia
elektrycznego, wytworzonego na skutek skurczu
miesnia sercowego, w zaleznosci od czasu.

Prawidlowa czynnosé serca

Zaburzenie rytmu serca

Multibook

* \W zwolnionym tempie

® Kartezjanski uktad
wspotrzednych

* Niewiarygodna sita mrowek

® Liczba Erdosa
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Uczen:

— stosuje pojecia: funkcja,
argument, dziedzina, warto$¢
funkcji, miejsce zerowe
funkcji,

— rozpoznaje wsrod danych
przyporzadkowan te, ktore
opisuja funkcje,

— podaje miejsca zerowe
funkcji,

— opisuje funkcje réznymi
sposobami: za pomoca grafu,
tabeli, opisu stownego,

— odczytuje warto$é funkcji
dla danego argumentu,

— odezytuje argumenty, dla
ktoérych funkcja przyjmuje
okreslona wartosé.

Multibook

® Czy podane przyporzadkowanie
jest funkcja

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.1

G Generator

testéw i sprawdzianéw

BN 164 4. Funkcje

4.1. Pojecie funkcji

Przyktad 1
W szkolnym turnieju pitki noznej wzieto udzial pie¢ druzyn: A, B, C, D i E.
Grano systemem kazdy z kazdym. Za zwyciestwo przyznawano 3 pkt, za remis
1 pkt, a za przegrang 0 pkt. Najmniejsza
mozliwa do zdobycia liczba punktéow to 0,
a najwieksza to 12. Kazdej druzynie przy-
porzadkowano sume zdobytych punktéw —
wyniki turnieju przedstawiono w tabeli.

Druzyna A B C | D FE
Zdobyte punkty 3 | 7 | 8 | 1 | 8

Przyktad 2
Na przedstawionym obok grafie kazdej

« poniedziatek
* wtorek

* $roda

* czwartek

« piatek

* sobota

* niedziela

z czterech o0sOb przyporzadkowano dzien
tygodnia, w ktorym dana osoba sie uro-
dzita. Zbiér os6b oznaczono litera X,
a zbiér dni tygodnia — litera Y.

Oméwione powyzej przyporzadkowania sa przykladami funkeji. W kazdym
z nich sa wskazane dwa zbiory, czesto oznaczane przez X i Y, oraz okreslony
sposéb przyporzagdkowania elementom zbioru X elementéw zbioru Y — mozna
to zrobi¢ np. za pomocg tabeli, grafu lub opisu stownego.

Przyktad 3
Kazdej liczbie ze zbioru X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} przyporzadkowano jej reszte
z dzielenia przez 4. Zbiér mozliwych reszt oznaczono litera Y. Przyporzadko-

wanie to przedstawiono za pomoca tabeli i grafu.
X Y

Liczba 1 2 3 4 5 6 —
Reszta 1

[\]
w
o
—
[\]
|
\

Cwiczenie 1

Kazdej liczbie ze zbioru X = {1,2,3,4,5,6,7} przyporzadkowano liczbe ze
zbioru Y = {0,1,2, 3,4} bedaca jej reszta z dzielenia przez 5. Przedstaw to
przyporzadkowanie za pomoca tabeli i grafu.

Cwiczenie 1
X Y
i ./
Liczba | 1 2 3 4 5 6 7 —
Reszta @ 1 2 3 4 0 1 2 -



Definicja

Funkcja ze zbioru X w zbiér Y nazywamy przyporzadkowanie, w ktérym
kazdemu elementowi x € X odpowiada doktadnie jeden element y € Y.

Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji, a jego elementy argumentami.

Zbiér Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji. Jesli element zbioru Y jest przy-
porzadkowany jakiemus$ elementowi zbioru X, to nazywamy go wartoScia
funkcji.

Funkcje zwykle oznaczamy matymi literami, na przyktad f, g, h.

Moéwige o funkcji f ze zbioru X w zbiér Y, uzywamy zapisu f: X — Y, a war-
tos¢, jaka funkcja f przyjmuje dla argumentu z, oznaczamy przez f(z).

Przyktad 4

Dane sg zbiory X = {-2,-1,0,1,2} i Y = {0,1,2,3,4}. Funkcje f ze zbio-
ru X w zbidr Y, ktéra kazdej liczbie przyporzadkowuje jej kwadrat, okreslono
za pomoca grafu i tabeli.

X f Y

Argument x -2/ -1 0|1 2
Wartosé funkeji f(z) 4 ' 1 0 | 1 | 4

Zwr6é uwage na to, ze liczby 2 i 3 naleza do przeciwdziedziny funkcji f, ale
nie sa wartosciami tej funkcji.

Funkcja f dla argumentu x = 2 przyjmuje wartos¢ y = 4, co zapisujemy
»f(2) =47 i czytamy: ,f od 2 jest réwne 4”.

Wartos¢ y = 4 funkcja f przyjmuje roéwniez dla argumentu z = —2, zatem

F(=2) =4,

Cwiczenie 2
Dane sa zbiory X = {1,2,3,4,5} 1Y = {-2,—1,1,2} oraz funkcja f: X —» Y
przedstawiona za pomocg grafu.

a) Podaj wartosci funkcji f dla argumentéw pa-
rzystych.

b) Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje
warto$¢ 2, a dla jakich — warto$é¢ 17

¢) Przedstaw funkcje f za pomoca tabeli.

Cwiczenie 2

a) f(2)=-1, f(4)=2

b) f(z) =2 dla x € {3,4}

Nie istnieje argument, dla ktérego funkcja przyjmuje wartosé 1.

Komentarz

Poniewaz uczniom trudno jest
zrozumieé definicje funkcji,
nalezy poswieci¢ odpowiednig,
ilo$¢ czasu na jej doktadne
wyttumaczenie. Warto podaé
uczniom kilka przyktadow
funkcji z zycia codziennego,

a takze wskazaé relacje, ktore
nie sg funkcjami.

Szczegblnie wazne jest podkre-
$lenie faktu, ze kazdemu argu-
mentowi przyporzadkowana jest
dokladnie jedna wartosc.

X Y
|

To przyporzadkowanie jest
funkcja.

X Y
D

To przyporzadkowanie nie jest
funkcja.

Przyktady przyporzadkowan,
ktére nie sg funkcjami
omawiamy w przykladzie 5.
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Cwiczenie 3
X Y
-_-
[

z -2 -1 0 1 2
2

~
—
8
N
[\]
=
(]

1
2

Wartos$ciami funkcji nie sg 1 i %

Wartoéci przyjmowane dla

dwoéch argumentow: % i2.

Cwiczenie 4
a) r=3

b) z € {0,1,5}
c)z=2

d) dla zadnych

I 166 4. Funkcje

Cwiczenie 3

Dane sg zbiory X = {-2,-1,0,1,2} i Y = {0,1,1,2,2}. Funkcja f: X — Y
przyporzadkowuje kazdemu argumentowi potowe jego kwadratu. Przedstaw te
funkcje za pomoca grafu i tabeli. Ktore elementy zbioru Y nie sg wartosciami

funkcji f? Ktore wartodci sg przyjmowane dla wiecej niz jednego argumentu?

Cwiczenie 4
Funkcje f:{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} — {-2,-1,0,1,2,3,4} przedstawiono za
pomoca tabeli.
T 0 1 2 3 4 ) 6 7 8
f@ 1 1 -2 0 2 1 3 3 3 4

Dla ktérych argumentéw zachodzi rownosé:

a) f(z) =0, b) f(x) =1, c) f(z) = -2, d) f(z) = —1?

Zauwazmy, ze zgodnie z definicja przyporzadkowanie jest funkcja ze zbioru
X w zbidr Y, jezeli kazdemu elementowi zbioru X przyporzadkowany jest
dokladnie jeden element zbioru Y.

@ Przyktad 5
Uzasadnij, ze na ponizszym grafie nie przedstawiono funkcji ze zbioru X
w zbior Y.

Liczbie 2 nalezacej do zbioru X nie przy- Liczbie 2 nalezacej do zbioru X przy-
porzadkowano zadnego elementu zbio- porzadkowano dwa elementy zbioru Y.
ru Y. Zatem graf nie przedstawia funkcji Zatem graf nie przedstawia funkcji ze
ze zbioru X w zbidr Y. zbioru X w zbidr Y.

Cwiczenie 5

Czy na ponizszym grafie przedstawiono funkcje ze zbioru X w zbiér Y7 Jesli
tak, to podaj argument, dla ktérego funkcja ta przyjmuje wartosé 0.

=
P

Cwiczenie 5
a) Nie, liczbie 5 przyporzadkowano dwa elementy ze zbioru Y.
b) Tak, funkcja przyjmuje wartosé¢ 0 dla argumentu 2.



Definicja
Miejscem zerowym funkcji f nazywamy taki argument z, dla ktérego:

f(z) =0

Przyktad 6
Funkcja f:{-2,-1,0,1,2} — {0,1,2,3,4} r -9 -1 0 1
przedstawiona za pomoca tabeli ma dwa

miejsca zerowe: —1 i 2. fl@) 1.0 4 3

Cwiczenie 6
Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru X = {—1,0, 1, 2,3} przyporzadkowuje:

a) liczbe o 2 mniejsza, ¢) kwadrat tej liczby pomniejszony o 1,

b) liczbe o 3 wieksza, d) szescian tej liczby pomniejszony o 8.

Przedstaw za pomocg tabeli funkcje f i podaj jej miejsca zerowe.

Zadania

Funkcje f:{-2,-1,0,1,2} — {-1,0,1,2,3,4} przedstawiono za pomoca
tabeli. Przedstaw te funkcje za pomoca grafu i podaj jej miejsca zerowe.

a)l 4, 2 .10 1 2 b) 2 —2-10 1 2

fl@) 32 0 2 3 fl@) =170 1 2 3

Funkcja f:{-2,-1,0,1,2,3} — {0,1,2,3,4,5} zostala podana w postaci
tabeli. Przedstaw ja za pomocg grafu oraz opisu stownego. Dla ilu argu-
mentéw przyjmuje ona wartosci nieparzyste?

a)l 4 2 -1l0/ 1.2 3 Pl 2z 210 1 2 3

fy 01 2 3 4 5 fl@) 21 0 1 2 3

Funkcje f: X — Y przedstawiono w postaci grafu. Przedstaw te funkcje
za pomoca tabeli i podaj jej miejsca zerowe.
a) X ;Y b) X Y
f

N

— | £
- —
| — -

2. a) Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru {—2, —1,0, 1,2} przyporzadkowuje liczbe

o 2 wieksza. Funkcja przyjmuje wartosci nieparzyste dla trzech argumentéw.
b) Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru {—2,—1,0,1,2} przyporzadkowuje jej
warto$¢ bezwzgledna. Funkcja przyjmuje wartosci nieparzyste dla trzech argu-
mentow.

3. a) Miejsca zerowe: 0 i 2. b) Nie ma miejsc zerowych.
az -2 -1 0 1 2 T 1 2 3 4
fl) =2 -2 0 2 0 fz) 11 11

Cwiczenie 6
a) Miejsce zerowe: 2.

i -1 0 1 2 3
fz) -3 -2 -1 0 1
b) Nie ma miejsc zerowych.
T -1 0 1 2
fz) 2 3 4 5

| W

flz) =9 -8 —7 0 19

Odpowiedzi do zadan

1. 2) £(0)=0

X Y
-—
[
[
[ X

b) f(-1) =0

X Y
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b) Wartosciami funkcji f nie
sa: 2, 3, 5.
11 4 sa przyjmowane dla
dwoch argumentow.

5. a) Dziedzina funkcji f:

X={-1,0,1,2,3,4}

Funkcja f kazdej liczbie ze
zbioru X przyporzadkowuje
liczbe o 3 mniejsza. Wartosci
dodatnie przyjmuje ona dla
jednego argumentu.
b) Dziedzina funkcji f:

X ={-3,-2,-1,0,1,2}
Funkcja f kazdej liczbie ze
zbioru X przyporzadkowuje
liczbe do niej przeciwna.
Wartosci dodatnie przyjmuje
ona dla trzech argumentow.

6. wartosci ujemne dla: —1,0, 1,
dwa miejsca zerowe: —2, 2

7. a) Pierwiastek kwadratowy
z liczby 2 nie jest liczbg wy-
mierna, czyli liczbie 2 nie
jest przyporzadkowana zadna
warto$¢ ze zbioru Y. Zatem
to przyporzadkowanie nie
jest funkcja.

b) Pierwiastek kwadratowy
z liczby —1 nie jest liczba
rzeczywista, czyli liczbie —1
nie jest przyporzadkowana
zadna warto$¢ ze zbioru Y.
Zatem to przyporzadkowanie
nie jest funkcja.

I 168 4. Funkcje

[D] 7.

10.

11.

10.

11.

Dane sa zbiory X = {-2,-1,0,1,2} oraz Y = {0,1,2,3,4,5}. Funkcja
f: X — Y kazdemu argumentowi przyporzadkowuje jego kwadrat.

a) Przedstaw te funkcje za pomoca tabeli i grafu.

b) Ktére elementy zbioru Y nie sg wartoéciami funkeji f? Ktére wartosci

sg przyjmowane dla wiecej niz jednego argumentu?

Funkcja f zostala podana w postaci tabeli. Okresl jej dziedzineg, a nastep-
nie przedstaw te funkcje za pomoca grafu oraz opisu stownego. Dla ilu
argumentéw przyjmuje ona wartosci dodatnie?

a) 4 10 1 2 3 4 Pz 3-2-10 1 2
fz) -4 -3 —2/ -1 0 1 f@) 3 2 1 0 -1 -2

Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru X = {-3,-2,—1,0,1,2} przyporzad-
kowuje jej kwadrat pomniejszony o 4. Dla ktérych argumentow funkcja ta
przyjmuje warto$ci ujemne? Czy ma ona miejsca zerowe?

Rozwazmy przyporzadkowanie, w ktérym danej liczbie odpowiada jej pier-
wiastek kwadratowy. Uzasadnij, ze to przyporzadkowanie nie jest funkcja
ze zbioru X w zbiér Y dla:

a) X ={0,1,2,3,4}, Y =Q, b) X ={-1,0,1,2}, Y =R.
Funkcja f kazdej dwucyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje jej
reszte z dzielenia przez n. Ile miejsc zerowych ma funkcja f7

a) n=2 b) n=4 c) n=>5 d) n=10

Funkcja f kazdej dwucyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje sume
jej cyfr, np. f(24) = 6.
a) Podaj wszystkie wartosci, ktére moze przyjmowaé funkcja f.

b) Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosé 3, a dla jakich 77

Funkcja f kazdej trzycyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje sume
jej cyfr, np. f(234) = 9.

a) Podaj wszystkie wartosci, ktére moze przyjmowaé funkcja f.

b) Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosé 2, a dla jakich 37
Funkcja f kazdej trzycyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje iloczyn
jej cyfr, np. f(213) = 6.

a) Ile miejsc zerowych ma funkcja f?

b) Dla ilu argumentéw funkcja f przyjmuje warto$é 87

. a) Liczba dwucyfrowa m podzielna przez 2 ma posta¢ m = 2k, gdzie 5 < k < 49,

zatem jest 45 takich liczb.

b) Liczba dwucyfrowa m podzielna przez 4 ma posta¢ m = 4k, gdzie 3 < k < 24,
zatem sg 22 takie liczby.

c) 18 d) 9

.a) {neN:1<n<<18}

b) f(z) =3 dla = € {12,21,30}, f(z) =7 dla = € {16, 25, 34, 43,52, 61, 70}

a) {neN:1<ngL27}

b) f(z) =2 dla = € {101, 110, 200}, f(z) = 3 dla = € {102,111, 120, 201, 210, 300}
a) 171

b) f(z) = 8 dla = € {118,124, 142, 181, 222, 214, 241, 412, 421,811}, zatem funkcja f
przyjmuje warto$¢ 8 dla dziesieciu argumentow.



Przypomnij sobie

Uktad wspoétrzednych

Prostokatny uklad wspélrzednych (lub kroétko: II Y I
uklad wspdlrzednych) to uklad dwéch prostopa-
dtych osi liczbowych o wspélnym poczatku. OS po- P(4,2)
zioma nazywana jest osia OX lub osig odcietych, 2 -
a o$ pionowa to 0§ OY lub inaczej o$ rzednych. 1
Kazdy punkt plaszczyzny jest w ukladzie wspot- Ol 1 4 X 1. P(4,0), Q(2,3), R(5,1),
rzednych jednoznacznie okreslony przez pare liczb 5(0,4), T(~2,3), U(3, -2),
, . . W(-1,-2)
zwanych wspolrzednymi. Na przyktad punktowi P
L . i IV 2.a)11
na rysunku obok odpowiadaja wspétrzedne (4, 2). b) IV
Uktad wspéirzednych dzieli ptaszczyzne na ¢wiartki, ktore oznaczamy cyframi c) I
rzymskimi. Punkt P nalezy do I ¢wiartki uktadu. Kolejne numerujemy prze- d) I1I
ciwnie do ruchu wskazoéwek zegara. 3. Y
Punkty lezace na osiach uktadu nie nalezg do zadnej ¢wiartki. A
Prostokatny uktad wspoélrzednych nazywany jest réwniez kartezjanskim ukla- -
dem wspolrzednych na czes$é francuskiego matematyka, fizyka i filozofa René
Descartes’a [czyt. rene dekarta] (1596-1650), zwanego w Polsce Kartezjuszem. 1 D
E
1. Odczytaj wspdtrzedne punktow P, Q, R, S, T, Yt ol 1 X
U, W (rysunek obok). ”
T ¢ P
2. Podaj, w ktérej ¢éwiartce ukladu wspdirzed- 1 R c
nych potozony jest punkt:
O| 1 P X ,
a) A(-3,6), c) C’(%7 %)7 4. a) 6 punktéw kratowych
b) B(4,-11), d) D(~50,—60). W U "op_ ¢
3. Naszkicuj uktad wspélrzednych, a nastepnie zaznacz w nim punkty: 1
A(0,5), B(—2,4), C(—1,-4), D(6,13), E(-2,0), F(3,—-3) 0 X
A B
4. Naszkicuj prostokat ABCD. Ile punktéw . . 4 i Tt 0
kratowych lezy wewnatrz tego prostokata? e kratowynil na- ) 40 punktow kratowyc
zywamy punkty, ktérych D Y C
a) A(1,-1), B(4,-1), C(4,3), D(1,3) obie wspotrzedne sa licz-
b) A(—4,-2), B(5,-2), C(5,4), D(—4,4) bami catkowitymi.
5. Dane sa tréjkat Ty o wierzcholkach A(—4,—2), B(2,—2) i C(—4,4) oraz ol 1 X
tréjkat Tp o wierzchotkach D(0,2), E(8,2) i F(4,6). Do wnetrza ktérego
z tych trojkatoéw nalezy wiecej punktéow kratowych i o ile? A B
5. Wewnatrz tréjkata Ti1 jest 10 punktéw kra- Y F
towych, a wewnatrz trojkata 71> jest 9 punk-
téw kratowych. Wiecej punktéw kratowych C
nalezy do wnetrza trdojkata T4, jest w nim
o jeden punkt kratowy wiecej.
- E
O\l X
A B
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Uczen:

— szkicuje wykres funkcji
o podanej dziedzinie,

— przedstawia funkcje za
pomoca wzoru,

— szkicuje wykres funkcji okre-
$lonej nieskomplikowanym
wzorem, w tym prosta,

— oblicza warto$¢ funkcji dla
danego argumentu.

Cwiczenie 1
az -2 -1 0 1 2
f@ 0 1 2 3 4

s

=

Multibook

e Czy podany rysunek przedstawia
wykres funkgji

® Sposoby opisu funkgcii
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.2

Generator
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4.2. Szkicowanie wykresu funkcji (1)

Funkcje, ktérej argumenty i wartosci sa liczbami, nazywamy funkcja liczbowa.
W dalszym ciagu rozdziatu bedziemy rozpatrywaé tylko takie funkcje.
Jednym ze sposobdéw przedstawienia funkcji liczbowej jest wykres.

Przyktad 1

Dziedzing funkcji f jest zbior {1,2,3,4,5,6}. Funkcja f przyporzadkowuje
kazdemu argumentowi liczbe o 2 mniejsza. Ponizej te funkcje przedstawiono
za pomoca tabeli oraz wykresu.

z 12 3 4 5 Y

y=f(xz) -1, 0 1 2 13| 4

Do wykresu funkcji f naleza punkty o wspot- 1
rzednych (x,y), gdzie = jest argumentem,
a y — wartoscia funkcji. Sa to punkty: S
(1,-1), (2,0), (3,1), (4,2), (5,3) i (6,4).

Definicja
Wykresem funkeji f: X — Y w ukladzie wspétrzednych nazywamy zbior
wszystkich takich punktéw (z,y), ze z € X oraz y = f(z).

Cwiczenie 1

Dziedzing funkcji f jest zbiér {—2,—1,0,1,2}. Funkcja f przyporzadkowuje
kazdemu argumentowi liczbe o 2 wieksza. Przedstaw te funkcje za pomoca
tabeli oraz wykresu.

Przyktad 2

Dziedzing funkeji f jest zbiér {1,2,3,4,5,6,7,8}. Funkcja f przyporzadkowuje
kazdemu argumentowi jego reszte z dzielenia przez 3. Ponizej te funkcje przed-
stawiono za pomoca tabeli oraz wykresu.

Y
z 1 2 3 4 5 67 8 N R
f@) 1 2 0 1 2 0o 1 2 ‘
o] 1 X

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji, ktéra kazdej liczbie ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8}
przyporzadkowuje jej reszte z dzielenia przez: a) 2, b) 4.

Cwiczenie 2
a) Y b) Y
f
F
1 1
(0] 1 X (0 1 X




Czesto mozliwe jest okreslenie funkcji za pomocg wzoru. Na przyktad:

Opis stowny Dziedzina Wzér
ki e e R | fe)=sas
wxgmitont & ot potowt powiehosony0 1. (%% J@)=4e+1
Funkcja f przyporzadkowuje kazdemu [1; oo) f(x) _ 2

argumentowi = jego kwadrat.

Uwaga. Wzér funkcji f(z) = 2 + 3 mozemy zapisaé tez w postaci y = x + 3.

Sposoby przedstawiania funkcji

opis stowny graf tabela wykres WzOr

Przyktad 3
Funkcja f kazdej jednocyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje liczbe

przeciwng do jej polowy. Przedstaw te funkcje za pomoca tabeli, grafu i wy-
kresu. Podaj jej wzor.

0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
DEIEIEIEE
Y
|
0 X
1
1
Funkcje f mozna okredli¢ wzorem f(z) = —1x, gdzie dziedzing jest zbior
{0,1,2,...,9}.
Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres oraz podaj wzér funkcji f, ktéra kazdej liczbie nalezacej do
zbioru {—3,—-2,—1,0,1, 2,3} przyporzadkowuje:

a) liczbe o 3 mniejsza, b) polowe kwadratu tej liczby.

Cwiczenie 3
a) f(z) =z —3 b) f(z) = 32°
Y Y
(@) | X
f
!
ol 1 X
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Przed naszkicowaniem wykresu funkcji nalezy zwrdci¢ uwage na jej dziedzing.

Przyktad 4
Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy trzech réznych funkcji okreslo-
nych tym samym wzorem, ale ktorych dziedzinami sa kolejno:

1. zbiér {-2,-1,0,1,2} IL. przedzial [—2;4] III. przedzial (—2;4)
Y Y Y
f H "/ L /
1 : 1 : 1
ol 1 X o 1 X ol 1 X
f:{-2,-1,0,1,2} - R g:[-2;4] - R h:(=2;4) - R
fl@)=1z+2 g(z) = sz +2 h(z) =tz +2

» Wykresem funkcji f (rysunek I) jest pie¢ punktéw.

» Wykresem funkcji g (rysunek IT) jest odcinek taczacy punkty (—2,1) 1 (4,4) —
jego konice zaznaczono pelnymi kétkami.

* Na rysunku IIT puste kétka w punktach (—2,1) i (4,4) oznaczaja, ze punkty
te nie naleza do wykresu funkcji h (poniewaz liczby —2 i 4 nie naleza do
dziedziny tej funkcji).

Jedli dziedzina funkeji f(x) = ax + b, gdzie a,b € R, jest przedzial domknigty
[x1; 2], to wykresem te]j funkcji jest odcinek. Aby go naszkicowaé, wystarczy
obliczy¢ wartosci f(x1) 1 f(x2). Jedli dziedzina funkcji f jest przedzial otwarty,
to jej wykresem jest odcinek bez swoich koncow.

Przyktad 5
Naszkicuj wykres funkcji f:[—2;6) — R danej wzorem f(z) = —iz + 2.
Obliczamy wartos¢ funkcji dla x = —2:
1 Y
f(-2) =4 (-2)+2=3
Obliczamy warto$é¢ wyrazenia —sa+2 dla z = 6: ¥
~1.6+2=-1 1
Wykresem funkcji f jest odcinek taczacy punkty o] 1 X
(—2,3) 1 (6,—1) bez konca w punkcie (6, —1).
Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkeji f: D — R.
a) D=[-2;3], f(z) =2 +1 c) D=(0;5), fz) =2z -1
b) D =[-2;6), f(z) = 3o — 2 d) D= (-42], f(z) =3z +1
Cwiczenie 4
f
1 1 1 f 1
ol 1 (@) L X (0) L X O L X
/
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Dla dowolnych liczb a,b € R wykresem funkcji f:R — R okreslonej wzorem

f(x) = ax + b jest prosta. Takie funkcje bedg szczegélowo omawiane w na- Przez dowolne dwa rézne punkty
stepnym rozdziale. przechodzi doktadnie jedna pro-
Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- , Bta.

cji f:R — R danej wzorem f(z) =z — 2. 1 Cwiczenie 5

Aby naszkicowaé wykres tej funkcji, wystarczy a) Yy oo
obliczy¢ jej wartosci dla dwoch dowolnych ar-

gumentéw (dlaczego?), zaznaczyé odpowied-
nie punkty i poprowadzi¢ przez nie prosta.

iy

Przyktad 6
1

Naszkicuj wykres funkcji f:R — R okreslonej wzorem f(z) = jz — 1.

Obliczamy wartosci funkcji f dla dwoch do- Y
wolnych argumentéw, np. dla z =2 iz = 4:
f(2) =0, f(4) = 1. Do wykresu funkcji f 1
nalezg punkty (2,0) oraz (4,1). Szkicujemy [9) X
prosta przechodzaca przez te punkty. »

—

i

Cwiczenie 5
Naszkicuj wykres funkcji f: R — R okreslonej wzorem: f

a) f(z) =2z, b) f(z) = —=, c) flz) =z —1, d) f(z) = -2z +2.

Przyktad 7 c) Y
Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkcji okreslonych tym samym
wzorem, ale ktorych dziedzinami sa kolejno:

=

I. przedzial [—3; 00) II. przedzial (—3;00)  IIL przedzial (—oo; 3]

Y - Y - Y

1 1 1
1 1 X1

ol 1 X ol 1 X ol 1 X d) Y
fi[-3;00) = R g:(—3;00) = R h:i(—o00;3] = R

flz) =342 g(x) = 32 +2 h(z) =tz 42
Wykresami funkcji f i h sa p6lproste domkniete (z poczatkiem). Wykresem
funkcji g jest polprosta otwarta (bez poczatku).

i

Cwiczenie 6
Naszkicuj wykres funkcji f: D — R okreslonej wzorem f(z) = x + 23.
a) D= (-00;2) b) D=(-00;2] ¢) D=(2;00) d) D = [2;00)

~~

Cwiczenie 6
a) Yy o c) Y __—
//
// 1 1
// 1 1
(@) | X 0] | X
b) Yy g d) y P
//
// 1 1
// 1 1
(0] | X 0 | X
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Odpowiedzi do zadan

Zadania

. Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji

2. a) Y
f
o] 1
b) Y
f
o] 1
c) Y
f
o] 1
d) Y
o] 1
f
3.a) f(x)=xz—4
Y
o] 1
F
b) f(z) =2z
o) f(z) = —z+4
d) f(z)=22—1

I 174 4. Funkcje

. Naszkicuj wykres funkeji f: {—1,0,1,2,3} — R, ktéra kazdej liczbie z dzie-

dziny przyporzadkowuje:
a) liczbe o 1 mniejsza, ¢) jej wartosé bezwzgledna,

b) liczbe przeciwna, d) jej kwadrat.

. Dziedzing funkcji f jest zbidr {—2,—1,0,1,2,3}. Przedstaw te funkcje za

pomoca tabeli i naszkicuj jej wykres.

a) fl(x)=2+3 b) f(z) =1z ¢ f(z)=|iz| d) f(z) = —|z|

. Funkcja f podana zostata za pomoca tabeli. Naszkicuj wykres tej funkcji

i sprébuj odgadnaé¢ wzor, ktérym mogtaby byé okreslona.

a) 4 10 1 2 3 4 9 2 —2-10 1 2 3

fz) =5 —4 =3 =2 -1 0 fl@y 6 5 4 3 2 1
Dl [—tfof2]1]2 D5 Lot 1 2 2
fl@) =10 1 2 3 4 f) =2 =10 1 2 3

. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = x + 1, ktérej dziedzina jest przedzial:

a) [0;4], b) [=2;3], c) [1;00), d) (—o0;2].

. Naszkicuj wykres funkeji f(z) = —x + 3, ktérej dziedzina jest przedzial:

a) (0;4), b) (=3;2), ¢) (0;00), d) (—o0;—1).
Y

f:D — R danej wzorem f(z) = = — 1, gdzie
D = [-1;4] \ {2,3}. Naszkicuj wykres funkcji
g: D, — R okredlonej tym samym wzorem.

a) Dy =[=3;0]U(24) «¢) Dy =R\{-1,2}
b) Dy = (=2;5)\ {4}  d) Dy = (0;00)\{3}

—

Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej jej reszte z dzielenia
przez 4, a funkcja g jej reszte z dzielenia przez 5. Naszkicuj wykresy tych
funkcji. Dla ilu liczb naturalnych mniejszych od 25 funkcje f i g przyjmuja
te same wartosci?

. Jesli z < 25, to f(z) = g(z) dla z € {0,1,2, 3,20, 21, 22,23}, zatem zachodzi to dla

oSmiu argumentow.

Y Y
f g
1 1
o] 1 X o] 1 X




Uczen:
— szkicuje wykres funkcji okre-

4.3. Szkicowanie wykresu funkcji (2)

slonej nieskomplikowanym

Przyktad 1 z dlaze[-21] Zauwaz, se dziedzing wzorem, w tym parabole,
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = ' funkeji f jest przedziat hiperbole,
2 dlaz € (1;5) [—2;5). — szkicuje wykres funkcji okre-
Slonej réoznymi wzorami
Y » Y Y f w réznych przedziatach,

— sprawdza, czy dany punkt
nalezy do wykresu funkcji,

1 : X O] 1 : X 1 : X — okresla, czy dana krzywa

/ / jest wykresem funkcji,

— oblicza wartos$¢ funkcji dla

1
p e

—

1
1

Fragment wykresu Fragment wykresu Wykres funkcji f danego argumentu.
funkcji f dla z € [-2;1] funkcji f dla z € (1;5) Cwiczenie 1
a) -
Cwiczenie 1 /
Naszkicuj wykres funkcji f. 1
-1 dlaz e [-2;1] 1 daxe(-3;-1)
a) f(z) = ¢) flx) = 9 | X
2 dlaze (1;4) —z dlaz e [-1;4)
-2 dlaz e [—4;—-2] z dlaz e (—o0;l) b)
b) f(z) = d) f(z) = Y
z dlaze (-2;3] 3 dlaxe[l;00) ;
Przyktad 2 i
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji Y
. L X
f:R — R danej za pomoca wzoru f(z) = |z|.
W tabeli podano wartosci funkcji f dla wybra- ;
nych argumentéw. Tabele taks nazywamy tabelg \ !
wartoSci funkcji. %)
e | -3 —2] -1 1 \
o| 1 X O\1 X
f(z) 3 2 1 1 2 '
f
. L L : —z dlaz € (—00;0)
Wzér tej funkeji mozna zapisaé w postaci: f(x) =
z dlaz € [0;00)
Cwiczenie 2
Sporzadz tabele wartosci funkcji f:R — R dla catkowitych argumentéw z, d) Y ;
takich ze || < 3. Naszkicuj wykres tej funkcji i zapisz jej wzdér bez uzycia
symbolu wartosci bezwzgledne;j.
a) f(x) = |2z| b) f(z) = [3z| c) f(z) = |32] d) f(z) = —|z| !
a L X
Cwiczenie 2
), 5210 1 2 3 9 % 3-2-10 1 2 3
fl@) 6 4 2 0 2 4 6 f@ 3 13 0 3 1 3
[ =2z dlaz € (—o0;0) o) — —1z dlaz € (—o0;0)
f@) = { 2z dlaz € [0;00) f(@) { 3z dlaz € [0; 00)
b) zr -3 -2-1 0 1 2 3 d) zr -3 -2 -1,01]2 3
f(z) 9 6 3 0 3 6 9 f(z) -3/ -2 -1 0 -1 -2/-3 dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.3
[ =3z dlax € (—o00;0) . z dla z € (—o0;0)
19={ "5 Gascinen 1={_ tascime G Generater
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a)

Cwiczenie 3.
Y
\ f/
o] 1
Y
f/
(@) 1
Y
f/
(@) 1
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Cwiczenie 4

Przyktad 3

Naszkicuj wykres funkcji f:R — R okreslonej za

pomoca wzoru f(x) = x°.

Aby naszkicowaé¢ wykres funkcji f(z) = x?, spo-
rzadzamy tabele jej wartosci dla wybranych argu-

mentow.
r |-3|-2/-1/—-3|0| 3|1
fl@) 9 4 1 1 0 1 1 4

Wyznaczone punkty zaznaczamy w uktadzie wspél-
rzednych i laczymy je krzywa, jak na rysunku —

w ten sposéb otrzymujemy wykres funkcji f.

Cwiczenie 3

[

Naszkicuj wykres funkcji danej wzorem f(z) = x?, o podanej dziedzinie D.

a) D =[-2;2] b) D = [1;3)

Na rysunku obok przedstawiono wykresy
funkeji y = 122, y = 22, y = 4a”.

Dziedzing kazdej z tych funkcji jest zbidr
liczb rzeczywistych.

Cwiczenie 4

Sporzadz tabele wartosci funkcji f dla po-
danych argumentow.

a) f(z) =42? re{-2,-1,-1,0,1,1,2}

IR ]

b) f(z) = 1a?, ze{-4,-2,-1,0,1,2,4}

Cwiczenie 5
Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f:R — R okreélonej za pomocy

wzoru f(x) = —a?.

a) Sporzadz tabele wartosci tej funkeji dla
ze{-3,-2,-1,-10,11,23}.

b) Naszkicuj wykres funkeji g: D — R okre-
$lonej za pomoca wzoru g(z) = —z2, o dzie-
dzinie D = [-1;2].

c) D =[0;00)

Y= 22

O 1 X
Y
| X

Cwiczenie 5
z -2 -1-10 1 1 2 a)x—3—2—1—§0§123
flx) 16| 4|10 |14 16 fl@) -9/ -4/ -1 -3 0 |-3/-1-4/-9
x -4 -2-10 1 2 4 b) Y

1
i




Z wykresu funkcji mozna czasem odczytac Yy

warto$é, jaka przyjmuje ona dla danego ar- \ k\
|
|

gumentu. Zauwazmy, ze dla argumentu x y=fla)p-————
istnieje doktadnie jedna wartos¢ y taka, ze
punkt (x,y) nalezy do wykresu funkcji f. o T\ X
Przyktad 4 Yy
Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f: R — R. Odczytaj z niego wartoéci . b
funkcji dla argumentéw x = —1 oraz x = 2. i

ON 1 X
Dla z = —1 odeczytujemy f(—1) = 2.
Dla z = 2 odczytujemy f(2) = —1.

Cwiczenie 6 Cwiczenie 6
Wykresem funkcji f:R — R jest prosta przechodzaca przez punkty A i B. a) f(1)=1, f(7) =4
Naszkicuj ten wykres i odczytaj z niego wartosci funkcjidlaxz =1idlax = 7. Y
a) A(_37_1)7 B(573) b) A(330)a B(53_3)
f B
Cwiczenie 7 1
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej wartosci dla x =1 oraz z = 3. ol 1 ¥
-3 dlaz € (—o0; —2] -2 dlax € (—o0;—2] A
a) flx)=< x dlaze(—2;4) b) f(z) =< —2 dlaz € (-2;2) b) f(1) =3, f(7) = -6
4 dlax € [4;00) 3 dlaxe[2;00) v
Czasami dokladne odczytanie wartosci funkeji z wykresu moze by¢ trudne lub
niemozliwe, ale mozemy ja obliczy¢, gdy znamy wzér funkcji.
Przyktad 5 1 !
Oblicz wartosci funkeji f(z) = 2 + 3, g(z) = 52* — 62 1 h(z) = 2* — 1 dla ol i A =
argumentu x = 2. Czy punkt P(2,7) nalezy do wykresu ktérejs z tych funkceji?
Obliczamy wartosci funkcji dla z = 2: Punkt o danych wspélrzednych nalezy
f(2) —92243=443=7 dg Wy.kr(?su .funkcji y= f(x), jesli po B
5 wstawieniu jego wspoélrzednych odpo-
9(2) =5-22-6-2=20-12=8#7 wiednio na miejsce = i y do wzoru funk-
h(2) =22-1=8-1=7 cji otrzymamy réwnos$é¢ prawdziwa.
Zatem punkt P nalezy do wykresu funkcji f oraz do wykresu funkcji h.
Cwiczenie 8 Cwiczenie 8
Sprawdz, czy punkt P nalezy do wykresu funkcji f: R — R. a) f(—2) = 13 # —11, nie nalezy
a) f(z)=322+1, P(-2,—11) b) f(z) = —222 — z, P(~1,0) b) f(=3) = 0, nalezy
Cwiczenie 7
af(l)=1,f(3)=3 b) f(1)=-1, f(3) =3
Y Y
f
f
| X ON\U X
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Cwiczenie 9

a), ¢) Nie, gdyz istnieja proste
réwnolegle do osi OY (np. prosta
x = 1), ktére przecinaja krzywa
w dwdbch punktach.

b) Tak. Kazda prosta réwnolegta
do osi OY przecina wykres tylko
w jednym punkcie.

Odpowiedzi do zadan

Funkcja kazdemu argumentowi x przyporzadkowuje tylko jedng wartosé vy,

wiec do wykresu funkcji nie moga naleze¢ dwa punkty o tej samej odciete;j.

Przyktad 6
Okrag (rysunek obok) nie jest wykresem funkcji,
gdyz mozna wskazaé takie liczby x, ktérym odpo-
wiadaja dwie rézne wartosci y;,¥y2, np. dla x = 3
mamy y; = —4 i y, = 4. Jest to sprzeczne z defini-
cja funkcji.

Y

(3:4)

o

o
.
=

Zadna prosta pionowa (réwnolegta do osi OY) nie przecina wykresu funkcji

w wiecej niz jednym punkcie.

Cwiczenie 9

Czy na rysunku przedstawiono wykres funkcji? Odpowiedz uzasadnij.

a) ¥ b) Y c) Y
1 — 1 1
\ /
ONU X Ol 1 X ol 1 X
N/

Zadania

1. Naszkicuj wykres funkcji danej wzorem f(x) = |x| o podanej dziedzinie D.
¢) D=[-2;00)

a‘) D = {_37_27 _170717273} b) D= (—4,4)

1. a) Y P
]
o 1 X
b) Y
f
ol 1 X
c) Y
f
O] 1 X
2. a) Y
r
]
o 1 X
b) Y
£
]
O] 1 X
3 Y
r
7
1
O] 1 X
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Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji
f:R — R okreslonej za pomoca wzoru f(z) = |2x|.
Naszkicuj wykres funkcji g(z) = |2z| o podanej
dziedzinie D.

a) D= (—4;2) b) D = [~2,4]

Naszkicuj wykres funkcji f:R — R okreslonej za
pomocg wzoru f(z) = |iz|.

Naszkicuj wykres funkcji okreslonej za pomoca wzoru f(z) = |

danej dziedzinie D.

. a) Y
1 £
1 J
ol 1 X
b
) )i,
J
ol 1 X
c) Y _—
r
J
1
ol 1 X

Y

/

\\\

o




10.

10.

Szwajcarski matematyk Leonhard Euler [czyt. ojler|] (1707-1783) jako
pierwszy do opisu wartosci funkcji uzywal oznaczenia f(z). Podana przez
nas definicja funkcji zostata sformutowana dopiero w potowie XIX wieku
przez niemieckiego matematyka Petera G.L. Dirichleta (1805-1859).

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej wartosci dla x = —4 oraz dla = = 4.

2) fx) = {—x dla z € (—o0;0] b) f(a) = { 2 dlaz e (—o0;—2)

2z dlaz € (0;00) |z] dlax € [-2;00)

Naszkicuj wykres funkcji f: D — R okre$lonej wzorem f(z) = —z2.
a) D=(-2;3) b) D=[-2;3] ¢) D=(-3;2) d) D=1[-3;2)

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk- \ 1Y lg /f
cji f(z) = 3a? oraz g(z) = 22°. \ |/
a) Ktory sposréd punktéw P(1,2), Q(4,8), \ \\ / /
R(—2,8), S(},1) nalezy do wykresu funkcji g?
b) Podaj pie¢ punktéw o obu wspdlrzednych &A
catkowitych nalezacych do wykresu funkcji f. ol 1 ~
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej wartosci dla x = —3 oraz dla = = 2.
1 dlaze (—oo;1] 3 dlaz e (—oo; 3]
a) f(x) =< =z dlaxe (1;4] c) flx)=% —x dlaz e (-3;2]
4 dlazx e (4;00) 2 dlaxe(2;,00)
—4 dla z € (—o0; —2] 2 dlax e (—o0;—3)
b) f(z) =< 2z dlaxe (-2;2) d) f(z) =21 |z| dlaze€[-3;3]
1 dlaz € [2;00) 3 dlaz € (3;00)

Dana jest funkcja f: R — R. Ktéry z punktéw P(—1,—5), Q(2, —9) nalezy
do wykresu tej funkcji?
a) f(z)=—32-6 b) f(z) = —42*> + x c) f(x) =23 — 422
Czy na rysunku przedstawiono wykres funkcji? Odpowiedz uzasadnij.
a) 1Y 1 b) Y
1 X é X
a) Q
b) P
c) P

a) Nie, gdyz istnieja proste réwnolegte do osi OY, ktére przecinaja krzywa w dwéch
punktach.
b) Nie, bo argumentom —5 i 5 przyporzadkowane sa dwie wartosci.

Y
o| 1 X
b) f(—4) =2, f(4) = 4
Y
f
o| 1 X
7.a) P, R, S
b) np. (—4,8), (—2,2), (0,0),
(2,2), (4,8)
8.a) f(=3)=1, f(2) =2
f
o| 1 X
b) f(=3)=—-4, f(2) =1
Y
. f
L X

Y
f
O\l X
d) f(=3) =3, f(2) =2
Y
f
ol 1 X
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Uczen:

— stosuje pojecie funkcji mono-
tonicznej (rosnacej, malejacej,
stalej, nierosnacej, niema-
lejacej),

— na podstawie wykresu funkcji
okresla jej monotonicznosé,

— rysuje wykres funkcji
o podanych kryteriach
monotonicznosci,

— bada na podstawie definicji
monotonicznosé funkcji
okreslonej wzorem.

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.4

Generator

testow i sprawdzianow
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4.4. Monotonicznos¢ funkcji

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f. Zauwaz, ze wigkszemu
argumentowi odpowiada wieksza warto$é¢ funkcji.
Definicja
Funkcje f: X — R nazywamy rosnaca, jesli
dla dowolnych argumentow x,,z, € X spel-

niony jest warunek:
jesli &y < x4, to f(x1) < f(x2)

Uwaga. Warunek z definicji mozna tez zapisaé: jesli 1 < xa, to f(z2) — f(z1)

@ Przyktad 1
Wykaz, ze funkcja f:R — R dana wzorem f(x) = %x — 4 jest rosngca.

Zalbézmy, ze x1, x5 € R sg dowolnymi argumentami, takimi ze x; < 5.
Wowezas f(x1) = 321 — 4 oraz f(x3) = $x0 — 4.

2
=1

(@) = f(@1) = (3ao —4) — (3o —4) = 2ao — 301 = (22— 21) > 0
poniewaz na podstawie zalozenia xo — x; > 0.
Oznacza to, ze funkcja f jest rosnaca.

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f. Zauwaz, ze wigkszemu
argumentowi odpowiada mniejsza wartos¢ funkcji.

Definicja
Funkcje f: X — R nazywamy malejaca, jesli
dla dowolnych argumentéw x;,z, € X spel-

niony jest warunek:
jesli ¢y < xa, to f(xy) > f(x2)

f(z2)
ol

Uwaga. Warunek z definicji mozna tez zapisaé: jesli x1 < za, to f(z2) — f(x1) < 0.

[

[

[

[

[

|
x1

@ Przyktad 2
B Wykaz, ze funkcja f:(0;00) — R dana wzorem f(z) = 2 jest malejaca.

Zalézmy, ze x1,25 € (0;00) sa dowolnymi argumentami, takimi ze z; < 5.
Wowczas f(x1) = - oraz f(x;) = -

flas) = flan) = = —

i 4z —4xo
1

_ 4(z1 — =) <0

x9 "
2 T1x2 T1x2

poniewaz na podstawie zalozenia x1x, > 0 oraz x, — xo < 0.
Oznacza to, ze funkcja f jest malejaca.



@ Cwiczenie 1
Uzasadnij, ze:

a) funkcja f:R — R dana wzorem f(x) = —2x + 6 jest malejaca,

Eb) funkcja f:(0;00) — R dana wzorem f(2) = —2 jest rosnaca,
Ec) funkcja f:(—00;0) — R dana wzorem f(x) = —2 jest rosnaca.
Definicja

Funkcje f: X — R nazywamy stala, jesli dla dowolnych argumentow
Z1, Ty € X prawdziwa jest réwno$é: f(z,) = f(xs).

Na ponizszych rysunkach przedstawiono wykresy funkcji stalych.

Y Y Y

f h
1 1 4 1
ol 1 X ol 1 X ol 1

FR-R, f(z) =3
Definicja

Funkcje f: X — R nazywamy niemalejaca,

jesli dla dowolnych argumentéw x;, z, € X
spelniony jest warunek:

jeSli &y < @2, to f(z1) < f(x2)

/_/O

Przyklad funkcji niemalejacej

Cwiczenie 2
Czy na ponizszym rysunku przedstawiono wykres funkcji niemalejacej?

Y Ylﬁ R e N

O‘ X 0] X 6]
Definicja
: . Y
Funkcje f: X — R nazywamy nierosnaca, ’
jesli dla dowolnych argumentéw a1, z, € X

O

spelniony jest warunek:

jesli 1 < @2, to f(x1) > f(az)

Przyktad funkcji nierosnacej

~—a Bl

Cwiczenie 1
a) Zaktadamy, ze x1,z2 € R oraz
x1 < 2. Wowcezas:
2x1 < 2x2
—2x1 > —2x9
—2x1+6 > —2x2+6
Zatem f(x1) > f(xz2), czyli funk-
cja jest malejaca.
b) Zakladamy, ze 1,2 € (0;00)
oraz r1 < x2. Wowczas:
—4x1 > —4xo / X1 -T2
Poniewaz 1 - x2 > 0:
4 4

x2 1
Zatem f(x1) < f(z2), czyli funk-
cja jest rosnaca.
¢) Zakladamy, ze
z1,x2 € (—00;0) oraz z1 < xa.
Woéwczas:

—2x1 > —2x2 [ : X1 - T2

Poniewaz x1 - 22 > 0:

2 5 _2
zg T

Zatem f(x1) < f(z2), czyli funk-
cja jest rosnaca.

Cwiczenie 2
a) tak
b) tak
c) nie
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Cwiczenie 3

a) Y

D

[y

b) nie

Cwiczenie 4

Przyktadowa odpowiedz.

Y

N

[y

I 182 4. Funkcje

Cwiczenie 3

a) Naszkicuj wykres funkcji nierosnacej
f:[-5;5] — R, tak aby nalezaly do niego
cztery spoéréd punktéw A-F.

b) Czy mozna naszkicowaé¢ wykres funkcji
niemalejacej f:[—5;5] — R, tak aby nale-
zaly do niego cztery spoéréd punktow A—F7

[

Kazda funkcja malejaca jest funkcja nierosnaca, a kazda funkcja rosnaca jest

funkcja niemalejaca.

Funkcja stala jest zaréwno funkcjg niemalejaca, jak i nierosnaca.

Definicja

Funkcje rosnace, malejace, nierosnace, niemalejace i state nazywamy funk-

cjami monotonicznymi.

Przyktad 3

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji
f:R — R okreslonej wzorem f(xz) = 1z%.
Funkcja f rozpatrywana w calej swojej
dziedzinie nie jest monotoniczna. Jest to
funkcja przedzialami monotoniczna.

W przedziale (—oo; 0] funkcja f maleje, a w przedziale [0; 00) — rosnie. Prze-

dzialy te nazywamy przedzialami monotonicznosci tej funkcji.

Przyktad 4

Na rysunku przedstawiono wykres funk-
cji f:(—o00;0)U(0;00) — R danej wzorem
f(z) = . Funkcja ta jest malejaca w kaz-
dym z przedzialéw (—oo;0), (0;00).
Jednak funkcja f nie jest funkcja malejaca
w zbiorze (—o0;0) U (0;00). Na przyklad
dla pary argumentéw —2 i 2 mamy:

—2<21i f(-2)=-2<f(2)=2

Cwiczenie 4

Y

DO

oo

Naszkicuj wykres funkcji, ktéra jest przedziatami rosngca, ale nie jest funkcja

monotoniczna.



Zadania

1.

5t

Dany jest wykres funkcji f: (—3;6) — R. Podaj przedzialy monotoniczno-
Sci tej funkeji.

a) Y f b) Y

1 1 e

\ X x

O X / 1 X
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji Y
f:(=5;4) — R. Podaj jej przedzialy mo-
notonicznosci. Ktére z ponizszych zdan sg /
prawdziwe? 1 I

1

A. Funkcja f jest nierosnaca w [—4;2]. 0 7 X
B. Funkcja f jest niemalejaca w (—5; —2].
C. Funkcja f jest niemalejaca w [2;4).

Naszkicuj wykres funkeji f: (—=5;6) — R spelniajacej warunki:

a) f roé$nie w (—5;—1] i w [3;6) oraz maleje w [—1; 3],

b) f jest stala w [0;4], ro$nie w [4;5], maleje w (—5;0] i w [5;6).

Dany jest wykres funkcji f:[—4;5] — R. Uzasadnij, ze funkcja ta nie jest
monotoniczna. Podaj przedzialy monotonicznodci tej funkcji.

a) Y b) Y

1 1
1T I

N4 X

@)
]

Przeczytaj podany w ramce przy-
ktad. Wykaz, ze funkcja:

a) f: (—o0;0] — R dana wzorem

Wykaz, ze funkcja f:[0;00) — R dana
wzorem f(z) = %w2 jest rosnaca.

Niech 1,22 € [0;00) oraz x1 < Zs.

f(z) = 62% + 1 jest malejaca, Flas) — (1) = bad — La? =
b) f: ( ;0) — R dana wzorem =122 —21) (22 + 1)
f(z) = 2z — 2 jest rosnaca, x9 —x1 >0 oraz xo + x1 > 0, zatem

flz2)—f(x1) > 0, cayli f(x2) > f(z1).

Oznacza to, ze funkcja f jest rosnaca.

c) f:(0
f(z)

a) Niech z1,z2 € (—00;0] oraz z1 < x2.

f(z2) — f(x1) = 623 + 1 — 627 — 1 = 6(x3
zo—x1 > 0122+ x1 <0, zatem f(z2) — f(z1
Oznacza to, ze funkcja f jest malejaca.

o0) — R dana wzorem
—8x + 6 jest malejaca.

—23) = 6(2z2 — 1) (w2 + x1)
) <0, czyli f(z2) < f(z1).

b) Niech z1,22 € (—00;0) oraz z1 < 2.
flaa) = flor) = F —2- % +2=20h) =

(122)% > 0, 21 —22 < 01 x2+a:1 < 0, zatem f(z2)—
Oznacza to, ze funkcja f jest rosnaca.

(z221)2 (z1 — @2)(z1 + z2)

f(z1) > 0, czyli f(z2) > f(z1).

¢) Niech z1,22 € (0;00) oraz z1 < 2.

f(z2) — f(x1) = —8x3 + 6 + 827 — 6 = 8(xF — 23) = 8(x1 — x2) (21 + z2)
21— 22 < 01x2+x1 >0, zatem f(z2) — f(z1) <0, czyli f(z2) < f(z1).
Oznacza to, ze funkcja f jest malejaca.

Odpowiedzi do zadan

1. a) Funkcja f maleje w (—3;2],
jest stata w [4;6),
ro$nie w [2;4].
b) Funkcja f maleje w [—2;0]
iw [2;3], ro$nie w (—3; —2],
[0;2] i w [3;6).

2. Funkcja f maleje w [—2;2],
jest stata w [—4; —2] i w [3;4)
rosnie w (—5;—4] i w [2;3].
Wszystkie zdania sg prawdzi-
we.

3. a) Przykladowa odpowiedz.
Y

e
L~

b) Przykladowa odpowiedz.

[y

4. a) Funkcja f maleje w [—2; 2],
ros$nie w [—4; —2] i w [2; 5], nie
jest wiec monotoniczna.

b) Funkcja f ros$nie w [—4; —1]

w (—1; 5], ale nie jest funkcja
rosnaca, gdyz dla pary argu-
mentow —1, 1 mamy: —1 < 1

oraz f(—1) > f(1).
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1. a) A: —5°C, 12 stycznia,
B: —7°C, 10 stycznia
b) A: 4°C, 7 stycznia,
B: 1°C, 2, 3, 14 stycznia
) A: 2-4, 9, 10, 12,
13 stycznia,
B: 2-12 stycznia

BN 184 4. Funkcje

Przypomnij sobie

Wykorzystanie wykresu do prezentacji informaciji

Na ponizszym wykresie przedstawiono zmiany temperatury powietrza w pew-

nym miescie w dwéch pierwszych tygodniach sierpnia podane przez jeden

z serwiséw meteorologicznych. Temperature mierzono kazdego dnia w potu-

dnie. Otrzymane punkty wykresu zwyczajowo laczy sie krzywa ilustrujaca

ciagly proces zmiany temperatury.

t°C]
26
24 \
22 \
20
18

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
7 wykresu mozemy odczytaé nastepujace informacje: dzieri
* najwyzsza temperatura odnotowana w tym okresie to 27°C (1 i 11 sierpnia),

* najnizsza temperatura odnotowana w tym okresie to 18°C (5 i 14 sierpnia).

1. Na ponizszych wykresach przedstawiono zmiany temperatury powietrza
w miastach A i B w pierwszych dwoéch tygodniach stycznia. Dla kazdego
miasta odczytaj z wykresu:

a) najnizsza temperature i podaj dni, w ktérych byla ona odnotowana,
b) najwyzsza temperature i podaj dni, w ktérych byla ona odnotowana,
¢) dni, w ktérych temperatura byla ujemna.

Miasto A
t[°C]

dzieh




4.5. Odczytywanie wtasnosci funkgcji Vi

— stosuje pojecia: zbiér
wartosci funkcji, najwigksza
r4 Wykresu (1) i najmniejsza wartosé funkcji,
— odezytuje z wykresu funkcji

B Odczytywanie dziedziny funkcji Jej dziedzing, zbiér wartosci,
miejsca zerowe, argumenty,
Dziedzina funkcji y = f(z) to zbiér wszystkich argumentéw z, dla ktérych dla ktérych funkcja przyjmuje
funkcja jest okreslona. Dziedzine funkcji f oznaczamy przez D lub Dy. wartosci ujemne, argumenty,
dla ktérych funkcja przyjmuje
Przyktad 1 Y wartosci dodatnie, maksy-
Na rysunku obok przedstawiono wykres f malne przedzialy monoto-

funkcji f. Jej dziedzing jest zbidr: 1 Jeznoscl funkej, D
* i najwieksza warto$¢ funkcji

D =[-6;-3) U[-2;3] 6 39 o] 1 \r; X oraz argumenty, dla ktérych

Na rysunku zostal on zaznaczony na osi _— te wartosci sg przyjmowane.

OX kolorem niebieskim.

Cwiczenie 1 Cwiczenie 1

7 wykresu funkcji f odczytaj jej dziedzine. a) D = (—5;1] U (2;6]

2) . b) . b) D = (=5;—3) U (—3;5]

\ t/ /
/

X / 1 / X

\ / /

—

-/
/

@)

B Odczytywanie zbioru wartosci funkcji

Z wykresu funkcji mozna odczytaé nie tylko wartosé, jaka ta funkcja przyjmuje
dla danego argumentu, lecz takze zbiér wszystkich liczb, ktore sg wartosciami
tej funkcji. Zbiér ten nazywamy zbiorem wartosci funkcji.

Przyktad 2

Na rysunku obok przedstawiono wykres

funkcji f: [—4;6] — R. Odczytaj z niego

f(=4), f(=2), f(1) i f(3) oraz zbiér war- 4
|

tosci funkcji f.

w

B

[y

Z wykresu odczytujemy wartosci funkcji:
J9)=1/(-2) =3, /() =4if@)=2. ~*+ 20
Wartoéciami funkcji f sa wszystkie liczby y spelniajace warunek 1 < y < 4.
Zatem zbiorem wartosci funkeji f jest przedzial [1;4].

X

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.5

Generator

testéw i sprawdzianow
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Cwiczenie 2
a) f(D) = (1;4]
b) f(D) = [0;4)

¢) f(D) = [0;00)

Cwiczenie 3

Funkcja f przyjmuje najwicksza,
warto$¢ 2 dla x = 4.

Funkcja g nie przyjmuje wartosci
najwiekszej.

Funkcja h przyjmuje najwieksza
wartosé 3 dla z = 3.

BN 186 4. Funkcje

Definicja
Zbior wartosci funkcji f: D — Y to zbiér tych wszystkich y € Y, dla kto-
rych istnieje taki argument x € D, ze f(z) = y.

Zbiér wartosci funkeji f oznaczamy przez f(D) lub f(Dy).

Przyktad 3 Y
Z wykresu funkcji f odczytaj jej zbiér wartosci.

Przy odczytywaniu zbioru wartosci funkcji wy-

godnie jest poprowadzi¢ odpowiednie proste po- f
ziome (réwnolegle do osi OX). \

o

Zbiér wartosci f(D) = (—3; —2) U [—1;6] zostal ] X
zaznaczony na osi OY kolorem niebieskim. %_ L _
//

Linig ciaggla narysowano wykres funkcji f(z) = 12* o dziedzinie D. Odczytaj

Cwiczenie 2

z wykresu zbiér wartoéci funkcji f.

a) D = (2:4] b) D = (=2:4) ¢) D = (—o0:4]
\ Y //‘ \\ Y // Y //
\ \
ol o \ 1 1
O] 1 X O 1 X O 1 X
Cwiczenie 3

Na rysunkach przedstawiono wykresy funkcji f, g i h okreslonych w przedziale
[—3;4]. Najmniejsze wartosci kazdej z tych funkeji podano pod wykresami. Od-
czytaj ich najwieksze wartosci. Dla jakich argumentéw sa one przyjmowane?

Y Y Y
h
1 1 \ 1
1 / 1 1
/ 1 X 1 X 1 X
/ /

Najmniejsza wartos¢ funkcji
f jest réwna —3. Jest ona
przyjmowana dla x = 2.

Najmniejsza wartos¢ funkcji
g jest réwna —2. Jest ona
przyjmowana dla x = —3.

Funkcja h nie przyjmuje
najmniejszej wartosci.



Przyktad 4 Y /
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji f(z) = = f
o dziedzinie D = R.
Zbiorem wartoéci funkcji f jest przedzial [0; 00). . /
Najmniejsza warto$é¢ funkcji f, réwna 0, jest przyjmowana .
dla z = 0. Funkcja f nie przyjmuje wartosci najwiekszej. o1 X
Zadania
Odpowiedzi do zadan
1. Odczytaj z wykresu funkcji f jej dziedzine, zbiér wartosci, najmniejsza 1.a) D= [-2;4],
warto$¢ i najwieksza warto$¢ oraz argumenty, dla ktorych sa one przyjmo- f(D) =[-44],
wane. fmin = —4 dla z =2,
fmax =4 dlaz = -2
a) Y d) Y b) D = [-4;3),
f(D) = (=54],
f nie przyjmuje wartosci
1 1 najmniejszej,
fmax =4 dlaz =0
¥ X ¢) D = (~55),
f(D) =[-42],
Sfmin = —4 dla z € (—5; 3],
Sfmax = 2 dla z € [0;5)
d) D = (=5;5),
b) Y e) Y f(D) =1-44],
fonin = —4 dla z = —2,
foax =4 dla & = 2
e) D=[-3;—-1]U[L5],
1 1 f(D) = [—4;-2] U [3;4],
fmin = —4 dla z = 5,
0 o X fmax =4 dlaz = —3
¥ f) D= (—4;-1]U (1;4],
f(D)=[-4-1)U[L4),
fmin = —4dlaz=—1,
nie przyjmuje wartosci
najwiekszej
c) Y f) Y
f
1 1
@) @) X
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&

=3
-

=5
-

a) f(D) =[-1;3]

f(D) =[-1;0] U [1;3]
¢) f(D)=[-11)uU (23]
) £(D) = [1;6]
b) f(D) = [1;3] U [4; 5]
c) f(D) = [1;2] U [5;6]
a) D = (5;4]

D = (1;3) U (3;00)
¢) D=(2;3)U{3}
d)D=1{231

. a) fmin=—1dlaz=-1,
fmax =2dlax=-4

b) fmin = —2 dla z =0,
nie przyjmuje wartosci
najwiekszej

¢) fmin=—-2dlaxz =0,
nie przyjmuje wartosci
najwiekszej

. Przyktadowe odpowiedzi.
a) Y

—

. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- Y L~

. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- %

-

==

==
5

¢ji f:R — R danej wzorem f(z) = sz + 1. . f
Podaj zbiér wartosci funkcji, ktorej dziedzing

jest zbiér D, okreslonej tym samym wzorem.
a) D= [—4;4] b) D = [—4; —-2] U [0; 4]

o] 1 X
c) D=1[-4;0)U (2;4]

. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = 32 + 3 o dziedzinie D. Odczytaj z wy-

kresu zbiér wartosci tej funkcji.

a) D = [—4;6] b) D = [-4;0] U [2;4] c) D= [—4;—2] U [4;6]

. Podany zbidr jest zbiorem wartosci funkcji f(x) = 2z — 4. Okreél dziedzine

tej funkcji.

a) (=3;4] b) (=2;2)U(2;00)  ¢) (0;2) U {3} d) {0,2,3}

cji f:R — R danej wzorem f(x)= |z| —2. ;
Dla funkcji g: D — R okreslonej tym samym

=

wzorem podaj warto$ci najwieksza i naj- O] 1 X
mniejsza oraz argumenty, dla ktorych sa one
przyjmowane.

a) D =[—4;-1]

b) D =[-3;4) ¢) D=1]-2;00)

. Naszkicuj wykres dowolnej funkcji f:[—2;6] — R, ktdrej zbiér wartodci

jest réwny:

a) [=2;6),  b) [-40]U(1;4], o [=23)u{s},  d){0,4}.

. Aby naszkicowaé wykres funkcji f: [0;00) — R danej wzorem f(z) = /x,

sporzadzono tabele wartosci tej funkcji dla wybranych argumentéw.

x 0 11 a4 9 7
1 ! _—
f(x) 0 5 1 2 3 1 o
Odczytaj z wykresu, jakie wartosci
funkcja f przyjmuje dla: o] 1 X
a) z € (0;1], Db)ze(3;1), c) x € [4;9], d) z € [23;61].

. Na podstawie odpowiedniej tabeli wartosci funkcji naszkicuj wykres funk-

cji f:R — R danej wzorem f(x) = /x. Jakie wartosci funkcja f przyjmuje
dla argumentéw z przedziatu:

BN 188 4. Funkcje

a) [0;1], b) (0;8), ) [-8:1], d) (—8;00)?
7.) (053] b) (51) o 23] @) [3]
Y 7 -
|
ol 1 =2

a) [0;1] b) (0;2) ¢) [-2;1] d) (—=200)



4.6. Odczytywanie wtasnosci funkgcji Vi

z wykresu (2)

Na podstawie wykresu funkcji mozemy podaé
argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje dang
warto$é. Zwroé uwage na to, ze funkcja f, kté-
rej wykres przedstawiono obok, przyjmuje wska-
zang warto$¢ y dla dwoch argumentéw: x; i x,.

Przyktad 1

Dany jest wykres funkcji f:R — R. Odczytaj,
dla jakich argumentow funkcja f przyjmuje war-
tos¢ 3 oraz podaj jej miejsca zerowe.

Rysujemy prosta y = 3. Przecina ona wykres
funkeji w punktach (1,3)1 (5, 3).

Zatem funkcja f przyjmuje wartos¢ réwna 3 dla
r=1ix=25.

Miejscami zerowymi tej funkcji sa liczby 2 i 4.

Cwiczenie 1

— odezytuje z wykresu
rozwigzania rownan
i nieréwnosci.

[

Cwiczenie 1

Na podstawie wykresu funkeji f: [—4;4] — R podaj jej miejsca zerowe oraz te a) f(z)=0dlaz =1,

argumenty x, dla ktérych spelnione jest réwnanie f(x) = 2.

f(z)=2dlaze{-1,3}
b) f(z) =0dla z € {—4,0, 2},
flz

a) v b) v c) v y=2dlaxze{-3 —1,3}
c) brak miejsc zerowych,
i f(z) =2dlaz e {-2,0} U[2;4]
: 1 F
i)
) ON1 {
Ol 1 X Ol 1 X
Przyktad 2 v
Dany jest wykres funkcji f:[1;8] — R. Odczytuje-
my z niego: 1
Ol 1 X

e réwnanie f(z) = 0 jest spelnionedlaz =1, = 3,

T =8,
* nier6wnosé¢ f(z) > 0 zachodzi dla z € (1;3),

e nieréwnosé¢ f(z) < 0 zachodzi dla z € {1} U [3;8].
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Cwiczenie 2

a) f(z) =0dlaz e {-3,2},
f(z) > 0dlaz € [—4; -3),
f(z) <0dlaz € [-3;6]

b) f(z) = 0 dla

z e {-3,-1,3,5},
f(x)>0dlaze[—4;-3)U
U (=3;-1) U (3;5),

f(z) <0dla

z €[-1;3]U{-3,5}

Cwiczenie 4
z € (—o0; —4] U {0} U [4; c0)

BN 190 4. Funkcje

Cwiczenie 2
Z wykresu funkcji f odczytaj jej miejsca zerowe, zbidr rozwiazan nieréwnosci
f(z) > 0 oraz nieréwnosci f(z) < 0.

a) Y b) Y

1
L

.
i)

)

N X Ol 1 X

Przyktad 3
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f: R — R okreslonej wzorem:

2 dlaz e (—o0;—2) v
flz) =< |z| dlaze][-2;4) f
3 dlaz e [4;00)

1
L

Odczytaj z wykresu zbidér rozwigzan nieréwno-
Sci f(z) > 2 oraz nieréwnosci f(x) > 2. o 1 X

Nieréwnosé f(z) > 2 zachodzi dla x € (2;00), a nieréwnosé¢ f(z) > 2 zachodzi
dla € (—o0; —2] U [2; 00).

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji f: R — R. Odczytaj z niego:
* rozwiazanie réwnania f(z) = 3 i zbiér rozwiazan nieréwnosci f(x) > 3,
* rozwigzanie réwnania f(z) = 1 i zbiér rozwiazan nieréwnosci f(z) < 1.

5 dlaz e (—o0;—5) 1 dlaz e (—oo;—1)
a) f(x) =1 |z| dlaxz€[-5;3) b) f(zx) =< |z| dlaze[-1;1]

1 dlax € [3;00) 3 dlaze(l;00)
Przyktad 4
Rozwigz graficznie réwnanie t2? = |x| oraz nieréwnosé¢ ;a* < |zl.
W jednym uktadzie wspotrzednych szkicujemy Y
wykresy funkeji f(z) = 12?1 g(z) = |z]. \ /
7 wykreséw odczytujemy:

g
12? =z|dlaz=—4,2=0,z=4,
;
12?2 < |z| dla z € (—4;0) U (0;4). !
o] 1 X

Cwiczenie 4
Odczytaj z wykreséw funkeji f(z) = 2% i g(x) = |z| z przykladu 4. zbiér

rozwigzai nieréwnosci 12 > |z|.

Cwiczenie 3
a) Y b) Y
/

1 f 1

o 1 X o 1 X
f(z)=3dlaz=-3, f(z) =3dlaz € (1;00),
f(z) >3 dlaz € (—o0; —3), nie przyjmuje wartosci wigkszych od 3,
fz)=1dlaz € {—1,1} U [3;00), f(z) =1dlaz € (—oc0; —1] U {1},
fz) <1dlaze[-1;1] U[3;00) f(z) <1dlaz € (—oo;1]



Zadania Odpowiedzi do zadan
1. a) f(z) =0dlaz € {-2,0,3},
flz)>0dlaze[-4-2)U

1. Z wykresu funkcji f:[—4;4] — R odczytaj jej miejsca zerowe oraz zbiory

rozwiazan nieréwnosci f(z) > 01 f(x) > 0. ;J(gc) >’03 31;3’ X
a) Y b) Y c) Y €[-401U[3;4]
b) f(z) =0 dla
1 AAVAR 0 € {~4,2,2,3),
dl
oN1 X ol 1 X O\]L/\ X i(?(if—za;u@%)
F b b )
\/ \// f(z) >0 dla
x € [—4;—2] U [2; 3]
- . . . c) f(z) =0 dla
2. Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f: R — R. Odczytaj z € {—4,-2,0,2,4},
z wykresu: f(z) >0 dla
a) rozwiazanie réwnania f(z) = 0 oraz Y ;(6)(;46?112) U (=2;0),
z) > a
zbidér rozwigzan nieréwnosei f(x) > ) f € [24;0] U {2, 4}
b) rozwiazanie réwnania f(z) = 2 oraz 1 X 2.a) f(z) =0dlaz € {~1,1,4}
zbiér rozwiazan nieréwnosci f(z) > 2, Ol A f(z) > 0dla
¢) rozwiazanie réwnania f(z) = 3 oraz 2 (S IR
zbidr rozwigzan nieréwnosei f(x) < 3. 1) i) =7 s e =2

f(z) >2dla

—o0; —2] U {2
3. Naszkicuj wykres funkeji f:R — R, a nastepnie odczytaj z niego rozwia- w € (e U

= 3dlaz € (—o0; 2],
zanie réwnania f(z) = 1 oraz zbiér rozwiazan nieréwnosci f(z) > 1. (})(xj;(? 3 dla ;: R (o0 =2]
4 dlaz € (—o0;—4) 1 dlaz e (—oo;—2] 3.a) f(z) =1dlaz=—-1,
f(z) >1dla
a) f(z) =X |z| dlaxe[—4;1) ¢) f(z)=1<|2z| dlaz e (-2; ) & f(moe =1 U [l559)
3 dlax € [l;00) 2 dlax € [2;00) Y f
1 dlaz e (—o0;—4) 0 dlaze (—o0;—2)
b) f(x) =< |z| dlax € [—4;2) d) f(z) =< |22z| dla z € [-2;1]
4 dlax € [2;00) 1 dlaz e (1;00) d
: . ol 1 X
4. Na rysunku obok przedstawiono wykresy funkcji i
— 2% i g(x) = z. Odczytaj z wykres6w: o L b) f(z) =1 dla
f(x) =21 g(x) = . Odczytaj z wy : z € (—o0; —4) U{—1,1},
a) rozwiazanie réwnania x3 = I T % fl@)>1dlaz e (—oc0;—1]U
b) zbiér rozwiazan nieréwnosci f(z) < g(z), 1 U[L;00) v ’
¢) zbibér rozwiazan nieréwnosci f(z) > g(x).
5 a) Rozwiaz graficznie réwnanie 22 = |2z i nieréwnosé z? < |2z 1
b) Rozwiaz graficznie réwnanie z* = 2 — z i nier6wno$¢ z* > 2 — x. ol 1 b
_ e . L . ¢) f(z) = 1 dla
4.3) z€{=1,0,1} b)z € (—00;—1)U(0;1) ¢) & € [~1;0] U [1; 00) T
5. a) f(z) = 22, g(x) = |2 b) f(z) =22 g(z) =2 —= f(z)>1dla
Y Y 7 € (“o0;—3] U [4;0)
\ / \ / =
; 3 ;
\ /s \ [
J J
\ ! ol 1 X
o 1 X o] 1 X d) f(z) =1dla
2% = |22 dla = € {~2,0,2}, P=2-cdasec{-21}, z € {~3,3}U(1500),
2? < |2z| dlaz € (—2;0) U (0;2) 2?>2-=xdlaz e (—o0;—2]UJl;00) f(z) > 1 dla
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BN 192 4. Funkcje

Wykresy jako nosnik
informacji finansowych

Wiele informacji finansowych jest prezentowanych w postaci wykresow.
Ponizej przedstawiono zmiany kursu franka szwajcarskiego w stosunku do
ztotego w okresie od 2 stycznia do 29 lutego 2024 r. Taki wykres sktada sie

z punktow odpowiadajacych kursom franka w kolejnych dniach - zwyczajowo
faczy sie je odcinkami. Poprawia to czytelno$¢ wykresu.

os pionowa

- ceny

(1]
4,72
4,68 Badaniem zachowarn rynku

na podstawie analizy wykreséw

G finansowych zajmuije sie
4,60 analiza techniczna.
4,56
4,52
4,48 o$ pozioma

02.01  9.01 16.01 23.01 30.01 6.02 13.02 20.02 27.02 —czas

Zrédfo: http://www.nbp.pl/home.aspx?f=/statystyka/kursy.html dzien

El Na rysunku przedstawiono ceny akgciji spétki X
(kolor czerwony) i spotki Y (kolor niebieski)
na koniec kolejnych miesiecy 2023 roku.

a) Jaki jest najwiekszy mozliwy zysk przy
zakupie i sprzedazy po 3 miesiacach
jednej akcji spoétki X, a jaki — spotki Y?

b) Jaka jest najwieksza mozliwa strata przy & ,&“ | a
zakupie i sprzedazy po 5 miesiacach jednej = /"
il

akcji spotki X, a jaka — spotki Y? :
gt 111 l

SRRERRRRREL
T

cena [zf]
130

120
110
100
90
80
70
60
50 sEee B s
40 x

S 'V'II">'("_X'II
miesigc

1. a) Spétka X — zysk od maja do sierpnia: 120 — 80 = 40 [z}]

Spoétka Y — zysk od lipca do pazdziernika: 100 — 50 = 50 [z}]

b) Spétka X — strata od czerwca do listopada: 110 — 60 = 50 [z1]

Spoétka Y — strata od lutego do lipca: 60 — 50 = 10 [z}]

s



4.7. Przesuwanie wykresu wzdtuz osi OY

Przyktad 1

Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkcji y = %:1:2, Yy = %xz + 4

oraz y = $x° — 3.

Uczen:

— rysuje wykresy funkcji:

y = f(z) + ¢q dla ¢ > 0 oraz
y= f(z) —qdlag>0.

Y Y Y= 77172 +4 Y
, ™ - , Cwiczenie 1
A\ sty a C W) J(D) = [200)
/ 6 \ / \
7 7 Y
\ 1T / - 1 » N 1 ~ f
O| 1 X 0| 1 X 0| 1 X
NS L
y=gz' +3
Wykresy funkcji y = éxz +4iy= éxz — 3 mozna otrzymac przez przesuniecie o 1 2
wykresu funkcji y = 222 wzdtuz osi OY o odpowiednia liczbe jednostek.
Y T pomietR TR b) S(D) = [~ )
Twierdzenie Y
1 f
Wykres funkcji y = f(z) + ¢ dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesunigcie : X
wykresu funkeji y = f(x) o ¢ jednostek w gére wzdluz osi OY. ol 1
Wykres funkcji y = f(z) — ¢ dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(z) o g jednostek w dét wzdtuz osi OY.
(@) ¢) f(D) =[-3;00)
K £
Przyktad 2 Y L 2 3 /X
Jesli przesuniemy wykres funkcji y = 3 /” - i o 1
o 2 jednostki w gore, to otrzymamy wy- » »
kres funkcji y = %m +2. o
Jesdli przesuniemy wykres funkcji y = 1 — 0|1 fpe3 - X )
o 3 jednostki w dét, to otrzymamy wy- y =2 d) £(D) = [3;0)
.. 1 Y
kres funkcji y = ;o —3.  —
- . bj
Cwiczenie 1
Stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funkcji y = |z|, naszkicuj wykres y
i podaj zbiér wartosci funkcji: - X
a)y=lz|+2,  by=le -2, o y=lg[-3,  d)y=ll+3 o 1

Multibook

® Przesuwanie wykresu funkcii
wzdtuz osi OY
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Odpowiedzi do zadan

Zadania

. Dana jest funkcja f(z) = {

1. Y
a)
! X
]
b)
c)
a) g(D) = (—o0;4]
b) g(D) = (—o0;0]
¢) g(D) = (—o0; —1]
2. a) f(Dy) = [0;4],
h(Dp) = [-2;2]
Y
g
f :
h ] X
b) f(Dy) = [0;1] U {3},
g(Dg) = [1;2] U {4},
h(Dp) = [-2; -1] U {1}
Y
g
f 1T
ol 1 X
h

BN 194 4. Funkcje

. Dany jest wykres funkcji y = f(z). Y
Naszkicuj wykres funkcji g i podaj 1 f
jej zbiér wartodci. 5
1 X

a) g(x) = f(x) +2
b) g(x) = f(x) -2
c) g(x) = f(z) -3

. Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykresy funkcji g(z) = f(z) + 1

oraz h(zx) = f(x) — 2. Podaj zbiory wartosci funkeji f, g i h.

2 dlaze (—o0;—1) 1 dlaz e (—o0;—2)
a) f(z) =1 [2z] dla z € [-1;2] b) f(x) =< |tz| dlaz € [-2;2]

4 dla z € (2;00) 3 dlax e (2;00)

. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = |z|, a nastepnie naszkicuj wykres funkeji

g(z) = |x| + a oraz podaj wartos$é parametru a w przypadku, gdy:
a) zbiorem wartosci funkcji g jest przedzial [1;00),

b) miejscami zerowymi funkcji g sa liczby —4 i 4.
|z| dla z € [-3;3)
3 dla z € (—o00;—3)U[3;00)

Naszkicuj wykresy funkcji f oraz funkeji g(z) = f(x)+ a takiej, ze podane
réwnanie ma dokladnie jedno rozwigzanie.

a) g(x) =5 b) g(x) = —4 VWY 9l
. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- \ \ / /
cji f(z) = x? oraz wykresy funkcji g i h. Podaj \ \ / /
wzory funkcji g i h. \ 1 /
. Naszkicuj wykres funkcji y = 2, a nastepnie ol 1 X
wykres funkcji f. Podaj liczbe rozwigzan réw- \ /

nania f(z) =m dlam € {-3,—1,2}.

a) f(x)=a”+2 ) f(x)=2"—3
b) f(z) =a*—1 d) f(z) =2* -9
. Dla jakiej wartosci wspolezynnika a wykres funkcji f(z) = $|z| 4+ a wraz

z osig OX ograniczaja tréjkat o polu réwnym: a) 8, b) 987

.a)0dlame {-3,-1}, 1 dlam =2

b)0Odlam=-3,1dlam=—-1,2dlam=2
c) 1dlam=-3,2dlame {-1,2}
d) 2 dlam e {-3,-1,2}

slz|+a=0 Y
|z| = —2a 1 f
Tz = —2alub z = 2a 2% ol 1 o0 X
Zatem P = 2a%1ia < 0.
a)a=—2 a
b)a= -7



4.8. Przesuwanie wykresu wzdtuz osi OX

Przyktad 1

Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji y = 22
oraz y = (x — 2)? naszkicowane na podstawie od-
powiednich tabel wartosci funkcji.

r -3 -2 -1 0 1 2 3
y=2> 9 4 1 0 1 4 9

z -1 0 1 2 3 4 5
y=@-22% 9 4 1 0 1 4 9

Y

——

2)3

1
x

0]

1 2

X

Zauwazmy, ze wykres funkcji y = (z—2)? mozemy otrzymaé przez przesunigcie

wykresu funkcji ¥y = 22 o 2 jednostki w prawo wzdtuz osi OX.

Przyktad 2
Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji y = 22
oraz y = (x + 3)? naszkicowane na podstawie od-
powiednich tabel wartosci funkcji.
x -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
y=(x+3?* 9 4 1 0 1 4 9
Zauwazmy, ze wykres funkcji y = (z + 3)? mo-

zemy otrzymaé przez przesuniecie wykresu funkcji
y = 22 0 3 jednostki w lewo wzdluz osi OX.

Twierdzenie
Wykres funkcji y =
wykresu funkcji y =

Wykres funkcji y =
wykresu funkcji y =

f
i
f
f

Cwiczenie 1

\«

)
=

\L

\

FAN

—

(z — p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
x) o p jednostek w prawo wzdtuz osi OX.

(z + p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
x) o p jednostek w lewo wzdluz osi OX.

Naszkicuj wykres funkcji g, stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funkeji

f(x) = |z|. Podaj miejsce zerowe funkeji g.

) ge) =le— 1|
):

a) g
b) g(= |z + 2|

¢) g(x) = |z +3|
d) g(x) = |z — 4

4.8.

Uczen:

— rysuje wykresy funkcji:
y = f(z —p) dlap > 0 oraz
y = f(z+p) dlap>0.

Cwiczenie 1
a)x=1
Y
O] 1 X
b) x = -2
Y
g
1
O] 1 X
c) z=-3
Y
S X
O] 1
d)z=4
Y
i
(0] | X
Multibook

® Przesuwanie wykresu funkcii
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Cwiczenie 2
a) D = [~2:6]
Y

/ 9/ \

\
Q
_—

IS~
=
/

\
Q
_—

Odpowiedzi do zadan

1.a) g(1) =0
b) g(~1) =
0 9(~2) =0
2 Y
/
a) b)
c)
o] 1 X

BN 196 4. Funkcje

Przyktad 3

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f:[—4;4] — R. Naszkicuj wykres funkcji
g(x) = f(x — 3) i podaj jej dziedzine.
Wykres funkeji g(z) = f(x —3) otrzymujemy,
przesuwajac wykres funkcji y = f(z) o 3 jed-
nostki w prawo.

Dziedzing funkcji g jest przedzial [—1;7].

Cwiczenie 2

Y
1
/ \
Joiia \
/ . \
1 X
Y
AR \ 9
l/ \4 \\ \\
A \( \
D1 X

Naszkicuj wykres funkcji g, stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funk-

cji f z przyktadu 3. Podaj dziedzine funkcji g.
a) g(x) = f(z—2) b) g(x) = f(x +3)

Zadania

c) g(x) = f(z+4)

1. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 22, a nastepnie stosujac odpowiednie

przesuniecie, naszkicuj wykres funkcji g. Podaj jej miejsce zerowe.

a) g(z) = (x — 1) b) g(z) = (z +1)

c) g(z) = (z +2)*

2. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = |2z|, a nastepnie stosujac odpowiednie

przesuniecie, naszkicuj wykres funkcji g.
a) g(x) = [2(z =3)|  b) g(z) =[2(z - 2)|

3. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f:[—4;3] — R. Naszkicuj wykres funkcji ¢
i podaj jej dziedzine.
a) g(x) = f(xr—2) ¢) g(x)
b) g(z) = f(z—3) d) g(x)

fla4+1)
flx+2)

c) g(z) = [2(z + 2)|

Y

4. Miejscami zerowymi funkcji f(z) = 23 —4x sa liczby —2, 0, 2. Podaj miejsca

zerowe funkcji g.

a) g(z) = (v —3)% —4(x - 3) b) g(z) = (x +5)° —4(x +5)

5. Dla jakiej wartosci wspélczynnika a liczba x jest miejscem zerowym funk-

cji f7 Naszkicuj wykres funkcji f.
a) f(z) =3z +al|, 2o=3

4. Aby otrzymaé wykres funkcji g, przesuwamy wykres funkcji f:

b) f(z) = |tz +a|, zo=—4

a) o 3 jednostki w prawo, zatem miejscami zerowymi funkcji g sa liczby: 1, 3, 5.

b) o 5 jednostek w lewo, zatem miejscami zerowymi funkcji g sa liczby: —7, —5, —3.

5. a) f(3) =0, skad: a = —3, b) f(—4) =0, czyli |3 - (—4) +a| =0istad a =2,

f@)y=PBz—-3=3z-3|.  fl@)=I3z+2=3lz+4]
W Y
\. ./
\l/f
1 L1
V
ol 1 X ) X




4.9. Wektory w uktadzie wspotrzednych

Intuicyjnie wektor to odcinek z wyrdéznionym poczat- Y B
kiem i konicem, czesto rysowany jako it)rzalka. Wektor -
o poczqt@)A i koncu B oznaczamy AB.

Wektor AB (rysunek obok) mozemy okreslié, podajac
wspolrzedne poczatku wektora A(1,1) i wspélrzedne
jego konca B(5,4). ol 1 X
Punkt A bedacy pocza@m wektora AB nazywamy tez punktem zaczepienia

1A

wektora, a o wektorze AB méwimy, ze jest zaczepiony w punkcie A.

Cwiczenie 1

—
Narysuj wektor AB.
a‘) A(_37 2)> B(47 _1)

b) A(2,2), B(—1,5) c) A(6,3), B(6,—1)

Definicja
Dane sa punkty A(za,ya) i B(xp,ys). Wspélrzedne wektora AB okre-

$lamy wzorem: —
Y AB =[x — XA, YB — YA

Przyktad 1
Na rysunku obok: Y B M N
— —
AB =[4,3], CD =[-3,0], D ¢ - ,
EF =04, KL=[-2-1]. F / b33 »

¢ ALY / v
Cwiczenie 2 5 ¢ T 4 X
@ISL wspolrzedne Welftorow \ / K
GH,I1J, M N przedstawionych e

E H / L

na rysunku obok.

Cwiczenie 3
Zaznacz w ukladzie wspdlrzednych punkty A(—2,3), B(3,4), C(6,3), D(3,1),
E(—2,-2). Podaj wspélrzedne wektoréw:
—_— —_— — — — —_— —_— —_—
a) BC i BE, b)AC i AE, <) AB i BA, d)BD i DA.
— —
Wektor BA nazywamy wektorem przeciwnym do wektora AB.

Cwiczenie 4 N
Podaj wspétrzedne wektora przeciwnego do wektora AB.
a) A(2,1), B(3,7) b) A(51,-2), B(-31,62)

Cwiczenie 4
a) AB = [1, 6], wektor przeciwny BA = -1, —6]
b) AB = [—82,82], wektor przeciwny BA = [83,-82]

el

Uczen:

— postuguje sie pojeciem wekto-
ra i wektora przeciwnego,

— oblicza wspoélrzedne wektora,

— wyznacza wspolrzedne
poczatku lub konca wektora,
majac dane wspoélrzedne
wektora i wspoirzedne
jednego z punktéw,

— znajduje obraz figury w prze-
sunigciu o dany wektor.

Cwiczenie 1
a) Y
A .
o1 ~—_X
B
b) Y
) A
Ol 1 X
c) Y A
O 1 X
B
Cwiczenie 2
GH = [3,-3], IJ = [-4,-5],
MN = [2,0]
Cwiczenie 3
Y
ol 1 X
a) BC = [3,—1], BE = [-5, 6]
b) AC = [8,0], AE = [0, —5]
C) Iﬁ = [57 1]7 37 = [757 71]
d) BD = [0,-3], DA = [-5,2]
Multibook

¢ \Wektor — podstawowe wiasnosci
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Cwiczenie 5

a) AB = DC = [6,2],
BA=CD = [-6,-2]
b) AD = BC = [-3,3],
DA=CB=[3,-3]

I 198 4. Funkcije

. . . an - 7 =t 7
Zauwaz, ze jeSli wektor AB ma wspdlrzedne [a, ], to wektor BA ma wspdl-

— —
rzedne [—a, —b]. Zapisujemy to: BA = —AB.

Cwiczenie 5 Y C
Dany jest réwnoleglobok ABC'D (rysunek o
7

obok). Podaj wspdlrzedne wektordw: D

—_— — = — 1 o B
a) AB, BA, DC, CD,

O| 1 — X

_— —— — —
b) AD, DA, BC, CB. A
Aby okresli¢c wektor zaczepiony, podajemy — A -
wspolrzedne jego poczatku i konica. Rozwazamy — 1 —
rowniez wektor swobodny, dla ktérego poda- — & — ¥
jemy wylacznie jego wspélrzedne [a, b]. Wektory = ] =

— = =
swobodne oznaczamy zwykle u’, v, w.

Uwaga. Tam, gdzie nie prowadzi to do nieporozu- Wszystkie wektory na rysun-
mien, zamiast ,wektor swobodny” czy ,wektor za- ku reprezentuja wektor swo-

czepiony” moéwimy po prostu ,wektor”.

Wektory sa wygodnym sposobem opisu przesuniecia
w uktadzie Wgélrzgdnych. Zauwazmy, ze przesunie-
cie o wektor AB (rysunek obok) oznacza przesuniecie
0 5 jednostek w prawo i o 2 jednostki w gore. Zapi-

—
sujemy to nastepujaco: AB =[5, 2].

Twierdzenie

W przesunieciu o wektor [a, b]:

Przyktad 2
Tréjkat A’B'C’ (rysunek obok) otrzymano

Y

bodny @ = [3,1].

A
A

1
0|

przez przesuniecie trojkata ABC o wektor

- .. AT , (*
v = [4,2]. Zauwaz, ze jesli znamy wspol- &1
rzedne punktéw A, B, C i wektor @, to

= wspolrzedna a okresla, o ile jednostek nastapito przesuniecie w poziomie
(wzdluz osi OX) w prawo, jesli a > 0, lub w lewo, jesli a < 0;
= wspolrzedna b okresla, o ile jednostek nastapito przesuniecie w pionie
(wzdtuz osi OY) w gore, jesli b > 0, lub w dét, jesli b < 0.

mozemy wyznaczy¢ wspoétrzedne punktéw

A/7 B/7 Cl' A




Figure F’ otrzymang w wyniku przesuniecia figury F o wektor v nazywamy Cwiczenie 6
obrazem figury F' w przesunieciu o wektor v’. a) P=3

Z . . Y D’ Y
Cwiczenie 6 D c
Prostokat ABCD (rysunek obok) przesunigto D /
o wektor ¥ i otrzymano prostokat A’B'C'D'.
Oblicz pole czesci wspdlnej tych prostokatéw. 0] 1 X O X

8) T =[-3,2 b) v = [4t—1] A B A B

—

MR

Zadania v

1. Wyznacz wspolrzedne punktu B, majac dane punkt A i wektor AB. D ©’
— . —
a) A(=3,5), AB=[9,0] c) A(3,2), AB=[3,-%] 0 ¥

29

b) A(2,2), AB =[-5,~2] d) A(4,-1), AB = [-5%,1] ‘ 7y B

—

2. Wyznacz wspélrzedne punktu A, majac dane punkt B i wektor AB.
a) B(0,4), AB = 3,4 ¢) B(~1,2), AB = [14,—15] GelperiEEH él 2k
1. B(6,5) b) B(—3,0
b) B(~2,3), AB = [-3,2] d) B(1,4), AB = [-22, 28] a) B(6,5) b) B(=3,0)
) B(53,3) d) B(-13,-3)
3. Sprawdz, , czy podana para i liczb to wspdélrzedne wektora przeciwnego do 2. a) A(—3,0) b) A(1,1)
wektora AB lub wektora CD. c) A(—15,17) d) A(23,32)
(0}

15
a) [71,6], A(8,4), B(L,—2), C(3%,-21), D(~4,3?) 3. a) do AB b) do OD

. a) [5, ]
b) [-3.28], A(-2}.23), B(,—1), C(v3,28), D(525,0) 5.a) Pel.6.4=12
Y O Y
Q

<

1
1

1
4

IS

o

4. a) O jaki wektor nalezy przesunaé¢ odcinek
PQ), aby otrzymaé odcinek P;Q4?
b) Narysuj obraz odcinka PQ w przesunigciu
o wektor [2, —2]. Ol 1 X

C !

—

=

¢) Narysuj obraz odcinka P@Q w przesunieciu Py ) X
o wektor [—2,1]. 1

5. Tréjkat A, B,C; otrzymujemy, przesuwajac trojkat ABC o wektor v". Ob-
licz pole czesci wspdélnej tych tréjkatdw. b)
a) A(—5,-3), B(4,-3), C(1,3), v’ = [-2,1] +
b) A(—4,-3), B(5,3), C(—1,6), v =[5, —1]

t\.’)lb—ll
o~

L CTT
5o °
=
Il
w

=

6. Dane sa wspoOlrzedne Jednego zZ Wlerzcholkow réwnolegtoboku ABCD: e
C(2,4). Wiadomo, ze BC = [—4,4], DC = [9,3]. Wyznacz wspdl- /
rzedne wierzchotkéw A, B i D. Oblicz pole czesci wspdélnej rownolegloboku
ABCD i jego obrazu w przesunieciu o wektor v = [3,1]. /

s ]

=

(2]

. BC = [—4, 4] oraz C(2,4), zatem punkt Y ¢ /
B ma wspoétrzedne (2+4,4—4) = (6,0). - A
DC = 19, 3] oraz C(2,4), zatem punkt D D %
ma wspétrzedne (2 -9,4—3) = (=7,1). =~
AD =BC = [—4,4], zatem punkt A ma _ —
wspoélrzedne (—7+4,1 —4) = (-3, -3). @ —.B X
Czegscig wspélna obu réwnolegtobokéw — X
jest réwnolegtobok A’BCD'. A
Réwnolegtobok ten mozemy podzieli¢ na dwa tréjkaty o podstawie 8 i wysokosci 2
oraz réwnolegtobok o podstawie 8 i wysokosci 2. Zatem jego pole:

P=2-1-8-24+8-2=32
Uwaga. Pole to mozna tez obliczy¢ ze wzoru Picka (s. 69): P = 27 + 5-12—1=32

—
8]
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Uczen:

— szkicuje wykres funkcji
y=flz—p)+q

— zapisuje wzoér funkcji
otrzymanej w wyniku danego
przesuniecia.

Cwiczenie 1
a) [1,—-2]

kﬁ
///; T —
" <
\
\

=
I~

—
—
—
—
—
—

Qi —
—
~
e
—

juay
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4.10. Przesuwanie wykresu o wektor

Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkeji y = (x — 2)? + 3.
Wykres funkcji y = 22 przesuwamy najpierw o 2 jednostki w prawo wzdluz

osi OX, a nastepnie otrzymany wykres przesuwamy o 3 jednostki w gore
wzdhuz osi OY.

\..Y / oY vty
\ ! \ / / ' ' / !
w \ : / VoM VN
[ . ! L] \ N1/
\\ ! / \\ \ ! 1’
\ / N \ Ve
\ 7 \ i 7
1 \11 ) \1 VAN /7
O] 1 X o] 1 X ol 1 X
Wykres funkcji Wykres funkcji Wykres funkcji
y =z y=(zx—2)32 y=(r—2)2+3
Zauwaz, ze wykres funkeji y = (v —2)* + 3 moze- | \ 1Y ! [
my otrzymaé, przesuwajac wykres funkcji y = a2 \ /
jednoczesnie o 2 jednostki w prawo i o 3 jednostki t \ i |
w gére (rysunek obok). Méwimy, ze wykres funk- i !
cji zostal przesuniety o wektor [2,3] — wektor ten \ \ ]/
nazywamy wektorem przesunigcia.
Cwiczenie 1 5 !
Naszkicuj w jednym uktadzie wspétrzednych wy- S
kresy funkcji f(z) = x? oraz g i h. O jaki wektor na- O] 1 X

lezy przesunaé wykres funkcji f, aby otrzymaé wykres funkcji h?
a) g(z) = (z—1)%, h(z) = (z—1)*-2 b) g(z) = (2+3)% h(z) = (z+3)*+2

Twierdzenie

Wykres funkcji y = f(x — p) + ¢ otrzymujemy przez przesuniecie wykresu
funkcji y = f(x) o wektor [p, g].

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f, przesuwajac wykres funkcji y = 2% o odpowiedni
wektor. Podaj ten wektor.

a) flx)=(x-2?*-1 b) fa)=(x+3)°-2 ¢ fla)=(@+1)*+1

Cwiczenie 2
a) [27 _1] b) [_37 _2] C) [_17 1]

\ 1Y / \ Y \ I
\ / \ / \ /
\ il \ ]

=




Zadania Odpowiedzi do zadan
1.8) f(2) = (2 -2~ 2, 2,2

2
1. Wykres funkcji f otrzymano przez przesuniecie wykresu funkcji y = 2. b) f(z) = (z — 13 +2,[1,2]
Podaj wzér funkeji f oraz wektor przesuniecia. ¢) f(z) = (x"'i) =L [=2,-1]
2.
1 I 1 I 1 a)
Lo i ! Vi L) \ ! I I
LN $ ) LAY 1] \ \ [
\\ \\\ ! ! / \\ \\ 1t \\ \\ ! L
A \ / / A \ J 7 // \ \ / // )
vy v W <
\l X/ L / \l >'/ // N S // 1 i X
Ol \1 X O] 1 X Ol 1 X
f f b)

2. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej miejsca zerowe i zbior wartosci.

a) brak miejsc zerowych,
a) fz) =le+2[+3  b) fla)=lr-2]-3 ¢ flz)=|z+1]-2 F(D) = 3;00)
3. Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji f i g. t})( ggi [:_%_iloa)m €{-1,5}
a) f(x) =|2x| -2, glx)=|z—1+1 Y ¢) f(z) =0 dlaz € {-3,1},
b) f(z) = 22 +2] + 1, gla) = o 2] +1 NN (D) = [-2:00)
3. a) Pole tréjkata AEF":

4. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f:]—2;6] — R. Naszkicuj wykres funkcji g,

[y

Pi=1-4-4=38
Pole trapezu ABDE:

odczytaj jej dziedzine i zbiér wartoéci. Podaj Py=3(144)-1=25
zbiér rozwiazan nieréwnosci g(x) < 0. Pole tréjkata BCD:
Ps=1.1.1=05
a) g@)=flz+2)=2 Db)glx)=fle-1)+2 ¢) gx)=f(z-2)-4 C
P=P +P+P=11
5. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- Y f ol \ %
¢ji f:[0;00) — R danej wzorem f(z) = /. 1 — P
Naszkicuj wykres funkcji g. Podaj jej dzie- f/
dzing i zbiér wartosci. o] 1 X
a) gx)=vVx—143 Db)glx)=vVz+4—-2 ¢)glx)=vr+1-1 f
E
6. Drziedzing funkcji f jest przedzial [—7;—1], a zbiorem wartosci przedzial No/c
[5; 8]. Wykres funkcji g powstal przez przesuniecie wykresu funkeji f o wek- .
tor ¥'. Podaj dziedzine i zbiér wartoéci funkcji g. 1B X
— — — __ 1 2
a) v =[2,3] b) ¥ = [-3, -5 ¢) v =[-63132] o

7. Wykres funkcji g otrzymano przez przesuniecie wykresu funkcji f danej b) Pole tréjkata ABC:

wzorem f(x) = |z + 2| — 3. Wyznacz wektor przesuniecia. P=1.3.1=15
a) g(x) = |z — 3| b) g(x) =|z|+1 c) glx) =z +3|—4 Pole tréjkata ACD:
P,=3-3:3=45
4.2) D, = [-4:4], (D,) = [-4:2), 9(2) <O dla z € [-4 -2 U{0} U [% 4] P=Pi+P—6
b) Dy = [-1;7], g(Dg) = [0;6], g(z) <O0dlaxz =7 \ Y
¢) Dy =[0;8], g(Dy) = [—6;0], g(z) < 0 dla z € [0;8] b
5. a) Dy = [1; ) 9(Dg) = [3;00) !
b) Dy = [-4;00), g(Dg) = [-2;00)
¢) Dy = [-1;00), g(Dg) = [~1;00) C
6. a) Dy = [ 51] 9(Dy) = [8;11] - o
b) Dy = [-10; —4], g(Dy) = [0; 3] /
¢) Dy = [-13%; 73], 9(Dg) = [18%;212] ;
7. a) g(z) = f(z — 5) + 3, zatem wektor przesuniecia: [5, 3] A
b) g(x) = f(z — 2) + 4, zatem wektor przesuniecia: [2, 4] o] 1 X
¢) g(z) = f(z + 1) — 1, zatem wektor przesuniecia: [—1, —1]
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Uczen:
— szkicuje wykres funkcji
y = —f(z) na podstawie
wykresu funkcji y = f(z),
— szkicuje wykres funkcji
y = f(—x) na podstawie
wykresu funkcji y = f(z).

Cwiczenie 2
a) f(D) = [0; 00),
9(D) = (—00;0]
Y
J
1 X
g
b) f(D) = [0;00),
9(D) = (—00;0]
Y
\ /
\ |
\ /
f
\ /
| X

Multibook

® Przeksztatcenie wykresu funkgcii
przez symetrie wzgledem osi OX

® Przeksztatcenie wykresu funkciji
przez symetrie wzgledem osi OY

® Przeksztatcenia wykreséw funkciji
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B 4.,11. Przeksztatcanie wykresu

przez symetrie wzgledem
osi uktadu wspétrzednych

Przyktad 1

Naszkicuj wykresy funkcji y = ixQ

iy = —22? okredlonych dla z € [—4;4].

W tabeli obok poda- T -4 =2 -1 0 1 2
no wartoéci tych funk- y = Z1l 72 4 1 i 0 % 1 4

cji dla wybranych ar-
gumentow.

Dla poréwnania wykresy tych funk-

cji narysowano w jednym ukladzie

wspdblrzednych. Zauwazmy, ze wykresy ‘ e L2

funkeji y = $2% 1 y = —12? sa syme- .

tryczne wzgledem osi OX — punktowi N

P(z,y), nalezacemu do wykresu funkeji 0 R X

y = 327, odpowiada punkt Q(z,—y), y = —ta?
1,.2

nalezacy do wykresu funkcji y = —;2°. Q(zr,—v)

Twierdzenie

Wykres funkcji y = —f(x) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy-
kresu funkcji y = f(z) wzgledem osi OX.

Cwiczenie 1
Na rysunku obok przedstawiono wykres f

funkcji f oraz wykres funkcji:

g(z) = —f(x)
Dla kazdej z tych funkcji podaj:

[y

a) jej dziedzing i zbiér wartosci, \

b) przedzialy, w ktorych jest ona rosnaca.

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykresy funkcji f i g oraz podaj ich zbiory wartosci.

a) f(z) =] 1 g(x) = —|z| b) f(z) =2 i g(x) = —a?

Cwiczenie 1

a) Dy = Dy = [—4;5],
f(Dy) =1-1;3],
9(Dg) = [-3;1]

b) f rosnie w [2; 5],

g ro$nie w [—2;2]



Cwiczenie 3

@ Cwiczenie 3

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f:[—6;4] — R. Naszkicuj a) f(D) =[—1;4],

wykres funkcji g(z) = — f(x). Podaj zbiory wartosci funkcji f i g. 9(D) = [-4;1]
Y
a) Y b) Y 1
) f ol 1 X
/s
. \/ ol /i X
ol 1 X
b) f(D) = [-3;1],
Przyktad 2 A N
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = %, a nastepnie kolejno wykresy funkcji:
g(a) = Fla—2), hiz) = fla—2) — 4, k(z) = ~[f(a—2) - 4] AN
\ Yy o 3% ' v oAy y
\ \ II / \ II \ I o] 1 X
\ VA Y | ’
\ \ \ L ) ! .
' 4 1\ ' Bl W/ \,I Cwiczenie 4
ML 4 a) Y
O] 1 X O\ 1 X 0 \ 1 :I X
\ / /11 ,\ k
[l
8
Linig przerywana zaznaczo- Linig przerywang zaznaczo- Linig przerywana zaznaczo- 1 X
no wykres funkcji: no wykres funkcji: no wykres funkcji: ¥
flz) =2* g(@) = (z — 2)° h(z) = (z—2)* -4
linig ciagla — wykres funkc;ji: linig ciagty — wykres funkcji: linig ciagla — wykres funkcji:
g(x) = (x — 2)° W) = (¢ = 2)° — 4 k(@) = —[(z — 2)? — 4 . 4
Cwiczenie 4
o y z dlaz e (-00;2) . .
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = , a nastepnie kolejno b
B 2 dlaze€[2;00) ) Y
wykresy podanych funkcji. h
a) g(z) = f(z) =3, hiz)=f(z—-2)=3, k(z)=—[f(z-2)—-3]
b) g(x) = f(z+3), hz)=flz+3)+1, k(z)=—[f(z+3)+1] !
1 X
Cwiczenie 5 Y .
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji f. ) f -
Naszkicuj wykres funkcji g. )
1
a) g(a) = —f(z 1) b) g(z) = —f(x+2) * /
Cwiczenie 5
a) Y b) Y
] X Ol 1 X
g
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Cwiczenie 6
a) Y
g h
f'
X
b)\ /

G
\i

=
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@ Przyktad 3

Naszkicuj wykres funkcji f: [0;00) — R danej za pomoca wzoru f(x) = /z
oraz wykres funkcji g: (—o00;0] — R danej za pomoca wzoru g(z) = /—x.

Zauwazmy, ze: o) L y NN
9(71) = f(1> =1 Q(—x,y) T~ . ——P(x,y)

J1y (i) =L
9(=3) = f(3) = 3 N .

Wykresy funkeji f i g sa symetryczne wzgledem osi OY — punktowi P(z,y),
nalezacemu do wykresu funkcji f, odpowiada punkt Q(—=z,y), nalezacy do
wykresu funkcji g.

Twierdzenie
Wykres funkcji y = f(—x) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy-
kresu funkcji y = f(z) wzgledem osi OY.

Przyktad 4
Na rysunku obok przedstawiono wykresy Y
funkeji y = f(x) oraz y = f(—x).

Zwréé uwage na to, ze dziedzing funkeji
y = f(x) jest przedzial [—5; 3], a dziedzina
funkeji y = f(—x) jest przedzial [—3;5].

Funkcje y = f(x) i y = f(—z) maja ten
sam zbiér wartosci.

Cwiczenie 6

Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie kolejno wykresy funkcji g i h.
a) f(z)=lz|, g(z) = f(z—2), h(z)=f(-2—2)

b) f(z) = 2% g(x) = f(x+2), h(z) = f(-z+2)

Cwiczenie 7
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji: Y
z+3 dlaz e (—oo0;—2) f /
f(z) = 1 dlaze[-2;—-1] 1
x> dlaz € (—1;00) o 1 X

Naszkicuj wykres funkcji g(x) = f(—=x) i podaj
jej wzor.
Cwiczenie 7 \i ¥

dla z € (—o0;1)

22
g(z) = { 1 dla z € [1;2]
—z+3 dlax € (2;00)

—

[y
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Zadania @ Odpowiedzi do zadan
1. a) f(Dy) = [-1;3],
1. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. Naszkicuj wykres funkcji 9(Dg) = [-3;1]
o -y . o b)()[24]
g(x) f(x) oraz podaj zbiory wartosci funkcji f i g. (D) = [~4;2]
2 iy by ° ©) £(Dy) = [-21]U (2;4)
¥t 9(Dy) = [~4-2) U [-1;2]
\ 2. a) (~1,0), (1,0)
1 J 1 \V 1 f Y
Ol 1 X o1 ) X ol 1 X f
9 [ g
l 1
g
L X
. Naszkicuj wykresy funkcji f i g(x) = —f(z). Podaj punkty wspdlne tych J
wykresow.
_ . |y b) Nie maja punktéw
W f@) =l -1 o f)=|r—2) = |ta] 2 b) Nie maj
b) f(x) = |z| +2 d) f(z) = |z +2| ) () 2z +1 Y
. Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f. Naszkicuj wykres !
funkeji g(x) = f(—=z) oraz podaj dziedziny funkcji f i g.
a) v b) v c) v :
I A —\ e o[ 1 X
g / \y /
1 1 !
O IN_X O] | X 1/ N X g
c) (2,0)
Y
. Naszkicuj wykresy funkcji f oraz funkcji g(x) = —f(x) i h(z) = — f(—x).
Podaj wzory funkcji g i h. 1
-2 dlaz < -2 r+2 dlaz< -1 ol 1 X
a) fl(x)=< x dla-2<z<3 b) f(x) = ] dla-1<x<2
3 dlaz>3 3 dlax>2
d) (=2,0)
. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- Y Y
cji f. Naszkicuj wykres funkcji g oraz podaj jej f 1
. . . .z s . . f
dziedzing i zbiér wartosci. 1 ol 1 =
a) g(z) = f(-=) c) g(z) = f(=2-2)+1 O] | X g
b) g(z) = f(—x+2) d)g(x)=—f(-z+1)
e) (_47 0)7 (47 0)
2 dlax € (—oo0;—2) —z—2 dlagz € (—o0;—1) Y
a) g(r) =< —z dlaz € [—2;3] b) g(z)=<¢ —Jz| dlaze][-1;2] f
—3 dlaz € (3;00) -3 dlaz € (2;,00) 1
—3 dlax € (—o0;—3) —3 dlaz € (—o0;—2) o] 1
h(z)=< = dlaze][-3;2] hiz) =< —|z| dlaze[—2;1] g
2 dlaz e (2;,00) z—2 dlazée (1;00)
a) Dy = [-5;3], g(Dg) = [-1;3] Warto zauwazyé, ze w zadaniu 5. mamy zlo- f) Nie maja punktow
D, = [-3;5], g(Dy) = [-1;3] zenie symetrii i przesunigcia: wspbélnych.
c) Dy =[-7;1], g(Dy) = [0; 4] b) g(z) = f(-z+2) = f(—(z—2)) 3.a) Dy = [~4:3], D, = [-3;4]
d) Dy = [-4;4], g(Dy) = [-3; 1] ¢) 9(z) = f(-e=2) +1=f(=(z+2) +1 b) D = [-4;3], D, = [-3;4]
d) g(z) = —f(-z+1) = —f(=(z - 1))

¢) Dy = [-3;4], Dy = [-4;3]



LX)

2 X .
Uczer: R ¥ 4.12. Inne przeksztatcenia wykresu
— na podstawie wykresu funkcji
y = () szkicuje wykresy Przyktad 1
Llaefl 5 = .|f($)| ty= f(‘“:'.)j Ponizej przedstawiono wykresy funkcji y = o2+ 1iy = |[1o +1].
— na podstawie wykresu funkcji
y = f(z) szkicuje wykres W SN(6.2) v
funkcji bedacy efektem L L _ A
wykonania kilku operacji. Y
Cwiczenie 1 ~0p1 X PRt 0| 1 X
wykresy y = |f ()| o : - ST
a) ’ -7
Y Zauwaz, ze punktowi (—6,—2), nalezacemu do wykresu funkcji y = %x +1,
odpowiada polozony symetrycznie wzgledem osi OX punkt (—6,2), nalezacy
do wykresu funkcji y = |32 + 1].
E Twierdzenie
of 1 = Wykres funkcji y = |f(x)| otrzymujemy przez odbicie symetryczne wzgle-
b) dem osi OX tej czesci wykresu funkeji f, ktora znajduje sie pod osig OX.
Y Pozostalej czesci wykresu nie zmieniamy.
Cwiczenie 1
Naszkicuj wykresy funkcji y = f(z) iy = |f(z)].
1 a) f(x)=2—-2 b) f(z)=-22+2 c¢) f(z)=2>—-1 d) f(z)=—-22+4
o] 1 X Przyktad 2
c) Naszkicuj wykres funkeji f(z) = |(z — 3)* — 2|.

T :

bl ol 1 X o 1./ X
v /
O \
1 2 yi=(z =+ 3)% -2
d
) y Po przesunieciu wykresu funkcji y = a2 Nastepnie odbijamy symetrycznie wzgledem osi
o wektor [3,—2] otrzymamy wykres OX fragment wykresu funkcji y = (z — 3)% — 2,
funkcji y = (z — 3)* — 2. ktéry znajduje si¢ pod osig OX, i otrzymujemy
\ / B wykres funkcji f(z) = |(z — 3)% — 2|.
\ / Cwiczenie 2
\ / \ / Naszkicuj wykres funkcji f.
.
! a) f(z) =|(z+3)* -1 b) f(z) = |z +3] - 1] c) f(z) = || - 2|
O] 1 X 2. .
Cwiczenie 2
a) b)
\ / Y Y
Multibook ! U
® Przeksztatcenia wykresow funkciji
z wartoscia bezwzgledng \ / : g
1 1
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.12 ol 1 = ol 1 =
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LX)

Przyktad 3

X
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = (|z] — 2)?.
Skorzystamy z tego, ze:
(—LL‘ _ 2)2 dla zr € (—OO; 0) Zauwaz, ze
x| —2)? = —z—2)? = (z+2)%
(121 - 2) {<x—2>2 ey ComTmGr

\ iV / \ Y /

1 1
o 1 2 X ol 1 X
W jednym uktadzie wspotrzednych szkicu- Odpowiednie fragmenty tych wykreséw
jemy wykresy funkcji y = (x + 2)* oraz tworza wykres funkcji f(z) = (Jz| — 2)*.

y=(z-2)>

Zauwazmy, ze wykres funkcji f(z) = (|z|—2)? mozemy tez otrzymaé w opisany

ponizej sposob.

\Ir / Y / \ Y /

\ / / \ /
f

\ / \ / \ /1\ /

1 1 1

o] 1 X o] 1 X o| 1 X
Szkicujemy wykres Dla 2 > 0 wykresy funk- Wykres funkcji f(z) = (|z| — 2)?
funkcji y = (z — 2)2. cii fiy = (x—2)%sig jest symetryczny wzgledem osi OY.

pokrywaja.
Twierdzenie

Wykres funkeji y = f(|z|) otrzymujemy w nastepujacy sposéb: szkicujemy
czes¢ wykresu funkeji f dla z > 0 (gdzie # € Dy), a nastepnie te czesé
odbijamy symetrycznie wzgledem osi OY .

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji f.

a) f(z)=(lz[ - 1)* b) f(x) = (Jz[ +1)* c) f(x)=(lz[ - 3)*
Cwiczenie 3
a) b) c)

Y Y Y

b
b
/
-
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Odpowiedzi do zadan * Zadania
2.a) 10 b)6 c¢)4
&) Y1 y=f(a)) 1. Naszkicuj wykresy funkcji y = f(z) iy = |f(z)].
1 a) f(z)=—32+3 b) f(x) =2lz| -2 c) flx) = —2Jx[+2
ol 1 X .
2. Na rysunku obok przedstawiono wykres Y
funkeji f:[—5;5] — R. Naszkicuj wykres ) f
funkcji g i podaj liczbe rozwigzan réw- B
B) i = |f (=]l nania g(z) = 1. 1 X
1 a) g(x) = [f(z)] c) g(z) = f(—l|z|)
o[ 1 X b) g(z) = f(lz)
Y
4.9 \ Y il 3. Na rysunku obok przedstawiono f
i wykres funkcji  f:[—8;4] — R. VTV VTV 1
\ 0] 1 / X Naszkicuj wykres funkcji: U7 V7 V] Vo1 ¥
a)y=f(lz]), b)y=I[f(zDl
4. Naszkicuj wykres funkcji f.
5. a) v a) f(z)=(lz[ = 3)* =4 b) fx)=(lz[+2)* ¢ f(z)=(1-]|z])* -4
; Y
5. Na rysunku obok przedstawiono
: S wykres funkcji f: R — R. Na- ;
szkicuj wykres funkcji g. 1
o 1 X . -
3 . a) g(x) =|f(z—1) - 2| l X
1 b) g(e) = f(jal ~ 1) 2
o X 6. Na rysunku obok przedstawiono wy- Y
¢ kres funkcji f: R — R okreslonej wzorem
f(x) =[z], gdzie [z] oznacza najwiek-
szg liczbe calkowita nie wigkszg od « f
6. a) Yy (np. [-33] = —4, [-3] = -3, [0,22] =0, 1
/ / a) Naszkicuj wykres funkcji g: R — R
o] 1 X okreslonej wzorem g(x) = x — [z].
b) z € {3k : k€ Z_} U[0;00) b) Dla jakich # € R zachodzi réwnosé
Z_ — zbiér liczb calkowitych 9(lzl) = 9(=)
wemnye h. W arto upewnic sie, 7. Naszkicuj wykres funkcji f.
ze uczniowie dobrze rozumieja,
P 8 f@) ==l b f@ =[] o f@=[a] @) =]
7. a) b) c) d)
¥ Y Y ¥ Y Y
£ £ £ £
J J J J
ol 1 X O] 1 X ol 1 X o| 1 X
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4.13. Proporcjonalnos¢ odwrotna

Przyktad 1 v .
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji y = %, \ Y=z
gdzie © > 0. Zwrdéé uwage na to, ze jesli punkt (z,y)
nalezy do wykresu tej funkcji, to jego wspolrzedne
spelniaja zaleznosé « -y = 3. 1 \ﬁ 1)
Jedynymi punktami o wspoétrzednych catkowitych na-
lezacymi do wykresu tej funkcji sa punkty (1,3)1(3,1).

o] 1 X

Cwiczenie 1

Funkcje f, g i h, ktorych wykresy przedstawiono ponizej, okreslone sa dla
x > 0. Podaj punkty o obu wspotrzednych catkowitych nalezace do wykresu
kazdej z nich.

Y \f z) = Tl Y 9(x) = ,i Y \h(:r) =5
\
\

1 1 1 A~
\‘._ T —
ol 1 X ol 1 X ol 1 X
Definicja
Funkcje postaci y = %, gdzie z > 0 oraz a € R, , nazywamy proporcjonal-

no$cig odwrotna. Wielkosci x i y nazywamy odwrotnie proporcjonalnymi,
a stala a — wspétczynnikiem proporcjonalnosci odwrotne;j.

Jesli wielkosci z 1 y sa odwrotnie proporcjonalne, to ich iloczyn jest staly. Wzoér
proporcjonalnosci odwrotnej mozemy réwniez zapisa¢ w postaci x -y = a.

Dwie masy m; i m, umieszczone na réwnowazni
w odlegtoéciach ry i ry od punktu podparcia znaj- @ ma
duja sie w réwnowadze, jesli zachodzi réwnosé: ™ o

my Ty = Mo - To
Oznacza to, ze masa i jej odlegto$¢ od punktu podparcia sa wielkoSciami

odwrotnie proporcjonalnymi. Odkrycie tego prawa (zwanego tez zasada
dzwigni) zawdzigczamy Archimedesowi (ok. 287 r. p.n.e. —ok. 212 r. p.n.e.).

Uczen:
— wyznacza wspotczynnik
proporcjonalnosci odwrotnej,
— szkicuje wykres funkcji
f(z) =2, gdziea > 01z >0,
— stosuje proporcjonalnosé
odwrotng do rozwiazywania
zadan dotyczacych np. drogi,
predkosci i czasu.

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.13

Generator

testéw i sprawdzianow
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Cwiczenie 2
1

\“'7(

1
1 ——

o] 1 X

Pole prostokata P = «x - % = 6,
czyli pole jest state i nie zalezy
od wyboru wierzchotka.

Cwiczenie 3
b)
"

//

[y

I 210 4. Funkcije

Przyktadem wielkosci odwrotnie proporcjonalnych sa dtugosci x i y bokéw
prostokata o ustalonym polu P. Zachodzi wéwczas zaleznosé x -y = P.

Przyktad 2 e\
Rozpatrzmy prostokaty, kazdy o polu réw- Ay
nym 12 i dwoch bokach z, y zawartych
w osiach ukladu wspélrzednych (rysunek Ao
obok). Wierzchotki A;, As, As i Ay tych Az
prostokatéw laczymy krzywa, ktéra jest A
wykresem funkeji y = 22, gdzie z > 0. —

V)

[«

—

Ich wspoélrzedne (z,y) spelniaja zaleznosé
x-y=12. o] 1 X

Cwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = g, gdzie © > 0, i narysuj prostokat, ktérego
jeden z wierzchotkéw nalezy do wykresu tej funkcji, a dwa boki zawieraja
sie w osiach uktadu wspoétrzednych. Ile jest réwne pole tego prostokata? Czy
odpowiedz zalezy od wyboru wierzchotka nalezacego do wykresu funkeji f7

Zauwaz, ze jesli wielkoéci x 1 y sg odwrotnie proporcjonalne, to wraz ze wzro-
stem jednej z nich druga proporcjonalnie maleje.

Przyktad 3
W tabeli podano, ile kilograméw winogron mozemy kupié za 24 zt w zalezno$ci
od ceny za jeden kilogram.

x — cena [z1] 4 5 6 8 12
y — masa [kg] 6 48 4 3 2

Wraz ze wzrostem ceny za kilogram x proporcjonalnie maleje liczba kilogra-
moéw winogron y, ktére mozemy kupié za 24 zt.
Wielkosci z i y sa odwrotnie proporcjonalne: y = 22,

T

Cwiczenie 3

Na zakup jabtek przeznaczono kwote ] 15 2 3 45 6
9 zt. Niech x oznacza cene za kilo-
gram, a y — liczbe kilograméw ja-
blek, ktére mozemy kupic.

ylkgl | 6 | 45 3 2 |15

a) Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij.
b) W ukladzie wspélrzednych zaznacz punkty odpowiadajace wartosciom
z tabeli i korzystajac z nich, naszkicuj wykres funkcji y = %, gdzie z > 0.



Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. Wielkoéci x i y sa odwrotnie proporcjonalne. Przerysuj tabele do zeszytu l.a)yy=22>0
i ja uzupelnij. Podaj wzér tej proporcjonalnosci i naszkicuj jej wykres. b)y=22>0
a) b)
x 1 2 25 4 5 x 1 2 25| 4 5
Y 8 | 4 32| 2 |16 Y 10 | 5 4 125 2
2.a) k=15
2. Pewna stalg kwote k zl przeznaczono na za- Y b
kup sliwek. Na wykresie przedstawiono za- \ z|1|12|3]4]|5]6
lez.nosc m.l(gdzy ce,nad Tw z/lotych.za kllog.ram N\ (3.5) v |15 75| 5 1375 3 |25
a liczbg kilogramow y, ktére mozna w tej ce-
nie kupié. 3.a) 2
: . s Y
a) Podaj wartosé k. = |
1 f
b) Przedstaw za pomoca tabeli zaleznosé \
miedzy z iy dla z € {1,2,3,4,5,6}. o 1 X
3. Naszkicuj wykres funkcji y = f(z), gdzie > 0. Ile punktéw o obu wspél- 5 i
rzednych catkowitych nalezy do wykresu tej funkeji? ! X
b) 2
@) f@) =2  b)fl@)=% o f@)=t  d) fl)=" )
4. Rozwazmy n-katy foremne o obwodzie réwnym 12. SporzadZ odpowiednia
tabele i naszkicuj wykres funkcji opisujacej zaleznosé¢ dtugosci boku n-kata \Vi
od liczby jego bokdéw dla n < 12. Podaj dziedzine tej funkcji.
. ~
Czas t potrzebny do przebycia drogi s ze Srednia predkoscia v wyraza sie ol 1 b
wzorem t = 2.
v C) 4 d) 6
. 5.a)4h
5. Rowerzysta ma do przebycia dystans 60 km. ¢[n] ) 9 T 510 ot
Na wykresie przedstawiono zaleznosé czasu c)) A o
. . . . . 5 ;
Jego :]azdy od ,sr.ednlej pre;(.ikosm. Ile czasu .\ d) 2 h 24 min
zajmie rowerzyscie pokonanie calego dystan- 5 6. 1]
su, jesli bedzie jechal z predkogcia: ) t=15 ’ \
a) 15 km/h, c) 24 km/h, 1 B 5
?
b) 18 km/h, d) 25 km/h’ 0 10 20 30 o/l g
o
6. Samoch6d ma do przebycia trase 240 km. Dobierz odpowiednio jednostki 2 L S
na osiach uktadu wspéirzednych i naszkicuj wykres zaleznosci miedzy éred- 1 i
nig predkoécia samochodu a czasem podrozy. O 40 80 120 y[km/h]

4. n — liczba bokéw, f(n) — dtugosé boku, D ={n e N:3 < n < 12}
n 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
fn) | 4 3 24 2 215 2 12 £ 1
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. a) fmin S 0; fmax =81
b) 12 dla 4 argumentéw,
16 dla 3 argumentéw

c) 65

. a) f(X)={-1,0,2,3}
b) f(X) = [-1;00)
¢) f(X)=1[0;3)

. a) f ros$nie w (—4; 2]

iw [0;4), maleje w [—2;0],
f(x)=0dlaz e {-3,—1,2},
f(z) >0 dla

z € (=3;,-1)U(2;4)

b) f ro$nie w (—4; —2]

iw [1;4), maleje w [—2;1],
f nie przyjmuje wartosci 0,
f(z) >0 dla

z € (—4;—-1)U[2;4)

c) f rosnie w [—3; —2],

w [0;1] i w [2;4),

maleje w (—4; —3], w [—2;0]
iw [1;2], f(z) =0dla

z € {-3,-1,1,3},
f(z)>0dlaze (—4-3)U
U(=3;—-1)U(3;4)

. Wektor przesuniecia:

a) 2, —1]
b) [-3, 2]
c) [-1,—3]
Y
o 1 X

a) g(z) =0dlaz € {-2,2},
g(z) < 0 dla

x € (—o00; —2) U (-2;2)

b) g(z) = 1 dla = € [3; ),
glz)<ldlazeR

c) g(z) =—1dla

z € (—o0;—2) U{-1,1},
g(z) < —1dla

x € (—o0; —2) U [—1;1]

BN 212 4. Funkcje

v/

Powtdrzenie

B Zestaw |

1. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej dwucyfrowej liczbie naturalnej iloczyn
jej cyfr.
a) Jaka jest najmniejsza warto$é funkeji f, a jaka najwieksza?
b) Dla ilu argumentéw funkcja f przyjmuje warto$é 12, a dla ilu 167

¢) Dla ilu argumentéw funkcja f przyjmuje wartodci parzyste?

2. Naszkicuj wykres funkcji f: X — R okreSlonej wzorem f(z) = |z| — 1.
Wyznacz zbiér wartosci tej funkeji.
a) X ={-4,-1,0,1,3} b) X = (—00;2) c) X =[-3;,-1]U[2;4)

3. Dany jest wykres funkeji f: (—4;4) — R. Podaj przedzialy monotoniczno-
$ci, miejsca zerowe i zbior argumentow, dla ktérych funkcja f przyjmuje
wartosci dodatnie.

a) Y b) Y v C)\ Y
1 1 J /\ 1
1 /fa 1 \/ 1
X 9 \1/ X /1\\/ X

4. Naszkicuj wykres funkcji f, przesuwajac wykres funkcji y = %\m\ o wektor.
2) f@)=ta—2~1 b) fl@)=Le+3/+2 o flz)=le+1]-3

5. Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji f i g.
a) f(z)=2z[ -1, g() =z +2[ b) f(z) = —3lz|, g(z) = |z + 3| -6
6. Na rysunku obok przedstawiono wy-
kres funkcji f: R — R danej wzorem:
1  dlaze (—o0;—3) o] 1 X
flx) =1 |z| —2 dlaxz € [-3;2]
-1 dlaze€ (2;,0)
Naszkicuj wykres funkeji g(x) = f(—=z). Podaj jej wzoér, a nastepnie od-

Sh
e

czytaj z wykresu rozwiazanie:

a) réwnania g(x) = 0 i zbiér rozwiazan nieréwnosci g(z) < 0,
b) réwnania g(z) = 1 i zbiér rozwiazan nieréwnosci g(z) < 1,
c¢) réwnania g(x) = —1 i zbiér rozwiazan nieréwnosci g(z) < —1.
5.a) P=6 b) P =21
Y Y
1
g X
f f
1
1 X g




B Zestaw Il . a) Dy = (—2;5]
v b) Dy = [0;7)
1. Duziedzing funkcji f (rysunek obok) jest prze- c) Dz = (=7;0]
dzial (—5;2]. Podaj dziedzing i naszkicuj wy- ) d) D, = [~1;6)
kres funkcji g. B . a)
W oe)=fla=3) o) gla)=—fle+2) L L CLLIX e .
b) gle) = f2—x)  d) gl)=—f(1-2) :
2. Podaj wzér i naszkicuj wykres funkcji g(x) = — f(x). Odczytaj z wykresu f
zbiér wartodci i przedzialy monotonicznoéci funkcji g.
1 dlaz € (—o0;—1) 2 dlaz € (—o0;—2) g9(Dy) = [-3;0], .
a) f(x) =< |z| dlax € [-1;3] b) f(z) =< —2? dla xz € [-2;1] iig;?eww([__off(il] 5 [E5es))
3 dlax € (3;00) =5 dla z € (1;0) maleje w [0; 3]
b
3. Liczby —1, —3, 3 sa miejscami zerowymi funkcji f(z) = 22° —32* —8z — 3. ) Y
Podaj wzér i miejsca zerowe funkcji g. f
a) g(x) = f(—x) b) g(x) = f(z+1) ) g(z) = f(1—x) \
4. Na rysunku obok przedstawiono wykres Y 1 X
funkeji f: [—6;5] — R. Naszkicuj wykres // 1 \\ ol 1
funkcji g i podaj jej miejsca zerowe. 7 O 1 NS
a) g(x) = —f(=x)  b) g(x) = —[f(2)] N \
9(Dg) = {=2} U[0;4] U {5},
5. Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie Sta}lé w (=003 =2) i w (1;00),
f(z) = m ma jedno rozwiazanie, a dla jakich — trzy rozwiazania? fg;izfevzv[&g’ 0]
rz+4 dlaz < -2 rz+6 dlaz < -2 ,a) g(m):—2x3—3x2+8m—37
a) flz)=4¢ |z dla—2<z<4 b)flz)=¢ 22 dla-2<z<2 miejsca zerowe: —3, 3, 1
b) g(x) = 22° + 322 — 8z — 12,
8—x dlax >4 r+2 dlax>2 miejsca zerowe: —2, — 2, 2
¢) g(x) = —22°4+32>+8x—12,
6. Na rysunku obok przedstawiono wykres Y miejsca zerowe: —2, 3, 2
funkcji f:R — R. Oblicz pole obszaru 7 . a) Miejsca zerowe: —4, 2, 5
ograniczonego wykresami funkcji: b) Miejsca zerowe: —5, —2, 4
a)y=f(z) i y=—f(x), / - .a)l ro'zwiadz.nie dla m = 4,
. / Ol 1 X 3 rozwiazania dla m € {0, 2}
b)y=f(-z) i y=|z| / e
7. Wykres funkcji f(z) = 2, gdzie x > 0 oraz a € R, przechodzi przez punkt
(%, 25—8) Ile punktéw o obu wspétrzednych catkowitych nalezy do wykresu J X
funkcji f? Naszkicuj wykres tej funkcji. Ol 1
b) 1 rozwiazanie dla
6. a) P =32 b)P="7 mE(—.oo;.O)U(4;oo),
v v 3 rozwiaznia dla m € (0;4)
> Yy
N
/ 2 I
o 1 X o 1 X \ /
! X
O
y=—f(z) y=f(-=)
7. 4 punkty; f(z) =1
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Odpowiedzi do zadan
1. a) 240 : 3 = 80 [km/h]

b) 2-240: (5+3) =
= 60 [km/h]

2. a) Dlugosé calej drogi:
2280 = 560 [km]
Czas: 2+ 2 +4 =8 [h]
Srednia predkoéé:
560 : 8 = 70 [km,/h]
b) Czas:
11l-3-1-2-2=31 [

Srednia predkoéé:
280 : 32 = 80 [km/h]

BN 214 4. Funkcje

&

Zadania z kontekstem realistycznym

1.

10

Przejazd samochodem z miasta A do odleglosé

odleglego o 240 km miasta B i z po- 24 [kdmv]“ ta A

wrotem zajal (razem z dwugodzin- 200

nym postojem) 10 godzin. Korzysta- 160

jac z wykresu obok, podaj srednig 120

predkosé¢ przejazdu: 80

a) z miasta B do miasta A, 40 ”[h]
b) calej trasy bez postoju. O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Na wykresie ponizej przedstawiono, jak zmieniata sie odlegtos¢ samochodu
od Plocka podczas jazdy na trasie Plock—Gdansk-Plock.

a) Oblicz érednia predko$é samocho- 250 Zjlfﬁlg’:;a

du bez uwzgledniania postojow. 940 | Jkm)]

b) Jaka bylaby érednia predko$é na 200 \

trasie z Gdanska do Plocka, gdy- 160

by postéj w Gdansku przedtuzyt sie 128 \

o godzing, a cala wyprawa trwalaby czas
11% godziny? [h]

O 12 3456 7 8 91011

Jacht znajdujacy sie w odleglosci podleglosé od portu [Mm]
10 mil morskich od portu ptynat w je-
go kierunku z predkoscia 8 wezlow.
Po poétgodzinie wiatr ostabt, a pred-
kos¢ jachtu spadta o potowe. Na wy-
kresie obok pokazano, jak zmieniata
sie odleglosé jachtu od portu w zalez-
noéci od czasu.

Inny jacht, bedacy 10 mil morskich
od portu, pltynal w jego kierunku
przez godzing z predkoscia 2 weztdéw,
a nastepnie — z predkoscia 6 we-
ztéw. Naszkicuj wykres przedstawia-
jacy zmiany odleglosci tego jachtu od
portu w zaleznosci od czasu. Po ja-
kim czasie dotart on do portu?

3. Jacht dotart do portu po 2 godzinach 20 minutach.

odleglodé od portu [Mm]

czas [h]



w Sposéb na zadanie

Przyktad 1
Ile miejsc zerowych ma funkcja f7

—2x—2 dlaz e (—o0;—2)
flz) = tx+3 dlaxe[-2;2)
—2zx+8 dlaz € [2;00)

A. zero B. jedno C. dwa

Aby wskazaé¢ poprawng odpowiedZ, mozemy postapié¢ na rézne sposoby.

D. trzy

» Miejsca zerowe funkcji f mozemy wyznaczy¢, rozwigzujac rownania:

—2x—2=0,skad ¢ = —1, ale =1 & (—o0; —2)

s +3=0,skad x = —6, ale —6 & [—2;2)
—22+8 =0, skad z = 4 € [2;0)

Liczby —1 i —6 nie sa miejscami zerowymi
funkcji f, jedynym jej miejscem zerowym
jest liczba 4.

Zatem funkcja f ma jedno miejsce zerowe.

* Mozemy tez naszkicowaé wykres funk-
cji f 1 odczytaé z niego liczbe jej miejsc

zerowych. .
Odpowiedz: B

=» Zadanie 6, str. 216
-» Zadanie 19, str. 219

Przyktad 2

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f:[—2;6] — R. Suma miejsc ze-
rowych funkcji g(z) = f(—x) jest réwna
A. -2 B. 4 C. -6 D. -8

Aby wskazaé poprawna odpowiedZ, mozemy postapié¢ na rézne sposoby.

* Miejscami zerowymi funkcji f sa liczby: —1, 2, 5. Zatem miejscami zerowymi

—

\

/O

L\

\V

funkecji g sa liczby: 1, —2, —5. Ich suma jest réwna —6.

* Mozemy tez naszkicowaé wykres funk-
cji g i odczytaé z niego jej miejsca ze-
rowe. Sa to liczby: —5, —2i 1. Ich suma

jest réwna —6. Lo
Odpowiedz: C

=» Zadanie 9, str. 217
=» Zadanie 20, str. 219

Y

b
e

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 4

Generator

testéw i sprawdzianow
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w Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-10 wybierz wtadciwg odpowiedz sposréd podanych.

1. f(129) = f(4-32+1) =1 Zadanie 1 (0-1)

A f(29) =1 Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej jej reszte z dzielenia

B. f(59) =3 przez 4. Niech a = f(129). Wéwczas

C. f(89) =1 _ _

D. f(149) = 1 A. a > f(29) B. a = f(59) C. a < f(89) D. a = f(149)
2Ay=2"+2>0 Zadanie 2 (0-1)

B.y= 73)3 -Z <o Liczba —g jest miejscem zerowym funkcji danej wzorem

C.y=2-2(-8)°=9 A y=a+13 B.y=2a®-2 C.y=2-222 D.y=3-2a°
3B Ay=y/-2+2=0 Zadanie 3 (0-1)

B.y=(-2°-2=2+#0 Liczba —2 nie jest miejscem zerowym funkcji danej wzorem

A.y=+z+2 B.y=2?-2 C.y=12°+8 D.y=2+1

4. f(z) =z + |z| Zadanie 4 (0-1)

A f(-2) = Do wykresu funkeji f(z) = x + V2?2 nalezy punkt

A. A(—2,0) B. B(4,6) C. C(31,%) D. D(—4,-38)
Zadanie 5 (0-1)

Do wykresu funkcji f(x) = v/3(x — 1)? nalezy punkt

A. (—2V3,-13V3) C. (—2v/3,-13V3 +12)

B. (21/3,13V/3) D. (21/3,13V/3 — 12)

Zadanie 6 (0-1) = Przyktad 1, str. 215
Ile miejsc zerowych ma funkcja f7

|z] —2 dlaz € (—o0;4)
fl@) =19,
;2+2 dlaz e [4;00)

A. zero B. jedno C. dwa D. trzy

Zadanie 7 (0-1)

Wykresy funkcji f, g, h, k otrzymano I \ )7

przez odpowiednie przesuniecia wykre- \ l l \ \ / \ I

su funkcji y = 622. Zatem \ ) l l \ \/ \l

A. f(z) = 6(z2 — 12z + 36) " g | \ A
B. g(z) = 6(a? + 6z +9) \ "

C. h(z) = 6(z> — 2¢ +1) +2 \

D. k(z) = 6(22 — 1) + 1 o1 X

5. f(z) = V322 — 23z + V3

A. f(-2v3) =13v3+ 12 # 133

B. f(2V/3) = 13v/3 — 12 # 133

C. f(—2v3) = 13v/3+ 12 # —13v/3 + 12
D. f(2v/3) = 13v/3 — 12

6. [z| —2=0dlaz e {-2,2}
ir+2=0dlaz=—4¢ [400)
7. A. f(z) = 6(z + 6)* = 6(x> + 12z + 36)

B. g(z) = 6(z + 3)? _ 6(x? + 6z + 9)

BN 216 4. Funkcje




w Przed obowigzkowa matura z matematyki

Zadanie 8 (0-1)
Jesli Dy = [—5; 3], to dziedzing funkeji g(x) = f(x — 1) + 2 jest zbidr
A. [-2;6] B. [-3;5] C. [—4;4] D. [-6;2]

Zadanie 9 (0-1) ® Przyktad 2, str. 215

Funkcja f ma pie¢ miejsc zerowych: —5,—3,—1,0,2. Wynika stad, ze suma
miejsc zerowych funkcji y = —f(—=x) jest réwna

A. -9 B. -7 C.7 D. 9

Zadanie 10 (0-1)
Do wykresu funkcji f(z) = az? nalezy punkt (—v/3,—32). Zatem do tego
wykresu nalezy rowniez punkt

A (V3,-9) B. (V3,3)
odlegtosé

Zadanie 11 (0-1) 360 | od: miasta A
Przejazd samochodem z miasta A do od- 500 | k™!
legtego o 360 km miasta B i z powro- 240 / \
tem zajal (razem z godzinnym postojem) 180 o/ \
10 godzin. Na wykresie obok przedsta- 120 '
. . .. . . 60 czas
wiono, jak zmieniala sie w tym czasie od- [h]
legto$é od miasta A. O 12345678910

C. (-3,-3)

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jedli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Srednia predkoéé przejazdu z miasta A do miasta B wynosila

90 km/h. PLE

Srednia predkosé¢ na calej trasie (bez postoju) wynosila 72 km/h. P F

Zadanie 12 (0-1) %
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji )
okreslonej wzorem f(x) = 2, ktorej dziedzing jest . !
zbiér D = [—4; —2] U [2;4]. _ —
, | . ,5,] [5..] o — 0| 1 X

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wy-
bierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F —
jesli jest falszywe.

Do zbioru wartosci funkcji f nalezy siedem liczb catkowitych. P F

Funkcja f jest funkcja malejaca. P

12. Do zbioru wartosci funkcji naleza nastepujace liczby catkowite: —3, —2, —1, 1, 2, 3.
Jest ich tylko 6.
Funkcja nie jest malejaca, bo —2 < 2, ale f(—2) < f(2).

Przed obowigzkowg maturg z matematyki 217

10.

11.

9(z) = f(z —1) +2

Woykres funkcji f przesuwamy
o 1 jednostke w prawo, wiec
Dy =[-5+1;3+1] =[—4;4].

. Miejsca zerowe: —2, 0, 1, 3, 5.

F(=V3) = a(=V3)* = 3a

Srednia predkosé przejazdu

z miasta A do miasta B:
880 = 72 [km/h]

Srednia predkosé¢ przejazdu

na calej trasie bez postoju:
720 = 80 [km/h]



13.

14.

A. f(—1) =1—1 = 0 — nalezy
B. f(1) =1 —1 =0 — nalezy
C. 0 € Dy — nie nalezy

D. f(-2)=4~-3=7 -
nalezy

B f(3)=}-a=2-
nalezy
F.f(-1)=%—-16=—-22
— nalezy

G. f(V2) =2—3% = £ —nalezy
H f(-V2)=2-3=3-
nalezy

I f(—V2) # —32 — nie nalezy

Wykres funkcji f przesuwamy
0 2 jednostki w lewo. Zatem
Dy =[-4-2;2—2] = [-6;0].

15.1. [-3; —1] U [1; 4]

15.2. Funkcja f jest rosnaca

w przedziale [—2; 0] oraz
w przedziale [3;4].
Najdtuzszym przedziatem,
w ktérym funkcja jest ros-
naca, jest [—2;0].

I 218 4. Funkcije
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Zadanie 13 (0-2)
Funkcja f(z) = 2% — %2 jest okreslona dla wszystkich liczb rzeczywistych réz-
nych od zera.

Dokonicz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-
mane zdanie bylo prawdziwe.

Do wykresu funkcji f nie nalezy punkt

A. (~1,0) D. (-2, 1) G. (V2,3)
B. (1,0) E. (1,-1) H. (-v2.3)
C. (0,1) F (_i7_21565) I _\/5’_%)

Zadanie 14 (0-1)

Dziedzing funkeji f jest przedzial [—4;2].

Dokonicz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Dziedzing funkcji g(x) = f(x + 2) jest przedzial

A. [-6;0], poniewaz wykres funkcji g L. do gory.
otrzymujemy przez przesuniecie 2. | w prawo.
B. [-2;4], wykresu funkcji f o 2 jednostki 3w lewo.
Zadanie 15
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji v
f:[-5;4 = R.

Zadanie 15.1 (0-1)
Uzupelnij zdanie tak, aby bylo prawdziwe.

Zbiorem rozwiazan nieréwnosci f(x) < 1

jest [7].

Zadanie 15.2 (0-1)
Uzupetnij zdanie tak, aby bylo prawdziwe.

Najdtuzszym przedziatem, w ktérym funkcja f jest rosngca, jest [?].

Zadanie 16 (0-1)
—3r+5 dlax<?2

Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(x) =
Y ) i /(@) {—5x+3d1ax>2

16. -3z +5=0dlaz =2 € (—00;2)
—bz+3=0dlaz =23 ¢ (2;500)
Miejsce zerowe funkcji: = %




w Przed obowigzkowa matura z matematyki

Zadanie 17 (0-2) 17. f(z) =2 dla z € [-3;1]
Funkcja f okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych jest funkcja nierosnaca, —2v2 ~ —2,83 € [-3;1],
a punkty (—6,4), (—3,2), (1,2) i (4,—5) naleza do jej wykresu. Wyznacz wige f(—2v2) = 2.
wartosé f(—2\/§). 18. D = [-6; 3]

Y Y

Zadanie 18 (0-2)
Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- f 1 1

cji f:[-3;6] — R. Podaj dziedzing funkcji e 1 X
g(z) = f(—=x) i naszkicuj jej wykres.
19. -z —2=0dla
Zadanie 19 (0-2) < Przykiad 1, str. 215 = 712 & (Seai=il)
—x—92 dlaz< —1 s2—5 =0dlaz=1¢€ [-1;3]
o . L z—2=0dlaz=2¢(3;00)
Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(z) = ¢ 1z —3 dla—-1<xz<3 Miejsca zerowe funkcji: —2, 1.
r—2 dlaz>3 20. Miejsca zerowe funkcji g:
—z+6=-3, =09,
Zadanie 20 (0-3) & Przyktad 2, str. 215 —z+6=2, =4,
Miejscami zerowymi funkcji f: R — R sg liczby —3, 2 i 4. Wyznacz sume miejsc 6 - ,4’ v =2
. Suma miejsc zerowych:
zerowych funkcji g(z) = f(—z + 6). 94 442=15
Zadanie 21 (0-4) 21. P=38
Dana jest funkcja f:R — R okrelona wzorem f(z) = 2z + 2. Naszkicuj wy- Y
kresy funkcji g(z) = —f(z) i h(x) = f(x —4). Oblicz pole obszaru ograniczo- g h
nego osia OX i wykresami funkcji g i h. /
Zadanie 22 (0-4)
Zbiér X jest zbiorem liczb naturalnych mniejszych od 12. Funkcja f kazdej ! X
liczbie ze zbioru X przyporzadkowuje reszte z dzielenia przez 4. Naszkicuj
wykres funkcji g(z) = f(z) — 11 podaj jej miejsca zerowe.
Zadanie 23 (0-4) Y
Na rysunku obok przedstawiono wykres £ 22. g(1) =g(5) =¢g(9) =0
funkcji f: R — R. Naszkicuj wykres funk- NEN ! Y
cji g(z) = —f(z). Podaj przedzialy mono- \ X g
tonicznosci funkcji g i odczytaj zbidr roz- \/ 1
wiazan nieréwnosci g(z) < 0. 0 X
@ Zadanie 24 (0-1) 23, %
Podstawa tréjkata réwnoramiennego jest odcinek o koncach (0,0) i (a,0),
gdzie a > 0. Trzeci wierzcholek trojkata nalezy do wykresu funkcjiy = %, gdzie
x > 0. Uzasadnij, ze pole tego trojkata nie zalezy od wyboru parametru a. o X
g
24. Pierwsza wspolrzedna wierzchotka: Y
_a \ Funkcja g:
=73 .
’ 2 jest stata w (—oo; —3],
druga wspotrzedna: roénie w [—3; —1] i w [0; 00),
y = % =2 maleje w [—1; 0],
Pole tréjkata: g9(z) <0 dla
P=1.a.8-4 x € (—o0; —2] U {0}
zatem pole jest stale i nie zalezy od R 4
wyboru parametru a. 1 a Y :_\
ol 12 a X
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1. Miejsca zerowe funkcji g:
—2+3v21i3v2
Suma miejsc zerowych:

6v2 — 2

2.z € (—4+\/§;8—\/§)

. r—a+9=2—-8i—-124+b="7
a=171b=19, czyli
[a,b] = [17,19]

41.

x € (—o0; —3|U{-1,3}

S

S

Figura ograniczona wykresa-
mi funkcji f i g jest prosto-
katem o bokach dtugosci: 3v/2
i 4v/2. Pole tego prostokata:

P=3y2-4y2=24.
6. g(z) = —1dlaz€ (—oo0; —3)U
U{—2} U [2;00)
Y
1 T
! X
o] 1

BN 220 4. Funkcje
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Zadanie 1 (0-2) Y
Na rysunku obok przedstawiono wykres . \
funkcji f:R — R. Oblicz sume miejsc ze- 7 )
rowych funkeji: o] 1 X

g(z) = f(z—3V2) -1

Zadanie 2 (0-2)
Wykres funkcji g otrzymujemy, przesuwajac wykres funkcji f(z) = |z — 2| —6

o wektor @ = [0,/3]. Dla jakich argumentéw funkcja g przyjmuje wartosci
ujemne?

Zadanie 3 (0-2)
Wykres funkcji g(z) = 6(x — 8)? + 7 otrzymujemy, przesuwajac wykres funkcji
f(z) =6(x+9)? — 12 o wektor [a,b]. Wyznacz ten wektor.

Zadanie 4

Na rysunku obok przedstawiono wykres Y

funkcji f: R — R. 1 f
Zadanie 4.1 (0-3) o] 1 X
Naszkicuj wykres funkcji g(x) = |f(—=z)]. \
Podaj rozwigzanie nieréwnosci g(z) > 2.

Zadanie 4.2 (0-2)
Naszkicuj wykres funkcji h(z) = —|f(z)|. Rozwiaz réwnanie h(z) = —2.

Zadanie 5 (0-3)

Naszkicuj w jednym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji:
fl@)y=|z+4]-2 1 g(z)=—|z+3]+5

Oblicz pole figury ograniczonej tymi wykresami.

Zadanie 6 (0-4)
Naszkicuj wykresy funkcji f oraz g(x) = f(—z) — 3. Podaj rozwiazanie réw-

nania g(z) = —1.
(2) = {|:1:| dla x € [—2;3]
f=) = 2 dlaz € (—o0;—2) U (3;00)

Zadanie 7 (0-4)
Naszkicuj w jednym ukladzie wspdlrzednych wykresy funkeji f(x) = 2|z| — 2
i g(z) = (Jz| — 1)*. Podaj rozwiazanie nieréwnosci 2|z| — 2 < (|z| — 1)2.

7.z € (—o0; —3]U[-1;1] U [3; 0)

L /

=




