Funkcja
liniowa

Dla snowboardzisty czy narciarza kat nachylenia stoku jest bardzo wazny. Jest
to jeden z czynnikéw branych pod uwage podczas ustalania stopnia trudnosci
trasy narciarskie;j.

Kat nachylenia terenu ma tez zasadnicze znaczenie w zagadnieniach inzy-
nieryjnych, takich jak budowa drég czy kolei. Przy badaniu kata nachylenia
terenu wykorzystuje sie pojecie kata nachylenia proste;j.

O nachyleniu prostej bedacej wykresem funkcji liniowej y = ax + b decyduje
wspotezynnik a.
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Odpowiedzi do zadan

1. a) punkty nalezace do odcin-

ka AB: (—3,-3), (—1,-2),
(15 71)5 (3’ O)a

punkty nalezace do prostej [,
ale nienalezace do odcinka
AB: (=5,—-4), (5,1), (7,2)
b) punkty nalezace do odcin-
ka AB: (0,2), (3,1), (6,0),
punkty nalezace do prostej [,
ale nienalezace do odcinka
AB: (9,-1), (12,-2),
(15,—3)
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Przypomnij sobie

Punkty kratowe nalezace do prostej

Punkty kratowe to punkty, ktérych obie wspotrzedne sg catkowite.

Punkty A(—2,6) i B(6,2) naleza \\Y
do prostej [. Do odcinka AB naleza A
rowniez nastepujace punkty kra- )

towe: (0,5), (2,4) 1 (4,3). \.\ 5

Punkt (8,1) jest punktem krato- TN

wym, ktory nalezy do prostej [, ale 1 5
nie nalezy do odcinka AB. ol 1

1. Podaj wspoétrzedne wszystkich punktéw kratowych nalezacych do odcinka
AB oraz dowolnych trzech punktéw kratowych nalezacych do prostej [, ale
nienalezacych do odcinka AB.

1 1 T
) B ) ~_B
O] 1 X ol 1 T~ X
A
Przyktad 1

Dane sa punkty A(7,6), B(9,3) i C(4,2). Wyznacz wspélrzedne punktu D
tak, aby odcinki AB i C'D byly réwnolegte oraz miaty réwne diugosci.

W uktadzie wspétrzednych rysujemy od- Y A
cinek AB i zaznaczamy punkt C. D,
Zauwazmy, ze aby przeniesé sie z punktu A

do punktu B, przesuwamy si¢ o 2 jed-
nostki w prawo i o 3 jednostki w doét. B
Zatem warunki zadania sa spelnione przez

—

dwa punkty: 0
D1(6, —1) l D2(2, 5) I)l

2. Wyznacz wspoélrzedne punktu D tak, aby odcinki AB i CD byly réwno-
leglte oraz miaty réwne dlugosci.

a) A(-2,2), B(2,4), C(3,1) b) A(-1,4), B(2,1), C(4,2)

2. a) A(-2,2), B(2,4) = (—2+4,2+2), C(3,1), zatem
D(3+4,1+2) = (7,3) lub D(3 — 4,1 — 2) = (—1, -1).
b) A(—1,4), B(2,1) = (-1+ 3,4 —3), C(4,2), zatem
D(4+3,2—3) = (7,—1) lub D(4 — 3,2+ 3) = (1,5).



5.1. Wykres funkgcji liniowej

Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkcji okreslonej za pomoca wzoru
f(x) =2z + 1, ktérej dziedzina jest zbidr liczb rzeczy-

wistych. )
Aby naszkicowaé wykres funkcji f(x) = 2z + 1, spo- ] e
rzadzamy tabele wartoéci funkcji dla wybranych argu-
mentow.
a7 -3 -2 -1 0 1 2
f(z) -5 -3 -1 1 3 5

Otrzymane punkty zaznaczamy w uktadzie wspétrzednych. Zwrdé uwage, ze
wszystkie te punkty leza na jednej prostej — jest ona wykresem funkcji f.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f, ktérej dziedzing jest zbior liczb rzeczywistych.
a) fl)=z+2 b)flx)=22-1 o fle)=—2 d) fle)=—-2+3

Definicja

Funkcje f:R — R okreslong wzorem f(x) = ax + b, gdzie a,b € R, nazy-
wamy funkcja liniowa.

Wykresem funkcji f(z) = ax+b (uzywamy tez zapisu y = ax + ) jest prosta.
Aby naszkicowaé¢ wykres tej funkcji, wystarczy znalez¢é dwa nalezace do niego
punkty i poprowadzié przez nie prosta (przez dwa rézne punkty przechodzi
tylko jedna prosta). Prosta ta ma réwnanie y = ax + b. Powiemy tez krétko:
prosta y = ax + b.

Przyktad 2 y

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = 5z — 1.

3
Dlaz= 0 mamy f(0)=2-0—-1=—-1.
Dla z = 3 mamy f(3) =

—
[N
'

—~

wlot wlut

-3 —-1=4.

Otrzymane wyniki mozna przedstawi¢ w tabeli.

N

—

0] | bd
X 0 Punkty (0, —1) i (3,4) naleza (0,—1
f(=) -1 4 do wykresu funkcji f. /
c) v Y :
f
f
2N X O| 1 5

Uczen:

— rozpoznaje funkcje liniowa,
majac dany jej wzoér, oraz
szkicuje jej wykres,

— interpretuje wspotczynniki
wystepujace we wzorze
funkcji liniowej i wskazuje
wsrod danych wzoréw funkcji
liniowych te, ktérych wykresy
sg réwnolegte,

— sprawdza, czy punkt nalezy
do wykresu funkcji liniowej,

— wyznacza wzér funkcji
liniowej, ktorej wykres
spelnia podane warunki, np.
jest réwnoleglty do wykresu
danej funkcji liniowej i prze-
chodzi przez dany punkt,

— stosuje wlasnosci funkcji
liniowej do obliczania pol

wielokatow.
Cwiczenie 1
a) Y
f
O L X
b) Y
f
O/ 1 X
Multibook
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Cwiczenie 2
a) (07 _2)7 (2a 1)

Y
!
1 1
O X
b) (07 0)7 (5a _3)
Y
. 1
O X
f
c) (0,2), (4,5)
Y
!
ol 1 X
d) (07 _1)7 (75 _5)
Y
1 X
f
Cwiczenie 3
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Cwiczenie 2

Znajdz dwa punkty kratowe nalezace do wykresu funkcji f. Naszkicuj ten
wykres.

a) f(x):%x—2 c) f(:v):%x—i—Q

b) f() =~ Q) f@) = —to—1

Definicja

Liczbe a wystepujaca we wzorze funkeji liniowej f(z) = ax + b nazywamy
wspotczynnikiem kierunkowym prostej, a liczbe b — wyrazem wolnym.

Przyktad 3 Y4 o,
Wykresy funkcji liniowych y =2x + 21y =2z — 3 sa «% 8/
prostymi rownolegtymi. Kazdy z nich mozemy otrzy- / \\/ /‘f

Y

mac przez przesuniecie wykresu funkcji y = 2z wzdtuz
osi OY.

e

Po przesunigciu prostej y = 2x:

e 0 2 jednostki w gére otrzymamy prostay = 2z +2,

* 0 3 jednostki w d6t otrzymamy prosta y = 2x —3.

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkcji y = 3z, a nastepnie wykres funkcji f.

a) f(z)=3z+1 c) f(z)=3zx—2

b) f(z) =3zx+3 d) f(z) =3z —3

Zauwazmy, ze wykresy funkcji liniowych o tym samym wspotczynniku kierun-

kowym sg prostymi réwnoleglymi. Proste, ktére sg wykresami funkcji linio-
wych o réznych wspoélczynnikach kierunkowych, nie sa rownolegle.

Twierdzenie

Proste dane réwnaniami y = a;x + by i y = asx + by sa réwnolegle wtedy
i tylko wtedy, gdy a; = as.

Cwiczenie 4

Ktére sposréd prostych 1y, 1o, ..., lg sa réwnolegle?

lly:%l‘—g ldy:—%$+3 lsyzg—%[lj l7y:1_2x
ly:y=2z—3 lyoy=4+2x le: y =22 — /3 ls:y=+5— Lo
Cwiczenie 4

lo || la[|'l6, I3 || U5 || Is



Przyktad 4

Wyznacz wzér funkcji liniowej, ktorej wykresem jest Y

prosta przechodzaca przez punkt P(4,1) i réwnole- S 2

gla do prostej y = 1z + 3. Nk
Szukana funkcja liniowa ma wzér postaciy = azx + b,

a jej wykresem jest prosta réwnolegta do prostej } P(4 0

y =3z +3, wiec a = 3. *

Aby obliczyé wspolczynnik b, podstawiamy wspdl- o X
rzedne punktu P(4,1) do réwnania y =iz +b v

i otrzymujemy 1 =1 -4+ b, skad b = —1. “4“‘”

Zatem warunki zadania spelia funkcja y = %x —1.

Cwiczenie 5
Wyznacz wzor funkcji liniowej, ktérej wykresem jest prosta réwnolegla do
prostej [ i przechodzaca przez punkt P.

a) l:y=2x—4, P(3,7) ¢) Ly=—-2x+3, P(3,-4)
b) l:y=-3z+5, P(—3,2) d) Ly=-2z2-1 P(2-1)

Szczegbdlnym przypadkiem funkcji liniowej jest funkcja stata.

Przyktad 5 v

Funkcja f(x) = 2 dla dowolnego argumentu z € R f
przyjmuje wartos¢ rowna 2. Jej wykresem jest pro- 1

sta réwnolegta do osi OX i przechodzaca przez

punkt (0,2). o] 1 X
Cwiczenie 6

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = ax 4+ b o wspdlezynnikach:

a)a=0,b=1, b)a=0,b=-3, c) a=0,b=0.

Wspétezynnik b we wzorze funkcji liniowej f(x) = ax + b wskazuje punkt
przeciecia prostej bedacej wykresem funkecji z osia OY.

Przyktad 6 Y 9
Wyznacz wspélrzedne punktu przecigcia wykresu ¥
funkeji f(z) = 22 + 2 z osig OY . A \
Jesli podstawimy x = 0 do wzoru funkcji, to otrzy- :

mamy rzedna punktu, w ktérym jej wykres prze- e ©,2)

cina 0§ OY. Zatem f(0)=32-0+2=2, czyli

wykres przecina o§ OY w punkcie (0, 2). o] 1 X

Cwiczenie 6

H

(o
—
—
o

8

Il
|
|

Cwiczenie 5
a)y=2z+1
b)y=-3z+1
y=—-2z-2
d)y=-2z+1
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Cwiczenie 7
a)y=3z+6
b)y=—3z-3

Cwiczenie 8

a) f1(1) =4,
f2(1) =3,

f3(1) = 23,
fa(1)=6

b) f1 — Ui, f2 — o,
fa =3, fa—ls

B 226 5. Funkcja liniowa

Twierdzenie

Prosta bedaca wykresem funkcji liniowej f(x) = ax + b przecina o§ OY
w punkcie (0, b).

Cwiczenie 7
Wyznacz wzor funkcji, ktorej wykresem jest prosta réownolegla do prostej [
i przecinajaca o$ OY w punkcie P.

a) l:y =3z —4, P(0,6) b) Ly=—-3z+1, P(0,-%)

Cwiczenie 8 v

Na rysunku przedstawiono proste przechodzace

przez punkt (0, 3). Sa one wykresami funkcji li- /

niowych: b ;
2

fi(x) =z + 3, fs(x):*%QUJF?%

fQ(x) :37 f4(x) =3z +3. , A 13

a) Oblicz wartosci tych funkcji dla z = 1.

b) Dla kazdej z tych funkcji okresl, ktéra prosta
jest jej wykresem. /

Zbiér wszystkich prostych przechodzacych przez ustalony punkt nazy-
wamy pekiem prostych, a punkt przeciecia tych prostych — srodkiem peku.

Przyktad 7
Wyznacz wzor funkcji liniowej, ktorej wykres Y o)
przechodzi przez punkty P(0,3) i Q(3,5).

Szukana funkcja ma wzér postaci y = ax + b. P
Jej wykres przecina o§ OY w punkcie (0, 3), wiec
b = 3. Aby wyznaczy¢ wspotezynnik a, podsta-
wiamy wspélrzedne punktu Q(3,5) do réwnania
y = ax + 3 i dostajemy 5 = 3a + 3, skad a = 2. o] 1 X

—

Zatem szukany wzor funkcji to: y = %ﬂ? + 3.

Cwiczenie 9
Wyznacz wzor funkcji liniowej, ktorej wykres przechodzi przez punkty P i Q.
Czy punkt R nalezy do wykresu tej funkcji?

a) P(075)7 Q(472)7 R(S? _1) b) P(07 _4)? Q(_Sa _9)7 R(635)
Cwiczenie 9
a) 2=4a+5, czylia=—2. b) —9=-3a—4, czylia=2
y=-3z+5 y=3xr-4
— =kl = =l 2-6-4=6+#£5

Punkt R nalezy do wykresu funkcji. Punkt R nie nalezy do wykresu funkcji.



Zadania

1.

7.

Naszkicuj w jednym uktadzie wspétrzednych te sposréd prostych [, ..., s,
ktére przecinaja o§ OY w punkcie (0,2), a w drugim te, ktére przecinaja
0§ OY w punkcie (0, —1).

li:y=3x+2
lyry=3z—1

lry=1e—1

lgy:%x+2

ls:y=—2x+2
lery=—-2x—-1

l3ry=-1
lymy=2
Wyznacz wzor funkcji, ktorej wykresem jest prosta réwnolegta do prostej
o podanym réwnaniu i przechodzaca przez punkt P.

a) y=4xr—2, P(0,5) ¢) y=—3x+6, P(—6,5)

b) y = —3z+4, P(1,8) d) y =3z -3, P(2V3,6)

Sprawdz, czy punkt ) nalezy do wykresu funkcji liniowej f, jesli nalezy

do niego punkt P.

a) P(8,3), Q(16,9)  b) P(—6,-9), Q(7,19) c¢) P(9,—4), Q(8,-3%)

Y Y/ Y
J
2
1 1 / f/1 1 !
0 1 X Ol 1 X Ol 1 X

Wykres funkcji liniowej przechodzi przez punkt P i przecina o§ OY
w punkcie (0,4). Wyznacz wzdr tej funkcji i naszkicuj jej wykres.

a) P(2,6) b) P(—6,1) c) P(5,—11) d) P(%,—Q)
Skorzystaj z danych na rysunku i oblicz pole zacieniowanej figury.
a) Y b) Y w)(%
=gy Voo
1 i 1
° 25 - ° © )m//% 6 X
%4 > =2

Wykaz, ze punkt (0,0) jest jedynym punktem o obu wspélrzednych wy-
miernych nalezagcym do wykresu funkcji y = v/2z.

Wykaz, ze do wykresu funkcji y = v/2x — /3 nie nalezy zaden punkt o obu
wspoirzednych wymiernych.

Wskazéwka. Przeprowadz dowdd przez sprowadzenie do sprzecznodci.

Zalézmy przeciwnie, ze istnieja liczby wymierne wy 1 we takie, ze punkt (wi,ws)
nalezy do wykresu funkcji y = v/2z — /3.
we = \2w1 — /3 /?
w3 = 2w? — 2v/6w; + 3
2v/6w; = 2w? — w2 + 3
\/6 _ Qw% - w%+3

2wy
Lewa strona powyzszej rownosci jest liczba niewymierna, a prawa wymierna. Otrzy-
mana sprzecznos¢ oznacza, ze zalozenie bylo falszywe, czyli do wykresu funkcji
y = /2 — /3 nie nalezy zaden punkt o obu wspéhrzednych wymiernych.

Odpowiedzi do zadan

1.

=3

Y
/ll lg
| l4
O| 1 X
ls
e Y1 /i
1 l7
O| X
l3
a)y=4z+5
b) y = —3z + 11
)y=—-3z-3
d) y =3z
a) f(z) = 3z—1, Q nie nalezy
b) f(z) = 2z+3, @ nie nalezy
) f(z) = —3z+2, Q nalezy
a)y=z+4
b)y=1z+4
c)y=-3z+4
d)y=-8z+4
a) P=1(2+3)-6=15
)P=6(3+3)=24
. Jezeliz € Qi xz #0, to:

V2r ¢ Q
Jezeli © = 0, to v/2z = 0.
Zatem (0,0) jest jedynym
punktem o obu wspbtrzed-
nych wymiernych nalezacym
do wykresu tej funkcji.
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Uczen:

— Wyznacza miejsce zerowe
i okresla monotonicznosé
funkcji liniowej danej wzorem,

— wyznacza wspOlrzedne
punktéw, w ktorych wykres
funkcji liniowej przecina osie
uktadu wspéirzednych, oraz
okresla, w ktorych éwiartkach
uktadu znajduje si¢ wykres,

— okresla monotonicznosé
funkcji liniowej w zaleznosci
od parametru,

— rozpoznaje wielkosci wprost
i odwrotnie proporcjonalne.

Cwiczenie 1
y=ar+b
0=ax+b
ar=-b/:a#0
vt

Cwiczenie 2
a)
b)
c)

I
‘ N

S win

%
e
T =
d) z
Cwiczenie 3
a)a=01ib#0
b)a=b=0

=2
-3

Multibook

* Monotonicznos¢ funkgji liniowej

® Punkty przeciecia wykresu
funkciji liniowej z osiami uktadu
wspotrzednych
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@ Cwiczenie 1

5.2. Wtasnosci funkcji liniowej

B Miejsce zerowe funkgji liniowej

Przyktad 1

Wyznacz miejsce zerowe funkcji liniowej y = 2z + 3 B

(wykres obok). .

Aby wyznaczyé miejsce zerowe tej funkcji, rozwiazu- Qf

jemy rownanie: 1./.3

204+3=0 b

20 = —3 7[% o 1 X
z=-3

Zatem miejsce zerowe jest réwne —%.

Jesli a # 0, to funkcja liniowa

= az + b ma jedno miejsce
b

Uzasadnij podane obok twierdzenie.

Cwiczenie 2 zerowe: — .

Wyznacz miejsce zerowe funkcji:

a) y= —4x + 6, b) y = —3z — 4, ¢)y=zsx+3, d)y==Ior—4.
Cwiczenie 3

Dla jakich warto$ci wspétczynnikéw a, b funkcja f(z) = ax + b:

a) nie ma miejsc zerowych, b) ma nieskoficzenie wiele miejsc zerowych?

Przyktad 2

Oblicz pole tréjkata wyznaczonego przez osie ukla- Y
du wspélrzednych i wykres funkeji f(z) = 2z 43

(rysunek obok). . B

Wyznaczamy miejsce zerowe funkcji f:
2x+3=0dlaxz=—2 Zatem |OA| = L.
Punkt B ma wspélrzedne (0, 3), stad |OB| = 3.
Obliczamy pole tréjkata AOB:

P =104 |0B| =} 2.3 =8

1
X

A O] 1Xx

Symbolem |OA| oznaczamy
dhugosé odcinka O A.

Cwiczenie 4

Oblicz pole tréjkata wyznaczonego przez osie uktadu wspétrzednych i wykres
funkcji f.

a) f(x) =20+4 D) f() = —ko+2 <) f(x) = —de—4 d) f(z) = Ju—5

Cwiczenie 4
Punkty przecigcia wykresu z osiami uktadu wspétrzednych oraz pole tréjkata:
a) (0,4), (=2,0); P =4
b) (0,2), (6,0); P =6
c) (0,—4), (-8,0); P =16
) (0,=5), (3,0); P=17,5

(=%



B Monotonicznosé¢ funkgji liniowej

Funkcja liniowa moze by¢ funkcja rosnaca, malejaca lub stala.

Przypomnijmy, ze funkcje f nazywamy rosnaca, Y _—
jesli dla dowolnych argumentéw x, x, spelniony e
jest warunek: jesli x; < xo, to f(x1) < f(22). —— 0] 1 X

Jesli a > 0, to funkcja liniowa f(z) = az+b

) Na rysunku przedstawio-
jest rosngca.

no wykres funkcji liniowej,
ktérej wartosci rosnag wraz
Dowdd ze wzrostem argumentéw.

Rozpatrzmy funkcje f(x) = ax + b, gdzie a > 0.
Niech z;, z; bedg dowolnymi argumentami takimi, ze x; < x,.

Wéwcezas mamy:
1 < To / .a Mnozymy obie strony nieréwnosci
przez liczbe a > 0, zatem nie

ar; < ars .. ..
zmienlamy jej zwrotu.

ar, +b<ars+b

Oznacza to, ze f(x1) < f(x2). Zatem f jest funkcjg rosnaca.

Funkcja f jest funkcja malejaca, jesli dla dowol- Y

nych argumentow x, z, spelniony jest warunek:
Jeéh T, < Zog, to f(ml) > f(.'[’g)

1 >~ X

’Q /»;"<1

Jedli a < 0, to funkcja liniowa f(z) = ax+b

st lei Na rysunku przedstawio-
jest malejaca.

no wykres funkcji linio-
wej, ktérej wartosci male-
ja wraz ze wzrostem argu-

@ Cwiczenie 5

mentéw.
Udowodnij powyzsze twierdzenie.
Funkcja f jest funkcja stala, jesli dla dowol- Yy
nych argumentéw z;, x, prawdziwa jest réw-
nosé: f(x1) = f(xo). 1

ol 1 X

Jesli a = 0, to funkcja liniowa f(z) = ax +b
jest funkcja stala.

Na rysunku przedstawio-
no wykres funkcji liniowej,

Jedli funkcja liniowa jest funkcjg stala, to jej wy- ktéra przyjmuje stale te
kresem jest prosta réwnolegta do osi OX. sama wartosé.

Cwiczenie 5

Niech z1, z2 beda dowolnymi argumentami takimi, ze 1 < x2.

Wéwczas:

z1<z2 /[-a<0
ary > ars
ary +b>axs+b

Oznacza to, ze f(z1) > f(z2), czyli f jest funkcja malejaca.
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Cwiczenie 6
a) rosnaca
b) malejaca
c) rosnaca
d) stata

Cwiczenie 7

a)a<0ib>0
b)a>0ib<0
c)a<0ib<O

Cwiczenie 8

a) wprost proporcjonalne,
a= %Ob

b) odwrotnie proporcjonalne,

2P
b

¢) wprost proporcjonalne,

a =

Ob = 27r
d) odwrotnie proporcjonalne,
d, = 2B

1=

B 230 5. Funkcja liniowa

Cwiczenie 6
Okresl monotonicznoéé¢ funkcji f.

a) f(z) =5z —12 c) f(x)=(3—-2V2)x
b) f(z) =83z d) f(z) = -3
Cwiczenie 7

Dany jest wykres funkcji f(z) = ax + b. Podaj znaki wspélczynnikéw a i b.

a) Y b) Y c) Y
Fy 1 / foo 1
ol 1 X 19)%1 X 1 x

B Proporcjonalnosé prosta

Przypomnijmy, ze zaleznosé miedzy dwiema dodatnimi wielkosciami z i y dang
wzorem y = ax, gdzie a € R, , nazywamy proporcjonalnoScia prosta. Wielko-
Sci z 1 y nazywamy wprost proporcjonalnymi, a liczbe a — wspéteczynnikiem
proporcjonalnosci proste;j.

Y

Przyktad 3

Dtugosé boku kwadratu z i dlugosé jego przekatnej y sa
wielkoSciami wprost proporcjonalnymi: zachodzi réwnosé
y = /2x. Zalezno$¢ te przedstawiono na wykresie obok.

Cwiczenie 8

Czy opisane wielkoSci sa odwrotnie proporcjonalne, czy wprost proporcjo-
nalne? Podaj wzér tej proporcjonalnosci.

a) Dlugosé boku tréjkata réwnobocznego i jego obwdd.

b) Dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego o ustalonym polu P.
¢) Obwod i promien okregu.

d) Dlugosci przekatnych rombu o ustalonym polu P.

Cwiczenie 9

Wielkosci x i y sa wprost proporcjonalne. Podaj wzoér tej proporcjonalnodci,
a nastepnie uzupelnij ponizsza tabele. Naszkicuj wykres tej proporcjonalnosci.

a)l g 2 12 |bg 118 3 9a 287 14
y (2113 |6 y 212 2 y 12 5 10

Cwiczenie 9

a) y =3z b)y =2z o)y=23z

Y Y Y
/

1/ 1 1

o1 x Of1 X O0]1 X




Cwiczenie 10

a) Samochéd jedzie autostrada ze sta-
ta predkosciag. W pottorej godziny po-
konal 165 km. Oblicz odleglosé, jaka
ten samochoéd pokona w dwie i pét go-

Dla ruchu ze stata predkoscia v
przebyta droga s jest wprost pro-
pocjonalna do czasu ¢:

s=v-t
dziny.
b) Samochéd jadacy ze stala predkoscig znalazt sie 60 km od punktu poczat-
kowego o godzinie 13.00. O godzinie 15.24 byl juz od tego punktu oddalony
0 252 km. Jak daleko od punktu poczatkowego byl ten samochéd o 16.007

Zadania

1. Przez ktore ¢wiartki uktadu wspotrzednych przechodzi prosta bedaca wy-
kresem funkcji f7

a) f(z) =—3z+1 ) f(z)=—-8z—3 e f(z)= ( —V2)z+3
b) f(x) =4z +1 d) f(z) =12z -1 f) f(x) =

2. Okre$l monotoniczno$é funkeji f(z) = mzx — 4 dla:
a) m=+3-2, b) m =5 — 25, c) m=3— /=27

3. Okresl monotonicznosé funkeji f w zaleznosci od parametru m.

a) f(x) = (6-—mx b) f(x) = (1+5m)x c) f(x) = (jm|-1)z

4. Okresl monotonicznosé funkcji, ktérej wykresem jest prosta przechodzaca
przez podane punkty.

a) (—8,6)1(4,12) ) (6,V5)i(10,v/5) e (-1,2)i(2,5)
b) (—37,-9)i (=9,-37) d) 3v2,7)i(2v3,5) ) (2,-8)i (,-7)

5. Wyznacz wzér funkcji liniowej, do ktorej wykresu nalezy punkt:

Cwiczenie 10

a) v = % = 110 [km/h]
Dla t = 2,5 h otrzymujemy
s =2,5-110 = 275 [km)].

_ 252-60 _ 192 __
b) v = 1523 -13 22

= 80 [km/h]
Od godziny 13.00 do 16.00 samo-
chéd przejechat:
3-80 = 240 [km]
czyli o godzinie 16.00 byt od-
dalony od punktu poczatkowego
0 60 + 240 = 300 [km)].

Odpowiedzi do zadan
2. a) malejaca
b), ¢) rosnaca

3. a) rosnaca dla m < 5,
stala dla m =5,
malejaca dla m > 5
b) rosnaca dla m > —1,
stata dla m = f%,

malejaca dla m < —%

c) rosnaca dla

m € (—oo;—1) U (1; ),

stata dla m € {—1,1},

malejaca dla m € (—1;1)

a) (0,4) i ktéra przyjmuje wartosci ujemne tylko dla x < —6, 4. a), d) rosnaca
b) (07 f%) i ktéra przyjmuje wartosci dodatnie tylko dla x > 2, c)) ot ;13,) malejaca
¢) (0,—2) i ktéra przyjmuje wartodci nieujemne tylko dla x < —4. 5.a) y=2z+4
— 1, 1
6. Wyznacz wzory funkcji liniowych, w ktérych Y b)) g 431 z )
. . . c = —= —
wykresach zawieraja sie: 4 2
. . 6.a)y==2z—-2,y=—32z+3
a) boki przedstawionego obok czworokata, 1 y=3243 y=—x—2
b) boki czworokata o wierzcholkach: ol 1 % b)y=—-3z-72,y=2z-72,
A(~48,0), B(0,—72), C(36,0), D(0,144). = y=—4z +144, y = 3z + 144
1.2) I, 11, IV b)LILIIT ¢ ILILIV  d)LILIV  e) L IL IV f) I, IV
Y Y Y Y l Y Y
/ \ I
/ \ I —
1 1 \' 1 I 1 ~ 1
X 1| x h X X
ol 1 x gl 1 al 1 ol 1 x O] 1 ~ ol 1
/ \
’l
/ \ I
/ \ /
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7.a) y=—x+3 7
b)y=-xz—4luby=z—4
8. a) y =06z
b)yz%x
c)y:%m
) 8.

10. a) y — dtugosé dtuzszego boku

= %, stad y = 36 [m]

Ob = (15 +36) = 102 [m] (2] 9-

b) 2 cm

3 cm

>

4 cm 2 cm 10.

b) Ob, — obwdd dziatki na
planie,
Oby — obwéd dziatki w rzeczy-
wistosci
x=+32+42 =15 [cm)]
Ob; =6+3+2+5 =16 [cm]
Oby = % -15 = 96 [m], wiec
potrzeba 94 m biezacych siat-
ki, czyli na ogrodzenie dzial-
ki wystarczy 95 m biezacych
siatki.

1. 55 = %, stad:

3000z = 2000(z + 2)

—4 11.
Zatem:
4 1 .
12. Miejscem zerowym funkcji
y = ax — 3 jest liczba zo = %7
7 _ i
zatem pole trojkata P = Slal* 12.
Y
X
(@) Zo
13.
-3

3

1

lub a = %, czyli szukana 13
prosta ma réwnanie:
yz—%x—Sluby: %a:—?)
b)y=—-2z-3luby=22-3

c)y fgm — 3 lub

y=Yx—3

a)G:ﬁ,st@da:f

Sl
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. Pole tréjkata jest rowne: P = 3|b|, gdzie (0,b) jest punktem Y

Wykres pewnej funkcji liniowej i osie uktadu wspolrzednych ograniczaja
tréjkat roéwnoramienny. Wyznacz wzér tej funkeji, jesli wiadomo, ze:

a) przyjmuje ona wartoéci ujemne tylko dla z > 3,

b) do jej wykresu nalezy punkt (0, —4).

Podaj wzér proporcjonalnosci prostej, do ktérej wykresu nalezy punkt:
a) (2%,15), b) (2%,1%), c) (3%,2%).

a) Uzasadnij, ze dlugo$é boku kwadratu i jego obwdd sa wielko$ciami
wprost proporcjonalnymi,

b) Uzasadnij, ze dlugo$é boku kwadratu i jego pole nie sa wielko$ciami
wprost proporcjonalnymi (mimo ze wraz ze wzrostem dlugosci boku kwa-
dratu rosnie jego pole).

Przykladem wielkosci wprost proporcjonalnych sa odlegto$é na mapie (pla-
nie) i odpowiadajaca jej odleglo$é w terenie. Na rysunku ponizej przed-
stawiono plan sgsiadujacych ze soba 2 cm

dzialek budowlanych A i B.

a) Dzialka A ma ksztalt prostokata,
ktoérego krotszy bok ma dlugosé 15 m.
Oblicz obwdd tej dziatki.

b) Dziatka B ma ksztalt trapezu pro-
stokatnego. Czy na jej ogrodzenie wy- A 2,5 cm

B 3 cm

starczy 95 m biezacych siatki, jesli
brama ma mie¢ szerokos¢ 2 m? 6 cm

Prostokatng dziatke budowlang o wy- Skala mapy (plamu) 0 sto-

miarach 20 m x 30 m przedstawiono na L. .
sunek odlegtoéci na mapie
do odpowiadajacych im od-

leglosci rzeczywistych.

planie w postaci prostokata o wymia-
rach ¢ cm x (z+2) em. Wyznacz skale
tego planu.

Wyznacz wzor funkcji liniowej, ktorej wykres, przecinajacy o§ OY w punk-
cie (0,—3), i osie ukladu wspélrzednych ograniczaja tréjkat o polu réw-
nym:

a) 6, b) 104 ) 9V2.

Wyznacz wzor funkcji liniowej, ktorej wykres, przecinajacy o§ OX w punk-
cie (£,0), i osie ukladu wspélrzednych ograniczaja tréjkat o polu réwnym:

a) 6, b) 41, ) 3v2.

przeciecia wykresu funkcji z osig OY'. b
a) 2|b| =6, stad b= —8 lub b = 8.

Po podstawieniu wspétrzednych punktu (%,0) do wzoréw
funkcji: y = ax — 8 i y = ax + 8 otrzymujemy: y = 1—363: -8

lub y = 7136x+8.

b)y=—4z+6luby =4z —6 vel 3 X
c)y:f%ﬁaﬂrél\/iluby:%xfél\/i 2



5.3. Réwnanie prostej na ptaszczyznie

Jedli znamy wspétrzedne dwdch réznych punktow nalezacych do prostej, mo-
zemy wyznaczy¢ jej réwnanie. Dla prostej bedacej wykresem funkcji liniowej
wyznaczamy réwnanie postaci y = ax + b.

Definicja

Réwnanie postaci y = ax + b nazywamy réwnaniem kierunkowym prostej.

Przyktad 1 Y D_—
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej L
przez punkty C(—2,1) i D(4,3). c - ‘

g 1

Aby wyznaczy¢ wspotczynniki a, b réwnania

y = ax + b, rozwigzujemy uktad réwnan:
l=a-(-2)+0b
3=a-4+0b

ol 1 X

Roéwnania uktadu otrzymujemy,
podstawiajac wspétrzedne punktéow C' i D
do réwnania y = ax + b.
. . . . 1 4 _ 5
Powyzszy uklad spelniony jest przez parg liczb a = 3, b= 2.
5 i i stad v = L 5
Zatem réwnanie prostej ma postaé y = 3T+ 3.

Cwiczenie 1
Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez punkty C'i D.

Cwiczenie 2

Sprawdz, czy punkty A, B, C' sg wspdlliniowe.

a) A(Oal)v B(6a2)a 0(1273) C) A(_276)7 B(Qa_Q)? 0(57_7)
b) A(8a3)7 B(674)7 O(_278) d) A(_475)7 B(7a5)a 0(772\/6)
Przyktad 2

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez Y
punkty C(3,2) 1 D(3,—-1).

Q

—

Do szukanej prostej naleza wszystkie punkty

o pierwszej wspolrzednej réwnej 3. Jej réwna- \p
nie ma posta¢ x = 3.

Zwr6¢ uwage na to, ze prosta rownolegla do osi OY nie jest wykresem funkcji
(dlaczego?), a jej réwnania nie mozna zapisa¢ w postaci kierunkowej.

Cwiczenie 2

a) Prosta AB: y =tz +1

Podstawiamy wspotrzedne punktu C' do réwnania prostej AB:

% -12 4+ 1 = 3, czyli punkty A, B i C sa wspéiliniowe.

b) Prosta AB: y = —2x+7

—1.(=2) +7 =38, czyli punkty A, B i C sa wspélliniowe.

c) Prosta AB: y = —2z + 2

—2.5+2=—-8# —7, czyli punkty A, B i C nie sg wspélliniowe.
d) Prosta AB: y =5

5 % 2v/6, czyli punkty A, B i C' nie sa wspétliniowe.
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Uczen:

— podaje rownanie kierunkowe
i ogblne prostej,

— zamienia réwnanie ogélne
prostej, ktoéra nie jest
réwnolegta do osi OY,
na rOwnanie w postaci
kierunkowej (i odwrotnie),

— wyznacza réwnanie prostej
przechodzacej przez dwa
dane punkty,

— rysuje prosta opisana
réwnaniem ogdélnym,

— wyznacza wartosci para-
metréw, dla ktérych prosta
spelnia okreslone warunki,

— wyznacza wartosci para-
metréw, dla ktérych proste
dane réwnaniem w postaci
ogolnej sg réwnolegle.

Cwiczenie 1

a)y=2z—3
b)y=—3z+3
y=32z-1

Komentarz

Warto zwrécié uwage uczniéw
na przyktad 2 i powréci¢ do
definicji funkcji, aby utatwié
im odpowiedZ na pytanie:
»Dlaczego prosta réwnolegta
do osi OY nie jest wykresem
funkcji?”.

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.3

Generator

testéw i sprawdzianow



Cwiczenie 3
a) x = —3, nie jest
b) y = —3, jest

c) x = 8, nie jest

Cwiczenie 4
a)y=1iz+2
Y
O | X
b)y=—-2z+3
Y
o 1 X
c)y=32z+4
Y
O | X
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Roéwnanie prostej y = b (réwnoleglej do osi OX) jest y=0 Y

rownaniem w postaci kierunkowej. Dla tej prostej b
wspotezynnik a = 0. 19) X
Cwiczenie 3

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty C i D. Czy ta prosta
jest wykresem funkcji liniowej?

a) C(-3,4), D(-3,6) b) C(=5,-3), D(7,-3) c) C(8,-2), D(8,6)

Przyktad 3

Naszkicuj prosta dana za pomoca rowna- ‘ Y

niaxz + 3y — 3 =0. 3y 3

Roéwnanie przeksztalcamy do postaci kie- :

runkowej y = —ix + 1 i nastepnie szkicu- — X
o] 1 ~

jemy prosta.
Definicja
Réwnanie Az + By + C = 0, gdzie A # 0 lub B # 0, nazywamy réwna-

niem ogo6lnym prostej.

Roéwnanie kazdej prostej na plaszczyZnie (réwniez prostej réwnoleglej do
osi OY) mozna zapisaé w postaci Az + By + C = 0.

Cwiczenie 4
Naszkicuj prosta dana réwnaniem ogdlnym.
a) —r+2y—4=0 b) 6z +3y—9=0 ¢) tr—iy+2=0

Jedna prosta moze mie¢ wiele rownan ogélnych. Na przyktad kazde z poniz-
szych rownan opisuje te sama prosta.

. 22+y—4=0 Il 42+ 2y — 8 =10 L. z+3y—2=0
Zauwaz, ze po przeksztalceniu do postaci kierunkowej w kazdym z powyzszych
przykladow otrzymujemy réwnanie y = —2x + 4.

Cwiczenie 5

Ktére rownania opisujg te sama prosta?

l:—%aj—l—y—lzo n: 9 — 12y +12=20 p:3r—4y+4=0
m: —3x+4y+4=0 0:6x —8y+12=0 r—3r+2y—2=0
Cwiczenie 5

Roéwnania: [, n, p, r opisuja prosta y = %x + 1.



Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. Rownanie prostej przedstawionej na rysunku zapisz w postaci kierunkowej l.a)y=1z—-1,2-3y—3=0,
oraz w postaci ogdlnej. Czy punkt A(—10, —5) lub punkt B(—3, %) nalezy nie nalezg
1 2
do tej prostej? b)y = —13z - 23,
4x + 3y + 8 =0,
a) v b) v c) v nie nalezg,
1 ¢) y=3z+2%,
4 3z — 4y + 10 =0,
1 2\ 0l 1 X A nalezy, B nie nalezy
L
Oo| 1~ X .
- 1
4
-2 0l 1 2 X
2. Naszkicuj prosta o podanym réwnaniu. Wyznacz wspéirzedne punktéw, 2. a) (0,2), (—1,0)
w ktérych przecina ona osie ukladu wspétrzednych. b) (0,1), (3,0)
4
a) 22 —y+2=0 ¢) —Sr4+ly—2=0 e —4(y—1z)=16 ;)) 5374):;)(*(373;
_ 1 3 1_ 1 _ 2= 2/ Aoy
b) 10z 45y —5=0 d) 3z —3y—21=0 f) 2(1—3y)—42=0 ¢) (0.—4), (16,0)
. C : ) : f) (0,3), (3,0)
3. Zapisz w postaci ogdlnej réwnania prostych, w ktérych sa zawarte boki
rownolegtoboku ABCD.
a) b) ¢)
Y D Y Y C
D C —
1 / 1 ‘D) — 1 R
/ 1 / 1 1 1 P D
/ O] 1 X 4 1 [X ‘ —1 X
A B A
B
4. Dla jakiej wartoéci parametru m prosta o podanym réwnaniu jest réwno- 4. y=—3x—1
legta do prostej 4z + 3y + 7 =07 a) m=38
_ 7
a) mr+6y—1=0 ¢) (m—3z—3y=0 e z+my+9=0 b)m__f
—_ m 3 _ 1 _ C) we = =g
b) 2m+1)z—y=0 d) Bz —5y+3=0 f) 32 —2my=0 d) m— —6
@ 5. Uzasadnij podane ponizej twierdzenie. e) m=3
f) m= —é

Jesli réwnania ogélne Ayx+ Biy+C, = 01 Asz+ Boy+ Cy = 0 opisuja
A _Bi_ G

te sama prosta oraz A,, By i Cy sa rézne od zera, to H B -G

3.a) AB: y+1=0,DC: y—2=0, AD: 3z —y+5=0, BC: 3z —y—10=0
b) AB: ©+2y+2=0,BC: 2 —2=0,CD: 2+2y—4=0,AD: 2+2=0
¢) AB: ©—3y—2=0,BC: z+y—6=0,CD: —3y+6=0, AD: z+y+2=0
5. Przeksztatcamy réownania ogélne do postaci kierunkowej:
Ay C Ca

— _ A, O _ _ A, Gy
y=—Fv— g-orazy=—3Fr— £

Réwnania opisujg te sama prosta, zatem:

A _ A _G _ _C
- = — 5t oraz —g- = — %2
A _ By B _&
4 = gL oraz gL = &
: . A B @
Ostatecznie otrzymujemy 1 = £ = &+
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6.a) m=—2 6. Podstawy trapezu sa zawarte ’ )

> . . Proste o rownaniach:

b) m = —3 lub m =3 w prostych [ i ls. Korzystajac Az + Byy + Oy =0
. . 1 1 =
7. a) Réwnanie prostej AB: z podanego obok twierdzenia, oraz
y=-2r—4 wyznacz warto$ci parametru m. Agz + Boy +C2 =0
Wyznaczamy pierwsza wspol- sa réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy:
e a) l;: =6z +4y+3=0, _
rzedng punktu przeciecia pro- A1By; = A3 By
stej AB z prosta y = 2x + m: Lrmz+(m+1)y—4=0
2c+m=—2zx—4 b) l1:92+8y+1=0, lp: —m*z+(1—m?)y+4=0
T = —im =1

Musi zachodzi¢ warunek: 7. Dla jakich wartosci parametru m prosta 2z —y+m = 0 ma punkt wspélny

x € [—2;0] z odcinkiem AB?
czyli: B _ Y /

e tm—1<o A) A(=2,0), BO,~4)  b) A0,2), B(,2) f
Zatem m € [—4;4]. 8. Ile punktéw wspdlnych, w zaleznosci od pa- !
b) Réwnanie prostej AB: rametru m, ma prosta ma —y = 0 z bokami 1{, ! T
y=2 bok prostokata? ST

Wyznaczamy pierwsza wspol- narysowanego obok prostokata? 0| 1 X

rzgdng punktu przeciecia pro- @ 9. Uzasadnij, ze jesli a # 01 b # 0, to réwnanie prostej y = ax + b mozna
stej AB z prosta y = 2z + m: zapisaé w postaci:

20 +m =2 Zx LY
z=1-—1im -% Ty T 1
Musi zachodzi¢ warunek:
z € [0; 6]
czyli: Y
0<1-im<e6 Réwnanie prostej przecinajacej o8 OX w punk-
Zatem m € [—10; 2]. cie (p,0), gdzie p # 0, i 0§ OY w punkcie (0, q),
9. Zauwazmy, ze ax = ¥, czyli: gdzie ¢ # 0, mozna zapisa¢ w postaci: 11
) T Yy 1
i P ’ ‘- : o] 1 X
= ) -
P}rzeksz.t alcamy powyzsze Jest to roGwnanie odcinkowe prostej.
rownanie:
—F+y=>b/:b
‘e Ly 10. Wyznacz punkty, w ktérych prosta o podanym réwnaniu odcinkowym
z =
a0 przecina osie ukladu wspotrzednych. Narysuj te prosta w uktadzie wspot-
10. a) (8,0), (0,6), y = —Fz +6 rzednych i wyznacz jej réwnanie kierunkowe.
b)(570)7(07_3)7:’/:%x_3 a)%+%:1 b)§+%:1 C)%—i—%:l
C) (7170)5 (0,4),y=4$+4 - B
11. a) y = 3z + 9, malejaca 11. Dan.e J.est rownar.n.e prosPeJ W posta.c1 odc/l/nkoweJ..IZap}sz .to rowname.w po-
) staci kierunkowej i okresl monotoniczno$¢ funkeji, ktérej wykresem jest ta
b) y = 5z + 2, rosnaca
) Ly — 2, rosnaca prosta.
C)Yy=3T— 4
* a) T4+ ¥%=1 by L +4=1 ) T4+ L =1
12_a)%+%:1 3 9 —4 2 8 -2
b) £+ L =1 12. Wyznacz rownanie odcinkowe prostej o podanym réwnaniu kierunkowym.
C)é—l—%:l a) y=2x+6 b)yz%x—él c)yz—%x—}—i

8. Prosta y = mx przechodzi przez punkt (2,4) dla m = 2 (y = 2z), a przez punkt
(7,1) dlam = £ (y = Lz). Zatem ta prosta ma:
— 0 punktéw wspdlnych dla m € (foo; %) U (2; 00),
— 1 punkt wspélny dla m € {%, 2},
— 2 punkty wspélne dla m € (%, 2).
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Dowiedz sie wiecej

Ptaszczyzna w tréjwymiarowym uktadzie wspoétrzednych

Réwnanie Az + By + Cz+ D = 0, gdzie A # 0 lub
B # 01lub C # 0, opisuje ptaszczyzne w przestrzeni
z trojwymiarowym uktadem wspélrzednych.

Rozwiazujac uktad trzech takich réwnan, szukamy

punktéw wspélnych trzech plaszczyzn. Y

Na pierwszym rysunku ponizej przedstawiono przypadek, gdy uktad réwnan
ma doktadnie jedno rozwigzanie, na drugim — gdy uklad ma nieskonczenie
wiele rozwiazan, a plaszczyzny si¢ nie pokrywaja.

r—
A

u

Na ponizszych rysunkach przedstawiono przyktadowe sytuacje, gdy uktad row-

nan jest sprzeczny.

<

- N
p g

-l
Al

1. Wyznacz wspolrzedne punktu wspolnego ptaszczyzn Py, Py i Ps.
a) P:2x—y+2—-4=0, Porde+y—2—-2=0, P3:3z—3y+z2—1=0
by Prix+2y+2—7=0, Po: 20 +y—2—-2=0, Pz +2y—2—-9=0
2. Podaj rownanie ptaszczyzny zawierajacej osie uktadu wspotrzednych:

a) OX i 0Y, b) OX i0Z, c) OYiOZ.

3. Wyznacz réwnanie plaszczyzny, do ktérej naleza punkty A, B i C.
a) A(1,1,0), B(2,1,-2), C(1,0,1) b) A(2,0,2), B(1,3,5), C(3,2,9)

4. Podaj réwnania plaszczyzn, w ktorych sa zawarte Sciany prostopadio-
Scianu o wierzchotkach:

(0,0,0), (0,2,0), (1,0,0), (1,2,0), (0,0,3), (0,2,3), (1,0,3), (1,2,3)
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Komentarz

Rownanie ptaszczyzny w tréj-

wymiarowym uktadzie wspél-

rzednych mozemy zapisac

w postaci ogdlnej:
Ax+By+Cz=1

3. Réwnanie ptaszczyzny zapisu-
jemy w postaci ogélnej
ax +by+cz=1
Podstawiamy wspotrzedne
punktéw i otrzymujemy uktad
réwnan:

a+b=1
a) ¢ 2a+b—2c=1
at+c=1

Rozwigzujemy uktad réwnan:

2 31 1
a—g,b— c= =.

37 3
Roéwnanie ptaszczyzny:
2r+3y+32=1
20 +y+2=3
2a +2c=1
b) S a+3b+5c=1
3a+2b+9c=1

Rozwiazujemy uktad réwnan:

—3 p=1 ~—_1
a=3%b=35c=—3

Roéwnanie ptaszczyzny:
Sr+iy—3z=1
3z+2y—2=4

4. Z
3

v/ 2
Réwnania ptaszczyzn: z = 0,
y=0,2=0,z=1,y = 2,
z=3



Uczen:

— oblicza wspotczynnik
kierunkowy prostej, majac
dane wspotrzedne dwoch
punktéw nalezacych do
tej prostej,

— szkicuje prosta, wykorzy-
stujac interpretacje wspot-
czynnika kierunkowego,

— odezytuje warto$é wspot-
czynnika kierunkowego, majac
dany wykres; w przypadku
wykresu zaleznosci drogi od
czasu w ruchu jednostajnym
podaje warto$¢ predkosci,

— wyprowadza roéwnanie prostej
o danym wspotczynniku
kierunkowym przechodzacej
przez dany punkt.

Cwiczenie 1
_12—-7 __ 5
a)a= 35 =3
_ —5-5 _
b)a====1
_ 8+2 __ 5
¢)a=gt5=-3
Cwiczenie 2
_ 3
apQ = 5

a) ars = %, jest
b) ars = 1, nie jest
c) ars = %, jest

Multibook

* Wyznaczanie wspodtczynnika
kierunkowego prostej

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.4

Generator

testow i sprawdzianow
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5.4. Wspotczynnik kierunkowy prostej

Twierdzenie

Wspélczynnik kierunkowy prostej y = ax + b przechodzacej przez punkty
(z1,91) 1 (22, 1y2), gdzie x; # xo, dany jest wzorem:

a=Y2"Y
Lo — Tq

Dowéd
Podstawiamy wspolrzedne punktéw (z1,y1) i (22, y2) Y
do réwnania prostej i zapisujemy uktad réwnan:
Y2 {
{ y1 =azr1+b
= b
Y2 = arz + |

Odejmujemy rownania stronami i otrzymujemy:
Y2 — Y1 = axrz —ary

czyli yo —y1 = a(za — x1), skad:

Y2~ Y1

o —Tq

o= Uwaga: o
T1 # T2
Przyktad 1
Oblicz wspdlezynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty A(—2,3)
i B(4,6).
Mamy (z1,y1) = (—2,3) oraz (z,,y2) = (4,6).
Zatem wspotczynnik kierunkowy prostej y = ax + b przechodzacej przez
punkty A i B jest réwny:

Y2 — Y1 6—3 3 1

T2 — X1

T4-(-2) 6 2

Cwiczenie 1
Oblicz wspolczynnik kierunkowy prostej, do ktorej naleza punkty A i B.
a) A(377)’ B(9a12) b) A(3,5)7 B(_7a_5) C) A(127_2)a B(678)

Cwiczenie 2
Czy prosta przechodzaca przez punkty P(4,8) i Q(—2,—1) jest réwnolegta do
prostej przechodzacej przez punkty R i 57

a) R(0,6),5(—4,0) b) R(-2,4), S(1,7) ¢) R(5,-2), 5(8,2)

@ Cwiczenie 3

Uzasadnij, ze czworokat ABC D o wierzchotkach A(—3, —5), B(6,—2), C(4,2)
oraz D(—5,—1) jest réwnoleglobokiem.

Cwiczenie 3

aAB = 3 =acp, apc = —2 =apa

Proste AB, C'D oraz BC, DA sg parami réwnolegte,
zatem czworokat ABCD jest réwnolegltobokiem.



B Interpretacja geometryczna wspoétczynnika kierunkowego

Wspélcezynnik kierunkowy prostej pozwala okre-
§li¢, jak bardzo jest ona ,stroma”.

Przyktad 2

W przypadku prostej bedacej wykresem funkcji:
y=2zx+1

wzrostowi argumentu o 1 jednostke odpowiada

wzrost wartoéci funkcji o 2 jednostki.

Cwiczenie 4

Wykonaj rysunek i przedstaw interpretacje geometryczna wspétczynnika kie-

runkowego podanej proste;j.

a) y=x+2 b) y =3z +2

Przyktad 3

W przypadku prostej bedacej wykresem funkcji:
y=tx+1

wzrostowi argumentu o 1 jednostke odpowia-

da wzrost wartosci funkcji o 3 jednostki (czyli

wzrostowi argumentu o 3 jednostki odpowiada

wzrost wartosci funkeji o 1 jednostke).

Cwiczenie 5

Wykonaj rysunek i przedstaw interpretacje geometryczna wspétczynnika kie-

runkowego podanej prostej.
a) y=1x+2

b) y

=1r+2

Przyktad 4

W przypadku prostej bedacej wykresem funkcji:
y=3r+1

wzrostowi argumentu o 1 jednostke odpowia-

da wzrost wartosci funkcji o 3 jednostki (czyli

wzrostowi argumentu o 3 jednostki odpowiada

wzrost wartosci funkcji o 4 jednostki).

W przypadku prostej bedacej wykresem funkcji:
y=2z+1

wzrostowi argumentu o 5 jednostek odpowiada

wzrost wartosci funkcji o 2 jednostki.

Cwiczenie 5

a)

Y

Komentarz
Warto uswiadomi¢ uczniom, ze
wykres funkcji liniowej tatwiej

jest narysowad, kiedy rozumie

sig, co oznacza wspotczynnik

kierunkowy. Wystarczy wtedy
zna¢ wspoélrzedne jednego

punktu nalezacego do wykresu

(np. punktu przeciecia z osia

oY).

"

c) y=4x +2

Cwiczenie 4

a)

[ui

)

Y

0

c)y

Tz +2

< O

Of—x=

\\,
2
\ -

[y
[y

i
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Cwiczenie 6

Cwiczenie 6

a) Y Wykonaj rysunek i przedstaw interpretacje geometryczna wspotczynnika kie-
runkowego podanej proste;j.
1 a) y=2x—2 b)y=3x—2 ¢) y=32x—-2
o X Jedli prosta bedaca wykresem funkcji liniowej ma ujemny wspdtezynnik kie-
runkowy, to ze wzrostem argumentu funkcji maleje jej wartos¢.
b) Przyktad 5 Y
1 W przypadku prostej bedacej wykresem funkcji:
0 x y=—-2x+7 > =
wzrostowi argumentu o 1 jednostke odpowiada . YL TS
spadek wartosci funkcji o 2 jednostki. [ s
c) W przypadku prostej bedacej wykresem funkcji: %
it y = —%.’L’ +7 1 =
O X wzrostowi argumentu o 3 jednostki odpowiada Ol 1 X
spadek wartosci funkcji o 1 jednostke.
/ e
a_: . Cwiczenie 7
Cwiczenie 7 . . . . . . .
2) Wykonaj rysunek i przedstaw interpretacje geometryczna wspétczynnika kie-
runkowego podanej prostej.
a)y=-3x+4 b)y=—dz+4 ¢ y=-itz+4 d)y=—-iz+4
1 Cwiczenie 8
O X Wykonaj rysunek i przedstaw interpretacje geometryczna wspoélczynnika kie-
0 ~Y runkowego podanej proste;j.
a)y=—32—3 bly=-22-3 ¢)y=-32-3 d)y=-32r-3
Przyktad 6
. Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty P(3,—7) i Q(—2,3).
o X Obliczamy wspdlczynnik kierunkowy prostej PQ o rownaniu y = ax + b:
Q) y _s-n _ 10 _
- =55 — 5 2
— Nastepnie do réwnania y = —2x+b podstawiamy wspolrzedne jednego z punk-
téw P lub Q. Dla P(3,—7) otrzymujemy: —7 = —2 -3 + b, stad b = —1. Réw-
1 nanie prostej ma zatem postaé¢ y = —2x — 1.
0 X
i Cwiczenie 9
CWIczenlf 9 Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty P i Q.
A y=—32+7 b y==3r=1 ) p(45) Q(—4,9) b) P(4,-13), Q(2,~7) ¢) P(3,3), Q(1,1)
c)y=zr+2
Cwiczenie 8
a) Y b) Y c) Y d) Y
1 \ 1 1 1
(@) Ol 1 X ~ Ol 1X AN O 1X
~ ~ N
~ ~
~ o~
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Zadania

Odczytaj z rysunku wspéirzedne wierzchot-
kow trojkata ABC. Podaj wspélczynniki kie- /

runkowe prostych zawierajacych jego boki.

Oblicz wspoélczynniki kierunkowe prostych, A ol 1/ X
w ktorych sa zawarte boki czworokata ABCD, ~_
gdzie A(—4,-2), B(2,1), C(0,3), D(—5,4). B

Oblicz wspo6tczynnik kierunkowy i wyznacz réwnanie prostej przechodzacej
przez punkty P i Q.
a) P(3,4), Q(7,6)

b) P(-2,7), Q(2,-1)

C) P(%?U?Q(%v_l)
d) P(3,%), Q2,3)

e) P(~2,-6), Q(8,—6)
f) P(v3,4), Q(3V3,10)

Oblicz wspolczynniki kierunkowe i wyznacz réwnania prostych zawieraja-
cych boki czworokata ABC D. Uzasadnij, ze jest on réwnoleglobokiem.

a) Y b) Y
C D
L ?\\
D_— T~ C
1 1
Ol 1+ B X Ol 1 X
L AT
A T
B

Oblicz wspétczynniki kierunkowe prostych, w ktérych zawieraja sie boki
czworokata PQRS. Uzasadnij, ze czworokat ten jest trapezem i nie jest
réwnolegltobokiem.

a) P(0,-5), Q(9,1), R(6,11), S(—6,3)
b) P(~8,5), Q(—6,—2), R(4,—6), S(7,~1)

Dane sg punkty A, B, C i D. Wyznacz warto$¢ parametru m, dla ktérej
proste AB i C'D sa réownolegle.

a) A(-1,-3), B(9,2), C(5,4), D(1,m)
b) A(9,m), B(4,—m), C(9,2), D(3,6)

Dane sy punkty K(—4,5), L(4,—1), M(0,8), N(m, 1m). Wyznacz wartos¢
parametru m, dla ktérej proste KL i M N sa réwnolegle.
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Odpowiedzi do zadan

1. Wspélczynniki kierunkowe
prostych: AB: —%, BC: 3,
AC: :

2. Wspblczynniki kierunkowe
prostych: AB: %, BC: -1,
CD: — ; , AD: —6

b)y=—2x+3
c)y=—-12z+5
d) y =2z — 32

4. a) AB:y =2z — &,
AD: y =2z + 6,
BC: y =2x — 6,
CD:y=z2z+ 28
AB || CD oraz AD || BC,
zatem czworokat ABCD
jest réwnoleglobokiem.

b) AB: y :57%33 ;1%,
ADZ W= 7§$ o 2§,
BC:y = —%m +7,

CD: y= f%x + 2%

AB || CD oraz AD || BC,
zatem czworokat ABCD
jest réwnolegtobokiem.

5. a) PQ1iRS: %, QR: 713—0,
PS: 7%

PQ || RS, zatem czworokat
PQRS jest trapezem.

b) PQ: —1, RS: 3,
QRiPS: -2

QR || PS, zatem czworokat
PQRS jest trapezem.

6. a) aABzézmszaCD
m =2
b)aABZQTmZ%:aCD

— _5
= =3z

7. aKL:%BZ
m =28



8. aac = % , aBp = 2
—3—m?
6 =-2
m=—3lubm=23

9. Punkt (x1,y1) nalezy do pro- @ 9.

stej y = ax + b, zatem:
y1=ar1+b
czyli:
b=y —az:
Podstawiamy b do réwnania
prostej i otrzymujemy:
Y =ar—+ 1Yy — ari
y—y1 = a(x—z1)

10. a) y — 1 = 2(z — 2)
b)y+5="7(z+3)
y+9=—-I(z—-2)
) y-V3i=vi+1)
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10.

12.

11.

12.

Dany jest czworokat o wierzchotkach A(—2,4), B(—3,—2), C(4,1 — m?)
i D(0,4). Wspdlezynniki kierunkowe prostych, w ktérych zawieraja sie
przekatne czworokata ABC D, sg liczbami przeciwnymi. Wyznacz wartos$é
parametru m.

Udowodnij ponizsze twierdzenie.

Réwnanie prostej o wspotezynniku kierunkowym a przechodzacej przez
punkt (x;,y;) mozna zapisaé w postaci y — y; = a(x — ).

Zapisz w postaci y — y; = a(x — ;) réwnanie prostej réwnoleglej do pro-
stej | i przechodzacej przez punkt P.

a) I:y=2x+8, P(2,1) ¢) by=—Ix+8 P(2,-9)
b) l:y="Te—1 P(=3,-5) d) I:y =2z -7, P(—1,V?2)

. Uzasadnij, ze jesli prosta nie jest réwnolegta do osi OY, to jej réwnanie

mozna zapisaé w postaci:

Y-y1 _ Y2-u1
x—x1

T2 —T1

gdzie (21,y1) 1 (%o, y2) sa réznymi punktami nalezacymi do tej prostej.

Przeczytaj podang w ramce informacje.

Na wykresie przedstawiono, jak zmie- droga [kni] C/(5,1420)
niala sie droga podczas pieciogodzinnej 420 f
jazdy samochodem. Punkty A i B wy- 360
kresu odpowiadajg poczatkowi i kon- 300
cowi jazdy autostrada. Aby obliczyé, B(3,300)
z jaka predkoscia jechal wtedy samo- 240
chod, korzystamy ze wzoru v = $: 180
= 2= — 120 [k /] 190
Zwréé uwage na to, ze predkosé v jest 60 A(1,60)
réwna wspotezynnikowi kierunkowemu 748 Th]

prostej AB. O 1 2 3 4 5

a) Oblicz wspoélezynniki kierunkowe prostych OA i BC. Z jaka érednia
predkoscia jechal samochéd w ciagu pierwszej godziny jazdy, a z jaka
w ciggu dwbch ostatnich godzin?

b) Oblicz wspdlezynnik kierunkowy prostej OC' i podaj jego interpretacje.

Wsp6lezynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez dwa rézne punkty (z1,y1),

(z2,y2) wyraza si¢ wzorem:
o= ¥2-y1
To—x1

Na podstawie twierdzenia z zadania 9. prosta mozemy zapisa¢ w postaci:

y—y1 =a(z— 1)
czylia = 2= dla z # 1.

Y=Y1 _ Y2-91
T —x To — X1

aoA = 610:(;) =60 [km/h]
420—-300 __ 60 [km/h]
b) aoc = 4?—0 =84 [km/h]

5-3
Srednia predko$é samochodu podczas catej trasy wynosita 84 km /h.

Zatem

a)

aBc =

(przy czym punkt (z1, y1) nie spelnia tego réwnania).




Nachylenie trasy

Wspolczynnik kierunkowy prostej méwi nam o jej nachyleniu,
o tym, jak bardzo ta prosta jest ,,stroma”

Nachylenie trasy

Nachylenie trasy czgsto podaje si¢ w procentach.
Wyraza sie je wzorem:

n=%-100%

d

Nachylenie rowne 100% odpowiada katowi 45°, a nachylenie 10% — katowi okoto 6°.

Kat a 5° 10° 15° 20° 30° 45°
Nachylenie ok. 9% ok. 18% ok. 27% ok. 36% ok. 58% 100%

Skocznia narciarska

Najwieksza skocznia narciarska na swiecie znajduje sie w Vikersund
w Norwegii. Ma ponad pot kilometra dtugosci: od najwyzszej belki
startowej do korica odjazdu jest okoto 570 metréw. Maksymalne
nachylenie zeskoku to 38°.

El Wyszukaj informacje dotyczace nachylenia
poszczegolnych czesci skoczni narciarskiej:
rozbiegu, progu, grzbietu skoczni i zeskoku.
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Uczen:

— podaje warunek prostopa-
dtosci prostych o danych
réwnaniach kierunkowych,

— wyznacza réwnanie prostej
prostopadtej do danej proste;j
i przechodzacej przez dany
punkt,

— uzasadnia warunek prosto-
padtosci prostych o danych
réwnaniach kierunkowych,

— rozpoznaje wzajemne
potozenie prostych na
plaszczyznie na podstawie
ich réwnan,

— bada, czy proste dane réwna-
niem w postaci ogélnej
sa prostopadle, wyznacza
wartosci parametréw, dla
ktorych takie proste sa
prostopadte.

Cwiczenie 1

a) Punkt A(1,3) nalezy do pro-
stej y = 3z, a punkt B(3,—1) do
prostej y = —sx. Niech P(1,0)
i Q(3,0). Tréjkaty prostokatne
OPA i BQO maja przyprosto-
katne tej samej dtugosci, sa wiec

przystajace.
Y Alv= 3z
o\ | P Q
o] X
Yy \,
3Tz B
\
/ T~—

Przyjmijmy, ze |[FAOP| = «,
wéwcezas w tréjkacie BQO:
[XOBQ| = o

|¥BOQ| =90° — «
Stad otrzymujemy:
|XAOB| = |[XAOP|+
+[¥BOQ| = a+90° — a = 90°
Zatem proste y =3z iy = —%:c
sg prostopadte.

Multibook

® Proste réwnolegte i proste
prostopadte w uktadzie
wspotrzednych
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[D] Przyktad 1 Y

5.5. Warunek prostopadtosci prostych

Wykaz, ze proste y = 2z i y = —3x sa prostopadle. ~

Punkt A(1,2) nalezy do prostej y = 2z, a punkt »
B(2,—-1) do prostej y = —3x (rysunek obok). Tréj- A
katy prostokatne OPA i BQO maja przyprosto-

=

katne tej samej dlugosci, sa wiec przystajace.
Przyjmijmy, ze |[SAOP| = «, wéwezas w tréjkacie
BQO mamy: |[<OBQ| = a oraz |[$BOQ| = 90°—a. 1
Stad otrzymujemy: v
|[FAOB| = [ AOP| + |¥BOQ| =
=a+90° —a=90°

Zatem proste y =2z iy = f%x sa prostopadte.

7
Sy

7
RES

Symbolem |XAOB| ozna-
czamy miare kata AOB.

@ Cwiczenie 1

Udowodnij, stosujac metode pokazana w przykladzie 1., ze podane proste sa
prostopadle.

a)y=3r iy=-laz by=riy=-izr ¢ y=v2riy=-Lz

Twierdzenie

Proste y = a1z + by (a1 # 0) 1 y = asx + by sa prostopadle wtedy i tylko
wtedy, gdy: )
Ay = _CL_ (Cth a; *c Qs = —1)
1

Przyktad 2
Sprawdz, czy proste przedstawione na rysunkach I i IT sg prostopadte.
I. Wspélcz?fnniki kierur'lkov&./e I v oy = 1lo—2
prostych k il sa odpowiednio 3

, 3 . 2 l Yy == Zx + 2
rowne: a; = —% iap = 15.
ap - a; = —1, wiec proste kil L n m,

sa prostopadte.

I1. Wspoétczynniki kierunkowe
prostych m i n sg odpowied-
nio réwne: a; = 1+ i ay = —3. o|/1 ~X ol 1 X

Sr+2

5

[y

/N

ay-ay; # —1, wiec proste min

i
<
I
|

. Ly=12r -1
nie sa prostopadte. 3
b) Punkt A(4,3) nalezy do prostej y = %x, a punkt Y
B(3,—4) do prostej y = —3x. Tréjkaty prostokatne A
OPA i BQO maja przyprostokatne takiej samej dtu- N
gosci, sa wiec przystajace. 20
Przyjmijmy, ze |LAOP| = «, wéwczas w tréjkacie 1
BQO: % Q
|[¥OBQ| = a oraz |¥BOQ| = 90° — o 1 P X
Stad otrzymujemy:
|XAOB| = |[XAOP| + |¥BOQ| = a + 90° — o = 90°
\
Zatem proste y = %x iy = —%a: sg prostopadtle. : \
S,
I




Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
Sprawdz, czy proste przedstawione na rysunku sa prostopadie. a) a1 = -3, ax = 22,
3 10
2) Y b) Y 2 \Y a prostopadte © e
9
e z _ 3 _ 2
L&y f 2 R “= 75,027 5
18514 - b5 1 : | ar-ag = —%-2 = —1 - proste s
VL L — prostopadte
O/l \K 0] X 1 X C)CLIZ%,C’Q:*%,
y =31 g y=3lz 1 araz=3%-(-0)=-3#-1-
: PR : : \ proste nie sg prostopadte
Przyktad 3
Prosta k jest prostopadia do prostej y = %x — 4. Oblicz wspotczynnik kierun-
kowy prostej k.
Oznaczmy przez a wspoétczynnik kierunkowy prostej k. Wowcezas:
-1 8
aQa = == —-=
3 3
Cwiczenie 3 Cwiczenie 3
Oblicz wspoétczynnik kierunkowy prostej prostopadlej do podanej proste;j. a) _51
b) —%
a) y=+x+4 b) y =9z ¢)y=—23x—-3 d)yz%m—l c))§9
7
[0] Ewiczenie 4 d) —3v2
Uzasadnij, ze jesli proste y = ayx i y = asx sg prostopadle, to dla dowolnych Cwiczenie 4
liczb by, by prostopadle sa tez proste y = a1z + b, 1 y = asx + bs. Prostopadtosé prostych uzalez-
niona jest od wspblczynnikow
Przyktad 4 Y @ kierunkowych. Z prostopadtosci
Prosta k ma réwnanie y = %m + 2. Wyznacz P ] prostych y = a1 iy = azz wyni-
réwnanie prostej | prostopadlej do prostej k ka, ze a1-az — =L el dla do-
. hod . kt P(—3,4) wolnych wspotczynnikéw b1, bs
i przechodzacej przez pun ,4). proste y = ay+b1 iy = sz bs
Réwnanie prostej | ma posta¢ y = —3z + b g sg prostopadte.
(poniewaz I L k). Podstawiamy do réwnania
wspotrzedne punktu P(—3,4) i otrzymujemy of 1 X
4=—-3.(=3)+b,stad b= —1. l
Prosta [ ma zatem réwnanie y = —2z — 3.
Cwiczenie 5 Cwiczenie 5
Wyznacz réwnanie prostej prostopadlej do podanej prostej i przechodzacej a)y=gzz—1
przez punkt P. b) y =10z — 1

a)y=—3z+2 P0,~1) b)y=—0lz, P(1,9) ¢ y=320+9, P(3,2) | Dy=—50+9
Cwiczenie 1 Yy
¢) Punkt A(1,v2) nalezy do prostej y = v/2z,
a punkt B(v/2, —1) do prostej y = —@x. Tréjkaty
prostokatne OPA i BQO maja przyprostokatne @ff A
takiej samej dtugosci, sa wiec przystajace.

Przyjmijmy, ze | AOP| = a, woéwczas w tréjkacie N
BQO:

i
QS

|[¥OBQ| = a oraz |$BOQ| = 90° — « a Q
Stad otrzymujemy: P X
|XAOB| = |[XAOP|+|¥BOQ| = a+90°—a = 90° N

AN
Zatem prostey = \2ziy = — gm sg prostopadte. 2 .
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Cwiczenie 6

a)y=32r+3
b)y=—32—3
¢y=—-3z-3

Cwiczenie 7
a)z=26
b)y=-5
c) y=->5

Odpowiedzi do zadan
l.a)y=1z-3

b)y=—-3z+7
y=3z+1
d)y=—-2z
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@ Przyktad 5

Miejscem zerowym funkcji liniowej jest liczba 3, a jej wykresem jest prosta !

prostopadta do prostej 4z + 3y — 7 = 0. Wyznacz rownanie prostej (.

Réwnanie 4x + 3y — 7 = 0 przeksztalcamy do postaci kierunkowej:
y=—2x+%

Stad réwnanie prostej [ ma postaé y = 3z+0b. Podstawiamy wspoélrzedne

punktu (3,0) i otrzymujemy 0 = 2 -3+ b, czyh b=-12

3 9

4

Prosta [ ma zatem réwnanie y = Jz — 7.

Cwiczenie 6

Miejscem zerowym funkcji liniowej jest liczba —2. Wyznacz réwnanie prostej
bedacej wykresem tej funkcji i jednoczeénie prostopadtej do podanej prostej.
a) 3r+2y+6=0 b) 22—y —5=0 ¢) —3x+3%y+3=0
Przyktad 6 Yt y=3

Wyznacz réwnanie prostej prostopadlej do prostej
y = 3 1 przechodzacej przez punkt P(—2,1).

1
T

)

Powyzsze warunki spelnia prosta @ = —2.

o 1 X
Cwiczenie 7

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P(6, —5) i prostopadle]
do podanej proste;j.

a) y=-3 b) z = -3 ¢) r=—-2V3

Zadania

1. Wyznacz réwnanie prostej prostopadlej do prostej I i przechodzacej przez
punkt P.
a) Ly=—-3z+1, P(3,-2) ¢) liy=—3x+11, P(—4,-2)
b) l:y = 22— 3, P(4,1) d) l:y =342 — 3, P(14,—4)

2. Wyznacz réwnania prostych AB, AC i BC. Czy tréjkat ABC' jest prosto-
katny?
a) A(1,5), B(4,2), C(7,5) c) A(-7,-2), B(8,-2), C(-2,3)
b) A(-2,-1), B(0,-3), C(4,5) d) A(43,6), B(-2,—-1), C(4%,-1)

3. Punkty A, B, C'i D sa kolejnymi wierzchotkami rombu. Wyznacz réwnania
prostych, w ktérych sa zawarte przekatne tego rombu.

a) A(—2,—6), B(5,—3), C(8,4) b) A(~1,-2), B(6,~1), D(—6,3)

2.a) AB:y=—-2+6, BC:y=x2—2, AC:y =5, jest
b) AB:y=—-2—3, BC:y =2z — 3, AC:y =z + 1, jest
) AB:y = =2, BC’:y:——a:+2 AC:y =z + 5, nie jest
d) AB:y=x+ 2, BC:y=—1, AC:z =41, jest
3.a) AC:y=xz—4, BD:y=—x +2
b) AC:y=3z+1,BD:y=—1z+1

o



[D] 4.

10.

8. liry= %x+3, loiy = —2x+ 8

Uzasadnij, ze przedstawiony na rysunku czworokat ABCD jest trapezem.
Czy jest to trapez prostokatny?

C(5,5) b) Y o

A(=5,-3)

Uzasadnij, ze czworokat PQRS jest prostokatem.
a) P(-5,0), Q(—1,—6), R(8,0), S(4,6)
b) P(_Sv _2)7 Q(67 _8)7 R(97 _1)7 S(_575)

Punkty A(0,0) i C(2,8) sa wierzchotkami prostokata ABC D, ktérego prze-
katna BD jest zawarta w prostej y = fi:v + 4%. Uzasadnij, ze prostokat
ten jest kwadratem. Oblicz jego obwdd i pole.

a) Dany jest tréjkat prostokatny ABC, ktérego przeciwprostokatna jest
zawarta w prostej y = 3z + 10, a odcinek o koficach B(—5,—5), C(3,-1)
jest przyprostokatna. Wyznacz wspélrzedne wierzchotka A.

b) Punkty A(—5,4) i C(4,—3) sa wierzcholkami tréjkata ABC, a jego
bok AB jest réwnolegly do osi OY. Prosta y = —3x — 11 zawiera jedna
z wysokosci tego tréjkata. Wyznacz wspolrzedne wierzchotka B.

Proste prostopadle l; i Iy przecinaja sie w punkcie (2,4), a jedna z nich
przecina 0§ OX w punkcie (—6,0). Wyznacz réwnania prostych [; i l,. O ile
procent jest wigksze pole trojkata ograniczonego prostymi [, I, i osiag OX
od pola tréjkata ograniczonego tymi prostymi oraz osig OY?

Korzystajac z podanej obok informacji,
sprawdz, czy proste k i [ sa prostopadle.
a) k:3z—4y+9=0, I: 224+ 3y =0
b) k:de+6y—3=0, l: 32— 2y =0

Proste A1z + Biy + C1 = 0
oraz Asx + Boy + Cy = 0 sa
prostopadte wtedy i tylko wte-
dy, gdy A1As + B1By = 0.

Dla jakich wartoéci parametru m proste I, I, sa prostopadte?
a) lirxc+my—9=0, 05: 0,1z —0,02y+3=0
b) li: 4z — 9y —7=0, ly: (4m? —4)z —m’y+17=0

9.2)3-2+(—4)-2=0,czylik LL

3
Y b)4-3 +6-(—2) = —1, czyli proste

I nie sg prostopadte.

10. Korzystamy z twierdzenia podanego

przy zadaniu 9.

a) 0,1 —0,02m =0 /- 50

. a) apQ = ars =

4,5 3

4. a) aAB:ﬁZEZGDC,

czyli proste AB i DC sa
rownolegte, zatem czworokat
ABCD jest trapezem.

apc = 32 = -1 # -3,
czyli trapez nie jest prosto-
katny.

b)aAB:%:%:CLDC,
czyli proste AB i DC sa
rownolegte, zatem czworokat
ABCD jest trapezem.

aap = 2% = =3, czyli trapez
jest prostokatny.

f%, czyli
proste PQ i RS sg réwno-
legte.

aQr = asp = 2, czyli proste
QR i SP sg réwnolegte.
—3.2=-1,czyli PQ L QR
oraz RS 1 SP.

Zatem czworokat PQRS jest
prostokatem.

b) apQ = GRS = —%, czyli
proste PQ i RS sg réwno-
legte.

AQR = asp = %, czyli proste
QR i SP sa réwnolegte.

—% . % =—1, czyli PQ L QR
oraz RS 1 SP.

Zatem czworokat PQRS jest
prostokatem.

. Przekatna AC: y = 4z jest

prostopadta do przekatnej BD,
zatem prostokat ABCD jest
kwadratem. Niech a bedzie
dtugoscia jego boku.
|AC| = 2V/17 = a2
a=+/34
Ob =434, P =34

. a) Punkt B lezy na prostej

y = 3z + 10.

aBc = %, czyli prosta AC' ma
posta¢ y = —2x + b. Podsta-
wiamy wspoétrzedne punktu C
i wyznaczamy b: b = 5.

y— 2z +5

y =3z + 10
Wspotrzedne wierzchotka A:
(=1,7).
b) Prosta AB: x = —5. Prosta
BC' jest prostopadta do po-
danej wysokosci, czyli ma po-
staé y = %m—l—b. Podstawiamy
wspbirzedne punktu C' i wy-
znaczamy b: b = 74%.

1 5—m=0
Ol 1 X , m=95
Pox =1-10-4=20 b) 4(4m” —4) +9m* =0
Poy =1-.5-2=5 252712:16
m=—zlubm= ¢

Pox = 4Poy, czyli Pox jest
wicksze od Poy o 300%.

r= -5
y:%x74%

Wspotrzedne wierzchotka A:
(757 76)
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Uczen:

— interpretuje geometrycznie
uktad réwnan,

— rozwiazuje uktad réwnan
metoda algebraiczng,

i graficzng,

— wyjasnia zwiazek miedzy
liczbag rozwiagzan uktadu
réwnan a polozeniem
prostych,

— rozwiazuje uktad réwnan
7 parametrem oraz okresla
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wartosci parametru.
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5.6. Interpretacja geometryczna
uktadu réwnan liniowych

Rozpatrzmy proste [, i I, opisane réwnaniami uktadu:

a1 T+ by = ¢
ar® +boy = o

Wspélrzedne punktéw (z,y) nalezacych jednoczednie do obu prostych sa roz-
wiazaniami tego uktadu. Moze zachodzi¢ jedna z ponizszych sytuacji.

y Yy y
Is N

ll 12 N

9] X X @) X

Uklad sprzeczny (nie ma  Uklad nieoznaczony (ma
rozwiazan) — proste sa  nieskonczenie wiele roz-

Uklad oznaczony (ma jed-
no rozwiazanie) — proste

przecinaja si¢ w jednym  réwnolegle i rozne. wiazan) — proste sie po-
punkcie. krywaja.
Przyktad 1 v
Rozwiaz graficznie uklad réwnan:
{ r+y=-3 ; q
3x —2y=—4 . \.,{
Przeksztalcamy rownania uktadu do postaci kie- N
runkowej: Ol 1Xx
Yy=-—x— 3 P
y=3x+2
Szkicujemy obie proste i odczytujemy wspdl-
rzedne ich punktu przeciecia: P(—2,—1).
Rozwiazaniem ukladu jest wiec para liczb: * = —2, y = —1 (poprawnosé

rozwigzania mozna sprawdzi¢, podstawiajac je do ukladu réwnan).

Cwiczenie 1
Rozwigz graficznie uktad réwnan. Sprawdz otrzymane rozwiazanie.
20 —y=—4 dr—y =3 r—y—3=0
2) ’ b) ’ DR
r+y=1 —zr+2y=38 3z+y=1
Cwiczenie 1
a)r=-1,y=2 b)yz=2y=5 c)r=1y=-2
5 Y1/ dab il Y v
5 . \
x o : // )
1 1 O \]L X
ol 1 X ol 1 X NZV RN
y=—3x+1
=g =3 y \
3




Przyktad 2
. . 2 —dy=—4
Rozwigz graficznie uktad réwnan
T —2y=—6

Roéwnania uktadu przeksztatcamy do po- Y a

staci kierunkowej i szkicujemy obie pro- %

ste. Y oA

_ 1 g5y

y=sr+l s
y=3sx+3 )

Sa to proste réwnolegte — nie maja punk-

tow wspdlnych. Zatem uktad réwnan nie o1 X
ma rozwigzania — jest sprzeczny.
Przyktad 3 v
Rozwiaz graficznie uklad réwnan: g
r—3y=-3 Y
2x — 6y =—6 —
L~ Ol 1 X

Obydwa réwnania opisuja te samg, prosta
o réwnaniu kierunkowym y = 3z + 1.

Uklad ma zatem nieskoniczenie wiele rozwiazan. Sa nimi wszystkie pary liczb
(x, %m + 1), gdzie x € R.
Rozwiazaniami tego uktadu sa na przyktad pary: (—3,0), (0,1) czy (3,2).

Podaj trzy inne pary liczb bedace rozwigzaniami tego uktadu réwnan.

Cwiczenie 2
Rozwiaz graficznie uklad réwnan.

r—y=-—1 20 —y =6 —3r+2y=2
a) b) c)
—r+y=3 0,5y —x=-3 6r —4y =8

Czasami nie musimy przeksztalca¢ rownan uktadu, aby okresli¢, czy jest on
oznaczony, nieoznaczony czy sprzecziy. Wystarczy przyjrzec sie wspolczynni-
kom przy niewiadomych oraz wyrazom wolnym.

Cwiczenie 3
Okredl, bez rozwigzywania ukladu rownan, czy jest to uklad oznaczony, nie-
0ZNaczony Czy Sprzecziny.

2 —y =1 3r—2y=-1 2zr4+y=1
a) b) ¢)

dr —2y =6 —3x+2y=1 —Jr+y=—4
Cwiczenie 3
a) sprzeczny

b) nieoznaczony
c) oznaczony
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Cwiczenie 2
a) Uktad sprzeczny
Y 1)
X
©
7
S
$
%
)
ol 1 X

b) Uktad nieoznaczony — rozwia-
zaniami sa pary liczb postaci:
(z,2z — 6), gdzie z € R.

Y
1
o 1 4 X
v
/
c) Uktad sprzeczny
Y N
%
'“3/0)
7
R q
7
%&’
3,
N
Ly
ol ¥ X




Odpowiedzi do zadan Zadania

1
— = —‘,—3
1.a){y 3%

yY=—x+7 1. Rozwiaz algebraicznie i graficznie uktad réwnan.
z=3,y=4 1
=zx+3 3r—2y =414 20 — 3y =6
by Y= —2z +2 SR c v e . Y
y=-3z-3 y+x =7 3r—y=5 —3T+2y=—4
z=4,y=—6 _ . _ _
y=3z-2 b) y=—2x+2 Q) y—2r=4 ¢ 3y+x_91
c) Y325 4y + 3z = —12 9z — 2y = -3 y+3=—3x
=2y ; 1+ . 2. Rozwiaz graficznie uktad réwnan. Sprawdz otrzymane rozwigzanie.
Yy =2
d _ _ —
){y:%erg N 3z+2y=9 o 0,52 + 2y =1 0 y=6x+2
z=1,y=6 r=3+2y y=2—-x 28432 =0
e) y=go-2 - — _
y=12z-2 b){y—%_2 d){,%fﬁ_y f) {Qy_l_x
Uktad nieoznaczony, —22+3y=6 JT =T 6y —3r =3
rzeR, y= %a: -2
y=—1z+3 3. Napisz uktad réwnan, ktorego interpretacje geometryczna przedstawiono
f) {y:—ém—S na rysunku.
Uktad sprzeczny a) Yy b) Yy c) Y
2.0) 97" s y
" _ 1 _ 3 ll lg l2
Y= 2 2
r=3,y=
b) y=2z—2 1/ l1 1 L
y=3z+2 ol 1 X ol 1 3 ol 1 X
rz=3,y=
= 1,41
) {y =71 2
y=-—x+2 4. Dany jest uklad réwnan:
z=2,y=0 y=az+b
) J = e Y = asx + by
y=3z+1
e 1l dl Jakie warunki powinny spelnia¢ wspoétczynniki aq, as, b1, bo, aby uktad byt:
y =6z +2 a) nieoznaczony, b) sprzeczny, ¢) oznaczony?
y = 6x+ 3

Uktad sprzeczny 5. Dla jakich wartosci parametru k uktad réwnan jest oznaczony, dla jakich

f) {yz%ﬁ%

=1 1 T—y=2 2z4+y=4 dr —y=—1
Y=3T+ 3 a) Y b) Y ¢) Yy
Uklad nieoznaczony, kx+2y =4 x+ ky = 4k x_k2y:§
teR y=1z+1

nieoznaczony, a dla jakich sprzeczny?

z+y=2 z+2y=4 3z — 2y = -2
3. a) np. b) np. c) np.
—2zx+y=2 T+2y=-2 6z — 4y = —4

4.a) ay =azibi =by

)a1=a2ib17éb2

) a1 # a2 i b1, ba dowolne

5. a) oznaczony dla k € R\ {—2}, sprzeczny dla k = —2
b) oznaczony dla k € R\ {3}, nieoznaczony dla k =

SR=5

1
2
¢) oznaczony dla k € R\ {—1, 1}, nieoznaczony dla k = —3, sprzeczny dla k = 3
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11.

10.

Narysuj réwnolegtobok, ktérego boki sg zawarte w podanych prostych.
Wyznacz wspolrzedne wierzchotkéw tego réwnolegltoboku.

a)y=x—2, y=x—6, y+3=0, y—2=0

b)y=3tx+3, y=30-2, y=-20-7, y=—-2z+38

c)3x—y=-2, 3x—y=4, t—2y=6, x —2y=—14

Trzy boki trapezu prostokatnego ABC D sa zawarte w prostych y = %fo,
Yy = %x + %, y = 2x + 3. Wierzcholek B jest punktem przeciecia osi OX
z prosta y = %a: — 2. Wyznacz wspolrzedne wierzchotkéw tego trapezu.

Dany jest réwnoleglobok ABCD (ry- Y1 p C
sunek obok).
a) Punkt P jest punktem przeciecia 5 (N
prostej AD z prosta y = —z + 2. Ob- K
licz pole trojkata ABP.

=

b) Punkt @ jest punktem przeciecia
prostej BC z prosta y = —2z+ 7. Ob- O| 1 X
licz pole trapezu ABQD. A B

Wierzchotki B i C trojkata prostokatnego ABC' sa punktami przeciecia
prostej y = —%x + 3 z osiami uktadu wspélrzednych, a przeciwprostokat-
na AB jest zawarta w prostej y = %x — 2. Narysuj ten tréjkat i odczytaj
wspoélrzedne wierzchotka A.

. Prosta AC dana jest réwnaniem y = %x — 1, a wierzchotek B kwadratu

ABCD ma wspdélrzedne (—1, —8). Naszkicuj proste zawierajace przekatne
kwadratu i odczytaj wspolrzedne ich punktu przeciecia. Uzasadnij, ze dwa
wierzchotki tego kwadratu naleza do osi uktadu wspétrzednych.

Pole tréjkata o wierzchotkach A(xy,y1), B(xa,y2), C(x3,y3) wyraza sie
wzorem:

P = 3|2192 + Zoys + T3y1 — T1Ys — Tays — T3y

Narysuj tréjkat, ktoérego boki sa zawarte w podanych prostych. Wyznacz
wspélrzedne wierzchotkéw tego tréjkata. Oblicz jego pole, korzystajac
z podanego powyzej wzoru.

a)y=x+4, y=—3x+1, y=—-22+10

b)y=2x+5 y=3cx-2, y=—10—-2

11

.a) A(-1,—

3)
C(8,2), D(4,
)

. a) P(—1,3),

Papp=73-6-4=12
b) Q (33,0),

PaBgp = Papcp — Popg =
=6-8—1.6-7=27

Y

Q

[ui
W

|

Prosta AC' jest prostopadtla
do prostej y = ,%erg 1 prze-
chodzi przez punkt C(0,3),
ma wiec rOwnanie y = %m + 3.
Wspéblrzedne punktu A
spetniaja uktad rownan:

{ y=35c+3

y=%x—2

Zatem A(—6, —5).

. a) Wierzchotki: (-2,2), (2,6),

(6,—2), pole: P =24
b) Wierzchotki: (—6,1),
(0,—2), (3,7), pole: P =315

Y Punkt przeciecia przekatnych kwadratu: S(—4, —4).
i iy Przekatne kwadratu dziela si¢ na polowy, zatem:
B O X |[SA| =|SC| =|SD|=|SB| =5
/ | C Punkty A i C' maja wspoétrzedne postaci (x, %x — 1), czyli:
// ) // SA] = 1SCl = /(@ + 4 + (3o —1+4)* =5
| | Stad otrzymujemy: A(—8,—7) i C(0, —1).
| Prosta BD ma réwnanie y = —1%m—9%, zatem D(z, —1%m—9%), czyli:
i HRE: |SD| = ISB|:\/(m+4)2+(—1§m—9§+4)2:5
Stad otrzymujemy: D(—7,0) i B(—1,—8).
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Uczen:

— interpretuje geometrycznie
nieréwnosci liniowe z dwiema
niewiadomymi oraz pojecie
péiptaszczyzny otwartej

i domknietej,

zaznacza w uktadzie wspot-
rzednych zbiér punktéw,
ktorych wspétrzedne
spelniaja uktad nieréwnosci
liniowych z dwiema niewia-
domymi,

zapisuje uktad nieréwnosci
opisujacy zbior punktow
przedstawionych w uktadzie
wspolrzednych,

rozwiazuje graficznie uktad
kilku nieréwnosci liniowych
z dwiema niewiadomymi,
wyznacza w uktadzie wspot-
rzednych iloczyn, sume

i réznice zbioréw punktow
opisanych nieréwnosciami
liniowymi z dwiema niewia-
domymi.

Cwiczenie 1
a)y>32x+3
Y /
/
/
Y 1
/ ol 1 X
i)
K
/ “’f%f
/ \/
nE N
Vi
/
Multibook

* Nieréwnos¢ liniowa
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LX)

R ¥ 5.7. Uktady nieréwnosci liniowych

Kazda z dwéch czesci ptaszezyzny, na ktére dzieli ja dowolna prosta, nazy-
wamy poélplaszczyzna, a te prosta — krawedzia obu potptaszczyzn.
Polptaszczyzne zawierajaca krawedZz nazywamy polplaszczyzna domknieta.
Polptaszczyzne, do ktérej nie nalezy zaden punkt jej krawedzi, nazywamy
polplaszczyzng otwarta.

Prosta I: y = ax + b wyznacza dwie péiptasz- Y
czyzny otwarte: )
e zbiér {(z,y): z € R,y € Riy < ax + b} jest L
péiptaszczyna lezaca ponizej prostej [, -7
e zbiér {(z,y): x € R,y € Riy > ax + b} jest o 0 X
péiplaszczyna lezaca powyzej tej prostej.

Przyktad 1
Zaznacz na plaszczyznie zbiér punktéw spetnia- Y /
jacych nieréwnos¢ 2z —y + 1 > 0. /

Nieréwnos¢ zapisujemy w postaci: y

y<2+1 S 2r—y+ 1>
Szukany zbiér punktéow jest polplaszczyzng
otwartg lezacag ponizej prostej y = 2x + 1. ~
Wspotrzedne punktéw tej prostej nie spetniaja 3

~

nieréwnosci y < 2x+ 1, wiec te prosta rysujemy an
linia przerywana. /

Przyktad 2
Zaznacz na plaszczyznie zbiér punktéw spetnia- Y
jacych nieréwnosé 2z +y+1 > 0.

V
=)

LO|IN

Nieréwnos¢ zapisujemy w postaci: T+yH 1

=1

y>—2z—1

Szukany zbiér punktéw jest poélplaszezyzna do-
mknieta ograniczong przez prosta y = —%J; -1 .
Wspélrzedne punktéw tej prostej spelniaja nie- 3
rownosé y > —%x — 1, wiec te prosta rysujemy

linia ciagla.

Cwiczenie 1
Zaznacz na plaszczyznie zbiér punktow spelniajacych podana nieréwnosé.
a) —3x+2y—6>0 b)y>—tz—1 c) y—2zx< -3

b)y>—1z—1 c)y<2zx—3
Y Y
/
s
%
1 X O X

/

N




Przyktad 3 X
Wyznacz nier6wnosé opisujaca potplaszezyzne za- . Y
znaczong na rysunku obok. A
Krawedz polplaszczyzny jest prosta przechodzaca 1 oS Cwiczenie 2
przez punkty (0,2) i (3,0) — wyznaczamy jej réw- AN a)y<az+3
nanie: , o] 1 S X b)y< —ie+i
Yy=—30+ 2 c) <2
Poélptaszczyzna jest otwarta, a jej punkty leza ponizej prostej y = —%x + 2, Cwiczenie 3
zatem szukana nieréwnoscia jest y < —%CE + 2. y<2r+3
a
. ) z> -1
Cwiczenie 2 v
Wyznacz nier6wnosé opisujaca polplaszezyzne zaznaczong na rysunku. PR
a) Yt b) Y c) Y
’ 1
/ //
/// 1 1 1 :3 491 X
V. : S‘//
P ol 1x o T—X ol 1 X .
/ Q//
‘ ) y>3x—2
y < 3z
Przyktad 4 Y &,/
/
Przedstaw ilustracje graficzna uktadu nieréwnosci: /7:/ : j\’
)
z+y+1<0 Q’,’ (i)
Y N
y <3 S
. . . ol /1 X
Zaznaczamy odpowiednia polplaszczyzne 5 i
. ;. . . = /
domknieta, ktorej krawedzig jest prosta 2 Y /’
y = —x — 1. Dla drugiej nieréwnosci zazna- S ; 1
czamy poOlplaszczyne otwarta ograniczong ° ok y< izt
z gbéry prosta y = 3. Czeé¢ wspolna obu pol- c) o
. . , P 1 X y>—2r+38
plaszczyzn jest zbiorem punktéw, ktorych >
wspdirzedne speliajg uklad nieréwnosci. k < s /X
Zauwaz, ze punkt (—4,3) nie nalezy do czesci wspdlnej obu péiplaszezyzn. N
Cwiczenie 3 -1
. . . L. ol 1 < X
Przedstaw ilustracje graficzna podanego uktadu nieréwnosci.
—2z+y—-3<0 3r—y—2<0 z—3y+3>0 b
a) b) C X
x>-—1 —6z +2y <0 20 +y > 8 P
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LX)

% Zadania
Odpowiedzi do zadan
1.a) P, R b) zaden ¢) R 1. Przedstaw ilustracje graficzng podanego uktadu nieréwnoéci. Ktére spo-
$réd punktéw P(6,1), Q(—3,5), R(8,—3) naleza do otrzymanego zbioru?
) z—y+12>0 b z—y+1>0 20 +y+120
a ¢
y+32>0 r—y—5<0 r+2y—7<0
Yy —x+4 o VR . . .
2. a) S —dp 44 2. Wyznacz uklad nieréwnodci opisujacy zbiér punktéw przedstawiony na
vz rysunku.
b){y<‘“2 a) \JY b)Y ) v
y=>—x—1 N ~
N -~
C) g %33 1 1 \\ ! \\ = b
T <2 1 VX ~ o] 1 'X
O X N =
y<iz+4i
3.a) y>—x+3 3. Wyznacz uklad nieréwnosci opisujacy zbiér punktow lezacych wewnatrz
z<5 tréjkata ABC: a) A(1,2), B(5,—2), C(5,4), b)A(-6,7), B(0,1), C(2,3).
> — 1
Y v 4. Pewien trojkat zostal opisany przez podany uktad nieréwnosci. Naszkicuj
b)y>z+1 /s . , . . .
1y g ten trojkat i wyznacz wspdirzedne jego wierzchotkow.
y < —35Z
4. a) (—1,-1), (=1,7), (3,3) y—x >0 3z+y—12<0 z+y+32>20
b) (—4,-3), (5,—3), (2,6) a) S y+x<6 b) S 3z —2y+6>0 c) {2z—y—6<0
¢) (1,—4), (5,4), (-3,0) z4+1>0 y+3>0 T—2y+3>0
r <3
> -2 5. Wyznacz uklad nieréwnosci opisujacy zbiér punktéow przedstawiony na
5. a) y<—3o42 rysunku.
yz—-3z-% a) Y b) Y c) Y
"
z < 3 1 — 1 1 /
. . _3 1 1 2 ¢
)y<§x+2 Q| 1 X \OJ X / ol i X
y>—32—2 ~
y< iz +g
y>2z-8¢ 6. Dane sa zbiory: A = {(z,y) € R* y > 2},
c) _ 2, Symbol R? oznacza zbi6r
y>3z—6 B={(z,y) eR: v +y > 6}, : .
Z 2. wszystkich punktéw plasz-
y<3z+6 C={(z,y) R —wr+y-2<0}. czyzny kartezjanskiej, czyli
Zaznacz w uktadzie wspotrzednych zbidr: plaszezyzny z wprowadzonym
a) ANBNC, ¢) (AUB)\C, uktadem wspolrzednych.
2 _ . :
b) (ANC)\ B, d (A\o)up. | K ={@y:zeRiyeR}
6.a) ¥ b)Y c) Y d) Y
7/
7/
/
/
7/
7/
\ 4 \ \
N 4 \\
N
1 1 1 1 N
X X 1 1 AN X
O 1 X O 1 X O] 1 X O] 1 A |
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Dowiedz sie wiecej

Programowanie liniowe

Przyktad
Wyznacz najwiekszg i najmniejsza warto$é sumy = + y dla punktéw (z,y)
nalezacych do wielokata opisanego za pomoca ukltadu nieréwnosci:

Y
2 10
y>*§l‘+§ 4
y<iz+1 3
y >0 2
1
<6

Wielokat ten przedstawiono na rysunku obok. O 123456 X

Skorzystamy z twierdzenia moéwiacego, ze wartos¢ najwieksza oraz wartosé
najmniejsza sumy x +y sa osiagane w ktérychs z wierzchotkéw (lub na catym
boku) danego wielokata.

Wierzchotkami wielokata sa punkty:

(5,0), (6,0), (6,4) i (2,2) i A
Obliczamy dla nich wartosci sumy = + y: 4 \‘%\\\/
(5,0:z+y=5+0=5 G \9\
(6,0:x+y=6+0=56 2 ?‘;\
6,4): 2 +y=6+4=10 1 iy
(2,2):x+y=2+2=4 O 123456 X

Zatem najwieksza wartoscig sumy x + y jest 10, a najmniejsza 4.

W powyzszym przyktadzie przedstawiono proste zagadnienie z dzialu ma-
tematyki zwanego programowaniem liniowym. Dzial ten zajmuje sie zagad-
nieniami optymalizacyjnymi, czyli szukaniem najlepszego rozwiazania wérdd
wszystkich mozliwych (np. maksymalizacji zyskéw lub minimalizacji kosztéw).
Programowanie liniowe bylo intensywnie rozwijane podczas Il wojny Swiato-
wej, kiedy wykorzystywano je w logistyce.

1. Wyznacz warto$¢ najwigksza i warto$¢ najmniejsza sumy x + y dla wielo-
kata opisanego uktadem nieréwnosci.

y<2x+4 y<2x+9 z—6<0

y>2r—4 y> 2z —6 r—y+320
a) b) c)

y = —2 y=>-—r—3 T+y—7<0

<6 y< —zz+4 r+3y+3>0

Najwieksza wartoscig sumy
jest 22, a najmniejsza —5.

b) Y

[uay

(—4,1):z+y=-3
(1,-4):z+y=-3
(4,2):2+y=6
(=2,5):z+y=3
Najwieksza wartoscig sumy
jest 6, a najmniejsza —3.

c) Y

i

(2,5):z+y="7
Najwieksza wartoscig sumy
jest 7, a najmniejsza —3.
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Uczen:

— wyznacza wspOltczynniki
we wzorze funkcji liniowej
tak, aby spelniata podane
warunki,

— przeprowadza analize liczby
rozwiazan réwnania liniowego
w zaleznosci od wartosci
danego parametru.
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R 5.8. Rdwnania i nierownosci liniowe

Z parametrami

Przyktad 1
Rozwigz réwnanie a’x — 3 = a — x z niewiadoma z w zalezno$ci od paramet-
ru a. Podaj rozwiazanie tego réwnania dla a = —1 1 a = 3.

a?r—3=a—=x

a’r+zr=a+3
Zauwaz, ze a®> +1# 0
2 _ . 2
(a+1)x_a+3/'(a+1) dla a € R.
_ a+3 Otrzymane rozwigzanie réw-
T a?+1 nania zalezy od parametru a.

Réwnanie ma jedno rozwiazanie dla kazdego a € R.

Dla a = —1 otrzymujemy = = 1, natomiast dla a = 3 otrzymujemy = = %

W przypadku rownan z parametrami zazwyczaj przyjmujemy, ze x jest nie-
wiadoma, chyba ze wyraznie zaznaczono inaczej.

Przyktad 2
Rozwigz réwnanie a’x — 3 = a + 9z w zaleznoéci od parametru a.
a’r —3=a+ 9z
a*r —9r =a+3 )
Zauwaz, ze wyrazenie a* — 9
(a2 — 9)x =a+3 moze przyjmowac wartosc 0.
» Dla a = —3 otrzymujemy réwnanie tozsamosciowe (spelnione przez dowolna
liczbe): Ox = 0.
e Dla a = 3 otrzymujemy réwnanie sprzeczne: Ox = 6.
*Dlaa € R\ {-3,3} mamy a*> — 9 # 0. Réwnanie ma jedno rozwiazanie

a+3 __ a+3 _ 1
a?2-9 ~ (a+3)(a-3) ~ a-3"

postaci: ¢ =

Cwiczenie 1
Rozwiaz podane réwnanie w zaleznosci od parametru a.

a) sar —4da=z+a b) (a—lx+4=3z+a ¢) 4’z +5=a+zx

Cwiczenie 2
Sprawdz, dla jakich wartosci parametréw a i b réwnanie ax + b = 0 jest toz-
samoéciowe, dla jakich jest sprzeczne, a dla jakich ma jedno rozwiazanie.

Cwiczenie 1

a) sprzeczne dla a = 2, jedno rozwiazanie dla a # 2: x = ;2”2

b) tozsamosciowe dla a = 4, jedno rozwigzanie dla a # 4: z =1

¢) tozsamosciowe dla a = 3,

sprzeczne dla a = —3, jedno rozwiazanie dla a € R\ {—3, 3} 2 = 4

4a+ 2
Cwiczenie 2

Réwnanie jest tozsamosciowe dla a = b = 0, sprzeczne dla a =01 b # 0,
ma jedno rozwigzanie dla a # 0.



Przyktad 3
Sprawdz, dla jakich wartosci parametrow a i b rownanie ax + 4 = 2a + 2bx jest
tozsamosciowe, dla jakich jest sprzeczne, a dla jakich ma jedno rozwigzanie —
znajdz to rozwiazanie. Podaj rozwiazanie tego réwnania dlaa =51 b= 1.
ax +4 = 2a + 2bx
ax — 2bx = 2a — 4
(a —2b)x =2a —4
*Dlaa—2b=012a—4 =0 (czylia = 21b = 1) réwnanie jest tozsamosciowe.

*Dlaa—2b=0i2a—4#0 (czylia#2ib= %a) rownanie jest sprzeczne.

2a—4

*Dla a — 2b # 0 (czyli b # 3a) rownanie ma jedno rozwigzanie: z = 222,

Po podstawieniu a =51 b = 1 otrzymujemy z = 2.

Cwiczenie 3
Przeprowadz analize liczby rozwigzan réwnania ze wzgledu na wartosci para-
metréw a i b. Podaj rozwigzanie tego rownania dla a =21 b= —1.

a) 2axr —1=a*+bx d)ar—b=2-bx
b) a*x +2=0b— b’z e) 3ax —9 = 2bx + 3b
¢) 6ax + 3a =2bx +b f) ax+a=3bx+b

Przyktad 4
Dla jakich warto$ci parametru m miejsce zerowe funkeji f(z) = (m+ 1)z + 2
jest liczbg dodatnig?

e Zauwazmy, ze dla m = —1 funkcja f nie ma miejsca zerowego — jest funkcja
stala f(x) = 2.

» Dla m # —1 wyznaczamy miejsce zerowe funkcji f.

(m+1)z+2=0

(m+1)x=-2
-2
T m +1
Nieréwnosé miﬁl > 0 jest spelniona, gdy m + 1 < 0, czyli dla m < —1.
Cwiczenie 4

Dla jakich wartosci parametru m miejsce zerowe funkcji f jest liczba ujemna?
a) f(x)=(m—2)xr—4 c) flz)=(m*+1)xz+m
b) f(x)=(2m+3)x+1 d) f(z)=-m*z+3—m

Cwiczenie 4
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Cwiczenie 3
a) sprzeczne dla a = 1b,

jedno rozwiazanie dla a # %b:

_ a?+1
~ 2a-b"

dlaa=2ib=—-1l:2=1

b) sprzeczne dlaa = b = 0, jedno
rozwigzanie dla a # 0 lub b # 0:
Iy
dlaa=2ib=—-1:20=—
c) tozsamosciowe dla b = 3a,
jedno rozwiazanie dla b # 3a:

[SISY

v=-}
dlaa=2ib=71:x:f%

d) tozsamosciowe dla a = 2
ib=—2,

sprzeczne dla a = —bi b # —2,
jedno rozwiazanie dla a # —b:

_ b+2
T = a+b’
dlaga=2ib=-1:z=1

e) tozsamosciowe dla a = —2
ib=-3,

sprzeczne dla a = %b ib# -3,

jedno rozwiazanie dla a # %b:
_ 3b+9

dlaa=2ib=71:x:%

f) tozsamosciowe dla a = b =0,

sprzeczne dla a = 3b i a # 0,

jedno rozwiazanie dla a # 3b:
b—

_ b-a
T = 33

dlaazQib:-l:x:—%



Cwiczenie 5

a) k—3>0i =2 = -2,

czyli k = 4.

b) k+1<0i 75 =3,

czyli k = —3.

) k—4>0i 72 =1,
czyli nie ma takiego k.
d)2-k<0iz2=-4

2
czyli k = g

Odpowiedzi do zadan
1.a) 2 =3m+6 >0, gdy

2

12
m>—=.

b) 2 = +m > 0, gdy m > 0.

2
C)$:m32

m—2>0, cazyli m > 2.

a) 0dlam =2, 1dlam#2
b) 0 dla m = —3, 1 dla

m # —3

c) 1 dla m # —1, nieskonicze-
nie wiele dla m = —1

d) 1 dlam # 3, nieskoticzenie
wiele dla m = %

e) 0dlam =1,
1dlameR\ {-1,1}, nie-
skonczenie wiele dla m = —1
f) 0 dlam =0,

1 dlam e R\ {-2,0}, nie-
skonczenie wiele dla m = —2
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Przyktad 5

Dla jakiej wartosci parametru k zbiorem rozwazan nieréwnosci (k+1)x—2 < 0
jest przedzial (—oo;1]7

Rozpatrzmy funkcje f(z) = (k+ 1)z — 2.

Zbiorem rozwiazan nieréwnosci f(z) < 0 jest przedzial (—
funkcja rosnaca, ktérej miejscem zerowym jest 1.

00; 1], gdy jest to

* Funkcja f jest rosnaca, gdy k£ + 1 > 0, czyli dla k£ > —1.
e Miejsce zerowe funkcji f jest réwne 1, gdy ki“ =1, czylidla k = 1.

Zatem warunki zadania sa spelnione dla k = 1.

Cwiczenie 5
Wyznacz warto$¢ parametru k, dla ktorej zbiorem rozwiazan nieréwnosci jest
podany przedzial.

a) (k—3)x+2<0, (—o0;—2] c) kx +3 >4z, [1;00)
b) (k+ 1)z +6 >0, (—o0;3) d) 2z < kx +2, (—4;00)

Zadania

1. Dla jakich wartosci parametru m podane rownanie ma jedno rozwiazanie
bedace liczba dodatnia?

) x—m:m+4 b) mr—m _ 1-2m C) mr—1

3 2

2 4

2. Okreél liczbe rozwigzan réwnania ze wzgledu na parametr m.

d) (1-2m)z=m?*— 1

a) 2r—2=4+mx 3
b) mx +2=m — 3z

¢) (m+1Dz=m?-1

e) (m*—Dz=m*>+m

f) (m?+2m)x =m? —4

3. Zbadaj liczbe rozwigzan réwnania w zaleznosci od parametréw p i q.
a) 2pr—qr=p—4
b) pr+2=3x+g¢q
) pr+q°=p*—qz

d) P’z +qg=p+q¢z

e) (z—p)(z—q)=2"+pq
f) (x—p)=2—qu

4. Rozwiaz rownanie ax — 2x = 4a — 1:

a) z niewiadoma x i parametrem a, b) z niewiadomg a i parametrem .

5. Dla jakich wartosci paramatru k miejsce zerowe funkcji f nalezy do prze-
dziatu [—2;2]?
a) f(zr)=—-3x+1-6k b) f(z)=(z—k)?*— (z+k)*+ Kk kE#0

3.a)0dla2p=gqip#4,1 dla2p+# g, nieskoriczenie wiele dlap=4iqg=38
b) 0 dlap=31iq+# 2,1 dlap# 3, nieskoniczenie wiele dlap=31iqg=2
c) 1 dla p # —q, nieskonczenie wiele dla p = —q
d)0dlap=—q#0,1dlap+#qip7# —q, nieskoniczenie wiele dla p = g

)

) 1 dla p # —g, nieskoniczenie wiele dla p = —q
f)Odlap#0ip= 2q7 1dlap#1 5, nieskonczenie wiele dla p=¢ =0

4. a) dla a = 2 sprzeczne, dla a # 2: x = 4;7 21
b) dla z = 4 sprzeczne, dla x # 4: a = 2;”%41

5. a) — 136]“\27 czyllke[ 6,2]
b) f( ) —dkz + k%, -2 < 2 <2, czyli k € [-8;0) U (0; 8]




5.9. Funkcja liniowa - zastosowania

Przyktad 1

Funkcja f(x) = 1500 + 12z, gdzie D; = N, opisuje miesieczne koszty (w zlo-
tych) firmy Skrzat, produkujacej krasnale ogrodowe: 1500 zt to koszt staly,
12 z} to koszt wyprodukowania jednego krasnala, x — liczba krasnali.

a) Naszkicuj wykres funkcji f. ik — clodhgel -l

b) Jaki byl pélroczny zysk firmy, jesli

w tym czasie wyprodukowano 1800 kra- . Y
snali i sprzedano je po 37 zl za sztuke? 500 /
9000 |- o
, . N
Dochéd ze sprzedazy: 7500 |- . 0%
1800 - 37 = 66 600 [z1] 6000 .@i\//
Koszty po 6 miesigcach: 4500 )
6 - 1500 4+ 12 - 1800 = 30600 [z1] 3000
Pélroczny zysk: 1500
66 600 — 30600 = 36 000 [z1]

O 100 200 300 400 500 600 700 X
Cwiczenie 1
W firmie opisanej w przyktadzie 1. podjeto decyzje o produkcji wiekszych kra-
snali, przy czym koszt wyprodukowania takiego krasnala wyniost 20 zt (koszty
stale pozostaly bez zmian). Naszkicuj wykres funkcji g opisujacej obecne mie-
sieczne koszty tej firmy.

Cwiczenie 2

Funkcja f(x) = 2z + 800, gdzie D; = N, opisuje dzienne koszty, jakie ponosi
firma produkujaca pokarm dla kotéw: 800 zt to staly koszt dzienny, x — liczba
puszek pokarmu wyprodukowanych dziennie, a 2 zt — koszt wyprodukowania
jednej puszki. Dochody firmy opisuje funkcja g(z) = 4z, gdzie D, = N, z jest
liczba sprzedanych dziennie puszek pokarmu, a 4 zt to cena jednej puszki.

Przyjmujac, ze liczba wyprodukowa- y
nych i sprzedanych danego dnia puszek 2800
jest taka sama, podaj wielko§é dziennej 2400 =
produkcji, dzigki ktérej firma osiagnie: 2000
1600
a) zerowy wynik ekonomiczny (dochéd | 5q f
jest réwny kosztom), 300 g
b) dzienny zysk w wysokosci 400 zl, 400
¢) dzienny zysk w wysokosci 1400 zl. O 100 200 300 400 500 600 700 X

Uczen:

— analizuje zadanie z trescia,
a nastepnie zapisuje odpo-
wiednie réwnanie, nieréwnos¢
liniowg, lub wzoér funkcji
liniowej,

— rozwiazuje utozone przez
siebie réwnanie badz
nieréwnos¢ lub analizuje
wlasnosci funkcji liniowej,

— analizuje wynik i podaje
odpowiedz.

Cwiczenie 1
D, =N
Y
10500

9000
7500
6000
4500 |2
3000
1500

2,

O 100 300 500 X

Cwiczenie 2
Niech x bedzie liczba wyprodu-
kowanych puszek.
zysk = dochéd — koszt, zatem
dzienny zysk jest opisany
wzorem:

4z — (2x + 800) = 2z — 800
a) 2z + 800 = 4«

x =400

Zerowy wynik ekonomiczny fir-
ma osiaga, gdy dzienna produk-
cja wynosi 400 puszek.
b) 600
c) 1100

Multibook
* Wykorzystanie funkciji liniowej —
rozwigzanie zadania

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.9

Generator

testéw i sprawdzianow
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Odpowiedzi do zadan

1. a) y = 34000 + 480z, gdzie =
— liczba przejechanych tysiecy
kilometréw, 480 — koszt (w z1)
benzyny potrzebnej do przeje-
chania 1000 km.

Y
70000
/

60000
/

50000
/

40000
/

30000

0 40 80 X

b) Niech x bedzie liczba prze-
jechanych tysiecy kilometréw.
Y.aczne koszty:
— dla samochodu A:

y = 34000 + 480z
— dla samochodu B:

y = 40000 + 360z
40000 + 360z < 34000 + 480z

z > 50
Ré6znica w cenie zwréci sie po
przejechaniu 50000 km.
2. b) Korzystniej z wypozyczalni

Wagabunda dla liczby godzin
wigkszej od 4.

c) 26 + 6z < 14+ 9z

T >4
koszt [z1]
50
ok
45 0Qo
40] 3
o
35| &/ /s
O
30 &
S
25 %
20
czas [h]
14

01 23 45 6

Dla liczby godzin wigkszej
od 4.

B 260 5. Funkcja liniowa

Zadania
1. Samochéd A kosztuje 34 tys. zt i spa- Y
la 8 1 benzyny na 100 km, a samo- 70000 <
chéd B kosztuje 40 tys. zt i spala 61 £
benzyny na 100 km. Cena benzyny 60000 5\0
wynosi Srednio 6 zt za litr. Niech «
oznacza liczbe przejechanych tysie- 50000 p
cy kilometréow, y — cene samochodu
plus koszty paliwa w zlotych (pozo- 40000
stale koszty pomijamy). Na zamiesz-
czonym obok wykresie przedstawio- 20000
no taczny koszt dla samochodu B. 0 20 40 60 80 100 120 X

a) Naszkicuj analogiczny wykres dla samochodu A.

b) Jezeli zakupiono samochéd B, to po przejechaniu ilu kilometréw zwréci
sie roznica w cenie?

Przeczytaj informacje dotyczgce warunkdéw wypozyczenia rowerow w wy-
pozyczalniach Wagabunda i Szprycha (z oznacza liczbe godzin).

WYPOZYCZALNIA SZPRYCHA
6 zt + 3z zt
* Rower dzieciecy 2 zl + 3z zt

WYPOZYCZALNIA WAGABUNDA
10 zt + 2z zt
* Rower dzieciecy 6 zt + 2z zt

* Rower gorski * Rower gérski

Na wykresie obok przedstawiono koszt [z1]

koszt wypozyczania roweru gorskie- 292

go w wypozyczalni Wagabunda w za- 20

leznosci od czasu. 18

a) Naszkicuj analogiczny wykres dla 16

wypozyczalni Szprycha. 14

b) Odczytaj z wykreséw, na ile go- 12 &

dzin korzystniejsze jest wypozycze- 10 g

nie roweru gorskiego z wypozyczalni i

Wagabunda, a na ile z wypozyczalni 8 czas [h]
Szprycha. 60 1 2 3 4 5 6

¢) Trzyosobowa rodzina chce wypozyczyé dwa rowery gérskie i jeden rower
dzieciecy. Na ile godzin korzystniejsze jest wypozyczenie roweru gérskiego
z wypozyczalni Wagabunda?



Piotr i Stefan wyruszaja na wycieczke ro- 30 km 105 km 3. a) fodleglodé od C [km]

werowg do miasta C' o tej samej godzinie. A B ¢ 135
Piotr startuje z miasta B i jedzie ze stala predkoscia 15 km/h, a Stefan \
z miasta A i jedzie ze stalg predkoscig 22,5 km /h.

105 =
a) Naszkicuj wykres pokazujacy odleglo$¢ Piotra od miasta C' w zaleznosci S

od czasu oraz w tym samym uktadzie wspotrzednych — wykres pokazujacy

odlegto$¢ Stefana od miasta C' w zaleznoéci od czasu. \

b) Po jakim czasie Stefan dogoni Piotra? \

c¢) O ile Piotr musialby zwieckszy¢ swoja Srednia predkosé, aby Stefan do- 45

gonit go dopiero w miescie C'?

Z miasta A o godzinie 8.00 wyjechal rowerzysta poruszajacy sie z predko- \ \Piotr
$cia 20 km/h. Dwie godziny pézniej z miasta A w te sama strone wyjechal 5
samochd6d, ktéry poruszal sie z predkoscia 60 km /h. Naszkicuj w jednym 012345 czas [h

uktadzie wspoélrzednych wykresy zaleznosci liczby kilometréow przejecha- Z) Szlef'an d}?goni Piotra po
godzinach.

nych przez kazdy z pojazdow od czasu, jaki uplynal od rozpoczecia po-

.. . . . . Niech z bedzie wielkoscia,
drézy przez pierwszy z nich. Oblicz na podstawie wykresu: ) Niech @ bedzie wielkoscla

o jaka Piotr musi zwigkszy¢
a) o ktérej godzinie samochéd wyprzedzil rowerzyste, $rednig, predkosé [km/h].
Wzér na predkosé przeksztal-

b) jaki dystans dzielil rowerzyste i samochdéd o godzinie 10.30, oriry o sl = B i

¢) o ktérej godzinie samochédd oddalit sie od rowerzysty o 40 km. czas: 105 135

7 Kartuz do odlegtych o 15 km Ostrzyc wyruszyl pieszo turysta. Godzine . 1:;7 5 [kﬁ’;h]

pézniej z Ostrzyc do Kartuz wyjechal samochéd, ktéry mingt turyste po 4. km

15 minutach jazdy. Po pétgodzinnym postoju w Kartuzach kierowca ruszyt /

w droge powrotna. Po raz kolejny minal turyste zmierzajacego do Ostrzyc /

po 50 minutach od ich ostatniego spotkania. Oblicz, ile czasu zajeta tu- /

ryscie droga z Kartuz do Ostrzyc. Przyjmij, ze turysta szedl cala droge /

w tym samym tempie, a kierowca w obie strony jechal z taka sama stalg 60

predkoscia. JAl
&S

7 miejscowoéci A do oddalonej o 40 km miejscowosci B wyruszyl rowe- & / /S

rzysta jadacy z predkodcia 16 km/h. Jednocze$nie z miejscowosci B do 10| /g ik

miejscowosci A wyruszyl drugi rowerzysta, ktory poruszal sie z ta sama 8 9 10 11 12

predkoscia. a) 011.00 b) 20 km c) 0 12.00

a) Przedstaw na wykresie i za pomoca wzoru odleglo$é kazdego z rowe- 6. t — czas [h]

rzystéw od miejscowosci A w zaleznosci od czasu. a) di(t) = 16t, t € [0;2,5];

da(t) = 40 — 16t, t € [0;2,5]
b) d(t) = |32t — 40],
Dy = [0;2,5]

b) Zapisz wzér okreslajacy odleglo$é miedzy rowerzystami w zaleznosci
od czasu. W jakim czasie od chwili rozpoczecia podrézy odlegltosc ta byla

rowna 8 km? Odleglo$é miedzy rowerzysta-
mi wyniosta 8 km po 1 h oraz
. Niech = oznacza odlegtosé w km, jaka przeszedl turysta po 1 h 15 min, czyli do mo- po 1,5 h.

mentu pierwszego spotkania z kierowca, a y — odlegto$¢ w km, jaka przeszed! turysta

przez kolejne 50 min, czyli miedzy pierwszym i drugim spotkaniem z kierowcs.

Korzystamy ze wzoru na predkosé: v = 2.
€T

Turysta szedt w statym tempie, czyli £ = 4. Stad z = 1,5y.
4 6

Kierowca jechal ze stata predkoscia, czyli % = 21% Stad 10z + 3y = 60.

z =15y
10z + 3y = 60

5
1

Rozwiazujemy uktad réwnan

1 otrzymujemy = 5, y = 13—0.

Turysta przeszedl 5 km w ciagu 5 h, zatem 15 km pokonal w czasie 3 h 45 min.
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Odpowiedzi do zadan
1. a) Dla t = 0 otrzymujemy

punkt (—1,-3),adlat=1
— punkt (1, —2), zatem prosta
ma réwnanie:

y:%m72l

2
Y

1
I

o] 1

b) Dla ¢t = 0 otrzymujemy
punkt (—=2,2), adlat=1—
punkt (—1,—1), zatem prosta
ma réwnanie:

y=—-3x—4

y
\

Q

=

Ly=3x+1

II. 2t = x+1, po podstawieniu
do drugiego réwnania otrzy-
mujemy:
y=—-2+4+3z+1)=3z+1
III. t = 1—=, po podstawieniu
do drugiego réwnania otrzy-
mujemy:
y=4-31—-2z)=3zx+1
Wszystkie uktady réownan
przedstawiajg te sama prosta,
o réwnaniu kierunkowym
y=3x+ 1.

B 262 5. Funkcja liniowa

[D] 2.

Dowiedz sie wiecej

Postac¢ parametryczna réwnania prostej

W tym rozdziale przedstawiono dwa sposoby opisu prostej w ukladzie wspol-
rzednych — postacie kierunkowsg i ogélng. Istnieje jednak wiele innych sposo-
béw — jednym z nich jest posta¢ parametryczna.

Na przyktad uklad réwnan z parametrem t:

Y
r=244 s P
,gdziet € R u=g
y=3+2t B
=0
jest parametrycznym przedstawieniem prostej . ‘A
AB (rysunek obok). Opisuje on ruch punktu _~
po prostej AB. Dla t = 0 otrzymujemy punkt )
A(2,3), adlat=1-punkt B(6,5). o 1 X
1. Naszkicuj prosta opisana parametrycznie.
z=—1+4+2¢ T=—2+1%
a) ,gdziet € R b) ,gdziet € R

Przyktad 1
Wyznacz rownanie kierunkowe prostej przedstawionej parametrycznie:

le—i—%t
y=3—2t

7 pierwszego réwnania wyznaczamy parametr: ¢ = 2x — 2 i podstawiamy do

, gdziet € R

drugiego réwnania;:
y=3—-2t=3-—2(2x—2)

skad otrzymujemy y = —4x + 7.

Uzasadnij, ze dla t € R podane uklady réwnan opisuja te sama prosta.

L { i { i {

3. Prosta [ dana jest w postaci parametrycznej:

r=2-3t
y=4+2t
Podaj warto$¢ parametru ¢, dla ktérego punkt A nalezy do prostej I.

a) A(-10,12) b) A(11,-2) c) A(3, %)
Czy punkty P(—1,2) i Q(8,4) leza na prostej I?

r=—1+4+2t
y=—2+6t

r=1-—t
y=4-3t

r=1t
y=143t

,gdziet € R

3.a)t=4
b)t=—3
c)t=1¢

Punkty P i @ nie leza na prostej (.



4. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Ruch kuli K toczacej sie po prostej k opisuja réwnania parametryczne:

B = 2
, gdziet € R Y
y=t
Ruch kuli K, toczacej si¢ po prostej [ l
opisuja réwnania parametryczne:
_ k7 P(6,3)
r=1t .
, gdzie t € R 1
y=-3+t1 3
Czy kule K; i K si¢ zderza? 1 X

Wyznaczmy réwnania kierunkowe prostych k: y = %x illy=x—-3.
Proste k i | przecinaja sie w punkcie P(6,3). Zderzenie jednak nie
nastapi, gdyz kula K; bedzie w punkcie P dla t = 3, natomiast ku-
la K5 dopiero dla t = 6.

Przemieszczanie si¢ slimakéw S7 i Sp opisuja podane réwnania parame-
tryczne (¢ > 0). Czy te $limaki sie spotkaja?

r=3+42t x =3t
&)Slf S2:
y=5—1 y=—-1+4+1

T = 6t x =3t
b)Sll 52:
y=8—2t y=—4+2t

Roéwnanie prostej w tréjwymiarowym uktadzie wspolrzednych mozemy przed-
stawi¢ w postaci parametrycznej. Na przyklad prosta opisana réwnaniami:

r=3+1
y=2—t ,gdziet € R
z=4+42t

przechodzi przez punkty A(3,2,4) dla t =0 oraz B(4,1,6) dla ¢t = 1.

5. Ktore sposréd punktéw P(3,1,2), Q(9,0,6), R(—3,7,2) naleza do prostej
przedstawionej w postaci parametrycznej?

T=05—2t r=6-—3t
a) § y=1+431t, gdziet € R b) ¢ y=—-2+3t,gdziet € R
z2=4—t z=5—1

5.2) Qdlat=—2
b) Rdlat=3

Posta¢ parametryczna rownania prostej 263 I

4. a) I sposéb

Wyznaczamy réwnania
kierunkowe prostych:
—dla Si:y = —%x—i— 12—3,
=3,
7dla5’2:y=%x—l,x20.
Te proste przecinaja sie
w punkcie (9, 2).
Slimak S; bedzie w tym punk-
cie dla:

t=1(9-3)=3
a slimak S> dla:

t=3-9=3

zatem $limaki sig¢ spotkaja.

II sposob
3+2t=3tdlat=3.
Wtedy:

5—t=2
oraz:

—1+t=2
zatem Slimaki spotkaja sie dla
t=3.
b) I sposéb
Wyznaczamy réwnania
kierunkowe prostych:
—dla Si:y = f%x+8, x>0,
—dla S2: y = %x—4,x20.
Te proste przecinaja sie
w punkcie (12,4).
Slimak S; bedzie w tym punk-
cie dla:

t=2-12=2
a Slimak S> dla:
t=%-12:4

zatem $limaki si¢ nie spot-
kaja.

II sposob
6t = 3t dla t = 0. Wtedy:
8—2t=28
oraz:
—44+2t=—4

zatem $limaki sie nie spot-

kaja.



- a

&

. a) Wszystkie punkty naleza
do prostej [.

b) Punkty P i R naleza do
prostej [.

. a) ujemne dla x < —6,
wigksze od 2 dla z > —3

b) ujemne dla z > 2,
wigksze od 2 dla z < 1

¢) ujemne dla z > —2,
wigksze od 2 dla z < —2

. a) (97 0)5 (07 3)7 P =135

b) (14,0), (0,—8), P =56

C) (7350)5 (0) 7%)5

P =9,375

. a) rosnaca dla m € (f%; oo),
malejaca dla m € (—oo; —%)7
stata dla m = —%

b) rosngca dla m € (—o0;9),
malejaca dla m € (9; 00),
stata dla m =9

. a) nie naleza

b) naleza, y = sz — 1

=5
-

=3
-

) 15 b) 12 ¢) 16

) y = —1ix+ 7, malejaca

b) y = 1z + 21, rosnaca

a)y=—-2zx—7
y=57—3

c) z=-3

d)y=-1

e)y=—-2z—-6

f) o =-3

a) f(z)=1z-3
fla)=32+4

) f(z)=—2z+23

d) f(z) = V2
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v/

Powtdrzenie

B Zestaw |

1.

10.

10.

Naszkicuj prosta . Podaj, ktore z punktéw P, @, R naleza do tej prostej.
a) l: y=2x—4, P(5,6), Q(—3,-10), R(—%, —11)
b) I:y=1x+2, P(-8,-2),Q(9,%), R(17,103)
Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje

wartosci ujemne, a dla jakich wicksze od 27

a) f(z) =32x+4 b) f(z)=-3z+5 c) f(z)=—-252—3

Wyznacz punkty przeciecia wykresu funkcji f z osiami uktadu wspoéirzed-
nych. Oblicz pole obszaru ograniczonego osiami uktadu wspélrzednych
i wykresem funkcji f.

a) f(z)=—%tx+3 b) f(z) =22 -8 ¢) f(x)=-3x—175

Okresl monotoniczno$é funkceji f w zaleznosci od parametru m.
a) f(x)=(m+ )z —7 b) f(z) = (6—2m)x+9
Sprawdz, czy punkty A, B i C naleza do wykresu tej samej funkcji liniowej.
a) A(2,-7), B(3,-10), C(-2,5) b) A(—4,-3), B(—-2,-2), C(12,5)

Punkty P i Q nalezg do wykresu funkcji y = ax. Oblicz k.

a) P(§72)7 Q(57k) b) P(k?G)v Q(%7 i) C) P(178a 274)a Q(lz?k)
Wyznacz wzor funkeji, ktérej wykresem jest prosta réwnolegta do prostej
i przechodzaca przez punkt P. Czy ta funkcja jest malejaca?

a) l:y=—3x+17, P(6,5) b) l: y = o — 11, P(—6,1)
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P(—3,—1) i prosto-
padlej do prostej .

c) lLy=—6
d) l:z=11

e) :3x—5y—1=0
Yy ie—y=y+=z

a) lLy=3x—T7
b) l:y=—-452z—-5

Wyznacz wzér funkcji liniowej f, ktéra spelnia podane warunki.
8) f(=2)=—4 i f(4)=—1 ¢) f(=8)=6 i f(~3)=4
b) f(=3)=2 i £(3)=06 Q) f(0)=0 i f(v2)=2

Rozwiaz réwnanie z niewiadoma x w zaleznosci od parametru m.
a) m(x —6) =2z — 12 b) m(mz —1) =9z + 3

a) dla m = 2 nieskoniczenie wiele rozwigzan, dla m # 2 jedno rozwiazanie: © = 6

b) dla m = 3 sprzeczne, dla m € R\ {—3,3} jedno rozwiazanie: z = —

m—37
dla m = —3 nieskoriczenie wiele rozwiazan

Komentarz do zadania 7, str. 265
Warto przypomnieé¢ uczniom, czym jest spodek wysokosci.



B Zestaw Il

1.

~

. a) wierzcholtki: (—4, —6), (4,0),

Wykresem funkcji f jest prosta [. Wyznacz zbiér argumentéw, dla ktoérych
funkcja f przyjmuje wartosci niedodatnie.

a) l: y=6x+18 b) l:y=—22-10 ¢) :vV2r4+y—4=0

Wyznacz rownania prostych, w ktérych zawarte sa boki trojkata o wierz-
chotkach A, B, C. Czy jest to trojkat prostokatny?

a) A(0,0), B(8,6), C(—6,8) b) A(—6,0), B(1,1), C(—3,4)

Wyznacz réwnania prostych zawierajacych boki czworokata o wierzchol-
kach A(-2,-3), B(4,0), C(2,4), D(—4,1). Uzasadnij, ze czworokat ten
jest prostokatem.

Rozwiaz algebraicznie i graficznie uktad réwnan.

r—y=—5 32— 2 =5 0,5y — 0,125z = 1,5
a) c) ) 9. 1 1
2c+y=—4 —b6xr +4y =8 Y~ T =3

b){3m—y:3 d){3m+4y:—19 ) {2y— 5— =0
r—3y=-15 tx—y=-15 y—15x=>5
Wyznacz wspdirzedne wierzchotkéw trojkata, ktérego boki sy zawarte
w prostych [y, I5 i 3. Narysuj ten tréjkat i oblicz jego pole.

a) lipy=a+2, lyy=—x+2, ls:y=-3x+6

b)l1: 20 —y+6=0, I,:3x—4y+4=0, l3: y—4=0

) lipx—2y—4=0, l5:3x+4y—28=0, I3 2+2=0

Przekatne rombu sa zawarte w prostych 3x + 4y = 101 4o — 3y = 5, a dwa
sposrod jego bokéw w prostych z — 2y —5 =01 x — 2y + 5 = 0. Narysuj
podane proste i odczytaj wspolrzedne wierzchotkéw rombu. Wyznacz row-
nania prostych, w ktorych sa zawarte pozostate boki rombu.

Narysuj trojkat prostokatny, ktorego boki sa zawarte w prostych k, [, m
i odczytaj wspolrzedne jego wierzchotkéw. Wyznacz wspétrzedne spodka
wysokosci opuszczonej z wierzchotka kata prostego.

a) ky:2x+2, ly:%x737 my:7%x+5é
b) kiy=-2x—7, LLy=2x—3, my=zir+3

2

Dwa boki rownolegloboku sg zawarte w prostych y = %x —liy= fgx + 6,
a jeden z jego wierzchotkéw ma wspoélrzedne (—1,2). Wyznacz wspdl-
rzedne pozostalych wierzchotkow tego réwnolegtoboku.

b) wierzchotki: (—4, 1), (4,5), (=1, =5),
(1,4), spodek wysokosci: (0, 2) spodek wysokosci: (2, —1)

Y Y

=

AB | AC, zatem trojkat jest
prostokatny.

b) AB: y=1z+ 8,

AC: y=32+38,

BC: y=-3z+13

AC 1 BC, zatem trdjkat jest
prostokatny.

.AB:yz%fo

BC: y=—2x+38,

CD: y= %x + 3,
AD:y=—2x—7

Czworokat ABCD jest pro-
stokatem, gdyz: AB || CD,
AD || BC oraz AB L AD.

z=-3,y=2
r=3,y=6
sprzeczny
r=-5y=-1
r=8y=>5
r=-—-8 y=-7
(0,2), (1,3), (2,0), P =2
(747 72)7 (474)7 (7174)7
=15
-2, 73)7 (727 12_7)7 (3_567 %)7

=529

Y

ol A X

-
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Zadania z kontekstem realistycznym

1. Aby oprézni¢ wypelniony woda basen, otworzono odplyw, przez ktéry

Odpowiedzi do zadan

1. Poczatkowo w basenie byto

9000 1 wody. Obliczamy czas,
po jakim zostato w nim 3600 1:

9000 — 60z = 3600
60z = 5400
xz =90
W basenie zostato 40% wody
po 90 minutach

2. a) = — liczba dostaw w kazdej

pizzeri

W pizzeri Milano student za-
robil 7 - 48 + 3z, a w pizzero
Torino 7 - 60 + 2,4x. Zatem:

7-48 +3x =7-60 + 2,4z
Stad x = 140.
b) 7(48 + 3 - 20) = 756 [z}]

4. f(x) = ax +b— funkcja opisu-

jaca koszt chodnika o dtugosci
T m

a - 240 + b = 104000
— | a-160 + b = 70000

80a = 34000

Stad a = 425 oraz b = 2000.
Zatem:

f(180) = 425 - 180 + 2000 =
= 78500 [z]

1
1

o 1 B X

Prosta AB: y =2z — 7,
prosta A'B: y = —2x + 7

B 266 5. Funkcja liniowa

woda wyplywala jednostajnym strumieniem w tempie 60 litrow na mi-
nute. Ho$é wody y (w litrach), ktéra po uplywie z minut pozostawala
jeszcze w basenie, mozna opisaé funkcja y = 9000 — 60x. Oblicz, po jakim
czasie w basenie zostato 40% poczatkowej ilosci wody.

Student dorabial, rozwozac pizze. Przez 7 dni pracowal w pizzerii Milano,
w ktérej obowiazywata stawka dzienna 48 z1 i dodatkowo 3 zt za kazda do-
stawe. Nastepnie przeniost sie do pizzerii Torino, w ktorej stawka dzienna
wynosita 60 zt i dodatkowo 2,40 zl za kazda dostawe. Po 7 dniach pracy
w Torino stwierdzil, ze zrealizowal tyle samo dostaw i zarobil tyle samo
co w Milano.

a) Oblicz, ile dostaw zrealizowal student w kazdej pizzerii.
b) Oblicz, ile zarobil student w kazdej pizzerii.
Wypozyczalnia limuzyn oferuje dwa warianty ustug.

Cena za 1 km
powyzej limitu

Limit kilometréw

O sl w cenie oplaty stalej

Wariant I 800 zt 200 1zt
Wariant 11 600 zt 300 1,80 zt

a) Dla obu wariantéw oblicz koszt wynajecia limuzyny dla trasy 350 km.
b) Dla obu wariantéw zapisz wzdr funkcji opisujacej koszt wynajecia li-
muzyny w zaleznosci od liczby przejechanych kilometrow.

c¢) Jaka co najmniej dlugo$é trasy zaplanowal klient, jezeli korzystniejszy
dla niego okazal sie wariant 17

Koszt chodnika o szerokosci 2 m, uwzgledniajacy jego utozenie i materiaty,
mozna opisaé za pomocg pewnej funkcji liniowej. Wiadomo, ze dla takiego
chodnika o dtugosci 160 m koszt wynosi 70 000 zt, a dla chodnika o dlugosci
240 m to 104000 zt. Oblicz koszt chodnika o dtugosci 180 m.

W pewnym eksperymencie puszczano promien $wietlny w plaszczyznie opi-
sanej uktadem wspoélrzednych. Promien ten przeszedl przez punkt A(5,3)
i odbit sic w punkcie B(%,0) od przeszkody ustawionej wzdluz osi OX.
Wyznacz réwnanie prostej, wzdtuz ktorej biegt ten promien przed odbi-
ciem, i réwnanie prostej zawierajacej promien odbity.

Wskazéwka. Kat odbicia jest réwny katowi padania.

3. a) wariant I: 950 zt, wariant II: 690 zt

800 dla 0 <z <200
b) fi(z) =
x + 600 dla x > 200
600 dla 0 < z < 300
fu(z) =
1,8z + 60 dla z > 300
c) wiecej niz 675 km



w Sposéb na zadanie

Przyktad 1
Prosta y = ax + b przechodzi przez punkty P i Q. Dla ktérej pary punktéw
P, Q wspoétczynnik kierunkowy a jest ujemny?

A. P(=33), Q(=3.3) C. P(=3—3), Q(5:3)
B. P(2,-5) Q(%3) D. P(=5,%): Q5 1)
Aby wskazaé poprawna odpowiedZ, mozemy postapié¢ na rézne sposoby.

e Obliczamy wspotczynniki kierunkowe prostych w kazdym z przypadkow A,
B, CiD.

Y
e Zaznaczamy punkty P i Q w ukltadzie wspotrzednych, }

aby sprawdzi¢, w ktérym przypadku prosta PQ jest wy- 1 \’)
kresem funkcji malejacej (na rysunku obok przedstawio-
no prostg PQ dla przypadku D). o] 1 X

» Zauwazmy, ze tylko w przypadku D: zp < z¢ (gdyz —g < g) oraz yp > Yq
(gdyz § > 3), zatem prosta PQ jest wykresem funkcji malejacej, czyli a < 0.
Odpowiedz: D

-» Zadanie 6, str. 268

Przyktad 2

Ktéra para punktéw nie nalezy do prostej y = ax + 2 dla zadnej wartosci
wspotezynnika a?

A. (-8,-5), (8,9) C. (-8,-6), (4,-2)

B. (-9,6), (9,-2) D. (-10,4), (5,1)

Aby wskazaé¢ poprawng odpowiedZ, mozemy postapié¢ na rézne sposoby.

* Sprawdzamy wspdtiniowo$é podanych punktéw z punktem (0,2) w kazdym
z przypadkéw A, B, C i D.

* Zauwazamy, ze prosta y = azr + 2 nie moze przechodzi¢ jednoczesnie przez
punkty nalezace do III i IV éwiartki ukladu wspélrzednych (patrz rysunki),
a takie punkty podano tylko w przypadku C.

a>0 Y a=0 Y Y a<0

bt Y

o
[
—

o~

ol 1 X o| 1 X ol 1 X

Odpowiedz: C
=» Zadanie 7, str. 268

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 5

Generator

testéw i sprawdzianow
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Odpowiedzi do zadan

2.

3.

4.

51

6.

Y
Ol 1 X
f
V2r+4=0
_ 4 _
y=azxr+b
6=—a+b
0O=a+b
b=3
7T=2-2k+1

4k =6, czylik =3
Wspélczynnik kierunkowy
prostej y = ax + b jest dodat-
ni, gdy funkcja f(z) = az + b
jest rosnaca. Jesli prosta ta
przechodzi przez punkty
(z1,9y1), (z2,y2) takie, ze

r1 < x2, to zachodzi nie-
ré6wnosé y1 < Y2.

A -3<d
B.2 <l
C. 2 < L oraz

, ale —% > ==
, ale 73 > 77
11 7
—2 <73

. Proste y = a1 + b1

iy = azx + bz sa prostopadte,

gdy aiaz = —1.

a1:3, as=2m+1
3-2m+1)=-1

6m+3=—1
6m = —4
m=—2

B 268 5. Funkcja liniowa

w Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-10 wybierz wtadciwg odpowiedz sposréd podanych.
Zadanie 1 (0-1)

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji Y

liniowe]j o wzorze by i

A f(z)=1x+2 C. f(z)=32+1 0| 1 X
B. f(z)=—32+2 D. f(z)=—3z+1

Zadanie 2 (0-1)
Przez ktoéra ¢éwiartke uktadu wspoédlrzednych nie przechodzi wykres funkeji
fz) = -3z —47

AT B. II
Zadanie 3 (0-1)

Miejsce zerowe funkeji f(x) =

A. —2V2 B. V2

Zadanie 4 (0-1)
Prosta przechodzaca przez punkt (—1,6) i przecinajaca o§ OX w punkcie
o odcietej 1 przecina 0§ OY w punkcie o rzednej

A.3 B. & C. -3 D. —6
Zadanie 5 (0-1)

Punkt A(2k,7) nalezy do wykresu funkcji f(x) =2z + 1 dla

A k=2 B. k=2 C.k=3 D.k=7

C. III D. IV

V2r 44 jest réwne

C.2 D. 22

Zadanie 6 (0-1) & Przyktad 1, str. 267
Prosta y = ax + b przechodzi przez punkty P i (). Dla ktérej pary punktéw
P, @ wspoltczynnik kierunkowy a jest dodatni?

A. P(=5,-3), Q(%,—%) C. P(3-%) Q(F: -
B. P(5,-%), Q(5,-%) D. P(=3,-3), Q(% -
Zadanie 7 (0-1) & Przyktad 2, str. 267

Ktéra para punktéw nie nalezy do prostej y = a(x — 2) dla zadnej wartosci
parametru a?

A. (47 1)7 (_47 _3) C. (_37 _2)7 (_173)

B. (_3a _10)7 (17 _2) D. (173)7 (37 _3)

Zadanie 8 (0-1)

Proste y =3z +3m iy = (2m + 1)z + 6 sa prostopadle wtedy, gdy
A.m=0 B.m=-1 C.m:—% D.m=-

N~
~—

N~

)

wWIN

7. Prosta y = a(xz — 2) nie moze przechodzi¢ jednoczesnie przez punkty nalezace do II
i IIT éwiartki uktadu wspoélrzednych (patrz rysunki), a takie punkty podano w przy-

padku C.
a>0 a=20 a<0

Y Y Y

1 1 T

(0] X o 1 X Ol 1 X
— N




w Przed obowigzkowa matura z matematyki

Zadanie 9 (0-1)

Dwa boki trdojkata prostokatnego o kacie pro-

stym przy wierzcholku A sa zawarte w pro-

stych przedstawionych na rysunku obok. Pole

[y

tego trojkata jest rowne

1 \X

A. 20 B. 24 C. 28 D. 40

Zadanie 10 (0-1)

Dany jest czworokat o kolejnych wierzchotkach P(0,—5), Q(3,—4), R(4,—1)
i.5(1,—2). W ktdrej prostej jest zawarta jedna z przekatnych tego czworokata?
D.y=—z-1

A.y=xz+5 B.y=—-xz+5 Cy=xz-1

Zadanie 11 (0-1)

Na rysunku obok przedstawiono prosta k.

Ocenn prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wy-
bierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F —
jesli jest falszywe.

Prosta y = —%:L“ + 8 jest réwnolegla do prostej k.

Prosta y = %x + 3 jest prostopadta do prostej k.

Zadanie 12
Na rysunku obok dany jest odcinek AB bedacy
jednym z bokéw tréjkata ABC.

Zadanie 12.1 (0-1)
Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wy-
bierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F —
jesli jest falszywe.

Y

—

!

=1.10.4=20
~ Y
1 A
X
O] 1

10. Z rysunku odczytujemy — pro-

sta PR: y =  — 5, prosta SQ:
y=-—x—1.
Y

1

sy

[y

N

Wysokosé trojkata ABC opuszczona z wierzchotka C' jest

Jesli wierzcholek C' ma wspotrzedne (9, —4), to tréjkat ABC

jest prostokatny.

Zadanie 12.2 (0-2)

o] 1 X

. . . s . . ’ _2
zawarta w prostej o wspolezynniku kierunkowym réwnym —z.

Wierzchotek C' ma wspdlrzedne (1,—1). Wyznacz réwnania prostych zawie-

rajacych boki AC i BC tego tréjkata.

12.1. Z rysunku odczytujemy wspoétczynnik kierunkowy prostej AB: aap = %

Wspélczynnik kierunkowy prostej zawierajacej wysokos¢ poprowadzona z wierz-

chotka C jest réwny _ais =-3.

Jesli C(9, —4) (rysunek obok), to prosta BC

Y

ma wspotczynnik kierunkowy —%.

Zatem AB 1 BC, czyli jest prostokatny.

b

=

e A\
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1

o] 1 X

11. Prosta k ma wspotczynnik

kierunkowy — % .

Prosta do niej réwnolegta
ma wspétczynnik kierunkowy
—%, a prosta prostopadta —
wspotezynnik kierunkowy %.

12.2. Prosta AC: y =ax +b

—3a+b=1
a+b=-1
stqda:—%, b:—%7 czyli

Prosta BC: y =cr+d
3c+d=5
c+d=-1

stad ¢ = 3, d = —4, zatem
BC:y=3r—4



w Przed obowiazkowa maturg z matematyki

13. Pro.st.a k: y=x+ 33, Zadanie 13 (0—2) Y k
Najpierw sprawdzamy, czy Na rysunku obok przedstawiono prosta k.
pierwsza wspotrzedna punk-
tu przeciecia prostych jest Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby
calkowita. dla kazdej z nich otrzymane zdanie bylo prawdziwe. 1
_ 1
‘3‘ zt+3= T3 6 v Prosta, ktéra przecina prosta k w punkcie o obu ol i %
g = =8 el @ = = Z U wspdbirzednych catkowitych, dana jest rownaniem
B.z4+3=—2-6 1 1
% =-9, coyliz=-2¢7Z A.y=—32—6 E.y=3r+2
C.z+3=-2x—6 B.y=—2z-6 F.y:%x—i—Q
3r = -9, czyli x = -3 € Z. C.y=-22-6 Gy=x+2
Wyznaczamy drugg wspot-
rzedna: y=—-3+3=0€ Z. D.y=-3z-6 H y=3z+2
Proste przecinaja sie .
w punkcie (—3,0). Zadanie 14 (0-1)
D.z+3=-32—6 Punkty K(—4,—5) i M (8,1) sa przeciwleglymi wierzchotkami rombu K LM N.
dr=-9,czylic=—-5¢Z Dokoticz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
E.o+3=1z+2 jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

%wz—l, czylim:—%QZ
F.m+3:%m+2
%xz —1l,czylizc=—-2€Z.

Przekatna LN tego rombu jest zawarta w prostej o wspdétezynniku kierunko-
wym réwnym

Wyznaczamy drugg wspol- A, -2 1. | maja réwne dlugodci.
rzedna: y = —-2+3=1€Z. . ’ ) )
Proste przecinaja sie poniewaz przekatne rombu | 2, | dziely sie na polowy.
w punkcie (—2,1). B _1
tes 1 ’ 2 3. | sa prostopadte.
Przekatne rombu sa prosto-
padte, wiec: Zadanie 15
— 1 _ . . .
ALN = =gy = 2 Dany jest trapez o kolejnych wierzchotkach A(—4,-3), B(4,1), C(4,3) oraz
15.1.D % D(—4,7).
[0] Zadanie 15.1 (0-2)
Uzasadnij, ze przekatne tego trapezu nie sa prostopadte.
C .
Zadanie 15.2 (0-3)
) Wyznacz punkt, w ktérym przecinaja sie proste zawierajace ramiona tego
) B trapezu.
X
Zadanie 16 (0-2)
4 Dla jakiej liczby ¢ miejsce zerowe funkcji f(x) = %x + ¢ jest réwne 67
Wyznaczamy wspélczynnik @ Zadanie 17 (0-2)
kierunkowy prostej AC" Uzasadnij, ze proste y = %m —(1—=2)iy=04z — (x — 1) sa prostopadle.
—3=a-(—4)+b
3—q-44b 15.2. Z rysunku mozna odczytaé¢ réwnania prostych zawierajacych ramiona trapezu.
6 s Prosta AB: y = %x — 1, Prosta DC: y = f%x + 5.
siigd @ =5 = = Wyznaczmy punkt wspdlny tych prostych: %x —1= —%x + 5, skad * = 6 oraz
Wyznaczamy wspélczynnik Yy = % 6—1=2.
kierunkowy prostej BD: Proste przecinaja sie w punkcie (6,2).
l=a1-4+5b
Gt 16. —4
7T=a '(74)+b1
6 3 17. Proste w postaci kierunkowej: y = %a: —liy= —%a: + 1.
stad a1 = 3 = —%. . . 5 3 .
1o = 1 e ek Poniewaz a1 - a2 = 3 - (73) = —1, wiec proste sa prostopadte.

AC'i BD nie sa prostopadte.

I 270 5. Funkcja liniowa
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Zadanie 18 (0-2)
Prosta k jest prostopadta do prostej I: y = %IE + 2 i przecina 0§ OX w tym
samym punkcie co prosta [. Wyznacz rownanie prostej k.

Zadanie 19 (0-2)
Znajdz najwiekszg liczbe catkowita m, dla ktérej prosta y = (%m + 9) x—4
jest wykresem funkcji malejace;j.

Zadanie 20 (0-4)
Oblicz pole trojkata ograniczonego osia OX oraz prostymi 2z —y — 2 = 0
iz —-2y+5=0.

[0] Zadanie 21 (0-4)
Dwa boki trojkata s zawarte w prostych y = —2z +4iy = 2z — 6. Wykaz,
ze jedli punkty P(2,—4) i Q(—2,2) naleza do trzeciego boku tego tréjkata, to
jest on prostokatny.

Zadanie 22
Punkty A(0, —5), B(8,—3), C(4,5) sa wierzchotkami réwnolegtoboku ABCD.

[0] Zadanie 22.1 (0-2)
Uzasadnij, ze réwnolegtobok ABC D nie jest prostokatem.

Zadanie 22.2 (0-4)
Wyznacz réwnania prostych, w ktérych sa zawarte odcinki AD i CD.

Zadanie 23 (0-4)
Punkty (—3,—5) i (3,4) sa wierzchotkami tréjkata prostokatnego, ktérego
przeciwprostokatna jest zawarta w prostej x = —3. Oblicz pole tego trdojkata.

Zadanie 24 (0-4)
Prosta y = %x + 5 przecina osie ukladu wspoétrzednych w punktach A i B,
a prosta y = 1,5z — 6 — w punktach C' i D. Oblicz pole czworokata ABCD.

Zadanie 25 (0-4)
Punkty P(—3,0) i S(—1,4) sa wierzchotkami prostokata PQRS oraz wierz-
cholek R lezy na osi OX. Wyznacz wspdtrzedne punktu przeciecia przekatnych
tego prostokata.

Zadanie 26 (0-4)
Punkty A(-2,0), B(0,—-2) i C(4,0) sa wierzcholkami trapezu prostokatnego
ABCD o podstawach AD i BC. Wyznacz wspélrzedne wierzchotka D.

25. Wspoélczynnik kierunkowy prostej P.S Y
jest réwny 2. Rownanie prostej SR, pro-
stopadtlej do prostej PSS i przechodzacej
przez punkt S:

5
b

o

y=—3z+33 .
Zatem R(7,0). Przekatne prostokata P 5 R
dzielg sie w potowie, wiec punkt przecie- o| 1 X

cia przekatnych ma wspolrzedne (2,0).

26. D(4,12)
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18.

19.

20.

21

221.a4ap = 215 =

Punkt przeciecia z osia OX:
(—4,0). Réwnanie prostej k:
y = =2 =8,

%m—|—9<0, stad m < —6
Najwieksza liczba catkowita
spelniajaca nieréwnosc:

m = —T.

Punkty przeciecia prostych

z osia OX: A(—5,0) i B(1,0),
czyli podstawa tréjkata

|AB| = 6. Punkt przeciecia
prostych: C(3,4), czyli
wysokosé trojkata h = 4.
Pole tréjkata:
P=3-6-4=12

. Réwnanie prostej PQ:

Yy = —%x -1
Wspéblczynniki kierunkowe
prostych PQiy = %x—6 spet-
niaja warunek prostopadtosci:

3 2

—5 -5 = —1. Zatem trojkat

jest prostokatny.

1
8- 1>
3

o

apc = % -2,

aAB - aBc = —%, wiec pro-
ste AB i BC nie sa prostopa-
dle, co oznacza, ze czworokat
ABCD nie jest prostokatem.

22.2. aap = i, apc = —2

23.

24,

Roéwnanie prostej AD, réwno-

legtej do prostej BC' i prze-

chodzacej przez punkt A:
y=—-2xr—5

Roéwnanie prostej C' D, réwno-

legtej do prostej AB i prze-

chodzacej przez punkt C:
Y= ix +4

Niech A(—3,-5), B(3,4).
asp =3
Réwnanie drugiej przyprosto-
katnej wychodzacej z wierz-
chotka B: y = fgx + 6.
Punkt C ma wspéirzedne
(=3, 8). Pole tréjkata:
P=1.13.6=39.

Wspotrzedne wierzchotkéw
czworokata: A(0,5), B(—3,0),
C(0,—-6), D(4,0).

Pole czworokata jest réwne
sumie pol tréjkatéw ABC

i CDA:
P=311-3+%-11-4=385

— 2



. Wspélczynnik kierunkowy

prostej AB: a =3

Prosta CD: y = 3z — 14
14

ZC():?

x =m — 240
") y=m—310
m—240 > 0im — 310 > 0,

czyli m > 310
Zatem m = 311.

Y _—

=

n =19
. Przeksztalcamy uktad
réwnan
Y= m?z + 2z
Yy = —nlz—x—2
do postaci
-2
P
_ —2(m*+2)
== 2
m?+n?+3 > 0 dla dowolnych
wartosci parametrow m i n.
Stad z < 0, y < 0.
Zatem punkt przeciecia pro-
stych nalezy do III ¢wiartki
dla dowolnych wartosci para-
metréw m i n.

xr=

. Dla z = 0 mamy y = —1.
Zal6ézmy, ze punkt (p, q), gdzie
p,q € Q oraz p # 0, nalezy do
wykresu funkeji y = v6z — 1.
Wowczas:

g=Veép—-1/?

q° = 6p® —2/6p+1
2 2

\/6 — 6p ;Z +1
Lewa strona powyzszej row-
nosci jest liczba niewymierna,
a prawa wymierng. Otrzyma-
na sprzecznosé¢ oznacza, ze za-
tozenie jest falszywe.

B 272 5. Funkcja liniowa

w Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (0-2)

Punkty A(-1,2), B(-2,
gtoboku. Bok C'D tego réwnolegloboku zawiera sie w prostej przecinajacej
0$ OX w punkcie (xg,0). Wyznacz .

—1), C(4,—2) sa kolejnymi wierzchotkami réwnole-

Zadanie 2 (0-2)
Wyznacz najmniejsza liczbe catkowita m # 0, dla ktérej rozwigzaniem poniz-
szego uktadu réwnan jest para liczb dodatnich.

20 —y =m — 170

mx + my = 2m? — 550m

Zadanie 3
Dany jest czworokat o wierzchotkach A(0,—4), B(6,—4) C(8,0) oraz D(3,2).

[0] Zadanie 3.1 (0-3)

Udowodnij, ze czworokat ABC D nie jest trapezem prostokatnym.

[0] Zadanie 3.2 (0-3)

Udowodnij, ze pole czworokata ABCD jest réwne 3|AC| - |[BD|.

Zadanie 4 (0-2)
Wyznacz liczbe punktéw o obu wspoétrzednych catkowitych nalezacych do trdj-
kata, ktorego boki sa zawarte w prostych:

r=0, r—3y+9=0, 3r—y—5=0

@ Zadanie 5 (0-4)

Udowodnij, ze proste y = m2z +2x i y = —n?x — x — 2 przecinajg sie w punk-
cie nalezgcym do IIT ¢wiartki uktadu wspotrzednych dla dowolnych wartosci
parametrow m i n.

[0] Zadanie 6 (0-4)

Udowodnij, ze do prostej y = v/6x — 1 nalezy tylko jeden punkt o obu wspél-
rzednych wymiernych.

[0] Zadanie 7 (0-5) Yt %

Dwa boki tréjkata prostokatnego sa zawarte
w prostych k i I, a trzeci bok jest zawarty
w prostej przechodzacej przez punkt P (rysu- o 1 X
nek obok). Udowodnij, ze pole tego tréjkata
jest réwne 10 lub 20.

=

7. Trojkat bedzie prostokatny w dwéch przypad- Y
kach:
I przypadek — trzeci bok jest prostopadty do [ /
prostej k.
Roéwnanie prostej k: y = %x + 2, czyli trzeci
bok zawarty jest w prostej y = —2z + 2.
Woéwczas pole trojkata: P = %-2\/5«2\/5 = 10. = o 1 / X
II przypadek — trzeci bok jest prostopadly do ~\/P(2, -2)
prostej [. T~

Réwnanie prostej I: y = ,%x, 1%, czyli trzeci bok zawarty jest w prostej y = 3z —8.

Punkt przeciecia trzeciego boku z prosta k: (4, 4). Wéwczas pole tréjkata jest réwne:

P = 1-2y10-2/10 = 20.
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