6 Planimetria

Jednym z pojeé¢ omawianych w tym rozdziale jest pojecie kata. W zeglar-
stwie od kata miedzy kierunkiem wiatru a kursem jachtu zalezy ustawienie
zagli. Na ponizszych rysunkach podano nazwy kurséw jachtu wzgledem wiatru
(strzatka w oznacza kierunek wiatru, punkt J — polozenie jachtu, a strzatka k —

kurs obrany przez jacht).
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Odpowiedzi do zadan
1. a) 60°, 120°

b) 45°, 135°
¢) 30°, 150°
d) 75°, 105°
2. D C
o)
«
B
A B

Punkt przeciecia przekatnych
prostokata dzieli je na potowy,
zatem:
|0C| = 3|AC| = |CB|

Podobnie |OB| = |CB|, tr6j-
kat OBC' jest wiec réwno-
boczny. Zatem o = 60°. Katy
a 1 0 sy katami przylegltymi,
wiec 0 = 180° — a = 120°.
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Przypomnij sobie

Katy

Kat to jeden z dwéch obszaréw plaszezyzny
wyznaczony przez dwie polproste (zwane
ramionami kata) o wspélnym poczatku B
(zwanym wierzchotkiem kata) wraz z tymi

polprostymi.

F A

Miare kata AP B oznaczamy | APB|.
Kat wypukly ma miare mniejsza od 180° lub réwna 180°. Kat o mierze wiekszej
od 180° nazywamy wklestym.

Dwa katy wypukle nazywamy przyleglymi, gdy
maja wspolne ramie, a ich pozostate ramiona do-

-

pelniaja sie do prostej.
Katy APB i BPC na rysunku obok sa przylegte. A P C

1. Wyznacz miary katow przyleglych, ktorych stosunek miar jest réwny:
a) 1:2, b) 1:3, c) 1:5, d) 5:7.

Dwie przecinajace sie proste tworza dwie pary 5
katéw wierzchotkowych o i 3 oraz v 14 (rysunek o 8
obok). Zachodzg réwnosci o = 3 oraz v = 0. 7

2. Przekatna prostokata jest dwa razy dluzsza od jego krotszego boku. Wy-
znacz miary katow wierzchotkowych utworzonych przez proste zawierajace
przekatne tego prostokata.

Para prostych réwnoleglych przecietych trzecia Ak f k
prosta wyznacza katy odpowiadajace o réwnych
miarach. & L
Na przyklad na rysunku obok oo = 31~y = 9. L
@ 3. Na rysunku obok zaznaczono katy naprze- kI B k
mianlegle i oznaczono je o i #. Uzasadnij, l
ze katy te maja réwne miary. e
D C
4. Punkt P jest punktem przeciecia przekat- N
nych trapezu ABCD (rysunek obok). Wy- P
znacz miary katéw tréjkata CDP oraz trdj-
kata CBP. 25° 50°
A B

3. Katy v i 8 sa katami odpowiadajacymi, wiec v = (.
Katy a i v sa katami wierzchotkowymi, wiec o = 7.
Zatem o = (.
4. |XPCD| = |¥PAB| = 25° — katy naprzemianlegle.
|¥PDC| = |ABP| = 50° — katy naprzemianlegte.
|¥DPC| =180° — |[XABP| — |$ABP| = 105° — suma katéw tréjkata réwna 180°.
|¥BPC| = 180° — |XDPC| = 75° — katy przylegte.
|[XPCB| =180° — 30° — |XBPC| = 75° — suma katéw tréjkata réwna 180°.
ACDP: 25°, 50°, 105°,
ACBP: 30°, 75°, 75°



L] 4 & . U ’:
6.1. Miary katow w tréjkacie e e ity a0
wzgledu na miary ich katéw,

Przypomnijmy, ze tréjkat to figura wyznaczona przez trzy punkty nielezace _ stosuje twierdzenie o sumie

na jednej prostej. Kazdy z tych punktow jest wierzcholkiem trdjkata, a od- miar katéw wewnetrznych
cinki taczace wierzchotki nazywamy bokami. Tréjkaty mozna klasyfikowaé ze tréjkata do rozwiazywania
wzgledu na ich katy. zada,

— oblicza sume miar katéw
wewnetrznych n-kata,

— przeprowadza dowdd twier-
dzenia o sumie miar katow
w trojkacie,

— przeprowadza dowod

Trojkat ostrokatny ma Trojkat prostokatny Trojkat rozwartokatny twierdzenia o mierze kata
wszystkie katy ostre. ma jeden kat prosty. ma jeden kat rozwarty. zewnetrznego tréjkata.
(Kat ostry to kat o mie- (Kat prosty to kat (Kat rozwarty to kat

rze mniejszej od 90°). o mierze réwnej 90°). o mierze wigkszej od 90°

i mniejszej od 180°).
Twierdzenie

Suma miar katéw wewnetrznych tréjkata jest rowna 180°.

Dowéd

Rozpatrzmy tréjkat ostrokatny ABC' (rysunek

obok). Rysujemy pomocnicza prosta [ réwno-

legta do boku AB, przechodzacg przez wierz-

chotek C. Katy « i o saréwne (jako katy na-

przemianlegle). Réwniez katy 8 1 8’ sa réwne

(jako katy naprzemianlegle).

Zatem o + B +v=d + B +1.

Ponadto o/ 4+ ' + v = 180°, wigc réwniez:
o+ B4y =180°

Zauwazmy, ze powyzsze rozumowanie jest takie samo dla tréjkata rozwarto-

katnego czy prostokatnego. UdowodniliSmy w ten sposéb, ze suma miar katéw

wewnetrznych w dowolnym tréjkacie jest réwna 180°.

Uwaga. Tam, gdzie nie powoduje to nieporozumien, bedziemy zamiennie uzywaé
okreslen ,kat” i ,miara kata”.

Cwiczenie 1

a) Wykaz, ze tréjkat ABC, w ktérym kat B jest dwa razy wiekszy od kata A,
a kat C jest trzy razy wiekszy od kata A, jest trojkatem prostokatnym.

b) Stosunek miar katéw trojkata jest jak 1:4:5. Podaj miary tych katéw.

Cwiczenie 1 Multi
ibook
a) Z zalozenia mamy: |[JA| = o, |<B| = 2¢, |4C| = 3a. ultip

* Rodzaje katéw
a+ 2o+ 3a = 180°

® Katy odpowiadajgce i katy

a =307 naprzemianlegte
Zatem katy tréjkata ABC' sa rowne: 30°, 60°, 90°, czyli jest on prostokatny. « Suma miar katéw wewnetrznych
b) Katy tréjkata sa réwne: «, 4o, 5a. tréjkata
o+ 4o + 5o = 180° ® Katy wierzchotkowe i katy
o= 1% przylegte

Zatem katy te sa rowne: 18°, 72°, 90°. . )
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Cwiczenie 2
B

B

C

a) 15°, 60°, 105°
b) 17,5°, 55°, 107,5°

Cwiczenie 3

Tréjkat AEO:
Tréjkat EBO:
Tréjkat BFO:
Tréjkat FCO:
Tréjkat CGO:
Tréjkat GAO:

16°, 128°, 36°
52°, 54°, 74°
54°, 56°, 70°
124°, 20°, 36°
20°, 86°, 74°
94°, 16°, 70°
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Definicja

Dwusieczng kata nazywamy polprosta o poczatku
w wierzchotku kata, dzielagca ten kat na dwa katy
o réwnych miarach.

(S]]

Przyktad 1
Dany jest trojkat prostokatny réwnoramienny ABC o kacie prostym przy
wierzchotku B (rysunek ponizej). Dwusieczna kata BAC przecina bok BC
w punkcie P. Oblicz miare kata APC.

Tréjkat ABC jest prostokatny réwnoramienny, wiec:
|XBAC| = |4BCA| =45°

Stad:
|SCAP| = £ -45° =22,5°

Zatem | APC| = 180° — (45° 4 22,5°) = 112,5°.

A B
Cwiczenie 2

Dany jest trojkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku C.
Dwusieczna kata BAC przecina bok BC w punkcie P. Oblicz miary katéw
trojkata APB w przypadku, gdy: a) |[<BAC|=30°, b) |<BAC|= 35

C
Cwiczenie 3
Miary katow CAB i CBA tréjkata ABC na rysunku e
obok sa odpowiednio rowne 32° i 108°. Dwusieczne i
katéw tego trojkata dzielg go na szesé trojkatow. Wy-
znacz miary katéw tych trojkatow.
A E B

Zadania
1. Wyznacz miary katéow « i 5.

) b) @/

</

2. Stosunek miar dwoch katéw trojkata wynosi 2:3, a miara trzeciego kata
jest o 26° wieksza od miary najmniejszego kata. Wyznacz miary katow
tego trojkata.

Odpowiedzi do zadan
1. a) a =22°, 3 =48°
b) a = 60°, 8 = 30°
2. 2a — najmniejszy kat
2a + 3+ (2a + 26°) = 180°
a=22°
Katy trojkata sa rowne 44°, 66°, 70°.



3.

4.

10.

11.

12.

12.

Wyznacz miary katéw o, 31 7.
b)

52°
ANY B

|AC| = |BC|

C

Do wykonania pomiaréw geodezyjnych wykorzystuje sie metode zwang
triangulacja. Polega ona na podzieleniu mierzonego obszaru na przylega-
jace do siebie trojkaty, czyli
utworzeniu tak zwanej siatki
triangulacyjnej. Oblicz braku-
jace miary katow narysowane-
go obok fragmentu siatki trian-

gulacyjnej.

Dany jest tréjkat réwnoramienny ABC o ramionach AC' i BC oraz kacie
miedzy nimi 40°. Oblicz miary katéw trdjkatow powstatych z podzielenia
trojkata ABC dwusieczna kata: a) ACB, b) CAB.

Miary katow przylegltych réznia sie o 32°. Wyznacz te miary.
Uzasadnij, ze dwusieczne katéow przylegltych sa prostopadle.

Wykaz, ze miara kata zewnetrz-
nego v tréjkata (rysunek obok)
jest réwna sumie miar katéw we-

wnetrznych o i (.

Wykaz, ze suma miar katéw wewnetrznych czworokata jest réwna 360°.
Wskazéwka. Podziel czworokat przekatna na dwa tréjkaty.

Ile wynosi suma miar katéw wewnetrznych:

a) pieciokata, b) szesciokata, c) n-kata?

Suma miar katéw wewnetrznych pewnego wielokata jest réwna 1440°. Ile

bokéw ma ten wielokat?

Przekatne szesciokata foremnego poprowadzone z jednego z jego wierzchot-

kéw podzielily go na cztery tréjkaty. Wyznacz miary katéw tych tréojkatow.
a = 120° — kat wewnetrzny szesciokata foremnego A

Tréjkat ABC jest réwnoramienny, wiec:
B = 2(180° — a) = 30°
y=120° — 8 = 90°

6= ta=060°

e =180° — (y+6) = 30°

10.

11.

a) a =30°, B =280 v=50°
b) a = 52°, B =52°, v = 76°

|XAEF| = 67°,
|XAFB| = 65°,
|¥BCF| =19,
|XEFD| = 83°,
|XDFC| = 25°,
|XCDF| = 84°

. a) oba tréjkaty: 20°, 70°, 90°

b) AABE: 35°, 70°, 75°,
AAEC: 35°, 40°, 105°

. a, a+32° — miary katéw przy-

legtych
o+ o+ 32° = 180°
2c0 = 148°
a="T4°, a+ 32° = 106°
Niech «, 8 beda katami przy-
legtymi, czyli o + 8 = 180°.
Dwusieczna kata « dzieli ten
kat na dwa katy o miarach 5.
Dwusieczna kata [ dzieli ten
kat na dwa katy o miarach g
Stad kat miedzy dwusieczny-
mi ma miare:
st+é=3(+p =

= 5 - 180° = 90°
Zatem dwusieczne katéw
przylegltych sa prostopadte.

(L |

. Suma miar katéw wewnetrz-

nych tréjkata jest réwna 180°,
zatem § = 180° — o — (3 oraz

v=180" -9 =
=180° — (180° — a — B) =
:a+ﬁ

. Dowolny czworokat mozemy

podzieli¢ na dwa trojkaty.
Suma miar katéw wewnetrz-
nych w tréjkacie jest réwna
180°. Zatem suma miar katow
wewnetrznych w czworokacie
jest réwna 360°.

a) 540°
b) 720°
c) (n—2)-180°
Niech n — liczba bokéw.
(n — 2) - 180° = 1440°
n =10
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Tréjkat rozwartokatny

Punkt przecigcia dwusiecznych

Q
S
~
sy

Punkt przeciecia symetralnych
bokéw

Q
vy

Ortocentrum tréjkata

:o! 2/ Q
|
®

Barycentrum tréjkata

Q
sy
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Punkty specjalne w tréjkacie

Dwusieczna kata nazywamy polprosta
o poczatku w wierzchotku kata dzielaca ten
kat na dwa katy o réwnych miarach.

Dwusieczne katow trojkata przecinaja
sie w jednym punkcie.

Symetralng odcinka nazywamy prosta pro-
stopadla do tego odcinka przechodzaca
przez jego srodek.

Symetralne bokéw tréjkata przecinaja 0
sie¢ w jednym punkcie.

WysokoScig tréjkata nazywamy odcinek
prostopadly do boku tréjkata taczacy ten
bok (lub jego przedluzenie) z przeciwleg-
lym wierzchotkiem.

Proste zawierajace wysokosci tréjkata
przecinaja sie w jednym punkcie. A
A B

Punkt przecigcia wysokosci tréjkata nazywamy ortocentrum tréjkata.

Srodkowq trojkata nazywamy odcinek tg- ¢

czacy wierzchotek trojkata ze sSrodkiem
przeciwleglego boku.

Srodkowe tréjkata przecinaja sie w jed-
nym punkcie.

A | B
Punkt przecigcia érodkowych tréjkata nazywamy Srodkiem ciezkosci lub

barycentrum tréjkata. Punkt ten dzieli kazdg ze srodkowych w stosunku 2: 1,
gdy liczymy od wierzchotka.

Trojkat prostokatny

Punkt przeciecia Punkt przeciecia Ortocentrum Barycentrum
dwusiecznych symetralnych bokéw trojkata (R = A) tréjkata
C C ¢ C
-~/
a
A B A B A B A




6.2. Trojkaty przystajace

Figury przystajace to, intuicyjnie, figury tego samego ksztaltu i wielkosci.
Dwa wielokaty sa przystajace, jesli ich odpowiednie boki i odpowiednie katy
sg réwne.

Na tej lekcji oméwimy przystawanie trojkatow.

Dlugosé odcinka AB bedziemy oznaczaé |AB|.

Cwiczenie 1
Tréjkaty przedstawione na ponizszym rysunku sa przystajace. Wskaz pary
réwnych bokéw i rownych katéw.

C E D

A B F
Do stwierdzenia, ze trojkaty sa przystajace, nie jest konieczne poroéwnanie az
6 par wielkosci (3 par katéw i 3 par bokéw). Przypomnijmy twierdzenia po-
zwalajace wnioskowaé o przystawaniu tréjkatow zwane cechami przystawania
trojkatow.
Cecha BBB

Jesli trzy boki jednego trdjkata sg rowne odpowiednim trzem bokom dru-
giego tréjkata, to trojkaty te sa przystajace.

Jesia=d,b=0V1ic =7/,
to tréjkaty ABC 1 A'B'C’ sy
przystajace, co zapisujemy:

AABC = AA'B'C’

Cecha BKB

Jesli dwa boki i kat zawarty miedzy nimi w jednym tréjkacie sa réwne
odpowiednim dwém bokom i katowi zawartemu miedzy nimi w drugim
trojkacie, to tréjkaty te sa przystajace.

B B’
Jeslia=d,b=V1iy=7to:
AABC = NA'B'CY

Uczen:

— podaje definicje trojkatéw
przystajacych oraz cechy
przystawania trojkatow,

— wskazuje trojkaty przy-
stajace,

— stosuje nieréwnos¢ trojkata
do rozwiazywania zadan,

— stosuje cechy przystawania
trojkatow w zadaniach na
dowodzenie.

Cwiczenie 1

|AB| = |DE],
|AC| = |DFY,
|BC| = |EF],

|$BAC| = |XEDF|,
|XABC| = |$DEF|,
|XACB| = |¥DFE|

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 6.2
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Cecha KBK

Cwiczenie 2
a) Nie musza by¢ przystajace, Jesli bok i1 dwa lezace przy nim katy w jednym tréjkacie sa roéwne odpo-
poniewaz mimo réwnych katow wiedniemu bokowi i dwém lezacym przy nim katom w drugim tréjkacie,

odpowiednie boki moga mieé¢
rozne dlugosci. Na przyktad:
dwa tréjkaty réwnoboczne,
kazdy o réznej dtugosci boku. Jedib=V,a=a iy =+, to:
Miary wszystkich katow oby-

dwu tréjkatéw sa rowne 60°, ale AABC = AAB'C
tréjkaty nie sg przystajace.

to trojkaty te sa przystajace.

b) Nie. Wezmy okrag o srodku Cwiczenie 2
w punkcie B i promieniu |BAJ. Czy przystajace sa trojkaty, o ktérych wiadomo, ze:
£ a) trzy katy jednego z nich sa réwne trzem katom drugiego,
\ D b) maja jedna pare réwnych katéw i dwie pary réwnych bokéw?
“ Cwiczenie 3
c Podaj ceche przystawania, na podstawie ktérej mozna stwierdzié, ze trojkaty

T7 i T; sa przystajace.

a) A B b) B ¢) D C
Tréjkaty ACB i DCB maja EC
jedna pare rownych katow: T Ty
[¥ACB| = |§DCB| BN aE
oraz dwie pary réwnych bokéw: D E c D A A B

wspolny bok BC' i |BA| = |BD|, AB || DE, |AC| = |CE| |AD| = |CD| AB || CD, AD || BC
jako promienie okregu. Trojkaty
ABC i DBC nie s przystajace. @ Przyktad 1

Cwiczenie 3 Uzasadnij, ze dowolny punkt symetralnej odcinka jest réwno oddalony od
a) KBK koncow tego odcinka.
b) BKB . . .
¢) KBK Rozpatrzmy odcinek AB o srodku S i jego sy-
metralng /. P

Niech P bedzie dowolnym punktem symetralne;j.
Jedli P =S5, to |AP| = |BP|.

Zalézmy teraz, ze P # S.

Korzystajac z cechy BKB, stwierdzamy, ze trdj- [any
katy ASP i BSP sa przystajace (uzasadnij). A s I
Zatem zachodzi réwnosé |[AP| = |BP)|.

@ Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze symetralne bokéw dowolnego tréjkata przecinaja sie w jednym
punkcie.

Cwiczenie 4 c

Rozpatrzmy trojkat ABC'. Niech @) bedzie punk-

tem przecigcia symetralnych bokéw AC i BC,

woéwezas |AQ| = |CQ| oraz |BQ| = |CQ)|. Stad

|AQ| = |BQ)|, co oznacza, ze punkt @ jest réwno

oddalony od punktéw A i B, czyli lezy na syme-

tralnej boku AB. Zatem wszystkie symetralne Q

bokéw tréjkata przecinaja sie w punkcie Q. A B

I 280 6. Planimetria



@ Cwiczenie 5

a) Pélprosta AP jest dwusieczng kata BAC' (ry-
sunek obok). Uzasadnij, ze punkt P jest réwno
oddalony od ramion tego kata.

b) Uzasadnij, ze dwusieczne katéw dowolnego
tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie.

Przyktad 2
Skonstruuj (narysuj za pomoca cyrkla i linijki) tréjkat o bokach dlugosci
1.,5cm,2cmi 3 cm.

Cy

A 3 cm B A~ B
Cy
krok 1. krok 3.

W kroku 2. z punktéw A i B zataczamy tuki okregéw, ktore przecinaja sie
w punkcie C oraz w punkcie Cy. W wyniku tej konstrukeji otrzymaliSmy dwa
trojkaty spetniajace podany warunek: AABC, i AABCs,.

Zauwazmy, ze nie z kazdych trzech odcinkéw mozna zbudowaé trojkat. Mowi
o tym ponizsze twierdzenie.

Nieréwnosc tréjkata

7 odcinkéw o dhugosciach a,b,c mozna zbudowaé trojkat wtedy i tylko

wtedy, gdy: atb> e

gdzie ¢ jest dhugoscia najdtuzszego odcinka.

Cwiczenie 6
Czy boki tréjkata moga mieé¢ dlugosci:

a) 2,2,V7, b) 7, 8, v/225, c)

2O =
A~
=

1
d) 1, 7 V2?7

Cwiczenie 7
Na ile sposobéw mozna zbudowaé tréjkat, jezeli sg do dyspozycji dwa odcinki
dtugosci 2 cm, trzy odcinki dtugoéci 3 cm i dwa odcinki dlugosci 5 cm?

Cwiczenie 7

Na sze$¢ sposobow:
2 dm, 2 dm, 3 dm;
2 dm, 3 dm, 3 dm;
2 dm, 5 dm, 5 dm;
3 dm, 3 dm, 3 dm;
3 dm, 3 dm, 5 dm;
3 dm, 5 dm, 5 dm.

Cwiczenie 5
a) Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku. Dwusieczna kata dzieli
ten kat na dwa katy o réwnych
miarach:
|[XMAP| = |¥NAP|

Stad:
|[XAPM|=90° — |[SMAP| =

= 90° — |[XNAP| = |XAPN|
Bok AP jest wspolnym bokiem
tréjkatow AMP i ANP. Zatem
na podstawie cechy KBK tréjka-
ty AMP i ANP sa przystajace,
czyli |[PM| = |PN|.
b) Rozpatrzmy tréjkat ABC.

A D B

Niech P bedzie punktem przecie-
cia dwusiecznych katéow A i B.

Korzystajac z punktu a), mamy:
|PD| = |PF| oraz |PD| = |PE].
Stad |PF| = |PE|, co oznacza,
ze punkt P lezy na dwusiecznej
kata C. Zatem wszystkie dwu-
sieczne katéow dowolnego tréjka-
ta przecinajg si¢ w punkcie P.

Cwiczenie 6

a) tak, 242> V7

b) nie, 7+ 8 = 15 = /225
) nie 1+ 1= & < 3

) tal
+

="
~

[y

_ 24V2 2V2 _
=225 22 =2

Sl
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Odpowiedzi do zadan
1.a) D C

A P B

Punkt P jest srodkiem boku
AB, czyli |AP| = |BP|.
Ponadto |AD| = |BC| oraz:
|¥PAD| = |<PBC| = 90°
Zatem na podstawie cechy
BKB: AAPD = ABPC.

b) D C

A B

|<SAB| = |XSCD| oraz
|$SBA| = [£SDC|, gdyz sa
to katy naprzemianlegle.
Ponadto |AB| = |C'D|, czyli
z cechy KBK wynika:

ANABS = ACDS
Zatem |AS| = |CS| oraz
|BS| = |DS]|, co oznacza, ze
punkt przeciecia przekatnych
réwnolegloboku dzieli je na
potowy.

4. Na podstawie cechy BKB:
ABQA = ABPC
czyli |<BAQ| = |<BCP)|.
| ASP| = |§CSP|
(katy wierzchotkowe), zatem:
4 APS| = |3CQS|
Ponadto |AP| = |CQ)|, zatem
z cechy KBK:
AAPS = ACQS
6. |[XSPQ| = |¥PSB| = a oraz
[XSQP| = [¥QSA| = a (katy
naprzemianlegte), czyli trdj-
kat PSQ jest rbwnoramienny.
Stad |PS| = |QS], z zalozenia
|SB| = |SA|. Na mocy cechy
BKB: APSB = AQSA, czyli
|<PBS| = |XQAS| = B oraz
PB| = QA
|$PBC| = |4QAD| = 90— 3
oraz |CB| = |DA].
Zatem na podstawie cechy
BKB: APBC = AQAD, czy-
li |PC|=|QD|.
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c
b) Uzasadnij, ze punkt przeciecia przekatnych I
rownolegtoboku dzieli je na polowy.
@ 2. Tréjkat ABC jest réwnoboczny (rysunek obok). E
Odcinki AD, BE i CF maja réwne dlugosci. Uza-
D B

Zadania

@ 1. a) W prostokacie ABC'D punkt P jest $rodkiem boku AB. Uzasadnij, ze

trojkaty APD i BPC sa przystajace.

sadnij, ze trojkat DEF tez jest réwnoboczny. A

@ 3. Dany jest trojkat prostokatny réwnoramienny ABC' o kacie prostym przy

wierzchotku C. Srodkowe AP i BQ tego tréjkata przecinaja sie w punk-
cie O. Uzasadnij, ze tréjkaty AOQ i BOP sg przystajace.

@ 4. W tréjkacie réwnobocznym ABC (rysunek obok)

C
na bokach AB i BC wybrano odpowiednio punkty
P i@ tak, ze |AP| = 2|BP| i |CQ| = 2|BQ)|. Od- 0
cinki AQ i C'P przecinaja si¢ w punkcie S. Uza-
sadnij, ze tréjkaty APS i CQS sa przystajace. A P B

@ 5. W czworokacie wypuklym ABC'D dwie pary bokéw sa réwne: |AB| = |BC|

oraz |CD| = |DA|. Przekatne AC' i BD tego czworokata przecinaja sie
w punkcie O. Uzasadnij, ze trojkat AOB jest przystajacy do tréjkata COB
oraz ze tréjkat AOD jest przystajacy do tréjkata COD.

[0] 6. Kula bilardowa odbija si¢ od bandy stotu € B
bilardowego pod takim samym katem, pod P
jakim w nig uderzyta (kat o na rysunku). a g
Kula przebyla droge z P do S'iz S do Q, a
gdzie S jest srodkiem bandy AB. Uzasad- Q
i, 7e [PC| = QD D 4

7. Uzasadnij, ze jesli wysokosé¢ tréjkata zawiera sie w dwusiecznej kata tego
trojkata, to trojkat ten jest rownoramienny.

@ 8. W czworokacie ABCD (rysunek obok) katy ¢
EFB i FEB sa réwne oraz |AE| = |CF|. i iﬁ
Uzasadnij, ze: D B
a) tréjkaty BAF 1 BCE sa przystajace,
b) czworokat DEBF ma dwie pary bokéw E
A

réownych.
7. |[XADC| = |¥BDC| = 90° oraz |¥ACD| = |¥BCD|. C
Stad na podstawie cechy KBK tréjkaty DAC i DBC
sa przystajace. Zatem |AC| = |BC|, czyli trojkat ABC' s
jest réwnoramienny. A D B

8. a) |SEFB| = |4<FEB|, czyli AFBE jest réwnoramienny, stad |FB| = |EB|. Z za-
tozenia |AE| = |CF|, czyli |BA| = |BC|. Tréjkaty BAF i BCE maja wspélny kat
przy wierzchotku B. Zatem na podstawie cechy BKB: ABAF = ABCE.

b) ABAF = ABCE, czyli |$EAD| = |3FCD|.

|XADE| = |¥CDF| = (8 (katy wierzchotkowe), stad |<AED| = |<CFD|, ponadto
z zatozenie |AE| = |CF|, czyli na podstawie cechy KBK: AAED = ACFD. Stad
|DE| = |DF)|.

W podpunkcie a) wykazaliSmy, ze |EB| = |F B|. Zatem czworokat DEBF ma dwie
pary bokéw réwnych.



6.3. Twierdzenie Talesa Uczer:

— podaje twierdzenie Talesa
i twierdzenie odwrotne do

Twierdzenie Talesa twierdzenia Talesa,

Jezeli ramiona kata AOA’ sa przeciete dwiema prostymi réwnoleglymi B Wykorz?’St‘{je tWieIfdzenie
Talesa i twierdzenie odwrotne

do twierdzenia Talesa do
rozwigzywania zadan,

AA' 1 BB, to dtugosci odcinkéw wyznaczonych przez te proste na jednym
ramieniu tego kata sa proporcjonalne do dtu-

gosci odpowiednich odcinkéw wyznaczonyc _ wykorzystuje twierdzenie
przez te proste na drugim ramieniu: A Talesa do podziatu odcinka
|0A| |A'B| |OA| |OB'| w danym stosunku,
[OA] |[AB]| DIz [OA| — |[OB] o) \ \ — przeprowadza dowdd twier-
A B dzenia Talesa,
; — przeprowadza dowody
Cwiczenie 1 twierdzen z zastosowaniem
a) Dlugoé¢ ktorego odcinka (rysunek obok) na- twierdzenia Talesa.
lezy wstawié¢ w miejsce [?], aby otrzymaé proporcje B c BD | CE Gwiczenie 1
prawdziwa? a) 4Gl = 4Bl |AC| _ |AB]
[AE| [AD|> |BC| [DE]|
|AB| |AC| A b) A2l _ DBl
= ) = D\ E\ AB| — |BC
|AE|  |AD| |BC| |DE] |AD| _ __ |DE|
AB| — [AC|—|AB]
b) Oblicz dlugosé odcinka AD dla |AB| = 3,6, |AC| =54, |DE| = 1,2. Stad |AD| = 2,4.
g b bl ) @ b
Cwiczenie 2 A B c S Cwiczenie 2
Proste BD, CE i ST (rysu- 2 4 a) Z twierdzenia Talesa:
z AB BC AB AC
nek obok) sa réwnolegle. D ﬁ - ﬁ7 ﬁ — ﬁ
e Ac| _ [cs
a) Uzasadnij, ze: E S :A_Elt — ﬁ
|IBC| |CS| 6 Stad LECl — 4Bl _ |AC| _ [CS|
E S T T A |pE| = TAD| T JAE| T BT
|DE| |ET)|

b) |DE| = 3, |AD| = 6
b) Wiadomo, ze |AS| = 10. Oblicz dlugosci odcinkéw AD i DE.

. . ‘ s, Q b < .. . . .
Zauwazmy, ze rownosé¢ — = 2 zachodzi réwniez w sytuacji przedstawionej na
C

rysunku ponizej (BD || CE).

Cwiczenie 3 Cwiczenie 3
Proste BD i CE sa réwnolegle (ry- =% skad d=6.

sunek obok) oraz a = 3,6, b = 4,8,
¢ = 4,5. Oblicz dtugo$¢ odcinka ED.

|ED| =d+c=10,5

Multibook

® Dowdd twierdzenia Talesa
z wykorzystaniem padl tréjkatéw
® Dowdd twierdzenia odwrotnego
do twierdzenia Talesa
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Cwiczenie 4
dziatka I: 35 m, dziatka III: 21 m

Cwiczenie 5

a), b) Analogicznie jak w przy-
ktadzie 1 odkltadamy a) 5 b) 7
rownych odcinkéw.

c) Analogicznie jak w przykta-
dzie 1 odktadamy 9 réwnych od-
cinkow. Jezeli pierwsze 4 cze-
sci oznaczymy jako odcinek AC,
a pozostate 5 — jako odcinek C'B,
to odcinek AB bedzie podzielony
punktem C w stosunku 4:5.

I 284 6. Planimetria

Cwiczenie 4

Kazda z trzech dzialek budowlanych potozonych
miedzy ulicami Klonows i Wiazowa ma ksztalt tra-
pezu (rysunek obok). Dla dziatek I i IIT oblicz dtu-
gosci bokéw przylegajacych do ulicy Klonowe;j.

Klonowa

Przyktad 1

Za pomocy cyrkla i linijki podziel dany odcinek AB na trzy roéwne czesci.

/B %
A Py ) Py A P P Py

Odcinek AB umieszczamy na jednym ra-  Przez punkt P; i B prowadzimy prosta

mieniu kata. Na drugim ramieniu odmie- (prosta k), nastepnie konstruujemy dwie

rzamy trzy odcinki tej samej (dowolnej)  proste réwnolegle do prostej k przecho-

dtugosci. Sa to odcinki APy, Py Py i Py Ps. dzace przez punkty P» i Py (proste [ im).
Patrz str. 305.

Zgodnie z twierdzeniem Talesa odcinki wyznaczone na ramionach kata przez
proste roéwnolegle sa proporcjonalne, wiec opisana konstrukcja prowadzi do
podziatu odcinka AB na trzy réwne czesci.

Cwiczenie 5
Jak za pomoca cyrkla i linijki podzieli¢ dany odcinek:
a) na 5 réwnych czesci, b) na 7 réwnych czeci, c) w stosunku 4:57

Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa — moéowi
ono, ze z proporcji odpowiednich odcinkéw wynika réwnoleglosé prostych.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa

Jezeli odcinki wyznaczone przez dwie proste na jednym ramieniu kata sa
proporcjonalne do odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste
na drugim ramieniu kata, to te proste sg réwnolegle.

Cwiczenie 6

a) Podaj przyklady proporcji, z ktérych wynika
réwnoleglosé prostych k il (rysunek obok).

b) Uzasadnij, ze jesli |AB| = 2,4, |AC| = 3,6,
|AD| =28 i |DE| =14, to proste BD i CE sa
réwnolegle.

Cwiczenie 6

a) n |[AB| _ |AC| |AB| _ |BC| |AB| _ |BD]
p- |AD] |AE|’ |AD]| |DE|> |AC] |CE|

b) |AB| __ 24 _ 6 AC| _ 3,6 _ 6 czvli AB| _ |AC|
[AD| — 28 — 7’ |[AE| — 28+1,4 _ 7 41 [AD] T 1AE[

Zatem z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa
proste BD i CE sa réwnolegte.



[0] Ewiczenie 7 C E  Cwiczenie 7
Wykaz, ze w dowolnym trojkacie odcinek la- Niech punkt E bedzie $rodkiem
czacy Srodki dwoch bokéw jest rownolegly do E la boku AC, a punkt F — $rodkiem
trzeciego boku (rysunek obok). boku BC.
Jlg—f“l = JI% = %, zatem na mocy
A B twierdzenia odwrotnego do twier-
Zadania dzenia Talesa mamy: EF || AB.
Odpowiedzi do zadan
1. Proste k, [ i m na rysunku sa réwnolegte. Oblicz dtugosci z i y. 1.a)z=6,y=24
a) k b) b) z = 10, y = 12
k
l
28
5
16 ™
Y 24 -

45 | 36 /| v/

2. Dany jest trapez ABCD o ramionach |AD| = 9 cm, |BC| = 12 cm. Na 2. 52
ramieniu AD wybrano punkty P i @ takie, ze |AQ| =7 cm i |DP| =5 cm.

cm, 4 cm, 2% cm

Oblicz dtugosci odcinkéow, na jakie proste rownolegte do podstaw trapezu 3. Konstrukcja odcinka
i przechodzace przez punkty P i Q) podzielity ramie BC. o dtugosci a®.

3. Na rysunku pokazano, jak — majac dane od- g l
cinki o dtugoéciach 1 i a — skonstruowaé od- z
cinek o dlugosci # = L. Opisz, jak — majac ) z a
dane odcinki o dtugosciach 1 i a — skonstruo- . : T a |

waé odcinki o dlugosciach a? i a. o .
ezell 0 + = —, czyl1
Jezeli k || I, to & = 2, czyl
a
r = a2.

4. Opisz, jak podzieli¢ konstrukeyjnie dany odcinek w stosunku 1: v/2.

Konstrukcja odcinka
o dtugosci a®.

5. Sprawdz, ktére z prostych k, [ i m sa réwnolegle.

b)

Jezeli k || 1, to & = £, czyli
a::a?’.

5.a) kim
b)lim

4. Konstruujemy kwadrat o boku 1 (konstrukcja prostej
prostopadlej — patrz s. 305). Jego przekatna ma diu-
go$¢ v/2. Nastepnie odcinek AB umieszczamy na jed- &q)
nym ramieniu kata. Na drugim ramieniu odmierzamy
odcinki o dtugosciach 1 i v/2. Przez konice obu odcin- k
kéw prowadzimy prosta k i konstruujemy prosta | réw- S 1
nolegla do k (rysunek obok). Prosta [ dzieli odcinek
AB w stosunku 1 : /2. A B\
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6. Punkty P, Qi R sa $rodkami odcinkéw AB, BC i DE (rysunek ponizej).

I8
Q

A v P Y B * Q
@ a) Wykaz, ze tréjkat PQR jest prostokatny.
b) Dane sa |[AB| = 6 1 |CD| = 4. Oblicz obwody tréjkatéw BDE i PQR.

Najstarszy zachowany dowdd twierdzenia Talesa to dowdd autorstwa
Euklidesa przedstawiony ponize;j.

Zakladamy, ze proste k i [ sa réwnolegle (rysunek ponizej).

Trojkaty ADB i DEB maja
wspoélna wysoko$é h,, zatem:

1
Pspp _ zch1 _ ¢

PpeB Ldn, d

Trojkaty ADB i CBD maja
wspoélna wysoko$é h,, zatem:

PapB _ %ahz _ a
Pcep Lbhoy b
Papp _ 3(ctdh _ cid
* Ppgp  %dhy  d
Papc _ %(‘11+b)h2 _ a+b
Pcep gbhao ® Trojkaty DEB i CBD maja

Z rownosci pol: wspdlng podstawe B.D oraz te
samg wysoko$¢ (gdyz proste

k il sa réownolegle). Zatem:

Ppep = Posp
otrzymujemy:

Pags = Paps + PpEB =

PDEB = PCBD

= Paps + Pcap

= Papc

. a @ , . . a b
Stad: Zatem otrzymujemy — = —= lub réwnowaznie — = -.
: b d c d
c+d __ a+b
. d — b
czyli:
b _ atb . , Lo e . ‘ ., . a b
d =~ c+d @ 7. Skorzystaj z oznaczen na rysunku powyzej i uzasadnij, ze z rownosci — = y
Cc
. 4os @ b _ . . ., a a+b
Letiei v JOWnOoSSl e =@ WY wynika réwnosé & = 22,
nika, ze & = atb, c c+d
@ c+d
6.a) ==L === 1 zatem na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia
4B 2y 2z 2?

Talesa mamy: AF || PR || BD oraz CD || QR || BE.
|[XRPQ| = 30°, gdyz jest to kat odpowiadajacy katowi EAB, oraz |<RQP| = 60°,
poniewaz jest to kat odpowiadajacy katowi DCB, zatem |[{PRQ| = 90°. Zatem
trojkat PQR jest prostokatny.
b) Zauwazmy, ze: |BE| = $|AB| = 3 oraz |BC| = 2|DC| = 8. Obliczamy dlugosé
odcinka BD: |BD| = 1|BC|v/3 = 4V/3.
Zatem Obapcp = 12 + 4v/3. Zauwazmy, ze trojkaty PQR i BCD sa podobne
w skali £, skad:

2T Obspor = 2(12+4V3) = §(3+ V3)
Na mocy twierdzenia Pitagorasa: |ED| = /32 + (4v/3)2 = v/57.
Zatem Obaoppe = 3 + 4\/§+ v/ 57.
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6.4. Wielokaty podobne

Dwie figury geometryczne sa podobne, jesli sa tego samego ksztattu, lecz nie-
koniecznie tej samej wielkosci. Na przyklad podobne sa dwa dowolne kola,
dwa dowolne kwadraty czy trojkaty réwnoboczne.

Na rysunku ponizej podobne sa czworokaty F; i Fy. Zaden z nich nie jest
podobny do czworokata Fj.

A A A

Definicja

Dwa wielokaty sa podobne, jesli ich odpowiednie katy sa réwne, a odpo-
wiednie boki proporcjonalne.

Jesli figury F i Fy sa podobne, to piszemy F; ~ Fs.

@ Przyktad 1
Uzasadnij, ze rownolegloboki F i F3 na rysunku ponizej sa podobne.

15
10
8 Fy 12
@ 120°

Dany jest prostokat P, o bokach a = 2,41 b = 1,8. Sprawdz, czy prostokat ten
jest podobny do prostokata P, o bokach c i d.

Dtugosci bokéw réwnolegltobo-
kéw Fy i Fy sa proporcjonalne,

poniewaz 12 = £, a ich odpo-
wiednie katy sa réwne. Zatem
F1 ~ FQ.

Cwiczenie 1

a) c=36, d=2,7 b)e=4, d=6 c) c=54, d=T2
Cwiczenie 2
Sprawdz, czy réwnolegloboki F; i Fy sa podobne.
a) 75 b)
12
5 8
Fy 4.5
3 F; 6 Fy
[70%) 1 / / @7/ /6& 4 Eo o
Cwiczenie 2

a) tak, 22 = %2 oraz 180° — 110° = 70°

b) nie, 180° — 65° # 105°

Uczen:

— wyjasnia pojecie figur
podobnych,

— oblicza dlugosci bokdéw
w wielokatach podobnych,

— wykorzystuje zaleznosci
miedzy obwodami wielokatéw
podobnych a skala podobien-
stwa do rozwiazywania zadan,

— udowadnia elementarne
wlasnosci wielokatow
podobnych.

Cwiczenie 1

Multibook

 Figury podobne
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Cwiczenie 3
a) F2 do F1: %, F1 do F2:
b) FQ dO F1: §7 F1 dO F2:

I 288 6. Planimetria

gl Njw

Definicja
Dla wielokatow podobnych stosunek dtugosci odcinkéw jednego wielokata

do dlugosci odpowiadajacych im odcinkéw drugiego wielokata nazywamy
skala podobienstwa (zwykle oznaczamy ja litera k).

Przyktad 2 36
Prostokaty Py i P; (rysunek obok) sa 2.7 :

podobne. Podaj skale podobienstwa .

prostokata P, do prostokata P; oraz 1,5 P 2 2
prostokata P; do prostokata Ps.

Skala podobienstwa prostokata P, do prostokata P, jest rowna:
kl _ 2 _ 4

15 3

.. ‘ . . 36
Zauwaz, ze réwniez 35 = 3.

Skala podobienstwa prostokata P, do prostokata P, jest rowna:

ky = 15 _ 3 Zauwaz, ze skale podobienstwa

2 4 ki i ko sa liczbami odwrotnymi.

Zwrbé uwage, ze jesli figury F i F, sa przystajace, to sa podobne, a ich skala
podobienstwa jest rowna 1.

Cwiczenie 3
Figury F; i F; sg podobne. Podaj skale podobienstwa figury F, do figury F}
oraz skale podobiefistwa figury F} do figury Fs.

a 1,4 b
) 59 ) 6
1,2
Fy, (26 5
2,1 2} P
3,6 2
Przyktad 3

Dane sa prostokaty P, o bokach a; = 51 b; = 8 oraz podobny do niego P,
o krétszym boku as, = 15. Oblicz dtugo$é drugiego boku prostokata Ps.

Oznaczmy przez by, dlugo$é szukanego boku. Prostokaty sa podobne, zatem:
by _ 15 ba _ a2
by . 8 5 b ag
Stad 5= 3, czyli by = 24.

Dtugosé boku by, mozna tez wyznaczyé, obliczajac najpierw skale podobien-

stwa. Skala podobienistwa k prostokata P, do prostokata P, jest réwna 3, co
oznacza, ze:

by=kE-8=3-8=24



Cwiczenie 4

Czworokaty ABCD i A'B'C'D’ sa podobne. Oblicz skale podobienstwa czwo-
rokata ABCD do czworokata A’B'C'D’ oraz brakujace dlugosci bokéw tych
czworokatow.

D/
a) b) C/Q D/
B 5,4 D / ,
6 c c B A

6.5 c'

Al 6 7,5
D 12
B4 12,5 B
Cwiczenie 5

Jesli dwa wielokaty sa podobne
w skali k, to proporcjonalne sg
nie tylko ich boki, lecz takze

. , i d iadaj bie od-
Dany jest réwnoleglobok ABCD o bo- e odpowiadajgee sobie o
cinki, na przyklad wysokosci

kach diugosci 6 cm i 12 cm. Jego krétsza | ¢,y proekatne.
przekatna tworzy z jego krétszym bokiem hy _ody g,

Przeczytaj informacje w ramce, a nastepnie
wyznacz szukane wielko$ci.

kat prosty. Rownolegltobok A'B'C'D’ jest S
podobny do réwnolegtoboku ABCD, a jego
krétsza przekatna ma diugoéé 9v/3 cm. By \02
d
a) Oblicz obwdd réwnolegloboku A’B'C'D'. R\
d d

b) Oblicz wysokosci obu réwnolegltobokdw.

Zadania

1. Oblicz skale podobienstwa kwadratu K; o boku 5 cm do kwadratu K:

a) o przekatnej 8v/2 cm, b) o obwodzie 40 cm.

2. Trapez o podstawach dtugoéci 4 cm i 9 cm podzielono prostg réwnolegla do
podstaw na dwa trapezy podobne. Oblicz skale podobienstwa otrzymanych
trapezow.

3. Dany jest prostokat P o bokach dtugoéci 12 cm i 8 cm. Oblicz obwdd
prostokata P’ w przypadku, gdy skala podobienstwa prostokata:

a) P’ do P jest réwna 3, b) P do P’ jest réwna 2.

@ 4. Uzasadnij, ze dwa prostokaty sa podobne, gdy stosunek dlugosci do sze-

rokosci jest w obu prostokatach taki sam.

3. a) Ob =40-3 = 120 [cm]
b) OV =40 - 3 = 20 [cm]

4. W prostokatach wszystkie katy majg miare 90°, wiec warunek réwnosci odpowied-
nich katéw jest spelniony. Do wykazania pozostata proporcjonalno$¢ odpowiednich
bokéw. Rozwazmy dwa, prostokaty o bokach odpowiednio: a, bi a’, b'.

Z zalozenia § = k oraz 3 = k, czyli a = bk oraz a = bk, stad &= é’/—’Z = %.
Zatem prostokaty te sa podobne.

Komentarz

Warto zwréci¢ uwage uczniéw na to, ze zwyczajowo pojecia wysokosci i promienia sa
utozsamiane z ich dtugosciami, dlatego nie uzywamy zwrotéw ,,dlugosé wysokosci”
ani ,dtugo$¢ promienia”.

Cwiczenie 4

a) k=2, |CD| =45,
|A'D/| =178, |B'C'| = 7,2
b) k= 2,5, |CD| = 5,
|A'B'| =5, |AD| =24

Cwiczenie 5

Krétsza przekatna réwnoleglo-
boku ABCD: d = 6\/§7 stad ska-
la podobienstwa A'B'C'D' do
ABCD wynosi: k= %

a) Obapep = 36 cm, czyli
ObA’B’C’D’ =36 - % =54 [cm]

b) Niech krétsza przekatna réw-
nolegtoboku ABC'D laczy wierz-
chotki B i D, wéwczas pole troj-
kata ABD:

Papp=3%-12-h1 =1 -6-6V3,
czyli h1 = 3\/§ cm.

Pagcp = 36V3 =6 ha

Stad druga wysokosé

ha = 6\/§ cm.

Wysokoéci A'B'C'D'":

Ry =3v3-2 =53 [cm],

Ry =632 =9v/3 [cm)].

Odpowiedzi do zadan

1. a) Bok K> ma dlugosé 8 cm,
czyli skala podobienstwa K;
dO KQ: k = %

b) Bok K3 ma dlugosé 10 cm,
czyli skala podobienstwa K;
do Ka: k= 1.

2. 4

/ T
9
4 T
;:§,$>O
x=206

Zatem skala podobienstwa:

_6_2
k_9_3
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5. a) Dlugosé boku mniejszego 5. a) Dwa romby sa podobne w skali k = % Dtlugosci przekatnych mniejszego

rombu: a; = 10 z nich sg réwne 12 1 16. Oblicz obwdd kazdego z tych rombow.
Obwody romboéw: Ob; = 40,

Obz = 3 - 40 = 100 b) Przekatne rombu ABC'D maja dtugosci 10 i 24. Obwdd podobnego do
b) Bok rombu ABCD: niego rombu A’B'C’' D’ jest réwny 78. Oblicz skale podobienstwa wiekszego
a =13, czyli Obagcp = 52 rombu do mniejszego.
Skala podobienstwa rombéw: D 2 C
k=28=2 6. Trapez A'B'C'D' o obwodzie réwnym 24 jest podobny
6. |CB| =5, Obagcp = 16 do trapezu prostokatnego ABCD (rysunek obok). Ob-
Skala podobieiistwa A'B'C’' D' licz dtugoéci bokéw trapezu A’B'C'D’.
do ABCD: k=322 =15
Dlugosci bokéw trapezu 7. Dany jest trojkat prostokatny ABC' o bokach dtugo- [
A'B'C'D": 3; 6; 7,5, 7,5 $ci 9 em, 12 cm i 15 em. Tréjkat A'B'C” jest podobny 4 5 B
7. PaApc=13-9-12=3-15-h, do trojkata ABC w skali k = 22. Oblicz wysoko$¢ opuszczong na przeciw-

czyli h =7,2 cm

B =722 =75 [cm]

prostokatna w kazdym z tych tréjkatéw oraz sume ich obwodéw.

Obagc = 36 cm 8. Dwa kwadraty o przekatnych dlugosci d; i da sa podobne w skali k = /2
Suma obwoddw: oraz wiadomo, ze d; + dy = 2. Oblicz sume obwodéw tych kwadratow.
36 + 2 . 36 = 73,5 [cm] D o
a1 = asV/2 9. Prostokat A'B'C'D’ jest podobny do prostokata
8. {a V34 a3 = 2 ABCD (rysunek obok). Obwéd prostokata A'B'C'D’ o g
1 2/ =
V3 — 2 jest réwny 20 4+ 204/3. Oblicz skale podobienstwa tych
a; = e
figur.
{ a2 = 2 — \/5 A B
Suma obwodéw: 4+/2 @10. Prostokat o bokach dtugosci z i 4, gdzie x > 4, jest podobny do prostokata
9. |AC| = 16, czyli |[AB| = 8V/3 o bokach dlugosci 6 i +5. Uzasadnij, ze suma obwoddéw tych prostokatéw
Obagcp = 16 + 16v/3 jest réwna 70.
Skala podobienstwa: D F C
k= 2004V3) _ g @11. Dany jest prostokat ABCD o bokach dlugosci 1+2\/§
T 16(1++v3) T 7

i1 (rysunek obok). Uzasadnij, ze po odcieciu od tego
prostokata kwadratu o boku 1 otrzymamy prostokat !
BCFE podobny do prostokata ABCD.

1+V5
2

10. x > 4, wiecz+5 > 6
7 podobienstwa prostokatow:

s2: = &, czyli z = 10.
Zatem suma obwodow tych
prostokatow jest réwna:

28 +42 = 70 12. Arkusz papieru formatu A4 jest prostokatem, ktéry po
zlozeniu na pél daje dwa arkusze formatu A5 bedace
prostokatami podobnymi do wyj$ciowego prostokata.

Uwaga. Liczba nosi nazwe zlotej liczby. A 1 Er—-1B

(SIS

a) Jaki jest stosunek dlugosci bokéw arkusza A47 A6

b) Krétszy bok arkusza A4 ma dlugos$é 21 cm. Jaka
dhugo$¢ ma dtuzszy bok? Odpowiedz podaj w zaokra-
gleniu z doktadnoscia do 1 mm.

ke

¢) Jakie sa wymiary arkusza A5, a jakie — arkusza AG? A5

11. W prostokatach wszystkie katy maja miare 90°, czyli warunek row-
nosci odpowiednich katéw jest spelniony. Do wykazania pozostata
proporcjonalnos¢ odpowiednich bokow.

[P L Py,
BC|] — — 1 2
[ADl _ 1 _ 1 _ 2 e _ 2B+ _ 54
BBl =~ /5, i1 VA1 Va+l 7 2
Zatem % = %, czyli prostokaty ABCD i BCFE sa podobne.

12. a) % = %, skad Z—z = 2, czyli % =2.
Zatem stosunek dtugosci bokéw wynosi v/2 : 1.
b) & = V2, czyli y = 214/2 cm ~ 297 mm.

c) Arkusz A5: 21 cm X 14,8 cm, arkusz A6: 10,5 cm X 14,8 cm
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6.5. Trojkaty podobne

Aby ustali¢ podobienstwo tréjkatow, nie musimy sprawdzac réwnosci wszyst-
kich katéw i proporcjonalnosci wszystkich bokéw. Mozemy skorzystaé z twier-
dzen znanych jako cechy podobienstwa trojkatow.

Cecha BBB

Jesli trzy boki jednego tréjkata sa proporcjonalne do odpowiednich trzech
bokéw drugiego trojkata, to trojkaty te sa podobne.

Jesli & = L — £ to tréjkaty ABC B b
i A’ B'C' sa podobne, co zapisujemy: a c a 4
NABC ~ NA'B'C'
C b A C’ o A
Cwiczenie 1

Przedstawione na rysunku obok trojkaty T i T
sa podobne. Oblicz dlugosci bokéw x i y tych
tréjkatow. Podaj skale podobienstwa tréjkata Th
do tréjkata T .

Cwiczenie 2
Dane sa dtugosci bokow dwoch trojkatéw. Czy te trojkaty sa podobne?
a) 6,8, 12 oraz 9, 12, 18 b) 14, 24, 3% oraz 9, 15, 20

Cecha KKK
Jesli katy jednego tréjkata sa rowne katom drugiego tréjkata, to trojkaty
te sg podobne.

Jeslia=do, f =0 oraz v =+, to:
ANABC ~ NA'B'C'

@ Cwiczenie 3

a) Uzasadnij, ze jesli dwa katy jednego tréjkata sg réwne dwém katom dru-
giego trojkata, to tréjkaty te sa podobne.

b) Uzasadnij, ze tréjkat prostokatny, w ktérym jeden z katéw ma miare 27°,
jest podobny do tréjkata prostokatnego, w ktérym jeden z katéw ma miare 63°.

Cwiczenie 3

a) Dwa katy jednego tréjkata sa réwne dwém katom drugiego tréjkata. Niech miary
tych katéw beda réwne a i (.

Wéwezas trzeci kat pierwszego tréjkata jest rowny 180° — (a+3) oraz trzeci kat drugiego
trojkata jest réwny 180° — (a+ ), czyli katy te réwniez sa réwne. Na mocy cechy KKK
trojkaty te sa podobne.

b) Miary katéw pierwszego tréjkata: 27°, 90°, 90° — 27° = 63°

Miary katéw drugiego tréjkata: 63°, 90°, 90° — 63° = 27°

Na mocy cechy KKK trojkaty te sa podobne.

Uczen:

— podaje cechy podobienistwa
trojkatow,

— sprawdza, czy dane tréjkaty
sg podobne,

— oblicza dlugosci bokdw
trojkata podobnego do
danego w danej skali,

— uktada odpowiednig
proporcje, aby wyznaczy¢
dtugosci brakujacych bokéw
trojkatow podobnych,

— wykorzystuje podobienstwo
trojkatow do rozwiazywania
zadan, uzasadnia podobien-
stwo tréjkatow, stosujac
cechy podobienstwa.

Cwiczenie 1

4 <6 <zoraz2 <y < 4,zatem:

4 6 i

2 y 4
czylix =8, y = 3.
1

Skala jest réwna 5.

Cwiczenie 2
a) 3 = 2 = 2, zatem trojkaty
sa podobne.

1 1
b) 175 £ Z—g, zatem tréjkaty nie
sa podobne.

Multibook

¢ \Wyznaczanie wysokosci
budynkéw z wykorzystaniem
podobieristwa tréjkatéw

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 6.5

Generator

testéw i sprawdzianow
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Cwiczenie 4
Niech a1, b1, a2, b2 beda przypro-
stokatnymi odpowiednio tréjka-
téw Th 1 Ts.
7 zalozenia ‘;—11 = ‘;—; wynika, ze:
a1 _ b

as by
Tréjkaty T4 1 T2 sa prostokatne,
czyli kat miedzy przyprostokat-
nymi w kazdym z tréjkatow ma
miare 90°. Zatem na mocy cechy
BKB: T1 ~ T5.

Cwiczenie 5
a) Katy miedzy przyprostokat-
nymi sa réwne oraz rowne sg sto-
sunki odpowiednich bokow:

3,75 _ 9

5 12
wiec na podstawie cechy BKB:
Ty ~Ts
Skala podobienstwa: k = %
b) Przyprostokatne tréjkata 77:
V31i6.
Przyprostokatne tréjkata Ts:
313v2.
Katy miedzy przyprostokatnymi
sg réwne oraz roéwne sa stosunki

odpowiednich bokéw:
V6 _ V3
3v2 ~ 3

wiec na mocy cechy BKB:
T ~Ts

Skala podobienstwa: k =

[

3 -
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Cecha BKB

Jesli dwa boki jednego trojkata sa proporcjonalne do dwoch bokéow dru-
giego trojkata i katy zawarte miedzy tymi bokami sg réwne, to trdjkaty te
sa podobne.

B
Jesli % = 5 oraz v =7/, to:
ANABC ~ NA'B'C’ a
; C b A ' o A
@ Cwiczenie 4

Dane sa tréjkaty prostokatne 77 i T,. Uzasadnij, ze jesli stosunek dlugosci
przyprostokatnych tréjkata T7 réwna sie stosunkowi dlugosci przyprostokat-
nych tréojkata Ts, to tréjkaty te sg podobne.

@ Cwiczenie 5

Uzasadnij, ze trojkaty T i T> sa podobne. Podaj skale podobienstwa trojkata
T1 do tréJk@t& TQ.

a) b)

33 5 3 3 3V
Tl . Z . T2 . Tl . T2

9 12 NG
Zadania

1. Wsrdd trojkatéw przedstawionych na rysunku wskaz pary tréjkatéw po-
dobnych. Dla kazdej pary podaj skale podobienstwa.

24
3,5 # T :
3 T,

12 7

12
8 10 T

15

2. a) Dany jest tréjkat ABC o bokach dlugosci 6, 8, 12. Diugosé najdtuz-
szego boku tréjkata A’B'C’ jest réwna 16 oraz AABC ~ ANA'B'C’. Jaka
jest skala podobienstwa tréjkata A'B'C’ do tréjkata ABC? Oblicz obwdd
trojkata A'B'C'.

b) Tréjkat ABC, ktérego obwdd jest réwny 55, jest podobny do tréjkata
o bokach dlugosci 4, 8, 10. Oblicz dlugosci bokéw tréjkata ABC.

Odpowiedzi do zadan
1.1 iTs, ki =2 1o iTy, ko= 3
4

2. a) Skala podobiefistwa: k = 15 = 2

Ob=k(6+8+12) = 3 -26 =342

b) Skala podobienstwa: k = % =

Dtlugosci bokéw: 5 -4 =10, 3-8 =20, 3-10 =25

o Dot



6.

Korzystajac z podobienstwa odpowiednich tréjkatow, oblicz dlugosci od-
cinkéw x i y.

D
a) D b)
E\)
D 7.5 x
A 8 Br(C A B 5 C

Odcinki ED i BC s réwnolegle. Oblicz obwdd tréjkata ABC.

a) C b) A
D
4
%)
N 8 .
1 1,5
B C

A 12 EF 6 B

a) Trojkat prostokatny o przyprostokatnych réwnych 12 i 16 jest podobny
do tréjkata o obwodzie réwnym 6. Oblicz dlugosci przeciwprostokatnych
obu trojkatow.

b) Tréjkat prostokatny o przeciwprostokatnej réwnej 100 jest podobny do
tréjkata o przyprostokatnych 12 i 3,5. Oblicz obwody obu tréjkatéw.

Uzasadnij, ze AABC ~ ADEC (rysunek &Q <

obok). Oblicz: ~

a) skale podobienstwa tych tréjkatéw, D 10 E 2 n
b) obwody tych tréjkatéw. ; 15 53

a) Wypisz pary tréjkatéw podobnych (rysunek ponizej). Dla kazdej pary
podaj odpowiednia ceche podobienstwa.

B
b) W tréjkacie prostokatnym o przyprostokat- D
nych diugosci 3 i 4 poprowadzono wysokosé
z wierzchotka kata prostego. Oblicz dtugosci od-
cinkéw, na jakie ta wysoko$¢ podzielita przeciw-
prostokatna. C A

Oblicz pole trojkata prostokatnego, w ktérym wysokosé poprowadzona
z wierzchotka kata prostego podzielita przeciwprostokatna na dwa odcinki
o dtugosciach 2 cm i 8 cm.

|CE| = 4/10% — (2v/5)2 = 41/5, wiec |CB| = 6/5 1 |AC| = 1/152 — (61/5)2 = 31/5.

% = % = % oraz kat C jest wspélny dla obu tréjkatow, zatem na mocy cechy

BKB: AABC ~ ADEC.
a) k=2 b) Obapc =15+ 9v/5, Obpec = 10 + 6v/5

. a) Niech |[{CAD| = «, wéwczas: |[SCBA| =90° — a, |[SBCD| = a,

|XACD| = 90° — a.
Zatem na mocy cechy KKK:
AABC ~ ACBD, AABC ~ AACD, ACBD ~ AACD
b) |[BC| =3, |CA| =4, czyli |AB| =5
AABC ~ ACBD, stad B2l = 2 czyli |BD| = 1,8
AABC ~ AACD, stad B2 = £ czyli |DA| = 3,2

3.a)z=2,y=25
b) z =15, y =13

4. a) Na mocy cechy KKK tréj-
katy ABC' i AED sa podobne
w skali k = 1246 — 3 wiec:

12 2
Obapc = 2(12+8+15) =
=525
b) |AD| = 6; |BC| = 6,25;
Ob = 18,75
5. a) 20, 21
b) 224, 28

8. Na podstawie zadania 7:

—2__ |BC|
[BC] — 10
czyli:
|BC| = 2v/5 cm
Ponadto:
8 __ o4
[CA] = 10
czyli:
|CA| = 44/5 cm

Pole trojkata:
P=1.2/5-4y5=20 [em?]

6.5. Trojkaty podobne 293 I



9. 10,8 m

10.

D

E

Niech a = |[XDFE|.

Oba trojkaty sa prostokatne
i majg wspdélny kat «, zatem
maja réwne katy. Na mocy ce-

chy KKK otrzymujemy:
AFEN ~ AFDM.

11. a)

|<ACB| = | FCE]|, zatem
na mocy cechy BKB mamy:
AABC ~ AFEC, czyli:

|[FE| = 3|AB|
Analogicznie pokazujemy, ze:

|FG| = 3|BC]|

|GE| = 3]AC|

Zatem na mocy cechy BBB
mamy: AABC ~ AEFQG.

b) |AG| = |GB| = |FE| =

CH — 1 = [C8 gy
[CA] — 2 — |CB|

= 1|4B|

2

|FG| = |EB| = |CE| =

~ 4icB]

|AF| = |GE| = |FC| =

Zatem tréjkaty: T, To, T3 1Ty
sg przystajace na mocy cechy

= 3140

BBB.

13. a) |[YAOB| = |XCOD| jako

katy wierzchotkowe

|¥BAO| = |¥DCO]| jako katy

naprzemianlegte

|XABO| = |¥CDO| jako katy

naprzemianlegte

Na mocy cechy KKK mamy:

AABO ~ ACDO.

b) 2 cm, Prago = 16 cm?,

Prcpo = 4 em?®
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D|10.
D|11.

D|12.

o]

13.

D14

12.

14.

Aby obliczy¢ wysokosé drzewa, uczen o wzroécie 180 cm ustawil sie tak, ze
koniec jego cienia o dtugosci 4,5 m pokryt sie z koncem cienia drzewa. Oka-
zalo sie, ze uczen stanal w odleglosdci 22,5 m od drzewa. Oblicz wysokosc¢
drzewa.

i

W tréjkacie ostrokatnym D EF poprowadzono wysokosci DM i EN. Wy-
kaz, ze trojkaty FEN i FFDM sg podobne.

a3

W tréjkacie ABC potaczono odcinkami punkty ¢

bedace $rodkami bokéw (rysunek obok). /N

a) Wykaz, ze tréjkaty ABC i EFG sapodobne.  F T L

b) Wykaz, ze trojkaty Ty, Ts, T3 i Ty sa przy- Ty ° m
stajace. A G B

Uzasadnij, ze jesli stosunek dlugosci przeciw-
prostokatnych tréjkatéw prostokatnych jest
rowny stosunkowi dtugosci odpowiednich przy-
prostokatnych, tj. 5 = % lub 5 = 5, to troéj-
katy te sa podobne. a d

W trapezie o podstawach AB i C'D przekatne
przecinaja sie w punkcie O (rysunek obok).

a) Uzasadnij, ze tréjkaty ABO i CDO sa po-
dobne. A B

b) Przyjmij, ze wysoko$é trapezu wynosi 6 cm, a dlugosci podstaw AB
i C'D sg rowne odpowiednio 8 cm i 4 cm. Jaka jest odlegtosé punktu O od
krotszej podstawy? Oblicz pola tréjkatéw ABO i1 CDO.

. a) Dany jest trapez o podstawie AB i przekatnych AC' i BD. Wykaz, ze

jesli przekatne trapezu przecinaja sie w punkcie O, to pola tréjkatow AOD
i BOC sa réwne.

b) Dluzsza podstawa trapezu ma dlugos$é 10 cm. Punkt przeciecia przekat-
nych tego trapezu jest odlegly o 5 cm od jego dluzszej podstawy i o 3 cm
od kroétszej. Oblicz pola trojkatéw, na ktére przekatne dziela ten trapez.

5 =2 =k, gdzie k > 0, czyli c = kc oraz a = ka'. Z twierdzenia Pitagorasa:

b= VE=@ = 1) ~ (@) = /() - (@) =k

czyli 5 =k.

Na mocy cechy BBB tréjkaty te sa podobne.
Analogicznie wykazujemy podobiefistwo tréjkatéw, gdy 5 = %.

a) Zauwazmy, ze Prapc = Paapp, gdyz wysokosci tych D c
trojkatow opuszczone na wspélny bok AB sa réwne.
Prpoc = PraBc — PrnaBo

Praop = PrnaBp — PraBo

Zatem Prpoc = Praob. A B

b) 25 cm?, 15 cm?, 15 cm?, 9 cm?



Dowiedz sie wiecej

Proste i odcinki pomocnicze

Przeprowadzajac dowody w geometrii, czesto dorysowujemy pomocnicze od-
cinki lub proste.

[D] 1.

2.

Udowodnij, ze srodkowe trojkata przecinaja sie w jednym punkcie, ktory
dzieli kazda ze Srodkowych w stosunku 2:1, gdy liczymy od wierzchotka.
Przeczytaj poczatek dowodu w ramce i podaj wskazane uzasadnienia.

Rozpatrzmy srodkowe AP i BQ dowolnego tréj- C

kata ABC'. Niech punkt O bedzie punktem ich

przeciecia. Rysujemy pomocniczy odcinek PQ.

Uzasadnij kolejno, ze: 0 p
odcinek PQ jest réwnolegly do odcinka AB,
trojkaty ABO i PQO sa podobne, o
punkt O dzieli kazda ze Srodkowych AP i BQ

w stosunku 2:1, gdy liczymy od wierzchotka.

A B

Przeprowadz analogiczne rozumowanie dla srodkowych poprowadzonych
z wierzchotkéw A i C, a nastepnie uzasadnij, ze wszystkie srodkowe tréj-
kata przecinaja sie w jednym punkcie.

Udowodnij, ze proste zawierajace wysokosci trojkata przecinaja si¢ w jed-
nym punkcie. Przeczytaj dowéd w ramce i podaj wskazane uzasadnienia.

Rozpatrzmy dowolny tréjkat ABC. Rysujemy proste réwnolegte do ko-
lejnych bokéw trojkata i przechodzace przez odpowiednie wierzchotki:
e k|| BC oraz A € k, B, C m Ay
ol || AC oraz B €1,

em || AB oraz C' € m.

Proste k, [, m przecinaja si¢ parami.
Odpowiednie punkty przeciecia ozna- A B
czono na rysunku przez A;, By, C.
Uzasadnij kolejno, ze: k
czworokaty ABCB; i AC,BC s3 réwnole-
globokami (skad wynika, ze |[ACy| = |AB,|; ©1
analogicznie |BC,| = |BA,| i |CA,| = |CBy)),
punkt przeciecia symetralnych bokéw trojkata A, B;Cy jest punktem
przeciecia prostych zawierajacych wysokosci tréjkata ABC.

® Bok B;C jest zawarty w prostej m, ktora jest réwnolegta do boku AB.

Bok AB jest zawarty w prostej k, ktéra jest rownolegta do boku BC.

Zatem czworokat ABC B, jest réwnolegtobokiem.

Bok Ci B jest zawarty w prostej [, ktéra jest rownolegta do boku AC.

Bok C1 A jest zawarty w prostej k, ktéra jest réwnolegta do boku BC.

Zatem czworokat AC1BC jest réwnoleglobokiem.

® Wysokosci trojkata ABC' sa zawarte w symetralnych bokéw trojkata A1 BiCh.
Dla dowolnego tréjkata symetralne jego bokow przecinaja sie w jednym punkcie
(éwiczenie 4, s. 280), zatem wysokosci trojkata ABC' réwniez przecinaja sie w jed-
nym punkcie.

1. ® 7 zalozenia |CQ| = |QA|

i |CP|=|PB|, stad:

ICQl __ Q4]
[CP| — |PB|

Na podstawie twierdzenia od-
wrotnego do twierdzenia Ta-
lesa odcinki PQ i AB sa row-
nolegte.

" |XAOB| = [$POQ)| (katy

wierzchotkowe)

|OAB| = |$0PQ] (katy

naprzemianlegle)

|¥0BA| = |30QP] (katy

naprzemianlegle)

Na mocy cechy KKK:
AABO ~ APQO

N . A
m 7 zalozenia (CAl — %

cQl —
AABC ~ AQPC, wiec:
|AB| _ |CA|l _ 2

lQP| — joQl T T
AABO ~ APQO, zatem:

AO| _ |BO| _ |AB| _ 2
[PO] — QO] — [QP] T 1

Analogiczne rozumowanie
prowadzimy dla $rodkowych
poprowadzonych z wierzchot-
kéw A i C. Punkt przecie-
cia tych srodkowych réwniez
dzieli kazda z nich w stosun-
ku 2:1 (liczac od wierzchotka
trojkata). Zatem punkt O
nalezy do wszystkich trzech
srodkowych trojkata ABC.
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Przypomnij sobie

Pola czworokatow

Pole prostokata o bokach dtugosci a, b wyraza sie b
Wzorem:
P =ab a
Odpowiedzi do zadan
1. a) 3z, 5z — dtugosci bokéw 1. a) Oblicz pole prostokata, ktérego obwdd wynosi 48 cm, a stosunek diu-
2(3z +2z) = 48, stad z = 3 gosci bokéw jest réwny 3: 5.
P =3280 2 1507 =159 = b) Oblicz obwbd prostokata, ktérego krétszy bok ma diugosé 1
— 135 [cm?] ' ) O : icz obwd 2prosto ata, ktérego krétszy bok ma dlugosé 6 cm, a pole
b) z = 6 i zy = 72, stad jest réwne 72 cm?.
y=2=12
Ob = 2(6 + 12) = 36 [cm] Pole réwnolegtoboku jest réwne iloczynowi diugo-
Sci boku i wysokosci opuszczonej na ten bok. h
P =ah —
2. a) 12 2. a) Oblicz pole réwnolegloboku o bokach dlugoéci 8 cm i 12 cm, ktérego
. kat ostry ma miare 45°.
42 b) Stosunek dlugosci bokéw réwnolegloboku jest réwny 1:2; jego obwdd
45° [ wynosi 54 cm, a pole jest réwne 80 cm?. Oblicz obie jego wysokosci.
42
P =12 4V/4=48V2 [em?] Przekatne rombu przecinaja si¢ pod katem prostym
b,) * 2196 ; (éhll{gosm Roke w punkcie, ktéry dzieli je na polowy. v
A Pole rombu o przekatnych dlugosci d, e wyraza sie

h1, ha — wysokosci réwno- S

legtoboku Wzorem: !
2(x + 2x) = 54, stad z =9 P = §de

z - h1 =2x - hy = 81, stad
hi =8 =9 [cm],

g 3. Oblicz pole i dlugo$¢ boku rombu o przekatnych dtugosci 6 cm i 8 cm.
h2 = 5% = 475 [Cm]
3. b
a a Pole trapezu o podstawach dtugosci a, b i wysoko- '
3 Sci h wyraza si¢ wzorem: h
B p=2tb p B
4 4 2 a
a 3 a
4. Dany jest trapez o podstawach dlugosci 4 cm i 12 cm, ktorego kat ostry
P=1.6-8=24[cm? ma miare 45°. Oblicz pole tego trapezu w przypadku, gdy jest on:
a=v3EFTE& =5 [cm] a) réwnoramienny, b) prostokatny.
4. a) 4 b) 4
4
45° o s 45° o
4 4 4

P=1%1.4 =32 [cm?]

45° B A
8 4

P =12+1.8 =64 [cm’]
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6.6. Pola wielokatéw podobnych Uczer:

— wykorzystuje zaleznosci
miedzy polami wielokatow
Przyktad 1 podobnych a skalg podo-
bienstwa do rozwigzywania

Bok jednego kwadratu jest o 20% dluzszy od boku drugiego kwadratu. Jaka

jest skala podobienistwa tych kwadratéw? Ile wynosi stosunek ich p6l? sadan
Niech bok pierwszego kwadratu ma dlugosé a, wowczas bok drugiego z nich
ma dhugosé a +20% a = 120% a = La.
Zatem skala podobienstwa k = 2.
Pola kwadratéw sg odpowiednio réwne a? i %aQ, zatem stosunek ich pdl jest
réwny 32, Zauwazmy, ze 30 = k%
Cwiczenie 1 Swiczenie 1
Na rysunku przedstawiono wielokaty podobne F} i F,. Podaj skale podobiei- allk =g, 2=
stwa i oblicz stosunek pola figury F, do pola figury Fj. b) k=2, % =4
a) b)
I i Iy
Fy

@ Przyktad 2
Trojkat T5 jest podobny do trojkata T w skali k. Uzasadnij, ze stosunek pola
tréjkata Th do pola tréjkata T jest réwny k2.
Pole tr(’)‘]k@ta Tl: Pl = %alhl.

Dla trojkata T, mamy: Ty
a2=k-a1, hzzk'hl.

Stad pole trojkata Ts: “ T
h
P, = %athZ%(k'al)(k'hl): %kz'alhl' 2
Py 1k2a1hy 2
Z —_— = 2 7o = .
atem Pr %a1h1 k as
@ Cwiczenie 2

Prostokat P, jest podobny do prostokata P; w skali k. Uzasadnij, ze stosunek
pola prostokata P, do pola prostokata P; jest réwny k2.

Cwiczenie 2
Pole prostokata Pi: a1b;.

Boki prostokata Ps: “ S
a2=/€-a171)2=/€-b1
Stad pole trojkata Ps: by
azby = (k-a1)(k-b1) = k% - a1bs Multibook
Zatem stosunek p61; asz P, e Skala podobieristwa
Py _ kZapby; _ k'2
=gt = * Fraktale

b
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Cwiczenie 3
a) k¥ = 5L = 088 — 081,
zatem k = 0,9.
2 P 2,25P, __
b) k? = L = 222 — 9 25,

zatem k = 1,5.

Cwiczenie 4
Pole trapezu T1: Py = 24 cm?
%z%zizatemk:%.

Drugie ramieg trapezu 77 ma dtu-
gosé¢ 2¢/5 cm.
Ob1 = (16 + 2v/5) cm,
Oby = (8 + \/5) cm
Cwiczenie 5
a) 2200 = 800, zatem skala
planu: 1:800.
b) z? = (1,875)% + (2,5)?
r = 3,125
Obwdd dziatki na planie:
5,875 + 2,5 +4+ 3,125 =
= 15,5 [cm)]
Obwod dziatki w rzeczywistosci:

15,5 cm - 800 = 12400 cm =
=124 m

Potrzebna siatka ma dtugosé:
124 — 1,5 = 122,5 < 125 [m]
¢) P=9cm?-800% =

= 5760000 cm? = 576 m?

I 298 6. Planimetria

Twierdzenie

Jesli skala podobienstwa figur podobnych réwna sie k, to stosunek ich pol
jest réwny k2.

Cwiczenie 3
Dane sa dwa kwadraty, przy czym pole jednego z nich jest:
a) 0 19% mniejsze od pola drugiego, b) o 125% wigksze od pola drugiego.

Jaka jest skala podobienstwa tych kwadratéw?

Cwiczenie 4

Dany jest trapez prostokatny 77 o podstawach dlugoséci 5 cm i 7 cm oraz wyso-
ko$ci réwnej 4 cm. Pole trapezu T, podobnego do trapezu T} jest réwne 6 cm?.
Oblicz skale podobienstwa trapezu T do trapezu T oraz ich obwody.

Cwiczenie 5
Na rysunku obok przedstawiono plan
sasiadujacych dzialek budowlanych.

1,875 cm 4 cm

a) Dzialtka B jest prostokatem o wymia-
rach 32 m x 24 m. Wyznacz skale tego planu.

x 12,5 cm A

2,5 cm

I
|
|
|
|
|
|
|

b) Dzialka A jest trapezem prostokatnym. Jego
najdtuzszy bok ma na planie dlugo$¢ 6 cm. Czy na
ogrodzenie dziatki A ze wszystkich stron wystar-
czy 125 m biezacych siatki, jesli furtka ma mieé
szerokos¢ 1,5 m?

oy}
3 cm

¢) Na planie wykonanym w tej samej skali dzial-
ka C jest kwadratem o polu réwnym 9 cm?. Jaka
jest powierzchnia tej dziatki? 4 cm

Cwiczenie 6

Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC, ktérego bok ma diugoéé 12 cm. Odci-
nek DF jest réwnolegly do boku AB, a pole tréjkata DEC jest réwne P. Wy-
znacz stosunek dtugosci odcinkéw DC do AC i oblicz obwdd trapezu ABED.

a) P =93 cm? b) P = 4y/3 cm? ¢) P =163 cm?

C C C
D E
D E
D E
A B A B A B
Cwiczenie 6

Pagc :36\/§ cm?

a) k=1, |DE| =|AD| = |BE| = 6 cm, Ob =30 cm

b) k=3, |DE| =4 cm, |AD| = |BE| = 8 cm, Ob = 32 cm
¢) k=2, |DE| =8 cm, [AD| = |BE| = 4 cm, Ob = 28 cm



Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. a) k= 0,75, P = 81 cm?
b) k=3, P =400 cm®

2. 200 cm?

1. Prostokaty P, i P, sg podobne, przy czym pole prostokata P, jest réwne
144 cm?. Oblicz skale podobiefistwa prostokata P, do prostokata P, oraz
pole prostokata P,.

a) b) 3. a) Pole trdjkata Tb:
P, Py =(2)*-45 =20 [cm?]
B Py Py Dtugoéé drugiej przyprosto-
16 2 13 30 katnej: 1 -10-b = 20, czyli

Prostokat o bokach dlugosci 6 cm i 12 cm jest podobny do prostokata
o obwodzie 60 cm. Oblicz pole wiekszego prostokata.

a) Tréjkat prostokatny T; jest podobny do tréjkata Ty w skali k = % Pole
trojkata T} jest réwne 45 cm?, a jedna z przyprostokatnych tréjkata T5 ma
dhugo$¢ 10 cm. Oblicz obwdd trojkata Ts.

b) Romb R, jest podobny do rombu R; w skali k = 3. Pole rombu R, jest
réwne 648 cm?, a jedna z przekatnych rombu R; ma dlugo$é 6 cm. Oblicz
obwdd kazdego z tych rombdw.

Dany jest réwnolegtobok R;, ktérego boki maja diugosci 4 cm i 6 cm.
Jedna z przekatnych tego réwnolegtoboku jest prostopadia do jego krot-
szych bokéw. Réwnoleglobok R» o polu 200v/5 cm? jest podobny do réw-
nolegloboku R;. Oblicz obwdd réwnolegtoboku R;.

a) Suma pdl dwoch figur podobnych jest réwna 340 dm?, a ich skala po-
dobienstwa k = 4. Oblicz pole kazdej z tych figur.

b) Suma pdl dwéch tréjkatéw prostokatnych réwnoramiennych jest réw-
na 180 cm?, a ich skala podobienstwa k = 3. Oblicz obwdd kazdego z tych
trojkatow.

Przekatne deltoidu ABCD maja dlugodci: DL

|AC| =15 cm i |[BD| = 10 cm. Oblicz pole
powierzchni latawca majacego ksztalt delto- A
idu podobnego do deltoidu ABCD przy za-
lozeniu, ze wymiary latawca sg czterokrotnie
wieksze. B

C

Wielokat Fi jest podobny do wielokata F, w skali %. Stosunek pdl wielo-
katéw podobnych Fy i F3 jest rowny %. Oblicz skale podobienstwa wielo-
kata F3 do F.

.a) PL+ Py =340 1 gL = 4%, stad P1 = 320 [dm®], P; = 20 [dm’].

b) P+ P, = 180 i & = 3%, stad P1 = 162 [cm®], P> = 18 [cm?].

Dtugo$éé przyprostokatnej wiekszego trdjkata: % -a® = 162, czyli a = 18 cm.
Dhugosé przeciwprostokatnej wiekszego trojkata: ¢ = 18v/2 cm.

Obwéd wigkszego tréjkata: Oby = (36 + 18v/2) cm.
Obwéd mniejszego tréjkata: Obs = (12 + 61/2) cm.

6. Pole latawca: P = 8240 = 1200 [cm?]

5 _3 i =3
Fy — 40 Czyh F1 = 4F2
B _ 3 i =3
Fy — 20 Czyh F3 = 2F2
Fy _ 3P _ o

Fy EFo)

6.6. Pola wielokagtow podobnych

b=4 cm.

Dlugo$é przeciwprostokatnej:
c =102 + 42 = 21/29 [cm]
Obwdd tréjkata Ts:

Ob = (14 + 2v/29) cm

b) Pole rombu R;:

Py = (1) 648 = 72 [em?]
Dtlugos¢ drugiej przekatnej
rombu Ri:

1.6-d="72, czylid =24 cm
Dtugo$é boku rombu R;:

a =132+ 12?2 = 3V/17 [cm]
Obwd6d rombu Ri:

Oby = 124/17 cm

Obwo6d rombu Ro:

Oby = 36+/17 cm

. Obwdéd réwnolegloboku Rj:

Ob; = 20 cm
Dlugos$é krétszej przekatnej
rownolegtoboku R;:
d=+62—42 =25 [cm]
Pole réwnolegtoboku R;:
Pr =4-2V5 =85 [cm?]

Py _ 200/5 _ 95

Py 8V5
Skala podobienstwa Ra do Rj:
k=5
Obwdd réwnolegltoboku Ra:
Ob2 = 100 cm
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

P, =1,44P, i P3 = 2,25P,
cryli Lo = 228

Skala podobienistwa prostoka-
tow P3 do Pp: k= 35 = 1,25
Wymiary prostokata Ps:

30 cmx45 cm

L= 2=2 czyliy =2z
o=}

z+y =15, czyli z =6 cm,
z=3cm, y=12 cm

a = /324 62 = 3v/5 [cm]

b= +/12% 4+ 62 = 6v/5[cm]

Ob = (15+9v/5) cm

Skala podobienstwa AABP
do ACDP: k=%, happ =6
i hCDP =4.

-
/ 9

r=6cm, k=2
Pole mniejszego trapezu:

P, =10 cm?
Pole wigkszego trapezu:
Py = 22,5 cm?

Wysoko$é wyjsciowego trape-
zu: h = 25 m. Niech > 0
bedzie dtugoscia odcinka dzie-
lacego dziatke. Wéwcezas:

3;—2 = &5, czyli x = 40 m.
Skala podobienstwa nowych
dziatek: k = % = %7 czyli
prosta podzielita wysoko$é
wyjéciowego trapezu na od-
cinki o dtugosciach: 11% m
138 m.

Pole mniejszej dziatki: 400 m?
Pole wickszej dziatki: 625 m?

8.

10.

11.

12.

[D13.

14.

Trzy odbitki zdje¢ maja ksztatt
podobnych prostokatow P, P,
i P3;. Pole prostokata P, jest
0 44% wieksze od pola prosto-
kata P;, a pole prostokata Pj
jest 0 125% wieksze od pola pro-
stokata P;. Wymiary prostoka-
ta P, sa rowne 24 cm X 36 cm.
Oblicz wymiary prostokata Ps.

W tréjkacie prostokatnym ABC, ktorego przeciwprostokatna AB ma dlu-
gos¢ 15 cm, poprowadzono wysokos¢ C'D. Stosunek pdl trojkatow ADC
i BCD jest réwny 4. Oblicz obwdd trojkata ABC.

Przekatne trapezu o podstawach AB i C'D oraz wysokosci réwnej 10 prze-
cinaja sie w punkcie P. Stosunek pola tréjkata ABP do pola trojkata C D P
jest rowny %. Oblicz odlegtosci punktu P od podstaw trapezu.

Trapez o wysokosci réwnej 5 ¢cm i podstawach dtugosci 4 cm i 9 ¢cm po-
dzielono prosta réwnolegla do podstaw na dwa trapezy podobne. Oblicz
pole kazdego z trapezéw otrzymanych w wyniku tego podziatu.

Dziatka budowlana o powierzchni 1025 m? ma ksztalt trapezu o podsta-
wach 32 m i 50 m. Dzialke te podzielono prosta réwnolegta do podstaw
trapezu na dwie dziatki bedace trapezami podobnymi. Oblicz pole kazdej
z nowo powstalych dziatek.

Przekatne trapezu o podstawach AB i C'D przecinaja sie¢ w punkcie P.
Pole trojkata ABP jest rowne S;, a pole tréjkata DCP jest réwne S,.
Uzasadnij, ze pole tego trapezu jest réwne (\/Sl + \/52)2.

Wedhug projektu zewnetrzny obrys fundamentéw D C
domu jest prostokatem (rysunek obok). Przed roz-

poczeciem wykopu kierownik budowy nakazal wyko-

nanie pomiaru nie tylko dlugosci bokéw, lecz takze

dhugoéci przekatnych. Jak sadzisz, dlaczego?

a) W projekcie budynku wykonanym w skali 1:50

|AB| = 12 cm, |BC| = 18 cm. Ile powinien wyniesé

wynik pomiaru przekatnych w terenie?

b) Fundamenty maja mieé glebokoéé 0,5 m oraz gru-

bo$é 0,5 m. Ile m® betonu potrzeba na ich wykonanie? A B

AABP ~ ACDP (cecha KKK), niech k > 0 bedzie ich skala podobienstwa.

5= k2, cayli % =k, stad v/5155 = kSo
3" xX - h37 czyli Sg = kSz
'ky'h4i52:%‘y‘h4, CzyliS4:kS2

532 -kw-h3152=1

Sy =

= N

Pole trapezu ABCD:

S =81+ Sa+ S5+ S4 = S1 + 52 + 2515 = (VS +VS5s)”

Czworokat o bokach dlugosci: a,b,a,b nie musi byé prostokatem — moze byé¢ réwnolegtobokiem. Dlatego w geodezji
przeprowadza sie dodatkowe pomiary, np. przekatnej, zwane pomiarami kontrolnymi. Pomiary te pozwalaja sprawdzic,
jaka faktycznie figura zostala wytyczona. a) okoto 10,82 m b) 7 m?
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Fraktale

Fraktal to figura geometryczna cechujaca si¢ samopodobienstwem -
dowolnie mate czesci tej figury sa podobne do calosci.

Krzywa Kocha i $niezynka Kocha

Przyktadem fraktala jest krzywa Kocha (jej konstrukcje opisat w 1904 r. szwedzki
matematyk Helge von Koch). Oto kolejne etapy jej powstawania.

N o

Na kazdym kolejnym etapie konstrukcji

krzywej Kocha jej dtugos¢ powigksza sie

o % dtugosci krzywej z poprzedniego

etapu. Jesli zatem dtugos¢ poczatkowego

odcinka jest rowna 1, to kolejne krzywe

maja dtugosci: ¥ ik
2 4\3

1 %, <%) , <4) , rzywa Kocha

_.
wl=
>m|

5]

Jezeli konstrukcije krzywej przeprowadzimy SAMOPODOBIENSTWO
na bokach tréjkata réwnobocznego, Powiekszajac dowolnie
t AT e maty fragment krzywej
SL2VieoRicnazyvand EILE) Kocha, otrzymamy jej

Kocha. idealna kopie.

Sniezynka Kocha ma skoriczone pole,
chociaz jest ograniczona przez krzywa

o nieskorczonej dtugosci. Sniezynka Kocha

Fraktale 301 E—



Uczen:

— wykorzystuje twierdzenie
o dwusiecznej kata w tréj-
kacie do rozwigzywania
zadan,

— przeprowadza dowdd twier-
dzenia o dwusiecznej kata
w trojkacie oraz inne
dowody, stosujac twierdzenie
o dwusiecznej.

|XACD| = |¥APB| (katy
odpowiadajace)

|XDCB| = [¥CBP| (katy
naprzemianlegte)

Cwiczenie 1

a) Niech z,y beda odcinkami, na
jakie dwusieczna kata prostego
dzieli przeciwprostokatna.
r+y=13i2 =3

=38 y=92

b) Dlugosci przyprostokatnych:
1 i v/3. Dwusieczna kata proste-
go dzieli przeciwprostokatng na
odcinki dtugoéci: 3—v/3i+v3-1.
Dwusieczna kata 60° dzieli prze-
ciwlegta przyprostokatna na
odcinki dtugoéci: % i V3,
Dwusieczna kata 30° dzieli prze-
ciwlegta przyprostokatng na od-
cinki dtugoéci: 4—2+/3 i 2¢/3—3.
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LX)

1 6.7. Twierdzenie o dwusiecznej kata

w tréjkacie
Korzystajac z twierdzenia Talesa, mozemy udowodnié¢ ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie o dwusiecznej kata w tréjkacie

Dwusieczna kata w trojkacie dzieli przeciwlegty
bok na odcinki proporcjonalne do pozostalych
bokow trojkata:

C
Ab a
T _ @
y b

Dowod
Wyznaczamy potprosta AC oraz prostg [ réwnolegly do dwusiecznej C'D prze-
chodzaca przez punkt B. Punkt przeciecia potprostej AC z prosta [ oznaczamy
przez P.

Proste C'D i BP sa réwnolegle, wiec:

|YACD| = |4APB| oraz |[{DCB| = |4 CBP)| (uzasadnij).

Oznacza to, ze trojkat BPC' jest rownoramienny
i|CP|=|CB|=a.

Z twierdzenia Talesa dla kata C AD otrzymujemy:
|DB| _ |CP|
|AD| — |AC]|

xT
zatem = =
Y

(SRS

Cwiczenie 1

a) Dany jest tréjkat prostokatny o przyprostokatnych 5 i 12. Oblicz dlugosci
odcinkéw, na jakie dwusieczna kata prostego tego trojkata dzieli jego przeciw-
prostokatna.

b) Przeciwprostokatna tréjkata o katach 30°, 60°, 90° ma diugos$¢ 2. Oblicz
dtugosci odcinkéw, na jakie dwusieczne katéw dzielg boki tego tréjkata.

¢) Dwusieczna kata prostego dzieli przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego
na odcinki dlugosci 2 i 2. Oblicz obwéd tego trojkata.

d) Jeden z katéw ostrych tréjkata prostokatnego ma miare 22,5°, a dluzsza
przyprostokatna ma diugosé réwng 1. Oblicz dlugo$é krétszej przyprostokat-
nej tego trojkata.

¢) Niech a, b beda przyprostokatnymi tréjkata.

Przeciwprostokatna jest réwna 1—75 —+ ? =5.
a2+b2=25ia:b:1—75 : %:%,czylia:i’), b = 4. Zatem Ob = 12.
d) Rozwazmy AABC, niech |BC| =z, |CD| =y, |DE| = z. Wéwczas: C

|BD| = |BC| =  (ABCD réwnoramienny)
|BE| = |CE| =y + z (ACEB réwnoramienny)
|AE| = |BE| =y + z (AAEC réwnoramienny)
7 twierdzenia o dwusiecznej kata:
dla AABC mamy: £ = y+—y?z7

1
dla AADB mamy: 7 = —=

y+z°
i3 = oo skad y = V22
— = _ z — 1 _ —

Zateni s = y+z = V2z+z V241 \/i 1




LX)

Zadania %

Odpowiedzi do zadan

1. z,y — odcinki, na ktére dwu-

1. Dany jest trojkat ABC o bokach |BC| = a, |AC| =b1i |AB| = c. Oblicz

5t

dlugosci odcinkéw, na jakie dwusieczna kata AC'B dzieli bok AB, dla:
a) a=2,b=6,c=25, b) a=6,b=10, c=12.

Dany jest trjkat prostokatny réwnoramienny ABC, ktérego przeciwpro-
stokatna AB ma dlugoéé v/2. Dwusieczna kata ABC przecina bok AC
w punkcie P. Oblicz obwody tréjkatéw BCP i BAP.

Dany jest tréjkat ABC o bokach dlugosci |[BC| =a, |AC| =b1i |AB| = c.
Uzasadnij, ze dwusieczna kata ACB dzieli bok AB na odcinki dhugosci

ac_ : _bc

a+b a+b’

Przeczytaj podany ponizej dowdd twierdzenia o dwusiecznej kata w tréj-
kacie. W miejscach oznaczonych | 7| podaj brakujace uzasadnienia.

Odcinek CD jest zawarty w dwusiecznej kata ACB, a CG jest wyso-
koscig trdjkata opuszczong z wierzchotka C'.
PrpBc |DB]
Stad —=——= = —. 7
W Poapc  AD|
Odcinki DE i DF maja rowne
dtugosci.

[S|S)

Zatem: L/
% - % % B
Czyli prawdziwa jest proporcja :ig‘l = %
()

W trojkacie ABC poprowadzono dwu-
sieczng CD kata ~ (rysunek obok).
Punkt A’ lezy na pélprostej C' A, od-
cinek A'B jest prostopadly do dwu-
siecznej CD i przecina ja w punk-
cie P, a odcinek A'D’ jest rownolegly
do odcinka AD. Uzasadnij, ze tréjkaty
A'D'P i BDP sa przystajace, a troj- D

\

rzystajac z réwnoéci |[A'C| = a, uza-

sadnij prawdziwo$¢ proporcji 2=1

ACPA' = ACPB na mocy cechy KBK (|[¥A'CP| = |[{BCP| = %,

|XCPA'| = |<CPB| =90° oraz |CP| jest bokiem wspélnym ACPA’ i ACPB),

wigc |A'P| = |PB]

|<D'PA'| = |¥DPB| = 90° (katy wierzchotkowe)

|XPA'D'| = |XPBD]| (katy naprzemianlegte)

Zatem na mocy cechy KBK: AA'D'P = ABDP.

|XA'CD'| = |XACD| = 1, |¥CA'D'| = |[$CAD| (katy odpowiadajace)

oraz |XCD'A'| = |XCDA| (katy odpowiadajace), wiec na mocy cechy KKK:
AA'D'C ~ ANADC

AA'D'P = ABDP, czyli |A'D'| = z.

Z podobiefistwa tréjkatéw A'D'C i ADC mamy: ‘ﬁ;gﬂ = ”‘jgl‘, czyli £ = ¢.

6.7. Twierdzenie o dwusiecznej kata w trojkacie 303 I

" Prnapc

sieczna podzielita bok AB.

z+y=>5
a) x __ 2
Yy 6
= 1,25y = 3,75
T -y — 12
b){ﬁ_i
y 10

r=45,y=17,5

. |AC| = |BC| =1

[PA| _ V2

{|C’P| +|PA| =1

|IcP| — 1

|CP| =+2-1, |PA|=2-2

IPB| = /12 + (vV2-1)" =
=v4-2V2

Obgcp = V2 + V4 —2V2

Obpap =2+ V4 —2V2

. Niech P bedzie punktem prze-

ciecia boku AB z dwusieczng
kata ACB. Woéwczas:

PB a
ﬁ:31|AP|+|PB|:c

|PB| = £|AP|, czyli:
|AP|+|PB| = %2|AP| =c

Zatem |AP| = al:fb oraz

b
|PB| =3 2% = ats-

3|DB|-|CG| _ |DB|
3|AD[-|CG| — [AD]
ACDE = ACDF na mocy
cechy KBK, gdyz:

|XECD| = |[¥FCD| = 3,
|%BDC| = |$FDC| =

=90" -2

oraz |CD| jest bokiem wspdl-
nym tréjkatow CDE i CDF
Papsc _ 3IBC|IDF| _ |BC|
Ppapc — 5IACI-|IDE| T [AC]

Papeo




Multibook

® Konstrukcja symetralnej odcinka
® Konstrukcja dwusiecznej kata
® Konstrukcja kata o mierze 30°

B 304 6. Planimetria

Problemy konstrukcyjne

Klasyczne konstrukcje wykonuje sie tylko za pomoca cyrkla i linijki. Oto nie-

ktére z nich.

B Konstrukcja symetralnej odcinka

1.

7 jednego konca danego odcinka rysuje-
my huk okregu o promieniu dtuzszym od
polowy odcinka.

7 drugiego konca tego odcinka rysuje-
my tuk okregu o takim samym promie-
niu. Punkty przeciecia lukéw oznaczamy
przez P i Q.

Rysujemy prosta P(Q — jest ona syme-
tralng odcinka AB, poniewaz odcinki
PQ i AB sa przekatnymi rombu AP BQ.

B Konstrukcja dwusiecznej kata

1.

7 wierzchotka danego kata rysujemy tuk
okregu przecinajacy ramiona tego kata.
Punkty przeciecia oznaczamy przez A
iB.

. Wewnatrz kata rysujemy tuki okregow

o $rodkach w punktach A i B oraz ta-
kich samych promieniach. Punkt prze-
ciecia tych tukéw oznaczamy przez R.

Rysujemy potprosta PR — jest ona dwu-
sieczng kata APB, poniewaz trdjka-
ty PAR i PBR sa przystajace (cecha
BBB).

\
/

B
?&Q
B
W
Q
B
P
B
Al
B
XR
Al
B
Al



B Konstrukcja prostej prostopadtej do danej prostej i przechodzacej

przez dany punkt nielezacy na tej prostej

1. Z danego punktu P rysujemy tuk okre-
gu przecinajacy dang prosta k. Punkty
przeciecia oznaczamy przez A i B.

2. Z punktéw A i B rysujemy przecinaja-
ce sig tuki okregéw o promieniu |AP].
Punkt przeciecia tych tukéw oznaczamy
przez Q.

3. Rysujemy prostag PQ — jest ona pro-
stopadla do prostej k, poniewaz odcinki
PQ i AB sa przekatnymi rombu AP BQ.

B Konstrukcja prostej rownolegtej do danej prostej i przechodzacej

przez dany punkt

1. Rysujemy dowolng prostg [ nieréwnole-
glg do danej prostej k i przechodzaca
przez dany punkt P. Punkt przeciecia
prostej [ z prosta k oznaczamy przez Q.

2. Rysujemy tuki okregow o $Srodkach
w punktach P i ) oraz takich samych
promieniach. Punkty przeciecia tych tu-
kéw z prosta | oznaczamy odpowied-
nio przez T' i R. Punkt przeciecia tuku
o $rodku w punkcie @) z prosta k ozna-
czamy przez S.

3. Rysujemy tuk okregu o srodku w punk-
cie T' i promieniu |RS|. Punkt przecigcia
tego tuku z tukiem o srodku w punkcie
P oznaczamy przez U.

4. Rysujemy prosta PU — jest ona réwno-

legta do prostej k, poniewaz kat T PU
jest przystajacy do kata RQS.

Zadanie 2

Majac dany trojkat, skonstruuj punkt przeciecia jego:

a) symetralnych, b) dwusiecznych, c¢) wysokosci.

Rozwigzanie

‘P

Mozna zapropowaé¢ uczniom na-
stepujace zadania konstrukcyj-
ne.

k Zadanie 1

Dana jest prosta k i lezacy na
niej punkt P. Skonstruuj prosta
prostopadta do prostej k i prze-
chodzaca przez punkt P.

k Rozwigzanie

>Q

P

1. Z danego punktu P rysujemy
tuk okregu przecinajacy pro-
sta k. Punkty przeciecia ozna-
czamy przez A i B.

i

l
P przez Q.
Q k

k

Al P /B

2. 7Z punktéw A i B rysujemy
przecinajace si¢ tuki okregéw
o promieniu r > |AP|. Punkt
przeciecia tukéw oznaczamy

P
3. Rysujemy prosta PQ — jest
Q k ona prostopadta do prostej k,

O

poniewaz jest symetralng od-
cinka AB.

T ! \
k

U Al P B

O

a) Konstruujemy symetralne dwéch bokéw tréjkata i wyznaczamy punkt ich przeciecia.

b) Konstruujemy dwusieczne dwéch katéw wewnetrznych tréjkata i wyznaczamy punkt

ich przeciecia.

¢) Konstruujemy proste prostopadte do dwéch bokéw tréjkata przechodzace przez
wierzchotki przeciwlegte do tych bokéw. Proste te zawierajg wysokosci tréjkata.

Wyznaczamy punkt ich przeciecia.

Problemy konstrukcyjne 305 I



Odpowiedzi do zadan
1. a) 30°, 60°, 90°
b) 20°, 60°, 100°
c) 15°, 67°30', 97°30
2. 50°, 60°, 70°
3. a), b), d) tak c) nie
4. a) Obwod Ti: 14 cm,
czyli k = %.
Dtugosci bokéw:
10 cm, 12,5 cm, 12,5 cm.
b) Wysokosé Th: h = /21 cm.
Pole T1: P1 =
=1.4-v21=2y21 [cm?],

f2 . 4v2l
czyli k _ﬁ_Z,
stad k = /2.

Dtugosci bokow:

4\/5 cm, 5\/5 cm, 5\/5 cm.
5. C

P Q

A 20 B
Oznaczmy:
|AP| =4z, |PC| =z
BQ| = 4y, 1QC] = y
Korzystamy z podobienstwa
trojkatéw ABC' i PQC' (cecha
BKB):

z _ |PQ|

5z 20
czyli |PQ| = 4 dm.
Skala podobienstwa tréjkatow
PQC i ABC jest réwna %7 za-
tem:
Pproc _ Papgc _

Ppase 50
— = (3
czyli Papgc =2 dm?.
9. Obppc = 80v2 ~ 113 [m]

Obapep = 160 — 40\/5 =~
~ 103 [m]

C
D E
201/2
A 40 B

I 306 6. Planimetria

v/

Powtdrzenie

1.

. Oznaczmy bok kwadratu przez z,

Zestaw |

Wyznacz miary katéw trojkata o podanym stosunku tych miar.
a) 1:2:3 b) 1:3:5 c) 2:9:13

Katy miedzy bokiem trojkata ostrokatnego a wysoko$ciami poprowadzo-
nymi z wierzchotkéw nalezacych do tego boku maja miary 40° i 20°. Wy-
znacz miary katéw tego tréojkata.

Dane sa dtugosci bokéw dwoch trojkatéw. Czy trojkaty te sa podobne?
a) 15, 18, 24 oraz 20, 24, 32 ¢) 1,2;1,4; 1,8 oraz 1,8; 2,1; 2,8
b) 4, 8, 10 oraz 6, 3, 7,5 d) 20, 25, 30 oraz 6, 9, 7,5

Trojkat 1) o bokach 5 cm, 5 ¢cm i 4 cm jest podobny do tréjkata 1. Oblicz
dtugosci bokéw trojkata Ty, w przypadku, gdy:

a) jego obwdd jest réwny 35 cm, b) jego pole jest réwne 4v/21 cm?.

W tréjkacie ABC o polu 50 dm? bok AB ma dtugosé 20 dm. Punkt P lezy
na boku AC' i |CP| = £|AC|. Punkt Q lezy na boku BC i |CQ| = £|BC|.
Oblicz dlugos¢ odcinka P@Q) i pole trojkata CPQ.  ~

Przyprostokatne tréjkata ABC (rysunek obok) I E
maja dlugosci 10 i 15. Oblicz pole kwadratu
ADEF. ™

A D

Dany jest trojkat o bokach 4 ¢cm, 6 cm i 8 cm.

C
Oblicz dlugosci odcinkéw, na jakie dwusieczne
katow tego trojkata dzielg jego przeciwlegle boki. E
G
Punkt C jest wspélnym wierzchotkiem kwadra- 2
téw ABCD i CEFG (rysunek obok). Wykaz, ze
pola trojkatéw DEC i CBG sa réwne. h 3

Dziatke budowlana w ksztalcie tréjkata o bokach dlugosci 60 m, 60 m
i 40 m podzielono na dwie czesci o rownych polach ptotem réwnolegltym
do boku dtugosci 40 m. Oblicz z doktadnoscia do 1 m obwdd kazdej z nowo
powstalych dziatek.

8. Niech |[¥DCE| = a, czyli |[<ECB| = 90° —au.
Woéwczas:
|XBCG| = |<ECG| — |<ECB| =«
0 102 zatem |{DCE| = |¥BCG|.
I |CE| = |CG| oraz |DC| = |BC| zatem na
skad z = 6, zatem pole kwadratu mocy cechy BKB: ADEC = ABGC, czyli
P = 36. ich pola sa réwne.

woéwczas z podobienstwa tréjka-
téw FEC i ABC (cecha KKK)

mamy:

. 3,2 cm, 4,8 cm; 1% cm, 2% cm;

2 cm, 4 cm



B Zestaw Il

D] 1.

a) Wykaz, ze dowolne dwa prostokaty, w ktérych przekatne przecinaja sie
pod tym samym katem «, sa podobne.

b) Wykaz, ze jesli prostokat o bokach x i y jest podobny do prostokata
o bokach odpowiednio x + 1 i y + 1, to prostokaty te sa kwadratami.

Oblicz obwdd tréjkata AEC.
a) BD | CE b)
B
C
T4 2 B
5
B
x 5
B
A xz+2 D T+5 E A 3 D 3 C

Suma obwodéw dwdéch figur podobnych jest réwna 260 cm, a ich skala
podobienstwa k = 2. Oblicz obwéd kazdej z tych figur.

Figury F} i F; sa podobne w skali 1: 2, a figury F, i F3 sa podobne w skali
1:3. Suma pdl figur Fy, F, i Fy jest réwna 410 dm?. Oblicz pole kazdej
z tych figur.

Wykaz, ze w trapezie niebedacym réwnoleglobokiem odcinek laczacy
srodki:

a) ramion trapezu jest réownolegly do jego podstaw (rozpatrz kat otrzy-
many przez przedluzenie ramion trapezu),

b)*przek@tnych trapezu jest réwnolegly do jego podstaw.

W rombie ABCD potaczono srodki kolejnych bokéw i otrzymano czwo-
rokat A’B'C'D'. Uzasadnij, ze czworokat ten jest prostokatem o polu dwa
razy mniejszym od pola rombu.

W trapezie ABC'D o podstawach a i b (rysu- D b C

nek obok) poprowadzono odcinek PQ o dtu-

gosci Vab réwnolegly do podstaw trapezu. p Vab Q
Uzasadnij, ze:

|AP| _ |AB|
|PDl — |PQJY

b) trapezy ABQP i PQCD sa podobne.

a)

a) Na mocy cechy KKK: AABE ~ APQE ~ ADCE. Stad:
|ED| 3 __ bPD|
TEDITIPD] = Vo3 Czyh |ED| = 755
|ED| 5 __ b|PD|+b|AP]|
EBTTIPDTTAR = o ol |BD| = 2555
Zatem %?‘b = b‘PDJ:ZlAP‘. Przeksztalcamy D C
AP| _ a-—+Vab vV a
|PD| = Vab-b"
Usuwamy niewymierno$¢ z mianownika
|[AP| _ Vab _ _a

[PD] = b ab [PQ]
Analogicznie wykazujemy réwnosé m

b
Vab

S

réwnanie do postaci

A @ B

b) Odpowiednie katy trapezéw sa réw
[AP| _ |PQ| _ |AB| _ \BQ

Dol — PQl —

e (jako katy odpowiadajace). Z poprzedniego
[PD] = » €2

podpunktu: zyli trapezy ABQP i PQCD sa podobne.

1.

)

D' (o)

A B’

A B

o rwp

Katy w prostokatach sa row-
ne, czyli do wykazania pozo-
stala proporcjonalnosé odpo-
wiednich bokow.

AAOD ~ AA'OD' (cecha

oAl _ |A'D/|

KKK), stad GAl = TAD|
AAOB ~ NA'OB' (cecha
oA’ _ |A'B'|

IZ(KK), stad 57 | = TaB]

atem

|A'D'| _ |0A!| _ |A'B/|
[AD] — [OA] — TAB[’

co oznacza, ze odpowiednie

boki prostokatéw sa propor-

cjonalne, czyli prostokaty
ABCD i AB'C'D'

sg podobne.

b) Prostokaty sa podobne,

zatem:

x — Yy
z+1 =~ y+1
ry+z=2y+y
r=1

Réwniez z + 1 = y + 1, czyli
prostokaty sa kwadratami.

a) 37,5 b) 14,4
a) 100 cm, 160 cm

. 10 dm?, 40 dm?, 360 dm?

D C' C
D 5
A% A 2B
A4 _ |A'B| o
TAD7 = [p7p)» Zatem na mocy

twierdzenia odwrotnego do
twierdzenia Talesa A'D’ || BD.
Analogicznie wykazujemy
réwnolegtoéé B'C’' do BD
oraz A'B' i D'C' do AC.
Przekatne rombu przecinaja
sie pod katem prostym, za-
tem kolejne boki w czworoka-
cie A'B'C'D’ sa do siebie pro-
stopadte — jest to wiec prosto-
kat.

|A'B'| _ % 1
|AC] T a 2
0
czyli |A'B| = 29 oraz
|B'c!| _ ' |BD|
TBDI _2,czyh|BC’| >
Pyugerp =|AB|-|BC| =
_ lac| [BD| _ 1
= 5 5~ = 5PaBcp

Powtdrzenie 307 I



Odpowiedzi do zadan

1.

5=180"— (a+ ) =
= 180° — 59° = 121°

x=180°— (y+6) =
= 180° — 167° = 13°

. a — bok kwadratu

Wszystkie tréjkaty z czerwo-
nym brzegiem sg przystajace,
ich podstawa jest réwna %a,
a wysoko$¢ a. Zatem podsta-
wa 1 wysoko$é duzego trojkata
sg rowne 3a. Stosunek sumy
pol kwadratéw do pola trdj-
kata:

3a2 _ 2
%—-90.2 — 3
. 3,5 cm
. 58 m
. Bok kwadratu na planie ma

dtugoséc 9 cm. Zatem diugosé
boku dzialki jest réwna:
9 - 450 = 4050 [cm]
Obwdéd dzialki jest rowny:
4-40,5 = 162 [m]
Zatem na jej ogrodzenie po-
trzeba 158 m siatki.

. a) Wszystkie pomalowane

trojkaty sa prostokatne oraz
ich katy ostre sa katami
wierzchotkowymi, zatem
trojkaty te sa podobne na

&

Zadania z kontekstem realistycznym

1.

[D] 6.

Geodeta mial zmierzy¢ w terenie kat oznaczony na

rysunku obok przez x. Ze wzgledu na uksztaltowa- \
nie terenu okazalo si¢ to niemozliwe, wigc zmierzyt
katy «, B 1 1iotrzymal a = 22°, 5 = 37°, v = 46°.

Ile wynosi miara kata z?

J

s
>

Na trawniku majacym ksztalt tréjkata réwnora-
miennego wytyczono trzy jednakowej wielkosci ra-
baty kwiatowe, kazda w ksztalcie kwadratu (rysu-
nek obok). Oblicz, jaka cze$é powierzchni trawnika
zajmuja rabaty.

Na mapie sporzadzonej w skali 1:700000 odlegto$¢ miedzy miejscowo-
Sciami A i B jest rébwna 4 cm. Oblicz odlegloéé miedzy tymi miejscowo-
$ciami na mapie w skali 1:800000.

6
Na rysunku przedstawiono plan ogrodu w pew- [~ o g
nej skali. Wiadomo, ze fragment plotu biegnacy /]
wzdhiz odcinka = ma dlugoéé 6 m. Jaka jest dtu- 4 <™
. . p c . 2 cm
gos¢ plotu postawionego wokédl tego ogrodu, jezeli B .
na wejscie pozostawiono 2 m? 3,5 cm

Na planie w skali 1:450 kwadratowa dzialka ma pole réwne 81 cm?. Ile
siatki potrzeba na ogrodzenie tej dziatki, jezeli brama ma mie¢ dtugosé 4 m?

Jas potozyt dwie jednakowe kwadratowe kartki tak
jak na rysunku obok, a nastepnie cze$¢ tréjkatow
pomalowal na niebiesko, a cze$é na fioletowo.

a) Uzasadnij, ze wszystkie pomalowane tréjkaty
sg podobne.

b) Uzasadnij, ze na pomalowanie tréjkatéw niebie-
skich potrzebowal tyle samo farby, co na pomalo-
wanie tréjkatéw fioletowych.

mocy cechy KKK. 7. Dzialke budowlana majaca ksztalt trapezu podzielono plotem réwnole-
b? Suma pol tr6jkatow nie- glym do podstaw trapezu na dwie dzialki o réwnych polach. Czy diugosé
bieskich jest réwna réznicy . T . /.
walln Vet st A otk [ifolkes plotu dzielacego nowo powstate dziatki jest wigksza od dlugosci plotu
go o$miokata. Tak samo jest rownoleglego do podstaw trapezu dzielacego te dzialki na dwa trapezy
dla tréjkatéw fioletowych. podobne?

7. Dany jest trapez ABCD o podstawach a, b oraz wysokosci h. Niech EG || AB D b c
bedzie odcinkiem dzielacym ten trapez na dwa trapezy o réwnych polach, |EG| = .
Ponadto HC' || AD oraz y jest wysokoscia trapezu EGCD. Y
Z zaleznosci Papcp = 2Pggep otrzymujemy réwnanie:  (a + b)h = 2(z + b)y b ; L G
Z podobienstwa tréjkatéw HBC i FCG otrzymujemy: “T’b = ””T’b \
Powyzsze réwnania mnozymy stronami i otrzymujemy a® — b? = 222 — 2b%, skad: 4 b H a—>b B

_ [a%+p?
T=\ "2

Niech ¢ bedzie dlugoscia odcinka réwnolegltego do podstaw trapezu dzielacego go na

dwa trapezy podobne. Wowczas ¢ = 7, skad ¢ = v ab. Zatem:
T =c

Rownosé zachodzi w przypadku, gdy trapez jest réwnolegtobokiem.

I 308 6. Planimetria



w Sposéb na zadanie

Przedstawiajac dowdd, nalezy precyzyjnie uzasadni¢ kazdy krok rozumowania.
Mozna to zrobi¢ tak jak w przyktadzie 1. lub w postaci dowodu dwukolum-
nowego, ktory jest zapisany w tabeli (przyktad 2.).

@ Przyktad 1 D C
Dane sa kwadrat ABCD i réwnoleglobok EF BA (ry-

sunek obok). Udowodnij, ze trojkaty ADE i BCF sa
przystajace.

Niech kat ostry rownolegtoboku ma miare a. Wowcezas -
|SCBF| = 90° + a. Suma miar katéw przy jednym A Q
boku réwnolegtoboku jest réwna 180°, wiec:

|XBAE| =180° — «

E F
Stad:
|[<XDAE| = 360° — (| BAE| + |[<BAD|) = 360° — (180° — « + 90°) = 90° + «
czyli | DAE| = |4CBF|. Jednoczesénie |AD| = |BC| (boki kwadratu) oraz
|AE| = |BF| (przeciwlegte boki réwnolegltoboku).
Na podstawie cechy BKB wnioskujemy, ze AADE = ABCF.
=» Zadanie 13, str. 312

[D] Przyktad 2
Prosta zawierajaca srodkowa tréjkata ABC' po- C
prowadzong z wierzchotka C przecina bok AB
w punkcie D. Punkty F i F lezg na prostej C'D,
przy czym AE | CD oraz BF 1 CD (rysunek
obok). Udowodnij, ze tréjkaty ADE i BDF sa 4 & B
przystajace.

'E

Dowdd przedstawimy w dwukolumnowej tabeli.
W jednej kolumnie zapisujemy kolejne stwierdzenia, a w drugiej — ich uzasad-
nienia. Pozwala to uporzadkowaé cate rozumowanie.
Stwierdzenie Uzasadnienie

|AD| = |BD| Punkt D jest érodkiem boku AB.

|YADE| = |[{BDF| Sa to katy wierzcholkowe.

|YAED| = [¥BFD| Sa to katy proste.

|[XDAE| = |<DBF| | Tréjkaty ADE i BDF maja dwa katy réwne, wiec

wszystkie ich katy sa réwne.
NADE = ABDF Na podstawie cechy KBK przystawania tréjkatow.

=» Zadanie 13, str. 312
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2. y=66°, z = 40°

Oby _ 7

{Obl + Oby = 340

Oby — 10

Ob; = 140 cm, Obz = 200 cm

4. Pagc = 30 sz,
Obapc = 30 cm

Skala podobienistwa
AAED do AABC: k =

Obagp = 12 cm

B 310 6. Planimetria
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w Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-8 wybierz wtasciwa odpowiedz spoéréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Przekatna o$miokata foremnego dzieli go na siedmiokat i tréjkat réwnora-
mienny. Miara kata ostrego tego trdjkata jest réwna

A. 22)5° C. 26,5°

B. 24,5° D. 28,5° R

Zadanie 2 (0-1) &

Na rysunku obok RK | SL. Suma miar g5
katéw x i y jest rowna

A. 104° C. 106° 1169 y

B. 105° D. 110° K I

Zadanie 3 (0-1)
Suma obwodéw dwdch figur podobnych jest réwna 340 cm, a ich skala podo-
bienstwa k = %. Réznica obwoddéw tych figur wynosi

A. 60 cm B. 65 cm C. 75 cm D. 80 cm

Zadanie 4 (0-1)
Przyprostokatne tréjkata ABC' (rysunek ponizej) maja dtugosdci 5 cm i 12 cm.
Ile wynosi obwdd tréjkata AED, jeéli jego pole jest réwne 4,8 cm??

B

A. 6 cm B. 8 cm C. 10 cm D. 12 cm

Zadanie 5 (0-1)

Jezeli prostokat P; o bokach dtugoséci 9 cm i 12 cm jest podobny do prosto-
kata P, o przekatnej dtugosci 20 cm, to

A. obwod prostokata P, jest rowny 54 cm.

B. pole prostokata P, jest réwne 200 cm?.

C. pole prostokata P, jest o 64 cm? wigksze od pola prostokata P.

D. stosunek pola prostokata P; do pola prostokata P, jest rowny 9: 16.

5. Przekatna prostokata P; ma dtugosé:

V92 £122 = /225 = 15 [cm]
zatem skala podobienstwa prostokata P; do P» jest réwna %.
Prostokat Pi: P = 108 cm?, Ob = 42 cm.

Prostokat P»: P = 192 cm?, Ob = 56 cm.
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Zadanie 6 (0-1)
Na boku AB tréjkata ABC wybrano punkt P, a na boku AC — punkt @ tak,
ze PQ || BC. Jedli |AB| = 4,5 cm, |AC| =5 cm, |[AQ| =2 cm i |BC| =3 cm,
to obwdd trojkata APQ jest rowny
A.5cm B. 6 cm

C. 6,5 cm D. 7cm

Zadanie 7 (0-1)
Prostokat P; o bokach dlugosci 7 ¢cm i 24 cm jest podobny do prostokata Ps,
ktérego pole jest réwne 42 cm?. Diugo$é przekatnej prostokata P, wynosi

A. 6,25 cm B. 12,5 cm C. 14,5 cm D. 25 cm

Zadanie 8 (0-1)
Dany jest tréjkat ABC. Dwusieczna kata AC'B przecina bok AB w punkcie P
takim, ze |BP| = |AP|+ 1 cm. Ponadto |AC| = 4 c¢m oraz |BC| = 6 cm.
Obwdd tréjkata ABC wynosi

A. 15 cm B. 145 cm

C. 12,5 cm D. 12 cm

Zadanie 9 (0-2)
Dwa boki trdjkata maja dtugoséci 4 cm i 8 cm.

Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-
mane zdanie bylo prawdziwe.

Dtugosé trzeciego boku tego tréjkata nie moze byé réwna

A. 3v2 cm E. (7+2V5) cm
B. 2V/3 cm F. (8+2V3) cm
C. (34++v2) cm G. (9+2Vv2) cm
D. (2+/5) cm H. (10 +2v/2) cm

Zadanie 10 (0-1)
Tréjkaty T i Tp sa podobne. Najkrotszy bok tréjkata T7 ma diugos$é 4,5 cm,
a najkrétszy bok tréjkata T, ma dhugosé 7,5 cm.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jedli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Jedli pole tréjkata T, jest réwne 27 cm?, to pole tréjkata Th jest

P F
réwne 75 cm?.

Jedli pole tréjkata T jest réwne 25 cm?, to pole trojkata T jest

) ) P F
rowne 9 cm~”.

10. k£ — skala podobienstwa tréjkata To> do tréjkata T

_ 75 _5 Py _ 12 _ (5\2_ 25
k_4,5_37P1_k _(3) )

Jezeli P, =27 cm?, to P =k? - P, =2 .27 =175 [CmQ].

9
Jezeli P, = 25 cm?, to P = 5—% =25. % =9 [ch].

6. Tréjkaty APQ i ABC sa po-

dobne (cecha KKK) w skali 2.

Obapg=2-(45+5+3) =
=5 [cm]

. k — skala podobienstwa pro-

stokata P> do prostokata P;

k? — stosunek pél tych prosto-

katow

di — dlugos¢ przekatnej

prostokata Pi

da — dlugos¢ przekatnej

prostokata P»

kQZ%Z%,WiQCkZ%

dy = /7% 4+ 242 = 25 [cm)]

dy =k-di = 1-25 = 12,5 [cm]
C

A P B

7 twierdzenia o dwusieczne;j:
|BP| _ |BC| _ 3

[AP] — JAC| — 2
|[AP|+1 _ 3

AP[ — 2
2|AP| +2 = 3|AP|
|AP| =2
Stad |[AP| =2 cm,
|BP| =3 cm, |[AB| =5 cm,
czyli Ob = 15 cm.

. ¢ — dlugo$c¢ trzeciego boku

W CIn
8—4 <z <844, cayli:
4<z<12
A 4<3V2<12
B.2v3 < 4
C.4<3+V2<12
D.4<2++v5<12
E.4<7+2/5<12
F.4<8+2V/3<12
G.4<9+2V2<12
H. 10 +2v2 > 12
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11. Zadanie 11 (0-1)
A Przekatne poprowadzone z jednego wierzchotka pieciokata foremnego podzie-
lity ten pieciokat na trzy trojkaty.
é Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jedli jest falszywe.
v v Jeden z tych tréjkatéw ma katy o miarach 30°, 75°, 75°. P
A A Dwa z tych tréjkatow maja katy o miarach 30°, 30°, 120°. P
Suma miar katéw wewnetrz-
nych pieciokata wynosi: Zadanie 12 (0-2)
3.180° = 540° Proste AD, BE i C'F sg réwnolegle (rysunek ponizej).
czyli:
a=540°: 5 = 108° 9
Woéwcezas: A8 F
B = 1(180° — 108°) = 36° ’ E
v =108° — 28 = 36° D
§=108 - f =72 P 1A 6 B c
12. [BG| _ JAB| o, 1BCl _ 6 Kazdemu rozpoczetemu zdaniu przyporzadkuj wtasciwe dokonczenie. Wpisz
“:1; | B‘CD|E‘: 1 _ 225 o8 obok rozpoczetych zdan w tabeli ponizej wlasciwe odpowiedzi wybrane spo-
A srod A-E.
|PD| _ |DB| . |PD| _ 48
[PA] = [AB|]> %Y1 T = 6 : . . : . .
wiee |PD| = 484 3.9 Numer zadania Zdanie do uzupelnienia Dokonczenie zdania
6 ?
%), Qs pul prasdi 121 Odcinek BC' ma dlugo$¢ réwna A
O13 1 DL petevs (& @eed L 12.2 Odcinek PD ma dhugosé réwna C
|<BCE| = a.
Woéwczas [SGCD| =90° —a.  A. 25 B. 2,8 C. 32 D. 3.6 E. 3.8
|<DGC| = 90°, wiec: .
XGDC| = 90° - (90 —a) = a [D] Zadanie 13 (0-2) 5 Przykiady 1 i 2, str. 309 o
Ponadto |CD| = |BC| oraz Na bokach AB i BC kwadratu ABC'D wybrano odpowied-
|XFCD| =90° = |XEBC]. nio punkty F i F takie, ze CE L DF (rysunek obok). Uza-
Na mocy cechy KBK: sadnij, ze tréjkaty BCE i CDF sg przystajace. F
ACDF = ABCE. .
Zadanie 14 A E B

I 312 6. Planimetria

Przekatne rombu ABC'D maja dtugosci 12 cm i 16 cm.

Zadanie 14.1 (0-2)
Punkt P jest punktem przeciecia przekatnych rombu ABC'D. Oblicz dlugoéci
odcinkéw, na ktére dwusieczna kata AP B dzieli bok rombu.

Zadanie 14.2 (0-2)
Romb EFGH o polu réwnym 150 cm? jest podobny do rombu ABCD. Oblicz
obw6d rombu EFGH.

14.1. |AB| =62+ 82 =10
7 twierdzenia o dwusiecznej otrzymujemy:
|AS| _ |AP| _ 3
BS| — |BP| — 4
|AS| 3

10-JAS] — 4
4]AS| = 30 — 3|AS|
|AS| = 2

Zatem |AS| =42 cm oraz |BS| =52 cm.

14.2. Papcp = %|AC| -|BD| = 96 cm?
Obapcp = 4|AB| = 40 cm
k — skala podobienstwa rombu FFGH do rombu ABCD

12 — Perem _ 150 _ 25

Papcp _ 96 167

wiec k = %, Obprca =k -Obapcp =

-40 = 50 [cm)].
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Zadanie 15 (0-1)
Dany jest trapez ABCD (rysunek obok). Podstawy D C
trapezu maja dlugosci |AB| = 16 cm, |CD| = 12 cm,
a pole tréjkata ABP jest réwne 48 cm?.

Dokoinicz zdanie tak, aby bylto prawdziwe. Wybierz od-
powiedZ A albo B oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Pole tréjkata CDP jest réwne

A. 36 cm?, . . . L.
poniewaz skala podobienstwa trojkata CDP

) do tréjkata ABP jest réwna
B. 27 cm?, 3.

olz  &lo | wiw

Zadanie 16 (0-4) D ¢
W trapezie prostokatnym (rysunek obok) dane sa
dlugosci podstaw |[AB| = 6 i |CD| = 2 oraz ramienia o
|AD| = 4. Punkt O jest punktem przeciecia przekat-
nych tego trapezu. Oblicz obwéd tréjkata AOB.

A B
Zadanie 17 (0-4)
Dany jest trapez ABCD o podstawach |[AB| = 40 cm i |CD| = 25 ¢m i ra-

mionach dlugosci 12 cm i 9 cm. Przedtuzenia ramion tego trapezu przecinaja
sie w punkcie P. Oblicz obwdd tréjkata ABP.

E] Zadanie 18 (0-4)

Dany jest réwnolegtobok ABC'D o bokach |AB| = a
i |BC| = b. Czworokat EBCF jest réwnoleglobo-
kiem podobnym do réwnolegtoboku ABC' D. Wykaz,

ze obwéd czworokata AEF D jest réwny 22 ’2b2+2“b

Zadanie 19 (0-4)

Dany jest trojkat réwnoramienny o ramieniu dtugosci 6 cm i kacie przy podsta-
wie réwnym 30°. Oblicz odlegtosci punktu przeciecia prostych zawierajacych
wysokosci tego tréjkata od jego wierzchotkow.

Wskazoéwka. Proste zawierajace wysokosci trojkata przecinaja sie w jednym punkcie.

[0] Zadanie 20 (0-4)
Uzasadnij, ze suma dlugosci srodkowych tréjkata o obwodzie L jest mniejsza
od L.
2

20. Z zaltozenia: 2z + 2y + 2z = L
Z nieréwnosci tréjkata:
a<y+2z
a<y+2z
b<z+2zx
b<z+2y
c<xz+2y
c<z+ 2z
Dodajemy nieréwnosci stronami:
2(a+b+c) <3(2x+2y+22)
Zatem:
a+b+c< 3(2r+2y+22)=3L
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15.

16.

17.

18.

19.

Skala podobienstwa tréjkata

CDP do tr(’)jkadta ABP:
Lp—leDl _ 12 _ 3

[AB| — =1
Stosunek pol tréjkatéw:
Pcpp 1.2 _ 9

Pame 16
Zatem:

Popp = k?-Papp = 1% 48 =
= 27 [cm?)

ANAOB ~ ACOD

(cecha KKK)

Skala podobienstwa AAOB
do ACOD jest réwna 3:1
|AC| = 2v/5, czyli

40| = 3v5
|BD| = 2/13, czyli
|BO| = 213

Ob=6+ % (v5+13)

AABP ~ ADCP
(cecha KKK)

[AP|-9 _ 25
[AP[  — 40

czyli |AP| =24 cm

|BP|-12 _ 25
[BP[ 40

czyli |PC| = 32 cm
Obapp = 96 cm

|EB| _ |BC|

B—C‘ = ‘A—7 Zyll
_ BO]2 _ »?
|EB| = [AB] — a
Stad |AE| = |DF| =a— ¥ =

2_p2

=2 |EF|=|AD|=b.
Obagrp = # +2b

6 cm, 6v/3 cm, 64/3 cm
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Odpowiedzi do zadan Zadanie 1 (0-2)

1. |AB| =10 Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w ktérym |AC| = 8 i |BC| = 6, a kat
PAl]S’.C|C:P%‘ ’6'488: 3-10-|CP]|, prosty znajduje sie¢ przy wierzchotku C'. Odcinek C'P jest wysokosScia trojkata
CzyiL % ABC, a odcinek PQ jest wysokoscia tréjkata CPA. Oblicz stosunek pola
[ AP = /82 — (4,8) = 6.4 trojkata APQ do pcffajtréjkqfa ABC% ™ ’
Skala podobienstwa AAPQ
do AABC: k=55 = 0,64, Zadanie 2 c

wiec stosunek poél tych trdj-

Latéw jest réwny A2, cayli Dany jest trojkat prostcok@tny ABC 0 przy- Q
0,4096. prostokatnych dlugosci |AB| =41 |BC| =2
21. AACB ~ AAPQ (rysunek obok). Odcinek PQ dzieli ten tréj-
(cecha KKK) kat na dwie figury o réwnych polach. .
Parg _ 1 A P B

czyli skala podo-

P 2 H -
biehstwa AAPQ do AACE: ~ Zadanie 2.1 (0-2)
= V2 Oblicz obwdd tréojkata APQ.
2
Obacp =6+ 2V5m cayli  Zadanie 2.2 (0-2)
ObAPC; =3V2+ 10 Dwusieczna kata AQP przecina odcinek AB w punkcie D. Oblicz dtugosé
A% A= Gyl odcinka DB.
3. |PC| = 6,4; |PF| =176
7 twierdzenia Talesa: Zadanie 3 (0-2)
Eo = L&, czyli |PD| = 4,8 Dany jest trapez ABCD o dluzszej podstawie AB. Na ramieniu AD wybrano
oraz % =55, punkt E, a na ramieniu BC punkt F' w taki sposéb, ze odcinek E'F jest
czyli |[PE| = 5,7. réwnolegly do podstaw trapezu oraz |[BF| = 2,8 i |CF| = 1,2. Przedluzenia
4. Rozwazmy trapez: ramion trapezu przecinaja sie w punkcie P takim, ze |PA| = 7,81 |PB| = 10,4.
D b ¢ Oblicz dtugosci odcinkéw PD i PE.
x/ . 4 [D] Zadanie 4 (0-4)
P Q Uzasadnij, ze jesli odcinek laczacy érodki ramion trapezu dzieli go na dwa
z y trapezy podobne, to trapez ten jest rownolegtobokiem.

A “ B @ Zadanie 5 (0-4)
7 podobienstwa trapezéw
ABQP i PQCD:

a _<c -z _¥_1
= %

c b az y
czylia=c=0b.

Trapez prostokatny o podstawach dilugosci a i 2a oraz krotszym ramieniu
rownym a podzielono odcinkiem réwnoleglym do podstaw na dwa trapezy
podobne. Uzasadnij, ze pola tych trapezow sa rowne “2—2 ia?.

Stad odlegtos¢ miedzy ramio- . E
nami AD i BC jest stata, co @ Zadanie 6 (0-6) .
oznacza, ze ramiona te sg row- Punkty A, B, C (rysunek obok) sa wspo6tli-
nolegle. Zatem trapez ABCD niowe oraz AE || BD i BE || CD. Pola tréj- D
jest rownolegtobokiem. katéw ABE i BCD s3 réwne odpowiednio
5. Niech = bedzie diugoscia od- S; i S,. Udowodnij, ze pole tréjkata BDE

cm,ka dzielacego trape?. ) jest réwne V5 5.
Woéwczas skala podobienstwa A B C
trapezéw: k = £ = 27“
Stad z = av2, cayli k=Vv2.  § AABE ~ ABCD ~ AACF (cecha KKK). F S1 = Paape
Pole W};jéCiOWGgO trapezu: Niech k bedzie skalg podobienstwa AABE S2 = Pracp
P =3 do ABCD. 7 zalozenia AE | BD oraz Ss = PappE = PADEF
Niech P; i P> beda polami po- BE || CD, czyli boki czworokata EBDF
wstalych trapezéw, woéwczas: leza na prostych parami réwnolegtych — za-

P+ Py = % tem jest to rownolegtobok.

P _ g Ponadto AEBD = ADFE (cecha KBK).

" _2 2 g_; = k*, czyli k = % = 351232
Pr=a® P, =% Pole AACF: P = S + Sz + 253, ale takze:

P = L(a+ka)(h+ kh) = 2ah(k + 1) A ke B ¢ C

=Sk +1)? =52 (£ + 2552 +1) = 51 +2V/5% + 5
Zatem Ss = 1/S155.
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