Funkcja
kwadratowa

Funkcje postaci f(x) = az? + bx + ¢ (a,b,c € R, Y
a # 0) nazywamy funkcja kwadratowa lub tréjmia-

nem kwadratowym. Wykres funkcji kwadratowej na- f
zywamy parabola. Méwimy ,,parabola okreslona réw- i \
naniem y = ax?® + bz + ¢’ lub krétko: ,parabola 5
y=ax*+bx+c’. /.01 \\X

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji kwa-
dratowej f(z) = —12? + 4+ £.
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Uczen:
— szkicuje wykres funkcji

f(z) = az?,
— podaje wlasnosci funkcji
f(z) = az?,

— stosuje wlasnosci funkcji
f(z) = az? do rozwiazywania
zadan.

Cwiczenie 1
x -2 -1, 0 1 2
fil) 4 1 0 1 4
fol) 8 2 0 2 8
fa(z) | 2

=

p—
L —
///
—
—
~— —
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7.1. Wykres funkcji f(x)=ax2

Na rysunku ponizej przedstawiono parabole, ktéra jest wykresem funkcji
f(z) = 2. Jej dziedzina jest zbior liczb rzeczywistych, a zbiorem wartosci —
przedzial [0;00). Z wykresu mozemy odczytaé nastepujace wlasnosci:

\ Y / . ramiona paraboli sg skierowane do géry,

« 0§ OY jest osia symetrii paraboli,

\ ; / - punkt (0,0) jest wierzcholkiem paraboli,
\ / . funkcja f jest malejaca w przedziale
\ / (—00; 0] oraz rosnaca w przedziale [0; 00),

«dla z = 0 funkcja f przyjmuje wartosc
najmniejsza roéwnag zeru, natomiast dla

\ / kazdego x # 0 prawdziwa jest nieréwnosé
1 f(2)>0,
5 « funkcja f nie przyjmuje wartosci najwiek-
1 X szej.
Cwiczenie 1

Sporzadz odpowiednie tabele wartosci funkcji i naszkicuj w jednym ukladzie
wspolrzednych wykresy funkeji fi(z) = 22, fo(x) = 222 1 f3(z) = 22, laczac
punkty wykresu odpowiednia krzywa (patrz wyzej).

Parabole y = 12, y = 2, y = 4a? zostaly \ \ Y I /

dla poréwnania naszkicowane w jednym \ , &
ukladzie wspotrzednych. Zwrdé uwage na za- \ ) I s
leznos¢ migdzy wspoétczynnikiem a w réwna- \ \ / - /

niu paraboli y = az? i rozchyleniem ramion \ \ I /

tej paraboli. AN v e
Cwiczenie 2 ‘
Czy punkt P nalezy do paraboli y = 4227 \ \ / / i

2) P(~1,1) o) P(4,1) \1\ /

b) P(4,32) d) P(-2,16) ol 1 K
Cwiczenie 3

Dla jakiej wartoéci wspdtczynnika a punkt @ nalezy do paraboli y = ax??
Cwiczenie 2 Cwiczenie 3

a) 4-(—1)? =1 #1 — nie nalezy a) a-1? =6, zatem a = 6

b) 4 -4? = 64 # 32 — nie nalezy b) a - 2% = 8, zatem a = 2

¢) 4-(3)> =1 - nalezy c) a-(—4)® =8, zatem a = 0,5

d) 4-(—2)%> = 16 — nalezy d) a - (—8)% = 48, zatem a = 0,75



Wykres funkcji ¥y = —x? mozna otrzymaé, od- \ Y /
bijajac symetrycznie wzgledem osi OX wykres

funkcji y = 22. Zwréé uwage na to, ze ramiona Yy =z
paraboli bedacej wykresem funkcji y = —a? sa \ /

skierowane w dot.

[y

Cwiczenie 4 1 X

a) Podaj przedzialy monotonicznosci funkcji

flw) = —a2 AR

b) Podaj réwnanie osi symetrii i wsp6lrzedne Y= -z

wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji

f(z) = —a?. / \

Cwiczenie 5

Wykresy funkeji fi, fa, f3, f1, f5 (rysunek ponizej) otrzymano, odbijajac syme-
trycznie wzgledem osi OX wykresy funkcji y = %

y = 4x?. Podaj wzory funkcji fi, fa, fs, fa, fs.

2 __ 1,2 2 _ 2
x,y—Zx,y—x,y—2az7

0
/AN X
\
\

f2 .f3 j4 f’)

Wartos$é wspélezynnika a we wzorze funkcji f(z) = ax?, a # 0, decyduje
o tym, czy ramiona paraboli bedacej jej wykresem skierowane sg do gory
(gdy a > 0) czy w dét (gdy a < 0) oraz o tym, jak bardzo sa rozchylone.

Cwiczenie 6
Do wykresu funkcji f(z) = az? nalezy punkt P. Naszkicuj ten wykres i podaj
pie¢ punktéw o obu wspotrzednych catkowitych, ktére do niego naleza.

a) P(2,—4) b) P(3,-1) c) P(—v2,-6) d) P(—2v2,-4)
Cwiczenie 6 Y
Wzory funkcji i przykladowe punkty: 1
a) f(z) = —2?, (-2,-4), (-1,-1), 9
(0,0), (1,-1), (2,—4) \ X
b) f(z) = —4a?, (=2,-16), (—1,—4), 11\
(0,0), (1,—4), (2, —16) / \ \
¢) f(z) = =322, (-2, -12), (—1,-3), / \
By e /
(0,0), (2.-2), (4,-9) IVININ/ NI
[EAH| RRTA
|l I

Cwiczenie 4

a) rosnie w (—o0; 0],
maleje w [0; o)

b) o$ symetrii: z = 0,
wierzchotek: (0, 0)

Cwiczenie 5
fi(z) = —4a?,
fa(z) = —2z°,
iolle) = =,
fa(z) = — a2,
fo(z) = —32*
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Odpowiedzi do zadan
1. a) f(D) = (=8;0]

b) f(D) = [0;4]
¢) f(D) =[0;12)
d) f(D) =[-8; -2]
2. Ay =2,
B:y= %:c27
C:y= 122
D:y= %:c2,
E:y= %:ﬁ
3.a)y=ua
b) y = v2z”
) y=—3z°
d) y = —32°
4. a) 2

1
5. Z warunkéw zadania:
A(—=z,4), B(z,4)
oraz:
|z| = 3|AB|
Po podstawieniu wspélrzed-
nych punktu A do réwnania
paraboli otrzymujemy:

a(2|AB|)? = 4
istad a = ﬁ
a) a = %g =
b)a= 16 =

6. PaoB = %‘2$| -3 = 12, zatem
|z| = 4, czyli do paraboli nale-
zg punkty: A(4,3) i B(—4,3)
(lub A(—4,3) i B(4,3)).
Roéwnanie paraboli ma po-

staé: y = %ﬁ.

\ Y /
B ‘A
-

o 1 X

I 318 7. Funkcja kwadratowa

Zadania

w

Naszkicuj wykres funkcji f o dziedzinie D. Podaj zbiér wartosci tej funkcji.
a) f(x) =—32?, D= (-2;4) ¢) f(z)=32% D= (-1;2)
b) f(x) = 32°, D =[-4;2] d) f(z)=—222, D =[1;2]

Dopasuj do réwnan y = 22, y = 12? y = 1z* odpowiednie parabole
spoéréd A—E. Podaj rownania pozostatych parabol.

A\ 0 Rl Ot/ 0 W W W
\oodd L]/ /
N L]/

\

/

< 1 Lo
O] 1 X

Dla ktorej spoérdod trzech podanych funkcji odleglosé od osi OX punktu
o odcietej x = 1 nalezacego do jej wykresu jest najmniejsza?
a) y=a°, y=4a2®, y=—62> ) y=—32° y=3" y=2/32

b) y=32% y=v22? y=22> d)y=-32% y=ma? y=314a"

Punkty P(z1,31) i Q(z2,y2) naleza do paraboli y = az?. Oblicz odleglosé
punktu @ od osi OX dla podanych wspoétrzednych punktéw P i Q.

3332:—2 b)x1:—2\/§,y1:207$2:2

—5s

a) r;1 =3,y =
Prosta y = 4 przecina parabole y = ax? w punktach A i B. Oblicz a dla:
a) |[AB| =2, b) |AB| =38, ¢) |AB| =1, d) |AB| = 2v2.
Punkty O(0,0), A(z,3) i B(—z,3) naleza do paraboli y = ax?. Pole trdj-
kata AOB jest réwne 12. Naszkicuj te parabole.

a) Podaj dziedzine i wzér funkeji opisujacej pole kwadratowej dziatki bu-
dowlanej w zaleznosci od dtugosci jej przekatnej x. Naszkicuj jej wykres.
b) Prostokatna dziatke budowlana mozna podzieli¢ na dwa kwadraty. Po-

daj dziedzine i wzor funkcji opisujacej pole tej dziatki w zaleznosci od
dtugosci przekatnej x tej dzialki.

. a) Oznaczmy bok dziatki Y / b) Oznaczmy boki dziatki przez a
przez a. Wéwczas: i2a.
T =aV2, czylia = %
P(z) = 32%, D = (0;0) // a z
/P
2a
Woéwezas z2 = 4a? + a® = 5a2,
1 czyli a® = $2°.
o1 % Ple)=20"=3a% D= (0500)




7.2. Przesuniecie wykresu funkcji Sz

— podaje wzér funkcji
—_ 2 kwadratowej otrzymanej
f(X) ax< o we ktor w wyniku przesuniecia

wykresu funkcji f(z) = ax?

Przyktad 1 \ \ Vo / l o wektor,
Wykres funkcji f(z) = 22> =4 otrzymamy, I — szkicuje wykresy funkcji
przesuwajac parabole y = 222 o 4 jednostki \ I'lf postaci f(z) = a(z — p)® +¢
w dél, czyli o wektor w = [0, —4] (rysunek \ [ i podaje ich wiasnosci,
obok). — stosuje wtasnosci funkcji
Wt/ ] f(@) = alz ~ p)? +q
Gwiczenie 1 v do rozwiazywania zadan.
Naszkiow wykres funkeii £ i okredl iei zbid \[o] |1/ X )
aszkicuj wykres funkcji f i okredl jej zbiodr Cwiczenie 1
wartosci. a) f(D) = [-3;00)
a) f(z)=2"-3 ) flx)=-22%-4 / b) f(D) = [1;00)
b) f(z)=2"+1 d) f(z) = —22% +2 ¢) f(D) = (—o0; —4]
d) f(D) = (—00;2]
Przyktad 2 \ Y \ o l / Y
Wykres funkcji f(z) = 2(x — 3)? otrzymamy, ) \ b) [2)
przesuwajac parabole y = 2z% o 3 jednostki > \ \ /]
w prawo , czyli o wektor uw = [3,0] (rysunek \ \ / / f \ /
obok). \\ \X/ // 4
Cwiczenie 2 \ /\ / \/O] 1/ X
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej prze-
dzialy monotonicznosci. / \\
a) fl@)= (2 +3)? o f(2)=—2c+2) A [ Mol
b) f(z) = (x - 1)° d) f(z) = —2(z—2) ol 1 X
Przyktad 3 / / \ \
Wykres funkeji f(z) = (2—2)*+1 otrzymamy, \ v / / [ |
przesuwajac parabole y = z? o 2 jednostki \ \ y— ,y,z/ f/ Gwiczenie 2
w prawo, a nastepnie o 1 jednostke w gore, \ \ / / a) maleje w (—o0; —3],
lub bezposrednio o wektor w = [2, 1]. \ / roénie w [—3; 00)
b) maleje w (—o0; 1],
Cwiczenie 3 \ / ros’ni? w [1; 00)
Naszkicuj wykres funkcji f. \/ / ¢) rosnie w (—00; -2,
) maleje w [—2; c0)
a) f(z)=(z—-3)"-2 L d) ro$nie w (—o0; 2],
b) f(z)=(z+2)*+1 maleje w [2; 00)
¢) f(z) = (z—2)*~1 o 1 X

Cwiczenie 3
\ "/ /
\ /
oo\ e
\ [ ]
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Cwiczenie 4
a) [—6,—3]
b) [1,0]

Komentarz

Warto przypomnie¢ uczniom,
ze funkcja kwadratowa nie jest
monotoniczna w swojej dzie-
dzinie — jest przedzialami mono-
toniczna (patrz przyktad 3 ze
str. 182).

Nalezy rowniez podkresli¢
zaleznosé miedzy wspoétezyn-
nikiem p a przedzialami mono-
tonicznosci funkcji oraz miedzy
wspotczynnikiem g a zbiorem
wartosci funkcji.

B 320 7. Funkcja kwadratowa

Wykres funkcji f(z) = a(z — p)* + q, gdzie a # 0, otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkcji y = az? o wektor [p, ¢|.

Wierzchotkiem paraboli bedacej wykresem funkcji f jest punkt (p, q).

Jej osia symetrii jest prosta x = p.

Cwiczenie 4
O jaki wektor nalezy przesunaé parabole y = 2x2, aby otrzymaé¢ wykres po-
danej funkcji?

a) f(z)=2(z+6)2—3 b) f(z) =22% — 4z + 2

Ponizsze wlasnosci funkeji f(z) = a(z — p)? + q zaleza od wspdlezynnika a.

Y

a>0

ramiona paraboli sg skierowane do goéry

dla x = p funkcja osigga wartos¢ naj-
mniejsza Yy = ¢

funkcja maleje w przedziale (—oo; p]

funkcja ro$nie w przedziale [p; 0o)

zbiorem wartosci funkcji jest przedziat

a<0

ramiona paraboli sg skierowane w dot
dla x = p funkcja osigga wartos¢ naj-
wieksza y = ¢
funkcja rosnie w przedziale (—oo; p)
funkcja maleje w przedziale [p; o)
zbiorem wartosci funkcji jest przedziat
(—o0iq] o

Cwiczenie 5
Podaj przedzialy monotonicznosci i zbiér wartosci funkceji f oraz wspétrzedne
wierzchotka paraboli bedacej jej wykresem. Naszkicuj te parabole.

a) f(z)=2(r—3)*—4 c) flz)=—(z+4)?-1
b) f(x):i(x—l—2)2+2 d) f(:v):—i(x—l)z—b—fi

Cwiczenie 5
a) maleje w (—o0; 3], rosnie w [3; c0),
f(D) =[-400), W(3,-4)

) maleje w (—oo; —2], rosnie w [—2; 00),
(D) = [2;00), W(-2,2)
c) ro$nie w (—oo; —4], maleje w [—4; 00),
f(D) = (—o00; —1], W(—4,-1)
d) roénie w (—o0; 1], maleje w [1; 00),
f(D) = (=003 3], W(1,3)



Zadania

Odpowiedzi do zadan
1. Wykres funkcji f(x) = 22 przesun o wektor w’. Nastepnie podaj wzor 1.a) y=(z—1)2+2,
otrzymanej funkcji oraz jej przedziaty monotonicznosci. maleje w (—o0; 1],

N N N N ro$nie w [1; 00
NT=M2 B T=[-2 o T=[3-2 §w=[2-4 eS|
maleje w (—o0; 1],

2. Naszkicuj parabole, ktora otrzymamy przez przesuniecie wykresu funkcji rosnie w [1; 00)

f(x) = —2% o wektor . Podaj wspétrzedne jej wierzchotka i réwnanie jej

. 3 ) y=(z+3)°~
0s1 Symetril. maleje w (—o0; —3),
a) w=[-24 b)wW=[-3-1 ¢ w=][22] d) o =[3,-1] ros$nie w [—3;00)
d)y=(+2)7% 4,
3. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbiér wartosci. maleje w (—o0; —2],
2) f(x) = 2a— 1)~ 4 &) f(x) = —2x+3) +2 e
2. 2) W(=2,4), z = —2
b) f(w) = 5(z +2)* +1 d) f(z) = —5(@—4)* +4 b) W(~3,~1), z = 3
4. Wykres funkcji g powstaje przez przesuniecie wykresu funkcji f o wek- ) W(2,2), z =2
tor w . Przerysuj tabele do zeszytu i jg uzupelnij. W@, -1), z=
3. a) f(D) = [~4;0)
Wzér funkcji f Wektor o Wzér funkcji g b) f(D) = [1;00)
— 52 — o= [ 1 1)2 c) f(D) = (—o0;2]
flz)=>5x*—-3 w =[-1,5] g(z) =5(x+1)*+2 d) (D) = (—o0:4]
f(x) = 4a? u = [-2,3] g(z) =4z +2)*+3
f(z)=32>-10 w = [7,-3] g(x) =2(x—7)>—13
f(z)=2(x—5)?+3 w = [4,—6) g(z) =2(x—9)> -3

5. Punkty F'i G sa wierzcholkami ﬁabol bedacych wykresami funkcji f i g. 5. a) FG = [4,3]

Wyznacz wspotrzedne wektora F'G 1 naszkicuj obie parabole. b) FG = LQ, —2]
a) f(z) =3(x+1)*—1, 9()21( —3)*+2 ¢) FG = [-3, 5]
b) f) =4—2(z+1)% g(z) =2— 2z +3)° d) FG = [4,-3]
c) fl)=—3(x—2)+4, g(z) = *i(iUJrl)Q*1
d) flz)=2-3(@@+1)? g(z)=-1-3(z-3)
6. Do wykresu funkcji f(x) = az? + ¢ nalezy punkt P(—1,2). Zbiorem war- 6.a) f(z)=22+1
toséci funkcji f jest podany przedzial. Wyznacz wzér tej funkcji. b) f(x) = 21’22 ,
a) [1;00) b) [0; 00) ¢) (—00:3] d) (003 6] ;)) ;g; —

7. Do paraboli y = (z — p)* — 1 naleza punkty A i B. Oblicz warto$¢ wspot-
czynnika p i naszkicuj te parabole.
a) A(_473)7 B(073) b) A(_178)7 B(538)

7. Zauwazmy, ze punkty A i B majg réwne rzedne.

a) (4-p)-1=p’-1, p=-2 Bb)(-1-p)*-1=(6-p)°-1 p=2
Y Y

\ / \ /
\ / \ /
\ / \ /

=
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Odpowiedzi do zadan

1.

a) 4, 12
b) 42,13

29

c) —17, —34

f(-1)=2-v2+#2-3V2
f(f) 6—2v2#

(
(1+v2)=4+v2
(\F)—2 2V2 # 8-2v2

Zatem nie naleza punkty:
A, B, E.

B 322 7. Funkcja kwadratowa

Przypomnij sobie

Obliczanie wartosci tréjmianu kwadratowego

1.

. a) f(—=3) = f(1), zatem of symetrii: = —1, a wierzchotek: W (-1, —2).

Oblicz warto$¢ wyrazenia dla x = —2 i dla x = —3.

a) 22 -3z —6 b) 222 + 32 — 1 c) —3z*+2z -1
Oblicz warto$¢ wyrazenia dla x = —% idlax= i.

a) 4z? — 2z +3 b) —8z% +4z —1 ¢) —2x* —6x+ %

Oblicz wartosci funkcji f, g, h dla argumentu x = —2 i uporzadkuj je od
najmniejszej do najwigkszej.

a) f(z)=—2?+6z+1, g(x) =227 +10x -5, h(z) =—-32? -tz +4
b) flz) =12+ 32 -7, g(a)=—32>+32 -8, hiz)=—-Ya? -z —4

Oblicz wspolezynnik ¢ funkeji f(2) =—22%—2x 4 ¢, ktéra spelnia warunek:

a) f(=2) =9, b) f(4) = -2, ) f(—=2v2) = -
Sprawdz, ktére sposréd punktow:
A(_la 2- 3\/5)7 B(_\/§7 10 — 2\/5)7 C(_27 8)7
D(1+4v2,4+V?2), E(v2,8 —2V?2)
nie naleza do wykresu funkcji f(z) = 22% — 2z — 2v/2.

Jedli dla dwoch réznych argumentéw
x1, T funkcja kwadratowa przyjmuje
te sama wartosé, to o$ symetrii para-
boli bedacej wykresem tej funkcji jest

prosta okreslona za pomoca réwnania:

_ +x2
2 i

Sprawdz, czy f(—3) = f(1). Podaj réwnanie osi symetrii paraboli bedacej
wykresem funkcji f oraz wspdéirzedne wierzchotka tej paraboli.

a) f(z) =32 +a—1 b) f(x) = —22% — 4z + 2

Oblicz f(—2), f(=1), f(1) 1 f(2). Podaj réwnanie osi symetrii oraz wspo6l-
rzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f.

a) f(z)=a2?—x—2 c) f(z)=—22"+6x —4

b) f(z) = 22% — 6z — 2 d) f(z) = —62? —6x+38

) 2
b) f(=3) = f(1), zatem o$ symetrii: © = —1, a wierzchotek: W (—1,4).

.a) f(=2) =4, f(-1) =0, f(1) = =2, f(2) =0, zatem 0§ symetrii: z = 3,

a wierzcholek: W (3, —21)
b) f(—2) =18, f(—1) =6, f(1) = —6, f(2) = —6, zatem of symetrii: z = 2,
3

a wierzcholek: W (%7 _7)

c) f(=2)=-24, f(=1) = —12, f(1) = 0, f(2) = 0, zatem o symetrii: z = 3,

a wierzcholek: W(%7 %)

d) f(—=2) = —4, f(-1) =38, f(1) = —4, f(2) = —28, zatem 0§ symetrii: z = —%7
a wierzcholek: W ( %7 1_29)



7.3. Posta¢ kanoniczna i posta¢ ogdlna
funkcji kwadratowej

Definicja

Postac:
ostac y = ax® + bx + ¢, gdzie a,b,c e R, a # 0

nazywamy postacig ogélng funkcji kwadratowe;j.

Postac:
ostac y = a(x — p)® + g, gdzie a,p,g €R, a #0

nazywamy postacig kanoniczng funkcji kwadratowej.

Funkcje kwadratowa nazywamy tez tréjmianem kwadratowym.

Cwiczenie 1
Przeczytaj przyktady w ramce pokazujace, w jaki sposéb przejs¢ od postaci
kanonicznej funkcji kwadratowej do postaci ogdlnej.

Y= 3(.%‘ - 4)2 -7= Posta¢ kanoniczna
= 3(1‘2 —8x+16)—T7= Korzystamy ze wzoru (a — b)? = a® — 2ab + b*.
= 322 — 24z + 41 Postaé ogdlna,

ey = —4(2? + %)2 +1= Posta¢ kanoniczna
= —4($2 +x+ i) +1= Korzystamy ze wzoru (a + b)? = a® + 2ab + b*.
= 4% — 4z Posta¢ ogdlna

Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci ogdlnej.
a)y=—-2(z-3)>+6 b)y=—3(x+3)°+3 c)y=3(x—5)?2+9

2

Przejscie od postaci ogdlnej funkcji kwadratowej do postaci kanonicznej wy-
maga zastosowania uzupelniania do kwadratu.

Przyktad 1
Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci kanoniczne;j.
a) y=x?—10x + 27 = Postaé¢ ogélna
=x2-2.5x+27= Wspblezynnik —10 zapisujemy jako —2 - 5.

Dodajemy i odejmujemy 25 = 52,
_ 29, - _ jemy jmujemy ,
= @ 25 +25 —25+27 czyli uzupelniamy do kwadratu.

= (l’ = 5)2 — 25427 = Korzystamy ze wzoru (a — b)? = a® — 2ab+ b°.

= (ZC — 5)2 +2 Postaé¢ kanoniczna

7.3. Posta¢ kanoniczna i posta¢ ogdlna funkgcji kwadratowej 323

Uczen:

— podaje wzér funkcji
kwadratowej w postaci
ogolnej i kanonicznej,

— oblicza wyrdéznik trojmianu
kwadratowego,

— oblicza wspolrzedne wierz-
chotka paraboli, podaje
rOwnanie jej osi symetrii,

— przeksztalca postaé ogdlng,
funkcji kwadratowej do
postaci kanonicznej (z zasto-
sowaniem uzupelniania do
kwadratu lub wzoru na
wspolrzedne wierzchotka
paraboli) i szkicuje jej
wykres,

— przeksztatca postaé¢ kano-
niczng funkcji kwadratowej
do postaci ogblnej,

— wyznacza wzér ogdlny funkcji
kwadratowej, majac dane
wspolrzedne wierzchotka
i innego punktu jej wykresu,

— wyprowadza wzory na wspol-
rzedne wierzchotka paraboli.

Cwiczenie 1
a) y=—2(z? —6x+9)+6=
=222+ 122 — 12
b)y=—3@"+o+3)+35=
1.2 1

=—z2’— 3o +3
¢) y=3(x?— 10z +25) +9 =

= 322 — 30z + 84

Multibook

e Posta¢ ogdlna funkcji
kwadratowej

® Posta¢ kanoniczna funkcji
kwadratowej
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Cwiczenie 2
a)y=2x>—8z+6=

=22 -2 42 +16—16+6 =

= (z —4)% — 10,
W (4, —10)
b)y =2 +4z +8=

=224+2.-204+4—4+8=

= (z+2)® +4,
W (—2,4)
yy=a>—6z—2=

o

=22-2-3z+9-9-2=

= (z —3)* — 11,
W (3, —11)
)y=x273x+1:

=7

W(*%,O)
fly=a2—2—2=
=x272~2%x+}17%72
:( ) _%7
w(

—

-3
77%)
Cwiczenie 3

a)5 b)8 ¢) 0
d)—12 e) 12f) 4

vi= 8

B 324 7. Funkcja kwadratowa

b) y= 24+ 5x+3= Postaé ogdlna
=x2+2. %CE + 3= Wspolcezynnik 5 zapisujemy jako 2 - %

£ 2 £ 2 .
=22 +2- -2+ (%) — (%) +3= Dodajemy i odejmujemy (2)>.

oot

-

= (@+3) -F+3-

Korzystamy ze wzoru
(a+ 1) = a® + 2ab + b°.
= (o) -
2 4 Posta¢ kanoniczna
Cwiczenie 2
Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci kanonicznej. Podaj wspélrzedne
wierzchotka paraboli bedacej wykresem tej funkcji.

a) y=2>—8x+6 c) y=a>—6x—2 e)y:xQ—i—x—I—i
b) y=a*+4z +8 d)y=22-3x+1 f) y=a2? -2 -2
Wykresem funkcji kwadratowej f(z) = a(x —p)? + ¢ jest Y f
parabola o wierzchotku (p, q). Wspdlrzedne wierzcholtka

paraboli oznaczamy takze (T, Y )- O‘ \\/ X

. . (T, Yu)
Twierdzenie

Parabola y = ax? + bx + ¢ ma wierzcholtek w punkcie o wspétrzednych:

_ b A . _ 0%
ww—_%r y'w—_as gdZIGA_b _40'670’#0

Wyrazenie A nazywamy wyréznikiem tréjmianu kwadratowego.

Dowéd
y=ar’ +br+c=a(@?+La)+c=a(a? +2 - La)+c=

a
2 2 2 —4ac
=al(e+ 4" - da] +e=aler ) - fre=aet )t - g

Jest to postaé kanoniczna funkcji y = a(x —p)?+qdlap = —% ig=-2 Z:“’c, zatem
Tw = 7%7 Yw = 7%

Cwiczenie 3

Oblicz wyrdznik tréjmianu kwadratowego.

a) y=xz+3x+1 c) y=a®—4dx+4 e) y=—32*4+2r+4
b) y=22*+4x+1 d)y=-222+62—-6 f) y=222—22-1
Cwiczenie 4

Wyznacz wspélrzedne wierzchotka paraboli.

a) y=4z*+ 6x + 3 b)y=-22+4x+1 c¢)y=32*—z+1

Cwiczenie 4

a) A=—-12, W(-2,3)
b) A =24, W(1,3)

) A=-1,W(1,3)



Zauwazmy, ze jesli wyznaczymy pierwsza wspolrzedna wierzchotka paraboli
bedacej wykresem funkcji kwadratowej f, to jego drugg wspotrzedng mozemy
obliczyé, korzystajac z tego, ze y, = f(Zy).

Przyktad 2
Wyznacz wspolrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji:
flz) = —222 48z —1
, T N ; —_b___8
Wspodtezynniki a = -2, b = 8, wiec z,, = 5 = " 3.(2)
Wspétrzedna y,, = f(z,) = f(2)=—-2-22+8-2—-1=T.

Wierzchotkiem paraboli jest punkt (2, 7).

=2.

Cwiczenie 5
Wyznacz wspolrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f, ko-
rzystajac z tego, ze y, = f(Zy).

a) f(z)=22*—4x+3 c) f(z) = —z+10
b) f(z) = —2* -3z +4 d) f(z) = 31“ + 6x — 10
Zadania

1. Przedstaw tréjmian kwadratowy f w postaci ogdlnej i oblicz jego wyréznik.

a) fz)=(x—3)*—3 d) f(z)=-3(x+2)*+8
b) f(z) = —(z —4)*+5 e) f(z)=—3(z—2)*+2
c) flx)=2(x—3)*>—14 f) f(m)z%(ac—3)2—9

2. Korzystajac ze wzordéw x,, = —% 1y, = —ﬁ, wyznacz wspolrzedne wierz-
chotka paraboli bedacej wykresem funkcji f. Przedstaw funkcje f w postaci
kanoniczne;j.

a) f(z)=a2*4+2x+3 d) f(z)=—-42*+8z+1 ¢g) f(z)=2"—2z
b) f(x) =2>—4x—2 e) f(z)=22>+8x—7 h) f(z)=—22>+6z
¢) fla)=—2*-2z+1 f) f(z)=-222—6z+2 i) f(zr)=322-8

3. Korzystajac ze wzoréw =z, = —% iy, = f(z,), wyznacz wspdlrzedne

wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f.

a) f(z) =22*+6z—3 b) f(a)=32>—z+4 c¢) f(z)=—-32>—06z
4. Przedstaw funkcje f w postaci kanonicznej. Naszkicuj wykres funkcji f,

stosujac odpowiednie przesuniecie paraboli y = z? lub y = —x2.

a) f(x)=a2>4+2rx+4 b) f(z)=—-2—6x—12 ¢) f(z)=—2*+ 4o

4.2) f(z) = (@+1)2+3 b) f(z)=—(z+3)>-3 ¢) f(z) = —(x—2)>+4
\ LAY v v
\ / ) f
O 1 X

iy

Komentarz
Warto zwrécié uwage uczniéw
na przyktad 2, poniewaz zasto-
sowany w nim sposéb wyzna-
czania drugiej wspotrzednej
wierzchotka paraboli y,, w wielu
przypadkach jest duzo szybszy
niz korzystanie ze wzoru:
Yuw = %~
Cwiczenie 5

a) W(l, 1)
b) W(-15,67)
) W(2,9)
d) W(-1,-13)

Odpowiedzi do zadan
1.a) f(z) =2—2—23, A =12
b) f(z) = —x? + 8z — 11,

A =20

¢) f(z) =22 — 12z + 4,
A =112

d) f(z) = —32% — 12z — 4,
A =96

e) f(z) =—22°+22, A=4
f) f(z) = 22* — 4z -3,
A =24

2. a) f(z) = (z+ 1)2 + 2,
W(—1,2)
b) f(z) = (z —2)* -6,
W(2,—6)
¢) f(z) = —(z+1)* +2,
W(-1,2)
d) f(z) = —4(z —1)2 +5,
W(1,5)

vl |
V)
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5.a) a=1oraz —% =2

2a )
zatem b = —4.
b

b) a = —1 oraz —5- =4,
zatem b = 8.

¢) a=2oraz —& = —1,
zatem b = 4.

d) a = —1 oraz

b

—5- = —6, zatem b = —6.

. a) b=4oraz — = =2, zatem
a=—1, f(z) = —(z—2)>+1

b) b =6 oraz — = = 1, zatem
a= -3, f(z) = -3(x—1)>+5
¢) b=2oraz — 2 = —4,

_ 1
zatem a = 7,

f@)=3(@=+4)7°+1

d)b=—6oraz — 2> =2

2a 2>
zatem a = —2,
fl@)=—2(=+3)"+3

.a)b=—-4,c=
b)b=2,c= -2

_ __3
==l,e==5%

b
d) b= —20, ¢ = 100
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. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Prosta x =3 jest osia symetrii paraboli bedacej wykresem funkcji
f(z) = 32 + bx + 5. Oblicz wspélczynnik b.
Osig symetrii jest prosta z = —%, zatem —% = 3, skad:

b=—6a=—6-1=-3

Prosta [ jest osia symetrii paraboli bedacej wykresem funkcji kwadrato-
wej f. Oblicz wspdlcezynnik b.

a) f(x) =2 +br+4, l:z=2
b) f(z)=—-a*+bxr—3, lLxz=4

c) flx)=2224+bx—1, I: z=-1
d) f(z) = -2 +bx—7, l: 2 =—6

. Wierzcholek paraboli bedacej wykresem funkcji kwadratowej f lezy na

prostej I. Oblicz wspotezynnik a. Zapisz wzér funkeji f w postaci kano-
nicznej.

a) f(z)=ar?+4x -3, l: x =2
b) f(x) =ar®*+6x+2, l:z=1

¢) f(x)=az*+2x+5, Lx=—-4
d) f(x)=az?—6z—1, l:x=-2

2

. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Oblicz wspotezynniki b i ¢ funkeji kwadratowej f(z) = a? + bx + ¢,
ktérej wykresem jest parabola o wierzchotku w punkcie (3, —2).

b .
Ze wzoru x,, = ~ 5 otrzymujemy:
a

—5= =3, skad b= —6.

Zatem f(z) = z* — 62 + c. Podstawiamy wspoélrzedne punktu (3, —2)

do wzoru funkcji i otrzymujemy rownosc:
—2=3"-6-3+c¢,skadc=T.

Szukane wspotczynniki: b= —6ic=7.

Oblicz wspolezynniki b i ¢ funkeji kwadratowe] f(z) = 2? + bx + ¢, ktérej
wykresem jest parabola o wierzchotku w punkcie W.

a) W(2,4) b) W(-1,-3) c) W(s,-1) d) W(10,0)

. Wyznacz wspoélezynniki a i ¢ funkcji kwadratowej f(z) = az® + 6z + c,

ktorej wykresem jest parabola o wierzchotku w punkcie W. Zapisz wzor
tej funkcji w postaci kanonicznej.

a) W(-1,2) b) W(6,-3) c) W(2,4) d) W(-%,-1)
8.a) —L =—2L =_1 zatem a = 3.

2=3-(-1)2+6-(=1) + ¢, wiec c = 5.

flz)=3(x+1)>+2

b)a=-1c=-21, f(z) =—3(z—6)>-3



Dla dowolnych dwéch punktéw plaszezyzny (nie-
lezacych na prostej pionowej) istnieje nieskoncze-
nie wiele parabol opisanych za pomoca rownania /

y = ax?® + bx + ¢ przechodzacych przez te punkty / \1
(rysunek obok). / q

Przez trzy niewspotliniowe punkty (z ktérych zad-

ne dwa nie leza na prostej pionowej) przechodzi
dokladnie jedna parabola y = az? + bz + c. / \\
Jesli mamy dane wspoélrzedne tych punktéow, to mozemy obliczy¢ wspol-
czynniki a, b i c. W tym celu rozwiazujemy odpowiedni uktad réwnan.
Na przyklad, aby wyznaczyé¢ réwnanie paraboli y = az? + bx + ¢ prze-
chodzacej przez punkty A(—1,0), B(1,—4) i C(4,5), rozwiazujemy uklad
rownan:
a- (-1)24+b-(-1)4+c=0
a-1?+b-1+c=-4
a-4+b-4+c=5

Rozwiazaniem uktadu réwnan jest trojka liczb:
a=1,b= —2,c= —3, zatem szukana parabola
. , . 2

jest dana réwnaniem y = x~ — 2z — 3.

Uwaga. Jezeli mamy dany wierzcholek paraboli, to do wyznaczenia jej réwnania
wystarczy znajomos¢ jeszcze jednego nalezacego do niej punktu.

9. Do paraboli bedacej wykresem funkeji kwadratowej f(z) = ax? + bx + ¢
nalezy punkt P, a wierzchotkiem tej paraboli jest punkt W. Oblicz wspdt-
czynniki a, b, c.

a) P(0,2), W(2,0)
b) P(0,0), W(-1,-1)

c) P(3,1), W(0,3)
d) P(-2,0), W(-1,3)

e) P(2,1), W(1,2)
f) P(1,2), W(2,4)

10. Wyznacz réwnanie paraboli, o ktorej wiadomo, ze przecina osie uktadu
wspélrzednych w punktach A, B i C. Naszkicuj te parabole.

a) A(0,3), B(1,0), C(3,0) b) A(0,6), B(—6,0), C(2,0)

11. Wyznacz réwnanie paraboli przechodzacej przez punkty A, B, C.
a) A(_Sa ]-)7 B(074)7 C(]-a 1) C) A(_57 3)7 B(_17 _5)7 C(]-a _3)
b) A(_47 ]-)7 B(_37 _2)7 0(17 _2) d) A(_47 2)7 B(27 _1)3 C(4a _6)

1250 jaki wektor nalezy przesunaé wykres funkcji f, aby otrzymaé parabole
przechodzaca przez punkty A(—2,0) i B(2,4)?

a) f(x) = 2? b) f(z) = —a?
10. a) y = 2® — 42 + 3 12.a) y = 2 +bx + ¢
b) y = —3a° — 2z +6 0=(-2%+b-(-2) +c
M.a)y=—2"—-22+4 {4=22+b-2+c
b)y=3z"+ 8%z -2 b=1,c= -2
SN p=h=—tg= (2 2=
d)y=—2a22—2+2 Wektor przesuniecia: [f%,f%]
b)b=1,c=6,

1 1\2 | 1 25
p=5a=—(3) +3+6=%
Wektor przesuniecia: [%, 2
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9. a) f(z) = a(z — 2)?
Punkt P(0,2) nalezy do
paraboli, czyli:

2 =a(0—2)2
skad a = %

f(z) = Lo —2)° =

= 5302 —2x + 2,

zatem b = —2, ¢ = 2.

b) f(z) = a(z +1)* — 1

Punkt P(0,0) nalezy do

paraboli, czyli:

0=a(0+1)*> -1

skad a = 1.

f@)=(@+1)? 1=

=22 + 2z,

zatem b= 2, c = 0.

¢) f(z) =az*+3

Punkt P(3,1) nalezy do

paraboli, czyli:

l=a-3°+3
skad a = —%.
f(z)=—22>+3,

zatem b =0, ¢ = 3.

d) f(z) =a(z +1)%>+3

Punkt P(—2,0) nalezy do

paraboli, czyli:

0=a(-2+1)>+3

=N

skad a = —3.
f()=-3@+1)>2*+3=
= —322 — 6z,

zatem b = —6, ¢ = 0.

e) f(z)=a(z—1)>+2
1=a(2—1)*>+2,skad a = —1.
@)= —@-1) +2=
=’ +2x+1
zatem b = 2, ¢ = 1.
f) f(z) =a(z—2)> +4
2 =a(1-2)*4+4,skad a = —2.
fl@)=—2(z—2)°+4=
= —2z% + 8z — 4
zatem b =8, c = —4.



Uczen:

— stosuje wzory skréconego
mnozenia oraz zasade wyta-
czania wspolnego czynnika
przed nawias do przedsta-
wiania wyrazenia w postaci
iloczynu,

— rozwiazuje roéwnanie
kwadratowe przez rozktad
na czynniki,

— interpretuje geometrycznie
rozwiazania réwnania
kwadratowego,

— rozwiazuje réwnania
kwadratowe z wartoscia
bezwzgledna.

Cwiczenie 1

Réwnanie kwadratowe moze
mie¢ 2 rozwigzania, 1 rozwiaza-
nie lub 0 rozwigzan.

Multibook

® Parabola — wtasciwosci
i zastosowanie
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7.4. Rownania kwadratowe (1)

Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkcji i odczytaj z niego miejsca zerowe tej funkcji.
a) y=12%—4x b)y=a®+2x—2

Po przeksztalceniu do postaci ka-  Po przeksztalceniu do postaci kanonicz-
nonicznej mamy: y = (r—2)>—4.  nej mamy: y = (z + 1)? — 3.

\ Y / L v
A
ol X
o\ 1 X , ,
N N

/

Z wykresu mozna odczytac tylko przybli-
zone wartosci miejsc zerowych. Wyzna-
Z wykresu mozna odczytaé miej-  czenie ich doktadnych wartosci wymaga
sca zerowe: ¢ = 01 x = 4. rozwiazania réwnania z? + 2z — 2 = 0.

Rozwiazania réwnania kwadratowego az? + bx + ¢ = 0 (a # 0) to miejsca
zerowe funkcji y = ax? + bx + c.

Cwiczenie 1

Na rysunkach ponizej przedstawiono mozliwe polozenia wykresu funkcji kwa-
dratowej wzgledem osi OX. Ile rozwiazan moze mie¢ réwnanie kwadratowe
az? + bx + ¢ = 0, gdzie a # 07

| VAR AN

X O] X O] X O X O X

Rozwiagzanie réwnania z niewiadoma x polega na wyznaczeniu wszystkich
wartosci x, dla ktérych to réwnanie jest spelnione. Zbiér tych x nazywamy
zbiorem rozwigzan rownania. Rozwigzania rownania nazywane sg rowniez jego
pierwiastkami.



Przyktad 2

Podaj zbiér rozwigzan réwnania 4x* — 8z = 0. Dla dowolnych a,b € R:

Lewa strone réwnania rozktadamy wtedy i ‘?ylll{)o_w(‘zedy, ody

na czynniki: a=01lubb=0.
dx(r—2)=0

czyliz =01lubx —2=0, zatem x =0 lub z = 2.

Zbiorem rozwiazan réwnania jest zbior {0, 2}.

Cwiczenie 2

Podaj zbiér rozwiazan réwnania.

a) 322 + 62 =0 b) 7z — 32> =0 c) 22? = bz d) 8z = $a?

W niektoérych przyktadach przy rozktadzie tréjmianu kwadratowego na czyn-
niki mozemy skorzystaé ze wzorow skroconego mnozenia.

Przyktad 3
Rozwiaz réwnanie 422 — 9 = 0.

Korzystamy ze wzoru na réznice kwadratéow: 4a® — 9 = (22 + 3)(2z — 3).
(22 +3)(2z —3) =0

20 +3=0 lub 22 —-3=0

__3 _3
r=—5 lub x =73

Rozwiazaniem réwnania sa liczby —g i %

Cwiczenie 3
Rozwigz réwnanie.
a) 1622 —25=0 b)4—1002> =0

€)4a?—121=0 d) 222-81=0

49

Przyktad 4

Rozwiaz réwnanie 22 — 4x + 4 = 0.

Korzystamy ze wzoru na kwadrat réznicy: 22 — 4z + 4 = (v — 2)°.
(—2)2=0,czyliz—2=0

Zatem liczba 2 jest jedynym pierwiastkiem tego réwnania.

Cwiczenie 4
Rozwigz réwnanie.
a) 22 +8r+16=0
b) 2> —x+:=0

c) 4r’ +4r+1=0 e) r*4+i=2—3

d) 422 — 122 4+9=0 f) 3224+ 9=2%—622

Cwiczenie 4

a) (z+4)?=0,z=—-4 e) 12—z +1=0/4 f) 222 +6v2x+9=0
b) (z-4)"=0,5=1} @ —4s+4=0 (V2o +3)" =0
) Qw+1)2=0,z=—1 (z—2)2=0 x=7¥

d) 2z —3)2=0,z=2 v=2

Cwiczenie 2
a) {—2,0}
b) {0, 3

¢) {0,3

d) {0, 16}

Cwiczenie 3
a)r=-2lubz=
b) z

c) x

SN [

—%Iubx:
11 _ 1
—5 lubz =3

d) z=—-211lub z =21
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Cwiczenie 5

a) z=—/31lubz =3
b) sprzeczne

c) x:f@ lubm:@
d) sprzeczne

Odpowiedzi do zadan
1.a) c=0lubz =6

b)z=—5 lubz =0
c)r=0lubz =g
dz=—-3lubz=0
e z=0lubz =2
f) z=— ‘/glubm—O
2a)z=—2lubz=32
b)z=—-2lubz=2
c)z=-5d)z=38
e)z=12 f)z = —3
g)xz—@lubxz@
hyz=2 i)z2=6
3. a) (0,0), (4,0)
b) (—2,0), (2,0), (0, —12)

c) (0,12), nie przecina osi OX
d) (07 0)7 (_ﬁao)
e) (0,4), nie przecina osi OX
f) ( L5 ) (157 ) (07 _4)
4.a)2 b) -4 ¢)3
6.a) z=—-2lubz =2
b):v——— lub z = —1

lub:czllubng

c) z=—/31lubxz=+3

d) Jezeli z € (—o0;0),

to ? = —x, czyli x = —1.
Jezeli z € [0; 00), to

z2 =z, czyli z = 0 lub

ap = 1,

Zatem ostatecznie: x = —1
lub z =0 lub z = 1.
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Przyktad 5

a) Rozwiaz réwnanie 2> — 7 = 0. b) Rozwiaz réwnanie 222 + 9 = 0.
Sat=7/- 3 Zauwazmy, ze 222 + 9 > 9 dla kazde-
72 = 21 go z € R, wiec 222 + 9 nie moze by¢
m réwne zeru
o \/ lub z = /4 Zatem réwnanie jest sprzeczne.
Cwiczenie 5

Rozwiaz réwnanie.

a) 622 —18=0 b) 22 +4=0 ¢) 222 —2=0 d) 42°+1=0
Zadania
1. Rozwiaz réwnanie.
a) 72> +42x =0 ) 3622 = 6z e) V2z% —8r =0
b) 922+ Lz =0 d) 2z +1822 =0 f) 3z = —32?
2. Rozwiaz réwnanie.
a) 10022 —81 =0 d) z? + 64 = 16z g) *=(1—-z)(1+2)
b) 12> -1 =0 e) 24z — x? =144 h) Le(6—2)=2+z

c) 2+10x+25=0 f) 1+922+62=0 i) (x—3)(xz—2) =T2—30

3. Wyznacz punkty przecigcia paraboli z osiami uktadu wspétrzednych.
a) y=3x?— 12z c) y=3x?+12 e) y =900z +4
b) y = 3z? — 12 d) y =9002% + 4z f) y=900z% — 4

4. Wyznacz wspdélne miejsce zerowe funkcji f i g.
a) f(z)=2>—4, g(z)=2>—4x+4
b) f(z) =2® +4z, g(x) =32 +4x +38
¢) flx)=32*>—1, g(x)=a>—-6x+9

5. Podaj zbiér rozwigzan roéwnania.

a) (2z+3)? = (x — 3)? c) (162? =8z +1)(92* —4) =0
b) (1-1t2)" = (32 —5) d) (222 43z +9)(1—242) =0
6. Rozwiaz réwnanie.
a) |22 —1] =3 b) [4z? = 3| =1 c) |22 —6]=0 d) z% = |z|
5.a) (2z+3)°—-(z—-3)°=0 ¢) (4z —1)?(3z —2)(3z +2) =0
2z+3—-2+3)(2z+3+2—-3)=0 e =2l
z € {—6,0} 6 _E
b) (1-1z)2—(2z-5)2=0 xe{_’_??}

(1-3z-3z+5)(1-2a+2z-5)=0
(6—2z)(z—4)=0
z € {3,4}



Dowiedz sie wiecej

Parabola

Parabola jest zbiorem punktéw ptaszczyzny réwno
odleglych od ustalonej prostej k (zwanej kierow-
nica) i ustalonego punktu F' (zwanego ogniskiem).
Na rysunku obok mamy:

|P1F| = |P1Q1|a |P2F| = |P2Q2|7 |P3F| = |P3Q3|

k

Parabola, ktéra jest zbiorem punktéw réwno odleglych od prostej y = —p
i punktu F'(0, p), jest okreslona za pomocg réwnania y = ﬁx?

Przyktad 1
Parabola y = ixz ma kierownice Parabola y = —i:cQ ma kierownice
dang réwnaniem y = —1 i ognisko dang rownaniem y = 1 i ognisko
F(0,1). F(0,-1).
e Y y=1
/J. 'y T

N
ST TN

y = =1l \ .

Parabola y = 2? ma kierownice dang réwnaniem y = —1 i ognisko F'(0, 1).

1. Podaj réwnanie paraboli, ktéra jest zbiorem punktéw réwno odleglych od 1. a) y = 17
prostej k i punktu F. b)y = —12°
a) kry=—-1F(0,3) b)kiy=1 F0,-1) ¢ kiy=-3% F(0,2) ¢) y = 3o

2. Wyznacz réwnanie kierownicy i wspétrzedne ogniska podanej paraboli. 2.a)y=1, F(0,—-1)
a) y = —x? b) y = 222 c) y=—2x* d) y = £a? b)y=—35, F(0,5)

1
8

@ 3. Dana jest parabola o ognisku F' i kierow- NI
nicy k. Prosta [ jest rownolegla do kierow-

nicy i lezy powyzej wierzchotka paraboli.
Uzasadnij, ze dla dowolnego punktu P na-
lezacego do paraboli suma odleglosci tego
punktu od ogniska i od prostej [ jest stala.

k

3. Niech P’ bedzie rzutem punktu P na prosta k. Wéwczas:
|PR| = |P'R| — |PP'|
Zatem:
|PF|+ |PR| = |PF|+ |P'R| — |PP'| = |P'R]
poniewaz |PF| = |PP'|.
Czyli suma odlegltosci punktu P od ogniska i prostej { jest réwna odlegtodci miedzy
prostymi k i [, wiec jest stata.
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4. Skonstruuj parabole zgodnie z podanym nizej opisem.
» Narysuj kierownice i prosta do niej prostopadla — o§ symetrii paraboli.
* Na osi symetrii wybierz punkt F' — ognisko paraboli i zaznacz wierzchotek
paraboli w potowie odlegtosSci migdzy ogniskiem a kierownica.
* Po tej samej stronie wierzchotka, po ktérej znajduje sie ognisko, narysuj
kilka prostych réwnoleglych do kierownicy.
* Odmierz cyrklem odleglo$¢ kazdej z narysowanych prostych od kierow-
nicy, a nastepnie narysuj tuk okregu o $rodku w punkcie F' i promieniu
rownym tej odlegtosci — punkty przeciecia tuku z dang prosta naleza do
paraboli.

Promienie rownolegle padajace na zwierciadto o parabolicznym ksztalcie po
odbiciu skupiajg sie w jednym punkcie — ognisku paraboli. Zjawisko to wyko-
rzystuje sie w telewizyjnych antenach satelitarnych i radioteleskopach, w kté-
rych odbiornik umieszcza si¢ w ognisku, aby uzyskaé silny sygnat.

Natomiast promienie wychodzace z zaréwki umieszczonej w ognisku zwiercia-
dta parabolicznego po odbiciu sa rownolegle. Zjawisko to jest wykorzystywane
na przyklad w reflektorach samochodowych.




7.5. Rownania kwadratowe (2)

Przyktad 1

Rozwiaz réwnanie 4z + 20z + 25 = 0. Réwnania kwadratowe byly

rozwigzywane juz przez staro-

K t b)? = a%?+2ab+b2.
orzystamy ze wzoru (a+b) a”+2ab+ zytnych Babilonczykéw okotlo

(2z+5)2=0 1800 r. p.n.e. Swiadcza o tym
22 +5=0 zachowane gliniane tabliczki
, . . L 5 z pismem klinowym.
Réwnanie ma jeden pierwiastek: x = —3.

Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.
a) 922 — 122 4+4=0

b) 2522 + 40z + 16 =0  ¢) 422 — 28z + 49 = 0

Przyktad 2
Rozwigz réwnanie 422 — 20z + 27 = 0.
(2x —5)2—25+27=0
(2x —5)? = -2
Réwnanie to jest sprzeczne, gdyz (22 — 5)% > 0 dla dowolnego x € R.

Zauwaz, ze:

@ Cwiczenie 2

Uzasadnij, ze podane rownanie jest sprzeczne.

a) 22 —2x+2=0 b) 22 +6x+12=0 c) 42 +4x+5=0

Przyktad 3
Rozwiaz réwnanie 422 — 20z + 23 = 0.

(2x —5)?—25+23=0

(22 —5)* =2
27 —5=—v/2 lub 22 —5=+/2
2r=5—+2 lub 22=5+2

5-v2 5+42
3 P T T

Zauwaz, ze:

Réwnanie ma dwa pierwiastki: x =

Cwiczenie 3
Rozwiaz réwnanie.
a) 2 —2x—3=0 b) 2?2 4+ 6x+8=10 c) 2 +6x+7=0
Cwiczenie 3

a) (z—1)>=4

r—1=-2 lub x—1=2

r=—1 lub z=3

b) (z+3)* =1

r+3=—-1lub z+3=1

r=—4 lub z=-2

c) (z+3)%=2

2+3=—/2 lub z+3=+2

z=-3—+v2 lub z=-3+V2

(2z — 5)% — 25 = 42 — 20z.

(2x — 5)* — 25 = 42% — 20z.

Uczen:

— stosuje wzory skréconego
mnozenia do przedstawiania
wyrazenia w postaci iloczynu,

— rozwigzuje rownania
kwadratowe, korzystajac
z poznanych wzoréw,

— interpretuje geometrycznie
rozwigzania réwnania
kwadratowego,

— stosuje poznane wzory przy
szkicowaniu wykresu funkcji
kwadratowej,

— rozwigzuje réwnania
kwadratowe z wartoscia,
bezwzgledna.

Cwiczenie 1
a) 3z —2)?=0

Cwiczenie 2

a) (z—1)>=—1

Roéwnanie to jest sprzeczne, gdyz
(z —1)% > 0 dla dowolnego

z € R.

b) (z +3)% = -3

Roéwnanie to jest sprzeczne, gdyz
(x +3)% > 0 dla dowolnego

z € R.

c) 2z +1)°=—-4

Roéwnanie to jest sprzeczne, gdyz
(22 + 1) > 0 dla dowolnego

z € R.
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Postepujac tak jak w przyktadach 1-3, mozemy rozwiaza¢ dowolne rownanie
kwadratowe. Zwykle korzystamy jednak ze wzoréw podanych w ponizszym
twierdzeniu.

Twierdzenie

Rozwazmy réwnanie kwadratowe az? + bx + ¢ = 0, gdzie a # 0.

1. Jesli A > 0, to réwnanie ma dwa pierwiastki:
_ —b—VA _ —b+VA
L1 = 2a 0 27 2a
2. Jesli A = 0, to r6wnanie ma jeden pierwiastek:
b

Tog = ——
g 2a

3. Jedli A < 0, to réwnanie nie ma pierwiastkow.

Dowod
Zapiszmy tréjmian w postaci kanonicznej: ax? + bx + ¢ = a,(ac + %)2 — %.
Stad ax? + bx + ¢ = 0, gdy a(x + %)2 — ﬁ = 0, co oznacza, ze:

2

(+32) =
e Jedli A < 0, to powyzsze rownanie jest sprzeczne.
« Jedli A =0, to otrzymujemy réwnanie:
a4+ 2) =0
Jego rozwiazaniem jest liczba xy = —%.
e Jesli A > 0, to otrzymujemy:
L

Rozwigzaniami réwnania sg liczby x; = ’b;a‘/z, Ty = ’b;a‘/z.
W przypadku, gdy A = 0, pierwiastek xq = —% nazywamy pierwiastkiem
podwéjnym (zauwaz, ze dla A = 0 ze wzoréw: z; = 717;@\/5, Ty = %,
otrzymujemy x; = o = —2-).
Cwiczenie 4
Oblicz wyréznik tréjmianu kwadratowego i podaj liczbe rozwiazan réwnania.
a) 22 +8r+15=0 d) 222 -52—-3=0 g) —3x?+V2zx— 1=
b) 2 —4z+6=0 e) 22> —6x+5=0 h) V222 — Sz +1=0
¢) ba’+5x—1=0 f) —22+40—-7=0 i) 4v222 +32=0
Cwiczenie 4

a) A =4 >0, 2 rozwigzania
b) A = —8 < 0, 0 rozwigzan
c) A =35>0, 2 rozwigzania
d) =49 > 0, 2 rozwigzania

= 0, 1 rozwigzanie

A = —12 < 0, 0 rozwigzan

g) A= 72 < 0, 0 rozwigzan
A =2 _4,/2 >0, 2 rozwiazania,
A=

9 > 0, 2 rozwigzania
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M Interpretacja geometryczna réwnania kwadratowego

Rozwigzania réwnania kwadratowego az? + bx + ¢ = 0 sg miejscami zerowymi
funkcji y = ax? 4+ bz + c¢. Sa one zatem odcietymi punktéw przecigcia odpo-
wiedniej paraboli z osig OX.

Ponizej przedstawiono mozliwe polozenia paraboli y = ax? + bx + ¢ wzgledem
osi OX w zaleznosci od wspélczynnika a i wyrdznika A.

a<0 a<0 a<0
A>0 A=0 A<O0
O] X O] X O] X O X O X O
a>0 a>0 a>0
A>0 A=0 A<0

dwa miejsca jedno miejsce brak miejsc dwa miejsca jedno miejsce brak miejsc
zerowe zZerowe zerowych zerowe zerowe

zerowych

Przyktad 4
Rozwiaz réwnanie.

a)3x? —4rx—2=0

A= (—4)>—-4-3-(-2) =16 + 24 = 40. Poniewaz A > 0, r6wnanie ma dwa
pierwiastki.
VA = /40 = 2V/10
_ —b—vA _ 4-2J/10 _ 2-V10 b+ VA 44210 2+/10
T = - - 5 Lo = = =
2a 6 3 2a 6 3

b) 4z* + 62+ 5 =0

A= 62—4-4-‘% = 36—36 = 0, réwnanie ma zatem jeden pierwiastek podwdjny.

_b_-6__3
=5, 7% T 1
¢) Ta? =3z +2=0
A= (-3)?—4-7-2=9—56=—47 < 0, wiec réwnanie jest sprzeczne.
Cwiczenie 5

Rozwiaz réwnanie.

a) 202 +7x+3=0 d) 2822 —dz + 1 = g) =322 +2x—-3=0
b) 4z —x —5=0 e) —z?+6x+1=0 h) 622 =2z —1=0
c) 3x2 —=br—2=0 f) 322 —22-1=0 i) 22° - 324+1=0
Cwiczenie 5

) —25,:81:7375822
b

—81, .T1=—1, Xro —

o Aloe |

C

) —49,:81:7%,3322
d
) A

1
—O,.’L’O:ﬁ

) A
) A
=40, z1 =3 —v10, z2 =3+ V10
) A=6,21=2—V6,22=2+6
g) A = —32, brak rozwigzan
h) A =28, 21 = 507, 2, = 1%
i) A = —1,75, brak rozwiazan

€

)

S
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Odpowiedzi do zadan Zadania

l.a)m =—3, 20=7
b) z1 = 1, 22 =3 1. Rozwiaz rownanie.
) T1=3,802= 3 a) 22% — 9z — 35 =0 d) 522 —6z+6=0 g la?4ax+1=0
d) sprzeczne ) ) o o+ 1
e) o1 = 2wy = b) 422 — 13z +3 =0 e) —22°4+5x—-3=0 h)2’-5—-35=0
29
f) o= -3 c) 622+ 13z +5=0 f) 422+ 122 4+9=0 i) 22 -24+1=0
g) sprzeczne C .
) g = =L, 175 = 1 2. Rozwiaz roéwnanie.

i) o =2 a) 2z +3=—-Tzx d) —22—-32246=0 g) 11(z*+5) ==z
2.a)z1=-3,32=—3 b) z + 10 = 3a? e) bhr?=2—-2x h) 22 +x =42 +7
b) 71 =3, 22 =2 ¢) 162>+ 2422 = —18 f) 52> =8z —5 i) 322 +1="Tx

c) zo = _3v2
d) 21 = 71{:\/@7 oy — 717;@ 3. Wyznac/z wspolrzedne punktéw przeciecia wykresu funkeji f z osiami ukla-
du wspélrzednych.
e) z1 = ’1"/ﬁ, T —14+vIL 9 1 9
5 g a) f(z)=32"+2z—1 d) f(z) = 32° + 4z + 12
f), g) sprzeczne ) T,
h)x1—3’g/ﬁ,x2 3+§/ﬁ b) f(x) =2z* 4+ 62+ 3 e) f(x):§x —333;—5
v . c) flx)=—42® +x+3 f) flz)=—327— Fao+1
1) r1 = 6 T2 = 6
3. a) (0,—-1), (-1,0), (3,0) 4. Rozwiaz réwnanie.
b) (0,3), (—¥32,0), (¥32,0) a) 222 —Toe +3 = (2z — 1)? d) (32 -3)(x+2)=(5—x)(6— )
3
3)) Eg ?2) (1(’02’0()7;0()0 5 b) 622+ 72 +2=(2—32)(32+2) ¢ (x—3)(z+5)=(2z+3)(zx—4)
) s \T Y € ’
£) (0,1), (v/2,0), (—2v/2,0) ¢) 322 —3z4+9=(z—3)(x—5) f) dr—1)(x—4)= Bz +2)(z—T)
4. a) z, = *Za Z2 = %1 5. Wyznacz liczbe rozwigzan réwnania.
b))”“ ;5%:5 - a) (V2—1)a2+22+2=0 b) 1327 — (2V3 - 1)z + 1 =0
C) X1 = o0— , L2 =
d) x1 =6, z2 =12 6. Wyznacz miejsca zerowe funkcji f, g i h.
e) 1 = =BT gy = THYST a) f(z) =22?—8x+5, g(z)=2(z— l)2 —8(z— 1) +5,
f) sprzeczne 2
o) =2 ) oo ) +5
5.a) A=12—-8V2= 2
=8(1,5 — v2) > 0, b) f(z) = -1 + 4z 46, g(z) = —1(z + )2+4(x+g)+6,
2 rozwiagzania
) A= _4/3— h(z) = ——(a:+2\/_) +4(m+2 7) +
2
=45 -v3) = 7. Rozwiaz réwnanie.
= AL =) < 0 a) |22 — 22 = 1 b) |22 + da| = 3
brak rozwiazan
7. i‘\)bav2 o 292: =1 : 8. Rozwiaz réwnanie.
ub x° — 2 = — _ 2 _ — |2 _
2—1-+3 a) |2? + x| = |22 — 2| c) |22 — 1| = |z* + 2z — 3|
lubz=1++v21lubz=1 b) |22 — x| = |22% — x| d) |z —3| = |2? +z — 4
b)z=-2-V7
lubz = —2++/7lub z = —1 6.a)f(m)zOdlamzZ—@luba::Z—l—T6
lub z = -3 Zauwazmy, ze g(z) = f(z — 1), czyli g(z) =0, gdy f(z — 1) =0.
8.a) " +r=1a"-2 Zatemg(x):Odlax:i+27§:%776 lubx—i+2+%€=%+76
lub 22 + 2 = — (2 — 2) . . % ) 7
_ _ _ 117 Zauwazmy, ze h(z) = f(z — %), czyli h(z) =0, gdy f(z — L&) =0.
T 2 lub z a2
lub ¢ — =1tVIT Zatem h(z) =0dla z = f+2 f 21ubx:f+2+@:2+\/6.
b)x=01ul§x:% b) f(z) =0dlaz=4—271lub z =4+ 27
¢)r=-2lubz=1 g(x)zOdlax=%72\/71ubx:%+2\/7

d)z=-1-2V2 h(z)=0dlaz=4—4v7 lubz =4
lubz = —1+2V2
lubz=—-1lubz=1
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Dowiedz sie wiecej

Szkicowanie paraboli

Aby naszkicowaé parabole bedaca wykresem funkcji f(r) = ax?+bx +c, moz-
na wykorzystaé¢ postaé¢ kanoniczng funkcji f lub postapi¢ zgodnie z nastepu-
jaca instrukcja.

 Podaj punkt, w ktérym parabola przecina o§ OY. Jest to punkt (0, ¢).

» Wyznacz (jedli istnieja) punkty, w ktérych parabola przecina 0§ OX. Sa

to punkty (z1,0) i (x9,0), gdzie 7, = ’b;a‘/z, Ty = %.

 Wyznacz wierzcholek paraboli W(—2, f(—2)).

" 2a

» Aby uzyskaé dokladniejszy szkic, wyznacz kilka dodatkowych punktow
nalezacych do paraboli (mozna wykorzystaé fakt, ze prosta x = —% jest
osia symetrii paraboli).

* Polacz otrzymane punkty odpowiednig krzywa.

Przyktad

Naszkicuj parabole bedaca wykresem funkeji f(z) = 2* — 2z — 3.
¢ Parabola przecina o§ OY w punkcie (0, —3).

» Rozwigzujemy réwnanie 22 — 2z — 3 = 0.
A=16,stadz1 =52 = -1, 2, =EH21 =3

Parabola przecina o§ OX w punktach (—1,0) i (3,0).

» Wyznaczamy wierzchotek paraboli. o ); A
T = —i = 2 = ]_ N

@ 2a 2 \ /
yw:f(_%):f(l):l_2_3:_4 \ /p
Wierzchotkiem paraboli jest punkt (1, —4). \ /

—

e Wyznaczamy inne punkty nalezace do pa-
raboli. f(—2) = 5, czyli do paraboli nalezy (-1,0)
punkt (—2,5). Prosta © = 1 jest osia syme-
trii paraboli, wiec naleza do niej takze punkty
(4,5)1 (2,-3).

(3,0 X

— QO
T~

(0,-3) (2,-3)

* Szkicujemy parabole. 1,9

1. Naszkicuj parabole bedacag wykresem funkcji f.
a) f(z) =2 —62+5 d) f(z)=—2®+2x+3
b) f(z)=3z>+z—4 e) f(x)=—22%+6x—4
c) f(x)=22>+8x+6 £) f(z)=—2a2+2z-3

) e Y £)

Odpowiedzi do zadan

1. a)
i
\ /
\ |1
AN /
Ol 1 X
\ /
b)
\ Y /

[

—_—
—
—
—_—

L
’__‘\\\

Q
b

—_
T

——

L
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Uczen:

— definiuje postaé iloczynowa
funkcji kwadratowej
i warunek jej istnienia,

— zapisuje funkcje kwadratowa
w postaci iloczynowej,

— odczytuje wartosci pierwiast-
kéw tréjmianu podanego
w postaci iloczynowej,

— przeksztatca postaé iloczy-
nowg, funkcji kwadratowej
do postaci ogblnej,

— wykorzystuje postaé iloczy-
nowa, funkcji kwadratowej
do rozwiazywania zadan.

Cwiczenie 1
a)y=—32"+22+9
b)y=4a®— Lz + 2

¢) y=iz’+ iz
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7.6. Postac¢ iloczynowa funkcji kwadratowej
Definicja

Postaé¢ y = a(xz — =) (x — x,), gdzie a # 0, nazywamy postacia iloczy-
nowg funkcji kwadratowej.

Przedstawienie wzoru funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej nazywamy
rowniez rozkladem na czynniki liniowe. Rozklad na czynniki liniowe mozna
zapisa¢ na rézne sposoby, np.:
y=0Bx+2)(x—-7) = Czynniki liniowe: 3x +21x -7

= 3(.%‘ + %)(l‘ — 7) Czynniki liniowe: = + % iz—7

Aby przejsé od postaci illoczynowej do ogélnej, wystarczy wykonaé¢ mnozenie.
Na przyklad dla tréjmianu y = 2(x — 3)(x + 5) mamy:
y=2(x—3)(x+5)=2(x*+ 5z — 3z — 15) = 22* + 42 — 30

Cwiczenie 1
Przedstaw trojmian kwadratowy w postaci ogdlne;j.
a) y=—3(z+3)(z-9) b) y=4(z—3)(z—3) c) y=gu(r+2)

Liczby x; i zo wystepujace w postaci iloczynowej y = a(z—x;)(z—x2) sa miej-
scami zerowymi (pierwiastkami) tréjmianu kwadratowego, czyli pierwiastkami
réwnania a(z — z1)(x — z2) = 0.

Przyktad 1
Postaé ogdlna | Postaé iloczynowa | Czynniki liniowe Pierwiastki
y=22-9z+ 14| y=(x—-2)(z—7) x—21ix-7 x1=21 x="7

1 —_1
T+ 3 T=—3

=4a? +4x+1 =4(z + 3)?
Yy Y ( 3) (czynnik podwdjny) | (pierwiastek podwdjny)

y=212+6 nie mozna roztozy¢ na czynniki liniowe brak pierwiastkow

Cwiczenie 2
Odczytaj czynniki liniowe i podaj pierwiastki tréjmianu kwadratowego.

a) y=4(x —3)(z —5) c) y=—(x+4)(x+38) e) y=—3(z—2)?
b) y = i(z —2)(z +6) d) y =8z(z - 9) f) y=13(x+7)
Cwiczenie 2

a) czynniki liniowe: z —3ixz —5 d) czynniki liniowe: z i — 9

pierwiastki: x1 =3ix2 =5 pierwiastki: 1 =0ixz2 =9

b) czynniki liniowe: z — 2 iz + 6 e) czynniki liniowe: z — 2 (podwdjny)
pierwiastki: z1 =21 22 = —6 pierwiastki: x = 2 (podwdjny)

¢) czynniki liniowe: z +4 iz + 8 f) czynniki liniowe: = 4+ 7 (podwéjny)
pierwiastki: x1 = —4 i x2 = —8 pierwiastek: z = —7 (podwdjny)



Twierdzenie

Dany jest tréjmian kwadratowy y = ax? + bz + ¢, a # 0.

= Jedli A > 0, to tréjmian mozna przedstawié w postaci iloczynowej
y=a(z — x1)(x — z,), gdzie x1, x5 sa plerwiastkami tego tréjmianu.

= Jesli A =0, to tr6jmian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej

y = a(x — xy)?, gdzie x( jest pierwiastkiem podwéjnym tego tréjmianu.

= Jesli A < 0, to tréjmianu nie mozna roztozyé¢ na czynniki liniowe.

Przyktad 2
Przedstaw trojmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.

a)

y=2r?+5r—3
A =25+24 =49, /A =7, zatem:

—5-7
1 = —37 Ty =

Postaé iloczynowa: y = 2(z + 3)(z — 1).

Tr1 =

y=1z>—2r—1
A=4+4+4=8 VA =22, zatem:

x1:2722\/§:1*\/§, x2:2+22\/§:1+\/§

Postac iloczynowa: y = (z — (1 — \/5)) (z—(1+ \/5)), ktéra mozemy za-
pisaé: y = (xr — 1+ v2)(z — 1 — V2).

y=—-22*+x—4

A =1-32= -31 < 0, wiec tréjmian nie ma pierwiastkéw i nie mozna go

roztozy¢ na czynniki liniowe.

Cwiczenie 3

Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.

a) y=12>—8x+15
b) y =x?+ 3z — 28
c) y=32*—Tx+2

d) y =122+ 11z + 2
e) y=—22—2x+24
f) y=—42>+3z+1

g) y=22%—-3x+4
h) y=2? -2z -2
i) y=222—-2x—1

Zadania

1.

Podaj pierwiastki trojmianu kwadratowego.

a) y=—(z=3)(z - 13) d) y=—2(z+V2)(z - V3)

b) y =2(z —2)(z+5) e) y=—-2(x+1)(z+1-+2)
c) y=tz+15)(x+9) f) y=(z+2—V3)(z—3+?2)

Odpowiedzi do zadan
1.a) 21 =3, 22 =13

b) z1 =2, 20 = =5

c) z1 = —15, xz2 = -9
1=—V2,22=V3

e) 1=-1,z2=v2-1

f) 21 =v3—2, 20 =3 -2
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Cwiczenie 3
a) A=4,y=(z—3)(z—5)
b) A=121,y=(z+ 7)(z —4)
) A=25y=3(z—3)(z—2)
) A=25y=12(z+ 2)(z+1)
) A

A

a o

e) A =196,y = —2(x—3)(z+4)
f) A=25y=—4(z+1)(z-1)
g) A = —23 < 0. Tréjmian nie
ma pierwiastkow i nie mozna za-
pisa¢ go w postaci iloczynowe;j.
h) A =12,
y=(@+vV3-1)(z-v3-1)
i) A=12,

_ V3 V3
v o= 1) (o~ 149




A=251y=—(z—3)(z+2)
¢) A=49,y=4(z—1)(z+3)
d) A =13,

s =)= )
e) A <O,

nie ma postaci iloczynowej

f) A =27,

y = (z—V3)(z +2V3)

g) y = —2(z — V5)(z + V5)
h)y = zz(z+ 1)

i) nie ma postaci iloczynowej

¢)b=-7% c=21

db=3H,c=-2

e)b=5¢=0

f) b=0,c=-3

g) b=—(1+2v2),

c=2++/2

h)b=-2c=—6

a) z =3, W(3,-9)
z=—2, W(-2,—8)

) o =3 W(3 4

a) (0,0), (=6,0), W(-3,9)

b) (1,0), (5,0), (0,5),

W (3,—4)

8) y = a(w+1)(z - 3)
Obliczamy wspolrzedne
wierzchotka paraboli:

Ty =L =1,y = —4.
Zatem a(l1+1)(1 —3) = —
czylia = 1.

Postac iloczynowa:
y=(z+1)(z-3)
Posta¢ ogélna:
y=x2—2x—3
Posta¢ kanoniczna:
y=(x—1)° -4

B 340 7. Funkcja kwadratowa

Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.
a) y=2x?—3x—2 d) y=32>—-5x+1 g) y=10— 22°
b) y=—-2>+x2+6 e) y=—4z*+2x —1 h) y =312+ ta
c) y=4r*—x -3 f) y=a2>+32 -6 i) y=622+9

Oblicz wspolezynniki b i ¢ tréjmianu kwadratowego y = 22 + bx + ¢ o po-
danych pierwiastkach.

a) 3i5 c) 317 e) =510 g) V2il++2
b) 41 -9 d) 2i-2 f) —v3iv3 h) 14+V7i1-7
Znajomos¢ miejsc zerowych 1, x5 funkeji kwa- Y[ !
dratowej pozwala wyznaczy¢ oS symetrii pa- :

raboli i wspétrzedna x,, jej wierzchotka, gdyz

.. . L . T1NQO Tw T2 X
, [
Ty = 2 I

2

Wyznacz réwnanie osi symetrii paraboli oraz wspotrzedne jej wierzchotka.
a) y=x(z — 6) b)y=3(x+6)(z—2) c¢) y=2x+1)(2z-3)

Znajdz punkty przeciecia paraboli z osiami ukladu wspotrzednych oraz
wyznacz wspolrzedne jej wierzchotka. Naszkicuj te parabole.

a)y=-z(z+6) b y=(@-1)(@-5) ¢ y=—5z+3)(z-1)

Wyznacz tréojmian kwadratowy o pierwiastkach 1, x5 i zbiorze wartosci W.
Odpowiedz podaj w jednej z wymienionych ponizej postaci.

a) 11 = =1, 23 =3, W = [-4;00) Postaé ogdl 2 4 bx +

— _ . ostaé ogdlna: y = ax @ @
b) f1=-42,=0,W= ( 03 2] Postaé¢ kanoniczna: y = a(z — p)® + ¢
C) T =-8,2,=2 W= (_OO§ 10] Postaé iloczynowa: y = a(z—xz1)(z—x2)
d) T :Ov T2 :6a W = [_6,00)

Na rysunku przedstawiono parabole, ktora jest wykresem funkcji kwadra-
towej f. Wyznacz wzoér tej funkeji w postaciach iloczynowej i ogélnej.

a) c) Y
P(0,3) f
\ P(-3,3) /
-10 \/3 X

0
0, 2) _/4 o\ x
6. b) y = az(z +4)
Obliczamy wspotrzedne wierzchotka paraboli: z., = % = —2, Yy = 2.
Zatem a(—2)(—2+44) =2, czylia = —1.
Posta¢ iloczynowa: y = —2z(z + 4)
Postaé ogdlna: y = —%xQ — 2z
Postaé kanoniczna: y = —1(z +2)* + 2
)y=-2(x+8)(z—2)=—-22"-La+ 2 =_2(z+3)*+10
d)y= %( 6)2532 —43:25(30—3)2—6
.a) f(z) = (xfl)(xfi%) =x? — 4z +3
b) f(z) = 3(z+1)(z~3) = 32"~z — 3
) fl&)=—z(z+4)=—2°’ -4z



10.

11.

12.

[D)13.

12.

13.

Na rysunku przedstawiono fragment paraboli, ktora jest wykresem funk-
cji kwadratowej f. Znajdz miejsce zerowe tej funkcji niezaznaczone na
rysunku. Wyznacz wzor funkcji f w postaciach iloczynowej i kanonicznej.

a) Y 3 b) Y c) 1Y

/
0 5 X "2 \
\I/ /\ _)g )

|
|
/420X

a) Parabola bedaca wykresem tréjmianu kwadratowego ma wierzcholek
w punkcie (—2,4). Jeden pierwiastek tréjmianu jest o dwa wiekszy od
drugiego. Wyznacz ten tréjmian.

b) Parabola bedaca wykresem tréjmianu kwadratowego ma wierzcholek
w punkcie (4,2). Jeden pierwiastek tréjmianu jest trzy razy wiekszy od
drugiego. Wyznacz ten tréjmian.

Krople wody tryskajace z fontanny poruszaja sie fi v f
po torach opisanych za pomoca wzoréw: TN
N\
_ 4.2 _ 1.2
f(x) = —32% + 4z, g(x) = —52° + 2z, o N p
h(z) = —22" + 2z o
\
Parabole fi, g1, hy sa symetryczne odpowiednio \‘\ \1
do parabol f, g i h wzgledem osi OY. Podaj row- \\\\ h
nania parabol fi, g;, h; w postaciach kanonicznej BRNRY X
i iloczynowej. o 1

Oblicz wspolezynniki b i ¢ tréjmianu kwadratowego y = 22 + bx + ¢, kt6-
rego pierwiastki sa dwukrotnie wieksze od pierwiastkéw podanego troéj-
mianu.

a)y=x?—4xr+3

b) y = 2? — 32z + 4 c) y=x?—4x+2

O jaki wektor nalezy przesunaé¢ wykres funkcji y = %mQ, aby otrzymac
wykres trojmianu kwadratowego, ktoérego pierwiastkami sa podane liczby.
a) 1i5 b) —612 c) 3—v2i3++2

Tréjmian kwadratowy y = az®+bx+c, gdzie a # 0, ma postaé kanoniczna:

_ b\ A
y-a[(x—l-%) —m]

Wykaz, ze jesli A > 0, to tréjmian mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej.

Uwaga. Jest to dowdd twierdzenia ze str. 339.

a) Wzor trojmianu, ktérego pierwiastkami sg liczby 1 1 5, ma postaé:
y=3(z—1)(z-5)
Obliczamy wspotrzedne paraboli:
Tw=E2=3, yo=1238-1)(3-5)=-2
Zatem wykres funkcji y = 12* nalezy przesunaé o wektor [3, —2].
b) [—2, —8§]
c) [3,—1]

A > 0, zatem tréjmian kwadratowy y = a[(m + %)2 — ﬁ} mozna zapisaé

Wpostaci:yza(x—&—%—Q—‘/?)(x—&—%—&—Q—“/az):a(x—%)(m—%)z

=a(z — 1) (z — z2)
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10.

11.

a) x =1,

f(@) = (z - 1)(z - 35),
f@)=(z—3)* -4

b) & =0, f(z) = —La(o +4),
fl@)=—3(x+2)*+2
c) z =5,

f(@) = 5@+ 1)(z - 5),
fl@)=3(@@-2?*-3

. Niech z1, z2 beda pierwiast-

kami.
a) Z zalozenia xo = x1 + 2,
wOwczas: w = -2,
czyli z1 = —3, stad z2 = —1.
Do réwnania
y=a(z+3)(x+1)

podstawiamy wspoétrzedne
wierzchotka i otrzymujemy
a=—4.
Tr6jmian ma postac:
y=—-4x+3)(z+1) =

= —4z® — 162 — 12
b) Xro =3.T17 % :47
czyli 1 = 2, stad z2 = 6.
a(d—2)(4—6) =2
o=-1
Tr6jmian ma postac:
y=-—3(-2)(z-6)=

%
:f%x +4x —6

fie)=—3(+5)"+3=
gi(2) = —3(z+2)° +2=
M) ==3(o+ 1)+ 3=
=—2z(z+3)
a) y=z2—4dx+3=
—(@—3)(z—1)

Zatem szukany tréjmian:

y=(z—6)(z—2)=
=x? —8x+12,

czylib= -8, c=12.

b) b= —6v2, c =16

c)b=-8c¢c=38
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Rzut ukosny

Tory rzuconej pitki, ukosnie skierowanego strumienia wody
czy lawy wyrzuconej z wulkanu to fragmenty paraboli
(jezeli pominie si¢ opor powietrza).

Portowa straz pozarna

. Ruch wody wystrzeliwanej z armatek
Eﬁ-_.' ; statku gasniczego pod duzym ci$nieniem b
' i jest przyktadem rzutu uko$nego. Umozliwia
i b to zwalczanie pozaréw na jednostkach
) ' ptywajacych i na obszarach portowo-
-stoczniowych z bezpiecznej odlegtosci.

Pchniecie kula
Rysunek pokazuje tor lotu kuli pchnietej przez zawodnika podczas zawodéw w pchnieciu
kula (h — wysokos¢, | — odlegtosc). Tor lotu kuli jest fragmentem paraboli y = ax? + bx + c,

ktorej wierzchotek ma wspotrzedne (1 0, 615) i ktéra przechodzi przez punkt (0, 1%)

h[m]

El Wyznacz réwnanie paraboli.

H Czy zawodnik uzyskat wynik powyzej 20 m?

1. fz)=—m2°+a+ 3

2. f(20) = % > 0, zatem zawodnik uzystal wynik powyzej 20 m.



7.7. Nierownosci kwadratowe

Jesli mamy wykres funkcji kwadratowej i znamy jej miejsca zerowe, mozemy
wyznaczy¢ zbiér rozwiazan odpowiedniej nieréwnosci kwadratowe;j.

Przyktad 1
Dany jest wykres funkcji y = —x% + 2z + 3. Rozwiaz Y
nieréwno$¢ —z? + 2z + 3 > 0.

Z wykresu odczytujemy, ze:
242 +3>0dlaze(—1;3) /

Uwaga. Zauwaz, ze do rozwiazania nieréwnosci kwadrato-
wej nie potrzebujemy dokladnego wykresu odpowiedniej -1 0| 1 3\ X
funkcji. Wystarczy znajomo$¢ jej miejsc zerowych i infor- /
macja o tym, czy ramiona paraboli, bedacej wykresem tej /

funkcji, sg skierowane do gory czy w dot.

Przyktad 2

a) Rozwiaz nier6wno$é 2z* — 6z > 0.

W celu wyznaczenia miejsc zerowych funkcji y = 222 — 6z rozwiazujemy réw-
nanie 222 — 6x = 0, czyli 2z(z — 3) = 0. Zatem x = 0 lub x = 3.

Rozwiazania réwnania zaznaczamy na osi OX. Szkicujemy parabole o ramio-
nach skierowanych do gory (wspétezynnik przy x? jest dodatni), przechodzaca
przez zaznaczone punkty. Ze szkicu wykresu odczytujemy: " n

222 — 62 > 0 dla z € (—o0;0) U (3; 00) 0 3 X
b) Rozwiaz nier6wno$é¢ —z? 4+ 3z — 1 > 0.

Rozwiazujemy réwnanie —z2 + 3z — 1 = 0.

-3-v5 _ 3+V5
- T 5

-3+v5 _ 3-v5
-2 2 B )

A=9—4=5 zatem z; = - 5

To =

Rozwiazania réwnania zaznaczamy na osi OX. Szkicujemy parabole o ramio-
nach skierowanych w dét (wspo6lezynnik przy 22 jest ujemny), przechodzaca

przez zaznaczone punkty. Ze szkicu wykresu odczytujemy: /J—r\

3-v5.34+5 iy = ~N —

_x2—|—3m—1>()dlax6[ SRR /% N
Cwiczenie 1
Rozwigz nierownosc.
a)3z®—2x—-1>0 b) 222 +2—1<0 c) —2*+2x+4>0
Cwiczenie 1
a) z € (—oo; f%] U [1; 00)
b) z € [-1; 3]

¢) z € (1-+51+5)

Uczen:

— rozumie zwigzek miedzy
rozwigzaniem nieréwnosci
kwadratowej a znakiem
wartosci odpowiedniego
tréjmianu kwadratowego,

— rozwiazuje nieré6wnosc
kwadratowa,

— wyznacza na osi liczbowej
iloczyn, sume i réznice
zbioréw rozwigzan kilku
nieréwnosci kwadratowych.

Komentarz

Duzym ulatwieniem przy
odczytywaniu zbioréw
rozwiazan nieréwnosci jest
zaznaczenie na szkicu wykresu
znakéw ,+7 1 ,—” (jak na
rysunkach w przyktadzie 2).
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Cwiczenie 2
a)z €R
b)z € R\ {1}

c) sprzeczna

Cwiczenie 3

a) A=-12<0,a=4>0,
zatem z € R

b) A=-11<0,a=1>0,
zatem nierownosc¢ jest sprzeczna
c) A=—-6<0,a=-2<0,
zatem z € R
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Przyktad 3

Rozwiaz nier6wnosé —z? + 2z — 1 > 0.
Rozwiazujemy réwnanie —z2 + 2z — 1 =0, czyli —(z — 1)? = 0. Zatem z = 1
(jest to pierwiastek podwdjny). Rozwigzanie réwnania zaznaczamy na osi OX
i szkicujemy parabole o ramionach skierowanych w dét.

Ze szkicu wykresu odczytujemy: —x% + 2z — 1 > 0 dla 1 X
r=1.

Cwiczenie 2

Rozwigz nieréwnoscé.

a) —r?+2r—1<0 b) —2?+2r—-1<0 ¢c) —2*+2xr—-1>0
Przyktad 4

a) Rozwiaz nier6wnosé 5x* — 3z + 2 < 0.

A=9-4.5.-2=-31<0
Réwnanie 522 — 3z + 2 = 0 nie ma pierwiastkéw oraz \\/
wspoOtezynnik przy 22 jest dodatni. Parabola znajduje

sie zatem nad osia OX, a to oznacza, ze nieréwnosé jest

sprzeczna.
b) Rozwiaz nieréwno$é¢ —3z2 + 2z — 1 < 0.
A=4—-4-(-3)-(-1)=-8<0

Réwnanie —322 + 2z — 1 = 0 nie ma pierwiastkéw oraz X
wspoOtezynnik przy z? jest ujemny. Parabola znajduje

sie zatem pod osig OX, a to oznacza, ze nieréwnos¢ jest

prawdziwa dla dowolnego x, czyli x € R.

Cwiczenie 3
Rozwiaz nieréwnos¢.
a) 4r? 4+ 2x+1>0 b) 22 +z+3<0 ¢) —222+v2x-1<0

Przyktad 5
Rozwiaz nier6wnos¢ 2(2 — z) < —x(z — 3).

4 — 9y < —x2 + 3z Wykonujemy mnozenie.
Przenosimy wszystkie wyrazy

2
7 —5r+4<0 na lewa strone nieréwnosci.
Rozwigzujemy réwnanie x2 — 5z +4 = 0 i otrzymujemy \ /
x =1 lub x = 4. Szkicujemy parabole i odczytujemy,
1 4 X

ze nieréwnosé jest spelniona dla x € (1;4).



Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. Rozwiaz nier6wnosc. 1. a) z € (—o0; —5) U (5;00)

. b) z € [—4;4]
a) 2 > 25 d) 22 —2>6 9z + 5 > 222 62% —x > 12
) ) e) J) ) @ € (~o0i -3 U[$i0)
b) z* < 16 e) > —4<3x h)22*+5x>3 k) 3z+8> 3a° d) z € (—o0; —2] U [3; 00)
c) 4z > 9 f) dz+5>2? i) 32?+1<ux ) 222 +6<uz °) z € [-1;4] f) =€ (1)
g) z € [~3;5]
2. Ile liczb catkowitych spelnia podang nieréwnogé? h) z € (—o0;—3) U (3;00)
_1l.2 > 1.2 2_10< . 2 i) sprzeczna
a) 9—72°>0 b) z2°>u c) 22°-10<z d)2—z>z ) @ e (=00 —4) U (;00)
3. Rozwiaz nieréwnosé. k) z € [—2;8] 1) sprzeczna
a) —20°4+6x—2<0 ¢) 2*4+25+2>0 e) 222 —x+ 1 <0 2. a) © € [-6;0], trzynadcie

b) z € (—00;0) U (3; 00),
nieskonczenie wiele

b) =32*4+2r—1<0 d) —92°+22—-3<0 f) —424+122-9>0

. Wyznacz zbiér argumentéw, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci
wieksze niz funkcja g(x) = 2% — 2z + 3.

a) f(x)=222—2z+1 D) f(z)=32>—1z ¢) f(z)=iz® —6x

. Rozwiaz nieréwnosé.

a) 2z-2)(z—-3) < (z-3)(z—4)
b) Bz —1)(z+2) > (z—3)(2x—1)
c) dx—1)(4—2) < (2-3z)(x+1)

d) (22 —-2)*> 3z —2)(z —3)
e) 222 —3x+4> —(z—1)*—6
f) 22+3)?-9<8—(3—x)?
. Dane sa zbiory A i B. Zaznacz na osi liczbowej zbiory AUB, ANB i A\ B.
a) A={zeR: 2> -2 —-6<0}, B={zeR: —2? <4z}

b) A={zeR2?+Iz-2>0}, B={zeRiz’—2z+1<0}

. Wyznacz dziedzine funkcji f.

a) f(z)=+vx2—-3x—4 c) flx)=Va2—1—V4— 22
b) f(x) =+v—-222+5z+3 d) f(x) = V222 — 1—V9 — 422

Boki prostokata majg dtugoéci réwne x — 1 i1 2x 4+ 3. Podaj wzér funkcji
y = P(x) opisujacej pole tego prostokata i okresl jej dziedzine. Dla jakich
wartodci x pole tego prostokata jest:

a) mniejsze od 7, b) wieksze od 187

Rozwiaz nieréwnosé.

a) 22 —4lz| > 0 b) 2% + 2|z < 3 ¢) 22 —5lz| >3

c) z € [— 2,2]plQC
d) z € (—2;1), dwie
)meR\{ }bmeR
)zeR d)zeR\ {5}
e) sprzeczna f) z = 2

(Y

Cc

.a) z € (—o0;—2) U (1;00)
b) z € (—00; —3) U (1;00)
¢) © € (—4 —+/10; —4 + v/10)
.a) z € (—2;3)
b)me( oo,—6—\/4H]U
[76+\/H;oo)
c)me(—oo;9—5\/§]u
U [9 4 5v/3; 00)
d)z e (foo; _7372\57] U

e
e)zeR f)ze (-1;-1)

a) A=[-23],

B = (—00; —4] U [0; 00),

AU B = (—o0; —4] U [-2; 00),
ANB =[0;3], A\ B = [-2;0)
b) A = (—o0;—4) U (3;00),
B={3},

AU B = (—00; —4) U [3; o),
ANB=0,A\B=A

.a)2® -3z —-4>0, 202120 9. a) Dla z < 0 mamy: 2 + 4z > 0,
D = (—o00; —1] U [4; 0) d) 942> 0 czyli ¢ € (—o0; —4] U [0; 00).
b) —222 + 5243 >0, D=[-1:3 - Z zalozenia z < 0, zatem z € (—oo; —4].
) i+a;+ ; [—2:3] 2 € (—00; — 2] U [L2; 00) Dla z > 0 mamy: 2 — dz > 0,
c) {x 71/0 ze[-2;3] czyli z € (—o0;0] U [4; 00).
4-2"20 Z zalozenia x > 0, zatem z € {0} U [4; 00).

x € (—o0; —1] U [1; 00)
z € [-2;2]
D =[-2-1]U[L;2] a) z € (1;2) b) z € (3;00

Ostatecznie: z € (—oco

€ (-1;1)
c) z € (—oo; —3] U [3; 00)

b)

—4] U {0} U [4; 00).
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Odpowiedzi do zadan

1. a) f(D

) = [_\/5; 00)7
maleje w (—o0; 0],
rosnie w [0; co)

b) (D) = (—oc;9),
rosnie w (—o0; 3],
maleje w [3; c0)

¢) f(D) = [=9;00),
maleje w (—oo; 4],
ros$nie w [4; 00)

d) £(D) = (—o;9],
ro$nie w (—o0; 2],
maleje w [2; c0)

&) F(D) = (~o0:3),
rosnie w (—o0; 3],
maleje w [3; c0)

f) f(D) =[-%; ),
maleje w (—o0; f%},
roénie w [—%; 00)

a) (0,0), (4,0), W(2,—4)
w

©) (0,8), (=2,0), (4,0),
W(1,9)
d) (07 8)7 ( 27 0)7 (_47 0),
W(f?’a*l)
e) (07 2)7 (%70)7 (2a0)7
W(%a 7%)
f) (07 _6)7 (370)7 (170)7
W (2,2
a) $1=—7,$2—3
xr1 = —g, T2 = %
¢) zo = 5 d) sprzeczne
e) zp = =5-V18 g, — 5413
f) T = Bfl/ﬁ To = 3+11/ﬁ
) To=—%
b) xr1 = 7%, T2 =
c) z1 = ’1"/ﬁ, T 71+2m

a)z € (—oo;—@] U [@,oo)
x € (—o0; —3] U [0; 00)

¢) z € (10 — 6v/2; 10 + 6v/2)

d)zeR

e) z € (—oo; —1] U [2;00)

f) ze (-%;1

g) xz € (foo;fg] U [@,oo)

h) z € [12 — 3V/15;12 + 3V/15]
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Powtdrzenie

B Zestaw |

1.

Wyznacz zbiér wartosci oraz przedzialy monotonicznosci funkeji f.

a) f(z) =222 c) fle)=a?—8x+7 e) f(z)=—3a’+2z
b) f(x) = -2 + 6x d) f(x)=—a+4x+5 f) f(z) =12+ 12
Wyznacz punkty przeciecia paraboli z osiami uktadu wspotrzednych oraz
wspoélrzedne jej wierzchotka. Naszkicuj te parabole.
c) y=—-2>+2x+8

d) y=2>+6x+38

e) y=2x>—5x+2
f) y=—222+8x—6

a) y=uax>—4x
b) y=—2%+2x
Rozwiaz réwnanie.

a) 2 +4x —21 =0 ¢) 2 =12z +16=0
b) =622 -7z +5=0 d) —2>+3v22-5=0

e) 3z2+5x+1=0
£) 22 3z —1=0

Rozwigz réwnanie.

a) 49z% + 140z + 100 = 0 e) (2z—4)(z—10) = (z+6)(z—10)
b) 2* + 62 +9 = (22 — 1)? f) 23—2)=Q2x+1)(z+2) -1
c) 3x? +2x+1—3x—|—4x -3 g) (z—1D(z+2)=2x—-3)(z+4)
d)4— 12> -3z =24+2x+9 h) 2z —1)* = (3 —z)(x —6)
Rozwiaz nieréwnosé.

)3902—120 e) 22 —=3z(z—1) <2z —-1)(z+1)— 4z
b) —42* < 12z f) 7T—z(bz+2)>3—2z(4—x)
c)i275x+7<0 g) 22t + 2% -3 > (1 —22%)(3 —2?)

d) 62243 > 2z h) (2-32)2—6(3x—1) < —(1—4z)(2z—1)

Wykresem funkeji f(z) = 2 + bz + ¢ jest parabola o wierzchotku w punk-
cie W. Wyznacz wspotczynniki b i ¢ oraz zapisz wzér funkeji f w postaci
kanonicznej.

a) W(0,1) b) W(1,3) ) W(-2,2) d) W(4,-1)

Wyznacz wspoélczynnik b tak, aby podany przedziat byl zbiorem wartosci
funkeji f(x) = 22% + bx + 1.
a) [—1;00) b) [0;00)

¢) [2:0) d) [4:00)

a)b=0,c=1, f(x) =2+ 1 7. Wyznaczamy druga wspélrzedna wierzchotka:

8—b2

b) b= -2, c=4, A262—8iwtedyyw:T.
(. 1)\2

f@)=(@-1)"+3 a) 2 = 1 czylib=—4lubb=4.

c) b=4,c=6, 5 b2 )

f@) = (@ +2)° +2 b) 8- =0, czyli b= —2v2 lub b = 2v/2.
_p2 .

d) b= -8, c=15, c) % =2, czyli b = -8,

flz) = (z - 4)2 —1 zatem nie ma takiego b.

d)ﬂ:l

8 2

czylib= —21lub b = 2.



B Zestaw Il

1.

Wyznacz wzér funkeji kwadratowej f, o ktérej wiadomo, ze:

a) przyjmuje ona najwicksza warto$é réwna 2, a jej miejscami zerowymi
sg liczby —11 3,

b) jej zbiorem wartosci jest przedzial [—5;00), a miejscami zerowymi sa
liczby —31 7,

¢) przyjmuje ona najmniejsza wartosé réwna 0, a do jej wykresu naleza
punkty (2,5) i (4,5).

Wyznacz wzér funkeji kwadratowej, o ktérej wiadomo, ze jej wykresem
jest parabola o wierzchotku W (2,4) przechodzaca przez punkt P.

a) P(4,0) b) P(~1,7) ¢) P(6,10)

Punkt W jest wierzchotkiem paraboli bedacej wykresem funkcji kwadra-
towej f, a liczba 3 jest miejscem zerowym tej funkcji. Wyznacz jej drugie
miejsce zerowe.

a) W(5,4) b) W(—3,—6)

Rozwiaz réwnanie.

a) (x—3)*= 2z —1)(z—3)

b) 2?2 +4x+4 = (z+2)(3z—4)
c) 16— 3x—-1)2=0

d) 922 — (22— 1)2 =0
e) 42 = (1 —1x)?
f) (22 +1)% = (42 +5)?

Rozwiaz uktad nieréwnosci.

Bzx+1)(x—2)>0 (2 —3x) > —3(x +2)
a) 2 b) 2

42 —1<0 25 —92° <0
Wyznacz wspoélezynniki a, b, ¢ tréjmianu kwadratowego y = ax? + bz + c,
do ktérego wykresu naleza podane punkty.
a) A(0,2), B(1,0), C(-1,0) c) A(3,0), B(2,4), C(4,4)
b) A(0,4), B(1,3), C(2,0) d) A(1,2), B(3,2), C(4,-4)
Przedstaw ten tréjmian w postaci iloczynowej.
Zaznacz w ukladzie wspoélrzednych zbiér punktéw (z,y) speliajacych po-
dane warunki.
a) P <x+12 i y* <4
b) 22 <3z i y? —y<2

c) 22 —2x>3 i y* <2
d) 22 —2>6 1 y* >3y

La) Ty =1
Podstawiamy W (1, 2) do réw-

nania y = a(z + 1)(z — 3)

i otrzymujemy a = f%.
fl@)=—3@+1)(@=-3)=
=i
b) f(2) = b(a+3)(@ ~7)
=it ta- 2
¢) f(z) =5(x—3)* =
= 5z% — 30z + 45
.a)y=—(z—2)>+4
b)y=1i(z—2)>+4
) y=3o-2?+4
.a)x =7
b) z = -9
c) x=-2
d)z=-1
a) 1 =-2,22=3
b) z1 = -2, 22 =3
¢)z1=-1,22=3
d)x1=*1,x2:é
e)v1=—1,22=3%
f)

8
S
Il
|
}\3
8
(V)
Il
|
i

iz € (,OO,,%) U (%,oo),
czyli x € (%, 5+6\/ﬁ]

- y=—-2(x—1)(z+1)

b)a=-1,b=0,c=4,
y=—(x—2)(z+2)

c) a=4,b=—-24, c= 36,
y = 4(z — 3)?
d)a=-2,b=8,c=—4,

y=—2(z—2—v2)(z—2+v2)

a) Y c) Y d)
Y
1 1
O] 1 X O 1 X
1
b Y
) o] 1 X
O] 1 X
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&

Zadania z kontekstem realistycznym

1. W Rozmowach i dowodzeniach matematycznych z 1638 r. Galileusz anali-

Odpowiedzi do zadan
1.a) —492+49>0,t>0

4,9t> < 49
t* < 10
t € [-V10;V10], t > 0
Dziedzing, funkcji h jest zbiér
[0;1/10].
h(t) =0 dla t = V10
b) 1 sekunde¢ przed konicem

[y

zowal funkcje opisujaca ruch spadajacego ciala. Znane jest jego doswiad-
czenie, podczas ktérego z wiezy w Pizie z wysokosci 49 m zrzucat metalowe
kule. Jesli pominiemy opor powietrza, to odlegtosé od ziemi h kuli upusz-
czonej swobodnie z wysokoéci 49 m, w zaleznosci od czasu t, mozna opisaé
za pomoca wzoru h(t) = —4,9t? + 49.

a) Przerysuj tabele wartosci funkcji h do zeszytu i uzupelnij ja. Znajdz
miejsca zerowe i okresl dziedzing tej funkcji.

spadania kula byla na wyso-

kosci: tfs] 0 1 2 3
h(v/10 — 1) = h[m] 49 44,1 29 4 4,9
= —4,9(v/10 —1)> 449 =
= —4,9(11 - 2v/10) + 49 = b) Na rysunku przedstawiono wykres funkcji h be- h[m]
=9,8V10 — 4,9 ~ 26 dacy fragmentem paraboli. Ile metréw przebyta 50
W ostatniej sekundzie kula kula w ostatniej sekundzie? 40
przebyta okolo 26 m. ¢) Naszkicuj wykres funkcji k(t) = —4,9t2+80 30
<) - hlm)] opisujacej odlegloéé od ziemi k (w metrach) kuli 20 \
- upuszczonej swobodnie z wysokosci 80 m, gdzie 10
60 czas t liczony jest w sekundach. 01 23 5
2l \ 2. Janek wyrzucil pitke pionowo do géry z predko-
40 $cig 12 m/s. W momencie rzutu pitka znajdowata h[tn]
30 \ sie 2 m nad ziemia. Zalezno$é wysokosci pitki nad 9 /
20 \ ziemia od czasu mozna wyrazi¢ wzorem: 8 / \
10 h(t) = —4,9t2 + 12t + 2 7
O 1 2 3 4yf Wrykres funkcji h przedstawiono na rysunku. g / \
a) Odezytaj z wykresu przyblizong wysokosé, jaka 4 / \
osiagneta pitka. Jaka jest dlugos¢ drogi, ktéra g / \
przebyta pitka? 9 \
b) Jak sadzisz, kiedy pitka poruszala sie z wieksza 1

R S . — .9
predkoscig — w chwili £ =1 s czy t = 2 s7 0 1 2 [y

3. Z wysokosci 5 m wypuszczono z tuku strzate pionowo do géry z predkoscia
poczatkowa 50 m/s. Wysoko§é strzaly nad ziemia (w metrach) opisuje
wzor h(t) =5 + 50t — 5t2, gdzie t jest czasem lotu strzaly (w sekundach).
Po ilu sekundach od momentu wypuszczenia z tuku strzata:

a) ponownie osiagnie wysoko$é, z jakiej ja wypuszczono,

b) osiagnie najwigksza wysokos$é?

2. a) h =~ 9,3 m, okolo 16,6 m

b) Predkosé pitki od momentu rzucenia do osiagniecia maksymalnej wysokosci ma-
lata az do wartosci 0, po czym zaczeta rosnaé. Na danej wysokosci predkosci w czasie
wznoszenia i w czasie opadania byly réwne co do wartosci (ale przeciwnie skiero-
wane). Dlatego dla ¢t = 2 s pitka poruszata sie z wieksza predkoscia.
3.a)5+50t—5t°=5
t(t—10) =0

t=10s
b) h(0) = h(10), zatem osia symetrii paraboli jest prosta ¢ = 5.
Oznacza to, ze funkcja h najwieksza warto$¢ przyjmuje dla ¢ = 5.
Strzata osiagnie najwieksza wysokosé po 5 s.
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w Sposéb na zadanie

Jesli w zadaniu mamy do wyznaczenia wzér funkcji kwadratowej, ale nie jest
powiedziane, czy chodzi o posta¢ ogdlna, kanoniczna czy iloczynowa, mozemy
wybrac taka, ktéra jest dla nas najwygodniejsza.

Przykfad 1 Y
Na rysunku obok przedstawiono fragment paraboli be-
dacej wykresem funkcji f. Wierzchotkiem tej paraboli
jest punkt (—2,4). Wyznacz wzér funkeji f. Ile liczb \1
calkowitych spelnia nieréwnos¢ f(x) > x + 27 o X

=

Wzér funkcji f zapisujemy w postaci kanonicznej. Wierzchotkiem paraboli
jest punkt (—2,4), wiec: () = alz + 2 + 4
Z rysunku odczytujemy, ze do wykresu funkcji f nalezy punkt (0,2), zatem
2=a(0+2)*+4istad a=—3, czyli f(z) = —1(z+2)* +4.
Rozwiazujemy nier6wnosé:
—s(x+22+4>1x+2/ (-2)
22 4+4r+4-8< —x—4
2?2+ 52 <0
z(z+5) <0
Zatem x € [—5;0], czyli nieréwnosé te spelnia sze$é liczb catkowitych.
Odpowiedz: f(z) = —3(x + 2)® + 4; szed¢ liczb
=» Zadanie 22, str. 352
@ Przyktad 2
Obwdd prostokata jest réwny 14, a jeden z jego bokéw ma dtugoéé . Wyznacz
wzér funkcji opisujacej pole tego prostokata w zaleznosci od x i podaj jej
dziedzine. Uzasadnij, ze jesli ten prostokat nie jest kwadratem, to jego pole
jest mniejsze od 12%.

Dtugosé drugiego boku prostokata oznaczmy przez y. Wtedy 2z + 2y = 14,
czyli y = 7 — x. Pole tego prostokata opisuje funkcja kwadratowa, ktorej wzor
zapisujemy w postaci iloczynowej, a nastepnie przeksztalcamy go do postaci
ogolne;j:

8omel P(z)=x2-(T—2)=—2?+ Tz, gdzie z € (0;7)

Wykresem funkcji P jest fragment paraboli o ramionach skierowanych w dét

i wierzchotku w punkcie o odcietej x,, = :—; = % Obliczamy rzedna wierz-
chotka: 9
7N _ _ (1 T _ —49 | 49 _ 49 _ 191
P(3)==-0G) +7T3=+3=9=12
Funkcja P przyjmuje warto$¢ 124 dla 2 = y = I, czyli gdy prostokat jest

kwadratem. Zatem dla prostokata niebedacego kwadratem pole jest mniejsze

1
od 124. - Zadanie 23, str. 352
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1. A. f(zw) =1 # —10
B. f(zw) = —8#0
C. f(xw) =—10

3. Ramiona paraboli sa skiero-
wane w dét, gdy wspotezyn-
nik przy z? jest ujemny. Jest
tak tylko w C i D.

C. f(x) <0dlaz eR

D. f(—1) =7 —+/2 > 0, wiec
wierzchotek paraboli znajduje
si¢ nad osiag OX.

4. A.A=12-8/3=

=144 — /192 < 0
B.A=12-8/3<0
C.A=18-8V3=

=324 —+192 >0

{100+5b+c:0

36 —3b+c=0
64+8b=0
b=-8
6. y=6(z+4)(z+2),
Ty = 22 —_3

Yo = 6(i3 4)(—3+2) =—6

8. A. z € (—oo; —1] U [L;00)
B. z € (—o0; —1] U [£;00)
C. z € (—o0; —1] U [%;00)
D. z € (—o0; —1] U [$;00)
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w Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-9 wybierz wtasciwa odpowiedz spoéréd podanych.
Zadanie 1 (0-1)

Przedzial [—10; 00) jest zbiorem wartosci funkcji

A. f(z) =42 - 122+ 10 C. f(z)=42® — 122 — 1
B. f(z) =42 — 122+ 1 D. f(z) =42* — 122 — 10
Zadanie 2 (0-1)

Prosta @ = v/2 jest osig symetrii wykresu funkcji

A. f(z) =222 +22 -1 C. f(z) = V222 + 42— 1
B. f(z) = V22> — 2z +1 D. f(z) = V2x? —4x + 1
Zadanie 3 (0-1)

Wykresem funkcji f jest parabola o ramionach skierowanych w dét i wierz-
chotku potozonym nad osiag OX, gdy

A f(z)=(2—V2)a? -6 C. f(z)=(1-V2)z*—6
B. f(z) = (2—V2) 2% — 6z D. f(z) = (1 - V2)z* — 6z
Zadanie 4 (0-1)

Dwa rézne pierwiastki ma réwnanie

A. 22— 2\32+/3=0 C. 22> -3v22+/3=0
B. 222+ 232 +V/3=0 D. 2%+ 3v22 +2V3 =0

Zadanie 5 (0-1)
Miejscami zerowymi funkcji y = 422 + bx + ¢ sg liczby 5 i —3, zatem
A.b=-8ic=-60 C.b=2ic=-8
B.b=-2ic=-15 D.b=4ic=-30

Zadanie 6 (0-1)

Wierzchotkiem paraboli danej réwnaniem y = (2x + 8)(3z + 6) jest punkt
A. (-3,-6) B. (—3,6) C. (3,-6) D. (3,6)
Zadanie 7 (0-1)

Zbiér liczb rzeczywistych jest zbiorem rozwigzan nieréwnosci

A. 52?2 +42 >0 C. 922 + 30z — 25> 0

B. 422 -1<0 D. —22? + 24z — 48 < 0

Zadanie 8 (0-1)

Liczba 7 nalezy do zbioru rozwiazan nieréwnosci

A 222 -9 —11>0 C. 222 —b5x—7

>0
B. 222 -T2 -92>0 D. 222 —32-5>0




w Przed obowigzkowa matura z matematyki

Zadanie 9 (0-1) 9.2°-2>0
Zbiorem wszystkich rozwiazan nieréwnosci 222 > 3 jest 22 _ ( @)2 >0
2

_ V6.6 oo Y6 V6.
e (5:2) c. (8 (2 e ) o)
B. (@,oo) D. (—oo; —%) U (%;oo)
Zadanie 10 (0-2) 10. 2, = — = 1L =23
Punkt P jest wierzchotkiem paraboli bedacej wykresem funkcji danej wzorem Yo = flzw) = f (%) =

_ 2 11 173
fl@) =2 - Fz+ 3. — 12 am
Kazdemu rozpoczetemu zdaniu przyporzadkuj wtasciwe dokonczenie. Wpisz =121 4 178 52
obok rozpoczetych zdan w tabeli ponizej wlasciwe odpowiedzi wybrane spo- =1 _31
srod A-E.

Numer zadania Zdanie do uzupetnienia Dokonczenie zdania
10.1 Odcieta punktu P jest réwna E
10.2 Rzedna punktu P jest réwna D

1 1 3 1 3
A. 63 B. 57 C. 44 D. 37 E. 24
Zadanie 11 (0-1) 11. © € [—4V/17; V17
Dana jest nier6wno$é (z — v/ 17)(z + 4v/17) < 0. Liczby calkowite dodatnie
Ocen prawdziwos$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest ip Zln;ajjce £ NIerownosc:

prawdziwe, albo F — jedli jest falszywe.

Nieréwnosci tej nie spelnia zadna liczba catkowita ujemna. P F

Nierownos¢ ta jest spelniona przez 5 liczb catkowitych dodatnich. P = F

Zadanie 12 (0-1)
Dana jest funkcja f(z) = 22 — 4v/3z + 9.

Dokonicz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
1., 2. albo 3.

Posta¢ kanoniczna funkcji f to
A (z—12—4-2V3, L (z—V3)(z+3V3).

a jej postaé
iloczynowa to

B. (x - 2\/§)2 — 3, 3. (ZL‘ +

12. 2% —4V3z + 9= (2 —2-2v3 + 12) — 1249 = (v — 2v/3)" — 3
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13.
14.

15.
16.

17.

18.
19.
20.

21.

22.

_ _ 3
T=-3, =3

z € (—o0; —4] U [3;00)

z1 = ,\/gf 1, 22 = ,\/§2+1
(z4+1)(3z—2)<0

ce 151

f(z) = 2 — 62 = z(z — 6),
By = &

Funkcja f maleje w (—o0; 3],
rosnie w [3; 00).

T =288 =1, f(1) = -32
y=1il-47°
g(z) = —3(x +3)

Y

ol 1x

Wartosé¢ najwieksza: 0,
wartos¢ najmniejsza: —8.
2?4+ 42 < 0 dla x € [—4;0)
x> —4>0dla

@ € (~00;~2) U (2;00) [D] Zadanie 22 (0-4) > Przyklad 1, str. 349 Y

Stad = € [—4; —2).
Liczby catkowite spelniajace

jednoczesnie obie nieréwnosci
to —41 3.

Podstawiamy wspotrzedne
punktu (1,0) do wzoru
f(z) = a(z —3)* — 1.
Otrzymujemy a = i,
czyli f(z) = L(z —3)* - 1.
T(xz-3°-1<-3z+3
1 - Jor f<—dot ]
z2 < 0, wiec jedyng liczbg
spelniajacag nieréwnos$c¢ jest
liczba wymierna z = 0.

B 352 7. Funkcja kwadratowa

w Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 13 (0-2)
Rozwiaz réwnanie 3z(z + 3) = (z + 3)2

Zadanie 14 (0-2)
Rozwiaz nier6wnosé 2x* + Tz > 4.

Zadanie 15 (0-2)
Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(z) = (vV/3 — 1)2? + 3z + /3 + 1.

Zadanie 16 (0-2)
Rozwiaz nieréwnosé (x +1)(2z+3) < (z+1)(5 — z).

Zadanie 17 (0-2)
Wyznacz przedzialy monotonicznoéci funkeji f(z) = —6x + 2.

Zadanie 18 (0-2)
Oblicz najmniejsza wartosé funkeji f(z) = 2(z + 3)(z — 5).

Zadanie 19 (0-2)
Zapisz w postaci illoczynowej trojmian kwadratowy y = ixQ — 2z + 4.

Zadanie 20 (0-4)

Wykres funkeji g otrzymano przez przesuniecie wykresu funkeji f(z) = —%xz
o trzy jednostki w lewo. Naszkicuj wykres funkcji g i odczytaj z niego naj-
mniejsza i najwieksza wartos$é tej funkeji w przedziale [—5;1].

Zadanie 21 (0-4)
Podaj wszystkie liczby catkowite spelniajace jednoczesnie obie nieréwnoéci:

22 4+4r<0i 22—4>0

Na rysunku obok przedstawiono fragment paraboli
bedacej wykresem funkcji f. Wierzchotkiem tej pa-
raboli jest punkt (3,—1). Wyznacz wzér funkcji f

[y

i uzasadnij, ze zadna liczba niewymierna nie spel- ol 1 X
. . z 4t _§ é
nia nieréwnosci f(z) < —5z + 3.

[D] Zadanie 23 (0-4) 5 Przykiad 2, str. 349

Jedna z przekatnych rombu ma diugoéé¢ z, a suma dlugosci obu przekatnych
jest réwna 10%. Wyznacz wzér funkcji opisujacej pole tego rombu w zalezno-
Sci od x. Podaj jej dziedzine. Uzasadnij, ze dla dowolnego catkowitego argu-

mentu x funkcja ta przyjmuje warto$¢ mniejszg od %.

23. Przekatne rombu maja diugosci: x i 10% — .
Stad pole rombu jest opisane wzorem P(z) = 1z (105 — ).
Wyznaczamy dziedzine funkcji: > 0 oraz 10% —x>0,czyli D = (0; 10%).
Ramiona paraboli P(z) skierowane sg ku dotowi, czyli warto$é najwieksza osiagnieta
jest w wierzchotku.

04103 —5l
=91

B = —=
1 121 1 1 21 21 _ 441
P(53) =3 -F(103-53) =% -F=5%
Wartos$é najwieksza ‘%1 przyjmowana jest tylko dla x,,. Zatem dla dowolnej cal-
kowitej wartosci = nalezacej do dziedziny funkcja ta przyjmuje warto$¢ mniejsza
od 4L,
32
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Zadanie 1 (0-2)
Wyznacz najmniejszy pierwiastek réwnania:

(22 — 11z — 26)(222 + Tz +4) =0
Zadanie 2 (0-2)

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych spetniajacych jednoczesnie obie nie-
réwnosci 22 — 14z — 32 > 01 22 — 232 < 0.

Zadanie 3
Wykres funkeji f otrzymujemy przez przesuniecie paraboli y = 2% — 8z — 11
o wektor [p, q].

Zadanie 3.1 (0-2)
Wyznacz liczbe ¢, dla ktérej zbiorem wartosci funkeji f jest przedzial [—7; 00).

Zadanie 3.2 (0-2)

Wyznacz miejsca zerowe funkcji f dla p =331 ¢ =0.

Zadanie 4 (0-2)

Liczba —5 jest jednym z miejsc zerowych funkcji f, ktérej wykresem jest
parabola o wierzchotku w punkcie (—3,1). Po przesunieciu wykresu funkeji f
o wektor [0,p] otrzymujemy wykres funkcji g, dla ktérej jednym z miejsc
zerowych jest liczba 4. Wyznacz liczbe p.

Zadanie 5 (0-4)
Funkcje f(x) = 22? — 11z + 15 i g(z) = 2 + bz + ¢ maja te same miejsca
zerowe. Oblicz wartosci wspoétczynnikéow b i c.

Zadanie 6 (0-4)
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = |z* — 2z — 3|. Podaj rozwigzanie nieréwnosci

f(z) > 3.
Y
k A
\J

1 \ X
Zadanie 8 (0-4)
Dane sa funkcje f(z) = —2* + 4|z| + 11 g(z) = = + 1. Rozwiaz graficznie
nieréwnosé f(z) < g(z).

Zadanie 7 (0-4)

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk-
cji f(z) = —2*+2x+31g(z) =ax®+bxr—1.
Parabola bedaca wykresem funkcji g ma wierz-
cholek w punkcie (—1,—2). Podaj rozwiazanie
nieréwnosci f(z) - g(x) < 0.

7. 9(z) = ax’ +br—1 = a(z+1)> -2, stad —2? —4x 41 dla <0
a=1orazb =2, czyli g(z) = 2> +2z—1.

— 22 +4z+1 dla x>0
Miejsca zerowe funkcji f(z): —1, 3.
Miejsca zerowe funkcji g(z): —1 — v/2,
-1+ V2.

Tloczyn dwoéch wartosci jest ujemny, je-
zeli jedna z nich jest ujemna, a druga
dodatnia. Zatem na podstawie rysunku:
f(z)-g(z) <0dlaz € (—o0; —1—v2)U
U(=1;-1+4v2) U (3;00).

8. f(z)
f(z) < g(z) dla
T € (—00; —

g
(—00; —5] U {0} U [3; 00)
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Odpowiedzi do zadan

1

. Pierwiastki réwnania:

—7-V17 —7T+V17
- 2% —7 13

Najmniejszy pierwiastek:
—7—V17
1

L2 —142—-32>0

dla z € (—o0; —2) U (16; 00)
z? — 23z < 0 dla = € [0; 23]
Stad z € (16; 23]

S=17+18+19+...+23 =
= 140

3.1.¢=20

32.x=4 x=4+6V3

- fil@) = 5@ +3) +1

1

i
g@)=—3(+3)+1+p
0=—2(4+3)°+1+p

. Miejsca zerowe funkcji f:
5
3 id.
g(@) = (z— &) (w—3) =
RpET
11 1 15 1
b=—%=-55¢c=3=T;3

.Dlaz?—-2zx—-3<0,

czyli dla z € (=1;3)
flz) = —z* + 22 + 3.
Dla z? — 2z — 3 > 0, czyli dla
z € (—oo; —1] U [3; 00)
f(z) = 2> — 2z — 3.
—2?+2zx+3 > 3dlaz € [0;2]
®—2x-3>3dla

z € (—00;1 — VT U [l + VT;00)

Zatem f(z) > 3 dla
z € (—oo;1 —/T]U[0; 2]U
U[L + V7;00)
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Wzory skréconego mnozenia Potegi i pierwiastki

Dla a,b € R: Dlaa>0,keZ,neNy:
o(a+b)2:a2+2ab+b2 .aik:ik
e (a—b)?=a?—2ab+b? y

oa%:”a
e a?—b2=(a—0b)(a+b) va
Dla a,b> 0, z,y € Q:

- ° aac.ay:aery ° ax,bx:(ab)m
Wartos¢ bezwzgledna . .
a a a

.—:aI_y .—:()I
Dla a € R: a¥ b= b
a jesi a>0 * (a®)! =a™¥
* |a| = s
—a jesli a<0
(WoT-£18% 1111
 |-a| = la]
Dla a,b € R: Dla a,b >0, a # 1:

e log, b=z, gdy a® =0
Dla a,b,c>0,a#1,p€eR:

e log,a=1

e [a-b] = laf - 0]
Dlaa,beRib=#0:

al _ lal

bl 0l e log,1=0

e log, bc = log, b+ log, c

Pierwiastek kwadratowy e log, % =log, b —log, c

Dla a > 0: e log, b” = plog, b
e Va=bgdyb>=aib>0

Rownanie prostej
Dla a € R:

o VaZ— { a dlaa>0 e Réwnanie kierunkowe: y = ax + b
—a dlaa <0 e Réwnanie ogélne: Az + By +C = 0,

Dla a,b > 0: gdzie A #£01lub B #0

e Va-b=+/a-Vb e Réwnanie prostej o wspoélezynniku

kierunkowym a przechodzacej przez

punkt (z1,y1): y —y1 = a(x — 1)

Oﬁ:% Proste y = a1x + b1 i y = asx + by sa:
e réwnolegle, gdy a1 = as,

- - - e prostopadte, gdy ay - a2 = —1.
Pierwiastek n-tego stopnia

Wspétezynnik kierunkowy prostej:

Dlaa>0ib>0:

Dla a > 0 i parzystego n: y=axr+b

e Ya=bglyb>0ib"=a przechodzacej przez punkty (z1,y1)
o i(x9,y2), gdzie x1 # xa:

Dla a € R i nieparzystego n: g Y2mm

e Ya=b,gdy b" =a TR
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Roéwnanie kwadratowe Pola tréjkatow i czworokatow

e Wyréznik rownania kwadratowego e Tréjkat
2 _ .
ar®+br+c=0,a#0: P:%ah
A =b% —4ac
a
Pierwiastki réwnania kwadratowego:
e Jedli A > 0, to réwnanie ma dwa ¢ Tr6jkat réwnoboczny
pierwiastki: h = \/—ga a a
-b—VA —b+VA 2
= s 1‘2 =
o S o 2a p— Y32
e Jesli A =0, to réwnanie ma jeden 4 a
pierwiastek (podwdjny):

Roéwnoleglobok
20 = — b P =ah h ;
2a
e Jedli A < 0, to rOwnanie nie ma pier- | 'a
wiastkow.
LN

b

h

N
a

T

e Romb
Wzér funkcji kwadratowej Poin L,
= 5 e

e Postaé ogdlna:
fx)=az* +br+c,a#0
Wspoélrzedne wierzchotka paraboli:
_ b A e Trapez
(p>Q)7(7£77£ a+b.h
e Posta¢ kanonicza: 2
flz)=a(z—p)* +q,a#0

e Postaé iloczynowa:
f(@) = a(z —a1)(z — 22), a # 0, Jesli AC || BD, to:
gdzie 1, w2 sa pierwiastkami, \PC| _|CD
— jedli A =0, to f(x) = a(z — z0)?, * P4l ~ |aB|
gdzie z¢ jest pierwiastkiem, \pC| _ |PD
— jesli A < 0, to funkcja nie ma ° 1PA| = PB|
postaci iloczynowej.

Potozenie paraboli wzgledem osi OX

v Y Y a<0 a<0 a<0
A>0 A=0 A<O0

Y YT Y

X o) (0] 0]
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e fatwa aktualizacja danych w profilu uzytkownika o Klasowki

z automatycznie modyfikowanym dostepem do zasobow
o .
e szybki dostep do zasobdw szkolnych ER e

e personalizowany panel wiadomosci

Pamietaj o corocznej aktualizacji danych!
moja.nowaera.pl



Generator orzygot

\Z testow i sprawdzianéw sprawdzian

w kilka minut

Wygodna i prosta aplikacja do tworzenia materiatow
sprawdzajgcych wiedze. Zawiera setki zadan, w tym
typu maturalnego.

Nowosc — filtr pozwalajgcy wyszukac zadania, ktore od wrzesnia 2024 r.
wykraczajg poza wymagania uszczuplonej podstawy programowe;.

t> 1 - Wejdz na strone generator.dlanauczyciela.pl i zaloguj sie
przez konto Moja Nowa Era. Jesli jeszcze nie masz konta — zatéz je.

l, 2 Pobierz gotowa kartkéwke do lekcji, klasowke do dziatu, sprawdzian
semestralny lub roczny dla 4 grup. Edytuj materiaty testujgce, aby
je dostosowac do potrzeb swoich i ucznidow.

f 3 Samodzielnie twérz materiaty testujgce. Skorzystaj z gotowych zadan lub
dodaj wtasne. Wszystkie gotowe zadania zostaty przygotowane w 4 rownowaznych
wersjach. Mozesz utworzy¢ nawet 8 grup testow. Wszystkie zadania zawierajg
odpowiedz, punktacje i orientacyjny czas potrzebny uczniom na rozwigzanie.

4. Wydrukuj pobrane testy i klucze
odpowiedzi. Do kartkdwek i krétkich testow
wybierz ekonomiczng wersje wydruku
(ekowydruk) z mniejszg liczbg stron.




Jak w prosty sposdéb dodac¢ wtasne zadanie
lub utworzyé wiasny test?

% Dodaj zadanie
do Bazy zadan

©® Woybierz typ zadania i wpisz jego tresc.
Mozesz korzystac z edytora rownan,

wstawi¢ ilustracje i od razu utworzy¢ wersje
dla kolejnych grup.

Tworzenie zadania

Dane zadania

©® Woybierz dziat lub temat, ktérego bedzie
dotyczyto zadanie.

©® Okresl liczbe punktéw oraz czas
potrzebny uczniom na rozwigzanie.
Nastepnie zapisz zadanie.

% Dodaj test
do Bazy testow

® Wybieraj zadania i dodawaj je do testu.
Tak utworzysz grupe A.

® Zmieniaj kolejnos¢ zadan w tescie.
Jesli potrzeba, dodaj miejsce
na odpowiedz.

® Przejdz do tworzenia grup — mozesz
utworzy¢ ich nawet 8. Klucz odpowiedzi
wygeneruje sie automatycznie.

Test mozesz
przygotoWac
dla 8 grup-

@ Zapisz zadanie lub test

Do utworzonych i zapisanych w bazie zadan i testow masz zawsze dostep
po zalogowaniu sie na stronie generator.dlanauczyciela.pl.




ng‘;"/aa Twoje mocne strony

Dla nauczyciela

MATeMAtyka

(

Wartosciowe pomoce
dydaktyczne, m.in.:

dlanauczyciela.pl

[

« dokumentacja nauczyciela,

o kartkéwki, klasowki, sprawdziany,
« Multibook,

« podrecznik nauczyciela.

% dlanauczyciela.pl

Multibook - doskonata
pomoc w prowadzeniu

Multibook lekeji

Nowos¢

[

Elektroniczna wersja podrecznika uczniowskiego
wzbogacona o zasoby cyfrowe. Kreatory

wykresow, animacje, plansze interaktywne utatwiajg
wprowadzanie nowych pojec¢ i zagadnien.

% dlanauczyciela.pl

Dla ucznia

[

Generator testow

i sprawdzianéw -
wygodna aplikacja do
tworzenia materiatéw
sprawdzajgcych wiedze

G Generator

testéw i sprawdzianéw

« Zawiera ponad 900 zadan skorelowanych
z podrecznikiem, kazde w 4 wersjach.
« Umozliwia tworzenie wtasnych testéw,
sprawdziandw i kartkowek.
« Pozwala edytowac istniejgce zadania i dodawac wtasne.

% generator.dlanauczyciela.pl

Program diagnoza
PRZED MATURA

©) diagnoza
MATURA

[

W formie prébnego egzaminu pomaga sprawdzic¢
poziom opanowania przez uczniéw wiadomosci
i umiejetnosci okreslonych w podstawie programowe;j.

R matura-diagnoza.nowaera.pl

(

MATMAyka

Maturalne karty pracy ze zbiorem zadan

Maturalne
karty pracy

Nowos$¢ na rynku wydawnictw matematycznych. Publikacja umozliwia
zaréwno ¢éwiczenie $wiezo zdobytych umiejetnosci, jak i ich utrwalanie
z myslg o przygotowaniach do matury z matematyki.

= adanioml CXE T egeamingw motunalych

% sklep.nowaera.pl
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