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Odpowiedzi do polecen i rozwigzan zadan nie nalezy zapisywac¢ w podreczniku.
@ Oznaczenie przyktadéw z dowodami oraz ¢wiczen i zadan na dowodzenie.

Oznaczenie zadan, przy ktérych rozwigzaniu warto skorzysta¢ z kalkulatora,
oraz tematéw ze wszystkimi takimi zadaniami.

Sekcja Przypomnij sobie zawiera nieobowigzkowe powtdérzenie przydatnych
wiadomosci przed wybranymi lekcjami.

Oznaczenie zadan, do ktérych s3 przygotowane rozwigzania w postaci filmu.
Zadania te umieszczono réwniez w Kartach pracy ucznia wraz z kodami QR,
ktére prowadza do rozwigzan prezentowanych przez youtubera z kanatu Matma
z pasja. W Kartach pracy ucznia obok zadan cytowanych z podrecznika znajduja
sie tez zadania blizniacze do samodzielnego rozwigzania.



Funkcja
kwadratowa

Jesli pominie sie opor powietrza, mozna przyjaé, ze tor lotu pilki rzuconej
pod katem ostrym do poziomu lub pocisku wystrzelonego pod takim katem
jest fragmentem paraboli (kolor niebieski na rysunku). Jednak opér powie-
trza sprawia, ze tor ten ma ksztalt krzywej balistycznej (kolor czerwony na
rysunku).

1. Funkcja kwadratowa 9 Imms



Uczen:

— szkicuje wykres funkcji
f(z) = az?,

— podaje wlasnosci funkcji
f(z) = az?,

— stosuje wlasnosci funkcji
f(z) = az? do rozwiazywania
zadan.

Cwiczenie 1

np. (_379)7 <_%7 i)7 (070)7
(3,%)

2’4

Cwiczenie 2

x -2/ -1, 0 1 2
Al 4 1 0 1 4
fol) 8 2 0 2 8
fa(z)y 2 20 % 2

Y

L
Y~
Z
2

N

(=

Multibook

* Wykres funkcji kwadratowej

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.1

Generator

testow i sprawdzianow

s 10 1. Funkcja kwadratowa

1.1. Wykres funkcji f(x)=ax?2

Na ponizszym rysunku przedstawiono parabole, ktéra jest wykresem funkcji
f(z) = 2. Jej dziedzing jest zbior liczb rzeczywistych, a zbiorem wartosci —
przedzial [0;00). Z wykresu mozemy odczytaé nastepujace wlasnosci:

Y - ramiona paraboli sg skierowane do gory,

N=)
~—

- 0§ OY jest osig symetrii paraboli,

\ f / - punkt (0,0) jest wierzcholtkiem paraboli,

« funkcja f jest malejaca w przedziale
(—00; 0] oraz rosnaca w przedziale [0; 00),

L
——

)
I

~—

4) «dla x = 0 funkcja f przyjmuje wartosé
najmniejsza rowng zeru, natomiast dla

A~
&)

T~

kazdego x # 0 prawdziwa jest nieréwnosé
f(x) >0,
- funkcja f nie przyjmuje wartoSci najwiek-

-
~
S
[
~—

szej.

Cwiczenie 1

Na powyzszym rysunku podano wspéirzedne czterech punktéw nalezacych
do wykresu funkcji f(x) = 2. Podaj wspolrzedne czterech innych punktéw
nalezacych do tego wykresu.

Cwiczenie 2

Sporzadz tabele wartosci funkeji fi(z) = 2?2, fo(x) = 22% i f3(x) = 1a? oraz
w jednym uktadzie wspoélrzednych naszkicuj ich wykresy, taczac punkty wy-
kresu odpowiednia krzywa (patrz wyzej).

Parabole y = j2°, y = 2%, y = 42” zostaly \ Y ,

dla poréwnania naszkicowane w jednym

{
Y =22

uktadzie wspétrzednych. Zwroé uwage na za- \

leznosé migdzy wspotezynnikiem a w réwna- \ \ / /
niu paraboli y = ax? i rozchyleniem ramion \ \ \
tej paraboli.

Cwiczenie 3 \\ ]/ 4
Czy punkt P nalezy do paraboli y = 4227 \ / N
a) P(~11) ¢) P(1,1) W

b) P(4,§2) d) P(~2,16)

Cwiczenie 3
a) 4-(—1) =1 #1 — nie nalezy

b) 4 -4? = 64 # 32 — nie nalezy
1

¢) 4-(3)> =1 - nalezy
d) 4-(—2)? = 16 — nalezy
Komentarz

Warto zwrécié uwage uczniéw na to, ze gdy funkcja ma nieskonczong dziedzine, nie
jestesmy w stanie narysowaé calego wykresu funkcji — rysujemy tylko jego fragment.
Jednak aby nie wydtuzaé polecen, uzywamy w takich sytuacjach okreslenia ,wykres”.



Na rysunku obok przedstawiono parabole, ktéra Y
jest wykresem funkcji f(z) = —z?. Jej dziedzina 0
jest zbiodr liczb rzeczywistych, a zbiorem warto- 1

-

$ci — przedzial (—oo;0]. Zwrdéé uwage na to, ze f
ramiona tej paraboli sa skierowane w doét. / \

Cwiczenie 4
a) Podaj przedzialy monotonicznosci funkcji / \
f(z) = —a. / \
b) Podaj réwnanie osi symetrii i wspélrzedne / \
wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji

f(z) = —=22

Cwiczenie 5
Na rysunku ponizej przedstawiono wykresy funkcji:

filz) = =22, folz) = =222, fa(2) = —4a?, fu(z) = —12° i f5(2) = —52°
a) Dopasuj do kazdej funkeji odpowiedni wykres.
b) Dla kazdej sposréd funkeji fo, f4 1 f5 podaj po cztery punkty o obu wspéi-
rzednych catkowitych nalezace do jej wykresu.

Y
1

AN

—\
N

AR IR A A R

Warto$¢ wspélezynnika a we wzorze funkeji f(z) = az?, a # 0, decyduje
o tym, czy ramiona paraboli bedacej jej wykresem skierowane sg do gory
(gdy a > 0), czy w dét (gdy a < 0), oraz o tym, jak bardzo sa rozchylone.

Cwiczenie 6
Do wykresu funkeji f(x) = ax? nalezy punkt P. Naszkicuj ten wykres i podaj
pie¢ punktéw o obu wspoétrzednych catkowitych, ktére do niego naleza.

a) P(2,-2) b) P(1,-1) c) P(-1,3) d) P(v3,-1)

29

Cwiczenie 4
a) rosnie w (—o0; 0],
maleje w [0; o)

b) o$ symetrii: = 0,
wierzchotek: (0, 0)

Cwiczenie 5

a) f1 — zielony, fo — niebieski,
fs — czerwony, f4 — brazowy,
fs — fioletowy

b) f2: (_17_2)7 (070)7 (17_2)7

(27 _8)7

f4: (_27 _1)7 (07 0)7 (27 _1)7

(47 _4)7

f5: (_47 _2)7 (07 0)7 (47 _2)7

(87 _8)

Cwiczenie 6

Wzory funkcji i przyktadowe
punkty:

a) f(l') = _%‘7327 (_47 _8)7

(_27 _2)7 (07 0)7 (27 _2)7 (47 _8)
b) f(l') = _41'27 (_27 _16)7
(_17 _4)7 (07 0)7 (17 _4)7 (27 _16)
¢) f(z) =327, (=2,12),

(_173)7 (07 0)7 (173)7 (23 12)

d) f(z) = —32°, (—6,-12),
(_37 _3)7 (07 0)7 (37 _3)7 (67 _12)

RS

\ l

o)\ |

| |

7NN o

1.1.

Wykres funkgji f(x)=ax® 11 I



Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. a) f(D) = [0;9] 1. Naszkicuj wykres funkcji f o dziedzinie D. Podaj zbiér wartosci tej funkcji.
b D) =10;9
o) (D)= Loy a) fl@) =2, D=[-53 © f(z) = -5, D=(-24)
e) f(D) = (—8;0] b) f(z) =2% D =10;3) f) f(z)=32% D=[-42]
;)) fc((g))z[[gfilz ¢) f(z)=—22 D= (-3;3] g) f(z) =322 D= (-1;2)
b) /(D) = [-8; 2] d) f(z) =—2? D =[-3;1] h) f(z) = -2z, D =[1;2]
2. Ay =a?, 2. Dopasuj do réwnan y = z?, y = 12?, y = tz* odpowiednie parabole spo-
B:y =1z §réd A—E. Podaj rownania pozostalych parabol.
C:y=1iz?
o v \ \ Y Al B/ C D/ E
LYy = gl’ 5
By = g L /

/

3. a) y=2a 1
b) y = —1a2° T~ L
4. a) a- 1% = 6, zatem a = 6 o1 X
b) a- 2% = 8, zatem a = 2 . " .. /s .
22 = 8 gat N 3. Dla ktérej sposérdd trzech podanych funkeji odlegtosé od osi OX punktu
(Ci)) a-(= ;)2_ ;lsza Z:ea - o odcietej x = 1 nalezacego do wykresu tej funkcji jest najmniejsza?
a- (—8)° =48, zatem
a=0,75 a) y =122 y=4x? y=—6z> b) y = —3a?, y=3a?, y = 2v/3x22

5. Paop = 1|2z|- 3 = 12, zatem 4
|z| = 4, czyli do paraboli nale-

23 punkty: A(4,3) i B(—4,3) a) Q(1,6) b) Q(2,8) c) Q(—4,8) d) Q(-8,48)

(lub A(—4,3) i B(4,3)). : : . .
Rownanie paraboli: y = 222, 5. Punkty O(0,0), A(z,3) i B(—z,3) naleza do paraboli y = ax?. Pole trdj-
kata AOB jest réwne 12. Naszkicuj te parabole.

. Dla jakiej wartosci wspélczynnika a punkt @ nalezy do paraboli y = ax??

\ Y /
B A Sprawdz sie

™ . e 6. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = az?, do ktérego nalezy punkt P.

O T X pCny) b PLY o PL-Y) A P(ED)
.2
6. ta))) ;Ez; ; ;:2 7. Naszkicuj wykres funkcji f o dziedzinie D = [—2;2]. Podaj zbiér wartosci
) f(z) = —4a® tej funkeji.
&) f(a) - 1a? 2) f@)=a® b)) = o) f@)=—a® d) f(z) = —La?
7. a) f(D) = [0;4] b) f(D) = [0;2] ¢) /(D) =[-4;0] d) f(D) = [~1;0]

Y

1 il g 1 1
1
o 1 x ol 1 x 1 X o ~ X

~
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Przypomnij sobie

Przesuwanie wykresu funkcji wzdtuz osi uktadu wspoétrzednych

« Wykres funkcji y = f(z) +¢q dla ¢ > 0 otrzy-
mujemy przez przesuniecie wykresu funkcji f
0 ¢ jednostek w gére wzdtuz osi OY.

o Wykres funkcji y = f(z) —q dla ¢ > 0 otrzy-
mujemy przez przesuniecie wykresu funkcji f
o q jednostek w dot wzdtuz osi OY.

1. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji
f(z) = |x| oraz wykresy funkcji g i h, ktére
otrzymano przez przesuniecie wykresu funk-
cji f wzdhluz osi OY.

a) Podaj wzory funkcji g i h oraz ich zbiory
wartosci.

b) Naszkicuj wykresy funkeji k(z) = |x| + 2,
I(xz) = |z| — 3 i podaj ich zbiory wartosci.

2. Naszkicuj wykresy funkeji f(z) = 2z, g(z) =2z 4+ 1i h(z) =22z — 3. Dla 2. f:(0,0), g: (0,1), h: (0,=3)
kazdej funkcji wyznacz punkt, w ktorym jej wykres przecina o§ OY. Y

» Wykres funkcji y = f(x —p) dla p > 0 otrzy-
mujemy przez przesunigcie wykresu funkcji f
o p jednostek w prawo wzdluz osi OX.

« Wykres funkcji y = f(xz+p) dla p > 0 otrzy-
mujemy przez przesuniecie wykresu funkcji f
o p jednostek w lewo wzdluz osi OX.

3. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji
f(x) = |z| oraz wykresy funkcji g i h, ktére
otrzymano przez przesuniecie wykresu funk-
cji f wzdhuz osi OX.

a) Podaj wzory funkcji g i h oraz ich zbiory
wartosci.

b) Naszkicuj wykresy funkeji k(z) = |x — 3| oraz I(z) = |z + 1| i podaj ich

miejsca zerowe.

4. Naszkicuj wykresy funkcji f(z) = 2z, g(x) = 2(z + 1) i h(z) = 2(x — 3).
Dla kazdej funkcji wyznacz punkt, w ktérym jej wykres przecina o§ OX. o 1 X

4. f: (070)7 g: (_170)7 h: (37 0)

Y /

Y
1. a) g(z) = |z| + 1,
P~ — = fx) 42 h(z) = |z| — 2,
1 9(D) = [1; 00),
I~ T Y= f( ) h(D) = [—2;00)
Ol 1 1~ X b) k(D) = [2;00),
L
oy fl) s I(D) = [-3;00)
Y
Y
g k
f
1 h
o| 1 X
ol 1 X

iRl

L
——
Z )
—~—
iy

P (1 +.2)

ATA

——
=..£
—
(2
b

Yl= i

> I
S
o] 1 X
L 3. a) g(z) = [z + 3],
Gt W) = o — 2,
! 9(D) = h(D) = [0;0)
b)kizx=3,Lz=-1
1 H v
o] 1 X

Przesuwanie wykresu funkcji wzdtuz osi uktadu wspétrzednych 13 I



Uczen:
— szkicuje wykresy funkcji:
f(z) = az® +q,
f(z) = a(z —p)?,
f(z) = alz—p)*+q
i podaje ich wtasnosci,
— stosuje wlasnosci funkcji:
f(z) = az® +q,
f(z) = a(z - p)?,
f(@) =ale—p)*+q
do rozwiazywania zadan.

Cwiczenie 1

a) f(D) = [-3;00)

b) f(D) = [1;00)

¢) f(D) = (—o0;—4]

d) f(D) = (—o0;2]
Y

L]\

[ \

Cwiczenie 2

a) maleje w (—oo; —3],
rosnie w [—3;00)

b) maleje w (—o0; 1],
ros$nie w [1; co0)

c) rosnie w (—oo0; —2],
maleje w [—2; c0)

d) rosnie w (—o0; 2],
maleje w [2; c0)

Multibook

® Przesuwanie wykresu funkcii
wzdtuz osi OY

® Przesuwanie wykresu funkgcji
wzdtuz osi OX

® Posta¢ kanoniczna funkgji
kwadratowej

* Wykres funkcji kwadratowej
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I 14 1. Funkcja kwadratowa

1.2. Przesuniecie wykresu funkgcji

f(x)=ax2 wzdtuz osi OY i osi OX

Przyktad 1

Wykres funkeji f(x) =222 —4 otrzymamy,
przesuwajac parabole y = 222 o 4 jednostki
w dét (rysunek obok).

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f i okreél jej zbidr
wartosci.

a) f(x)=12*>-3
b) f(z) =2>+1

c) f(x)=—22%>—4
d) f(z)=—-22%+2

Przyktad 2

Wykres funkcji f(z) = 2(z — 3)? otrzymamy,
przesuwajac parabole y = 222 o 3 jednostki
w prawo (rysunek obok).

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej prze-
dzialy monotonicznosci.

a) f(x)=(z+3)* ¢
b) f(z)=(z—-1)?* d)

Przyktad 3

Wykres funkcji f(z) = (z—2)? +1 otrzymamy,
przesuwajac parabole y = 22 o 2 jednostki
w prawo, a nastepnie o 1 jednostke w gore
(rysunek obok).

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj wspétrzed-
ne wierzchotka otrzymanej paraboli.

a) f(z) = (z—3)* -2

|\

Y

\

[

Q

2

Y = 2

I
——

S —

—

;%

o —

—
T——
e

[

b) f(z)=(z+2)*+1
Cwiczenie 3
a) W(3,-2) b) W(=2,1)
[ [ \ Y
\
\
\ f| f
\ /
\ / \ /
Ol 1 X (0] X




Twierdzenie

Wykresem funkcji f(z) = a(x —p)*+q, gdzie a # 0, jest parabola o wierz-
chotku w punkcie (p, q). Jej osia symetrii jest prosta x = p.

Cwiczenie 4 Cwiczenie 4
Podaj wspolrzedne wierzcholka paraboli bedacej wykresem funkcji f. W jaki @) W(=6,—3), 6 jednostek
w lewo i 3 jednostki w dot

sposéb nalezy przesungé parabole dang wzorem y = 222, aby otrzymaé wykres
b) f(z) = 2(z® — 22+ 1) =

o
funkcji f7 = 2z — 1), W(1,0),
a) f(x)=2(z+6)*—3 b) f(x) =22> —4x + 2 jedna jednostke w prawo
.. o . . , . Komentarz
Ponizsze wlasnosci funkeji f(x) = a(z — p)? + q zaleza od wspdlezynnika a. TN [ Do T,
Y ze funkcja kwadratowa nie jest
a>0 f monotoniczna w swojej dzie-
. . . , dzinie — jest przedzialami mono-
ramiona paraboli sa skierowane do gory .
toniczna.

dla x = p funkcja osigga warto$é¢ naj-
mnieisz N Nalezy réwniez podkreslié

7y =4 zalezno$é miedzy wspotczyn-
nikiem p a przedziatami mono-
tonicznoéci funkcji oraz miedzy
wspoétczynnikiem g a zbiorem
wartosci funkcji.

funkcja maleje w przedziale (—oo; p]

funkcja ro$nie w przedziale [p; o0)

zbiorem wartosci funkcji jest przedziat

(g 00) 9) P X

a<0

ramiona paraboli sg skierowane w dot
dla x = p funkcja osigga warto$é¢ naj-
wieksza y = q
funkcja ro$nie w przedziale (—oo; p)
funkcja maleje w przedziale [p; co)
zbiorem wartosci funkcji jest przedziat
(—o0s4] [0

[

Cwiczenie 5
Podaj przedzialy monotonicznosci i zbiér wartosci funkcji f oraz wspétrzedne
wierzchotka paraboli bedacej jej wykresem. Naszkicuj te parabole.

a) f(z)=2(x—3)*—4 c) flz)=—(z+4)? -1
b) f(z) = +(z+2)* +2 d) f(z)=—3(x—1)*+3
Cwiczenie 5

a) maleje w (—o0; 3], rosnie w [3; c0),
f(D) =[-4500), W(3,-4)

) maleje w (—oo; —2], rosnie w [—2; 00),
(D) = [2;00), W(-2,2)
c) ro$nie w (—oo; —4], maleje w [—4; 00),
f(D) = (—o0; —1], W(—4,-1)
d) roénie w (—o0; 1], maleje w [1; c0),
f(D) = (=003 3], W(L,3)

1.2. Przesuniecie wykresu funkcji f(x) = ax? wzdtuz osi OY i osi OX 15 I



Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. a) ,ggzv) = (z — 3)?, 1. Wykres funkcji f otrzymano przez przesuniecie wykresu funkcji y = z%:
fr?:mi;ev;’v[?;—z)-,?)] a) o 3 jednostki w prawo, b) o 2 jednostki w lewo.
b) g(z) = (z + 2)?, Podaj wzér funkcji f, jej przedzialy monotonicznosci i naszkicuj jej wykres.
ro$nie w [—2; 00), B o 3
maleje w (—00; —2] 2. Wykres funkcji f otrzymano przez przesuniecie wykresu funkcji y = —z%:
2.a) g(z)=—(z+2)>+3 a) o 2 jednostki w lewo i 3 jednostki w gére,
b) g(z) = —(z — 1) -2 . } C o L ,
b) o 1 jednostke w prawo i 2 jednostki w dél.
3 E)) %28,27),)33 ;:0 0 Podaj wzér funkcji f i naszkicuj jej wykres.
3)) ?4//((27’(1))’ )x :E . 3. Naszkicuj parabole o podanym wzorze. Wyznacz wspélrzedne jej wierz-
e) W(1 N 4)’ i; 1 chotka oraz réwnanie jej osi symetrii.
f) W(-3,1), 2 = -3 a) y=a>+2 c) y=(r—2)* e) y=(r—1)2>-4
4-:)))§Eg522*00;4}1} b) y=2%—-4 d) y=(z+1)? f) y=(x+3)*+1
= (—o0; —
¢) f(D) = (—o0; 1] 4. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbiér wartosci.
d) £(D) = (=003 1] a) f(z) =—2*+4 d) fz) = -2(z-2°+1 g) f(z) = 32" -2
D) =1
;’; §§D§ - {;;";) b) f(#) = —(2-2>-1 ) f(&)=2(x—2°+1 h) f(z)=—1a*+4
& F(D) = |2 00) O f#) = —(@+3P 41 1) fl@)=2Aa+17-8 i) f() =24
h) f(D) = (—o0; 4]
i) f(D) =[-4500) Sprawdz sie
5 D —6;
2a{éjelv (£ o ST)’ 5. Podaj zbiér wartosci funkcji f, jej przedzialy monotonicznoéci i wspol-
rosnie w [0; ), W (0, —6) rzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem tej funkcji.
b) {(.D) :([0; 002}, a) f(x)=322-6 d) f(x) = —522+9 g) flx)=(2—2)2+1
maleje w (—o0;4],
rosnie w [4;00), W (4,0) b) fl@)=3(x—4)* ¢) f(z)=-5(z+8)> h) f(z) =4-5(@-1)
¢) f(D) = [5; 00), c) f(z) =3(z+2°+5 f) f(z)=-5(x=3)*~2 i) f(z)=(3+2)’~V2
maleje w (—oo; —2], o % .
roénie w [—2; 00), W(—2,5) 6. Wykresem funkcji f jest parabola otrzy- \ y = 122
d) f(D) = (—o0; 9], mana przez przesuniecie paraboli y = %J;Q
rognie w (—o0; 0], (rysunek obok). Podaj wzér funkcji f przy R . s
maleje w [0; 00), W (0,9) zalozeniu, ze wierzcholkiem jej wykresu
e) f(D) = (=003 0], jest punkt: O] 1 Q X
rosnie w (—oo; —8], 1P
maleje w [—8; c0), W (—8,0) a) P, b) @, ) R, d) S.
25{1 feD\?vT—(o_oo%’]_QL 7. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbiér wartosci.
maleje w [3; 00), W(3,—2) a) f(z)=L—2)2+2 ¢ fa)=1L(@+3)2—2 ) f(z)=—Lla2+2
g) f(D) = [1;00), b) flz) =iz —1)2—4 d) f(z)=L(=+2)2+3 f) flz)=-222—1

maleje w (—o0; 2],
rosnie w [2; 00), W(2,1)

h) (D) = (~oo; 4], 6.3) /@) =5a"~1
rosnie w (—o0; 1], b) f(z) = 3(z—3)
maleje w [1; 00), W(1,4) ¢) f(z) = t(x+2)%+2
) HE e D) 1) = 2w — 2" +2
s o 7. a) f(D) = [2:)
W(=3,-v3) b) £(D) = [~4; )

¢) f(D) = [~2;00)

d) f(D) = [3; 00)

e) f(D) = (—00;2]

£) f(D) = (—o0;—1]

I 16 1. Funkcja kwadratowa



Przypomnij sobie

Wzory skréconego mnozenia

@ 1. Uzasadnij podane obok
wzory. W tym celu wyko-
naj mnozenie (a+b)(a+b)
oraz (a — b)(a — ).

(a + b)2 = a® + 2ab + b®> kwadrat sumy

(a — b)2 = a? — 2ab + b? kwadrat réznicy

2. Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) (z+1)? c) (z+3)? e) (z—1)? g) (z—4)?
b) (z + 2)? d) (z+ 6)*

3. Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

2 2 2 2
a) (z+3) ¢) (z+3) ¢) (z—3) g) (z—3)
2 3\2 2 2
b) (z+3) d) (z+3) f) (z-3) h) (z-3)
4. Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) (2z+1)? ¢) (3z+2)? e) (2z—1)? g) (3z—5)?
b) (2x + 3)? d) (3z +4)? f) (3x—1)? h) (4z — 3)?
5. Wyznacz liczbe a, dla ktérej wyrazenie (z + a)? jest réwne podanej sumie
algebraiczne;j.
a) 22 +4x + 4 c) 22+ 10x + 25 e) 2+ +

b) z? + 8z + 16 d) z? + 16z + 64 f) 2 +3z+3

6. Wyznacz liczbe a, dla ktérej wyrazenie (z — a)? jest réwne podanej sumie

algebraiczne;j.
a) 2?2 —2x +1 c) 2 — 14z + 49 e) 2> — 2z + 3
b) z? —6x+9 d) z? — 20z + 100 f) o —fz+ L

@ 7. Uzasadnij podany obok

WL a® — b*> = (a — b)(a+ b) réznica kwadratéw

8. Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) (r—2)(x+2) c) (z+4)(4—x)
b) (z — 3)(z + 3) d) (x+8)(xz—8)

e) 2z—-1)(2z+1)

f) (24 3z)(3z —2)

9. Przedstaw podana sume algebraiczng w postaci iloczynu (z —a)(z+a) dla
pewnej liczby a.
a) v2 —25

8.a) 2 —4
b) 2> — 9
c) 16 — 2°
d) 2% — 64
e) 4z? — 1
f) 922 — 4
9. a) (z —5)(z +5)
b) (x —T)(x +7)
¢) (z = v2)(z +v2)
Q) (o- 1) (o +3)

@
o &

.(a+b)?=(a+b)(a+bd) =
=a’+ab+ba+b* =
= a® + 2ab + b2
(a=0)*=(a+(-b))*
= a”® + 2a(—b) + (—b)?
=a® — 2ab+ b2

2.a) 2+ 2z +1

b) 2% + 4z + 4
c) x° 4+ 62+ 9
d) 2 + 12z + 36
)x — 2z +1
f) o2 — 4z + 4
g) x> — 8z + 16
h) 2—10:1:+25
) @ +x+

) 2 + x—l—w
)

)

)

¢) 2+ x4+ 3
d) z* +3x—|—4
)2® —z+ 1

)
) @

= ®

2——x—|——
2 3
T

x2—§x+—

= R

4. a) 42° + 4z + 1

b) 4z% + 12z + 9
c) 922 + 12z + 4
d) 927 + 24z + 16
)4x2—4x+1
f) 92% — 62+ 1
g) 922 — 30z + 25
h) 162> — 24z + 9
)

)

a) a=2
b)a=4
c)a=5
d)a=38
e)a=3
f)a=2
.a)a=1
b)a=3
c)a=7
d) a=10
e)a=1
f)a=1
Multibook

® Kwadrat sumy
® Kwadrat réznicy
® Réznica kwadratow
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Uczen:

— oblicza wyréznik trojmianu
kwadratowego,

— oblicza wspoélrzedne wierz-
chotka paraboli,

— przeksztalca postaé ogdlng
funkcji kwadratowej do
postaci kanonicznej (z zasto-
sowaniem uzupelniania do
kwadratu lub wzoru na
wspbéirzedne wierzchotka
paraboli) i szkicuje wykres
tej funkcji,

— wyznacza wspotczynnik
wystepujacy we wzorze
funkcji kwadratowej, gdy
dane sa wspoétrzedne punktu,
ktoéry nalezy do wykresu tej
funke;ji,

— przeksztaltca postac kano-
nicznag funkcji kwadratowej
do postaci ogblnej,

— wyprowadza wzory na wspol-
rzedne wierzchotka paraboli.

Cwiczenie 1
a) y=—2(z>—6x+9)+6=
=222+ 122 — 12
b)y=—-3@@*+z+1)+1=
1,2

- 1,2 _ 1 3
==5% 2T+ 3

¢) y=3(z>— 10z +25) +9 =
= 32% — 30z + 84

Multibook

® Posta¢ ogdlna funkcii
kwadratowej

® Posta¢ kanoniczna funkgji
kwadratowej

* Wykres funkcji kwadratowej
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1.3. Posta¢ kanoniczna i posta¢ ogolna
funkcji kwadratowej (1)

Definicja

Postaé:
ostac y = az® + bx + c, gdzie a,b,c € R, a # 0

nazywamy postacia ogolng funkcji kwadratowe;j.

Postac:
ostac y = a(x — p)* + q, gdzie a,p,g ER, a # 0

nazywamy postacia kanoniczng funkcji kwadratowe;j.

Funkcje kwadratowa nazywamy tez tréjmianem kwadratowym.

Cwiczenie 1
Przeczytaj przyktady w ramce pokazujace, w jaki sposéb przejéé¢ od postaci
kanonicznej funkcji kwadratowej do postaci ogdlne;j.

oY= 3(LE — 4)2 - 7= Posta¢ kanoniczna
= 3(552 —8x+4+16) — 7= Korzystamy ze wzoru (a — b)? = a® — 2ab + b*.
=322 — 24z + 41 Postaé¢ ogélna

oYy = —4(x + %)2 +1= Posta¢ kanoniczna
= —4($2 +x+ i) +1= Korzystamy ze wzoru (a + b)? = a® + 2ab + b*.
= —42® — 4z Postaé ogdlna

Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci ogdlnej.
a)y=—2(x—-3)>+6 b)y=—3(x+3)°+3 c)y=3(z—-5)%+9

Aby przejsé od postaci ogdlnej funkcji kwadratowej do postaci kanonicznej,
nalezy zastosowac¢ uzupeltnienie do kwadratu.

Przyktad 1
Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci kanonicznej.
a) Yy = 22+ 6x +10 = Posta¢ ogdlna
=2242.3x+10 = Wspéblczynnik 6 zapisujemy jako 2 - 3.

Dodajemy 9 = 32, czyli uzupelniamy wyrazenie
_ = ) 2 _ Dodajemy A p y Wy
= 2" +2-3r+3 9+10 = 2%+ 2- 3z do kwadratu, i odejmujemy 9.

= (x aF 3)2 -9+10= Korzystamy ze wzoru (a + b)? = a® + 2ab + b*.
= (:B + 3)2 +1 Postaé¢ kanoniczna



b)y= T2 —2= Postaé ogélna
=z2_92. %I —92 = Wspélezynnik —1 zapisujemy jako —2 - 1.
=z2-2. %CE A (%)2 - (%)2 — 2 = Dodajemy i odejmujemy (é)z
_ _1\2 19 _ Korzystamy ze wzoru
- (:L‘ 2) 4 2 (a —b)? = a® — 2ab + b
_ N2 9
- (I - 5) 1 Postaé kanoniczna
Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci kanonicznej. Podaj wspélrzedne a)y=2>+6zx+6=
wierzchotka paraboli bedacej wykresem tej funkcji. =22 +2-32+9-9+6=
a) y=12>+6x+6 c) y=a?—6z—2 e) y=a*+ar+; =(z+3)* -3,
b) y=a®+4zx + 8 d)y=a>-8z+1 f) y=22—-3x+1 W(=3,-3)
b)y=x>+4x+8=
. . 5 . v =22 4+2.204+4—4+8=
Wykresem funkcji kwadratowej f(x) = a(x — p)* + q jest ; )
parabola o wierzchotku (p, ¢). Wspdlrzedne wierzchotka ;/(x +2)° 44,

(_274)
y=a°—6x—2=

~

paraboli oznaczamy takze (2., Yuw). @) X
, \\/ .

Twierdzenie S =2>-2.324+9-9-2=
2 : . . = (z—3)? —11,
Parabola y = ax® + bx + ¢ ma wierzcholek w punkcie o wspotrzednych: W3, —11)
b A . T
Tw = =5 Yw= "7 gdzie A = b? — 4ac, a # 0 d)y=2>—8z+1=
Wyrazenie A nazywamy wyréznikiem tréjmianu kwadratowego. =z’ -2-424+16-16+1=
= (z —4)? — 15,
Dowéd W (4,—15)
y=ar’+br+c=a(z?+22)+c=a(z?+2 - La)+c= e)y=a>+z+1i=
:a[(er%)Qf %] te=a(e+ L) - B pdae gy L) 0 dac =22 4+2.-iz41=
_ 1)2
Jest to postaé kanoniczna funkcji y = a(x —p)2+q dlap = —% ig=-2 Zf“c, zatem I;/Ex T 8)) ’
__ b __A -1
Ty = —50 Yw = — 4o
2 : f)y=2’-38z+1=
Przyktad 2 =z2-2.3248_ 947
Oblicz wyréznik tréjmianu kwadratowego y = —x? + 5x — 2. = (z— %)2 -2,
3 5
Wspodtezynniki tréjmianu: a = -1, b=51c= —2. W(3—1)
A=b—4ac=5>—4-(-1)-(-2)=25-8=17
Cwiczenie 3
Oblicz wyrdznik tréjmianu kwadratowego.
a) y=2*4+3x+1 c)y=a*—4x+4 e) y=—-21*+4
b) y =222 +4x+1 d) y=—-22>+62—6 f) y=22>—-3x
Cwiczenie 3
a) A =
b) A =38
c) A=0
d) A=—12
e) A =232
f) A=9

1.3. Posta¢ kanoniczna i posta¢ ogoéina funkcji kwadratowej (1) 19 I



Przyktad 3
Wyznacz wspdlrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji
y = 22? — 62 + 1, a nastepnie zapisz te funkcje w postaci kanoniczne;.

Wspotezynniki tréjmianu: a =2, b= —61ic=1.
b _ (6 _6_3
W 2a 4 T4 2
A=b—4ac=(-6)2—4-2-1=36—-8=28
—__A__28_ 7
Yo =" T 78 T 72
Zatem wierzcholkiem paraboli jest punkt o wspétrzednych (2, —1I).
Posta¢ kanoniczna: y = 2(z — 3)2 -1
Cwiczenie 4 Cwiczenie 4
a) W(=3,3) y=4(z+32)*+3 Wyznacz wspolrzedne wierzcholka paraboli bedacej wykresem podanej funk-
b) W(1,3), y = —2(z — 1) +3 cji, a nastepnie zapisz te funkcje w postaci kanonicznej.
1 1/, 12 4 1
) W(l,3),y=3(@—-1)"+3 a) y = 42?4+ 62+ 3 b) y=—22*+4x+1 ) y=1a*—z+1
Zadania
Odpowiedzi do zadan
1.a)y=2a"—z+41 1. Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci ogdlnej.
b))y_;x +182x;1199 a) y=(z—3)*+4 c) y=2(x—-3)2+1 e) y=—3(x—2)2+2
cy—a:—a: N2 _ 2 — _ 1. 9)2
d) y = —30° — 120 — 16 b)y=—(r-4)°-3 d)y=-3@+2)°-4 f)y=—3(x-3)°+4
e) y=—52°+2 2. Wykresy funkcji kwadratowych f, g i h (ry- \ Y / \ /
f) y=—30°+20+1 sunek obok) otrzymano w wyniku przesunie- I\ [lg \n ]
2. Wi(=1,1), Wy(3,-2), cia wykresu funkcji y = 222, Odczytaj z ry- \ /
Wa(4,2), sunku wspolrzedne wierzchotkéw otrzyma-
f@)=2(+1)* +1= L wepa e Wi o LN
—22% + 4z + 3, ny.C parabol. : oda] WZOI'" az'e?J V7 /un 'le 1, / \ /
g(z) =22 —3)2—2= g i h w postaciach kanonicznej i ogdlne;j. :
= 22" — 122”5 + 16, 3. Zapisz w postaciach kanonicznej oraz ogdlnej o] 1 X
) = 2(2 —4)+2= wzor funkcji g, ktérej wykres otrzymamy po
= 2" = L Ao przesunieciu wykresu funkcji:

a) f(z)=3z? o 3 jednostki w prawo i 2 jednostki w dot,

b) f(z) = —42? o 5 jednostek w lewo i 100 jednostek w gore.
4. Oblicz wyrdznik tréojmianu kwadratowego.

a) y=—-2x>+5x+7 c¢) y=-22"+3z—-1 e)

b) y = 22> 4 3z + 2 d) y=42?—-122+9 f)

=12 +62 -3

2

=322 -2x+45

4

3. a) g(z) =3(x —3)? —2 =322 — 18z + 25
b) g(z) = —4(x + 5)% + 100 = —42? — 40z
4.2)81 b) -7 ¢)1 d)0 e)42 f) —11

I 20 1. Funkcja kwadratowa



5. Oblicz wyréznik tréjmianu kwadratowego. Wyznacz wspolrzedne wierz- 5. a) A =28 W(-2,-7)
chotka paraboli bedacej wykresem tego tréjmianu. b) A =32, W (3,8)
a) y=x?+4x—3 c) y=22>4+4x -5 e) y=3z>—22+3 Z))i:ig’;[//gl_ll’)_n
— _p2 _ - _ 2 _ — 3.2 = ) )
b) y=—a®+6x—1 d) y 3x* + 6z — 2 f) y 12w+ 1 e)A=—27WQ(§4,%)
6. Podaj wspélrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f, a na- ) A=4,W(35,3)
stepnie przedstaw te funkcje w postaci kanoniczne;j. 6. ’})( V)V(_(L 1)71)2 o5
r) = (T
a) f(x)=2>4+2r+3 c¢) f(z)=—-42*4+8x+1 e) f(x)=2>—12 b) W(4,0), f(z) = L(z — 4)?
b) f(z) =32 —4x+8 d) f(z)=22>+8x -7 f) f(x)=—22"+6x c) W(1,5),
flz) = —A(z -1 +5
7. Do wykresu funkcji kwadratowej f(z) = 222 — 4z + ¢ nalezy punkt P. d) W(-2,—15)
Oblicz wspotezynnik c¢ i zapisz wzor funkcji f w postaci kanoniczne;j. f@) =2(x+2)2—-15
a) P(0,1)  b) P(0,—2) «¢) P(1,4) d) P(2,2) ) P(-2,—4) ;)( V)V(%&_%)i)z )
z)=(z—35)"— 3
8. Na ponizszym rysunku przedstawiono wykresy funkcji: f) w(13, %)27 !
f(z)= =32+ 32+ 5, fole) = —32° — 524+ 5, fl)=—-2(z—13)"+43
2
— 1424326, — 1,2 _3..3 7.a)c=1, f(z)=2(z—-1)" -1
fol@) = =4 48w =6, fule) = —got—pr+y b) ¢ = —2, f(z) = 2(z—1)2—4
"1 | o o) c=6, f(&) = 2z~ 1) +4
e . e i d) c=2, f(z) =2(z— 1)
T e) c = —20,
N NS (x) = 2(z — 1)* — 22
OPK X e aaE=te-17 1},
N A\ Fale) = @+ 1P+ 2,
fa(@) = —1(z - 6)" +3,
a) Zapisz wzér kazdej funkeji w postaci kanonicznej. fa(@)=-3(@=+3)>+3

b) fi — zielony, fo — niebieski,

b) Dopasuj do kazdej funkcji odpowiedni wykres.
f3 — fioletowy, f4 — czerwony

Sprawdz sie

9. Oblicz wyréznik tréjmianu kwadratowego. 9.a) 25 b) 1 ¢c) 20
a) y=a?—3x—4 b) y = 3x? + 5x + 2 c) y=-—2>—4dx+1
10. Wyznacz wspolrzedne wierzchotka paraboli. 10. a) W (1,-3)
a) y=4z> -8z +1 ¢) y=2a*+6x—10 e) y=z*+x b))W((%,%) )
a2 2 o2 c) W(-3,-19
b)y=—4z*+6x+2 d)y=—a*—3r+2 f) y=—22% -3z d) W(-2,11)
11. Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci kanoniczne;j. e) W(-3—1)
_3 9
a) y=a"—4xr—2 ¢) y=—3z>+5z— e) y=8z" -z D W(-38)

b) y =222 —8x+1 d)y=—-12>-2z+1 f) y=—12 42

11.a) y=(z—2)°> -6
b)y=2(x—2)?2-7
©)y=-3~-§)"+ 133
d)y=—3(x+2)°+3
e y=8c~15)°~ 3
£ y——4@-27+1
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Odpowiedzi do zadan
1. a) 4, 12

29

f(f)_z 2fsé8 2v2
Zatem nie naleza punkty:
A, B, E.

I 22 1. Funkcja kwadratowa

Przypomnij sobie

.
.
.

Obliczanie wartosci tréjmianu kwadratowego

1.

Jesli dla dwoch réznych argumentéow
x1, T funkcja kwadratowa przyjmuje
te samg wartos¢, to o8 symetrii para-
boli bedacej wykresem tej funkcji jest
prosta okreélong za pomoca réwnania:

Oblicz wartos¢ wyrazenia dla x = —2 i dla x = —3.

a) v —3x — 6 b) 22 4+ 32 — 1 c) —3z*+2zx—1
Oblicz wartos¢ wyrazenia dla x = —% idlaz= %.

a) 42 —2x +3 b) -8z + 4z — 1 ¢) —2x% —6x+ %

Oblicz wartosci funkcji f, g, h dla argumentu z = —2 i uporzadkuj je od
najmniejszej do najwigkszej.

a) f(z) =—a?+6z+1, g(z) =22>+ 10z —5, h(z)= -3z -tz +4
b) flz) =12+ 32 -7, g(a)=—32*+32 -8, hiz)=—-Ya?—z—4

Oblicz wsp6lezynnik ¢ funkeji f(z)=— gmz — %m + ¢, ktora spetnia warunek:

a) f(_Q) =9, b) f(4) = -2, C) f(_2\/§) =
Sprawdz, ktére sposrdéd punktow:
A(-1,2-3V2), B(—v2,10 — 2v2), C(-2,8),
D(14++v2,4+V2), E(V2,8—-2V2)
nie naleza do wykresu funkcji f(z) = 22% — 2z — 2v/2.

_ 1 +x2
2

Sprawdz, czy f(—3) = f(1). Podaj réwnanie osi symetrii paraboli bedacej
wykresem funkcji f oraz wspélrzedne wierzchotka tej paraboli.

a) f(z) =32+ —1 b) f(z) = —22% — 4z + 2

Oblicz f(—2), f(—1), f(1)1 f(2). Podaj réwnanie osi symetrii oraz wspot-
rzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f.

a) fla)=a*—2—2 ¢) f(z)=—22"+6x—4

b) f(x) =22* — 6x — 2 d) f(z) = —62® — 62+ 38

—3) = f(1), zatem o§ symetrii: z = —1, a wierzchotek: W (—1,—2).
b) f(=3) = f(1), zatem o$ symetrii: © = —1, a wierzchotek: W (—1,4).

.a) f(=2) =4, f(-1) =0, f(1) = -2, f(2) =0, zatem of symetrii: z = 1,

a wierzcholek: W (3, —21)
b) f(—2) =18, f(—1) =6, f(1) = —6, f(2) = —6, zatem o symetrii: z = 3,
3

a wierzchotek: W (% —?)

) f(=2) = =24, f(=1) = =12, f(1) =0, f(2) = 0, zatem o symetrii: = = 3,

a wierzchotek: W(g %)

d) f(—2) = —4, f(-1) =38, f(1) = —4, f(2) = —28, zatem o$ symetrii: z = —1,
a wierzcholek: W (—3, 2).



1.4. Posta¢ kanoniczna i postac¢ ogolna
funkcji kwadratowej (2)

Przyktad 1
Wyznacz wspétrzedne wierzchotka paraboli y = —z? + 6x — 5. Naszkicuj te
parabole.

a=-1,b=6, c=—5, zatem: Yty (w3244
b —6

Ty = —% = TQ =3 /

A=b—4ac=6>—-4-(-1)-(-5) =16 e / ‘ \
A —16 1

Yo =" T 2 T
Tréjmian kwadratowy zapisujemy w postaci /O L X
kanonicznej: y = —(z — 3)? + 4.
Szukang parabole otrzymujemy w wyniku e : \ .
przesuniecia paraboli y = —z? o 3 jednostki y=-o
w prawo i 4 jednostki w gore.

Cwiczenie 1
Wyznacz wspdirzedne wierzchotka paraboli, a nastepnie przedstaw tréjmian
kwadratowy w postaci kanonicznej. Naszkicuj te parabole.

a) y=az+4x+1 c) y=2x*+4zx+2
b) y=—2*+2x—3 d)y=-222—-8x—5

e) y=zsx’+az—3
f) y=—32> -2z +3

Zauwazmy, ze jesli wyznaczymy pierwsza wspoélrzedna wierzchotka paraboli
bedacej wykresem funkcji kwadratowej f, to jego druga wspolrzedna mozemy
obliczy¢, korzystajac z tego, ze ¥, = f(Tw)-

Cwiczenie 2
Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Wyznacz wspolrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji:
f(z) = —222 48z —1

a:—2,b:8,wie;cxw:—%:—ﬁ:2.

Wspétrzedna y,, = f(z,) = f(2)=—-2-22+8-2—-1=T.
Wierzchotkiem paraboli jest punkt (2, 7).

Wyznacz wspolrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkeji f.
a) f(x)=22> -4z +3 b) f(x)=—-2>-3z+4 c¢) f(z)=12>—-2+10

Cwiczenie 2
a) W(1,1) b) W(-13,6%) ¢) W(2,9)

Komentarz
Warto zwréci¢ uwage uczniéw na ¢wiczenie 2., poniewaz zastosowany w nim sposéb
wyznaczenia drugiej wspotrzednej wierzchotka paraboli y.,, w wielu przyktadach jest

o g0 g . A
duzo szybszy niz korzystanie ze wzoru: y., = 4
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Uczen:

— oblicza wspolrzedne wierz-
chotka paraboli, podaje
rOwnanie jej osi symetrii,

— przeksztalca postaé ogdlng,
funkcji kwadratowej do
postaci kanonicznej (z zasto-
sowaniem uzupelniania do
kwadratu lub wzoru na
wspolrzedne wierzchotka
paraboli) i szkicuje wykres
tej funkcji,

— wyznacza wzér ogdlny funkcji
kwadratowej, gdy dane sg,
wspolrzedne wierzchotka
i innego punktu jej wykresu.

CGwiczenie 1
a) W(-2,-3),y=(z+2)?>-3
1,-2),y=—(x—1)% -2
—1,0), y = 2(z + 1)?
3),y=—2(x+2)?>+3
T(x+1)°-1
-2,5),y = —2(x+2)>+5

Multibook

® Posta¢ ogdlna funkdcii
kwadratowej

e Postaé kanoniczna funkcji
kwadratowej

* Wykres funkcji kwadratowej

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.4

Generator

testéw i sprawdzianow



Cwiczenie 3
a) —5= =2, wiec b= —4
b) —5- ( 55 = 4, wiec b =8
c) ,QL =-1,wiecb=4
d) — —~ = —6, wiec b= —6
-( 3)
Cwiczenie 4
a) f(z) = —(z—2)°+2=
=+ 42— 2
b) (&) = ~2(a — 4* =
= —22% 4+ 16z — 32
) (@) =2z +1) — 6=
=222 + 4z — 4
Cwiczenie 5

a) f(z) = a(z - 2)
a-(0—2)? =2, wiecca= 1
postaé kanoniczna: f(x)
postaé ogdlna: f(z) =
azé,b:f2,c=2
b) f(z) = a(z+1)* — 1
a-(0+1)2—1=0, wicca=1
postaé kanoniczna: f(z) = (z+1)?

1
2

postaé ogélna: f(z) = x> + 2,
a=1,b=2,¢=0

I 24 1. Funkcja kwadratowa

Przyktad 2
Prosta x = 1 jest osig symetrii paraboli bedacej wykresem funkcji kwadrato-
wej f(z) = 3x® + bx — 4. Oblicz wspélezynnik b.

Osig symetrii paraboli jest prosta x = —2-, zatem —s%= = 1. Stad b = —
Cwiczenie 3

Prosta [ jest osia symetrii paraboli bedacej wykresem funkcji kwadratowej f.
Oblicz wspolczynnik b.

a) flx)=x>+br+4, I: z=2 c) flx)=222+bzx—1, I: x=-1
b) f(z)=—2*+bzx -3, I: =4 d) f(z) = -2 +bx—7, I: . =—6
Przyktad 3

Wykresem funkcji f jest parabola o wierzchotku (3, —2). Punkt P(4, 1) nalezy
do tej paraboli. Zapisz wzér funkcji f w postaciach kanonicznej i ogolne;j.
Wzér funkcji zapisujemy w postaci kanoniczne;j:
f(@)=a(z—p)*+q
gdzie punkt (p, q) jest wierzcholtkiem paraboli bedacej wykresem funkcji f:
f(z) =a(x —3)> =2 Wierzchotkiem paraboli jest punkt (3, —2).
Podstawiamy wspoétrzedne punktu P do powyzszego wzoru: 1 = a(4 —3)* -2,
czyli a = 3. Zatem otrzymujemy postaé¢ kanoniczna funkcji:
f(z) =3(x—3)2 -2
Nastepnie wyznaczamy postaé ogélna:
flx)=3(xz—-3)*-2=3(2"—6x+9)—2=
=32> — 182+ 27— 2=32" — 182+ 25

Cwiczenie 4

Wykresem funkcji f jest parabola o wierzchotku w punkcie W. Punkt P nalezy
do tej paraboli. Zapisz wzér funkcji f w postaciach kanonicznej i ogdlne;j.

a) P(3,1), W(2,2) b) P(3,-2), W(4,0) c) P(—-2,—-4), W(-1,-6)

Cwiczenie 5

Do paraboli y = ax? + bz + ¢ nalezy punkt P, a wierzchotkiem tej paraboli
jest punkt W. Oblicz wspdlczynniki a, b, c.

a) P(0,2), W(2,0) c) P(3,1), W(0,3) e) P(2,1), W(1,2)
b) P(0,0), W(-1,-1) d) P(-2,0), W(-1,3) f) P(1,2), W(2,4)

¢) f(z) = a(z —0)* +3 e) f(z) =a(z —1)* +2
a-(3-00°+3=1, wigca= -2 a-(2-1)>2+2=1, wicca=—1
postac¢ kanoniczna i ogdlna: posta¢ kanoniczna:
fz) = —2a® 43, fl@)=—-(z-1)%+2,
azf%, b=0,c=3 postaé ogélna: f(z) = —x® 4+ 22 + 1,
d) f(z) =alz+1)>+3 a=-1,b=2,c=1
a-(—2+1)>4+3=0, wieca = —3 £) f(z) =a(z—2)*+4

-1, postaé¢ kanoniczna: a-(1—-2)2+4=2, wiec a = —2
f(z) = =3(x+ 1) +3, postaé¢ kanoniczna:
postaé ogélna: f(z) = —3z> — 6, flz) = —2(x — 2)* +4,
a=-3,b=—-6,¢c=0 postaé ogélna: f(z) = —22°% 4 8x — 4,

a=-2,b=8c=—-4



Zadania

1.

D] 6.

Zapisz wzér funkeji f w postaci kanonicznej. Naszkicuj jej wykres, podaj
przedzialy monotonicznosci i zbiér wartosci.

a) f(z)=a*—6x+2 c¢) f(z)=22"48x+4
b) f(z) =2*+22—-3 d) f(z) =22+ 2z

©) f(x) = ta? —dz +9
f) flz)=—32—2z—1
Wykresem funkcji kwadratowej y = ax? 4 6z — 8 jest parabola o wierz-
chotku, ktérego pierwsza wspoélrzedna jest rowna x,,,. Zapisz wzér tej funk-
cji w postaci kanoniczne;j.

c) T, =—6
d) z, =12

a) X, = —3 e) X, =

b) z, =3

3

2

f) @, =-2

Punkt W jest wierzchotkiem paraboli bedacej wykresem funkcji kwadra-
towej y = 22 + bx + c. Oblicz wspoétczynniki b i c.
a) W(2,4) c) W(3,-1)

b) W(-1,-3) d) W(0,3)

e) W (10,0)
£) W(—4,4)

Wykres funkcji f(x) = x* + bz + ¢ jest symetryczny wzgledem prostej [
i przecina o§ OY w punkcie P. Oblicz wspoétczynniki b i c. Zapisz wzér
funkcji f w postaci kanonicznej.

a) l: =1, P(0,1) b)l: x=-4, P(0,2) «¢)I: z=3, P(0,—6)

Punkty A(0,—2) i B(1, 1) naleza do paraboli bedacej wykresem funkcji f.
Wyznacz wzér tej funkcji przy zalozeniu, ze wierzchotkiem tej paraboli
jest punkt: a) A, b) B.

Wykres funkcji f(z) = 2 + bx + ¢ jest parabola o wierzchotku w punkcie
(p,q). Uzasadnij, ze b= —2pic=p*+q.

Sprawdz sie

7.

Przedstaw funkcje f w postaci kanonicznej, a nastepnie naszkicuj jej wy-

kres, przesuwajac odpowiednio parabole y = 2% lub parabole y = —22.

a) fl(x)=a2>+2zx+1 c¢) f(zx)=2>+2x e) f(x)=a>—6z+38
b) f(x)=a2?>+2z+4 d) f(x)=-22+4z f) f(z)=—-2>+8x—38
Do paraboli bedacej wykresem funkcji kwadratowej f nalezy punkt P,
a wierzchotkiem tej paraboli jest punkt W. Wyznacz wzor tej funkcji.

a) f(z) =32® —2

b) f(z) = —3(x — 1) +1
f(x) = (x —p)® + q=2® — 2px + p® + ¢, czyli b= —2p oraz c = p* + q.
a) f(z) = (¢ +1)?

b) f(z) = (x+1)*+3
¢) flz)=(z+1)" -1
d) f(z) = —(x —2)* +4
e) f(z) = (z—3)" -1
f) f2)=—(z—4)>*+8
a) f(z) = (z—~1)" +4
b) f(z) =3(x+2)>+3
c) f(z) = —4(x +3)> -4

1.4. Posta¢ kanoniczna i posta¢ ogodlna funkcji kwadratowej (2)

Odpowiedzi do zadan

1. a) f(z) = (z —3)> -7,
rosnie w [3;00),
maleje w (—o0; 3],
f(D) =[-T7;00)
b) f(z) = (z +1)* -4,
maleje w (—oo; —1],
ros$nie w [—1;00),
£(D) = [~4; 00)

¢) f(z) = 2(z +2)* — 4,

ros$nie w [—2;00),
maleje w (—o0; —2],
f(D) = [-4;00)

d) f(@) = —2a— 1)+ 1

roénie w (—oo; 3],
maleje w [3;00),
f(D) = (—00; 3]

&) f(2) = 3@ - ? +1,

ro$nie w [4; 00),
maleje w (—o0;4],
f(D) = [1;00)

) f(@) =~ +2)2,
ro$nie w (—oo; —2],
maleje w [—2; 00),

f(D) = (=00;0]
2.a)y=(z+3)*-17
b)y=—(z—-3)%>+1
¢) y=3(z+6)>—26
d)y=—1(x—12)>+28
e)y=-2(z-32)"-7
fy=2+d)7 -2
3.a)b=—4,c=
b)b=2,c=-2
gb=-1c=-2
d)b=0,c=3

e) b= —20, c=100
f) b=8, c=20

4. a) b=-2,¢c=1,
fl@)=(z-1)

b) b=38, c =2,
fl@)=(z+4)°-14
c) b=—6,c= —6,
fl@)=(z-3)>-15
d)b=1,c=—-4,
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Uczen:

— stosuje wzory skréconego
mnozenia oraz metode wyta-
czania wspolnego czynnika
przed nawias do przedsta-
wiania wyrazenia w postaci
iloczynu,

— rozwiazuje rownanie
kwadratowe przez rozktad
na czynniki,

— interpretuje geometrycznie
rozwiazania réwnania
kwadratowego,

— wyznacza algebraicznie
wspotrzedne punktow
przeciecia paraboli z osiami
uktadu wspotrzednych.

Cwiczenie 1

Réwnanie kwadratowe moze
mieé 2 rozwigzania, 1 rozwiaza-
nie lub 0 rozwiagzan.
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1.5. Réwnania kwadratowe (1)

Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkcji i odczytaj z niego miejsca zerowe tej funkcji.
a)y =a? — 4z b) y =242z —2

Po przeksztalceniu do postaci ka-  Po przeksztalceniu do postaci kanonicz-
nonicznej mamy: y = (r—2)*>—4.  nej mamy: y = (z + 1)2 — 3.

\ ¥ Y
! O/L X
o\ 1 X ’ ’ '

\

/

Z wykresu mozna odczytaé tylko przybli-
zone wartosci miejsc zerowych. Wyzna-
7 wykresu mozna odczytaé miej-  czenie ich doktadnych wartosci wymaga
sca zerowe: ¢ = 01 x =4. rozwiazania réwnania z? + 2x — 2 = 0.

Rozwiazania réwnania kwadratowego ax? + bx + ¢ =0 (a # 0) to miejsca
zerowe funkcji y = az? + bx + c.

Cwiczenie 1

Na ponizszych rysunkach przedstawiono mozliwe potozenia wykresu funkcji
kwadratowej wzgledem osi OX. Ile rozwiazan moze mieé réwnanie kwadratowe
ax® + bx + ¢ = 0, gdzie a # 07

WA VSN T
AT

Rozwiagzanie réwnania z niewiadoma x polega na wyznaczeniu wszystkich
wartosci x, dla ktérych to réwnanie jest spelnione. Zbiér tych x nazywamy
zbiorem rozwigzan rownania.

Rozwiagzania réwnania nazywane sa réwniez jego pierwiastkami.




Przyktad 2

Dl Inych R:
Podaj zbiér rozwigzan réwnania 4x* — 8z = 0. a dowolnych a,b €

a-b=0
Lewa strone réwnania rozkladamy na czynniki: wtedy i tylko wtedy, gdy
dx(x—2)=0 a=01lubb=0.
czyliz =01lubx —2=0, zatem x =0 lub z = 2.
Zbiorem rozwigzan réwnania jest zbiér {0, 2}.
Cwiczenie 2
Podaj zbiér rozwiazan réwnania.
a) 3z2+6x=0 b)) Tz —322=0 c) 22% = bx d) 8z = fa?

W niektoérych przyktadach przy rozktadzie tréjmianu kwadratowego na czyn-
niki liniowe mozemy skorzysta¢ ze wzoréw skrdéconego mnozenia.

Przyktad 3
Rozwigz réwnanie 422 — 9 = 0.

Korzystamy ze wzoru na réznice kwadratéw: 4z? — 9 = (22 + 3)(2z — 3).
(2x+3)(2—3)=0
2¢2+3=0 lub 22 -3=0

_ _3 _3
r=—5 lub x =73

313

Rozwigzaniami réwnania sa liczby —3 i 3.

Cwiczenie 3
Rozwiaz réwnanie.

a) 1622 —25=0 b) 1002 —9=0 ¢) 42 -121=0 d) 22 -4=0

Przyktad 4

Rozwiaz réwnanie x? — 4z + 4 = 0.

Korzystamy ze wzoru na kwadrat réznicy: z* — 4z + 4 = (v — 2)%
(z—2)2=0,czyliz—2=0

Zatem liczba 2 jest jedynym pierwiastkiem tego réwnania.

Cwiczenie 4

Rozwiaz réwnanie.

a) 22+ 8x+16 =0 c) 4z +4x+1=0 e) 1t+i=x—3

b) 2> —zx+1=0 d) 422 =122 +9=0 f) 322 +9 =222 — 62

Cwiczenie 4

a) (z+4)?%=0,z=—-4 e) 12°—z+1=0/-4 f) 224+ 6x+9=0

b) (e-3)°=0,2=} v e pd =0 (@+3)" =0

C) (2584’1)2:0,%—7 (3372)2:0 x=-3

d) 22 -3)°=0,0=2 v=2

Cwiczenie 2
a) {—2,0}
b) {0, %

¢) {0,3}

d) {0, 16}

Cwiczenie 3
a)z=-3lubz=3
b) z

c) x

)z

—3 lubz=

7121 lub z =

ol e

(=%

1 _ 4
—3 lub z = 3
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Cwiczenie 5

a) z=—/31lubz =3
b) sprzeczne

c) m:f@ lubx:@
d) sprzeczne

Odpowiedzi do zadan
1.a) c=0lubz =6

b)z=—2lubz=0
c)z=0lubz =z
dz=—-3lubz=0
e)z=01lubz =2
f) z=— ﬁlubx*O
2a)z=—2lubz=32
b)xz—glubx—%
c)z=-5
d)x =38
e) v =12
f)a=-1
g):v:f@lubng
h)z =2
i) =6
3. a) (0,0), (4,0)
b) (—2,0), (2,0), (0, —12)
c) (0,12), nie przecina osi OX
d) (05 0)5 (7ﬁ70)
e) (0,4), nie przecina osi OX
£) (~15,0), (5.0), (0, ~4)
4.a)2 b) -4 ¢)3
5.a)z=0,z=1
b)z=-3,2=0
z=1
d)z=6
e)x=4
f) z=2
6.a)2 b)0 c)2

I 28 1. Funkcja kwadratowa

Przyktad 5
a) Rozwiaz réwnanie 422 — 7 = 0.

b) Rozwiaz réwnanie 222 + 9 = 0.

422 =7 /:4 Zauwazmy, ze 22% + 9 > 9 dla kazde-
?=1 go r € R, wigc 222 + 9 nie moze by¢
réwne zeru.
Jj:_\/g tub CC:\/Z Zatem 16 ie j
wnanle jest sprzeczne.
Rozwiagzania réwnania: —g i 77
Cwiczenie 5
Rozwiaz réwnanie.
a) 62> —18 =0 b) 2*+4=0 ¢)22? —2=0 d) 42°+1=0
Zadania
1. Rozwiaz réwnanie.
a) —Tx? +42x =0 c) 36z% = 6x e) V2z® —8r =0

b) 922 4+ tx =0
2. Rozwiaz réwnanie.

a) 100z —81=0

b) 12> -3 =0

c) 22 4+10z+25=0

d) 2241822 =0

d) 2% + 64 = 16z g) x
e) 24z — 2% = 144 h) fo(6—2)=2+z
) 149224 62=0 i) (z—3)(x—2)=Te—30

f) V3x = —32?

=1-z)(1+=)

3. Wyznacz punkty przeciecia paraboli z osiami uktadu wspotrzednych.

a) y =3z — 12z
b) y = 32> — 12

c) y=3x*+12
d) y = 90022 + 4z

e) y =900z +4
f) y=19002% — 4

4. Wyznacz wspélne miejsce zerowe funkcji f i g.
a) f(z)=2>—4, g(zv) =2 —4x+4

b) f(x) =a* + 4z, g(x) =

527 +4r+8

¢) flx)=3a"—1, g(x)=a> -6z +9

Sprawdz sie

5. Rozwiaz réwnanie.
a) l—z=1—-=x
b)4—x=12"+4

6. lle rozwiazan ma réwnanie?
a) bdx? — 6z =0

¢) 1—6z=—92? e)
d) z? =12z — 36

b) 54a% + 6 = 0

z(z+1)=9x—16
f) 2—z)r=4—-2x

c) 5da* —6=0



1.6. Réwnania kwadratowe (2)

Przyktad 1

Rozwigz réwnanie 422 + 20z + 25 = 0. Réwnania kwadratowe byly

rozwigzywane juz przez staro-

Korzyst b)? = a®+2ab+ b2,
orzystamy ze wzoru (a+b)* = a*+2ab+ sytnych Babiloficzykéw okolo

(2z+5)2=0 1800 r. p.n.e. Swiadcza o tym
22 4+5=0 zachowane gliniane tabliczki
, . . . . - z pismem klinowym.
Réwnanie ma jeden pierwiastek: x = —3.

Cwiczenie 1
Rozwiaz rownanie.
a) 922 — 122 4+4=0

b) 2522 + 402+ 16 =0  ¢) 422 — 28z + 49 =0

Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie 422 — 20z + 27 = 0.
(2x —5)2—25+27=0
(2z —5)? = -2
Réwnanie to jest sprzeczne, gdyz (22 — 5)% > 0 dla dowolnego x € R.

Zauwaz, ze:
(22 — 5)® — 25 = 42? — 20m.

@ Cwiczenie 2

Uzasadnij, ze podane réwnanie jest sprzeczne.

a) 22 —2x+2=0 b) 22 +6x+12=0 ¢) 4> +4x+5=0

Przyktad 3
Rozwiaz réwnanie 4722 — 20z + 23 = 0.

(2x —5)?—25+23=0

(22 —5)* =2
27 —5=—/2 lub 22 —5=+/2
2r=5—+2 lub 22=5+v2

5—-v2 54+v2
2 P T T

Zauwaz, ze:
(2x — 5)* — 25 = 42% — 20z.

Réwnanie ma dwa pierwiastki: x =

Cwiczenie 3
Rozwiaz réwnanie.
a) 22 —2r—-3=0

b) z* + 6x+8 =10 c) 2+ 6x+7=0

Cwiczenie 3

a) (z—1)>=4

r—1=-2 lub z—-1=2
r=—1 lub =3

b) (z+3)* =1
r+3=—-1lub z+3=1
r=—-4 lub z=-2

c) (z+3)=2

2+3=—/2 lub z+3=+2
z=-3—+v2 lub z=-3+V2

Uczen:

— stosuje wzory skréconego
mnozenia do przedstawiania
wyrazenia w postaci iloczynu,

— okresla liczbe pierwiastkow
rownania kwadratowego
w zaleznosci od znaku
wyréznika,

— rozwiazuje réwnania
kwadratowe, korzystajac
z poznanych wzoréw na
pierwiastki,

— interpretuje geometrycznie
rozwigzania réwnania
kwadratowego w zaleznosci
od wartosci wspélczynnika a
i wartosci wyrdznika.

Cwiczenie 1

a) 3z —2)?=0
o=}

b) (5z +4)°> =0
r=—t

c) 2z —-7)?2=0
o=
Cwiczenie 2

a) (z—1)>=-1

Roéwnanie to jest sprzeczne, gdyz
(z —1)? > 0 dla dowolnego

z € R

b) (z +3)*> = -3

Roéwnanie to jest sprzeczne, gdyz
(x +3)? > 0 dla dowolnego

z € R.

c) 2z +1)°=—-4

Roéwnanie to jest sprzeczne, gdyz
(22 + 1) > 0 dla dowolnego

z e R
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Postepujac tak jak w przyktadach 1-3, mozemy rozwiaza¢ dowolne rownanie
kwadratowe. Zwykle korzystamy jednak ze wzoréw podanych w ponizszym
twierdzeniu.

Twierdzenie

Rozwazmy réwnanie kwadratowe az? + bx + ¢ = 0, gdzie a # 0.

= Jesli A > 0, to rownanie ma dwa pierwiastki:

—b— VA —b+VA

T, = sa 0 T2 = o , gdzie A = b? — 4ac
= Jesli A = 0, to rOwnanie ma jeden pierwiastek:
m — —i
0~ T 2a

= Jedli A < 0, to réwnanie nie ma pierwiastkéw (jest sprzeczne).

Dowéd
Zapiszmy tréjmian w postaci kanonicznej: ax? + bx + ¢ = a(:v + %)2 — 4,

Stad ax? + bx + c = 0, gdy a(x + %)2 — 8 =0, co oznacza, ze:

4a
b )2 A
(@+3) =
o Jedli A < 0, to powyzsze rOwnanie jest sprzeczne.
« Je$li A =0, to otrzymujemy réwnanie:
2
(z4+2) =0
Jego rozwiagzaniem jest liczba xq = —%.
o Jedli A > 0, to otrzymujemy:
s+ L= b g+ L =22

2a

Rozwigzaniami réwnania sa liczby z; = ’b;a‘/z, Ty = ’b;a‘/z.

W przypadku, gdy A = 0, pierwiastek xq = —% nazywamy pierwiastkiem
podwéjnym (zauwaz, ze dla A = 0 ze wzordw: ©; = %K, Ty = %Z
otrzymujemy x, = Ty = —%)

Cwiczenie 4

Oblicz wyréznik tréjmianu kwadratowego i podaj liczbe rozwiazan réwnania.
a) 22 +8x+15=0 d) 222 -52-3=0 g) —3z*+V2z—%=0
b) 22 —4r+6=0 e) a2 —6x+5=0 h) V22— 22 +1=0
c) 52? +5x—1 =0 f) —a*+40—-7=0 i) 4v222 +32 =0
Cwiczenie 4

a) A =4 >0, 2 rozwigzania
b) A = —8 < 0, 0 rozwigzan
c) A =35>0, 2 rozwigzania
d) =49 > 0, 2 rozwigzania

=0, 1 rozwigzanie

A = —12 < 0, 0 rozwigzan

g) A= 72 < 0, 0 rozwigzan
A =2 _4,/2 >0, 2 rozwigzania,
A=

9 > 0, 2 rozwigzania



M Interpretacja geometryczna réwnania kwadratowego

Rozwigzania réwnania kwadratowego az? + bx + ¢ = 0 s3 miejscami zerowymi
funkcji y = ax? + bz + c. Sa one zatem odcietymi punktéw przecigcia odpo-
wiedniej paraboli z osig OX.

Ponizej przedstawiono mozliwe polozenia paraboli y = ax? + bx + ¢ wzgledem
osi OX w zaleznosci od wspélczynnika a i wyrdznika A.

a<0 a<0 a<0
A>0 A=0 A<O
O] X O] x O] X O X O X O
a>0 a>0 a>0
A>0 A=0 A<0

dwa miejsca jedno miejsce brak miejsc dwa miejsca jedno miejsce brak miejsc
zerowe zerowe zerowych Zerowe zerowe zerowych

Przyktad 4

Rozwigz réwnanie.

a) 3z’ —4drx—2=0

A= (—4)2—-4-3-(-2) =16 + 24 = 40. Poniewaz A > 0, r6wnanie ma dwa

pierwiastki.
VA = /40 = 2V/10
—b—vVA _ 4-2/10 _ 2-/10 b+ VA 44210 2+/10
= = , Lo = = =
2a 6 3 2a 6 3
b) 42® + 62+ 5 =0
A= 62—4'4-% = 36—36 = 0, rownanie ma zatem jeden pierwiastek podwojny.

po——2_8__3
07 9¢ 7 8~ 4

xr1 =

c) T2? =3z +2=0
A= (-3)?—4-7-2=9—56=—47 < 0, wiec réwnanie jest sprzeczne.

Cwiczenie 5
Rozwiaz réwnanie.

a) 222+ T +3=0 d) 2822 —4z+1 =0 g) =322 +2r—-3=0
b) 42* —z—5=0 e) —z?+6x+1=0 h) 62> —2x —1=0
c) 322 —bxr —2=10 f) 322 —22—-1=0 i) 222 —324+1=0
Cwiczenie 5

) —25,:81:737582:*

=

b =81, 21 =—-1, z2 =

(R[S

—49, £C1=7l,332=

© 3

) A
) A
d) = 0, o = 11—4

) A =40, 2y =3 — /10, z2 = 3+ V10
) A=6,21=2—V6,22=2+6
g) A = —32, brak rozwigzan
h) —28, .lelT\ﬁ,.TQ: 1+6
i) A= —1,75, brak rozwiazan

€

L)

S

—
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Odpowiedzi do zadan
1. a) xlz—g,x2:7
b) 1 =1 2,=3
)

d) sprzeczne

o
8

1
1=35,02=—3

e) xr1 = 2, T — 1
f) o =
g) sprzeczne
h) T = , L2 = 1
1) Xo = %
2.a) z1=-3, 22 = —%
b)$1=—§,$2=2
C) ro = 34—\/5
d) 1 = —1—3\/ﬁ7 Zo— —1-;@
_ 717\5 _ —14VI1
e) = , L2 = 5
f), g) sprzeczne
_ 3-V37 _ 3+V37
h) T, = 2 , L2 = )
. __ 737 _ T+V37
i) o3 = ==, 1o =

3. a) (0,-1), (~1,0), (%,0)
b) (07 3)7 (_ \/§2+3’0)’

o

) ) ( %70)7(170)

(o,

d) (0,12), (—6,0)

e) (0,5)

f) (0,1), (=2v2,0), (v2,0)
4. a) z1 = -2, 20 = %

b)xlz—g,xz :

c) z1 = —/13, 22 = 5++/13

d)x1—6 T2 =12

e):v1—7r QZHTm

f) sprzeczne
5.a)2 b)0

I 32 1. Funkcja kwadratowa

Zadania

1. Rozwiaz réwnanie.
a) 222 —91x —35=0 d) 522 —6x+6=0 g) 2’ +x+1=0
b) 4z =13z +3 =10 e) 22> 4+5x—-3=0 h)z?-%2—-1=0
c) =622+ 13z +5=0 f) 422 +122+9=0 ) ;22 —241=0

Rozwigz réwnanie.

a) 22° +3=—Tx d) —22-322+6=0 g) 4(z*+5) ==
b) z + 10 = 3a? e) hr?=2—2x h) 22 +x =40 +7
c) 162>+ 242z = —18 f) 5x®> =8z —5 i) 322+1="Tx

Wyznacz wspolrzedne punktéw przecigcia wykresu funkeji f z osiami ukla-
du wspdlrzednych.

a) f(z) =322 +2z -1 d) f(z) = t2° + 4z 412
b) f(z) =22*+ 62+ 3 e) f(z) =32 —=3x+5
c) flx)=—42>+2+3 f) flz)=—1a? - Lz 41

Rozwigz réwnanie.

a) 22® —Te+3=(2x —1)?

b) 62% + Tz +2 = (2 — 32)(3z + 2)
¢) 22*—3x+9=(z—3)(z—5)

d) (32-3)(z+2)=(5—-2)(6—2)
e) (z—3)(x+5)=(2z+3)(z—4)
) de—1)(xz—4)=Bzx+2)(x—7)
Wyznacz liczbe rozwigzan réwnania.

a) (V2- 1)z +20+2=0 b) 132° — (2V3 -z + L =0

Sprawdz sie

6.

. a

Rozwiaz réwnanie.
a) 22 -4z +4=0 ¢) —4z*4+6x—1=0 ¢) f2°+32+8=0
b) 22 —4x+7=0 d) —42® +6x—-3=0 f) j2°+32—-8=0
Wyznacz miejsca zerowe funkcji f.
a) f(x)=2*+2z—15 b) f(x) =3+ bz — 22?
Rozwigz réwnanie.
2
a) z(r —5) =2x(xz —1) c) Z 72x+4:1;3x
B 12 (z+1)2 _ (z+2)2-2
b) 2(1 —b5z) = (1 —x) d) ~—F—= 5
- a) Xo = 2
b) sprzeczne
c) z1 = 3= \/_7 T2 = 3+4\/5
d) sprzeczne
e) r1 = —8 T2 = —4
f) 21 =—6— 2\/_7 T2 = —6+ 2¢/17
) —5,3 b) —
a) T = —3 T2 = O
b) Tl = \/_7 xro = —4 + \/ﬁ
c) x1=—32, 22 =—1
d) 21 :—4 23, 20 = —4+ 23



1.7. Postac iloczynowa funkcji kwadratowej (1)  Ueze™

— definiuje postaé iloczynowa,

. funkcji kwadratowej
Definicja R
i warunek jej istnienia,

Posta¢ y = a(x — x;)(x — x5), gdzie a # 0, nazywamy postacia iloczy- — zapisuje wzor funkeji

.. . kwadratowej w postaci

nowa funkcji kwadratowe;j. . .
iloczynowej,

— odezytuje wartosci pierwiast-
Przedstawienie wzoru funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej nazywamy kow tréjmianu podanego

o 1 1e s e e s . w postaci iloczynowej
réwniez rozkladem na czynniki liniowe. Rozklad na czynniki liniowe mozna P Y ) 35
— przeksztalca postaé iloczy-

zapisa¢ na roézne sposoby, np.: nows, funkeji kwadratowe
Yy = (31: + 2)(1‘ — 7) = Czynniki liniowe: 3z +2 iz — 7. do postaci ogolnej.

= 3(.’13 =+ %)(x — 7) Czynniki liniowe: x + % iz—7.
Aby przejs¢ od postaci iloczynowej do ogdlnej, wystarczy wykonaé mnozenie.

Na przyklad dla tréjmianu y = 2(x — 3)(x + 5) mamy:
y=2(x—3)(z+5)=2(2*+ 5z — 3x — 15) = 22> + 42 — 30

Cwiczenie 1 Cwiczenie 1

Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci ogdlnej. a)y=—22"+2+9
_ 2

) y=—3@+3@-9)  by=4@-3) (-3 o y=je@+2) Pv=lrogei;

¢)y=is’+ iz
Liczby x; i x, wystepujace w postaci iloczynowej y = a(x—x,)(x—x,) sa miej-
scami zerowymi (pierwiastkami) tréjmianu kwadratowego, czyli pierwiastkami
réwnania a(z — z1)(z — z2) = 0.

Przyktad 1
Postaé ogdlna | Postaé iloczynowa = Czynniki liniowe Pierwiastki
y=22 -9z +14 y=(x—2)(z—17) x—21ix-T7 1 =21 x2=7

1 - _1
y=4a2+4x+1 y=4(x+1)? .m+2 . Lo
(czynnik podwdjny) | (pierwiastek podwdjny)

y=212246 nie mozna roztozy¢ na czynniki liniowe brak pierwiastkéw
Cwiczenie 2
Odczytaj czynniki liniowe i podaj pierwiastki tréjmianu kwadratowego.
a) y=4(z — 3)(z —5) c) y=—(x+4)(z+38) e) y=—-3(x—2)?
b) y = 1(x —2)(z +6) d) y =8xz(x —9) f) y=13(x+7)?
Cwiczenie 2
a) czynniki liniowe: z —3 iz —5 d) czynniki liniowe: z i — 9
pierwiastki: x1 =3ixz2 =5 pierwiastki: 1 =0ixz2 =9
b) czynniki liniowe: z — 2 iz + 6 e) czynniki liniowe: z — 2 (podwdjny)
pierwiastki: 1 =21 22 = —6 pierwiastki: x = 2 (podwdjny)
¢) czynniki liniowe: z +4 iz + 8 f) czynniki liniowe: z 4+ 7 (podwéjny) Multibook
pierwiastki: 71 = —4 i 2 = —8 pierwiastek: z = —7 (podwdjny)

® Posta¢ ogdlna funkdcii
kwadratowej
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Cwiczenie 3
a)mlz— 2,332:\/3

b)£1=1—\/§,$2=—1+\/§

Cwiczenie 4
a) y =5z (z— 2)
b)y=16(z - 3)(z + 3)

c)y=9<x—¥)(ac+
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Cwiczenie 3
Podaj pierwiastki trojmianu kwadratowego.

a) y=—-2(z+v2) (z —V3) b)y=(z—1+V3) (z+1—-+V2)

Cwiczenie 4
Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci iloczynowej.
b) y=162% — 1

a) y=>5r?— 3z c) y=92? -8

Twierdzenie

Dany jest trojmian kwadratowy y = az? + bx + ¢, a # 0.

= Jesli A > 0, to tréjmian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej
y=a(x —x)(x — x), gdzie z,, x, sg pierwiastkami tego tréjmianu.

= Jesli A =0, to tréjmian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej

y = a(z — x0)?, gdzie z, jest pierwiastkiem podwdjnym tego trojmianu.

= Jesli A < 0, to tréjmianu nie mozna roztozyé na czynniki liniowe.

Przyktad 2
Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.
a) y=2r’+5x—3

A =25+24=49, VA =7, zatem:

—5-7
=

Postac iloczynowa: y = 2(z + 3) (z — 3).
b) y=a?—-2z—1
A=4+4=8 VA =22 zatem:

331:2_2—2\/5:1—\/5, 12:#:14-\/5

Postaé iloczynowa: y = (z — (1 — v2)) (z — (1 + v2)), ktéra mozemy za-
pisaé: y = (z — 1+ Vv2) (z —1—2).

c) y=—-22>+zx—4
A =1-32=-31 < 0, wiec tréjmian nie ma pierwiastkéw i nie mozna go

xr1 =

roztozy¢ na czynniki liniowe.

Cwiczenie 5

Przedstaw trojmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.

a) y=z?>—8x+15 d) y=122> + 11z + 2 g) y=21>—-3x+4
b) y =x?+ 3z — 28 e) y=—2x%—2xr+24 h) y=a2?—2x—2
c) y=3z*—Tx+2 f) y=—42>+ 3z +1 i) y=222—-2x—1

Cwiczenie 5

a) A=4, y=(z—3)(z—5)
b) A=121,y=(x+7)(z —4)

) A=25y=3@z-3)(z—-2)

d) A=25y=12(z+ 2)(z+ 1)

e) A =196, y = —2(z — 3)(z +4)

f) A=25y=—4(z+ 3)(z — 1)

g) A = —23 < 0, zatem tréjmian nie ma pierwiastkéw
i nie mozna zapisa¢ go w postaci iloczynowej.
h)A=12,y=(z+vV3-1)(z—v3-1)

i) A=12 y:2(a:— 1*—2“5)(3;—%)



Zadania

1.

Podaj pierwiastki trojmianu kwadratowego i zapisz go w postaci ogélnej.
a) y=(x+10)(z—20) d)y=02x—-4)2z—-1) g) y=—z(x+3)
b) y=6(z—1)(z—1) e) y=2er+1)Bz+1) h)y=iz(2x-1)
c) y=2(x+3)3zx—4) ) y=0Bxr—2)4x—-3) i) y=(7-3x)z
Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci iloczynowej.
d)y=-22>+4r—-1 g)y=32>—10x -8
e) y=3z? —Tx+4 h) y =2 -2z + 3

f) y=—42®+22+1 i) y=—12>4+3c+7

a)y=z>—x—6
b)y=-2>+12+6
c) y=22*—3x—2
Przedstaw funkcje f w postaci iloczynowej. Podaj jej miejsca zerowe.

a) f(x)=4z* -1 c) flx)= e) f(z)=922+6x+1
b) f(z) =92 — 16 d) f(z) = 6z — 92? f) f(z) =42*—12x+9

12,1
347+ 57

a) Uzasadnij, ze tréjmian kwadratowy y = /222 + (3 - \/i) T+ i mozna
przedstawi¢ w postaci iloczynowe;j.

b) Uzasadnij, ze tréjmianu kwadratowego y = /322 + (3 — \/3) T+ % nie
mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowe;j.

5. Przedstaw funkcje f w postaciach iloczynowej i kanonicznej. Naszkicuj
parabole, ktéra jest wykresem tej funkcji.
a) f(x) = —2*—4x c) fl&)=22*42x ) f(x)=—-2>—4x-3
b) f(x) =32 +3zx+2 d) f(x)=—32"+2 f) flz)=1a>-32-1
Sprawdz sie
6. Oblicz pierwiastki tréjmianu kwadratowego i zapisz go w postaci iloczy-
nowej.
a)y=a>—5x—6 ) y=—62>—-Tx+3 e) y=(x—2)?—-4
b) y =22 —8zx+6 d)y=—-a*+4c—-4 f) y=-2(x—-2)2+2
7. Przedstaw trojmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.
a) y=a>+3x -6 b) y = V32 + 6z c) y=+3z>+9
8. Zmnajdz punkty przeciecia paraboli z osiami uktadu wspotrzednych.
a) y=2xz(z+6) c) y=(x+2)(x—4) e) y=—(2x+4)(62—3)
b) y=—1x(x—3) d)y=(x—-6)(z+1) f) y=(2x-3)(4z+5)
5. a) f(z) = —m(m—|—4) —(z+2)*+4 7. a) y = (z 4+ 2V3)(z — V3)
b) f(z) = Iz + 1)(z +5) = L(z +3)* -2 b) y = V3z(z + 2v/3)
¢) f(z) =2x(zx+1) = 2(33 + %)2 — % ¢) nie ma postaci iloczynowej
d) f(z) =—3(z+2)(z—2)=—-12>+2 8. a) (—6,0), (0,0)
e) f(z) = —(z+1)(z+3)=—(z+2)" +1 b) (0,0), (3,0)
f) fz) = 3@+ D)z —-4)=3(z-35)°- R ¢) (=2,0), (4,0), (0,-8)
6. a) xr1 = 71, T2 = 6 Yy = (CE — 6)(CC+ 1) d) ( %70)7 (670)7 (07 73)
b) xr1 = 1, o — 3, Yy = 2(.’13 — 1)(.’E — 3) e) ( 270)7 (%70)7 (07 12)
C) xlzf%,xgzé,y— 6($+ )(33*%) f) ( %70)7 (%70)7 (07715)
d) 20 =2, y=—(z —2)*
e) 1 =0,z2 =4, y=z(x—4)
f)z1=1,22=3,y=—-2(x—1)(z —3)
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Odpowiedzi do zadan
1. a) Ir1 = —10, T2 = 20,

y = x> — 10z — 200

b)x1:37x2 17
y=6z? — 5z +1
¢) 1 =-3, 22 =3,

y = 6z% + 10z — 24
d)x’l:%,ZIZ’Q:Q,
y=4z% — 10z + 4
e)xlzf%,m:f
y=6z2+ 5z +1
f)xlzé,l@:%,
y = 20z — 23z + 6
g)z=-3,2=0,

y=—2°>—3z
h)xlzo,xgzé,y::f*%x
i)wlzo,wgzg,

y = —3z> + Tz
a)y=(z—3)(z+2)
y=—(z—3)(z+2)

) y=2(z+3)(z—2)
d)y=—-2(z—1- %)
~(x—1+§)
e)y=3x—1)(z—3)
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= \/ﬁ — \/_ 8 > 0, zatem
trojmian ma dwa pierwiastki,
czyli mozna przedstawié¢ go
w postaci iloczynowej.

b) A= (3-v3)—4-v3-1 =
=12-8V/3=

= 4(v/9 — V/12) < 0, zatem
trojmian nie ma pierwiast-
kéw, czyli nie mozna przed-
stawi¢ go w postaci iloczyno-
wej.



Uczen:

— wykorzystuje postaé
iloczynowsa, funkcji
kwadratowej do rozwia-
zywania zadan o réznym
stopniu trudnosci,

— zapisuje w kazdej z trzech
mozliwych postaci wzor
funkcji kwadratowej, ktorej
wykres przedstawiono na
rysunku.

Cwiczenie 1
a)y=(z—-3)(xz-5)=
=z? — 8z + 15,

b=-8¢c=15
b)y=(z—4)(z+3) =
=z% -z — 12,
b=-1,c=-12
) y=(c+5)@+2) =
=2 4+ Tz + 10,
b=17,c=10
dy=(z+2)(z—3)=
=x2+5m—1,

b= %, c=-1
©) y=(z—V3)(e+V3) =
=z2-3,
b=0,c=-3
Cwiczenie 2
a) z =3, W(3,-9)
b) x , W(5,25)
) z =2, W(-2,—8)
d)w =14, W(},243)
&)z =1, W(i 1)
f) z=3 W(3,4)
Multibook
® Krzywa tancuchowa i krzywa
balistyczna
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1.8. Postac iloczynowa funkcji kwadratowej (2)

Przyktad 1
Oblicz wspolezynniki b i ¢ tréjmianu kwadratowego y = x? + bx + ¢, ktérego
pierwiastkami sg liczby —4 i 2.

Trojmian zapisujemy w postaci iloczynowej, a nastepnie przeksztalcamy ja do
postaci ogdlnej: y = (z +4)(x —2) = 2* — 2x + 40 — 8 = 2% + 2z — 8.
Wynika stad, ze b=21ic= —8.

Cwiczenie 1
Oblicz wspolezynniki b i ¢ tréjmianu kwadratowego y = x? + bx + ¢, ktérego
pierwiastkami sg podane liczby.

a)3i5 b)4i-3 ¢ -5i-2 d-2ilt e) V3 i —V3

Znajomos¢ miejsc zerowych x;, x, funkcji kwa- YT :
dratowej pozwala wyznaczy¢ o$ symetrii paraboli x1 o a2 X
i wspélrzedng x,, jej wierzcholka, gdyz x,, = 22, |

Przyktad 2

Wyznacz rownanie osi symetrii oraz wspolrzedne wierzchotka paraboli bedacej
wykresem funkcji f(z) = 2(x — 1)(z — 5).

Miejscami zerowymi funkcji f sa liczby z; = 11 o = 5, zatem wspolrzedna
wierzcholka x,, = 8522 = 122 = 3,

Osia symetrii paraboli jest prosta z = 3. Wyznaczamy rzedna wierzchotka:

Yuw = f(xu)) = f(S) = 2(3 - 1)(3 - 5) =-8
Wierzchotkiem paraboli jest punkt (3, —8).

Cwiczenie 2

Wyznacz rownanie osi symetrii paraboli oraz wspotrzedne jej wierzchotka.

a) y=x(xr —6) ¢) y==1(z+6)(z—2) e) y=(2x+1)(2z — 3)
b) y = —x(z — 10) d) y=-2(x+3)(z—4) f) y= (42 —1)(5—4x)

Cwiczenie 3

Miejsca zerowe funkeji f(x) = 3(z — x1)(z — x2) spelniaja podane warunki.
Wyznacz wspolrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkeji f.

a) To =2y, X1+ 2, =6 b) xy = 3z, X1 + 10 = —12
Cwiczenie 3

a) Ty = % =3

3z, = 6, czyli x1 = 2 oraz x2 = 4

Zatem f(z) = 1 (z — 2)(z —4)

yo = flzw) = f(3) =33 -2)(8-4) = —3
Wierzchotek paraboli: W(37 f%)
b) 2, = BEm2 — g

4y = —12, czyli 1 = —3 oraz 2 = —9

Zatem f(z) = (z +3)(z+9)

Yo = f(@u) = f(=6) = H(=6+3)(~6 +9) =
Wierzchotek paraboli: W (—6, —g)



Przyktad 3
Wyznacz tréjmian kwadratowy, ktérego pierwiastkami sa liczby 2 i 4, a zbio-
rem wartosci jest przedzial [—2; c0).

Tréjmian zapisujemy w postaci illoczynowej: y = a(xz — 2)(z — 4).
Wyznaczamy wspolrzedne wierzchotka paraboli: x,, = *4 = 3; zbiorem war-
tosci funkcji jest przedzial [—2; c0), zatem y,, = —2.

Podstawiamy z = 3 i y = —2 do wzoru y = a(z — 2)(z — 4) i otrzymujemy

-2 = a(3-2)(3—4), wiec a = 2. Zatem tréjmian ma postaé y = 2(x—2)(z—4).

Cwiczenie 4

Wyznacz tréojmian kwadratowy o pierwiastkach 1, x5 i zbiorze wartosci Y.

a) r1=—1,2,=3,Y = [—4;0) c) r1=-8,23=2,Y = (—00;10]

b) xy =—4,2,=0,Y = (—00;2] d) 21 =0,2,=6,Y = [-6;00)

Przyktad 4

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji Y

kwadratowe] f. Zapisz wzér tej funkcji w postaci P f

iloczynowej.

Miei . L . . . o 1 X
iejscami zerowymi tej funkcji sa liczby z; = —1

oraz T, = 3, zatem jej wzdér mozna zapisaé w po-

staci iloczynowej f(z) = a(z + 1)(x — 3). / \

Do wzoru funkeji podstawiamy wspélrzedne punktu P(0,1) i otrzymujemy
réwnanie:

1=a(0+1)(0-3)
Stad a = —31, zatem postac iloczynowa funkcji: f(x) = —3(z + 1)(z — 3).

Cwiczenie 5
Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f sa liczby —1 oraz 3. Do wykresu
tej funkcji nalezy punkt P. Wyznacz wzor funkeji f w postaci iloczynowej.

a) P(1,-2) b) P(2,3) ¢) P(—3,-2)

Cwiczenie 6
Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji kwadratowej f. Zapisz wzoér
tej funkcji w postaci iloczynowe;j.

a) P b) Y c) Y p
/ 1 1 / 1
0] \ X O] 1 X o] 1 X
/ \ P ! / \

Cwiczenie 6

a) Miejsca zerowe funkcji f: 21 = (
f(0) =-3a=2,skad a = —2, czyli f(z) = —2(z +3)(z —
b) Miejsca zerowe funkeji f: 1 = —2, x2 = 4, zatem f(z) =
f(0) = —8a=—1, skad a = —%, czyli f(z) = (
¢) Miejsca zerowe funkcji f: z1 = —2, zo = 1, zatem f(z) =
f(0) = —2a=2,skad a = —1, czyli f(z) = —(z + 2)(z — 1).

—3, x2 = 1, zatem f(z) = a(x+ 3)(z —1).
a(m+2)(x—4).
sz +2)(z—4).

a(x +2)(x —1).
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Cwiczenie 4

a) y = a(e+ 1) —3)
Obliczamy wspoélrzedne wierz-
chotka paraboli:

iy = = = ) ) = ]
Zatem a(l1+1)(1 —3) = —
czyli a = 1.

Postac iloczynowa:
y=(z+1)(z-3)

Postaé ogélna: y = 2> — 2z — 3
b) y = az(z +4)

Obliczamy wspolrzedne
wierzchotka paraboli:

iy = =2 = ) iy = )
Zatem a(—2)(—2+4) = 2,
czyli a = —%.
Postac iloczynowa:
y=—zz(z+4)

Postaé¢ ogdlna: y = f%xQ — 2z

c)y= —3(w+8)(1’—2) =

— §x2 121, + %
d)y=2z(z—6) =
2 2
= g% = 4x
Cwiczenie 5

a) f(z) = a(z +1)(z - 3)
f(1) = —4a = -2, stad a = 3,
czyli f(z) = 3(z+ 1)(z — 3)
b) f(z) = a(z +1)(z - 3)
f(2) = —3a =3, stad a = —1,

czyli f(z) = —(z+1)(z —3)
¢) f(z) =a(z+1)(z—3)

f(=3) =12a = -2, stad a = g,
czyli f(z) = —g(z+1)(z = 3)



Zadania

Odpowiedzi do zadan

1.a) f(z)=(z—1)(z—3) = 1. Na rysunku przedstawiono parabole, ktéra jest wykresem funkcji kwadra-
=2 — 4z +3 towej f. Wyznacz wzor tej funkcji w postaciach iloczynowej i ogdlnej.
b) f(z) = 3(z+1)(z-3) = a) Y b)\ Y ) Y
Z%xz—x—% P(0,3) f f s
o) f(z) = —x(z+4) = P(-3,3)
=22 — 4z
N\ \/3 X
Ol 1 3 X
P(0. -3
0.-2) 4 o\ x
2.a)y=2(z—1)(z—4) = 2. Wyznacz w postaciach iloczynowej i ogdlnej rownanie paraboli przecho-
=2z% — 10z + 8 dzacej przez punkty A, Bi C.
_1 _9) —
g )= 2) A(1,0), B(4,0), C(3,—4) ©) A(=5,0), B(-3,10), C(2,0)
= 533 xr —
c)y=—(z—-2)(x+5) = b) A(—G,O), B(270)7 0(07_6) d) A(Oa —9), B(l,O), 0(3,0)
=—2z” -3z +10 3. Na rysunku przedstawiono fragment paraboli, ktora jest wykresem funk-

d)y=-3xz—-1)(z-3) =

5 cji kwadratowej f. Znajdz miejsce zerowe tej funkcji niezaznaczone na
= -3z 4+ 122 -9

rysunku. Wyznacz wzér funkcji f w postaciach iloczynowej i kanoniczne;j.

3.a) z=1,
f(@) = (= = 1)(x - 5), a) ¥ 3 o b) 1, o 1
f@) = (@~ 3" ~ 4 0 e | \ 2
b) z =0, f(z) = —3z(z +4), : : —1\0 : X
fl@)=—3(x+2)*+2 ! i -2 O x |
C) xr = 5, : \-!/
f(@) = e+ 1)@ - 5) —Ap === 3>
=1l(z—-2)?%-3
f@) =5 ) ) 4. Wykres funkcji f mozna otrzymaé przez przesuniecie paraboli y = 222
4. a) f(z) =22"+8z+6 = . .. e e s s . . .o
—2@+2)?—2 Wyznacz wzoér funkcji f w postaciach ogdlnej i kanonicznej przy zalozeniu,
b) f(z) = 222 — 4z = ze jej miejscami zerowymi sa liczby: a) =31 -1, b)0i2, «¢)3iT.
=2x—1)>-2
¢) f(z) = 22" — 20z + 42 = Sprawdz si
=2(zx—5)%—8 P €
5 (0,0), (—=6,0), W(-3,9) 5. Zmnajdz punkty przeciecia paraboli z osiami uktadu wspélrzednych oraz
(1,0), (5,0), (0,5), wyznacz wspolrzedne jej wierzchotka. Naszkicuj te parabole.

a)y=—z(z+6) Dby=@-1@-5 o y=—3@+3)(z-1)
) 6. Wyznacz tréjmian kwadratowy o pierwiastkach 1, x5 i zbiorze wartosci Y.
Odpowiedz podaj w kazdej z postaci wymienionych w ramece.

a) 11 = =2, 23 =4,Y = [-6;00) Postaé¢ ogélna: y=az?+br+c
b) 1 =-6,2,=0,Y = (—oo; 8} Postaé¢ kanoniczna: y = a(z — p)? +q
Q) m=1,2=7Y = (—00;2] Postaé iloczynowa: y = a(z — z1)(z — x2)
6.a) y=a(z+2)(z—4) b) y = a(z + 6)z c)y=a(z—1)(z—-7)
Obliczamy wspolrzedne Obliczamy wspoéirzedne wierzchotka Oblicza'rny wspotrzedne wierzchotka
wierzchotka paraboli: paraboli: paraboli:
xw:722+4:17yw:_6 xw=762+0:—3,yw:8 xw=¥:4,yw:2
Zatem a(1 + 2)(1 — 4) = —6, Zatem a(—3 + 6)(—3) = 8, Zatem a(4—1)(4—7) =2, czylia = —§.
czylia = 2. czylia = —3. Posta¢ ogélna: y = —22° + Lz — 1
Postaé ogdlna: Postac¢ ogélna: y = —gx2 — Ly Postac iloczynowa: y = —2 (z — 1) (z—7)
_2.2_ 4 16 L -
Y=3T =3T3 Postac iloczynowa: y = _% (z+6)x Posta¢ kanoniczna: y = —% (z — 4)2 +2

Postac iloczynowa: Postaé¢ kanoniczna:
y=2(x+2)(z—4) y=—5@+3)>+8
Postaé¢ kanoniczna:

y=2(-17-6
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Krzywa fancuchowa

Wiszacy, zamocowany na koncach tancuch przyjmuje ksztalt przypominajacy
parabole. W 1638 r. opisywal to juz Galileusz, wloski fizyk i astronom.

W drugiej potowie XVII w. wykazano, ze jest to inna krzywa, zwana krzywa
fancuchowa lub catenarig [czyt. katenarig], od tacinskiego stowa catena
[czyt. katena] oznaczajacego tanicuch.

Na rysunku obok przedstawiono \ Y /
krzywa tarncuchowa (kolor czerwony)

oraz parabole (kolor niebieski), ktéra \ /
dla wartosci argumentow bliskich 0 \

NI

jest bardzo dobrym przyblizeniem
tej krzywej taricuchowe;. \

N /
» 1 ~
) 1 X
Ksztatt krzywej fanncuchowej przyjmuja wiszace Krzywa ta jest wykorzystywana
taricuchy, liny lub przewody wysokiego w architekturze. Na zdjeciu monument
napiecia. Gateway Arch w Saint Louis w Stanach
Zjednoczonych.

El Skorzystaj z dostepnych Zrédet i znajdz inne
przyktady wykorzystania krzywej fanncuchowej
w architekturze.

o e NN NI A o el tirae— -

Krzywa tanicuchowa 39 I



Uczen:

— wyjasnia zwiazek miedzy
rozwigzaniem nieréwnosci
kwadratowej a znakiem
wartos$ci odpowiedniego
tréjmianu kwadratowego,

— rozwiazuje nieré6wnosc
kwadratowa,

— wykorzystuje nieréwnosci
kwadratowe do rozwia-
zywania zadan o réznym
stopniu trudnodci, w szcze-
gblnosci wyznacza dziedzine
funkcji, w ktérej wzorze
wystepuje pierwiastek
kwadratowy,

— zaznacza na osi liczbowej
iloczyn, sume i réznice
zbioréw rozwigzan dwbch
nieréwnosci kwadratowych.

Komentarz

Po oméwieniu przyktadow 1.

i 2. warto zaproponowaé
uczniom, aby przeanalizowali je
ponownie i utozyli plan rozwia-
zywania nieréwnosci kwadra-
towych. Przykltadowy algorytm:
1. Obliczenie pierwiastkéw
rownania.

2. Zaznaczenie miejsc zerowych
na osi.

3. Naszkicowanie wykresu.

4. Odczytanie z wykresu
rozwiazania nier6wnosci.

Komentarz

Duzym utatwieniem przy
odczytywaniu zbioréw
rozwigzan nieréwnosci jest
zaznaczenie na szkicu wykresu
znakéw ,+7 i ,—” (jak na
rysunkach w przyktadzie 2.).

Multibook
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1.9. Nierownosci kwadratowe

Jesli mamy wykres funkcji kwadratowej i znamy jej miejsca zerowe, mozemy
wyznaczy¢ zbiér rozwigzan odpowiedniej nieréwnosci kwadratowe;.

Przyktad 1
Dany jest wykres funkcji y = —2% + 2z + 3. Rozwigz Y
nieréwno$é¢ —z? + 2z + 3 > 0.

Z wykresu odczytujemy, ze:

—2?4+2x+3>0dlaxz e (-1;3)

i

Uwaga. Zauwaz, ze do rozwiazania nieréwnosci kwadrato-
wej nie potrzebujemy dokladnego wykresu odpowiedniej -1/ 0] 1 3\ X
funkcji. Wystarczy znajomo$é jej miejsc zerowych i infor-
macja o tym, czy ramiona paraboli, bedacej wykresem tej
funkcji, sa skierowane do gory, czy w dot. /

Przyktad 2

a) Rozwiaz nier6wnosé 2a? — 6z > 0.

W celu wyznaczenia miejsc zerowych funkcji y = 222 — 6z rozwigzujemy réw-
nanie 222 — 6z = 0, czyli 2z(x — 3) = 0. Zatem = = 0 lub z = 3.

Rozwigzania réwnania zaznaczamy na osi OX. Szkicujemy parabole o ramio-
nach skierowanych do géry (wspo6lezynnik przy x? jest dodatni), przechodzaca

przez zaznaczone punkty. Ze szkicu wykresu odezytujemy: A\l yan
222 — 62 > 0 dla x € (—o0;0) U (3;00) 0 3 X

b) Rozwiaz nieréwnosé¢ —z? + 3z — 1 > 0.

Rozwigzujemy réwnanie —x? + 3z — 1 = 0.

A=9—-4=5 zatem z; = %5 = 3+2\/g’ Ty = 73%2\/5 = 372\/5.

Rozwigzania réwnania zaznaczamy na osi OX. Szkicujemy parabole o ramio-
nach skierowanych w doél (wspétezynnik przy z? jest ujemny), przechodzaca
przez zaznaczone punkty. Ze szkicu wykresu odczytujemy: m

301> 0dlawe |25Y2 300 /58 s\ X

Cwiczenie 1

Rozwiaz nieréwnosé.

a) 312 —-2xr—-1>0 b) 222 +x2—-1<0 c) —ax*+2x+4>0
Cwiczenie 1

a) x € (foo;f%]u[l;oo)

b) z € [—1;%]

¢) z€ (1-51++5)



Przyktad 3

Rozwiaz nieréwnoéé¢ —z? 4+ 2z — 1 > 0.

Rozwiazujemy réwnanie —z? 4+ 2x — 1 =0, czyli —(x — 1)? = 0. Zatem z = 1
(jest to pierwiastek podwdjny). Rozwiazanie réwnania zaznaczamy na osi OX
i szkicujemy parabole o ramionach skierowanych w dét.

Ze szkicu wykresu odczytujemy: 1 X
—22+2x—-1>0dlaz=1

Cwiczenie 2

Rozwiaz nieréwnosé.

a) —r?+2r—1<0 b) —2?+2x—-1<0 ¢c) —2*+2x—-1>0
Przyktad 4

a) Rozwiaz nier6wnosé 5x* — 3z + 2 < 0.

A=9—-4-5.2=-31<0
Roéwnanie 5x% — 3z 4+ 2 = 0 nie ma pierwiastkéw oraz \\/
wspoélczynnik przy x? jest dodatni. Parabola znajduje

sie zatem nad osia OX, a to oznacza, ze nier6wnos¢ jest

sprzeczna.
b) Rozwiaz nieréwnosé —3z* + 2z — 1 < 0.
A=4—-4-(-3)-(-1)=-8<0

Réwnanie —3z% + 2o — 1 = 0 nie ma pierwiastkéw oraz X
wspétczynnik przy z? jest ujemny. Parabola znajduje

sie zatem pod osig OX, a to oznacza, ze nieréwnosé jest

prawdziwa dla dowolnego z, czyli x € R.

Cwiczenie 3
Rozwigz nieréwnosc.
a) 4o 4+2x+1>0 b) 22 +xz+3<0 ¢) —222+v22-1<0

Przyktad 5

Rozwiaz nier6wnos¢ 2(2 — z) < —z(z — 3).

Wykonujemy mnozenie.
Przenosimy wszystkie wyrazy

4—-2x < —2%+ 3z

22 —52x+4<0 na lewa strone nieréwnosci.
Rozwigzujemy réwnanie 2% — 5z +4 = 0 i otrzymujemy \ /
x = 1 lub x = 4. Szkicujemy parabole i odczytujemy, + + + +
1 4 X

ze nieréwnos¢ jest spelniona dla x € (1;4).

Cwiczenie 2
a) x €R

b) z € R\ {1}
) sprzeczna

Cwiczenie 3

a) A=-12<0,a=4>0,
zatem x € R

b)) A=-11<0,a=1>0,
zatem nieréwnosé jest sprzeczna
¢) A=-6<0,a=-2<0,
zatem x € R
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Cwiczenie 4
a)2m2+x—3§0,$€[—%;1]
b) 222 — 2z — 1 > 0,

xe( oo,lf)U(H"f,oo)
¢) * —4rx +25> 0,z €R
d)2> -2z +1>0,zcR\ {1}
e) 5z° — 22 < 0, z € (0; 2)

f) 222 — 5z — 3 <0, me[—%;S]

Odpowiedzi do zadan
1. a) € (—o0; —5) U (5; o0)

i) sprzeczna
j) @ € (=005 —3) U (5;00)
k) z € [-2;8]
1) sprzeczna

2. a) x € [—6; 6], trzynascie
b) z € (—o0;0) U (3;00),
nieskonczenie wiele
c) = € [-2;24], pieé
d) z € (—2;1), dwie

3.a)me[3—\/6;3+\/€};
1,23, 4,5
—2V6. V6 |.
b)xe[3§673+§ 6]7
0,1, 2
S1-VET, _14431],
Q) ze 12317 1+2317

—3,-2,-1,0,1, 2

i) sprzeczna

I 42 1. Funkcja kwadratowa

Cwiczenie 4

Rozwiaz nieréwnos¢.

a) v —a? < 3— 322 ¢) (3z+ %)2 >2r—% e) (2z+1)*+(z—3)*< 10
b) —z(2—z)>1—2* d)2—2><(2—1)? f) 3z—(1—2)*>2*—4

Rozwiazywanie nieréwnosci kwadratowej sktada sie z kolejnych etapdéw:
« rozwigzanie odpowiedniego rownania,

« naszkicowanie odpowiedniej paraboli,

« odczytanie z rysunku rozwiazania nierownosci,

« zapisanie odpowiedzi.

Zadania

1. Rozwiaz nieréwnosc.

a) x* > 25 d) 22 —2>6 g) 9x+5>22* ) 62—z >12
b) z? < 16 e) > —4<3x  h)22*+52x>3 k) 3z+8> ja°
c) 4z > 9 f) dz+5>2? i) 32’+1<ux ) 222 4+6<x

2. Ile liczb caltkowitych spelnia podang nieréwnosé?
a) 9—12° >0 b) 22? > c) 22 —10<z d)2—x>2a?

3. Wyznacz wszystkie liczby catkowite spelniajace podana nieréwnosé.
a) ¥ —6x+3<0 b) =32?+6x+5>0 «¢) 22> +2x—-15<0

4. Rozwiaz nieréwnosé.
a) =20 +6x—5<0 d)a*+22+2>0 g) 222 —x 4+ <0
b) =322 4+2r—1<0 e —92°+22—5<0 h) —42°4+122-9>0
¢) 3z2 4+ 14z —5>0 f) =222 —Tz+4<0 i) 2°42+1<0

5. a) Dla jakich argumentéw funkcja f(x) = 2> — 6x + 5 przyjmuje wartosci
wieksze od 5, a dla jakich mniejsze od —37
b) Dla jakich argumentéw funkcja f(x) = 22 — 8x + 15 przyjmuje wartosci
nalezace do przedziatu (3;8)7

6. Rozwigz nieréwnosc.

a) 2z—-2)(z—-3)<(z—-3)(z—4) d) (22 —-2)?> 3z —2)(z—3)
b) Bz —1)(z+2) > (x—3)(2x—1) e) 222 —3x+4> —(x—1)>—6
c) dx—1)(4—2) < (2—-3z)(x+1) f) 2z+3)2-9<8—(3—1x)?

5. a) f(z) > 5 dlaz € (—o0;0) U (6;00), f(z) < =3 dla x € (2;4)
b) z € (1;2) U (6;7)
6.a) 2 —2—-6<0, 7€ (=23)
b)x + 122 —5 >0,
—00; —6 — VA1) U [—6 + v/41; 00)
c)x2—18x+620,
S (700;975\/3] U [9+5\/§;oo)
d) 2> +3z-2>0,
a & (foo; 7372m] U [’SJer;oo)
e) 3z —5x+11>0,z€R
f) 5z +6z+1<0,x€ (-1;—3%)




7. Wyznacz zbiér argumentéw, dla ktorych funkcja f przyjmuje wartosci
wigksze niz funkcja g(r) = 2? — 2x + 3.
a) f(z)=222—2z4+1 D) f(z)=32>—1z ¢) f(z) =12 -6z
8. Przeczytaj podany w ramce przyktad.
Wyznacz dziedzine funkcji f(x) = /z(z — 4).
Dziedzing funkcji jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych, dla kté-
rych wzér funkcji ma sens. We wzorze funkcji f wystepuje pierwiastek,
zatem wyrazenie pod nim musi by¢ nieujemne:
z(x—4)20
Nieréwno$¢ ta zachodzi dla x € (—o0; 0] U [4; 00).
Zatem dziedzing funkcji f jest zbiér D; = (—o0;0] U [4; 00).
Wyznacz dziedzine funkcji f.
a) f(z)=+va?2—-4 d) f(z) =vVa? -3z -4
b) f(z) = V8 — x? e) f(z) =622 —Tx—5
c) f(z)=vx2+9 f) f(z) = Va2 +2y3zx—24
9. Dane sg zbiory A i B. Wyznacz zbiory AUB, ANBi A\ B, gdy:
a) A — zbidér rozwigzan nieréwnosci z? — 4z + 1 <0,
B — zbiér rozwiazan nieréwnosci 3x — z? > 0,
b) A — zbidér rozwiazan nieréwnosci 22 — 5z + 6 > 0,
B — zbiér rozwigzan nieréwnoséci x2 — 5z +4 < 0.
Sprawdz sie
10. Rozwiaz nieréwnosc.
a) z? <8 d) 2> —a? g) *+4x —21 >0
b) z? > 9 e) 22 <4dx —4 h) —2?+22+15>0
c) *>ux f) 6z > —2*-9 i) 622 —x—1<0
11. Ktére dzielniki catkowite liczby 12 spetniaja podang nieréwnosé?
a) 2 —2x+4<0 c) 22 +3x+1>0 e 222 —-1>1-3z
b) 22 —4x+9>0 d) —2*+42+1<0 f) 1—x<a?
12. Wyznacz zbiér argumentéw, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci
wigksze niz funkcja g(z) = z + 4.
a) f(x)=2>4+52+7 Db) f(x)=222—4x+6 c¢) f(z)=42*+2+3
11. a) zaden
b) wszystkie
)1
d) —12, —6, —4, —3, —2, —1, 6, 12
e) —12, —6, —4, —3,1,2,3, 4,6, 12
f) —12, =6, —4, —3, —2, 1, 2, 3, 4, 6, 12
12. a) x € (—o0; —3) U (—1; 00)

b) z € (—o0;3) U (2;00)
¢) z € (—o0;—3) U(3;00)

7.

10.

. a)

f(@) > g(x)

a) 2> +x—2>0,
(=005 =2) U (1;00)
b) 22 + x — 3 > 0,
(—00; —3) U (15 00)
¢) #* +8z+6 <0,
(-4 — V10; —4 + v/10)
00; —2] U [2; o0)
b) [-2v/2;2/2]

)
d)

)
)

o

)

005 —3] U [§500

(=

[-

R
(—o0; —1] U [4; 00)
(= )
(—o0; —4v/3] U [2V/3; 00)

f

a) A=[2-3;2+3],
B =[0;3],
AUB = [0;2+ 3],
ANB=[2-+/3;3],
A\ B = (3;2+ 3]

b) A = (—00;2) U (3;00),
B = (1;4),
AUB=R,

ANB=(1;2)U(3;4),
A\ B = (—o0;1] U [4; 00)

a) x € [—2\/5;2\/ﬂ
b) x € (—o0; —3) U (3;00)
c) z € (—o0;0] U [1;00)
d)zeR
e) x =2
f) z e R\ {-3}
g) x € (—o0; —7] U [3; 00)
h) z € (~3;5)
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Uczen:
— stosuje pojecia najmniejszej

i najwiekszej wartosci funkcji,

— wyznacza wartosci
najmniejsza i najwieksza

funkcji kwadratowej w prze-

dziale domknietym,

— stosuje wlasnosci funkcji
kwadratowej do rozwia-
zywania zadan optymaliza-
cyjnych.

Cwiczenie 1
Liczby oznaczamy przez p i gq,
wtedy:

a) g=38—p
p-q=f(p) =p(38—p) =
=—p°+38p

pw =19, f(pw) = 361
Najwieksza wartos¢ iloczynu
liczb p i g jest rowna 361.

b)g=3—p
p-qa= f(p) =—p*+3p
pw:ia f(pw):%
Najwieksza wartosé iloczynu

liczb p i q jest réwna —=

16"
c) g=v2-p
p-qg=f(p)=—-p*+V2p
Pw:\g’ f(pw):%
Najwieksza wartos¢ iloczynu

liczb p i q jest rowna %

Multibook

® Problem optymalizacyjny —
powierzchnia boczna pudetka
* Problem optymalizacyjny —

1.10. Funkcja kwadratowa -

zastosowania (1)

Przyktad 1
Suma liczb p i ¢ jest réwna 12. Oblicz najwigksza wartosé iloczynu tych liczb.

p+q=12, zatem q = 12 — p.
Tloczyn tych liczb to p-q = p(12 —p) = 12p — p*> = —p? + 12p.
Wyznaczamy wierzchotek paraboli bedacej wykresem funkcji danej wzorem:
f(p)=-p*+12p
b

Po=—g0=—5 =6, f(p.)=—6"+12-6=—36+72=36

Wykresem funkcji f jest parabola
o ramionach skierowanych w dot.

Najwieksza warto$¢ iloczynu liczb p i ¢ jest réwna 36 (dla p = ¢ = 6).

Cwiczenie 1

Oblicz najwiekszg wartosé iloczynu dwéch liczb, ktérych suma jest réwna:

a) 38, b) 1, c) V2.

Cwiczenie 2

Suma liczby p i podwojonej liczby ¢ jest réwna 36. Oblicz najwieksza wartosé
iloczynu liczb p i q.

Przyktad 2

Wyznacz warto$ci najmniejsza i najwieksza funkeji f(z) = —2? 4+ 2z + 4

w przedziale [—1;2].

Obliczamy wartosci funkcji f na koncach przedziatu: Y
f(—1) =1 oraz f(2) = 4. _
Wierzchotek paraboli ma wspétrzedne: z,, = —% =1, f \

Yw = f(1) = 5. Poniewaz z,, € [—1;2] oraz ramiona pa-
raboli sa skierowane w doél, najwieksza wartos¢ funkcji
w tym przedziale jest rowna 5. Warto$é najmniejsza jest // o
przyjmowana dla x = —1 i wynosi 1. !

[

Aby wyznaczy¢ najmniejsza lub najwieksza warto$é funkeji kwadratowe;j
f(z) = az® + bx + ¢ w przedziale [p;;ps], nalezy obliczy¢ f(p1) i f(p2).
Jesli x,, (pierwsza wspolrzedna wierzchotka paraboli bedgcej wykresem tej
funkcji) nalezy do przedziatu [p;;ps], to obliczamy réwniez y,, = f(z,).
Najmniejsza sposrdd tych wartosci jest najmniejsza wartoscia funkcji w da-
nym przedziale, a najwieksza — najwicksza wartoscia.

Cwiczenie 2

p + 2q = 36, zatem p = 36 — 2¢q

p-q= f(q) = (36 — 29)g = —2¢” + 36¢

qw =9, f(quw) =162

Najwieksza wartosé¢ iloczynu liczb p i g jest réwna 162.

powierzchnia prostopadtoscianu
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Przyktad 3

Wyznacz wartoéci najmniejsza i najwieksza funk- Y -
cji f(x) = —32° 4 2z + 1 w przedziale [—1;2]. f .
Obliczamy kolejno: : .
5 L \i
e f(—1) = —= oraz 4
1) = =5 oras 1(2) = i E
. ;L’w = —— 4 [ } K A

2a 77
Zatem warto$¢ najmniejsza i warto$é¢ najwieksza funkcji f przyjmowane sa na
koncach przedziatu [—1;2], czyli sa to odpowiednio —2 i 4.

Cwiczenie 3

Wyznacz wartos$ci najmniejsza 1 najwieksza funkcji f w podanym przedziale.
a) f(x) =244z +8, [-3;1] ¢) flx)=—a®+4x -6, [-1;3]

b) f(z) = —22* — 4z — 1, [0;4] d) f(z) =22*+ 22— 3, [-2;1]

Przyktad 4
Z prostokatnego arkusza tektury o bokach 60 cm |

i 40 cm wycinamy w rogach kwadraty tak, aby po
odpowiednim sklejeniu pozostalej czedci otrzymac ! [
otwarte pudetko. Jaka powinna byé¢ dlugo$é¢ bo- | |

kéw wycinanych kwadratow, aby pole powierzchni | |

bocznej pudetka byto najwieksze? Oblicz to pole. L _ ——

Pole powierzchni bocznej pudetka w zaleznosci od dlugosci bokéw wycietych
kwadratéw opisuje funkcja:

P(x) = 2(40 — 22) - 4+ 2(60 — 2z) - = —8z” + 200z

Okreslamy dziedzine funkeji P: D = (0;20). x>0, 2z < 40, 2z < 60
Wyznaczamy wspoélrzedne wierzchotka paraboli y = —8x2 + 200z:
__i__@_ __A__4000O_
Ty =—5- =~ 12,5, y, = yii—rr = 1250

Poniewaz x,, € (0;20) oraz ramiona paraboli sa skierowane w ddl, najwieksza

warto$é funkcji P jest przyjmowana dla x,,.

Pudetko ma zatem najwicksze pole powierzchni bocznej, jesli dtugosé bokéw
wycietych kwadratéw jest réwna 12,5 cm. Pole to jest réwne 1250 cm?.

Cwiczenie 4

7 kwadratowego arkusza tektury o polu 1600 cm? wycinamy w rogach kwa-
draty tak, aby po odpowiednim sklejeniu pozostalej czesci otrzymaé otwarte
pudetko. Jaka powinna by¢ dlugosé bokéw wycinanych kwadratéow, aby pole
powierzchni bocznej pudetka byto najwigksze? Oblicz to pole.

Cwiczenie 4

===

| Dtugo$é boku kwadratowego arkusza wynosi 40 cm.
® T | Pole powierzchni bocznej pudetka opisuje funkcja:
|

- — P(z) = 4(40 — 2z)z = —82° + 160z, = € (0;20)
I : Funkcja P przyjmuje najwieksza wartos¢ w wierzchot-
: | ku paraboli bedacej jej wykresem, czyli dla:
I I _ —160
i | Tw = —75 =10
L | | - Wartoséé ta jest rowna:
——————— f(10) = —800 + 1600 = 800

|
| x CE I Boki wycinanych kwadratéw maja diugos¢ 10 cm,
' a pole powierzchni bocznej wynosi 800 cm?.

1.10. Funkcja kwadratowa — zastosowania (1)

Cwiczenie 3

a) T, = —2 € [-3;1],

Yw = f(xw) = 4 — warto$é naj-
mniejsza,

(
f(1) = 13 — wartos$¢ najwigksza
b) z., = —1 & [0; 4],
f(0) = —1 — wartosé¢ najwieksza,
f(4) = —49 — warto$¢ najmniej-
sza
c) zw=2¢€[-1;3],
Yw = f(Tw) = —2 — wartosé naj-
wieksza,

f(=1) = —11 — warto$¢ naj-
mniejsza,
fB)=-3
d) 2w =—3
yw.— f(@w)
najmniejsza,
f(=2) = 1 — wartos¢ najwieksza,
f(1) =1 — wartos$¢ najwieksza

-

1],

— wartosé

I m

2;
7
2
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Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. a) najmniejsze: 1. Wyznacz warto$ci najmniejsza i najwieksza funkeji f(z) = —a? + 4o — 1
F(0) = f(4) = —1,4(0) = =3, oraz funkeji g(x) = $2® + 2 — 3 w przedziale: a) [0;4], b) [—4;6].
najwieksze: f(2) = 3,

g(4) =9 2. Suma dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego jest réwna 8.
b) najmniejsze: f(—4) = —33, a) Wyznacz najwieksze pole takiego trojkata.
9(-1)=-1%, b) Wyznacz najmniejsza warto$é¢ kwadratu dlugosci przeciwprostokatne;j
IR {0 S & takiego tréjkata.
9(6) = 21
2. a)8 3. Trzeba ogrodzi¢ prostokatna rabate kwiatowa o jak naj-
b) 32 wiekszej powierzchni, przy czym nie bedzie ona grodzona

3. Oznaczmy boki ogrédka przez na jednym boku na odcinku 4 m (rysunek obok). Wiadomo,

z iy, wowczas: ze potrzeba do tego 80 m biezacych siatki ogrodzeniowej. 4m
2(z+y) =84, czyliy = 42—z Jakie wymiary ma ta rabata? 1

Pole ogrodka opisuje funkcja: 4. Taras przylega jednym z bokéw do $ciany domu (rysunek
P(z) = z(42 — x),

Dp = (4;42) obok). Wiadomo, Ze na ogrodzenie tego tarasu potrzeba
7 28 m biezacych paneli ostonowych i ze jego powierzchnia

Funkcja P przyjmuje najwiek-
szg wartosé dla z = 21. jest najwieksza z mozliwych. Jakie wymiary ma ten taras?

g;’ﬁifyigfé;kilo:ni;viqk— 5. Podstawa prostopadtoscianu o wysokosci 5 cm jest prostokat o obwodzie

| ezt 2l e 5 2L i, 12 cm. Jakie powinny by¢ wymiary podstawy tego prostopadloscianu, aby
4. 7mx 14 m jego pole powierzchni catkowitej bylo najwieksze?

5. 3 cm x 3 cm 6. Wyraz pole prostokata przedstawionego na rysunku jako funkcje zmien-
nej x. Podaj wymiary prostokata o najwiekszym polu.

Komentarz a) 1] by N
Samodzielne uktadanie

zadan, ktére potem rozwia- 2 8
zujemy, to wazna umiejetnosé . \
budujaca gtebsze zrozumienie v o a
przerdznych pojeé. Warto o 4 24

zatem polecié¢ takie ¢wiczenie
uczniom — moga je wykonaé
samodzielnie lub w parach.

W parach moga rozwiazywaé Sprawdz sie

nawzajem swoje zadania.

Jesli bedzie wigcej czasu, 7. Wyznacz warto$¢ najmniejsza i wartos¢ najwieksza funkcji f w podanym
mozna réwniez zaproponowacé przedziale.

uktadanie zadan w grupach.

a) f(x)=22*—4x+3, [0;3] b) f(z) =32 +2x+1, [-6;3]

8. Pan Adam kupit prostokatng dziatke budowlang. Na jej ogrodzenie po-
trzebuje 240 m biezacych siatki ogrodzeniowej. Wiadomo, ze dziatka ma
powierzchnie najwieksza z mozliwych. Jakie wymiary ma ta dziatka?

6. a) Z podobienstwa trojkatéow ABC i DEC: 4 = 22, C
czyli y = 4 — 2z, gdzie = € (0;2).
Zatem pole prostokata opisuje funkcja:

E
P(z) = —22° + 4z D Y
Funkcja P przyjmuje najwieksza wartos¢ w wierzchotku *
paraboli bedacej jej wykresem, czyli dla z,, = 1. Zatem A B

prostokat o najwiekszym polu ma wymiary 1 X 2.

b) P(x) = —322 4 24z, x € (0;8), 12x 4
7. a) najmniejsza: 1, najwigksza: 9

b) najmniejsza: —2, najwieksza: 10
8. 60 m X 60 m

I 46 1. Funkcja kwadratowa



1.11. Funkcja kwadratowa - Uczers:

przeprowadza analize zadania
H i zapisuje odpowiednie
ZaStosowanla (2) réwnanie, nieréwnosc¢ lub
wzér funkcji kwadratowej
Przyktad 1 opisujace dang zaleznosé,
Prostokatny trawnik ma powierzchnie 209 m?. Oblicz wymiary tego trawnika — znajduje rozwigzanie, ktére

w przypadku, gdy réznig sie one o 8 m. spetnia warunki zadania,
— przeprowadza analize wyniku

Oznaczmy dlugoéé krétszego boku trawnika przez x (z > 0). Otrzymujemy i podaje odpowiedz,
réwnanie: — rozwigzuje zadania tekstowe
z(z +8) =209 o podwyzszonym stopniu
22+ 82 —209=0 trudnodci dotyczace funkcji
kwadratowe;j.
A =64 + 836 = 900, VA = 30 !
$1:¥<0, $2:$:11

Pierwsze rozwiazanie odrzucamy, poniewaz nie spelnia warunkéw zadania.
Zatem trawnik ma wymiary 11 m x 19 m.

Cwiczenie 1 Cwiczenie 1
Prostokatny trawnik ma powierzchnie 216 m?. Oblicz wymiary tego trawnika a) Wymiary trawnika:
w przypadku, gdy r6znig sie one o: a) 6 m, b) 15 m. z, x + 6, gdzie 2 > 0.
z(z + 6) = 216
Przyktad 2 2?4+ 6z — 216 =0
Woké!t prostokatnego trawnika o wymia- m A = 36 + 864 = 900
rach 12 m x 6 m ma zosta¢ ulozony pas v = =30 =12 1ub
kostki brukowej o szeroko$ci x m oraz po- r==30 <0
wierzchni 63 m? (rysunek obok). Oblicz x. & G o [ Zatem trawnik ma wymiary
Powierzchnia pokryta kostka jest réwna 19 m 12 mx 1.8 o .
réznicy pol wiekszego i mniejszego prosto- L) ity (el
kata: T m z, x + 15, gdzie z > 0.
z(z + 15) = 216
(12+22)(6 4+ 2x) — 12-6 = 72 + 24a + 122 + 42® — 72 = 42* + 36z, > 0 2% 4 152 — 216 — 0
Otrzymujemy réwnanie: A = 225 + 864 = 1089
4$2+36$:63 \/Z=33
42? + 36 — 63 =0 z= =123 — g Jub
A = 1296 + 1008 = 2304, VA = 48 r =538 <0
—36—48 —36 448 Zatem trawnik ma wymiary

<O, Ty = :1,5

xr1 =

8 8 9m X 24 m.

Pierwsze rozwigzanie odrzucamy, poniewaz nie spelnia warunkéw zadania.
Zatem szeroko$¢ pasa jest réwna 1,5 m.

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.11
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Cwiczenie 2
(44+22)(84+2z) —4-8=45
4o 4+ 24z — 45 =0
A =576 + 720 = 1296

VA =36
= % = 1,5 lub
o —248—36 <0

Szeroko$¢ pasa wynosi 1,5 m.

I 48 1. Funkcja kwadratowa

Cwiczenie 2

Wokét basenu o wymiarach 4 m x 8 m wylozono ka-
felkami pas o szeroko$ci z m oraz powierzchni 45 m?
(rysunek obok). Jaka jest szeroko$é tego pasa?

T m

Przyktad 3
Firma produkujaca zabawki oszacowala roczna wielkos¢ sprzedazy lalek na
s sztuk w zaleznosci od ceny z zl za sztuke (tabela ponizej). Okazalo sie, ze

jest to zalezno$é liniowa s(x) = —40x 4 3600.
Cena z w zt 40 50 60 70 80 90
Liczba lalek s 2000 1600 1200 800 400 0

Koszt wyprodukowania jednej lalki wynosi 20 zt. Ustal taka cene za jedna
lalke, aby roczny zysk firmy byl najwiekszy. Jaka bedzie wtedy wielkosé sprze-
dazy i jaki zysk?

Zysk ze sprzedazy jednej lalki, gdy kosztuje ona x zl, jest réwny (z — 20) z!
(przyjmujemy, ze x > 20). Okres$lmy funkcje z opisujaca roczny zysk ze sprze-
dazy s lalek dla ceny z zl za lalke:
z(z) = s(x) - (x — 20) = (—40z + 3600)(x — 20) =
= —402” + 4400z — 72000, gdzie x € [20;90]
Funkcja z najwigksza wartos¢ przyjmuje w wierzchotku odpowiedniej paraboli:

44
Ty =~ =55

Zatem zysk bedzie najwiekszy dla ceny = = 55 zl.
Wielko$é¢ sprzedazy bedzie wowczas rowna:

s(55) = —40 - 55 + 3600 = 1400
a roczny zysk bedzie wynosit:
Zmax = 2(55) = 1400 - (55 — 20) = 1400 - 35 = 49000 [z}]

Cwiczenie 3

Koszt wyprodukowania jednego pluszowego misia wynosi 10 zt. Dla ceny 15 zt
za misia wielkos¢ sprzedazy wynosi 1000 sztuk rocznie. Kazdorazowe podnie-
sienie ceny o 1 zl powoduje spadek sprzedazy o 50 sztuk w ciagu roku.

a) Wyznacz wzor funkeji kwadratowej opisujacej roczny zysk w zaleznosci od
ceny x zt za sztuke.

b) Ustal taka cene za jednego misia, aby roczny zysk firmy byl najwiekszy.
Jaka bedzie wtedy wielkos¢ sprzedazy i jaki zysk?

Cwiczenie 3
a) Niech x oznacza ceng za jednego misia. Wielkos$é sprzedazy opisuje funkcja:
s(x) = 1000 — 50(z — 15) = —50z + 1750, gdzie = € [15; 35]
zysk = sprzedaz - (cena za sztuke — koszt jednej sztuki)
2(x) = (=502 + 1750) - (x — 10) = —50z2 + 2250z — 17500, gdzie = € [10; 35]
b) Funkcja z przyjmuje najwigksza warto$¢ w wierzchotku paraboli bedacej jej wykre-
sem, czyli dla:

__ —2250 __
Tw = =505 = 22,5

Zatem cene misia nalezy ustali¢ na 22,50 zt. Wtedy wielko$¢ sprzedazy to 625 sztuk,
a zysk 7812,50 zi.



Cwiczenie 4

Sklep z odziezg sportowg sprzedaje dziennie 16 bluz dresowych. Zysk ze sprze-
dazy jednej sztuki wynosi 40 zt. Wtasciciel sklepu przewiduje, ze kazde obnize-
nie ceny o 5 zt spowoduje wzrost sprzedazy o 4 sztuki dziennie. O ile powinien
on obnizyé cene, aby mieé¢ najwiekszy zysk?

Zadania

1. Plac zabaw ma ksztalt prostokata o wymiarach 12 m x 18 m. Szerokosé
placu zwigkszono o z m, a dtugos¢ o 2z m. Powierzchnia placu wzrosta
wowezas o 144 m?. Oblicz z.

2. Reprodukcje obrazu o powierzchni P oprawiono w prostokatna rame o wy-
miarach zewnetrznych x x y. Oblicz szeroko$¢ tej ramy, gdy:
a) P = 2400 cm?, z =80 cm, y = 60 cm,
b) P =2700 cm?, x =75 cm, y =55 cm.

3. Wokét prostokatnego trawnika o wymiarach 4 m x 8 m ma zosta¢ ulozona

kostka brukowa. Projektant przedstawil dwie propozycje: A i B (rysunki
ponizej). Dla kazdej z tych propozycji oblicz x.

Propozycja A Propozycja B
obszar pokryty kostks — 66 m? obszar pokryty kostks — 78 m?
T m[
2z m
2z m 4m 2z m
8 m T m 4D
T m S
4. Dany jest prostokat o wymiarach 21 ¢m x 4 cm. 2z m
Jego dhugosé i szerokoéé zwiekszono o x cm. Dla

jakiej wartosci x przekatna nowego prostokata
ma dlugosé 25 cm?

5. Dany jest prostokat o wymiarach 3 cm x 10 cm. Jego dtugoséc i szerokosé
zwigkszono o x cm. Dla jakich wartosci x przekatna nowego prostokata ma
dhugosé wieksza od 13 cm?

6. Szeroko$¢ pokoju jest o 2 m mniejsza od jego dtugosci. Jakie wymiary moze
miec¢ ten pokdj, jesli przekatna podlogi jest niekrotsza niz 6 m i niedtuzsza
niz 10 m?

6. Niech = oznacza szeroko$é¢ pokoju, gdzie z > 0, wéwczas:
6% < 22 + (x + 2)% < 10?, cayli
(V17T—1)m <z < 6 m.
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Cwiczenie 4
Niech z oznacza, ile razy nalezy
obnizy¢ cene o 5 zt,
xz€4{0,1,2,3,4,5,6,7,8}.
Zysk opisuje funkcja:
z(xz) = (16 + 4x)(40 — 5z) =

= —20(z +4)(z — 8)
Funkcja z przyjmuje najwieksza
wartos$¢ dla:

Tw = # =9

zatem cene nalezy obnizy¢
o 10 zt.

Odpowiedzi do zadan

1. (124+2)(184+2z) = 12-18+144
x=3

2. a — szeroko$¢ ramy
a) (80 — 2a)(60 — 2a) = 2400,
gdzie a € (0; 30)
a =10 cm
b) (75 — 2a)(55 — 2a) = 2700,
gdzie a € (0;27,5)

= —65_§0ﬁ ~ 6 [cm]

3. Propozycja A:
(8 +4x)(4+ 2z) = 32 + 66
r=15m
Propozycja B:
(8+2x)(4+4x) =32+ 78
r=15m

4. (21 4+ 2)2 4 (4 + z)* = 252

=3

5. 3+x)?+ (10+z)* > 132
z>2



11.

12.

13.

. Niech x — 7, z, x + 2 beda

dtugoséciami bokéw trojkata.
Woéwczas:

(x—T7)2+2° = (z+2)%,2>7
Zatem x = 15,

czyli Ob = 40 cm.

. P(z)=8-10—-2-1(8-2)-
(10 — z) = 18z — 2,

x € (0;8]
P(z) > 0,4-8-10

2 —182+32<0

z € [2;8]

. 400 - 19222 . 100-p — 989,

p < 100

p=15

a) Miejscami zerowymi sg licz-
by 0 i 12, zatem parabola ma
réwnanie postaci:
y = azx(z — 12)

Po podstawieniu wspélrzed-
nych wierzchotka (6,4) do
réwnania paraboli otrzymuje-
my a = —é.
Zatem y = f%mz + %:v.
b) Miejscami zerowymi sa
liczby —6 i 6, zatem:
y=alz —6)(a +6) =

= a(z® — 36).
Wspélrzedne wierzchotka:
(0,4), czyli a = —%.

Zatem y = f%mz + 4.
Y
D = ¢
1
Ool1 A B X

Prostokat ABC D na rysunku
jest schematycznym przedsta-
wieniem barki.
Punkt D ma wspolrzedne
(3,3,1).
Parabola przedstawiajaca
most jest wykresem funkcji:

f@) = 32" + 4o
Zauwazmy, ze:

fB8)=3<31

czyli barka nie przeptynie pod
mostem.
Niech « oznacza szeroko$c
ramki. Wéwczas:
(64+2x)(9+22)—6-9=6-9,
z>0
z=1,5 [cm]
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11.

12.

Bok BC tréjkata prostokatnego ABC jest o 2 cm
krétszy od boku AB 1o 7 cm dluzszy od boku AC. L
Oblicz obwdd tego trojkata.

Boki prostokata maja dlugosci 8 i 10 (rysunek
obok). Dla jakich wartosci « zacieniowany obszar
stanowi co najmniej 40% powierzchni prostokata?

X
Powierzchnia stawu wynosita 400 m2. Przez dwa kolejne lata, na skutek

suszy, powierzchnia stawu si¢ zmniejszala — w kazdym roku o p%. Po
uplywie dwoch lat staw mial powierzchnie 289 m?2. Oblicz p.

Wykaz, ze istnieje tylko jeden trdjkat prostokatny, ktérego boki maja dtu-
gosci rowne kolejnym liczbom:

a) naturalnym, b) parzystym.

Luk przesta mostu ma ksztalt paraboli
(rysunek obok). Korzystajac z wymiaréw
podanych na rysunku, znajdz réwnanie 4m

tej paraboli. Przyjmij, ze poczatek uktadu A B
wspolrzednych znajduje sie: 12 m

b) w $rodku odcinka AB.

a) w punkcie A,

Czy pod mostem opisanym w zadaniu 11. przeptynie barka o szeroko-
$ci 6 m, ktéra po zatadowaniu wystaje 3,1 m ponad powierzchnie wody?
Przyjmij, ze przekrojem poprzecznym barki jest prostokat.

Sprawdz sie

13.

14.

15.

10.

14.

15.

Zdjecie o wymiarach 6 cm x 9 cm oprawiono w prostokatna ramke o sta-
tej szerokosci. Powierzchnia obramowania jest rowna powierzchni zdjecia.
Oblicz szerokos§¢ obramowania.

Trawnik ma ksztalt tréjkata prostokatnego. Oblicz obwéd i pole tego traw-
nika przy zalozeniu, ze dlugosci jego bokéw wyrazone w metrach sg réwne:

a) v, x+ 7, x+38, b) z, x4+ 1, z — 17.

Ogrodnik ma dwie kwadratowe dziatki, z ktérych jedna ma pole powierzch-
ni 2,25 razy wieksze niz druga. Do ogrodzenia wickszej dziatki potrzebuje
on o 40 m wiecej siatki niz do ogrodzenia mniejszej. Ile metrow siatki
potrzebuje do ogrodzenia obu dziatek?

a) Dlugosci bokéw tréjkata: n, n + 1,
n+ 2, gdzie n € Ny.
n? 4+ (n+1)? = (n+2)?
n?—2n—-3=0
(n—=3)(n+1)=0
n=3lubn=—-1¢N,
Zatem istnieje tylko jeden taki tréjkat.
Jego boki maja dtugosci: 3, 41 5.
a) 2 =5, 0b=30m, P=30m’
b) 2 = 24, Ob =56 m, P = 84 m?
200 m

b) Dlugosci bokéw tréjkata: 2n, 2n+2,
2n + 4, gdzie n € N;.

dn® + (2n +2)% = (2n +4)?
4n® +4(n+1)* = 4(n + 2)?

n® 4+ (n+1)? = (n+2)?

Z podpunktu a) mamy n = 3.

Zatem istnieje tylko jeden taki tréjkat.
Jego boki maja dtugosci: 6, 8 i 10.



v/

4 H Odpowiedzi do zadan
Powtorzenie
1.a) f(z) =2 +4
b) f(z) = —(z +1)? + 1
B Zestaw | ¢) f(@) = (x+1)% —
: . S o i) (@) = (@ = 3)" 4
1. Przedstaw funkcje f w postaci kanonicznej i naszkicuj jej wykres. e) fz) = —(z—2)>+1
a) f(z)=a2>+4 ¢) flx)=2*4+2x—-1 e) f(z)=—-2+4x—3 f) f(z) = —(x+3)* +38
b) f(z)= 22— 2 d) fz) =22 —62+5 f) flz)=-a>—6z—1 23 f@=-35@-2"+3
b) f(@) = -5z -1 +3
2. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f sa liczby x; 1 25, a do jej wy- 3.a)z=-Tlubz =7
kresu nalezy punkt P. Zapisz wzor tej funkcji w postaci kanonicznej. b) z = —12 lub z = 12
a) z1 =1, 2y = 3, P(0,—4) b) 21 = —2, x5 = 4, P(2,4) c)z=-zlubz=3
d)x:—% lub z = ¢
3. Rozwiaz rownanie. e)r=-5lubz=3
a) 22 —49=0 c) 922 —1=0 e) 472 — 81 =0 f)x:——lubx_%
4. a) x = —5v2 lub z = 5v2
b) 22 — 144 =0 d) 3622 —-1=0 f) 2522 —36=0
)@ ) 36 ) 25w b) z=—1V14lubz = 1V14
4. Rozwiaz réwnanie. ¢) x=—-2v21ub z =22
1 _ 1
a) 22— 50 = 0 ¢) 302 —24 =0 ¢) 2722 — 18 = 0 Q) z —gﬁm‘”—g
—zV6lub z = %
b) 222 — 7 =0 d) 2822 — 14 =0 f) 922 +4 =0 ;’)x sVO RT3
) sprzeczne
5. Znajdz miejsca zerowe funkcji f. Wyznacz réwnanie osi symetrii paraboli 9+ @) # =0,z =8,

o$ symetrii: x = 4

bedacej wyk tej funkcji.
edacej wykresem tej funkcji b) =6 220

a) f(x)=a?-8x  «¢) f(z) =223z e) f(z) =2+ 14z + 49 o8 symetrii: & = —3
b) f(z) = 2 + 6z d) f(z) =2z + 622 f) f(z)=162>+8z+1 c)z=0,z=3,
of symetrii: x = 2
6. Rozwigz réwnanie. dz=—-1%2=0,
7 [ _ _l
a) 22 +4z—21=0 d)222+52—-3=0 g) 20232 —-1=0 O)SSyme“?l””— 6
e) x = —7,
b) 6—x—2?=0 e) 62> —Tr+5=0 h)32°4+5x+1=0 0§ symetrii: ¢ = —7
) x—2*+12=0 f) 222 —-122+16=0 i) —2>+3v2z-5=0 f) z=-4,
of symetrii: z = —1
7. Rozwiaz réwnanie. 6.a)z=—7lubz =3
a) (x—3)2=(2z—1)(z —3) c) 922 — 2z —1)2=0 b) z = =3 lub z =2
b) 2 + 4z + 4 = (z +2)(3z — 4) d) 422 = (1 —2)? ¢)z=-3lubaz=4
d)z=-3lubz =3
8. Wyznacz punkty przecigcia paraboli z osiami uktadu wspétrzednych oraz e) r= gg lub z = 3
wspolrzedne jej wierzchotka. Naszkicuj te parabole. f)z=3
g) x = BVIT Jyp g = 3VIT
a) y=a?+4zx c) y=2z*—8x e) y=—a*+2x+8 54\/ﬁ 2
h) z = === lub
b) y = —22 +2x d) y=—-12+1 f) y=a2*4+6x+8 x:_sz\/g
7.a) z=—2lubz =3 i) sprzeczne
b)z=—-2lubz=3
¢c)z=—-1lubz=31
d)z=-1lubz=1
8. a) (0,0), (—4,0), W (—2, —4)
b) (0,0), (2,0), W (1,1)
c) (0,0), (4,0), W(2,-8)
d) (_270) (270)7 (07 1)7 W(071)
€ (07 8) (_270)7 (47 0)7 W(l 9)
(0,8
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9.

10.

a) f(D) = [—16;00),
rosnaca w [4;00),
malejaca w (—o0; 4]
b) f(D) = (=00;9],
rosngca w (—oo; 3],
malejaca w [3; 00)

¢) f(D) = [-5; 00),
rosngca w [—1; 00),
malejaca w (—oo; —1]
d) f(D) = (—00;3],
rosnaca w (—oo; %],
malejaca w [1;00)

e) f(D) = (—o0;19],

rosngca w (—oo; —3],
malejaca w [—3; 00)

f) f(D) = [-8;00),

rosnaca w [—6; 00),

malejaca w (—oo; —6]

a) 2 =2-2v2,2=2+2/2
b) z = —1-V2, 2 =-1++2
c)r=0,z=4

d)z=3-V3,z=3+V3

Zestaw 11
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I 52 1. Funkcja kwadratowa

10.

. a) 10, z € [10; 12]

Wyznacz zbiér wartosci funkceji f oraz jej przedzialy monotonicznosci.
a) f(x)=a2*>—-8x «¢) f(z)=32246x—2 e) f(z)=—-22"—122+1
b) f(z) =6z —a* d) f(z)=—4a®+4x+2 f) f(z)= g2+ 22 -2

Do wykresu funkcji f nalezy punkt P. Wyznacz miejsca zerowe tej funkcji
oraz naszkicuj jej wykres.

a) f(x)=a(z—2)>—4, P(4,-2)
b) f(z) =a(z+1)*+2, P(-3,-2)

c) f(x)=a(z—2)*-2, P(6,6)
d) f(z) =a(z—3)*+6, P(1,-2)

Zestaw I

Przedstaw funkcje f w postaci iloczynowej.
a) f(z)=22* -6z c¢) f(z)=—-2*—-22+15 e) f(z)=32>—10z+3
b) f(z) =12z +2z d) f(z)=222+20—-4 f) f(z)=—-22+3z+2

3
Liczba 3 jest miejscem zerowym funkcji kwadratowej f. Punkt P jest wierz-
chotkiem paraboli bedacej wykresem tej funkcji. Wyznacz jej drugie miej-
sce zerowe. Zapisz jej wzér w postaci kanonicznej.

Rozwiaz nieréwnosé.
a) 3z2—-1>0 c) ¥ <z +12 e) 4z? +4x >3
b) 4—2?>0 d) 22 > 5 —4x f) 3z < 14 — 222

Rozwiaz nieréwnosé.
a) 22 —4xr —5<0 d) 122 —32+9<0
b) 222 +5x+1>0 e)
c) 322 —14r—-5>0 f)

g) x(x —5) < 2x(x—1)
T2 +2x < 1 h) 2(1 —5z) > (1 — x)?

>
=32’ +z+1>0 i) 2(2®+4)<;(1-2x)

Wyznacz najmniejsza liczbe naturalna spelniajaca podana nieréwnosé.
a) 2 +120 < 22z c) 10x — 23 > 2? e) 2 — 122 +33<0
b) t22 — 22+ 2 <0 d) =322 + 6z > 2 f) 22 —6x < -3 —2a?
Ile liczb catkowitych spelia podana nieréwnosc?
a) (22 +3)2< (v —3)? b) (1-12)"> (32 —5)
Zaznacz na osi liczbowej zbiory X UY; X NY 1 X \ Y, gdzie:
X — zbidr rozwigzan nieréwnosci z° —x — 6 < 0,
Y — zbiér rozwigzan nieréwnosci —z? < 4x + 2.
7. X =[-2;3],
Y = (—o00; —2— v2|U[-2+ v/2; o0),
XUY = (—o00; —2 — /2] U [-2; 00),
XNY =[-2++23],
X\Y =[-2,-2+2)

b) 1, = € [6 — 4v/2;6 + 41/2]
c) 4,z € (5—2;5+2)
d) 1,z € (37¢§'M)

e) 5,z €[6—3;6+3]
)

3-v3.3+V3
) 1,0 (3;255)

. a) z € [—6;0], siedem liczb cal-

kowitych spelnia te nieréwnosé.
b) z € (3;4), zadna liczba calko-
wita nie spelnia tej nieréwnosci.



10.

11.

12.

13.

11.

12.

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji kwadratowej f. Zapisz w postaci
kanonicznej wzor tej funkcji. Rozwiaz nieréwnosé f(x) > 0.

a) y b) Y C)11f
/ \ s d /2
d ol 1 X

AR o/ix
: i

ol 1 X / \

Naszkicuj wykres funkcji f. Wyznacz wartosé¢ najmniejsza i warto$é naj-
wiekszg funkcji f w podanym przedziale.

a) f(x) =222+ 4z, [-2;1] ¢) flx)=a2*+2x+1,[0;2]

b) f(z) = —x* + 2z, [0;4] d) f(z) = —a®+ 3z —2, [-2;2]

Dla jakich wartosci a i b suma a?+ b* przyjmuje warto$é najmniejsza, jesli:
a) a+b=4, b) a —b=3, c) 2a+b=17

Trzeba ogrodzi¢ prostokatny plac, przy czym nie be-
dzie on grodzony na jednym boku na odcinku 10 m
(rysunek obok). Wiadomo, ze na ogrodzenie tego pla-
cu potrzeba 240 m biezacych siatki ogrodzeniowej i ze
jego powierzchnia jest najwieksza z mozliwych. Jakie

wymiary ma ten plac?

W sklepie zostaje codziennie sprzedanych 40 sztuk pewnego towaru. Zysk
przypadajacy na jedng sztuke tego towaru wynosi 240 zt.

a) Ekspert A twierdzi, ze obnizenie ceny o z zt spowoduje wzrost dziennej
sprzedazy tego towaru o x sztuk. O ile nalezy obnizyé cene, aby zysk byt
najwickszy? O ile zwigkszy sie wtedy zysk?

b) Ekspert B twierdzi, ze podniesienie ceny o (20 - z) zt spowoduje spadek
dziennej sprzedazy tego towaru o x sztuk. O ile nalezy podnie$é cene, aby
zysk byl najwiekszy? O ile zwiekszy sie wtedy zysk?

Zdjecie w ksztalcie prostokata o bokach
pdm i ¢ dm oprawiono w rame o sze-
rokosci  dm (rysunek obok). Pole po-
wierzchni zdjecia wraz z rama jest réwne
P dm?. Oblicz szeroko$¢ ramy.

a) p=3,q=5, P=2925
b)p=4,¢q=6, P =35

Oznaczmy boki ogrodka przez z, y.

Wéwezas: 2(z + y) — 10 = 240, czyli y = 125 — z.

Pole ogrédka opisuje funkcja P(z) = z(125 — x), = € (0; 125).

Funkcja P przyjmuje najwieksza wartos¢ dla x = 62,5. Wtedy y = 125—62,5 = 62,5.
Wymiary ogrédka o najwiekszej powierzchni: 62,5 m x 62,5 m.

a) Zysk opisuje funkcja z(z) = (240 — z)(40 + z), z € {0, 1,2, ...,240}.

240;40 = 100, zatem cene nalezy

Funkcja z przyjmuje najwieksza wartos¢ dla z.,, =
obnizy¢ o 100 zi.

Wzrost zysku: z(100) — z(0) = 19600 — 9600 = 10000 [z1].
b) z(z) = (240 + 20z)(40 — z), = € {0, 1,2, ...,40}

40-12
2

= 14, zatem ceng nalezy podniesé o 20 - 14 = 280 [z1].

Tw =

Wzrost zysku: z(14) — z(0) = 13520 — 9600 = 3920 [z}].

8.

a) Wierzchotek paraboli ma
wspolrzedne W (3,4), zatem
f(z) = a(z — 3)® + 4.

f(2) =a+4 =3, wieca = —1,
czyli f(x) = —(x — 3)% + 4.
—(—3)2+42>0
(x—3) <4
—2<z— 32
z € [1; 5]

b) Wierzchotek paraboli ma
wspolrzedne W (-2, —2),
zatem f(x) = a(z + 2)? — 2.
f(=4) =4a —2 = —1, wiec
= i, czyli
flz) = i(x e 2)2 — 2

1z +2)°-220

(x+2)*>8
(z+2)?* > (2v2)°

z+2< -2V21lub z+2 > 22

10.

13.

x € (—o0; —2v/2 — 2]U
U[2v2 — 2; 0)

¢) f(z) = —2(x—4)*+1,
xe[ — et @}

. a) najmniejsza: f(—1) = —2,

najwieksza: f(1) =6

b) najmniejsza: f(4) = -8,
najwieksza: f(1) =1

c) najmniejsza: f(0) =1,
najwieksza: f(2) =9
d) najmniejsza: f(—2
najwieksza: f(2)
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w Sposéb na zadanie

Jedli w zadaniu nalezy wyznaczy¢ wzér funkcji kwadratowej, ale nie jest po-
wiedziane, czy chodzi o posta¢ ogdlna, kanoniczng czy iloczynowa, mozemy
wybra¢ taka, ktora jest dla nas najwygodniejsza.

Przyktad 1 Y
Na rysunku obok przedstawiono fragment paraboli be-
dacej wykresem funkcji f. Wierzchotkiem tej paraboli
jest punkt (—2,4). Wyznacz wzoér funkeji f. Ile liczb ! \1
calkowitych spelnia nieréwnos¢ f(x) > o + 27 o X

Wzér funkcji f zapisujemy w postaci kanonicznej. Wierzchotkiem paraboli
jest punkt (—2,4), wiec: () = alz +2)° 1 4
Z rysunku odczytujemy, ze do wykresu funkcji f nalezy punkt (0,2), zatem
2=a(0+2)*+4istad a=—3, czyli f(z) = —1(z+2)* +4.
Rozwiazujemy nier6wnosé:
— (@ +22+4>1x+2/ (-2)
2’ +4r+4-8< —x—4
x> +5r <0
z(z+5) <0
Zatem x € [—5;0], czyli nieréwnosé te spelnia sze$é liczb catkowitych.
Odpowiedz: f(z) = —3(x + 2)% + 4; szes¢ liczb
-» Zadanie 20, str. 58

@ Przyktad 2

Obwdd prostokata jest rowny 14, a jeden z jego bokéw ma dhugos$é x. Wyznacz
wzor funkcji opisujacej pole tego prostokata w zaleznoéci od z i podaj jej
dziedzine. Uzasadnij, ze jesli ten prostokat nie jest kwadratem, to jego pole
jest mniejsze od 121.

Dtugosé drugiego boku prostokata oznaczmy przez y. Wtedy 2z + 2y = 14,
czyli y = 7 — x. Pole tego prostokata opisuje funkcja kwadratowa, ktorej wzor
zapisujemy w postaci iloczynowej, a nastepnie przeksztalcamy go do postaci
ogélnej:

8omel Pz)=xz - (T—2)=—2?+ Tz, gdziez € (0;7)

Wykresem funkcji P jest fragment paraboli o ramionach skierowanych w doét

i wierzchotku w punkcie o odcietej x,, = — = % Obliczamy rzedna wierz-

2
hotka:
o P =-()+7 I=2+p=f=12

2 2
Funkcja P przyjmuje warto$é 12% dla x =y = %, czyli gdy prostokat jest
kwadratem. Zatem dla prostokata niebedacego kwadratem pole jest mniejsze

1
od 127. = Zadanie 21, str. 58




w Przed obowigzkowa matura z matematyki

W zadaniach 1-9 wybierz wlasciwa odpowiedz spoéréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Przedzial (—oo; —2] jest zbiorem wartosci funkeji

A.y=2%*+2 B.y=2%-2 C.y=—-2>+2 D.y=-a%2-2

Zadanie 2 (0-1) 2. A.A <0

Dwa rézne pierwiastki dodatnie ma rownanie B.A=0

A 2?2 —42+5=0 C.22-52+6=0 C.oy=232=3
B.22-32-4=0 D.22+52—-6=0 D.z1=—6,22 =1
Zadanie 3 (0-1) 3. 2(z+3)(z —4) =
Pierwiastkami réwnania 222 + bx + ¢ = 0 sg liczby —3 i 4, zatem =2a*—z—12) =
A b=-1lic=-12 C.b=2ic=-24 =2z — 2z — 24
B.b=-2ic=-24 D.b=1lic=-12 zatem b= —2, c = —24
Zadanie 4 (0-1) }I 4. 11 =—3, 20 =1,

Na rysunku obok przedstawiono fragment paraboli, Dt = gy,

ktorej wierzchotkiem jest punkt (1,—2). Drugim zatem xp = 2%

miejscem zerowym funkcji, ktérej wykresem jest ta

parabola, jest liczba \/
A 13 B. 2 C. 2 D. 3

N

1
2
Zadanie 5 (0-1) 5.2°-3>0
Zbiorem wszystkich rozwigzan nieréwnoéci 222 > 3 jest ( \/E )2 <0
2
V6. /6 ._ V6 V6.
A. (—7‘), 7) C. (—007 —7> U (7,00> 2? — (%)2 >0
B. (@;oo) D. (—oo;—g—;/g>u(¥;oo> x27(§)2>0
Zadanie 6 (0-1) (x @) ( %) >0
Jednym z pierwiastkéw réwnania 422 + 4z + /2 — % = 0 jest liczba L )2 + L, al
6. 4(—L) — A +v2Z-1L=
A -1 B. -4 C. -2 D. 22 2vz) 2V ?
=4-3-V24+v2-3=0

Zadanie 7 (0-1)
Najwieksza warto$¢ funkeji f(z) = 22* + 4z w przedziale [1;2] jest réwna
A. 16 B. 4 C.3 D. 0

Zadanie 8 (0-1)
Pole prostokatnej dziatki, ktérej jeden bok jest o 2 m diluzszy od drugiego
boku, wynosi 288 m?. Obwdd tej dzialki jest réwny

A.64m B. 68 m C. 72m D. 76 m

8. Niech x oznacza krétszy bok dziatki. Wéowczas:
z(z+2) =283, >0
z? +27 — 288 =0
(z+18)(z —16) =0
z =16
Ob = 68 [m]
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9.

10.

11.

12.

(4+2z)8+x) =96,z >0
z% + 12z + 32 = 96

22+ 122 — 64 =0

A = 144 + 256 = 400

VA =20

ari = # < 0, sprzeczne
z zalozeniem

o — —122+ 20 _ 4

Dtugosci bokéw prostokata
P: 81 12.

Dtugos¢ przekatnej:
d=+/8 +122 =

— PP =
=44+ 9 = 4/13 [cm]

vo= 5t = 4
11

yw=f ()=
__ 121 121 173 __
=96 s T 16

121 173 __ 52 13
=—96 tTT6 — 16— 1
z € (—4V17;V/17)

Nieréwnos¢ spetnia liczba —1.
Liczby dodatnie spelniajace
nieréwnosé: 1, 2, 3, 4.

_ b _ 22 _
mw—ZG_zﬁ_l

Najmniejsza warto$é funkcji:

f)=-v2-4
[~2;0]: f(0) = —4
2;4]:

F(2) =4v2 —4v2 — 4 = —4,
f(4) =162 -8v2—-4>0
[0;6]: =6 < f(1)

I 56 1. Funkcja kwadratowa

w Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 9 (0-1)
Boki prostokata P; o wymiarach 4 cm x 8 cm wydtuzono o  cm i uzyskano
prostokat P, o polu réwnym 96 cm?. Przekatna prostokata P, ma dlugo$é
rowng,

A. 310 cm C. 3V13 cm

B. 410 cm D. 4v/13 cm

Zadanie 10 (0-2)

Punkt P jest wierzchotkiem paraboli bedacej wykresem funkcji danej wzorem
flx) =2 — Ha+ 2

Kazdemu rozpoczetemu zdaniu przyporzadkuj wtasciwe dokonczenie. Wpisz

obok rozpoczetych zdan w tabeli ponizej wtasciwe odpowiedzi wybrane spo-
srod A-E.

Numer zadania Zdanie do uzupelnienia Dokonczenie zdania

10.1 Odcieta punktu P jest réwna E
10.2 Rzedna punktu P jest rowna D
A. 67 B. 51 C. 42 D. 37 E. 23

Zadanie 11 (0-1)
Dana jest nieréwno$¢ (z — v/17)(z 4+ 4v/17) < 0.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, je$li stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Nierownosci tej nie spelnia zadna liczba catkowita ujemna. P F

Nierownos¢ ta jest spelniona przez 5 liczb catkowitych dodatnich. P = F

Zadanie 12 (0-2)
Dana jest funkcja f(z) = v/22? — 2v/22 — 4.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Najmniejsza warto$é¢ funkcji f w przedziale

[—2;0] jest réwna —2. P F
[2; 4] jest ré6wna —4. P F
[0;2] jest réwna —6. P F




w Przed obowigzkowa matura z matematyki

Zadanie 13 (0-2) 13. f(x) = 4(z — 3)* — 2
Dana jest funkcja f(z) = (22 — 6)? — 2.

Dokoncz zdania. Wybierz odpowiedz sposréd A-D oraz odpowiedz spoérod

E-H.

1. Wierzcholkiem paraboli bedacej wykresem funkcji f jest punkt

A. (3,-2) B. (3,2) C. (6,—-2) D. (—6,-2)

2. Parabola bedaca wykresem funkcji f przecina o$ rzednych w punkcie

E. (0,34) F. (0,—18) G. (0,-38) H. (0,-2)

Zadanie 14 (0-1)
Na rysunku obok przedstawiono fragment wykresu funkcji Y

kwadratowej f. Oznaczmy przez x;, r, miejsca zerowe
funkcji f, a przez x,, odcieta wierzchotka paraboli bedacej \
jej wykresem. |

Dokonicz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpo- 7
wiedz A albo B oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3. @ 1 X
Suma miejsc zerowych funkcji f jest réwna /

A. 2’ 1. LTy = 2(151 + .1'2).

poniewaz 2. T = X1 + To.
B. 1, 3. 7, = 2 oy
2

Zadanie 15

Dana jest funkcja kwadratowa f(z) = —4(z + 1)(z — 2).

Zadanie 15.1 (0-1) 161, f(0)=—-4-(-3)-2=5
Ocen prawdziwo$é¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest ~3+5
prawdziwe, albo F — jedli jest falszywe.

Wykres funkcji f przecina o§ OY w punkcie (0, —5). P F
Wykres funkeji f ma wierzcholek w punkcie (—2,5). P F
Zadanie 15.2 (0-1) 16.2. (—o0;—3) U (5;00)

Wyznacz zbiér rozwiazan nieréwnosci f(z) < 0.

Zadanie 16 (0-2) 16. 2= -3,z =2
Rozwiaz réwnanie 3z(x + 3) = (z + 3)%.
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17. z € (—o0; —4] U [3;00)

18. (z +1
(z+1

(22 4+3-5+1z) <0

w
8
|
N
ININ
(=R e

flzw)=2-4-(—4) = —32
20. Zapisujemy wzér funkcji
w postaci kanonicznej:
f(z) =a(z —3)* — 1,
f(1)=4a—1=0,skada = 1.
Zatem f(z) = +(z —3)° — 1.
Rozwiagzujemy nieréwnos¢:
i(z—3°-1<-22+35
1(@*—6z+9) —1< -3z +2
b~ dr 4+ 3§ <0
bt 42— 2 <0
%:EQ +1<0
Nierownos¢ jest sprzeczna.
21. Dlugosé drugiej przekatnej
rombu: 10% — .
Pole rombu:
P(z) = 3z (101 — z),
gdzie z € (0;103).
Miejsca zerowe funkcji P:

21
.T1=0, o = 5 -

To=2
fe) =% (3 -3 =%
Parabola ma ramiona skiero-
wane w dot, zatem najwieksza
warto$é¢ przyjmuje w wierz-
chotku.

BN 58 1. Funkcja kwadratowa
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Zadanie 17 (0-2)
Rozwigz nieréwnoéé¢ 2x% + 7z > 4.

Zadanie 18 (0-2)

Rozwiaz nieréwnosé (z +1)(2z +3) < (x +1)(5 — ).

Zadanie 19 (0-2)
Oblicz najmniejsza warto$é funkeji f(x) = 2(x + 3) (=

@ Zadanie 20 (0-4) - Przyktad 1, str. 54

Na rysunku obok przedstawiono fragment paraboli
bedacej wykresem funkcji f. Wierzchotkiem tej pa-
raboli jest punkt (3, —1). Wyznacz wzér funkcji f

—5).

Y

[y

i uzasadnij, ze zadna liczba niewymierna nie spel-
S . 3 5
nia nieréwnosci f(z) < —5z + 3.

[D] Zadanie 21 (0-4) > Przykiad 2, str. 54

Jedna z przekatnych rombu ma dlugoéé¢ z, a suma dtugoéci obu przekatnych
jest rowna 10%. Wyznacz wzér funkeji opisujacej pole tego rombu w zalezno$ci
od x. Podaj jej dziedzine. Uzasadnij, ze dla dowolnego catkowitego argumentu

funkcja ta przyjmuje warto$é mniejsza od ‘?—21.

(D] Zadanie 22 (0-4)

Boki trapezu prostokatnego przedstawionego na rysunku obok
spelniaja warunki: z + y 4+ z = 18 oraz z = 2z. Uzasadnij, ze
jesli taki trapez ma najwieksze mozliwe pole, to jego obwdd

jest niemniejszy od 27.

Zadanie 23 (0-4)

Rozpatrujemy prostokaty potozone w I ¢éwiartce
uktadu wspoétrzednych. Trzy wierzchotki tych prosto-
katéw lezg na osiach uktadu wspotrzednych, a czwar-
ty lezy na prostej y = —2x 4 4 (rysunek obok).

Y

C

o

A

X

a) Podaj wzoér opisujacy pole prostokata w zaleznosci od wspélrzednej xg

punktu A.

b) Ktéry sposréd tych prostokatéw ma najwieksze pole? Podaj wspéirzedne

jego wierzchotkow.

22. z2=2ziy=18—x—2=18 — 3z

Pole trapezu: P(z) = 3(z + 2)y = 22(6 — z), gdzie z € (0;6).

Funkcja P najwieksza warto$é¢ przyjmuje dla x,, = % =3,stad y=9, z = 6.

Dtugosé czwartego boku trapezu: v > y = 9, wiec obwod trapezu:
z+y+z+u=184u>18+9 =27

23. a) Dlugosci bokéw prostokata: xo 1 yo = f%xo + 4.

Pole prostokata: P(xzo) = zo - yo = —%a:g + 4o, gdzie zo € (0;6)

b) Najwieksza wartosé¢ funkcji P jest osiagnieta dla zo = 3, stad yo = 2.

Wspoélrzedne wierzchotkéw: O(0, 0), A(3,0), B(3,2) i C(0,2)




