2 Wielomiany

Omawiane w tym rozdziale funkcje, zwane wielomianami, stuza do opisu wielu
zjawisk. Za pomocy wielomianu mozna opisa¢ na przykltad zalezno$¢ miedzy
liczba obrotéw na minute silnika todzi motorowej a jej predkoscia. Na poniz-
szych rysunkach przedstawiono wykresy przyktadowych wielomiandw.
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fl@)y=-322+2c+1 g(z) =13 — 2 h(z) = to* — 222 +3
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Uczen:

— rozroznia wielomian, podaje
przyktad wielomianu, okresla
jego stopien i podaje wartosci
jego wspotezynnikéw,

— zapisuje wielomian okre-
$lonego stopnia o danych
wspotczynnikach,

— zapisuje wielomian w sposob
uporzadkowany,

— oblicza warto$¢ wielomianu
dla danego argumentu,

— wyznacza brakujace wspot-
rzedne punktu nalezacego do
wykresu danego wielomianu,

— sprawdza, czy dany punkt
nalezy do wykresu danego
wielomianu,

— wyznacza wspOtczynniki
wielomianu spelniajacego
dane warunki.

Cwiczenie 1

a) tak, stopnia 7

) tak, stopnia 1

, d) nie

tak, stopnia 3
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I 60 2. Wielomiany

2.1. Stopien i wspotczynniki wielomianu

Definicja

Jednomianem stopnia n nazywamy funkcje vy = az™, gdzie a € R\ {0},
n € N;.

Jednomianem stopnia 0 jest funkcja stala y = a, gdzie a # 0.

Funkcja y = 0 jest jednomianem zerowym, ktérego stopnia nie okreslamy.
Liczbe a nazywamy wspoélczynnikiem jednomianu.

Cwiczenie 1
Czy ponizsza funkcja jest jednomianem? Jesli tak, to podaj jego stopien.

_ 7 _z _ 4 _ _ 3
a) y = —bax b) y =1 )y=3 dy=6vVz e y=v2
Sume dwoch jednomianéw réznych stopni nazywamy dwumianem, np.:
Yy = 23+ 2z dwumian trzeciego stopnia
Yy = 5zt +1 dwumian czwartego stopnia

Sume trzech jednomianéw réznych stopni nazywamy tréjmianem, np.:
y=a2+2zx+1
y =5x% — 222 +4

tréjmian drugiego stopnia (kwadratowy)
tréjmian széstego stopnia
Ogolnie sume jednomianéw nazywamy wielomianem, np.:

Yy = 628 — 928 + 2% — 22 wielomian 6smego stopnia
Zwrdé uwage na to, ze stopniem wielomianu jest najwyzszy stopien sposréd
stopni wystepujacych w nim jednomianéw. Wielomian jest zapisany w spos6b
uporzadkowany, gdy jednomiany, ktérych jest suma, sa ustawione kolejno —
od jednomianu najwyzszego stopnia do jednomianu najnizszego stopnia.

Definicja
Funkcje zmiennej rzeczywistej  dana wzorem:

w(x) = anx™ + an_1 ™ + ...+ a1 + ag
gdzie a,, # 0, n € N, , nazywamy wielomianem stopnia n.

Jednomian w stopnia 0 nazywamy tez wielomianem stopnia 0.
Jednomian zerowy (w = 0) nazywamy tez wielomianem zerowym.
Jednomiany wystepujace w wielomianie nazywamy tez jego wyrazami.
Liczby a,, a,_1, ..., a1, ay nazywamy wspolczynnikami wielomianu.
Wspéblezynnik ay nazywamy wyrazem wolnym.

Stopien wielomianu w oznaczamy przez st (w).



Zauwaz, ze — zgodnie z definicja — wielomianem jest zaréwno funkcja liniowa,
jak i funkcja kwadratowa.

Cwiczenie 2
Uporzadkuj wielomian w i podaj jego stopien.
a) wz) =x+2*+2°—1—-2> -2 ¢) wx)=32"-2+6x—2>+27 +22°

b) w(z) =22% —2® + 32" —2 — 325 d) w(z) =5— 22+ 22'° — 25 + 322

Przyktad 1

Wypisz wspélczynniki wielomianu w(z) = 5z* — 22* + sz + 1 i podaj jego
stopien.

Wspotezynniki wielomianu: ay = 5, a3 =0, ay = =2, a; =
wielomianu: st (w) = 4.

1 _ s
3, Gp = 1, stopien

Cwiczenie 3

Wypisz wspoétczynniki wielomianu w i podaj jego stopien.
a) w(xr) = —22° +x b) w(z) =a* — $a° + 25 + 2 + 1 c) w(z) = 21°
Cwiczenie 4

Zapisz wielomian czwartego stopnia, dla ktorego:

a) agy=as=a9=-3,a3=a;,=0, b)a,=(-1)"dlan=0,1,2,3,4.
Przyktad 2
Oblicz warto$ci wielomianu w(z) = 3z* —52®* —Tdlaz =2, 2 = -2 iz = 0.

w(2)=3-21-5.22—-7=3-16-5-8—7=48—40—T7=1
w(-2)=3-(-2)*—5-(—2)3—~7=3-16—5-(—8) — 7 =48 +40 — 7 = 81
w(0)=3-0—-5-0—7=-7

Zauwaz, ze warto$¢ w(0) jest réwna wyrazowi wolnemu wielomianu w.

Cwiczenie 5
Oblicz wartoéci wielomianu w dla x =0, z =21 x = —2.
a) w(z) =22 -2 +x—4 c) wz)=a"—a2?+3x—2

b) w(z) = z* +22° — 6z + 1 d) w(z) =—a54+22% —z+3

Cwiczenie 6
Oblicz wartosci wielomianu w dla x = % ix = f%.
a) w(r) = —42® — 22 — 62 + 3 b) w(z) = 322" — 82® — 2z + 1

Cwiczenie 5

a) w(0) = —4, w(2)
b) w(0) =1, w(2)

c) w(0) = —2, w(2) =32, w(—2) = —44
d) w(0) = 3, w(2) = —47, w(—2)

2.1. Stopien i wspotczynniki wielomianu 61 I

Cwiczenie 2

a) w(z) = 2°—z' 43—z +r—1,
st (w) =5

b) w(z) = 22° — 32° + 3z +
—x® —x, st (w) =6

¢) w(z) =28+ 2" +3z* — 2% +
+6x — 2, st (w) =8

d) w(z) = 22 —2%4-32%—2x+5,
st (w) = 10

Cwiczenie 3

a) a5:—2, a4:a3:a2:0,
a1=1,a0=0,st(w)=5
b)aazl,a5=—%,a4:1,

a3:0, a2:1, a1:0, a0:1,
st (w) =6

c) ap =2'° st (w) =0
Cwiczenie 4

a) w(z) = —3z* —32% -3

b) w(z) =z — a3 +2®> —z+1



Odpowiedzi do zadan
1. x a) v(z) = 2® — 627 + 4,

a3:1, a2=—6, a1:O,

aop =4

b) w(z) = —62° +4z* —32° +
+2z — 1,

. a) punkt Q,
w(=2) = —17 £ 7, u(2) = 5
b) punkt P,

u(3) =2,
w3 =271
) (1)=a+14+1=3,a=1
(3)=81-9+a=0,
—72

(—4) = —64+16a+3 = 3,
:4
d) w(2) = 16a + 10 = —6,
a=-—1
3+a—-b+2=4
—24+4a+2b+2=20
a:6§,b=7§

81 — 27, 9% +2=11
b){ a+ 90+

a)

—N

1+a+b+2=7
a=3,b=1
a) B,C b) A
a)a=3 b)a=3
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Zadania

1. Dane sg wielomiany u(x) = 22% — 622 + 0,12, v(z) = —62% + 4 + 23,
w(x) = 2z + 42" — 32% — 62° — 1. Wskaz wsr6d nich wielomian:
a) stopnia trzeciego; uporzadkuj go i podaj wspélezynniki as, aq, a; 1 ag,

b) stopnia piatego; uporzadkuj go, podaj wspélczynniki as, a4, as, as, ay

as = —6, as = 4, a3 = 3, i ag oraz oblicz ich sume.
a2:o7 a1:27 CL():_l,
as+as+az+az+ai+ao = —4 @ 2. Uzasadnij, ze suma wspolczynnikow dowolnego wielomianu w jest réw-
na w(1).
.a) w(0) = =3, w(2) = 21, 3. Oblicz wartoéci wielomianu w dla 2 =0, 2 =2, 2 = —2iz = 3.
w(=2) = -19, w(z) = =33 a) w(zr) =3x* + 22— 2z —3 c) w(z)=x*—42*+3x — 4
b) w(0) = 2, w(2) = 20, b) w(z) = —22% + 2? — 5z + 2 d) w(z) = —2* + 52° — 4z — 10
w(—2) =32, w(3) =—3 v
¢) w(0) = —4, w(2) = —6, 4. Punkty P(1,a), Q(—1,b), R(2,¢), S(3,d) naleza do
w(-2) = —34, w(}) = -32 wykresu wielomianu w(z) = 2* — 22 — LLa? + 32+ 4 v
d) w(0) = —10, w(2) = 6, (rysunek obok). Oblicz wspo}rzgdne a, b7 cid.
w(=2) = =58, w(3) = — 115 . » , : : X
5. Ktore spoérdéd punktow P, @ naleza do wykresu wie- \/j
a=1,b=-2c=-8d=4 .
lomianu u?

a) u(r) =2z% - 322 -5z +1, P(-2,7), Q(2,-5)
b) u(z) =4a® — 222+ 3z + 1, P(3,2), Q(-31,-1)

27

6. Oblicz wspélczynnik a wielomianu w.
a) wz)=azr’*+z+1, w(l) =3 ¢) w(z) =2 +ar®+3, w(—4) =3
b) w(z) =32 — 2> +a, w3) =0 d) w(z)=ax’+4z+2, w(2) = —6
7. Oblicz wspélczynniki a i b wielomianu w.
a) w(z) = —32° + ax® + bx + 2, w(—1) = 4, w(2) = 20
b) w(z) = 2* + ax® + ba? + 2, w(—3) =11, w(1) =7

Sprawdz sie

8. Ktore sposrdéd punktéw A(1,1), B(2,—45), C(—1,—3) naleza do wykresu
wielomianu w?
a) w(z) =32 —-8z2*+3x+5 b) w(x)=2x"+323—2>—-3

9. Oblicz wspdlczynnik a wielomianu w.
a) wx)=2>—ar+3,w2)=1 b) w(x)=2az*—ar® -5 w(—-1) =4

2. Niech w(z) = anz™ + an 1z 4+ ..+ asz® + a1z + ag. Wtedy:
w(1) —ap-1"4+an1-1"1 4+ .  +as-124+a1-1+ag=
=an +an-1+ ...+ a2+ a1+ ao
co nalezato uzasadnic.



2.2. Dodawanie i odejmowanie
wielomianow

Aby wyznaczyé sume wielomianéw, dodajemy wyrazy podobne wystepujace
w tych wielomianach. Suma wielomianéw jest wielomianem.

Przyktad 1
Wyznacz sume wielomianow:

w(z) =22 +92° — 622 + 32 -5 i w(r)=-32°+22> -2
u(z) + w(z) = (22* + 92% — 622 + 32 — 5) + (—32% + 22% —z) =
=204 92° — 62 + 3¢ —5—32° +22° — z =
= 2x* 4 62 —42? + 22 — 5

Cwiczenie 1

Wyznacz sume wielomianéw v i w. Podaj stopien wielomianu u, wielomianu w
oraz stopien ich sumy.

a) u(x) =17z* — 14a® + 7Tx — 5, w(z) = 62% + 112> — 5z +5

b) u(z) = 92° — 132% + 102% — 2, w(z) = —92° + 62 — 122% + 7

Cwiczenie 2

Podaj przyktady wielomianéw v i w takich, ze st (u) = 4, st (w) = 4 oraz:
a) st (u+w) =4, c) st(u+w)=2, e) st(u+w)=0.

b) st (u+w) = 3, d) st (u+w) =1,

Twierdzenie

Jesli wielomiany u, w oraz u + w sa niezerowe i st (u) < st (w), to:
st (u + w) < st (w)

Przyktad 2
Wyznacz sume wielomianéw u(z) = 8% 4 52% — 7w i w(z) = —8z* — 5a® + Tx.
w(z) + w(z) = 82% + bx? — T — 8x3 — b’ + T =0

Zatem suma u + w jest wielomianem zerowym.

Cwiczenie 3

Dany jest wielomian w(z) = a,2" + a, 12" " + ... + a2® + a1z + ag. Co
mozna powiedzie¢ o wspotczynnikach wielomianu w, jesli v+ w jest wielomia-
nem zerowym?

Cwiczenie 3
Wspélczynniki wielomianu w sa liczbami przeciwnymi do odpowiednich wspoétczynni-

kéw wielomianu w, tzn.:

1

- 2
w(z) = —anz" — an12" — ... —a2x” — a1z — aop
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Uczen:

— wyznacza sume i réznice
wielomianéw,

— okresla stopnie sumy i réznicy
wielomianéw,

— szkicuje wykres wielomianu
bedacego suma jednomianéw
stopni pierwszego i drugiego,

— odeczytuje informacje
z danego wykresu
wielomianu,

— wyznacza sume i réznice
wielomianéw wielu
zmiennych,

— stosuje wielomian do opisania
np. pola powierzchni prosto-
padtoscianu i okresla
dziedzing tego wielomianu,

— oblicza warto$¢ wielomianu
dwoch (trzech) zmiennych dla
danych argumentéw.

Komentarz

Warto sprawdzié, czy wszyscy
uczniowie rozumiejg pojecia
sumy i réznicy wielomianéw.
Cwiczenie 1

a) u(x) + w(z) = 172* + 62°+
— 322 4+ 2z, st (u) =4,

st (w) =3, st (u+w) =4

b) u(z) + w(z) = 6z* — 132 +
—22% 4 5, st (u) = 5,

st (w) =5, st (u+w) =4
Cwiczenie 2

a) np. u(z) =z* +1, w(z) ==
b) np. u(z) = —2* +1,

w(z) = z* + 2?

) np. u(z) = —z* —z + 1,
w(z) = z* + 2°

d) np. u(z) = —2* + 1,
wx)=z'+z+1

e) np. u(x) = —2* +1,

w(z) =z* +1

4
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Cwiczenie 4

a) u(z) — w(z) = 52° + 425 +
+102* + J2 + 2, st (u) =9,
st (w) =8, st(u—w)=9

b) u(z) — w(z) = 2z" +

— %xQ +1, st (u) =6,

st (w) =6, st (u —w) =4

Cwiczenie 5

a) h(z) = —102° + 8z* 47,
h(-1) =5

b) h(z) = —14x* — 152> + 4,
h(—1) = —25
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Aby wyznaczyé roéznice wielomianéw, odejmujemy od wyrazéw pierwszego
wielomianu odpowiednie wyrazy podobne drugiego wielomianu. Réznica wie-
lomianéw jest wielomianem.

Przyktad 3
Dane sa wielomiany u(x) = 6x* — 32% + 222 — 3 1 w(z) = 42* + 223 — 2% — Hu.
Wyznacz réznice v — w.
Zmieniamy
u(z) —w(x) = (62 — 32° + 22 — 3) — (4o +22° — 2> = 52) =, .ki wepol-
=62 — 323 + 222 -3 — 42 — 222 + 2 + 5z = czynnikow
; 573 :;)NW; 5 ? - wielomianu w.
= 22" —ox® + 3x° + ox —
Cwiczenie 4
Wyznacz réznice u — w. Podaj stopnie wielomianéw u, w i u — w.
a) u(x) = ba®+ 22° +4a* + 22 + 1, w(x) = —22° — 62* + 30 — 1
b) u(z) = 325 + ta* — 227 + 1, w(z) =0,752° — 0,22 + 0,12527

Przyktad 4
Dane sy wielomiany f(x) = 32* — 22° — 22° + 11 g(x) = ba* + 2° — 22° + 3.
Wyznacz wielomian h(z) = 3f(z) — 2g(x).

h(z) = 3(3a* — 22° — 22 4+ 1) — 2(5a* + 2® — 227 + 2x) =

Mnozymy kazdy
wyraz wielomianu f

— 09t — 63 — 2,7\,\2, +3—10z% — 223 + 4\&% —3r = przez 3 i kazdy
1 3 ) wyraz wielomianu g
=—x*—8x°+3z°—3x+3 przez —2.
Cwiczenie 5

Wyznacz wielomian h(z) = 3f(z) — 4g(z). Oblicz h(—1).
a) f(z) = —22%+4a® —8x+5, g(x) =% — 22" + 32% — 62 + 2
b) f(z) =22° — 62* — 2? + 4z, g(z) =1,52° —2* + 32> + 3z — 1

Oproécz wielomianéw jednej zmiennej rozpatruje sie rowniez wielomiany wielu
zmiennych, np.:
u(z,y) = 3zy? — To*y? — xy — 2y* jest wielomianem dwéch zmiennych,

w(x,y, z) = 9zy?z + 42%y323 + 6yz jest wielomianem trzech zmiennych.

Przyktad 5
P(x,y, z) = 2zy+2x2z+2yz dla z,y, z > 0 jest wielomianem
trzech zmiennych opisujacym pole powierzchni catkowitej
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prostopadlodcianu o krawedziach dlugosci x, y, z (rysunek o
obok). Objetosé tego prostopadlo$cianu opisuje wielomian -
trzech zmiennych V(z,y, z) = zyz. T Y



Wyrazy wielomianu wielu zmiennych sg podobne, gdy odpowiednie zmienne
wystepuja w nich w tych samych potegach. Wyrazami podobnymi sa na przy-
klad 423y? i 623y?. Aby wyznaczy¢ sume (réznice) wielomianéw wielu zmien-
nych, nalezy doda¢ (odjaé¢) wyrazy podobne tych wielomian6w.

Przyktad 6
a) Wyznacz sume u + w wielomiandw w i w.

u(z,y) = 32y + 6xy? — 4oy, w(z,y) = dbxy® + 42’y + zy + 2

(2.4) + w(z.y) = 32 + 62y — dry + 5oy + dxy 4 oy 2= Cwiczenie 6
WS Y TWLY) = B Y T Oy = ZH T oty T ALY T A T 2= a) u(z,y) +w(z,y) =

= Tx%y + 5xy® + 62y® — 3xy + 2 = 4z3y?+32%y> —92%y% —day—1,
b) Wyznacz r6znice u — w wielomianéw u i w. u(@,y) —w(z,y) =

= 4x3y% —32%y3 +322y% +8zy+5

77_52224{ 77:522_3 2+22
u(z,y,z) =bx zyz?, w(z,y,z) = 5x%y’z — 3xyz Yz b) u(z,y) + w(z,y) =

w(z,y,2) —w(x,y, 2) = br2y?z? — dzyz? — 5a’y’z + 3zyz? — 2y2* = = 2zty 4+ 62%y +22y°> —x + 5
= ba?y?z? — baty?z — xyz® — 2y2? u(z,y) —w(z,y) =

=2y — 6zy®> + 2 — 3

Cwiczenie 6 ¢) u(z,y,2) + w(z,y,2) =

Wyznacz sume v + w i réznice u — w wielomianéw u i w. = 5xy3z — 627y 2z + 627y2" +

a) u(x,y) = 4a3y? — 32y + 22y + 2, w(x,y) = 3x2y> — 62%y> — 62y — 3 :(2?;’ .72) wly. ) =

b) u(z,y) = 2z'y + 3%y — 22y + 1, w(z,y) =32y +4zy* —x +4 = 3xy°2® — 62y’ 2 — 6xy2> +

c) u(m y,2) = 4wy — 622y z — xy2d, w(z,y,2) = xy?2® + 62%y2? + 2wy2? —3xyz®

d) u(z,y,2) = 8x%y +6x2? — 4y’z — y2?, w(w,y,z) = 8x2% +4y?*z — 3yz? + 23 d) u(z,y,2) + w(z,y,2) =

= 8’y + 14x2? — dyz? + 25,
u(a‘.7y72) - UJ(.Z',y,Z) =

Zadania = 8z2y —2z2° — 8y’ 2+ 22 — 2°

Odpowiedzi do zadan

1. Wyznacz sume f + g oraz réznice f — g wielomianow f i g.
1. a) f(z) +g(x) =2° +2° +

a) f(z) =320 — 22" + 222 + 4, g(2) = 2ab 4+ 2% + 2% — L0® — 2042

+2% — 2z + 6,
b) f(z) = —22* + 4o — 2%+ 2, g(x) = —bx + 32* + 2% — 325 f(@) — g(x) = 2ab — 42t +
¢) f(x) =32+ 22" — 5+ 4w, g(x) = -3z +2° — 227 +2 —2®+ 32 42z +2
b — 3 5 2
2. Wyznacz wielomiany w(z) = 2f(x) — 3g(x) oraz u(z) = 2¢g(x) — 3f(x). _)xf—(:c;-i-g(x) v
Podaj stopien oraz sume wspétczynnikéw kazdego z tych wielomianéw. £(@) — g(z) = —20° + 325 +
a) f(z) =2 +222+3, g(z) = —22* + 32> + 2 — 522 49z 4 2
b) f(x) = 32° 4+ 62° — 9z, g(x) = 22° + 42> — 422 ¢) f(z) +g(z) = z° + 3z* +
+x — 3,
3. Co mozna powiedzie¢ o stopniu sumy wielomianéw p i ¢? F(@)—g(x) = 47 — 5+ 3z +
a) st(p) =5,st(q) =4 b) st (p) =5,st(q) =5 + 7 — 7

2.a)w()—2m + 6x* — 522, st (w) = 5,
u(z) = —3x° — 4z* — 5, St()—5S

b)w()—lZm — 18z, st() , Sw=—06
—52° — 102 — 822 +27m st (u) = =4l

+
b)st(p+q) <5lubp+qg=0
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4. a) st (u+w) =6 dla a # 0,
st(u+w)=4dlaa=0
b) st (u +w) =5 dla a # —6,
st(u+w)=1dlaa=—6

5. a) u(z,y) + w(z,y) =

= 3%y — Za’y — 2097,

u(z,y) —w(z,y) =

1.3

= 32°y + 32%y — dzy?,
(u+w)(=2,3) = =38,
(u—w)(-2,3) =76

u(z,y) —w(z,y) =
3 4.2 2

= oy’ + 327" —

+ w)(=2,3) = —52,5,

5

2

Y) =
1
2

3.2
3T°Y,

2

L)

7. a) dla P: w(z,y,2) =1,
dla Q: w(z,y,z) =3,

czyli dla Q

b) dla P: w(z,y,z) = 3,
dla Q: w(z,y,z) = —1,

czyli dla P

c) dla P: w(z,y, z)

dla Q: w(z,y, 2)
czyli dla P
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1
3

2,

4.

5.

6.

Okresl stopien wielomianu v + w w zaleznoéci od wspotczynnika a.
a) u(z) =2z* — 32+ 6, w(r)=az’+52%+4
b) u(z) = 32° — ax® + 22 — z, w(z) = —32° — 62° — 222 + 9
Wyznacz sume u + w oraz réznice v — w wielomianéw v i w. Oblicz war-
todci sumy i réznicy dla z = -2 iy = 3.

_ 1.2 2 3 _ 1.3 2 2
a) u(z,y) = 30y — 3zy® + 2y, w(z,y) = 32°y — 2y + xy

1,22

b) u(z,y) = Txy® + $2%y° — 2%y, w(x,y) = txy® — 2°y* + $2%y

Wyznacz wielomian P opisujacy sume pdl figur Fy, F, i F3 w zaleznosci

od dtugosci z i y. y 1y
Y
x
x
x 2] T Fy Yy Y £
X T
) T+y
Dla ktérej trojki liczb, P czy @, warto$¢ wielomianu w jest wieksza?
a) w(z,y,z) = 2x%yz — dzyz? + Sxy* — 62 r=1 r=—1
b) w(z,y, z) = 22%y° + 2°y?2 — 329°2° + o Ply=-1 Qy=1
¢) w(z,y,z) = zy2° — jayz” + 20y z + 1 z=1 z=—1

Wyznacz wielomian v(z,y, z) = 2u(z,y, z) — 3w(z,y, 2).

2

a) u(w,y,z) = s0°yz> + 2atyz —ay2®, w(x,y,z2) = 22’y2® — 2’yz +ayz

b) u(z,y,z) = 22%y*2 — xy?2? + xyz, w(z,y,2) = 3xyz® — rYyz — 2Y2>

Sprawdz sie

9.

10.

11.

10.

11.

z) = =5zt 4+ 5x? — 6z, v(1) = —6, v(—1) = 6, v(—2) = —48
b) v(z) = iz, v(1) = 1, v(-1) = -1, v(-2) = -1

u)(—2,3) = 82, (w —u)(—2,3) = 50

u)(—2,3) = —140, (w —u)(—2,3) = 121

Dane sa wielomiany u(x) = 42®+22% — 1 i w(z) = 22% —2?+1,5. Wyznacz
wielomian v.

a) v(z) = u(z) 4+ 3w(z) b) v(z) = 2u(z) — w(x)

Wyznacz wielomian v(z) = u(z) — 2w(z). Oblicz v(1), v(—1) i v(-2).

a) u(x) = —3z* + 222, w(x) =2 —1,52? + 3z

b) u(x) = 82® — 22 + z, w(x) =4a® —2® + x

Oblicz wartosci wielomianéw w +w oraz w —u dlaz = —-21iy = 3.

a) w(z,y) = 3a%y° — 3wy’ + 2%y, u(r,y) = F2%° + 3wy’ + @

b) w(z,y) = a® — qa%y® — Jay’ — oy’ u(z,y) = 2%y + Jay® + jay'
a) v(z,y, 2) = —2’y2® + 62%yz — 2xy2® — 3wy2
b) v(z,y,z) = 423y’ 2 — 2xy2* — 9xy2> + Sxyz + 6y2>
a) v(z) = 102 — 2® + 3,5
b) v(z) = 62° + 52* — 3,5
a) v

(

+ +



2.3. Mnozenie wielomianow

Aby wyznaczy¢ iloczyn wielomiandéw, mnozymy kazdy wyraz pierwszego wie-
lomianu przez kazdy wyraz drugiego wielomianu. Iloczyn wielomianéw jest
wielomianem.

Przyktad 1
Wyznacz iloczyn wielomianéw u(z) = 2z — 3 i v(z) = 2? — 2z + 2.

T
u(z) -v(z) = (22 — 37-\(?102 —2x+2)=2x(z? —2x+2) — 3(2* — 20 +2) =
S=—— " —2® 4’ +4z—322+6z 6=
=22% — T2? + 10z — 6
W wyniku pomnozenia wielomianu stopnia pierwszego przez wielomian stop-
nia drugiego otrzymaliSmy wielomian stopnia trzeciego.

Twierdzenie

Iloczyn wielomianéw stopnia m i stopnia n jest wielomianem stopnia m + n.

st (w - v) = st (w) + st (v)

Cwiczenie 1

Wyznacz iloczyn wielomianéw u i w. Podaj stopien otrzymanego wielomianu.
a) u(z) =23 wlx)=a2*+222 —2x -1 c)ulx)=ov—-1,wkx)=2>+z+1
b) u(z) =2 -1, w(z) =2 -z +1 d) u(z) =5—-3z+2% w(z) =2*—1
Przyktad 2

Wyznacz wielomian zmiennej x opisujacy objetos¢ prosto-
padlosécianu przedstawionego na rysunku obok.

Dtugosci krawedzi prostopadloscianu sa liczbami dodat-
nimi, zatem zakladamy, ze: ~

20 —1>0
r+4>0
20+3 >0

2x 4+ 3

czyli x > %

Objetosé tego prostopadlo$cianu wyraza sie wzorem:
Viz)= 2z —-1)(x+4)22+3) = (22 +8r —x —4)(22+ 3) =
= (22 + Tz — 4)(22 + 3) = 42° 4 62° + 142° + 212 — 8z — 12
V(z) = 42® 4+ 202* + 13z — 12 opisuje objeto$¢ prostopadloscianu dla = > %

Uczen:

— okresla stopien iloczynu
wielomianéw bez wyko-
nywania mnozenia,

— wyznacza iloczyn danych
wielomianow,

— podaje wspoétczynnik przy
najwyzszej potedze oraz
wyraz wolny iloczynu wielo-
mianéw bez wykonywania
mnozenia wielomianéw,

— wyznacza iloczyn wielo-
mianéw wielu zmiennych.

Cwiczenie 1

a) u(z) - w(z) =

=27 +22° — z* — 23,
st(u-w)="7

b) u(z) - w(z) =

=z’ —ab -2+ 21,
st(u-w)=7

c) u(z) wz) =2® -1,
st(u-w)=3

d) u(z) - w(z) =

=g* — 323 + 422 + 3z — 5,
st (u-w) =4
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Cwiczenie 2
a)V(z)=2* -z, 2> 1
b) V(z) = 2® + 62 + 11z + 6,

z>-—1

¢) V(z)=22" +42% — Jo — 1,
x> %

d) V(z) = z* + 62° — 54z — 81,
>3

Cwiczenie 3

a) —4at + 223y — 22° + 622> +
+ 2%y — 3x°

b) 3x%y?® — 223y + 622y — 3x3y +
—3xy® + dzy — y

c) dxty® — 1222 + 323yt +

— 112393 + 1023y + 3223 +

— 2222

I 68 2. Wielomiany

Cwiczenie 2

Wyznacz wielomian zmiennej x opisujacy objetosé¢ prostopadtoscianu o kra-
wedziach dtugosci a, b, c.

a)a=x—lL,b=zx+1l,c==x c)a=2z+1,b=sx+1,c=20—-1
b)a=z+1,b=z+2,c=2+3 d)a=z+3,b=2+3,c=2>-9
Mnozenie wielomiandéw wielu zmiennych przebiega analogicznie do mnoze-
nia wielomianéw jednej zmiennej. Aby wyznaczy¢ iloczyn wielomianéw wielu
zmiennych, mnozymy kazdy wyraz pierwszego wielomianu przez kazdy wyraz
drugiego wielomianu.

Przyktad 3
Wyznacz iloczyn wielomianéw u(z,y) = 22 — 2y 1 w(x,y) = 22> + y? — 3y.
u(z,y) - wlz,y) = (22 = 2y) - (22% + y* — 3y) =

= 2%(22% +y? — 3y) — 2y(22® +y? — 3y) =

=2z + 2%y? — 3a’y — 42’y — 2y° + 6y* =

= 2x* + 22%y* — Ta?y — 2y° + 69>

Cwiczenie 3

Wyznacz iloczyn wielomianéw u i w.

a) u(w,y) =xy — 222, w(r,y) =222 -3y* +=

b) u(z,y) = 3ay? — 2z + 1, w(z,y) = 2%y +2zy —y

¢) u(z,y) = 4a?y + 3zy? — 2zy, w(z,y) = 2*y* — 32y + 2y

Cwiczenie 4

Wyznacz iloczyn wielomianéw u i w.

a) u(w,y,2) =2y + 2%z +yz, w(z,y,2) =2xYyz — Yz

b) u(z,y,z2) = 3xyz — 4x2? + y*2, w(x,y,z) = 2%y —xy? + 22
c) u(w,y,2) = xy?2% + 2xy2? — xyz, w(x,y,z) = x? + 2y* + 322

Zadania

1. Wyznacz iloczyn. Podaj wspotcezynnik przy najwyzszej potedze otrzyma-
nego wielomianu oraz jego wyraz wolny.

a) (2o —1)(z® — 3z* + Tx) d) (6 —32? — 22%)(2® — 4z + 1)

b) (2% + 2)(42® — 3z + 4) e) (22 + 3z +1)(a?—z—1)

¢) (22 —x)(22* —x +1) f) (2-v22% —2*) (V2 + 2 + 42?)
Cwiczenie 4

a) 2x3y°z + 223y2? — 22y’ — 2?y2? + 2xy%2% — 422
b) 3z3y%z — dxdyz? — 202y%2 + 4a?y?2? — zytz + 6ryz? — 8wz® + 2222
) z3y?2? + 223y2? — 23yz + 2wy*2® + dxy32® — 2xy82 + 3xy2t + 6wyt — 3xy2d

Odpowiedzi do zadan
1. a) 22" — 72 +172° — 7z, a4 =2, a0 =0
b)4x473x3+12x276x+8, as =4, a0 =8
c) 208 — 2% — a2 +22° — 2, a6 =2, a0 =0
) —2x5 — 32° 4 82* + 162® — 32% — 242 + 6, ag = —2, ap = 6
e) 2x572x4+%x2f%x7i,a5=2, aozfi

f) — 425 — 2° — 5v22* — /223 + 622 + 22 + 2\/5, ag = —4, ap = 22

(=%



2. Podaj stopien wielomianu w, wspélczynnik przy najwyzszej potedze oraz
jego wyraz wolny bez wykonywania mnozenia wielomiandw.
a) w(z) = (r—1)(1 —x + 2?) d) w(z) =(x—1)(x —2)(x —3)
b) w(z) = Bz —2)(22* —2+3) e) w(x)=(1—-22)(1+z)(32*>+2)
¢) wz)=(1—-2?)(1—2a®+42%) f) w(x)=4z*>+1)(1—2?)(6— 3x)

2 i podaj jego stopief.

3. Wyznacz wielomian v(z) = [w(z)]
a) w(z) = 2° — 42> + 3 b) w(z) = 22% +x — 4

2 —w(z).

4. Wyznacz wielomiany f(z) = u(x) - w(z) oraz g(x) = [u(z)]
a) u(z) =2>+3z—1, w(z)=2a*—62% — 227
b) u(z) =2* —2* + 1, w(r) = —62° +22% -1
) ux)=2*—2*+x+1, wlr)=32*—-2x+1

5. Wyznacz wielomian zmiennej x opisujacy pole powierzchni catkowitej
prostopadtoscianu o krawedziach a, b, c.

a)a=x+1,b=x+2,c=2r—4 bla=2*4+4,b=x+2,c=2-1
6. Wyznacz wielomian v(z,y) = [u(x,y)]? — 2w(z,y).

a) u(z,y) = 22% — xy, w(x,y) = 6%y — 32%y* + y*

b) u(z,y) = 322y + 2xy?, w(z,y) = 22'y* + 4aty® + 32%y® — zy?
7. Wyznacz iloczyn.

a) (2z%y + 3zy®)(x —y — 4) o) (z+y)(@*+y*) (2" +9°)

b) (22 — 3y)(22* + 6xy + 3y?) d) (z+y)(z—2y)(z — zy + y?)

Sprawdz sie

8. Wyznacz iloczyn. Oblicz jego wartosci dla « € {—1,0,1}.
a) 4x?(22° — 32?) ¢) (z+4)(z* —2) e) (x—2)(2*—3x+1)
b) —92°(22% — 1x) d) (22 —3)(22* — z) f) (3z+3)(2z*—42—6)

3
9. Wykonaj dziatania. Uporzadkuj otrzymany wielomian.
a) x(z? = 1)+ 42> =2)(x+1) ¢ (@ +4)(2—2)* —2?(z* + 22+ 3)
b) 2z +2)(z*—-3) — (22 + Dz d) z(z —3)(x — 2)* —z(z + 4)(z — 5)

10. Wyznacz iloczyn.

a) (v —2y)(y — 22)(2 — 22) ¢) (22 —y)(3y + 22)(2x 4+ y)(3y — 22)
b) (+y+2)(x—y—=z) d) (z+ a2y +2y2)(1+2—yz)
8. a) 8z — 12z*; —20, 0, —4
b) —62° +3z*; 9, 0, -3
¢) z® + 322 — 4x; 6, 0, 0
d) 225 — 62* — 2% + 3z; —6, 0, —2
e) ¥ — 5x? 47w —2; —15, -2, 1
f) 6x* + 2 — 1222 — 202 — 3; 10, —3, —28
9. a) 5z + 422 — 92 — 8 b) 2® +22% — Tz — 6
¢) —62% +52% — 16z + 16 d) 2* — 82 + 1722 + 8z
10. a) —2a%y + dxy® — 2x2% — 2%z + Ay + 42’z — Tayz

b) 2% — ¢ — 2yz — 2°

c) 362%y* — 162%2% — 9y* + 4y?2>
d) z2 4+ x2y a4 x2yz aF @8 =F 4B = nyz = xy222

ag = -1
b) st (w) = 3, az = 6,
a0:76

. a) v(z) = z° — 82° 4 16z* +

+62° — 2422 + 9, st (v) = 6
b) v(x) = 4a* + 42> — 1527 +
— 8z + 16, st (v) =4

. a) f(z) = 2® — 325 — 212* +

+2x2,

g(z) = 1223 + 922 — 6z + 1
b) f(z) = —62" +22° +62° +
—3z* — 62% + 322 — 1,

g(z) = 2® — 22°% + 32* + 62° +
—4z® +2

¢) f(x) = 3z° — bx* + 62° +
—z+1,

g(z) = 28 — 22° + 32" — 42® +
+4x

. a) P(z) = 102* + 2z — 20,

T >2

b) P(z) = 2z* + 42® 4 142> +
+ 6 + 4,

z € (—2;—-1) U(1; 00)

. a) v(z,y) = 4zt — 1223y +

—dxPy + Tx?y? — 2y*
b) v(z,y) = —day* + x'y® +
+ 6w3y3 + 4x2y4 + 2xy4

. a) 223y + a2y —8x%y —3xy® +

— 1229

b) 423 + 62%y — 12zy? — 9y
c) x® + xOy + aty® + 225y5 +
22yt + oy 490

d) —2%y + 23 +22%y% — 2%y +
+zy® — 22y — 2y?
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Uczen:

— rozwiazuje rownania wielo-
mianowe zapisane w postaci
iloczynu,

— rozwiazuje rownania wielo-
mianowe, stosujac wlasnosci
poteg.

Cwiczenie 1

a) 2° =8
B=2%

b) 2 = —27
= -3

c) 2’ =1
=1

d) 2® =-2
o= -2

e) x> = 0,125
= -0

f) = 64
r=4
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2.4. Rownania wielomianowe (1)

Réwnanie postaci w(z) = 0, gdzie w jest wielomianem, nazywamy réwnaniem
wielomianowym 7z niewiadoma x.

Przyktad 1
a) Rozwiaz réwnanie 2z — 250 = 0.
203 =250/ : 2
73 =125
Jedyna liczba spelniajaca réwnanie jest /125, czyli « = 5.
b) Rozwiaz réwnanie 5z° + 40 = 0.
528 = —40 /1 5
= -8

Jedyna liczba spelniajaca réwnanie jest /—8, czyli x = —2.

Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.
a) 7x® — 56 =0

b) 24 + 54 = 0

c) 83 —1=0
d) 2725 + 8 = 0

e) 5az®+0,625=0
f) 3z° —192=0
Jesli wielomian w jest przedstawiony w postaci iloczynowej, to mozemy tatwo

wyznaczy¢ jego pierwiastki, czyli takie argumenty x, dla ktorych jest spetnione
réwnanie w(x) = 0. Pierwiastki te nazywamy rozwiazaniami réwnania.

Przyktad 2
a) Wyznacz pierwiastki wielomianu w(z) = 62?(x — 3).

Aby wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu w (czyli jego miejsca zerowe), rozwia-
zujemy réwnanie:

20 _9) —
, 6z*(z —3) =0 a-b=0 wtedy
z2=0 lub 2-3=0 i tylko wtedy, gdy

Pierwiastkami wielomianu w sg liczby 0 i 3.

b) Wyznacz pierwiastki wielomianu w(z) = (z — 1)(2z + 1).

s(x-1)2z+1)=0
z—1=0 lub 22+1=0
z=1 lub z=—

Pierwiastkami wielomianu w sa liczby —% il.

1
2



Cwiczenie 2

Wyznacz pierwiastki wielomianu w.

a) w(r) =32%(x+6) ) wlx)=2*Bx—4) e) w(z)=(z+4)(z—06)
b) w(z) = 62?(2x —5) d) w(z) =2230Bz+1) f) w(z)= (3z—2)(2z+3)

g

Przyktad 3
a) Rozwiaz réwnanie z(x + 2)(z — 3) = 0.

Korzystamy z wtasnosci podanej obok
i otrzymujemy:
z=0 lub 2+2=0 lub z—-3=0.

Zatem rownanie ma trzy rozwiazania: —2, 01 3.

a-b-c=0 wtedy i tylko wtedy,
gdy a =01lub b= 0 lub ¢ = 0.

b) Rozwigz réwnanie (32 —1)(z +2)(2z — 1) = 0.
%x—le lub x+2=0 lub 22-1=0
=3 lub z=-2 lub z =3

Zatem rownanie ma trzy rozwiagzania: —2, % i3.

Cwiczenie 3

Rozwigz réwnanie.

a) z(x —2)(x—4)=0
b) z(x —5)(x+6) =0
c) z(x+1)2x+6)=0

d) (+1)(z+9)Bzx—-1)=0
e) (x—9)(2x+1)(2z—-3)=0
f) (4dz+1)(6x —9)(2x —8) =0

Rozwigzanie réwnania mozemy podaé¢ na dwa sposoby: wymieniajac liczby,
ktére spelniaja to réwnanie, lub podajac zbidr rozwiazan (czyli zbidr liczb
spelniajacych to réwnanie).

Przyktad 4
Wyznacz zbiér rozwigzai rownania 227 (3x — 2) (3z + 2)(z — 6) = 0.
=0 lub 22 —-2=0 lub 324+2=0 lub z—6=0
=0 lub =6 lub .”EZ—% lub =06
—-2,0, 6.
Zbiorem rozwigzan réwnania jest zbior {—%, 0, 6}.

Zatem réwnanie ma trzy rozwiagzania:

Cwiczenie 4

Wyznacz zbiér rozwigzan réwnania.
a) 5a(x — 3)(z +6)(z +8) = 0 L 43)(4

b) 2*(x +7)(22 —9)(2z+5) =0 d) (32—6) (32 +8) (z+3)(

Cwiczenie 2
a)z=—-6,z=0

b)z=0z=3
¢)z=0z=1%
dz=-%z=
e)r=—-42=06

2
f)$:—§,$_§
Cwiczenie 3
a)z=0,z=2,=4
b)z=-6,z=0,z=5
c)z=-3,z=—-1,z=
d)z=-9z= 1,1’-%
e)r=—-32 =% 2=9
fla=-1 =2 2=4

Cwiczenie 4

a) {—8,—6,0,3}
b) {-7,-2.0.2
¢) {-12,-6,%,6}
d) {12, -3,8,10}
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Odpowiedzi do zadan

1. a) =2

b)z =1

c)z=-5

d)yz=-1

e) z=10

f)a=1%

2.a)z =14

b) z =3

c) z=-2

d)z=-6
3.a)z=-6,z=0
b)z=0z=1
c)r=-8z=0z=2
d)z=02z=1

e) r = %,x:O,m—%
f) o= %,x—O

4 ayr=1z=2z=
b)z=-6z=-1,z=—1
c)xz—g,m—g,x—g
d)z=—-42=0,z=2,
z=3
e)z=-6z=1z=131,
=95
f):v:—4,x:—%,:v:%
5. a) {1,2,4}

b) {-3,2,6}

) {1353

d) {-3,3}

6. a) 0, 3

b) 0, 2

7.9 z=—-4,2=3,2=3
b)z=-3z=2
cgr=-15z=3%
d)z=-8,2=0,z=12
e)r=-1,2=0z=3,
=9
f)m:—%,x—o,m—%,
o=
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Zadania

1. Rozwigz rownanie.
a) 3z° +27 =51

b) 6423 +7 =8 d) 2723

2. Rozwiaz réwnanie.
a) z(x? +2) = 2(x + 32)
b) 3(9+ 2?) = 2*(z + 3)

3. Rozwiaz réwnanie.
a) 4z%(x +6) =0
b) t2*(Tx —1) =0
c) z(zx+8)(x—2)=0

4. Rozwigz réwnanie.
a) (x—1)(x—2)(x—5)=0
b) (x+1)(z+6)(4z+1)=0
c) (x+9)(2z—-5)(5z—2)=0

¢) 2z® + 300 =50
+9=28

e) 0,01z +z=10+2z
f) 12523 + 22 = 2? + 64

c) z(x? —4) = —4(z + 2)

d) z?(x + 6) = 6(z* — 36)

5

d) z(z+4)(x-3)(x—2)=0
e) (x—5)(6zx—1)2z—1)(z+6)=0
f) (4dz+3)(3x —4)(x+4)(6z —8) =0

5. Wyznacz zbiér rozwiazan réwnania.

a) (x—4)(x—2)(x—1)=0
b) (z —6)(z+3)(22 —5) =0

c) Bz—1)(8z—5)(2z—3%) =0
d) Gz—1)(2z4+1)(243z) =0

6. Podaj liczby spelniajace jednoczesnie oba rownania.

2 {x(:z:+4)(x—3)—0
z(3—x)(x—4)=0

Sprawdz sie

O oot

2*(4x + 1) (6 —4) =0

7. Rozwiaz roéwnanie.
a) (z—3)(x+4)(6z—3)=0
b) (z+3)(5bz —3)(2x+6) =0
¢) (2z—3)(6—4x)(3x+5) =0
8. Oblicz sume rozwiazan réwnania

a) z(8z+6) (32 —3) =0

8.a) 0+ (—3)+6=>57
b) 3 +12+3%=13

z (32 —8)(3x+6)(x+8) =0
e) 2?2(x —9)2x —6)(z+1)=0

b) 3z —1)(2z—8) (32— %) =0

3 2



Przypomnij sobie

.
.
.

Rozktad tréjmianu kwadratowego na czynniki

1.

Zapisz jako iloczyn dwéch czynnikéw liniowych.
a) z? +8x  ¢) 42% + 28z e) 92% + 6x
b) #* =3z d) 62° — 18z f) 122% — 18z

22 4+ 6z = z(x + 6)
222 — 18z = 2z(z — 9)

Roz1éz na czynniki liniowe, korzystajac ze wzoru na réznice kwadratéw.
a) z? — 36 b) z* — 1 c) 4a* -9 d) 922 — 49

4
Oblicz pierwiastki tréjmianu kwadratowego y=2%—5z+4
A=25-16=9, VA =3
d)y=2*+5x+6 T =22 =1

e) y=x?+2x—3 Ty =

f) y=2—4z -5

i zapisz go w postaci iloczynowej.
a) y=1x?—3x+2
b) y=2?—-9x+38
c) y=a2?+5x+4

Oblicz pierwiastki tréjmianu kwadratowego | — 9,2 5, 3
A=25424=49 VA =7
d) y=32"+T0+2 =21 =-1
e) y=3x>+7x—6 1'2:5: 3

(z -

f) y=62>+7x+2

i zapisz go w postaci iloczynowej.
a) y=2z>+5x—3
b) y =22+ Tr+5
c) y=22*+5zr+3
Oblicz pierwiastki tréjmianu kwadratowego
i zapisz go w postaci iloczynowe;.

a) y=z?—4dr+1
b) y =a* + 4z + 2
c) y=x?—6x+2

y=x2-2r-1
A=4+4=8VA=2/2
d)y=22*+x—2 381:#:1*\/5

e) y=222—-2r—1 x2:2+TQ\/5:1+\/§

) y=322+20—2 @ ¥=(@-14+V2)(2-1-Vv2)

Uzasadnij, ze tréjmianu kwadratowego nie

— 2
mozna rozlozy¢ na czynniki liniowe. y=a"+2x+2

A=4-8=—-4<0

a)y=a2*—x+1 d)y=2*+1 L

) ) Zatem trojmianu
b) y=a*—3z+3 e) y=a"+4 nie mozna roztozyé
c) y=2*+4x+5 f) y=4z*+1 na czynniki liniowe.

Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jezeli jest to moz-
liwe.

a) y=1x?—9x+18
b) y=x? — 6z + 12
c) y=—a*+3x—6

d) y=222—-5r—3
e) y=3z>+ 11z —4
f) y =12 +2x+4

g)y=2>—-3x-3
h) y=-2z>+x2—2
i) y=—32>+62x—27

. a) xl:2—\/§,x2:2+\/§,y:(m—2+\/§)(m—2—\/§)

b)zr =—2— 2,23 = -2+ 2, y=(z+ 2+ v2)(z +2— v/2)
) 21=3-V7,22=3+V7,y=(2-3+V7)(z—3-V7)
d) .T1=—_1_4\/1_7,.T2=—_1-t1‘/ﬁ,y:2(x+ 1+4‘/ﬁ)(x+ l_i/ﬁ)

2 - 158

0 1 =150, 2 S,y 4 5 1)

_1+v3 _1-v3 — 1-v3
- 5 L2 = 2 7y_2( _T)
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J)A=9-12<0
) A=16—-20<0
dA=0-4<0

) A=0-16<0
f) A=0-16<0
.a) y=(z—3)(z—6)

b), c), h) nie ma postaci
iloczynowej

d)y_2(x—|— )( —3)
e)y= x+4)( —%)
) y= e+’
g)y=(w—3+2“ﬁ)
- sm)



Uczen:
— rozwiazuje rownania wielo-
mianowe.

Cwiczenie 1
a) x(x? +8) =0
z=0

r=—-6,z=0,z=6
f) 22 +4)=0
=0
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2.5. Rownania wielomianowe (2)

Przyktad 1
a) Rozwiaz réwnanie 2 — 422 = 0.
2?(x—4)=0
22=0 lub 2 —-4=0
x=0 lub x =4

Zatem rownanie ma dwa rozwiazania: 0 i 4.

Wielomian z® — 422 zapisu-
jemy w postaci iloczynowej —
wylaczamy x? przed nawias.

b) Rozwiaz réwnanie z3 — 4z = 0.
z(z? —4)=0
z=0 lub 22—-4=0

Roéwno$é 22 — 4 = 0 zachodzi, gdy = -2 lub z = 2.
Zatem réwnanie ma trzy rozwigzania: —2, 01 2.

Wylaczamy x przed nawias.

¢) Rozwiaz réwnanie 2% + 9z = 0.
(22 4+9)=0
x=0 lub 2249=0

Roéwnanie 22 + 9 = 0 jest sprzeczne.
Zatem jedynym rozwiazaniem wyjsciowego réwnania jest liczba 0.

Wylaczamy x przed nawias.

Cwiczenie 1

Rozwiaz réwnanie.

a) 3+ 8x =0 c) 4o —x =0 e) z* = 36z
b) z* + 64z =0 d) 2z* +423 =0 f) 2° = —42°
Przyktad 2

Rozwiaz réwnanie (2? + z)(z — 4) = 0.
z(z+1)(x—4)=0
=0 lub 24+1=0 lub x—-4=0

Zatem rownanie ma trzy rozwiazania: —1, 01 4.

Wylaczamy x przed nawias.

Cwiczenie 2

Rozwiaz réwnanie.

a) (x> +2z)(x—1)=0
b) (z? = 3z)(x+6) =0
c) 222+ 2)(x—3)=0

d) (42* —8z)(x+5) =0
e) (x+4)(2*+3x)=0
f) 2z—-1)(x*-22)=0

Cwiczenie 2
a)r=-2,z=0,z=1
b)z=-6,z=0,z=3
)rz=-31,2=0,2z=3
d)z=-52=0z=2
e)x=—-4,x=-3 =
f) x:O,m—%,xz



Przyktad 3
a) Rozwiaz réwnanie * — 6z% + 9z = 0.
x(z? —6x+9)=0
x(m — 3)2 =0 Korzystamy ze wzoru na kwadrat réznicy.
z=0 lub z=3

Rozwigzaniami réwnania sa wiec liczby 01 3.

Wytaczamy x przed nawias.

b) Rozwiaz réwnanie 2 — 222 — 152 = 0.
x(z? — 22 —15) =0
z=0 lub 22 =2z —-15=0
Rozwiazujemy réwnanie kwadratowe:

A=4+60=64, VA=38

__2-8 __ _ 248 __
g =238 =_3, 2,= 28 =5

Wylaczamy x przed nawias.

Zatem wyjsciowe rOwnanie ma trzy rozwiazania: —3, 01 5.
¢) Rozwiaz réwnanie 5z° + 422 + 42 = 0.

x(br?+4x+4)=0
=0 lub 522 +4x+4=0

Wylaczamy x przed nawias.
A=16-80=-64<0

Réwnanie kwadratowe jest sprzeczne (A < 0), zatem jedynym rozwiazaniem
wyjsSciowego rownania jest liczba 0.

Cwiczenie 3

Rozwigz réwnanie.

a) r3+42? +4x =0
b) 3z° 4+ 62* + 323 =0

c) 8zt 4 8x% 4+ 222 =0
d) 32° — 2723 =0

e) 4z° —92® =0

1,6 _ 1,4

Cwiczenie 4

Rozwiaz réwnanie.

a) x* —Tr? + 122 =0
b) 3z +42* + 2 =0

c) —2x*+923+522 =0 e) 22° -3z =x—2°
d) 42° =3z + 223 =0 f) 22° —2° =25 + 2*

Zadania

1. Rozwiaz rownanie.
a) 2z° = 4x°

b) ° = 9a®

¢) zt = —2723

d) x° = 8z*

e) z° + 162 =0
£) 42° + 2524 = 0

Odpowiedzi do zadan

Cwiczenie 3

a) z(z+2)°=0
r=-2, =0

b) 3z3(z + 1) =0
r=—-1, =0

¢) 2222z +1)2 =0
= —%, =0

d) 323(2* —9) =0
z3(x+3)(z—3)=0

r=-3,2=0,z=3

Cwiczenie 4

a) z(2® — Tz +12) =0, A =1,
z=0lubx=3Ilubxz=4

b) z(3z> + 42 +1) =0, A =4,
wz—llubxz—%lubxzo
¢) —x%(22° — 9z — 5) = 0,

A =121,
x:—%lubw:OIubx:5
d) 2%(42® — 3z 4+ 2) = 0,
A=-23<0,2=0

e) x(x> + 22 —4) =0, A = 20,
z=—-1—+/51ub z =0 lub
z=—-1++5

f) 2*(22° —22—1) =0, A = 12,
xz%lnbxzomb

1+V3

r = 3

2.5. Réwnania wielomianowe (2) 75 s



22a)z=0,z=1,2=2 2. Rozwiaz rownanie.
)@= =5, 2= —l,& =0 a) 2(z? =32 +2)=0 c¢) 2(z*+3z+1)=0 e) (12 —22+3) =0

) x= 35 g =316 f
e 0 2B I b) 2?(2* +624+5)=0 d) 2*(@®—20—-1)=0 f) 2*(Za*+32+2)=0
d) z = 1\7_\/57 z =0, 3. Rozwigz réwnanie.
=1+
:)x_om_?) a) x> — 72+ 10z =0 c) z* —z* =12z e) 16z = 82?2 — 23
f) 2=0 b) 2 —32? — 102 =0 d) 23 — 15z = 222 f) 10z = 32% — 23
8.a)z=0,r=22=5 4. Rozwigz réwnanie.
b)z=-22=0,z=5 4 3 9 4 3 2
5) =5, = (), 4 = 4 a) o' —6x° +52° =0 d) z* —122° + 362 =0
d)z=-3,2=0 2= b) z* + 62° + 822 =0 e) da* +4a® — 322 =0
e):v—O,x: ¢) ot — 223 — 2422 =0 f) 122% 4+ 52% — 222 =0
f) x =
4. 2) z = 0’ o=l 5= 5. Rozwiaz réwnanie.
b)z=—-4,2=-22=0 a) ta* —2* =0 c) #* -2 =0 e) 22° —102* =0
Ja= dasla=0 b) 3z° + 92% = 0 d) 62* + 2% =0 f) 326 —4a® =0
d) z = 0 =6
e)z=-2,2=0,z=1 6. Rozwiaz rownanie.
fla=-22=0z=1 a) x(z? —4x) =0 d) (#*+z)(z—-6)=0
5.a) z =0, 33—4 b) x(42* +x) =0 e) (222 —xz)(2z+1)=0
b)z=-3,2=0 ¢) (22 —x)(z +2) =0 £) (422 — 2)(6x —2) =0
c) x= 0 =9
d)z=-2,2=0 7. Podaj liczby spelniajace jednoczesnie oba réwnania.
?))x_gx_i a) (x+1)(z+2)(x+3)=0, (2®-1)(2*-9)=0
Tr = =3 _ _ 2 _ 2 —
6. a) &0, $_4 b) (r—4)2zx+1)(2x+8) =0, (4a* —1)(z*—16) =0
b) z = _17 z=0
cgz=-2,z=0,z=1 Sprawd? sie
d)mz—l z=0,z=6
e) z= L x=0, 1= % 8. Rozwiaz rownanie.
f)ﬂc—O 33—4,32:% a) (z? —z)(x+2)=0 c) =22 -3z =0
7'3)) g 11 b) (22 +x)(x —3) =0 d) 23+ 522 —6x =0
b) —4, —5, 4
8.a) z = 72’ £=0, 2= 9. Wyznacz najwieksza liczbe spelniajaca rownanie.
b)z=-1,2=0,z= a) 92° — 622 +x =0 b) 22% + 62? — 52 =0
C)szl,l’—o,m: . , 7 . . . 2
Do 6 o0 =1 10. Ile rozwiazan réwnania nalezy do podanego przedziatu?
9. a) 1 a) x® — 16z = 0, [—2; 6] d) 4z —2* =0, (—2;4)
b) =319 b) 2* — 252 =0, [-3;5) e) 4z +a* =0, (—4;0]
¢) *=3z=0, (-3 %) f) 2* — 6z =30z, (—8;8]
10. a) © = —4, z = 0, z = 4; dwa rozwigzania
b) z = —5, z = 0, z = 5; jedno rozwiazanie
¢) = —/3, x =0, z = v/3; jedno rozwiazanie
d) z = -2, z =0, z = 2; dwa rozwiazania
e) z = 0; jedno rozwiagzanie
f) © = —6, x = 0, z = 6; trzy rozwiazania
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@ a) Uzasadnij, ze objetos¢ tego pudetka wyraza sie

2.6. Wielomiany - zastosowania

Przyktad 1
Podstawg prostopadtoscianu jest kwadrat o boku z dm. Suma dlugosci wszyst-
kich krawedzi tego prostopadloscianu jest réwna 40 dm.
a) Wyznacz wielomian opisujacy objetosé tego prostopadloscianu w zaleznosci
od z. Okresl dziedzine tej funkcji.
Oznaczmy przez h wysoko$¢ prostopadtoscianu w dm (ry-
sunek obok). Wéwczas 4h + 8x = 40, czyli h = 10 — 2z. ;
Objetosé prostopadtoécianu: }

V(z) = 22(10 — 2z) = 22*(5 — ) S

-
-

gdzie x > 0 oraz 10 — 2z > 0, czyli © € (0;5). - z

b) Dla jakiego x € {1,2,3,4} objetosé tego prostopadlodcianu jest najwicksza?
V(1) =8, V(2) =24, V(3) = 36, V(4) = 32, zatem sposréd podanych argu-
mentéw objetoéé prostopadloécianu jest najwieksza dla x = 3.

Cwiczenie 1

Podstawsg prostopadto$cianu jest prostokat o bokach x dm i 2x dm. Suma
dtugodci wszystkich krawedzi tego prostopadloécianu jest réwna 48 dm.

a) Wyznacz wielomian opisujacy objetosé tego prostopadloscianu w zaleznosci
od z. Okresl dziedzine tej funkcji.

b) Dla jakiego x € {1,2,3} objeto$é tego prostopadloscianu jest najwicksza?

= -1

Cwiczenie 2 2 dm! |

7 kwadratowego arkusza kartonu o boku 12 dm
wycieto w naroznikach kwadraty o bokach  dm,
a nastepnie sklejono go i otrzymano otwarte pu-
detko (rysunek obok).

Za pomocg wzoru:

[
[
[
[
[
[
[
[
________ |
! |
V(z) = 42 — 4822 + 144x, gdzie x € (0;6) L !
b) Przerysuj do zeszytu i uzupelnij tabele wartosci funkeji V' dla wybranych
argumentow x.

0 1 2 3 4 5
V(z) | 100 | 128 | 108 & 64 20

c) Jaka jest objeto$¢ tego pudetka, gdy ma ono ksztalt sze$cianu?

Uczen:

— opisuje wielomianem
zaleznosci dane w zadaniu
i wyznacza dziedzine tego
wielomianu,

— rozwiazuje zadania tekstowe,
wykorzystujac dziatania na
wielomianach i rownania
wielomianowe.

Cwiczenie 1

a) Suma dtugosci krawedzi pod-
staw: 12 z dm.

Suma dlugosci krawedzi bocz-
nych: 48 — 122 dm, zatem kra-
wedz boczna ma dtugo$é 12— 3x.
Pole podstawy: P = 222 dm?.
Objetos¢ prostopadtoscianu:

V = 22%(12 — 3z) = 62%(4 — z),
gdzie z € (0;4).

b) V(1) = 18 dm?,

V(2) = 48 dm?,

V(3) = 54 dm®

Sposréd podanych argumentéw
objeto$¢ prostopadltoscianu jest
najwieksza dla z = 3.

Cwiczenie 2

a) P, = (12—2z2)%, h = x, zatem:
Vi(z) = (12 — 2z)%x =

= 4x° — 482> + 144z, gdzie (0; 6).
¢) Pudetko ma ksztalt szescianu,
gdy =z = 4. Jego objetosé jest
wéwezas réwna V(4) = 64 dm?®.
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Odpowiedzi do zadan
1. a) Objetosé¢ pudetka:

V(z) = (40—22)(30—2z)z =
= 423 — 14022 + 1200z,
gdzie z € (0;15)

b) z ~ 6 cm,

V(6) ~ 3024 cm®

Wymiary:

28 cm X 18 cm X 6 cm

¢) V(10) = 2000,

V(2,5) = 2187,5,

czyli V(10) < V(2,5); nie jest

. a) Oznaczmy wysokosé dachu
przez h. Wowczas h =5 — z,
gdzie z € (0;5).

Pole podstawy graniasto-
stupa:
Pp=2z-z+3% 2z -(5—z)=
=222 + 5z — 2% = x(z + 5)
Wysoko$¢ graniastostupa
(dtugosé podtogi):

h = (16 — 2z) dm

V(z) =x(x+5)(16 — 2z) =
= —22° + 622 + 80z,

gdzie z € (0;5)

b) 4,8 dm x 11,2 dm

I 78 2. Wielomiany

Zadania

1. 7 prostokatnego arkusza kartonu o wymiarach

30 cm x 40 cm wycieto w naroznikach kwadraty
o bokach dtugosci x ¢cm, a nastepnie sklejono go
i otrzymano otwarte pudetko (rysunek obok).
a) Wyznacz wzér funkcji V' opisujacej objetosé
otrzymanego pudetka w zaleznosci od x. Okresl
dziedzine tej funkcji.
b) Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji V. Na podstawie tego wykresu podaj
przyblizone wymiary pudetka o najwiekszej ob-
jetosci.
¢) Sprawdz, czy spelniona jest nieréwnosé:
V(10) > V(2,5)

Domek dla lalek ma ksztalt graniastostupa pro-
stego (rysunek obok). Wysokosé tego domku
w najwyzszym punkcie wynosi 5 dm. Jego pod-
toga ma ksztalt prostokata o obwodzie 32 dm.
a) Uzasadnij, ze objetosé tego domku wyraza
si¢ za pomoca wzoru V (z) = —22° + 62 + 80z,
gdzie x € (0;5).

b) Na rysunku obok przedstawiono wykres

4000
3000
2000
1000

0

r dm

2x dm

[OV]

funkcji V. Korzystajac z wykresu, podaj

przyblizone wymiary podstawy domku,

[y

ktérego objetodé jest réwna 200 dm?.

.
D D D
[esies B es]

N

Sprawdz sie

3. Do akwarium o wymiarach podanych

na rysunku wlano wode do wysokosci

(z —0,5) dm.

a) Wyznacz wzor opisujacy, ile litréw

r dm

wody znajduje siec w akwarium w zalez-

\

noéci od x. Okredl dziedzine tej funkcji.

2x dm

b) Tle litréw wody znajduje sic w akwarium, jesli wiadomo, ze jego dno

ma ksztalt prostokata o polu réwnym 32 dm?2?

3. a) V =2z%(z — 0,5) = 2% — 22, gdzie z > 0,5

b) P, = 2% = 32, zatem x = 4.
V(4) =264 —16 = 112 []



v/

Powtdrzenie

B Zestaw |

1. Zredukuj wyrazy podobne wielomianu w. Oblicz jego wartosé¢ dla x = —2.

a) w(z) = 22? — z* + 82% + 32* — 7 — 2z* — 523
b) w(z) = 32° + 2* — $2° + 20 —2* — 225 + 3
2. Wyznacz sume wielomianéw v i w. Oblicz jej warto$é dla = = 2.

a) v(z) = 2z* +2x — 1, w(x)=/2T2* + 27 — 32

b) v(z) = FHa® —a® +2, w(r) = -3z +32° — 1
3. Oblicz wartoéci wielomianu w dla . = —3, 2 = —f iz = 1.

a) w(r) =4x? — 8x b) w(z) = —8z% + 2z

4. Sprawdz, czy dla wielomianu w(z) = x* — 42% + 3z — 1 spelniony jest

podany warunek.
a) Warto$é wielomianu w dla z = 2 jest wieksza od 5.
b) Warto§¢ wielomianu w dla x = —3 jest niemniejsza niz —70.

¢) Warto$¢ wielomianu w dla x = —4 jest niewieksza niz —122.
5. Wyznacz iloczyn.

a) (22° — 2?)(2® + 32)

b) (4a® — a*) (2% — 22?)

c) (z° — 222 + x)(—222 + 62)

6. Dane sg wielomiany w(z) = 2® — 11 p(z) = 22* + 42 + 1. Wyznacz wielo-

mian u i podaj jego stopien.

a) u(z) =2w(z) + (1 — z)p(x)
7. Podaj sume wspoétczynnikéw wielomianu u.

a) u(z) = (22° — 1) — (22— 1)2 = (22 —2)% -

b) u(z) = (2* +8)(V8 —2)(z +2v2)  d) u(z) = (2
8. Ktéra z liczb —3, —1, 1 spelnia podane réwnanie?

a) 2° +322—4=0 c) 62 +2? —4x4+1=0

b) z® +8z? + 172+ 6 =0 d) 2 +322—2-3=0

9. Rozwiaz réwnanie.

a) z°+64=0 c) 22 —128 =0 e) 1282% —54 =10

b) 82% — 27 =0 d) 52° +135=0 f) 1624° +48 =0
9.a) z=—4

b)ng

c)x=4

d)z=-3

e) v =2

f)xz—%

¢) w(z)=16z* — x

d) (2z* +2* — 32?)(2* — 3x + 1)

(z—2)?
+x+1)(a?—x+1)

Odpowiedzi do zadan
1. a) w(z) = 323 + 22> — 7,

w(—2) = —23

(v+w)( )

b) w(z) = 2z+3, w(—2) = —1
a)

= w + 22 —x—1,
(v+w)(2) = 383

b) (v + w)(z) = 22 + 1,
(v+

w)(2) =

9

w(z) ——1%
b) w(—3) =0,
w(-3)=-5w()=3§
o) w(=3) =%,
w(=3)=w(3)=0

4. a) w(2) =8-16+6—1=
=_3<5
b) w(—3) = —27—36—-9—1 =
—73 < =70

c) w(—4) = —64 — 64 — 12+
—1=—141 > —144

¢) —2z° + 10z* — 1423 + 62>

d) 22° —52°

—4z*4+102° — 322

1.4

—22% 4+ 1, st (u) =5

d) wszystkie
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10.a) z=-7,2=0,2=9 10. Rozwiaz rownanie.
i’fﬁi?ff?’fi% a) 62(z+7) (@ —9) =0 ¢) (z—2)(z+3)(dz +1) =0
d)m:—5:x:2,4:v7: b) fz(22 —1)(5z+2) =0 d) (z+5)(x—4)(2z—4)=0
Ma)yz=-1,z=0,1=2; 11. Rozwiaz réwnanie. Wypisz pierwiastki tego réwnania spelniajace warunek
5”): -1 “;: 2] < V2.
b)x=—-5, =0, z =6;
c—0 a) z(zx—2)(x+1)=0 c) z(2z+1)(3z+1)=0
z=-1z=-1 =0 b) z(z+2)(z—6)=0 d) 23z —2)(2z+3) =0
wszystkie
dz=-3,0=0z=1%;
=0,z=2
’ T B Zestaw I
Zestaw |l 1 L .
la)se—4,0=0,a2=4 . Rozwiaz rownanie.
b) =0 a) z(z? —16) =0 c) z(422+1)=0 e) z(z? —4x+4)=0
¢)z=0 b) z(z? +16) =0 d) z(z*+22+1)=0 f) z(42®—4x+1)=0
d)yz=-1z=
e)z=0,z=2 2. Rozwigz rownanie.
f)z=0,2z=1 a) x4+ 62 =0 ¢) 4’ —x =0 e) V22 =2°
2.a)z=-6,2=0 b) 3% — 81z =0 d) 82° + 22 =0 f) 22% — 2 =0
b)z=0,z=3
r=-12=0z=1 3. Rozwigz rownanie.
d)z=-32=0 a) z(z* —bx+4)=0 c) (22 +x —3) =0
e)z=0,z="% b) z(2? + 4z —21) =0 d) 22(422 + 32+ 1) =0
f)a=-2,2=0,2=2
3.a)z=0,z—1 a4 4. Rozwiaz rownanie.
b)z=-72=02=3 a) x* — 62> +8x =0 ) 4ot —Txd — 222 =0
gr=-3,2=0z=1 b) * —4a® — 122 =0 d) 2z 4+ 423+ 2 =0
d)z=0
4.2)z=0z=2 =4 5. Rozwiaz rownanie. Wypisz pierwiastki tego réwnania spetniajace warunek
b)z=-2,2=0,z=6 2| > 2.
Jrz=—-1,2=02=2 a) (2 —z)(x—=3)=0 d) (:(:—%)(1:24-4%):0
d)yz=—22 5|, b) (22 —6x)(2z+3) =0 e) (5r—1)(22% —42) =0
o= =22 ¢) (22 +32)(3z+8) =0 f) (32 +6)(z — 322) =0

6. Cgzy dla m = 2 liczba a jest pierwiastkiem podanego réwnania?
a) —3z°+22+mx—3=0, a=—1
b) 2>+ (2m—1)2? - 3x+7=0, a=2
c) — 2 +mz*—mx+5=0, a=3

d) 2 +322+ (m* —2m)z —4=0, a= -2

5.a)z=0,z=1,2=3;2=3

b) z f%,x:O,x=6;x:6
c)x=—3,m:—%,x20;$:—3,x——§
dz=-42=0z=3%12=-4

e)x O,x:%,xz ; zaden

f) 2 =-2,2=0, 2 =1; zaden

6.a) —3-(-1)*4+2-(-1)>4+2-(-1)—3=3+2—-2—-3=0; jest
b) 2% +3.22 —3.247=8+412 — 6+ 7 # 0; nie jest
c) —3342.32 -2.34+5=—-27+418 — 6+ 5 # 0; nie jest
d) (—2)3+3-(=2)240-(—2) —4=—-8+12 — 4 =0; jest
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

12.

13.

14.

15.

Zbiér A jest zbiorem miejsc zerowych wielomianu u, zbiér B — zbiorem
miejsc zerowych wielomianu v, zbiér C' — zbiorem miejsc zerowych wielo-
mianu w. Wyznacz zbiér (AU B) \ C.
v(x) = 23 + 222,

a) u(x) = 2® — 22, w(x) =23 —4x

b) u(z) = 2* — 322, v(z) = 2" +92°, w(z) = iaz* + 92°
Wyznacz ujemne rozwiazania réwnania.

a) (2 —4)(x+4)=0 d) (42 —1)(922 —4) =0
b) (z*+8)(z*—-9)=0 e) (x> =8)(z2—=5)=0
c) (22 =2)(2*-3)=0 f) (x*+1)(2*+8)=0

Rozwiaz réwnanie.
a) 78 +x = 22?2 ) 22° = 22t + 1223 i)

b) 32% + 2x = —2? f) 102* + 2 = 222 j) —3at+ a2 = Ja?
c) x® =4x* + bz g) 928 + 62° + 2 =0
d) 6z% + 9z = 323 h) z° + 4z* = 1223

D

Dany jest wielomian w, dla ktérego w(—1) =4 i w(0) = 3. Oblicz a i b.
a) w(z) =2*+ (a —b)a® —da + 2 b) w(z) = —ax® + 32> + a — 6b

Podaj przyklad wielomianu czwartego stopnia, ktorego jedynymi pier-
wiastkami sa podane liczby.

a) —212 b) —v2iv2 c) 1,2,3
Rozwiaz réwnanie.

74 3.6 44 .2 4_ 9,3 4_ 4.3 5 _ g3

5  x' +3 20z* + 2  x" —2x r* —4x°  x°—6x

a) 3a° = 6 b) 8 ) ©) 2 3
Wyznacz wielomian v(z,y) = 3u(z,y) — 2w(z,y). Oblicz wartosé tego
wielomianu dla z = iy = —2.
a) u(z,y) = 22%y — 6xy? + 42%y*, w(w,y) = 32y — 2xy? + 42%y?
b) u(z,y) = oy — gay’ +y', wlz,y) = —joy + 2y’ + 3y’
Wyznacz wielomian v(z,y) = 4u(z,y) — (w(z,y))>.

a) u(z,y) = 22°y%, w(z,y) = 22° + 2y
b) u(e,y) = — ey, wizy) = fa? -y
Dany jest prostopadloscian o krawedziach dlugosci x, y, z oraz prosto-
padtoscian o krawedziach dlugoéci z+1, y+2, 2+ 3. Podaj wielomian opi-
sujacy sume pél powierzchni catkowitych tych prostopadtoécianéw. Okresl
dziedzing tej funkcji.

a)r=-6,2=0,z=3

b)z=-1,2=0

¢c)z=0z=3

a) v(z,y) = 4z’y® — 1day®, v(3,-2) = —36

b) v(z,y) = —3ay® + Szy, v(3,-2) = ¥

a) v(z,y) = —4a* — 4*

b) v(z,y) = —a’y® — o' — ¢

P(z,y,z) = 4oy + 4zz + dyz + 100+ 8y + 62+ 22, 2 >0,y >0, 2 > 0

7.a) A={0,1}, B = {-2,0},
C={-2,0,2}
AUB\C = {1}
b) A ={-+3,0,v3},
B = {0}, C = {-27,0}
AUB\C = {-V3,V3}

b) z = —v3
) x=—V3z=—2
d)x:f%,x:f%
e) z=—5
f)z=-2,2=-1
9.a)z=0,z=1
b)z=0
c)z=-1,2z=0,z=5
d)z=-1,2=0,2=3
e)r=-22=0z=3
f)x:—%,xzo,xzé
gz=—-2,2=0
hyz=-6,z2=0,z=2
i) z=—4,2=-1,2=0
j)z=0,z=1
k)z=-6,2=0
) 2=0,2=+2
10. a) w(0) = £ = 3, zatem b =6

w(—=1) = -1+ (a—6)+4+3 =
=a=4

b) w(—1) =a+3+a—-6b=4
zatem 2a — 6b =1

w(0) =a—6b=3
Otrzymali$émy uktad réwnan:

2a — 6b =1
{ a—6b=3
ktorego rozwiazaniem jest
para liczb: a = —2, b = —%
11. Na przyktad:
a) (z —2)%(z +2)°
b) (22 — 2)?

¢) (z—1)*(z - 2)(z - 3)
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w Sposéb na zadanie

Przyktad 1 !
Dla jakiej wartosci x objeto$é prostopadtoscianu ;
przedstawionego na rysunku obok jest dwa razy 1

wieksza od objetosci sze$cianu o krawedzi x? ! - bt ‘x
Objetosé tego prostopadloscianu: . z+5 o
Vo(z) = z(z + 1)(x 4+ 5) = 2 4 62% + bz, gdzie z > 0. Zaktadamy, 7e:
Objetosé szeécianu o krawedzi : >0

Vi(z) = 23, gdzie x > 0 ji;ig
Z zaleznoéci V), = 2V, otrzymujemy: coyli @ > 0.

z® + 62? + bx = 227
z® — 62 — 5z =0
z(z* — 62 —5) =0
Zatem x = 0 (sprzeczne z zalozeniem) lub:
z? —6x—5=0
A =36+20=56, VA =214
T, = (57227@ =3—114 <0 sprzeczne z zalozeniem

Ty = % — 34+ 14
Odpowiedz: x = 3+ /14

-» Zadanie 24, str. 86

Przyktad 2
Dla jakiej wartosci x objetos$¢ graniastostupa
przedstawionego na rysunku obok jest cztery

razy wieksza od objetosci szescianu o krawe-
dzi x?

Objetos¢ tego graniastostupa:

Vg(ac) = %LIZ 2x(2x +2) = 22 + 222, gdzie z > 0. Zakladamy, ze:
Objetosé szescianu o krawedzi z: V,(z) = 23, gdzie x > 0. z>0
2x
Z zaleznosci V,, = 4V; otrzymujemy: r=0
20 +2>0
22° 4 23 = 4a° czyli > 0.
223 — 222 =0
20%(z —1) =0

Zatem x = 0 (sprzeczne z zalozeniem) lub z = 1.
Odpowiedz: z =1
= Zadanie 24, str. 86




w Przed obowigzkowa matura z matematyki

W zadaniach 1-8 wybierz wlasciwa odpowiedz spoéréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)

Wielomian w(z) = —22* 4 az? + 2z — 4 spetnia warunek w(v/2) = —w(—v/2).
Wynika stad, ze

A.a=6 B.a=4 C.a=2 D.a=-2
Zadanie 2 (0-1)

Dany jest wielomian w(x) = (2 — x) (\/iw + 1) (\/ﬁx — 1)2. Wspblezynnik przy
najwyzszej potedze tego wielomianu jest rowny

A. —8V2 B. —2V2 C. 2v2 D. 8v2
Zadanie 3 (0-1)

Wyrazenie (422 + 1 + 2z) (422 + 1 — 2x) jest réwne

A. 162* + 423 + 1 C. 16z* + 42 + 1

B. 162* — 423 + 1 D. 162* — 422 + 1

Zadanie 4 (0-1)

Ktéra para punktéw nalezy do wykresu funkcji w(z) = z® — 22 + 67

A Aj(—1,
B. B, (2

4)7 A2(17 6)
78)7 B2(_27 6)

C. C1(1,6), C2(—2,2)

D. D;(—2,6), Ds(2,10)

Zadanie 5 (0-1)

Dany jest prostopadioscian o krawedziach x — 4, x + 4, 22 — 4, gdzie z > 4.
Objetos¢ tego prostopadtoscianu jest opisana wzorem

A V(z)=2z*-16 C. V(z)=2z*— 162>+ 16

B. V(z) =2*—64 D. V(z) = z* — 202* + 64

Zadanie 6 (0-1)

Wszystkie rozwigzania réwnania x(2z + 4)(2x — 5) = 0 naleza do przedzialu
A. [-5;12] B. [-3%;2] C. [-3;22] D. [-12;6]
Zadanie 7 (0-1)

Liczby —3, 1 sa jedynymi pierwiastkami réwnania

A. 23+ 227 =3z C. (x—1)*(z24+6x+9)=0

B. z(z?+2—-3)=0 D. (2> —1)(z+3)>=0

Zadanie 8 (0-1)

Wartosé wielomianu w(z,y,z) = 62%yz —8zy’z dlax =5,y = —1 iz = -2
jest réwna

1 1 1 1
A. 31 B. 1 c. ! D. 31
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1. w(v2) = —124+2v2 + 2a
—w(—v2) =124+ 2v2 — 2a
a=06

2. Wspélczynnik przy najwyz-
szej potedze pierwszego czyn-
nika jest réwny —1, drugiego
V2, a trzeciego 2, zatem:

1. \/5 .9 = ,2\/5

3. (4% +1) +22) -

(422 +1) — 2z) =

= (42° +1)*> — (22)° =

= 162" + 82> + 1 —42” =
=16x* + 42> +1

5. V(z) = (z—4)(z+4)(z°—4) =
= (x2 — 16)(1’2 —4) =
= z* — 2022 + 64

6. Rozwiazania réwnania:
_ _ _ 9l
x=-2,x=0,z=25.

A z(z®>4+22-3)=0
B.(z+1)(z—1)(z+3) =
C.(z—1)2(x+3)32%=0

D. (z+1)(z—1)(z+3)>=0
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Zadanie 9 (0-1)
Dane jest réwnanie z(xz 4 3)(z — 2) = 0.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jedli jest falszywe.

Podane rownanie ma trzy rézne pierwiastki. P F

Iloczyn niezerowych pierwiastkéw tego rownania jest réwny 6. P F

Zadanie 10 (0-1)
Niech z = —2a oraz y = 3b.

Dokonicz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedZ A albo B oraz
odpowiedz 1., 2. albo 3.

Wyrazenie 22 — y? jest réwne

2 2
A.  (2a—3b)(2a+ 3b), a wyrazenie = 1° 12a°b — 18a”.

ry(r —y) 2. | 18ab? — 1242

_ _ jest réwne
B.  (2a —3b)(—2a+ 3b), J 3. 1242+ 1812

Zadanie 11 (0-2)
Dany jest wielomian w(z,y) = —2zy* — zy® + 2%y.
Kazdemu rozpoczetemu zdaniu przyporzadkuj witasciwe dokonczenie. Wpisz

obok rozpoczetych zdan w tabeli ponizej wlasciwe odpowiedzi wybrane spo-
srod A-E.

Numer zadania Zdanie do uzupelnienia Dokoniczenie zdania
111 Wartosé w(2, —2) jest réwna B
11.2 Wartosé w(—2,2) jest réwna E
A. -16 B. -8 C. 16 D. 32 E. 40

Zadanie 12 (0-1)

Dany jest wielomian w(z) = 22* — v/22% — 22,

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jedli jest falszywe.

Wartoéé¢ wielomianu w dla —v/2 jest rowna 2. P F

Wartoéé¢ wielomianu w dla 2/2 jest rowna 8. P F

12, w(—v2)=2-4—V2(-2v2) -2=8+4-2=10
w(2v2) =264 — /2(161/2) — 8 = 128 — 32 — 8 = 88




w Przed obowigzkowa matura z matematyki

Zadanie 13
Dany jest wielomian w(x) = 223 + m?z? — 6z + 9, gdzie m € R.
Zadanie 13.1 (0-1) 13.1. w(z) = 22> + 2> — 6 +9
Ocen prawdziwosé ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesdli stwierdzenie jest w(=2)=—-16+4+12+9=9
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe. w(-32) =
Jesli m = —1, to =241 21949=
o — — 41418131 > 13
dla z = —2 wielomian w przyjmuje warto$é¢ réwna 9. P
dla z = —% wielomian w przyjmuje warto$¢ wieksza od 13.
Zadanie 13.2 (0-2) 13.2. 223 +m?2? —62+9—6ma =
Rozwiaz réwnanie w(x) — 6mx = (mz — 3)%. =m?z® — 6mz +9
. 2% —6x=0/:2
Zadanie 14 3 — 3z =0
Dany jest wielomian w(x) = (22 +z + 1)(z — 3) + 3. z(z2—3) =0
Zadanie 14.1 (0-1) z(z + \/g) (z— (;/3) = \0/5
r=—V3,z=0z=
Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
odpowiedz 1., 2. albo 3.
Dla dowolnej liczby rzeczywistej x wielomian w mozna zapisa¢ w postaci
A, w(z)=12%—22%— 2z, . L - 0
a jego wartos¢ dla 5 1
x = —1 jest réwna ) '
B. w(x)=2*—22%— 3z, 3. _o
14.2. w(+/2) =
D] Zadanie 14.2 (0-1) = (@ 2 D2 =5 =
. . . . =(vV2+3 — 3) 3=
Uzasadnij, ze w(y/2) jest liczba catkowita. B ;{9:_ ?5(\_/__4 )
Zadanie 15 15.1. wo(z) = z(a® — 42) =
Dany jest wielomian w(x) = z(z? — 4z + ¢), gdzie ¢ € R. =2%(z — 4)
Suma pierwiastkow: 4.
(D] Zadanie 15.1 (0-1) wi(z) = 2(z? — 4z + 4) =
Uzasadnij, ze dla ¢ = 0 suma pierwiastkéw tego wielomianu jest wigksza od = z(z — 2)°
sumy pierwiastkéw dla ¢ = 4. Suma pierwiastkéw: 2.
15.2. w(z) = z(2? — 4z — 12)
Zadanie 15.2 (0-1) A =16+48 = 64 = 8’
Wyznacz pierwiastki wielomianu w dla ¢ = —12. =248 =2
Zadanie 16 (0-2) z2 =412 =6
2 ?me/ . . . 3 . . Pierwiastki wielomianu w:
Oblicz srednig arytmetyczna pierwiastkow wielomianu: ~2,0, 6.
w(z) = z(2x —1)(3xz — 1)(6x — 1) 16. 1
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17.

18.

19.

20.

Jeden pierwiastek: x = —4.

Pierwiastki wielomianu w:
20 15

07 _67 =9 3

Pierwiastki calkowite wielo-

mianu w o wartosci bez-

wzglednej mniejszej od 7:

NN

22.2. 1nt +ind 4+ 1n? =

=1n’(n®+2n+1) =
=1in’(n+1)* =

= (sn(n+ 1))2

Jedna z liczb n, n + 1 jest

parzysta, zatem n(n + 1)
jest liczbg naturalna.
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(D] Zadanie 17 (0-2)

Uzasadnij, ze rozwigzaniem réwnania 0,75x% + 48 = 0 jest liczba wymierna.

Zadanie 18 (0-2)
Oblicz +/p, gdy p jest suma pierwiastkéw réwnania z(x — 1)(162 — 9) = 0.

Zadanie 19 (0-2)
Ile wspdlnych pierwiastkéw maja ponizsze réwnania?
?+r—-12=0 i (z+4)(2*+8z)=0

Zadanie 20 (0-2)
Ktore liczby catkowite o wartodci bezwzglednej mniejszej od 7 sa pierwiast-
kami wielomianu w(z) = z (32 +4) (3z — 5) (32 + 6)?

Zadanie 21

Dany jest wielomian w(z) = (z — 1)(2? — Tz + 121).

1
4
Zadanie 21.1 (0-2)

Wyznacz pierwiastki wielomianu w.

(] Zadanie 21.2 (0-2)

Uzasadnij, ze dla argumentow 1% i 4% wielomian w przyjmuje te sama wartosc.

Zadanie 22

Sume sze$ciandw kolejnych liczb naturalnych mozna wyrazi¢ wzorem:
P+2543+ . 4+n®=1nt+ In 4+ in?

Zadanie 22.1 (0-1)

Sprawdz prawdziwos¢ powyzszego wzoru dla n = 4.

(D] Zadanie 22.2 (0-3)

Korzystajac z powyzszego wzoru, uzasadnij, ze suma szescianéw kolejnych
liczb naturalnych od 1 do n jest kwadratem pewnej liczby naturalnej.

(D] Zadanie 23 (0-4)

Uzasadnij, ze objetos¢ prostopadlo$cianu o krawedziach x — 2, x, x + 4 jest
opisana za pomoca wzoru V(z) = x® 4+ 22% — 8z, gdzie x > 2. Sprawdz, czy
dla z = 21/2 objetosé tego prostopadloscianu jest liczba wymierna.

Zadanie 24 (0-2) < Przyktady 1 i 2, str. 82
Objetosé graniastostupa przedstawionego na
rysunku obok jest rowna objetosci szeScianu
o krawedzi 3x. Oblicz z.

| |
‘;ZZ | ®
A o
T X

T

23. V (2v2) = 16v2+ 16 — 16v2 = 16
24. Pole podstawy graniastostupa: P, = 3””% -z = 2x?, gdzie x > 0.
Objetoéé graniastostupa: Vi (z) = 22%(6x + 8) = 122° + 1622, gdzie = > 0.
Objetosé szescianu o krawedzi x: Vi(x) = 272>, gdzie z > 0.
7 zaleznosci V; = Vi otrzymujemy:
122° + 162° = 272°
15z% — 162> =0
152> (x = }—g) =0
16

z=01lubz= 3

Rozwigzanie z = 0 jest sprzeczne z zalozeniem, zatem x = }—g.




