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3 Funkcje wymierne

Czas potrzebny na przebycie pewnej usta-  ¢[h]
lonej odlegtodci jest tym krotszy, im wigk- 6
sza jest predko$¢, z jaka sie poruszamy. 5
Na wykresie obok przedstawiono zalez- 4
3
2

nos¢ miedzy predkoscia a czasem potrzeb- 360

nym na pokonanie odlegtosci 360 km.
Predko$é i czas (potrzebny do przebycia
okreslonej drogi) to wielkosci odwrotnie

o
If

i

proporcjonalne. O 30 60 90 120 150 180 y[km/h]
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Odpowiedzi do zadan
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I 88 3. Funkcje wymierne

Przypomnij sobie

Proporcjonalno$¢ odwrotna

Funkcje postaci y = %, gdzie > 0 oraz a € R, nazywamy proporcjonal-
nosciag odwrotna. Wielkosci x i y nazywamy odwrotnie proporcjonalnymi,
a stala a — wspolczynnikiem proporcjonalnosci.

1. Wielkosci = i y sa odwrotnie proporcjonalne. Podaj wspot-

a=2xy
czynnik tej proporcjonalnodci i jej wzor. Przerysuj tabele
do zeszytu i ja uzupelnij.
T : 1 2 3 4 6 9 10 18
Y 36 18 9 6 4,5 3 2 1,8 1

2. Niech z oznacza cene w ztotych za kilogram gruszek, a y — liczbe kupionych
kilograméw tych owocdw.
a) Na zakup gruszek przeznaczono 6 zt. Na rysunku ponizej przedstawiono
wykres zaleznosci y od z. Przerysuj tabele do zeszytu i jg uzupelnij.

A B ¢ b E ]

x[zt] 1 2 3 4 6 7 \

ylke 6 3 | 2 15 1 6 4

b) Na zakup gruszek przeznaczono 8 zl. i \

Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupel- 5

nij. Naszkicuj wykres zaleznosci y od x. ) B

rzt] 1 2 3 4 5 1 Cn\~F_\\

kel s | 4 2 2 U Gry5 3T o TER
3. Podaj wzor proporcjonalnosci odwrotnej y = <, do ktorej wykresu nalezy

punkt: a) (3,6), b) (1,8), ¢) (2,%), d) (2—V3,2+V3).

4. Narysunku przedstawiono wykresy pro- Y
porcjonalnosci odwrotnych: f(z) = 1, \
g(x) = 2, h(x) = 2. Do ktérego z tych
wykreséw nalezy podany punkt? h
a) (3.3) 4 (5.3) 1AN
b) (3.3) ¢) (V2,v2) ——
¢) (5:3) f) (25,16) Ol 1 X



3.1. Wykres funkcji f(x)=4

Rozpatrzmy funkcje f(x) =L — jest ona okreslona dla = € R\ {0}. Sporza-
dzamy tabele wartosci funkcji f, a nastepnie taczymy wyznaczone punkty
krzywa jak na rysunku ponizej.

1
1

f@) | -3 -3 -1 2

NN
N o=
—_
[N
N

Wykres funkcji f(z) = ¢, gdzie a # 0, oraz
kazda krzywa powstala z tego wykresu l
przez przesuniecie nazywamy hiperbola. ‘ fla) =3

Wiasnodci funkeji f(z) = L:

x

edla x < 0 funkcja f przyjmuje wartosci

—

ujemne, natomiast dla x > 0 — przyjmuje —— ol 1 X
wartoéci dodatnie,

« funkcja f nie ma miejsc zerowych, \

o funkcja f jest malejaca w przedzialach \
(—00;0) i (0;00).

Uwaga. Funkcja f(z) = % nie jest malejaca
w zbiorze (—o0;0) U (0; 00). Hiperbola sklada sie z dwoch gatezi.

Zauwazmy, ze kazda z gatezi wykresu funkcji f(x) = % »zbliza si¢” do prostej
poziomej y = 0 oraz ,zbliza si¢” do prostej pionowej z = 0. O takich pro-
stych méwimy, ze sa asymptotami wykresu funkcji — odpowiednio asymptota
pozioma i asymptota pionowa.

Cwiczenie 1

Na rysunku obok przedstawiono jedna ga-
taz hiperboli f(x) = %

a) Podaj brakujace wspo6lrzedne punktéw
A B,C,DiE.

b) Sporzadz odpowiednia tabele i naszki-
cuj obie gatezie tej hiperboli.

Cwiczenie 2
Sporzadz odpowiednia tabele i naszkicuj
wykres funkcji f.

a) fa)=2 b) fla)=2 o) fl@)=12
Cwiczenie 2
a) c)

z |—4|-2|-1|-3|3[1|2]|4 x [—8|—4|-2(-1|1[2|4]38
fl@)|-3|-1|-2|-4|4|2|1]|3% fl@)|-1|-2[-4|-8| 8| 4|21
b)

x |—6|-3|-1|-1|111|3]6
f()|—5|-1|-3|-6]6|3]|1]41

Uczen:
— szkicuje wykres funkcji

a

f(z) = 2, podaje jej
wlasnosci (dziedzineg, zbiér
wartosci, przedzialy mono-
tonicznosci) oraz wyznacza
rownania asymptot jej
wykresu,

— szkicuje wykres funkcji
a

f(x) = £ w podanym zbiorze,

— wyznacza wspotczynnik a
tak, aby funkcja f(z) = &
spelniata podane warunki.

Cwiczenie 1

2 z |-8|—4|-2|-1|-2
f@)|—%|-1]|-2|-4]|-8
x [ 3| 1]|2|4]8
fl@)| 8 2 (1|4
1
f
— ol 1 X
|
Multibook

* Wykres proporcjonalnosci
odwrotnej

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.1

Generator

testéw i sprawdzianow
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Cwiczenie 3

a) f(1) =3, 9(1) =2, h(1) =4,
k(1) =6

b) czerwony — f, niebieski — g,
zielony — h, fioletowy — k
¢c)A-k,B-g,C—-f,D—g,
E-h

Cwiczenie 4

A, [—al2[-1]1]2]4

f@)|3|1]|2][-2]-1]-

[SIE

S N

\

\

\
[¥><

(I
(SIS

\
\
N

I 90 3. Funkcje wymierne

Cwiczenie 3 Y11

Na rysunku obok przedstawiono wy- \ \

kresy funkcji: \
f@) =4, g(x) =2, \
h(z) =2, k(z)=2

a) Oblicz wartosci kazdej z tych funkcji

dla z =1. —

z” 1

b) Dobierz wzér do kazdego wykresu.

¢) Do ktérych hiperbol naleza punkty:
A(2,3), B(2,3), C(4,1), \

'8

D(~4,-1), E(~2,-6) |

2

e S B

Aby naszkicowa¢ wykres funkcji g(x) = —21, gdzie € R\{0}, sporzadzamy ta-
bele wartosci funkcji g, a nastepnie taczymy wyznaczone punkty odpowiednia
krzywa. Na rysunku ponizej przedstawiono hiperbole otrzymana w ten sposéb.

v -4 -2 -1 -
fl@) | g 2

=
N
N [—=

1 2 4 —4 -2 -1 —

Wiasnosci funkeji g(z) = —2: Y]

edla x < 0 funkcja g przyjmuje war-
toséci dodatnie, natomiast dla = > 0 — g{z)

Il
|
8=
——

przyjmuje wartosci ujemne,

=

« funkcja g nie ma miejsc zerowych,

« funkcja g jest rosngca w przedziatach o] 1 ——mmXx
(—00;0) i (0;00), ale nie jest funkcja
rosnaca w swojej dziedzinie, /

« prosta y = 0 jest asymptota pozioma, ]

a prosta x =0 — asymptota pionowa I
wykresu funkcji g. ,

Cwiczenie 4
Sporzadz odpowiednig tabele wartosci funkeji i naszkicuj hiperbole, ktéra jest
wykresem funkcji g.

[ 5 [—al—2[-1[1[2]a] D[z [2[a]-1[L]1]2
f@) 1]2|4|-4|-2|-1 f@)| 3|51 |-1]-3|-3
[ 1Y Y
1 /
— 1 X //‘_ ¥
ol 1 e ol A -
/ dI
f




Zadania

1.

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = 2, ktorej dziedzing jest zbiér D. Podaj
zbiér wartodci tej funkcji.

a) D =R\ {0} b) D = (—o0; 1) ¢) D =[2:8]

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej warto$¢ najmniejszg i warto$é naj-
wieksza w przedziale [1;2].

a) fl@) =2 b) fa)=—2

Na rysunku obok przedstawiono wykresy i
funkcji: /]
fla)==%, g(z) =-2, h(z)=—5 /
a) Dobierz wzér do kazdego wykresu. /I
A

0]

b) Ktére sposréd punktow P(—\/i, \/5), _
Q(—%A) i R(?)l —2) naleza do wykresu

funkcji g7

37 3

Podaj szes¢ punktéw o obu wspdirzed- [
nych caltkowitych nalezacych do wykresu |/
funkeji f(z) = —2. |

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f(z) = 2. Oblicz a.
Znajdz wspoélrzedne punktu, w ktérym hiperbola przecina prosta y = —3.
Odczytaj z wykresu, dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci
wigksze od —3.

a) [ 1Y b) /Y
f f
— ! X ! X
O 1 . o] 1
—
/
/ /
Sprawdz sie
6. Do wykresu funkcji f(x) = ¢ nalezy punkt P. Naszkicuj ten wykres.
a) P(4,1) b) P(—%,-3) <) P(8,—-3) d) P(—4,16)
7. Dla jakiej wartosci wspolczynnika a punkt P nalezy do hiperboli y = 27
a) P(—1,8) b) P(4,—16) ¢) P(—3%,2) d) P(—5,—-25)
5. a) a= -3, P(1,-3), f(z) > =3 dlaz € (—00;0) U (1; 00)
b) a = —6, P(2,—-3), f(z) > —3 dla € (—00;0) U (2; c0)
6. a) f(x) =2
b) f(z) = 55
¢) flz)=—3
d) f(z)=-2
7.a) a= -8
b) a = —64
¢)a=—2
d) a = 125

Odpowiedzi do zadan

1. a) f(D) =R\ {0}

Y|
f
—_ ol 1 X
\
b) f(D) = (—4;0)
Y
by
== ol 1
f
¢) f(D) = [3;2]
Y
1 i
ol 1 X

2. a) warto$¢ najmniejsza: 3,

wartos¢ najwieksza: 6

b) warto$¢ najmniejsza: —4,
wartos¢ najwieksza: —2
¢) warto$¢ najmniejsza:
warto$¢ najwieksza: 5
d) warto$¢ najmniejsza: —5,
5

wartos¢ najwigksza: —3

3. a) czerwony — f, niebieski — g,

zielony — h

b) P, Q

4. np. (—6,1), (—3,2), (—2,3),

(-1,6), (1,—6), (2,-3)

3.1. Wykres funkgciji f(x)=<

X

91 I



U ’: . . LX) — a
v s o 3:2. Przesuniecie wykresu funkcji f(x)=4
wkrest, | wzdtuz osi OY i osi OX
— sprawdza, czy punkt nalezy
do ?vykresu danej funlfcji, Przyktad 1 v l\
— szkicuje wykres funkcji Wykres funkcji f(x) = % +2 otrzymu- \

y = 3% +q, podaje jej

. . . . . . _ 1
hsnetie s e jemy przez przesunigcie hiperboli y = -

| ———

. . ) f(x) = % +.2
réwnania asymptot jej o 2 jednostki w gére (rysunek obok). it S
k . , . .. . . B
WyIest, ’ . Zbiorem wartosci funkcji f jest zbidr 1 gk
— wyznacza wzor funkcji spet- 92U (2- —1 7T
niajacej podane warunki. (700’ ) ( ,oo). T 1 X

Prosta y = 2 jest asymptota pozioma wy-

Cwiczenie 1 “ )
a) g(D) =R\ {3} kresu funkcji f, a prosta x = 0 — jego
asymptoty: x =0, y = 3 asymptota pionowa.
W
rzypomnijmy, ze:
l\ Przypomnijmy, 7
\ o wykres funkcji y = f(z)+¢q dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie wy-
g kresu funkcji y = f(x) o ¢ jednostek w gére wzdtuz osi OY,
=== — » wykres funkcji y = f(z) — ¢ dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie wy-
\ 1 kresu funkcji y = f(z) o ¢ jednostek w dét wzdluz osi OY.
q\ . X Cwiczenie 1

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = i, a nastepnie, stosujac odpowiednie przesu-

b) (D) =R\ {1} niecie, naszkicuj wykres funkcji g. Podaj zbiér wartosci funkcji g oraz réwnania

asymptoty: x =0, y = —1

vy asymptot jej wykresu.
1 1 1
' 2) gla) =L +3 b) gla) = L — 1 ¢) gla) =L -3
5 : 5 Cwiczenie 2
=== - Ponizej przedstawiono wykresy funkcji f(z)=2-2, g(x)=2 -1 oraz
h(x) = % — 2. Dopasuj wzor kazdej z tych funkcji do odpowiedniego wykresu.
\\ A. B. C.
‘ M | 1)
¢) 9(D) =R\ {-3} \ \ \
asymptoty: x =0, y = —3 1 \ 1 1 \
Y \
g 0|\ X o1 —X o[ 1 X
- —— —_— \\\
ol\1 X —= —_
\
\ Cwiczenie 2
A - h'7 B- 9, C- f
Multibook

® Wykres funkcji wymiernej
® Kreator wykresow

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.2

Generator

testow i sprawdzianow
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Przyktad 2 Yy \ Cwiczenie 3

Wykres funkcji f(z) = -5 otrzymu- | | a) D =R\ {2},

jemy przez przesuniecie hiperboliy = £ | \fle) = L maleJetWt(—OO§ 22) iw (35 o),

o 3 jednostki w prawo (rysunek obok). 1 FYREY y}./ac N ’l o=

Dziedzing funkcji f jest zbior R\ {3}, ————p13 S ~ \\

Prosta x = 3 jest asymptota pionowa \

wykresu funkcji f, a prosta y = 0 — jego y=1)\ \ . f

asymptotg pozioms. \ \ =
ymptoig p a \ l e ] >

N iy . \

Przypomnijmy, ze wykres funkcji y = f(x —p) dla p > 0 otrzymujemy przez |

przesuniecie wykresu funkcji y = f(x) o p jednostek w prawo wzdtuz osi OX. ll

Cwiczenie 3 b) D =R\ {4},

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj dziedzing i przedzialy monotonicznosci tej
funkcji oraz réwnania asymptot jej wykresu.

maleje w (—o0;4) 1 w (4;00),
asymptoty: x =4, y =0

v \
1 2 -1 -2 |
Przyktad 3 [l Y] 1 f\\
Wykres funkcji f(z) = —45 otrzy- f(@) = =5 | —64 b%
mujemy przez przesuniecie hiperboli ) |
y =—= 0 2 jednostki w lewo (rysunek 1 \
obok). = \
. . .o . .7 4 — X
Dziedzing funkcji f jest zbiér R\ {—2}. |
. - . g ¥ ¢) D=R\{1},
Asymptota pionowa jej wykresu jest / / Y . .
_ tot . - I l ro$nie w (—oo;1) i w (1;00),
prosta x = —2, a asymptota pozioma asymptoty: z = 1, y = 0
prosta y = 0. l l Y4 |
l
Przypomnijmy, ze wykres funkcji y = f(x+p) dla p > 0 otrzymujemy przez |
przesuniecie wykresu funkcji y = f(x) o p jednostek w lewo wzdluz osi OX. /
Cwiczenie 4 —5 —
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj dziedzing i przedzialy monotonicznosci tej /
funkcji oraz réwnania asymptot jej wykresu. I/
1 4 2
a) f(z) = — ¢) flz) = =1 ¢) flz)=—— |
b) flx)= 3 ) fla) = 0 fl@)=-3 d) D =R\ {2},
z+2 z+1 z+4 rosnie w (—o0;2) i w (2; 00),
asymptoty: © =2, y =0
PP e
Cwiczenie 4 |
a) D =R\ {—2}, maleje w (—o0; —2) i w (—2;00), asymptoty: x = —2, y =0 |
b) D =R\ {—2}, maleje w (—o0; —2) i w (—2;00), asymptoty: x = —2, y =0
c) D =R\ {—4}, maleje w (—o0; —4) i w (—4;00), asymptoty: z = —4, y =0 1
d) D =R\ {—1}, rosnie w (—oo; —1) i w (—1; 00), asymptoty: x = —1, y =0 ‘_’—’—’/O ’___)_(_
W : =
w

)i
e) D =R\ {—3}, rosnie w (—o0; —3) i
) )i

1;00), a
(=3;00), asymptoty: z = =3, y =0
f) D =R\ {—4}, roénie w (—o0; —4) i 4; 00)

, asymptoty: z = —4, y =0

3.2. Przesuniecie wykresu funkcji f(x) =

<2 wzdtuz osi OY i osi OX 93



Cwiczenie 5 Przyktad 4
a) Dy = Dg =R\ {1}, Naszkicuj wykres funkcji f(z) = —%5, a nastepnie wykres funkcji:
f(Dy) =R\ {0}, _ 2
4(Dy) =R\ {3}, 9(r) = 73 +2
asymptoty wykresu funkcji f: Podaj ich dziedziny i zbiory wartosci oraz réwnania asymptot ich wykreséw.
z=1y=0, B
asymptoty wykresu funkcji g: Wykres funkeji f(z) = ﬁ otrzymu- Y
z=1y=-3 jemy przez przesunigcie hiperboli y = 2
Yol o 3 jednostki w prawo (rysunek obok).
‘\\ Dziedzing funkcji f jest zbiér R\ {3}, \ y=3 \ 9(@) = 25 +2
a zbiorem warto$ci — . Asympto
I £ bi tosci — R\ {0}. Asymptota \
_ o e pionowa jej wykresu jest prosta x = 3, \
Q11 X a asymptota pozioma — prosta y = 0. \ P ——
9 B f(2) = 22
- - ——— Wykres funkeji g(z) = 25 +2 otrzy- : —_—
\ mujemy przez przesuniecie wykresu —— Q] 1 X
| funkcji f o 2 jednostki w gére . N ' ’
\\\l Dziedzing funkcji g jest zbiér R\ {3}, \\
b) Dy = Dy = R\ {~1}, a.zblorem. Wartosm - R\{Z} Asymptota \
f(Dy) =R\ {0} pionowa jej wykresu jest prosta x = 3,
g(Dy) = R\ {2}, a asymptota poziomg — prosta y = 2. \
asymptoty wykresu funkcji f:
z=—1,y=0, Cwiczenie 5
asymptoty wykresu funkcji g: Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykres funkcji g. Podaj ich dziedzin:
1 5 ] Wy ) € y g J Yy
S A v i zbiory wartosci oraz rownania asymptot ich wykresow.
2 2 2 2
| a) f(x)—mj,g(x)—$71—3 b) f(fv)——x—_H,g(x)——x+1+2
| Zadania
) ——— 1. Wykres funkcji g otrzymujemy przez przesuniecie wykresu funkcji:
e — ——— a) f(z) =2 o2 jednostki w gére, b) f(z) = —2 0 2 jednostki w dél.
[ / Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj wzér funkcji g, jej dziedzineg, zbiér
wartosci i réwnania asymptot jej wykresu.
/
2. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbidr wartoéci tej funkcji oraz réwnania

I 94 3. Funkcje wymierne

asymptot jej wykresu.

a)f(»”C)Z%—l c) f(:c):1+§ o) flz)=28_3

b) flz) =7 2 d) fla)=3~7 b fla) =241
3. Sprawdz, czy punkt P nalezy do wykresu funkcji f.

a) f(@) = 725, PQ—4) D) fa)= 5 P(=6.-1)

Odpowiedzi do zadan
1. a) g(z) = 2 +2, Dg =R\ {0}, g(Dy) = R\ {2}, asymptoty: z =0, y = 2

b) g(z) = —% —2, Dy =R\ {0}, g(Dy) =R\ {—2}, asymptoty: z =0, y = —2
2. a) f(D) =R\ {—1}, asymptoty: z =0, y = —1

b) f(D) =R\ {—2}, asymptoty: z =0, y = —2

c) f(D) =R\ {1}, asymptoty: z =0, y =1

d) f(D) =R\ {3}, asymptoty: z =0, y =3

e) f(D) =R\ {-3}, asymptoty: z =0, y = —3

f) f(D) =R\ {1}, asymptoty: z =0, y =1
3. a) f(2) = —3, nie nalezy

b) f(—6) = 1, nie nalezy



Wykres funkcji g otrzymujemy przez przesuniecie wykresu funkcji:
a) f(z) =2 o1 jednostke w lewo, «¢) f(2) = —2 03 jednostki w prawo,
b) f(z) = 2 o 3 jednostki w lewo,

Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj wzér funkcji g, jej dziedzine, zbidr
wartosci i réwnania asymptot jej wykresu.

d) f(z) = —1 02 jednostki w prawo.

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) = —% + a. Podaj wartos¢
wspoélczynnika a oraz wszystkie punkty o obu wspéltrzednych catkowitych
nalezace do wykresu funkcji f.

a) b) c)
[ 1Y [1Y [y
f f/ / 1
0| 1 X 1 — —
o| 1 X

a

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) = Podaj warto$é

r—2"
wspolezynnika a i oblicz f(3) oraz f(—4).
a) Y \ b) Y1
P(3,3) |
1 ‘f 1
—— ——_——_’/ X
7 P4, +1
|
\ l

Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykres funkcji g. Podaj réwnania
asymptot tych wykreséw.

a) f(@) = —5, g(@)= —5+1 b) fl@) = =5, ga) = =5 =2

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj liczbe punktéw o obu wspélrzednych
catkowitych nalezacych do tego wykresu.

a) fla)=—=-3 ¢ fla)=—+1

xT

b) fl)= =5 -1 d) fa)= =5 +3

e) &)= ——5 -2

f) flz)=—2+2

8. Do wykresu funkcji f(z) = ;95 + ¢, gdzie a,b,c € Z, nalezy tyle punktéw o obu

wspoétrzednych catkowitych, ile dzielnikéw catkowitych ma liczba a.

a) 6 punktéw: (—3,—4), (—1,-5), (0,-7), (2,1), (3,-1), (5,—2)

b) 4 punkty: (=5, —2), (—4,-3), (-=2,1), (=1,0)

¢) 8 punktéw: (—4,0), (—1,-1), (0,—2), (1,-5), (3,7), (4,4), (5,3), (8,2)
d) 4 punkty: (—4,2), (=2,0), (0,6), (2,4)

e) 2 punkty: (—3,—-1), (—1,-3)

f) 4 punkty: (2,3), (3,4), (5,0), (6,1)

3.2. Przesunigcie wykresu funkcji f(x) =< wzdtuz osi OY i osi OX 95

4' a) g(ilf) = %7

DQ =R \ {_1}7

9(Dg) = R\ {0},
asymptoty: = —1, y =0
b) g(z) = 3,

Dg =R \ {_3}7

9(Dg) = R\ {0},
asymptoty: © = =3, y =0
¢) g(z) = —3%,

Dg =R \ {3}7

9(Dg) = R\ {0},
asymptoty: x =3, y =0
d) g(z) = - 15,

Dg =R \ {2}7

9(Dg) = R\ {0},
asymptoty: =2, y =0

.a)a=1,(-2,2), (-1,3),

(17 _1)7 (270)
b)a=2(~2,3), (—1,4),
(1,0), (2,1)

¢) a=-2,(-2,-1), (—1,0),
(1,-4), (2,-3)

. a) asymptoty wykresu

funkcji f: x =2, y =0,
asymptoty wykresu

funkcjig: x =2,y =1
Y

b) asymptoty wykresu
funkcji f: x = -1,y =0,
asymptoty wykresu
funkcji g: x = -1, y = —2
¥
|
|

|




9.9A-¢g,B-kC-f,D-h
10. a) D =R\ {4},
maleje w (—o0;4) 1 w (4; 0),
asymptoty: z =4,y =0
1 |f

|
\

=

\
|
\
b) D =R\ {—1}, rosnie

w (—o0;—1) i w (=1;00),

asymptoty: = —1, y =0
| W

[uy

|

c) D =R\ {—3}, rosnie

w (—o0;—3) i w (—3;00),
asymptoty: = -3, y =0
| e
f|
/
— o T X
/
l
l

d) D =R\ {2}, maleje
w (—00;2) i w (2;00),
asymptoty: x =2, y =0
ro
|
\

=

<l

P

I 96 3. Funkcje wymierne

Na ponizszych rysunkach przedstawiono wykresy funkcji:

_ _ 2 _ N T
fa) = (1) = —2 +2, h(z) = (2) = 25— 1
Do kazdego wykresu dopasuj odpowiedni wzér funkcji.
A 1Y C Y
z=—1I
|
1
| P(3725) |
________ d-b-—-I=== |
Iy y=2 I S
| y=1 |
\;O 1 X ol 1 ;/ X
| |
[ [
B. Y : D. :Y
|
1 : Y :1
_y=Zl_ ol T P(-3,-3) / 101 1 X
_\ = —
(17:*9 —————————— :_ ___y___2___
| N
| v =1

Sprawdz sie

10.

11.

12.

11.

12.

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzine i przedzialy monotonicz-
nosci oraz réwnania asymptot jej wykresu.

a) flz)=—= b) fz)=—= ¢ fla)=—

+1 xr+3
Do wykresu funkcji f(z) = 2 4 ¢ nalezy punkt P. Naszkicuj wykres tej
funkcji i podaj jej zbiér wartosci.
a) P(1,6) b) P(2,-3) c) P(—4,—-4)
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji g, ktory otrzymano przez prze-
suniecie wykresu funkeji f(x) = g wzdtuz osi OX. Podaj wzor funkcji g,

d) P(=3,5)

2

jej przedzialy monotonicznosci oraz rownania asymptot jej wykresu.

a) v \ b) n%
— 0] 1 X I O] 1 ;
a) f(z) =3 +2, f(D) =R\ {2}
b) f(z) = 3 =5, f(D) =R\ {-5}
¢) f(z) =3 -3, f(D) =R\ {-3}
d) f(z) = 3 +13, f(D) =R\ {13}
a) g(z) = % maleje w (—00;2) 1 w (2;00), asymptoty: z =2, y =0
b) g(x) = z+1’ maleje w (—oo; —1) i w (—1;00), asymptoty: x = —1, y =0



3.3. Wyrazenia wymierne
i funkcje wymierne

Wyrazenie wymierne to utamek, ktorego licznik i mianownik sa wielomianami,
6r+4 7 2243 V2xr 224

2 Tz’ x—-47 2217 x24+1°
Dziedzing wyrazenia wymiernego jest zbidor tych wszystkich liczb, dla kto-
rych wyrazenie ma sens liczbowy. Nalezy zatem pamietac, ze miejsca zerowe
mianownika nie naleza do dziedziny wyrazenia wymiernego.

Przyktad 1
2 _
Podaj dziedzine wyrazenia 27 —6rtd
2x 48

2z + 8 = 0 dla z = —4, wiec dziedzing wyrazenia jest zbiér D = R\ {—4}.

Cwiczenie 1
Podaj dziedzine wyrazenia.

3 V6x +2 z—3 )
a) 1z b) z—5 ©) 2z +6 d) —2c+7
Cwiczenie 2
Podaj dziedzine wyrazenia. Oblicz jego wartosci dla x = 1 oraz x = —1.

x+1 2x+4 4x x4+ 3

a‘) T b) r—3 C) 11?279 d) 1‘2+\/§

Aby uprosci¢ wyrazenie wymierne, rozkladamy wielomiany w liczniku i mia-
nowniku na czynniki. Nalezy jednak pamietaé, ze dziedzing wyrazenia uprosz-
czonego jest dziedzina wyrazenia przed uproszczeniem.

Przyktad 2
3

Coa - — 222 . y
Podaj dziedzine wyrazenia %, a nastepnie je uproscé.

Dziedzing wyrazenia jest zbiér D = R\ {-2, 2}.

x3 — 222 x2(z—2)" x?
22—4  (z4+2)(z—2)' z+2

Cwiczenie 3
Podaj dziedzing wyrazenia, a nastepnie je uprosé.

) z2-9 ) 222 + 10z e) z2-1 ) x3 — 322

3—x 2 -25 x4 — 23 g 2 —6x+9

b) 322 — 6z ) 23 + 4z ) 4— 2 h) a:2+4a:—|—4
-2 244 z2 -2 4 —-16

Uczen:

— wyznacza dziedzine wyrazenia
wymiernego,

— oblicza warto$¢ wyrazenia
wymiernego dla danej
wartosci zmiennej,

— upraszcza wyrazenia
wymierne,

— wyznacza dziedzine funkcji
wymiernej,

— okredla dziedzine funkcji,
w ktorej wzorze wystepuje
utamek lub pierwiastek

kwadratowy.
Cwiczenie 1
a) D =R\ {0}
b) D =R\ {5}
¢) D=R\{-3}
d) D=R\{]}
Cwiczenie 2
a) D =R\ {0},
dlaz=1:2dlaxz=-1:0
b) D =R\ {3},

dlaz=1: -3,dlaz=—1: —%
¢) D =R\ {-3,3},

dla x = 1: f%,dlax:flz %
d) D=R, dlaz=1:2(+/3—1),
dlaz=-1:v/3-1

Cwiczenie 3

a) D=R\ {3}, -z —3
b) D =R\ {2}, 3z

¢) D=R\{-5,5}, 2=
d

e) D=R\{0,1}, =&

f) D=R\{0,2}, — =2
g) D=R\ {3}, 25

h) D =R\ {-2,2}, —=2+2

)
)D=R, z
) ' (e=2)(22+4)

Multibook
* Wykres funkcji wymiernej
® Kreator wykresow

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.3

Generator
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Cwiczenie 4
a) D =R\ {4}, f(0) =2,
fl=1y=¢2, f1)=2

I 98 3. Funkcje wymierne

Dziedzing naturalng funkcji nazywamy zbidér wszystkich liczb rzeczywistych,
dla ktorych wzér funkcji ma sens liczbowy.

Jezeli mamy wyznaczy¢ dziedzine funkcji i nie sg podane dodatkowe warunki,
ktore ma ona spelniaé, to zadanie to polega wlaénie na wyznaczeniu dziedziny
naturalnej tej funkecji.

Definicja

v(x)
w(x)’
wielomianami (w nie jest wielomianem zerowym). Dziedzing takiej funkeji
jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych x, dla ktérych w(x) # 0.

Funkcja wymierna nazywamy funkcje postaci f(x) =

gdzie viw sa

Przyktad 3

a) Funkcja dana wzorem f(x) =
dzing jest zbiér Dy = R\ {0}.

2 _
Sz +5z—4 jest funkcja wymierna. Jej dzie-

4
b) Funkcja dana wzorem g(z) = izf; jest funkcja wymierna. Jej dziedzing

jest zbiér D, =R\ {-3,3}.

Cwiczenie 4
Okresl dziedzing funkcji f. Oblicz f(0), f(—=1) 1 f(1).

222 -8 z2+4 z+4
Przyktad 4
Okre$l dziedziny funkcji f i g, a nastepnie uproéc¢ ich wzory.
2
f(z) = ﬁ, Dy =R\ {0,1},  wzbr po uproszczeniu: f(z) = mfl
g(z) = (xf(f)—(—;lll), D, =R\ {-1,1}, wzér po uproszczeniu: g(x) = xfl
h(x) = :(Uii—l)lg, D, =R\ {1}, wzOr po uproszczeniu: h(z) = xil
Zwr6é uwage na to, ze f, g i h to rézne funkcje, gdyz maja rézne dziedziny.
v v v
\ \ \
\f \$ \
O\ 1 X ON\1 X ON\1 X
\ \ \
\ \ \
| \ \
l l l




Cwiczenie 5 Cwiczenie 5
Okredl dziedzine funkcji f i upro$é jej wzor. a) D =R\ {0}, f(z) =z +2
=z

a) f(x):’”Qi—Z’” b) f(z) = T o) fp) = Bt gy )= dzmt DID=R\{-4} [

z+4 x z2—x c) D=R\ {0}, f(z) = 2% —4
. d) D =R\ {0,1}, f(z) =1
Zadania
Odpowiedzi do zadan
1. Czy liczba 2 nalezy do dziedziny wyrazenia? 1. a) d) tak b), c) nie
T —2 2 2x—4 z2 -2z )R\{l}
a) z+2 b) 4z -8 ©) z2 -4 d) x2+4 b)]R\{3}
2. Podaj dziedzine wyrazenia. c) R\ {_35}
a) —322+1 ) 5z —+/19 ) 6z + 8 ) 322 - 12 d) R\ {-3
z—1 3x+9 x2—16 S | e) R\ {—4,4}
3z2 — 6x 5xt — 2z z2 + 3z 3 -3 f) R\{_\/i \/5}
b) 22 —6 d) 2z +5 £) z2 -2 h) 422 -9 g) R\ {-3,1
3. Rozt6z mianownik wyrazenia na czynniki i podaj dziedzing tego wyrazenia. h) R\ {-3,3
) 19z* + 823 — 6 d) 423 +2zx+1 ) —x3 + 22 -7 3.a) D=R\{0,3}
a -3z 222 — Tz +6 x3 4 9z b) D =R\ {-2,0}
) 622 -5z +1 e) 8z3 +dr+1 h) 5x3 —z2 42 C) D= ]R\{ -3, _2}
2122 + 52 —2x2 -9z d) D= R\{ 2}
6z —9 22% —42% — N 9z2-6z+1 _
) Fisete ) e ) T 6?roa e) D =R\ {0,2}
4. Podaj dz1ed§1n(g funkeji f. Oblicz f(;?)), f(1) i f(3). ) g) D =R\ {0}
a) flz) == 0) fla) =2 ¢) f(z)= 52 ) D = [ =208
o T v i) D=R\{0,3}
b) f(z) = L =32 d) f(z) = -2 £) f(z)= L3 4.2) D=R\ {2},
) 3z—1 2249 z2 -4 ) \{=2)
—3) =8, f(1) =0,
Sprawdz sie }853) ): ; "
)=-1 =
5. Podaj dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uprosé. Oblicz jego wartosci dla 1)  f3)
r=1orazdlaz= -3 9 D:]R3 2,2},
_722 B 24 8 2 -9 j"cg)g :3 A==
x + T+ e — =
a) 18z C) T +2 e) 2x g) x—3 d) D =R, f(_g) = —1,
16z z—5 2?1z 2z 46 f) =2 f3) =1
b) 222 d) 22 — 10 f) T h) z2 -9 e) D:?R\{— 3’\/§}7
6. Podaj dziedzine funkcji f, a nastepnie uprosé jej wzor. f(=3) =5, f(1) = —11,
z2 4+ 4z z2-9 224+ 3z+2 f(3):5
a) f(=) = T 16 N @)= oo 8 @) =707 £) D=R\ {-2,2},
4z -2 249 3_9 f(=3) =0, f(1) = -3,
b) f(z) = 15— e) fla) =5 h) f(a) = 5 £(3) =32 ’
2-4 222 4+ 6 . 2_8z+16
c) f(x):m f) f(z)= ;3_9,; i) f(x):%
5.a) D=R\ {0}, 2, dlaz=1:8 dlaz=—3: —22 6.a) D=R\{— 44} flz) =2
b) D =R\ {0}, § dlaz=1:16dlag=—3: -1 b) D=R\{-1,1 f(m)— 2
c) D=R\{- 2}4d1ax——1x——%4 c

z+3

) D=R\{-2}, f(z) = 53
d) D=R\ {5}, },dlaz=Liz=-3:1 d) D =R\ {3}, f(z) =%
D =R\ {-2,0,2},

%
D =R\ {0}, ”H ,dla z = 1: %,dlaxz—%:—

e) 2 5 e) () =
f) D=R\{0},z—3,dlaz=3:0,dlaz=—3: -2 f) D=R\{-3,0,3}, f(z) = 225
g) D=R\ {3}, x+3 dlaz=1:3L dlaz=—2 11 g) D=R\{-1,1}, f(z) = =2
h) D=R\{-3,3}, %, dlaz=3: —3,dlaz=-3: -3 h) D =R\ {-3,0}, f(z) =2 —3
i) D=R\{-4,4}, f(z) = 2=

3.3. Wyrazenia wymierne i funkcje wymierne 99 s



Przypomnij sobie

.
.
.

Odpowiedzi do zadan

1.a)1 b) & Dziatania na liczbach wymiernych
4 d) 44
) 35 445 1. Oblicz.
e) =9 f) < 36 24 12 , 18 33 22 13 12
g) —1% h) —11 a) 5 a7 ¢) %10 e) 33 (-23) g) (-13):13
72 52 48 40 1 3 2. 4
2.a) 1 b)2 b) %5 d) 13 5 f) (=53) - (-6%) h) 63 : (—45)
9 z
9w 93 2. Oblicz
3. a) 2 3.7 .10 3.82.7 33 22 27 25 49 | 36
b) 42 a) 5 35 o b) 35515 ) 5% e d) 3% %
12
c) 52 3. Oblicz.
= 1,25 5 5 3., 4 2
d))sgm a) 3 +5+5 c) 15t ) s+ i
€) 75 1,1 3 11 9 5 2 3
f):‘l b) 13+ 3 +23 d) 5% ) 5-5-1
60
4.2a) m=—1 4. Dla jakiej wartosci parametru m warto$é wyrazenia jest réwna 07
b)mz%11 a) 1 —14+m ¢) 13 —21 —2m e) 13 —2m—0,75
€) m=—3 b)2—24m d)3i—1l4+Inm £) 0,125m — 2 — 11
d)m=-1 ?
e) m=1% 5. Zaokraglij liczbe p do liczby calkowitej.
= 144 _ (6 (1 4. 14
f) m 5145 ) a)p_(——075).(—.—0125) ) p=(8 — (—21)): (12 : 1 —2)
5.a) p=F =105 = 11 b) p 91 91 d) _1(91 1\ . (5 5
= — = = = p——2——3—.———
Yoo = (2t - 3): (25 - ) -9 (- D)
¢) p=—147 6. Podaj najwiekszg liczbe catkowita mniejsza od liczby p.
dp=1~ 2. (7 1 15— g+411 2753
a) p=42: (L — & c) p= =% e) p=
6. a) p=12; 11 ) p=45:(E - w) )P 15— 13 )P 0,675 +3
b) p = 16,5; 16 14-21-15 33-2+13
byp=12:(3 - 1 d) p=2+—-—"—-—- f) p=7—7—=
c)p:%;O )p 8 (4 6) )p _11_2_11 )p %_15_8_'_1
) p= 121 7. Rozwiaz réwnanie.
) p=36;3 2 3 1 9 1 1 5
f)p=4%;4 a)x—§:5 C) 1g+x:2ﬁ e)§—§m:§
5 _5 3 _ 2 3 5. _ 92
7.3)182% b)$+§—g d)27—1’—ﬁ f) 1Z+1gl’—2§
_ 5
1) o = E 8. Oblicz sume, réznice, iloczyn i iloraz liczb x i y spelniajacych warunki:
)z =15 3 _ 5 12 : (7_3\(1 1
d)z=1 G-2e=3-31(GE-3HGE-v=-%
e) x=-1 9. a) Suma dwdch liczb jest réwna 1530 i wiadomo, Ze pierwsza z nich stanowi
f) z=3 2 drugiej. Znajdz te liczby.

b) Suma trzech liczb jest réwna 134 i wiadomo, ze pierwsza z nich stanowi
% drugiej, a druga % trzeciej. Znajdz te liczby.
85822 y=—%,x+y:%, —"1/:14—1755"1/:—37

a) Niech z, m — szukane liczby.

<8
wloo

T+ ﬁx = 1530
Szukane liczby to: 663 i 867.
b) Niech 2 - 2z, 3z, x — szukane liczby.

2. 2r+ }g : 9x+x—134
Szukane liczby to: 30, 32 i 72.

I 100 3. Funkcje wymierne



3.4. Mnozenie i dzielenie
wyrazen wymiernych

Przyktad 1

Wykonaj mnozenie 4* —1. 23

9 " 2e-1°
97&012w—17§0 zatem z € R\ {-3,3,3}.

3 _'Re—1@Re+ D)8 2041
T =3 (z+3)2z—1)1 w+3

Zakladamy, ze 22

472 -1 x—3
z2-9 2z-1

Cwiczenie 1
Wykonaj mnozenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.

4r—12 2x44 —22 45 4x2-1 (z—2)2 24w
a) z+2 2z —6 C) 2z 41 2 e) 2 4+4x+4 z2-4
3—z 2246 z2-9 0,5z+1 3z2 — 2% z2422+41
b) z  22-9 d) 224 9 3z f) 2z — 6 x4 — 2
Przyktad 2
Wykonaj dzielenie 2 @ -1
Zakladamy,Zex+47é013m+127é0,zatem a ¢c_ad
2 € R\ {—4}. b'd b e
9 10 9l 3(pta)! dlab#0,c#0,d#0
c+4 3wx+12 x4, 10, 5
Cwiczenie 2
Wykonaj dzielenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
) 6 . 3 o) -6 .9 o) 7 -35
z—2 4z -8 3-2x 4z -6 50435 " x+7
) -5 10 d) 16 . 12 f) 25 . 15
2z 4+1 " 6x+3 3r+1 9z +3 6r+9 " 4x+6
Przyktad 3

: s : 12+21 . r+2
Wykonaj dzielenie £7=5F @ =

Zakladamy, ze 2 —1 #0,2+2 #0ix?> —z # 0, zatem z € R\ {2

332—&—233' T+ 2 _m2+2m.z2—1_ z(az\&\Z)l .z(,a’//fjrl_ 22

2-1 " z2—-z  x2-1 z+2 _]M(a:—&—l) er_gx—kl
Cwiczenie 3
Wykonaj dzielenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
2x—6  x—3 224 z42 2 62
a) x4z ) z+1 " x22-1 C) z2-9  22-62+9

Cwiczenie 3
a) D=R\{0,3}, 226 2-3 _ 2@3) . L = 8z

4z2 x =
D= R\{-2,-1,1), 24 5% - E2e et _ o)y
. 6z2 2 (=32 _ a3
) D= R\{ 3,0, 3}’ x2 9 - xQ—g:c-&-Q - (9073)2390-%3) " 62 3xa(cac+3)

3.4. Mnozenie i dzielenie wyrazerh wymiernych 1071 I

,—1,0,1}.

Uczen:

— wyznacza dziedziny iloczynu
oraz ilorazu wyrazen
wymiernych,

— mnozy wyrazenia wymierne
i podaje ich iloczyn
w najprostszej postaci,

— dzieli wyrazenia wymierne
i podaje ich iloraz
W najprostszej postaci.

Komentarz

Pojecia mnozenia i dzielenia
wyrazen wymiernych warto
wyjaéni¢ uczniom na przykta-
dach i poprzez opis stowny.
Podczas wykonywania dziatan
uczniowie czesto zapominaja

o dziedzinie. Dlatego warto
przypilnowac ich, aby zaczynali
od wyznaczenia dziedziny. Przy
dzieleniu wyrazen wymiernych
uczniowie czesto zapominaja

o zaltozeniu, ze licznik drugiego
wyrazenia musi by¢ rézny od
zera.

Cwiczenie 1

a) D=R\{-2,3}, 4

b) D=R\{-3,0,3}, -2
)D:R\{ } 29: 1(9: 5)
d)D:R\{—QQS} —62”5’2)
D =R\{-2,2}, &5
D =R\{-1,0,1,3}, — 5=

2(z—1)

o

e)
f)
Cwiczenie 2

a) D =R\ {2}, 8
b) D=R\{-3}, -3

¢) D=R\{3}, 3
d) D =R\ {-1}, ‘
e) D=R\{-7}, —
f) D=R\{-2}, X W'

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.4
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Cwiczenie 4
a) D=R\ {-1,5}, 25

xz+1
b) D:R\{_zv_lal})
(z+12’—(;72)
C) D:R\{_47_37073}) xgjx——’—_:))g)
Cwiczenie 5
a) D =R\ {0}, f(z) = -
1 Y
O £ Y
J
[
b) D =R\ {1}, f(z) =2
Y
1 f
Ol 1 X
c¢) D=R\{0,2}, f(z) =3
Yy |
i
Ol 1 X
d) D =R\ {-2}, f(z) =
Y
1 f
X
Vi
e) D=R\{0,1}, f(z) =
Yt Jr
\ Vi
L/
Ol 1 X
f) D=R\ {0},
flz)=(z-2)* -4
MY i
1“ J
@) X
\ /
Odpowiedzi do zadan
1.a) z e R\ {2}, 2z —4
b) z € R\ {—4,4}, z§4
c) z € R\ {-3,0,3}, ;55

d) z € R\ {-6,0}, 2==12
e)meR\{}Bm—i——
f) zeR\ {- 2

3’ 3 ? 3x—2

I 102 3. Funkcje wymierne

Cwiczenie 4
Wykonaj dzielenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.

) z2-25 -5 b) 22 -4 x244x 44 C) z+4 2?44z

z242z+1 " x+1 rz—1 z2 -1 —6x+9  z2-9
Przyktad 4
Cog . . .. 2244 C .
Podaj dziedzing funkcji f(z) = =z= i naszkicuj jej wykres.
x—1

Dziedzing funkeji f jest zbiér D =R\ {1}. Y

Upraszczamy wzor funkcji f:

_ 244 2 19@+2) 21!
flz) = z—1 "z-1 jz—T 2

=z + 2

f 71
Wykresem funkcji f jest prosta bez punktu
o wspélrzednych (1, 3). o] 1 X
Cwiczenie 5
Wyznacz dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres.
=2 3z-6 -z
x T r—1
a) f(x)_T c) f(x) = z—2 e) f(z)= 1
_6 4z 2z —8
r—1 T 42 T
b) flz) = 45 d) f(z) = = f) f(z) = —3
z—1 x+2 z2
Zadania

1. Wykonaj mnozenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.

a) 14 z2-4 ¢) a2 z-3 o) 4z2-1 6
x+2 7 z2-9 x 4 2z —1
24 z—4 2z x2-36 3z +2 12
b) 22-16 3 d) T+6 a2 f) 3 9x2-4
2. Dane sg wyrazenia A i B. Wyznacz dziedzine wyrazen A, B oraz A - B.
_x2-2 2?2442 _ 6z—5 . 5z —6
a) A_36279x’ B_m2+2m C) A_ac3f4x’ B_m37412+4x
_ 4x?-1 _ 9z —a3 _ 522 -2z +4 _ 322-22+5
bAd=F— B=f—0 A=D1 B="0r s
3. Wykonaj mnozenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
x—2 3z z—1 3422 422 - 16 x?
) = ma d) c+1  2t-1 8) 55 "4z +8
3z+45 l1-= z—3  (z+1)> 22 4+2c4+1 4—x?
b) z—1 x+1,5 e) z2-1 2zx-1 h) —dx+4 z2-1
C) x? .3z—9 f) z2—4 .x4—9w2 ) x2+6:c+9. x?
3—x x4 z3 4 3z2 z2 4 2z z2 + 3z z2-9
2.a) Da =R\ {0,9}, D5 =R\ {~2,0}, 3.2) D=R\{0,2}, &
Dap =R\ {-2,0,9} b) D =R\ {-2 1} —3
b) Da =R\ {~2,2}, Ds =R\ {-2,0,2}, ¢) D =R\ {0,3}, -
Dap=R\{-2,0,2} d) D=R\{- 11},ﬁ
C) DA:R\{_27072}7 DB:R\{O72}7 D =R 1
Dap =R\ {-2,0,2} ° Ve b
A o f) D =R\{-3,-2,0}, &=2==3)

d) Da =R\ {1}, Dp =R\ {-2,1},
Dap =R\ {-2,1} g
h
i) D=R\{-3,0,3}

~

D=R\{-2,2}, -2

D= R\{_L 172} _((Ja;chBEiJ—r;))

~—
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Wykonaj mnozenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.

4.a) D=R\{-3,-2,0,2},
224+ 6x+9 23 —2x2 z2-16 1-—z2 22-2z4+1 z+2 z(z+3)
a> 222 -8 ' z2 + 3z ) x+1 ’ T+ 4 ) z2+2m+1.x2—1 2e+2)
b) D =R\ {4, -1},
5. Wykonaj dzielenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci. P4 5r—4 = —(z—1)(z—4)
8 7 18 -3 9z 6
. . . (z4+2)(z—1)
a) 2z —9 ~ 4x—18 C) 2¢ —6  4xr—12 e) 20+4 " x4+2 C) D= R\{ L, 1} (z+1)3
by 5. 2 d) =5 . 9 ) 1022 5 5.a) D=R\ {3}, %
3z—-2 " 9z-6 3-2x " 4r-6 z-5 " 10-2z b) D =R\ {2}, -12
6. Wykonaj dzielenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci. ¢) D=R\ {3}, -12
3 d) D=R\ {3}, 3
a) 3r—3  x—1 C) 10z+2  S5x+1 e) T . 2z - 2/ 3
4 6z 2 T x 6x—2  1-3z e) D =R\ {-2}, %1'
b) 2244  3-z d) 6—4x  22-3 f) z4+1  z2-1 f) D =R\ {5}, —42?
z—3 " x+2 (1-2)2 " =z-1 (r+2)2  22-4 6.a) D=R\{0,1}, 2
7. Upros¢ wyrazenie. b) D =R\ {-2,3}, 72(522))
2?42z 41 z2 4+ 82416 4z% 1 ¢) D=R\{-1,0}, 2
z—3 6x—9 2 +dx+4 12
a) I2+1 b) z3 — 16z C) 4x2 — 4z +1 d) D =R\ {1’ 2 30;1
-9 _ 2 2 _ _ 5
T 6z — 4z z2 -4 e)D_R\{(L%}’_T
8. Pole prostokata wyraza sie¢ wzorem f) D_QZR\ {=2,-1,1,2},
P = % a dlugoé¢ jednego z jego a b P @+2)(z-1)
’ . 7 2 .
bokéw jest réwna Pl gdzie x > 2. o1 ) o> _1 7.a) D=R\{-3,-1,3},
Wyznacz dlugoéé drugiego boku tego a?+1 z+1 - +1 ’ (z+1)(z + 3)
prostokata. ) B b) D =R\ {-4,0,%,4},
S R EHe>—2 | ae
9. Dany jest prostokat o bokach a, b I(; )]R 0
i polu P. Przerysuj do zeszytu tabele zfg 7%5 49c22_+987 r>3 (l:c-‘rl)(:c 2)\{ »3:2}
przedstawiona obok i ja uzupelnij. ) N (@+2)(2e-1)
8.6 .2 _—__ 6 .
S z2-4 " -2 7 (x-2)(z+2)
Lz=2 _ 3
2 T 42

Sprawdz sie

10. Wykonaj mnozenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

1 z2 -9 T xz?—25 4z2 -1 T
a) . b) . c) .
z+3 2x z2 + 5z z+2 2 222 4+«
11. Wykonaj dzielenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
) 2?2 -6z  «x b) x x4z C) 22 -1  22-2z+1
z+3 " z+2 6-—z " 22-36 z2+x " 2241

. Uzasadnij, ze podane wyrazenie przyjmuje stala wartosé¢ dla tych z, dla
ktorych jest okreslone.

x+1
1-22 -1

4 222 44 422 —1)2
) z 2z ;— x b) z= 269: C) (x—1)
T+ 2 T r—2 x°42z

10.2) D =R\ {-3,0}, &2
b) D =R\ {- 5—20}

z+2
¢) D=R\{-3,0}, 2
(z+2)(
11.a) D =R\ {-3, 20} T)
b) D =R\ {-6,-1,0,6}, —Z£
¢) D=R\{-1,0,1}, &L
12.2) D =R\ {-2,0}, Az, . 22(et2) _ g

b) D =R\ {-2,0,2}, E=)&D . 6=

2—x) z(z+2) =6
¢) D=R\{-1,1}, “> o8l )

—(z-1)(z+1) =x=-1
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Uczen:

— rozwiazuje réwnania
wymierne typu Zii)) 0,

podaje i uwzglednia odpo-

wiednie zalozenia,

— rozwiazuje réwnania
wymierne, stosujac wtasnosci
proporcji, i podaje odpo-
wiednie zalozenia.

Cwiczenie 1
a) x = —4
b)z=1
¢)x=—1
d)z=3
Komentarz

Kolejne etapy rozwiazywania
réwnania wymiernego 12((?) =
warto oméwic¢ bardziej szczego-
towo i zaproponowaé uczniom,
aby rozszerzyli ten plan wlasny-
mi stowami. To pozwoli im

na powtorzenie i lepsze zapa-

mietanie materiatu.

Cwiczenie 2
a) Zakladamy, ze © # —2.
5
790—5—3 _ 2
T + 2 —0/~§
x + 2 -0
1=0

z + 2
Réwnanie jest sprzeczne.
b) Zaktadamy, ze x # %
—3x + % o 2
2z —3 0/ 3

—2z4+3 _
2z — 3 =0

-1=0
Roéwnanie jest sprzeczne.

Multibook

® Kreator wykresow
* Réwnania wymierne

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.5

Generator

testow i sprawdzianow
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3.5. Réwnania wymierne

Przyktad 1

e ey . —2x+8
Rozwiaz réwnanie —2ets

20

Zakladamy, ze x —3 # 0, czyli z € R\ {3}. W wyznaczone] dziedzinie wyj-
Sciowe réwnanie jest rGwnowazne rownaniu:

—2r+8=0
r=4

Przyréwnujemy licznik wyrazenia do zera.

Liczba 4 spelnia zalozenie, wiec jest rozwiazaniem réwnania.

Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.
r+4 6x —2
a) z+2 0 b) T =0 )
Przyktad 2
34
Rozwigz réwnanie 21%46 =0.

2z -3
0 d) 2c+1

Zakladamy, ze x — 4 # 0, czyli x € R\ {4}.

%x—GzO
=6 /-2
r=41

Przyréwnujemy licznik wyrazenia do zera.

Rownanie jest sprzeczne, poniewaz liczba 4 nie spelnia zalozenia.

@ Cwiczenie 2

Wykaz, ze podane rownanie jest sprzeczne.

3 9
5z+3 —3z+5
a) z+2 =0 b) 2x -3 =0
Przyktad 3 g
. . 6
Rozwiaz réwnanie — = 4. \o
Zakladamy, ze x—1 # 0, czyli z € R\{1}.
6 1 e
x71:4/-(x—1) — . <
6=4x—4 o
10 =4z TR\
v=3

Liczba 2 spelnia zalozenie, wiec jest
rozwigzaniem réwnania.

Hiperbola y = % i prosta y = 4 prze-
cinaja si¢ w punkcie o odcietej g



Cwiczenie 3 Cwiczenie 3

Rozwiaz réwnanie. a) x
6 3 Tx+6 -5 5 _ b)x 1
a) x+1_4 ) —2a:+7_1 ¢) 1-3z 4 8) 3z+1 2=0 c) x =2
342 2w 4-2¢ _ 2z +4 _ d)z=3
b) - =5 d) x71—3 f) T 2 h) — +4=0 e)x:2
f) x =
Przykl:ad. 4, . 9 . N g) Zakladamy, ze x # —=z
Rozwiaz réwnanie — =T 1.
e | 3x+1_2/ (39”"'1)
Zakladamy, ze x—2 # 0, czyli x € R\{2}. \\ Y 2 —5=2(3z+1)
aﬁz:x_l/'(x_m bz = —7
1 =1
2=(z—-1)(z—2) - — = =
) T B X h) Zaktadamy, ze z # 1.
2=2*—-3x+2 s 2f+4 —4 /- (z—1)
2 -
x*—3x=0 \\ 20 +4 = —4x + 4
z(r—3)=0 l‘ 6z =0
x=0lubxz=3 ll z=0
Liczby 0 i 3 spelniaja zatozenie, wiec Hiperbola y = 25 i prostay = = — 1
sa rozwigzaniami rownania. przecinaja sie w punktach o odcigtych 0
oraz 3.
Cwiczenie 4 Cwiczenie 4
Rozwiaz réwnanie. a)r=-2z=1
2 _ 4 6 3 b) x =—1
a) = =wz+1 ¢) S5 =r+3 ¢ T -b=u g 5= 5 o
b) . d) ° —2 f) 5 tz=-6 h) — 6 —9z+1 d)z=3
x 6—x z e)rz=—-6z=1
Przyktad 5 f)) r=-4z=-2
e, . 2 3 g)r=-3, =1
Rozwiaz réwnanie Py hyoo1,0=3
Zakladamy, ze x + 1 #0ix —2#0, czyli x € R\ {—1,2}.
Przeksztalcamy réwnanie réwnowaznie przez
pomnozenie ,na krzyz”. Dla b # 01 d # 0 réwnosé:
2 3 g &
a:+1>x<:c—2 b d

9 9 3 1 jest réwnowazna réwnosci:
(2=2) = 8(51) ad = be
20 —4=3x+ 3

r=—7 Mnozenie ,na krzyz” jest tym sa-
. . o . . mym co pomnozenie obu stron réw-
Liczba —7 spelnia zalozenie, wigc jest roz- nania przez iloczyn mianownikéw:

wigzaniem réwnania. (x4 1)(z —2)
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Cw |czen|e5 Cwiczenie 5
a) x = Rozwiaz réwnanie.
b) z = — i 7 3 -2 4 z _ xz+2
)z =4 a) z+1  z45 b) z—1 243 ¢) z—2 z-1
Cwiczenie 6 Przyktad 6
5

a) z€R\{1,3 Rozwiaz réwnanie rtd b —

52z —5)=(z+ 1)(z—1) 22+1  z+2

1(2Ja:— 25 =27 —1 Zakladamy, ze 22+ 1 #0ix+2#0, czyliz € R\ {-2,—1}.

2" — 10z +24 =0 x+4 — _5 Przenosimy :zriZ na
A=4 2z+1 z+2 druga strone réwnania.
T1 = 10;2 =4, x5 = 102—+2 =6 (x + 4) (-%' + 2) = 5(2$ + 1) Mnozymy ,na krzyz”.
b)z e R\ {-1,-1} 2*+6x+8=10x+5
1) =2 1
(-Gl 1) =24 ? —4x+3=0
¢4+ 6x+5=2zx+1 )
2 +dz+4=0 A=(-4)*—-4-3=16—-12=4, VA =2
(z+2)2=0 =21, = =3
z=-2 . . .. . . . e .
¢) z € R\ {0,8} Liczby 1 i 3 spelniaja zalozenie, wiec sg rozwiazaniami rownania.
z—1 _ 2(xz—1) .
x z—8 Cwiczenie 6
Zauwazamy, ze x = 1 jest roz- R, c e .
. . , . . 0zwigz réwnanie.
wigzaniem réwnania. Dalej
ktadamy, ze = # 1, dzielim a) 5 - z+l c) z-l_2e-2 e) z_ -8
Za, Y ) > Y r—1 2r —5 r—8 r+3 z+6
obie strony réwnania przez x — 1
: : ; o z+5 1 2¢0—2 _ x+3 2r o«
i otrzymujemy réwnanie: ) = d) = f) =
1 2 2z +1 z+1 r—4 x z—T7 z+1
z  z-8
z—8=2x Zadania
z=-8
bRozwslag.zelmlaml réwnania sa licz- 1. Rozwiaz réwnanie.

y —o1L 5 -7 T _ T+2
d) z € R\ {0,4} a) 2 =14 ) —L=8 o gto=1 g o0
x(2z —2) = (z — 4)(z + 3) _6 1 6 —6x 3z —15
2% —2x=2>—z—12 b) = 2 ) z+4 - f) 290—5_2 h) z—5 0

?—z+12=0 L .

2. Rozwiaz rownanie.

A=1-48<0 2x T —2 o 5x 44 .
Roéwnanie jest sprzeczne. a) 73 ) 2w 1 +6=5 e) om—1 3=
e) x € R\ {-6,-3} 3@ 2z — 1 1 4z-2

z(z + 6) = 6(z + 3) b) x+2+4:0 d) -1 =1 f) 2 3-2z
2?4+ 6z = 6z — 18 L .
A 1 3. Rozwiaz réwnanie.
= — a) 4 3 C) z _ x+2 e) r—3 r—2
(x+3\/§)(:v—3\/§):0 z 24z z—-1 =z 2z 20 +1
z=-3V2,z=3V2 ) 2 _ 1 _g d) -3 _ x+3 ) Br-2  1-3z _
f) ze R\ {-1,-7} z+2 x—-3 z—2 x+2 x+1 z—3
2 -7
p@+l) =ol@—T7) Odpowiedzi do zadar
22 4+ 22 = 2% — Tz 5
2 405 — 0 1.a)z=2 2.a) z=-3 3.a)x=-8
b) z =12 b)z=-2 b) z =8
z(z+9)=0 "
e -0 3 =0 c)z=1 c)z=3 c)z=2
' d)z=-6 d)z=3 d)z=0
e)ac=—1 e)x:? e)x=—3
f) o=1 f) z= L f) 2=
g) =
)sprzeczne
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4. Rozwiagz réwnanie. 4. a) x = -5,z =
x5 _2-2z 6c-4 _ b)z=—-% 2=3
) 3= 773 )z +1="— ) 375 = 2 c)x:{?
5z 43 20 -2 _ 2 . .
b) z = - d) e f) 6r+1="= d)z=3-V7,z2=3+7
L . e)r=1
5. Rozwiaz réwnanie. o2 p—1
z+1 _ z+1 c+4 1 8—2z , -3 )e=—5z=3
a) = T 2241 ©) 2o1 7 =0 ¢ -1 To4=0 5.a) z=-1
4 z z+1 T 2—z  =x-1 _ b) z = -2
b)m+z+1_0 d) T+ 2 z—l—l_o f) r—1 :E+2_O c)x:—l
6. Ktore z podanych réwnan nie maja rozwigzania, a ktére maja nieskoncze- d)z=-1- @, z=-1+ @
nie wiele rozwigzan? &) x=6—7,z=6++7
3x—3 _ 6r—2 1—4x 3x4+9 _1-V7 _ 14V
L. — =2 II. — =2 I11. 2 0,5 V. T2 530 =0,3 f) S =0

6. Nie ma rozwiazania: I; ma-
ja nieskonczenie wiele rozwia-
zan: 11, II1, IV.

7. Rozwiaz réwnanie A. Ktore sposrdd rozwiazan réwnania A sa rozwiaza-
niami réwnania B?

a) A:2u(z —4) =0, B 2L g 7.a),b)z=0
(3zx+12)z ) r=-2z=0
. _ L Bz(@+2) _
c) A:3z(x+2)=0, B: 5o ¢ =0
. _ . —z(6+97)
d) A: —z(62+9) =0, B: o1 Do =0
Sprawdz sie
8. Rozwiaz réwnanie. 8. a)zx="7
xc—7 Tr+21 —3z+9 b)xz 3
a) :v+3_0 b) r—3 =0 C) r—6 =0 c) x=3
9. Rozwiaz réwnanie. 9.a)z=1
4 5 3
Y ) 5353 ¢ 10 C))z 4
-6 2 -2 8
b) — =2 d) — =-1 f) 35 =3 d))gc_z1
e)x=—z
10. Rozwiaz réwnanie. f) i735
dr+5 Tz —4 2e+7 o9
a) =, — =4 ) =5 ¢ T =1 10. 2) z = §
15 _ 2-2z 6z+2 5 b)z=-3,z=5
b)?—m—Q d)z+ 2= — f) 5. = 22 ) o—1 54
11. TIle rozwigzan ma podane réwnanie? d)z=-2-V62=-2+/6
z+1 242 6 _ 3z 3—-x _ 2x-6 e)z=-2,xz=4
a) z  x-1 C) x x—2 e) 2z -1 2—4x f)x:0
4 4—-3x z—1 _ x+4+1 2x—1 _ 6x—3
b) el s ) z+2  3z+1 f) -1 z-1
11.a) z e R\ {0, 1} ¢) z € R\ {0,2} e) z € R\ {1}
(z+1)(z—1) =22z +2) 6(z — 2) = 322 3-2 _ —2(3-m)
z? —1=2z%4+2z 2(x — 2) = 2? 2z-1 " -2(2z-1)
22 +22+1=0 2?2z +4=0 S-2 = -z

(x+1)2:0

Réwnanie ma jedno rozwigzanie.

A=-12<0

Roéwnanie nie ma rozwiazan.

Réwnanie jest tozsamosciowe,
czyli ma nieskonczenie wiele

rozwigzan.

f) z e R\ {1}

Obie strony réwnania mnozy-
my przez (z — 1) i otrzymu-
jemy roéwnanie liniowe, ktoére
ma jedno rozwigzanie.

b) z e R\ {0,1}
4(z—1)=z3x —4)
A4y — 4 = 322 — 4z
3z -8z +4=0
A=16>0
Réwnanie ma dwa rozwigzania.

d)z €R\ {-2,—1}
(z—1)Bzx+1)=(x+2)(x+1)
32> — 2z — 1 =2+ 3z +2
22° — 52 —3=0
A=49>0
Rownanie ma dwa rozwiazania.
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Hiperbola i hiperboloida

Ogodlna definicja moéwi, ze hiperbola to zbiér tych
wszystkich punktow P na ptaszczyznie, dla ktorych
wartos¢ bezwzgledna réznicy odlegtosci od dwoch
konkretnych punktéw F; i F,, zwanych ogniskami,

jest stata:

|rq = rs| = const.

Obraét hiperboli

Hiperboloida to powierzchnia zakreslona w wyniku obrotu hiperboli wokét jej osi symetrii
w przestrzeni tréjwymiarowe;j.

Po obréceniu pokazanej wyzej hiperboli Po obréceniu tej hiperboli wokét osi OX
wokot osi OY powstanie hiperboloida otrzymujemy hiperboloide dwupowiokowa.
jednopowtokowa.

=2

Y Y

Chtodnie kominowe =

Chtodnie kominowe maja najczesciej ksztatt

hiperboloidy jednopowtokowej. Pozwala to na

oszczedne zuzycie materiatow konstrukcyjnych. . .‘
Mimo znacznych rozmiaréw (wysokos$¢ chtodni

przekracza zwykle 120 m, a Srednica podstawy

chtodni — 90 m) grubos¢ zelbetowego ptaszcza : 1
w najcienszych miejscach wynosi zaledwie I §
12-18 cm. Taki ksztaft chtodni zwigksza '
réwniez ich odpornosc¢ na zginanie. j

i
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3.6. Réwnania z wartosciag bezwzgledna

Przypomnijmy, ze interpretacja geometryczng wartosci bezwzglednej liczby a
jest jej odleglo$é na osi liczbowej od 0.

Przyktad 1
Zaznacz na osi liczbowej liczby spelniajace warunek |z| = 3.
‘ 3 ‘ 3 ‘

7{3 é é Dla dowolnego a € R:
|x] = 3 dla & = —3 oraz dla z = 3. |—al = |a|
Cwiczenie 1
Zaznacz na osi liczbowej liczby spelniajace warunek:

Dla dowolnych a,b € R:
la — b = [b—al

Zauwazmy, ze odleglos¢ na osi liczbowej mie-
dzy liczbami a i b jest réwna |a — b|.

‘ la — b ‘

| |

a b

Odleglto$¢ miedzy liczbami a i b
na osi liczbowej jest taka sama jak
odleglosé miedzy liczbami b i a.

Cwiczenie 2
Zaznacz na osi liczbowej liczby a i b. Sprawdz, czy |a — b| = |b — al.
a)a=2,b=5 b)a=-5b=-1 c)a=-2,b=3

Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie |z — 3| = 5.

Szukamy na osi liczbowej takich liczb z, ktérych odleglo$é od 3 wynosi 5.
P 5 5 5 Il
I I !
-2 3 8

Sprawdzenie:
dla z = -2: |-2-3|=|-5| =5,
dlaz=8: [8—3] =15 =5.

Zatem xr = —2 lub ©z = 8.

Przyktad 3
Rozwiaz réwnanie |x 4 4| = 3,5.

Roéwnanie zapisujemy w postaci: |x — (—4)| = 3,5 i szukamy na osi liczbowej
takich liczb x, ktorych odleglosé od —4 wynosi 3,5.
35 35
[ I !
75 4 —0,5
Zatem x = —7,5 lub 2 = —0,5 (sprawdz).

Cwiczenie 2 .
a) | —
4 0 2 5
b) ___{ 1
-5 | -1 0 5 |
c) £ 1
-2 0 3
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Uczen:

— rozwiazuje rownania postaci
|z — a| = b, wykorzystujac
odleglosé miedzy liczbami
na osi liczbowej,

— stosuje wlasnosci wartosci
bezwzglednej do rozwia-
zywania réwnan typu

|az + b| = c.
Cwiczenie 1
11
a) =]
—-10 1
4 4
b) oy < ’e
—4 0 4

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.6
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Cwiczenie 3
a)z=—-1lubz=5
b) z =0,51lub z = 7,5

c)z=—-8lubz=—-4
d)z=-3lubz=-3
e)z=5lubx=7
f)s=—7Tlubz=1
g)z=—-2lubz=1
h)z=-2—+3lubz = —2++/3
Cwiczenie 4

a), d) sprzeczne
b)z=5

c) z=-9
Cwiczenie 5
a)z=1lubz=
b)z=0lubz =1
¢c)z=—-1lubz=-1
d)z=-2lubzx=2
e)z=—-15lubz =3
f)z=4lubz =8
gz=2lubz=5
h)z=—-4lubaz=-%
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Cwiczenie 3

Rozwiaz réwnanie.

a) lx—2|=3 ¢) |z +6]=2 e) 6—z|=1 g) |[z+1i[=1
b) |[r—4]=35 d)|z+1=L ) [3+z[=4  h)[2+z/=V3

Przyktad 4
Rozwiaz réwnanie |z — 4| = —2.

Wartosé bezwzgledna dowolnej liczby rzeczywistej jest nieujemna, zatem row-
nanie jest sprzeczne.

Cwiczenie 4
Rozwiaz réwnanie.

a) lx+1=-1 b)|z—=5/=0 c) |lz+9/=0 d) |z —2/=1-2

Przyktad 5
a) Rozwiaz réwnanie |z — 1| = 6.
r—1=-6 lub x—1=6
z=-5 lub =7

Rozwiagzaniami réwnania sa liczby —51 7.

Jedlia > 0, to |z| = a
wtedy i tylko wtedy, gdy
= —alub z =a.

b) Rozwiaz réwnanie [3x — 4| = 2.

3r—4=-2 lub 3z—-4=2

3r=2 lub 3z=26
x = % lub =2

Rozwigzaniami réwnania sa liczby % i2.
Cwiczenie 5
Rozwiaz réwnanie.
a) bz —3[=2 ¢) [9z+5/=4 e |

febd|=6 ) [6-Te =1
b) 2z—1]=1 d)[Bz+2/=4 f) |iz

—3}_1 h) |5+ 32| =1

Przyktad 6
Rozwiaz réwnanie |z — 5| + 2|z — 5] = 12.
3z —5|=12/:3
|x —5]=4
r—5=—4 lub x—5=14
z=1 lub =9

Rozwigzaniami réwnania sa liczby 11 9.



Przyktad 7

Rozwiaz réwnanie |2z — 4| + |z — 2| = 12.

2l — 2|+ |z —2| =12
3z —2/=12/:3
|z —2| =4
r—2=—4 lub z—2=14
r=-2 lub =6

Dla dowolnych a, b € R:
la - b] = |af - |b]

Rozwiazaniami réwnania sa liczby —2 i 6.

Cwiczenie 6

Rozwiaz réwnanie.

a) |t —3|+ 12z —6]=9
b) [3z — 6] — |z — 2| =8

c) |dx =8|+ [2—2|=5
d) |5z — 20| — |2z — 8] =15

1. Rozwiaz réwnanie, korzystajac z interpretacji geometrycznej wartosci bez-

Zadania
wzgledne;j.
a) [t —5]=1 c) l[x+6]=4
b) |zt —8 =9 d) [z+9]=2
2. Rozwiaz réwnanie.
a) Bz+1=5 ¢ [fz+1]=2
b) 2z -3[=1 d)|[2—2z|=3

3. Rozwigz réwnanie.
a) |4z + 6|+ |62 + 9| = 10
b) |11z — 33| — |2z — 6] = 27

o) [e—3l=5 &) I7-2l=3
f) [e+il=% W [3+a[=3
e) |4z +5/=0 g) 3z + 5| =2
f) 3z —6|=4 h) |z+v3 =3

c) |v— 6|+ |4x — 24| + 20 — 12| =7
d) |6z +4] — |3z + 2| + |9z + 6| = 8

Sprawdz sie

4. Rozwiaz réwnanie.
a) [t—3]=7 ¢ [2z—-8] =4
b) [t +2| =6 d) |4z +2[ =6

5. Rozwiaz réwnanie.
a) |z — 1]+ |3z — 3| =16
b) |6z — 9| + |4z — 6] = 20

5.a)z=-3,z=5
b)z=—-1tlubz=1
c)z=-Tlubz=3
d)z=-2lubz=0

z—1|=3
z+4] =2

g) 10—z =4
h) |1 -3z =6

WIN D=

e)|
f)|

c) |9z + 18| — |7z + 14| = 10
d) |62 4 10| + |9z + 15 = 25
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Cwiczenie 6

a) 3|z — 3| =9,
z=0lubz=26
b) 2|z — 2| =8,
r=-2lubz=6
c) 5lz — 2| =5,

r=1lubz =3

d) 3|z — 4| = 15,
r=—1lubxz=9
Odpowiedzi do zadan
1l.a)z=4lubz =6

b)z =—11ubz =17
c) z=—-10 lub z = -2
d)z=-111lubz = -7
e)r=¢lubz=1
flz=-3lubz=1%
g) =061 lubz =71
hyz=-1lubz =1

2.a)z=—-2lubz =3
b)z=1lubz =
¢)z=-5lubz =2
dz=-3lubz=2
e)z=—2
flz=2lubz=2
gz=—2lubz=-1
h) x = —2/31lubz =0

3.ajz=-2lubzr=-1
b)z=0lubz =6
c)z=5lubz=7
dz=—-3lubz=

4.a) x =—41lubz =10
b)z=-8lubz =4
c)z=2lubz=6
d)z=-2lubzx=1
e)x=—4lubz =38
f) 2=-91lubz=-3
g) z=61lubx =14
h)z=—-3lubz =1



Uz 3.7. Wyrazenia wymierne - zastosowania (1)

— wykorzystuje wyrazenia
wymierne do rozwigzywania

zadan tekstowych (takze Przyktad 1
osadzonych w kontekécie Licznik pewnego utamka jest rowny 6. Jesli licznik tego utamka zmniejszymy
praktycznym). o 2, a mianownik o 3, to wartos¢ utamka si¢ nie zmieni. Jaki to utamek?

Szukany utamek mozemy zapisaé w postaci g, woéwcezas nowy utamek bedzie

. ’ 672 . 4 . . 7’ .
mial postac =3, czyli ——. Otrzymujemy wigc réwnanie:

g = f?, gdzie x € R\ {0, 3}
6(x —3) =4x
z=9
Zatem szukany utamek to g.

Cwiczenie 1 Cwiczenie 1

) 1104':3200 =1 a) Licznik pewnego utamka jest réwny 10. Jedli licznik tego ulamka zwiek-
gdzie x € R\ {—30, 0} szymy o 20, a mianownik o 30, to warto$¢ utamka si¢ nie zmieni. Jaki to
z =15 utamek?
Zatem szukany utamek to 33. b) Licznik pewnego ulamka nieskracalnego jest o 2 mniejszy od jego mianow-
b) 2. 222 = 22242, nika. Jesli licznik tego utamka zwiekszymy o 9, a mianownik o 5, to wartosé
gdzie z € R\ {-5,0} utamka wzroénie dwukrotnie. Wyznacz ten utamek.

2> —2-20=0
r=—-4lubz=5
Nieskracalny utamek: %

¢) Dane sa dwie liczby dodatnie. Jedna z tych liczb jest o 3 mniejsza od
drugiej, a ich stosunek jest jak 75 do 100. Wyznacz te liczby.

¢) Niech z, z +3 Przyktad 2

(z > 0) — szukane liczby. Jeden bok prostokata jest o 4 cm dtuzszy od boku pewnego kwadratu, a drugi
=35 = 10g) gdzie z # -3, bok jest 0 2 cm krétszy od boku tego kwadratu. Stosunek dtugoéci bokéw tego
=9 prostokata jest réwny 2:1. Oblicz jego obwdd.

Zatem szukane liczby to 9 i 12.
Oznaczmy przez x dlugosé¢ boku kwadratu. Prostokat ma wéwczas boki dtu-

gosci x + 4 1 x — 2. Zatem:
1 _ 9 gdzie z € R\ {2}

xr—2

czyli x +4 = 22 — 4. Stad x = 8 cm, a obwdd prostokata jest réwny 36 cm.

Cwiczenie 2

a) Obwod kwadratu jest réwny 52 cm. Jeden bok tego kwadratu wydtuzono
o x c¢m, a drugi skréocono o x cm i otrzymano prostokat, w ktérym stosunek
dtugosci bokéw jest rowny 4 : 3. Oblicz pole tego prostokata.

b) Pole kwadratu jest réwne 324 cm?. Jeden bok tego kwadratu wydtuzono
o (z+ 1) cm, a drugi — o 2z cm i otrzymano prostokat, w ktérym stosunek
dtugosci bokéw jest rowny 5:6. Oblicz obwod tego prostokata.

Cwiczenie 2
a) Dlugos¢ boku kwadratu: 22 = 13 [cm)], dtugoéci bokéw prostokata: (13—z), (13+z),
gdzie z € (0;13). e 1

4 : _
5. = 3, skad otrzymujemy z = =

Pole prostokata: P = (13 — 22) (13 + ) = 169 — 18 = 16527 [cm?]

b) Dlugos$é boku kwadratu: v/324 = 18 [cm], dlugosci bokéw prostokata: 18 + (z + 1),

18 + 2z, > 0.
1° Jedli z + 1 > 2z, to % = %, gdzie = > 0, stad sprzecznosc.
o Tdli 1942 _ 5 . _
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.7 2% Jesli x + 1 < 2z, to 35757 = §, gdzie > 0, stad 2 = 6.

Obwdd prostokata: Ob = 2(18 + 7) + 2(18 + 12) = 110 [cm)].
Generator

testow i sprawdzianow
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Przyktad 3

Robert kupil kilka kilograméw jablek w cenie x zt/kg i zaplacil 26 zt oraz
kupil taka sama liczbe kilograméw gruszek, drozszych o 2 zl/kg, i zaplacit
34 zt. Ile kosztuje kilogram jablek, a ile — gruszek?

Liczba kupionych kilograméw jablek jest rowna 20, a liczba kupionych kilo-

/ . 34 .
gramow gruszek: —=5. Zatem:

2 34 . _
= oo eddex e (0; 00)
26x + 52 = 34z
8r = 52
x=06,5

Kilogram jabtek kosztuje 6,50 zt, a kilogram gruszek 8,50 zt.

Cwiczenie 3 Cwiczenie 3
30 _ 24 g
a) Ola kupila cukierki A w cenie x zt/kg i zaplacila 24 zl. Ala kupila taka a) :v_Jlré = % gdzie z >0,
T =

sama ilo§é¢ cukierkéw B, drozszych o 4 zl/kg, i zaplacila 30 zl. Ile kosztuje

kilogram cukierkéw A, a ile — cukierkéw B? Cukierki A kosztuja, 16 z1/ke.

Cukierki B kosztuja 20 zt/kg.
b) Cena winogron to obecnie x z1/kg. Tydzien temu, kiedy winogrona byly b) 20 — 12
z+4 — z-1?

o 4 zt/kg drozsze, Tomek wydal na ich zakup 20 zl. Gdyby obecna cena =85
spadla o 1 zl/kg, to taka samg ilos¢ winogron mozna by kupié¢ za 12 z1. Jaka

gdzie z > 1,

st ob ) 0 Winogrona kosztuja 8,50 zl/kg.
jest obecna cena winogron?

Przyktad 4

Za osiem lat stosunek wieku Ali i jej o 4 lata mtodszej siostry bedzie wynosit
6:5. Ile lat ma Ala, a ile — jej siostra?

Oznaczmy przez = wiek Ali w latach, wéwczas jej siostra ma (x — 4) lata. Za

8 lat beda one mialy odpowiednio (z + 8) lat i (x + 4) lata. Zatem:

r+8
x4+ 4 -

5x 4+ 40 = 6z + 24
xr =16

Ala ma 16 lat, a jej siostra ma 12 lat.

g, gdzie = € (4;0)

Cwiczenie 4
a) Mama Bartka jest o 6 lat mlodsza od jego taty. Stosunek wieku mamy
i taty jest jak 8 do 9. Ile lat ma mama Bartka, a ile — jego tata?

b) Wujek Stefana jest o 4 lata starszy od jego cioci. Stosunek podwojonego
wieku wujka do wieku cioci jest réwny 20:9. Ile lat ma wujek, a ile — ciocia?

Cwiczenie 4
a) Niech z — wiek mamy, (z + 6) — wiek taty.
ﬁ:%,gdziem>0

Tz =48
Mama ma 48 lat, a tata 54 lata.
b) Niech z — wiek cioci, (z + 4) — wiek wujka.
%:%,gdziex>0
x =36
Ciocia ma 36 lat, a wujek 40 lat.
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Odpowiedzi do zadan

1. a) 25 = 2, gdzie 2 > 0
z =28
Ob = 48 cm
b) Réznica obwodéw:
2(z + 2z) = 6z
I przypadek

304z _ 5 :
TS 0 gdzie z > 0

r = 180

II przypadek

30+
1842z

= g, gdzie z > 0
— _12
T = —13 — sprzeczne

IIT przypadek

3042z _ 5 :
B = g, gdzie z > 0

W tym przypadku sprzecz-
no$¢ mozna zauwazy¢ bez ob-
liczen. Wiemy, ze:

30 > 18 i 22 > x, zatem

30+ 2z > 18+ x, ale 5 < 9.
IV przypadek

3108':_2;” = %, gdzie z > 0

ap = 12

Zatem obwod zwiekszyt sie
0 72 cm lub o 1080 cm.

2. 512 cm?®
3. 15 zl/kg

4. a) Niech z — szukana liczba
lat.
%z%,gdziem>0
e
b) Niech z — wiek babci,
(z + 8) — wiek dziadka.
q;z+§—?l4m = %, gdzie z > 34
z = 50
Babcia ma 50 lat,

a dziadek 58 lat.
5. a) Zt6+1l _ 4

z+11 3

=7

Szukany utamek to %
x+10 _ 2z

b) 5 =245, >0

22 +13z—-30=0, A =17°
mlz%_”<0,x2:2

Szukany utamek to %

I 114 3. Funkcje wymierne

Zadania

a) Boki prostokata maja dlugo$ci z cm i 2z cm. Gdyby jego krétszy bok
wydluzy¢ o 6 cm, a dluzszy — o 5 cm, to stosunek dtugosci bokéw bylby
rowny 2:3. Oblicz obwdd tego prostokata.

b) Dany jest prostokat o bokach 30 cm i 18 cm. Jeden z tych bokéw wydtu-
zono o x c¢m, a drugi — o 2z c¢m i otrzymano prostokat, w ktérym stosunek
dhugosci bokéw jest réwny 5: 9. O ile zwiekszyl sie obwdd tego prostokata?
Rozpatrz wszystkie przypadki.

Dane sa szeScian o krawedzi & cm oraz prostopadtoscian o krawedziach
(x+1) em, (x +2) cm i (z 4+ 3) cm. Stosunek sumy dlugosdci wszyst-
kich krawedzi prostopadltoscianu do sumy dlugosci wszystkich krawedzi
szescianu jest rowny 5:4. Oblicz objeto$¢ szedcianu.

Cena wisni dwa dni temu byla o 3 zt/kg nizsza niz dzi$. Dwa dni temu pani
Ala wydala na zakup wisni 45 zt. Aby kupié¢ dzi$ tyle samo tych owocéw,
musialaby wydaé¢ o 9 zt wiecej. Jaka byla cena wisni dwa dni temu?

a) Magda ma 25 lat, a jej mlodsza siostra — 13 lat. Za ile lat stosunek
wieku Magdy i jej siostry bedzie réwny %?

b) Babcia Krysi jest o 8 lat mlodsza od jej dziadka. Stosunek wieku babci
do wieku dziadka 34 lata temu byl jak 2 do 3. Ile lat ma babcia?

Sprawdz sie

5.

6.

a) Licznik pewnego ulamka jest o 6 wiekszy od jego mianownika. Jesli
licznik i mianownik zwigkszymy o 11, to otrzymamy utamek réwny %.
Znajdz wyjsciowy utamek.

b) Licznik pewnego utamka jest liczba dodatnia i jest o 3 mniejszy od jego
mianownika. Jesli licznik i mianownik zwigkszymy o 10, to otrzymamy
ulamek dwa razy wiekszy. Znajdz wyjsciowy ulamek.

a) Boki prostokata maja dlugodci z cm i (x +4) cm. Jesli oba boki skré-
cimy o 4 cm, to stosunek ich dlugosci bedzie réwny 3:5. Oblicz obwdd
tego prostokata.

b) Dany jest prostokat o bokach 32 cm i 51 cm. Jego krétszy bok skrécono
o x cm, a dtuzszy bok — o 3z cm i otrzymano prostokat, w ktérym stosunek
dhugosci bokdéw jest rowny 3:4. O ile zmniejszyt sie obwdd prostokata?
Rozpatrz dwa przypadki.

a) xiﬁz; = %, gdzie z > 4

z =10

Boki prostokata: 10 cm i 14 cm. Obwéd prostokata: 48 cm.
b) Réznica obwodéw: 2 - (z + 3z) = 8.

I przypadek

22 — 3 gdzie x € (0;17)

=5

II przypadek
32s 4 edgie z € (0;17)

Zatem obwdd zmniejszyt sie o 40 cm lub o 96 cm.




3.8. Wyrazenia wymierne - zastosowania (2)

Przyktad 1

Dwa samochody wyruszyly jednoczesnie z Malborka. Kazdy jechal ze stala
predkoscia. Po pewnym czasie pierwszy znajdowal sie w odlegloéci 320 km,
a drugi — 240 km od tego miasta. Predkosé drugiego samochodu byta o 20 km/h
mniejsza od predkosci pierwszego. Oblicz predkosci obu samochodéw.

Oznaczmy przez v; i vy predkoséci samochodéw. Wowczas:

320 240
V1 - v — 20

320(’1}1 - 20) = 2401)1
Stad v; = 80 oraz v, = 80 — 20 = 60.
Predkosci samochodéw wynosity odpowiednio 80 km/h i 60 km /h.

Korzystamy ze wzoru t = 2,
gdzie ¢ droga.

czas, S

Cwiczenie 1

a) Samochdd jadacy z predkoscia v pokonal odlegltosé 195 km. Samochéd
jadacy z predkoscia o 20 km/h wieksza pokonal w tym samym czasie 260 km.
Oblicz predkosci obu samochodéw.

b) Pociag ekspresowy na trasie dtugosci 360 km jechal z predkoscia o 30 km /h
wieksza niz pociag osobowy i pokonatl te trase w czasie réwnym 0,75 czasu
przejazdu pociagu osobowego. Oblicz predkosci obu pociggdw.

Przyktad 2

Piotrek potrzebuje 4 godzin na pomalowanie plotu wok6l domu. Adam te
sama prace wykonalby w ciagu 8 godzin. Ile czasu zajeloby im pomalowanie
ptotu, gdyby pracowali razem, kazdy w swoim tempie?

Oznaczmy przez w prace, ktora nalezy wykonaé. Wéowcezas:
1
4
%w — praca wykonana przez Adama w ciggu godziny,
1

1 __ 3 2. . .
W + gw = fw — praca wykonana wspdlnie w ciaggu godziny.

7 tego wynika, ze na wspoélne wykonanie pracy chlopcy potrzebowaliby:

w:w=3=22[h]

w — praca wykonana przez Piotrka w ciagu godziny,

czyli 2 godzin i 40 minut.

Cwiczenie 2

Artur potrzebuje 10 godzin na pomalowanie pokoju, a Darek zrobitby to
w ciaggu 6 godzin. Ile czasu zajetoby im pomalowanie pokoju, gdyby pracowali
razem, kazdy w swoim tempie?

Cwiczenie 2

w . .
iz — praca wykonana przez Artura w ciagu godziny
& — praca wykonana przez Darka w ciagu godziny

w w __ 4 27 5 9
16 T & = 15w — praca wykonana wspélnie w ciagu godziny

w: w =18 =33 [h]

Razem malowaliby 3 godziny i 45 minut.
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Uczen:

— wykorzystuje wielkosci
odwrotnie proporcjonalne
do rozwiazywania zadan
tekstowych dotyczacych
zwiazku miedzy droga,
predkoscia i czasem.

Cwiczenie 1

195 _ 260
a) - = 420
v = 60

Srednie predkosci samochod6w
wynosity odpowiednio 60 km/h
i 80 km/h.

b) Niech v — $rednia predkos$é po-
ciggu osobowego,

(v + 30) — $rednia predkosé po-
ciagu ekspresowego.

3 360 _ 360
1% = ogs00 0 >0
3 _ 1
4y — w+30
3(v+ 30) = 4v
v =90

Srednie predkosci pociggéw
ekspresowego i osobowego
wynosity odpowiednio

120 km/h i 90 km/h.



Odpowiedzi do zadan

1. Niech v — érednia predkosé
drugiego samochodu,
(v + 30) — $rednia predkosé
pierwszego samochodu.

3 2

£-350 _ £-350

v+30 v
v =60

Srednie predkosci samocho-
déw wynosity odpowiednio
90 km/h i 60 km/h.
2. Niech v — érednia predkosé
drugiego pociagu,
(v + 10) — $rednia predkosé
pierwszego pociagu.
270 _ 510-270

v+10 v
v =80
Srednie predkosci pociagdéw
wynosity odpowiednio
90 km/h i 80 km/h.

3. Niech v, v + 5 — $rednie pred-

kosci rowerzystow.
312 _ 412 . 5

v v+57
v=15
Srednie predkosci rowerzys-
téw wynosza odpowiednio
15 km/h i 20 km/h.
1 w
4. 2— = & - praca wykonana
przez pierwsza koparke
w ciggu godziny
1
2w

-~ = 15 — praca wykonana

przez druga koparke w ciggu

godziny

_ 5
15 + 1§ = 3w — praca
wykonana wspolnie w ciagu
godziny

w:2w= 32 =71%1[h]

Obie koparki potrzebuja 7 go-

dzin i 12 minut.

5. {5 — praca wykonana przez
pompe A w ciggu godziny
& — praca wykonana przez
pompe B w ciagu godziny
L4+ — Ly - praca
wykonana wspolnie w ciagu
godziny

w:gw =1 =33 [h]

Obie pompy potrzebuja
3 godzin i 45 minut.
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Zadania

Droga miedzy miastami A i B ma 350 km. Z tych miast wyruszyly jedno-
czednie naprzeciw siebie dwa samochody i jechaty ze stalymi predkosciami.
Pierwszy z nich jechal z predkoscia o 30 km/h wieksza niz drugi. Samo-
chody minely sie, gdy pierwszy pokonat % trasy miedzy miastami. Oblicz
predkoéci obu samochoddw.

Trasa kolejowa z miasta A do miasta B ma 510 km. Z tych miast wy-
ruszyly jednoczesnie naprzeciw siebie dwa pociagi i jechaly ze stalymi
predkosciami. Predko$é pierwszego byta o 10 km/h wieksza niz predkosé
drugiego. Pociagi spotkaly sie w odleglosci 270 km od miasta A. Oblicz
predkosci obu pociggdw.

Trasa rowerowa wokol jeziora ma dlugosé 12 km. Dwéch rowerzystow wy-
ruszylo jednoczesnie z tego samego miejsca i okrazalto jezioro w tym samym
kierunku w stalym tempie. Predkoéé jednego z nich byla o 5 km/h mniej-
sza niz predkosé drugiego. Do ponownego spotkania rowerzystéw doszto,
gdy szybszy z nich wykonal 4 okrazenia jeziora, a wolniejszy — 3. Oblicz
predkosci obu rowerzystéw.

Pierwsza koparka wykonala polowe wykopu w ciagu 6 godzin, reszte wy-
kopu wykonata druga koparka w ciagu 9 godzin. Ile czasu zajetoby wyko-
nanie wykopu, gdyby obie koparki pracowaly jednoczesnie, kazda w swoim
tempie?

W tabeli podano, ile czasu potrzeba na wy- i

. .o Pompa A 10 godzin
pompowanie wody ze zbiornika przy wyko-
rzystaniu pompy A lub B. Ile czasu zajmie Pompa B 6 godzin

wypompowanie wody, jesli wykorzystamy
jednoczesnie obie pompy?

Sprawdz sie

6.

Droga miedzy miastami A i B ma 210 km. Z tych miast wyjechaly jed-
noczesnie naprzeciw siebie dwa samochody. Kazdy z nich jechal ze stalg
predkodcia, przy czym jeden jechal o 15 km/h szybciej niz drugi. Minely
sie one w odleglosci 90 km od miasta A. Oblicz predkosé kazdego z nich.

Rodzice Roberta maja na dzialce truskawki. Zebranie truskawek zajetoby
Robertowi 4 godziny, a jego mlodszemu bratu — 6 godzin. Ile czasu zajmie
im zbiér truskawek, jesli beda pracowac razem, kazdy w swoim tempie?

. Niech v, (v 4 15) — érednie predkosci samochodéw.

90 __ 120
v  wv+15?

v =45
Srednie predkosci samochodéw wynoszg odpowiednio 45 km/h i 60 km/h.

v >0

w w __ 5
'4+6_12w

S5 12 _ 92
Wi W= 5 = 2%

Razem beda pracowaé 2 godziny i 24 minuty.
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Powtorzenie
B Zestaw | Odpowiedzi do zadan
1. Do wykresu proporcjonalnosci odwrotnej y = ¢ nalezy punkt A. Podaj 1. a) y =2,
wzOr tej proporcjonalnosci oraz wspétrzedne trzech innych punktéw nale- p- (1, 24), (4,6), (8,3)
zacych do jej wykresu. b) y =2,
a) A(3,8) b) A(%,4) c) A(7, %) d) A(27,1) np. (1,2), (2,1), (4,3)
: . . . c) y =4,
2. Oblicz wartosci funkcji f(z) = ¢ dla: 1 np. (1, 1), (3,1), (2,)
a)xe{—4,—§,§} a=-2 c) ‘TE{ 9710’ 2} a=1lg, d)y=2,
b) ZL'E{—Q,— ’Z}’ a:%, d) $€{\/2_7\/_ \/— } \/5—'—1 np. (173)7(371)7 (67%)
3. Na rysunku przedstawiono wykres funk- Y 7 f(3)=-3
cji f(z) = 2. Oblicz a. \ ) =) = =4, =l = =2,
a) Ktére sposréd punktdw: P(—8, —%), 3 (3 =2
Q(%,12), R(V2,V3) naleza do wykresu - c) f(-9)=—=%, f(5) =15,
1 1\ _ 4
funkcji f7 fa)y =4
b) Odeczytaj z wykresu rozwiazanie nie- o1 X d) f(@) =2+ V2,
réwnosei f(x) > —3. \ F(VB) = 22,
¢) Odczytaj z wykresu rozwiazanie nie- \ fFV2-1)=2v2+3
réwnosci f(x) < 3. \ 3.a=6
a) P, Q
4. Naszkicuj wykres funkeji f(x) = —2, ktérej dziedzing jest zbiér D. Podaj b) & € (—o0; —2) U (0; 00)
zbiér wartoéci tej funkcji. ¢) € (—00;0) U [2; 00)
a) D=R\{0} b)D=(-o00;—1) ¢)D=[1;5] d)D=[-L1\{0} 4 a) f(D)=R\ {0}
5. Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj dziedzine funkcji g i réwnania b) (D) = (0;5)
asymptot jej wykresu. C)) }CED; - E_S; -1 T
4 4 1 1 d) f(D) = (—o0; —5] U [5; 0
a z)=—-, glx)=-+3 c z)==, g(x)=
Jf0 =3 s =243 9 f@ = =g A
b) f#) = =2, g(@)=—2 -2 d) f(2) = -1, 9(v) = — o35 b) D, = R\ {0},
r=0,y=-2
6. ZN?SiEiEELXYikresy funkcji f, g i h. Podaj dziedzing i zbior wartosci kazdej ¢) Dy =R\ {4}, 3 =4, y =0
NI ) ) &) Dy =R\ {2},
0 fla) =2, gla)= 2o, h(@)= 2 +1 o=,y 0
_3 __3 -8 _
b) @) =2, gl@)= e k(@)=
N -2 2
O f@)=-2, gl@)=-—25, h2)=-—2;+3

6. a) Dy =R\ {0}, f(Ds) =R\ {0},

Dy =R\ {1}, g(Dy) =R\ {0},

Dp =R\ {1}, h(Dn) =R\ {1}

b) Dy =R\ {0}, f(Dy) =R\ {0},

Dy =R\ {-1}, g(Dy) =R\ {0},

Dp =R\ {-1}, h(Dn) =R\ {-1}

¢) Dy =R\ {0}, f(Dy) =R\ {0},

Dy =R\ {-2}, g(Dy) =R\ {0}, :

D= B\ (-2), KW =R\ ) e i
* Wykres funkcji wymiernej
® Réwnania wymierne
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7. a) 2,75), flz) = %,
g(z) = —3
b) (1,-2), f(z) = 2,
g(z)= -2
) (1,3), f(z) = -2,
gz) =2
d) (2,-3), f(z) = 2,
g(z) =2

8.a)0
b) 0, 2
c) —2,3
d) -1, 0, 2

9.a) D=R\{-2,2},
f(=3)=3, f(1) =3,
f3) =%
b)D:R\{_\/gv\/g}v
f(=3)=5, f(1) = —11,
f3)=5
¢) D=R\{-3 3},
f(=3)=—15, f(1) = 3,
@ =1
d) D=R\{-3,3},
f(=3)=13%, f1) =2,
B =3

10. a) z € R\ {0,4}, 2
b) z € R\ {0,3}, 3z
¢) z € R\{-1,-1,0}, .55
d)zeR\{-3,3}, iz
e) z € R\ {-2,0}, 6z
f) z e R\ {-1,1,2},
(z+2)(z—1)

11.2) 2
b) 9

Zestaw Il

l.a)z=1
b)z=—-1
NEES
d) sprzeczne
e) r =
f) mz—%
)

g) sprzeczne
h)z e R\ {2}

I 118 3. Funkcje wymierne

10.

11.

Prosta réwnolegta do osi OY przecina wykres funkcji f(z) = ¢ w podanym
punkcie P. W jakim punkcie ta prosta przecina wykres funkcji g(z) = —27
Podaj wzory i naszkicuj wykresy funkcji f i g.
a) P(2,1) b) P(1,2) c) P(1,-3) d) P(2,3)
Ktoére sposrod liczb —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3 nie naleza do dziedziny wyra-
zenia?
1622 +a+5 22 +62+9 2% -3zt +u 224 — 1623 +9
a) x3 — 922 b) x4 — 423 + 422 ) z2-2-6 ) 3 — 22 -2z
Wyznacz dziedzing funkcji f. Oblicz f(—3), f(1) i f(3).
22 +0,5
a) fla) =Ty o) f(@)= T
2421 322 -6z
b) f(x) = —=— d) f(z) = S0y
Wykonaj dziatania. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
) z—4 62 o) 6 z(4z+2) o) z?2 | tz
4x 2 —8 z2(2z+1) z4+1 z+2 3246
x? 3z —9 z2 -9 3z z2-4  x—2
e d) T ‘2216 f) c+1 " 22-1
Wyznacz pole trapezu o podstawach a, b i wysokosci h (z > 0).
_ _ _ 5
a)af3x,bfm+2,hf6x+3
_ 2 — 9.2 __ 6
b) a = x* + 4z, b= 22" + 8x, h—x2+4x
Zestaw I
Rozwiaz réwnanie.
6z -3 _ 2x-1 32-6 6—dx
a) x—3 =0 C) w—%.— =0 e) %x—&—G 0 g) 22:—3_0
2041 -2 12z +8 3-2x
Rozwigz réwnanie.
4 T rz+1 i
a) e T 2 c) xile e) 3796*1 g) — 4=z
7 _ —2x . 2z -7 6 _
b) 2:671—5 d) s 3 f) — = 5 h)x+5—x
Rozwigz réwnanie.
-4 oz 1 _z+4
a)w—_ﬂfélx d) pons Rl g) x 1=—
T x _ 6-8z
b) o ikt )w74—x 3 h)2x—|—1—4$73
z? 22410 _ 41
©) o1 ="7 ) T =2 i) dr—4=-1
a) x =5 3. a)x=-1
b)z = ¢ b) z =0
c) x=2 c)xz=0
d)z=-15 d)z=-3,2=0
e) z =1 e)r=22=6
f)z=1 f) x=14
gle=-2-V3x=-2+3 g)z=2-6,=2+6
hyz=—12=6 h)z = -2
i) z= %



Rozwiaz réwnanie. 4.2) z =1
S5¢—-2  x-1 r—1 2-=x 2z -3 b)x=-—2
a) 50 xz+1 d)r 2 z+1 8) 50+10 z-4 C))x:77
2¢ _ 6x+2 r+4  2x—4 2¢+5 1 _ V1o _ Jio
b) z+4  3z+6 e) z—2  x+2 h) r—1  xz+1 d))x_o . 7?4_ ’
e)r = Tr =
20 -5  x—1 z—3 _ x+6 N 2z+1 3 ’
) et1 = o33 R ) Y =03 f) 2=-1-V7,0=-14+V7
L . g), h), i) sprzeczne
Rozwiaz réwnanie. 5 o
) 2T _ 26 _ by =0 _ 3 _ ) z==
&) T3 T a+1 -5 3z-4 b)z =%
Rozwiaz réwnanie dla @ = 0 oraz dla a = 1. 6. a) :d1—8 dla{z =0,
z+8 z+9 dx—4 ar +2 5= &) (=
a) o =G b) L, =0 c) — =az d) 31 7 b)z = —9dlaa=0,
r=-31dlaa=
Wyznacz ze wzoru podang zmienng. 0 = 12dlaa—0
a) P=2E0p b ¢) P=mr24arl, | e V=>1m2h v r=2dlaa=1
a+b L 4 s d)z=-2,z=1dlaa=0,
b) P = 5 ~h, h d) V. =g37mr*h, h f)y V.=gzgmr’, r t=—v2, z=v2daa=1
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = ¢ — 1. Wyznacz wspélrzedne punktéw, 7.a)b=2F—a
w ktérych wykres funkeji f przecina prosta y = 2 oraz prosta y = . b) h = 25
a) a=2 b) a=-1 c) a=1 d)a=-2 c)l:P;’;T2
. . 3y ) d) h= 2%
Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkcji f(z) = 5 +1oraz o
g(x) = 25 +3. e) r=4/2%
A Y \ B. 1Y f) r= /3L
Sy e === 1 e
1 1 X
O] 1] X |
I il 10.a) 2 =5, 2 = 11
1.3
a) Dopasuj wzér do wykresu. Podaj miejsca zerowe funkcji f 1 g. b)) r Z’Sx T4 .
c)x=-8, z=—
b) Rozwiaz réwnania g(x) = z oraz f(z) = —x. ) 0, 5 — 15
. Rozwiaz réwnanie. e)r=-12,z=0
)| 8 =3 ) lz+6[—2=0 ) 6 |o+6]=0 f) sprzeczne
a1 1_1 ©1® N ¢ v n 1M.a)z=1,z=5
b) |z -1 =1 d) |t —9/-9=0 f) 4+ |z —-1=0 bye=-5z=38
—_ _3 — 11
. Rozwiagz réwnanie. fl))x_ g’m_;
x:—§7$_
a) |2z — 6| =4 c) 4—2z|=7 e) [x—3|+1[3z—-9|=8 ) 1,
b) [4z + 8| =2 d) |-4z—-1/=9 f) |6x+3|—|4x+2| =4 flz=-3, =2

. a) z prosta y = 2: (2,2); z prosta y = x: (1,1), (-2, -2)
—%, 2); z prosta y = x: brak

~1+V8 —1+\/5) (—l—ﬁ —1—¢5)
2 Y 2 Y 2 9 2

b) z prosta y = 2:

%,2); z prosta y = x: (
—%,2); z prosta y = x: brak
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I 120 3. Funkcje wymierne

w Sposéb na zadanie

Przyktad

7 miasta A do oddalonego o 640 km miasta B wyruszy! samochdd jadacy ze
$rednia predkoscia v km/h. Réwnoczesnie z miasta B ta sama droga wyruszyl
samoché6d do miasta A ze srednia predkoscia o 20 km/h wieksza. Samochody
te minely sie w odleglosci 280 km od miasta A. Oblicz srednie predkosci obu
samochodow.

Aby rozwigzaé to zadanie, mozna ulozyé i rozwigzaé¢ rownanie wymierne lub
uktad réwnan.

I sposéb
Korzystamy z zaleznosci t = 2, gdzie t — czas, s — droga, a v — predkos¢.

v?
Pierwszy samochdd, jadac z predkoscia v km/h, do momentu miniecia z dru-
gim samochodem przejechal 280 km. Zatem otrzymujemy réwnosé ¢ = %.
Drugi samochéd, jadac z predkoscia (v + 20) km/h, w tym samym czasie prze-

jechal 640 — 280 = 360 [km]. Zatem otrzymujemy réwnos¢ t = u?fgo'

Rozwigzujemy rownanie wymierne:
280 360

v v+20
360v = 280(v + 20)
360v = 280v + 5600

80v = 5600

v="70

II sposob
Korzystamy z zaleznoéci s = v - t, gdzie s — droga, v — predko$é, a t — czas.

Pierwszy samochdd, jadac z predkosécia v km/h, pokonal w czasie t droge
280 km. Zatem 280 = v - t.

Drugi samochdd, jadac z predkoscia (v + 20) km/h, pokonal w tym samym
czasie droge 640 — 280 = 360 [km]. Zatem 360 = (v + 20) - ¢.
Podstawiamy vt = 280 i otrzymujemy:
360 = 280 + 20¢
20t = 80
t=4

Podstawiamy ¢ = 4 do pierwszego réwnania i otrzymujemy v = 70.

Odpowiedz: Srednie predkoéci samochodéw wynosity 70 km/h i 90 km/h.

-» Zadanie 23, str. 124




w Przed obowigzkowa matura z matematyki

W zadaniach 1-10, 13.2 i 15.2 wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Zadanie 1 (0-1)

Liczba 3 jest miejscem zerowym funkeji f(z) =

A p=-3,4¢=0
B.p=2,¢=-1

Zadanie 2 (0-1)

Funkcja rosnaca w kazdym z przedzialéw (—oo; —2) 1 (—2;00) jest funkcja

2 4 gdla

z—p

C.p=4,q¢q=-3
D.p=1,g=2

2. Funkcja f(z) = ;45

w kazdym z przedziatow
(—00;—2)1(—2;00) dlaa < 0.

rosnie

_ 1-v2 6 _2-3 245
A= z+2 B. f(x)—x+2 C. flz) = x4 2 D. f(z) = x4+ 2
Zadanie 3 (0-1) 3. Asymptota pionowa wykresu
Miejsce zerowe funkeji f(x) = 245 +1, ktorej i funkeji f jest prosta z =2,
wykres przedstawiono na rysunku obok, jest | e b= =2,

B / Dla a = 3 mamy f(5) > 0,
réwne 5. Zatem / satem @ — —3.
A.a=2ib=2 C.a=3ib=-2 /

B.a=-2ib=2 D.a=-3ib=-2 . 1

Zadanie 4 (0-1) -

Punkty P(1,2) i Q(3,4) naleza do wykresu Q.1 X
funkcji

Af@=25-1 Cf) = L /

: x—2 ) z—4 I
B. fla)= =541 D.fla) = 2 - |

: T —2 ’ r+3 ’

Zadanie 5 (0-1) 5. “(n":;) =n=2 /. (Zif)
Jeélia(:—:_;)—%:o, to _ (n—-2)(n+2) _ n2_4
(n-2)(n+1) (n+2)(n-1) 244 4 e
_ (n-2)(n+1) _ (n+2)(n-1) _n _ n2_
A.a= (n+2)(n—1) B. T (n-2)(n+1) T on241 D.a—n271
Zadanie 6 (0-1) 6. z e R\ {-3,—-1}
Rozwiazaniem réwnania 23 = 2E2 jest liczba (z4+2)(z+1) = (z+3)(z+4)
. 5 3 ) 2+ 3z +2=2x>+ Tz + 12
A —3 B. — —3 D.—3 —dz =10
x=-2
Zadanie 7 (0-1) 2
Liczby —5 i 1 sa rozwiazaniami réwnania
8—8x _ = 6x+30
A. ﬁ =T 3 C- 245 =x+ 5
2-6z _ z+5 _
— - D. x+1—az+5

8

7. A. Liczba 1 nie nalezy do dziedziny wyrazenia =—

8z

B. Liczba —5 jest rozwiazaniem réwnania, gdyz:
2-6:(:5) _ _5_3

—5+1
32 _
Z ==
—8=-8
Liczba 1 jest rozwiazaniem réwnania, gdyz:
2-6.1 _
1+1 — 1-3
—4
2 =2
S 2D

—1 -
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8.

10.

11.

f(3) =45 =1, wiec a = 3.
Z wykresu funkcji g odczy-
tujemy jej wspoétczynnik

kierunkowy: b = %

.z eR\{-1,0}

z(z—1)=2(z+1)
22—x=2c+2
22 —3r—-2=0
A=94+8=17=0

VA =17
x1=372m,$2=3+2m
5 g, 042
=0,z #
2 _
:v:g:a
22=2_ g 543
z—3 ?
3
:v:%:b
a—f—b:%—f—%:Q’?gFS:
_ 3 _ &5
=% =955
_ _ (=422 _ a2
F= (z+2)(z-2) — J;TQ
el (z=3)? z=3

= @+3)(z—3) ~ =+3

12. Rozwiazania réwnania:

r=-3v2,2=V2

I 122 3. Funkcje wymierne

w Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 8 (0-1) Y
Wykresy funkcji f(z) = ¢ i g(x) = bz przeci- ¥
naja sie w punktach P(3,1) i @Q(—3,—1) (rysu-
D
nek obok). Wynika stad, ze a + b jest réwne Lo £ :\
A. —22 B. 0 C. 3% D.6 —— 0|1 X
g ¢

Zadanie 9 (0-1)
Jednym z rozwiazan réwnania £ = 2 jest \

5 3 VIT i3 VT
A. 25 B. 2=y1I C. 2=/ D. 217

Zadanie 10 (0-1)
2
. . . . 4 . £x—3 . . . .
Liczba a jest rozwiazaniem réwnania % = 0, a liczba b jest rozwigzaniem
3

~—- = 0. Suma liczb a i b jest ré6wna

B. 52 C. 5 D. 5

rownania

A. 55

Zadanie 11 (0-1)
Dane sg dwa wyrazenia wymierne F' i G okreslone dla x € R\ {-3,-2,2,3}.

24444 2_6x+9
F:x—}—zx—k , G:a: 2x+
xc—4 4 —9

Dokoncz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
odpowiedz 1., 2. albo 3.

Tloczyn F - G jest rowny

2
+5x—6
x2—x—6 1. 9327
A. m, x4+ 5xr+6
ailoraz L jest réwn 2 25046
2 . G‘] Y . 22 4+5x+6"
B. IQ S 5 22 +52+6
6 —_.
it 3. z2—-5x+6

Zadanie 12 (0-1)

Dane jest réwnanie |z + v/2| = 2/2.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, je$li stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jedli jest falszywe.

Wszystkie rozwigzania tego réwnania

sg liczbami niewymiernymi. P F

naleza do przedziatu (—2;2). P F




w Przed obowigzkowa matura z matematyki

Zadanie 13
Dane sa dwa wyrazenia wymierne P i @) okreslone dla x € R\ {-3,3,4}.
_ x+4 2?2 -3z
P = 9—z2’ T oz—4

Zadanie 13.1 (0-1)
Ocen prawdziwo$é ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jedli jest falszywe.

Dla xz = —% oba wyrazenia przyjmuja wartosci dodatnie. P F
Dla xz = % oba wyrazenia przyjmuja wartosci ujemne. P F
Zadanie 13.2 (0-1) 132. P-Q =
Iloczyn wyrazen P i () zapisano w postaci %, gdzie k jest liczba rze- = % ] % =
czywista. Wynika stad, ze _ a2 da
= -9
A k=-6 B. k=—-4 C. k=4 D. k=6

Zadanie 14 (0-2)
Dokonicz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-
mane zdanie byto prawdziwe.

Dla argumentu réwnego —2 wartosé réwna —1 przyjmuje funkcja

A fla) = 2= C. fla) = =212 E. f(z)= oy

r+4 —3x—1 xr—4
B. f(m):2;;2 D. f(z) = 57— F. fo)=
Zadanie 15

Dana jest funkcja f(z) = fz 22, gdzie z € R\ {V2}.
Zadanie 15.1 (0-2)

Whpisz obok rozpoczetych zdan w tabeli ponizej wlasciwe odpowiedzi wybrane
sposréd A-E.
Funkcja f dla = v/2 — 1 przyjmuje wartosé¢ réwna D
Funkcja f dla = v/2 + 1 przyjmuje wartosé¢ réwna A

A. —1-2 B. -2+ 2 C. 22 D.1-+2 E. 2+ 2

Zadanie 15.2 (0-1)
Wykres funkcji f przecina osie ukladu wspoétrzednych w punktach (a,0) i (0,b).
Tloczyn ab jest réwny

A -3 B. —2 C.2 D. 22
15, f(z) = 12
15.2. f(a) = 1;\/\/55& =0dlaa= \/57f(0)__i2
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16. 52— =2V5+3

a=(2v5-3)(2v5+3) =
=4.-5-9=11
17.2=0,2=2-2V3

18. Prosta x = 2 jest asymptota,
pozioma funkcji f, zatem
b=2.

18.1. Funkcja f maleje w prze-
dziale [%, 6}, zatem jej naj-
mniejsza warto$¢ w tym
przedziale jest rowna:

F(6) = 73 +2=2;
182.2=1- Y0 g=14 ¥10

19. 2 =2

20. Do wykresu funkcji f nalezy
tyle punktéw o obu wspél-
rzednych catkowitych, ile
liczba 4 ma dzielnikéw
catkowitych.
Dzielniki catkowite liczby 4:
—4, -2, —1,1,2, 4.

21. z € (—1,00)
Przypadek 1.
Kroétszy bok drugiego prosto-
kata ma dtugos$c 2x + 2.

Woéweczas:

x _ 242
z+4 —  z+4
xr=2x+2

r=—-2

Sprzeczne z zalozeniem.

Przypadek 2.
Krétszy bok drugiego prosto-
kata ma dlugosé = + 4.
Wéwczas:

) x+4

T4 — 2z+2
z(2z +2) = (x + 4)?
202 4+ 2z = 2% + 8z + 16
2 —6z—16=0
A = 36 + 64 = 100
r=-2lubz =28
Zalozenie spelnia tylko z = 8.
Suma pdl prostokatdw:
8-12+12-18=12-26 =
= 312 [cm?]
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Zadanie 16 (0-2)
Dana jest funkcja f(z) = ¢, gdzie 2 € R\ {0}. Do jej wykresu nalezy punkt
(2v/5 — 3,2v/5 + 3). Oblicz a.

Zadanie 17 (0-2)
Rozwiaz réwnanie |z — 1+ \/§| =v3-1.

Zadanie 18 Y|
Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- | .
. 3 \7
cji f(z) = 5+ b.
N

Zadanie 18.1 (0-2)
Oblicz najmniejszg wartosé funkcji f w prze-
dziale [%;6]

Zadanie 18.2 (0-2)
Rozwiaz réwnanie f(z) = z.

_ O =

Zadanie 19 (0-2)
x 1

Rozwigz rownanie —— = ——.

(D] Zadanie 20 (0-3)

Uzasadnij, ze do wykresu funkcji f(x) = %—i— 1 nalezy dokladnie sze$¢ punktow

0 obu wspélrzednych catkowitych.

Zadanie 21 (0-4)

Dane sa dwa prostokaty: jeden o bokach x cm i (x+4) cm oraz drugi o bokach
(x4+4) ecm i (224 2) cm. Stosunek dtugosci krétszego boku do dtuzszego boku
dla obu prostokatéw jest taki sam. Oblicz sume pol tych prostokatow.

Zadanie 22 (0-4)

Pierwsza potowe trasy pociag przebyl z predkoscia v, a druga potowe — z pred-
koscia dwa razy mniejsza. Cata trasa ma dtugosé¢ 140 km. Wyznacz wzor opi-
sujacy zaleznos¢ miedzy czasem t, w jakim pociag przebyl calg trase, a pred-
koscig v. Oblicz ¢ dla v = 120 km/h.

Zadanie 23 (0-4) = Przykiad, str. 120

Kajakarz plynie po stojacej wodzie z predkoscia 10 km/h. Gdy ptynal z pra-
dem rzeki, pokonal trase o 50% dluzsza, niz bylby w stanie pokonaé¢ w tym
samym czasie, gdyby pltynat pod prad. Oblicz predkosé pradu rzeki.

22, 4(v) =T 4 1 = 210 45

v T T,
£(120) = 22 =15
t =1 h 45 min
23. Oznaczmy przez v predkosé pradu rzeki. Woéwczas:
10 + v = 1,5(10 — v)
10+v=15-150
2,50 =5
v=2km/h




