5 Planimetria

7 regularnym podziatem ptaszczyzny mozemy mie¢ do czynienia w sytuacjach
praktycznych, takich jak uktadanie kafelkéw lub bruku.

Bardzo ciekawe przyktady podzialéw plaszczyzny znajdziemy w pracach ho-
lenderskiego malarza i grafika Mauritsa Cornelisa Eschera [czyt. malrica kor-
nelisa eszera] (1898-1972). Inspiracje matematyka wida¢ w wielu jego pracach.
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Uczen:

— rozpoznaje katy srodkowe
w okregu,

— oblicza dlugosé okregu
i dtugos¢ tuku okregu,

— okresla liczbe punktéw
wspoélnych dwoch okregdw,

— okresla wzajemne potozenie
dwoch okregéw, gdy dane
sa promienie tych okregoéw
oraz odlegtos¢ miedzy ich
$rodkami,

— wykorzystuje stycznos$é
okregéw do rozwigzywania
zadan.

Cwiczenie 1

3r = EACBl . o . 12

|XAOB| = 45°
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5.1. Okrag

Okregiem o $rodku O i promieniu r > 0 nazywamy

promien A'
$rodek
$rednica v

dtugos$é okregu

zbiér wszystkich punktéw plaszezyzny, ktérych od-
legto$é od punktu O jest rowna r.

Stosunek dhugosci okregu do jego srednicy jest staty.
Oznaczamy go grecka litera m. Oznaczenie to zo-
stalo wprowadzone przez brytyjskiego matematyka
Williama Jonesa [czyt. lliama dzonsa] w 1706 roku. Liczba 7 jest niewymier-

$rednica okregu

na, w obliczeniach czesto wykorzystujemy jej przyblizona wartosé: m ~ 3,14.

Dtugosé okregu o promieniu r wyraza sie¢ wzorem [ = 277

ok

Przyktad 1
Oblicz dtugosci okregdéw o promieniach r; = 0,5 cm,
ro = 1 cm, r3 = 1,5 cm (rysunek obok).

Dtugosci okregéw wynosza odpowiednio:
Lh=2r-r=27-05=m [cm]
ly=2m -7, =27 -1 =27 [cm]
l3=2m-r3 =27 -1,5 =37 [cm]

Kat srodkowy to kat, ktérego wierzchotek jest srodkiem okregu.

Na rysunku obok ramiona kata $rodkowego « przeci-
naja okrag w punktach A i B, ktére dzielg ten okrag
na dwa huki. Jesli nie sg one pétokregami, to mowigc
SJuk AB”, bedziemy mie¢ na my$li krétszy z nich,
chyba ze jest powiedziane inaczej. Luk taki oznaczamy
AB. Czasami stosujemy oznaczenie trzyliterowe, np.
czerwony huk na rysunku to tuk APB.

Dtugosé tuku okregu o promieniu r wyznaczonego przez kat srodkowy

0 mierze o wyraza si¢ wzorem L = - 27T,

U
360°
Cwiczenie 1
Punkty A, B lezace na okregu o érodku O i promieniu » = 12 cm wyznaczaja
tuk dtugosci 37 cm. Jaka miare ma kat AOB?



Cwiczenie 2

W okregu o érednicy 24 cm poprowadzono cztery promienie tak, ze stosunek
miar katow pomiedzy kolejnymi promieniami wynosi 1:3:5:7. Oblicz dlugosci
hukéw wyznaczonych przez konce kolejnych promieni lezace na okregu.
Okregi majace tylko jeden punkt wspélny (zwany punktem styczno$ci) nazy-

wamy okregami stycznymi. Promienie okregéw stycznych poprowadzone do
punktu stycznosci leza na jednej prostej.

Okregi styczne zewnetrznie Okregi styczne wewnetrznie
‘0102|:T1 +7’2 |0102‘ :|7"1—T’2|

Odlegltos¢ miedzy $rodkami okregdw Jesdli r;1 > 7y, to odlegloéé¢ miedzy

jest rowna sumie ich promieni. srodkami okregdw jest réwna r; —7s.

Dwa rézne okregi moga tez mie¢ dwa punkty wspdlne (okregi przecinajace

si¢) lub nie mieé¢ punktéw wspélnych (okregi roztaczne).

Okregi przecinajace sie

)

|T1 —’I"Q‘ < |0102| < 1 +’I"2

Okregi rozlaczne zewnetrznie Okregi rozlaczne wewnetrznie
T
O1
‘0102| >1ry+ 1y \0102| < ‘7“1 — 7’2|

Cwiczenie 3
Cztery okregi o réwnych promieniach sg
odpowiednio styczne (rysunek obok), a ich W
$rodki leza na jednej prostej i |0;0,] = 48. Oy O O3 O,

Oblicz Srednice kazdego z tych okregow.

Cwiczenie 2
Dtugosé okregu: | = 247 cm
Dhtugosdci tukéw:
17 _ 3
El = 571' cm
37_ 9
il = 37 cm
57 _ 15
El = 771' cm
21

7 —_— =
Gl = 57 cm

Cwiczenie 3
6r =48, czylir =8
Zatem Srednica: 2r = 16
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Odpowiedzi do zadan

1.

LA =

. a) 6m = A0

Dtugosé okregu: 107 cm.
Niech punkt O bedzie $rod-
kiem okregu. Trojkat ABO
jest trojkatem réwnobocznym
o boku dtugosci 5 cm, czyli
|xAOB| = 60°.

L=2% 21.5= 57 [cm]
.a) L= 3765(;0 12m = 37 [cm]
b) 37 cm
¢) Brcem
Lom = 22 - 27,

360°
czyli 2r = 36 cm

3600 187, czyli a = 80°

.a)z=-9lubz=7

b)z=-3lubz=1

.a) |0102|=1;0

b) ‘0102| = 5; 1
C) ‘O10z| =31

. Niech r — promien okregéw O2

i O3, 2r — promien okregu O;.
3r =18, czylir =6

2r =12

Srednice okregéw: 12, 12, 24

3600 " 27T, czylir = 27

b) Z = gggz 2mr, czylir = %
c) ™= %-271", czyli r = 24
.5—-3<n<5+3, neN

n € {3,4,5,6,7}
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Zadania

Punkty A, B naleza do okregu o érednicy 10 cm oraz |[AB| = 5 cm. Oblicz
dtugosé okregu oraz dlugoéé tuku AB.

Oblicz dtugoéé tuku okregu o érednicy d wyznaczonego przez kat érod-
kowy a.

a) d=12cm, a=75° b)d=30cm, a=15° ¢) d=5cm, a=330°

Luk okregu wyznaczony przez kat srodkowy o mierze 20° ma dlugosé 27 cm.
Oblicz $rednice tego okregu.

Na okregu o érednicy 18 cm kat Srodkowy wyznacza tuk o dlugoéci 47 cm.
Oblicz miare tego kata.

Oblicz wartosci x, dla ktérych okrag o srodku w punkcie P(«,0) i promie-
niu r; = 5 oraz okrag o $rodku w punkcie Q(—1,0) i promieniu r, = 3 sa
styczne: a) zewnetrznie, b) wewnetrznie.

Narysuj w ukladzie wspdirzednych okrag o érodku O, i promieniu r; oraz
okrag o srodku O; i promieniu r,. Podaj odlegtosé miedzy $rodkami tych
okregéw. Ile maja one punktéw wspolnych?

a) 01(*2,()), T = 4, 02(*1,()), o = 2

b) 01(07 —2), T = 4, 02(0,3), o = 1

C) 01(1,3), r = 2, 02(4,3), Ty = 5

Punkty O;, Oy i Os, bedace srodkami odpowiednio
stycznych okregéw (rysunek obok), leza na jednej pro-
stej. Dwa mniejsze okregi maja rowne promienie oraz
|0,03] = 18. Oblicz $rednice kazdego z tych okregdw.

Sprawdz sie

8.

10.

10.

Oblicz promien okregu, w ktérym kat srodkowy a wyznacza tuk dtugosci L.
a) a=40°, L =67 b) a =270°, L=12 c) a=730,L=m

2
Odlegtosé miedzy $rodkami przecinajacych sie okregéw o promieniach 3 i 5
jest réwna n, gdzie n € N. Podaj mozliwe wartosci n.

Konce przekatnej prostokata o bokach dtugoséci 4 cm i 8 cm sg $rodkami

dwoch okregéw stycznych zewnetrznie. Punkt stycznosci dzieli przekatna
prostokata w stosunku 1:3. Oblicz dtugosci tych okregow.

Dtugo$é przekatnej prostokata: d = /82 + 42 = 4+/5 [cm]
Dtugosci promieni okregéw: v/5 cm, 3v/5 cm
Dtugosci okregéw: 2v/5m cm, 6v/5m cm



5.2. Koto

Kotem o $rodku O i promieniu r > 0 nazywamy zbiér wszystkich punktéw
plaszczyzny, ktérych odlegloéé od punktu O jest mniejsza lub réwna r.

Zwrdé uwage na to, ze punkty nalezace do okregu ograniczajacego koto naleza
do tego kota.

Wz6ér na pole kotla zostal udowodniony Pole kota o promieniu r wyraza

przez Archimedesa. sie wzorem P = 772

Cwiczenie 1
a) Oblicz pole najwieckszego kota zawartego w kwadracie o polu 36 cm?.

b) Oblicz dlugosé okregu ograniczajacego koto o polu 2,257 cm?.

Czes¢ plaszezyzny ograniczong przez dwa wspéltérodkowe
okregi (wraz z tymi okregami) nazywamy pierScieniem
kotowym.

Opisujac pierécien kolowy, podajemy jego promien ze-
wnetrzny i promien wewnetrzny. Réznice tych promieni

a) Oblicz pole pierécienia kolowego o promieniu zewnetrznym 25 cm i promie-

nazywamy szerokoS$cia pierscienia. Dla pierécienia na ry-
sunku obok jest ona réwna R — r.

Cwiczenie 2

niu wewnetrznym 24 cm. Podaj promien kota, ktérego pole jest réwne polu
tego pierscienia.

b) Pole pierscienia kolowego o szerokosci 1 cm wynosi 177 cm?. Oblicz pro-
mien zewnetrzny i promien wewnetrzny tego pierscienia.

Czes¢ kota o srodku O ograniczong tukiem ABi promieniami OA i OB (wraz
z brzegiem tej czesci) nazywamy wycinkiem kola lub wycinkiem kotowym.

- . B
Pole wycinka kola wyznaczonego przez kat srodkowy
0 mierze o wyraza si¢ wzorem: Q
@ 2
= —.7r
360°
A
Cwiczenie 3

Oblicz pole wycinka kota o promieniu r wyznaczonego przez kat srodkowy a.
a) r=12, a=75° b) r =2, a=22°30' c) r=+3, a=315°

Cwiczenie 3
a) P= 15 .7.122 = 30m

360°

b)P:%.W.QQZ

c) P= gégz -m(V3)? = Zn

Uczen:

— podaje wzory na pole kota
i pole wycinka kota,

— stosuje poznane wzory do
obliczania pdl figur.

Cwiczenie 1

a) Bok kwadratu: a = 6 cm
Promien kota: » = 3 ¢cm
Pole kota: P = 97 cm?

b) Promien kota: r = 1,5 cm
Dtugo$éé okregu: | = 37 cm

Cwiczenie 2

a) Pole pierscienia:

P =7-25% — 1-24° = 497 [cm?]
Promien kota: r = 7 cm

b) Niech r — promient wewnetrz-
ny pierscienia kotowego.
7(r+1)* —7r® = 177

r =8 cm

Promienn wewnetrzny: 8 cm
Promien zewnetrzny: 9 cm

Multibook

® Pole kota
® Pole wycinka kota —
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Cwiczenie 4
-7 - 6% = 27, skad o« = 20°

360o

Cwiczenie 5

a) P =29 . 1-12% = 367
Py =1-12% - sin90° = 72
P = 36(m —2)
b) P = 55 . 7. 12% = 24n
Py =1.12% - sin60° = 36V/3

P =12(21 — 3V/3)

¢) =2 7122 =127
P, =1.127 .5in30° = 36
P=

12(r —3)

l\’) o=

Odpowiedzi do zadan

1. Promien kota: r = %

Pole zacieniowanego obszaru
jest réznica pola kwadratu
i czterech poél kot:

Pr=6—4.7(3)" =

=36 — 97
Wiemy, ze m > 3, zatem:
Pz <36—-9-3=09.

0
5 5
N 3
AN 2,5v3 C e
sin |FAOC| = 222 = 3
|$AOC| = 60°,
|¥AOB| = 120°

Zatem L1 = 1 =, Ly = ?W,
P1= 7T Pz——ﬂ'

BN 178 5. Planimetria

@ 1. Bok kwadratu ma diugos¢ 6. Wykaz, ze pole zacienio- / \

Cwiczenie 4
Pole wycinka kota o promieniu 6 wyznaczonego przez kat a jest réwne 2.
Oblicz pole odcinka kota o promieniu 4 wyznaczonego przez

Oblicz miare¢ kata «. B
.P
A
cieciwe AB i kat AOB o mierze o = 45° (rysunek ponizej).

Cwiczenie 5

Punkty A, B nalezace do okregu o srodku O i promieniu 12 wyznaczaja kat
srodkowy AOB. Oblicz pole odcinka kotowego wyznaczonego przez ten kat.
a) |[<AOB| = 90° b) |[<AOB| = 60° c) |[SAOB| = 30°

Czes¢ kola ograniczong tukiem APB i cieciwag AB (wraz
z brzegiem tej czesci) nazywamy odcinkiem kota lub odcin-
kiem kolowym.

Przyktad 1

Obliczamy pole wycinka kota AOB:
P = 34650 4% =27
Nastepnie obliczamy pole tréjkata AOB:
Py=1.4-4-sin45° =42
Zatem pole odcinka kola:
P=P —P,=21r—4/2

Zadania

wanego obszaru jest mniejsze od 9 (rysunek obok).

2. Cieciwa taczaca punkty A i B lezace na okregu o promie-
niu 5 ma diugoéé 5v/3. Oblicz dtugoéci tukéw wyznaczo-
nych przez te punkty oraz pola odpowiednich wycinkéw.

A/

3. W kole o srodku O i promieniu 4 poprowadzono cieciwe AB. Pole trdjkata
AOB jest réwne 4v/2. Oblicz pola figur, na ktére cieciwa podzielita to koto.

4. Oblicz pole zacieniowanego obszaru.
a) b)

1

a 60°) [

3. P =21 — 42, P, = 147 + 42

4.a) 1 - %
b V-3
c) %ﬂ'—g



5. Wierzcholki oémiokata (rysunek obok) naleza do
okregu o promieniu 3. Sposréd kolejnych katéw
srodkowych aj, ..., ag kazdy nastepny jest o 10°
wigkszy od poprzedniego.

a) Oblicz pole wycinka kola wyznaczonego przez
kat as.

b) Oblicz sume pdl odcinkéw kota wyznaczonych
przez katy as i ag.

6. Dany jest wielokat foremny, ktorego wierzchotki naleza do okregu o pro-
mieniu 2. Oblicz dlugosé czerwonej linii oraz pole zacieniowanego obszaru.

a) b)

@ 7. Uzasadnij, ze pole odcinka kota o promieniu r wyznaczonego przez kat
srodkowy o mierze 60° jest réwne Lr?(2m — 3v/3).

Do wuzasadnienia wzoru .
na pole kota wykorzystu-

Je, SI¢ ustawienie wycin- Dolna linia sktadajaca si¢ z tu-
kow kola w figure taks kéw ma dlugosé r.

jak na rysunku obok.

Sprawdz sie

8. Oblicz promien kota, ktérego wycinek wyznaczony przez kat o ma pole P.
a) a=45°, P =0,757 b) a =140°, P =T7rx ¢) a=300°, P =187
9. Punkt A nalezy do okregu o srodku w punkcie S 4
(rysunek obok). Odleglos$é od punktu P do $rod-
ka okregu jest rowna 2 c¢m, a do punktu A jest 5

P
rowna /3 cm. Oblicz pole:

a) tréjkata PSA, b) wycinka kota BSA.

9. B —sin | ASP|, czyli |XASP| = 60° oraz |AS| = 1 cm
:%.\/gq:@ [cmz]

P
Pzﬂ‘w‘IQ:% [cm?]

5. a1 + (a1 +10°) + ...+

+ (a1 + 70°) = 360°
a; = 10°
a) ag = 80°
Pg:%'ﬂ"32=2ﬂ'
b) as = 30°, g = 60°
Suma pél wycinkéw kota:
Py = % -9 = %77
Suma pol tréjkatow:
Pp =1-9sin30°+
+1-95in60° = 2(1+/3)
Suma pél odcinkow kota:
P=Py—Pr=23%n-1-3)

. a) %:\/g,czylia:%/g

l=2V3+12r2=2V3+3%r
P=r.2% - @B _
=471 — 3V3
b)l=4+7%-2r-2=4+n
P=n-22-1.42=4(r-2)
) | =2v2+12m2 =2v2+7
P=r-2-8-1.2% 5in45° =

= 4(m — 2v/2)

o .
. P =S8 -7rr2—%-r2~51n60° =

360
12 32
—671'7' 47‘—

= Lr?(2r — 3V3)

i a) 3 45° 2

1™ = 3600 T
czyli r = V6
b) 3v2

c) %\/ﬁ
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Uczen:

— okresla wzajemne potozenie
okregu i prostej, poréwnujac
odleglosé srodka okregu od
prostej z promieniem okregu,

— stosuje wtasnosci stycznej
do okregu do rozwiazywania
zadan,

— okresla liczbe punktéw
wspOlnych prostej i okregu.

Cwiczenie 1

Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku. Rozwazmy odcinki PQ,
PA, PB oraz tréjkaty prostokat-
ne PQA i PQB. Najkrétszym
z wymienionych odcinkow jest
odcinek PQ), bo w tréjkacie pro-
stokatnym przyprostokatna jest
zawsze krétsza od przeciwpro-
stokatnej.

Komentarz

W uzasadnieniu do ¢wiczenia 1.
korzystamy z faktu, ze

w dowolnym tréjkacie prosto-
katnym przeciwprostokatna jest
dtuzsza od kazdej z jego przy-
prostokatnych.

Multibook
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5.3. Wzajemne potozenie okregu i prostej

@ Cwiczenie 1

Uzasadnij, ze sposréd odcinkéw taczacych dany punkt P z punktem lezacym
na prostej | (P ¢ 1) najkrotszy jest ten, ktéry jest do tej prostej prostopadty.

Odlegloscia punktu P od prostej [ nazywamy dhugosé naj-
krotszego odcinka taczacego punkt P z punktem na prostej [
(odcinek ten jest prostopadly do prostej ). Jesli punkt P
lezy na prostej I, to przyjmujemy, ze jego odleglos¢ od tej
prostej jest réwna zero.

Okrag i prosta moga mie¢ dwa punkty wspdlne, jeden punkt wspdélny lub nie
mie¢ punktéw wspdlnych.

Niech |OP| bedzie odlegloscia érodka okregu od proste;j.
|OP| <r
Prosta, ktora ma z okregiem dwa punkty wspdl-
P ne, nazywamy jego sieczng. Odlegtosé siecznej od
srodka okregu jest mniejsza od jego promienia.

Jesli prosta ma z okregiem jeden punkt wspdlny,
to méwimy, ze jest styczna do okregu (wspdlny
A p punkt nazywamy punktem stycznosci). Promien
okregu poprowadzony do punktu stycznoéci z pro-
sta jest do niej prostopadtly. Odlegltosé stycznej od
srodka okregu jest réwna jego promieniowi.

|OP| =1

|OP| > r
Na rysunku obok okrag i prosta nie maja punk-
2P t6w wspdlnych (sa rozlaczne). Odleglo$é prostej
od s$rodka okregu jest wieksza od jego promienia.

Cwiczenie 2
a) Prosta [ jest styczna do okregu o promieniu 6 cm w punkcie P. Punkt A
lezy na prostej [ i |PA| = 4 cm. Oblicz odleglo$é punktu A od érodka okregu.

b) Prosta AB jest styczna do okregu o érodku w punkcie O. Punkt styczno-

Sci P jest $rodkiem odcinka AB. Wiadomo, ze |AO| =20 cm i |[AB| = 32 cm.
Oblicz promien okregu.

Cwiczenie 2
a) |AO| = V62 + 42 = 24/13 [cm]
b) |OP| = v202 — 162 = 12 [cm)



Twierdzenie o odcinkach stycznych

Jesli styczne do okregu w punktach A i B
przecinaja sie w punkcie P, to:
|PA| = |PB]

Powyzsze twierdzenie mozna udowodnié¢, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa
zastosowanego dla trojkatéw PAO i PBO.

Cwiczenie 3 Cwiczenie 3
a) Dany jest okrag o srodku w punkcie O i pro- a) |[PA| = |PB| =102 — 62 =
mieniu 6 cm. Z punktu P odlegtego od punktu O =8 [cm]
. Ob = 28 cm

0 10 ¢m poprowadzono dwie proste styczne do N h ok
okregu w punktach A i B. Oblicz obwéd czworo- ) NHEEH b S Gt
kata PAOB p |PA|=|PB|=17—r

aLa : (17 =) +r2=(8+7)2
b) Obwdd czworokata PAOB (rysunek obok) 7= B @m
jest réwny 34 cm, a odcinek PS ma dtugosé 8 cm.

Oblicz promien okregu o $rodku w punkcie O.

Liczba wspdlnych stycznych dwéch okregdw zalezy od potozenia tych okregow.

Okregi roztaczne zewnetrznie; Okregi styczne zewnetrznie;
cztery wspélne styczne trzy wspdlne styczne
Okregi przecinajace sie; Okregi styczne wewnetrznie;

dwie wspoélne styczne jedna wspoélna styczna

Okregi rozlaczne wewnetrznie nie maja wspélnych stycznych.

5.3. Wzajemne potozenie okregu i prostej 181 s



Cwiczenie 4

a) Okregi przecinajace sie —

2 wspblne styczne

b) Okregi styczne zewnetrznie —
3 wspollne styczne

c) Okregi styczne wewnetrznie —
1 wspélna styczna

d) Okregi rozlaczne zewnetrz-
nie — 4 wspoélne styczne

Cwiczenie 5

0 dla m € (—o0; —2) U (6; 00),
1 dlam € {~2,6},

2 dla m € (—2;6)

Cwiczenie 6

Niech |OP| — odlegtosé srodka
okregu od prostej, A, B — punkty
przecigcia okregu z prosta.

a) |[OP|=3
|AB| =2|AP| =242 - 32 =
=20/7

b) |OP| = 4, |AP| =3
r=|0Al=VE+32=5

BN 182 5. Planimetria

Cwiczenie 4

Dane sg okrag o srodku O; i promieniu r, oraz okrag o srodku O, i promie-
niu 75. Okresdl liczbe wspdlnych stycznych tych okregdw.

a) r = 3%7 Ty = 4%7 10,0, = 5% c) = %’ r2 = %? 1010,] = %

b) T = 11, To = 13, |0102| = 24 d) r = \/i, To = \/g, ‘0102| = 4

Przyktad 1 Y
Dany jest okrag o §rodku O(0, 0) i promieniu 3.
ITle punktéw wspdlnych z tym okregiem ma pro-
sta x = m w zaleznosci od parametru m? 0

o

Prosta x = m z danym okregiem:

« ma jeden punkt wspélny dla m € {—3,3},
» ma dwa punkty wspdélne dla m € (—3;3),
« nie ma punktéw wpélnych dla m € (—oo; —3) U (3;00).

r=-3 =3

Cwiczenie 5
Dany jest okrag o érodku S(0,2) i promieniu 4. Ile punktéw wspélnych z tym
okregiem ma prosta y = m w zaleznosci od parametru m?

Przyktad 2
Oblicz dlugo$¢ cieciwy wyznaczonej przez punkty wspolne prostej I: ¢ = 3
i okregu o $rodku O(0,0) i promieniu 5.

Niech |OP| bedzie odlegloscia $rodka okregu od prostej I, Yt o
a punkty A, B niech beda punktami przecigcia okregu z ta

prosta. Wéwczas |OP| = 3, zatem: 5ﬁ P
|AP| = /52 —32 =16 =4 Q 31 /X
Tréjkaty OPA i OPB sa przystajace, wiec dlugosé cieciwy:
|AB| =2 |AP| =8 B
Cwiczenie 6
a) Oblicz dlugosé cieciwy wyznaczonej przez punkty przeciecia prostej y = —3

oraz okregu o §rodku w punkcie (2,0) i promieniu 4.

b) Cieciwa dlugosci 6 jest wyznaczona przez punkty przeciecia prostej ¢ = 1
oraz okregu o §rodku w punkcie (—3,2). Oblicz promien tego okregu.

Zadania

1. Prosta réwnolegta do osi OY przecina okrag o $rodku w punkcie (0,0)
i promieniu 10 w punktach A i B. Wyznacz réwnanie tej prostej dla:

a) |AB| =12, b) |AB| = 10v/2, c) |AB| = 10, d) |[AB| = 20.

Odpowiedzi do zadan

1.a) z = —-8lubz =38
b)x=—5\/§lubx=5\/§
c) z= —5v3 lub 2z = 53

T
)z =0

(=%



Dany jest okrag o é§rodku w punkcie (0,0) i promieniu 11. Cieciwa AB
tego okregu jest rownolegta do osi OX i ma dhugosé 20. Punkt P nalezy
do tej cieciwy i jego odleglo$¢ od érodka okregu jest réwna 5. Wyznacz
wspolrzedne punktu P. Rozwaz wszystkie przypadki.

Z punktu P poprowadzono wspolne
styczne do okregéw o srodkach w punk- 04 Os
tach O; i Oy (rysunek obok). Wiadomo, T
ze |OyB| =51 |0y P| = 13. Oblicz pro- A
mien r okregu o Srodku w punkcie O;.

B

Punkty A i B leza na okregu o érednicy 12 cm, a odlegto$é miedzy nimi jest
rowna promieniowi tego okregu. Styczne do okregu poprowadzone w punk-
tach A i B przecinaja sie w punkcie P. Oblicz pole tréjkata APB.

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Ile punktéw wspdélnych ma prosta y = 3 Y
z okregiem o $rodku S(3,1) w zaleznosci

od promienia r tego okregu?

Prosta y = 3 z okregiem o $rodku S(3,1):

[
e

« ma jeden punkt wspdlny dla r = 2,

« ma dwa punkty wspolne dla r € (2; 00),

« nie ma punktéw wspdlnych dla r € (0;2).

Ile punktéow wspdlnych ma prosta k z okregiem o srodku S w zaleznosci
od promienia r tego okregu?

a) kry=3,53,-1) b)kiax=-1,8(-2,4) ¢ kaz=v2, 5(-1,1)

Sprawdz sie

6.

7.

Punkty A i B naleza do okregu o érodku S i promieniu r. Oblicz pole
trojkata ASB.

a) |[AB|=4cm, r=2V/10cm b)) |AB| =14 cm, r =25 cm

Dwa okregi o érodkach O; i O, oraz pro-
mieniach odpowiednio 1 i 2 sa styczne ze-
wnetrznie (rysunek obok). Prosta AB jest
ich wspdlna styczna. Oblicz dlugosé odcinka
CO; oraz pole trapezu ABO;0,.

O

A

ACBO; ~ ACAO; (cecha KKK), stad:

IZed = 3, cayli |CO1| =3

|AB| = |BC| = VF =12 = 2,3
Pole trapezu: P = 3(1+2)-2v2 =32

5.3. Wzajemne potozenie okregu i prostej 183 I

2. P(—2,—+/21) lub P(—2,/21)
lub P(2, —/21) lub P(2,/21)

B

3. Zauwazmy, ze
APAO; ~ APBO3, stad:

[O1P| _ |O3P]|

r [O2B|
13-5-r _ 13
i 5

20

T=%

4. Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku.

VN
N

Tréjkat ABO jest rownobocz-

ny, czyli |[$AOB| = 60°

i |XAOP| = |xPOB| = 30°.

Zatem |PO| = 44/3 cm.

|PQ| = |PO| - |QO| =

=43 - % = /3 [cm]

Papp = 3-6-v/3 =33 [cm?]
5. a) 0 punktéw dla r € (0; 4),

1 punkt dla r = 4,

2 punkty dla r € (4;00)

b) 0 punktéw dla r € (0; 1),

1 punkt dla r = %,

2 punkty dla r € (3;00)

¢) 0 punktéw dla

r€(0;1+v2),

1 punkt dla r =1+ \/5,

2 punkty dla r € (1 + v/2; 00)
6. a) 12 cm?

b) 168 cm?



Uczen:
— rozpoznaje katy wpisane
w okrag oraz wskazuje tuki,
na ktérych sa oparte te katy,
— wykorzystuje twierdzenie
o katach srodkowym
i wpisanym opartych na tym
samym tuku oraz wnioski
z tego twierdzenia,
— wyznacza kat miedzy styczna
a cieciwg okregu.

Cwiczenie 1

-+ -360° = 30°
a) 2-30° = 60°
b) 8- 30° = 240°
c) 11 -30° = 330°
Cwiczenie 2

a) 30°

b) 8 = 60°

58
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5.4. Katy w okregu (1)

Kat srodkowy a przedstawiony na rysunku obok jest
wyznaczony przez tuk AB zaznaczony kolorem czerwo-

nym.
Moéwimy tez, ze kat srodkowy « jest oparty na huku AB b

Syl

lub na cieciwie AB. A
< P,
Cwiczenie 1 Pl Py
Punkty Py, Ps, ..., Py dziela okrag na 12 tukéw o row- 5o Py
nej dtugosci. Podaj miare kata $rodkowego opartego na P, p
1
tuku:
. J— . P e
a) P, P,P;, b) PP, Py, ¢) PP, P;. s 12
Py 5 P
10
Definicja

Kat wpisany w okrag to kat wypukty, ktérego wierz-
cholek lezy na okregu, a ramionami sa polproste
zawierajace cieciwy tego okregu.

O kacie wpisanym [ (rysunek obok) méwimy, ze jest
oparty na tuku AB.

b
~
Sy

Twierdzenie

Kat érodkowy w okregu ma miare dwa razy wieksza od miary kata wpisa-
nego opartego na tym samym tuku.

Dowéd — patrz zadanie 7, str. 187.

| P
Cwiczenie 2
a) Podaj miare kata § (rysunek obok). A

b) Narysuj w dowolnym okregu kat srodkowy a = 120°

i trzy rézne katy wpisane oparte na tym samym huku @

co kat a. Podaj miary tych katow. ‘

. A B
Cwiczenie 3

Podaj miare kata srodkowego opartego na tym samym tuku co kat wpisany .
a) f=15° b) B = 48° c) B=137 d) B =74°30

Cwiczenie 3
a) 30°
b) 96°
c) 274°
d) 149°



Cwiczenie 4
Kat wpisany S jest oparty na tym samym tuku co kat $érodkowy a. Oblicz
miare kata o + § dla:
a) a = 110°, b) a = 45°,

) B=17, d) 8 = 105°.

Twierdzenie

Z twierdzenia o katach srodkowym i wpisanym wynikaja nastepujace wnioski:
B

K)o ()

B A
Katy wpisane w okrag  Kat wpisany w okrag opar-  Suma miar katéow « i 8 wpisa-
oparte na tym samym  ty na pélokregu (na sredni- nych w okrag, jak na rysunku
tuku maja réwne miary.  cy) jest katem prostym. powyzej, jest réwna 180°.

‘V

@ Cwiczenie 5

Uzasadnij kazdy z powyzszych wnioskow.

Cwiczenie 6
Promien okregu jest réwny r. Oblicz miary katow o, G 1 7.
a) b) c)

\

3

4

Cwiczenie 7
Oblicz miary katéw «, 31 7.

a) o
40°
O
4
J¢)
Cwiczenie 5

1) Katy wpisane w okrag oparte na tym samym luku odpowiadaja temu samemu
katowi srodkowemu opartemu na tym tuku, zatem wszystkie sa rowne.

2) Kat srodkowy oparty na pélokregu jest katem pétpelnym, czyli réwnym 180°, zatem
kat wpisany w okrag i oparty na potokregu jest o potowe mniejszy, czyli réwny 90°.
3) 2a + 203 = 360°, zatem o+ 8 = 180°

Cwiczenie 4

a) o+ = 110° 4 55° = 165°
b) @+ 8 = 45° + 22,5° = 67,5°
) a+8=34+17° = 51°

d) a+ f = 210° + 105° = 315°

Cwiczenie 6
a) o= ﬂ = 60O (k@ty w tr(’)JkQCIQ

réwnobocznym)

v = 38 = 30° (katy wpisany

i sSrodkowy oparte na tym samym
tuku)

b) a = 60° (kat w tréjkacie réw-
nobocznym)

B =1-60° =30° (katy wpisany
i sSrodkowy oparte na tym samym
tuku)

v = B = 30° (katy w tréjkacie
réwnoramiennym)

c) a=2-60°=120°

B =2-120° = 240° (katy srodko-
wy 1 wpisany oparte na tym sa-
mym uku)

v =1-2-60° = 60° (katy srodko-
wy 1 wpisany oparte na tym sa-
mym tuku)

Cwiczenie 7

a) o = $(180° — 40°) = 70°

B =a="70° (katy wpisane
oparte na tym samym tuku)
5= % -40° = 20° (katy wpisany
i srodkowy oparte na tym samym
tuku)

b) 8 = 40° (katy wpisane

oparte na tym samym tuku)

0 = 180° — (80° + ) = 60°
a+d =90° (kat wpisany
oparty na pétokregu)

a = 30°

v =a = 30° (katy wpisane
oparte na tym samym tuku)

c) B =35°
N = 90° — 65° = 25°
a=vy=25

5.4. Katy w okregu (1) 185 s



Odpowiedzi do zadan
1. a) C lub O

b) F lub L

c) G lub K

d) C lub O

2. a) 30°, 60°
b) 45°, 90°
¢) 112,5°, 225°
d) 3,75°, 7,5°

3. a) |[XACD| = 20°,
|<CAD| = 20°,
|<*ADC| = 140°
b) |[XACD| = 65°,
|*CAD| = 65°,
|XADC| = 50°

4. a) a =23°, §=134°
b) a = 51°, 8 = 102°
c) a=32°, 3=064°

5.a) a =74, 3 =37
b) o = 113°, 3 = 56°30/
) a=72,3=36

6. a) a = 30°, 3 = 35°
b) o = 60°, 3 = 70°
) a=50°, 3 =40°

BN 186 5. Planimetria

Zadania

1.

Punkty A, B,C, ..., P dzielg okrag na 16 tukéw

F L p
o réwnej dtugoéci. Punkt A lezy na jednym z ra- G ¢
mion kata $rodkowego (. Ktory z punktéw lezy H B
na drugim ramieniu tego kata? I A
a) B=45° ) B =225 J OP
b) g =112,5° d) g =315°

L N

Dany jest okrag o promieniu 6. Podaj miary katéow $rodkowego oraz wpi-
sanego opartych na tuku o podanej dlugosci.

a) 2w b) 3w c) 2w d)

~—

ISE

Odcinek BD jest srednica okregu, a odcinek AC jest cieciwa prostopadtla
do odcinka BD. Oblicz miary katéw trojkata ADC w przypadku, gdy:

a) |LACB| = 707, b) |LABC| = 130°.

Oblicz miary katéw o i 8.

|

) o)
0 B
B

«
39°

Kat ( jest katem wpisanym w okrag opartym na tym samym tuku co kat
srodkowy «. Oblicz miary katéow « i 3.

a) a+f3=111° b) o = B+ 56°30' c) la+ 15 =48

)

Oblicz miary katow « i (.




@ 7. Przeczytaj informacje w ramce oraz dowdd przypadku I, a nastepnie prze-
prowadz dowody przypadkéw II i III.

Aby udowodnié, ze kat srodkowy o w okregu ma miare dwa razy wiek-
szg od miary kata wpisanego [ opartego na tym samym tuku, wystar-
czy rozpatrzy¢ trzy przypadki.

I. Srodek O okregu I1. Srodek O okregu I1I. Srodek O okregu
lezy wewnatrz kata lezy na ramieniu kata lezy poza katem wpi-
wpisanego. wpisanego. sanym.

e B [o>

N

A
Dowéd przypadku I

Z punktu P prowadzimy promien PO. Wéwczas 5 = (1 + (s.
Wyznaczamy miare kata srodkowego:

a = 360° — (180° — 2/3;) — (180° — 20,) = 2(B1 + B2) = 20
Wskazéwka do przypadku III. Rozwaz katy o+ a1 i 8+ (1.

Sprawdz sie

8. Oblicz miary katéw «, B 1 7.

a b)

8. a) a =180° —2-48° = 84°
B=v=48
b) o = 65° (katy wpisane oparte na tym samym tuku)
v =90° — 60° = 30° (katy wpisane oparte na tym samym tuku)
B =180° — (65° + 30°) = 85°
c) v = 180° — (24° + 86°) = 70°
a =+ =T0° (katy wpisane oparte na tym samym tuku)
B =90° — 24° = 66°

7. Dowdd przypadku IT
Trojkat BOP jest réwno-
ramienny, zatem:
|xBOP| = 180° — 233
a = 180° — |XBOP| =
= 180° — (180° — 283) = 28

Dowdd przypadku ITI
Na podstawie II mamy:

o1 =261
oraz
a+ar =2(6+61)
Zatem:

a:2ﬁ+2ﬁ1—a1=
— 26+26, — 261 = 20

9. a) a = 60°, § = 300°, v = 30°
b) a = v =30°, B =120°
c) a=060° 0 =120°, v = 30"

5.4. Katy w okregu (1) 187 s



Ueze: 5.5. Katy w okregu (2)

— stosuje twierdzenie
o cieciwach do wyzna-

czania dtugosci odcinkéow Twierdzenie o cieciwach D
w okregach,

— formultuje twierdzenia Jesli w okregu dwie cieciwy AB i CD przecinaja \
dotyczace katéw w okregu sie¢ w punkcie P, to:

B
i dowodzi ich prawdziwosci, A
) e [PA|-|PB| = |PC| - |PD| W
przeprowadza dowod twier-
C

dzenia o cigciwach.

Dowéd
Katy ACD i ABD sa katami wpisanymi opartymi na tym samym huku, za-
tem |FACD| = |4 ABD|. Analogicznie uzasadniamy, ze |JCAB| = | CDB].
Réwniez |[S APC| = |4 BPD| (uzasadnij), zatem na podstawie cechy KKK po-
dobienstwa tréjkatéw stwierdzamy, ze AAPC ~ ABPD. Stad otrzymujemy:
1PA| _ |PC|
|PD| |PB|
czyli |PA| - |PB| = |PC| - |PD|.

Przyktad 1
Swiczenie 1 Oblicz dtugosé odcinka PB (rysunek obok).
a)z=9 Na podstawie twierdzenia o cieciwach:
) @=2y2 \PA| - |PB| = |PC| - |PD|
c)z=3 .
’ czyli:
Cwiczenie 2 24.x=18-8
_18-8
C T T 6
Cwiczenie 1
A 5—4—B  Oblicza.
a) b) c)
b : 4
D
Na podstawie twierdzenia o cie- o 1
. z [
ciwach:
|PA| - |PB| = |PC|- |PD|
|PA|-1=2-3
|PA| =6 cm B
Srednica okregu: FW'czeme 2
|PA|+ |PB| =17 cm Srednica okregu AB przecina cigciwe CD w punkcie P oraz |PB| =1 cm,
Dtugoéé okregu: 7m cm |PC| =2 cm, |PD| = 3 cm. Oblicz dlugo$é tego okregu.
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Cwiczenie 3

a) Dany jest okrag o promieniu 11 cm. Przez punkt P, odlegly od $rodka
okregu o 5 cm, poprowadzono cigciwe o dlugosci 20 cm. Oblicz dlugosci od-
cinkow, na ktore punkt P dzieli cieciwe.

b) Cigciwa przecina Srednice okregu pod katem prostym i dzieli ja na odcinki

o dtugosciach 6 cm i 24 cm. Oblicz dlugosé tej cieciwy.
C
B

|XAOB| = 180° — 2 - 50° = 80° A P
Kat ACB jest katem wpisanym opartym na tym samym tuku co kat $rodkowy
AOB, zatem:

Przyktad 2

Prosta AP jest styczna do okregu o $rodku O w punk-

cie A. Kat PAB ma miare 40°. Oblicz miare kata ACB.

Promienn OA jest prostopadly do stycznej AP, zatem:
|XOAB| = 90° — 40° = 50°

Tréjkat AOB jest réwnoramienny, wiec:

|SACB| = 3|SAOB| = 1 -80° = 40°

(D] Ewiczenie 4

Uzasadnij, ze katy « i # na rysunku obok sa réwne,
czyli ze kat zawarty miedzy styczna a cigciwa okregu
poprowadzona z punktu stycznosci jest rowny katowi
wpisanemu opartemu na tej cieciwie.

Cwiczenie 5
Wyznacz miare kata a.
a) b) ¢)
\
(0}
(0]
54°
427

Cwiczenie 6

Wierzchotki tréjkata réwnoramiennego ABC' o podstawie AB naleza do okre-
gu. Kat miedzy bokiem BC' a styczng do okregu w punkcie B ma miare 50°.
Oblicz miary katow tego trojkata.

Cwiczenie 6
50°, 50°, 80°

Cwiczenie 3
a) 8 cm, 12 cm
b)

8

D
|PA| - |PB| = |PC| - |PD]
24 -6 = z?

=12 cm
|CD| =2z =24 cm

Cwiczenie 4
|XBAP| = 90° — |$OAB| =
=90° — £(180° — |XAOB|) =

= 3|5 AOB| = |[$ACB|

Cwiczenie 5
a) a =32°
b) a = 42°
c) a=36°

5.5. Katy w okregu (2) 189



Odpowiedzi do zadan
1. a) 2(2r —2) = 12

r=4

A2 1 O B
R +1% =42

h =15
P=1.8/15=4V15

b) 3. (2r—2)=9

N
I

N[ "kl;

6253 =18
¢) [XACD| = |¥ABD| (katy
wpisane w okrag oparte na
tym samym tuku)

|XCPD| = |[XAPB]| (katy
wierzchotkowe)

Zatem NABP ~ ADPC,
skala podobienstwa 3:2

Stad |AP| = 2|DP| =6.
Srednica okregu:

|AC| = |AP| + 2 =38,
promien okregu r = 4.
|<ABC| = 90° (kat wpisany
w okrag oparty na Srednicy)
Tréjkat ABC jest prosto-
katny, zatem:

|BC| = 4/82 — (3V6)2 =
=64 —51 =10
P=13/6- V0 =3/T5
.a) a=y=0=25,03=50°
b) a = 30°, B =60°, v = 80°,
6 = 50°

c) a=30° B =40°, vy =50°,
4 = 60°

. a) 48°

b) 15°

BN 190 5. Planimetria

Zadania

1. Oblicz promien okregu oraz pole trojkata ABC.
b) C

2. Wyznacz miary katéow «, 3, v oraz miare kata ostrego J miedzy cieciwa
AB a styczng do okregu w punkcie A.

b) B ¢) B

a)

B
A o
y’ AN o b A O

3. a) W okregu o $rodku O poprowadzono cieciwe AB. Jeden z katéw tréj-
kata AOB ma miare 96°. Wyznacz miare kata zawartego miedzy cieciwa

AB a styczng do okregu poprowadzona przez punkt A.

b) W okregu o promieniu 6 cm poprowadzono cieciwe AB. Dlugo$é tuku

AB jest réwna m cm. Wyznacz miare kata zawartego miedzy cieciwa AB
a styczna do okregu poprowadzona przez punkt B.

Sprawdz sie

4. Proste przedstawione na rysunku sa styczne do okregu w odpowiednich
punktach. Wyznacz miary katéw trojkata ABC.

a) A

b) B
y

4. a) a = =55 v="70°
b) a = 50°, B = 44°, v = 86°




5.6. Okrag opisany na trojkacie

Okrag nazywamy opisanym na trojkacie, jezeli wszystkie wierzchotki tréjkata
naleza do okregu. Moéwimy tez, ze trojkat jest wpisany w okrag.

Srodek okregu opisanego na tréjkacie to punkt réwno odlegly od wierzchotkéw
tego trojkata.

Na kazdym tréojkacie mozna opisa¢ okrag — mowi o tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

Symetralne bokéw trdjkata przecinaja sie w jednym punkcie, ktéry jest
srodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie.

I— B
Srodek okregu opisanego na

trojkacie rozwartokatnym le-
7y na zewnatrz tego tréjkata.

Srodek okregu opisanego na
tréjkacie prostokatnym jest
$rodkiem przeciwprostokatnej.

Srodek okregu opisanego
na tréjkacie ostrokatnym
lezy wewnatrz tréjkata.

Przyktad 1
Na tréjkacie prostokatnym o jednej z przyprostokatnych diugosci 6 opisano
okrag o promieniu 5. Oblicz pole tego tréjkata.

Srodek okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym jest
srodkiem jego przeciwprostokatnej (jest ona $rednica tego 6
okregu), czyli przeciwprostokatna ma dlugosé:

c=2R=2-5=10
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa: b* = 102 — 62 = 64,
zatem b = 8, wiec pole tréjkata P = % -6-8=24.

Cwiczenie 1

a) Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym, ktérego przy-
prostokatne maja dlugosci 7 cm i 12 cm.

b) Pole trojkata prostokatnego jest réwne 18 cm?. Wysokoéé poprowadzona
z wierzchotka kata prostego jest réwna 4 cm. Oblicz dlugosé okregu opisanego
na tym tréjkacie.

Uczen:

— rozwiazuje zadania dotyczace
okregu opisanego na trdjkacie
réwnobocznym lub prosto-
katnym,

— rozwiazuje zadania dotyczace
okregu opisanego na dowol-
nym tréjkacie,

abe
4R’

— wyprowadza wzér P =

— stosuje wzor P =

abce
4R

Cwiczenie 1
a) (2R)*> =7 + 122

R = Y% oy

b) P=3-2R-4=18
R=4,5cm
[ =97 cm

Multibook
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Cwiczenie 2

Niech D bedzie spodkiem wyso-
kosci tréjkata poprowadzonej

z wierzchotka C', wéwczas:

|CD| = R+ |0D| = 22 czyli
OD| =% — R

a 2 a 2
(8- R)'+ (3 -
R=2of
Cwiczenie 3
a) 10v/37 cm
b) 8v/37 cm

Cwiczenie 5

a) Tréjkat AOB jest prostokat-
ny, zatem R = 21/2.
b) I przypadek

C

|OD| =4 cm
|DC| =9 cm
|AC| = |BC| = 3v/10 cm

II przypadek

|OD| =4 cm
|DC| =1 cm
|AC| = |BC| = v/10 cm

BN 192 5. Planimetria

@ Cwiczenie 2

Twierdzenie

Promien okregu opisanego na tréjkacie réwno-
bocznym o boku a wyraza sie wzorem:
_aV3

3

Udowodnij powyzsze twierdzenie.

Cwiczenie 3
Oblicz dtugosé okregu opisanego na trdjkacie réwnobocznym:

a) o obwodzie réwnym 45 cm, b) o polu réwnym 36+/3 cm?.

Moéwimy, ze koto jest opisane na tréjkacie, gdy jest na nim opisany okrag
ograniczajacy to koto.

Cwiczenie 4

a) Oblicz pole kota opisanego na tréjkacie réownobocznym o polu 64v/3 cm?.
b) Oblicz wysokos$é oraz pole tréjkata réwnobocznego, na ktérym opisano
okrag o promieniu 6 cm.

Przyktad 2

W trojkacie réwnoramiennym kat miedzy ramionami ma miare 30°, a pod-
stawa ma diugo$é 2. Oblicz promien okregu opisanego na tym tréjkacie oraz
odleglosé érodka tego okregu od podstawy trojkata.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. Woéw-
czas kat AOB jest katem $srodkowym opartym na tym
samym huku co kat wpisany ACB, czyli:
|XAOB| = 2|4 ACB| = 60°

Zatem trojkat AOB jest réwnoboczny, wiec:

R=|0A| =|0B| =|AB| =2
Odleglos¢ srodka okregu od podstawy trdojkata jest
réwna |OD|, a odcinek OD jest wysokoscia tréjkata
réwnobocznego: |OD| = %3 =3.

Cwiczenie 5

a) W trdjkacie réwnoramiennym kat miedzy ramionami ma miare 45°, a pod-
stawa ma dlugosé 4 cm. Oblicz promien okregu opisanego na tym trdjkacie.
b) W okrag o promieniu 5 cm jest wpisany trojkat réwnoramienny o podstawie
dhugosci 6 cm. Oblicz dtugosci ramion tego tréjkata. Rozpatrz dwa przypadki.

Cwiczenie 4
a) Bok tréjkata: a = 16 cm
Promien kola: R = % cm

Pole kota: P = %W cm?

b) Bok tréjkata: a = 6v/3 cm
Wysoko$é tréjkata: h = 9 cm
Pole tréjkata: P = 27+/3 cm?



Ponizsze twierdzenie pokazuje, jaka zaleznosé laczy ze sobag dlugosci bokéw
trojkata, jego pole oraz promien okregu opisanego na tym tréjkacie.

Twierdzenie

Pole tréjkata o bokach dtugosci a, b, ¢ wpisanego w okrag o promieniu R
wyraza sie wzorem: abe
P=19r

Przyktad 3
a) Oblicz pole tréjkata o bokach dlugosci 9 cm, 10 c¢m, 17 ¢cm wpisanego
w okrag o promieniu réwnym % cm.

__abc _ 9-10-17
P=1% = 4.8

b) Dany jest tréjkat o bokach diugosci 10 ¢cm, 17 ¢m, 21 c¢m i polu réwnym
84 c¢cm?. Oblicz promien okregu opisanego na tym trojkacie.

_abc _ 10-17-21 _ .5
R_4P_ 4-84 = 10 [em]

= 36 [cm?]

Cwiczenie 6
a) Oblicz pole tréjkata o bokach dlugosci 4 e¢m, 13 cm, 15 cm wpisanego
65

w okrag o promieniu réwnym > cm.

b) Dany jest trojkat o bokach dlugosci 13 cm, 14 c¢cm, 15 cm i polu réwnym
84 ¢cm?. Oblicz promien okregu opisanego na tym tréjkacie.

Zadania

1. Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym w przypadku,
gdy:
a) pole tego tréjkata wynosi 8 cm
prostokatna jest rowna 2 cm,
b) krétsza przyprostokatna tego tréjkata ma dlugo$é 5 cm, a jeden z jego
katéw ostrych jest dwa razy wiekszy od drugiego,

2, a wysokoéé opuszczona na przeciw-

c) jest to trojkat réwnoramienny, a jego obwéd wynosi 6 cm.

2. Oblicz obwdéd tréjkata prostokatnego wpisanego w okrag o promieniu 5
w przypadku, gdy:
a) jest to tréjkat réwnoramienny,
b) jedna przyprostokatna tego tréjkata jest trzy razy dluzsza od drugiej.

3. Odlegtosci érodka okregu opisanego na trdjkacie prostokatnym od jego
przyprostokatnych sa réwne 4 i 6. Oblicz pole tego tréjkata.

3. C
R
M ©
J R R
B
A 6 N B

Zauwazmy, ze |CM| =41 |NB| = 6.
Pole tréjkata: P = % -8-12 =48

Cwiczenie 6
a) 24 cm?
b) 8,125 cm

Odpowiedzi do zadan
1. a) 4 cm

b) 5 cm

¢) 3(v/2—1) cm

2. a) Przyprostokatne tréjkata:
5v2
Ob = 10(1 4 V/2)
b) Przyprostokatne trojkata:
z, 3x
z? + (3x)% = 10°
z =10
Ob = 2(5 + 2v/10)
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4. R=4V3 4. W okrag o promieniu 4y/3 wpisano tréjkat réw- c
AAOE i ADOE sa tréjkata- noboczny ABC' i tréjkat réwnoramienny ACD
mi o kaach 30°, 60%, 90°, stad: (rysunek obok). Oblicz pole czworokata ABCD. Q
|DE| = |[EA| = 6 R
|EO| = 2v/3 = |EC| 5. Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie D E (0] B
Papp =1 -12-6v/3=36V3 rownoramiennym o podstawie 8 cm w przypad-
Pacp = % -12 - 2\/3 = 12\/3 ku, gdy M
Papcp = fSA\J‘%D + Pacp = a) ramie tego trojkata ma diugosé 4/5 cm, A

b) sinus kata przy podstawie jest réwny 2.
5. a) I spos6b

C 6. Do podstawy trdéjkata rownoramiennego poprowadzono wysoko$é¢ h. Opi-
sany na nim okrag ma promien réwny 13 cm. Oblicz obwdd tego tréjkata.
a) h =20 cm b) h =6 cm
R
[
45 45 7. Narysunku obok przedstawiono tréjkaty réwno- | 8
o0 ramienne wpisane w okrag o promieniu 8. Oblicz |
stosunek podl tych tréjkatow. /IQ 8
8—R Cil
8. Tréjkat réwnoramienny o kacie miedzy ramio- \_— .12 z )

nami réwnym 120° jest wpisany w okrag o pro- v\ 4

A 4 D 4 B
mieniu 4. Oblicz pole tego tréjkata.

Wysokosé trojkata:

|CD| = 8 cm, wowczas: 9. Oblicz pole trojkata ABC oraz promien okregu opisanego na tym tréjkacie.
(8 — R)? +4° = R? b
R=5cm a) ) ¢
II sposob N
Wysoko$é¢ tréjkata: 8 cm 5 Y 12 13
Pole tréjkata: 32 cm?
32 = 845-4V/5
e A 4 A 16 5B
R=5cm
b) Wysokosé trojkata: 3cm
Ramie tréjkata: 5cm ..
Pole tréjkata: 12 cm? Sprawd? sie
— 855 . ‘s . . ,
= e 10. Pole kotla opisanego na tréjkacie prostokatnym jest rowne 257, a stosunek
ff= 5 am dhugosci jego przyprostokatnych wynosi 1:7. Oblicz pole tego tréjkata.
6. a) 4v/10(v3 + V13) cm . . y .
b) 4v/3(+/T3 + V10) cm 11. Tréjkat prostokatny ma pole réwne 45, a wysokos¢ tego tréjkata opusz-
8 c czona na przeciwprostokatna dzieli ja w stosunku 1:4. Oblicz diugosé
/R okregu opisanego na tym trojkacie.
B 12. Podstawa AB tréjkata rownoramiennego ABC' ma diugo$é¢ 8 cm. Oblicz
promien okregu opisanego na tym tréjkacie w przypadku, gdy wysokosé
4 opuszczona na jego podstawe ma dlugosé: a) 10 cm, b) 3 cm.
O
7. 0=+/82—-22=2/15, y =82 — 42 = 4/3
/1. 34V1510 5.5
Stosunek pol: 2‘%‘8\/5.4 =22
9.2) P=09 10. 7
Tréjkat BOC' jest rownobocz- _ 6513
ny, czyli |CB| =4 513
i |XACB| = 120°. R= = 12. a) 52758 cm
P=1.4% 5in120° = 4y/3 36P =% b) & cm
- 4R
R=%

6
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5.7. Okrag wpisany w trojkat

Okrag nazywamy wpisanym w trojkat, jezeli wszystkie boki trojkata sg stycz-
ne do tego okregu. Mowimy tez, ze tréjkat jest opisany na okregu.

Srodek okregu wpisanego w tréjkat jest réwno odlegly od bokéw tego tréjkata.
W kazdy tréjkat mozna wpisaé¢ okrag — méwi o tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

Dwusieczne katow wewnetrznych tréjkata
przecinaja sie w jednym punkcie, ktéry jest
srodkiem okregu wpisanego w ten tréjkat.

Promien okregu wpisanego w trojkat réwnoboczy jest rowny % wysokoéci tego
tréjkata.

Twierdzenie

Promien okregu wpisanego w tréjkat réw-
noboczny o boku a wyraza sie wzorem:

_ av3

)

Dowéd
Odcinek AO (rysunek powyzej) jest zawarty w dwusiecznej kata BAC, czyli

|SOAD| = 30°. Zatem — = tg|JOAD| = tg30° = \/?37 stad r = g\/?g = %g.
3z

Cwiczenie 1

a) Oblicz dlugosé okregu wpisanego w tréjkat réwnoboczny o boku 18.

b) Oblicz obwdd tréjkata réwnobocznego opisanego na okregu o dlugosei 107

¢) Oblicz dltugo$é okregu wpisanego w tréjkat réwnoboczny o polu 81+/3.

Zwrdé uwage na okrag wpisany w trojkat réwnoboczny
i okrag opisany na tym trojkacie — maja one wspdlny
srodek (punkt O na rysunku obok). Punkt ten dzieli wy-
soko$é¢ h trojkata réwnobocznego w stosunku 2:1, gdy
liczymy od wierzchotka, czyli R = %h = “Tﬁ

AN
JEON
Cwiczenie 2 v

Oblicz sume diugosci okregu wpisanego w trojkat réwnoboczny o obwodzie
rownym 36 cm i okregu opisanego na tym tréjkacie.

Uczen:

— rozwiazuje zadania dotyczace
okregu wpisanego w tréjkat
rownoboczny lub prostokatny,

— rozwiazuje zadania dotyczace
okregu wpisanego w dowolny
trojkat,

a+b+c
2

— stosuje wzor P = -7,

— wyprowadza wzOr:

P— a+§+c o

Cwiczenie 1

a) r =33

[ =637

b)r=>5

5= 28 czyli a = 10v3
Ob = 30V/3

c) P= @Lf =813

a=18

= —18(;/§ =33
L = 6V3m
Cwiczenie 2
a=12 cm

r =2v/3 cm

R =4v3 cm

2nr + 2rR = 124/37 cm
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Cwiczenie 3
a)c=5
3—r+4—r=5
r=1
b) c=25
T—r+24—r=25
i r=3
Cwiczenie 4
a)
X X
4N 6
4 6

7 twierdzenia Pitagorasa mamy:
(z +4)%> +10% = (z + 6)?

Stad =z = 20.

Zatem pozostate boki maja dtu-

gosci 24 cm i 26 cm.

b)

10 — x

2 10 —

7 twierdzenia Pitagorasa mamy:

Przyktad 1 B B
Oblicz promien okregu wpisanego w troj- \
kat prostokatny o przyprostokatnych diu- \
gosci 51 12. \
Obliczamy dlugosé przeciwprostokatne;j:

c=1+5%24122 = /169 = 13

a=12
12 —1r

\
\
\
Przy oznaczeniach jak na rysunku obok: \\
|AD|=5—-r i |[BD|=12—7r o\’
Zatem (5 — 1) + (12 — r) = 13. 2
Stad otrzymujemy r = 2. C p=5 A C 71T 5_p A

Cwiczenie 3
Oblicz promien okregu wpisanego w tréjkat prostokatny, ktérego przyprosto-
katne maja dlugosci: a) 314, b) 71 24.

Cwiczenie 4

a) Na okregu o promieniu 4 cm opisano tréjkat prostokatny o jednej z przypro-
stokatnych diugosci 10 cm. Oblicz dhugosci pozostatych bokéow tego trdjkata.
b) Na okregu o promieniu 2 ¢cm opisano tréjkat prostokatny o przeciwprosto-
katnej dtugosci 10 cm. Oblicz dtugosci pozostalych bokéw tego trojkata.

Ponizsze twierdzenie pokazuje, jaka zalezno$¢ taczy ze soba obwdd trdjkata,
jego pole oraz promien okregu wpisanego w ten tréjkat.

Twierdzenie

Pole trojkata jest rowne iloczynowi potowy
obwodu tego tréjkata i promienia okregu
wpisanego w ten trojkat.

P:%b—’—c.r

Uwaga. Jesli przez p oznaczymy potowe obwodu tréjkata: p = %(a—i—b—i—c), toP=p-r.

(x42)% + (2410 — x)* = 10? @ Cwiczenie 5

2?2 — 10z +24 =0
z=4lubz =6

Zatem pozostate boki maja dtu-
gosci 6 cm i 8 cm.

BN 196 5. Planimetria

Uzasadnij podany wzér na pole tréjkata, korzystajac z powyzszego rysunku.

Cwiczenie 6
Oblicz pole tréjkata o bokach 5, 5 i 6 opisanego na okregu dtugosci 3.

Cwiczenie 5
P=1lra+irb+ire=1ir(a+b+c)= 2ty

Cwiczenie 6
__ 3
T=3

=L =



Przyktad 2
Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przyprostokatnych
dtugosei 91 12.

Oznaczmy a = 9 i b = 12. Obliczamy dtugoé¢ przeciwprostokatne;j:

c=vVa2+b =9 +12° =81+ 144 =15
Obwod trojkata jest réwny a + b + ¢ = 36,
a pole P = “71’ = & = 54. Przeksztalcamy
wzOr na pole tréjk@ta P = stbte . odzie r

jest promieniem okregu wpisanego w ten troj-

Promien r okregu wpisanego
w tréjkat o bokach a, b, ¢
oraz polu P wyraza si¢ wzo-

k ‘. rems: . 2P
ab: _ 2P 254 _ 108 g4 T a+btc
a+b+c 36 36

Cwiczenie 7 Cwiczenie 7

Oblicz promien okregu wpisanego w trdjkat prostokatny o przyprostokatnych ¢ — przeciwprostokatna,

dlugosci: a) 12116, b) 1i1, ¢) 10124, d) 21 v/5. r=
a) c=20,r= 231216 _

Moéwimy, ze koto jest wpisane w tréojkat, gdy jest w niego wpisany okrag ) \/21 TR

ograniczajacy to koto. )e= L
P = 2-5-1-1 _ 1 _ 2—V2

Z . . 1+14+v2 242 2

Cwiczenie 8 B ¢) c=26,r = 251024 _ 4

Wysoko$é opuszczona z wierzcholka kata prostego tréjkata a) ’ O

L. . C @ = 3
1,4'BC dz.leh jego przeciwprostokatng na odcinki o dlugo- % i sE e
Sciach 9 i 16. = o¥Vsrs ~ 5+v8 2
@ a) Uzasadnij, ze tréjkaty ABC, ACD i CBD sa podobne. Cwiczenie 8
b) Oblicz promien i pole kota wpisanego w tréjkat ABC N a) [¥BAC| = |¥CAD| =
P p pisanieg K : - = |$BCD| oraz |XACB| =

c¢) Oblicz promien i pole kota wpisanego w tréjkat ACD = |XADC| = |XCDB| = 90°

oraz promien i pole kota wpisanego w tréjkat CBD. C A Zatem tréjkaty ABC, ACD,
CBD sa podobne (cecha KKK).

Zadania b) G4l — \cm czyli [CA| = 15
I€8l = &, coyli |CB| =20

@ 1. a) Uzasadnij, ze pole tréjkata réwnobocznego o boku a wyraza sie wzorem r=25, P =251
P = %ar, gdzie r jest promieniem okregu wpisanego w ten trojkat. ¢) Z twierdzenia Pitagorasa dla

trojkata AC'D otrzymujemy:
|CD| = 12

Zatem dla trojkata ACD:

rn =3, PL =97

oraz dla tréjkata C'BD:
téw ostrych ma miare 30°. Oblicz promien okregu wpisanego w ten tréjkat. ro =4, P, = 167

b) Oblicz stosunek pola kota opisanego na tréjkacie réwnobocznym o bo-
ku a do pola kota wpisanego w ten trdjkat.

2. a) Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego ma dlugosé 8, a jeden z ka-
b) Krétsza przyprostokatna trojkata prostokatnego ma dlugosé 6, a jeden
z katow ma miare 60°. Oblicz dlugosé okregu wpisanego w ten trdjkat.

Odpowiedzi do zadan

1.a) P=atetae.p = 34
2

0 28 = (8] — (o8- o8) — s
2.2) 2(V3-1)
b) 67(v/3 — 1)
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3. Niech h — wysoko$é trojkata. 3.

102 — (-12)* =8

~ 12+10+10 4.
b) h = /132 — (}-10)2 = 12
P=3-10-12=60
_ 2:60 _ 10 _ o1
"= 57373 — 3 — 93
5. Promienie két: 7y = % cm, 5.
T2 =3 cm
Réznica pol: 22w cm®
6. r=+2cm
I0A| = |OB| = v/6 cm 6.
|OC| = 3v/2 cm
7.
8 <,
\
a—r
\ 4

Podstawa tréjkata réwnoramiennego ma dlugos$é x, a jego ramie — dlu-
gos¢ y. Oblicz promien okregu wpisanego w ten trojkat.
a) x =12,y =10 b) x =10,y =13

a) Na okregu o promieniu 3 opisano tréjkat réwnoramienny o kacie miedzy
ramionami réwnym 120°. Oblicz dtugosci bokéw tego trdjkata.

b) W trdéjkat réwnoramienny o kacie przy podstawie réwnym 30° wpisano
okrag o promieniu 2. Oblicz pole tego tréjkata.

W tréjkat rownoramienny o podstawie dlugosci 6 ¢m i wysokosci 4 cm
wpisano koto oraz w trojkat réwnoramienny o podstawie dlugosci 8 cm
i wysokosci 3 ecm wpisano koto. Oblicz réznice pdl tych kot

W tréjkat réwnoramienny o podstawie dlugosci 4 cm i ramieniu dlugosci
6 cm wpisano okrag. Oblicz promien tego okregu oraz odlegltosci srodka
okregu od wierzchotkow tego trdjkata.

W tréjkat wpisano okrag o promieniu 4. Jeden z bokéw tego trdojkata
zostal podzielony przez punkt stycznosci okregu na odcinki o dlugosciach
4 i 44/3. Oblicz diugosci pozostalych bokéw tego tréjkata.

Uzasadnij, ze promien r okregu wpisanego w tréjkat prostokatny o przy-
prostokatnych a, b oraz przeciwprostokatnej ¢ wyraza si¢ wzorem:

G b—r .
c=a—r+b—r r=s(a+b—c)
2r=a+b—c .
r=1La+b—-c Sprawdz sie
9. nR* — mr? = 167 9. Pierscien kotowy ograniczony okregiem opisanym na tréjkacie réwnobocz-

2

10. a

11. Ob = 4(3 + v/13) cm 11.

I =6(v/13 — 3)m cm

— 10.

nym i okregiem w niego wpisanym ma pole réwne 167. Oblicz obwdd tego
tréjkata.

Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny w przypadku, gdy:
a) jego przyprostokatne maja dlugoéci 7 cm i 1 cm,

b) miara jednego z jego katéw ostrych wynosi 30°, a dlugos$é przyprosto-
katnej lezacej naprzeciwko tego kata jest réwna 8 cm,

¢) $rodkowa poprowadzona z wierzcholtka kata prostego ma dlugosé 5 cm,
a stosunek dlugosci przyprostokatnych wynosi 1:2.

W tréjkat réwnoramienny, ktorego podstawa ma diugosé 12 cm, a pole
jest réwne 24 cm?, wpisano okrag. Oblicz obwdd trojkata i diugosé tego
okregu.

W tréjkat réwnoramienny, ktérego obwod jest réwny (12 + 61/3) cm, a kat
przy podstawie ma miare 30°, wpisano okrag. Oblicz dtugoséé tego okregu.

12. 6(2v/3 — 3)7 cm 12.
4. a)
30°
A
|oC| =2v3

|AC| = |BC| = 2(3+2v/3)

IDB| = (3+2V3)V3 =3(V3+2),
czyli |AB| = 6(v/3 +2)

b) P =2.3+16

BN 198 5. Planimetria

Czworokat CDFEOQO jest rombem, ktéry ma kat prosty, wiec jest
kwadratem, czyli [SACB| = 90°.

(4+4V3)* + (4 + z)* = (z + 4V3)?
z=4(2+V3)
Pozostale boki tréjkata: 4 +x = 4(\/§—|—3)7 4N3B+x = 8(\/5—1— 1)



Problem mostow krolewieckich

W XVIII w. w Krélewcu, mieécie nad Pregota, bylo az siedem mostow.

Czy mozna bylo przej$¢ kolejno przez wszystkie mosty tak, aby kazdy z nich
przekroczy¢ tylko raz i wréci¢ do miejsca, z ktdrego si¢ wyruszyto?

Na to pytanie odpowiedzial w 1736 r. Leonhard Euler [czyt. leonard ojler],

a zaproponowane przez niego rozwiazanie zapoczatkowalo rozwdj teorii grafow.

c c

A ! D A D

B B
Uktad mostow w XVIII-wiecznym Krélewcu: jeden Ukfad mostéw przedstawiony
most tgczy dwie wyspy (oznaczone A i D), szes¢ za pomoca grafu. Czesci miasta
mostow taczy te wyspy z resztg miasta (litery B i C). oznaczone na mapie jako A, B,

C i D sa wierzchotkami, a mosty
— krawedziami grafu.

Stopniem wierzchotka grafu nazywamy liczbe krawedzi wychodzacych z tego wierzchotka.

W powyzszym grafie stopien wierzchotka A jest réwny 5, a stopnie wierzchotkéw B, C i D sa

réwne 3. Jest to przyktad grafu spéjnego, w ktérym migdzy dwoma dowolnymi wierzchotkami
wiedzie droga prowadzaca po jego krawedziach.

Euler wykazat, ze w spojnym grafie ,,spacer” po wszystkich krawedziach, zaczynajacy sig i koriczacy
w tym samym wierzchotku, wykorzystujacy kazda krawedz dokfadnie jeden raz, jest mozliwy wtedy

i tylko wtedy, gdy kazdy z wierzchotkéw ma stopien parzysty. Taki graf nazywamy grafem
eulerowskim [czyt. ojlerowskim]. Graf z zadania nie jest grafem eulerowskim. OdpowiedZ na pytanie
dotyczace spaceru po mostach w Krélewcu brzmi ,,nie”.

El Wyszukaj w dostepnych zrédtach informacije o grafach.

A Znajdz informacje o grafie péteulerowskim [czyt. potojlerowskiml.
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Uczen:

— rozpoznaje wielokaty foremne
i podaje ich wtasnosci,

— oblicza miare kata
wewnetrznego wielokata
foremnego,

— wyznacza liczbe bokéw
wielokata foremnego, gdy
dana jest suma miar jego
katow wewnetrznych,

— uzasadnia i stosuje zaleznosé
miedzy dtugoscia boku
wielokata a promieniem
okregu opisanego na
wielokacie foremnym lub
wpisanego w wielokat
foremny.

Cwiczenie 1

Czworokat niebedacy wieloka-

tem foremnym, ktéry ma:

a) réwne boki, to romb,

b) réwne katy, to prostokat.

Szesciokat niebedacy wielokatem

foremnym, ktéry ma:

a) réwne boki:

-

b) réwne katy (czyli o = 120°):

&y e

Q 9

\@\ (a/

Cwiczenie 2
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5.8. Wielokaty foremne

Wielokatem foremnym nazywamy wielokat, ktéry ma wszystkie boki row-
ne oraz wszystkie katy réwne.

Cwiczenie 1
Narysuj czworokat oraz szedciokat niebedace wielokatami foremnymi, ktore
maja réwne wszystkie: a) boki, b) katy.

Cwiczenie 2
Ile osi symetrii ma przedstawiony wielokat foremny?

a) tréojkat ¢) pigciokat e) siedmiokat g) dziewieciokat
b) kwadrat d) szesciokat f) o$miokat h) dziesieciokat

® OO0

Na kazdym wielokacie foremnym mozna opisaé¢ okrag. Jego érodek jest punk-
tem przeciecia symetralnych bokéw tego wielokata.

Moéwimy, ze kolo jest opisane na wielokacie, gdy jest na nim opisany okrag
ograniczajacy to koto.

Przyktad 1

Na rysunku obok przedstawiono okrag o $rodku O
opisany na pieciokacie foremnym. Oblicz miare kata
wewnetrznego tego pieciokata.

36500 = 72°, czyli:

0= %(1800 —72°) = b4°

Zatem kat wewnetrzny ma miare réwna 2 - 54° = 108°.

5

@ Cwiczenie 3

Uzasadnij, ze kat wewnetrzny n-kata foremnego ma miare rowng ”T’Q - 180°.

Cwiczenie 3
Warto poleci¢ uczniom wykonanie odpowiedniego rysunku.
I spos6b
Suma miar katéw wewnetrznych n-kata jest réwna (n — 2) - 180°.
Zatem w n-kacie foremnym kat wewnetrzny ma miare:
(n—2)180°

., n
II sposob
_ 360°

B =180° — a = 180° — 360" — 180°:n-360° _ n=2  184°

n



Na rysunku obok przedstawiono okrag o $rodku O opi-
sany na sze$ciokgcie foremnym o boku a. Zauwaz, ze dtuz-
sze przekatne szesciokata dziela go na szes$¢ przystajacych R

tréjkatow réwnobocznych. Zatem promien okregu opisa- E

nego na szesciokacie foremnym ma dlugo$é rowna dlugo-
sci boku szesciokata: ————

7
N

R=a
Cwiczenie 4
a) Oblicz dtugoéé okregu opisanego na szeéciokacie foremnym o polu 150+/3.

b) Oblicz pole szesciokata foremnego wpisanego w koto o polu 327.

W dowolny wielokat foremny mozna wpisaé okrag. Jego srodek jest punktem
przeciecia dwusiecznych katéw tego wielokata.

Moéwimy, ze koto jest wpisane w wielokat, gdy jest w niego N\
wpisany okrag ograniczajacy to koto.

Na rysunku obok przedstawiono okrag o $rodku O wpi-

sany w szesciokat foremny o boku a. Promien tego okregu

o3 Vol >
Cwiczenie 5 2

a) Oblicz pole kola wpisanego w szedciokat foremny o obwodzie 54 cm.

wyraza si¢ wzorem:

b) Oblicz dlugosci przekatnych szesciokata foremnego opisanego na okregu
o dlugoéci 127 cm.

@ Cwiczenie 6

Dany jest n-kat foremny o boku dtugosci a opisany na okregu o promieniu 7.
Uzasadnij, ze pole tego wielokata jest réwne %n ca-r.

Zadania

1. Oblicz miare kata wewnetrznego:

a) osmiokata foremnego, b) dziesieciokata foremnego.

2. Ile bokéw ma wielokat foremny, ktérego suma miar katéw wewnetrznych
jest réwna: a) 720°, b) 900°, c) 1260°, d) 1440°, e) 1620°?

3. Wyznacz réznice miedzy polem kota opisanego na podanym wielokacie
oraz polem kota wpisanego w ten wielokat.

a) kwadrat o boku a b) szesciokat foremny o boku a

Odpowiedzi do zadan
1. a) 135°

Cwiczenie 4

a) Py = 15048 — 95./3
R=a=10

[ =207

b) a = R =42

P=6. W22V _yg./3

Cwiczenie 5
a) a=9cm
9

r=35v3cm

P = —Qisw cm?

b) r =6 cm
a =43 cm
2a=8\/§cm, a\/§:12 cm

Cwiczenie 6

n-kat foremny sktada sie z n tréj-
katow réwnoramiennych o pod-
stawie a i wysoko$ci r, zatem:

— o Llgr— L
P=n sar = snar
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.a)9

b) Z kazdego wierzchotka
n-kata wychodza n — 3 prze-
katne. Zatem liczba przekat-
nych jest réwna:

n(n—3)
2

. AABC i AAHG: 22,5°, 135°,

22,5°

AACD i AAGF: 22,5°,
112,5°, 45°

AADE i AAFE: 22,5°, 90°,
67,5°

. Osmiokat foremny wpisany

w okrag sktada sie¢ z osmiu
trjkatéw rownoramiennych
o ramieniu dtugosci 7 i ka-
cie miedzy ramionami 45°.
Zatem:

P=8-1-1>-sin45° =22

. Niech r — promien okregu

wpisanego w n-kat foremny,
R — promien okregu opisane-
go na n-kacie foremnym.
7 twierdzenia Pitagorasa:
2 2 1 2
R =r+(52)
R —r?=1
mR? —mr? = n(R? — 7"2) =

=7-1l=m

. 48 cm
. 54v/3 cm?
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4.

O] »

o

(O (O]~

Szesciokat foremny ma bok dlugosci a i pole P. Promien okregu opisanego
na tym szesciokacie jest réwny R, a promien okregu w niego wpisanego
jest réwny r. Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

a R r P
4 cm 4 cm 2v/3 cm 244/3 cm?
6 cm 6 cm 3v/3 cm 544/3 cm?
% V12 cm % V12 cm %\1/ 108 cm 16 cm?
8v/3 cm 8v/3 cm 12 cm 288+/3 cm?
a) Podaj liczbe przekatnych szesciokata foremnego.
b) Uzasadnij, ze liczba przekatnych dowolnego n-kata jest réwna w
C
Przekatne o$miokata foremnego poprowadzone D B
z jednego wierzchotka podzielilty ten o$miokat na
sze$é tréjkatéw (rysunek obok). Wyznacz miary P A
katow tych trojkatdw.
Uzasadnij, ze pole oémiokata foremnego wpisanego H
w okrag o promieniu 1 jest réwne 2v/2. G

Dany jest n-kat foremny o boku diugoéci 2 cm. Uzasadnij, ze réznica mie-
dzy polem kota opisanego na tym wielokacie i polem kota wpisanego w ten
wielokat jest réwna 7 cm? niezaleznie od liczby bokéw wielokata.

Sprawdz sie

9.
10.

11.

12.

11.

12.

Oblicz obwdd szesciokata foremnego o polu réwnym 964/3 cm?.

Suma diugosci przekatnych wychodzacych z jednego wierzchotka szescio-
kata foremnego jest réwna 12(1/3 + 1) cm. Oblicz pole tego szesciokata.

a) Pole sze$ciokata foremnego jest réwne 12v/3 cm?. Oblicz réznice dtugosci
okregu opisanego na tym szesciokacie i okregu wpisanego w ten sze$ciokat.

b) Promien okregu wpisanego w sze$ciokat foremny jest réwny 1 cm. Oblicz
obwdd i pole tego szesciokata.

Punkty A i B sa kolejnymi wierzchotkami n-kata foremnego. Styczna do
okregu opisanego na tym n-kacie przechodzaca przez punkt A tworzy z bo-
kiem AB kat a. Wyznacz ten kat dla:
b) n = 10,

a) n=S3§, c) n=12.

a) Niech a — dtugo$é boku szesciokata,

7 — promien okregu wpisanego,

R — promien okregu opisanego.

6 - #4‘/5 = 12\/§7 czyli a = 2v/2 cm

27TR7271’T':27TCL727T'GT\/§ =
=2(2v/2 — V6)7 [cm]

b) Niech a — dtugosé boku szesciokata.

“Tﬁzl, czyliaz% cm
Ob = 4y/3 cm, P = 21/3 cm?
a) 22,5°

b) 18°

c) 15°



Przypomnij sobie

Wykorzystanie funkcji trygonometrycznych Odpowiedzi do zadarh

1. Oblicz z i y. 1.a)z =9, y=06V2
b)z=3V7,y=9

: 1
a) sina = 3 3 3 o= 2 4
T 6 d)w:g7y:12_5
3 )
o . a
Y T

b) sina =3 d) cosa =3
«
T 12 Y
x
. . e
y 6
2. Oblicz pole i obwdd trojkata ABC. 2. a) P =421,
. Ob = 2(7 +V/21)
a) sina = 2 0) tga = L2
5 2 A b)P=2Z,
Ob = 3(4 + /10)
W2 c) P =33,
Ob=3+2V3+21
5 d) P=9, 0b=3(3+5)
B C
d) sina = %
C A
. e
C\]
a 60°) /= A (e
A B B C 23
3. Oblicz dlugo$é érodkowej AD tréjkata ABC. 3. a) /601
a) cosa = 12 c b) sina = 2 b) 2V13
A
D N
A 24 B B D (C
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Uczen:

— stosuje twierdzenie cosinuséw
do rozwigzywania trojkatéw,

— przeprowadza dowdd twier-
dzenia cosinuséw.
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5.9. Twierdzenie cosinusow (1)

Twierdzenie cosinuséw
Dla dowolnego tréjkata (oznaczenia jak na rysunku) prawdziwe B
sg nastepujace zaleznosci:

a? = b? + c®> — 2bccos o

b%> = a? + c® — 2accos 3

c® =a®+ b%* — 2abcosy

Dowdd. Udowodnimy zaleznoéé ¢ = a? + b2 — 2abcos~y. (Pozostalych dwéch
zaleznosci dowodzi sie analogicznie). Mozliwe sa trzy przypadki ze wzgledu na
kat . Rozpatrzmy dwa z nich (przypadek trzeci — patrz éwiczenie 1.).

1° Kat « jest katem prostym, czyli tréjkat ABC jest prostokatny.
Wéwezas cosy = 0 i réwno$é przybiera postaé ¢ = a? + b?> — jest ona
prawdziwa na podstawie twierdzenia Pitagorasa.

2° Kat ~ jest katem ostrym (rysunek ponizej).
Dowdéd przeprowadzimy przy zalozeniu, ze S BAC jest
ostry. Z wierzchotka B opuszczamy wysokos¢ h. Punkt D
dzieli bok AC' na dwa odcinki o dtugosciach: ¢

|DC| = acosy, |AD|=b—acos~y

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa dla tréjkatow 4
CBD oraz ABD i otrzymujemy odpowiednio: b—acosy acosy

h? = a* — (acosv)? oraz h*=c?— (b— acosy)?
Zatem:
2 — (b—acosv)? = a* — (acosv)?
c® —b* +2abcosy — a*cos’ v = a® — a® cos® vy
Ostatecznie ¢? = a? + b? — 2abcos 7.

Uwaga. W tym podreczniku, jezeli nie jest powiedziane inaczej, przyjmujemy ozna-
czenia wierzchotkéw, bokéw 1 katéw trdjkata jak na rysunku przy twierdzeniu.

@ Cwiczenie 1
Udowodnij, ze ¢* = a? +b* — 2abcosy w przypadku,
gdy ~ jest katem rozwartym (rysunek obok).
Wskazéwka. Zauwaz, ze |CD| = a cos(180° — ), a nastep-

nie wyznacz h?, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla
trojkata BCD oraz dla tréjkata BAD.

Cwiczenie 1

|CD| = acos(180° — v) = —acosy

h? = a® — |OD|? = a® — a®cos® v

2 =h?+ (b+|CDJ|)?

2 =a® —a®cos® v+ (b— acosy)?

c? = a® —a®cos® vy + b2 — 2abcosy + a® cos® v

2 =a% +b*> — 2abcosy



@ Przyktad 1
Uzasadnij, ze trojkat o bokach a = 2v/3, b = 6 i kacie v = 30° jest réwnora-
mienny. Oblicz miary pozostalych katow tego trdjkata.
Aby obliczy¢ dlugosé boku ¢, korzystamy z twierdzenia cosinuséw:
c? =a*+ b* — 2abcosy

¢ = (2V3)? + 6% —2-2v3-6 - cos30° = 12 4 36 — 24v/3 - L2 = 12

Stad ¢ = V12 = 2v/3. Zatem jest to tréjkat réwnora-
mienny. 7 twierdzenia cosinuséw wynika, ze cos 3 < 0
(sprawdz), zatem [ jest katem rozwartym. Stad o = 30°
oraz 3 = 120°.

Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
Oblicz dlugosé trzeciego boku tréjkata ABC. a) ¢ =5 +7%—2-5-Tcos60° =
a) a=5,b=7,7=60° ) a=3,c=2V2, =45 \/:_39
c=1+39
b) a=5b="7,v=150° d) b=3,c=2v2, a =135°
)(1 ) y Y ) , C \/—7a b)c2:52+72—2-5-7cos150°
Twierdzenie cosinuséw pozwala réowniez wyznaczy¢ katy trojkata, gdy dane cos 150° = —cos 30° = —@
sa dtugosci wszystkich jego bokow. c? =174 +35V3
c=1VT74+35V3
Przyktad 2 c) b> =32+ (2\/5)2 +
Wyznacz miary katéw tréjkata o bokach a = 6, b = 3v/2, ¢ = 3v/10. —2.3-2v/2c0s45° =5
b=+5

Wyznaczamy miare kata ~: . )
Korzystamy z twierdzenia d) a =32+ (2\/5)2 AL
2 _ 2 2 .
¢ =a"+b°—2ab COS7Y  cosinusow. —9.3. 2\/5008 135°

_a?40b2-c® _ 36418-90 36 1 V2 ©_ O JEON —
cosy = 2ab =363 ~ B Bz cos 135° = cos(1800 45 \)@—
Zatem ~ = 135°. = —cosdd” = —°F
W . Kat ) a® =29
yznaczaniy miare kata a: Korzystamy z twierdzenia a =29
a? =b+ % —2bccosa cosinusow.
_b4+c?-a? _ 18490-36 _ 72 2 _ 2V5
cosa = 2bc T 18y20  36v5 V5 5 0,8944
Z tablic (str. 251) odczytujemy: o = 26°30'. c

Wyznaczamy miare kata [3:
8 =180° — (a+ ) ~ 18°30

A ¢ B

Cwiczenie 3
Wyznacz miary katéow trojkata o podanych bokach.
a)a=1, b=1, c=v2+3 b)a=+v?2, b=2, c=1++3
Cwiczenie 3
a) cosy = “27;1;21;02 = 1+1’22’*/§ = 7@7 v =150°, a = B = 15°

_ b24c?-a? _ 4+142V343-2 _ V3 _a?4c2-b2 _ 2+4442V3-4 _ V2
b) cosar = == = ) =¥, cosff =T = St = 2

a=30°, B =45, v = 105°
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Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. a) /7 1. Oblicz dlugosé trzeciego boku tréjkata ABC.
b)\/_V_ a) a=4,b=1/3,v=30° ¢) a=2b=6,7=120°
c),d) 2
b) b=5,c=3V2, a =45° d) a =2v3,c=4, §=150°
2. a) di = 2V/7, dz = 2v/19 ) ¢=3v2a ) a=2v3,c p
b) di = 2v/2, d2 = 21/10 2. Dane sg dlugoéci a, b dwoch sasiednich bokéw rownolegtoboku oraz kat v
¢) di =v19,da=7 zawarty miedzy tymi bokami. Oblicz dtugosci przekatnych tego réwno-
d) di = 2V/13, d2 = 2V/37 legloboku.
8. 8) o= 30°, § =90, y = 60° a) a=2,b=43,v=30° ¢) a=5b=3,v=60°
b) o = 30°, B = 45°, v = 105°
b) a=4,b=2V2, vy =45 d) a=6,b=28,y=120°
3. Wyznacz miary katéw tréjkata o podanych bokach.
4. a) cosa = £, cosf = 1% a)a:2\/§7b:4\/§7€:6 b)a:\/ab:%/g,c:\/g—i—?)
@ f§4 5@ ~ 46,57, 4. Wyznacz miary katéw tréjkata o podanych bokach.
v ~ 104,
b) cosa = 13, cos g = 1 a)a=2,b=3,¢c=4 b)a=3,b=5¢=7
QiS22 0= 38t 5. a) Jeden z bokéw tréjkata jest trzykrotnie dtuzszy od drugiego boku, a kat

v = 120°
5. a) Niech z, 3z — dtugosci
bokéw tréjkata.

zawarty miedzy nimi jest rowny 60°. Trzeci bok tego tréjkata ma dtugosé 7.
Oblicz dtugosci dwbch pozostatych bokdw.

72 = 2% 4+ (3z)%+ b) Jeden z bokéw trdjkata jest czterokrotnie diluzszy od drugiego boku,
—2- -3z - cos 60° a kat zawarty miedzy nimi jest réwny 120°. Trzeci bok tego tréjkata ma
x=+7,3z=3/7 dtugosé 21. Oblicz dtugosci dwoch pozostatych bokow.
b) Niech z, 4z — dtugosci
bokéw tréjkata. 6. Oblicz cos~y, sin~ i pole tréjkata ABC.
212:$2+(4$)2+ a)a:3,b:\/§,c:\/5 b)a:2)b:\/gvc:\/§
—2-x -4z - cos120°
Tz = \/_ dx = 44/21
6. a) cosy =siny =2, P=} Sprawdz sie
b) cosy = Slf,sm'y— ‘/I(T,
p=YO 7. Oblicz dhugosé trzeciego boku tréjkata ABC.
7. a) 2V17 a) a=06,b=8,cosy =13 ¢) c=+/3,b=6, cosa—ﬁ
b) V165 b) a=5,¢c=10,cosf = —2 d) a=4,c=5,cos3=—23
) VO 8. Oblicz miare k bikata ABC
d) V41 +8v5 . Oblicz miare kata G trdjkata .
8. a) 60° a) a=50b=+v19,c=3 b) a=v2,b=+10,c=2
b) 135° 9. Danesg dlugoéci dwéch bokéw tréjkata ABC: a = 6, b = 10 oraz wiadomo,

ze siny = 3. Oblicz dtugoéé boku ¢ w przypadku, gdy kat v jest:

a) ostry, b) rozwarty.
9. a) cosy =32

>=6"+10"-2-6-10-2

c=38

b) cosy = —2

=6+10"°-2-6-10- (-2)

c=4v13
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5.10. Twierdzenie cosinusow (2)

C
Przyktad 1
Katy tréjkata ABC (rysunek obok) spelniaja b a
zaleznos$é a < B < 7, a jego boki — zaleznoéc¢
a<b<ec. @ s
A c B

Twierdzenie

W tréjkacie naprzeciwko wiekszego kata lezy dtuzszy bok.

Cwiczenie 1
Boki tréjkata maja diugosci 6, 3v/2, 3 + 3v/3, a katy maja miary 30°, 45°
i 105°. Podaj dtugosé boku lezacego naprzeciwko kata: a) 30°, b) 105°.

Przyktad 2
Dwa dluzsze boki tréjkata maja diugosci 4 i 3v/3, a najmniejszy kat ma mia-
re 30°. Oblicz dlugos¢ najkrotszego boku tréojkata.

Oznaczmy przez c¢ dlugo$é najkrétszego boku trojkata — bok ten lezy na-
przeciwko kata 30°.
Korzystamy z twierdzenia cosinuséw:
=42+ (3v3)2 —2-4-3V3-cos 30° =
=16+27-24V3- L2 =7
Zatem ¢ = /7.

Cwiczenie 2
a) Oblicz dlugosé najkrétszego boku tréjkata, ktérego dwa dtuzsze boki maja
diugoéci 3v/2 cm i 5 cm, a najmniejszy kat ma miare 45°.

b) Oblicz dlugoéé najdtuzszego boku tréjkata, ktérego dwa krétsze boki maja
dlugoéci 2 em i 2v/3 cm, a jeden z katéw ma miare 150°.

Cwiczenie 3

a) Suma miar dwéch katéw tréjkata ostrokatnego jest réwna 135° a jego dwa
dtuzsze boki maja dtugoéci 3v/2 cm i (3++1/3) cm. Oblicz dtugo$é najkrétszego
boku tego tréjkata.

b) Dwa katy tréjkata maja miary 15° i 45°, a jego dwa krétsze boki maja
dtugosci 2 cm i (v/3 — 1) em. Oblicz dtugo$é najdtuzszego boku tego tréjkata.

Cwiczenie 3

a) a+ B =135° «, B — katy ostre, wiec a > 45° i § > 45°.

Najkrotszy bok lezy naprzeciwko kata v = 45°.

A =03v2)2+(3+v3)?—-2-(3v2) - (3+ V3)cos45° =12

e = 2\/§ cm

b) Najdtuzszy bok lezy naprzeciwko kata 120°.

A=224+(V3-12-2-2-(v/3-1)cos120° =
=4+3-2V3+1-4(v/3-1)(-3) =6

c=+/6 cm

Uczen:

— wskazuje najmniejszy
(najwiekszy) kat w tréjkacie,
gdy dane sa dlugosci bokow
trojkata,

— bada, czy tréjkat jest
ostrokatny, prostokatny,
rozwartokatny,

— stosuje twierdzenie cosinuséw
do rozwiazywania zadan
osadzonych w kontekscie
praktycznym.

Cwiczenie 1
a) 3v2
b) 3+3v3

Cwiczenie 2

a) ¢ = (3v2)? + 5%+
—2-3v/2-5cos45° = 13
c= \/ﬁ cm

b) ¢ = 2% + (2v/3)*+
—2-2-2v/3cos150° = 28
¢ =27 cm

Multibook

® Twierdzenie cosinuséw
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Cwiczenie 4

32=5%°+62—2-5-6cos

60cosa=254+36—9

_ 52 _ 13
COSOA—GO—15

62=32+52—-2-3-5cos7

30cosy =9+ 25— 36
2 1

COs 7y = —30 = — 15

BN 208 5. Planimetria

Przyktad 3
Dany jest trojkat o bokach 2, 3 i 4. Kat a jest najmniejszym katem tego
tréjkata, a kat v — najwiekszym. Oblicz cos « oraz cosy.

Kat « lezy naprzeciwko najkrétszego boku tréj-

kata, a kat v — naprzeciwko najdhuzszego. Na pod- 3 2

stawie twierdzenia cosinuséw: o 3
22 =324+4%-2.3 -4cosa=25—24cosa 4

Stad cosar = 25 = L.

Podobnie:

42 =922 4+32—-2-2-3cosy =13 — 12cos~y
Zatem cosy = —3 = —1.
Cwiczenie 4
Dany jest trdojkat o bokach 3, 5 i 6. Kat « jest najmniejszym katem tego
tréjkata, a v — najwiekszym. Oblicz cos « oraz cos-y.

(D] Przyktad 4

a) Wykaz, ze trojkat o bokach dtugoécia = 4, b = 61 ¢ = 9 jest rozwartokatny.

Bok c¢ jest najdluzszym bokiem tréjkata, zatem kat v jest jego najwigkszym
katem. Obliczamy cos+y, korzystajac z twierdzenia cosinuséw:
a2 +b2 — 2 B 42 462 _92 _-29

2ab 2-4-6 48
Otrzymalismy cosvy < 0, wiec v € (90°;180°). Oznacza to, ze trdjkat jest roz-
wartokatny.

cosy =

b) Wykaz, ze trojkat o bokach dlugoéci a =9, b =71 ¢ = 6 jest ostrokatny.

Bok a jest najdtuzszym bokiem tréjkata, zatem kat « jest jego najwigkszym
katem. Obliczamy cos «, korzystajac z twierdzenia cosinusow:
b +P-a? _ 7?46%2-92 4 _ 1
cosa = 2bc  2-7-6 84 21
Otrzymalismy cosa > 0, wiec a € (0°;90°). Najwiekszy kat tréjkata jest ka-
tem ostrym, co oznacza, ze trojkat jest ostrokatny.

Cwiczenie 5
Oblicz cosinus kata lezacego naprzeciw najdtuzszego boku tréjkata o podanych
bokach. Czy trojkat ten jest ostrokatny, prostokatny, czy rozwartokatny?

a) a=8,b=7,¢=5 c) a=10,b=11,c=4
b)a=25b=7,¢c=24 d) a=6,b=20,c=21

Cwiczenie 5
a) cosa = £, ostrokatny
b) cos o = 0, prostokatny

¢) cos 3 = —+=, rozwartokatny

L
48>

(=%

) cosy = rozwartokatny



Zadania

Oblicz cosinus najwieckszego kata trojkata o podanych bokach. Czy srodek
okregu opisanego na tym tréjkacie lezy wewnatrz tréjkata?

a) a=6,b=7,¢=8 c)a=2,b=2V2,c=1
b)a=10,b=7,¢c=5 d)a=4,b=2V3,c=2

Boki tréjkata maja dhugosci 5, 6 i 7. Oblicz:
a) cosinus kata lezacego naprzeciwko najdluzszego boku,

b) dlugosé srodkowej poprowadzonej do boku o dtugosci 6.

Boki tréjkata maja dhugosci 3, 4 i 6. Oblicz:
a) cosinus kata lezacego naprzeciwko najkrétszego boku,

b) dlugosé srodkowej poprowadzonej do boku o dtugosci 4.

Dane sa dwa boki a i b pewnego tréjkata oraz jego pole P. Oblicz cosinus
kata wyznaczonego przez te boki, a nastepnie oblicz dlugo$é¢ boku c.

a)a=4,b=10, P =12 b) a=5,b=6, P =102

W trapezie ABCD dluzsza podstawa AB ma dlugoéé 8v/3, a kat BAD
jest réwny 60°. Przekatna AC ma diugoéé 6 i zawiera sie w dwusiecznej
kata BAD. Oblicz obwdd tego trapezu.

Kat rozwarty réwnolegtoboku jest dwukrotnie wickszy od jego kata ostre-
go, a jeden z jego bokdw jest trzykrotnie dltuzszy od drugiego boku. Obwod
rownolegloboku jest réwny 16. Oblicz dlugosci jego przekatnych.

Sprawdz sie

7.

Oblicz cosinus najwiekszego kata trojkata o podanych bokach.
a) a=3,b=2V3,c=2 b)a=3v2,b=3,c=4
Oblicz dtugosé:
a) najkrétszego boku tréjkata, ktérego dwa pozostale boki maja dlugosei
10 i 6/3, a najmniejszy kat ma miare 30°,
b) najdluzszego boku tréjkata, ktérego dwa pozostale boki maja dtugosci
618, a jeden z katéow ma miare 120°.
Oblicz dtugosci przekatnych rombu o boku a i kacie ostrym «.
a) a =6 cm, a = 30° b) a =8 cm, o = 45°
a) 11—2
b)
a) 2¢/7
b) 21/37
a) 61/2 — /3 cm, 12v/2 ++/3 cm
b) 8v/2 — V2 cm, 82 + /2 cm

(Y

(Y

. a) cosy = %,

Odpowiedzi do zadan

1. Srodek okregu opisanego na

tréjkacie lezy wewnatrz trdj-
kata, gdy tréjkat ten jest
ostrokatny, czyli gdy cosi-
nus najwiekszego kata jest
dodatni.

a) cosy = 1, tak

13
b) cosa = —3z, nie

) cos B = —i, nie

)

o

(=9
Q

os a = 0, nie

=3
.&-l»:- N ot
[o ] [V] S

-

=5
R

)
)
)
)

b) cosy = %,

D z C

A 83 B
|¥DAC| = |XCAB| = 30°
|$ACD| = |3CAB]

(katy naprzemianlegte)
Zatem trojkat ACD jest
réwnoramienny, czyli

|AD| = |DC| = z oraz
|XADC| = 120°.

7 twierdzenia cosinuséw:

6% =a2%+2% -2z xcos120°
98 = 2\/§
|CB|* =62 + (8v/3) +
—2-6-8v/3cos30° =
=36+ 192 — 144 =84
|ICB| =2v21
Ob=8/3+2-2/3 +
+2v21 = 2v/3(6 + V/7)

D c
% g/
(03
A 6 B
a+ 2a = 180°,
czyli a = 60°
|BD|? = 2% +6>—2-2-6-cos 60°
|BD| = 2V/7
|JACI> =2* +6*—2-2-6-
- cos 120°
|AC| = 213
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Powtoérzenie
B Zestaw |
Odpowiedzi do zadan
1.a) 7 1. Oblicz pole zacieniowanego obszaru.
b) 2v/3 — 4 a) Wszystkie tuki sa pélokregami. b) Figura ABCD jest rombem.
D C
AP Y
A P
A 2 B 2 C A 2 B
2. a) a=fp=60° 2. Wyznacz miary katow a i 3.
b) a = 50°, B = 55°
¢) a=100°, § = 130° a) b) \ !
(o] 30°
w ‘ X
¢ \ SN /
3. a) 60° 3. Odcinek AC jest $rednicg okregu o promieniu 2. Cieciwa AB tego okregu
b) 30° ma dtugosé 2v/3. Wyznacz miare kata ostrego miedzy:

a) cieciwg AB a styczna do okregu w punkcie B, A
3

b) cieciwa BC a styczna do okregu w punkcie C.

4. a) 22,5° 4. Punkty A, A, ..., Ag dziela okrag na 8 lukéw
b) 67,5° o réwnej dtugodci (rysunek obok). Wyznacz miare 4,
kata ostrego miedzy:

Ay

a) cieciwa A; A, a styczna do okregu w punkcie A,

b) cieciwg A3 Ag a styczna do okregu w punkcie Ag. A,
S Ei:d;a ~ diugosé przyprosto- 5. Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym réwnoramien-
nej.
OQb :J2a +av2 R= g nym, ktorego obwod jest rowny:
) 2
a) 2a +av2 =4+2V2 a)4—|—2\/§, b) 4, c) 1.
a=2 R=V2 . e o :
b) 20 + av/2 = 4 6. a) Pole kota opisanego na tréjkacie réwnobocznym jest réwne 277. Oblicz
a=202+v2), R=2(v2-1) pole kota wpisanego w ten trojkat.
¢) 2a+av2=1 b) Suma pdl kota wpisanego w tréjkat réwnoboczny i kota na nim opisa-
=t e e nego jest réwna 607. Oblicz pole i obwdd tego trojkata.

6. Niech a — dlugos$é boku tréjkata.
a) R=3v3 =28 czylia=9

r— a3 _ 3V3
6 >
_ 27
P_2T7r
av3)? av3)?
a=12

P =363, Ob =36

BN 210 5. Planimetria



Suma dlugosci okregdéw przedstawionych na ry- 7. Niech a — dtugos$¢ boku wigk-

sunku obok jest réwna 127. Oblicz sume obwodéw szego trojkata, b f,dhlgc’éé bo-
ku mniejszego tréjkata.

tréjkatéw réwnobocznych na tym rysunku.
ka Y ym 2m - @2 4 op . 28 — 19

Jeden z bokéw trojkata wpisanego w okrag jest a=4/3
jego srednicg i ma dtugosé 5 cm. Oblicz pole tego r= GTVE =9
tréjkata w przypadku, gdy: - %7 czyli b =23
a) stosunek dlugosci jego pozostatych bokéw jest réwny %, Ob = 3a+3b=12v/3+6/3 =
b) jest on réwnoramienny. =18v3

8. a) 3,75 cm?
Tréjkat rownoramienny ABC' o kacie miedzy ramio- b) 6,25 cm?
nami 45° jest wpisany w okrag o promieniu 8 (rysunek ¢ 9. a) 6, 4
obok). b) 16(r —2)
a) Oblicz dlugosci lukéw AB i BO. A @ o 8(va+2v/Vat2)
b) Obl?cz pole/zacie}r%iowanego odcinka kota. Zestaw |l
¢) Oblicz obwdd tréjkata ABC. B 1. a) (4— VI0) em

b) 4 cm

Zestaw I 2.r=3,P=>54
Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny, ktérego: 3. 33 cm
a) przyprostokatne majg dlugoscei 2 cm i 6 cm, 4. 6m(V2-1)

5. W dz tepuj
b) obwdd jest réwny 60 cm, a tangens jednego z jego katéw jest réwny 2,4. Ozgézlii:fly Hasteptjace

|AP| = |AR| = =z,

W tréjkat prostokatny wpisano okrag. Punkt stycznosci okregu z przeciw-
JKat p atny wp ag y egu z p |BP| = |BQ| = v,

prostokatng podzielit ja na odcinki dhugosci 6 i 9. Oblicz pole tego trojkata ICR| = |CQ| = =.
oraz promien wpisanego okregu. Wéwezas:
z+y=9 r=3
O.kralg o} prom.ieniu 1 CII/l/ jest \fvpi.sany w trf’)tjkact réwnoramienny o podsta- s+z=13 cayli { y=6
wie 4 cm. Oblicz dlugosé ramienia tego tréjkata. vtz =16 2= 10
Oblicz dtugoéé okregu wpisanego w tréjkat prostokatny réwnoramienny, Zatem |AP| =3, |BQ| =6,
ktorego wysoko$¢ opuszczona na przeciwprosto- ICR| = 10.
katna ma dlugosé 3. 6. a)
W trojkat o bokach ¢ = 16, b = 13ic¢c =9
wpisano okrag (rysunek obok). Oblicz dlugosci
odcinkéw AP, BQ i CR. B a C
. " . o . 12/ h 12
Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie réwnoramiennym:
a) o ramieniu 12 i kacie « przy podstawie takim, ze cosa = %,
b) o wysokos$ci 6 opuszczonej na podstawe i kacie 120° miedzy ramionami.
e BY (o]
T T
b r=12cosa =14

h=+122 —42 = 82

Dtlugosci bokéw tréjkata:

x 8, 12, 12
= 6tg60° = 613 Pole tréjkata: P = 324/2
b= (6\/5)2 +62 =12 PI",O.mie.ﬁ okregu opisanego na
Pole tréjkata: B = 6 6v/3 = 3673 goikiif 1l o
Dtugosci bokéw tréjkata: 12v/3, 12, 12 432v2 2
Promien okregu opisanego na tréjkacie: R = e

4-36V/3

Powtdrzenie 211 I



10.

11.

12.

13.

o

. a)

.a) 243+ V7-2V6

b) /10 + 4v/2 + 2v/2

) 2V 12+ 33
b)

b) 135°
a) Ob = 2(9 + v/21),

P =203

b) Ob = 2(2 + 3v/2 + /6),
P =4(1++3)

Niech r — promien okregu.
Zauwazmy, ze |AC| = 8,
|AB| = 2.

7 twierdzenia Pitagorasa:
(r—2)%+3>=r2

Stad r = 3,25.

a) 2(v/3—1) cm

b) 21

cm

Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku. C

o

A

|<BCD| = |¥OCE)| (ten sam
kat),

|YOEC| = |¥BDC| = 90°

Zatem ABCD ~ AOCE
(cecha KKK).

a) 2(\/1370—1)
b) §

B 212 5. Planimetria

10.

11.

12.

14.

14.

Oblicz obwdd tréjkata przedstawionego na rysunku.

b)

a) 45°

/3

22
Oblicz dtugosé najdhuzszego boku tréjkata ABC.
a) |AB| = 2V/3, |BC| =6, |XABC| = 120°
b) |AB| = 4v/2, |BC| = 4v/3, | ABC| = 120°

Oblicz miare kata ( tréjkata ABC.

a) |AB| =3, |BC| =5, |AC| = V19
b) |[AB| = 2, |BC| = V2, |AC| = V10

Oblicz obwdd i pole tréjkata ABC.
a) a=10,b=28, v =60° b) b=4, 3=30°,v=45°

Bok kwadratu BCDE ma dtugoéé 6 (rysunek obok), A F

a przekatna prostokata ACDF ma dlugosé 10. Ob- 2 ;

licz promien okregu, ktorego tukiem jest BE. B 5 - E
r— 7

Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat w przy- 10)

padku, gdy: v

a) dwa boki trojkata maja dlugosci 4 cm i 8 cm,

a miara kata miedzy nimi wynosi 60°,

b) boki tréjkata maja dtugoéci 3 cm, 5 cm i 6 cm. € D

W tréjkat réwnoramienny ABC' wpisano okrag o srodku O. Punkty D i F
sg punktami stycznosci okregu oraz odpowiednio podstawy AB i ramie-
nia BC'. Uzasadnij, ze tréjkaty BCD i OCE sa podobne. Oblicz promien
okregu.

a) |AB| =4, |BC|=2V10 b) |CD| = 3,

|BE|: |[EC|=1:2

Dziatka budowlana ma ksztalt czworokata. Wyniki pomiaréw wykonanych
przez geodete sg przedstawione na rysunku. Oblicz pole powierzchni tej
dziatki.

a) G C
D =7 /8
0 ol
% Sas0° VA

E A 50 m B F A 60 m B

a) |ED| =20 m, |EA| =20v/3 m, |BF| = 15 m, |[FC| = 15/3 m,

|GD| = (15v/3 — 20) m, |GC| = (65 4 20v/3) m

Papp = 200v3 m?, Perc = 223 m®, Ppge = (223 — 200) m®

Perce = (975v/3 + 900) m?, Papcp = (375v/3 4+ 1100) m?, Papcp =~ 1750 m?

b) Papc = 1|AB| - |BC|-sin150° = 450 m®. Z twierdzenia cosinuséw:

|AC|? = |AB|? + |BC|? — 2|AB] - |BC’|cos 150° = 3600 + 900 — 2 - 1800 - ( f) =
=900(5 + 2v/3), |AC| = 30v/5 + 2V/3

|AD|+|DC|2-|AC]2 _

_ 2500+1600—900(5+2\/§) _ V3
cos [FADC| = 3JAD[ DO = 4000 = 255
sin |¥ADC| = /T — cos? [JADC| = Y123-30V5
Papc = 3|AD| - |CD| - sm|<)cADC| = 504/153 — 364/3 m?
Pagcp = Page + Papc ~ 926 m?



w Sposéb na zadanie

Przyktad Komentarz
Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC oraz |AD| = |AC|, |BD| = 1, Po przeanalizowaniu sposobéw
|CD| =5 i |BC| = 4v/2. Oblicz obwéd tréjkata ADC. rozwiazania tego zadania warto

zaproponowa¢ uczniom, aby

Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby. e v——

I sposéb C
Aby obliczy¢ cos 3, korzystamy z twierdzenia
cosinuséw dla tréjkata BCD:

52 = (4v2)24+12—2-4y/2-1-cos 3 b 5N\ \4v2
25 = 33 — 8v/2cos 3
8v2cosff = 8 3
cosff =2 A b D1B

Obliczamy b, korzystajac z twierdzenia cosinuséw dla tréjkata ABC:
= (b+1)2+(4v2)? -2 (b+1)-4v2-cos 3
V> =b0+2b+1+32-8—-38

6b =25
b=4;
Obwod tréjkata ADC' jest réwny 2 - 4% 45 = 131,
1II sposéb
Aby obliczyé¢ cosd (rysunek obok), korzystamy C

z twierdzenia cosinuséw dla tréjkata BCD:

(4v/2)? =52 +12—-2-5-1-cosé

32 =26 —10cosd b > 44/2
10cosd = —6
_ 3
cosd = -z 5
Zatem: A b D1B

cos |[FADC| = cos(180° — §) = —cosd = 2

Prowadzimy wysoko$¢ AF tréjkata réwnoramiennego ACD. Tréjkat ADE jest
prostokatny oraz |[ED| = 2, wiec:
ED
cos |SADC| = cos | ADE| = ﬁ
Stad:
3 _

_ 5
5 2
Obwdd tréjkata ADC jest réwny 2 - 4% +5 =13

SHSEY
o
N
<
j=ps
S
I

1

5
Odpowiedz: Obpapc = 133
= Zadanie 24, str. 217
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w Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-8 i 12.1 wybierz wlasciwg odpowiedz sposréd podanych.

1. R = av/2. Dlugo$é boku sze- Zadanie 1 (0-1)

sciokata foremnego wpisanego Dany jest okrag o promieniu av/2. Pole szesciokata foremnego wpisanego w ten
w okrag o promieniu R jest okrag jest réwne
réwna R, zatem jego pole jest

cowne: A 2Bq? B. 6a° C. 3v/3a? D. 6v/3a?
P=3R*3= Zadanie 2 (0-1)
=3 (a\/§)2 /3 = 3v/3a> Pole wycinka kota o promieniu 4 wyznaczonego przez kat 54° jest réwne
o p_ % =3 16m = A. 0,67 B. 127 C. 1,87 D. 24n
= = 2dr Zadanie 3 (0-1)
3. |AB| =9, |BC| = 16, Dane sa trzy okregi o srodkach A, B, C pa-
|AC| =13 rami styczne zewnetrznie (rysunek obok). >
162 =92 +132—-2.9-13cos Promienie tych okregdéw sa odpowiednio ‘Y‘
réwne 3, 6 1 10. Cosinus najwigkszego kata
tréjkata ABC wynosi
A -2 B. -1 C. -1 D.0

Zadanie 4 (0-1)
W trojkat réwnoramienny o kacie miedzy ramionami 120° wpisano okrag
|XOCE| = 60° o $rednicy 12. Podstawa tego trdjkata ma diugosé

|OD| = |OE| =6 A. 6+4V3 B. 123 C. 24+ 12V3 D. 36 + 243

5 — 5in60°, czyli
o] = St ZyH Zadanie 5 (0-1)
|0C| = 4v/3, stad Cosinus kata przy wierzcholku tréjkata réwnoramiennego jest réwny ==, a jego

‘\[1)3(/;1 =6+ 4\0/5 ' ramie ma dtugosé 30. Obwdd tego trojkata jest rowny
sravs — 860", cayli A. 108 B. 102 C. 96 D. 92
|DB| = 63 + 12
Zatem |AB| = 12v/3 + 24. Zadanie 6 (0-1)
5. W tréjkacie ABC dane sa: |4 BAC| = 120°, |AB| = V2 —1i |AC| = V2 + 1.
@ Wskaz dtugoséé boku BC' tego tréjkata.
30 30 A. V5 B. V6 C. V7 D. 2V/2
Zadanie 7 (0-1)
@ Dany jest tréjkat o bokach 2, 2v/2 i /6. Cosinus najwickszego kata tego

7 twierdzenia cosinuséw:

a® = 302 4 3024 tréjkata jest réwny

~2.30-30- L = A3 B. 3 C. ¢ D. —¢

_ 2 _ 2 _

=2:30°(1=55) =30%: 35 = Zadanie 8 (0-1)

=% =67 =42 Sasiednie boki réwnolegtoboku maja diugosci 4 i 24 24/3, a jego kat rozwarty
a=42 ma miare 150°. Jedna z przekatnych tego réwnolegtoboku ma dlugosé
Ob=2-30+42 =102 A.2+V2 B.2+3 C. 22 D. 23

6. Z twierdzenia cosinusow dla tréjkata ABC mamy:
|BC|*> = |AB|* + |AC|? — 2|AB| - |AC| - cos | XBAC| =
=(V2-1+(V2+1)° - (V2-1)(V2+1) cos120° =
=2-2V2+14+2+2V2+1-22-1) - (-4)=6+1=7
|BC| = V7
7. 2 < V6 < 2/2, wiec najwiekszy kat o lezy naprzeciw boku o dlugosci 2v/2.

cosa = 22+(\/6)27(2ﬁ)2 _4+6-8 _ 2 _ 1 _ V6
- 2.2.V/6 T 4av/6e T 4ave T 2v6 12

8.2 = 4"+ (2+2v3)" —2-4- (242V3) cos30° = 8
x:2\/§
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Zadanie 9 (0-1) 9. |BC|=v3+62 =45 =

. ‘s C
Dany jest trojkat ABC (rysunek obok). =35
, Y .. . , Rapep = =|BC| # 4,5
Ocen prawdziwos$é ponizszych stwierdzen. 3 2
Wybierz P, jedli stwierdzenie jest praw- |AC|2: . 5
; o : |AC|? +|CBJ? = 25+45 =70
dziwe, albo F — jesli jest falszywe. A 4 D 6 B |ABJ? = 100
. . Lol s . , Zatem trojkat ABC' nie jest
Promien okregu opisanego na tréjkacie BCD jest réwny 4,5. | prostokatny, promiefi okregu
Promien okregu opisanego na tréjkacie ABC' jest réwny 5. P opisanego na tym tréjkacie
nie moze wiec byé rowny po-
towie |[AB.
Zadanie 10 (0-1) 10. 6o = 180°, wige o = 30°.

Katy tréjkata rownoramiennego ABC maja miary «, « i 4o, a jego ramie ma
dhugosé 2.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jedli stwierdzenie jest

prawdziwe, albo F — jedli jest falszywe.

Obwéd trojkata ABC' jest réwny 4 + 4+/3. P z=2cos30° = /3
Ob=4+2V3
Jedna ze $rodkowych tréjkata ABC ma diugoéé v/7. IBE|? = (2v3)% + 1+
Zadanie 11 (0-1) o 2By el
. » =13-4v3- 2 =13-6=7
Dany jest trojkat ABC (rysunek obok). ) \2/_ )
11. |[AC|* =6 3+1
Dokonicz zdanie tak, aby bylto prawdziwe. Wybierz od- V6 | ) |\/(_i ;g( 1+ \/);—
powiedZz A, B albo C oraz odpowiedz 1., 2. albo 3. \ —2:v6-(v3+1)- 3 =
o 45 =10+2v3-2V3(V3+1) =
Bok AC ma dtugosé réwnag A V341 B e @
A, 9 1 343 |AC| =2
: E P=1VB(V3+1) ¢ =
¥, a pole tréjkata ABC jest réwne 2. 3+2\/§. = B(/3+1)= 8
23 Vi3
c. 3 +
Zadanie 12
Dany jest romb o obwodzie 16 i kacie rozwartym o takim, ze cosa = —i.

Zadanie 12.1 (0-1)
Pole tego rombu jest réwne

A. 415 B. 615 C. 8v/5 D. 8/15

Zadanie 12.2 (0-2)
Oblicz dtugosé krotszej przekatnej tego rombu.

12. Bok rombu: a = 4.
Niech (8 bedzie katem ostrym rombu. Wowczas 8 = 180° — a, wiec:
cosfB = —cosa = i

Zatem sin = /1 — & = ¥i8,

121. P =a®sin = 16 - 2% = 4/15

12.2. Niech d bedzie dtugoscia krotszej przekatne rombu. Lezy ona
naprzeciwko kata ostrego, zatem:

?=4+4"-2.4.4.1=32-8=24
d=+v24=2V6
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13. Ag
Ay As
Ag @) Ay
Ay Az
A

H:AZOA3| — 3680<7 _ 450

|XA2A4643| = 39 A2043| =

=225°
14. a = 10 cm, ¢ = 24 cm
b=+10% + 242 =
=252 4+ 122 = 2v/169 =
= 26 [cm]
14.1. C
D
10
A 24 B

R - promien kota opisanego na
trojkacie ABC

R=1|AB| =126 =13 [cm]
Pole kota opisanego na tréj-
kacie ABC"

P = wR? = 1697 [cm?)

14.2. Okrag opisany na tréjkacie

ABD ma srednice 24 cm, za-
tem dlugosé tego okregu jest
réwna 247 cm.
Okrag opisany na tréjkacie
BCD ma $rednice 10 cm, za-
tem dlugos¢ tego okregu jest
réwna 107 cm.
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Zadanie 13 (0-2) Ag
Punkty Ai, As, ..., Ag dzielg okrag na osiem réwnych A;

tukéw.

Uzupelnij zdanie. Wybierz dwie wlaéciwe odpowiedzi As
wybrane sposréd oznaczonych literami A-F 1 wpisz te
litery w wyznaczonych miejscach.

Miare¢ réwna 22°30' maja [?| oraz [?. Az
A. JAAA, C. JAsAA; E. JA,AcA,
B. qAgA A; D. gA,A;Ag F. SA5;A,A;3
Zadanie 14

Dany jest trojkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku C i przy-
prostokatnych o dlugoéciach 10 cm oraz 24 cm.

Zadanie 14.1 (0-1)
Dokonicz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Pole kota opisanego na tym tréjkacie jest réwne

A. 1697 cm?, L | 12 em.
poniewaz $rednica tego kota jest réwna | 2. | 24 cm.

2
B. 1447 cm”, 3. | 26 cm.

Zadanie 14.2 (0-2)
Wysokosé poprowadzona z wierzchotka kata prostego dzieli ten trojkat na dwa
tréjkaty. Oblicz dlugosci okregéw opisanych na tych tréojkatach.

Zadanie 15 (0-2)

Dany jest tréjkat o bokach dlugosci 4, 5 i 6. Najmniejszy kat tego trojkata
jest réwny «, a najwiekszy .

Kazdemu rozpoczetemu zdaniu przyporzadkuj wtasciwe dokonczenie. Wpisz

obok rozpoczetych zdan w tabeli ponizej wlasciwe odpowiedzi wybrane spo-
srod A-E.

Numer zadania Zdanie do uzupelnienia Dokoniczenie zdania
151 cos a jest rowny D
15.2 cos (3 jest rowny A
1 1 1 3 4
Ao g Bo 6 Co § Do Z E- g
Zadanie 20, str. 217
... .. D b C
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
[ =3a oraz a+ [ = 4a = 180°, czyli o = 45° a d A
2 =22, skad b = 2v/2a o
d:2\/50razcosa:§ A b B

Z twierdzenie cosinuséw dla tréjkata ABD otrzymujemy:
d*> = a® +b* — 2abcos «
(2v5)% = a® + (2v/2a)* — 2a - 2a+/2 - g
20 = a® + 8a® — 4a® = 5a®
czyli a = 2 oraz b = 4/2.
P=absina=2-4y2 sin45° =82 2 =8

Ob =2(a+b) =2(2+4v2) = 4(1 + 2V/2)
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Zadanie 16 (0-2)

Pole wycinka kota o promieniu r wyznaczonego przez kat srodkowy a < 180°
jest réwne P. Ile jest réwne pole wycinka kota o promieniu 2r wyznaczonego
przez kat 2a?

Zadanie 17 (0-2)
Oblicz réznice miedzy polem kola opisanego na kwadracie o boku /2 + 1
Zadanie 19 (0-2)

a polem kota wpisanego w ten kwadrat. B
o

Oblicz dtugo$é okregu wpisanego w trojkat prosto-

katny, ktérego najdtuzszy bok ma dlugosé 65, a naj- D

krétszy 25.

Zadanie 18 (0-3)
Na rysunku obok przedstawiono okrag o $rodku O
i promieniu r. Wyznacz kat «.

Zadanie 20 (0-4)

Kat rozwarty rownolegloboku jest trzy razy wiekszy od jego kata ostrego,
a stosunek dlugoéci jego bokéw jest réwny 1:2v/2. Jego krétsza przekatna ma
dtugosé 2v/5. Oblicz pole i obwéd tego réwnolegloboku.

Zadanie 21 (0-4)

Dane sa dwa okregi o srodkach O; i O, styczne
zewnetrznie (rysunek obok). Okrag o érodku O,
ma promien R = 5 oraz wiadomo, ze |PB| = 12.
Oblicz sinus kata O, PA oraz promien r okregu
o $rodku O;. P

Zadanie 22 (0-4)

Dany jest trojkat prostokatny réwnoramienny,
ktérego przeciwprostokatna ma diugo$é 8 cm.
Oblicz pole kota wpisanego w ten trdjkat.

Gy}

B

Zadanie 23 (0-4) C
Wyznacz miary katow rombu o boku a i jednej

z przekatnych dlugoéci av/2 — /2. &

[D] Zadanie 24 (0-4) > Przykiad, str. 213 4
Dany jest tréjkat ABC (rysunek obok).
Uzasadnij, ze kat o ma miare 45°, i oblicz & . 5
obwéd trojkata ABC. A E

2
23. (a\/2— \/5) =a?+a%—2d%cosa
cosa = g, czyli o = 45°,
[ = 180° — 45° = 135°

24. 7 twierdzenia cosinuséw dla trojkata C'DB:

2 2 2
_ lcD2+ DB -|BO2 _ #2412 (v21)" 4 _ 1
cos [{CDB| = 2[CD[- DB = 241 -8 T 2

Zatem |<CDB| = 120°, czyli 6 = 60°. Trojkat CED jest polows tréjkata
réwnobocznego, wiec |ED| = 2, |EC| = 21/3 oraz a = 180° — 60° — 75° = 45°.
Tréjkat AEC jest potowa kwadratu, wiec |AE| = |EC| = 2v/3 oraz

|AC| = V2|AE| = 21/6. Zatem |AC| = |AE| + |ED| + |DB| = 2v/3 + 3.
Ob = |AB| +|BC| + |AC| = 23+ 3 + V21 + 2v6 = 3+ 2v/6 + 2v/3 + V21
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16.

17.

Z warunkéw zadania mamy:
o 2 _

3600 T =P

2a 2 __ Lo 2 _

seos ~W(2r)° =8 &5 Wt =

=8P
(2222)' s ()"

2
_ (ﬁil) = 3+i\/§7T

. Zauwazmy, ze ANABC' jest

trojkatem o katach 30°, 60°,
90°, gdzie |[{BAC| = 30°.
Stad |[3BDC| = 30°.
|XCED| = 180° — 70° = 110°
a = 180° — 30° — 110° = 40°

. a =25, c = 65,
b= /657 — 252 =

= /(65 — 25)(65 + 25) =

= /40 - 90 = /3600 = 60
Pole trojkata: P = 5 - 25 - 60
Obwdd tréjkata:
p=a+b+c=150

Promien okregu wpisanego:

1,,22225-60:10

1
2

D 150
Dtlugos¢ okregu wpisanego:
l = 27mr =207
21. |$O,PA| = |02 PBj
Tréjkat PBO3 jest prostokat-
ny, wiec:
|PO:|* = |PB|? + |BO:|?,
czyli |[PO2| = 13.
Zatem sin |01 PA| = .
|PO,| = |PO2| — R—1=
=8—7
sin|[$O1PA| = &= = &
Zatem r = 20 = 22
22. Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku.
<)
4/2 -7 N>
T T 2
> 5
T 42 —r
42 — 1+ 42 — 7 = 8, cayli
r=4(v/2-1) cm
Pole kota:

P = 167(3 — 2v/2) cm?
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Indeks

alfabet grecki 144

asymptota 89
pionowa 89
pozioma 89

cosinus kata 131, 147
czworokat wypukty 158

dlugosé
tuku okregu 174
okregu 174
deltoid 163
dwumian 60
dziedzina
naturalna funkcji 98
wyrazenia wymiernego 97

figura wypukta 146
funkcja
kwadratowa 18, 33
wymierna 98
funkcje trygonometryczne
kata ostrego 131
kata wypuklego 147

hiperbola 89, 108
hiperboloida 108

interpretacja geometryczna
rownania kwadratowego 31

jednomian
stopnia n 60
zerowy 60
jedynka trygonometryczna 141

kat
rozwarty 146
$rodkowy w okregu 174, 184
wpisany w okrag 184, 185
wypukly 146
koto 177
krzywa tancuchowa 39
kwadrat 158
roznicy 17
sumy 17

liczba
T 174
pierwiastkéw réwnania
kwadratowego 30

najmniejsza wartos¢ funkeji kwadratowej
w przedziale domknietym 44
najwieksza warto$¢ funkcji kwadratowej
w przedziale domknigtym 44
nieréwnos¢ kwadratowa 40

odcinek kota (kotowy) 178
odlegtosé punktu od prostej 180
okrag 174
okregi
przecinajace sie 175, 181
roztaczne 175, 181
roztaczne wewnetrznie 175
roztaczne zewnetrznie 175, 181
styczne 175, 181
styczne wewnetrznie 175, 181
styczne zewnetrznie 175, 181
os$ symetrii paraboli 10, 15, 36

parabola 10, 15
pierscien kotowy 177
pierwiastek podwojny
réwnania kwadratowego 30
pierwiastki
réwnania kwadratowego 26, 30
wielomianu 70
pole
deltoidu 163
kota 177
rombu 160
réownolegltoboku 159
trapezu 162
trojkata 154, 155, 157
tréjkata opisanego na okregu 196
tréjkata prostokatnego 153
tréjkata réwnobocznego 155
tréjkata wpisanego w okrag 193
wycinka kola (kotowego) 177

Indeks
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postaé
iloczynowa funkcji kwadratowej 33
kanoniczna funkcji kwadratowej 18
ogdlna funkcji kwadratowej 18
promien
okregu opisanego na szesciokacie
foremnym 201
okregu opisanego na tréjkacie
rownobocznym 192
okregu wpisanego w szesciokat
foremny 201
okregu wpisanego w trojkat 197
okregu wpisanego w trojkat
rownoboczny 195
wewnetrzny pierscienia kotowego 177
zewnetrzny pierécienia kotowego 177
proporcjonalno$é odwrotna 88
prostokat 158
przekatna kwadratu 127
punkt stycznosci 175, 180

ramie
koncowe kata 146
poczatkowe kata 146
romb 158, 160
rozktad na czynniki liniowe
funkcji kwadratowej 33
rozwigzania
réwnania kwadratowego 26, 30
rownania wielomianowego 70
rozwiazanie tréjkata 138
rownanie
kwadratowe 26
wielomianowe 70
wymierne 104
z wartoscia bezwzgledng 109
réownolegtobok 158, 159
réznica kwadratéow 17

sieczna okregu 180

sinus kata 131, 147

stopien
iloczynu wielomianéw 67
sumy wielomianéow 63
wielomianu 60

Indeks

styczna do okregu 180, 181
szeroko$¢ pierscienia kotowego 177

$rodek
okregu opisanego na tréjkacie 191
okregu wpisanego w trojkat 195

tangens kata 131, 147
tozsamo$¢ trygonometryczna 141, 143,
148, 151
trapez 158, 162
réwnoramienny 158
tréjka pitagorejska 127
tréjmian 60
kwadratowy 18
twierdzenie
cosinusow 204
o cieciwach 188
o odcinkach stycznych do okregu 181
odwrotne do twierdzenia
Pitagorasa 127
Pitagorasa 126

wartosé bezwzgledna liczby 109
wielkosci odwrotnie proporcjonalne 88
wielokat
foremny 200
wklesty 158
wypukly 158
wielomian
stopnia n 60
wielu zmiennych 64
zerowy 60
wspotezynnik
jednomianu 60
proporcjonalnosci odwrotnej 88
wielomianu 60
wspotrzedne wierzchotka paraboli 19, 36
wycinek kota (kotowy) 177
wyraz wolny wielomianu 60
wyrazy wielomianu 60
wyrazenie wymierne 97
wyréznik tréjmianu kwadratowego 19
wysokos¢ tréjkata réwnobocznego 128
wzor Herona 157



Tablice wartosci funkcji trygonometrycznych

« sin «v coSs « tga « sin «v cos « tga
0° 0,0000 1,0000 0,0000 45° 0,7071 0,7071 1,0000
1° 0,0175 0,9998 0,0175 46° 0,7193 0,6947 1,0355
2° 0,0349 0,9994 0,0349 47° 0,7314 0,6820 1,0724
3° 0,0523 0,9986 0,0524 48° 0,7431 0,6691 1,1106
4° 0,0698 0,9976 0,0699 49° 0,7547 0,6561 1,1504
5° 0,0872 0,9962 0,0875 50° 0,7660 0,6428 1,1918
6° 0,1045 0,9945 0,1051 51° 0,7771 0,6293 1,2349
7 0,1219 0,9925 0,1228 52° 0,7880 0,6157 1,2799
8° 0,1392 0,9903 0,1405 53° 0,7986 0,6018 1,3270
9° 0,1564 0,9877 0,1584 54° 0,8090 0,5878 1,3764
10° 0,1736 0,9848 0,1763 55° 0,8192 0,5736 1,4281
11° 0,1908 0,9816 0,1944 56° 0,8290 0,5592 1,4826
12° 0,2079 0,9781 0,2126 57° 0,8387 0,5446 1,5399
13° 0,2250 0,9744 0,2309 58° 0,8480 0,5299 1,6003
14° 0,2419 0,9703 0,2493 59° 0,8572 0,5150 1,6643
15° 0,2588 0,9659 0,2679 60° 0,8660 0,5000 1,7321
16° 0,2756 0,9613 0,2867 61° 0,8746 0,4848 1,8040
17° 0,2924 0,9563 0,3057 62° 0,8829 0,4695 1,8807
18° 0,3090 0,9511 0,3249 63° 0,8910 0,4540 1,9626
19° 0,3256 0,9455 0,3443 64° 0,8988 0,4384 2,0503
20° 0,3420 0,9397 0,3640 65° 0,9063 0,4226 2,1445
21° 0,3584 0,9336 0,3839 66° 0,9135 0,4067 2,2460
22° 0,3746 0,9272 0,4040 67° 0,9205 0,3907 2,3559
23° 0,3907 0,9205 0,4245 68° 0,9272 0,3746 2,4751
24° 0,4067 0,9135 0,4452 69° 0,9336 0,3584 2,6051
25° 0,4226 0,9063 0,4663 70° 0,9397 0,3420 2,7475
26° 0,4384 0,8988 0,4877 71° 0,9455 0,3256 2,9042
27° 0,4540 0,8910 0,5095 72° 0,9511 0,3090 3,0777
28° 0,4695 0,8829 0,5317 73° 0,9563 0,2924 3,2709
29° 0,4848 0,8746 0,5543 74° 0,9613 0,2756 3,4874
30° 0,5000 0,8660 0,5774 75° 0,9659 0,2588 3,7321
31° 0,5150 0,8572 0,6009 76° 0,9703 0,2419 4,0108
32° 0,5299 0,8480 0,6249 e 0,9744 0,2250 4,3315
33° 0,5446 0,8387 0,6494 78° 0,9781 0,2079 4,7046
34° 0,5592 0,8290 0,6745 79° 0,9816 0,1908 5,1446
35° 0,5736 0,8192 0,7002 80° 0,9848 0,1736 5,6713
36° 0,5878 0,8090 0,7265 81° 0,9877 0,1564 6,3138
37° 0,6018 0,7986 0,7536 82° 0,9903 0,1392 7,1154
38° 0,6157 0,7880 0,7813 83° 0,9925 0,1219 8,1443
39° 0,6293 0,7771 0,8098 84° 0,9945 0,1045 9,5144
40° 0,6428 0,7660 0,8391 85° 0,9962 0,0872 11,430
41° 0,6561 0,7547 0,8693 86° 0,9976 0,0698 14,301
42° 0,6691 0,7431 0,9004 87° 0,9986 0,0523 19,081
43° 0,6820 0,7314 0,9325 88° 0,9994 0,0349 28,636
44° 0,6947 0,7193 0,9657 89° 0,9998 0,0175 57,290
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Dziatania na utamkach Pierwiastek szescienny

Dla a,b,c,d € Z oraz b,d # 0: Dla a € R:
, o c_ adtbe o Ya=b,gdyb®=a
b d bd
La_c_ ad—be Dlaa,bG]R:
b d_ bd o Va-b= a- Vb
o 2.6 _ ac
b d bd Dla a,b € R oraz b # 0:
Dla a,b,c,d € Z oraz b, c,d # 0: . i/@;ﬂ
a d _ad b \3/5

a.c aa
b d b ¢ be

- Pierwiastek n-tego stopnia
Wartosc¢ bezwzgledna

Dla a > 0 i parzystego n:

o Ya=b,egdyb>0ib"=a

° la| = { a J.eSl% a=0 Dla a € R i nieparzystego n:
—a jeSlia <O e Wa=bgdyb"—a

Dla a € R:

- |-al =l

Dla a,b € R: Potegi i pierwiastki

o |la—0bl=|b—al
Dlaa>0,keZ,ne Ny \ {1}
* la-bf = |af - ol

oaik:i
. ak
Dlaa,beRib#0: . va
e an = Va
o |a] = lal
b |b] Dla a,b> 0, z,y € Q:

e a®-a¥=a""V

Pierwiastek kwadratowy . Z—y =a”"Y

Dla a > 0: e a” b" = (ab)”
e Va=b,gdybt*=aib>0 .ﬂz(ﬂ)z
bz b
Dla a € R: e o (a®)! =a®¥
.m:{—a dla a <0
e Va-b=\a Vb Dla a,b € R:
Dlaa>0ib>0: o (a+0b)* =a®+ 2ab+ b*
a_ \a o (a—0b)?=a®—2ab+ b
b Vb e a?—b2=(a—b)(at+b)
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Roéwnania

Dla a,b € R:
e a-b=0 wtedy i tylko wtedy, gdy a =0 1lub b =0

Dlab#0,d#0:
, . a Cc . , . , .
¢ réwnanie - = - jest rownowazne réwnaniu ad = be

Dla a > 0:
o |z| = a wtedy i tylko wtedy, gdy 2 = —a lub 2 = a

Przesuwanie wykresow funkcji

o Wykres funkcji y = f(z) + ¢ Y= fla)+2
dla ¢ > 0 otrzymujemy przez —
przesuniecie wykresu funkeji -~
y = f(z) o ¢ jednostek w gére Pt .
wzdluz osi OY.
O] 1 X
o Wykres funkcji y = f(z) — ¢ Y
dla ¢ > 0 otrzymujemy przez P
przesuniecie wykresu funkcji 1 ~—
y = f(x) o ¢ jednostek w dol -
wzdluz osi OY. o1 < X
A
=efla)y =2
o Wykres funkcji y = f(z — p) Y
dla p > 0 otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkcji f
y = f(z) o p jednostek w pra- R . ot
wo wzdluz osi OX. ol Ti=ic 3 b
o Wykres funkcji y = f(z + p) Y
dla p > 0 otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkcji i S
y = f(z) o p jednostek w lewo > 1/// 7
wzdtuz osi OX.
O] 1 X
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Logarytmy

Dla a,b >0, a # 1:

o log, b=, gdy a* =b
Dla a,b,c>0,a# 1, peR:
e log,a=1

e log,1=0

e log, bc = log, b+ log, ¢

e log, g = log, b —log, c
e log, b” = plog, b

Roéwnanie prostej

e Rownanie kierunkowe: y = az + b

e Réwnanie ogélne: Az + By + C =0,
gdzie A #01lub B #0

e Rownanie prostej o wspoétezynniku
kierunkowym a przechodzacej przez
punkt (z1,y1):

y—y1 =alx—m1)
e Wspoélezynnik kierunkowy prostej:
y=axr+b
przechodzacej przez punkty (z1,y1)
i(x2,y2), gdzie ©1 # xa:

Y2 — Y1
T2 — T

a =

e Proste y = a1x+b1 1y = asx+bs sa:
— réwnolegle, gdy a1 = as,

— prostopadte, gdy a; - ag = —1.

Potozenie paraboli wzgledem osi OX

Réwnanie kwadratowe

o Wyréznik rownania kwadratowego
ar’> +br+c=0,a#0:

A = b — dac
Pierwiastki réwnania kwadratowego:
o Jesli A > 0, to rownanie ma dwa

pierwiastki:
-b—VA —b+VA
2a » T2 = 2a
e Jesli A =0, to réwnanie ma jeden
pierwiastek (podwojny):
b

xry =

o= ——
2a
e Jesli A < 0, to réwnanie nie ma
pierwiastkow.

Wzér funkcji kwadratowej

e Postac¢ ogélna:
f(x)=ax®> +bx+c,a#0
Wspélrzedne wierzcholka paraboli:
b A
) = (—5—5)
e Posta¢ kanoniczna:
fl@)=alz—p)*+q a#0
e Postaé iloczynowa:
— jesli A > 0, to:
f(z) =alx —x1)(x —22), a # 0,
gdzie x1, x5 sa pierwiastkami,
— jesli A =0, to f(x) = a(z—x0)?,
gdzie x¢ jest pierwiastkiem,
— jesli A <0, to funkcja nie ma
postaci iloczynowej.
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Twierdzenie Pitagorasa Tozsamosci trygonometryczne

W tréjkacie prostokatnym: Dla « € [0°;180°]:
a?+b2=c2

o sin?a+costa=1

= /‘b Dla o € [0°90°) U (90°; 180°]:
a ' _ sina
¢ tga B COos &

Funkcje trygonometryczne
kata ostrego Wartosci funkcji
trygonometrycznych

W trojkacie prostokatnym:

: _a

*sma= b a | 0°  30°  45°  60°  90°
_b c
—a
ctga=g A b C cosa |1 @ @ i 0
tga | 0 @ 1 V3| -

Funkcje trygonometryczne
kata wypuktego
Dla P 3) o € 0 150
e sina = % r=yz2+y*#0 Dla dowolnego tréjkata:
e cosa = %

ctga=2 240

2 _ 72 2 _
Wzory trygonometryczne a? = b2+ ¢? — 2bccosa

b? = a? + ¢® — 2accos
Dla a € (0°;90°):

c® = a® 4+ b> — 2abcosy
e 8in(90° — a) = cos

e c0s(90° — a) = sin

1 Twierdzenie Talesa
o tg(90° —a) =

tgo Jezeli proste AC'1 BD sa
Dla « € [0°; 180°): rownolegte, to:
D
o sin(180° — a) = sina . [2Cl _ |eD]
|PA] - |AB] ¢
e cos(180° — o) = —cos . IPC| _ |PD]
e tg(180° — ) = —tga, a # 90° |PA|  |PB| P A B
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Trojkaty i czworokaty Koto i okrag

e Dowolny tréjkat e Dlugosé okregu:
e gl
e Pole kola:
A o

’

P = Lapsina
2b Rk — promien e Pole wycinka kota: @
pP=12= gg%ag;leo P=_2_ a2
£) o
4R rpf pror%lier’l 360
p—atbte okregu e Dlugosé tuku okregu:
2 wpisanego @
L= - 27

o Tréjkat réwnoboczny 360°

TR

Katy w okregu

V.

r= %h = ?a ' @\ o Kat wpisany o A
) /3 BN i kat érodkowy (3
R= §h =-5a v oparte na tym ,\
samym tuku: a
P= ?aQ B =2« -

=

P

e Roéwnoleglobok o Katy wpisane 1
_ oparte na tym
P =ah h .
samym tuku maja
P =absina [ |-

rowne miary.

Q

y

®

« Romb N
P= %de M o Kat wpisany oparty B
L\ na pétokregu (na \

a
$rednicy) jest
e Trapez b katem prostym.
p=2tb.p h
2 .

a

Twierdzenie o odcinkach

Twierdzenie o cieciwach ERZIVED

Jesli styczne do okregu w punktach
A i B przecinaja si¢ w punkcie P, to:

|PA| = |PB|

Jesli w okregu dwie cieciwy AB 1 C'D
przecinaja sie w punkcie P, to:

|PA|-|PB| = |PC|-|PD|
D
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dlanauczyciela.pl

©)

/A
Portal dla nauczyciela wirsy
; d
Zrodto wartosciowych i rzetelnie opracowanych pomocy bona
dydaktycznych, utatwiajgcych przygotowanie i prowadzenie 200 000
lekcji. Materiaty sg czytelnie podzielone na kategorie, co pozwala uzytkownikow

zaoszczedziC czas potrzebny na przygotowanie zajec.

G, Generator '€, Ondorio

\ﬂ testow i sprawdzianéw

® gotowe zadania i testy
® agplikacja Ondorio do automatycznego
sprawdzania testow i kartkdwek

Multibook €EEED

® podrecznik multimedialny
dla nauczyciela

® atrakcyjne materiaty cyfrowe
do wyswietlania na lekcji

e-booki

e clektroniczna wersja
podrecznika ucznia

Dokumentacja
nauczyciela

® programy nauczania

- e rozktady materiatu

\'-‘ e plany wynikowe
.

® podreczniki nauczyciela

MOJA

NOWA ERA Sprawdzanie wiedzy
e jedno konto do wszystkich portali Nowej Ery o kartkéwki
e fatwa aktualizacja danych w profilu uzytkownika o Klasowki

z automatycznie modyfikowanym dostepem do zasobow

e szybki dostep do zasobdw szkolnych <SRG

e personalizowany panel wiadomosci

Pamietaj o corocznej aktualizacji danych!
moja.nowaera.pl



Generator orzygot

\Z testow i sprawdzianéw sprawdzian

w kilka minut

Wygodna i prosta aplikacja do tworzenia materiatow
sprawdzajgcych wiedze. Zawiera setki zadan, w tym
typu maturalnego.

Nowosc — filtr pozwalajgcy wyszukac zadania, ktore od wrzesnia 2024 r.
wykraczajg poza wymagania uszczuplonej podstawy programowe;.

t> 1 - Wejdz na strone generator.nowaera.pl i zaloguj sie
przez konto Moja Nowa Era. Jesli jeszcze nie masz konta — zatéz je.

l, 2 Pobierz gotowa kartkéwke do lekcji, klasowke do dziatu, sprawdzian
semestralny lub roczny dla 4 grup. Edytuj materiaty testujgce, aby
je dostosowac do potrzeb swoich i ucznidow.

f 3 Samodzielnie twérz materiaty testujgce. Skorzystaj z gotowych zadan lub
dodaj wtasne. Wszystkie gotowe zadania zostaty przygotowane w 4 rownowaznych
wersjach. Mozesz utworzy¢ nawet 8 grup testow. Wszystkie zadania zawierajg
odpowiedz, punktacje i orientacyjny czas potrzebny uczniom na rozwigzanie.

4. Wydrukuj pobrane testy i klucze
odpowiedzi. Do kartkdwek i krétkich testow
wybierz ekonomiczng wersje wydruku
(ekowydruk) z mniejszg liczbg stron.




