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Funkcja kwadratowa
| jej zastosowania

Jesli pominie si¢ opor powietrza, mozna przyjaé, ze tor lotu piltki rzuconej
pod katem ostrym do poziomu lub pocisku wystrzelonego pod takim katem
jest fragmentem paraboli (kolor niebieski na rysunku). Jednak opér powie-
trza sprawia, ze tor ten ma ksztalt krzywej balistycznej (kolor czerwony na

rysunku).
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Uczen: 1.1. Réwnania kwadratowe - powtdrzenie

— rozwiazuje réwnania
kwadratowe, korzystajac

2 poznanych metod il wzoréw, Réwnanie kwadratowe moze mie¢ dwa pierwiastki, jeden pierwiastek lub nie

— wyznacza argument, dla mie¢ pierwiastkow.

ktoérego funkcja kwadratowa

przyjmuje dang wartosc, Twierdzenie

— przedstawia tréjmian. Rozwazmy réwnanie kwadratowe az? + bx + ¢ = 0, gdzie a # 0, oraz jego
kwadratowy w postaci 20_¢ 9
. . o wyréznik A = b* — 4ac.
iloczynowej i podaje jego
pierwiastki. 1. Jesli A > 0, to rownanie ma dwa pierwiastki:

_ —b—VA _ —b+VA
T1= "% P27 T2
2. Jedli A = 0, to réwnanie ma jeden pierwiastek podwojny:
1
To = —34

3. Jesli A < 0, to réwnanie nie ma pierwiastkéw.

Przyktad 1
a) Rozwiaz réwnanie 22? — 9z + 9 = 0.

Obliczamy wyréznik réwnania kwadratowego.
A=0b—4dac=(-9)2—-4-2-9=281-72=9 > 0, wiec réwnanie ma dwa
pierwiastki. VA = V9=3

—b—vA _
VA _9-8_3

_ —b+VA 943 —3
2a 4 2’ B B B

T
1 2a 4

b) Rozwiaz réwnanie 3z% + 3z — 1 = 0.

A=b—4ac=3"—-4-3-(-1) =9+ 12 = 21 > 0, wiec réwnanie ma dwa
pierwiastki. VA = /21
_ “b+VA _ —34V21

-b—VA _ -3-21
2a 6 27 " 24 6

Ir1 =

¢) Rozwigz réwnanie $2° — 6z 4+ 4 = 0.
A= —dac=(—6?—4-2.4=36—36=0

A = 0, wiec réwnanie ma jeden pierwiastek podwéjny:

po=_2 —_6_4
0 2a % 3

d) Rozwiaz réwnanie 322 — 4z 4+ 2 = 0.
A= —dac=(—4)?—4-3-2=16—24= -8

A < 0, wiec réwnanie nie ma pierwiastkéw.

Multibook

* Wykres funkcji kwadratowej

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.1

Generator

testow i sprawdzianow
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Cwiczenie 1

Rozwiaz réwnanie.
a) 2 +3x —18=10
b) 222 +32z —2=0
¢) ba —1lx+2=0

d) 422 = 1224 9=0
e) 2 +3x—-2=0
f) 222 4+42—-1=0

g) 222 —5x+4=0
h) 32 -2z — 3 =0
i) 22 -3v2r+4=0

Aby rozwigzaé réwnanie kwadratowe postaci ax? + bx = 0, rozktadamy jego
lewg strone na czynniki.

Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie —3x2 + 48z = 0.
—3z(zx —16) =0
=0 lub z—16=0

Pierwiastkami réwnania sa liczby 0 i 16.

Iloczyn czynnikéw jest
réwny zero, gdy ktorys
z nich jest réwny zero.

Cwiczenie 2

Rozwiaz réwnanie.

a) 202 —6x =0 ¢) 3z +4x* =0 e) br = 1022

b) 22? - Zx =0 d) =2z —62>=0 f) 1% — 12 = 222

Niektore rownania kwadratowe mozemy rozwiazaé, korzystajac ze wzordw na
réznice kwadratow, kwadrat sumy lub kwadrat réznicy.

Przyktad 3
a) Rozwiaz réwnanie 1622 — 1 = 0.
Korzystamy ze wzoru na réznice kwadratéw: a® — b* = (a — b)(a + b).
(dr —1)(dz+1) =0
dr—1=0 lub 42+1=0
dr =1 lub 4z =-1
1 1

i ly

Zatem réwnanie ma dwa pierwiastki: —
b) Rozwiaz réwnanie 422 + 4z + 1 = 0.
Korzystamy ze wzoru na kwadrat sumy: a? + 2ab + b* = (a + b)%.
(2z+1)2=0
20 +1=0
20 = -1

Réwnanie ma jeden pierwiastek: x = —%.

1.1. Réwnania kwadratowe — powtérzenie 11

Cwiczenie 1
a) A=81,z1=—-6,22=3
b) A =25 21 = 2, z2 = 0,5
c) A=8l,z1=2,22=0,2
d)AIO7 513'021,5
e) A =17,
w1 = S g, = ST
f) A=24,

_ —2-V6 _ —24V6
T1=—5 ,T2= J2r
g) A = —7 < 0, sprzeczne
h) A = 10,
L = 2723/E7 Ty = 2+é/ﬁ
i) AIQ, $1:\/§, $2:2\/§

Cwiczenie 2

a)z=0lubz=3
b)z=0lubz=3
¢)z=0lubz=—-2
d)z=0lubz=—35
e)z=0lubz=1

f)z=0lubz =12

2



Cwiczenie 3
a)z=—-3luba=
b) z 2
c)x=-7
d)z=—3
e)xr=5

f)z=2

wWin Njot

Cwiczenie 3

Rozwiaz réwnanie, korzystajac ze wzoréw skroconego mnozenia.

a) 42 —25=0 c) * +14x+49=10 e) 25+ 2% =10z
b)1—222=0 d) 922 +6x+1=0 f) 42?415 =20z — 10

Przypomnijmy, ze posta¢ y = a(z — z1)(x — z5), gdzie a # 0, nazywamy
postacia iloczynowa funkcji kwadratowej.
Wyrazenia  — x1 i ¢ — x5 nazywamy czynnikami liniowymi.

Liczby x; i x5 wystepujace w postaci iloczynowej sa miejscami zerowymi (pier-
wiastkami) tréjmianu kwadratowego y = a(z — z1)(x — x3), czyli pierwiast-
kami réwnania a(x — x1)(z — z5) = 0.

Dany jest tréjmian kwadratowy y = ax? + bz + c.

= Jesli A > 0, to tréjmian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej
y=a(x —z)(z — z3), gdzie x;, T, sa pierwiastkami tego tréjmianu.

= Jesli A =0, to tréjmian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej

y = a(z — x0)?, gdzie z, jest pierwiastkiem podwdéjnym tego trojmianu.

= Jesli A < 0, to tréjmianu nie mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej
(nie mozna go roztozyé na czynniki liniowe).

Przyktad 4
Przedstaw tréjmian kwadratowy y = 222 — x — 3 w postaci iloczynowej, jesli
to mozliwe.

Obliczamy wyro6znik:
A=b—4dac=(—1)2—4-2-(-3) =1+24 =25 > 0, wiec tr6jmian ma dwa
pierwiastki. VA = /25 =5

_ —b—vVA _1-5 _ _ —b+VA 145 3
Tn=—n, = 1 - b 3

Postac iloczynowa tréjmianu: y = 2(z + 1) (z — 2).

Cwiczenie 4
Wyznacz pierwiastki trojmianu kwadratowego i przedstaw go, jesli to mozliwe,
w postaci iloczynowej.

a) y=6z+x—1 d)y=32>-3z—-1 g) y=-92%+1
b) y =22? — bz + 2 e) y=a>+2z —4 h) y=—12? -3z
¢) y=—a"+2r—-1 f) y=—32%+2z+2 i) y=4a? —4x+2
Cwiczenie 4
a) A =25z = %:m:%,y:6(x+%)(xf%)

v2=2,y=2(x—3)(z—2)

b) A = 9 T =3

c) A ,B1=13,T2=3,y=—(z— 3)(z—3)

d) A —16 xlz—l,m:?,y:%x—&—l)(x—?)

e) A=18, x1 = —2v2, 22 = V2, y = (z + 2v2)(z — V2)

f) A =28, xlzl%ﬁ,m:l%ﬁ’y:—?’(ﬂ?_l%ﬁ)(m_ 1+3ﬁ)
§A=36m=-1 0=} y= -9+ 1)

h) A=9, 2, =-12, sz,yz—ix(w—l—lZ)

i) A =-16 < 0. Tréjmian kwadratowy nie ma pierwiastkéw i nie mozna przedstawié

go w postaci iloczynowej.
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Zadania

Oblicz wyréznik réwnania kwadratowego i okreél liczbe jego pierwiastkow.
a) 22 —=3x+4=0 d) 42 +202+25=0 g) 82 +3x =0
b) 5z +3x—2=0 e) 62> -2z +1=0 h) 522 -9=0

¢) =32*4+2x+9=0f) —22°-224+6=0 ) 222+1=0

. Rozwiaz réwnanie.

a) 22 —6x—7=0 d)4a® -2+ 1 =0 g) 2522+ 52 —6=0
b) 202+ Tx—4=0 e) bz’ +2x+1=0 h) 222 — 622 4+9=0
c) 422 +5x+1=0 f) —622+z+1=0 i) 222 —Iz+1=0

. Rozwiaz réwnanie.

a) 22 +1=5-22 d) (3z—-1)(3z+1)=2 g) (1—-2)?=1
b) 3(z*+1)=5 e) (z+1)=(1-2x) h) Bz+1)?=9
¢) (x—1)7?=-2x f) Bz—2)2=(22x+3)? i) (2z—-1)* =4
. Rozwigz rownanie.

1-22  22-1 (x4 2)2 _ (x+3)?
a) 5 =3 c) 5 2= —

r—=2  xz(x-2) _ (x+3)%2 (az+4)2
b5 —=% =0 d) =5 =%+

. Liczby 21 1 2o sg miejscami zerowymi funkcji f. Oblicz |;c1 — o).
=(z+3)(=-3) ¢) f(z) = (z+2—V5)(z+2+5)
b) f( ) da(x —2) d) f(2) = (v - 158) (2 — 155)

. Wyznacz argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosé rowna p.
a) f(z)=a2?>+4r—13, p=38 ¢) flz)=—4z*+ 24z, p=9
b) f(z) =32 +1la —6, p=-2  d) f(z) =32 +4z, p=-3

. Wyznacz argumenty, dla ktérych funkcje f i ¢ przyjmuja réwne wartosci.
a) f(z)=a2*412, g(x) = —2* + 11z ¢) f(z) = (22 —1)% g(z) =3z —2
b) f(x) =32° -z, g(z) = 32° — 2 d) f(z) = (32+2)%, g(z) = (x—4)°

. Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.
a) y=a>+2x —24 d) y=—2%+ 140 — 49 g) y=1r*+2z+4
b) y=2z>—-11lz+15 e) y=—42®>—-12z -9 h) y=32> -4z +3
c) y=1iz>—2x—3 f) y=—32>+22+ 1 i) y=322—-5x+4

.a) f(z)=g(z)dlaz=2lubz =14 8.a) y=(x+6)(x—4)

b) f(z) =g(z)dlaz=—3lubz =0 b)y=2(x—-3)(z—-3)

¢) fz)=g(z)dlaz=2lubz =1 c)y:%(x72+\/_)(x727\/m)
d)IsposQob . d) y = —(z—7)2

Bz +2)° = (z —4) _ 4 312

8% + 20z — 12 =0 ) y=—4(z+3)

2 +5x—3=0 f)y:f?’(x 2+ﬁ)(m 276ﬁ)
x:73lubx:% . )

IT sposéb g)y_§<m+?2

3¢ 4+ 2| = |z — 4] h)y=3(z-3)
3x+2=x—4lub3z+2=—(z—4) i) brak postaci iloczynowej
x:—3lubx:%
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Odpowiedzi do zadan
1. a) A = —7, 0 pierwiastkéw
b) A =49, 2 pierwiastki

= i, 2 pierwiastki
f) A =20, 2 pierwiastki
g) A =9, 2 pierwiastki
h) A = 180 2 pierwiastki

i) A =—2, 0 pierwiastkéw
2.a)x—71ubx——1
b)z=—-4lubz=131
c)z=—-1lubxr=-1
d) z = 1 e) sprzeczne
flz=—3lubz=3
g)r=-2lubz=2
h) z = 32
i) z=5lubaz=2
3.a)x:f¥lubx:%
b)x:—glubm:T6
c) sprzeczne
d) z = —2v3 lub z = 2V/3
e)z=01lubz=2
fz=—-Ltlubz=5
g)r=slubz=23
h)z=—-3lubz=2
i) z=—-Slubz=2%
.a)z=—1lubz=1
b)z=2lubz =3
c)m——3ﬁlubx-3\/_
d) sprzeczne
5.2) 2 b) V3 ¢) 2V5 d) V3
6. a) f(z) =8 dla
z=3lubx=-7
b) f(z) = —2 dla
:%Iubx—f
)f(w)—9dla
i = ;’flubxz "3‘/5

d) f(z) =-3dla
z =—6—3V3 lub
z=—-6+3V3



Uczen:

— rozwiazuje nieréwnosci
kwadratowe,

— zaznacza na osi liczbowej
iloczyn i réznice zbioréw
rozwiazan dwoch nieréwnosci
kwadratowych,

— stosuje nieréwnosci
kwadratowe do wyznaczania
dziedziny funkcji, w ktorej
wzorze wystepuja pierwiastki
kwadratowe.

Cwiczenie 1

a) —3z°+ fz+2>0dla

x € [—2;3]

b) —iz’+ iz +2<0dla

z € (—o0; —2] U [3; 00)

¢) 22 — 6z +8>0dla

z € (—00;2) U (4; 00)

d) 2> — 6z +8 < 0dlax € (2;4)

Multibook

® Nierownos¢ kwadratowa
* Wykres funkcji kwadratowej
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1.2. Nierownosci kwadratowe -
powtdrzenie

Przyktad 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji Y

kwadratowe] f(z) = ;2> — 12— 2. Jej miejscami

zerowymi sa liczby —1 i 3.

7 wykresu mozemy odczytaé rozwigzania odpo- ) f
wiednich nieréwnosci, np.: B 0

122 —tx—32>0dlax e (—oo;—1] U [3;00), —1 1 X
t2? —lr—3<0dlaxe[-1;3].

Cwiczenie 1 Y

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funkcji

f@)=—32*+ o+ 2i g(x) = 2® — 62 + 8. £ /:
Korzystajac z tych wykresow, podaj rozwigza- .

nie nieréwnoéci. ol 1 X
a) —sr’+3x+2>0 ) 2—6x+8>0 /

b) —32®+32+2<0 d) 22 —6x+8<0

Przyktad 2

Rozwiaz nieréwnoéé¢ 3x% — 4z — 15 < 0.

Zaczynamy od rozwigzania réwnania 3z — 4x — 15 = 0.
A=0*—4ac=(—4)>—4-3-(—15) =16 + 180 = 196, VA = /196 = 14
Pierwiastkami rownania sa liczby:

" _ —b—VA _4-14 5 _—b+\/Z_4+14_3
= == = = = =

2a 6 T3 T T 6
Szkicujemy parabole o ramionach skierowanych do gory (wspdélezynnik przy

x? jest dodatni), przechodzaca przez punkty —% i 3 na osi OX.
Ze szkicu wykresu odczytujemy: + +
_5 3 X
327 —4x —15<0dlaz € (—3;3) 3

Rozwiazywanie nieréwnosci kwadratowej sktada sie z kolejnych etapdéw:
e rozwigzanie odpowiedniego réwnania,

 naszkicowanie odpowiedniej paraboli,

¢ odczytanie z rysunku rozwigzania nieréwnosci.
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Przyktad 3

Rozwigz nieréwnos$é —2x2 + 7x — 4 < 0.

Rozwigzujemy réwnanie —2z2 + Tz — 4 = 0.
A=b—dac=T>—4-(-2)-(—4)=49-32=17, VA =17

Pierwiastkami réwnania sa liczby:

b= VA  —T-IT T+ V17 T — —b+VA _ —T+VIT _ 7T-V17
T T 2¢ T 4 T 4 P TToa T T a4 T a

T
Szkicujemy parabole o ramionach skierowanych w dét (wspélezynnik przy 2
jest ujemny), przechodzaca przez punkty %ﬁ i %ﬁ na osi OX.

Ze szkicu wykresu odczytujemy: N
222+ T7r—4<0dlax e (—oo; 7*‘;/ﬁ) U <7+4‘/ﬁ;oo) */*Tm %*X

Zauwaz, ze zamiast nieréwnosci —2x? + Tx — 4 < 0 mozemy rozwiagzaé réwno-
wazng nieréwnosé 2z2 — 7z +4 > 0.

Cwiczenie 2 Cwiczenie 2

Rozwiaz nieréwnosé. a) x € (—5;0)

a) 22 + 5z < 0 ) 222+ 7z —4>0 e) 522 — 22 —1>0 b) z € (—o00; 0] U [3; 00)

b) —422 + 2 <0 d) =322+ 11z -6 >0 f) —122 — 3243 <0 ) @ € (00 —4) U (3;00)
d) z € [£;3]

Przyktad 4 e)ze (_OO; 1—5¢6] U [1+5J6’ OO)

Rozwigz nieréwnosé 9x? — 12z + 4 > 0. f) 2 € (—00;—3 — VI5)U

Rozwigzujemy réwnanie 922 — 12z + 4 = 0. U(=3 + v/15; 00)

A=00—4dac=(-12)?-4-9-4=144-144=0

Roéwnanie ma jeden pierwiastek: xq = —% = % = %

Szkicujemy parabole o ramionach skierowanych do géry. ,

Jedyny punkt wspdlny paraboli z osig OX to (%, 0). 3 X

Odczytujemy rozwigzanie nieréwnosci:

922 — 12z +4>0dlax € (—oo; %) U (%;oo)

Cwiczenie 3 Cwiczenie 3

Rozwiaz nieréwnosé. a)z €R

a) 922 —120+4>0  b) 922 — 122 +4 <0 ¢) 922 — 120 +4 <0 z’)):p;izna

Cwiczenie 4 Cwiczenie 4

Czy nieré6wnoéé jest spelniona przez kazda liczbe x € R, czy jest sprzeczna? a), b) z €R

a) 422 +1> 0 b) —22—2<0 ¢) 922 +4<0 &) SETEea)
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Odpowiedzi do zadan

g) e (75723\/5; —5-;3%5)

h) z € (—o0;1 — 22| U
U [1+2v2;00)
i) z € (—378m; —3+8m)

—1+V5.
S5 e)
), €) sprzeczna

VT, 54VTT
d)z e (5 41 75-&-417)

=5

e [7374&; 73-2&]

Zadania

1. Rozwiaz nieréwnosc.
a) 3r24+2x—-1<0 d) —2?+42+1>0 g) 22°4+5x—-5<0
b) 2224+ 5z —3 >0 e) —z’+3x+3<0 h) —2?4+2zx+7<0
c) —4r? +52—-1<0 f) 522 =3z —-1>0 i) 22°-32—-1<0
2. Rozwiaz nieréwnosé.
a) —22+6x—-9<0 ¢) 322 +32+6>0 e) 22—3vV22+5>0
b) 922 —62+1>0 d) 222+ iz 4+1<0 f) —v222+32>3V2
3. Rozwiaz nieréwnosé.
a) 2 +2r>x+1 c) 3r2 —2r+1<z e) 3z—2?<3— 32?2
b) 522 +4 < 10z — 2022 d) —22° + 5z > 1 f) —z(2—12)>1—2?

4. Rozwiaz nieréwnosé.

a) (2z+1)2+ (z —3) < 10 d) (lz+1)?>2p -8
b)3z—(1—-2)?> (z—-2)(z+2) e) 2—2><(2—1)
c) (x—3)2—7< (22— 1)? f) (1*%.%)2*(%*1')223%

5. Dane sa zbiory A i B. Wyznacz zbiory AN B i A\ B.
a) A={zeRi 2> -4 +1<0}, B={z €R: 3z —2* > 0}
b) A={zeR:2*+32+1>0},B={zecR: 2 -5x+4<0}
c) A={zeRiaz?—42-3>0}, B={zeR: —z>+2+12> 0}
6. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz dziedzing funkcji f(z) = /z(z — 4) + /z.

Dziedzing funkcji jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych, dla ktérych

jej wzér ma sens. Wyrazenia pod pierwiastkami musza by¢ nieujemne,

czyli musza jednoczesnie zachodzi¢ nieréwnodci:
z(x—4)>01i2>0

Pierwsza nieréwno$é jest prawdziwa dla z € (—oo; 0] U [4; 00).

Zatem dziedzing funkeji f jest zbiér D; = {0} U [4; 00).

Wyznacz dziedzine funkcji f.

a) f(r)=+v22—-2x—-3+x c) f(x) =22 —2—6+ 16 — 22

b) f(z)=v222+T7x —4—/1—2 d) f(z) = V322 + Tz — 6—/4x — a2

5.a) A=[2—-+/3;2+ 3], B=[0;3],

ANB=[2-3;3], 6.a) 22— 20 —-3>0iz>0
A\ B = (3;2 + /3] z € (—o0; —1] U [3;00) i z € [0; 00),
b) A= (—o0; 28) U (=255 ), D; = [8;0) .
B=(1;4), b)2£E +7x—4>20il—22>0
ANB = (1;4), xe(—oo;—4]U[%;i>o)ia:e(—oo;l],
Ds = (—o0; —4] U [%:1
A\ B = (—o0; 208) U (2p5,1] U s = (oo JU[z:1] )
U [4; o) )z —z—-6=20i16—2°>0
! z € (—o0;—2]U[3;00) i z € [—4;4],
E;AF?E;TO;%W)U(?JFW%OO): Dy = [-4-2]U [3;4]
ANB = [-3;2 — /7 d) 32+ 72 - 6> 0idz—22>0
- b ) . 2. . .
A\ B = (—00;—3) U (2 + V/T; 0) %G <_020’4_3] U[3500) iz €[0;4],
=13
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R 1.3. Réwnania sprowadzalne

do rownan kwadratowych

Réwnanie postaci az? + bax? + ¢ = 0, gdzie a,b,c € R oraz a # 0, nazywamy
réownaniem dwukwadratowym. Aby je rozwiazaé¢, wprowadzamy niewiadoma
pomocnicza t = x? (gdzie t > 0). Zauwaz, ze wowczas z* = (2?)? = {2, zatem
otrzymujemy réwnanie kwadratowe at? + bt + ¢ = 0.

Przyktad 1
Rozwiaz réwnanie z* — 1022 + 9 = 0.

Réwnanie mozemy przedstawié¢ w postaci (22)? — 1022 + 9 = 0. Podstawiamy
t = 2? (zakladamy, ze t > 0) i otrzymujemy réwnanie kwadratowe:
2 —10t+9=0
A=100-36=064, VA=38

t1:10;8:1>07 t2:102+8:9>0

Wracamy do niewiadomej x:
22=1 lub 22=9
z=-—11lub =1 lub 2 =-3 lub z=3

Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.
a) ' =5’ +4=0

b) * — 1722 +16 =0 ¢) 2* — 202 +64=0

Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie z* — 10x% 4+ 21 = 0.

Réwnanie mozemy przedstawié¢ w postaci (z?)? — 1022 +21 = 0. Podstawiamy
t = z? (zakladamy, ze t > 0) i otrzymujemy réwnanie kwadratowe:
2 —10t4+21=0
A=100—-84=16, VA=4
h=12=3>0,t, =02 =7
Wracamy do niewiadomej x:
=3 lub 2?2=7

z2=—/3 lub z=+3 lub 2= -7 lub z =7

>0

Cwiczenie 2
Rozwiaz réwnanie.
a) ' — 82?2 +15=0

b) z* — 82 +12=0 c) z* — 1122418 =0

Cwiczenie 2
a)x:f\/glubx:f\/glubx:\/glubm:\/g
b)z=—v6lubz=—v2lubz=+2lubz =6
c)x:—3lubm:—\/§lubm:\/§lubm:3

Uczen:

— rozpoznaje réwnania, ktére
mozna sprowadzi¢ do réwnan
kwadratowych,

— rozwiazuje rownania, ktore
mozna sprowadzi¢ do réwnan
kwadratowych.

Cwiczenie 1
Podstawiamyt:xQ,tZ 1

a)t? —5t+4=0
A=25—-16=9, VA =3

b= SR 1ty — 4 4
22=11lubz?® =14
r=-2lubx=—-1lubx=1
lub z =2
b)z=—-4lubz=—-1lubz=1
lub x =4
c)z=—-4lubz=—-2lubz=2
lub x =4

Uwaga do éwiczenia 1.

W tym ¢éwiczeniu nie jest
konieczne podstawianie. Wielu
uczniéw na poziomie rozszerzo-
nym potrafi zapisaé¢ te rownania
w postaci iloczynowe;.

a) (z° —1)(z* — 4)

b) (z? — 1)(z* — 16)

c) (z® —4)(2* — 16)
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Cwiczenie 3

a) 2= —/6lub z =6

b) sprzeczne
c)z=—/3lubzx =13
d)x:f\/ﬁlubm:\/i

e) x:f% lubm:%
fz=—-1lubz=1
Cwiczenie 4

a) 3 rozwigzania: z = —3 lub

z=01lubz=3

b) 1 rozwiazanie: x = 0

¢) 2 rozwigzania: £ = —/7 lub
z =7

d) 4 rozwigzania: z = —/3 lub
z=+3lubz = —5lubz =5

e) 0 rozwiazan
f) 2 rozwiazania: x = —\/g lub
.y
Odpowiedzi do zadan
1.a) 2= —-31lubz=-21lub
z=21lubx =3
b), d), f) sprzeczne
c) 2z =—/6lub z =6

e) 2 =—21lubz = —+/3 lub
z=+3lubz =2

2.a)z=—V3lubz=—11ub
xz%lubxz\/g
b)z=—-3lubz=3
c)xzf\/@lub

T = —@’7,

d)z=-—V2lubz=—%lub
xz%lubxzx/ﬁ

e) z=—3lubz=—v21ub
x:\/ﬁlubng
fz=—2lubz=2

Przyktad 3
Rozwigz réwnanie z* + 822 — 9 = 0.

Podstawiamy ¢ = z? (zakladamy, ze t > 0) i otrzymujemy réwnanie kwadra-

towe:
48 —-9=0
A =64+36=100, vA=10
=" =—9<0, lh= "1 =120
Rozwiazanie t; odrzucamy jako sprzeczne z zalozeniem.
Wracamy do niewiadomej z: 2° = 1, czyli z = —1 lub z = 1.
Cwiczenie 3
Rozwigz réwnanie.
a) ' =522 —6=0 c) zt+2*—-12=0 e) 4t 4+ T2 —2=0
b) z* + 522+ 6 =0 d) z* =42 +4=0 f) 92 —8z2—-1=0
Cwiczenie 4
Podaj liczbe rozwiazan réwnania.
a) zt =922 =0 c) zt =622 —7=0 e) 22* + 322 +5=0
b) z*+92? =0 d) z* =822 +15=0 f) 92" — 1222 +4=0

Zadania

1. Rozwiaz réwnanie.
a) 2t —13224+36=0 c¢) 2*—12224+36=0 e) —a*+ 72> —-12=0
b) a* — 52> +36=0 d) 2* +52°+4=0 f) 2*—22+20=0

~—

2. Rozwiaz réwnanie.
a) dr* — 1322 4+3=0 ¢) '+ 722 -2=0 e) o' — 1722 +18 =0
b) 92* + 1722 —2=0 d) 92* — 192> +2=0 f) 92* + 142> -8 =0

3. Wyznacz pierwiastki réwnania nalezace do podanego przedziatu.

a) z' =522+ 6=0, (—3;3) ¢) 2z —ba?+2=0, (—3:3)

b) z* —92% + 18 =0, (—2;0) d) 62" — 722 +2=0, (—1;3)
4. Rozwiaz réwnanie.

a) (22 —3)? = (222 — 1)(2* — 3) d) o* +4 = 3v22?

b) (22 +2)? = (2% +2)(32? — 4) e) x' +4=3v2(v2 - 22?)

c) (222 4+3)2-9=8—(3—2?)? f) ' —6=2V32%-9

3.a)x —\/_lubx:ﬂ
b) =3

) T = %lubxzﬂ

) x = fflubx:fg

4.a),b)z=—+/31lubz =3

c) sprzeczne

) x = \/_lubx— V2lubz= V2 lubz= V8
e)r=—2 V2 lub z = V25 — 3v/2

f) x f lub z = /3

o

(="
-

="
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5. Przeczytaj podany w ramce przyklad. 5.a) (2% —1)(2® -8) =0
z>=11ub2®=38

3 r=1lubz=2

Aby rozwigzaé réwnanie 2® — 32° + 2 = 0, podstawiamy t = x

(gdzie t € R). Otrzymujemy réwnanie kwadratowe: b) (z* +1)(z®* - 8) =0
*—3t+2=0 2®=—1lub2® =38
—09_8— _3-1_ _ 341 x=—-1lubz=2
A=9-8=1, ti= 2 =1 2= 2 =2 ¢) (z* +1)(z* —16) =0
Wracamy do niewiadomej z: 2t —16=0
P=1luba® =2, czyliz=11lub z = /2 (z* +4)(a® - 4) =0
2> —4=0
Rozwiaz réwnanie. (z+2)(x—2)=0
a) 2 — 923 +8 =0 b) 26 — 723 -8 =0 c) 28 —1521 —16=0 z=-2lubz=2
6. Przeczytaj podany w ramce przyktad. 6. a) Podstawiamy ¢ = |z|,
t > 0, i otrzymujemy:
Aby rozwiazaé réwnanie x* — 2|z| — 8 = 0, podstawiamy ¢ = |z| t? —4t+4=0
(zakladamy, ze t > 0). Otrzymujemy réwnanie kwadratowe: (t—2)2=0
2 —-2t-8=0 z? = |z = ¢* t=2
A=4+32=36, VA=6 |z| = 2
2-6 246 z=-2lubz=2
= —_——= = - = >
b 2 2<0, t 420 b) Podstawiamy ¢ = |z|,
Rozwiazanie ¢t; odrzucamy jako sprzeczne z zalozeniem. t > 0, i otrzymujemy:
Wracamy do niewiadomej x: t?—T7t+10=0
|z| =4, czyliz=—4 lub z =4 A=9 VA=3
t=2lubt=>5
Rozwiaz réwnanie. || = 2 lub |2| = 5
a) 2 —4|z|+4=0 b) 22 =7z +10=0 «¢) 2?—5/z|-6=0 z=-21ubz =2 lub

r=-5lubx=5
¢) Podstawiamy ¢t = |z|,
t > 0, i otrzymujemy:

7. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Rozwiaz réwnanie x — 31/z + 2 = 0. 25— 6=0
Zakladamy, ze = > 0. Podstawiamy ¢ = /x (zakladamy, ze ¢ > 0) A=49 VA=T17
i otrzymujemy réwnanie kwadratowe: t=6lubt=-1<0
t?=3t+2=0 lz| = 6
A=9-8=1, zatem tlz%:1>0,t2=3;—1:2>0 @=—61lubz=6

Wracamy do niewiadomej «:
V=1 lub Vx=2,czyliz=1 lub z=4

Rozwiaz réwnanie.

a) r++/x—6=0 b) 2 +5yx+6=0 c) bx —/x—1=0

7. a) Zaktadamy, ze © > 0. Podstawiamy ¢ = \/z, t > 0, i otrzymujemy:
P+t—6=0,A=1424=25 VA=5
t1 = ’12’5 < 0, sprzeczne z zalozeniem
tp = =12 =2
VT =2, czyliz =4
b) Zakladamy, ze = > 0. Wéwczas z + 5/ +6 >
c) Zakladamy, ze = > 0. Podstawiamy ¢ = \/z, t
6t>—t—1=0,A=1+24=25 VA =5
t1 = % < 0, sprzeczne z zalozeniem
to=1E2 =2

_1 s 1
Ve =3, cyliz=;

~

zatem réwnanie jest sprzeczne.

6,
> 0, i otrzymujemy:
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Przypomnij sobie

Odpowiedzi do zadan

1.a) f(z)=(z—1)2—4 Szkicowanie wykresu funkcji kwadratowej
\ Y /
Przyktad 1
\ 1 / Naszkicuj wykres funkcji f(z) = —x? + 4z — 1.

— Q
T~

=
—
8
|

d) f(z) =—2(z+2)>+3 1.

2.
/ \
/ \
e) f(z) =2(x+1)" -3
f) f(z) = —2(z—3)°+4
2.
Multibook

® Przesuwanie wykresu funkcii
wzdtuz osi OY

® Przesuwanie wykresu funkcii
wzdtuz osi OX

® Posta¢ kanoniczna funkcii
kwadratowej

BN 20 1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania

Obliczamy wspélrzedne (., y,,) wierzcholtka
paraboli bedacej wykresem funkcji f:

Korzystamy z postaci kanonicznej funkcji ]
kwadratowej y = a(r—,)*+y., gdzie a # 0,
i otrzymujemy wzor funkcji f w postaci: Y

Wykres funkcji f otrzymujemy przez przesu-
nigcie paraboli y = —x? o wektor [2,3]. / \ \

Przyktad 2
Naszkicuj wykres funkcji f(z) =

Yuw

Funkcja f ma postaé¢ kanoniczna:

Wykres funkcji f otrzymujemy przez
przesuniecie paraboli y = ixQ o wektor
[—2,-3].

xw: b:—%:2

" 2a

=f(zy)=—-22+4-2—-1=13

Yuw

—
_—
| —

@) = (e 2)+ 3 Nal \

1
12’4 —2.

Obliczamy wspélrzedne (., y,,) wierzchotka paraboli bedacej wykresem funk-

cji f:

Loy = Y

= flw)=j(-2F-2-2=28 N\~

—

fz) =

He-(-2) =3

Zapisz w postaci kanonicznej wzér funkcji f, a nastepnie naszkicuj jej
wykres.

a) f(x)

d) f(x) Le2 =2z +1
e) flx)=22*+4x —1

f) flx)=—22%+120 — 14

O jaki wektor nalezy przesunaé¢ wykres funkcji f, aby otrzymaé wykres
funkcji g7
a) f(z) =32% g(x) =32 —6x+5 c) f(z)=32% g(x) = %xQ —2x+4
b) f(z) = 4a%, gla) = 42>+ 24z d) f(x) = a, g(a) = a? + Lo —1
9(33) 3(‘T - 1) + 27 [172]
g(x) = 4(z + 3)* - 36, [-3, —36]
) 9(z) = 3(=—3)* +1,[3,1]
9@ =7 (=+3)" -1 [-3.-3f]



R 1.4. Uktady rownan Uczer:

— rozwigzuje algebraicznie
uktad réwnan, z ktérych
jedno jest rownaniem
paraboli, a drugie —

Prosta i parabola moga mie¢ dwa punkty wspdélne, jeden punkt wspdlny lub
nie mie¢ punktow wspolnych.

y v v rOwnaniem prostej, i podaje
interpretacje geometryczng
rozwigzania,

\ / \ / \ / — podaje interpretacje geome-

tryczna rozwiazania uktadu
rownan, znajdujac punkty

1 1 1 wspolne prostej i paraboli,
ol 1 ~ or 1 % o ¥ — zaznacza w ukladzie wspot-

rzednych obszar opisany
uktadem nieréwnosci.

Prosta przecinajaca parabole w dwéch punktach nazywamy sieczng paraboli. Cwiczenie 1

Prosta, ktéra nie jest rownolegta do osi OY i ma z parabola doktadnie jeden a) {x =1 lub {x =

punkt wspélny, nazywamy styczng do paraboli. y=1 y=0
Y
Przyktad 1
Rozwiaz uktad réwnan i podaj jego interpretacje v P \ /
geometryczng. N y = x>
y=2u e \
{ b=  mmE:

y=a’ \ /

Poréwnujemy prawe strony obu réwnan i otrzymu- \ / b) {x =-1 lub {x =2

jemy réwnanie x? = 2z, czyli: =
22 —2x=0 \ % / \ Y ”/v
x(x—2)=0 N\//

Rozwiazaniami réwnania sa liczby 01 2.

N

BN

e
2

Dla x = 0 mamy y = 0. Dla x = 2 mamy y = 4. 1 x \ ?{: .
Ukltad rownan spelniajg zatem dwie pary liczb: 1
{ z=0 { =2 Prosta y = 2m2 przecina pa- o | X
y=0 |y=4 roa(bo(?lg) f 14:(2?64).W punktach 9 {a: =-1 {m =2
y=—1 y=—4
Cwiczenie 1 1Y

Rozwiaz uktad rownan i podaj jego interpretacje geometryczna.

y=—x y=x+2 y=—c—2 r—y—6=0 — 2
a) R SR . : o
y=x y=x Yy=—x Yy=-—x / \

<
Tr——3 w=2 1A4Y 2
d){y:_9 11110{y:_4 1 X / =
y= —a? P
/ \ 7z
)
Multibook
/ \ e Uktady réwnan
/ \\ dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.4

Generator

testéw i sprawdzianow
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@ Przyktad 2
Uzasadnij, ze parabola y = 2? ma jeden punkt \
wspélny z prosta 2x — y — 1 = 0, natomiast nie ma \ /
punktow wspolnych z prosta y — 20 = —4. \ / .

Cwiczenie 2

r=—1
a) {y:Z

’ |

/ Rozpatrzmy najpierw uktad réwnan:

2 —y—1=0 y— o N
y =2’

N//
~
2

[y

Z<q):
—

W=

U 7 pierwszego réwnania wyznaczamy y = 2x — 1 o) 1 X
i podstawiamy do drugiego réwnania: %
2r — 1 = 22 X
2 —2x+1=0 b
(x—=1)2=0
Réwnanie to ma jeden pierwiastek x = 1, zatem jedynym rozwigzaniem ukla-
du réwnan jest para liczb:

r=1
< Y /lo y=1

Prosta y = 2z — 1 i parabola y = 2>
maja jeden punkt wspdlny.

\\ i
\:Hi / / f Rozpatrzmy teraz uklad réwnan:
\+ / S y—2z=—4
VI
\* // 7 pierwszego réwnania wyznaczamy y = 2x — 4 i podstawiamy do drugiego
rownania:
1 2 — 4 = 22
22 —22+4=0
of 1x A=(-2?—4.4=-12<0
/ Roéwnanie nie ma rozwiazania, czyli uktad réwnan jest sprzeczny, zatem prosta
{x =2-2V2 b y = 2z — 4 nie ma punktéw wspélnych z paraboly y = z2.
u
Yy = 4\/_ —6 .
o aE Cwiczenie 2
{m B V2 Rozwiaz uktad rownan i podaj jego interpretacje geometryczna.
y=—4vV2-6
v ) dr+y+2=0 b) dr —y+5=0 o r+3y+1=0
1 y=a"—2z -1 y=222+8x+7 y = —1a?
“lo
A\ X [p] Ewiczenie 3
\ Uzasadnij, ze uktad réwnan jest sprzeczny.
/ \Q% ) 3z—y+1=0 b) 2 +y—T=0 Ay =22+ 22— 8
3 W a
// bR \\ y=2a"+2r+3 y=—22" + 4z + 2 tr—ty=-—
) z
/ “‘*\ Cwiczenie 3
ke =3z +1 =—2x+7 =-1z2—2-2
\ " b) { ) 0 ¢’
y=z" +2z+3 y=—2z" +4x +2 y=%x+4
22 +2x+3=3z+1 —2x 47 =—2z>+4x+2 —ix2—x—2:%x+4
2’ —2+2=0 22° —6x+5=0 —1g® 32 -6=0
A=-7<0 A=-4<0 A=-32<0
Zatem uktad réwnan jest Zatem uktad réwnan jest Zatem uklad réwnan jest
sprzeczny. sprzeczny.
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Zadania

1.

Wyznacz wspélrzedne punktéw przecie- Y
cia paraboli y = ixQ oraz podanej prostej 15
(rysunek obok). I

a) li:y =1z b) l:y=—tz+2

<

|
SN

8

=

Ile punktéw wspdlnych wykreséw funkeji

f 1 g ma obie wspdélrzedne catkowite? 1 X
a) fz)=—a+2, g(z) =22z c) f(z)=2z—4, g(z)=—227
b) f(z) =2 -6, g(z) =12 —22-3 d) f(z)=32+1, g(z) =

N =

Rozwigz uklad rownan i podaj jego interpretacje geometryczna.

2 T+y—4=0 . 2? —dx —2y =0 . y=21"—4r -3
y=a’—4x+4 20 +y—2=0 8r+y+5=0

oy [rrayel=0 22 +4y —16=0 ; y=22"+8z+5
y=ax"+2x —2 r—2y+4=0 x—iy—izo

4. Wykresy funkcji f i g przecinaja si¢ w punktach Pi(zy,y1) 1 Pa(xa, y2),
—
gdzie 1 < x9. Wyznacz wektor P, Ps.
a) f(z)=z+1, g(z)=2"+1 ) flx)=-2z+3, g(z)=2?
b) f(z) =z +1, glx)=-22>+3 d) f(z) = —z—2, g(x) = $2?—2
5. Przeczytaj podany w ramce przyktad.
Na rysunku obok zaznaczono w uktadzie wspot- \\ e - IZI/
rzednych zbiér punktéw plaszezyzny, ktérych \ 1/
wspOlrzedne (z,y) spelniaja uklad nier6wnosci: 5%
\ ey
y > z? \\ \}// //
0
y<az+2 ol
s \* /
Zaznaczony obszar lezy powyzej paraboli y = x2 d z
.. . - . ¢ ol 1 X
i jednoczesnie ponizej prostej y = x + 2. e
Zaznacz w ukladzie wspélrzednych obszar opisany ukladem nieréwnodci.
> 2% -2 >z—1 <—2z+%
N b 1Y 2 o JV<73 Ak
y<22zxr+1 y< —2°+1 y > 0,5z — 2
5. a) b) c)
Y 4'/ Y 7 \ Y /
/ . / \ /
\ ’) /7 \ /
\\ // II 0|, ]l\ X \\\\\ //
\ 2y ’ \ /
\ I /, : ¥ I
/ [, \ ~ /
b Zh \ \-D3 /
. / an \‘ N/
O 1/ X I \ of 1/~ X
!
/ \ / / \\ ~
/ ! \

Odpowiedzi do zadan
1. a) (0,0), (2,1)

b) (_474)7 (27 1)
2.a)2 b)0 c¢)2 d) 1
3.a)z=0,y=41ub
z=3y=1
\PY /
1
O] 1
b) z = —4, y = 6 lub
z=0,y=-2
Y

=

c)z=-2,y=061lub

T—2 Yy — —2
d)z=-4,y=01Iub
r=2,y=3

erx=-1,y=3

\¥ [

—
==
—

//7’%
——

f) uklad sprzeczny

\\

4. a) [1,1] b) [LL,

7 \/2177]
c) [4,—-8] d) [3,-3]

e S L =
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Uczen:

— stosuje wzory Viete’a do
wyznaczania sumy oraz
iloczynu pierwiastkow
réwnania kwadratowego,

— okresla znaki pierwiastkow
réwnania kwadratowego,
wykorzystujac wzory Viete’a,

— stosuje wzory Viete’a do
obliczania wartosci wyrazen
zawierajacych sume i iloczyn
pierwiastkéw tréjmianu
kwadratowego,

— uklada réwnanie kwadratowe,
ktorego pierwiastki spelniaja
okreslone warunki,

— wyprowadza wzory Viete’a.

Cwiczenie 1
) a1+ 52 = ol 4 =
— =26 _ _ b
- 2a a
b) A = b* — 4ac = 0, czyli:
b? = 4ac
Woweczas:
2r0 =252 =-2
2 —b2_b2_4ac_c
v = (32) 22 ~ 22 a
Cwiczenie 2
a)z1+xz2=9, 21 22 =—7
b) 1+ 12 = 1%, T -T2 = —3%
C) T1+ 32 =23, 71 -T2 = 3
d) brak pierwiastkéw
e) T1+ x2 = —12, 21 - x2 :7%
f) $1+LE2=—67 a:1~a:2:—%

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.5

Generator

testow i sprawdzianow

1.5. Wzory Viéte'a

Korzystajac ze wzoréw na pierwiastki rownania kwadratowego, mozna wyzna-
czy¢ ich sume i iloczyn.

Twierdzenie - wzory Viéte'a
Jedli réwnanie kwadratowe ax? + bx + ¢ = 0 ma pierwiastki 2, 24, to:

b c
m1+:c2:—a oraz :Ul-:vzza

Uwaga. Wzory Viete'a [czyt. wjeta] mozemy stosowaé jedynie wtedy, gdy réwnanie
ma pierwiastki, czyli gdy A > 0.

@ Cwiczenie 1

Przeczytaj dowdd wzoru na iloczyn pierwiastkéw réwnania kwadratowego.

Jedli réwnanie kwadratowe ax? 4+ br + ¢ = 0 ma pierwiastki, to dane sa
one wzorami:

_ —b=VA _ b+ VA
1= 2 ) 2T 2a
zatem: ) 2
o= VA biVA (D2 (VA) oA 0o —da) _ ¢
1o 2a 2a 4a? 4a? 4a? a

a) Udowodnij wz6r na sume pierwiastkéw réwnania kwadratowego.

b) Udowodnij, ze jesli A = 0, czyli tréjmian kwadratowy ma jeden pierwiastek

podwdjny x4, to wzory Viete’a maja postaci 2z = —% ixk2=c<.

a

Przyktad 1

Oblicz sume i iloczyn pierwiastkéw réwnania.

a) 202 —20x+15=0
A =400 — 120 > 0, zatem istniejg dwa pierwiastki z;, xs.

b 20 15
l'1+$2:7;:—:10, xl'm2222—27,5

2 2
b) 322 —Tx+6=0
A =49 — 72 < 0, wiec réwnanie nie ma pierwiastkow.

Najpierw sprawdzamy, czy rOwnanie ma pierwiastki.

Cwiczenie 2

Oblicz sume i iloczyn pierwiastkéw réwnania.

a) 22 —9x—-7=0 ¢) 622 — 152 +2=0
b) =222 +32+7=0 d) 32> +4z—-2=0

e) —22°—8r4+1=0
f) 22 +32—-1=0

B 24 1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania



Przyktad 2
Okredl znaki pierwiastkéw réwnania 722 — 9z + 1 = 0.

A =81 — 28 > 0, wigc réwnanie ma dwa pierwiastki x;, x,.

Korzystamy ze wzoru Viete’a na iloczyn pierwiastkéw:
1

T, - Tg =

<
a 7
Poniewaz x; - 5 > 0, liczby x;, £, maja ten sam znak (obie sa ujemne lub
obie sa dodatnie). Korzystamy ze wzoru Viete’a na sume pierwiastkéw:

b
X1 =+ Xy = —— = g
a 7

Oba pierwiastki majg ten sam znak oraz x| +x, > 0, zatem x, z, sg liczbami
dodatnimi.
Zwr6¢ uwage na to, ze aby

21: 2 . . . , o >0
okresli¢ znaki pierwiastkow Liczby &1, o5 sa dodatnie, gdy 1 = i
réwnania kwadratowego, nie zy + 22 >0
musinmy ich wy%naczac. Mo- ' . 2129 >0
zemy skorzystaé¢ z podanych | Liczby z1, 22 sa ujemne, gdy

, 1 +22 <0
obok warunkéw.
Liczby x1, x2 maja rézne znaki, gdy z; - x5 < 0. Gwiczenie 3
. a) A=1+100 >0
Cwiczenie 3 z1 w2 =—-25<0
Okredl znaki pierwiastkow réwnania. Pierwiastki maja rézne znaki.
a) 2 —x —25=0 c) 122> —=202+5=0 e) —222—152—-3=0 b) A=36-24>0
_ 3

b) 222+ 6z 43 =0 d) 322+ 52 +4=0 f) v2a? — 6z +L1=0 e ap =y =0

1 +22=-3<0

Oba pierwiastki sa ujemne.
c) A =400-240 >0

xr1 -T2 = % > 0,

1+ 22 = % >0

Frangois Viete (1540-1603) — francuski matematyk, z za-
wodu prawnik. Jako pierwszy konsekwentnie stosowal w al-
gebrze symbole literowe, chociaz jego notacja znacznie réz-
nita sie od uzywanej obecnie. Byt tajnym doradca na dwo-
rze Henryka III oraz Henryka IV, dla ktérego w 1590 r.
ztamat hiszpanski szyfr liczacy 500 znakéw.

Oba pierwiastki sa dodatnie.
d) A=25-48<0
Rownanie nie ma pierwiastkow.

e) A=225-24>0
.T1-.T2:%>0,

@ Przyktad 3 Ttz =—-8 <0
Uzasadnij, ze jesli réwnanie kwadratowe az?+bx+c = 0 ma pierwiastki x,, zs, Oba pierwiastki s3 ujemne.
. . P, 2
to suma ich kwadratow jest rowna -3 — %°. f) A=6-2v2=+36—v8>0
22+ 22 = (z) + 32)* — 23139 = 1-z2 = >0
_(_b 2 _9.°_ v 2 Korzystamy ze wzoréw Viete’a 1432 =v3>0
- a a a2 a na sume i iloczyn pierwiastkow. Oba pierwiastki sa dodatnie.
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Cwiczenie 4 Przyktad 4

a) A=1+4>0 Oblicz sume kwadratéw pierwiastkéw réwnania 622 — 9z + 2 = 0.
af + 23 = (z1 + 22)° — 20122 = o ) . P
—12-2.(-1)=3 Poniewaz A = 81 — 48 > 0, réwnanie ma dwa pierwiastki z;, .
2

b) A=36+24>0 23 4 22 = (21 + 22) — 20125 = (9) _9.2_9_ 2_27-8_ 19

5 o ) 5 6 6 4 3 12 12
af+a5=(-3°-2-(-3)=12
) A=16-24<0 Cwiczenie 4
Réwnanie nie ma pierwiastkow. Oblicz sume kwadratéw pierwiastkéw réwnania.
Odpowiedzi do zadan a) 2 —z—1=0 b) 222 +6x —3=0 c) 322 —4x+2=0

1. a) rézne

b) ujemne Zadania

c) dodatnie

d) brak pierwiastkéw 1.
e) dodatnie
f) rézne
o L 1 _mtm _ =& _ b
z z2 z122 = c
3.a) =1 b) -8 ¢) L0 ]2
4. a) 69 b) 12 c) 12
5.a) £ p) 3L ¢) & 3.
1, 1 (mitw®a)?-2myzy
6. x% + w% (z122)2 -
_ &)y (—%)2 —2- 4
(£)° ¢/ @
:(72)2,2 a_¥ _g9.a
7.2) 2 b) 1 ) 2 5
8.a) 1 +z2 = —s =17, czyli
b= —Ta.
T1Xo = § =3, czyli ¢ = 3a. @ 6.
Wéwcezas:
A =b? — dac =
= 49a” — 12a*> = 37a® > 0,
zatem mozna ultozy¢ takie 7
réwnanie. ’
b) 21+ z2 = —2 =3, czyli
b= —3a. 8

T1x2 = £ =17, czyli ¢ = Ta.

Woéwcezas:

A =b%—4ac= 9.
= 9a% — 28a% = —19a° < 0,

zatem nie mozna utozy¢ takie-

go réwnania.
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Okresl znaki pierwiastkow rownania.
a) 2 +x—1=0 c) 1322 =132 +3=0 e) V32> —52+2=0
b) 1522 +8x+1=0 d) 1322+ 132+4=0 f) 2> -2 +/2=0

Uzasadnij, ze jeéli réwnanie kwadratowe ax® + bx + ¢ = 0, gdzie ¢ # 0, ma

pierwiastki, to suma ich odwrotnosci jest réwna —%.

Oblicz sume odwrotnosci pierwiastkéw réwnania.
a) 3r2 —x—1=0 b) =222 —8x—-3=0 ¢) 422 420z —6=0

Oblicz sume kwadratéw pierwiastkéw réwnania.
a) 22+ 9x+6=0 b) =222 +62+3=0 ¢) 122 +V22-1=0

Oblicz kwadrat réznicy pierwiastkow réwnania.

a) 3r2 —x—1=0 b) =222 +5x+4=0 ¢) 22 +1x—2=0
Uzasadnij, ze jeéli rtéwnanie kwadratowe ax® + bx + ¢ = 0, gdzie ¢ # 0, ma
pierwiastki x1, zo, to suma odwrotnosci ich kwadratéw jest rowna f—i -2-2

2 _
Wskazowka, — + L = (Z1+2)" —22:2,

Ty T3 (z122)?
Oblicz sume odwrotnosci kwadratéw pierwiastkéw réwnania.
a) =2 +10x+10=0 b) 12> +2-2=0 ¢) —x*+3x+7=0

Czy mozna utozy¢ rownanie kwadratowe tak, aby suma i iloczyn jego pier-
wiastkéw byly odpowiednio réwne: a) 713, b) 3177

Korzystajac ze wzorow Viete’a, utéz réwnanie kwadratowe, ktérego pier-

wiastkami beda liczby dwa razy wigksze od pierwiastkéw réwnania:

a) 22 —5rx+1=0, b) —2? 4+ 6z — 2 =0, ¢) 2> =3x+1=0.
. Pierwiastki danego réwnania: zi, 2.

Pierwiastki szukanego réwnania: ) = 2x1, 25 = 2x2.

a) A=25—-4>0,z1+22=521-22=1 c) A=9-2>0,

x| + xh = 2(z1 + 32) = 10 x1+x2:3,x1«x2:%

i xh =221 220 = 4dx120 =4 )+ ah =6, 7 25 =2

Przyktadowa odpowiedz: 22 — 10z + 4 = 0. Przyktadowa odpowiedz:

b)A=36-8>0,21+x2=6, z1 22 =2 * —62+2=0.

Th +xh =12

xh-xh =28

Przyktadowa odpowiedz: z° — 12z + 8 = 0.



1.6. Rownania i nierownosci kwadratowe
Z parametrem

Przyktfad 1 \\ Y
Dla jakich wartosci parametru m funkcja \ // \ / /.
/

y = (x —m)?+m ma dwa miejsca zerowe?

Wykresem funkeji y = (z — m)? +m jest \
parabola, ktérej wierzchotek ma wspol-
rzedne (m,m), czyli lezy na prostej y = x. \ 7] 1 X
Z rysunku odczytujemy, ze funkcja:

y=(@-m)’+m \,7
ma dwa miejsca zerowe dla m € (—o0;0).

[y
\Y

Cwiczenie 1
Dla jakich warto$ci parametru m funkcja y = (z —m)? + m ma dwa miejsca
zerowe bedace liczbami ujemnymi?

Przyktad 2
Okredl liczbe pierwiastkéw réwnania 22?2 — ma + 2 = 0 w zaleznodci od para-
metru m. Wyznacz te pierwiastki.
A=(-m)?*—4-2-2=m>—-16
» Réwnanie ma dwa rézne pierwiastki, gdy A = m? — 16 > 0, czyli dla
m € (—oo; —4) U (4; 00). Wéwezas:

_ m-—-vm2-16 . _ m+vVm2-16
=y VT T

» Réwnanie ma dokladnie jeden pierwiastek, gdy A = m? — 16 = 0, czyli dla
m = —4 (wéwczas xo = —1) i dla m = 4 (wowczas o = 1).

» Réwnanie nie ma pierwiastkéw, gdy A = m? —16 < 0, czyli dla m € (—4;4).

Cwiczenie 2
Dla jakich wartosci parametru m réwnanie ma dwa rézne pierwiastki? Wy-
znacz te pierwiastki.

a) =32°+2x—m=0 Db)2?+(2m+1z+5=0 c¢)z?+mzr—m=0

Cwiczenie 3

Okredl liczbe pierwiastkéw rownania w zaleznosci od parametru m.

a) 2+ (m—1)z+2m—-5=0 b) —22° +2mz+2x+m—5=0
Cwiczenie 3

a) A =m?—10m + 21 = (m — 7)(m — 3),
czyli réwnanie ma:

0 pierwiastkéw dla m € (3;7),

1 pierwiastek dla m € {3, 7},

2 pierwiastki dla m € (—o0;3) U (7;00).
b) A = 4m? 4 16m = 4m(m + 4),

czyli réwnanie ma:

0 pierwiastkéow dla m € (—4;0),

1 pierwiastek dla m € {—4, 0},

2 pierwiastki dla m € (—oo; —4) U (0; 00).

1.6. Réwnania i nieréwnosci kwadratowe z parametrem 27 I

Uczen:

— przeprowadza analize zadania
z parametrem,

— zapisuje konieczne zalozenia
tak, aby zachodzily warunki
podane w tresci zadania,

— wyznacza te wartosci
parametru, dla ktorych sa
spelnione warunki zadania,

— rozwiazuje zadania z para-
metrem o znacznym stopniu
trudnosci.

Cwiczenie 1

Z rysunku odczytujemy, ze funk-
cjay = (x —m)? + m ma dwa
miejsca zerowe bedace liczbami
ujemnymi, gdy pierwsza wspol-
rzedna wierzchotka jest mniejsza
od —1, czyli dla m € (—oo; —1).

Cwiczenie 2
a) A =4—12m > 0, zatem
m € (—o0; 3).
—2-VI-12m _ 1+/1-3m
6 =" 3
1-yI=3m
3

r1 = )
T2 =

b) A = 4m? 4 4m — 19 > 0,
zatem m € <foo; 71772‘/5) U

U(%Ng;oo).

—2m—1—1/4m2+4m—19

T = > 3

—2m—1++1/4m2+4m—19
o — 2
¢) A=m?+4m >0,
zatem m € (—oo; —4) U (0; 00).

Y oy

1= ——>5

Zo = —m- 2mz-&-4m
Multibook
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Cwiczenie 4

A=K +12>0
a

r1zo=k—2<0

keR
k<2
Rownanie ma pierwiastki

o réznych znakach dla
k € (—00;2).

b) A=(k+1)°>0
r120 = —k <0
kEeR\ {-1}
k>0

Rownanie ma pierwiastki
o réznych znakach dla
k € (0; 00).

Przyktad 3
Dla jakich wartosci parametru k réwnanie x*> — kx + k — 1 = 0 ma dwa rézne
pierwiastki o jednakowych znakach?

Réwnanie kwadratowe ma dwa rézne pierwiastki, gdy A > 0. Pierwiastki te
maja jednakowe znaki, gdy iloczyn tych liczb jest dodatni: z; - x5 = £ > 0.

A=k —4k—-1)=k*—4k+ 4= (k—2)? E:k—l
Otrzymujemy zatem dwie nieréwnoéci, ktére muszg by¢ spelnione jedno-
czesnie: (E—2)2>0 i k—1>0

k#2 1 k>1

Réwnanie ma zatem dwa rézne pierwiastki o jednakowych znakach wtedy
i tylko wtedy, gdy &k € (1;2) U (2; 00).

Cwiczenie 4
Dla jakich wartosci parametru k réwnanie ma pierwiastki o réoznych znakach?
a) 2 — (k+2)x+k—2=0 b) 2*>+(k—1)x—k=0

Przyktad 4
Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie (2m + 1)a? —4(m — )z +4 =0
ma dwa rozne pierwiastki, ktérych suma odwrotnosci jest liczba ujemna?
Rozpatrzmy dwa przypadki ze wzgledu na wspoélezynnik przy 22
1° Dla 2m+1 =0, czyli dlam = —%, réwnanie jest liniowe — ma tylko jeden
pierwiastek. Nie sa wiec spelnione warunki zadania.
2° Dla m € R\ {—3} réwnanie jest kwadratowe — ma dwa rézne pierwiastki,
gdy A > 0.
A=(—4(m—1)" —4-2m+1)-4=16m> - 64m
A >0, gdy 16m? —64m >0
16m(m—4)>0

(I) m € (—o0; —3) U (—3;0) U (4;00) m# -1

Sume odwrotnosci pierwiastkéw wyznaczamy, korzystajac ze wzorow Viete’a:
Lyl _mde g b_dmoD g
T T2 x1-To = c 4

Warunek m — 1 < 0 jest spelniony, gdy:
(H) m € (*OO; *l> @] (*%; 1) m # fé

2
Zatem ostatecznie wyjsciowe réwnanie ma dwa rézne pierwiastki, ktorych

suma odwrotnodci jest ujemna, gdy warunki (I) i (II) sa jednoczesnie spel-
nione, czyli gdy m € (—oo0; —3) U (—1;0).

B 28 1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania



Cwiczenie 5

Dla jakich wartosci parametru m suma odwrotnosci dwéch réznych pierwiast-
kéw réwnania jest wieksza od —67
a) (m+3)22+(m+2)z+1=0 b) mz*+(m—1)z+1=0
Cwiczenie 6

Dla jakich wartosci parametru k suma kwadratéw dwéch réznych pierwiast-
kéw réwnania jest réwna 177
a) 22+ (k—1z+4=0 b) 2> —(k—2)z+3k*+1=0
Przyktad 5

Dla jakich warto$ci parametru m nieréwnosé (m + 2)x? — 2mx +m > 0 jest
prawdziwa dla kazdego x € R?

Rozpatrzmy dwa przypadki ze wzgledu na wspotczynnik przy x2.

1° Dla m = —2 otrzymujemy nieréwnos$¢ liniowa 4o — 2 > 0. Nie spelnia ona
warunkow zadania.

2° Dla m # —2 otrzymujemy nieréwnosé¢ kwadratowa.

Zachodzi ona dla kazdego = € R, gdy jednoczesnie spetnione sa dwa warunki:

{m+2>0 (1)

Parabola ma ramiona skierowa-
ne do géry i ma co najwyzej je-
A<O0 (H) den punkt wspélny z osig OX.
Warunek (I): m € (—2;00)
Warunek (II): A = (—2m)? — 4m(m + 2) = 4m? — 4m? — 8m = —8m

A <0, gdy m € [0;00).
Zatem ostatecznie wyjéciowa nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdego = € R,
gdy m € [0;00).

Cwiczenie 7

Dla jakich wartoéci parametru k& podana nieréwnos¢ zachodzi dla kazdego
x eR?

a) > — (k—3)x+4k >0 b) (k—1)z* —2kzx+k—-1<0

Zadania

@ 1. Wykaz, ze réwnanie 222 +mx—3 = 0 ma rozwigzanie dla dowolnego m € R.

@ 2. Wykaz, ze nie istnieje taka warto$¢ parametru m, dla ktérej rownanie

2?2 4+ (m+ 1)z + m? + 1 = 0 ma rozwiazanie.

Cwiczenie 5
m+3#0 m # 0
a){ A=m’>—-8>0 b){ A=m?>—6m+1>0
e = = m 2>-6 o = = mil>-6
m # —3 m # 0
m € (—o0; —2v/2) U (2v/2; 00) m € (—00;3 — 2v2) U (3 + 2v/2; 00)
m < 4 m <7

m € (—oo0; —3)U(=3; —2v/2) U (2v/2; 4) m € (—o0;0) U (0;3 — 2v/2) U (34 2v/2;7)
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Cwiczenie 6
23+ d = (1 4+ 22)% — 2210 =

_ 9. c

a2 a

a) A=k -2k —15>0
dla k € (—o0; —3) U (5; 00)
itz =(k—1>2-8=17
dlak=—-4idlak=6
b) A= —k* -4k >0

dla k € (—4;0)
2+ a2 =2—4k =17
dla k= —15
Cwiczenie 7

a) a = 1 > 0, zatem nieréwnos¢

zachodzi dla kazdego x € R, gdy

A <L0.

A = (k—3)* - 16k =
=k>—22k4+9<0

dla k € [11 — 4/7; 11 + 4V/7).

b) 1° Dla k = 1 otrzymujemy
nieréwnos¢ liniowg —2z < 0,
ktéra nie spelnia warunkéw za-
dania.

2° Dla k # 1 otrzymujemy nie-
réwnos$é¢ kwadratows, ktéra jest
spetniona dla kazdego z € R, gdy
jednoczesnie zachodza dwa wa-
runki:

k—1<0 k<1
, czyli |
A=8k—-4<0 k< 5

2
Zatem k € (—oo; %]

Odpowiedzi do zadan

1. A = m?+24 > 0 dla dowolne-
go m € R, czyli réwnanie ma
rozwigzanie dla m € R.

2. A=-3m?>+2m —3

A,n,=4-36<0
oraz wspOlczynnik przy m?
jest ujemny, czyli:
A=-3m>+2m—-3<0

dla kazdego m € R, zatem
réwnanie nie ma rozwigzania
dla zadnej warto$ci parame-
tru m.
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¢) nie ma taklego m
d) m € (2;00)
) m € (2—/5;0)U(4; 2+V/5)

b nie ma takiego m

)
)
)
)
b)
) m
)
)

L) k€ ($50)

b) k € [—6; 6]

¢) k€ (=26)
d)ke[2—2\/_2+2\/_]

e) Dla k = —1 otrzymujemy

nieréwnosé: —2z — 1 < 0,
ktora nie jest spelniona dla
wszystkich x € R.

Dla k£ # —1 nieréwnosé jest
spelniona, gdy:

k+1<0
A=4k+8<0
k< -1
E<—2

Zatem k € (—o0; —2].

f) Dla k = 0 otrzymujemy nie-
réwnosé: —2x — 1 > 0, ktéra
nie jest spelniona dla wszyst-
kich =z € R.

Dla k # 0 nieréwnos¢ zacho-
dzi, gdy:

k>0
A=—-4k+4<0

k>0
k>1

Zatem k € (1;00).

BN 30 1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania

8. a) ke[0;4] b)ke[—44]

Dla jakich wartos$ci parametru m réwnanie ma co najmniej jeden pierwia-
stek?

a) ©* — 6z +2m =0 c) mz* —4x+1=0

b) 12> —(m—2)z+m—2=0 d) (1-m)z?—(4m—4)z—3m+5=0

Dla jakich wartosci parametru k réwnanie ma dwa pierwiastki o réznych
znakach?

a) 22 —2x+k+3=0

b) 2> —(k—4)z—k+5=0

¢) 22+ (2k+ 1)z —2k+2=0

d) 22+ (1-2k)r+4—4k=0

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie ma dwa rézne pierwiastki, ktére
sg liczbami dodatnimi?

a) 22— (m+2)z+m+5=0
b) 2 +4mz+m+3 =0

c) 2+ (2m—5)zr+2m—-6=0

d) 22— Bm+1)z+2m*—m—-6=0
Dla jakich wartosci parametru m réwnanie ma dwa rézne pierwiastki, ktére
sg liczbami ujemnymi?

a) e’ +ax+m?—4m =0 b) —2?+2x—-m+1=0

Dla jakich warto$ci parametru k nieréwnosé zachodzi dla kazdego x € R?
a) 22 +3x+k>0 d) 2> —kz+k+1>0

b) 2>+ kz+9>0 e) (k+1)a*—22—-1<0

c) 2> —kx+k+3>0 f) kx> +2(k—1Dz+k—-1>0

Dla jakich wartosci parametru k funkcja f jest okre$lona dla kazdej liczby
x € R?

=2+ k+2x+2k+1 d) f(z)=/(k—4)22 + 2kx + 2k
_ — k)2 — Nz e T :L
o) fla)= @ Ra? — 2wt 2k f) fla)= 2 _rt3

Vkz?+ (2k— )z +2k -1
Dla jakich wartosci parametru a réwnanie ma dwa rézne pierwiastki x;
i &y spelniajace podany warunek?

a) x2—(a—4)x—2a:0, T+ > 2

b) 2?+ (a+ 1)z +4=0, 22+ 22 =2(z; + x5)

¢) 2 +ax+2a—3=0, xiz,+ 123 <0

d) =2+ 2a—-1)z+a=0, (z; —22)?=5

c) k € (—o0;1] 9. a) a € (6;0)

2+ 2kx + 2k > 0. b) nie ma takiego a

Dla k = 4 otrzymujemy nieréwnos$é: 8z + 8 > 0, ) a € (—o0;0) U
ktoéra nie jest spelniona dla wszystkich = € R. d)a=-1luba=1

d) Rozpatrujemy nieréwnos¢ (k — 4)x

o

Dla k # 4 nieréwnosé zachodzi, gdy:
k—4>0

{A: —4k* + 32k <0
k>4

{k € (—o0; 0] U [8; 00)

Zatem k € [8; 00).
e) ke[0;2) f) ke (3;00)

(3:2)

U (6; 00)



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

18.

Dla jakich warto$ci parametru ¢ suma odwrotnoéci dwéch réznych pier-
wiastkéw rownania jest rowna 67

a) 2 +(a+2)x+1=0 b) 22 —6(a—3)z+a—-3=0

Dla jakich wartosci parametru a suma kwadratow dwéch réznych pier-
wiastkéw réwnania jest rowna 167

a) 22 —2ax+3=0 b) 22+ (4—2a)r+a*+1=0

Dla jakich wartosci parametru a suma odwrotnosci kwadratéw dwéch roz-
nych pierwiastkéw réwnania 2% + ax + 1 = 0 jest réwna 77

Dla jakich wartosci parametru a suma odwrotnosci dwoch réznych pier-
wiastkéw réwnania —x*—2x+a’+a+1 = 0 przyjmuje najwieksza warto$é?

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rownanie ma tylko
jedno rozwiazanie.

a) z(z? — (2m —4)x+m—2)=0 b) (x+3)(z*+ (m+3)z+m?) =0

Naszkicuj wykres funkcji y = f(m), ktéra kazdemu argumentowi m € R
przyporzadkowuje liczbe rozwiazan rownania.

a) (m—1)2?+2x4+m—-1=0 b) (m?+2m)x® +2mz +3 =0

Niech y = f(m) bedzie funkcja okreslajaca warto$¢ iloczynu dwoéch réz-
nych pierwiastkéw réwnania 2 — 2z +m? + 4m + 1 = 0 w zaleznoéci od
parametru m. Podaj dziedzine funkcji f oraz wyznacz pierwiastki réwna-
nia tak, aby ich iloczyn byl najmniejszy.

Funkcja y = f(m) opisuje sume dwéch réznych pierwiastkéw réwnania:
L2+ (m+1z+2=0

Wyznacz pierwiastki réwnania tak, aby ich suma byla najwieksza.

Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie ma cztery rézne pierwiastki?
a) 2 +maz?+1=0 c) 2t +mz*—m—-6=0

b) z* — 2z +m =0 d) z*+ (m—-2)22+4—-m =0

Wyznacz liczbe pierwiastkéw réwnania w zaleznosci od parametru m.

a) 2 +ma?+4=0 b) 2 +22+m=0 o)¥|x? + 22 — 8| =

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie (m + 3)x* + mx + 1 = 0 ma
dwa rézne pierwiastki x; i xo spelniajace nier6wnosé |x| + |zo] < 17
Wskazéwka. Obie strony nieréwnosci |z1|+|z2| < 1 mozna podnie$é do kwadratu.
a) Aby réwnanie z* + mz? + 1 = 0 mialo cztery rézne 19. a) 0 dla m € (—4; 00),
pierwiastki, réwnanie t* +mt + 1 = 0, gdzie t = 2* > 0, 2 dla m = —4,

musi mieé dwa rézne pierwiastki dodatnie, zatem musza 4 dla m € (—o0; —4)
by¢ spetnione warunki: b) 0 dla m € (0; c0),

A=m>—4>0 m € (—o00; —2) U (2; 00) L dlam =0,
tita =1>0 czyli { meR 2 dla m € (~00;0)
c¢) 0dlam € (—o0;0),

fittz=-m>0 i <0 2dlam € {0}U(9; 00),

Ostatecznie m € (—oo; —2). 3 dlam =9,
L 4 dla m € (0;9)

b) m € (05 7) 20. m € (6;00)
c) m € (—oo0; —6)

d) m € (—o0; —2v/3)
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

a) a =

b) a e( 03 3)U(%;oo)

a) a =f£ a:@

b) a = \/ﬁ
a=-3,a=3

A = 4(a*+a+2) > 0da

a € R. Wyrazenie:

14 1 _zdwe b
:cl+ac2_:clac2_ @
_ 2
~ a2+a+1

przyjmuje warto$¢ najwiek-
szg, gdy mianownik a’+a+1
przyjmuje wartos¢ najmniej-

sza, czyli dla a = f%.

a) m € [2;3)
b) Rozwigzaniem réwnania
jest —3. Roéwnanie to nie ma
innych rozwiazan, gdy réwna-
nie:
2?4+ (m+3)x +m> =0
1° ma tylko jedno rozwiaza-
nie: x = —3, czyli dla m = 3;
2° nie ma rozwigzan, czyli:
A=-3m"+6m+9<0
skad m € (—oo; —1) U (3; 00).
Ostatecznie:
m € (—oo; —1) U [3; 00).

a) Y%
A
o] 1 m
b) Y
: 1
ol 1 m

A = —4m? — 16m > 0, zatem
Dy = (—4;0)

f(m) = z12o = m? +4m + 1
Tloczyn z1z2 jest najmniej-
szy, gdy funkcja f przymuje
najmniejsza wartos¢, czy-

li dla m = —2. Pierwiastki
réwnania 22 — 2z — 3 = 0:
xr1 = —1, Xro = 3

T = 2-V3 Ty = 2+V3

16



Uczen:

— stosuje pojecia najmniejszej
i najwiekszej wartosci funkcji,

— wyznacza warto$c
najmniejsza i wartosé
najwiekszg funkcji
kwadratowej w przedziale
domknigtym,

— stosuje wlasnosci funkcji
kwadratowej do rozwia-
zywania zadan optymaliza-
cyjnych.

Cwiczenie 1
Liczby oznaczamy przez p i g,
wtedy:

a) g=38—p
p-q=f(p) =p(38—p) =
= —p> +38p

pw =19, f(pw) = 361
Najwieksza wartos¢ iloczynu
liczb p i q jest rowna 361.

b)g=3-p
p-a=f(p)=-p"+3p
pw:%7 f(pw):%
Najwieksza wartos¢ iloczynu
liczb p i g jest r6wna %.

c) g=+v2-p
p-qa=f(p)=—p*+V2p
pu =%, flpw) = 3
Najwieksza wartosé il(iczynu

liczb p i g jest réwna 3.
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1.7. Funkcja kwadratowa -

zastosowania (1)

Przyktad 1
Suma liczb p i ¢ jest réwna 12. Oblicz najwigksza wartosé iloczynu tych liczb.

p+q=12, zatem q = 12 — p.
Tloczyn tych liczb to p-q = p(12 — p) = 12p — p? = —p* + 12p.
Wyznaczamy wierzchotek paraboli bedacej wykresem funkcji danej wzorem:
f(p)=-p*+12p
Pu=—p =2 =6, f(p,)=—6>+126=—36+72=36

5 T T

Wykresem funkcji f jest parabola
o ramionach skierowanych w dot.

Najwieksza wartos¢ iloczynu liczb p i g jest réwna 36 (dla p = ¢ = 6).

Cwiczenie 1
Oblicz najwieksza wartosé iloczynu dwoch liczb, ktérych suma jest réwna:

a) 38, b) 1, c) V2.

Cwiczenie 2
Suma liczby p i podwojonej liczby ¢ jest réwna 36. Oblicz najwieksza wartosé
iloczynu liczb p i gq.

Przyktad 2
Wyznacz warto$ci najmniejsza i najwieksza funkeji f(z) = —2> 4+ 2z + 4

w przedziale [—1;2].
Y
Obliczamy wartosci funkcji f na koncach przedziatu:

f(—1) =1 oraz f(2) =4.
Wierzcholek paraboli ma wspélrzedne: @, = —& = 1,
Yy = f(1) = 5. Poniewaz x,, € [—1;2] oraz ramiona pa-

T~

raboli sa skierowane w dél, najwieksza wartosé funkeji
w tym przedziale jest rowna 5. Warto$é najmniejsza jest

[

"ol 1 X

przyjmowana dla x = —1 i wynosi 1. !

Aby wyznaczy¢ najmniejsza lub najwieksza warto$é funkcji kwadratowej
f(z) = ax® + bx + ¢ w przedziale [p;;ps], nalezy obliczy¢ f(p1) i f(p2).
Jesli z,, (pierwsza wspolrzedna wierzchotka paraboli bedacej wykresem tej
funkeji) nalezy do przedzialu [py;ps], to obliczamy réwniez y,, = f(z,).
Najmniejsza sposrdd tych wartosci jest najmniejsza wartoscia funkcji w da-
nym przedziale, a najwieksza — najwicksza wartoscia.

Cwiczenie 2

p + 2q = 36, zatem p = 36 — 2¢q

p-q= f(q) = (36 — 29)g = —2¢” + 36¢

qw =9, f(qu) = 162

Najwieksza wartosé¢ iloczynu liczb p i g jest réwna 162.
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Przyktad 3 v
Wyznacz wartoéci najmniejsza i najwicksza funk- 2
cji f(x) = —32° 4 2z + 1 w przedziale [—1;2]. f N

Obliczamy kolejno:

[
=

)
cry=-—p =2 =4¢[-1;2 ! '

—o T
Zatem warto$¢ najmniejsza i warto$¢ najwieksza funkcji f przyjmowane sa na
koncach przedziatu [—1;2], czyli sa to odpowiednio —2 i 4.

Cwiczenie 3

Wyznacz wartos$ci najmniejsza i najwieksza funkcji f w podanym przedziale.
a) f(x) =2 +4x +8, [-3;1] ¢) flx)=—a®+4x—6,[-1;3]

b) f(z) = —22* — 4z — 1, [0;4] d) f(z) =22%+ 22— 3, [-2;1]
Przyktad 4

Z prostokatnego arkusza tektury o bokach 60 cm |
i 40 cm wycinamy w rogach kwadraty tak, aby po

odpowiednim sklejeniu pozostalej czedci otrzymac ! [
otwarte pudetko. Jaka powinna byé¢ dlugos$é¢ bo- | |

kéw wycinanych kwadratow, aby pole powierzchni | |

bocznej pudetka byto najwieksze? Oblicz to pole. L _ ——

Pole powierzchni bocznej pudetka w zaleznosci od dlugosci bokéw wycietych
kwadratow przedstawia funkcja:

P(z) =2(40 — 22) -  + 2(60 — 22) - £ = —82% + 200z

Okreslamy dziedzine funkeji P: D = (0;20). x>0, 2z < 40, 2z < 60

Wyznaczamy wspoétrzedne wierzchotka paraboli y = —8x% + 200z:
__i__ﬂ_ __A__4000O_
Ty = =5 = =6 = 12,5, y, = Vi = 1250

Poniewaz x,, € (0;20) oraz ramiona paraboli sa skierowane w dél, najwieksza
warto$é funkcji P jest przyjmowana dla x,,.

Pudetko ma zatem najwicksze pole powierzchni bocznej, jesli dtugosé bokéw
wycietych kwadratéw jest réwna 12,5 cm. Pole to jest réwne 1250 cm?.

Cwiczenie 4

Z kwadratowego arkusza tektury o polu 1600 cm? wycinamy w rogach kwa-
draty tak, aby po odpowiednim sklejeniu pozostalej czesci otrzymaé otwarte
pudetko. Jaka powinna by¢ dlugosé bokéw wycinanych kwadratéow, aby pole
powierzchni bocznej pudetka byto najwigksze? Oblicz to pole.

Cwiczenie 4

| Dtugo$éé boku kwadratowego arkusza wynosi 40 cm.
® T | Pole powierzchni bocznej pudetka opisuje funkcja:
|

- — P(z) = 4(40 — 2z)z = —8z° + 160z, = € (0;20)
I : Funkcja P przyjmuje najwieksza wartos¢ w wierzchot-
: | ku paraboli bedacej jej wykresem, czyli dla:
| | _ 160 _
i | Tw = —75 =10
L | | - Wartoséé ta jest rowna:
——————— f£(10) = —800 + 1600 = 800

|
| x CE I Boki wycinanych kwadratéw maja ditugo$¢ 10 cm,
' a pole powierzchni bocznej wynosi 800 cm?.

Cwiczenie 3

a) T, = —2 € [-3;1],

Yw = f(xzw) = 4 — warto$é naj-
mniejsza

0) = —1 — warto$¢ najwigksza,
4) = —49 — wartos$¢ najmniej-

(
(
) Ty =—1¢ [034]7
(
(

c) zw =2 € [-1;3],

Yuw = f(@Tw) = —2 — warto$é naj-
wieksza,

f(=1) = —11 — warto$é¢ naj-
mniejsza,
f3)=-3
d) xow = —
Yo = f(Tw
najmniejsza,

f(=2) = 1 — wartos¢ najwieksza,
f(1) =1 — wartos$é¢ najwieksza

):_

2
7 22
5 — wartosc

Komentarz

Samodzielne uktadanie
zadan, ktére potem rozwia-
zujemy, to wazna umiejetnosé
budujaca gtebsze zrozumienie
przeréznych poje¢. Warto
zatem polecié¢ takie ¢wiczenie
uczniom — moga je wykonaé
samodzielnie lub w parach.
W parach moga rozwigzywac
nawzajem swoje zadania.
Jesli bedzie wiecej czasu,
mozna rowniez zaproponowac
uktadanie zadan w grupach.
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Odpowiedzi do zadan

1

0o o O &

. a) najmniejsze:

f(0)=f(4) =—-1,9(0) = =3,
najwieksze: f(2) = 3,

9(4) =9

b) najmniejsze: f(—4) = —33,
najwieksze: f(2) = 3,

9(6) = 21

. a) 8 b) 32
. Oznaczmy boki ogrédka przez

z iy, wéwczas:

2(z+y) =84, czyliy =42—z
Pole ogrédka opisuje funkcja:
P(z) = (42 — ),

Dp = (4;42)

Funkcja P przyjmuje najwiek-
szg wartosé¢ dla x = 21.
Wtedy y = 42 — 21 = 21.
Wymiary ogrédka o najwiek-
szej powierzchni: 21 m x 21 m.

.Tmx14 m
. 3cmXx3 cm
.3cmx6cmXxb5cm
.a) Dy =R

Rozpatrzmy funkcje:
g(x) =2 — 4z +8

w przedziale [1;4].

Jej wartosciag najmniejszg jest

9(2) = 4, a wartoscig najwiek-

szg — g(4) = 8.

Wartoscia najmniejsza

funkcji f jest:

1) = 7 =4
a wartoscig najwieksza:

f@ =5 =1
b) najmniejsze:
f(0) = f(4) =2,
najwicksza: f(2) = 2v/2
¢) najmniejsza: f(—1) = 1,
najwieksze:
f(=2)=f(0)=3
d) najmniejsze:
f() =f() =4,
najwieksza: f(3) = 36

Zadania

1.

7.
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Wyznacz warto$ci najmniejsza i najwigksza funkcji f(z) = —2% + 4z — 1
oraz funkeji g(x) = $2* + & — 3 w przedziale: a) [0;4], b) [—4;6].

Suma dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego jest réwna 8.

a) Wyznacz najwieksze pole takiego tréjkata.

b) Wyznacz najmniejsza warto$¢ kwadratu dlugosci przeciwprostokatne;j
takiego tréjkata.

Trzeba ogrodzi¢ prostokatna rabate kwiatowa o jak naj-
wiekszej powierzchni, przy czym nie bedzie ona grodzona
na jednym boku na odcinku 4 m (rysunek obok). Wiadomo,
ze potrzeba do tego 80 m biezacych siatki ogrodzeniowe;.

A
3]

Jakie wymiary ma ta rabata?

Taras przylega jednym z bokéw do $ciany domu (rysunek
obok). Wiadomo, ze na ogrodzenie tego tarasu potrzeba
28 m biezacych paneli ostonowych i ze jego powierzchnia
jest najwieksza z mozliwych. Jakie wymiary ma ten taras?

Podstawa prostopadtos$cianu o wysokosci 5 cm jest prostokat o obwodzie
12 cm. Jakie powinny by¢ wymiary podstawy tego prostopadloscianu, aby
jego pole powierzchni catkowitej bylo najwieksze?

Szkielet prostopadloécianu wykonano z 56 cm drutu. Podstawa prosto-
padtoscianu jest prostokat, ktérego jeden bok jest dwa razy diuzszy od
drugiego. Jakie powinny by¢ dlugosci krawedzi tego prostopadloscianu,
aby jego pole powierzchni catkowitej bylo najwieksze?

Wyraz pole prostokata przedstawionego na rysunku jako funkcje zmien-

nej x. Podaj wymiary prostokata o najwiekszym polu.

a) ] b)

2 8
- y 1 a a v -

| 4 | | 24 |

8

Wyznacz warto$ci najmniejsza i najwieksza funkcji f w podanym prze-
dziale.

a) f(&) = =g [1:4]

b) f(z) = v —2? + 4z + 4, [0;4]

_ 1 _ 9.
C) f(x)_ \/m7[ 270]

d) f(x) = (2% — 62 + 3)2, [1;5]

a) Z podobienstwa trojkatéw ABC' i DEC: ¥ = 22, C
czyli y = 4 — 2z, gdzie = € (0;2).
Zatem pole prostokata opisuje funkcja:

Yy E
P(z) = —22° + 4z D
Funkcja P przyjmuje najwieksza warto$¢ w wierzchotku *
paraboli bedacej jej wykresem, czyli dla z,, = 1. Zatem A B

prostokat o najwiekszym polu ma wymiary 1 x 2.

b) P(x) = —3x? + 24z, z € (0;8), 12x4



1.8. Funkcja kwadratowa -
zastosowania (2)

Przyktad 1
Prostokatny trawnik ma powierzchnie 209 m?. Oblicz wymiary tego trawnika
w przypadku, gdy réznig sie one o 8 m.

Oznaczmy dlugoéé krétszego boku trawnika przez x (xz > 0). Otrzymujemy

réwnanie:
x(z + 8) = 209

224+ 8x—209=0
A = 64 + 836 = 900, VA = 30

—-8-30 —8+30
I‘liT<0, IZZ%:ll

Pierwsze rozwiazanie odrzucamy, poniewaz nie spelnia warunkéw zadania.
Zatem trawnik ma wymiary 11 m x 19 m.

Cwiczenie 1
Prostokatny trawnik ma powierzchnie 216 m?. Oblicz wymiary tego trawnika
w przypadku, gdy r6znig sie one o: a) 6 m, b) 15 m.

Przyktad 2
Wokét prostokatnego trawnika o wymia-
rach 12 m x 6 m ma zosta¢ utozony pas

kostki brukowej o szerokosci x m oraz po-
wierzchni 63 m? (rysunek obok). Oblicz z. |21 G o P

Powierzchnia pokryta kostka jest réwna 19 m

réznicy pél wickszego i mniejszego prosto-
kata:
(124 2x)(6 +22) — 12 -6 = T2 + 242w + 122 + 42? — 72 = 42% + 362, © > 0

Otrzymujemy réwnanie:

T m

4% + 362 = 63
42% + 36 — 63 =0
A = 1296 4 1008 = 2304, VA = 48

—36—48 —364-48
—_ =1
8 8 0

Pierwsze rozwiazanie odrzucamy, poniewaz nie spelnia warunkéw zadania.
Zatem szeroko$¢ pasa jest réwna 1,5 m.

Tr1 = <0, Tog =

Uczen:

— przeprowadza analize zadania
i zapisuje odpowiednie
réwnanie, nieréwnosc¢ lub
wzér funkcji kwadratowej
opisujace dang zaleznosé,

— znajduje rozwiazanie, ktore
spelnia warunki zadania,

— przeprowadza analize wyniku
i podaje odpowiedz.

Cwiczenie 1
Wymiary trawnika: xz, x + 6,
gdzie x > 0.

z(z + 6) = 216

x? 4 62 — 216 =0

A = 36 + 864 = 900
xzyzmlub
x=%<0

Zatem trawnik ma wymiary
12 m x 18 m.

b) Wymiary trawnika:
z, v + 15, gdzie z > 0.
xz(x + 15) = 216
z? + 152 — 216 = 0
A = 225 + 864 = 1089

VA =33
xzwzglub
x:—152—33<0

Zatem trawnik ma wymiary
9m X 24 m.

Multibook
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Cwiczenie 2
(44+22)(8+2z) —4-8=145
42 + 24z — 45 = 0
A =576 + 720 = 1296

VA =36
T = % = 1,5 lub
- —248—36 <0

Szeroko$¢ pasa wynosi 1,5 m.

Cwiczenie 2

Wokét basenu o wymiarach 4 m x 8 m wylozono ka-
felkami pas o szeroko$ci z m oraz powierzchni 45 m?
(rysunek obok). Jaka jest szeroko$é¢ tego pasa?

T m

Przyktad 3
Firma produkujaca zabawki oszacowata roczna wielko$¢ sprzedazy lalek na
s sztuk w zaleznosei od ceny x zl za sztuke (tabela ponizej). Okazalo sie, ze

jest to zaleznosé liniowa s(x) = —40x 4+ 3600.
Cena z w zt 40 50 60 70 80 90
Liczba lalek s 2000 1600 1200 800 400 0

Koszt wyprodukowania jednej lalki wynosi 20 zt. Ustal taka cene za jedna
lalke, aby roczny zysk firmy byl najwiekszy. Jaka bedzie wtedy wielkosé sprze-
dazy i jaki zysk?
Zysk ze sprzedazy jednej lalki, gdy kosztuje ona x zl, jest réwny (z — 20) zl
(przyjmujemy, ze x > 20). Okres§lmy funkcje z opisujaca roczny zysk ze sprze-
dazy s lalek dla ceny z zl za lalke:

z(z) = s(z) - (x — 20) = (—40z + 3600)(x — 20) =

= —402* + 4400z — 72000, gdzie z € [20;90)

Funkcja z najwigksza wartos¢ przyjmuje w wierzchotku odpowiedniej paraboli:

4400
LTy = 7——80 =55

Zatem zysk bedzie najwiekszy dla ceny = = 55 zl.
Wielko$é¢ sprzedazy bedzie wowczas rowna:
s(55) = —40 - 55 4+ 3600 = 1400
a roczny zysk bedzie wynosit:
Zmax = 2(55) = 1400 - (55 — 20) = 1400 - 35 = 49 000 [z1]

Cwiczenie 3

Koszt wyprodukowania jednego pluszowego misia wynosi 10 zt. Dla ceny 15 zt
za misia wielkoéé¢ sprzedazy wynosi 1000 sztuk rocznie. Kazdorazowe podnie-
sienie ceny o 1 zl powoduje spadek sprzedazy o 50 sztuk w ciagu roku.

a) Wyznacz wzor funkeji kwadratowej opisujacej roczny zysk w zaleznosci od
ceny x zt za sztuke.

b) Ustal taka ceng za jednego misia, aby roczny zysk firmy byl najwigkszy.
Jaka bedzie wtedy wielko$¢ sprzedazy i jaki zysk?

Cwiczenie 3
a) Niech = oznacza cene za jednego misia. Wielko$é sprzedazy opisuje funkcja:
s(z) = 1000 — 50(z — 15) = —50z + 1750, gdzie = € [15; 35]
zysk = sprzedaz - (cena za sztuke — koszt jednej sztuki)
z(x) = (=50z + 1750) - (z — 10) = —50x2 + 2250z — 17500, gdzie = € [10; 35)
b) Funkcja z przyjmuje najwigksza warto$¢ w wierzchotku paraboli bedacej jej wykre-
sem, czyli dla:

__ —2250 __
Tw = o5 = 22,5

Zatem cene misia nalezy ustali¢ na 22,50 zt. Wtedy wielko$¢ sprzedazy to 625 sztuk,
a zysk 7812,50 zi.
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Cwiczenie 4

Sklep z odziezg sportowa sprzedaje dziennie 16 bluz dresowych. Zysk ze sprze-
dazy jednej sztuki wynosi 40 zt. Wtasciciel sklepu przewiduje, ze kazde obnize-
nie ceny o 5 zt spowoduje wzrost sprzedazy o 4 sztuki dziennie. O ile powinien
on obnizy¢ cene, aby mie¢ najwiekszy zysk?

Zadania

1. Plac zabaw ma ksztalt prostokata o wymiarach 12 m x 18 m. Szerokosé
placu zwiekszono o = m, a dlugoéé¢ o 2z m. Powierzchnia placu wzrosta
woéwezas 0 144 m?. Oblicz x.

2. Reprodukcje obrazu o powierzchni P oprawiono w prostokatng rame o wy-
miarach zewnetrznych x x y. Oblicz szeroko$¢ tej ramy, gdy:
a) P =2400 cm?, x =80 cm, y = 60 cm,
b) P =2700 cm?, x =75 cm, y =55 cm.

3. Wokoét prostokatnego trawnika o wymiarach 4 m x 8 m ma zosta¢ utozona

kostka brukowa. Projektant przedstawil dwie propozycje: A i B (rysunki
ponizej). Dla kazdej z tych propozycji oblicz x.

Propozycja A Propozycja B
obszar pokryty kostka — 66 m? obszar pokryty kostks — 78 m?
T Hl[
2z m
2z m 4m 2z m
8 m T m T m
4 m
rm 8 m
4. Dany jest prostokat o wymiarach 21 ¢m x 4 cm. 2z m
Jego dtugosc i szerokosé zwiekszono o x cm. Dla

jakiej wartosci x przekatna nowego prostokata
ma dtugosé 25 cm?

5. Dany jest prostokat o wymiarach 3 cm x 10 cm. Jego dtugosc i szerokosé
zwiekszono o x cm. Dla jakich wartosci x przekatna nowego prostokata ma
dhugosé wigkszg od 13 cm?

6. Szeroko$é pokoju jest o 2 m mniejsza od jego dtugosci. Jakie wymiary moze
mie¢ ten pokdj, jesli przekatna podlogi jest niekrdotsza niz 6 m i niedhuzsza
niz 10 m?

3. Propozycja A: (8 +4xz)(4 + 2z) = 32 + 66
r=15m
Propozycja B: (8 + 2m)(4 +4z) =32+ 78
rz=15m
5. 3+ )2 + (10 4 z)* > 132
T > 2
6. Niech = oznacza szeroko$é pokoju, gdzie z > 0, woéwczas:
6% < 22 + (z +2)? < 102, czyli
(VIT—1) m <z <6m.
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Cwiczenie 4
Niech z oznacza, ile razy nalezy
obnizy¢ cene o 5 zt,
x€{0,1,2,3,4,5,6,7,8}.
Zysk opisuje funkcja:
z(z) = (16 + 4x)(40 — 5z) =

= —20(z +4)(z — 8)
Funkcja z przyjmuje najwieksza
warto$¢ dla:

By = # =2

zatem cene nalezy obnizy¢
o 10 zl

Odpowiedzi do zadan

1. (12+4x)(18+2z) = 12-18+144
x=3

2. a — szeroko$é ramy
a) (80 — 2a)(60 — 2a) = 2400,
gdzie a € (0;30)
a =10 cm
b) (75 — 2a)(55 — 2a) = 2700,
gdzie a € (0;27,5)

= —657§0ﬁ ~ 6 [cm]

4. Zaktadamy, ze = > 0.
(z+21)% + (z + 4)* = 252
z? + 42z + 212+
+22 4+ 8z + 16 = 252
22 + 50z + 16 =
= (25 — 21)(25 + 21)
22° + 50z + 16 =4 - 46 / : 2
z? + 252 + 8 = 92
% + 252 —84=0
A = 625 + 336 = 961

VvA =31
qE = y < 0, sprzeczne
i 725;31 —3

Zatem x = 3.



7. Niech z — 7, =, = + 2 beda 7. Bok BC tréjkata prostokatnego ABC jest o 2 cm z

dlugosciami bokéw tréjkata. krétszy od boku AB 1o 7 cm dluzszy od boku AC. r
Woéwczas: Obli p ;-
5 5 ) icz obwod tego trojkata.

(=742 =(z+2)%,z>7

Zatem z = 15, 8. Boki prostokata maja diugosci 8 i 10 (rysunek

czyli Ob = 40 cm. obok). Dla jakich wartosci « zacieniowany obszar 4
8. P(z)=8-10-2-3(8 —a)- stanowi co najmniej 40% powierzchni prostokata? z

_ 2
(10— @) =18z — =5, 9. Powierzchnia stawu wynosita 400 m?. Przez dwa kolejne lata, na skutek
x € (0;8] . . . .. .
suszy, powierzchnia stawu sie zmniejszala — w kazdym roku o p%. Po

P(z)204-8-10 uplywie dwoch lat staw mial powierzchnie 289 m?. Oblicz

2® — 182+ 32 <0 Py P € ' p.

x € [2;8] 10. Wykaz, ze istnieje tylko jeden tréjkat prostokatny, ktérego boki maja diu-
9. 15 @ gosci réwne kolejnym liczbom: a) naturalnym, b) parzystym.

11. a) Miejscami zerowymi sa licz-  11. buk przesta mostu ma ksztalt paraboli

by 01 12, zatem parabola ma (rysunek obok). Korzystajac z wymiaréw
réwnanie postaci:

podanych na rysunku, znajdz rownanie 4m
y = az(z — 12) . . T
. ’ tej paraboli. Przyjmij, ze poczatek uktadu A B

Po podstawieniu wspéirzed- Strzednveh ‘duie sie: ! = |
nych wierzchotka (6,4) do Wspolrzednych znajdu)e sic: -
réwnania paraboli otrzymuje- a) w punkcie A, b) w $rodku odcinka AB.

1
mya=—3.

Y o, . 12. Czy pod mostem opisanym w zadaniu 11. przeptynie barka o szeroko-

Zatem y = —gz° + 3.

$ci 6 m, ktéra po zatadowaniu wystaje 3,1 m ponad powierzchnie wody?

1) WijEeera. aremosrym o Przyjmij, ze przekrojem poprzecznym barki jest prostokat.

liczby —6 i 6, zatem:
y=a(z —6)(z +6) =

= a(z? — 36).

Wspélrzedne wierzchotka:

0 ZI;) sz,h o= _1 Wszystkie parabole sa podobne. Aby sie o tym przekonaé, warto przyjrzeé
) ) - 9

sie ponizszym rysunkom (zauwaz, ze jednostki na osiach na rysunku po
prawe] sa dwukrotnie wieksze niz na rysunku po lewej). Na przyklad para-
v bole narysowane kolorem czerwonym (na rysunku po prawej parabola dana
wzorem y = x2, a na rysunku po lewej parabola y = %xz) sg identyczne.

é 1 A ERRIE \;\\53—1\\ \\3\“ Y /// / / / ;\:\\B \1 ) / / /
Prostok;dt BT 6 el «\\ \\\\ // // // \\ \\ / / /
Nl \\\ | ///

Zatem y = f%xz + 4.
12.

Punkt D ma wspdtrzedne \\ / /
(3,3,1). .
Parabola przedstawiajaca ol 1 x 0O 1 X
most jest wykresem funkcji:
fl@)=—%2"+ 22
Zauwazmy, ze: 10. a) Dlugosci bokéw tréjkata: n, n + 1, b) Dlugosci bokéw trojkata: 2n, 2n+2,
f(3)=3<31 n+ 2, gdzie n € N4. 2n + 4, gdzie n € N.
czyli barka nie przeptynie pod n’ + (n+ 1)2 =M+ 2)2 4n® + (2n + 2)2 =(2n+ 4)2
mostem. n?—2n—-3=0 4n® +4(n+1)? = 4(n +2)*
(n—=3)(n+1)=0 n®>+ (n+1)2% = (n+2)°?

n=3lubn=—-1¢N,
Zatem istnieje tylko jeden taki tréjkat.

Z podpunktu a) mamy n = 3.

. ’ e ) Zatem istnieje tylko jeden taki tréjkat.
Jego boki maja dtugosci: 3, 41 5. Jego boki maja dlugosci: 6, 8 i 10.
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Krzywa tancuchowa

Wiszacy, zamocowany na koncach tancuch przyjmuje ksztalt przypominajacy
parabole. W 1638 r. opisywal to juz Galileusz, wloski fizyk i astronom.

W drugiej potowie XVII w. wykazano, ze jest to inna krzywa, zwana krzywa
fancuchowa lub catenarig [czyt. katenarig], od tacinskiego stowa catena

[czyt. katena] oznaczajacego tancuch.

Na rysunku obok przedstawiono
krzywa tancuchowa (kolor czerwony) Tt D S ‘ ‘ Joffruey
oraz parabole (kolor niebieski), ktéra \ /
dla wartosci argumentéw bliskich 0 \
jest bardzo dobrym przyblizeniem
tej krzywej taricuchowej. \

NI

..... N /
N1 “
o} 1 X
Ksztatt krzywej tancuchowej przyjmuja wiszace Krzywa ta jest wykorzystywana
taricuchy, liny lub przewody wysokiego w architekturze. Na zdjeciu monument
napiecia. Gateway Arch w Saint Louis w Stanach
Zjednoczonych.

EN Skorzystaj z dostepnych zrédet i znajdz inne
przyktady wykorzystania krzywej fancuchowej
w architekturze.
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Odpowiedzi do zadan
1.a)z=0lubz =2
b) z =01lub z = %ﬁ

cJrz=—1tlubz=1%

dz=—-2lubz=12

e)x=-1

f) x=6
2.a)z=—-1lubz=5

b) 2 = =27 Jup

x:’s‘zm

c)z=6

d) z = - 1242 1yp

w:71+72ﬁ

e)z=-3lubz=0
f) 2 = -4 — /17 lub
x:—4+\/ﬁ
3. a)xe(foo;%‘/g]u
)
) x =
c) sprzeczna
yae (1- %
e)z eR
f) z e (- oolf\/g)U
U(1+v3;00

S C

=9

1+f)

4. a) AOB:[flf\/i;fl]U
ul0; -1+ 2],
A\ B =(-1;0)
b) ANB = (-2 +2;3),
A\ B = (—00;—2 —+/2)U
U[3;00)
c) ANB=[2—VT;2+ 7],
A\ B=(-3;2—-V7)U
U(2 + V/T;6)

5.a)x=—-2lubxz =2
b) z=—V3lubz=—2 lub
Tz = 2 lub z = /3
c)x——llubm—l
) @
e) =f4luba¢—01ub:c—4
f) sprzeczne

(=%

v/

Powtdrzenie

|
1.
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Zestaw |

Rozwiaz réwnanie.

a) 42> —5x =0 c) 2522 —1=0 e) z(x+2)=-1

b) z = /222 d)1-%2=0 f) x(x—8)=4(x—9)

Rozwiaz réwnanie.

a) 22 —4dx—5=0 ¢) 122 —=324+9=0 ¢) z(x—5)=2zx(x—1)

b) 222 +5x+1=0 d) Ta*+2zx=1 f) 2(1-5z)=(1-1)?

Rozwiaz nieréwnosé.

a) z?4+x—-12>0 ¢) br? —=br+2<0 e) dr—32? <2—2a?

b) 422 +20x+25<0  d) —3z% + 6z > 2 f) —x(4—2)>4—2a?

Dane sa zbiory A i B. Wyznacz zbiory AN B i A\ B.

a) A={zeR:i2?+2:—1<0}, B={zeR: 2+ 2z >0}

b) A={zeR:a’+42+2>0},B={zeR2?—z—-6<0}

c) A={reR:3z+ 18> 2%}, B={reR: 2? — 42 < 3}

Rozwiaz réwnanie.

a) (22 —4)(2*+9)=0 ¢) 2*—222+1=0 e) z* — 162 =0

b) (92% —4)(z*—3)=0 d) z* +1622 =0 f) dz* +42°+1=0

Rozwiaz réwnanie. Zastosuj odpowiednie podstawienie.

a) 2t —32° —4=0 d) 8 —322-3=0 g) z*—222—-8=0

b) 2* — 622 +8=0 e) z*—62>—16=0 h)2*+22°-15=0

c) z* + 72 +10=0 f) 2* =222 —-5=0 i) z*4+102°+25=0

Rozwiaz uktad réwnan. Podaj jego interpretacje geometryczna.

=x+3 =3z—-5 =2r—2

a‘) Y 2 b) ’ 2 C) ! 2

y=—-x*+5 y=xz"—-3 y=z"—2x+1

Naszkicuj wykres funkcji f. Wyznacz wartosé najmniejsza i wartosé naj-

wieksza funkcji f w podanym przedziale.

a) f(z)=22%+ 4z, [-2;1] ¢) flz)=2*+2x+1,[0;2]

b) f(z) = —2* + 2z, [0;4] d) f(z) = —a? 43z —2, [-2;2]
.a)z=—-2lubz =2 7.9) 2 =—-2,y=1lubz=1,y=4
b) 2 = —21ub z = —/2 lub b)z=1,y=-2lubx=2,y=1
z=+v2lubz=2 c)x=1,y=0lubz=3,y=4
¢) sprzeczne 8. a) najmniejsza: f(—1) = —2,
== VBHVIOS |1 A/34+V105 najwigksza: f(1) =6

4 4 c 5 g
b) najmniejsza: f(4) = =8,

e) z=—2v2Iubz =2v2 najwieksza: f(1) =1
f) 2= —V1++v6lubz=+1+6 c) najmniejsza: f(0) =1,
g)z=—-2lubz =2 najwicksza: f(2) =9
h) z=—v3lubz=+3 d) najmniejsza: f(—2) = —12,

2
i) sprzeczne najwieksza: f(3) = %



10.

11.

12.

Dla jakich wartoéci a i b suma a?+b? przyjmuje wartoéé najmniejsza, jedli:
a) a+b=4, b) a —b =3, ¢) 2a+b=17

Trzeba ogrodzi¢ prostokatny plac, przy czym nie be-
dzie on grodzony na jednym boku na odcinku 10 m
(rysunek obok). Wiadomo, ze na ogrodzenie tego pla-
cu potrzeba 240 m biezacych siatki ogrodzeniowej i ze
jego powierzchnia jest najwieksza z mozliwych. Jakie

wymiary ma ten plac?

W sklepie zostaje codziennie sprzedanych 40 sztuk pewnego towaru. Zysk
przypadajacy na jedna sztuke tego towaru wynosi 240 zl.

a) Ekspert A twierdzi, ze obnizenie ceny o z zt spowoduje wzrost dziennej
sprzedazy tego towaru o x sztuk. O ile nalezy obnizy¢ ceneg, aby zysk byt
najwiekszy? O ile zwiekszy sie wtedy zysk?

b) Ekspert B twierdzi, ze podniesienie ceny o (20 - z) zt spowoduje spadek
dziennej sprzedazy tego towaru o x sztuk. O ile nalezy podnie$é¢ cene, aby
zysk byl najwiekszy? O ile zwigkszy sie wtedy zysk?

Zdjecie w ksztalcie prostokata o bokach
pdm i ¢ dm oprawiono w rame o sze-
rokosci  dm (rysunek obok). Pole po-
wierzchni zdjecia wraz z rama jest rowne
P dm?. Oblicz szeroko$¢ ramy.

a) p=3,q=5, P=2925
b)p=4,q=6, P =35

Zestaw |l

Dla jakich wartosci parametru ¢ funkcja f ma doktadnie jedno miejsce
zerowe?

a) f(x) =2 +3z+c¢ c) fla)=—a’+x+c+1

b) f(z) =a2? —2Vbz —c d) flz)=a*+cx+c

Dla jakich wartosci parametru b funkcja f ma dwa rézne miejsca zerowe?
a) f(x)=a*+bxr+4 b) f(x) = —a® +2bx — 1

Wyznacz wspdlne mniejsca zerowe funkcji f i g.

a) f(z)=a*— 722 +12, g(z) =2*— 922 + 18

b) f(x) =6z* — 52 + 1, g(x) =6x* —112? 4+ 4

. Wyznaczymy odciete punktéw wspélnych wykreséw funkcji f i g oraz sprawdzimy,

ktoére z nich sg miejscami zerowymi funkcji f.
a) z* —7x? +12=2* — 9z + 18 b) 6z* — 522 + 1 = 6z* — 11z +4
20 —6=0/:2 62> -3=0/:3

2> -3=0 ?—1=0

X1 = — 3, To = \/g
f(ml):f($2)=9—7'3+1220
Zatem wspolnymi miejscami zerowy-
mi funkcji f i g sa liczby —v/3 i /3.

N
S

xl:_§7x2: )
f($1):f(a:2):6.%_5.%+1:0

Zatem wspoOlnymi miejscami zerowy-
mi funkcji f i g sg liczby —g i %5

9.

10.

11.

12.

a)b=4—a
Niech f(a) = a® 4 b* =
=a’+(4—a)® =2a®>—8a+16
Funkcja f przyjmuje wartosé
najmniejszg dla a, = % = 2.
Zatem a = b = 2.

b) a = %, b=
c)a=2b=

_3

2
1
B
Niech z i y beda diugosciami
bokéw prostokata.
Obwdéd tego prostokata jest
rowny: 2z + 2y = 240 + 10.
Zatem y = 125 — x.
Pole prostokata:
P(z) = z(125 — z)
Funkcja P przyjmuje naj-
wiekszg warto$é dla:
o+2125 — 62,5

Zatem plac ma wymiary
62,5 m x 62,5 m.

a) z(z) = (40 + z)(240 — z)
Miejscami zerowymi funkcji z
s liczby —40 i 240.
Najwiekszg warto$é¢ przyjmu-
je ona dla:
—40-25-240 _

Ty —

100

2(100) = 140% = 19600
Zatem obnizenie ceny o 100 z}
zwiekszy zysk o:

z(100) — z(0) =

= 19600 — 40 - 240 =

= 10000 [z1]

b) o 280 zl; zysk zwiekszy si¢
0 3920 zt

a) 0,75 dm b) 0,5 dm

Tr =

Zestaw I
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4.

10.

11.

a)z=1

b) z = —31lub z = —2 lub
w= =l
c)xz‘r”T‘/Hlubm:2lub
szlubac:%
d)xz—l—\/glubmz—
lubz=—-1++3
a)rz=3lubz=4

b)z = —5lubz=0lubz =4

.a) A=122+4-15-20 > 0,

zatem réwnanie ma dwa pier-
wiastki.

22 + 22 — 8z1xe =

= (J)l =+ $2)2 — 10z122 =

_ b2 c __ 1048 73
=3 10a —_ = 13

b) A= (VE- 1) +4(v31 1)
A > 0, wigc réwnanie ma dwa
pierwiastki.

T3+ 33 — 8mima =7 — 22

. a) f(r) = -3z + 8z — 2

b) f(z) = —22° + 20z — 48

. a) m € (—o0;0)

b) nie ma takich m
( 2;0) U (0;2)

f(x) =2 ¢ [1;00).
fR)=[1;00), gdy m+1>0
iyw = 1.

A
yw = 4a =
_ (m41)?4(m41)(m+3) _
4(m+1)
_ m41-4(m+43) _

_ 3m+11 4
_ 3m —
= 2 1

dla m = f%, ale m > —1,
zatem nie ma takich m.

(D] 6.

Rozwiaz réwnanie. Zastosuj odpowiednie podstawienie.

a) (z%2 —2x)? +5(x* —22)+4=0 ¢) (x* —bx)(x® —br+2) =24
b) (22 4+ 4x)? + 7(2* +42) +12=0 d) (22 +2z)(2? + 22— 1) =2
Rozwiaz réwnanie. Sprawdz otrzymane rozwiazania.

a) Viz—x2—12- (22 =1)=0 b) (2?2 +2x —15) - V22 —4x =0

Uzasadnij, ze podane réwnanie ma dwa pierwiastki x, zo. Oblicz wartoéc
wyrazenia 22 + x2 — 81,27, bez wyznaczania tych pierwiastkow.

a) 152 — 122 —20 =0 b) (V24+ 12>+ (vV2-1)z—1=0

7. Wyznacz wzér funkeji kwadratowej f w przypadku, gdy:
a) do jej wykresu nalezy punkt (0, —2), suma jej miejsc zerowych jest
réwna 5, a suma ich odwrotnoéci jest réwna 4,
b) iloczyn jej miejsc zerowych jest réwny 24, a parabola bedaca jej wykre-
sem ma wierzcholek w punkcie (5, 2).
8. Dla jakich wartosci parametru m podane rownanie ma dwa pierwiastki
o réznych znakach?
a) 22+ (m—=3)z+m=0 ¢) tma?+(m? — 1)z +m?—4m =0
b) e+ (m+1)z+1=0 d) Bm—2)z*+mz+1-32m=0
9. Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie:
a) 22 —mx +m + 2 = 0 ma dwa rézne pierwiastki dodatnie,
b) —2? + (2m — 2)x + m? — 2m = 0 ma dwa rézne pierwiastki ujemne?
10. Dla jakich wartosci parametru m podana nier6wnosé jest spelniona przez
dowolng liczbe rzeczywista x?
a) ma? +4zx+m—1<0 b) (m—3)2>+ (3—m)x+m >0
11. Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych zbiorem wartoéci funkcji f
jest przedzial [1; 00).
a) f(x) =24+ (2m+2)z —m b) f(z) = (m+1)z*+(m+1)z+m+3
12. Zaznacz w ukladzie wspélrzednych zbiér punktéw (k, m), dla ktérych réw-
nanie z? + kx +m = 0:
a) ma jedno rozwiazanie x, spelniajace warunek |z,| < 2
b) ma dwa rozwiazania x;, z, spelniajace warunek z? + 23 = 4.
12.a) A =k —4m = 0 oraz b) A =k* —4m > 0 oraz i + 23 = k* — 2m = 4,
|o| = | 7| <2, skad skqdm<k—20razm:%—2.
e = kT oraz k € [—4;4]. Rozwigzujemy nieréwnosé % —2< kQ
m i otrzymujemy: k € (—2+/2;2/2).
m =k _9
02 2
=3 NP,
1 | |
ol 1 ; —2v2\ O| 1/2v2 k
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&

Zadania z kontekstem realistycznym

1.

5t

Wedtug projektu pokdj miat mie¢ wymiary 6 m x 9 m. W trakcie realizacji
tego projektu kroétsza $ciang pokoju wydtuzono o x m, a dluzszg skrécono
o x m tak, aby powierzchnia tego pokoju byta najwigksza. Wyznacz x.

Na rysunku obok przedstawiono plan $ciezek
w parku wykonany w skali 1:1000. Prowadza ¢
one wzdtuz bokow tréjkata ABC. Miedzy Sciez-
kami ma si¢ znajdowaé prostokatny trawnik
umieszczony jak na rysunku obok. Jaka naj-
wiekszg powierzchnie moze mieé taki trawnik? A

1,5 cm

3 cm B

Kawalek tkaniny ma ksztalt trojkata prostokatnego o przyprostokatnych
2 m i3 m. Aby uszy¢ prostokatna serwete, krawcowa zamierza odcia¢ od
niego dwa rogi. Jak powinna to zrobi¢, aby otrzymac serwete o jak naj-
wiekszej powierzchni?

Na klombie rosty w réownych rzedach 24 krzaki réz. W kazdym rzedzie
posadzono jeszcze 2 krzaki i dodano jeden nowy rzad. Na klombie roénie
teraz 45 krzakéw roz, po tyle samo w kazdym rzedzie. Ile rzedéw réz byto
na poczatku?
Z wysokosci 5 m wypuszczono z tuku pionowo j
do géry strzale z predkoscia poczatkowa 50 m/s.
Wysoko$é strzaly nad ziemia (w metrach) mozna
przyblizy¢ wzorem:

h(t) =5 + 50t — 5¢>
gdzie t jest czasem lotu strzaly (w sekundach).
a) Uzupelnij tabele wartosci funkeji h i okresl jej
dziedzine.

ts] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
h[m] 50 85 110 125130125110 85 50 5

b) Po ilu sekundach od momentu wypuszczenia

z tuku strzala ponownie osiagnie wysoko$¢, z ja-
kiej ja wypuszczono?

¢) Po ilu sekundach od momentu wypuszczenia

z huku strzala osiggnie najwicksza wysoko$é? 5

d) Na jaka najwieksza wysokosé doleci strzata?

a) Musza by¢ spelnione warunki: ¢ > 0 oraz h(t) > 0.
—5t2 +50t+5>0/: -5

2 —10t—1<0

A =100 +4 =104, VA = 2v/26

ty = 10=2V26 _ 5 _ /96, t, = L0+2/B _ 5 1 /95
Zatem t € [5 — v/26;5 + v/26] N [0;00) = [0;5 + v/26].
b) po 10 s

c) pobs

d) 130 m

Odpowiedzi do zadan

1. Pole powierzchni pokoju:
P(z)=(6+2)(9—=x)
Miejsca zerowe funkcji P:
r=—-6,x=9
Funkcja P przyjmuje naj-
wieksza warto$é dla:

T =" =15
2. 112,5 m?
3.
2— %ZB
2
533
z 3—x

Pole prostokata:
P(z) = 2z(3 —x)
Funkcja P najwieksza wartosé
przyjmuje dla z = 1,5.
Zatem ciecia powinny prze-
chodzi¢ przez srodki bokow
trojkata.

4. x — liczba r6z w rzedzie,
y — liczba rzedéw,
x i y s naturalnymi dzielni-
kami liczby 24 oraz zy = 24.
I sposéb
Rozwigzujemy réwnanie:
(x+2)(y+1) =45
zy+zxz+2y+2=45
24+ +2y+2=45
z+2y—19=0/-z
z? 4+ 2yr — 192 =0
z® — 192+ 48 =0
(z—3)(z—16)=0
x = 16 nie jest dzielnikiem
liczby 24, zatem x = 3 oraz
y=38.
II sposéb
Sprawdzamy, ktére sposroéd
dzielnikéw z, y liczby 24
takie, ze xy = 24, spelniaja
réwnanie (z + 2)(y + 1) = 45.
Zauwazmy, ze  musi by¢ licz-
ba nieparzysta, a y — liczba
parzysta, zatem = € {1, 3}.
Para (1,24) nie spelnia réw-
nania, a para (3, 8) spelnia
rownanie.
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w Sposéb na zadanie

Przyktad
Dla jakich wartogci parametru m réwnanie 22 — 2mz +m — 1 = 0 ma dwa
rozne pierwiastki mniejsze od 27

Aby rozwigzaé to zadanie, mozemy postapi¢ na jeden z ponizszych sposobéw.

I sposéb

Réwnanie to ma dwa rézne pierwiastki mniejsze od 2, gdy:
A>0 A>0 A>0 Liczby 1 —2 1 x2 — 2
<2 el —-2<0 & (xl _ 2)(1.2 _ 2) >0 sa ujemne, gdy ich ilo-

czyn jest dodatni, a su-

Ty < 2 To—2<0 (3?1 — 2) + (.%'2 — 2) <0 ma ujemna.

e A=0>—4dac=(—2m)> —4(m —1)=4m?> —4m + 4
A =4m*—4m+4 >0 dlam € R (sprawdz).
o (1—-2) (29 —2) = m1y— 221 — 2209 +4 = 120 — 2(21 1) +4 = 2—}—2-%—1—4 =
=m—-1—-4m+4=-3m+3
Zatem (x; — 2)(x2 —2) > 0< —3m + 3 > 0.
Nierownosé ta jest prawdziwa dla m < 1.
-(11—2)4—(372—2)::(:1—1—1:2—4:—2—4:2771—4
Zatem (x; —2) 4+ (22 —2) <0< 2m—4 < 0.
Nierownosé ta jest prawdziwa dla m < 2.

Po uwzglednieniu powyzszych warunkéw otrzymujemy: m € (—oo; 1).

II sposob
Rozpatrzmy tréjmian kwadratowy f(x) = 22 —2max +m — 1. Poniewaz a > 0,
podany w zadaniu warunek zachodzi, gdy:

A>0 Y Dwa rézne pierwiastki rownania sa
mniejsze od 2, gdy pierwsza wspot-

Ty < 2
rzedna wierzchotka paraboli x,, < 2
f(2)>0 o 2 X oraz f(2) > 0 (dlaczego?).
*A>0dlam eR (sprawdz).
b 2m
L] qu] pr— —% = 7 =

Zatem z,, < 2 dla m < 2.
cf(2)=22-2m-24+m—-1=-3m+3
Nieréwnos¢ —3m + 3 > 0 jest prawdziwa dla m < 1.
Odpowiedz: m € (—oo; 1)
=» Zadanie 6, str. 48
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w Przed obowigzkowa matura z matematyki

W zadaniach 1-8 wybierz wlasciwa odpowiedz spoéréd podanych.
Zadanie 1 (0-1)

Dwa rézne pierwiastki dodatnie ma réwnanie

A 22 —42+5=0 C.22-52+6=0

B. 22 -32-4=0 D. 2> +5x—-6=0
Zadanie 2 (0-1)

Pierwiastkami réwnania 2x2 4 bx + ¢ = 0 sg liczby —3 i 4, zatem
A.b=—-1ic=-12 C.b=2ic=-24
B.b=—-2ic=-24 D.b=1lic=-12
Zadanie 3 (0-1)

Na rysunku obok przedstawiono fragment paraboli,
ktérej wierzchotkiem jest punkt (1,—2). Drugim
miejscem zerowym funkcji, ktérej wykresem jest ta

parabola, jest liczba \/
D. 3

A 13 B. 2 C. 2

Zadanie 4 (0-1)

Jednym z pierwiastkéw réwnania 422 + 4z + /2 — % = 0 jest liczba
A. B. — C. —V2 D. —2V/2

NI

N[

Sl

1
T 22
Zadanie 5 (0-1)
Najmniejsza warto$é funkcji f w przedziale [0;2] jest liczba dodatnia dla
A fz)=2*-2x+1 C. f(z)=—2*+3z+1
B. f(z) =32*+6z—1 D. f(z) = -3z +4x+1
Zadanie 6 (0-1)
Najwigksza wartos$¢ funkeji f(z) = 2x% + 4z w przedziale [1;2] jest réwna
A. 16 B. 4 C.3 D.0
Zadanie 7 (0-1)
Pole prostokatnej dziatki, ktérej jeden bok jest o 2 m dluzszy od drugiego
boku, wynosi 288 m2. Obwdd tej dzialki jest réwny
A.64m B. 68 m C. 72m
Zadanie 8 (0-1)
Boki prostokata P, o wymiarach 4 cm x 8 cm wydtuzono o z ¢cm i uzyskano
prostokat P, o polu réwnym 96 cm?. Przekatna prostokata P, ma dlugosé
réwna

A. 3v/10 cm

D. 76 m

B. 4v/10 cm C. 3v/13 cm D. 4y/13 ¢cm

8. (4+z)(8+z)=96,z>0
2> +122—64=0
(z+16)(z —4) =0
z=41
Dtugo$c przekatnej prostokata Po:

V/82 + 122 = 44/13 [cm]
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B.A=0
C.x1=2,x2=3
D.:I:’1:—6,.T2:1

2z +3)(z—4) =

=2(z® —z—12) =
=222 — 27 — 24

zatem b= —2, c = —24

1
-$1=—§7$w=17

T3 t+wy
— 2 = Tw,

zatem ro = 2%

A .Tw—l, f(]‘):
B. z, =—-1¢[0;2],

cww=-1¢[12],

f(1) =6, f(2) =16

. Niech x oznacza krétszy bok

dziatki. Wéwczas:
x(x+2) =288, >0
? + 22— 288 =0
(z+18)(x —16) =0
r =16

Ob = 68 [m]
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9. f(z) = 4(z — 3)* -2 Zadanie 9 (0-2)
Dana jest funkcja f(z) = (22 —6)? — 2.
Dokoncz zdania. Wybierz odpowiedz spo$réd A-D oraz odpowiedz spoéréd
E-H.
1. Wierzchotkiem paraboli bedacej wykresem funkcji f jest punkt
A. (3,-2) B. (3,2) C. (6,-2) D. (-6,-2)
2. Parabola bedaca wykresem funkcji f przecina o$ rzednych w punkcie
E. (0,34) F. (0,—18) G. (0,-38) H. (0,-2)

Zadanie 10 (0-1)
Na rysunku obok przedstawiono fragment wykresu funkcji Y

kwadratowej f. Oznaczmy przez x;, o miejsca zerowe
funkcji f, a przez x,, odcieta wierzchotka paraboli bedacej \
jej wykresem. |

Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpo- J/
wiedz A albo B oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3. ¢) X
Suma miejsc zerowych funkcji f jest réwna /

A, 2, 1. Ty = 2(x1 + 23).

poniewaz 2. Ty = T1 + To.
B. 1, 3. 2, = taa
2

Zadanie 11

Dana jest funkcja kwadratowa f(z) = —4(z + 1)(z — 2).

1M1 f0)=-4-(-3)-2=5 Zadanie 11.1 (0-1)
i = *%;% —9 Ocen prawdziwo$é ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jeli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jedli jest falszywe.
Wykres funkcji f przecina o§ OY w punkcie (0, —5).
Wykres funkcji f ma wierzcholek w punkcie (—2,5).
11.2. (—o0;—2) U (2;00) Zadanie 11.2 (0-1)
Wyznacz zbiér rozwiazan nieréwnosci f(z) < 0.
12.2=-3,2=3 Zadanie 12 (0-2)

Rozwiaz réwnanie 3x(z + 3) = (x + 3)%
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Zadanie 13 (0-2)
Dana jest funkcja f(z) = v/22> — 2v/22 — 4.

_ b _ 2v2 _
13.xw—%—m—1

Najmniejsza wartosé funkcji:

Ocen prawdziwos$é ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest f)y=-v2-4

prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Najmniejsza warto$é¢ funkcji f w przedziale

[—2;0] jest réwna —2. P
[2;4] jest réwna —4. P
[0;2] jest réwna —6. P
Zadanie 14 (0-2) A plaza

[—2;0]: f(0) = —4

[2; 4]:

f2) =4v2 — 42 — 4 = —4,
F f(4) =16v/2-8v2—-4>0

[0;6]: —6 < f(1)

D 14. x + 2y =72

Przy brzegu jeziora ma by¢ wydzielone kapielisko za
pomoca liny o dlugosci 72 m. Lina ta ma wyznaczy¢

y=36—1z

Pole powierzchni kapieliska:

prostokat ABCD jak na rysunku obok (wzdluz plazy ’ P(z) =z (36 — 3z)

nie bedzie liny). - Tw = 36

Uzupelnij zdanie tak, aby bylo prawdziwe. b ¢ ) = 80 18 =64
Kapielisko bedzie miato po-

Ogrodzone w ten sposéb najwieksze mozliwe kapielisko bedzie miato powierz- wierzchnie 648 m2, a wejscie

chnie réwna [?], a wejécie do kapieliska z plazy bedzie mialo wtedy dlugosé 7. do niego z plazy bedzie miato
dtugosé 36 m.

Zadanie 15 (0-2) 15, 2, = =345 = 1

Oblicz najmniejsza wartos¢ funkeji f(z) = 2(z + 3)(z — 5). F(@w)=2-4-(—4) = —32

[D] Zadanie 16 (0-4)

Boki trapezu prostokatnego przedstawionego na rysunku obok .

spelniaja warunki « + y + z = 18 oraz z = 2z. Uzasadnij, ze

jesli taki trapez ma najwieksze mozliwe pole, to jego obwéd %

jest niemniejszy od 27.

Zadanie 17 (0-4) Y

Rozpatrujemy prostokaty potozone w I ¢wiartce

uktadu wspotrzednych. Trzy wierzchotki tych prosto- C B

katéw leza na osiach uktadu wspoétrzednych, a czwar-

ty lezy na prostej y = —2x 4 4 (rysunek obok). 19) A X

a) Podaj wzor opisujacy pole prostokata w zaleznosci od wspdlrzednej z

punktu A.

b) Ktéry sposrdd tych prostokatéw ma najwieksze pole? Podaj wspdlrzedne

jego wierzchotkdw.

16. z2=22iy=18—2z—2=18 -3z
Pole trapezu: P(z) = 3(z + 2)y = 32(6 — z), gdzie z € (0;6).

Funkcja P najwieksza warto$é¢ przyjmuje dla x,, = % =3,stad y =9, z = 6.

Dtugosé czwartego boku trapezu: u > y = 9, wiec obwod trapezu:
z+y+z+u=184u>18+9 =27
17. a) Dtugosci bokéw prostokata: zo i yo = f%xo + 4.
Pole prostokata: P(xzo) = zo - yo = —%m% + 4o, gdzie zo € (0;6)
b) Najwieksza wartosé¢ funkcji P jest osiagnieta dla zo = 3, stad yo = 2.
Wspoélrzedne wierzchotkéw: O(0, 0), A(3,0), B(3,2) i C(0,2)
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1. 362" — 432 + 12 = (z + L)
(= P+ -3
_ B
S=x4+2
2m#1iA=13—-4m >0,
czyli m < 3,25 1 m # 1, stad
m0=3.
81. iz —z—1z=0/-4
z? — 6z =0
z(z—6)=0
z=01Iubx =06
32. 22 —4(m+ 1)z =0
Dla m = —1 réwnanie ma jed-
no rozwiazanie, dla m # —1

rownanie ma dwa rozwia-
zania.

4. Niech P bedzie funkcjg opisu-
jaca pole zacieniowanego ob-
szaru. Przyjmijmy oznaczenia
jak na rysunku, wéwczas:

4o 44y = 8
czyliy=2— =z, z € (0;2).
P(z) = (mz® 4+ my? +

+2x-2y) — TR =
= 7(x? + y?) + 4oy — TR =
=7R?>+4zy — 7R% =
=4z(2 —z)
Funkcja P przyjmuje naj-
wieksza wartos¢ w wierzchot-
ku paraboli bedacej jej wykre-
sem, czyli dla x,, = 1.
Wartoscia ta jest f(1) = 4,
czyli pole zacieniowanego
obszaru jest niewiecksze niz

4 cm?.

6. Niech f(z) = 2°+(m—1)z+4.
Muszg by¢ spelnione warunki:
A >0, zy <4 oraz f(4) > 0.
A=(m—-1)>%-4%=
=(m+3)(m—>5) >0dla
x € (—00; —3) U (5; 00)

xw:kTm>4dlam>f7

f(4)=204+4(m —1) > 0 dla

m > —4

Zatem m € (—4; —3) U (5; 00).
8. A=k —2k=k(k—2)>0

dla k € (—o0;0) U (2, c0)

3 +3 = (v1+22)% —2w120 =

=k —-k>2

K —k—2>0

(k—=2)(k+1)>0

k € (—o0;—1) U (2, 00)

Uwzgledniamy warunek

A > 0 i otrzymujemy:

k € (—o0;—1) U (2, 00).

(0] Zadanie 4 (0-5)

w Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (0-2)
Oblicz sume dodatnich pierwiastkéw réwnania 36x* — 4322 + 12 = 0.

Zadanie 2 (0-2)
Wyznacz najwieksza catkowita warto$¢ parametru m, dla ktérej réwnanie
(m —1)z? — 3z + 1 = 0 ma dwa rézne pierwiastki.

Zadanie 3

Dane jest rownanie z parametrem m.

122 —x =mx

Zadanie 3.1 (0-2)

Rozwiaz to réwnanie dla m = %

Zadanie 3.2 (0-2)
Okredl liczbe rozwigzan rownania w zaleznosci od m.

Kazdy ksiezyc zbudowany na boku prostokata jest ogra- R
niczony okregiem opisanym na tym prostokacie oraz 2y
okregiem, ktérego $rodkiem jest Srodek danego boku. R/ |y
Wykaz, ze jesli obwod prostokata jest rowny 8 cm, to

pole zacieniowanego obszaru jest niewicksze niz 4 cm?.

Zadanie 5 (0-4)
Naszkicuj wykres funkcji f, ktora kazdej liczbie rzeczywistej m przyporzad-
kowuje liczbe rozwigzan réwnania (m — 1)z + (m — 1)z +2 = 0.

Zadanie 6 (0-4) = Przyktad, str. 44
Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie x° + (m — 1)z + 4 = 0 ma dwa
rézne pierwiastki mniejsze od 47

Zadanie 7 (0-5)
Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie z? — (Sm — %) x+6 =0 ma dwa
rézne pierwiastki 2, o spelniajace warunek |z, — 25| = 127

Zadanie 8 (0-4)
Dla jakich wartosci parametru k& suma kwadratéw dwéch réznych pierwiast-
kéw réwnania z2 + kx + %k = 0 jest wieksza od 27

Zadanie 9 (0-4)
Dla jakich wartosci parametru m funkcje f(z) = (m — 2)z% + (m — 2)x oraz
g(z) = 2? + 62 — 7 maja ten sam zbiér wartodci?

5. 1° Dlam—1 = 0, czyli dla m = 1 otrzy-
mujemy 2 = 0 sprzecznos¢, czyli
f@)=o.
2° Dla m # 1 réwnanie jest kwadratowe.
A=m-—1)(m-29)
f(m)=0dlam e (1;9),

)

f(m)=1dlam =09, L .

Fm) =2 dla m € (“0051) U (9;00). Dia funkeji g: 2 = —3,
glaw) = —H(m —2).

Y Zatem —(m — 2) = —16, skad

1
m = 66.

1-4V432 _ 144V43
5 M= "%

7. m=
9. Funkcje f i g maja ten sam zbiér
wartosci, gdy m > 2 oraz ich naj-
mniejsze wartosci sg rowne.
Dla funkcji ¢: zw = —3,
f(xw) = —16.

-
=
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