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3 Funkcje wymierne

Cgzas potrzebny na przebycie pewnej usta-  [h]
lonej odleglodci jest tym kroétszy, im wiek-
sza jest predko$c, z jaka sie poruszamy.
Na wykresie obok przedstawiono zalez-

no$¢ miedzy predkoscia a czasem potrzeb- 360

nym na pokonanie odlegtosci 360 km.
Predko$é i czas (potrzebny do przebycia
okreslonej drogi) to wielkosci odwrotnie

o
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proporcjonalne. O 30 60 90 120 150 180 y[km/h]
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Uczen:

— szkicuje wykres funkcji
f(z) = £, podaje jej
wlasnosci oraz wyznacza
réwnania asymptot jej
wykresu,

— szkicuje wykres funkcji
f(z) = £ w podanym zbiorze,

— odezytuje z wykresu wspot-
rzedne punktéw przeciecia
prostej i hiperboli,

— wyznacza wspotczynnik a
tak, aby funkcja f(z) = &
spelniata podane warunki.

Cwiczenie 1

x [ 3|1 |2]4]8
f)| 8 [4]|2]1]|1%
r\

/
— O] 1 X
\
Multibook
* \Wykres proporcjonalnosci

odwrotnej
® Przeksztatcenia wykresu propor-
cjonalnosci odwrotnej
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Generator

testéw i sprawdzianéw

I 118 3. Funkcje wymierne

3.1. Wykres funkcji f(x)=4

Rozpatrzmy funkcje f(x) = 2 — jest ona okreSlona dla z € R \ {0}.
Sporzadzamy tabele wartoséci funkcji f, a nastepnie szkicujemy jej wykres.

¢ | 4 2 1 L 1. 1 1 9y
fle) | -3 | -3 |-1|-2| -4 4 2 1 : :

Wykres funkcji f(z) = ¢, gdzie a # 0, Y l

oraz kazda krzywa powstala z tego wy- l

kresu przez przesuniecie o wektor nazywa- \ fla)y=1

my hiperbola. \

Wiasnosci funkeji f(z) = 1: " \

e dla x < 0 funkcja f przyjmuje wartosci —

ujemne, natomiast dla x > 0 — przyjmuje 9] 1 X

wartosci dodatnie,

« funkcja f nie ma miejsc zerowych, \

« funkcja f jest malejaca w przedzialach \

(—0050) i (0; 00). 1

Uwaga. Funkcja f(z) = i nie jest malejaca Hiperbola sklada sie z dwéch

w zbiorze (—o0;0) U (0; 00). galezi.

Zauwazmy, ze kazda z galezi wykresu funkcji f(z) = % »zbliza si¢” do prostej
poziomej y = 0 oraz ,zbliza sie” do prostej pionowej x = 0. O takich pro-
stych méwimy, ze sg asymptotami wykresu funkcji — odpowiednio asymptota
poziom3 i asymptota pionowa.

Cwiczenie 1

Na rysunku obok przedstawiono jedna ga-
taz hiperboli f(z) = 2.

a) Podaj brakujace wsp6lrzedne punktéw
A B, C,DiE.

b) SporzadZ odpowiednia tabele i naszki-
cuj obie galezie tej hiperboli.

Cwiczenie 2
Sporzadz odpowiednia tabele i naszkicuj
wykres funkcji f.

a) fla)=2 b) fa)=2 o) fx)=2

Cwiczenie 2
a) c)

x |—4|-2|-1|-4|3[1|2]|4 x [—8|—4|-2(-1|1[2|4]38
fl@)|-3|-1|-2|-4|4|2|1]|3% fl@)|—-1|-2|-4|-8| 8| 4|21
b)

z |—6|-3|-1|-1| 111 |3]6
f(@)|—5|-1|-3|-6]6 |3]|1]41




Cwiczenie 3 Y|\

Na rysunku obok przedstawiono wy- \

kresy funkcji: f(z) = 5=, g(z) = 2,

h(z) = 2 oraz k(z) = 2. ) \ ~
a) Oblicz wartosci kazdej z tych funkeji St ey e
dla z =1 oraz dla z = —2. — 1 X
b) Dobierz wzér do kazdego wykresu. T

¢) Do ktérych hiperbol naleza punkty:

A(2,3), B(%,3), C(4,%), D(—4,-3),
E(-%,-6)?

— /Q

\

Aby naszkicowaé¢ wykres funkcji g(x) = —1, gdzie x € R\ {0}, mozna wyko-
rzystaé¢ odpowiednig tabele wartosci funkcji lub odbié symetrycznie wzgledem

osi OX wykres funkcji f(x) = 2.

T

Wiasnosci funkeji g(z) = —2:

edla < 0 funkcja g przyjmuje war-

tosci dodatnie, natomiast dla z > 0 —

|
|
’ |
1
\
)\

przyjmuje wartosci ujemne,

« funkcja g nie ma miejsc zerowych,

« funkcja g jest rosnaca w przedzialach

(—00;0) i (0;00), ale nie jest funkcja
rosnaca w swojej dziedzinie,

* prosta y = 0 jest asymptota pozioma,

a prosta x = 0 — asymptota pionowa

wykresu funkcji g.

Cwiczenie 4

Sporzadz odpowiednia tabele i naszkicuj wykres funkcji f.

a) fl@)==2 b) fl@)=—2

Wykres funkeji f(z) = <

Sa to proste y = x oraz y = —.

Punkt O(0,0) jest $rodkiem symetrii wykresu

funkcji f(z) = 1.

x

Ogodlnie, proste y = x iy = —x sg osiami symetrii,
a punkt O(0,0) jest $rodkiem symetrii dowolnej

ma dwie osie symetrii.

g(a) = —1]

I
—— o i_— —=
\\ /

fa) =2l
|
il
o) fla)=-2  d) fla)=-22
Yy /
AN \ 257
N i \ /
Lpoef o
0|\l X
7 \ N
/ \ \
7/ \ AN

hiperboli o réwnaniu y = £.

Cwiczenie 3

a) f(1) =3, f(-2)=-1%,
9(1) =2, g(-2) = -1,
h(1) = 4, h(=2) = -2,
k(1) = 6, k(—2) = —3

b) czerwony — f, niebieski — g, zielony — h, fioletowy
C) A_k7B_g7C_f7D_g7E_h

-k

Cwiczenie 4
A —al 211 2] 4
f@)|3]1]|2|-2[-1]|-2
1Y
|
/
S 1 X
ol1 _—
f
/
|
|
b
)2 [=3[<1 -1 3113
f)| 1|36 |-6/-3]-1
| Y
/
— 1 X
O] 1 —
T
|
|
O [Cal—2[-1]1 24
fz)| 1] 2|4 |-4|-2|-1
[ 4y
et 1 e
Ol 1 __
f
|
< T —2|-1|-%| 3| 1|2
f@)l ]3| [-1]-3]-
Y
J
7 X
O/t/f
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Odpowiedzi do zadan

1.

(Y

a) warto$¢ najmniejsza: 3
wartos¢ najwieksza: 6

b) wartos¢ najmniejsza: —4,
warto$¢ najwieksza: —2
¢) warto$¢ najmniejsza: I,
wartosé¢ najwieksza: %
d) wartos¢ najmniejsza: —5,
wartosé¢ najwieksza: —g

a) f(D) = [3;2]
b) f(D) = (—00; —2) U (2;00)
¢) f(D) =[-2;0)U(0;4]

) a= -8, f(—2v2) =22
b) a = —16, f(~2v2) = 4V2
¢) a =14, f(-2v2) = T2
d) :4vf( 2\/_):7_
a) a= -3, P(1,-3),

(z) > =3 dla

x € (—o0;0) U
b) a = —6, P(2,—3),
f(z) > -3 dla

x € (—o0;0) U

(1;00)

(2;00)

.a)a=2,

wartos¢ najmniejsza: —2,
warto$¢ najwieksza: 1

b) a = —4,

warto$¢ najmniejsza: —2,
warto$¢ najwieksza: 4

c) a = —6,

wartos¢ najmniejsza: —3,
wartos¢ najwieksza: 6

. Wyznaczamy punkty przecie-

cia prostej z hiperbola.

=1 r=-—1
lub
Yy =2 y=—2

A(1,2), B(717 72)
Zatem |AB| = 2V/5.

B 120 3. Funkcje wymierne

Zadania

1.

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej warto$¢ najmniejsza i wartosé naj-
wigksza w przedziale [1;2].

a) f)=2 b)) fl@)=-12
Naszkicuj wykres funkeji f(z) =

d) fla)=-2

1
0 )= & :
1 ktorej dziedzing jest zbiér D. Podaj
zbidér wartosci tej funkcji.

a) D=[2;8]  b) D=(-20)U(0;2) ¢) D = (—o0;—2] U[1;00)

Dla jakiej wartosci wspétczynnika a punkt P nalezy do hiperboli be-
dacej wykresem funkcji f(z) =
mentu r = —2\/5.

27 Oblicz wartos¢ funkcji f dla argu-

a) P(~1,8) b) P(3,-32) ¢ P(-4,33)  d) P(-3.—3)
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = £. Oblicz a. Znajdz
wspolrzedne punktu, w ktérym hiperbola przecina prostg y = —3. Od-

czytaj z wykresu, dla jakich argumentow funkcja f przyjmuje wartosci
wieksze od —3.

a) / Y b) Y
f f
—— 1 ¥ 1
el _—

Dla jakiej wartosci wspoélczynnika a punkt P nalezy do hiperboli bedacej
wykresem funkcji f(x) = 2?7 Naszkicuj wykres tej funkcji i podaj wartos¢
najwieksza i warto$é najmniejsza, jakie ta funkcja przyjmuje dla argumen-
téw ze zbioru [—4; —1] U [2;6].

a) P(2v2+2,v2—1) b) P(1-V5,1+V5) ¢ P(vV6—v24,V6)

Oblicz odleglo$¢ miedzy punktami przeciecia prostej y = 2x z hiperbola
2
Yy=3-

Wykres funkcji f(z) = ¢ przecina prosta y =  w punktach P; i P,. Ob-
licz a, gdy: a) |P,Py| =4v2, b) |PP,| = 8.

. Wyznaczamy punkty przeciecia prostej z hiperbola.

y=ux
y=£2

P1<_\/av —\/(3), PQ(\/av \/a) a>0 (hlb Pl(\/_ \/_)
Zatem odlegltosé | Py Ps| = 2v/2a.

a) 2v2a =42, a =4
b) 2v2a =8, a =8

2(—v/a, —v/a))



Uczen:

— przesuwa wykres funkcji
f(z) = £ o dany wektor,
podaje wzor i okresla
wlasnosci otrzymanej funkcji,

3.2. Przesuniecie wykresu funkcji f(x)=4
o wektor

Przyktad 1 Lo
‘ . L % — wyznacza dziedzine

Wykres funkeji f(z) = 4 +2 otrzymu- funkcji okreglonej wzorem

jemy przez przesuniecie hiperboli y = % \ f(z) = 3% +q i podaje

o 2 jednostki w gére, czyli o wektor fla) =2t 4.2 réwnania asymptot jej

[0,2] X — " wykresu,

7_ ' . 3 ) » T 1 -1 — podaje wspotrzedne wektora,
Zbiorem wartosci funkcji f jest zbiér R o jaki nalezy przesunaé
(—00;2)U (2;00). 0] 1 X wykres funkcji f(z) = 2,
Prosta y = 2 jest asymptota pozioma | aby Ot;ZymaC' wykres funkcji
wykresu funkcji f, a prosta z = 0 — \ Y= =5 = 4 s wylies

mptota pion \l funkqu:ﬁ—kq’
asymptota plonows. — wyznacza réwnanie hiperboli

.. . na podstawie informacji

Cwiczenie 1 podanych na rysunku,

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbior wartosci tej funkcji oraz réwnania — dobiera wzér funkcji do jej

asymptot jej wykresu. wykresu,

1 4 3 — wyznacza wzor funkcji spel-

a r)==+3 C r)==-—3 e )=-24+1 y J1 Sp

) 1 ) x + ) 1 ) x ) 1 ) x + niajacej podane warunki,

b) f(x) = i -1 d) f(x) = —i +2 f) f(x) = —% —4 — wyznacza réwnania osi
symetrii oraz wspotrzedne
srodka symetrii hiperboli

Przykfad 2 . L . Y l \ opisanej danym réwnaniem.

Wykres funkcji f(z) = —=5 otrzymuje- \ \ )

Lo STy ; ] Cwiczenie 1

my przez przesuniecie hiperboli y = = \ \flz) = —=

o 3 jednostki w prawo, czyli o Wektoi" \ | il 8) /(D) =R\ {3}

J » €Ly 1 asymptoty: x =0, y =3

[3,0]. —— - \\; b) f(D) =R\ {-1}

asymptoty: © =0, y = —1
oy ¢) f(D) =R\ {-3}

Y= _-\ \ asymptoty: z =0, y = —3
wykresu funkcji f, a prosta y =0 - \ \ d) f(D) =R\ {2}
asymptota pozioma. \ l

Dziedzing funkcji f jest zbiér R\ {3 }.

Prosta x = 3 jest asymptota pionowa

asymptoty: x =0, y =2
e) f(D) =R\ {1}
asymptoty: =0,y =1

f) f(D) =R\ {-4}
asymptoty: x =0, y = —4

Przypomnijmy, ze wykres funkcji y = f(z —p) dla p > 0 otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkcji y = f(x) o p jednostek w prawo wzdtuz osi OX.

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj dziedzing i rownania asymptot wykresu tej

funkcji oraz jej przedzialy monotonicznosci.
2

a) flz) = b) f(z) = —=

Cwiczenie 2

a) D =R\ {2}, asymptoty: z =2, y =0

Funkcja f jest malejaca w przedziatach (—o0;2) i (2;00).
b) D =R\ {4}, asymptoty: z =4, y =0

Funkcja f jest malejaca w przedziatach (—o0;4) i (4;00).

c¢) D=R\ {1}, asymptoty: z =1, y =0 Multibook
Funkcja f jest rosnaca w przedziatach (—oo;1) i (1;00). * Posta¢ kanonicza funkdii
d) D =R\ {2}, asymptoty: z =2, y =0 homograficzne;

Funkcja f jest rosnaca w przedziatach (—o0;2) i (2;00).

3.2. Przesunigcie wykresu funkgji f(x)=< o wektor 121 I
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Cwiczenie 3 Przyktad 3 [ Y]
a) D=R\{-1}, Wykres funkcji f(z) = ——45 otrzy- fla) = ——=| |
asymptoty: x = —1, y = 0, mujemy przez przesunigcie hiperboli | |
)~ =—= 0 ednostkl w lewo, czyli 1
P(0,-1) y - 2 jednostki w lewo, czyli 1
i o wektor [-2,0]. —— |
. . e . .7 ’-ﬂ — X
Dziedzina funkeji f jest zbiér R\{ =2 }. y =L
/ Asymptotg pionowa jej wykresu jest / /
A 1 prosta x = —2, a asymptotg pozioma — [ [
O+ 7 X prosta y = 0. l I
J
[/ Przypomnijmy, ze wykres funkcji y = f(x+p) dla p > 0 otrzymujemy przez
| przesuniecie wykresu funkcji y = f(x) o p jednostek w lewo wzdluz osi OX.
l
b) D =R\ {-2}, Cwiczenie 3
asymptoty: z = —2, y = 0, Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj dziedzine tej funkcji i réwnania asymptot
P(0,2 jej wykresu. Wyznacz punkt przeciecia wykresu z osia OY.
3 jej wykresu. W k iecia wyk g OY.
Y 1 3 4 2
\\ ) fB)=-—5 b f@)=-5  ofe)=-5 d4f@)=-—2
Przyktad 4
1 i‘_ Wykres funkeji f(z) = =5 + 1 mozemy otrzymaé przez przesuniecie wykresu
— ol 1 X funkeji g(z) = L o wektor [2,0], a nastepnie o wektor [0,1] (lub w odwrotnej
kolejnosci). Mozna tez od razu przesunaé¢ wykres funkeji g o wektor [2,1].
\ M| Medoooo ol
| \\ ERICDEE I
¢) D=R\ {-4}, \g@) = 5 ) s —
asymptoty: z = —4, y = 0, — —— —
P(0,1) —_ 0Ol 1 X —O6+1 X o1 X
VLY \
! \ I
0 \; Dziedzing funkeji f jest zbidr R \ {2}.

|

d) D =R\ {-3},
asymptoty: © = —3, y = 0,
P(0,-3)

Y

——

[y

B 122 3. Funkcje wymierne

Prosta x = 2 jest asymptota pionows wykresu funkcji f, a prosta y = 1 jest
jego asymptota pozioma.

Przypomnijmy, ze wykres funkcji y = f(x —p) +¢ otrzymujemy przez prze-
suniecie wykresu funkcji y = f(z) o wektor [p, q].



Cwiczenie 4

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzine, zbiér wartoéci oraz réwnania

asymptot jej wykresu.
1

a) f(x) = -3

x+2

¢) fla) == +3

b) fla)=——=+2

Cwiczenie 5
Podaj wektor, o jaki nalezy przesuna¢ wykres funkcji f, aby otrzymacé wykres
funkcji g.
_3 _ _
a) f(x)_mv g(x)_m_4 6
5 5
b) f(2) = -2, gla) =2

Cwiczenie 6
O jaki wektor nalezy przesunaé wykres funkcji f, aby otrzymac hiperbole,

¢) fa) =5, gla) =3+ ——

d) f(@) = —5, g(z) =1+ 57—

ktorej asymptotami sa podane proste?

a) fl@)=1+22=3y=—6 i

= —_—— — = = — = —l
b) (@) = —2— S o= =2,y = ]
Cwiczenie 7
Wykres funkcji f(z) = %, a # 0, przesunigto o wektor [p,q]. Podaj wzér

i réwnania asymptot otrzymanej hiperboli.

Zadania

1. Wykres funkcji g otrzymujemy przez przesuniecie wykresu funkcji:
a) f(z) =1 o3 jednostki w do,
b) f(z) =2 o0 3 jednostki w lewo,
Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj wzér funkcji g, jej dziedzineg, zbidr

¢) f(z) =—2 02 jednostki w gére,
d) f(x) = —% 0 2 jednostki w prawo.
wartosci i rownania asymptot jej wykresu.

a

2. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) = Podaj wartosé

r—2"
wspélczynnika a i oblicz f(12) i f(—4).
a) Y \ b) Y
P(3,3)
1 L ____Jf____’/’l’ ¥
h§\\\0 1 X Ol 1 L —
dRi e
|
2.8 =3, £(13) = 12, f(~4) = 3
ba= 3 7(13) = 8, £(~4) = }

3.2. Przesunigcie wykresu funkgji f(x)=< o wektor 123 I

Cwiczenie 4
a) D =R\ {-2},
f(D) =R\ {-3},
asymptoty: ¢ = -2, y = —3
b) D =R\ {1}, /(D) =R\ {2},
asymptoty: z =1, y =2
o) D=R\{-1}, /(D) = R\{3},
asymptoty: t = -1, y =3
Cwiczenie 5
a) [4,—6]
b) [-2,2]
c) [2,-3]
d) [3,1]
Cwiczenie 6
a) asymptoty wykresu
funkcji f: 2 =0, y = 2,
asymptoty hiperboli:
x =3, y = —6, wektor [3, —8§]
b) asymptoty wykresu
funkcji f: x = -3,y = 7%7
asymptoty hiperboli:
1 7

T = —2, y = —3, wektor [1, 5]

Cwiczenie 7
9(z) = %5 +q
asymptoty: € =p, y = q

Odpowiedzi do zadan

1. a) g(z) = ; -3, D=R\ {0},
9(D) =R\ {-3},
asymptoty: © =0, y = —3
b) g(z) = 315, D =R\ {-3},
9(D) =R\ {0},
asymptoty: t = -3, y =0
¢) g(z) = —2+2, D = R\{0},
9(D) =R\ {23,
asymptoty: x =0, y =2
d) g(z) = —35, D =R\ {2},
9(D) =R\ {0},
asymptoty: =2, y =0



3. a) g(z) = ﬁ + 4,
Dy =R\ {1},
9(Dg) = R\ {4},
asymptoty: z =1, y =4
b) g(z) = 25 — 1,
Dy =R\ {-2},
9(Dg) = R\ {1},
asymptoty: © = =2, y = —1
¢) g(z) = — 527 +3,
Dy =R\ {-1},
9(Dg) = R\ {3},
asymptoty: x = -1, y =3
d) g(z) = % — 4,
D, = R\ {2}a
9(Dg) = R\ {4},
asymptoty: ¢ = 2, y = —4
4. a) 6 punktéw

Yot
\f
1
0] X
\
|
b) 4 punkty
| Y
|
\f
\
1 X
\
\
|
\
c) 2 punkty
d) 4 punkty
5.a) y= ILH +2
b) y = 2(9:3—3) 1
C) Y= 3(901_2) +1
d)y= 3(zi1) 2
6. a) g(z) = - —
2
) 9(z) = oy — 1
d) gl@) = 2% —6

B 124 3. Funkcje wymierne

Przesun wykres funkcji f o wektor . Podaj wzér otrzymanej funkeji, jej
dziedzine, zbior wartosci i rownania asymptot jej wykresu.
1 1
a) f(LE): ) 7:[174} C) f(m):_gv 7:[_173]
b) f(x) =

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj liczbe punktéw o obu wspéirzednych
catkowitych nalezacych do tego wykresu.

8| 8|

;W =[-2,~1] d) f(z)=—2, ¥ =2,

a) f(2)= ;75 =3 ©) f(2) =15 -2
b) fla) = == — 1 d) f(a) = =25 +2

Wyznacz réwnanie przedstawionej hiperboli na podstawie informacji po-
danych na rysunku.

a) } Y c) Y |
xi_l} 1 }T“ZQ
| P(372§) |
77777777 d_b___T-——= \
‘1 y=2 ___,_,,4,,1:,,‘,,];14&%,),,
| y=1 \ e
O] 1 X ol 1 { X
\ \
\ \
b) Y } d) } Y
z=23" !
\ \
1 1 X 11
_y=cb ool T P(-3,-1) 0| 1 X
D i I et et
\ \ f_

Wrykres funkcji g, do ktérego nalezy punkt P, otrzymano przez przesunie-
cie wykresu funkcji f(x) = 2 o wektor . Wyznacz wzér funkcji g.

a) u =[2,-9], P(6,-8) c) w =[3,-%], P(-2,-1)

4

b) w = [1,5], P(,1) d) @ = [-v?2,-6], P(1,-3v?2)

Podaj réwnania osi symetrii i wspotrzedne srodka symetrii hiperboli o row-
naniu:

a)y=2-6, b)y=—"

y= x—4

5 1
+ 1, C)Z/:m—ﬂ‘i‘& d)yz—m‘i‘&

Wykres funkcji f(x) = %, a # 0, przesunigto o wektor [p, ¢]. Podaj réwna-
nia osi symetrii i wspotrzedne $rodka symetrii otrzymanej hiperboli.

. a) wektor przesuniecia [0, —6],

osie symetrii: y =x — 6, y = —x — 6,

srodek symetrii: S (0, —6)

b) wektor przesuniecia [4, 1],

osie symetrii: y = (z —4)+1=2—-3,y=—(z—4)+1=—z+5,
srodek symetrii: S(4, 1)

c) wektor przesuniecia [—1, 3],

osie symetrii: y = (z+ 1) +3=2+4,y=—(z+1)+3=—z+2,
$rodek symetrii: S(—1, 3)

d) wektor przesuniecia [7, 8],

osie symetrii: y = (z —7)+8=a2+1,y=—(z—-7)+ 8= —z + 15,
$rodek symetrii: S(7,8)

8.y=z—-p+qy=—-a+p+q Spq)



R 3.3. Funkcja homograficzna

Funkcje postaci f(x) = Z;‘Ig, gdzie ¢ # 0, okreslona dla z € R \ {—% )

jezeli nie jest ona funkcja stala, nazywamy funkcja homograficzna.

Podana w definicji posta¢ wzoru funkcji homograficznej nazywamy postacia
0g6lna.

Wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola — mozemy ja otrzymacé przez
przesunigcie o wektor hiperboli y = =, gdzie r jest pewna stala.

Przyktad 1 1 l
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = £=2. l\///\
Dziedzing funkcji f jest zbiér R\ {3}. eyl
) - M) = =41 » o
Przeksztalcamy wzér funkeji: _L> =
$—2:(w—3)+1:1+ 1 _ 1 +1 = =0 1 _X
-3 -3 -3 -3 glz)y =1 //"\
Wykres funkeji f otrzymamy przez przesu- ‘ ‘ [ \
nigcie wykresu funkcji g(z) = = o wektor | l
3,1]. \ \
Przyktad 2 [ Y]
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = gi; /L\\]’
Dziedzing funkcji f jest zbior R\ {—2}. |
Przeksztalcamy wzér funkcji: — 1 I ;_)_: —zz !
e+l (@+2)-1 _, 1 1 _ S —
z+2 T+ 2 =1 z+2 m+2+1 /\O ]yk,;):”%X
Wykres funkcji f otrzymamy przez przesu- | ]
nigcie wykresu funkcji g(z) = —1 o wektor [
[—2,1]. [l
Definicja

Posta¢ f(z) = ip

kanoniczna funkcji homograficzne;j.

+ g, gdzie z € R\ {p} i r # 0, nazywamy postacia

Cwiczenie 1

Zapisz wzor funkcji f w postaci kanonicznej i naszkicuj wykres tej funkcji.
_ —z+1 _x+3 _z+1

2) f(z) = == b) fla) = L2 o) fla) = 2t

¢) fz) = ;5 +1, D =R\ {1}
1l
\

\

e

Uczen:

— przeksztatca wzér ogdlny
funkcji homograficznej do
postaci kanonicznej,

— szkicuje wykres funkcji
homograficznej i okresla jej
wlasnosci,

— wyznacza réwnania asymptot
wykresu funkcji homogra-
ficznej,

— podaje przyktadowy wzor
funkcji homograficznej, znajac
jej dziedzine i zbiér wartosci,

— rozwigzuje zadania tekstowe
dotyczace funkcji homogra-
ficznej,

— rozwigzuje zadania z para-
metrem dotyczace funkcji
homograficzne;j.

Cwiczenie 1

a) f(z) =3 — 1, Dy =R\ {0}
Y

<

Multibook

® Posta¢ kanonicza funkcii
homograficznej
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Cwiczenie 2
a) f(z) = -5 +1,

Dy =R\ {4}
l Y
I
l
I
O] 1X
[
I
I
|
b) f(z) = -5 +1,
Dy =R\ {4}
H |
I
I
f |
Ol 1 X
[
I
l
|
) fl)= -5 +1,
Dy =R\ {-3}
I Y
|
/
f
5 1 %
[
|
I

B 126 3. Funkcje wymierne

Cwiczenie 2

Zapisz wzér funkcji f w postaci kanonicznej i naszkicuj wykres tej funkcji.
_z+3 __x—5 x4+

2) fla) = 23 b) f(x) = L3 o) fla)=2t1

Przyktad 3 Yy

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 2L, \\

Dziedzing funkeji f jest zbidr R\ {1}. fla)y=2 43|\ —

Przeksztalcamy wzér funkeji do postaci kano- T /

nicznej: / 1 o
Se-1 _3@@-1+2 _ 2 4 — ol\1 X
r—1 r—1 r—1 {]:I:):% \

Wykres funkcji f otrzymamy przez przesunie- |

cie wykresu funkcji g(2) = 2 o wektor [1,3]. \ \\

Cwiczenie 3
Wstaw w miejsce |?| odpowiednia liczbe. Zapisz wyrazenie w postaci kano-
niczne;j.

a) 3z4+4 _ 3(x+1)+[1] ¢) —20+8 _ —2(z-3)+/[2] o) 4249 _ Az+2)+[1]

r+1 x+1 x—3 x—3 x4+ 2 x+2
b) 3z4+2 _ 3(x+1)—[1] d) —2z45 _ —2(z—3)—[1] ) dz -3 _ 4(z+2)-[11]
z+1 x4+ 1 z—3 xr—3 z+2 T+ 2

Z postaci kanonicznej funkcji homograficznej mozemy odczytaé réwnania
asymptot jej wykresu.

Twierdzenie

Asymptotami wykresu funkcji f(z) = ;5 + ¢, gdzie z € R\ {p} ir # 0,
sq proste z =piy=q.

Przyktad 4 [1Y

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = 25 |

Dziedzing funkcji f jest zbiér R\ {—1}.

Przeksztalcamy wzér funkcji do postaci kano- 2= flo) =25

nicznej: 1 —
a:2+x1:2(x;+11 2:m+21+2 Q/ L X

Asymptota pionowa wykresu funkcji f jest /

prosta x = —1, a asymptota pozioma — prosta |

y=2. l

Cwiczenie 3

a) %H +3

b) =5 +3

c) 25 -2

d) = -2

e) =45 +4

f) =% +4



Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj rownania asymptot wykresu tej funkcji.

a) f(a) = = ¢) fla) =212 e) flx)= =22
b) f(z) = 2212 d) fz) = 212 f) flz) =222
Zadania

1. Przedstaw wzor funkcji f w postaci kanonicznej. Podaj réwnania asymptot
wykresu funkcji f.

_ 2z+8 _ 4z +6 _ tz42
a) fla) = 2EE 0) fla) = t2t0 o) fla) = 2222
_ —3z+10 _ —2z+3 4z
2. Naszkicuj wykres funkcji f, podaj jej dziedzine i zbiér wartosci.
_ x—=3 _ 2x-3 _ —4x—11
8) f(x) = 2= b) f(x) = 2= 0) fla)= T

3. Naszkicuj wykres funkcji f. Odczytaj z niego, dla jakich argumentéw funk-
cja przyjmuje wartosci dodatnie, a dla jakich ujemne.

-4 _xT+2 2z
4. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej przedzialty monotonicznosci.
3z —11 —2x—5 —3z+8
a) f(z) = =— ¢) flz) =" e) flo)=——5
_ —4x-5 _ —4x+6 _ —8x+46

5. Dla jakiej warto$ci parametru m punkt P nalezy do wykresu funkcji f7
Wyznacz rownania asymptot wykresu tej funkcji dla otrzymanego m.

a) f(z) =220 P(-3,2) b) f(a) = 52—, P(=4,1)

6. Podaj przyklad takiej funkcji homograficznej f, ktérej dziedzing jest zbiér
R\ {p}, a zbiorem wartosci — zbi6ér R \ {¢}.

a)p=0,q=1 c)p=14¢=4 e) p=T,q=-3

b)p=0,¢g=-5 d)p=-7,q=0 f) p=+v2,q=2
7. Podaj rownania asymptot wykresu funkcji f.

a) f(x) = _36I:69 Wykres funkcji homograficzne] f(z) = Z;”—jr';’

T
10241 ma asymptote pionowg r = —% 1 asymptote

b) f(z) = T, 4 poziomg y = <.
4. a) f(z) = -5 +3, B.a)ym=28, zc=—3,y=—3

maleje w (—o0;4) 1 w (4;00) bym=12z=-2y=1%

b)f.(x):*x%-l*‘%v 6. a) np. f(z)=1+1

rosnie W_(—ool; —1)21 w (=1;00) b) np. f(z) = L —

) SE) = e ) np. f(2) = 3 +4

rosnie w (—o0; —2) i w (—2;00) )

& (@) = —25 4, Db J) = 27

ro$nie w (—00;2) i w (2;00) e) np. f(z) = ;55 -3

o) f(&) =~ +3, £) np. f(x) = 715 +2

ro$nie w (—00;2) i w (2;00) 7.8) =2, y=—2

— 1 _ ' T
f) f@) =3 -4 b)z=8,y=20

maleje w (—o0; 1) i w (3;00)

Cwiczenie 4

a) f(.’E) = ac_-}»l - 27
asymptoty: © = —1, y = —2
b) f(z) = ;5 +2,
asymptoty: . =1, y =2

©) f(#) = 555 +2,
asymptoty: © = —3, y = 2
d) flz) =5 -1,
asymptoty: © =3, y = —1
e) f(z) =333 -3,
asymptoty: © = —4, y = —3
f) flz)= 3% +3,
asymptoty: x =2, y =3

Odpowiedzi do zadan

1. a) f(z) = zi3 + 2,
asymptoty: x = -3, y = 2
asymptoty: © = 3, y = —3
o) fz) =5 +4,
asymptoty: © = =2, y =4
d) f(z) =75 -2
asymptoty: x =4, y = —2

1
e) f(z) =335+ 3,
asymptoty: = —3, y = 1
f) fla) = 71 +2
2

asymptoty: x = —%, Yy =2

2. ) D; =R\ {4},

f(Dg) =R\ {1}
b) Dy =R\ {1},
f(Dy) =R\ {2}

¢) Dy =R\ {-2},
f(Dy) =R\ {-4}
3. a) f(z) > 0dla
z € (—00;4) U (5; 00),
f(z) <0dlaze (4;5)
b) f(z) > 0 dla
z € (—o0; —3) U (—2; 00),
f(z) <0dlaze (—3;-2)
¢) f(z) > 0dlaz e (-1;0),
f(z) <0 dla
z € (—oo0;—1) U (0; 00)
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9. a) dla ¢ = —2 stala,
dla ¢ = 0 liniowa,
dla ¢ € R\ {—2,0} homogra-
ficzna
b) dla ¢ = 8 stata,
dla ¢ # 8 homograficzna
¢) dla ¢ = 0 liniowa,
dla ¢ # 0 homograficzna

Komentarz

W zadaniu 9 a) dlac = —2
otrzymujemy funkcje stata

f(z) = —2, ktérej dziedzing
jest R\ {2}. Nie jest to funkcja
liniowa, gdyz dziedzina funkcji
liniowej jest R.

10. a) f(z) =3, Dy =R\ {3},

nie jest
b) f(z) = —4, Dy = R\{-4},
nie jest
¢) f(z) = —3, Dy =R\ {2},
nie jest

11. a) f(m):%Jrél
b) f(@) = 75+ 3

o fz) =753

B 128 3. Funkcje wymierne

8. Przeczytaj podany w ramce przyklad.
Wyznacz wszystkie punkty o obu wspétrzednych catkowitych nalezace
.. Tx—4
do wykresu funkcji f(x) = —
_ Tx—-4  T(x—-1)47-4 3 .
f(ﬂﬁ)—x_l— P —$_1+7,gd21ex7é1
Poniewaz 7 jest liczba calkowita, f(x) € Z < —xil € Z. Zatem x — 1
musi by¢ dzielnikiem catkowitym liczby 3. Oznacza to, ze:
x—1€{=3,-1,1,3}, czyli z € {-2,0,2,4}
Istnieja cztery punkty o obu wspoéirzednych catkowitych nalezace do
wykresu funkcji f. Sa to punkty: (—2,6), (0,4), (2,10), (4,8).
Wyznacz wszystkie punkty o obu wspotrzednych catkowitych nalezace do
wykresu funkcji f.
_ 2zx—-1 _ —3z—-10 _ 2zx+4
9. Okredl wartoéci ¢, dla ktérych funkcja f jest odpowiednio: funkcja homo-
graficzna, liniowa, stala.
4z -6 _ tz—a4 6z
a) fla) = 28 b) f(a) = 221 ¢) J(a) = 2
10. Czy funkcja f jest funkcja homograficzna? Naszkicuj wykres funkcji f
(zwr6é uwage na jej dziedzine).
_3r-9 _ —2z-38 -2
a) fla) = 2= b )= O fe) = 22
11. Przeczytaj podana w ramce informacje.
Funkcje homograficzng mozna przedstawi¢ w postaci kanonicznej, wy-
konujac dzielenie, np.:
_ 3z-10 2
f(l‘) T oz—-4  z-—4 +3
bo (3z — 10) : (x — 4) = 3 reszta 2.
Wykonaj dzielenie i przedstaw funkcje f w postaci f(z) = -5 +¢.
4z 49 _ tz-5 e
12. a) Suma dwdch liczb z i y jest réwna ich iloczynowi. Podaj wzoér funkcji
opisujacej zaleznosé y od x i naszkicuj wykres tej funkcji.
b) Pole prostokata o bokach dtugosci  cm, y cm jest réwne 2(x + y) cm?.
Podaj wzor funkcji opisujacej zaleznosé y od x. Okresl dziedzine tej funkcji
i naszkicuj jej wykres.
12. a) f(z) = ;%5 = ;55 +1, Dy =R\ {1} b) f(z) = 2% = 442, Dy = (2;00)
Y l Y l
\ \
\f \
\
9) X f
\
| S
O] 1 X




Dowiedz sie wiecej

Odpowiedzi do zadan

Hiperbola 1. a) (=3,0), (3,0),
Rozpatruje sie tez hiperbole okreslone réwnaniami Z—j — Z—j =11lub g—; — i—; =1, y=—32z,y= 2z,
gdzie a,b > 0. Jesli a = b, to asymptoty hiperboli sa do siebie prostopadte, N Y 2
a taka hiperbole nazywamy réwnoosiowa (rysunek po lewej). N\
A Y 7 Y B SHE
s ~N
N , NG >
&L s \4 _ I o] 3 X
e Ny IS IS — -7 <
\ N 1 s / 2L \\\?\1 //// s N
N7 N - - ~
0|~ 1 X RN X . o
/ p $ \ = e hlzperbgla sprzezona:
s N - N % — % =
7 b > = S S b) (_47 0)7 (47 0)7
7 . \\\ - = y:_%w7y_1x7
7 ) ) N ) N\ N Y avi
Hiperbola &- — 4- =1 Hiperbola y* — &~ =1 \
N\ ‘o
W tabeli przedstawiono dane dotyczace punktow przeciecia hiperboli z osiami N
\ /
uktadu wspétrzednych oraz réwnania jej asymptot. .
4
, . . . IZ 2 2 I2
Roéwnanie hiperboli - =1 L—m=1 QN1 X
Punkty przeciecia z osia OX (a,0) i (—a,0) brak / , \
Punkty przeciecia z osig OY brak (0,a) i (0,—a) n7 N
Réwnania asymptot y:g-xiyzfg.x y=2riy=-%x VAW, NN
hiperbola sprzezona:
Na rysunku obok przedstawiono hiperbole 2% — yff =1 \\ Y / % = % =1
(kolor czerwony) oraz hiperbole % — 2% =1 (kolor nie- \ \ y 4 c) (0,—4), (0,4),
d,
bieski). \\ // y=—2z,y =2,
/)
Majg one wspélne asymptoty: y = —2x i y = 2x. N\ / N\ Y V4
\ /
Hiperbole Z—Z — g—z =1i z—j — i—z = 1 nazywamy hiper- \{ j }/ 3 g
bolami sprzezonymi. Ll 8 ,
1. Wyznacz punkty przeciecia hiperboli z osiami ukta- /9 : \ X N
s 4 . o o \
du wspélrzednych oraz réwnania jej asymptot. /7 \ oM X
Naszkicuj te hiperbole. Podaj réwnanie hiperboli i/ \ , .
Sprzezonej. // \\
. 2) 2 o 7 \
a) -4 =1 o) G-F=1 y \ / \
b)%_%: d)%—ﬂ?2:1 7 \ /S A\
hiperbola sprzezona:
12 2
d) (0,-3), (0,3), y = —3z, y = 3z, hiperbola sprz¢zona: x> — % =1 T =1
% /
N\ /i
\ /
\ /
\ /
vy
Lijy
O 1 X
/|
7
/ \
/ \
74 \
/ \
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Hiperbola i hiperboloida

Ogodlna definicja moéwi, ze hiperbola to zbiér tych
wszystkich punktow P na ptaszczyznie, dla ktérych
wartos¢ bezwzgledna réznicy odlegtosci od dwoch
konkretnych punktéw F; i F,, zwanych ogniskami,

jest stata:

|rq - rs| = const.

Obrot hiperboli

Hiperboloida to powierzchnia zakreslona w wyniku obrotu hiperboli wokét jej osi symetrii
w przestrzeni tréjwymiarowe;.

Po obréceniu pokazanej wyzej hiperboli Po obréceniu tej hiperboli wokét osi OX
wokét osi OY powstanie hiperboloida otrzymujemy hiperboloide dwupowiokowa.
jednopowtokowa.
>
Y Y

Chtodnie kominowe =

Chtodnie kominowe maja najczesciej ksztaft
hiperboloidy jednopowtokowej. Pozwala to na
oszczedne zuzycie materiatéw konstrukcyjnych. - .‘
Mimo znacznych rozmiaréw (wysokos$¢ chtodni

przekracza zwykle 120 m, a Srednica podstawy

chtodni — 90 m) grubos$¢ zelbetowego ptaszcza : 1
w najcienszych miejscach wynosi zaledwie P
12-18 cm. Taki ksztatft chtodni zwigksza '
réwniez ich odpornos¢ na zginanie. /
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3.4. Mnozenie i dzielenie
wyrazen wymiernych
Wyrazenie wymierne to utamek, ktorego licznik i mianownik sg wielomianami,

ap, STt4 T 2+3 2z 2?4
b= 0 71 2o z2+1"

Dziedzing wyrazenia wymiernego jest zbior tych wszystkich liczb, dla kto-
rych wyrazenie ma sens liczbowy. Nalezy zatem pamietaé, ze miejsca zerowe
mianownika nie naleza do dziedziny wyrazenia wymiernego.

Przyktad 1
Podaj dziedzing wyrazenia ﬁ
312 —Txr = 3w (a: — 5) =0dlax =0orazdlax = %, wiec dziedzing wyrazenia
jest zbior D =R\ {0, %
Cwiczenie 1
Podaj dziedzine wyrazenia. Oblicz jego wartos¢ dla x = —1.
a) 35 +223 o ¢) 19z* + 823 — 6 ) 6z — 9 ) 14z* 4 822 +4
2 -9 — 3z 22 +5x+6 x5 42722

b 62 +3z -7 62 — 5z +1 423 + 22 +1 h 522 — 10z

) —-25 ) o2 + 5z ) —7x+6 ) 5 @2 + 4z — 20

Aby uprosci¢ wyrazenie wymierne, rozkladamy wielomiany w liczniku i mia-
nowniku na czynniki. Nalezy jednak pamietaé, ze dziedzing wyrazenia uprosz-
czonego jest dziedzina wyrazenia przed uproszczeniem.

Przyktad 2

Podaj dziedzing wyrazenia *-

4 , a nastepnie je uproscé.

Dziedzing wyrazenia jest zbior D = R\ {-2, 2}.
— 222 xQ(x/Qj/] x?
2-4  (z42)(z—2)1 =42

Cwiczenie 2

Podaj dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uprosé.

a) z2-9 C) 222 + 10z e) 22 -1 ) z3 — 322
3—z 2 -25 x4 — 3 & —6x+9
3z2 — 6z a:3+4a: 4— 22 x2+4a:+4

b) x—2 d) 244 f) —2x h) z4—-16

Komentarz

Pojecia mnozenia i dzielenia oraz dodawania i odejmowania wyrazen wymier-
nych warto wyjasni¢ uczniom na przyktadach i poprzez opis stowny. Podczas
wykonywania dziatan uczniowie czesto zapominajg o dziedzinie. Dlatego warto
przypilnowa¢ ich, aby zaczynali od wyznaczenia dziedziny. Przy dzieleniu wy-
razen wymiernych uczniowie czesto zapominaja o zatozeniu, ze licznik drugiego
wyrazenia musi by¢ rézny od zera.

3.4. Mnozenie i dzielenie wyrazerh wymiernych 131 IS

Uczen:

— wyznacza dziedzine prostego
wyrazenia wymiernego
i oblicza jego warto$¢ dla
danej wartosci zmiennej,

— upraszcza w prostych przy-
padkach wyrazenia wymierne,

— wyznacza dziedziny iloczynu
oraz ilorazu wyrazen
wymiernych,

— mnozy i dzieli wyrazenia
wymierne,

— wykorzystuje mnozenie
i dzielenie wyrazen
wymiernych do rozwia-
zywania zadan,

— mnozy wyrazenia wymierne
dwéch zmiennych i podaje
konieczne zalozenia.

Cwiczenie 1

a) D=R\ {— 33},
b) D = R“zw};
) D=R\ {0, 3} 3
d) D =R\ {-3,0}, —
) D=R\{- 37 }
f)D—R\{§ 2}, —

) D=R\ {- 30}
h) D =R\ {5}, 75

o

@

1
3
1

o

Cwiczenie 2

a) D=R\ {3}, —z—3
b) D =R\ {2}, 3z

) D=R\{-5,5}, 2%
dD=R, z

) D=R\{0,1}, x%
) D =R\ {0, 2} 71
g) D=R\ {3}, ;5

h)D:R\{*Z?}, %

o

= @
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Przyktad 3

. . . 2 _ _F
Wykonaj mnozenie 4%—=2 . £=3

z2-9 2z —-1°

Zakladamy, ze 2> —9 # 01 22 — 1 # 0, zatem z € R\ {-3, 3,3}
422 -1 z-3 _'e—1)Ee+ @3] 2041
-9 20-1 | (x=3)(z+3)(2z—1);, =+3

Cwiczenie 3 Cwiczenie 3
a) D=R\{-2,3}, 4 Wykonaj mnozenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
— 2
b) D =R\ {-3,0,3}, —= ) dz—i2 2etd . —2? 45z 4a?-1 ) (@-2)% 24a
¢) D =R\{-1,0}, —&==1E5) z+2 226 2z +1 2 a2 +4z+4 22-4
— _ _ _z43 _ 2 _ 2_,..3 2
d) D=R\ {-2,2,3}, He) b) 3—xz 2:;-%—6 d) a:2 9 0,5z+1 ) 3z —x® 2?4241
S x 2 -9 z2 -4 9-3z 2z — 6 x4 — 2
e) D=R\{-2,2}, =2
z+1
f) D=R\{-1,0,1,3}, -3t Przyktad 4
Wykonaj dzielenie 2 : -5,
Zakltadamy, ze x +4 # 01 3z + 12 # 0, zatem « € R\ {—4}.
2 .10 _ e 344l 3
z+4  3z+12 jzx+4 05 5
Cwiczenie 4 Cwiczenie 4
a) D=R\{2}, 8 Wykonaj dzielenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
b) D =R\ {-3}, -3 a) 6. 3 ¢ =5 . 9 ¢) — T =35
C)D:R\{%},% z—2 4z -8 3—2z  4x—6 50435 x4+7
d) D:R\{_%}v 4 b) -5 . 10 d) 16 . 12 f) 25 . 15
2z +1 1 4
e)D:R\{77},f% T+ 6x+3 3z + 9z +3 6z 49 46
f) D=R\{-3}, ¥ Przyktad 5
Wykonaj dzielenie Z5t2z ; 2+2 @ ¢_o ¢
yronaj 21 @l b'd b oc
Zakladamy, ze 22 —1#0, 2 +2 #0122 —x # 0, gla %7&0,03&0,
zatem x € R\ {—2,-1,0,1}. 7
2?2 +22 42 _a:2—|—2:r:'x27m_ CIUM .x[(:r//fjl_ x?
22-1 " z22—x 22-1 x+2 _l(g:f/l’f(qul) Ml_a:+1
Cwiczenie 5
Wykonaj dzielenie.
a) 2c—6 x—3 ) 2z 622 ) z3—1.z2+a:+1
x O 4x? 22-9 " 22-624+9 z—1 "~ x241
b) 2 -4  x4+2 ) 125-23 -5 ) z+4 2 +4x
r4+1 " z2-1 z24+2z+1 " x+1 2 —-3x+9 " x3427
Cwiczenie 5
_ 2z2-6 . -3 _ 2(z-3) 4z2 __
a) D=R\{0,3}, ==z ==~ 55 =8
b) D=R\{-2,—1,1}, =2 o2 — EDeH) oD@ _ (; _ 9)(z - 1)
_ 20 . _ 6z  _ 2 (z=3)2 __ _3
¢) D=R\{-3,0,3}, xﬁg : xQ—gx-&-Q - (x—s)?x+3) " Tex2 3x9(cx+3)
_ 125-23 | z-5 _ (5-2)(25+5x+x?) a4l _ _ 22452425
d) D _R\ {71’5}’ z242zx+1 " z+1 - (z+1)§ - “o—5 — o1
3_ fl:2 T _ 2 fl:2
e) D :R\ {1}7 11711 : I~2r+~lk1 _ (= 1)(90x71-kx+1) . 12+:<1H — 2241
_ +4 . 2?44z _ +4 (z43)(%2—324+9) _ z43
f) D=R\{-4,-3,0}, x2f3x+9 : i3+23; - x2f3x+9 ’ z(z+4) - xT
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Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. Czy liczba 2 nalezy do dziedziny wyrazenia? 1. a) tak b), c) nie
) 1122 —5z -3 b) 172 — 13z + 2 o) 924 — 243 + 1126 2.2)0 b)0,2
z2 +4x+4 —5x+6 x5 — 24— 10z +4 c) —2,3 d)-1,0,2
_ 3
2. Ktére spoéréd liczb: —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3 nie naleza do dziedziny wyra- 8.a) D=R\{0}, z° ~ 7z, 6
zenia? b) D =R\ {-1,0}, 2(z + 1),
a) 1622 +x+5 b) 224+ 6x+9 ¢) z® -3zt 4+ d) 2z% — 1623 +9 —1¢D
— 922 — 423 4 4x2 x2—2-6 3 — 22 -2z c) D=R\{-1}, £ z+17
~1¢D
3. Podaj dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uprosé. Oblicz warto$é¢ tego d) D=R\ {2}, 222, _1
wyrazenia dla x = —1, jesli liczba —1 nalezy do jego dziedziny. ¢) D =R\ {-3,0 §} 3
&) 26 — 724 ) 2 -1 e) z% — 323 ) —x2 + z0 x 1
z3 (z+1)2 x4 —9z2 & x4 — 223 + 22 37 2
f) D=R, %=L 0
b) 274 + 423 + 222 ) 22 -4 ) -1 ) 222 4122+ 18 ) @241
23 + 22 “dz+4 T+ 22241 22+ 52+ 6 g) D =R\ {0,1},
C o - L L. . )
4. Podaj dziedzine wyrazenia. Oblicz jego wartoéci dla z = —11 2z = —2. o1
) 222 — 6z — 10 b) 3 -3z +3 C) 422 + 8z d) 423 + 422 + x 121? ?BTR\ {=3,-2},
2+ 3x 1221 123 -1 2202 —Tx —4 ;—H74

4.a) D=R\{-3,0},

5. Zapisz dziedzing wyrazenia jako sume przedziatéw. Oblicz wartosci wyra- wartodct kolemo: 1, —5

zeniadla: x = -3, z=1iz=3. b) D =R\ {—v/2, 2},
a) z2 4 2z b) z? 421 ¢) z 40,5 ) 322 — 6x wartosci kolejno: —10, 1
x2 -4 z2 -3 422 -1 422 -9 ¢) D=R\ {2},
2 o . 16
6. Podaj dziedzine wyrazenia. Oblicz warto$é¢ wyrazenia dla z = —2. wartoscl kOleJnO 3,0
4z +2 22 44z . B d) D=R\{—3 }
a) PR Rp— c) B 8aZ 1 165 e) Q58 wartosci kolejno 75, -1
b) 222 49z +4 d) 2242z +1 f) zt—x 5. a) D = (—o0; —2) U (—2;2)U
4z2 -1 2 —x—2 —2z%2 42z U(2; 00),
wartosci kolejno: 2, —1, 3
7. Dane sg wyrazenia A i B. Wyznacz dziedziny wyrazeh A, B oraz A - B. b) D = ( ! \/g)u
= (—o00: —
) 22 + 4z 6x—5 5z —6 ’
a) 14:m2—9z7 B:m2+2m C) 142173—4:57 B:m U(_\/?_);\/?_))U(\/?_);OO)7
b) A= 4?1 p_ 9z—a® d) A= 502 — 2z 44 _ 322245 wartosel kOlejnO; v 7111’ ?
Tox2-47 T 4z — a3 T3 -222 427 T T 224 x-2 c)?z(—oo§—§)U(—5§§)U
8. Wykonaj mnozenie V(53 00),

: Y J ’ wartosci kolejno: 714 % 5
T —2 3z z—1 3422 422 - 16 x? 3.3
r—e,_°% . . d) D= (—0c0: — 3.3

a) 22 2w 4 d) z+1 z4-1 g) 6_ 32 1z +8 U)(QOO)( S eh ) (- 2 2)
3z4+4,5 11—z -3 (z+1)2 2 42x4+1 4-—x2 20 .
b) ﬁ . m e) ﬁ . m h) 4z + 4 . 221 wartosci kOleJIlO. %, %, %
C) z2 .39279 f) 22 -4 .x479a:2 i) x2+6m+9.x3727
3—x x4 3 4 322 z2 + 2z z24+3x+9 2 -9
6. a) D=R\{-1,2}, —s 8.a) D= ]R\{02}, =
b) D =R\ {- 272}7% b) D =R\ {-3 } 3
¢) D=R\{-4,0}, } o) D=R\{0,3}, -
_ i
o ) D =R\ (1), ey e
7.2) Da =R\ {0,9}, Dy =R\ {~2,0}, A e
Da.B :R\{_2,079} f) D :R\{737 7270}7 =
2
b) Da = R\{-2,2}, D = R\{-2,0,2}, g) D=R\{-2,2}, - %
Da.p :R\{—Q,O,Q} h) D:R\{7171’2}’ _ (z4+1)(=+2)

(z—1)(z—2)

¢) Da =R\ {-2,0,2}, Dp =R\ {0,2}, i) D=R\{-3,3},2+3

Dap=R\{-2,0,2}
d) Da =R\{-1,1,2}, Ds = R\{~2,1},
Dap=R\{-2,-1,1,2}

o
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9.a) D=R\{0,1}, &
b) D =R\ {-2,3}, — 221

(z—3)2

¢) D=R\{-%,0}, 2
d) D=R\{1,3}, -5

.722
e) D:R\{07§}7 — 1
f) D=R\{-2,-1,1,2},

x—2

@+2)(z—1)

10.2) D =R\ {-3, 1,3},
(z+1)(z+3)
b) D =R\ {-4,0, 4,4},
_ 2(z44)
3(z—4)
¢) D=R\{-2,3,2},

(2z+1)(z—2)
(z+2)(2z—1)

11.a) f(z) = -2, D =R\ {0}
Y
@) pi X
i)
[
b) f(z) =2, D =R\ {1}
1 i
Ol 1 X
¢) f(z) =3, D=R\{0,2}
Yy .
i
Ol 1 X
d) f(z) =2z, D =R\ {2}
Y
X
7
e) f(z) =2% D=R\{0,1}
Yr Jr
\ I
Al 7
L/
Ol 1 X
f) f(m):($—2)2—4,
D =R\ {0}
Y 4
1“ J
@) X
\ /
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

12. =~

14.

15.

Wykonaj dzielenie.
3r—-3  x-1 10z +2  5x+1 3 2
a) 4r =~ 6z C) 2 T e) 6r—2  1-3zx
) 2c+4 33—z d) 6—4x  2x-3 ) z+1 2?1
z—3 " x+2 1-2)2 " z-1 (x+2)2 " 22-4
Upros$é wyrazenie.
2242041 z2+8x+16 422 -1
z—3 6z —9 244z 44
a’) z+1 b) 3 — 16z C) 42 — 441
z2 -9 6 —4x2 x2—4
Wyznacz dziedzing funkcji f i naszkicuj jej wykres.
=2 3r—6 22 —x
.z _ T r—1
a) f(z) =1 o) f(x) = 7= o f(2) T
x x x
6 4x 2z —8
_ z—1 _ xH4+2 _ T
b) f(z) = 5 d) f(z) = = f) f(z)= 2
z—1 T +2 2
Pole prostokata wyraza sie¢ wzorem
P = %, a dlugos¢ jednego z jego @ b P
s . , 2 .
bokéw jest rowna —=;, gdzie z > 2. o1 X .
Wyznacz dtugosé¢ drugiego boku tego 2 +1 41 @2 +1
prostokata. . s 346 oo o
2+ 4 2 z2 44
Dany jest prostokat o bokach a, b
i polu P. Przerysuj do zeszytu tabele - r2++22 4z’ 8 7 >3
xr — xr <
przedstawiong obok i ja uzupelnij.
Wykonaj mnozenie.
) w2+6x+9.x372x2 ) 3v2716.179v2 ) x3+3x2+3x+1. x+2
2z2 -8 z2 + 3z r+1 xr+4 242z +1 2 -1
Przeczytaj podany w ramce przyktad.
7 . . ac2+y2 :c47x2y2
Uprosé wyrazenie pe
Zakladamy, ze x # y ix 7é —.
SN y  J T
z2 —y? 14—y 2—y2 1(*#*9\)@//1/4"71 z2 —y?
Upro$¢ wyrazenie.
a) (z+y)3(x—1y) . x5 4 zy? b) 3z+y . 8z2 + 4xy C) 6z +3y 422 — 2zy + y>
24 2zy+y? ozt -yt 2z4+y 922 —y? 8x3 +y3 x2 4 y?
6 2 _ 6 o z2_ 3
z2-4 " z-2 ~ (2-2)(z+2) 2 T z+2
z(z+3)
a) D =R\ {-3,-2,0,2}, 2((z+2)
b) D =R\ {4, -1}, —22 + 5z — 4
¢) D=R\{-1,1}, =2
_ (z+y)3(z-y) | z(z2+y?) _
) ¢F Y TEY, TLRT TROGEHE O
1 3z+ 4z (2z+y) _ 4
b) €z # —3Y, T 75 3y7 z 75 3Y, Qx_»'_z . (3:t+y)(3:37y) - Sxfy
3(2z+y) 42?2 2zxyty? 3
C) T # — va o) @2 =2y 2) 12+52 4 22



R 3.5. Dodawanie i odejmowanie

wyrazen wymiernych
Reguly dodawania wyrazen wymiernych sa analogiczne do regut dodawania

utamkéw. Szczegdlng uwage nalezy zwrdcié na dziedziny dodawanych wyrazen.

Przyktad 1
Wykonaj dodawanie

-+ 2. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
Dziedzing wyrazenia Jebt zbior R\ {—31,0}.

4 2 4z 22z+1) Wspdlnym mianownikiem
2x+1 T (2z+ 1)z (2z41)z obu utamkéw jest (2x + 1)z.
_ —dx+4x+2 2
2z+1)z ~ (2z+1ax
Przyktad 2
Ti3 le_z Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

Dziedzing wyrazenia jest zbiér R\ {—3,3}.
1 -2 1 1—x

Uczen:

— wyznacza dziedziny
sumy i réznicy wyrazen
wymiernych,

— dodaje i odejmuje wyrazenia
wymierne,

— przeksztatca wzory, stosujac
dziatania na wyrazeniach
wymiernych; wyznacza
z danego wzoru wskazana
zmienny,

— wykorzystuje dodawanie
i odejmowanie wyrazen
wymiernych do badania
monotonicznosci funkcji
homograficzne;j.

Cwiczenie 1

a) D=R\{-3,3},
b) D =R\ {-2,0},
) D=R\{-4,1},

o

6x—6

z2-9

222 _32-10
z(x+2)

22242219

(z+4)(z—1)

-3 22-9 -3 (z-3)(z+3)
Wspélnym mianownikiem
z+3 11—z Lo
= — — 5z +3) = obu utamkéw jest
(@=-3)(@+3) (= (@ +3)(z — 3).
_z+3-(1-z)  2z+2
T (z-3)(z+3)  x2-9
Cwiczenie 1
Wykonaj dodawanie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
2 4 x+3 x—4 2 2
a) -3 x+3 c) x+4  z-1 e) 22+ x2-2
r—5 T xz+6 T —2 1 1
b) x +ac+2 d) m2—9+m+3 f) z2—1+z2+2$+1
Cwiczenie 2
Wykonaj odejmowanie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
2 2 r—1 x 8 T+ 4
a) 2 z+3 ©) r+4  z+1 ) i a1
6 —4x 2x 3x T+ 2
b) T —2 3 d) r—4 T +2 f) z+1 T 2
Cwiczenie 3
Czy funkcja f jest funkcja homograficzna?
_ Tx+7 3z4+5 2z _ =z 3 4z
a) f(x)_2z+4+2x+4 T+2 b) f(x)_G—Bm =2 " 32-¢
Cwiczenie 3
a) D =R\ {-2},
flz) = 1(2):;1[}12 — 2;{“;4 = 62“”;;13 = ggi;; = 3 — nie jest to funkcja homograficzna
b) D = ]R\ {2},
f(@) = 5% — 3225 4 2% = 3229 = 23 _ jest to funkcja homograficzna

d) D =R\ {-3,3}, £=get12

x2 9
¢) D=R\{-1,0,1}, le
f) D=R\{-1,1}, 4@ EESYE
Cwiczenie 2
a) D =R\ {-3,0}, zz+3
)D R\{Q} 12 3z
c) D—R\{*47* },
_ 441
T DGETD
622
d) D =R\ {-2,4}, -=p&g
e) D :R\{_474}7 _%
f) D =R\ {-1,0}, — 5
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Cwiczenie 4

a) D=R\{—4,0,4}, figj;ﬂgg
b) D=R\{-1,1}, W
¢) D=R\{0,3}, L5

d) D =R\ {-5,0,5}, 5

e) D=R\ {0, 1} D

f) D=R\{-3,0,3}, ;itn
Cwiczenie 5

) = i

Niech 21,22 € (—00; —2) oraz
z1 < x2. Wowcezas:

fz2) — f(z1) =

T opt2  mf2
To+2 T1+2
7(za—w1)
= @1+2)(@2+2)
gdyz x2 —x1 >0, 11 +2 <0
oraz x2 + 2 < 0.
Zatem funkcja f jest rosnaca
w przedziale (—oo; —2).
b) f@) = £25F = T +1

Niech z1,z2 € (—00;4) oraz

>0

r1 < x2. Wowczas:
f(@2) — f(21) =
7 7

= ro— —4 -
7(x1-w3)
T @1-9(z2-9)
gdyz 1 —22 <0, 21 —4 <0
oraz x2 —4 < 0.
Zatem funkcja f jest malejaca
w przedziale (—o0,4).

x14

<0
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Przyktad 3

Wykonaj odejmowanie z

x2 + 2z  x2-4°
Dziedzina wyrazenia jest zbiér R\ {—2,0,2}.
1 2 1 2 Wspélnym mianownikiem
22 + 2z T x2_4 z(z +2) - (z+2)(z-2) - obu utamkéw jest
z(z + 2)(z — 2).
z—2 2z

z(z+2) (z—2)

T 2@+ (z-2)

1

. x—=2-2x —(x+2) -1
T z(z4+2)(x-2) 9%,%23(:572) T oz(z—2)
Cwiczenie 4
Wykonaj dzialania.
) 3—x _ 3+x ) x+1 - r+1 r—1
2+ 4z —4x —25 —bx z2 + 5z
b) x4+ 3 _x-=3 e) 2 —4 42 z+1
—2x+1 2 -1 2 -2x+1 T z—1
2 4 2x —1 6x—1 3—2x 1
c) = ——+ 57— f) —
x z—3 —3x 422 —1 222 —x 2z + 1
(D] Przyktad 4
Wykaz, ze funkcja f(z) = +§ jest rosnaca w przedziale (—oo; —3).

Przeksztalcamy wzér funkeji do postaci kanonicznej:

z+3—-4 _ -4

x+3 a?—|—3+1

fz) =

Niech xy, x5 € (—00; —3) oraz x; < .

Badamy znak réznicy:

fa) = f@) = (55

4
+1) B (Il+3+1

_ —4(x1+3)+4(xz2+3) _

Funkcja f jest rosngca w (—oo; —3), je-
§li dla dowolnych z1, x2 € (— ; —3),
takich ze 1 < z2, zachodzi nieréwnosé
f(x1) < fx2), czyli f(z2) — f(z1) > 0.

)_ 4 4
T 2943 z1+3

4($2—$1) >0

(z1+3) (22 +

3) (w1+3)(z2+3)

gdyng—xl>0,a71—|—3<0,:c2—|—3<0.

Zatem f(x1) < f(xq), czyli funkcja f jest rosnaca w przedziale (—oo; —3).

@ Cwiczenie 5

Wykaz, ze funkcja f jest monotoniczna w podanym przedziale.

-5

i+27 (—2,00)

+3
=== (

—00;4)

¢) flz) = 2EDES _ 3

x—l—l +2
Niech z1,z2 € (—o0; —1) oraz z1 < x2.
Wéwczas:
T1+1<z2+1
3(x1+1) <3(@2+1) /: (z1+1)(z2+1)

3 3
To+1 m’1+1
:L‘2+1 + < awi| —‘,—1 +2

fx2) < f(z1)
Zatem funkcja f jest malejaca w przedzia-
le (—oo; —1).

2z +5

¢) fla) = 2E2 (—o0i-1)
d) f(a) = =5, (—o0s5)
_ —3(z—5)-22 _ _929

d) f@) = —F=— =753

Niech z1,z2 € (—00;5) oraz z1 < xa.
Wowecezas:
z1—5<x2—5 /- (—22)
—922(z1 — 5) > —22(z2 — 5) / :
/ B (331 — 5)(332 - 5)

—22 —22
ro—5 x1—5
—22 —22
$2—5 3 > $1—5 3

f@2) > f(z1)
Zatem funkcja f jest rosngca w przedziale
(—00;5).



Zadania

Odpowiedzi do zadan

. . . . Tz—1
1. Wykonaj dzialania. 1. a) D =R\{-2,3}, z=5%argy
3 4 3z —6 6z —1 T 2—-3x b) D =R 1’47L+10
a) 3t ©) o1 o ) 775t o : VL4 e
)2 3 q) de=l_ e-T [y 2ol 3-2 CI)Q?IZSRA{_LH’
x—4 r—1 x 2x —4 6—x x+6 %
_ 522 -Tx+4
2. Wykonaj dziatania. d} D =R\ {0,2}, °5555;
_ 1
) =6 206 o) Bz 4 -3 ¢) Lt2 _ 43 e)iﬁx:ff\{_f”g}v
r—1 x2 -1 z—1 x2 -2z +1 x? 2+ (@+5)(Bx—1)
) fo_ 4 ) 2—z_zz+3x+4 [ 2oL 4 2+l f) D =R\ {-6,6}, =2
x4 —4 2+«x T+ 2 x4 +4x+4 x4+ T4 —x 2 a)D:R\{—l,l}, 12;gi112
3. Wykonaj dzialania. b) D =R\ {-2,2}, =*
2 2 _ _ -3z
a) 3 +az+1 2% +4 ¢) 2 2-2z 6 c) D=R\ {1}, e
x—2 z+2 x2 -4 4x2 -9 2z —3 3—2x 923
d) D=R\{-2}, =3¢
y 41w w-i ) _2et-7 232 (w2
226z 2z | 46 922 —6z+1 3z—1 e) D =R\{-1,0}, =r-rg5
— _ 2(z2+1)
4. Uprosé¢ wyrazenie. Oblicz jego wartosé¢ dla x = —3. f) D=R\{=1,0,1} Sz
— 2z
) z24+2-3 _zT+2 1 ) —3z-3 x+1 5—x 3. a)D_R\{72’2}’PT
2 _ _ 2 _ _ z2 43z
T4 —6x+9 2z —6 T4 —16 4-x 2z +8 b)D:R\{—6,0,%
5. Przeczytaj podany w ramce przyklad. ¢) D=R\{-3,3},
—224132+424
W R 7 1 1 422-9
ZNnacz 7€ WZOru -+ = - + 5. 22— To—
y 1 R~ R T R d) D =R\ {3}, *555"

1141 2
oM H 4.a) D=R\ {3}, =551,
I S . -1

2 _ 2413018
1 _ Ra—Rc X b) D= R\{747 4}7 12(507—116)
R1 ~ R. R» R. jest oporem zastepczym 24
. ! 7
— R.-Re uktadu dwéch opornikéow R g g
Zatem R, = Ra— R’ i R potaczonych réwnolegle. 5. Ry = Rll,Rccy R. = thl—%

11,1
Wyznacz R, oraz R, ze wzoru = Ta

6. Wyznacz ze wzoru wskazana zmienna.
a) P=mr’+mnrl, 1 e
by P= . b f

2

F =mg—mw?R, R

F=mg—mw’R, m

)
)

¢) V. =1imr?h, h g) W=GMm(:—-1%), m

d) V= %71‘7“3, r h) W = GMm(% — %), r
6. a) | = L= o) R= "0

b)b=2F —q f) m= L

) h=m 8 m= ks

4= {5 h) = R
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Uczen:

— rozwiazuje réwnania
wymierne, podaje
i uwzglednia odpowiednie
zalozenia.

Cwiczenie 1
a) x = —4
b)z =1

) x=—1
d)yz=3
Komentarz

Kolejne etapy rozwiazywania
réwnania wymiernego Z)i?) =0
warto oméwié¢ bardziej szczego-
towo i zaproponowaé uczniom,
aby rozszerzyli ten plan wlasny-
mi stowami. To pozwoli im

na powtorzenie i lepsze zapa-

mietanie materiatu.

Cwiczenie 2
a) Zakladamy, ze © # —2.

3
2243 _ /.2
x4+ 2 _O/ 3
x+2
ac+2_0
1=0
Réwnanie jest sprzeczne.

b) Zakladamy, ze x # 3.

73504-% . 2
2z —3 _0/.5
—2rx+3 _
2z —3 =0
—1=0

Roéwnanie jest sprzeczne.
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3.6. Rbwnania wymierne (1)

Przyktad 1

ey =2 8
Rozwiaz réwnanie 2t .

Tz —3
Zakladamy, ze © —3 # 0, czyli z € R\ {3}. W wyznaczonej dziedzinie wyj-
Sciowe réwnanie jest réwnowazne réwnaniu:
—2x 4+ 8 =0 Przyréwnujemy licznik wyrazenia do zera.
z=4
Liczba 4 spelnia zalozenie, wiec jest rozwiazaniem réwnania.

Cwiczenie 1
Rozwigz réwnanie.
z+4 6x—2 dxr 42 2 -3
a) x+2_0 b) x =0 ©) 2:574_0 d) 2x+1_0
Przyktad 2
ey R Y
Rozwiaz réwnanie 2 — = 0.
Zakladamy, ze x — 4 #£ 0, czyli x € R\ {4}.
%Jj —6=0 Przyréwnujemy licznik wyrazenia do zera.
3, _ 2
jr=6 /-3
r=4

Réwnanie jest sprzeczne, poniewaz liczba 4 nie spetnia zalozenia.

@ Cwiczenie 2

Wykaz, ze podane rownanie jest sprzeczne.
) %x+3_0 b) —3z+ 3

+2 2o 3 0

Rozwigzywanie rownania wymiernego ::((—i)) = 0 sktada sie z kilku etapdw:
« wyznaczenie miejsc zerowych wielomianu w i przyjecie zalozen,
e wyznaczenie miejsc zerowych wielomianu u,

e uwzglednienie zatozen i sformulowanie odpowiedzi.

Przyktad 3

Rozwiaz réwnanie Bz-)@+2) _

A N %

Zakladamy, ze z(z — 1) #0, czyli z € R\ {0,1}.

8z —4)(z+2)=0 & 8r—4=0lubz+2=0 & z=1lubaz=-2
Liczba % nie spelnia zalozenia, zatem jedynym rozwiazaniem réwnania jest

liczba —2.



Cwiczenie 3
Rozwiaz réwnanie.

a) zw(x—3) _ 0

z(z+2)

Przyktad 4

o s . x
Rozwiaz réwnanie
X

) (z+ 1) (@+9)
(x-3)(2z+1)

2 _

=0

=0

Zakladamy, ze 22 — 4 # 0, czyli z € R\ {—2,2}.
?-2r=0z(r—-2)=0z=0Ilubz =2

Odrzucamy x = 2 jako sprzeczne z zalozeniem, zatem jedynym rozwiazaniem

¢)

(x+2)(z+3) -0

z2 -9

réwnania jest liczba 0.
Cwiczenie 4
Rozwiaz rownanie.
z2+4z _ z2-16 _ z2+2z+1 _
) z(x—6) 0 b) 222 +8x ©) z2-1 =0
Zadania
1. Rozwiaz réwnanie.
-7 _ Tx+21 -3z+9
a) x4+ 3 - b) x—3 =0 C) x—6 =0
2. Rozwiaz réwnanie.
(z—3)(x+6) _ (2 +8)(z—16) _ (9—z)(2—6z)
a) (z+3)(z+2) 0 b) x2—16 =0 ¢ x2—1 =0
3. Rozwiaz rownanie.
2) o(z-5)(z+%) o =BEr-b) _ o) 2322021 _
Bz+1)(z+2) 2z —-3)(z+3)x x2(9x2 —4)
) z(z+2)(x—4) _ d) a?(x—3)(x+2) _ ) (2z+1)(z+3) _ 0
z(x—2)(z+4) z(x+2)(4—x) z(4z2 - 1)
4. Rozwiaz réwnanie.
2z2+5z—3_ :U2—2z—3_ 2m2—31+1_
) 4:1:27496—1—1_0 c) z2-x-6 =0 e) —-3z+2 =0
9z2 4 122 +4 22 -5x44 6242 -1
b) 32 —x—2 =0 d) 24 —2 =0 f) 322 4+5x—2 =0
5. Rozwiaz réwnanie.
34222+ 3 4422 fdx 3 — 722+ 120
) (z4+1)(z+2) =0 C) 2 42z =0 e) 274 — 513 — 322 =0
z3 -9z 20t 4 4x3 £ 22 34322 422
b) 2 —6x+9 =0 d) —2z2+1 =0 f) 3 +3x2 +4x
5.a) z
b) z 73 =0
c) sprzeczne
d)xzf ,i ,x=—1+¥2 =0
e) =
fz=-2,2=-1

Cwiczenie 3
a)z=3

b) x = —4
c) x=-2
Cwiczenie 4
a) x=—4
b) z =4

c) sprzeczne

Odpowiedzi do zadan

1.a)z="7
b) z = -3
c)z=3
2.a)z=-6,z=3
b) z =16
Jz=312=9
3.a)z =0,z =
b)z=-2z=
Jz=2z=3
d)z=3
e)r =13
f) z = -3
4. a) z = -3
b) sprzeczne
c)x=-1
d)z=4
e) v =1
f)a=-1
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Uczen:

— rozwiazuje réwnania
wymierne i uwzglednia
odpowiednie zaltozenia,

— znajduje wspotrzedne
punktéw wspdlnych
hiperboli i proste;j,

— rozwiazuje algebraicznie
i graficznie uklady réwnan,
w ktérych wystepuja
wyrazenia wymierne.

Cwiczenie 1
a)z=1

b)xz=1

c) z=2

d)z=3

e) r=2

f) z=3

g z=—%

h)z=0
Cwiczenie 2
a)z=-2lubz=1
b) x = —1
c)z=-5lubz=-1
d)z=3
e)rz=—-—6lubz=1
f) x = —41ub = -2
g)z=-3lubz=1
hyz=1lubz =2
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3.7. Rbwnania wymierne (2)

Przyktad 1
Rozwiaz réwnanie % =4.

Zakladamy, ze z—1 # 0, czyli z € R\{1}.
S —4/ (x-1)

z—1
6=4r —4
10 = 4z

5

2
Liczba 3 spelnia zalozenie, wigc jest
rozwigzaniem réwnania.

xTr =

Cwiczenie 1

Rozwiaz réwnanie.

) 4r=t 9 mHesl
p) B2 =5 d) E=3 £)
Przyktad 2

L .2
Rozwiaz réwnanie — =T 1.
o

Zakladamy, ze x—2 # 0, czyli z € R\{2}.
2=z -1/ (x-2)
2=(z—-1)(xz—2)
2=10?-3x+2
22 —3x=0
z(x—3)=0
r=01Ilubx =3
Liczby 0 i 3 spelniaja zalozenie, wiec
sg rozwiazaniami rownania.

Cwiczenie 2

Rozwiaz réwnanie.
2

a) = =x+1 c)
x

m:m+3 e)

2 —y f)

b) —2=z+2 d) —=

x

Tx+6

|
I

6
xz—1 -
cinaja si¢ w punkcie o odcigtej 3.

Hiperbola y = i prosta y = 4 prze-

-5

—_ z _ J—
1-3z 4 )3:17+1 2=0
4-2z 20 +4 o
T2 W s

Y
<
{
[
\
/:T“TN\‘ X
\
|
|

8l 8|

Hiperbola y = zfz iprostay =x — 1

przecinaja si¢ w punktach o odcietych 0
oraz 3.




Przyktad 3
Rozwiaz réwnanie - 2

+1

3
z—2"

Zakladamy, ze x +1#0ix —2#0, czyli x € R\ {—1, 2}.

Przeksztalcamy rownanie réwnowaznie przez

. .
pomnozenie ,na krzyz”.

2
x+1

2(x—2)=
2 —4=3z+3

r=-7

Liczba —7 spelnia zalozenie, wiec jest roz-

wiazaniem réwnania. (z+1)(z—2)
Cwiczenie 3
Rozwiaz réwnanie.

7 3 -2 4 z _ x+2
a) z+1  z45 ) z—1 2243 ) z—-2 z-1

4 __3 4 -3 z—3 _ x—2
b) r—4 x-6 ) 2z —1  3x+2 f) 2¢  2x+1
Przyktad 4
Rozwiaz réwnanie ———2 5 0

2 2x+1 :r:+2 ’
Zakladamy, ze 22 +1#0ix +2#0, czyli x € R\ {—2, —%}
z+4 = 5 Przenosimy wi? na
2z +1 z+2 drugg strone réwnania.
(x + 4) (*77 + 2) = 5(2$ + 1) Mnozymy ,na krzyz”.
224+ 6x+8=10x+5
—4r+3=0
A=(-4)2-4-3=16-12=4, VA =2
4-2 4+2
r1 = T = 1, Ty = 2 =3

Liczby 1 i 3 spelniaja zalozenie, wiec sg rozwiazaniami rownania.
Cwiczenie 4
Rozwiaz réwnanie.

5 _ x+1 r—1  2x-2 T 6
a) z—1 2x-5 C) x  x-8 e) x+3 x+6

) x+5 _ 1 d) 2w72:x—|—3 f) 2x __z
2z +1 x+1 r—4 x x—7 x+1

Dla b # 01 d # 0 r6wnosé:

3

3

=2

jest réwnowazna réwnosci:

(x+1)

Mnozenie ,na krzyz”
mym co pomnozenie obu stron réw-
nania przez iloczyn mianownikéw:

ad = be

jest tym sa-

Cwiczenie 3

a) = —8

b) x =12
¢)z=-1
dz=-3
e)x=4

f) © =-3
Cwiczenie 4

a) x =4, x—6
b)z=—

c)rx=-8 z=1

d) sprzeczne

e) z=—3v2lub z = 3v2
f)x=—-9lubz=0
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Odpowiedzi do zadan Zadania

1. a) o = -8
b)z =8 1. Rozwiaz réwnanie.
C):C= 4 3 z _ x+4+2 z+1 _ x41
d) z = a) z 24z C) z—1 =z e) z  2x+1
e) r=—1 2 1 z—-3 _ x+3 z+1 2
f):c:llubm:Q b) x+2 x73_0 d) z—2 x4+2 f) 2x -1 x_O
2.a)z=-3 2. Rozwiaz réwnanie.
b)x:—Q z+2  xz4+4 xr+4 _l_ 8 —2x r—3
c)x:—l a) rx+4 a?—2_0 C) 2x —1 1_0 e) x—1 z—4_0
4 T x+1 x 2—x x—1
p— \/5 _— = = —_ =
d)w__l_Tlub b) x+z+1 0 d) I+2+IL‘+1 0 f) r—1 x4+ 2
z=-1+% o L
3. Znajdz pierwiastki calkowite rownania.
e) z =6 — /7 lub B B B
= 6+/7T a) — = > c)m—i-l:—z 2 e) br—4 _ _op
=0 - - -3 z+2 1 23z
f — = 71b — 1+V7
Jo=5"lbe=5 b) = 22+3 d) 2 =221 f) 6z+1=2
3.a)z=—-5lubz=3 2z z—1 z
b) z =3 4. Ktore z podanych rownan nie maja rozwiazania, a ktére maja nieskoncze-
c)x=-3 nie wiele rozwigzan?
d) z =2 303 62— 2 1—4z 3049
Q) z=1 L. — =2 1. 3x7172 I11. 83672*70,5 IV.M—O,B

f) Réwnanie nie ma

pierwiastkéw catkowitych. 5. Podaj liczbe rozwiazan réwnania.

2—2x C) 6x—4
r—1

4. Réwnanie I nie ma rozwiaza- a) x+1=
nia, réwnania II, III, IV ma-

ja nieskoniczenie wiele rozwia- b) 2z -2 z d) z-1l _ 2+l f) z= 3z-3

, x—2 z—1 T+ 2 3r+1 x—1
zan.
5. a) 1 6. Rozwiaz réwnanie.
b) 0 2 _ -3 1 T _ g 1= 2
) . , . a) 5z + 10 x2 -4 c) 1fx+x71 1 e) x 1 z—1
¢) nieskonczenie wiele - . ) ) pe i1 ;
r+5 x4 T z+1 i
@) ) z2-1  z+1 d) 2z +3 T 2z-3 £) z2-9 z-3 0

nieskonczenie wiele

)

[,
~ ~—

20—
1 7. Dla jakiej wartosci parametru a réwnanie ‘12;7 44 = 0 jest sprzeczne?
6.a) z =55
b)z=—6 8. Rozwiaz réwnanie.
c) z €R\ {1} 1 1 _ 2 3 _ 14
343/3 a) 1—z2+1+z 2 e) T+ 4 x—4 z2 - 16
il = === 3-w 5w 3 12 1
e D) v grt mr1 Y o teaten =0
e)z=2lubz=3 ¢ 2 _l-s y k5 3 36
f) ©=-8 22-1 22422+1 g x—4 z x2—dz
7.a=—v21luba=0lub d) 2+l -1 _ by £ 1 _4
a:\/i z24+6x+9 9 — g2 x4+ 2 2—x 2 -4
8.a)z=0lubz =1
b):vz—’SIa/@ lubxz—’SJ{O*/@
c) sprzeczne
d)z=0lubz=7
e) x =2
f):v—%
g) x=—12
h)z=-1
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9.

10.

11.

12.

13.

13.a) z=-3, y=3lubz=-1,y=-1
lubxz=0,y=0

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Wyznacz wspdlrzedne punktéw wspolnych wykresu funkeji y =

i prostej y = x — 3.

x+1
xr—2

Zakladamy, ze © — 2 # 0, czyli x € R\ {2}, i rozwiazujemy réwnanie:

=23 ) (x-2)

r+1=(x—2)(x—3)

Y

r+1=22-5x+6

[

Obliczamy drugie wspolrzedne punktéw

wspOlnych:

|

p1=1-3=-2, yp=5—-3=2

Zatem punktami wspdlnymi hiperboli i prostej sa (1, —2) i (5,2).

Wyznacz wspolrzedne punktéw wspdlnych hiperboli y =

a) y=x+1, b) y =2x+ 2,

Osie ukltadu wspélrzednych sa osiami symetrii
kwadratu ABCD (rysunek obok). Wierzcholki A
i C' naleza do hiperboli y = 2. Podaj wspotrzedne
wierzchotkéw kwadratu i oblicz jego pole dla:

a) a =4, b) a = 3.

Rozwiaz algebraicznie i graficznie uktad réwnan.

_3 Y
a)d YT py J YT
y=x+2 y=—x—1

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk-
cji f(z) = 21 g(x) = —2® + 22 + 1. Wyznacz
wspoélrzedne punktow przeciecia tych wykresow.

Rozwiaz algebraicznie i graficznie uktad réwnan.

—_ _z _ 2z
a) y_z+2 b) y_w+1
y=x?+ 2 y = —a?

\ vt

\

2x +2
x—1

c) y=3z+3.

Y

i prostej:

c>{

_ —zx—1
y  z+3

y=2r+5

b)x:—27y:—4lub$20,y20
lubz=1y=-1

I
\ | /
\J

=

\
\
\
+
~

—_—

10.

11.

12.

a) Pi(—1,0), P»(3,4)
b) P1(—1,0), P>(2,6)
c) Pi(—1,0), P»(5,3)
a) A(—2,-2), B(2,-2),
C(2,2), D(~2,2), P =16
b) A(—/3,-3),
B(V3,-V3),
C( 37 \/g)v D(—\/g, \/g):
P =12
a)z=-3,y=—11lub
r=1y=3
Y|
\
SN
— 70 %
\
\

b) z=-2,y=1lub

zr=3,y=-4
Yr |
l
c)z=—-4,y=-31lub
T——2,y—1
| Y
|
\
\
1 X
\
\
|

Pi(—1,-2), P»(1,2), P3(2,1)
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Uczen:

— odezytuje z danego wykresu
zbiér rozwiazan nieréwnosci
wymiernej,

— rozwiazuje nieréwnosci
wymierne i podaje odpo-
wiednie zaltozenia,

— stosuje nieréwnosci wymierne
do poréwnywania wartosci
funke;ji,

— rozwiazuje graficznie
nieréwnosci wymierne,

— rozwiagzuje uktady
nieréwnosci wymiernych.

Cwiczenie 1

a) z#0, 2z(x — 2) <0,
z € (0;2)

b) 2 #0, z(z +2) <0,
x € [-2;0)

c) z#0, 2z(4x + 3) <0,
T e [—%;O)

d) z # 0, 42(8z + 3) > 0,

T € (—oo; —%) U (0; 00)
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3.8. Nieréwnosci wymierne

Przyktad 1 v
Rozwiaz nieréwnosé % < —1. 5
. y=3
Zaktadamy, ze x # 0. )
3 ——
- < -1
x -\\\I o] 1 X
541<0
v -1
34+ Iloraz dwéch liczb Y
T <0 réznych od zera ma
3 0 taki sam znak jak Rozwigzanie nieréwnosci 2 < —1 moz-
B+z)r < ich iloczyn. na réwniez odczytaé z wykresu.
Szkicujemy odpowiednig parabole i, uwzgledniajac zato- + b+
zenie, odczytujemy rozwiazanie nieréwnosci: € (—3;0). - 0 X

Uwaga. Nieréwnosé % < —1 mozna réwniez rozwiazaé, mnozac jej obie strony przez

kwadrat mianownika (kwadrat wyrazenia réznego od zera jest zawsze dodatni). Otrzy-

mujemy wtedy nieréwnosé 3z < —x2.

Cwiczenie 1
Rozwiaz nieréwnosé.
a) % > 2 c) —% > 2 Dla a # 0, b # 0 znak ilorazu % jest taki
3 3 sam jak znak iloczynu a - b.
b) =< -1 d) ——= <2
T 4z
Przykiad 2 ool
Rozwigz nieréwnosé 2=2 < 3. \v="=
Zaktadamy, ze = # 3. —F 1 7 ]
2x -5 D
3 3<0 1
20-5-3@@-3) ol 1 | X
727:07—1—34 \ y<3
z—3 <0 \
—(z—4)(xz—-3)<0/-(-1) l

Rozwigzanie nieréwnodci 22=2 < 3

(l‘ — 4) (1‘ — 3) >0 mozna réowniez odczytaé z wykresu.
Szkicujemy odpowiednia parabole i, uwzgledniajac zatozenie,
odczytujemy rozwiazanie nieréwnosci: 3 4+ ;

x € (—00;3) U [4;00)



Cwiczenie 2
Odczytaj z wykresu funkcji f zbiory rozwiazan nieréwnosei f(x) > 2 oraz
f(x) > —2. Sprawdz odpowiedzi, rozwiazujac odpowiednie nieréwnosci.

a) f(z) =2 b) f(z) = -2 c) fla) = 2=
Y |4y Y !
\\f I ! \f
1 e = 1 X R e S
.0 X O » O X
e
\ ‘ \
| / I
Cwiczenie 3
Rozwiaz nieréwnosé.
3 2 11—z 2x4+3
a) —=>1 c) T <3 e) — <4 ) e 5
2+ 7 4o —7 2x —2 —Tx+2
b) — >3 d) — <5 ) I+1>2 ) o < —6
Przyktad 3
Rozwiaz nieréwnosé =t e
Zakladamy, ze x # —2 i x # 3.
z(z +2) z(z—3) 2(z+2)(z —3) Wspélnym mianownikiem obu
(z+2)(z-3) + (z+2)(z-3) ~ (z+2)(z—3) utamkow jest (z + 2)(x — 3).
2+ 2x x? - 3x 222 — 6x +4x —12
- >
(x4+2)(z-3) + (x4+2)(z—3) (x4+2)(xz-3) 0
r+12
m >0 Iloraz i iloczyn dwoch liczb

(x+12)(z+2)(z—3) >0

maja ten sam znak.
Szkicujemy wykres wielomianu:

wl(@) = (o +12)(z +2)(z - 3) A %

Jego pierwiastkami sg liczby: —12, —21 3. /12 -2 3 X
Odczytujemy rozwiazanie nieréwnosci (z uwzglednieniem zalozen):
x € [-12;-2) U (3;0)

Cwiczenie 4

Rozwiaz nieréwnosé.

);j‘g—%gl C)z—fg—’_1<(f72)2 ¢) xi2>g_9&13
b) i;;>47x3f4 d)“mil?i:f f) zi1<zi17§
Cwiczenie 4

a)z£liz#3, (Tx—9)(z—3)(x—1) <0,z € (—o0;1) U [2;3)
b)z# —2ix# —4, (—152z — 36)(z + 2)(z + 4) > 0,
x € (—o0; —4) U (—22;-2)

¢) z#2, (22° - 3x-9)(x—2)? <0,z € [-3;2) U (23]
dyz#-liz#1, (—2°+2z+1)(z+1)(z—1) >0
re(-11-+v2U(1;1+V2]

e) x#£-3ix#-2ix#0, (42> — Tz — 36)(x + 2)(z + 3)x > 0,
z € (=3;,—-2] U(-20) U[4;00)

f)z#-liz#0iz#1, (2 +2z—1)(z—1)(z+ 1z <0,

z € (—o0;—1 —v2) U (=1;0) U (=1 +v/2;1)

Cwiczenie 2

a) f(z) > 2dlaz e (0;1),
f(z) > —2dlaz € (—oo0; —1]U
U (0; 00)

b) f(z) > 2 dla z € (—3;0),
f(z) > —2dlaz € (—o0;0)U
U[3; 00)

c) f(z) >2dlaz € (5;00),
f(x) > —2dlax € (—o0;4JU
U (5; 00)

Cwiczenie 3

a)r#2 b—z)(z—2) >0,

x € (2;5]

b) z #4, (z —4)(—z +19) > 0,
z € (4;19)

c) z#4, (4—2z)(3z—10) <0,
z € (—00;31) U (4;00)
d)z#2 3—2z)(z—2) <0,

x € (—00;2) U[3;00)
e)z#0,z(3z+1) <0,

T e [—%;O)
f)et-1,2+1<0,

z € (—o0;—1)

g) = # —3, (—3z—12)(z+3) < 0,
x € (—o00; —4) U (—3; 00)
h)z#—3,(5—-z)(z+ 1) <0,
x € (—o0;—3) U [5;00)
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Odpowiedzi do zadan Zadania

1. a) z € (—oo0; —1) U (—3;00)

b) z € (=7;3) 1. Rozwiaz nieréwnosé.
¢) z € (—o00;—7) U (—2;00) —6z+1 z+5 3z42 —dz—5
_ XL

d) z € (—o0; 2] U (35 00) ) 2ye <% 9 4w >2 o o210 g <9

e) z € (—oo;—1] U (0;00) by 8246 o q) 32+l o P e B R A

f) & € (—00; 1) U (2;00) ) 5-2 ~ 0 ) 5-2¢ ) -2z~ ) 22 +5

g) z € (—o0;5) U [10; 00) 2. Rozwigz uklad nieréwnosci.

h) z € (—5; -4 2 3z+1 z+2 z+6

’ 0 — <14 -1 3 <1< =—

2. a) z € (—o0; —2) U[-2;00) ) Set2 ¢) Sarl S ) z+1 7 T z+3

iz > -2, zatem:ce[_%oo) b)—2<%<2 d)—l<m_1<1 f) z ;1\0\3_§

b) z € (—o0; —1] U (—3;00) r r T

ize (—oc; __) (0; 00), 3. Zaznacz na osi liczbowej zbiér rozwiazan nieréwnosci.

zatemxe( ”U( ,OO) a) 9373< r—1 C) 4—-2x 1—x e) 4—x > z—3

¢) € (—o0 ’71) ( oo) r—4 r—3 z41 T 20 -2 1-2x

1,
2
iz>—1, zatem z € (—3;00) b) z+3 o «+3 d) z+3 5-x f) dx+2 - 2042

= X
d)xe(foo;fl)U(O;oo) x4+ 2 20+ 7 11—z x4+ 2 2x —6 2x+3
iz > —1, zatem x € (0;00) 4. Wyznacz zbiory: AU B, AN B oraz A\ B.
er<—liz>-3 4

’ A:{ R: —% 2} B:{ R:_>_2}
zatem z € (—3;—1) a) T e x+2 > A z+1 7
f) z €[—4;2) iz € [3;5), o o I L1 z+1
zatem uklad sprzeczny b) A= {xGR' x— }’ B= {l €R: x—3 > 1—2}
3. a) z € (3;4) U [5; 00) 241 dr—1 _ 2x+3
; ; A:{ R 1} B:{ R: < }
b) @ € (=00 =5] U (~§; -3|U O A= ek e TEN LTS s
U(=2;00) 5. Rozwiaz nier6wnos¢.
8(;76\(/—5'1,201%/3) a) z2 +2z+1>0 d) 20-5 _ ) 22+1 _ 2243
d ’ 1 N 22—z — 22-16 ~ z+4 g 2x2 4+ Tx 2x2 + bz
)z €( I_H)U( 29 ) _ 2o+l ) o3 o 2w h) 22 2 +3
e) [ E)U(l;oo) z3 +4x2 4 4z = ¢ 22-16 © z2-4dx z2-1 z2 4 3z
f) ze[-3-3v2-HHu "
’ 3 4 422 r—1 2—x . r+1 6x +2
U[—3+%\/§§3) C) x2+x—12 >0 f) x2 422 = x2+x 1) -2 < x2—4
= )(A2U B) (=00 =3]U 6. Rozwiaz nieréwnosé.
o0
ANB=(-1;2), a) LHL 242 59 ) —2— < 32
x+2 xr+3 9z —1 3r—1
A\B = (=2;—1] ]
b) AUB = (—00;2) U (3;5], b) ——+ 3jf2<3 f) fz_z)?;/(zj-ll)Q_'_ 1
ANB=(—o0;1), A\B=10 T * * *
4 2x 43 T+ 2 1 2x 42
¢) AUB = (—o0; —1)U c -1<
U5 =3 Uf0:o0), Vst en MR
AN B = (3;00), d) 22> L 4 2 h) 4 41, 2043

z2 -4 r—2 x4+ 2 x—1 T z(xz+1)

b) x € [75,0)

c) z € {0} U (3;00)

d) z € (—oo; —4) U [1;4)U 6. a) z € (—o0; —3) U [-2;-2)

U[5; 00) b) z € (—2; ) U (4; c0)

e) € (—o0; —5] U (=4;0)U ) € (—00;2 —2v2] U (—1;3) U[2 + 2v2; )
U(0;4) o d) z € (—o0; —2) U (2; 00)

Dem e TPIIEOY g we (con 2T U (-4 247 U (hie0)
" x2€7(700’7%)u(7%72)u f) z € (—o0;1) U [3;00)

U(0; 00) g) z € (—oo0; —2) U (—2; —1) U (05 00)

h) z € (— YU (0;1) h) z € (—1;0) U (1;00)

i) z e (=200 (2;3]
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3.9. Dziedzina funkcji. Funkcje wymierne

Gdy jest podany wzér funkeji y = f(z), ale nie zostala okreslona jej dziedzina,
przyjmuje sie, ze dziedzing jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych x, dla
ktérych wzoér funkeji ma sens liczbowy (taka dziedzine nazywa sie tez dziedzina
naturalng funkcji).

Przyktad 1

Okredl dziedzine funkcji f(x) = I—@

Wzér funkeji f(x) = w—\/_i ma sens liczbowy, gdy = > 0 (ze wzgledu na wyra-
zenie pod pierwiastkiem) oraz x # 2 (ze wzgledu na mianownik utamka).
Zatem dziedzing funkeji f jest zbiér Dy = [0;2) U (2;00).

Cwiczenie 1
Okredl dziedzine funkcji f.
4 _ WVb6—x
W) f@)=va—8  d) flr) = 8 f() = Y2
o o T o 46
b) f@) =VE—z ) f(a) = h) f(x) = 20
Y T . o Vi—x
) ( )_ f) f(x)_\/m 1) f(x)_(m2_4)\/m
Przyktad 2 ,
.. .. -4
Wyznacz miejsca zerowe funkeji f(x) = NCEST
x4 —4
Wz6r funkeji f(x) = /o1 masens liczbowy, gdy =+ 1 > 0, zatem dziedzina
funkcji f jest zbiér Dy = (—1;00).
Réwnoéé z2 — 4 = 0 jest spelniona przez x = —2 oraz x = 2. Zauwaz, ze

—2 ¢ Dy, zatem jedynym miejscem zerowym funkcji f jest liczba 2.

Cwiczenie 2
Podaj dziedzine i miejsca zerowe funkcji f.

a) f(2) = L2 0) f(z) = Vit ¢) f(2) = o

b) f(x) = 25 d) ) = V2 f) flo)= 2
Cwiczenie 3

Podaj dziedzine i miejsca zerowe funkeji f.

2) fla) = =20 b) fla) = 2 o) fla) = =2
Cwiczenie 3

a) D=R, f(-4) = f(4) =0
b) D =R\ {-5, 5}, brak miejsc zerowych

¢) D=R\{-3,3}, f(0) =0

Uczen:

— wyznacza dziedzine i miejsce
zerowe funkcji, w ktorej
wzorze wystepuja utamki
i pierwiastki,

— wyznacza dziedzine i miejsce
zerowe funkcji wymiernej
danej wzorem,

— bada, czy dane funkcje sa
rowne, i szkicuje ich wykresy,

— wyznacza iloczyn i iloraz
danych funkcji wymiernych,
okresla dziedziny iloczynu
i ilorazu,

— rozwiazuje zadania, korzy-
stajac z danego wykresu
funkcji wymiernej, oraz
zadania z parametrem
dotyczace funkcji wymiernej.

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2
a) D = (-2,2) U (2;00),
nie ma,

b) D

£(0)
c)
d)
)
)

= (=00, =V2) U (=v2; 0],
0
(=21], f(1) =0
(3;
R

00), nie ma
\ {0}, nie ma
{1}, r() =

@

D
D =
D =
f) D=

Multibook
* Wykres funkcji wymiernej
* Réwnania wymierne

z parametrem (2)
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Cwiczenie 4

a) R\{-v2,v2} b) R\ {-2,2}
c) R\{-%,0} d)R ) R\{0,1}
f) R\ {-3—+15,—1,-3+15}
Cwiczenie 5

a) nie, Dy =R\ {0}, Dy, =R,
czyli Dy # Dy

Y
7
1 X
Y aqa.
| X
b) tak, D; = D, = R\ {—1}
oraz f(z) = £ = g(x)
/ Y
J
O/ 1 X
[
|
¢) nie, Dy = R\ {-3, 3},
Dy =R\ {3}, czyli Dy # Dy
\ Y
\
T
B Ol 1 X
\
|
\ Y
\
1y
T O 1 X
\
|
Cwiczenie 6
a) f(z) +9(z) = ;5150
D =R\ {0,4}

b) f(=) +g(x) = 1575,
D =R\{-3 3}

B 148 3. Funkcje wymierne

Definicja

v(x
w(m) )
zywamy funkcja wymierna. Dziedzing takiej funkcji jest zbiér wszystkich
liczb rzeczywistych z, dla ktérych w(x) # 0.

Funkcje postaci f(x) = gdzie v i w sa wielomianami (w # 0), na-

Cwiczenie 4
1)(.7‘))

Okresl dziedzing funkcji wymiernej f(z) =

a) v(z) =22 -1, w(x) =32> -6 d) v(z) =322 -2+ 1, w(x)=a*+1

b) v(z) =z -1, w(z) =z* - 16 e) v(z) =22 -4, w(x) =2* -2+
) w(x) =

¢) v(z) =22 —z, w(z) =42 + 2* f) v(z Sta w(x) =2 +T722 -6
Przyktad 3

Okredl dziedziny funkcji: f, g i h, a nastepnie uprosé ich wzory.

2
f(z) = ﬁ, D; =R\ {0,1}, wzlr po uproszczeniu: f(z) = wfl
z(z+1) o . , . oz

g(x) = G-DE)’ D, =R\ {-1,1}, wzbr po uproszczeniu: g(z) = —
h(z) = fi:iz)lz), D, =R\ {1}, wzdr po uproszczeniu: h(z) = If -

Funkcje f, g, h opisane sa tym samym wzorem, ale maja rézne dziedziny.
Definicja

Funkcje f i g o przeciwdziedzinie R sa rowne, jesli maja te sama dzie-
dzine D oraz dla kazdego x € D zachodzi réwnos$¢ f(z) = g(x).

Cwiczenie 5
Zbadaj, czy funkcje f i g sg rowne. Naszkicuj ich wykresy.
o z? o _ x—3 _ x+3
a) f(x)_za g(x)—x C) f(l‘)_x27ga g(CL‘)— (w—|—3)2
2_1 -1 +1 2z —1
b) f@) = ey 9@ =1 D=5 90) = oty
Cwiczenie 6

Wyznacz sume funkcji wymiernych f i g oraz okresl jej dziedzine.

a) f(z) =2, g(a) = 2

@ x Suma, réznica, iloczyn i iloraz funkcji
€T 1 —x . . . . .
= — wymiernych sa funkcjami wymiernymi.
b) f(x) T g(x) il y ych sg ) y y
Cwiczenie 5
d) nie, Dy = R\ {~1,1}, Dy =R\ {},1}, czyli Dy # D,

Y] vy
\ \
\ \,

==
==

=
Sl




Przyktad 4
. .. s - 22 4o
Wyznacz iloraz § funkeji f(z) = =% ig(z) = ﬁ

Aby funkcje f, g oraz ich iloraz byly okre$lone, musza byé spelnione warunki:
22 —1#0, x+1#0, 2> +22x#0, czyliz e R\ {-2,-1,0,1}.
. z2 +2x x x+1 Ty

@) _ s . _ = e S
22-1 22422 (xfl)l(;;l/l/flm(x+2) (z-1)(z+2)

g(z) — 22-1" 2x+41
Cwiczenie 7
Wyznacz iloczyn f - g oraz iloraz £ funkcji f i g. Okresl dziedziny iloczynu

g
i ilorazu.

_ 422 — 2 _
a) f(@) = 5=, gla) = 222 o) flz) ==L, glo) = 23
_ _ 2 _ 2 _
b) f(z) = 352, glw) = 2] d) flx) = £, glo) = TS0

Zadania

1. Okresl dziedzine i podaj miejsca zerowe funkcji f.
z2 -1 (4x —1)(z+1)(2z +1)

a) f(x):m c) flz) = 422 1
b) fa) = Lo feto d) f(x) = ZGrror

2. Funkcja h dana jest za pomoca wzoru h(z) = f(x) + g(z). Okresl dzie-
dzineg funkcji h, podaj jej miejsca zerowe i wyznacz zbiér argumentow, dla
ktorych przyjmuje ona wartoéci nieujemne.

2) fl@)= o 1 o) ) = 555 9() = 5
b) f(2) = 52, 9e) = 1 d) f(2) = 52, gla) = 22

3. Odczytaj z rysunku, dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci
wigksze od wartosci funkcji g.

4

-

a) Y \ . b) Ly o

| L]

\ |

| \.
Qi \ ). = 2x—=9 £l )= 2x—3
giT) === — AN - LA r—2
ON1 X o] 11 [ X

1 ]

f(z) =29\, il

li | ol

3. a) z € (1;2)
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Cwiczenie 7

a) f(z) - 9(z) = 355,
Dyg =R\ {-2,-1}
f@) _ (@-2)(a+1)

g(z) 2(z+2)2

Dy =R\ {-2,-1}

2(2z—1)2

b) f(z) - g(x) = @2 @122’
Dy.g = R\{7272}5

f(@) _ _2 _ 1
g(f) — T2 Dg =R\{-2,3,2}

¢) f(z) g(z) = (2z — 1)(z - 3),
Df'!] =R \ {737 7%};
flz) _ (2z—1)(2z+1)2
g(z) = (2-3)(z+3)2
Di =R \ {737 7%73}

g

2 2

d) f(2) - g(z) = T,
Dyg =R\ {-1,0}
f(@) _ (@2=4)(z+1)

g(x) = z(x2-4z+5)°

D; =R\ {-1,0}

Odpowiedzi do zadan
1.a) D=R\{-1},z=1
b) D =R\ {-3,3},
brak miejsc zerowych
¢) D=R\{-3,3},

r=-1x=7

d)D=R\{0,1},z=5

( =3
h(z) > 0dlaz € (—1;3]U
U(2; 00)
b) D =R\ {-1,1},
h(z)=0dlaz=—32,
h(z) > 0 dla z € (—o0; —2]U
U(-3:1)
¢) D=R\{-21},
brak miejsc zerowych,
h(z) > 0dla z € (—o0; —2)U
U(3;00)
d) D =R\ {-2,2},
h(z)=0dlaz =1,
h(z) > 0dlaz € (—2;1]U
U(2; 00)



4. a)np. y=-18 4. Podaj przyktad funkcji wymiernej, ktérej wykres przecina o§ OY w punk-
b) np. y = rmit— cie (0,6) i ktérej dziedzing jest zbiér D.
5. a) Dy =R, gdy 5. Dla jakich wartosci parametru k dziedzing funkcji f jest zbiér wszystkich
*—kx+ 127'5 0dlazeR, liczb rzeczywistych?
czyli A = k° —4 <0,  dz—1  4z-1  4z—1
stad k € (—2;2). a) f@)= ooy P @ =arm o @)= e
b) Dy =R, gdy 6. Ponizej przedstawiono wykresy funkcji:
22 —kx+k#0dlazeR, o ad 322 10249
czyli A = k? — 4k < 0, f@)=—1 9(&) = —0— ——
rx+1 x4+ 2x—3
stad k € (0;4). v
C) Dy =R, gdy “Y
kx’+kzx+1#0dlazeR \ Vi ]
Jesli k =0, \ )
to,k:.a:2+kac+1:1750. 7 RINi be
Jesli k # 0, T >
tokm2+kx+17é0 ol 1 X R ———
dla z € R, N S
gdy A =k* — 4k < 0,
czyli k € (0;4).
Zatem k € [0,4). |
6.2) Dy =R\ {-1}, l
f rosnie w (—o0; —2] U [0; 00),
f maleje w [—2; —1) a) Okresl dziedziny funkcji f i g. Dla kazdej z tych funkcji podaj jej prze-
iw (=10] dzialy monotonicznoéci oraz argumenty, dla ktérych przyjmuje ona war-
f(z) <=3 dla tosci mniejsze od —3.
z € (—o0;—2) U (=2;-1),
Dy =R\ {-3,1}, b) Podaj liczbe rozwiazan réwnan f(z) = m oraz g(x) = m w zaleznosci
g rosnie w: (—oo; —3), (—3;1), od parametru m.
(1; 00), 3 3 2 3 2
g(z) < =3 dla . _ -4z _ 42t te42 . _ 0 +22°+32+6
= (_37 O) U (17 OO) 7' NleCh f(fE) 373 —2562 Y g(x) 563 +x — 1 h(x) —xg T3z .
b) Réwnanie f(z) = m ma: a) Okredl dziedziny i upro$é wzory tych funkeji. I
0 rozwiazan dla m € (—3;1), L . B . i
| romwigzanie dla b) Rozwiaz réwnanie f(x)+ g(z) — 2h(z) = 0. \
m € {-3,1}, ¢) Rozwiaz nieréwnosé f(z) - g(x) — h(z) <O0.
2 rozwiazania dla L .
m € (—o0; —3) U (1;00). 8. Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji:
Réwnanie g(z) = m ma: fla) = 42 —8x 43
1 rozwigzanie dla m = —3, T 222z 1
2 rozwigzania dla a) Podaj liczbe rozwiazan réwnania f(z) = m
meR\ {-3}. S ol[1) X
w zalezno$ci od parametru m. [
b) Podaj liczbe rozwigzan réwnania f(x) = |m| [ ]
w zalezno$ci od parametru m. [ ]
7. a) Dy =R\ {0, 2}, 8. a) 0 rozwiazan dla m € (1;4],
f(z) = =2 1 rozwiazanie dla m = 1,
Dy =R\ {0}, g(z) = =2, 2 rozwigzania dla m € (—oo; 1) U (4; 00)
Dy =R\ {0}, h(z) = =£2 b) 0 rozwiazan dla m € [—4; —1) U (1;4],
b) z € R\ {0, 2} 1 rozwigzanie dla m € {—1, 1},
¢) z € (—o0; —2] 2 rozwigzania dla m € (—oo0; —4) U (—1;1) U (4; 00)
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3.10. Réwnania i nierownosci Uczer:

— rozwiazuje réwnania

Z Wa rtOSC|a bezwzgled na (1) i nieréwnosci z wartoscia
bezwzgledna, stosujac inter-
Przyktad 1 pretacje geometryczna,
Rozwiaz réwnanie |3z — 4| = 2. Twierdzenie — rozwigzuje réwnania
i nieréwnosci, w ktérych
3r—4=-2 lub 3z—-4=2 Jedlia > 0, to |z| = a wystepuje wartosé
3z=2 lub 3z=6 wtedy i tylko wtedy, gdy bezwzgledna tego samego
wyrazenia.
:1::% ub = =2 z = —a lub 2z = a.
Cwiczenie 1 Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie. a)z=1tlubz=1
— _ 1
a) [pz — 3| =2 b) |92 + 5| =4 o) |2z +4]=6 d)|6—Iz|=1 Pz=-llhbe=-3
° c)z=—-15lubz =3
_ 2 _
Przykfad 2 o= tbo=b
Rozwiaz réwnanie |2z — 4| 4+ |3z — 6] = 20. Twierdzenie
2]z — 2|+ 3|z —2| =20 la - b = |a - |b]
Bl —2[=20/:5
|z —2| =4

r—2=—4 lub z—2=4
r=-2lub z=6

Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
Rozwiaz réwnanie. a) 3lz—3|=9
a) |[v—3|+|22—6/=9 ) 4z +2| - 20+ 1| +|6z+3 =4 1®—3=3
z=01Iubz =06
b) [4x —8|+|2—x| =5 d) |6z + 4] — |3z + 2|+ |92 + 6| =8 b) 5|z — 2 = 5
Twierdzeni e —2|=1
wierdzenie e 1ldb o3
Jesli a > 0, to |z| < a wtedy i tylko wtedy, gdy —a < = < a. c) 42z +1[=4
2z +1| =1
z=—1lubz =0
Przyktad 3 d) 43z + 2| =8
Rozwiaz nieréwnosé |2z + 3| < 5. |3z + 2| =2
_ 4 _
—5<2x+3<5 /-3 Odejmujemy 3 od =5, od 2z + 3 i od 5. G= =g s =0
—8<2x<2/:2
-4 <z<l
x € (—4;1)
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Cwiczenie 3 Przyktad 4

a) z € [1; 1] Rozwiaz nier6wnosé |3z — 1] > 2. Twierdzenie
b) z € (—o0;—2) U (2;00
d)ze (-3;1) 3z < —1 lub 3z >3 wtedy i tylko wtedy, gdy
e) x € (—o0; —1] U [5; 00) x<—% lub z>1 r < —alubz > a.
f) = € [~18;24] 1 .
€ (—oo;—3) U (1,
g) z € [-2;10 * ( o 3) (1;00)
h) 2 € (~00; =%) U (3; 00) Cwiczenie 3
Rozwiaz nieréwnosé.
Odpowiedzi do zadan a) |3z — 5| <2 c) 2z +4] <8 =€) [6—3z>9 g) |-z +6| <9
l.a)z=-2lbao=3 b) |4z —2| > 8 d) |14z <t ) |iz—1|<7 h)|-2z-2/>3
b)z=1lubz =2
¢) x=-5lubas=3 Zadania
dz=-2lubz=1
¢) v =—% 1. Rozwigz réwnanie.
f) sprzeczne 3 )
¢) 7= —2lubx =2 a) Bz +1/=5 ¢ [2z+1]=2 e) [4z+5/=0 g) |22-1=3
h) z = —2 lub z = —/2 lub b) 22 -3/=1 d)[2—2z|=3 f) 2z—6/=—-4 h)[2?-3|=1
z=+21lubx =2 C .
" 2. Rozwiaz réwnanie.
2.a)zx=—3lubx =
b)z=—5lubg=—1 a) 3z —6| =7+ |z — 2| ) |6 — x|+ |1x = 3|+ |20 - 12| =7
¢c)zr=4lubz =38 b) |4z + 6] + |6z + 9| = 10 d) |z —2|+ |22 — 4|+ |4z — 8| =7
d)z=1lubz=3 3 R C ‘4
3. a) e (~21) . Rozwiaz nier6wnosé.
b)z e (—1;2) a) b +2/<7 ¢ [334+2/<1 e) |2z2-3|>5 g) [20—-3/>0
¢) x €[-9; 3] b) Bz —1i| <2 d)|6z+2/>1 f) [Bz—1i>L1 h)|dz—1<0
dz€(-ooi—3)U(~5i00) biér liczb = spelniajacych pod K
e) o € (—o00;—3] U [12; 00) . Wyznacz zbiér liczb z spelniajacych podany warunek.
g) R\ {3} b) 4< |2 -3z <7 d) 3<5—2z| <6
h)xz%
5. Rozwigz nieréwnosc.
/ |2+ 1| > 3
- a) 92+ 1] <5 a) |2z — 6|+ 3z —9| < 15 d) |z + 1]+ |32+ 3] < 6 — 2|z + 1]
2 € (=00, ~2] U [L; 00) b) [4x —2| — 22 — 1| > 6 e) 2l — 4]+ |3z — 12| < 4+ |8 — 2z
€ [=3;2] c) Bx—3]—-1—xz|>8 f) 2z24+4|+1<|32+6]—|2+z|+2
x € [-3;-2]U[L;2] 6. Rozwiaz nier6wnosé.
b) 2 € [-§;—5]U (23] a) VZZ 102+ 25 +2z—5/<9 ¢) [2z+8/+vaZ+8z +16> 1
) z €[-2—3]U[35;2]
d) ze[-1;1] b) Vdx + 2% + 4+ 3|z + 2| > 20 d) vV1—-2z4+22— 22 —2|+5<0
5. a) z € (0;6) 6.a) [vt—5/+2/z—5<9
b) z € (—o0; —3) U (Z;00) |z —5] <3
c) z € (—oo; —3] U [5; ) x € [2;8]
d) z € [-2;0] b) |z + 2| + 3|z + 2] > 20
e) z € [§; 18] |z +2]>5
f)zeR z € (—o00;=7) U (3; )

c) 2z +4|+|x+4 =1
|z +4] > 3

z € (—o0; —F]U[-F;00)
d) [z —1| -2z —-1] < =5
|z —1| >5

z € (—o0; —4) U (6; c0)
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R 3.11. Réwnania i nierédwnosci

z wartoscig bezwzgledna (2)

Przyktad 1
Aby rozwiazaé réwnanie |z — 1| + 3z = 7, rozpatrujemy dwa przypadki:
1° Je$liz —1 <0, czyli ¢ € (—o0; 1),
to réwnanie przybiera postacé:
—(z—1)+3x=7

2° Jedliz—1 2> 0, czyli « € [1;00), to
roéwnanie przybiera postac:
(x=1)4+3zx=7

—r+14+3x="7 Ay — 8
r=3 3¢ (-o0;l), sprzecznosc

Zatem rozwiazaniem réwnania |z — 1| + 3z = 7 jest liczba 2.

Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.
a) lr—1|—2x=4
b) [z —1|+z=2

c) lr+4|+1=2x
d)3—z|=z-1

e) |2z 4+ 4| —2x =4
f) z|lz — 4| =2* + 4o

Przyktad 2
Aby rozwiazaé nieréwnosé 2|z + 2| + x < 1, rozpatrujemy dwa przypadki:
2° Jesli x +2 > 0, czyli = € [—2;00),
to nieréwnos¢ przybiera postac:
2z +2)+r<1

1° Jedliz +2 < 0, czyli z € (—o0; —2),
to nieréwnos$é¢ przybiera postac:
2z +2)+z<1

—x <) 3z < —3
T > =5 Uwzgledniamy r< -1
U [_55 _2) zalozenie. x € [_2; _1]

Zatem nieréwnos¢ 2|x + 2| + = < 1 zachodzi dla x € [-5; —1].

Cwiczenie 2

Rozwiaz nieréwnosé.
a) |z —2] -3z >1
b) 2z +6|+2<3

c) lr—5]<z+5
d) 64| > 22 +6

e) [3—z| <z —|22— 6
f) 2]l —z| <z +2?

Cwiczenie 2

a) Dla z € (—o0;2) mamy
x < i, czyliz € (—oo;1).
Dla z € [2;00) mamy

T < f% — sprzeczno$c.
Ostatecznie z € (—oo; 1).
b) Dla z € (—o0; —3) mamy
x> -9, czyli x € [-9; —3).
Dla z € [-3; 00) mamy

z < —1, czyli z € [—3; —1].
Ostatecznie z € [—9; —1].

c) Dla z € (—o0;5) mamy z > 0, czyli z € (0;5).
Dla z € [5; 00) mamy —5 < 5, czyli z € [5; 00).
Ostatecznie z € (0; 00).

Dla z € [—6;00) mamy z < 0, czyli z € [—6;0].
Ostatecznie x € (—o0;0].

e) Dla z € (—o0;3) mamy z > 2, czyli z € [21;3).
Dla z € [3;00) mamy z < 41, czyli x € [3;41].
Ostatecznie z € [23;41].

Dla z € [1; 00) mamy z > 0, czyli z € [1;00).
Ostatecznie = € R.
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d) Dla z € (—o0; —6) mamy z < —4, czyli z € (—oo; —6).

f) Dla x € (—o0; 1) mamy 22> > 0, czyli € (—oo; 1).

Uczen:

— rozwiazuje réwnania
i nieréwnosci typu
|z —a| + bz = ¢,
|z —a| + bz <c,

— rozwigzuje réwnania
i nierébwnosci zapisane za
pomoca sumy kilku wartosci
bezwzglednych,

— rozwiazuje rownania
i nieréwnosci z wartoscia
bezwzgledna, stosujac
definicje oraz wilasnosci
wartosci bezwzglednej,

— przeksztalca wzory funkcji,
w ktérych wystepuja sumy
(lub réznice) wyrazen
ze znakiem wartosci
bezwzglednej, szkicuje
wykresy tych funkcji i podaje
ich wlasnogci.

Cwiczenie 1
a) Dla z € (—o0; 1) mamy
r=—1.

Dla z € [1; 00) mamy z = —5
— sprzecznosc.
Ostatecznie z = —1.

b) Dla = € (—oo; 1) mamy

1 = 2 — sprzecznosé.

Dla z € [1; 00) mamy = = 1,5.
Ostatecznie x = 1,5.

¢) Dla z € (—oo; —4) mamy
x = —1 — sprzecznosc.

Dla x € [—4;00) mamy z = 5.
Ostatecznie x = 5.

d) Dla z € (—o0;3) mamy z = 2.
Dla z € [3; c0) mamy

—3 = —1 — sprzecznosé.
Ostatecznie x = 2.

e) Dla z € (—o0; —2) mamy
T = —2 — sprzecznosc.

Dla z € [—2;00) mamy 4 = 4
— réwnanie tozsamosciowe.
Ostatecznie € [—2; 00).

f) Dlaz € (—o0;4) mamy z = 0.
Dla z € [4; co) mamy

x = 0 — sprzecznos¢.
Ostatecznie x = 0.

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.11
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Przyktad 3 —(z —2) r — 2
Rozwiaz réwnanie 2|z| — |z — 2| = 1. "
0
1° Jedli ¢ € (—o0;0), to réwnanie przybiera postaé:
-2z —(—(x—2))=1
—2r4+zx—-2=1
—x =3
r=—-3 —3€(—0c0;0)
2° Jedli z € [0;2), to réwnanie przybiera postaé:
2t — (—(z—2))=1
20 +x—-2=1
3z =3
z=1 1€02)
3° Jedli z € [2;00), to réwnanie przybiera postaé:
20— (x—2)=1
20 —x+2=1
r=—1 —1¢[200), sprzecznosé
Zatem rozwiazaniami réwnania 2|z| — |z — 2| = 1 sa liczby —3 i 1.
Przyktad 4 —(z=3) i
e . —(x+4) z+4
Rozwiaz nieréwnosé |z — 3| + |z + 4] < 9. \
—4

1° Jedli ¢ € (—o0; —4), to nieréwnosé przybiera postaé:
—(z—=3)—(r+4) <9
—2z < 10
> =5
Po uwzglednieniu zalozenia otrzymujemy: x € (—5; —4).
2° Jedli x € [—4; 3), to nieréwnosé przybiera postaé:
—(z—-3)+2x+4<9
7<9
Po uwzglednieniu zalozenia otrzymujemy: x € [—4;3).
3° Jedli = € [3;00), to nieréwnosé przybiera postaé:
r—3+x+4<9
T <4
Po uwzglednieniu zalozenia otrzymujemy: x € [3;4).

Zatem nieréwno$¢ |z — 3| + |z + 4] < 9 zachodzi dla z € (—5;4).



Cwiczenie 3

Rozwiaz réwnanie.

a) |z]+|x—3]=5

b) lx+4|—]2—z|=6

c) |z|+]z—2|=2x—-2
d) ||+ |x+5|=2x+5

Cwiczenie 4

Rozwiaz nieréwnosé.

a) |lz|+ |z —2| <4 ) le+2|—-13—z/<z-1
b) |[x —1|+3—2[>3 d) || - [p—2]|>z—2
Przyktad 5

Naszkicuj wykres funkcji f: R — R okreslonej wzorem:
flx)=le=1]+|z—3]-6

Na podstawie wykresu podaj rozwigzanie nieréwnosci f(x) > —2.

1° Dla z € (—o0;1):

fey=—(z—-1)—(z—-3)—6=—2x—2 —(z—3) .3
2° Dla x € [1;3): (1) \j z—1
fl@)=(x—-1)—(z-3)—6=—4 1 3 X
3° Dla z € [3;00): Y
fla)=(x—-1)+ (x—3)—6=22—10
Wzér funkeji f mozemy wiec zapisaé ; /
W postaci:
1 X

—2x—2 dlax € (—o0;1)
2z — 10 dla z € [3;00)

Nier6wnos$é f(x) > —2 jest prawdziwa dla x € (—o0; 0] U [4;00).

Cwiczenie 5
Naszkicuj wykres funkcji f: R — R. Na podstawie wykresu podaj rozwigzanie
nieréwnosci f(z) < 4.

a) f(z)=lz+3|+z—1 c) f(z)=2z+|1 —z|+ 2|z — 2|
b) f(x)=lz—1]—|z+1|+1 d) f(z) = |z| + |z + 1] + |z — 2|
Cwiczenie 6
Oblicz pole obszaru ograniczonego osig OX i wykresem funkcji f.
a) f(z) = |z +4|+|z—2|-10 b) f(x) =z +2| - |z| -2
Cwiczenie 6
—2x—12 dla z € (—oo; —4) —z—2 dlaz e (—o0;—2)
a) —4 dlaze[-42) b) ¢ z+2 dlaxe[-2;0)
2z —8 dla z € [2;00) —z+2 dlaz € [0;00)
Y
\ ARy,
ol 1 X _
O 1 X
P:(10+262'4:32 P:%.4.2:4
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Cwiczenie 3
a)x=—1lubz =4

b) z €
x € [2;00)

)

[2; 00)

d) z € [0; 00)

Cwiczenie 4

a) x €
b) z € (—oo;%] u [%,oo

c) x €

(=1;3)

[—4; 0] U [6; c0)

)

d) z € (—o0; —3) U (3;7)
Cwiczenie 5

—4 dlaz € (—o0;—3)
2z +2 dlaz € [-3;00)

a){

Y

flz) <

b)

4 dla z € (—o0;1]

3 dla z € (—o0;—1)
—2z+1 dlaz e [-1;1)
-1 dlazé€[l;00)

Y

1
1

O] \1

fl@) <
—z+5 dlaze (-

©)

flx) <
—3z+1 dlaz e (—

)

flz) <

4dlazeR

z+3 dlaze]ll;2)
(2;

50 —5 dlaze
4dlaz=1

—x+3 dlax e
r+3 dlaxe

3z—1 dlaze
4dlaz € [-1;

[-1
[
[
1

(—oo
0;
%

J

)

2)
o0)

)

00; 1)

) )



Odpowiedzi do zadan Zadania

1.2) z=-1
b) z =—6lubx =1 1. Rozwigz réwnanie.
;D el =lo =0 O fal-=fo-4[=2 ) [o-2/+|o+2 =4
e) z € [~2;2] b) [zl +|z+5[=7 ) [z +3[+[z[=3  f) 2e+4]—|zr-1]=3
f) o =-8lbz=0 2. Rozwiaz réwnanie.
2.a)z=—-5lubz=-1
lub x = a) Val+6x+9—|z—2|==x ¢) |t —2]—|x—3]+ x| =6
b)z=-2lubz=4 AT
4—4 2+ Va?= 4—zx|—|z| =
d)z=-Tlbz=3 3. Rozwiaz nier6wnosé.
8. a) z € [0; 3] a) |z — 3|+ |z| <3 d) 32— 6| — |r+2| <8
b) z € (—o0; —1]
)z eR b) [1—z|—|1+z >2 e) Vat4+dxr+4+ ]z <5
3z e (=18 &) lz—5|l+|r—1>4 £) VO —6z 2% 3> Va?
e) z € [-3; 3]
f) sprzeczna 4. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj rozwiazanie nieréwnosci f(x) > 0.
4. a) f(z) >0 dla — |z —9 11 —5 b =1—zl=lzr—3
2O b |V I@=le=2+l+1 ) f@) =11 ~al -]z~ 3
Y 5. Przeczytaj podany w ramce przyklad.
. f
i Rozwiaz rownanie ||z| — 3| = 5.
o 1 X
Jesli a > 0, to |z| = a wtedy i tylko wtedy, gdy = a lub z = —a.
|r] =3=5 lub |z|—-3=-5
b) f(z) > 0 dla z € [2;00) || =8 lub |z| = —2 sprzecznoié
Y xr=8lubx=-8
. f
I Rozwiazaniami réwnania ||a:| — 3| =5 sg liczby —81 8.
ol 1 X
Rozwiaz réwnanie.
a) |lz|— 1| =1 ) |lz+1]+5]=4 e) |2z +3|+3| =3
5.a) 2 =—2lubz=0lubx =2 _ _ ‘ ‘_
b 2|=3 d —-3|—-6/=2 f -1-1/=1
esTabes et +2 lle=si-o/=2 0 [lai-1
) SPASEANS 6. Rozwiaz nieréwnosé.
d)z=-5lubz=-1
ol e il a5 T a) ||| —3| <2 ) |lz+4]-3]>2 e) |[2—z|+5|<6
e) x=—3 b) x|+ 4| > 5 d) |2z —1+2|>3 f) |[T—[2z+1|[>7
f)z=—-3lubz=-1 L, .
lubz=1lubz =3 7. Rozwiaz réwnanie.
6. a) z € (—5;—1) U (1;5) a) |z + |zf| = || b) [lz] =1 =]z =1 ¢ |o—|z 1| =|z—1]
b) z € (—o0; —1) U (1; 00)
€) = € (—00; —9) U (—5; —3)U Uwaga. Zadanie 7. mozna rozwigzaé algebraicznie, tak jak zadanie 5., lub graficznie.
U(1;00) 7.2) x =0 b) z € [0; 00) )r=0z=%z=2
d) z € (—o0;0] U [1; 00) Y Y Y
e) z € [1; 3]
) o ¢ (Cooi—5]U{-1}
U %10
o| 1 X o] 1 X o] 1 X
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R 3.12. Réwnania i nierdwnosci Uczefs

— stosuje wlasnosci wartosci

z wartoscia bezwzgledna (3) berwzgledne] do rowinzy-

wania réwnan i nieréwnosci

Przyktad 1 reianch,
R c e . 2 1 — zaznacza w ukladzie wspot-
0ZW1gZ TOWNAME 1o = L. rzednych zbiory punktéw
Zakladamy, ze z # 1. spetniajacych podane
Mnozymy obie strony réwnania przez |z — 1] i otrzymujemy: el SE
|z —1] =2
r—1=-2 lub z—-1=2
r=—1 lub =3
Cwiczenie 1 Cwiczenie 1
Rozwiaz rownanie. a)z=-5lubzr=1
3 2 -5 1 b)rz=2lubz=1
2) lz+2[ 1 b) 7z —1] g <) 2z -1] 3 d) 5z —2[ 0 c), d) sprzeczne
Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie |I+1| =1.
p| — L
Zakladamy, ze = # 2. q ,8dy ¢ #0
le4+1] . .
PErTh 1/ |z—2|
2 +1] =z —2
r+l=2-2 lub z+1=—(v-2) Ip| = |q| oznacza, ze:
1=-2 lub 2z=1 p=gqlubp=—g

Pierwsze réwnanie jest sprzeczne, z drugiego otrzymujemy rozwigzanie z = %

Uwaga. Réwnanie z przykladu 2. mozna tez zapisa¢ w réwnowaznej postaci:
I

r—2 T —
Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
Rozwiqz réwnanie. a)z=-1lubz=—1
_ _ _ b)z=—-1lubz=1
20-1| _ 4 b) [22X8 | _g o 5:):174 a) |23 _ ¢ )
6x+3 —4z -1 3z -2 c) x :—71ubx—1
d) =
Cwiczenie 3
) 3| =2
b) Naszkicuj wykres funkCJl f(z) = —*5. Odczytaj z wykresu rozwigzania
réwnania | f(z)| = 2.
Cwiczenie 3
a)z=2lubz =6
b) Y \ Multibook
* Wykres funkcji wymiernej
f ® Przeksztalcenia wykresu funkcii
homograficznej
4 e * Réwnania wymierne
——— z parametrem (1)
o . X
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.12
| (G Generator
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Cwiczenie 4
a) lz—1/<2,z#1,
-1l<z<3,

€ (—=1;1)uU(1;3)
b) [z +2| =27, z # -2,
r<—9lubx >5
z € (—o0; —9] U [5; 00)
)\3m+1| 2, x# —%
-1<z< g,
5 E|EE =g U= 5]
d) -3<14+2<3,2#0,
42 >01 22 <0ix#0,
x € (—o0; —1] U (0; 00)
iz € (—o0;0)U [2;00),
zatem x € (—o0; —1] U [2; 00)

1=

Odpowiedzi do zadan

1. a)xzf‘r’ lub z =
b)z=-3lubz=

yz=2 lub =2

d

)

)
)
g)
h)

NN

g)
& &

przeczne
— 33 lub z = f%

@
%%%%i%%%

m

-

/%H

R {3}
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Przyktad 3

Rozwigz nieréwnosé > 1.

3—a| II
Zakladamy, ze x # 3. Poniewaz mianownik jest zawsze dodatni, mozemy obie
strony nieréwnosci pomnozy¢ przez |3 — x|. Otrzymujemy:

83—z <5
—5<3—x<5H
€ (—28)

Uwzgledniamy zalozenie i otrzymujemy rozwiazanie: x € (—2;3) U (3;8).

Przyktad 4
Rozwigz nieréwnosé g < 1.

Zakladamy, ze x # 2. Ponlewaz mianownik jest zawsze dodatni, mozemy obie
strony nieréwnosci pomnozyé przez |x — 2|. Otrzymujemy:
|z —2] >1
r—2<-1 lub z—-2>1
r<1l lub z>3

Zatem x € (—o0;1) U (3;00).

Cwiczenie 4
Rozwiaz nieréwnosé.

2 7 6 4
8) o > 1 b) iy <1 ) g — 231 d)‘1+;‘<3
Zadania
1. Rozwiaz réwnanie.
7 2 1 z—3| 41|
a) \a:—1|72 ©) 6 —3x| 2 °) z+6‘75 g) 6m—1’70
6 _ 1 _ 2z -3 -3 1
b) |22 + 1| =3 d) |4z —1] 2 ) 5—x | h) 6—2x| 2
2. Rozwiaz nieréwnosé.
a)L>1 d)i<1 g)_—2<_—3+1
|2z — 6] |+ 3] [3z—2] ~ 3z -2
1 1 -3 1
b) g > 3 ®) T <2 h) =5 > g 7
8 6 . 1 1
c) |4—2z] S 2 f) [1— 2z >1 i) |22 — 1] < 13— 6 +3

2.a)z e (—-1;3)U(3;7)

b) x € R\ {2}

c) sprzeczna

d) z € (—o0; =5) U (—1;0)
e) z € (—o0; 2] U[5;00)
f)ze[-33)U (53l

g) z € (— oo,S]U[l,oo)

h) z € (—00; 3) U (35 00)



3. Rozwiaz nieréwnosé. 3. a) z € (—o0; 7]
2z -3 1 1 b) x € (=5 1)U (=1;2)
< —_—{ —— 3
a) %2’ 2 d) x+1’>1 8) oy S 9 w1
3—z T+2 6 1 d) z € (—0 '—1)U(—1'0)
b > 2 ‘ < h) — > —— ;
) z+1 e) 2z —3 ) |4 — x| 2z + 1| e) z € (—o0; ]U[2;OO)
z—1 z+3 Dy 2> 1 f o0i—3) U (=3 1)U
C I+7‘<O f :1:—1‘>0 1) |z — 4| > |2z 4 8| U)(fio() =3 U (=31)
4. Przeczytaj podany w ramce przyktad. g) v € [-1;2) U (2;00)
3 h) T € (_007 }?) ( 12374)
Rozwigz réwnanie \x—x2\ =1 U(4; 00)
. 1) z € —oo;——0 U
Zakladumy, e 2 # 2. ) [_15_224) ¥ (47301))
1°Dlax>2mamym—i:l,czyli3x:x72. 4.a)z=1lubz=
Stad x = —1 — sprzeczne z zalozeniem, ze x > 2. b)z=—-1lubz=—-1++2
2° 2:1,czy1i3$:—m+2. c)z=6
Stad x = % 5.a) z € (0;1) U4(1;oo)
Zatem rozwiazaniem réwnania ——— = 1 jest liczba % bz € (=% —5)
& le—2] J 2° c) z € (—o0;0)
d)z=-2lubz=2
Rozwiaz réwnanie. e) z € (—o0;—1) U (3500)
z 1 _ 2z _ f) z € (—oo;—4) U (—%;0) U
=1 b) — = 2 = 2 3
%) - )@=t ) pa = ° U (05 2) U (4 00)
5* Rozwiaz nieréwnosé. 6. a) Y
a) 2=l 59 c) ==l ‘—— ‘ il —
el 2 _ 2 _qlst ol A %
b) 2L >0 Q) |2 ‘g 0 I ‘> : ===-
6* Naszkicuj wykres funkcji f. \ E
_x-1 |zl —-1 |z —1]
a) f(x) =" b) f(x) = =2 ¢) flw) =" \\
7% Zaznacz zbiér A w ukladzie wspotrzednych. it b) v}
a)A:{(m,y)ERZ; lmill>li\y|<2} { l'
b) A={(z.y) e B 1y < oy ) A /
/1 —
8* Na rysunku obok przedstawiono zbidr SRS ~ __~—olAh X
, ) . ~_ 0| 1 _— X
punktéow plaszczyzny, ktérych wspodl- [
rzedne (z,y) spelniaj@ nieréwnosé: \|/ ’I f
Wl < o - | |
Oblicz wspotczynnik a. il c) vy
7.a) z € [—4;,-1)U(=1;2], y € [-2;2] \\f
Y
h 1 o ————
{) X O| 1 X
b) z € (—oo; —1)U(=1;2), y € R \
e
|
] \

() X
¢/ X
|

8. Do figury nalezy punkt (0,4). Stad mamy 4 = a — 1. Zatem a = 5.
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Uczen:

— wykorzystuje wyrazenia
wymierne do rozwigzywania
zadan tekstowych.

Cwiczenie 1
) 10420 __ 10

z + 30 T
gdzie z € R\ {-30,0},
=15
Zatem szukany utamek to %.
b) Niech z, x + 3
(z > 0) — szukane liczby.
o35 = 17750, gdzie x # —3,
=9

Zatem szukane liczby to 9 i 12.

Cwiczenie 2

a) 22 = 2 gdzie z > 0,
=16

Cukierki A kosztuja 16 z1/kg.
Cukierki B kosztuja 20 zt/kg.

b) ;—_& = 212 gdzie z > 1,

r =285

Winogrona kosztuja 8,50 zt/kg.

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 3.13

Generator
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3.13. Wyrazenia wymierne -
zastosowania (1)

Przyktad 1
Licznik pewnego utamka jest rowny 6. Jesli licznik tego utamka zmniejszymy
0 2, a mianownik o 3, to wartos¢ utamka si¢ nie zmieni. Jaki to ulamek?

Szukany utamek mozemy zapisaé w postaci g, woéwcezas nowy utamek bedzie

mial posta¢ =2, czyli —25. Otrzymujemy wiec réwnanie:
6 4 :
—=— gdzie z € R\ {0,3}
6(x—3) =4z
rz=9

6

Zatem szukany utamek to g.

Cwiczenie 1

a) Licznik pewnego ulamka jest réwny 10. Jedli licznik tego ulamka zwigk-
szymy o 20, a mianownik o 30, to warto$¢ utamka sie nie zmieni. Jaki to
utamek?

b) Dane sa dwie liczby dodatnie. Jedna z tych liczb jest o 3 mniejsza od
drugiej, a ich stosunek jest jak 75 do 100. Wyznacz te liczby.

Cwiczenie 2

a) Ola kupila cukierki A w cenie x zl/kg i zaplacila 24 zl. Ala kupila taka
sama ilo§é cukierkéw B, drozszych o 4 zl/kg, i zaptacita 30 zl. Ile kosztuje
kilogram cukierkéw A, a ile — cukierkéw B?

b) Cena winogron to obecnie = zl/kg. Tydzien temu, kiedy winogrona byty
o 4 zt/kg drozsze, Tomek wydal na ich zakup 20 zl. Gdyby obecna cena
spadla o 1 z1/kg, to taka sama ilos¢ winogron mozna by kupié za 12 z1. Jaka
jest obecna cena winogron?

Zadania

1. a) Licznik pewnego utamka jest o 3 mniejszy od jego mianownika. Jesli
licznik tego utamka zwigkszymy o 4, a mianownik o 7, to warto$¢ utamka
si¢ nie zmieni. Wyznacz ten utamek.

b) Licznik pewnego utamka nieskracalnego jest o 2 mniejszy od jego mia-
nownika. Jedli licznik tego utamka zwigkszymy o 9, a mianownik o 5, to
wartos¢ utamka dwukrotnie wzrosnie. Wyznacz ten utamek.

Odpowiedzi do zadan

1.a) =2 = %, gdzie z € R\ {-7,0}
=17
Szukany utamek: %.

b) 2.2 = x;igg,gdziexeR\{f&O}
22 —z—20=0
r=—4lubxz=5

Nieskracalny utamek: % .




2. a) Mama Bartka jest o 6 lat mlodsza od jego taty. Stosunek wieku mamy

i taty jest jak 8 do 9. Ile lat ma mama Bartka, a ile jego tata?

b) Magda ma 25 lat, a jej mlodsza siostra — 13 lat. Za ile lat stosunek
wieku Magdy i jej siostry bedzie réwny 37

a) Dany jest prostokat o bokach 32 cm i 51 cm. Jego krétszy bok skrécono
o z cm, a dtuzszy bok — o 3z cm i otrzymano prostokat, w ktérym stosunek
dtugosci bokéw jest rowny 3:4. O ile zmniejszyl sie obwdd prostokata?
Rozpatrz wszystkie przypadki.

b) Dany jest prostokat o bokach 30 cm i 18 cm. Jeden z tych bokéw
wydtuzono o x c¢m, a drugi — o 2x cm i otrzymano prostokat, w ktérym
stosunek dtugosci bokow jest réwny 5:9. O ile zwiekszyl sie obwdd tego
prostokata? Rozpatrz wszystkie przypadki.

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Piotrek potrzebuje 4 godzin na pomalowanie ptotu wokét domu. Adam
te sama prace wykonaltby w ciagu 8 godzin. Ile czasu zajetoby im po-
malowanie plotu, gdyby pracowali razem, kazdy w swoim tempie?

Oznaczmy przez w prace, ktora nalezy wykonaé. Wowcezas:

w

7 — praca wykonana przez Piotrka w ciagu godziny,

w
8
w w o 3 7 . . .

T+ % = sw — praca wykonana wspoélnie w ciagu godziny.

— praca wykonana przez Adama w ciggu godziny,

7 tego wynika, ze na wspolne wykonanie pracy chlopcy potrzebowaliby:

w: 2w =3 =22[h]

czyli 2 godzin i 40 minut.

Artur potrzebuje 10 godzin na pomalowanie pokoju, a Darek zrobitby
to w ciagu 6 godzin. Ile czasu zajetoby im pomalowanie pokoju, gdyby
pracowali razem, kazdy w swoim tempie?

Dwie koparki, pracujgc razem, wykonuja wykop w ciagu 8 dni. Gdyby
pracowata tylko pierwsza z nich, wykop powstalby w ciggu 12 dni. Ile
czasu zajetoby wykonanie wykopu drugiej koparce?

Pierwsza koparka wykonata potowe wykopu w ciaggu 6 godzin, reszte wy-
kopu wykonata druga koparka w ciggu 9 godzin. Ile czasu zajetoby wyko-
nanie wykopu, gdyby obie koparki pracowaly jednoczesnie, kazda w swoim
tempie?

. W ciagu jednego dnia pierwsza koparka wykonuje %

Druga koparka w ciggu jednego dnia wykonuje é — 1—12 = i wykopu.

wykopu, a obie — % wykopu.

Zatem druga koparka potrzebuje 24 dni.

- fﬁ—w = {5 — praca wykonana przez pierwsza koparke w ciggu godziny
1
Eg—w = {g — praca wykonana przez druga koparke w ciagu godziny

I iy = %w — praca wykonana wspoélnie w ciggu godziny
: 3311) = % = 7% [h]
Obie koparki potrzebuja 7 godzin i 12 minut.
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2. a) Niech z — wiek mamy,

(z + 6) — wiek taty.
%M:%,gdzie;r>0
T =48

Mama ma 48 lat,

a tata 54 lata.

b) Niech = — szukana liczba

lat.

25+ __ 3 o
T = 5, gdzie z > 0

xz =11 lat

. a) Réznica obwodow:

2(x +3z) = 8z

I przypadek

32s — 3 edgie x € (0;17)
z=5

Obwdd zmniejszyt si¢ 0 40 cm.
II przypadek

322 — 2 odzie z € (0;17)
z =12

Obwod zmniejszyt sie 0 96 cm.

b) Réznica obwoddéw:
2(z + 2z) = 6z
I przypadek

304z _ 5 .
et = 9 gdzie z > 0

z =180

II przypadek

30+
1842z

= %,gdziex>0

=12 _
T = —{5 — Sprzeczne

IIT przypadek

3042z
18+x

W tym przypadku sprzecz-
nos¢ mozna zauwazy¢ bez ob-
liczen. Wiemy, ze:

30 > 18 i 2x > x, zatem

30+ 2x > 18 + x, ale 5 < 9.
IV przypadek

3108i2; = %, gdzie z > 0

z =12

Zatem obwod zwigkszyt sie
0 72 cm lub o 1080 cm.

= %,gdziex>0

Y — praca wykonana przez

* 10

Artura w ciagu godziny

% — braca wykonana przez

Darka w ciagu godziny

w w __ 4

5 T § = zw — praca wyko-
nana wspoélnie w ciagu godzi-
ny

w:f—swz%:3% [h]
Razem malowaliby 3 godziny

1 45 minut.



o 3.14. Wyrazenia wymierne -
wykorzystuje wielkosci
zastosowania (2)

odwrotnie proporcjonalne
Przyktad 1

do rozwiazywania zadan

tekstowych dotyczacych

zwiagzku miedzy droga, . . . .

predkoscig i czasem. Dwa samochody wyruszyly jednocze$nie z Malborka. Kazdy jechal ze stala
predkoscia. Po pewnym czasie pierwszy znajdowal sie w odleglosci 320 km,
a drugi — 240 km od tego miasta. Predkos$é drugiego samochodu byta o 20 km/h

mniejsza od predkosci pierwszego. Oblicz predkosci obu samochodoéw.

Oznaczmy przez v; 1 vy predkosci samochodéw w km /h. Wéowezas:

320 _ 240 Korzystamy ze wzoru t =
gdzie t — czas, s — droga.

e
)

v1 - v1 — 20

320(v; — 20) = 240v,, stad v; = 80 oraz v, = 80 — 20 = 60
Predkosci samochodéw wynosity odpowiednio 80 km/h i 60 km /h.

Cwiczenie 1 Cwiczenie 1

a) 22 = 25 a) Samochéd jadacy z predkoscia v pokonal odleglosé 195 km. Samochdéd
v =60 jadacy z predkoscia o 20 km/h wieksza pokonal w tym samym czasie 260 km.
Srednie predkosci samochodéw Oblicz predkoéci obu samochodéw.

wynosity odpowiednio 60 km/h b) Droga miedzy miastami A i B ma 350 km. Z tych miast wyruszyly jedno-

i 80 km/h.
b) Niech v — $rednia predkosé

czesnie naprzeciw siebie dwa samochody i jechaly ze stalymi predko$ciami.
Pierwszy z nich jechal z predkoscia o 30 km/h wieksza niz drugi. Samochody

drugiego samochodu,

(v + 30) — Srednia predkosé

pierwszego samochodu.

£:350 _ 2350
v+30 v

v = 60

Srednie predkosci samochodéw
wynosity odpowiednio 90 km/h

i 60 km/h.

minely sie, gdy pierwszy pokonat % trasy miedzy miastami. Oblicz predkosci
obu samochodéw.

Cwiczenie 2

a) Pociag ekspresowy jechal z predkodcia o 30 km/h wiecksza niz pociag oso-
bowy i przebyl trase dlugosci 360 km w czasie o godzine krétszym. Oblicz
predkosci tych pociagdw.

b) Trasa kolejowa z miasta A do miasta B ma 510 km. Z tych miast wyruszyly
jednoczesnie naprzeciw siebie dwa pociagi i jechaly ze stalymi predkosciami.
Predko$é pierwszego byta o 10 km/h wieksza niz predkosé drugiego. Pociagi
spotkaly sie w odleglosci 270 km od miasta A. Oblicz predkosci obu pociagow.

P - — B

Cwiczenie 2

a) Niech v — érednia predkosé pociagu osobowego,
(v + 30) — érednia predkosé pociagu ekspresowego.

360 _ 360
S = a0 T Lv>0

v =90
Srednie predkosci pociagéw ekspresowego i osobowego wynosity
odpowiednio 120 km/h i 90 km /h.

b) Niech v — $rednia predkos$é drugiego pociagu,
(v 4 10) — s$rednia predkosé pierwszego pociagu.
270 _ 510-270

v+10 v
G Generator v =280

testéw i sprawdzianéw
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Srednie predkosci pociagéw wynosilty odpowiednio 90 km/h i 80 km/h.

B 162 3. Funkcje wymierne



Zadania

Trasa rowerowa wokoél jeziora ma dlugosé 12 km. Dwéch rowerzystow wy-
ruszylo jednoczesnie z tego samego miejsca i okrazato jezioro w tym samym
kierunku w stalym tempie. Predko$é jednego z nich byta o 5 km/h mniej-
sza niz predkos¢ drugiego. Do ponownego spotkania rowerzystéw doszlo,
gdy szybszy z nich wykonal 4 okrazenia jeziora, a wolniejszy — 3. Oblicz
predkosci obu rowerzystow.

Pociag mial pokonaé trase miedzy dwoma miastami w czasie okre$lonym
w rozkladzie jazdy. Z powodu awarii zostal zatrzymany na pét godziny
na stacji posredniej. Pozostate 120 km przejechal z predkoscia wigksza
0 20 km/h i dzieki temu nadrobil powstale opdznienie. Oblicz, jaka po-
winna by¢ érednia predkos¢ pociagu zgodnie z rozktadem jazdy.

Dwaj rowerzysci wyjechali jednoczesnie na trase dlugosci 36 km. Predkos¢
pierwszego rowerzysty byta o 6 km/h wieksza niz predko$é drugiego, wiec
pokonal on trase w czasie o godzine krétszym niz drugi. Oblicz predkosci
obu rowerzystow.

Tomek przejechal na rowerze 32 km szosa i 20 km polna droga w czasie
2 godzin i 40 minut. Predkosé jazdy po szosie byta o 20 km/h wieksza od
predkoéci jazdy po polnej drodze. Oblicz predkos$é na szosie i predkosé na
polnej drodze.

a) Samochéd przejechal droge dtugosci 120 km. Gdyby jechat z predkoscia
o 30 km/h wieksza, to czas jazdy bylby krétszy o 54 minuty. Jaka byla
predko$é¢ samochodu?

b) Samochéd przejechal droge z miasta A do miasta B o dtugosci 240 km
z predkoscig v. W drodze powrotnej przez godzine jechal z predkoscia v,
a nastepnie zwiekszyl predko$é o polowe, w rezultacie droge powrotna
przejechal w czasie o godzing krétszym. Wyznacz predkosé v.

a) Samochdd przejechal droge z miasta A do miasta B ze $rednia predko-
Scig 40 km/h. Z jaka érednig predkoscia powinien jecha¢ w drodze powrot-
nej, aby jego $rednia predko$é w czasie calej podrézy wyniosta 60 km/h?
b) Srednia predkosé¢ jazdy samochodem z mia-
sta A do miasta B wyniosta v; km/h, a podczas
drogi powrotnej v, km/h. Wykaz, ze érednia
predkoéé liczona dla calej podrézy jest rowna
sredniej harmonicznej predkosci vy i vs.

Srednig harmoniczng
liczb dodatnich a i b
nazywamy liczbe:

-

érH =

o=

5. b) Zauwazmy, ze jezeli jedziemy z predkoscia v km/h,

to przez 1 godzine pokonamy droge v km, stad:

240 _ 240 —

=== % + I,—SUU +1,v>0

v = 60 km/h

. Niech s — odlegtosé miedzy miastami A i B.

a) Niech v — $rednia predkos$é samochodu w drodze powrotne;j.

2s _ 2 —

o = i =60,v>0
v =120 km/h
b) v, = 5255 :—21_

) " o1 Tz %""E

3.14. Wyrazenia wymierne — zastosowania (2) 163 I

Odpowiedzi do zadan

1.

&,

Niech v, v 4+ 5 — érednie pred-
kosci rowerzystow.

3-12 __ 4-12
= —U+5,v>0

v =15

Srednie predko$ci rowerzys-
téw wynosza odpowiednio

15 km/h i 20 km /h.

. Niech v — érednia predkosé

pociagu zgodnie z rozktadem,
s — odleglto$¢ miedzy miasta-
mi.

_ —120 1 120
%_ST+5+U+207”>0
120 _ v +20+4240
v~ 2(v+20)
v® + 20V — 4800 = 0
v = 60

Srednia predkosé pociagu po-
winna wynosi¢ 60 km /h.

. Niech v, v + 6 — $rednie pred-

kosci rowerzystow.

36 __ 36
——m+1,v>0

v =12

Srednie predkosci rowerzys-
téw wynosza odpowiednio
12 km/h i 18 km /h.

. Niech v — érednia predkos$¢ na

polnej drodze,
(v+20) — $rednia predkosé na
szosie.

32 20 _ o2
3ot =25 v>0

v=12

Srednie predkosci jazdy po
szosie i polnej drodze wy-
nosilty odpowiednio 32 km/h
i 12 km/h.
a) Niech v — érednia predkosé
samochodu.

120 _ 120
v — wv+30

v = 50

Srednia predkoéé samochodu
wynosita 50 km /h.

+%,v>0



v/

Powtorzenie
Odpowiedzi do zadan B Zestaw |
1.a=6 1. Na rysunku przedstawiono wykres funk- , i
a) P, Q cji f(z) = 2. Oblicz a. \f
b) 2 € (~00; ~2) U (0; 00) a) Ktére sposréd punktdw: P(—S, —%), 3
€) € (~00;0) U [3;00 Q(%, 12), R(\/§, \/§) naleza do wykresu : S
funkcji f? ' il
b) Odczytaj z wykresu, dla jakich argu- O).1.2 X
mentéow funkcja f przyjmuje wartosci .
wieksze od —3. : \\
¢) Rozwiaz nieréwno$é f(x) < 4. » \

2.a) Dy =R\{0}, =0,y =1 - N C o . :
b) D. =R 2. Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj dziedzine funkcji g i réwnania
) Dy =R\ {0},

asymptot jej wykresu.
4 4
2) f() =2, gl)=2+1
3 3
b) f) = 2, gla) =2 2

z=0,y=-2
c) Dy =R\ {4}, z=4,y=0
d) D, =R\ {-2},
r=-2,y=0

3. ) D; =R\ {0},

d) f(x)= -2, glx)=——

_a:+2

f(Dy) =R\ {0} 3. Naszkicuj wykresy funkcji: f, g i h. Podaj dziedzine i zbiér wartosci kazdej

Dy =R\ {1}, z tych funkcji.
D,)=R 0 2 2 2

DR (1), ) f@=3 @)=z Mo)=g4:tl

h(Dr) =R\ {1} _3 __3 -3 _

b) D; =R\ {0}, b fle) =2 9@ =35 k@)= -l

f(Dy) =R\ {0} -2 —__2 ___2

Dy =R\ {-1}, ©) (@) > 9@ T M) PRI

%(D Q)E\R{\ i?} 4. O jaki wektor nalezy przesuna¢ wykres funkcji g(z) = %, aby otrzymac
h — - 9

wykres funkcji f7 Naszkicuj ten wykres.

h(Dr) =R\ {~1} 1 1

) Dy =R\ {0},
f(Dy) =R\ {0}

c) flz) ==

x—1
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D, =R\ {-2}, 5. Podaj wzor funkcji, ktorej wykres otrzymamy przez przesuniecie wykresu
g(Dg) = R\ {0} funkcji f o wektor w’. Naszkicuj wykres tej funkcji.
Dp =R\ {-2}, 2 1
h(Dy) = R\ {3} a) f(z) ==, W =[-2,3] b) f(z)=—-, w =[2,-3]
a) [-3,3] 6. Wyznacz ze wzoru podang zmienng.
b) [4,1] m 2 m 1 _a
¢) [1,1] a) 7 =50 ¢) g ~2-,=ma ) §=1- ¢
_ 2 n
-a) g(2) = 335 +3 b) E:R+T, r d) m(m—g)ZQ, a f) §=2""1 g
b)g(m)——wlj— e T a 1—q
6. a) b= %"
b7 = 22
c) a= Z:;
d)a= 7”2{’12
e)g=1-%
f) a1 = Sl(,l;g)



10.

11.

12.

13.

13.

Rozwiaz réwnanie.

a) ooy =2 d)_xi2:: 8) z;;::ilﬁ

b = e ) = o
Q) H =5 DSm = ) i =0
Rozwiaz réwnanie.

) i =0 e N

b) s =0 R R =
) fEE=0 D EHTES0 ) PR
Podaj dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uprosc.

DR WER 9ntEn O

Naszkicuj wykres funkeji f(z) =
w ktérych wykres funkcji f przecina prostg y = 2 oraz prosta y = x.

=%, Wyznacz wspoélrzedne punktow,

a) a =2 b) a =-1 c)a=1 d) a=-2
Na rysunkach przedstawiono wykresy funkeji f(z) = 25 1 g(z) = 2.
L vy oo IL. Iy
o] 1} X /
I il

a) Dopasuj wzér do wykresu. Podaj miejsca zerowe funkcji f i g.

b) Rozwiaz réwnania: g(z) = x oraz f(z) = —=z.

Naszkicuj wykres funkeji f i odezytaj rozwigzanie nieréwnosei f(x) > 1.
1 dlaz>0 -2 dlaz< -1
2) fa) = b) fla)=1
_% dlaz <0 o33 dlaxz>-—1

Naszkicuj wykres funkcji f. Rozwiaz réwnanie f(x) = .
a) f(z) =" ¢) f(z) = e) f(z) =
b) fla) = £ d) fla) =2 £) fla)=-2=2

a) sprzeczne

b)z=—-1lubz =3

c) z=

d) sprzeczne

e) r = —/Tlub z =7
f) o= —V2lub z =2

10.

11.

12.

. a)

a) x =2

b)z=1

c)zr=1
d)z=-3lubz=0
e)z=2lubz=6
f)z=14
g)x:—mlubm—@
h) z =

i) =0

a) z=—6

b) x =2

c)z=0

d)z=0

e) sprzeczne
f)z=1
g)x=—-2lubz=4
h) z =3

i) z=-1
D=R\{-1},z-1
b) D =R\ {0,3}, =2
¢) D =R\ {-3,-2}, -1

d) D =R\ {-5}, rgims

a) z prostg y = 2: (2,2);
z prostg y = x:
(17 1)7 (727 72)

b) z prosta y = 2: (—3,2);
z prosta y = x — brak
¢) z prosta y = 2: (3,
z prosta y = x:
(—1+\/5 71+\/5)

2 1 2 g

2);

(=32 25%)

2 2

d) z prosta y = 2: (7%72);

z prosty y = x — brak
a)ll-fe=01-g,z=73
Yg(z)=zdlaz=1, =4,
(z)=—axzdlaz=-3,z=0

a) z € (—-1;0)U
b) z € (—2;0)

khc‘

(0;1)
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1. a) 2 € (—o0;3) U [5;00) B Zestaw I
b) z € (—6; —2)
¢) z € (—o0;—1) U [7; 00) 1. Rozwiaz nieréwnosé.
d) z € (0;1) a) 22> 0 ) 2> 3 o) z—1<0
e) v € (—oo; —1) U (051) z+2 i+2 Il
f) 2 € (0;00) b)x+6<0 d)ﬁ<—2 f):v+;>2
2 :))) i E ((goéo}’ ;:?;OE))’ 2) 2. Rozwiaz nieréwnos¢.
13 ’ 2
¢) x € (=2 —1) U (0;1) a) 22t < c) %<0 e)%)()
d —o0; —3) U (=1;0)U
TR b) B2 5 g Q) EEDEED g @G-y
) 27600[ ) 2)u{0}u(6 z(z—5) z(z+3) x3(6z —4)
e)x € |—2;—% ; 00
f) z € [-5;0) ’ . Rozwigz nier6wnosc.
) 22 —1)2 +2 2_2z-3
k) bl 2_ _ 2 —
¢) z € (—o0;—2) U (0;4) b) o5 20 d) 2L >0 f) 75— <0
d)z € (—2;3) U(2500)
e) z € (—o0;—2) U[—1;0)U 4. Rozwigz nieréwnosé.
U[3; 1 1 x—2 x—3 xr+3 . x—1
f)[:cC;O)(—S'—Z} a) :7373<a:+3 b) m75+x71 >2 C) z2 -2 z2 42z 7
4. a) z € (-3;3) 5. Wyznacz zbiory: AU B, AN B oraz A\ B.
b) z € (=7;1) U (5;00) — Cps 4 _ P
&) € (—o0; ~2) U [-1;0) U a) A {xGR.x/z},B {xER. w74\2}
U (2;00) b)A={seR 22 <1}, B={seR &2l 50}
5.a) AUB = (—00;1] U [2; 00 ot ot
AN B =[-2;0) U (4;0), 6. Rozwiaz réwnanie.
A\ B =[2:4
b)\AUB[:H]% a) 4| +22=3 d)jz—1|+lz—3=2 g) le—1+|z—5 =4
AN B = (—o0;—2) U (0;1), b) [z +3|-2=7 e) 20 —-1/+[z-5/=6  h)4lz+1/+[z—-1=2
“;\B:H?*l)l o) l—zl+1l=a f) 1-3z[—|z+6[=-3 1) |z—7]=2—|4—2f
6.a)x=—-35 =3
b) x = —5 7. Wyznacz liczby naturalne x, ktére spelniaja ponizszy warunek.
c) x € [1;00) 3 1 5 ‘ x—lO‘
d) e [13] a)0<—8_$<$ b) —| > 2 c) >1
?)) @ =1 195 =2 ) 8. Wyznacz zbiér wartosci funkcji f.
rT=m 8= 2z 41 3z —1
&) z€L:5) a) flo) = 2EE -1 ) fa) = Y2 ¢) f(2)= 25+ V2
h) z = —1 i) sprzeczne o o )
7.2)1,2 b) 2,3, 5,6 9. Rozwiaz graficznie réwnanie f(z) = g(z).
b ) » 1 2
01,2345 a) f(z) =<, gla) == c) flz) ==, g(z) = |z|
8.a) R\ {-1} b) R\ {V3} 4 1 1 (z—1)2
9.a)z=-1,z=1 b)z=—-4,z=2 c)z=2 d)z=-1
Y\ Y Y \ Y
\f g f g g \f | f g
\ \
1 1 1 1 \\
o T x ol 1 X —— O 1 X o/T~—— X
\
\ \ \
| | \
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

18.

19.

Rozwiaz graficznie réwnanie f(x) =
2 _ _—2

a) fla) = —a?, g(e) = =2

Rozwiaz graficznie réwnanie f(x) =

a) fz) =222, gla)=—"5 D)

Podaj wzoér funkcji homograficznej, ktorej l,

+1

)

—6—x
T z+3

wykres przedstawiono na rysunku obok. |

a) O jaki wektor nalezy przesunaé ten wy-
kres, aby otrzymaé¢ wykres funkcji g?

—z-3
9(z) = —

b) O jaki wektor nalezy przesunaé ten wy-
kres, aby osiami symetrii otrzymanej hiper-
boli byty proste: y =2 —4iy=—x —27

I@]L X
l
l

Naszkicuj wykres funkeji f(x) = %. Dla jakiej wartosci parametru m prze-
dzial (—8;0) jest zbiorem rozwigzai nieréwnosci 2 < m?

Dla jakich wartosci parametru m wykresy funkcji f(z) =
maja dokladnie jeden punkt wspélny?

(z)

= mx

Dla jakich wartosci parametru m wykresy funkcji f i g nie maja punktéw
wspoélnych?

a) fz) =
b) f(z) =
Dla jakich wartosci parametru k réwnanie ma dwa rozwiazania ujemne?

a) (k+1)2* —2kz=k—1 b) (k—1)2* - (2k—1)z+k—-2=0

, g(w) =
, g(x)

—mx

m—1)x

m
x
m
x

= ma L g@)=a+m

xT

Dla jakich wartosci parametru k dziedzina funkcji:
f(x)=/(k—1)22 +2(2k — 1)z + 5k — 1
jest zbior liczb rzeczywistych?

Dla jakich wartosci parametru m dane proste sa réwnolegle, a dla jakich
prostopadle7

B y= —To 43 i y=1

X
m+2

r—>5 1 y=

b)y=1—7
Dla jakich wartosci parametru m nieréwnosé¢ jest prawdziwa dla kazdego

r € R?

) mx+ 2
2 +1

322 -2z +1
—224+mzx—1

* (m—3)z+3

242 > =2

>0 b) <0 c)

a
b

~

réwnolegte dla m = %, prostopadte dla m = —1
nigdy nie sg rownolegte, prostopadte dla m =01 dla m =2

~—~

a)z24+1>0dlameR, mz+2>0dlam=0
b) 322 — 2z 4+ 1 > 0 dla m € R, poniewaz A = —8 < 0.
—z?4+ma—1 < 0 dla dowolnego z, gdy A < 0, czyli A = m*—4 < 0dlam € (—2;2).

—2z24(m—1)z—1
D E—— > 0.

—z? 4+ z — 2 < 0 dla dowolnego x, poniewaz A = —7 < 0.

= &

¢) Nieréwno$é mozna zapisaé w postaci:

Zatem dla dowolnego 2 musi byé spetniony warunek: —2x2 4 (m
A=m’-2m—-7<0dlame (1-2v2;1+2V2)

—lz—-1<0.

10.

11.

12.

13.
14.
15.

16.

17.

a)z=1

b) z =3

a) r =3

b) sprzeczne
Y= o7 +2
a) [—1, 3]
b) 2, -5]

m
m

a) m € R\ {0}

b) nie ma takich m

c) m € [0;1]

d) m € (—6;2)
a) Réwnanie ma dwa rozwig-
zania ujemne x1 i T2, gdy
k#—-1,A >0, ziz2 >0
oraz xr1 + x2 < 0.

A =4k + 4k —1)(k+1) =

=8k’ —4>0dla

ke —oo;—g)u 72,00)
x1x2=7%>0
(k=1)(k+1) <0

ke (-1;1)
$1+$2=k2—Jf1<0
2k(k+1) <0

ke (—1;0)

Uwzgledniamy wszystkie
warunki i otrzymujemy
(o

b) k € (%; 1)

Dy =R, gdy k—1> 0, czyli
k> 1 oraz A < 0.

4(2k—1)2—4(k—1)(5k—1) <0
(2k—1)>—(k—1)(5k—1) <0
—k*+2k <0

k(k—2) >0

k € (—o0;0] U [2;00) > 0 oraz
k > 1, zatem k € [2; 00)
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. n — liczba ulotek

t — czas w minutach kopiowa-
nia n ulotek przez obie kopiar-
ki jednoczeénie, t > 0

3t — czas kopiowania n ulotek
przez I kopiarke

t + 4 — czas kopiowania n ulo-
tek przez II kopiarke

Woéwczas:

Tt =%/n
T+ =1/ 3tt+4)
t+443t=3t+12

t = 8 [min]
.20hi30h

. t — czas w minutach napet-
niania zbiornika I rura

t + 11 — czas w minutach
napelniania zbiornika II rura
$+ oty = 35 /- 30t(t +11)
30(t + 11) + 30t = ¢(t + 11)
t* — 49t — 330 =0

A =612
t =28 <0
o = 49;61 — 55

Napetlnienie zbiornika I rurg,
zajmie 55 minut.

. t; — czas napelnienia basenu
przez i-ty kran
Otrzymujemy uktad réwnan:

1 1 _
wtn T

1 1 _
t2+t3_

- gl e

1 11

R T
Dodajemy réwnania stronami
i otrzymujemy:

1 1 1
2(R+L+2)=

NI

Zatem trzy krany odkrecone
jednoczesnie napelnia basen
w ciggu 8 godzin.

. 60 km/h

.4h

B 168 3. Funkcje wymierne

&

Zadania z kontekstem realistycznym
1.

Dwie kopiarki o r6znej wydajnosci, pracujac jednoczesnie, skopiowaty pew-
na liczbe ulotek. Skopiowanie tylu ulotek zajeloby pierwszej z nich trzy
razy wiecej czasu, a drugiej — o 4 minuty wiecej. Jak dlugo trwato kopio-
wanie ulotek?

Dwoéch egzaminatoréw, pracujac jednoczesnie, sprawdzilo wszystkie testy
w ciggu 12 godzin. Gdyby najpierw pierwszy egzaminator sprawdzil po-
towe testéw, a potem drugi — pozostala czesé, praca zajetaby im 25 godzin.
Ile czasu zajeloby samodzielne sprawdzanie wszystkich testéw kazdemu
z egzaminatoréw?

Zbiornik mozna napelni¢ woda z dwéch rur jednocze$nie w ciagu pot go-
dziny. Napelnianie zbiornika jedng z tych rur trwa o 11 minut dtuzej niz
napelnianie druga rura. Ile czasu zajmie napelnianie zbiornika wylacznie
druga rura?

4* Woda do basenu moze wplywaé z trzech kranéw. Jezeli odkrecimy jedno-

czed$nie krany pierwszy i drugi, to napelnimy basen w ciagu 9 godzin, jezeli
odkrecimy krany drugi i trzeci — w ciagu 12 godzin, a jezeli krany pierwszy
i trzeci — w ciggu 18 godzin. W jakim czasie napelnimy ten basen, jesli
odkrecimy jednoczesnie wszystkie trzy krany?

Jeden z pasazeréw spoznil sie na autobus jadacy na lotnisko odlegte o 20 km
i wsiadl do takséwki 5 minut po odjezdzie autobusu. Autobus i takséwka
dojechaly na lotnisko jednoczeénie. 7 jaka predkoscig jechal autobus, jesli
wiadomo, ze autobus i taksowka jechaly ze stalymi predkosciami, a pred-
kos¢ takséwki byla o 20 km/h wieksza od predkosci autobusu?

Odleglo$é kolejowa miedzy miastami A i B wynosi 210 km, a odleglosé
drogowa miedzy nimi jest réwna 175 km. Pociag wyjechal z miasta A do
miasta B o godzine pdzniej niz autobus. Oba pojazdy poruszaly sie ze
stalymi predkosciami. Pociag przebyt cala trase z predkoscia o 40 km/h
wieksza, niz wynosita predkosé¢ autobusu, i dotart do miasta B 10 minut
wezesniej. Oblicz predkosé kazdego z pojazdow.

Ze stacji A i B wyjechaly jednocze$nie naprzeciw siebie pociagi osobowy
i pospieszny. Pociag pospieszny przyjechal na stacje B o 2 godziny wczes-
niej niz pociag osobowy na stacje A. Jak dlugo jechal pociag osobowy, jesli
obydwa pociagi jechaly ze stala predkoscia i spotkaly sie po 80 minutach
od chwili wyjazdu?

. v — predkosé¢ autobusu w km/h

v + 40 — predkosé¢ pociagu w km/h
Czas jazdy autobusu byl dtuzszy o % h od czasu jazdy pociagu.
L= Fn 5 [6v(v+40)
175 - 6(v + 40) = 210 - 6v + Tv(v + 40)
10500 4 42000 = 1260v + 7v> + 280v
Tv? 4 490v — 42000 =0 /: 7
v? + 70v — 6000 = 0
A = 70% 4+ 4 - 6000 = 28900, VA = 170
v >0, wiec v = =0 = 50, v + 40 = 90
Zatem pociag jechal z predkoscia 90 km/h, a autobus z predkoscia 50 km/h.




w Sposéb na zadanie

Przyktad
ey, ., 20 —2
Rozwiaz nieréwnosé

T
r—3

< 1, gdzie x # 3.

Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

1 sposdb
Rozpatrujemy dwa przypadki ze wzgledu na znak mianownika.
1° 2—3<0, czyli ® € (—o0;3) 2° £ —3>0, czyli z € (3;00)
Tr <1/ -9 221/ @3
Zmieniamy zwrot nieréwnosci. Nie zmieniamy zwrotu nieréwnosci.
20 —2>2x—3 2r —2<x—3
z>—1 < -1
Zatem x € (—1;3). Sprzecznoéé z zatozeniem.
Nieréwno$é x:; < 1 jest prawdziwa dla = € (—1;3).
II sposéb
Mnozymy obie strony nieréwnosci przez kwadrat mianownika utamka.
2221/ (2-3)° (@—3)2>0

2z —2)(z—3) < (x — 3)?
2z —2)(z—3)—(x—3)*<0
(r—3)((2—2)—(x—3)) <0 £ /e +
(x—=3)(z+1)<0 - X

2z

Nieréwnosé
III sposéb
Postepujemy nastepujaco:

_32 < 1 jest prawdziwa dla z € (—1;3).

T —

2 —2
r—3
222 _1<0
r—3
2z—-2 z-3
xr—3 r—3

x+1
3 <0

Wykorzystujemy fakt, ze iloraz i iloczyn maja ten sam znak, i rozwiazujemy
nieréwnosé (x — 3)(xz + 1) < 0, tak jak w II sposobie.

<1

<0

., ;. 2x
Nieréwnosé

732 < 1 jest prawdziwa dla z € (—1;3).

-
Odpowiedz: = € (—1;3)
=» Zadania 4, 9, str. 174

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 3

Generator

testéw i sprawdzianow
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2. Funkcja f(z) = ;45 rosnie

w kazdym z przedzialéw
(—00;—=2)i(—2;00)dlaa < 0.

3. Asymptota pionowa wykresu
funkcji f jest prosta x = 2,

wiec b= —2.
Dla a = 3 mamy f(5) > 0,
zatem a = —3.

5. a(n+1) _ n-2

n-2 [/ (n+t2)
n+2 = n-1

n—+1

_ (n=2)(n+2) _ n2-4
~ (n-1)(n+1) T nZ2-1

6. z e R\ {-3,—-1}
(z+2)(z+1) = (z+3)(x+4)
22 +3x+2=2%+Tc+12
—4z =10

— _5
T=—3

B 170 3. Funkcje wymierne

w Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-10, 13.2 i 15.2 wybierz wlasciwa odpowiedz sposrdéd podanych.

Zadanie 1 (0-1)

Liczba 3 jest miejscem zerowym funkeji f(x) = ;—_‘; + ¢ dla
A p=-3,¢q=0 C.p=4,q9g=-3
B.p=2¢g=-1 D.p=1,qg=2

Zadanie 2 (0-1)

Funkcja rosnaca w kazdym z przedzialéw (—oo; —2) i (—2;00) jest funkcja

_1-2 6 _ 23 245
A @) =22 B = @ =22 Do) =28
Zadanie 3 (0-1)
Miejsce zerowe funkcji f(z) = 45 +1, ktérej Yo
wykres przedstawiono na rysunku obok, jest |
rowne 5. Zatem /
A.ag=2ib=2 C.a=3ib=-2 /
B.a=-2ib=2 D.a=-3ib=-2 . 1
Zadanie 4 (0-1) _
Punkty P(1,2) i Q(3,4) naleza do wykresu o 1 X
funkcji
Af@) =1 C fla)=—2+1 /
: z—2 : 4 I
-3 2 I
B. f(x)—w72+1 D. f(a:)_x+3 ’
Zadanie 5 (0-1)
Jedli 4t — =2 — 0, to
_ (n-2)(n+1) _ (n+2)(n-1) _ n%44 _n?-4
A a= (n+2)(n—-1) B.a= (n—=2)(n+1) C a_n2+1 LD T n2-1
Zadanie 6 (0-1)
Rozwiazaniem réwnania ££2 = ££3 jest liczba
A I B. 3 c. 3 D. 1
Zadanie 7 (0-1)
Liczby —5 i 1 sa rozwiazaniami réwnania
8—8x . 6x+30
A. — = 3 C. = =x+5
2—6x . r+5
w31 7 3 D. m+1—x—|—5
7. A. Liczba 1 nie nalezy do dziedziny wyrazenia 83;81””.

B. Liczba —5 jest rozwigzaniem réwnania, gdyz:
2-6.(=5) _ _5_3

51
32 _
Z ==
—8=-8
Liczba 1 jest rozwigzaniem réwnania, gdyz:
2-6-1 _
1+1 — 1-3
—4
2 =2
—2=-2




w Przed obowigzkowa matura z matematyki

Zadanie 8 (0-1) Y
Wykresy funkcji f(z) = ¢ i g(x) = bz przeci- ¥
naja sie w punktach P(3,1) i Q(—3,—1) (rysu-
nek obok). Wynika stad, ze a 4+ b jest r6wne B L4 :\
A. —22 B. 0 C. 3% D.6 —— 0|1 X
G
Zadanie 9 (0-1)
Jednym z rozwiazan réwnania £ = 2 jest \
A. 255 B. 2=yl C. =13 D. 3=Y17
Zadanie 10 (0-1)
%z73 _

Liczba a jest rozwigzaniem réwnania 2—- = 0, a liczba b jest rozwigzaniem
3
r—2 _

z—3

0. Suma liczb a i b jest réwna

B. 52 C. 51 D. 5

réwnania

A. 55

Zadanie 11 (0-1)
Dane sg dwa wyrazenia wymierne F' i G okreslone dla x € R\ {-3,-2,2,3}.

244z +4 26249
F:x—l;ac—}— ’ G:x 2:U+
x4 —4 T4 —9

Dokoncz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
odpowiedz 1., 2. albo 3.

Tloczyn F' - G jest réwny

2
+5x—6
x2—x—6 1. 3327
A. m, x* +5xr+6
ailoraz L jest réwn 225246
2 n 6 G Y 2. 22 4+5x+6"
B. 5 ——, 22 + 5046
6 —_.
SR 3. 2 —-5x+6

Zadanie 12 (0-1)
Dane jest réwnanie |z + v/2| = 2v/2.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jedli jest falszywe.

Wszystkie rozwiazania tego réwnania

sg liczbami niewymiernymi.

nalezg do przedziatu (—2;2).
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8.

10.

11.

f(8) =% =1, wieca = 3.
Z wykresu funkcji g odczy-
tujemy jej wspotczynnik

kierunkowy: b = %

.z eR\{-1,0)}

z(zx—1)=2(xz+1)
22—z =2x+2
2’ —3z-2=0
A=94+8=17=0

VA =17
x1—37217,x2 3+2\ﬁ
253
S =0,c#2
2 _
5.’17—3—
x:g—a
%172 O 3
:1/-73 - 7‘,'1:#
3
xz%zb
a+b:%+%:27g8:
_ 3 _ 5
=% =5%
_ (=422 242
= (z+2)(z—2) — ::CCTQ
_ _(@=3)% _ z-3
G = 3@ = =13

12. Rozwiazania réwnania:

T=-3V2, =2



132.P.Q =
_ —x—4 . z(z—3)
— (z+3)(z-3) z—4
_ —z2-4x
— (@+3)(z—9)
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Zadanie 13
Dane sa dwa wyrazenia wymierne P i ) okreslone dla x € R\ {-3,3,4}.

+4 z2 -3z
P: e =
9—g2’ Q z—4

Zadanie 13.1 (0-1)
Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Dla xz = —% oba wyrazenia przyjmuja wartosci dodatnie. P F

Dla z = % oba wyrazenia przyjmuja wartosci ujemne. P F

Zadanie 13.2 (0-1)

Iloczyn wyrazen P i Q zapisano w postaci (xf;%, gdzie k jest liczba rze-
czywista. Wynika stad, ze
A.k=-6 B. k=—-4 C.k=4 D. k=6

Zadanie 14 (0-2)
Dokoinicz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-
mane zdanie bylo prawdziwe.

Dla argumentu réwnego —2 wartosé réwna —1 przyjmuje funkcja

_2z-—-1 _ —3z+2 _ —2x-—-1
A f(z)= z—3 C. f(x) = z+4 E. f(z)= —2z43
+4 —3r—-1 -4
B. f(x):;wz D. f(z) = QIx—5 F. f(@:—zix—?
Zadanie 15
Dana jest funkcja f(z) = g;fz, gdzie z € R\ {V2}.

Zadanie 15.1 (0-2)

Whpisz obok rozpoczetych zdan w tabeli ponizej wlasciwe odpowiedzi wybrane
sposéréd A-E.
Funkcja f dla 2 = v/2 — 1 przyjmuje warto$é¢ réwna D
Funkcja f dla 2 = v/2 + 1 przyjmuje warto$é¢ réwna A

A —1-2 B. —2+2 C. 2V2 D.1-+2 E. 2+ 2

Zadanie 15.2 (0-1)
Wykres funkgji f przecina osie ukladu wspoétrzednych w punktach (a,0) 1 (0,b).
Iloczyn ab jest rowny

A = B. -2 C. 2 D. 2,2
15, f(z) = 122
15.2. f(a) = 1;\/\/55& =0dlaa= \/57f(0)__i2
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Zadanie 16 (0-2)
Dana jest funkcja f(x) = 2, gdzie x € R\ {0}. Do jej wykresu nalezy punkt
(2v/5 — 3,2v/5 + 3). Oblicz a.

Zadanie 17 (0-2)
Rozwiaz réwnanie |z — 1 + \/§| =+3-1.

Zadanie 18 Y|
Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- | .
. 3 1
cji f(z) =5, +0. \
=

Zadanie 18.1 (0-2)
Oblicz najmniejsza wartos$é funkeji f w prze-
dziale [1 6].
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Zadanie 18.2 (0-2)
Rozwiaz réwnanie f(z) = .

[ =
>

Zadanie 19 (0-2)

P : T —
ROZWIE%Z rownanie V2e—4  z-2v2°

(0] Zadanie 20 (0-3)
Uzasadnij, ze do wykresu funkeji f(z) = 241 nalezy dokladnie sze$¢ punktéw
o obu wspoétrzednych catkowitych.

Zadanie 21 (0-4)

Dane sa dwa prostokaty: jeden o bokach z em i (z+4) cm oraz drugi o bokach
(z4+4) cm i (2z+2) cm. Stosunek dlugosci krétszego boku do dluzszego boku
dla obu prostokatéow jest taki sam. Oblicz sume p6l tych prostokatow.

Zadanie 22 (0-4)

Pierwsza potowe trasy pociag przebyt z predkoscia v, a druga potowe — z pred-
koscig dwa razy mniejszg. Cala trasa ma dlugo$é 140 km. Wyznacz wzdr opi-
sujacy zaleznos¢ miedzy czasem t, w jakim pociag przebyl calg trase, a pred-
koscia v. Oblicz t dla v = 120 km/h.

Zadanie 23 (0-4)

Kajakarz plynie po stojacej wodzie z predkoscig 10 km/h. Gdy plynal z pra-
dem rzeki, pokonal trase o 50% dluzsza, niz bylby w stanie pokonaé¢ w tym
samym czasie, gdyby plynat pod prad. Oblicz predkosé pradu rzeki.

22, 4(v) =T 4 1L = 210 45

v %v

__ 210 __ 145
t(120) = 50 — 1@
t=1h 45 min

23. Oznaczmy przez v predkosé pradu rzeki. Wowczas:
10 + v = 1,5(10 — v)
10+v=15-150
25v=>5
v=2km/h
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16. 52— =2v5+3

— (25— 3)(2v5+3) =
4.5—-9=11

17.2=0,2=2—2V3

I =

18. Prosta x = 2 jest asymptota,
pozioma funkcji f, zatem
b=2.

18.1. Funkcja f maleje w prze-

dziale [%, 6], zatem jej naj-

mniejsza warto$¢ w tym
przedziale jest rowna:
f(6) =35 +2=23

18.2.x:17@,x=1+@

19. 2 =2

20. Do wykresu funkcji f nalezy
tyle punktéw o obu wspdél-
rzednych catkowitych, ile
liczba 4 ma dzielnikéw
catkowitych.
Dzielniki catkowite liczby 4:
—4, -2, -1,1, 2, 4.

21. z € (—1,00)
Przypadek 1.

Krétszy bok drugiego prosto-
kata ma dlugos¢ 2z + 2.

Wowecezas:
43 _ 2xz+42
T+4 — at4
r=2x+2
r=—-2

Sprzeczne z zalozeniem.

Przypadek 2.

Krétszy bok drugiego prosto-
kata ma dtugo$é¢ = + 4.
Wéwczas:

x _ x+4
z+4 — 2z+2

z(2z + 2) = (z + 4)?
2% 4+ 22 = 2% + 8z + 16
2?2 —6r—16=0
A =36+ 64 =100
x=—-2lubz=28
Zalozenie spelnia tylko z = 8.
Suma poél prostokatéw:
8-12+12-18=12-26 =
= 312 [em?]




Odpowiedzi do zadan

1

10.

ol 8

$ciami bokoéw prostokata

6x—232
’5_4 )
2l =4 50-22>0
— 4

T=73

Ob = 2(6z + 5z) = 291

2 _ 2(vV5+1)
VE-1  (V5-1)(VE+1)
_ 2(\/5+1) _ 1+V5

— 2

o=,z c [$:4]
. A=1[0;3] U (4; c0)

B=(-22)
A\ B = [2;3] U (4;00)

2

flz) =2 —m
Funkcja f jest rosnaca w kaz-
dym z danych przedzialéw,

gdy 3 —m? <0, czyli dla

m € (—00; —v/3) U (V/3;

.z e R\ {-3}
Asymptota pozioma jest pro-

. Niech 6z,5z > 0 beda dlugo-

Pr.

o a8 52 % lub = # %
>+ —-1=0
T = —71;\/5
Pokazemy, ze % = 1+2\/g.

sta y = —2, zatem a = —2.
—2~%+b:0, czyli b= 1.

_ 2x+1
f(l')— x+3
—2z 41 1
zF35 STt3
_(2z-1) 3z+1
z+3 <0

(21 1) 3+1
=13 +===2>0

6z —3+ (3z+1)(z+3)
3z +9 >0

Sxxj;é(ix 20

z(x+3F)(=+3)=0
z € [-3;-3) U[0;00)
70 km/h i 90 km/h

w Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (0-2)

Stosunek dtugoséci bokéw prostokata P; jest rowny 6: 5. Jesli kazdy bok tego
prostokata skrécimy o 2%, to otrzymamy prostokat P,, w ktérym stosunek
bokéw jest rowny 4: 3. Oblicz obwdd prostokata P;.

@ Zadanie 2 (0-3)

Liczba z, jest dodatnim pierwiastkiem réwnania 5-*- = 5- Udowodnij, ze

1 Sx
prostokat o bokach x; i 1 jest podobny do prostokata o bokach 1i 1+—2‘f

Zadanie 3 (0-4)
Liczba x( jest miejscem zerowym funkeji f(z) = 2; — 3. Rozwiaz réwnanie
|z — @o| + o — | =1.

Zadanie 4 (0-3) = Przyktad, str. 169

Liczba a jest najmniejsza, a liczba b najwicksza liczba naturalna spelniajaca
27 +()6
z+3

< 14. Wyznacz iloraz 3.

nieréwnosé

Zadanie 5 (0-5)

Zbiér A jest zbiorem rozwiagzan nieréwnoéci £ —a”—6r

—2x -8
rozwiazan nieréwnosci fiii < 0. Wyznacz ZblOl" A\ B.

> 0, a zbiér B — zbiorem

Zadanie 6 (0-3)

Dana jest funkcja homograficzna f(z) = 2£=3. Dla jakich wartosci parame-
tru m funkcja ta jest rosnaca w kazdym z przedzialéw: (—oo;m) i (m;o00)?
Zadanie 7 (0-5)

Wykres funkcji g jest symetryczny wzgledem prostej x = —1 do wykresu
funkeji f(z) = 12=2%. Rozwiaz nieréwnosé f(z) — g(x) > 0.

Zadanie 8 (0-4)

Naszkicuj wykresy funkcji f(z) = %2 oraz g(z) = \?E:;I
Zadanie 9 (0-4) = Przyktad, str. 169
Miejsce zerowe funkcji homograficznej f(x) = %L jest réwne 3, a asymp-

tota pozioma wykresu tej funkcji przechodzi przez punkt (2, —2). Rozwiaz
nier6wnosé f(z) < x4+ 5.

Zadanie 10 (0-3)

Z miasta A do oddalonego o 550 km miasta B wyruszyl samochdd jadacy
z predkoscia v km/h. Godzing pdzniej z miasta B ta sama droga wyruszyl
samoch6d do miasta A z predkoscig o 20 km /h wieksza. Samochody te minety
sie w odleglosci 280 km od miasta A. Oblicz predkosci obu samochodéw.

—1gdy f(z) <0

Yy

=

B 174 3. Funkcje wymierne

f@) =35 -2 8. f(*) = e = 75 Dr =R\ {2,3} [ 1edy f(z) >0
Rozwiazanie graficzne: % I ) =
- |
/ \ \\
- @) X = —— =
i ~J — i S \
’ \
/ \
f(x) 2 g(z) dla z € (=4; —1] U (2;00)






