4 Trygonometria

Jedng z funkcji trygonometrycznych omawianych w tym
rozdziale jest funkcja sinus — stowo to po tacinie oznacza

zagiecie, zatoke. Jesli znamy wartosé sinusa kata o (w skré- a

cie sin o) oraz dlugosé przeciwprostokatnej ¢ tréjkata pro-
stokatnego, mozemy obliczy¢ dlugosé przyprostokatnej a A a
(rysunek obok), korzystajac z réwnosci a = csin a. b

Na przyktad, chcac sie dowiedzieé, na jaka wysokosé siegnie drabina strazacka
o dtugosci 40 m podniesiona pod katem 65°, wykonujemy mnozenie 40-sin 65°.
Poniewaz sin 65° =~ 0,9, wiec wysokos¢ ta jest réwna okoto 36 m.
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Uczen:

— podaje twierdzenie Pitagorasa
i twierdzenie odwrotne do
twierdzenia Pitagorasa oraz
wzory na dlugo$é przekatne;j
kwadratu i wysokos¢ tréjkata
réwnobocznego,

— stosuje twierdzenie Pitago-
rasa do wyznaczania dtugosci
odcinkéw w tréjkatach
prostokatnych,

— korzystajac z twierdzenia
Pitagorasa, wyprowadza
zaleznosci ogdlne, np.
dotyczace dlugosci przekatnej
kwadratu i wysokosci tréjkata
réwnobocznego,

— przeprowadza dowody twier-
dzenia Pitagorasa i twierdze-
nia odwrotnego do twierdze-
nia Pitagorasa.

Komentarz

Warto poleci¢ uczniom, aby
zapisali réwnanie wynikajace
z twierdzenia Pitagorasa

dla tréjkata o przyprosto-
katnych k i [ oraz przeciw-
prostokatnej m — dzieki temu
uczniowie 0swojq sie z innymi
oznaczeniami.

Cwiczenie 1
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4.1. Trojkaty prostokatne

Twierdzenie Pitagorasa

Suma kwadratéw dlugosci przyprostokatnych tréjkata
prostokatnego jest rowna kwadratowi dtugosci przeciw- c b

prostokatnej:
a’®+b%>=c? a

Istnieje wiele dowodoéw tego twierdzenia. W ponizszym dowodzie korzystamy
z wlasnoéci podobienstwa trojkatow.

Dowéd

Rozpatrzmy tréojkat prostokatny ABC o przyprostokatnych a i b oraz przeciw-
prostokatnej c. Prowadzimy w nim wysoko$é CD (rysunek ponizej). Na pod-
stawie cechy KKK stwierdzamy, ze tréjkaty CBD, ACD i ABC' sa podobne.
Z podobienstwa tréjkatéw ABC i CBD otrzymujemy:

a_ 2z B
@ —ca b DG

Z podobienstwa tréjkatéw ABC i ACD °

otrzymujemy: Y “
b_y @
c b 7 3
b =cy A b C

Zatem a® + b* = cx + cy = c(x + y), ale x + y = ¢, czyli a® + b* = ¢°.

Cwiczenie 1
Oblicz dlugosé przeciwprostokatnej tréjkata prostokatnego o przyprostokat-
nych a i b.

a) a=30,b=40 c) a=2v2—-1,b=2V2+1 e) a=0b=2V2
b) a=+5,b=2 d)a=v5-V3,b=V5+3 fa=7=2
Cwiczenie 2
Oblicz .
a) G b) T
S N e
6 x 3 y

Cwiczenie 2
a) h? = (2V13)? - 6° b) y*> = (V61)> — 5° = 36

h? = (VA1)? — 22 y=6

52 — 36 = 41 — 2? 2? = (3+y)* + 5% = 106

=1 z = /106



Aby sprawdzié, czy dany trojkat jest prostokatny, mozna wykorzystaé¢ ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli suma kwadratow dtugosci dwoch bokoéw trojkata jest rowna kwa-
dratowi dtugosci trzeciego boku, to tréjkat ten jest prostokatny.

Dowéd Komentarz

Rozpatrzmy tréjkat T o bokach dlugosci a, b, ¢ takich, ze a® + b% = ¢, oraz Podczas wspdlnej analizy

tréjkat prostokatny T o przyprostokatnych dlugoséci a i b. dovodiwamioipelcaiciicanon
. .. e 5 . K ik i wykonanie odpowiednich

7 twierdzenia Pitagorasa wynika, ze przeciwprostokatna c; tréjkata T spelnia el peTeEeTeh,

warunek ¢ = a? 4 b?. Zatem ¢, = c.

Oznacza to, ze trojkaty 11 17 sa przystajace na podstawie cechy BBB. Zatem

trojkat T jest trojkatem prostokatnym.

Cwiczenie 3 Cwiczenie 3

Sprawdz, czy tréjkat o podanych bokach jest tréjkatem prostokatnym. a), b), d) jest
c) nie jest

a) 3,4,5 b) 6, 8, 10 ¢) 5,9, 11 d) 2,4, 2V5

Szczegdlne znaczenie ma trojkat prostokatny bedacy polowa kwadratu, czyli
trojkat o katach 45°, 45°, 90°.

D C
| Przekatna kwadratu o boku dlugosci a jest réwna a+/2. &%
N a
Cwiczenie 4 A 4 4 B Cwiczenie 4
@ a) Uzasadnij podane wyzej twierdzenie. a) Na mocy twierdzenia Pitago-

2 2 2
rasa: d° = a” + a“, zatem

b) Oblicz obwdd tréjkata prostokatnego réwnoramiennego, ktérego pole jest d=ay3

¢ 2 2.
rowne 72 cm b) 12(2 + \/5) em

Drugi wazny trojkat prostokatny to trojkat bedacy polowa tréjkata rowno-
bocznego, czyli tréjkat o katach 30°, 60°, 90°.
C

Wysokosé trojkata réwnobocznego o boku dlugosci a

-
ost 16 a3
jest rowna ——. a a

Cwiczenie 5
1 1
@ a) Uzasadnij podane wyzej twierdzenie. A Ja D ja B
b) Oblicz obwdd tréjkata réwnobocznego, ktérego wysokosé jest réwna 6 cm.

Cwiczenie 5
a) Na mocy twierdzenia Pitagorasa:
2_ 2 1.2
h®=a" - za

V3

zatem h = a*3>.

b) 12v/3 cm
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Cwiczenie 6
a) 2(V2+1)
b) 6(v/2 +2)
c) 8(vV2+1)
Cwiczenie 7
a) 3v2+ 6
b) 2(+/3 + 3)
c) 3(vV3+1)

Odpowiedzi do zadan

1. Niech a bedzie dtugoscia
przyprostokatne;j.

a
: Dtugosci bokow tréjkata:
a, a, a2
2a + av/2 = 6(1 +V/2)
a=3V2
Pole: P = %a2 =9
b) Zachodzi réwnanie:
a2 =a+ 2(\/5 —1)
a(v2-1)=2(+2-1)
@ =72
Pole: P = %az =2
c) Srodkowa jest przeciw-
prostokatna tréjkata prosto-
katnego o przyprostokatnych

ai gz, zatem:
a? + (%)2 =45
@a:élx/g
a=38

Pole: P = %az =32
2. Jest to tréjkat o katach
ostrych 30° i 60°, stad:
zV3—x =12 — 43,
czyli & = 44/3.
Zatem P = %a:Q\/?; = 244/3.
3. a) W3 = 2\/6, czyli h = 2v/2
z=nh=2V2
y=xv2=4
b) y =42
r+4=4V3
z=4(/3-1)
5. Dtugos¢ krétszej przyprosto-
katnej: 6v/3
Niech z,y > 0 beda dlugo-

$ciami srodkowych. Wéwczas:
(6v3)" + 9% = 22

z =32
(3v3)" + 182 = 42
y =339
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Cwiczenie 6
Oblicz obwdd tréjkata ABC.

a) C b) C c) C
N N
A B A 6 B A B

Cwiczenie 7
Oblicz obwdd trojkata ABC.

a) C b) C c) C
2v/2 4
NG
&
A B A B A 3 B

Zadania

1.

Oblicz pole trojkata prostokatnego réwnoramiennego, ktorego:

a) obwéd jest réwny 6(1 + v/2),

b) przeciwprostokatna jest o 2(y/2 — 1) dtuzsza od przyprostokatnej,

¢) $rodkowa poprowadzona na przyprostokatna ma diugoséé 44/5.
Roéznica dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego jest réowna
12 — 44/3. Jeden z katéw ostrych tego tréjkata jest dwa razy wickszy od
drugiego kata. Oblicz pole tego tréjkata.

Oblicz z i y.
a) b)
°0|60°
Y45 . Y
. 30° 45°
T 26 T 4

a) Najdtuzszy bok tréjkata réwnoramiennego ma dtugoéé 8v/3 cm, a jeden
z jego katow ma miare 120°. Oblicz obwdd tego tréjkata.

b) Katy ostre tréjkata maja miary 30° i 45°, a wysoko$é opuszczona na
najdtuzszy bok jest rowna 3 cm. Oblicz obwdd tego trdjkata.

Jeden z katow ostrych tréjkata prostokatnego ma miare 60°, a dluzsza
przyprostokatna ma dlugos$é 18. Oblicz dlugoéci srodkowych poprowadzo-
nych z wierzchotkow katéw ostrych tego tréjkata.

. a) Przyjmijmy oznaczenia jak na b) Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
rysunku.
c b
R Ve
30 2\ (45
d a
a a
7 a=3cm, b=av2=3V2cm,
2a = 8v/3 cm oraz a = b3, c:2-3=6[cm],d=c§:3\/§cm
zatem:

b=2a=8cm Ob=3(3+V2+V3) em
Ob =2a+2b=8(2++/3) cm



6. Oblicz obwdd tréjkata ABC.

a) C b) ¢ c)
300 B C
D
© T 6—z T . T
a
A T B A A r+1 B

7. a) Oblicz wysoko$é rombu o kacie ostrym 60° i obwodzie 32v/3 cm.

b) Oblicz obwéd rombu o kacie ostrym 45° i wysokoéci 104/2 cm. D
8. Dany jest trojkat ABC, w ktérym |AB| = 4v/3 cm, 5
|AC| = |BC| = 4 cm. Punkt P jest $rodkiem od-
cinka AB. Oblicz wysokosci tréjkata APC.
9. Kroétsza przekatna trapezu BCDEFE na rysunku obok 45°\ /] /]
ma dtugoéé 11/41. Oblicz obwéd tréjkata ACD. A 25 B C
10. Pole trojkata BCD przedstawionego na rysunku ¢
obok jest réwne 8v/3. Oblicz obwéd tréjkata ABD. D
11. Jeden z katéw ostrych trdjkata prostokatnego jest 307
dwa razy wiekszy od drugiego kata, a suma dlugo- 60°

Sci przeciwprostokatnej i dtuzszej przyprostokatnej A B
jest réwna 6(2 4 v/3). Oblicz pole tego tréjkata.
12. Wysokosé tréjkata ABC opuszczona z wierzchotka C' ma dlugosé 4. Oblicz
obwdd tego trojkata.

a) C b) ¢
2,
1 1 Y7y
T A 10 — A
A 10 B r A 3 B

13. a) Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych dtugoéei 6 cmi 8 cm.
Oblicz dtugoéci srodkowych poprowadzonych z wierzchotkéw katéw ostrych

tego trojkata.

b) Jeden z katéw ostrych tréjkata prostokatnego ma miare 60°, a jego
przeciwprostokatna ma dlugo$¢ 12 cm. Oblicz dlugosci srodkowych po-
prowadzonych z wierzchotkow katéw ostrych tego tréjkata.

12. a) |AC|? = 2® + 16
|BC|? = (10 — x)* 4 16
|AC|* +|BC|* = |AB|?
22— 10z +16=0, 0<z <5
@B=2
Ob = 2v/5 + 4v/5 +10 = 2(5 + 3/5)
b) 16 4+ (z +3)° =52, >0
(x+3)*=36 A E B
|AB| = 6+/3 cm, |AC| = 6 cm

IBD| = 1/ (6v/3)” + 32 = 3V/T3 [cm]

ICE| = /62 + (3v/3)” = 3V/7 [cm]

13. a) V73 cm, 2v/13 cm

b) C
S

=3
|AC| =5
Ob = 84 2V/13 = 2(4 + V/13)

6.

10.

11.

a) z4+2=1xv2

z=2v2+2

Ob =2 (3v2+4)

b) z =2(6 — )

=4

Ob=2(v/3+3)

) z+1=x3
— V341

1= 2

Ob=2v3+3

. a) 12 cm

b) 80 cm

. |PC|=2cm

|PA| = 2v/3 cm
|PQ| = /3 cm

. |BC| = /JECE — |BE[ = 2

Ob =452+ 2)
|BD| = |CD|V3
2

8v3=3|BD|-|CD| = 2T
|BD| = 4v/3, |AB| = 83,
|AD| =12
Ob=424+8/2+12 =

=12(1 +/3)

Jest to tréjkat o katach
ostrych 30° i 60°.
C
a
5 30°
A B

Jezeli |[AC| = a, to
|CB| = 2a, |AB| = a\/3.
7 warunkow zadania:
a(v3+2) =6(2+ V3)
a=06
P:%-a-a\/§=18\/§
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14. Niech z,y > 0 beda przypro-  14. a) Obwod trdjkata prostokatnego jest réwny 30 cm, a jego najdluzszy bok
stokatnymi trojkata. ma dlugosé 13 cm. Oblicz dhugosci pozostatych bokow tego trojkata.
a) x +y + 13 = 30,
czyiy=17— =z
24+ (17-12)* =132
z=>51ubx =12

b) Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego ma dlugo$é 2 cm. Diugosé
jednej z przyprostokatnych jest $rednig arytmetyczng dtugosci przeciw-
prostokatnej i drugiej przyprostokatnej. Oblicz obwod tego trdjkata.

Przyprostokatne trojkata: 15. Obwdd rombu jest réwny 44/41 cm, a jedna z jego przekatnych jest o 2 cm
5 cm, 12 cm dhuzsza od drugiej. Oblicz dtugoéci tych przekatnych.
b _ z+2
Jy= <I+2)2 16* Przyprostokatne trojkata prostokatne-
a® + - =4 go maja dlugosci 8 cm i 15 cm. Boki
z=12 tréjkata sa S$rednicami poédlokregdéw a ¢
y=16 wyznaczajacych ksiezyce Hipokratesa
Ob=4,8 cm (rysunek obok). Oblicz sume pdl tych
15. z, 2+2 — dlugosci przekatnych ksiezycoéw i poréwnaj ja z polem trdj- b
rombu kata.
Dtugoéé boku rombu: /41
(%)2 + (%—2)2 =41 Ksiezyce Hipokratesa (Hipokrates z Chios,
r=28 grecki matematyk z V w. p.n.e.)

Dtugosci przekatnych: * . ‘- .
8 cm, 10 cm 17." a) Z kwadratu o boku 1 odcieto na rogach tréjkaty tak, ze otrzymano

o$miokat foremny. Oblicz obwdd tego oémiokata.

b) Z kwadratu odcieto na rogach tréojkaty tak, ze otrzymano o$miokat
foremny o boku 1. Oblicz obwdd tego kwadratu.

Liczby naturalne a, b, ¢ bedace dtugosciami bokow tréojkata prostokatnego
nazywamy trdjkami pitagorejskimi. Sa nimi na przyktad:
3,4, 5, bo 32 + 42 = 52, rowniez 6, 8, 10 czy 9, 12, 15
5,12, 13, bo 5%+ 122 =13% réwniez 10, 24, 26
18. a® +b* = 7,24, 25, bo 7%+ 24% = 252, réwniez 14, 48, 50
= (a* v °)? + (22y)° =

—2u? 4y 4 dz?y? = Wszystkie tréjki pitagorejskie mozemy otrzymad, korzystajac ze wzordw:

Y X S a=x?—vy? b=2wy, c=ax>+1y>? gdziex >y oraz x,y € N,
= (z® + %) =2 lub biorac wielokrotnosci otrzymanych liczb.
a) 7, 24, 25
b) 8, 15, 17 18. Wykaz, ze jedli a, b, c sg okreSlone powyzszymi wzorami, to a? + b* = c2.
z) ;(2) ;";) ;’; Korzystajac z tych wzordw, znajdz tréjki pitagorejskie dla:
e))5 12, 13 a) =4, y=3, c) x=6, y=1, e) x =3, y=2,
f) 27, 36, 45 b) z =4, y=1, d) z=05, y=2, f) =6, y=3.

16. Suma pél potksiezycow:
1 2 01 (by2 _ 1 2
P=Pr+3m(3) +37(3) —37(5)" =
=PA+§7T(a2+b2—02) = Py = %ab:60 cm?
Suma pél poétksiezycow jest réwna polu trojkata.

17. a) Na rogach odcinamy trdjkaty prostokatne réwnoramienne o ramieniu z, gdzie
O0<z< % Wtedy dtugosé boku osmiokata mozemy wyrazi¢ na dwa sposoby:
x\/§=172x,czylix=17*/7§.

Wéwezas bok oémiokata: £v/2 = v/2 — 1, a jego obwéd: 8(v/2 — 1).
b) Na rogach odcinamy tréjkaty prostokatne réwnoramienne o ramieniu z, gdzie

O0<z< %.Wtedy zV2 =1, czyli x = g

Woéwezas bok kwadratu: 2z + 1 = V2 + 1, a jego obwéd: 4(v/2 +1).
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Dowiedz sie wiecej

Dowody twierdzenia Pitagorasa

Znanych jest wiele dowodéw twierdzenia Pitagorasa. Autorem pierwszego
z przedstawionych ponizej dowodéw jest 20. prezydent Stanéw Zjednoczonych
James Abram Garfield [czyt. dzejms abram garfild] (1831-1881).

Dowéd 1
Rozpatrzmy tréjkat prostokatny ABC' o przyprostokatnych a i b oraz przeciw-
prostokatnej c¢. Rysujemy trapez prostokatny ABDE o podstawach a i b oraz
wysokosci a + b (rysunek obok). Kat ACE jest katem prostym E o D
(uzasadnij). Pole P trapezu jest suma pdél tréjkatéw ABC, :
CDE i ACE:

P=1ab+ %ab+ %cz

— 2
Korzystamy teraz ze wzoru na pole trapezu:
_ 1
P=3(a+b)(a+0)

i otrzymujemy réwnoscé: c

(a+ b)* = 2ab + ¢* a
Zatem a® + b% = 2. A b B
Dowod 2

Rozpatrzmy trojkat prostokatny o przyprostokatnych a i b oraz przeciw-
prostokatnej c. Rysujemy kwadrat o boku a + b i wewnatrz niego kwadrat
o boku ¢ (rysunek ponizej).

a b
Duzy kwadrat ma bok réwny a+ b, wiec jego pole:
P = (a+b)? , ¢ ¢
Pole duzego kwadratu jest réwne sumie pola ma- ¢
tego kwadratu i pdl czterech trojkatéw: ¢/ |y
P=c+4-1a-b a ¢
Zatem a? 4 2ab + b* = ¢® 4 2ab, czyli a® + b* = 2. b a
a
@ 1. Przeprowadz dowdd twier-
dzenia Pitagorasa, korzy- “
stajac z rysunkéw przedsta-
wionych obok. W tym celu ;
poréwnaj pola biatych kwa-
dratow.
b @ b

1. Oba rysunki przedstawiaja kwadrat o boku dtugosci a + b.
Obliczamy pole tego kwadratu:
z pierwszego rysunku: ¢® + 4 - %ab,
z drugiego rysunku: a? + b% + 4 - %ab.
Zatem ¢ + 4 - %ab =a?+b>+4. %ab, czyli ¢ = a® + b2,
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2. a) Niech Pr, Px — pola od-
powiednio tréjkata i malego
kwadratu.

Pole duzego kwadratu:

P=¢
P =4Pr + Px =
=4-lab+(a—b)*=
=2ab+ a® — 2ab+ b* =
=a®+b
Zatem a® + b = 2.
b) Z zalozen zadania:
c=8, czyli ¢® = a® +b* = 64.
Ponadto a — b = 2.
(2+b)°+b° =64
{a:2+b
b>+2b—30=0
A =124, VA = 24/31

b= =221 _

lub b= =242/ — /37 1
Zatem:

a=v31+1,b=+31—1.

I 182 4. Trygonometria

@ 2. a) Udowodnij twierdzenie Pitagorasa, wyznacza- €
jac pole duzego kwadratu przedstawionego na ry- pa b
sunku obok.

b) Przyjmij, ze bok duzego kwadratu ma dlu- a/ ,
gos¢ 8, a bok malego — dlugoéé 2. Oblicz dtugosci

przyprostokatnych a i b.

Dowéd 3

Rozpatrzmy dwa kwadraty o bokach a i b po-
tozone jak na rysunku obok. Suma ich podl jest
réwna a? + b2. a

Tréjkaty prostokatne o przyprostokatnych a i b
oraz przeciwprostokatnej ¢ s przystajace (rysu-
nek ponizej).

P Niebieski trojkat ob-
racamy wokotl punk-
tu P, a zélty — wokot

a 0 punktu @, az otrzy-
. mamy kwadrat o bo-
b ku e
b a Zatem a® + b = 2.

Twierdzenie Pitagorasa mozna sformulowaé¢ nastepujaco:
Pole kwadratu zbudowanego na przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego
jest réwne sumie pél kwadratow zbudowanych na jego przyprostokatnych.

Szkic dowodu 4 D
Tréjkaty FAC i BAE sa przystajace. P
Pole tréojkata FAC jest réwne polowie pola

kwadratu AFGB. =

Pole tréjkata BAFE jest rowne potowie pola C
prostokata AEPR.

Pole kwadratu AFGB jest réwne polu pro- A H
stokata AEPR. B

Pole kwadratu CBHI jest réwne polu pro-
stokata DCRP.

Przedstawione powyzej rozumowanie pochodzi F Ie.
z | ksiegi ,,Elementéw” Euklidesa.

@ 3. Uzasadnij kolejne etapy szkicu dowodu 4.

3. n |FA| = |BA| (boki kwadratu FABG), |AC| = |AE| (boki kwadratu AEDC),
|[FFAC| =90° + |[XCAB| = |XBAE)|
Zatem na mocy cechy BKB: AFAC = ABAE.

m Wysokosé trojkata FAC opuszczona z wierzchotka C jest réwna diugosci
boku AB.

Prac = L|FA|- |AB| = 1 Parcs

m Wysokosé trojkata BAE opuszczona z wierzchotka B jest rowna diugosci
boku EP.

Ppap = :|AE|-|EP| = 1Pappr

n AFAC = ABAE, czyli Prac = Ppag, zatem PapcB = PAEPR.

= Analogicznie AICA = ABCD, Pica = 2 Popnr oraz Peop = 2 Ppere,
czyli Pcear = Ppcrp.



4.2. Funkcje trygonometryczne kata ostrego

Stosunki dlugosci bokéw tréjkata prostokatnego sa tak powszechnie stoso-
wane, ze otrzymaly wlasne nazwy.

Definicja
Stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko 5
kata do dtugosci przeciwprostokatnej nazywamy sinusem @
tego kata. “
. a (6] .
sina = —
c A b C

Stosunek dlugosci przyprostokatnej lezacej przy kacie do dtugosci przeciw-
prostokatnej nazywamy cosinusem tego kata.

b
cosx = —
C

Stosunek dlugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata do diugosci
przyprostokatnej lezacej przy tym kacie nazywamy tangensem tego kata.
a

b

Stosunki te nazywamy funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego a.

tga =

Definiuje si¢ tez stosunek dlugoéci przyprostokatnej lezacej przy kacie do dtugosci
przyprostokatnej lezacej naprzeciwko tego kata. Jest to cotangens kata: ctga = 2.
a

Zwr6c¢ uwage na to, ze stosunki te nie zaleza By
od wielkoSci rozpatrywanego tréjkata, a je- B
dynie od kata «. Z podobienstwa trojkatéw
AB,C; i AB,C5 wynikaja réwnosci:

|B1C1| _ |B2Co - -
|AB| |[ABy| A c, O

sina =

@ Cwiczenie 1

Uzasadnij, ze dla dowolnego kata ostrego o zachodza nieréwnosci:
sina <1l i cosa<l

Przyktad 1
Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata 45°. @

Rozpatrzmy tréjkat o katach 45°, 45°, 90° (rysunek obok)

1 _ V2 _ 1 V2 11'

sin45°zﬁz7, COS45O—E:?’ - ;

tg4h° =

Uczen:

— podaje definicje funkcji trygo-
nometrycznych kata ostrego
w tréjkacie prostokatnym,

— podaje wartosci funkcji trygo-
nometrycznych katéw 30°,
45°, 60°,

— oblicza wartosci funkcji trygo-
nometrycznych kata ostrego
w tréjkacie prostokatnym
o danych dtugosciach bokow,

— oblicza wartosci funkcji trygo-
nometrycznych katéw ostrych
w bardziej ztozonych sytu-
acjach,

— uzasadnia proste zaleznosci,
korzystajac z wlasnosci
funkcji trygonometrycznych.

Komentarz

Warto poleci¢ uczniom, aby
zapisali definicje funkcji trygo-
nometrycznych dla tréjkata

o przyprostokatnych k i [ oraz
przeciwprostokatnej m — dzieki
temu uczniowie oswoja sie

7 innymi oznaczeniami.

Cwiczenie 1
a>0,b>0,c>0oraz
a<cib<ec
s _a c __
SIHOC—E<E 1

_ b _
cosa=z<<=1
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CW|czen|e 2
sin 60° = 7 cos 60° = %

27
tg 60° = \/57

Komentarz

Po tym ¢éwiczeniu warto zapro-
ponowaé uczniom konkurs na
odgadywanie miary kata a.
Nauczyciel podaje wartosci
funkcji trygonometrycznych,

a uczniowie podaja miary
katow. Wygrywa uczen, ktory
poda miare kata z najwieksza
doktadnoscia.

Cwiczenie 3

a) sina = cos 3 = 5 =

cos o = smﬂ = 137
tga = 35, tgf =
b) sina = cosB =
cosa =sinf3 =

c) sina = cos 8 = %

cosa = sin ff = ==,

tga = @, tg B = 2v2

Cwiczenie 4

Zauwazmy, ze cosa = |OBy],
cos 8 = |OBs| oraz

|OB1| > |OBs|,

zatem cos a > cos 3.

I 184 4. Trygonometria

Przyktad 2

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 30°. 1 N
Rozpatrzmy tréjkat o katach 30°, 60°, 90° (rysunek 2
obok). 30°
. Ly B3 1 V3 V3

o2 — 2 o2 V3 o 2 _ V3 2
sm30—1—27 cos30—1—2,tg30 §_3
Cwiczenie 2
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 60°.
Przyktad 3
Oblicz wartoséci funkcji trygonometrycznych kata « 3 3
w trojkacie na rysunku obok.
sina:§:0,6, Cosoz:ézo,& tga:§:0,75 a

5 5 4 1

Cwiczenie 3
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katow ostrych tréjkata prostokat-
nego o bokach a, b, c.

a) a=5b=12¢=13 b)a=8b=15¢=17 ¢)a=3b=V2,c=%

Mozna udowodnié, ze:
ejesli a < B <90°, to sina <sinf,
ejesli < B <90°, to cosa > cos .

&

Aby uzasadnié¢ pierwsza zaleznosé, rozpatrzmy tréj-
katy OB,C) oraz OByC, takie, ze punkty C} i Cy lezg
na tuku okregu o érodku w punkcie O i promieniu 1
(rysunek obok). Wéwczas: ! G

. 1

sina = 2L = | B0y, sinf = 2% = | B,y
oraz |B;C}| < |ByCs|, zatem sin v < smﬁ. a

O Bo By
@ Cwiczenie 4

Uzasadnij druga z podanych zaleznosci.

Zadania

1. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych tréjkata prosto-
katnego o podanych bokach.

a) 6,8, 10 c) 1,4, V17 e) V5,25, 5
b) 7, 24, 25 d) 1, 4,15 f) V2, V6, 2
Odpowiedzi do zadan
1. a) sma—cosﬂ cosa—smﬁ %, e) sma—cosﬁ—ﬁ,
tga—4,tgﬁ cosa =sinf = —‘f
b) sina = cos 3 = 257cosoz—smﬁ 4, tgaz%,tgﬁz?
tga =7, tgf=% f) sina =cosf3 = ﬁ,
c) sina =cosf3 = r,cosa—smﬁ—#, cosazsmﬁz%,
tga =7 tef =4 tga =2 tgh=v2
d) sina =cos 3 = 4,cosa—smﬁ:§,

tga = 15,tgﬁ V15



Przerysuj tabele do zeszytu 3. 7
i ja uzupelnij. B 8
Skroty nazw funkeji trygonometrycznych 1
« 30° 45°  60° pochodza od tacinskich stéw:
. 1 V2 3 sin od sinus — zagiecie, zatoka; B ~ B
St a 2 2 2 cos od complementi sinus — sinus dopel- 2
cosa 75 sz % nienia; Przekatna prostokata ma diu-
tga % 1 \/3 tg od tangens — styczna. gosé V5.
sina = cos B = @,
Przekatna prostokata o bokach dlugosci 1 i 2 dzieli go na dwa trdjkaty. cos o = smﬁ 25,
Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych katéw ostrych tych tréjkatdw. tga=1,3=2

4. a) Na mocy twierdzenia Pita-
gorasa:
(z +14)* + 2% = 262
22 + 14z — 240 = 0
A =1156, VA = 34
T = # < 0 lub

Dla trojkata przedstawionego na rysunku obok oblicz: 2

a) dtugosci przyprostokatnych,

b) wartosci sin «, cos «, tg a oraz sin 3, cos 3, tg 5. T4

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych tréjkata prosto-
katnego, ktérego jedna przyprostokatna jest trzy razy dtuzsza od drugiej

. r = =14+34 _ 10
przyprostokatnej. 2
Zatem dltugosci przyprosto-
Dany jest réwnolegtobok (niebedacy prostokatem) o bokach dtugosei 91 10. katnych wynosza: 10, 24.
Jedna z przekatnych dzieli ten rownolegtobok na dwa trdjkaty prostokatne. b) sina = cos = <,
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katow ostrych tych trojkatéw. cosa=sinf = 2,
12
Podstawy trapezu réwnoramiennego maja dtugoéci 6 i 10, a wysoko$é jest tga =15 tgf =3
rowna 5. Oblicz wartoéci funkcji trygonometrycznych kata zawartego mie- o. @y
dzy dluzsza podstawa trapezu a jego: a) przekatna, b) ramieniem. a
Dane sa okrag o srodku O i promieniu 1 oraz : - 2
a

tréjkat prostokatny AOC (rysunek obok). Wskaz

. ) L ) o — _ VIO
odcinek, ktérego dlugosé jest rowna: sin a = cos 3 1\%
. g _ 3V10
a) sina, b) cosa, ¢) tga. cosa =sinf = =5,

C

tga = 3, tg6=3
6. sina = cos 3 = 10,
/i

10
tga = WL tgg= Y1

Uzasadnij, 2e na rysunku obok:

a) |CO| = b) |A0| =

COS & sin a

cosa = smﬂ

W tréjkacie prostokatnym rozpatruje sie rowniez funkcje trygonometryczne
kata ostrego:

secans kata a: seca= ¢ =1 c
b cos a
cosecans kata a: coseco = < = ,1 o
a Sin @ b
7. a) sina = 5@, cosa = 8‘8/;, tga = %
b) sin 3 = %, cos B = 29 ,tgB = %
a) BD i DF
b) DO
c) BC
. a) W tréjkacie CBO: cos o = 12—8} = \cow czyli |CO| = .
b) Zauwazmy, ze: |[LBCO| = 90° — «, zatem |§(CAO| =a.
W tréjkacie ABO: sina = % = ‘ 7> czyli |AO| = .
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Uczen:

— odezytuje z tablic wartosci
funkcji trygonometrycznych
danego kata ostrego lub miare
kata na podstawie wartosci
funkcji trygonometrycznej,

— wykorzystuje funkcje trygo-
nometryczne do rozwia-
zywania zadan osadzonych
w kontekscie praktycznym.

Komentarz

Rozwiazujac trojkaty
prostokatne, korzystamy w tym
podreczniku z tablic wartosci
funkcji trygonometrycznych
umieszczonych na koncu. Jezeli
jest taka potrzeba, dtugosci
bokéw zaokraglamy do dwoch
miejsc po przecinku. Nalezy
pamietaé, ze wyniki moga sie
rézni¢ w zaleznosci od tego,
czy w obliczeniach korzystamy
z funkcji trygonometrycznych,
czy z twierdzenia Pitagorasa.
Cwiczenie 1

h — wysoko$¢ budynku

a) £ = tg58° ~ 1,6003,

czyli h~8 m

b) 1—h2 = tg39° ~ 0,8098,

czyli h = 9,72 m

Multibook

® Zastosowanie trygonometrii —
wyznaczanie potozenia statku
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4.3. Trygonometria - zastosowania

Funkcje trygonometryczne wykorzystuje sie w wielu sytuacjach praktycznych.
Ich przyblizone wartosci odczytamy z tablic wartosci funkcji trygonometrycz-
nych na str. 385. Mozemy tez skorzystaé¢ z odpowiedniego kalkulatora.

Przyktad 1

Wierzchotek latarni morskiej znajduje sie 25 m nad poziomem morza i widaé
go z jachtu pod katem a = 5°. Jaka jest odleglos¢ jachtu od podnéza skarpy,
na ktorej stoi latarnia?

M

d

w Gg

Do wyznaczenia szukanej wartosci d wykorzystamy odczytang z tablic przy-
blizona wartos¢ tg5° ~ 0,0875.

tga:2—5 czyli d= 2 ~ 2

a4’ ea ~ o085 > 286 [m]

Cwiczenie 1

Oblicz wysoko$¢ budynku, ktoérego cien ma dlugo$é¢ z
w momencie, gdy promienie stoneczne tworza z powierzch-
nia ziemi kat o.

a) x=5m, o =58° b) z =12 m, a = 39°

Przyktad 2

Obserwator widzi czubek drzewa odleglego
o d =65 m pod katem « = 29° (oczy ma na
wysoko$ci 1,5 m nad ziemia). Jaka jest wyso-
kos¢ tego drzewa?

o __ T h
tg29 = %5 P |

Z tablic odczytujemy: tg29° ~ 0,5543, czyli x = 65 - 0,5543 ~ 36 [m].
Wysokosé drzewa jest wigc réwna okoto 36 + 1,5 = 37,5 [m].

Cwiczenie 2
Przyjmij, jak w przykladzie 2., ze obserwator ma oczy na wysokosci 150 cm
nad ziemia, i oblicz wysokos$¢ drzewa w przypadku, gdy:

a) a =40°, d =22 m, b) a =14°, d = 100 m.

Cwiczenie 2

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku w przyktadzie 2.
a) 25 = tg40° ~ 0,8391, czyli = ~ 18,46 m

Wysokoéé drzewa: h =~ 18,46 + 1,5 = 19,96 [m)]

b) 155 = tg14° =~ 0,2493, czyli = ~ 24,93 m

Wysokoéé drzewa: h == 24,93 + 1,5 = 26,43 [m)]



Znajomos¢ wartosci funkcji trygonometrycznych moze postuzy¢ do znajdowa- Cwiczenie 3
nia miar katéw ostrych tréjkata prostokatnego. a)

Przyktad 3
Drabine o dlugosci 5 m oparto o $ciane budynku tak, ze doty-
ka jej na wysokosci 4,8 m. Jaki kat tworzy drabina z ziemia?

5m/ [48m 5,5 m

sina = % = 0,96. Z tabeli odczytujemy: o = 74°.

Cwiczenie 3
Jaki kat tworzy z ziemia drabina o dlugosci:

a) 6,5 m, jesli oparta o Sciane budynku siega na wysoko$é 5,5 m,

b) 4,5 m, jesli jej koniec opierajacy si¢ o ziemie jest odlegly o 1 m od $ciany
budynku?

Zadania

1. Naciagniety sznurek dlugosci 20 m, ktérego jeden koniec jest przymoco-

1m

wany do ziemi, a na drugim koncu jest przyczepiony latawiec, tworzy z po-

ziomem kat 70°. Na jakiej wysokosci nad ziemia znajduje si¢ latawiec? Gene = 7z 7o ek

1
15
a7
2. O ile wyzej siegnie szesciometrowa drabina ustawiona pod katem 73° do
poziomu ziemi od takiej samej drabiny ustawionej pod katem 53°7 Odpowiedzi do zadan
1. Oznaczmy wysoko$¢, na jakiej

3. Aby obliczyé wysokoéé drzewa, uczen T N ——

ustawit sie tak, ze koniec jego cienia

s

pokrywat sie z konicem cienia drzewa.
Wiadomo, ze uczen ma 180 cm wzro-
stu, |BC| =18 m, a promienie slo-
neczne padaja pod katem 31° do po-
wierzchni ziemi. Jaka jest wysoko$é
drzewa?

b
20

e

A B c

4. Drabina wozu strazackiego moze by¢ rozsunieta na dtugosé 20 m i podnie-
siona pod katem 72°. Na jaka wysokos¢ siegnie drabina, jesli jest zamoco-
wana 2,4 m nad ziemia?

% = sin 70°
h 2 20 - 0,9397 ~ 18,79 [m]

2. 6sin73° — 6sin53° ~ 0,95 [m]

5. a) Drzewo o wysokosci 20 m rzuca cien dlugosci 17 m. Jaki kat z po-

wierzchnia ziemi tworzg w tym momencie promienie stoneczne?

b) Drabing oparto o $ciane tak, ze dotyka jej na wysokosdci 3,6 m i tworzy
z ziemia kat 54°. Jaki kat bedzie tworzyla z ziemia ta drabina, jesli zostanie
oparta o Sciane na wysokosci 4 m?

Oznaczmy wysoko$¢, na jaka 5. a)
siegnie drabina, przez h.

2 — sin72° ~ 0,9511

5 czyli x ~ 19,02 m.
S/ |*  Zatem h~ 19,02+ 24 = AN A
= 21,42 [m]. 17 m
20
tga =22 ~ 1,1765
a ~ 50°

b) okolo 64°

20 m

3. Oznaczmy wysokosé drzewa
przez h.
tg31° = 5
zatem:

|AB| ~ 0,}3’0809 ~ 3 [m]
|AC| =~ 3 + 18 = 21 [m]

tg31° ~ &
zatem:

h & 21 -0,6009 ~ 12,62 [m]
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6. a) okoto 12,59 m 6. Oblicz wysoko$¢ drzewa.
b) okolo 8,81 m a) a = 15° 3 = 25°, b) a = 10°, 5 = 28°,
7. Przyjmijmy oznaczenia jak na |AB| =20 m |AB| =40 m

rysunku, wowczas:

tg 30° = C_A\ .
zatem: “ﬁc‘)
|CA| ~ 5577 ~ 86,6 A B | A
o 50
tg 10" = mpriea 7. Pilot lecacy samolotem na wysokosci 50 m widzi poczatek pasa startowego
zatem: pod katem o = 30°, a jego koniec pod katem § = 10°. Samolot nadlatuje
|AB| +|CA| = 5 Tros wzdtuz pasa startowego. Jaka jest dlugosé tego pasa?
~ 283,6
|AB| ~ 283,6 — 86,6 =
=197 3 3
Dtugo$é pasa startowego wy- C A B
i okoto 197 m.

- HOSE OR0%0 o 8. Samolot zblizajacy sie do lotniska leci na wysokosci 2400 m. Do ladowania
'O musi schodzi¢ pod katem 4°. Jak daleko od poczatku pasa startowego
g e powinien rozpoczaé ten manewr?

x 9. Startujacy samolot wznosi sie pod katem 15° z predkoscia 80 m/s. Jaka
tg4® = 20 wysoko$¢ osiggnie samolot po 2 minutach od momentu oderwania sie od
zatem: ziemi?
~ 2400 . .
T & goe09 ~ 34334,8 10. Dwaj obserwatorzy stojacy w punk-
Powinien rozpoczaé ten ma- tach A i B (rysunek obok) w odle-
neWL okolo 34,33 km od po- glosci 400 m od siebie widza nadla- o 3
czatku pasa startowego. tujacy wzdtuz kierunku AB samolot A B
= s pod katami o = 20° i § = 8°. Na jakiej wysokosci leci samolot?
h
15° z 11. a) Komin fabryczny ma wysokos¢ 20 m. Jego wierzcholek widaé¢ z punktu A

Obliczamy droge, jaka pokona pod katem 26°, a z punktu B pod katem 40°. Podstawa komina oraz punkty
samolot: v = &, ézyli A i B leza na jednej prostej. Jaka jest odlegto$é miedzy punktami A i B?
s =80-120 = 9600 Rozpatrz dwa przypadki. W obliczeniach pomin grubosé komina.

P przyp p g

Obliczamy wysokos¢, jaka b) Wierzcholek komina jest widoczny z powierzchni ziemi pod katem 42°,

osiggmIcisaniolon: a po przejéciu 50 m w kierunku komina — pod katem 61°. Oblicz wysoko$¢

b — sin15° ~ 0,2588, czyli komina.

h ~ 2484,48 . . . .. , . ,
o @12. Obserwator stojacy na szczycie latarni morskiej na wysokosci a metrow
10. okoto 91,53 m nad poziomem morza zobaczyl pod katem a do poziomu 16dz plynaca
12. w kierunku latarni. Po pewnym czasie znéw spojrzal w tym kierunku i zo-
a baczyl te sama 16dz pod katem [ wciaz plynaca w kierunku latarni. Wy-
p kaz, ze odleglos¢, jaka 16dz przeplyneta miedzy kolejnymi obserwacjami,

. « 1
G 5 i byla réwna a(tg—a — tg—[)

Przyjmijmy oznaczenia jak

na rysunku. 11. a) Podstawe komina oznaczmy przez O. 2° Punkty A i B znajduja sie po przeciw-

1° Punkty A i B znajduja sie po tej sa- nych stronach komina.

li
roy = tg e, cayli mej stronie komina.
|[A0| = &5
20 m
‘BO‘ = tg B, czyli
S 40° : 26°
‘BO| tgﬁ o o B O A
|AB| = 40| - |BO| = N [407N[26 .
" " (0) B A Jak w przypadku 1° mamy |OB| ~ 23,84 m.
=0al=—— =), o
tg  tef)) op = tg40° ~ 0,8391 oA = t826° & 0,4877, czyli [OA| ~ 41 m
co nalezalo wykazac.
zatem |OB| ~ 23,84 m Stad |AB| = |OA| + |OB| ~ 64,84 m.
% = tg 26° ~ 0,4877

b) okolo 89,88 m
czyli |[AB| ~ 17,17 m
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4.4. Rozwiazywanie trojkatow
prostokatnych

Rozwigzaniem trdjkata nazywamy wyznaczenie dlugosci jego trzech bokéw
oraz miar jego trzech katow.

Aby rozwiazac trdjkat prostokatny, wystarczy znaé:

* dlugosci dowolnych dwéch bokéw

lub

e dlugo$é dowolnego boku i miare jednego z katow ostrych.

Przyktad 1
Rozwiaz tréjkat prostokatny o przyprostokatnych dtugoséci 4 cm i 10 cm.
Dtugosé przeciwprostokatnej obliczamy, korzystajac
z twierdzenia Pitagorasa:

c =102+ 42 = /116 = 2v/29 [cm]
tg 8 = 75 = 0,4. Z tablic (str. 385) odczytujemy:
0~ 22°istad a =90° — § ~ 68°.

B
Przyktad 2
Rozwiaz tréjkat prostokatny, ktérego przyprostokatna A
lezaca naprzeciwko kata 50° ma diugos$é 8 cm. 4
a =90° — 50° = 40° c
8 cm

8 = in50° ~ 0,766, stad ¢ ~ 10,44 cm.
8 — tg50° ~ 1,1918, stad a ~ 6,71 cm. A a

B a C

Cwiczenie 1

Rozwiaz tréjkat prostokatny, o ktérym wiadomo, ze:

a) dwa jego dluzsze boki maja dlugoscei 9 cm i 10 cm,

b) dlugosci jego przyprostokatnych sa réwne 5 cm i 13 cm,

c) jego przeciwprostokatna ma dlugosé 15 cm, a jeden z katéw ma miare 37°,
d) dlugosé jego przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata 54° jest réwna 8 cm.

Jedli potrzebna jest wieksza dokladnosé, to miare kata mozemy podawadé
w stopniach i minutach, a nawet w sekundach.

1 minuta (oznaczana 1') jest réwna = stopnia. 1° =60’
! i

1 sekunda (oznaczana 1”) jest réwna = minuty . =l
1° = 3600”

Na przyklad 24,5° = 24°30'.

d) 8 = 36°

b
= 5r ~ 9,89 [em],

b~ /(9,9)2 — & = /34,01 ~ 5,81 [cm]

Uczen:

— rozwigzuje trojkaty
prostokatne,

— wykorzystuje funkcje trygo-
nometryczne do wyzna-
czania zwigzkOw miarowych
w czworokatach i prostopa-
dloscianach.

Cwiczenie 1
a)
A0

9
a =102 — 92 = /19 [cm]

2, czyli o 26°,
B~ 90° — 26° = 64°

b)

Cos x =

13
¢ =52+ 13% = /194 [cm]

tga = = ~0,3846, czyli
a~21°, 8~90° —21° = 69°

c) B =53°

a = 15sin 37° = 9,03 [cm],
b= 15sin53° ~ 11,98 [cm]
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Cwiczenie 2
a) 3°36’
b) 2 24"
c) 9
d) 712"
e) 25'12"
Cwiczenie 3
25 — sin 55° ~ 0,8192,
czyli |[AB| = 8,192
2O — cos55° ~ 0,5736,
czyli |AC| = 5,736

a) B
D

c A

§ =275, %:eowm

|CD| ~ 5553 = 6,47

Katy: 27°30/, 35°, 117°30/

b) B
D
y A
C A
|CD| =

= \/IACP + (314B|)* ~ 7,05
tg|XADC| = 47 ~ 1.4
|XADC| ~ 54°,
czyli [$BDC| ~ 126°
Katy: 35°, okoto 126°, okoto 19°

I 190 4. Trygonometria

Przyktad 3
Wyraz w minutach i sekundach 1000 kata 45°.
45 i "o "o /! "o ! "
1000 = 1000 -3600" = 162" = 120" 4 42" = 242
Cwiczenie 2
Wyraz w stopniach, minutach i sekundach — 100 kata:
a) 360°, b) 4°, c) 15° d) 12°, e) 42°.
Przyktad 4 C

Dany jest tréjkat prostokatny ABC' (rysunek obok).
Odcinek AD jest zawarty w dwusiecznej kata BAC.
Wiadomo, ze |AB| = 81 |BC| = 6. Oblicz miary katéw

trojkata ADC. p
tg |SBAC| = £ = 0,75, czyli [{BAC| ~ 37° i -
Zatem: |{CAD| ~ £ - 37° = 18°30
|XACD| ~ 90° — 37° = 53°

|4ADC| ~ 180° — 18°30 — 53° = 108°30/

Cwiczenie 3

Dany jest trojkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku A.
Wiadomo, ze | BCA| = 55° oraz |CB| = 10. Na boku AB obrano punkt D
w taki sposéb, ze odcinek CD jest:

a) zawarty w dwusiecznej kata BCA, b) $rodkowa tréjkata ABC.
Oblicz dtugo$é odcinka CD oraz miary katéw tréjkata BCD.

Zadania

1. W trapezie prostokatnym ABCD (rysunek obok) kat D ¢
ADB ma miare 43°46'25", a kat ABC — miarg 73°42'10".  p
a) Wyznacz miary katéw trojkata BCD.
b) Wyznacz miary katéw tréjkata ABP w przypadku,
gdy punkt P lezy na dwusiecznej kata ABC. A B

2. Rozwiaz tréjkat prostokatny o podanych dlugosdciach przyprostokatnych.
a) 4 cm, 6 cm b) 1 cm, 7 cm ¢) 8 cm, 10 cm

3. Rozwiaz tréjkat prostokatny ABC, o ktérym wiadomo, ze ma kat prosty
przy wierzchotku C oraz:

a) |[SCAB| = 34°, |CB| = 6, b) |[¥CBA| = 66°, |AB| = 10.

Odpowiedzi do zadan

1. a) |XBCD| = 106°17'50" a) |XABC| = 56°
|XDBC| = 27°28'35" |AC| = 6tg 56° ~ 8,9
|<BDC| = 46°13'35" |AB| = % ~ 10,73
b) |¥PAB| = 90° b) [XBAC| = 24°
|¥ABP| = 36°51'5" |AC| = 105in 66° ~ 9,14
[SSEIPA = B EEE" |BC| = 10 cos 66° ~ 4,07

2. a) 2v/13 c¢m, okoto: 34°, 56°
b) 5v/2 cm, okoto: 8°, 82°
¢) 2v/41 cm, okoto: 39°, 51°

sin 34



10.

11.

10.
11.

a) Trapez réwnoramienny ma podstawy dlugosci 6 dm i 10 dm, a jego
obwdd jest réwny 32 dm. Oblicz miary katéow tego trapezu.

b) Trapez réwnoramienny ma podstawy dlugosci 4 cm i 8 cm oraz wyso-
kos¢ 8 cm. Oblicz miare kata, jaki przekatna trapezu tworzy z jego pod-
stawa.

c) Wysoko$é trapezu réwnoramiennego wynosi 5 cm. Przekatna tego tra-
pezu ma dlugosé 13 cm i tworzy z ramieniem kat prosty. Oblicz miary
katow tego trapezu. D 15 c

Oblicz dlugosci bokéw AB i AD trapezu prosto- : )
katnego ABCD oraz miare kata DCA (rysunek
obok).

B 54°
A B

a) Przekatne deltoidu maja dlugosci 20 i 30. Punkt przeciecia przekatnych
dzieli dtuzsza z nich w stosunku 2:1. Oblicz miary katéw deltoidu.

b) Obwdd réwnolegltoboku jest réwny 90, a wysoko$é opuszczona na bok
dtugosci 30 jest réwna 10. Oblicz miary katow tego réwnolegtoboku.

Wysokosé rombu poprowadzona do jego boku podzie- c
lita go w stosunku 1:3. Wyznacz katy tego rombu.

W tréjkacie réwnobocznym ABC' o boku 12 na boku
CB obrano taki punkt D, ze 3|DB| = |CD| (rysu-
nek obok). Oblicz dlugosé odcinka ED oraz dtugosci
bokéw tréjkata ABD. A EB

o

Srodkowe poprowadzone z wierzcholkéw A i B tréj-
kata prostokatnego réwnoramiennego ABC o ramie-
niu dlugosci 6 cm przecinajg sie w punkcie P (rysu- 2
nek obok). Oblicz dlugosci bokéw tréjkata ABP oraz 4 B
przyblizone miary jego katow.

Dany jest prostopadtoscian o krawedziach podstawy i
dlugoéci 1 i 3 oraz wysokosci 2 (rysunek obok). Ob- l
licz miare kata zawartego miedzy przekatna podstawy /
a przekatng prostopadtoscianu.

Dany jest szescian o krawedzi a (rysunek obok). Wy- A’ B

znacz obwdd i miary katéw ostrych trojkata:
a) BDD',
b) DD'O, gdzie O jest $rodkiem odcinka BD.

|AE| = |BD| = V62 + 32 = 3v/5 [cm],
|AP| = |BP| = 2v/5 cm
Zatem boki tréjkata ABP maja dtugosci:

2\/5 cm, 2\/5 cm, 6\/5 cm.
t —lcE| _ 1
X = Fc| — 3
zatem a ~ 26°30’ i stad:
|<PAB| = |¥PBA| =~ 45° — 26°30' = 18°30’
Zatem katy tréjkata ABP maja miary okoto:
18°30, 18°30', 143°.

okolo 32°

a) Ob = (1 +v/2 + v/3)a, katy: okoto 35°, okoto 55°
b) Ob = £(2 + V2 + V/6), katy: okoto 35°, okolo 55°
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A\
z 10
Obliczamy dtugosé
ramienia c: 6 + 10 4 2¢ = 32,
zatem ¢ = 8 dm.

—_z _ 2 _
cosa = < =3 = 0,25,

zatem o ~ 75°30'.

Drugi kat trapezu ma miare
okoto: 180°—75°30" = 104°30'.
b) tga = % ~ 1,333, a = 53°

) D c
c/|s c
[N

A @ B
Prapp = 3 -5a =3 -13c

s e _ 5 _
czyli £ = % = cosq,

zatem o ~ 67°.

Drugi kat trapezu ma miare
okoto: 180° — 67° = 113°.

. |AB| ~ 20,88, |AD| ~ 8,09,

|XDCA| ~ 28°

. a) 90°, okoto 537,

okoto 108°30’, okoto 108°30
b) okoto: 42°, 138°

. okoto: 75°30', 104°30" lub

okoto: 41°, 139°

. Niech o = | DAE|,

|BD| = 3.

sin|[$DBE| = £}
czyli |[ED| = %

|EB| = 3sin30° = 2
czyli |[AE| = 101.
Woéwezas:
|AD® = (105)* + (32)* =

= (3V13)?

|AD| = 3v13

Zatem boki tréjkata ABD
maja dhugosci: 12, 3, 3v/13.



Uczen:

— podaje zwiazki miedzy
funkcjami trygonometrycz-
nymi tego samego kata oraz
miedzy funkcjami trygonome-
trycznymi katow a i 90° — a,

— wyznacza wartos$ci pozo-
statych funkcji trygonome-
trycznych, gdy dana jest
jedna z nich,

— sprawdza, czy istnieje kat
ostry spelniajacy podane
zaleznosci,

— stosuje poznane zwiazki do
upraszczania wyrazen zawie-
rajacych funkcje trygonome-
tryczne,

— uzasadnia zwiazki miedzy
funkcjami trygonome-
trycznymi.

Cwiczenie 1

sina _ a . b a
@

cos a @

:E:tga
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4.5. Zwiazki miedzy funkcjami
trygonometrycznymi kata ostrego

TozsamoScia trygonometryczng nazywamy rownosé, w ktorej zapisie wyste-
puja funkcje trygonometryczne, prawdziwa dla wszystkich wartosci kata, dla
ktorych jest okreslona.

Podstawowe tozsamosci trygonometryczne

Dla dowolnego kata ostrego a prawdziwe sa zaleznosci:

® sina + cos’a =1

Uwaga. Zapis sin?«a oznacza (sin a)?, analogicznie cos?a = (cosa)? i tg2a = (tga)?.

Tozsamoéé sin® a + cos? & = 1 nazywamy jedynka trygonometryczna. B
Dowéd jedynki trygonometrycznej c a
Przy oznaczeniach takich jak na rysunku obok: <

. . b :

sma:% 1 cosa = - A b c

2 2 2 2 2 2 2 Korzystamy

.2 2 a b a b a®+b c y \
sSIn” a + cos” o = (E) + (Z) =2 + 2" T2 T 2= 1 z twierdzenia

Pitagorasa.
7 jedynki trygonometrycznej wynikaja nastepujace tozsamogci:

sinfa=1—cos?a oraz cos’a =1—sin?a

@ Cwiczenie 1

Udowodnij tozsamo$é trygonometryczna tg o = :;%
Jezeli dana jest warto$é¢ jednej funkcji trygonometrycznej, to — korzystajac
z tozsamosci podanych wyzej — mozna wyznaczy¢ wartosci pozostalych funkeji

trygonometrycznych.

Przyktad 1
Kat a jest ostry oraz sina = 2. Oblicz cos a.

Warto$¢ cos o obliczymy, korzystajac z jedynki trygonometryczne;j:

2
(g) + cos?a=1

2a=1-— 9 _16
COS™ ¥ 25 25
Wartosci funkcji trygonometrycznych
cosa = 5 kata ostrego sa dodatnie, dlatego

wartosé f% odrzucamy.

Komentarz

Po rozwigzaniu przyktadu 1. warto powiedzie¢ uczniom, ze sytuacje, w ktérych dana
bedzie warto$¢ jednej funkcji trygonometrycznej, a potrzebna bedzie warto$é innej
funkcji trygonometrycznej, beda sie zdarza¢ do$é¢ czesto w réznych dziatach matema-
tyki. Dlatego sprawne postugiwanie sie tozsamosciami trygonometrycznymi jest bardzo
wazng umiejetnoscia.



Cwiczenie 2 Cwiczenie 2

Kat « jest katem ostrym oraz cos o = %. Oblicz sin a. sin®a=1— (4) =2
sina = %
Przyktad 2
Kat a jest katem ostrym oraz cosa = % Oblicz wartosci pozostatych funkcji
trygonometrycznych kata «.
Wartos¢ sin « obliczymy, korzystajac z jedynki trygonometrycznej:
2
sin® o + (%) =1 Cwiczenie 3
. 8 a)cosaz%,tgaz%
si-a= g b) sina = 3, tga =
sin o — & Wartosci ft.mkcji trygogometryczny(th ¢) sina = T15  tga = V15
3 kata ostrego sa dodatnie. ;
Obliczamy warto$¢ tg a: Cwiczenie 4
g - cos @ - % -
; v/ |,
Cwiczenie 3
a) Kat « jest katem ostrym oraz sin« = 0,8. Oblicz cosa i tg a. A b
b) Kat « jest katem ostrym oraz cosa = % Oblicz sina i tg . 1
c) Kat a jest katem ostrym oraz cosa = i. Oblicz sina i tg a. sina = ¥7 cos o = @
b)
Aby obliczy¢ wartosci funkcji trygonometrycznych, mozemy wykorzystaé¢ od- VB
powiedni tréjkat prostokatny. V2
@) a
Przyktad 3 2
Kat a jest katem ostrym oraz tga = ﬁ. Oblicz sina i cos a. sina = ?, cosa = @
Zauwaz, ze dla trojkata prostokatnego o przypro- B ©)
stokatnych a = 7 i b = 24 otrzymamy tga = . c
Dlugosé przeciwprostokatnej obliczamy, korzysta- - “ 29 21
jac z twierdzenia Pitagorasa: A b C
c= T +242 =25 AQO a
. 7 24
Zatem sina = - oraz cosa = . sina = 21 cosar= 20
Cwiczenie 4 <)
Narysuj odpowiedni trojkat prostokatny i oblicz wartoéci pozostatych funkcji 3
trygonometrycznych kata ostrego a. V2
_ _2z na =2 _ Y5
a) tgar =2 c) tga = 5 e) sino = 2 g) cosa = 5 A a
s _ V2 _5 '
b) tga = 5 d) tga =2 f) sina = 3 h) cosar = ¢ sina = &, cosa = L2

e) Tréjkat o bokach dtugosci: 2, V/5, 3

% tga =20

f) Tréjkat o bokach dtugosci: v/2, v/7, 3
g o=

Cos @ =

cosa =

g) Trojkat o bokach dtugosci: /5, 2v/5, 5

sina = %, tga =2

h) Tréjkat o bokach dtugosci: v/11, 5, 6
Vi1 Vi1

sina = 5=, tga = 5
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Odpowiedzi do zadan

1. a) sina = 0,6, tga = 0,75
b)sina =2, tga = 3

Vi5

_\ﬁ
c) cosa = ,tga= ¥z

_ \/ 2121
d) cosa = ,tga= 242
e) sina =2, tga = 13

— 313 _z_m
f) sina = 5 , COS Qv =
g) sina = 13, cosa = %

S aval _ 5v41
h) sina = 2=, cosa = 243
2. a) cosa = §sma

sin a—i—( sma) =1

190 sina =1

g __ 31
s o = —10

b) sina = 2 cosa
(%cosoz)2 +cosla=1

%coszazl

cosa = %
3. a) tak
(22) + (3)*=8+3 =1
b) nie
sin? o + (%)2 =1
sin o = 2¥8

thé—Slna—Q\/_7£2f

Ccos a

c) nie
2
(@) +cosla=1

cosa = F
tga=ne =D
d) tak

sin? o + (%)2 =1
sina = \/?g

tga = e =3

4. a) 2v/5 cm, 4v/5 cm
b) 6\/_3 cm, 9v/13 cm

) —

)

&
T &

[tel[¢}}
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Rozwazmy tréjkat prostokatny ABC' (rysunek obok). B
W tym tréjkacie f = 90° — a. Zauwazmy, ze:

c
sin 3 = sin(90° — ) = 2 a
i jednoczesnie cos a = 9, zatem sin(90° — a) = cosa. L @
¢ C b A

Twierdzenie

Dla dowolnego kata ostrego a zachodzg réwnosci:

= sin (90° — @) = cos

= cos (90° — o) = sin
= tg (90° — @) = tg%

@ Cwiczenie 5

Uzasadnij druga i trzecig z podanych wyzej tozsamosci trygonometrycznych.

Cwiczenie 6
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego «.
a) sin(90° — o) = b) cos(90° — a) = L& c) tg(90° —a) =2

2

Zadania

1. Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego a.
e) cosa = @
f) tga =3

g) tga =23
h) tga =2

a) cosa = 0,8

b) cosa = 2 d) sina =04

¢) sina = 1

2. a) Kat « jest ostry oraz sina = 3 cos . Oblicz sin a.

b) Kat a jest ostry oraz cosa = 2sin «. Oblicz cos «.

3. Czy istnieje kat ostry « spelniajacy podane zaleznosci?

. _2\/§ . . _ 1 _ 4 . __ V10

a) sina = %= 1 cosa = 3 c) tga=z: i sina= >
__ 2V6 _ 1 __ V5 _ 2

b) tga = %2 1 cosa = ¢ d) tga=% i cosa =3

4. W tréjkacie prostokatnym jeden z katoéw ostrych ma miare «, a przeciwpro-
stokatna ma diugosé c. Oblicz dlugosci przyprostokatnych tego trdjkata.

a) tga=1,¢=10cm b) tga =32, c=39 cm
. _ 2v5 . . . .
5. Kat a jest katem ostrym oraz tga = =£=. Oblicz wartos¢ wyrazenia.
6sina —8cos? a sin4a72sin2a+1
a) sin® o b> 1-sin’a
Cwiczenie 5
Uzasadnienie tozsamosci trygonometrycznych:
cos(90° —a) = £ =sina
o _ b _ 1
tg(90 7a)—;—tg—a
Cwiczenie 6
— 3 & _ Vo1 _ V91
a) cosa = 55, sina = Y5, tga = =
b) sina = ‘g, cosa =1, tga= V3
) tga= 3, sina = —5‘3/?4, cosa = —3*3/54



10.

10.

11.

Dany jest tréjkat prostokatny ABC' o kacie prostym przy wierzchotku C.
Oblicz obwdd tego trojkata.

a) [AC| = 12, sin|[{BAC| = 2 ¢) |BCO| =3, sin|4ABC| = %8

b) |AC| = 4, sin|SABC| = £ d) |BC| = 6, cos | BAC| = L
Czy istnieje kat ostry « spelniajacy podane zalezno$ci?

. B 5 _ N o 25

a) sina =% i sin(90° —a) =1 ¢) cosa =% i cos(90°—a) = &
b) sina =2 i sin(90° —a) = 2 d) tga =v2 i tg(90° — ) = 22
Kat « jest katem ostrym oraz cos a = m. Wyznacz warto$¢ wyrazenia.
a) (1 —sina)(l+sina) ¢) (sina+ cosa)?
b) (sina — cos a)(sin a + cos «) d) cosatga + sin atg(90° — a)

Uzasadnij podana obok tozsamosé. Korzysta-

jac z niej, oblicz wartosci pozostatych funkeji 1+ tg2a = P
trygonometrycznych kata ostrego o w przy-

padku, gdy:

a) tga =1, b) tga = 2, c) tga = /5.

Kat a jest katem ostrym i sin a 4 cosa = 1,4. Oblicz warto$¢ wyrazenia.
a) sina - cosa b) sina — cosa c) sin®a — cos® a

. Wykaz, ze dla kata ostrego o podana réwnosé jest tozsamoscia.

a) (1+cosa)(l —cosa) =sin’a  d) cos*a —sin* a = cos’> a —sin’ a

b) (1+sina)(l —sina) =cos’a  e) cos?a+sin® a = 1—2sin® a cos® o
) 1—2cos? a — sina — cosa f) sin? o —sin? o -1

sin o + cos cost o —cos?

Do oznaczania katéw zwykle uzywamy liter alfabetu greckiego.

A « alfa H n eta N v ni T 7 tau

B (3 beta O 0 teta = €& ksi T v ypsilon
I' v gamma I ¢ jota O o omikron P ¢ fi

A 6 delta K k kappa II © pi X x chi

E ¢ epsilon A X\ lambda P p ro ¥ 1) psi

Z (¢ dzeta M o mi Y o sigma 2 w omega

a) (sina + cos a)? = sin® a + cos® a + 2sin a - cos &
1,42 =1+ 2sino - cosa, sina-cosa = 0,48

b) (sina — cos @)? = sin® @ + cos® @ — 2sina - cosa = 1 — 0,96 = 0,04
sina —cosa = —0,2 lub sina — cosa = 0,2

¢) sin® a— cos® a = (sin a — cos @) (sin® o + sin & - cos a + cos? )

sin® a— cos® & = —0,296 lub sin® a— cos® a = 0,296
a) (14 cosa)(l —cosa) =1 — cos® a = sin®

b) (14 sina)(1 —sina) = 1 — sin® a = cos®

) 1-2cos? o sin2 oc«l»cos2 a—2cos? o _ sin2 a—cos? a

sma+cosa = sin a+cos « ~  sina+tcosa = Smma — Ccos

o

d) cos* o — sin* o = (cos® a + sin? a)(cos® a — sin? @) = cos? & — sin® a
4 3

e) cos® o+ sin® o = (cos® o + sin? a)? — 2sinacos® a = 1 — 2sin®cvcos?
f) sinf a—sin2a __ sin?a(sin?a-1) _ sin?a(—cos?a) __ 1
cosfa-cos2a ~ cosZa(cos?a-1) ~ cos?a(—sin?a)
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6. a) % = 1—53, czyli
|BC| = 5 - |AB
|AB|? =12% + (& - |AB|)°
|AB| =13, |BC| =5
Zatem Ob = 30.
b) % = \/?g’ czyli
|AB| = 4/5

|BC| = +/|ABJ]? — |AC|?> =8

Zatem Ob = 4(\/5 + 3).

\/5

c) % = ¥ czyli
|AC| = - |AB]
B[ = (v3)*+ (£

|AB| = 3, |AC| = VB
Zatem Ob = 3 + /3 + /6.

3V13

14B|)’

d) % o, Eayli
|AC| = 232 - |AB|

2
ABI® = 62 + (342 - |4B])

|AB| = 313, |AC| =9
Zatem Ob = 3 (\/ﬁ—l— 5).
7. a), c), d) tak

b) nie
) m?
b) 1 — 2m?

22
n:

c) 1+ 2m+v1—m?
&) m+vVI—m

9. 1+ tg? =1+ Sm7a

COS2
2

_ COS a—+sin® o __

cos? a T cos?a
é, cosa = %,
2v13 _ 3v13

g o oS 13
ﬁ7 cosq = Y8
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Trygonometria i astronomia

Odlegtosci dzielace nas od stosunkowo bliskich gwiazd mozna obliczy¢
na podstawie obserwacji zmiany ich polozenia na tle odleglych gwiazd.
Astronomowie w tym celu wyznaczaja kat, zwany katem paralaksy.

Ma on miare rzedu setnych czesci sekundy.

odlegte gwiazdy

= P
- ~

7 N
gwiazda widziana e gwiazda widziana
. . . N 4 . .
z Ziemi w grudniu S =2 z Ziemi w czerwcu

potfozenie gwiazdy wyznaczone
na podstawie obserwacji wykonanych
w czerwcu i grudniu

kat paralaksy a
\
. 04
e i i N = ~
7 N
. . . . 4 N . . . .
potozenie Ziemi / r r \ potozenie Ziemi
W czerwcu S 7 w grudniu
\ Storice ’
N e
~ e

Do wyznaczenia kata paralaksy mozemy wykorzysta¢ obserwacje wykonane w czerwcu

i grudniu, gdy Ziemia znajduje sie w dwoéch przeciwlegtych potozeniach na swojej orbicie
wokot Stonca (patrz rysunek). Oznaczmy przez r srednig odlegto$¢ Ziemi od Storica, réwna
w przyblizeniu 150 mIn km (wielkos¢ ta zostata nazwana jednostka astronomiczna).
Odlegtosc¢ x obliczamy, korzystajac ze wzoru tg a =)£(, gdzie a - kat paralaksy.

1 Oblicz odlegtos¢ od Storica najblizszej nam gwiazdy spoza Uktadu

Stonecznego — Proximy Centauri, dla ktorej kat paralaksy a = 0,77".
Przyjmij tg 0,77” = 0,00000373.

1.z = L n 180000000 ~ 4214477211796 [km]

tg o 0,00000373



4.6. Funkcje trygonometryczne
kata wypuktego

W tej i kolejnych lekcjach bedziemy rozpatrywaé katy umieszczone w ukta-
dzie wspdélrzednych w taki sposob, ze poczatek ukladu jest wierzchotkiem
kata, a jedno z ramion kata, zwane jego ramieniem poczatkowym, zawiera sie
w dodatniej pélosi OX. Drugie ramie bedziemy nazywaé¢ ramieniem konco-
wym. Kat odlozony jest od ramienia poczatkowego do ramienia koncowego
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara.

Y Y Y

60° 120° 150°
O] X O] X O] X
Figure nazywamy wypukla, gdy odcinek laczacy dowolne dwa punkty nale-
zace do tej figury jest w niej zawarty. W tym rozdziale rozpatrujemy katy
wypukle, ktérych miary naleza do przedzialu [0°;180°]. Przypominamy, ze
kat nazywamy rozwartym, gdy jego miara nalezy do przedziatu (90°;180°).

Cwiczenie 1
Do ramienia koncowego kata nalezy punkt P. Podaj miare tego kata oraz

Uczen:
— okresla znak funkcji trygono-

metrycznej kata rozwartego,
oblicza wartosci funkcji trygo-
nometrycznych kata, gdy
dane sa wspotrzedne punktu
lezacego na jego koncowym
ramieniu; przedstawia ten kat
na rysunku,

stosuje wzory:

sin(180° — &) = sin v,
cos(180° — @) = —cos a,
tg(180° — a) = —tg

do obliczania wartosci
wyrazen,

oblicza wartosci funkcji
trygonometrycznych katéw
rozwartych, korzystajac

z tablic wartosci funkcji
trygonometrycznych,
zaznacza w ukltadzie wspol-
rzednych kat, gdy dana jest
wartosé jego funkcji trygono-
metrycznej.

wspdirzedne innego punktu nalezacego do jego ramienia koncowego.

a) % b) v ¢) v Cwiczenie 1
P(2,2) P(0,2) P(~2,2) :.))) gg np. E(l)B
) np' )
e! o @ 8
135°, np. (—1,1
ol X O] X 0 ¥ ©) np. (=1,1)
Przyktad 1

Dany jest tréjkat POA, w ktérym P(3,2) i A(3,0). Oblicz dlugosé odcinka
OP i wartoéci funkcji trygonometrycznych kata POA.
Rozwazamy trojkat prostokatny POA (rysunek obok). Y
Oznaczmy miare kata POA przez a.

Poniewaz |OA| = 3, |AP| = 2, z twierdzenia Pitago-

P(3,2)

—

rasa otrzymujemy: o
0] L A X
OP| = V22 1 32 = /13
Zatem sina = A5 = %, cosa = Ao = % i tga=2.

Cwiczenie 2
Oblicz dlugosé odcinka OP i wartosci funkcji trygonometrycznych kata POA.
a) P(3,4), A(3,0) b) P(6,8), A(6,0) c) P(v/3,1), A(V/3,0)

Cwiczenie 2
a) [OP| =5,sina =32, cosa =2, tga =3

b) [OP| =10, sina = 3, cosa = 2, tgar =

¢) |[OP| =2,sina =1, cosa = @, tga =

w|§ Wk
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Multibook

® Funkcje trygonometryczne kata
w uktadzie wspotrzednych (1)

® Funkcje trygonometryczne kata
w ukfadzie wspdtrzednych (2)

® Funkcje trygonometryczne kata
w ukfadzie wspdtrzednych (3)
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Cwiczenie 3

a) p Y
1
@

ol 1 X
r=—-4y=3,r=>5
sinaz%,cosazf%,

3
b) Y
P
1
a

ol 1 X
m:73,y:3,r:3\/§
sino¢2§7coso¢=—§7
tga = -1
c) Y

Q
)
@

O 1 X
r=-2,y=06,r=2y10
sinaz%{o,cosa:flﬂoo,
tga = —3
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Niech P(z,y) bedzie dowolnym punktem, réznym od poczatku uktadu wspél-
rzednych, lezacym na ramieniu koncowym kata ostrego o. Wtedy:

sina =¥,
T

gdzie r = |OP| = Vz% + y?
Ol ToX

Podane wyzej wzory shuza réwniez do zdefiniowania funkcji trygonometrycz-
nych dowolnego kata a € [0°;180°] umieszczonego w ukladzie wspélrzednych.

x
cosa = =, tga = =,
™

P
\
\
\

Definicja

Niech P(z,y) bedzie dowolnym punktem, réznym od poczatku ukladu
wspOlrzednych, lezacym na ramieniu koncowym kata o € [0°;180°]. Wtedy:

-sina:%, -cosa:%, gdzie r = /12 + 32 P,,,,Y,y
‘ r
stga =2 (z+#0, cayli o # 90°) 1 «
* z ol X
Przyktad 2 Y
Do ramienia koficowego kata « nalezy punkt P(—3,4). P
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych tego kata.
Punkt P ma wspélrzedne (—3,4), zatem © = -3, y =4,
czyli: y 4 o
t = X = — =
Y=L T3 ol 1%
r=va?+y?=/(-3)2+42 = /25 =5, zatem sina = 3, cosa = —2.
Cwiczenie 3

Do ramienia koncowego kata o naleza punkty P i Q. Przedstaw ten kat na ry-
sunku i oblicz wartoéci jego funkcji trygonometrycznych, korzystajac ze wspél-
rzednych wybranego punktu.

a) P(—4,3), Q(—8,6) b) P(-3,3),Q(—41,42) ¢) P(-1,3), Q(-2,6)

Cwiczenie 4

Wybierz dowolny punkt na ramieniu koncowym kata « i oblicz wartosci tych
funkcji trygonometrycznych kata «, ktére sg dla niego okreslone.

a) a=0° b) a = 90° c) a=180°

Jako wartodci funkcji trygonometrycznych Y
kata BAC w tréjkacie ABC przyjmujemy ¢

wartoéci funkcji trygonometrycznych przy-
stajacego do niego kata a umieszczonego
w ukladzie wspéirzednych. A B Ol X

Komentarz
Nalezy poleci¢ uczniom, aby wykonali ¢wiczenie 4.

Cwiczenie 4

a) sin0° =0, cos0° =1, tg0° =0

b) sin90° = 1, cos 90° = 0,

c) sin 180° = 0, cos 180° = —1, tg180° = 0

Komentarz

Jesli bedzie taka potrzeba, mozna na poczatku tej lekcji przypomnieé uczniom, jak sie
oblicza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw 30°, 45°, 90° (wykorzystajmy
odpowiednie tréjkaty). Mozna tez poprosi¢ uczniéw, aby sami wykonali takie éwiczenie
w domu przed ta lekcja.



Twierdzenie

Dla « € (0°;90°) zachodza nier6wnosci:  sina > 0, cosa > 0, tga > 0.
Dla « € (90°;180°) zachodza nieréwnosdci: sina > 0, cosa <0, tga < 0.

Rozpatrzmy punkt P(x,y) nalezacy do ramienia koficowego kata « oraz punkt
Py (—z,y) nalezacy do ramienia koncowego kata 180° — « (rysunek ponizej).
Zauwazmy, ze |OP;| = |OP| = r, zatem:
sin(180° — o) = % =sina,

cos(180° — ) = %m = —cosa,

tg(180° — o) = % =—tga.

Przyktad 3

Punkt P(4,3) nalezy do ramienia koncowego kata «, a punkt P;(—4,3) — do
ramienia koncowego kata 180° — . Oblicz wartosci funkcji trygonometrycz-
nych katéw a i 180° — a.

|OP;| = |OP| = 5, zatem: P p

sina =2, sin(180° —a) = 2,

5
_ 4 o _ _4 1807 —
cosa =3, cos(180° —a) = —3, \( - “B/

tga =2,  tg(180° —a) = —3. 4 \
O 1 X

Cwiczenie 5

Narysuj w uktadzie wspétrzednych dwa katy: a, do ktorego ramienia konco-
wego nalezy punkt P(4,2), oraz kat 180° — «. Oblicz wartosci funkcji trygono-
metrycznych katéw o i 180° — a.

Twierdzenie

Dla kata a € [0°;180°] prawdziwe sg wzory:
= sin (180° — o) = sin

» tg (180° — a) = —tg «, gdzie o # 90°
= cos (180° — &) = —cos & & ) e #

Przyktad 4

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 120°.
sin 120° = sin(180° — 60°) = sin 60° = @

cos 120° = cos(180° — 60°) = — cos 60° = —
£g120° = tg(180° — 60°) = — tg60° = —/3

1
2
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Cwiczenie 5

P(4,2), Pi(—4,2)
Y

P1 /——\
I80T= &

g o
o] 1

r=2V5

sina = @

cos o = %

tga = %

sin(180° — a) = &
cos(180° — @) = —2

tg(180° —a) = —1

25

5




Cwiczenie 6
a) sin 135° L

o f o
cos 135 -5, tg 135
b) sin150° = 3, cos 150° = — §7
tg150° = — 23
Cwiczenie 7
a) Niech punkt P(z,y) lezy na

ramieniu koncowym wypuklego
kata o oraz =2 + y? = r2.

sin® o+ cos® a = (¥)% + (£)* =
2
T

2 2
— +x= —
=ude?
sina __ % _ =t
cosa_?__ g
b) Zauwazmy, ze x < iy <
Zatem sina = £ < £ =1 oraz
—z r :1 "
cosa= o< ;=1
Cwiczenie 8
2 16 4
a) cos” a = 52, cosa = —z,
—_3
tga=—3
b) cosza:g,cosazfé,
_ _2/5
tga = 5
c) cos2o¢:%7coso¢=—¥7
—_1
tga = —3
Cwiczenie 9
2 9 _ 3
a) sin“a = 5z, sina = £,
—_3
tga=—73
02 8 i _ 2V2
b) sin®a = g, sina = ==
tgo = —2v2
3V/10

) _ 9 . _
c) sin” a = 35, sina = =45

tga = —3
Odpowiedzi do zadaﬁ
1. a) sin [SAOP| = 17 ,
cos |[FAOP| = — g,
5] AOP| =
b) sin |3 40Q| =
cos [ A0Q| = f :
tg|XAOQ| = %
c) sin |[SAOR| =
cos |[XAOR| =
tg|XAOR| = -3,

L
m
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@ Cwiczenie 7

Cwiczenie 6
Oblicz wartoéci funkcji trygonometrycznych kata:
a) a = 135°, b) a = 150°.

3 . ) Dla kata « € [0°; 180°] prawdziwe
a) Uzasadnij podane obok twierdzenie. o Getle
sg zaleznosci:
b) Uzasadnij, ze dla doyvol/nego/ I?alta - sin 2o 4 cos o — 1
wypuktego a zachodza nieréwnosci: sino
" tgox = , gdzie o #£ 90°

sinae <1 1 cosa<1 cos o

Przyktad 5
Oblicz cosa i tga dla kata o € (90°;180°) spelniajacego warunek sin o = i.

(1)2 +costa=1

4

Korzystamy z jedynki
trygonometryczne;j.

cos’a = %, stad cosa = @ lub cosa = f@.
Dla « € (90°;180°) cosinus jest ujemny, wiec cosa = —@.
__ sina __ % _ 1 V15
Obliczamy wartos¢ tgo: tga = 200 = —J = — 7 = =55
i

Cwiczenie 8
Oblicz cos® a, cosa i tga dla kata o € (90°;180°) spelniajacego warunek:

a) sina = 2, b) sina = 2, c) sinaz@.
Cwiczenie 9
Oblicz sin® o, sina i tga dla kata o € (90°; 180°) spetniajacego warunek:
a) cosa = —%, b) cosa = —1, c) cosa:—%.
Zadania
1. Oblicz wartoéci funkcji trygonometrycznych Y

podanego kata (rysunek obok). B P

a) <AOP b) $AOQ c) SAOR
2. Punkt P nalezy do ramienia koncowego ka- ;

ta «, a punkt Q — do ramienia koncowego 2 1

. . . A
kata 8. Oblicz s — sin 3.
ata 3 icz sina — sin 8 o3 <

a) P(—2,4), Q(4,2) b) P(-9,3), Q(2,6)

3. Punkt P nalezy do ramienia koncowego kata «, a punkt () — do ramienia
koncowego kata (3. Oblicz cos a 4 cos 3.

a) P(3,1),Q(~1,3) D) P(=2,4),Q(-4,2) ) P(—2,¢§),Q(§,1)

2. a) sina —sin § = 22
b) sin afsinﬂ—@ oAt @

3. a) cosa+cosf = £+(,%) 3F4\F
b)COSQ—FCOSﬁ_—%_A'_(_%): %
c)cosa+cosﬁ_7£+£: 3\/6



Oblicz.
a) sin 120° + sin 60° b) sin 135° - sin 150° ¢) 4cos150° — 3tg135°
Oblicz.
) sin 120° — cos 150° C) tg 150°— tg 120° e) cos 135°+ cos 150°
3tg 150° cos 120° sin 120°+ sin 135°
b) tg 120°— cos 30° ) tg 135°+ cos 45° f) tg 120°— cos 30°
sin 120° sin 45° - cos 135° cos 150°+ cos 60°

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Korzystajac z tablic wartoéci funkcji trygonometrycznych (str. 385),
oblicz przyblizone wartoéci sin 125° i cos 168°.

sin 125° = sin(180° — 55°) = sin 55° ~ 0,8192

cos 168° = cos(180° — 12°) = —cos 12° ~ —0,9781

Korzystajac z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych, oblicz przybli-
zong wartosc:
a) sin105°, b) sin165°, c¢) cos130°, d) cos175°, e) tgld2°, f) tg163°.

Oblicz sin” o, sin « i tga dla kata rozwartego a spelniajacego warunek:

a) cosa = —1, b) cosa = —2, ¢) cosa = —‘/?_’

Oblicz cos® a, cosa i tga dla kata rozwartego o spelniajacego warunek:
a) sina = %, b) sina = 32, c) sina = 2.
Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Narysuj w ukladzie wspdlrzednych kat o € [0°;180°], taki ze

tga = —%. Oblicz sina i cos a.

Wiemy, ze tga = £, wiec np. punkt P(—2,3) nalezy do ramienia kon-
cowego kata a. Zaznaczamy ten punkt w ukltadzie wspotrzednych i ry-
sujemy ramie koncowe kata o.

Y
— 2 —
r=|0P|=/(-2)2+32=+1 P(L2.3)
—y¥y_ 3 _ 3/13
stad sina = f—f— 5 o
‘ o
cosar =¥ = & = 378, o] 1x

Narysuj w ukladzie wspélrzednych kat o € [0°; 180°] spelniajacy podany
warunek oraz oblicz sina i cos a.

o 2 _ 5 _ 12
a) tga = —2 b) tga = —13 ) tga=—3
a) sin 60°4-cos 30° __ @"’@ =1
. —3tg30° - 3.3 -
3
b) —tg60°—cos30° __ —V3= @ — _3
sin 60° - N
Y
() el g0’ _ —3iv3 _ _43
— cos 60° - -1 -3
d) —tg45°+cos45° 1+@ — 9 _ \/5
sin45°-(—cos45°) — \/5( \/E) _
2 z
) —cos45°—cos30° __ ’@ @ —l
sin60°+sin45° — 3 , /2
Tt
) —tg60°—cos30° __ —V3— @ §(3+\/_)
—cos 30°+cos 60° ,@+l 2
2 2
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6. a) sin 105° = sin 75° =~ 0,9659
b) sin 165° = sin 15° ~ 0,2588

c) cos 130° = —cos 50° ~
~ —0,6428
d) cos 175° = —cos5° ~
~ —0,9962
e) tg142° = —tg38° =~
~ —0,7813
f) tg163° = —tgl17° ~
~ —0,3057
202 15 s _ V15
7. a) sin® o = 73, sina = 2,
tga = —v15
.9 _ 5 o _ \/g
b) sin a\—fg, sina = %2,
_ _ 5
) sin®a =2, sina = %,
tga = -2
8. a) cos® o = %, cosa = 7%7
_ V2
2 _ 7 _ VT
b) cos® a }E? cos o = — 4L,
N Wi
tga = —=
c) cos’ o = %, cosa = 7%7
_ _ 5
9. a) sina = %3173,
_ _3/13
COSO{——T
b) sina = %, cosav = — 12
) sina =2, cosa=—=2



Odpowiedzi do zadan
1. a) 30°

b) 60°

c) 135°
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Dowiedz sie wiecej

Wspétczynnik kierunkowy prostej

a>0 a<0
Y & & Y
7/ P(z,y)

%2
0
o

U

—~

£

<
=
Vs

Niech punkt P(z,y) nalezy do prostej y = ax, gdzie a # 0, i lezy w I lub 1T
¢wiartce uktadu wspéirzednych. Woéwcezas zgodnie z definicja funkcji tangens:
L=tga,czyliy =tga-z
Zauwaz tez, ze dla dowolnego wspoélczynnika b prosta y = ax + b tworzy
z osig OX taki sam kat jak prosta y = ax. Wynika stad ponizsze twierdzenie.

Wspéblezynnik kierunkowy a prostej y = azx + b, gdzie a # 0, jest réwny
tangensowi kata «, ktéry ta prosta tworzy z osia OX:

a=tga

1. Wyznacz miare kata, ktéry dana prosta tworzy z osia OX.
a)yz?m b) y =3z c) y+xz=0

2. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz miare kata miedzy prostymi: Y
Yy = —?m iy=—3z

Prosta y = —@x tworzy z osia OX kat « =

taki, ze tga = —§7 czyli a = 150°. \

Prosta y = —v/3z tworzy z osia OX kat 3 [9) z X
taki, ze tg 8 = —/3, czyli f = 120°. Q &
Kat miedzy tymi prostymi jest wiec réwny: ).

a — [ =150°—120° = 30°

7

Y

1%

Wyznacz miare kata miedzy prostymi:
a) y=—V3z i y=u, b) y

Il
“[S
]
_l’_
—
<
|
|
]
_|_
>

2. a) tga = —V/3, czyli a = 120°
tg B =1, czyli § = 45°
a— B =715
b) tga = @, czyli o = 30°
tg 8= —1, czyli B = 135°
B8 —a=105°
Kat ostry miedzy prostymi: 180° — 105° = 75°



4.7. Pole trojkata

Pole tréjkata jest rowne potowie iloczynu diu-
gosci boku i wysokosSci opuszczonej na ten bok.

_ 1

Przyktad 1

Oblicz pole tréjkata réwnoramiennego, ktérego ramie ma dtugosé 13 cm, a wy-
soko$¢é opuszczona na podstawe jest rowna 5 cm.

Obliczmy potowe dhugosci podstawy trojkata, ko-

rzystajac z twierdzenia Pitagorasa:

7
¢ = /132 = 52 = /144 = 12 [cm] 13 & 5 em Ll
Zatem P = lah =1 -24-5 =60 [cm?].

2 2

Przyktad 2

Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego ma
dlugo$é 8 cm, a cosa = 2 (rysunek obok). Oblicz
pole tego trojkata.

&
cosa:g:%,st@dbzﬁ[cm}. a
a=+/8 —62 = 6436 =128 =27 [cm] -
Zatem P = lab=1.2y7-6 =67 [cm?. b
Cwiczenie 1

Obwdd tréjkata réwnoramiennego wynosi 28 cm. Oblicz pole tego tréjkata
w przypadku, gdy:
a) jego ramie jest o 4 cm krétsze od podstawy,

b) cosinus kata przy jego podstawie jest réwny %

Cwiczenie 2

Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego ma dlugosé 26 cm. Oblicz pole
tego trojkata w przypadku, gdy:

a) sinus jednego z jego katéw ostrych jest réwny 15—3,

b) tangens jednego z jego katéw ostrych jest réwny 2,4,

c) jego katy ostre a i 3 spelniaja warunek sin o + cos 3 = /3.

Cwiczenie 2
Niech a, b oznaczaja dlugosci przyprostokatnych trojkata. Wowczas:

a) 5% = %, czyli a = 10 oraz b = \/26% — 10% = 24.
P =120 cm®

b) ¢ =24, skad a = 2, 4b.
a® + b% = 6, 76b> = 262, zatem b = 10 oraz a = 24.

P =120 cm?

¢) &+ & =+/3, czyli a = 13/3 oraz b = 1/ 26% — (13\/5)2 = 13.

P:% 3 cm?

Uczen:

— podaje rézne wzory na pole
tréjkata,

— dobiera odpowiedni wzoér
i oblicza pole trojkata,

— wykorzystuje umiejetnosé
wyznaczania poél trojkatéw
do obliczania pdl innych
wielokatow,

— dowodzi zaleznosci w tréj-
katach z zastosowaniem
trygonometrii,

— wyprowadza wzoér:

P = %ab sin y

— wykorzystuje poznane wzory
na pole trojkata do rozwia-
zywania zadan.

Cwiczenie 1

Niech a oznacza dtugosé podsta-
wy, b — dlugos¢ ramienia tréjka-
ta. Wowczas a + 2b = 28.

a)a=b+4

a=12,b=38

h=/b = (§)" =2V7 [cm]
P =127 cm?

b) 3 =2

a=8b=10

h=1/b2 = (2)* = 2v/21 [cm]
P =821 cm?
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Cwiczenie 3

Niech a oznacza dtugos$é ramie-

nia trojkata. Wowczas:
a) P=%-a2:4,50m2,

czylia =3 cm

Ob=2a+av2=3(2++2) cm

Cwiczenie 3
a) Oblicz obwdd tréjkata prostokatnego réwnoramiennego o polu 4,5 cm?.

b) Oblicz pole tréjkata prostokatnego réwnoramiennego o obwodzie réwnym
(30 + 15v/2) cm.

Cwiczenie 4 . ,
b) Ob = 2a+av2 = a(2+2) = @ a) Udowodnij podany obok wzér. Pole trojkata r.owr.lobocznego
=15(2 +/2) cm . . } o boku a wyraza sie wzorem:
b) Oblicz pole tréjkata réwnobocznego 5
a=15cm o obwodzie réwnym 30v/3 cm pP==2 A
P=1.a>=112,5 cm? Y ' ‘
Cwiczenie 4 Cwiczenie 5
a) a) Oblicz pole tréjkata réwnobocznego, ktérego wysokosé jest réwna 4 cm.
b) Oblicz obwéd tréjkata réwnobocznego o polu réwnym 108v/3 cm?.
h a
Twierdzenie
N Pole tréjkata jest rowne potowie iloczynu dtugosci dwéch
z z jego bokéw i sinusa kata zawartego miedzy nimi. b
Korzystamy z twierdzenia P = Labsin ~
Pitagorasa i otrzymujemy: 2 a
h? =a®— ia2 = %a2, czyli
h = @a. Dowod

Zatem: P = %ah = # cm?.

b) Bok tréjkata jest réwny
10v/3 cm, czyli pole:

P = 175v/3 cm?
Cwiczenie 5
a) P =13 cm®

b) Ob = 36v/3 cm
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Mozliwe sa trzy przypadki ze wzgledu na kat o zawarty miedzy bokami a i b
trojkata. Rozpatrzmy dwa z nich (przypadek trzeci — patrz éwiczenie 6).

1° Kat « jest katem ostrym (rysunek obok).
Niech h bedzie wysokoscig opuszczong na bok a.
Wowczas % = sin o, wiec h = bsin a.

Zatem P = lah = fabsin .

2° Kat « jest katem rozwartym (rysunek obok).
Niech h bedzie wysokoscia opuszczong na przediuze-
nie boku a.

Wowczas % = sin(180° — ), wigc h = bsin(180°—a). - -2 -

a
Korzystamy ze wzoru sin(180° — o) = sin « i otrzymujemy h = bsin a.

Zatem P = lah = fabsin .

@ Cwiczenie 6
Uzasadnij prawdziwo$é wzoru na pole tréjkata P = %ab sina w przypadku,
gdy kat o zawarty miedzy bokami a i b jest katem prostym.

Cwiczenie 6
Dla a = 90° mamy sina = 1, czyli P = %absina = %ab.



Przyktad 3
Dany jest trojkat ABC o bokach |[AB| = 6v/3, |AC| = 4 i kacie |4 BAC| = 60°.
Oblicz pole tego trdojkata.
Kat BAC jest zawarty miedzy bokami AB i AC, zatem:
P =LAB|-|AC| sin60° =1 -6v3-4- 2 =18

Cwiczenie 7

Oblicz pole trojkata ABC, o ktérym wiadomo, ze:

a) |AB| =6, |BC|=10 i |<ABC|=30°,

b) |AB| =10, |AC| =12 i |JCAB|=120°,

¢) |AB| =43, |AC|=+/3, |4ABC| =35 i |SACB| = 100°,

d) |AB| = |AC| =3v2 i |3ABC| = 15°.

Cwiczenie 8

Oblicz dtugoséé boku AC tréjkata ABC, ktérego pole jest réwne 12 cm?, bok
AB ma dlugosé 4 cm, a kat CAB ma miare: a) 30°, b) 45°, ¢) 120°.

Zadania

1. a) Dany jest tréjkat ABC o bokach |AB| =7 cm, |AC| = 5 cm oraz kacie
|XCAB| = 120°. Oblicz pole tego tréjkata.

b) Oblicz pole tréjkata réwnoramiennego, ktérego ramie ma dlugosé 8 cm,
a kat przy podstawie ma miare 22°30'.

2. Obwdd tréjkata réwnoramiennego ABC (rysunek
obok) jest réwny (12+8v/3) cm. Punkt P jest §rod- ¢
kiem boku BC, a punkt R dzieli bok AB w sto- @ P
sunku 3:2. Oblicz pole tréjkata:

a) APC, b) ARC, c) PRB. A R B

3. a) Podstawa trojkata réwnoramiennego jest cztery razy diuzsza od wyso-
ko$ci opuszczonej na te podstawe. Pole trojkata jest réwne 36 cm?. Oblicz
obwdd tego tréojkata.

b) W tréjkacie réwnoramiennym o polu 12v/3 cm?

opuszczonej na podstawe do dhugosci tej podstawy jest rowny % Oblicz
miary katow tego trdjkata oraz jego obwdd.

stosunek wysokoéci

4. Stosunek dlugosci ramienia tréjkata réwnoramiennego do jego obwodu
wynosi 0,3. Pole tréjkata jest réwne 8y/5. Oblicz dlugosci jego bokéw.

2. C Wyznaczamy potrzebne dtugosci:
|DB| = 2,50 = h/3, czyli |AB| = 2v/3h
P oraz |AC| = |BC| = 2h, zatem:
e 2v/3h + 4h = 12 + 8V/3
A DR B b= 28 o

|AC| = |BC| = 4V/3 cm, |AB| = 12 cm,

a) Prapc =

I
= ol
~
S
(V]
P

%)
8.

(=]
—~
=
(0]
S
)

|
—_
)
S
)
—

Il

b) Prarc = % -4/3 - 35—631n30O = %\/3 [cm?)
1.2.2/35in30° = 2v3 [cm?]

Cwiczenie 7

a) P=3-6-10-sin30° = 15
b) sin 120° = sin 60° = L
P=1.10-12sin60° = 30v/3
¢) |XBAC| = 180° — 135° = 45°
P=1.4y3-3sin45° =32
d) |[XBAC| =180° —2-15° =
= 150°

sin 150° = sin 30° = 3
P=1.3V2-3V/2sin30° =45
Cwiczenie 8

a) 12 cm

b) 6v/2 cm

c) 4\/§ cm

Odpowiedzi do zadan
1.a) P=1.5-7-sin(180° +
—120°) = £ 5in 60° = 323
b) Kat miedzy ramionami ma
miare:
180° — 2-22°30" = 135°
Zatem pole:
P =18 sin(180° — 135°) =
= 325in45° = 16v/2 [cm”]
3. a) 6(2v/2 + v/10) cm
b) 30°, 30°, 120°,
Ob = 4(2v/3 4+ 3) cm
4. Niech a oznacza dtugosé pod-
stawy, b — dlugos¢ ramienia
trojkata. Wowczas:

ﬁ:f’—o,czylib:%a

h=1/(Gay - (3a)? = La
1 5

P—ia 2 4= \/g7
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5.

10.

P =24 cm?,

Ob = 4(\/5 + 2\/5) cm
. P =36(v/3 1),

P, =36(3 —V/3)
. |BD| =|BC| =

=4/10% — (5v/3)2 =5

Tréjkat ABC' jest tréjkatem
o katach 30°, 60°, 90°, gdzie

|XBAC| = 30°
i |[XABC|=60°.
Stad:

|<CBD| = 180° — 60° = 120°
i |¥BCD| = |¥BDC| = 30°.
Zauwazmy, ze

|«BDC| = |¥BAC| = 30°,
czyli trojkat ADC' jest réwno-
ramienny, zatem |CD| = 5v/3.
Obwdd tréjkata BC'D:

Ob =5(2+/3)

Pole tréjkata BC'D:
P=1.5%sin120° = /3

W P = %absina

Najwieksza wartosé sina = 1
jest osiagnieta dla kata
a = 90°.

. 3-2-2c-sin120° =

23 _ 2v3
228 _ 9. 223

4

= 22sin60° =
a) 6
b) 4/6
1

c) 12
d) 36
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5. W kwadracie ABCD o boku 8 cm punkty F i F sa D C
srodkami odpowiednio bokéw AD i AB (rysunek obok).
Oblicz pole trojkata EFC oraz jego obwdd.

E
6. Ramie tréjkata rownoramiennego ma dtugoéé 12 i two-
rzy z podstawa kat o mierze 45°. Z wierzchotka tego
tréjkata poprowadzono do podstawy odcinek dzielacy A F B
kat miedzy ramionami w stosunku 2: 1. Oblicz pola po-
wstalych trojkatéw. C

o

A 10 B D
8. Rozpatrzmy tréjkaty o dwdch danych bokach a i b. Jaka powinna byé

miara kata miedzy tymi bokami, aby pole trojkata bylo najwigksze?

7. Na rysunku obok |BC| = |BD|. Oblicz ob-
wod i pole tréjkata BCD.

Dany jest tréjkat o bokach dlugosci a i 2a oraz kacie miedzy tymi bokami
o mierze 120°. Uzasadnij, ze pole tego tréjkata jest dwukrotnie wigksze od
pola tréjkata rownobocznego o boku dtugosci a.

Jezeli dane sa dtugosci bokéw a, b, ¢ tréjkata, to mozna obliczyé jego pole,
korzystajac ze wzoru Herona (Heron z Aleksandrii, I w. n.e.):

P=/p(p—a)(p—"0b)(p—o
J’_

gdzie p = GTIH_C jest polowa obwodu tego tréjkata.

10. Oblicz pole tréjkata o podanych bokach, korzystajac ze wzoru Herona.

a) 3,4, 5 b) 4,5, 7 c) 5,5,6 d) 9, 10, 17
Tréjkatami Herona nazywamy tréjkaty, ktérych 5: ii 5
dlugosci bokéow oraz pole wyrazaja sie liczbami
naturalnymi. - E
Przykladami tréjkatéw Herona sa trojkat o bo-
kach 5, 5, 8 (ktéry powstal przez zlaczenie dwdch 15 13 |12

trojkatéw prostokatnych o bokach 3, 4, 5) oraz
trojkat o bokach 4, 13, 15 (ktéry powstal przez od-

ciecie z tréjkata prostokatnego o bokach 9, 12, 15 g
trojkata prostokatnego o bokach 5, 12, 13). 4 5




Przypomnij sobie

Czworokaty wypukte

Wielokat nazywamy wypuklym, gdy odcinek ta-
czacy dowolne dwa jego punkty jest w nim zawarty.

A
B

Wszystkie katy wewnetrzne wielokata wypuklego  ¢uworokat ABCD nie jest
sa wypukle. Wielokat, ktéry nie jest wypukly, na-  wypukly.

zywamy wklestym.

rczworokqty
Czworokatami wypuklymi trapezy
sa m.in.: kwadraty, romby, Ll
3 5 - romby )
p.rc.)stok@ty, réwnoleglobo ‘ Kwadraty prostokaty
ki i trapezy.
Kwadrat Prostokat

* Wszystkie katy sa proste, wszystkie boki
sg réwnej dlugosci.
* Przekatne sa rownej dlugosci, sa do sie-
bie prostopadle, a punkt ich przeciecia
dzieli je na polowy.

Romb

* Wszystkie boki sa réwnej dlugosci,
przeciwlegle boki sa rownolegle, przeciw-
legte katy sa réwne.

* Przekatne sa do siebie prostopadle,
a punkt ich przeciecia dzieli je na potowy.
e Suma miar katow wewnetrznych przy
jednym boku jest réwna 180°.

Trapez

* Ma co najmniej jedna pare bokéw
réwnolegtych.

e Suma miar katéw wewnetrznych przy
kazdym z ramion jest rowna 180°.

* Wszystkie katy sa proste, przeciw-
legte boki sg réwne i rownolegle.
* Przekatne sa rownej dlugosci, a punkt
ich przeciecia dzieli je na potowy.

Réwnoleglobok

* Przeciwlegle boki sa réwne i réwno-
legle, przeciwlegle katy sa réwne.

* Punkt przecigcia przekatnych dzieli je
na polowy.

e Suma miar katéw wewnetrznych przy
jednym boku jest réwna 180°.

Trapez réwnoramienny

* W trapezie rownoramiennym, ktory
nie jest réwnoleglobokiem, przekatne
sg réwnej dlugosci, a punkt ich prze-
ciecia dzieli je w tym samym stosunku.
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Uczen:

— podaje wtasnosci réwnolegto-
boku i rombu,

— podaje wzory na pola réowno-
legtoboku i rombu,

— oblicza pola rownolegtoboku
i rombu,

— wykorzystuje funkcje trygo-
nometryczne do wyzna-
czania zwigzkéw miarowych
w réwnolegtobokach,

— uzasadnia zwigzki miarowe
w réwnolegtobokach.

Cwiczenie 1

6h1 = 90, skad h1 = 15
10h2 = 90, skad ha =9
hl — h2 = 6 cm
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4.8. Pola czworokatow (1)

Aby obliczy¢ pole dowolnego czworokata, mozemy podzieli¢ go na dwa trdj-
katy, a nastepnie obliczy¢ pola tych tréjkatow i je dodaé. Do obliczania pdl
szczegOlnych czworokatow, takich jak rownoleglobok, romb i trapez, mozemy
stosowa¢ odpowiednie wzory.

Réwnoleglobokiem nazywamy czworokat majacy dwie pary bokéw réwno-
legtych.

Twierdzenie

Pole réwnolegloboku jest rowne iloczynowi dtu-
gosci boku i wysoko$ci opuszczonej na ten bok.

P=a-h

Przyktad 1
Pole réwnolegloboku o bokach dtugosci 6 cm i 9 cm jest réwne 24 cm?. Oblicz
wysokoéci tego rownolegtoboku.

Oznaczmy przez h; wysoko$¢ opuszczona na bok dlugosci 6 cm, a przez hy
wysokosé opuszczong na bok dilugosci 9 cm.
Wowezas 6hy = 24, czyli hy =4 cm, oraz 9hy = 24, czyli hy = 2 = 22 [cm)].

Cwiczenie 1
Boki réwnolegtoboku maja dlugosci 6 cm i 10 cm, a jego pole jest réwne
90 cm?. Oblicz réznice wysokosci tego réwnolegtoboku.

Twierdzenie

Pole réwnolegtoboku o bokach a i b oraz kacie «
zawartym miedzy nimi wyraza si¢ wzorem:

P =ab sinx

Dowéd
Przekatna réwnolegloboku dzieli go na dwa tréjkaty przystajace (cecha BKB)
o bokach a, b i kacie miedzy nimi réwnym «. Zatem:
P=2. %absinoz = absin «
Cwiczenie 2
Oblicz pole réwnolegtoboku, ktérego boki maja dlugosci 8 i 12, a kat:
a) ostry ma miare 45°,  b) rozwarty jest pie¢ razy wiekszy od kata ostrego.
Cwiczenie 2
a) P=8-12-sin45° = 48/2
b) Kat ostry a spelnia warunek 180° — oo = 5a, czyli o = 30°.
P =8-12-sin30° =48



Cwiczenie 3

Réwnolegtobok o bokach 6 cm i 12 cm ma pole P. Oblicz miare kata ostrego
tego réwnolegltoboku.
a) P =36 cm? b) P = 362 cm? ¢) P =363 cm?
Cwiczenie 4

Oblicz wysokoéci réwnolegloboku, ktérego boki maja dtugosci 6 1 6v/3, a kat
rozwarty ma miare 120°.

Cwiczenie 5

@ a) Uzasadnij, ze przekatne réwnolegtoboku dziela go na cztery trojkaty o réw-
nych polach.

b) Oblicz pole réwnolegloboku, ktérego przekatne majg dtugoséei 5 cm i 10 cm
oraz przecinaja sie pod katem 30°.

Rombem nazywamy czworokat majacy wszystkie boki rowne.

Aby obliczyé pole rombu, mozemy zastosowaé wzér na pole réwnolegloboku
lub skorzystaé z tego, ze przekatne rombu przecinaja si¢ pod katem prostym,
a ich punkt przecigcia dzieli je na polowy.

Cwiczenie 6
@ W|czen|e” Pole rombu o przekatnych dtugosci d;, dy wyra-
Udowodnij podany .. 1
, za sie wzorem P = —d;d,.
obok wzér. 2
Przyktad 2

Pole rombu jest réwne 108 cm?; a jedna z jego przekatnych ma dtugosé 18 cm.
Oblicz dhugoé¢ drugiej przekatnej.

Oznaczmy przez d, dtugo$é drugiej przekatnej. Wowczas % - 18d, = 108, skad
d2 =12 cm.

Przyktad 3
Ile jest réwna wysoko$é rombu o przekatnych dtugosci 6 cm i 8 cm?

Dtugosé boku rombu obliczamy, korzystajac z twierdze-
nia Pitagorasa: a? = 32 + 42, czyli a = 5 cm. Obliczamy
pole rombu:

P=zdidy=1-6-8=24 [em’]

O a
Jednoczesnie P = ah, czyli h = %, zatem: A

h= 25—4 =48 [cm] A a B
Cwiczenie 5
a) Oznaczmy przekatne réwnolegtoboku przez cid. P = % ° & e %sin a=Ps
7 Pom}-g-dsinf=
! =1.¢. d5na="P
—2'2°2 =44

Zatem P1 = P2 = P3 = P4.

b) P=4(3-255sin30°) =
= 12,5 [cm?]

5

B =180° — o, sin f = sina

Cwiczenie 3
a) P=6-12 -sina = 36

sina = %

a = 30°

b) P=6-12-sina = 3612
sina = g

a = 45°

¢) P=6-12-sina = 36v3
sina = @

a = 60°

Cwiczenie 4

P = 6-6v/3-5in 120° = 361/3- L
P:6h1 = 54, WiQC hl =9
P = 6+/3h1 = 54, wiec hy = 3v/3

Cwiczenie 6

Korzystamy z tego, ze przekatne
rombu przecinajg sie pod katem
prostym.
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Cwiczenie 7

a) Krotsza przekatna ma
dtugosé 10.
P=1.10-24=120

b) o boku 6 i kacie ostrym « takim, Ze cosa = =

Cwiczenie 7
Oblicz pole i wysokos¢é rombu:

a) o boku 13 i jednej z przekatnych réwnej 24,

3

Zadania

2
P _ 120
h,:E:F
b) sina = /1 — cos? o =
— 1 _ 22
=yl-5=7
P=6~6~¥:24\/§ 1.

h=asina=6-¥=4\/§

Odpowiedzi do zadan

1. a) 18 cm?

b) 1 cm, 2 cm 2.
2.a) P=12, Ob=4(3+/2)

b) P = 16v/3, Ob = 24

¢) P=32, 0b=26
4, D C

g P

A B
7 zalozen zadania:
|DB| =z, |AC| = 3z
gdzie z > 0, zatem:
P = %x~3x-sina:
=2*V2 =16V2
czyli x = 4 cm. Woéwczas:

|DE| _ - _2V2
- =slna = ==

zatem: |[DE| = % cm

B0l =2 - (%) =

= % [cm]

czyli |AE| = 5% cm.

Obliczamy bok réwnolegtobo- 6.
ku: [ADP? = (53)° + (42) .

Stad |AD| = 4v/2 cm.

Zauwazmy, ze:

|AD? + |DOJ* = 7.

= (4v2)" + 22 = 36 = |AO?
zatem na mocy twierdzenia
odwrotnego do twierdzenia
Pitagorasa trojkat ADO jest 3
prostokatny, czyli:
|<ADB| = 90° oraz
|<DBC| =90° (jako kat na-
przemianlegly z katem ADB).
Obwéd: 8(v/2 + 1/3) cm.

5. a) 0,96
b) 10 cm

6. a) 4v/3 cm®
b) 480 cm?
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. a) W ¢éwiczeniu 5a) uzasadniliSmy, ze:

a) Oblicz pole réwnolegloboku, ktérego kat rozwarty ma miare 150°, a boki
majg dtugosci 4 cm i 9 cm.

b) Pole réwnolegloboku wynosi 8 ¢cm?, obwdd 24 cm, a sinus jego kata
ostrego jest rowny 0,25. Oblicz wysokosci tego rownolegtoboku.

Oblicz pole i obwéd réwnolegtoboku.

a) b) 8 c) AN
7 j
‘ 2 60°

6
a) Wykaz, ze jesli przekatne réwnolegloboku o dtugodciach p i ¢ przecinaja
sie pod katem «, to pole réwnolegloboku wyraza sie wzorem:
— logg
P =3 pgsina
b) Przekatne réwnolegloboku o dlugosciach 6 cm i 10 cm tworza z jednym

z bokéw odpowiednio katy 12° i 33°. Oblicz pole tego réwnolegtoboku.

Przekatne réwnolegloboku o polu réwnym 16v/2 cm? przecinaja sie pod
katem, ktérego sinus wynosi %5 Jedna z przekatnych tego réwnoleglo-
boku jest trzykrotnie dtuzsza od drugiej. Uzasadnij, ze krétsze boki tego
rownolegtoboku sg prostopadte do jednej z jego przekatnych. Oblicz obwdd
tego rownolegtoboku.

a) Oblicz sinus kata ostrego rombu o przekatnych dtugosei 12 cm i 16 em.
b) Oblicz wysoko$¢ rombu o polu réwnym 120 cm? i obwodzie 48 cm.

a) W rombie o boku dtugoéci 4 cm i kacie ostrym 60° potaczono odcinkami
srodki sasiednich bokéw i otrzymano prostokat. Oblicz jego pole.

b) Jedna z przekatnych rombu o obwodzie 104 cm jest o 28 cm dluzsza od

drugiej przekatnej. Oblicz pole tego rombu.

W prostokacie o przekatnej dlugosci 12 ¢m potaczono odcinkami srodki
sasiednich bokéw. Otrzymany romb ma pole réwne 121/3 cm?. Oblicz war-
tosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego tego rombu.

D

Praop = Prpoc = Prpoc = Praos
zatem:

P=4. % . %p- %qsina = %pqsina
b) Kat ostry miedzy przekatnymi ma miare:
12° + 33° = 45°

zatem:
P=1.6-10sin45" = 15v/2 [cm?]



4.9. Pola czworokatow (2)

Trapezem nazywamy czworokat majacy co najmniej jedng pare bokow réwno-
legtych.

Twierdzenie

Pole trapezu o podstawach dtugosci a, b b
i wysokosci h wyraza si¢ wzorem: ! B
P= a+b -h :\
2 a
Dowdéd
Pole trapezu ABCD jest réwne sumie pol trojkatéw
D b C

ABD i BCD. Trbjkaty te majg taka sama wyso-
kos¢ h, a ich pola sa réwne: I

Prapp = %ah, Pprpep = %bh

Zatem pole trapezu P = ah + 1bh = 1(a + b)h. A — B

Cwiczenie 1
Oblicz pole i obwéd trapezu réwnoramiennego, ktérego:

a) podstawy maja dlugosdci 10 i 6, a przekatna ma dlugoéé 9,

b) ramie ma diugosé¢ 7, krétsza podstawa 5, a wysoko$é jest réwna 3v/5.

D b C

Przyktad 1

Podstawa AB trapezu réwnoramiennego ABCD
ma dtugosé 10, jego rami¢ ma dlugosé 6, a kat ostry
ma miare 60° (rysunek obok). Oblicz pole tego tra-

I
I
I
I
I
0 |
pezu. A E F B

Obliczamy wysokos¢ trapezu: h = 6sin60° = 6 - @ =3/3.
Zatem |AE|*> = 6% — h* =9, czyli |AE| = 3, oraz b = |AB| — 2|AE| = 4.
Pole trapezu: P = %(4 +10) - 3v3 = 21v/3.

Cwiczenie 2

Oblicz pole i obwdd trapezu réwnoramiennego, ktérego:

a) krétsza podstawa ma dlugosé 33, dluzsza podstawa 7+/3, a miara kata
rozwartego wynosi 150°,

b) jedna z podstaw jest trzy razy dtuzsza od drugiej, przekatna ma diugosé 9,
a wysokoé¢ jest réwna 3+/5.

Cwiczenie 2
a) 3v3 b) z

£.<60° h ¢

B Yy Y

2v/3 3v3 2v/3 3v5
h=2x=4
P =10V3, Ob = 2(5v/3 + 4) d

x 2x

2z = 1/92 — (3v/5)2 = 6, czyli © = 3
y=/3+(3v5)? =36

P =18V/5, Ob = 6(\/6 + 2)

Uczen:

— podaje wtasnosci trapezu
rownoramiennego,

— oblicza pole trapezu,

— oblicza pole deltoidu,

— wykorzystuje funkcje trygo-
nometryczne do wyznaczania
zwigzkéw miarowych w czwo-
rokatach,

— uzasadnia zwigzki miarowe
w czworokatach.

Cwiczenie 1
a) 6
9
x h
N
2 8

P =1(6+10) V17 =8V17
T =14/224 (V17)2 = V21

Ob = 2(8 + /21)
b) 5

By

T 5 T

x=4/72— (3V5)2 =2
P =215, Ob =28

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.9

Generator

testéw i sprawdzianow
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Cwiczenie 4
P = Pracp + Pracs =
Z%'%d2'd1+%'%d2'd1=

= %dldz
Cwiczenie 5
I przypadek: P = 21
©
53
> 3
3 4
3
) %
=
II przypadek: P = —V12751
C\)
S Ne
T 6—x
@ y
22 °
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Przyktad 2 D 4 C
Dany jest trapez ABCD o katach ostrych a i 3,
krotszej podstawie dtugosci 4 i wysokosci rownej 6
(rysunek obok). Pole tego trapezu jest réwne 42,
a tga = 2. Oblicz tg 3.

!
\
\
16
!
\

\
\
\
\
!
\
\
DE 6 \
tgo = P2l stad |AE| = e =4. A B F B

|AE|’
Pole trapezu:

vl o

P =1(|AB|+|CDJ|)-h = 1(|AB| +4) -6 = 42
Zatem |AB| + 4 = 14, czyli |AB| = 10. Obliczamy dlugo$¢ odcinka FB:
|FB| = |AB| — (|JAE|+|CD|) =10— (4 +4) =2

ICF| _ 6

Stad tg 8 = FB| — 2

= 3.

Cwiczenie 3
Dany jest trapez o wysokoéci 4 cm, krétszej podstawie 5v/5 cm oraz katach
ostrych a i 8 takich, ze sino = £, sin § = %. Oblicz pole tego trapezu.

Definicja

Deltoid to czworokat, ktoérego przekatne przecinaja sie pod katem prostym
i jedna z nich dzieli druga na polowy.

D
[D] Ewiczenie 4
Na rysunku obok przedstawiono deltoid o przekat- da k dy
nych d; i d,. Uzasadnij, ze jego pole wyraza sie
wzorem P = %dldQ.
B

Przyktad 3
Pole deltoidu jest réwne 24 cm?, a jedna z jego przekatnych jest trzy razy
dtuzsza od drugiej. Oblicz dtugosci tych przekatnych.

Dtugosé kroétszej przekatnej oznaczmy przez x. Druga przekatna ma wtedy
dtugosé 3x. Wyznaczamy pole deltoidu:
tox-3x=24

Stad x? = 16. Zatem przekatne maja dtugoséci x = 4 cm oraz 3x = 12 cm.

Cwiczenie 5
Boki deltoidu maja dtugosci 3v/2 i 5, a krétsza przekatna ma diugoéé 6. Oblicz
pole tego deltoidu.

Cwiczenie 3
4y _ 5v/5
5, zatem ¢ = 6 oraz

sina = = =
a=+62—42 =20 =25 c 4
sin 0 = % = %, zatem d = /21

! 5
oraz b=+/21 — 42 =+/5 a 5v5 b
P = 25 EASELVE) 4 — 26,/5 [cm?]

N




Odpowiedzi do zadan
1. 6(6 + v2) cm

2. %\/5 cm?

3. 0,8

Zadania

1. W trapezie prostokatnym o polu 90 cm? i kacie ostrym 45° dtuzsza prze-

katna tworzy z podstawami kat « taki, ze tga = % Oblicz obwdd tego

D 20 C

trapezu. o
. . D C 4

2. W trapezie prostokatnym na rysunku obok sinus kata )

DAB jest réwny *2, a boki AD i AB maja odpowiednio E F

. : : Ya
dhugosci 10 cm i 14 cm. Oblicz pole tego trapezu. i B A A N
A G K L H B

3. Trapez rownoramienny o podstawach dlugosci 2 ¢cm i 4 cm ma pole réwne |AK| = 15, |AD| = 25

18 cm?. Oblicz sinus kata, pod jakim przecinajg sie przekatne tego trapezu. o8 o — % _ 3
4. Dziatke budowlana w ksztalcie trapezu o kolejnych bokach dtugosci 50 m, cosa = ‘AmGI = 2, zatem

25 m, 20 m i 25 m podzielono linig réwnolegta do podstaw tak, ze obwody
nowo powstalych dzialek sg réwne. Ile metréw biezacych siatki potrzeba

|AG| = 2z, |[EF| =50 — Sz

Poréwnujemy obwody

do ogrodzenia obu dzialek (siatka miedzy dziatkami jest wspdlna), jezeli trapezow:
beda one miaty furtki o szerokosci 1,5 m? Oblicz pola tych dziatek D=2 A [/3]) =
0 T ' =50+ 2z + |EF|

Przekatne AC i BD trapezu ABCD o podstawach AB i CD przecinaja sie
w punkcie E. Wykaz, ze trojkaty AED i BEC maja réwne pola.

xz =5, |[AG| =3, |GE| =4,
|EF|=50—2-3 =44
Dtlugo$é potrzebne;j siatki:

@ 6. Udowodnij, ze odcinek laczacy $rodki ramion Db ¢ 120+ 44 —2-1,5 = 161 [m)],
AD i BC trapezu ABCD (rysunek obok) ma Pyp= 30144 = 188 [m?],
dtugosé “£28. A n 3 AAKD ~ AAGE, skala

Ramiona trapezu maja dtugoséci 3 cm i 4 cm, krétsza podstawa ma 7,5 cm,
a odcinek taczacy srodki ramion — 10 cm. Oblicz dlugosé dtuzszej pod-
stawy tego trapezu i jego pole.

podobienistwa jest rowna 5:1,
wiec |DK| = 20, stad:
PQ:MQO*BS:
=512 m®

. Przyjmijmy oznaczenia jak na

8 Ramiona trapezu maja dtugosci 7 cm 19 cm, a suma dtugosci jego podstaw rysunku.
wynosi 16 cm. Odcinek taczacy $rodki ramion dzieli trapez na dwie czedci, D b ¢
ktorych stosunek pdl jest rowny % Oblicz pole tego trapezu. E F

* : o : [\ [\

9.” Przekatne trapezu réwnoramiennego o polu S zawierajq sie w dwusiecz- A K a L B
nych jego katéw ostrych. Jedna z podstaw jest dwa razy dtuzsza od drugiej. Po ,usunigciu” prostokata
Oblicz miary katéw i dlugosci bokéw tego trapezu. KLCD otrzymujemy trojkat,

ktérego bok A1 B; ma dtugosé
10. Dziatke budowlang w ksztalcie trapezu réwnoramiennego o bokach dtugo- a=b 4
$ci 50 m, 20 m, 50 m, 80 m podzielono na dwie czesci o réwnych polach o m
powierzchni plotem réwnoleglym do podstaw trapezu. Jaka jest dlugosc Ll
plotu rozdzielajacego te czesci? A, K, B
) ) Trojkat E1F1Cy jest podob-
5. Zauwazmy, ze |XEAB| = |XECD| oraz D C

|[XEBA| = |[XEDC| (katy naprzemian-
leglte) oraz |YAEB| = |XDEC| (katy
wierzchotkowe). Na mocy cechy KKK
AABE ~ ACDE, ich skale podobien-
stwa oznaczmy przez k. A B
|[XAED| = |XBEC| = a (katy wierzchotkowe)

Woéwcezas Pagp = %kx -y -sina oraz Ppcg = %ky -z - sin a.

Zatem PAED = PBCE~

ny do tréjkata A1 B1C4 (cecha
BKB) w skali 1:2, zatem:

|EvF| = 1|41 B | = L(a - b)
Stad:
|BF| = (o~ b)+ b= 252

. a =125 cm, P = 24 cm?
5 24\/5 cm?
. katy: 60°, 120°,

ramiona: %%\/57
podstawy: %%\/ﬁ, %%ﬁ

. 10v/34 ~ 58,3 [m]
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Dowiedz sie wiecej

Odcinki w trapezie

Twierdzenie

Dany jest trapez o podstawach a i b. Odcinek taczacy ramiona tego trapezu
rownolegty do jego podstaw oraz przechodzacy przez punkt przeciecia jego
przekatnych ma dlugo$c¢ réwna $redniej harmonicznej dtugosci podstaw:

2ab
a+b

Szkic dowodu
Tréjkaty ABP i CDP sa podobne, wiec 22 = 2,

L D b C
Z podobienstwa tréjkatéw GDP i ADB: L=
a __ h hy _ h __a __a+b
G = e tl=itl= . e .
ab
St@d |GP| = @ao5° 12
APHC ~ AABC, zatem analogicznie: ha
a __ a+b s __ _ab

P = S czyli |PH| = 2%, /]
Stad |GH| = |GP| + |PCH| = 2. A ¢ B

Twierdzenie

Dany jest trapez o podstawach a i b. Odcinek réwnolegly do podstaw tego
trapezu dzielacy go na dwa trapezy o réwnych polach ma dlugosé réwna

p . . . fc a?4 b?
sredniej kwadratowej dtugosci podstaw trapezu: T
Szkic dowodu D b c
Pole trapezu ABCD: P = ¢£2(hy + hy).
Odcinek E'F jest rownolegly do podstaw trape- ha
zu ABCD i dzieli go na dwa trapezy o réwnych g/ (] a
atzx : €
polach, zatem: 42 - hy = §, wiec by = 2=, Iy \
btz . py, =L wiec hy = 2. ia
oraz 5 2 5 WIEC g bta A a B

Stad otrzymujemy:

_a+b P P 2(a+z)(b+x)
PiaZ <a+x+b+z> / P

206+ x)(b+xz)=(a+b)(b+zx+a+x)

0 , . 2 2
7 ostatniego réwnania wyznaczamy x = |/ .

@ 1. Uzupelnij powyzsze szkice dowoddéw o niezbedne uzasadnienia.

1. AABP ~ ACDP na mocy cechy KKK:
|XAPB| = |¥CPD]| (katy wierzchotkowe),
|XABP| = |¥CDP)| oraz |XBAP| = |¥DCP| (katy naprzemianlegte)

AGDP ~ AADB na mocy cechy KKK:
|¥ADB| = |XGDP)| (ten sam kat),
|[XDAB| = |¥DGP| oraz |<DBA| = |<DPG| (katy odpowiadajace)

APHC ~ AABC na mocy cechy KKK:
|[XACB| = |¥PCH]| (ten sam kat),
|XCAB| = |¥CPH]| oraz |[¥CBA| = |XCHP)| (katy odpowiadajace)



v/

Powtdrzenie

B Zestaw |

1.

Przekatna prostokata ma diugosé 10, a obwédd kazdego z tréjkatéow po-
wstatych przez podzial prostokata przekatna jest rowny 24. Oblicz pole
prostokata.

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych
katéw a i 3 trdjkata ABC przedstawionego
na rysunku obok. A 6 D B

a) Obwdd tréjkata prostokatnego jest réwny 60, a tangens jednego z jego
katéw ostrych wynosi 2,4. Oblicz dlugoéci bokéw tego trojkata.

b) Pole tréjkata prostokatnego jest réwne 41/2, a sinus jednego z jego
katéw ostrych jest rowny % Oblicz obwdd tego trdjkata.

c¢) Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego ma dlugosé 16. Katy ostre
a1 0 spelniaja zaleznosé sin acos § = é. Oblicz pole tego trojkata.

Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych katéw ostrych trdjkata ABC.
a) A(Ov O)v B(3, 0)) C(Oa 2) C) A(_ﬁa 1)7 B(67 _4)7 0(67 1)
b) A(Ov O)v B(67 0), 0(65 4) d) A(_lv _5)3 B(47 5)7 C(_47 1)

Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego «
spelniajacego podany warunek.

Il
DN =

¢) cosa =+ 2
d) sina =3 f) tga =5 h)

3

a) sina = 0,1 a
b) cosa = 0,9 « V3
Oblicz dtugo$éé¢ podstawy AB oraz dlugos$é ramienia tréjkata réwnoramien-
nego ABC', ktorego:

a) wysoko§¢ CD jest réwna 6 cm, a | ACB| = 40°,

b) pole jest réwne 12 cm?, a |[SCAB| = 40°.

a) Obserwator widzi wierzcholek 70-metrowej wiezy stojacej na plaskim
terenie pod katem 12° do poziomu. Jaka jest odleglo$é¢ obserwatora od
podstawy wiezy? W obliczeniach pomin wzrost obserwatora.

b) Line podtrzymujaca maszt praymocowano do niego na wysokosci 110 m

nad ziemia i zakotwiczono w ziemi w odlegtosci 40 m od podstawy masztu.
Oblicz miare kata, jaki lina tworzy z poziomem.

a) cosa = 31—‘/5717 t = % 6. a) |AB| ~ 4,37 cm, |AC| =~ 6,39 cm
b) sina = \/1_1?7 tga = @ b) |[AB| =~ 7,56 cm, |AC| ~ 4,94 cm
c) sina = Y3 tga =+/35 7. a) okoto 329,26 m

d) cosa = @7 tga = g b) okoto 70°

e) sina =2, cosa =12

f) sina = @, cosa = %

g) sin @ = \/1—1777 cos o = @

h) sina = @, cosar = 43

Odpowiedzi do zadan

1. Przyjmijmy oznaczenia jak na

rysunku.
= 10

I sposob
r+y=14
z? + y* = 100

czyliz =6, y =8.
Zatem pole P = 48.
II sposob

P=3(14>-10%) = 48

1
2

. |AC| = 2V13, |BD| = 2V/5

2v13 3v13

sina = =

3, cosa =
2

tga=2,sinfg =2,
cosB =2, tg8 =2

. a) 10, 24, 26

b) 4(v2 +2)

c) 16v/7

. a)sinf =cosy = %;73,

cos B =siny = %,

tgf=3 tgv=3

b) sina = cosy = %,
3/13

cosa = siny = =32,

tga =3, tgy =3
¢) sina=cos = 3,

12
13°

tga =33, tgf = ¥

cosa =sinf3 =

5

d) sina = cos § = %,
cosa = sin 3 = %,
4 3
tga: 3 tg/B: 1
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8.

9.

10.

|BC| = |AC| ~ |AB| =
45 45
= tgis° ~ gz ~ 6,65 [m]

a) = 500sin5° ~ 43,6 [m]

b) &2 —sin 5°
S

s~ 1,49 [km]

t=2~ 5% ~0,33 [h],

czyli okoto 20 minut

|sc| _ o

stad |BC| = 129

tg 50°

Iscl .
sooriBo] — 18297,

stad |SC| =
_ o |SC|tg29°
= 800tg29° + S5 g5

_ 800tg29° tg50°
‘SC‘ T tg50°—tg29°

~ 829 [m]
Zestaw Il
1. C
%
&/ s
A D B

14D| = /(4v3): — 62 =
= 2/3 [cm]

NADC' jest trojkatem 30°,
60°, 90° o kacie 30° w wierz-
chotku C, co oznacza, ze
ABDC jest tréjkatem pro-
stokatnym réwnoramiennym.
Stad |[DB| = 6 cm.
Zatem:

P=1(2V/3+6)-6=

= 6(V3+3) [cm?]

. 6 cm, 6\/‘3—) cm, 6\/§ cm

EEIRN)

(Ol

Z punktu obserwacyjnego O znajdu-
jacego sie na wysokosci 4,5 m nad zie-
mig wida¢ brzegi rzeki pod katami
a =32°1i 3 = 18° (rysunek obok). Ob- - > 3

licz szerokos¢ rzeki w tym miejscu. A B C

Turysta idzie prosta droga wznoszaca si¢ pod katem 5°.
a) Jaka réznice pozioméw pokona po przejsciu 0,5 km?
b) Jak dlugo musiatby i$é ta droga z predkoscig 4,5 km/h, aby pokonaé
réznice pozioméw réowna 130 m?

S
Z punktéw A i B odleglych od siebie o 800 m widaé
szezyt géry S pod katami o = 29° i 8 = 50° (rysunek
obok). Oblicz wysokosé SC' tej gory. - 4
A B C

Zestaw I

W tréjkacie ABC kat ACB ma miare 75°, bok AC' ma dlugo$é 4v/3 cm,
a wysokos¢ opuszczona z wierzchotka C' jest réwna 6 cm. Oblicz pole tego
tréjkata.

Dany jest tréjkat réwnoramienny o ramieniu dlugosci 6 ¢cm i kacie przy
podstawie 30°. Oblicz odlegtosci punktu przeciecia prostych zawierajacych
wysokosci tego tréjkata od jego wierzchotkow.

Przeczytaj informacje w ramce, a nastepnie rozwiaz zadanie.

Punkt tréjkata taki, ze suma jego odleglosci od wierzchotkéw tego
trojkata jest najmniejsza, nosi nazwe punktu Fermata (punktu Torri-
cellego). Mozna wykazaé, ze:

« jesli ktorys z katow tréjkata ma miare 120° lub wigcksza, to punktem
Fermata jest wierzchotek tego kata;

* jesli wszystkie katy trojkata maja miary mniejsze od 120°, to punkt
Fermata lezy wewnatrz trojkata i kazdy z bokéw trojkata widaé z tego
punktu pod katem 120°.

Dany jest tréjkat prostokatny réwnoramienny ABC' o przeciwprostokatnej
dtugosci 2. Niech punkt P bedzie takim punktem tego tréjkata, ze suma
jego odlegtodci od wierzchotkow tréjkata jest najmniejsza. Wykaz, ze su-
ma ta jest réwna 1 + /3.

. Niech P € AD bedzie potozony tak, ze |[¥BPC| = 120°. C C
Woéwczas | BPA| = 120° oraz |$CPA| = 120°.

Rozpatrzmy punkt P; lezacy wewnatrz trojkata ABP: 1 1

|XABPi| < |XABP| oraz |XBAPi| < |¥BAP)|,

wiec [{BPA| > 120°.
Analogicznie dla punktu Ps.

Tréjkaty BPD i CPD sg przystajace

i maja miary 30°, 60°, 90°.

tg60° = p5; = v/3, wiee |[PD| = 4

|BP| = |CP| = 22
|AP|=1—|PD|=1- %3

Zatem |AP|+ |BP|+|CP|=1— ? + ¥ + % =1+ /3, co nalezalo wykazaé.
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4.

Trapez prostokatny ma kat ostry «, dtuzsza podstawe a, krotsza pod-
stawe b i wysoko$¢ h. Oblicz obwdd i diugosci przekatnych tego trapezu.
a) a=60°, a=8cm, h=63cm b) a=30°b=10cm, h =4 cm

Przekatne trapezu réwnoramiennego ABCD przecinaja sie pod katem
prostym w punkcie P. Podstawy trapezu maja dlugosci |[AB| = 12 c¢m
i |CD| = 4 cm. Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata PAD.

Podstawy trapezu maja dtugosci 10 i 4, a jego ramiona tworzg z dluzsza
podstawa katy 45° i 60°. Oblicz pole tego trapezu.

VAR trapezie réwnoramiennym przekatna o dtugosci 10 cm tworzy z jednym

(S

10.

12,

11.

12.

z ramion kat 90°, a z drugim — kat 30°. Oblicz obwdd tego trapezu.

Narysuj w uktadzie wspotrzednych kat a, do ktérego ramienia koncowego
nalezy punkt P. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych tego kata.

a) P(1,4) b) P(—1,4) ¢) P(~3,2) d) P(~2,3)

Uzasadnij, ze nie istnieje kat o € [0°;180°] spelniajacy podane réwnanie.
a) scosa+ = 3cosa b) V5sina =5 —+/5 c¢) 3cosa++3=6

Oblicz.
a) sin 30°(cos 0° — 2 cos 135°) e) cos135°-sin90° — sin 135° - cos 90°
b) (cos30° + cos 150°) - tg 75° f) sin15°- (tg135° + 1) + cos? 0°

sin 150° — 2 sin 30° tg 60°
S ot Z oSSV +5135° L L
) cos 45° g 35 g) sin 30° — cos 150°
d) sin 45° 4+ cos 150° tg 120° 4 tg 150°
tg 45° sin 60°

+ sin? 180°

@]

- cos 180° h) : sin 90°

. Uzasadnij, ze podane wyrazenie przyjmuje warto$é¢ 1.

a) sin® 37° + sin” 53° ¢) sin20° - cos 70° 4 cos? 20°
b) sin® 18° + sin” 72° d) sin® 26° + sin 64° - cos 26°

Wskazéwka. Skorzystaj z zaleznosci cos o = sin(90° — ).

Ekierki majace ksztalt polowy kwadratu o boku 20 cm
sa produkowane z drewnianych listew o szerokosci 2 cm
i grubosci 2 mm. Jaka jest objetos¢ drewna zuzytego do
wyprodukowania 1000 takich ekierek? Pomijamy obje-
tos¢ odpaddéw. Jaka bylaby objetosé drewna zuzytego

do wyprodukowania z takich samych listew 1000 ekie- \
X
rek majacych ksztalt potowy trdjkata rownobocznego o boku 24 cm?

a) sin® 37° + sin?(90° — 37°) = sin® 37° 4+ cos? 37° = 1
b) sin? 18° + sin?(90° — 18°) = sin® 18° + cos® 18° = 1
¢) sin 20° - cos(90° — 20°) + cos? 20° = sin? 20° + cos” 20° = 1
d) sin® 26° + sin(90° — 26°) - cos 26° = sin® 26° + cos? 26° = 1
1° Pole podstawy ekierki:
P=1.20"-1(20-2-2-2v2)® =68 +32v2 ~ 113,255 [cm?]
ObJ(—gtosc 1000 ekierek: V' = 1000 - P - 0,2 ~ 22 651 [cm?]
2°x=2V3,y= tg15°
Pole podstawy ekierki:
P=3-12-12v/3 - (12 - 2 - 2v3)(12v3 — 2 — 3x) = 87,717 [em?]
ObJ(—gtosc 1000 ekierek: V = 1000 - P - 0,2 ~ 17 543 [cm?]

4. a) Ob = 2(11 + 3v/3) cm,
di = 4\/7 cm, do = 2\/E cm
b) Ob = 4(8 + v/3) cm,

di = 2\/@ cm,
dx =2 41+20\/§cm

5. sin |[¥PAD| = 10 ,
cos [¥PAD| = 3\10ﬁ7
tg|¥PAD| = 3,

6. 21(3 — /3)

7. D C

N’
A B

Przyjmijmy: |[$CDB| = «,

woéwczas |[<DBA| = a oraz

|¥DAB| = 30° + «, czyli

a = 30°.

Stad: B
|AD| = |BC| 10V3 ¢

|AB| =

Tréjkat DBC Jest roéwnora-
mienny, czyli:

|DC| = _103\/§ cm
Zatem Ob = % cm.

\s

cm

8. a) sina = #, cos o = ‘/1—177,
tga =4
; _ 4/17
b) sina = 221,
_ 7
COS &x = 17
tga = —4
; _ 2V/13
c) sina = 22,
3V/13
COS&—;T,
; _ 3V/13
d) sina = 2=,
_ 213
COS &x = =3
9.a) tcosa =1,
cosa = % > 1 — sprzecznosé
b) sina = —5}5/5 = —5@’5
=5 —1 2> 1 — sprzecznosé¢
c) cosa = 8 =
=%= % 1 — sprzecznosé
v2+1
10. a) Y=
b) 0
V2
C) 1-— 5
V3—V2
d) =5
V2
e) 3
f) 1
g) 3—-v3
8
h) -2
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1. tg70° = &
T= g N oaas =
= 21,8 = 22 [cm] 60

o)

2. 17,43 m ‘

3. sin40° = %
SD| = JAZL ~ 25 408
sin 65° = %
\BD\:%%%%SE)S
|SA| = /4982 — 320 ~
~ 381,6

|AB| = |BD| cos 65° ~

~ 353 - 0,4226 ~ 149,18
|SB| = |SA| - |AB| =

= 381,6 — 149,18 ~ 232
Droga niebieska:

|SD| ~ 498 m

Droga czerwona:

|SB| + |BD| ~ 585 m

4. 39 m
5.
Q)
&/ h| \z
68 2|25\
al a2
sin 68° = =

345
h = 3455sin 68° ~ 319,88
a1 = /3452 — h2 x= 129,24
sin 75° = %
z= 1 ~ 331,16

az = Vx2 — h? =~ 85,70
Dtlugos¢ trasy:
345+ x + a1 + a2 = 891 m
Uwaga.
Gdyby posrednie wyniki byly za-
okraglane:
= do 4 miejsc po przecinku, to
otrzymalibysmy wynik 892 m,
= do czesci catkowitych, to otrzy-
malibysmy wynik 890 m.
6. 14,2 m
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Zadania z kontekstem realistycznym

Sciana pokoju na poddaszu jest nachylona do podlogi pod ka-
tem 70°. W jakiej najmniejszej odleglosci od krawedzi podlogi

P%“\a

mozna ustawi¢ biurko o wysokosci 60 cm? OdpowiedZ podaj
z doktadnoscia do 1 cm. podloga

Wzdhuz stromej ulicy zamontowano barierke o dlugosci 200 m. Pierw-
sze 100 m barierki jest nachylone pod katem 4° do poziomu, a drugie
100 m — pod katem 6° do poziomu. Oblicz réznice wysokosci miedzy kon-
cem barierki a jej poczatkiem z doktadnoscia do 0,01 m. D

Z domu Tomka (oznaczonego na rysunku obok litera D)
do szkoly (oznaczonej litera S) prowadza dwie drogi:
jedna zaznaczona kolorem czerwonym, a druga — niebie-
skim. Odcinek AD ma dlugosé 320 m. Oblicz dlugosé ﬁ 5

kazdej z tych drog z doktadnoscig do 1 m. S B A

5N

Wieza widokowa stoi na ptaskim terenie. Z punktu A widaé jej wierzchotek
pod katem 40°, a z punktu B, lezacego o 100 m dalej od wiezy niz punkt A,
widaé¢ go pod katem 15°. Oblicz wysoko$é wiezy z dokladnoscig do 1 m.

brama

W parku od bramy wejsciowej do alei gléwnej prowa-
dza dwie Sciezki: jedna biegnie do pomnika, druga do
fontanny (rysunek obok). Od bramy do pomnika jest
68°\ [75°

345 m. Oblicz dlugo$é¢ trasy spaceru od bramy wejscio-
wej do pomnika, nastepnie do fontanny i z powrotem

do bramy. OdpowiedZ podaj z doktadnoscia do 1 m.

pomnik  fontanna

Przekr6j poprzeczny walu ochronnego ma ksztalt trapezu réwnoramien-
nego. Szeroko$é watu u szczytu wynosi 5 m, a boczne nasypy o dlugosci
6 m sa nachylone do poziomu pod katem 40°. Oblicz szerokos¢ walu u pod-
stawy z doktadnoscia do 0,1 m.

Z punktu A potozonego na wschod od wiezy
widac jej szczyt pod katem a = 40°. Z punk-
tu B lezacego 800 m dalej na poludnie niz gar
punkt A widaé szczyt wiezy pod katem 3 = 20°
(rysunek obok). Oblicz wysoko$é wiezy z do-
ktadnoscia do 1 m.

e

A
V
4P

: a : B
(0] & A O Y B
Dzielimy stronami réwnosci tg o = % oraz tg 3 = % i otrzymu-
jemy ¥ = B35 ~ 2,3054. Zatem y ~ 2,3054z.
7 twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata ABO:
800 = /y2 — 22 = ,/2,30542 — 1 =~ 2,0772x

skad x ~ 385. Zatem h = ztg40° ~ 323 m.

800

<




w Sposéb na zadanie

Przyktad C

Dany jest tréjkat rownoramienny o podstawie dlugosci 4 cm
i ramionach dtugosci 6 cm. Oblicz wysokosé tego trdjkata opusz-
czona na jego ramie.

Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

I sposéb P
Mozemy skorzysta¢ z podobienstwa tréjkatéw APB .
; AP _ [CD| A D B
i CDB (cecha KKK): AB| = o[-
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa: |CD| = v/62 — 22 = /32 = 41/2 [cm).
Zatem: |AB|-|CD| 4-4V2 82
|AP| = B 6 3 [em]
II sposéb
Kat G jest katem ostrym tréjkata CDB:
cos 3 = IDB| _ 2 _ 1
|CB| ~ 6
Zatem sin 8 = \/1—00825—\/1— \/7
Kat § jest réwniez katem ostrym tréjkata ABP, wiec % = sin 3, stad:

|AP| = |AB] -sinf =4 22 = 82 o
IIT sposéb
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa i obliczamy wysokosé CD tréjkata ABC:

|CD| = V62 — 22 = 4y/2 [cm]
Pole tréjkata ABC obliczamy na dwa sposoby:
P =1LA4B| |CD|=1-4-4V2 =82 [cm?
P =1|BC|-|AP| = 3-6-|AP| = 3|AP| [cm?]
Poréwnujemy wyznaczone wyrazenia i otrzymujemy:

3|AP| = 8v2, stad [AP| =22 em

3"

IV sposéb
Oznaczmy |PB| = x, wéwczas |PC| = 6—x. Korzystamy z twierdzenia Pitago-
rasa dla tréjkatéw APB oraz APC' i otrzymujemy réwnania: |AP]? = 42 — 2
oraz |AP|? = 6% — (6 — x)?. Rozwiazujemy réwnanie 4> — 22 = 6% — (6 — x)?
i otrzymujemy: # = 5 cm oraz |[AP| = S\F cm.
Odpowiedz: |[AP| = 82 o
= Zadanie 15, str 222

=» Zadanie 9, str. 224

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 4
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1. Tréjkat prostokatny réwnora-

mienny o przyprostokatnych

s+ V2
dtugosei <5=.

D a C
a o) a
A 2a B
Zauwazmy, ze:
|¥DAB| = |<CBA| = 60°
|*ADC| = |¥BCD| = 120°

Tréjkat DCB jest réwnora-

mienny, czyli:
|¥CDB| = |¥CBD| = 30°
Zatem | DBA| = 30°

i analogicznie |[{CAB| = 30°,

czyli |[FAOB| = 120° oraz

|*COB| = 60°.
. A. \/gsinoz—s—% = \/5%54_% _
=2 #tg30°

B. sin® a — cos> a =
— (- (=LAt
C. cos a + cos(90° — ) =

_ 1 V3 1

=L =
D.2sina+cosa:2.§+% _
_ 2V3+41

-2 7éﬁ+1
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W zadaniach 1-8, 11.1 i 13.2 wybierz wlasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)

Trojkat prostokatny, ktorego przeciwprostokatna ma dlugo$é ¢, moze mieé
pole réwne

A. e B. 12 C. L2 D. &

1 1
3 2

Zadanie 2 (0-1)

Dany jest trapez rownoramienny, ktérego ramiona sa tej samej dtugosci co
krotsza podstawa, a dluzsza podstawa jest dwa razy dluzsza od krotszej. Prze-
katne tego trapezu przecinaja sie pod katem

A. 90° B. 60° C. 45° D. 30°

Zadanie 3 (0-1)
Dla o = 60° prawdziwa jest rownosé

A. V3sina+ 1 =tg30° C. cosa + cos(90° — o) = —=

V3-1

S N S : _ 2
B. sin“a—cos*aa =1 D.2Sln0¢+COSOé——\/§+1

Zadanie 4 (0-1)
Jedli a jest katem ostrym oraz cosa = %,
A. (0°;30°) B. (30°;45°) C. (45°;60°)

to a nalezy do przedzialu
D. (60°;90°)

Zadanie 5 (0-1)

Wskaz wyrazenie, ktorego wartos$c jest rowna 1.

A. sin40° — cos50° C. 2sin” 30° — 2 cos? 30°

B. sin29° + cos61° D. sin®30° 4 cos® 45° + 1 tg45°

Zadanie 6 (0-1)

Wskaz wyrazenie, ktorego wartos$c jest rowna 1.

A. sin61° 4 cos 151° C. sin151° - cos61°
B. sin151° — cos61° D. sin151° : cos61°

Zadanie 7 (0-1)

Wartos¢ wyrazenia (sin 150° +tg 135°) - -5 120°

s 150°

C.\/§

jest liczba przeciwna do liczby

A. -1 B. 1 D. -3

Zadanie 8 (0-1)
Pole rombu o boku 4v/2 cm i kacie rozwartym 135° jest réwne

A. 8 cm? B. 8v/2 cm? C. 16 cm? D. 16v/2 cm?
5. A. sin40° — cos 50° = sin40° —sin40° =0 # 1
B. sin 29° 4 cos 61° = sin 29° 4 sin 29° = 2sin 29° # 2sin 30° = 1
C. 25in230° — 2c0s?30° = 2((3)? — (L)) = -1 #1
2
D. sin? 30° + cos? 45" + L tg45° = (3)° + () +1 =1
6. A. sin(90° — 29°) + cos(180° — 29°) = cos29° — c0s29° =0 # 1
B. sin(180° — 29°) — cos(90° —29°) =sin29° —sin29° =0 # 1
C. sin(180° — 29°) cos(90° — 29°) = sin?29° # 1
D. sin(180° — 29°) : cos(90° — 29°) = 2% —
7. (sin150° + tg 135°) - 81200 — (1 _ 7). “fg =-1.2=-1

8. P = (4v2)” -sin135° = 32 L2 = 16/2 [cm?]
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Zadanie 9 (0-1)
Dany jest tréjkat prostokatny, ktorego przeciwprostokatna ma dlugoséé 41 cm,
a jedna z przyprostokatnych ma dlugosé 40 cm.

Ocen prawdziwo$é ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Cosinus jednego z katéw tego tréjkata jest rowny %.

Tangens jednego z katow tego trojkata jest rowny 4%.

Zadanie 10 (0-4)
Na rysunku obok przedstawiono tréjkat c
prostokatny ABC. -

Uzupelnij zdania tak, aby byly prawdziwe. b h a

Dtugo$é boku BC' jest réwna 44/5.

Obwéd tréjkata ABC jest réwny 10 +6v5. 4 3 p 3 5
Sinus kata ABC jest réwny é

3

2v/5

5

Cosinus kata ACP jest réwny

Zadanie 11
Dany jest trapez prostokatny ABCD D 43 C
(rysunek obok). 4 N
7
B

h

Zadanie 11.1 (0-1)
Tangens kata CAB jest réwny

A. 2 B. ¥ C. 2 D.

[

Zadanie 11.2 (0-2)
Oblicz sinus kata ADC oraz pole trojkata ADC.

Zadanie 12 (0-2)
Kat ostry o spelnia warunek sin o = 3 cos av.

Ocen prawdziwo$¢é ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jedli jest falszywe.

Sinus kata a jest rowny 2Y2. P F
Tloczyn sin « - cos av jest réwny % P F
Tangens kata o jest réwny 3. P F

12. cosa = 2sin«
sin®a +4sina =1

5sina =1

2 1
Sin- o = 5
sinazé
COSOZZ¥

__ sina _ 1
tga = cosa 2
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S AL
T
«
40
z? =417 — 40° =

= (41 — 40)(41 + 40) = 81
=9
cosﬂzﬁ:%

tgf=73 =45

10. a® + b* = 100
7 twierdzenia Pitagorasa dla
trojkatow PBC oraz APC:

h? =a® — 64

R =b>—4
Dodajemy réwnania stronami
i otrzymujemy:

2h% = a® +b> — 68

2h% =100 — 68
h? =16
h=4

a=+42+8 =.80=4V5
b=+42+22 =20 =25

11.1. 2 =5in30° = %, czyli h =2
Z = cos30° = 2, czyli

2
x:2\/§
|AB| = = + |EB| = 6/3

tg |XCAB| = ﬁ = 6% =
— V3
=9
11.2. |[XADC| = |SADE|+90° =
= 60° + 90° = 150°
sin [SADC| =
= sin(180° — 30°) =
=sin30° = %
Pprapc =

1|AD|-|DC|-sin |¥ADC| =
1.4.4/3.-1 =43



13.1. sina = 2

cosa = 1—(%)2:
4 21

=\/1-4=,/2=

_ V21

=5 #06

sin(90° — o) = cosax = g

13.2. sina = %, wiec:
|CD| = |AC|sin =
=10-04=4
Tréjkat C'DB jest prosto-

katny i rownoramienny, wiec:

|BC| =|CDIvV2=4v2

2 2

14. sin“a =1 —cos” a =
—1- (9= 8
sina > 0, wiec sina = %
15. C
E
10 10

A 6 D 6 B
Niech |[YACD| = .

siny = % < g = sin 45°,
zatem v < 45°.

|FACB| =2y < 90°, czyli

trojkat ABC' jest ostrokatny.

7 twierdzenia Pitagorasa:
|CD? = |AC|* — |AD|* =

=10 -6 =64

|ICD| =8

Papc =3 -|AB|-|CD| =
=3-12-8=48

Papo =1-|BC|-|AE| =

=1.10-|AE| =5|AE| =48
Zatem |AE| = 9,6 cm.
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C
Zadanie 13
Dany jest tréjkat ABC' (rysunek obok), 45°
w ktérym sin o = 0,4 oraz |AC| = 10. a D
A D B

Zadanie 13.1 (0-1)
Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Cosinus kata « jest réwny 0,6. P F
Sinus kata 90° — « jest réwny V2L P F

5

Zadanie 13.2 (0-1)
Dtugosé boku BC jest réwna

A. 2V/2 B. 3v2 C. 4V2 D. 5v2

Zadanie 14 (0-1)

Dany jest réwnolegltobok o bokach dtugosci 4 cm i 8 cm. Kat rozwarty tego
rownolegtoboku ma miare « taka, ze cosa = —i.

Dokonicz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
odpowiedz 1., 2. albo 3.

Sinus kata « jest réwny

N VA5 1.  8/15 cm?.
T4
a pole réwnolegtoboku jest réwne 2. 44/15 cm?.
1
B. 4’ 3. 8 cm?.

Zadanie 15 (0-1) = Przyktad, str. 219
Dany jest tréjkat rownoramienny o podstawie dlugosci 12 ¢m i ramieniu dtu-
gosci 10 cm.

Ocen prawdziwo$é ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Trojkat ten jest rozwartokatny. P F

Wysokosé tego trojkata opuszczona na jego ramie ma diugosé
9,4 cm.

Zadanie 16 (0-2)

Tangens kata ostrego « jest réwny ‘/75 Oblicz cos a.

16, e _ 2
sina = 7200504
sin® o + cos® a = %c0s2a+c0520z: %COSZOtzl
c052a:§
cos® = ‘/—g = @
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Zadanie 17 (0-2) 17. Dlugos$é przeciwprostokatnej:
Dany jest tréjkat prostokatny o przyprostokat- c=+10

. . . sina-sinf= -2 .22 -2
nych v/2 i 2v/2 oraz katach ostrych a i 3. Oblicz Vio Vio ~ 5
sin « - sin 3. 18. sina = %, czyli:
Zadanie 18 (0-2) |OD| = 0,86 =4,8

Dany jest okrag o érodku O i promieniu 6 (ry- |AD| = /62 — 4,82 = 3,6
sunek obok). Wiadomo, ze sina = 0,8. Oblicz A a |AB| = 2|AD| = 17,2
dtugo$é cieciwy AB. A~_D B 19.

Zadanie 19 (0-2)

Dany jest tréjkat ABC o bokach |[BC| = 6 i |AB| = |AC| = 8. Punkt P
jest spodkiem wysokosci tego trojkata opuszczonej z wierzchotka C'. Oblicz
dhugosci odcinkéw AP i BP.

A P B
Zadanie 20 (0-2) |AD| = V& =32 = /55
leadrat odwrotnosci sinusa pewnego kata rozwartego jest rowny 5. Oblicz Pasc = 1-6+/55 = 1.8|PC),
cosinus tego kata. czyli |PC| = 3458
2
Zadanie 21 (0-4) |BP| = /62 — (28)" =
Oblicz obwdd tréjkata ABC na rysunku obok =225
oraz wartosci funkcji trygonometrycznych kata «. |AP| = 5,75
2 9 o
Zadanie 22 (0-4) 20. (s3)" =5, cayli sin’ = 5
Dtugosci bokéw tréjkata prostokatnego o katach ostrych o i 8 sa kolejnymi cosTfa=1l-5=3
. . . . » s . 9 i€ (90°;180°%),
liczbami parzystymi. Oblicz warto$é wyrazenia (sin a + sin 3)2. s
stad cosa = —%
Zadanie 23 (0-4) 21. (22 +0,5)% = (z — 2,5)%+
Dany jest trapez o podstawach dtugosci 4 cm i (7 + 3v/3) cm oraz wysokosci +(2z)%iz>25
réwnej 3 cm. Jeden z dwoch katéw ostrych przylegajacych do dtuzszej pod- 22 —Tx4+6=0ix>25,
stawy ma miare 45°. Oblicz iloczyn cosinusow katow rozwartych tego trapezu. czyli z =6
Ob =5z — 2 =28,
Zadanie 24 (0-4) sina = 3% = 5,
Przekatne rombu maja dlugosci 4 cm i 8 cm. Oblicz cosinus kata ostrego tego @ = % =
rombu. E tga = 1_5 _ 2_74
Zadanie 25 (0-4) 22. Dhugosci bokéw: 2n, 2n + 2,
Aby obliczyé szerokosé rzeki (dlugosé ¢ 2n + 4, gdzie n > 0.

(2n)2 + (2n + 2)2 =
= (2n + 4)?, gdzie n > 0
Stad n = 3 oraz dtugosci

odcinka CE na rysunku obok), wyko-
nano pomiary w terenie: |AC| = 120 m,

|SCAB| = 32°, [{CAE| = 8°. Oblicz ja bokéw trojkata: 6, 8, 10
szeroko$¢ rzeki. A B (sin @ + sin 8)% =
4 o =(3+9)°"=2
23. 25. B8l = 5in32°, czyli [BO| = 120 -sin 32°
% = cos 32°, czyli |[AB| = 120- cos 32°
’ ’ BBl _ tg40°
45\ /<] o 3 AB| — 8=V,
3 4 373 czyli |BE| =120 - cos 32° - tg40°

tg 8= g, zatem (3 = 30° |CE| =|BE| - |BC| =

cos(180° — 45" -cos10’ —307) =~ 150" (RO T e 08)

= —cos45°-(—cos 30°) = @@ = @ : 7 7 7 B
~ 21,8 [m]

24.

[S[98)
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Odpowiedzi do zadan

1. cosa = /1 —sin?a = @
14cos 8 =1+cos(180°—a) =

:1700504:17@

2. tg 29°3() — 5in22°30" __

cos 22°30/

_ _ sin22°30) V2-1
4/ 1-sin2 22°30/

sin22°30' = (v2 —1)-
/1 — sin® 22°30/

sin? 22°30" = (3 — 2/2)-
-(1 — sin® 22°30")

sin? 22°30 = 3292 = 2-¥2
sin 22°30' = Y22

3. P=5,0b=75+4 Y18

4. 18(2 +/3)

5. Niech b bedzie dlugoscia ra-
mienia. Kat miedzy ramiona-
mi jest réwny 150°.

b h 9 15°

a

Obliczamy pole tréjkata na
dwa sposoby:

P = 1b”sin(180° — 150°) =
b2 1

= 2b°sin30° = & = Lah
Zatem b? = 2ah, czyli:
b =+v2ah
6. Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku.
b a
o B
@
Wowczas:
P= %absin'y, czyli b= %
P= %acsinﬁ, czyli c = a;’:ﬁ

2P2sina
a? sin v sin 8
2 _ 2Psina
Stqd @ = sin~ysin 3’

2Psina
sin Bsin~y *

P = %bcsina =

czyli a =

B 224 4. Trygonometria
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Zadanie 1 (0-2)
Katy a i § spelniaja warunki: o < 8, a4+ = 180°, sinaw = i. Oblicz wartosé
wyrazenia 1 + cos 3.

Zadanie 2 (0-2)
Wiadomo, ze tg22°30' = /2 — 1. Oblicz sin 22°30'.

Zadanie 3 (0-4)

Dany jest trapez ABCD, w ktérym |BC| = |CD| = |DA| = 5, |AB| = 11,
punkt M jest srodkiem boku AD, a P — punktem przecigcia prostych CM
i AB. Oblicz pole i obwdd trojkata APM.

Zadanie 4 (0-5) A
Kat BAC na rysunku obok ma miare 30°,
kat CAD — miar¢ 45°, a odcinek |AB| ma

dhugo$é 6. Oblicz pole trojkata ABD. D D
B C

@ Zadanie 5 (0-3)

Dany jest tréjkat réwnoramienny o podstawie dtugosci a i kacie przy podsta-
wie o mierze 15°. Uzasadnij, ze jesli wysokos¢ opuszczona na podstawe jest
réwna h, to ramie tego tréjkata ma dhugosé v2ah.

@ Zadanie 6 (0-3)

Miary katéw tréjkata wynosza odpowiednio «;, 3, 7, a jego pole jest réwne P.

Wykaz, ze:
2Psin«
a = P
\/ sin Bsiny

gdzie a jest dtugoscia boku lezacego naprzeciw kata o.

(0] Zadanie 7 (0-4)

Kat ostry rombu ma miare 30°, a jego pole jest réwne P. Wykaz Ze suma
dtugosci przekatnych tego rombu jest réwna 2v/3P.

Zadanie 8 (0-5)

@ a) Wykaz, ze dlugosci dwoch dowolnych bokéw tréjkata sa odwrotnie propor-

cjonalne do wysokosci opuszczonych na te boki.
b) Oblicz wysokosci tréjkata o bokach dlugosei 4, 51 7.

Zadanie 9 (0-3) = Przyktad, str. 219

Dany jest tréjkat réwnoramienny ABC o podstawie |AB| = 20 oraz ramio-
nach dtugosci 26. Oblicz dlugosci odcinkéw, na ktore wysokosé tego trojkata
opuszczona z wierzchotka A dzieli ramie BC.

7. Niech a oznacza dtugo$é boku rombu, 8. a) a, b — dlugosci bokéw trojkata,
a d1, da2 oznaczajg dhugosci przekatnych. ha, hy, — wysoko$ci opuszczone na
P =a%sin30° = %aQ, te boki.
czyli a® = 2P P= %aha = %bhby czyli
P = %dldg, Czyli dids = 2P ahq = bhy = 2P
(%dl)Q + (%d2)2 =a?/-4 Tloczyn boku i wysokosci opuszczo-

nej na ten bok jest dla danego tréj-
di + d :24(12 2: 8P2 kata staly, zatem wielkosci te sa
(di +d2)” =di +d5 +2d1dz = odwrotnie proporcjonalne.

=8P+ 4P = 12P b) 86 2,/G, 86

Zatem dy + do = 2v/3P. 9 7977 T0

4
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