5 Planimetria

7Z regularnym podziatem ptaszczyzny mozemy mie¢ do czynienia w sytuacjach
praktycznych, takich jak uktadanie kafelkéw lub bruku.

Bardzo ciekawe przyktady podzialéw plaszczyzny znajdziemy w pracach ho-
lenderskiego malarza i grafika Mauritsa Cornelisa Eschera [czyt. malrica kor-
nelisa eszera] (1898-1972). Inspiracje matematyka widaé¢ w wielu jego pracach.
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Z warunkéw zadania |[AM| = |[MD| = 2,5. Multibook
|[XPMA| = |¥CMD,| jako katy wierzchotkowe oraz |{PAM| = |¥CDM]| jako katy * Recytowanie cyfr liczby 7
naprzemianlegte, zatem na mocy cechy KBK trojkaty PAM i CDM sa przystajace, e Grecy i dowodzenie
czyli |PA| = |DC| = 5. * Problem mostow krélewieckich
Wysokoé¢ trapezu h = 4, zatem |PC| = /185 oraz |[PM| = |[MC| = 3/185. * Okregi i katedra w Chartres
Obliczamy wysokosé hy: %t = 12l cayli hy = 2. * Tadz Mahal — pigkno symetrii

® Geometria euklidesowa
Zatem: Obaapy = 7,5 + %'\/ 185, Prapar = 5.
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Uczen:

— rozpoznaje katy srodkowe
w okregu,

— oblicza dtugos¢ okregu
i dtugos¢ tuku okregu,

— okresla wzajemne polozenie
dwoch okregbéw, gdy dane
sg promienie tych okregéw
oraz odlegto$¢ miedzy ich
$rodkami,

— wykorzystuje stycznos$é
okregéw do rozwiazywania
zadan.

Cwiczenie 1
_ [XAO0B|
37T = W . 27'(' o 12

|XAOB| = 45°

Multibook

e |iczba ™
® Diugosc¢ okregu
* \Wzajemne potozenie okregow
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5.1. Okrag

Okregiem o $rodku O i promieniu r > 0 nazywamy protuen A'

zbiér wszystkich punktéw plaszezyzny, ktérych od- — Stodek v
legto$é od punktu O jest réwna r. srednica

Stosunek dhugosci okregu do jego srednicy jest staty.

. ) dtugos$é okregu
Oznaczamy go grecka litera m. Oznaczenie to zo- | 75 . .

o $rednica okregu -
stalo wprowadzone przez brytyjskiego matematyka

Williama Jonesa [czyt. lliama dzonsa] w 1706 roku. Liczba 7 jest niewymier-
na, w obliczeniach czesto wykorzystujemy jej przyblizona wartosé: = ~ 3,14.

Dtugosé okregu o promieniu r wyraza sie wzorem [ = 277

Przyktad 1

Oblicz dtugosci okregdéw o promieniach r; = 0,5 cm,

ro = 1 cm, r3 = 1,5 cm (rysunek obok). @

Dtugosci okregéw wynosza odpowiednio: e
=271 =27-0,5=m [cm]

ly=2m -1, =27 -1 =27 [cm]
I3 =2m-r3 =27-1,5 =37 [cm]

Kat srodkowy to kat, ktérego wierzchotek jest srodkiem okregu.

Na rysunku obok ramiona kata $rodkowego « przeci-
naja okrag w punktach A i B, ktére dzielg ten okrag
na dwa huki. Jesli nie sg one pétokregami, to mowiac
Suk AB”, bedziemy mie¢ na my$li krétszy z nich,
chyba ze jest powiedziane inaczej. Luk taki oznaczamy
AB. Czasami stosujemy oznaczenie trzyliterowe, np.
czerwony huk na rysunku to tuk APB.

Dtugosé tuku okregu o promieniu r wyznaczonego przez kat srodkowy

0 mierze o wyraza sie wzorem L = - 27T,

3
360°
Cwiczenie 1
Punkty A, B lezace na okregu o érodku O i promieniu r» = 12 cm wyznaczaja
luk dlugosci 37 cm. Jaka miare ma kat AOB?



Cwiczenie 2 Cwiczenie 2

W okregu o Srednicy 24 cm poprowadzono cztery promienie tak, ze stosunek Dlugos¢ okregu: | = 247 cm
miar katéw pomiedzy kolejnymi promieniami wynosi 1:3:5:7. Oblicz dlugosci Dtugosci tukow:
hukéw wyznaczonych przez konce kolejnych promieni lezace na okregu. 75l = 3™ cm

3,9
il = 3m cm

5)_ 15
5l = 57T cm

Okregi majace tylko jeden punkt wspélny (zwany punktem styczno$ci) nazy-
wamy okregami stycznymi. Promienie okregéw stycznych poprowadzone do

T2
punktu stycznosci leza na jednej prostej. gl = Z 7 em
Okregi styczne zewnetrznie Okregi styczne wewnetrznie
10105 =11 415 |010;| = |r1 — 13
Odlegltos¢ miedzy $rodkami okregdw Jesli r;1 > 7y, to odleglo$¢ miedzy
jest réwna sumie ich promieni. srodkami okregdw jest réwna r; —7s.
Dwa rézne okregi moga tez mie¢ dwa punkty wspdlne (okregi przecinajace
si¢) lub nie mieé¢ punktéw wspdlnych (okregi roztaczne).
Okregi przecinajace sie
[r1 = 1o < [010:2] <711 412
Okregi rozlaczne zewnetrznie Okregi rozlaczne wewnetrznie
T
0
‘0102| > + 9 ‘OlOgl < ‘7"1 — 7'2|
Cwiczenie 3 Cwiczenie 3
Cztery okregi o réwnych promieniach sa 6r =48, czylir =8
odpowiednio styczne (rysunek obok), a ich W Zatem $rednica: 2r = 16
$rodki leza na jednej prostej i |0;0,] = 48. Oy O O3 O,

Oblicz $rednice kazdego z tych okregow.
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Odpowiedzi do zadan

1.

LA =

Dtugosé okregu: 107 cm.
Niech punkt O bedzie $rod-
kiem okregu. Trojkat ABO
jest trojkatem réwnobocznym
o boku dlugosci 5 cm, czyli
|*AOB| = 60°.

L=2% 27.5= 57 [cm]
.a) L= 3765;0 12w = 37 [cm]
b) 27 cm
¢) Brcem
Lo = 22 - 21,

360°
czyli 2r = 36 cm

3600 - 18m, czyli a = 80°

.a)z=-9lubz=7

b)z=-3lubz=1

.a) |0102|=1;0

b) \0102| = 5; 1
C) ‘O10z| =31

. Niech r — promien okregéw Oz

i O3, 2r — promien okregu O; .
3r =18, czylir =6

2r =12

Srednice okregéw: 12, 12, 24

. Dhugosé przekatnej prostoka-

= VT T = 4v5 [om]
Dtugosci promieni okregow:
\/5 cm, 3\/5_) cm

Dtugoéci okregéw: 2v/5m cm,
6\/577 cm

I 228 5. Planimetria

Zadania

10.

9.

Punkty A, B naleza do okregu o érednicy 10 cm oraz |AB| = 5 cm. Oblicz
dtugosé okregu oraz dlugoéé tuku AB.

Oblicz dtugosé tuku okregu o érednicy d wyznaczonego przez kat érod-
kowy a.

a) d=12cm, a=75° b)d=30cm, a=15° ¢) d=5cm, a=330°

YLuk okregu wyznaczony przez kat sSrodkowy o mierze 20° ma dtugosé 27 cm.
Oblicz $rednice tego okregu.

Na okregu o érednicy 18 cm kat Srodkowy wyznacza tuk o dlugoéci 47 cm.
Oblicz miare tego kata.

Oblicz wartosci , dla ktérych okrag o érodku w punkcie P(x,0) i promie-
niu 7, = 5 oraz okrag o $rodku w punkcie Q(—1,0) i promieniu r, = 3 sa
styczne: a) zewnetrznie, b) wewnetrznie.

Narysuj w ukladzie wspoétrzednych okrag o srodku O, i promieniu r; oraz
okrag o srodku O, i promieniu r,. Podaj odlegltosé miedzy érodkami tych
okregéw. Ile maja one punktéw wspodlnych?

a‘) Ol(_230)a T = 43 02(_130)a T2 = 2
b) 01(0, —2), T = 4, 02(0,3), Tro = 1
C) 01(1,3),7‘1 :2, 02(4,3),7"2:5

Punkty O;, Oy i Oz, bedace srodkami odpowiednio
stycznych okregéw (rysunek obok), leza na jednej pro-
stej. Dwa mniejsze okregi majg réwne promienie oraz
|0,03] = 18. Oblicz $rednice kazdego z tych okregdw.

Konce przekatnej prostokata o bokach dlugosci 4 cm i 8 cm sa Srodkami
dwdéch okregbéw stycznych zewnetrznie. Punkt stycznosci dzieli przekatna
prostokata w stosunku 1:3. Oblicz dlugosci tych okregdw.

Punkty A, B i C, bedace $rodkami odpowiednio stycz-
nych okregéw (rysunek obok), leza na jednej prostej
oraz |AB| = 3 i |AC| = 4. Oblicz promien kazdego
z tych okregow.

Srodki trzech okregéw parami stycznych zewnetrznie
sg wierzchotkami tréjkata o bokach 5, 6, 7. Oblicz pro-
mienie tych okregow.

Niech ra, 7B, rc — promienie okregéw 10. Niech 71, 72, 73 — promienie okregow.

o érodkach A, B, C. ridtre =5
2rg = 2ra + 2rc ri+r3=6
TB—TA=3 ro+r3="7
rc+ra=4 =2
rTa=1 ro =3
rg =4 ry =4
re =3



5.2. Koto

Kolem o $rodku O i promieniu r > 0 nazywamy zbiér wszystkich punktéw
plaszczyzny, ktérych odlegloéé od punktu O jest mniejsza lub réwna r.

Zwrdé uwage na to, ze punkty nalezace do okregu ograniczajacego koto naleza
do tego kota.

Wz6r na pole kota zostal udowodniony Pole kota o promieniu r wyraza

przez Archimedesa. sie wzorem P = 772

Cwiczenie 1
a) Oblicz pole najwiekszego kota zawartego w kwadracie o polu 36 cm?.

b) Oblicz dtugoéé okregu ograniczajacego kolo o polu 2,257 cm?.

Czes¢ plaszezyzny ograniczong przez dwa wspéltérodkowe
okregi (wraz z tymi okregami) nazywamy pier§cieniem
kotowym.

Opisujac pierécien kolowy, podajemy jego promien ze-
wnetrzny i promien wewnetrzny. Réznice tych promieni

a) Oblicz pole pierécienia kotowego o promieniu zewnetrznym 25 cm i promie-

nazywamy szerokoS$cia pierscienia. Dla pierécienia na ry-
sunku obok jest ona réwna R — r.

Cwiczenie 2

niu wewnetrznym 24 cm. Podaj promien kota, ktérego pole jest réwne polu
tego pierscienia.

b) Pole pierscienia kolowego o szerokosci 1 cm wynosi 177 ecm?. Oblicz pro-
mien zewnetrzny i promien wewnetrzny tego pierscienia.

Czes¢ kota o srodku O ograniczong tukiem ABi promieniami OA i OB (wraz
z brzegiem tej czedci) nazywamy wycinkiem kola lub wycinkiem kotowym.

- 2 B
Pole wycinka kola wyznaczonego przez kat srodkowy
0 mierze o wyraza sie wzorem: Q
& 2
= —.7r
360°
A
Cwiczenie 3

Oblicz pole wycinka kota o promieniu r wyznaczonego przez kat srodkowy a.
a) r=12, a=75° b) r=2, a=22°30 c) r=1+/3, a=315°

Cwiczenie 3
a) P= 2 .7.122 = 30

360°

b)PZ%-T{'-22=

c) P= gégz -m(V3)? = Zn

Uczen:

— oblicza pola figur, stosujac
wzory na pole kota i pole
wycinka kota.

Cwiczenie 1

a) Bok kwadratu: a = 6 cm
Promien kota: » = 3 cm
Pole kota: P = 97 cm?

b) Promieni kota: » = 1,5 cm
Dtugosé okregu: | = 37 cm

Cwiczenie 2

a) Pole pierscienia:

P =725 — 1-24° = 497 [cm?]
Promien kota: » = 7 cm

b) Niech r — promient wewnetrz-
ny pierscienia kotowego.
7(r+1)% —7r® = 177

r =8 cm

Promienn wewnetrzny: 8 cm
Promien zewnetrzny: 9 cm

Multibook

® Pole wycinka kota —
zastosowanie
® Pole kota
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Cwiczenie 4

3600 762 = 27, skad o = 20°

Cwiczenie 5

a) P =29 . 1-12% = 367
Py =1.12%sin90° = 72
P =36(r — 2)

b) PL = 8% . 1. 122 = 24n

360°

122 - sin 60° = 36v/3
P =12(27 — 3V/3)

;U
s ||

¢) P =2% 1122 =127
Py =3 -12% - sin30° = 36
P =12(w — 3)

Odpowiedzi do zadan

1. Promien kota: r = %

Pole zacieniowanego obszaru
jest réznica pola kwadratu
i czterech pol kot:
Pr=6*—4.7(8)° =

=36 — 97

Wiemy, ze m > 3, zatem:
Pz <36—-9-3=09.

(0]
5 5
5 3
A 25v3 C B

sin | $AOC| = 258 — 3
|XAOC| = 60°,

|¥AOB| = 120°

Zatem L1 = 1 =, Ly = %W,
P1 = —7T, PQ = —71'

I 230 5. Planimetria

@ 1. Bok kwadratu ma dtugo$é 6. Wykaz, ze pole zacienio- / \

Cwiczenie 4
Pole wycinka kota o promieniu 6 wyznaczonego przez kat o jest réwne 27.
Oblicz miare kata a. B

Czes¢ kola ograniczona lukiem APB i cieciwag AB (wraz P
z brzegiem tej czesci) nazywamy odcinkiem kota lub odcin-
kiem kolowym.

Przyktad 1

Oblicz pole odcinka kota o promieniu 4 wyznaczonego przez
cieciwe AB i kat AOB o mierze o = 45° (rysunek ponizej).
Obliczamy pole wycinka kota AOB:

__ 45° 2
=3 r.g=2r

Nastepnie obliczamy pole tréjkata AOB:
Py=1.4-4-sin45° =42 <@
Zatem pole odcinka kola: A
P=P —P,=21—4/2

Cwiczenie 5

Punkty A, B nalezace do okregu o érodku O i promieniu 12 wyznaczaja kat
srodkowy AOB. Oblicz pole odcinka kolowego wyznaczonego przez ten kat.
a) |<<AOB| =90° b) | AOB| = 60° c) |<<AOB| = 30°

AN

Dolna linia sktadajaca sie z tu-
kéw ma diugosé mr.

Do uzasadnienia wzoru
na pole kota wykorzystu-

je sie ustawienie wycin-
kéow kota w figure taka
jak na rysunku obok.

Zadania

wanego obszaru jest mniejsze od 9 (rysunek obok).

2. Cieciwa laczaca punkty A i B lezace na okregu o promie-
niu 5 ma diugosé 5v/3. Oblicz dlugoéci tukéw wyznaczo-
nych przez te punkty oraz pola odpowiednich wycinkéw.

NA

3. W kole o srodku O i promieniu 4 poprowadzono cieciwe AB. Pole trdjkata
AOB jest réwne 44/2. Oblicz pola figur, na ktére cieciwa podzielita to koto.

3. P =21 —4V2, P, = 147 + 4v/2 lub P, = 67 — 4/2, P> = 107 + 4/2



Wierzchotki oémiokata (rysunek obok) naleza do
okregu o promieniu 3. Sposréd kolejnych katéw
srodkowych ay, ..., ag kazdy nastepny jest o 10°
wiekszy od poprzedniego.

a) Oblicz pole wycinka kola wyznaczonego przez
kat as.

b) Oblicz sume pdl odcinkéw kota wyznaczonych
przez katy as i ag.

Dany jest wielokat foremny, ktorego wierzchotki naleza do okregu o pro-
mieniu 2. Oblicz dlugosé¢ czerwonej linii oraz pole zacieniowanego obszaru.

a) b)

Uzasadnij, ze pole odcinka kota o promieniu r wyznaczonego przez kat

srodkowy o mierze 60° jest réwne 572(2m — 3v/3).

Oblicz pole zacieniowanej figury.
a) a=30° b) AB || CD c) r=2v2
D — (C —
A B AN
“ [ 4 ‘
| o ‘

Trojkat ABC jest trojkatem réwnobocznym o boku diugosci 6 cm. Oblicz
pole zacieniowanego obszaru.

a) C b) C c)

c
S
,
A B A B A B

. ¢) Pole pierscienia: 7 - 42 — 7 - (21/2)? = 8«

Pole odcinka kota: 396050 4?2 —2-12-(2v2) =41 -8

Pole figury: P = 8w — (47 — 8) = 4(w + 2)

.a)P=627¢§—3‘3660§0‘7r‘32=9(\/_—§) [cm?

b) r = 83 =33

P=2SC 5. (3v3)2 — 8BS _ 9095 _ 3\/3) [cm?)

¢) Zauwazmy, ze trojkat ADS jest réwnoboczny i |AD| = 24/3 cm.
P=6- (% - (2v/3)2 — W) = 6(27 — 3v/3) [cm?]

Lo+ (g +10°) + ...+

+ (a1 + 70°) = 360°

o1 = 100
a) ag = 800
Ps = 386050 -m-32 =21

b) as = 30°, ag = 60°
Suma pél wycinkéw kota:

_90° g _ 9
Pw = 355 - 9m = 37

Suma pdl tréjkatéow:

Pr = 3 -9sin30°+
+1-9sin60° = 2(1+/3)

Suma pél odcinkéw kota:

P=Py—Pr=3%(n—1-3)

.a) £=1/3 czylia=2V3

1=2V3+1-2r-2=2V3+%r
P=r.2? - @B _
=47 — 33
b)l=4+1-2r-2=4+n
P=n-22-1.42=4(r-2)
¢) | =2v2+12m2=2V2+n7
P=m-2"-8-1.2".sin45° =

:4(71'—2\/5)

2 P = %-WT2—%-T2-sin6O° =
= gmr’ — ?1"2 =
= Lr?(2r — 3V3)

ca) P=S00 o424 147

+sin120° = &7 +4v/3

b) |<AOB| = 120°
|¥COD| = 60°

(ACOD jest réwnoboczny)

Pap, Pcp — pola odcinkéw
kota odcietych przez cigciwy
ABiCD
Pap = mo 4= 442
-sin120° = ¥ — 43
PCD:%.W.42_%.42.
-sin60° = $r —4v/3
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Uczen:

— okresla wzajemne potozenie
okregu i prostej, poréwnujac
odleglosé srodka okregu od
prostej z promieniem okregu,

— okresla liczbe punktéw
wspoélnych prostej i okregu,

— stosuje wlasnosci stycznej
do okregu do rozwiazywania
zadan.

Cwiczenie 1

Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku. Rozwazmy odcinki PQ,
PA, PB oraz tréjkaty prostokat-
ne PQA i PQB. Najkrétszym
z wymienionych odcinkéw jest
odcinek PQ, bo w tréjkacie pro-
stokatnym przyprostokatna jest
zawsze krétsza od przeciwpro-
stokatnej.

Komentarz

W uzasadnieniu do ¢wiczenia 1.
korzystamy z faktu (bez
koniecznosci jego dowodzenia),
ze w dowolnym tréjkacie
prostokatnym przeciwprosto-
katna jest dtuzsza od kazdej

z jego przyprostokatnych.

Multibook
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5.3. Wzajemne potozenie okregu i prostej

@ Cwiczenie 1

Uzasadnij, ze sposréd odcinkéw taczacych dany punkt P z punktem lezacym
na prostej | (P ¢ 1) najkrotszy jest ten, ktéry jest do tej prostej prostopadtly.

Odlegloscia punktu P od prostej [ nazywamy dhugosé naj-
krotszego odcinka taczacego punkt P z punktem na prostej [
(odcinek ten jest prostopadly do prostej ). Jesli punkt P
lezy na prostej [, to przyjmujemy, ze jego odlegloéé¢ od tej
prostej jest réwna zero.

Okrag i prosta moga mie¢ dwa punkty wspdélne, jeden punkt wspdlny lub nie
mie¢ punktéw wspdlnych.

Niech |OP| bedzie odlegloscia $rodka okregu od prostej.

|OP| < r
Prosta, ktora ma z okregiem dwa punkty wspél-
p ne, nazywamy jego sieczng. Odlegtosé siecznej od
srodka okregu jest mniejsza od jego promienia.
op| Jesli prosta ma z okregiem jeden punkt wspdlny,
=r

to méwimy, ze jest styczna do okregu (wspdlny
A p punkt nazywamy punktem stycznoéci). Promien
okregu poprowadzony do punktu stycznoéci z pro-
sta jest do niej prostopadly. Odlegtosé stycznej od
srodka okregu jest réwna jego promieniowi.

|OP| > r
Na rysunku obok okrag i prosta nie maja punk-
2P t6w wspdlnych (sa rozlaczne). Odleglo$é prostej
od s$rodka okregu jest wicksza od jego promienia.

Cwiczenie 2
a) Prosta [ jest styczna do okregu o promieniu 6 cm w punkcie P. Punkt A
lezy na prostej [ i |PA| = 4 cm. Oblicz odleglto$é punktu A od érodka okregu.

b) Prosta AB jest styczna do okregu o $rodku w punkcie O. Punkt styczno-

Sci P jest $rodkiem odcinka AB. Wiadomo, ze |AO| =20 cm i [AB| = 32 cm.
Oblicz promien okregu.

Cwiczenie 2
a) |AO| = V62 + 42 = 24/13 [cm]
b) |OP| = v202 — 162 = 12 [cm)



Twierdzenie o odcinkach stycznych

B
Jesli styczne do okregu w punktach A i B <
przecinaja si¢ w punkcie P, to: S

A

Powyzsze twierdzenie mozna udowodnié¢, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa
zastosowanego dla trojkatéw PAO i PBO.

Cwiczenie 3 Cwiczenie 3
a) Dany jest okrag o srodku w punkcie O i pro- a) |PA| = |PB| =102 — 62 =
mieniu 6 cm. Z punktu P odlegtego od punktu O =8 [cm]

Ob = 28 cm

0 10 ¢m poprowadzono dwie proste styczne do
okregu w punktach A i B. Oblicz obwdd czworo-
kata PAOB. P
b) Obwéd czworokata PAOB (rysunek obok)
jest réwny 34 c¢m, a odcinek PS ma dtugosé 8 cm.

b) Niech r — promieni okregu.
|PA| = |PB|=17—r

(A7 —7r)? +72 = (8+7)2
r=>5cm

Oblicz promien okregu o érodku w punkcie O.

Liczba wspdlnych stycznych dwdch okregdw zalezy od potozenia tych okregow.

Okregi roztaczne zewnetrznie; Okregi styczne zewnetrznie;
cztery wspdlne styczne trzy wspoélne styczne
Okregi przecinajace sie; Okregi styczne wewnetrznie;

dwie wspoélne styczne jedna wspdélna styczna

Okregi roztaczne wewnetrznie nie maja wspélnych stycznych.
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Cwiczenie 4

a) Okregi przecinajace sie —

2 wspblne styczne

b) Okregi styczne zewnetrznie —
3 wspollne styczne

¢) Okregi styczne wewnetrznie —
1 wspélna styczna

d) Okregi rozlaczne zewnetrz-
nie — 4 wspélne styczne

Cwiczenie 5

a) 0 punktéw dla r € (0;4),
1 punkt dla r = 4,

2 punkty dla r € (4; c0)

b) 0 punktéw dla r € (0; 3),
1 punkt dla r = %,
2 punkty dla r € (3;00)

c) 0 punktéw dla

r € (0;1+v2),

1 punkt dla r =1+ \/5,

2 punkty dla r € (14 v/2; c0)
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Cwiczenie 4

Dane sa okrag o érodku O; i promieniu r; oraz okrag o srodku O, i promie-
niu 75. Okresl liczbe wspdlnych stycznych tych okregdw.

a) r = 3%, o = 4%, |0102‘ = 5% C) r = %, o = %, |0102| = %

b) r = 11, o = 13, |0102| = 24 d) r = \/5, rog = \/g, ‘0102| = 4

Przyktad 1 Y
Dany jest okrag o $rodku O(0, 0) i promieniu 3.
ITle punktéw wspdlnych z tym okregiem ma pro-
sta x = m w zaleznosci od parametru m?

—

ol 1 X
Prosta x = m z danym okregiem:
* ma jeden punkt wspélny dla m € {—3,3}, z=33 z=3
» ma dwa punkty wspdlne dla m € (—3;3),
e nie ma punktéw wpdlnych dla m € (—oo; —3) U (3;00).
Przyktad 2 v
Ile punktéw wspdlnych ma prosta y = 3 z okre-
giem o érodku S(3,1) w zaleznosci od promie- = y=
nia r tego okregu?
Prosta y = 3 z okregiem o érodku S: 1 .
* ma jeden punkt wspdlny dla r = 2, 011 > x
» ma dwa punkty wspdlne dla r € (2;00),
* nie ma punktéw wspédlnych dla r € (0;2).

Cwiczenie 5
Ile punktéw wspélnych ma prosta k z okregiem o srodku S w zaleznosci od
promienia 7 tego okregu?

a) k:y=3,5(3,-1) b) k:x = -1, 5(-%,4) c) k:ax=+72, S(—-1,1)

Przyktad 3
Oblicz dtugo$¢ cieciwy wyznaczonej przez punkty wspolne prostej I: x = 3
i okregu o $rodku O(0,0) i promieniu 5.

Niech |OP| bedzie odleglodcia srodka okregu od prostej I, Yy g

a punkty A, B niech bedg punktami przeciecia okregu z ta A
prosta. Wéwczas |OP| = 3, zatem:

AP| = VBT —F = yT6 =4 St
Tréjkaty OPA 1 OPB sa przystajace, wiec dlugoéé cieciwy: \

|AB| =2 |AP| =8




Cwiczenie 6
a) Oblicz dlugosé cieciwy wyznaczonej przez punkty przeciecia prostej y = —3
oraz okregu o §rodku w punkcie (2,0) i promieniu 4.

b) Cieciwa dlugosci 6 jest wyznaczona przez punkty przeciecia prostej z = 1
oraz okregu o $rodku w punkcie (—3,2). Oblicz promien tego okregu.

Zadania

1.

Prosta réwnolegla do osi OY przecina okrag o érodku w punkcie (0,0)
i promieniu 10 w punktach A i B. Wyznacz réwnanie tej prostej dla:

a) |AB| = 12, b) |AB| = 10v/2, c) |AB| = 10, d) |AB| = 20.
Odleglos¢ miedzy dwiema prostymi réwnoleglymi to diugo$é odcinka
prostopadtego do tych prostych o koncach nalezacych do prostych. Oblicz
promien okregu stycznego do dwdch prostych rownoleglych, jesli wiadomo,

ze odlegtos¢ miedzy nimi jest réwna 5 cm. Q
P (‘
vh&

Dany jest okrag o érodku w punkcie (0,0) i promieniu 11. Cieciwa AB
tego okregu jest rownolegla do osi OX i ma dhugo$é 20. Punkt P nalezy
do tej cieciwy i jego odleglo$é¢ od srodka okregu jest réwna 5. Wyznacz

Okregi o srodkach O; i Oy oraz promieniach
r 1 R sa styczne zewnetrznie (rysunek obok).
Prosta PO, jest styczna do okregu o $rodku Oy,
a prosta PQ) — do okregu o $rodku O,. Wyznacz
obwdd czworokata PO;0,Q).

wspolrzedne punktu P. Rozwaz wszystkie przypadki.

7Z punktu P poprowadzono wspélne
styczne do okregéw o srodkach w punk-
tach Oy 1 Oy (rysunek obok). Wiadomo, r
ze |O;B| =51 |0, P| = 13. Oblicz pro- A
mien r okregu o srodku w punkcie O;.

Punkty A i B leza na okregu o érednicy 12 cm, a odlegto$é miedzy nimi jest
rowna promieniowi tego okregu. Styczne do okregu poprowadzone przez
punkty A i B przecinaja sie w punkcie P. Oblicz
pole trojkata APB.

Dane sa okregi o érodkach O; i O, i promie-

niach |01A| =4 cm i |OB| = 12 cm (rysunek
obok). Prosta AB jest wspdlna styczng tych
okregow. Oblicz pole zacieniowanego obszaru.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

|0102| = 16 cm

|CO2| =12—4=8cm

|CO1| = V162 — 8 = 8V/3 [cm]

sina = % = @, czyli @ = 60° oraz |$AO0102| = 120°
Pole zacieniowanego obszaru: P = Pr — Py — P», gdzie:
Pr — pole trapezu ABO201

P1 — pole wycinka kota o promieniu 4 cm i kacie 120°
P, — pole wycinka kota o promieniu 12 cm i kacie 60°
P =643 — L1 — 247 = (64v/3 — L) [cm?]
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Cwiczenie 6
a) W7
b) 5

Odpowiedzi do zadan
1.a) 2 =—-8lubz =38

b)m:—5\/§lubw=5\/§

c) x = —5v3 lub z = 5V3

d)z=0

r=25cm

3. |0:0:] =7+ R

|PO2| = /(r+ R)2 —1r2 =
=VRZT2rR

|PQ|=VR*+2rR—R? =
=V2rR

Ob=2r+2R+ V2rR
4. P(—2,—/21) lub P(—2,+/21)
lub P(2, —/21) lub P(2,/21)

5. Zauwazmy, ze
APAO; ~ APBO2, stad:

[O1P| __ |O2P]
i |02 B|

13-5-r _ 13
T — 5

_ 2
"=

6. Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku.

Tréjkat ABO jest réwnobocz-

ny, czyli |[$AOB| = 60°

i |XAOP| = |¥POB| = 30°.

Zatem |PO| = 41/3 cm.

|PQ| = |PO| - Q0| =
=4v3 - %2 = /3 [em]

Papp = %-6-\/?_): 3v3 [ch]



Odpowiedzi do zadan

1. Aby skonstruowaé styczng do
danego okregu o érodku O,
przechodzaca przez punkt A
lezacy na okregu, postepuje-
my w nastepujacy sposéb.

e Rysujemy pélprosta OA.

e Rysujemy okrag o $rod-
ku A i promieniu |OA| —
okrag ten przecina potpro-
sta OA w punktach O i B.
e Z punktéw O i B rysujemy
przecinajace sie tuki okre-
géw o tym samym promie-
niu (dtuzszym niz promien
|OA|). Punkty przeciecia tu-
kéw oznaczamy przez C i D.
e Rysujemy prosta CD —
jest ona styczna do danego
okregu i przechodzi przez
punkt A.
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Dowiedz sie wiecej

Konstrukcja stycznej do okregu

Aby skonstruowaé stycznag do danego okregu o érodku O przechodzacg przez
punkt P lezacy na zewnatrz okregu, postepujemy w nastepujacy sposéb.

* Wyznaczamy Srodek odcinka OP — punkt S na rysunku ponize;j.

* Rysujemy okrag, ktérego promieniem jest
odcinek SO — okrag ten przecina dany ok-
rag w punktach A i B.

* Prosta PA jest styczna do danego okregu.
Zauwaz, ze PA | OA (aby to uzasadnié,
mozna rozpatrzy¢ katy trojkatéw réwno-
ramiennych PSA i OSA). Drugg styczna
jest prosta PB.

1. Opisz konstrukcje stycznej do danego okregu przechodzacej przez punkt
nalezacy do tego okregu.

Konstrukcja wspélnej stycznej do dwéch okregéw
roztagcznych zewnetrznie

Rozpatrzmy okrag L; o srodku O; i promieniu r; oraz roztaczny z nim ze-
wnetrznie okrag L, o érodku O, i promieniu ry (rysunek ponizej).

* Rysujemy okrag L3 o srodku w punkcie O; i promieniu réwnym r; + 5.

* Rysujemy prosta O, A — styczng do okregu Ls przechodzaca przez punkt O,.
* Wyznaczamy punkt B — punkt przeciecia odcinka O; A z okregiem L.

* Rysujemy styczna do okregu L, przechodzaca przez punkt B. Jest ona réwno-
czednie styczna do okregu Ly (uzasadnij).

2% Opisz, jak skonstruowaé pozostate wspodlne styczne do dwoch okregéw roz-
tacznych zewnetrznie.

2. Analogicznie konstruujemy druga styczna, ktéra przechodzi przez punkt D. Aby
skonstruowaé pozostate styczne do danych okregéw, rysujemy najpierw okrag L3
o $rodku w punkcie Oz i promieniu réwnym re — 1.
e Rysujemy proste O1 FE i O1G — styczne do okregu L3z przechodzace przez punkt O;.
e Wyznaczamy punkty F' i H — punkty przeciecia prostych O2FE i O2G z okre-
giem Lo.
e Rysujemy styczng do okregu Lo przechodzaca przez punkt F' oraz styczng do
okregu Lo przechodzaca przez punkt H. Proste te sa réwniez styczne do okregu Lj.



5.4. Katy w okregu (1)

Kat srodkowy a przedstawiony na rysunku obok jest
wyznaczony przez tuk AB zaznaczony kolorem czerwo-

nym. B
Moéwimy tez, ze kat $rodkowy « jest oparty na tuku AB

lub na cieciwie AB.

< P,
Cwiczenie 1 Pl Py
Punkty Py, Ps, ..., Py; dzielg okrag na 12 tukéw o réw- 5 Py
nej dtugosci. Podaj miare kata $rodkowego opartego na P, P
1
tuku:
— — —_ 8 P12
a) P1P2P37 b) P4P7P12, C) P6P1P7.
Py 5 P
10
Definicja
P
Kat wpisany w okrag to kat wypuktly, ktorego wierz-
cholek lezy na okregu, a ramionami sa polproste
zawierajace cieciwy tego okregu.
B

O kacie wpisanym [ (rysunek obok) méwimy, ze jest
oparty na tuku AB.

Twierdzenie

Kat $rodkowy w okregu ma miare dwa razy wieksza od miary kata wpisa-
nego opartego na tym samym tuku.

Dowéd — patrz zadanie 9., str. 240.

| P
Cwiczenie 2

a) Podaj miare kata § (rysunek obok). A

b) Narysuj w dowolnym okregu kat srodkowy a = 120°

i trzy rézne katy wpisane oparte na tym samym huku @

co kat a. Podaj miary tych katow. ‘

. A B
Cwiczenie 3

Podaj miare kata srodkowego opartego na tym samym tuku co kat wpisany 3.
a) f=15° b) 5 =48° c) =137 d) 8 ="74°30

Cwiczenie 3
a) 30°
b) 96°
c) 274°
d) 149°

Uczen:
— rozpoznaje katy wpisane
w okrag oraz wskazuje tuki,
na ktérych sa oparte te katy,
— wykorzystuje twierdzenie
o katach $rodkowym
i wpisanym opartych na tym
samym tuku oraz wnioski
z tego twierdzenia,
— wyznacza kat miedzy styczna
a cieciwg okregu.
Cwiczenie 1
1 o __ o
15 - 360° = 30
a) 2-30° = 60°
b) 8- 30° = 240°
c) 11-30° = 330°

Cwiczenie 2
a) 30°
b) 8 = 60°
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) a+ 3 =110° + 55° = 165°
b) o+ B = 45° + 22,5° = 67,5°
) a+ B =34°+17° = 51°

d) a + 3 =210° + 105° = 315°

Cwiczenie 4
a
C

Cwiczenie 6
a) a = 3 =60° (katy w trojkacie

réwnobocznym)

v = 28 = 30° (katy wpisany

i srodkowy oparte na tym samym
tuku)

b) a = 60° (kat w trojkacie réw-
nobocznym)

B =1-60° =30° (katy wpisany
i srodkowy oparte na tym samym
tuku)

v = B = 30° (katy w trojkacie
réwnoramiennym)

c) a=2-60°=120°

B =2-120° = 240° (katy Srodko-
wy i wpisany oparte na tym sa-
mym tuku)

v =1-2-60° = 60° (katy Srodko-
wy 1 wpisany oparte na tym sa-
mym tuku)

Cwiczenie 7

a) o = 3(180° — 40°) = 70°

B =a="70° (katy wpisane
oparte na tym samym tuku)

¥ = % -40° = 20° (katy wpisany
i $rodkowy oparte na tym samym
tuku)

b) 5 = 40° (katy wpisane

oparte na tym samym tuku)

0 = 180° — (80° + B) = 60°

a+ 6 =90° (kat wpisany
oparty na pétokregu)

a=30°

v =a = 30° (katy wpisane
oparte na tym samym tuku)

c) B =35
N = 90° — 65° = 25°
a=vy=25
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Cwiczenie 4
Kat wpisany ( jest oparty na tym samym tuku co kat érodkowy a. Oblicz
miare kata o + § dla:
a) a = 110°, b) o = 45°,

) B=17, d) 8 = 105°.

Z twierdzenia o katach srodkowym i wpisanym wynikaja nastepujace wnioski:

Twierdzenie

B
( 3
‘ A B
C D
A No”
B A
Katy wpisane w okrag  Kat wpisany w okrag opar-  Suma miar katéw « i 3 wpisa-
oparte na tym samym  ty na pétokregu (na sredni- nych w okrag, jak na rysunku
tuku maja réwne miary.  cy) jest katem prostym. powyzej, jest réwna 180°.

@ Cwiczenie 5

Uzasadnij kazdy z powyzszych wnioskow.
Cwiczenie 6
Promien okregu jest réwny r. Oblicz miary katéow o, G 1 7.

a) c

3
j

b)7§ i

/-Y

«a B

N

4

Cwiczenie 7
Oblicz miary katéw «, G 1.

a) o
40°
o)
¢
8
Cwiczenie 5

1) Katy wpisane w okrag oparte na tym samym luku odpowiadaja temu samemu
katowi srodkowemu opartemu na tym tuku, zatem wszystkie sa rowne.

2) Kat srodkowy oparty na pélokregu jest katem pétpelnym, czyli réwnym 180°, zatem
kat wpisany w okrag i oparty na poétokregu jest o potowe mniejszy, czyli réwny 90°.
3) 2a + 203 = 360°, zatem o+ 8 = 180°



Zadania

1.

Punkty A, B,C, ..., P dziela okrag na 16 tukéw
o réwnej dtugoéci. Punkt A lezy na jednym z ra-
mion kata érodkowego (. Ktory z punktéow lezy
na drugim ramieniu tego kata?

a) f=45° c) B =225°
b) B = 112,5° d) B = 315° LN

Dany jest okrag o promieniu 6. Podaj miary katéow $rodkowego oraz wpi-
sanego opartych na tuku o podanej dtugosci.

a) 2w b) 3w c) 2w d)

Odcinek BD jest srednica okregu, a odcinek AC jest cieciwa prostopadtly
do odcinka BD. Oblicz miary katéw trojkata ADC w przypadku, gdy:

a) |LACB| = 707, b) |$ABC| = 130°.

Oblicz miary katéow « i 5.
b
) ) )

0 g
aENiTe

39°

)

Kat 0 jest katem wpisanym w okrag opartym na tym samym tuku co kat
srodkowy «. Oblicz miary katéw « i 5.

a) a+fB=111° b) a = B3+ 56°30' ) la+lp =48

Oblicz miary katow « i (3.

a)

Odpowiedzi do zadan
1. a) C lub O

b) F lub L

c) G lub K

d) C lub O

2. a) 30°, 60°
b) 45°, 90°
c) 112,5°, 225°
d) 3,75°, 7,5°

3. a) [YACD| = 20°,
|XCAD| = 20°,
|XADC| = 140°
b) |[XACD| = 65°,
|*CAD| = 65°,
|XADC| = 50°

4. a) a =23, 3=134°
b) a = 51°, § = 102°
¢) a=32°, B =064

5.a) a=T74°, 3=37°
b) o = 113°, B = 56°30'
) o =172, B =36°

6. a) a =30°, 3 =35
b) o = 60°, 3 = 70°
¢) o =50°, 8 = 40°

5.4. Katy w okregu (1)

239 I



7.a) o =180 —2-48° = 84° 7. Oblicz miary katéw «, 1 7.

SO a) b) )

b) a = 65° (katy wpisane

oparte na tym samym tuku) /

v =90° — 60° = 30° (katy D40
wpisane oparte na tym @

samym tuku)

B =180° — (65° + 30°) = 85° 180 v 86°

c) v = 180°— (24°+86°) = 70° N~

a =~ = T70° (katy wpisane

oparte na tym samym tuku) 8. Promien okregu jest réwny r. Oblicz miary katéw a, 81 7.
B =90° — 24° = 66°

8. a) a = 60°, 8 = 300°, v = 30° ) ] b) C)

b) a =~ =30°, 8 = 120°
c) a=060°, 8 =120°, v =30° ’
\ ﬁ

@ 9. Przeczytaj informacje w ramce oraz dowdd przypadku I, a nastepnie prze-
prowadz dowody przypadkéw II i TI1.

Aby udowodnié, ze kat sSrodkowy a w okregu ma miare dwa razy wigk-
szg od miary kata wpisanego (8 opartego na tym samym luku, wystar-
czy rozpatrzy¢ trzy przypadki.

I. Srodek O okregu I1. Srodek O okregu I11. Srodek O okregu
lezy wewnatrz kata lezy na ramieniu kata lezy poza katem wpi-
wpisanego. wpisanego. sanym.

N

4> p
o/ B b‘

Dowdd przypadku I
Z punktu P prowadzimy promien PO. Wéwczas 0 = (51 + (5.
Wyznaczamy miare kata srodkowego:

o = 360° — (180° — 206;) — (180° — 206,) = 2(B, + 32) = 23

Wskazéwka do przypadku III. Rozwaz katy o+ a1 1 8+ 1.

9. Dowéd przypadku II
Tréjkat BOP jest réwnoramienny, zatem |<BOP| = 180° — 20.
a =180° — |[XBOP| = 180° — (180° — 283) = 28
Dowéd przypadku ITI

Na podstawie II mamy: a; = 20; oraz a + ay = 2(8 + B1).
Zatem o = 26 4 2061 — a1 =206+ 201 — 261 = 203

B 240 5. Planimetria



5.5. Katy w okregu (2)

Twierdzenie o cieciwach
Jesli w okregu dwie cieciwy AB i CD przecinaja \
sie w punkcie P, to: B

PA|-|PB| = |PC| - |PD) N
Dowéd

Katy ACD i ABD sa katami wpisanymi opartymi na tym samym tuku, za-
tem |JACD| = |4 ABD|. Analogicznie uzasadniamy, ze |JCAB| = | CDB].
Réwniez |S APC| = |<BPD| (uzasadnij), zatem na podstawie cechy KKK po-
dobienstwa tréjkatéw stwierdzamy, ze AAPC ~ ABPD. Stad otrzymujemy:
1PA _ |PC]
|PD| | PB]|
czyli |PA| - |PB| = |PC| - |PD|.

Przyktad 1
Oblicz dlugosé¢ odcinka PB (rysunek obok).

Na podstawie twierdzenia o cigciwach:
|PA| - |PB| = |PC| - |PD|

czyli:

24-x =18 -8

_18-8

T=— = 6
Cwiczenie 1
Oblicz z.
a) b) c)

2 ; ;
O
T /7] 1

Cwiczenie 2

Srednica okregu AB przecina cieciwe CD w punkcie P oraz |PB| =1 cm,
|PC| =2 cm, |PD| = 3 cm. Oblicz dlugo$é tego okregu.

Uczen:

— stosuje twierdzenie
o cieciwach do wyzna-
czania dtugosci odcinkéw
w okregach,

— formutuje twierdzenia
dotyczace katow w okregu
i dowodzi ich prawdziwosci,

— przeprowadza dowdd twier-
dzenia o cigciwach.

Cwiczenie 1
a)r=9
b) z = 242
c)z=3
Cwiczenie 2
C
P
A
O B
D

Na podstawie twierdzenia o cie-
ciwach:

|PA| - |PB| = |PC| - |PD|
|[PA|-1=2-3
|PA| =6 cm
Srednica okregu:
|PA|+ |PB| =7 cm

Dhtugoéé okregu: 7w cm
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Cwiczenie 3
a) 8 cm, 12 cm

b)
@
xT
PN
A 0}
T
D
|PA| - |PB| = |PC| - |PD|
24 -6 = z2
r =12 cm

|CD| =2z =24 cm

Cwiczenie 4

|XBAP| = 90° — |¥OAB| =
=90° — £(180° — [ AOB|) =
= 3/¥A0B| = |XACB|

Cwiczenie 5
a) a = 32°
b) a = 42°
c) a=36°

B 242 5. Planimetria

@ Cwiczenie 4

Cwiczenie 3

a) Dany jest okrag o promieniu 11 em. Przez punkt P, odlegly od érodka
okregu o 5 cm, poprowadzono cieciwe o dtugoséci 20 cm. Oblicz dtugosci od-
cinkow, na ktore punkt P dzieli cieciwe.

b) Cieciwa przecina $rednice okregu pod katem prostym i dzieli ja na odcinki
o dhugosciach 6 cm i 24 cm. Oblicz dlugosé tej cieciwy.

Przyktad 2
Prosta AP jest styczna do okregu o $rodku O w punk- C
cie A. Kat PAB ma miare 40°. Oblicz miare kata ACB.
Promien OA jest prostopadly do stycznej AP, zatem: A\
|XOAB| = 90° — 40° = 50° B
Tréjkat AOB jest réwnoramienny, wiec: -
|[XAOB| = 180° — 2 - 50° = 80° A P

Kat ACB jest katem wpisanym opartym na tym samym tuku co kat sSrodkowy

AOB, zatem:
|SACB| = 1|4 AOB| = 1 - 80° = 40°

Uzasadnij, ze katy o i 8 na rysunku obok sa réwne,
czyli ze kat zawarty miedzy styczng a cieciwa okregu
poprowadzona z punktu stycznosci jest rowny katowi
wpisanemu opartemu na tej cieciwie.

Cwiczenie 5
Wyznacz miare kata o.
a) b) c)
\
(673
0]
54°
427
Cwiczenie 6

Wierzchotki trojkata rownoramiennego ABC' o podstawie AB lezg na okregu.
Kat miedzy bokiem BC' a styczng do okregu w punkcie B ma miare 50°.
Oblicz miary katow tego trojkata.

Cwiczenie 6
50°, 50°, 80°



Zadania Odpowiedzi do zadan
1. a) 2(2r —2) = 12

1. Oblicz promien okregu oraz pole tréjkata ABC. r=4 C

a) Y b C

4 4 4
m h
A O B 3 O B 1
3 213 A2 1 O B
h2 + 12 — 42
A h=+15

2. Wyznacz miary katéw «, 3, v oraz miare kata ostrego J miedzy cieciwa P=1.8-V15=4/15

AB a styczng do okregu w punkcie A. b) 2. (2r—2)=9

6-(2-L-2)=18

4

¢) |XACD| = [$ABD]| (katy

e £
b
)
8
b
Q
=)
B
’*U =3
Il
TSN

wpisane w okrag oparte na
" < o\ o/ tyrr)n samym luii) g
50 60° |XCPD| = |¥APB| (katy
! B ! l wierzchotkowe)
Zatem NABP ~ ADPC,
3. a) W okregu o $rodku O poprowadzono cieciwe AB. Jeden z katéw trdj- skala podobiefistwa 3:2
kata AOB ma miare 96°. Wyznacz miare kata zawartego miedzy cieciwg Stad |AP| = 2|DP| =6.
AB a styczng do okregu poprowadzong przez punkt A. Srednica okregu:

b) W okregu o promieniu 6 cm poprowadzono cieciwe AB. Diugosé tuku |AC] _:,|A11: |+2= 821

T ) . . . promien okregu r = 4.

AB jest réwna m cm. Wyznacz miare kata zawartego miedzy cieciwg AB 1XABC| = 90° (kat wpisany
w okrag oparty na Srednicy)
Tréjkat ABC jest prosto-
katny, zatem:

|BC| = /82 — (3v6)* =

a styczna do okregu poprowadzong przez punkt B.

4. Proste przedstawione na rysunku sa styczne do okregu w odpowiednich
punktach. Wyznacz miary katéw tréjkata ABC.

a) A
=64 —54=+/10
¢ P=1.3/6 V10 =3/T5
2.a) a=y=0=25° f=50°
b) a = 30°, 8 = 60°, v = 80°,
N =
c) a=30° 08 =40°, v=50°
6 = 60°
5. Punkt przeciecia dwoch cigciw okregu dzieli jedna z nich na odcinki dtu- 3. a) 48°
gosci z 1 18, a druga — na odcinki dlugosci « + 3 1 4+ 6. Oblicz dlugosci b) 15°

tych cieciw.
4. a) a = =55, v="70°

b) a = 50°, B = 44°, y = 86°
5. 15121 lub 211 24
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Uczen:

— rozwiazuje zadania dotyczace
okregu opisanego na tréjkacie
réwnobocznym lub prosto-
katnym,

— rozwiazuje zadania dotyczace
okregu opisanego na
dowolnym tréjkacie,

abc
4R’

— wyprowadza wzér P =

— stosuje wzér P =

abe
4R *

Cwiczenie 1

Niech O bedzie punktem prze-
ciecia symetralnych bokéw AB
i AC trojkata ABC. Wowczas
|AO| = |BO| oraz |AO| = |CO|.
Stad |[BO| = |CO], czyli punkt O
lezy na symetralnej boku BC.
Zatem symetralne bokéw trojka-
ta ABC' przecinaja si¢ w punk-
cie O.

Cwiczenie 2
Niech D bedzie spodkiem wy-

sokosci trdjkata poprowadzonej
z wierzcholka C, woéwczas:

|CD| = R+|0D| = 22 czyli
OD| = 2% — R

(£ -8) +(3) =

_ a3
R= %5

Cwiczenie 3

a) Bok trojkata: a = 16 cm
Promien kota: R = L?:/g cm
Pole kota: P = %ﬂ" cm?

b) Bok tréjkata: a = 61/3 cm
Wysokos¢ trojkata: h =9 cm
Pole tréjkata: P = 27v/3 cm?

Multibook
e Okrag opisany na tréjkacie
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@ Cwiczenie 2

5.6. Okrag opisany na trojkacie

Okrag nazywamy opisanym na trdjkacie, jezeli wszystkie wierzcholki tréjkata
nalezg do okregu. Mowimy tez, ze trojkat jest wpisany w okrag. Na kazdym
trojkacie mozna opisa¢ okrag — méwi o tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

Symetralne bokéw tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie, ktory jest
srodkiem okregu opisanego na tym trojkacie.

I—_ B
Srodek okregu opisanego na

tréjkacie rozwartokatnym le-
Zy na zewnatrz tego tréjkata.

Srodek okregu opisanego na
trojkacie prostokatnym jest
$rodkiem przeciwprostokatnej.

Srodek okregu opisanego
na tréjkacie ostrokatnym
lezy wewnatrz tréjkata.

@ Cwiczenie 1

Udowodnij, ze symetralne bokéw trojkata przecinaja sie w jednym punkcie.
Wskazéwka. Rozpatrz najpierw odlegtosci punktu przeciecia symetralnych dwéch bo-
kéw trojkata od jego wierzchotkdw.

C

Promien okregu opisanego na tréjkacie réwno-
bocznym o boku a wyraza sie wzorem:

_ av3
R= 3

Udowodnij powyzsze twierdzenie.

Moéwimy, ze koto jest opisane na tréjkacie, gdy jest na nim opisany okrag
ograniczajacy to kolo.

Cwiczenie 3

a) Oblicz pole kota opisanego na tréjkacie réownobocznym o polu 64v/3 cm?.
b) Oblicz wysokoéé oraz pole tréjkata réwnobocznego, na ktérym opisano
okrag o promieniu 6 cm.



Przyktad 1
Na trojkacie prostokatnym o jednej z przyprostokatnych dlugosci 6 opisano
okrag o promieniu 5. Oblicz pole tego tréjkata.

Srodek okregu opisanego na trdjkacie prostokatnym jest

$rodkiem jego przeciwprostokatnej (jest ona $rednica tego 6 b
okregu), czyli przeciwprostokatna ma dlugosé:
c=2R=2-5=10 g g

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa: b2 = 102 — 62 = 64,
zatem b = 8, wiec pole trojkata P = £ -6 -8 = 24.

Cwiczenie 4

a) Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym, ktérego przy-
prostokatne maja dlugosci 7 cm i 12 cm.

b) Pole tréjkata prostokatnego jest réwne 18 cm?. Wysoko$é poprowadzona
z wierzchotka kata prostego jest réwna 4 cm. Oblicz dltugo$é okregu opisanego
na tym trojkacie.

Cwiczenie 5

Oblicz obwodd trojkata prostokatnego wpisanego w okrag o promieniu 5, jesli:
a) jest to tréjkat réwnoramienny,

b) jedna przyprostokatna jest trzy razy dluzsza od drugie;j.

Cwiczenie 6
Odlegtlosci srodka okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym od jego przy-
prostokatnych wynosza 4 i 6. Oblicz pole trdjkata.

Przyktad 2
Kat miedzy ramionami tréjkata rownoramiennego ma miare 30°, a podstawa
tréjkata ma dtugoéé 2. Oblicz promien okregu opisanego na tym tréjkacie oraz
odleglosé srodka tego okregu od podstawy trojkata.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. Wow-
czas kat AOB jest katem srodkowym opartym na tym
samym luku co kat wpisany ACB, czyli:
|XAOB| = 2| ACB| = 60°

Zatem trojkat AOB jest réwnoboczny, wiec:

R=1|0A|=|0B|=|AB| =2
Odleglosé srodka okregu od podstawy tréojkata jest
réwna |OD|, a odcinek OD jest wysokoscia trojkata
réwnobocznego: |OD| = ¥ =3

Cwiczenie 6
C
R
M %
4 R R
By
A 6 N B

Zauwazmy, ze |CM| =41 |[NB| = 6.
Pole trojkata: P = % -8-12 =48

Cwiczenie 4

a) (2R)? = 72 4 122
R = @ cm
b)P=1.2R-4=18
R=45cm

[ =97 cm

Cwiczenie 5

a) Przyprostokatne trojkata:
5v2

Ob = 10(1 + v/2)

b) Przyprostokatne tréjkata:
z, 3z

z? 4 (3z)% = 102

z=+/10

Ob = 2(5 + 21/10)
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Cwiczenie 7

a) Tréjkat AOB jest prostokat-
ny, zatem R = 21/2.
b) I przypadek

C

|OD| =4 cm
|DC| =9 cm
|AC| = |BC| = 3/10 cm

II przypadek

|OD| =4 cm

|DC| =1 cm

|AC| = |BC| = v/10 cm
Cwiczenie 8
r=+8—-22=2/15
y=+/8 —42 =43

Stosunek pol:
341510 _ 545

18v/34 ~ 4
Cwiczenie 9
C
4
(@)

Tréjkat BOC' jest réwnoboczny,
czyli [CB| = 41 | ACB| = 120°.
P=1.4%sin120° =43

B 246 5. Planimetria

Cwiczenie 7

a) W tréjkacie réwnoramiennym kat miedzy ramionami ma miare 45°, a pod-
stawa ma dlugosé 4 cm. Oblicz promien okregu opisanego na tym tréjkacie.
b) W okrag o promieniu 5 cm jest wpisany trojkat réwnoramienny o podstawie
dhugosci 6 cm. Oblicz dtugosci ramion tego tréjkata. Rozpatrz dwa przypadki.

Cwiczenie 8

Na rysunku obok przedstawiono tréjkaty réwno- :
ramienne wpisane w okrag o promieniu 8. Oblicz :8
stosunek pol tych tréjkatow. :

4 8

Cwiczenie 9 2
P
Trojkat réwnoramienny o kacie migdzy ramionami \/ =2 " /
P
rownym 120° jest wpisany w okrag o promieniu 4. Y \}4

Oblicz pole tego tréojkata.

Ponizsze twierdzenie pokazuje, jaka zaleznosé taczy ze soba dhugosci bokdéw
trojkata, jego pole oraz promien okregu opisanego na tym tréjkacie.

Twierdzenie

Pole tréjkata o bokach dtugosci a, b, ¢ wpisanego w okrag o promieniu R
wyraza sie wzorem: abe
P=1r

Dowéd
Dany jest tréjkat ABC' o bokach diugosci a, b, ¢
(rysunek obok) wpisany w okrag o srodku O i pro-
mieniu R. Odcinek CD jest wysoko$cig trojkata,
a odcinek CE — $rednica okregu. Katy CABiCEB
sa réwne (dlaczego?). Zatem tréjkaty ACD i ECB A 0]
sa podobne, czyli:

Z = %, stad h = %

1 1 ab abc
Papc =3¢h =3¢ 5 = 1%

=
=

94

A
e
E

Cwiczenie 10
a) Oblicz pole tréjkata o bokach dlugosci 4 cm, 13 c¢m, 15 cm wpisanego
65

w okrag o promieniu réwnym > cm.

b) Dany jest tréjkat o bokach dlugosci 13 c¢m, 14 c¢m, 15 em i polu réwnym
84 c¢cm?. Oblicz promien okregu opisanego na tym trojkacie.

Cwiczenie 10
a) 24 cm?
b) 8,125 cm



Zadania

Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym w przypadku,
gdy:

a) pole tego trojkata wynosi 8 cm?, a wysoko$é opuszczona na przeciw-
prostokatna jest rowna 2 cm,

b) kroétsza przyprostokatna tego tréjkata ma diugo$é 5 cm, a jeden z jego
katéw ostrych jest dwa razy wiekszy od drugiego,

c¢) jest to trojkat réwnoramienny, a jego obwéd wynosi 6 cm.

Stosunek diugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego jest réwny
3:4. Pole kota opisanego na tym trdjkacie wynosi 6,257 cm?. Oblicz pole
tego trojkata.

W okrag o promieniu 4v/3 wpisano tréjkat réw- C
noboczny ABC' i tréjkat rownoramienny ACD
(rysunek obok). Oblicz pole czworokata ABCD.

Oblicz promiefi okregu opisanego na tréjkacie D E 5 B
rownoramiennym o podstawie 8 cm w przypad-

ku, gdy:

a) ramie tego tréjkata ma dlugosé 4/5 cm, A

b) sinus kata przy podstawie jest réwny 2.

Do podstawy tréjkata rownoramiennego poprowadzono wysokos$é h. Opi-
sany na nim okrag ma promien réwny 13 cm. Oblicz obwdd tego tréjkata.

a) h =20 cm b) h =6 cm
Oblicz pole tréjkata ABC oraz promien okregu opisanego na tym tréjkacie.
a) b) c
5 P 13
% 12
A 4 2 B A 16 5B

Dane sa punkty A(—1,—2) i B(5,—2). Odcinek AB jest podstawa troj-
kata réwnoramiennego ABC. Okrag opisany na tym trdojkacie ma promien
rowny 5. Wyznacz wspoélrzedne wierzchotka C.

Oblicz promien okregu opisanego na tréojkacie o bokach 12, 17, 25.

. a) 4\/@(\/3—&— \/ﬁ) cm

b) 4v/3(v/13 + V10) cm

. Niech O bedzie srodkiem okregu, D(2, —2) — srodkiem odcinka AB.

Zatem |AD| = 3 oraz |OD| = /52 — 32 = 4, OD 1 AB, wigc O(2,2) lub O(2, —6).
|CO| = R =5 i punkt C lezy na prostej OD, zatem C(2,—3) lub C(2,7) lub
C(2,—11) lub C(2,—1).

. Ze wzoru Herona:

P = /27(27 — 12)(27 — 17)(27 — 25) = 90

_ 121725
90 = 4R

_ 85
R_S

Odpowiedzi do zadan
1. a) 4 cm
b) 5 cm
¢) 3(v/2—1) cm
2. 6 cm?
3. R=4V3
AAOFE i ADOE sa tréjkata-
mi o katach 30°, 60°, 90°, stad:
|DE| = |EA| =6
|EO| = 2V/3 = |EC|
PABDZ%'12'6\/§=36\/§
1
2

Pacp = % -12-2V/3 =123
Papcp = Pap + Pacp =
=483
4. a) I sposéb
C
R
4/5 4/5
0]
8—R

A 4 D 4 B
Wysokos¢ trojkata:

|CD| = 8 cm, wéwczas:

(8 — R)? + 4% = R?
R=5cm

II sposob

Wysoko$é tréjkata: 8 cm
Pole tréjkata: 32 cm?

_ 84545

32 = 8 45R4 5

R=5cm

b) Wysokosé tréjkata: 3cm
Ramig tréjkata: 5cm

Pole tréjkata: 12 cm?

8:5-5
12 =S¢
_ 25
R = G cm
6.a) P=9
9 — 6:5VI3
4R
_ 5/13
R==>g
b) P =126
126 = 212}0%-13
B=%

6
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Uczen:

— rozwiazuje zadania dotyczace
okregu wpisanego w tréjkat
réwnoboczny lub prostokatny,

— rozwiazuje zadania dotyczace
okregu wpisanego w dowolny
trojkat,

— stosuje wzér P = %’”C -7,
— wyprowadza wzor:

P = a+’22+c s
Cwiczenie 1

Niech O bedzie punktem prze-
ciecia dwusiecznych katéw
CAB i ABC tréjkata ABC.
Punkt O jest réwno oddalony
od bokéw AC i AB oraz od
bokéw AB i BC. W zwiazku
z tym jest réwno oddalony od
bokéw AC' i BC, czyli lezy na
dwusiecznej kata AC'B. Zatem
dwusieczne katéw wewnetrz-
nych tréjkata ABC' przecinaja
sie w punkcie O.

Cwiczenie 2

a)r= 3v3

| =637

b)r=>5

5= 23 czyli a = 10V/3
Ob = 303

Cwiczenie 3
a=12 cm

r =2v3 cm
R =4v3 cm

2nr + 2R = 12\/§7T cm

Multibook
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® Okrag i trojkat
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5.7. Okrag wpisany w trojkat

Okrag nazywamy wpisanym w tréjkat, jezeli wszystkie boki trojkata sg stycz-
ne do tego okregu. Moéowimy tez, ze trojkat jest opisany na okregu.
W kazdy tréjkat mozna wpisa¢ okrag — méwi o tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

Dwusieczne katow wewnetrznych tréjkata
przecinaja sie w jednym punkcie, ktéry jest
srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat.

@ Cwiczenie 1

Udowodnij, ze dwusieczne katéw wewnetrznych tréjkata przecinaja sie w jed-
nym punkcie.

Wskazéwka. Rozpatrz najpierw odlegtosci punktu przeciecia dwusiecznych dwéch ka-
tow wewnetrznych trojkata od jego bokdow.

Twierdzenie

Promien okregu wpisanego w tréjkat réw-
noboczny o boku a wyraza sie¢ wzorem:
a3
6

r =

Dowod
Odcinek AO (rysunek powyzej) jest zawarty w dwusiecznej kata BAC, czyli

|AOAD| = 30°. Zatem + = tg|JOAD| = tg30° = \/?57 stad r = %? = aT\/g.
3

Cwiczenie 2
a) Oblicz dtugosé okregu wpisanego w tréjkat réwnoboczny o boku 18.

b) Oblicz obwdd tréjkata réwnobocznego opisanego na okregu o dtugosei 107.

Cwiczenie 3

Oblicz sume dlugoéci okregu wpisanego w tréjkat réwnoboczny o obwodzie
rownym 36 cm i okregu opisanego na tym tréjkacie.

Zwrdé uwage na okrag wpisany w trojkat réwnoboczny
i okrag opisany na tym trojkacie — maja one wspdlny
srodek (punkt O na rysunku obok). Punkt ten dzieli wy-
sokos¢ h tréjkata réwnobocznego w stosunku 2:1, gdy
liczymy od wierzcholka, czyli r = £h, R = %h.



Przyktad 1 B B
Oblicz promien okregu wpisanego w troj- \
kat prostokatny o przyprostokatnych dtu- \
gosci 51 12. \
Obliczamy dlugosé przeciwprostokatnej:

c=+v5%2+4122 = /169 = 13

a=12
12 —r

\
\
\
Przy oznaczeniach jak na rysunku obok: e
|AD|=5—7r i |BD|=12—7r o\ r
Zatem (5 —r)+ (12 —r) = 13. 2
Stad otrzymujemy r = 2. C p=5 A C r

Cwiczenie 4
Oblicz promien okregu wpisanego w tréjkat prostokatny, ktérego przyprosto-
katne maja dlugosci: a) 314, b) 71 24.

Cwiczenie 5

a) Na okregu o promieniu 4 cm opisano tréjkat prostokatny o jednej z przypro-
stokatnych dtugosci 10 cm. Oblicz dtugosci pozostalych bokéw tego trojkata.
b) Na okregu o promieniu 2 ¢cm opisano tréjkat prostokatny o przeciwprosto-
katnej dhugosci 10 cm. Oblicz dlugoéci pozostatych bokéw tego trdjkata.

Ponizsze twierdzenie pokazuje, jaka zalezno$¢ taczy ze soba obwdd trdjkata,
jego pole oraz promien okregu wpisanego w ten tréojkat.

Twierdzenie

Pole trojkata jest rowne iloczynowi potowy
obwodu tego tréjkata i promienia okregu
wpisanego w ten trojkat.

pP= atbitec

T
2

Uwaga. Jesli przez p oznaczymy potowe obwodu tréojkata: p = %(a—&—b—i—c), toP=p-r.

[0] Ewiczenie 6
Uzasadnij podany wzor na pole trojkata, korzystajac z powyzszego rysunku.

Cwiczenie 7
Oblicz pole tréjkata o bokach 5, 5 i 6 opisanego na okregu dtugosci 3r.

Cwiczenie 5
a) 7 twierdzenia Pitagorasa mamy: b)
(z +4)% +10% = (z + 6)?
Stad x = 20. Zatem pozostate boki
maja dtugosci 24 cm i 26 cm. T
a az r
10 — =
6
4 2 A
4 6 2 10—z

Cwiczenie 4
a)c=5
3—r+4—r=5
r=1
b) c=25
7T—r+24—1r=25
r=3
Cwiczenie 6

_ 1 1 1. _
P=3ra+ 3rb+ 5rc=

=Ir(a+b+c) = atite .y

Cwiczenie 7
_ 3
r=3
—_ 54546 3 _
P = > 2—12

7 twierdzenia Pitagorasa mamy:
(z+2)%+(2+10 —2)* = 10°

2% — 10 +24 =0
z=4lubz =6

Zatem pozostate boki maja dlugosci
6 cmi8cm.
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Przyktad 2

Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przyprostokatnych
dtugosci 91 12.

Oznaczmy a = 9 i b = 12. Obliczamy dlugoéé przeciwprostokatne;j:

c=Va2+b2=1+92+12>=+/81+144 =15

Cwiczeni.e 8 Obwdéd trojkata jest réwny a + b + ¢ = 36,
¢ — przeciwprostokatna, a pole P = ab _ 912 _ 54 Py eksztalcamy Promien r okregu wpisanego
r= af;iLC ‘ 2 .2 atbtc . w trojkat o bokach a, b, c
. wzOr na pole trojkata P = “==£ . r, gdzie r .
—90. p = 231216 _ 4 . o . . oraz polu P wyraza sie wzo-
a) ¢ ’ 1216420 jest promieniem okregu wpisanego w ten tréj- | Lom: op
b) e= V2, kat: 2P 2.54 108 r= o m e
_25ll 1 _ 23 r= =222 __°_3 a+b+c
T‘_1+1+\/§—2+\/§—T U,erJrC 36 36
2.4.10.24 .
€) ¢ =26, 7 = 15i55795 = 4 Cwiczenie 8
d) c — Oblicz promien okregu wpisanego w trdjkat prostokatny o przyprostokatnych
r= 22200 - 28 _ Vo diugosci: a) 12116, b) 1i 1, ¢) 10i 24, d) 2i /5.
Cwiczenie 9 , . . . . . . . .
2) |XBAC| = |XCAD| = Moéwimy, ze kolo jest wpisane w tréjkat, gdy jest w niego wpisany okrag
— |XBCD| oraz |XACB| = ograniczajacy to koto.
— [¥ADC| = |$CDB| = 90° o
Zatem trojkaty ABC, ACD, Cwiczenie 9
CBD s podobne (cecha KKK). Wysoko$é opuszczona z wierzchotka kata prostego trojkata B
b) \CTA\ _ % , czyli |CA| = 15 ABC dz.ieli jego przeciwprostokatng na odcinki o dlugo-
o5l _ 25 cayli [CB| = 20 Sciach 9 i 16“(r-ysune.k obok). | %
c) r =5, P =257 @ a) Uza.sadmj, ze/ t.I‘OJk@jCy ABi.C, ACD i CBD sa podobne.
&) 7 tperibate Baganse dlb b) Oblicz dlugosci bokéw tréjkata ABC. D
tréjkata ACD otrzymujemy: c¢) Oblicz promien i pole kota wpisanego w tréjkat ABC. -
|ZC?| :d? it ACID d) Oblicz promien i pole kola wpisanego w tréjkat ACD
A e g ’ oraz promien i pole kola wpisanego w trojkat CBD. C A

1T = 3, Pl =97

oraz dla tréjkata C'BD: .
ro =4, P, = 167 Cwiczenie 10

. ] Podstawa tréjkata rownoramiennego ma dtugosé x, a jego ramie — dlugosé y.
Cwiczenie 10

Niech h — wysokosé trojkata. Oblicz promien okregu wpisanego w ten tréjkat.

a) x=12,y =10 b) x =10,y =13

2 he /10— (3 12 =3 ) ./ ) 'Y
P=3- 12 8 =148 Cwiczenie 11

2-48
T = T3¥10+10 — 9 a) Na okregu o promieniu 3 opisano tréjkat réwnoramienny o kacie miedzy
b) h= /132 — (1 -10)2 = 12 ramionami réwnym 120°. Oblicz dlugosci bokéw tego trojkata.
P=1.10-12=60 b) W tréjkat réwnoramienny o kacie przy podstawie réwnym 30° wpisano
r= % =1 =31 okrag o promieniu 2. Oblicz pole tego tréjkata.

Cwiczenie 11

a) C

N

7
(@)
3
30°

A D B
|oC| = 2v3

|AC| = |BC| = 2(3 + 2V/3)
IDB| = (3+2v3)v3 =3(v/3+2), cayli |AB| = 6(v3 +2)
b) P=23+16
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Zadania

D] 1.

10.

Uzasadnij, ze pole trdjkata réwnobocznego o boku dtugosci a wyraza sie
wzorem P = %ar, gdzie r jest promieniem okregu wpisanego w ten trojkat.

a) Oblicz pole trojkata réwnobocznego opisanego na okregu o promieniu 2.

b) Oblicz stosunek pola kola opisanego na tréjkacie réwnobocznym o boku
dhugosci a do pola kota wpisanego w ten tréojkat.

a) Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego ma dlugosé 8, a jeden z ka-
tow ostrych ma miare 30°. Oblicz promien okregu wpisanego w ten tréjkat.

b) Krétsza przyprostokatna tréjkata prostokatnego ma dlugosé 6, a jeden
z katow ma miare 60°. Oblicz dlugosé okregu wpisanego w ten trojkat.

Uzasadnij, ze promien r okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przy-
prostokatnych a, b oraz przeciwprostokatnej ¢ wyraza sie wzorem:
r=z(a+b—rc)

Na okregu o promieniu 2 opisano tréjkat prostokatny. Odleglo$é srodka
okregu od wierzchotka jednego z katéow ostrych tréjkata jest réwna 24/10.
Oblicz pole tego tréojkata.

Obwod trojkata réwnoramiennego o ramieniu diugoéci = jest réwny gq.
Oblicz dtugo$é okregu wpisanego w ten trojkat.

a) r =15, ¢=54 b) =13, ¢=50

Na okregu opisano tréjkat réwnoramienny o podstawie dlugoéci 8. Srodek
okregu dzieli wysokos¢ trojkata opuszczong na podstawe w stosunku 2:3
(liczymy od podstawy trojkata). Oblicz promien tego okregu.

W tréjkat rownoramienny o podstawie dlugosci 6 cm i wysokosci 4 cm
wpisano koto oraz w trojkat réwnoramienny o podstawie dlugosci 8 cm
i wysokosci 3 ecm wpisano koto. Oblicz réznice pdl tych két.

W tréjkat réwnoramienny o podstawie dtugosci 4 cm i ramieniu diugosci
6 cm wpisano okrag. Oblicz promien tego okregu oraz odlegtosci srodka
okregu od wierzchotkow tego trdjkata.

W tréjkat wpisano okrag o promieniu 4. Jeden z bokéw tego trdjkata
zostal podzielony przez punkt stycznosci okregu na odcinki o dlugosciach
41 44/3. Oblicz dlugoéci pozostalych bokéw tego tréjkata.

Czworokat C DEO jest rombem, kto-
ry ma kat prosty, wiec jest kwadra-
tem, czyli [FACB| = 90°.

(4+4v3)* + (4 +2)* = (z + 4v3)?
=42+ V3)

Pozostate boki trojkata:

44z =4(v/3+3),
43+ 2 =8(vV3+1)

Odpowiedzi do zadan

_ atata .. _ 3
1. P = * r = sar

2. a) 12v/3
b) 4
3.a) 2(v/3—1)
b) 67(v/3 — 1)
4 U<
\ 7
a—r
\ 6
~e J”
rl\ 7 |r S=a S
v b—m
c=a—-r+b—r
2r=a+b-c
r=31i(a+b—c)
5.
NN
N 2
a—2|
\
\ s
S< <
~ 12
2 //2 \@
2 b—2

(b—2)% +4 = (2v/10)?
(b—2)? =36, czyli b= 8
a 2

2182 =(a+4)? czylia=6

P= % -6-8=24

6. a) 87
b) 4,87

7. 25

8. Promienie két: 71 = % cm,
ro = % cm
Roéznica pol: %7‘(’ cm?

9. r=+2cm
|OA| = |OB| = v/6 cm
|OC| = 3v/2 cm
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Dowiedz sie wiecej

Okrag dopisany do tréjkata

Okregiem dopisanym do tréjkata nazywamy okrag styczny do jednego z bokow
trojkata oraz przedtuzen dwdch pozostalych jego bokow.

Srodkiem okregu dopisanego (rysunek powyzej) jest punkt przeciecia dwu-
siecznych dwéch katéw zewnetrznych tréjkata — kata CBK i kata BC'L oraz
dwusiecznej kata BAC' (uzasadnij, ze dwusieczne te przecinaja sie w jednym
punkcie). Dla dowolnego trojkata ABC istnieja trzy okregi dopisane, styczne
odpowiednio do bokéw AB, AC' i BC.

Twierdzenie

Jedli tréjkat ABC o bokach a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB| ma pole
réwne P, to promien r, okregu dopisanego do tego tréjkata i stycznego do
boku BC' jest réwny:

2P

Ta = b+c—a

Dowéd

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku powyzej. Otrzymujemy:
Praco, = 3b7as Paapo, = 3CTay Pacso, = 3074

Wyznaczamy pole trdjkata ABC:

P = Ppaco, + Prapo, — Prcso, =
_1 1 1 _ 1
= Sl T 5@, = 50 = 5l @ @)
2P
b+c—a’

Stad r, =

1. Oblicz promien okregu dopisanego do tréjkata réwnobocznego o boku 1.

2. Oblicz promienie okregéw dopisanych do tréjkata prostokatnego o bokach
rownych 3, 4, 5.

vfS

2.2,3,6



R 5.8. Okrag opisany na czworokacie

Okrag jest opisany na czworokacie, jezeli wszystkie wierz-
cholki czworokata naleza do okregu. Mowimy tez, ze
czworokat jest wpisany w okrag.

Na czworokacie mozna opisaé okrag wtedy i tylko wtedy,
gdy symetralne bokéow tego czworokata przecinaja sie
w jednym punkcie (uzasadnij). Punkt ten jest $rodkiem

okregu opisanego.

Nie na kazdym czworokacie mozna opisa¢ okrag.

@ Cwiczenie 1

Uzasadnij, ze rownoleglobok, na ktérym mozna opisaé¢ okrag, jest prostoka-

o)

tem.

Twierdzenie

Na czworokacie mozna opisac¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy
sumy miar przeciwlegtych katéw tego czworokata sa rowne
1 maja po 180°:

a+~v=06+4d=180°

[D] Ewiczenie 2

Udowodnij, ze jezeli na czworokacie mozna opisaé
okrag, to sumy miar przeciwlegtych katéw tego czwo-
rokata sg réwne i majg po 180°. Skorzystaj:

a) z rysunku obok,

b) z twierdzenia o kacie srodkowym i kacie wpisa-
nym opartych na tym samym tuku (str. 237).

Cwiczenie 3

Katy a i 8 to sasiednie katy wewnetrzne czworokata, na ktérym mozna opisaé
okrag. Oblicz miary pozostatych katéw tego czworokata.

a) a=45° 3 =060° b) a =100°, G = 50° c) a=120° 0 =150°

Cwiczenie 4
Na czworokacie ABCD mozna opisa¢ okrag oraz spelnione sg podane warunki.
Oblicz miary katéw wewnetrznych tego czworokata.

a) [FA| =2[4C}, [4B] = 3|4 D| b) |3 Al =3[4C], |§B| = 2[4C|

Cwiczenie 2

a) Zauwazmy, ze |[SAOB| + |¥BOC| + |¥COD| + |[<DOA| = 360°.

180° — 2w + 180° — 2z + 180° — 2v + 180° — 2u = 360°

w4+ x4+ v+ u=180°

Zatem sumy miar przeciwleglych katéow czworokata ABCD s réwne i maja po 180°.

b) Korzystamy z twierdzenia o kacie srodkowym i kacie C

wpisanym opartych na tym samym tuku (rysunek obok).

Zauwazmy, ze 2« + 23 = 360°, zatem « + 8 = 180°.

Suma miar katéw w czworokacie jest réwna 360°, zatem:
|[¥DCB| + |¥DAB| = 360° — 180° = 180°

Sumy miar przeciwlegtych katéw czworokata ABCD sa

rowne i majg po 180°.

Uczen:

— sprawdza, czy na danym
czworokacie mozna opisaé
okrag,

— stosuje twierdzenie o okregu
opisanym na czworokacie do
rozwigzywania zadan,

— uzasadnia, ze jesli na czworo-
kacie mozna opisaé okrag, to
sumy miar przeciwleglych
katow tego czworokata sa
réwne i maja po 180°.

Komentarz

Punkty lezace na symetralnej
odcinka sa réwno odlegte od
koncéw tego odcinka. Zatem
jezeli symetralne bokéw czwo-
rokata przecinajg sie w jednym
punkcie, to punkt ten jest
réwno odleglty od wszystkich
koncow bokow tego czworokata
(wierzcholkéw czworokata).
Czyli jest to $rodek okregu
opisanego na tym czworokacie.
Cwiczenie 1

Jezeli rownoleglobok nie jest
prostokatem, to symetralne
przeciwleglych bokéw sa réwno-
legle, ale rézne — nie przecinaja
sie.

Jezeli réwnoleglobok jest pro-
stokatem, to symetralne prze-
ciwleglych bokéw sie pokrywa-
ja, a symetralne prostopadtych
bokéw przecinaja sie w jednym
punkcie.

Cwiczenie 3

a) 120°, 135°

b) 80°, 130°

c) 30°, 60°

Cwiczenie 4

a) |<A| =120°, |¥B| = 60°,
|xC| = 60°, |xD| = 120°

b) [34] = 135°, | 3B = 90",
|XC| = 45°, |¥D| = 90°

Multibook

* Okrag opisany na czworokacie

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.8

Generator

testéw i sprawdzianow
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Cwiczenie 5
Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku.

é Y

o g

0=180" —a, v = 180" — 8

Na trapezie mozna opisa¢ okrag,

czyli:
a+180° - 3=0+4+180—«

Stad o = (3, zatem trapez jest

rownoramienny.

Cwiczenie 6

Na trapezie mozna opisaé okrag,

czyli jest to trapez réwnoramien-

ny, zatem « = $ iy = 0 oraz

o+ = 180°.

7 zalozenia mamy vy = 4a, czyli

5a = 180°, stad o = 36° oraz

v = 144°.

Cwiczenie 7

a) Zauwazmy, ze trojkaty:
AOD, BOC'i CDO

sg réwnoboczne, zatem

|AD| = |CD| = |BC| =2.

Stad Ob = 10.

b)

Tk

A B
O

|$SADB| = 90° (kat wpisany

oparty na pétokregu)

|¥DAS| = 30°

|XASB| =180° — | ASD| =
= 180° — 60° = 120°

|¥SAO| = 1(180° — 120°) = 30°
Zatem |¥BAD| = 30° + 30° =
60°
oraz trojkaty AOD, BOC, COD
sg réwnoboczne, wiec

Ob =5|AD| =5 cm

I 254 5. Planimetria

@ Cwiczenie 5

Uzasadnij, ze trapez, na ktérym mozna opisaé okrag, jest réwnoramienny.

Cwiczenie 6

Na trapezie o kolejnych katach: o, 3, v i § takich, ze o i § sa katami przy tej
samej podstawie, mozna opisaé¢ okrag oraz wiadomo, ze v = 4. Oblicz miary
katéw tego trapezu.

Przyktad 1
Jedna z podstaw trapezu ABCD wpisanego w okrag o promieniu 2 jest $red-
nica tego okregu, a jeden z katéw tego trapezu ma miare 60°. Oblicz dlugoéci
jego przekatnych.

Na trapezie mozna opisaé¢ okrag, wiec jest to trapez
rownoramienny — jego przekatne maja réwna diu-
go$é. Kat ADB jest katem prostym (jest oparty na

$rednicy), zatem sin 60° = £ i stad:

r=4- \/?5 = 2\/§
Kazda z przekatnych ma dtugosé 24/3.

Cwiczenie 7

a) Oblicz obwéd trapezu z powyzszego przykladu.

b) Jedna z podstaw trapezu jest $rednica opisanego na nim okregu. Ramie
trapezu ma dlugos¢ 1 cm, a jego przekatne przecinaja sie pod katem 60°.
Oblicz obwdd tego trapezu.

Moéwimy, ze kolo jest opisane na czworokacie, gdy jest na nim opisany okrag
ograniczajacy to koto.

Zadania

1. Czy na czworokacie o podanych kolejnych katach, gdzie @ > 0, mozna
opisa¢ okrag?
a) a, 2a, 3a, da

b) 2a, a, 4a, ba ¢) 3a, 4a, 3a, 2a

2. a) Oblicz pole kota opisanego na prostokacie o bokach dtugosci 6 i 10.
b) W okrag o promieniu 20 wpisano prostokat. Stosunek dlugosci jego
bokéw jest réwny 3:4. Oblicz pole tego prostokata.

3. Przekatne prostokata przecinaja sie pod katem 60°. Oblicz pole kota opi-
sanego na tym prostokacie, jesli wiadomo, ze dtugo$é¢ réwng 6 cm ma jego:
a) krétszy bok, b) dluzszy bok.

Odpowiedzi do zadan
1. a) nie
b), c) tak
2. a) Promien:
R=3V62+102 =34
Pole: P = 34«
b) (3z)? 4 (4z)% = (2 - 20)?
z2 = 64
Pole: P = 3z - 4z = 122 = 768
3. a) 36w cm?
b) 127 cm?



4,

a) Na trapezie, ktérego wysoko$é jest réwna 4 cm, opisano okrag o pro-
mieniu 5 cm. Jedna z podstaw trapezu jest Srednica tego okregu. Oblicz
obwdd tego trapezu.

b) Jedna z podstaw trapezu jest $rednica opisanego na nim okregu. Kat
miedzy przekatna trapezu a ta podstawg ma miare 30°, a wysokos¢ trapezu
jest réwna 2 cm. Oblicz promien okregu opisanego na tym trapezie.

Na trapezie ABCD o podstawach |[AB| = 8 oraz |CD| = 6 opisano okrag
o promieniu R = 5 (rysunek ponizej). Oblicz pole tego trapezu.

a) b)  p c

Na trapezie ABCD, ktérego wysokosé jest rowna h, opisano okrag o srodku
w punkcie O i promieniu R. Kat miedzy dtuzsza podstawa AB a promie-
niem okregu poprowadzonym do punktu A jest réwny 30°. Oblicz dlugosci
podstaw tego trapezu.

a) R=4cm, h=5cm b) R=10 cm, h =3 cm

W trapezie réwnoramiennym jedna z podstaw jest dwa razy dluzsza od
drugiej, a przekatna jest dwusieczng kata przy dluzszej podstawie. Pole
trapezu jest réwne 9 cm?. Oblicz dlugosci jego bokéw oraz pole kota na
nim opisanego.

a) Udowodnij, ze jesli na deltoidzie o bokach x i y mozna opisaé¢ okrag, to
pole tego deltoidu wyraza si¢ za pomoca wzoru: P = zy.

b) Oblicz promien okregu opisanego na deltoidzie o bokach dlugosci 7 cm
i24 cm.

9. Na deltoidzie o polu rownym 312 jest opisany ¢
okrag o promieniu 13 (rysunek obok). Oblicz ob-
wbd deltoidu oraz pole trdjkata AOD.
10. Jeden z katow deltoidu wpisanego w okrag o pro-
mieniu 6 ma miare «. Oblicz pole tego deltoidu.
a) a=30° b) a =45°
10. sina = |C—TE‘
c ¢ |CE| =rsina
r |AC| =2|CE| =2rsina
Druga przekatna deltoidu ma
D Q @ B O 346 E  dlugo$é 2r, zatem pole deltoidu
jest réwne:
T P:%-Qr-Qrsina:QrQSina
A A

a)P:2-36-sin30°:2-36-%:36

b) P =236 sin45° =2-36- %2 = 36v/2

o

. a) 4(4+/5) cm

b)%ﬁcm

49
7

=3

)
)
. a) 4+/3 cm, 2¢/7 cm

b) 10v/3 cm, 12 cm

. 4v/3 cm, 2v/3 cm, 2v/3 cm,
2+/3 cm,

P = 47/3 cm?

Deltoid jest wpisany w okrag,
czyli:

oa+y=p+6=180°
Poniewaz a = ~, katy te
sa proste, a trojkaty DCB
i DAB — prostokatne.
Stad pole tego deltoidu
wynosi: P =2 %xy = zy.

b) 12,5 cm

. P=1.|BD|-|AC| = 312

Stad |AC| =24 i h = 12.
|OE| = \/]OA]Z —hZ =5
|AD| = \/IDE]Z + 1% =
= /182 + 122 = 6/13
|AB| = /|IBE2 + h2 =
=82+ 127 =4/13
Ob = 201/13
Paop =1%-|DO|-h =18
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Odpowiedzi do zadan

Dowiedz sie wiecej

Twierdzenie Ptolemeusza

Ponizsze twierdzenie przypisuje sie Klaudiuszowi Ptolemeuszowi, greckiemu
astronomowi i matematykowi zyjacemu w Aleksandrii w II w. n.e.

Twierdzenie

Jesli na czworokacie ABCD mozna opisaé okrag, to D
suma iloczynoéw dtugosci przeciwlegtych bokow tego A
czworokata jest réwna iloczynowi dtugosci jego prze-
katnych:

|AB| - |CD|+ |AD| - |BC| = |AC| - |BD| B

Dowéd

Na przekatnej AC' wybieramy punkt P tak, aby katy D
ADB i CDP byly réwne. Poniewaz katy ABD i ACD M //
sa réwne (jako katy wpisane oparte na tym samym

tuku), trojkaty ABD i PCD sa podobne.
|BD| _ |AB] . : A
Zatem o] = PO i stad: B
|AB| - |CD| = |BD| - |[PC| (D)

Katy CAD i CBD sa réwne (jako katy wpisane oparte na tym samym tuku)
oraz katy BDC i ADP sa réwne (dlaczego?), wiec tréjkaty BCD i APD sa

podobne.
|BD| _ |BC]| . .
Zatem 1AD| = [aP| i stad:

|AD| - |BC| = |BD| - |AP| (1)
Réwnosei (I) 1 (IT) dodajemy stronami i otrzymujemy:
|AB| - |CD| + |AD| - |BC| = |BD| - |AP| + |BD| - |PC| =
= |BD|- (|AP|+ |PC|) = |BD| - |AC|

1. Przyjmijmy oznaczenia jak na @ 1. Korzystajac z twierdzenia Ptolemeusza, udowodnij twierdzenie Pitagorasa.

rysunku.

Korzystajac z twierdzenia
Ptolemeusza, mamy:
a-a+b-b=c-c,

czyli a? +b% = 2

B 256 5. Planimetria




R 5.9. Okrag wpisany w czworokat

]
Okrag jest wpisany w czworokat, jezeli wszystkie 7 /

boki czworokata sa styczne do tego okregu. Mowimy
tez, ze czworokat jest opisany na okregu.

W czworokat wypukly mozna wpisa¢ okrag wtedy
i tylko wtedy, gdy dwusieczne katow wewnetrznych tego czworokata przecinaja
sie w jednym punkcie (uzasadnij). Punkt ten jest srodkiem okregu wpisanego.

Nie w kazdy czworokat mozna wpisaé okrag.

[D] Ewiczenie 1

Uzasadnij, ze prostokat, w ktéry mozna wpisaé¢ okrag, jest kwadratem.
Twierdzenie

W czworokat wypukly mozna wpisaé okrag wtedy
i tylko wtedy, gdy sumy dlugosci przeciwlegtych bo-
kéw tego czworokata sa réwne:

at+c=b+d

(D] Ewiczenie 2

Skorzystaj z rysunku obok i udowodnij, ze
jesli w czworokat wypukly mozna wpisaé
okrag, to sumy dtugosci przeciwleglych bo-
kéw tego czworokata sa réwne.

. A Y P % B
Cwiczenie 3
Czy w czworokat wypukly o podanych dlugoéciach kolejnych bokéw mozna
wpisaé¢ okrag?
a) 1,5,3,7

b) 14,9, 8, 13 ¢) 25,16, 15, 24

[D] Ewiczenie 4
Uzasadnij, ze réwnoleglobok, w ktory mozna wpisaé okrag, jest rombem.

Na rysunku obok przedstawiono czworokat, w ktoéry nie mozna

wpisa¢ okregu, mimo ze sumy diugosci przeciwlegtych bokéw D
sg réwne:
|AB| + |CD| = |AD| + |BC| A
Przykltad ten pokazuje, ze w twierdzeniu powyzej
zalozenie, ze czworokat jest wypukly, jest istotne. B

Cwiczenie 3

a) nie, L +3#5+7

b) tak, 14 +8 =9+ 13

c) tak, 25 + 15 =16 + 24

Cwiczenie 4

Oznaczmy boki réwnolegtoboku przez a i b.

Jezeli w ten rownolegltobok mozna wpisa¢ okrag, to 2a = 2b, czyli a = b.
Zatem rownoleglobok ten jest rombem.

Uczen:

— sprawdza, czy w dany
czworokat mozna wpisaé
okrag,

— stosuje twierdzenie o okregu
wpisanym w czworokat
do rozwiazywania zadan,

— uzasadnia, ze jesli
w czworokat wypukly mozna
wpisaé okrag, to sumy
dtugosci przeciwlegltych
bokdéw tego czworokata sg
rowne.

Komentarz

Punkty lezace na dwusiecznej
kata sa réwno odleglte od
ramion tego kata. Zatem jezeli
dwusieczne katéw czworokata
wypuklego przecinaja sie

w jednym punkcie, to punkt
ten jest réwno odlegly od
wszystkich ramion tych katow
(bokéw czworokata). Czyli jest
to srodek okregu wpisanego

w ten czworokat.

Cwiczenie 1

Oznaczmy boki prostokata przez
aib.

Jezeli w ten prostokat mozna
wpisaé okrag, to 2a = 2b, czyli
a=hb.

Zatem prostokat ten jest kwa-
dratem.

Cwiczenie 2

Wiemy, ze a” = d”, o’ = b/,

b// :C// 1 C/ :d,.

Zatem |AB|+ |CD| =
:b/+b//+d/+d//:
:a/+c//+c/+a//:
:a/+a//+c/+c//:

=|AD| + |BC|

Zatem sumy dtugosci przeciwle-
gltych bokéw tego czworokata sa
réwne.
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Cwiczenie 5

5 8 5
8 + 18 = 26 = 2c,
czyli ¢ = 13 cm
h? +5% =137
h =12 cm
P =156 cm®
b) Suma podstaw:
547 =12 [cm]
Wysokosé: h = 2r =4 cm
Ob = 24 cm

y? = 62 + 82
y =10 cm
2y = 2x + 12
y=xz+6
r=4cm

Ob=2-10+4+ 16 = 40 [cm]
P =208 =80 [cm?]
Cwiczenie 6
P=1lar+ibr+ier+ 3dr=
=ir(a+b+c+d)=1irl

I 258 5. Planimetria

[0] Ewiczenie 6

Przyktad 1

Ramie trapezu réwnoramiennego ma diugoéc 5, a jego dluzsza podstawa ma
dhugosé 8. W trapez ten wpisano okrag. Oblicz promien tego okregu oraz pole
trapezu.

W trapez wpisano okrag, zatem sumy dlugosci Db C

przeciwleglych bokéw tego trapezu sg réwne: A7 N

8+ b =545, stad b = 2. Zauwazmy, ze: 5 5
2 2

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa obliczamy
wysoko$é trapezu: h? = 52 — 3% = 16, czyli h = 4.
Promien okregu wpisanego w ten trapez jest rowny polowie jego wysokoéci,

A EFa=38 B

czyli r = 2.
Pole trapezu: P = a—;b -h= % -4 = 20.
Cwiczenie 5

a) W trapez réwnoramienny o podstawach dtugoséci 8 cm i 18 cm jest wpisany
okrag. Oblicz pole tego trapezu.

b) Na okregu o promieniu 2 cm opisano trapez, ktérego ramiona maja dtugosci
5 cm i 7 ecm. Oblicz obwéd i pole tego trapezu.

¢) W trapezie réwnoramiennym opisanym na okregu o promieniu 4 cm jedna
z podstaw jest o 12 cm dtuzsza od drugiej. Oblicz pole i obwdd tego trapezu.

Skorzystaj z rysunku obok i uzasadnij, ze pole P
czworokata o obwodzie rownym [ opisanego na
okregu o promieniu r wyraza si¢ wzorem:

P=1rl

Zadania

1. a) Podstawy trapezu réwnoramiennego, w ktéry mozna wpisaé okrag,
maja dtugoséci 5 cm i 9 cm. Oblicz dlugosé ramion i pole tego trapezu.

b) Podstawy trapezu prostokatnego, w ktéry mozna wpisaé okrag, maja
dhugosci 1 cm i 3 cm. Oblicz dlugosci ramion tego trapezu.

2. Oblicz pole trapezu réwnoramiennego o ramieniu dhugoéci 10 cm opisanego
na okregu o promieniu 4 cm.

3. W trapez réwnoramienny (niebedacy rombem) o kacie ostrym 45° wpisano
okrag o promieniu 1 cm. Oblicz dlugosci podstaw tego trapezu.

Odpowiedzi do zadan

1.a) ¢c="7cm, P = 21/5 cm? 3.
b) ¢ =25 cm, h=1,5cm
2. 80 cm?

2 +4 =42
T=2v2-2
Dtugosci podstaw:

2(\/5 —1) cm, 2(\/5—1— 1) cm



10.

Trapez ABCD jest opisany na okregu o promieniu 3. Oblicz pole i obwdd

tego trapezu.
a) D 25 ¢ b) D_C

A 15 B A B

W trapez o katach ostrych przy dtuzszej podstawie 30° i 60° wpisano okrag
o promieniu 1 cm. Oblicz dlugosci podstaw tego trapezu.

Dtuzsza z podstaw trapezu prostokatnego ma dlugosé¢ 6 cm, a promien
okregu wpisanego w trapez jest réwny 1 cm. Oblicz dtugosé krétszej pod-
stawy tego trapezu.

a) W romb o boku dlugosci 2 cm i kacie ostrym 60° wpisano koto. Oblicz
pole tego kota.

b) W romb o kacie ostrym 30° wpisano okrag o promieniu

2 cm. Oblicz pole tego rombu. C

Czworokat ABCD (rysunek obok) jest opisany na okregu
o promieniu 2. Wiadomo, ze |AB| = 5 oraz |CD| = 3.4.

Oblicz pole zacieniowanego obszaru.
A B

Wykaz, ze je$li w trapez réwnoramienny (niebedacy rombem) mozna wpi-
sa¢ okrag, to wysokos¢ tego trapezu h jest Srednia geometryczna diugosci
jego podstaw a i b, czyli h = Vab.

. a) Uzasadnij, ze w dowolny deltoid mozna wpisaé okrag.

b) Pole deltoidu wynosi 42 cm?, a jego obwdd jest réwny 28 c¢cm. Oblicz
pole kola wpisanego w ten deltoid.

Czworokatem bicentrycznym nazywamy czworo-
kat, w ktéry mozna wpisaé okrag i na ktérym
mozna opisac okrag. Przykladem takiego czworo-
kata jest kwadrat lub deltoid o dwoch katach pro-
stych. Pole czworokata bicentrycznego o bokach
dtugosci a, b, ¢, d wyraza sie wzorem:

P = +vabed

a b) I = 28 cm
Papop = 3lr = 3-28-7 = 14r = 42
r=3

) D

4 © Pole kola: P = 97 cm?
B

Z definicji deltoidu:

|AB| = |AD| i |BC| = |DC],

czyli |AB| + |DC| = |BC| + |AD|,
zatem w deltoid mozna wpisac okrag.

4. a) P =525, Ob =35

b) P = 63, Ob = 42

. 2(1 ++/3) cm, 6’:2))‘/5 cm

S @
h Y
BY
T 6 —x
h=2cm
h+y=z+6
y=4+4+=z

22+ (6—x)?=(4+x)*, x>0
z=1,2cm

. a) 37 cm?
b) 32 cm?

. W czworokat mozna wpisaé
okrag, wiec:
|AD|+|BC| = |AB|+|CD| =

=8,4
Papcp = 1 - (|AB|+
+|BC| +|CD| + DAy -2 =
=1-2-16,8 =168
Pole zacieniowanego obszaru:
P =16,8 —4r

b—a a b—a
2

a+b
2

2c=a+b, czyli c =
2 b—a\2 __ (a+b 2
R+ (%) = (%3%)
B2 — a?42ab+b%  b2—2abta® _
= 4 < =

_ dab _
== =ab

=
I

5
o
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Problem mostow krolewieckich

W XVIII w. w Krélewcu, miescie nad Pregola, bylo az siedem mostow.

Czy mozna bylo przejs¢ kolejno przez wszystkie mosty tak, aby kazdy z nich
przekroczy¢ tylko raz i wréci¢ do miejsca, z ktdrego si¢ wyruszyto?

Na to pytanie odpowiedzial w 1736 r. Leonhard Euler [czyt. leonard ojler],

a zaproponowane przez niego rozwiazanie zapoczatkowalo rozwdj teorii grafow.

C (o

A D A D

B B
Uktad mostow w XVIII-wiecznym Krolewcu: jeden Uktad mostow przedstawiony
most fgczy dwie wyspy (oznaczone A i D), szes¢ za pomoca grafu. Czesci miasta
mostow taczy te wyspy z resztg miasta (litery B i C). oznaczone na mapie jako A, B,

C i D sa wierzchotkami, a mosty
— krawedziami grafu.

Stopniem wierzchotka grafu nazywamy liczbe krawedzi wychodzacych z tego wierzchotka.
W powyzszym grafie stopien wierzchotka A jest réwny 5, a stopnie wierzchotkéw B, C i D sa
réwne 3. Jest to przyktad grafu spéjnego, w ktérym migdzy dwoma dowolnymi wierzchotkami
wiedzie droga prowadzaca po jego krawedziach.

Euler wykazat, ze w spéjnym grafie ,,spacer” po wszystkich krawedziach, zaczynajacy sie i koriczacy
w tym samym wierzchotku, wykorzystujacy kazda krawedz dokfadnie jeden raz, jest mozliwy wtedy

i tylko wtedy, gdy kazdy z wierzchotkéw ma stopien parzysty. Taki graf nazywamy grafem
eulerowskim [czyt. ojlerowskim]. Graf z zadania nie jest grafem eulerowskim. Odpowiedz na pytanie
dotyczace spaceru po mostach w Krolewcu brzmi ,,nie”.

El Wyszukaj w dostepnych zrédtach informacije o grafach.

A Znajdz informacje o grafie péteulerowskim [czyt. potojlerowskim].



5.10. Wielokaty foremne

Wielokatem foremnym nazywamy wielokat, ktéry ma wszystkie boki row-
ne oraz wszystkie katy réwne.

Cwiczenie 1
Narysuj czworokat oraz szedciokat niebedace wielokgtami foremnymi, ktore
maja réwne wszystkie: a) boki, b) katy.

Cwiczenie 2
Ile osi symetrii ma przedstawiony wielokat foremny?

a) trojkat ¢) pieciokat e) siedmiokat g) dziewieciokat
b) kwadrat d) szesciokat o$miokat dziesigciokat

@00

Na kazdym wielokacie foremnym mozna opisaé¢ okrag. Jego $rodek jest punk-
tem przeciecia symetralnych bokéw tego wielokata.

Moéwimy, ze koto jest opisane na wielokacie, gdy jest na nim opisany okrag
ograniczajacy to kolo.

Przyktad 1

Na rysunku obok przedstawiono okrag o srodku O
opisany na pieciokacie foremnym. Oblicz miare kata
wewnetrznego tego pieciokata.

3(10 = 72°, czyli:

0= %(180" —72°) = b4°

Zatem kat wewnetrzny ma miare réwna 2 - 54° = 108°.

(,\Q:\

(0] Ewiczenie 3
Uzasadnij, ze kat wewnetrzny n-kata foremnego ma miare réwna == - 180°.

Cwiczenie 3
Warto poleci¢ uczniom wykonanie odpowiedniego rysunku.
I spos6b
Suma miar katéw wewnetrznych n-kata jest réwna (n — 2) - 180°.
Zatem w n-kacie foremnym kat wewnetrzny ma miare:
(n—2)180°

., n
II sposob
_ 360°

B =180° — a = 180° — 300 — 180°:n=8607 _ n=2 . 1g(°

n

Uczen:

— rozpoznaje wielokaty foremne
i podaje ich wtasnosci,

— oblicza miare kata
wewnetrznego wielokata
foremnego,

— wyznacza liczbe bokéw
wielokata foremnego, gdy
dana jest suma miar jego
katow wewnetrznych,

— oblicza promienie okregéw
opisanego na wielokacie
foremnym i wpisanego
w wielokat foremny,

— formutuje twierdzenia
dotyczace zwiazkéw w wielo-
katach foremnych oraz
dowodzi ich prawdziwosci.

Cwiczenie 1

Czworokat niebedacy wieloka-
tem foremnym, ktéry ma:

a) réwne boki, to romb,

b) réwne katy, to prostokat.
Szesciokat niebedacy wielokatem
foremnym, ktéry ma:

a) réowne boki:

- ==

b) réwne katy (czyli o = 120°):

(o) \e\

Q 9

\@\ (a/

Cwiczenie 2
a)3 b)4 ¢)5 d)6
e)7 £)8 g 9 h) 10
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Cwiczenie 4
a) PAI%IZ5\/§
R=a=10
[ = 20w
b)a=R =42

2
P=6.W22V5 _ 43./3

Cwiczenie 5
a) a=9cm
9

r=3v3cm

P = —21377 cm?

b) r =6 cm
a =43 cm
2a:8\/§cm, a\/§:12 cm

Cwiczenie 6
n-kat foremny sktada sie z n tréj-
katéw réwnoramiennych o pod-
stawie a i wysokosci r, zatem:

1 1

P =mn-zar = gnar

B 262 5. Planimetria

Na rysunku obok przedstawiono okrag o $rodku O opi-
sany na sze$ciokacie foremnym o boku a. Zauwaz, ze dtuz-
sze przekatne sze$ciokata dziela go na sze$¢ przystajacych R
tréjkatéow rownobocznych. Zatem promien okregu opisa-

Sci boku szesciokata: A

nego na szesciokacie foremnym ma dlugos$é rowng dlugo-
R=a

7
N

Cwiczenie 4
a) Oblicz dtugo$é okregu opisanego na szeéciokacie foremnym o polu 150+/3.

b) Oblicz pole szesciokata foremnego wpisanego w koto o polu 327.

W dowolny wielokat foremny mozna wpisaé okrag. Jego srodek jest punktem
przeciecia dwusiecznych katow tego wielokata.

Moéwimy, ze koto jest wpisane w wielokat, gdy jest w niego Vs \
wpisany okrag ograniczajacy to kolo.

Na rysunku obok przedstawiono okrag o $rodku O wpi-

sany w szesciokat foremny o boku a. Promien tego okregu ( ‘h )
wyraza sie wzorem: \y
a4
VA s —\

_ o
2

Cwiczenie 5

a) Oblicz pole kola wpisanego w szedciokat foremny o obwodzie 54 cm.

b) Oblicz dlugosci przekatnych szesciokata foremnego opisanego na okregu

o dtugosci 127 cm.

@ Cwiczenie 6

Dany jest n-kat foremny o boku dtugosci a opisany na okregu o promieniu r.
Uzasadnij, ze pole tego wielokata jest réwne %n -a-T.

Zadania

1. Oblicz miare kata wewnetrznego:
a) osSmiokata foremnego, b) dziesieciokata foremnego.

2. Ile bokéw ma wielokat foremny, ktérego suma miar katéw wewnetrznych
jest réwna: a) 720°, b) 900°, c) 1260°, d) 1440°, e) 1620°7

3. Wyznacz réznice miedzy polem kota opisanego na podanym wielokacie
oraz polem kota wpisanego w ten wielokat.

a) kwadrat o boku a b) szeSciokat foremny o boku a

Odpowiedzi do zadan
1. a) 135° b) 144°

2.a)6 b)7 ¢)9 d) 10 e) 11
3. a) W(aTﬁ)Qfﬂ'(%)Q:ﬁﬂ'

b)7ra277r(a—‘/§)2:a T

M)

2 1



4.

[b] 11.

[0) 12.

10.

11.

Szesciokat foremny ma bok dtugoéci a i pole P. Promien okregu opisanego
na tym szeSciokacie jest réwny R, a promien okregu w niego wpisanego
jest réwny 7. Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

a R T P
4 cm 4 cm 2v/3 cm 244/3 cm?
6 cm 6 cm 3v/3 cm 541/3 cm?
% V12 cm % V12 cm %m cm 16 cm2
8v/3 cm 8v/3 cm 12 cm 288+/3 cm?

a) Podaj liczbe przekatnych szedciokata foremnego.

b) Uzasadnij, ze liczba przekatnych dowolnego n-kata jest réwna w

Przekatne o$miokata foremnego poprowadzone
z jednego wierzchotka podzielilty ten oémiokat na
sze$é tréjkatéw (rysunek obok). Wyznacz miary
katéw tych tréjkatow. E

B

Uzasadnij, ze pole oémiokgta foremnego wpisanego
w okrag o promieniu 1 jest réwne 2v/2.

Uzasadnij, ze promien okregu opisanego na osmiokacie foremnym o boku a

jest réwny %a\/ 44 2V2.

Uzasadnij, ze promien okregu wpisanego w o$miokat foremny o boku a
jest réwny ta(l+ v/2).

. Dany jest n-kat foremny o boku dtugosci 2 cm. Uzasadnij, ze réznica mie-

dzy polem kota opisanego na tym wielokacie i polem kota wpisanego w ten
wielokat jest réwna 7 cm? niezaleznie od liczby bokéw wielokata.

Dany jest wielokat foremny o boku a. Promien okregu opisanego na tym
wielokacie jest rowny R, a promien okregu wpisanego w ten wielokat jest
réowny 7. Uzasadnij, ze a = 2v/ R? — r2.

a) Uzasadnij, ze bok n-kata foremnego wpisanego w okrag o promieniu R
ma dlugoéé 2R sin 18,

n

b) Uzasadnij, ze promien okregu wpisanego w n-kat foremny o boku dtu-

gosci a jest réwny

21g 1807 °

Niech r — promien okregu wpisanego  12.

w n-kat foremny, R — promienr okregu

opisanego na n-kacie foremnym.

Z twierdzenia Pitagorasa mamy: b

=1+ (32)°
R*—r*=1

TR —mr? =n(R?—rY)=n-1=7

Z twierdzenia Pitagorasa mamy:

1 \2 _ p2 2 __ 360° : o _ 180°
(5(1) =R —r a===,czyli § ==-
1 2 g (<] . . o
504 =V R?—r? a) £ =sin 18 wiec a = 2Rsin 185
1 8 a
a=2VvVR?—r? b) + = ——, wieccr= —%
) § = Gmzm Vie 2tg 150

.a)9

b) Z kazdego wierzchotka
n-kata wychodza n — 3 prze-
katne. Zatem liczba przekat-
nych jest réwna:

n(n—3)
2

. AABC i AAHG: 22,5°, 135°,

22,5°

AACD i AAGF: 22,5°,
112,5°, 45°

AADE i AAFE: 22,5°, 90°,
67,5°

. O$miokat foremny wpisany

w okrag sktada si¢ z oSmiu
trojkatow rownoramiennych
o ramieniu dtugosci 7 i ka-
cie migdzy ramionami 45°.
Zatem:
P=8-1-17-sin45° =22

. Przyjmijmy oznaczenia jak

na rysunku.

R

R
a+a\/§

(
a,

- a
a av2
2

a
2

M

(2R)? = a® + (a + aV2)?
4R? = a®(4 + 2V/2)
R? = 1d’(4 +2V2)

R=1aV4+2V2

. Przyjmijmy oznaczenia jak

na rysunku.
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Dowiedz sie wiecej

Wartosci funkcji trygonometrycznych katéw 18°, 36°, 54°, 72°
Twierdzenie

1+\/g

| Przekatna pigciokata foremnego o boku 1 ma diugos¢ rowna ~

Dowéd
Rozwazmy pieciokat foremny ABCDE o bo- D
ku 1 (rysunek obok). Oznaczmy przez d dtu-
gos¢ jego przekatnej oraz niech:
|FA| =z E c
Tréjkaty ABD i FAB sa podobnymi tréj-
katami rownoramiennymi o katach réwnych
72°,72°, 36° (sprawdz). Zatem:

xT

2 _21
1 d

dr =1
Tréjkat BFD jest réwnoramienny (jego katy sa réwne 36°, 36°, 108°), wiec
|FB| = |FD| = d — . W tréjkacie FAB mamy: |FB| = |AB| = 1, stad
d — x = 1. Podstawiamy x = d — 1 do rownania dx = 1 i otrzymujemy:

A 1 B

dd—1)=1
d?—d—-1=0
d=155 lub d =105
Dodatnim rozwigzaniem tego réwnania jest liczba 1+2‘/5.
Przyktad
Odpowiedzi do zadan Oblicz sin 54°.
1.
o Zauwazmy, ze |[<DCB| = 108° (rysunek powyzej), zatem:
1
. o_ 3IDBl _ 1 1+v6 _ 14V5
Em 52 = |DC| 2 2 4
E C
L 1. Oblicz W.‘fmrtoécio funlzcji tfygo?ometrycz— N | e | me |
nych katéw: 18°, 36°, 54°, 72° (rozpatrz
tréjkaty rownoramienne ABD oraz BCD smay I ? 1+4\/5 7
z rysunku w dowodzie powyzej), a na-
: g : . cos & ? ? ? ?
" B stepnie przerysuj do zeszytu przedstawio- : : : :
na obok tabele i jg uzupelnij. 2 9 2 9

tg o
IDK| =% V5+2V5
|ICL|=1-v10-2V5

o 18° 36° 54° 79°
i@ \/5471 \/104— 2v5 1+4\/3 \/1012¢5
CoS @ V10+2V5 1+4\/5 v10-2V5 \/5471

4 P
tga 125 5—2v5 1+25 0 V5+2/5
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R 5.11. Twierdzenie sinusow

Przypomnijmy, ze rozwigzaniem trdjkata nazywamy wyznaczenie dlugosci
jego trzech bokéw i miar jego trzech katéw. Jednym z twierdzen wykorzy-
stywanych do rozwiazywania tréjkatéw jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie sinusow

W dowolnym tréjkacie stosunki dtugosci bokéw do
sinuséw przeciwlegtych katow sa réwne srednicy
okregu opisanego na tym tréjkacie:

a b c

=2R

sin o sin 3 sin~y

Dowéd. Udowodnimy, ze —— = 2R. (Réwnoéci —*— = 2R oraz —— = 2R
sin -y sin « sin 8
dowodzi sie analogicznie). Mozliwe sg trzy przypadki ze wzgledu na kat ~.
1° Kat ~ jest katem prostym (rysunek po prawej). B
Mamy ¢ = 2R oraz siny = 1, stad ﬁ =2R.

2° Kat v jest katem ostrym (rysunek po
lewej).
Prowadzimy $rednice AD i rozwazamy ﬂ
trojkat ABD. Kat ABD jest katem A——C
[
prostym, zatem SR = Sme.
Katy v i ¢ sa oparte na tym samym tuku, czyli sa réwne,
wiec % = sin~y. Stad otrzymujemy:
°_ =2R

sin y

3° Kat v jest katem rozwartym (rysunek ponizej).
Prowadzimy érednice AD i rozwazamy trojkat ABD.
Kat ABD jest katem prostym, zatem:

° —92R

sin ¢

Suma katéw v i ¢ jest rowna 180°, stad:

siny = sin(180° — ¢) = sin ¢

. ’ s C
Zatem zachodzi réwnos¢ —— = 2R.
siny

Uwaga. W tym podreczniku, jezeli nie jest powiedziane inaczej, przyjmujemy ozna-
czenia wierzchotkéw, bokow i katow trojkata jak na rysunku przy twierdzeniu.

Uczen:

— stosuje twierdzenie sinuséw
do rozwiazywania trojkatow,

— stosuje twierdzenie sinuséw
do rozwiazywania zadan
osadzonych w kontekscie
praktycznym,

— wykorzystuje twierdzenie
sinuséw w zadaniach na
dowodzenie,

— przeprowadza dowdd twier-
dzenia sinuséw.

Multibook
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Cwiczenie 1

a) v =175° a = 4,39, b~ 538
b) v =45°, a = 4v/2, b ~ 10,93
¢) B=90°, a~ 6,43, c~ 7,66
d) a =76° b~ 4,81, c~ 2,96

BN 266 5. Planimetria

Jesli dane sa dwa katy i bok trdjkata, to do jego rozwiazania mozemy skorzy-
staé z twierdzenia sinus6w. Tam, gdzie jest to potrzebne, odpowiednie wartosci
mozna odezytaé z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych (str. 385).

Przyktad 1

Rozwiaz tréjkat ABC (rysunek obok), w ktérym dane
sa katy @ = 50° i 8 = 67° oraz bok ¢ = 4.

Obliczamy miare kata :

~v = 180° — (50° 4+ 67°) = 180° — 117° = 63°

Dtugosci bokéw a i b obliczamy, korzystajac z twier-
dzenia sinusow:

- si 4sin 50°
g , zatem a = csma _ 25 ~ 3,44,
sin o siny sin 7y sin 63°
b - si 4sin67°
— ¢ gatem b= &SnB _ Asn6T g3

sin 3 siny sin~y sin 63°

Cwiczenie 1

Rozwiaz tréjkat o danych katach i boku.
a) a=45° 3=60°,¢c=6 c) a=40° v=50°b=10
b) a=30° 5 =105°¢=8 d) =69, v=35a=5

Twierdzenie sinuséw pozwala rowniez rozwiazac trojkat, gdy dane sg dwa jego
boki i kat lezacy naprzeciw jednego z tych bokéw.

Przyktad 2 c
Rozwiaz tréjkat ABC' (rysunek obok), w kt6- 4 5
rym dane sg dtugosci bokéw a =51 b =4 300 3
oraz kat a = 30°. A c B
Na podstawie twierdzenia sinuséw:
a b
sina  sinf3
. __ bsina __ 4sin30°
sin 8 = . -5 0,4

: . . ~ 90 sin 8 = 0,4 rowniez dla f ~ 156°, ale te¢ mo-
Z tablic odczytujemy, Ze f§ ~ 247, zliwosé odrzucamy, gdyz 156° + 30° > 180°.

zatem v =~ 180° — (30° + 24°) = 126°.

7 s . a . Py
Z réwnosci —— = obliczamy dtugos$é boku c:
S

in o siny
i 5sin 126° 5-0,809 R . o o . o
¢ — asiny ., Ssin ~ = 8,09 sin126° = sin(180° — 54°) = sin 54° ~ 0,809
sin « sin 30° 0,5



Cwiczenie 2
Rozwiaz tréjkat o danych bokach i kacie.
a) a=7,b=6, a =80° c) b=9,c=10,~v=45°
b) a=3,b=6, a =30° d)b=5,c=4, 5 =060°

@ Przyktad 3
Uzasadnij, ze nie istnieje trojkat o bokach a = 3, b = 9 i kacie o = 30°.

Zalézmy, ze taki tréjkat istnieje. Wowcezas na podstawie twierdzenia sinuséw
prawdziwa jest réwnos¢: 3 9
sin30° ~ sing3

Stad otrzymujemy: .
sinﬂ —9. 51n330

7 otrzymanej sprzecznosci wynika, ze taki trojkat nie istnieje.

3
—§>1

[0] Ewiczenie 3
Uzasadnij, ze nie istnieje trojkat spetniajacy podane warunki.
a) a=3,b=2,3=060° b)a=2,b=4, a =45°

Przyktad 4
Rozwiaz tréjkat o bokach a =51 b = 8 oraz kacie a = 30°.

Wyznaczamy miare kata (3:

a b . L p
- = — Korzystamy z twierdzenia sinuséw.
sin « sin 3
. bsina 8sin 30°
sin 8 = = =0,8
a

Z tablic (str. 385) odczytujemy, ze sin 3 = 0,8 dla kata ostrego 8, ~ 53°.
Zauwazmy, ze sin 3 = 0,8 réowniez dla kata B, = 180° — §; ~ 127°. Kat (s
spelnia warunki zadania, gdyz 127° 4+ 30° < 180°.

Zatem warunki zadania spelniajg dwa trojkaty:

 trojkat o katach: o = 30°, B; = 53°, e« trdjkat o katach: o = 30°, By =~ 127°,
v &~ 180° — (30° + 53°) = 97° vo R 180° — (30° + 127°) = 23°

’ . C a . 2 . C: a .
Z réwnania —— = obliczamy: Z réwnania —— = obliczamy:

sin vy sin« sin y2 sin o

asin asin
01:—’}/1%979 02:—’}12%3,9

sin a sin o
Cwiczenie 3
a) = = 2 cylisina = 34—‘/5 = /2% > 1, zatem taki tréjkat nie istnieje.
b) ﬁ = ﬁ, czyli sin 8 = /2 > 1, zatem taki tréjkat nie istnieje.

Cwiczenie 2

a) B~ 57,5° v~ 42,5°, c~ 4,8
b) B =90°, v = 60°, c = 3/3
¢) B~ 39,5°, a~ 95,5,

a ~ 14,08

d) 7y~ 44°, a = 76°, a = 5,6
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Cwiczenie 4

a) ﬁl ~ 56750, ﬁg ~ 123,50,

71~ 93,5°, 72 =~ 26,5°,
c1~6,co~r 27

b) ﬁl ~ 6207 62 ~ 1180, Y1 = 7307
Y2 & 17°, ¢c1 = 10,8, c2 = 3,3

C) ﬁl ~ 7407 62 ~ 1060, Y1~ 4607
Yo 14° ¢4 = 7,5, ca = 2,5

d) o~ 21°, v~ 114°, c ~ 2,6

Odpowiedzi do zadan
1. a) B =75, v = 45°
b) B =45°, v = 15°
2. a) 1928 b) 62
c) I sposéb

a=[0=15°,
v = 180° — 2a = 150°
R= o5y = zem0° =
= Zamses = €
II sposob c
A_— =B

%

Kat rozwarty AOB jest ka-
tem srodkowym opartym na
tym samym tuku co kat wpi-
sany ACB = 150°, czyli kat
rozwarty AOB = 300°, stad
kat ostry AOB = 60°, czyli
trojkat AOB jest réwnobocz-
ny, zatem |AB| = R.

I 268 5. Planimetria

Rozpatrzmy dwa odcinki a i b oraz kat ostry «, z ktérych chcemy zbudowaé
trojkat taki, ze kat a bedzie lezal naprzeciwko boku a. Moze wdowczas

zachodzi¢ jedna z ponizszych sytuacji:

a < bsin« a =bsina bsina < a<b a>b
Taki trojkat Trojkat jest Istniejg dwa Istnieje jeden
nie istnieje. prostokatny. takie trojkaty. taki tréjkat.

Cwiczenie 4
Rozwiaz trojkat o danych bokach i kacie.
a) a=3,b=5 a=30° c) a=9,b=10, a =60°
b) a =8, b=10, a = 45° d)a=1,b=2,p=45°

Zadania

1. Oblicz miary pozostatych katéw trojkata ABC.
a) |AB| =6, |BC| =3, |4 BAC| = 60°
b) |AC| = 3V/6, |BC| =9, |XBAC| = 120°

2. a) Bok tréjkata polozony naprzeciw kata o mierze 120° ma dlugo$é 10.
Oblicz promient okregu opisanego na tym trojkacie.
b) Kat rozwarty trojkata wpisanego w okrag o promieniu 6 ma miare 135°.
Oblicz dtugosé boku trojkata potozonego naprzeciw tego kata.

c) Kat przy podstawie tréjkata réwnoramiennego ma miare 15°. Uzasad-
nij, ze promien okregu opisanego na tym trojkacie jest rowny dlugosci
podstawy tréjkata.

3. Rozwiaz tréjkat o danych bokach i kacie.
a) a=4,b=6, a=30° c) b=11,c=12, 8 =60°

b) a=9,b=10, o = 45° d) a =10, ¢ =20, v = 150°

4. Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie ABC w przypadku, gdy:
a) a =4, a = 135°, d) a=7, a=120°,
b) a="7, 5 =107°, v =43°, e) a=3, =230 a =4y,
) b=10, 3 = 135°, f) c=11, a = 8 = 45°.

3. a) c~ 7,85 3~ 48,5, v~ 101,5° 4. a) 21/2
lub c~ 2,48, B ~ 131,5°, v ~ 18,5° b) 7
b) ¢ ~ 12,63, B ~ 52°, v ~ 83° c) 5v2
lub ¢~ 1,55, 8~ 128°, v =~ 7° d) /3
¢) a~ 9,59, o~ 49°, v~ T1° j
lub a ~ 2,42, a ~ 11°, v ~ 109° °) V3
f) 5,5

d) b~ 10,7, a ~ 14,5°, B~ 15,5°



[p] 10.

11.

12.

W momencie, gdy promienie stoneczne tworza z po-
wierzchnia ziemi kat 30°, ciefi drzewa jest o 12 m
dluzszy niz wtedy, gdy tworza one kat 40°.
Oblicz wysoko$é¢ drzewa.

Rozwiaz tréjkat ABC w przypadku, gdy: 12m

a) b=10, a = 30°, 8 = 75°, d) b=6,c=5, 8 =20°,
b) b =6, a =45° v =75 e) a=5,¢c=17,~v=110°
c) a=12,b=16, a = 30°, f) a=6,c=3, v=40°".

Dane sa katy « i § tréjkata wpisanego w okrag o promieniu 6 cm. Oblicz
obwdd trojkata w przypadku, gdy:
a) a =45, 4 =60°, b)a=230° 5 =135".

Potprosta C'P jest dwusieczng kata v w tréj-
kacie ABC (rysunek obok). Korzystajac
z twierdzenia sinuséw, udowodnij rownosé:

T_¥
a b C b A
Dany jest tréjkat o bokach a, b, ¢ oraz katach «, 3, v. Wyprowadz wzor:
a b c
sina = sinfB  siny

korzystajac z tego, ze pole dowolnego trdjkata wyraza kazda z réwnosci:

_1 . _1 . 1
P =jabsiny, P=jacsinf3, P =j;bcsina

Uzasadnij, korzystajac z twierdzenia sinusow, ze
pole dowolnego tréjkata o bokach a, b, ¢ wyraza

C a
sie za pomocg wzoru:
p — abe N
" 4R
gdzie R jest promieniem okregu opisanego na tym b

trojkacie.

. Niech o i # beda katami ostrymi tréjkata takimi, ze o > 3. Uzasadnij, ze

bok a jest dtuzszy od boku b. c
W okrag wpisano tréjkat réwnoboczny ABC
(rysunek obok). Punkt P nalezy do tuku AB.

a) Oblicz sinus kata PAC' w przypadku, gdy
|AC| = 6 oraz |PC| = 3v/2 + /6. A
b) Wykaz, ze |AP|+ |BP| = |CP). P

Sy

a, B € (0°90°) oraz a > 3,
zatem sin a > sin 3, czyli 882 > 1.

sin 3
S = 525, stad § = 222 > 1, zatem a > b.

a) sin |$PAC| = Lo+v2

b) Z warunkéw zadania |AB| = |BC| = |C'A|.

Korzystajac z twierdzenia Ptolemeusza dla czworokata AP BC, mamy:
|CP|-|AB| = |AP|-|BC|+ |BP|-|CA].

Zatem |CP| = |AP|+ |BP)|.

10.

1op e
. 5absiny =

. okolo 22,2 m

.a) ax 5,18, ¢ =10, v =T75°

b) a ~ 4,9, ¢ = 6,7, 8 = 60°
c) ¢~ 22,83, O~ 42°,

v & 108° lub ¢ &~ 4,99,

[~ 138°, v~ 12°

d) a =~ 10,35, a = 143,5°,

v ~ 16,5°

e) b~ 35 a=x42°, O~ 28°
f) Taki trojkat nie istnieje.

. Informacja do zadania:

sin 15° = —\/6;‘5,
sin 75° = W
a) 3(3v2+2v3+6) ~
~ 30,47 [cm)]
b) 3(2+v/2+v/6) ~ 17,59 [cm]

. Niech |XBPC| = a,

|XAPC| = 180° — av.

sin Z @
sina ~ a

a _ _=x :
sina ~ sin 4 Cth
S N i
sin(180°-a) ~ sin 3’ CZyll

sind g

sina ~ b

Zatem T =

bsin~y = csin g3,
czyli =2 = <

sin@ ~ sinvy

1 g _ 1 g
sacsin 3 = sbcsin o
asin § = bsin a,

B a _ b

Cth sina ~ sing
a _ b _ c

Zatem sina ~ sinfB ~ sinvy’
< —9R
siny
: _ @
sy = 3R

— Llob-siny = Lab- & =
P = 3ab-siny = ab =

__ abc

~ 4R
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Uczen: H H H 4
o 512. Twierdzenie cosinusow (1)
— stosuje twierdzenie cosinuséw
do rozwigzywania trojkatéw,
— przeprowadza dowdéd twier- Twierdzenie cosinuséw
dzenia cosinuséw. .. o )
Dla dowolnego tréjkata (oznaczenia jak na rysunku) prawdziwe
sg nastepujace zaleznosci:
a®> = b* + c? — 2bccos

b%> = a? + c® — 2accos 3

c® =a’®+b* — 2abcosy

Dowéd. Udowodnimy zalezno$é ¢? = a? + b? — 2abcos~y. (Pozostatych dwéch
zaleznodci dowodzi sie analogicznie). Mozliwe sa trzy przypadki ze wzgledu na
kat . Rozpatrzmy dwa z nich (przypadek trzeci — patrz éwiczenie 1.).
1° Kat v jest katem prostym, czyli trojkat ABC' jest prostokatny.

Woéwezas cosy = 0 i réwnosé przybiera postacé:

2 =a*+ b

Jest ona prawdziwa na podstawie twierdzenia Pitagorasa.

2° Kat v jest katem ostrym (rysunek ponizej).

Dowdéd przeprowadzimy przy zalozeniu, ze S BAC jest
ostry. Z wierzchotka B opuszczamy wysokosé h. Punkt D
dzieli bok AC' na dwa odcinki o dtugosciach: ¢

|DC| = acosy, |AD|=b—acosy

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa dla tréjkatow 4

CBD oraz ABD i otrzymujemy odpowiednio: b—acosy acosy

h? = a? — (acosv)? oraz h?=c* — (b— acosy)?

Zatem:

2 — (b—acosv)? = a*® — (acosv)?

c? — b +2abcosy — a® cos’ v = a* — a® cos® v

Ostatecznie ¢? = a® + b*> — 2ab cos .

@ Cwiczenie 1
Udowodnij, ze ¢* = a? +b* — 2ab cosy w przypadku,
gdy ~ jest katem rozwartym (rysunek obok).
Wskazéwka. Zauwaz, ze |CD| = a cos(180° — ), a nastep-
nie wyznacz h?, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla
trojkata BCD oraz dla tréjkata BAD.

Cwiczenie 1

|CD| = acos(180° — v) = —acosy

h? = a® — |OD|? = a® — a®cos® v

S =h?+ (b+|CDJ|)?

2 =a® —a*cos® v+ (b— acosy)?

c? =a® —a®cos® vy + b2 — 2abcosy + a? cos® v

Multibook 2 =a% +b*> — 2abcosy

* Twierdzenie cosinuséw
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.12

Generator
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@ Cwiczenie 2
Uzasadnij, ze z twierdzenia cosinuséw wynika twierdzenie odwrotne do twier-
dzenia Pitagorasa.

(] Przyktad 1
Uzasadnij, ze tréjkat o bokach a = 2v/3, b = 6 i kacie v = 30° jest réwnora-
mienny. Oblicz miary pozostatych katow tego trdjkata.

Aby obliczy¢ dtugosé boku ¢, korzystamy z twierdzenia cosinuséw:
c? =a® +b* — 2abcos~y
¢ = (2v3) +6> ~2-2v3-6 - cos30° = 12 + 36 - 24v/3- L2 = 12
Stad ¢ = V12 = 2v/3. Zatem jest to tréjkat réwnora-
mienny. Z twierdzenia cosinuséw wynika, ze cos 8 < 0

(sprawdz), zatem [ jest katem rozwartym. Stad oo = 30°
oraz (3 = 120°.

Cwiczenie 3 Cwiczenie 3
Oblicz dlugosé trzeciego boku tréjkata ABC. a) 2 =52+7*—2.5-Tcos60° =
a) a=5b="7~v=060° ¢) a=3,c=2V2, =45 \/=_39
c=v39
b)a=5,b=7,v=150° d) b=3, c=2v2, a = 135°
)a bl 7/7 ) 7C \/—,Oé b)02:52+72—2'5'7(3051500
Twierdzenie cosinuséw pozwala réwniez wyznaczy¢ katy trdojkata, gdy dane o8 150° = —cos 30° = —¥3
sa dlugosci wszystkich jego bokéw. c? =74 +35V3
c=V74+35V3
Przyktad 2 c) b =32+ (2v2)* +
Wyznacz miary katéw tréjkata o bokach a = 6, b = 3v/2, ¢ = 3v/10. —2.3-2v2c0s45° =5
b=+5

Wyznacza iare kata :
yznaczamy miarg kata vy Korzystamy z twierdzenia d) a’ =32+ (2\/5)2 +

2 __ 2 2 _ i Ny
o 20 =a*+b 2abcos~y cosinusow. h —92.3.2v/Zcos 135°
a“+b°—c 36+ 18 —90 36 1 2 ° o o
cosy 2ab 362 362 V2 2 o <o . 35
Zatem ~y = 135°. , = AT =
a” =29
Wyznaczamy miare kata a: /50
y y €K Korzystamy z twierdzenia a =29
a2 = b2 + 62 — 2bccos o cosinusow.
_ b +c?-a?  18490-36 _ 72 2 _ 25
cosa = 2bc T 1820  36v5 V65 5 0,8944
C

Z tablic (str. 385) odczytujemy: a =~ 26°30'.
Wyznaczamy miare kata 3:
8 =180°— (a+ ) ~ 18°30/ A C B

Cwiczenie 2

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa: Jezeli w tréjkacie suma kwadratéw
dtugosci dwoch krétszych bokéw jest réwna kwadratowi dtugosci najdiuzszego boku,
to trojkat ten jest prostokatny.

Zalézmy, ze w trojkacie zachodzi nastepujaca zaleznosé:

c? = a? + b2, gdzie ¢ jest najdtuzszym bokiem.

7 twierdzenia cosinuséw mamy: c? = a® + b® — 2abcos, stad 2abcosy = 0,

zatem cosy = 0, czyli v = 90°, co oznacza, ze trojkat jest prostokatny.
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Odpowiedzi do zadan

1. a) V7
b) V13
c), d) 2V13
2. a) 8 b) 4/13
3. a) di =27, d2 = 2/19
b) di = 2v/2, d2 = 2¢/10
c) di =19,ds =7
d) d; =2V13, dy = 2+/37
4. a) 60°
b) 135°

5.a) a=30°, f=90°, v = 60°
b) @ = 30°, § = 45°, v = 105°

6. a) Cosa:;,cosﬁ }é

° B~ 46,5,

’Y ~ 104 50
b) cosa = li, cos 3 = 11

ar22° 38, v~ 120°
7. a) V7, 3V7
b) V21, 4v/21

D z C

x
6
A 8\/3 B
|X*DAC| = |XCAB| = 30°
XACD| = |¥CAB]
(katy naprzemianlegte)

Zatem tréjkat ACD jest réw-
noramienny, czyli

|AD| = |DC| = z oraz
|<ADC| = 120°.

7 twierdzenia cosinusow:

6> =22 4+2%—2 -z -xcos120°
B = 2\/§

|CB|? = 6% + (8v/3)*+
—2-6-8v3cos30° =
=36+192 —144 =84

|CB| = 2v21
Ob=8vV3+2-2/3+2V21 =
=12v/3 + 221
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Cwiczenie 4
Wyznacz miary katéow trojkata o podanych bokach.
a)a=1,b=1¢c=vV2+3 b)a=v2,b=2c=1++3

Zadania

1. Oblicz dtugosé trzeciego boku tréjkata ABC.
a) a=4,b=+/3,v=230° c) a=2,b=6,y=120°
b) b=5, c=3V2, a =45 d) a=2V3,c=4, =150

2. Dane sg dtugosci dwoch bokow trdjkata ABC: a = 6, b = 10 oraz wiadomo,
ze siny = %. Oblicz dtugosé boku ¢ w przypadku, gdy kat v jest:

a) ostry, b) rozwarty.

3. Dane sg dlugoéci a, b dwoch sgsiednich bokéw rownolegtoboku oraz kat v
wyznaczony przez te boki. Oblicz dtugosci przekatnych tego réwnolegto-
boku.

a) a=2,b=4y3,y=30°
b) a=4,b=2V2, =45

c) a=5b=3,v=60°
d) a=6,b=38,v=120°

4. Oblicz miare kata [ trojkata ABC.
a) a=5b=+19,c=3 b) a=+v2,b=+10,c=2

5. Wyznacz miary katéw tréjkata o podanych bokach.

a) a=2v3,b=4V3,c=6 b) a=+v6,b=2V3,c=3+3

Wyznacz miary katéow tréjkata o podanych bokach.
a)a=2,b=3,c=4 b)a=3,b=5¢=7

7. a) Jeden z bokéw tréjkata jest trzykrotnie dluzszy od drugiego boku, a kat
zawarty miedzy nimi jest rowny 60°. Trzeci bok tego tréjkata ma dtugosé 7.
Oblicz dtugosci dwbch pozostatych bokdw.

b) Jeden z bokéw tréjkata jest czterokrotnie dluzszy od drugiego boku,
a kat zawarty miedzy nimi jest rowny 120°. Trzeci bok tego tréjkata ma
dtugosé 21. Oblicz dtugosci dwoch pozostatych bokow.

8. W trapezie ABCD diuzsza podstawa AB ma dlugoéé¢ 8v/3, a kat BAD
jest réwny 60°. Przekatna AC' ma dlugosé 6 i zawiera sie w dwusiecznej
kata BAD. Oblicz obwéd tego trapezu.

Cwiczenie 4
2 2_ .2 2
a) cosy = 4tbc :Hl;ﬁ:f§,7=150°,a=ﬂ=15°
_ b24c2-a? _ 44142V343-2 _ V3 _ a?4c2p? _ 2444234 _ V2
b) cosa = 2bc 22(1+v/3) 2 cosf= = = 2v2(1+v3) ~ 2

a=30°, B =45, v = 105°



5.13. Twierdzenie cosinusow (2)

Aby rozwiazaé trojkat, gdy mamy dane dtugosci jego dwoch bokéw i miare
kata polozonego naprzeciwko jednego z nich, mozemy skorzystaé z twierdzenia
sinusow lub postapi¢ tak jak w przyktadzie ponizej.

Przyktad 1

W tréjkacie ABC' (rysunek obok) dane sa diugosci
bokéw |AC| = 4, |BC| = 5 oraz | BAC| = 60°.
Oblicz dlugosé boku AB.

Korzystamy ze wzoru a? = b + ¢ — 2bccos a:
25=16+c¢*—2-4-c-cos60°
Otrzymujemy réwnanie kwadratowe:
2 —4c—9=0
A=16+36=52, VA =2/13

Stad:

oo 4722\/5 =2 — /13 < 0 (sprzeczno$é)

lub
c:‘”ijzwm/w

Zatem bok AB ma dlugo$¢ réwna 2 + +/13.

Zauwaz, ze réwnanie a? = b? + ¢ — 2bc cos «, gdzie nieznany jest bok ¢, moze
mie¢ dwa rozwigzania, jedno rozwigzanie lub nie mieé¢ rozwiazan.

Cwiczenie 1

Oblicz dhugo$é trzeciego boku tréjkata ABC.
a) |AC| =8, |BC| =17, |[SBAC| = 60°

b) |AC| =5, |AB| =8, |SABC| = 45°

Cwiczenie 2
W tréjkacie ABC dane sa dtugosci bokéw: |AC| = 2v/6 i |BC| = 2v/3 oraz
miara kata BAC réwna 30°. Rozwiaz ten tréjkat.

Cwiczenie 3

Rozwiaz trojkat ABC w przypadku, gdy:
a) b=6, c =6y2, = 45°, c) a=34++3,b=3V2, =60,
b) a =4, b=2+2V3, v=30° d) a=2V7, c=2, a=120°.

Cwiczenie 3
¢) (3v2)? = 3+ v3)>+® —2(3+V3) - c- cos60°
A —(B3+V3)c+6(/3-1)=0

A =9(4—23)
0123—\/37 0222\/3
Cos 1 = 7\/67\/57 COS (v = V6—v2

4 4

a1 = 105°, ap = 75°, v1 = 15°, 7o = 45°
d) (2V7)? =b% +22 —2b-2 - cos 120°
b2 4+2b—24 =0, czyli b= 4

cos 3 = %
B=41°, v=19°

Uczen:

— wskazuje najmniejszy
(najwiekszy) kat w tréjkacie,
gdy dane sa dtugosci bokéw
tréjkata,

— bada, czy trojkat jest
ostrokatny, prostokatny,
rozwartokatny,

— stosuje twierdzenie cosinusoéw
do rozwiazywania zadan
réznego typu, w tym zadan
osadzonych w kontekscie
praktycznym.

Cwiczenie 1

a) 72 =82+ |AB* +
—2-8-|AB| - cos60°

|AB|? — 8|AB| +15=0
|AB| = 3 lub |AB| =5

b) 5 =8 + |BC|* +
—2-8-|BC| - cos45°

|BC|> —8v2-|BC|+39=0
A <O

Taki tréjkat nie istnieje.

Cwiczenie 2
c=3v2-6,8=135,v=15°
lub ¢ = 3v2 + V6, B = 45°,

v = 105°

Cwiczenie 3

a) 6% = a® + (6v2)* +

—2a - 6v/2 - cos 45°
a=6,a=45" v=90°

b) 2 =42 + (2+2V3)%+
—2-4-(242v/3)cos30° =8
c= 2\/5

a? = b® + ¢ — 2bccos a, czyli

_ b2+02—a,2
Cos = —5p——

_ (4+8V3+12)4+8-16 _ 2
cosa = V221 2V3) = =

Zatem o = 45°, 8 = 105°.
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5. Planimetria

Twierdzenie

W tréjkacie naprzeciwko wiekszego kata lezy dtuzszy bok.

Dowéd

Niech a bedzie katem ostrym. Mozliwe sa trzy przypadki ze wzgledu na kat 3.

1° Kat § jest katem ostrym (rysunek obok). Zalézmy, ze
a < f3, wowezas sina < sin 3, czyli 5% < 1. Na podsta-
wie twierdzenia sinuséw:

a b sin o
- ——, zatem a=b--— <0
sin « sin 3 sin 8 b

2° Kat [ jest katem prostym. Wtedy 3 jest najwiekszym katem trojkata,
a przeciwprostokatna jest jego najdtuzszym bokiem. Cy

3° Kat (3 jest katem rozwartym (rysunek obok). Rozwazmy
tréjkat prostokatny ABC) taki, ze |BC,| = |BC|. Wéw-
czas a < |AC,| oraz z twierdzenia cosinuséw wynika,
ze |AC:| < b (gdyz cos 8 < 0). Zatem a < b.

Cwiczenie 4

a) Oblicz dlugos¢ najdtuzszego boku tréjkata, ktérego dwa krétsze boki maja
dlugosci 2 ecm i 2v/3 cm, a jeden z katéw ma miare 150°.

b) Suma miar dwéch katéow tréjkata ostrokatnego jest réwna 135°, a jego dwa
dtuzsze boki maja dtugosci 3v/2 cm i (3 + v/3) cm. Oblicz dtugo$é trzeciego,
najkrétszego boku tego trojkata.

@ Przyktad 2
Dany jest trojkat o bokach 2, 3 i 4. Kat o jest najmniejszym katem tego
trojkata, a kat 0 — najwiekszym. Wykaz, ze dla katéw tego trdjkata zachodza
zaleznodci: sin 3 = 2sin a oraz cos 3 = —2 cos av.

Kat a lezy naprzeciwko najkrotszego boku tréjkata, a kat 8 —
naprzeciwko najdtuzszego. Z twierdzenia sinuséw:
2 4

sin « sin 3

zatem sin 3 = 2 sin «.

Korzystamy z twierdzenia cosinuséw:

42 432 22 21 7
CoOSsQy = —— =

2.4-3 24 8
3242242 3 1
csf= T =T =T
_ 2
Zatem cos 3 = —z cos .
Cwiczenie 4
a) ¢ =224 (2v3)2 — 2-2-2v/3cos 150° = 28
¢ =2v/7 cm

b) o+ 3 = 135°, a, B — katy ostre, wigc o > 45° 1 B > 45°
= (3v2)2+(3+3)%2—2-(3v2) - (3+3)cos45° =12
c=2v3 cm



(0] Ewiczenie 5
Dany jest trojkat o bokach 4, 5 i 6. Kat a jest najmniejszym katem tego
tréjkata, a 0 — najwiekszym. Wykaz, ze sin 8 = 2sin « cos a.

@ Przyktad 3
a) Wykaz, ze tréjkat o bokach dlugosci: @ = 4, b = 61 ¢ = 9 jest rozwartokatny.

Bok ¢ jest najdluzszym bokiem tréjkata, zatem kat v jest jego najwiekszym
katem. Obliczamy cos~y, korzystajac z twierdzenia cosinuséw:

7a2+b2702742+62792 77_29
cosy = 2ab T 2.4.6 48
Otrzymalismy cosy < 0, wiec v € (90°;180°). Oznacza to, ze tréjkat jest roz-

wartokatny.

b) Wykaz, ze tréjkat o bokach dlugosci: a =9, b =7 1 ¢ = 6 jest ostrokatny.

Bok a jest najdluzszym bokiem trojkata, zatem kat o jest jego najwigkszym
katem. Obliczamy cos «, korzystajac z twierdzenia cosinusow.
b24c?—a2 7246292 4 1

2bc 2.7-6 84 — 21
OtrzymaliSmy cosa > 0, wiec a € (0°;90°). Najwiekszy kat trjkata jest ka-
tem ostrym, co oznacza, ze trojkat jest ostrokatny.

COoS &x =

Cwiczenie 6
Oblicz cosinus kata lezacego naprzeciw najdhuzszego boku tréjkata o podanych
bokach. Czy trdojkat ten jest ostrokatny, prostokatny, czy rozwartokatny?

a) a=8,b="7,¢=5 c) a=10,b=11,c=4
b)a=25,b=7,¢c=24 d) a=6,b=20,c=21

Zadania

1. Oblicz cosinus najwiekszego kata trojkata o podanych bokach. Czy srodek
okregu opisanego na tym tréjkacie lezy wewnatrz trojkata?
a) a=6,b=7,¢=8 ) a=2,b=2V2,c=1
b) a=10,b=7,¢=5 d)a=4,b=2V3,¢c=2

2. Boki trojkata maja dlugosci 5, 6 i 7. Oblicz:
a) cosinus kata lezacego naprzeciwko najdluzszego boku,
b) dlugosé srodkowej poprowadzonej do boku o diugosci 6,
¢) promien R okregu opisanego na tym tréjkacie i promiefi r okregu wpi-
sanego w ten tréjkat.

Odpowiedzi do zadan

1. Srodek okregu opisanego na tréjkacie lezy wewnatrz tréjkata, gdy trojkat ten jest
ostrokatny, czyli gdy cosinus najwiekszego kata jest dodatni.
a) cosy = 1, tak

b) cosar = —33, nie

c) cos 3 = f%, nie

d) cosa = 0, nie
2.a) 1

b) 21/7

Cwiczenie 5
7 twierdzenia sinuséw:
4 6

sina sin 3
7 twierdzenia cosinuséw:
52 1 62 —42 3

Cos @ = 256 1

H 3
Zatem sin 3 = 3
= 2-%sino¢:2005asina.

sina =

Cwiczenie 6

a) cosa = +, ostrokatny

b) cos « = 0, prostokatny
1

16°
d) cosy = — =, rozwartokatny

¢) cos 8 = — =, rozwartokatny
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=213 3. Dane sg dwa boki a i b pewnego trdjkata oraz jego pole P. Oblicz cosinus

3.a)cosy=12,¢
lub cosy = —%, c =65 kata wyznaczonego przez te boki, a nastepnie oblicz dlugo$é¢ boku c.
b) cosy = 3, c = V4l a) a=4,b=10, P =12 b) a=5,b=6, P=10V2
lub cosy = —%7 c=9

4. a) cosy = sin~y = g’ p=3 4. Oblicz cosy, sin+y i pole tréjkata o bokach a, b, c.
b)coswz%,sin'y:%‘”, a) a=3,b=v2¢c=+5 b)a=2,b=5c=3
P= @ 5. a) Oblicz dlugoéé¢ przekatnej trapezu réwnoramiennego, ktérego diuzsza
5. a) d = 2v19 cm podstawa ma dtugosé 10 cm, ramie ma dlugo$é¢ 6 cm, a kat miedzy ramie-
b) Przyjmijmy oznaczenia jak niem i dtuzsza podstawa ma miare 60°.
na rysunku. . ;. . . . .
D 3 o b) Podstawy trapezu maja dlugosci 3 cm i 6 cm, a jego ramiona sa réwne
4 cm i 5 cm. Oblicz dlugoéci przekatnych tego trapezu.
4 5 6. a) Oblicz dtugosci przekatnych rombu o obwodzie réwnym 16, jesli wia-
B domo, ze cosinus kata rozwartego tego rombu jest rowny —%.
AT 3 3—z B b) Kat rozwarty réwnolegloboku jest dwukrotnie wiekszy od jego kata
Z twierdzenia Pitagorasa: ostrego, a jeden z jego bokéw jest trzykrotnie dluzszy od drugiego boku.
4 —2? =52 — (3 - ) Obwdéd réwnolegtoboku jest réwny 16. Oblicz dlugosci jego przekatnych.

x = 0, czyli trapez jest pro- _
stokatny. Zatem |AC| = 5 cm, 7. Na stoku o kacie nachylenia 10° ustawiono

|BD| = V42 + 62 = stup XY wysokosci 14 m. Jakiej dtugodci sa
= 2v/13 [cm]. odciagi poprowadzone z punktu P, potozo-
6.a) di =4°+4>-2-4-4- (1) nego w $rodku wysokoéci stupa, do punktéw
di =6 A i B znajdujacych sie 6 m od podstawy
1dy = VA2 -32 =7, stupa (rysunek obok)?
ijhDdQ =/ o @ 8. Przeczytaj podany w ramce szkic dowodu twierdzenia moéwigcego, ze kat

lezacy naprzeciwko dhuzszego boku tréjkata jest wiekszy od kata lezacego
M naprzeciwko krétszego boku.
[0}

SJF 20 — 18(?", czyli o :BGO" Rozpatrujemy tréjkat ABC, w ktérym |BC| < |AC|. .
|BD|? = 2% +6%—2-2-6-cos 60° Na boku AC wyznaczamy punkt D taki, ze |CD| = |CB.
\BDL: 2\2/7 , 1. Zauwazamy, ze « < 0.
PO SH Ry =R 2. |4CBD) < § oraz § = |$CBD| E
|AC| = 2V/T3 (tréjkat BCD jest réwnoramienny),

wiec o < . A B

Uzasadnij spostrzezenie, ze w powyzszym szkicu dowodu a < 6.

7. [SAXP| = 90° + 10° = 100°
|XBXP| = 90° — 10° = 80°

|[PX|=7m

|PAP? =62 +7>—2-6-7-cos100° n
|[PA| ~ 9,98 m

|PBI? =62 +7%—2-6-7-cos80°
|PB| =~ 8,39 m

8. Niech bok DFE bedzie rownolegty do boku AB.
Woéwcezas |[XCDE| = a (katy odpowiadajace) i |XCDE| < |¥CDB|, zatem « < o.

I 276 5. Planimetria



Dowiedz sie wiecej

Konstrukcja wybranych wielokatéw foremnych

Nie wszystkie n-katy foremne mozna skonstruowac, korzystajac tylko z cyrkla
i linijki. Carl F. Gauss udowodnit twierdzenie méwiace, dla jakich liczb n jest
to mozliwe. Na przyklad dla n < 20 sa to: n € {3,4,5,6,8,10,12,15,16,17}.

B Konstrukcja szesciokata foremnego i dwunastokata foremnego
wpisanych w okrag

¢ Na okregu wybieramy dowolny punkt A
i zaczynajac od tego punktu, odmierzamy
huki o promieniach réwnych promieniowi
okregu. Wyznaczone w ten sposéb punkty:
A, B, C, D, Ei F sa wierzcholkami sze-
$ciokata foremnego.

e Konstruujemy symetralng odcinka AB.
Przecina ona okrag w punkcie A;. Odcinek
AA; jest bokiem dwunastokata foremnego
wpisanego w ten okrag.

e Nastepnie, zaczynajac od punktu A;, odmierzamy tuki okregéw o promieniu
|AA,;|. Punkty przeciecia tych tukéw z okregiem sa pozostalymi wierzchotkami
dwunastokata.

1. Skonstruuj kwadrat i oémiokat foremny wpisane w dany okrag.

B Konstrukcja pieciokata foremnego wpisanego w okrag

¢ Rysujemy dwie prostopadte érednice AC' i BD.
e Wyznaczamy punkt M — srodek odcinka OC,

C P~

gdzie O jest $rodkiem okregu. -

¢ Rysujemy tuk okregu o srodku M i pro- Py /M ‘]
/

mieniu |[BM]|. Luk ten przecina Srednice AC / )

w punkcie N. D ‘O N

¢ Odcinek BN ma dtugos¢ boku szukanego \

pieciokata — odkladamy go kolejno na okre- P A}

gu i otrzymujemy pozostalte wierzchotki pie- ?

ciokata: Py, Py, P; i P;.

VIR

2. Powyzej opisano konstrukcje pieciokata foremnego wpisanego w dany
okrag. Opisz, jak za pomoca cyrkla i linijki skonstruowaé pieciokat fo-
remny, gdy dany jest bok tego pieciokata.

2. II sposé6b
Niech a — dlugos¢ danego boku pieciokata.
e Rysujemy okrag o dowolnym promieniu 7;.
e Zgodnie z konstrukcjg opisang w podreczniku konstruujemy pieciokat wpisany
w okrag o dowolnym promieniu ;1. Dtugos¢ boku otrzymanego pieciokata ozna-
czamy przez a.
e Niech r bedzie promieniem okregu, w ktéry mozna wpisa¢ pieciokat o boku a.
Woéwcezas & = % Na podstawie twierdzenia Talesa konstruujemy odcinek o dtugo-
$ci 7.
e Rysujemy okrag o promieniu 7 i odktadamy na nim odcinek a — w ten sposéb
otrzymujemy szukany pieciokat.
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1

. o Konstruujemy dwie prosto-

padte srednice AC' i BD.
Punkty A, B, C'i D sa
wierzchotkami kwadratu.

e Konstruujemy dwusieczne
katéw wyznaczonych przez
srednice. Przecinaja one
okrag w czterech punktach,
ktore razem z wierzchotkami
A, B, C, D tworza osmiokat
foremny.

. I spos6b

e Korzystamy z konstrukcji
pieciokata foremnego wpisa-
nego w okrag w celu otrzy-
mania kata 108°.

e Na prostej odktadamy od-
cinek AB — dany bok piecio-
kata.

e Konstruujemy (przenosi-
my)

kat o mierze 108° taki, kté-
rego wierzchotkiem jest
punkt B, a jego rami¢ za-
wiera odcinek AB. Nastepnie
podobnie konstruujemy kat
o wierzchotku w punkcie A.
e Na otrzymanych ra-
mionach katéw od-

ktadamy odcinki

dlugosci |AB]| i otrzymuje-
my wierzchotki C'i E.

e Rysujemy okrag o promie-
niu |AB| i srodku w punk-
cie C oraz okrag o promieniu
|AB| i $rodku w punkcie E.
Wierzchotek D jest jednym
z punktoéw przeciecia tych
okregow.



1. 1. |XPBC| = |¥PCA|

(kat miedzy styczna a cigciwa
okregu, ¢wiczenie 4, str. 242)
|XBPC| = |XCPA|, wiec
tréjkaty PCA i PBC s po-
dobne (z cechy KKK).

PC| _ |PB] g
2. Zatem J‘ﬁ‘t = J\P_Cl’ czyli

|PC|? = |PA| - |PB|.

. a) 6,5 cm

b)@cm
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Dowiedz sie wiecej

Odcinki stycznych i siecznych

Twierdzenie o siecznych

Jesli dwie sieczne poprowadzone z punk-
tu P lezacego na zewnatrz okregu prze-
cinajg okrag odpowiednio w punktach A
i Boraz CiD, to:

|PA| - |PB| = |PC| - |PD|

Dowé6d
Czworokat ACDB jest wpisany w okrag, stad [{CAB| = 180° — | PDB].

|XPAC| = |4 PDB|, co oznacza, ze trojkaty PAC i PDB sa podobne.

”g‘él‘ = % otrzymujemy réwnosé |PA| - |PB| = |PC| - |PD|.

7 proporcji
Twierdzenie o stycznej i siecznej

Jesli przez punkt P przechodzi styczna
do okregu w punkcie C' oraz sieczna prze-
cinajaca okrag w punktach A i B, to:

|PC|? = |PA| - | PBj

@ 1. Dany jest okrag o $rodku w punkcie O.
Z punktu P poprowadzono styczna do
tego okregu w punkcie C' oraz sieczna
przecinajaca okrag w punktach A i B.
Udowodnij twierdzenie o stycznej i siecz-
nej, wykazujac kolejno, ze:

* APCA ~ APBC,
« |PC|> = |PA| - |IPB].

2. Oblicz odlegtos¢ punktu P od Srodka okregu o promieniu 2,5 cm, jesli
wiadomo, ze:
a) styczna do tego okregu poprowadzona z punktu P ma z okregiem punkt
wspdlny A taki, ze |PA| = 6 cm,
b) sieczna poprowadzona z punktu P przecina ten okrag w punktach C
i D takich, ze |PC|=2cmi |[PD|=5 cm.



v/

Powtdrzenie

B Zestaw |

1.

o

a)

Oblicz pole zacieniowanego obszaru.

1

a

a)

a) cieciwa AB a styczna do okregu w punkcie B,
b) cieciwa BC' a styczna do okregu w punkcie C.
Punkty: A, A,, ..

Wyznacz miary katow « i [.

Odcinek AC' jest $rednica okregu o promieniu 2. Cigciwa AB tego okregu
ma dtugosé 2v/3. Wyznacz miare kata ostrego miedzy:

., Ag dziela okrag na 8 tukéw
o réwnej dlugosci (rysunek obok). Wyznacz miare

kata ostrego miedzy:

a) cieciwa A; Ay a styczna do okregu w punkcie A,
b) cieciwa A3 Ag a styczna do okregu w punkcie Ag.

a) prostokatny réwnoramienny, ktérego wysoko$é opuszczona na przeciw-

Oblicz dhugosé okregu wpisanego w trojkat:

prostokatna jest réwna 3,

b) o bokach dlugosci 20, 21 i 29.

W tréjkat o bokach: ¢ = 16, b = 13 oraz ¢ = 9
wpisano okrag (rysunek obok). Oblicz dlugosci

odcinkéw: AP, BQ i CR.

. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:
|AP| = |AR| ==z, |BP| = |BQ| =y, |CR| = |CQ| = .

Wowczas:
z+y=9
x+2z=13 czyli
y+z=16

Zatem |AP| =3, |BQ| =6, |CR| = 10.

B=3
y==6
z=10

Odpowiedzi do zadan

1.a)1-7%

b) V3

c)

“fgy

3
g7 —

2.a) a=p=060°
b) a = 50°, B = 55°
¢) a = 100°, § = 130°

3. a) 60°
b) 30°

4. a) 22,5°
b) 67,5°

5.a)r=

_2P
a+b+c

r=3(v2-1)
I=6mr(v2—1)

b) P=+35-15-14-6 = 210
r==~6
=127
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12.

Zauwazmy, ze:
a—r+b—r=2R
Zatem a + b= 2R + 2r.

. Promien okregu przechodza-

cego przez punkty A, B, D:
2,5
Promien okregu przechodza-
cego przez punkty A, B, C:
5v5

2
Odlegto$¢ miedzy srodkami
okregbéw: 5

.P=54,r=3
10.
11.

b) 16(r — 2)
¢) 8(vV2+2vVV2+2)

Zestaw I

1.

D C

M
A 2a B
|IDBJ? = a® + (2a)®+

—2-a-2acos30° =

= 5a° — 2\/§a2
|IDB| = aV/5 —2V3
|¥ADC| = 150°,

cos 150° = —@

|AC| = aV/5 + 23
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10.

11.

12.

Wykaz, ze suma dtugosci przyprostokatnych trojkata prostokatnego jest
rowna sumie Srednic okregu wpisanego w ten tréjkat i okregu na nim
opisanego.

Oblicz promien okregu przechodzacego B

przez punkty A, B, D oraz promien

okregu przechodzacego przez punkty A, 3

B, C (rysunek obok). Oblicz odleglosé 4 s 6

miedzy $rodkami tych okregdw. A D C

W tréjkat prostokatny wpisano okrag. Punkt stycznosci okregu z przeciw-
prostokatna podzielil ja na odcinki dlugosci 6 1 9. Oblicz pole tego tréjkata
oraz promien wpisanego okregu.

Okrag o promieniu 1 cm jest wpisany w tréjkat réwnoramienny o podsta-
wie 4 cm. Oblicz dlugosé ramienia tego tréjkata.

Jeden z bokéw tréjkata wpisanego w okrag jest jego $rednica i ma dtu-
gos$¢ 5 cm. Oblicz pole tego tréjkata w przypadku, gdy:
a) stosunek dlugosci jego pozostalych bokéw jest réwny %,

b) jest on réwnoramienny.

Tréjkat réwnoramienny ABC' o kacie miedzy ramio-

nami 45° jest wpisany w okrag o promieniu 8 (rysu-

nek obok). Oblicz:

a) diugosci tukow AB i BC, A @
b) pole zacieniowanego odcinka kola,

c¢) obwdd tréjkata ABC. B

Zestaw I

Dany jest rownoleglobok o bokach a i 2a oraz kacie ostrym 30°. Wyznacz
dtugosci przekatnych tego réwnolegtoboku.

Bok kwadratu BCDE ma dlugosé 6 (rysunek obok),
a przekatna prostokata ACDF ma dlugosé 10. Ob- 2 3
licz promien okregu, ktorego tukiem jest BE. Bf— E

F

Dtugoéci podstaw trapezu rownoramiennego sg réw- 0O
ne 51 3. Oblicz promieni okregu opisanego na tym
trapezie w przypadku, gdy jego:

a) wysoko$é jest réwna 3,
b) kat ostry ma miare 30°. C D

. Niech r — promiefi okregu. Zauwazmy, ze |[AC| =8, |AB| = 2.

7 twierdzenia Pitagorasa mamy: (r — 2)% 4+ 32 = r2. Stad r = 3,25.



4.

11.

Oblicz pole o$miokata foremnego:
a) opisanego na kole o polu réwnym 47 cm?,

b) ktérego najkrétsza przekatna ma diugos$é 2 cm.
Oblicz obwdd i pole trojkata ABC.

a) a=10,b=8, v = 60° b) b=4, 3=30°, v =45°

Dziatka budowlana ma ksztalt czworokata. Wyniki pomiaréw wykonanych
przez geodete sa przedstawione na rysunku. Oblicz pole powierzchni tej
dzialki.
D
a) ¢ c b) 40 m
D 7 48 bgﬁ\
K N . ©
o % Sas0° 1207 - 1500~
E A 50 m B F A 60 m B

Na czworokacie ABC' D opisano okrag o promieniu 6. Boki AD i DC maja
rowne diugoéci, a kat ABC ma miare 120°. Stosunek pél tréjkatéw ABD
i BCD jest réwny 2:1. Oblicz pole tego czworokata.

Srodek okregu opisanego na trapezie lezy na jednej z jego podstaw. Pod-
stawy te maja dtugosci 151 9. Oblicz dtugosci ramion tego trapezu.

W trapez réwnoramienny wpisano okrag. Oblicz pole tego trapezu, jesli:
a) jego wysokos$¢ ma 2 cm, a suma dlugosci ramion jest réwna 10 cm,

b) promien okregu jest réwny 6 cm, a kat ostry trapezu ma miare 30°.

Podstawy trapezu réwnoramiennego maja dlugoéci a i 3a. Ile powinna by¢
rowna wysokos¢ tego trapezu, aby mozna bylo w niego wpisaé okrag?

. Uzasadnij, ze prosta [ na rysunku ponizej dzieli odcinek AB na polowy.

Nastepnie przyjmij, ze promien wigkszego okregu jest rowny 16, a mniej-
szego 9, i oblicz promien okregu:

a) opisanego na czworokacie O PQA,
b) wpisanego w czworokat O; PQA.

Z twierdzenia o stycznych do okregu wychodzacych z tego samego punktu mamy:
|@B| = |QP| oraz |QA| = |QP)|, zatem |QA| = |QB]|, czyli prosta [ dzieli odcinek
AB na potowy.

|CO2| = |AB| oraz trojkat O1CO2 jest tréjkatem prostokatnym, stad:

|AB|? + 7% = (16 + 9), |AB| = 24, zatem |AQ| = |BQ| = 12.

a) Katy O1AQ i O1PQ sa katami prostymi, zatem odcinek O1Q jest $rednica
okregu opisanego na czworokacie O1 PQA.

|01Q|? = 16 + 122, |01Q| = 20, czyli promien okregu wynosi R = 10.

b) 68

4.

&,

6.

a) 32(v/2 — 1) cm?

b) 4v/2 cm?

a) Ob = 2(9 + v/21)

P =20V3

b) Ob = 2(2 + 3v2 + V6),
P =4(1+/3)

a) |[ED| =20 m

|EA| = 20v/3 m

|BF| =15 m

|FC| =15v/3 m

|GD| = (15v/3 — 20) m
|GC| = (65 +20v/3) m
Papp = 200v/3 m?

Ppro = 23/3 m?

Ppec = (323 — 200) m?
Pgrea = (975v/3 + 900) m?
Papcp = (375v/3 + 1100) m?
Papcp ~ 1750 m?

b) Papc = 3|AB| - |BC| -

- sin 150° = 450 m?

7 twierdzenia cosinuséw:
|AC|? = |ABJ? +|BC|* +
—2|AB| - |BC|cos 150° =
= 3600 + 900 — 2 - 1800 -

: (—@) =900(5 + 2v/3)

|AC| = 30v/5 + 2V/3
cos [SADC| =

|[AD?+|DC2-|AC|? _
2[AD[[DC]| -
__ 2500+1600-900(5+2v3) __
4000 -

sin [$ADC| =

= /1 —cos? |SADC| =

1533613
20

Papc = 3|AD| - |CD|-
-sin |[YADC| =
= 501/153 — 361/3 m?

Papcp = Papc + Papc =
~ 926 m?

_ _249V3
20

7. 233
8. 3v/5

10.

. a) 10 cm?®

b) 288 cm?

a a a
2c = a + 3a, czyli c = 2a
h? 4 a® = (2a)?
h=aV3

Powtdrzenie 281 I



|AB| =r+8,|AD| =24 —1r
Trojkat ABD jest prostokat-
ny zatem:

8% 4+ (24 — 1) = (r + 8)?
—48r + 247 = 167

64r = 3% . 8°

r=9

Suma pdl kot:
P=7(2-8+9%) =

= (128 + 81)7 = 2097 > 600
Taka ilo$¢ nasion nie wystar-
czy.

. |ID| = |EF| = |JC| =60
|AH| = |AE| = 45
z=|DF|=|IE|= |HD|
Zatem |AI| = 45 — z oraz
|AD| = 45 + z.

Z twierdzenia Pitagorasa dla
tréjkata AID otrzymujemy:
(45 — 2)? 4+ 60% = (45 + )2
180z = 3600, czyli z = 20.
|[EB| = |BG| = 90

Niech |EJ| = y. Wowczas:

|[FC|=|CGl =y
Zatem |JB| =90 — y oraz
ICB| = 90 + .

Z twierdzenia Pitagorasa dla
tréjkata JBC otrzymujemy:
(90 — y)? + 60% = (90 + y)?
360y = 3600, czyli y = 10.

Pole trapezu:

P, = 350480 . 60 = 4950
Pole kotla:

P, = 30" ~ 2827,43

B~ 0,57

Zatem $cinki stanowia okoto
43% materiatu.

3. 2 cm
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&

Zadania z kontekstem realistycznym

1.

4,

5t

Na kwadratowym placu o boku 32 m wyznaczono
trzy trawniki w ksztalcie kot. Kola te sa parami
styczne zewnetrznie, promienie kot stycznych do
jednego boku sg réwne (rysunek obok). Zakupiono
nasiona pozwalajace obsia¢ 600 m? powierzchni.
Czy taka ilos¢ nasion wystarczy do obsiania tych
trzech trawnikow?

O )

7 kawaltka materialu majacego ksztalt

trapezu (rysunek obok) krawcowa wycie- Dz FC
ta serwetke w ksztatcie kota o promieniu .
30 cm. Punkt F jest punktem stycznoéci H ~

kota z podstawa AB trapezu i dzieli ja

na odcinki o dtugosciach 45 cm i 90 cm.

Oblicz, jaki procent materiatu zostat od- A - ]\[ B

rzucony jako $cinki (obszar zaznaczony
na rysunku na niebiesko).

Do whitej szpilki przyczepiono dwie nitki, kazda o dtugosci 1 metra. Obie
te nitki naprezono. Jaka powinna by¢ odlegto$é miedzy ich nieprzyczepio-
nymi do szpilki konicami, aby kat zawarty miedzy nitkami mial miare 1°7

Wiynik zaokraglij do centymetrow.

Maszt o wysokosci h rzuca cien dlugosci 12 m na
zbocze nachylone do poziomu pod katem 43° (ry-
sunek obok). Kat padania promieni stonecznych
na zbocze wynosi 63°. Oblicz wysokos¢ masztu
z doktadnoscia do 0,1 m.

Dwaj obserwatorzy znajduja sie w punktach A1 B
oddalonych od siebie o 500 m (rysunek obok). Ob-
serwator A zameldowal, ze punkt C' jest odchylony
0 10°, a punkt B — o 80° na wschéd od kierunku
pélocnego. Obserwator B stwierdzil, ze punkt C'
znajduje sie o 20° na zachdd od kierunku péinoc-
nego. Oblicz, z doktadnoscia do 0,1 m, odleglosc¢
kazdego z obserwatoréw od punktu C.

7 twierdzenia sinuséw:
_h 12
sin63° ~ sin70°
czyli:
__ 12sin63°
h =222 ~11,4m
7 twierdzenia sinuséw:
|[AC| _ |BC| __ 500 __
sin80° ~ sin70° ~— sin30° 1000

Zatem:
|AC| = 1000 sin 80° ~ 984,8 [m]
oraz:

|BC| = 1000sin 70° ~ 939,7 [m]

63




w Sposéb na zadanie

Przyktad

. . Komentarz
Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC oraz |AD| = |AC|, |BD| = 1, Bl e b e
|CD| =51 |BC|= 44/2. Oblicz obwéd tréjkata ADC. rozwigzania tego zadania warto

zaproponowaé uczniom, aby

Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby. N D —

I sposéb C
Aby obliczy¢ cos 3, korzystamy z twierdzenia
cosinuséw dla tréjkata BCD:

52 = (4v2)24+12—2-4y/2-1-cos 3 b 5N\ \4v2
25 = 33 — 8y/2cos 3
8v2cosff =8 3
cosff =2 A b D1B

Obliczamy b, korzystajac z twierdzenia cosinuséow dla tréjkata ABC:
b =(0b+1)2+(4v2)?2 -2 (b+1)-4v2-cos
b2=0b2+20+1+32—-8h—38

6b =25
b=41
Obwéd trojkata ADC jest réwny 2 - 4% + 5 = 134,
II sposéb
Aby obliczy¢ cosd (rysunek obok), korzystamy C

z twierdzenia cosinuséw dla tréjkata BCD:

(4v2) =52 +12—2.5-1-cosb

32 =26 —10cosd b > 44/2
10cosd = —6
cosd = —2 5
Zatem: A b D1B

cos | FADC| = cos(180° — §) = —cosd = 2

Prowadzimy wysoko$é¢ AFE trojkata réwnoramiennego ACD. Trojkat ADE jest
prostokatny oraz |[ED| = 2, wiec:

cos |[SADC| = cos |<ADE| = %
Stad:

3_3 ;
c=2 czylib=

5

2
Obwdd tréjkata ADC' jest rowny 2 - 4% +5=13:.
Odpowiedz: Obpapc = 134
=» Zadanie 24, str. 287

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 5

Generator

testéw i sprawdzianow
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1. R = aV/2. Dlugo$é boku sze-
$ciokata foremnego wpisanego
w okrag o promieniu R jest
réwna R, zatem jego pole jest
réwne:

P=3R%/3=

— £ (av®)’ V= 53v3a?

2.P=20 1. 42=3 16r =

12 _
= ?'Tl' = 2747'('

3. |AB| =9, |BC| = 16,
|AC| =13
162 =92 +132—-2-9-13cos

|<OCE| = 60°
|OD| = |OE| =6
% = sin 60°, czyli
|OC| = 4+/3, stad
|IDC| =6+ 43

|DB| _

ST i 60°, czyli
|DB| = 6/3 + 12

Zatem |AB| = 12v/3 + 24.
(e

30 30

a
Z twierdzenia cosinuséw:

a® = 30% 4 30°+

—2.30-30- % =

=2:30" (1— &) =302 =
=30 .72 = 62. 7% = 422

a =42

Ob =230+ 42 = 102

I 284 5. Planimetria
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W zadaniach 1-8 i 12.1 wybierz wlasciwa odpowiedz spoéréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)

Dany jest okrag o promieniu av/2. Pole szesciokata foremnego wpisanego w ten
okrag jest réwne

A. %aQ B. 6a? C. 3v/3a> D. 6v/3a?

Zadanie 2 (0-1)
Pole wycinka kota o promieniu 4 wyznaczonego przez kat 54° jest réwne
A. 0,67 B. 127 C. 1,87 D. 24r

Zadanie 3 (0-1)

Dane sg trzy okregi o érodkach A, B, C pa- ﬂ

rami styczne zewnetrznie (rysunek obok). .
Promienie tych okregéw sa odpowiednio ‘Y‘
réwne 3, 6 i 10. Cosinus najwigkszego kata

trojkata ABC wynosi
A, -1 B. -1 C. -4+ D.0

6 16 39
Zadanie 4 (0-1)
W trojkat réwnoramienny o kacie miedzy ramionami 120° wpisano okrag
o $rednicy 12. Podstawa tego trojkata ma dlugosc

A. 6+4V3 B. 12V3 C. 24+ 123 D. 36 + 24v/3
Zadanie 5 (0-1)

Cosinus kata przy wierzchotku tréjkata rownoramiennego jest réwny %, a jego
ramie ma dtugosé 30. Obwdd tego trojkata jest rowny

A. 108 B. 102 C. 96 D. 92

Zadanie 6 (0-1)

W tréjkacie ABC dane sg: | BAC| = 120°, |AB| =2 —1i |AC| = V2 + 1.
Wskaz dtugoéé boku BC' tego tréjkata.

A5 B. V6 C. V7 D. 2V2

Zadanie 7 (0-1)

Dany jest tréjkat o bokach 2, 2¢/2 i /6. Cosinus najwiekszego kata tego

trojkata jest réwny
V6

A2 B.

Zadanie 8 (0-1)
Sasiednie boki réwnolegtoboku maja diugosci 4 i 24 2v/3, a jego kat rozwarty
ma miare 150°. Jedna z przekatnych tego réwnolegtoboku ma dlugosé

A.2++2 B.2+3 C. 2V2 D. 23

6. Z twierdzenia cosinusow dla tréjkata ABC mamy:
|BC|> = |AB|* 4+ |AC|* — 2|AB| - |AC| - cos | XBAC| =
=(V2-1+(V2+1)° - (V2-1)(V2+1) cos120° =
=2-2V2+14+2+2V/2+1-22-1)-(-4)=6+1=7
|BC| = V7
7. 2 < V6 < 2¢/2, wiec najwiekszy kat « lezy naprzeciw boku o dtugosci 2v/2.

de

C.

>

V2
D. - &

_2+4(v6)°-(2v2)® _ui6.8_ 2 _ 1 _ 6

cosa = 2216 T a6 W6 36 12

8. 2% =42+ (2+2V3)° — 24 (2+2V3) cos30° = 8
=22
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Zadanie 9 (0-1)

Dany jest trojkat ABC (rysunek obok).
Ocen prawdziwosé¢ ponizszych stwierdzen. 3
Wybierz P, jesli stwierdzenie jest praw-

dziwe, albo F — jesli jest falszywe. A 4 D 6 B
Promien okregu opisanego na tréjkacie BCD jest réwny 4,5. P F
Promien okregu opisanego na tréjkacie ABC jest réwny 5. P F

Zadanie 10 (0-1)

Katy tréjkata réwnoramiennego ABC maja miary «, « i 4, a jego ramie ma
dlugosé 2.

Ocen prawdziwos¢é ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesdli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jedli jest falszywe.

Obwéd tréjkata ABC jest réwny 4 + 4+/3.
Jedna ze érodkowych tréjkata ABC ma dlugosé /7.

Zadanie 11 (0-1) C
Dany jest trojkat ABC (rysunek obok).

Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz od- V6
powiedz A, B albo C oraz odpowiedz 1., 2. albo 3. -
Bok AC ma dtugosé réwna A V341 B
A 2 1 3+v2
. , 5
%5’ a pole trojkata ABC' jest réwne 2 3+2\/5,
() 2V3 3 V342
. 3 2
Zadanie 12
Dany jest romb o obwodzie 16 i kacie rozwartym « takim, ze cosa = —i.

Zadanie 12.1 (0-1)
Pole tego rombu jest réwne

A. 4/15 B. 615

Zadanie 12.2 (0-2)
Oblicz dtugosé krotszej przekatnej tego rombu.

C. 8v/5 D. 815

12. Bok rombu: a = 4.
Niech (8 bedzie katem ostrym rombu. Wéwczas 8 = 180° — a, wiec:

cosfB = —cosoz:i

Zatem sin 3 = /1 — 11—6 = @.
121. P =a®sin = 16 - Y22 = 4/15
12.2. Niech d bedzie dtugoscia krotszej przekatne rombu. Lezy ona
naprzeciwko kata ostrego, zatem:
d?=4"+4>-2.4.4.1=32-8=24

d=+v24=2V6

Przed obowigzkowg maturg z matematyki 285

9.

10.

|BC| =32+ 62 = V45 =
=35

Raop = %|BC| # 4.5

|AC| =5

|AC|*> +|CB|? = 25+ 45 = 70
|ABJ? = 100

Zatem trojkat ABC' nie jest
prostokatny, promien okregu
opisanego na tym trojkacie
nie moze wiec byé rowny po-
towie |[AB.

6 = 180°, wiec a = 30°.

11.

x = 2cos30° = /3
Ob=4+2V3
|BE|* = (2v/3)® + 1°+
—2-2v/3-1-cos30° =
—13-4/3- ¥ -13_6=7
|AC® = 6 + (V3 + 1)+
,2.\/5.(\/§+1).§:
=10+2v3-2v3(V3+1) =
—10-6=14

|AC| =2
P=3VB(3+1)- ¢ =
LWE+1) =258




13.

14.

Ag
Ay As
As (0] Ay
A Az
Ay
|XA2045] = B2 = 45°
% A246A43] = 3|9 A2043] =
— 225
a=10 cm, ¢ = 24 cm

b= 102 + 242 =
= 2v/5%2 4122 = 2v/169 =

= 26 [cm]

14.1. C

D

10

24 B
R - promien kota opisanego na
trojkacie ABC
R=1|AB| =126 =13 [cm]
Pole kota opisanego na tréj-
kacie ABC:"

P = mR? = 1697 [cm?

14.2. Okrag opisany na tréjkacie

ABD ma srednice 24 cm, za-
tem dlugosé tego okregu jest
roéwna 247 cm.

Okrag opisany na tréjkacie
BCD ma srednice 10 cm, za-
tem dlugosé tego okregu jest
réwna 107 cm.

B 286 5. Planimetria
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Zadanie 13 (0-2) Ag
Punkty Ai, A,, ..., Ag dzielg okrag na osiem réwnych A7
tukow.

Uzupelnij zdanie. Wybierz dwie wlasciwe odpowiedzi  As
wybrane spoéréd oznaczonych literami A-F i wpisz te
litery w wyznaczonych miejscach.

Miare réwna 22°30" maja [?] oraz [7]. Az
A. JAALA;S C. JAgAzA; E. JA;A6A3
B. 3 AgA As D. ¥ Ay A; Ay F. JA;A,A,
Zadanie 14

Dany jest tréjkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku C'i przy-
prostokatnych o dlugosciach 10 cm oraz 24 cm.

Zadanie 14.1 (0-1)
Dokonicz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedZ A albo B oraz
jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Pole kota opisanego na tym tréjkacie jest rowne

A. 1697 cm?, 1. | 12 cm.
poniewaz $rednica tego kola jest rowna | 2. | 24 cm.

2
B. 144w cm?, 3. | 26 cm.

Zadanie 14.2 (0-2)
Wysokosé poprowadzona z wierzchotka kata prostego dzieli ten tréjkat na dwa
trojkaty. Oblicz dtugosci okregdéw opisanych na tych tréjkatach.

Zadanie 15 (0-2)

Dany jest tréjkat o bokach dlugosci 4, 5 i 6. Najmniejszy kat tego trdjkata
jest réwny «, a najwiekszy .

Kazdemu rozpoczetemu zdaniu przyporzadkuj witasciwe dokonczenie. Wpisz

obok rozpoczetych zdan w tabeli ponizej wtasciwe odpowiedzi wybrane spo-
srod A-E.

Numer zadania Zdanie do uzupelnienia Dokonczenie zdania

15.1 cos « jest rowny D
15.2 cos 3 jest rowny A
1 1 1 3 4
Ao g Bo 6 Co § Do Z E- g
Zadanie 20, str. 287
. - D b C
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
[ =3a oraz a+ [ = 4a = 180°, czyli o = 45° a d A
2 =22, skad b = 2v/2a a
d:2\/50razcosa:§ A b B

Z twierdzenie cosinuséw dla tréjkata ABD otrzymujemy:
d*> = a® +b* — 2abcos «
(2v5)? = a® + (2v/2a)? — 2a - 2a/2 - g
20 = a® + 8a® — 4a® = 5a®
czyli a = 2 oraz b = 4/2.
P =absina =242 sin45° =82 2 =8

Ob =2(a+b) =2(2+4v2) = 4(1 + 2V/?2)
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Zadanie 16 (0-2)

Pole wycinka kota o promieniu r» wyznaczonego przez kat srodkowy a < 180°
jest rowne P. Ile jest rowne pole wycinka kola o promieniu 2r wyznaczonego
przez kat 2a?

Zadanie 17 (0-2)
Oblicz réznice miedzy polem kola opisanego na kwadracie o boku /2 + 1
a polem kota wpisanego w ten kwadrat.

Zadanie 18 (0-3)
Na rysunku obok przedstawiono okragg o érodku O ¢
i promieniu r. Wyznacz kat a.

Zadanie 19 (0-2)

Oblicz dtugo$é okregu wpisanego w tréjkat prosto-
katny, ktérego najdtuzszy bok ma dlugos$é 65, a naj-
krétszy 25.

Zadanie 20 (0-4)
Kat rozwarty rownolegtoboku jest trzy razy wiekszy od jego kata ostrego,
a stosunek dlugosci jego bokéw jest réwny 1:21/2. Jego krétsza przekatna ma

dlugosé 2v/5. Oblicz pole i obwéd tego réwnolegloboku.

Zadanie 21 (0-4)

Dane sa dwa okregi o srodkach O; i O, styczne
zewnetrznie (rysunek obok). Okrag o $rodku O,
ma promiefn R = 5 oraz wiadomo, ze |PB| = 12.
Oblicz sinus kata O, PA oraz promien r okr@gu
o srodku O;.

Zadanie 22 (0-4)

Dany jest tréjkat prostokatny réwnoramienny,
ktorego przeciwprostokatna ma diugosé 8 cm.
Oblicz pole kota wpisanego w ten trdjkat.

Zadanie 23 (0-4)
Wyznacz miary katow rombu o boku a i jednej
z przekatnych dlugoéci av/2 — v/2.

[D] Zadanie 24 (0-4) > Przykiad, str. 283

Dany jest tréjkat ABC (rysunek obok).
Uzasadnij, ze kat o ma miare 45°, i oblicz &
obwéd trojkata ABC. A

2
23. (a\/ 2 — \/5) =a?+a®—2d’cos
cosa = ‘F , czyli o = 45°,
[ = 180° — 45° = 135°

24. 7 twierdzenia cosinuséw dla tréjkata C'DB:
cos|30DB| — CRippELomel _ SR L) 4
Zatem |<C'DB| = 120°, czyli 6 = 60°. Tréjkat CED jest polowa trojkata
réwnobocznego, wiec |ED| = 2, |[EC| = 21/3 oraz a = 180° — 60° — 75° = 45°.
Tréjkat AEC jest potowa kwadratu, wiec |AE| = |EC| = 2v/3 oraz
|AC| = V2|AE| = 21/6. Zatem |AC| = |AE| + |ED| + |DB| = 2v/3 + 3.
Ob = |AB| +|BC| + |AC| =23 +3 + V21 + 26 =3+ 2V6 + 2v3 + V21
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16.

17. w

Z warunkow zadania mamy:

e 2 __
3605 T =P
2
r)2=8- Seg0 T =

2
()’

3+2v2
=r=m

2a

360° T (2

=8P

((\/5+1)\/§)2
2

= W

. Zauwazmy, ze AABC jest

trojkatem o katach 30°, 60°,
90°, gdzie |[XBAC| = 30°.
Stad |3 BDC| = 30°.

|*CED| = 180° — 70° = 110°

a = 180° — 30° — 110° = 40°
. a =25, c =65,

b= 652 — 252 =

= /(65 — 25)(65 + 25) =

= v/40 - 90 = v/3600 = 60
Pole trojkata: P = % -25-60
Obwdd tréjkata:

p=a+b+c=150

Promien okregu wpisanego:

r— 2P _ 2560 _ 10

p 150
Dlugo$é okregu wpisanego:
l =27r = 207
21. |0, PA| = |40 PBj
Trojkat PBO2 jest prostokat-
ny, wiec:
|PO2|* = |PB|? + |BO:|?,
czyli |[PO2| = 13.
Zatem sin |01 PA| = Z.
|P01|_|POQ|7 —r =
=8—r
sm|<>(01PA| == %
Zatem r = 2%
22. Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku.
¥,
2
4/2 -7 >
¥,
&
T T \;;
3 5
T 442 —r
42 — 1+ 42 —r =8, czyli
r= 4(\/5 —1) cm
Pole kota:

P = 167(3 — 2v/2) cm?



Odpowiedzi do zadan
1.P=3irl=3-2.18=
= 13,5 [em?]

800 |AC|

® sin(180°-87°) T sin23°

‘Acl — 800sin 23° ~ 313

Sin(87°)
3. Z twierdzenia cosinusow:
z? = 200 + 300+
—2-200 - 300 cos 20°
z ~ 131 km

4. Ramie trapezu: ¢ = 13 cm
Wysoko$¢ trapezu: h = 12 cm
Pole kota: P = 36w cm”

5. Niech r — promien okregu wpi-
sanego w czworokat, [ — ob-
wod czworokata.
|PB| = |PA| =4 cm
Ppaop = 2Ppop = 12 cm?
=14 cm

N

1

P = %rl, czyli r = 72 cm

A 12 B

7 twierdzenia cosinusow:

a® = 6% + 122 — 144 cos 60° =
=180 — 72 = 108

Tréjkat ABC' jest prosto-
katny, poniewaz

\AC|2 +a? = \AB|2.

Zatem 3 = 30°,
|*DAB| = 30° oraz
|XADB| = 120°.

C

D
B
A 12 B
Na podstawie twierdzenia
sinuséw:
R = —2— =22

sin 120° V3
Zatem R = 4+/3.
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Zadanie 1 (0-2)
Czworokat ABCD, w ktérym |AD| = 4 c¢cm, |BC| = 5 cm, jest opisany na
okregu o érednicy 3 cm. Oblicz pole tego czworokata.

Zadanie 2 (0-2)

W tréjkacie ABC dane sa: |<ABC| = 23°, |[SACB| = 64° i |[BC| = 800.
Oblicz dlugo$é boku AC tego trdojkata i zaokraglij ja do najblizszej liczby
caltkowite;j.

Zadanie 3 (0-2)

Odlegto$¢é miedzy Poznaniem a Warszawa jest réwna 300 km. Pilot lecacy
samolotem z Poznania do Warszawy po przebyciu 200 km zorientowal sie, ze
pomylit kurs o 20°. W jakiej odleglodci (z dokladnoscia do 1 km) znajdowat
sie wowczas od Warszawy?

Poznan 300 km Warszawa
20° 7

200 lrm 7

Zadanie 4 (0-4)
Oblicz pole kota wpisanego w trapez réwnora-
mienny o podstawach dlugoséci 8 cm i 18 cm.

Zadanie 5 (0-5)

Proste AP i BP sg styczne do okregu o $rodku
w punkcie O i promieniu r = 3 cm (rysunek
obok). Odleglo$¢ punktu O od punktu P jest

rowna 5 cm. Oblicz promien okregu wpisanego
w czworokat PAOB.

Zadanie 6 (0-4)
Dany jest tréjkat o bokach 6 cm, 5 cm i 4 cm. Oblicz dlugosé srodkowej tego
trojkata poprowadzonej do najdtuzszego boku.

Zadanie 7 (0-4)

Dany jest trojkat ABC, w ktérym |AB| = 12, |[AC| = 6 oraz | BAC| = 60°.
Dwusieczna kata BAC przecina bok BC w punkcie D. Oblicz promien okregu
opisanego na tréjkacie ABD.

Zadanie 8 (0-4)
Podstawa AB tréjkata réwnoramiennego ABC ma dtugoéé 2v/10. Punkt A
lezy na odcinku CD oraz |AD| = 2, |BD| = 8. Oblicz obwéd tréjkata ABC.

8. Z twierdzenia cosinuséw dla trojkata ABD:
64 =4+ 40 — 8v/10cos §
Stad cosd = —@ oraz cos a = cos(180° — §) =

AE V10 _ V10
cosa = AE H | = —;0 = —io

Stad b = 4. Zatem obwdd trojkata ABC

jest réwny 2(4 + v/10).






