Funkcja wyktadnicza
i funkcja logarytmiczna

Do opisu niektoérych wielkosci fizycz-
nych wykorzystujemy skale logaryt-
miczng. Jedna z takich wielkosci jest
poziom glo$nosci réznych zrédet dzwie-
ku (tabela obok) — dziesieciokrotnemu
wzrostowi natezenia dzwieku odpowia-
da wzrost poziomu glosnosci o 10 decy-
beli (patrz str. 317).

Zrédlo dzwicku = Poziom glosnosci

Odrzutowiec 160 decybeli
Koncert rockowy 120 decybeli
Cicha rozmowa 40 decybeli
Szelest lidci 10 decybeli
Prog styszalnodci 0 decybeli

Multibook

® Trzesienia ziemi i skala Richtera
® Spirale w przyrodzie
* Ulubiona gra cesarza
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Odpowiedzi do zadan

1.a) 1,2, 4, 8, 16, 32, 64, 128,
256, 512, 1024
b) 1, 3, 9, 27, 81, 243, 729
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Przypomnij sobie

Potega o wyktadniku catkowitym

1. Oblicz:
a) 2" dlan=0,1,2,...,10, b) 3" dlan=0,1, ...,6.
2. Oblicz.
a) (=3)" b) (=2)° c) (=6)° d) (=5)°
Definicja
Dla liczby naturalnej n > 1 i liczby a # 0 definiujemy: a=" = ain'
3. Oblicz.
a) 47 c) 67° e) (—4)7! g (-2
b) 574 d) 93 f) (-5)2 h) (-3)7°
4. Oblicz.
a) (1) o (13)° o (3)" g (11)
b) (3)° d) ()" NON h) (33)
5. Ktoéra z liczb jest wigksza: x czy y?
2) v =20y = (-2)" Q) o= (=3)" y= (-
b) & = 5% y = (—5)° d) z = (-5)*, y = (-7)°
Twierdzenie
Dla z,y € Z ia,b # 0:
ma®-a¥ =a®t¥y = a® . b* = (ab)® » (a®)¥ = a®Y

6. Przedstaw liczbe w postaci 2™, gdzie m jest liczba catkowita.

a) 2t .26 d) (2% -2%): 20 g) 274:2°6
b) 4221 e) 273.2° h) (22)% -2
) 27: 28 f) 2.24.92° i) 2.215:92°

7. Przedstaw liczbe w postaci 2, gdzie m jest liczbag calkowita.
a) 2.43.271 c) (1672:27%) -4 e) 3273 (27%)7
b) 43.2%.874 d) (43)72:6473 f) (876:476)71
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6.1. Potega o wyktadniku wymiernym -

powtorzenie

Definicja

Dla dowolnej liczby a > 0 i liczby naturalnej n > 1 przyjmujemy:

Przyktad 1

a) 162 = /16 = 4 b) 645 = /64 =4

Cwiczenie 1
Oblicz.
a) 812

b) 1002

e) 1692
f) 4412

o) (&)
d) (1)

vl

Definicja

— —
D oo
=~ =

Dla dowolnej liczby a > 0, liczby naturalnej n > 1 i liczby catkowitej m

przyjmujemy: . "
an — (%)
Przyktad 2
a) 8% =(V8)' =2t =16 b) 9% =
Cwiczenie 2
Oblicz.
a) 83 b) 325 c) 81%° d) 62577

Prawa dzialan na potegach o wyktadnikach wy-
miernych sa analogiczne do praw dziatan na po-
tegach o wyktadnikach calkowitych.

Przyktad 3

[N

Dlaa,b>0iz,y € Q:
" a®.a¥ =a®tY

a®
la_a

= a” - b” = (ab)”

a® a\®
n— = (=
== (%)
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6.1. Potega o wyktadniku wymiernym — powtdrzenie 291

Uczen:

— zapisuje pierwiastek n-tego
stopnia w postaci potegi
o podanej podstawie
i wyktadniku %,

— oblicza potegi o wyktadnikach

wymiernych,

— zapisuje dang liczbe w postaci

potegi o wykltadniku
wymiernym.

Cwiczenie 1
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Cwiczenie 2
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Cwiczenie 3 Cwiczenie 3
a)4 b)L )3 d)s5 Oblicz.
e) 3 f)2 g) 36 h) V7 a) 165 - 168 ¢) 383 e) 15%%.0,36%%  g) (6 6) : 6%
b) (2)'-(2) d) (25v5):5% ) 208257 b 7: (74 V7)
Zadania
Odpowiedzi do zadan
1. a) 1024 b) 9 1. Oblicz.
¢) 16 d) 5 a) VI16° b) V272 ¢) V321 d) (v125)°
2. np.:a) 76 b) 3% ¢ (%)% 2. Przedstaw liczbe w postaci a™, gdzie m € Q.
-2 1y = 1 1 1 -1 2 4
953 3% £)57 a) 74 .74 o) (3)"-(3) o) 33.34. 92
E 1 1 —6
b) 3% .3 d) L.(5%)73 £) 25705 (5)
3. a) 5% b) 53 c) 53 3. Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 5.
d) 5% e) 5t a) V5 b) /5 ¢) V125 d) /25 e) V125
4. a) 3% b) 33 c) 3% 4. Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 3.
)34 o) 3t a) V3 b) V31 ¢) % d) e) 3-V3
5. a) 55 b) 5% ¢) 312 d) 3% 5. Zapisz liczbe w postaci a®, gdzie a € N, x € Q.
3 % 3 I 4 2 1 3
e) 27" f) 2% g) 3% h)33 a) Vb2 c) V3:V3 e) 2:83 g) 35-12% : /8
b) (vVB)'  d) ¥3-V3 f) 2% .43 8% h) 3%.9% .3
6. a) 243 b) 625 c¢) 8 6. Oblicz.
o5 05 a) 9% d) 8% g) 10000125 i) 3%.274
) 100000 B) 5 1) 5 b) 1254 ¢) 274 h) 810375 k) 22 - 83
j) 3 k)16 1) 25 . . L
¢) 167 f) 2572 i) 144705 1) 5%-1257%
7. a) 0,027 b) 2 c) 0,04 d) 1% 7. Oblicz.
e) 8 £)0,0016 g) 1 h) 64 a) 0,09 ¢) 0,008% e) 0,0625°% g) 0,0085 - /125
b) 0,252 d) 0,0081 f) 0,00032% h) 0,0256% - (¥10)"
8. np.: a) 3'2 b) 5'° ¢) 10? 8. Przedstaw liczbe w postaci a™, gdzie a € N.
—6 -31 1 _
)67 e 27 £)1 a) 3% (81.976)"! ¢) 0,01-16 54 e) 322 (642 (3)7")
b) 125%-0,2° d) 2*-92.367° £) (2)7 (=) 150
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6.2. Potega o wyktadniku rzeczywistym Y=

— zapisuje dang liczbe w postaci

potegi o podanej podstawie

Potrafimy okresli¢ warto$é liczbowa potegi a® (nie okreslamy potegi 0°), gdy i wyktadniku rzeczywistym,
wykltadnik z jest liczbg naturalna, catkowita lub wymierna. — upraszcza wyrazenia, stosujac

) ) ) - o L prawa dziatan na potegach,
Pokazemy na przykladach, jak mozna okresli¢ wartosé liczbowa potegi a”, gdy — e by prmee
x jest liczba niewymierna (w celu sformutowania $cislej definicji wykorzystuje stawione w postaci poteg.

sie pojecie granicy ciagu — zostanie ono oméwione w dalszym toku nauki).

Przyktad 1
Podaj kilka przyblizen dziesietnych liczby 3v2,

V2 =1,414213562. .., zatem rozpatrujemy kolejno:

314 ~ 4,655536722 Podane w tabeli przyblizenia mozemy obliczy¢,
korzystajac z odpowiedniego kalkulatora lub kom-

31"41 ~ 4,706965002 putera.

3hald ~ 4,727695035

3Ltz ~ 4,728733930

Po podstawieniu w wyktadniku coraz doktadniej-

31414213562 4,728804386 szych .prl'zybliZeﬁ li.c.zby. \/5 Otl‘ZyjIIl@ujeIIly coraz do-
ktadniejsze przyblizenia liczby 3V<.

Zauwazmy, ze gdy wykladnik z ,zbliza sie” do v/2, to 3% ,zbliza si¢” do pewnej

liczby rzeczywistej, ktéra oznaczamy 3V2. Korzystajac z kalkulatora, mozemy

obliczy¢ przyblizona wartosé 32 ~ 4,72880438784.

Przyktad 2

Podaj kilka przyblizen dziesietnych liczby 52,
54 ~ 9,518269694 V2 = 1,414213562...
hi.tdz ~ 9,738305174

Hlala213 ~ 9,738508928
HLAM2I3562 1~ 9 738517736

Po podstawieniu w wyktadniku coraz doktadniej-

szych przyblizen liczby v/2 otrzymujemy coraz do-
/2
Y

5v2 ~ 9,738517742

ktadniejsze przyblizenia liczby 5

Cwiczenie 1
Podaj przyblizenia dziesietne liczb 53 i 5Y% z dokladnoécia do 0,0001.

Cwiczenie 1
5Y3 ~ 16,2425, 5V5 36,5548
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Przyktad 3
Podaj kilka przyblizen dziesietnych liczby 27.

3,14 T = 3,14159265...
2% =~ 8,815240927

93,14159 ~ 8,824961595
93,14159265 = 8,824977805

Po podstawieniu w wyktadniku coraz doktadniej-
o ~ 8,824977827 szych .p'rzybhzen hfzby m ()trzyniu‘]emy coraz do-
ktadniejsze przyblizenia liczby 27.

Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
a) 3" ~ 31,5443 Korzystajac z odpowiedniego kalkulatora, podaj z dokladnoscia do 0,0001
b) 5™ ~ 156,9925 przyblizenie dziesietne podanej liczby.

C) W B 36,4622 a) 3 b) 5T C) .

Podane w poprzedniej lekcji wzory dla poteg o wyktadnikach wymiernych sg
prawdziwe réwniez dla poteg o wyktadnikach rzeczywistych (zaréwno wymier-
nych, jak i niewymiernych).

Twierdzenie
Dla dowolnych liczb a,b € R, i dowolnych z,y € R prawdziwe sg wzory:
ma®.a¥ =a®*t¥ " a® - b® = (ab)® " (a®)¥ = a®'Y

x @ €T
Ia—:am_y [
ay bz b

Cwiczenie 3 Cwiczenie 3
a) (a®)Y =a®"¥ Ktory z powyzszych wzoréw wykorzystano w obliczeniach?
b) L — (2) V2
= B (27) =27 =2 = Q) 67 (2 = (6-3) =or

xbx:(ab)x 6\/5 6 \/5
d) a® - a¥ = o™+ b) g_ﬂ:(i)

_ 3\/5 d) 5\/§ . 51*\/§ — 5\/§+17\/§ =5

Cwiczenie 4
Oblicz.
V3 V3+1 .
a) (5‘/5) c) (5‘/5‘1) e) V2. 49-F g)

y:

2V3+6
2V3+1

6\/§+1 . 2*\/5

bt ) £

f) 9v5.31-2v5 h)

Cwiczenie 4
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Zadania Odpowiedzi do zadan

1. a) 3°°V2
1. Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 3. b) 31+f
VT+V3 ¢) 3
a) 34.31-v2 c) (3‘/7"/5) e) 6V7:2V7 Q) 3\f 3
1-V3 ™ ks
b) 33 : 322 Q) (37) £) (V3) - (V3) g
2. Oblicz. 2. a) 3
a) 612 . 6VEHl d) 255 . g5 g) 6Y3.31-V3.9-V3 ;) g?
b) 573 : 5 e) 43223 h) 47+3. 37 : 127 d) 1
3 V6-1 5 V6+2 7% 7\/5+5 . 6§<6% V52 VB+2 e)
3. Przedstaw liczbe w postaci a”, gdzie a € N. ;51))
a) 272 . 43 c) 9% .27 e) 1.97+3 ;812 i) 216
2
b) 2¥3. 2 d) 27 (345) £) 7722 ; 4gm 2 3. a) 2/7+4
b) 2v3+3
4. Sprawdz, czy liczba ¢ nalezy do przedzialu (3;6). Nie korzystaj z kalkula- ¢) 353
tora, tylko z podanych przyblizen. d) 3323
V2 2V3 ~ 3,32199709
—gV3-1.1 —@gVv3. ‘/5) e) 3767
a) ¢ =47 g ¢) =0 (‘/5 3V ~ 6,70499185 f; VT
V3 V3
6v° ~ 22,2739634
b) g=05Y3+1.63  d) g=(5)" ’ 4. 2) =47 >35> 6,
nie nalezy
5. Sposrdd liczb z,y, z wybierz takie dwie, z ktérych jedna jest odwrotnoscia b)g=1- 33 v 3.35,
drugiej. nalezy
a) 2 =202 y=4% r=8% ) q=6Y3:2~11,1>6,
i lez
B r2y3 _ 4 24/3 _ /e V32 nie nalezy
b)fl?—].,E) 7y—(9) ,Z—(4) d)q:(%)ﬁ<%<3,
) x=125125 y = 25235 »=0,0016- 5150 nie nalezy
5. )m—24‘/§y—2\/§7
6. Wstaw w miejsce | ?|jeden ze znakéw: >, < lub =, tak by powstato zdanie e VR L
prawdziwe. b) (2 )4 203
B 42V3.8 1-V2  14+V2 1 r=\2 9
a) 25\/5'322 \/545 C) 1631 % e) %ﬁ y:(%)2(2+\/§)’
Nid __ 972\/5_27% 1 2271' .QT 5= (;)2(\/5*2) —
. r—— ) ?
b) 9= " @3 d) 811-v5 2z b sem1 0 = (5)214—2@ _1
2 ) Tz
7. Dla jakiej liczby x prawdziwa jest réwnosé? ¢) = 53*5¢57 Yy 54*W57
@ _ -4 r6V5 _ r—(4-6VB).
a) 5Y2 .5 = 1 b) 51750 =5 o) (57) =25 2;345” 5oV,

6. a) L = 25v5 . 25(2-V5) — 910 — 45

b)L = 3V7.37V7 = 1, zatem nalezy wstawié ,,<”
24v/3+3 1

C) L= 2aV/3+4 2
_ o3 4VEHL g
d) L= 34—4v/5 27
e) L= %2— = 1, zatem nalezy wstawié¢ ,>”
f) L= 626i"2 = 62, zatem nalezy wstawié ,>”
7.2) z=—V2
b)z =
c) x= V2
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Uczen:
— oblicza wartosci funkcji

6.3. Funkcja wyktadnicza

wyktadniczej dla podanych v
argumentoéw, Przyktad 1

— sprawdza, czy podany punkt Wykres funkcji f(z) = 2% okreSlonej dla x € R szki-
nalez},’, do Wykre.su qanej cujemy, korzystajac z ponizszej tabeli.
funkcji wyktadniczej,

— szkicuje wykres funkcji . 5 1 _1 1 :
wykladniczej i podaje jej r 3 2 1 2 0 2 1 2 3 /

| ‘el
wamodcl, @ 3t 3 #1 V2 4 s |

— poréwnuje liczby przed- -
stawione w postaci poteg, . . o . —
korzystajac z monotonica- Zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat (0;c0). ol 1 X
nosci funkcji wykladniczej,

— wyznacza wzoér funkcji Przyktad 2 v
wyktadniczej na podstawie Wykres funkeji g(x) = 4% okreSlonej dla x € R szki- /
wspotrzednych punktu cujemy, korzystajac z ponizszej tabeli.
nalezacego do jej wykresu
oraz szkicuje ten wykres, z 9 3 1 —1 1 1 3 9

— rozwiazuje proste réwnania 2 2 2 2
Y i . 1 L L 1
i nieréwnosci wykladnicze, ) g(m) L L 1 : 1 9 4 8 16
korzystajac z wykresu funkcji
wyktadniczej.

Y ! Zbiorem wartosci funkcji g jest przedzial (0;00).
Wykresy funkeji g(z) = 4% i f(z) = 2* dla poréwnania J
naszkicowano w tym samym uktadzie wspétrzednych. o] 1 X
Cwiczenie 1 Cwiczenie 1

Naszkicuj w tym samym ukladzie wspélrzednych wykresy funkcji: f(z) = 2%,
g(z) = 3% i h(z) = 4% okredlonych dla z € R. Podaj wspdélrzedne punktu

I, / wspolnego tych wykreséw.
/

/ Cwiczenie 2
/ / " /f Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk- | % u /

cji: f(x) =27, g(a) = (§)", hlx) = (5)"

a) Dobierz wzér do kazdego wykresu.

b) Punkty P(4,a), Q(—2,b), R(c,32) naleza do
/ wykresu funkcji g. Wyznacz niewiadome wspot-
rzedne tych punktéw.

_— ¢) Ktére sposréd punktéw: P2
O 1 :
X A(4,38), B(-4,3%), (-1, %) ___
Punkt wspélny: (0, 1) naleza do wykresu funkcji h? o] 1 X
Cwiczenie 2

a) zielony — f, czerwony — g, niebieski — h
b)a=8 b=2c=3

167 9’

¢) B,C

Multibook

* Wykres funkcji wyktadniczej
® Liczba e@
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Przyktad 3 \ Y

. o Cwiczenie 3
Wykres funkcji f (5) okreslonej dla =z € R \ / a) v
szkicujemy, korzystaJ@c z ponizszej tabeli. \ / \
r -3 -2 -1 -3 0 3 1 2 3 \\f

fl@) 8 4 2 1 V2 2 § i & g \
Uwaga. Wykres funkcji f(z (%) mozna otrzymac
przez symetryczne odbicie wykre su funkcp glz) = 2° ———— 5 ]L\\
wzgledem osi OY, poniewaz f(x (%) =27" = g(—x). X
Cwiczenie 3 \ Yy | 1
a) Naszkicuj wykres funkcji f(z) = (1)". \ I

L X

b) Naszkicuj w tym samym ukladzie wspéirzednych ©
wykresy funkcji g(z) = 4% i h(z) = (1)". / b) \ Y I
V| \

Cwiczenie 4 \ |/ l
Na rysunku obok przedstawiono wykresy funkcji: h g /
flz) = 5%, g(z) = 0,2, h(z) = 1,5" i k(z) = 1°. — A

Dobierz wzér do kazdego wykresu. — ol 1 X

Definicja \ /

Funkcje postaci f(z) = a”, gdzie a > 01 a # 1, okredlong dla € R
nazywamy funkcja wykltadnicza.

[y

Y 0<a<l a>1 Y
Cwiczenie 4

zielony — f, niebieski —
czerwony — h, brazowy — k

o] 1 X 1 X
Dla a € (0;1) funkcja wyktadnicza Dla a € (1; 00) funkcja wykladnicza
f(z) = a® jest malejaca. f(z) = a® jest rosnaca.

Dziedzing funkcji wykladniczej f(x) = a* dla dowolnego a € (0;1) U (1;00)
jest zbidr liczb rzeczywistych, a jej zbiorem wartodci — przedzial (0;00). Wy-
kres funkcji wykladniczej przecina o§ OY w punkcie (0, 1), natomiast nie ma
punktéw wspdlnych z osia OX, ktora jest jego asymptota pozioma.

Uwaga. Dla a = 1 funkcja f(x) = a® jest funkcja stala: f(z) =1
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Przyktad 4
Zapisz liczby 10V2, 1054, 10 w kolejnosci od najmniejszej do najwieksze;.

Funkcja y = 10 jest rosnaca i 1,4 < v2 < 1,5, stad:

Cwiczenie 5
a) 5°3 < 5038 < 53 < 53
b) 78 < 731 < 77 < 732

¢) 0,6% <0,6% < 0,68 < 104 < 10V2 < 1018
< 0’60;35 < 0’3; . Przyktad 5
d) (%)1 5< (3) J; (3)°< Zapisz liczby 0,9V3, 0,97, 0,9"® w kolejnoéci od najmniejszej do najwickszej.
1 ’ 1
<(z) 7<) Funkcja y = 0,9% jest malejaca i 1,7 < v/3 < 1,8, stad:
Odpowiedzi do zadan 0,98 < 0,93 < 0,97
1. a) f(-4) = 5, f(=3) = %, i
f(=1y = V3 F&) =3 Cwiczenie 5
2 3 2 ?
f(3) =27, f(4) =81 Zapisz liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwigkszej.
b) f(1—4) = ﬁl, F(=3) = a1, a) 57, 53, 508, 50:33 ¢) 0,62, 0,65, 0,67, 0,6%, 0,6°°
f(=3) =313 =2 n B 2 15 V2 V3 3
£(3) = 64, £(4) = 256 b) 781, 702, 7, T 4 ()56 6E 6 6)
C) f(_4) = 2567 f(_3) = 647 .
f=hH=2 f3)=14, Zadania
@) =50 F) = 555
d) f(—4) = 16, f(~3) =8, 1. Oblicz wartosci funkeji f dla = € {—4,-3,—1 1 3,4},
(-3 =VZ f3) =2, a) f(z) =3" c) f(z)=(3) e) flx)=8"
f)(B;(:f), 1) = i b) f(z) =4 d) f(z) = ()" £) f(x) = 100"
e) f(—4) = 5,
f(=3) = ﬁ%O% 2. Punkt P(2,16) nalezy do wykresu funkeji f(z) = a®. Czy punkt Q tez
F(=3 =2 f(1) =22, nalezy do wykresu funkcji f?
f)<313(=4)127 o a) Q(3.2) b) Q(5,1024)  ©) Q(-3,5)  d) Q(-1. %)
f(=3) = 0,006001, ’ 3. Punkt P(2,2) nalezy do wykresu funkcji f(x) = a*. Czy punkt Q tez na-
;E;)%_) TO%&E)JO(%) = 10, lezy do wykresu funkcji f?
f(4) = 100000000 a) Q(1,1) b) Q(4,4) c) Q(8,8) d) Q(-8, %)
2. f(z) =4 4. Do wykresu funkcji wykladniczej f(x) = a® nalezy punkt M. Naszkicuj
:;’l:’l)e’ d) tak wykres tej funkcji.
A W) M2 D) M(38) o M2 ) M(3.3D)
b), d) tak 5. Okresdl monotonicznosé funkeji f.
4. a) f(z) = (3)° v2\" @ z
Yy a) f(2) = (F) b) f(2) = (V3=1)" o) fl@)=(V5-1)
c) f(z) = 4: 6. Zapisz liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.
d =(3)° 3 7 1 E 1
5 )]:)(a:) 1(.2) a) 22,93, 22 2V3 c) I/, 7'('5’7'('%771'?
a), b) malejaca b)Y (3)° (316 (326 (3)V% q) 90 9-2 9-V3 g-VF
¢) rosnaca ) (D)5 @) @7 @) ) 9%, 97, )
6. a) §

d)92<9 VT <9 V3 <90
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10.

11.

10.

11.

Zapisz liczby w kolejnosci od najwigkszej do najmniejszej.
a) 47, 8%, 167, 321, 2561 b) (1% (1), ()

3 3
(L)%
7 \81 7243

Podaj wspdirzedne trzech punktéw nalezacych do wykresu funkeji f, tak

aby kazda z tych wspotrzednych byta liczba wymierna. Naszkicuj wykres

funkcji f.

a) fl2)=(V3)" b f@@)=(£) 0) fla) = (V2)"

Naszkicuj w jednym uktadzie wspétrzednych wykresy funkcji f i g. Od-

czytaj z rysunku rozwigzanie réwnania f(x) = g(x) oraz zbiér rozwiazan

nieréwnosci f(z) > g(x).

a) f(z)=3" g(z) =4 +1 d) flz)=(3)" 9(x) =2 +4

b) f(z) =2", g(z) = Sz +1 e) flx)=(})" g(z) = jo+ ¥

c) f(z)=4%g(x)=5-z f) fz)=(3)" g(z) = |z +1

Podaj zbidr rozwigzan nieréwnosci, korzystajac z odpowiednich wykreséw.

a) 29 > 37 b) 3" < 4 o) ()" <(3) d) (1) <3
W opisach niektorych zagadnien praktycznych Y

korzysta sie z funkcji wyktadniczej f(x) = e”.
Liczba e (oznaczenie to wprowadzil Leonhard
Euler [czyt. ojler]) jest liczba niewymierna:

e = 2,718281828. ..

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji

f(z) = e* oraz dla poréwnania wykresy funkeji

g(x) = 2% 1 h(z) = 3*.

Coraz doktadniejsze przyblizenia liczby e otrzy-

mujemy, obliczajac wartoSci wyrazenia: ]
(1 + %) 5

dla coraz wiekszych liczb naturalnych:

=
==
e
—

\\

(1 n %)w — 2,5037..., (1 n ﬁ)m —2.7048.. .,

1 1000 1
(1+m) =27169.. ., (1+ =2,7182...

1000000
1000000 )

Uporzadkuj w kolejnosci rosnacej liczby: 9, 2v/2, (\/5)4, el eV3,
g(x) dla z € [1;00)

> g(z) dla z € (—o0; —1]

) > g(z) dla z € (—oo; —1]

z) dla z € {—1,0}, f(z) > g(z) dla z € (—o0; —1] U {0}

2v2 < e® <e® < (Vo) <9

.

a) 47 =28 8% =2}
16% = 22, 327 = 2%,
256% = 22
9561 > 4% > 397 >
1 V2
> 87 > 161
b) ()™ (1)*" = (3)**,
3 9
#) = )%,
(@) =3 & =3)°
\/’ 3
(1) > (%) > 513 >
> (5> (&)°
. Przyktadowa odpowiedz:
a) (_27 %)7 (07 1)7 (273)
b) (7272)7 (07 1)7 (27 %)
) (-3,3), (0,1), (3,2)
. a) f(z) = g(z) dla = € {0, 2},

Pl 1 X
b) f(z) = g(z) dla z € {0,2},
f(@) 2 g(x

dla z € (—o0; 0] U [2;00)

/
fl /9
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Uczen:
— szkicuje wykres funkcji
wyktadniczej, stosujac przesu-

6.4. Przeksztatcenia wykresu

niecie o wektor albo symetrie
wzgledem osi uktadu wspot-
rzednych, i podaje wtasnosci
tej funkcji,

szkicuje wykres funkcji
wyktadniczej otrzymany

w wyniku zlozenia przesu-

funkcji wyktadniczej

Przyktad 1
Wykres funkcji f(z) = 2% —1 otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkcji y = 2% o 1 jednostke

w doél, czyli o wektor [0,—1] .

niecia o wektor i symetrii Zbiorem wartosci funkcji f jest przedzial (—1;00). y=2r f
wzgledem osi uktadu wspét- Prosta y = —1 jest asymptota pozioma wykresu — 0 1 X
rzednych oraz podaje funkeji f.
wartosci tej funkcji,
— rozwigzuje graficznie proste < . .
Cwiczenie 1

nieréwnosci wyktadnicze,
korzystajac z odpowiednio
przeksztalconego wykresu
funkcji wyktadniczej.

Naszkicuj wykres funkcji g. Podaj zbiér wartosci tej funkcji i réwnanie asymp-

toty poziomej jej wykresu.

) a) g(xr) =3"—-2 b) g(z) =2"+1

Cwiczenie 1

a) g(D) = (=2;00), y = —2 Przyktad 2 %

Y / Wykres funkcji f(x) =2*"2 otrzymujemy przez
/

przesuniecie wykresu funkcji y = 2% o 2 jednostki

///
/7
/

Funkcja f przyjmuje wartoéé¢ réwng 1 dla argu- y=2 Aok
Ol/1 X O| 1
mentu z = 2. X

w prawo, czyli o wektor [2,0].

[y

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakiego argumentu funkcja ta przyjmuje war-

4 tosé réwng 17
rx—1
4 a) fla) =3 b) J(z) = 2+ ) f) = (3
S = = i) Przyktad 3
i) 5 Jak nalezy przeksztalci¢c wykres funkcji y = 3%, Y |
aby otrzymaé wykres funkeji f(z) = 3—7? Dla jakich | |
c) (D) = (2;00), y =2 argumentow funkcja ta przyjmuje wartosci wieksze | . /
¥ od 17 lg=3]
fo) =G5 =55 =" foy
27 33
9 Wykres funkcji y = 3" nalezy przesuna¢ o 3 jed- !
T~ -~
S=o nostki w prawo, czyli o wektor [3,0]. -
1 Nier6wnosé f(z) > 1 zachodzi dla x € (3;00). O] 1 X
ol 1 X "
Cwiczenie 2
a)z=1 b) z = -2 c)z=1
Y | "1/ \ Y
Multibook /
o Przeksztatcanie wykresu funkgji f f f
wyktadniczej (1)
® Przeksztatcanie wykresu funkcji
wyktadniczej (2) 1 - 1 il T
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 6.4 o] 1 X O] 1X ol 1 X

Generator

testow i sprawdzianow
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Cwiczenie 3
Jak nalezy przeksztalci¢ wykres funkcji y = 2%, aby otrzymaé wykres funk-
cji f7 Podaj zbidr rozwiazan nieréwnosci f(x) > 1.

a) fz) =2 b) f(z) = o ¢) flz)=V2-2°

1024

Przyktad 4 Y /
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = 277! —3. Podaj jej

zbiér wartodci oraz réwnanie asymptoty poziomej

jej wykresu. Nzl
Zy
Wykres funkcji f otrzymujemy przez przesuniecie ¢ — 71/1 ~
wykresu funkcji y = 2* o wektor [—1, —3].
Zbiorem wartosci funkcji f jest przedzial (—3;00), -
a asymptota poziomg jej wykresu — prostay = —3.
Cwiczenie 4

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej zbiér wartosci oraz rownanie asymptoty
poziomej jej wykresu.

o 2% 27+3 4 4
a) f(z)=2"""+2 b) f(z) =7 —2 ¢ f(z)=—F—
Przyktad 5 y /
Wykres funkcji f(z) = —2% otrzymujemy przez syme-
tryczne odbicie wykresu funkcji g(z) = 2% wzgledem
osi OX (rysunek obok). g(z) =2"
Funkcja g jest funkcja rosnaca, a funkcja f — funkcja J
malejaca. Q] 1 X
Cwiczenie 5 flo) =22
Naszkicuj wykres funkcji g i okresl jej monotonicznosé.
a) g(x) = -3 b)glx)=—-4" ¢)g(x)=—(2)° \

x

, gdzie a > 0, mozemy odbié¢ syme-
trycznie wzgledem osi OY wykres funkcji y = a® lub skorzystaé z zaleznoéci

o = (2"

Cwiczenie 6

Naszkicuj kolejno wykresy funkcji f, g i h.
a) f(z) =2", g(x) =277, h(x) =27"+2
b) f(z) =47, g(z) =477, h(z) =477 -1

Aby naszkicowaé wykres funkeji f(z) = a~

Cwiczenie 6
a) \ Y b) L
\ |
g\ h f/ h\g /f

\ /

——
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Cwiczenie 3

2) f@) = % =24

Nalezy przesunaé¢ o wektor [4, 0].

f(z) > 1dla z € [4;00)

b) f(2) = &5 =210

Nalezy przesunaé o wektor

[10,0].

f(z) > 1 dla z € [10; 00)

¢) f(z) =2%.2° =2°%3

Nalezy przesunaé o wektor

[-3,0]-
f(z) > 1dla [-1;00)

Cwiczenie 4
a) f(D) = (2;00), y=2
Y
f
1
0] 1
b) g(z) = 27! +1,
f(D) = (_2700)7 Y= —2
Y
(0] L
//

c) g(z) =27 +
f(D) = (1;00), y

=
<o

H

Cwiczenie 5
a), b) malejaca
c) rosnaca




Odpowiedzi do zadan
1. a) f(D) = (2;00), brak miejsc

zerowych, asymptota: y = 2
b), ¢) f(D) = (=1;00),
f(z)=0dlaz =0,
asymptota: y = —1

d) f(D) = (=3;00),
flz)y=0dlaz=-1,
asymptota: y = —3

e) f(D) = (—4;00),
flz)=0dlaz=—1,
asymptota: y = —4

f) f(D) = (1; ), brak miejsc
zerowych, asymptota: y = 1

a=—4
a=3
c) a=—16
a) x € [—2;00)
x € [3;00)
c) z € (—oo; —2]
z € (—00;2]
Y
o7 X
f
b) x € (—o0; —1]
Y
T o] 1 X
f
c) z € [—3;0)
Y
— O 1 X
f
a) f(Dy) = (=3;00),
(Dg) = (—00;3)
) f(Dy) = (1;00),
9(Dg) = (=005 1)
¢) f(Dy) = (=2;00),
9(Dg) = (=00;2)

Zadania

1.

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbiér wartosci i miejsce zerowe funkcji f
oraz rownanie asymptoty poziomej jej wykresu.

o) f@) =242 o fl@)=(3)"-1 e fl)=4"—4
b) f@)=3 -1 &) f@)=()"-3 0 f)=3"+1
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji Y (3,5)
f(z) = 2* + a. Podaj warto$é wspdélczynnika a.

f
Wykres funkcji f(z) = 2% 4+ a przechodzi przez 1
punkt P. Podaj warto$¢ wspoétczynnika a. 0 X
a) P(Ov _3) b) P(277) C) P(470) I

Naszkicuj wykres funkcji f. Odczytaj z niego zbior rozwiazan nieréwnosci
f(z) > 1.
a) f(z)=4-2°

b) f(z) = % o) f(z) = S

5.’13
Naszkicuj wykres funkcji f. Odczytaj z niego zbidr rozwiazan nieréwnosci
flx) > —1.

_ z 43
a) flz) = -2 b) f(z) = 37+ o) fl@)=—(3)"
Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykres funkcji g(z) = —f(z).
Podaj zbiory wartosci funkcji f i g.
a) f(xr)=2"-3 b) f(z)=3*+1 o) flz)=(3)" -2

Na ponizszych rysunkach przedstawiono wykresy funkcji f(z) = (\/5)%1,
g(z) = (\/g)l —1lih(z)= (\/g)ﬂ — 1. Dopasuj wzér do wykresu.

L\ Y 1L Y /o IIL Y /
\ / /
\ /
1 1 1
0 X O] 1 X _ 1 X

Wrykres funkcji f(x) = 5% przesunieto o wektor v i otrzymano wykres
funkcji g. Podaj wzér funkcji g i jej zbiér wartosci.
a) v =[0,-3 b) v =[1,2] c) U =[-2,4]

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej miejsce zerowe oraz zbiér wartosci.
2x—4

a) f(zx)=2""7—-4 c) f(@) =5 +2 e) flz)=(v2)" -1

b) flz) =3 -1 d) f(e) =3 & [ fla)=1-27+

I

a) g(z) = 5% =3, g(D) = (=3;00)

b) g(z) =57 +2, g(D) = (2;0)

¢) g(z) =5""* +4, g(D) = (4;00)

a) f(z)=0dlaz =4, f(D)=(—4;00)
b) f(z) =0dlax = —1, f(D) = (—1;00)
c¢) brak miejsc zerowych, f(D) = (2;00)
d) f(z)=0dlaz =1, f(D) = (—o0;3)
e) f(z) =0dlaz =2, f(D)=(—1;00)
f) f(z)=0dlaz =3, f(D)=(—o0;1)
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6.5. Logarytm

Przypomnijmy, ze logarytmem z liczby dodatniej b przy podstawie a (gdzie a
jest liczba dodatnig r6zng od 1) nazywamy wykladnik potegi, do ktérej nalezy
podnie$é¢ podstawe a, aby otrzymaé liczbe logarytmowana, b.

log, b =2 wtedy i tylko wtedy, gdy a* =b

Przyktad 1
a) log, 16 = 4, poniewaz 2* = 16.

liczba logarytmowana

b) log, 1024 = 10, poniewaz 2'° = 1024. ]Og b=r logarytm
a
1 _ s 94 1
c) log, 6 —4, poniewaz 27" = 16° podstawa logarytmu
Cwiczenie 1
Oblicz.
a) log, 32 c) log, 1 e) log, & g) log, V8
b) log, 2 d) log, 1 f) log, V2 h) log, V4
Cwiczenie 2
Oblicz.
a) log, 81 d) log; = g) log, V7 j) log, 16
b) logs 5 e) logy3 h) log; § k) logg v/36
c) logs 5 f) logy 5 i) log%\/i 1) loggs216

Zauwazmy, ze wartos¢ logarytmu moze by¢ dodatnia,

ujemna lub réwna 0. Z definicji logarytmu wynikaja 1218 @ 2> U, @ e

wlasnos$ci podane obok. log,1 =0
log,a =1

Przyktad 2

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) = 2*. Y /

Zauwazmy, ze log, 3 to taka liczba ¢, ze 2¢ = 3. f/

Z wykresu mozemy odczytac, ze:

1 <log,3 <2 3

Korzystamy z odpowiedniego kalkulatora i otrzymu- |

jemy przyblizenie: log, 3 ~ 1,5849625. " ] |
— i

Udowodnimy, ze liczba log, 3 jest niewymierna. © ¢ X

Uczen:

— oblicza logarytm danej liczby,

— stosuje do obliczen réwnosci
wynikajace z definicji
logarytmu,

— wyznacza podstawe
logarytmu lub liczbe loga-
rytmowang, gdy dana jest
warto$¢ logarytmu, podaje
odpowiednie zatozenia dla
podstawy logarytmu oraz
liczby logarytmowanej,

— podaje przyblizone wartosci
logarytméw dziesigtnych
z wykorzystaniem tablic,

— udowadnia twierdzenie
dotyczace niewymiernosci
liczby, np. log, 3.

Cwiczenie 1

Eoeecze
[SIISISIPIN T | © = O
D N

&

Cwiczenie 2
a) 4
b) —
) —

-
—
o= W N

[
~ ~—

| =
N

Cie i
EEeESEE
W wivo | | W W
= o=

ot
~

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 6.5
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Cwiczenie 3

Przyjmijmy, ze podana liczba
jest wymierna. Oznacza to, ze
istniejg rézne od zera liczby na-
turalne m i n, takie, ze:

a) log, 5 = =
5=2%
57’:,:2771,

Otrzymujemy sprzeczno$é, po-
niewaz lewa strona réwnosci jest
podzielna przez 5, a prawa nie.
Zatem log, 5 jest liczba niewy-
mierna.
b) Dowdd alogiczny jak w pod-
punkcie a).
c) log, 6 = =
6=2"

3n=2m"
Otrzymujemy sprzeczno$é, po-
niewaz lewa strona réwnosci jest
podzielna przez 3, a prawa nie.
Zatem log, 6 jest liczba niewy-
mierng.
d) logg2 = =

2=06"%

2" =3m.2™m

2n7m = 3m
Otrzymujemy sprzecznosé, po-
niewaz prawa strona rownosci
jest podzielna przez 3, a lewa nie.
Zatem logg 2 jest liczba niewy-
mierng.

o

wiczenie 4

Y
=

=)

=)

Deacos
| = = =
w oS ot

&)

\_/
=

Ew

Liczba log, 3 jest liczba niewymierna.

Dowéd
Przyjmijmy przeciwnie, ze log, 3 jest liczba wymierng. Oznacza to, ze istnieja
rézne od zera liczby naturalne m i n, takie ze log, 3 = . Zatem:
3=2%
3n=2m

Podnosimy obie strony
rownosci do potegi n.

Otrzymujemy sprzecznos¢, poniewaz prawa strona réwnosci jest liczba po-
dzielng przez 2, a lewa nie. Zatem liczba log, 3 jest liczba niewymierna.

@ Cwiczenie 3

Wykaz, ze podana liczba jest liczbg niewymierna.

a) log, 5 b) logs 5 c) log, 6 d) logg 2

Bezposrednio z definicji logarytmu wynikaja
podane obok wlasnosci.

Dlaa>0,a#1,b>0:

log,a®” = x

Cwiczenie 4 alo8.b = p
Oblicz.

a) log, 2100 c) log,, 1,1'° e) 2los23 g) 0,4!°80.410
b) logs 6'° d) log, 73 f) 3loss? h) Hloes!

Przypomnijmy, ze logarytmy dziesietne to logarytmy o podstawie 10.
Zamiast log,, b piszemy log b, np. log 10 = 1, log 100 = 2.

Ponizej zamieszczono fragment tablicy, w ktérej znajduja sie przyblizone war-
tosci logarytméw dziesietnych liczb.

b b-+0,00 b+ 0,01 b-+0,02 b+ 0,03 b+0,04 b+ 0,05 b+0,06 b+ 0,07 b+ 0,08 b+ 0,09
1,0 0,0000 0,0043 0,0086 0,0128 0,0170 0,0212  0,0253  0,0294  0,0334  0,0374
1,1 0,0414 0,0453 0,0492 0,0531  0,0569  0,0607  0,0645 0,0682 0,0719  0,0755
1,2 0,0792  0,0828 0,0864 0,0899  0,0934 0,0969  0,1004 0,1038 0,1072  0,1106
1,3 0,1139 0,1173 0,1206 0,1239 0,1271 0,1303  0,1335 0,1367 0,1399 0,1430
1,4 0,1461 0,1492 0,1523 0,1553 0,1584 0,1614 0,1644 0,1673 0,1703 0,1732
1,5 0,1761 0,1790 0,1818 0,1847  0,1875 0,1903  0,1931  0,1959  0,1987  0,2014
1,6 0,2041 0,2068 0,2095 0,2122 02148 02175 0,2201 0,2227 0,2253 0,2279

Cwiczenie 5
Korzystajac z tablicy logarytmoéw dziesietnych, podaj przyblizong wartosc:
a) log1,5, b) log1,11, c) log1,62, d) log1,68.

Cwiczenie 5
a) 0,1761
b) 0,0453
¢) 0,2095
d) 0,2253
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Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. Oblicz. 1.2) 6 b) 9
a) log, 64 e) log, 0,125 i) log, \% m)log; /27 3 :2 ;1)) ;10
b) log, 512 f) log,2 j) log 54 n) log, 81—1 g 2 ) _25
c) log, 35 g) log, 8 k) log 532 o) log; 625 i -1 )4
k)10 1) 3
d) log, ﬁ h) log, mﬁ 1) logs V3 p) log; 0,04 ) 2 ) 2
m)s n) —4
2. Oblicz. 0) 4 p) -2
a) log1 3 c) logy s 135 e) logy, 125 g) log: V3 2. :)) ;1d)b)—;6
b) log, ; 10° d) logg o5 16 f) logy T h) log, 2v/2 e) =3 )3
3. Oblicz. g —3 ) -3
o logs 9 o log, 9 3.a)9 b)5 ¢) 1
a) 9log; 9 C) (%) 2 e) 4log2 9 g) \/5 2 4)3 c) 81 f)%
og ogy + = og:
SN RO L T IV 91 14
4. Oblicz. 4.a)3 b) -1 ¢)6
a) log 1000 c) log10° e) logv/10 d)—4 e 5 f) 13
b) log 0,1 d) log 0,0001 £) log 10v/10
. 1\ =3
5. Oblicz. 5. a) 2+ log, (45) -
a) log100 + log, ¢ c) logg 5 + log V/10 e) log, ;2 —log, 1 —2-3-1
b) log 107 — log, - 8 d) logy V3 —logs V3 f) logz 1,5 —log, 5 & b) 7—(=3) =10
' 8 ¢) —24+1=-12
6. Dla jakiej podstawy logarytmu a podana réwno$é jest prawdziwa? di-1=0
a) log,25 =2 b)log, =3 ¢) log, 0,25 = —1 d) log, 64 = —3 e 2-0=2
f) —1—(=3) =2
7. Dla jakiej liczby logarytmowanej b podana réwnosé jest prawdziwa? 6.a)a=5 b)a=3
a) log,b=5 c) logy, b= 2 e) logib=—7 g)logh=6 )a=4 dja=;
. B -~ . 7.2)b=32 b)b=2
b) log; b= -1 d) log,b=0 f) logsb=—6  h)logb=—1 0 b=9 d) b= 1
8. Oblicz. e b=8 f)b=g
— 106 1
a) log,(log 100) c) log; (log, 8) e) logg (logg(log3 9)) g)b=10" h)b=15
b) log , (log, 1024) d) log 3 (log% %) f) logg <log% (log, 2))
9. Podaj konieczne zalozenia i oblicz warto$¢ wyrazenia.
: 1
a) log, a® b) log, 7 c) log, \:—36 d) log,2 a'® e) log 7 a*
8. a) log,2=1 9.2)a>0,a#1,log,a®=3
b) log, ; 10 = -1 b)a>0,a#1,log, = =—3
c) log13=—3 " ¢)a>0a#1,log, Y =-3
d) log, 54 = log /5 (27) =4 d)a#-1,a#0,a#1, log2a"=5
e) log, (logg 2) =logy + = —1 e)a>0,a#1, log\/aa4=8
f) logg (logzl( %) = logg % = f%
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Uczers: 6.6. Wtasnosci logarytmow

— stosuje twierdzenia o loga-
rytmach iloczynu, ilorazu
oraz potegi do obliczania
wartosci wyrazen z loga-

Twierdzenie o logarytmie iloczynu

Jezeli a, z i y sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to:

rytmami,
— podaje odpowiednie zalozenia loga(m : y) = log,x + log,y
i zapisuje w prostszej postaci
wyrazenia zawierajace Dowéd
logarytmy, Przyjmijmy oznaczenia: log, x = p oraz log, y = q, wtedy:
B . . 2 0 loga. '
stosuje tv.\flerdzema. 0 Joga r=af 1 y=al Korzystamy z definicji logarytmu.
rytmach iloczynu, ilorazu : : ‘
. . .. Ly =aP - al
i potegi do uzasadniania rry=a-a Korzystamy z wtasnosci dziatan

réwnosci wyrazen, r-y=alta na potegach.
— udowadnia twierdzenia N
log (x - =p+ Korzystamy z definicji logarytmu.
o logarytmach. g.(T-y)=p+q ) y ji logary

log,(z - y) = log, = + log, y
Twierdzenie o logarytmie ilorazu

Jezeli a, x iy sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to:

loga§ = log,x — log,y

Cwiczenie 1 (D] Ewiczenie 1

I sposéb Udowodnij twierdzenie o logarytmie ilorazu.

Niech p = log, =

oraz q = log, y. Wtedy: Przykiad 1
p _—_ 7 a9 —

e =g a) Sprawdz, czy réwnosé log, 96 = 5 + log, 3 jest prawdziwa.

_ aP

z a;fq log, 96 = 10g2(32 . 3) = log, 32 4+ log, 3 = 5 + log, 3 Réwnoéé jest prawdziwa.
z _q
ﬁ)ga T=p—q b) Sprawdz, czy réwnosé log, % = log, 7 — 2 jest prawdziwa.
log,, % = log, x — log, y log, % =log, 7 —log; 9 =log, 7 — 2 Ro6wnosc¢ jest prawdziwa.
IT spos6b .. .
Na mocy twierdzenia o logaryt- Cwiczenie 2
mie iloczynu mamy: Sprawdz, czy podana réwnoéé jest prawdziwa.
log, § +log,y = a) log, 6 = 1+ log, 3 c) log, § =3 —log,3
= log, (f y) =log, = b) log500 = 2 + log 5 d) 1log0,07 = —2 4 log 7
Zatem log,, % = log, z — log, y.
Przyktad 2
Oblicz.

a) log 125 + log 4 — log 5 = log 1224 = 1og 100 = 2

5
b) logs 36 —logy 2 + logs £ =logy (% - 1) =logy3 =1
Cwiczenie 2
a) log, 6 = log,(2 - 3) = log, 2 + log, 3 = 1 + log, 3, réwnosé prawdziwa
b) log 500 = log (100 - 5) = log 100 + log 5 = 2 + log 5, réwnos¢ prawdziwa
c) log, % = log, 8 — log, 3 = 3 — log, 3, réwnos¢ prawdziwa
d) log 0,07 = log % = log 7 — log 100 = log 7 — 2, réwnos$¢ prawdziwa
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Cwiczenie 3
Oblicz.

a) logg 4 +logg 9
b) log8 + log 125
c) logs 54 — log, 2

d) log; 15 — log; 75
e) log; 19 —log, 3
f) log1 0,6 —log1 0,15

g) log; 0,04 — log; 0,008
h) log6 — log2 — log 3
i) logI—log14—1log125

Twierdzenie o logarytmie potegi

Jezeli a i x sg liczbami dodatnimi oraz a # 1, to dla dowolnego p € R:

log,xP = p - log,x

Dowéd
Niech log, x = ¢, wtedy z definicji logarytmu z = a?. Zatem:
2P = (a?)P
. Korzystamy z wlasnosci dziatan
2P — qP9
na potegach.
loga P =p-q Korzystamy z definicji logarytmu.
log, 2? = p-log,x
Przyktad 3

Niech x bedzie taka liczba, ze log, z = 0,3. Oblicz log, 2° i log, %
log, 2° = 5log, 2 =5-0,3=1,5

log, £ =log, ="

= —log,z =—-0,3
Cwiczenie 4

Niech = bedzie taka liczba, ze logz = % Oblicz wartos¢ podanego wyrazenia.
1
a) log z° b) log —

¢) log+\/x d) log \/% e) log %

Przyktad 4
Przedstaw wyrazenie 3 + log, 7 w postaci logarytmu o podstawie 2.

3+log, 7= Zapisujemy 3 jako log, 8.
Korzystamy z twierdzenia
o logarytmie iloczynu.

=log,(8 - 7) = log, 56

=log, 8+ log, 7 =

Cwiczenie 5
Przedstaw wyrazenie w postaci logarytmu pewnej liczby.

a) 2+ log, 5 b) 3log, 10 — 1 c) 2logy 6 —2 d) 4 —2log; 6
Cwiczenie 4

a) logz® =6logz =6-1 =2

b) log 2 = —3logz = —3- 3 = —1

¢)logyz=1logr=1-1=1

e) log”—\/zzlogx%:%bggc:g.%:%

Cwiczenie 5

a) logs 9 + logs 5 = logs 45

b) log, 1000 — log, 2 = log, 500

c) logy 36 —logy 1= log (36: %) = log, 144
d) log; 81 — log; 36 = log 5% = logs 2

Cwiczenie 3

EE8E28E£LEE
O R | N | W W
\C) —

—
=
\
o
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Odpowiedzi do zadan Zadania
1.2)2 b) -3 ¢) 1 d)2

3.a)z>0, 1. Oblicz.
log 2 4+ log 22 = log 2° a) log;52 +log, 8 +1og;5 9 c¢) log0,12 — log 0,3 + log 25
b) z =0 B b) logs 15 + logy 12 + log, 22 d) log,, 0,3 —log,, 0,5 — log, , 15
logz? +logz™ 2 =logax ™ =
=log 1 @ 2. Wykaz, ze dla dowolnych z,y, 2 € R, podana réwnosc¢ jest prawdziwa.
c) x #£0, a) logz?y? = logx + logy + log zy
2 _ 2
log 2“ + log 10 = log(10x<) b) log — — log 1= 7% log y/*
d) z >0, - )
log%%+log%x72=log%ﬁ— c) logxyz:log§+logyz
e)z>0,y>0, 22 . y
log, 2° + logy y + logg 3 = d) logzy + log v = log xyz — log .
_ 2 3 -1
= log,(32°y) e) 2log = —3loga’z = 2log (g) —5log z
f) >0,y >0, Y z
log;(2z) + log; # + 3. Podaj dziedzine wyrazenia, a nastepnie przedstaw je w postaci logarytmu
+ logs V/5 = logs 2y_2¢5 pewnej liczby.
g z>0,y>0, a) logz® +2logx e) 2logsx +logsy + 1
1 =
logf ‘/_\/—f logy ; +1ogz 3 b) log /& — 2logx f) 1logs 8z* — 2log, y/x + 3
og
h)x;ééy ¢) slogat+1 g) 3log,x —log,y — 2
log(222) + log(22) + d) 1-2logy = h) Llog4x*+:log8x°++log162®—3
1
+ i‘)g(% ) +10g 1555 = 4. Oblicz.
0og 125 " .
a 210 \/5 + log. 32 — 1 logs 5 c 60’2510g’6 81 —2logg 0,5
i ) (o 2 3 oy €771 ) g? :sgs : log, 5 4 : loggs 4+ 0,5 logy7 3
— logg 8)'°835 = b) (logy 5 —logs 5 +logs 4,5)°%v2" ) 9losest+ 0500
_ logg 5 __
= (logg 8)*2" =1 - 5. Niech z bedzie taka liczba, ze logs x = —i. Oblicz warto$¢ wyrazenia.
b) (— 3+10g33+log3 2 = . o , 27 Yz
= (=3 +logs 3)* = (—2)* = a) logs 9z b) log; = c) logs v3x° d) logs
=16 . .1
) GloseHosod _ gloss12 _ 1o 6. Niech p =log2. Wyraz liczbe a za pomoca p.
d) 9+t —ob _ 3 a) a=10g200 b) a=10g0,02 c¢) a=1og0,04 d) a=1logl600
5. a) log; 9 + logs z° 7. Niech p =log, 2 oraz q = log; 5. Wyraz liczbe a za pomoca p i q.
=2+8- (*‘)—0 a) a = log; 20 ¢) a=logs = e) a=logy3% g) a=logy V10
lo —1 1=
?4 g(3 S 1 72g3 875 b) a =1og; 100 d) a =1log;0,4 f) a =log, @ h) a = log; 0,2v/2
c) %(log3 3 4 log, 2°%) = 8. Wiadomo, ze log4 ~ 0,6 oraz log5 =~ 0,7. Oblicz przyblizona wartos¢:
=:(1+6-(-3) o 5 a) log 80, c) log?2, e) log2,5, g) log5v/2,
) log3 (a7 110g3 * f - b) log 50, d) log0,5, f) log0,64, h) log 25+/4.
=3-3-(-7) =35
6. a) a = log(2 - 100) = log 2 + log 100 = 7. a) a = log;(2* - 5) = 2logy 2+ logs 5= 2p + ¢ 8.a) 19
=p+22 b) a = log;(2% - 52) = 2logs 2 + 2logy 5 = 2p + 2¢ b) 1,7
b) azlogT :log2; log 100 = p — 2 ¢) a=logs 2 — logs 52 = p— 2g c) 0,1
¢) a = log 155 = log 2® — log 100 = d) a = logs (2) = logy 2 — logs 5 = p — q d) —0,3
:2log372:2p72 ¢) a = logs (22) = logy 5%  logy 2° = e) 0,4
=log(2* -1 =4log2 + log 100 = 8
d) a = log(2" - 100) = dlog 2+ log 100 — 2logs 5 — 3logs 2 = 2q — 3p f) —0,2
- 4p + 2 1 1 g) 0785
f) a =log; 52 —logz2=5q—p h) 1,6

g) a = ;logy(2-5) = 5logz 2+ 3logs 5= 3p+ 59
h) a = log, (%-2%) =logz5 '+ 3logs2=1p—gq
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6.7. Funkcja logarytmiczna

Przyktad 1
Jesli kazdej liczbie dodatniej x przyporzad- Y
kujemy warto$é log, x, to otrzymamy funkcje R e
f(x) = log, x okredlong dla z € (0;00). Jej
wykres przedstawiono na rysunku obok. L
1 1 1 O X
X 3 n 3 1 2 4 8
fl®) =3 -2 -1 0 1 2 3

Definicja

Funkcje f(z) = log,x, gdzie a > 0 oraz a # 1, okreslona dla x € (0;00)
nazywamy funkcja logarytmiczng.

Cwiczenie 1

Naszkicuj w tym samym uktadzie wspétrzednych wykresy funkcji:
f(x) =log,z, g(x) =logzx, h(x)=log,x

Podaj wspdétrzedne punktu wspdlnego

Y , _
, %

tych wykresow. 5 oo _—

2 A0
Cwiczenie 2 > ko) g2t
Na rysunku obok przedstawiono wykresy : // .
funkcji: f(z) =logs », g(x) =logyw oraz . h(z) =108
h(x) = loggz. Do ktérego z tych wykre- —
séw nalezy podany punkt? ol X
a) (8,3) b) (21,2) c) (36,2)
Przyktad 2
Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f(x) = log .

Y

} f'(:l:) = logx

Oo|/1 10 20 X
Cwiczenie 3

Dla jakiego argumentu funkcja f(z) = logx przyjmuje wartosé: a) 2, b) 67

Uczen:

— szkicuje wykres funkcji
logarytmicznej i okresla jej
wlasnosci,

— oblicza podstawe logarytmu
we wzorze funkcji logaryt-
micznej, gdy dane sa wspot-
rzedne punktu nalezacego do
wykresu tej funkcji,

— wyznacza zbiér wartosci
funkcji logarytmicznej
o podanej dziedzinie,

— rozwigzuje proste nieréwnosci
logarytmiczne, korzystajac
z wykresu funkcji logaryt-
micznej,

— wykorzystuje wtasnosci
funkcji logarytmicznej do
rozwigzywania zadan réznego
typu, w tym zadan z para-
metrem.

Cwiczenie 1
v f_—
1 e
i = -
(@) | X
/
|

Punkt wspélny wykreséw: (1,0)
Cwiczenie 2

a) 9(8)
b) f(2%) = log% 2=

log, 8 = log, 2° = 2

c) h(36) = logg 36 = logg 6% = 2

Cwiczenie 3
a) 10 = 100
b) 10° = 1000000

Multibook
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Przyktad 3 Y

Wykres funkeji f(z) = logy @ okreslonej \
dla z € (0;00) szkicujemy, korzystajac \
z ponizszej tabeli. 1
r & 1 3 1 2 4 8 o *
fl@) 3 2 1 0 -1 -2 -3 .
f(z)=logia "
Cwiczenie 4

Naszkicuj w jednym uktadzie wspélrzednych wykresy funkcji:
f(z) =logy z, g(zx) =logsz, h(zx)=logsx

Dziedzing funkeji logarytmicznej f(x) = log, « dla a € R, \ {1} jest zbidr liczb
rzeczywistych dodatnich, a jej zbiorem wartosci — zbiér liczb rzeczywistych.
0% OY jest asymptota pionowa wykresu funkcji f(z) = log, z, a punkt (1,0)
jest punktem przeciecia tego wykresu z osia OX.

Y O<axl1 Y a>1
f(z) =log, =
1 1
0] 1 X (0] X
f(z) =log, x
Dla a € (0;1) funkcja logarytmiczna Dla a € (1;00) funkcja logarytmiczna
f(x) =log, = jest malejaca. f(z) =log, = jest rosnaca.

W zastosowaniach, obok logarytmu dziesietnego, czesto wystepuje loga-
rytm przy podstawie e, gdzie e = 2,718281828... (patrz str. 299).
Logarytm ten nazywamy logarytmem -

naturalnym. Zamiast pisa¢ log, x, uzy- o) 10827
wany oznaczenia In x. — T =%
Na rysunku obok przedstawiono wy- /%I(ITT:/T
kres funkcji f(z) =Inz. Dla poréw- :
nania w tym samym ukladzie wspol- G54 X
rzednych narysowano wykresy funkcji
g(x) =log, x i h(z) = log, x. //
Cwiczenie 4
|
(0] ) X
\
h
i s e o B
g e——
\\ —
f e
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Cwiczenie 5 Cwiczenie 5
Dla jakich argumentéw x funkcja f(z) = log,  przyjmuje wartosci dodatnie,

a dla jakich ujemne w przypadku, gdy: a)a € (1;00), b) a € (0;1)?

a) Jedli a € (1;00), to

f(z) > 0dla z € (1;00)

oraz f(z) < 0 dla z € (0;1).
b) Jedli a € (0;1), to

f(z) >0dlaz e (0;1)

oraz f(z) < 0dla z € (1;00).

Przyktad 4
Korzystajac z wykresu, podaj zbior

Przyktad 5
Korzystajac z wykresu, podaj zbiér

rozwiazan nieréwnosci log, © > 2. rozwiazan nieréwnosci log 12> 2.

Roéwnanie log, x = 2 jest prawdziwe
dla z = 4.

Funkcja f(z) = log,z jest funkcja
rosnaca okre$long dla = € (0;00).
Zatem zbiorem rozwigzan nieréwno-
Sci jest przedzial (4;00).

Roéwnanie log% x = 2 jest prawdziwe
dla z = 1.

Funkcja f(z) = log; = jest funkcja
malejaca okreslona dla x € (0;00).
Zatem zbiorem rozwiazan nieréwno-

Sci jest przedzial (0;1].

Y
f(z) = logy 1 —
//

2 1) =logi

1

ol N 4 X

X
~

Cwiczenie 6 Cwiczenie 6
Na rysunku obok przedstawiono wykres Y a) z € [4;00)
funkeji f(x) = log, . Korzystajac z tego J b) z € (0;4)
wykresu, podaj zbidér rozwigzan nieréw- t — c) x € (%;OO)
nosci. ol A = d) z € (0;1]
a) log,z>1 c) log,z > —1
b) log,z < 1 d) log,z < —1
Cwiczenie 7 Cwiczenie 7
Na rysunku obok przedstawiono wykres Y a) z e (0;1)
funkcji f(x) = logy x. Korzystajac z tego | b) z € [3;0)
wykresu, podaj zbior rozwigzan nieréw- P c) x € (0;4]
nosci. O T—_ ; ¥ d) z € (4;00)
a) logs x> 1 c) logrz > —1 —_—
b) log1 z <1 d) logs z < —1
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Odpowiedzi do zadan

1

.a)a=3
b)a=5
¢ca=1
d)a=+2
a) f(z) =logs
b) f(z) =log, =
¢) f(z) =logsz
d) f(z) =log sz
a) f(Dy) = (—o0;0)
b) f(Dy) = [1;00)
¢) f(Dy) =[-1;3]
d) f(Dy) = [-3;1
a) m € (3;00)
(—00;0)
c) m € (—oo0; —1) U (1;00)
a) m € (2;3)
b) m € (—5;0) U (
c)m € (—1;0) U (0;
a) £(Dy) = [-1;0]
b) /(D) = [~32
c) f(Dy) = [~3;3]
d) f(Dy) = [~3; 5]
a) me (%,oo)
b) m € (—o0;0)
c) m € (—oo;
a) m € (2;3)
b) m € (—3;0)U (0
c) me (—=1;0) U (0;1)
a) z € (3;00)
b) z € (0; 3]
c) z € [9;00)
d)z e (O; é)
a) x € (0; %)
b) z € [%,oo)
c) xz € (0; %}
d) z € (9; 00)

Zadania

2
— =

—_

. Dla jakiej wartosci a punkt P nalezy do wykresu funkcji f(z) = log, z?

a) P(27,3)  b) P(625,4)  ¢) P(32,—5)  d) P(4,4)

. Do wykresu funkeji f(x) = log, x nalezy punkt P. Naszkicuj ten wykres.

a) P(5,1) b) P(5,—1) c) P(2,3)

73

d) P(2,2)

. Podaj zbiér wartosci funkcji f(x) = log, x o dziedzinie Dy.

a) Dy=(0:1) b) Dy=[200) o) Dy=[58 ) Dy = [Z;102]

. Podaj zbiér wartoéci funkeji f o dziedzinie Dy.

a) f(z) =logsx, Dy = [$;1] c) f(z) =logiz, Dy = [3;8]
b) f(x) =logy x, Dy = [3;27]  d) f(z) =loggx, Dy = [3;V2]

. Dla jakich wartosci parametru m funkcja f jest rosnaca?

a‘) f(LU) = 10g2m T b) f(l‘) = 10g17m T C) f(l') = long T

. Dla jakich wartosci parametru m funkcja f jest malejaca?

a) f(z) =log,, oz b) f(x) = logy,: @ c) f(z) =log, 2 @

. Korzystajac z wykresu funkcji f Y flx) = logsz
(rysunek obok), okresl, dla jakich
liczb rzeczywistych zachodzi po- e
dana nieréwno$c. ol / X
a) logsx > 1 c) logsx > 2 [ :
b) log;z < 1 d) logsz < —2
. Korzystajac z wykresu funkcji f Y
(rysunek obok), okredl, dla jakich B
liczb rzeczywistych zachodzi po- -
dana nieréwnos¢. Ol 1 X
a) logy o >1 c) logyx > 2 — /= :lo%i;

b) log; z <1 d) log, z < -2

@ 9* Uzasadnij, ze wykres funkcji f(z) = log, x, gdzie a > 0, a # 1, z > 0,

x

jest symetryczny wzgledem prostej y = x do wykresu funkcji g(z) = a
gdzie € R.

9. Punkt (z,y) nalezy do wykresu funkeji f(z) = log, z wtedy i tylko wtedy,

gdy a¥ = z, czyli punkt (y,z) nalezy do wykresu funkeji g(z) = a®.
Zatem oba wykresy sa symetryczne wzgledem prostej y = x.
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6.8. Przeksztatcenia wykresu
funkcji logarytmicznej

Przyktad 1

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = logsz+2. Y g £ 2
p) =Pt
Wykres funkcji f mozemy otrzymaé przez pshs
przesuniecie wykresu funkcji y = logsx = loga L.
o 2 jednostki w gore, czyli o wektor [0,2]. —
Dziedzing funkcji f jest zbiér Dy = (0;00), /
a asymptota pionowsg jej wykresu — prosta 0] /1 X
z = 0. /
Przyktad 2
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = log,z—1. Y o
i=ogg
Wykres funkcji f mozemy otrzymacé przez . /)U 1:4‘1" 1
— r)—YVod4” ———
przesuniecie wykresu funkcji y = log, x flo) =250
—
o 1 jednostke w dét, czyli o wektor [0, —1]. 0 /l X
Dziedzina funkcji f jest zbiér Dy = (0; 00),
a asymptota pionowa jej wykresu — prosta
z = 0.
Cwiczenie 1

Naszkicuj w jednym uktadzie wspoélrzednych wykresy funkeji f, g i h.
a) f(z) =logyz, g(x) =logyxz+1, h(zr)=log,z—3
b) f(z) =logsx, g(x) =logsx+2, h(x)=logsz—1

Przyktad 3

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = log, z —3. 31’ \

Wykres funkcji f mozemy otrzymadé przez ]

przesuniecie wykresu funkcji y = log% z O] 1 Y= dog,i X
o 3 jednostki w dét, czyli o wektor [0, —3] . \ T
Dziedzing funkcji f jest zbiér Dy = (0; 00), ‘

a asymptota pionowa jej wykresu — prosta / i = d0gy 3
x=0. e i N

Cwiczenie 2
Naszkicuj w jednym uktadzie wspoélrzednych wykresy funkcji f, g i h.
f(z) =logy z, g(z)=logyz+2, h(z)=logyz—4

Cwiczenie 2
1\
|\
1
o} 1 P e X
INL) =155 e
81 4 —
\ (7=\,\
=log, e
2 T
dl
)= log,
~— 2% ~¢

Uczen:
— szkicuje wykres funkcji loga-

rytmicznej, stosujac poznane
przeksztalcenia, i okresla jej
wtasnosci,

wyznacza dziedzine funkcji
logarytmicznej,

rozwiazuje zadania z para-
metrem dotyczace funkcji
logarytmicznej,

rozwigzuje nieréwnosci
logarytmiczne, korzystajac
z wykresu odpowiedniej
funkcji logarytmicznej,
rozwiazuje graficznie
réwnania, znajdujac na
rysunku punkty wspolne
wykresu funkcji logaryt-
micznej i prostej,

zaznacza w uktadzie wspot-
rzednych zbiory punktéw,
ktérych wspbirzedne

Sg opisane za pomoca
nieréwnosci logarytmicznych.

Cwiczenie 1
a)
' g(w) = 1082 —
/ e
: Ejngb T
1 s
0] / L // a3 X
W _\ogo”
().
ha
b)
Y
9(1 :‘XU 5/ +z_
— -
Ne=Yogs ©
. ) =75
T e I
Cile= & I P
Multibook

® Przeksztatcanie wykresow funkcii
logarytmicznej (1)

® Przeksztatcanie wykresow funkgcji
logarytmicznej (2)

® Skala logarytmiczna

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 6.8

Generator

testéw i sprawdzianow
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Cwiczenie 3

a) D = (1; 00),
f(z)=0dlaz =2,
asymptota: z = 1,

f(z) > 1dlaz € [3;00)
Y

=

[f
/
l
b) D = (~2;00),
flx)=0dlaxz=—1,
asymptota: x = —2,
f(z) > 1dlaz € [0;00)
Y

[f
|

¢) D= (—4;0),

f(z) =0dlaz= -3,
asymptota: © = —4,

fx) >1dlaz € [-1;00)
Y

Przyktad 4
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = log;(z — 4).

Wykres funkcji f mozemy otrzymaé przez przesuniecie wykresu funkcji
y = logs = o 4 jednostki w prawo , czyli o wektor [4,0] .

Y

=lo

f(2) = log- (. —i4)

= X

ol3}

<

1
i L — R

ol /1 X

Dziedzina funkcji f jest zbiér D; = (4;00), a asymptota pionowa jej wykresu —
prosta x = 4. Miejscem zerowym funkcji f jest liczba 5.

Przyktad 5
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = log,(z+2). Dla jakich argumentéw przyjmuje
ona wartosci nieujemne?

Wykres funkcji f mozemy otrzymaé przez Y Lo
przesuniecie wykresu funkcji y = log,x ) flo) =108 —
o 2 jednostki w lewo , czyli o wektor [—2,0]. o y=logat
Dziedzina funkcji f jest zbiér Dy = (=2;00), o| 1 X
a asymptota pionowa jej wykresu — prosta

xr = —2. Miejscem zerowym funkcji f jest

liczba —1.

Nieréwnosé log,(x + 2) > 0 zachodzi dla z € [—1; 00).

Cwiczenie 3

Okresl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Wyznacz miejsce zerowe tej
funkcji oraz rownanie asymptoty pionowej jej wykresu. Odczytaj z wykresu
zbiér rozwigzan nieréwnosci f(x) > 1.

a) f(x) =logy(z —1)  b) f(z) =logo(x+2)  ¢) f(x)=logs(z+4)

Przyktad 6
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = log; (z—2). Y

//

Wykres funkcji f mozemy otrzymaé przez 1 \-/4\"7) = logs(z —2)
przesuniecie wykresu funkcji y = log% T

o 2 jednostki w prawo, czyli o wektor [2,0] . O] 1 X
Dziedzina funkcji f jest zbior Dy = (2;00),

a asymptota pionowa jej wykresu — prosta - ;J\\\

T=2.
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Cwiczenie 4 Cwiczenie 4

Okredl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj réwnanie asymptoty a) D = (3;00), x =3
pionowej wykresu tej funkcji. b) D = (—4;00), z = —4
a) f(@) =logy(z=3) D) fz)=log(a+4) ©) fla)=logy(w—2)  PZEhe=2

Przyktad 7
W jednym ukladzie wspélrzednych naszkicuj wykresy funkeji f(z) = log, z,
g(z) =logy(x — 1), h(z) = logy(x — 1) — 2.

.. . , Y ’
Wykres funkcji ¢ mozemy otrzymaé przez prze- g
sunigcie wykresu funkcji f o wektor [1,0] . O _———1
1
Wykres funkcji h mozemy otrzymac przez prze- , Vo2

,_A
=i

suniecie wykresu funkcji g o wektor [0, —2]. —

Zauwazmy, ze wykres funkcji h mozemy otrzy-
maé przez przesuniecie wykresu funkcji f / /

o wektor [1, —2]. /
o o ) 3 /]’L(.’T,’) =logs(x = 1) —i2
Dziedzing funkcji f jest zbior (0;00), a funkcji / Gwiczenie 5
g ih —zbiér (1;00). a) D= (2;00), z =2
. Y A —
Cwiczenie 5 J
Okre$l dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj rownanie asymptoty .
pionowej wykresu tej funkcji. .
a) f(x) = logy(a — 2) + 1 d) f(x) = log, ( +3) + 2 ol 1 / *
b) f(z) =logy(z—1) -2 e) f(z)=logy(z —1)—3
0) (@) = logy(w+2) ~ 1 ) f(x) = log (v +2) - 2 NN
Y
Przyktad 8 1 \
Y Y
%) 28 - /Z/ ) k) ¥ © \ X
| Y v ~—~log N2
\ \ X7 < ( !zj x JT R
1 1 ¢
9) X ol /i X T
/ \ / c) D=(-200), z=—-2
f\z,/) > Y
/ S T V /S Y
So T—— e
L X
Wykresy funkcji f i g sa symetryczne ~ Wykresy funkcji f i h sa symetryczne
wzgledem osi OX. Dy = D, = (0;00)  wzgledem osi OY'. /
Zauwaz, ze: —log, x =logy x. D; = (0;00), D), = (—00;0).
d) D= (-3;00), z=-3 e) D= (1;00), z=1 f) D= (-2;00), x = -2
v Y Y
[0) X O| 1 X
\ f
— ~_ [
I f T s o
O 1 — X
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Cwiczenie 6

a) D = (—o0;0)
1X
\
b) D = (—o0;0)
Y,
{
r Ol 1x
c) D =(—00;0)
Y
/
J 1
= o] 1x
Odpowiedzi do zadan
1. a) z =
b) z = %
NEER
2.a) D=(-3;00), z=—-3
b) D = (1;00), z =1
c) D= (-2;00), z =—2
3.a) D=(-1;00); z € (—1;3)
b) D = (1;00); z € (2;00)
c¢) D= (2;00); z (2, %)
d) D = (=3;00); z € (—3;0)
e) D= (—4;00); z € (—2;00)
f) D= (1;00); z € (£;00)
4. a) [—1,—2];
9(z) = logy(z +1) — 2
b) [2,1];
g(x) = logy(z —2) +1
5. a), b) D = (0;00)
c), d) D = (—o0;0)
6. a) D = (—o0;1)
b) D = (—o0; —2
¢) D= (—o0;—1

Cwiczenie 6

Okredl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres.

a) f(z) = logy(—x) b) f(z) =logy(—x) c) f(z) =logy(—z)+2
Zadania

1. Naszkicuj wykres funkcji f. Wyznacz jej miejsce zerowe.
a) f(z) =logyx — 2 b) f(z) =logsx + 1 ¢) f(z)=lograz—2

2. Okresdl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj rownanie asymp-
toty pionowej tego wykresu.

a) f(z) =logy(z+3) D) f(z) =logs(z—1) «¢) fz)=logy(x+2)

3. Okresdl dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres. Podaj zbiér argumentow,
dla ktorych funkcja f przyjmuje wartoéci ujemne.

a) f(z) =logy(z +1) —2 d) f(z) =logs(z +3) — 1
)=kl o) S =g )41
) f(z) =logs(x —2)+3 f) f(z)=logi(z—1)—

4. O jaki wektor nalezy przesunaé wykres funkcji f(z) = log, =, aby otrzymaé

wykres funkcji g7 Podaj wzér funkcji g.

a) 1Y b) v _—
1 g g
0 — 1
1 X /
ol 1 / X
|
/ |

5. Okredl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres.
a) f(z) =2—log,z c) f(z) =logs(—x) —2
b) f(z)=—-1-log1z d) f(z)=logy(—x)+3
6. Okredl dziedzing funkcji f i naszkicuj jej wykres.
a) f(x) =log,(1—xz) b) f(z)=logs(=2—=x) ¢) f(z)=logs(—1—x)

7. Zaznacz w ukladzie wspélrzednych zbiory AN B oraz A\ B.

a)A:{(x,y)GRQ: \log2x+5} B = {my €R2 y>|x +2|}
b)A:{(x,y)GRQ: <logy(z+4)}, B={(zv) ) € R%: y < log,(— )}
7. a) \\ Y p b) v e
N ’ R =L IR
NoOANE Z-" \\\//1/
AN o
. _ 1 X
/ 0] 1 X [AnB)\
, " -
. Yy o = e
S 39 SN A\ B
Dok //i A\ B PR
s / 1 X
Ol 1 X /! 1
[ i \
|
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Skala logarytmiczna

Gdy poréwnujemy wielkosci fizyczne, ktdre przyjmujg wartosci

z szerokiego zakresu, wygodniej jest porownywac ich logarytmy.

W ten sposdb powstaje skala logarytmiczna, na ktérej w réwnych
odstepach umieszczone sg logarytmy wartosci tych wielkosci fizycznych.

Dzwiek ’
Natezenie dzwigku i poziom natezenia dzwigku to wielkosci fizyczne 7
zwigzane z falg dzwiekowa. Zachodzi miedzy nimi zaleznosc: '

L=10-log}

gdzie:
|- natezenie badanej fali dzwiekowej w watach na metr kwadratowy (W/m?),
lo = 1072 W/m?-prog styszalnosci (dolna granica zakresu styszalnosci
cztowieka dla czestotliwosci 1000 Hz),

L — poziom natezenia dzwieku.

Poziom natezenia dzwieku podaje sie w decybelach (dB).

Na przyktad jezeli podczas koncertu rockowego natezenie dzwigku jest
réwne 1 W/m?, to poziom natezenia dzwigku wynosi:

L=10-loglz=10-10og10% =10 - 12 =120 [dB]

Na osi ponizej pokazano natezenia dzwiekéw z réznych zrédet (skala liniowa) i odpowiadajace
im poziomy natezenia dzwigkow (skala logarytmiczna). Zwrd¢ uwage, ze wzrost poziomu natezenia
dzwigku o 30 dB oznacza tysigckrotny wzrost natezenia tego dzwigku.

szelest cicha
lisci rozmowa odkurzacz koncert rockowy

1000 razy wiecej [ { natezenie
dzwieku [W/m?]

1072 10" 107" 10°° 10-® 107 10°® 10°° 10™* 102 102 107" 1 10 102

Il L Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il »
T T T T T T T T T T T T T T T =

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

( l ( poziom natezenia

o 30 dB wiecej dzwieku [dB]
prég woda wyptywajaca granica bolu
styszalnosci z kranu

El O ile decybeli wzrognie poziom natezenia dzwieku,
jezeli natezenie dzwieku wzrosnie dwukrotnie?

1. Ly — L1 = 10 - log 125 — 10 - log 155z = 10 log (7257 : 15o1z) = 10log2 ~ 3 [dB]
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Uczen:

— stosuje twierdzenie o zmianie
podstawy logarytmu przy
przeksztalcaniu wyrazen
z logarytmami,

— stosuje twierdzenie o zmianie
podstawy logarytmu do obli-
czania wartos$ci wyrazen
z logarytmami,

— wykorzystuje twierdzenie
0 zmianie podstawy
logarytmu w zadaniach na
dowodzenie,

— udowadnia twierdzenie
0 zmianie podstawy

R 6.9. Zmiana podstawy logarytmu

Twierdzenie o zmianie podstawy logarytmu

Jesli a, b i x sa liczbami dodatnimi oraz a # 11 b # 1, to:

loggx
logab

logyxr =
Dowod
Niech a, b i © beda liczbami dodatnimi oraz a # 11 b # 1. Niech log, x = p,
log, b = q, wowczas:

r=>b", b=al

T = (aq)p =qlP

Korzystamy z definicji logarytmu.

Korzystamy z wlasnosci dziatan

logarytmu. na potegach.
q-p= logar x Korzystamy z definicji logarytmu.
log, b-log, x =log, x/ : log, b log, b#0, gdyz b # 1.
log,
log, = = og.
Przyktad 1
a) Przedstaw log, 9 w postaci logarytmu o podstawie 2.
_10g29_10g29_1 o L
log, 9 = oead — 2 — 3 log, 9 = log, 92 = log, 3
b) Przedstaw log, 9 w postaci logarytmu o podstawie 0,25.
_ loggo59  loggos9 _ -1 _ 1
log, 9 = logoasd | -1 - 10g0,25 9= l0go,25 97 = 10g0,25 9
Cwiczenie 1
Przedstaw podany logarytm w postaci logarytmu o podstawie c.
a) logy, 7, ¢=10 c) log; 11, c¢=49 e) log,6, c=1
b) logg3, ¢=2 d) log625, ¢=0,1 f) log1 12, ¢=3
Wzér z twierdzenia o zmianie podstawy logarytmu czasem wygodnie jest za-
pisa¢ w postaci iloczynu:
log,b-log, x = log,
(D] Ewiczenie 2
Udowodnij podana réwnosé.
a) log, 3 -logs 4 -log, 5-log; 6 -logg 7 -log,8 =3
b) log0,1 - log,; 0,01 - log, o, 0,001 - log, 49, 0,0001 = —4
Cwiczenie 1 Cwiczenie 2
) 25 = —log7 = log } R A
o o - 29" 6 - 2 -
b) —ioizgz—l 223 — llog, 3 =log, V/3 _3-_P
o) Rl — loswll _ 5jog, 11 = log,, 121 b) L = log 0,01 - logy oy 0,0001 =
logg 1 625 log( 1 625 1 =log0,0001 =—4=P
d) Togc 10 = — 1 = logy ; 625 = logg ;1 535
log, 6 logy 6 q
e) @ =——=—log; 6=log; 5
2
dl iela.pl | Kartkdwka 6.9 o o
anauczyciela.pl | Kartkéwka ) 110:1; _1 %3112 — _logy12 = logs &
Generator

testow i sprawdzianow
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(0] Ewiczenie 3
Udowodnij podang réwno$¢ dla a € Ry \ {1} iz € R,.
a) log g =log, b) log,. x = log, /&

[D] Ewiczenie 4
Uzasadnij podany obok wzér.

Jeslia>0ib>0o0raza#11ib#1, to:

logya = Togab

@ Przyktad 2
Udowodnij wlasnosé: jeslia > 11ib > 1, to log, b+ log, a > 2.

Podstawiamy t = log, b. Poniewaz log, a = log#lf otrzymujemy:

t42>2
Przy podanych zaltozeniach ¢ > 0, zatem obie strony nieréwnosci mnozymy
przez t: VPR . .

241> 9 Z'vu(’)c uvx/a"g,e n%/to7 ze kplejne

N1erownoscl Sg rownowazne.
?—2t+12>0
(t—12%2>0

co konczy dowdd, gdyz ostatnia nieréwnos$é zachodzi dla dowolnego t € R.
[D] Ewiczenie 5

Udowodnij podana wlasno$¢.
1)ibe (0;1), to log, b+ log,a > 2.
b) Jesli a € (1;00) 1 b € (0;

a) Jesli a € (0;
1), to log, b+ log, a < —2.

Zadania

1. Przedstaw wyrazenie w postaci logarytmu o podstawie 2.
a) log3 c) log 511 e) log, 6 + logg 6
b) logy 57 d) log1 9 f) logy 3+ logs 3 + logg 155 3

Wykaz, ze podana réwnoéé jest prawdziwa.
a) log, 25 + log, 25 = log, 125 c) log;4+logg 4 = log1 0,125
b) logy, 4 + logy o, 16 = log = d) log 9 +log, 9 = log, :

[D] 2.

3. Wyraz liczbe a za pomoca p, gdzie p =
c) a=log 54
d) a = logg, V2

log, 2
a) a = logy 2 e) a=log, 18

b) a=log, 2

g) a =log,, ﬁ

V2

f) a=logyz6  h) a=logsz%

2. a) L = log, 25 + 22 = log, 25 + 222 — log, 25 + § log, 25 = § log, 25 =

=log, 25% = log, 125 = P
b) L= log4 + logl6 __ log4 + log 16 —

—log4 — %log 16 = log4™" + log 1672 =

~ logO0,1 log0,01 — -1 —2
:logi+logizlog%:P
log% 4 log% 4 log% 4 log% 4 1 g
C)L:log13+log19: it =~ =—logy4—glogrd=—5logy 4=
log14 2—logl— log10125—P
) L= ;o2 4 joad _ load 4 o820 — _log, 0+ Jlog,9 = —}log, 9 =

=log, 972 = log, 1=P

Cwiczenie 3
_ log,x _ log,x __
) L= fotas e

=2log, x = log, 2> =P
b) L= log,z _ log, = —

logga? — 2
= %logaleoga\/_zP
Cwiczenie 4
log, a = llzi‘;‘; = @
Cwiczenie 5

a) Podstawiamy ¢ = log, b.

o 0 _ 1
Poniewaz log, a = Toa b’

otrzymujemy: t + % > 2.
Przy podanych zatozeniach ¢ > 0.
Obie strony nieréwnosci mnozy-
my przez t:
241> 2
t?—2t4+1>0
(t-1)%>0
co konczy dowdd, gdyz ostatnia
nieréwnos¢ zachodzi dla dowol-
nego t € R.

b) Podstawiamy ¢ = log, b.
Poniewaz log, a = @,
otrzymujemy: t + % < =2.
Przy podanych zatozeniach ¢ <0.
Obie strony nieréwnosci mnozy-
my przez t:

2+1> -2t

2 +2t+1>0

t+1)?>>0
co konczy dowdd, gdyz ostatnia
nieréwnos¢ zachodzi dla dowol-
nego t € R.

Odpowiedzi do zadan
1. a) log, V/3 b) log, %

c) log, 121 d) log29%

e) log, 68 )log23’%
3.a)a=3p b)a=—1p

c)a=4p dya=1p

e)a=-2—p f)a=3+3p

g)a=—35—5p ha=—3p
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.a)z=5 4. Oblicz z.
b)) z =8l a) log, x = logg, 125 c) log, x = logg 27
c)x=9
d) z = 10° - YT00 b) log, z =log ;53 d) log, x = log, 5 10°
.a) L= }S,g—gi = bgTﬁ = 5. Niech a = log, 3. Uzasadnij podany wzoér.
=5= _a 1
b i_ oS Lo @ a) 10g43—§ d) 10g62_a_+1
VL=1s = == 1 1
=2log,3=2a=P b) logy33 =2a ) log 52 = logg2 = 2,50
¢) L=_—Llp = o&f_ 1 1 1
lloggzgg o828 C) @ R f) log\/g2 + logg 4 = Lba
=188 = _llog, 3= . . . . . .. iy
i _p 6. Niech a i x beda liczbami dodatnimi oraz a # 1. Uzasadnij wlasnosé.
d) L3 logp2 _ 1 ] a) Jedli log ;o =1, tolog,. o =%. b) Jedlilog,s z =t, to loggz x = 9t.
= logy6 m -
= m = a_+1 =P 7. Wykaz, zedlaa >0, a # 11ix >0 podany wzor jest prawdziwy.
e) L =log, V3 +log, 9 = @ a) log,. 2? =log, = d) log,. ™ = log, =, gdzie n € N,
1
=log, 3% +log, 3° = b) logyg z = log, z* e) logy, r =log, 2", gdzie n € N
:%log23+210g23= 1
=25log,3 = 2,50 = P c) logiz = —log, @ f) log,, x = log, z¥, gdzie p # 0

f) L =log, V3 +log, 9 = 8

! Wiadomo, ze log, a = % Podaj konieczne zatozenia i oblicz warto$¢ wyra-
= log, 3% + log, 3 =

zenia.
= 1log, 3+ log, 3 =
—f5li2g 3—§Z5a—P a) log, b-log, c-log,.d b) log11~1gb%~1og;§
] 2 - - c
a) log,2 z = 1:c;gf:2 =1 9. Wykaz, ze dla a € (0;1) i b € (1;00) zachodzi podana nieréwnosé.
b) Io _ logaa @ a) log, b —log>b < 0 c) 101b ﬁg—Q
g%/ix log 3 C\’»/* a gb
=857 _9log.3z = 9t b) logy a+log1 b >0 d) logib+log b > —
9
.a) L=log o2 =10z _ . znacz dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres.
) L=log,s 2? = e} 10 Wyznacz dziedzing funkeji f i naszkicuj jej wyk
= 2% _jo5 =P a) f(z) =log, Vx +log,x ¢) f(x) =logyx*+ 2logy x
b)L:log%x:kl)‘g’i—asja: b) f(z) =log,z* —log 5 d) f(z) =loggz® — tlog s
_ loggz _ _
= g% =slog == 11. Przeczytaj podany w ramce przyklad.
=log,2* =P
) L=logsz— %z _ . Korzystajac z odpowiedniego kalkulatora, oblicz wartosé¢ logs; 5 z do-
B adnoscia do trzech miejsc po przecinku.
ogs _ l°gP kladnoscia d h miej k
= fi— = —10g, T = lo
. _ log5 _ 0,69897
d) L =log,n 2" = atl = logs 5 = log3 ~ 07y < 1465
nlog,

szZIOgax:P

1 _ loggx _ Oblicz wartosé logarytmu z doktadnoéciag do trzech miejsc po przecinku.
e) L =logy, v = 2 =
= logaz _ p)og g = a) log, 7 b) logs 3 c) log, 59
=log, 2" =P 1 9. Niech t = log, b. Przy podanych zalozeniach ¢ < 0. 10. D = (0; c0)
f) L=log.,pz = 1oggaaap = a) log,b—log?b=1t—t> <0 a) f(z) =logy
= bgT“x = %loga T = b) Przy podanych zalozeniach log? a > 0 oraz b) f(z) = 2log, =
1
zlogax%:P log%b—m— logba>0 zatemlogba+log1 b> 0. ¢) f(z) =logy x
.a,be,de Ry \ {1} c)@+logab+2:?+t+2:t2+#_(t+l) <0 d) f(x) = log, =
_ 1 1
a) 2 b) —2 Zatem o + oot < <2 11. a) 1,771
b) 0,613

d) log ;b= 2ol = 1% = 3]og b
) 108 ab = rog,va = 7 O8a ¢) —3,170
log2b+2log,b+1=t>+2t+1=(t+1)>>0

Zatem log? b + log b > —
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6.10. Funkcje wyktadnicza i logarytmiczna
- zastosowania
B Wozrost wyktadniczy

Liczbe bakterii hodowanych w warunkach laboratoryjnych, w zaleznosci
od czasu t mierzonego w godzinach, wyraza wzor: y = y, - a’, gdzie yo jest
poczatkows liczba bakterii, natomiast a — pewna stala.

Przyktad 1
Pewne doswiadczenie polegalo na badaniu 900
wzrostu liczebnosci kolonii bakterii. Na poczat- 800
ku doswiadczenia bylo 100 bakterii. Ustalono, 700
ze liczba bakterii podwaja sie¢ w ciagu 1,5 go- 600

dziny. Wyznacz wzdr opisujacy liczebno$é ko- 500
lonii bakterii w zaleznoéci od czasu. 400
300 :
Zauwazmy, ze yo = 100 oraz dla ¢ = 1,5 za- 4, /
chodzi réwno$¢ 200 = 100 - a*5. Stad a = 25. |ol—¥ = 100
Otrzymujemy wiec wzér y = 100 - 23,

[N
ol
~

o 1 2 3 4
Cwiczenie 1

Po dwéch godzinach od rozpoczecia pewnego do$wiadczenia liczba bakterii
byla réwna 1200, a po szeéciu godzinach wzrosta do 10800. Oblicz, ile bylo

bakterii na poczatku doswiadczenia, a ile po 10 godzinach.
B Rozpad promieniotworczy

Okres potowicznego rozpadu to czas, po ktéorym masa izotopu zmniejsza
sie o potowe. Wzor m = my- (%) T opisuje mase préobki promieniotwérczego
izotopu o okresie polowicznego rozpadu T po uplywie czasu t (mg oznacza
mase poczatkowa probki).

Przyktad 2 m
Okres polowicznego rozpadu radu-226 jest réw- 100
ny 1600 lat. Jesli masa poczatkowa mg prébki 75

tego izotopu byla réwna 100 mg, to jego masa 50

po uplywie ¢ lat wyraza si¢ wzorem: 25 \
t
L rbe

m =100 (3)™™ O 1600 3200 4800 6400 ¢
Cwiczenie 1
10800 = o - a® = yo - a® - a* = 1200 - a*
at=9
a=+3

1200 = yo - (V3)°
Zatem yo = 400.
Po 10 godzinach: y = 400 - (v/3) % _ 97200.
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Cwiczenie 2 Cwiczenie 2

t

a) 12,5 =100 (5) ™™ Po jakim czasie z prébki radu-226 o masie: a L

1\ T800 1 1)3 . . (5) (5) gdy a=b.
(3)™° =3 =(3) a) 100 mg zostanie 12,5 mg tego izotopu,

b
00 = 3 b) 10,24 mg zostanie 0,01 mg tego izotopu?
t = 4800 lat
b) 0, UL = 022 (%) Cwiczenie 3
(%) T TogT (%) Okres polowicznego rozpadu strontu-90 jest réowny 28 lat. Po jakim czasie
T = 10 poczatkowa masa probki tego izotopu zmniejszy sie o 75%, a po jakim czasie
t = 16000 lat 0 87,5%?
Cwiczenie 3
m = 0,25mo W Zyjacym organizmie (ro$linnym lub zwierzecym) stosunek ilosci radio-

t

1=(3H)= aktywnego izotopu wegla “C do izotopu nieradioaktywnego 2C wynosi
% =2 okoto 1,5 - 1072, Po $mierci organizmu ilogé radioaktywnego izotopu 4C
t = 56 lat maleje (okres jego potowicznego rozpadu wynosi okoto 5700 lat), a ilo$¢ izo-
m = 0,125myg topu '2C pozostaje niezmieniona. Podczas prac archeologicznych pomiar
(1) ® _ 1 zawartosci izotopu *C moze wige stanowi¢ podstawe okreslenia wieku zna-
t —3 lezisk.
28
t = 84 lata

Masa probki zmniejszy sie o 75% . Przyktad 3

po 56 latach, a o 87,5% po 84 la- - . . i ) .,
tach. Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktérym zmierzona zawartosé

izotopu 4C jest réwna 66% poczatkowej zawartosci tego izotopu.

Cwiczenie 4 Korzystamy ze wzoru m = my - (—) , gdzie T' = 5700 lat.
) 0,5 = (3)7™ m = 0,66m,, zatem otrzymujemy:
5700 =1 b o
t = 5700 lat 0,66 = (3) ™ Jeslia=1b> 0, to
b)025_( )5700 log 0,66 = log (l)ﬁ log a = logb.
t5 7_0011 4?)0 lat log 0,66 = 455 log 0,5
Komentarz t =5700- % ~ 3417

Zauwazmy, ze w ¢wiczeniu 4.
nie sg potrzebne powyzsze
rachunki. Zawartos¢ izotopu

Znalezisko ma okolo 3417 lat.

zmniejszy sie o 50% po 5700 Cwiczenie 4
latach, bo jest to okres jego Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktorym zmierzona zawarto$é¢ izotopu
polowicznego rozpadu. Polo- 14C jest mniejsza od zawartosci poczatkowej o: a) 50%, b) 75%.

wa, ktora zostanie, rozpadnie
sie na pét po kolejnych 5700
latach, czyli zawartos$é izotopu
zmniejszy sie o 75% po 11400

Cwiczenie 5
W pewnym znalezisku stosunek iloéci izotopu wegla *C do izotopu 2C wynosi

latach. 1,875 - 10713, Oblicz przyblizony wiek znaleziska.
Cwiczenie 5
om __ 1,8751071'3 _ 1
mo ~ 1,5-:10-12 T 8

i1\ S i
(Z)o =5
_t =
5700
t = 17100 lat
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Zadania

1.

3.
[ 4.
E

4

a) Z prébki jodu-131 o masie 4,8 g po szesnastu dniach zostalo 1,2 g.
Oblicz okres polowicznego rozpadu tego izotopu.

b) Po siedmiu dniach z 40 g neptunu-239 zostalo 5 g tego izotopu. Oblicz
okres jego potowicznego rozpadu.

Jednym z radioaktywnych odpadéw w elektrowniach jadrowych jest plu-
ton-239. Po 100000 lat jego masa zmniejsza sie o 75%. Oblicz okres polo-
wicznego rozpadu tego izotopu.

Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktérym zmierzona zawartos$é izotopu
14C jest mniejsza od zawartosci poczatkowej o: a) 20%, b) 80%.

Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktérym stosunek ilosci izotopu 4C
do ilodci izotopu 2C jest réwny 1:103.

Oblicz, ile procent poczatkowej zawartosci izotopu #C znajduje sie w:

a) egipskiej mumii majacej 3330 lat,

b) kosci zwierzecia majacej 17 000 lat.

W niektérych modelach wzrostu liczby ludnoéci zaktada sie, ze wzrost ten
ma charakter wykltadniczy. Przyjmijmy, ze wzrost liczby ludnosci wyraza
wzlr:

N =N, - e

(liczba e — patrz str. 299), gdzie N, jest poczatkows liczba ludnosci, t — cza-
sem mierzonym w latach, N — liczba ludnosci po upltywie czasu t oraz
k — odpowiednio dobrana stala.

Wyznaczmy statg k dla USA w latach 1900-2000.

Z tabeli odczytujemy: Ny = 76 mln, N = 275 mln,

t = 100 lat. Otrzymujemy wiec: 76 mln | 275 mln
275 = 76 - e'00% Liczba ludnosci USA

Stad 100k = In % (logarytm naturalny — patrz str. 310), zatem k =~ 0,013.

Rok 1900 Rok 2000

Aby oszacowaé liczbe ludnosci USA w wybranym roku XX w., mozemy
skorzystaé ze wzoru N = 76 - €203 gdzie t oznacza liczbe lat, ktére uply-
nely od 1900 r. Obliczmy na przyklad liczbe ludnosci w latach 1950 i 1990:

Nioso = 76 - 01350 146 mln, Nygop = 76 - €013°9 ~; 245 mln

Uwaga. W rzeczywistosci liczba ludnoéci USA w 1950 r. wynosita okoto 152 mln,
a w 1990 r. — okolo 250 mln.

m _ 10713 1

*mop — 1,510 12 — 15

t
Lo
log & =log (3) %™

1 _ _t 1
logﬁ—mlogi

t= 5700 - 235 ~ 22269 [lat]
og 3
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Odpowiedzi do zadan
1.a) 1,2=48- (%)%

16
()" =1
2 !

=5

N N5
Il
o
o,
=3

—~ T
Nl ~—

l S M
K

w Il
[
wie S
—_

(SIS

~—
S~

3 H BN~
[
ot N
S Wi
=

—
=
SN—

I
N

T = 50000 lat
3. a) m = 0,8mo
t
0,8 — (1y®700
ORI
log 0,8 = log (£) ™™
log 0,8 = =5 10g 0,5
t = 5700 - {252 ~ 1835 [lat]
b) m = 0,2mg
02= ()"
_t__
log 0,2 = log (%) 5700
log 0,2 = =5 10g 0,5
t = 5700 - 12822 ~ 13235 [lat]

log 0,5




Dowiedz sie wiecej

Odpowiedzi do zadan
1. a) z = logs 6

b) z =3 1.
c)w—log963
d)x—loggz
e) z = log;; 3
2.a)z=2
b)w:log318
c) x=—
d)z=0
e) r=—
3. a)221—8 27 +16 =0
27 0
é—4,)x—2 2.
b) 5** + 5.5 —6=0
(5" — 1)(5° +6) =0
5 =1, =0
c)4.42x—4.4w+1=0
(2-4"—1)>=0

4z—§

4 =472, z=-1
d)2**—3.2.-2°+8=0
(2°—-2)(2° -4 =0

2" =21ub 2° =4

z=1lubz=2 3.

) (<3 (4" a0

(3)" -

1" —1lb (3)° =2
=—1llubz=0

f) Obie strony réwnania

mnozymy przez 7°.

7 _14=5.7"

e

(
(

7?7 —5.7"—14=0 5.

(7T +2)(7"=7)=0

=7 =1
4.a)3°4+3°=2-3"-2-377,

gdzie z # 0

3.37°=3° 6.

317:0 — o
l=m=m w= %
b) Obie strony réwnania
mnozymy przez iloczyn
mianownikow.

61— 325 225 — 21— 0,
gdzie x # 0, x # 1

=4 =2

c) Obie strony réwnania
mnozymy przez mianownik.
1—4%=1-—2% gdziexz #0
1-2%=1-2%

z € R\ {0}

Réwnania wyktadnicze

Przeczytaj podany w ramce przy-
ktad, a nastepnie rozwiaz réwna-
nie.

a)
b) 1
)
d)
e) 4

Przeczytaj podany w ramce przy-

T __ 6r+1

1173 — 133796

5
7x+1 32x72
3

@]

2x __ =927 4w71

29073 =107 .39071

Rozwigz réwnanie 7% = 4° 2,
7T — 42 . 4%
7" =16 - 4"

47:16

(G -

T = log% 16

ktad, a nastepnie rozwiaz réwna- Rozwiaz réwnanie 213 422 = 54,
nie 9v.93 1 97 = 54

r+2 &
a)g —2:37=03 827 +2° =54
b) 3 43— 24 =0 9-2° =54 /:9

3z+1 : = :
0 B+ =12 o
d) 20451 4+ 2 =6 oo
x=lo

e) 167+ 4 4% 4 2% = 2 B2
Rozwiaz réwnanie.
a) 47 —8:2°+16=0 <) 4-16°=4""1 =1 ) - -2 4+2=
b) 521 +25% =6 d) 4*+8=3.2°11 f) 7"—14-7" =
Rozwiaz réwnanie.

3% 437 3 2 1-4° .
a) :J,wfafﬂc_2 b) 22 1 27290_0 c) 17296_2 1l
Rozwigz réwnanie.
a) (2—=V3)T+(24+v3) =2 b) (3-2v2)"+ (3+2/2)" =
Wskazéwka. W podpunkcie a) zauwaz, ze 2 + V3= > _1\/§.

Rozwiaz réwnanie.

a) 8x_4x+1+2x+2:0
b) 8% —47+08 _ 97 L 2 —
c) 16° —5-87 4 47+1 =0
a) 2(2—V3)* =2
2-v3)r=1

z=0

b) Zauwazmy, ze 3 — 21/2 = 3+1
Niech ¢ = (3 +2v2)" > 0
=2
t?—2t+1=0
t=1
(3+2v2)° =

BN 324 6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

d) 81° —

9*+91-*—-9=0

e) 9V —8.3F —9 =0
f) 2.4v — 9.2V 1 4 =0

6.

a) =
b)z=0lubz=1
c)z=0lubz =2
d)z=0lubz =13
e)x=4

f)z=4



Dowiedz sie wiecej
1.a)x<f\/71ubx>\/7

Réwnania logarytmiczne 22-7=9
r=—-4lubzx =14
b)z<0lubz>1
Zakladamy, ze 20 — 4 > 0, czyli x > 2. o’ —x =2

log3(2xf4):2 r=—1lubz =2

1. Przeczytaj podany w ramce
przyktad. Rozwiaz réwnanie.

a) logs(z? —7) =2

Rozwiaz réwnanie logs(2z — 4) = 2.

b) logy (2 —x) = —1 ) 0<z<9
2r —4 = 3?
c) log,(9z —z%) =3 r—== 9z —2® =8
d) log, |z —1| =3 Stad 2z = 13, czyli x = 6,5. r=1lubz=38
d)z#1

2. Rozwiaz réwnanie. |22 — 1] =8

a) log,(log, z) = _% c) logy (10g2(10g4 |33|)> =0 =1l =Gl " =1==8

? z? =9 lub
b) 10g3(10g% r)=1 d) log, (10g\/§(10g3 $2)) = % x? = —T (sprzecznosé)

3. Rozwiaz réwnanie. z=-3lubz=3

2. a) log,z =1

% _ 2 _ _ 2
a) logy s (logs(? +1)) =0 ¢) log; (log(logs(x? — 9))) = 0 Ny
b) log, (log,(log, z)) = 0 d) log (1 + log(1 + log z)) = 0 b) log, = = 3
=1
4. Rozwiaz réwnanie. Podaj wykorzystane wtasnosci logarytmu. T=5s
1 1 =1l
a) log, z + logy(z — 3) = 2 d) log, z + logy(z + 3) = 2 gg O|gx2|(_og24 &
Lz =
b) log(2z + 1) +log(z+1) =1 e) logyz =1 —logs(z — 2) lz| = 16
c) log;(4 — ) —logyz = 2 f) logi(4z +8) —log1 (10 —z) = =3 = —16 lub x = 16
L . d) log /5 (logs z°) = 2
5. Rozwiaz rownanie. ] 2 _
ogs = 2
a) log,z + log,x =9 c) log, x —2logy(x —1) =2 22=9
b) logz —logy,(z+3) =1 d) log (3 + 2?) = 1 log 15(z — 2?) z=-3lubz=3
3.a)x=—-2lubz=2
6. Rozwiaz rownanie. b) & = 27
a) log,(1—z)=1 b) log, |z —1| =0 c) log,_ (3 —5) =2 ¢c) x=—6lubz =6
dz=1
7. Rozwiaz réwnanie. ) 2
) ) 4. a)x=4 b))z =73
a) log; x4+ 3log;z =0 f) logg sz —logys2—2=0 )r=2 d)z=1
b) log; x — log, #* = 0 g) log>x —logx? =8 er=3f)z=>6
_ 1 3 _ 6.a)0<z<1
C) log x logx_o ) logxz—1 logx+1_2 l—-z=a2, x:%
o log(z+1
d) log, x + 24/log, x = 8 i) %:1 |b):r:1>|0,ic7$1
T — =
e) 2log,x =1+ ! i) logle+1) _ o z =0 lub z = 2, zatem x = 2

log(z+1)
Wskazéwka. W podpunkcie a) zastosuj podstawienie ¢ = logg .

log, x
c)z>12, z#2
2> —524+6=0
x =2 lub x = 3, zatem z = 3

5. a) log, = + {245 =9, x> 0 ¢) {24 —2log,(z—1) =2, 2> 1 , e
3logyx =9, x =64 log, %= =1 'a)x_ﬁu =
log(z+3) 143371 4 b)x:11ubx=16
b)lOg.’E—W:17 E:47 33:5 L
z >0 - 1 2 1 log(z—=z?) c)mzﬁlubleo
log 2z 4 3) = 1 d) log (37 +2%) =3 - e 0<z <1 d) = 16
0(ggc+gc:>>)—1a e SE=a e)z=1lubz=4
. 5<0 2 n=0 2 =3, f) ' bz — 2
X1 = — , L2 = 4, 1 x:Zu X =
=7
z=2 : g) = = 7= lub & = 10000
h) =1 lub z = 100
i) z=2
) =2
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v/

d iedzi d dan 4 H
Odpowiedz! do zadan - Powtorzenie
1.a) 3 b) 7 o) 5% d) g5
1
3.a)1 b)2 c)20 d) 7
4. a) 3% b) 32 c) 5% d) 954 1. Oblicz.
273.472 10-2 64.9°4 16-2.125°3
%) 575 2B a) ~5% b) 55352 ¢) g &) Trame
1255 = 5> 25! = 52
o501 < 5Y5 < 195% < 2. Oblicz.
< 25v/5 < 52 a) 252 -125°5  b) 6477 - 85 c) 83.3273 d) 0,00175 - 0,097
b) £ =2},
(\/5)7% 0t 05— o 3. Oblicz.
=21 =N 3
o ’ 5 4 V2 47 14 112 2\?
16} = o4 4-08E _ oV a) 585571 b) S2. o ¢) V100-5 21 a) 1. (H)
-0,5v3 _ 1 -
4 <3 v <1677 <05< 4. Zapisz liczbe w postaci potegi a*, gdzie a € N.
<(v2) * N .
o of =38, L =3}, a) 3155 ) VB3 0 V5V5V5  d) VI6- V2. VR
Vo7 =3% (3 =3% 5. Uporzadkuj liczby od najmniejszej do najwicksze;j.
a €
FOT (V)P 5 < a) 5Y5; 25¢/5; 125%; 2501, 52V2 c) 9%; L V2T, (V3)7% 3700
<93 < V27 3 . : iz
d) (4,52 = £, b) %; (\/5) 2:0,5; 1673; 47053 d) 4,572 \/0,4%7; 2,572 0,064
04" = (%)\/g, 6. Wyznacz przyblizong warto$é potegi z doktadnoscia do czterech miejsc po
(2,5)"* = (2)*4, przecinku. Skorzystaj z przyblizenia: V10 ~ 1,258925.
0,064 = 5= = (2)° a) 101 b) 10709 c) 10719 d) 10729
4,572 < 0,064 < 2,572 <
< \/0_4@ 7. Naszkicuj wykres funkcji wykladniczej f(x) = a®, o ktérym wiadomo, ze
6. a) 10! = 10+ 10°" ~ przechodzi przez punkt P.
~ 12,5893 a) P(2,32) b) P(4,) ¢) P(—6,729)
b) 1072 = 10°! . 107! =
~ 0,1259 8. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbiér warto$ci tej funkcji oraz jej miejsca
) 10747 =10"" 1072 & Zerowe.
~ 0,0126 ) s »
d) 10729 = 10! . 107 ~ a) f(r)=2"—4 c) f(z)=4"12-3 e) f(x)=2+27"
~ 0,0013 b) f(z)=3""1+2 d) f(z)=4-2°" f) flx)=1-3"
7. a) f(z) =47 .
b) f(z) = (3)" 9. Oblicz.
¢) f(z)=(3)" a) log, 27 d) log 1 3 g) log 527 j) 27loes?
b) log,; 3 e) logy 27 h) log,, 3v/3 k) V278
c) log, ﬁ f) logy, V3 i) log 73 1) 3l-loes?
8. a) f(D) = (-4;00), f(z) =0dlaz =2 9.2)3 b) i+ ¢) -5
b) f(D) = (2; ), brak miejsc zerowych d)—1e -3 1)1
¢) f(D) = (-3;00), f(z) =0dlax =log,3—2 g) 6 h) ;i) 2
d) f(D) = (—o0;4), f(z) =0dlaz =2 j) 8 k2v2 12
e) f(D) = (2; ), brak miejsc zerowych
£) £(D) = (—o0;1), f(z) =0 dlaz =0
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10.

11.

12.

Oblicz Vab. 10. a) 4
a) a =log; 9, b = log, 256 b) log,a =5, log, b = 3 b)
11.a) 2 =16
Oblicz z. b)z =8
a) logiz=-2 b)log,z=3 c) logia? =15  d) log,5|z| =4 c)z=—Llubz=2
Oblicz x. d) 2 =—64 lub z =64
a) loggx = logg 4 + logg 9 c) logz =2log5+ log4 12. :))m_SG
xr =
b) log; x = log, 18 — log, 2 d) logz = log 80 — 3log2 ¢) & = 100
d) z=10
Zestaw I Zestaw Il
Oblicz. 1. a) 81
a) 497 . 714 . 273 b) v/32-10%7 . 51 c) 6707225273 D) 20
c) 12
Oblicz. 2. a) 15
a) 185 .28 438978 b) 2t .8 — 168 Y4 ) (3707) 7. (9719 b) —2
N . : . o c) 81
Podaj konieczne zalozenia, a nastepnie upros¢ wyrazenie. 3.2)0>0,y£0, 2
1L 1 1.3 4 11\ 72 12\t fy 1
a) (5372.3/3) : (2—71;23/3) c) (a3~b6) .<a3.b3) b):r:>0,y>0,;—5
-3 -3 1 1 15 ,-0,25 05 1,25 ¢) a#0,b>0, 5
b) (et +y ) (H-%) Q) (@19 0%) (200 y 1) d)o>0y>0,
_ o6 _
Ktéra z liczb jest wicksza: x czy y? e =2"= 64’
—3)-2 1 1 y=(4: 57)2—\/__4
a) z= (232 y=(2V/5+2)7-(2V5 - 2)3 2>y
b) x =3%.12705, y =907 .9} 814 b)z=3%.30%.21 =1
yzgf% .97 .99 —9
ObliCZ. y>x
a) log,(log, 16) c) logg(log, 2) e) logg (l g1 (logs \/ﬁ)) 5.a) 1
b) 1
b) log,(log, 16) d) logs(logs 2) f) logs (10g9 (log% %)) c) -1
Oblicz. :)) o
a) log; 6 -logs 8 - logg 9 b) logs 9 - logs 8 - log, 36 f) -1

Przedstaw podana liczbe w postaci logarytmu o podstawie 3.
a) log,, 8 b) log, 0,2 c) logs 564 d) log, 25

Przedstaw podane wyrazenie za pomoca p = log, 3.
a) log, 64 b) log, 27 c) log 524

. a) log, 6 - logs 8 - logg 9 = log, 6 - 12838 . 19839 _ Jo0. 9 — 2

logz3 6 log3 8
b) log, 6% - logs 9 - logs 8 = 2log, 6 - 12829 . 19828 _ o 210833 150 93 — 19

logo 6 logs 3 logs 3
logs 8 3logg 2
— g3 gi
- a) Og27 ~ logs 27 10g3
1 5 1 5
b) oglngloglf):floogg—;gf <£2° —Jogs 5

c) log3\f64—3log3f4—3£&—3-§log34=210g34:10g316
logz 32
logs 5 1
d)log1 25—210g15—2 lo?g— logs 5 = logs =
3 3

. a) logs4®> = 3log;4 = —2- =

logy 3 D

b) log, 3° = 3log, 3 = 3- 2843 — ¢

logy 2

c) log 524 = log 58 +log 53 = 6+ 2% = 4p + 6
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9.a) 245 9.
b) 3a + 3b
10. a) 3°%v3°T =32 =9 10
b) ( )10g4f32 o *
log 32
= (Va)tve
= (¥4)° = 11.

) 5log3 7 710g3 5 _

_ 710g7 (51083 T) _ 7log35 _

— 710g3 7-logz 5 __ 710g3 5 _ 12.

— 710g35 _ 710g3 5 _ 0

11.a) x =4
b) z = 1024
c) z =16 13.
12. a) g(z) = (%)9%1 -1,
9(D) = (~1;00)
b) g(a) = - (3)",
9(D) = (—00;0) 14.
¢) g(z) = =2,
4(D) = (~00;0)
13. a, ¢) [0;00)
b) [4; 00)
14.a) D = (3;0), z =3
b) D = (—4;0), z = —4 15.
c) D= (200), =2
d) D=(-3;00),z=-3
e), f) D= (—o0;0), z=0 16.
15.a) D = (0;1) U (1;00)
vi | |
o] 1 X

Y f

1

o] 1 X 16
17.
18.

17.

18.

Przedstaw podana liczbe za pomoca a i b, gdzie a = log, 3, b = log, 5.

a) log; 1024 + log; 1024 b) log, 121 - log,, 27 — logg 0,04
Oblicz.
a) 310g3\/§ 27 b) (\S'/Z ) log, /332 C)* Flogz 7 _ rlogy 5

Zmajdz liczbe x spelniajaca podany warunek.
a) log(log, ) =0 b) logs(log, z) =1 c) log,(log, z) = 3

Wykres funkcji g otrzymano w wyniku przeksztalcenia wykresu funkcji
fla) = (%)L Naszkicuj wykres funkcji g oraz podaj jej wzor i zbiér war-
tosci.

a) g(z) = flx—1) =1 b) g(z) = —f(z+2) c) g(x) = —f(—x)

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj, dla jakich argumentéw przyjmuje ona
wartosci nieujemne.

a) f(z) =422 4 b) f(z)= -2 =2 ¢) f(2) = 5oy - 3

Okresl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj rownanie asymp-
toty pionowej tego wykresu.

a) f(z) =logs(z —3) —1 d) f(z) = —log; (z + 3)

b) f(z) =logy(x+4) -1 e) f(z) =logs(—z) —1

¢) f(x) = —logy(x —2) £) f(x) =logy () +1

Okresl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres.

W) Jla) = sz b) fo) = emmatl g ) =
Wyznacz dziedzine funkcji f oraz jej miejsca zerowe.

a) f(z) =log,5(1 —2?) d) f(z) =logs(2* +x +1)

b) f(x) =logy,(z* — 1) e) f(x)=log,(2* — 5z +4)

c) f(x) =log,, [2z + 3| f) f(x)=—1+logl|z® —1]

Rozwiaz graficznie nier6wnoéé f(z) > g(z).

a) f(x) =logy(x+1), g(z) =1+logysx

b) f(z) =2+logi(z +3), g(z)=—1+logs(z—3)

Dla jakiego argumentu funkcja f przyjmuje wartosé¢ réwna m?
a) f(x) =logy(3 —x) —logz(x+1),m=0

b) f(z) =logi(z —6) +log1 (10 — z), m = —1

a) D= (—o0;1), f(z)=0dlaz=0
D = (—o0;—-1)U (100),f(x):0dlax:f\/§,x=\/§
¢) D=R\{-3}, f(z) =0dlaz=—-2,0=-1
d)D=R, f(z) =0dlaz=—-1, =0
e) D= (—o0;1) U (4;00), f(m)zOdlax:@,a::yr%/E
f) D=R\{-1,1},
f(z)=0dlaz=—+11, x = /11
a) z € [1;00)
b) z € (3; 6]
a)zr=1
b) z =38
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&

Zadania z kontekstem realistycznym

1.

[ 3.

3.

Skala Richtera jest skalg logarytmiczna stuzaca do okreslania sity trzesienia
ziemi. Miarg tej sity jest liczba:
_ A
M = log A0
gdzie A — maksymalna amplituda drgan (w centymetrach) zarejestrowana
w odlegloéci 100 km od epicentrum, A, — wartoéé wzorcowa réwna 10~* cm

(drgania niewyczuwalne przez czlowieka). Liczbe M wyraza sie w stop-
niach skali Richtera.

a) Oblicz sile trzesienia ziemi o amplitudzie drgan 1000 razy wiekszej od
wartosci wzorcowej Ag.

b) 20 kwietnia 2013 r. w poludniowych Chinach odnotowano trzesienie
ziemi o sile 6,6 stopni w skali Richtera. Oblicz, ile razy wigkszg amplitude
drgan miato to trzesienie ziemi od amplitudy najsilniejszego ze wstrzaséw
wtornych, ktéry miatl site 5,1 stopnia.

Przyktadem wykorzystania skali logarytmicznej jest stosowana w chemii
skala pH, opisujaca odczyn roztworu.

pH roztworu okresla sie za pomoca wzoru pH = —log[H"], gdzie [HT]
oznacza stezenie jonéw wodoru w roztworze, mierzone w molach na dm?.
Woda o pH = 7 ma odczyn obojetny. Roztwory o pH mniejszym niz 7
maja odczyn kwasowy, roztwory o pH wigkszym niz 7 — odczyn zasadowy.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

10° 107! 107% 107® 107* 107° 107° 1077 107® 107 10°*° 10" 1072 103 1074
stezenie jonéw wodoru
Oblicz pH roztworu o podanym stezeniu jonéw Ht. Odpowiedz podaj z do-
ktadnoscia do jednego miejsca po przecinku. Czy jest to roztwor zasadowy,
czy kwasowy?
a) Sok pomarafniczowy — stezenie jonéw H' wynosi 6,8 - 107° moli na dm?.
b) Wino — stezenie jonéw HT wynosi 4 - 10~* moli na dm?.

¢) Woda morska — stezenie jonéw HT wynosi 2,2 - 107 moli na dm?.

W jonizacyjnych czujnikach dymu wykorzystuje sie izotop ameryku 241 Am
o okresie potowicznego rozpadu T = 432 lata. Po jakim czasie prébka
ameryku straci 5% swojej masy?

t

0,95m = m - (1) ™
t
095 = (3)
log 0,95 = 1% log 0,5
log 0,95 .,
t = 432 . lo;_‘O_,S ~ 32
Probka straci 5% masy po okoto 32 latach.

Odpowiedzi do zadan
1. a) 3 stopnie w skali Richtera
b) okotlo 31,6 razy

2. a) okolo 4,2 — kwasowy
b) okolo 3,4 — kwasowy
¢) okolo 8,7 — zasadowy
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w Sposéb na zadanie

Rozwigzywanie zadan takich jak ponizsze przyklady rozpoczynamy od wy-
znaczenia dziedziny wskazanej funkcji.

Przyktad 1

Wyznacz najmniejsza warto$é funkcji f(z) = log%(—glc2 — 2z 4 8). Dla jakiego

argumentu jest ona przyjmowana?

Dziedzing funkcji f jest zbior tych liczb x, dla ktérych spelniony jest warunek:
—22 -2 +8>0

Rozwigzujemy te nieréwnosé i otrzymujemy: = € (—4;2) — sprawdz.

Zatem dziedzina funkeji f jest zbiér Dy = (—4;2).

Zauwazmy, ze funkcja logarytmiczna o podstawie a € (0;1) jest funkcja male-

jaca. Oznacza to, ze funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza dla najwiekszej

mozliwej warto$ci wyrazenia —x* — 2z + 8 dla x € (—4;2).

Wyznaczamy najwigksza wartos¢ tréjmianu kwadratowego:

y=—x?—2x+8
Ty,=—2=2=-1€(-4;2)

2a -2
Yu= (1) =2 (1) +8 =9
Zatem najmniejsza wartos¢ funkeji f jest rowna: logy 9 = —2.
Odpowiedz: Funkcja f przyjmuje najmniejsza wartosé¢ rowng —2 dla x = —1.

-» Zadanie 7, str. 335
Przyktad 2
Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(z) = logg (1 — z)(x — 7).
Dziedzing funkcji f jest zbidr tych liczb z, dla ktérych:
f1—xz)(x—7)>0
x e (1;7)
Zatem dziedzing funkeji f jest zbiér Dy = (1;7).
Liczba x jest miejscem zerowym funkcji f, gdy +(1 —z)(z —7) = 1.
t1-a)(z—-7)=1/-5
—2?+8x—T7=5
2> —8r+12=0
Rozwigzaniami ostatniego réwnania sa liczby 2 i 6.

Zatem f(x) =0dlax € {2,6}.
Odpowiedz: t =2, x =6
=» Zadanie 8, str. 335

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 6

Generator

testow i sprawdzianow
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w Przed obowigzkowa matura z matematyki

W zadaniach 1-10, 16.2 1 17.1 wybierz wlasciwg odpowiedz sposrdéd podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Do wykresu funkcji f(x)

= 4% nalezy punkt o wspélrzednych
A. (—1,-4) B. (3,3)

C. (-33) D. (3
Zadanie 2 (0-1)

Wartosé funkeji f(x) = (%)Z jest liczba calkowitg dla

Az = % C.x=2

B. x=-3 D. =10

Zadanie 3 (0-1)
Wartoséé funkeji f(z) = (\/§)x jest liczbg wymierng dla

A.x=1 C.x=-3

B. x=-1 D.xz=-6
Zadanie 4 (0-1)

Funkcja rosnaca jest funkcja

A. f(z)=(V3-1) f@)=(3)"

B. f(x) = (V5 —1)°
Zadanie 5 (0-1)

Ktéra funkcja ma dodatnie miejsce zerowe?

A f(z)=6"—6 C. h(z) = (
B. g(z) =4*+4 D. k(z) = (
Zadanie 6 (0-1)

Prawdziwa jest nieréwnosé

A. 32 <318 C. 27 < 231

B. 0,5V2 < 0,5 D. 47 < 43141

Zadanie 7 (0-1)

Prawdziwa jest nieréwnos¢

A. log, 8 < log; 9 C. log, 5 > logy 3

B. log%8<log%9 D. log%1>log33
Zadanie 8 (0-1)

Punkt (8, —3) nalezy do wykresu funkcji

A. f(z) =logg(x —6) — 6 C. f(z) =logs(x —3)—3
B. f(z) =log,(x —4) — 4 D. f(z) = logy(x —2) — 2

O QO w =
=8
G
AV
o
==
[V
8
m
=

. 3 < 2, nie
. —3 < =2, tak
—1> —1, nie
0 > 1, nie

SoR >

. logg2 — 6 # —3
.logy,4-4=1—-4=-3
.logs5—3# -3
.log, 6 —2 # —3

oaQw e
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10.

11.

12.

logs 31,25 = logs 125 =
=log; 5% —log; 22 =3b—a

»—5%% .57 —53+ti _ 5
3 1 1
y=51.52 =51
3 .1
Ty =54 -5%4 =5
z _5%.51_5%
Y

log 2?y° = log((zy)” - y) =

log(zy)? +logy =

= 2logxy + logy

log 2?y® = log(z - zy - y*) =
=logz + log zy + log y? =

= logx + 2logy + log zy

w Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 9 (0-1) A

Warto$é funkeji f(z) = 1072 dla = —(¥/81)? nalezy do przedzialu
A. (0;1] C. (100;1000]

B. (1;100] D. (10000; c0)

Zadanie 10 (0-1)

Jesli a =log; 2 1 b =log, 5, to log; 31,25 jest réwny

A. 3a—2b B. 2a — 3b C. 3b —2a D. 2b—3a

Zadanie 11 (0-1)

Dane sg liczby z = 251 - /5 iy = 1257 - 572,
Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, je$li stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jedli jest falszywe.

lloczyn x - y jest réwny 5. P F

Tloraz 5 jest réwny /5. P F

Zadanie 12 (0-1)
Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jedli jest falszywe.

Dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x i y zachodzi réwnosé

log 22y® = 2log zy + log y. P F
log 22y® = logx + 2log y + log zy. P F
Zadanie 13 (0-2)
Dana jest funkcja f(z) = (v/2)* — 8.

Dokonicz zdania. Wybierz odpowiedz sposréd A-D oraz odpowiedZ sposréd
E-H.

1. Miejsce zerowe funkcji f jest rowne

A3 B. 4 C.6 D. 8
2. Wykres funkcji f przecina o§ OY w punkcie
E. (-8,0) F. (-7,0) G. (0,-7) H. (0,-8)

Zadanie 14 (0-3)
Uzupetnij zdanie.

Dziedzina funkcji f(z) = log,(x + 4) jest przedzial [?], jej miejscem zerowym
jest [7], a asymptota pionowsa jej wykresu — prosta [?..

14. (—4;00), = -3,z = —4
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w Przed obowigzkowa matura z matematyki

Zadanie 15 (0-1)

Dane sa funkcja f(z) = 37 oraz liczby 1 = J5 i 2y = 2.
Dokoncz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Prawdziwa jest nieréwnosé

A, f(z) < flz), 1. | 21 < x5 1 f jest funkcjg rosnaca.

poniewaz | 2. | x; > x5 1 f jest funkcja malejaca.

B.  f(w) > f(x2), 3. | x> xy i f jest funkcja rosnaca.
Zadanie 16
Dane s liczby = = log, (v3 + 1) i y = log,(v/3 — 1).
[0] Zadanie 16.1 (0-2) 16.1. 7 +y = log,(V3+ 1)+
Uzasadnij, ze dla a = 4 zachodzi réwno$¢ « +y = 1. +log,(vV3—-1) =

—log,(V3+ (V- 1) =
=log,(3—1) =log,2 =1

16.2. 7 —y = log, Y2t =

Zadanie 16.2 (0-1)
Réwno$é x — y = 1 zachodzi dla

A.a=2 B. a=2V3 C.a=2-+3 D.a=2 3

a a \/_ a \/_ a F \/_ Iz, g\/gj_ll)2 _
Zadanie 17 =log, ‘Hzﬂ =
Dana jest funkcja f(z) = log,(z + 3) — 3. = log, (2 + V3)

Zadanie 17.1 (0-1)
Wykres funkcji f przedstawiono na rysunku

A. )I _— C. Y _——
ol 1 X !
ol 1 X
|/ |/
B D.
1 1 o
L — ///
ol 1 __—— X 1 X
/
| |

Zadanie 17.2 (0-1)
Oblicz f(1) — f(13).

17.2. f(1) — f(13) =logy 4 — 3 — (logy 16 —3) =2 — 3 — (4 — 3) = —2
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

R T —

— YR G P g
Zatem szukang liczba jest 10.
8§=2%=2%

n=3

n =12

Liczba 12 ma 6 naturalnych
dzielnikéw.

log, 8 = 2,

a:g%:(QS)%:4

. 3
wiec a2 =8

L=4-1249-2=20
P=5.4=20=L

log, V6 + log, V88— log, V3=

= log, Jé\/g%é =log,4=2€Q
1=a%— 3

1-2
o=}
fl@)=(3)" -3
F(=5=(2)"°-3=1021
f(z) =37,
g(x) =9-3% =3*+2

g f
— ol 1 X

Wykres funkcji g otrzymuje-
my przez przesuniecie wykre-
su funkcji f o wektor [—2,0].
Zatem |PQ| = 2.

a= log% T =F
b =log, 3'° — log, 27 =

=15—-3=12
c=13
Ob = 30

w Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 18 (0-2)
Wyznacz liczbe, ktérej 80% jest réwne 23+2V3 . 4V3,

Zadanie 19 (0-2)
Ile dzielnikéw bedacych liczbami naturalnymi ma liczba n spelniajaca rowna-

nie 8 = (v/2)"?

Zadanie 20 (0-2)

Punkt P(8,2) nalezy do wykresu funkcji y = log, . Wyznacz a.
[D] Zadanie 21 (0-2)

Udowodnij réwnoéc¢ 4logy 3 + 9logs; 9 = 5log, 81.

(0] Zadanie 22 (0-2)
Uzasadnij, ze liczba log, v/6 + log, v/8 — log, v/3 jest wymierna.

Zadanie 23 (0-3)

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji:
fl)y=a*-3

Punkt P ma wspotrzedne (—%, —1). Oblicz wartosé \

funkcji f dla x = —5.

Zadanie 24 (0-4)
Naszkicuj wykresy funkeji f(z) =3%ig(z) =9 - 37. P
Prosta y = 100 przecina wykres funkcji f w punk-
cie P, a wykres funkcji ¢ w punkcie ). Oblicz dtu-
go$¢ odcinka PQ.

Zadanie 25 (0-4)
Oblicz obwod tréojkata prostokatnego, ktérego przyprostokatne maja diugosci
a=log127°ib=log,; 3" —log; 2T.

Zadanie 26 (0-4)

Liczba p jest rozwiazaniem réwnania z log; + =log 1 1, a liczba ¢ — rozwigza-
niem réwnania 4%z — 2!° = 4 - 28, Oblicz sume odwrotnos$ci kwadratéw tych
liczb.

Zadanie 27 (0-4)

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = a® + b, gdzie a = logy v/3 oraz b = log, z.

26. plogy 5 =logy 3 27.a=1,b=-2, f(z) = (3)" -2

3p=1 \Y

p=3 f

40q—210=4.2°

212q—210+210 \1

12 . _ oll

2¥q¢=2 1 X
1

q=3

L4+ L —94+4-13

p2+q2_ T4=
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w Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (0-2)

Wyraz liczbe:
1 1

logy 3 + log2\/§9
za pomoca a, gdzie a = log; 2.

Zadanie 2 (0-3)
Dane sa liczby a = log, 5 oraz b = log; 3. Wyraz log, 36 za pomoca a i b.

Zadanie 3 (0-3)

Liczba m jest rozwiazaniem rownania:

(VI + ()" = o8

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = m® — 4. Y
Zadanie 4 (0-3) OI 1 X
Do wykresu funkcji f(xz) = log,(—4x) nalezy punkt P n /

(rysunek obok). Wyznacz miejsca zerowe funkcji f
oraz funkeji g(z) = f(z + 2).
@ Zadanie 5 (0-3)
Do wykresu funkcji f(x) = a* nalezy punkt o wspdlrzednych (p,q), gdzie
p= log% 256 oraz g = log, 5 64. Uzasadnij, ze liczba naturalna:
n = f(=6) - f(-2)

jest liczba doskonala (czyli jest suma wszystkich swoich dzielnikéw mniejszych

od niej samej).

(0] Zadanie 6 (0-4)
Dana jest funkcja f(z) = log, £+
T+ 32 =0, to f(z1) + f(z2) = 0.

. Udowodnij wlasnos¢: jedli x;, x5 € Dy oraz

Zadanie 7 (0-4) = Przyktad 1, str. 330

Wyznacz najwigksza warto$é funkeji f(x) = log;(x +4) + logs(2 — x) w prze-
dziale [—3;1].

Zadanie 8 (0-3) & Przyktad 2, str. 330

Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(x) = logg(x? + 4z — 5).

[0] Zadanie 9 (0-3)
Uzasadnij, ze dla a,b € (0;1) U (1;00) wyrazenie log, b* - log, /a przyjmuje
stala wartosé.
Zadanie 10 (0-4)

Dla jakiej wartosci parametru a miejsce zerowe funkcji f(z) = 2* — |log, 2 + 1|
jest réwne 17

6. T2 = —X1

—il
_ +1 _ 2141 _ -1 _ +1 _
f(z2) = log, 21 = log, =2t = log, 2171 = log, (221) =

= —logy 24 = —f(x1), czyli f(z1) + f(w2) =0

2
8.z=-2—V10,z=-2++10
1
9. logabQ«logb{"/E=2logab-l‘;§g—ab3:2-§= 2 dlaa,be (0;1)U(1;00)
10. f(1) =2 — |log, 2+ 1| = 0
Jedli log,24+1 >0, to f(1) =2—1log,2—1=0, czyli log, 2 =1, skad a = 2.
Jedli log, 2 +1 <0, to f(1) =2+ 1log, 2+ 1 =0, czyli log, 2 = —3, skad a % = 2,
1

a:3—\/§.
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Odpowiedzi do zadan

1 1 _
1. logy 3 + logz\/éQ —

= log; 4 + logy 2v/2 =
=2log32+%log92:
20+ 002 2043 — 280
2. log,(4-9) =log, 4 +1og, 9 =

=1+2log,3=1+2- 222 =

=1+log,3 =1+ 227 =

=1+logs3-logy5=1+ab
3. 7" 7 =56

2.7 =56
m =2
flz) =274
Y /
f
ol 1 X
—
4. P(—1,-2)
—2 = log, 4, gdzie p > 0
oraz p # 1
P=3

f(z)=0dlaz=—1

a0
g(x)=0dlaz=—-2%

5. p=—4oraz q=14
4=qa* gdziea>0
a= %, czyli f(z) = (%)
1\ 7° 1) 72
= (8) () -

=2°-2=6

Dzielniki liczby 6 mniejsze od
niej samej: 1,2, 3. 1 + 2 + 3
= 6, zatem jest to liczba do-
skonata.
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Indeks

alfabet grecki 195

asymptota 118
hiperboli 118, 126, 127, 129
pionowa 118
pozioma 118

cosinus kata 183, 198

cotangens kata 183

czworokat
bicentryczny 259
wypukty 207

deltoid 212
dtugosé
tuku okregu 226
okregu 226
dwumian 50
dziatania na potegach 290, 291, 294
dziedzina
naturalna funkcji 147
wyrazenia wymiernego 131

funkcja
dwdéch zmiennych 61
homograficzna 125
logarytmiczna 309
wyktadnicza 297
wymierna 148

funkcje réwne 148

funkcje trygonometryczne
kata ostrego 183
kata wypuktego 198

hiperbola 118, 125
réwnoosiowa 129
hiperbole sprzezone 129

hiperboloida 130

iloczyn pierwiastkéw rownania
kwadratowego 24

iloczyn poteg o tych samych
podstawach 290, 291, 294
wyktadnikach 290, 291, 294

Indeks

iloraz poteg o tych samych
podstawach 290, 291, 294
wyktadnikach 290, 291, 294

jednomian
stopnia n 50
zerowy 50
jedynka trygonometryczna 192

kat
$rodkowy w okregu 226, 237
wpisany w okrag 237, 238
koto 229
konstrukcja
dwunastokata foremnego wpisanego
w okrag 277
pieciokata foremnego wpisanego
w okrag 277
stycznej do okregu 236
szesciokata foremnego wpisanego
w okrag 277
wspolnej stycznej do dwbéch okregdw
rozlacznych zewnetrznie 236
krzywa ancuchowa 39
kwadrat 207

liczba
e 299, 310
T 226
logarytmowana 303
pierwiastkéw réwnania
kwadratowego 10
logarytm 303
dziesietny 304
naturalny 310

najmniejsza wartosé funkcji kwadratowej
w przedziale domknietym 32
najwieksza wartos¢ funkcji kwadratowej
w przedziale domknietym 32
nieréwnosé
kwadratowa 14, 27
wielomianowa 100
wymierna 144



odcinek kota (kotowy) 230
odcinki w trapezie 214
odlegtos¢ punktu od prostej 232
okrag 226

dopisany do tréjkata 252
okregi

przecinajace sie 227, 233

rozlaczne 227, 233

rozlaczne wewnetrznie 227

rozlaczne zewnetrznie 227, 233

styczne 227, 233

styczne wewnetrznie 227, 233

styczne zewnetrznie 227, 233
o$ symetrii hiperboli 119

parabola 39
paraboloida obrotowa 61
pierscien kotowy 229
pierwiastek
dwukrotny wielomianu 92
jednokrotny wielomianu 92
k-krotny wielomianu 92
rownania kwadratowego 10
wielomianu 72, 85, 88
podstawa logarytmu 303
podstawowe twierdzenie algebry 67
pole
deltoidu 212
kota 229
rombu 209
réwnolegltoboku 208
trapezu 211
trojkata 203, 204, 206
tréjkata opisanego na okregu 249
tréjkata réwnobocznego 204
tréjkata wpisanego w okrag 246
wycinka kota (kotowego) 229
postaé
iloczynowa funkcji kwadratowej 12
kanoniczna funkcji homograficznej 125
ogdlna funkcji homograficznej 125
potega potegi 290, 291, 294
promient
okregu dopisanego do tréjkata 252
okregu opisanego na tréjkacie
rownobocznym 244
okregu wpisanego w trojkat 250

promien
okregu wpisanego w tréjkat
réwnoboczny 248
wewnetrzny pierécienia kotowego 229
zewnetrzny pierécienia kolowego 229
prostokat 207
przekatna kwadratu 177
punkt
Fermata 216
stycznosci 227, 232

ramie
koncowe kata 197
poczatkowe kata 197
romb 207, 209
rozpad promieniotwoérczy 321
rozwigzanie tréjkata 189
rOéwnanie
dwukwadratowe 17
hiperboli 129
kwadratowe 10, 27
logarytmiczne 325
wielomianowe 72
wyktadnicze 324
wymierne 138, 140
réwnolegtobok 207, 208
réznica
n-tych poteg 64
szescianéw 63

schemat Hornera 80
siatka znakéw 104
sieczna
okregu 232
paraboli 21
sinus kata 183, 198
skala logarytmiczna 317
stopien
iloczynu wielomianéw 58
jednomianu wielu zmiennych 57
sumy wielomianéw 53
wielomianu 50
wielomianu wielu zmiennych 57
styczna
do okregu 232
do paraboli 21

Indeks
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suma
pierwiastkéw réwnania
kwadratowego 24
szescianéw 63
szerokos¢ pierscienia kolowego 229
szescian
réznicy 62
sumy 62

Srodek
okregu dopisanego do tréjkata 252
okregu opisanego na tréjkacie 244
okregu wpisanego w trojkat 248
symetrii hiperboli 119

tangens kata 183, 198
tozsamo$¢ trygonometryczna 192, 194,
195, 199, 200
trapez 207, 211
réwnoramienny 207
tréjka pitagorejska 180
trojkat
Herona 206
Pascala 66
tréjmian 50
twierdzenie
Bézouta 85
cosinusow 270
o cieciwach 241
o logarytmie iloczynu 306
o logarytmie ilorazu 306
o logarytmie potegi 307
o odcinkach stycznych 233
o pierwiastkach catkowitych
wielomianu 88
o pierwiastkach wielomianu
stopnia n 93

Indeks

twierdzenie

o reszcie z dzielenia wielomianu
przez dwumian 84

o siecznych 278

o stycznej i siecznej 278

o zmianie podstawy logarytmu 318

odwrotne do twierdzenia
Pitagorasa 177

Pitagorasa 176, 181

Ptolemeusza 256

sinuséw 265

warunek
opisania okregu na czworokacie 253
wpisania okregu w czworokat 257
wielokat
foremny 261
wklesty 207
wypukty 207
wielomian
stopnia n 50
wielu zmiennych 55
zerowy 50
wspOtezynnik
jednomianu 50
kierunkowy prostej 202
wielomianu 50
wycinek kota (kotowy) 229
wyraz wolny wielomianu 50
wyrazy wielomianu 50
wyrazenie wymierne 131
wysoko$¢ trojkata réwnobocznego 177
wzory Viete’a 24

wzor
Cardano 91
Herona 206

wzrost wyktadniczy 321



Tablice wartosci funkcji trygonometrycznych

« sin «v CcoSs « tga « sin «v cos «v tga
0° 0,0000 1,0000 0,0000 45° 0,7071 0,7071 1,0000
1° 0,0175 0,9998 0,0175 46° 0,7193 0,6947 1,0355
2° 0,0349 0,9994 0,0349 47° 0,7314 0,6820 1,0724
3° 0,0523 0,9986 0,0524 48° 0,7431 0,6691 1,1106
4° 0,0698 0,9976 0,0699 49° 0,7547 0,6561 1,1504
5° 0,0872 0,9962 0,0875 50° 0,7660 0,6428 1,1918
6° 0,1045 0,9945 0,1051 51° 0,7771 0,6293 1,2349
7 0,1219 0,9925 0,1228 52° 0,7880 0,6157 1,2799
8° 0,1392 0,9903 0,1405 53° 0,7986 0,6018 1,3270
9° 0,1564 0,9877 0,1584 54° 0,8090 0,5878 1,3764
10° 0,1736 0,9848 0,1763 55° 0,8192 0,5736 1,4281
11° 0,1908 0,9816 0,1944 56° 0,8290 0,5592 1,4826
12° 0,2079 0,9781 0,2126 57° 0,8387 0,5446 1,5399
13° 0,2250 0,9744 0,2309 58° 0,8480 0,5299 1,6003
14° 0,2419 0,9703 0,2493 59° 0,8572 0,5150 1,6643
15° 0,2588 0,9659 0,2679 60° 0,8660 0,5000 1,7321
16° 0,2756 0,9613 0,2867 61° 0,8746 0,4848 1,8040
17° 0,2924 0,9563 0,3057 62° 0,8829 0,4695 1,8807
18° 0,3090 0,9511 0,3249 63° 0,8910 0,4540 1,9626
19° 0,3256 0,9455 0,3443 64° 0,8988 0,4384 2,0503
20° 0,3420 0,9397 0,3640 65° 0,9063 0,4226 2,1445
21° 0,3584 0,9336 0,3839 66° 0,9135 0,4067 2,2460
22° 0,3746 0,9272 0,4040 67° 0,9205 0,3907 2,3559
23° 0,3907 0,9205 0,4245 68° 0,9272 0,3746 2,4751
24° 0,4067 0,9135 0,4452 69° 0,9336 0,3584 2,6051
25° 0,4226 0,9063 0,4663 70° 0,9397 0,3420 2,7475
26° 0,4384 0,8988 0,4877 71° 0,9455 0,3256 2,9042
27° 0,4540 0,8910 0,5095 72° 0,9511 0,3090 3,0777
28° 0,4695 0,8829 0,5317 73° 0,9563 0,2924 3,2709
29° 0,4848 0,8746 0,5543 74° 0,9613 0,2756 3,4874
30° 0,5000 0,8660 0,5774 75° 0,9659 0,2588 3,7321
31° 0,5150 0,8572 0,6009 76° 0,9703 0,2419 4,0108
32° 0,5299 0,8480 0,6249 e 0,9744 0,2250 4,3315
33° 0,5446 0,8387 0,6494 78° 0,9781 0,2079 4,7046
34° 0,5592 0,8290 0,6745 79° 0,9816 0,1908 5,1446
35° 0,5736 0,8192 0,7002 80° 0,9848 0,1736 5,6713
36° 0,5878 0,8090 0,7265 81° 0,9877 0,1564 6,3138
37° 0,6018 0,7986 0,7536 82° 0,9903 0,1392 7,1154
38° 0,6157 0,7880 0,7813 83° 0,9925 0,1219 8,1443
39° 0,6293 0,7771 0,8098 84° 0,9945 0,1045 9,5144
40° 0,6428 0,7660 0,8391 85° 0,9962 0,0872 11,430
41° 0,6561 0,7547 0,8693 86° 0,9976 0,0698 14,301
42° 0,6691 0,7431 0,9004 87° 0,9986 0,0523 19,081
43° 0,6820 0,7314 0,9325 88° 0,9994 0,0349 28,636
44° 0,6947 0,7193 0,9657 89° 0,9998 0,0175 57,290
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Wartosc¢ bezwzgledna Potegi i pierwiastki

Dla a € R: Dlaa>0,ke€Z,neNg\ {1}
.|a_{ @ Jefta=0 sot=r cai=vm
—a jeslia <0 Dla a,b >0, z,y € R:
® |—CL| = |a‘ ° aw_ay:aw+y
Dla a,b € R: ° a” — gV
* la-b/=lal- |t e

e a” - b* = (ab)
Dlaa,beRib#0: o o\
o)<l =)
b ||

° (aa:)y =a*Y

Pierwiastek kwadratowy
Logarytmy

Dla a > 0:

e Va=bgdy b =aib>0 Dla a,b>0, a # 1:

Dla a € R: .IOgab:m7gdyax:b

o Va2 = |a| Dla a,b,c>0,a# 1, p € R:
Dla a,b > 0: e log,a=1

e \a- :\/a\/l_) ‘logalzo
Dlaa>0ib>0: e log, bc = log, b+ log, ¢
.ﬁ:% -logagzlogabflogac

e log, b? =plog, b

Pierwiastek n-tego stopnia o qlo8ab —p

Dla a > 0 i parzystego n: Dlaa,b,2 >0, a,b# 1:

1 a
e Ya=bgdyb>0ib"=a « logy o = 22e
Dla a € R i nieparzystego n: 1
e log,a =
o Ya=b,gdy " =a log, b

Wzory skréconego mnozenia

Dla a,b € R:

e (a+b)?=a*+2ab+ b e (a+0b)* =a®+ 3a%b + 3ab® + b*
e (a—b)?=a?—2ab+ b? o (a—1b)3=a%—3a% + 3ab® — b®
e a?—b%>=(a—0b)(a+b) o a3+ b% = (a+b)(a® — ab+ b?)

o a® — b3 = (a—b)(a®+ab+b?)
Dlaa,beR,n>2:

ea"—b"=(a—b)(a" T +a"F b+a" P 0P+ . 4a P a2 LY
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Réwnania Rownanie prostej

Dla a,b € R: e Rownanie kierunkowe: y = az + b
° a-b= 0 wtedy i tylko wtedy, gdy e Réwnanie ogélne: Az + By + C = 0,
a=01lubb=0 gdzie A # 0 lub B #0
Dla’b 70, d 7 0: e Rownanie prostej o wspolczynniku
e rOwnanie: ¢ kierunkowym a przechodzacej przez
b d punkt (z1,y1):
jest réwnowazne réwnaniu: y—1y =alx —x1)
ad = be o Wspélezynnik kierunkowy prostej:
y=ar+b
Roéwnania i nieréwnosci przechodzacej przez punkty (z1,y1)
z wartosciag bezwzgledng i(22,y2), gdzie x1 # xa:
_ Y2—Y1
Dla a > 0: R
° |m|:a<:>(x:—alubx:a) 0Prostey:alx—i—bliy:agi—l-bgsay
o zj<as —a<z<a - réwnolegle, gdy a1 = as,
o [z|>as (r< —alubz>a) — prostopadle, gdy a; - a2 = —1.
Przeksztatcanie wykreséw funkgciji
o Wykres funkcji y = f(x—p)+q otrzy- Y
mujemy przez przesuniecie wykresu _—
funkcji y = f(x) o wektor [p, q]. ~ 2 s Sk O
1 i
~ L
ol 1 X

~

o Wykres funkcji y = — f(x) otrzymuje-
my przez symetryczne odbicie wykre- 7

su funkcji y = f(x) wzgledem osi OX. ~ —
O 1 X
~
A= £ae)
g JRE)
e Wykres funkcji y = f(—x) otrzymuje- Y
my przez symetryczne odbicie wykre- ~ Y= = )1 7
su funkcji y = f(x) wzgledem osi OY'. =
O] 1 X
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Roéwnanie kwadratowe Wzory Viéte'a

e Wyréznik rownania kwadratowego Jezeli rownanie kwadratowe:
ax? +br+c=0,a#0: ar?+br+c=0
A =% — 4ac

ma pierwiastki z; i x, to:
e Pierwiastki rownania kwadratowego:

b
— jesli A > 0, to réwnanie ma dwa M B
pierwiastki: S
—b—VA —b+VA o2 =
T = o =
2a 2a

— jesli A =0, to réwnanie ma jeden

pierwiastek (podwdjny): Twierdzenie Bézouta

b
0= "o Liczba a jest pierwiastkiem wielo-
— jesli A < 0, to rOwnanie nie ma mianu w wtedy i tylko wtedy, gdy
pierwiastkow. wielomian w jest podzielny przez

dwumian z — a.

W2zér funkcji kwadratowej

flz) =az® +br+c,a#0 Jesli r jest reszta z dzielenia wielo-
Wspoélrzedne wierzchotka paraboli: mianu w przez dwumian x — a, to:
b A
(p,q) = (*%7*5) r=w(a)

e Postaé¢ kanoniczna:

f@)=a(z—pP+q, a#0 Twierdzenie o pierwiastkach
e Posta¢ iloczynowa: catkowitych

jesli A > 0, to:
f(x) =alr —x1)(x — x2), a #0,

Jezeli wielomian:

gdzie 1, 7o s pierwiastkami, w(z) = apz™ + ... + a1z + ag
— jesli A =0, to f(z) = a(z — x0)?, (gdzie ag # 0) o wspo6lezynnikach cal-
gdzie zo jest pierwiastkiem, kowitych ma pierwiastek catkowity,
— jesli A < 0, to funkcja nie ma to jest on dzielnikiem wyrazu wol-
postaci iloczynowej. nego ag.

Potozenie paraboli wzgledem osi OX

a<0 a<0 a<0
{A>0 {A—O {A<0
/N I
0) (0] 0]

ON_/ x O] X | X

0]
a>0 a>0 a>0
A>0 A=0 A<O0
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Twierdzenie Pitagorasa Tozsamosci trygonometryczne

W tréjkacie prostokatnym: Dla « € [0°;180°]:
¢ Jb e sina +cos?a =1
sin « °
. o -tgafcosa7a7é90

a?+ b2 =c2
Wartosci funkcji
Funkcje trygonometryczne trygonometrycznych
kata ostrego
«

0° | 30° | 45°  60° @ 90°
W tréjkacie prostokatnym:

- 1| V3 B
R sina:% B sin o 0 5 5 5 1
V3 V2 L
° cosa:% c a cosa 1 2 2 2 0
° tga: a thz 0 ? 1 \/g -
b A b C

kata wypuktego
Dla dowolnego tréojkata:
Dla P(z,y) oraz « € [0°;180°]:
e — Y S 2 2
e sina= 2 r=+x?>+y>#0 A\
- _ T
.y
a b c
sina sinf  sin~y =2k

Wzory trygonometryczne
Twierdzenie cosinuséw
S | Twierdzenie cosinusow |

o sin(90° — a) = cosa Dla dowolnego tréojkata:

e c0s(90° — a) = sina
Dla a € (0°;90°):
* tg(90° — ) = %

jeyet

Dla o € [0°;180°]:

° 5111(1800 — a) = sin o a? =b? + c? — 2bccosa
e cos(180° — o) = —cos b =a? + ¢? — 2accos 3
o tg(180° — ) = —tga, a # 90° c® = a®+ b? — 2abcosy
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Twierdzenie Talesa Czworokaty

Jezeli proste AC i BD sa e Prostokat
rownolegte, to: P=ab b

D
¢ % = % c B
. [ PCl _ |PD| e Réwnoleglobok
PA| — [PB| P A\ B P—ah o/ |1 /
P =absina [ |-

Tréjkaty e Romb v

a
a
o Dowolny trojkat P= %de X
s -
AN b
h
a

P = Labsina a * Trapez
2 R — promien P a+b h
p_ abe okregu opisanego, -~ 9 -

AR r — promien
okregu wpisanego,

P=p-r p — potowa obwodu
P=\/plp—a)(ip—"0)p—-c) Koto i okrag
6j ¢ e Dlugosc¢ okregu:
e Tréjkat réwnoboczny e

h = \?a ‘\ e Pole kola:2
% P=nxr

1 V3
r=3h="%a qk\ e Pole wycinka kota: Q
NN — % 2
R=2p= 2%, N P=g50
e Dtiugosé tuku okregu:
P Y3, L=_% .on
4 360°

Okrag wpisany w tréjkat Okrag opisany na trojkacie

Dwusieczne katow wewnetrznych Symetralne bokéw tréjkata przeci-
tréjkata przecinaja sie w jednym naja sie¢ w jednym punkcie, ktory
punkcie, ktéry jest srodkiem okregu jest srodkiem okregu opisanego na
wpisanego w ten trojkat. tym trojkacie.

L
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Okrag wpisany w czworokat

W czworokat wypukly mozna wpisaé
okrag wtedy i tylko wtedy, gdy:

at+c=b+d

Twierdzenie o cieciwach

Jesli w okregu dwie cieciwy AB i1 CD o
przecinaja sie w punkcie P, to:

|PA|-|PB| = |PC|-|PD|

Twierdzenie o odcinkach
stycznych °

Jesli styczne do okregu w punktach
A1 B przecinaja sie w punkcie P, to:

PA| = |PB|

Okrag opisany na czworokacie

Na czworokacie mozna opisaé okrag
wtedy i tylko wtedy, gdy:

a+vy=p0+06=180°

N
\go

/2>

Katy w okregu

Kat o wpisany
w okrag i kat
srodkowy [
oparte na tym
samym tuku:

0 =2«

Katy wpisane
w okrag
oparte na tym
samym huku
maja rowne
miary.

Kat wpisany
w okrag oparty
na pélokregu
(na $rednicy)
jest katem
prostym.

Suma miar
katow a i 3
wpisanych
w okrag, jak
na rysunku
obok, jest
réwna 180°.

() EH G

Wybrane wzory i twierdzenia matematyczne 391 I



Notatki



Notatki



Notatki



Notatki



Notatki



dlanauczyciela.pl

©)

/A
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Generator orzygot

\Z testow i sprawdzianéw sprawdzian

w kilka minut

Wygodna i prosta aplikacja do tworzenia materiatow
sprawdzajgcych wiedze. Zawiera setki zadan, w tym
typu maturalnego.

Nowosc — filtr pozwalajgcy wyszukac zadania, ktore od wrzesnia 2024 r.
wykraczajg poza wymagania uszczuplonej podstawy programowe;.

t> 1 - Wejdz na strone generator.nowaera.pl i zaloguj sie
przez konto Moja Nowa Era. Jesli jeszcze nie masz konta — zatéz je.

l, 2 Pobierz gotowa kartkéwke do lekcji, klasowke do dziatu, sprawdzian
semestralny lub roczny dla 4 grup. Edytuj materiaty testujgce, aby
je dostosowac do potrzeb swoich i ucznidow.

f 3 Samodzielnie twérz materiaty testujgce. Skorzystaj z gotowych zadan lub
dodaj wtasne. Wszystkie gotowe zadania zostaty przygotowane w 4 rownowaznych
wersjach. Mozesz utworzy¢ nawet 8 grup testow. Wszystkie zadania zawierajg
odpowiedz, punktacje i orientacyjny czas potrzebny uczniom na rozwigzanie.

4. Wydrukuj pobrane testy i klucze
odpowiedzi. Do kartkdwek i krétkich testow
wybierz ekonomiczng wersje wydruku
(ekowydruk) z mniejszg liczbg stron.






