Maciej Antek
Krzysztof Belka
Piotr Grabowski

Prosto do matury

Podrecznik do matematyki
dla liceum ogodlnoksztatcacego i technikum

Zakres podstawowy

nowa :
era Twoje mocne strony



Prosto do matury

Podrecznik dopuszczony do uzytku szkolnego przez ministra wtasciwego do spraw oswiaty
i wychowania i wpisany do wykazu podrgcznikéw przeznaczonych do ksztafcenia ogéinego
do nauczania matematyki, na podstawie opinii rzeczoznawcow:

mgr. Zbigniewa Bobinskiego, dr Marii Borowskiej i dr Katarzyny Koztowskiej.

Zakres ksztatcenia: podstawowy

Etap edukacyjny: Il

Typ szkoty: ponadpodstawowa (liceum ogdlnoksztatcace i technikum)

Rok dopuszczenia: 2019

Numer ewidencyjny w wykazie MEN: 1008/1/2019

Podrecznik zostat opracowany na podstawie Programu nauczania matematyki
w liceum ogdlnoksztatcgcym i technikum autorstwa Piotra Grabowskiego.

Nabyta przez Ciebie publikacja jest dzietem tworcy i wydawcy. Prosimy o przestrzeganie praw, jakie im przystuguja.
Zawartos$¢ publikacji mozesz udostepnic nieodptatnie osobom bliskim lub osobiscie znanym,

ale nie umieszczaj jej w internecie. Jesli cytujesz jej fragmenty, to nie zmieniaj ich tresci

i koniecznie zaznacz, czyje to dzieto. Mozesz skopiowac czes$¢ publikacji jedynie na wiasny uzytek.

Szanujmy cudzag wlasnosc i prawo. Wigcej na www.legalnakultura.pl

nowdad
era

© Copyright by Nowa Era Sp. z 0.0. 2019
ISBN 978-83-267-3648-3

Opracowanie redakcyjne i redakcja merytoryczna: Magdalena Spaliiska
Wspotpraca redakcyjna: Jan Baranowski, Urszula Cielniak, Anna Dubiel, Marcin Minda, Elzbieta Zigcina
Opracowanie redakcyjne i merytoryczne infografik: Urszula Cielniak

Konsultacje merytoryczne: Jacek Klisowski, Robert Pysiak

Redakcja jezykowa: Marta Zuchowicz

Nadzér artystyczny: Kaia Pichler

Opieka graficzna: Ewa Kaletyn

Projekt graficzny: Stawomir Wiodarczyk, Ewa Kaletyn, Diana Gawronkiewicz/Podpunkt
Projekt oktadki: Maciej Galinski, Ewa Kaletyn

Fotoedycja: Katarzyna lwan-Malawska

Rysunki merytoryczne: Andrzej Ozigbto

llustracje: Krzysztof Mrawinski

Opracowanie graficzne infografik: Marek Btoszko, Enzo Di Giacomo, Ewa Pawiriska
Realizacja projektu graficznego: BOP s.c.

Fotografia na oktadce: Getty Images/Corbis Documentary/Free Agents Limited.

Fotografie: Archiwum NE s. 59 (Kochariski); BE&W: Alamy Stock Photo — AF Fotografie s. 8 (Euklides), Getty Images/Icon Sportswire s. 266-267 (deskorolkarze); Panther Media GmbH

5. 191 (dziatowa 3), Mary Evans Picture Library s. 87 (John Neper); Shutterstock: Alexandre Rotenberg s. 177, cozyta s. 299 (dziatowa 4), Franck Boston s. 5859 (kwadratowe pomararicze),
Jiri Pavik s. 365 (latarka), Joe Ferrer s. 363 (dzialowa 5), Josef Mohyla s. 407 (trzykrotka), Khram s. 7 (dziatowa 1), Leszek Glasner s. 256 (armatka $niezna), LianeM s. 406 (ziemniaki),
LilKar s. 407 (plaster miodu), Mr Brown s. 250 (zniwa), Netfalls Remy Musser s. 406 (jacht), Norman Chan's. 101 (dzialowa 2), Othan Cam s. 393 (dzialowa 6), pixelman s. 407 (rozgwiazda),
Shutterstock s. 407 (pfatek $niegu); Siemens s. 267 (litotryptor); Thinkstock/Getty Images: iStockphoto - s. 386-387, erlucho s. 250 (ratrak), Sharon Meredith s. 365 (antena).

Wydawnictwo dolozylo wszelkich staran, aby odnalezé posiadaczy praw autorskich do wszystkich utworéw zamieszczonych w podreczniku.
Pozostate osoby prosimy o kontakt z Wydawnictwem.

Nowa Era Sp. z 0.0.
Aleje Jerozolimskie 146 D, 02-305 Warszawa
www.nowaera.pl, e-mail: nowaera@nowaera.pl, tel. 801 88 10 10

Druk i oprawa: Drukarnia Orthdruk



Spis tresci

WSstep ..
Wykaz uzywanych oznaczen matematycznych .......................

Dziat 1. Liczby

Sdezykmatematyki L
. Warto powtdrzy¢ — wyrazenia algebraiczne .. ... ...
. Wzory skrdconego MNOZENIA . . . o o v ot e e e
. Liczby pierwsze i ztozone . ...
. Liczby wymierne. Liczby niewymierne .. ... ... ..
Warto powtdrzy¢ — dziatania w zbiorze liczb rzeczywistych . .. ... ... ... ... ..
. Potega o wyktadniku catkowitym . . .. ...

© N O OA N =

. Warto powtdrzy¢ — pierwiastki kwadratowe i szescienne ... ... ... ...

©

. Pierwiastki wyzszych stopni . . . . ... .
10. Potega o wykfadniku wymiernym . .. . ...
11. Pojecie logarytmu . . . oo
12, PoWtOrzenie . . ..o

Dziat 2. Réwnania i nierédwnosci

. Warto powtdrzy¢ — rozwigzywanie rownan liniowych z jedng niewiadoma . . . .. ..
. Nierdwnosci pierwszego stopnia . . . . . ..o
. Przedzialy liczbowe . . . .
. Dziatania na zbiorach . . . . ...
Wartos¢ bezwzgledna liczby ... ..o
. Interpretacja geometryczna wartosci bezwzglednej .. ... ... L oL
. Réwnania i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledng .. ... ... .. ... L.
Warto powtdrzy¢ — obliczenia procentowe . .. ... ...
. Uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi — wprowadzenie .. ..........
. Rozwigzywanie ukfadu rownan liniowych . ... ... ...

- 0O © ® N OO NN =

—_

L Powtdrzenie .

Dziat 3. Funkcje

. Pojecie funkeji ..o
. Wyznaczanie dziedziny funkcji . .. . ..
L Zbior wartosci funkeji . ...
Warto powtdrzy¢ — uktad wspodtrzednych . ... ..o
CWYKres fUNKGi . . o

oA WN o

. Odczytywanie argumentdow oraz wartosci funkcjiz wykresu ... .. .. ... ... ...



7. Migjsce zerowe fuNKCji . . . . o oo e 231
8. Znakimonotoniczno$C funkcji .. .. .. 237
9. Wazna funkcja — proporcjonalnos¢ odwrotna ... ... ... Lo 249
10. Odczytywanie wiasnosci funkcji na podstawie jej wykresu .. .. .............. 258
11. Przesuniecie wykresu funkcji wzdtuz osi .. . ... o 268
12. Wykresy funkcji vy = —f(x), v = f(=X) . ... . . . 274
13. Przeksztalcanie wykresow funkcji ... ... . 281
14, Powtlrzenie ... ... 287

Dziat 4. Funkcja liniowa

1. Od proporcjonalnosci prostej do funkcji y =ax .. ... ... . 300
2. Funkcjaliniowaijejwykres . .. . . ... 309
3. Réwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty .. ... ... ... . ... ... 318
4. Rysowanie wykresow funkcji przedziatami liniowych . ... .. ... ... o L. 326
5. Réwnanie prostej w postaci ogoinej . ... ... 334
6. Potozenie dwdch prostych na ptaszczyznie . ... ... . ... . 343
7. Geometryczna interpretacja ukfadow réwnan .. ... 349
8. Powtlrzenie . .. .. 356

Dziat 5. Funkcja kwadratowa

1. Funkcja kwadratowa f(X) = @X2 . ..t 364
2. Postac¢ kanoniczna funkcji kwadratowe] . ... ... 372
3. Postac¢ ogdlna funkcji kwadratowej . ... ... ... 379
4. POWIOIZENIE . o o 388

Dziat 6. Figury na ptaszczyznie

1. Warto powtdrzy¢ — katy iichwlasnosci ... ... ... 394
2. Wielokaty iich wiasnosSCi . . . ..o 397
3. Figury przystajace . .. ... 408
4. POWLOIZENIE . . o 416
Odpowiedzi . ... .. 421

SKOrowidz . ... . 448



Wstep

Napisany przez nas podrecznik jest dostosowany do podstawy programowej obowig-
zujacej w liceum od wrzesnia 2019 r. i obejmuje tresci z zakresu podstawowego.

Ksigzka zawiera prawie poltora tysigca zadan do samodzielnego rozwigzania. To wy-
starczy do gruntownego przeéwiczenia umiejetnosci nabytych podczas lekcji. Zada-
nia trudniejsze oznaczone sg * lub 7, zadania typu ,,Udowodnij, ze...” poprzedzone
zostaly znakiem (), natomiast zadania, do ktdrych rozwigzania przydatny jest kal-
kulator - znakiem

Podrecznik dostosowany jest do samodzielnej nauki, co moze by¢ cenne na przy-
kiad w razie nieobecno$ci w szkole. Wprowadzane pojecia ilustrujemy przykltada-
mi rozwigzanych zadan. W zrozumieniu materialu bardzo pomoga kolorowe rysun-
ki merytoryczne. Wybrane rozwigzane zadania typu maturalnego zostaly oznaczone
znakiem V.. Podrecznik zawiera réwniez krétkie powtérzenie najwazniejszych pojeé
oraz dodatkowe zadania utrwalajgce material ze szkoly podstawowe;j.

Po kazdym rozdziale proponujemy zestaw siedmiu zadan zatytutowanych Prosto do
matury. Warto, by po oméwieniu kazdego rozdzialu uczniowie probowali rozwiazy-
wac je samodzielnie. Bedzie to sprawdzianem umiejetnosci potrzebnych na maturze.

Uwaga! W zadaniach testowych, w ktérych nalezy wybra¢ jedng odpowiedz sposrod

czterech podanych, wybrana odpowiedz nie musi by¢ jedynym rozwiazaniem posta-

wionego problemu. Na przyklad w poleceniu:

Wskaz liczbe réwna liczbie 6*, .

A3t 43 B. 1286 c. 2.3t D. %

poprawna jest odpowiedz C, bo z wymienionych liczb tylko 2*-3* = 6*. Ale réwno-
15

czeénie liczbe 6° mozemy zapisa¢ w innych postaciach, np.: 6 = 1296, 6* = %

Odpowiedzi do pytan, polecen, rozwigzan zadan nie nalezy zapisywaé w podrecz-

niku.

Matematyke przywyklo sie traktowac jako nauke trudng i niezrozumiatg. Mamy na-
dzieje, ze nasza ksigzka pokaze uczniom, jak mozna matematyke poznac i zrozumie¢.
Podzielamy zdanie Immanuela Kanta, Ze zaden kraj zambicjami nie moze by¢ krajem
analfabetéw matematycznych, i dedykujemy naszg publikacje polskim uczniom.

Autorzy



Wykaz uzywanych
oznaczen matematycznych
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F, =F,

x nalezy do zbioru A; x nie nalezy do zbioru A

zbidr, ktdrego elementami sa a, b, ¢

zbidr liczb naturalnych, calkowitych, wymiernych, rzeczywistych
zbiér pusty

zbiér A jest podzbiorem zbioru B

pierwiastek stopnia n z liczby a

logarytm przy podstawie a liczby b

logarytm przy podstawie 10 liczby b

liczba a jest mniejsza (wigksza) od liczby b

liczba a jest nie wieksza, tzn. réwna lub mniejsza od liczby b
liczba a jest nie mniejsza, tzn. réwna lub wigksza od liczby b
przedziat otwarty, zbiér liczb wigkszych od a i mniejszych od b
przedzial domkniety (zamkniety)

przedzial lewostronnie domkniety

przedziat prawostronnie domkniety

cze$¢ wspolna (iloczyn) zbioréw A i B

suma zbioréw A i B

réznica zbioréw Ai B

wartos$¢ bezwzgledna liczby a

warto$¢ funkgji f dla argumentu x

dziedzina funkcji

zbidr wartosci funkeji

punkt A o wspélrzednych a (tzw. odcieta) i b (tzw. rzedna)
odcinek o konicach Ai B

dlugos¢ odcinka AB

prosta a jest rownolegla do prostej b

prosta a jest prostopadla do prostej b

kat o wierzchotku B i ramionach: pétprostej BA i potprostej BC
trojkat ABC

figura F, jest przystajaca do figury F,



Umiejetnosci

Po szkole podstawowej uczen:

® mnozy sume algebraiczng przez
jednomian oraz dwumian przez
dwumian; przeprowadza
redukcje wyrazéw podobnych,

® oblicza wartosci liczbowe
wyrazen algebraicznych,

® rozpoznaje wielokrotnoéci danej
liczby oraz liczby pierwsze
i liczby ztozone,

® rozpoznaje liczby podzielne
przez: 2, 3, 4, 5, 9, 10, 100,

® rozklada liczby naturalne na
czynniki pierwsze,

® znajduje najwiekszy wspdlny
dzielnik (NWD) i wyznacza
najmniejsza wspolna
wielokrotno$¢ (NWW) dwoch
liczb naturalnych,

® dodaje, odejmuje, mnozy
i dzieli liczby wymierne (takze
z wykorzystaniem kalkulatora),

® zamienia ulamki zwykle na
ulamki dziesi¢tne (takze
okresowe),

® zamienia utamki dziesietne
skonczone na utamki zwykle,

® zaokragla rozwiniecia dziesietne
liczb,

® stosuje wlasnosci dziatan na
potegach o wykladniku
naturalnym,

® wykonuje dzialania na
pierwiastkach kwadratowych
i szeSciennych,

® wylacza liczbe przed znak
pierwiastka i wiacza liczbe pod
znak pierwiastka,

® stosuje reguly dotyczace
kolejnosci wykonywania dzialan
na liczbach wymiernych,

e zapisuje liczby w notacji
wykfadniczej, tzn. w postaci

a-10%, gdzie 1 < a < 10 oraz
Po tym dziale uczen: k jest liczba catkowita.
® korzysta z podstawowych pojec¢ i symboli matematycznych,
® prawidiowo stosuje pojecia: zbioru, podzbioru, zbioru pustego,
stosuje wzory skréconego mnozenia: (a + b)z, (a- b)z, (a+b)(a-Db),
przeprowadza proste dowody dotyczace podzielnosci liczb catkowitych,
przedstawia liczby rzeczywiste w réznych postaciach,
odroznia liczbe wymierng od liczby niewymiernej,
stosuje prawa dzialan na potegach o wyktadniku catkowitym,
wykonuje dziatania na pierwiastkach wyzszych stopni,
usuwa niewymiernos$¢ z mianownika wyrazenia,
stosuje prawa dzialan na potegach o wyktadniku wymiernym,
rozwiazuje zadania z zastosowaniem definicji logarytmu.



8 Dziat 1. Liczby

tematy 1.1, 1.2, 2.1

MultiteZa

e Obalenie twierdzenia przez
podanie kontrprzyktadu

e Zbiory liczbowe

o Liczby na osi liczbowej

dlanauczyciela.pl | Kartkowka 1.1

G Generator

testéw i sprawdzianow

1. Jezyk matematyki

Umiejetnosci:

e korzystanie z podstawowych pojec¢ i symboli matematycznych

* postugiwanie sie pojeciem zbioru i jego oznaczeniami

* wyrdznianie w twierdzeniach zatozen i tezy

Matematyka postuguje si¢ precyzyjnym jezykiem. Podczas nauki w szkole $redniej
bedziemy uzywac pewnych poje¢, ktore teraz krotko omowimy.

Definicja

Definicja to wyjasnienie znaczenia wprowadzanego pojecia za pomoca poznanych

(zdefiniowanych) wczeéniej obiektow.

Aby nie objasnia¢ w nieskoficzono$¢, przyjmuje sie,

ze w kazdej teorii istnieja pojecia pierwotne, kto-

rych sie nie definiuje. W geometrii nazywanej od

imienia jej twércy euklidesowa pojeciami pierwot-

nymi sg np. punkt, prosta, plaszczyzna.

Przyklady definicji:

° Wyrazenie bedace iloczynem liczb i zmiennych
nazywamy jednomianem.

e Skonczona sume jednomianéw nazywamy suma
algebraiczna.

° Okrag o $rodku w punkcie S i promieniu » > 0 to
zbior punktdw plaszczyzny oddalonych od punk-
tu S o odlegtos¢ r.

Twierdzenie matematyczne

Twierdzenie matematyczne to zdanie orzekajace
prawdziwe, ktére mozna udowodni¢ na podstawie
wczesniej udowodnionych twierdzen i znanych de-
finicji. Tu réwniez teoria zaczyna si¢ od stwier-
dzen intuicyjnie oczywistych, przyjetych bez dowo-
du, tzw. aksjomatow. Przykltadem aksjomatu w geo-
metrii euklidesowej jest zdanie ,,Przez kazdy punkt
plaszczyzny przechodzi nieskonczenie wiele pro-
stych”. Przyjrzyjmy sie na przykltadach budowie
twierdzen.

Euklides z Aleksandrii

(ok. 365 . p.n.e. — ok. 270 .
p.n.e.) - matematyk grecki,
jeden z pierwszych autoréow
teoretycznych prac matema-
tycznych.

Najbardziej znane jego
dzielo to Elementy (tytul
grecki Stoicheia geometrias).
Usystematyzowal w nim 6w-
czesng wiedze matematyczng
w postaci aksjomatycznego
wykladu.

Elementy byty powszechnie
uzywanym podrecznikiem
geometrii jeszcze w poczat-
kach XX w. Pod wzgledem
liczby drukowanych wydan
Elementy ustepuja tylko
Biblii.



1. Jezyk matematyki

e Suma miar katow tréjkata jest rowna 180°.

Aby udowodni¢ to twierdzenie, musimy wykaza¢, ze jezeli
, to suma miar katow tego obiektu wynosi 180°.

* Liczba podzielna przez 8 jest podzielna przez 4.

Jezeli , to jest podzielna przez 4.

* Dla dowolnych liczb a i b prawdziwy jest wzor (a — b)*> = a® - 2ab + b".
Jezeli , to prawdziwy jest wzor (a — b)2 =a’ - 2ab + b*.

* W tréjkacie prostokatnym kwadrat dlugosci przeciwprostokatnej jest rowny sumie
kwadratéow dlugosci przyprostokatnych.

Jezeli , to kwadrat dlugosci przeciwprostokatnej jest réwny
sumie kwadratéw dlugosci przyprostokatnych.

W podanych przyktadach na pomaranczowo wyroz- Zdanie zbudowane na wzér (((+))
niono , czyli warunki, w ktérych twierdze- twierdzenia, ale nieudo-
. . p wodnione, nazywane jest
nia moga by¢ stosowane. Kolorem zielonym ozna- hipoteza
czono teze, czyli prawdziwe (o ile zostang udowod- '
nione) wnioski wynikajace z przyjetych zalozen.
Wigkszo$¢ twierdzen rozpatrywanych w trakcie nauki w szkole redniej ma budowe:

Jezeli , to teza.
Inne bedziemy omawia¢ w miare potrzeby poznie;.

Dowdd twierdzenia to proces prowadzacy do wy- Dedukgja to rozumowanie, (1))
kazania, ze podane zdanie jest prawdziwe. Polega w ktérym z danych zatozen

on na logicznym wnioskowaniu (dedukgji), wyko- mgsg{adza sig logicznie
rzystujacym zalozenia oraz wczesniej udowodnione '

twierdzenia.

Przyktady twierdzen wraz z ich dowodami oméwimy w nastepnych rozdziatach.

Whiosek

Whiosek jest logiczng konsekwencja przeprowadzonego rozumowania, najczesciej
wynika bezposrednio z twierdzenia poprzedzajacego dany wniosek.

Pojecie zbioru

Zbior to pojecie uzywane w matematyce na okreslenie zestawu aktualnie interesuja-
cych nas liczb, figur, przedmiotéw itd. Stowo ,,zbidr” mozna zastapi¢ wieloma inny-
mi, np.: kolekcja, pakiet, zestaw, seria, zaséb, wykaz.

9 I



10 Dziat 1. Liczby

41.7. Wymien trzy liczby, ktore
nie nalezg do zbioru

a) liczb dodatnich.

b) utamkow wiasciwych.

c) liczb catkowitych.

d) liczb mniejszych od trzech.

Odp.: a) np.: —13, -5, 0

5 3 21
b) np.: =, 1=, =
) np 4 7 20
¢) np.: 3%, —%, V15

d) np.: 4, 6%, 13

41.9. Ktére z wymienionych
zbioréw sa zbiorami skoniczonymi?
A - zbidr liczb naturalnych

B - zbior utamkow wlasciwych

C - zbidr dzielnikow liczby 152

D - zbior rozwigzan réwnania
5x-3=2

E - zbiér punktéw odcinka

o dtugosci 3 cm

Odp.:CiD

Odpowiedzi na pytanie ,,co to jest zbiér?” nie ma. Pojecie to przyjmujemy bez defi-
niowania jako intuicyjnie oczywiste, czyli pojecie pierwotne. Zawsze natomiast mu-
simy zna¢ odpowiedZ na pytanie o to, ktore elementy tworza dany zbior.
Wyrazenie ,,zbiér duzych pséw” uzyte w jezyku potocznym nikogo nie razi. W mate-
matyce budzi jednak sprzeciw, gdyz okreslenie ,,duzy pies” jest bardzo nieprecyzyjne.
Trudno moze by¢ stwierdzi¢, czy nasz ulubiony Ciapek nalezy do tego zbioru, czy nie.
Przykladem dobrze okre$lonego zbioru jest natomiast ,,zbior psow”.

Zbiory tradycyjnie oznaczamy duzymi literami, a ich elementy - matymi literami.
Zapis a € A czytamy ,a nalezy do zbioru A” lub ,,a jest elementem zbioru A”.

Zapis a ¢ A zastepuje zdanie ,,a nie nalezy do zbioru A”.

Przyktad €)

Przyjmijmy, Ze A jest zbiorem liczb naturalnych mniejszych od 10. W takim razie
zdanie: 5€ A jest prawdziwe, poniewaz 5 jest liczbg naturalng mniejsza od 10. Praw-

zad. 1.7

dziwe sg réwniez zdania 12 ¢ A oraz 3% ¢ A, gdyz 12 jest liczbg naturalng wieksza
od 10, a 3% nie jest liczbg naturalna.

Kolejnoé¢ wypisywania (@)
elementow zbioru nie jest

wazna. Nie powtarzamy tych
samych elementéw.

Jezeli chcemy wypisa¢ wszystkie elementy zbioru A,
robimy to w nastepujacej formie:

A=10,1,2 3,45 6,7, 8, 9}
czyli wypisujemy w nawiasach klamrowych wszyst-
kie elementy, oddzielajac je przecinkami.
Zbiér A ma dziesie¢ elementdw, a wiec skonczona ich liczbe. Dlatego jest zbiorem
skoniczonym, dziesiecioelementowym.

Przykiad @)

Jezeli B jest zbiorem liczb naturalnych dwucyfrowych,to 10 € B, 7 ¢ B, 98 € B, ...
Zbidr B jest zbiorem skonczonym, ale ktopotliwe (i niepotrzebne) bytoby wypisywa-
nie wszystkich jego elementéw. Mozna tu zastosowac nastepujacy sposob:

B=1{10, 11, 12, ..., 98, 99}

Przyktad @) « zad. 1.9

C jest zbiorem liczb naturalnych wigkszych od 100. Zbiér C jest nieskonczony,
ma nieskonczenie wiele elementéw. Jednag z form zapisu tego zbioru jest:

C = {101, 102, 103, ...}



Przyktad o

T . . . . Lo . 2 . .o :
Przyjmijmy, Ze D jest zbiorem rozwigzan rownania x~ = —1. Poniewaz réwnanie to

zad. 1.10

nie ma rozwigzan, do zbioru D nie nalezy zaden element. W takiej sytuacji méwimy,
ze D jest zbiorem pustym i oznaczamy to symbolem 0:

D=0

Przyktad @)

Ilustracjg zbioru moze by¢ rysunek.
Woéwezas G=1{a, b, ¢, d, e, f},

a H jest pokolorowanym na niebiesko
zbiorem punktow plaszczyzny.

zad. 1.18

Zbiér B jest podzbiorem zbioru A, jezeli kazdy element zbioru B jest takze ele-
mentem zbioru A. Sytuacje taka zapisujemy symbolicznie:

BcA
i czytamy albo ,,B jest podzbiorem zbioru A”, albo ,,B zawiera si¢ w zbiorze A”.

Uwaga:

° Przyjmujemy, ze zbioér pusty jest podzbiorem kazdego zbioru: 0 c A.

e Kazdy zbidr jest zawarty w sobie (kazdy zbior jest wtasnym podzbiorem): A c A.
° Dwa zbiory sa rowne wtedy, gdy maja te same elementy.

Przyktad @) « zad. 1.20

Jezeli oznaczymy zbidr kwadratéw litera K, zbidr réwnolegtobokow - literg R, a pro-
stokatéw - litera P, to prawdziwe s3 zdania:

e K c P, czyli K jest podzbiorem P «—— bo kazdy kwadrat jest prostokatem
° K C R, czyli K jest podzbiorem R

«— bo kazdy kwadrat jest réwnoleglobokiem

° P C R, czyli P jest podzbiorem R

Przyktad @
Wypiszemy wszystkie podzbiory zbioru A = {1,2,3}.

«— bo kazdy prostokat jest rownoleglobokiem

zad. 1.21

Rozwiagzanie
0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2,3}

Zbiér A ma osiem podzbiorow.

1. Jezyk matematyki 11

41.10. Ktore z wymienionych
zbioréw sg zbiorami pustymi?

A - zbiér rozwigzan réwnania
5x-1=4

B - zbiér rozwigzan rownania

X +4=0

C - zbidr prostokatnych trojkatow
réwnoramiennych

D - zbidr rozwartokatnych
tréjkatow rownobocznych

Odp.: BiD
41.18. Sporzadz rysunek

ilustrujacy zdanie: ,,Jezeli A c B
iBcC, to AcC.

Odp.:

41.20. Dane sg zbiory: A - zbi6r
prostokatow, B — zbidr trapezow,
C - zbidr czworokatow, D - zbidr
réwnolegtobokéw, E - zbiér
kwadratow. Czy prawdziwe jest
zdanie A ¢ Bc C c D C E? Jezeli
nie, to przestaw litery tak, aby
otrzymane zdanie bylo prawdziwe.

Odp.EcAcDcBcC

41.21. A jest zbiorem wszystkich
dodatnich dzielnikéw liczby 35.
Wypisz wszystkie trzyelementowe
podzbiory zbioru A. Ile ich jest?
Odp.: cztery: {1, 5, 7}, {1, 5, 35},
{35, 5, 7}, {1, 35, 7}
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41.22. A jest zbiorem parzystych,
dwucyfrowych liczb naturalnych.
Ocen prawdziwo$¢ zdania.
a)l12€ A

b)4¢ A

c)15¢ A

d)o0¢ A

e)35€A

f) V3¢A

Odp.: a), b), ¢), f) - zdania
prawdziwe

Zbior liczb naturalnych

Za pomocg liczb naturalnych: 1, 2, 3, ... od najdawniejszych czaséw okreslano licz-
be przedmiotéw. W tym podreczniku przyjmujemy, ze liczbg naturalng jest takze 0.
Tradycyjnie uzywanym przez matematykow symbolem okreslajacym zbidr liczb na-
turalnych jest N.

N=1{0, 1,23 4,5 ..}

Czesto liczbe naturalng oznaczamy litera .
Za pomocg liczb naturalnych mozemy definiowa¢ inne zbiory liczb.

Przyktad ©

Zapis F = {x: x e N i x < 1000} — znak : czytamy ,takich, ze”

czytamy: ,,F jest zbiorem elementéw x takich, ze x nalezy do zbioru liczb natural-
nych i x jest mniejsze od 1000” lub ,,F jest zbiorem wszystkich liczb naturalnych
mniejszych od 1000”.

Stosowane sg tez zapisy: F = {x € N: x < 1000} oraz F = {x € N i x < 1000}.

Przykiad ©)

Zapis X = {x: x =2n i n € N} oznacza, Ze elementami zbioru X sg liczby postaci
2n, gdzie n jest dowolng liczbg naturalng. Podstawiamy na miejsce n kolejno liczby
0, 1, 2, 3 itd. i otrzymujemy wartosci x. Zatem X = {0, 2, 4, 6, 8, ...}, czyli X jest
zbiorem wszystkich liczb naturalnych parzystych.

Podobnie Y = {y: y =2n+1 i n € N} jest zapisem zbioru liczb nieparzystych, bo
Y=1{1,35709, ..}

Przyktad @) « zad. 1.22
Wypiszemy kilka elementéw zbioru A = {x: x=1ineNin # 0}.

n
Rozwigzanie
Poniewaz N oznacza zbidr liczb naturalnych, do wyznaczenia elementéw zbioru A
bedziemy podstawia¢ w miejsce litery n liczby 1, 2, 3, 4 itd.

.o 1 T 1
Jezeli n =1, to x:I:I; jezeli n =2, to x:E;
T 1 T 1
jezeli n =3, to x = 3 jezeli n =4, to x = 7
T 1 T 1
jezeli n =5, to x = —; jezeli n =99, to x = —.

5 99
. 1 1 1 1 1 . 1 .
Mamy wiec A = {1, = S S Dy e —, ]» Na przyktad liczba — nalezy do
2 3 45 99 701

zbioru A, a liczba : do niego nie nalezy. Zbidr A jest zbiorem nieskonczonym.



Zbior liczb catkowitych

Zbiér liczb calkowitych powstaje przez dotacze-
nie do zbioru liczb naturalnych wszystkich liczb
do nich przeciwnych:

0) ]-) _1) 2) _2) 3) _3) 4, _4, cen

Zbior liczb calkowitych oznaczamy litera Z od
niemieckiego stowa Zahlen (czyt. calen) - liczby.

Z={.,-2,-1,0,1,2 3, ..}

W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

hinduscy uzywali liczb dodatnich
i liczb ujemnych do okre$lania
stanu majatkowego oraz do
rozliczen handlowych.

1.1. Ile elementéw ma zbior A={x: x=2nineN in<5}?
A.5 B. 6 C.2 D. nieskonczenie wiele

1.2. Wskaz zbior {x: X = 2z ineNi n<3}.
n+1

A {z, 1 %} C. {o, 21, 3, 1}
3 3" 4
B. {2, 1, 2 1} D. {l, L l}
3 4 2 3
1.3. Ile dwuelementowych podzbioréw ma zbior X = {a, b, ¢, d}?
A. 4 B. 5 C.6 D. 8

1.4. Liczby a, b i ¢ s3 trzema kolejnymi liczbami naturalnymi. Ocen prawdziwos¢

podanych zdan.
A.b-a<c-b C.b-a=c-b
B.b-a>c-b D. Wielkoéci b —a oraz ¢ — b nie da si¢ poréwnac.

1.5. Odczytaj podany zapis.
a) n€B

b) x¢ F

c) xeAix¢B

d) yef{l, 2, .., 10} i y¢1{2, 4, 6, 8 10}
e) 5€{l, 5, 10, 15}
f) xe{3,6,9, 12} i y¢{3,9, 18}

1.6. Podaj pie¢ elementéw zbioru wszystkich
a) planet Ukladu Stonecznego. c) liczb calkowitych mniejszych od 10.
b) utamkéw wlasciwych. d) instrumentéw muzycznych.

1.6. a) np.: Jowisz, Wenus,

Ziemia, Mars, Saturn

3 6 12 43 28
b)np: =, —, =, —

¢)np:-5,0, 3,7, 8
d) np.: skrzypce, gitara, fortepian,
puzon, kontrabas

Juz ok. V w. n.e. matematycy ()

1. Jezyk matematyki

Odpowiedzi i rozwigzania
1.1. A

12. A

1.3. C

14. F, F, P, F

1.5. a) n nalezy do zbioru B

b) x nie nalezy do zbioru F

¢) x nalezy do zbioru A i nie nalezy
do zbioru B

d) y nalezy do zbioru

{1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8 9, 10}

i nie nalezy do zbioru

{2, 4, 6, 8, 10}

e) 5nalezy do zbioru {1, 5, 10, 15}
f) x nalezy do zbioru {3, 6, 9, 12}
i y nie nalezy do zbioru {3, 9, 18}

13 I
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1.7. a) np.: 13, -5, 0

5 .3 21
b) np.: =, 1=, =
) np 4 7 20
c) np.:3%, —%, V15

d) np.: 4, 6%, 13

18.a)6 b)5 ¢)1 d)4
e)126 )8 g)8 h)oO

19.CiD

1.10. BiD

1.11.
a)A={0,1,23,4,5,6,7, 8
b) B={2, 3, 4, 5, 6}

e) E={1, 0}
f)F={-1, 0, 1, 2}
g) G={-8, -7, -6, -5, -4, -3}

h)H={1, LR i}
2° 5 10

1.12. AiD

1.7. Wymien trzy liczby, ktére nie naleza do zbioru
a) liczb dodatnich. c) liczb calkowitych.
b) utamkéw wiasciwych. d) liczb mniejszych od trzech.

1.8. Ile elementéw ma podany zbi6r?

a) T={l,2 3,69, 18}

b) S ={-5, -4, -3, -2, -1}

) zbidr rozwigzan réwnania 2x -5 =1

d) zbioér dodatnich, nieskracalnych utamkéw wiasciwych o mianowniku 8
e) X=1{0, 1, 2, ..., 125}

) Y=1{2 4 6 8, 10, 12, 14, 16}

g) zbiér dodatnich dzielnikow liczby 42

h) P=10

1.9. Ktdre z wymienionych zbioréw sg zbiorami skoficzonymi?
A - zbidr liczb naturalnych

B - zbiér utamkoéw wlasciwych

C - zbior dzielnikéw liczby 152

D - zbiér rozwigzan réwnania 5x — 3 =2

E - zbiér punktéw odcinka o dlugosci 3 cm

1.10. Ktdre z wymienionych zbioréw sg zbiorami pustymi?
A - zbidér rozwigzan réwnania 5x — 1 = 4

B - zbiér rozwigzan réwnania X +4=0

C - zbidr prostokatnych tréjkatéw réwnoramiennych

D - zbiér rozwartokatnych trojkatow réwnobocznych

1.11. Podaj wszystkie elementy zbioru.

a) A={xeNix<8} e) E= xEle:—inEN]»
b) B={xeNil<xix<7} f) F={xe€eZi-2<x1ix<3}
0 C={x:x=2n-1ineNin<3} g)G:{xEZi—8§<xix<—2§}

d)D:{x:x:%ineNin<9} h)H:{x:x: inENin<5}
n

n?+1

1.12. Ktdre z podanych zbioréw sg skoniczone?

A={xeNixs1o3°} D={neNin-5=0}

B={xeZi x<100} E:{x:x:LineN}
n+3

Cz{x:xznzineN} F={xeNix>\/§}



1.13. Podaj pie¢ przykladow zbioréw skonczonych.
1.14. Podaj pie¢ przykladow zbioréw nieskonczonych.

1.15. Podaj przyktad piecioelementowego podzbioru zbioru liczb
a) naturalnych parzystych.

b) catkowitych ujemnych.

c) catkowitych podzielnych przez 7.

d) calkowitych ujemnych i podzielnych przez 4.

1.16. Okresl, ktdry z wymienionych ponizej zbioréw jest podzbiorem innego.
A jest zbiorem liczb parzystych,

B jest zbiorem liczb podzielnych przez 3,

C jest zbiorem liczb podzielnych przez 4,

D jest zbiorem liczb podzielnych przez 9,

E jest zbiorem liczb podzielnych przez 8,

F jest zbiorem liczb podzielnych przez 24.

1.17. Sprawdz, czy zbiér A jest podzbiorem zbioru B.
a) A={-3,0,11i B=1{-4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4}
b) A={x:xeN i x>101°} iB={x: xeNix>10}

c) A= {x: X = % ine N} i B - zbidr wszystkich liczb wiekszych od zlt
n

1.18. Sporzadz rysunek ilustrujacy zdanie: ,,Jezeli Ac B i BcC, to AcC”.

1.19. Podaj dwa przyktady trzech zbioréw liczbowych A, B, C spelniajacych waru-

nek AcBcC.

1. Jezyk matematyki 15 I

1.13. np. 0, {1, 2, 3}, zbior
liczb naturalnych mniejszych
od 10"
rownania x> — 10 = 0,
{-1000, —999, —998, ..., -1, 0}

1.14. np. N, Z, zbior
wielokrotnosci liczby 3, zbior liczb
catkowitych mniejszych od 13,
zbiér kwadratow

1.15. a) np.

{0, 4, 10, 1000, 200000}

b) np. {64, —21, 13, -7, —1}
¢) np. {14, -7, 0, 21, 49}

d) np. {-64, —48, 20, —16, —4}

116. Cc A, ECA EcC, DcCB
FcA FcB, FcC, FCE

D g el
, Zbiér rozwigzan

1.17. a) tak b) tak ¢) nie

1.18.

1.20. Dane sg zbiory: A — zbidr prostokatow, B — zbidr trapezdw, C - zbidr czworo- 120. ECAcDcBcC
katoéw, D - zbiér rownoleglobokéw, E — zbiér kwadratéw. Czy prawdziwe jest zdanie
A c Bc Cc D c E? Jezeli nie, to przestaw litery tak, aby otrzymane zdanie bylo

prawdziwe.

1.21. cztery: {1, 5, 7}, {1, 5, 35},
{35, 5, 7}, {1, 35, 7}

1.21. A jest zbiorem wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby 35. Wypisz wszystkie
trzyelementowe podzbiory zbioru A. Ile ich jest?

1.22. A jest zbiorem parzystych, dwucyfrowych liczb naturalnych. Ocen prawdzi- 1.22. a), b), ¢), f) - zdania
wos¢ zdania. prawdziwe
a) 12€A b)4¢A ) 15¢A d)90¢A e 35¢A f) V3¢A
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Uwagi metodyczne

Przypominamy dzialania na
wyrazeniach algebraicznych oraz
zapisywanie roznych zaleznosci
w postaci takich wyrazen.
Uczniowie nie powinni mie¢

z tym wigkszych klopotéw, bo
temat do$¢ dokladnie omawiano
w szkole podstawowej.

Na tym etapie nauki
koncentrujemy si¢ na dodawaniu
i mnozeniu sum algebraicznych
oraz obliczaniu wartosci liczbowej
wyrazenia algebraicznego.

2. Warto powtorzyc¢ -
wyrazenia algebraiczne

Wyrazenie, w ktorym liczby (state) i litery (zmienne) polaczone sg znakami dziatan:
dodawania, odejmowania, mnozenia, dzielenia lub pierwiastkowania oraz nawiasa-

mi, nazywamy wyrazZeniem algebraicznym. Przyklady wyrazen algebraicznych:

ab, 3(x-y), (c+5)3, u, V7ac
xX=y

Warto$¢ liczbowa wyrazenia algebraicznego obliczamy, podstawiajac liczby w miej-
sce liter.

Pojedyncze zmienne lub liczby, lub ich iloczyny nazywamy jednomianami.
Przyklady:

3 255 \/gxy, —x3yz, 13—1xyt8

Iloczyn liczb wystepujacych w jednomianie nazywamy jego wspolczynnikiem,

np. wspétczynnikiem jednomianu V5xy jest V5, wspStczynnikiem jednomianu x*
jest 1, a wspStczynnikiem jednomianu 3xy* - 2z jest 6.

Jednomiany zapisujemy w postaci uporzadkowanej, czyli bez znaku mnozenia,
z czynnikiem liczbowym na poczatku, z literami wystepujacymi w dowolnej kolej-
nosci — najczedciej alfabetyczne;.

Dwa jednomiany rdznigce si¢ jedynie wspolczynnikami nazywamy jednomianami
podobnymi. Przyktady jednomianéw podobnych:

° 3x2, —5x2, \/§x2, éxz

o —2xy3z2, \/ﬁxfzz, %xy3z2, —nxy3z2

Skoniczong sume jednomiandéw nazywamy suma algebraiczna, a skladniki tej sumy -
jej wyrazami. Zamiast okredlenia ,,suma algebraiczna” uzywa si¢ réwniez okreslenia
wielomian.

Przyklady sum algebraicznych:
x+y, 36 +2x—1, xy+ Xyt-5y—-4, x -7z

Jezeli wyrazy sumy algebraicznej (dwa lub wiecej) s3 jednomianami podobnymi, to

mozemy je doda¢. Czynno$¢ te nazywamy redukcja wyrazéw podobnych.



2. Warto powtorzy¢ — wyrazenia algebraiczne

Mnozenie sum algebraicznych

* Aby pomnozy¢ sume algebraiczng przez jednomian, nalezy pomnozy¢ kazdy wy-
raz sumy przez ten jednomian.

-(b+c)=ab+ac
S
° Aby pomnozy¢ dwie sumy algebraiczne, nalezy kazdy wyraz jednej sumy pomno-

zy¢ przez kazdy wyraz drugiej sumy.

(@a+Db)-(c+d)=ac+ad+bc+bd
~

Przyktad @) « zad. 2.4

Wykonamy dzialania i zredukujemy wyrazy podobne.
a) 2x° —dx+x +3x-7=3x"—x-7

b) x_yz—xzy+4x—3xy2—x2y+1—xy2+2x2y=—3xy2+4x+1

€) 2x—(4x-5y+2)—(x-2y-1)=2x-4x+5y-2-x+2y+1=-3x+7y-1

d) 5x*+2(3x-4)-3(2¢" ~5x+1) =5 £ 6x =8 = 62" + 15x — 3 = —x"+21x-11

e) (3a—5)(5a—2):3a-5a+3a-(—2)—5-5a—5-(—2):15a2—6a—25a+102
=15a* - 3la+ 10

Przykiad @) « zad.2.10

Zapiszemy w prostszej postaci wyrazenie:
2[-3(a+b-c)+7] +3[2(a-b-2c) - 1]
i obliczymy jego warto$¢ dla a = —2%, b= 1%, g= —%.

Rozwigzanie
2[-3(@a+b-c)+7]+3[2(a-b-2c) - 1] = —6a—6b+6c+14+6a-6b—12c-3 =
=-12b-6¢+ 11
Podczas przeksztalcen zmienna a zostata zredukowana, zatem warto$¢ wyrazenia nie
zalezy od jej wartosci. Natomiast po podstawieniu wartoéci zmiennych b i ¢ otrzy-
mujemy:

—12-1%—6~<—§>+11:—16+4+11:—1

J

Za pomoca wyrazen algebraicznych zapisujemy rézne wzory i zaleznoséci, wystepu-
jace np. w opisie zjawisk fizycznych lub chemicznych. Przykladem tego jest wzor
s =v-t — méwimy, ze droga jest iloczynem predkosci i czasu.

42.10. Oblicz warto$¢ wyrazenia dla podanych wartoséci zmiennych.
a) 2x°y - 3xy + 1 dla x=-2, y=3
b) —4x’ +2y° —4xy + x dla x=-1, y=-2

c)lO—ab+%a2+§b2 dlaa=4, b=-2

d) 2xyz* -3z +xy -9 dax=1, y=-2, z=12

Odp.:a) 43 b)3 ¢)29 d)-33

42.4. Zredukuj wyrazy podobne.
a)5x+2-3x+1

b) —2a+3b+b’—7b+5a-1

Q) 4x+§—1%y—3x+ §y+0,125
d) 2x - 5xy+3y+2xy—x+2y
e) xy* +2xy - 7xy’ — xy +2xy*+
+4xy2

f) 8xyz — 2x yz + 11x’ yz+
—4xyz + 5x yz2 - 9x? yz

2) —léxzyzz2 + 2%x2y22+

—§x2y222 - léxzyz2 + 2x2y222
Odp.:a) 2x + 3
b) b” +3a-4b-1
Ax—-y+1
d) x+5y - 3xy
e) xy
f) 4xyz + Sxy;z2
2.2
8) x"yz

17 I
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42.13. Duzym samochodem
osobowym moze podrozowaé

5 0s6b, a malym mogg jechac

4 osoby. Zapisz w postaci
wyrazenia algebraicznego, ile 0s6b
moze podrozowaé m duzymi
samochodami i trzy razy wigksza
liczba matych samochodow
osobowych.

Odp.: 17m

Odpowiedzi i rozwigzania
21.a) (x+y) (z-w)

bz w-(x+y+2)
ox-(y+z+w)

d) xX-w

X+y+z+w

2.2. a) 10a

b) a’

) —2x2y2

d) 3a’b*

23. a)§1 b)45 25 d)0

24.a)2x+3

b) b’ +3a-4b-1
x-y+1

d) x+5y-3xy
e) xy

f) 4xyz + Sxy22
g x'yz’

Przyktad e zad. 2.13

Pani Zofia kupila i zmieszata x kg cukierkéw owocowych w cenie 13,20 z1 za kilogram
oraz y kg cukierkow czekoladowych w cenie 15,60 zt za kilogram. Zapiszemy cene
1 kg mieszanki w postaci wyrazenia algebraicznego.

Rozwiazanie

13,2x —— warto$¢ kupionych cukierk6éw owocowych
15,6y —— warto$¢ kupionych cukierkéw czekoladowych
13,2x + 15,6y «— warto$¢ mieszanki

X+y «— masa mieszanki w kg

13,2x + 15,6y

«— cena w zlotych 1 kg mieszanki
x+y

132x + 15,6
22T 20

Odp.: Cena 1 kg mieszanki jest réwna
xX+y

2.1. Dane sg liczby: x, y, z, w. Zapisz symbolicznie liczbe, ktora jest
a) iloczynem sumy dwdch pierwszych i réznicy dwdch ostatnich.

b) rdznicy iloczynu dwdch ostatnich i sumy trzech pierwszych.

c) iloczynem pierwszej liczby i sumy trzech ostatnich.

d) ilorazem iloczynu pierwszej i ostatniej przez sume wszystkich liczb.

2.2. Uporzadkuj jednomian.
2

a) (—3)-2a-(—1§)
b) 1,6- (—ga) - (-a)

2.3. Oblicz wartos¢ jednomianu dla podanych wartosci zmiennych.

) ix-x-(—6y)-y

1 2 1
d) —15 -2a (—3b) . gab

2 _2 __3 _ 2,3 12 _1 - _
a) 2ab” dla a= 3 b= i c) “3xy’z dla x 13, y = z 5

2 __3 _ 51 - _2 _3l -
b) 5a°b dla a = = b 22 d) 8xy Vz dla x e y 39, z=0

2.4. Zredukuj wyrazy podobne.

a) 5x+2-3x+1

b) —2a+3b+b’ - 7b+5a-1

c) 4x+§—1§y—3x+%y+0,125

d) 2x-5xy +3y+2xy—x+2y

e) xy2 +2xy — 7xy2 -xy+ 2xy2 + 4xy2

f) 8xyz - 2x2yz + llxzyz —4xyz + 5xyz2 = 9x2yz

1 1 2 1
2) —lgxzyzz2 1 2§x2yz2 = gxzyzz2 = lixzyz2 1 2x2y222



2. Warto powtoérzy¢ — wyrazenia algebraiczne

2.5. Dodaj podane sumy algebraiczne, zapisz wynik w najprostszej postaci.
2) 7x% —4x+2 i 3x° +10x— 8 O I = 2n’ 121 0dm’ + 130" - 1
b) 3ab+2a-5b+1 i 2ab—a+3b+2 d) 3x> +2px + p* i 2x° —4px —2p°
2.6. Wykonaj dziatania i zredukuj wyrazy podobne.
a) 3(2x —-5y) e) 5(x+1)+7(x— 1)—3<x2+x)
) 2( x2—3) +2x+1)2 - %)
6 1
g) 7x<7x - ;) - E(Sx +5)(x—1)
h) (5x-2)(3x—1) - 3(x - 1)(2x + 3)

b) —2x(x +3y)

¢) (x—5)(2x+5)
d) (-3x+7y)(-2x-3y)

2.7. Wykonaj dziatania i zredukuj wyrazy podobne.

2) (3c° -5+ 7x - 1) - (=4x" + 26° — x + 5)
b) (2x5—3x +2x° —x+3) (x5+4x3+2x—1)
Q) ( 3x2+5x—1>-(2x+1)

d) <7x3+2x —3x+2) (Gx +2)

e (26 +3x-5)- (- +x+2)

H (3¢ +2¢° +1)- (<247 +x- 3)

2.8. Wykonaj dziatania i zredukuj wyrazy podobne.

2<x2 +7xy — yz) +10xy — 2y2

b) 3x” + 2y2 = (szy - 2xy - 4xy2) = (ny + 7x2y) + 9x2y = 2y2
c) 7(xy = yz) + Z(xy = x2) +5xy + 3:(3(2 = Sxy) +7y°

d) 2x° - y* - 3(2xy —x*— yz) + 2(x2y = xz) = <y2 + 2x2y) +6xy

a) 2xy +3x” -

2.9. Wykonaj mnozenie i zredukuj wyrazy podobne.
X +xy+y )(x—y)

3x° y+6y )( 2—y>

o (x*-3xy+7y ) (x2 4 5y2)

a)(

)
(

d) (x2+2xy y )(3x+y)
(
(

b

e) x3+2xy 3xy +y)(x+y)
f) 2x2—3xy)(3x —xy)

2.5. a) 10x” + 6x— 6
b) 5ab+a-2b+3

) m*+n’+1

d) 5x> —2px — p
2.6. a) 6x - 15y
b) —2x° - 6xy
<) 2x* - 5x - 25
d) 6x° - 5xy —21y°
e) -3x* +9x -2

£) 4x* +3x - 4

g) —6x +1

h) 9x” - 14x + 11

2

2.7. a) 7x° —7x* +8x - 6

b) x=3x - 2x® —3x+4

) —6x> + 7% +3x - 1

d) 21x* +20x° = 5x° + 4

e) 2x' —x’ + 12x* + x — 10

f) —6x°—4x° +3x*—9x° —6x% +x-3

2.8.a) x* - 2xy
b) 3x” + 4xy°
2
c) x" —xy
d) 3x* + 5

2.9. a) x5—x4y+x2y—xy2+xy4—y5
b) 15x*y - 3x*y* + 30x%y° - 6y*
) x*+12x°y*=3x y—15xy° +35y*
d) 3x° + 7x2y - xy2 - y3

e) x* +3x°y - x*y* —2xy” + y*

f) 6x* — 11x°y + 3x7y’

19 I



I 20

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

Dziat 1. Liczby

a)43 b)3 ¢)29 d)-33

(2,5b + 3p) 71

3kx
2

17m

10 — (xn + ym)

(m+2)k+p

12km — 200k

a+2b+5c
100

bnk
— 71
100

5 2
12p

7mp + 7kt
15000 5000

2.10. Oblicz wartos$¢ wyrazenia dla podanych wartosci zmiennych.

a) 2x°y —3xy +1 dla x=-2, y=3

b) —4x3+2y2—4xy+x dla x=-1, y=-2

c) 10—ab+%a2+ib2 dlaa=4, b=-2

d) 2xyz* - 32> + xy -9 dax=1, y=-2, z=12

2.11. Banany kosztuja b zt za kilogram, a pomarancze p zt za kilogram. Ile zaplacimy
za 2,5 kg bananow i 3 kg pomaranczy?

2.12. Na pdlce w bibliotece stoi k ksiazek. Polowa z nich ma x cm grubosci, a druga
potowa to ksigzki dwa razy grubsze. Ile centymetroéw dtugosci ma potka, jezeli ksigzki
stoja ciasno jedna obok drugiej i zajmuja calg potke?

2.13. Duzym samochodem osobowym moze podrézowacé 5 0s6b, a matym mogg je-
cha¢ 4 osoby. Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego, ile 0séb moze podrézowac
m duzymi samochodami i trzy razy wigksza liczbg matych samochodéw osobowych.

2.14. Bartek ma 10 zl i chce kupié¢ x otéwkdéw po n zt i y zeszytdw po m zl. Zapisz
w postaci wyrazenia algebraicznego, ile ztotych reszty otrzyma od sprzedawcy.

2.15. Grupa m uczniéw i 2 nauczycieli przeprawia si¢ promem wraz z autokarem,
ktérym podrozuja. Jaki jest koszt przeprawy catej grupy, jezeli za przeprawe autokaru
(razem z biletem kierowcy) trzeba zaptaci¢ p z1, a za przeprawe kazdego pasazera k zI?

2.16. Biuro przewoznikdéw dysponuje k autokarami i dwa razy mniejszg liczbg mi-
krobuséw. Autokary mozna wynajmowa¢ po m zl za 100 km jazdy, a mikrobusy
0 50 z1 taniej. Ile pieniedzy wplynie do kasy tego biura za wynajem wszystkich auto-
karow i mikrobuséw na trase 800 km?

2.17. W kasie jest a ztotych w banknotach 100-zlotowych, b zt w banknotach 50-zto-
towych i ¢ zt w banknotach 20-ztotowych. Ile banknotow jest w kasie?

2.18. Samochod spala przecietnie b litréw benzyny na 100 km. Ile kosztuje benzyna
potrzebna do przejechania n kilometréw, jesli litr benzyny kosztuje k z1?

2.19. Podstawa trojkata rowna p jest 0 20% diuzsza od wysokosci opuszczonej na te
podstawe. Wyznacz pole trdjkata.

2.20. Owczarek niemiecki zjada m g karmy dziennie, a dzienna porcja jedzenia dla
kota wazy k g. Cena psiej karmy jest rowna p zt za 15 kg, a kociej — ¢ zl za 5 kg. Ile
kosztuje tygodniowe wyzywienie obydwu zwierzat?



3. Wzory skroconego mnozenia

Umiejetnosci:
* wylaczanie czynnika poza nawias

e uzywanie wzordw skréconego mnozenia: (a+b)2, (a—b)2, a2—b?

Wytgczanie czynnika poza nawias

Czynnoscia odwrotng do mnozenia sumy algebraicznej przez jednomian jest wylg-
czanie wspolnego czynnika poza nawias.

Przyktad €) « zad. 3.1

Z podanej sumy algebraicznej wylaczymy
wspdlny czynnik poza nawias.

a) 2x—-8=2-x-2-4=2(x—-4)

b) 4a2+a=c_z-4a+o_1-1=a(4a+ 1)

) 3x—V5x=3-x- \/§-§=x(3—\/§)

d) 3xz—12zy =3z - x -3z -4y = 3z(x — 4y)

Wrylaczony czynnik moze by¢ zapisany ((( )))
przed nawiasem albo po nawiasie.

Wrynika to z prawa przemiennosci
mnozenia.

e) 7ab® +21a°b = 7ab - b + 7ab - 3a> = 7ab(b+ 3a2)
f) 2x2y—10xyz+4xy322 = 2x_y-x—2x_y-5z+2x_y'2y2z2 = 2xy(x— 52+2y2z2>

Przyktad @ « z2d.3.6

Z podanego wyrazenia wylaczymy przed nawias taki czynnik, aby wspdtczynniki
wszystkich wyrazéw pozostalej w nawiasie sumy algebraicznej byty liczbami catko-
witymi.

a) 1x3y 2 xyz + lx _2y= {{by sprawdzié, czy otrzymany W).rnilk (@)
3 3 3 jest poprawny, wystarczy pomnozy¢
3 5 wyrazenie w nawiasie przez wylaczony
= gx Y= gx}’ + gx -2 g)’ = czynnik.

1
g(x3y - 2xy2 +x - 6y)
b) 0,7x° +3x* - 0,2x° — x>+ L,1x -7 =
- 0,1(7x5 +30x* — 2x° — 10x% + 11 — 70)

Wspdlnym czynnikiem moze by¢ réwniez suma algebraiczna.

3. Wzory skréconego mnozenia 21 I

43.1. Wylacz wspélny czynnik
przed nawias.

a) 16p — 12
b) 4p> — 10pr
) 15m* — 75n

d) 32m + 24n — 160
e) —7ab + 14bc
f) 2a*b - 6ab’ + 8a°b*
g) 11x* - 22x°y + L1x%y
h) 4x*y + 8xy* — 2x°y*
Odp.: a) 4(4p - 3)
b) 2p(2p - 5r)
¢) 15 (m2 - Sn)
d) 8(4m + 3n — 20)
e) —7b(a + 2¢)
f) 2ab(a — 3b + 4ab)
g) 11x* (x2 —2xy + O,Iy)
h) 2xy(2x + 4y — xy)
43.6. Z podanego wyrazenia
wylacz przed nawias taki czynnik,
aby wspotczynniki wszystkich
wyrazow pozostalej w nawiasie
sumy algebraicznej byly liczbami
catkowitymi.
a) 1o 2x;v2 + 21y3 —5,2

5 5 5
b) 12x* +22%° —72x -2

4 4 2

c) —2§xy+ 1%xyz+3 x2y2z2+2

d) 2,557 —3,25x° + 1,75x° + 2x — 1
Odp.:
(x5 = 3xy A lly = 26)

5xt + 11x —30x—8)

10x”

»-hh—‘\ol»—ulklr—"-ﬂl*—'

)4 (
( 20xy + 15xyz + 30x2y222 A 22)
)5 (

—13x° +7x° + 8x - 4)

tematy 2.6-2.8

Multite4a

* Mnozenie sumy algebraicznej
przez jednomian

e Mnozenie sum algebraicznych

e Kwadrat sumy

e Kwadrat réznicy

e Roznica kwadratow

dlanauczyciela.pl | Kartkowka 1.3

(" Generator

testéw i sprawdzianéw




22 Dziat 1. Liczby

43.7. Przedstaw wyrazenie

W postaci sumy algebraiczne;.

a) (a+ 4)2

o) 3c+2)°

Odp.: a) a’ +8a+ 16
9] 9¢% + 12¢ + 4

Przyktad e
Dane wyrazenie zapiszemy w postaci iloczynu, wylaczajac wspélny czynnik przed
nawias.

a) 2(x—y)+3alx—-y) =(x-y)(2+3a)
b) %x (2x2 + 3) _2 (2x2 + 3) - (2x2 + 3) <%x - 2)

) 3x2(x—1)+2x(x—1)=3x-x(x—1)+2‘x(x—1)=x(x—1)(3x+2)

d) 2ab(a - 3b) — 3a%(a — 3b) + %ab(a —3b) = a(a - 3b) (2192 _3a4 %b)

Wzory skroconego mnozenia

Wyrazenie (a + b)* nazywamy kwadratem sumy wyrazen a i b.

Przeksztalémy je, wykonujac mnozenie:
(@+b)l’=(a+b)a+b)=a’+ab+ba+b’ =a’+2ab+b

Otrzymalismy wzor skréconego mnozenia.

Wzér na kwadrat sumy dwdch wyrazen:

(a+b)* =a® +2ab + b*

Kwadrat sumy dwdch wyrazen jest rowny sumie: kwadrat pierwszego wyrazenia plus
podwojony iloczyn pierwszego i drugiego wyrazenia plus kwadrat drugiego wyra-
zenia.

Przykiad @) « zad.37a,¢c

Zapiszemy podane wyrazenie w postaci sumy, stosujac wzor na kwadrat sumy.

a) (2+x)2 =22+2.2-x+x"=x"+4x+4

b) (k+5m)* =k*>+2-k-5m+ (5m)* = k* + 10km + 25m”
J

Stosowanie wzoru na kwadrat sumy dwdch wyrazen nie wymaga, by byly one dodat-
nie. Jezeli chcemy obliczy¢ kwadrat réznicy dwéch wyrazen, np. (a — 1)°, mozemy
zapisac to wyrazenie w postaci (a + (—1))*. Wtedy:

(a-17=(a+ (1))’ =a*+2a(-1)+(-1)’ =a’ - 2a+1



Wygodniej jest postuzy¢ sie wzorem na kwadrat réznicy dwoch wyrazen.

(@-b’=(a-b)a-b)=a’—ab-ba+b’ =a’-2ab+b°
Otrzymalismy kolejny wzdr skréconego mnozenia.

Wzér na kwadrat réznicy dwdch wyrazen:

(a-b)?=a’-2ab+b*

Kwadrat réznicy dwoch wyrazen jest réwny sumie: kwadrat pierwszego wyrazenia
minus podwojony iloczyn pierwszego i drugiego wyrazenia plus kwadrat drugiego
wyrazenia.

Przyktad @)
Przeksztalcimy podane wyrazenie, stosujac wzoér na kwadrat réznicy.
a) (—x+3)2 = (3—x)2 =32-2.3.x+x°=x>-6x+9

b) (5-2x)*=5>-2-5-2x+ (2x)* = 25 — 20x + 4x°

zad. 3.7 b, d, e

Przyktad @) < zad. 3.9

Wzory na kwadrat sumy i kwadrat réznicy mozna stosowac do obliczania (bez uzy-
wania kalkulatora) kwadratow niektorych liczb naturalnych.

a) 101% = (100 + 1)* = 100* +2-100- 1 + 1> = 10000 + 200 + 1 = 10201
b) 23% = (20 + 3)* = 20> +2-20 - 3 + 3% = 400 + 120 + 9 = 529

) 992 = (100 — 1)*> = 100 =2 - 100 1 + 1* = 10000 — 200 + 1 = 9801
d) 28°=(30-2)=30-2-30-2+2>=900—- 120 + 4 = 784

Przyktad @) < zad.3.10a

Upro$cimy wyrazenie (2x — 5)2 —-4(3 + x)z.
Rozwiagzanie
(2x —5)* —4(3 + x)* =
= (2x)2—2-2x-5+52—4(32+2-3-x+x2) =
= 4x’ - 20x+25-4(9+ 6x+ 1) =
= 4x” — 20x + 25 — 36 — 24x — 4x” = —44x — 11

3. Wzory skréconego mnozenia

43.7. Przedstaw wyrazenie
W postaci sumy algebraicznej.

b) (b-5)

d) (10 - 4b)’

e) (-7 +22)°

Odp.: b) b*—10b+25

d) 100 - 80b + 16b”

e) 49 - 28z +42°

43.9. Stosujac wzory na kwadrat
sumy lub kwadrat réznicy, oblicz
kwadraty nastepujacych liczb
naturalnych: 49, 51, 82, 39. Nie
korzystaj z kalkulatora.

Odp.: np. 49° = (50 — 1)* =

= 2500 - 100 + 1 = 2401

43.10. Wykonaj dziatania.

a) 3(2-x)"+2(x—3)(x+3)—-(2x-3)
Odp.: x> - 15

23 I



N 24 Dziat 1. Liczby

43.13. Przedstaw wyrazenie

w postaci iloczynu.

a) x* - 4y2

b) 100a” - 64

c) 49 — 9k*

d) 2% + 2507

e) 2117 ¥
4 9

f) 5p% — 4

g) 25— 2x°

h) 13 - y2

122 4 2
i) XY T %

25
25
j) x* - e
Odp.: a) (x + 2y)(x —2y)
b) (10a + 8)(10a — 8)
¢) (7 + 3k)(7 — 3k)
d) Gw + z)(5w - 2z)

o (131 (15 13)
0 (V5p+2q) (V5p-24)
g) (S—x\/_)(5+x\/_)

h) (Vi3-y)(Vi3+)

(
22(5-2)(e2)
j) (x +§)<x— ;)<x+\/§>

Stosowanie wzoréw skréconego mnozenia przy zamianie iloczyndw na sumy zazwy-
czaj upraszcza rachunki. Wazniejsze jednak jest stosowanie tych wzoréw w druga
strone, tzn. podczas przeksztalcania sum algebraicznych do postaci iloczynu. Taka
operacje czesto wykonuje si¢ podczas rozwigzywania rownan.

Przykiad ©)
Zapiszemy podang sume algebraiczna w postaci iloczynu.

a) x2+10x+25=(x+5)2
b) 16a*—8a+1 = (4a—1)*

«— kwadrat sumy: 25 = 5%, 10x =2 - x - 5
«— kwadrat réznicy: 16a” = (4a)>,1=1%,8a=2-4a- 1

1 1 2
<) 49m* - 7mt + th = <7m - Et) — 49m* = (Tm)?, lt2 = (%t) ,2-7m- %t = 7mt

J

Obliczmy iloczyn sumy i réznicy dwoch wyrazen:
(@+b)a-b)=a’—ab+ba-b"=a’ - b’

Otrzymalismy nastepny wzoér skréconego mnozenia.

Wzér na réznice kwadratow dwoch wyrazen:
a’-b’ =(a+b)a-b)

Roéznica kwadratow dwoch wyrazen jest rowna iloczynowi sumy tych wyrazen i ich
roznicy.

Przyktad @) < zad. 3.13

Zapiszemy dane Wyraienie algebraiczne w postaci iloczynu.
a) -4=x" —2 =(x+2)(x-2)

b) 1-100y* = 1% - (10y)* = (1 + 10y)(1 — 10y)

¢) 4a” - 25b° = (2a)* - (5b)* = (2a + 5b)(2a — 5b)

d) —-0,25¢% +0,01d% = (0,1d)* - (0,5¢)* = (0,1d + 0,5¢)(0,1d — 0,5¢)

Przyktad () « zad. 3.15
Zapiszemy podang sume algebraiczna w postaci iloczynu.
a) 2x° —4xy +2y° =
= Z(x2 -2xy+ yz) =
=20x-y)

«—— wylaczamy 2 przed nawias

«— wzor na kwadrat réznicy

43.15. Przedstaw sume algebraiczng w postaci iloczynu. Najpierw wylacz wspélny czynnik
poza nawias, a nastepnie skorzystaj ze wzoréw skroconego mnozenia.

a) 3x% — 6x + 3 €) 4357 +6x+2

b) 3x° - 12x + 12 f) 12x° - 36xy + 27y

) 2x° + 4xy + 2y g) 18p° +48p°q +32pq”
d) 20x% +20x + 5 h) 12k* - 60k*m + 75m*

Odp.:a) 3(x - 1) b) 3(x-2)> ) 2(x + y)*

f)32x-3y)° g 2p(B3p+4g)° h) 3 (2K’ -5m)’

d) 52x+1)>° e %(3x +2)?



b) 3mx’ + 6mxy + 3my” =

= 3»141(962 +2xy + yz) = —— wylaczamy 3m przed nawias
=3m(x + y)2 —— wz6r na kwadrat sumy
Przyktad 0
Dane wyrazenie algebraiczne przedstawimy w postaci iloczynu.
a) 3x% - 12x+ 12 = 3(x2 “4x+ 4) = 3(x - 2)° — waor na kwadrat roznicy
b) 3x% 27 = 3(x2 - 9) = 3(x—3)(x +3) — wzor na roinice kwadratéw
) 2x-4)Y-(2-3x)1= «— wz6br na réznice kwadratéw

=[2x-4)+(2-3x)] - [2x—-4)-(2-3x)] =
=[2x-4+2-3x]-[2x—4-2+3x] =
=(-x-2)(5x-16)

d) 2a°b + 12a°b” + 18ab’ = 2ab(a2 + 6ab + 9b2) = —— wz6r na kwadrat sumy

= 2ab(a + 3b)2

Przyktad @ zad. 3.16
Uproscimy wyrazenie:

(5x — 7)* + (3 — 4x) (3 + 4x) — (3x + 10)?
i obliczymy jego wartos¢ dla x = —%.

Rozwigzanie

(5x —7)* + (3 — 4x) (3 + 4x) — (3x + 10)* =

=25x% — 70x + 49 + 9 — 16x” — 9x* — 60x — 100 = —130x — 42
Podstawiamy x = —% i otrzymujemy wynik 23.

3.1. Wylacz wspdlny czynnik przed nawias.

a) 16p—12 e) —7ab + 14bc

b) 4p° - 10pr f) 2a’b - 6ab* + 8a°b*

¢) 15m" - 75n g 11x* —22x°y + 1,1x°y
d) 32m + 24n — 160 h) 4x’y + 8xy” — 2x°y*

3. Wzory skréconego mnozenia 25 I

43.16. Zapisz w prostszej
postaci wyrazenie

(3z-8)" = 5(3 +22)° + (42 + 3)
i oblicz jego wartos¢ dla z = 10.

Odp.: 5z° - 84z + 28, —312

2

Odpowiedzi i rozwigzania

3.1. a) 4(4p - 3)

b) 2p(2p - 5r) ) 15(m’ - 5n)
d) 8(4m +3n—-20) e)—7b(a+2c)
f) 2ab(a — 3b + 4ab)

g) 11x* (xz —2xy + O,Iy)

h) 2xy(2x + 4y — xy)
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8.2. a) 2a(5ab-7b")
b) 6ab (12a’b + 3ab)

¢) abc(90ab + 30b)

d) 45 (4pzq2 - 2pgr + 3)

3.3. a) 2ab(c — 3d + 7cd)
b) —5x2y(1 — 4xy)
c) mkp(6k — 6p + mkp)

d) Ju(2t + w - 4tw)
e) x° (sz “Txy l)
3 8 5
03+ (3 +35-3)
3.4.a) -2 (5a3b - 74’V + 6ab3)
b) -2 (—am +2bm + lécm)
c) -2(-0,1pq - 0,5p’q” + 0,25)
4

d) -2 (lmz + iy —)
3 14 5

35. ) - (204 - 16x +6)
b) % (—8x3 +6x° — 4)

1
(9)

d)

(18x* - 2x* - 10)

5

N | =N

(—3x —22x° + 14)

3.6. a) % (x5 —3xy’ +11y° - 26)
b) i (5x* + 11x° - 30x - 8)
<) é(—ZOxy + 15xyz+

2.2 2 )

+30x"y"z" + 22
al (10x” = 13%° + 7x° + 8x — 4)
4

3.2. Wylacz z wyrazenia podany czynnik.
a) 10a°b — 14ab* 2a c) 90a’b’c + 30ab’c abc
b) 72a’b* + 184’b*  6ab d) 180p°q> — 90pgr + 135 45

3.3. Wylacz wspdlny czynnik przed nawias.

a) 2abc — 6abd + 14abcd d) 5 + i tuw
b) —5x%y +20x°y” e) §x4 - §x3 + éxz
) 6mk’p — 6mkp” + m’k’*p’ f) A—llx5 + éx‘l - éx3

3.4. Z podanego wyrazenia wylacz czynnik —2.
a) —-10a’b + 14a°b* — 12ab’ ) 0.2pq+ p°q> - 0,5

d) —%mz et

b) 2am — 4bm — 3cm
3.5. Z podanego wyrazenia wylacz czynnik %
c) 9xt - x* -5

d) —1%x5 —11x° +7

a) 10x*> —8x+3
b) —4x’ +3x* -2

3.6. Z podanego wyrazenia wylacz przed nawias taki czynnik, aby wspoétczynniki
wszystkich wyrazéw pozostalej w nawiasie sumy algebraicznej byly liczbami catko-
witymi.

15 3 2 .13 2 2 1 222 ,4
ZxT == 2-9° =52 2z 12 3= 2=
a) X T XY 20y c) gXy t13xyz+ 3357y + 25

b) 1ix4 + 23x3 _ 7%x ) d) 2,56 —3.25x° + 1,75 + 2x — 1

3.7. Przedstaw wyrazenie w postaci sumy algebraiczne;.
a) (a+4)° ) (Bc+2)° e) (-7 +22)°
b) (b-5)° d) (10 - 4b)* f) (-5-6w)’

3.8. Przedstaw wyrazenie w postaci sumy algebraiczne;.

2
a) (s— 31,‘)2 o) (-2f - g)2 e) <%z + \/§>
b) (4p +4q)° d) (=5k + 4m)’ f (av2-bv5)’

3.9. Stosujac wzory na kwadrat sumy lub kwadrat réznicy, oblicz kwadraty naste-
pujacych liczb naturalnych: 49, 51, 82, 39. Nie korzystaj z kalkulatora.

37.a)a’+8a+16 b)b*—10b+25 ¢) 9*+12c+4 d) 100 — 80b + 16b°
e) 49 — 28z + 4z°  f) 25 + 60w + 36w*

3.8.a) s°—6st +9t° b) 16p> +32pq+ 169> <) 4f°+4fg+g> d) 25k* — 40km + 16m”

) iz2+ V3z+3 f) 2a% — 2v/10ab + 5b°

3.9. np. 49 = (50 — 1)* = 2500 — 100 + 1 = 2401



3.10. Wykonaj dzialania.

a) 32-x)%+2(x-3)(x+3) - (2x - 3)°
b) 2(2x — 3)(2x + 3) — 3(x + 5)°

Q) 15—4(x - 1)(x + 1)+(3x—2)2—(x+2)2—4(x— §>2

+Xox-1)+ 32<x + 11>
2 2

3

d) (5-x)2+3(x-2)2 +x) — 4<x - 2%)2 ~10(x - 1)

3.11. Wykonaj dziatania.

a) (4x -5 + (5 + 4x)*

b) (2x — 1)* - 4(x - 3)(x + 3)
) (a-2b)(3a+Db)-3(a-Db)

d) (x+ 2)/)2 —(x+2y)(x=2y) +2(x - 2y)2 +4xy

e) (5a+1)*+ (5a

- 1D*=Ga+1)(5a-1) - 254°

f) (x+3y)By-x)-2(x- 2)% + 3(x2 - 3y2)

3.12. Wykonaj dzialania i doprowadz wyrazenie do prostszej postaci. Oblicz war-

tos¢ wyrazenia dla podanych warto$ci zmiennych.

a) (x+3y)(x—3y)+(x+2y)2—(2x2—5y2)

b) (y - 3x)(y +3x) - 2x(x — y) + (y — 3)* + 6y
) (x+2y)(x—2y)—4x(x—y)+(x—2y)2+4xy
d) 2xy+ 5)2 -(4+3xy)(3xy —4) + 5x2y2

3.13. Przedstaw wyrazenie w postaci iloczynu.

a) x° -4y
b) 100a* — 64
) 49 — 9k*
d) -Z* + 2507

1 » 7 2
2-x"—-1-
€) 4x 9)’

3.14. Przedstaw wyrazenie w postaci kwadratu sumy lub kwadratu réznicy.

a) 4a’>+12a+9
b) 16 - 8y + y*

o) 5m® —4\5m +4

f) 5p2_4q2
g) 25-2x°
h) 13 - y*

A 42
i) e

4 25
49

B ox
d) 24622 +9
o) 2532 - 2x 40,25
4 2
3 5 V3

1
—x"+—=x+-
D 49 7 4

da x=v8iy=12

dla x=+21iy=+8
dla x=051i y=-05

L. 1
dla x—lg iy= 54

3. Wzory skréconego mnozenia

3.10. a) x*-15
b) 7x* — 441
2

¢) —4x + 10
d) -2

3.11. a) 32x% + 50
b) 37 — 4x

¢) ab — 5b*

d) 2x* + 16y°

e)3

f) 8x -8

3.12. a) 4xy, 16

b) 2y2 ~11x% + 2xy +9, 11
) —2x° +4xy, —1,5

d) 20xy + 41, 99

3.13. a) (x +2y)(x - 2y)
b) (10a + 8)(10a — 8)

c) (7 + 3k)(7 - 3k)

d) Gw + z)(5w — z)

o (1 15) (e 13)
f) (V5p +2q) (Vap - 2q)

g) (5 x\/_)(5+x\/§)

b (VI3 -y) (VI3+)

i (;y-i)(%wﬁ)
i) (x2+§)<x- ;)(x+

3.14. a) (2a + 3)*
b) (4-y)°

<) (\/_m 2)2
d) (z +3

3 1)
Zx— =
2

2
ﬁl>

7*73

G
J
o

27 I

)
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3.15. a) 3(x - 1)° 3.15. Przedstaw sume algebraiczng w postaci iloczynu. Najpierw wylacz wspdlny
b) 3(x - 2)° czynnik poza nawias, a nastepnie skorzystaj ze wzoréw skréconego mnozenia.

2
) 2(x+y) a) 3x>—6x+3 e) 4%x2+6x+2

d) 5(2x + 1)

1 > b) 3x” - 12x + 12 f) 12x” - 36xy+27y°
e) —(3x+2) 2 2 3 2 2
2 ) c) 2x" +4xy+2y g) 18p” +48p g+ 32pq
f)) 3(22‘ —3y) . d) 20x% + 20x + 5 h) 12k* — 60k%m + 75m’
8) 2p(3p+4q
h) 3 (2k2 = 5"1)2 3.16. Zapisz w prostszej postaci wyrazenie (3z— 8)? —5(3 +22)% + (4z + 3)? i oblicz

3.16. 52% - 84z + 28, 312 Jego wartosc dla z = 10.

3.17. —x* +30y°, 54 3.17. Oblicz warto$¢ wyrazenia 2(x — 3y)2 ~3(x-2y)-(x+2y)+12xy dla x = V6
iy= -V2.

3.18. ) 1 3.18. Jaki sktadnik nalezy wstawi¢ w miejsce |2, aby otrzymana suma algebraiczna

b) 123’ z byta réwna kwadratowi sumy lub kwadratowi réznicy dwéoch wyrazen?

<) 4y a) 25z° — 10z +[2 d) 2p> -2 +9

d))96\ﬁ§p b) 4y* + 7]+ 92 e) [?/-6x"y + 5

e) 9x 2 ) 4 5 2

f 2T5xy c) 81x” +36xy +|? f) 5x" -2+ 3y

3.19.a) (a+b+1)(a-b-3) 3.19. Przedstaw sume algebraiczng w postaci iloczynu.

b) (1+a—2b)(1 - a+2b) a) (a-1°-(b+2) d) 81-c* - 6cd - 9d°

) B=2o S =20=5) b) 1-(a-2b)° e) 81-x>—2xy -y

d) 9+c+3d)(9—-c-3d)
e) 9-x-»)O9+x+y)
f) (8—4x+ y)(8+4x—y)

) a*—4ab +4b> -9 f) 64-16x>+8xy -y’

3.20. Przedstaw sume algebraiczng w postaci iloczynu.

:')2(05';1 (72;__33))(}5;1:(3;6Ii§)+ 2 a) 4x” +12x-9y" - 12y +5 ) 16x” —4y" —24x +4y +8
¢) 42x— y - )(2x+ y - 2) b) 25x — 10x — 49y” — 28y — 3 d) 4x® - y* - 20x +25

d) 2x-y-5Q2x+y-5)

3.21. -
b) (y j) 1())(Cy+_1)5()x . a) x*—2x-3 ¢) 2" -2x° ’

9) (z+\/5x)(z—\/§x) b) )’2—4)/—5 d) 3-w' - 2w
d G+w)(-w)

3.21. Przedstaw sume algebraiczng w postaci iloczynu.

3.22. Uzasadnij geometrycznie wzor na kwadrat sumy. b

3.22. Wskazéwka: Zauwaz, ze Skorzystaj z zamieszczonego obok rysunku.

suma pol figur narysowanych
w kwadracie jest réwna polu 3.23. Wykaz, ze warto$¢ wyrazenia

fovadratu (\/5 - x) (\/E + x) - %(1 - 2x2) nie zalezy od wartosci zmiennej x.

a b

3.23. Warto$¢ wyrazenia jest

, 1
rowna 1-.
2



8.24. Wykaz, ze (a+b+c)’ = a’ +b° + ¢’ + 2ab + 2bc + 2ac, a nastepnie zapisz
podane wyrazenie w postaci kwadratu wyrazenia algebraicznego.

a) x° +4y* +92° +4xy + 6x2 + 12yz

b) k> +m® + p* — 2km - 2kp + 2mp

) 4 +ut + 4_1122 —4tu + 2tz — uz

d) 2a° + 3b% + 4c” + 2/6ab — 4+2ac — 4/3bc

38.25. Wiadomo, ze x+ y =27 i x” + y* = 715. Oblicz xy.

3.26. Wiadomo, ze x— y = 8 i xy = 88. Oblicz x> + y*.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1. Roéznica dwoch liczb jest réwna 5. Roznica ich kwadratow wynosi 95. Ile jest row-
na suma tych liczb?
A. 90 B. 25 C. 19 D. 24

2. Wskaz wyrazenie rowne wyrazeniu (6a — 5b)°.

A.36a’ +25b°  B.36a°-25b" C.6a"—60b+5b°  D.36a" - 60ab+25b°
8. Wskaz posta¢ iloczynowg wyrazenia 27x” — 18xy + 3y°.

A.309x+2)%  B.(3x-3y)*  C.30Bx+y) D. 3(3x - y)°

4. Dane jest wyrazenie 100x” — 49y°. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. 100x” — 49y* = (~7y + 10x)(10x + 7y)

B. 100x” — 49y° = (7y + 10x)(7y — 10x)

C. Dla dowolnych zmiennych x i y wartoé¢ wyrazenia 100x° — 49y” jest dodatnia.

o

Doprowadz do prostszej postaci wyrazenie (3 — 2x)(3 + 2x) + (2x — 1)2 i oblicz

. o 10 +3V2
jego wartos¢ dla x = —

6. Doprowadz do prostszej postaci wyrazenie (3x — 4)2 -2Q2x + 5)2 —(x-8)(8+x)
i oblicz jego warto$¢ dla x = %

7. Doprowadz do prostszej postaci wyrazenie
13

(x—2y)" = (x —2y)(x +2y) —4y(2y — 1) i oblicz jego wartos¢ dla x =1 i y = 357

3. Wzory skréconego mnozenia 29 I

3.24. a) (x+2y + 3z)2
b) (k—m - p)’

<) (Zt —u+ %z)z
d) (\/Ea +/3b - 2c)2

3.25. 7. Wskazowka: Zauwaz, ze
jesli x +y =27, to (x+y)* = 27%

3.26. 240

Prosto do matury

1. C

4. P,E F

5. 10 — 4x, —3V2

6. —64x + 30, —14

~

. 4y(1-x), 0
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44.2. Wypisz wszystkie dzielniki
naturalne liczb: 52, 66, 91, 82,
126, 243.

Odp.: 52: 1, 2, 4, 13, 26, 52;
66:1, 2, 3, 6, 11, 22, 23, 66;
91:1, 7, 13, 91;

82:1, 2, 41, 82

126:1, 2, 3, 6, 7, 9, 12, 14, 18,
21, 42, 63, 126;

243:1, 3, 9, 27, 81, 243

44.6. Wyznacz wszystkie
naturalne wartosci #, dla ktérych
5n+6

warto$¢ wyrazenia jest
n

liczba naturalna.
Odp.: 1,2,3,6

tematy 1.1, 1.2

Multite4a

e Dzielenie z resztg

e Spirala Ulama

e Algorytm Euklidesa

e Sito Eratostenesa

e Liczby na osi liczbowej

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 1.4

G Generator

testow i sprawdzianow

4. Liczby pierwsze i ztozone

Umiejetnosci:

* dowodzenie prostych twierdzen dotyczacych wiasnosci liczb naturalnych i liczb
catkowitych

° wyrdznianie w twierdzeniach zatozen i tezy

Podzielno$¢é w zbiorze liczb naturalnych

Przypomnijmy pojecie naturalnego dzielnika liczby naturalnej, znane ze szkoly pod-
stawowej.

Jezeli rozne od zera liczby naturalne n, m i k spetniaja rownos¢ n = m -k, to
moéwimy, ze liczba n jest podzielna przez m i przez k. Liczby m i k nazywamy
dzielnikami liczby n. Liczbe n nazywamy wielokrotnoscia kazdej z liczb m i k.

Przyktad €) « zad. 4.2

Dzielnikami liczby 12 s3 314, bo 12 = 3 - 4, ale s nimi réwniez 2, 6,11 12.
Liczba 12 ma sze$¢ dzielnikow.

Przykiad @) « zad. 4.6

. - . iy .. 3n-8
Wyznaczymy wszystkie naturalne wartosci #, dla ktérych wartos¢ wyrazenia n

jest liczba naturalna.

Rozwigzanie
Z tresci zadania wynika, ze n nie moze by¢ réwne 0 (zera nie mozemy wstawia¢ do
mianownika).

Z.n+0 «—— w ten sposob mozna zapisaé zalozenia wynikajace z tresci zadania
Przeksztalcamy wyrazenie do innej postaci:
-8 _n_8_, 8
n n n n

Teraz wida¢, ze aby wartos¢ wyrazenia mogta by¢ liczba naturalng, n musi by¢ dzielni-
kiem 8, czyli jedna z liczb: 1, 2, 4, 8. Podstawiamy kazda z nich do wyrazenia i spraw-
dzamy wyniki. Warunki zadania spelniaja 4 i 8, bo dla 1 i 2 wartosci wyrazenia sa
liczbami ujemnymi.

Odp.:n=41lub n=38



Liczba pierwsza nazywamy liczbe naturalng k > 1, ktéra ma dokladnie dwa
rézne dzielniki: 11 k.

Liczby naturalne wigksze od 1, ktére nie sg liczbami pierwszymi, nazywamy licz-
bami zlozonymi.

Liczby 0 oraz 1 nie sg ani liczbami pierwszymi, ani ztozonymi.

Kazdg liczbe zlozong mozemy roztozy¢ na Liczba 0 ma nieskoniczenie wiele  (+)

czynniki pierwsze, tzn. zapisa¢ ja w postaci

dzielnikoéw - kazda liczba naturalna
rézna od 0 jest jej dzielnikiem.

iloczynu liczb pierwszych. Rozklad taki jest Liczba 1 ma tylko jeden dzielnik

jednoznaczny z dokladnoscia do kolejnosci naturalny. Jest on réwny 1.

wystepujacych czynnikow.

Przyktad @) < zad. 4.9

Rozlozymy na czynniki pierwsze kilka liczb ztozonych.
4=2-2
18=2-9=2-3-3
20=2-10=2-2-5
120=2-60=2-2-30=2-2-2-15=2-2-2-3-5

Cechy podzielnosci

Przy rozkladzie liczby naturalnej na czynniki warto korzysta¢ z twierdzen zwanych

cechami podzielnosci.

Liczba naturalna jest podzielna przez:

o N U s W N

10

jesli jest liczba parzysta, czyli jej ostatnia cyfra jest 0, 2, 4, 6, 8.

jesli suma jej cyfr jest podzielna przez 3.

jesli jej ostatnie dwie cyfry to 00, 04, 08 lub cyfry tworzace liczbe podzielng przez 4.
jesli jej ostatnia cyfra jest 0 lub 5.

jesli jest liczba parzysta podzielna przez 3.

jesli suma jej cyfr jest podzielna przez 9.

jesli jej ostatnig cyfra jest 0.

4. Liczby pierwsze i ztozone 31 I

44.9. Rozl6z na czynniki pierwsze
nastepujace liczby: 39, 94, 108, 510,
1156, 3420, 4830, 8550.

Odp.:39 =3-13,

94 =247,
108 = 22 - 3%,
510=2-3-5-17,
1156 = 2> - 17%,

3420 = 2%.3%.5.19,
4830=2-3-5-.7-23,
8550 =2-3%-5%.19
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Udowodnimy ceche¢ podzielnosci przez 9 dla liczb trzycyfrowych.

Liczba naturalna trzycyfrowa n jest podzielna przez 9, jezeli suma jej cyfr jest
podzielna przez 9.

Liczbe trzycyfrowa o cyfrze setek a, cyfrze (@)
7= 1004+ 10b + ¢ dziesigtek b i cyfrze jednosci ¢ mozemy zapisaé

. w postaci n = 100a + 10b + c.
a, b, ¢ s cyframi

a#0 «— cyfra setek musi by¢ rozna od zera, zeby liczba byta trzycyfrowa

a+b+c=9k, k€ N «— napewno istnieje takie k, bo suma cyfr jest podzielna przez 9

Istnieje takie I € N, ze n =09l. — takiego I szukamy

n=100a+10b+c=99%a+9% +a+b+c=9(1la+b)+(a+b+c) =
=9(1la+b)+9% =9(1la+ b+ k)

(1la+b+k) eN —— wszystkie sktadniki w nawiasie sg liczbami
Mamy zatem: naturalnymi, wiec (1la+b+k) =1

n =09l gdzie [ ¢ N

Udowodnimy ceche podzielnosci przez 4 dla liczb czterocyfrowych.

Czterocyfrowa liczba naturalna  jest podzielna przez 4, jezeli jej ostatnie dwie
cyfry to 00, 04, 08 lub cyfry tworzace liczbe podzielng przez 4.

n=a-1000+b-100+c-10+d
a, b, ¢, d s cyframi
a+0

ostatnie dwie cyfry liczby n to 00, 04, 08 lub cyfry tworzace liczbe podzielng przez 4

Liczba n jest podzielna przez 4.
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Rozpatrzymy dwa przypadki.
I. Zakladamy, ze dwie ostatnie cyfry liczby # to 00, 04 lub 08,
czyli ¢ =0, a d jestrowne 0, 4 lub 8. «—np. 6908 = 6- 1000 +9-100 +0- 10 + 8
Wtedy:
n=a-1000+b-100+d=a-4-250+b-4-25+d.
Liczba n jest podzielna przez 4, bo kazdy skladnik sumy jest podzielny przez 4.

II. Zakladamy, ze dwie ostatnie cyfry tworza liczbe podzielng przez 4
(np. 2764 =2-1000+ 7 - 100 + 64).
Oznacza to, ze liczbe ¢ - 10 + d mozna zapisaé w postaci:
c-10+d =4k, gdzie ke N —64=4-16, k=16
Wtedy:
n=a-1000+b-100+c-10+d =4(a-250+b-25)+4 k.
Obydwa sktadniki ostatniej sumy s3 podzielne przez 4, zatem ich suma, czyli
liczba n, jest podzielna przez 4.

Przyktad o zad. 4.11 44.11. Jakg cyfre nalezy wstawi¢
w miejsce litery a, aby liczba

Liczba 7560 jest podzielna przez: a) 11540 byla podzielna przez 5

2 — poniewaz jest parzysta, i przez 3?
3 - poniewaz suma jej cyfr wynosi 7 + 5 + 6 + 0 = 18, czyli jest podzielna przez 3, b) 94a byta podzielna przez 5
4 - poniewaz liczba 60 jest podzielna przez 4 (60 = 4 - 15), i niepodzielna przez 2?

¢) 333a byla podzielna przez 5
i niepodzielna przez 3?
d) 17a6 byla podzielna przez 3

5 — poniewaz jej ostatnig cyfra jest 0,
6 — poniewaz jest parzysta i podzielna przez 3,

9 - poniewaz suma jej cyfr (réwna 18) jest podzielna przez 9, i przez 47
10 — poniewaz jej ostatnig cyfra jest 0. Odp.:a) 2lub5,lub8 b)5 ¢)5
d) 11lub7

lle jest liczb pierwszych?

Czy w nieskonczonym ciggu liczb naturalnych liczby pierwsze pojawiaja sie tylko
do pewnego, by¢ moze bardzo odlegtego miejsca, czy jest ich nieskonczenie wiele?
Odpowiedzi na to pytanie udzielit ponad 300 lat p.n.e. Euklides. Prze§ledZzmy tok
jego rozumowania.

Najpierw probnie zakladamy, ze jest ich skonczona liczba, np. ze jest k takich liczb.
Mozna je zatem oznaczy¢ np. literg p i ponumerowac od 1 do k:

P1=2, p=3, p3=5,..., P —— py jest tu ostatnig, czyli najwieksza liczbg pierwsza
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Rozwazamy teraz liczbe:
A=py-pr-p3eePrtl
bedacg iloczynem tych hipotetycznie wszyst-
kich liczb pierwszych zwigkszonym o 1.
Liczba A jest wicksza od kazdego czynnika
ziloczynu p, - p, - ps- ... pr> wigcjestliczba
zlozong. Jednak w jej rozkladzie na czynniki
pierwsze nie moze pojawi¢ sie zadna z liczb
P1> P2> P3> --+» Pi> DO przy dzieleniu A przez
dowolng z nich otrzymamy reszte réwna 1.
Otrzymali$my sprzeczno$¢, bo z jednej strony
A jest liczbg zlozong, a z drugiej — nie mozna
jej rozlozy¢ na istniejace (wszystkie!) czynniki
pierwsze.
Zalozenie, ze liczb pierwszych jest skonczo-
na liczba, okazalo si¢ falszywe, a zatem praw-
da jest, ze liczb pierwszych jest nieskoniczenie
wiele.

Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

W ciagu liczb naturalnych wigkszych
od 2 co druga jest ztozona, bo jest
parzysta. A jak sa rozmieszczone
liczby pierwsze? Moze by¢ tak, ze po-
miedzy dwiema kolejnymi liczbami
pierwszymi jest bardzo duzo liczb
zfozonych. Moga tez, jak 31 5 lub
11 i 13, by¢ oddzielone tylko jedna
liczba ztozong. Takie pary zostaly
nazwane liczbami pierwszymi bliz-
niaczymi. Do dzi$ nie udowodniono,
czy liczb blizniaczych jest nieskon-
czenie wiele. W 2016 r. najwieksza
znaleziong parg liczb blizniaczych
byty:

2996863034895 - 2'2°°° _ 1

2996863034895 - 21290000 4 1

Jest wiele powoddéw, dla ktorych naukowcy (i nie tylko!) pilnie $ledzg rozwdj badan nad
wyszukiwaniem kolejnych liczb pierwszych, ich rozmieszczeniem na osi itp. Jedna z przyczyn jest
powszechne zastosowanie, jakie liczby pierwsze majg w algorytmach szyfrujacych, uzywanych do
zabezpieczania réznych baz danych. Takie szyfrowanie polega, najogdlniej méwiac, na dobraniu
dostatecznie duzych liczb pierwszych p i g oraz utworzeniu ich iloczynu k = p - q. Liczba k jest
kluczem publicznym, natomiast liczby p i g sa utajnione - stanowig czeéci klucza prywatnego.
Aby odczytac zaszyfrowana wiadomos¢, trzeba zna¢ te liczby, czyli zna¢ rozklad liczby k na
czynniki pierwsze. To zadanie przy duzych wartoéciach liczb p i g jest obecnie praktycznie
niewykonalne, nawet dla komputeréw o duzej mocy obliczeniowe;j.

Dowdd twierdzenia o istnieniu nieskoniczenie wielu liczb pierwszych, podany przez
Euklidesa, jest wzorem rozumowania matematycznego, ktére nazywa sie metoda
dowodzenia nie wprost (czasem metoda sprowadzania do niedorzecznosci). Pole-
ga ona na sprawdzeniu, co by bylo, gdyby podana teza byla falszywa. Jesli w toku
rozumowania pokazemy, ze falszywe sg zalozenia, to oznacza, ze ta teza jest jednak
prawdziwa. Z metody dowodzenia nie wprost bedziemy wielokrotnie korzysta¢ pod-

czas nauki matematyki w szkole $redniej.



Podzielnos$¢ w zbiorze liczb catkowitych

Na poczatku tego rozdziatu podaliémy definicj¢ naturalnego dzielnika liczby natu-
ralnej. Analogicznie definiujemy catkowite dzielniki liczb calkowitych.

Jezeli rozne od zera liczby calkowite n, m i k spelniajg réwnos¢ n = m -k, to
mowimy, ze liczba n jest podzielna przez m i przez k. Liczby m i k nazywamy
dzielnikami liczby n.

Przyktad e

Zbiér naturalnych dzielnikéw liczby 6 to zbiér {1, 2, 3, 6}.
Zbior catkowitych dzielnikéw liczby 6 to zbioér {1, -1, 2, -2, 3, -3, 6, —6}.
Zbiér catkowitych dzielnikéw liczby —6 to zbiér {1, -1, 2, -2, 3, -3, 6, —6}.

J

Najwigkszy wspdlny dzielnik oraz najmniejsza wspdlna wielokrotnos¢ liczb natural-
nych to pojecia znane ze szkoly podstawowej. Nie bedziemy ich powtarzaé. Wpro-
wadzimy natomiast jeszcze jedng definicje dotyczacg dzielnikow.

Dwie liczby catkowite, ktérych najwiekszym wspélnym dzielnikiem jestliczba 1,
nazywamy liczbami wzglednie pierwszymi.

Liczbami wzglednie pierwszymi sg np.: 141 15, 191 20, 35147, -6 1 101.

4.1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. Liczby 21191 sa wzglednie pierwsze.

B. Liczby 211101 s3 wzglednie pierwsze.
C. Liczby 211119 sg wzglednie pierwsze.

4.2. Wypisz wszystkie dzielniki naturalne liczb: 52, 66, 91, 82, 126, 243.

4.3. Wyznacz wspdlne dzielniki naturalne podanej pary liczb.
a) 28i42 b) 66188 ) 105184 d) 2801135

43.a)1,2, 7,14 b)1,2, 11,22 1,3, 721 d)1,5

4. Liczby pierwsze i ztozone 35 I

Odpowiedzi i rozwigzania
41. F,P,F

4.2. 52:1, 2, 4, 13, 26, 52;
66:1, 2, 3, 6, 11, 22, 23, 66;
91:1, 7, 13, 91;

82:1, 2, 41, 82;

126:1, 2, 3, 6, 7, 9, 12, 14, 18,
21, 42, 63, 126;

243:1, 3, 9, 27, 81, 243
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44.2)6 b)12 ¢)27 d)6
e)18 )99 g)6 h)38

45.2)24 b)42 <) 36 d)45
e)84 f)78 g) 65 h)90

4.6.1,2,3,6

4.7. -9,-3,-1,3,9

4.8. 2,5,7,11,17, 19, 23, 29, 37,
43,47, 53, 59, 61, 67, 71, 79, 83, 97

4.9.39 = 313,

94 = 2-47, 108 = 22 - 3,
510=2-3-5-17, 1156 = 22 - 17%,
3420 = 2*.3%.5. 19,

4830 =2-3-5-.7-23,

8550 =2-3%.5%-19

4.10. Wskazéwka: Zauwaz, ze
kazda z podanych liczb jest
nieparzysta, a zatem jednym ze
sktadnikow takiej sumy musi by¢
liczba 2.

4.11. a) 2lub5,lub8 b)5 ¢)5
d) 11ub7

412.a)8 b)5 ¢)5
d)2lub8 e)8 )5

4.13. -10,-5,-2,-1,1,2,5,10

4.4. Wyznacz najwigkszy wspdlny dzielnik (NWD) podanej pary liczb.

a) 18130 c) 81i54 e) 901126 g) 3001822

b) 36184 d) 781132 f) 1981693 h) 5701266
4.5. Wyznacz najmniejsza wspdlng wielokrotno$¢ (NWW) podanej pary liczb.
a) 8i12 ) 12i18 e) 28i12 g) 13i5

b) 1421 d) 15i9 f) 2616 h) 45i30

. - . iy .. 5n+6
4.6. Wyznacz wszystkie naturalne wartosci n, dla ktérych wartos¢ wyrazenia n

jest liczba naturalna.

4.7. Wyznacz wszystkie catkowite wartosci n, dla ktérych wartos¢ wyrazenia

jest liczba naturalna.

4.8. Z podanych liczb wybierz wszystkie liczby pierwsze.
1,2,5,7,9,11, 15,17, 19, 21, 23, 27, 29, 33, 37, 39, 43, 47, 49, 51, 53, 57, 59, 61, 63,
67,69,71,77,79, 81, 83, 87,91, 93, 97

4.9. Rozt6z na czynniki pierwsze nastepujace liczby:
39, 94, 108, 510, 1156, 3420, 4830, 8550.

4.10. Ktora z wymienionych liczb mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwdch liczb
pierwszych: 35, 77, 81, 335, 333, 63, 103, 73?

4.11. Jaka cyfre nalezy wstawi¢ w miejsce litery a, aby liczba
a) 115a0 byta podzielna przez 5 i przez 3?

b) 94a byla podzielna przez 5 i niepodzielna przez 22

¢) 333a byta podzielna przez 5 i niepodzielna przez 3?

d) 17a6 byta podzielna przez 3 i przez 4?

4.12. Jaka cyfra mozna zastapi¢ *, aby otrzymane zdanie byto prawdziwe?
a) Liczba 1567+ jest podzielna przez 2 i przez 9.

b) Liczba 222%34 jest podzielna przez 9.

c) Liczba 40+ jest podzielna przez 5 i przez 9.

d) Liczba 13579 jest podzielna przez 6.

e) Liczba 22222 jest podzielna przez 12.

f) Liczba 1234+ jest podzielna przez 15.

4.13. Wyznacz wszystkie calkowite warto$ci », dla ktérych warto$¢ wyrazenia

jest liczbg catkowita.



4.14. Wyznacz cztery kolejne liczby parzyste, ktérych suma pomniejszona o réznice
ostatniej i pierwszej jest réwna 54.

4.15. Udowodnij ceche podzielnosci przez 3 dla liczb trzycyfrowych.
4.16. Udowodnij ceche podzielnosci przez 9 dla liczb czterocyfrowych.
4.17. Podaj najmniejszg liczbe naturalng podzielng przez 6, 91 15.

4.18. Udowodnij, ze jezeli liczba d jest dzielnikiem kazdej zliczb a ib, to jest rowniez
dzielnikiem

a) sumy a+b. b) rdéznicy a - b.

4.19. Zabytkowy wahadlowy zegar $cienny spo6znia sie 12 minut kazdego dnia. Je-
zeli pierwszego kwietnia w poludnie wskazat poprawnie godzine 12, to po ilu dniach
znoéw pokaze prawidtows godzine?

4.20. Podaj przyktad takiego szescioelementowego zbioru liczb naturalnych, aby
suma

a) dwdch dowolnych liczb z tego zbioru byla parzysta.

b) dwoéch dowolnych liczb z tego zbioru byla nieparzysta.

¢) trzech dowolnych liczb z tego zbioru byta parzysta.

d) trzech dowolnych liczb z tego zbioru byta nieparzysta.

4.21. Ile zer na konicu ma liczba bedaca iloczynem pieédziesieciu kolejnych liczb
naturalnych: 1-2-3-4-...-49.50?

4.22. Podaj przyktad dwoch takich liczb pierwszych a i b, aby rowniez a+b i a—b
byty liczbami pierwszymi.

: [ . Iy . .30
4.23. Wyznacz wszystkie naturalne warto$ci n, dla ktérych warto$¢ wyrazenia —+2
n

jest liczbg pierwsza.

4.24. Czy mozna wskaza¢ dwie kolejne liczby naturalne zlozone i réwnoczes$nie
wzglednie pierwsze?

4.25, Ze zbioru {9, 15, 21, 27, 28, 33, 39, 51, 56} wypisz pary liczb wzglednie
pierwszych.

4.26. Suma dwoch liczb naturalnych jest rowna 78, a ich najwiekszym wspdlnym
dzielnikiem jest 13. Wyznacz te liczby.

4.26. 13, 65. Wskazowka: Zapisz szukane liczby w postaci 13 p i 13m, wiedzac, ze p i m juz
nie maja wspolnych dzielnikéw (sa wzglednie pierwsze), a nastepnie rozwaz ich sume.

4. Liczby pierwsze i ztozone

4.14. 12, 14, 16, 18

4.15. Niech g, b, c beda
kolejnymi cyframi liczby
trzycyfrowej n. Zatem
n=100a+10b+c = 99a+9b +a +
+b+c=333a+3b)+(a+b+c).
Oznacza to, ze liczba n jest
podzielna przez 3 wtedy i tylko
wtedy, gdy suma a + b + ¢ jest
podzielna przez 3.

4.17. 90

4.18. Zalézmy, ze liczba d jest
dzielnikiem kazdej z liczb
aib. Wtedy a = kd, b =1d,
gdzie k, [l € Z. Zatem
atb=kd+ld=(k+l)d

i k+leZ, wiec liczba d jest
dzielnikiem liczby a + b.

4.19. po 60 dniach

4.20. a) {1, 3, 7, 11, 15, 17}
b) Taki zbidr nie istnieje.

c) {0, 4, 6, 8, 10, 12}

d) {1, 3, 5, 11, 13, 15}

4.21. Liczba zer na koncu

jest réwna liczbie czynnikow
réwnych 5 w rozktadzie danego
iloczynu na czynniki pierwsze
(czynnikéw réwnych 2 jest wiecej
niz czynnikéw réwnych 5, wiec
wystarczy policzyé, ile jest
piatek). Te czynniki znajduja si¢
w liczbach:

1-52-5,3-5,4-55-5 (dwa),
6-57-58-509-5 10-5 (dwa).
Jestich 10 +2 =12

422. a=5b=2
4.23. 2,6, 10, 30
4.24. Mozna, np. 819.

4.25. 9i28,9156,15i28, 151 56,
27128,27156,28133,28139, 28
i51,33156,39156,51i56

37 I
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4.27. -5, —4, —1. Wskazéwka:
Zapisz szukang liczbe kolejno

+1 a+3-3+1

W postaci: a2 =
a+3 a+3
_@+3-2_ 2

a+3 a+3’

4.28. -1, 1, 3, 5. Wskazéwka:

+1 .
a jest

4.27. Znajdz wszystkie liczby catkowite a, dla ktorych warto$¢ wyrazenia P

liczbg naturalng.

a+1

4.28. Znajdz wszystkie liczby calkowite a, dla ktérych wartos¢ wyrazenia —
a-

jest

liczbg catkowita.

Zobacz wskazéwke do zadania
4.27.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz

W zeszycie.
Prosto do matury
1. C 1. Wskaz najmniejszg liczbe pierwsza.
A. -2 B. 1 C.2 D.3
2. A 2. Niech n oznacza nieparzystg liczbe naturalng. Ktére z podanych wyrazen okresla
liczbe parzysta?
A.n’+n B. n*+4 C. n’ D.n-2
3.B 3. Suma pieciu kolejnych liczb naturalnych jest réwna 130. Wskaz $rodkowa z nich.
A. 25 B. 26 C. 27 D. 28
4. P,EP 4. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
A. Kazda liczba podzielna przez 21 jest podzielna przez 7.
B. Kazda liczba podzielna przez 7 jest podzielna przez 21.
C. Istniejg liczby podzielne przez 7 i przez 21.
5.10113,10i21,10133, 10139, 5. Zezbioru {10, 13, 21, 25, 26, 33, 39} wypisz pary liczb wzglednie pierwszych.
13i21,13i25,13133,21125,
21126,25126,25133,251 39, 6. Wyznacz cyfre, ktéra nalezy wstawi¢ w miejsce litery a, aby liczba 13579a byla
26133 podzielna przez 6.
6. 21ub 8 15
7o Gijest liczbanaturalng Q 7. Niech a = 2 + o gdzie n jest dodatnig liczba naturalng. Wykaz, ze dla tych

dla n € N, gdy # jest dzielnikiem
liczby 15, czyli n € {1, 3, 5, 15}.
Wtedy a € {%+2,§+2,§+2,

B 2}, czyli a € {17, 7, 5, 3}.

wartosci #, dla ktérych a jest liczbag naturalna, a jest rGwnocze$nie liczbg pierwsza.

Zatem a jest liczbg pierwsza.
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5. Liczby wymierne. Liczby
niewymierne

Umiejetnosci:

e zapisywanie liczb rzeczywistych w roznych postaciach

Kazda liczbe, ktoéra mozna zapisa¢ w postaci utamka 2, gdzie m i n sg liczbami cat-
n

kowitymi oraz n # 0, nazywamy liczba wymierna.

Kazda liczbe wymierna mozna zapisa¢ w postaci utamka na nieskonczenie wiele spo-

sobow, np.:
1 2 3 4 5 10 25

@ — = —= == == _,, ® —— = —— = —_——= .,
2 4 6 8 7 14 35
. . o . . 4

Kazda liczba catkowita jest liczbg wymierna, np. —4 = T

Liczbe, ktorej nie mozna zapisa¢ w postaci utamka %, gdzie m in sa liczbami catko-
witymi oraz n # 0, nazywamy liczba niewymierna.
Przykladami liczb niewymiernych sa: V2, V3 +2, m,

V7 -1
—

Odkrycie liczb niewymiernych przypisuje sie pitagorejczykom. Zatozony (ok. 530 r. p.n.e.) przez (1))
Pitagorasa zwigzek filozoficzno-polityczny ma w dorobku liczne osiggniecia naukowe, zwlaszcza
matematyczne. Pitagorejczycy byli zafascynowani liczbami, ktére uznawali za istote $wiata.

Motto filozofii zwigzku brzmiato: ,wszystko jest liczbg”. Liczby przedstawiali w formie figur
geometrycznych, uktadali je z kamykow i odkrywali ich wlasno$ci. Najwazniejsze byly liczby
naturalne, ale znano i stosowano w tamtych czasach réwniez utamki. Prawdopodobnie pojecie
liczby niewymiernej pojawito sie wtedy, gdy odkryto, ze nie mozna zmierzy¢ dlugosci przekatnej
kwadratu za pomoca ustalonej jednostki.

Zanim podamy uzasadnienie, ze np. V2 jest liczba niewymierna, przeanalizujmy spo-
sOb konstruowania odcinkdéw o wymiernej dtugosci.

Przyktad €)

Odcinek o dlugosci 3,7 danej jednostki powstaje w ten sposéb, ze najpierw odcinek
o diugosci jednej jednostki (odcinek jednostkowy) dzielimy na 10 réwnych czesci

i otrzymujemy odcinki o dltugosci % jednostki.

Z siedmiu takich czesci otrzymujemy odcinek o dlugosci 0,7 jednostki. Szukany s N
odcinek bedzie si¢ skladal z trzech odcinkéw jednostkowych i odcinka o dlugosci
0,7 jednostki, odlozonych kolejno na prostej. Dokladna konstrukcje podziatu odcin- Ltematy 1.0-14 J
ka jednostkowego na 10 czesci przedstawimy w klasie drugiej, gdyz wymaga ona zna-

jomosci bardziej zaawansowanej matematyki. Multi k/éa

e Dowody twierdzenia Pitagorasa

e Zastosowania twierdzenia
Pitagorasa

e Odlegtos¢ do widnokregu —
zastosowanie twierdzenia
Pitagorasa

e Obalenie twierdzenia przez
podanie kontrprzyktadu

e Zbiory liczbowe

e Liczby na osi liczbowej

e Spirala Teodorosa

e Liczba 1

dlanauczyciela.pl | Kartkowka 1.5

G Generator

testow i sprawdzian6w
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Dziat 1. Liczby

Opisanym w przykladzie sposobem mozemy odmierzy¢ kazda dlugos¢, ktéra jest do-
datnig liczbe wymierna, tj. ulamek 5 Odcinek jednostkowy dzielimy na m réwnych
cze$ci i odkladamy kolejno k takich czesci.

Podobnie wyznaczamy na osi liczbowej punkty o wymiernych wspotrzednych.

Do czaséw Pitagorasa uwazano, ze zawsze mozna wykona¢ operacje odwrotna, tzn.
majac konkretny odcinek i ustalong jednostke — zmierzy¢ jego dlugo$¢ w opisany
wyzej sposob. Tymczasem diugosci przekatnej ,,jednostkowego” kwadratu nie da sie

o . k
zapisa¢ w postaci ulamka —.
m

Udowodnimy twierdzenie:

Jezeli bok kwadratu ma dlugos¢ 1, to dlugos¢ przekatnej tego kwadratu jest
liczba niewymierna.

Dany jest kwadrat o boku 1 i przekatnej d. 1 d

Liczba d jest niewymierna. 1

Na mocy twierdzenia Pitagorasa mamy réwnoéé¢ d* = 17 + 1%, czyli d* = 2.
Przyjmijmy, ze liczba d jest wymierna, czyli istnieja k € N i m € N takie, ze d = k
m

Wtedy prawdziwe musialyby by¢ nastepujace rownosci:

K 2:2 wiec k—2:2 stad k* = 2-m?, czyli

m > f; m2 > Q > y

k-k=2-m-m

Ostatnia réwnos¢ nie moze zajs$¢, poniewaz beda rézne liczby dwojek po rozlozeniu
na czynniki pierwsze liczb k i m. Po lewej stronie, w iloczynie k-k, bedzie ich zawsze
parzysta liczba (tzn. albo 0, albo 2, 4, 6 itd.), a po prawej stronie, w iloczynie 2-m-m,
nieparzysta liczba (albo 1, albo 3, 5 itd.).
Zatem liczby d nie zapiszemy w postaci utamka Przedstawione rozumowanie jest

zwyklego, czyli jest ona liczbg niewymierna. kolejnym przykladem dowodze-
nia metoda nie wprost.
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To odkrycie odegralo wazng role w dalszym rozwoju matematyki.
Dlugos¢ przekatnej d w kwadracie o boku 1 nazwano pierwiastkiem kwadratowym

z liczby 2 i oznaczono symbolem /2.

Zbiér utworzony z wszystkich liczb wymiernych oraz liczb niewymiernych nazywa-
my zbiorem liczb rzeczywistych. Inaczej mowiac, kazda liczba rzeczywista jest albo
liczbg wymierng, albo liczba niewymierna.

Zbior liczb rzeczywistych oznaczamy symbolem R (od angielskiego real - rzeczywi-
sty), a zbidr liczb wymiernych symbolem Q (od angielskiego stowa quotient — iloraz).
Nie bedziemy wprowadza¢ dodatkowego oznaczenia na zbidr liczb niewymiernych.
Aby zapisaé, ze jakas liczba jest niewymierna, uzyjemy zaprzeczenia, np.: V2 ¢ Q.

Zapis dziesietny liczby rzeczywistej

Przyktad @)

Zapiszemy liczbe wymierna w postaci dziesietnej, wykonujac odpowiednie dzielenie.

zad. 5.4

a) 4_1; = 0,25, poniewaz: b) % = 0,666666..., poniewaz:

0,25 0,66
1:4 2:3
10 20
=8 —18
20 20 «—— od tego miejsca dzielenie si¢
—20 —18 powtarza
0 2
3 14 . .
) lﬁ =" 1,2727272727..., poniewaz:
1,2727
14:11
—11
30
=22
80
=77
%g —— od tego miejsca dzielenie si¢ powtarza
8

Powtarzajacg sie¢ nieskonczenie wiele razy te sama cyfre lub grupe cyfr w rozwinieciu
dziesietnym liczby nazywamy okresem rozwiniecia. Okres sktadajacy sie z najmniej-
szej liczby cyfr nazywamy okresem zasadniczym i zapisujemy w nawiasie okraglym.

Zatem: % —0,(6), % - 1,(27), g — 1,(142857).

1 L . 1
Ulamek - ma rozwinigcie dziesigtne skonczone: i 0,25.

45.4. Zapisz liczby w postaci

dziesietnej.
1 2 67 4 11 5
a) =, = =, =3=, =, ==
2”57 20 27° 45" 36
p 2,5 1B 174 5 o1
4815200 9" 6 13

Odp.: a) 1,5; 0,4; 3,35; —3,(148);
0,2(4); —0,13(8); 3,(108)

b) 0,75; 0,625; 0,8(6); 0,85; 0,(4);
12,8(3); —3,(076923)

L
37
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45.5. Przedstaw liczby

w postaci ulamkow zwyklych

nieskracalnych.

b) -2,(7), 11,(3), —7,(8), 17,(5)
25 34 71 158

Odp: -2, =, -2 =2
? 9" 3 9 9

Przyjrzyjmy sie¢ dzieleniu liczby 8 przez 7. 1,142857
Pod kolejnymi kreskami pojawiajg sie reszty (1, 3, 2, 6, 4, 5, 1 _g 7
itd.), ktére sg dodatnimi liczbami naturalnymi mniejszymi od 7. 0
Takich liczb jest 6, wigc najpdzniej po si6dmym kroku dzielenia =7

jedna z nich musi wystapi¢ ponownie i stupek dzielenia zaczyna —Zg

sie powtarzac. 12

W dzieleniu liczby 14 przez 11 reszta réwna 3 pojawila si¢ po- 760
nownie juz po trzecim dzieleniu (zob. przyktad 2c). Dlatego okres =36
zasadniczy tego utamka dziesi¢tnego jest dwucyfrowy. _32
W dzieleniu liczby 1 przez 4 po drugim kroku dzielenia pojawia _48

sie reszta 0. Dlatego ten utamek dziesietny jest skonczony.

Uogdlnijmy:

Reszty, ktére pojawiaja si¢ po kolejnych etapach dzielenia m przez n, moga by¢ réwne:
0,1,23 ..,n-1

Kazda liczba wymierna ma rozwiniecie dziesietne skonczone lub nieskonczone
okresowe.

Umiemy znalez¢ rozwiniecie dziesigtne dowolnego utamka zwyklego. Pokazemy na
przyktadach, jak postapi¢, aby rozwigza¢ zadanie odwrotne, tzn. nieskonczony ula-
mek okresowy zamieni¢ na zwykly.

Przyktad e zad. 5.5 b

Zamienimy nieskonczony utamek okresowy na utamek zwykty.
a) 0,(1) b) 0,(01) ¢) 0,(001)

Rozwigzanie
a) 0,(1)=0,11111...
Oznaczmy ten utamek nieskonczony okresowy literg x.

x =0,1111... —— mnozymy obie strony rownania przez 10
10x = 1,1111...
10x =1+0,1111... «—— podstawiamy 0,1111... = x

1
10x = 1+ x, stad 9x = 1, zatem x=3

Odp.: 0, (1) = é
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b) 0,(01) = 0,010101...
x =0,010101... «—— mnozymy obie strony réwnania przez 100
100x = 1,0101010...
100x = 1 + 0,010101...

100x = 1 + x, stad 99x = 1, zatem x = %

1
Odp.: 0,(01) = —
P2 0,(01) = oo
¢) 0,(001) = 0,001001001...
x =0,001001... —— mnozymy obie strony réwnania przez 1000
1000x = 1,001001001...
1000x = 1 + 0,001001...

1000x =1 + x, stad 999x = 1, zatem x = L

1 999
Odp.: 0,(001) = —
p.: 0,(001) 999

Uogdlnijmy rozumowanie z przykiadu 3.

Przyktad o zad. 5.5¢ 45.5. Przedstaw liczby

taci utamkd kiych
Zamienimy nieskonczony ulamek okresowy na utamek zwykty. mep;isr:;l;:;: oW EWYYC

a) 0,(3) b) -0,(27) c) 0,09) d) 0,1(2) 0) 2.24, 0,1(5), 13,2(4), 1,2(6)
Rozwigzanie 56 7 596 19
. .. . Odp.: =, —, =—, =
Zauwazmy najpierw, ze np.: 25° 45" 45° 15
0,(3) =3-0,(1)
0,(27) = 27-0,(01)
1 3 1
3)=3-0,(1)=3--====
) 00)=3:0)=35=5=3
Odp.: 0,(3) = 3
1 27 3

,(27)=27-0,001) =27 - — = == = =
b) 0.27) 70(2) 75T T 1

Odp.: =0,(27) = BT
1

c) 0,(9)=9-0,(1) =9-§=1
Mamy dwie mozliwosci dziesietnego zapisu liczby 1: 0,(9) lub 1 (ew. 1,0000...).
Odp.: 0,(9) = 1

43 I
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45.9. Oblicz.

a) 0,(3) + %

b) 0,(4) + 0,(5)
€) 0,1(2) +0,2(1)
d) 1,(09) + 0,(90)

10
b) 1
1
9 0.03) =3
d) 2

d) 0,1(2) = 0,12222222...
Oznaczamy te liczbe literg x.
x =0,1(2)
10x = 1,(2) «—— mnozymy obie strony rownania przez 10
10x =1+0,(2)
10x =1+ 2
9

10x=E

11
xX=—
90

Odp.: 0,1(2) = %

Jezeli liczba rzeczywista ma rozwiniecie dziesietne skonczone lub nieskon-
czone okresowe, to jest liczbg wymierna.

Jezeli liczba rzeczywista ma rozwiniecie dziesietne nieskonczone i nieokreso-
we, to liczba ta jest niewymierna.

Bardziej skomplikowane jest udowodnienie twierdzenia, ze kazda liczba niewymier-
na ma rozwinigcie dziesietne. Przyjmiemy to twierdzenie bez dowodu.

V2 jako liczba niewymierna ma nieskoniczone i nieokresowe rozwiniecie dziesigtne:

V2 = 1,41421356...

Przykiad @) « zad. 5.9
Obliczymy sume 0,8(3) + 0,3(18).

Rozwigzanie
Obydwa utamki dziesietne okresowe zamieniamy najpierw opisana wczesniej meto-
da na utamki zwykte.

0,8(3) + 0,3(18) =
5.7 55421

6 22 66

76 38

66 33

1,(15) «—— zapisujemy wynik w postaci utamka dziesietnego okresowego

Odp.: 1,(15)

«— wykonujemy dodawanie utamkéw zwyklych
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Przyktad 0 zad. 5.1

Ocenimy prawdziwo$¢ podanych zdan.

Jezeli liczby dodatnie a i b nie maja skonczonego rozwiniecia dziesietnego, to nie ma
skonczonego rozwinigcia dziesigtnego réwniez

A.sumaa+b. B. iloczyna - b. C. iloraz g.

Rozwiagzanie

Kazde z podanych zdan jest falszywe, gdyz do kazdego z nich mozemy poda¢ kontr-
przykiad (czyli przyktad takich liczb a i b, ktére nie spelniaja podanego warunku).

A. Jesli a:% i bzg, toa=0,3)ib=1,6), ale a+b=2.

B. Jedli a:l—; i b:1—31, to a=3,66) i b=0,27), ale a-b=1.

s _l. _E _ Cp g:l:
C. Jesli a—alb—3, to a=0,3) i b=1,(6), aleb - 0,2.

Odp.: Zdania A, B i C sa falszywe.
J

Zastosowanie rozwinie¢ dziesietnych liczb rzeczywistych wymaga uzycia przyblizen,
a zwlaszcza jesli dziatania wykonuje sie na kalkulatorach lub w komputerach.

Zasada zaokraglania rozwinie¢ dziesietnych
liczb rzeczywistych

* Jezeli pierwsza z odrzuconych cyfr rozwinigcia dziesietnego jest mniejsza od 5, to
ostatnig zachowana cyfre pozostawiamy bez zmian.
Jest to tzw. przyblizenie z niedomiarem.

* Jezeli pierwsza z odrzuconych cyfr rozwinigcia dziesigtnego jest rowna 5 lub wiek-
sza od 5, to ostatnig zachowang cyfre zwiekszamy o 1.
Jest to tzw. przyblizenie z nadmiarem.

Przyktad @)
Wyznaczymy kilka przyblizen dziesigtnych podanej liczby.

3

a) o= 0,428571428...
- =04 «— przyblizenie z niedomiarem - pierwsza odrzucona cyfra jest 2
Z (0,4 < 0,428571428...)
- =043 — przyblizenie z nadmiarem - pierwsza odrzucong cyfra jest 8
; (0,43 > 0,428571428...)
P 0,429 «—— przyblizenie z nadmiarem - pierwsza odrzucona cyfra jest 5

(0,429 > 0,428571428...)

45.1. Ocen prawdziwo$¢

podanych zdan.

A. Suma dwéch liczb
niewymiernych jest liczba
niewymierna.

B. Iloczyn liczby wymiernej
i niewymiernej jest liczba
niewymierna.

C. Iloczyn dwoch liczb
wymiernych jest liczba
wymierng.

Odp.: F, F, P
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45.27. Podaj przyktad liczby
wymiernej lezacej na osi liczbowej
pomiedzy danymi liczbami.

a) 010,(3)

b) -V3 i -2

V5i3

d) V8 i V10

Odp.:a) np. 0,2 b) np. -1,5
c)np.2,5 d)np.3

Odpowiedzi i rozwigzania
5.1. F, F,P

5.2. a) 53741 b) 60230
) 71278  d) 4003025

5.3.3-10°+2-10" +1-10°,
4-10° +3-10*+2-10" + 1-10°,
5-10*+6-10°+7-10%+8-10" +9-10°,
210" +5-10°

1-10° +3-10* +5- 10°,

2-10° +4-10°,

7-10" +2-10* +3- 10°

b) V29 = 5,38516480...

V29 = 5,4 «— przyblizenie z nadmiarem Jezeli przyblizenie liczby a ma dwie ((+))
cyfry po przecinku, to méwimy, ze
V29 = 5,39 «— przyblizenie z nadmiarem a jest przyblizone z doktadnoscia do
V29 =~ 5,385 «—— przyblizenie z niedomiarem drugiego miejsca po przecinku lub
do czesci setnych; jezeli trzy cyfry
V29 = 5,3852 «—— przyblizenie z nadmiarem po przecinku, to z dokladnoscig do

trzeciego miejsca po przecinku itd.
Przyktad @) « zad. 5.27
Podamy przyktady liczb wymiernych lezacych na osi liczbowej pomiedzy V11 i 2+/3.

Rozwigzanie
Za pomocy kalkulatora znajdujemy:

V11 = 3,316624. .. 24/3 = 3,464101...

Odp.: Liczbami wymiernymi lezacymi pomiedzy V11 i 23 sa np.: 3,32, 3,317,
3,316(67), 3,4(2). Liczb spetniajacych warunek zadania jest nieskonczenie wiele.

5.1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Suma dwoch liczb niewymiernych jest liczbg niewymierna.

B. Iloczyn liczby wymiernej i niewymiernej jest liczbg niewymierna.
C. Iloczyn dwoch liczb wymiernych jest liczbg wymierna.

5.2. Oblicz.
a) 5-10000+3-1000+7-100+4-10+1 ¢) 7-10*+10°+2-10°+7-10+ 8
b) 610000 +2 - 100 + 3 - 10 d) 4-10°+3-10°+2-10+5

5.3. Zapisz podane liczby jako sumy sktadnikéw postaci p- 10", gdzie p jest liczbg
naturalng mniejszg od 10, a n liczba naturalna.

321, 4321, 56789, 25, 1305, 2004, 70203

5.4. Zapisz liczby w postaci dziesietne;.

1 2 67 4 11 5 4
a) 1_) T

5 13 17 4 5 1
2’ 5 20 27" 45" 36 37

3
b) s T > PR 12_, _3_
4 8 15 20 9 6 13

5.5. Przedstaw liczby w postaci utamkéw zwyktych nieskracalnych.

a) E, 2, g) %, E, 245 c) 2,24, 0,1(5), 13,2(4), 1,2(6)
75" 105" 1567 1267 144’ 525
b) =2,(7), 11,(3), -7,(8), 17,(5) d) 3,(15), -2,0(1), 5,3(2), 3,2(9)

5.4. a) 1,5; 0,4; 3,35; —3,(148); 0,2(4); —0,13(8); 3,(108)  b) 0,75; 0,625; 0,8(6); 0,85; 0,(4);
12,8(3); —3,(076923)

1 13 11 8 7 7 25 34 71 158 56 7 596 19
B &) = == =y =9 =9 == ) ==y =y ==y — @) — ==y , =
37157137779’ 15 9’ 3 97 9 25> 45" 45° 15
Q) 104 181 479 33
337 907 90’ 10



5.6. Uporzadkuyj liczby malejaco: %, %, —
5.7. Uporzadkuyj liczby rosnaco.
4 2 21
a) o LS, o 10015),
5.8. Oblicz.
a) 3+2,09) b) 4-0,(9)
5.9. Oblicz.
a) 0,(3) +% b) 0,(4) +0,(5)
5.10. Oblicz.
a) 2)(4) - 0)(8)

b) 3,(21) - 1,(37)
) 2,(3) + 1,0(3) — 0,00(3)

5.11. Poréwnaj liczby x1i y.

o171
300 200 15

7 13 34
b) 1,(33), —, L,(90), —, —
) 1,(33) 3 (90) ST
c) 5+2,09) d) 1+0,09)

) 0,1(2) +0,2(1) d) 1,(09) + 0,(90)

d) 5,(6) —2,(42) — 1,(21)

e) 3-0,4(8) - 1,1(7)
2-0,2(6) + 1,(3)

) 0,0(4)

a) x = o y =0,(36)
b) x = 171 y = 0,(45) +0,(18)
) x = 0,(6) y = 0,8(3) +0,1(6)
d) x = 0,6(36) y = 0,(45) + 0,0(8)
¢) x = 0,(78) - 0,(6) y=0,(51) +0,(3)
) x =0,8(6) +0,7(3) y = 0,9(3) - 0,4(6)
5.12. Oblicz.
a) 23142142 d) (2,2—0,22;5,5)-(33—11):2E
7 3 4 9 4 8 8
b [(22):(h) 2]l g SRl dse o
5 20 1,98 3 0,15 1,75 2,75
5 1
475-(-2)-(-=
RECTE R
30,25 + 3~ 4 0,216 1,5 6

5.13. Czy suma dwoch utamkow dziesietnych okresowych moze by¢ liczbg niewy-

mierng?

5. Liczby wymierne. Liczby niewymierne 47

" 157 20° 512 30

2 4 21
)35 —52 10(15) 1,(75)
7 4

b) — = 33 1(33) 1(90)
58.2)6 b)3 ¢)8 d)2
5.9. a) ;—‘1’ b1 ¢03) =1
d) 2
5.10. a) 1,(5) b) 1,(83)
) 336(3) d) 2,03) ) 0,2(8)
f) 42

5i1.a) x>y b)x=y

x<y d)x>y ex<y

f)x>y

512.2) -2 b) 7 o) —
42 3 89

9216 €0 £

5.13. nie
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5.14. a) np.
6

0,(3) + 0,(6) = g +3=1

b) np. 0,(3) +0,1(6) = 0,333... +
+0,1666... = 0,499... = 0,5

O p. 0,2) +0,(3) = 0,(5)

5.15. a) np. 0,(01) < 0,05 = %

b) np. 0,(101) > 0,1 = 1—10

5.16. a) < b)< ¢ = d) >
e)= f)>

5.17.a) 2,6 b)4,5 ¢)9,0

518.2) — b) 2L o -1~
14 22 34
d) 0,235

5.19. a) 2,67;2,7
15 14+V2
34> 34

5.20. a) np. 0,(101100111)

b) np. 0,1011011101111... —

w kazdej kolejnej grupie jedynek
jest o jedna jedynka wiecej niz
w poprzedniej

5.21. Wszystkie liczby s
niewymierne.

5.14. Podaj przyktad dwoch liczb o nieskoriczonych okresowych rozwinigciach
dziesietnych, ktorych suma jest liczba

a) catkowity.

b) niecalkowitg o skoficzonym rozwinieciu dziesigtnym.

¢) o nieskoficzonym rozwinieciu dziesigtnym.

5.15. Podaj przyklad liczby zapisanej w postaci rozwiniecia okresowego wytacznie
cyframi 0 i 1, ktora jest

L .. 1 . 1. ..
a) dodatnia i mniejsza od % b) wieksza od 1o | mniejsza od 1.

5.16. Ktory znak: <, = czy > nalezy wstawi¢ w miejsce [?|, aby otrzyma¢ zaleznos¢
prawdziwg?

13 7 7
— 12/0,8723 2= 1212,(7 3— 12 3,4(6
2 1 0 25 [112,0) ©) 3= [ 34(6)

b) 3132 d) 4,823 7 428 n 214,09
7 11 21 11

5.17. Podaj trzydziestg pigta oraz tysieczng cyfre po przecinku w rozwinieciu dzie-

sietnym podanej liczby.
23 5 17

5.18. Podaj przyklad liczby wymiernej lezacej na osi liczbowej pomiedzy danymi

liczbami.
7

b) Zi i 2i ) —1i i —1i d) 0,23 i 0,24
7 11 11 17 17

5.19. Podaj przyklad dwoch liczb lezacych na osi liczbowej pomiedzy danymi licz-

bami.
13 . 14 . 2 . 3., 2
a) — i — b) — i — ¢ =il d =i=
5 5 17 17 3 2 11

5.20. Podaj przyktad liczby o nieskoniczonym rozwinigciu dziesietnym, zapisanej
wylacznie za pomoca cyfr 01 1, ktéra jest
a) wymierna. b) niewymierna.

5.21. Czypodanaliczba jest wymierna (zaktadamy, Ze rozwinigcie jest nieskoficzone
i zachowana jest reguta pisania kolejnych cyfr)?

a) 0,30300300030000300000...

b) 0,123456789101112131415...

¢) —1,05152535455565758595105115...

«— po przecinku piszemy kolejne liczby naturalne
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5.22. Ktore z podanych liczb sg wymierne?
0,151515..., V3, 4, —64, 2,0202202220...,
0,0(3), 11—52, —0,002313131313..., 13,25262728292102112...

5.23. Ktore z podanych liczb sg niewymierne?
V3, VI2I, V39, VBI, V27, V7, (2+V16), 5VIS,

(3v4-2v36), (7V7-7)
5.24. Dane liczby uporzadkuyj rosngco: V5, V7, -v2, -v10, V15.

5.25. Dane liczby uporzadkuj malejaco.
(1-+5), V17, (VB+2), -1z, @

5.26. Podaj przyktad liczby niewymiernej lezacej na osi liczbowej pomiedzy danymi
liczbami.

a) 1i2 b) =i

(SB[ S}

2 ) —2i-1 d) 2% i 22

2 5 3

5.27. Podaj przyktad liczby wymiernej lezacej na osi liczbowej pomiedzy danymi
liczbami.

a) 0i0,(3) b) -V3i-V2 c) V51i3 d) V8 i V10

5.28. Podaj przyktad dwdch liczb niewymiernych lezacych na osi liczbowej pomie-
dzy danymi liczbami.

a) V617 b) V11 i V12 o -V14i-v13 d) V8in

5.29. Do zrobienia 50 ciasteczek owsianych potrzeba 125 ml mleka, 40 dag cukru,
30 g kakao, 125 g margaryny, 30 dag ptatkéw owsianych. Mamy w domu pét litra mle-
ka, kilogram cukru, 125 g kakao, 50 dag margaryny i kilogram ptatkéw. Ile ciasteczek
mozemy zrobic? Jakie ilosci sktadnikéw nalezy przygotowac?

5.30. Przed wyjazdem na konferencj¢ pani Anna wymienila 2000 zI na dolary kana-
dyjskie po kursie 1 CAD = 2,82 PLN. Ile dolaréw otrzymata? Gdy wrocila z wyjazdu,
miata 120 dolaréw kanadyjskich. Sprzedala je po kursie 1 PLN = 0,38 CAD. Ile zlo-
tych otrzymata? Ile pieniedzy stracita na wymianie 120 dolar6w?

56.31. W automacie mozna kupi¢ sok ,Malinka” w réznych opakowaniach i cenach:
A. 0,201za 1,10 zi, C. 0,331za 1,70 zt,

B. 0,251za 1,30 zl, D. 0,501 za 2,60 zt.

Ktorg oferte nalezy wybra¢, aby za 1 zt wypi¢ najwigcej ,,Malinki”?

5.22. 0,151515..., V4, — /64,
0,0(3), 1%, ~0,0023131313...

5.23. /3, v/39, V27, V7, 5V18,
(7V7-7)

5.24. —/10, -V2, V5, V7, V15
5.25. (V8 +2), V17, Y2,

(1- V5), ~vizT
5.26. a) np. V2

b) np. 0,401001000100001...
c) np. -2 + \/75 d) np. V5

5.27. a) np. 0,2 b) np. -1,5
c)np.2,5 d)np.3

5.28. a) Y26, My V5 NS
27 2 27 2

LV Vg VBV
27 2 27 2

5.29. 125 ciasteczek; 312,5 ml
mleka, 100 dag cukru, 75 g
kakao, 312,5 g margaryny,

75 dag platkéw owsianych

5.30. 709,22 CAD, 315,79 PLN,
22,61 PLN

5.31. C
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5.32. np. dla %: 0,4; 0,44; 0,438;
dla V17: 4,1; 4,12; 4,123

5.33. 47 cm

5.34. 133 m’

Prosto do matury
1. C

4. F,P,P

5. 0,30 euro

6. 124,95 7t

1fn 1 0,05; 1—19 =0,052631578...

20
a) np. 0,051 b) np. 0,05(1)
¢) np. 0,05101101110...

5.32. Dlakazdejzliczb podaj jej przyblizenia dziesi¢tne do pierwszego, do drugiego
i do trzeciego miejsca po przecinku.

7 3 9 I 17 2
T T 1_’ 2 3’ 17) ) _3_
16 19 13 \/_ 2 21

5.33. Pieciu ekspertéw zmierzylo szerokos$¢ spornej miedzy. Kazdy z nich odczytat
wynik z przyjeta przez siebie dokladnoscia:

50cm, 47 cm, 47,6cm, 47,64cm, 47,638 cm.
Tylko jeden z ekspertéw podat zty wynik. Ktéry wynik byt btedny?

5.34. Dtugosci bokéw prostokatnej dziatki zmierzono w metrach i centymetrach.
Nastepnie zaokraglono wyniki do pelnych metréw i otrzymano wymiary 6 m x 20 m.

Jakie co najwyzej jest pole tej dziatki? Podaj wynik z dokladnoscia do 1 m?,

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1. Ktéra z podanych liczb jest rozwinigciem dziesietnym liczby %?

A. 1,(6) B. 0,1(6) C. 0,01(6) D. 0,001(6)

2. Wskaz liczbe, ktora nie jest przyblizeniem liczby V10 = 3,1622...

A.3 B. 3,1 C. 3,16 D. 3,162

3. Ktéra z podanych liczb jest rézna od kazdej z pozostatych?

ALy2 B.2+1 C. 0,(5) D.1+2
3 9 5 4 9 9

4. W rozwinieciu dziesietnym dodatniej i mniejszej od 1 liczby p nie wystepuja cyfry
inne niz 01 1. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Liczba p nie moze by¢ wymierna.

B. Liczba p moze by¢ niewymierna.

C. Liczba p jest mniejsza od é

5. Sylwia kupila pasek za 2,19 euro, ale nast¢gpnego dnia wymienita go na inny, za
2,89 euro. Data sprzedawcy jedno euro. Ile reszty powinna otrzymac?

6. Stawka za godzine pracy wynosi 14,70 zt i jest naliczana za kazda przepracowana
minute. Ile zarobil robotnik, jesli pracowat od 740 do 1610?

. . ‘ . . 1s . . 1 1. .
7. Podaj przyklad liczby, ktéra lezy na osi liczbowej pomiedzy 20 2 1o i marozwi-
niecie dziesigtne
a) skonczone. b) nieskonczone okresowe. ¢) nieskonczone nieokresowe.
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6. Warto powtorzy¢ - dziatania
w zbiorze liczb rzeczywistych

Dodawanie, odejmowanie, mnozenie Kadnik T skbadnik T suma

i dzielenie liczb to cztery podstawowe
dziafania okreslone w zbiorze liczb rze-

+(b)=

wynik dodawania

@

d @ ; @ =k®\
. . . . j j i 6zni
czywistych. Jedynym ograniczeniem jest _odjermna " odjem TR

wynik odejmowania

niewykonalno$¢ dzielenia przez zero.

W tabeli przypominamy podstawowe dziena ) d

wlasnosci dodawania i mnozenia.

wynik mnozenia
@: =@ b+0

(r62ny od zera) wynik dzielenia

@-®=©
czynnik ) czynnik \ iloczyn

zielnik \ iloraz

Wiasnosci dodawania

jest taczne

(a+b)+c=a+(b+c)

jest przemienne

a+b=b+a

ma element neutralny: 0

a+0=0+a=a

dla kazdej liczby a istnieje liczba przeciwna: —a

a+(-a)=0

Wiasnosci mnozenia

jest faczne

(a-b)-c=a-(b-c)

jest przemienne

a-b=b-a

ma element neutralny: 1

a-l1=1-a=a

dla kazdej liczby a # 0 istnieje liczba odwrotna: é

1
a-—=1
a

Wiasnos¢ wigzaca dodawanie z mnozeniem

rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania

a-b+c)=a-b+a-c

Kolejnos¢ wykonywania dziatan

* Najpierw wykonujemy dzialania w nawiasach, w ktorych nie ma juz zadnego in-

nego nawiasu.

o Jezeli mamy kilka dzialan (bez nawiaséw), to najpierw obliczamy potegi i pier-
wiastki, potem wykonujemy mnozenia i dzielenia — w tej kolejnosci, w ktorej wy-
stepuja, a nastepnie dodawania i odejmowania rowniez w takiej kolejnosci, w ja-

kiej wystepuja.

Uwagi metodyczne
Przypominamy wlasnosci

i kolejno$¢ wykonywania dziatan
na liczbach rzeczywistych.
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46.3. Oblicz.

d) (1l +22):5—(3l - 11>:2i
2 3) 6 3 4 12

Odp.:a)l b)3 ¢)2 d)4

46.4. Oblicz.

(2ar-20) L (3]
3 15 3 25 4 6

(é + 1,3) : % - (183 —4,95) :2%
d)

11.06-22 125
5 5

Odp.:a) -7 b)5 ¢)7 d)5

Przyktad 0

zad. 6.3

Wykonamy dzialania.

21-{3-(18-15)+7-(33-34)}:2:3-7+5-3:(2+15:5) =
=21-{3:3+7-(-1)}:2:3-7+15:5=21-(9-7):2:3-7+3 =
=21-2:2:3-7+3=21:3-7+3=7-7+3=3

J

Z wiasnosci dzialan na liczbach rzeczywistych wynikaja nastepujace wnioski:

Roéznice dwdch liczb mozemy zastapi¢ suma odjemnej i liczby przeciwnej do
odjemnika:

a-b=a+(-b)

Iloraz dwdch liczb mozemy zastapic iloczynem dzielnej i liczby odwrotnej do dziel-
nika (krocej: odwrotnosci dzielnika):

a:b=a- lla’ b+0

Jezeli iloczyn kilku czynnikéw jest rowny 0, to przynajmniej jeden z czynnikdéw
musi by¢ rowny 0, w szczegdlnosci:

jeslia-b=0,to a=01lub b=0

Ostatnia wlasno$¢ jest kluczem do rozwigzywania wielu réwnan. Jezeli wiemy, ze

to

(x=2)(x=5)(x+7)=0,
znaczy,ze x—2=0lub x-5=0, lub x+7=0.

Rozwigzaniami tego rownania sg liczby 2, 5, -7.

Przyktad @) « zad. 6.4
Wykonamy dzialania.
1 1 3 10 9 19
Q) +03=-+—>="4—=—
3 3 1 30 30 30
4 2 4 5 4 1
b === === ==
5 3 53 3 3
5 4 525 5 21 3
c) s:l—=-:="==."==
7 21 7 21 7 25 5

Potega o wyktadniku naturalnym

Jezeli wykladnik potegi 7 jest dodatnig liczbg naturalng i podstawa potegi a jest
dowolng liczbg rzeczywista, to:
a'=g-a-a-...-a

n czynnikow
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Dla dowolnej liczby rzeczywistej a prawdziwa jest rownos¢:

1
a =a

Ponadto 1" = 1.

Wiasnosci dziatan na potegach
Dziatanie Wzér Zatozenia
i1 . .
e ?thg 0 te) same] a"-a"=a"*k n, k - dodatnie liczby naturalne
podstawie
iloraz poteg o tej samej a K a # 0, n, k — dodatnie liczby
podstawie ak naturalne, n > k
potega potegi (a")k =a"k n, k - dodatnie liczby naturalne
potega iloczynu (a-b)"=a"-b" n - dodatnia liczba naturalna
n n
potega ilorazu (g) = Z_” b # 0, n - dodatnia liczba naturalna
Przyktad €)

Wykonamy dzialania i zapiszemy wynik w prostszej postaci.

JORORORE

) () =) =5

o (3):(3) =) =%

o [ @Y (@)]- [P 2] ] -2 -
o (o) (@)

2 2 2
p (-r) eIl et e o

3a® 32(a2)2 9a* 9 a*
Przyktad @) « zad. 6.9

Wykonamy dzialania i zapiszemy wynik w prostszej postaci.

(+3)2 (-3+3)2 3(+1)2 30+1)2_6-10

= = = :6
(3°+7-32)-22 32.3+7-32 32-(3+7) 10 10

53 I

Uwagi metodyczne

Przypominamy definicje potegi
o wyktadniku naturalnym oraz
wiasnosci dzialan na potegach.

46.9. Oblicz.
527

a) 527 _ 526
213 + 215

211 _ 210
3117 X 2115

b)

)

3116 . 2117 + 6115
327 (27° + 81°)
64° - (92 + 243%)

Odp.:a)?1 b) 40 c)1—93 d)%



I 54 Dziat 1. Liczby

Uwagi metodyczne

Przypominamy znang ze szkoty

podstawowej notacje wykladnicza.

Proponujemy poswiecic jej nieco
wiecej czasu, bo bedzie przydatna
na lekcjach fizyki i chemii.

3 4
b) w = Warto pamietac ((( )))
72+6 kolejne potegi
I sposéb liczb 2, 3, 5:
_180-6°-29-6°-6 _6-(180-29-6) 6-(6:30-29-6) | ,l_5  3l_3
2:36+6° 2:62+62-6 62 (2 +6) 2’ =4 3*=9
6-6(30-29) 36-1 36 4 1 =8 3* =27
= = =—=4—=4— 24716 4 _
8 8 8 8 2 - 3 =8l
. =32  3°=243
II sposéb 25 — 64
_6-30-6°-29-6"  30-6'-29-6" 6"(30-29) _ =128 5'=5
T @2+60  &-(2+6) 68 2°=256 5°=25
4 2’=512 5°=125
=8l 21 36_9_,1 21 = 1024 5* =625
6> 8 8 8 2 2

Notacja wyktadnicza

W naukach przyrodniczych: fizyce, astronomii, chemii itd., czesto operujemy wiel-
kosciami bardzo matymi albo bardzo duzymi. W takiej sytuacji wygodnie jest uzy¢
tzw. notacji wykladniczej, tzn. zapisa¢ liczbe w postaci k - 10", gdzie n jest liczbg
catkowitai 1 < k < 10 (dla k dodatnich) lub —10 < k < -1 (dla k ujemnych).
Najpierw rozszerzamy definicje potegi.

* Jezelia # 01in jest dodatnia liczbg naturalna, to:

1
a =—
a}‘l
e Jezelia # 0, to a®=1.
Przyktad e
a) 102=—4— =L _o01
10> 100
b) 10° = = —L__ 000001
10° ~ 100000
<) 0,00000000000001 = — -1 _ o714

100000000000000 - 1014
d) 0,00000001 = 107°
e) 10°=1

Uwaga - dziatania na potegach o wyktadnikach ujemnych podlegaja tym samym pra-
wom co dziatania na potegach o wykladnikach naturalnych.
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Przyktad 0
Wykonamy dzialania i zapiszemy wynik w notacji wyktadniczej.
3,6-1072:(9-107) +83-107° =

=04-10%2:107+8,3-10° =
=0,4-10°+83-10" =
=4.10°+83-10°=123-10" =
=123-10"

zad. 6.12

«— to nie jest zapis w notacji wyktadniczej,
poniewaz 12,3 > 10

W notacji wykladniczej wyktadnik potegi liczby 10 wyznaczamy szybko w nastepujacy sposob: ()
=37-10°
3@ 3 0
Przecinek przesunal si¢ o 6 miejsc w lewo, czyli wykladnik réwna sie 6.
0,000000297 = 2,97 107
~_

Przecinek przesunal si¢ o 7 miejsc w prawo, czyli wyktadnik réwna si¢ —7.

Przyktad @

Powierzchnia Storica wynosi 6,09 bilionéw km?, czyli 6090 000 000 000 km?. Mozna
te wielko$¢ zapisa¢ w notacji wykladniczej jako 6,09 - 10'* km®.

zad. 6.15

Powierzchnia matej diody moze wynosi¢ okoto 1 mm”. Obliczymy, ile razy wicksza
jest powierzchnia Storica od powierzchni takiej diody.

Rozwigzanie

6-10” km®  6-10"-(10° mm)* _ 6-10" 10" mm’

24
2 2 2 =6-10

1 mm 1 mm 1 mm

Odp.: Powierzchnia Storica jest okoto 6 - 10** razy wigksza od powierzchni diody.

6.1. Oblicz.

a) 2,35+ 13,17 + 41,28 + 5,27

b) 1128,33 + 2076 + 315,54 + 981,46

c) 777,57 + 28,31 + 348,21 + 56,56 + 2012,77
d) 0,28 + 13,39 + 0,025 + 0,305

6.2. Oblicz.

a) 278,31 + 13,75 — 213,07 + 3,05 — 78,28
b) 451,21 — 22,33 — 175,28 + 31 — 415,27
c) 81,03 + 21,37 — 45,06 — 17,03 + 28,90
d) 23,001 + 41,205 — 28,017 + 0,811

46.12. Oblicz. Wynik zapisz
w notacji wyktadnicze;j.
a)2-107-7-10°

b) 1,44-10"%:1,2- 10

) 3-10"°+3,5-10°
d)52-10%°-3.10*
€)22-10°+6-10*-8-107
f1,7-10"+5.107-.3-107
Odp.:a) 1,4-10* b) 1,2-10’
) 3,35-10"° d) 1,56 - 10°

e) -7,378-10° £)32-10"

46.15. Odlegto$¢ od Ziemi do
Stonica wynosi okolo 150 mln km.
Oblicz, ile minut zajeloby
pokonanie takiej drogi slimakowi
poruszajacemu sie z predkoscia

5 cm/min. Wynik zapisz w notacji
wykladniczej. Oszacuj, ile to lat.
Przyjmij, ze 1 rok to okoto pot
miliona minut.

Odp.: 3- 10" min, 6 - 10° lat

Odpowiedzi i rozwigzania

6.1. a) 62,07 b) 4501,33
) 322342 d) 14

6.2. a) 3,76 b) —130,67
) 69,21 d) 37

55 I
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63.a)1 b)3 ¢)2 d)4

6.4.2) -7 b)5 o7 d)5

6.5.a) 10 b)20 ¢)2 d) 30

6.6.2)1,1,1,-1

b) 1,4, -8,32,8, 64,16
4 2 27

0 —. -5, =

25 378

d) 0,01, 0,008, 0,16, 0,05

6.7.2)2° b)2° ¢ 3
9

O(3) 9 i’

g) (-10)° h) 0,2"°

6.3. Oblicz.

6.5. Oblicz.
(11 +12. 1,2) e (1,75 11,1, 5,25) 0,9
3 3 3 8 3

(5é - 5,5) 0,3
6

<1o - 2%) 1,5 1,75 - (2% - 52)
b) .
2,25 (2,5—2-)
4

(16,5—13Z>-§+21-<3—i)+1
9 3

a)

c)

4
Y 3%2. [53— (2%—%)] o
Seosln=g)
6.6. Oblicz.
a) I°, (-17% 1%, (-1)° )
b) 2°, 2%, (-2)°, 2°, 2%, 2% (-2)* d)

6.7. Przedstaw iloczyn w postaci potegi.
a) 2°.2%

b) 2'.2%.2°

) 3%.3°.3°

2 (5)-G)-G)

1

-2,7——:—):—
5 8) 25

(3-4)

1, 1,3) .- <183 —4,95) 12
p 1

10

11.06-22
5 5

) ()

3

-1,25

33
2)

02>, 04% 0,05

e) (-2)%-(-2)° - (-2)"
f) 10-10*-10°

g (-10)-(-10)*- (-10)°
h) 0,2-0,2%-0,2° - 0,2*
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6.8. Dane liczby przedstaw w postaci potegi lub iloczynu poteg.

b) 2, =33, 61, -2, 5<

a) 216, 576, 243, 392, 125 =
8 4 27° 16

6.9. Oblicz.
527 3117 . 2115
a) —— ) —> =
527 _ 526 3116 . 2117 dL 6115
b) 213 4 15 a 327 (27° + 81°)
0 = 64° - (9° +243*)

6.10. Ktora z liczb jest wieksza?

a) 2(34) czy 4(32)
b) 4%° czy 2%

) 10" czy 100"
d) 20 czy 3%

6.11. Przedstaw podang liczbe w notacji wykladnicze;j.

a) 144350000 b) 0,0054 c) 20,31-10° d) 321,4-10*

6.12. Oblicz. Wynik podaj w notacji wykladniczej.

a) 2-10".7.10° d) 52-10%°.3.10*

b) 1,44-10":(1,2-10°) e) 22-10°+6-10*-8-107°
) 3-10" +3,5-10 ) 1,7-10" +5.107-3-107°

6.13. Przedstaw podana wielko$¢ w notacji wyktadniczej.

a) predkos¢ swiatta — 300 000 000 m/s

b) masa atomu wegla - 0,00000000000000000000000000166 kg
¢) $rednica ziarenka piasku — 0,000625 cm

d) grubos¢ kartki papieru - 0,08 cm

e) masa wody w oceanach - ok. 1350 000 000 000 000 000 ton
f) masa Ksiezyca - 73 490 000 000 000 000 000 000 kg

6.14. Przedstaw podana wielko$¢ w notacji wyktadniczej.
a) trzynascie miliardéw

b) sto pie¢ milionow

c) siedem dziesieciomilionowych

d) dziewietnascie stutysiecznych

e) dwiescie osiemdziesigt milionowych

f) trzy tysiace dwiescie stumilionowych

6.15. Odlegto$¢ od Ziemi do Stonca wynosi okoto 150 mln km. Oblicz, ile minut
zajetoby pokonanie takiej drogi slimakowi poruszajacemus sie z predkoscig 5 cm/min.
Wiynik zapisz w notacji wykladniczej. Oszacuj, ile to lat. Przyjmij, ze 1 rok to okoto
p6t miliona minut.

6.8.2) 6°,2°.3%,3°,2%. 72 5°

v (3 (5)G) 5 6)

6.9.a)§ b) 40 c)% d) 5

(+") ,
6.10. a) 2 b) Sa réwne.
) 101 gy 3%

6.11. a) 1,4435-10° b)54-107°
¢) 2,031-10* d)3,214-10°

6.12. a) 1,4-10° b) 1,2-10”
) 3,35-10"° d) 1,56 - 107
e) -7,378-10° £)3,2-107""!

6.13. a) 3 - 10° m/s

b) 1,66-1077 kg ¢) 6,25-10 *cm
d)8-10%cm ) 1,35-10% ¢

f) 7,349 - 10~ kg

6.14. a) 1,3-10"° b) 1,05-10°
7-107 d)19-107*
e)28-10% £32.107

6.15. 3- 10" min, 6 - 10° lat

57 I
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Kwadratura kota

Zwrot ,kwadratura kota” stat sie dzi§ symbolem czegos niemozliwego
do wykonania. Jednak zanim udowodniono te ,niemozliwos¢”, przez
wiele stuleci matematycy starali si¢ problem kwadratury kota rozwigzac.

Kwadrat o polu danej figury

Kwadratura figury geometrycznej polega

na konstrukcyjnym wyznaczeniu boku kwadratu
o polu tej figury. Dla starozytnych Grekow byta
to zwyczajna metoda obliczania pola figur.
Problem kwadratury nalezato rozwigzac przy
uzyciu cyrkla i linijki bez podziatki. Taka zasade
wykonywania konstrukcji geometrycznych
wprowadzit Platon, jeden z najstynniejszych
filozoféw starozytnej Grecji. Praktyczne za-
stosowanie tego zagadnienia spowodowato,

ze juz w jego czasach rozwigzano problem
kwadratury dowolnego wielokata.

Kwadratura wielokata

Oto kolejne kroki pokazujace, jak przeprowadzi¢
kwadrature dowolnego wielokata.

€ Z rysunkéw obok mozna odczytag,
jak konstrukcyjnie przeprowadzi¢ kwa-
drature tréjkata o boku a i wysokosci h.
Zaznaczony w pétkolu o srednicy %a +h
h odcinek x to szukany bok kwadratu,
ktérego pole jest rowne polu trojkata.
VAR B

@ Aby wykonaé kwadrature prosto-
kata, wystarczy podzieli¢ go na dwa
tréjkaty przystajace i przypomniec sobie
twierdzenie Pitagorasa, dzigki ktéremu
X X . % ah mozna skonstruowac kwadrat o polu
réwnym sumie pol dwéch danych kwa-
\ dratow (rysunki na nastepnej stronie).

o=
Q
>
>



o

a b X

N=

e Kwadratura dowolnego wielokata jest wykonalna,
poniewaz kazdy wielokat mozna podzieli¢ na skoriczong
liczbe tréjkatow o roztacznych wnetrzach. Taki sposob
podziatu nazywamy triangulacja wielokata.

Niewykonalna konstrukcja

Prawdziwym wyzwaniem dla starozytnych matematykow
okazafa sie kwadratura kota, czyli wyznaczenie boku
kwadratu o polu danego kota. Jesli koto ma promien r,
to jego pole wynosi nir?. Zatem jesli bok kwadratu ozna-
czymy jako a, to a2 = mir2, czyli a = n/t. Majac wiec dany
odcinek o dtugosci r, powinnismy za pomoca cyrkla

i linijki skonstruowaé odcinek o dtugoéci r/m. Jest to za-
danie niewykonalne, a wine za to ponosi liczba m. Petny
dowdéd niewykonalnosci konstrukcji odcinka o dfugosci
Jm zostat podany dopiero pod koniec XIX wieku.

Przyblizenia liczby n

Zanim udowodniono niewykonalno$é kwadratury kota, wielu
matematykom wydawato sie, ze zagadnienie to rozwigzali.
Konstruowali kwadraty o polach coraz bardziej zblizonych

do pola wyjsciowego kota, jednak ich wyniki byty obarczo-

ne pewnym btedem. Im mniejszy byt ten btad, im blizsze

sobie byty pola kota i kwadratu, tym doktadniej wyznaczano
liczbe m: od przyjecia przez Babilonczykow (ok. 2000 r. p.n.e.),
ze 1 = 3, przez obliczenie wartosci n z doktadnoscia do 35
miejsc po przecinku przez holenderskiego matematyka
Ludolfa van Ceulena w 1610 r. (stad liczbe m nazywa sig
czasem ludolfing), az po dzisiejsze komputerowe wyznaczenie n
z doktadnoscia do miliona cyfr po przecinku. Warto wspo-
mniec¢, ze autorem bardzo doktadnej, a jednoczesnie prostej
technicznie kwadratury kotfa jest Adam Adamandy Kochanski,
nadworny matematyk Jana Ill Sobieskiego.
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7. Potega o wyktadniku
catkowitym

Umiejetnosci:
¢ obliczanie poteg o wyktadniku catkowitym

Zauwazmy, ze 2°:2° = 1, a ogolniej, jedli a # 0, to a”:a" = 1. Gdyby$my
zastosowali wzor na iloraz poteg, otrzymaliby$my rownosécé:

Dlatego naturalne jest przyjecie nastepujacej definicji potegi o wyktadniku zerowym.

Jezeli a # 0, to:
a =1

Podobna sytuacja jest przy okresaniu potegi o wyktadniku catkowitym ujemnym.
23.96 = 2:2-2 _1

' 2:2:2-2-2-2 2}

Gdybysmy i w tym przypadku zastosowali wzér na iloraz poteg, to otrzymaliby$my

. 1 - - _ 1
rownosé 2°:2% =237 =273 Zatem 27 = =

Jezeli a# 0 i n €N, to:

Jezeli n jest dodatnig liczbg naturalng, to 0" = 0. Zalozenie, ze podstawa potegi
jest rozna od zera, potrzebne jest wtedy, gdy wykladnik jest zerem lub ujemna liczba
catkowita.

Przyktad 0

( )

temat 1.7

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 1.7

Generator

testéw i sprawdzianéw




Wiasnosci dziatan na potegach

Dziatanie Wzér Zatozenia
i:;;zzgngfv;;ej a'-a* = a"*k a# 0, n, k - liczby catkowite
islsrilzj gzz;i;;j Z—: =a"k a # 0, n, k - liczby catkowite
potega potegi (a")k =a"k a # 0, n, k - liczby catkowite
potega iloczynu (a-b)"=a"-b" a#0, b#0, n-liczba catkowita
potega ilorazu <g>n = Z—: a#0, b#0, n-liczba calkowita

Udowodnimy wzor a” - a

k

ralnych i wiekszych od zera. Jezeli n = 0 lub k = 0, to na mocy definicji a’ =

i wzdr jest prawdziwy. Rozpatrzymy teraz dwa przypadki (w pierwszym dla utatwie-

nia w prawej kolumnie tabeli podajemy odpowiednio dobrane przyklady).

I. Tylko jedna zliczb nik jest ujemna, np. n >0, k < 0.

. k
Oznaczmy k = -m. Wéwczas a" - a

=a

n -m

n

a P
-a " = — namocy definicji.
am

=a"*k Zakladamy, ze a # 0, n, k - liczby calkowite.
Z wcze$niejszej nauki wiemy, ze wzor jest prawdziwy dla wykladnikéw 7 i k natu-

1

a) n>m. Wowczas istnieje takie p > 0, ze n=m + p.

n=7, m=3. Zatem p =4.

n m+p m _p 7 3+4 3 4
-m_a _a _a -a 3_a _a _a-a _
a-a Tam T oam g a-a s a’ a
- - 4 7-3 7+(=3
=af=g"" M= gt =a" =a a’td
b) n=m
n n 7
-m__ 4 a 0 n-m n+(-m) -7 _a 0 7-7 7+(=7)
a-a =—=—=1=a=a =a a-a’'=—==1=a=a a
am™ a" a
c) n < m. Wowczas istnieje takie p >0, ze m=n+ p.
n=2, m=>5 Zatem p=3.
n n n 2 2 2
O N N L U S I S R S |
am antp am - ab ab aS a2+3 aZ . aS a3
— — — — 2 2+ (-
:ap_an m an+(m) _a3 a S:a+(5)

7. Potega o wyktadniku catkowitym
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B 62 Dziat 1. Liczby

47.5. Patrzs. 63.

47.4. Patrzs. 63.

47.12. Oblicz warto$¢ wyrazenia
dlag =-2.

) @y
() -
D

Odp.:a)4 b)16 ¢) -8 d) -2

II. Obydwie liczby n i k s3 ujemne. Przyjmujemy oznaczenia n = —+ oraz k = —m.
—r  -m 1 1 1 1
a -a = — — = = —=qa

—(r+m) _ a’TTm =
ar am ar .am ar+m - -

g1+ m)

Zatem rozpatrywany wzor jest prawdziwy.

Podobnie dowodzi si¢ prawdziwosci pozostatych wzoréw. Przeprowadzcie te dowo-
dy samodzielnie jako dodatkowe ¢wiczenie.

Przyktad @) « zad. 7.5

3\~6 3\4 3\ 11 -9
Ktore z wyrazen jest zapisem wiekszej liczby: (;) . (;) czy (2;) . <—) ?
Rozwigzanie

()06
(3= ()30 ()" () - 2
oo (38> ()"

Przyktad @) « zad. 7.4

N

| W
SN—
IS

Zapiszemy podane wyrazenie w postaci potegi Y?, gdzie p jest liczba catkowita,
aY jest liczbg lub wyrazeniem.
4

3 3.3.3.3 1 4
—_— :—:3
38 3.3-3-3-3-3:3-3 3¢
(@a-1° _ 3.5 _ -2 L
b) PR =(a-1) = (a—1)". Ten przyklad wymaga zalozenia, ze a # 1.

o) (@+b)’-(a+ b)_3 =(a+ b’ P =(@+b)’ =1, przy zalozeniu, ze (a +b) # 0
d) (a+b)’-(@+b)’=(a+b)’"’ = (a+b)®

Przykiad @)

Zapiszemy wyrazenia w prostszej postaci, podajac potrzebne zalozenia.

Q) cH+d) ™ (crd) =(+d) T —cvd, c+d40, neZ
(2x +5)7
b) (2x +5)3

Przyktad @) « zad. 7.12

=(2x+5) = (@2x+5) x¢—§

,2 _1
X
Zapiszem razenie . < ) w prostszej postaci, a nastepnie obli-
p y wy <1+x2> 241 p 1P ep

czymy jego warto$¢ dla x = -3.



Rozwigzanie
Zakladamy, ze x # 0.

<1f;2> ' (ﬁ)_l - (1-}::2> ' <x2;1> - )212+E:i)+ic) B

-2
1 - - - -
= = = <—zauwa2my,iex2»(x2+1):x2+2+x2:x0+x
(1+x2)-x  x

1+x

i S . . 1
Warto$¢ wyrazenia dla x = -3 jest zatem réwna et

Odp.: l, —l, x#0
X 3

7.1. Oblicz.

o st e e () (0 () () ()
0 ()G O () G () ) ()

0 012 042 005. (-02)7° 0252 (-0,1257% 2,5% (-3,125)°

o (3) (@) () (%) G @ () (=)

7.2. Oblicz potegi; wyniki podaj z doktadnoscig do trzeciego miejsca po przecinku.

a) 322 165 04 28 07 3,1%
b) 1,522 0,08 3,142 (=52)> (-7,01)% (-0,112)

m-m-m

7.3. Jezeli = 5, to ile jest rowne m’?
m+m+m

7.4. Zapisziloraz w postaci potegi.

3° 1)\> (1)° 3\ (3\7°
Y 5 D 5 0():() 2(G):6)
7.5. Uporzadkuyj liczby od najmniejszej do najwigkszej.
a) 2°, 37, 15°, (-2, 3?

o (5 G G e (3)

7.6. Oblicz.
321 519 25 . 34 217 _ 216 b 320 613 510 19 . 153 . 315
a) W’ 2510’ 64 > 215 ) 322 _ 321 > ﬁ ’ 1012’ 618 .52

7. Potega o wyktadniku catkowitym

Odpowiedzi i rozwiqzania

7.1. a) l, 11553 :«sl
5 8 2
b)zz,z RN T é
4 9°9> 7’256’ 36

) 0,01; 625 20; —125; 16 =85 016 1

549 8 7
922,211,162
27 5 27’

7.2. a) 10,240; 4,096; 0,026; 7,840;
0,343; 92,352

b) 2,310; 0,001; 9,860; 27,0405
49,140; 0,013

7.3. 15

7.4.2)3* b)53! o (%)_2
o (5)

7.5. a) (-2)°, 37, 15°, 2, 32
o (3. 027 )
(%)

7.6. a) 3, 1 ,2,2

——10
b) 75
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I 64 Dziat 1. Liczby

77.2)8 b9 16 d)8 7.7. Oblicz.
—4 —4
g1 H1 a) 473.0,1257° Q) (%) (Z) ) 57.47.0,057
-2 -3 0
b) 2,5‘2.0,2‘2-<3) Q) 2‘3-3‘3'(i) f 2°-5°:(i)
3 12 13
78.2)25 b8 o L 4 - 7.8. Oblicz.
1 24 0 4 ! ) 572 1) ) 3l AN ) 472 42 ) 5\7°¢
L o912t wst 057 (%) 9 (k) () o () (
e) 1 f)27 g)l25 h)59 75 3 - 1 11 8\ 5
-3 1\~ 2\~ -1 5 ,-8 1
b (F) () o f) 33 m (25)
79.2)64 b)1 )9 d)% 7.9. Oblicz.

1 2

7.10.a)1 b)0 ¢ 3 d)9 7.10. Oblicz.
2) 204272

(3) s (3)

-5 _
b) <1> 824 (—64‘1) 2B 0273 1257

2

NANE
1 3 1 2 0 _2\-1
(5+2)-(5-5)]-6-5)
d) -
(2-571-572)
7.41.2)27 b) 1 7.11. Rozwigz réwnanie.
. a) 2°x+8°.5=2" (£x+8) b) 27°x - 12-9° =81’ - (3x — 4)
712.a)4 b)16 ¢) -8 d) -2 7.12. Oblicz warto$¢ wyrazenia dlaa = -2.
0 -1 2 -3 4 (“2)3'(“3)4
a)a-a -a-a-a C)W
~3\2 2\-1
-3 5 -7\71 (‘1)'(“)
b) (a-a -a’-a ) d)m

7.13. Wykaz, ze zachodzi réwno$é

a) (2‘3)74:26 o) (3‘5)0:(32)71 e (0,01t g (—0,25)5:<}1>3
b) (5*2)3:(5*3)2 d) <1é)_2:0,3*2 ) <—é>_6;(—0,2)*4 h) <1§>_2;1,4*3



7.14. Wykaz, ze podana liczba jest naturalna.
-11 -12 -13 -14 11 -10 5
()G )
3 5 4 2 3 7 9

5. 4—15 . 9—9 _4. 3—20 . 8—9
3.20.619-2%.27°6"

7.15. Oblicz

W kazdym z zadan 1 i 2 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

5\"11% /3\2

1. Wskaz liczbe rowna liczbie [<5> ] (E) .
A2 B. 1 c? D. —
3 5 25

2. Wskaz najwiekszg liczbe.
1\72 1\73 1\°
A BE) ()
3 2 5
3. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

-2
A. 5*2-<2—15> =25

B. (11‘2)73-11‘4 > 112
C. (3‘1)_3-3‘5 <1

. Oblicz warto$¢ wyrazenia

5. Uporzadkuyj liczby 0,257, 0,47, (-0,1)™*, 0,5 w kolejnosci od najmniejszej
do najwiekszej.

=2,

=2

-1
" = 1) : (az + 1) W prostszej postaci, a nastepnie
a

6. Przedstaw wyrazenie ( N 4

oblicz jego wartos¢ dla a = -2.

0\ 2
7. Wykaz, ze liczba <8 -6- (;) > jest rozwigzaniem réwnania 4x —1 = 0.

® =27

477.97 4.37%0.87  5.270.378_4.3720.p77
.29.6719_2-29.97-6 - 3.279.2-19.3-19 _5-29.3-18 -

7.15. E Wskazéwka: >
18 3

5730, 3720 (5 32 _4. 23)
T 530,320 (22.32-21.37)

7. Potega o wyktadniku catkowitym

1\10 /1
R
_32_52_2—11'4—12.3—13.5—14

3711 . 5712 . 4713 . 2714

7. 7711 s
S =2 4+3=35

+

Prosto do matury
1. C

2.C

3. P,F,P

5.04",057°,0,252 (-0,1)*

6. —az, -4, a#0

7. <8—6-<;)0>_2:
:(8—6-1)’2=2’2=}-L

Podstawiamy te liczbe do lewej
strony danego réwnania.

L=4-1"1=0
4

L = P, wiec ta liczba spelnia
podane rownanie.
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I 66 Dziat 1. Liczby

48.1. Oblicz pierwiastki: V121,
V324, +0,0016, /3,61, \53,

ML
25 25
Odp.: 115 18; 0,04 1,925, 12,1

48.2. Oblicz pierwiastki: . Z

V125, V0,008, /—27, V1728,
V=729, /=8000, /3375.
Odp.:

Z, 5,02, -3, 12, -9, -20, 15

8. Warto powtorzyc¢ - pierwiastki
kwadratowe i szescienne

¢ Pierwiastkiem kwadratowym (stopnia drugiego) z nieujemnej liczby a nazy-
wamy taka nieujemna liczbe b, ktora podniesiona do kwadratu jest rowna a:
Va=b,gdya>0,b>0ib’=a
* Pierwiastkiem szesciennym (stopnia trzeciego) z liczby a nazywamy taka
liczbe b, ktdra podniesiona do trzeciej potegi jest rowna a:
Ja=b, gdy b’ =a
Liczbe a nazywamy liczbg podpierwiastkowa.

Zwréémy uwage na dwa zalozenia w definicji pierwiastka kwadratowego, réznigce ja
od definicji pierwiastka szesciennego:

1. liczba pod pierwiastkiem kwadratowym jest nieujemna (gdyby np. V-2 = b, to
prawdziwa bytaby réwno$¢ b* = -2, co nie jest mozliwe),
2. wartos¢ pierwiastka kwadratowego jest nieujemna (zatoze-
nie zrobione po to, aby pierwiastkowanie bylo jednoznacz-
ne — kazdej nieujemnej liczbie przyporzadkowany jest do-
kiadnie jeden pierwiastek drugiego stopnia, np. na mocy

Jezeli v/a = x, to ( )))
az0ix=0.

VO=0, VI=1

definicji V4 = 2, mimo ze réwniez (—=2)* = 4).

Przykiad @) « zad. 81,82
Obliczymy podane pierwiastki.

2
2 8b0<8)_64
11 121

b) w/zo- \/7 -
4 4

) \/100 =10, bo 10° = 1000
3
d) 3 1 (—1) _ L
27

)3/2 3/34 72w (12) - () -2 s
64 4_ 4) \4) 64 64



8. Warto powtdrzy¢ — pierwiastki kwadratowe i szescienne

V2 jest liczba niewymierng. Uzywajac kalkulatora lub komputera, mozemy znalez¢

jej przyblizone rozwiniecie dziesietne: V2 = 1,414213562373...
Podobnie V7 = 1,912931182...
Rozwiniecia dziesictne V2 i V7 sa nieskoriczone i nieokresowe.

Dziatania na pierwiastkach kwadratowych i szesciennych

Va-Vb=Va-bdlaa=0ib>0
Ja-Vo=a-b

Iloczyn pierwiastkéw tego samego stopnia jest rowny pierwiastkowi z iloczynu.

Przyktad @ < zad. 84,85

Wykonamy podane dziafania.

a) V2-V128=v2-4-32=64-4=64-V4=8-2=16
b) V3-v5-V15=+v3-5.15=+15-15=15

¢) V2-18-49=136-49=36-V49=6-7 =42

d) VA-V16=V4-16=V4- 42 =43 =4

— \/7d1aa 0ib>0

ﬁ(dlb
= £0

Iloraz pierwiastkow tego samego stopnia jest rdwny pierwiastkowi z ilorazu.

Przyktad e zad. 8.6
Wykonamy podane dziafania.

16 \/E 4
a) —:—:—

b)—\/7\/_Z

48.6. Oblicz iloraz pierwiastkdw.

a) V75:3 d) \/%\/293 8) i]gi/g
b) V80:/5 e) \E:\jg h) i/g:ijg
) V242:2 f)\/%:\/% i)@:{/@

Odp:a)5 b)4 o 11 d)% e)% 911—11 g2 n)3 i)%

48.4. Oblicz iloczyn
pierwiastkow.

a) V32-v2
b)x/Ex/’

C

a2
%
A5

12
18
B
-320
1)\3/_'\3/—'\/_
Odp.:a)8 b)21 ¢)18 d)8
e)12 )18 g6 h)10 i)6

o
~

[u—

[\

(o]

=
AEEEEERE

ﬁﬁéﬁ

- = ®w

48.5. Oblicz pierwiastki

z iloczyndéw.

a) V3-4-12, vV2-9-18,
V7-3-21

b) V2-6-3, vV2-18-9, 2-8-16
c) V25-18-2

d) V2-25-8

e) V3-9-12

f) Ve6-12-8

g V3-9-64

h) V/36-30- 25

Odp.:a) 12,18,21 b) 6,18, 16
¢)30 d)20 e)18 f)24

g) 12 h) 30
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Dziat 1. Liczby

0 @_%16_9_2
512 \3/512_ -

e) \/ﬁ:x/_=\/54: =27=3

Przyktad @)

Obliczymy pierwiastki, rozktadajgc liczby podpierwiastkowe na czynniki.

a) V441 =+vV9-49 = V9-v49=3.7=21 —— 441 jest podzielne przez 9, bo suma cyfr
jest podzielna przez 9

b) V1728 =9-192=9-3-64 = «—— 1728 jest podzielne przez 9
=27 64=27-V64=3-4=12

19 144 V144 12 2
25 25 25 5 5
3
3 3
g Rl e Ve 41
27 27 27 3 3

Praktycznym zastosowaniem obydwu podanych twierdzen jest wylgczanie czynnika
spod znaku pierwiastka. W tym celu sprawdzamy, czy liczbe pod pierwiastkiem moz-
na przedstawi¢ w postaci iloczynu zawierajacego czynniki, ktore sg kwadratami liczb
(lub odpowiednio - szescianami liczb), a nastepnie korzystamy z twierdzen o pier-
wiastku z iloczynu.

Przyktad e zad. 8.8

Wylaczymy czynnik przed znak pierwiastka.
a) VIE= V52 V8- V2=3V3

b) V605 = V5121 = v/5- V121 = 115
) V250 = V2510 = V25 V10 = 510 «—— /10 = V2 - 5 jest liczba niewymierng
d) V384 =V4-96=V4d-4-24= V42 - 4-6= V2. VE-V6=4-2-6 =86

& V96 = T2 = - =231

f) V108 =+4-27 =4 V27 = V4-3 =34

3V2=3-V2=v2+v2+v2 (1)

AN Y V23 V23 1
O Vs Vi~ vie~ 4 ~3'?
b fz 20 _ V20 _ V4.5 _ V45 _2V5
) - - 2 = =
25 9 v§ 3 3 3

48.8. Wylacz czynnik przed pierwiastek. Odp.:

a) V48, V75, V32, V45, 20, V80 a) 41/3,5V/3, 412, 31/5, 25, 41/5

b) V242, V180, V125, V108, V432, V175 b) 112, 65, 55, 63,123, 57
¢) V128, V294, /486, V405, \/320, /384 ) 82, 76, 9V6, 95, 815, 816
d) V40, /56, V81, V135, V270, V448 d) 25, 237, 333, 3%/5, 3310, 437

2 5
e) V24, V=16, 13, 3—123—146 €) 23, 22, 335, {2

7



Przyktad 0 zad. 8.9

8. Warto powtdrzy¢ — pierwiastki kwadratowe i szescienne 69 I

Wiytaczymy wspdlny czynnik przed nawias i uproscimy utamek.

B-32_ - B e

"% T w® =%
b) \/3192+4:\/33-64+4:\3/§~\3/6_4+4: S 4(\3/§+1):
\3/§+1 \3/§+1 \3/§+1 \3/§+1

8.1. Oblicz pierwiastki: V121, V324, v0,0016, 3,61, \/53, \/1%, \/3%.

8.2. Oblicz pierwiastki:

32—2, V125, /0,008, /=27, V1728, V=729, V/—8000, V/3375.

8.3. Uporzadkuj liczby od najmniejszej do najwigkszej.

a) V9, 3 -4, 2435, V100, 1 - V125
b) V2+ V3, 1+ 3, V27, 1 -3, 24/3
¢) 3V2-4, 5+ 3, 2/3-2, V13, 27

8.4. Oblicz iloczyn pierwiastkdw.

a) V322 d) V8- V64
b) V147 -3 e) V3-vV4-V12
) V1227 f) V2-v9-18

8.5. Oblicz pierwiastki z iloczyndw.
a) V3-4-12, V2-9-18, V7-3.21
b) V2-6-3, V2-18-9, V2-8-16
c) V25-18-2

d) V2-25-8
8.6. Oblicz iloraz pierwiastkow.
7 28
b) VB0:\5 &) 1> ;\/E
9 25
c) V242:2 f) 6%: 5%

-8
- V20
V12

h)
)

ﬁg’é

e) Vv3-9-12
f) V6-12-8
g) V3-9-64
h) V/36-30-25

32 33
g \/;:\/;

h) 412

3
3 3
RVEE :1/1343
7 4

48.9. Wylacz wspdlny czynnik
przed nawias i upro$¢ utamek.
a) L3+ V27 23+ V27
T 5v3
V45 - 2+/5
\5
27 + V14
\7
332+ V16
2
243 - V27
2V3
f /40 - 3+/5
335
Odp:a)l b)1 ¢)2+V2
1 1
d)5 e -3 f) -3

b)
)
d)

e)

Odpowiedzi i rozwigzania
4

8.1. 11;18;0,04; 1,9; 21, 11, 1-
375 5

8.2. %, 5,02, -3, 12, =9, —20, 15

8.3. a) 1 - V125, 3 — V4, /9,
/100, 2+/35

b) 1- 3,1+ 3, V2+ 3,253,
\27

) 3V2 - 4,23 -2, V13,27,
5+3

84.2)8 b)21 )18 d)8
e)12 )18 g6 h)10 i)6

8.5.2) 12,18,21 b)6,18,16
)30 d)20 e)18 f) 24
g) 12 h) 30

86.2)5 b)4 o1l d)g

e)g f)lﬁ g)§ h) 3 i)%



I /0 Dziat 1. Liczby

87.a)-2 b)12 ¢)12 d) -8

8.8. a) 4V/3,5/3,4/2, 35, 21/5,
45

b) 112, 645, 55, 64/3, 12+/3,
57

c) 8v2, 76,96, 9/5, 8+/5, 816
d) 275, 237, 333, 3+/5, 310,
47

e) 2V3,-2V2, %3/',—2\3/5

89.a)1 b1l 2+v2 d)5
1 1
9= 973

810.a)6 b)0 ¢)6 d)4
e)2 f)1 g4 h)-5

811.a)2 b)16 ¢)-5 d)1
e)-22 )0

8.7. Oblicz.
a) V25-vV9-+25-9
b) V225 — 144 + 225 — V144

c) V324 + V576 — V324 + 576
d) V144 + 256 — V144 — /256

8.8. Wylacz czynnik przed pierwiastek.
a) V48, V75, V32, V45, V20, V80

b) V242, V180, V125, V108, 175
c) V128, V294, V486, V405, V320, V384

d) V40, /56, /81, V135,

v s 313 [ 34
¥, 716, (12, {12
° 27 \ 216

8.9. Wylacz wspdlny czynnik przed nawias i upro$¢ utamek.

a) 2V3++27 d) 332+ V16
53 7
b) Y20 o 23T
V5 N
o 274 T p =335
W7 35
8.10. Oblicz.
a) V3-(V3+ 27 - V12) e).YE:;%ﬁétAEE
b) \/E(\/ﬁ—\/m+\/0_)5) ) W+\3€;Lz+m

c) (\/ﬁ+ \/@—\/E):\/g

d) (V28 - V112 + V252) : V7

g) \/7-<\/g—3\/7+\/§>
h)@:<\/%-m+m>

8.11. Oblicz.
a) \-2v-8 d) l__v-002_22

0,008
5 V=60 50 9 VI21 + 50,008 — V4,41



9. Pierwiastki wyzszych stopni 71 I

9. Pierwiastki wyzszych stopni

Umiejetnosci:

e postugiwanie sie w obliczeniach pierwiastkami dowolnego stopnia
* stosowanie praw dziatan na pierwiastkach

® przedstawianie liczb rzeczywistych w réznych postaciach

® znoszenie niewymiernosci z mianownika

Podobnie jak pierwiastki kwadratowe i sze$cienne, nazywane inaczej pierwiastkami
drugiego i trzeciego stopnia, definiujemy pierwiastki wyzszych stopni.
Przypomnijmy, ze w definicji pierwiastka kwadratowego:

e liczba pod pierwiastkiem jest nieujemna,

Jereli va=x,toa>0ix>0. ()
° warto$¢ pierwiastka jest nieujemna. VO=0,vVI=1

W definicji pierwiastka kwadratowego zatozenie, ze liczba pod pierwiastkiem nie mo-
ze by¢ ujemna, wynika stad, ze w zbiorze liczb rzeczywistych nie ma przeciez liczby,
ktéra podniesiona do kwadratu bytaby réwna np. —64.

Inaczej wyglada sprawa, gdy przyjrzymy sie podnoszeniu liczb do potegi trzeciej.
Na przyklad (—4)’ = —64, zatem V—-64 = —4. Podobnie V=8 = -2, V-1 = -1 itd.

Takie same zastrzezenia beda dotyczyly pierwiastkéw wyzszych stopni. Dlatego w de-
finicji odréznimy pierwiastki stopnia parzystego i stopnia nieparzystego.

* Pierwiastkiem stopnia #n, gdy n jest parzysta liczba naturalng wigksza od
zera, z liczby nieujemnej a nazywamy taka liczbe nieujemng b, ktéra pod-
niesiona do potegi n jest réwna a:

Va = b i njest dodatnig liczbg naturalng parzysta,
gdy a>0,b>0 oraz b" =a

* Pierwiastkiem stopnia n, gdy » jest nieparzysta liczbg naturalng wieksza
od 1, z liczby a nazywamy taka liczbe b, ktora podniesiona do potegi # jest
rowna a:

a = b i njestliczbg naturalng nieparzysta wieksza od 1,
gdy b'=a

tematy 1.5, 1.6, 1.8
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49.1. Oblicz pierwiastki.
a) V32, ‘4/8%’ 64, 1024
5, 1 4 7| 128 5, 243
PO 2 > ) I
b) 32 e 2187 1024

nl 1
C) VoL
2048

\/0,000064, +/0,00243,

4016

625

Odp.:a) -2, 1,2,2

b 152
2" 3

0 L0203 2
2 5

1w,

49.5. Oblicz.

a) (V5)°

b) V7 - V49

) m

d) VI1- 33 - (V3)’

Odp.:a) 5v5 b)7 ¢) 36 d)99

Przyktad o zad. 9.1

W definicji pierwiastka stopnia parzyste- (1))
go przyjmujemy, ze warto$¢ pierwiastka

2 (Vo) =0, (¥5)°=5 (¥3)"=5,
(<‘/E)4 =16, (Va) =4, (3m)" ==,
(1\1/—_1)11 =-1, (¥703)"=-03

b) V16 =2, bo 2* =16

\=243 = -3, bo (-3)° = -243
Wi=1,bo 1%=1

jest nieujemna, po to, aby pierwiastko-
wanie bylo jednoznaczne. Przy takim
bowiem zatozeniu kazdej nieujemnej
liczbie przyporzadkowany jest doktadnie
jeden pierwiastek danego stopnia.

Na przyktad na mocy definicji V16 = 2,

mimo ze réwniez (—2)4 =16.

Zauwazmy, ze jesli do wzoru na iloczyn pierwiastkéw kwadratowych
Va-Vb=+Va-b, gdzie a=0ib=0

w miejsce b podstawimy a, to otrzymamy réwnoéé: va - va = Va?.

Przy iloczynie trzech pierwiastkéw mamy: va - va - va = Val.

Czyli inaczej, prawdziwy jest wzor (\/5)3 = Va3. Podobnie rozumujac, wyprowa-
dzamy wzér (\3/5)3 = .

Wzory te mozemy uogdlni¢ na n czynnikéw w iloczynie pierwiastkdw (n-ta potege
pierwiastka), czyli prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Dla liczb rzeczywistych a oraz n € N i n # 0 prawdziwe sg rownosci:

(\/E)n = \/a_", przy czyma 2= 0, (\3/5)” _ \3/a_”.
Dowdd tego twierdzenia pomijamy.

Przykiad @)
Wykonamy podane dziafania.
) (V3) = V3" =332 =330 b) VA V6= V4 16= V4 =4
Q) 3/72~7.73=\3/72+1+3=W=(373)2=72=49
lub 727 - =P B =P P =B P =77=49
d) V5-VI0- (V8)’ = V5-V5-2- V83 =52 (2%)° =
=5.42.22=5.1210=5.2° = 5.32 = 160

zad. 9.5




Odpowiednie wzory dla pierwiastkéw wyzszych stopni przyjmuja postaé:

Zatozenia
Wzér
dla parzystego n > 0 dla nieparzystego n > 1
Ya- Vb= Va- az0ib>0 —
Ya _ nla S0
i~ \b az0ib>0 b#0
(¥a)* = Vak a>0ikeZ a#0ikeZ
Przyktad @) « zad. 9.6
Uproécimy podane wyrazenie.
5
5
2 Yo _ = 32=-2 Q) V7V =A7-2=AP=7

TS
\/—\/7\/_2 d)<\/7)\/7\/_3

Przyktad @) < zad. 9.9

Wrylaczymy wspolny czynnik przed nawias i uproscimy utamek.
5z 5 Sy Sm_ S \5/5 \5/§_1

o -3 _ 2B BB e

V2 V2 V2

(8- (388) - (S - -
a-n) \Gwa-w) \wrEy) T\x) T\ T

Usuwanie niewymiernosci z mianownika

W wielu operacjach matematycznych wygodniejszy jest taki zapis liczby rzeczywi-
stej bedgcej ilorazem liczb rzeczywistych, w ktérym mianownik jest liczbg wymierna
- o ile jest to mozliwe. Aby do takiej postaci doprowadzi¢, czyli usunaé niewymier-
nos$¢ z mianownika, najczesciej mnozymy licznik i mianownik przez odpowiednio
dobrane wyrazenie. Wyja$nimy to na przykladach.

Przyktad @ <« zad. 9.10

Usuniemy niewymierno$¢ z mianownika.

1 V5 V5
a) — = = — «—— licznik i mianownik pomnozyli$émy przez V5
V5 BB 5 pommeEY R
1 V232 V4
b) —=— """ =— «— licznik i mianownik pomnozylismy przez V2 - v2
BB 2
6 6V3 2V3
c) — = —\/— = —\/— = —\/— «— licznik i mianownik pomnozyliémy przez V3

9. Pierwiastki wyzszych stopni 73 I

49.6. Oblicz.

2) ( %)11

b) V5 V125

o) \/36.35.33

d) (Va9)* - ¥21- V81

Odp.:a) 28 b)5 ¢ 9 d)21
49.9. Wylacz wspdlny czynnik
przed nawias i upro$¢ utamek.

)\/—+\/_
\3/—\/_
\/_
iz -

<I

b) S22

(B8
G-

<m+m)3

as

V9 + V12
Odp.:a)5 b)2 c)g d)g

49.10. Usun niewymiernos¢
z mianownika.

2V2-33
V- V3
/9 5
Odp.: 2) —~ b) 5V9 ¢) 7V2

d) V6+2V3 e)5V5-1
) 5+ V6

f)



I /4 Dziat 1. Liczby

Usuwajac niewymiernoéci z mianownikoéw, czgsto korzystamy ze wzoru skréconego
mnozenia na rdznice kwadratéw zapisanego w postaci:

(\/'_\/3>.<\/2+\/E)=c—d (dlac>01id3>0)

49.11. Usun niewymierno$¢ Przyktad o zad. 9.11
z mianownika. . . . ‘ . .
) Usuniemy niewymierno$¢ z mianownika.
a —
V7 -2
2(V3+ 2
b) 22\/?\_/31 a) \/gi 5 = (\/5—(\/5) (\/53_ \/E) = «—— mnozymy licznik i mianownik przez (\/§+ \/5)
-2V7 2(V3+ 2
) N = % = 2(\/§ + \/E) «—— stosujemy wzor na réznice kwadratéow
11
d)
1+2v3 1 1-(V5-3)
b = = — zymy licznik i mi ik V5-173
e) %+ \/?: ) ’\/§+ \/g (\/§+ \/5) (\/g_ \/g) mnozymy l1CZniK 1 mianownik przez ( )
=2 Vi-\3 _ V5-13 R ,
f 345 + 1 = =3 = > «— stosujemy wzor na réznice kwadratow
V5-1 Y
Odp.:a) V7+2 b)3V3+4
) V3E+7 d)2v3-1 Czesto usuwamy niewymierno$¢ z mianownika, zeby ulatwi¢ dodawanie i odejmo-
©)3+2vV2 fH4+5 wanie wyrazen zawierajacych pierwiastki.
49.12. Wykonaj dziatania Przykfad o zad. 9.12
. 2 ik . .
i dopr(?wadz wynik do najprostszej Wykonamy dzialania.
postaci. 1
y 3 1 2 < 8 10 >
a = B —— =
Vi-1 \B+3 V7- \f 3- \/— V5
1 3 -1
b) \7 - \f V6 — f f 7+ /3 . ﬂ - E : ﬁ = «— usuwamy niewymiernoéci z mianownikéw
/3 s\ 2443 3_\/‘ 3+v5 V5 45
o) ( - ) : 8(3 + \/’ B .
V5+2 V5+3 3 _10v5 :[2(3+\/§)—2\/§] =
d < 2 3 15 >‘1 . 5
Bl B=d s 9= (6+2\/_ 2V5)" =

-(V3+5)

Odp.: a) —\/?3 b)0 ¢)-3 d)2

J

Usuniecie niewymierno$ci z mianownika pozwala dokfadniej szacowa¢ wartosci wy-
razen zawierajgcych pierwiastki.

Przykiad ©)

Wiadomo, ze V2 = 1,41. Oszacujemy warto$¢ wyrazenia

\/;_ Tz doktadnoscig do

drugiego miejsca po przecinku.



Rozwigzanie

Jezeli w liczbie 51 w miejsce V2 od razu podstawimy 1,41, to otrzymamy:
3 3
~ — = 7,32
VZ-1 041

Natomiast jezeliliczbe 1,41 podstawimy po usunieciu niewymiernosci z mianownika,
to otrzymamy:

3 _3(\/5+1)
VZ-1  2-1

Warto$¢ wyrazenia

=3V2+3=~3-1,41+3=723

3

V2-1
W tym wypadku dokfadniejszy wynik uzyskaliSmy po usunieciu niewymiernosci

odczytana z kalkulatora naukowego wynosi 7,24264...

z mianownika.

9.1. Oblicz pierwiastki.
a) V-32, i/g V64, W1024

51 4 7| 128 5/ 243
b \’—, V625, \|[——, \[-——
) 32 2187 1024
] 6 5 4016
\/—, 0,000064, +/0,00243, \/—
©) 2048 v v 625

9.2. Uporzadkuyj liczby od najmniejszej do najwiekszej.
a) V216, V729, \3/% V625, V256

b) V243, \3/1%, 30,0081, =216, \4/511—6
9.3. Wylacz czynnik przed pierwiastek.

a) V162, V-160, +/0,0048

b) S—g, 405, 3192

c) V-648, /486, /512

9. Pierwiastki wyzszych stopni

75 I

9.2. a) \3/32, 3256, 3729, /625,

re
B
9.3. a) 32, -25,0,2V3

3 4 5
b) ———, 35,26
) 28 5,24
¢) —6v3,32,2/4

216

3 4 391 4_1
b) V-216, 1/0,0081, IE, 51—6,
243
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94.2)-2 b)1 9 d)2
-1 D3 g 72 h)%

9.5.2)5v5 b)7 ¢) 36 d)99

9.6.2)2V8 b)5 ¢)9 d)21

9.7.a)3 b)5 ¢4 d)3

9.8.a) ab® b) 1

9.9.2)5 b)2 d) g

7
<) -
)3

9.10. a)\? b) 5v9 ¢) 7V2
d) V6+2V3 e) 5v5-1
f) 5+ 6

9.11.2a) V7+2 b)3V3+4
¢) V35+7 d)2vV3-1
e)3+2V2 f)4++5

9.4. Oblicz.
a) V=2-+16 e) (s
3 3 >
b 43|42 0 (( \/§)>
) (\/_) g) V43. 4. Ves
V23456
D \2ved M 75 6 % %6 %
9.5. Oblicz.
a) (V5)' b) V7 V49 0 Ve -e-6  d) VII-V33-(V3)
9.6. Oblicz.
a) (\8/5)“ ) 363533
b) V5. V125 d) (V49)* - 21 - 81
9.7. Oblicz.
| 5.7 ) () 43
V81 Va8
V25 - V625 10 3 2
b) T d) ( 81'ﬁ>

9.8. Upro$¢ wyrazenie.

a) Ja- b2 Va2 Vbt

b)i‘/E

9.9. Wylacz wspdlny czynnik przed nawias i upro$¢ utamek.

(/E dlaa>0,b>0,¢>0

IR S/ ik B (/S (AN (I LR A
V- 916 - G- B+
9.10. Usun niewymierno$¢ z mianownika.
1 15 14 3v2+6 25-+5 2v2-3+3
— b) == = J) 2¥X=*°
% "% ‘% Y758 9% Puw
9.11. Usun niewymierno$¢ z mianownika.
a) > ) ~27 e) V6+ V3
V7 -2 V5 -7 V6-3
2V3-1 11 3v5+1
b d) ——=
27 N D 5



9.12. Wykonaj dzialania i doprowadz wynik do prostszej postaci.
2L o5 ¢ 2445
V7-1 V3+3 V7-13 V5+2 V5+3) T3

b)

9.13. Oblicz.
a) a, wiedzac,ze Va=b i Vb=3
b) b, wiedzac,7e a° =5 i b’ =a

¢) a, wiedzac, ze \/\3/\/_ =2

9.14. Wykaz,ze (4+ V15) (VIO - V6) - \4 - V15 =2.

9.15. Wiedzac, ze V2020 + V1980 = a, oblicz V2020 — v1980.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz

W zeszycie.

1. Wskaz zaleznos¢ falszywa.

A5 VI=VID B.VI5:V3=v5 C.V5-v3i=+v3 D.\vi=+3
2. Wskaz liczbe réwna liczbie V18 — V8.
A. 10 B. V10 C. V2 D.5V2
3. Wskaz liczbe réwng liczbie V/64.
A. 22 B. ? C. V2 D.2
4. Dana jest liczba a = (\/5)3 Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A.a=18 B.a=2V2 C.a=<\3/§>2
5. Sprawdz, czy prawdziwe jest zdanie \/\49/_2 é_? 2.
6. Oblicz a, wiedzac, ze va=b i Vb =2.
12 6V3

i 18-43 s3 rowne.

7. Wykaz, ze liczb
yazzelczys_\/_ 2\/_+3

914, (4+ VT5) (VIO - V6) - \4- VI5 = (4 + V5 .m.ﬁz

= (4+ VT5) - V10— 2VG0 + 6 4 — VI5 = (4 + VI5) - 4(4— VI5) (4- VI5) =
=(4+V15)- (4~ VI5)-2=(16-15)-2=2
9.15. (\/2020 - V1980) - (\/2020 + V1980) = 2020 - 1980 = 40.
Zatem V2020 — V1980 = ——0 ___ _ 40

2020 + V1980 a

1 3 4 2 3 15 \!
e e V(ErEatas) (6

d) ¢, wiedzac,ze *=bib*=aia’ =7

9. Pierwiastki wyzszych stopni

9.12. a) _\/T§ b) 0

9.13. a) a = 81

b) b= 5 lub b=-5
¢) a = 4096
d)c=7 lub c= -7

Prosto do matury
1. C

4. P,P,F

5. tak

6. a =1024

2 12 _6Vv3 _
3-v3  2V3+3
12(3 +3)

(3—\/§)(3+\/§)+
63 (23 -3)

B3 (2va-3)
12(3 +V3)
9-3 12-9

12:3-18V3

77

c)-3 d)2

=2(3+V3)+12-6V3=18-43
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10. Potega o wykiadniku
wymiernym

Umiejetnosci:

¢ obliczanie poteg o wyktadniku wymiernym

¢ stosowanie praw dziatan na potegach o wyktadniku wymiernym

* stosowanie praw dziatari na potegach o wyktadniku rzeczywistym

Do tej pory wykonywaliémy dziatania na potegach o wyktadnikach catkowitych. Ko-

rzystaliSmy ze zdefiniowanej wcze$niej wielkosci a, gdzie k € Z. Dla wykfadnika
k < 0 potrzebne bylo zalozenie dotyczace podstawy potegi, a mianowicie a # 0.

Teraz rozszerzymy definicje potegi tak, aby:
* jej wykladnikiem mogta by¢ dowolna liczba wymierna,
* zachowane zostaly wszystkie wlasnosci dzialan na potegach.

Zrobimy to w dwoch etapach, przy czym kazdy z nich bedzie wymagal dodatkowego
zalozenia dla podstawy potegi.

Jezelia>0, neN in>1, to:

a" = a
Przykiad €)
1 1 1 1 1
252 =+25=5 45=+/4, 3=32, \5=52 4=+16= 167,

1 1
3=127=273, 9=93,

Zauwazmy teraz, ze liczbe wymierna E, gdzie n > 1, k € Z, mozemy zapisaé
n

1 . . k n . .
w postaci — -k, ajednoczesnie ({‘/E) = Vak, zatem naturalne jest rozszerzenie
n

definicji potegi w przedstawiony ponizej sposob.

Jezeli a>0, keZ, neNin>l1,to:

k




10. Potega o wyktadniku wymiernym

Kazdy z zapiséw wystepujacych w réwnosciach:
koo . 1\* 1
(-0

(przy zatozeniu, ze a > 0) oznacza to samo: pierwiastek stopnia 7 z liczby a.

Przyktad @)
Zapiszemy podane liczby na rézne Pierwiastki stopnia nieparzystego mozna ()
sposoby. wyciaggac réwniez z liczb ujemnych.
) ) Na przyktad V=8 = —2. Zauwazmy jednak, 7e

Rozwigzanie K

2 w definicji potegi a" konieczne jest zalozenie,

2 .
a) 37 = /32 ze a > 0.

Przyjrzyjmy sie réwnosciom:

3
mﬂ:%E Lo

a*=a®=a’=..
Q) 73 4/ 2 _ lub tym samym réwnosciom zapisanym
7 inaczej:
2 = 1/163 = (V1 —43 =
d) 16 16 ( 6) =4 =64 Réwnosci te sa prawdziwe dla dowolnej liczby

a > 0. Natomiast dla a = -8 otrzymujemy:

V=8 = -2 oraz V/(-8)* = V64 =

11
Y
Przyktad €)
3 5
Sprawdzimy, czy dla poteg a* i a’ prawdziwy jest wzdr na iloczyn poteg o tych
305 35

samych podstawach, tzn. czy a* -a’ = al' 7, Zakladamy, ze a > 0.

Rozwigzanie

33 37 54
at-a’ =a*7-a”* = «— sprowadzamy utamki w wykladnikach
. do wspolnego mianownika
= 28 28
=qa? . azs = Na «—— zapisujemy potegi w postaci pierwiastkow
B o1, 20 " —
= a-t - gV = - \r Yy = Uxy
" 21 +20 21,20 3,5
1/ 21+20 — /g4 _azs_a 28— 28 28_a4 7
5 3.5
3.2

Ostatecznie otrzymujemy wiec réwnosc: a4 a’ =at’,

79 IS
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Jezeli a i b s3 dowolnymi liczbami rzeczywistymi dodatnimi, a p i # dowolnymi
liczbami wymiernymi, to:

al -a" =al*’ «— iloczyn poteg o tych samych podstawach
p
Z—r =al’ «— iloraz poteg o tych samych podstawach
(a?) =a?" — potega potegi
(a 0 b)p =af - b? «— potega iloczynu
a\P _af
b = «— potega ilorazu
b

Udowodnimy pierwsza teze twierdzenia, pozostate udowodnijcie samodzielnie jako
dodatkowe ¢wiczenie.

Liczby a i b s3 dowolnymi liczbami rzeczywistymi dodatnimi.
Liczby p ir s3 dowolnymi liczbami wymiernymi.

P.g" = aPtr

Skoro pir s liczbami wymiernymi, to mozemy je zapisa¢ w postaci:

P - E 1 r = i
n w
gdzie n i w sg dodatnimi liczbami naturalnymi, a k i/ - liczbami calkowitymi. Dalsze
postepowanie jest powtorzeniem przeksztatcen z przykiadu 3.

k 1 k-w I-n
al " =an-aqv=arv.qun = «— sprowadzamy ulamki do wspoélnego mianownika
n-w n-w
= Nakw. Nghn = «—— zapisujemy potegi w postaci pierwiastkow

n-w
— \/ak~w,al'n= ‘_%W: VXY
= "Ngkw+ln = PRV SN ES

k-w+l-n k-w+l-n k
=g nw —qgnrw nw—gn

1
e p+r - L .
v=q «— zapisujemy pierwiastki w postaci poteg



Przyktad o
Zapis pierwiastkow w postaci poteg czesto ulatwia obliczenia.
1 1 1 1 36 32 3,2 il
a) V8- Woa=85-647 = (2)7-(2°)5 =25.255 22525 =25 5 =25 =2

5 N 301 3,1 9+5 uo
b) \/5.\/5:25.23:25 32015 =015 — ;/pl4
4 4
2.V 2.25 25 s
oo, 1z o =2
25 2

il
s

) =21=2

15 - 4
12 z
2 5

Potega o wyktadniku rzeczywistym

Wychodzac od definicji potegi o wyktadniku naturalnym, doszlismy do definicji po-
tegi o dowolnym wykfadniku wymiernym. Do wyznaczenia wartosci takich poteg
trzeba zwykle uzywac kalkulatora naukowego albo komputera, np.:

a1
3 = _IW = 0,154487685...

Nie bedziemy doktadnie definiowa¢ potegi o wykladniku niewymiernym - wyma-

ga to bardziej zaawansowanej wiedzy matematycznej. Poprzestaniemy na intuicyjnie

przyjetym stwierdzeniu, ze liczba a” jest dla kazdej liczby dodatniej a i kazdej liczby

rzeczywistej w jednoznacznie okreslona.
Przyjmujemy réwniez, ze dla kazdej liczby rzeczywistej w prawdziwa jest réwnos¢:
1“=1

Przyktad @)

Na przykladzie potegi 2V pokazemy, w jaki spos6b mozna oszacowac jej przybli-
zong warto$¢. Liczba V3, jak kazda liczba niewymierna, ma rozwiniecie dziesigtne
nieskonczone i nieokresowe.

Odczytajmy z kalkulatora:

V3=2 2’ =4
V3 = 1,7320508...
) ) o V3=17 2 = 3,249009585
Wezmy kolejne przyblizenia liczby /3. o
Majg one skoniczone rozwiniecia dziesiet- V3= 173 277 = 3317278183
ne, zatem sa liczbami wymiernymi. Ich | V3=1,732 | 2""** = 3,321880096
warto$ci sg zapisane w lewej kolumnie ta- V3=17321 | 27321 £ 332211036
beli. Z kalkulatora odczytujemy przyblizo-
. yewjerny przy V32173205 | 27 = 3321995226
ne wartosci poteg.

10. Potega o wyktadniku wymiernym

81
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Kolejne liczby wystepujace w prawej kolumnie sg coraz dokladniejszymi przybli-
zeniami liczby 2", Taka operacje mozemy powtarzaé np. za pomocg kompute-
ra i otrzymywaé w ten sposob coraz dokladniejsze przyblizenie szukanej potegi.

Liczba 2"’ 2 doktadnoscig do 9. miejsca po przecinku jest réwna 3,321997085.
J

Dla poteg o dowolnych wyktadnikach rzeczywistych prawdziwe sa wszystkie twier-
dzenia dotyczace poteg o wykltadnikach wymiernych, czyli: jezeli « i 3 sa dowolnymi
liczbami rzeczywistymi oraz a i b dowolnymi liczbami rzeczywistymi dodatnimi, to:

o g% 61’8 =a"" p «—— iloczyn poteg o tych samych podstawach

(04
a _
o —=g" F «— iloraz poteg o tych samych podstawach

ab
¢ (”a)ﬁ =a"f «— potega potegi
° (a . b){x =a"-b" «—— potega iloczynu
a\* a"
. —) =— «—— potega ilorazu
b b

Dla a>0 1 b >0 zachodzi réwnos¢:
1 1 1 1
(az —b2> <a2 +b2> =a-b
Aby to sprawdzié, wystarczy zastosowaé wzér na réznice kwadratow:
11y / 1 1 1N 1N
Przyktad ©
1 1 303
Obliczymy warto$¢ wyrazenia (1252 - 272> (52 + 32 )
Rozwigzanie
1 1 33 1 1 1 1
<1252 —272> (52 +32> - <1252 —272> ((53)2 + (33)2> -
1 1 1 1 1o [
= <1252 —272> (1252 +272> =125-27=98 <—(a2—b2>(a2+b2> =a-b

Odp.: 98
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Odpowiedzi i rozwigzania

10.1. Oblicz. 10.1. a) 2,8, 32
1 3 5 1 2 1L 1 1 25 _L 8 4L b) 2,4, 16
a) 42, 42, 42 c) 273, 273, 27 3 e) (—) 4 (—) 2 (—) } ) 3,9,81
16 81 27 |
1 2 4 1 3 1 1 1 3 d) 3,27, -
3¢5 g3 1911 812 1\2 (33\5 (47): 0
b) 83, 83, 83 d) 814, 81¢, 81 2 0 (22)2 (32) 3 (12 9 8l
4 8 9 D= —
5° 16
. ni 2
10.2. Oblicz. >
1\5 9\ 1\5 125\ (27\> [625\; 115 4 2
SN @ EE) ) L
) (125) <16> ( 4 ) 64 8 81 4 10.2.3)5 5, 3
1 25105 1 2 L _1 2 _2 b) 2, Z, 2, §
b) 64¢, (—) , 0,25 2, (—) 2 e) 0,49 2, 0,1253, 0,027 3 > >
49 36 g8 51
-2 93 \~+ 9\: 3 ! 1 27 7 4
c) <2—) 2 (2—) 3 (7—)2 f) 0,042, 0,0001 4, 0,125 3 a6 2 9 8
4 125 16 25’ 47 25" 125
10 1 100
10.3. Zapisz w postaci potegi, bez uzycia symbolu pierwiastka. 7% 9
s f) 0,008, 100000, 2
5
a) V7, V2, V33, 5, V7 O \3V27, \3v3, 22, \2\2V2 1
L \ N N 10.3. a) 72, 23, 35, 54, 7 °
b) 5V5, 3V3%, 242, 7V7, 992 d) (2v2)’, (9V3)", 93, 832, 216 LGl ol 32
b)52,33,23,7493
L 2 2 7
10.4. Przedstaw w postaci potegi 2¥, p € Q. c) 3¢, 34,29 28
. L e P
Lo 1o 315.515 42237322222
a) 22-22-2° c) 16*-8 2- V8 & —— =7 104.2)2' b2’ 27 @2°
23-@)3 e)2° )22
Lo 2 os\s (3) 22 v
b)2 -42.8 d) 32 2:644 | - V128 ) 2 ——
64 4.0,25
10.5. Zapisz w prostszej postaci.
1 1
(\/§+2)<52—42>
20 12
- V2
a) V3. 327 ) 0125
L s 1 1os L
32.4/9.3 2 24+43.24-2.34 34 SO
b) d) — -<z4+34>
812 .27 22 - 32

1
3=
10.5.2) 3> b)3 3 )8 d) 5 Wskazéwka: Przeksztalé mianownik do postaci

1 1 1 1 1 1
22 —32 = (24 - 34> (24 + 34 ), a w liczniku wykonaj nastepujace przeksztalcenia

g i i B8 g 1 i B 1y & i 2
24+3-24—2-34—34:<24+3-24>—<2~34+34>:24 (24+3>—34 <2+34>.
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106.9)1 b 925 &8 10.6. Wykonaj dzialania.
1 1
(112-2) (i 3 02 125 (1)
a) 3 3/5\2 C) 1
(V125 - ¥8) 625 22571
2 _2 2 : : 2
5 ,1253.(1) 4.72+4.22
5
b) — d) —
25 2 18 +2 - 56
2 2 2 -1 1072 2 3
10.7. 3° 10.7. Wyrazenie <23 - 0,253 - \3/Z> : (;)5 -0,815 - V100 przedstaw

W postaci potegi 3P, peqQ

1 1
10.8.a) a® b)a’ <) (ab)? 10.8. Przedstaw podane wyrazenie w postaci potegi a’, (ab)? lub (g)p, peqQ
5
d) (g) wiedzgc, zea >0 1 b > 0.
1
alg.f/;.\/a ava-bVb 06
v O\
a2 Vab a
T—\* 3
b) <a a az.%>_3 Q) ava\/E \3/61\/5
3 2 ° ,\/a ) 3
¢ b\bVb bb
1
10.9. a) ab® b) a: c)a-b 10.9. Zapisz wyrazenie w prostszej postaci, wiedzac, zea >0 1 b > 0.
2
@2 ) o Vet o (va+ V) (va- 1)
b) (avb)'- (Vab)~ d) V2a? - Vaa®

10.10. Wykaz, ze dla dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej a oraz dowolnych liczb
p

wymiernych p i r prawdziwy jest wzor 27 =af™".

10.11. Wykaz, ze podana réwnos¢ jest prawdziwa.
2

CNs /1 \a !
<22+1> +<22—1> :2<22+1>

10.10. Zakladamy, ze a > 0, a p, r € Q. Zatem p = k, r= i, gdzie n, m € N,
n m
n,m>0, k, [ € Z. Wtedy:

a? a; a% ”m/akm nm akm o km —In k_1 _
- - — — — km_l_ nm — an m — 4P°T
=7 == = = Na n=a =a =a
a’ 1 In nm— al”

ar anm a
10.11

i 1 1\ 2 1\ 2 1 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2 i 2 i 2
(22+1) +(22—1> = <22+1> +2-<22+1> -(22—1> + (22—1>
1
1 1 1 2 2 1 1 1
=22+1+2- <<ZZ+1><22—1>> +22—1=2-22+2~(2—1)2=2<22+1>



10.12. Wykaz, ze podana liczba jest catkowita.

1 N
2-32 +12+32

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

3
1. Wskaz liczbe, ktéra jest réwna liczbie 22.

2
A. 4\E B. L C. 28 D. <%>3

23

2. Wskaz liczbe, ktéra jest réwna liczbie \/5V/5.
3

1 g g g
A. 5 B. 54 C. 52 D. 54
2
3. Liczba 6,31 jest przyblizeniem liczby 10°. Wsréd podanych liczb wskaz te, ktora
1
jest przyblizeniem liczby 10 °.
A. -6,31 B. 0,0631 C. 0,631 D. 3,69

4. Ocen prawdziwo$¢ podanych zaleznosci.

ER L A L A
A. 45 =165 B.<22+22> == c.<22—22> ==
5. Oblicz.
1 2
a) 164.273:257%° b) V9. 27: W81
6. Oblicz.
1 _2 _1
25.(1) 3.(1) i
2 4
41.4/8
4
a’-~\a o6

7. Zapisz wyrazenie -a  w postaci potegi liczby a, wiedzac, ze a > 0.

1 1\ 2 1\ 2 1 1
N2 1IN 2 1IN 2 1N 2 1\72
10.12. (2—32> +<2+32> = (2—32> +2~<2—32> -<2+32> +
2
1\: 1\t 1 N\ [
+ <2+32> =<2—32> +2-<(2—32><2+32>> +<2+32> =

1 1
. 1 1

1 1 -5 2+32+2-32
= = 4 - +2-(4-3) 2=

u 1 1 1
2-32 2+3? (2—32><2+32>

+2~1:i+2:6
4-3

10. Potega o wyktadniku wymiernym

Prosto do matury
1. A

4. F, F P

5.a)90 b)3

85 I
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Vs

temat 1.9

MultiteZa

e | ogarytmy

dlanauczyciela.pl | Kartkowka 1.11

G Generator

testéw i sprawdzianow

11. Pojecie logarytmu

Umiejetnosci:

* wykorzystywanie definicji logarytmu

Wiemy, ze liczba a" jest dla kazdej liczby dodatniej a i kazdej liczby rzeczywistej w
jednoznacznie okreslona. Inaczej méwiac, jezeli zalozymy, ze a, w e R i a > 0, to
istnieje doktadnie jedna liczba b € R, dla ktérej zachodzi rownos¢:

a’=b
Z wlasno$ci dziatan na potegach wynika ponadto, ze skoro a > 0, to réwniez b > 0.

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Gdy liczby a i b sa dodatnie i a # 1, to istnieje doktadnie jedna taka liczba x,
ze a* =b.

Dowdd tego twierdzenia pominiemy — wymaga on znajomosci bardziej zaawanso-
wanej matematyki.

Liczbe x mozna czasem wyznaczy¢ w prosty sposob, np.:
o jedli 2 =8, to x =3, bo 2° =8,

o jesli 3% = % to x=-1, bo 37" =

>

[SSHI

1
o jesli 5% = /5, to x:%, bo 52 = /5.

Najczesciej jednak wyznaczenie wykladnika takiej potegi jest zadaniem trudnym.
Mozemy na przyklad znajdowac coraz dokladniejsze przyblizenia liczby x spetniajg-
cej réwnanie 2" = 3, postugujac sie kalkulatorem, ale doktadnie jej nie wyznaczymy,
bo x jest liczba niewymierna.

Liczbe x wyrdzniono nowym okresleniem.

Logarytmem przy podstawie a (a > 0 i a # 1) liczby b (b > 0) nazywamy
wykfadnik potegi, do ktérej nalezy podnies¢ liczbe a, aby otrzymac liczbe b.

log,b=c, gdya"=bia>0,a+1,b>0

Liczbe b nazywamy liczba logarytmowana.




Twoércg logarytmow jest szkocki matematyk John Napier (Neper)
(1550-1617). W pracy Opis zadziwiajgcych tablic logarytméw (opublikowa-
nej w 1620 r.) podal opis i wlasnosci logarytmow oraz szereg ich zastosowan,
przede wszystkim do upraszczania skomplikowanych rachunkéw, wykony-
wanych np. dla potrzeb astronomii.

Liczba x spelniajgca rownanie 2* = 3 jest wiec logarytmem przy podstawie 2 liczby 3.

Q)

Zapisujemy ja x = log, 3. Jej wartos¢ to:

log2 3 =1,5849625...
Podobnie:

log;2 =0,6309297..., log,7 =14036774..., log 53 =3,1699250...

Przykiad €D

a) Jezeli 5 =7, to x =log 7.
b) Jezeli 4 =9, to x =log, 9.

) Jezeli 3% =17, to x =log, 17.

d) Jezeli (\/ﬁ)x =2, to x =log 32
J

Logarytmy wielu liczb sg liczbami wymiernymi (podobnie jak pierwiastki).

Przyktad @
a) log,4 =2, bo 2* =4

zad. 11.1a

b) log,81 =4, bo 3* =81
c) log.1=0, bo 50=1

Przyktad @) < zad. 11.2d

Obliczymy podany logarytm.

a) log (5 \3/3)
Rozwigzanie
a) log\@(S\S/g) =X

Odp.: log .5 (5 \3/5) = g

1 2 _1
d) logzz— 2, b012 =1
e) 10g42:%, bo 42 =2
f) log,7=1,bo 7 =7

b) log .57 (9\5/5)

«— oznaczamy literg x szukang liczbe

«— korzystamy z definicji logarytmu

«— doprowadzamy potegi do tej samej podstawy

«— poréwnujemy wykltadniki

11. Pojecie logarytmu

411.1. Oblicz

a) logarytmy przy podstawie 2

liczb: 1, 2, 128, l, i
2 64

Odp.: 0, 1, 7, -1, -6

411.2. Oblicz.

87 I

d) log ;5 32, log 3_16’ log 3727,

log, .5 16, log27%9, log 475
Odp.: 10, -4, 9, 22, & _2
313 3

1
7
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b) log W (9 \5/3) =x «— oznaczamy litera x szukang liczbe
(3 \/ﬁ)x =93 «—— korzystamy z definicji logarytmu
T\* 1
(3 - 272 ) =3%.35 «—— wykonujemy dziatania na potegach
X
1+= 2+ -
<3 2 > =3 5 «—— doprowadzamy potegi do tej samej podstawy
5 11 . . s
Ex = 5 «— poréwnujemy wyktadniki
22
xX=—
5
22
Odp.:1 9V3) ==
p.: log .5 (9V3) =
<11.4. Oblicz x. Przyktad @) < zad. 11.4
a) log, x =2 Wyznaczymy liczbe x, wiedzac, ze log, x = -2.
b) log. x =1
) log, x=0 Rozwigzanie
i % =
a1 1 Zgodnie z definicjg logarytmu -2 jest wykladnikiem potegi, do ktdrej nalezy podnies¢
0g X = ~ - 1
3 . . . . _ 472 _ L
&) log,, % = 3 liczbe 4, zeby otrzymac x, czyli x =4 ° = =
f) log . sx=6 Odp.:x=1i6
g) log, x = -1 J
h) log1 x =4
2

T i Zapisane ponizej wlasnosci wynikaja bezpo$rednio z definicji logarytmu.
5%~ 5

Odp.:a)9 b)5 ¢ 1 d) V10

1 1 .
€) 1000 f) 27 g)Z h)E )5 Dla kazdego a >0 ia # 1 oraz b > 0:

log,1=0
log a=1
alogah -b
411.6. Oblicz. Przykiad @) « zad. 11.6
log 5
a) 10 log - 10
3 5log54 a) 3log39 -9 ) (ﬁ)210g710 _ ((\/?)2) 0g7 _ 710g710 - 10
o) glogs 15 b) 510g52 ) d) 4log27 _ (22)10327 _ 22-10g27 _ (2log27>2 — 72 _ 49
d) 210g264
e) 3log315
f) 49log73

Odp:a)5 b)4 ¢)225 d)64
e 15 )9



Przyktad 0 zad. 11.5

Obliczymy log .5 log (@)

Liczbe log log, b czytamy ,logarytm przy
podstawie a logarytmu przy podstawie m z b”.

O | —

1
3
Rozwiagzanie

Zauwazmy najpierw, ze liczba logarytmowana b logarytmu przy podstawie V2 jest

bzlogéé.
logﬁlog§%=logﬁ2= <—logéé:2, bo (%)Z:é
=2 —bo (v2)’=2
Odp.:log\ﬁlog%é=2
Przyktad @) < zad. 11.7

Obliczymy 36'*71°862,

Rozwiagzanie
Zastosujemy wzory dotyczace dziatan na potegach.
36l+log62 = 36- 36log62 —
log ¢ 2 2
—36. (62>°g6 - 36. 6210g62 - 36. (6log62) _

=36-2"=36-4=144

m+n m n
«—a =a -a

«—— dwukrotnie stosujemy wzor

m-n m\n
a"" = (")

Odp.: 36' 11862 = 144
J

Wazna role wsrdd logarytmoéw pelnig logarytmy przy podstawie 10, czyli logarytmy
dziesietne. W zapisie logarytmu dziesietnego pomijamy liczbe 10 i np. logarytm przy
podstawie 10 liczby 5 zapisujemy: log 5.

Przyktad @) < zad. 1110

a) log 100 = 2, bo 10” = 100 ¢) log 0,001 = -3, bo 107 = 0,001

1
b) log 1 =0, bo 10° = 1 d)log\/1_=%,b0105=\/1_0

J

Wigkszos¢ kalkulatoréw naukowych pozwala oblicza¢ logarytm dziesietny dowolnej
dodatniej liczby x oraz wykonywac¢ operacje odwrotna — podnosi¢ 10 do potegi x.
Trzeba tylko pamietad, Ze sg to wyniki przyblizone. Na przyktad, z dokladnoscig do
dwoch miejsc po przecinku, log 17 = 1,23, a 1045 = 16,98.

11. Pojecie logarytmu

411.5. Oblicz.

a) log, log 81

b) log 1 log, 8
3

c) log ;5 log; 9

d) log 1 log , 64
9

1

e) log 5 log % 3

f) log .z log, 32
g) log 5 log,. 125
2

h) log, log, V4
i) log, log , V3

89 IS

Odp.:a)2 b)-1 ¢)2 d) —%

92 H2 gl h)—% i) —2

411.7. Oblicz.
a) 21+log23
b) 62—10g63
) 33+log32
d) gl-log,3

e) 251 ~logs2
5 — log,27

f)27 ¢

Odp.:a) 6 b)12 ¢)54 d)zi7

e)24—5 f3

411.1. Oblicz
b) logarytmy dziesietne liczb:

1000, 10000, 0,1, 0,001, 0,00001.

Odp.: 3, 4, -1, -3, -5
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411.12. Wyznacz liczbe

decybeli dla odgtosu motocykla
pozbawionego tlumika. Natezenie
dzwieku wydawanego przez ten
motocykl wynosi 0,01 W/m?.

Odp.: 100 dB

411.13. Skala Richtera stuzy do
okreslania (w stopniach skali) sity
trzesien ziemi. Sita ta opisana

jest wzorem R = log Ai’ gdzie
0

A oznacza amplitude trzesienia
wyrazong w centymetrach,

Ay = 10~ cm jest stala, nazywang
amplituda wzorcowsy.

a) Ile stopni w skali Richtera ma
trzesienie ziemi o amplitudzie

A =10cm?

b) W listopadzie 2013 r. w Chile
mialto miejsce trzesienie ziemi

o sile 6,6 w skali Richtera. Oblicz
amplitude tego trzesienia ziemi.

Odp.:a) 5 b) 10*° = 4 [m]

Logarytmy maja wiele zastosowar.

Poziom natezenia dzwieku mierzymy w dB (decybelach). Liczbe decybeli N oblicza
sie wedlug wzoru N = 10log Iio) w ktorym I to natezenie danego dzwieku mie-
rzone w W/m® (watach na metr kwadratowy), a I, to natezenie dzwieku na progu
styszalnosci dla ucha ludzkiego wynoszace 102 (jedna bilionowa) W/m?.
Przyktad €) « zad. 11.12

Natezenie dzwieku pily laficuchowej wynosi 0,1 W/m?*. Wyznaczymy liczbe decybeli
dla odgtosu tej pily.

Rozwigzanie

Podstawiamy do wzoru I = 0,1.
0,1 107
o - 10°108 1553
Odp.: Poziom natezenia dzwieku dla odglosu pily tancuchowej wynosi 110 dB.
Przykiad () « zad. 11.13
W tabeli podano gestos¢ zaludnienia kilku

N:10-logli:10-log =10-log 10" = 10-11 = 110
0

Gestosé zaludnienia

wybranych panstw. Panstwo : ,
Wielkosci przedstawione w srodkowej ko- VEH o5 @28 21
lumnie tabeli sg bardzo zrdznicowane. | Monako 16 500 4,22
Trudno byloby je na przyktad przedstawi¢ Singapur 6650 3,82
na czytelnym diagramie. Dlatego w prawe;j
. o tes . Martynika ? 2,58
kolumnie umiescilismy logarytmy dzie-
sietne wielkosci ze srodkowej kolumny. | Polska 123 2,09
Wszystkie podane tam liczby mieszcza sie Szwecja 19 1,28
dziale (=2; 5).Jezeli wiemy, ze loga-
W prze z.1a.e( ) ]e,z.e 1w1em?7 z.e oga Angola ’ 0.04
rytm dziesietny gestosci zaludnienia An-
goli jest rowny 0,94, a Martyniki 2,58, to | Mongolia 1,73 0,24
nalezy sie spodziewa¢, ze Angola w prze- | Grenlandia 0,03 -1,52

ciwienstwie do Martyniki nie nalezy do
grona panstw gesto zaludnionych. Gdy chcemy sie dowiedzie¢, ile oséb przypada

w tych panstwach na 1 km®, wyznaczamy: 10%* = 8,71 i 10>*® = 380.

J

Operacje zamiany wielkosci fizycznych lub chemicznych na ich logarytmy dziesietne
stosuje sie miedzy innymi przy okreslaniu skali kwasowosci i zasadowosci roztworéow
chemicznych (skala pH). Dzieki temu informacje podane na przyklad na kosmety-
kach sg bardziej czytelne. Napis ,,pH = 5,5” umieszczony na opakowaniu szamponu

wyglada ,mniej groznie” niz ,pH = 316 000" (10™ = 316 000).




11.1. Oblicz

a) logarytmy przy podstawie 2 liczb: 1, 2, 128, -

b) logarytmy dziesietne liczb: 1000, 10 000, 0,1, 0001 0,00001.

¢) logarytmy przy podstaw1e—hczb 27,81, 243, 2—7 L

11.2. Oblicz.

a) log .25, log 343, log 1296, log 5729, log , 1024, log, 64

1
b) logg 2, logg, 3, log,, 9, log25 log69 %’ , log, — o
) log 5, log3(3\/§) 10g2<4\/—) 10g3< \/_> log2<0125\/—) log+/0,001

1
log %27, log .5 16, log27%9, log7%;
5, log,,, 0,0121

1
d) log NG 32, log NG g,

e) log 02 0,04, log 025 0,5, log 0.2 0,008, log 050,125, log 0,0016

11.3. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

1 1
A.log21<0 B.logig<0
11.4. Oblicz x.

a) log,x =2 d) logxzé
b) log. x =1 e) log,, x=-3
c) log,,x=0 f) log . zx=6

11.5. Oblicz.
a) log,log, 81 d) logllog464
e) log\flog1 !

f) log \flogz 32

b) loglog, 8

c) log i@ log 9

11.6. Oblicz.

a) 1Olog 5 b) 510g54
11.7. Oblicz.

a) 2’1 +log, 3

b) 62—10g63

) 9log 315

) 33+log32

d) 81—10g23

11.8. Oblicz log V3, wiedzac, ze logyx = %

d) 210g 2 64

C.log19<0
3

g) log, x = -1

h) log1x =4
2

- _1
i) log,sx = 5

g) logslog,. 125
2

h) log,log, V4
i) log,log, V3

e) 3log3 15

e) 2’51 —logs52
5 - log ;27

f) 27 ¢

11.9. Wykaz, ze rozwigzaniem réwnania jest podana obok liczba.

a) log, (2" +8) =4, 3

11.9. Dang liczbe podstawiamy do lewej strony rownania i obliczamy warto$¢ otrzymanego

wyrazenia.

b) log.log,(x-3)=0, 7

a) log, (23 + 8) = log, 16 = 4, zatem liczba 3 jest rozwigzaniem réwnania

log, (2’“ + 8) =
b) log . log,(7 —3) = log . log, 4
log . log ,(x —3) =0

= log . 1 = 0, zatem liczba 7 jest rozwigzaniem réwnania

f) 4910g 73

11. Pojecie logarytmu

Odpowiedzi i rozwiazania
11.1.a) 0, 1, 7, -1, -6

b) 3, 4, _1; _37 _5
C) -3, -4, -5, 3, 4

11.2. a) 2,3,4,6, 10,3
1 1

b) T T %: Y _1) _3
3° 4 3 2
BN E N ERE s
2 2 3 3’ 2
d) 10, -4, 9, 22, & 2
3" 13 3
02 133 -1
2 4’
11.3. P,E, P

11.4.2)9 b)5 ¢ 1 d) V10
1 1
e) 1000 f)27 g)Z h)E

115.2)2 b) -1 o2 d)—%

91

i) 5

2 02 gl h)—% )

11.6.a)5 b)4 ¢)225 d) 64

e)15 )9

117.2)6 b)12 ¢ 54 d) -

e)% f 3

11.8. 1
2



92 Dziat 1. Liczby

11.10. log, 9 —log,, 6 —log., 7 =
1 1

=2---1=-<1
2 2

11.11. a) % b) V11

11.12. 100 dB

11.13.2) 5 b) 10*° =~ 4 [m)]

Prosto do matury
1. D

4. F,F P

5. 21
2

1
6. log 5 > log 54,
log /100000, log 2 2%
3

7.1

11.10. Wykaz, ze liczba log ;9 —log 6 —log, 7 jest mniejsza od 1.

11.11. Oblicz x.
a) log\/}é:6 b) log, 11 =2

11.12. Wyznacz liczbe decybeli dla odgtosu motocykla pozbawionego ttumika. Na-
tezenie dzwicku wydawanego przez ten motocykl wynosi 0,01 W/m?®.

11.13. Skala Richtera stuzy do okreslania (w stopniach skali) sily trzesien ziemi. Sita
ta opisana jest za pomocg wzoru R = log AA’ w ktérym A oznacza amplitude trze-
0

sienia wyrazong w centymetrach, A, = 10°* cm jest stala, nazywang amplituda

WZOICOW3.

a) Ile stopni w skali Richtera ma trzgsienie ziemi o amplitudzie A = 10 cm?

b) W listopadzie 2013 r. w Chile mialo miejsce trzesienie ziemi o sile 6,6 w skali
Richtera. Oblicz amplitude tego trzesienia ziemi.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1. Wskaz wartos¢ wyrazenia log 0,4 + log 1 3.

9
1

Al B. - C -1 D. 0
2 2
2. Wskaz liczbe niewymierna.
A.log, 32 B. log,, V9 C. log; V5 D. log, V12
3. Wskaz liczbe najwieksza.
A. 10g7% B. log1 LS C.log: 5 D. log, V3
3 5
4. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
Liczba 107719820 _ 50854 jegt
A. parzysta. B. zlozona. C. pierwsza.

5. Oblicz 4'°8237 1,

6. Ustaw liczby: log 4, log V100000, log é, log 2 28—7 w kolejnosci rosnace;.
3

7. Wiedzac, ze log , x = 2, log, x = 3, log _x = 6, oblicz log . x.



12. Powtdrzenie

12. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-30 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

W zeszycie. Odpowiedzi i rozwigzania
1. Wskaz wyrazenie, ktdre jest zapisem iloczynu ilorazu liczb a, b i pierwiastka stop- 1.C
nia trzeciego z réznicy kwadratéw tych liczb.
b ¥ 12 a-b a 35 1 a 35 1
A.a a*-b B.m C.b a*-b D.b a*+b
2. Wskaz wérod podanych liczb te, ktora ma najwiecej dzielnikow naturalnych. 2.B
A. 14 B. 50 C. 101 D. 125
3. Wskaz wyltaczony przed nawias czynnik W, jezeli 2a° +4a’b + 2ab’> = W(a +b)’. 3.D
A.a B. 2 C. ab D. 2a
4. Wskaz wylaczony przed nawias czynnik W, jezeli 4. C
3v2(x — 1) + 6V2(x + 5) - 312x = W(2x + 9).
A W=1V2 B. W=-2 C.W=3V2 D. W =-3+2
5. Wskaz pare liczb wzglednie pierwszych. 5. B
A. 13152 B. 27164 C. 151108 D.7i91
2
6. Wskaz liczbe rowng liczbie <\/2 -V3- \/2 + \/§> . 6. C
A.8V3 B. -2V3 C.2 p. 2V
V3-1
o Tl 2 NI | B VA
7. Wskaz liczbe réwng liczbie \fla - V4. 7. A
A2 B. 2 c? D. 1
2 3 4
8. Wskaz liczbe réwng liczbie \;?/51 -243. 8.D
A 28 B. -2 C.8V3 D. 6
V3-1
% 416
9. Wskaz liczbe ré liczbi 9.C
skaz liczbg réwng liczbie ——= NI
A4 B. = @ D.2
2 4
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10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Dziat 1. Liczby

10. Ile razy liczba 0,312 jest mniejsza od liczby 312°2

A. 100000 razy B. 1000000 razy  C. 1000 razy D. 10000 razy
11. Mase Storica réwna 1,989 - 10> g mozna wyrazi¢ w kg jako
A.1989-107.  B.1989-10°.  C.1989-10".  D.1989-107.
12. Wiskaz liczbe, ktora ma skonczone rozwiniecie dziesietne.
A2 B. 2 C. 1 D. =

3 7 8 12

13. Wskaz liczbe rowna liczbie %
A. 0,03 B. 0,0(3) C. 0,(30) D. 0,(03)

14. Wskaz wyrazenie rowne wyrazeniu 3(x —2) — [2(3x - 1) - 3].
A. -1-3x B. -3x C.1-3x D.2x -1

15. Wskaz wyrazenie réwne wyrazeniu (2a + b)(a — b) — 3a(a + b) + 4ab.
A. —a* - b B.a’ -V’ C.2a-b D.d* + b’

16. Ile ztotych reszty z 20 zt otrzymat Waldek, ktory kupit 4 ciastka po a zlotych za
sztuke i 2 butelki soku po b zlotych za butelke?
A.20-4b-2a B. 2(2a-b-10) C.2(10-2a-b) D.2(10+2a-b)

17. Wskaz wyrazenie rowne wyrazeniu 2x” + 16xy + 32y°.
A. (2x +4y)’ B. 2(x + 4y)° C. 2(x +8y)° D. 2(x + 16y)

18. Zmieszano 1,5 litra soku jabtkowego z m litrami soku bananowego, a nastepnie
przelano mieszanine, napetniajgc n szklanek. Ile litréw soku miesci sie w czterech
szklankach?
A. 2(3 +2m) B. 4(L5 +n) C. 3(1,5m + n) D. 23 +m)

n m n
19. Wskaz liczbe, ktéra nie jest przyblizeniem liczby V8 = 2,8284271...
A.3 B. 2,8 C. 2,82 D. 2,828

20. Wskaz wyrazenie rowne wyrazeniu 4 p2 —12pg + 9q2.

A tap =9 B. 2p-3q° C. (2p+3q)° D. 2p-9q)°
21. Wskaz liczbe rowna liczbie % ias
A.5 B. 4 c. 25 D. -4

5



22. Wskaz liczbe, ktdra jest rozna od pozostatych podanych.

A. 232 B. 438 C. 8V2
6
23. Wskaz liczbe réwna liczbi )
SKaz 11CZ QI’OWHE} 1CZD1e 2\/3_3
A.6V3+3 B. 2(2V3-3) C.4\V3+6
24, Wskaz liczbe wiekszg od 3.
A. V8 B. V28 C. V78

D. 1612

D.4v/3-3

D. V128

25. Wskaz liczbe, ktdra jest zaokragleniem liczby 7,687986.

A. 7,6 B. 7,68 C. 7,688

26. Wiskaz warto$¢ wyrazenia (2x— y)(2x+ y) —3(x— y)2 —2x(3y+x) dla x = V3

D. 7,6879

iy=+2
A. 11 B. -11 C. -10 D. 12
27. Wiskaz liczbe réwna polowie liczby 4°.
A ¢ B. 2° c.2” D. 4
28. Wskaz liczbe réwng 315 liczby 25%.
5
A. (é) B. 5° c. s D. 25°
29. Wskaz nierownos¢ falszywa.
1 1 1
A.log,8 <4 B. 10g3E<—2 C. log%E<—3 D.10g2E>—5
28 +427
30. Wskaz liczbe rowng liczbie T
A. 16 B. 8 C. 4 D.1

W zadaniach 31-48 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

31. Liczba 123000 000 030 102 jest
A. podzielna przez 4. B. podzielna przez 6.

32. Liczba 10000 062 jest

A. pierwiastkiem kwadratowym z liczby naturalne;.
B. kwadratem liczby naturalne;j.

C. szescianem liczby naturalnej.

C. podzielna przez 9.

22.

23.

24,

25.

27.

28.

29.

30.

31.

F,P,F

12. Powtdrzenie
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32. P, F, F. Wskazéwka: Liczba

10000 062 nie jest podzielna
przez 4, zatem nie moze by¢

kwadratem zadnej liczby parzystej.



I 06 Dziat 1. Liczby

33. P,E P

34. P,P, F

35. F, F, F. Wskazowka: Jako
kontrprzyktad mozna wskazaé np.
liczby 6, 18, 30 (lub ogélniej liczby
postaci 12k + 6).

36. P,P,P

37. P,P,P

38. F, P, P. Wskazowka:
Jezeli przyjmiemy, ze

m=\[3+\/§—\l3—\/§, to
2

m- = 2.

39. P,E F

40. F, P, F

33. Pokdj ma a metrow szerokosciib metrow dlugosci, drzwi majg szerokos$¢ 80 cm.
Niech p oznacza dlugos$¢ listwy podlogowej mierzonej w metrach. Zatem
A. p=2(a+b)-08. B. p=a+b-08. C. p=2(a+b-04).

34. W pewnej firmie % wszystkich zatrudnionych ma $rednie wyksztalcenie, Z po-

zostalych ma wyzsze wyksztalcenie, a 20 0s6b ma wyksztalcenie podstawowe.

A. W tej firmie pracuje ponad 100 osdb.

B. W tej firmie pracuje 120 osob.

C. Na podstawie danych nie mozna podac¢ liczby zatrudnionych w tej firmie oséb.

35. O trzech roznych dodatnich liczbach naturalnych a, b i ¢ wiadomo, ze sumy
dwodch dowolnych z nich, czyli a+ b, a+c i b+c, sa podzielne przez 12.

A. Kazda z liczb g, b i c jest podzielna przez 12.

B. Co najmniej jedna z liczb a, b i c jest podzielna przez 12.

C. Suma a + b + ¢ jest podzielna przez 12.

36. Suma dwoch liczb jest rowna V6, a ich réznica wynosi V2. Réznica kwadratéw
tych liczb jest

A. liczbg niewymierna.

B. wielokrotnoécia liczby V3.

C. wieksza od 3.

37. Istnieje liczba niewymierna, w ktorej rozwinieciu dziesietnym po przecinku
wystepuja

A. tylko jedynki i dwdjki.

B. na co trzeciej pozycji zera.

C. do setnej pozycji tylko sidédemki.

38. Liczba \/3+ V5 - \/3 -5 -2 jest

A. niewymierna. B. wymierna. C. réwna 0.
39. Liczba 27 — 10V2 + V2 jest
A. wymierna. B. wigksza od 5. C. mniejsza od 5.

40. O liczbie p = \/19 +8V3 + \/19 — 8+/3 wiadomo, ze
A. pjestliczbg niewymierna.

B. p=28.

C. p=219.



41. Liczba
A. a=log slog: © jest parzysta
: g2 gi 7 Jestparzysta.
3/
B. b= 37 VBT jest liczba pierwsza.
V49
c= 2\5;_2 jest wymierna.

42. Niech a oznacza pewng dodatnig liczbe rzeczywista.
A. Polowa kwadratu liczby a jest wigksza od kwadratu potowy liczby a.

B. Polowa odwrotnosci liczby a jest wieksza od odwrotnosci potowy liczby a.
C. Odwrotno$¢ potowy pierwiastka kwadratowego z liczby a jest wigksza od pier-

wiastka kwadratowego z polowy odwrotnosci liczby a.

43. Zalézmy, ze log, m = p. Zatem
A K" =p. B. k¥ =m. C.p" =k

44, Liczba

A. a =33 jest réwna 5.

B. b=log, 7° jest réwna 5.
C.c=log s (5 \/5) jest rowna 5.

45, Liczba

A. a =log, 8 jest wymierna.

B. b =log, V2 jest wymierna.
C.c=log sz (3 \/5) jest wymierna.

46. Liczba p = \/Ei B Zatem

A.p:\/g;ﬁ. B. p=2(V6- V2). C.p:\/g\/%l.
47. Liczba k = (V7)’. Zatem

A k= 72. B. k= 72. C. k=7,

48. Liczba a = 0,(4). Zatem

A. a jest wieksze od % B. a jest liczba niewymierna. C.a+ % > 1.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

P,P,F

P,E P

F,P,F

P,P,F

P,P,P

P,E, P

F,P,P

P,E, P

12. Powtdrzenie
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98 Dziat 1. Liczby

49. a) 5x(x—-6y) b) 3xy(3By+x)
o) 12pr (4p” = 3r +2)
d) 7mn(2m - 3n + 10)

50. a) y2 b) 4x° <) 2\/6xy
d) 5x°

51. a) (x + 6)°
b) (10k - 2)*

<) (ab + 5)*

d) (V3t + Vau)*

e) (5p-6q)°

0 (x-3r)

9 (Ja+ 2x)2

h) (%az - zzﬂ)z

52. a) (x - 20)(x + 20)

b) (4a — 5b)(4a + 5b)
¢) (1 —10cd)(1 + 10cd)

(= )()
5 3 5 3
53.2) A={0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7}

b) B = {-1, 1}
C=1{2-1,01,2 3}

d)D:{lllllllll}

54.2.10%¢
55. 3-10'% km

56. a) ﬁ‘z b) 1%

5(v3-1) d) V7+2

4 12

)

Zadania otwarte krétkiej odpowiedzi

49. Wytacz wspolny czynnik przed nawias.
a) 5x° —30xy c) 48p°r — 36pr’ + 24pr
b) 9xy” +3x’y d) 14m’n - 21mn* + 70mn

50. Uzupelnij sume algebraiczng takim skladnikiem, aby mozna byto ja zapisa¢
w postaci iloczynu za pomocg wzoru na kwadrat sumy lub kwadrat réznicy.

a) 9x” —6xy +7 c) 2x° +[2]+3y°
b) [zl +20xy + 25y° d) 2]+ 2V5xy + 5

51. Przedstaw wyrazenie w postaci iloczynu za pomocg wzoru na kwadrat sumy lub
kwadrat réznicy.

a) x° +12x + 36 e) 25p° — 60pq + 364"

b) 100k* — 40k + 4 f xz—gxy+éy2

¢) a’b* + 10ab + 25 2) 19—6112 + 3ax + 4x”

d) 362 + 2V6tu + 2u° h) }La‘l ~2%b? + 4b°

52. Przedstaw wyrazenie w postaci iloczynu.

a) x* — 400 b) 162> 256 ) 1- 10032 12

d -4 L,
9 25
53. Wyznacz wszystkie elementy zbioru.

a) A={x:xeNix<7} c)C={x:eri—2<x<\/m}

b)Bz{x:xz(—l)"HinEN} d)D={x:x=%ineNin<9}

+1
54. Jedna tabletka pewnego preparatu witaminowego zawiera 20 mg cynku. Wyraz
te wielko$¢ w tonach. Zapisz wynik w notacji wykltadnicze;.

55. Przyjmijmy, ze kazdy z 6 miliardéw ludzi ma na gtowie 100 tysiecy wlosow
o $redniej dlugosci 5 cm. Ile kilometréw zajelyby te wlosy ulozone jeden za drugim?
Wiynik podaj w notacji wykladniczej.

56. Usun niewymiernos$¢ z mianownika.

1
5-245 3\/5‘45 5

3) 35 V8-3

b)



57. Oblicz V27 — 33 + 52 — 70,

58. Oblicz.

a) log, log 100 b) log,log 54 c) logilog,. ;64
2

59. Oblicz x.

a) 10g3\/_=i b) logZ\/x+2=%

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

60. Oblicz.
11 1\2 10 s
S (ORI
2) 6:2-08: 2 4- 205} 2 -
3 2.04. 2 4 s N g o (3)?
’ 1 1+22-10 3= .30 — 1,25 - { =
lg= > 3 2

61. Wykonaj dziatania i zapisz wyrazenie (2x— 3)2 +2(x— 3)2 - (\/gx - 3) (\/gx + 3)
W prostszej postaci.

a+2+ Va? -4 N a+2—Va® -4
a+2-Va: -4 a+2+Va*-4

jego wartoé¢ dla a = /7.

62. Wyrazenie

zapisz w prostszej postaci i oblicz

63. Wyrazenie (x—2y)(x+2y)—2(x+ y)2 +2y(2x + y) zapisz w prostszej postaci
i oblicz jego wartos¢ dla x = V5 i y = V3.

64. Wiedzac, ze liczby a i b sa dodatnie, ab = 18 i a” + b° = 108, oblicz a + b.

65. Wykaz, ze réznica czterocyfrowej liczby # i liczby, ktéra powstala z liczby »
w wyniku zapisania jej cyfr w odwrotnej kolejnosci, jest podzielna przez 9.

66. Iloczyn dwoch liczb naturalnych jest réwny 588, a ich najwiekszym wspolnym
dzielnikiem jest 7. Wyznacz te liczby.

67. Znajdz dwa tysiace dwudziesta cyfre po przecinku w rozwinieciu dziesietnym
28

liczby T

0,(45)

68. Przedstaw liczbe 2.1024)

w postaci utamka zwyklego nieskracalnego.

65. n = 1000a + 100b + 10c + d, gdzie a, b, ¢, d s3 kolejnymi cyframi liczby n.
Badana réznica to:

(1000a + 100b + 10c + d) — (1000d + 100c + 10b + a) = 999a + 90b — 90c — 999d =
=9(111a + 10b — 10c — 111d).

12. Powtdrzenie

567.5

58.a)1 b)1 ¢)-2

59.a) V3, x>0

b) 0, x> -2
60. a) 11
61. —24x + 36

62.a, V7, a° -4 >0,

a+2-Va:-4+0,
a+2+Va*-4+0

63. —x’ —4y2, -17

64. 12

66. 7i84Iub 21128

67. 2

150
© 701
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I 100 Dziat 1. Liczby

69.a=f=c<d<e=h<b<g

o (2. (1) )
(%)

71. 8
72. 31
4
73. Wskazowka: Q
62020 | 2021 | (2022 _ 2020 43

74. \/'\/71+\/5i—

57

75. 310

1—2\F
V7 -3

1+2V11

76.
\V3-7

77. -2V/3, g V7,m,2V3

78. -

81. 14

69. Ustaw w kolejnosci rosnacej liczby: a = 2,34343434..., b = 2,3(45),
c=23(43), d =2,3(4), e =2,345345345..., f =2,(34), g = 2,34(5), h = 2,(345).

L 1 3 1 -1 2 -2 3 1 -2
70. Uporzadkuyj liczby rosngco: (—) , (—) , (—) , (=5)7, (1—) .

3 15 3 2
257112 91272 . g1
71. Oblicc ——— —
(571)°-125-273 (1)
9

72. Oblicz [@)_1 25— (%)2 : 5‘2]2 - [(%)_2 0,37 - 2] : (%)_2.

73. Udowodnij, ze liczba 677" + 6°**' + 6°% jest podzielna przez 86.

74. Ze zbioru A = <I—\/§, —@,\’3%, i/g, 3 - m, 1+ \4/5%6}

wypisz wszystkie liczby wymierne.

63" ()

75. Przedstaw liczbe w postaci potegi o podstawie 3 i wykfadniku

(9-¥27)°
wymiernym.
76. Poréwnaj liczby \/_2 \/3_ i 2T

V3-7"

77. Uporzadkuyj liczby rosnaco: g, -2v3, 243, m, V7.

78. Oblicz \/54_ 3 + \/§1+ = Zapisz wynik bez niewymierno$ci w mianowniku.
L V12 - V=16 . .
79. Wykaz, ze liczcba —————— jest catkowita.
Y Vvi-v=2
... V16 + V48 .
80. Wykaz, ze liczba est wymierna.
! i+ vie M

1 l 1 l
81. Oblicz (4— 72>2 + <4+ 72>2

79 VIZ- 16 _ VA3-38-(2) _2V3-232 _ 2(V3- ﬁ)zz
T V3-2 V32 V3- -2 V3-2

80 \3/%+\3/@: V8 2+8-6 :2\35+2\3/€ (\3/5+%) _2
" sa+Vier 27-2+327-6  332+3V6  3(32+6) 3



