Wielomian )% B P
| wyrazenia wymierne

® porzadkuje jednomiany
i dodaje jednomiany podobne
(tzn. rézniace si¢ jedynie
wspotczynnikiem liczbowym),

® dodaje i odejmuje sumy
algebraiczne, dokonujac
przy tym redukcji wyrazow
podobnych,

® mnozy sumy algebraiczne przez
jednomiany i dodaje wyrazenia
powstate w wyniku mnozenia
sum algebraicznych przez
jednomiany,

® mnozy dwumian przez
dwumian, dokonujac redukeji
wyrazow podobnych,

® sprawdza, czy dana liczba jest
rozwigzaniem réwnania (stopnia
pierwszego, drugiego lub
trzeciego) z jedng niewiadoma,

® rozwiazuje metodg rownan
réwnowaznych réwnania
pierwszego stopnia z jedng
niewiadoma,

® rozwigzuje réwnania, ktére po
prostych przeksztatceniach
wyrazen algebraicznych
sprowadzaja si¢ do rownan
pierwszego stopnia z jedng
niewiadoma,

® rozwigzuje zadania tekstowe za
pomoca roéwnan pierwszego
stopnia z jedng niewiadoma,

® przeksztalca proste wzory,
aby wyznaczy¢ w nich zadana
wielko$¢.

Po tym dziale uczen:

zapisuje wielomiany o danych wspotczynnikach, porzadkuje wielomiany i okresla ich stopnie,
oblicza wartos$¢ wielomianu dla danych argumentow,

dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany,

przeksztatca wielomiany, stosujac wzory skréconego mnozenia,

sprawdza, czy dana liczba jest pierwiastkiem wielomianu,

odczytuje pierwiastki wielomianu z jego postaci iloczynowej,

rozklada wielomiany na czynniki z wykorzystaniem wzoréw skréconego mnozenia oraz
metoda podstawiania i grupowania wyrazow,

® dzieli pisemnie wielomian przez dwumian,

® stosuje w zadaniach twierdzenie Bézouta i schemat Hornera,

® okresla dziedzine wyrazen wymiernych,

® wykonuje dziatania na wyrazeniach wymiernych,

® rozwigzuje rownania wymierne prowadzace do réwnan liniowych lub kwadratowych,

® wyznacza ze wzoru jedng zmienng w zaleznosci od innych zmiennych.
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Uwagi metodyczne

Na poczatku warto przypomniec¢
uczniom pojecia: wyrazenie
algebraiczne, suma algebraiczna,
wyrazy sumy algebraicznej,
wspolczynniki i zapisywanie
réznych zaleznosci w postaci
wyrazen algebraicznych.
Uczniowie nie powinni mie¢

z tymi pojeciami wiekszych
trudnosci, gdyz zostaly one dos¢
doktadnie oméwione w szkole
podstawowej. Nastepnie nalezy sie
skoncentrowac¢ na okresleniu
funkcji wielomianowe;j.

temat 2.1

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.1

G Generator

testéw i sprawdzianéw

1. Okreslenie funkcji
wielomianowej

Umiejetnosci:
¢ stosowanie okreslenia wielomianu stopnia n jednej zmiennej
Przypomnijmy: skoficzong sume jednomianéw Jednomian to pojedyncza (1)
nazywamy sumg algebraiczng lub wielomianem. zmienna lub liczba, lub ich
Sktadniki takiej sumy nazywamy jej wyrazami. loczyn, mp.:

; ; 3,2x, Voxy, —x yz, —xyt
Przykladami sum algebraicznych sa: 11

x+y, 3x° +2x -1, xy+x3yt—5y—4, x° =7z
Zajmiemy sie teraz badaniem wlasnosci funkeji okreslanych za pomocg wielomia-
néw. Jedna z liter wystepujacych w wielomianie we wzorze funkcji (najczeéciej x)
wyr6znimy jako zmiennag niezalezna. Pozostale litery beda oznaczaly wspdtczynniki.
Zauwazmy, Ze ogolne wzory funkeji liniowej i funkcji kwadratowej zmiennej x maja
podobng strukture:

fx)=ax+b

fx) = ax® +bx +c
Gdyby$my chcieli poda¢ ogoélny wzor funkeji — analogiczny do wymienionych - ale
ze zmienna x w trzeciej potedze, to zadanie nie byloby trudne. Szukany wzér ma
postac:

f(x)=ax’ +bx* +cx+d
Nastepny, ze zmienng x w czwartej potedze, to:
fx) = ax* +bx* +cex’ +dx +e
Postepowanie to mozna kontynuowaé. W przypadku funkeji, w ktérej x wystepuje
w wyzszej potedze (np. dziesiatej), wypisanie wszystkich wyrazéw moze by¢ ucigzli-
we. Radzimy sobie wowczas w ten sposdb, ze np. w wielomianie
fx)=ax" +bx” +cx® +dx” +ex®+ fx° + gx* + ha’ +ix> + jx + k
zamiast kilku srodkowych wyrazow wpisujemy wielokropek:
fx)=ax" +bx” +cx® + .. +ix’ + jx + k

Z powazniejszym problemem spotkaliby$my si¢ natomiast podczas zapisywania
ogolnego wzoru funkcji tego typu ze zmienna x na przyktad w 30. potedze. Zabrakto-
by bowiem liter alfabetu na oznaczenie wszystkich wspdtczynnikow. Dlatego przyjeto
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inny spos6b oznaczania tych liczb. Wspoétczynni- ] o o
ki koleinvch pot h ed Mozemy uzywaé dowolnej litery ((+))

i przy kolejnych potggach x oznaczone sajednd, 1 pynacsenie wpsiczynnikow,
ustalong literg, ale opatrzong numerem zgodnym uwzgledniajac to, ze litery
ze stopniem potegi, np. awxlo) a5x5' Funkdije, X, y, t, z tradycyjnie oznaczajg

s o . . zmienne, np.:
w ktoérej najwyzsza potega x jest 4, zapiszemy .
s f(x) = bsx’ +bx* +... +bx+b,

zatem ogolnie:

A 5 5 g(t) = dgt® +dst” + ... +d t+d,
flx) =aux" +a3x” +a,x" +a;x +ag

Przyktad o zad. 1.2 41.2. Dane s3 wszystkie
3 5 1 wspotczynniki wielomianu. Zapisz
Funkcja f(x) = asx” +ayx” +a;x +a, dla a3 = -2, a, =0, a, = 5 %= 5 ma ten wielomian w postaci a,x" +
wzor: a, X" '+ vax’ +ax+a,
fx) = o 4 lx +5 Okredl jego stopien.
2 a)as=7,a,=1,a;=2, a, =5,

a; =2, ay=-1

a; =11
Funkcja wielomianowa (wielomianem) stopnia n zmiennej x (x € R) nazy- <) as = _L a, =as =0,
wamy funkcje postaci = (0 = = ]
W(x) = a,x" +a, ,x"" + ... +a,x* +a,x +a, da;=a,=a,=-V2,a,=0
gdzie: Odp.:a) 7x” +x* +2x° —5x° +2x—1,
* njest ustalong dodatnig liczbg naturalna, stopien wielomianu: 5
°a,#0, b) 2x° - 5x° — x + 11,
* wspolezynniki a,, a,_;,..., a,, a;, a, sa ustalonymi liczbami rzeczywistymi. stopient wielomianu: 3
Ponadto przyjmujemy, ze funkcja stala W(x) = ¢ (¢ # 0) jest wielomianem <) —%XS +x7+x+ 1,
stopnia 0, a funkcja W(x) = 0 (stale réwna 0) jest wielomianem zerowym i nie stopien wielomianu: 5
ma stopnia, d) —v2% - V25 - Vax,
stopien wielomianu: 3
Zgodnie z przyjeta definicja powiemy, ze Stowa ,wielomian” bedziemy (1))
funkcja kwadratowa jest wielomianem stop- uzywali w tym podreczniku

. . AT . 5ch znaczeniach. Ni
nia drugiego, funkcja liniowa ze wspdlczyn- w dwéch znaczeniach. Nie
powinno to prowadzi¢ do nie-

nikiem przy x réznym od zera - wielomia- porozumiefi, gdyz z kontekstu
nem stopnia pierwszego, funkcja stala, ale réz- bedzie wynikato, czy chodzi o su-
na od zera - wielomianem stopnia zerowego. mg algebraiczng czy o funkcje.
Wiemy juz, ze wykresami wielomianu zero-

wego oraz wielomiandw stopnia zerowego i pierwszego sg proste, a wykresami wie-
lomianéw stopnia drugiego - parabole. Wykresy wielomianéw jednej zmiennej wyz-
szych stopni sg bardziej skomplikowane.
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41.3. Wypisz wszystkie
wspolczynniki oraz okresl stopien
podanego wielomianu.

a) T(x) = sxte3 v’ —x+1
b) Q(x) = —4x" + 6x” — 7x +2

¢) P(x) = V2x - 1

d) M(x) = ixlo + Lx5 +2
13 12

e) K(x) = ix3 -3x+5

f) H(x) = 52

Odp.:a) a, = -5, a; =3, a, = 2,

a =-1,a,=1,

stopien wielomianu: 4

b)a,=-4 a;=0, a, =6,

a, =-7, ay =2,

stopien wielomianu: 4

€)a; =V2 ay=-1,

stopien wielomianu: 1

d)a, = 1—13, aq =
1

= 15 as=az=a,=a; =0,

ag=a; =ag =0,

ay =2,

stopien wielomianu: 10
e)a3=i, a, =0, a = -3,
ay =5,

stopien wielomianu: 3

f) a, = 5V2,

stopien wielomianu: 0

Przyktad 9 zad. 1.3

Okreslimy stopien podanego wielomianu
i wypiszemy jego wspoétczynniki.

a) W(x) = 4x° - 2x* +3x -5

b) P(x) = x* = Jx+ 2

Q)

Wielomiany tradycyjnie ozna-
czamy wielkimi literami z konca
alfabetu W, P, Q itp.

Rozwigzanie
Przyjmujemy oznaczenia takie jak w definicji, czyli

-1 2
" h L tax” +ax+ag

W(x) = a,x" +a,_x
a) W(x) = 4x° - 2x* +3x -5

Stopien wielomianu W jest rowny 3; a; =4, a, = -2, a, = 3, a5 = —5.
b) P(x) =x4—%x+ V2

.o . . . 1
Stopien wielomianu P jest rowny 4; a, =1, az=a, =0, a, = R V2.

Jednomianem stopnia»n zmiennej x (x € R) nazywamy jednomian postaci ax”,
gdzie n jest ustalong dodatnig liczbg naturalng oraz wspotczynnik a # 0.
Jednomian postaci ¢ (¢ # 0) nazywamy jednomianem stopnia zero, a jedno-
mian 0 (stale réwny 0) jest jednomianem zerowym i nie ma stopnia.

Zauwazmy, ze funkcja f(x) = 0 (stale réwna 0) jest zaréwno funkcja liniows, jak i wielomianem ((( )))
zerowym oraz jednomianem zerowym.

Przyktad €
3x° - jednomian stopnia piagtego zmiennej x,
—%t - jednomian stopnia pierwszego zmienne;j t,
(3 - \/g)x“ - jednomian stopnia jedenastego zmiennej x.
2x7 nie jest jednomianem, poniewaz —3 ¢ N.
J

Jednomiany tego samego stopnia tej samej zmiennej sg jednomianami podobnymi.
Jednomiany podobne mozna dodawa¢d; czynnos¢ te nazywamy redukcjg wyrazow
podobnych. Wynikiem takiego dzialania jest jednomian, np.:

3x° +4x° = 7x°

—x” +V3x” +5x° = (4 + \/g)x3

x =3x" +2x" =0
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Jezeli jednak stopnie jednomiandw sg rézne, to ich suma nie jest juz jednomianem,
lecz wielomianem, np. 2x* —7x + V2.

Porzadkowanie wielomianu polega na dodaniu wszystkich jednomianéw podob-
nych, a nastepnie napisaniu wyrazéw w porzadku malejagcym - od najwyzszej do
najnizszej potegi (lub rosnacym - czyli odwrotnie).

Przyklad @) « zad. 1.4

Uporzadkujemy wielomian W(x) = 3x” — x +2x> —=2x° + x — 17+ x” +4, okredlimy
jego stopien i podamy wspotczynniki.

Rozwiazanie

Wi(x) = 3_963 —x+ 2x% = 2x° +x-17+ x* +4 — redukujemy wyrazy podobne
W(x) = x* +x0+2x2-13

Odp.: W jest wielomianem stopnia 4.
Jego wspoétczynnikami sg liczby:
a,=1,a3;=1,a,=2,a,=0, gy =-13.

Wspolczynnik a, nazywamy ((( )))
wyrazem wolnym wielomianu.

Przyktad e

Wysoko$¢ akwarium przedstawionego na

zdjeciu nie przekracza 90 cm. Znajdziemy

wzdr i dziedzine funkcji V opisujacej pojem-

nos¢ tego akwarium w zaleznosci od x.

Rozwiagzanie

Pojemno$¢ akwarium wyraza sie wzorem:
Vix)=(x—-7)(x+3)(x—4)

Wszystkie krawedzie majg dodatnie dtugosci, a wysokos¢ akwarium nie przekracza

90 cm. Warunki te mozemy opisa¢ za pomocg ukladu nieréwnosci:

x—-4<90
x—4>0
x+3>0
x—-7>0

Zatem 7 < x < 94.

Po wymnozeniu czynnikéw i uporzgdkowaniu wyrazéw otrzymamy wielomian stop-
nia trzeciego V(x) = x> - 8x% — 5x + 84, ktérego dziedzing jest przedzial (7; 94).
W rzeczywisto$ci trudno sobie wyobrazi¢ akwarium, ktorego jeden z bokéw miatby
diugos¢ niewiele wieksza od zera — dziedzina funkcji wyznaczona zostala wytacznie
na podstawie teoretycznych rozwazan.

41.4. Uporzadkuj wielomian W (x), okresl jego stopien i podaj wspotczynniki.

a) W(x) =—x —2xX +x°—x° —1—-4x+\2x d) W()c)=2)c5—8x+7x7+2x—8\/§—3x5
b) W(x) = 3x% = 5v3x + 23 - 7x° + x* - 24/3x e) W(x) = VEx® +242x% - 3x + 4x* — 2/5x°
c) W(x) = %xG —2x° +3- lix6+x3 +2x* f) W(x) = 11x - 9x% + 1%364+2x2 —-x+2

Odp.: a) stopien wielomianu: 8, ag = 1, a; = -1, ag =as =a, =0, a; = -3, a, =0, a; = V2-4, a; = -1
b) stopien wielomianu: 5, as = -7, a, = a; = 0, a, = 4, a, = 73, a, = 23

¢) stopien wielomianu: 6, a4 = —Z, a;=0,a,=2,a;=-1,a,=a,=0,a,=3

d) stopien wielomianu: 7, a, =7, ag =0, as = -1, a, =as =a, = 0, a; = -6, a, = -85

e) stopien wielomianu: 5, as = -5, a; =4, a; =0, a, =2V2, a; = -3, ay =0

8l et . 1
f) stopien wielomianu: 4, a, = 13’ a;=0, a,=-7, a; =10, a; =2

63 I
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Funkcje f i g sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy maja identyczne dziedziny
i kazdemu argumentowi funkcja f przyporzadkowuje taka sama warto$¢ jak
funkcja g.

Popatrzmy na dwa wielomiany Wi Q:
Wi(x) =x"+x' -3 -3, Q(x) = 2t —x*—2x-3
i poréwnajmy ich wartoscidla x =0, x =11 x = 2.

W(0O)=0"+0"-3.0°-3=-3

Q0)=2-0"-0"-2-0-3=-3 W(0) = Q(0)
w1 =1+1"-3.1"-3=-4
Q) =2-1"-1-2-1-3=-4 w(1) =Q(1)
we)=2"+2"-3-2>-3=21
Q2)=2-2"-2"-2.2-3=17 W(2) +Q(2)

Wielomiany W i Q nie s3 réwne, poniewaz nie przyjmuja jednakowych wartosci dla
wszystkich argumentéw.

Podamy teraz (bez dowodu) twierdzenie dotyczace wielomianéw réwnych.

Wielomiany W i Q sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy sa tego samego stopnia
i maja jednakowe wspoétczynniki przy odpowiednich potegach zmienne;.

Jesli wiec wielomiany réznig sie na przyktad wsp6tczynnikami przy x°, to tej réznicy
nie mozna nadrobi¢, dobierajac odpowiednio wspétczynniki przy innych potegach.

Przyktad @ < zad. 1.10

Czy mozna dobra¢ wspolczynnik k tak, aby wielomiany W i P byly rowne, jezeli
W(x) =x’-3x"+x-51i P(x) = x> + kx® + kx — 52

Rozwigzanie

Oba wielomiany sa trzeciego stopnia i maja réwne wspétczynniki przy x* oraz jed-

nakowe wyrazy wolne. Aby zgadzaly sie wspotezynniki przy x°, musimy przyjaé, ze

41.10. Czy mozna dobra¢ takg wartos¢ m, aby wielomiany P i Q byly rowne? Jesli tak,
podaj te wartosé.

a)P(x)=x3—2x2+3x+1 Q(x)=x3—2x2+mx+1
b)P(x):x4+5x3—mx—7 Q(x):x4+mx3—5x—7
c)P(x)=x3—mx2+x—3 Q(x)zmx3+x2+x—3

d) P(x) = 3(m - l)xz—(l—m)x+m Q(x) =2mx’ +2x +m
e)P(x):xS—mx4+5x—l Q(x):mx5+x4+5x—1

f) P(x) = (2—m)x4—(2+m)x3 +2m Q(x) = (2+3m)x4—2x3 +m

Odp.:a)m=3 b)m=5 c¢)nie dym=3 e)nie f)fm=0



k = —3. Wéwczas P(x) = x°—3x*—3x—5. Wtedy jednak nie sa rowne wspétczynniki
przy x.
Odp.: Nie mozna dobrac¢ takiej liczby k, aby W i P byly réwne.
Przyktad @)
Wyznaczymy liczby a i b tak, aby wielomiany:

W(x) =ax’-2x* -2 i P(x) = x> = 2%t +bx -2
byty réwne.

zad. 1.11

Rozwiagzanie

Wspdtczynniki przy x* i wyrazy wolne tych wielomianéw sa réwne, wiec aby wie-
lomiany W i P byly réwne, wsp6tczynniki przy x* i wspotczynniki przy x w obu
wielomianach tez muszg by¢ réwne.

Odp.:a=-1,b=0

1.1. Sposéréd podanych wyrazen wybierz wszystkie wielomiany i zapisz je w zeszycie.
A X +2x-1 E. - +1

B. x— 1+ F. V2t -3t -5

2

C.3x>+2x° G. —%x3 +3x2-7

H. \/—§x3 - ﬁxz -2

1
D. 1272
2 3 2 3

1.2. Dane sg wszystkie wspdtczynniki wielomianu. Zapisz ten wielomian w postaci

"Ly 4 ayx’ +ayx +ay. Okresl jego stopien.

a,x"+a, x
a) as=7,a,=1,a;=2,a,=-5a,=2, a,=-1
b) a; =2, a,=-5,a, =-1, a; =11

c) asz—%, a;=a3;=0,a,=a,=qy=1

d) az=a,=a;,=-V2,a,=0

1.3. Wypisz wszystkie wspolczynniki oraz okresl stopient podanego wielomianu.

a) T(x)=—-5x"+3x>+2x" —x+1 d) M(x) = %xw + éxs +2
b) Q(x) = —4x* +6x° — 7x +2 e) K(x) = ix3 -3x+5
¢) P(x)=V2x-1 f) H(x)=5V2

41.11. Dobierz liczby a i b tak, aby wielomiany W i R byly réwne.

a) W(x) = 2t -3 +ax* —2x + 6 R(x) = 2t b — 7P - 2x+ 6

b) W(x) =x3+(a+2b)x2+x+1 R(x) =x3+3x2+(3a+b)x+1

c) W(x) = 3x3—7x2+(3a—b)x+a+3b— 10 R(x) = 3x3—7x2+x+3—2(a+b)
d) W(x) = 5x° + 2a(a - 2)x*> — (7 — 5a)x + 8a R(x) =5x" + (b+2)x" + (4b + 1)x

V2

e) W(x) = —2ax’ — (1 + b)x* + 5 R(x) = (b-3)x" + ala - 3)x® + —x

V2
f) W(x) = (24" - 7a)x’ + 1 +b)x +a+3 R(x) =33 -b)x’ +a(a—x+a’ +b
Odpia)a=-7,b=-3 ba=-5b=% Ja=1b=2 da=0b=-2

ela=1,b=1luba=4,b=-5 fla=2,b=1

1. Okreslenie funkcji wielomianowej

Odpowiedzi i rozwigzania
11. A,B,D,F,G H

1.2. a) 75 +x + 2% 55 +2x -1,
stopien wielomianu: 5
b) 2x° = 5x% — x + 11,
stopien wielomianu: 3
1
[9) —5x5+x2+x+1,
stopien wielomianu: 5
d) —V2x’ - V2x* - V2x,

stopien wielomianu: 3

13.a)a,=-5 a;=3, a, =2,
a; =-1,a,=1,

stopien wielomianu: 4

b)a, =4, a;=0, a, =6,

a; =-7, ay =2,

stopien wielomianu: 4

o a =V2 ay=-1,

stopien wielomianu: 1

d)a,=—,a,=a3=a;=ag=0,
13

a ! a,=a a a, =0

57 1 3 2 1 >

ay =2,

stopien wielomianu: 10
e)a3=i, a, =0, a =-3,
ay =5,

stopien wielomianu: 3

f) a, = 5V2,

stopien wielomianu: 0
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1.4. a) stopien wielomianu: 8, 1.4. Uporzadkuj wielomian W (x), okresl jego stopien i podaj wspoélczynniki.
ag=1,a;=-1, ag=a;=a,=0, a) W(x) = —x’ —2x" +x° — x> =1 —4x + V2x
a3:_f> a, =0, a; = V24, b) W(x)—3x2—5\/_x+2\/_ 7x5+x2—2\/§x
ap——
b) stopien wielomianu: 5, Q) Wix) = ~2x°+3 - 1 x +x7 42"
as==7, a4 =03 =0, a, =4, d) W(x) = x—8x+7x +2x 8\/_ 3x°
a, =-7V3, a; =23 e) W(x) = \/—x5+2\/_x ~3x +4x* - 2/5%7
¢) stopien wielomianu: 6,
3 ) Wi(x)=11lx-9x>+ 1= x+2x -x+2
a6:_Z’ as; =0, a, =2, a; = -1,
32 == ‘ai) =2 1.5. Podaj przyktad wielomianu stopnia #.
) stopient wielomianu: 7, 2) n=5 b) n=0 Q) =100 d) n = 3030
a, =7, ag =0, a5 = -1,
%= a; \7;2 =iy = 1.6. Podaj przyktad wielomianu postaci a,x" + ... + a,x + a,, ktéry jest stopnia
a4y = —

a) czwartego i ktérego wspolczynniki a; i g, sa réwne.

b) trzeciego i ktérego wspolczynnik a,, = 0.

c) drugiego i ktérego wspotczynniki sg liczbami niewymiernymi.

d) piatego i ktérego wspdtczynniki sg liczbami parzystymi dodatnimi.

e) siddmego i ktorego wspdtczynniki sg réznymi dodatnimi dzielnikami liczby 48.
f) pierwszego i ktérego wspolczynniki sg liczbami przeciwnymi.

e) stopien wielomianu: 5,
as=-V5 a,=4, a3 =0,
a2=2\/§, a;=-3,a,=0
f) stopien wielomianu: 4,

1
a, = 13, az =0, a, =-7, a; =10,

ay =12

1.5. a) np Bt — T b g 1.7. Oblicz warto$¢ wielomianu W(x) dla x = x,,.

b) 3\/.7 a) W(x)—3x7—25x5+x3—1 xp=1
P b) W(x) = V3x" = 17v5x” + 2x* — V3x> + V2 =0

c)np.xloo—x99+1 ) W(x) 3x 5x" +2x" — V3x~ + Xy =

d) np. 3x°%° - 2x? + x +3 ¢) W(x)=12x" +3x> —5x + 10 X = -1

1.6. a) np. 3x* +2x+2 d) Wi = -2 +\/_x 7 X =V3
- p3. 2 e) W(x)—x—\/_x +x —2V2x +x+ 4 xo:\/E

b) np. 2x” + x” + 5x 1 oy )

C) np. \/§x2+\/§x—\/§ f) W(x) 2 —55x+1 Xg=—

d) np. 2x°+ 4x*+ 657+ 67+ 2x + 2

e) np. 125+ 255+ 3 + dx*+ 1.8. Wyznacz wspélczynniki wielomianu W(x) tak, aby spetniony byt podany

3 2 warunek.

;)6;: gj: _+54x i a) W(x) = 2xS —3ax* + (a-1)x+2a+5 W(-1) =14
b) W(x) = 6x° — 32m + l)x2 +(Bm+2)x—4 W(m) =

11);7-\/*_2‘) 22 Q) W(x) = -7x* + 8a - 1)x* +3 W(\/f) =5
Q)0 d) W(x) = -2x> = 3a(V2-1)x* +2(V2-1)x -4 W(-2) = 4(2v2+1)
d)\—/l e) W(x)=-3V2x" + 2a - 1)x* + (3a +2)V2x + 3 W(\/§)= 13
e) V2
f) 0 f) W(x)=—(a+1)x +\;—(a—1)x +(2a—1)x +aV2x +6V2
1.8. ) a, = 15, a, = -6, ay = -5 W(—x/i)_ 6(1+2)
b) a, =-21, g, =11
c)a,=15

d)a, =3(vV2-1)
e) a,=3,a, =82
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1.9. Dla jakich wartosci p wielomian W (x) jest wielomianem: 19.a) Lp=-1 ILp=1
b)Lp=2 ILp=-2

1. zerowym, II. stopnia zero?
el P OLp=-3 ILp=3

2) Wx) = (p’-1)x+p+1
b) W(x) = (p* —4)x+p-2
) Wx)=(p"-9)x+p+3

1.10. Czy mozna dobracl takg warto$é m, aby wielomiany P i Q byty réwne? Jedli tak, 1.10. a) m=3 b)m=5 c)nie
podaj te warto$¢. d)m=3 e)nie Hm=0
a) P(x)—x —2x% +3x+ 1 Q(x)—x—Zx +mx+1
b)P(x)—x +5x° —mx 7 Q(x)—x +mx -5x-7
) (x)—x —mx*+x-3 Qx) = mx’ +x*+x-3
d) P(x) = 3(m— l)x —(1-mx+m Q(x)=2mx*+2x+m
e) ()—x —mx*+5x -1 Qx) = mx® +x" +5x— 1
f) P(x)=02- m)x* — 2+ m)x> + 2m Qx) =02+ 3m)xt —2x° +m
1.11. Dobierz liczby a i b tak, aby wielomiany W i R byly réwne. 111.a)a=-7,b=-3
a) W(x):2x4—3x3+ax2—2x+6 b)a:—l,bz§
R(x)=2x*+bx’ = 7x* = 2x +6 c)a=1,5b=25
b) W(x) = x> + (a+2b)x” + x + 1 da=0,b=-2
Rx)=x"+3x*+Ba+b)x+1 ea=1,b=1luba=4 b=-5
¢) W(x)=3x"-7x"+(3a-b)x+a+3b-10 fla=2b=1
R(x) :3x3—7x2+x+3—2(a+b)
d) W(x) = 5x° + 2a(a — 2)x2 —(7-5a)x +8a
R(x) = 5% + (b+2)x* + (4b + 1)x
e) W(x) = —2ax> — (1 +b)x* + gx
3 2, 1
R(x) = (b-3)x" +ala-3)x" + ﬁx
) W(x) = —(2a2 - 7(1)x3 +(1+b)x+a+3
R(x)=3B3-b)x’ +ala-1)x+a’ +b
1.12. Rézne wielomiany W i Q spelniajg warunki W(0) = Q(0) oraz W(1) = Q(1). 1.12. a) np W(x)=x"—x+1,
Podaj przyktad takich wielomianéw W i Q, majacych Q(x) —x+x+1
a) ten sam stopien. b) rézne stopnie. W(0) = 1 = Q(0)
iw(1)=1=Q(1)
1.13. Dany wielomian W(x) zapisz jako wielomian zmiennej z. b) np. W(x) = x* + x,
a) W(x) =16x" - 8x> +8x* - 16x+3 z=2x Qlx) =3x> - x
b) W(x) = 9x° — 18x” + 15x — 1 z=3x W(0) = 0 = Q(0)

i W(1) =2=0Q(1)

1.13. a) W(x) = 16x" +8x° + 8x% + 16x + 3, z = 2x
W(x) = 2x)* - 2x)* +2(2x)* -8 - 2x + 3

Zatem: W(z) = -2 +2x*-8z+3

b) W(x) = 9x° — 18x* + 15x — 1, z = 3x

W(x) = l(3x)3 -23x)*+5-3x -1

Zatem: W(z) = z —22% 4521



Prosto do matury
1. B

4. P,F, P

5. 2x” —5x° — %xa + V2% +

+\V2x + V2,

stopien wielomianu: 7

6.a,=-14,a, =12, a; =8

7.a=5 b=

I 68 Dziat 2. Wielomiany i wyrazenia wymierne

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1. Wskaz warto$¢ wyrazenia (2x — y)(2x + y) — 3(x — y)2 -2x(By+x) dla x = V3
iy= V2.
A. 11 B. -11 C. -10 D. 12

2. Jeden z wymiaréw prostokata jest rowny 2x+2y. Obwod tego prostokata wynosi
6x + 8y. Jaki jest drugi wymiar prostokata?
A.x+2y B. 3x -2y C.2x+y D.2x + 3y

3. Wskaz wielomian, ktory otrzymamy po wykonaniu dziatan i redukeji wyrazow
podobnych w wyrazeniu 3(x —2) - [2(3x - 1) - 3].
A -1-3x B. -3x C.1-3x D.2x -1

4. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
A. Wyrazenie 2+/x — 3 nie jest wielomianem.

B. Wyrazenie 25’ —3x* +x—=+5 jest wielomianem stopnia trzeciego.
X

C.Dlam=3+12 wielomiany P(x) = X =2V3x +3x+m—V2-2
i Q(x)=x" —2V3x2 + (m = \/E)x + 1 sg rowne.

5. Dane sg warto$ci wszystkich wspotczynnikow wielomianu: a; = 2, a5 = a, = 0,
1 . : ; q
as = -5, a; = —> a, =a; =ay= V2. Napisz ten wielomian w postaci

1

n n— 2 /1 . .
a,x +a, X t+...tax +a;xX+a,. Okresl J€go stoplen.

6. Wyznacz wspolczynniki wielomianu W (x) = P 2(3a— l)x2 + (az - 4a>x +2a°

tak, aby spetniony byt warunek W (2) = -16.

7. Jezeli to mozliwe, dobierz liczby a i b tak, aby wielomiany
P(x) = ax® —2bx> +3x* = 2x+5 i Q(x) = 3x +3x* —ax + 3bx +5 byty réwne.



2. Dziatania w zbiorze
wielomianow

Umiejetnosci:
¢ dodawanie, odejmowanie i mnozenie wielomiandw jednej zmiennej

W szkole podstawowej byly omawiane i ¢wiczone dzialania dodawania, odejmowania
i mnozenia wyrazen algebraicznych. Poznane zasady zastosujemy teraz do wykony-
wania réznych dziatan na wielomianach jednej zmienne;j.

Dodawanie i odejmowanie wielomianow

Jezeli P(x) = a,x" +a,_x"
i Q(x) = b, x™+b,, x" "+ ... +byx’ +b,x +by, to:
sumg wielomianow P(x) + Q(x) jest wielomian

1 2
+...tax tax+a

n-1 -1

W(x) =a,x"+a, x" +...+ax+ayg+b,x" +b,_x" +...+bx+b,
a roznica wielomianéw P(x) — Q(x) jest wielomian
Z(x)=ax"+a, x""+.. +ax+ay-b,x"—b, x"—.. —bx-b,

W wielomianach W(x) oraz Z(x) nalezy zredukowa¢ wyrazy podobne.

Przyktad @) « zad. 2.4

Dodamy wielomiany P(x) i Q(x).
a) P(x) = xt—2x% +5x% —7x + 13
b) P(x) = V3x’ -3x+1

¢) P(x)= 0,7x° — 3,5x° — V2

Q(x) = 25+ —x+8
Q(x) =x'—V2x?+3x -1
Q(x) = =0,7x° + 3,5x° + 2

Rozwigzanie

a) P(x)+Q(x) = (x4 —2x% +5x% —7x + 13) + (—2x4 X —x+ 8) =
=—x'—x +5x" - 8x +21

b) P(x) + Q(x) = (\/§x7—3x+ 1) + (x4— V2x? +3x - 1) =
=\3x" = 3x+1+x = V2x? +3x— 1= V3x" +x* - V2x*

Q) P(x)+Q(x) = (0,7x5 ~3,5x%° - \/5) + (—o,7x5 +3,5% + 2) -
=0,7x" —3,5%° - V2-0,7x" +3,5x" +2=2 -2

2. Dziatania w zbiorze wielomiandw
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42.4. Wyznacz sume¢ W +Q
iroznice W — Q wielomianéw W iQ.
a) W(x) =x"—x*+6x-2,
Q(x) =2 -+ x+4

b) W(x) = 350 —5x% +7x - 1,
Q(x) = —4x® +2x* —x +5

c) W(x) = 3xt+2x —x 43,
Qx) =x" +4x° +2x - 1

d) W(x) = 4x° - 6x° + 11,
Q(x) = 4x° + 6x° + 3

e) W(x) = 2x* = 3x+1,
Q(x) = —5xt+3x% -1

1 5 3,2 5
W(x)==-x"+=-x" - =x,
W)= 2"+ 25" =3

33 5, 1
) = ==p8 = =58 4 =gg=1
Qlx) =347 = Zx"+ 2

g) W(x) = 0,3x°—0,7x”+0,1x+3,1,
Q(x) = -2,7x% + 1,76 = 0,9x + 2,1
h) W(x) = 3x*-0,2x’ - x*+1,1x-7,
Q(x) =0,8x> +2x* —39x + 1
Odp.:

a) W(x)+Q(x) = 3x°—2x2 +7x+2,
W(x) - Q(x) = x> +5x-6

b) W(x)+Q(x) = —x°—3x"+6x+4,
Wi(x) — Q(x) = 7x° - 7x* +8x -6
o) W(x) +Q(x) =
=x5—3x4+6x3+x+2,

W(x) - Q(x) =

=x-3x"—2x’ —3x+4

d) W(x) + Q(x) = 8x° + 14,

W(x) - Q(x) = —12x° + 8

e) W(x) +Q(x) = 7xt +3x% - 3x,
W(x) - Q(x) = 17x* = 3x* = 3x + 2

f) W(x) + Q(x) =

= lx5—§x3—x2—2x—1,
2 2

Wi(x) - Q(x) =

= 3 4 _ax e
2 2

g) W(x) +Q(x) =

= —24x> + x> = 0,8x + 5,2,

Wi(x) - Q(x) = 350 - 24x + x + 1
h) W(x) + Q(x) =

=3x* +0,6x° + x% - 2,8x — 6,
W(x)-Q(x) = 3xt-x®-3x*+5x-8

ZZiKPU
Ltematy 22,23 J
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42.4. Patrzs. 69.

42.5. Wyznacz iloczyn

wielomianow Si R.

a) S(x) = 2x* -3,

R(x)=x-1

b) S(x) = =3x% +5x — 1,

R(x)=2x+1

¢) S(x) = 5x° = 2x + 2,

R(x)=x-1

d) S(x) = 75 +2x° - 3x +2,

R(x) =3x+2

e) S(x) = 2x* + V2x? - 1,

R(x) =3x—- 2

f) S(x) = -x>+2x* - 2V3x + 3,

R(x) = V3x +1

Odp.: a) 2x° —2x* —3x+3

b) —6x> + 7% +3x - 1

[9) 5xt —5x° —2x? +4x -2

d) 21x* +20x° - 5x% + 4

e) 6x° — 2V2x* +3v2x - 25 = 3x + V2
f) —\3xt + (2\/5— l)x3 — 45+ \3x+3

Przyktad 9 zad. 2.4
Od wielomianu W (x) = 3x* - 6x” + 8x* — x + 3 odejmiemy wielomian
R(x) = 3xt -+t - 12x + 1.

Rozwigzanie
W(x) - R(x) = (3x4—6x3+8x2—x+3) - (3x4—x3+x2— 12x + 1) =

=3x8 —x+3-3x X P+ 12x— 1= 5x° + 7xP + 11x +2

J

W przykladzie 1a suma dwoch wielomiandéw stopnia czwartego jest wielomianem
stopnia czwartego. W przykladzie 2 réznica dwdch wielomianow stopnia czwartego
jest wielomianem stopnia trzeciego. Podamy jeszcze przyktad dwdch wielomiandéw
stopnia 100, ktérych suma jest wielomianem zerowym.

W(x) =3x"" -5 +1 W(x) +Q(x) = 0

Q(x) = 3x10 4550 1

Wielomian bedacy suma (réznicg) dwoch wielomianéw W i Q ma stopien nie
wiekszy od stopnia wielomianu W i stopnia wielomianu Q; moze on by¢ réwniez
wielomianem zerowym.

Mnozenie wielomianow

Iloczyn dwéch wielomiandw jest wielomianem bedacym suma wszystkich iloczynow
wyrazow jednego wielomianu przez wyrazy drugiego wielomianu. Inaczej méwiac,
aby pomnozy¢ jeden wielomian przez drugi, kazdy wyraz pierwszego wielomianu
mnozymy przez kazdy wyraz drugiego wielomianu, wyniki dodajemy, a nastepnie
redukujemy wyrazy podobne.

Przyktad @) « zad. 25
Pomnozymy wielomiany W(x) = - +6x-11 Q(x) = 3xt - x.
Rozwigzanie

W dziataniach na wielomia- (1))
W(x)-Q(x) = (x3 — xz +6x — 1) (3x4 — x) = nach obowigzuja wszystkie
w poznane wczesniej prawa
dzialan. W szczegolnosci —
= 3x7 — x4 — 3x6 + x3 + 18x5 — 6x2 = wzor na iloczyn poteg o tych
—3x 30 1 18x° — 4t P — 6 4 x samych podstawach, np.:
. . . .., K 3xt =33 = 347
Iloczyn W - Q jest wielomianem stopnia siédmego.



Jezeli W i Q s niezerowymi wielomianami, to stopient wielomianu W - Q
bedacego ich iloczynem jest suma stopni wielomianéw W i Q.

Przyktad @) < zad. 2.9

Dane sg wielomiany: W(x) = X =2x +x-3, P(x) = x> +2x+8, Qx) = 2x* —5x.
Wyznaczymy wielomian 2 - W(x) — P(x) - Q(x).

Rozwiagzanie
2W(x) — P(x) - Q(x) = Z(x3 —2x* +x - 3) - (—xz +2x + 8) (Zx2 - Sx) =
=20 — 4 + 20 - 6 - (-2x" + 57 + 4x° — 1027 + 1637 - 40x) =

=2x° —dx? 1 2x — 6+ 2xt —9x® —6x% + 40x = 2x* — 7% —10x% + 42x -6
J

Podsumujmy:
wielomiany mozemy dodawac¢, odejmowac i mnozy¢. Wynik takich dzialan jest za-
wsze wielomianem.

W zadaniach 2.1-2.3 ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

2.1. Dane s3 wielomiany W(x) = 3x" —2x° +4x—1 i P(x) = 0 -2t Fx+ L
A. Stopien wielomianu W(x) - P(x) jest réwny 10.

B. Stopien wielomianu W (x) — P(x) jest réwny 7.

C. Wyraz wolny wielomianu W (x) - P(x) jest réwny —1.

2.2. Dane sg dwa rozne wielomiany W(x) i P(x), kazdy piatego stopnia.
A. Wielomian W(x) — P(x) moze by¢ wielomianem zerowym.
B. Wielomian W(x) — P(x) moze by¢ wielomianem stopnia 3.
C. Wielomian W(x) + P(x) moze by¢ wielomianem zerowym.

2.3. Dane sg trzy rézne wielomiany W(x), P(x) i Q(x), kazdy szdstego stopnia.
A. Wielomian W(x) + P(x) + Q(x) moze by¢ wielomianem stopnia czwartego.
B. Wielomian W(x) + P(x) — Q(x) moze by¢ wielomianem zerowym.

C. Wielomian W(x) + P(x) - Q(x) moze by¢ wielomianem zerowym.

2. Dziatania w zbiorze wielomiandw 71

42.9. Dane s3 wielomiany:

P(x) = 2x - 3,

Qx) = x° — x> +2x + 3,

R(x) = 3x” - 5x + 1.

Wykonaj dzialania.

a) P(x) - R(x) — Q(x)

b) 2P(x) - Q(x) — 3R(x)

o) [P(®)]* - Q(x)

d) R(x) - Q(x) - [P(x)]*

e) [P(x)]* - [-R(x)] +2Q(x)

f) P(x) - Q(x) - R(x)

Odp.: a) 5x° — 18x” + 15x — 6

b) 4x* — 10x° + 5x% + 15x — 21
[9) —x>+5x° — 14x + 6
d)3x-8x'+12x° -6x* - x-6
e) —12x* + 58x% — 93x% + 61x - 3
f) 6x° — 25x° + 48x* — 40x° +
—20x” + 45x - 9

Odpowiedzi i rozwiazania
21.P,P,P

22.F,P,P

23. P,P,F
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2.4. a) W(x) + Q(x) =
= 3x3—2x2+7x+2,

W(x) - Q(x) = x> +5x-6
b) W(x)+Q(x) = —x° —3x> +6x+4,
W(x) - Q(x) = 73> - 7x* +8x -6

o) W(x) +Q(x) =

= x5—3x4+6x3+x+2,
W(x) - Q(x) =
=—x"-3x' -2’ —3x+4
d) W(x) + Q(x) = 8x” + 14,

W(x) - Q(x) = —12x° + 8

e) W(x) +Q(x) = 7x* +3x% - 3x,
W(x) - Q(x) = 17x* = 3x% = 3x +2
f) W(x) +Q(x) =

1 3
=—x5——x3—x2—2x—1,
2 2

W(x) - Q(x) =

1 3
S0+ 2 4t —3x+ 1
) 2

g W(x) +Q(x) =

= —2,4x + x> — 0,8x + 5,2,

W(x) - Q(x) = 3x> - 2,4x* + x + 1
h) W(x) + Q(x) =

= 3x* + 0,6x° + x* - 2,8x — 6,
W(x)-Q(x) = 3xt—x®-3x*+5x-8
2.5, a) 2x° - 2x* - 3x+3

b) —6x° + 7x% +3x— 1

<) 5xt —5x° — 2x% +4x -2

d) 21x* +20x° - 5x% + 4

e) 6x° — 2V2x* + 32x° — 2x% +
“3x+ 12

f) —V3x* + (2\/3— l)x3 —4x* +
+V3x+3

26.2) 2x' —x’ +12x" +x - 10
b) 6x* +x* +12x* - x+6

) 2x* +5x° +7x* —2x - 12

d) x*
e) V2xt = 9x® + 2(3\/5 + 2)x2 +
-2(V2+8)x+8

f)—\f 3 (\/§+1)x3—8x2+
+3(\/—+2)x—6\/§

12l gl x4
6 7

Dziat 2. Wielomiany i wyrazenia wymierne

2.4. Wyznacz sume W +Q irdznice W -Q wielomianéw wiQ.

a) W(x)—x3—x2+6x 2
b)Wx)—3x — 55+ 7x— 1

(
c) W(x)——3x +2x°—x+3
d) W(x):4x —6x° + 11
e) W(x) = 12x -3x+1
3, 5
) W(x) = x +2x —zx
g) W(x) = O3x - 0,7x° +01x+31
(

h)Wx)—Sx —02x" — x>+ 1,1x -7

2.5. Wyznacz iloczyn wielomianéw SiR.
a) S(x) = 2x2 -3

b) S(x) = -3x* +5x — 1

c) S(x) = 5x° — 2x +2

d) S(x) = 7x 4+ 2x% - 3x +2

e) S(x) = 2xt V22X -1

f) S(x) = x> +2x* - 2\3x+3

Qx) = 2% —x*+ x+4
Qx) = —4x° +2x* —x+5
Q(x)—x +4x° +2x - 1
Qx) = 4x° +6x° +3

Q(x) = —Sx +3x7 -1

5 1

Qx) = ——x —Ex +Ex—1
Qx) = —27x +1,7x% = 0,9x + 2,1
Qx) = 0,8x° +2x* = 3,9x + 1
R(x)=x-1
R(x) =2x+1
R(x)=x-1
R(x) =3x+2
R(x) =3x -2
R(x) = V3x +1

2.6. Wyznacz iloczyn wielomianéw SiR.

a) S(x)=2x2+3x—5
b) S(x) =3x* - x+2

) S(x) =4x" +2x -6
d) S(x)=1x2-6x+3
e) S(x) = £x2 4x +2
f) S(x)=—\/_x2+3x—6

2.7. Wyznacz iloczyn wielomianéw S i R.

a) S(x) = 3x0 +2x7 + 1
b) S(x) = - -3xt+x-1
c) S(x) = %x3 +2x7 +1

d) S(x) =2x> + V2x + 1
e) S(x) = V3x +V2x -3

) S(x)=x"+x° V2

-—x-1
2

2.7. a) —6x° — 4x° + 3x* - 9x°
b) “2x% -5+ 5xt 4 — 2P+ x -1
c) X8+ dx° - i
d) —4x5 +2x° - 2(\/5 + l)x4 +2x°
e) V3x® + V2x° = 3v3x* = 3v2x” + V6x’ +

f)2x6+2x5+(\/§—1)x3—3\76x—1

1
x4+2x3+4x2—zx+2

—6x* +x-3

~(Va-

R(x)=-x"+x+2
R(x):2x2+x+3
R(x)=%x2+x+2
R(x)=2x2—§x+1
R(x) = 2x* — V2x + 4
R(x)=§x2—x+\/§
R(x):—2x3+x—3
R(x)—2x3—x2+1
R(x):2x3—%x+2
R(x)=-2x"+x"—-x+1
R(x)=x3—3x+\/§
R(x) =2x" + V2x +1
1)x2+(\/§—1)x+1
9x —34/3



2.8. Dane s3 wielomiany: W(x) = x>+ 2  —x+5, P(x)=2x" —x+1,
Q(x) = 5x + 2. Wykonaj dzialania.
a) 2W(x) + 3P(x) — Q(x)
b) 2[W(x) - P(x)] + Q(x)
) W(x) - [P(x) +3Q(x)]

d) 2W(x) + 3[Q(x) - 2P(x)]
e) 5Q(x) — [W(x) + 2P(x)]
) 3[W(x)-2P(x)] - [P(x) + 3W(x)]

2.9. Dane sg wielomiany: P(x) = 2x -3, Q(x) = = +2x + 3,
R(x) = 3x” - 5x + 1. Wykonaj dzialania.
a) P(x)-R(x) - Q(x)

b) 2P(x) - Q(x) — 3R(x)

o) [P(x)]* - Q(x)

d) R(x) - Qx) - [P(x)]?
e) [P(x)]*- [-R(x)] +2Q(x)
f) P(x)-Q(x) - R(x)

2.10. Dany jest wielomian W (x) = x° —2x° +x— 1. Wykonaj dziatania i uporzadkuj
wyrazy w wielomianie Q(x) = W(2) - x4 3% - (W(x) —x+1)-x—-W(3).

2.11. Dane sg wielomiany: W(x) =2x -1, P(x) = x> - 3ax+b,
Q(x) = 2x° = 7x* + (5a + b)x — 2a. Wyznacz a i b tak, aby dla kazdej liczby rzeczywi-
stej x zachodzila réwnos¢ W(x) - P(x) = Q(x).

2.12. Czy mozna tak dobra¢ wspotczynniki a i b, aby dla kazdego x € R zachodzila
réwnos¢ W(x) = P(x) - Q(x)?

a) P(x)=2x+a Q(x) =3x> +bx + 1
b) P(x)=x2+ax+5 Q(x)=2x2+bx+1
) P(x):x2—3x+a Q(x)=x2+bx—2

Wi(x) = 6x° + x2 - 10x + 3
Wi(x) = 2xt - 5x° + 14x% - 8x + 5
W(x) = xt=2x +3x-10

2.13. Dane s3 wielomiany W(x) = 3x* —ax +b, P(x) =2x + 3,
Q(x) = —6x> + (1 + b)x* — 8bx +a —b. Wyznacz a i b tak, aby wielomian
F(x) = W(x) - P(x) + Q(x) byl wielomianem zerowym.

2.14. Przedstaw wielomian W(x) = 2t =3+ 7P —5x+ 4w postaci iloczynu

dwéch wielomian6w, z ktérych jeden jest réwny Q(x) = x* — x + 1.

2.15. Podaj przyktad dwdch wielomiandw stopnia pigtego, ktérych suma jest wie-
lomianem stopnia trzeciego.

2.16. Podaj przyktad dwdch wielomianéw stopnia trzeciego, ktoérych roznica jest
wielomianem stopnia zerowego.

2.17. Dane s3 wielomiany W(x) i P(x) o wspolczynnikach calkowitych. Wiadomo,
ze dla kazdej liczby rzeczywistej x spelniony jest warunek W(x)- P(x) = x°. Wykaz,
ze W(1) = P(1).

2.17. W(1) jest rowne sumie wspotczynnikow wielomianu W (x), bo jezeli:
W(x)=a,x"+a, x" ' +.. . +ax+ay to W1)=a,+a, , +...+a, +d,

Poniewaz W (x) i P(x) s3 wielomianami o wspdltczynnikach catkowitych, to W(1) i P(1) sa
liczbami calkowitymi, jako sumy liczb catkowitych.

Jezeli W(x)-P(x) =x” dla x € R, to W(1)-P(1) = L.

Jezeli iloczyn dwoch liczb catkowitych jest réwny 1, to albo W(1) = P(1) = 1,

albo W(1) = P(1) = -1, co konczy dowad.

2. Dziatania w zbiorze wielomiandw

2.8. a) —2x° + 10x* — 10x + 11
b) —2x° + 5x + 10

) —x> - 15x-2

d) —2x° - 8x* + 19x + 10

e) X —6x2 +28x +3

f) —14x* + 7x - 7

2.9. a) 5x° — 18x> + 15x — 6

b) 4x* — 10x° + 5x% + 15x — 21

9] —x° +5x* - 14x + 6

d)3x° -8x*+12x° —6x* —x-6
e) —12x* + 58x% — 93x* + 61x - 3
£) 6x° — 25x° + 48x* — 40x° +
—20x” +45x — 9

2.10. Q(x) = 3l +3i-11
211.a=1,b=2

2.12. a) tak:a=3, b=-4
b) nie ¢) nie

213.a=4, b=-2

2.14. W(x) =
= (xz—x+ 1)(2x2+ax+b) =
=2x*+ax’ +bx’ +2x* +ax+b +
—2x> —ax’ —bx =
:2x4—(2—a)x3+(b+2—a)x2+
+(a-b)x+b
Wi(x) = 2xt = 3x* +7x* —5x + 4
Zatem otrzymujemy uklad
réwnan:

2-a=3 (1)

b+2-a=7 (2)

a-b=-5 (3)

b=4 (4)
1a=-1,
4)b=4
Sprawdzamy, czy a = -1, b=4
spelniaja pozostate rownania:
2)L=4+2+1=7,
(3)L=-1-4=-5
Odp.:
Wi(x) = (x2 —-x+ 1) (2x2—x+4)

2.15. np. W(x) = 3x°,
Q(x) = —3x° +2x° — 1

2.16. np. W(x) = 5x° - 7x% + 6,
P(x) = 5 —7x% -2

73 I
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2.18. a) W(x) + P(x) =

= (a+b—2)x3+(b—a)x2—4

st. (W(x)+P(x)) =3 a+b+2
st. (W(x) + P(x)) =2 &
©(a+b=2Aa#b) e

& (a+b=2Aa#1)

st (W(x)+P(x))=0ea=b=1
b) W(x) + P(x) =

= (a+b)x’—(2a+b+4)x*+(2+a)x+1
st. (W(x) + P(x)) =3 &
©(a+b#+0)

st. (W(x)+P(x)) =2 &

& (a+b=0Aa+-4)

st. (W(x)+P(x)) =1

o (a=-4nb=4)

2.18. Wyznacz stopien wielomianu W (x) + P(x) w zaleznosciod aib.
a) W(x):ax3+bx2+x—3 P(x):(b—Z)x3—ax2—x—1
b) W(x) = (a—1)x’ — (b+4)x" +ax—1 P(x) = (b+1)x” - 2ax” +2x +2

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

1. Dane sg wielomiany W (x) = 5x*+7x° —x+2 i P(x) = —5x" + 2x — 1. Wskaz
wielomian réwny wielomianowi W (x) + P(x).
A.5x* +12x -3 C.2x'—x+1

B. 7x° + x + 1 D.7x° —x+1

2. Dane sa wielomiany W(x) = 2 —x+1 i Vix) = —3x*. Wskaz wielomian
réwny wielomianowi W(x) - V(x).
A. —6x°+3x* -3

B. -2x° - 3x*—x+1

C. —6x° +3x° - 3x°
D. 6x° — 3x° + 3x°

8. Wskaz iloczyn réwny wielomianowi W (x) = x°* - 2x° - 3.
A. (x2+2> (x4+3) C. (x3 —3) (x3+ 1)
B. (x*-2)(x*+1) D. (x*+1)(x*-3)

4. Dane s3 wielomiany W(x) = 2 —11x° +x -3 i P(x) = —x% = 2% + X%
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Stopien wielomianu W(x) - P(x) jest rowny 40.

B. Stopien wielomianu W (x) — P(x) jest réwny 8.

C. Wyraz wolny wielomianu W (x) - P(x) jest rdowny —3.

5. Dane sg wielomiany: W(x) = 4x° —2x* —x+3, Q(x) =8x-5, R(x) = K rx+2.
Wyznacz wielomian P(x) = 3 - W(x) — 2Q(x) - R(x).

6. Dane s3 wielomiany:
W(x) = 3x° —4x + 7x -2, Q(x) = -3x+1, P(x) =x’—x+2
Wykaz, ze wielomian W (x) + Q(x) - P(x) jest wielomianem zerowym.

7. Dane sg wielomiany: P(x) = ax + 1, Q(x) = X+ bx -4,

W(x) = —4x> — 19x” + 21x — 4. Wyznacz wspélczynniki a i b tak, aby dla kazdej
liczby rzeczywistej x zachodzita réwnos¢ W(x) = P(x) - Q(x).

Prosto do matury

1. B

2. C

3.C

4. F, P, F

5. —4x’ —12x* - 25x + 29

6. W(x)+Q(x)-P(x):3x3—4x2+7x—2+(—3x+1)(x2—x+2):

=3 —4x® +7x-2-3x" +3x* —6x+ x> —x+2=0

7.a=-4b=5
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3. Wzory Skro’conego mnozenla Uwagi metodyczne

W tym temacie wprowadzamy
wzory skroconego mnozenia.

Umiejetnosci: Opanowanie omawianych

« stosowanie wzoréw skroconego mnozenia: (a + b)°, (a-b)>, & +b°, & - b° zagadnien wymaga prze¢wiczenia
ich na wielu przykfadach. Cenna

Podnoszenie wielomianu do potegi (o dodatnim wyktadniku naturalnym) jest, po- umiejetnoscig jest zapisywanie

dobnie jak potegowanie liczb, innym zapisem mnozenia. sum algebraicznych w postaci
iloczynu, poniewaz bedzie to

Przyktad o zad. 3.3 przydatne podczas rozwigzywania

swnaf wielomi h
Podniesiemy do trzeciej potegi wielomian W (x) = x° — 2. rownatl wiclomiafiowye

Rozwigzanie

3 2
W(x))’ = (x3 — 2) = (x3 - 2) (x3 - 2) = (x6 —4x + 4) (x3 - 2) = 43.3. Wykonaj potegowanie.
3 3 3
=x0 - 2x% —ax®+ 8 +4x’ -8 =x" —6x°+12x° - 8 a) (2x + 1)3’ (2x—3)3, (2x - 1)3
) b) (4x -3)7, 3x—-4)", (4x—-1)

C) (x2 - 1)3, (x2 + 2)3, (x2 + 1)3
d) (2x2 - 5x3)3, (3x3 = 1)3,
(25 - 5)’

Odp.: a) 8x> + 12x% + 6x + 1,

Przy mnozeniu wielomianéw pomocne sg wzory skréconego mnozenia.

2 2 2
(a+ b)2 = a2 +2ab + b2 kwadrat sumy 8x° — 36x% + 54x — 27,
(a-b)"=a"-2ab+b kwadrat réznicy 8x° — 12x* + 6% — 1
a?-b = (a+b)(a-Db) roznica kwadratow b) 64x° — 144x” + 108x — 27,

27x — 108x + 144x — 64,

3 2
Analogiczne wzory dla potegi o wykladniku réwnym 3 maja nastepujacg postac. 64x o 48x4 T 125‘ -1

c) x —3x +3x -1,

KO 6xt + 1247 + 8,

x®+3xt 4350+ 1

6 7 8 9

(a+ b)3 =a’ +3a’b + 3ab* + b° sze$cian sumy 4 89x 606x * 135 Uoe” = e
( b)}_ 3 32b 3b2 b3 ;. J 27x = 27x +9x—1)
531— ) =a —3a 2+ a —2 sze$cian roznicy 8% — €055 + 150x° = 125
a+b =(a+b) (a —ab+b ) suma szescianow
a-b>=(a-b) (az +ab + bz) roznica szescianow

Zauwazmy, ze w ostatnich dwoch wzorach wyrazenia a*—ab+b* oraz a* +ab+b* przypominaja ((( )))
kwadraty réznicy oraz sumy, tylko ze przy iloczynie ab nie ma wspdlczynnika 2 (inaczej mowiac,

nie ma tam podwojonych iloczynéw a przez b).

Wyrazenia te czesto nazywamy niepelnymi kwadratami réznicy (sumy) a i b.

temat 2.4

Multiteéa

e Szescian sumy i szescian réznicy
dwdch wyrazéw

e Trojkat Pascala

e Trojkat Pascala — zastosowanie

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.3

G Generator

testéw i sprawdzianéw




I /6 Dziat 2. Wielomiany i wyrazenia wymierne

Wyprowadzimy dwa wzory dla potegi o wyktadniku 3, pozostate zostawiamy jako
zadanie do samodzielnego wykonania.

e (@a+b)’=@+ba+b)= (a2+2ab+b2)(a+b) =
=a’ +a’b +2a%b + 2ab* + ab® + b° = a@® + 3a’b + 3ab’ + b°
o (a—b)(a2+ab+b2) =a’+a’b+ab*-a’b-ab’*-b>=a’-b
43.4. Wykonaj dzialania. Przyktad 9 zad. 3.4
a) 2(x-2)° - (2x-1)°

b) (-3 -2x)°> + (2x +3)°
Q) 3(x=2)>-2(2x—1)> +4x(2x— 1)

Wykonamy dzialania.
a) (x-— 2)3 b) <3x2 - 2x>3 c) (x- 2)3 +(x + 2)3 d) (5- x)3 + (x - 5)3

d) Bx-1)-2(x+2)’ + x(5x + 1) Rozwigzanie
e) (x2+1)3—(x3+1)2 a) (x—2)3 =x>-3.x22+3.x-22-2=x"-6x"+12x-8
2 3 3 3 2
) [+ 17+ -0+ ) b) (357 - 2x) = (3x%) =3+ (3x7) 2x 43347 (207 - (20 =
2 3 2 3
g (x*-2x)" -~ (x* +2x) =27x% = 3.9x* . 2x + 9x7 - 4x? — 8x° = 27x° — 54x° + 36x* — 8x°

3 3
b (2" = 3x) + (3x - 2x%) ) (x-2)+(x+2)’ = (x-2+x+2) [(x =2~ (x = D(x +2) + (x +27] =

Odp.:a) —6x” + 18x—15 b) 0
€) 3x° — 10x” + 28x — 22

3 2
d) 50x7 - 29x" = ldx =17 D) G-x’+(x-5"=[-(x-5]+(x-5° = (-1)’(x -5+ (x-5) =
e) 3x —2x +3x = (x-5P2+(x=53=0
f) 8x° + 60x” + 150x + 125

g) —12x° - 16x° h) 0 ]

Odpowiedzi i rozwigzania

:2x(x2—4x+4—x2+4+x2+4x+4):2x(x2+12):2x3+24x

3.1.FFP 3.1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

Wyrazenie 8 p3 -12 p2q +6 pq2 - q3 mozna zapisa¢ w postaci

A (4p” +4pa+q’) Cp-q). B. (4p-q)" C. 2p-q°.
3.2. a) x°, 8y", —x”!, 16x" 3.2. Wykonaj potegowanie.
b) x2 — 8x + 16, a) (x3)7, (2y5)3’ (_x7)3, (_2x3)4

x2_2(\/§—1)x+3—2\/§, , ) i
2 +2(3- V3)x +6(2- V3) b) (x4 (x=V2+1), (x+3-13)

2
7
) 18x% — 24x + 8, 3x% + 12x + 12, ) (3\/§x—2\/§)2, (\/§x+2\/§)2, <2x/7x+7’;)

63x”

A o) G P G 3.3. Wykonaj potegowanie.

3 3 3
8x° - 36x* + 54x - 27, a) (x+1), 2x-3), @x-1)’ o (¥-1), (P+2), (1)
8x° — 12x% + 6x — 1 b (4 3 3 3 2 3)\3 3 3 3 3
x—-3), Bx—-4), (4x-1 d) (2x"=-5x"), (3x"=1), (2x" =5
b) 64x° — 144x* + 108x — 27, ) ( A 5 ) ) ( ) ( ) ( )

27x° — 108x” + 144x — 64,
64x° — 48x% + 12x — 1

[9) X —3xt +3x° - 1,

X+ 6xt + 1267 + 8,

3t 137+ 1

d) 8x° — 60x7 + 150x® — 125%°,
27x° = 27x% +9x° - 1,

8x” — 60x° + 150x° — 125
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3.4. Wykonaj dzialania. 3.4.2) 6x° +18x-15 b)0
3 2
a) 2(x-2)° -(2x-1)° (x2+1) (x +1> ¢) 3x” —10x” + 28x — 22
, d) 50x° - 29x° - 14x - 17

b) (-3-20)" + (2x +3)’ 0 [+’ +@-0@+)] &) 3x" - 2x° + 35

3 8x” + 60x” + 150x + 125
) 3(x-2)° -202x - 1)’ +4x(2x - 1) x* - 2x x*+2x b
e 2 i (-2 - (29

d) (3x - 1)3 - 2(x+ 2)3 + x(5x + 1)? h) (2x - 3x) + (3x - 2x2>3

3.5. Zastosuj wzory na sume lub réznice szesciandw i przeksztat¢ wielomian. 3.5. a) 2x - 3) (4x2 +6x + 9)
a) 8x” 27 d) (x-1)" - (x+1)’ b) (5+x) (25 - 5x + %)
b) 125+ x° e) (2x-3)>+(x+3)° ¢) x°(4x - 1) (16x” + 4x + 1)
o) 64x° - x° ) (5x-3)°-(3x+5)° &) 2(3 +1)
3.6. Przeksztal¢ wielomian W(x) do prostszej postaci, a nastepnie oblicz jego war- e) 9x(x2 -3x+ 9)
tos¢dla x = x,. ) 2(x - 4) (495" + 16x + 19)
1
a) W(x) = (x\/_—l)(x\/7+1)—(2x+3)2+4(3x+ \/%) Xy = V3 3.6. a) W(x) = 3% — 4,
w(v3) =5
1 2 1 (
b) W(x):<\/§_x)(\/§+x)_5(1_2x)_<x+5> x0=1—\/7 b)W(x):—X+1,
) Wx) = 2x + 12— 2(x — 2)% + 3 - 2x° 5y = A= ¥2 w(1-v7)=V7
V10 +4 c) W(x) = 12x — 4,

3.7. Przeksztal¢ wielomian W(x) do prostszej postaci, a nastepnie oblicz jego war- W< 1-v2 ) -
tos¢ dla x = x,. VIO +4
a) W(x):(x2—5x+3>2—4(2x—1)2+3x xo=§ =2(2-4v2+2v5 - V10)

2 2 5 2 5 3.7. a) W(x) =
b) W(x):2<x _4)(x +4)_3(x _x_1> —2x(x+ 1) X =-V2 = x* - 10x° + 155 — 11x + 5,
c) W(x) = (2x2—3x+1)2—(x2+x—3)2+2x(7x2—6x> Xg = V3 W(%):Z%

b) W(x) = —x*+4x® - x* - 8x-35,

3.8. Dane sg wielomiany: W(x) =2x+1, P(x) =x+a

i Q(x) = 8x* —4x” + bx* — 11x — 2. Wyznacz wspotezynniki a i b tak, aby dla kazdej W(_\/E) - _tl .
liczby rzeczywistej x zachodzita réwnos¢ (W (x))’ - P(x) = Q(x). €) W) = 3x" + 6x" - 8,
 rreczywistel wnosé (W(x))’ - P(x) = Q(x) B~

. . _ 4.3 2 : . .
3.9. Wielomian W(x) = x~ — 6x” + 13x” — 12x + 4 jest kwadratem wielomianu 38. a=-2 b=_18

Q(x) = x> +bx +c. Wyznacz bic.

3.10. Oblicz. , 3.10. a) 10+ 63
) (V3+1) b (Vi-+2)' o (Vi+2v3) a4 (3-12) b) 115 - 1742
c) 4377 + 663
3.11. Wykaz, ze liczba 2021° — 2018’ jest podzielna przez 3. Nie korzystaj z kalku- d) 25 - 272+ 94
latora.

3.11. 2021° - 2018 =
= (2021 - 2018)(2021 +
2
3.9. (Qx))* = (x2 +bx + 6)2 = x* + b°x* + &+ 2bx + 2cx® + 2bex = +2021-2018 +2018 ) =
2 2
= x* + 265 + (B + 20)% + 2bex + = 3(2021% + 2021 - 2018 + 2018°)
W(x) = x e 1357 - 12x + 4

=-6b=-3
+2c=13>2=4c=2

Odp.: W(x) = (Qx))* & (b= -3, c = 2)
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3.12. 222222% +33333% =
= (22222 + 33333)(22222° +

~22222 - 33333 + 33333%) =
=5-11111(22222° +

—22222 - 33333 + 33333%) = 5k,
gdzie k € Z, wiec

5| (222223 2 333333).

8.13.13°-11° = (13 ) -(11 )
=(13°- )(13 +11%) =
=(13-11)(13* + 13- 11+
+11%)(13 +11)(13° - 13- 11 +
+11%) =224k, gdzie k € Z,
wige 48] (13° - 11°).

3.14. Zalozenie: x—y =4, xy =2
a) Teza: x* + y* = 20

Dowdd:

x-y=4> (x-y)* =16
x2—2xy+y2 =16

Zatem:

X +y’ =16+2xy=16+2-2=20
b) Teza: x° — y° = 88

Dowdd:
x3—y3 =(x—y)(x2+xy+y2) =
= 4(20 +2) = 88

©

0
(D]

Dziat 2. Wielomiany i wyrazenia wymierne

8.12. Wykaz, ze liczba 22222° +33333” jest podzielna przez 5. Nie korzystaj z kal-
kulatora.

8.13. Wykaz, ze liczba 13° - 11° jest podzielna przez 48. Nie korzystaj z kalkulatora.

3.14. Dane sg dwie liczby rzeczywiste x i y spelniajace réwnania x—y =41 xy = 2.
Wykaz, ze

a) x°+ y” =20. b) x* -y’ =88.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

T ) R E) R

. Wyrazenie e jest rowne wyrazeniu
A.25(V2+1).  B.5(V2-1). C. 5(1-v2). D. 25(3 +22).
2. Wielomian <2x2 - 1)3 - 3<x3 - 2)2 - 5x2(x4 + 1) jest rowny wielomianowi

A. 12x +12x° + 22 - 13, C. 12x* — 125 - x* + 13.

2

B. —12x" +12x° - x* - 13. D. -12x" +12x” + x* - 13.
3

3. Wskaz objetoé¢ szecianu, ktorego krawedz ma dtugos¢ rownq o
A.10+7V2 B. 10 + 1412 C. 10-72 D. 14V2-10
4. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

3
A. Jednomian 36x* jest jednym ze sktadnikéw sumy (3x2 + 2) .

3
B. Jednomian 36x" jest jednym ze sktadnikéw sumy (2x2 + 3) .

3

C. Jednomian 36x* jest jednym ze sktadnikéw sumy (3x2 4 Zx) .
5. Zapisz wielomian (2x — 1)3 +(1-x)3x— 2)2 w postaci uporzadkowanej. Oblicz

warto$¢ wielomianu dla x = —+/5.
6. Wiadomo,7e a+b =3 i ab=1. Oblicz @’ +b°.

7. Wykaz, ze liczba 29° — 17° jest podzielna przez 12. Nie korzystaj z kalkulatora.

Prosto do matury
1.D

2.D
3.C

4. F,P,P
5. —x” +9x” — 10x + 3, 48 + 155
6. 18

7.29°-17° = (29°)’ - (17°)°

= (29-17)(29° +29-17 +17%) (296 +29°.17% + 176) = 12k, gdzie ke Z

= (29° -17°) (296 +29°.17% + 176) -
(k= (29" +29-17 +17%) (296 +29°-17° + 176))

Zatem 12| (29° - 17°).
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4. Rownania wielomianowe

Umiejetnosci:
° rozwigzywanie rownan wielomianowych

Poznalismy juz definicje pierwiastka tréjmianu kwadratowego. Podobnie okreslamy
pierwiastek dowolnego wielomianu.

Pierwiastkiem wielomianu W (x) nazywamy taka liczbe a, dla ktérej W(a) = 0.

Na przyklad liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W(x) = x° - 8,
bo W(2)=2"-8=0,

aliczby 0, 11 —1 sg pierwiastkami wielomianu P(x) = x° — x,

bo P(0) = P(1) = P(-1) = 0.

Réwnaniem wielomianowym (algebraicznym) nazywamy réwnanie postaci
W(x) = 0, w ktorym W(x) jest wielomianem. Stopniem réwnania nazywamy
stopient wystepujacego w nim wielomianu.

/ . 3 . . . . . . 5
Na przyklad réwnanie x” — x = 0 jest rOwnaniem stopnia 3, a réwnanie x° +1 =0
jest rownaniem stopnia 5.

Rozwigzanie réwnania W(x) = 0 oznacza znalezienie wszystkich pierwiastkow wie-
lomianu W(x).

Ogolne wzory na pierwiastki wielomianéw stopnia trzeciego odkryt w XVI w. whoski matematyk (1))
Niccolo Tartaglia. Wzory te jednak nosza nazwe wzoréw Cardana, od nazwiska innego wloskiego
matematyka i lekarza, ktory w 1545 r. opublikowat je (bez zgody Tartaglii) w swojej ksiazce.

Podat tam rowniez metode (znaleziong przez Ferrariego, ktory byl jego uczniem) rozwigzania
réwnania czwartego stopnia poprzez sprowadzenie go do réwnania stopnia trzeciego.

Nie podamy ogdlnych wzoréw na pierwiastki wielomianéw stopni wyzszych niz dru-
gi. Dla stopni trzeciego i czwartego takie ogolne wzory istniejg, ale s3 bardzo skom-
plikowane. Udowodniono natomiast, ze dla réwnan stopnia wyzszego niz czwarty

tematy 2.5-2.7

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.4

G Generator

testow i sprawdzianéw
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44.1. Wyznacz pierwiastki
wielomianu.

a) W(x) = 2(x—7)(x+5)(0,5x—1)
b) W(x) = (0,02 — 0,1x)(5x — 2)
c) W(x) = (I%x + 2) (3§x - 2)
d) W(x) =

= (x+ \/5) (2\/§x = 2) (3 + x\/g)
e) W(x) = 0,1x(2x — 5)(3x + 0,6)
f) W(x) = —4x°(x + 1)(x + 6)°
Odp.:a) -5,2,7

b) 0,2; 0,4

1
c)-1-, 3
3'°5

d) -V3,-V2, g
e) —l, 0, 2l
5 2

f) -6,-1,0

wzoréw na pierwiastki nie ma. Tylko nieliczne typy réwnan wyzszych stopni daja
sie rozwigzal w prosty sposob. W pozostalych przypadkach mozna szuka¢ réznymi
metodami przyblizen pierwiastkow i najczesciej, korzystajac z pomocy komputerow,
znajduje sie je z zadang wczesniej doktadnoscia.

Autorem ostatecznego rozstrzygniecia problemu rozwigzywalnosci réwnan
wielomianowych jest wybitny matematyk francuski Evariste Galois
(1811-1832). Zyl bardzo krétko, ale jego naukowe osiagniecia wyprzedzity
stan 6wczesnej matematyki o kilkadziesigt lat. Zajmowat sie tez polityka

i jako rewolucjonista trafit do wiezienia. Zginal w pojedynku. Jego zycie
zostato opisane w ksigzce Leopolda Infelda Wybraricy bogow.

Zajmiemy si¢ teraz szukaniem rozwigzan réwnan stopnia wyzszego niz drugi w przy-
padkach, gdy cel ten mozna osiagna¢ w stosunkowo prosty sposéb. Najprosciej, po-
dobnie jak w réwnaniach kwadratowych, znajduje si¢ pierwiastki réwnania W(x) = 0
wowczas, gdy wielomian W jest zapisany w postaci iloczynu czynnikéw stopnia
pierwszego.

Przyktad o zad. 4.1
Rozwigzemy rownanie (x —1)(x —3)(x +2) = 0.

Rozwigzanie
Iloczyn ma warto$¢ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej jeden czynnik w tym ilo-
czynie ma warto$¢ 0. Zatem aby wyznaczy¢ pierwiastki rownania, wystarczy znalez¢é
pierwiastki poszczegolnych czynnikéw. Mamy wiec:

x—1=01Iub x-3=01ub x+2=0, czyli

x=11lub x=31lub x=-2

Odp.: Pierwiastkami réwnania sg liczby: 1,31 -2.

Przykiad @) « zad. 4.2
Wyznaczymy pierwiastki wielomianu Q(x) = x(x + 3)2.

Rozwigzanie

Q(x)=0 Jedli n jest dodatnia liczbg naturalna, (1))
x(x + 3)2 =0 to (x —a)" = 0 wtedy i tylko wtedy,
x=0lub x=-3 gdyx=a.

Odp.: Pierwiastkami wielomianu Q sa liczby 01 —3.

44.2. Wyznacz pierwiastki wielomianu.

a)x2—5x+6<0 ) 2x < x* e)x2—6x+10>0 g)x2+2x+2<0
b) 2x" +3x+520 d) x* <2 ) x"+2x-120 h) 4x > x* + 4
Odp.:a) -1,1,3 b) -5,3 ¢) -4,0,2,3 d)-3,2 e)-3,3 f) —1%, -1,2 g)-3,2,3
h) -10,-1,3



Przyktad e zad. 4.3
Napiszemy wielomian, ktéry ma doktadnie trzy pierwiastki: 7, 4 i —2.

Rozwiagzanie
Najprostszym rozwigzaniem jest W(x) = (x — 7)(x — 4)(x + 2), ale wielomianéw
spelniajacych warunek zadania jest nieskonczenie wiele. Oto kilka innych:

P(x) =3(x - 7)(x —4)(x +2)

T(x) = (x = 7)*(x — 4)(x + 2)

QW) = (x=N(x-(x+2) (¥ +1)

Z(x) = V3(x = ) - 9P (x +2) (x* +2)

W kazdym wielomianie spelniajacym warunki naszego zadania musi wystapic ilo-

czyn (x —7)(x —4)(x + 2). Jezeli chcemy tworzy¢ inne rozwigzania, to mozemy:

e mnozy¢iloczyn (x—7)(x—4)(x+2) przez dowolng liczbe rézng od zera - tak jak
w wielomianie P,

° poszczegdlne czynniki iloczynu (x — 7)(x — 4)(x + 2) podnosi¢ do dowolnych
poteg naturalnych dodatnich - tak jak w wielomianie T,

e mnozy¢ iloczyn (x — 7)(x — 4)(x + 2) przez czynnik, ktéry nie ma innych pier-
wiastkow - tak jak w wielomianie Q.

Przyktad o zad. 4.8

Wyznaczymy wspolczynnik a, wielomianu W(x) = 2x° — x* + 5x + a, tak, aby
jednym z pierwiastkéw wielomianu W byta liczba —1.
Rozwiagzanie
W(-1) = 0, zatem
—2-1-5+4+a,=0istad a, =38
Odp.:agy, =8

Rozktad wielomianu na czynniki

Wiemy juz, ze jezeli wielomian W jest zapisany w postaci iloczynu czynnikdw stopnia
pierwszego, to bez problemu mozna rozwigza¢ réwnanie wielomianowe W(x) = 0.
Dlatego zajmiemy sie teraz rozkladem wielomianu na czynniki. Nie wszystkie wie-
lomiany mozna roztozy¢ na czynniki liniowe. Przyktadami takich nierozktadalnych

wielomianéw sg tréjmiany kwadratowe, ktérych wyréinik (A) jest ujemny, np. x*+2,
2
x"+x+1

Podamy (bez dowodu) twierdzenie dotyczace rozkladu wielomianu na czynniki.

4. Réwnania wielomianowe 81 I

44.3. Napisz przyklad
wielomianu, ktérego
pierwiastkami sg tylko podane
liczby.
a) -2,5,1
b) -3,-2,0,2

1 3
C) 0, E, —Z, 4, —\/7
d)3,-1,2

5

Odp.:a) np. (x+2)(x —5)(x—1)
b) np. (x +3)(x + 2)*(x - 2x)
) np.

2x<x—%)<x+‘3—1)(x—4)(x+ \/7)
d) np. 5(x = 3)(x + 1) (x— §>

44.8. Liczby 21 -3 s3
pierwiastkami wielomianu
W(x) = —x° + ayx” + 5% + ag.
Wyznacz wspolczynniki a, i a,
tego wielomianu.

Odp.:a, = -2, a, =6
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Kazdy wielomian mozna rozlozy¢ na czynniki stopnia co najwyzej drugiego.

Zatem jedyne wielomiany, ktorych nie mozna roztozy¢ na czynniki, to tréjmiany
kwadratowe o ujemnym wyrézniku.

Kazdy wielomian nieparzystego stopnia ma co najmniej jeden pierwiastek.

Wielomian stopnia parzystego moze nie mie¢ pierwiastkow. Jest wowczas iloczynem
wytacznie nierozkladalnych tréjmianéw kwadratowych.

Tylko niektore wielomiany stopnia wyzszego niz 2 mozna w prosty sposob rozlozy¢
na czynniki. Pokazemy przykfady takich wielomianéw.

44.11, Rozl6z wielomian Przyktad @ « zad. 4.11
na czynniki nierozkladalne.

2) P(x) = 25 + 25 - 12x Rozlozymy na czynniki podany wielomian.

b) P(x) = 7x> + 2x° + x Rozwigzanie
¢) P(x) = 0,5x3 - 2,5x2 + 3x a) W(x) = x3 - 2x2 + X «—— wspdlny czynnik x wylaczamy przed nawias
d) P(x) = 5mx” - 10mx’ - 157" W(x) = x(x2 ~2x + 1) - 2ab+ b = (a-b)?
e) P(x) = 0,2x° + 0,6x* — 2x° ,
f) P(x) = —x” + 3x> — 2x Odp.: W(x) = x(x - 1)
I?)dlg( 2;) P(JE)7 =22x;x - 21))( *+3) b) W(x) = 2x4 + x3 + 5x2 «— wspdlny czynnik X2 wylaczamy przed nawias
x) = x(7x" +2x +
¢) P(x) = 0,5x(x — 2)(x  3) Wi(x) = x2(2x2 +x+ 5) —— obliczamy wyrdznik A tréjmianu kwadratowego
d) P(x) = 5mx’(x + 1)(x - 3) A=1-4-2-5=-39 —Aa<o
e) P(x) = 0,2x(x - 2)(x + 5) Odp.: W(x) = x2(2x2 +x+ 5)

f) P(x) = —x(x - 1)(x - 2)
¢) W(x) =3x> —3x* — 6x

W(x):3x(x2—x—2) — A=1-4-1-(-2)=9
x;=-1, x,=2 «— obliczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego
X —x-2= (x+1)(x-2) —— zapisujemy tréjmian w postaci iloczynowej

Odp.: W(x) = 3x(x + 1)(x — 2)
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d) W(x) =x*+2x
x)—x(x +2) —a +b’ =(a+b)(a’-ab+b)

x +(\/_) (x+\/_)(x —x\/_+\/_)
Odp.: W(x) = x(x+ 12) (+* - x V2 + {4)

Niepetny kwadrat réznicy a* —ab+b*, oile a # 0 i b # 0, jest wielomianem nierozktadalnym. ()
Jezeli bowiem w wyrazeniu a® — ab + b* litere a potraktujemy jako zmienng, natomiast b jako
liczbe, to wyréznik A takiego tréjmianu jest ujemny, bo A = b* — 4b* = —3b. Takie samo
rozumowanie mozna przeprowadzi¢ w wypadku niepelnego kwadratu sumy, czyli wyrazenia

a’ +ab+ b

Przyjrzyjmy sie ponownie rozkladowi na czynniki wielomianu z przyktadu 5c:
Wi(x) = 3x° - 3x% - 6x
Zauwazmy, ze mozna ten rozklad przedstawi¢ w wielu postaciach, np.:
(1) W(x) =3x(x+ 1)(x—2)
(2) W(x) =x(Bx+3)(x—-2)
3) W(x) =3x(x—-2)(x+1)
(4) W(x) =3(x+ 1)x(x—2)
ktdre rdznig sie w rzeczywistosci tylko kolejnoscia czynnikow, ewentualnie potoze-
niem stalej (w rozkladzie (2) liczba 3 nie jest wylaczona z czynnika 3x + 3).

Te wlasno$¢ rozkladu wielomianu na czynniki formutuje si¢ w postaci twierdzenia,
ktére podajemy bez dowodu.

Rozklad wielomianu na czynniki jest jednoznaczny (z dokfadnoscia do stalej
wylaczonej przed nawias).

Dzigki podanym wyzej twierdzeniom mamy gwarancje istnienia rozkladu wielomianu na (1))
czynniki stopnia co najwyzej drugiego. Twierdzenia te nie wskazujg natomiast sposobu
postepowania prowadzacego do otrzymania takiego rozktadu.

W dotychczasowych przykladach mozna byto od razu skorzysta¢ ze wzordéw skréco-
nego mnozenia lub wylaczy¢ wspolny czynnik ze wszystkich sktadnikéw wielomianu.
W nastepnych przykladach, aby wylaczy¢ czynnik, bedziemy najpierw odpowiednio
grupowa¢ wyrazy wielomianu.

83 I
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44.12. Rozldz wielomian na
czynniki nierozkladalne.

a) W(x)=x" —6x>+12x -8

b) W(x) = 8x° — 36x” + 54x — 27
¢) W(x) = 125 + 75x + 15x% + x°
d) W(x) =2x> + 12x% + 24x + 16
e) W(x) = -3x° — 27x* — 81x — 81
1

f) W(x) = -2x° + 3x* - %x+ "

Odp.: a) W(x) = (x - 2)°
b) W(x) = (2x - 3)°

) W(x) =(5+x)°

d) W(x) =2(x +2)°

e) W(x) = -3(x + 3)°

f) W(x) = —2<x - %)3

44.13. Rozt6z wielomian na
czynniki nierozkladalne

a) Q(x) = X - i +x—1

b) Q(x) = x° = 5x% — 4x + 20

¢) Q(x) = 8x° — 20x> — 18x + 45
d) Q(x) = llix3 - 64—31x2 —20x+12

e) Q(x) = 14x° + 2x* - 21x - 3
) Q(x) = 6x° + V8x> — 18x — 62,

g) Q(x) = V3x® — x* + VA8x — 4
h) Q(x) = lx4 - éx3 —3x + 1%x
i) Q(x) = 2t - -2x-1
j) Qx) =

=8x" - 32x* +32x° + x> —4x +4
k) Q(x) =

=9x° + 12x* +4x° —9x* — 12x — 4
D Q(x) =
=x%—4x° +4xt + 4x% — 16x + 16

Odp.:a) Q(x) = (x—1) (xz + 1)
b) Q(x) = (x = 5)(x - 2)(x + 2)

¢) Q(x) = 2x-5)2x —3)(2x + 3)
d) Q(x) =

= (5x—3)(1%x—2> (1%x+2>
e) Q(x) =
= %(7x+ 1) (2x— \/E) (2x+ \/E)
) Q(x) =
=2(x—\/§)(x+ \/5)(3x+ \/i)
g) Qx) = (\/gx— 1) (x2 +4)
h) Q(x) =

1
=x(x—5>( X — \/_)( x+\/_>
i) Qx) =
= (x+1)2(x—1)(x2+x+1)
J) Qx) =
= (x-2’Qx+1) (4" - 2x + 1)
k) Q(x) =
=(Bx+2)>%x-1) (x2 +x+ 1)
D) Q(x) =

= (x—2)2(x2 —2x+2) (xz +2x+2)
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Przyktad 0 zad. 4.12

Roztozymy na czynniki wielomian W(x) = x° + 3x° + x + 3.
Rozwigzanie
Popatrzmy na pierwsze dwa skladniki tego wielomianu: x° + 3x”. Jezeli wylaczy-
my przed nawias x°, to otrzymamy x’(x + 3). W nawiasie mamy wowczas sume
identyczng jak ta, ktéra tworzg ostatnie dwa wyrazy wielomianu.
Wi(x) =x*(x+3)+x+3
W(x) = x*(x+3) + 1+ (x +3)

W(x) = (x +3) (xz + 1)
Odp.: W(x) = (x + 3) (x2 + 1)

Przykiad @

Rozlozymy na czynniki dany wielomian W (x).

«— wspolny czynnik x + 3 wylaczamy przed nawias

«— czynnik x* + 1 jest nierozktadalny

zad. 4.13

Rozwigzanie
a) W(x) =x>-2x"—4x+8

W) = (x*-2¢") - (4x=8)  — grupujemy wyrazy
Wi(x) = x (x 2)—4(x-2)
Wi(x) = (x - 2) (x - 4) — Korzystamy 7 wzoru na roznice kwadratéw
W(x)=(x—-2)(x-2)(x+2)
Odp.: W(x) = (x — 2)%(x +2)

b) W(x) = 750 +2x* - 21x -6

Pokazemy dwa sposoby grupowania wyrazéw tego wielomianu.

I sposéb
796(362 — 3) + 2(x2 — 3) =

W(x) = (7x3 - 21x) + (Zx2 - 6) =

- (x2—3>(7x+2) = (x~V3) (x+V3) (7x +2)
IT sposéb
W(x) = <7x3 + 2x2) -(21x+6) = x2(7x +2)-3(7x+2) =

=(7x+2)<x2—3)=(7x+2)(x—\/§)(x+ \/5)

Mamy juz ostateczny rozklad wielomianu W. Mozna jeszcze wylaczy¢ przed na-
wias 7, aby wszystkie czynniki byly zapisane w postaci wygodnej do odczytania
miejsc zerowych wielomianu.

Odp.: W(x) = 7(x - \/3) (x + \/3) (x + ;)



Przyktad 0 zad. 4.16

Rozwigzemy podane rdwnanie, rozkladajac jego lewa strone na czynniki.

Rozwiagzanie
a) 5x° —4x> -~ 10x+8 =0
(Sx3 - 10x) - (4x2 - 8) -0

sx(x*-2) - 4(x"-2) =0
(x2_2)(5x—4)=0, czyli S(x—\/—)(x+\/_)(x__>:0
Odp.: x = V2 lub x = =2 lub ng

b) x +V3x° —x* —\Bx =
x(x+V3xP - x - \/_>=0

4
(

x[(x3—x \/_x - )]

x[x x2—1 +\/_<x —1)]:0

x(x ) x+\/—) 0, czyli x(x—l)(x+1)(x+ \/§)=0
Odp.:x=01lub x=1 lub x=-1 lub x = -3
Przyktad €)

Roztozymy na czynniki wielomian W(x) = x> - 3x” + 2.

zad. 4.18

Rozwigzanie

4. Réwnania wielomianowe 85 I

44.16. Rozwigz réwnanie.
a) L llixii=0
27 3
b) 4x” + 4x” — 25x — 25 =0
o) V3x’ - V192 =0
d) 212x°-63x*+9V2x-3v3 =0

1 3 1, 1 1

e) F +-x-——==0

4 6 27
f)x +V2x 45 —42x =0
Odp.:a) x = -3
b)x:—Z% lub x = ~1 lubx=2%
c)x=2
d)x:\/—g

2

2
e)x—g
f) x=-V2 lub x=-2lub x=0

lub x =2

Wielomian W(x) ma nieparzysta liczbe sktadnikow, zatem grupowanie wyrazow
nie doprowadzi do wytonienia wspélnego czynnika. Przedstawmy wiec jeden z tych

sktadnikéw jako sume dwéch: 3x” = x> + 2x”. Zatem:
(x)—x3— 2 -2xt 42
(x) = (x —x)—(2x2—2)
W) = (-1 -2(x" - 1)
(x)—x(x—l)—2(x—1)(x+1)
() = (x= D [¥ =2+ D], cayli W(x) = (x = 1) (6" - 2x - 2)
=4-4-1-(-2)=12
1 =1-V3, x,=1+3
W(x)=(x—1)(x—1+\/§)(x—1—\/§)
Odp.:W(x):(x—l)(x—1+Vg)(x—l—\/g)

< =

w
w
A

kwadratowego

44.18. Rozl6z wielomian na czynniki nierozkltadalne.
a) W(x)=x3—7x+6 9] W(x)=x3—21x—20
b) W(x) =x" —4x-3 d) W(x) = x> - 12x + 11

Odp.: a) W(x)=x3—7x+6=x3—x—6x+6:x(x2—1)—6(x—1):(x—1)(

«— obliczamy wyrdznik i pierwiastki tréjmianu

x2+x—6)=(x—1)(x—2)(x—3)

b) W(x):x3—4x—3=x3—x—3x—3:x(xz—l)—3(x+l):(x+l)(x2—x—3),

wiec x =-1lub A =13, x, = l—zx/ﬁ’ 5oy = 1+2\/ﬁ W(x)=(x+1)(x— 1_2m><x—

1+\/ﬁ)

2

9) W(x)=x3—21x—20=x3—x—20x 20—x(x2—1)—20(x+1)=(x+1)(x2—x—20)=(x+1)(x+4)(x—5)

A=81, VA=9, x, = ~=2 = 4, x, % 5.
W) =x"-12x+11=x"—x-1lx+ 11 =x(x’ - 1) - 11(x - 1) =
A=1+44=145 VA =35, x1=_1_23\@, x2=_1+23\@

(x—l)(x2+x—11)=(x—1)(x+#)(x—

3v5-1
2
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44.20. Rozt6z wielomian na

czynniki nierozkladalne.

a) W(x) = xt-5x* +4

b) W(x) = x* — 11x* + 18

c) W(x) = 1257 + 13

d) W(x) = —2x* - 12x* - 16

e) W(x) = 4x* - 25x” + 6

f) W(x) = —36x" — 65x* + 36

Odp.:a) W(x) = xtosx? 44 =

ot 4P+ 4=

=x(x*-1)-4(x"-1) =

= (x*-1)(x*-4) =

(x—=1D(x+1)(x—2)(x+2)

b) W(x) = x* — 11x* + 18

A=121-72=49, VA=7
2 11-7

t=x' t)=——=21,=9,

wiec W(x) = (x2 - 2) (x2 - 9) =

= (x— ﬁ)(x+ ﬁ)(x—3)(x+3)

c) W(x) = 1247 - 13 =
4

=x'—xr+13xP - 13 =
=x(x*-1)+13(x*-1) =

= (x - D(x+1) (x> +13)

d Wx) =-2x"-12x* - 16 =
= —Z(x4 +6x7 + 8) =
=-2(x*+2)(x* +4)

e) W(x) = 4x* —25x* + 6
t=x% A=625-96= 529,

£f) W(x) = —36x* — 65x> + 36
xt=t A=65+36"-4=

= 4225 + 5184 = 9406, VA = 97
_65-97 =32 _4
L™ 722 = 72 9
-162 -9
=7 T M

W(x) = —36(x2 - g) (xz + Z
4

o))

>

Metoda podstawiania

Czesto podczas rozkladania wielomianu na czynniki nie mozna skorzystac ze wzoréw
skréconego mnozenia, wylaczy¢ wspdlnego czynnika ani tez pogrupowaé wyrazéow
wielomianu. W niektérych sytuacjach mozemy postuzy¢ sie metoda podstawiania.
Prze$ledZzmy to na przyktadzie.

Przyktad (0

Roztozymy na czynniki wielomian W (x) = x* + x* - 20.

zad. 4.20

Rozwiazanie
Podstawiamy x° = t. Wowczas wielomian W staje sie zaleiny od zmiennej t i przyj-
muje postac:

W(t) = +1-20 «—— obliczamy wyrdznik tréjmianu kwadratowego zmiennej t:
A =381

t,=-51=4 «—— obliczamy jego pierwiastki
t24t—20=(t+5)(t—4)

Zatem W (t) = (¢t + 5)(t — 4). Wracamy do podstawienia 2=t

W) = (& +5) (" - 4)

Czynnik x* + 5 jest nierozktadalny, a czynnik x* — 4 rozktadamy, korzystajac ze
wzoru na roznice kwadratéw i otrzymujemy ostateczny rozklad wielomianu W na
czynniki.

«—— zapisujemy tréjmian w postaci iloczynowej

Odp.: W(x) = (xz + 5) (x-2)(x+2)

4.1. Wyznacz pierwiastki wielomianu.
a) W(x) =2(x—-7)(x+5)(0,5x—-1) d) W(x)
b) W(x) = (0,02 - 0,1x)(5x - 2) e) W(x) =

) =

c) W(x) = (1%x + 2) <3§x - 2) ) W(x
4.2. Wyznacz pierwiastki wielomianu.
2) Z(x) = 4(x-3) (¥ - 1)
b) Z(x) = —2(x +5)(x* — 6x+9)
c) Z(x) =3x (x - 5x + 6) (2x +8)

d) Z(x) = (x —8)<x2+x—6)

= (x+ \/—)(Zﬁx—z)(3+x\/§)
0,1x(2x — 5)(3x + 0,6)

—4x°(x + D(x + 6)°

() = 5(x" +27) (" - 9)
) Z(x) = (2x + 3) (x x- 2)
g) Z(x) = (Sx - 64) (x - 9)
h) Z(x) = 2x - 6) (x +11x + 10)

e) Z(x) =

Odpowiedzi i rozwigzania

41.2) 52,7 b) 0,204 c)—%,% d)—\/g,—\/f,\/?i e) —é,o,z% f) —6,~1,0
42.2)-1,1,3 b)-53 ) -40,23 d)-3,2 e -3,3 f)—1%,—1,2 g) -3,2,3

h) -10,-1, 3



4.3. Napisz przyklad wielomianu, ktérego pierwiastkami sg tylko podane liczby.
2) -2,5,1 b)-3,-202 9 05-34-v7  d)3-12
4.4. Podaj przyklady trzech réznych wielomiandw, ktérych pierwiastkami sa tylko
liczby: V7, 4, -2, 5.

4.5. Napisz przyktad wielomianu stopnia trzeciego, ktorego pierwiastkami sg tylko
podane liczby.

a) -7,-2,1 b) 0,4 c) -3,3 d) 3

4.6. Podaj przyklad wielomianu, ktorego pierwiastkami

a) sa trzy kolejne liczby nieparzyste. c) sa dwie pary liczb przeciwnych.

b) sg dwie liczby pierwsze. d) jest pie¢ kolejnych liczb catkowitych.

4.7. Podaj przykltad wielomianu stopnia trzeciego, ktérego pierwiastkami sg liczby:

. . . . . 3 2
-1, 314. Zapisz ten wielomian w postaci a;x” + a,x” + a;x + a,.

4.8. Liczby 2 i -3 sa pierwiastkami wielomianu W(x) = —x° + a,x” + 5x + a,.
Wyznacz wspolczynniki a, i g, tego wielomianu.

4.9. Podaj przyklad wielomianu W, ktérego pierwiastkami sg liczby 1, 2 oraz 3 i kto-
ry spetnia warunek W(4) = 12.

4.10. Rozléz wielomian na czynniki nierozkladalne.
a) W(x) = x> =242 c) W(x) = —7x° + 14x°
b) W(x) = 3x* - 3x d) W(x) = x° - 4x

e) W(x) = —3x° +27x°
) W(x) = —x° + 4x?

4.11. Rozldz wielomian na czynniki nierozktadalne.

a) P(x) = 2x° +2xF - 12x d) P(x) = 5mx” - 10mx® — 157x?
b) P(x) = 75 + 25 + x e) P(x)=02x" + 0,6x* - 2x°

¢) P(x) = 0,5x> — 2,5x” + 3x f) P(x)= x>+ 35 - 2x

4.12. Rozldz wielomian na czynniki nierozktadalne.
a) W(x)=x" —6x>+12x—8 d) W(x) =2x> + 12x> + 24x + 16
b) W(x) = 8x” — 36x” + 54x — 27 e) W(x) = -3x" —27x* — 81x — 81

¢) W(x) =125 + 75x + 15x% + x° ) W(x)=-2x" +3x% - %x + }1
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4.3. a) np. (x+2)(x—-5)(x—1)
b) np. (x +3)(x + 2)*(x — 2x)

c) np. 2x<x— %)(x+ i)(x—4)~
(x+V7)
d) np. 5(x —3)(x+1) (x— %)

4.4. np.:

7(x - \/7) (x —4)(x + 2)(x + 5),
(x = V7)’ (x - 4)(x + 2)(x +5),
(x = V7) (x = 9)*(x + 2)(x + 5)°

4.5. a) np. 8(x+7)(x+2)(x 1)
b) np. xz(x —4)

c) np. (x+3)(x— 3)2

d) np. 3(x - 3)°

4.6. a) np. (x—3)(x—-5)(x—-7)
b) np. (x —11)(x - 17)

c) np. (x2 = 1) (x2 = 8)

d) np. x(x+2)(x+1)(x—1)(x—-2)

4.7. np. %x3 ~3x" + gx +6

48.a,=-2,0a,=6

4.9. np.
Wi(x) =2(x—1)(x —2)(x — 3)

4.10. a) W(x) = x*(x - 2)
b) W(x) = 3x(x - 1)

o) W(x) = —7x*(x - 2)

d) W(x) = x(x +2)(x —2)
e) W(x) = -3x*(x - 9)

f) W(x) = —x*(x - 4)

4.11. a) P(x) = 2x(x — 2)(x + 3)
b) P(x) = x(7x2 +2x + 1)

¢) P(x) = 0,5x(x — 2)(x — 3)

d) P(x) = 5nx*(x + 1)(x — 3)

€) P(x) = 0,2x°(x — 2)(x + 5)

f) P(x) = —x(x - 1)(x - 2)

4.12. a) W(x) = (x-2)°
b) W(x) = 2x - 3)°

) W(x)=(G+x)]

d) W(x) =2(x +2)°

e) W(x) = -3(x + 3)°

f) W(x) = —Z(x - 1)3

2



I 88

4.13.2) Q(x) = (x - 1) (x* +1)
b) Q(x) = (x — 5)(x — 2)(x +2)

¢) Q(x) = (2x-5)2x—3)(2x + 3)
d) Q(x) =

= (5x—3)<1%x—2)<1%x+2>
e) Q(x) =
= %(7x+ 1)(2x— \/3) (2x+ \/E)
f) Q(x) =
=2(x—\/§)(x+ \/5)(3x+ \/5)
g) Q(x) = (\/gx— 1) (xz +4)
h) Q(x) =

1
=x(x—5>( —x - \/_>< x+\/_)
i) Qx) =
=(x+1)2(x—1)(x2+x+1)
j) Qx) =
=(x— 2)2(2x+ 1) (4x2 —-2x + 1)
k) Q(x) =
= (3x+2)2(x— 1) (x2 +x+ 1)
D) Q(x) =
=(x - 2)2(x2— 2x + 2) (x2+ 2x + 2)

4.15. a) x =0 lub x = -5
b) x=0 lub x =-3
¢)x=01Ilub x=3
d) x=01Iub x=4
e)x=0Iub x=-3
f) x=0lub x=-7

g) x=-3 lub x =0 lub x:%
h) x=-v2 lub x=0

lub x =32
4.16. a) x = —
b)x=—z§ lub x = -1
lub x = 21
2

c)x=2
d)x:ﬁ

2

2
e)x—g

f) x=—v2 lub x=-2lub x =0
lub x =2

Dziat 2. Wielomiany i wyrazenia wymierne

4.13. Rozléz wielomian na czynniki nierozkladalne.

a) Q(x)—x3—x2+x—1

b) Q(x)—x — 557 —4x+20

c) Qx) = Sx3 20x% — 18x + 45
d)Q(x)—ll =X 6x - 20x + 12

e) Q(x) = 14x° +2x* - 21x - 3

) Q(x) = 6x° + V8x* — 18x — 62

g) Q(x) = V3x® — x% + V48x — 4

h) QU0 = 1x*— 1x' - 3x? 4 1

i) Qx =x+2x  + 20— X° —2x—1

j) Qx =8x - 32x* + 324° +x —4x+4

9x +12x% + 4’ - 9x?

)
)
k) Q(x) =
)

-12x-4

) Q(x =x® —4x° + 4x* + 4x* — 16x + 16

4.14. Przerysuj tabele. Wyznacz wielomiany, ktdre nalezy wstawi¢ w miejsce 2.

czynnik czynnik
czynnik ¢ ?
czynnik ¢ ?
czynnik ? ?
iloczyn X =247 X2+ 6x% + 9x

4.15. Rozwigz réwnanie.
a) 3x° +30x” + 75x = 0
b) 18x + 12x% +2x> = 0
c) 9nx — 6mx’ + x> = 0

d) x* - 8x*+16x=0

4.16. Rozwigz réwnanie.

1
)—x+ X +x+1=0
27 3

b) 4x° +4x* —25x - 25 =0
o) V3x® — V192 =

4.14. czynnik czynnik
czynnik x x
czynnik x x+3
czynnik | x -2 x+3
iloczyn | x° —2x> | x* +6x% +9x

czynnik iloczyn
? X+ x°
? X2 +5x% + 6x
? X —2x" - 9x+18
?
e) v +9xr =0
) —2x° —28x" - 98x° =0
23 5
X +=-x"-x=0
g) 3 3
h) V2x' - 4x® - 6V2x° =0

d) 2v2x* - 63x* +9v2x - 3v/3=0
e) —x° —-x"+

f) b V2 - 4ax

czynnik
x+1
x+2
x-3
X -7x-6

?—4\2x =0

iloczyn
X+ x
x* +5x% + 6x

x> —2x* —9x + 18



4.17. Rozwigz réwnanie.

a) (x—4)(x2+x+3)+(2x—5)(x2+x+3) =0
b) (¢ -3)(x+7) = (3-2) (x+ 1)

c) (x2+4)(x+8) =x'-16

d) (x-2)2x+4)2x+3) =3 -x)(x+2)(6x+9)

4.18. Rozldz wielomian na czynniki nierozktadalne.
a) Wx)=x"-7x+6 ¢) W(x)=x"-21x-20
b) W(x) =x’ —4x-3 d) W(x) =x’ - 12x+11

4.19. Rozwiaz réwnanie.
a) x> —13x+12=0 ) X +2x+3=0
b) x* = 111x+ 110 =0 d) x> -5x+4=0

4.20. Rozléz wielomian na czynniki nierozkltadalne.

a) W(x)=x*-5x>+4 d) W(x) = -2x* - 12x* - 16
b) W(x) = x* - 11x% + 18 e) Wi(x) =4x*-25x* +6
) Wx) =x+124-13 ) Wi(x) = -36x* — 65x% + 36

4.21. Rozwigz rownanie.
2
a) xt-2x*-3=0 c) (x2+x—1> -1=0

b) (x2+2x>2—7(x2+2x)—8=0 d) (x2+3x+5)2—2x2—6x—13=0

4.22. Suma dwoch liczb naturalnych réwna sie 18, a suma ich sze§ciandéw réwna sie
1674. Wyznacz te liczby.

4.23. Suma szesciandw trzech kolejnych liczb naturalnych jest 12 razy wieksza od
kwadratu $rodkowej z nich zwigkszonego o 2. Wyznacz te liczby.

4.24. Liczby21i-3 sg pierwiastkami réwnania x> +mx’—4x+n = 0 z niewiadoma x.
Wyznacz wspolczynniki m i n, a nastepnie znajdz trzeci pierwiastek tego réwnania.

4.25. Wykaz, ze jezeli pierwiastkami wielomianu W(x) = X +a,xt +ax+ a, sa
liczby a, b,c,to a-b-c = —a,.

4.26. Wykaz, ze dla kazdej liczby calkowitej nieparzystej x warto$¢ wielomianu
W(x) = x> + 5x> — 9x — 45 jest liczbg podzielng przez 8.

4.22. 7111
4.23. 3,415
424. m=3, n=-12, x=-2

4.25. W(x) = X’ + a,x* + a,x + a,

a, b, ¢ - pierwiastki W (x), czyli W(a) =0, W(b) =0, W(c) =0
Wykorzystujemy iloczynowsq posta¢ wielomianu W (x):

W(x) = (x —a)(x - b)(x — ¢), wiec W(x) = (x —a) (xz— cx —bx + bc) =

= x°— cx?— bx* + bex — ax’ + acx + abx — abc = x°— (a+b +c)x2+ (ab + ac + bc)x — abc

Zatem a, = —abc & abc = —a,,.

4.26. W(x) = %2 +5x% —9x — 45

W(x) = x*(x +5) = 9(x +5) = (x + 5)(x + 3)(x — 3)

Jezeli x = 2k+1, gdzie k € Z, to W(2k+1) = (2k+6)(2k+4)(2k—2) = 8(k+3)(k+2)(k—1)
Zatem 8|W(2k + 1).
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4.17. a) x =3
b) x=-4 lub x=—V3 lub x =3
¢)x=-31lub x=4
3 13

d) x =-2 lub xz—z lub ng
4.18. Patrz s. 85.
4.19.2) x> - 13x+12=0
X -x-12x+12=0
x(x*-1)-12(x-1)=0
(x-1)(«*+x-12)=0
Odp.: x € {-4, 1, 3}
b) x’ - 111x+ 110 = 0
x—x—110x+110=0
(x—l)(x2+x—110)=0
Odp.: x € {-11, 1, 10}
€)X’ +2x+3=0
X -x+3x+3=0
x(x*=1)+3(x+1)=0
(x+1)(x2—x+3):0
Odp.: x = -1
d) X -5x+4=0
X —x-4x+4=0
x(xz—l)—4(x—1):0
(x—l)(x2+x—4)=0
Odp.: x € {—I—W) 1, _1+\1ﬁ7}

2 2
4.20. Patrz s. 86.
4.21. a) Podstawiamy xX=t>0.
Mamy: t* -2t -3 =0,
A=16, t, = -1, t, = 3.
Stad xt=-1 (sprzeczne)
lub x* =3, czyli x = V3 lub x = —V3.
Odp.: x € {-V3, V3}
b) Podstawiamy x* + 2x =t > —1.
Mamy: 2 -7t —8=0,
A=81,t, =-1, t, =8. Stad
2 42x+1=01lub x> +2x-8=0,
czyli x=-1 lub x =2 lub x = —4.
Odp.: x € {4, -1, 2}
9] (x2+x—1—1)(x2+x—1+1)=0
K +x-2=01ub x*+x=0
Odp.: x € {-2, -1, 0, 1}
d)
(¥ +3x+5)" -2(x* +3x+5)-3=0

Podstawiamy x” +3x +5 = ¢.
Mamy: t* -2t -3 =0,

A=16, t; =—1, t, = 3. Stad:
x*+3x+5=-11ub x> +3x+5=3
x*+3x+6=01ub x*+3x+2=0
A<O0lub (x=-2lub x=-1)

Odp.: x € {-2, -1}
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4.27.

W(x) = (x —a) (x2 —8x + 15) =
=(x—a)(x-3)(x-5)

P(x) = (x - b) (x* - 2x - 15) =
=(x—-b)(x+3)(x—5)

Zatem x—a=x+3

oraz x —b =x-3,

stad a=-3 1 b =3.
Odp.:a=-3,b=3

4.28.

Wi(x) = (x—a)(xz—x—6) =
=(x—a)(x+2)(x—3)

P(x) = (x-b) (x* - 4x - 12) =
=(x-b)(x—-6)(x+2)

Q(x) =(x-¢) (x2 -9x + 18) =
=(x—c)(x—6)(x—3)

W(x) = P(x) = Q(x) =
=(x+2)(x-3)(x-6),

stad a=6, b=3, c=-2

4.27. Wyznacz takie wartoéci a i b, aby wielomiany W (x) = (x —a) (x2 - 8x+ 15)

i P(x)=(x-b) (x2 -2x - 15) byly réwne.

4.28. Sprawdz, czy istnieja takie wartoéci a, b i ¢, dla ktorych wielomiany:
W(x) = (x—a) (x2 -x- 6), P(x)=(x-0b) (x2 —4x - 12)

i Qx)=(x-c) (x2 -9x + 18) s3 rowne.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

W zeszycie.

1. Suma wszystkich pierwiastkéw réwnania 2x(x —2)(x+9)(x—11) = 0 jest réwna

A. 0. B. 4. C. 22. D. 4.

2. Wskaz rozwigzania rownania x3(3x +1) <x3 - 8) = (0,

A.-8,0,-1 B. -8,0, - C.-1,0,2 D.0, 1,2

3 3 3

3. Wskaz wielomian, w ktorego rozktadzie na czynniki wystepuje x — 3.

A W(x) = x° = 3x C. W(x) = 2x° — 18x°

B. W(x) = xt o+ 9x? D. W(x) = x°—9x°

4. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Wielomian W(x) = x* + x> + x + 1 mozna zapisa¢ w postaci iloczynu trzech
czynnikow stopnia pierwszego.

B. Wielomian W(x) = x° — x* + x — 1 mozina zapisa¢ w postaci iloczynu trzech
czynnikéw stopnia pierwszego.

C. Wielomian W(x) = x* + x° — x — 1 mozna zapisa¢ w postaci iloczynu trzech
czynnikéw stopnia pierwszego.

5. Rozkoz na czynniki stopnia pierwszego wielomian W(x) = 2x° — x* — 3x.

6. Rozwigz réwnanie 2x° + 3x° — 10x — 15 = 0.

7. Kwadrat pewnej liczby zmniejszonej o 2 jest rowny szescianowi tej liczby.

Wyznacz te liczbe.

Prosto do matury

1.
2.
3.
4.

(8}

6.

B
C
@
ESENE

W(x) =2x(x + 1) (x - %)

xz—\/glubx:—g lub x = 5

1



5. Dzielenie wielomianow

Umiejetnosci:
* dzielenie wielomianu przez dwumian ax + b

Ostatnim dziataniem w zbiorze wielomianéw, ktére oméowimy, jest dzielenie.

Moéwimy, ze wielomian W(x) jest podzielny przez niezerowy wielomian P(x),
jezeli istnieje taki wielomian Q(x), ze W(x) = P(x) - Q(x).

Wielomian P(x) nazywamy dzielnikiem wielomianu W(x), a wielomian Q(x)
ilorazem wielomianu W (x) przez P(x).
Bezposrednio z tej definicji wynika ponizszy wniosek.

Jezeli wielomian W (x) jest podzielny przez wielomian P(x), to stopien P(x) nie
moze by¢ wyzszy od stopnia W (x).

Sposob dzielenia jest bardzo podobny do dzielenia w zbiorze liczb naturalnych.

Podzielimy wielomian 2x* + 3x” + 9x* + 15x — 5 przez wielomian x + 5.

2+ 3x -1
(2x4+ 3x3+ 9x2+ 15x — 5) : (x2+ 5
—(2x*+ 1049

3 - X*+15x -5

« sprawdzamy, przez jakie wyrazenie nalezy

pomnozy¢ x°, aby otrzymaé 2x* (czyli ile razy

~—

2 4y a 2
x”,miesci sie” w 2x" ) i wynik, réwny 2x°,
zapisujemy nad kreska

3 ° MNOZ x> + 5 przez 2x°
~(3x°+ 15x) ymy X"+ 5p .
—25 s 0d 2x" + 3x + 9x”+ 15x — 5 odejmujemy 2x" + 10x
_(:iz: 5) - sprawdzamy, ile razy x* ,miesci si¢” w wyrazie 3x’
— ° Mnozymy x*+5 przez 3x

< 0d 3x” - x* + 15x — 5 odejmujemy 3x° + 15x

« sprawdzamy, ile razy X%, miesci si¢” w wyrazie X’
° mnozymy x*+5 przez -1

« od —x* - 5 odejmujemy —x* — 5

2x4+3x3+9x2+15x—5=(x2+5)~(2x2+3x—1)
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tematy 2.8, 2.9

Multite4a

e Dzielenie wielomiandw
e Czy wielomian jest podzielny
przez dwumian

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.5

G Generator

testéw i sprawdzianow
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Dziat 2. Wielomiany i wyrazenia wymierne

Z wlasnosci dzialan na potegach wynika, ze jezeli W(x) = P(x) - Q(x), to miedzy
stopniami wielomiandéw W, P i Q zachodzi nastepujacy zwiazek:

stopient Q = stopien W — stopien P
Zauwazmy, ze dzielenie wielomianéw nie zawsze jest wykonalne. Na przykiad wielo-
mianu x° - 2x* + 7x + 1 nie mozna podzieli¢ przez x (inaczej méwiac — nie mozna
wylaczy¢ x przed nawias z podanego wielomianu). Wylaczenie x przed nawias moze
by¢ tylko czesciowe:

x3—2x2+7x+1=x<x2—2x+7)+1
Podobnie jest przy dzieleniu liczb naturalnych. Na przyktad liczba 297 nie jest po-

dzielna przez 13,bo 297 = 22-13+11. W takiej sytuacji méwimy, ze mozna wykonaé
dzielenie z resztg. Wynik dzielenia 297 przez 13 to iloraz 22 i reszta 11.

Jezeli W(x) i P(x) sa niezerowymi wielomianami oraz stopieni P(x) nie jest
wiekszy od stopnia W (x), to istnieja takie dwa wielomiany Q(x) i R(x), ze:
W(x) = P(x) - Q(x) + R(x)
przy czym:
stopien Q = stopien W — stopien P,
stopien R jest mniejszy od stopnia P albo R jest wielomianem zerowym.

Jezeli R jest wielomianem zerowym, to wielomian W jest podzielny przez
wielomian P.

Przyktad zad. 5.3
Podzielimy wielomian 2x* + 3x> + 9x° + 18x — 1 przez wielomian x* + 5.

Rozwigzanie

2xt+3x—1 Dzielenie mozna kontynuowa¢,

(2x4 432 +9x% 4+ 18x — 1) . (xz + 5) dopoki s‘toplen‘w1‘elom1?1r?u pOC.1.

kreska nie stanie sie mniejszy niz

_(2x4 + 10x2) stopien dzielnika.
3x° - x +18x - 1
~(3x" + 15%)
—x* +3x-1
(-5
3x+4 «— konczymy dzielenie, poniewaz stopien reszty jest mniejszy

od stopnia dzielnika

45.3. Wykonaj dzielenie wielomianow.

x3+3x2—8x+10):(x2—2x+2)

a)(

b) (x4—x3—5x2+3x+6):(x2—x—2)

c) (x4+x3—7x2—13x—6):(x2—2x—3)

d) (x5+x4—3x3+8x2—7x+2):(x3+2x2—3x+1)

Odp.:a) x + 5 b)x2—3 c)x2+3x+2 d)xz—x+2



Latwo mozna sprawdzi¢, ze:
2 430 1 9x% 4 18x — 1 = <x2+5)-(2x2+3x—1)+(3x+4)

Odp.: Wynikiem dzielenia wielomianéw jest iloraz 2x> + 3x — 1 ireszta 3x + 4.

Przyktad @) < zad.5.7,5.8
Wyznaczymy wielomian W(x), ktéry przy dzieleniu przez X —2x+1 daje iloraz
réowny 2%+ x i reszte rowng x* —3x +5.
Rozwigzanie
Z podanych informacji wynika, ze szukany wielomian W ma postac:
W(x) = (x3—2x+ 1) . (2x2+x>+x2—3x+5
Po wykonaniu dziatan, redukeji wyrazéw podobnych i uporzadkowaniu sktadnikow
otrzymujemy koncowa odpowiedz.
Odp.: W(x) = 2 +x -4’ +x* - 2x+5

Podzielnos¢ wielomianu przez dwumian

Dwumianem nazywamy wielomian stopnia pierwszego. Przyjmijmy, ze wielomian
W (x) jest stopnia co najmniej drugiego. Podczas dzielenia wielomianu W przez dwu-
mian postaci x —a wyznaczamy takie wielomiany Qi R, ze:
W(x) = (x - a)Q(x) + R(x)
Dzielnik jest stopnia pierwszego, wigc reszta jest zawsze albo liczbg rézng od zera
(czyli wielomianem stopnia zero), albo zerem (czyli wielomianem zerowym). Inaczej
mowiac, nie wystepuje w niej zmienna x. Dlatego mozemy wprowadzi¢ ogdlny zapis:
W(x) = (x—a)Q(x) + R

Czynnos¢ dzielenia zakonczy si¢, gdy w stupku pod kreska zostanie liczba, np.:

x> +5x+8 —x’—x+1
(x3+3x2—2x+1):(x—2) (—x3—4x2—2x+3>:(x+3)
—(x3 - 2x2) —(—x3 - 3x2)
5x° —2x + 1 —x* —2x+3
—(Si2 - 1gx+) —(—; —3i)+
8x+1 x+3
—(8x - 16) —(x+3)
17 0

Mamy zatem x3+3x2—2x+1:(x—2)-(x2+5x+8)+17

oraz —x3—4x2—2x+3:(x+3)~(—x2—x+1).
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45.7. Wyznacz wielomian, ktory
przy dzieleniu przez 2x + 1 daje

iloraz x> +2x -3 i reszte 5.
Odp.: 2x° +5x% —4x +2
45.8. Wyznacz wielomian, ktory

przy dzieleniu przez x* —5x+2

daje iloraz 3x” — x + 1 ireszte
2x — 8.

Odp.: 3xt - 16x° + 1247 - 5x - 6
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Zauwazmy, ze jezeli obliczymy warto$¢ wielomianu W(x) = (x — a)Q(x) + R dla
X = a, to otrzymamy réwnosc:

W(a) = (a-a)Q(a) + R,
czyli W(a) =R

Jezeli W(x) = (x —a)Q(x) + R, to W(a) = R.

Zatem, aby obliczy¢ reszte z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x — a, nie
trzeba wykonywac¢ dzielenia — wystarczy obliczy¢ wartos¢ wielomianu W dla x = a.

45.12. Oblicz reszte z dzielenia Przykfad o zad. 5.12
wielomianu W przez dwumian P.

i mtes e, Obliczymy reszte R z dzielenia wielomianu W (x) przez dwumian P(x).

a) W(x) = 20 - 7xt + x - 11, Rozwigzanie
P(x)=x-1 a) W(x)=3x4—4x3+x—12, P(x)=x-2
b) W(x) = x* + 32 + 5x + 1, R=W(Q)iWwW@2)=3-2"-4-2"+2-12=6
P(x)=x+2
o) W(x) = x'% - 2x° + 50, Odp.:R =6
P(x)=x+1
d)(x‘/)v(x))CtXIOOO x99 b) W(X)—X -x +20, P(x) =x— V3
= - > 4
A R=W(VA) 1 W(¥3) = (v3)' - (3" + 0= 26
Odp.: a) —-15 Odp.: R =26
b) -17
c) 49 ) W(x)—3x —xt —Sx—IOP )=x+12
d) 2 R=W(-V2)

W(-v2) = 3(-v2)° - (-V2)"' = 5(-V2)’ ~10=24-4-10-10=0
W tym wypadku wielomian W jest podzielny przez dwumian x + V2.
Odp.:R=0

Wréémy do zapisu: W(x) = (x —a)Q(x) + R.

Z réwnoséci W(a) = R wynikajg nastepujace wnioski:

o Jezeli a jest pierwiastkiem wielomianu W (czyli W(a) = 0),to R = 0, co oznacza,
ze wielomian W jest podzielny przez dwumian x — a.

° Jezeli wielomian W jest podzielny przez dwumian x —a (czyli R = 0), to

W(a) = 0, co oznacza, ze a jest pierwiastkiem wielomianu W.
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Obydwa te wnioski zapiszemy krétko w postaci jednego twierdzenia.

Twierdzenie Bézouta

Wielomian W (x) jest podzielny przez dwumian x —a wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x).

Jest to jedno z wazniejszych twierdzen o wielomianach. Nosi nazwe twierdzenia
Bézouta od nazwiska XVIII-wiecznego matematyka francuskiego, cho¢ znane i sto-
sowane bylo wczesniej.

Przyktad o zad. 5.13 45.13. Wykaz, ze wielomian W
jest podzielny przez dwumian P.

Sprawdzimy, nie wykonujac dzielenia, czy wielomian W jest podzielny przez dwu- oo .

mian P. a) W(x) = x° — 2x” + 5x — 4,
Rozwigzanie P(x)=x-1
a) W(x) = Lt o 5x-3, P(x)=x-3 b) W(x) = —x* - 2x° +4x* + x - 6,
i?) P(x)=x+3
W(@3) = 5-34—33+2-32—5-3—3=27—27+18—15—3=0 W) =355 + 52— 16x + 4,
W(@3) =0 P(x)=x-2
o 4 53,2
Odp.: Wielomian W jest podzielny przez x — 3. P = ?x 2 +x -1,
1 P(x) =X+ E
3.2
=5 —x’+2x+1, P(x)=x+1
b) Wx) = 5" —x"+ Zx+1, Plo) =x+ Odp.:a) W(1) = 1-2+5-4=0,
W(-1)=5- (=1 = (-1 + - (<) + 1= =5 -1~ 2 + 1= 51 wicc P(x) | W(x)
2 2 2 b) W(-3) = —81+54+36-3-6 =
W(=1)#0 =90-90 =0, wiec P(x)|W(x)
Odp.: Wielomian W nie jest podzielny przez x + 1. ) W(R)=24+4-32+4=0,
wiec P(x)|W(x)
Przyktad @) < zad.5.14 d)w(—?l)zg.ll_s+2.%+i_1:
Obliczymy, dla jakich warto$ci wspotczynnika m wielomian N S )
W(x) = x* + mx’ + 3x> — 5x — 2 jest podzielny przez dwumian x — 2. wiéc Pll(x)l%/\f(x)

Rozwigzanie
Aby wielomian W byl podzielny przez dwumian x — 2, musi zachodzi¢ réwnos¢
W(2) = 0.
We)=2"+m-2>+3-2-5.2-2=16+8m
16 +8m =0, stad m = -2
Odp.: Wielomian W jest podzielny przez x —2 dla m = -2.

45.14. Dla jakich wartosci m wielomian W jest podzielny przez dwumian Q?

a)W(x)=3x3—5x2+x+m Qx)=x-1
b)W(x)=x3+3x2+mx+4 Qlx)=x+4
c)W(x)zmx4—4x3—23x2—x—6 Qlx)=x+2
d)W(x)=9x3—3x2+mx—2 Q(x)zx—%

Odp.:a)m=1 bym=-3 ¢Jm=4 d)m=1
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Odpowiedzi i rozwigzania
5.1. P,E P

5.2. a) xt+3x—4
b) X —xt-5x-3
<) 50+ xP —dx+ 1
d) 3xtr2x® -5t v x -2

53.a) x+5
b) xt-3

9] X +3x+2
d) X-x+2

54. x + 1, x2+x+1,
x3+x2+x+1, e+l rx+1

5.5. a) W(x) =

= (x+1)(3x" +2x) +7

b) W(x) =

= (x2+x+3)(x—3)+x+8

o) W(x) = (x2 - 3x - 1) (2x+5)+2
d) W(x) =

= (x2+x+3)(2x2—x+1)—10x

5.6. wielomianem stopnia
drugiego, pierwszego, zerowego
lub wielomianem zerowym

5.1. Dane sg wielomiany W(x), P(x), Q(x) i R(x) takie, ze W(x) = P(x)-Q(x)+R(x).
Stopien wielomianu W jest rowny 10, stopien wielomianu P jest rowny 4, a stopien
wielomianu R jest rowny 5. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Stopien wielomianu Q jest rowny 6.

B. Wielomian R jest reszta z dzielenia W przez P.

C. Wielomian R jest reszta z dzielenia W przez Q.

5.2. Podziel wielomian przez dwumian.
x3+2x2—7x+4):(x— 1)
-7 - 13x—6):(x+2)
~10x+3): (2x+3)

(
(
(10x4 +17x° - 5x°
(

4—11x3+16x2—5x+6):(x—3)

5.3. Wykonaj dzielenie wielomianow.
) (%7 +3%° - 8x+10): (x* - 2x+2)
) ( 4 2

x*—x* - 5x +3x+6) (x —x—2)

a

o

c)

(x4+x — 7%~ 13x - 6) (x2—2x—3)
d) (x5+x “3x 4+ 8x —7x+2):(x3+2x2—3x+1)

5.4. Podziel kazdy z wielomianéw x* -1, x -1, x* = 1, x° — 1 przez dwumian

x—1.

5.5. Wykonaj dzielenie wielomianu W(x) przez wielomian P(x). Zapisz wielomian
W(x) jako P(x) - Q(x) + R(x), przy czym R oznacza reszte z dzielenia W przez P.
Okre$l stopnie wielomianéw W, P, Qi R.
a) W(x) = 3x3 +5x2 +2x+7
b) W(x) =x° —2x +x-1
o) W(x) =

d) W(x) = 2t X+ 6x* —12x+3

P(x)=x+1
P(x):x2+x+3
P(x):x2—3x—1
P(x)=x2+x+3

2x° —x -17x-3

5.6. Ktorego stopnia wielomianem moze by¢ reszta, ktora powstanie w wyniku dzie-
lenia wielomianu stopnia siédmego przez wielomian stopnia trzeciego?
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5.7. Wyznacz wielomian, ktdéry przy dzieleniu przez 2x + 1 daje iloraz X +2x-3 5.7.2x +5x* —4x +2
ireszte 5.
5.8. Wyznacz wielomian, ktéry przy dzieleniu przez x*—5x+2 dajeiloraz 3x*—x+1 5.8. 3x* - 16x” + 12x* - 5x - 6

ireszte 2x — 8.

5.9. Podaj przyklad wielomianu stopnia czwartego, ktory przy dzieleniu przez 5.9. np. 5x* +4x’ - 8x” - 3x -1
2 .

5x° + 4x — 3 daje reszte x — 4.

5.10. Podaj przyktad wielomianu stopnia trzeciego podzielnego przez dwumian 5.10. np. x* +x* —2x -8

x—2.

5.11. Podaj przyktad wielomianu stopnia trzeciego podzielnego przez dwumiany 5.11. np. x° +2x° — 19x — 20

x+11ix-4.

5.12. Oblicz reszte z dzielenia wielomianu W przez dwumian P. Nie wykonuj 5.12.a) -15 b) -17 ¢) 49

dzielenia. d) 2>

a) W(x) = 2%° —7x* +x— 11 P(x)=x-1

b) W(x) = x* +3x° + 5x + 1 P(x)=x+2

c) W(x) = x1% —2x%0 4 50 P(x)=x+1

d) W(x) = x"%% - x> P(x) = x -2

5.13. Wykaz, ze wielomian W jest podzielny przez dwumian P. Nie wykonuj 513.a) W(1)=1-2+5-4=0,

dzielenia. wiec P(x)|W(x)

a) W(x)=x" -2x" +5x - 4 P(x)=x-1 b)9‘g’(—930) = (;81 + 54P+(3;;V3( —)6 =
_ 4 503 2 _ _ =90-90 =0, wiec P(x X

b) W(x): X -2 E4x Zx 6 Ilz(x)_’”; W) =24+4-32+4=0,

c) W(x) = 3x4 +x 3— 6326 + (x) =x - | wiec P(x)|W(x)

d W(x)=8x -2x"+x" -1 P(x)=x+5 d)W(%)-S— 2_+Z_1_

5.14. Dla jakich wartosci m wielomian W jest podzielny przez dwumian Q? = % 4+ i 4 i —-1=0,

a) W(x) = 39363 - 592c2 +x+m Qx) =x-1 wiec P(x)|W(x)

b)W(x)—x+4—3x w;mx+;1 Qx)=x+4 544.2) m=1 b)m=—3

) W(x)=mx —4x" - 23x"—x-6 Qx)=x+2 Om=4 d)m=1

d) W(x)=9 9x> - 3x> + mx -2 Q(x)zx—%

5.15. Dla jakich wartosci m reszta z dzielenia wielomianu W przez Q jest réwna R? 515.a) m=-1 b)m=-2

a) W(x) = x> — (8+m)x* + 2m + 11)x + 5m Qx)=x-1 R=-2 gm=5 dym=3

b)Wx)=2x4—(2m—1)x3—(m—1)x2+%mx—S Qx)=x+2 R=1

c) W(x

(
(
(
d) W(x

)
):—x3+(m—2)x2—(2m—3)x+2m+2 Qx)=x-3 R=-9
) = (m—1)x" + 3mx” — (m + 2)x — 2m Qx)=x+5 R=-6
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516.a=-2luba=2

5.17. W(1) = 4iW(-2) = 13
W(l)=2+a+b+1=a+b+3
W(-2)=-16+4a-2b+1 =

4a —2b—15
7 {2a+2b+6=8
atem:
4a-2b-15=13

stad 6a—-9=21, a=>5
5+b+3=4,b=-4

Odp.:a=5, b=—-4

5.16. Dla jakich wartosci wspotczynnika a reszta z dzielenia wielomianu
W(x) = -7 przez P(x) = x + a jest rowna 9?2

5.17. Dla jakich wartosci wspotczynnikow a i b reszta z dzielenia wielomianu

2 . . . . o
W(x) = 2x° + ax” + bx + 1 przez wielomian x — 1 jest rOwna 4, a reszta z dzielenia
wielomianu W przez wielomian x + 2 jest réwna 13?

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1. Wskaz iloraz z dzielenia wielomianu x° +2x* - x + 6 przez x + 3.
A X +x+2 B. x’ +x-2 C.x’-x+2 D.x’-x-2

2. Wskaz wielomian, kt6ry przy dzieleniu przez x> — 3 daje iloraz x + 2 ireszte 1.
A x’ +2x* +3x-5 C.x -2x"+3x-5
B. x* +2x* - 3x -5 D.x’ -2x*-3x-5

8. Wskaz reszte z dzielenia wielomianu x” — 5x° + 4 przez dwumian x + 1.
A.0 B. 3 C.8 D. 10

4. Dany jest wielomian W (x) = x° — 3x° — x + 3.
Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.
A. Wielomian W jest podzielny przez x — 3.

B. Wielomian W jest podzielny przez x* — 1.
C. Wielomian W ma trzy pierwiastki.

5. Podziel wielomian W(x) = 9x* —37x% +4 przez dwumian 3x + 1.

6. Wyznacz wielomian W (x), ktéry przy dzieleniu przez P(x) = —x° + x° — x — 2
daje iloraz Q(x) = rx-1 ireszte R(x) = x — 2.

7. Wykaz, ze wielomian W(x) = x* — 15x” + 10x + 24 jest podzielny przez kazdy
zdwumianéw: x -2, x -3, x +1, x + 4.

Prosto do matury

1. C

2.B

3.C

4. P,P,P

5.3x —x* - 12x+4

6. W(x) = —x° + 50 —4x?

7. W(x) = x* — 15x% + 10x + 24

W(2)=16-60+20+24 =0, W(3) =81-135+30+24 =0, W(-1) =1-15-10+24 =0,
W(=4) = 256 — 240 — 40 + 24 = 0

Zatem wielomian W (x) jest podzielny przez kazdy z wielomianéw: x -2, x -3, x + 1,

x +4, wiec W(x) = (x—2)(x—3)(x+ 1)(x +4).
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6. Zastosowanie twierdzenia
Bézouta

Umiejetnosci:

¢ stosowanie twierdzenia o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian x — a

¢ stosowanie twierdzenia o pierwiastkach catkowitych wielomianu o wspdtczynnikach
catkowitych

Schemat Hornera

Dzielenie wielomianu przez wielomian zawsze mozna wykonywac wedtug algorytmu
opisanego wczesniej. Poniewaz jednak dzielenie wielomianu przez dwumian x —a
ma szczegolne znaczenie, podamy szybki sposdb na znalezienie ilorazu i reszty w ta-

kim dziataniu. 2% +11x+ 9

Przesledzmy na przykladzie dzielenia <2x3 +5x% — 24x — 13) ((x=3)

(2x3 +5x% — 24x — 13) : (x — 3), skad biorg —<2x3 _ 6x2)

sie wspotczynniki w ilorazie. T L 24x— 13

Z twierdzenia o dzieleniu wielomianow —( 11x% - 33x>

z resztg wynika nastepujgca rownosé: T 9x_13
2x3+5x2724x713=(x—3)-<ax2+bx+c>+R _@x—_iz)

Znalezienie wyniku dzielenia polega na wyznaczeniu wspoélczynnikéw a, b, ¢ oraz

reszty R:

2x° +5x% — 24x — 13 = ax’ — 3ax’ + bx* — 3bx + cx — 3c + R
2x3+5x2—24x—13=ax3+(b—3a)x2+(c—3b)x+R—3c

Z twierdzenia o wielomianach réwnych otrzymujemy ukfad réwnan:

2=a a=2
5=b-3a b=3a+5

> t *
-24=c-3b zatem c=3b-24 )
-13=R-13c R=3c-13

Umiescimy teraz w tabeli wspotczynniki wielomianu 2x° + 5x° — 24x — 13, miejsce
zerowe dzielnika (czyli liczbe 3), wspdtczynniki a, b, ¢ oraz reszte¢ R w nastepujacy
sposob:

o
u
|
o
N

-13
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Z réwnan tworzacych ukfad (*) odczytujemy sposob wyznaczania liczb a, b, ¢ i R

w tabeli:

e liczba a: przepisujemy stojaca nad nig w tabeli liczbe 2,

e liczba b: mnozymy stojaca po jej lewej stronie liczbe a przez 3 i dodajemy stojaca
nad nig liczbe 5,

e liczba ¢: mnozymy stojaca po jej lewej stronie liczbe b przez 3 i dodajemy stojaca
nad nig liczbe —24,

e liczba R: mnozymy stojaca po jej lewej stronie liczbe ¢ przez 3 i dodajemy stojaca
nad nig liczbe —13.

Mozna to przedstawi¢ graficznie:

| njx/l .ij/
3 2 11

A |
N

14

O«

W ten sposéb mozemy znalez¢ iloraz i reszte z dzielenia wielomianu dowolnego
stopnia przez dwumian x — a. Opisany sposdb postepowania nosi nazwe schematu
Hornera.

Przyktad €)

. . L . 4 503 .
Wyznaczymy iloraz i reszte z dzielenia wielomianu x™ +3x” —5x +4 przez dwumian
x + 2. Skorzystamy ze schematu Hornera.

Rozwigzanie
Zwrdoémy uwage, ze wspotczynnik przy x” jest réwny 0.
X 43 —5x+4=1-x"+3- 0 +0- 7+ (-5) - x+

Miejscem zerowym dwumianu x + 2 jest liczba —2.

LD D D D
Y- Y- Y- v-S v
-2 1 1 -2 -1 6

Wielomian otrzymany w wyniku dzielenia jest stopnia trzeciego. Jego wspdtczynniki
odczytujemy z tabeli. Ostatnia liczba jest reszta z dzielenia.

Odp.: lloraz to x° + x* — 2x — 1, reszta jest réGwna 6.

46.2. Zastosuj schemat Hornera Przyktad e zad. 6.2
i wykonaj dzielenie.

a) <x3—3x2+5x—3):(x— 1)
b) (2x3—7x2—3x+6):(x+1)
o) (-3x° +x7 - 2x - 32) : (x +2)
d) (x3 —23x — 10) s (x = 5)

e) (x4—3x2+ 15x—9):(x+3)
f) (x°+32): (x +2)

Wyznaczymy iloraz i reszte z dzielenia <x4 —4x> = 2x" + 11x — 12) t(x—4).

Odp.: a) Xt -2x+3

b) 2x* - 9x+6

[9) -3x* +7x - 16

d) X2 +5x +2

e) -3 +6x-3
f)x4—2x3+4x2—8x+16



Rozwigzanie

| ,X/l N

11
|
1—
3

— e —

4

Torazto x° +0-x” - 2x + 3, czyli x° - 2x + 3.

Reszta jest rowna 0, czyli x* — 4x” — 2x° + 11x - 12 = (x — 4) <x3 -2x+ 3).

Odp.: Tlorazem jest x° — 2x + 3, reszta jest rowna 0.

Wykorzystanie twierdzenia Bézouta w rozwigzywaniu réwnan

Pokazemy przyktady zastosowania twierdzenia Bézouta do rozwigzywania réwnan.

Przyktad e zad. 6.3

Wiadomo, ze liczba —4 jest jednym z rozwigzan réwnania x° + x> — 10x + 8 = 0.
Wyznaczymy pozostate rozwiazania tego réwnania.

Rozwigzanie

Wielomian W(x) = x° + x* — 10x + 8 trudno jest roztozy¢ na czynniki metoda
grupowania wyrazow i wylaczania przed nawias. Wiemy jednak, ze W(-4) = 0.
Z twierdzenia Bézouta wynika, ze W jest podzielny przez x + 4. Skorzystamy ze
schematu Hornera i wykonamy to dzielenie.

1 1 -10 8

‘ -4 1 -3 2 0

Zatem W(x) = (x +4) (xz -3x+ 2).

Réwnanie mozemy wiec zapisa¢ w postaci iloczynowe;j.
(x+4) (x2 —-3x+ 2) =0 «—— rozwigzujemy réwnanie x* —3x +2 = 0
A=1,x,=1 x,=2

Odp.: Pierwiastkami réwnania sg liczby: —4, 11 2.

J

Jak wida¢, znalezienie jednego rozwigzania rownania pozwala wykonaé dzielenie,
a poszukiwanie pierwiastkéw sprowadza si¢ do rozwigzywania réwnania stopnia niz-
szego o jeden. Réwnanie stopnia trzeciego mozemy wiec tatwo rozwiaza¢é, gdy zna-
my jego jeden pierwiastek, rownanie stopnia czwartego, gdy znamy dwa pierwiastki
itd. Problem polega na tym, jak znalez¢ cho¢by jedno rozwigzanie réwnania wielo-
mianowego.

6. Zastosowanie twierdzenia Bézouta 101

46.3. Wiadomo, ze r jest
pierwiastkiem wielomianu W (x).
Wyznacz pozostate pierwiastki
tego wielomianu.

a) W(x) = x* +4x +x—6, r = -2
b) W(x) = 2x° - 3x* — 11x + 6,
r=3

©) W(x) = 2x° — 11x* + 4x + 5,
r=>5

d) W(x) =4x> - 27x +27, r = -3
Odp.:a) -3, 1

1

b) -2, -

) 2
1

== 1
[9) 5

3
d)E
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Przyktad o
Rozwigzemy réwnanie 2x° —10x* + 13x -3 = 0.

Rozwigzanie

Podobnie jak w poprzednim przykladzie, nie wida¢ prostej mozliwo$ci zastosowania
metody rozktadu na czynniki lewej strony rownania. Tym razem nie mamy podanego
zadnego pierwiastka naszego réwnania.

Gdyby pierwiastkiem byla pewna liczba catkowita g, to prawdziwa bytaby réwnos¢:

2a° - 10a” +13a -3 =0
Mozemy ja zapisa¢ w innej postaci:
20’ - 104> +13a = 3, cayli a(24” - 102+ 13) = 3

Wszystkie wspoélczynniki wyrazenia w nawiasie sa catkowite. Gdy a jest rowniez licz-
ba catkowita, to po lewej stronie znaku réwnoséci mamy iloczyn dwoch liczb catkowi-
tych: a oraz (2(12 - 10a + 13). Oznacza to, ze kazda z tych liczb musi by¢ dzielnikiem
liczby 3, stojacej po drugiej stronie znaku réwnosci. Stad juz prosty wniosek: roz-
wigzania réwnania, bedace liczbami catkowitymi, moga naleze¢ wytacznie do zbioru
catkowitych dzielnikow liczby 3, czyli {1, -1, 3, —3}.

Teraz podstawiamy do réwnania kolejne liczby z tego zbioru i sprawdzamy, czy kto-
ra$ z nich jest jego rozwigzaniem:

e gdy x =1, to 2:1-10-1+13-3 = 2 # 0, wiec 1 nie jest rozwigzaniem réwnania,
e gdy x=-1,to -2-10-13-3 #0,

o gdy x=3,102-27-10-9+13-3-3=0.

Zatem liczba 3 jest pierwiastkiem réwnania.

Wykonujemy dzielenie 2x” — 10x” + 13x — 3 przez dwumian x — 3.

2 -10 13 -3

3 2 -4 1 0

Mamy wiec (x —3) (Zx2 —4x + 1) =0.
Z rozwigzania rownania kwadratowego 2x° —4x+1=0 otrzymujemy nastepne
pierwiastki:

_2+12 _2-1\2

X 5 lub x, = 5

2+\/512—\/5
2 2

Odp.: Réwnanie 2x” — 10x” + 13x -3 = 0 ma pierwiastki: 3,



Catkowite pierwiastki wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych

Udowodnimy twierdzenie o catkowitych pierwiastkach wielomianu o wspolczynni-
kach catkowitych.

Jezeli liczba catkowita p jest pierwiastkiem wielomianu W, ktérego wszystkie
wspolczynniki sg liczbami catkowitymi, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego
tego wielomianu.

Zatozenie

-1 2
+..otax tax+a

P> Qs Q1> Gyprse - - Gy, Ay, G S8 liczbami calkowitymi
W(p) = 0.

W(x) = a,x" +a,_x"

Teza
Liczba p jest dzielnikiem liczby a,,.
Dowod

Dowdd twierdzenia jest powtdrzeniem rozumowania z przykladu 4.
Jezeli liczba catkowita p jest pierwiastkiem réwnania:

ax" +a, X"+ . +ax’+ax+a,=0
to

a,pt+a, pt . rapi+aptay=0
Zapiszmy te rowno$¢ w innej postaci:

a,pt+a, p" . vap +ap=-a,
czyli

p(anpw1 ta, Pt rap+ al) = —a,

Zgodnie z zalozeniem wszystkie wspoélczynniki a,, a,_;, ..., a5, a;, a, sa liczbami
catkowitymi, zatem lewa strona rownoéci jest iloczynem dwoch liczb catkowitych:

poraz (aner tva, P rayp al)
Kazda z nich jest wiec dzielnikiem stojacej po prawej stronie liczby catkowitej —a,,.
Oznacza to, ze liczba p jest dzielnikiem liczby a,.

Koniec dowodu

6. Zastosowanie twierdzenia Bézouta
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46.8. Rozwigz rownanie.
a) x> —4x>+5x-2=0
b) x> —x*—8x+12=0
[9) X -2x-6x-8=0
d) 3x’ —6x° -27=0
Odp.:a) x =1 lub x =2
b) x=-3 lub x =2
c)x=4
dx=3
46.9. Rozwigz rownanie.
a) X -8x*+19x-12=0
b) x’ —2x* - 13x - 10 =0
[9) Crxt-3x-2=0
d) 1o ¥oex+13l =0
3 3

Odp.:a) x =1 lub x =3

lub x =4
b) x=-21Iub x=-11lub x=5
¢) x=-2 lub x=1—2\/§

1++/5
2

lub x =
d) x=-41lub x=21Iub x=5

46.11. Jednym z rozwigzan
podanego réwnania z niewiadoma
x jest liczba r.

Wyznacz m i rozwigz to réwnanie.

a) mx> — (m+ l)x2 -9(x-2)=0,

=2

b) x3+7mx2—2(5m—2)x+8m =0,
=2

[9) (m—l)x3+x2—(m+2)x—2m =0,
r=-1

d) %mx3 + (4+m)x2 +
-Bm-1)x-2m=0,r=4
Odp.:a)m=1, x=-3 lub x=2

Iub x =3
b)m=-1, x=1Ilub x=2
lub x =4
com=2, x=-21lub x=-1
lub x =2

dm=-2,x=-11ub x=4

Przykt . 6.8, 6.
y ad e zad. 6.8,6.9 Gdy wspolczynniki rownania sg ((( )))

liczbami wymiernymi, wystarczy
pomnozy¢ obydwie jego strony

przez NWW mianownikéw, aby
otrzymac réwnowazne rownanie

R . , .14 3 1 2 _
ozwigzemy rownanie “x" — X" — —x -3x=0.

Rozwigzanie

Mnozymy obie strony rownania przez 2, aby o wspétczynnikach catkowitych.
dosta¢ réwnanie o wspétczynnikach catkowitych. Jezeli wigc dane na poczatku row-
4 3 5 nanie ma pierwiastki catkowite, to

X —2x —x"-6x=0 sg one dzielnikami wyrazu wolne-

X (x3 —2x —x— 6) =0 go nowo powstalego wielomianu.

Zatem x =0 lub x° —2x* —x - 6 = 0.

W drugim réwnaniu szukamy catkowitych pierwiastkow w zbiorze

{1, -1, 2, -2, 3, =3, 6, —6}. Po sprawdzeniu, ze pierwiastkiem jest 3 i wykonaniu
odpowiedniego dzielenia mamy:

-2t -x-6= (x—3)(x2+x+2)
Réwnanie x* —2x° —x* —6x =0 mozemy wiec zapisaé w postaci:
x(x—3)(x2+x+2) =0
czyli dane poczatkowo réwnanie ma postaé %x(x -3) (x2 +x+ 2) =0.
Tréjmian w ostatnim nawiasie jest nierozkladalny (A = -7).

Odp.: Rozwigzaniami réwnania sg liczby 0 i 3.

Przyktad @) « zad. 6.11

Liczby 2 i 3 sg pierwiastkami réwnania 2x” + mx” — 13x + k = 0 z niewiadomg x.
Wyznaczymy wspotczynniki m i k oraz obliczymy trzeci pierwiastek réwnania.

Rozwigzanie
Jezeli 2 i 3 s pierwiastkami rownania 2x° + mx” — 13x + k = 0, to po podstawieniu
do tego rownania kazdej z tych liczb w miejsce niewiadomej x otrzymamy réwnos¢.
Czyli:

2:224m-22-13-2+k=0 i 2:33+m-3-13-3+k=0
Mamy zatem uklad dwoch rownan z dwiema niewiadomymi m i k.

16+4m—-26+k=0 4m+k =10

{54+9m—39+k=0 {9m+k=—15

Rozwigzujemy ten uktad, np. metoda przeciwnych wspoétczynnikéw, i otrzymujemy

m = =5 i k = 30. Poczatkowe réwnanie ma zatem postaé 2x> — 5x> — 13x + 30 = 0.
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Aby znalez¢ jego trzeci pierwiastek, mozemy roztozy¢ wielomian 2x° —5x° —13x+30
na czynniki za pomocg dzielenia:

2
e przeziloczyn (x —2)(x —3), czyli X+

(Zx3 —5x% — 13x + 30) : (x2 -5x + 6)

tréjmian x* —5x+ 6, lub
* kolejno, z uzyciem schematu Hornera, —<2x3 ~10x" + 12x)

przez czynniki (x —2) i (x —3). 5% — 25x 4 30
Otrzymujemy nastepujaca postac _ ( 5% — 25% + 3())
iloczynowa réwnania:

(x=2)(x-3)2x+5)=0

. . . . . L . 5
Trzecim pierwiastkiem réwnania jest zatem liczba -3

0

Odp.: m = =5, k = 30, trzecim pierwiastkiem rownania jest 3

Liczba pierwiastkow wielomianu stopnia n
Kazdy wielomian W mozna roztozy¢ na czynniki stopnia co najwyzej drugiego. Za-
stanowmy sie, jakie czynniki moga wystepowaé w postaci iloczynowej wielomianu
stopnia wyzszego niz dwa. Rozwazmy wielomiany czwartego i piatego stopnia.
Jezeli W(x) jest stopnia czwartego, to moze by¢ iloczynem:
e czterech czynnikéw liniowych, np. W(x) = 3(x — 3)(x - 2) (x + \/7) (x+1),
e dwoch czynnikéw liniowych i jednego nierozkiadalnego czynnika kwadratowego,
np. W(x) = (5x — 8)(x — 4) (x2 + 1),
* dwoch nierozktadalnych czynnikéw kwadratowych,
np. W(x) = (Sx2 + 2) (x2 + 1).
Jezeli W (x) jest stopnia pigtego, to moze by¢ iloczynem:
° pieciu czynnikéw liniowych, np. W(x) = 3(x—-3)(x—-2) (x + \/7) (x - ;) (x+4),
* trzech czynnikéw liniowych i jednego nierozkladalnego czynnika kwadratowego,
np. W(x) =3(x—-3)(x—2) (x + \/7) (5x2 - X+ 1),
° czynnika liniowego i dwdch nierozkladalnych czynnikéw kwadratowych,
np. W(x) =(x+9) <5x2 + 8) <x2 + 1).

Zauwazmy, ze kazdy wielomian moze mie¢ co najwyzej tyle czynnikéw liniowych,
ile wynosi jego stopien, oraz ze w rozkladzie wielomianu stopnia nieparzystego musi
wystapi¢ przynajmniej jeden czynnik liniowy. Moze si¢ zdarzy¢, ze wielomian stopnia
parzystego jest iloczynem wylacznie nierozkladalnych tréjmianéw kwadratowych.
Zatem z twierdzenia o rozkladzie wielomianu na czynniki oraz wlasnoéci dziatan na
wielomianach wynika nastepujacy wniosek.
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Odpowiedzi i rozwigzania
6.1. P,P,P

6.2. a) X -2x+3

b) 2x* —9x + 6

) -3x* +7x - 16

d) X2 +5x+2

e) X -3x"+6x-3

) x'—2x° +4x° - 8x+ 16
6.3.a) -3, 1

1
b) -2, >
1

C) —5,1

3
d) 5
6.4. -3,3
6.5. 3—2\/B’ 3+2\/E
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Wielomian stopnia # ma co najwyzej n pierwiastkow.

Whniosek ten informuje o maksymalnej liczbie ré6znych pierwiastkdw, ktorej nie na-

lezy utozsamiac z liczbg liniowych czynnikéw w rozkladzie. Na przyklad wielomian:

e W(x) = (x-2)° jest stopnia piatego, rozklada sie na pie¢ czynnikéw liniowych,
ale ma tylko jeden pierwiastek - jest nim liczba 2,

° Qx) = (x - 2)3(x + 1)4(x - \/5) (xz + 6) jest stopnia dziesigtego, ma w rozkta-

dzie osiem czynnikéw liniowych, ale tylko trzy pierwiastki: 2, —1, V2.

6.1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

Kazdy wielomian stopnia pigtego

A. jest podzielny przez pewien dwumian.

B. ma co najmniej jeden pierwiastek.

C. ma co najwyzej pig¢ pierwiastkow.

6.2. Zastosuj schemat Hornera i wykonaj dzielenie.

a) (x3—3x2+5x—3):(x—1) d) (x3—23x—10);(x—5)

e) (x4—3x2+15x—9):(x+3)

f) (x5+32):(x+2)

b) (2x3—7x2—3x+6):(x+1)
c) (—3x3+x2—2x—32):(x+2)

6.3. Wiadomo, ze r jest pierwiastkiem wielomianu W(x). Wyznacz pozostale pier-
wiastki tego wielomianu.

a) W(x)—x3+4x2+x—6 r=-2
b) W(x) =2x° —3x* —11x + 6 r=3
Q) Wi(x)=2x"—11x*+4x+5 r=5
d) W(x) = 4x> — 27x + 27 r=-3

6.4. Liczby 1i -2 sa pierwiastkami wielomianu W(x) = x*+x7 = 11x% - 9x + 18.
Wyznacz pozostate pierwiastki tego wielomianu.

sg pierwiastkami wielomianu

6.5. Liczby 5_2@ i 2t V33

2
Wi(x) = x* - 8x” + 12x% + 11x + 2. Wyznacz jego pozostale pierwiastki.



6.6. Rozwiaz rownanie.

a) X —3x+2=0 d) (2x—1)(x+3)(x—2)—2(x2+6)=0
b) x> +9x-10=0 e) (x—4)(—3x2—x—16>—60=0
) x-10%+9=0 f) (x2—5)(x+5)—3(x—2)<x2+4)+7=0

6.7. Pierwiastkami réwnania 3(2x —7)(9x + 4)(x — 15) = 0 sg liczby 15, %, —g.

Skorzystaj z tego przyktadu i podaj przyktad réwnania wielomianowego o wspodt-
czynnikach catkowitych, ktérego rozwigzaniami sa podane liczby.

a) _3) _2) l) 1 b) _1) l) 1 C) _1) 0) %) 2 d) l7 z) 7
2 3°2 3 2°5

6.8. Rozwigz rownanie.

a) X —4x’+5x-2=0 ) x-2x*-6x-8=0

b) x° —x*—8x+12=0 d) 3x°—6x*-27=0

6.9. Rozwigz rownanie.

a) X —8x*+19x-12=0 ) X +x*-3x-2=0

b) x* —2x% — 13x - 10 = 0 ) §x3—x2—6x+13§=0

6.10. Rozwigz rownanie.

a) x*+11x° + 312 +21x =0 d) x*—4x® - 18x* - 20x-7=0

b) x* - 2x" — 15x* +32x - 16 = 0 e) x'—7x" +8x* +11x-5=0

o) x*+7x +8x*—28x-48=0 ) x*+x’-3x*-5x-2=0

6.11. Jednym z rozwigzan podanego réwnania z niewiadoma x jest liczba r.
Wyznacz m i rozwigz to réwnanie.

a) mx3—(m+l)x2—9(x—2)=0 r=2
b) x3+7mx2—2(5m—2)x+8m=0 r=2
) (m—l)x3+x2—(m+2)x—2m=0 r=-1
d) %mx3+(4+m)x2—(3m—1)x—2m=0 r=4

6.12. Dlajakich wartosci k pierwiastkami réwnania x° + (k2 - 7)x2 —(k+4)x-2=0
sg liczby 11 -2?

6.13. Jakie calkowite wartosci moze przyjaé wspétczynnik m, jesli wiadomo,

ze réwnanie x° + (m —2)x -3 =0 ma pierwiastek catkowity?

6.14. Jakie calkowite wartosci moze przyja¢ wspolczynnik a, jezeli wiadomo,

I . 4 —_— .
ze wielomian ax” — 3x + 1 ma pierwiastek catkowity?

6.12. x° + (K = 7)x* — (k+4)x-2=0

{1+k2—7—k—4—2:0 ‘:){kz—k—n:o
—8+4k* - 28+2k+8-2=0 4> +2k-30=0
{kz—k—u:o«:ke{—3,4}

5

2k2+k—15=0@ke{—3,5}:k:—3

=4

Odp.:k=-3
6.13. m € {-8, -6, -2, 4}
6.14. a=-4luba=2
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6.6.a) x=-21lub x=1

b) x=1
¢)x=-3lub x=-11ub x=1
lub x =3

) lubxz—% iy 2= 3
e)x:§ lub % = 1 Tubl % =2
f)x:% lub x=21lub x=3

6.7. a) np.
(x+3)(x+2)2x—-1)(x-1)=0
b) np. (x + 1)(3x — 1)(6x —3) =0
c) np. x(x +1)(3x - 2)(x—2) =0
d) np. (4x - 2)(10x - 4)(x-7) =0

6.8.a)x=11lub x=2
b) x=-3 lub x =2
c)x=4
d) x=3
6.9.a) x=11lub x=31ub x=4
b) x=-21Iub x=-1lub x=5
1-+5
2

¢)x=-21lub x =

1++5
2

lub x =
d) x=-41lub x=21Iub x=5
6.10. a) x = -7 lub x = -3

lub x=-1lub x=0
b)x=-41lub x=1

lub x =4
¢)x=-41lub x=-3Iub x=-2
lub x =2

d)x=-11lub x=7
e)x=-11lub x=5

3-15 lub x = 3F
2 2

)

lub x =

f) x=-11lub x=2

6.11.a) m=1, x=-3 lub x=2

lub x =3
b)m=-1, x=1 lub x =2
lub x =4
om=2, x=-21lub x=-1
lub x =2

dm=-2, x=-11ub x=4



6.15. W(x) = x” + px2 +56x + g;
0<x; <xy<x35

X1 :1Xy:1x3=1:2:4

Zatem X, = 2x;, X3 = 4x,.

W(x) =

= (x-x)) (x - 2x)) (x — 4x) =

= (xz— 21X — XX + fo) (x—4x,) =

=x - 4x1x2 = 2x1x2 1 SxTx +
—xlx2 4 4xfx 4 2xfx = 8xf =

=x - 7x1x2 4 14x§x = 8x?
x3+px2+56x+q:

=x - 7x1x2 A 14x%x = 8x? <
p=-7x, A56 = 14x]

ig= —8x? &
@p=—7x1/\xf=4 i q=—8xi
(x; >0). Zatem x; =2, p=-14,
q=-64, x, =2x; = 4,

x3 =4x; = 8.

Odp.: x € {2, 4, 8}

(W) =W(4) =W(@9))

6.16. W(x) =

x[xz—(m+ 1)x+m] x=0

lub x =1 lub x =2, wiec

= (m+)x+m=

= (x—1)(x-2) = x> - 3x +2. Stad
m=2 (bo -m—-1=-3, m=2)
Odp.:m =2

6.17. W(x) =

(x+6) [x2 —(m—4)x — 4m]
Pierwiastkami W (x) sg liczby:

-6, 4, 2 lub -8, 6, 4,

lub -10, 8, 6
L(x+4)(x+2)=x" +6x+8=
=x2+(4—m)x—4m
4-m=61-4m=8) >m=-2
2. (x+8)(x+4)=x>+12x+32 =
=x2+(4—m)x—4m

(4-m=12 i —4m =32) =

= m=-8

3. (x+10)(x+8) = x> + 18x + 80 =
= x>+ (4—-m)x —4m
(4-m=18 i —4m = 80) —
warunki sprzeczne

Odp.: m € {-8, 2}
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6.15. Pierwiastki wielomianu W(x) = x> + px’ + 56x + q sa dodatnie i pozostaja
w stosunku 1:2:4. Znajdz te pierwiastki.

6.16. Dla jakich warto$ci m pierwiastki wielomianu W(x) = x[x2 —(m+1)x+ m]

s3 trzema kolejnymi liczbami naturalnymi?

6.17. Dla jakich warto$ci m wielomian W(x) = (x + 6) [xz —(m—-4)x - 4m] ma

trzy pierwiastki bedace kolejnymi liczbami parzystymi mniejszymi od zera?

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

1. Wskaz wielomian, przez kt6ry podzielny jest wielomian x° + x + 2.
A . x-2 B. x-1 C.x+1 D.x+2

2. Wielomian x° — 3x + m jest podzielny przez x — 2. Wskaz liczbe m.
A. -14 B. -2 C.2 D. 14

3. Wyraz wolny pewnego wielomianu o wspofczynnikach catkowitych jest réwny
48. Ktora liczba nie moze by¢ pierwiastkiem tego wielomianu?
A 4 B. 9 C. 48 D. -6

4. Dany jest wielomian W(x) = 3x” — 2x* — 12x + 8.

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Wielomian W ma trzy rézne pierwiastki catkowite.

B. Wielomian W ma co najwyzej jeden pierwiastek ujemny.

C. Suma wszystkich pierwiastkdw wielomianu W jest liczba dodatnia.

5. Rozwigz réwnanie x° —7x -6 = 0.

6. Dla jakiej wartosci wspotczynnika a rownania (x — a) <2x2 +5x — 3) =0

. 2 . e . ’
i2x° +3x" - 8x+3=0 majg ten sam zbidr rozwigzan?

7. Liczby 1—2\/E i “jﬁ

Wyznacz pozostale pierwiastki tego rownania.

N 8 g o4 3 2
sg pierwiastkami réwnania x” —x” —5x" +2x+6 = 0.

Prosto do matury

1. C

B

B

I, [, 1®

x=-1lub x=-21ub x=3
a=1

. -V2, V2

N o o » DN



7. Wyrazenia wymierne

Umiejetnosci:

* wykonywanie dziatan na wielomianach wielu zmiennych

° wyznaczanie dziedziny wyrazenia wymiernego z jedng zmienng
® rozszerzanie i skracanie wyrazenia wymiernego

e sprowadzanie wyrazen wymiernych do wspolnego mianownika

Wielomiany wielu zmiennych

Do tej pory zajmowalismy si¢ przede wszystkim jednomianami i wielomianami jed-
nej zmiennej. W szczegdlnosci okreslony zostal stopien takiego jednomianu oraz
wielomianu. Definicje te mozna rozszerzy¢. Zaczniemy od okreslenia stopnia jed-
nomianu dwoéch zmiennych.

Jezeli jednomian zmiennych x, z jest postaci ax"z™ i a # 0 jest ustalong
liczba rzeczywista, zwana wspdtczynnikiem jednomianu, a wyktadniki »n oraz m
sg ustalonymi liczbami naturalnymi, to stopniem jednomianu jest liczba n+m.

Podobnie definiujemy stopien jednomianu trzech i wigcej zmiennych. Na przyktad
jednomian —2v/3z”y* jest stopnia siédmego (3 + 4 = 7), a jednomian —t’xz jest
stopnia czwartego.

Aby obliczy¢ warto$¢ jednomianu dla danych wartoéci zmiennych, podstawiamy je
do wyrazenia w miejsce odpowiednich liter. Na przyktad jednomian —3xy dla
x=-1i y=2 przyjmuje wartoé¢ =3 - (-1)*-2 = —6.

Jednomiany rézniace si¢ co najwyzej wspotczynnikami nazywamy podobnymi.

Stopniem wielomianu (sumy algebraicznej) nazywamy najwiekszy ze stopni
jednomianéw bedacych jego skladnikami po redukeji wyrazéw podobnych.

Przyktad €) < zad. 7.4

a) Wielomian —2x°y* + x*y’ —3x + y* + 3 zmiennych x, y jest suma pieciu jedno-
miandw, z ktérych pierwsze dwa sg stopnia pigtego, trzeci — stopnia pierwszego,
czwarty — stopnia czwartego, a piagty — stopnia zerowego. Zatem wielomian ten
jest stopnia pigtego.

47.4. Okresl stopien podanego wielomianu.

a) a’bc — 2ab + 3bc’

b) 7x’y - 5x*y* +10y° - 3

9) —4x°t — 6tv + V7x°x" — 11xvst

d) X’zy + X’y + x2° Y + x2y + x2y° + x°z2)°
Odp.:a)4 b)9 ¢)10 d)5
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47.7. Wykonaj dziatania,

a nastepnie przeprowadz redukcje
wyrazoéw podobnych.

a) (x—y)(x+y) - (x2 —xy—yz)
b) (x + 2)/)2 —(x - y)2 - 2xy

) (x—xy+3)2xy+y+1)

d) (xy + 1)° - x(3y2 + x) +
+(x=y)(x+y)

e) 2xy + 3x% - 2(x2 +7xy — yz) +
A 10xy—2y2

) 3x> +2y° +

= (2x2y —2xy— 4xy2) A

= (2xy A 7x2y) 1 9x2y = 2y2

g) 7(xy = yz) + Z(xy = xz) +
+5xy + 3(x2 = Sxy) 4 7y2

h) 2x* - y* - 3(2xy -x' - yz) +
+ 2(x2y = xz) = (y2 + 2x2y) +6xy
i) 2x—y)2x+ y) +

—3(xy = yz + x2) = 2y2

) (=) =3(x + y)(x = y) +

A Z(xz A xy)
K)(x—y+2)(x+y-1)+

“2x(x + y) — y(y - x) + x* +2y°
1) Z(x—xzy)—(x—y—2)2+
—4(x - y) + Z(xzy = xy) + y2
Odp.: a) xy

b) 3y +4xy

c) 2x2y = 2x2y2 = xyz +6xy +
+3y+x+3

d) x3y3+3x2y2+3xy—3xy2—y2+1
e) x> —2xy

f) 3x% + 4xy”

g) x’ - xy

h) 3x* + y°

i) x* - 3xy

j) 4°

k) x+3y—-xy-2

1) 2x - xr—4

I 110 Dziat 2. Wielomiany i wyrazenia wymierne

b) Wielomian 2 — t*wx — wx’ + twx zmiennych ¢, w, x jest stopnia Gsmego.

Przyktad @

Wykonamy wskazane dziatania i zredukujemy wyrazy podobne.

zad. 7.7

Rozwigzanie
a) (w—t)(w+t)—(w2—3) =w - -w+3=3-+¢

b) xy” —2x"y—2xy+3-y(xy—4x—1) = xy* —2x’y - 2xy+3—xy +4xy+y =
:—2x2y+2xy+y+3

Przyktad €

Roztozymy na czynniki podany wielomian.

zad. 7.9

Rozwigzanie
a) 3x2+xy—6x—2y = (3x2 - 6x)+(xy—2y) =3x(x-2)+y(x-2) = (x-2)(3x+y)

b) 9x’z" - 4y" = (3xz3 - 2)/2) (3xz3 + 2y2)

Wyrazenia wymierne

Wisrod wyrazen algebraicznych istotng role odgrywaja wyrazenia postaci %, gdzie

W oraz Q sa wielomianami i Q nie jest wielomianem zerowym. Nazywamy je wyra-
zeniami wymiernymi. Swoja budowa przypominajg liczby wymierne. Kazdy wielo-
mian jest rowniez wyrazeniem wymiernym.

Za pomocg wyrazen wymiernych zapisujemy rozne wzory i zaleznosci w opisie zja-
wisk fizycznych lub chemicznych.

Przykiad @)

Martyna miata w baku samochodu m litréw benzyny. Siedem dni jezdzila ta sama
trasg dlugosci a km, spalajac $rednio p litréw benzyny na kilometr. Jaka cze$¢ po-
czatkowego zapasu benzyny zostata w baku po uplywie tego tygodnia?

zad. 7.11

Rozwigzanie

ap «— dzienne zuzycie benzyny
7ap —— tygodniowe zuzycie benzyny
m-—7a «—— tyle litréw benzyny zostalo w baku po tygodniu
p Y] yny po tyg
m-—7ap
—_— — taka cze$¢ poczatkowego zapasu benzyny pozostala
ka czg$¢ poczatkowego zapasu benzyny pozostak
m w baku po tygodniu
m-—7a
Odp.: P

47.9. Rozl6z wielomian na czynniki.
d) 25x%* — 10xy + y* — 4x°y*
e) x> — 8xy +15y°

a) 2x% + 4xy +2)°

b) 4x — 4y — 6x° + 6)°
©) 16— x> —6xy - 9y°
Odp.:a) 2(x + y)° b) 2(x - y)(2-3x-3y) ¢ (4—x-3y)4+x+3y)
d) 5x—y-2xy)(5x— y+2xy) e) (x-5y)(x-3y) 1) (y+2x)(y+8x)

f) y* + 10xy + 16x°

47.11. Katarzyna Kangur dostala 1 marca pensje w wysokosci k ztotych. Po pierwszym
tygodniu tego miesigca zostalo jej s ztotych. Jaka czes$¢ pensji wydata przez pierwszy tydzien
marca?

k—s



Napisanie zalozen do danego wyrazenia wymiernego jest tym samym, co okre$lenie
jego dziedziny. Dla wyrazenia wymiernego jednej zmiennej jest nig podzbidr zbioru
liczb rzeczywistych, dla wyrazenia wymiernego dwdch zmiennych - zbiér par liczb,
dla wyrazenia wymiernego trzech zmiennych - zbiér tréjek liczb itd. Przesledzmy to
na przykladach.

Przyktad ©)

Napiszemy zatozenia dla podanych wyrazen wymiernych.

a) x+8
4 — x2
Zalozenie: 4 — x* # 0, czyli x # -2 1 x#2

Dziedzing tego wyrazenia wymiernego jest zbiér R — {-2, 2}.

2x +y

y-x

Zalozenie: y —x # 0, czyli y # x

Dziedzing tego wyrazenia wymiernego jest zbior par roznych liczb rzeczywistych.

J

b)

Dwa wyrazenia wymierne sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy maja identyczne dzie-
dziny i dla dowolnych argumentéw wartosci tych wyrazen sa réwne. Na przykltad
2

wyrazenia — oraz x nie sg rowne. Dziedzing pierwszego jest zbior R—{0}, a drugie-
X
., . L. .1 , . . . .
go zbiér R. Natomiast wyrazenia 12 i — sg rowne - kazde z nich ma dziedzine R—{0}
X x

. . . oo X 1
i dla wszystkich x # 0 zachodzi réwnos¢ = = -.

X X
Dziatania na wyrazeniach wymiernych sg bardzo podobne do dziatan na utamkach.
Zanim zajmiemy sie dodawaniem, odejmowaniem, mnozeniem i dzieleniem wyra-
zen wymiernych, powtérzymy, jak sie je skraca, rozszerza i sprowadza do wspdlnego
mianownika.

Skracanie wyrazenia wymiernego polega na podzieleniu licznika i mianownika przez
to samo, rozne od zera, wyrazenie. Aby wyrazenie po skroceniu bylo réwne danemu
wyrazeniu, najpierw okreélamy jego dziedzine.

Przyjmujemy to jako zasade — wszystkie zalozenia dotyczace danego wyrazenia wy-
miernego robimy, zanim zaczniemy wykonywac na nim jakiekolwiek dziatania.

7. Wyrazenia wymierne
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47.17. Skré¢ wyrazenie Przyktad 0 zad. 7.17
wymierne, jezeli to mozliwe. Podaj

. . Skrécimy podane wyrazenia.
odpowiednie zatozenia. YP wy

a) 7@ 3a- 6b  2a> —3ab Rozwiazanie
a-1"a®-2ab’ 2ab-3b>’ 2ab® b
2 _ gyt a =—,a#0
a9y VT 0
2x% +3x%y 4,2 2
X
2x-1 x*-2x"+1 b)y—:y—, xyz #0
b) > 5 > xty?z? xP
2/=4x X’ —Xx
2 2
x"—-2x-8 X +2x  x(x+2)  x+2 .
2x2+32x—2 <) x2_3x_x(x_3)—x_3,x9&01x¢3
x"—4x+4
. 3 3 2 2 2 2
) 12 R e A Cop) (< rxprp?)  Fxpsp x#Epixs-—
4 3 2 3 12 ] p p
3x* - 17x° + 10x X’ +27 x*=p (x - p)(x+p) x+p
6x2 = 34x +20 ° 2x? —6x+18 2 _ _
X —x’ = 27x% +27 o) X6 MCRE RN T ST T
d —— = ~° x2+7x+10  (x+2)(x+5) x+5
x*—3x - x? +3x )
3 2 3 2
X" —3x"+6x—4 8 (x+2)(x"—2x+4 -2x+4 . 3
x> +8 f) f+ = ( 3 )=x x+,x#=—21x;l:—
X 2x2+x-6 2(x+2)<x—5> 2x -3 2
Odp.:a) -1, a# 1; =, a#0, o . o . .
ﬂz e 3 Zauwazmy, ze je$li w liczniku i mianowniku wyrazenia wystepuja sumy algebraiczne
a -
a + 2b; 3’ b#0,b# 3% — 2 2, (przyklady c-f), to skrdcenie takiego wyrazenia jest mozliwe dopiero po przedstawie-
x40, x4 > b niu kazdej z tych sum w postaci iloczynowe;.
2 J
b) L + 1 X1 +0
> *TY P X7 Aby dodac (odja¢) dwa wyrazenia wymierne, trzeba najpierw sprowadzic¢ je do wspol-
PRSP ) nego mianownika. To zadanie czgsto wymaga rozszerzenia ulamka, czyli pomnoze-
.1 -l nia licznika i mianownika przez to samo, rézne od zera, wyrazenie.
X # =
2

2

Przyktad zad. 7.18
C)l,x¢2;x—,x¢§,x¢5; y o

3 2 . . . +2 o .
Xt3 R Dane jest wyrazenie wymierne x_3 o dziedzinie R — {3}. Rozszerzenie tego wy-
b x P
2x2 P razenia przez wielomian P moze oznacza¢ zmiane dziedziny wyrazenia — poprzez
d) —, o *#¥Lx#0 dodatkowe wykluczenie wszystkich miejsc zerowych P. ,
x+1, x#3; x_—;) x# -2 Ponizej przedstawiamy trzy rézne rozszerzenia wyrazenia ahs
X+ x —
47.18. Zastgp |?| odpowiednim L X2 x(x+2) dla x € R -0, 3}
wyrazeniem, aby rozszerzy¢ x=3  x(x-3)
wyraie.nie v.vymier.ne..Podaj . Xt 2 _ (x—=1)(x+2) dla x ¢ R— {1, 3}
odpowiednie zatozenia. x=-3 (x-1)(x-3)
x 2
_ 2 x“+5)(x+2)

a) x-1 5x*-5x o X :( ) dla x e R—{3}

x-3 (x*+5)(x-3)
b) = —

x-1 5x*-5

?

) = 3
w=1 @@=l

d = = H

x—1 2x2—4x+2
Odp.: a) 5x%, x#0, x# 1
b) 5x245x, x#-1, x# 1
c)x3+x2+x, x#1
d) 2% —2x, x # 1



Sprowadzanie wyrazen wymiernych do wspdlnego mianownika

Wyrazenia wymierne sprowadzamy do wspdlnego mianownika na tej samej zasadzie
co ulamki. Wyjasnimy to na przykltadach.

Przyktad @)

zad. 7.19

Sprowadzimy do wspdlnego mianownika podane wyrazenia.

Rozwigzanie

a)

x+1 . 2x

x+2 x-2

Pierwszy utamek wymaga zalozenia, ze x # -2, a drugi, ze x # 2.

Wielomiany w mianownikach nie majg wspdlnych czynnikéw. Nie mozna ich tez
roztozy¢. Wspdlnym mianownikiem moze by¢ w tym przypadku iloczyn

(x +2)(x — 2). Znajac wspo6lny mianownik, rozszerzamy utamki:

x+1  (x+1D(x-2) X—x-2

x+2 (x+2)(x-2) (x+2)(x-2)
2x  2x(x+2)

(x=2)(x+2)

przy zalozeniu, ze x # -2 i x #2

2x° + 4x
(x-2)(x+2)

5 przy zalozeniu,ze x # -2 1 x #2
x—

Zazwyczaj wygodnie jest zostawi¢ wspolny mianownik w postaci iloczynu. Jest to
przydatne zwlaszcza przy dalszych przeksztalceniach wyrazen.

b)

2 . x+1
x-3  2x2-18
Mianownika pierwszego wyrazenia nie mozna zapisa¢ prosciej, zakltadamy tyl-
ko, ze x # 3. Natomiast wielomian z mianownika drugiego wyrazenia mozna
rozlozy¢:

26>~ 18 = z(x2 - 9) = 2(x - 3)(x + 3)

Okazuje sig, Ze pierwszy mianownik jest dzielnikiem drugiego mianownika, po-
dobnie jak np. w ulamkach % i % Wspdlnym mianownikiem moze wiec by¢
2(x = 3)(x + 3), przy zalozeniu, ze x # 3 i x # -3.

Wyrazenie Y nie zmieni si¢, natomiast pierwsze bedzie rowne:
2

2:2(x+3) | 4x+12
20x - 3)(x+3)  2(x-3)(x+3)

7. Wyrazenia wymierne

47.19. Sprowadz wyrazenia do
wspolnego mianownika. Podaj
odpowiednie zatozenia.

x+2 x+1
a) ,

2x-4 3x-6
b)

x-1 5
2x2—12x+ 18 x-3
X -1 x-3

5x2+ 10x +5 2x2—x—3
1 2 3

x2-1 x2-x" x3+x2
2 5

3x2-12° 2x2+8x+8
X 2x 3x

xB-1 x2-1" x3+1

3x+6 2x+2

6(x—-2) 6(x—-2)
x—1 10x — 30

2(x - 3)?’ 2(x—3)2””£3

0 2x* —5x +3 5x — 15
5(x +1)(2x - 3)" 5(x + 1)(2x — 3)

1
=1, 1=
X # X # G

(9)
d)
e)
f)

Odp.: a)

b)

xX+2

>

x* 2x% + 2x

2(x2-1)" x2(x2-1)
%, x+-1, x+0, x#1
e) 4x + 8 i 15x — 30
6(x+2)%(x-2)" 6(x+2)%(x—-2)
X+ -2, x+2
x(x3 i 1)
b (x®-1) (x> +1)
2x(x2+x+1)(x2—x+1)
(> -1)(x*+1) ’
3x(x3 = 1)
(x*-1)(x3+1)

d)

>

, xF+F-1, x#1
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71.F P, P 7.1. Dany jest wielomian x*y* - 2xy — V3x’y zmiennych x i y.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
A. Stopien tego wielomianu jest rowny 8.
B. Stopien tego wielomianu jest rowny 6.

C. Warto$¢ tego wielomianu dla x = V2 i y = —V/3 jest rowna 2(12 + \/3)

Odpowiedzi i rozwigzania

3

7.2. F,FF 7.2. Dane jest wyrazenie wymierne . Ocen prawdziwosé¢ podanych zdan.

2xr+x-6
A. Dziedzing tego wyrazenia jest zbior R.
B. Wartos¢ tego wyrazenia jest rowna 0 dla x = -2.

3 2
C. Wyrazenia — *8 oraz = “xrd s3 rowne.
2x°+x-6 2x-3
73.a)3 b)9 o4 d)7 7.3. Okresl stopien podanego jednomianu.
a) 4xyz b) x*y*v* ) V3y’xt d) —6xyt'z
74.a)4 b)9 ¢)10 d)5 7.4. Okredl stopien podanego wielomianu.

a) a’be — 2ab + 3bc’

b) 7x’y - 5x*y* +10y° - 3

) —4x’t — 6tv + V7x°x* = 11xvst

d) X’zy + X2y + x2°y* + x2y + xzy° + x’z)°

7.5.2) xy° — X’y +5xy —4dx + 1 7.5. Wykonaj redukcje wyrazéw podobnych.

b) 0 a) 2xy° —3x’y +5xy —xy +2x°y —4x + 1

(Ci) zibc ;r 3 b) xy2 - 2x2y + 5xy2 + 7x2y - 3xy2 - 4x2y - 2xy2 - xzy - xy2
) xzyz ¢) abc + a’b - 2bc + 3abe + 5 — a*b + 3bc — 2abc — be — 2

2 & =25y 2 222 2,22

1 222 ,1 2 2 1 2 2
f) 3xy - 2x*ytz* d) —1§xyz +25x Yz - 3x Yz —lix Yz +2x"y°z

e) —3x"y +2xy’ —5xy+x°y —2xy° +2xy +3x°y + 2xy
f) 2V2xy’tz - 3x°ytz* — \2xy’tz + 3xy — \2xy’tz + X’ ytz*

7.6.2) 43 b)-33 ¢)3 d)29 7.6. Oblicz wartos¢ wielomianu dla podanych warto$ci zmiennych.
2
a) 2x"y—-3xy+1 x=-2,y=3
b) 2xyz* - 32"+ xy -9 x=1,y=-2,2z=2
) —4x’ +2y" —4xy +x x=-1, y=-2

Q) 10—ab+%a2+ib2 a=4, b=-2



7.7. Wykonaj dzialania, a nastepnie przeprowadz redukcje wyrazéw podobnych.
2 2
a) (x—y)(x+y)—(x -xy—-y )

b) (x+ 2y)2 —(x - y)2 -2xy
) (x—xy+3)2xy+y+1)

d) (xy+1)° —x(3y2 + x) +(x—-y(x+y)

e) 2xy + 3x% - 2<x2 +7xy — yz) +10xy — 2y2

f) 3x% + 2y2 - (2x2y -2xy— 4xy2) - <2xy + 7x2y) + 9x2y - 2y2
g) 7<xy - yz) + 2<xy - xz) +5xy + 3(x2 - 5xy> + 7)/2

h) 2x* - y2 - 3<2xy -x' - yz) + 2<x2y - x2> - <y2 + 2x2y) + 6xy
i) Cx-y)2x+y) - 3(xy - yz + xz) - 2y2

i) (x— y)2 -3(x+y)x—y)+ Z(x2 + xy)

k) (x—y+2)(x+y—1)—2x(x+y)—y(y—x)+xz+2y2

1) 2(x—x2y) - (x—y—2)2 —4(x-y) +2(x2y—xy) +y2

7.8. Wykonaj dzialania, przeprowadz redukcje wyrazéw podobnych, a nastepnie
oblicz warto$¢ wielomianu dla podanych wartoséci zmiennych.

a) (x+3y)(x—3y)+(x+2y)2—(2x2—5y2) x=\/§iy=\/§
b) (x+2y)(x-2y) —4x(x - y) +(x—2y)2 +4xy x=051y=-05
¢) 3x|5xy*(x - 1) + 2y(3x2y— ny) —3xy’(4x - 3)] +2x°y"  x=-1iy=3

7.9. Roztdz wielomian na czynniki.
d) 25x% - 10xy + y* — 4x”y’
e) x° —8xy + 15y

f) y*+10xy + 16x>

a) 2x° +4xy +2y°
b) 4x — 4y - 6x” +6y°
) 16—x2—6xy—9y2

7.10. Wykaz, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nierdwnos¢
4x2+4xy+y2+1 > 0.

7.11. Katarzyna Kangur dostata 1 marca pensje w wysokosci k zlotych. Po pierw-
szym tygodniu tego miesigca zostalo jej s zlotych. Jaka cze$¢ pensji wydala przez
pierwszy tydzien marca?

7.12. Rysiek przeznaczyl na pomalowanie ptotu a dni. Z zaplanowang wydajnoscia
malowal b dni. Jakg cze¢$¢ pracy ma jeszcze do wykonania?

7.10. Zalozenie: x, y € R

Teza: 4x2+4xy+y2+1>0
Dowdd:
4x’ +4xy+y +1=02x+y)>+1>0, bo 2x+y)*>0 dla x, y R

7. Wyrazenia wymierne

7.7. a) xy
b) 3y +4xy

) 2x’y - 2x*y* — xy* + 6xy +

+3y+x+3

d) x3y3+3x2y2+3xy—3xy2—y2+1

e) x* - 2xy

f) 3x” + 4xy°

g) x* - xy

h) 3x* +y°

i) x* - 3xy

j) 4y°

k) x+3y-—xy-2
1) 2x—x* -4

7.8. a) 4xy, 16
b) —2x° + 4xy, -1,5
Q) -x’y% 9

7.9. a) 2(x + y)*

b) 2(x - »)(2 - 3x — 3)
) (d-x-3y)4+x+3y)
d) 5x — y —2xy)(5x — y + 2xy)

e) (x = 5y)(x - 3y)
f) (y +2x)(y + 8x)

k-s
7.11. -

7.12.
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7.13. s - liczba sadzonek, jaka
powinna dokupi¢ pani Zenobia
(m —t) - liczba drzewek, jaka pani
Zenobia posadzila na powierzchni
a hektarow

m—t .
—— — liczba drzewek
a

posadzonych na jednym hektarze
uprawy

(t + s) - liczba drzewek, jaka pani
Zenobia posadzi na powierzchni

b hektaréw
t+s

el liczba drzewek posadzonych
na jednym hektarze uprawy
m—t t+s

=—mb-tb=at+as
a b

Zatem s =

mb — at — bt
-

Odp.: Pani Zenobia powinna

mb — at — bt
a

dokupi¢ sadzonek.

744. 0 £ 4t
24

X

7.15.
xX+y

nk—r

7.16. zt

7A7.2) -1, a4 1; 3, a+0,
a

2 2x-3y
25 2,040, b+ Za; =2,
a+ b * ¢3a 2
x#O,x#—%y
1 1 x-1
b)—E,X?EE, , x #0,
x#1, x+-1; x—_4,x¢—2,
2x—1
1
X?EE
1 x? 2
=5 25 = = 5;
6)3 X#2% Xt %
x_”’,XER
2

X +3x+9

d) ———, x+-1, x #0,
X
1

x#+1, x+3; x;,x#:—z
x+2

7.18. a) 5x%, x#0, x# 1
b)5x2+5x,xsé—1, x#1
c)x3+x2+x,x¢1

d) 2% —2x, x # 1

7.13. Zenobia Zubr przeznaczyla teren o powierzchni
a hektaréw na uprawe choinek. Z zakupionych m sa-
dzonek zostalo jej jeszcze t drzewek. Do terenu uprawy
dotaczyla wiec b ha, ale wowczas zabraklo jej sadzonek.
Ile sadzonek powinna dokupié?

7.14. O$mioro s3siadéw postanowilo kupi¢ wspdlng
kosiarke do trawy za k zlotych. Dwoch z nich wycofa-
fo sie z umowy. O ile ztotych wzrosta skladka kazdego
z pozostatych sasiadow?

7.15. Pewna druzyna pitki noznej wygrata x meczéw i przegrata y meczoéw. Jaka
czescig liczby rozegranych meczéw s3 mecze wygrane?

7.16. Hilary Pajaczek handluje drozdzéwkami, ktére kupuje w piekarni. Jednego
dnia sprzedal n sztuk po k zlotych i zarobil na tym r zlotych. Jaka byla cena jednej
drozdzéwki w piekarni?

7.17. Skrd¢ wyrazenie wymierne, jezeli to mozliwe. Podaj odpowiednie zatozenia.
l-a 3a-6b 2a*-3ab 4962—9)/2

a 5 5 >
) a-1 a?-2ab’ 2ab-3b>" 2x3+3x%y
2x-1 x*-2%+1 x*-2x-8
b) > >
2 —4x x3—x 2x2 +3x -2
2 4 3 2 3
o) x"—4x+4 3x" —17x" + 10x X~ +27
3x2 - 12x + 127 6x2—34x+20 ° 2x%—6x + 18
d X —x—27x"+27 X -3x"+6x—4

x4 =3x3 - x2+3x’ x3+8

7.18. Zastap 2| odpowiednim wyrazeniem, aby rozszerzy¢ wyrazenie wymierne.
Podaj odpowiednie zatozenia.
X g X g

a _—— C _—=
)x—l 5x% - 5x )x—l x3-1

b)L:; d) s ¢

x-1 5x2-5 x—1 2x2-4x+2

7.19. Sprowadz wyrazenia do wspdlnego mianownika. Podaj odpowiednie

zaloieniza. X | , ;
X+ X+
2) 2x—4 .;)x—6 5 d) xz—zl’ x2—x" x3+ a2
x—
b) 2x2 - 12x+18" x-3 2 3x2-127 2x2+8x+8
0 -1 ’ x-3 f X , 2x , 3x
5x2 +10x+5 2x>-x-3 x3-1" x2-1 x3+1
7.19. a) ;(itg), ;(iti), x#2
b) z(i:;)r ;?;—_33)2 e
2
) s(ix+ I)?;x+—33)’ e ?61)_(215—3)’ x#F -l x# 1%
2 2
<) xz(x);—l)’ xz;(cx;—zalc)’ x;ziz_—?)l)’ x#-Lx#0, x#1
) 5 +4ch):(i—z)’ 6(x1+592c);(fc0— oy XFT X2
3 2 2 3
f) x(x +1) Zx(x +x+1)(x —x+1) Sx(x—l) Cxdol x#1

(P-1)(3+1) (x*-1)(x*+1)



7.20. Wyznacz takie dodatnie liczby naturalne x i y, dla ktérych warto$¢ wielomia-
nu x* + 2xy + yz +2x + 2y jest réwna 24.

7.21. Wykaz, ze jedyna parg dodatnich liczb naturalnych x i y, dla ktérych wartosé
wielomianu 4x” + 4xy + y* — 4x — 2y + 1 wynosi 9, jest para (1, 2).

7.22. Znajdz takie dodatnie liczby naturalne x i y, dla ktérych wartos¢ wielomianu
X+ 9x2y + 27xy2 + 27y3 jest réwna 512.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

1. Wskaz stopien wielomianu z° — (\/5)3 2'w + w’z zmiennych wi z.

A. 8 B. 9 C. 10 D. 11

2. W wielomianie 8xyz — 2x’yz + 11x°yz — 4xyz + 5xyz° — 9x°yz przeprowa-
dzono redukcje wyrazéw podobnych. Wskaz wynik tego dziatania.
A. xzyz + 5xy22 C. 4xyz — xzyz + 5xy22

B. 4xyz D. 4xyz + 5xyz2

3. Ulamek 2x
X +

Wskaz licznik otrzymanego utamka.
A 2% +2x +2
B. 2x” + x

| rozszerzono tak, ze jego mianownikiem jest teraz wyrazenie x” +1.

C. 2x° —2x% + 2x
D. 2x* + 2x

4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
Warto$¢ wyrazenia (2x — y)(2x + y) — 3(x —y)2 -2x(3y+x) dla x = V3 i y = V2
A. jest liczbg calkowity. B. jest rowna 11. C. jest liczbg ujemna.

6x° +5x -6

5. Skrdé¢ wyrazenie wymierne ™
72—

. Podaj odpowiednie zatozenia.

6. W Klasie Jolim dziewczat wazy w sumie s kg, a $rednia waga c chlopcow jest rowna
p kg. Jaka jest $rednia waga ucznia tej klasy?

7. Wykaz, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nier6wnosé
x2+2xy+2y2+4y+4> 0.

Prosto do matury

1.C
2.D
3.C
4.P,F,P
5. 2;“_§ xi—l%, x# 1%
6_ S+pC
m+c

7. Zalozenie: x, y € R Teza: x* + 2xy + 2y2 +4y+420

Dowdd: x2+2xy+2y2+4y+4=(x2+2xy+y2)+(y2+4y+4)=(x+y)2+(y+2)220

bo (x+y)° =0, (y+2)> >0 dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y.

7. Wyrazenia wymierne 117 I

720. x=1, y=31ub x=2, y=2
lubx=3, y=1

7.21. 4x2+4xy+y2—4x—2y+1 =9
(2x+y)2—2(2x+y) =8¢

S 2x+y)2x+y-2)=28

Zatem jesli x, y € N,, to jedyna
mozliwoscig spelnienia réwnania
jest: 2x + y = 4.
2x+y—-2=2,4-2=38), czyli
y=4-2x; x, y €N,

(x>114—2x>1)<:)(x21

i x<§>:>x=1. Stad y = 2.
Zatem jedyna para liczb naturalnych
dodatnich, dla ktérych wartos¢
wielomianu W(x, y) =
=4x2+4xy+y2—4x—2y+1

jest réwna 9, to para (1, 2).

7.22. x* + 9x’y + 27xy" +27y° = 512,
x, y €N, (x+3y)’ =512, 512 =8
Stad: x+3y=8o x=8-3y

<y>1 i 8—3)/21)4:)

. 7
@(y211y<§>
y=1=>x=5 y=2=>x=2
Odp.: (x, y) € {(2,2), (5, 1)}
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Pojedynek na rbwnania

trzeciego stopnia

Problem réwnan trzeciego stopnia trapit uczonych co najmniej od cza-
séw Archimedesa. Dopiero w XVI w. odkryto metode ich rozwigzywania,

a wigze sie z tym petna dramaturgii historia.

Dwaj gtéwni bohaterowie

= Niccolo Tartaglia [czyt. tartalja]
(1500?7-1557), wtoski matematyk,
pochodzacy z bardzo biednej

= rodziny. Samouk. Naprawde nazy-
wat sie Fontana, ale postugiwat sie
| przydomkiem Tartaglia (po wiosku
sjakata”), gdyz na skutek ran gardta
odniesionych w dziecinstwie miat ktopoty z méwie-
niem. Nauczyciel matematyki, autor pierwszych
matematycznych ksigzek o artylerii i fortyfikacjach.

) ,....;_,w,v_‘.\zi ,_w_"’ S
Koo :I.:E e : B

Gerolamo Cardano
. (1501-1576), wtoski
- matematyk, lekarz,
filozof, profesor
uniwersytetu w Bo-
% lonii. Pochodzacy

" /A 7 bogatej rodziny,
przyjaciel Leonarda da Vinci, autor
ponad 200 dziet.

ES '3

B RPN

v -i,—ﬁé,—;._;rr‘ BRALRAARA AR S
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Dramat w siedmiu aktach

o

~ w@@@@n
[ )

GEQ:) Prolog

Scipio del Ferro, profesor Uniwersytetu

w Bolonii, zna sposéb rozwigzywania rownan

typu x° + px = q i na fozu $mierci przeka-

zuje go swojemu uczniowi. Antonio Maria

Fior-wykorzystuje te wiedze do wygrywania

pojedynkow naukowych
; bt

W XVI w. we Wtoszech popularne byty poje-
dynki naukowe. Polegaty one na rozwigzy-
waniu w okreslonym czasie zestawu zadan
przekazanych przez przeciwnika. Ten, kto
rozwigzat wiecej zadan, wygrywat. Zdobywat
nagrode finansowa, zwiekszat swoj prestiz

i zyskiwat mecenaséw. Miedzy innymi dlatego
naukowcy nie dzielili sie swoimi odkryciami,
ale strzegli ich bardzo pilnie i przekazywali co
najwyzej swoim uczniom.

el Tis g

W 1525 r. Fior wyzywa na pojedynek Tartaglie,
styszy bowiem pogtoski, ze ten odnidst sukces
na polu réwnan szesciennych.

Tartaglia wyzwanie przyjmuje. Podczas pracy
nad zadaniami odkrywa ogdlng metode roz-
wiazywania réwnan x> + px = g, X* = px + g,
x° + px? = q. Wszystkie zadania przeciwnika
sprowadzaja sie do pierwszego réwnania,
wiec nie sprawiaja Tartaglii zadnego proble-
mu. Fior natomiast nie radzi sobie z dwoma
pozostatymi typami réwnan. Tartaglia wygry-
wa pojedynek.

W tamtych czasach wspoétczynniki rownania
i rozwigzania miaty by¢ liczbami dodatnimi,

- dlatego X3+ px = q byto traktowane jak row-
/ * nanie innego typu niz x°= px + g. Nie stoso-
wano zapiséw symbolicznych i nie uzywano

znakdéw +, —, = ani pojecia niewiadome;j.

SR et

stemmd 00 1

O odkryciu Tartaglii dowiaduje sie Gerolamo ‘,Q%
Cardano. Prébuje naméwi¢ Tartaglie, by
podzielit sie z nim wiedzg. Ten dtugo ogdma-
wia, ale w koncu ulega i w 1539 r. przekazuje
CardanOW| metode rozwigzywania rownari

x% + px = q i x® = px + q. Cardano przysiega
dochowac tajemnicy, a Tartaglia nie podaje I
rozwigzania wprost, ale szyfruje je w wierszu. ‘
Cardano ma ktopoty z odszyfrowaniem wier- -
sza i musi prosi¢ Tartaglie o pomoc.

Cardano pracuje nad dzietem Ars magna.
Pomaga mu w tym jego uczen, Ludovico Fer-
rari. Ferrari znajduje metode rozwiazywania
réwnan czwartego stopnia.

V._

W 1545 r. Cardano wydaje ksiege Ars magna,
a w niej opisuje m.in. metode Tartaglii. Oczy- 2
wiscie nie szyfrem, tylko wprost. Rozpoczyna
si¢ batalia Tartaglii o prawo do odkrycia. 1

Cardano nie odpowiada na oskarzenia Tarta- :
glii. Zamiast tego Ferrari wyzywa Tartaglie na y_ﬂ'w
pojedynek naukowy. 4

e a VilsEers

Pojedynek odbywa si¢ w 1548 r., Tartaglla go
przegrywa. "J

/> N
( ¢ o)

e_—r—_9
GE@_‘) Epilog (L%D
Dzi$ metode szukania pierwiastkéw réwnania

trzeciego stopnia opracowana przez Tartaglie
nazywamy wzorami Cardano.

¥

3 c> J:C‘J 3
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48.2. Wykonaj dzialania. Podaj

odpowiednie zatozenia.
x+1 x+2
a)

+
2egdr 3 sear 3
1 +2

b) -+ =
X 3x
<)

x—2 +2x+l
3x+3  2x+2
2 5—
d = 2%
x—-5 X

Odp.:a) 1, x # —%

sk 5
)

b) —, x#0

tematy 3.5, 3.6

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.8

G Generator

testéw i sprawdzianéw
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8. Dziatania na wyrazeniach
wymiernych

Umiejetnosci:
e dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie wyrazen wymiernych

Dodawanie i odejmowanie wyrazenn wymiernych

Zasady wykonywania tych dzialan sa takie same jak przy dodawaniu i odejmowaniu
liczb wymiernych zapisanych w postaci ulamkow. Jezeli dwa wyrazenia wymierne
majg identyczne mianowniki, to — aby je doda¢ - dodajemy wyrazenia w ich liczni-
kach (mianownik pozostaje bez zmian):

WP _WsP

Q Q Q
Aby natomiast od pierwszego wyrazenia wymiernego odja¢ drugie o identycznym
mianowniku, nalezy od wyrazenia w pierwszym liczniku odja¢ wyrazenie w drugim
liczniku (mianownik pozostaje bez zmian):

% - (% = %, przy zatozeniu, ze Q # 0

Przesledzmy na przykladach dodawanie i odejmowanie wyrazen wymiernych.

, przy zalozeniu, ze Q # 0

Przyktad o zad. 8.2

. 2 3
Wykonamy dodawanie —— + .
x+1 x-2

Rozwigzanie
Zakladamy, ze x # -1 i x # 2.
Przeksztalcamy sktadniki sumy tak, aby byly wyrazeniami o identycznych mianow-
nikach. Wspdélnym mianownikiem jest iloczyn (x + 1)(x —2).
2 3 2x-)) 3(x+1) _2x-4+3x+43 _ 5x-1
x+1 x-2 (x+1D(x-2) (x+1)(x-2) (x+1)(x-2) (x+1)(x-2)

Odp: —>=1 x4 1ixz2

T x+1D(x-2)

Przyklad @) « zad. 8.3

_ L1 v ()
L _x-2 a-b —(b-a) b-a

. . +
Wykonamy odejmowanie al .
2x-3  3-2x

48.3. Wykonaj dziatania. Podaj odpowiednie zalozenia.

3 2 1 5 2x+1 2x-1 10x + 1 3
) — - —— b) — - —— o = - = Q) == - =
x+1 x+2 x—-7 x+4 2x—-1 2x+1 6x 2x
x+4 —4x + 39
Odp.:a) —, -2, -1 b)) ——, —4, 7
Pid) ey X7 B X7 ) oy SR
8x 1 1 x+1
Vg ¥*p*t—; Dz *#0
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Rozwigzanie
Mianowniki réznig sie tylko znakiem: 3 —2x = —(2x - 3).

Zatem:
x+1 x=2 x+1 x=2 2x -1 L 3
- = = , przy zalozeniu, ze x # =
2x-3 3-2x 2x-3 2x-3 2x-3 2
2x -1 3
B , X #F =
P 2x -3 ? 2
Przyktad e zad. 8.4 48.4. Wykonaj dzialania. Podaj
. . +1 x odpowiednie zalozenia.
Wykonamy odejmowanie - . Ix 7
xX2-4 x?+4x+4 a) = 4
. . =3 2=
Rozwigzanie xx +5 2 _x4x
x+1 x _ x+1 B X b)3x—1+1—3x
x2—4 x?+4x+4  (x+2)(x-2) (x+2)? 9 X+3  x+2
Zakladamy, ze x # -2 i x # 2. 2x1_7 7_22x
(et Dix +2) - xx —2) = «— sprowadzamy wyrazenia do wspdlnego mianownika ¥ 3x-1 3-9x
(x+2)%(x-2) (x+2)*(x-2) e) =2+ 1 3
2 2 2 2 x2-2x+1 4x-4
_(x +2x+x+2)—(x —Zx)_x +3x+2-x +2x 5x+2 21 o il
(c+ 272(x - 2) Cr22x-2) e+ 2Ax-2) Die 12 2
Sx 42 . g E=2 82
Odp.:f,xqf:—le:#Z x2-6x+9 9-x?
(x+2)*(x-2) h) 2x-8  3x-16
x> -8x+16 2x*>-32
Przyktad @) « zad. 85 odpia) Z=7 x4 3
p.:a , X
. . x+3  x+2 x -1 =3
Wykonamy dziatania -5 . 5x+3 1
2x — 4 4x x% - 2x b) , X F =
3x -1 3
Rozwigzanie o 1 o 31
x+3+x+2_x2—1 _ x+3 +x+2_ x -1 2x—57 21
2x-4 4x  x*-2x 2(x-2) 4x  x(x-2) d) 3Gx1) x # 5
Zakladamy,ze x # 0 i x # 2. o Txtl
x+3  x+2 x-1 4 -1
+ - = «— jako wspdlny mianownik przyjmujemy 4x(x — 2) X +1lx-6
2(x —2) 4x x(x—2) ) ——M
5 5 5 , 6x(x —2)(x +2)
2 (xe2x-2) (F-1)4 (2 +6x)+ (¢ -4) - (47 -4) x€R-{-2,0,2)
4x(x - 2) 4x(x - 2) 4x(x - 2) 4x(x - 2) g Z—xz’ xeR-{-3,3}
2+ 6x (x+3)(x-3)
- _ . SN 32
=—Q7= «—— wylaczamy x przed nawias w liczniku i skracamy utamek h L, €eR-{-4,4
4x(x—-2) ) e * =4 4
_ x(-=x+6)  -x+6
4x(x—2)  4(x-2)
-X+6
Odp.: , XxF01x#2
P Ax-2) + +
48.5. Wykonaj dziatania. Podaj odpowiednie zalozenia.
X ge= 1l 25z =1 252 X +7x-3
a) — - X7 4 -
)2x+2 3x-3 f)x2+2x x-3 x3-x*-6x
b) 8x  6x _1 ) X _ x-3 x+4
2x—1 2x+1 e R R e
o) 2x _ L " i h) 3 2 _ 1
x>+x x* 5x ¥+l 2x2-2x+2 x2-1
2
d) 4-x 1-2x 5-x ) 3 + 2 1
x+1 x-1 x*-1 4x? - 10x+4 1-4x* 4x2-12x+8
4-5x 56 -23x+12 x-4 N X2 2x+1 X - 14
e) - +1 j) -
5x—3 25x% -9 5x+3 2x2-7x+3 2x*+5x-3 2x>-x?-18x+9
7x +4 14x + 1 11 14x> —x -5 6x
Odp.:a , xeR-{-1,1} b) ——, ER—{——,—} ———, xeR-{-1,0} d , xe€R-{-1,1
P )6(x+1) * { ; )4x2—1 * 2’2 5x%(x + 1) * { } )xz—l * { ;

2

1 3 3 -X x -8
) 5x—3’x€R_{_§’§} t)x—3’xep‘_{_2’0’3} g)4x(x—8)(x+2)

18x — 21
42x - 1)2x+ 1)(x - 2)(x - 1)’

X € R—{—l,
2

4x -5
(x+D(x-1)(x2-—x+1)

h) ,xeR-{-1,1} i)

, x€R-1{-2,0, 8

. 5 1
=, 1, 2} ]) 952__9’ x € R- {—3, E, 3}
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48.7. Wykonaj dzialania. Podaj

odpowiednie zatozenia.
x=1 x+2

a) -
2x+4  3x
5%x-3 x°+2x

b) .
3x+6 10x—-6
23 -x 1-x

<)

x—1 3x

3x -5 .2x2—7x

x*+3x 6x-10

rx-2 .x2+4x+3 2x—1

d)

e .
)2x2+5x—3 x-1 x2—4
2 2 2
f) 58 =0 X = 2% X -x
x2-3x+2 x2+2x-3 x?

Odp.: a) xG—_xl, x € R—{-2, 0}

b) ¥, xeR—{—Z, 3}
6 5
1-2x

) , x € R—{0, 1}

a 2x=7 xeR—{—3, 0, 13}
2(x +3) 3
o 2L xeR—{—3, o1 2}

x-2 2

=3
) 2= xeR-{-3,0,1,2}
=1
48.8. Wykonaj dzialania. Podaj
odpowiednie zalozenia.
2x  10x-10
Q) —: ——
x-5 5x-25
b) 4x* -9 15+ 10x
2x2-3x = 3x?
X -8 4x-8
© = 9
x°+8 4x+8
) X +x-6 . g=2
x+5 x2+2x-15

Odp.: a) X x#1,x#5
x-1

3x 3 3

b) T x# -2, x#0, x# 3

X +2x+4

Q) S———=

x“=2x+4

d)x2—9,x¢—5,x:ﬁ2,x;&3

, x e R—{-2, 2}

Mnozenie i dzielenie wyrazen wymiernych

Mnozenie utamkoéw jest na ogot prostsze niz ich dodawanie. Wystarczy pomnozy¢

licznik przez licznik oraz mianownik przez mianownik. Dzielenie utamka g przez
c . .. a 1 .

ulamek p zastepujemy mnoZeniem , przez odwrotno$¢ dzielnika, czyli przez ula-

mek c—i Wiyniki tych operacji mozna ewentualnie jeszcze skréci¢. W wypadku wyra-
Cc

zen wymiernych jest podobnie, musimy tylko pamigta¢ o zrobieniu odpowiednich
zalozen.

%-%: V(\)]_-.l;r’ przy zalozeniu,ze Q#0 1 P#0
%:%:%-g—%, przy zatozeniu,ze Q#0, P+0i T +#0

Przyktad @) « zad. 8.7

K 2x x-1
Wykonamy mnozenie . .
x2-1 x+2

Rozwigzanie
Z+2x x-1 _

x2-1 x+2

«— poszczegoblne wielomiany rozkladamy, jesli to
mozliwe, na czynniki

x(x +2) x—1 - tozenia: x # -1, x £ 1, x # -2
- . = — zapisujemy zalozenia: x # -1, x # 1, x # —
(x+1D(x-1) x+2
-_*
x+1

Odp.:L,xqﬁ—l,xil,xq&—Z
x+1

Przyktad @) « zad. 8.8
5x-3 3-5x

Wykonamy dzielenie : .
Y Y xX24+5x+6 x*+4x+4

Rozwiazanie

5x—-3 3-5x
: = «— rozkladamy tréjmiany kwadratowe na czynniki
X2 +5x+6 x*+4x+4
x 3 375x isuj fozenia: x # —3, X # ~2, x # >
= . = — . -3, -2, e
(x N 2)(x n 3) (x N 2)2 zapisujemy zaiozenia: X X X 5
5x-3 (x+2°

= t)x13) 3.5 «—— mnozymy przez odwrotnos¢
X+ X+ —JX

_—(3—5x)(x+2)__x+2
T (x+3)3-5x)  x+3

«— skracamy utamek

-Xx+2
+3

Odp ,x¢—3,x¢—2,x¢§
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Przyktad e
2
Wykonamy dzialania X¥-12x436 6x-18  x-3
4x?2 - 16 2x2 - 12x  x*+2x
Rozwiagzanie
x*-12x+36 6x-18 ~x-3 _
x2 - 16 2% — 12x X% +2x
(x-6) 6(x—3) x(x+2) .
= 1>+ 2)x-2) . 2x(x = 6) . ~_3 = «—— zalozenie: x € R—{-2, 0, 2, 3, 6}
_ 3(x-06)
T 4(x-2)
3(x - 6)
Odp.: —=, xe€R-{-2,0,2,3,6
T { 1
Przyktad @) « zad. 8.10
. . 1 1 1 1 3
Wyk dziat <—+—) (1+-+—)( 1
ykonamy dzialania | ——— + —— St X )

Rozwigzanie

1 1 1 1 3
+ 1+ -+ -1)=
<x2+x xz—x) ( x x2>(x )

= L + : : x—2+i+i (x3—1)—
T \x(x+1) x(x-1 /) \x2 K2 «? B
o ox—1+x+1 'x2+x+1(x3_1)_
Tox(x+Dx-1) " «? B

2x X 2x

P . . —_— 2 =
Cxx+Dx-1) x2+x+1 (x l)(x +x+1) x+1

«—— wykonujemy dziatania
w nawiasach przy
zalozeniu, ze
xeR-{-1,0, 1}

2

2x%

Odp.:

,x€R-{-1,0,1
x+1 * { }

8.1. Dane jest wyrazenie

Odpowiedzi i rozwigzania

2
X4 x+2 8.1.D,DP,F

X212x x-2
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Dziedzing tego wyrazenia jest zbior R — {-2, 0, 2}.
B. Wartos¢ tego wyrazenia dla x =1 jest réwna 3.

2
oo xT =4 x+2
C. Wyrazenia — ‘
xX“+2x x-2

xX+2 ,
oraz $3 rowne.

<48.10. Wykonaj dziatania. Podaj odpowiednie zaloZenia.

( )i ()
a) o —
x2+x-2 x+3x+2 x2-1 x+2
2 2 4x +2 4
b) X+ X ) xX+2 - (4x +2)
4x2+4x+1 4x2-1) 3x2+6x 2x-1
c)(x+1 _x+10>.x2+2x+1
3x -3 x2—3 3x +3 7
d) ( 5x N 3x ): 15x + 12 ) 3
1-5x 5x+1/ 1-10x+25x%| 5x-1
1 - 1 11
Odp.:a)2,xeR—{—2,—1,——, 1} p) 24D R {2—-,0, }
2 32x-1) 2272

—x-1
c)x

123 I
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82.a)l, x+ —%

5
b) 22 x#0
3x

8x—1
) —,
6(x+1)
x> +10x - 25

d)W,XI,éO,X#IS

x #-1

x+4

8.3. a) m,

X+ -2,

GGy TR X7
8x 1 1
Ve Xty ¥t

&) 3G6x-1)" " 3

7x +1

e) —4(x—1)2’ x#1
K+ 11x -6

) 6x(x —2)(x+2)’

x e R-{-2,0, 2}

) 2x
8 Gi3)x-32
h)

x+32
- Dxra) <€ SR

x € R—{-3, 3}

7x +4
8.5. a) S D)’ xeR-{-1, 1}

14x + 1 1 1
B e L1

4x2 — 1 2°2
2

14x" —x -5
5x2(x+1)

d) X xeR-{-1, 1}
o

1
e
)Sx

x € R—{-1, 0}

L ,xeR—{—E,E}

-3 5 5

f) =, xeR-1{-2,0,3}
x—-3

) x2—8
& x-8)(x+2)
x €R-{-2,0, 8

4x -5
L e+ D(x—1)(x2-x+1)°
x € R-{-1, 1}

18x — 21

) 402x-1)2x+1)(x-2)(x - 1)’
11
x € R- ‘[—5, E, 1, 2}

. 5 1
j) et xER—{—3, > 3}

8.2. Wykonaj dziatania. Podaj odpowiednie zatozenia.

x+1 xX+2 x—-2 2x+1
a) + ) +
2x+3  2x+3 3x+3  2x+2
1 +2 2 5-—
b) =+ 212 d == 4272
X 3x x—-5 X

8.3. Wykonaj dziatania. Podaj odpowiednie zatozenia.

3 2 2x+1 2x-1
a) — C) —
x+1 x+2 2x -1 2x+1
1 5 10x + 1 3
b) —— - —— d) —a- - =
x—-7 x+4 6x 2x

8.4. Wykonaj dziatania. Podaj odpowiednie zatozenia.

2x 7 x+1 3
a) — + —— e) +

x-3 3-x x2-2x+1 4x-4
b) x+5 +2—4x ) 2x +1 _ x—-1

3x-1 1-3x 3x2-12  2x% +4x
0 x+3+x+2 ) x—2 x+2

2x-7  7-2x 8 x2-6x+9 9-x2

1 2 2x—8 3x—-16
d) - h) 5— -=

3x-1 3-9x x*—-8x+16 2x°-32

8.5. Wykonaj dziatania. Podaj odpowiednie zatozenia.

X x—1
a) - +1
2x+2 3x-3
b) 8x _ 6x _
2x -1 2x+1
2x 1 4
0) -t

x2+x x* 5x
4—x_1—2x 5— x*

d
)x+1 x-1 x*-1
4-5x 5x*-23x+12 x-4
e) + - +1
5x -3 25x% -9 5% +3
g 2x-L 2x X’ +7x-3
x2+2x x-3 x3-x?-6x
) X _ x-3 x+4
8 x2—6x-16 x*-8x 4x%+8x
3 2 1
h + -
)x3+1 2x2-2x+2 x2-1
. 3 2 1
i) + -
4x2 - 10x+4 1-4x*> 4x*-12x+8
x+2 2x+1 X - 14

)

2x2—7x+3 2x2+5x-3  2x°—x*—18x+9
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8.6. Wyznacz takie warto$ci a i b, aby podane wyrazenia byly réwne.

125 I

a b . Tx=2 a ax+b . 2(x2—9x+4)
a) - 1 C) —
x-2 x+2 x?—4 x-5 3x+1 3x* - 14x -5
- 1 - .o2x0—2xt -
b) a_ b ; 3x + d) ax—a v i X x"-3x+3
xX-3 x+2 xX2-x-6 (2-4)(x-1) B -x?—dx+4
C 1. . . . . Lo =1
8.7. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia. 8.7. a) xe_x’ x e R—{-2, 0}
-1 x+2 3x-5 2x° -7
a) = X ) zx JEX T X b)f,xeR—{—Z,é]»
2x+4 3x x*+3x 6x-10 6 5
b) 5x—3.x2+2x e) K +x-2 ‘x2+4x+3'2x—1 c)l_zx,xeR—{O,l}
3x+6 10x-6 2x2+5x-3 x-1 x*-4 e 5
o) 2x2—x.1—x x2-9 _ X2 - 2x .xz—x d) 2(x+3),xeR—{—3,0,1§}
x-1 3x x2-3x+2 x*+2x-3  x? it 1
e)—,xeR—{—3, 2, ,1,2}
8.8. Wykonaj dziatania. Podaj odpowiednie zalozenia. x=2
3 =3
2) 2x  10x-10 9 x -8 4x-8 f)m,xER—{—lO, 1, 2}
x-5 5x-25 ®+8 4x+8 .
py A9 15+ 10x g Frx=6,_x-2 88.2) ——, x#1 x#5
2x*-3x " 3x? x+5 x?+2x-15 b)%x,x#:—g,xio,x#:g
8.9. Wykonaj dziatania. Podaj odpowiednie zatozenia. 5 P+t d T )
2 (44 3% '(2_ x > 0 (x—3 _ x—2>'( x+3 2x+1> X -2x+d’ ’
1-x2)° x+1 4x+6 6x+9) \3x—15  4x-20 d)x* -9, x#-5 x#2, x#3
2 2 _
b) <3x—i);< 2 +1) Y L St :( 2 +2> 8.9.2) X2 xeR-{-2, -1, 1}
3-x x? - 3x X*+4x-5 x*+6x+5 x*-1 x-1
b) 3x, x € R— {0, 1, 2, 3}
8.10. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zatozenia. <) 2 xeR—{—é 5}
3 1 x 1 72 2
) (st w) (B ) 2
xX?+x-2 x*+3x+2 x2-1 x+2 d) m,xeR—{—S,—l,O, 1}
[ 2 x+2 4x +2 4
b ( XT + ) - -(4x +2 1
) [ \4x2+4x+1 4x2-1/ 3x2+6x 2x-1 ( ) 8.10. a)2,xeR—{—2,—1,—5,1}
9 <x+1 4 _x+10>‘x2+2x+1 ) —8(6x +1)
3x-3 3x2-3 3x+3 7 32x-1) L
[( 5x 3x 15x + 12 3 xeR—{—2, -, 0,-}
d) + : . 2772
1-5x 5x+1/) 1-10x+25x*| 5x-1 —e=1l
L c) 5 ,x € R—{-1, 1}
8.11. Niech x # 0 i y # 0. Ktéry znak: = czy # nalezy wstawi¢ w miejsce |2, d “2x xeR—{—é 1 l}
aby otrzymac¢ zalezno$¢ prawdziwg? S5x+1° 5 55
1 +
a) 2.2 o 2. X2 o) X1 XY 8.11. a) =
Yy X x 2y 2 y y b) #
2
by -2 1 XX Eg f)2_x_l?2x—y 0 #
y x y y y x xy d) =
e) =
f) =

alx+2)-b(x-2) ax+2a-bx+2b (a-b)x+2a+b) 7x-2

8.6. =
0 x*—4 x2—4 x2—4 x*—4
@{“‘527 a=3b=-4
a+b=-1
b) a(x+2)+b(x-3) ax+2a+bx-3b (a+b)x+2a-3b  3x+1
xX2-x—-6 - x*-x-6 = x2-x-6  x’-x-6
{a+b:3 {3a+3b:9®a:2,b:1
2a-3b=1 2a-3b=1
. a _ax+b_3ax+a—(ax+b)(x—5)_—ax2+8ax—bx+a+5b_2x2—18x+8
x-5 3x+1 3x% - 14x -5 3x% - 14x -5 3x%—14x -5
@a:—2i{8a_b=_18:>a:—2,b:2
a+5b=38
d)ax—a+2b<x3—xz—4x+4)_2bx3—2bx2+(a—8b)x+8b—a_2x3—2x2—3x+3
x> —x*—4x+4 x3—x*—4x+4 x3—x2—4x+4

©b=11i8-a=3a=50b=1
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Prosto do matury
1. D

4. P,F, P

xX+2
T 12(x+ 1)

x—1

6. —4,x¢—4,xqﬁ—3,x$4

X+

x+-1, x+1

7.6, x+-1, x#+0, x # 1

8.12. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.

X+l | x-5 X +10x+21
2x—4  6x-12 X2 +8x+7 x 1
a) x+2  x+1 b) 2 4x 21 <) s 5 d) L1
3x-6 4x-8 X2 —6x—7 -1 x+1 I—L
x—-1
L. . 2 1 2 2
8.13. Wykonaj dzialania | — 5 -5 5 (x +3ax +2a )
X* —ax — 6a x* —2ax —3a

Podaj odpowiednie zatozenia.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz

W zeszycie.
o ] : 0 8 : ] . o ¢ X xX+2
1. Wskaz wynik dzialania i odpowiednie zalozenia dla wyrazenia et
X X
5x -4 13x +4

A ——, 9, 2 o Ty =9, =2

Graaeey T e FT T FT

2"+ 13x +4 5x -4
B. ———, =9); =2 D.——, =9); =2

(x+2)(x+9) S o (x+2)(x+9) X7 xE
2. Wskaz wszystkie zalozenia potrzebne do wykonania dziatan xod4 xol

3x+9 5x-10
A x+-3 C.x#1
B. x#-3, x #2 D.x#-3, x#2, x+#1, x+4
2 2
3. Wynikiem dzialania x4x2j: : xx+yy przy zalozeniu, ze xy # 0, x + y # 0, jest
2 2
X — X + = — _
PN Gl LA R S A= T = ]
4x3y 4x 4 4x3y
4. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
2 32

Warto$¢ wyrazenia P : xzf 2):} i/yz dlax = % iy= g
A. jest liczbg calkowity. B. jest rowna 2. C. jest liczba pierwsza.

x+ 1 x2+1
+ - .
4x+4 6x—-6 3x2-3

5. Wykonaj dzialania Podaj odpowiednie zatozenia.

X +2x-3 £ +6x+9

x2-16 x2-x-12

7. Wykonaj dziatania [<1+x—_2)'(i+2)_ i ]'3x+3‘

X x—1 x+1 2x

6. Wykonaj dzialania . Podaj odpowiednie zalozenia.

Podaj odpowiednie zatozenia.

x+1 5E=5
2:-2)  6(x-2) _3x+3+x-5 12(x-2) _ 2(4x-2) L
8.12. a) x32  xrl a8 x5 xi: , x € R—{-5, 2}
3(x-2) 4(x-2)
(x+3)(x+7) x+3
G+DE+7)  x+l __ x  x _ x(x+l)  x+l e
D G - L XER-ETLT ) E T Fior a2 xez FER-ZLO
(x+1)(x-7) x+1 X+ e 1
d ! - - ==L ) R-{1,2
S S = =T =2 x xeR-{LY)
_ 1 x—2
x-1
8.13. ( 2 = ) . (x2 +3ax + 2a2) = 2 - L (x +a)(x +2a) =
x*—ax—6a®> x?—-2ax-3a’ (x=3a)(x+2a) (x-3a)(x+a)

2x+2a—-x—2a

- (x +a)(x + 2a)(x — 3a)

(x+a)(x+2a):L; dla x # —2a, x # —a, x #+ 3a
x—3a
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9. Réwnania wymierne

Umiejetnosci:
* rozwigzywanie rownan wymiernych

W(x)
(x)

jest wielomianem zerowym, nazywamy réwnaniem wymiernym z niewiadoma x.
Wiszystkie pierwiastki wielomianu W, ktére naleza do dziedziny, czyli spetniajg za-
tozenie Q(x) # 0, sg rozwigzaniami réwnania.

Przyktad o

. .ox-3 . . . . N T .
a) Rownanie e 0 jest rownaniem wymiernym o dziedzinie réwnej R — {-2}.
X

Réwnanie postaci =0, wktorym W i Q s3 wielomianami zmiennej x i Q nie

Jego rozwiazaniem jest liczba 3.

b) Réwnanie = 0 jest rownaniem wymiernym o dziedzinie réwnej

x2-3x+2
R—{1, 2}. Pierwiastek wielomianu W(x) = x—1 nie nalezy do dziedziny, zatem

rownanie to nie ma rozwigzania.

Przyktad @)
Dziedzing réwnania 1_3 jest zbior R — {0}. Aby rozwigza¢ to réwnanie, nie mu-
X

Wi(x)
(x)

. . 1
strony réwnania przez x, to otrzymamy 1 = 3x, stad x = 3

simy przeksztalca¢ go do postaci = 0. Jezeli bowiem pomnozymy obydwie

J

Jezeli w rownaniu wymiernym mamy sume kilku wyrazen, to na ogoél, po wyzna-
czeniu dziedziny, mnozymy obydwie strony réwnania przez wspdlny mianownik
wszystkich sktadnikéw. Po rozwiazaniu otrzymanego w ten sposob réwnania wielo-
mianowego musimy sprawdzi¢, ktére z jego pierwiastkéw nalezg do dziedziny réw-
nania wymiernego.

Przyktad e zad. 9.3a,96¢€,f 49.3. Rozwigz réwnanie.
2x +1
Rozwigzemy podane réwnanie. a) ~—2 3
Rozwiagzanie Odp.:a) x =7
2x +1
a) - 5, D =R - {4} 49.6. Rozwiaz réwnanie.
2 2
2x+1=5(x-4), stad x=7 i7€D o X2, X X -7x#9
x-3 x-6 x*-9x+18
. — — 2 —
Odp.:x=7 f)x+2_x 4_x 2x+1+1

x+1 x-3 x*-2x-3
Odp.:e) x=-1lub x=1

f)x=0
ZZi KPU
Ltematy 3.7,3.8,3.11,3.12 J

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.9
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18 x+5
b) —— - =0
) x+2 (x-1D(x+2) x-1
D=R-{1, -2}
Obydwie strony réwnania mnozymy przez (x — 1)(x + 2), czyli przez wspdlny
mianownik wszystkich wyrazen wymiernych.
x(x—1)—18+(x+5)(x+2)=0
25> +6x-8=0
X +3x-4=0
Pierwiastkami tego réwnaniasg x; =1 i x, = —4.
x; ¢ D, wiec rozwigzaniem réwnania wymiernego jest tylko drugi pierwiastek.
Odp.:x=-4
) X7 + 22 d = 22 «— rozkladamy wielomian w mianowniku na czynniki
x-4 x-2 x*—6x+8
x+7 + x-7 22
x—4 x-2 (x-4)(x-2)
D=R-1{4,2)
(x+7)(x-2)+(x—-7)(x—4)-22=0
Po wykonaniu dziatan, uporzadkowaniu i podzieleniu obydwu stron réwnania
przez 2 otrzymujemy réwnanie kwadratowe:
X’ -3x-4=0,
ktérego pierwiastkamisg x; = -1 € D, x, =4 ¢ D.
Odp.: x =-1
49.7. Wyznacz ze wzoru podang Przyktad o zad. 9.7
zmienng. Zakladamy, ze wszystkie
zmienne przyjmuja tylko takie Zewzoru a; +a, = wyznaczymy podang zmienng. Zakltadamy, ze zmienne

‘o . T fhf niy +1i,
weriace, (Bl gEh Gdpai e przyjmuja tylko takie wartosci, dla ktérych odpowiednie dziatania s wykonalne.

dzialania s3 wykonalne.

aF=G- M_Zm’ M Rozwigzanie
4 a) zmienna E
g
b)B=—,1 nE
I-1 a,+a, = —— «— obydwie strony réwnania mnozymy przez ni; + i,
a ni, + i,
0 <p+ —2)(v—b) ~RT, p
U 1{] U (a, + a,) - (ni; +i,) =nE «—— obydwie strony réwnania dzielimy przez n
d—-=—+—,R
R R R (a; +ay) - (ni; +1iy)
q 1 1 Odp E=
ok=-L(z-2)r n
4ne \R r
2
f) E= % + mgh, m
Fr’
Odp.:a) M = —
Gm
g
b)I=—
) Bl
& = RT a
P=0p
RR
d) R = 172
R, +R,
-1
e) R= 4nekr +q
218,
f)
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b) zmienna i,

nE
a,+a,=—— «— obydwie strony réwnania mnozymy przez ni; + i,
nip +1, i dzielimy przez a, + a,
. nE
niy +1, = «— przenosimy ni; na druga strone
a; +a,
. nE .
Odp.: i, = —ni;
a, +a,
C) zmiennan
nE
a,+a,=—— «—— obydwie strony réwnania mnozymy przez ni, + i,
nip + i,
(a; + ay) - (ni; +1i,) = nE «— mnozymy przez wyraz ze zmienng
nil (al + az) + i2 (al + az) =nE «— przenosimy wyrazy ze zmienng # na jedng strone
nE — m'l(al + az) = i2 (al + az) «—— wylaczamy n przed nawias
”[E —iy(a; + az)] = iy(a; +ay)
i(a, +a
odp_: n= M
E-iy(a; +a,)
Przyktad e zad. 9.11 49.11. Kierowca samochodu
Samochdd przejechal w pewnym czasie 210 km. Gdyby jechat ze §rednig predkoscia obliczyt, ze zdazy dojechac w ciagu

2 godzin na konferencje, jezeli
bedzie jechal ze $rednig predkoscia
55 km/h. Niestety przez pierwsze

0 10 km/h wigksza, to czas przejazdu skrécitby sie o pét godziny. Oblicz, z jaka $rednia
predkoscig jechal ten samochéd.

Rozwiagzanie 20 minut jechat z predkoscia tylko
Korzystamy ze zwigzku t = 3 miedzy droga, predkoscig i czasem. s=v-t (©) 45 km/h. Z jaka $rednig predkoscia
; v o= musi pokonac reszte trasy, zeby
t- crzas p.rzejazdu (,\A” godzinach) = : przyjechaé na czas?
v - $rednia predko$¢ (w km/h) =2 P ——
s =210 km

210 . . - (o .
— wyraza czas przejazdu z predkoscia, o ktérej mowa w zadaniu
v

210
v+ 10
Z tredci zadania wynika, ze:
210 210 1

wyraza czas przejazdu ze zwigkszong predkoscia

v v+10 2
Po pomnozeniu obydwu stron réwnania przez mianowniki i uporzadkowaniu wyra-
zOw otrzymujemy rownanie:
v’ + 100 - 4200 = 0,
ktdrego pierwiastkami sg liczby: v, = =70, v, = 60. Zgodnie z trescig zadania v > 0,
zatem rozwigzaniem jest tylko druga liczba.
Odp.: Samochéd jechat ze $rednig predkoscia 60 km/h.



49.15. Na szczyt gory wywoza
narciarzy trzy wyciagi —
gondolowy, krzesetkowy

i orczykowy. Gondole wywoza
grupe 1200 narciarzy w czasie

0 2 godziny krétszym niz wyciag
krzesetkowy oraz 3 razy szybciej
niz orczyk. Jezeli wszystkie wyciagi
s3 czynne, to grupa 1200 narciarzy
wjezdza na szczyt w czasie

2 godzin. Ilu narciarzy wywozi na
szczyt w ciagu godziny kazdy

Z WycCiagow?

Odp.: x - liczba narciarzy, jaka

w ciggu godziny wywozi na szczyt

wyciag gondolowy;

@ - liczba godzin pracy gondoli

przy wywozeniu 1200 osob;

1200 1200 + 2x
e e

X X
liczba godzin pracy wyciagu
krzesetkowego przy wywozeniu

1200 osdb;
1200

—— - 3 - liczba godzin pracy

X
wyciagu orczykowego przy
wywozeniu 1200 os6b.
Celem jest zawiezienie na szczyt
1200 os6b, wiec ustalamy, jaka
cze$¢ pracy wykona kazdy
z wyciagow w ciagu godziny.
I tak: gondole | krzeselka

1200

X
—————, orczyk —.
1200 + 2x 3600
Jezeli wszystkie wyciagi sg czynne,
to grupa narciarzy wjezdza na
szczyt w czasie 2 godzin. W ciagu
jednej godziny wyciagi wykonuja
polowe pracy. Zatem
X x X 1
— et =x
1200 1200 +2x 3600 2
x €N,
x
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Przyktad G zad. 9.15

Pani Zenobia Zubr zatrudnita do przycina-
nia drzewek owocowych pracownikéw trzech
firm ogrodniczych. Gdyby podpisata umowe
tylko z firma P, to praca zostalaby wykonana
w czasie o 5 dni dluzszym, niz przewidywata
to oferta firmy K. Natomiast firma N przy-
cielaby drzewka w czasie o 2 dni dluzszym
niz podwojony czas pracy firm K i P facznie.
Ile dni zajetaby praca kazdej z firm pracu-
jacej osobno, jezeli wspolnie wykonaly prace
w ciggu 2 dni?

Rozwigzanie
Zakladamy, ze kazda z firm wykonuje swoja dzienng norme bez zmian (bez takiego
zalozenia zadania nie mozna rozwigzac). Oznaczmy:
x - liczba dni pracy w ofercie firmy K. Zatem x > 0.
Woéwczas:
x + 5 to liczba dni pracy w ofercie firmy P,
2(x + x +5) + 2 toliczba dni pracy w ofercie firmy N.

Zatem w ciggu jednego dnia firmy wykonuja czes¢ pracy rowna:

1
- - norma firmy K,
x
1
- norma firmy P,
x+5
1
- norma firmy N.
4(x + 3)

Przycigcie wszystkich drzewek zajeto pracownikom trzech firm pracujacym wspoélnie
2 dni, czyli w ciagu jednego dnia wykonali potowe pracy. Zatem:

1 1 1 1
X xt5 A(xt3) 2
W kolejnych przeksztalceniach otrzymujemy:

4(x +5)(x +3) +4x(x + 3) + x(x + 5) = 2x(x + 5)(x + 3)

4(x2+8x+15)+4x2+12x+x2+5x—2x(x2+8x+15):0

207 4757 = 19x - 60 = 0, cayli (x - 3) (24 + 13x+20) = 0

Obydwa pierwiastki tréjmianu kwadratowego 2x” + 13x + 20 sa ujemne, wiec jedy-
nym rozwigzaniem zadania jest x = 3.

X X

=— 4F +—=1¢&

600 . 600 +xx 1800 . Odp.: Firma K przycietaby drzewka w 3 dni, firma P w 8 dni, firma N w 24 dni.
500 T 1800 600+«

4x 600 o X _ 600

1800 600 +x 400 600 + x
x* +600x — 270000 = 0, x €N,
A = 360000 + 1080000 = 1440000, VA = 1200
X = —600; 1200 N, x, = ~600+1200 _ .

Gondole wywioza na szczyt 1200 narciarzy w ciggu 4 godzin, a wyciag krzesetkowy wywiezie 1200 narciarzy w ciagu 6 godzin.
Zatem w ciggu godziny wyciag krzeselkowy wywiezie 200 narciarzy, a orczyk — 100 narciarzy (bo jedzie trzy razy wolniej niz gondole).

Odp.: Wyciag gondolowy wywiezie w ciagu godziny 300, krzesetkowy — 200, a orczykowy — 100 narciarzy.



9.1. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

. . X
Wiadomo, ze na + x = = oraz naxy # 0. Zatem

NPLES B.

_x(1-y)

a=—-7>—. C.

ny

X - yx
ay

n=

9.2. Jeden robotnik wykonuje pewna prace w x dni, drugi t¢ sama prace wykonuje
w ¥ dni. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
Obaj robotnicy, pracujac wspdlnie, wykonajg te prace w ciggu

X+ . 1 . X .
A. Y dni. B. dni. c. 22 dni.
xy x+y xX+y
9.3. Rozwiaz réwnanie.
2x+1 -x+3 2 2x -3
a) X :3 C) X = — e) 2X—__
x—2 4x -5 3 x*—4x+4
3x-2 3x -5 1 4x + 6
b) == =-2 d) =2 == ) — =
2x+1 —6x+7 2 2x2+x-3
9.4. Rozwiaz réwnanie.
2x —1 x+3 x+2 x> +5x-10 x+1 2x+3
a) = d) = g) — =
x-1 1-x x+4 xrP+x-12 x+5 4x+11
b) 7-x x-2 o) 2x+1_ 6x h) x2+2x+2_x+2
x+3 x+7 3x-1 5x-1 x2+3x+2 x+3
g ¥l x _, p ol 21 D 2 +x-3  2x+3
5-x x-2 X+3 4x+3 x2-3x-10 x-5
9.5. Rozwiaz rownanie.
4 3 2x -5 -1 + 10 2
2) B _ X d) x L X _
x+3 x+1 x2+4x+3 x-3 x-4 x2-7x+12
x-3 x+2 18 1 3 x4+ 2x—4
b) + = e) - _
x-1 x-4 x2-5x+4 x 2x-4 2x% — 4x
3 2 6 X x+11 2
c + = =
) x-1 x+1 x2-1 2 x-2 x-3 x*-5x+6
9.6. Rozwigz réwnanie.
3x+11 2x -2 4 -6
a) x— — x d) +x _ X _
x2—x-20 x+4 x2—6x+5 x-5 x-1
b) x—l_ 2 X e) x—2 x _x2—7x+9 _
x-5 x2-11x+30 x-6 x-3 x-6 x2-9x+18
o5 %71_ 6 4x +11 H x+2_x—4_x2—2x+1+1
x+2 x*+6x+8 x+4 x+1 x-3 x2-2x-3

9. Réwnania wymierne

Odpowiedzi i rozwigzania
9.1. F,P,P

9.2. F,F, P

d) brak rozwigzan

e)x=1
3
f)X—E
9.4.a)x=—z
3
b)x:—S% lub x =5
c)x=3_\/7 lub x=3+\ﬁ
2 2
2
d)x—g
e)x=% lub x=1

f)x=0lub x=3
g)x=-21Iub x=1
h) brak rozwigzan

q 3

i) x = =
95.a)x=0

b) x = -1

¢) brak rozwigzan
d) x=-4

e) x=-3

f) x=-5

9.6.a) x =3

b) x =2

¢) brak rozwigzan
d) x=3

e)x=-11lub x=1
f) x=0
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2
9.7.a) M= L
Gm
="M
b)I= 5
Jp= RT _a
p_v—b v?
d)R= Tk
R, +R,
_ G
e)R_4rr£kr+q
2E
f)m_Zgh+v2
9.8. 471

9.9. 15 szklanek

9.10. 8 dni

9.11. 57 km/h

9.12. 96 km

9.13. 78 km/h

9.14. 295 km

Dziat 2. Wielomiany i wyrazenia wymierne

9.7. Wyznacz ze wzoru podana zmienna. Zaktadamy, ze wszystkie zmienne przyj-
mujg tylko takie wartosci, dla ktérych odpowiednie dzialania sg wykonalne.

a)F:G-M—;ﬂ M pd-tv,uv R
r R R, R,
b) B= "9 I e)k:i<l_l> R
I-1 4ne \R r
2
c) <p+%>(v—b):RT p 9} E:%+mgh m
v

9.8. Gdy jablka stanialy o 1 zt za kg, to za 24 zt mozna ich byto kupi¢ o 2 kg wiecej
niz poprzednio. Jaka byla poczatkowa cena 1 kilograma jablek?

9.9. Trzy litry soku rozlano do szklanek - do kazdej szklanki tyle samo. Gdyby do
kazdej szklanki wlano o 50 ml mniej, mozna by bylo napelni¢ o 5 szklanek wigcej. Ile
szklanek poczatkowo napetniono sokiem?

9.10. Ogrodnik mial przycig¢ 200 drzewek owocowych w okre§lonym terminie.
Pracowal systematycznie, a poniewaz udato mu si¢ kazdego dnia przyciaé o 5 drze-
wek wiecej niz wczeéniej zaplanowal, skonczyt prace 2 dni przed terminem. Ile dni
pracowal?

9.11. Kierowca samochodu obliczyl, Ze zdazy dojecha¢ w ciagu 2 godzin na konfe-
rencje, jezeli bedzie jechat ze $rednia predkoscig 55 km/h. Niestety przez pierwsze 20
minut jechat z predkoscig tylko 45 km/h. Z jaka $rednig predkoscig musi pokona¢
reszte trasy, zeby przyjechac na czas?

9.12. Marcin jechal samochodem z domu do hurtowni ze $rednig predkoscia
60 km/h, a wracal ze $rednig predkoscig 40 km/h. Caly przejazd zajal mu lacznie
4 godziny. Jak daleko jest zdomu Marcina do hurtowni?

9.13. Anna jechala samochodem ze stalg predkosciag. W pewnym momencie wy-
przedzita rowerzyste poruszajacego sie ze stalg predkoscia 18 km/h. Nastepnie za-
trzymala sie na 10 minut. Potem jechata dalej z t3 sama co poprzednio predkoscia
i po pewnym czasie znowu wyprzedzila tego samego rowerzyste. Z jaka predkoscia
jechala Anna, jezeli migdzy kolejnymi momentami wyprzedzania rowerzysty upty-
neto 13 minut?

9.14. Pociag osobowy wyjechat z miasta A do miasta B o godzinie 12*° i jechat ze
érednig predkoscig 60 km/h. O godzinie 13*° z miasta B do miasta A wyjechat pociag
pospieszny i jechal ze $rednig predkoscig 90 km/h. Pociagi minetly si¢ o godzinie 15",
Jaka odlegto$¢ dzieli miasta A i B?



9.15. Na szczyt gory wywozg narciarzy trzy wyciagi — gondolowy, krzesetkowy i or-
czykowy. Gondole wywozg grupe 1200 narciarzy w czasie o 2 godziny krétszym niz
wyciag krzeselkowy oraz 3 razy szybciej niz orczyk. Jezeli wszystkie wyciagi sa czyn-
ne, to grupa 1200 narciarzy wjezdza na szczyt w czasie 2 godzin. Ilu narciarzy wywozi
na szczyt w ciggu godziny kazdy z wyciggow?

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1. Jan podrézowal przez T godzin ze $rednig predkoscia R km/h i przez t godzin ze
$rednig predkoscia r km/h. Jaka miat §rednig predkos¢ (w km/h) na calej trasie?
R r B RT +rt RT +rt D Rt +rt

A. =+ - . C .
T t T+t 2 R+r

2. Wskaz réwnanie, ktére nie ma rozwigzania.

AL B. 1> c.lox D.* -1
x—1 X X x—1
. . 1 . , 5
3. Wiadomo, ze m = . Ile jest rowne =2
a+b b
A 5m B. 5(a + m) C. m+a ‘ m
1—ma 1+a 5a 5a(l + m)

4. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
2 et o .. &=3 3 2
Zbior rozwigzan réwnania ——— = = —
x-x x x-1

A. jest dwuelementowy.
B. ma nieskonczenie wiele elementow.
C. jest réwny R - {0, 1}.

-7 x+3

PO . X
5. Rozwigz roéwnanie = .
=2 mHF7

P —x+2 _x+2
x2-2x+3 x+1

6. Rozwiaz rdwnanie

7. Kwote 3360 zl przeznaczono na premie swigteczne dla pracownikdéw. W ostat-
niej chwili zdecydowano, ze premie otrzyma o dwoch pracownikéw mniej i wtedy
okazalo sie, ze pozostali otrzymaja po 40 zt wiecej. Wszystkie wyplacone premie byty
réwne. Ilu pracownikéw je otrzymalo?

9. Réwnania wymierne

9.15. Patrzs. 130.

Prosto do matury
1. B

4. F,P,P

7. 12 pracownikow

133 I
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Odpowiedzi i rozwigzania
1. A

10. C
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10. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-20 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

1. Wskaz wartoé¢ wielomianu 3x” —2x* + x — 1 dla x = -1.

A. -7 B. -3 C. 1 D.0

2. Funkcja f(x) = (p+ 1)x + 5 jest wielomianem stopnia 0, gdy
A.p=1. B. p=0. C.p=-1. D.p>0.

3. Wielomian (2x + 3)’ zapisano w postaci sumy tak, ze jeden z podanych jedno-
mianow jest jej sktadnikiem. Wskaz ten jednomian.

A. 2% B. 18x° C. 54x D.9

4. Wskaz liczbe rowna (\/5 = \/5)3

A1 B. 3v3-2v2 C. 9V3+7V2 D.9V3-11V2
5. Jaka jest wartos¢ wielomianu x°y* - 2xy — V3x’y dla x = V2 i y = -/3?
A0 B.2(12+V6)  C.6V3 D. -2

6. Wskaz zbior rozwigzan réwnania x° — 3x +2 = 0.

A.{-1,1, 2} B. {-2, 1} C.{-1,1, -2} D. 0

7. lle pierwiastkéw ma wielomian x° + 2x* + x?

A0 B. 1 C.2 D.3

8. Réwnanie x’ — x> —x+10=0

A. nie ma rozwigzan. C. ma dokladnie dwa rozwigzania.
B. ma dokladnie jedno rozwiazanie. D. ma dokfadnie trzy rozwigzania.
9. Réwnanie Zx(x2 — 9) (x2 + 1) (xz — 1) =0

A. nie ma rozwigzan. C. ma dokladnie pie¢ rozwiazan.

B. ma dokladnie cztery rozwigzania. D. ma doktadnie sze$¢ rozwigzan.

10. Wskaz wyrazenie, ktore nie wystepuje w rozkladzie na czynniki wielomianu
W(x) = x>+ 4x% — 4x - 16.
A x-2 B. x+2 C.x—-4 D.x+4



11. Wskaz reszte z dzielenia wielomianu x° + 5x” + 5x + 3 przez dwumian x + 2.

A.5 B.3 C.0 D. -1

12. Wskaz reszte z dzielenia wielomianu x° + x* — 1 przez dwumian x + 1.
A. -3 B. -1 C.1 D.3

13. Dla jakiej wartosci m wielomian W(x) = x° — 2mx” + 3x — 6 jest podzielny

przez wielomian P(x) = x — 22
A. -2 B. 1 C.0 D.2

14. Grzegorz zaplanowat porzadkowanie strychu przez a godzin. Przepracowal juz

b godzin, b < a. Jaka cze$¢ zaplanowanego czasu pracy mu zostata?

1 a-b a b
A.a-b B. C. D.---
a a-b a b a
15. Dla x # 0 i y # 0 wyrazenie X~ 2 mozna zapisac jako
y X

x — x2_ 2

A. 0. B. -1 c. 2 o —L
) 5

16. Ktory z utamkow jest rowny sumie L2 Zakladamy, ze x #0 i m # 0.
X m

A2 B. Y c.mtxy p. MtXy
xm xm X+m xm
17. Jezeli utamek 2f1 rozszerzymy tak, aby w jego mianowniku bylo wyrazenie
X

x> + 1, to w liczniku otrzymamy
A. 2% + 27 + 2. C. 2x° - 2x" + 2x.
B. 2x° + x. D. 2x” + 2x.
18. Wskaz dziedzine wyrazenia X xr i

X — X —
A.R-{1, 5} C.R-{-2,1,5}
B. R-{-2, 1} D.R-{-2,0, 1,5}

. v oof . ox(x-1)
19. Wskaz liczbe rozwigzan réwnania 3 - 0
X

A. 0 B. 1 C.2 D.3

20. Wskaz rownanie majace ten sam zbior rozwigzan co rownanie

A.(xz—l)(x—l):O C.x-1=0
B.(x2—1)=o D.x+1=0

11.

12,

15.

17.

18.

19.

20.

10. Powtdrzenie
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W zadaniach 21-25 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

21. F,P,F 21. Wyrazenie x° — y° to
A. sze$cian roznicy liczb x 1 y.
B. réznica szescianéw liczb x i y.
C. trzecia potega rdznicy liczb x i y.

22. F, P, F 22. Dane sg wielomiany W(x) = %xs —x>+11lx+3 i P(x) = —6x* + 5x° + x.

A. Stopien wielomianu W(x) + P(x) jest réwny 9.
B. Stopien wielomianu W(x) - P(x) jest réwny 9.
C. Wspolczynnik przy najwyzszej potedze wielomianu W (x) - P(x) jest réwny 3.

23. P,F,P 23. Dany jest wielomian W (x) = 2x* — x° - 3x°.
A. Wielomian W (x) ma doktadnie jeden pierwiastek dodatni.
B. Jedynym pierwiastkiem wielomianu W (x) jest x = 0.

C. Suma pierwiastkow wielomianu W (x) jest réwna >

24. p,P,P 24. Roéwnanie wielomianowe trzeciego stopnia moze mie¢
A. trzy pierwiastki. B. dwa pierwiastki. C. jeden pierwiastek.
25. P,P,F 25. Dany jest wielomian W (x) = 2x° +2x% — 12x.

A. Wielomian W (x) ma trzy rézne pierwiastki.
B. Wielomian W(x) ma dokladnie jeden pierwiastek dodatni.
C. Wielomian W(x) ma dwa pierwiastki ujemne.

Zadania otwarte krétkiej odpowiedzi

26. 3x> + 11x—7 26. Dane sg wielomiany: W(x) = 4x* —16x° + 24x* +2x - 7, Q(x) = 2x - 3
i R(x) = x* — x. Wyznacz W (x) - (Q(x))2 - R(x).

27.m=7 27. Wyznacz liczbe m tak, aby reszta z dzielenia wielomianu
W(x) = 2x° — 6x> + mx — 1 przez wielomian Q(x) = x — 2 byla réwna 5.

28. a) Q(x) = 3x2(nx2 + 2) 28. Rozt6z wielomian na czynniki nierozkladalne.

b) Q(x) = 7x° (247 +3) a) Q(x) = 3nx” + 6x7 d) Q(x) = 7x® - 21x°
0 Qx) = b) Q(x) = 14x° +21x° e) Q(x) = 2x* - 16x
= 12x4(\/§x - \/5) (\/Ex + \/5) ©) Q(x) = 24x° - 36x* ) Qx)=x°-1

d) Q(x) :7x6(x— \/5) (x+ \/5)
e) Q(x) =2x(x-2) (x2+2x+4)
f) Q)= (x-1)(x*+x+1)-
~(x+1)(x2—x+1)



29. Roz16z wielomian na czynniki nierozkiadalne.

a) W(x):x3+2x2—9x—18 d) W(x):—x4—x2+2

b) W(x) = 2x* — 10x” — 4x% + 20x e) W(x)=x" —3x>—13x+15
c) W(x)=x"*-18x* + 81 ) W(x)=x"-3x>-3x+14

80. Liczby 2, -3 i 5 s3 pierwiastkami wielomianu W(x) = x° + a,x* + a,x + a,.
Wyznacz wspoélczynniki tego wielomianu.

31. Podaj przykltad réwnania wielomianowego o wspotczynnikach catkowitych,
1

ktdérego rozwiazaniami sg liczby -2, %, =
32. Rozwigz réwnanie.

a) ¥ —x" —16x+16 =0

b) 4x’ —x* —4x+1=0

Q) 2x° —x*—8x+4=0

d) 4’ +x*—4x-1=0

e) 2x° +3x* —10x—15=0
f) 5x'—13x° - 5x* +13x =0
g) —x° +5x>+9x—45=0

h) 2x* = 5x° —8x* +20x =0
33. Rozwigz réwnanie.
a) (x+ \/7)(x—2)2 =0
b) A+’ -9x-9=0

) e - 1232 +14x-5=0
d) 4x* = 29x% +25 =0

34. Rozwigz réwnanie.

3x 1 X x-—4
a) == c) = =1
x+1 2x x2—6x+9 2x-6
3 1 2-2x 2 2 X
b - = d + =
)x+5 x—-7 x2-2x-35 )x2—2x x2+2x x*2-4

35. Wiadomo, ze a + S, Wykaz, ze a° + % =18.
a a
Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

36. Dla jakich wartosci a i b wielomiany W(x) = (3x — 1)’ +ax
i P(x)=0Bx+1) (9x2 + bx — 1) sg rowne?

87. Znajdz wielomian, ktérego kwadrat rowna sie x* + 6x° + 11x° + 6x + 1.
. . 2 2 . 1
38. Jednym z pierwiastkéw rownania (1 — x> + gmx2 -2m-1x+m-1=0

z niewiadoma x jest liczba > Rozwiaz to réwnanie.

39. Pierwiastkami wielomianu x° + ax® — bx — 6 s liczby —1 oraz 3. Wyznacz
wspotczynniki a i b. Czy ten wielomian ma inne pierwiastki?

35. Zalozenie: a + 1. 3
a

1
Teza: a3+—3 =18
a
Dowodd:
3
a+l:32(a+l> —ed +3at3 s e~ =27
a a a a

a3+%=27—3(a+i>:27—3-3=18

a

Zatem a’ + is =18.
a

10. Powtdrzenie
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29. a) W(x) = (x+3)(x—3)(x+2)

b) W(x) =

:2x(x+ ﬁ)(x—\/f)(x—S)

¢ W(x) = (x - 3)%(x + 3)?

d) W(x) = —(x—D)(x+1) (x* +2)
e) W(x) =(x—-1)(x+3)(x-5)
f) Wix) = (x+2)<x2—5x+7)

30. a, = -4, a, = -11, a, = 30

31. np. (x+2)(5x-2)(7x—-1)=0

32.a) x=-4lubx=11lubx=4
b) x = -1 lubxzi lub x = 1

Q) x=-2 lubx:% lub x =2

d) x=-1lub xz—i lub x=1

e) x = -5 lub x=—1%
lub x = /5

f)x=-11ub x=0Iub x=1

lub x=2i
5

g x=-3lubx=31ub x=5
h) x=-21lub x=0 lub x =2

lub x =21
2

33.a) x=-V7 lub x =2

b) x=-31lub x=-11lub x=3

¢)x=-51lub x=1

d)x:—Z% lub x =1 Iub x =1

lub x:2l
2

34. a)x=—l lub le
3 2

b) brak rozwigzan
¢)x=21lub x=5
dx=4

36.a=-24,b=-12

37. 3 +3x+1 lub —x*-3x-1

38. x =-2 lub x:% lub x=1

39.a=0, b=7; tak, -2
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40. Zalozenie: n € Z, Q
Wi(x) = X -x

Teza: 6|W (n)

Dowdéd:

Wi(n) = n-n= nn-1)mn+1)
Zatem W (n) jest illoczynem trzech
kolejnych liczb calkowitych,

z ktorych co najmniej jedna jest
parzysta i doktadnie jedna jest
podzielna przez 3. Wynika stad,
ze iloczyn tych liczb jest liczba
podzielng przez 6.

41. 24 godziny

42. 2 godziny i 3 godziny
43. autobus; 1,5 km

44. 100 km/h

45. x - czas koszenia starg
kosiarka (w godzinach);

<%x - 4) godzin - czas koszenia
nowg kosiarka;

%x -4>0x>8

lx —4 = X_—S

2 2

W ciagu jednej godziny

stara i nowa kosiarka kosza

2 .
5 trawnika,

. oL
odpowiednio — i
X
a pracujac razem, kosza w ciggu
.1 .
godziny A trawnika.
2 1

1
Stad -+ — =—-, x> 8
x x-8 6
x—-8+2x 1
x(x —8) 6

= 18x — 48 = x* — 8x
x> —26x+48=0, x> 8
A=26"—4-48=4-169—4-48 =

=4.121, VA=22
x1=26;22=2¢D, X, =24
24—8:8

2

Odp.: Stara kosiarka kosi cala
trawe w ciggu 24 godzin, nowa -
w ciagu 8 godzin.

46. a) 3(x2—4x)+
~(x*-4x)*+10=0
Podstawiamy ¢ = x2—4x;
wéwczas 2 — 3t — 10 = 0,
t=-2lub t =5.
xt—4x=-21ub x*-4x =5
x*—4x+2=0lub x* —4x-5=0
A=8, VA=2V2

lub (x +1)(x-5)=0
x1=2—\/§, x2=2+\/§,
x3=-1, x4,=5

Odp.: x € {-1,2- V2, 2+ V2, 5}

40. Wykaz, ze dla kazdej liczby calkowitej x warto$¢ wielomianu W(x) = x° — x
jest liczba podzielng przez 6.

41. Czlonkowie klubu wysokogorskiego myja okna na zewnatrz wysokich budyn-
kéw i w ten sposob zarabiaja na wyprawe. Zenon, kiedy pracuje sam, myje okna na
jednej $cianie budynku przez 8 godzin. Kiedy pracuja wspdlnie z Jézefem, to praca ta
zajmuje im 6 godzin. Ile godzin potrzebowalby Jézef na samodzielne umycie okien
na tej $cianie?

42. Jedna drukarka drukuje caly naktad ulotek w czasie o godzine dtuzszym niz dru-
ga. Wydrukowanie wszystkich ulotek na obydwu drukarkach pracujacych réwnocze-
$nie zajeto 1 godzing i 12 minut. Ile czasu drukowataby wszystkie ulotki kazda z dru-
karek, pracujac oddzielnie?

43. Autobus miejski pokonuje odlegto$¢ 7 km ze $rednig predkoscig 42 km/h. Po
drodze zatrzymuje si¢ na 13 przystankach - na kazdym srednio 30 sekund. Jednocze-
$nie z autobusem na te samg trase wyrusza rowerzysta poruszajacy sie z predkoscia
20 km/h. Ktdry pojazd pierwszy pokona calg trase? Jaki dystans zostanie wtedy do
przejechania drugiemu pojazdowi?

44. Pociag zatrzymany na czerwonym $wietle stat 20 minut. Nastepnie przejechat
100 km z predkoscia o 20 km/h wieksza od zaplanowanej, dzigki czemu zmniejszyt
opdznienie do 5 minut. Z jakg predkoscig przejechal te 100 km?

45. Wiasciciel osrodka wypoczynkowego kupit nowa kosiarke. Mozna za jej pomoca
skosi¢ trawe na terenie catego osrodka w czasie 0 4 godziny krétszym niz polowa cza-
su pracy starej kosiarki. Jezeli obydwie kosiarki pracuja rownoczesnie, to cata trawa
jest skoszona po uptywie 6 godzin. Ile czasu kosi calg trawe kazda z kosiarek osobno?
46. Rozwigz rownanie.

2
2) 3(x" —4x) - (¥ -4x) +10=0
2
b) (x4 —5x% 4 2) - 14(x4 —5x% 4 2) =32
47. Zapisz w prostszej postaci podane wyrazenie.

2
a) \(x2 +957) — 8Lyt : \[x? + 18y2 b) </<x2+i) +12(x2+%)+36
X

x2

46. b) (x' - 5x" +2)° — 14(x" - 547 +2) = 32

Podstawiamy ¢ = x* — 5x” + 2; wowczas t* — 14t —32=10. t = -2 lub ¢ = 16
x'-5x"+2=-21ub x*-5x°+2=16

x'=5x"+4=01ub x* 55" -14=0

x*=1Vx’ =4 lub x* = 7V x* = -2 - sprzecznosé

Odp.: x € {—\/7, 2,-1,12, \/7}

2 A/x2 (x2 + 18y2) _ \/x—
\/x? + 18y?

2 4 2
+12<x2+2)+36:\/<x2+2+6) :\/x2+2+6:
x x? x? x?
2 2
:\/x2+6+<§> :\/<x+§> :‘x+2
X X X

47. a) \x* + 18x2y2 + 81y — —81y": \[x? + 18y = |x|




