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temat 5.8 (klasa 2)

MultiteZa

® Twierdzenie sinuséw

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 1.2

G Generator

testéw i sprawdzianéw

Legenda

Podczas pracy z podrecznikiem PDM dodatkowo mozna
korzystaé z publikacji z serii MATeMAtyka: Zbior zadan (ZZ)

i Karty pracy ucznia (KPU). Odnosnik 5.8 (klasa 2) oznacza numer
odpowiedniego tematu w tych publikacjach.

Multiteka - tu zamieszczamy tytuty zasobdw zgromadzonych
w Multitece, pomocnych w przeprowadzeniu konkretnych lekcji.

Materialy sprawdzajace wiedze sg zgromadzone

w dwoch miejscach:

e w portalu dlanauczyciela.pl — gotowe kartkowki, klasowki
i sprawdziany,

¢ w Genaratorze — narzedziu z bogatg baza zadan do tworzenia
wiasnych kartkéwek, klasowek i sprawdzianéw, a takze
z propozycjami gotowych tego typu materiatow.
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Wstep

Podrecznik Prosto do matury dla klasy trzeciej jest dostosowany do podstawy pro-
gramowej obowiazujacej w liceum od wrzes$nia 2019 r. i obejmuje tresci z zakresu
podstawowego.

Ksigzka zawiera okolo tysigca zadan do samodzielnego rozwigzania. To wystarczy
do gruntownego przeéwiczenia umiejetnosci nabytych podczas lekcji. Zadania trud-
niejsze oznaczono * lub 7, zadania typu ,,Wykaz...” poprzedzono znakiem (2)), na-
tomiast te zadania, do ktérych rozwiazania przydatny jest kalkulator — znakiem

Podrecznik dostosowany jest do samodzielnej nauki, co moze by¢ cenne na przy-
kiad w razie nieobecno$ci w szkole. Wprowadzane pojecia ilustrujemy przykltada-
mi rozwigzanych zadan. W zrozumieniu materialu bardzo pomoga kolorowe rysun-
ki merytoryczne. Wybrane rozwigzane zadania typu maturalnego zostaly oznaczone
znakiem

Po kazdym temacie proponujemy zestaw siedmiu zadan zatytulowanych Prosto do
matury. Warto, by po omoéwieniu kazdego tematu uczniowie probowali rozwigzywacé
je samodzielnie. Bedzie to sprawdzianem umiejetnosci potrzebnych na maturze.

Uwaga: W zadaniach testowych, w ktérych nalezy wybra¢ jedng odpowiedz sposrod
czterech podanych, wybrana odpowiedz nie musi by¢ jedynym istniejacym rozwia-
zaniem postawionego problemu.

Odpowiedzi do pytan, polecen, rozwigzan zadan nie nalezy zapisywaé¢ w podrecz-
niku.

Autorzy
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Wykaz uzywanych
oznaczen matematycznych

x € A; x ¢ A xnalezy do zbioru A; x nie nalezy do zbioru A

{a, b, ck;0 zbidr, ktdrego elementami sg a, b, c; zbidr pusty

N,Z, QR zbidr liczb naturalnych, calkowitych, wymiernych, rzeczywistych
ACB zbiér A jest podzbiorem zbioru B

ANB czg$¢ wspolna (iloczyn) zbiorow A i B

AUB suma zbioréw A i B

A-B réznica zbioréw A i B

Va pierwiastek stopnia n z liczby a

log , b (log b)
(a; b)

logarytm przy podstawie a (10) liczby b
przedzial otwarty, zbiér liczb wigkszych od a i mniejszych od b

{a; b) przedzial domkniety (zamkniety)

(a; b) przedzial lewostronnie domkniety

(a; b) przedziat prawostronnie domkniety

|al warto$¢ bezwzgledna liczby a

f(x) warto$¢ funkgji f dla argumentu x

D; ZW dziedzina funkgji; zbiér wartoéci funkcji

o(S, r) okrag o $rodku S i promieniu r

k(S, r) kolo o $rodku S i promieniu r

P; obw pole figury; obwdéd figury

A=(a b) punkt A o wspéltrzednych a (tzw. odcieta) i b (tzw. rzedna)
AB; |AB| odcinek o konicach A i B; dtugo$¢ odcinka AB

allb prosta a jest rownolegla do prostej b

alb prosta a jest prostopadla do prostej b

J4ABC kat o wierzchotku B i ramionach: potprostej BA i potprostej BC
AABC trojkat ABC

A delta; wyrdznik tréjmianu kwadratowego

sino sinus kata o

cos cosinus kata o

tga tangens kata o

(a,); a, ciag; n-ty wyraz ciagu (a,)

S, suma n poczatkowych wyrazéw ciagu

Q zbidr zdarzen elementarnych

A liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A
P(A) prawdopodobienstwo zajécia zdarzenia A

A zdarzenie przeciwne do zdarzenia A

EX warto$¢ oczekiwana

X; Xy, $rednia wynikow; $rednia wazona wynikéw

o odchylenie standardowe

o’ wariancja



Umiejetnosci

[
7~ Po klasie drugiej szkoly
ry O n O N rI a ponadpodstawowej uczen:
" g ® wyznacza wartosci funkcji
A trygonometrycznych (sinus,
‘ cosinus, tangens) w trojkacie
V4 prostokatnym o danych bokach,
' ® oblicza dtugosci bokéw i miary
katow trojkata prostokatnego,
jezeli dane s3 jeden bok i warto$¢
funkgji trygonometrycznej
jednego z katow ostrych,
® korzysta z przyblizonych
wartosci funkeji
trygonometrycznych
(odczytanych z tablic lub
obliczonych za pomoca
kalkulatora),
® stosuje w zadaniach podstawowe
zwiazki miedzy funkcjami
trygonometrycznymi kata
ostrego i rozwartego,
® wykorzystuje funkcje
trygonometryczne do obliczania
pol i obwodow trojkatow
i czworokatow,
® korzysta ze wzoru na pole
trojkata ostrokatnego o danych
dwoch bokach i kacie miedzy
nimi,
® oblicza wartosci funkgji
trygonometrycznych katoéw
wypuklych umieszczonych
w uktadzie wspolrzednych,
® stosuje wzory redukcyjne
do obliczania funkeji
trygonometrycznych katoéw
rozwartych.

Po tym dziale uczen:

® znajduje zwiazki miarowe w figurach plaskich z zastosowaniem twierdzenia sinusow
i twierdzenia cosinusow,

® znajduje zwigzki miarowe w wielokatach z uzyciem trygonometrii,

® korzysta z twierdzenia o dwusiecznej,

® korzysta ze wzoréw na pole trojkata wyrazonych za pomoca dtugosci bokéw tréjkata
oraz: promienia okregu wpisanego w trojkat i promienia okregu opisanego na tréjkacie.



8 Dziat 1. Trygonometria

Uwagi metodyczne

W obecnie obowigzujacej
podstawie programowej do
zakresu podstawowego sg

zagadnienia z trygonometrii, ktore

dotychczas wystepowaly tylko

w zakresie rozszerzonym - czyli
twierdzenie sinusow i twierdzenie
cosinusow. ,Warto powtorzy¢”
obejmuje wigc te tresci zawarte
W programie trygonometrii

z poprzedniej klasy, ktorych
powtdrzenie jest niezbedne do
opanowania omawianych
zagadnien. To od nauczyciela
zalezy, czy przeznaczy na te tresci
oddzielng lekcje, omowi je

z grupa uczniéow na zajeciach
wyrownawczych, czy zada je jako
prace domowa. Istotne jest, ze

w trzeciej klasie trygonometrii
bedziemy uzywa¢ gtéwnie jako
narzedzia do rozwigzywania
problemoéw geometrycznych, wiec
warto w tym powtorzeniu skupié
sie na takich wlasnie aspektach
trygonometrii.

1. Warto powtoérzy¢ - funkcje
trygonometryczne kata
wypukiego

Powtoérzymy najwazniejsze pojecia i fakty dotyczace trygonometrii.

Przypominamy, ze w tych podrecznikach zamiast pisa¢ ,kat ABC o mierze «” czesto
uzywamy krotszej formy ,,kat ABC réwny «” albo ,4 ABC = «”. Podobnie - piszemy
»wysoko$¢ rowna 57, a nie ,,dlugo$¢ wysokosci réwna 57, ,,tréjkat ma réwne przypro-
stokatne” zamiast ,,trojkat ma przyprostokatne réwnej dlugosci” itp.

Funkcje trygonometryczne kata ostrego w tréjkacie prostokgtnym

W tréjkacie prostokatnym, w ktérym o jest katem ostrym:

* stosunek dlugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata o do dtugosci
przeciwprostokatnej nazywamy sinusem kata « i oznaczamy sin «,

¢ stosunek dlugosci przyprostokatnej przylegtej do kata o do dtugosci przeciw-
prostokatnej nazywamy cosinusem kata « i oznaczamy cos «,

* stosunek dlugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata o do dtugosci
przyprostokatnej przyleglej do tego kata nazywamy tangensem kata v i ozna-
czamy tg «.

sincx—a cosa—b t oc—a
c’ ¢’ & b

Funkcje trygonometryczne kata wypuktego

Katy umieszczamy w ukladzie wspéirzednych

w nastepujacy sposob.

° Wierzchotek kata o (0° < ¢ < 180°) jest poczat- pP= (xg_)’_p)__ y
kiem O uktadu wspétrzednych. ’

* Ramie poczatkowe kata o pokrywa sie z dodatnia
poétosig x. Ramie koncowe (wodzace) kata o jest
odlozone w kierunku przeciwnym do ruchu wska-
zowek zegara.

'vx I
= "

—

. ]




1. Warto powtorzy¢ — funkcje trygonometryczne kata wypuktego O I

e Dla punktu P # O wybranego na ramieniu wodzacym kata « odcinek OP nazy-
wamy promieniem wodzgcym punktu P.
Tak samo nazywamy liczbe r = |OP|.

Jezeli punkt P = (xp, yp) lezy na ramieniu wodzacym kata o, a r = \/x% + y3 jest
promieniem wodzacym tego punktu, to:

sina =22, cosa =22, tgcxz)2 dla xp #0
r r Xp

Wartosci funkcji trygonometrycznych wybranych katow

o 0° 30° 45° 60° 90° 180° o (0° 90°) | (90°; 180°)
sin o 0 1 \/—E ﬁ 1 0 sin o + +
2 2 2
cosa 1 ﬁ ﬁ 1 0 =1l cos o + =
2 2 2
V3 nie
tga 0 = 1 V3 istnieje 0 tga T =

Podstawowe zaleznos$ci trygonometryczne

Wzory redukcyjne

Jezeli o jest katem ostrym, to:
sin (90° — @) = cos« sin (180° — &) = sin«
c0s (90° — &) = sin«x cos (180° — ) = —cos«

tg (180° — ) = —tgox

Dla kazdego kata « € (0° 180°) zachodzi rownos¢:
sin® a + cos’ o = 1
Dla kazdego kata « € (0°% 180°) — {90°} zachodzi réwno$¢:

sin

tgo =

Ccos «x



I 10 Dziat 1. Trygonometria

Odpowiedzi i rozwigzania
. 3 4
1.1. a) sina = =, cosa = -,
5 5
3
tga = —
8 4
. 15 8
b) sina = —, cosa = —,
17 17
I 15
& 8
2V13

. 3v13
¢) sina = , cosqx = ——,
13 13

3
tga = -
8 2

d) sina = 2;5, cosao = l,
3 3
tga = 2V2

1.2. a) a = 37°
b) a = 79°
¢) o =20°
d) a =77°

1.3. a) 24,22 b) 291,7
1.4. 47,7

1.5. 144

1.6. 213

Przypomnijmy jeszcze wzdr pozwalajacy obliczy¢ pole tréjkata o danych dwdch bo-
kach i kacie zawartym migdzy tymi bokami.

Jezeli w tréjkacie miedzy bokami o dtugosciach b i ¢ zawarty jest kat «, to pole P
tego trojkata wynosi:

1 .
pP= Ebc sin o

1.1. Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktérym kat C jest prosty i <CAB = a.
Dwa boki trojkata spetniaja podane warunki. Oblicz wartosci funkgji trygonome-
trycznych sinus, cosinus i tangens kata «.

a) |BC| =9, |AB| =15 c) |BC| =3, |AC| =2

b) |AC| = 16, |AB| = 34 d) |AC| = %IABI

1.2. Dane sg dlugosci dwdch bokéw trdjkata prostokatnego ABC (<BCA = 90°).
Odczytaj z tablic przyblizona miare <CAB = « (z dokladnoscia do 1°).

a) |AB| =5, |[BC| =3 c) |BC| =17, |AC| =5

b) |AB| =20, |AC| = 3,8 d) |AC| =9, |AB| =40

1.3. Bok prostokata ma dlugos¢ 18. Kat miedzy tym bokiem a przekatng prostokata
ma miare 42°. Oblicz

a) dlugos¢ przekatnej prostokata z dokladnoscig do dwdch miejsc po przecinku.

b) pole prostokata z dokladnoscig do jednego miejsca po przecinku.

1.4. W tréjkacie ABC dane sa: <BAC = 18°, 4ABC = 63°. Wysokos¢ tego tréjkata
opuszczona z wierzcholka C jest rowna 6. Oblicz obwdd trdjkata z dokladnoscia do
jednego miejsca po przecinku.

1.5. Oblicz pole trdjkata réwnoramiennego ABC, w ktérym |BC| = |CA| = 24
i kat BCA ma miare 30°.

1.6. Oblicz pole tréjkata ABC, w ktérym |AB| = 12, |BC| = 7 ikat ABC ma miare
120°.



1. Warto powtdrzy¢ — funkcje trygonometryczne kata wypuktego

1.7. Oblicz z dokladnoscig do dwoch miejsc po przecinku pole rombu o boku 8 i ka-
cie ostrym o mierze 68°.

1.8. Oblicz doktadng warto$¢ wyrazenia.
a) sin30°- cos45° - tg60°
b) tg135° + sin 90° + cos 120°

¢) sin”60° — cos 135° - tg 0°
d) sin 150° - cos 60° : tg” 120°

1.9. Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych sinus, cosinus i tangens kata, kto-
rego rami¢ wodzace przechodzi przez punkt P.

a) P=(12,5) ¢) P =(-11, 60) e) P= (‘% g)
b) P=(-2,1) d) P =(-2V10, 3) f) P=(-6,0)

1.10. Oblicz warto$¢ wyrazenia. Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych ani z kal-
kulatora.

a) cos19°-tg19° —cos71° b) sin24° - cos 66° + sin” 114°

1.11. Upros¢ wyrazenie sin(180° — «) - cos(90° — «) — cos(180° — &) - sin(90° — ).

1.12. Kat « spelnia podane warunki. Oblicz warto$ci pozostatych funkgji trygono-
metrycznych tego kata.

4 . . 2 .
a) cosoc=§10°$oc$90° ) sm(x=gl90°<(x<180°

b) tga =31 0°<«a<90° d)tga:—%i90°<o¢<180"

1.13. Udowodnij, ze dane wyrazenie ma stalg warto$¢ dla kazdego kata wypukle-

go «, dla ktérego jest okreslone. Podaj te wartos¢.

sin® & + cos’ o — (sina + cos &)
sina - cos? a + sin® & - cos a

. 2
2sinx + cos”" & cos«

sin o cosa— 1

1+ cosax sin« sin« tga

1.14. Wyznacz wartosci funkgji trygonometrycznych katow ostrych trojkata
o wierzchotkach A = (4, -2), B= (2, 4), C = (-1, 3).

1.15. W trapezie prostokagtnym dtuzsze ramie ma 63, a dtugo$¢ krotszej podstawy

wynosi 4%. Kat rozwarty tego trapezu ma miare 120°. Oblicz pole trapezu.

1.16. Kat « jest wypuklyi sina - cosa = —%. Oblicz sin« + cos .

1.17. Kat o jest wypukly i sina + cosa = ¥ Oblicz [sina — cos «].

. .2 2
sina cosa—1 sin"a+cos"a—1 1-1

1.13. a)

1+ cosa sina (1+cosa)sinae (1 + cosa)sina

2
Cos « cos«x

2sina+cos’a cosa
b) SRS IRE

sina tgo sinag  sin«
cos

.3 3 . .3 3 .
sin” o + cos” a — (sina + cosa) _ sin” & + cos” & — (sina + cosar)

sin & cos? « + sin? & cos & sin & cos & (cos & + sin &)

. ) . 2 .
(sinea + cos &) (sm o — sin & cos « + cos oc) — (sina + cos )

sin & cos & (sin & + cos &)
_ (sina+cosa) (1 —sinacosa—1) 1

sin & cos « (cos o + sin )

1.7. 59,34
V6 1 3
18.2) = b)-—- ¢ >
8a)4 b) 5 c)4 d)
1.9. a) sina = i, cosa = 2,
13 13
5
tga = =
e 12
b) sina = —, cosa = —2\5@,
t oc——l
8% =73
. 11
¢) sina = —, cosax = ——,
61
60
tg(x——ﬁ
3 2410
d) sina = =, cosa = ——,
7 7
3v10
Ba="0
. 17 V17
e) sina = ——, -—
17
tga = —4
f) sina =0, cosa =-1, tga =0
110.a)0 b)1
1.11.1
3 3
1.12. ina==, tga ==
a) sina o tga=
. 3410 V10
b) sina = ——, cosaa = —
10 10
V21 2421
c)cosa=——, tga = ———
5 21
d) sina = —, cosa = _40
41
1.14. sin4A = cos<qC = %,

cosdA = sin<C = %g,

tgIA = %, tgaC =2

1.15. 13%(3 +3)

1.16. Y6 1up _ V6
6 6
1.47. Y10

3

11

IS
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temat 5.8 (klasa 2)

MultiteZa

e Twierdzenie sinuséw
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testéw i sprawdzianéw

2. Twierdzenie sinusow

Umiejetnosci:
e znajdowanie zwigzkéw miarowych w figurach ptaskich z zastosowaniem
twierdzenia sinusow

Zadanie polegajace na wyznaczeniu wszystkich nieznanych diugosci bokéw oraz
miar katéow w tréjkacie nazywamy krétko rozwiazywaniem tréjkata. W kolejnych
tematach zajmiemy sie tym zagadnieniem. W tym celu bedziemy stosowaé zwigzki
miedzy funkcjami trygonometrycznymi zachodzace w trdjkatach.

Pokazemy, ze w kazdym tréjkacie wysokos¢ mozna wyrazi¢ w postaci iloczynu dhu-
gosci boku, na ktdry ta wysokos¢ nie jest opuszczona, i sinusa odpowiedniego kata
tego trdjkata.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunkach.

Zauwazmy, ze:

° jezeli o jest katem ostrym, to sina = g, czyli h="b-sina,

° jezeli « jest katem prostym, to h=b, czyli h=b-sinw, poniewaz sin90° = 1,

° jezeli o jest katem rozwartym, to sin (180° — «) = g, czyli h=b-sin (180° — «),
wiec h=b-sina.

Niezaleznie od miary kata mamy wiec réwno$¢:
h=bsin«

W identyczny sposdb mozemy poprowadzi¢ rozumowanie dla boku a ikata 5. Otrzy-
mamy wowczas rownosc:

h=a-sinf
Zatem:
b-sina=a-sinf

Réwnosc te mozemy zapisa¢ w postaci:

(1) b a

sin f3 ~ sina

——sina#01isinf#0



Oznaczmy trzeci bok tréjkata literg ¢ oraz kat lezacy naprzeciwko niego literg y.
Gdy poprowadzimy wysoko$¢ z wierzchotka A i bedziemy rozumowa¢ podobnie jak
wyzej, otrzymamy b -siny = ¢ - sin 3 lub inaczej:

2) b c

sin 8 - siny
Z réwnodci (1) i (2) wynika, ze:

«——siny £ 0

a b c

sina¢  sinf  siny

Otrzymang réwno$¢ nazywamy wzorem sinusow.

Udowodnili$my w ten sposdb nastepujgce twierdzenie.

Wz6ér sinusow
W dowolnym tréjkacie stosunek dtugosci boku do
sinusa kata lezagcego naprzeciwko niego jest staly.

a b c

sind¢  sinf8  siny

Twierdzenie to stosujemy na przyklad do obliczania dltugo$ci bokow trojkata, jezeli
dana jest jedna z nich oraz dane sg katy trojkata.

Przyktad €) « zad. 2.1

W tréjkacie ABC dane sa: |AB| = 12, <ABC = 45°, 4BCA = 30°. Obliczymy
dtugo$¢ boku AC.

Rozwiagzanie
Na mocy twierdzenia sinuséw mamy: C

|AB|  |AC|
singdBCA  sin<ABC

12 |AC|

sin 30°  sin45°
12 |AC)

: 2 AN

|AC| = 1242

Odp.: Bok AC ma dugos¢ 12V2.

2. Twierdzenie sinusow

42.1. W tréjkacie ABC dane
s3: |[BC| = 8, 4CAB = 45°,
JBCA = 120°. Oblicz dtugos¢
boku AC.

Odp.: 4(V3 - 1)

13 I
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42.3. Trojkat ABC jest
rozwartokatny o kacie rozwartym
przy wierzchotku A. Dane sa:

|AB| = 6, |BC| = 8, sin4CAB = %

Oblicz miare kata ACB.
Odp.: 30°

42.5. Gospodarstwa A, B, C sg
polozone nad stawem, jak na
rysunku ponizej.

Zmierzono, ze |BC| = 300 m,

4C = 35°% 4B = 80°. Wyznacz
odlegto$¢ miedzy gospodarstwami
A i Bz doktadnoscig do 1 metra.

Odp.: 190 m

Przyktad e zad. 2.3

Tréjkat KLM jest rozwartokatny o kacie rozwartym przy wierzchotku M. Dane sa:
IKL| = 16, |KM| = 9V2, sin<LMK = g Obliczymy miare kata KLM.

Rozwiagzanie
Na mocy twierdzenia sinuséw mamy: M
K1) IKM| 2
sinaLMK  sinaKLM
16 92

8 T sinaKLM
9

IKLM = 45° lub <KLM = 135°

, stad singKLM = —

ol%

«—— sina = sin(180° — &)

Wiemy, ze trojkat KLM jest rozwartokatny o kacie rozwartym przy wierzchotku M,
zatem tylko kat 45° spetnia warunki zadania.

Odp.: Kat KLM ma miare 45°.

Przyktad e zad. 2.5

W gbrzystym terenie stoja dwie wieze triangulacyjne C
A B. Odleglo$¢ miedzy nimi jest réwna 12,5 km. Naj-

wyzszym w okolicy wierzchotkiem jest Géra Czarow-

nic (oznaczona na rysunku literg C). Geodeta zmierzyt 76° 112°

dwa katy: z wiezy A kat BAC o mierze 26° i z wiezy B~ 4 12,5 km B

kat ABC o mierze 112°. Obliczymy przyblizone odle-

glosci miedzy Gora Czarownic a wiezami (mierzone

w linii prostej i z dokladnoscig do jednego miejsca po

przecinku).

Rozwigzanie
Zastosujemy dwa razy wzor sinuséw. Miare kata lezacego naprzeciwko boku AB znaj-
dujemy jako dopetnienie do 180°:

|AB| _ _|AC|
sin42°  sin112°
12,5-sin112° 12,5 -5sin(180° - 68°) _ 12,5 sin 68°

sin42° sin 42° ~ sind2°

Odczytujemy z tablic matematycznych przyblizone warto$ci funkeji trygonome-
trycznych z doktadnoscia do drugiego miejsca po przecinku:

sin 68° = 0,93, sin42° = 0,67

12,5-0,93
Zatem |AC| ~ ———
0,67

y = 180° — 26° — 112° = 42°, zatem

|AC| =

=~ 17,4.



2. Twierdzenie sinusow

Do obliczenia odlegtosci | BC| wybieramy inng proporcje ze wzoru sinusow:

|AB| |BC| .
= «——sin26° = 0,44
sin42°  sin 26°
. 12,5-5in26°  12,5-0,44
czyli |BC| = - ALELNNS = 8,2
sin 42° 0,67
Odp.: Géra Czarownic jest oddalona od wiezy A o ok. 17,4 km, a od wiezy B
o ok. 8,2 km.
Przyktad @) < zad. 2.15 42.15. Patrzs. 19.
Katy tréjkata ABC majg miary 45°, 60°, 75°, a bok BC ma dlugo$¢ 2. Skorzystamy
. . . e NE+V2
ze wzoru sinuséw i wykazemy, ze sin75° = —
C
Zauwazmy najpierw, ze istnieje dokladnie jeden é
trojkat spetniajagcy warunki zadania - mozemy go
. 1 . . 2
skonstruowac, gdy okreslimy odcinek jednostkowy.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Zgodnie
z nimi CD jest wysoko$cia poprowadzong z wierz- A 457 : 60 B
chotka kata o mierze 75°. b
|IDB| =11 |DC| = V3 «—— ADBC jest polowg tréjkata réwnobocznego o boku 2
jestp 3 lrojkg &
|AD| = V3 i |AC| = V6 «— AADC jest potowg kwadratu o boku |DC| = V3
|AB| = V3 +1
AB B
.| l = l cl «— twierdzenie sinuséw dla tréjkata ABC
sin75°  sin45°
V2
V3+l 2 o 7(\/3+1) V6 + 2
——— = —, stad sin75° = =
sin75° V2 2 4
2
Zauwazmy, ze jesli w tréjkacie ABC Spotyka sie réwniez nastepujace zaleznosci: (1)
poprowadzimy Wsokosc BE z Wlerz— o m L m
chotka kata o mierze 60°, to mozemy $in15° = ;> sin 75° = 5
w podobny sposob wykazac, ze: Za pomoca odpowiednich przeksztalcer
NN mozna wykazad, ze:
sin15° = ———

4 \lz—ﬁz\/g_ﬁ 2+V3 V6+V2
2 4 2 4

15 I
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Wzér sinusdéw stosujemy réwniez do wyznaczania promienia okregu opisanego na
tréjkacie.

Twierdzenie sinuséow

W dowolnym trdjkacie stosunek dltugosci boku do sinusa kata lezacego naprze-
ciwko niego jest rowny dlugosci $rednicy okregu opisanego na tym trojkacie.

Tréjkat ABC jest dowolny.

Stosunek dlugosci boku tréjkata ABC do sinusa kata
lezacego naprzeciwko niego jest rowny dlugosci 2R,
czyli $rednicy okregu opisanego na tym trojkacie.

Zgodnie ze wzorem sinuséw dowdd wystarczy przeprowadzi¢ dla jednego kata. Ktd-
ry$ z katow tréjkata jest katem ostrym; oznaczmy jego wierzcholek literg A. Z innego
wierzchotka (np. B) prowadzimy $rednice BD.

4BDC =<4BAC «—— katy wpisane oparte na tym samym tuku
. BC
sing{BDC = ﬁ «—— tréjkat BDC jest prostokatny
. |BC| . - . s
singBDC = SR «— R jest promieniem okregu opisanego na tréjkacie ABC
Po przeksztalceniu tego wzoru otrzymujemy:
|BC|
~ singBDC
|BC| . .
= — «—singBDC = sing4BAC
singBAC
C
Korzystajac z oznaczen przedstawionych na rysunku,
mozemy tre$¢ twierdzenia, tacznie ze wzorem sinuséw,
zapisac krétko: A B

a b c

=2R

sinae  sinff  siny



Przyktad e zad. 2.16

Na tréjkacie, ktérego dwa boki maja dtugosci 9 i 3V6, opisano okrag o promie-

niu 3/3. Obliczymy miary katéw i dtugos¢ trzeciego boku tréjkata.

Rozwigzanie

Oznaczmy:

«, 3, y — katy lezace odpowiednio naprzeciwko bokéw g, b, c tréjkata,
R - promien okregu opisanego na tym tréjkacie.

Przyjmijmy, ze a =9, b = 3/6.

i .9 =6\/§ <—zgodniezewzoremL=2R
sin sina
sina = 2 - ﬁ

6V3 2
a =60° lub « = 120° «—— sina = sin (180° — &)
sin 8
g 262
6V3 2
B =45°1lub f=135° «— sin B = sin (180° - )

Suma katow tréjkata wynosi 180°, zatem o« + 3 < 180° i p = 180° — (« + f3). Nie
istnieje tréjkat o katach o = 60° i B = 135° ani tréjkat o katach « = 120° i 8 = 135°.

Mozliwe sg wiec dwa rozwigzania:
I. trojkat o katach « = 60°, 8 =45°, y =75°
II. trojkat o katach « = 120°, 8 =45° y = 15°

Dlugos¢ trzeciego boku trdjkata obliczamy ze wzoru < =2R, czyli:
S

1ny
¢ =2Rsiny
c=613sin75° = 63 - \/81\/5=9\/E;3\/6 —— dlal tréjkata
c=63sin15° = 63 - \/E;\/E:9\/§;3\/6 — dla Il tréjkata
Odp.: = 60°, B=45° y=75°% c= M
_9v2-36

lub o = 120°, f=45° y=15° c = 5

2. Twierdzenie sinusow 17

42.16. Na trojkacie, ktorego

dwa boki maja 4,2 cm i 6,3 cm,
opisano okrag o promieniu 5 cm.
Oblicz miary katow tego trojkata

z doktadnoscig do 1° i dlugo$¢ jego
trzeciego boku z doktadnoscia

do 1 mm.

Odp.: 25°% 39° 116° 9,0 cm

lub 25°, 141°, 14°, 2,4 cm



I 18

Dziat 1. Trygonometria

Odpowiedzi i rozwigzania

2.1. 4(v3-1)

22. a) %5 b) 12v6
Q) 0,612 d) 12,37

2.3. 30°

2.4. ) y=43°, b=11,45cm,
c =793 cm

b) y =57°, a = 17,57 cm,

¢ = 15,06 cm

¢) o = 33°% a = 13,56 cm,

b =21,56 cm

2.5. 190 m

2.6. 4(3\/§+ \/6) cmi8v6 cm

2.7. 4A = 4B = 45°,

AC =<4D = 135°

|AD| = |BC| = 4,24 cm,

|AB| = 10,41 cm, |CD| = 4,42 cm

2.8. [AW| = 1,22 km,
|BW| = 1,32 km

W ponizszych zadaniach odczytuj wartosci funkcji trygonometrycznych z doktadno-
$cig do czwartego miejsca po przecinku, a miary katéw z dokladnoscig do 1°. Mozesz
wykorzystywaé podane w przyktadzie 4 doktadne wartosci sin 75° i sin 15°.

2.1. W tréjkacie ABC dane sg: |[BC| = 8, SCAB = 45°, 4BCA = 120°. Oblicz
diugos¢ boku AC.

2.2. Katy trojkata ABC oznaczono «, 3, y, a literami a, b, ¢ - boki odpowiednio
przeciwlegle do tych katéw. Oblicz
a) sinf3 dla a =20, b =24, a =45°.
b) bdla ¢ =36, a =75° f =45

¢) sina dlaa=11, c=17, y=71°
d) cdla a =16, f=26° y=48".

2.3. Trojkat ABC jest rozwartokatny o kacie rozwartym przy wierzchotku A. Dane
sa: |AB| = 6, |BC| = 8, sin<CAB = % Oblicz miare kata ACB.

2.4. Oblicz brakujace miary katow (z doktadnoscig do 1°) i dlugoséci bokow (z do-
ktadnoscig do drugiego miejsca po przecinku) tréjkata ABC, w ktérym o, f3, y s3
katami wewnetrznymi oraz a, b, ¢ - bokami odpowiednio przeciwlegtymi.

a) a=7cm, a=37° ff=100°
b) b=12,7cm, a =78° [f=45°
c) c=11,3cm, y=27° =120°

2.5. Gospodarstwa A, B, C s potozone nad
stawem, jak na rysunku obok. Zmierzono, ze
|BC| = 300 m, 4C = 35°, 4B = 80°.
Wyznacz odleglo$¢ miedzy gospodarstwami
A i Bz dokladnoscig do 1 metra.

2.6. Przekatna rownolegtoboku ma diugos¢ 24 cm i dzieli kgt rozwarty réwnolegto-
boku na katy o miarach 45° i 75°. Oblicz diugosci bokow tego réwnolegtoboku.

2.7. W trapezie rownoramiennym ABCD, w ktérym AB || DC, przekatna AC ma
dlugo$¢ 8 cm, ACAB = 22° i JACB = 113°. Oblicz miary katéw i dlugosci bokow
trapezu z dokladnoscia do dwoch miejsc po przecinku.

2.8. Na brzegu jeziora znajduja si¢ dwie przystanie, oznaczone jako A i B, oddalone
w linii prostej o 1,6 km. Z kazdej z nich widoczna jest ta sama mata wyspa — oznaczmy
ja W. Za pomoca kompasu zmierzono katy: SWAB = 54° i 4ABW = 48°. Oblicz
odleglos¢ wyspy od kazdej z tych przystani (z dokladnoscia do 0,01 km).

2.17. I przypadek

¢ JAMC, =90° - IMAC; = 90° —4A,AB = 4ABA, =4ABC
Analogicznie: 4BMC; = 4BAC.
4 X Stad 9AMB = 4ABC + 4BAC = 180° — 4ACB.
B, [3) Zatem sin4AMB = singACB.

s Z& 5 Analogicznie pokazujemy, ze sin<{BMC = sin<BAC,

C sind AMC = sin<ABC.

Ciag dalszy rozwigzania na s. 19.



2.9. Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie ABC, w ktorym
a) 4A = 14° |BC| =10 cm. b) «B =124° |AC| =9 cm.

2.10. Trojkat ABC jest wpisany w okrag o $rodku S, |AB| = 8, 4ASC = 140°
i 9CSB = 100°. Oblicz dlugosci bokéw BC oraz AC (z dokladnoscia do 0,01).

2.11. W tréjkacie kat o mierze 74° przylega do boku dlugoséci 10 cm. Promien okre-
gu opisanego na tym trojkacie jest rowny 6 cm. Oblicz dlugoéci pozostatych bokow
i miary katow trojkata.

2.12. Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie, w ktérym jeden z bokéw ma
dlugos¢ 7+/3, a katy przylegte do tego boku maja miary 80° i 40°.

2.13. Okrag o promieniu 18 cm jest opisany na trdjkacie, ktérego katy pozostaja
w stosunku 3:4:5. Oblicz dlugosci bokow tego trdjkata.

2.14. W trapezie réwnoramiennym przekatna o dtugosci 3 V2 tworzy z krétsza pod-
stawg kat 45°, a z ramieniem kat 75°. Oblicz obwdd trapezu.

V6 -2

2.15. Wykaz, ze sin15° = 2

2.16. Na trojkacie, ktorego dwa boki majg 4,2 cm i 6,3 cm, opisano okrag o pro-
mieniu 5 cm. Oblicz miary katéw tego trdjkata z doktadnoscia do 1° i dlugos¢ jego
trzeciego boku z dokladnoscig do 1 mm.

2.17. Punkt M jest punktem przecigcia prostych zawierajacych wysokosci tréjkata
ABC, réznym od jego wierzchotkéw. Udowodnij, ze okregi opisane na trojkatach
ABM, BMC, ACM i ABC maja réwne promienie.

|AB| _ |BC|
cos<4BCA ~ cos<CAB’

2.18. Wykaz, ze jezeli w trojkacie ABC zachodzi zwiazek

to trojkat ABC jest rtOwnoramienny.

2.19. Po tej samej orbicie okotoziemskiej o promieniu 11 tys. km krazg trzy satelity:

A, BiC. Kat BAC ma miare 57°.

a) Wyznacz odleglo$¢ miedzy satelitami Bi C.

b) Sprawdz, czy satelita C jest widoczny z kamery umieszczonej w satelicie B. Przyj-
mij, Ze promien Ziemi jest réwny 6300 km.

2.20. W trojkacie ABC dane s3: |AB| = 4, |AC| = 4V2, 4BCA = 30°. Oblicz
diugos¢ boku BC.

2.17. II przypadek

JAMB =<AMB, =90° -IMAB, =4ACB
Analogicznie: $BMC = 4BAC.

Stad 4AMC = 4ACB + 4BAC = 180° — 9ABC.

Zatem sin<AMB = sind{ACB, sindBMC = sind{BAC,
sindAMC = sin<t ABC.

Niech: Ry, R, R;, R — promienie okregéw opisanych
odpowiednio na tréjkatach AMB, BMC, AMC i ABC.
Z twierdzenia sinuséw w tréjkatach ABM i ABC:

: |AB|  _ i '|AB| - 2R
sinqAMB sinqACB
Sinusy katéw w réwnosciach powyzej sa rowne, wiec R; = R.
Analogicznie pokazujemy, ze R, =R i R; = R.
Zatem R, =R, = R; =R.

2. Twierdzenie sinusow

2.9. a) ok. 20,7 cm
b) ok. 5,4 cm

2.10. |BC| = 7,08, |AC| = 8,68
lub |BC| = 17,92, |AC| = 21,98

2.11. 11,54 cm, 9,13 cm, 50°, 56°
2.12. 7

2.13. 18V2 cm, 183 cm,
9(\/6+ \/E) cm

2.14. obw =2(3+23)

i
Al

A B 1

W tréjkacie BDC: |BC| = 2,
ICD| = V3
W tréjkacie ADC:
|AD| = |CD| = V3
|AB| = |AD| - |BD| = V3 - 1
Z twierdzenia sinusow
w trojkacie ABC:

|AB| _ |BC|
sin15°  sin45°

. AB]| sin 45°
Stad sin 15° = 1ABlsin457 _

|BC|
(V-1)F Gova
2 T4
2.16. 25°,39°,116° 9,0 cm
lub 25°, 141°, 14°, 2,4 cm

2.15.

&

2.18. Dana jest réwnos¢:
(1) 4Bl _ _15C]
cos<IBCA  cos<CAB
7 twierdzenia sinusow:
(2) 4B _ _IBC]
singdBCA  sindCAB
Dzielimy réwnosci (1) i (2)
stronami:

singBCA _ sin4CAB
cos<BCA ~ cos<4CAB
tgIBCA = tgaCAB
Zatem <BCA =<4CAB,
czyli tréjkat ABC jest
réwnoramienny.

2.19. Patrz s. 20.

2.20. Patrz s. 20.

19 I
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y = 180° — (« + f3), wiec
siny = sin(a + f3).
7 twierdzenia sinuséw

w trojkacie ABC:
a b d

sina  sinff siny
Stad:
_ d-sina
 sin(a+ f)
_ d-sinf
 sin(a + f)
. d-sina  d-sinf
" sin(a + B) > sin(a + B)

Prosto do matury
. B

- C
. B

n 37

1

2

3

4. P,F, P
5

6. 33°

7

. Wskazowka: Skorzystaj

1 .
ze wzoru P = Ebc sin

oraz z twierdzenia sinusow.

A
a) R = 11 tys. km, 4BAC = 57°
|BC| = 2Rsin57° ~
=~ 22000 - 0,8387 = 18,5 tys. [km]
b) Satelita C jest widoczny

z kamery w satelicie B,
gdy |OD]| > 6300 km.

loD| = R* - [BD[? =

1 2
- R - (31BCl) <
2
~ V110002 — 92502 ~ 6000 [km]

|OD| < 6300 km, zatem satelita C
nie jest widoczny.

Odp.: a) ok. 18,5 tys. km  b) nie

2.21. Przekatna réwnolegloboku ma dlugo$¢ d i dzieli jego kat na dwa katy o mia-
rach o oraz . Wyznacz dlugosci bokéw tego réwnolegloboku.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

1. W trojkacie ABC dane sa: |AB| = 613, 4BCA = 120°. Wskaz promien okregu
opisanego na tym trojkacie.
A.3V3 B. 6 C.6V3 D. 12

2. W trojkacie ABC dane sa: |AB| = 24, |BC| = 16, <BCA = 60°. Wskaz wartos¢
sinJCAB.

A. % B. c. V3 D. V3

3

[SSR | S}

3. W trdjkacie ABC dane s3: |BC| = 18, <CAB = 45°, sin4BCA = \/?f Wskaz
dtugos¢ boku AB.
A. 46 B. 12 C. 12V2 D.27

4. Niech «, 3, y beda katami tréjkata ABC, a, b, c — bokami odpowiednio przeciw-
legtymi oraz « = 30°. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

AL s
¢ siny
a _siny
e 2

C. Dlugos¢ jednego z bokow tréjkata jest rowna promieniowi okregu opisanego na
tym trojkacie.

5. W trojkacie ABC dane s3: |[AB| = 4, 9CAB = 50°, <ABC = 75°. Wyznacz
dtugo$¢ boku BC z dokladnoscia do jednego miejsca po przecinku.

6. W trojkacie ABC dane sa: |AB| = 32, |BC| = 26, <BCA = 42°. Wyznacz miare
kata CAB z doktadnoscia do 1°.

7. Wykaz, ze pole trojkata o katach «, f3, y wpisanego w okrag o promieniu R wyraza
si¢ wzorem P = 2R*sin - sin B-siny.

|ABl _ _ _IAC]
singdBCA  sin<ABC’
sin 4ABC = |AC|singBCA _ 4+/2 - sin 30° _ ﬁ
|AB| 4 2
Czyli 9ABC = 45° lub 4ABC = 135°.
Stad <BAC = 180° — (30° + 45°) = 180° — 75° lub <BAC = 180° — (30° + 135°) = 15°.
\/EZ v2 lub sin<tBAC = sin 15° = \/g; ﬁ.
|BC| |AB| 4

7 twierdzenia sinuséw: — = — =—=8.
sindBAC  sin 30°

2.20. Z twierdzenia siunusow:

Zatem sin<{BAC = sin75° =

=]

|BC| = 8sin4BAC, czyli:
|BC|=8-%Zﬁ:2(%+ﬁ) lub |BC|:8~\r6;ﬁ:2(\/E_\/§)
Odp.:2(\/€+ \/5) lub 2(\/3—\/5)
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3. Twierdzenie cosinusow

Umiejetnosci:
e znajdowanie zwigzkow miarowych w figurach ptaskich z zastosowaniem
twierdzenia cosinusow

Troéjkat jest jednoznacznie okreslony, gdy dane sg diugosci jego dwdch bokoéw i kat

miedzy nimi zawarty. Aby wyznaczy¢ dlugos¢ trzeciego boku i miary pozostalych
katow, mozemy skorzystaé z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie cosinusow

Dla dowolnego tréjkata o bokach a, b, c i katach «, 3, y lezacych odpowiednio
naprzeciw tych bokéw zachodza réwnosci:

242 2
a =b"+c —2bccosa
2 2. 2

b"=a"+c¢" - 2accosf

¢ =b* +a’ - 2bacosy

Zatozenie

Trojkat ABC jest dowolny. Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku w twierdzeniu.

Teza
a2 = b2 + C2 —2bccos Twierdzenie cosinusOw nazywane jest ((( )))
b2 = a4+t —2accos ﬂ uogolnionym twierdzeniem Pitagorasa.
¢ =b*+a* - 2bacosy

Dowod

Wyznaczymy a w zaleznosci od b, ¢ oraz kata «.

Zauwazmy, ze gdy « jest katem prostym, to teza twierdzenia
wynika wprost z twierdzenia Pitagorasa: a

a*=b>+c" i cosa = cos90° = 0
wiec:

242 2
a” =b"+c" —2bccosa

tematy 5.9, 5.10 (klasa 2)

Multite4a

e Twierdzenie cosinuséw

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 1.3

G Generator

testéw i sprawdzianéw




I 22 Dziat 1. Trygonometria

Rozwazmy pozostale dwie sytuacje — gdy « jest katem ostrym oraz gdy « jest katem

rozwartym.
Prowadzimy wysokos$¢ CD.
(1) at = |CD|2 + |DB|2 —— w ADBC na mocy twierdzenia Pitagorasa
C
C
L h
. kN (8
A D B D Ta B
Jezeli a < 90°, to: Jezeli & > 90°, to:
lC%'zsinoc lc—bDlzsin(lSOC’—oc):sinoc
M=cosoc M=cos(180°—0¢)=—cosoc
wiec: wiec:
|CD| = bsina |CD| =bsina
|DB| =¢c—-|AD|=c—-bcosa |IDB| =c+|AD| =c—-bcosa

Niezaleznie od rozwartosci kata « mamy wiec:

|CD|2 + |DB|2 = (bsin oc)2 + (c—bcos oc)2 =
= b sin o + 2 — 2bc cos o + b cos’ o =

= b’ (sin2 & + cos’ oc) +c* —2bccosa =
=b*+c* - 2bccosa

Zatem, po podstawieniu do réwnosci (1), mamy:
a’ =b*+c* - 2bccosa

Wyprowadzenie pozostalych dwoch réwnosci przebiega analogicznie.

Jezeli oznaczymy dlugosci bokéw tréjkata a, b, ¢ oraz katy lezace naprzeciwko
nich odpowiednio «, f3, y, to prawdziwe sa wzory:

b+ - a? a® +c - b b +a? - ¢
cosqg = ——— cosfp=—— cosy = ————
2ba

2bc 2ac



Przyktad o zad. 3.2

Dane sg dlugosci dwoch bokow trojkata ABC: |AB| = 6, |BC| = 4 oraz <ABC = 76°.
Obliczymy |AC| z doktadnoscia do drugiego miejsca po przecinku.

Rozwigzanie
|AC|* = 36 + 16 — 48 cos 76° ~ 40,39 b =a®+ - 2accos B
|AC| = /40,39 = 6,36

Odp.: |AC| ~ 6,36

Przyktad @) < zad. 35
Wyznaczymy (z dokladnoscia do 1°) katy trdjkata o bokach dtugosci 7, 8 i 3.

Rozwigzanie
Oznaczmy: a=7, b=38, ¢ =3.
2

b+ - 64+9-49 1
cosa = L = -, stad o = 60°
2bc 48 2
A+t -b 49+9-64
cosf3 = = =~ -0,1429
2ac 42

0,1429 = cos 82°

—0,1429 = — cos 82° = cos (180° — 82°)
B~ 180° — 82° = 98°

y = 22°

Odp.: 60°, 98°, 22°

«——cos (180° — @) = —cosa

—a+f+y=180°

Przyktad @) < zad. 3.6
Sprawdzimy, czy tréjkat o bokach dtugosci V2, V2 +2, V2 +3 jest rozwartokatny.

Rozwiagzanie

Najwiekszy kat trdjkata lezy naprzeciwko najdtuzszego boku. Najdtuzszy bok bada-
nego tréjkata to a = V2+3. Niech a oznacza najwiekszy kat trojkata. Zbadamy znak
cosinusa tego kata.

P+ -a
— gdzie b=v2ic=V2+2
c

Poniewaz 2bc > 0, wystarczy zbada¢ znak wyrazenia w liczniku utamka.
b+ —a* = (V2) + (V2 +2) - (V2+3) = -3-2v2 <0

Zatem cosa < 0, czyli « jest katem rozwartym.

CoS&x =

Odp.: Badany tréjkat jest rozwartokatny.

3. Twierdzenie cosinusow

43.2. W trojkacie ABC dane sa:
4C = 54°, |BC| = 10, |AC| = 8.
Oblicz dtugos¢ boku AB

z doktadnos$ciag do dwoch miejsc
po przecinku.

Odp.: 8,36

43.5. Dane sg dtugo$ci bokow
tréjkata. Oblicz miary jego katéw
z dokladnoscig do jednego stopnia.
a) 8,7,10

b) 3,5,6

) 24,11, 18

d) V57,3

Odp.: a) 53°, 44°, 83°

b) 30°, 56°, 94°

c) 109°, 26°, 45°

d) 46°, 59°, 75°

43.6. Jakim trojkatem ze wzgledu
na katy jest trojkat o bokach
podanej dlugosci?

a) 5,9,13

b) 8, 15, 17

) 3V2,4,1+ 2

d) 7,809

Odp.: a) rozwartokatny

b) prostokatny

c) ostrokatny

d) ostrokatny

23 I



B 24 Dziat 1. Trygonometria

43.8. W trojkacie ABC dane sa:
cos4BAC = 2, |BC| = |AB| - 3,
|AC| = |AB| — 2. Wyznacz
dlugosci bokow tego tréjkata.
Odp.: |AB| = 8, |BC| = 5,

|AC| =6

Odpowiedzi i rozwigzania

31.2 2, 2 _L
35”257 35
p 7 5 1
35> 217 15
717 19
52° 28" 91
d 9v2-4 5-3v2 10-32
16 4 8
3.2. 8,36
3.3. |BC| = 67, 4B = 19°,
JC = 41°
3.4. 5,37°,98°

3.5. a) 53°,44°, 83°
b) 30°, 56°, 94°

c) 109°, 26°, 45°

d) 46°, 59°, 75°

3.6. a) rozwartokatny
b) prostokatny

c) ostrokatny
d) ostrokatny

3.7. 120°

Przyktad o zad. 3.8

W trojkacie ABC mamy <BAC = 60°. Ponadto zachodza warunki |AB| = 2|AC| -4
i |BC| = |AC| + 4. Wyznaczymy diugosci bokow tego trojkata.

Rozwigzanie
Przyjmijmy, ze |AC| = x. Wéwczas |AB| = 2x —4 i |BC| = x + 4. Zauwazmy, ze
aby spelniony byt warunek |AB| > 0, musimy zalozy¢, ze x > 2.
Na mocy twierdzenia cosinusow: C
IBC|* = |ACI® +|AB|* — 2+ |AC| - |AB| - cos 4BAC
(c+4)° ="+ Q=4 -2 x-(2x-4) -
X% +8x+16 = x” +4x” — 16x + 16 — 2x” + 4x ~
2x% = 20x = 0, stad 2x(x — 10) = 0 A B

Po uwzglednieniu warunkéw zadania otrzymujemy x = 10.

Odp.: Boki trdjkata maja dlugosci: |AC| = 10, |BC| =14 i |AB| = 16.

3.1. Oblicz cosinusy katow trojkata o danych diugosciach bokdow.
a) 5,14, 15 b) 9,10, 7 ) 7,13, 16 d) 1+v2,2V2,2

3.2. W trojkacie ABC dane s3: 4C = 54°, |BC| = 10, |AC| = 8. Oblicz dtugos¢
boku AB z dokladnoscig do dwdch miejsc po przecinku.

3.3. W trojkacie ABC dane sa: 4A = 120°, |AC| = 6, |AB| = 12. Oblicz dlugos¢
boku BC oraz miary katéw trojkata ABC z dokladnoscia do jednego stopnia.

3.4. Dwaboki tréjkata maja dtugosci 7 i 3V2, a kgt miedzy nimi ma miare 45°. Oblicz
dlugos¢ trzeciego boku i miary pozostatych katow tréjkata z dokladnoscia do jednego
stopnia.

3.5. Dane sg dlugosci bokow trojkata. Oblicz miary jego katéw z dokladnoscig do
jednego stopnia.
a) 8,7,10 b) 3,5,6 c) 24,11,18 d) V5, V7,3

3.6. Jakim trdjkatem ze wzgledu na katy jest tréjkat o bokach podanej dlugosci?
a) 5,9,13 b) 8,15,17 ) 3V2,4,1+2 d) 7,8,9

3.7. Oblicz miare najwiekszego kata w trojkacie, ktdrego boki majg dlugosci
a= (3— \/g)crn, b=2V3cm, c=3V2cm.

3.11. a b c o B y
a) V6 2 V3+1 60° 45° 750
b) | 3-3 342 3+43 15° 60° 105°
) V2 3+V3 | Ve+2 15° 120° 45°
d) V8 4 2V3+2 30° 45° 105°
e) 2\2 243 V2 + 6 45° 60° 750
f)  2V3-2 2 V6 -2 45° 105° 30°




3.8. W tréjkacie ABC dane sa: cos<4BAC = i—i IBC| = |AB| - 3, |AC]| = |AB| - 2.
Wyznacz dlugosci bokow tego trdjkata.

3.9. Kat trojkata zawarty miedzy dwoma bokami o dtugoséciach 14 cm i 7v/3 cm ma
miare 30°. Oblicz obwdd tréjkata i promien R okregu opisanego na tym tréjkacie.

3.10. W tréjkacie ABC dane sa: |BC| = 547, 4A = 60° oraz |AC|:|AB| = 3:2.
Oblicz dtugosci bokow AC i AB.

3.11. W tréjkacie ABC boki a, b, ¢ sa przeciwlegte odpowiednio do katéw «, S3, y.
Przerysuj tabele i zastap znaki 2| odpowiednimi warto$ciami.

a b c « B y
a) V6 ? ? 60° 45°
b) ? 3V2 ? ? 60° 105°
) ? ? V6 + 2 15° ? 45°
d) V8 4 2V3+2 ? ? ?
e) 2\2 ? V2 + 6 ? ? 75°
| 2v3-2 ? V6 -2 ? 105° ?

3.12. W réwnolegtoboku krétsza przekatna i bok o dlugosciach odpowiednio 12 cm
i 8 cm tworza kat 60°. Oblicz dlugos¢ drugiego boku i dluzszej przekatnej oraz miary
katow réwnolegtoboku.

3.13. Dwa boki tréjkata ostrokgtnego wpisanego w okrag o promieniu » maja dtu-
gosci V3 i rv/2. Oblicz miary katéw tréjkata.

3.14. W czworokgcie wypuklym kolejne boki majg dlugoéci: 2 cm, 5 cm, 7 cm
i 2V/13 cm. Jedna z przekatnych ma dtugoé¢ 8 cm. Oblicz dlugos¢ drugiej przekat-
nej tego czworokata z dokladnoscia do 0,1 cm.

3.15. W trojkacie rownobocznym ABC na boku BC wybrano taki punkt M, ze
|BM| = %lMCI. Wyznacz sinus kata CAM.

3.16. Trojkat ABC jest rGwnoramienny, |AC| = |BC| = 14 ikat miedzy ramionami
ma miare 120°. Oblicz dlugos¢ srodkowej AD tego trdjkata.

3.17. Wykaz, ze w rownoramiennym trdjkacie prostokatnym tangens kata ostrego
miedzy srodkowymi poprowadzonymi z wierzchotkéw katéw ostrych jest réwny 0,75.

tga =—tgf

@
B |AD| = |BE| = Va? + 4a® = a\/5

Oznaczamy: |AE| = |EC| = |CD| = |DB| =a, a > 0.

Punkt M dzieli kazdg $rodkowg w stosunku 2 : 1, liczgc od wierzchotka,
zatem |EM| = %a\/g, |[AM| = %a\@.
Z twierdzenia cosinusow w trojkacie AEM: |AE|* = |[EM|* + |AM|* - 2|[EM]| - |AM]| - cos «

2_52 205 2 V5 25 2
a=-a+=—a —-2a"-—- -—-cosa |:a
9 9 3 3
25 20 20 16 4
== - —cosa, stad — cosa = —, zatem cosa = — (a — kat ostry).
9 9 9 9 5
4 . 3 3
cosx = - = sinx = - = tga = —.
5 5 4

Zatem tgoa = 0,75.

3. Twierdzenie cosinusow

3.8. |[AB| =8, |BC| =5, |AC| =6

3.9. obw = 7(3 + \/5) cm,
R=7cm

3.10. |AB| = 10, |AC| =15

3.11. Patrz s. 24.

3.12. bok: 4v/7 cm,
przekatna: 413 cm,
katy: ok. 79° i ok. 101°

3.13. 45°, 60°, 75°

3.14. 6,2 cm

3.15. Al

3.16. 77

25 I
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Niech: |BD| =d, |AC| =e.

{

d* =a* +b* - 2abcos

&t =a*+b* - 2ab cos(180° — «) 0

cos(180° — &) = — cos &, wiec:

{

d* =a* + b* - 2abcos
e’ =a’+b’ +2abcosa

Dodajemy réwnania stronami.
d* + e = 2a" + 20

d* +¢* - suma kwadratow
dlugosci przekatnych,

24’ +2b° - suma kwadratow
dlugosci wszystkich bokow.
Zatem zachodzi rownos¢, o ktorej
jest mowa w zadaniu.

3.

19.

sina:sinff:siny=2:3:4
Z twierdzenia sinusow:

sine  a a 1 . [4
= e stad = =, czylia = =
siny ¢ e 2 2
sin b b 3 . 3
,—ﬁ:—, stad = ==, czyli b=~
siny ¢ c 4 4
Z twierdzenia cosinusow:
2.2 2
cosp= 2P =<
2ab
Zatem:
¢ 9,5 5 13,
Z A EC = T6C =€
cosy = = =
2. 8.3 5%
3 2 4 4
_ 16 _ 1
=3 = <0
4

Stad y € (90° 180°).
Zatem trojkat jest rozwartokatny.

Prosto do matury

IS B SR S

B
@
C
RNESE

. JA =23° 4B =49° <C =108°

©

3.18. Udowodnij, ze suma kwadratéw dlugosci przekatnych réwnolegloboku jest
réwna sumie kwadratéw dlugosci wszystkich jego bokow.

3.19. Sinusy katow pewnego trojkata majg si¢ do siebie jak 2 : 3 : 4. Udowodnij, ze
ten trojkat jest rozwartokatny.

3.20. W trojkacie o katach «, f3, y spelniona jest nieréwnos¢
sin” a + sin® 8 — sin” y < 0. Wykaz, ze cosy < 0.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1. Dwa boki tréjkata maja diugosci 5 i 4, a kat miedzy nimi ma miare 120°. Wskaz
diugos¢ trzeciego boku tego trojkata.

A. V21 B. V61 C. \41-20V3 D. \41 + 203

2. Trojkat o bokach V10, V15, V30
A. jest ostrokatny. C. jest rozwartokatny.
B. jest prostokatny. D. nie istnieje.

3. Wskaz warto$¢ cosinusa kata miedzy ramionami tréjkata réwnoramiennego
o podstawie 4 cm i ramionach 5 cm.

3 4 17 2v21
A= B. - = 7, 2L

5 5 25 5
4. W tréjkacie o bokach a, b, ¢ kat « lezacy naprzeciwko boku a jest rozwarty.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A.d>+b* > ¢ B. b’ +c* > d’ C.cc+a >t

5. W trojkacie ABC danesa: |AB| =5, |[BC| = 2, |AC| = 4. Wyznacz z doktadnoscia
do 1° miary katow tego trojkata.

6. Stosunek bokdw tréjkata wynosi 3 : 5 : 6. Wyznacz cosinus najwiekszego kata
w tym trojkacie.

7. Punkty K i L dziela przekatng AC kwadratu ABCD o boku a na trzy réwne czesci.
Oblicz dtugos¢ boku rombu BLDK.

3.20. Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku w rozwigzaniu zadania 3.19.
a+b -
2ab
Zatem cosy <0 & a’ +b> —c* <0, czyli a® +b* < .
sine _a  sinff b

c

Z twierdzenia cosinusow: cosy =

Z twierdzenia sinusow:

5 = " N =
smy © sy

sin” o + sin” B < sin’y |:sin’y (siny # 0)

. 2 . 2 2 2
<Sl,n“> +<—S%nﬁ> <1<:><g) +<lz> <1 |~c2<:>az+b2<c2
siny siny c c

Zatem cosy < 0.




4. Zwiazki miarowe
w wielokatach

Umiejetnosci:
e znajdowanie zwigzkéw miarowych w wielokgtach z uzyciem trygonometrii

Udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie o dwusiecznej
Dwusieczna kata wewnetrznego w trojkacie dzieli przeciwlegly bok tréjkata na
odcinki proporcjonalne do bokéw przyleglych do tego kata.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. 9
Zatozenie
CD jest dwusieczng kata ACB.

Teza

1AD| _ |AC|

IDB|  |CB ) ]
Dowod D

ii:;z B % «— trojkaty ADC i DBC majg wspdlng wysokos¢

Paapc  |AC|-|IDC|-sina  |AC]|
Papsc  ICBI-IDC|-sina  |CB|
|AD| _ |AC|

DB~ |CBI’

Koniec dowodu

«— pole trojkata jest rowne P = %bc sin o

Zatem

Zachodzi tez twierdzenie o dwusiecznej

kata zewnetrznego, czyli przylegtego do

kata wewnetrznego trojkata. Przyjmijmy

oznaczenia jak na rysunku. Wtedy twier-

dzenie to przyjmuje nastepujacg postaé: A B E

Jezeli prosta zawierajaca dwusieczng kata zewnetrznego przy wierzchotku C tréjkata

ABC przecina prostg AB w punkcie E, to % = %

Dowdd tego twierdzenia pominiemy.

4. Zwiagzki miarowe w wielokgtach 27 I

tematy 6.7 (klasa 1), 4.8 (klasa 2)

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 1.4

G Generator

testow i sprawdzianéw
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44.2. Boki trojkata majg dlugosci
|AB| = 8, |BC| =7, |AC| = 12.
Oblicz dtugosci odcinkéw, na
ktore kazda z dwusiecznych dzieli
przeciwlegly bok.

Odp.: AB: 218151 BC.28i42,
19 19
AC: 6,4i5,6

44.4. W trojkacie ABC dana
jest suma dlugosci bokow:

|AB| + |AC| = 33. Dwusieczna
kata wewnetrznego przy
wierzchotku A dzieli bok BC na
odcinki o dtugoéciach |BD| = 12
i |[DC| = 10. Oblicz dlugosci
bokéw AB1i AC.

Odp.: |AB| = 18, |AC| = 15

Przyktad o zad. 4.2

Boki trojkata majg dlugoéci |AB| = 6, |BC| = 5,
|AC| = 4. Obliczymy diugosci odcinkéw, na ktore
dwusieczna AD dzieli bok BC.

Rozwiazanie
Oznaczmy |BD| = x, |DC| = y.

x _ |AB ) . ) .
- = — «— na mocy twierdzenia o dwusiecznej
y 1AC]

X+y= 5 «— z warunkow zadania

Rozwigzujemy uklad réwnan:
x 6 3

—_ = = = — :3
y 4 x=37 {x

x+y=5

Odp.: |BD| = 3, |DC| = 2

Przykiad @) « zad. 4.4

Obwdd trdjkata ABC jest rowny 40, a dwusieczna kata wewnetrznego przy wierz-
chotku C dzieli bok AB na odcinki o dtugosciach |[AD| =6 i |[DB| = 10. Obliczymy
dtugosci bokow trojkata ABC.

Rozwiazanie C
|AB| = |AD| + |DB| = 16
|AD| |AC| . . . .
— = «— na mocy twierdzenia o dwusiecznej
|DB| |CB|
Zatem:
|AC| 6 3
— = —, stad |AC| = =|CB
|CB| 10 ad |AC] 5| | A6 D 10 B

16 + |CB| + §|CB| =40 —— obwdd tréjkata ABC jest réwny 40
SicBl = 24
5
5 3
|CB|=§-24=15, |AC|=g~15=9

Odp.: |AB| = 16, |AC| =9, |CB| =15
J

Wyprowadzimy teraz wzory taczace diugosci bokow tréjkata i jego pole z promienia-
mi okregdw: wpisanego w ten trdjkat i opisanego na nim.



Pole P tréjkata jest rdwne iloczynowi potowy obwodu tréjkata i promienia
okregu wpisanego w ten tréjkat:

P=pr
gdzie 2p oznacza obwdd tréjkata.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

a, b, c sa dlugos$ciami bokéw tréjkata,
2p oznacza obwdd trdjkata,
r jest promieniem okregu wpisanego w ten trojkat.

Pole P trojkata jest rowne P = pr.

Wyznaczymy pole tego trdjkata.
P=Ppaps+Pascs + Pacas

1 1 1
pP= ECT + Ear + Ebr «—— r jest wysoko$cig kazdego z tréjkatéw: ABS, BCS, CAS

P=%r(c+a+b)

P=pr

Pole P trdjkata o bokach dtugosci a, b, ¢ jest rowne:
abc

T 4R
gdzie R oznacza promien okregu opisanego na tym trdjkacie.

a, b, c sa dlugosciami bokéw tréjkata,
R jest promieniem okregu opisanego na tym tréjkacie.

Pole P tréjkata jest rowne P = i—l;;.

4. Zwiagzki miarowe w wielokgtach

29 IS
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44.8. Boki trojkata maja dlugosci
4 cm, 5 cm, 6 cm. Oblicz
promien R okregu opisanego na
tym trojkacie i promien r okregu
wpisanego w ten tréjkat.

Odp.:R = g\ﬁcm, = %\ﬁcm

Niech o oznacza kat trojkata lezacy naprzeciw boku o dlugoéci a. Mamy:

1 .

P = -bcsina
2

. a . L . a
sing = — «— z twierdzenia sinusow —— = 2R
2R sin o
_ abc

4R

Podamy jeszcze wzdr (jego wyprowadzenie pominiemy), za pomoca ktérego mozna
obliczy¢ pole tréjkata, gdy dane sg tylko dlugosci jego bokow.

Wzér Herona
Pole P tréjkata o bokach diugosci a, b, c jest rowne:

P=\p(p-a)(p-b)p-o)
gdzie 2p oznacza obwod trojkata.

Zauwazmy, ze w podanym wzorze niezaleznie od rodzaju trdjkata wyrazenie pod
pierwiastkiem jest dodatnie. Liczby a, b, ¢ sg dlugosciami bokow trdjkata, wiec spel-
niaja nieréwnos¢ trdjkata:

a+b>c, a+c>b, b+c>a,
a stad po prostych przeksztalceniach otrzymujemy:

p-¢>0, p-b>0, p—a>0.

Przyktad @) « zad. 4.8

Dany jest trojkat o bokach dtugosci 6, 51 7. Obliczymy promien R okregu opisanego
na tym tréjkacie i promien r okregu wpisanego w ten trojkat.

Rozwigzanie

Niech p oznacza potowe obwodu, a P — pole tego trojkata. Wowczas:

p=9,P=v9-3-4.2=6V6

abc _6-5-7 356

T 4P " 1.6v6 24
_35v6 26

>

r
24 3

>

Odp.: R



Przyktad o zad. 4.15

W tréjkacie prostokatnym o przyprostokatnych a i b poprowadzono dwusieczng kg-
ta prostego. Wykazemy, ze zawarty w trojkacie odcinek tej dwusiecznej ma dlugos¢

ab
2.
a+b V2
Rozwiazanie A
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. D
Dowod b
1 . 2
PBDC= —a‘X'Sln450= aX\/_
2 4 c B
1 bx\2 “
Pipc = zb-x~sin45°: .

Pole trojkata ABC jest suma pol trojkatow BDC i ADC. Zatem:
ab _ axV?2 + bx V2
2 4 4
2ab = xV2(a +b)

2ab ab
x 2—m, stad x—a+b\/§

Koniec dowodu

Przyktad e

Dany jest dwunastokat foremny o boku a. Obliczymy

a) promien okregu przechodzacego przez wszystkie
wierzchotki tego dwunastokata.

b) dtugos¢ przekatnej BD.

c) dlugos¢ przekatnej AD.

zad. 4.19

Rozwiagzanie

4. Zwigzki miarowe w wielokatach 31

44.15. Dany jest trojkat ABC,
w ktérym: |AB| =8, |BC| =4

i $ABC = 56°. Oblicz dlugos¢
dwusiecznej BD w tym trojkacie.
Wiynik podaj z doktadnoscia do
drugiego miejsca po przecinku.
Odp.: 4,71

44.19. Bok o$miokata foremnego
ABCDEFGH ma diugo$¢ a
(zob. rysunek).

C a D

Wyznacz dtugosé
a) przekatnej AG.
b) przekatnej AF.
c) przekatnej AE.

Odp.:a) a\2 + \2

b) a(1+ V2)

[9) a\/4+2\/§
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Odpowiedzi i rozwigzania

41. 52, 42
7 7

4.2, AB: 2251,
19 19

BC:2,814,2,

AC:6,415,6

a) Zauwazmy, ze $rodek S okregu przechodzacego przez wszystkie wierzchotki dwu-
nastokata jest Srodkiem symetrii tego wielokata. Niech R bedzie promieniem tego
okregu (rys. 1).

Dwunastokat ma wszystkie boki tej samej dlugoéci, zatem kat BSC ma miare
360°

= 30°. Trojkat BCS jest rownoramienny o kacie przy podstawie 75°, wiec:

12

a

2 = cos75°

R

R = a «—— c0s75° = sin 15° = V6-va
2c0s75° 4

R 2a 2a(\/€+\/§) 2a(\/€+\/§) V6 + V2

= = = = a
V-2 (V6-2) (Vo + V2) 1 2
Odp.: R = %;ﬁa

b) Trojkaty BCS i CDS sa przystajace, wiec trdjkat BSD jest rownoboczny (rys. 2)
i [BD| =R, czyli:

|BD| = Verv2,
2
Odp.: |BD| = */8; V2,

c) Trojkat ASD jest prostokatnym tréjkatem réwnoramiennym, czyli jest potowa
kwadratu (rys. 3). Zatem:

|AD| = R\V2
|AD| = \/3; \/Ea\/iz waﬁza(l + \/§)

Odp.: |AD| = a(1+ V3)

4.1. W trojkacie prostokatnym przyprostokatne majg dtugoéci 6 i 8. Oblicz dlugosci
odcinkéw, na ktore dwusieczna kata prostego podzielita przeciwprostokatna.

4.2. Boki trojkata maja dlugosci |AB| = 8, |BC| = 7, |AC| = 12. Oblicz diugosci
odcinkéw, na ktére kazda z dwusiecznych dzieli przeciwlegly bok.
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4.3. W trojkacie réwnoramiennym ABC podstawa AB ma dlugo$¢ 6 cm, a ramiona 4.3. 4cm
po 12 cm. Dwusieczne katéw przy podstawie przecinajg ramiona w punktach M i N.
Oblicz dlugos¢ odcinka MN.

4.4. W trojkacie ABC dana jest suma diugosci bokéw: |AB|+|AC| = 33. Dwusiecz- 4.4. |AB| = 18, |AC| =15

na kata wewnetrznego przy wierzchotku A dzieli bok BC na odcinki o dlugosciach
|IBD| =12 i |DC| = 10. Oblicz dtugosci bokéw ABi AC.

33 I

4.5. W trdjkacie ABC dane sg: |AC| = 24, |BC| = a i 4ACB = 120°. Dwusieczna 4.5. %ﬁa
kata ACB przecina bok AB w punkcie D. Wyznacz dlugo$¢ odcinka AD.
4.6. Oblicz pole trdjkata o bokach podanej dtugosci. 4.6. a) 315 b) 8+/30
a) 4,6,8 b) 8,11, 13 ) 6,10,11 d) 4,6,7 oLy a3vass
4 4
4.7. Odcinki o dlugo$ciach 5 cm, 12 cm, 13 cm sg bokami tréjkata. Oblicz stosunek 47. 3L
promienia okregu opisanego na tym trdjkacie do promienia okregu wpisanego w ten 4
trojkat.
4.8. Boki trojkata majg dlugoséci 4 cm, 5 cm, 6 cm. Oblicz promien R okregu opisa- 48. R = g\ﬁ cm, 1= % 7 cm
nego na tym tréjkacie i promien r okregu wpisanego w ten trojkat.
4.9. Kat miedzy ramionami tréjkata rownoramiennego ma miare 32°. Oblicz (z do- 4.9. 2,50
ktadnoscig do drugiego miejsca po przecinku) stosunek promienia okregu opisanego
na tym trdjkacie do promienia okregu wpisanego w ten trojkat.
4.10. Naboku BC réwnobocznego trojkata ABC wybrano taki punkt D, ze stosunek 4.10. g
pola tréjkata ADB do pola tréjkata ADC wynosi 1 : 2. Wyznacz tangens kata DAB.
4.11. Miara kata miedzy ramionami tréjkata réwnoramiennego o polu V/3 jest réw- 4.11. 3n (7 - 4\/5)
na 120°. Oblicz pole kota wpisanego w ten tréjkat.
4.12. Dwa boki tréjkata maja dtugosci 8115, a kat miedzy nimi ma miare 60°. Oblicz 4.12. g V3
promien r okregu wpisanego w ten trojkat.
4.13. Dwa boki tréjkata maja dtugosci 4 cm i 5 cm. Jego pole jest réwne 8 cm”. Oblicz 4.13. x = V17 cm,
dlugos$¢ x trzeciego boku tréjkata oraz promien r okregu wpisanego w ten trojkat. S V17 i Tl 50 = /a5 @i,
o . - . r= (9 — \/@) cm
4.14. W trojkacie prostokatnym dwusieczna kata ostrego dzieli bok przeciwlegly
w stosunku 2 : 3. Oblicz stosunek pola kola opisanego na tréjkacie do pola kota wpi- 9(3+ v5)
sanego w ten tréjkat. 4.14. s

|CD| = \|AD| - |IDB| = V4 16 = 8 [cm]
|AC| = V|CD|? + |ADP? = V82 + 42 = 4+/5 [cm]

IBC| = V|CDP + [BDJ? = V8 + 16> = 8/5 [cm]
r — promien okregu wpisanego w tréjkat ADC
O, S - srodki okregow wpisanych w tréjkaty ADC i CDB

B

1
» ok

r=—= = 16 :2(3—\/3)[cm]

p %(4+8+4\@) 2(3+5)
ACDB ~ AADC w skali k = 2, wiec promien okregu wpisanego w trojkat CDB jest rowny 2r = 4 (3 = \/E) [cm].
0S| = \r? + (3r)% = rV10 = 2v/10(3 - V5) [cm]
Odp.: promienie: 2 (3 = \/5) cm, 4 (3 = \/3) cm, odlegtos¢ miedzy srodkami: 210 (3 = \/3) cm



I 34

Dziat 1. Trygonometria

4.15. 4,71

6(7\3 +3
4.16. P = @ cm?, %

4.17. 2 (2 + 3) em’

4.18. a) r = @ cm

16V15 2
cm b) =
15 5

4.19. a) a\2 + V2

b) a(1+2)

c) a\l4+2+2

4.20. Kazdy kat wewnetrzny
pieciokata foremnego ma miare

108° (% - 180°).
AABC = BCD (bkb)

Stad 4BAC = 4BCA =<4CBD =

— 4CDB = 36° (w).

Zatem w czworokacie APDE:
JEAP = JEDP = 108° — 36° = 72°
Czworokat APDE jest wiec
deltoidem, ale:

JAPD = 360°-108°-2-72° = 108°
Stad <APD = 4AED = 108°.
Czworokat APDE jest deltoidem,
ktdrego przeciwlegte katy maja
réwne miary, zatem jest rombem.

4.21. [N %

>

Kazdy bok tréjkata ma dlugos¢ nie
wigksza niz dlugos¢ przekatnej
kwadratu, czyli V2.

Pr = %ab siny =

1 . 1 .
= —bcsina = —acsin 8
2 2

Sab< 2-VZV2=1,

1 1
-bc<1,-ac<1
2 2

Zatem P, <sing,
P, <sinf, P, <siny.
4.22. C

A D

B
J4ADB = 180° —=4ADC = 4DAC +

+<ACD =<4DAB +4ACD > <4DAB

4ADB > 4DAB, zatem
|AB| > |BD| (naprzeciwko
wiekszego kata lezy wiekszy bok).

4.15. Dany jest trojkat ABC, w ktérym: |AB| =8, |BC| =4 i 4ABC = 56°. Oblicz
dlugo$¢ dwusiecznej BD w tym trdjkgcie. Wynik podaj z dokladnoscig do drugiego
miejsca po przecinku.

4.16. W trojkacie ABC dane s3 dlugosci bokéw: |AB| = 4 cm, |BC| = V3 cm,
|AC| = 3 cm. Oblicz pole trojkata ABC oraz stosunek promienia okregu opisanego
na tym trdjkacie do promienia okregu wpisanego w ten trojkat.

4.17. W trojkacie prostokatnym jeden z katéw ostrych jest dwa razy mniejszy od
drugiego. Dtugosé¢ okregu wpisanego w ten tréjkat wynosi 2 cm. Oblicz pole kota
opisanego na trojkacie.

4.18. Boki tréjkata ABC maja dlugosci: |AB| = 4 cm, |AC| = |BC| = 8 cm.

a) Oblicz promien r okregu wpisanego w trojkat ABC i promien R okregu opisanego
na tym tréjkacie.

b) Oblicz stosunek pdl figur, na ktére symetralna boku AC rozcina tréjkat ABC.

H G
4.19. Bok o$miokata foremnego ABCDEFGH ma dlugo$¢ a

(zob. rysunek). Wyznacz dtugos¢ A F
a) przekatnej AG.

b) przekatnej AF. B E
c) przekatnej AE. C—a D
4.20. W pieciokacie foremnym ABCDE punkt P jest punktem X
przecigcia przekatnych AC i BD, jak na rysunku. Udowodnij, ze A ’ D
czworokat APDE jest rombem. ‘ 4

B A C

4.21. W kwadracie o boku dlugosci 1 zawarty jest trojkat. Wy-
kaz, ze pole tego tréjkata nie jest wigksze niz sinus dowolnego
jego kata.

4.22. W troéjkacie ABC poprowadzono dwusieczng AD. Wykaz, ze |BD| < |AB.

4.28. W tréjkacie prostokatnym ABC wysoko$¢ CD dzieli przeciwprostokatng AB
na odcinki o dtugosciach 4 cm i 16 cm. Oblicz promienie okregéw wpisanych w tréj-
katy ADC i CDB oraz odlegto$¢ miedzy srodkami tych okregdw. E

4.24. ‘W pieciokacie foremnym ABCDE o boku 1 przekatne EB
i EC przecinajg przekatng AD odpowiednio w punktach K i M,

jak na rysunku. Wykaz, ze |[KM| = & _2\/3. 5 .

A D

4.23. Patrzs. 33.
4.24. Kat wewnetrzny pieciokata ma miare 108°.
JAEB = %(180° ~108°) = 36°, 9KEM = 180° — 2 - 36° = 36°

Zatem EK jest dwusieczng kata AEM.

GAEM =2 -36° = 72°, SAME = 180° — (36° + 72°) = 72°, wiec |AM]| = |AE| = 1.
Przyjmujemy: |[KM| = x, x € (0; 1). Wtedy |AK[=1-x i |[EM|=|AK|=1-x.
Z twierdzenia o dwusiecznej w trojkacie AEM:
M:M@1_—’C:L<:>1—2x+x2:x<:>x2—3x+1:0

[KM|  |EM]| x 1-x
Stqd 5o = %g) x, = 3+2\/§

3-1/5
-

¢ (0; 1).

Zatem |[KM| = x =
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4.25. Dwa boki tréjkata o polu P maja dtugosci a i b. Wyznacz promien R okregu
opisanego na tym trdjkacie.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz

wzeszycie. Prosto do matury
1. Wskaz promien okregu wpisanego w trdjkat prostokatny o przyprostokatnych 1. B

6 cmi8cm.

A.3cm B. 2cm C. 4cm D.1cm

2. Ile wynosi pole trojkata o bokach 4, 5, 72 2. A

A. 46 B. 616 C. 4 D. 36

3. W tréjkacie ABC o boku |AC| = 18 dwusieczna CD dzieli bok AB w stosunku <k ©

|BD| : [DA| = 1: 6. Wskaz dtugos¢ boku CB.

Al B. 2 C.3 D.5

4. W trojkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych jest dwa razy krotsza od 4. P,F P

przeciwprostokatnej. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Jeden z katéw ostrych tego trdjkata jest dwa razy mniejszy od drugiego kata
ostrego.

B. Dwusieczna kata prostego dzieli przeciwprostokatng na dwa odcinki, z ktérych
jeden jest dwa razy krétszy od drugiego.

C. Stosunek promienia okregu opisanego na tym tréjkacie do promienia okregu wpi-
sanego w ten tréjkat wynosi 1 +V/3.

5. W czworokacie ABCD przedstawionym na rysunku D 5. 6(\/§ + \/5)
obok dane sg: |AB| =5, |BC| =6, |CD| =7, |DA| =4,
|AC| = 7. Oblicz pole tego czworokata.

=
(@]
“l%

6. Dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktérym
|AC| = |BC|, |AB| =1+ /3 i 9ACB = 120°. Oblicz dhu-
gosci odcinkow, na ktére dwusieczna kata przy podstawie

dzieli ramig tego trojkata. ¥

7. Boki prostokata ABCD maja dlugoséci |AB| = 20, |BC| = 25. Oblicz odlegtos¢ 7. 51123 — 1841
miedzy $rodkami okregéw wpisanych w trojkaty ABC i CDA.

4.25. _ s . 2P
b . P= 2absmy, stad siny = ot
Z jedynki trygonometrycznej:

& 2 .2 4p? _ a’b® — 4pP?
cos”y =1-sin Y_I_W_W
Va?b? — 4P? —Va?b? — 4P?
Stad cosy = —Q lub cosy = Q0

Z twierdzenia cosinuséw: ¢* = a” + b’ — 2ab cos y.
Zatem ¢’ = a’ + b’ —2Va?b? — 4P* lub ¢ = a® + b* + 2Va?b? — 4P2,
Korzystamy ze wzoru na pole trojkata P = i—;c i obliczamy R.

abc ab\/a2+b272\/a2b274P2 lub R ab\/a2+b2+2\/a2b274P2
ub R = .

R=—, czyli R=
4p 4p 4p
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Odpowiedzi i rozwigzania
1. B

Vs

Multitefa

e Jak brzmi sinusoida?
e Odlegtos¢ Ziemi od Storica
i Ksiezyca

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 1

G Generator

testow i sprawdzianow

5. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-10 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1. W trojkacie ABC dane sa: |AB| = 317, <BCA = 30°. Wskaz promien okregu
opisanego na tym trdjkacie.
A.3V3 B. 317 C. 1,5V7 D. 6

2. Promien okregu opisanego na trojkacie jest rowny 17. Jeden z katow trdjkata ma
miare 78°. Do ktdrego przedziatu nalezy dlugos¢ boku lezacego naprzeciw tego kata?
A. (30; 31) B. (31; 32) C. (325 33) D. (33; 34)

3. W trojkacie ABC dane sg: |AB| = 24, <ABC = 45°, SCAB = 75°. Zatem
A.|AC|=8V3.  B.|AC|=8V6. C.|AC|=12V6. D.|AC|=243.

4. W tréjkacie ABC dane s3: |AB| = 8, |AC| = 62, 9ABC = 45°. Wskaz warto$é

singACB.
A2 B. 2 c. ¥ p. 22
3 3 3 3
5. Dwa boki trdjkata majg diugosci 3 i 8, a kat miedzy nimi ma miare 135°. Wskaz
dlugos¢ trzeciego boku tego trojkata.

A.\73-24V2  B.\73-12v2  C.\73+12V2  D.\73+24V2

6. Trojkat o bokach V3, V7, V17
A. jest ostrokatny. C. jest rozwartokatny.
B. jest prostokatny. D. nie istnieje.

7. Boki tréjkata maja dtugosci V3, V7 i 3. Wskaz warto$¢ cosinusa najwigkszego
kata w tym tréjkacie.

5 1 V3 137
A — B. — C. — D. —
6V3 2v21 3 42
8. Boki trojkata majg dtugosci 7, 12 i 13. Ile wynosi pole tego tréojkata?
A. 12V3 B. 243 C. 4V273 D. 8+/273

9. Przyprostokatne trojkata prostokatnego maja dtugosci 121 16. Ile wynosi promien
okregu wpisanego w ten trojkat?
A.3 B. 4 C.5 D. 6



10. W tréjkacie ABC dane sg dlugosci bokéw: |AB| = 15, |AC| = 12, |BC| = 18.
Dwusieczna kata CAB przecina bok BC w punkcie D. Wskaz diugos¢ odcinka CD.
A.6 B. 8 C. 10 D. 12

W zadaniach 11-15 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

11. W trojkacie ABC dane sa: |AB| = 10, |AC| = 8, 4ABC = 30°. Wynika stad, ze
A.Sin9ACB = 2.
B. trojkat ABC jest rozwartokatny.

C. sa dwa trojkaty spelniajace warunki zadania.

12. W trojkacie ABC dane sa: |AB| = 3, |AC| = 5, SACB = 45°. Wynika stad, ze
A. s3 dwa trojkaty spelniajace warunki zadania.

B. tréjkat ABC jest rozwartokatny.

C. dane sg bledne, taki trojkat nie istnieje.

13. Boki tréjkata majg sie do siebie jak 3:5:6. Wynika stad, ze
A. tréjkat ten jest rozwartokatny.

1
B. cosinus najwiekszego kata tego trojkata jest rowny BT

g el 25 : , 13
C. cosinus najmniejszego kata tego trdjkata jest rowny TS

14. W trojkacie ABC dane sa: |AB| = ¢, |BC| = a, |AC| = b, <ABC = 30°. Zatem
A. pole tego trojkata jest rowne %ac.
B. promien okregu opisanego na tym tréjkacie jest rowny b.

C. sin<CAB = 2.
2

15. W trojkacie ABC dane sa: |AB| = \5, |BC| = V6, |AC| = V7. Zatem

V30 3 . V13
A. cosdIABC = —. B. cos<CAB = —. C. sindABC = —.
15 V35 V15

Zadania otwarte kroétkiej odpowiedzi

16. W trojkacie ABC dane sa: |AB| = 6, 9ABC = 35°, 4BCA = 74°. Wyznacz
obwad tego trojkata z dokladnoscia do jednego miejsca po przecinku.

17. Promien okregu opisanego na trojkacie ABC jest rowny 20, SCAB = 40°
i <ABC = 22°. Wyznacz obwdd tego tréjkata z doktadnoscia do 0,1.

18. Bok BC tréjkata ABC ma dtugos¢ 16v/3, a promien okregu opisanego na tym
tréjkacie wynosi 16. Wyznacz miare {CAB.

10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

5. Powtdrzenie

P,P, P

F,F,P

P,P,P

F,P,P

P,P,P

15,5

76,0

60° lub 120°
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19. 21/10

20. |AC| = V97, |BD| = V273

21. Przyjmujemy:
«, 3, y - katy tréjkata,

. 1
sina = —,
7

a, b, ¢ — dlugosci bokow lezacych

naprzeciwko katow «, S, y.

Z twierdzenia sinusow:
a sina 1

- = =—,stad b=2

b sinff 2 S “
i 1

a_ e _ 2 stad ¢ = 5a

¢ siny 5

Nie istnieje trojkat o bokach
dlugosci: a, 2a i 5a, bo

a +2a < 5a, co jest sprzeczne

z nieréwnoscig trdjkata.

22. a) SCAD = 41°, 4DAB =19°

b) 1

26. Oznaczamy:

« - kat lezacy naprzeciwko
boku 24,

R - promien okregu opisanego

na tym trdjkacie.
Z twierdzenia cosinusow:

164> +9a° — 4a*
cos = ——mmmmmmm =

2-3a-4a
_21d 7
T 2402 " 8
7 2
Zatem sina = 1—(5) =

. .. , 2a
Z twierdzenia sinusOw ——
si

Stqd R= sin « - \/_175 15
27. a) 120°
b) 3v2 -6
2
c) V6
28, ©V7 V7
5 5

A

Z twierdzenia o dwusiecznej:
a _ |BD|
b |AD
2 3 2V3-
SthE= +V3 2v3 0
b 3+2V3 2V3-3
_4V3-6+6-3V3 _ 3

12-9 3

2= tgo = ?, stad « = 30°.

Odp.: 30°, 60°, 90°

. 2. 5
sin 8 = o siny ==,

T

!

a 8a 8\/Ea

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

19. W trdjkacie ABC dane sa: |[AB| = 7, |BC| =9, |CA| = 10. Wyznacz dtugo$¢
srodkowej BD.

20. W réownolegtoboku ABCD dane s3: |[AB| = 11, |[BC| = 8, 4ABC = 60°. Wy-
znacz diugosci przekatnych tego réwnolegtoboku.

21. Wykaz, ze nie istnieje trojkat, w ktorym sinusy katow sa rowne —, i

N | =
N>

22. Na boku BC trojkata réwnobocznego ABC obrano taki punkt D, ze
|CD|: |DB| =2:1. Oblicz

a) miary katow CAD i DAB z dokltadnoscig do 1°.

b) stosunek promieni okregéw opisanych na tréjkatach ACD i ABD.

23. W trojkacie rozwartokatnym ABC o kacie rozwartym przy wierzchotku B dane
s3 |AB| = 4V2 i |AC| = 4 (1 + \/5) Poprowadzono wysoko$¢ BD i otrzymano
trojkat rownoramienny ABD. Wyznacz katy trojkata ABC oraz pole P kota opisanego
na tym tréjkacie.

24. W tréjkacie rownoramiennym ABC miara kata BAC jest réwna 30°, a podstawa
AB ma dlugos¢ 8. Oblicz diugos¢ srodkowej AD tego trojkata.

C

25. Na trdjkacie réownobocznym ABC opisano okrag. Na K
tuku BC obrano punkt K, jak na rysunku obok. Wykaz, ze
|CK|* - |CK]| - |AK| = |[KB|* - |KB| - |[KA.
26. Boki trdjkata maja diugosci 2a, 3a, 4a. Wykaz, ze
promien okregu opisanego na tym tréjkacie jest réwny A B
815
—a.

15

27. Odcinki o dlugosciach: 23, 3— 3, 3V2 s3 bokami trojkata.
a) Wyznacz miare najwickszego kata tego tréjkata.

b) Oblicz wysoko$¢ poprowadzong z wierzchotka tego kata.

c) Oblicz promien okregu opisanego na tym tréjkacie.

28. W trojkacie ABC dane sg: |AB| = 6, |BC| =9, SABC = 60°. Wyznacz dtugosci
odcinkéw, na ktére dwusieczna kata ABC dzieli bok CA.

29. W tréjkacie prostokatnym dwusieczna kata prostego podzielita przeciwprosto-
katna na odcinki o dtugoéciach 2 + V3 i 3 +2v/3. Wyznacz miary katow trojkata.

23. 4A = 45°, 4B = 105°, 4C = 30°, P = 3270
24. —4?

25. Z twierdzenia o katach wpisanych opartych na tym samym tuku:
JAKC =<4ABC = 60°, 4AKB =<4ACB = 60°

Zatem cos<AKC = cos<AKB = %

Z twierdzenia cosinusow w trojkacie ACK:

|ACI® = |CK|* + |AK|* - 2|CK] - |AK] - % |ACI® = |CK|* + |AK|* - |CK]| - |AK|
Z twierdzenia cosinuséw w tréjkacie ABK i |AB| = |AC|:

|ACI* = |[KB|* + |AK|* - |KB| - |[KA|

Poréwnujemy powyzsze réwnosci i otrzymujemy teze:

ICK[* - |CK]| - |AK| = |[KB|* - |[KB| - |[KA]



