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Wstęp

Podręcznik Prosto do matury dla klasy trzeciej jest dostosowany do podstawy pro-
gramowej obowiązującej w liceum od września 2019 r. i obejmuje treści z zakresu
podstawowego.

Książka zawiera około tysiąca zadań do samodzielnego rozwiązania. To wystarczy
do gruntownego przećwiczenia umiejętności nabytych podczas lekcji. Zadania trud-
niejsze oznaczono lub , zadania typu „Wykaż. . .” poprzedzono znakiem , na-
tomiast te zadania, do których rozwiązania przydatny jest kalkulator – znakiem .

Podręcznik dostosowany jest do samodzielnej nauki, co może być cenne na przy-
kład w razie nieobecności w szkole. Wprowadzane pojęcia ilustrujemy przykłada-
mi rozwiązanych zadań. W zrozumieniu materiału bardzo pomogą kolorowe rysun-
ki merytoryczne. Wybrane rozwiązane zadania typu maturalnego zostały oznaczone
znakiem .

Po każdym temacie proponujemy zestaw siedmiu zadań zatytułowanych Prosto do
matury.Warto, by po omówieniu każdego tematu uczniowie próbowali rozwiązywać
je samodzielnie. Będzie to sprawdzianem umiejętności potrzebnych na maturze.

Uwaga: W zadaniach testowych, w których należy wybrać jedną odpowiedź spośród
czterech podanych, wybrana odpowiedź nie musi być jedynym istniejącym rozwią-
zaniem postawionego problemu.

Odpowiedzi do pytań, poleceń, rozwiązań zadań nie należy zapisywać w podręcz-
niku.

Autorzy
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Wykaz używanych
oznaczeń matematycznych

𝑥 ∈ 𝐴; 𝑥 ∉ 𝐴 𝑥 należy do zbioru 𝐴; 𝑥 nie należy do zbioru 𝐴
{𝑎, 𝑏, 𝑐}; ̸0 zbiór, którego elementami są 𝑎, 𝑏, 𝑐; zbiór pusty
N, Z,Q, R zbiór liczb naturalnych, całkowitych, wymiernych, rzeczywistych
𝐴 ⊂ 𝐵 zbiór 𝐴 jest podzbiorem zbioru 𝐵
𝐴 ∩ 𝐵 część wspólna (iloczyn) zbiorów 𝐴 i 𝐵
𝐴 ∪ 𝐵 suma zbiorów 𝐴 i 𝐵
𝐴 − 𝐵 różnica zbiorów 𝐴 i 𝐵
𝑛√𝑎 pierwiastek stopnia 𝑛 z liczby 𝑎
log 𝑎 𝑏 (log 𝑏) logarytm przy podstawie 𝑎 (10) liczby 𝑏
(𝑎; 𝑏) przedział otwarty, zbiór liczb większych od 𝑎 i mniejszych od 𝑏
⟨𝑎; 𝑏⟩ przedział domknięty (zamknięty)
⟨𝑎; 𝑏) przedział lewostronnie domknięty
(𝑎; 𝑏⟩ przedział prawostronnie domknięty
|𝑎| wartość bezwzględna liczby 𝑎
𝑓(𝑥) wartość funkcji 𝑓 dla argumentu 𝑥
𝐷; ZW dziedzina funkcji; zbiór wartości funkcji
𝑜(𝑆, 𝑟) okrąg o środku 𝑆 i promieniu 𝑟
𝑘(𝑆, 𝑟) koło o środku 𝑆 i promieniu 𝑟
𝑃; obw pole figury; obwód figury
𝐴 = (𝑎, 𝑏) punkt 𝐴 o współrzędnych 𝑎 (tzw. odcięta) i 𝑏 (tzw. rzędna)
𝐴𝐵; |𝐴𝐵| odcinek o końcach 𝐴 i 𝐵; długość odcinka 𝐴𝐵
𝑎 || 𝑏 prosta 𝑎 jest równoległa do prostej 𝑏
𝑎 ⟂ 𝑏 prosta 𝑎 jest prostopadła do prostej 𝑏
∢𝐴𝐵𝐶 kąt o wierzchołku 𝐵 i ramionach: półprostej 𝐵𝐴 i półprostej 𝐵𝐶
△𝐴𝐵𝐶 trójkąt 𝐴𝐵𝐶
Δ delta; wyróżnik trójmianu kwadratowego
sin𝛼 sinus kąta 𝛼
cos𝛼 cosinus kąta 𝛼
tg𝛼 tangens kąta 𝛼
(𝑎𝑛); 𝑎𝑛 ciąg; 𝑛-ty wyraz ciągu (𝑎𝑛)
𝑆𝑛 suma 𝑛 początkowych wyrazów ciągu
Ω zbiór zdarzeń elementarnych
𝐴 liczba zdarzeń elementarnych sprzyjających zdarzeniu 𝐴
𝑃(𝐴) prawdopodobieństwo zajścia zdarzenia 𝐴
𝐴′ zdarzenie przeciwne do zdarzenia 𝐴
EX wartość oczekiwana
𝑥; 𝑥𝑤 średnia wyników; średnia ważona wyników
𝜎 odchylenie standardowe
𝜎2 wariancja
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Trygonometria 1
Umiejętności

Po klasie drugiej szkoły
ponadpodstawowej uczeń:
• wyznacza wartości funkcji

trygonometrycznych (sinus,
cosinus, tangens) w trójkącie
prostokątnym o danych bokach,

• oblicza długości boków i miary
kątów trójkąta prostokątnego,
jeżeli dane są jeden bok i wartość
funkcji trygonometrycznej
jednego z kątów ostrych,

• korzysta z przybliżonych
wartości funkcji
trygonometrycznych
(odczytanych z tablic lub
obliczonych za pomocą
kalkulatora),

• stosuje w zadaniach podstawowe
związki między funkcjami
trygonometrycznymi kąta
ostrego i rozwartego,

• wykorzystuje funkcje
trygonometryczne do obliczania
pól i obwodów trójkątów
i czworokątów,

• korzysta ze wzoru na pole
trójkąta ostrokątnego o danych
dwóch bokach i kącie między
nimi,

• oblicza wartości funkcji
trygonometrycznych kątów
wypukłych umieszczonych
w układzie współrzędnych,

• stosuje wzory redukcyjne
do obliczania funkcji
trygonometrycznych kątów
rozwartych.

Po tym dziale uczeń:
• znajduje związki miarowe w figurach płaskich z zastosowaniem twierdzenia sinusów

i twierdzenia cosinusów,
• znajduje związki miarowe w wielokątach z użyciem trygonometrii,
• korzysta z twierdzenia o dwusiecznej,
• korzysta ze wzorów na pole trójkąta wyrażonych za pomocą długości boków trójkąta

oraz: promienia okręgu wpisanego w trójkąt i promienia okręgu opisanego na trójkącie.



1. Warto powtórzyć – funkcje
trygonometryczne kąta
wypukłego

Powtórzymy najważniejsze pojęcia i fakty dotyczące trygonometrii.
Przypominamy, że w tych podręcznikach zamiast pisać „kąt 𝐴𝐵𝐶 o mierze 𝛼” często
używamy krótszej formy „kąt𝐴𝐵𝐶 równy 𝛼” albo „∢𝐴𝐵𝐶 = 𝛼”. Podobnie – piszemy
„wysokość równa 5”, a nie „długość wysokości równa 5”, „trójkąt ma równe przypro-
stokątne” zamiast „trójkąt ma przyprostokątne równej długości” itp.

Funkcje trygonometryczne kąta ostrego w trójkącie prostokątnym

W trójkącie prostokątnym, w którym 𝛼 jest kątem ostrym:
• stosunek długości przyprostokątnej leżącej naprzeciwko kąta 𝛼 do długości

przeciwprostokątnej nazywamy sinusem kąta 𝛼 i oznaczamy sin𝛼,
• stosunek długości przyprostokątnej przyległej do kąta 𝛼 do długości przeciw-

prostokątnej nazywamy cosinusem kąta 𝛼 i oznaczamy cos𝛼,
• stosunek długości przyprostokątnej leżącej naprzeciwko kąta 𝛼 do długości

przyprostokątnej przyległej do tego kąta nazywamy tangensemkąta𝛼 i ozna-
czamy tg𝛼.

sin𝛼 = 𝑎
𝑐
, cos𝛼 = 𝑏

𝑐
, tg𝛼 = 𝑎

𝑏
α

a
c

b
C A

B

Definicja

Funkcje trygonometryczne kąta wypukłego

Kąty umieszczamy w układzie współrzędnych
w następujący sposób.
• Wierzchołek kąta 𝛼 (0° ⩽ 𝛼 ⩽ 180°) jest począt-

kiem 𝑂 układu współrzędnych.
• Ramię początkowe kąta 𝛼 pokrywa się z dodatnią

półosią 𝑥. Ramię końcowe (wodzące) kąta 𝛼 jest
odłożonewkierunku przeciwnymdo ruchuwska-
zówek zegara.

x

y

10

P x , y= ( )p p

1
αr

xp

yp

Uwagi metodyczne

W obecnie obowiązującej
podstawie programowej do
zakresu podstawowego są
zagadnienia z trygonometrii, które
dotychczas występowały tylko
w zakresie rozszerzonym – czyli
twierdzenie sinusów i twierdzenie
cosinusów. „Warto powtórzyć”
obejmuje więc te treści zawarte
w programie trygonometrii
z poprzedniej klasy, których
powtórzenie jest niezbędne do
opanowania omawianych
zagadnień. To od nauczyciela
zależy, czy przeznaczy na te treści
oddzielną lekcję, omówi je
z grupą uczniów na zajęciach
wyrównawczych, czy zada je jako
pracę domową. Istotne jest, że
w trzeciej klasie trygonometrii
będziemy używać głównie jako
narzędzia do rozwiązywania
problemów geometrycznych, więc
warto w tym powtórzeniu skupić
się na takich właśnie aspektach
trygonometrii.
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• Dla punktu 𝑃 ≠ 𝑂 wybranego na ramieniu wodzącym kąta 𝛼 odcinek 𝑂𝑃 nazy-
wamy promieniem wodzącym punktu 𝑃.
Tak samo nazywamy liczbę 𝑟 = |𝑂𝑃|.

Jeżeli punkt 𝑃 = (𝑥𝑃, 𝑦𝑃) leży na ramieniu wodzącym kąta 𝛼, a 𝑟 = √𝑥2𝑃 + 𝑦
2
𝑃 jest

promieniem wodzącym tego punktu, to:

sin𝛼 = 𝑦𝑃
𝑟

, cos𝛼 = 𝑥𝑃
𝑟

, tg𝛼 = 𝑦𝑃
𝑥𝑃

dla 𝑥𝑃 ≠ 0

Wartości funkcji trygonometrycznych wybranych kątów

𝛼 0° 30° 45° 60° 90° 180°

sin𝛼 0 1
2

√2
2

√3
2

1 0

cos𝛼 1
√3
2

√2
2

1
2

0 −1

tg𝛼 0
√3
3

1 √3 nie
istnieje 0

𝛼 0° 30° 45° 60° 90° 180°

sin𝛼 0 1
2

√2
2

√3
2

1 0

cos𝛼 1
√3
2

√2
2

1
2

0 −1

tg𝛼 0
√3
3

1 √3 nie
istnieje 0

𝛼 (0°; 90°) (90°; 180°)

sin𝛼 + +

cos𝛼 + −

tg𝛼 + −

𝛼 (0°; 90°) (90°; 180°)

sin𝛼 + +

cos𝛼 + −

tg𝛼 + −

Podstawowe zależności trygonometryczne

Wzory redukcyjne
Jeżeli 𝛼 jest kątem ostrym, to:

• sin (90° − 𝛼) = cos𝛼 • sin (180° − 𝛼) = sin𝛼
• cos (90° − 𝛼) = sin𝛼 • cos (180° − 𝛼) = − cos𝛼

• tg (180° − 𝛼) = − tg𝛼

Twierdzenie

• Dla każdego kąta 𝛼 ∈ ⟨0°; 180°⟩ zachodzi równość:

sin2 𝛼 + cos2 𝛼 = 1
• Dla każdego kąta 𝛼 ∈ ⟨0°; 180°⟩ − {90°} zachodzi równość:

tg𝛼 = sin𝛼
cos𝛼

Twierdzenie

1. Warto powtórzyć – funkcje trygonometryczne kąta wypukłego 9
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Przypomnijmy jeszcze wzór pozwalający obliczyć pole trójkąta o danych dwóch bo-
kach i kącie zawartym między tymi bokami.

Jeżeli w trójkącie między bokami o długościach 𝑏 i 𝑐 zawarty jest kąt 𝛼, to pole 𝑃
tego trójkąta wynosi:

𝑃 = 1
2
𝑏𝑐 sin𝛼

Twierdzenie

Zadania

1.1. Dany jest trójkąt prostokątny 𝐴𝐵𝐶, w którym kąt 𝐶 jest prosty i ∢𝐶𝐴𝐵 = 𝛼.
Dwa boki trójkąta spełniają podane warunki. Oblicz wartości funkcji trygonome-
trycznych sinus, cosinus i tangens kąta 𝛼.
a) |𝐵𝐶| = 9, |𝐴𝐵| = 15 c) |𝐵𝐶| = 3, |𝐴𝐶| = 2
b) |𝐴𝐶| = 16, |𝐴𝐵| = 34 d) |𝐴𝐶| = 1

3
|𝐴𝐵|

1.2. Dane są długości dwóch boków trójkąta prostokątnego 𝐴𝐵𝐶 (∢𝐵𝐶𝐴 = 90°).
Odczytaj z tablic przybliżoną miarę ∢𝐶𝐴𝐵 = 𝛼 (z dokładnością do 1°).
a) |𝐴𝐵| = 5, |𝐵𝐶| = 3 c) |𝐵𝐶| = 1,7, |𝐴𝐶| = 5
b) |𝐴𝐵| = 20, |𝐴𝐶| = 3,8 d) |𝐴𝐶| = 9, |𝐴𝐵| = 40

1.3. Bok prostokąta ma długość 18. Kąt między tym bokiem a przekątną prostokąta
ma miarę 42°. Oblicz
a) długość przekątnej prostokąta z dokładnością do dwóch miejsc po przecinku.
b) pole prostokąta z dokładnością do jednego miejsca po przecinku.

1.4. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: ∢𝐵𝐴𝐶 = 18°, ∢𝐴𝐵𝐶 = 63°. Wysokość tego trójkąta
opuszczona z wierzchołka 𝐶 jest równa 6. Oblicz obwód trójkąta z dokładnością do
jednego miejsca po przecinku.

1.5. Oblicz pole trójkąta równoramiennego 𝐴𝐵𝐶, w którym |𝐵𝐶| = |𝐶𝐴| = 24
i kąt 𝐵𝐶𝐴ma miarę 30°.

1.6. Oblicz pole trójkąta 𝐴𝐵𝐶, w którym |𝐴𝐵| = 12, |𝐵𝐶| = 7 i kąt 𝐴𝐵𝐶ma miarę
120°.

10 Dział 1. Trygonometria

1.1. a) sin𝛼 = 3
5
, cos𝛼 = 4

5
,

Odpowiedzi i rozwiązania

tg𝛼 = 3
4

b) sin𝛼 = 15
17

, cos𝛼 = 8
17

,

tg𝛼 = 15
8

c) sin𝛼 = 3
√13
13

, cos𝛼 = 2
√13
13

,

tg𝛼 = 3
2

d) sin𝛼 = 2
√2
3

, cos𝛼 = 1
3
,

tg𝛼 = 2√2

1.2. a) 𝛼 = 37°
b) 𝛼 = 79°
c) 𝛼 = 20°
d) 𝛼 = 77°

1.3. a) 24,22 b) 291,7

1.4. 47,7

1.5. 144

1.6. 21√3
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1.7. Oblicz z dokładnością do dwóchmiejsc po przecinku pole rombu o boku 8 i ką-
cie ostrym o mierze 68°.

1.8. Oblicz dokładną wartość wyrażenia.
a) sin 30° ⋅ cos 45° ⋅ tg 60° c) sin2 60° − cos 135° ⋅ tg 0°
b) tg 135° + sin 90° + cos 120° d) sin 150° ⋅ cos 60° : tg2 120°

1.9. Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych sinus, cosinus i tangens kąta, któ-
rego ramię wodzące przechodzi przez punkt 𝑃.

a) 𝑃 = (12, 5) c) 𝑃 = (−11, 60) e) 𝑃 = (−2
3
, 8
3
)

b) 𝑃 = (−2, 1) d) 𝑃 = (−2√10, 3) f) 𝑃 = (−6, 0)

1.10. Obliczwartośćwyrażenia.Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych ani z kal-
kulatora.
a) cos 19° ⋅ tg 19° − cos 71° b) sin 24° ⋅ cos 66° + sin2 114°

1.11. Uprość wyrażenie sin(180° − 𝛼) ⋅ cos(90° − 𝛼) − cos(180° − 𝛼) ⋅ sin(90° − 𝛼).

1.12. Kąt 𝛼 spełnia podane warunki. Oblicz wartości pozostałych funkcji trygono-
metrycznych tego kąta.

a) cos𝛼 = 4
5

i 0° ⩽ 𝛼 ⩽ 90° c) sin𝛼 = 2
5

i 90° ⩽ 𝛼 ⩽ 180°

b) tg𝛼 = 3 i 0° ⩽ 𝛼 < 90° d) tg𝛼 = − 9
40

i 90° < 𝛼 ⩽ 180°

1.13. Udowodnij, że dane wyrażenie ma stałą wartość dla każdego kąta wypukłe-
go 𝛼, dla którego jest określone. Podaj tę wartość.

a) sin𝛼
1 + cos𝛼

+ cos𝛼 − 1
sin𝛼

b) 2sin𝛼 + cos2 𝛼
sin𝛼

− cos𝛼
tg𝛼

c) sin3 𝛼 + cos3 𝛼 − (sin𝛼 + cos𝛼)
sin𝛼 ⋅ cos2 𝛼 + sin2 𝛼 ⋅ cos𝛼

1.14. Wyznacz wartości funkcji trygonometrycznych kątów ostrych trójkąta
o wierzchołkach 𝐴 = (4, −2), 𝐵 = (2, 4), 𝐶 = (−1, 3).

1.15. W trapezie prostokątnym dłuższe ramię ma 6√3, a długość krótszej podstawy

wynosi 41
2
. Kąt rozwarty tego trapezu ma miarę 120°. Oblicz pole trapezu.

1.16. Kąt 𝛼 jest wypukły i sin𝛼 ⋅ cos𝛼 = − 5
12

. Oblicz sin𝛼 + cos𝛼.

1.17. Kąt 𝛼 jest wypukły i sin𝛼 + cos𝛼 = 2
√2
3

. Oblicz |sin𝛼 − cos𝛼|.
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1.7. 59,34

1.8. a)
√6
4

b) −1
2

c) 3
4

d) 1
12

1.9. a) sin𝛼 = 5
13

, cos𝛼 = 12
13

,

tg𝛼 = 5
12

b) sin𝛼 =
√5
5

, cos𝛼 = −2
√5
5

,

tg𝛼 = −1
2

c) sin𝛼 = 60
61

, cos𝛼 = −11
61

,

tg𝛼 = −60
11

d) sin𝛼 = 3
7
, cos𝛼 = −2

√10
7

,

tg𝛼 = −3
√10
20

e) sin𝛼 = 4
√17
17

, cos𝛼 = −
√17
17

,
tg𝛼 = −4
f) sin𝛼 = 0, cos𝛼 = −1, tg𝛼 = 0

1.10. a) 0 b) 1

1.11. 1

1.12. a) sin𝛼 = 3
5
, tg𝛼 = 3

4

b) sin𝛼 = 3
√10
10

, cos𝛼 =
√10
10

c) cos𝛼 = −
√21
5

, tg𝛼 = −2
√21
21

d) sin𝛼 = 9
41

, cos𝛼 = −40
41

1.14. sin∢𝐴 = cos∢𝐶 =
√5
5

,

cos∢𝐴 = sin∢𝐶 = 2
√5
5

,

tg∢𝐴 = 1
2
, tg∢𝐶 = 2

1.15. 131
2
(3 + √3)

1.16.
√6
6

lub −
√6
6

1.17.
√10
3

1.13. a) sin𝛼
1 + cos𝛼

+ cos𝛼 − 1
sin𝛼
= sin2 𝛼 + cos2 𝛼 − 1
(1 + cos𝛼) sin𝛼

= 1 − 1
(1 + cos𝛼) sin𝛼

= 0

b) 2 sin𝛼 + cos
2 𝛼

sin𝛼
− cos𝛼

tg𝛼
= 2 + cos2 𝛼

sin𝛼
− cos𝛼

sin𝛼
cos𝛼

= 2

c) sin3 𝛼 + cos3 𝛼 − (sin𝛼 + cos𝛼)
sin𝛼 cos2 𝛼 + sin2 𝛼 cos𝛼

= sin3 𝛼 + cos3 𝛼 − (sin𝛼 + cos𝛼)
sin𝛼 cos𝛼 (cos𝛼 + sin𝛼)

=

=
(sin𝛼 + cos𝛼) (sin2 𝛼 − sin𝛼 cos𝛼 + cos2 𝛼) − (sin𝛼 + cos𝛼)

sin𝛼 cos𝛼 (sin𝛼 + cos𝛼)
=

= (sin𝛼 + cos𝛼) (1 − sin𝛼 cos𝛼 − 1)
sin𝛼 cos𝛼 (cos𝛼 + sin𝛼)

= −1
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2. Twierdzenie sinusów
Umiejętności:
• znajdowanie związków miarowych w figurach płaskich z zastosowaniem

twierdzenia sinusów

Zadanie polegające na wyznaczeniu wszystkich nieznanych długości boków oraz
miar kątów w trójkącie nazywamy krótko rozwiązywaniem trójkąta. W kolejnych
tematach zajmiemy się tym zagadnieniem. W tym celu będziemy stosować związki
między funkcjami trygonometrycznymi zachodzące w trójkątach.

Pokażemy, że w każdym trójkącie wysokość można wyrazić w postaci iloczynu dłu-
gości boku, na który ta wysokość nie jest opuszczona, i sinusa odpowiedniego kąta
tego trójkąta.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunkach.

Zauważmy, że:

• jeżeli 𝛼 jest kątem ostrym, to sin𝛼 = ℎ
𝑏
, czyli ℎ = 𝑏 ⋅ sin𝛼,

• jeżeli 𝛼 jest kątem prostym, to ℎ = 𝑏, czyli ℎ = 𝑏 ⋅ sin𝛼, ponieważ sin 90° = 1,

• jeżeli 𝛼 jest kątem rozwartym, to sin (180° − 𝛼) = ℎ
𝑏
, czyli ℎ = 𝑏 ⋅ sin (180° − 𝛼),

więc ℎ = 𝑏 ⋅ sin𝛼.
Niezależnie od miary kąta mamy więc równość:
ℎ = 𝑏 ⋅ sin𝛼

Widentyczny sposóbmożemy poprowadzić rozumowanie dla boku 𝑎 i kąta𝛽. Otrzy-
mamy wówczas równość:
ℎ = 𝑎 ⋅ sin𝛽

Zatem:
𝑏 ⋅ sin𝛼 = 𝑎 ⋅ sin𝛽

Równość tę możemy zapisać w postaci:

(1) 𝑏
sin𝛽
= 𝑎

sin𝛼
⟵ sin𝛼 ≠ 0 i sin𝛽 ≠ 0

ZZ i KPU

temat 5.8 (klasa 2)

• Twierdzenie sinusów

Kartkówka 1.2
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Oznaczmy trzeci bok trójkąta literą 𝑐 oraz kąt leżący naprzeciwko niego literą 𝛾.
Gdy poprowadzimy wysokość z wierzchołka 𝐴 i będziemy rozumować podobnie jak
wyżej, otrzymamy 𝑏 ⋅ sin 𝛾 = 𝑐 ⋅ sin𝛽 lub inaczej:

(2) 𝑏
sin𝛽
= 𝑐

sin 𝛾
⟵ sin 𝛾 ≠ 0

Z równości (1) i (2) wynika, że:
𝑎

sin𝛼
= 𝑏

sin𝛽
= 𝑐

sin 𝛾
Otrzymaną równość nazywamy wzorem sinusów.

Udowodniliśmy w ten sposób następujące twierdzenie.

Wzór sinusów
W dowolnym trójkącie stosunek długości boku do
sinusa kąta leżącego naprzeciwko niego jest stały.
𝑎

sin𝛼
= 𝑏

sin𝛽
= 𝑐

sin 𝛾

γ

α β

a
b

c

Twierdzenie

Twierdzenie to stosujemy na przykład do obliczania długości boków trójkąta, jeżeli
dana jest jedna z nich oraz dane są kąty trójkąta.

Przykład 1 zad. 2.1

W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: |𝐴𝐵| = 12, ∢𝐴𝐵𝐶 = 45°, ∢𝐵𝐶𝐴 = 30°. Obliczymy
długość boku 𝐴𝐶.

Rozwiązanie
Na mocy twierdzenia sinusów mamy:
|𝐴𝐵|

sin∢𝐵𝐶𝐴
= |𝐴𝐶|

sin∢𝐴𝐵𝐶
12

sin 30°
= |𝐴𝐶|

sin 45°
12
1
2

= |𝐴𝐶|√2
2

|𝐴𝐶| = 12√2
B

C

45°

30°

A

Odp.: Bok 𝐴𝐶ma długość 12√2.

2. Twierdzenie sinusów 13

2.1. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane
są: |𝐵𝐶| = 8, ∢𝐶𝐴𝐵 = 45°,
∢𝐵𝐶𝐴 = 120°. Oblicz długość
boku 𝐴𝐶.
Odp.: 4(√3 − 1)

2. Twierdzenie sinusów 13



Przykład 2 zad. 2.3

Trójkąt 𝐾𝐿𝑀 jest rozwartokątny o kącie rozwartym przy wierzchołku𝑀. Dane są:

|𝐾𝐿| = 16, |𝐾𝑀| = 9√2, sin∢𝐿𝑀𝐾 = 8
9
. Obliczymy miarę kąta 𝐾𝐿𝑀.

Rozwiązanie
Na mocy twierdzenia sinusów mamy:
|𝐾𝐿|

sin∢𝐿𝑀𝐾
= |𝐾𝑀|

sin∢𝐾𝐿𝑀
16
8
9

= 9
√2

sin∢𝐾𝐿𝑀
, stąd sin∢𝐾𝐿𝑀 =

√2
2

∢𝐾𝐿𝑀 = 45° lub ∢𝐾𝐿𝑀 = 135° ⟵ sin𝛼 = sin(180° − 𝛼)

16

9   2

L

M

K

Wiemy, że trójkąt𝐾𝐿𝑀 jest rozwartokątny o kącie rozwartym przy wierzchołku𝑀,
zatem tylko kąt 45° spełnia warunki zadania.

Odp.: Kąt 𝐾𝐿𝑀ma miarę 45°.

Przykład 3 zad. 2.5

W górzystym terenie stoją dwie wieże triangulacyjne
𝐴 i 𝐵. Odległość między nimi jest równa 12,5 km. Naj-
wyższym w okolicy wierzchołkiem jest Góra Czarow-
nic (oznaczona na rysunku literą𝐶). Geodeta zmierzył
dwa kąty: z wieży 𝐴 kąt 𝐵𝐴𝐶 o mierze 26° i z wieży 𝐵
kąt 𝐴𝐵𝐶 o mierze 112°. Obliczymy przybliżone odle-
głości między Górą Czarownic a wieżami (mierzone
w linii prostej i z dokładnością do jednego miejsca po
przecinku).

A

112°26°
B

C

12,5 km

Rozwiązanie
Zastosujemydwa razywzór sinusów.Miarę kąta leżącegonaprzeciwko boku𝐴𝐵 znaj-
dujemy jako dopełnienie do 180°:

𝛾 = 180° − 26° − 112° = 42°, zatem |𝐴𝐵|
sin 42°
= |𝐴𝐶|

sin 112°

|𝐴𝐶| = 12,5 ⋅ sin 112°
sin 42°

= 12,5 ⋅ sin(180° − 68°)
sin 42°

= 12,5 ⋅ sin 68°
sin 42°

Odczytujemy z tablic matematycznych przybliżone wartości funkcji trygonome-
trycznych z dokładnością do drugiego miejsca po przecinku:

sin 68° ≈ 0,93, sin 42° ≈ 0,67

Zatem |𝐴𝐶| ≈ 12,5 ⋅ 0,93
0,67
≈ 17,4.
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2.3. Trójkąt 𝐴𝐵𝐶 jest
rozwartokątny o kącie rozwartym
przy wierzchołku 𝐴. Dane są:

|𝐴𝐵| = 6, |𝐵𝐶| = 8, sin∢𝐶𝐴𝐵 = 2
3
.

Oblicz miarę kąta 𝐴𝐶𝐵.
Odp.: 30°

2.5. Gospodarstwa 𝐴, 𝐵, 𝐶 są
położone nad stawem, jak na
rysunku poniżej.

Zmierzono, że |𝐵𝐶| = 300 m,
∢𝐶 = 35°, ∢𝐵 = 80°. Wyznacz
odległość między gospodarstwami
𝐴 i 𝐵 z dokładnością do 1 metra.
Odp.: 190m
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Do obliczenia odległości |𝐵𝐶| wybieramy inną proporcję ze wzoru sinusów:
|𝐴𝐵|

sin 42°
= |𝐵𝐶|

sin 26°
⟵ sin 26° ≈ 0,44

czyli |𝐵𝐶| = 12,5 ⋅ sin 26°
sin 42°

≈ 12,5 ⋅ 0,44
0,67
≈ 8,2

Odp.: Góra Czarownic jest oddalona od wieży 𝐴 o ok. 17,4 km, a od wieży 𝐵
o ok. 8,2 km.

Przykład 4 zad. 2.15

Kąty trójkąta 𝐴𝐵𝐶mają miary 45°, 60°, 75°, a bok 𝐵𝐶ma długość 2. Skorzystamy

ze wzoru sinusów i wykażemy, że sin 75° =
√6 + √2
4

.

Dowód

Zauważmy najpierw, że istnieje dokładnie jeden
trójkąt spełniający warunki zadania – możemy go
skonstruować, gdy określimy odcinek jednostkowy.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Zgodnie
z nimi 𝐶𝐷 jest wysokością poprowadzoną z wierz-
chołka kąta o mierze 75°.

|𝐷𝐵| = 1 i |𝐷𝐶| = √3 ⟵△𝐷𝐵𝐶 jest połową trójkąta równobocznego o boku 2

|𝐴𝐷| = √3 i |𝐴𝐶| = √6 ⟵△𝐴𝐷𝐶 jest połową kwadratu o boku |𝐷𝐶| = √3

|𝐴𝐵| = √3 + 1
|𝐴𝐵|

sin 75°
= |𝐵𝐶|

sin 45°
⟵ twierdzenie sinusów dla trójkąta 𝐴𝐵𝐶

√3 + 1
sin 75°
= 2√2
2

, stąd sin 75° =

√2
2
(√3 + 1)

2
=
√6 + √2
4

Koniec dowodu

Spotyka się równieżnastępujące zależności:

sin 15° =
√2 − √3
2

, sin 75° =
√2 + √3
2

Za pomocą odpowiednich przekształceń
można wykazać, że:

√2 − √3
2
=
√6 − √2
4

,
√2 + √3
2
=
√6 + √2
4

Zauważmy, że jeśli w trójkącie 𝐴𝐵𝐶
poprowadzimy wysokość 𝐵𝐸 z wierz-
chołka kąta o mierze 60°, to możemy
w podobny sposób wykazać, że:

sin 15° =
√6 − √2
4

2. Twierdzenie sinusów 15

2.15. Patrz s. 19.
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Wzór sinusów stosujemy również do wyznaczania promienia okręgu opisanego na
trójkącie.

Twierdzenie sinusów
W dowolnym trójkącie stosunek długości boku do sinusa kąta leżącego naprze-
ciwko niego jest równy długości średnicy okręgu opisanego na tym trójkącie.

Twierdzenie

Założenie

Trójkąt 𝐴𝐵𝐶 jest dowolny.

Teza

Stosunek długości boku trójkąta 𝐴𝐵𝐶 do sinusa kąta
leżącego naprzeciwko niego jest równy długości 2𝑅,
czyli średnicy okręgu opisanego na tym trójkącie.

Dowód

Zgodnie ze wzorem sinusów dowód wystarczy przeprowadzić dla jednego kąta. Któ-
ryś z kątów trójkąta jest kątem ostrym; oznaczmy jego wierzchołek literą𝐴. Z innego
wierzchołka (np. 𝐵) prowadzimy średnicę 𝐵𝐷.

∢𝐵𝐷𝐶 =∢𝐵𝐴𝐶 ⟵ kąty wpisane oparte na tym samym łuku

sin∢𝐵𝐷𝐶 = |𝐵𝐶|
|𝐵𝐷|

⟵ trójkąt 𝐵𝐷𝐶 jest prostokątny

sin∢𝐵𝐷𝐶 = |𝐵𝐶|
2𝑅

⟵𝑅 jest promieniem okręgu opisanego na trójkącie 𝐴𝐵𝐶

Po przekształceniu tego wzoru otrzymujemy:

2𝑅 = |𝐵𝐶|
sin∢𝐵𝐷𝐶

2𝑅 = |𝐵𝐶|
sin∢𝐵𝐴𝐶

⟵ sin∢𝐵𝐷𝐶 = sin∢𝐵𝐴𝐶

Koniec dowodu

Korzystając z oznaczeń przedstawionych na rysunku,
możemy treść twierdzenia, łącznie ze wzorem sinusów,
zapisać krótko:
𝑎

sin𝛼
= 𝑏

sin𝛽
= 𝑐

sin 𝛾
= 2𝑅
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Przykład 5 zad. 2.16

Na trójkącie, którego dwa boki mają długości 9 i 3√6, opisano okrąg o promie-
niu 3√3. Obliczymy miary kątów i długość trzeciego boku trójkąta.

Rozwiązanie
Oznaczmy:
𝛼, 𝛽, 𝛾 – kąty leżące odpowiednio naprzeciwko boków 𝑎, 𝑏, 𝑐 trójkąta,
𝑅 – promień okręgu opisanego na tym trójkącie.

Przyjmijmy, że 𝑎 = 9, 𝑏 = 3√6.

•
9

sin𝛼
= 6√3 ⟵ zgodnie ze wzorem 𝑎

sin𝛼
= 2𝑅

sin𝛼 = 9
6√3
=
√3
2

𝛼 = 60° lub 𝛼 = 120° ⟵ sin𝛼 = sin (180° − 𝛼)

•
3√6
sin𝛽
= 6√3

sin𝛽 = 3
√6
6√3
=
√2
2

𝛽 = 45° lub 𝛽 = 135° ⟵ sin𝛽 = sin (180° − 𝛽)

Suma kątów trójkąta wynosi 180°, zatem 𝛼 + 𝛽 < 180° i 𝛾 = 180° − (𝛼 + 𝛽). Nie
istnieje trójkąt o kątach 𝛼 = 60° i 𝛽 = 135° ani trójkąt o kątach 𝛼 = 120° i 𝛽 = 135°.

Możliwe są więc dwa rozwiązania:
I. trójkąt o kątach 𝛼 = 60°, 𝛽 = 45°, 𝛾 = 75°
II. trójkąt o kątach 𝛼 = 120°, 𝛽 = 45°, 𝛾 = 15°

Długość trzeciego boku trójkąta obliczamy ze wzoru 𝑐
sin 𝛾
= 2𝑅, czyli:

𝑐 = 2𝑅 sin 𝛾

𝑐 = 6√3 sin 75° = 6√3 ⋅
√6 + √2
4
= 9
√2 + 3√6
2

⟵ dla I trójkąta

𝑐 = 6√3 sin 15° = 6√3 ⋅
√6 − √2
4
= 9
√2 − 3√6
2

⟵ dla II trójkąta

Odp.: 𝛼 = 60°, 𝛽 = 45°, 𝛾 = 75°, 𝑐 = 9
√2 + 3√6
2

lub 𝛼 = 120°, 𝛽 = 45°, 𝛾 = 15°, 𝑐 = 9
√2 − 3√6
2

2. Twierdzenie sinusów 17

2.16. Na trójkącie, którego
dwa boki mają 4,2 cm i 6,3 cm,
opisano okrąg o promieniu 5 cm.
Oblicz miary kątów tego trójkąta
z dokładnością do 1° i długość jego
trzeciego boku z dokładnością
do 1 mm.
Odp.: 25°, 39°, 116°, 9,0 cm
lub 25°, 141°, 14°, 2,4 cm

2. Twierdzenie sinusów 17



Zadania

Wponiższych zadaniach odczytuj wartości funkcji trygonometrycznych z dokładno-
ścią do czwartego miejsca po przecinku, a miary kątów z dokładnością do 1°. Możesz
wykorzystywać podane w przykładzie 4 dokładne wartości sin 75° i sin 15°.

2.1. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: |𝐵𝐶| = 8, ∢𝐶𝐴𝐵 = 45°, ∢𝐵𝐶𝐴 = 120°. Oblicz
długość boku 𝐴𝐶.

2.2. Kąty trójkąta 𝐴𝐵𝐶 oznaczono 𝛼, 𝛽, 𝛾, a literami 𝑎, 𝑏, 𝑐 – boki odpowiednio
przeciwległe do tych kątów. Oblicz
a) sin𝛽 dla 𝑎 = 20, 𝑏 = 24, 𝛼 = 45°. c) sin𝛼 dla 𝑎 = 11, 𝑐 = 17, 𝛾 = 71°.
b) 𝑏 dla 𝑐 = 36, 𝛼 = 75°, 𝛽 = 45°. d) 𝑐 dla 𝑎 = 16, 𝛽 = 26°, 𝛾 = 48°.

2.3. Trójkąt 𝐴𝐵𝐶 jest rozwartokątny o kącie rozwartym przy wierzchołku 𝐴. Dane

są: |𝐴𝐵| = 6, |𝐵𝐶| = 8, sin∢𝐶𝐴𝐵 = 2
3
. Oblicz miarę kąta 𝐴𝐶𝐵.

2.4. Oblicz brakujące miary kątów (z dokładnością do 1°) i długości boków (z do-
kładnością do drugiego miejsca po przecinku) trójkąta 𝐴𝐵𝐶, w którym 𝛼, 𝛽, 𝛾 są
kątami wewnętrznymi oraz 𝑎, 𝑏, 𝑐 – bokami odpowiednio przeciwległymi.
a) 𝑎 = 7 cm, 𝛼 = 37°, 𝛽 = 100°
b) 𝑏 = 12,7 cm, 𝛼 = 78°, 𝛽 = 45°
c) 𝑐 = 11,3 cm, 𝛾 = 27°, 𝛽 = 120°

2.5. Gospodarstwa 𝐴, 𝐵, 𝐶 są położone nad
stawem, jak na rysunku obok. Zmierzono, że
|𝐵𝐶| = 300m, ∢𝐶 = 35°, ∢𝐵 = 80°.
Wyznacz odległość między gospodarstwami
𝐴 i 𝐵 z dokładnością do 1 metra.

2.6. Przekątna równoległoboku ma długość 24 cm i dzieli kąt rozwarty równoległo-
boku na kąty o miarach 45° i 75°. Oblicz długości boków tego równoległoboku.

2.7. W trapezie równoramiennym 𝐴𝐵𝐶𝐷, w którym 𝐴𝐵 || 𝐷𝐶, przekątna 𝐴𝐶 ma
długość 8 cm,∢𝐶𝐴𝐵 = 22° i∢𝐴𝐶𝐵 = 113°. Oblicz miary kątów i długości boków
trapezu z dokładnością do dwóch miejsc po przecinku.

2.8. Na brzegu jeziora znajdują się dwie przystanie, oznaczone jako𝐴 i 𝐵, oddalone
w linii prostej o 1,6 km. Z każdej z nichwidoczna jest ta samamała wyspa – oznaczmy
ją𝑊. Za pomocą kompasu zmierzono kąty: ∢𝑊𝐴𝐵 = 54° i ∢𝐴𝐵𝑊 = 48°. Oblicz
odległość wyspy od każdej z tych przystani (z dokładnością do 0,01 km).
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2.1. 4(√3 − 1)
Odpowiedzi i rozwiązania

2.2. a) 3
√2
5

b) 12√6
c) 0,612 d) 12,37

2.3. 30°

2.4. a) 𝛾 = 43°, 𝑏 = 11,45 cm,
𝑐 = 7,93 cm
b) 𝛾 = 57°, 𝑎 = 17,57 cm,
𝑐 = 15,06 cm
c) 𝛼 = 33°, 𝑎 = 13,56 cm,
𝑏 = 21,56 cm

2.5. 190m

2.6. 4(3√2 + √6) cm i 8√6 cm

2.7. ∢𝐴 = ∢𝐵 = 45°,
∢𝐶 = ∢𝐷 = 135°,
|𝐴𝐷| = |𝐵𝐶| = 4,24 cm,
|𝐴𝐵| = 10,41 cm, |𝐶𝐷| = 4,42 cm

2.8. |𝐴𝑊| = 1,22 km,
|𝐵𝑊| = 1,32 km

2.17. I przypadek

A

C

B
C

1

A
1

B
1 M

∢𝐴𝑀𝐶1 = 90° −∢𝑀𝐴𝐶1 = 90° −∢𝐴1𝐴𝐵 =∢𝐴𝐵𝐴1 =∢𝐴𝐵𝐶
Analogicznie: ∢𝐵𝑀𝐶1 =∢𝐵𝐴𝐶.
Stąd ∢𝐴𝑀𝐵 =∢𝐴𝐵𝐶 +∢𝐵𝐴𝐶 = 180° −∢𝐴𝐶𝐵.
Zatem sin∢𝐴𝑀𝐵 = sin∢𝐴𝐶𝐵.
Analogicznie pokazujemy, że sin∢𝐵𝑀𝐶 = sin∢𝐵𝐴𝐶,
sin∢𝐴𝑀𝐶 = sin∢𝐴𝐵𝐶.

Ciąg dalszy rozwiązania na s. 19.
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2.9. Oblicz promień okręgu opisanego na trójkącie 𝐴𝐵𝐶, w którym
a) ∢𝐴 = 14°, |𝐵𝐶| = 10 cm. b) ∢𝐵 = 124°, |𝐴𝐶| = 9 cm.

2.10. Trójkąt 𝐴𝐵𝐶 jest wpisany w okrąg o środku 𝑆, |𝐴𝐵| = 8, ∢𝐴𝑆𝐶 = 140°
i ∢𝐶𝑆𝐵 = 100°. Oblicz długości boków 𝐵𝐶 oraz 𝐴𝐶 (z dokładnością do 0,01).

2.11. W trójkącie kąt o mierze 74° przylega do boku długości 10 cm. Promień okrę-
gu opisanego na tym trójkącie jest równy 6 cm. Oblicz długości pozostałych boków
i miary kątów trójkąta.

2.12. Oblicz promień okręgu opisanego na trójkącie, w którym jeden z boków ma
długość 7√3, a kąty przyległe do tego boku mają miary 80° i 40°.

2.13. Okrąg o promieniu 18 cm jest opisany na trójkącie, którego kąty pozostają
w stosunku 3 : 4 : 5. Oblicz długości boków tego trójkąta.

2.14. Wtrapezie równoramiennymprzekątna o długości 3√2 tworzy z krótszą pod-
stawą kąt 45°, a z ramieniem kąt 75°. Oblicz obwód trapezu.

2.15. Wykaż, że sin 15° =
√6 − √2
4

.

2.16. Na trójkącie, którego dwa boki mają 4,2 cm i 6,3 cm, opisano okrąg o pro-
mieniu 5 cm. Oblicz miary kątów tego trójkąta z dokładnością do 1° i długość jego
trzeciego boku z dokładnością do 1 mm.

2.17. Punkt𝑀 jest punktem przecięcia prostych zawierających wysokości trójkąta
𝐴𝐵𝐶, różnym od jego wierzchołków. Udowodnij, że okręgi opisane na trójkątach
𝐴𝐵𝑀, 𝐵𝑀𝐶, 𝐴𝐶𝑀 i 𝐴𝐵𝐶mają równe promienie.

2.18. Wykaż, że jeżeli w trójkącie 𝐴𝐵𝐶 zachodzi związek |𝐴𝐵|
cos∢𝐵𝐶𝐴

= |𝐵𝐶|
cos∢𝐶𝐴𝐵

,

to trójkąt 𝐴𝐵𝐶 jest równoramienny.

2.19. Po tej samej orbicie okołoziemskiej o promieniu 11 tys. km krążą trzy satelity:
𝐴, 𝐵 i 𝐶. Kąt 𝐵𝐴𝐶ma miarę 57°.
a) Wyznacz odległość między satelitami 𝐵 i 𝐶.
b) Sprawdź, czy satelita 𝐶 jest widoczny z kamery umieszczonej w satelicie 𝐵. Przyj-

mij, że promień Ziemi jest równy 6300 km.

2.20. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: |𝐴𝐵| = 4, |𝐴𝐶| = 4√2, ∢𝐵𝐶𝐴 = 30°. Oblicz
długość boku 𝐵𝐶.
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2.17. II przypadek
∢𝐴𝑀𝐵 =∢𝐴𝑀𝐵1 = 90° −∢𝑀𝐴𝐵1 =∢𝐴𝐶𝐵
Analogicznie: ∢𝐵𝑀𝐶 =∢𝐵𝐴𝐶.
Stąd ∢𝐴𝑀𝐶 =∢𝐴𝐶𝐵 +∢𝐵𝐴𝐶 = 180° −∢𝐴𝐵𝐶.
Zatem sin∢𝐴𝑀𝐵 = sin∢𝐴𝐶𝐵, sin∢𝐵𝑀𝐶 = sin∢𝐵𝐴𝐶,
sin∢𝐴𝑀𝐶 = sin∢𝐴𝐵𝐶.

Niech: 𝑅1, 𝑅2, 𝑅3, 𝑅 – promienie okręgów opisanych
odpowiednio na trójkątach 𝐴𝑀𝐵, 𝐵𝑀𝐶, 𝐴𝑀𝐶 i 𝐴𝐵𝐶.
Z twierdzenia sinusów w trójkątach 𝐴𝐵𝑀 i 𝐴𝐵𝐶:
|𝐴𝐵|

sin∢𝐴𝑀𝐵
= 2𝑅1 i |𝐴𝐵|

sin∢𝐴𝐶𝐵
= 2𝑅

Sinusy kątów w równościach powyżej są równe, więc 𝑅1 = 𝑅.
Analogicznie pokazujemy, że 𝑅2 = 𝑅 i 𝑅3 = 𝑅.
Zatem 𝑅1 = 𝑅2 = 𝑅3 = 𝑅.

A C
1

B
1

A
1

M

B

C

2.9. a) ok. 20,7 cm
b) ok. 5,4 cm

2.10. |𝐵𝐶| = 7,08, |𝐴𝐶| = 8,68
lub |𝐵𝐶| = 17,92, |𝐴𝐶| = 21,98

2.11. 11,54 cm, 9,13 cm, 50°, 56°

2.12. 7

2.13. 18√2 cm, 18√3 cm,
9(√6 + √2) cm

2.14. obw = 2(3 + 2√3)

2.15.

A D

C

B

15°

30°

60°45°

1

W trójkącie 𝐵𝐷𝐶: |𝐵𝐶| = 2,
|𝐶𝐷| = √3
W trójkącie 𝐴𝐷𝐶:
|𝐴𝐷| = |𝐶𝐷| = √3
|𝐴𝐵| = |𝐴𝐷| − |𝐵𝐷| = √3 − 1
Z twierdzenia sinusów
w trójkącie 𝐴𝐵𝐶:
|𝐴𝐵|

sin 15°
= |𝐵𝐶|

sin 45°

Stąd sin 15° = |𝐴𝐵| sin 45°
|𝐵𝐶|

=

=
(√3 − 1) ⋅

√2
2

2
=
√6 − √2
4

.

2.16. 25°, 39°, 116°, 9,0 cm
lub 25°, 141°, 14°, 2,4 cm

2.18. Dana jest równość:

(1) |𝐴𝐵|
cos∢𝐵𝐶𝐴

= |𝐵𝐶|
cos∢𝐶𝐴𝐵

Z twierdzenia sinusów:

(2) |𝐴𝐵|
sin∢𝐵𝐶𝐴

= |𝐵𝐶|
sin∢𝐶𝐴𝐵

Dzielimy równości (1) i (2)
stronami:
sin∢𝐵𝐶𝐴
cos∢𝐵𝐶𝐴

= sin∢𝐶𝐴𝐵
cos∢𝐶𝐴𝐵

tg∢𝐵𝐶𝐴 = tg∢𝐶𝐴𝐵
Zatem ∢𝐵𝐶𝐴 =∢𝐶𝐴𝐵,
czyli trójkąt 𝐴𝐵𝐶 jest
równoramienny.

2.19. Patrz s. 20.

2.20. Patrz s. 20.

2. Twierdzenie sinusów 19



2.21. Przekątna równoległoboku ma długość 𝑑 i dzieli jego kąt na dwa kąty o mia-
rach 𝛼 oraz 𝛽. Wyznacz długości boków tego równoległoboku.

Prosto do matury

W każdym z zadań 1–3 jest tylko jedna poprawna odpowiedź. Wybierz ją i zapisz
w zeszycie.

1. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: |𝐴𝐵| = 6√3, ∢𝐵𝐶𝐴 = 120°. Wskaż promień okręgu
opisanego na tym trójkącie.
A. 3√3 B. 6 C. 6√3 D. 12

2. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: |𝐴𝐵| = 24, |𝐵𝐶| = 16, ∢𝐵𝐶𝐴 = 60°. Wskaż wartość
sin∢𝐶𝐴𝐵.

A. 1
3

B. 2
3

C.
√3
3

D. √3

3. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: |𝐵𝐶| = 18, ∢𝐶𝐴𝐵 = 45°, sin∢𝐵𝐶𝐴 =
√2
3

. Wskaż
długość boku 𝐴𝐵.
A. 4√6 B. 12 C. 12√2 D. 27

4. Niech 𝛼, 𝛽, 𝛾 będą kątami trójkąta 𝐴𝐵𝐶, 𝑎, 𝑏, 𝑐 – bokami odpowiednio przeciw-
ległymi oraz 𝛼 = 30°. Oceń prawdziwość podanych zdań.

A. 𝑏
𝑐
= sin𝛽

sin 𝛾

B. 𝑎
𝑐
= sin 𝛾
2

C. Długość jednego z boków trójkąta jest równa promieniowi okręgu opisanego na
tym trójkącie.

5. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: |𝐴𝐵| = 4, ∢𝐶𝐴𝐵 = 50°, ∢𝐴𝐵𝐶 = 75°. Wyznacz
długość boku 𝐵𝐶 z dokładnością do jednego miejsca po przecinku.

6. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: |𝐴𝐵| = 32, |𝐵𝐶| = 26, ∢𝐵𝐶𝐴 = 42°. Wyznacz miarę
kąta 𝐶𝐴𝐵 z dokładnością do 1°.

7. Wykaż, że pole trójkąta o kątach 𝛼, 𝛽, 𝛾wpisanego w okrąg o promieniu 𝑅wyraża
się wzorem 𝑃 = 2𝑅2 sin𝛼 ⋅ sin𝛽 ⋅ sin 𝛾.
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2.19.

A

B

C

D

R

OR

R

a) 𝑅 = 11 tys. km, ∢𝐵𝐴𝐶 = 57°
|𝐵𝐶| = 2𝑅 sin 57° ≈
≈ 22 000 ⋅ 0,8387 ≈ 18,5 tys. [km]
b) Satelita 𝐶 jest widoczny
z kamery w satelicie 𝐵,
gdy |𝑂𝐷| > 6300 km.
|𝑂𝐷| = √𝑅2 − |𝐵𝐷|2 =

= √𝑅2 − (1
2
|𝐵𝐶|)

2
≈

≈ √11 0002 − 92502 ≈ 6000 [km]
|𝑂𝐷| < 6300 km, zatem satelita 𝐶
nie jest widoczny.
Odp.: a) ok. 18,5 tys. km b) nie

2.21.

A B

CD

d

b

a

a

b

g

g

b

b

a
a

𝛾 = 180° − (𝛼 + 𝛽), więc
sin 𝛾 = sin(𝛼 + 𝛽).
Z twierdzenia sinusów
w trójkącie 𝐴𝐵𝐶:
𝑎

sin𝛼
= 𝑏

sin𝛽
= 𝑑

sin 𝛾
Stąd:

𝑎 = 𝑑 ⋅ sin𝛼
sin(𝛼 + 𝛽)

𝑏 = 𝑑 ⋅ sin𝛽
sin(𝛼 + 𝛽)

Odp.:
𝑑 ⋅ sin𝛼

sin(𝛼 + 𝛽)
, 𝑑 ⋅ sin𝛽

sin(𝛼 + 𝛽)

1. B

Prosto do matury

2. C

3. B

4. P, F, P

5. 3,7

6. 33°

7. Wskazówka: Skorzystaj

ze wzoru 𝑃 = 1
2
𝑏𝑐 sin𝛼

oraz z twierdzenia sinusów.

2.20. Z twierdzenia siunusów: |𝐴𝐵|
sin∢𝐵𝐶𝐴

= |𝐴𝐶|
sin∢𝐴𝐵𝐶

.

sin∢𝐴𝐵𝐶 = |𝐴𝐶| sin∢𝐵𝐶𝐴
|𝐴𝐵|

= 4
√2 ⋅ sin 30°
4
=
√2
2

Czyli ∢𝐴𝐵𝐶 = 45° lub ∢𝐴𝐵𝐶 = 135°.
Stąd ∢𝐵𝐴𝐶 = 180° − (30° + 45°) = 180° − 75° lub ∢𝐵𝐴𝐶 = 180° − (30° + 135°) = 15°.

Zatem sin∢𝐵𝐴𝐶 = sin 75° =
√6 + √2
4

lub sin∢𝐵𝐴𝐶 = sin 15° =
√6 − √2
4

.

Z twierdzenia sinusów: |𝐵𝐶|
sin∢𝐵𝐴𝐶

= |𝐴𝐵|
sin 30°
= 41
2

= 8.

|𝐵𝐶| = 8 sin∢𝐵𝐴𝐶, czyli:

|𝐵𝐶| = 8 ⋅
√6 + √2
4
= 2 (√6 + √2) lub |𝐵𝐶| = 8 ⋅

√6 − √2
4
= 2 (√6 − √2)

Odp.: 2 (√6 + √2) lub 2 (√6 − √2)
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3. Twierdzenie cosinusów
Umiejętności:
• znajdowanie związków miarowych w figurach płaskich z zastosowaniem

twierdzenia cosinusów

Trójkąt jest jednoznacznie określony, gdy dane są długości jego dwóch boków i kąt
między nimi zawarty. Aby wyznaczyć długość trzeciego boku i miary pozostałych
kątów, możemy skorzystać z poniższego twierdzenia.

Twierdzenie cosinusów
Dla dowolnego trójkata o bokach 𝑎, 𝑏, 𝑐 i kątach 𝛼, 𝛽, 𝛾 leżących odpowiednio
naprzeciw tych boków zachodzą równości:

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos𝛼
𝑏2 = 𝑎2 + 𝑐2 − 2𝑎𝑐 cos𝛽

𝑐2 = 𝑏2 + 𝑎2 − 2𝑏𝑎 cos 𝛾
A B

C

c

b a

α

γ

β

Twierdzenie

Założenie

Trójkąt 𝐴𝐵𝐶 jest dowolny. Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku w twierdzeniu.

Teza

Twierdzenie cosinusów nazywane jest
uogólnionym twierdzeniemPitagorasa.

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos𝛼
𝑏2 = 𝑎2 + 𝑐2 − 2𝑎𝑐 cos𝛽

𝑐2 = 𝑏2 + 𝑎2 − 2𝑏𝑎 cos 𝛾

Dowód

Wyznaczymy 𝑎 w zależności od 𝑏, 𝑐 oraz kąta 𝛼.

Zauważmy, że gdy 𝛼 jest kątem prostym, to teza twierdzenia
wynika wprost z twierdzenia Pitagorasa:

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 i cos𝛼 = cos 90° = 0
więc:

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos𝛼

b

β

γ

c

a

ZZ i KPU

tematy 5.9, 5.10 (klasa 2)

• Twierdzenie cosinusów

Kartkówka 1.3
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Rozważmy pozostałe dwie sytuacje – gdy 𝛼 jest kątem ostrym oraz gdy 𝛼 jest kątem
rozwartym.

Prowadzimy wysokość 𝐶𝐷.
(1) 𝑎2 = |𝐶𝐷|2 + |𝐷𝐵|2 ⟵ w△𝐷𝐵𝐶 na mocy twierdzenia Pitagorasa

Jeżeli 𝛼 < 90°, to:
|𝐶𝐷|
𝑏
= sin𝛼

|𝐴𝐷|
𝑏
= cos𝛼

więc:
|𝐶𝐷| = 𝑏 sin𝛼
|𝐷𝐵| = 𝑐 − |𝐴𝐷| = 𝑐 − 𝑏 cos𝛼

Jeżeli 𝛼 > 90°, to:
|𝐶𝐷|
𝑏
= sin (180° − 𝛼) = sin𝛼

|𝐴𝐷|
𝑏
= cos (180° − 𝛼) = − cos𝛼

więc:
|𝐶𝐷| = 𝑏 sin𝛼
|𝐷𝐵| = 𝑐 + |𝐴𝐷| = 𝑐 − 𝑏 cos𝛼

Niezależnie od rozwartości kąta 𝛼mamy więc:

|𝐶𝐷|2 + |𝐷𝐵|2 = (𝑏 sin𝛼)2 + (𝑐 − 𝑏 cos𝛼)2 =
= 𝑏2 sin2 𝛼 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos𝛼 + 𝑏2 cos2 𝛼 =
= 𝑏2 (sin2 𝛼 + cos2 𝛼) + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos𝛼 =

= 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos𝛼
Zatem, po podstawieniu do równości (1), mamy:

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos𝛼
Wyprowadzenie pozostałych dwóch równości przebiega analogicznie.

Koniec dowodu

Jeżeli oznaczymy długości boków trójkąta 𝑎, 𝑏, 𝑐 oraz kąty leżące naprzeciwko
nich odpowiednio 𝛼, 𝛽, 𝛾, to prawdziwe są wzory:

• cos𝛼 = 𝑏
2 + 𝑐2 − 𝑎2

2𝑏𝑐
• cos𝛽 = 𝑎

2 + 𝑐2 − 𝑏2

2𝑎𝑐
• cos 𝛾 = 𝑏

2 + 𝑎2 − 𝑐2

2𝑏𝑎

Wniosek
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Przykład 1 zad. 3.2

Dane są długości dwóch boków trójkąta𝐴𝐵𝐶: |𝐴𝐵| = 6, |𝐵𝐶| = 4 oraz ∢𝐴𝐵𝐶 = 76°.
Obliczymy |𝐴𝐶| z dokładnością do drugiego miejsca po przecinku.

Rozwiązanie

|𝐴𝐶|2 = 36 + 16 − 48 cos 76° ≈ 40,39 ⟵𝑏2 = 𝑎2 + 𝑐2 − 2𝑎𝑐 cos𝛽
|𝐴𝐶| ≈ √40,39 ≈ 6,36

Odp.: |𝐴𝐶| ≈ 6,36

Przykład 2 zad. 3.5

Wyznaczymy (z dokładnością do 1°) kąty trójkąta o bokach długości 7, 8 i 3.

Rozwiązanie
Oznaczmy: 𝑎 = 7, 𝑏 = 8, 𝑐 = 3.

cos𝛼 = 𝑏
2 + 𝑐2 − 𝑎2

2𝑏𝑐
= 64 + 9 − 49
48
= 1
2
, stąd 𝛼 = 60°

cos𝛽 = 𝑎
2 + 𝑐2 − 𝑏2

2𝑎𝑐
= 49 + 9 − 64
42
≈ −0,1429

0,1429 ≈ cos 82°
−0,1429 ≈ − cos 82° = cos (180° − 82°) ⟵ cos (180° − 𝛼) = − cos𝛼
𝛽 ≈ 180° − 82° = 98°
𝛾 ≈ 22° ⟵𝛼+ 𝛽 + 𝛾 = 180°

Odp.: 60°, 98°, 22°

Przykład 3 zad. 3.6

Sprawdzimy, czy trójkąt o bokach długości √2, √2 + 2, √2 + 3 jest rozwartokątny.

Rozwiązanie
Największy kąt trójkąta leży naprzeciwko najdłuższego boku. Najdłuższy bok bada-
nego trójkąta to 𝑎 = √2+3. Niech 𝛼 oznacza największy kąt trójkąta. Zbadamy znak
cosinusa tego kąta.

cos𝛼 = 𝑏
2 + 𝑐2 − 𝑎2

2𝑏𝑐
, gdzie 𝑏 = √2 i 𝑐 = √2 + 2

Ponieważ 2𝑏𝑐 > 0, wystarczy zbadać znak wyrażenia w liczniku ułamka.

𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2 = (√2)2 + (√2 + 2)2 − (√2 + 3)2 = −3 − 2√2 < 0
Zatem cos𝛼 < 0, czyli 𝛼 jest kątem rozwartym.

Odp.: Badany trójkąt jest rozwartokątny.

3. Twierdzenie cosinusów 23

3.2. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są:
∢𝐶 = 54°, |𝐵𝐶| = 10, |𝐴𝐶| = 8.
Oblicz długość boku 𝐴𝐵
z dokładnością do dwóch miejsc
po przecinku.
Odp.: 8,36

3.5. Dane są długości boków
trójkąta. Oblicz miary jego kątów
z dokładnością do jednego stopnia.
a) 8, 7, 10
b) 3, 5, 6
c) 24, 11, 18
d) √5,√7, 3
Odp.: a) 53°, 44°, 83°
b) 30°, 56°, 94°
c) 109°, 26°, 45°
d) 46°, 59°, 75°

3.6. Jakim trójkątem ze względu
na kąty jest trójkąt o bokach
podanej długości?
a) 5, 9, 13
b) 8, 15, 17
c) 3√2, 4, 1 + √2
d) 7, 8, 9
Odp.: a) rozwartokątny
b) prostokątny
c) ostrokątny
d) ostrokątny
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Przykład 4 zad. 3.8

W trójkącie𝐴𝐵𝐶mamy ∢𝐵𝐴𝐶 = 60°. Ponadto zachodzą warunki |𝐴𝐵| = 2|𝐴𝐶|−4
i |𝐵𝐶| = |𝐴𝐶| + 4. Wyznaczymy długości boków tego trójkąta.

Rozwiązanie
Przyjmijmy, że |𝐴𝐶| = 𝑥. Wówczas |𝐴𝐵| = 2𝑥 − 4 i |𝐵𝐶| = 𝑥 + 4. Zauważmy, że
aby spełniony był warunek |𝐴𝐵| > 0, musimy założyć, że 𝑥 > 2.
Na mocy twierdzenia cosinusów:

|𝐵𝐶|2 = |𝐴𝐶|2 + |𝐴𝐵|2 − 2 ⋅ |𝐴𝐶| ⋅ |𝐴𝐵| ⋅ cos∢𝐵𝐴𝐶
(𝑥 + 4)2 = 𝑥2 + (2𝑥 − 4)2 − 2 ⋅ 𝑥 ⋅ (2𝑥 − 4) ⋅ 1

2
𝑥2 + 8𝑥 + 16 = 𝑥2 + 4𝑥2 − 16𝑥 + 16 − 2𝑥2 + 4𝑥
2𝑥2 − 20𝑥 = 0, stąd 2𝑥(𝑥 − 10) = 0 A B

C

60°

Po uwzględnieniu warunków zadania otrzymujemy 𝑥 = 10.

Odp.: Boki trójkąta mają długości: |𝐴𝐶| = 10, |𝐵𝐶| = 14 i |𝐴𝐵| = 16.

Zadania

3.1. Oblicz cosinusy kątów trójkąta o danych długościach boków.
a) 5, 14, 15 b) 9, 10, 7 c) 7, 13, 16 d) 1 + √2, 2√2, 2

3.2. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: ∢𝐶 = 54°, |𝐵𝐶| = 10, |𝐴𝐶| = 8. Oblicz długość
boku 𝐴𝐵 z dokładnością do dwóch miejsc po przecinku.

3.3. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: ∢𝐴 = 120°, |𝐴𝐶| = 6, |𝐴𝐵| = 12. Oblicz długość
boku 𝐵𝐶 oraz miary kątów trójkąta 𝐴𝐵𝐶 z dokładnością do jednego stopnia.

3.4. Dwaboki trójkątamają długości 7 i 3√2, a kątmiędzy nimimamiarę 45°. Oblicz
długość trzeciego boku imiary pozostałych kątów trójkąta z dokładnością do jednego
stopnia.

3.5. Dane są długości boków trójkąta. Oblicz miary jego kątów z dokładnością do
jednego stopnia.
a) 8, 7, 10 b) 3, 5, 6 c) 24, 11, 18 d) √5,√7, 3

3.6. Jakim trójkątem ze względu na kąty jest trójkąt o bokach podanej długości?
a) 5, 9, 13 b) 8, 15, 17 c) 3√2, 4, 1 + √2 d) 7, 8, 9

3.7. Oblicz miarę największego kąta w trójkącie, którego boki mają długości
𝑎 = (3 − √3) cm, 𝑏 = 2√3 cm, 𝑐 = 3√2 cm.
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3.8. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są:

cos∢𝐵𝐴𝐶 = 25
32

, |𝐵𝐶| = |𝐴𝐵| − 3,
|𝐴𝐶| = |𝐴𝐵| − 2. Wyznacz
długości boków tego trójkąta.
Odp.: |𝐴𝐵| = 8, |𝐵𝐶| = 5,
|𝐴𝐶| = 6

3.1. a) 33
35

, 9
25

, − 1
35

Odpowiedzi i rozwiązania

b) 17
35

, 5
21

, 11
15

c) 47
52

, 17
28

, −19
91

d) 9
√2 − 4
16

, 5 − 3
√2
4

, 10 − 3
√2
8

3.2. 8,36

3.3. |𝐵𝐶| = 6√7, ∢𝐵 = 19°,
∢𝐶 = 41°

3.4. 5, 37°, 98°

3.5. a) 53°, 44°, 83°
b) 30°, 56°, 94°
c) 109°, 26°, 45°
d) 46°, 59°, 75°

3.6. a) rozwartokątny
b) prostokątny
c) ostrokątny
d) ostrokątny

3.7. 120°

3.11. 𝑎 𝑏 𝑐 𝛼 𝛽 𝛾

a) √6 2 √3 + 1 60° 45° 75°

b) 3 − √3 3√2 3 + √3 15° 60° 105°

c) √2 3 + √3 √6 + √2 15° 120° 45°

d) √8 4 2√3 + 2 30° 45° 105°

e) 2√2 2√3 √2 + √6 45° 60° 75°

f) 2√3 − 2 2 √6 − √2 45° 105° 30°

𝑎 𝑏 𝑐 𝛼 𝛽 𝛾

a) √6 2 √3 + 1 60° 45° 75°

b) 3 − √3 3√2 3 + √3 15° 60° 105°

c) √2 3 + √3 √6 + √2 15° 120° 45°

d) √8 4 2√3 + 2 30° 45° 105°

e) 2√2 2√3 √2 + √6 45° 60° 75°

f) 2√3 − 2 2 √6 − √2 45° 105° 30°
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3.8. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: cos∢𝐵𝐴𝐶 = 25
32

, |𝐵𝐶| = |𝐴𝐵| − 3, |𝐴𝐶| = |𝐴𝐵| − 2.
Wyznacz długości boków tego trójkąta.

3.9. Kąt trójkąta zawarty między dwoma bokami o długościach 14 cm i 7√3 cm ma
miarę 30°. Oblicz obwód trójkąta i promień 𝑅 okręgu opisanego na tym trójkącie.

3.10. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: |𝐵𝐶| = 5√7, ∢𝐴 = 60° oraz |𝐴𝐶| : |𝐴𝐵| = 3 : 2.
Oblicz długości boków 𝐴𝐶 i 𝐴𝐵.

3.11. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 boki 𝑎, 𝑏, 𝑐 są przeciwległe odpowiednio do kątów 𝛼, 𝛽, 𝛾.
Przerysuj tabelę i zastąp znaki odpowiednimi wartościami.

𝑎 𝑏 𝑐 𝛼 𝛽 𝛾

a) √6 60° 45°

b) 3√2 60° 105°

c) √6 + √2 15° 45°

d) √8 4 2√3 + 2

e) 2√2 √2 + √6 75°

f) 2√3 − 2 √6 − √2 105°

𝑎 𝑏 𝑐 𝛼 𝛽 𝛾

a) √6 60° 45°

b) 3√2 60° 105°

c) √6 + √2 15° 45°

d) √8 4 2√3 + 2

e) 2√2 √2 + √6 75°

f) 2√3 − 2 √6 − √2 105°

3.12. Wrównoległoboku krótsza przekątna i bok o długościach odpowiednio 12 cm
i 8 cm tworzą kąt 60°. Oblicz długość drugiego boku i dłuższej przekątnej oraz miary
kątów równoległoboku.

3.13. Dwa boki trójkąta ostrokątnego wpisanego w okrąg o promieniu 𝑟 mają dłu-
gości 𝑟√3 i 𝑟√2. Oblicz miary kątów trójkąta.

3.14. W czworokącie wypukłym kolejne boki mają długości: 2 cm, 5 cm, 7 cm
i 2√13 cm. Jedna z przekątnych ma długość 8 cm. Oblicz długość drugiej przekąt-
nej tego czworokąta z dokładnością do 0,1 cm.

3.15. W trójkącie równobocznym 𝐴𝐵𝐶 na boku 𝐵𝐶 wybrano taki punkt 𝑀, że

|𝐵𝑀| = 1
2
|𝑀𝐶|. Wyznacz sinus kąta 𝐶𝐴𝑀.

3.16. Trójkąt𝐴𝐵𝐶 jest równoramienny, |𝐴𝐶| = |𝐵𝐶| = 14 i kąt między ramionami
ma miarę 120°. Oblicz długość środkowej 𝐴𝐷 tego trójkąta.

3.17. Wykaż, że w równoramiennym trójkącie prostokątnym tangens kąta ostrego
między środkowymipoprowadzonymi zwierzchołkówkątówostrych jest równy0,75.

3. Twierdzenie cosinusów 25

3.8. |𝐴𝐵| = 8, |𝐵𝐶| = 5, |𝐴𝐶| = 6

3.9. obw = 7(3 + √3) cm,
𝑅 = 7 cm

3.10. |𝐴𝐵| = 10, |𝐴𝐶| = 15

3.11. Patrz s. 24.

3.12. bok: 4√7 cm,
przekątna: 4√13 cm,
kąty: ok. 79° i ok. 101°

3.13. 45°, 60°, 75°

3.14. 6,2 cm

3.15.
√21
7

3.16. 7√7

3.17.

A B

C

M
a

b

DE

tg𝛼 = − tg𝛽
Oznaczamy: |𝐴𝐸| = |𝐸𝐶| = |𝐶𝐷| = |𝐷𝐵| = 𝑎, 𝑎 > 0.
|𝐴𝐷| = |𝐵𝐸| = √𝑎2 + 4𝑎2 = 𝑎√5

Punkt𝑀 dzieli każdą środkową w stosunku 2 : 1, licząc od wierzchołka,

zatem |𝐸𝑀| = 1
3
𝑎√5, |𝐴𝑀| = 2

3
𝑎√5.

Z twierdzenia cosinusów w trójkącie 𝐴𝐸𝑀: |𝐴𝐸|2 = |𝐸𝑀|2 + |𝐴𝑀|2 − 2|𝐸𝑀| ⋅ |𝐴𝑀| ⋅ cos𝛼

𝑎2 = 5
9
𝑎2 + 20
9
𝑎2 − 2𝑎2 ⋅

√5
3
⋅ 2
√5
3
⋅ cos𝛼 | : 𝑎2

1 = 25
9
− 20
9

cos𝛼, stąd 20
9

cos𝛼 = 16
9

, zatem cos𝛼 = 4
5

(𝛼 – kąt ostry).

cos𝛼 = 4
5
⇒ sin𝛼 = 3

5
⇒ tg𝛼 = 3

4
.

Zatem tg𝛼 = 0,75.

3. Twierdzenie cosinusów 25



3.18. Udowodnij, że suma kwadratów długości przekątnych równoległoboku jest
równa sumie kwadratów długości wszystkich jego boków.

3.19. Sinusy kątów pewnego trójkąta mają się do siebie jak 2 : 3 : 4. Udowodnij, że
ten trójkąt jest rozwartokątny.

3.20. W trójkącie o kątach 𝛼, 𝛽, 𝛾 spełniona jest nierówność
sin2 𝛼 + sin2 𝛽 − sin2 𝛾 < 0. Wykaż, że cos 𝛾 < 0.

Prosto do matury

W każdym z zadań 1–3 jest tylko jedna poprawna odpowiedź. Wybierz ją i zapisz
w zeszycie.

1. Dwa boki trójkąta mają długości 5 i 4, a kąt między nimi ma miarę 120°. Wskaż
długość trzeciego boku tego trójkąta.

A. √21 B. √61 C. √41 − 20√3 D. √41 + 20√3

2. Trójkąt o bokach√10,√15,√30
A. jest ostrokątny. C. jest rozwartokątny.
B. jest prostokątny. D. nie istnieje.

3. Wskaż wartość cosinusa kąta między ramionami trójkąta równoramiennego
o podstawie 4 cm i ramionach 5 cm.

A. 3
5

B. 4
5

C. 17
25

D. 2
√21
5

4. W trójkącie o bokach 𝑎, 𝑏, 𝑐 kąt 𝛼 leżący naprzeciwko boku 𝑎 jest rozwarty.
Oceń prawdziwość podanych zdań.
A. 𝑎2 + 𝑏2 > 𝑐2 B. 𝑏2 + 𝑐2 > 𝑎2 C. 𝑐2 + 𝑎2 > 𝑏2

5. Wtrójkącie𝐴𝐵𝐶 dane są: |𝐴𝐵| = 5, |𝐵𝐶| = 2, |𝐴𝐶| = 4. Wyznacz z dokładnością
do 1°miary kątów tego trójkąta.

6. Stosunek boków trójkąta wynosi 3 : 5 : 6. Wyznacz cosinus największego kąta
w tym trójkącie.

7. Punkty𝐾 i 𝐿 dzielą przekątną𝐴𝐶 kwadratu𝐴𝐵𝐶𝐷 o boku 𝑎 na trzy równe części.
Oblicz długość boku rombu 𝐵𝐿𝐷𝐾.
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3.18.

A B

CD

a

b

b

a
a

180°-a

Niech: |𝐵𝐷| = 𝑑, |𝐴𝐶| = 𝑒.

{𝑑
2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos𝛼
𝑒2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos(180° − 𝛼)

cos(180° − 𝛼) = − cos𝛼, więc:

{𝑑
2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos𝛼
𝑒2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 cos𝛼

Dodajemy równania stronami.
𝑑2 + 𝑒2 = 2𝑎2 + 2𝑏2

𝑑2 + 𝑒2 – suma kwadratów
długości przekątnych,
2𝑎2 + 2𝑏2 – suma kwadratów
długości wszystkich boków.
Zatem zachodzi równość, o której
jest mowa w zadaniu.

3.19.
a

a b

g

c

b

sin𝛼 : sin𝛽 : sin 𝛾 = 2 : 3 : 4
Z twierdzenia sinusów:
sin𝛼
sin 𝛾
= 𝑎
𝑐
, stąd 𝑎
𝑐
= 1
2
, czyli 𝑎 = 𝑐

2
sin𝛽
sin 𝛾
= 𝑏
𝑐
, stąd 𝑏

𝑐
= 3
4
, czyli 𝑏 = 3

4
𝑐

Z twierdzenia cosinusów:

cos 𝛾 = 𝑎
2 + 𝑏2 − 𝑐2

2𝑎𝑏
Zatem:

cos 𝛾 =
𝑐2

4
+ 9
16
𝑐2 − 𝑐2

2 ⋅ 𝑐
2
⋅ 3
4
𝑐
=
13
16
𝑐2 − 𝑐2

3
4
𝑐2
=

=
− 3
16
3
4

= −1
4
< 0

Stąd 𝛾 ∈ (90°; 180°).
Zatem trójkąt jest rozwartokątny.

1. B

Prosto do matury

2. C

3. C

4. P, F, P

5. ∢𝐴 = 23°, ∢𝐵 = 49°, ∢𝐶 = 108°

6. − 1
15

7.
√5
3
𝑎

3.20. Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku w rozwiązaniu zadania 3.19.

Z twierdzenia cosinusów: cos 𝛾 = 𝑎
2 + 𝑏2 − 𝑐2

2𝑎𝑏
.

Zatem cos 𝛾 < 0 ⇔ 𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2 < 0, czyli 𝑎2 + 𝑏2 < 𝑐2.

Z twierdzenia sinusów: sin𝛼
sin 𝛾
= 𝑎
𝑐
, sin𝛽

sin 𝛾
= 𝑏
𝑐
.

sin2 𝛼 + sin2 𝛽 < sin2 𝛾 | : sin2 𝛾 (sin 𝛾 ≠ 0)

( sin𝛼
sin 𝛾
)
2
+ (

sin𝛽
sin 𝛾
)
2
< 1 ⇔ (𝑎

𝑐
)
2
+ (𝑏
𝑐
)
2
< 1 | ⋅ 𝑐2 ⇔ 𝑎2 + 𝑏2 < 𝑐2

Zatem cos 𝛾 < 0.
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4. Związki miarowe
w wielokątach

Umiejętności:
• znajdowanie związków miarowych w wielokątach z użyciem trygonometrii

Udowodnimy następujące twierdzenie.

Twierdzenie o dwusiecznej
Dwusieczna kąta wewnętrznego w trójkącie dzieli przeciwległy bok trójkąta na
odcinki proporcjonalne do boków przyległych do tego kąta.

Twierdzenie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Założenie

𝐶𝐷 jest dwusieczną kąta 𝐴𝐶𝐵.
Teza
|𝐴𝐷|
|𝐷𝐵|
= |𝐴𝐶|
|𝐶𝐵|

Dowód
𝑃△𝐴𝐷𝐶
𝑃△𝐷𝐵𝐶
= |𝐴𝐷|
|𝐷𝐵|

⟵ trójkąty 𝐴𝐷𝐶 i𝐷𝐵𝐶mają wspólną wysokość

𝑃△𝐴𝐷𝐶
𝑃△𝐷𝐵𝐶
= |𝐴𝐶| ⋅ |𝐷𝐶| ⋅ sin𝛼
|𝐶𝐵| ⋅ |𝐷𝐶| ⋅ sin𝛼

= |𝐴𝐶|
|𝐶𝐵|

⟵ pole trójkąta jest równe 𝑃 = 1
2
𝑏𝑐 sin𝛼

Zatem |𝐴𝐷|
|𝐷𝐵|
= |𝐴𝐶|
|𝐶𝐵|

.

Koniec dowodu

Zachodzi też twierdzenie o dwusiecznej
kąta zewnętrznego, czyli przyległego do
kąta wewnętrznego trójkąta. Przyjmijmy
oznaczenia jak na rysunku. Wtedy twier-
dzenie to przyjmuje następującą postać:

β

β

A B

C

E

Jeżeli prosta zawierająca dwusieczną kąta zewnętrznego przy wierzchołku 𝐶 trójkąta

𝐴𝐵𝐶 przecina prostą 𝐴𝐵 w punkcie 𝐸, to |𝐴𝐸|
|𝐵𝐸|
= |𝐴𝐶|
|𝐶𝐵|

.

Dowód tego twierdzenia pominiemy.

ZZ i KPU

tematy 6.7 (klasa 1), 4.8 (klasa 2)

Kartkówka 1.4
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Przykład 1 zad. 4.2

Boki trójkąta mają długości |𝐴𝐵| = 6, |𝐵𝐶| = 5,
|𝐴𝐶| = 4. Obliczymy długości odcinków, na które
dwusieczna 𝐴𝐷 dzieli bok 𝐵𝐶.

Rozwiązanie
Oznaczmy |𝐵𝐷| = 𝑥, |𝐷𝐶| = 𝑦.
𝑥
𝑦
= |𝐴𝐵|
|𝐴𝐶|

⟵ na mocy twierdzenia o dwusiecznej

𝑥 + 𝑦 = 5 ⟵ z warunków zadania

Rozwiązujemy układ równań:

{
{
{

𝑥
𝑦
= 6
4

𝑥 + 𝑦 = 5

{
{
{

𝑥 = 3
2
𝑦

𝑥 + 𝑦 = 5
{
𝑥 = 3
𝑦 = 2

Odp.: |𝐵𝐷| = 3, |𝐷𝐶| = 2

Przykład 2 zad. 4.4

Obwód trójkąta 𝐴𝐵𝐶 jest równy 40, a dwusieczna kąta wewnętrznego przy wierz-
chołku 𝐶 dzieli bok𝐴𝐵 na odcinki o długościach |𝐴𝐷| = 6 i |𝐷𝐵| = 10. Obliczymy
długości boków trójkąta 𝐴𝐵𝐶.

Rozwiązanie

|𝐴𝐵| = |𝐴𝐷| + |𝐷𝐵| = 16
|𝐴𝐷|
|𝐷𝐵|
= |𝐴𝐶|
|𝐶𝐵|

⟵ na mocy twierdzenia o dwusiecznej

Zatem:
|𝐴𝐶|
|𝐶𝐵|
= 6
10

, stąd |𝐴𝐶| = 3
5
|𝐶𝐵|

16 + |𝐶𝐵| + 3
5
|𝐶𝐵| = 40 ⟵ obwód trójkąta 𝐴𝐵𝐶 jest równy 40

8
5
|𝐶𝐵| = 24

|𝐶𝐵| = 5
8
⋅ 24 = 15, |𝐴𝐶| = 3

5
⋅ 15 = 9

A BD

C

6 10

Odp.: |𝐴𝐵| = 16, |𝐴𝐶| = 9, |𝐶𝐵| = 15

Wyprowadzimy teraz wzory łączące długości boków trójkąta i jego pole z promienia-
mi okręgów: wpisanego w ten trójkąt i opisanego na nim.
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4.2. Boki trójkąta mają długości
|𝐴𝐵| = 8, |𝐵𝐶| = 7, |𝐴𝐶| = 12.
Oblicz długości odcinków, na
które każda z dwusiecznych dzieli
przeciwległy bok.

Odp.:𝐴𝐵: 218
19

i 5 1
19

, 𝐵𝐶: 2,8 i 4,2,
𝐴𝐶: 6,4 i 5,6

4.4. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dana
jest suma długości boków:
|𝐴𝐵| + |𝐴𝐶| = 33. Dwusieczna
kąta wewnętrznego przy
wierzchołku 𝐴 dzieli bok 𝐵𝐶 na
odcinki o długościach |𝐵𝐷| = 12
i |𝐷𝐶| = 10. Oblicz długości
boków 𝐴𝐵 i 𝐴𝐶.
Odp.: |𝐴𝐵| = 18, |𝐴𝐶| = 15
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Pole 𝑃 trójkąta jest równe iloczynowi połowy obwodu trójkąta i promienia 𝑟
okręgu wpisanego w ten trójkąt:

𝑃 = 𝑝𝑟
gdzie 2𝑝 oznacza obwód trójkąta.

Twierdzenie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Założenia
𝑎, 𝑏, 𝑐 są długościami boków trójkąta,
2𝑝 oznacza obwód trójkąta,
𝑟 jest promieniem okręgu wpisanego w ten trójkąt.

Teza

Pole 𝑃 trójkąta jest równe 𝑃 = 𝑝𝑟.

r r

r

A B

C

S

b a

c

Dowód

Wyznaczymy pole tego trójkąta.
𝑃 = 𝑃△𝐴𝐵𝑆 + 𝑃△𝐵𝐶𝑆 + 𝑃△𝐶𝐴𝑆

𝑃 = 1
2
𝑐𝑟 + 1
2
𝑎𝑟 + 1
2
𝑏𝑟 ⟵𝑟 jest wysokością każdego z trójkątów: 𝐴𝐵𝑆, 𝐵𝐶𝑆, 𝐶𝐴𝑆

𝑃 = 1
2
𝑟(𝑐 + 𝑎 + 𝑏)

𝑃 = 𝑝𝑟
Koniec dowodu

Pole 𝑃 trójkąta o bokach długości 𝑎, 𝑏, 𝑐 jest równe:

𝑃 = 𝑎𝑏𝑐
4𝑅

gdzie 𝑅 oznacza promień okręgu opisanego na tym trójkącie.

Twierdzenie

Założenia
𝑎, 𝑏, 𝑐 są długościami boków trójkąta,
𝑅 jest promieniem okręgu opisanego na tym trójkącie.

Teza
Pole 𝑃 trójkąta jest równe 𝑃 = 𝑎𝑏𝑐

4𝑅
.
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Dowód

Niech 𝛼 oznacza kąt trójkąta leżący naprzeciw boku o długości 𝑎. Mamy:

𝑃 = 1
2
𝑏𝑐 sin𝛼

sin𝛼 = 𝑎
2𝑅

⟵ z twierdzenia sinusów 𝑎
sin𝛼
= 2𝑅

𝑃 = 𝑎𝑏𝑐
4𝑅

Koniec dowodu

Podamy jeszcze wzór (jego wyprowadzenie pominiemy), za pomocą którego można
obliczyć pole trójkąta, gdy dane są tylko długości jego boków.

Wzór Herona
Pole 𝑃 trójkąta o bokach długości 𝑎, 𝑏, 𝑐 jest równe:

𝑃 = √𝑝(𝑝 − 𝑎)(𝑝 − 𝑏)(𝑝 − 𝑐),
gdzie 2𝑝 oznacza obwód trójkąta.

Twierdzenie

Zauważmy, że w podanym wzorze niezależnie od rodzaju trójkąta wyrażenie pod
pierwiastkiem jest dodatnie. Liczby 𝑎, 𝑏, 𝑐 są długościami boków trójkąta, więc speł-
niają nierówność trójkąta:

𝑎 + 𝑏 > 𝑐, 𝑎 + 𝑐 > 𝑏, 𝑏 + 𝑐 > 𝑎,
a stąd po prostych przekształceniach otrzymujemy:

𝑝 − 𝑐 > 0, 𝑝 − 𝑏 > 0, 𝑝 − 𝑎 > 0.

Przykład 3 zad. 4.8

Dany jest trójkąt o bokach długości 6, 5 i 7. Obliczymy promień 𝑅 okręgu opisanego
na tym trójkącie i promień 𝑟 okręgu wpisanego w ten trójkąt.
Rozwiązanie
Niech 𝑝 oznacza połowę obwodu, a 𝑃 – pole tego trójkąta. Wówczas:

𝑝 = 9, 𝑃 = √9 ⋅ 3 ⋅ 4 ⋅ 2 = 6√6

𝑅 = 𝑎𝑏𝑐
4𝑃
= 6 ⋅ 5 ⋅ 7
4 ⋅ 6√6
= 35
√6
24

, 𝑟 = 𝑃
𝑝
= 6
√6
9
= 2
√6
3

Odp.: 𝑅 = 35
√6
24

, 𝑟 = 2
√6
3
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4.8. Boki trójkąta mają długości
4 cm, 5 cm, 6 cm. Oblicz
promień 𝑅 okręgu opisanego na
tym trójkącie i promień 𝑟 okręgu
wpisanego w ten trójkąt.

Odp.: 𝑅 = 8
7
√7 cm, 𝑟 = 1

2
√7 cm
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Przykład 4 zad. 4.15

W trójkącie prostokątnym o przyprostokątnych 𝑎 i 𝑏 poprowadzono dwusieczną ką-
ta prostego. Wykażemy, że zawarty w trójkącie odcinek tej dwusiecznej ma długość
𝑎𝑏
𝑎 + 𝑏
√2.

Rozwiązanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Dowód

𝑃𝐵𝐷𝐶 =
1
2
𝑎 ⋅ 𝑥 ⋅ sin 45° = 𝑎𝑥

√2
4

𝑃𝐴𝐷𝐶 =
1
2
𝑏 ⋅ 𝑥 ⋅ sin 45° = 𝑏𝑥

√2
4

C B

A

b

a

x

D

Pole trójkąta 𝐴𝐵𝐶 jest sumą pól trójkątów 𝐵𝐷𝐶 i 𝐴𝐷𝐶. Zatem:
𝑎𝑏
2
= 𝑎𝑥
√2
4
+ 𝑏𝑥
√2
4

2𝑎𝑏 = 𝑥√2(𝑎 + 𝑏)
𝑥√2 = 2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
, stąd 𝑥 = 𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
√2

Koniec dowodu

Przykład 5 zad. 4.19

Dany jest dwunastokąt foremny o boku 𝑎. Obliczymy
a) promień okręgu przechodzącego przez wszystkie

wierzchołki tego dwunastokąta.
b) długość przekątnej 𝐵𝐷.
c) długość przekątnej 𝐴𝐷.

A

B

C

D

a

a a

Rozwiązanie

A

B

C

D

a

a a

S

30° R
R

75°
75°

A

B

C

D

a

a a

S

A

B

C

D

a

a a

S

RR
30° 30°

30°

30° 30°

R

R

Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3
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4.15. Dany jest trójkąt 𝐴𝐵𝐶,
w którym: |𝐴𝐵| = 8, |𝐵𝐶| = 4
i ∢𝐴𝐵𝐶 = 56°. Oblicz długość
dwusiecznej 𝐵𝐷 w tym trójkącie.
Wynik podaj z dokładnością do
drugiego miejsca po przecinku.
Odp.: 4,71

4.19. Bok ośmiokąta foremnego
𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻ma długość 𝑎
(zob. rysunek).

A

H G

F

E

DC

B

a

Wyznacz długość
a) przekątnej 𝐴𝐺.
b) przekątnej 𝐴𝐹.
c) przekątnej 𝐴𝐸.

Odp.: a) 𝑎√2 + √2
b) 𝑎(1 + √2)

c) 𝑎√4 + 2√2
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a) Zauważmy, że środek 𝑆 okręgu przechodzącego przez wszystkie wierzchołki dwu-
nastokąta jest środkiem symetrii tego wielokąta. Niech 𝑅 będzie promieniem tego
okręgu (rys. 1).
Dwunastokąt ma wszystkie boki tej samej długości, zatem kąt 𝐵𝑆𝐶 ma miarę
360°
12
= 30°. Trójkąt 𝐵𝐶𝑆 jest równoramienny o kącie przy podstawie 75°, więc:
𝑎
2
𝑅
= cos 75°

𝑅 = 𝑎
2cos75°

⟵ cos 75° = sin 15° =
√6 − √2
4

𝑅 = 2𝑎√6 − √2
=
2𝑎 (√6 + √2)

(√6 − √2) (√6 + √2)
=
2𝑎 (√6 + √2)
4
=
√6 + √2
2
𝑎

Odp.: 𝑅 =
√6 + √2
2
𝑎

b) Trójkąty 𝐵𝐶𝑆 i 𝐶𝐷𝑆 są przystające, więc trójkąt 𝐵𝑆𝐷 jest równoboczny (rys. 2)
i |𝐵𝐷| = 𝑅, czyli:

|𝐵𝐷| =
√6 + √2
2
𝑎

Odp.: |𝐵𝐷| =
√6 + √2
2
𝑎

c) Trójkąt 𝐴𝑆𝐷 jest prostokątnym trójkątem równoramiennym, czyli jest połową
kwadratu (rys. 3). Zatem:

|𝐴𝐷| = 𝑅√2

|𝐴𝐷| =
√6 + √2
2
𝑎√2 =

√2 (√3 + 1)
2
𝑎√2 = 𝑎 (1 + √3)

Odp.: |𝐴𝐷| = 𝑎 (1 + √3)

Zadania

4.1. Wtrójkącie prostokątnym przyprostokątnemają długości 6 i 8. Oblicz długości
odcinków, na które dwusieczna kąta prostego podzieliła przeciwprostokątną.

4.2. Boki trójkąta mają długości |𝐴𝐵| = 8, |𝐵𝐶| = 7, |𝐴𝐶| = 12. Oblicz długości
odcinków, na które każda z dwusiecznych dzieli przeciwległy bok.
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4.1. 55
7
, 42
7

Odpowiedzi i rozwiązania

4.2. 𝐴𝐵: 218
19

i 5 1
19

,
𝐵𝐶: 2,8 i 4,2,
𝐴𝐶: 6,4 i 5,6
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4.3. W trójkącie równoramiennym 𝐴𝐵𝐶 podstawa 𝐴𝐵ma długość 6 cm, a ramiona
po 12 cm. Dwusieczne kątów przy podstawie przecinają ramiona w punktach𝑀 i𝑁.
Oblicz długość odcinka𝑀𝑁.

4.4. Wtrójkącie𝐴𝐵𝐶 dana jest suma długości boków: |𝐴𝐵|+|𝐴𝐶| = 33. Dwusiecz-
na kąta wewnętrznego przy wierzchołku 𝐴 dzieli bok 𝐵𝐶 na odcinki o długościach
|𝐵𝐷| = 12 i |𝐷𝐶| = 10. Oblicz długości boków 𝐴𝐵 i 𝐴𝐶.

4.5. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: |𝐴𝐶| = 2𝑎, |𝐵𝐶| = 𝑎 i ∢𝐴𝐶𝐵 = 120°. Dwusieczna
kąta 𝐴𝐶𝐵 przecina bok 𝐴𝐵 w punkcie𝐷. Wyznacz długość odcinka 𝐴𝐷.

4.6. Oblicz pole trójkąta o bokach podanej długości.
a) 4, 6, 8 b) 8, 11, 13 c) 6, 10, 11 d) 4, 6, 7

4.7. Odcinki o długościach 5 cm, 12 cm, 13 cm są bokami trójkąta. Oblicz stosunek
promienia okręgu opisanego na tym trójkącie do promienia okręgu wpisanego w ten
trójkąt.

4.8. Boki trójkąta mają długości 4 cm, 5 cm, 6 cm. Oblicz promień 𝑅 okręgu opisa-
nego na tym trójkącie i promień 𝑟 okręgu wpisanego w ten trójkąt.

4.9. Kąt między ramionami trójkąta równoramiennego ma miarę 32°. Oblicz (z do-
kładnością do drugiegomiejsca po przecinku) stosunek promienia okręgu opisanego
na tym trójkącie do promienia okręgu wpisanego w ten trójkąt.

4.10. Na boku𝐵𝐶 równobocznego trójkąta𝐴𝐵𝐶wybrano taki punkt𝐷, że stosunek
pola trójkąta 𝐴𝐷𝐵 do pola trójkąta 𝐴𝐷𝐶 wynosi 1 : 2. Wyznacz tangens kąta𝐷𝐴𝐵.

4.11. Miara kąta między ramionami trójkąta równoramiennego o polu√3 jest rów-
na 120°. Oblicz pole koła wpisanego w ten trójkąt.

4.12. Dwa boki trójkątamają długości 8 i 15, a kątmiędzy nimimamiarę 60°. Oblicz
promień 𝑟 okręgu wpisanego w ten trójkąt.

4.13. Dwaboki trójkątamają długości 4 cm i 5 cm. Jego pole jest równe 8 cm2. Oblicz
długość 𝑥 trzeciego boku trójkąta oraz promień 𝑟 okręgu wpisanego w ten trójkąt.

4.14. W trójkącie prostokątnym dwusieczna kąta ostrego dzieli bok przeciwległy
w stosunku 2 : 3. Oblicz stosunek pola koła opisanego na trójkącie do pola koła wpi-
sanego w ten trójkąt.
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4.3. 4 cm

4.4. |𝐴𝐵| = 18, |𝐴𝐶| = 15

4.5.
2√7
3
𝑎

4.6. a) 3√15 b) 8√30
c) 45
4
√7 d) 3

4
√255

4.7. 31
4

4.8. 𝑅 = 8
7
√7 cm, 𝑟 = 1

2
√7 cm

4.9. 2,50

4.10.
√3
5

4.11. 3π (7 − 4√3)

4.12.
5
3
√3

4.13. 𝑥 = √17 cm,

𝑟 = 9 −
√17
4

cm lub 𝑥 = √65 cm,

𝑟 = (9 − √65) cm

4.14.
9(3 + √5)
8

4.23.

r

2r

C B

A

16

4

D

r

O

S

|𝐶𝐷| = √|𝐴𝐷| ⋅ |𝐷𝐵| = √4 ⋅ 16 = 8 [cm]

|𝐴𝐶| = √|𝐶𝐷|2 + |𝐴𝐷|2 = √82 + 42 = 4√5 [cm]

|𝐵𝐶| = √|𝐶𝐷|2 + |𝐵𝐷|2 = √82 + 162 = 8√5 [cm]
𝑟 – promień okręgu wpisanego w trójkąt 𝐴𝐷𝐶
𝑂, 𝑆 – środki okręgów wpisanych w trójkąty 𝐴𝐷𝐶 i 𝐶𝐷𝐵

𝑟 = 𝑃
𝑝
=

1
2
⋅ 4 ⋅ 8

1
2
(4 + 8 + 4√5)

= 16
2 (3 + √5)

= 2 (3 − √5) [cm]

△𝐶𝐷𝐵 ∼ △𝐴𝐷𝐶 w skali 𝑘 = 2, więc promień okręgu wpisanego w trójkąt 𝐶𝐷𝐵 jest równy 2𝑟 = 4 (3 − √5) [cm].

|𝑂𝑆| = √𝑟2 + (3𝑟)2 = 𝑟√10 = 2√10 (3 − √5) [cm]

Odp.: promienie: 2 (3 − √5) cm, 4 (3 − √5) cm, odległość między środkami: 2√10 (3 − √5) cm
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4.15. Dany jest trójkąt 𝐴𝐵𝐶, w którym: |𝐴𝐵| = 8, |𝐵𝐶| = 4 i ∢𝐴𝐵𝐶 = 56°. Oblicz
długość dwusiecznej 𝐵𝐷 w tym trójkącie. Wynik podaj z dokładnością do drugiego
miejsca po przecinku.

4.16. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są długości boków: |𝐴𝐵| = 4 cm, |𝐵𝐶| = √3 cm,
|𝐴𝐶| = 3 cm. Oblicz pole trójkąta 𝐴𝐵𝐶 oraz stosunek promienia okręgu opisanego
na tym trójkącie do promienia okręgu wpisanego w ten trójkąt.

4.17. W trójkącie prostokątnym jeden z kątów ostrych jest dwa razy mniejszy od
drugiego. Długość okręgu wpisanego w ten trójkąt wynosi 2π cm. Oblicz pole koła
opisanego na trójkącie.

4.18. Boki trójkąta 𝐴𝐵𝐶mają długości: |𝐴𝐵| = 4 cm, |𝐴𝐶| = |𝐵𝐶| = 8 cm.
a) Oblicz promień 𝑟 okręguwpisanego w trójkąt𝐴𝐵𝐶 i promień𝑅 okręgu opisanego

na tym trójkącie.
b) Oblicz stosunek pól figur, na które symetralna boku 𝐴𝐶 rozcina trójkąt 𝐴𝐵𝐶.

4.19. Bok ośmiokąta foremnego 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 ma długość 𝑎
(zob. rysunek). Wyznacz długość
a) przekątnej 𝐴𝐺.
b) przekątnej 𝐴𝐹.
c) przekątnej 𝐴𝐸.

A

H G

F

E

DC

B

a

4.20. W pięciokącie foremnym𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 punkt 𝑃 jest punktem
przecięcia przekątnych𝐴𝐶 i 𝐵𝐷, jak na rysunku. Udowodnij, że
czworokąt 𝐴𝑃𝐷𝐸 jest rombem.

A D

B C

E

P

4.21. W kwadracie o boku długości 1 zawarty jest trójkąt. Wy-
każ, że pole tego trójkąta nie jest większe niż sinus dowolnego
jego kąta.

4.22. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 poprowadzono dwusieczną 𝐴𝐷. Wykaż, że |𝐵𝐷| < |𝐴𝐵|.

4.23. W trójkącie prostokątnym 𝐴𝐵𝐶 wysokość 𝐶𝐷 dzieli przeciwprostokątną 𝐴𝐵
na odcinki o długościach 4 cm i 16 cm. Oblicz promienie okręgów wpisanych w trój-
kąty 𝐴𝐷𝐶 i 𝐶𝐷𝐵 oraz odległość między środkami tych okręgów.

4.24. Wpięciokącie foremnym𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 o boku 1 przekątne𝐸𝐵
i 𝐸𝐶 przecinają przekątną 𝐴𝐷 odpowiednio w punktach𝐾 i𝑀,

jak na rysunku. Wykaż, że |𝐾𝑀| = 3 −
√5
2

.

A D

B C

E

K M
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4.15. 4,71

4.16. 𝑃 =
√23
2

cm2,
6(7√3 + 3)
23

4.17. 2π (2 + √3) cm2

4.18. a) 𝑟 = 2
√15
5

cm,

𝑅 = 16
√15
15

cm b) 2
5

4.19. a) 𝑎√2 + √2
b) 𝑎(1 + √2)

c) 𝑎√4 + 2√2

4.20. Każdy kąt wewnętrzny
pięciokąta foremnego ma miarę

108° (3
5
⋅ 180°).

△𝐴𝐵𝐶 ≡ 𝐵𝐶𝐷 (bkb)
Stąd ∢𝐵𝐴𝐶 =∢𝐵𝐶𝐴 =∢𝐶𝐵𝐷 =

=∢𝐶𝐷𝐵 = 36° (180° − 108°
2

).
Zatem w czworokącie 𝐴𝑃𝐷𝐸:
∢𝐸𝐴𝑃 =∢𝐸𝐷𝑃 = 108° − 36° = 72°
Czworokąt 𝐴𝑃𝐷𝐸 jest więc
deltoidem, ale:
∢𝐴𝑃𝐷 = 360°−108°−2⋅72° = 108°
Stąd ∢𝐴𝑃𝐷 =∢𝐴𝐸𝐷 = 108°.
Czworokąt 𝐴𝑃𝐷𝐸 jest deltoidem,
którego przeciwległe kąty mają
równe miary, zatem jest rombem.

4.21.
g

b

a

Każdy bok trójkąta ma długość nie
większą niż długość przekątnej
kwadratu, czyli√2.

𝑃△ =
1
2
𝑎𝑏 sin 𝛾 =

= 1
2
𝑏𝑐 sin𝛼 = 1

2
𝑎𝑐 sin𝛽

1
2
𝑎𝑏 ⩽ 1
2
⋅ √2 ⋅ √2 = 1,

1
2
𝑏𝑐 ⩽ 1, 1

2
𝑎𝑐 ⩽ 1

Zatem 𝑃△ ⩽ sin𝛼,
𝑃△ ⩽ sin𝛽, 𝑃△ ⩽ sin 𝛾.

4.22.
A

C

B

D

∢𝐴𝐷𝐵 = 180° −∢𝐴𝐷𝐶 =∢𝐷𝐴𝐶+
+∢𝐴𝐶𝐷 =∢𝐷𝐴𝐵 +∢𝐴𝐶𝐷 >∢𝐷𝐴𝐵
∢𝐴𝐷𝐵 > ∢𝐷𝐴𝐵, zatem
|𝐴𝐵| > |𝐵𝐷| (naprzeciwko
większego kąta leży większy bok).

4.23. Patrz s. 33.

4.24. Kąt wewnętrzny pięciokąta ma miarę 108°.

∢𝐴𝐸𝐵 = 1
2
(180° − 108°) = 36°, ∢𝐾𝐸𝑀 = 180° − 2 ⋅ 36° = 36°

Zatem 𝐸𝐾 jest dwusieczną kąta 𝐴𝐸𝑀.
∢𝐴𝐸𝑀 = 2 ⋅ 36° = 72°, ∢𝐴𝑀𝐸 = 180° − (36° + 72°) = 72°, więc |𝐴𝑀| = |𝐴𝐸| = 1.
Przyjmujemy: |𝐾𝑀| = 𝑥, 𝑥 ∈ (0; 1). Wtedy |𝐴𝐾| = 1 − 𝑥 i |𝐸𝑀| = |𝐴𝐾| = 1 − 𝑥.
Z twierdzenia o dwusiecznej w trójkącie 𝐴𝐸𝑀:
|𝐴𝐾|
|𝐾𝑀|
= |𝐴𝐸|
|𝐸𝑀|
⇔ 1 − 𝑥
𝑥
= 1
1 − 𝑥
⇔ 1 − 2𝑥 + 𝑥2 = 𝑥 ⇔ 𝑥2 − 3𝑥 + 1 = 0

Stąd 𝑥1 =
3 − √5
2

, 𝑥2 =
3 + √5
2
∉ (0; 1).

Zatem |𝐾𝑀| = 𝑥 = 3 −
√5
2

.
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4.25. Dwa boki trójkąta o polu 𝑃 mają długości 𝑎 i 𝑏. Wyznacz promień 𝑅 okręgu
opisanego na tym trójkącie.

Prosto do matury

W każdym z zadań 1–3 jest tylko jedna poprawna odpowiedź. Wybierz ją i zapisz
w zeszycie.

1. Wskaż promień okręgu wpisanego w trójkąt prostokątny o przyprostokątnych
6 cm i 8 cm.
A. 3 cm B. 2 cm C. 4 cm D. 1 cm

2. Ile wynosi pole trójkąta o bokach 4, 5, 7?
A. 4√6 B. 6√6 C. 4 D. 3√6

3. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 o boku |𝐴𝐶| = 18 dwusieczna 𝐶𝐷 dzieli bok 𝐴𝐵 w stosunku
|𝐵𝐷| : |𝐷𝐴| = 1 : 6. Wskaż długość boku 𝐶𝐵.

A. 1 B. 2
3

C. 3 D. 5

4. W trójkącie prostokątnym jedna z przyprostokątnych jest dwa razy krótsza od
przeciwprostokątnej. Oceń prawdziwość podanych zdań.
A. Jeden z kątów ostrych tego trójkąta jest dwa razy mniejszy od drugiego kąta

ostrego.
B. Dwusieczna kąta prostego dzieli przeciwprostokątną na dwa odcinki, z których

jeden jest dwa razy krótszy od drugiego.
C. Stosunek promienia okręgu opisanego na tym trójkącie do promienia okręguwpi-

sanego w ten trójkąt wynosi 1 +√3.

5. W czworokącie 𝐴𝐵𝐶𝐷 przedstawionym na rysunku
obok dane są: |𝐴𝐵| = 5, |𝐵𝐶| = 6, |𝐶𝐷| = 7, |𝐷𝐴| = 4,
|𝐴𝐶| = 7. Oblicz pole tego czworokąta.

6. Dany jest trójkąt równoramienny 𝐴𝐵𝐶, w którym
|𝐴𝐶| = |𝐵𝐶|, |𝐴𝐵| = 1 +√3 i ∢𝐴𝐶𝐵 = 120°. Oblicz dłu-
gości odcinków, na które dwusieczna kąta przy podstawie
dzieli ramię tego trójkąta.

7. Boki prostokąta 𝐴𝐵𝐶𝐷 mają długości |𝐴𝐵| = 20, |𝐵𝐶| = 25. Oblicz odległość
między środkami okręgów wpisanych w trójkąty 𝐴𝐵𝐶 i 𝐶𝐷𝐴.
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4.25.
a

g

c

b
𝑃 = 1
2
𝑎𝑏 sin 𝛾, stąd sin 𝛾 = 2𝑃

𝑎𝑏
.

Z jedynki trygonometrycznej:

cos2 𝛾 = 1 − sin2 𝛾 = 1 − 4𝑃
2

𝑎2𝑏2
= 𝑎
2𝑏2 − 4𝑃2

𝑎2𝑏2

Stąd cos 𝛾 =
√𝑎2𝑏2 − 4𝑃2

𝑎𝑏
lub cos 𝛾 = −

√𝑎2𝑏2 − 4𝑃2

𝑎𝑏
.

Z twierdzenia cosinusów: 𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos 𝛾.
Zatem 𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2√𝑎2𝑏2 − 4𝑃2 lub 𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 2√𝑎2𝑏2 − 4𝑃2.
Korzystamy ze wzoru na pole trójkąta 𝑃 = 𝑎𝑏𝑐

4𝑅
i obliczamy 𝑅.

𝑅 = 𝑎𝑏𝑐
4𝑃

, czyli 𝑅 =
𝑎𝑏√𝑎2 + 𝑏2 − 2√𝑎2𝑏2 − 4𝑃2

4𝑃
lub 𝑅 =

𝑎𝑏√𝑎2 + 𝑏2 + 2√𝑎2𝑏2 − 4𝑃2

4𝑃
.

1. B

Prosto do matury

2. A

3. C

4. P, F, P

5. 6(√5 + √6)

6. 1,
√3
3

7. 5√123 − 18√41

4. Związki miarowe w wielokątach 35



5. Powtórzenie
Zadania zamknięte

Wkażdym z zadań 1–10 jest tylko jedna poprawna odpowiedź.Wybierz ją i zapisz
w zeszycie.

1. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: |𝐴𝐵| = 3√7, ∢𝐵𝐶𝐴 = 30°. Wskaż promień okręgu
opisanego na tym trójkącie.
A. 3√3 B. 3√7 C. 1,5√7 D. 6

2. Promień okręgu opisanego na trójkącie jest równy 17. Jeden z kątów trójkąta ma
miarę 78°. Do którego przedziału należy długość boku leżącego naprzeciw tego kąta?
A. ⟨30; 31) B. ⟨31; 32) C. ⟨32; 33) D. ⟨33; 34)

3. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: |𝐴𝐵| = 24, ∢𝐴𝐵𝐶 = 45°, ∢𝐶𝐴𝐵 = 75°. Zatem
A. |𝐴𝐶| = 8√3. B. |𝐴𝐶| = 8√6. C. |𝐴𝐶| = 12√6. D. |𝐴𝐶| = 24√3.

4. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: |𝐴𝐵| = 8, |𝐴𝐶| = 6√2, ∢𝐴𝐵𝐶 = 45°. Wskaż wartość
sin∢𝐴𝐶𝐵.

A. 2
3

B.
√2
3

C.
√3
3

D. 2
√2
3

5. Dwa boki trójkąta mają długości 3 i 8, a kąt między nimi ma miarę 135°. Wskaż
długość trzeciego boku tego trójkąta.

A. √73 − 24√2 B. √73 − 12√2 C. √73 + 12√2 D. √73 + 24√2

6. Trójkąt o bokach√3,√7,√17
A. jest ostrokątny. C. jest rozwartokątny.
B. jest prostokątny. D. nie istnieje.

7. Boki trójkąta mają długości √3, √7 i 3. Wskaż wartość cosinusa największego
kąta w tym trójkącie.

A. 5
6√3

B. 1
2√21

C.
√3
3

D. 13
√7
42

8. Boki trójkąta mają długości 7, 12 i 13. Ile wynosi pole tego trójkąta?

A. 12√3 B. 24√3 C. 4√273 D. 8√273

9. Przyprostokątne trójkąta prostokątnegomają długości 12 i 16. Ile wynosi promień
okręgu wpisanego w ten trójkąt?
A. 3 B. 4 C. 5 D. 6

• Jak brzmi sinusoida?
• Odległość Ziemi od Słońca
i Księżyca

Klasówka 1

1. B

Odpowiedzi i rozwiązania

2. D

3. B

4. A

5. D

6. C

7. B

8. B

9. B
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10. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są długości boków: |𝐴𝐵| = 15, |𝐴𝐶| = 12, |𝐵𝐶| = 18.
Dwusieczna kąta 𝐶𝐴𝐵 przecina bok 𝐵𝐶 w punkcie𝐷. Wskaż długość odcinka 𝐶𝐷.
A. 6 B. 8 C. 10 D. 12

W zadaniach 11–15 oceń prawdziwość podanych zdań.

11. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: |𝐴𝐵| = 10, |𝐴𝐶| = 8, ∢𝐴𝐵𝐶 = 30°. Wynika stąd, że

A. sin∢𝐴𝐶𝐵 = 5
8
.

B. trójkąt 𝐴𝐵𝐶 jest rozwartokątny.
C. są dwa trójkąty spełniające warunki zadania.

12. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: |𝐴𝐵| = 3, |𝐴𝐶| = 5, ∢𝐴𝐶𝐵 = 45°. Wynika stąd, że
A. są dwa trójkąty spełniające warunki zadania.
B. trójkąt 𝐴𝐵𝐶 jest rozwartokątny.
C. dane są błędne, taki trójkąt nie istnieje.

13. Boki trójkąta mają się do siebie jak 3 : 5 : 6. Wynika stąd, że
A. trójkąt ten jest rozwartokątny.

B. cosinus największego kąta tego trójkąta jest równy − 1
15

.

C. cosinus najmniejszego kąta tego trójkąta jest równy 13
15

.

14. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: |𝐴𝐵| = 𝑐, |𝐵𝐶| = 𝑎, |𝐴𝐶| = 𝑏, ∢𝐴𝐵𝐶 = 30°. Zatem

A. pole tego trójkąta jest równe 1
2
𝑎𝑐.

B. promień okręgu opisanego na tym trójkącie jest równy 𝑏.

C. sin∢𝐶𝐴𝐵 = 𝑎
2𝑏

.

15. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: |𝐴𝐵| = √5, |𝐵𝐶| = √6, |𝐴𝐶| = √7. Zatem

A. cos∢𝐴𝐵𝐶 =
√30
15

. B. cos∢𝐶𝐴𝐵 = 3√35
. C. sin∢𝐴𝐵𝐶 =

√13
√15

.

Zadania otwarte krótkiej odpowiedzi

16. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: |𝐴𝐵| = 6, ∢𝐴𝐵𝐶 = 35°, ∢𝐵𝐶𝐴 = 74°. Wyznacz
obwód tego trójkąta z dokładnością do jednego miejsca po przecinku.

17. Promień okręgu opisanego na trójkącie 𝐴𝐵𝐶 jest równy 20, ∢𝐶𝐴𝐵 = 40°
i ∢𝐴𝐵𝐶 = 22°. Wyznacz obwód tego trójkąta z dokładnością do 0,1.

18. Bok 𝐵𝐶 trójkąta 𝐴𝐵𝐶 ma długość 16√3, a promień okręgu opisanego na tym
trójkącie wynosi 16. Wyznacz miarę ∢𝐶𝐴𝐵.
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10. B

11. P, P, P

12. F, F, P

13. P, P, P

14. F, P, P

15. P, P, P

16. 15,5

17. 76,0

18. 60° lub 120°
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Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

19. W trójkącie 𝐴𝐵𝐶 dane są: |𝐴𝐵| = 7, |𝐵𝐶| = 9, |𝐶𝐴| = 10. Wyznacz długość
środkowej 𝐵𝐷.

20. W równoległoboku 𝐴𝐵𝐶𝐷 dane są: |𝐴𝐵| = 11, |𝐵𝐶| = 8, ∢𝐴𝐵𝐶 = 60°. Wy-
znacz długości przekątnych tego równoległoboku.

21. Wykaż, że nie istnieje trójkąt, w którym sinusy kątów są równe 1
7
, 2
7
i 5
7
.

22. Na boku 𝐵𝐶 trójkąta równobocznego 𝐴𝐵𝐶 obrano taki punkt𝐷, że
|𝐶𝐷| : |𝐷𝐵| = 2 : 1. Oblicz
a) miary kątów 𝐶𝐴𝐷 i𝐷𝐴𝐵 z dokładnością do 1°.
b) stosunek promieni okręgów opisanych na trójkątach 𝐴𝐶𝐷 i 𝐴𝐵𝐷.

23. W trójkącie rozwartokątnym 𝐴𝐵𝐶 o kącie rozwartym przy wierzchołku 𝐵 dane
są |𝐴𝐵| = 4√2 i |𝐴𝐶| = 4 (1 + √3). Poprowadzono wysokość 𝐵𝐷 i otrzymano
trójkąt równoramienny𝐴𝐵𝐷.Wyznacz kąty trójkąta𝐴𝐵𝐶 oraz pole𝑃 koła opisanego
na tym trójkącie.

24. W trójkącie równoramiennym𝐴𝐵𝐶miara kąta 𝐵𝐴𝐶 jest równa 30°, a podstawa
𝐴𝐵ma długość 8. Oblicz długość środkowej 𝐴𝐷 tego trójkąta.

25. Na trójkącie równobocznym𝐴𝐵𝐶 opisano okrąg. Na
łuku 𝐵𝐶 obrano punkt𝐾, jak na rysunku obok. Wykaż, że
|𝐶𝐾|2 − |𝐶𝐾| ⋅ |𝐴𝐾| = |𝐾𝐵|2 − |𝐾𝐵| ⋅ |𝐾𝐴|.

26. Boki trójkąta mają długości 2𝑎, 3𝑎, 4𝑎. Wykaż, że
promień okręgu opisanego na tym trójkącie jest równy
8√15
15
𝑎.

27. Odcinki o długościach: 2√3, 3 − √3, 3√2 są bokami trójkąta.
a) Wyznacz miarę największego kąta tego trójkąta.
b) Oblicz wysokość poprowadzoną z wierzchołka tego kąta.
c) Oblicz promień okręgu opisanego na tym trójkącie.

28. W trójkącie𝐴𝐵𝐶 dane są: |𝐴𝐵| = 6, |𝐵𝐶| = 9, ∢𝐴𝐵𝐶 = 60°. Wyznacz długości
odcinków, na które dwusieczna kąta 𝐴𝐵𝐶 dzieli bok 𝐶𝐴.

29. W trójkącie prostokątnym dwusieczna kąta prostego podzieliła przeciwprosto-
kątną na odcinki o długościach 2 + √3 i 3 + 2√3. Wyznacz miary kątów trójkąta.
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19. 2√10

20. |𝐴𝐶| = √97, |𝐵𝐷| = √273

21. Przyjmujemy:
𝛼, 𝛽, 𝛾 – kąty trójkąta,

sin𝛼 = 1
7
, sin𝛽 = 2

7
, sin 𝛾 = 5

7
,

𝑎, 𝑏, 𝑐 – długości boków leżących
naprzeciwko kątów 𝛼, 𝛽, 𝛾.
Z twierdzenia sinusów:
𝑎
𝑏
= sin𝛼

sin𝛽
= 1
2
, stąd 𝑏 = 2𝑎

𝑎
𝑐
= sin𝛼

sin 𝛾
= 1
5
, stąd 𝑐 = 5𝑎

Nie istnieje trójkąt o bokach
długości: 𝑎, 2𝑎 i 5𝑎, bo
𝑎 + 2𝑎 < 5𝑎, co jest sprzeczne
z nierównością trójkąta.

22. a) ∢𝐶𝐴𝐷 = 41°, ∢𝐷𝐴𝐵 = 19°
b) 1

26. Oznaczamy:
𝛼 – kąt leżący naprzeciwko
boku 2𝑎,
𝑅 – promień okręgu opisanego
na tym trójkącie.
Z twierdzenia cosinusów:

cos𝛼 = 16𝑎
2 + 9𝑎2 − 4𝑎2

2 ⋅ 3𝑎 ⋅ 4𝑎
=

= 21𝑎
2

24𝑎2
= 7
8

Zatem sin𝛼 = √1 − (7
8
)
2
=
√15
8

.

Z twierdzenia sinusów 2𝑎
sin𝛼
= 2𝑅.

Stąd 𝑅 = 𝑎
sin𝛼
= 8𝑎√15
= 8
√15
15
𝑎.

27. a) 120°

b) 3
√2 − √6
2

c) √6

28.
6√7
5

, 9
√7
5

29.

a

a

C
b

A

B

D

Z twierdzenia o dwusiecznej:
𝑎
𝑏
= |𝐵𝐷|
|𝐴𝐷|

Stąd 𝑎
𝑏
= 2 +
√3

3 + 2√3
⋅ 2
√3 − 3
2√3 − 3

=

= 4
√3 − 6 + 6 − 3√3
12 − 9

=
√3
3

.

𝑎
𝑏
= tg𝛼 =

√3
3

, stąd 𝛼 = 30°.

Odp.: 30°, 60°, 90°

23. ∢𝐴 = 45°, ∢𝐵 = 105°, ∢𝐶 = 30°, 𝑃 = 32π

24.
4√21
3

25. Z twierdzenia o kątach wpisanych opartych na tym samym łuku:
∢𝐴𝐾𝐶 =∢𝐴𝐵𝐶 = 60°, ∢𝐴𝐾𝐵 =∢𝐴𝐶𝐵 = 60°
Zatem cos∢𝐴𝐾𝐶 = cos∢𝐴𝐾𝐵 = 1

2
.

Z twierdzenia cosinusów w trójkącie 𝐴𝐶𝐾:

|𝐴𝐶|2 = |𝐶𝐾|2 + |𝐴𝐾|2 − 2|𝐶𝐾| ⋅ |𝐴𝐾| ⋅ 1
2
, |𝐴𝐶|2 = |𝐶𝐾|2 + |𝐴𝐾|2 − |𝐶𝐾| ⋅ |𝐴𝐾|

Z twierdzenia cosinusów w trójkącie 𝐴𝐵𝐾 i |𝐴𝐵| = |𝐴𝐶|:
|𝐴𝐶|2 = |𝐾𝐵|2 + |𝐴𝐾|2 − |𝐾𝐵| ⋅ |𝐾𝐴|
Porównujemy powyższe równości i otrzymujemy tezę:
|𝐶𝐾|2 − |𝐶𝐾| ⋅ |𝐴𝐾| = |𝐾𝐵|2 − |𝐾𝐵| ⋅ |𝐾𝐴|
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