Umiejetnosci

(]
Po szkole podstawowej
e O I l | e rl a i klasie pierwszej szkoly

ponadpodstawowej uczen:

® znajduje wspélrzedne danych
(na rysunku) punktow
kratowych oraz rysuje
w ukladzie wspotrzednych na
plaszczyznie punkty kratowe
o danych wspdtrzednych
catkowitych (dowolnego znaku),

® znajduje srodek odcinka,
ktorego konce maja dane
wspolrzedne (catkowite lub
wymierne) oraz znajduje
wspolrzedne drugiego konca
odcinka, gdy dany jest jeden
koniec i $rodek,

® oblicza dlugos¢ odcinka,
ktorego konce sa danymi
punktami kratowymi w ukladzie
wspotrzednych,

® dla danych punktéw kratowych
A i B znajduje inne punkty
kratowe nalezace do prostej AB,

| ® stosuje wzory na diugo$¢ okregu
i pole kota,

® rozpoznaje figury
osiowosymetryczne i wskazuje
ich osie symetrii oraz rozpoznaje
figury srodkowosymetryczne
i wskazuje ich $rodki symetrii,

® wyznacza réwnanie prostej
przechodzacej przez dwa dane
punkty,

® opisuje zbiory punktéw na
plaszczyznie kartezjanskiej,

® zapisuje rownanie prostej
W postaci ogoélnej,

® wyznacza réwnanie prostej,
ktora jest rownolegta lub
prostopadfa do danej prostej
i przechodzi przez dany punkt,

® bada réwnoleglos¢
i prostopadlos¢ prostych na
podstawie ich réwnan,

® oblicza wspolrzedne punktu
przeciecia dwdch prostych.
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Po tym dziale uczen:

® oblicza odleglos¢ dwoch punktow w ukladzie wspotrzednych oraz odlegtos¢ punktu
od prostej,

® wyznacza wspolrzedne srodka odcinka,

® stosuje geometryczng interpretacje wspolczynnika kierunkowego prostej,

opisuje proste rownolegte i prostopadte za pomoca réwnan w postaci ogélne;j,

2

. L. 2 2 _ 2
oraz kolo za pomocg nieréwnosci (x —a)” + (y —b)” <",

opisuje okrag za pomocg réwnania (x — a)’ + (y - b’ =r
okre$la wzajemne polozenie prostej i okregu (kota); znajduje punkty wspdlne prostej i okregu,

wyznacza rownanie stycznej do okregu,

wyznacza $rodek symetrii w figurach srodkowosymetrycznych, obraz figur w symetrii $rodkowej na ptaszczyznie,

wyznacza o$ symetrii w figurach osiowosymetrycznych, obraz figur w symetrii osiowej na plaszczyznie,

wyznacza obraz okregu lub wielokata w symetrii sSrodkowej o $rodku w poczatku uktadu wspélrzednych oraz symetrii osiowej
wzgledem osi uktadu wspoétrzednych,

e Klasyfikuje figury ze wzgledu na liczbe osi symetrii; rozpoznaje wielokaty foremne.
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Dziat 2. Geometria analityczna

Uwagi metodyczne

Réwnanie prostej w postaci
ogolnej ma wiele zalet. Ujednolica
réwnania wszystkich prostych
na plaszczyznie kartezjanskiej,
umozliwia pozbycie sie
niewygodnych ulamkéw, a przez
wyznaczenie punktéw przeciecia
z osiami uktadu pozwala na
szybkie i doktadne narysowanie
prostej. Ostatnia czynnos¢
przydaje si¢ podczas graficznego
rozwigzywania ukltadow réwnan.

41.6. Przeksztal¢ rownanie
prostej z postaci ogdlnej do postaci
kierunkowej, jesli to mozliwe.
a)2x-y=0

b) %x +3y-1=0

€)2y-8=0

d)3x-5=0

e) 6x-2y+1=0
f)x-3y-4=0

Odp.:a) y = 2x

b)yz—éx+l

3

c)y=4
d) brak réwnania w postaci
kierunkowej

1
e)y——3x+z

f)y=§x—-

1 4
3

1. Warto powtorzycC -
rownanie prostej

Réwnanie prostej na ptaszczyznie

Réwnanie ax +by +c¢ =0 ozmiennych x i y opisuje:
e cala plaszczyzne, gdy a=b=c=0,

o zbiér pusty,gdy a=b=01i c#0,

° prosta, gdy a i b nie s3 jednoczes$nie rowne 0.

Kazda prostg na plaszczyZnie mozemy o Warunek a® + b* # 0 oznacza, e aib (1)
opisac za pomocg rownania: nie moga by¢ jednoczesnie réwne 0.
® Warunek ab # 0 oznacza, ze zadna

z liczb a, b nie moze by¢ réwna 0.

ax +by +c=0,gdziea’ +b* # 0

a
b
i opisuje na plaszczyznie prosta, ktora jest wykresem tej funkcji.

o Jezeli b # 0, to rownanie y = ——x — g jest wzorem funkcji liniowej zmiennej x

o Jezeli b =0 i a # 0, to réownanie x = —= opisuje na plaszczyznie prosta
a
prostopadla do osi x, ktora nie jest wykresem zadnej funkgji.

Réwnanie ax + by + ¢ = 0, w ktérym a i b nie sa jednoczesnie réwne zero, czyli
réwnanie liniowe z dwiema niewiadomymi, nazywamy rownaniem prostej w po-
staci ogolnej, natomiast réwnanie y = mx + n réwnaniem kierunkowym proste;j
o wspolczynniku kierunkowym 1 i wyrazie wolnym #.

Przyktad ° zad. 1.6

Przeksztalcimy dane rownanie prostej z postaci ogélnej do postaci kierunkowej.

Rozwigzanie

a) 3x—y-5=0 b) x+4y-7=0

Jezeli prosta ma rdwnanie w postaci ((( )))

-y=-3x+5 4y =-x+7 kierunkowej, to jest ono tylko jedno.
y=3x-5 y=—lx+z
4 4
Przyktad @) « zad. 1.8

Przeksztalcimy dane réwnanie kierunkowe prostej do postaci ogolne;j.

Rozwigzanie

a) y= Vilx -6 «—— wystarczy przenie$¢ wszystkie wyrazy na jedna strone
—*/11x+y+6:0 i uporzadkowac je

41.8. Przeksztal¢ rownanie prostej z postaci kierunkowej do postaci ogdlnej.

a) y=3x+1 c)y:—§x+z e)y=§x—5

3

1 1 1
b)yzgx—3 d) y=-5x f)y=—;x+z

Odp.:a)3x-y+1=0 b)x-5y-15=0 ¢)2x+9y-6=0
d)5x+y=0 e3x-4y-20=0 f)2x+14y-7=0
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6 3
b)y:—;x+5

Réwnanie danej prostej w postaci ogélnej mozna zapisa¢ ((( )))
na nieskonczenie wiele sposobow (jedne rownania powstaja
z innych przez pomnozenie przez liczbe rézng od zera).

«— jezeli zalezy nam na wspoltczynnikach catkowitych, to obydwie

6 3
-x+y--=0
7 2 strony réwnania mnozymy przez 14

12x + 14y - 21 =0

Przyktad @) « zad. 1.10

Napiszemy rownanie prostej przechodzacej przez dane punkty.
a) (-1, 1)i(-1, 12) b) (-1, -4)i (7, 12)

Rozwiagzanie
a) Pierwsze wspoélrzedne obu punktéw sg takie same, zatem prosta przechodzaca
przez te punkty jest prostopadia do osi x i ma réwnanie x = —1.

b) Pierwsze wspodtrzedne obu punktéw sa rézne, zatem do rozwigzania zadania ko-
rzystamy z rownania kierunkowego prostej y = mx + n.

{—4:—m+n {4:m—n {4:m—n {m:2
12=7"m+n 12=7"m+n 16 = 8m n=-2
Odp.:a) x=-1 b) y=2x-2

Przyktad @) « zad. 1.11

Wyznaczymy punkty przeciecia prostej o rGwnaniu 2x-5y+10 = 0 z osiami ukfadu
wspotrzednych.

Rozwiagzanie

Aby wyznaczy¢ punkt przeciecia prostej z osig x, rozwigzujemy uktad réwnan:

2x-5y+10=0
«— kazdy punkt osi x ma wspdlrzedng y =0

y=0
2x+10=0 x=-5
y=0 p=t

Punkt przeciecia prostej z osig x ma wspéltrzedne (-5, 0).
Aby wyznaczy¢ punkt przeciecia prostej z osia y, rozwigzujemy ukltad réwnan:

2x-5y+10=0
{ *o «— kazdy punkt osi y ma wspolrzedng x =0

x=0
{—5y+10=0 {y=2

Punkt przeciecia prostej z osig ¥ ma wspoétrzedne (0, 2).

Odp.: Punkty przeciecia prostej z osiami to (=5, 0) i (0, 2).

41.10. Napisz réwnanie prostej
przechodzacej przez dwa dane
punkty.

a) A=(4, -5)iB=(2,3)

b) A=(-9,-1)iB=(3,3)

Q) A=(2,6)iB= (7, 3%)

o a(nt)is=(h)

Odp.:a) y = —4x + 11

b)y:§x+2

c)y:—%x+7
1

d)y—x+1§

41.11. Wyznacz punkty
przecigcia prostej z osiami ukladu
wspolrzednych i narysuj te prosta.
a)x+2y-4=0
b)3x-y+6=0

) 2x+4y-1=0

d) V2x-V2y+1=0

Odp.: a) (0, 2), (4, 0)

b) (0, 6), (-2, 0)

o0 3) (1)
o3} (5)

S
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41.20. Napisz rownanie prostej
przechodzacej przez punkt A

i rownolegtej do prostej I.
a)A=(2,3), L y=5x-2

b) A= (-3 -1), l:y=§x—2
c)Az(%, 3), l:y:—4x+1§
d)A=(3,-2), L x=-2

) A=(-4,5), I: y:—%x+3
) A=(V2,4), I y=2V2x+3
Odp.:a) y =5x-7

b)y=§x+l
c)y=-4x+5
dx=3
e)y=—%x+3
f) y=2V2x

Dziat 2. Geometria analityczna

Punkt A = (x4, y4) jest punktem wspSlnym prostej k: a;x + b,y +¢; = 0 ipros-
tej I a,x + byy + ¢, = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy jego wspolrzedne spelniaja réw-
nania obu prostych, czyli gdy para liczb (x4, y,) nalezy do zbioru rozwigzan uktadu
réwnan:
ax+by+c, =0
{(12x+l72y+c2 =0

Réwnania prostych réwnolegtych i prostopadtych

Przypomnijmy zaleznosci miedzy réwnaniami prostych réwnolegtych i prostych
prostopadtych.

Prosta [ taka, ze Prosta p taka, ze

Prosta k

Il k pLk

y=mx+n, m#0 Yy =mx+mn; y:—ix+n2
x=a x=a y=a,
y=>b y=b x =b,

Przyktad @ < zad. 1.20, 1.21

Dana jest prosta [: y = —3x + 2. Przez punkt A = (4, 3) poprowadzono prosta k
réwnolegla do prostej [ oraz prosta h prostopadla do I. Napiszemy réwnania prostej k
i prostej h.

Rozwiazanie

o k:y=-3x+n

«— kazda prosta rownolegta do I ma réwnanie tej postaci

3=-3-4+n —A=(43)¢ck
n=15
k:y=-3x+15

1
° hy= gx el «— kazda prosta prostopadta do I ma réwnanie tej postaci

4
3=3+c — A=(43)¢h
5
c==:
3
1 5
h:y=-x+=
4 3 3

Odp.: k: y = =3x + 15, h:y=§x+§

41.21. Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkt A i prostopadlej do proste;j .

a) A=(6,5) ly=-3x+1 d) A=(-1,-7) I: y=-02x+56
b) A=(0, -4) ILy=7x+1 e)A:(—%,§> l:le%
0 A=(Vi2,4) l:y=?x+2 f)A:(—3,1+\/§) z;y:%ﬁ,”m

Odp.:a)yz%x+3 b)y=—%x—4 c)y:—\/§x+10

d) y=5x-2 e)y=2% f)y:—\?x+1
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W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.
Odpowiedzi i rozwigzania

1.1. Wskaz réwnanie, za pomoca ktorego mozna opisa¢ wykres funkcji 1.1.C

3 2
f(x) = —§X+§.
A -9x+15y+10=0 C. -9x-15y+10=0

B. 9x-15y-10=0 D.9x +15y+10=0

1.2. Wskaz zbior, ktorego ilustracjg jest figura przedstawiona vl 1.2. D
na rysunku.

={(x, y): -3<x<11iy<2}
={(x, y): x, yeRi-3<x<2} B
={(x, y): 3<x<1iy<2}

={(x, y): 3<x<1iy<2}

-

=Y

1.3. Wskaz punkt przeciecia prostej 18x —4y —3 =0 z osig x. 1.3. C
A0l (20 c(le)  p(ad)

6 4 6 4
1.4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. 1.4. P,P,F

A. Réwnanie x + 3y —2 = 0 jest rbwnaniem prostej przechodzacej przez I, 111 IV
¢wiartke ukladu wspoétrzednych.

B. Prosta o réwnaniu 5x —7 = 0 jest réwnolegla do osi y.

C. Prosta o réwnaniu 3y — 3n = 0 nie jest wykresem funkcji.

1.5. Zaznacz na plaszczyznie kartezjanskiej podany zbidr.
a) A={(x, y): -3<x<1}
b) B = {(x, p):xe(-24) iy= —%x}
) C={(x, y): x<0il<y<3}
d)D {(x,y)xelly 2}
={(x,y): xe(-1;2)iy=1-2x}
={(x, y): x € (0; 3) i y € (-3; 0)}
g)G {(x,p): x| <51 y=|x|+1}

h) H ={(x,y): Ixl <4 i y = VI=+I}

1.5. a) 7\ b) b7 | 9] b7\ d) Ji

(=]
=
=Y
=]
=Y

L
[

(=]
=Y
(=)
=Y

e) Ji

fa)

b7 gl b7\ L1 h) [ ] b7

1]
.

[
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1.6.2) y=2x b)y= _é x+l 1.6. Przeksztal¢ rownanie prostej z postaci ogélnej do postaci kierunkowej, jesli to

¢) y =4 d) brak réwnania ’ el
w postaci kierunkowej a) 21x -y=0 €) 2y-8=0 e) 6x-2y+1=0
e)y=—3x+% f)y=§x—;—l b) §x+3y—1=0 d) 3x-5=0 f) x-3y-4=0
1.7.a)a=-5 bla=1 1.7. Wyznacz wspdtczynnik kierunkowy prostej o podanym réwnaniu.
c)azi da=" a) 5x+y+1=0 c) 3x-4y+2=0
4 2 b) x—y+9=0 d) ix-2y+3=0
18.2)3x-y+1=0
b) x-5y-15=0 1.8. Przeksztal¢ rownanie prostej z postaci kierunkowej do postaci ogdlnej.
€)2x+9y-6=0 a) y=3x+1 c)y:—%x+g e)y:Ex—S
d)5x+y=0 ] 9 3 41 1
€)3x-4y-20=0 b)y:gx—3 d) y=-5x f) y=-ox+s
f) 2x+14y-7=0
19.a) tak b) tak ) nie 1.9. Spraw;lz, czy oba rownaina przedstawiajg te sama prosta.
d) nie e) nie f) tak a)x—y+5=0, —x+y—25=0 d) 4x-2y+1=0, 2x+y—-1=0
1.10. a) y = —4x + 11 b) 2x+y=0,2x-y=0 e) 7x—-5=0,7y-5=0
b)y:%x+2 c) 3x+5y-1=0,3x+5y-1=0 f) 1%x+3y—4:0, 3x+6y-8=0
1
y= —5x+7 1.10. Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez dwa dane punkty.
y=x+it a) A= (4, -5)iB=(2 3) c)A=(2,6)iB:<7,3%>
1.11. a) (0, 2), (4, 0) b) A=(-9, -1)iB=(3,3) d) A:(—l, l)iBz(—l, 1)
b) (0, 6), (-2, 0) 3 3
<) <0, i), (-%, 0) 1.11. Wyznacz punkty przeciecia prostej z osiami uktadu wspétrzednych i narysuj
te prosta.
2 2
d)<0,§>,<—§,0> a) x+2y-4=0 ) 2x+4y-1=0
b) 3x-y+6=0 d) V2x-V2y+1=0
1.12. a) np. (-3, 3), (0, 2),
<1) 12)) (G, 1), (6, 0) 1.12. Napisz pie¢ par liczb spetniajacych podane réwnanie.
a) x+3y-6=0 b) 7x+14y+2=0
b) np. (—2 9) (—% o)
AN A 1.13. Wyznacz punkt wspolny prostych ki L.
(o, —%),<z,—1%),<—4,1§) a) k: 2x-3y+6=0 I x+2y-4=0
2
1.13. a) (0, 2) b) ki Sx-y+1=0 Lx—y-4=0
b))((f’_;)) c) k:dx-y-8=0 l:x+%y+1=0
o1, -
d) brak punktéw wspélnych d) ki 3x+y-2=0 l: 1,5x-05y+2=0
e) (0, -2) e) k:3x+0,6y+12=0 I:2x-3y-6=0
f) proste pokrywaja sie f) k:5x+3y-6=0 2x+12y-24=0
1.14. Szukany zbi6r punktéw to: 1.15. nie ma osi symetrii, 1.16. vk
a) suma dwoch prostych: x =7 ma $rodek symetrii
iy=0, JR NIE
b) suma dwoch prostych: x = -3 )z
iy=x, 1 & —
c) prosta x =6, X 0 X
d) suma dwoch prostych: x =1 0
ix=3,
e) {(—5, 2)}, YELA[+4
f) prosta x = -3,
8 {-7. D}, Odp.: m € (~4; 6)

h) prosta y = 5.
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1.14. Narysuj wukladzie wspolrzednych zbior punktéw opisany danym réwnaniem.

a) (x-7)y=0
b) (x+3)(x-y)=0
€) ¥ -12x+36=0

e) (x+5°+(y-27>=0
) (x+3)7%=0
g lx+7l+|y-1=0

d) x> —4x+3=0 h) y*+10y+25=0

1.15. Narysuj w jednym uktadzie wspdtrzednych proste o réwnaniach: y = —x + 5,
y=2x-8, y=-x—4 oraz y = 2x+2. Ile osi symetrii ma figura bedgca sumg tych
prostych? Czy ma srodek symetrii?

1.16. Dla jakich warto$ci m wykres funkcji f(x) = —|x| + m ma co najmniej jeden
punkt wspolny z réwnolegtobokiem o wierzchotkach (0, —4), (4, 0), (2, 4), (-2, 0)?

1.17. Dlajakich warto$ci m wykres funkcji f(x) = mx+m+4 ma co najmniej jeden
punkt wspélny z prostokatem o wierzchotkach (3, 3), (-3, 3), (-3, —1), (3, -1)?

1.18. Dobierz m tak, aby prosta o réwnaniu (m +2)x + y = m — 1 nie miala punk-
tow wspolnych z podang ¢wiartka ukladu wspoltrzednych.
a) I b) II ¢) I d) v

1.19. Dlajakich wartoécim prosta o podanym réwnaniu przechodzi przez pierwsza,
trzecig i czwarta ¢wiartke uktadu wspotrzednych?

a) m+3)x—y+m+1=0 b) (I1-m)x—y+m+5=0

1.20. Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A i rdwnoleglej do pro-

stej [.
a) A=(2,3) b p=SE=2 d) A=(3 -2) I: x=-2
b) A= (-3, -1) l:y=§x—2 ¢) A=(-4,5) l:y=—%x+3
c)A=<%,3> l:y=—4x+1§ f)A=(\/§,4) I y=2V2x+3
1.21. Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkt A i prostopadtej do pro-
stej .
a) A=(6,5) I y=-3x+1 d) A=(-1, -7) I: y=-02x+5,6

3 5 1
b) A=(0,-4) L y=7x+1 e)A—(—E,E) Ex=1s

3V2

c)A=(\/ﬁ,4) l:y=§x+2 f) A=(—3,1+\/§) l:y=72x+13

119. y=ax+b,a>0ib<0
a)y=(m+3)x+m+1
m+3>0im+1<0
m>-31im<-1

me (=3; -1)

b) y=01-mx+m+5
1-m>0im+5<0
m<1lim<-=5

m € (—oo0; =5)

Odp.:a) m € (=3; —1)
b) m € (—oo; —5)

1.20. a) y=5x-7 b)y=§x+1
c)y=-4x+5 d)x=3
e)y=—%x+3 f) y=2V2x

1.21.a)y=§x+3 b)y=—%x—4
) y=-V3x+10 d) y=5x-2

Y __ 2
e)y—22 f) y= 3x+1

45 I

1.14.-1.16. Patrzs. 44.

117, f(x) =mx+m+4

f(x) = m(x + 1) + 4, wiec
wykresy wszystkich takich funkcji
przechodzg przez punkt (-1, 4).

1l 1V

gl

4
—

N

Odp.:m € (—oo; —l> U <l, oo)
4 2

118. (im+2)x+y=m-1
y=—(m+2)x+m-1

y =ax+b, gdzie a=—-(m+2),
b=m-1
a)a<0ib<o0
-m+2)<0im-1<0
m=z2-2im<g<1

me (=2; 1)
b)az20ib<go0
-m+2)20im-1<0
m<-2im<1

m € (—oo0; —=2)
)a<0ib=0
-(m+2)<0im-120
mz2-2imz=1

m € (1; o0)
d)az20ib>0
-m+2)20im-120
m<-2im=21

Nie ma takiego m.
Odp.:a) m € (-2; 1)

b) m € (—o0; -2)

c) me (1; o0)

d) Nie ma takiego m.
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Uwagi metodyczne

W tym temacie wprowadzamy
wzory: na odleglos¢ punktéow
plaszczyzny kartezjanskiej oraz na
wspotrzedne srodka odcinka.
Pierwszy wynika z prostego
zastosowania twierdzenia
Pitagorasa. Drugiego nie
uzasadniamy (zmudne rachunki),
tylko podajemy metode, za
pomocag ktdrej mozna wykazacé
jego prawdziwosc.

tematy 2.1, 2.2

MultiteZa

o Srodek ciezkosai tréjkata
dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.2

G Generator

testow i sprawdzianow

2. Odlegtosc¢ na ptaszczyznie

kartezjanskiej

Umiejetnosci:

e obliczanie odlegtosci miedzy dwoma punktami

* wyznaczanie wspotrzednych srodka odcinka

Planimetria jest czedcig geometrii zajmu-
jaca sie badaniem wlasno$ci figur na ptasz-
czyznie, a jej poczatki siegaja czaséw przed
nasza erg. Okolo 300 lat p.n.e. w dziele
Elementy Euklides zawarl znane wowczas
twierdzenia planimetrii w formie teorii ak-
sjomatycznej.

W pierwszej i drugiej klasie prezentowa-
lismy fragmenty geometrii euklidesowe;.
Tutaj przedstawimy inny sposéb opisywa-
nia wlasnosci figur na plaszczyznie, nazy-
wany geometria analityczna. Jej twdrcy,
zyjacemu w XVII w. Kartezjuszowi, ma-
tematyka zawdzigcza m.in. wprowadzenie
pojecia ukladu wspoétrzednych. W geome-
trii analitycznej badanie figur sprowadza
sie dobadania opisujacychjeliczb i funkcji.

Odlegto$é miedzy punktami

Przypomnijmy:

@

René Descartes, Kartezjusz (1596-1650)
- matematyk, fizyk i filozof francuski.
Autor licznych dziet naukowych, m.in.
Rozprawy o metodzie. W tym traktacie
filozoficzno-matematycznym znalazl sie
pierwszy opis uktadu wspotrzednych
na plaszczyznie; stamtad pochodzi tez
stynna maksyma ,,Mysle, wiec jestem”
(Cogito ergo sum). Kartezjusz wprowa-
dzit m.in. pojecia zmiennej i funkgji,
sformutowat prawa odbicia i zatamania
$wiatla oraz zaleznos¢ miedzy masa

a predkoscia ciala, zblizong do obecnej
zasady zachowania pedu.

° Plaszczyzna kartezjanska nazywamy plaszczyzne z wprowadzonym na niej prosto-

katnym uktadem wspolrzednych.

e Odlegltos¢ miedzy punktami A i B, czyli dlugo$¢ odcinka AB, oznaczamy |AB|.
* Odlegto$¢ miedzy punktami A = (a) i B = (b) na osi liczbowej jest rowna

|AB| = |a - b.

p o

0

s‘o S

P

Zatem gdy A = (—\/5) i B= (2\/5), to |AB| = |—\/§—2\/§‘ = ‘—3\/§| =342.



Pokazemy teraz, jak mierzy sie odleglos¢ miedzy
punktami na plaszczyznie kartezjanskiej. Przeana-
lizujmy najpierw sytuacje, gdy pierwsze lub drugie
wspolrzedne punktdw sg takie same.

2. Odlegtos¢ na ptaszczyznie kartezjanskiej

Do obliczania odlegtosci na ((( )))
plaszczyznie kartezjanskiej
musimy mie¢ identyczne
jednostki na obydwu osiach.

Przyktad €)

a) Dlugosé¢ odcinka AB jest taka sama b) Dlugo$¢ odcinka AB jest taka sama
jak odleglos¢ miedzy punktami od- jak odleglos¢ miedzy punktami od-
powiadajgcymi liczbom —1 i -3 na powiadajacymi liczbom 24522 na
osi y,czyli |AB|=|-1-(-3)| = 5 2 1
— 1 = ix,czyli |AB| =|> - (-2)| =4-.
— 12| =2. osi x, czy. 5 5

4 7
1 1 =
: = ; -
DEBN. I x
i - A=(3,-3)
) B= (23
i B=(2,+3

Przyktad e zad. 2.1

Obliczymy odlegtos$¢ punktu A = (12, 5) od poczatku uktadu wspotrzednych.

€2.1. Oblicz odleglos¢
punktu P od poczatku ukladu

wspolrzednych.

Rozwigzanie a) P=(-4, 3)
Odcinek OA jest przekatng prostokata, | yi 12 A= (12,5) b) P = (2, -5)
ktérego boki maja dtugosci 12 i 5. - o P=(-3-9)
Stosujemy twierdzenie Pitagorasa. - ] - d P =(3v2, 3V2)

|OA] = 12° + 5 = 169 T Odp.:a) 5 b) V29
Odp.: |OA] = 13 0 — _ ¢)3V10 d)6

X

Przyktad @)

Obliczymy odleglos¢ miedzy punktami A = (1, 2) i B = (5, -1).

Rozwigzanie
Odcinek AB jest przekatna prostokata, ktorego
boki majg dlugosci:

JACI =12-(-1)| =3, [BC|=|5-1]=4

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa.

yA

A=(1,2)

-

=Y

of T
C=(1,+1 B=(5,—+1)

|AB|* = |AC|” + |BC|*, |AB|* = 3" +4%, czyli |AB|* =25

Odp.: |AB| = 5
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Powtérzmy rozumowanie z przykladu 3 dla dwoch dowolnych punktéw. Przyjmij-
my, ze na plaszczyznie kartezjanskiej dane s3 dwa punkty o wspdtrzednych:

A= (x4 y4) i B=(xp yp)
Wprowadzony pomocniczo punkt C ma wspotrzedne C = (x4, yp).

VA

A= (x,,
v (X4 Jla)

\

|
=_ e 4
B:: (%54 5) 1 C= (xAj:ryB)
| |
1 1 o
X 0] 1 X, | x

Odcinek AB jest przekatng prostokata, ktorego boki majg dlugosci:
|BC| = |x, — xgl

«— drugie wspdlrzedne punktéw B i C sa rowne
|AC| = |y — ygl «—— pierwsze wspdlrzedne punktéw A i C s3 réwne
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa.

|AB|2 - |BC|2 + |AC|2 Dla dowolnej liczby a € R: |a|* = a.
|ABI* = |x4 = xp|* + |ya - ysl”

|ABI* = (x4 = x5)* + (y4 - y3)°

1ABI = \[(xs = x0)* + (v4 = y3)

Udowodnili$my w ten sposdb nastepujace twierdzenie:

Jezeli na plaszczyznie kartezjanskiej dane sg punkty o wspdtrzednych
A=(x,,y4) i B=(xp yp) toodlegtos¢ miedzy nimi jest réwna:

|AB| = \(x4 - x5)> + (y4 - y5)’

Poniewaz:
la—b| =|b-al| oraz (a-b)*=b-a)

otrzymany wzor mozna zapisa¢ w postaci:

|AB| = \/(XB ~xa)* + (y5 = ya)




Przyktad o zad. 2.2-2.5
Obliczymy odlegto$¢ migdzy punktami A i B o podanych wspotrzednych.

Rozwiagzanie
a) A=(3,1), B=(53)

|AB| = /(3 -5+ (1-372 = V(-2)? + (-2’ = VA + 4 = V8=2V2
b) A=(-7,-3), B=(17, -13)

|AB| = \/[17 — (=D +[-13 - (-3)]* = V242 + (-10)2 = /576 + 100 =
= /676 = 26
) A=(-V3,7), B=(V2,3-15)

|AB|:\/(_\/5_\/5)2"‘[7‘(3—\/5)]2:\/3+2\/€+2+(4+\/§)2=
=\/5+2\/€+16+8\/§+5:\/26+2\/€+8\/§

Przyktad e zad. 2.6

Obliczymy obwdd i pole tréjkata o wierzchotkach:
A=(1,2), B=(-5-2), C= (-3, -5).

Rozwigzanie

2. Odlegtos¢ na ptaszczyznie kartezjaniskiej

Wyznaczymy najpierw dlugosci bokdw tréjkata. v
|AB| = V(1+5) +(2+2)* = V52 =2V13 A
IBC| = V(-5 +3)2 + (-2 +5)2 = V13 i x
IAC| = (1 +3)2 + 2 +5)° = V65 g 7
Obwdd tréjkata jest rowny:
|AB| + |CB| + |CA| = 2V13 + V13 + V65 = C
=313 + V65

Na podstawie rysunku mozna przypuszczaé, ze trojkat ABC jest prostokatny.

Sprawdzmy rachunkowo, czy rzeczywicie tak jest:

|AB|” + |CBI* = (V52)" + (VI3)’ = 52+ 13 = 65 = (V65)” = |CA[*

Na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa, trojkat ABC jest

prostokatny, z katem prostym przy wierzchotku B. Zatem:
P:%-|AB|-|BC|:§.2x/E-x/E=13

Odp.: Obwdd tréjkata jest rowny 3V13 + V65, a jego pole wynosi 13.

42.6. Patrzs. 54, 55.

42.2. Oblicz odlegto$¢ miedzy
podanymi punktami.

a)A=(3,7) i B=(11,7)

b) P=(-2,5) i Q=(5,5)

o K =(V2,V2) i L=(-2V2,V2)

om=(34)=(3)
Odp:a)8 b)7 93V2 )3

42.3. Oblicz dtugo$¢ odcinka AB.
a) A=(1,-2), B=(4,2)

b) A= (5, -3), B=(-1,5)

c) A= (-6, -1), B=(6, 8)

d) A=(-35-4), B=(5,5)
Odp.:a)5 b)10 ¢) 15 d) 41

42.4. Oblicz obwdd tréjkata
o danych wierzchotkach.

a) A=(3,1), B=(4,3),
C=(-2,6)

b) A= (-2, -2), B=(-1, -7),
C=(2,-5)

c) A= (-1, -1), B=(-2,3),
C=(3,1)

d) A=(3,3), B=(0,4),

C =(0, 0)

Odp.: a) 5V2 + 415

b) 5+ V13 + V26

¢) 2v5 + V17 + V29

d) 4+3V2+ V10

42.5. Oblicz obwod wielokata,
ktdrego kolejnymi wierzchotkami

sa podane punkty.

a) A=(-3,-2), B=(1, 1),
C=(5 -2)

b) A = (5, 8), B= (-4, -4),
C=(4,11)

c) A=(0,0), B=(2,2),
C=(-1,5), D=(-3,3)

d) A=(-2,-2), B=(2,1),
C=(2,5), D=(-1,1)

Odp.:a) 18 b) 32+ V10
¢) 10vV2 d) 14 + V10
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42.7. Oblicz obwdd troéjkata, Przyktad 0 zad. 2.7 Joodni ot b vod ikach ((¢)
ktdrego boki zawierajg sie . . . . 8o dme i qgv 1? asz}f?k pofrecanieac
tveh o podanvch Dane sg réwnania bokéw tréjkata: zasadg ,,rownanie boku trojkata” oznacza
:‘ég;(;;z’:(:h p W AB:3x—y+7=0, AC:x—y—1=0 skrét okrf:élenia ,,rl(i)wna’flie proste]:, wkté.rej
o . ) _ zawiera si¢ bok tréjkata”. Podobnie nalezy
a) 7x+y+16=0, 1 Bc- xX+y ._ 3=0. rozumie¢ ,,réwnanie wysokosci trojkata”,
3x+4y—-36=0, Obliczymy jego obwod. »réwnanie dwusiecznej kata wewnetrznego
4x-3y+2=0 trojkata” itp.
L) e 2;__(6) =0, Rozwigzanie
i . 3; ~o - Do obliczenia dtugosci bokdw trdjkata potrzebne sg wspdtrzedne jego wierzchotkow.
Q) dx+3y-2=0 Aby je znalez¢, nalezy rozwigza¢ odpowiednie uktady réwnan (rachunki zostawiamy
3x+4y+2=0, do samodzielnego wykonania).
x-—y+3=0 3x-y+7=0 o )
d) 3x -4y -15 =0, ° 4 e 1—1=0 «— punkt przeciecia prostych ABi AC C
2x-5y-10=0 Y jest wierzchotkiem A tréjkata
4x-3y-6=0 A=(-4,-5)
3x-y+7=0
Odp.: a) 10(2 + \/2) ° + ,V_ 320 «— punkt przeciecia prostych AB i BC B
b) 4(v5 + 22+ 3) Xty=-°2= jest wierzchotkiem B trojkata
B=(-1, 4)
o) 10+ V2 , o A
X — —_ =

d) 15+ V29 ° 4 J _3-0 «—— punkt przecigcia prostych AC i BC

(Xt - jest wierzchotkiem C trojkata

C=(2,1

Obliczamy dlugosci bokow tréjkata.
|AB| = /(-1 +4) + (4 + 5)> = V9 + 81 = V90 = 3110
JAC| = V(2 +4)? + (1 +5)2 = V36 + 36 = V236 = 6V2
IBCl= V(2 +12+(1-42=vV9+9=+2-9=342
Odp.: Tréjkat ABC ma obwéd réwny 3v10 + 9+/2.

Przykiad @

Obliczymy obwdd i pole czworokata ABCD, w ktérym A = (4, 1), B= (2, 5),
C=(-2,3), D=(0, -1).

7A B

Rozwiazanie
|AB| = \V(2- 47 +(5-1?=V4+16=v20=2V5 €
IBCl = V(-2-22+(3-52=V16+4=25
ICD| = V22 + (-1 -3)> = V4 + 16 = 25 -
IDA| = V42 + (-1 -1)? = V16 + 4 = 215 D

-

=




2. Odlegtos¢ na ptaszczyznie kartezjanskiej

Czworokat ABCD jest rombem, a ponadto:

IDB| = V22 + (-1 =5)2 = V4 + 36 = V40

|DB|* = 40, |ABJ* = 20, |DAJ* = 20
IDB|* = |AB|* + |DAJ*, wiec czworokat ABCD jest rombem o katach prostych, czyli
kwadratem. Obwéd tego kwadratu jest réwny 8+/5, a pole 20.

Odp.: Obwéd czworokata ABCD wynosi 8V/5, a jego pole 20.

Srodek odcinka

Srodek odcinka jest jednym z podstawowych poje¢ geometrii. Mozna je definiowaé
na rézne sposoby. My postuzymy sie pojeciem odleglosci.

Srodkiem odcinka AB nazywamy taki punkt M, ze |AM| = |[MB| = %lABl.

Wyznaczymy wspélrzedne srodka odcinka w zaleznosci od wspotrzednych koncow
tego odcinka. Zaczniemy od sytuacji prostszej — gdy odcinek lezy na osi liczbowe;j.

Przyjmijmy, ze koncami odcinka sg punkty A = (a) oraz B = (b) takie, ze b > a.
Oznaczmy wspoétrzedng srodka M literg m. Odlegto$¢ punktu M od punktu A jest
wtedy réwna m—a, odlegto$¢ punktu M od B jest réwna b—m. Zgodnie z definicja
zachodzi réwnos¢ m —a = b —m, czyli:

a+b M
2 0 1 A B

=y

Wspdlrzedna srodka odcinka jest srednig arytmetyczng wspolrzednych koncdw tego
odcinka.

Jezeli bedziemy rozpatrywaé punkty na plaszczyznie kartezjanskiej, to mozemy
sprawdzi¢, ze powyzszy wzor zachodzi odpowiednio dla kazdej z dwéch wspdtrzed-
nych. Prawdziwe jest wigc nastepujace twierdzenie:

Srodkiem odcinka o koricach A = (x,, y,) i B = (xg, y5) jest punkt:
M = (XA‘HCB )’A+)’B>

>

2 2
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42.9. Oblicz wspotrzedne srodka
odcinka AB.

a) A=(2,3), B=(8,5)

b) A= (-1, 4), B=(-3, -2)

c) A=(0, -1), B= (-5, 3)

d) A=(1,-7), B=(-8,0)

Odp.:a) (5,4) b) (-2, 1)

0 (—21, 1) d) (—31, —31)
2 2 2

42.10. Punkt M jest srodkiem

odcinka AB o danym koncu A.

Wyznacz wspotrzedne punktu B.

a)A=(3,4), M=(1,7)

b) A=(-1,5), M =(0, 1)

c) A=(4,-16), M = (-3, -8)

d) A=(-7,-2), M=(-1,3)

Odp.:a) B = (-1, 10)

b) B = (1, -3)
¢) B =(-10, 0)
d) B= (5, 8)

42.14. W réwnolegloboku
ABCD dane sg wsp6lrzedne
trzech wierzchotkéw. Wyznacz
wspolrzedne czwartego
wierzchotka tego réwnolegtoboku.
a) A= (-4, -2), B= (2, 3),
C=(3,298)

b) B=(-3,0), C = (4, -3),
D = (2, 3)

Odp.:a) D = (-3, 3)

b) A= (-5, 6)

Wspolrzedne $rodka odcinka s3 §rednimi v
. . . i B
arytmetycznymi odpowiednich wspétrzed " -
nych koncéw tego odcinka. M=
s
Aby udowodni¢ to twierdzenie, mozna ob- —_ |,
. 7 7. . 7 |
liczy¢ dlugoéci odcinkéw AM, MB, AB A 1 :
. cr . : 7 o) | -
i sprawdzié, ze spelnione s3 réwnoéci po- P\ oL —r
dane w definicji. Te dosy¢ Zzmudne rachun- 2

ki pominiemy. Natomiast uzasadnienie geo-
metryczne prezentujemy na rysunku obok.

Przyktad @) « zad. 2.9
Srodkiem odcinka AB o koficach A = (-2, 7) i B = (4, 11) jest punkt

Przyktad @ < zad.2.10

Srodkiem odcinka AB jest punkt M = (3, —2). Punkt A ma wspétrzedne A = (2, 5).
Wyznaczymy wspolrzedne drugiego konca odcinka.

Rozwigzanie
Przyjmijmy B = (x, y). Zgodnie ze wzorem na wspolrzedne srodka odcinka mamy:

o2ty
2
Stad x =4, y = -9, zatem B = (4, -9).

Odp.: B = (4, -9)

2+x

3=—— oraz
2

Przykiad () « zad.2.14 D c
W réwnolegtoboku ABCD dane sa wierzchotki

A= (-3, -4), B= (4, -2) i D = (0, 2). Wyznaczymy A

wspolrzedne wierzchotka C tego réwnolegloboku. A B

Rozwigzanie

W réwnolegtoboku punkt przeciecia przekatnych jest srodkiem kazdej z nich.
Wykorzystamy te wlasnos¢.

Wykonujemy kolejne kroki.

Krok 1: Wyznaczamy wspoélrzedne punktu P - $rodka odcinka BD.

P=(XB‘;xD’yB;yD)=<0;4’2;2>=(2, 0)




2. Odlegtos¢ na ptaszczyznie kartezjanskiej

Krok 2: Zapisujemy wspolrzedne punktu P jako $rodka odcinka AC o danym
koncu A oraz szukanym koncu C.

P (xA+xC )’A‘U’C) _ <—3+xc —4+)’C>

> >

2 2 2 2

Krok 3: Wyznaczamy wspdlrzedne punktu C - poréwnujemy odpowiednie
wspolrzedne i rozwiazujemy ukiad réwnan.

—3+XC
22 i {3 | e C=(7,4)
» CZ Z =/
_4+y(j:0 CYI _4+yczolosaecnle
2
0dp.: C = (7, 4)

Srodek ciezkosci tréjkata

Przyktad )
W tréjkacie o wierzchotkach A = (-2, 4), Srodkowa boku tréjkata nazywa- (1)
B=(0,-2)1iC = (6, 4) poprowadzono srodko- my odcinek faczacy srodek boku

z przeciwlegtym wierzcholkiem.
wa boku AC. Napiszemy roéwnanie tej Srodkowej. P gy

Rozwigzanie

Szukana $rodkowa przechodzi przez $rodek boku AC oraz wierzchotek B. Srodek
boku AC ma wspodlrzedne (2, 4), punkt B = (0, —2), zatem $rodkowa boku AC jest
prosta o rOwnaniu kierunkowym y = ax +b.

Wyznaczamy wspotczynniki a i b.
{4=2a+b
-2=b
Stad a=3 i b=-2.

Odp.: Srodkowa boku AC ma réwnanie y = 3x — 2.

Przypomnijmy poznane w drugiej klasie twierdzenie o srodkowych w troéjkacie.

Trzy $rodkowe trojkata przecinaja sie w jednym punkcie. Punkt ten, nazywany
$rodkiem ciezkosci tréjkata, dzieli kazdg ze srodkowych w stosunku 2 : 1
(liczac od wierzchotka).
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I 54 Dziat 2. Geometria analityczna

Podamy bez dowodu nastepujace twierdzenie.

Srodkiem cigzkosci tréjkata o wierzchotkach A = (x4, y4), B = (xp, ¥g)
i C=(xc yc) jest punkt:
S— (XA+XB+xC )’A*’)’B*’)’C)

>

3 3
Wspolrzedne $rodka ciezkosci trojkata sa srednimi i B
arytmetycznymi odpowiednich wspdtrzednych wierz- N __——
chotkéw tego trojkata. €t 0/ D .
M g
A
42.15. Wyznacz $rodek ciezko$ci Przyktad @ zad. 2.15
trojkata ABC.
ar)OJAq:a(_l 2), B=(3,5) Wyznaczymy $rodek ciezkosci trdjkata o wierzchotkach A = (-5, 8), B = (-1, -2)
C = (4, -10) i C=(4,5).
b) A = (=5, -6), B=(-2,4), Rozwigzanie
C =y ) Niech S oznacza $rodek ciezkosci tego tréjkata. Zatem:
Sd?:_a)g,s =1(2, =1l)) - (xA+xB+xC yA+yB+yc) 3 (—5—1+4 8—2+5> 3 <_g E)
)§=G.-1) - 3 ’ 3 - 3 73 S\ 33
2 11
Odp.:S=(—-=, —
pi5=(55)
42.16. W trojkacie ABC dane sa: Przykfad @ zad. 2.16

B = (6, 3), C = (-7, 10) oraz
$rodek ciezkosci S = (-2, 4).
Wyznacz wspétrzedne
wierzchotka A.

W tréjkacie ABC dane s3: punkty A = (-5, 2), B = (6, -8) i $rodek ciezkosci
S =(1, 0). Wyznaczymy wspdtrzedne wierzchotka C.

Rozwiazanie

Odp.: A = (-5, -1) Do obliczenia wspétrzednych wierzchotka C zastosujemy wzdr na wspolrzedne $rod-
ka ciezkosci trojkata.
(1, 0) = <—5+6+xc’2—8+yc>
3 3
1+ Xc
1= 3 3=1+ XC xC =2
0= 0tXe 0=-6+yc yc=6
3
Odp.: C = (2, 6)

2.6. a) P=(50), Q=(3,6), R=(0, 5)

IPQ| = V(3 - 5)* + 6% = V4 + 36 = V40 = 210

IQRI = Y32+ (6-52 =9+ 1= 10

|PR| = V5% + 57 = V50

IPQI* + |QRI* = 40 + 10 = 50 = |PR|*. Zatem tr6jkat PQR jest prostokatny (4Q = 90°).
Poor = 31PQI - IQRI = 1+ 210 VIO = 10

b) P=(-6,-4), Q=(2,-2), R=(-3,1)

IPQ| = V(2 +6)2 + (-2 +4)> = Vo4 + 4 = V68 = 217

|QR| = V(-3 -2)2+ (1 +2)2 = V25+9 = /34

PRl = V(-3 +6)2 + (1 +4)2 = V9 + 25 = \/34

|QR]? + |PR|? = 34 + 34 = 68 = |PQ|*. Zatem trojkat PQR jest prostokatny (R = 90°).
Ppor = %|QR| -|PR| = % . (\/3_4)2 =17




2. Odlegtosc¢ na ptaszczyznie kartezjanskiej

2.1. Oblicz odlegtos¢ punktu P od poczatku uktadu wspotrzednych.
a) P=(-4, 3) c) P=(-3,-9)
b) P=(2,-5) d) P=(3v2,32)

2.2. Oblicz odlegltos¢ miedzy podanymi punktami.
a) A=(3,7) i B=(11, 7) o) K=(v2,v2) i L=(-2V2, V2)

b) P=(-2,5)iQ=(575) d)M=<‘§>§>iN=(‘§’ "%)

c) A=(-6,-1), B=(6, 8)
d) A=(-35,-4), B=(5,5)

2.3. Oblicz dlugo$¢ odcinka AB.
a) A= (la _2)) B = (4> 2)
b) A=(5 -3), B=(-1,5)

2.4. Oblicz obwoéd tréjkata o danych wierzchotkach.
a) A= (3a 1)) B= (4> 3)) C= (_2" 6)

b) A=(-2,-2), B=(-1,-7), C=(2, -5)
c) A=(-1,-1), B=(-2,3),C=(3,1)
d) A=(3,3), B=(0,4), C=(0,0)

2.5. Oblicz obwod wielokata, ktorego kolejnymi wierzchotkami sa podane punkty.
a) A=(-3,-2), B=(1,1), C=(5,-2)

b) A=(5,8), B=(-4, -4), C= (4, 11)

c) A=(0,0), B=(2,2), C=(-1,5), D=(-3,3)

d) A=(-2,-2),B=(2,1),C=(2,5), D=(-1,1)

2.6. Wykaz, ze trojkat PQR jest prostokatny i oblicz jego pole.
a) P=(50), Q=(3,6), R=(0,5)

b) P=(-6,-4), Q=(2,-2), R=(-3,1)

c) P=(4,-3),Q=(2,5), R=(-2,4

d) P=(-4,-6), Q= (6, -1), R= (-6, -2)

2.7. Oblicz obwdd trojkata, ktorego boki zawieraja si¢ w prostych o podanych roéw-

naniach.

a) 7x+y+16=0 3x+4y-36=0 4x-3y+2=0
b) x+2y-6=0 x-y-3=0 x+4=0

c) 4x+3y-2=0 3x+4y+2=0 x—y+3=0
d) 3x-4y-15=0 2x-5y-10=0 4x-3y-6=0

2.6.Cigg dalszy. ¢) P= (4, -3), Q=(2,5), R=(-2, 4)

[PQ| = V(2 - 4)2 + (5+3)% = V4 + 64 = /68 = 2+/17

IQR| = V(2+2)? + (5-4)* = V16 +1 = V17

IPR| = V(-2 - 4)2 + (4 + 3)2 = V36 + 49 = /85

IPQI* + |QR|* = 68 + 17 = 85 = |PR|. Zatem tr6jkat PQR jest prostokatny (4Q = 90°).
Ppor = %|PQ| -|QR| = % 22V17-V17 = 17

d) P= (-4, -6), Q= (6, -1), R = (=6, -2)

IPQ| = V(6 + 4)* + (-1 + 6)> = V100 + 25 = V125 = 51/5

IQR| = V(6 +6) + (-1 + 2)2 = V144 + 1 = V145

|PR| = V(=6 + 4)2 + (-2 + 6) = V4 + 16 = V20 = 21/5

[PQ|* + |PR|* = 125 + 20 = 145 = |QR|*. Zatem tr6jkat PQR jest prostokatny (4P = 90°).
Pogr = 3IPQI-IPRI = 3 55 -2V5 = 25

Odpowiedzi i rozwigzania

21.a)5 b) V29
c)3V10 d)6

22.2)8 b)7
Q) 32 d)§

23.a)5 b) 10
015 d) 41

2.4. a) 5V2 + 45

b) 5+ V13 + V26
¢) 2v5 + V17 + V29
d) 4+3V2+ V10
2.5. a) 18

b) 32 + V10

) 10V2

d) 14 + V10
2.6.2) P=10
b) P =17

c) P=17
d)P=25

2.7. ) 10(2 + V2)
b) 4(V5 +2V2 +3)

¢) 10 + V2
d) 15 + V29

55
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28.a) P = 10%
»
n
Z N
3y
i 3
£
P=12
BN VA o
N =
z N
Xy ”
A‘
it
3] X
yE —1/

29.a)(54) b)(-2,1)
() @(3h )

2.10. a) B = (-1, 10)
b) B=(1, -3)

) B=(-10, 0)

d) B= (5, 8)

211. A=(-1,2), B=(8, -4)
2.12. S, = (-1, 3),

1 1
SAC S (25, —1>, SBC S <—15, 1)
2.13. 5+2V10 + V13

2.14. a) D = (-3, 3)
b) A= (-5, 6)

2.15.2) S = (2, -1)
b) S =3, -1)

2.16. A= (-5, 1)

2.17. Dlugosci $rodkowych
poprowadzonych odpowiednio

z wierzchotkéw A, Bi C:
a) V82, /58, 10,
05, I,
b) 22, 2, 22
o Y33 Vi r V3

a) Yor VE, 1

2

%N
—
\S)

2.8. Narysuj tréjkat ograniczony podanymi prostymi i oblicz jego pole.

a)y=3x+3 y=-x+3 y=0
b) y=x+5 y=-3x-3 x=0
c) y=-1 y=2x+1 y=—-x+4

2.9. Oblicz wspdlrzedne $rodka odcinka AB.
a) A=(2,3), B=(8,5) c) A=(0, -1),
b) A=(-1,4), B=(-3, -2) d) A=(1, -7),

2.10. Punkt M jest $rodkiem odcinka AB o danym koncu A. Wyznacz wspotrzedne
punktu B.

a) A=(3,4), M=(1,7) c) A= (4, -16), M = (-3, -8)
b) A=(-1,5), M=(0,1) d) A=(-7,-2), M

2.11. Punkty M = (2,0) i N = (5, -2) dzielg odcinek AB na trzy roéwne czesci.
Znajdz wspolrzedne konicdw tego odcinka.

2.12. Wyznacz wspolrzedne $srodkdéw bokow trojkata o wierzchotkach: A = (3, 1),
B=(-5,5), C=(2, -3).

2.13. Oblicz obwdd tréjkata, ktorego wierzchotkami sa $rodki bokéw tréjkata
o wierzchotkach: A = (-3, -3), B=(3, 1), C = (-9, 5).

2.14. W réwnolegloboku ABCD dane sg wspolrzedne trzech wierzchotkow. Wy-
znacz wspOlrzedne czwartego wierzcholka tego rownolegloboku.

a) A=(-4,-2), B=(2,3), C=(3, 8)

b) B=(-3,0), C=(4,-3), D=(2, 3)

2.15. Wyznacz $rodek ciezkosci trojkata ABC.
a) A=(-1,2), B=(3,5), C=(4, -10)
b) A=(-5, -6), B=(-2,4), C=(16, -1)

2.16. W trojkacie ABC danesa: B = (6, 3), C = (-7, 10) oraz srodek cigzkosci
S = (-2, 4). Wyznacz wspdlrzedne wierzchotka A.

2.17. Oblicz dlugosci srodkowych w tréjkacie ABC.
a) A=(2,6), B=(6,-2), C=(-4, -4)

b) A=(1,-3), B=(-2, -1), C= (-5, -3)

) A=(2,4), B=(-2,2), C=(-1, 4)

d) A=(-2,-4), B=(2,-1), C=(0, -2)

2.18. A=(4,-4), B=(6,2), C=(-2,4), D=(-4,2)
K, L, M, N - $rodki bokéw AB, BC, CD, DA

4+6 —4+2
K:( e ):(5,—1),L:(2,3),M:(—3,3),N=(0,—1)

IKL| = V(5-2)2+(-1-3)2=v9+16=25=5

ILM|=1]2+3|=5

IMN|=32+(3+1)2=V9+16=5

IKN|=1|5-0|=5

|[KL| = [LM| = [MN| = |[KN| = 5, wiec czworokat KLMN jest rombem.

8.
1L,




(D)
(D)

2. Odlegtosc¢ na ptaszczyznie kartezjariskiej

2.18. Wykaz, ze $rodki kolejnych bokéw czworokata ABCD o wierzchotkach:
A=(4,-4), B=(6,2), C=(-2,4), D=(-4, 2) sawierzchotkami rombu.

2.19. Wykaz, ze $rodki kolejnych bokéw czworokata ABCD o wierzcholkach:
A=(5-1), B=(1,5), C=(-3,1), D=(-1, —-3) s3 wierzchotkami kwadratu.

2.20. W tréjkacie ABC dane sg: wierzchotek C = (2, 7), srodek M = (0, 5) boku
AC1iérodek K = (4, 3) boku BC. Wyznacz rownania $rodkowych trdjkata ABC.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

1. Odlegtos¢ punktu A = (\/5, \/§) od poczatku ukladu wspétrzednych wynosi
A. 2V3. B. 3. C. e. D. 6.

2. Dtugos¢ odcinka o koncach G = (2 V7, O) oraz R = (\/_, —\/E) jest rowna
A.3. B. 2/7. C.2V14. D. 4V14.

3. Obwdd trojkata o wierzchotkach A = (-1, -2), B = (2, 2), C = (-2, —1) wynosi
A. 12. B. 12+ /2. C. 10+ V2. D. V102.

4. Dane sg punkty: A =(-4,1), B=(1,3), C=(-3,1), D=(2, -1).
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. |AB| < [CD| B. |AB| > [CD| C. |CB| < |AD|

5. Oblicz obwdd trojkata, ktdrego boki zawieraja si¢ w prostych o réwnaniach
x+y=0,2x+y-2=0,2x-y+6=0.

6. Punkty A =(5,2), B=(0,7) i D= (5, —5) sa wierzcholkami réwnolegtoboku
ABCD. Oblicz obwdd i dlugosci przekatnych tego réwnolegloboku.

7. Wykaz, ze trojkat o wierzchotkach G = (4, -3), H = (-1, 2), L = (7, 0) jest
prostokatny, i oblicz jego pole.

2.19. A=(5-1), B=(1,5), C=(-3,1), D= (-1, -3)
K, L, M, N - é$rodki bokéw AB, BC, CD, DA

541 -1+5
K:( L ):(3,2),L:(—1,3),M:(—2,—1),N=(2,—2)

KL = VG +12+(2-3)2=V16+1= V17

ILM| = V(-1 +2)2+(3+1)>=V1+16 = V17
IMN|=V2+2)> + (2 +1)2=V16+ 1= V17

IKN| = V(3 -2)2+(2+2)*=VI+16= V17

Zatem czworokat KLMN jest rombem.

IKM| = V(3+22+(2+1)2=+V25+9= 34

IKLI® + |LM|* = 17 + 17 = 34 = |[KM|?, wiec 4KLM = 90°.
Zatem czworokat KLMN jest kwadratem.

2.18. Patrz s. 56.
2.20. C

A 1 B

C=2,7), M=(0,5), K=(4,3)

K, L, M - érodki bokéw BC, AB
iAC

Niech A = (x,, y4)

B = (xp yp)-

(XA_+2 yA_”)z(o 5)
2 7 2 ’

7
("B_”, &) — (4, 3)
2 2
Stad A =(-2,3) i B=(6, -1).
=24® I=I
L_< 2 ’T)_(z’ o
Réwnania $rodkowych:
® prosta AK: y =3
® prosta BM: y =ax +b
{S:b o {a=—1 -
-1=6a+b b=5
y=-x+5
® prosta CL: x = 2

Odp.: AK: y =3, BM: y = —x + 5,

CL:x=2

Prosto do matury
1. C

2. A

3.C

4. F,P,P

5. 4(\/5 + \/3)

6. obw = 10V2 + 14,

|BD| = 13, |AC| = V29

7.G = (4, -3), H = (-1, 2),
L=(7,0)

|GH| = V52 + 52 = /50 = 52
|HL| = V82 + 22 = /68 = 2+/17
IGL| = V3% + 32 = V18 = 32
IGHJ?* + |GL|* =50 + 18 = 68 =
= |HL

Zatem trojkat GHL jest
prostokatny (<G = 90°).

P=%|GH|-|GL|=
=2 5V2:3v2=15
Odp.: P =15

57
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temat 2.3

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.3

G

Generator

testéw i sprawdzianéw

~

3. Potozenie prostych na
ptaszczyznie kartezjanskiej

Umiejetnosci:

e stosowanie geometrycznej interpretacji wspdtczynnika kierunkowego prostej

° opisywanie prostych réwnolegtych i prostopadtych za pomoca réwnan w postaci
ogalnej

e obliczanie odlegtosci punktu od prostej

Geometryczna interpretacja wspétczynnika kierunkowego proste;j

Przypomnijmy:

Wspolczynnik a, wystepujacy we wzorze funkcji f(x) = ax (D =R),
nazywamy wspolczynnikiem kierunkowym.

Wrykresem funkcji f(x) = ax jest prosta. Zauwazmy, yh T/ T«
ze f(0)=01i f(1) = a, zatem wykres funkgji f prze- ViR
chodzi przez punkty (0, 0) oraz (1, a).

Jezeli:

° a =0, to wykres funkcji pokrywa sie z osig x,

° a > 0, to wykres zawiera si¢ w I i III ¢wiartce 2
ukladu wspolrzednych,

° a < 0, to wykres zawiera sie w Il 1 IV ¢wiartce 2
ukladu wspotrzednych.

=y

Prosta o réwnaniu y = ax wyznacza z osig x cztery katy wypukte. Jeden z nich, na
ponizszych rysunkach oznaczony «, nazywamy katem nachylenia prostej do osi x.
Moéwimy tez, ze jest to kat, jaki prosta tworzy z osia x.

yA v
1 K i AN
o (e}
X 0 | x
& X

Q.

Q‘ 1
0° < a < 90° 90? <|a < 180°




3. Potozenie prostych na ptaszczyznie kartezjanskiej

Kat nachylenia prostej y = ax do osi x spelnia zatem nastepujace warunki:

° jego wierzcholkiem jest poczatek ukladu wspotrzednych,

* dodatnia p6tos x jest jego ramieniem poczatkowym, a ramie konicowe zawiera sie
w prostej y = ax,

° 0°<a<180° 1 a# 90°

Zauwazmy, ze je$li punkt P # (0, 0) nalezy do wy- 74
kresu funkeji f(x) = ax, tojego wspdtrzedne (x, y)
spelniaj k: P=\(%, )
pelniajg warunek: LN ¥,
Z =a :
x T a
Z drugiej strony - jezeli punkt P = (x, y) lezy na | .
koncowym ramieniu kata «, ktéry prosta y = ax % 0] 1 x

tworzy z 0sig x, to:
J
tga ==
& X

Zatem wspodlczynnik kierunkowy a jest rowny tangensowi kata nachylenia « wy-
kresu funkcji f(x) = ax do osi x:

50 I

a=tgua
Kat nachylenia wykresu funkcji f(x) = ax do osi x jest katem:
e zerowym, gdy a=0, ° ostrym,gdy a >0, ° rozwartym, gdy a < 0.
Przyktad o zad. 3.1 43.1. Napisz rownanie prostej
Napiszemy réwnanie prostej postaci y = ax, nachylonej do osi x pod katem postaci y = ax, ktéra tworzy
a) 120°. b) 45°. z osig x podany kat.
a) 150° c) 60°
Rozwigzanie b) 135° d) 30°
a) a=1g120° = tg (180° — 60°) = b) a =1tg45° =1 V3
Odp.: =——x b)y=-
= —tg60° = -3 y=x pia) y=-Fx b)y=-x
y=-3x o) y=V3x d)y:\/?gx

Odp.ia) y=-V3x b) y=x

Przyktad e zad. 3.2
Wyznaczymy w przyblizeniu do 1° kat nachylenia podanej prostej do osi x.
a) y=04x b) y = -4x

Rozwigzanie

a) y = 0,4x, zatem « jest takim katem, ze tgo = 0,4.
Z tablic matematycznych odczytujemy warto$¢ kata, ktorego tangens jest w przy-
blizeniu réwny 0,4: tg22° = 0,4.

43.2. Wyznacz kat nachylenia prostej do osi x. Wynik podaj z dokladnoscia do 1°.
a) y = 0,6x c) y=9x e) y = 0,06x
b) y = -2,6x d) y = -14x f) y=-0,1x

Odp.:a) 31° b) 111° ¢) 84° d) 94° e)3° f) 174°
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b) y = —4x, zatem « jest takim katem, ze tga = —4.
Z tablic matematycznych odczytujemy warto$¢ kata f3, ktérego tangens jest
w przyblizeniu réwny 4: tg76° = 4.
Korzystamy ze wzoru redukcyjnego tg(180° - ) = —tg 8.
Zatem:
-4 =-1g76° = tg (180° - 76°) = tg
czyli o = 180° — 76° = 104°.

Odp.:a) 22° b) 104°
Réwnania prostych réwnolegtych na ptaszczyznie
Przypomnijmy:

Jezeli wykres funkcji y = ax przesuniemy rownolegle o b jednostek wzdluz osi y, to
otrzymamy wykres funkeji f(x) = ax +b.

v N rh, \ \A y
3y L /T =
v [y A " !
) A :"\ \ >
, / MG
) . / . 1\~ .
X X 0 X
/ \

Inaczej méwiac, prosta ¥y = ax+b, b € R, jest nachylona do osi x pod takim samym
katem jak prosta y = ax.

, VA

& - Proste k i I na plaszczyznie nazywamy ((( )))

4 réwnoleglymi, jezeli nie maja punktu
wspdlnego albo gdy maja wszystkie

] unkty wspdlne.

DD TN punkdy wsp

54,0 I~
J 2F
43.3. Napisz réwnanie prostej [ Przyktad e zad. 3.3

nachylonej do osi x pod katem « , , . . . . o .
e e e G B, Napiszemy rownanie prostej nachylonej do osi x pod katem 150° i przechodzacej

a) a = 45°, P = (4, 18) przez punkt M = (-3, 5).
b) a =60° P=(5,1)

¢) a =30°% P=(-5,0)

d) a = 120° P =(v3,2)

e) a=0°% P=(-3,-2)

f) « = 135°, P = (0, -7)

Odp.:a) y =x+ 14

b) y=V3x+1-5V3

c)y=\/—§x+5\/—g

3 3
d) y=-V3x+5
e) y=-2

f) y=—-x-7
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Rozwigzanie

y=ax+b «— szukamy wspotczynnikéw a i b
a =tg150° = tg (180° — 30°) = —tg30° = —?
V3
y=-—x+b
3
ﬁ : 7
5= 3 3+b «— podstawiamy wspotrzedne punktu M
b=5+13

y:—§x+5+\/§

Odp.: Szukana prosta ma réwnanie y = —?x +5+ 3.

Udowodnimy twierdzenie, ktore sformulowali$my w klasie pierwsze;.

Proste o rownaniach kierunkowych y = a;x+b;, i y = a,x + b, sa réwno-
legte wtedy i tylko wtedy, gdy ich wspdtczynniki kierunkowe sa réwne, tzn. gdy

a, = a,.
Dowdd
Dwie proste w ukltadzie wspolrzednych sg réwnolegle i
wtedy i tylko wtedy, gdy ich katy nachylenia do osi x sg
réowne: ,

o= ﬁ «—— katy odpowiadajace B ‘
Oznaczmy a, =tga i a, =tgpf. I.\ﬁ\ 1
Mamy wiec udowodni¢ dwa twierdzenia: 0 x
1. Jezeli ¢« = 3, to a, = a,.
B 1= | i

2.Jezeli a; = a,, to a = .
Pierwsze twierdzenie jest oczywiste: jezeli o = 3, to tga = tgf3, czyli a; = a,.

W drugg strone: jezeli a; = a,, to tga = tgf.

Katy a i 3 sa katami nachylenia prostych do osi x, czyli «, B € (0% 180°) — {90°}.
Dla takich katéw rownos¢ tga = tg 8 oznacza, ze « = f.

Koniec dowodu
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Zbadamy teraz zalezno$¢ migdzy réwnaniami ogélnymi prostych réwnolegtych.
Niech k:ax+by+c=0, a* + b* + 0.
Zastandwmy sie, jaka posta¢ maja réwnania prostych réwnoleglych do prostej k.
Rozpatrzymy trzy przypadki.
I. Prostak jest rownolegla do osi y (jest prostg pionowa, a # 0, b = 0):
k:ax+c =0, czyli kix+ S =0, inaczej: x+¢; =0
a
Prosta | rownolegla do prostej k jest rowniez prosta roéwnolegla do osi y, zatem
jej rbwnanie ma postaé x +d = 0.
II. Prosta k jest rownolegla do osi x (jest prosta poziomg, a = 0, b # 0):
k:by+c =0, czyli k:y+l£7 =0, inaczej: y+¢; =0
Prosta | rownolegla do prostej k jest rowniez prosta rownolegla do osi x, zatem
jej rownanie ma posta¢ y +d = 0.
III. Prosta k nie jest rGwnolegta do zadnej z osi ukladu wspétrzednych (ab # 0):
kiax+by+c=0
Na mocy udowodnionego wczesniej twierdzenia wiemy, ze prosta [ jest rGwno-
legta do k wtedy i tylko wtedy, gdy wspdtczynniki kierunkowe obydwu prostych
s3 rowne.
Wyznaczamy réwnanie kierunkowe prostej k:
c
b
Zatem prosta [ ma réwnanie kierunkowe I: y = —gx +¢;, a po przeksztalceniu

by =-ax—c, stad y = —%x—

do postaci ogélnej I: ax + by — bc; = 0, inaczej: ax +by +d =0.

Zauwazmy, ze w kazdym z trzech przypadkéw réwnania prostych k il réznig sie tylko
wyrazem wolnym. Nasze rozwazania zapiszemy w postaci twierdzenia.

Prosta [ jest réwnolegta do prostej k: ax + by +¢ = 0 (a2 +b° # 0) wtedy
i tylko wtedy, gdy réwnanie prostej l mozna zapisa¢ w postaci ax +by +d = 0.
Ponadto jezeli c =d, to k=1, ajezeli c#d, to k# 1.

Przyktad zad. 3.4

Dana jest prosta k: 2x — 5y + 1 = 0. Wyznaczymy réwnanie réwnolegtej do niej
prostej

a) I przechodzacej przez punkt A = (-3, 4).

b) p przechodzacej przez punkt B = (0, \/5)

43.4. Napisz rownanie prostej l rOwnoleglej do prostej k i przechodzacej przez punkt P.
a)k:9x-2y+1=0 P =(0, -3)

b) k:2x+3y—-10=0 P=(,1)

) k:7x+y—-18=0 P =(5,0)

d) ki6x—5y+19=0 P = (-2, -3)
e) kix+11y—-21=0 P=(-v2,2)

f) k:5x+V3y-18=10 P:(2,—\/§)
Odp.:a) 9x-2y-6=0 b)2x+3y-5=0
c)7x+y-35=0 d)6x-5y-3=0

e x+11y-10vV2=0 f5x+V3y-7=0
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Rozwigzanie
Kazda prosta réwnolegla do prostej k mozna opisa¢ za pomocg réwnania postaci
2x =5y +c¢=0. Zatem:

a) 2-(-3)-5-4+c=0, stad c =26, czyli : 2x -5y +26=0
b) =5-V3+c=0, stad ¢ =5V3, czyli p:2x -5y +5V3 =0
Odp.ca) L2x-5y+26=0 b) p:2x-5y+5V3=0

Przyktad ©
Sprawdzimy, czy proste [: gx - % y+ V11 = 0,

zad. 3.5 43.5. Sprawdz, czy proste li p sa
) réwnolegte do prostej k.

a) kix-2y+9=0,

I:2x -4y +7=0,
p:3x+2y-1=0

b) k: 3x+y+7=0,
L9x+3y-v2=0,
p:6x—-2y+11=0

Réwnanie ogélne prostej mo-
zemy zapisa¢ na nieskonczenie
wiele sposobéw (mozemy mno-
zy¢ obydwie jego strony przez
dowolng liczbe rézng od zera).

m: 2x—§y+§ =01 p: —3\/§x—4\/§y+2\/§ =0
sa rownolegte do prostej k: —3x +4y -2 =0.

Rozwigzanie
° Prosta [ jest rGwnolegta do prostej k: —3x + 4y — 2 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

réwnanie prostej | mozna zapisa¢ w postaci —3x +4y + ¢ =0, gdzie c e R.
Przeksztalcamy dane réwnanie prostej [ tak, zeby wspétczynnik przy x wynosit 3.

gx—§y+\/ﬁ:0
7V11
2

. . . . 7
«— obie strony réwnania mnozymy przez -3
-3x+4y-——=0

Zatem ¢ = —_ 1, czyli prosta [ jest réwnolegta do prostej k (i rézna od k).

Postepujemy podobnie jak poprzednio. Przeksztalcamy dane réwnanie prostej m
tak, zeby wspoétczynnik przy x wynosit -3.
8 4 . . . . 3
2x — 5)/ + 3 =0 «— obie strony réwnania mnozymy przez -3
-3x+4y-2=0
Zatem ¢ = -2, czyli prosta [ jest réwnolegta do prostej k, bo jest z nig identyczna.
° Przeksztalcamy dane réwnanie prostej p tak, zeby wspotczynnik przy x wynosit -3.

-3V5x - 4V5y+2V5=0

«— obie strony réwnania dzielimy przez /5

-3x-4y+2=0
Réwnania —3x — 4y + 2 = 0 nie doprowadzimy do zagdanej postaci.
. . , , [3x-4y+2=0 ) )
Rozwigzanie ukladu réwnan { 3x4dy-2-0 prowadzi do wyznaczenia do-

kiadnie jednego punktu wspélnego prostych pik: (x,y) = (O, %) Zatem pro-
ste p ik nie s rownolegle.

Odp.: Proste [ oraz m s réwnolegte do k, prosta p nie jest réwnolegla do k.

o) ki V7x+2V7y +3V7 =0,
I:—6x-12y+7=0,
P:3x+6y+V2=0
dkx+y=0,
I:3x -3y +5=0,

1 3
p.—15x+5y+7—0

Odp.ia) I || k, p itk

b) Ik, pllk
Olllk pllk
d) Itk pHk
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Roéwnania prostych prostopadiych na ptaszczyznie

Prosta [ jest prostopadta do prostej k: ax + by + ¢ = 0 (az +b # 0) wtedy

i tylko wtedy, gdy réwnanie prostej I mozna zapisa¢ w postaci bx —ay +¢; = 0.

Zauwazmy, ze kazde rownanie ogolne prostej mozna przeksztalci¢ do postaci, w ktd-
rej przynajmniej jeden ze wspdtczynnikow przy zmiennych x, y ma warto$¢ 1.

Rozwazymy wiec trzy mozliwe sytuacje.

. a=0ib=1

Prosta k ma wtedy réwnanie y + ¢ = 0, czyli jest réwnolegta do osi x. Kazda

prostal prostopadta do k jest wiec prostopadia do osi x, czyli ma réwnanie postaci
x + p = 0. Zatem teza twierdzenia jest prawdziwa.

II. a=1ib=0
Prosta k ma réwnanie x + ¢ = 0, czyli jest rownolegla do osi y. Kazda prosta [
prostopadla do k ma wigc réwnanie postaci y + g = 0 lub inaczej —y —q = 0,
czyli teza twierdzenia jest prawdziwa.

HI. ab + 0
Przeksztalcamy réwnanie prostej k do postaci kierunkowe;j.
C
b
Korzystamy z twierdzenia udowodnionego w klasie pierwszej:

k:y:—gx—

Prosta [ prostopadta do prostej k: y = mx + p (m # 0) ma rownanie postaci
1

y=-x+q.

Zatem:

Iy= lzx +q
a

I:bx-ay+aq=0 —c =aq

ILbx-ay+c¢, =0

Przyktad @) « zad. 3.7
Napiszemy réwnanie prostej [ prostopadtej do prostej k: 2x+7y = 0 i przechodzacej
przez punkt A = (2\/_, —\/7).

43.7. Napisz rownanie ogdlne prostej [ prostopadtej do prostej k
i przechodzacej przez punkt P.
a) k:8x+3y—-1=0 P

b) k:5x+11y =0 P

Q) k: V2x -3y +2v2=0 P=(0, V2
d) k: V3x+V2y+1=0 P

e) k:6x—2y+17=0 P

) k:d4x+7y+V15=0 P=(V31)

Odp.:a) l: 3x—8y—10=0 b) L 11x—-5y-14=0
QL3x+V2y-2=0 d)I V2x-V3y=0

e Lx+3y+3=0 fL7x-4y+4-7V3=0
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Rozwigzanie

L7x-2y+c=0 «—— ljest prostopadta do k
14V7 +2V7+¢c=0 —A=(2v7, -\7) el
c=-16V7

Odp.: : 7x -2y — 167 = 0

Odlegtos¢ punktu od prostej

Przyktad @)
Obliczymy odlegtos$¢ punktu P = (-2, 3) od prostej I:3x —4y +1=0.

Rozwigzanie
Wykonamy kolejne kroki.

Krok 1: Wyznaczymy réwnanie prostej k prostopadlej do [ i przechodzacej
przez punkt P.

Krok 2: Wyznaczymy wspoétrzedne punktu Q przecigcia prostych /i k.

Krok 3: Obliczymy dlugo$¢ odcinka PQ, ktora jest szukang odlegtoscia punktu P
od prostej I.
Mamy wiec (rachunki pozostawiamy do samodzielnego wykonania):

1. kidx+3y+c=0
—-8+9+4+¢=0, stad c=-1
kidx+3y—-1=0

2. Z rozwigzania ukladu réwnan:
3x-4y+1=0
4x+3y—-1=0

otrzymujemy Q = (%, %)

2 2
3_|pQ|=\/(L+2) +(Z-3) =\/@=§=£
25 25 25 25 5

Odp.: Punkt P jest odlegly od prostej [ o %

Jedli przeprowadzimy powyzsze rozumowanie dla dowolnego punktu P = (x,, ¥,)
i dowolnej prostej ax + by + ¢ = 0, to po rachunkach, ktorych nie bedziemy tu
podawa¢, otrzymamy wzér na odlegtos$¢ punktu od prostej.
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43.8. Wyznacz odlegtosci
punktéw A = (4, 1), B = (0, 2),
C = (2, 2) od prostej o réwnaniu
3x—4y+2=0.

Odp.: punkt A: 2, punkt B: lé,
punkt C: 0

43.12. Oblicz pole trojkata ABC
o podanych wierzchotkach.
a) A=(55), B=(-2,4),
C= (-1, -3)
b) A=(1,2), B=(438),
e

24
c) A= (-4, -2), B=(1,5),
C=(-3,6)
Odp.:a) P =25
b) P = 10%
c) P=16,5

43.13. Boki trojkata zawieraja sie
w prostych: 4x + 3y —21 =0,
x+2y-4=0,3x+y-7=0.
Wyznacz wspolrzedne
wierzchotkéw tego tréjkata i oblicz
jego pole.

Odp.: (6, -1), (0, 7),(2, 1), P = 10

43.14. Narysuj w ukladzie
wspotrzednych czworokat ABCD
i oblicz jego obwdd oraz pole.
a) A=(4,-2), B=(2,1),
C=(-3,2), D=1, -4)

b) A=(7,2), B=(54),
C=(-1,-2), D=(1, -4)

c) A=(-1,0), B=(1,3),
C=(-2,5), D=(-42)

d) A=(-4,0), B=(1, -5),
C=(2,2), D=(-2,4)

Odp.: a) obw = \/5(4 + \/E), P =195

b) obw = 16V2, P = 24
) obw = 413, P =13
d) obw = 10V2 + 45, P = 30

Dziat 2. Geometria analityczna

Odlegtos¢ punktu P = (x, y,) od prostej o réwnaniu ax + by + ¢ = 0

(az +b # 0) jest rowna:
|ax0 +by, + c|

Va? + b?

Przykiad ©)

Odleglos¢ punktu P = (1, =5) od prostej x +2y —3 =0 jest réwna
[1-10-3] _ 12 _ 125

zad. 3.8

Vitd V55
Przyktad @) < zad. 3.12-3.14

Obliczymy pole tréjkata ABC o wierzchotkach A = (-8, 0), B= (5, 1), C = (-2, 2).
Rozwigzanie

I sposéb

Wykorzystamy wzor na pole trojkata: P = %a - h. Jako podstawe przyjmiemy bok

AB (wigc a = |AB|). Wowczas wysokos¢ h poprowadzona z wierzchotka C jest od-
legtoécig punktu C od prostej AB. Mamy zatem:

a=|AB| = V(5+8)%+12=+/170
Réwnanie prostej AB zapisujemy w postaci y = mx + n i po podstawieniu wspot-
rzednych punktéw A i B mamy:

{0:—8m+n
1=5m+n
1 8
m=—, n=—
13 13

. . 1 8 T
Prosta AB ma réwnanie: y = ITRARTHCA postaci ogdlnej: x — 13y +8 = 0.

Obliczamy odlegltos¢ punktu C od prostej AB, czyli wysoko$¢ trojkata.
poll(2)-13.248 _ 20

V12 + 132 V170

1 20
P=--170- — =10
2 V170

Odp.: Pole trojkata ABC jest rowne 10.
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IT sposéb

Opisany powyzej sposdb rozwigzania jest jedna z ogol-
nych metod stosowanych w takich zadaniach. Nato-
miast w tym konkretnym przypadku na pytanie mozna
odpowiedzie¢ szybciej, poniewaz wierzcholki tréjkata

Punkt kratowy to punkt, (1))
ktorego wspolrzedne sa
liczbami catkowitymi.

sg punktami kratowymi.
Zaznaczamy odpowiednie figury w uktadzie wspoétrzednych.
VA
|~ L P2
2, |~ T
1 ———t8B
L |
A 1 ____————_"‘—_—_-__— 2 3 _
-8 0 X

Aby obliczy¢ pole tréjkata ABC, nalezy od pola P prostokata odja¢ sume pdl trzech
tréjkatow (na rysunku oznaczonych P, P, oraz P;).

ch:P—(ﬂ+Jy+Pg=130—(%-}6+%-L7+%-143):
=26-16=10
Odp.: Pole trojkata ABC jest rowne 10.

Przyktad ()

Obliczymy odleglos$¢ miedzy prostymi réwno-
legtymi kix+y—-1=0ilx+y-3=0.

zad. 3.16

Mierzenie odlegtoéci miedzy (@)
prostymi ma sens tylko wtedy,

gdy te proste sa rownolegle.
Rozwigzanie

Wyznaczamy jakikolwiek punkt lezgcy na jednej z prostych, np. punkt przecigcia pro-
stej k z osig y: (0, 1). Nastepnie obliczamy odleglo$¢ tego punktu od drugiej prostej:

o+1-31_ 2 _ 5

Vizez V2
Odp.: Odlegloé¢ miedzy prostymi jest rowna V2.

3.1. Napisz rownanie prostej postaci y = ax, ktora tworzy z osig x podany kat.
a) 150° c) 60°
b) 135° d) 30°

43.16. Wyznacz odlegto$¢ miedzy
prostymi kil.

a) k:3x +4y = 0,
I:3x+4y+10=0

b) kix-2y+1=0,
Lx-2y-4=0
kiy=x,Ly=x-3

d) k:y=—§x+2, l:y:—%x—l

Odp.:a) 2 b) V5
<) 3v2 d) 9V10
2 10

Odpowiedzi i rozwiazania

3.1.a) y= —\/?gx

b) y=—x
o) y=13x
V3

d)y=?x
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3.2.2) 31° b) 111° ¢) 84°
d) 94° e)3° f) 174°

33.a) y=x+14
b) y = V3x+1-5V3

c)yz\/—gx+5ig
3 3
d) y=-V3x+5
e)y=-2
fy=-x-7

3.4.a)9x-2y-6=0
b) 2x+3y-5=0
c)7x+y-35=0
d)6x-5y-3=0

e) x+11y-10V2=0
) 5x+V3y-7=0

35.a) 1|k pltk
b) Itk pllk
Alllk pllk
Ik phk

3.6. |AB| = |CD| = 6,
|AD| = |BC| = V13,
|AC| = /73, |BD| = 5

37.a)l: 3x-8y—-10=0
b) I: 11x-5y—-14=0
QL3x+V2y-2=0
d)I: V2x-V3y=0
e)l: x+3y+3=0

)L 7x—4y+4-7V3=0

3.8. punkt A: 2, punkt B: 1%,

3.2. Wyznacz kat nachylenia prostej do osi x. Wynik podaj z dokladnoscig do 1°.
a) y=0,6x c) y=9x e) y=0,06x
b) y=-2,6x d) y=-14x f) y=-0,1x

3.3. Napisz rownanie prostej [ nachylonej do osi x pod katem « i przechodzacej
przez punkt P.

a) a =45° P=(4, 18) d) a=120° P=(v3,2)
b) a=60° P=(51) e) a=0° P=(-3-2)
¢) a=30° P=(-50) f) «a=135° P=(0,-7)

3.4. Napisz rownanie prostej I rownoleglej do prostej k i przechodzacej przez
punkt P.

a) k:9x-2y+1=0 P=(0, -3)

b) k:2x+3y-10=0 P=(1,1)

c) ki7x+y-18=0 P=(50)

d) k:6x—5y+19=0 P = (-2, -3)
e) kix+11y-21=0 P = (-2, V2)
f) ki5x+V3y-18=0 P=(2,-V3)

3.5. Sprawdz, czy proste I i p s rownolegle do prostej k.
a) kkx-2y+9=0 I:2x—4y+7=0

b) k: 3x+y+7=0 L9x+3y-+v2=0

Q) ki V7x+2V7y+3V7=0 I:-6x-12y+7=0
d) kix+y=0 I:3x-3y+5=0

p:3x+2y-1=0
p:6x—-2y+11=0
P:3x+6y+V2=0
p:—l%x+§y+7=0

3.6. W rownolegtoboku ABCD dane s3 wierzcholek C = (10, 4) oraz réwnania
bokéw AB: y =1 i AD:3x—2y—4 = 0. Oblicz dtugosci bokéw i przekatnych tego
réwnolegloboku.

3.7. Napisz réwnanie ogélne prostej I prostopadtej do prostej k i przechodzacej
przez punkt P.
a) k:8x+3y—-1=0 P
b) k:5x+11y =0 P
) ki V2x -3y +2V2=0 P=(0, V2)
d) k: V3x+V2y+1=0 P
e) ki6x-2y+17=0 P
f) kidx+7y+V15=0 P

3.8. Wyznacz odleglosci punktow A = (4, 1), B = (0, 2), C = (2, 2) od prostej
oréwnaniu 3x -4y +2=0.

punkt C: 0

3.19. A=(-4,-2), BD:2x—y—-2=0, CE:x—4y+8=0 A

® AB1LCE i A€ AB, wiec prosta ABma réwnanie 4x+ y+c=01 4-(-4) —-2+c=0. Stad ¢ = 18.
Zatem AB:4x+ y+18=0. E

® AC L BD i A e AC, wiegc prosta AC ma rownanie x —2y+d =0 i -4-2-(-2)+d =0. Stad d = 0. D
Zatem AC:x—2y=0. B C

® Bjest punktem wspolnym prostych AB i BD, a C - prostych AC i CE.

12x+y-2=0 y=-2x+2
[x-2y=0 x=2y
C'{x—4y+8=0 {2y—8=0‘:’

Odp.: B = (-10, 22), C = (8, 4)

{4x+y+18=0 {2x+10=0
: o

y=4

x=-10
S {y _ 9 stad B = (-10, 22).

stad C = (8, 4).
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3.9. Wyznacz odlegtosci punktéow A = (2, 0),
oréwnaniu y =2x - 1.

B = (3, -2), C = (-3, -7) od prostej

3.10. Wyznacz odlegto$¢ punktu przeciecia prostych o réwnaniach y = —gx +2

i y=x-5 odprostej o rbwnaniu y = —x + 3.

3.11. Wyznacz odleglo$¢ punktu P = (3, 0) od prostej przechodzacej przez punkty
=(1,-3) i B=(-4,9).

3.12. Oblicz pole trojkata ABC o podanych wierzchotkach.

a) A= (5 5) B= (-2 4) C=(-1,-3)
b) A=(1,2) B=(4, 8) C= (—% ?)
Q) A=(-4,-2) B=(1,5) C=(-36)

3.13. Boki trojkata zawierajg sie w prostych: 4x +3y —21 =0, x+2y -4 =0,
3x+ y —7 = 0. Wyznacz wspolrzedne wierzchotkéw tego tréjkata i oblicz jego pole.

3.14. Narysuj w ukltadzie wspotrzednych czworokat ABCD i oblicz jego obwdd oraz

pole.

a) A= (4, -2) B=(2,1) C=(-32) D=(1, -4)
b) A=(7,2) B=(5,4) C=(-1,-2) D= (1, -4)
c) A=(-1,0) B=(1, 3) C=(-2,5) D=(-4,2)
d) A=(-4,0) B=(1, -5) C=(2,2) D= (-2, 4)

3.15. W tréjkacie prostokatnym ABC kat przy wierzchotku C jest prosty
oraz A = (11, 6) i B = (0, 9). Przyprostokatna CB zawiera si¢ w prostej o réwnaniu
y = =3x +9. Oblicz wspolrzedne punktu C oraz dtugosci bokow tego tréjkata.

3.16. Wyznacz odleglo$¢ miedzy prostymi kil.

a) k:3x+4y =0 I:3x+4y+10=0 ) kiy=x Ly=x-3
b) kix-2y+1=0 Lx-2y-4=0 d)k:y=—§x+2 l:yz—éx—l
3.17. Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka AB.

a) A= (_3s _l)x B= (3) 5) C) A= (1; _l)a B= (_2) 5)

b) A= (0’ 2)) B= (8) 0) d) A= (_5’ 6)) B= (3) 1)

3.18. W tréjkacie ABC dane sg wierzchotki A = (2, 7), B = (-1, 4), C = (5, 2).

Wyznacz réwnanie wysokosci AD tego trojkata.

3.19. W tréjkacie ABC dane sg wspoélrzedne wierzchotka A = (-4, —2) oraz réw-
nania wysoko$ci BD:2x+ y -2 =0 i CE: x — 4y + 8 = 0. Wyznacz wspolrzedne
wierzcholkéw Bi C.

3.20. |AC| =|BC|, A=(5,2), B=(-1,4), k:2x-3y+19=0, Cck
Niech C = (x, y).
|AC|* = |BCI%, czyli:
(x=5+(y-2"=(c+ 1)+ (y-4)
X —10x+25+y" —4y+4=x"+2x+1+y° -8y +16
4y=12x-12 |:4
y = 3x — 3 — réwnanie symetralnej odcinka AB
Punkt C nalezy do prostej k i symetralnej odcinka AB:

2x -3y +19=0 2x-9x+9+19=0 x=4
{y=3x—3 ﬁ{y=3x—3 {y=9
Odp.:C = (4, 9)

3.9. punkt A: i, punkt B: i

punkt C: 0

3.10. 22

3.11. 3

3.12.2) P =25
b) P =10t

8
Q) P =165

3.13. (6, -1),(0, 7), (2, 1), P =10

3.14. a) obw = VI3 (4+2),
P=195

b) obw = 16V2, P = 24

) obw =413, P = 13

d) obw = 10V2 + 4/5, P = 30

3.15. C = (2, 3), |AB| = V130,
|BC| = 2410, |AC| = 3V/10

3.16.a)2 b) V5

)i )ﬂ

3.17.a) y=-x+2
b) y =4x-15

c)y=1x+2
4

8 51
d)y—§X+E

3.18. y=3x+1
3.19. Patrz s. 68.
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3.20. Patrz s. 69.
3.22. [}
C

2..
60°\ [45°
Alo B

=y

A =(0,0), B=(8,0)

Prosta AC: y =ax

Prosta BC: y =bx +c¢

a=1tg60° = V3

b = tg(180° — 30°) = —tg45° - 1
-1-8+c¢=0, stad c =8.

Punkt C wyznaczamy jako punkt

wspdlny prostych AC i BC:
e

y=-x+8

y=V3x
{x(\/g+ 1) =8

y=V3x
8

{x:\/?+1
__8 B-1_,5_
=B \/5—1_4\/§ 4
y=V3(4V3-4)=12-43

Odp.: C = (413 — 4, 12 — 4/3)

Prosto do matury
1. C

B

C

. E,P,P
x-y-3=0

. |AB| = |BC| = |CD| = |DA| =
=210, |AC| = 82, |BD| = 4\2

7. |CD| = 2+/5

© o & o N

3.21. A=(-2,-2), B=(8,3), C=(3, 8).

p.o3t2_ 1 8-3
AB = g.o 27 "BC T 33

= -1, zatem boki AB i BC nie s3 prostopadte.

3.20. W tréjkacie réwnoramiennym ABC (JAC| = |BC|) dane sa wspdlrzedne
wierzchotkéw A = (5, 2) i B = (-1, 4). Punkt Clezy na prostej k:2x—3y+19 = 0.
Wyznacz wspétrzedne wierzchotka C.

3.21. W trapezie prostokatnym ABCD o podstawach ABiCD dane sg wspdtrzedne
wierzchotkéow A = (-2, -2), B = (8, 3), C = (3, 8). Oblicz pole tego trapezu.

3.22. W troéjkacie ABC o katach <CAB = 60° i <ABC = 45° dane sg wspdlrzedne
wierzchotkéw A = (0, 0) i B = (8, 0). Wyznacz wspolrzedne wierzchotka C.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

1. Wskaz kat, ktory przybliza z dokladnoscia do 1° kat nachylenia prostej y = —1,6x
do osi x.
A. 58° B. 167°

C. 122° D. -122°

2. Wskaz prosta, ktora tworzy z osig x kat o mierze 150°.

A \V3x+y+3=0 C. V3x+2y-5=0

B. V3x+3y—-11=0 D. V3x-3y+3=0

3. Wskaz prostg réwnolegta do prostej x — V3y + V2 = 0.

A x—y+V2=0 C. V3x-3y-11=0

B. x+V3y+V7=0 D.x-y-1=0

4. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan. Prosta o rownaniu x —2y — 1 =0 jest
A. rownolegta do prostej 2x — y —1 = 0.

B. prostopadta do prostej 2x + y +2 = 0.

C. oddalona o # od prostej x -2y —3 = 0.

(4]

. Napisz rownanie symetralnej odcinka o konicach A = (-1, 2) i B = (5, —4).

6. Dane sg wspoltrzedne wierzchotkow A = (-3, 1) i B = (3, 3) oraz punktu
przeciecia przekatnych S = (1, 5) réwnolegloboku ABCD. Oblicz dtugosci bokow
i przekatnych tego rownolegloboku.

7. W trojkacie o wierzchotkach A = (-5, -1), B = (3, 3), C = (-1, 6) poprowa-
dzono wysoko$¢ CD. Oblicz |CD].

Niech a,p, apc — wspotczynniki kierunkowe prostych AB i BC.

Trapez jest prostokatny, wiec <BAD = JADC = 90°.

Wyznaczamy réwnania prostych DC i AD.

® DC || AB i C € DC, wigc prosta DC ma réwnanie y = §x+b i %-3+b=8. Stad b = 173 Zatem DC: y = Xt

1 13
2

® AD 1 AB i A € AD, wiegc prosta AD ma réwnanie y = —2x+c i —2-(-2) +b = -2. Stad ¢ = —6. Zatem AD: y = —2x — 6.

Wyznaczamy wspotrzedne punktu D (punkt wspdlny prostych DC i AD).

1 13
= =g0aF — 1 13 X
{y 2x 2 :—x+7:—2x—6:>x=—5:>{

y=-2x-6

(IAB| + |CD)-|AD|.

N | =

=-5
y=4> stad D = (=5, 4). Obliczamy pole trapezu: P =

|AB| = V10% + 5% = 51/5, |CD| = V82 + 42 = 4/5, |AD| = V32 + 6% = 31/5
P=2-(5V5+4V5) 35 =2 -9v5-3v5 = 675

Odp.: P = 67,5
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4. Rownanie okregu.
Nierownosc¢ opisujgca koto

Umiejetnosci:

* opisywanie okregu za pomocg rownania (X — a)2 +(y— lo)2
* opisywanie kofa za pomocg nieréwnosci (x — az)2 +(y — b)2

Réwnanie okregu

2

r
f2

N

Okregiem o srodku Sipromieniu r nazywamy zbi6r wszystkich punktow plaszczyzny
oddalonych o r od punktu S. Punkt P = (x, y) nalezy zatem do okregu o srodku
S =(a, b) ipromieniur (r > 0) wtedy i tylko wtedy, gdy:

|SP| =1
Po podstawieniu wspétrzednych punk-
tow S i P do wzoru na odleglo$¢ otrzy-
mujemy réwnanie:

Ve-aR+(y-b2=r
Obie strony tego rownania sg liczbami

dodatnimi, zatem mozemy je podnie§¢
do kwadratu i otrzymamy:

(x-a)l+(y-b’=r

Réwnania f(x) = g(x) i fz(x) = gz(x) ((( )))
nie muszg by¢ réwnowazne, tzn. najczesciej
maja rozne zbiory rozwiazan. Na przyklad
rozwigzaniem réwnania x = 2 jest tylko
liczba 2, natomiast rozwigzaniami réwnania
x* = 4 s dwie liczby: 2 oraz 2.

Jezeli chcemy podnies¢ réwnanie f(x) = g(x)
stronami do kwadratu i otrzymac¢ réwnanie
réwnowazne, to rownocze$nie musimy
zalozy¢, ze f(x) 1 g(x) maja ten sam znak —
s3 albo niedodatnie, albo nieujemne.

Réwnanie (x—a)® +( y- b)* = %, r > 0, opisuje na plaszczyznie kartezjanskiej

okrag o $srodku S = (g, b) i promieniu r.

Przyktad €) « zad. 4.1

Zapiszemy réwnanie okregu o danym $rodku S i promieniu r.

Rozwigzanie
a) S=(1,5), r=3

Do wzoru (x — a)2 +(y- b)2 =7 podstawiamy a =1, b =5, r = 3 i otrzymu-

jemy réwnanie (x — 1) + (y - 572 =9,

44.1. Napisz rownanie okregu o srodku S i promieniu r.

a)S=(-1,3),r=3
b) S=(0,0), r =11

Odp.:a) (x +1)* + (y-3)* =9
b) x* + y* = 121

o (x+2+(y+57=1

d) x* +(y-5°=18

e) (x-6) +(y+4)>=25

2
f)(x+§) +y5=3

¢)S=(-2,-5), r=1
d) S=(0,5), r=32

e)S=(6,-4), r=5
f)S=(—§,0),r=\/§

Uwagi metodyczne

Zapis rownania okregu

z wykorzystaniem pierwiastka

na ogol nie stwarza probleméw
uczniom, ale podniesienie tego
réwnania stronami do kwadratu
jest fatwe tylko pozornie, bo nie
wolno robi¢ tego mechanicznie.

W podreczniku podajemy uwage,
ze takie rownania najczesciej nie sa
rownowazne. Jest to bardzo wazne.
Nie ma wprawdzie w podstawie
programowej nawet najprostszych
réwnan pierwiastkowych, ale moze
warto wpoi¢ uczniom zasade, Ze po
podniesieniu stron réwnania do
kwadratu kazde jego rozwiazanie
musimy sprawdzic.

tematy 2.4, 2.5

Multite4a

e Okrag i tréjkat w uktadzie
wspotrzednych

dlanauczyciela.pl | Kartkowka 2.4

G Generator

testéw i sprawdzianéw
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44.2. Jaki zbior punktéw
plaszczyzny kartezjanskiej jest
opisany za pomocg podanego
réwnania?

a) (x-2)"+(y-3)7>=16

b) (x+2)°+(y-5°=0
x’+y'=2

d) (x+2)°+y*+1=0

e) (x+2)*+y*-3=0

) (x-57+(y-27"=-16
Odp.: a) okrag o srodku S = (2, 3)
i promieniu r = 4

b) zbior {(-2, 5)}

c) okrag o $rodku S = (0, 0)
i promieniu r = V2

d) zbiér pusty

e) okrag o srodku S = (-2, 0)
i promieniu r = V3

f) zbidr pusty

44.5. Do okregu o $rodku
S = (4, 3) nalezy punkt A = (8, 0).
Napisz réwnanie tego okregu.

Odp.: (x — 4)2 +(y— 3)2 =25

b) S=(-2,3), r=12

Roéwnanie tego okregu ma postaé: (x + 2% + (y - 3?2 =2.
¢) $=(3,0), r=1

Réwnanie okregu ma postaé: (x —3)° + y* = 1.

Przykiad @)

Sprawdzimy, czy dane réwnanie opisuje okrag. Jesli tak, odczytamy wspolirzedne jego
$rodka i promien.

a) x2+(y—4)2 =1

b) (x+V7) + (-’ =5

0 (x-3+(2y-37>=1

d) (x-5°+(y+8)°=-4

e) (x-57+(y+3)?=0

zad. 4.2

Rozwigzanie

a) Rownanie opisuje okrag o srodku S = (0, 4) i promieniu r = 1.

b) Réwnanie mozna zapisa¢ w postaci (x + \/7)2 +(y-3)" = (\/5)2, wiec opisuje
ono okrag o srodku S = (—\/7, 3) i promieniu r = V5.

¢) Réwnanie nie opisuje okregu, poniewaz nie mozna go zapisaé w postaci
(x-a)+(y-b)’=r".

d) Réwnanie nie opisuje okregu. Zadna para liczb (x, y) go nie spelnia. Réwnanie
opisuje zbior pusty.

e) Rownanie opisuje zbior jednoelementowy. Tylko wspolrzedne punktu (5, -3)
spelniaja to réwnanie.

Przyktad @) « zad. 4.5

Napiszemy réwnanie okregu o srodku S = (1, -9) przechodzacego przez punkt
A=(0,2).
Rozwigzanie
Szukane réwnanie ma postaé¢ (x — 1)2 +(y+ 9)2 =7
Promien r tego okregu jest rowny odlegtosci jego srodka S od punktu A. Wystarczy
obliczy¢ kwadrat tej odlegtosci:

P =(1-0+(-9-27=1"+11" =122

Odp.: (x— 1) + (y +9)* = 122
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Przyktad o zad. 4.6

Napiszemy rownanie okregu o srodku S = (=3, —2) stycznego do osi x.

Rozwigzanie v
Promien tego okregu jest rowny odlegtosci jego srodka od )

osi x. ) -
Zatem r = 2 iszukane roéwnanie ma postaé / S N *
(x+3)7+(y+2)7° =4

Odp.: (x+3)* +(y+2)> =4 NS

Przyktad @) < zad. 4.14,4.15

Napiszemy réwnanie okregu opisanego na trojkacie o bokach zawartych w prostych
2x-y+3=0, x-—y=0oraz x-1=0.

Rozwiagzanie

I sposéb
Na rysunku mamy pomocniczy szkic sytuacji po-

danej w zadaniu.

Opiszemy etapy konstruowania okregu opisanego
na tréjkacie.
Nalezy wyznaczy¢ kolejno:

Krok 1: Wierzcholki trdjkgta — oznaczmy je A, Bi C.

Krok 2: Rownania symetralnych k i/ dwoch wybra-
nych bokéw tréjkata ABC.

Krok 3: Punkt S przeciecia tych symetralnych bedgcy $rodkiem szukanego okregu.

Krok 4: Odleglos¢ punktu S od jednego z wierzchotkéw tréjkata, bedacg promie-
niem r szukanego okregu.

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku:
prosta AC:2x— y+3 =0, prosta AB:x—y =0, prosta BC:x—-1=0.

Wykonujemy kolejne kroki.
1. Rozwiazujemy trzy uklady rownan (przeksztalcenia rachunkowe zostawiamy do
samodzielnego wykonania):
{236—)’+3=0 {x—y=0 {2x—y+3=0
x-y=0 x-1=0 x=1=0
iotrzymujemy: A =(-3,-3), B=(1,1) i C=(1, 5).

44.6. Napisz rownanie okregu
o srodku w punkcie S = (-2, 5)
stycznego

a) do osi x.

b) do osi y.

Odp.:a) (x +2)° + (y-5)* =25
b) (x+2)° +(y-5°=4

44.14. Napisz rownanie okregu
opisanego na trojkacie ABC.
a) A=(51), B=(46),

C'=(=1,5)
b) A=(1,0), B=(52),
C=(23)

c) A=(0,2), B=(9, -1),
C=(8,6)

Odp.:a) (x—2)" +(y-3)* =13
b) (x-3)+(y-1>=5

o) (x-57+(y-2)7*=25
44.15. Napisz rownanie okregu
opisanego na trojkacie, ktorego
boki zawieraja si¢ w prostych

o réownaniach: y = 3x -9,
2x+y-1=01i y=-x+3.

Odp.: (x +2)* + y* = 25

73 IS
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2. Wyznaczamy réwnania symetralnych k, [ bokéw AB i BC.

o (-1, -1) —— wspdtrzedne $rodka boku AB
kix+y+c=0 —k1AB
c=2 —(-1,-1) €k
kix+y+2=0
° (1, 3) «—— wspolrzedne srodka boku BC
Ly+c=0 —11BC
c=-3 —(1,3) ¢l
ILy-3=0
3. Rozwigzaniem ukladu réwnan:
x+y+2=0
{y—3=0

sg wspolrzedne $rodka szukanego okregu: S = (-5, 3).
4.1 = |SC)* =36 +4 =40
Odp.: (x +5)* + (y - 3)* = 40
IT sposéb
Wyznaczamy (jak w I sposobie) wspdtrzedne wierzchotkéw A, B, C trojkata.
Niech S = (a,b) bedzie srodkiem szukanego okregu, a r — jego promieniem. Okrag
przechodzi przez punkty A = (-3, -3), B=(1,1) i C =(1, 5), wiec wspdlrzedne
kazdego z tych punktéw spetniajg réwnanie okregu (x — a)” + (y - b)> = .
Otrzymujemy uklad réwnan:
(-3-a)+(-3-b’ =1
(1-a)’+(1-b)=r
(1-a)’+G-b’ =+
Zauwazmy, ze prawe strony wszystkich réwnan sg identyczne.
Skoro 7% = (=3 —a)® + (=3 - b)%, mozemy zapisa¢ podany uktad réwnan w postaci:
[a-a+0-b)=(3-a)+(-3-b)
(1-a)+G-b)’=(-3-a)+(-3-b)’
Po przeksztalceniach otrzymujemy kolejno:
[1-2a+a>+1-2b6+b*=9+6a+a’ +9+6b+b’
[1-2a+a*+25-10b+b" =9+6a+a’+9+6b+b’
[-8a-8b=16 {a+b:—2 {az—S
-8a—-16b=-8 a+2b=1 b=3
Obliczamy o = (-3 + 5)2 + (-3 - 3)2, czyli r* = 40.
Zatem S = (=5, 3) i r = 40.
Odp.: (x +5)° + (y - 3)> = 40
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Nieréwnos¢ opisujaca koto

Przypomnijmy:
Punkt P = (x, y) nalezy do kota o srodku S = (g, b) i promieniur (r > 0) wtedy
i tylko wtedy, gdy |SP| < r.

Nieréwnoé¢ (x —a)> + (y —b)> <r%, r > 0, opisuje na plaszczyznie kartezjan-
skiej kolo o srodku S = (a, b) i promieniu r.

Nierownos¢ (x— a)2 +(y— la)2 > 7P opisuje na plaszczyznie kartezjanskiej zbior
punktow lezacych na zewnatrz tego kota.

Przyktad o zad. 4.16 44.16. Zbadaj potozenie punktéw

) ) . N A, B, C wzgledem kota.

Sprawdzimy, ktoére z punktéw: A = (-2, 2), B = (2, 2-2 2), C=(3,5), a) (x—3)+ (= 4 <4,

D = (-1, 0) nalezg do kota o $rodku S = (1, 2) i promieniu 3. A=(2,3), B=(1,4), C=(-1,1)
b) (x-3 +(y+1)° <1,
A=(3,-1), B=(-2,-1),C=(1,1)
Odp.: a) A i B - naleza,

C - nie nalezy.

do lewej strony tej nieréwnosci. b) A - nalezy, BiC - nie nalezg.

o (12-12+(2-2%=(-3%+0=9<9 —A=(-2,2)

Rozwigzanie
Nier6wnos¢ opisujaca to koto ma postaé (x — 1)2 +(y- 2)2 <9.
Aby sprawdzi¢ polozenie punktu wzgledem kota, podstawiamy wspotrzedne punktu

Punkt A nalezy do okregu o srodku S = (1, 2) i promieniu 3. Okrag ten jest brzegiem
danego kola, wigc punkt A nalezy do tego kota.

c 2-17+(2-2v2-2)"=1+8=9<9 —B=(22-2\2)

Punkt B nalezy do okregu, ktory jest brzegiem danego kota, wigc nalezy do tego kota.
e B-1*+(5-2%*=4+9=13>9 —C=(3,5)

Punkt C nie nalezy do kota. Wspdlrzedne punktu C ) C
spelniaja nieréwnos¢ (x — 1%+ (y - 2)* > 3%, zatem e ~N

C lezy na zewnatrz kota o srodku S i promieniu 3. /[ N\

o (-1-1%+(0-2*=4+4=8<9 «D=(-1,0) . :

Punkt D nalezy do kota o $rodku S i promieniu 3. \D\:l / >~
Obok zamieszczamy ilustracje zadania. B

Odp.: Punkty A, B oraz D nalezg do podanego kofa.
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44.17. Patrzs. 78.

Odpowiedzi i rozwigzania
41.a) (x+ 1) +(y-37=9
b) x* + y* = 121

) (x+2)2+(y+5)2: 1

d) x*+(y-57°=18

e) (x—6) +(y+4) =25

2
f)(x+§) +y2=3

4.2. a) okrag o srodku S = (2, 3)
i promieniu r = 4

b) zbiér {(-2, 5)}

c) okrag o srodku S = (0, 0)

i promieniu r = V2

d) zbidr pusty

e) okrag o srodku S = (-2, 0)

i promieniu r = V3

f) zbidr pusty

4.3.2a)S= (-3, -11), r=5
b) S=(0,0), r =14
c)S=(1,-3),r=2
d)S=(3,-5), r=14

4.4. a) A - tak, B - nie
b) A - nie, B - tak

Dziat 2. Geometria analityczna

©

Przyktad @) < zad. 4.17

Wykazemy, ze odcinek AB o koncach A = (-1, 6), B = (1, 4) ma dokladnie jeden
punkt wspolny z okregiem o réwnaniu (x + 5)2 +(y- 4)2 = 25.
Dowadd

Sprawdzamy polozenie konicéw odcinka wzgledem okregu. W tym celu podstawiamy
ich wspdtrzedne do réwnania okregu. Dla punktu A mamy:

(-1+57+(6-4)*=16+4<25

czyli punkt A lezy wewnatrz kota ograniczonego tym okregiem.
Dla punktu B mamy:

(1+5)°%+(4-4)*=36>25

czyli punkt B lezy na zewnatrz tego kota.
Zatem odcinek AB ma dokladnie jeden punkt wspdlny z danym okregiem.

Koniec dowodu

4.1. Napisz réwnanie okregu o $rodku S i promieniu r.

a) S=(-1, 3) r=3 d) S=(0, 5) r=3V2
b) S=(0, 0) r=11 e) S=(6,-4) r=>5
Q) S=(=2,-5) r=1 t)S:(—%,O) r=13

4.2. Jakizbior punktow plaszczyzny kartezjanskiej jest opisany za pomoca podanego
rownania?

a) (x-2)"+(y-37>=16
b) (x+2)"+(y-57>=0
o) x*+y'=2

d) (x+2)2+y2+1:0
e) (x+2)2+y2—3=0
) (x-5°+(y-2)°=-16

4.3. Odczytaj z réwnania $rodek i promien okregu.
a) (x+3)+(y+11)>=5 Q) (x-1 +(y+3)7>=4
b) x* +y* =196 d) (x-3)°+(y+57>=14

4.4. Sprawdz, czy punkty A, B nalezg do okregu o podanym réwnaniu.
a) (x—4)+(y-37"=4 A=(6,3), B=(2,5)
b) (x+2)*+(y-1°=9 A=(2,0), B=(1,1)
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4.5. Do okregu o $rodku S = (4, 3) nalezy punkt A = (8, 0). Napisz réwnanie tego
okregu.

4.6. Napisz rownanie okregu o $rodku w punkcie S = (-2, 5) stycznego
a) do osi x. b) do osi y.

4.7. Napisz réwnanie okregu o promieniu 4, ktéry jest styczny do obu osi uktadu
wspolrzednych.

4.8. Napisz réwnanie okregu, ktérego promien wynosi 3, srodek lezy na osi y i ktory
jest styczny do osi x.

4.9. Napisz réwnanie okregu stycznego do osi x w punkcie A = (2, 0) i przecho-
dzacego przez punkt
a) B=(5, 3). b) B= (7, 5).

4.10. Napisz rownanie okregu przechodzacego przez punkt A = (-1, 2) i wspol-

srodkowego z okregiem o réwnaniu (x —2)> + (y - 2)* = 1.

4.11. Napisz réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A = (5, 1)
i B=(2, -2), ktérego srodek lezy na prostej y —1=0.

4.12. Napisz réwnanie okregu stycznego do osi y, ktérego srodek jest punktem
przeciecia prostych 2x —y+4=01 x-2y+2=0.

4.13. Napisz réwnanie okregu przechodzacego przez punkt A = (9, 8) istycznego
do obu osi uktadu wspolrzednych.

4.14. Napisz réwnanie okregu opisanego na tréjkacie ABC.
a) A=(5,1), B=(4,6), C=(-1,5)

b) A=(1,0), B=(52), C=(2,3)

c) A=(0,2), B=(9,-1), C=(8,6)

4.15. Napisz réwnanie okregu opisanego na trdjkacie, ktérego boki zawieraja sie
w prostych o réwnaniach: y =3x-9, 2x+y-1=01i y=-x+3.

4.16. Zbadaj potozenie punktéw A, B, C wzgledem kota.
a) (x_3)2+()’_4)2$4 A=(233))B=(174))C=(_131)
b) (x=3)+(y+1)’° <1 A=(3,-1), B=(-2,-1),C=(11)

4.13. Jezeli okrag jest styczny do obu osi i przechodzi przez punkt A = (9, 8), to srodek S
tego okregu lezy w I ¢wiartce ukladu wspolrzednychi S = (r, r), gdzie r > 0 (r — promien
okregu).

o (x—r+(y-r)’ =1

©O-r’+@-r’=r

81— 18r+r>+64—16r+r> =1

1 —34r +145=0, A =34%>—4.145 =576,

34-24 34 +24
ry = > = Ty = =129

Odp.: (x - 5)* + (y = 5)* = 25 lub (x —29)* + (y — 29)> = 841

VA =24

45. (x-4)" +(y-3)" =25
46.a) (x+2)*+(y-5)°=25
b) (x+2)*+(y-5)° =4

47.np. (x-4)+(y+4)° =16
(sa cztery takie okregi)

4.8. x2+(y—3)2 =9
lub x2+(y+3)2:9

49.a) (x-2)*+(y-3)°=9
b) (x-2)>+(y-5)> =25
4.10. (x-2)*+(y-2°>=9

411, (x -2+ (y-1)* =9

412, (x + 2)2 +y2 =4

414.a) (x-2)"+(y-3)°=13
b) (x-3’+(y-1)7°=5
o (x-57+(y-2>=25

4.15. (x+2)*+y* =25

4.16. a) A i B - nalezg,
C - nie nalezy.
b) A - nalezy, BiC - nie naleza.
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©

Prosto do matury
A

A
B

P,P,P

. (x+1)°+(y-57=25

© o & 0 p =

C(x+2’+y' =4
.A=(0,1), B=(3,0),
C=(4,3), D=(1,4)
* |[AB| = V32 +12 = V10
IBC| = V1% + 32 = V10
ICD| = V32 +1% = V10
IDA| = V1% + 32 = V10
Zatem czworokat ABCD jest
rombem.
* |AC| = V4?2 +22 =20 =2+/5
|AC|* = 20 = |ABJ* + |BC[*,
wiec <ABC = 90°.
Zatem czworokat ABCD jest
kwadratem.
® S - $rodek okregu (Srodek
odcinka AC)
r — promien okregu

1
S=@2,r=5-14Cl=v5 @
Réwnanie okregu:
(x-27+(y-2"=5

~

4.17. Wykaz, ze odcinek AB ma dokladnie jeden punkt wspélny z okregiem o po-
danym réwnaniu.

a) A=(3,1), B=(-2,3) (x+1)+(y-6)* =25

b) A=(6,1), B=(5,2) (x-3)7+(y-3°=9
c) A=(-4,1), B=(-3, -2) (x+27+(y+1)° =4
d) A=1(0,4), B=(-2,2) (x+1)7+(y+2)° =18

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

1. Wskaz punkt lezacy na okregu o réwnaniu (x — 3)* + (y + 4)* = 16.
A. (3, 0) B. (3, —4) C. (-3, —4) D. (-3, 0)

2. Odlegto$¢ miedzy $rodkami okregéw o rownaniach (x +2)° + (y —1)* = 16 oraz
(x-3)*+y* = 8 jest réwna
A. V26. B. 2126.
3. Odcinek o konicach P = (0, 0), Q = (8, 6) jest srednicg okregu o réwnaniu
A. (x+4) +(y+3)* =25. C.(x—4)>+(y+3)’°=5.

B. (x —4)" + (y - 3)* = 25. D. (x+4)" + (y - 3)* = 5.

C. 8. D. 4 + /8.

4. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Okrag o $rodku S = (=9, 0) i promieniu r = V2 mozna opisa¢ za pomocg
réwnania (x +9)> + y* = 2.

B. Punkt M = (\/5 =19} 0) nalezy do okregu o $rodku S = (-9, 0) i promieniu
r=v2.

C. Punkt N = (\/5 =9, —1) lezy na zewnatrz kota o srodku S = (-9, 0) i promieniu

r= 2.

5. Dane sg punkty M = (-5, 8) i N = (3, 2). Napisz rownanie okregu, ktérego
$rednicg jest odcinek MN.

6. Napisz réwnanie okregu stycznego do osi y, ktérego $rodek jest punktem prze-
ciecia prostych 2x—y+4=01 x-2y+2=0.

7. Dane sg punkty: A = (0, 1), B=(3,0), C = (4, 3), D = (1, 4). Wykaz, ze
czworokat ABCD jest kwadratem i napisz rownanie okregu, ktorego srednicami sg
przekatne tego kwadratu.

447.2) A=(3,1), B=(-2,3), 0: (x +1)> + (y - 6)* = 25

Podstawiamy wspolrzedne punktéw A i B do lewej strony réwnania okregu o.
A(B+1 +(1-6=16+25>25 B:(-2+1)°+(3-6)°=1+9=10<25
Punkt A lezy na zewnatrz, a punkt B — wewnatrz kota ograniczonego okregiem o,
wiec odcinek AB ma dokfadnie jeden punkt wspélny z tym okregiem.

b) A=(6,1), B=(52), o:(x-3)’+(y-3)>=9

A (6-3Y+(1-32=9+4=13>9, B:(5-3)*+(2-3)’=4+1=5<9
Odcinek AB ma dokladnie jeden punkt wspolny z okregiem o.

Q) A=(-4,1), B=(-3,-2), o: (x +2)’ + (y + 1)’ =4

A(-4+2°+(1+1)Y% =4+4>4, B (-3+2)+(2+1)Y=1+1=2<4
Odcinek AB ma dokladnie jeden punkt wspélny z okregiem o.

d) A=(0,4), B=(-2,2), o: (x +1)* + (y+2)* =18
A0+1)*+@+2)%=1+36>18, B: (=2+1)°+(2+2)°=1+16=17< 18
Odcinek AB ma dokladnie jeden punkt wspolny z okregiem o.
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5. Okrag i prosta

Umiejetnosci:

e okreslanie wzajemnego potozenia prostej i okregu (kota)
* wyznaczanie punktéw wspadlnych prostej i okregu

* wyznaczanie rownania stycznej do okregu

Prostg i okrag mozemy opisa¢ za pomoca réwnan, zatem wyznaczenie punktow

wspdlnych tych dwdch figur sprowadza sie do rozwigzania uktadu réwnan:

(x-a)l+(y-b’=r
px+qy+m=0

wktérym r > 0 oraz p*+4° # 0.

Przyktad @) « zad. 5.2 45.2. Patrzs. 84.
Z wykresu przedstawiajacego okrag o $rodku i
S = (2, -3) ipromieniu r = 5 oraz prosta o réw- R
naniu 4x + 3y + 1 = 0 mozemy odczytaé ich S -
punkty wspoélne: A = (-1,1) i B = (5, =7). / \ ol
Sprawdzimy rachunkowo, czy wspdtrzedne tych S
punktéw zostaly poprawnie odczytane. %xf
Rozwigzanie \ - » /
Aby sprawdzi¢, czy wspoétrzedne punktow zostaty DA
odczytane poprawnie, podstawiamy je do ukltadu - L
réwnan opisujacych okrag i prosta.
2 2
{ (x=2)"+(y+3)"=25 45.3. Wyznacz wsp6trzedne
dx+3y+1=0 punktéw przeciecia okregu
9+16=25 9+16=25 i prostej o danych réwnaniach.
<—A=(—l, 1) (—B=(5, —7) 2 2
—4+3+1=0 20-21+1=0 a) (x+2)° + (y - 3) = 16,
Dla kazdego z punktéw obydwie réwnosci sg prawdziwe. Zatem wspoélrzedne punk- x-y+l j 0 ,
tow przeciecia okregu z prosta zostaly poprawnie odczytane z rysunku. b) (x-1)"+(y-4)" =9,
x+y-8=0
Przykfad e zad. 5.3 o (x-2)7%+ y2 =25 x-5=0
. - . 2 2 d (x-2°+(y-1>=4
Wyznaczymy punkty wspélne prostej 2x+y—7 = 0 iokregu (x+2)"+(y-1)" = 20, y g
a nastepnie wykonamy ilustracje graficzng rozwigzania. x-y+4=0
Rozwiazanie el (=2, =1, (@, 2
? b) (1, 7), (4, 4
y =-2x+7 C) (5) _4)) (5) 4)
(x+2)% +( y - 1)* =20 d) brak punktéw wspdlnych
tematy 2.7, 2.9, 2.10
Multitefa
® Prosta i okrag w ukfadzie
wspotrzednych
dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.5
G Generater
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y=-2x+7
{ (x+ 2)2 +(-2x+7 - l)2 =20 — podstawiamy y = —2x +7
Po przeksztalceniach otrzymujemy:
y==2x+7 y=-2x+7
{x2—4x+4:0 {(x—2)2=0
Jedynym pierwiastkiem drugiego réwnania jest liczba 2. Zatem rozwigzaniem uktadu
jest jedna para liczb: x =2, y = 3.

Prosta i okrag maja wiec jeden punkt wspoélny, a to My

oznacza, ze prosta jest styczna do okregu w punk-

cie (2, 3).

Zeby zilustrowac te sytuacje na plaszczyznie kar-

tezjanskiej, zauwazmy, ze rGwnanie:
(x+2)+(y-1) =20

opisuje okrag o $rodku S = (-2, 1) i promieniu

r = v20. Rysunek mozemy tatwo wykonaé bez

znajdowania odcinka o dtugosci r, bo wiemy juz,

ze punkt (2, 3) lezy na okregu.

Odp.: Prosta jest styczna do okregu w punkcie (2, 3).

Przyktad €
Zbadamy wzajemne polozenie prostej y = x + 3 iokregu x* + (y +2)* = 9.
Rozwigzanie
y=x+3
{x2+(y+2)2:9

Po przeksztalceniach otrzymujemy:

{y=x+3
X’ +5x+8=0

S . , . . , VA
Wyréznik réwnania kwadratowego jest réwny 7 4

P . . . X

A =25-32 = -7, czyli rwnanie nie ma rozwig- 4
zan. Zatem uklad réwnan takze ich nie ma. Okrag 1 / o
i prosta nie maja punktéw wspdlnych. Mozna to o1 x
réwniez odczytaé z rysunku. S

Innym sposobem rozwigzania jest obliczenie od-
legtosci srodka okregu od prostej i poréwnanie jej
z promieniem.

Odp.: Prosta nie ma punktéw wspoélnych z okregiem.
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Zbadamy teraz, jaka figura jest zbidr punktow plaszczyzny kartezjanskiej opisany za
pomocg uktadu warunkow:

(x—a)2+(y—b)2Sr2
px+qy+m=0

wktérym r > 0 oraz p> +q° # 0.

Pierwszy warunek opisuje koto o §rodku S = (a, b) i promieniu r, drugi jest row-
naniem prostej, nazwijmy ja k. Punkt (x, y) spelnia podany uktad warunkéw, gdy
nalezy do kazdej z tych figur. Sa trzy mozliwosci.

I. Odleglos¢ punktu S = (a, b) od prostej k jest mniejsza od r:
wtedy prosta k przecina koto, czyli punkty wspolne obu figur tworza odcinek —
opisywany zbior jest odcinkiem (rys. 1).

II. Odleglos¢ punktu S = (a, b) od prostej k jest réwna r:
wtedy prosta k jest styczna do kota, czyli jedynym punktem wspdlnym tych figur
jest punkt stycznosci — opisywany zbidr jest jednoelementowy (rys. 2).

III. Odleglos¢ punktu S = (a, b) od prostej k jest wieksza od r:
wtedy prosta k jest rozlaczna z kotem, czyli figury nie maja punktéw wspdlnych
— opisywany zbior jest zbiorem pustym (rys. 3).

odcinek punkt zbior pusty
yA )

Rys. 1 Rys. 2

Przyktad zad. 5.8 45.8. Jaki zbiér punktéw
plaszczyzny kartezjanskiej jest

Jaki zbidr punktow plaszczyzny kartezjanskiej jest opisany za pomoca ukladu warun- oy 70 pome s polknems

kéw { (x-4"+(y-2)*< 11, uktadu warunkéw?
y=3-25x a){(x+2)2+(y—5)2$4
Rozwigzanie 2x+3y-4=0
Nieréwno$¢ (x —4)” + (y — 2)* < 11 opisuje koto o érodku S = (4, 2) i promieniu b) - (x+3+(y+5°<32
r = V11. Natomiast y =3 —2,5x jest réwnaniem kierunkowym prostej. (y=%+6
0 {(x— 10)? + (y — 1)> < 100
x=19
Q] - 6)* + (y +12)* < 100
x=-2y-6=0

Odp.: a) odcinek b) punkt
c) odcinek d) zbidr pusty
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45.11. Okrag o $rodku

S = (-1, =2) przechodzi przez
punkt M = (0, 3). Napisz
réwnanie stycznej do tego okregu
w punkcie M.

Odp.:x+5y—-15=0

Zapiszemy roéwnanie prostej, nazwijmy ja k, w postaci ogdlne;j:
k:25x+y—-3=0
czyli k:5x+2y—-6=0.
Sprawdzamy, jaka jest zalezno$¢ miedzy odlegloscia punktu S od prostej k a promie-
niem r kofa.
[20+4-6] 18 _ 18V29

—_— = — = = 3,34 «— odleglos¢ srodka S od prostej k
V25+4 V29 29 s P
8v29

. . . 1
Zauwazmy, ze V11 < 3,32, natomiast 9

> 3,32. Otrzymali$my uklad nieréw-
nosci:
18v29

29
Zatem prosta o rownaniu y = 3 — 2,5x nie ma punktéw wspélnych z kolem opisa-

> 3,32 > V11

nym za pomocg nierdwnosci (x —4)° + (y - 2)> < 11.

Odp.: Opisany zbidr jest zbiorem pustym.

Przyktad e zad. 5.11

Okrag o srodku S = (1, 2) przechodzi przez punkt M = (-2, 1). Napiszemy réw-
nanie stycznej do tego okregu w punkcie M.

Rozwigzanie
Szukana styczna (oznaczmy ja k) jest prostopadta do prostej MS, jej rbwnanie mozna
zapisaé w postaci kierunkowe;j:

kiy=ax+b
Do wyznaczenia wspdlczynnika a potrzebny jest wspdtczynnik kierunkowy m prostej
MS: y =mx + p.

2=m+p
{1:—2m+p

«— podstawiamy wspolrzedne punktow Si M
1 . . . . S iy
Stad m = 3 Zauwazmy, ze do rozwigzania zadania nie jest potrzebna wartos¢ p.

a=-—=-3
m
kiy=-3x+b
1=6+b «— szukana styczna przechodzi przez punkt M
kiy=-3x-5

Odp.: Styczna ma réwnanie y = —3x — 5.



Przyktad 0 zad. 5.14

Napiszemy réwnania stycznych do okregu (x —1)* + (y +3)> = 5 prostopadtych do
prostej I: x —2y = 0.

Rozwigzanie
Zadanie rozwigzemy dwoma sposobami. W pierwszym odwolamy sie do konstruk-
cyjnego wyznaczania takich stycznych, a w drugim pokazemy metode rachunkowa.

I sposéb
Konstrukeja stycznych opisanych w zadaniu prze-

biega nastepujaco:

Krok 1: Przez §rodek okregu prowadzimy prosta k
réwnolegla do I.

Krok 2: Wyznaczamy punkty M i N przeciecia
okregu prosta k. Sa to punkty stycznosci
szukanych stycznych (na rysunku oznaczo-
nych s, s,).

Krok 3: Przez punkty M i N prowadzimy proste s,
is, prostopadte do I.
Wykonujemy kolejne kroki.
1. Z réwnania okregu (x—1)2+(y+3)2 = 5 odczytujemy jego srodek S = (1, -3). Na-
stepnie znajdujemy réwnanie prostej k, rownoleglej do I i przechodzacej przez S.
kix-2y+c=0
I1+6+c=0
kix-2y-7=0
2. Rozwigzujemy uktad réwnan:
(x-1°+(y+3)’=5
x=-2y-7=0

—Sek

ot . x=3 lub x=-1
i otrzymujemy y=2 u y= 4

Zatem M = (3, -2), N = (-1, —-4).

3. Znajdujemy réownania stycznych s, is,.
$1:2x+y+c=016-2+c=0
s;:2x+y-4=0
$:2x+y+c=01-2-4+c=0
S$:2x+y+6=0

—s;LliMes

«—s,LliNes,

Odp.: Szukane styczne majg rownania y = -2x +4, y = -2x - 6.
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45.14. Napisz rdwnania
stycznych do danego okregu
prostopadlych do prostej k.

a) (x+1)*+(y+2)> =18,

k:y=x
b) (x+ 1) + (y - 3)* = 10,
kix—-y=7

Odp.:a) y=-x+3, y=-x-9
b) y = —x +2-2v5,
y=-x+2+2V5
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Odpowiedzi i rozwigzania
5.1. P,P,F

5.2. a) Prosta przecina okrag
w punktach (-1, -2) i (3, 2).

YA
0 =
\ /

b) Prosta nie ma punktéw
wspdlnych z okregiem.
YA

T AT TN
/ \

=Y

\ /
N

c) Prosta przecina okrag
w punktach (-6, 4) i (1, -3).
YA

iR

=Y

d) Prosta jest styczna do okregu
w punkcie (2, 1).

A /

-

=4
~
<Y

5.3. a) (-2, -1), (2, 3)

b) (1, 7), (4, 4)

C) (5) _4)) (5) 4)

d) brak punktéw wspdlnych

IT sposéb
Prosta jest styczna do okregu o $rodku S i promieniu r wtedy i tylko wtedy, gdy od-

legto$¢ punktu S od tej prostej jest rowna r.

Okrag dany w zadaniu ma $rodek S = (1, —3) i promieni V5.

Kazdg prosta prostopadla do prostej I mozna opisa¢ za pomocg réwnania postaci
2x + ¥ + ¢ = 0. Jezeli skorzystamy ze wzoru na odleglos¢ punktu od prostej, to
otrzymamy réwnanie z niewiadomg c.

[2-1-3+(| \/—
L =2%d _ 5
V22 +12

e 1]

NG =5

le=1/=5

c-1=5lubc-1=-5

c=61lubc=-4
Réwnania stycznychto 2x+ y+6 =01 2x+y-4=0.

—8=(1,-3), r=15

|x| = a (a > 0) wtedy i tylko ((( )))
wtedy, gdy x =a lub x = —a.

Odp.: Szukane styczne majg rownania y = -2x +4, y = -2x - 6.

5.1. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan. Zbiér punktow plaszczyzny kartezjanskiej

{(x—3)2+(y+1)2<4

opisany za pomoca uktadu warunkéw
y=2-x

A. jest odcinkiem.
B. ma dokladnie dwie osie symetrii.
C. jest zbiorem pustym.

5.2. Zbadaj graficznie i rachunkowo wzajemne potozenie prostej i okregu o danych
réwnaniach.

a) y=x-1 (x—3)2+(y+2)2:16
b) y=2x+1 (x-37+(y+2)°=9
Q) y=-x-2 (x+2)+(y-1)°=25
d) y=3x-5 (x+ 1)+ (y-2°=10

5.3. Wyznacz wspolrzedne punktéw przecigcia okregu i prostej o danych réwna-
niach.

a) (x+2)2+(y—3)2:16 x-y+1=0
b) (x-1)"+(y-4)>=9 x+y—-8=0
Q) (x-2)°+y* =25 x-5=0

d) (x-2+(y-1)7>=4 2x—y+4=0

5.16. (x - 1)’ +(y-3)> =5
S(1, 3), r=1/5

Styczne prowadzone z poczatku uktadu wspotrzednych majg posta¢ y = ax, czyli
ax—y=0.
Odleglo$¢ punktu S od stycznej jest rowna r, czyli:

\}%:ﬁ®|a_3|:\/§' Va2+1<:>((1—3)2:5(a2+1)<:>
a‘+ (-

oda’+6a-4=0 |:2
2a*+3a-2=0, A=25 a, =-2, azzé

1
aa, =-2- 5= —1, zatem szukane styczne sg prostopadfe.



5.4. Oblicz dtugos¢ cieciwy, ktora okrag (x + 1)° + (y +4)* = 10 wycina z prostej
y=2x-7.

5.5. Przez $rodek okregu (x - 3)2 +(y- 2)2 =5 ipunkt P = (1, 6) poprowadzono
prosta przecinajacg ten okrag w dwoéch punktach. Wyznacz te punkty.

5.6. Okrag (x + 2)2 +(y - 4)2 = 32 o $rodku S przecina 0§ x w punktach A i B.
Oblicz pole i obwod trojkata ABS.

5.7. Punkty A = (0, -1) i B = (-2, 1) naleza do okregu (x — 1)2 +(y - 2)2 = 10.
Znajdz wspolrzedne takiego punktu C nalezacego do tego okregu, aby |AC| = |BC|.

5.8. Jakizbior punktow plaszczyzny kartezjanskiej jest opisany za pomocg podanego
ukladu warunkow?

2 (x+2°+(y-57°<4 C){(x—10)2+(y—1)2<100
2x+3y—-4=0 x=19

b) (x+3)7+(y+57<32 d (x - 6)* + (y +12)* < 100
y=x+6 x-2y-6=0

5.9. Wierzchotki trapezu ABCD leza na okregu (x — 4)2 + (y - 1)2 = 25. Jedna
podstawa trapezu zawiera si¢ w prostej y —5 = 0, a druga jest $rednicg okregu.
Oblicz obwdd i pole tego trapezu.

5.10. Napisz réwnanie okregu przechodzacego przez punkt A = (2, 2) oraz przez
punkty przeciecia okregu (x —2)* + (y —2)* =9 zprosta y+x = 1.
5.11. Okrag o srodku S = (-1, —2) przechodzi przez punkt M = (0, 3). Napisz

réwnanie stycznej do tego okregu w punkcie M.

5.12. Napisz réwnanie okregu o $rodku S = (-3, 1) stycznego do prostej
2x-y+1=0.

5.13. Napisz réwnania stycznych do okregu x* + y* = 18 réwnolegltych do prostej
y=-x+2.

5.14. Napisz réwnania stycznych do danego okregu prostopadlych do prostej k.
a) (x+1)°+(y+2)7>=18
b) (x+1)*+(y-3)>=10

kiy=x

kix—-y=7

5.15. Okrag o srodku S = (6, 3) jest styczny do prostej I w punkcie A = (2, 1).
Napisz réwnania okregu i prostej [.

5.16. Wykaz, ze styczne do okregu (x—1)>+(y—3)> = 5 poprowadzone z poczatku
ukladu wspotrzednych sa prostopadle.

547. (x -3+ (y+1)>=5

S=(3,-1), r=5 A= (4, -4)

|AS] = V3 —4)? + (-1 + 4)2 = V10

|AB| = V|AS]? - [BSP = V10 -5 = /5
1 1

Pyps = E'AB| - |BS| = 5|AS| - |BD|

Stad |BD) = ABLIBSI

|AS|

2|AB|-|BS|  2-5-4/5
BC| = 2|BD| = = = /10
IBC| = 21BD| |AS| V10

Odp.: V10

5. Okrag i prosta

5.4. 25

5.5. (2, 4), (4, 0)

5.6. P = 16, obw = 8(1 + V2)
5.7.C = (1-+5,2-+5)

lub C = (1++5,2+5)

5.8. a) odcinek b) punkt
c) odcinek  d) zbidr pusty

5.9. obw =16 + 4/5, P =32

5.10. (x_%>2+<y_%>2=4%
5.11. x+5y-15=0

512 (x+3) 2+ (y-1°=7.2
513. y=—x+6, y=-x-6

514.a) y=—x+3, y=-x-9
b) y = —x +2-25,
y:—x+2+2\/§

5.15. (x — 6)* + (y - 3)* = 20,
I: y=-2x+5

5.16. Patrz s. 84.
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5.17. Patrz s. 85.

5.18.
YA

P=(0,5), |AB| = 46

r — promien okregu

Istnieja dwa okregi spetniajace
warunki zadania - o srodkach:
S=(r,5 18 =(-r5)

|AC| = %lABl =26

=\(2V6)* +52 = Va9 =7
C=(r,0)=(7,0)
A=(7-2V6,0)
B=(7+2V6,0)

Punkty A’, B', C' s potozone
symetrycznie do punktow A, B, C.
C' =(-7,0)

A" =(-7+26,0)

B' = (-7-2v6,0)

Odp.: (x — 7)* + (y - 5)* = 49,
punkty:

(7-2v6,0), (7+2v6,0)

lub (x +7)* + (y - 5)° = 49,
punkty:
(-7-26, 0), (-7 +2V6, 0)

Prosto do matury

B

D

B

18 12, 18
c(x—2)7+(y+3)7 =34
4V2

=7, 2=9

N o o s e N

Dziat 2. Geometria analityczna

5.17. Zpunktu A = (4, —4) poprowadzono styczne do okregu (x—3)2+(y+1)2 =5.
Oblicz dtugos¢ odcinka faczacego punkty stycznosci.

5.18. Okrag styczny do osi y w punkcie P = (0, 5) wyznacza na osi x cigciwe
o dlugosci 41/6. Napisz rownanie tego okregu i znajdz jego punkty przeciecia z osig x.

5.19. W tréjkacie prostokatnym ABC o kacie prostym przy wierzchotku C dany jest
wierzcholek A = (4, —1). Przeciwprostokatna ma réwnanie 2x+ y—7 = 0, a przy-
prostokatna przeciwlegla wierzchotkowi A - réwnanie x — y +1 = 0.

a) Napisz réwnanie okregu opisanego na tréjkacie ABC.

b) Wyznacz wspolrzedne wierzchotka C.

c) Oblicz pole tréjkata ABC.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

1. Wskaz styczng do okregu o réwnaniu (x — 2)2 (Y= 3)2 = 25.
A x=2 B.x=7 C.y=2 D.y=3

2. Ile punktow plaszczyzny kartezjanskiej jest opisanych za pomoca ukladu warun-
2 2
Kw {(x—3) +(r+ 1)<,
y=2+x

A. dwa B. jeden C. nieskonczenie wiele D. zero

3. Ktora prosta przecina okrag (x — 1%+ y2 =4 w dwoch punktach?
A y=2 B.x+y-V3=0 C.x—y+2=0 D.x=3

4. Danyjest okrag o §rodku S = (13, 2) ipromieniu r = 4 oraz prosta k: x—y = 11.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Prosta k jest styczna do okregu o(S, 7).

B. Prosta k przecina okrag o(S, r).

C. Figura zlozZona z prostej k i okregu o(S, r) ma doktadnie jedng o$ symetrii.

5. Napisz rownanie okregu przechodzacego przez punkt A = (-1, 2), wspolérod-
kowego z okregiem o rownaniu (x — 2)% + (y+ 3)% = 49.

6. Oblicz dlugo$¢ cieciwy, ktora okrag (x +3)” + (y —2)* = 16 wyznacza na prostej
y=-x+3.

7. Napisz réwnania stycznych do okregu (x — 8)> + (y +2)° = 1 prostopadtych do
prostej y —2=0.

5.19. 4ACB = 90°, A = (4, -1), prosta AB:2x+ y—7 =0, prosta BC:x—y+1=0
a) B - punkt przeciecia prostych AB i BC

y=-2x+7 x=2

_ > -2x+7=x+1>x=2> _ > stad B=(2, 3).
y=x+1 y=3

S - $rodek okregu opisanego na trojkacie ABC ($rodek boku AB)

S= (4;2, ‘12+3), stad S= (3, 1). r= %IABI - §V(4—2)2+(—1 32 = %-\/2_= V5.

Roéwnanie okregu: (x — 3% + (y- 1)?=5

b) AC L BC i A € AC, wiec prosta AC maréwnanie y =-x+b i —4+b=-1.

Stad b =3. Zatem AC: y = —x+ 3. C - punkt przeciecia prostych AC i BC:
y=-x+3
y=x+1

=H|
:»—x+3:x+1:x:lz{;:2, stad C = (1, 2).

¢) P=0,5-|AC|-|BC| = 0,5V32+32-V1+1=0,5V18-V2 =3
Odp.:a) (x-3)*+ (y-1)>=5 b)C=(1,2) ¢)P=3



6. Symetria Srodkowa

Umiejetnosci:

* wyznaczanie srodka symetrii w figurach srodkowosymetrycznych

* wyznaczanie obrazu figur w symetrii Srodkowej na ptaszczyznie

* wyznaczanie obrazu okregu lub wielokata w symetrii Srodkowej o srodku
w poczatku uktadu wspdtrzednych

* stosowanie poznanych twierdzen w zadaniach wieloetapowych

Symetria srodkowa byta juz omawiana w szkole podstawowej. Powtérzymy wlasno-
$ci tego przeksztalcenia, a nastepnie rozwazymy jego dzialanie na plaszczyznie kar-
tezjanskie;j.

Symetria Srodkowa na pfaszczyznie

Punkty Ai A’ sa symetryczne wzgledem Jezeli punkt A jest symetryczny do (1))
punktu A wzgledem punktu S, to
rowniez punkt A jest symetryczny do

punktu S, gdy S jest $rodkiem odcinka AA’.

Punkt S nazywamy srodkiem symetrii punktu A’ wrgledem punktu S.

punktow A i Al Punkt S jest symetryczny do punktu S
wzgledem punktu S.

A S A

Popatrzmy na kwadrat ABCD i punkt S przeciecia jego przekatnych.

D c D C D C
2 p
S S S
P’ P
A B A B A B

Punkty A i C s3 symetryczne wzgledem punktu S. Podobnie punkty B i D s3 syme-
tryczne wzgledem punktu S.

Wybierzmy dowolny punkt P tego kwadratu. Punkt P symetryczny do punktu P
wzgledem punktu S réwniez nalezy do kwadratu ABCD.

Podobnie — gdy punkt P nalezy do brzegu kwadratu, symetryczny do niego punkt P’
takze nalezy do brzegu kwadratu.

W takiej sytuacji méwimy, ze punkt S jest Srodkiem symetrii kwadratu ABCD.

O kwadracie powiemy, Ze jest figura srodkowosymetryczna.

6. Symetria sSrodkowa
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46.2. Czy prosta jest figura
$rodkowosymetryczna? Jezeli tak,
to ile ma srodkéw symetrii?

Odp.: Tak, kazdy punkt prostej jest
jej srodkiem symetrii.

Punkt S nazywamy $rodkiem symetrii figury F, jezeli dla kazdego punktu A
nalezgcego do F punkt A’ symetryczny do A wzgledem S tez nalezy do F.
Figure F nazywamy $rodkowosymetryczna.

Przyktad @) « zad. 6.2

a) Odcinek jest figura srodkowosymetrycznag.
Srodkiem symetrii odcinka jest jego $rodek.

b) Okrag jest figura Srodkowosymetryczna.
Srodkiem symetrii okregu jest jego srodek.

k
c) Figurazlozona z dwoch prostych réwnoleglych NN i
k, I ma nieskonczenie wiele §rodkéw symetrii. \‘\\\S;// S S
Tworza one prosta rownolegta do k i do [, //’/ \\\\\\\
jednakowo od nich oddalona. - N !

Wiréd znanych figur geometrycznych wyréznimy te, ktére majg $rodek symetrii, i te,
ktore go nie majg. Na przyklad:

Figury majace srodek symetrii Figury niemajace srodka symetrii

—_——

odcinek /

polprosta
prostokat kwadrat
g N kat tréjkat

réwnoleglobok romb

@ @ trapez niebedacy deltoid niebedacy

okrag koto réwnoleglobokiem rombem




Przykiad @)
Wykazemy, ze punkt S przeciecia wysokosci tréjkata
réwnobocznego nie jest jego $rodkiem symetrii.

zad. 6.3

Rozwigzanie

Gdybytak bylo, punkt A’ symetryczny do wierzchotka A
wzgledem S nalezalby do tréjkata. Tak nie jest, zatem
punkt S nie jest sSrodkiem symetrii trojkata ABC.
Podobnej proby nie przejdzie zaden inny kandydat na
$rodek symetrii trdjkata rGwnobocznego, a tym bardziej
zadnego innego.

Trojkat nie ma $rodka
symetrii.

Q)

J

Figura srodkowosymetryczna ma te wlasnos¢, ze gdy obrocimy ja o 180° wokot jej

$rodka symetrii, to figura przed obrotem i figura po obrocie naloza si¢ na siebie.

Y

Mozna to sprawdzi¢ dla wymienionych w tabeli figur srodkowosymetrycznych. Nie
istnieje natomiast punkt o takiej wlasnosci dla polprostej, kata czy trapezu.

Przeksztalcenie plaszczyzny, ktére kazdemu jej punktowi P przyporzadkowuje

punkt P’ symetryczny do P wzgledem ustalonego punktu S, nazywamy symetria

$rodkowa o srodku S.

Przyktad e zad. 6.5

Narysujemy figure, ktora jest obrazem danego czworokata ABCD w symetrii §rod-

kowej o $rodku A.

Rozwigzanie
Zauwazmy, zZe obrazem:

* wierzchotka czworokata ABCD jest wierzchotek czwo-

rokata A'B/C'D/,

 punktulezacego na brzegu czworokata ABCD jest punkt

nalezacy do brzegu czworokata A'B'C'D',

° punktu wewnetrznego czworokata ABCD jest punkt we-

wnetrzny czworokata A'B'C' D,
° punktu A jest ten sam punkt.

6. Symetria sSrodkowa

46.3. Czy dana figura ma srodek
symetrii?

a) kat

b) trapez prostokatny

¢) suma trzech prostych
réwnolegtych

d) suma dwoch odcinkow
réwnoleglych, roztacznych

i jednakowej dtugosci

Odp.: a) nie

b) nie

c) Tak, ale wtedy i tylko wtedy, gdy
$rodkowa prosta jest jednakowo
oddalona od dwoch pozostalych
prostych.

d) tak

46.5. Trojkat ABC
przeksztatcono symetrycznie
wzgledem srodka boku BC

i otrzymano figure, ktora wraz

z trojkatem ABC utworzyla
kwadrat. Jakim trojkatem jest
trojkat ABC?

Odp.: tréjkatem réwnoramiennym
prostokatnym, w ktérym <A = 90°
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46.10. Trojkat o wierzchotkach
A = (-6, -2), B= (-1, -4),

C = (-4, 2) przeksztalcono przez
symetrie srodkowa wzgledem
poczatku uktadu wspotrzednych.
Wyznacz wspétrzedne
wierzchotkéw obrazu tego trojkata
i narysuj obydwa trojkaty

w ukladzie wspotrzednych.

Odp.: A" = (6,2), B' = (1, 4),
Cc =@, -2)

Jezeli w jakims przeksztalceniu obrazem punktu P jest ten sam punkt P, to nazywamy
go punktem stalym tego przeksztalcenia.

Symetria srodkowa wzgledem punktu S ma jeden punkt staly - jest nim $rodek tej
symetrii.

Figury: F i jej obraz F' w symetrii $rodkowej s przystajace. Oznacza to, ze obrazem
odcinka jest odcinek o tej samej dtugo$ci, obrazem prostej — prosta, kata — kat o tej sa-
mej mierze, okregu o promieniu r — okrag o promieniu r, trdjkata ABC - przystajacy
do niego tréjkat A'B'C itd.

Symetria Srodkowa wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych

Plaszczyzne kartezjaniskg mozna przeksztalci¢ przez symetrie wzgledem dowolnego
punktu. Ograniczymy sie jednak do omoéwienia sytuacji, gdy srodkiem symetrii jest
poczatek uktadu wspoétrzednych.

Przyjrzyjmy sie rysunkowi. 1 74
Jesli P'=(x',y') jestobrazem punktu P=(x,y) 5= (23 |
w symetrii wzgledem punktu (0, 0), to: A Al=1(4,2)
\ =
x +x . & el N
,2 «—— wspolrzedne srodka odcinka = 0 ‘:“ *
y_+y =0 - \\ \,
2 Al=(—-4,12) VN
r_ v BE(2 3
czyli {x, -
Yy =7y
Przyktad @) < zad. 6.10

Tréjkat o wierzchotkach A = (-5, -1), B = (1, 3), C = (-3, 5) przeksztalcono
przez symetrie Srodkowg wzgledem poczatku ukladu wspdtrzednych. Wyznaczymy
wspolrzedne wierzchotkow obrazu tréjkata ABC w tej symetrii i narysujemy obydwa
trojkaty w ukiadzie wspotrzednych.

C v A
Rozwigzanie / N B
Niech A', B', C' oznaczaja odpowiednio wierz- N 7
chotki obrazu tréjkata ABC w tym przeksztal-
ceniu. Zatem zgodnie z podanymi wzorami / el
mamy: =T

A'=(5,1), B = (-1, -3), C' = (3, -5) AN

B’ .|/

Na rysunku przedstawiamy ilustracje graficzng N
rozwigzania. c

~
<N
o

-
=

\
1
\
\
\
\
\|
—
~
=y

=




Przyktad e zad. 6.11
Wyznaczymy obraz prostej k: y = 2x — 3 w symetrii Srodkowej wzgledem poczatku
ukladu wspotrzednych.

Rozwigzanie
Obrazem prostej jest prosta, zatem nalezy:

Krok 1: Wybra¢ dwa dowolne punkty A i B nalezace do prostej k.

Krok 2: Przeksztalci¢ punkty A i B przez symetri¢ srodkowa wzgledem punktu (0, 0),
aby otrzyma¢ punkty A i B'.

Krok 3: Wyznaczy¢ réwnanie prostej k' przechodzacej przez punkty A’ i B'.

Wykonujemy kolejne kroki. vk o
1.A=(0,-3)ekiB=(1,-1) ek - &
2.A' =(0,3), B = (-1, 1) ' X
3.k":y=ax+b, zatem: & 1
{3=b —A'=(0,3) ek - 0\‘B a
l=-a+b iB =(-1,1)¢ek d
{b=3 7 N
a=2 N
K':y=2x+3

Odp.: Obrazem prostej k: y = 2x — 3 jest prosta k': y = 2x + 3.

Zauwazmy, ze obrazem prostej w symetrii srodkowej wzgledem poczatku ukladu
wspolrzednych jest prosta do niej rownolegta.
Zapiszemy to spostrzezenie w postaci twierdzenia, ktérego dowdd pominiemy.

W symetrii Srodkowej wzgledem poczatku ukltadu wspétrzednych obrazem pro-
stej k: y = ax + b jest rtownolegta do niej prosta k': y = ax — b.

6.1. Narysuj dowolny trojkat. Przeksztal¢ go przez symetrie wzgledem srodka jed-
nego z bokow. Jaka figure tworza oba trojkaty?

6.2. Czy prosta jest figura srodkowosymetryczng? Jezeli tak, to ile ma srodkow sy-
metrii?

6. Symetria sSrodkowa 91

46.11. Napisz réwnanie obrazu
danej prostej po przeksztatceniu
jej przez symetri¢ Srodkowa
wzgledem poczatku ukladu

wspotrzednych.

a) y=3x-4

b) y = V2x + 11
¢ y=-03x-+7
d) x-15=0

e)8x—-3y+5=0
f) 9x + V1ly -3v2=0
Odp.:a) y =3x+4

b) y = V2x - 11
Q) y=-03x+\7
d) x+15=0

e)8x—-3y-5=0
f) 9x+ Vily +3v2=0

Odpowiedzi i rozwigzania
6.1. rownolegtobok

6.2. Tak, kazdy punkt prostej jest
jej srodkiem symetrii.
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6.3. a) nie

b) nie

c) Tak, ale wtedy i tylko wtedy, gdy
$rodkowa prosta jest jednakowo
oddalona od dwdch pozostatych
prostych.

d) tak

6.4. a), b) trzy

6.5. trojkatem réwnoramiennym
prostokatnym, w ktérym JA = 90°

6.6. I
6.7.
a) dwie b) trzy

6.8. A' = (5 -4), B' = (-7, 2),
C'=(v3,5), D' = (6, -V5)

6.9. a) (-1, 2)
b) (0, 3)
<) (4, 3)
d) (1, 4)

6.10. A' = (6,2), B = (1, 4),
Cc =@, -2
YA

6.3. Czy dana figura ma $rodek symetrii?

a) kat

b) trapez prostokatny

¢) suma trzech prostych réwnoleglych

d) suma dwoéch odcinkéw réwnoleglych, roztacznych i jednakowej dlugosci

6.4. Przerysujfigure F, a nastepnie uzupelnij ja jednym punktem tak, aby otrzymana
figura miafa §rodek symetrii. Ile odpowiedzi ma to zadanie?

a) . b) . .

F F
6.5. Trojkat ABC przeksztalcono symetrycznie wzgledem $rodka boku BC i otrzy-
mano figure, ktéra wraz z tréjkatem ABC utworzyla kwadrat. Jakim tréjkatem jest
trojkat ABC?
6.6. Danyjest okrag O, iprosta siecznal nieprzechodzaca przez jego srodek. Narysuj
taki okrag O,, aby figura bedgca sumg okregéw O,, O, oraz prostej I miata $rodek
symetrii.
6.7. Ile co najmniej kratek trzeba zamalowa¢, zeby otrzymac¢ figure srodkowosyme-
tryczna?
a) b)

6.8. Podaj wspodlrzedne obrazéw punktow:
A=(-5,4), B=(7,-2), C=(-V3,-5), D=(-6, \5)

w symetrii §rodkowej wzgledem poczatku ukladu wspoétrzednych.

6.9. Wyznacz wspolrzedne srodka symetrii odcinka PQ.
2) P=(3,-2), Q=(-5,6) 9 P=(25.-3). Q=(55.9)

11 1 -1
9 p=(-133) 2= (3573)
6.10. Trojkato wierzchotkach A = (-6, -2), B = (-1, —4), C = (-4, 2) przeksztal-
cono przez symetrie srodkowg wzgledem poczatku uktadu wspolrzednych. Wyznacz
wspolrzedne wierzchotkdéw obrazu tego trojkata i narysuj obydwa trdjkaty w ukladzie
wspodlrzednych.

b) P=(-3,7), Q=(3, -1)



6.11. Napisz réwnanie obrazu danej prostej po przeksztalceniu jej przez symetrie
$rodkows wzgledem poczatku ukladu wspoétrzednych.

a) y=3x-4 ) y=-03x-17 e) 8x-3y+5=0
b) y = V2x +11 d) x-15=0 f) 9x+Vily-3v2=0

6.12. Trojkat, ktorego boki zawarte sa w prostych o réwnaniach 2x -5y -6 = 0,
3x-y+4=0 oraz 5x + 7y — 54 = 0, przeksztalcono przez symetri¢ srodkowa
wzgledem poczatku ukladu wspétrzednych. Wyznacz wspoéltrzedne wierzchotkow
obrazu tego trdjkata.

6.13. Na plaszczyznie kartezjanskiej narysuj okrag (x —4)> + (y +6)> = 9, nastep-
nie przeksztal¢ go przez symetri¢ Srodkowa wzgledem poczatku uktadu wspétrzed-
nych i napisz réwnanie otrzymanego okregu.

6.14. Okrag o $rodku w punkcie S i promieniu r przeksztalcono przez symetrie
$rodkows wzgledem poczatku uktadu wspdtrzednych. Napisz rdwnanie otrzymane-
go okregu.

a) S=(-2,3), r=5
b) $=(0,-V5), r=1

c) S=(-4,-2), r=12
d) S=(7,-8), r=35

6.15. Napisz rownanie okregu otrzymanego w wyniku przeksztalcenia okregu o po-
danym réwnaniu przez symetrie srodkowa wzgledem poczatku uktadu wspolrzed-
nych.

a) (x-8) +(y+4)>=2
b) (x-5)7+(y-57>=7

Q) (x+11)°+(y+0,1)>=9
d) (x-V3)'+(y+2)° =2

6.16. Okrag K, jest obrazem okregu K w symetrii Srodkowej wzgledem poczatku
ukladu wspotrzednych. Napisz rownanie okregu K.

a) Kj:(x+4)+(y+17)* =5 o) Kpi(x+1)2+(y-11)* =2
b) Ky: (x=V7) +(y-7)=3 d) Ki: (x =3 +(y+02)° = 13

6.17. Punkty A = (-1, -4), B = (5,0) i C = (2, 1) przeksztalcono przez sy-
metrie wzgledem poczatku ukladu wspétrzednych i otrzymano odpowiednio punkty
A', B, C'. Wyznacz wspétrzedne $rodka ciezkosci trojkata A'B'C’.

6.18. Udowodnij, ze trojkat o wierzchotkach A = (-3, 2), B = (3, 2V3 + 2),

C= (3, 2-23 ) jest rownoboczny. Napisz rdwnanie okregu symetrycznego wzgle-
dem poczatku uktadu wspétrzednych do okregu opisanego na tym tréjkacie.

6.18. A=(-3,2), B=(3,2V3+2), C=(3,2-2V3)

6. Symetria sSrodkowa

6.11.a) y=3x+4

b) y = V2x - 11
) y=-03x+7
d x+15=0

e)8x-3y-5=0
f) 9x+ Vily +3vV2=0
6.12. (2, 2), (-1, -7), (-8, -2)

6.13. (x+4)+(y-6)=9

6.14.2) (x-2)*+(y+3)° =25
b) x2+(y—\/§)2 =1

9] (x—4)2+(y—2)2:2

d) (x+7)*+(y-8)> =45

6.15. a) (x +8)* + (y—4)> =2
b) (x+5)7°+(y+57°=7

Q) (x—11)°+(y-0,1)°=9
d) (x+V3)' +(y-27 =2

6.16. a) K: (x—4)*+(y-17)°=5
b) K: (x+V7) +(y+7) =3
O K: (x-172+(y+11)> =2

d) K: (x+3)"+(y-02)7>=13

6.17. (=2, 1)

|ABl = 3 +3)7+(2v3+2-2) = V36+12 = 4V3, IBC| = [2v3+2-(2-2v3)| = 43,

IACI = 3 +32+ (2-23-2)' =4V3
|AB| = |BC| = |AC|, wigc tréjkat ABC jest rtOwnoboczny.
Srodek S okregu opisanego na tréjkacie réwnobocznym jest jego $rodkiem ciezkosci, wiec:

S=<—3+3+3 2+2\B+2+2—2\/§)=(1’ 2

>

3 3

4V3-3

=4.

Promien R okregu opisanego na tréjkacie rownobocznym ABC jest réowny: R =

Okrag symetryczny wzgledem punktu (0, 0) ma taki sam promien oraz érodek S’ = (-1, —2):

x+1)°+(y+27=16
Odp.: (x +1)* + (y +2)* = 16

|AB|- V3
3

3
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W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
Prosto do matury W zeszycie.
1. B 1. Trojkat A'B'C jest obrazem trojkata o wierzchotkach A = (-3, -1), B = (2, 6),
C = (-2,4) w symetrii $rodkowej wzgledem poczatku ukladu wspoétrzednych.
Wiskaz $rodek ciezkosci tréjkata A'B'C'.

A. (1 —%) B. (1, -3) C. (3, -9) D. (0, -3)

2. A 2. Okrago rownaniu (x—1)>+(y—4)> = 9 przeksztalcono przez symetrie srodkowa
wzgledem poczatku ukladu wspolrzednych. Wskaz réwnanie otrzymanego okregu.
A (x+1)7°+(y+4>=9 C.(x+1) +(y-4>=9
B. (x-1)"+(y+4)>=9 D.(x-4)+(y-1%=9

3. B 8. Okrag o rownaniu (x + 3)> + (y — 2)> = 5 jest obrazem okregu F w symetrii
srodkowej wzgledem poczatku uktadu wspdtrzednych. Wskaz rdwnanie okregu F.
A (x+2°+(y-37=5 C.(x-3+(y-27=5
B. (x-3)+(y+2)7>=5 D.(x+3)°+(y+2)7>=5

4. F,EF 4. Figure F tworza: odcinek AB oraz punkty C i D nienalezace do tego odcinka.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

Figura F

A. ma zawsze dokladnie jeden srodek symetrii.

B. ma $rodek symetrii wtedy i tylko wtedy, gdy punkty A, B, C, D s3 wierzchotkami
réwnolegloboku.

C. moze mie¢ nieskonczenie wiele srodkow symetrii.

5.2x—4y-5=0 5. Napisz rownanie obrazu prostej 2x -4y +5 = 0 w symetrii srodkowej wzgledem
poczatku ukladu wspoétrzednych.

6. (0, -1) 6. Punkty A = (1,-5), B = (3,1) i C = (-4, 7) przeksztalcono przez syme-
trie wzgledem poczatku ukladu wspdtrzednych i otrzymano odpowiednio punkty
A', B, C'. Wyznacz wspétrzedne srodka ciezkosci tréjkata A'B'C'.

7. A, = (5, -2), B= (-2, -3), 7. Punkt A = (-5, 2) przeksztalcono przez symetrie srodkowa wzgledem poczatku

P =38 ukladu wspodtrzednych i otrzymano punkt A;. Punkt B; = (2, 3) jest obrazem punk-
tu B w tym samym przeksztalceniu. Podaj wspolrzedne punktow A, i B oraz oblicz
pole czworokata ABA, B;.
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7. Symetria osiowa

Umiejetnosci:

* wyznaczanie osi symetrii w figurach osiowosymetrycznych

* wyznaczanie obrazu figur w symetrii osiowej na ptaszczyznie

* wyznaczanie obrazu okregu lub wielokgta w symetrii osiowej wzgledem osi uktadu
wspotrzednych

* stosowanie poznanych twierdzen w zadaniach wieloetapowych

Symetria osiowa, podobnie jak symetria srodkowa, byla omawiana w szkole podsta-
wowej. Powtdrzymy wlasnosci tego przeksztalcenia, a nastgpnie omowimy jego dzia-

tanie na plaszczyznie kartezjanskiej.

Symetria osiowa na ptaszczyznie

Przypomnijmy:

Punkty Ai A’ sa symetryczne wzgledem prostej k, gdy odcinek AA' jest prostopadly
do k i jego srodek nalezy do k.

Prostg k nazywamy osig symetrii punktéw A i A

A
L Jezeli punkt A’ jest symetryczny do (@)
‘ punktu A wzgledem prostej k, to rowniez
punkt A jest symetryczny do punktu A’
wzgledem prostej k.
Al Jezeli punkt A lezy na prostej k, to A’ = A.
Zauwazmy, ze o$ symetrii punktéw A i A’ jest symetralng k|p,
odcinka AA'. Jest zatem zbiorem punktéw réwno oddalo- N "
nych od jego koncow. Te wlasnos¢ symetralnej wykorzystu-
jemy do konstrukcji punktu A" symetrycznego do punktu A
wzgledem prostej k:
Krok 1: Z dowolnego punktu P, prostej k zataczamy okrag &
o promieniu |P; A|. |P,A| = |P1A’|
Krok 2: Z dowolnego punktu P, (P, # P,) prostej k zata- |P,A| = |P2A’|
czamy okrag o promieniu |P,A]|. o N

ZZi KPU
Ltemat 2.11 J

MultiteZa

e Symetria osiowa

e Tadz Mahal — piekno symetrii

e Symetria wzgledem osi uktadu
wspotrzednych

e Przeksztalcenia na ptaszczyZznie

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.7

G Generator

testow i sprawdzianéw
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Krok 3: Jezeli punkt A nie lezy na prostej k, to poprowadzone okregi przecinaja si¢
w dwéch punktach. Jednym z nich jest punkt A, a drugim szukany punkt A’
(rys. 1).
Jezeli punkt A lezy na prostej k, to A’ = A (rys. 2).

P,

Rys. 1 Rys. 2

Przykiad €)
a) Przeciwlegte wierzcholki kwadratu sg symetryczne wzgledem prostej zawierajacej
te przekatng kwadratu, do ktérej nie naleza.

b) Konce podstawy tréjkata rGwnoramiennego sa symetryczne wzgledem prostej za-
wierajacej wysoko$¢ opuszczona z trzeciego wierzchotka tego trojkata.

Przykiad @)

Wierzchotki prostokata, ktéry nie jest kwadratem, nie s symetryczne wzgledem pro-
stej zawierajacej przekatna.




W przypadku symetrii $rodkowej wyrdznilismy figury majace §rodek symetrii. Teraz
zajmiemy sie figurami majacymi o$ symetrii.

Prosta k nazywamy osia symetrii figury F, jezeli dla kazdego punktu A nalezg-
cego do F punkt A" symetryczny do A wzgledem k tez nalezy do F.
Figure F nazywamy osiowosymetryczng.

Przyktad @) « zad.7.1,7.2
a) Kwadrat jest figura osiowosymetryczng. Ma cztery osie symetrii.
b) Trapez réwnoramienny rézny od réwnolegloboku ma jedng o$ symetrii.

c) Okrag ma nieskonczenie wiele osi symetrii — jest nig kazda prosta przechodzaca
przez jego srodek.

d) Odcinek ma dwie osie symetrii. Jedng z nich jest prosta, w ktorej ten odcinek sie
zawiera, a druga - jego symetralna.

J

Przeksztalcenie plaszczyzny, ktére kazdemu jej punktowi P przyporzadkowuje
punkt P’ symetryczny do P wzgledem ustalonej prostej k, nazywamy symetria osio-
w3 0 osi k.

Przyktad @) < zad. 7.6

Dana jest figura F i prosta k. Wyznaczymy figure F', ktora
jest obrazem figury F w symetrii o osi k.

>

a) Figura F sklada sie ze skoniczonej liczby punktow.
Aby otrzymac figure F', przeksztatcamy przez symetrie
wzgledem prostej k kazdy z tych punktow.

*-———t————e
e ———p¢
&

7. Symetria osiowa

47.1. Ile osi symetrii ma figura
bedgca suma

a) prostej i okregu?

b) dwoch okregow?

¢) dwdch prostych?

Rozwaz rézne mozliwosci.

Odp.: a) jedna lub dwie

b) jedna, dwie lub nieskonczenie
wiele

¢) dwie lub nieskonczenie wiele

47.2. Wskaz osie symetrii figury,
ktdra jest suma

a) dwoch tréjkatow réwnobocznych
0 wspolnym boku.

b) prostej i punktu nielezacego na
niej.

¢) dwoch okregoéw o réznych
promieniach, stycznych
zewnetrznie.

Odp.: a) prosta zawierajgca
wspolny bok, prosta przechodzaca
przez wierzchotki tréjkatow
nienalezace do wspdlnego boku
b) prosta prostopadia do danej
prostej, przechodzaca przez dany
punkt

¢) prosta przechodzaca przez
$rodki obu okregow

47.6. Patrzs. 101.
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b) Figura F jest czworokatem ABCD.

Zauwazmy, Ze obrazem:

o wierzcholka czworokata ABCD jest wierzchotek czwo-
rokata A'B/C’D/,

e punktu lezgcego na brzegu czworokata ABCD jest
punkt nalezacy do brzegu czworokata A'B'C'D’,

° punktu wewnetrznego czworokata ABCD jest punkt

wewnetrzny czworokata A'B'C'D’.

c) Figura F jest odcinkiem AB przecinajagcym prosta k.
Obrazem odcinka AB jest odcinek A'B'.

Odcinki ABi A'B' przecinaja sie w punkcie P lezacym
na osi symetrii k. Jest to punkt, ktory w wyniku symetrii
zostal przeksztalcony sam na siebie — czyli punkt staly tego
przeksztalcenia.

B
A i
ISP |k
I

/

J

Symetria osiowa wzgledem prostej k ma nieskonczenie wiele punktéw statych - kaz-
dy punkt prostej k jest punktem stalym tego przeksztalcenia.

Figury: Fijej obraz F "w symetrii osiowej sg przystajace. Oznacza to, ze obrazem od-
cinka jest odcinek o tej samej dlugosci, obrazem prostej — prosta, kata — kat o tej samej
mierze, okregu o promieniu r — okrag o promieniu r, tréjkata ABC - przystajacy do
niego trojkat A'B'C' itd.

Symetria osiowa wzgledem osi x

Plaszczyzne kartezjaniska mozna przeksztalci¢ przez symetrie osiowg wzgledem do-
wolnej prostej. Ograniczymy si¢ jednak do oméwienia dwdch sytuacji, w ktérych osia
symetrii jest jedna z osi uktadu wspétrzednych. Zaczniemy od osi x.

Przyjrzyjmy sie rysunkowi. yA

Punkty polozone symetrycznie wzgledem osi x
maja identyczne pierwsze wspodlrzedne, nato-
miast ich drugie wspdlrzedne s liczbami prze- .
ciwnymi. Wynika to wprost z wlasnosci pro-
stokatnego ukladu wspolrzednych. Zatem jesli

-

P'= (x',y') oznacza obraz punktu P = (x, y) Al=|2,]-3)

w symetrii wzgledem osi x, to:

{xlzx
y' =y




Przyktad e zad. 7.10

Wyznaczymy réwnanie obrazu okregu (x + 1)° + (y — 2)* = 16 w symetrii osiowej
wzgledem osi x.

Rozwigzanie
Dany okrag ma $rodek S = (-1, 2) ipromien r = 4. Wiemy, ze obrazem okregu
w tym przeksztalceniu jest figura do niego przystajaca, czyli okrag o takim samym
promieniu.
Przyjmijmy, ze S’ oznacza $rodek, a ' — promien okregu po przeksztalceniu.

§' = (-1, -2)

r'=r=4

Odp.: (x +1)* + (y+2)° = 16

Przyktad ©

Okrag o réwnaniu (x + \/5)2 +(y —4)* = 7 powstal w wyniku przeksztatcenia
pewnego okregu przez symetri¢ wzgledem osi x. Jaki okrag zostal przeksztalcony?

Rozwigzanie
Szukany okrag ma $rodek S = (x, y) i promien r.
Jedli S oznacza érodek, a r’ - promien okregu po przeksztatceniu, to:

s = (—\/3, 4), zatem S = (—\/3, —4)
' =r=47
Odp.: (x + \/5)2 +(y+ 4)2 =7

Symetria osiowa wzgledem osi y

Przyjrzyjmy sie rysunkowi. v

Punkty potozone symetrycznie wzgledem osi y
majg identyczne drugie wspoélrzedne, nato- A= (41 | AW
miast ich pierwsze wspdlrzedne sg liczbami
przeciwnymi. Wynika to wprost z wlasnoséci
prostokatnego uktadu wspoétrzednych. Zatem

=y

jesli P' = (x', y’) oznacza obraz punktu

P = (x, y) w symetrii wzgledem osi y, to:

{x/:—x
y' =y

7. Symetria osiowa

47.10. Okrag o podanym
réwnaniu przeksztalcono przez
symetrie osiowa wzgledem osi x.
Napisz rownanie otrzymanego
okregu.

a) (x-9 +(y+11)° =1
b)(x—1+\/§)2+y2=8
[9) x2+(y—2—\/§)2=7
d) x2+(y+1—3\/6)2=9
Odp.: a) (x—9)2+(y—11)2=1
b)(x—l+\/§)2+y2=8
<) x2+(y+2+ \/§)z=7
d) x2+(y—1+3\/3)2=9
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47.11. Okrag o podanym
réwnaniu przeksztatcono przez
symetrie osiowa wzgledem osi y.
Napisz rownanie otrzymanego
okregu.

a) (x+3) 2+ (y-13)° =12

b) x2+(y—7+ \/ﬁ)2:6

<) (x+5—\/§)2+y2: 18

d) (x+0,4)°+(y-1- 2ﬁ)2 =16

Odp.:a) (x-3)* + (y-13)* =12
b) x2+(y—7+ \/ﬁ)2=6
V) (x—5+\/§)2+y2=18
d) (x-04) +(y-1-2v7) = 16

Odpowiedzi i rozwigzania

7.1. a) jedna lub dwie

b) jedna, dwie lub nieskonczenie
wiele

¢) dwie lub nieskonczenie wiele

7.2. a) prosta zawierajagca wspdlny
bok, prosta przechodzaca przez
wierzcholki tréjkatow nienalezace
do wspdlnego boku

b) prosta prostopadla do danej
prostej, przechodzaca przez dany
punkt

c) prosta przechodzaca przez
$rodki obu okregow

Przyktad o zad. 7.11

Wyznaczymy réwnanie obrazu okregu (x — 3)> + (y — 1)° = 4 w symetrii osiowej
wzgledem osi y.

Rozwigzanie

Dany okrag ma $rodek S = (3, 1) i promien r = 2.

Przyjmijmy, ze S’ oznacza érodek, a ' - promien okregu po przeksztalceniu.
§'=(-3,1)
r'=r=2

Odp.: (x+3)° +(y -1 =4

7.1. Ile osi symetrii ma figura bedaca suma
a) prostej i okregu? b) dwdch okregéw? ¢) dwoch prostych?

Rozwaz rézne mozliwo$ci.

7.2. Wskaz osie symetrii figury, ktdra jest suma

a) dwoch tréjkatéw réwnobocznych o wspdélnym boku.

b) prostej i punktu nielezacego na niej.

c) dwoch okregdw o réznych promieniach, stycznych zewnetrznie.

7.3. Narysuj dwa punkty: A i B. Wyznacz taki punkt C, aby figura skladajaca sie
z punktéw A, B, C

a) miala jedng o$ symetrii.

b) miala dwie osie symetrii.

) nie miala osi symetrii.

7.4. Narysuj trzy niewspoétliniowe punkty: A, B, C. Wyznacz taki punkt D, aby figura
sktadajaca sie z punktow A, B, C, D miala 0§ symetrii. Przy jakim potozeniu punktow
A, B, C, D figura {A, B, C, D} ma dwie osie symetrii?

7.5. Narysuj dwie proste: a i b spetniajace podany warunek, a nastepnie dorysuj taka
prosta ¢, aby figura bedaca suma tych trzech prostych miata o symetrii. Ile jest takich
prostych?

a) a, b sarownolegle b) a, b przecinaja sie

7.3. a) np. B, b) np. B=C c) np. B,
‘c
A, A, A,
‘c
7.4. np. D, Figura {A, B, C, D} ma dwie osie symetrii, gdy punkty A,
B B, C i D sg wierzchotkami rombu lub prostokata.
‘c

7.5. a) nieskonczeniewiele np.____ 2




7.6. Dana jest figura F i prosta k. Wyznacz obraz figury F w symetrii o osi k.

a) F - kwadrat, k — prosta zawierajaca jeden z bokow tego kwadratu

b) F - réwnoleglobok, k — prosta zawierajaca diuzsza przekatng tego réwnoleglo-
boku

c) F - okrag, k - prosta zawierajaca cieciwe tego okregu

d) F - suma dwdch prostych réwnoleglych, k — prosta przecinajaca te dwie proste

e) F - trapez réwnoramienny, k — prosta prostopadla do ramienia tego trapezu
i przechodzaca przez wierzcholek jego kata rozwartego

f) F - tréjkat rbwnoramienny, k — prosta przechodzaca przez srodek podstawy tego
tréjkata i prostopadta do jednego z jego ramion

7.7. Ponizej przedstawiony jest plan pola namiotowego na Mazurach. Michat i Bar-
tek chcg rozbi¢ na tym polu namiot. Michal upiera sie, by namiot stal w tej samej
odlegto$ci od kranu z woda i od ogniska. Bartkowi zalezy na tym, by mie¢ jednakowo
blisko do lasu i do jeziora. Gdzie powinni rozbi¢ namiot?

e oy e &
q/— Jezioro
L]
Kran R
zwodg Miejsce
na ognisko

2454 |

7.8. Ile co najwyzej kratek nie bedzie zamalowanych, jezeli uzupelnimy rysunek tak,
aby obydwie przekatne byty osiami symetrii otrzymanej figury?

a) b)

7.6. a)

d)

7. Symetria osiowa 101

7.7. na przecigciu symetralnej
odcinka Iaczacego kran

z ogniskiem oraz dwusiecznej kata
miedzy lasem a jeziorem

7.8.
a) szesnascie

b) jedenascie
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7.9.
M
P,
o @) a
Q\Y
M

Kat padania powinien by¢ réwny
katowi odbicia. Pitka powinna
odbic¢ sie od punktu Q - jest to
punkt wspolny brzegu muru

i odcinka PM', gdzie M' to obraz
punktu M w symetrii wzgledem
brzegu muru.

7.10.a) (x— 9+ (y—11)* = 1
b) (x—1+\/§)2+y2=8
c)x2+(y+2+\/§)2=7
d)x*+(y-1+3V6) =9

741, 2) (x—3)% + (y-13)* = 12
b) x2+(y—7+ \/ﬁ)2=6

c) (x—5+\/§)2+y2:18

d) (x-04)+(y-1-2v7) =16
7.12. ) K: (x+3)2+(y-17)% = 10
b) K: (x+13)* + (y + 10> = 15
o) K: (x+14) + (y+16)* =17
7.13. P, F,F

7.14. P = 42

7.9. Pawel chce kopna¢ pilke tak, by odbita sie M
od muru i trafita do Marcina. W jakim kierunku
powinien ja kopnac¢?

o g

7.10. Okrag o podanym réwnaniu przeksztalcono przez symetrie osiowg wzgledem
osi x. Napisz réwnanie otrzymanego okregu.

a) (x—97+(y+11) =1 O X+ (y-2-V5) =7
b) (x—1+\/§)2+y2:8 d)x2+(y+1—3\/€)2=9

7.11. Okrag o podanym réwnaniu przeksztalcono przez symetrie osiowa wzgledem
osi y. Napisz réwnanie otrzymanego okregu.

a) (x+3)+(y-13) =12 ) (x+5-V3)'+y =18
b) "+ (y-7+Vil)* =6 d) (x+04)+(y-1-2V7) =16

7.12. Obrazem okregu K w symetrii f jest okrag K. Napisz réwnanie okregu K.

a) Kp:(x- 3)2 +(y+ 17)2 =10, f - symetria srodkowa wzgledem poczatku ukladu
wspdlrzednych

b) K;: (x+ 13)2 +(y- 10)2 =15, f - symetria osiowa wzgledem osi x

) K;: (x—14)* + (y + 16)* = 17, f - symetria osiowa wzgledem osi y

7.13. Punkty A =(2,4), B =(-6,6), C' =(0, -8) s3 obrazami wierzchotkow
trojkata ABC w symetrii osiowej wzgledem osi x.

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Punkty P = (-3, 1), Q= (1, 2), R = (-2, -5) s $rodkami bokdw tréjkata ABC.
B. Srodkiem ciezkosci tréjkata ABC jest punkt S = <—§, %)

C. Srodkowa tréjkata ABC poprowadzona z wierzchotka A ma dtugosé V17.

7.14. Punkty A = (-3,6), B = (3, —1) przeksztalcono przez symetrie osiowa
wzgledem osi x i otrzymano odpowiednio punkty A, i B,. Oblicz pole czworoka-
ta AA,BB,.

7.15. Okrag o réwnaniu (x — 4)% + ( y+ 7)> = 18 przeksztalcono przez symetrie
osiowa wzgledem osi x.

a) Wykaz, ze punkt A = (1, 4) lezy na otrzymanym okregu.

b) Napisz réwnanie stycznej do otrzymanego okregu poprowadzonej w punkcie A.

7.15. K: (x—4)* + (y+7)* = 18
S = (4, -7), r = V18 - srodek i promien okregu K
K' - obraz okregu K w symetrii wzgledem osi x
S' = (4,7), r = V18 - érodek i promien okregu K’
K:(x-4>+(-7"=18
a)A=(1,4); (1-4)°+@-7)7=3"+3"=18, wiec AcK'
b) I: y = ax + b - szukana styczna
ILAS i Ael:
® wspétezynnik kierunkowy prostej AS':m = ;1;1 =1
ea=-L-1j -1+b=4, czyli b=5
m

Odp.:y=-x+5



W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

1. Troéjkat A'B'C jest obrazem tréjkata o wierzchotkach A = (3, 2), B = (-3, 6),
C = (=6, 1) w symetrii osiowej wzgledem osi y. Wskaz $rodek cigzkosci trojkata
A'B'C’

A. (-2, 3) B. (-2, -3) C. (2, -3) D. (2, 3)

2. Okrag o réwnaniu (x —1)* + (y — 4)* = 9 przeksztalcono przez symetrie osiowa
wzgledem osi x. Wskaz réwnanie otrzymanego okregu.

A (x+ 1)+ (y+47>=9 C.(x+1)’+(y-4)°=9

B. (x-1)+(y+4)>=9 D.(x-4)+(y-1>=9

3. Okrag o rownaniu (x + 3)% + ( y— 2)* = 5 przeksztatcono przez symetrie osiowa
wzgledem osi y. Wskaz réwnanie otrzymanego okregu.

A (x+2°+(y-3)7=5 C.(x-3’+(y-2’°=5

B. (x-3)+(y+2)>=5 D.(x+3)+(y+2)>=5

4. Po przeksztalceniu okregu F przez symetrie sSrodkowa wzgledem poczatku ukladu
wspotrzednych otrzymano okrag F'. Ocen prawdziwosé podanych zdan.

Figura bedaca sumga okregéw F i F’

A. ma zawsze dokladnie dwie osie symetrii.

B. moze miec tylko jedng o$ symetrii.

C. moze mie¢ nieskonczenie wiele osi symetrii.

5. Punkt A = (-4, 3) przeksztalcono przez symetri¢ osiowa wzgledem osi x i otrzy-
mano punkt A;, a punkt B = (-1, —2) przeksztalcono przez symetrie $srodkowa
wzgledem poczatku ukladu wspoétrzednych i otrzymano punkt B,. Podaj wspotrzed-
ne punktdéw A, i B, oraz oblicz pole czworokata AA,BB,.

6. Trojkat ABC ograniczony prostymi 2x —y+6 =0, x—y =0, x -2 =0 od-
bito symetrycznie wzgledem osi y. Wyznacz wspdtrzedne wierzchotkéow wielokata
bedacego czescia wspdlng trdjkata ABC i jego obrazu. Oblicz pole tego wielokata.

7. Okrag o srodku S = (2, —3) ipromieniu r = 4 przeksztalcono symetrycznie
wzgledem osi x i otrzymano okrag o srodku S;. Okregi o srodkach Si S, przecinaja
sie w punktach A i B. Oblicz pole czworokata SAS, B.

7. Symetria osiowa 103 IS

Prosto do matury
1. D

3.C

4. F, F P

5. A] = (_4) _3): Bl = (1) 2))
P =20

6. (0, 0), (2, 2), (0, 6), (-2, 2),
P=12

7. P =67
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Okrag Apoloniusza

Na kartce zaznaczamy dwa rézne punkty. Sa to

dwa statki. Oba moga sie poruszac tylko po prostej,
w dowolnym kierunku, kazdy z inng stata predkoscia.
Szybszy statek goni wolniejszy. Naszym zadaniem
jest zaznaczenie na kartce wszystkich punktow,
w ktorych statki moga sie spotkad.
Jaka figure otrzymamy?

Ta zagadka przedstawia problem matematyczny rozwazany

przez Apoloniusza z Pergi:

Dane sa punkty A i B na ptaszczyznie oraz dodatnia stata k # 1.

Jaka figure na ptaszczyznie tworza punkty P, ktérych stosunek
|AP]

odlegtosci od A i B jest staty i rowny k (@ = [

Postawiony problem rozwigzemy dwoma sposobami.

Sposoéb | (odlegtosé w uktadzie wspéitrzednych)
Wprowadzmy uktad wspoétrzednych jak na rysunku.

Oznaczmy B = (b, 0). Szukamy punktow P = (x, y) o
takich, ze |AP| = k - |BP| dla danego k > 0, k # 1.
Mamy:

|AP| = (x = 0)° + (y - 0%, |BP| = (x = b)* + (y - 0)? 8=
Warunek |AP| = k - |BP| zapisujemy w postaci: 0fA=(0,0

J+y2=k-(x-bP2+y?
Po podniesieniu obu stron do kwadratu i wykonaniu P [y
odpowiednich przeksztatcen otrzymujemy:
(X , bk )2 e b2k?
1= k2 Gar
Jest to réwnanie okregu o srodku w punkcie
bk
1-kK2
punkty P spetniajace warunek podany w zadaniu.

%)
<y

. Okrag ten tworza

(— b—k2 O) i promieniu
1Tok2)

| Rozwigzanie dla k = % b = 6 pokazano na rysunku
| obok. 5



105 I

—

Sposéb Il (twierdzenie o dwusiecznej)

Zauwazmy, ze dwa sposrod szukanych punktow
leza na prostej AB; na rysunku oznaczono je M i N. = o o . |
Mamy:

|[AM| _|AN| _

|BM| |BN|
Teraz rozwazmy dowolny punkt P lezacy poza pro-
sta AB i spetniajacy warunek IiA;’_Ii = k. Prowadzimy
dwusieczne PX i PY odpowiednio kata APB i kata
zewnetrznego przy wierzchotku P. Z twierdzenia

o dwusiecznej mamy:
|[AX] _|AP|

: =——=k. Zatem X = M.
|BX| |BP|

2.w=w=k. Zatem Y =N.
|BY| |BP|

Oznacza to, ze kat MPN jest prosty. To z kolei ozna-
cza, ze wszystkie punkty P wraz z punktami M i N
tworza okrag o srednicy MN.

Okrag Apoloniusza

Okrag bedacy rozwigzaniem postawionego problemu
jest nazywany okregiem Apoloniusza.

Wréémy do zagadki ze statkami. Zauwazmy, ze jezeli kazdy

z nich ptynie ze statg predkoscia po linii prostej, to stosunek ich
predkosci jest rowny stosunkowi diugosci przebytych przez nie
drdg, czyli odpowiednich odcinkéw. Dlatego jako rozwigzanie
otrzymamy okrag Apoloniusza.
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48.6. Wykaz, ze trojkat

o wierzchotkach A = (7, -5),

B =(10,9), C = (-6, 1) jest
réwnoramienny, a nastepnie
wyznacz réwnanie jego osi
symetrii.

Rozwigzanie

A = (7, -5), B=(10,9),
C=(-6,1)

* |AB| =V(7 - 10)*> + (-5-9)? =
= V9 +196 = V205

IBC| = V(10 +6)> + (9 - 1)* =

= /256 + 64 = V/320

|JAC| = V(7 +6)2 + (-5 - 1) =
= V169 + 36 = V205

|AB| = |AC|, zatem trdjkat ABC
jest rtownoramienny.

® k:y =ax+0b - szukana o$
symetrii

D= (18 28) @5
2 2

— $rodek boku BC

Do prostej k naleza punkty A iD:

{7a+b:—5 o {5a=—10 o
2a+b=5 b=5-2a

@{a=—2
b=9

Odp.: y = -2x+9

Vs

Multite£a

® Symetrie
dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.8

G Generator

testow i sprawdzianow

8. Symetrie wielokgtow

Umiejetnosci:

e Kklasyfikowanie figur ze wzgledu na liczbe osi symetrii

® rozpoznawanie wielokatéw foremnych

* stosowanie poznanych twierdzen w zadaniach wieloetapowych

W tym temacie przypomnimy niektére poznane wczesniej wiadomosci dotyczace
wielokatow. Nastepnie zbadamy, w jaki sposéb mozna je wykorzysta¢, gdy wielokat
lezy na plaszczyznie kartezjanskie;j.

Osie symetrii trojkata

Liczba osi symetrii moze by¢ wygodnym parametrem stuzacym do klasyfikacji figur.
Podzielimy najpierw trdjkaty ze wzgledu na liczbe osi symetrii.

Liczba osi symetrii 3 1 0

réwnoboczny

réwnoramienny, réznoboczny

ale nie réwnoboczny

Tréjkat

Nie jest mozliwe, aby trojkat mial dwie osie symetrii. Nie moze tez mie¢ wiecej niz
trzy osie symetrii.
Przykiad €) « zad. 8.6

Danyjest trojkat o wierzchotkach A = (10, 4), B = (-2, 3), C = (2, -5). Wykazemy,
ze jest on rownoramienny i napiszemy réwnanie jego osi symetrii.

Rozwiazanie
Obliczamy dtugos$ci bokéw trojkata ABC.

|AB| = V122 +1 = V145
|AC| = V82 + 92 = V64 + 81 = V145
|BC| = V42 + 8% = V16 + 64 = V80
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Zatem |AB| = |AC| # |BC]|, czyli tréjkat ABC jest rGwnoramienny i nie jest réwno-
boczny. Ma wiec tylko jedna o$ symetrii. Jest nig prosta przechodzgca przez wierz-
chotek A i $rodek podstawy BC - oznaczmy go literg M.

-2+2 3-5
M= ( 2+ > ) = (0, -1) «—— wspolrzedne $rodka odcinka BC

Prosta AM ma réwnanie kierunkowe
y =ax +b (punkty Ai M maja rézne 7
pierwsze wspolrzedne) i jest szukang osia A

symetrii: B ||

-

{—1:19
4=10a+b

{—1:19
M
5=10a

{—I:b
0,5=a

y=0,5x—1 c

=Y

Odp.: Tréjkat ABC jest rownoramienny, a jego osia symetrii jest prosta y = 0,5x— 1.

Osie symetrii i Srodek symetrii czworokata

Przejdzmy teraz do klasyfikacji czworokatow. Wygodnie jest zacza¢ od liczby par
bokéw réwnolegtych.

Czworokaty majace dwie pary bokéw réwnoleglych - réwnolegtoboki.

* Roéwnolegtobok nie musi mie¢ osi symetrii.

* Jesli réwnoleglobok ma dwie osie symetrii, to jest albo prostokatem (gdy osie sy-
metrii przechodzg przez $rodki przeciwlegtych bokéw), albo rombem (gdy osie
symetrii przechodza przez wierzchotki).

e Jesli réwnolegtobok ma cztery osie symetrii, to jest kwadratem.

Czworokaty majace co najmniej jedna pare bokéw réwnoleglych - trapezy.
¢ Trapez nie musi mie¢ osi symetrii.
° Jedli trapez ma jedna o$ symetrii, to jest rtOwnoramienny.

Czworokaty niemajace bokéw rownolegtych.

* Dowolny czworokat nie ma osi symetrii.

* Jesli czworokat nie ma bokdéw rownolegltych i ma jedna o$ symetrii, to jest delto-
idem.

107 I



I 108  Dziat 2. Geometria analityczna

Liczb i
icz ac?.3| 4 5 . 0
symetrii
kwadrat prostokat trapez dowolny
réwnoramienny czworokat
Czworokat
romb deltoid

Obrazem odcinka w symetrii srodkowej jest przystajacy do V
niego odcinek réwnolegly, wiec wiréd czworokatéw tylko } (
réwnolegloboki majg $rodek symetrii. Srodkiem symetrii A
réwnolegloboku jest punkt przeciecia jego przekatnych.

Prawdziwe jest twierdzenie, ktérego dowdd pominiemy.

Czworokat jest rownoleglobokiem wtedy i tylko wtedy, gdy jego przekatne prze-
cinajg sie¢ w punkcie, ktéry jest srodkiem kazdej z nich.

Podsumujmy:
* Czworokat moze mie¢: 0, 1, 2 lub 4 osie symetrii.
e Osie symetrii czworokata przecinaja sie w jego srodku symetrii.

Q Przyktad o

Wykazemy, ze czworokat ABCD o wierzcholkach:
A=(0,-1), B=(4, -3), C=(10, -1), D= (6, 1)
jest rownoleglobokiem i wyznaczymy jego srodek symetrii.

Rozwiazanie
Czworokat jest rownolegtobokiem wtedy i tylko wtedy, gdy jego przekatne maja
wspdlny srodek.



Dowod yh
Przekatnymi czworokgta ABCD s3 odcinki AC D
i BD. Wyznaczamy $rodki tych odcinkow. 5 ] >
1 X
(E, 2) =(5,-1) «— érodek odcinka AC A —1 €
2 2 1
_ B
(¥, %) = (5, —1) «— érodek odcinka BD

Przekatne czworokata ABCD maja wiec wspélny $rodek, czyli czworokat ABCD jest
réwnoleglobokiem. Jego $rodkiem symetrii jest punkt (5, —1).

Koniec dowodu

Osie symetrii i Srodek symetrii wielokata foremnego

Przypomnijmy pojecie zdefiniowane w szkole podstawowe;.

Wielokat, ktorego wszystkie boki sg rowne i wszystkie katy wewnetrzne maja
réwne miary, nazywamy wielokatem foremnym.

0000

szesciokat  siedmiokat
foremny foremny

trojkat kwadrat
réwnoboczny

o$miokat
foremny

pieciokat
foremny

Przyktad @) « zad. 8.13

Z faktu, ze sze$ciokat ma wszystkie boki réwnej dtugosci,
nie wynika, ze jest on foremny.

Na rysunku pokazano przyklad sze$ciokata nieforemnego,
ktorego boki s rownej dlugosci.

Przyktad O

Symetralna boku wielokata foremnego jest jego osia symetrii. Dwusieczna kata wie-
lokata foremnego zawiera sie w osi symetrii tego wielokata.

8. Symetrie wielokatéw 109 I

48.13. Narysuj szesciokat
foremny. Czy z faktu, ze szeSciokat
ma wszystkie katy rowne, wynika,
ze jest on foremny?

Odp.: nie, np.
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48.15. Punkt S = (2, -3) jest
$rodkiem symetrii szesciokata
ABCDEF o danych trzech
wierzchotkach: A = (-1, —4),
C=(4, -5), E=(3,1). Wyznacz
obwdd tego szesciokata.

Odp.: 2V10 + 413

Zauwazmy, ze n-kat foremny (n > 3) ma » osi symetrii.
Jezeli wielokat ma srodek symetrii, to jego boki dajg sie
polaczy¢ w pary bokéw rownolegtych. Wynika stad, ze
wielokat wypukly o nieparzystej liczbie bokéw nie moze

by¢ figura srodkowosymetryczng.

Wielokaty foremne s
figurami wypuktymi.

Q)

Zatem n-kat foremny ma $rodek symetrii wtedy i tylko wtedy, gdy # jest liczba pa-

rzystg.

Przyktad e zad. 8.15

Punkt S = (-2, 1) jest $srodkiem symetrii szesciokagta ABCDEF o danych trzech
wierzchotkach: A = (-4, -3), B = (0, -2) i C = (2, 3). Wyznaczymy pozostale
wierzchotki tego sze$ciokata i obliczymy jego pole.

Rozwigzanie

Punkty D, E, F s3 koficami odcinkéw o $rodku S i poczgtkach odpowiednio A, B, C.

-4 _ 5
2 , stad D = (0, 5)

Podobnie wyznaczamy wspoétrzedne wierzchotkéw E = (-4, 4) oraz F = (-6, —1).

Rozwigzanie mozna réwniez odczytaé bezposrednio z rysunku (rys. 1).

Pole P szesciokata ABCDEF najprosciej obliczymy jako réznice pola prostokata
PQRT i sumy pol czterech prostokatow (zob. rys. 2, na ktérym tym samym kolorem

zaznaczone sg figury przystajace).

P=8-8-(2-2+4-1+2-2+2-5)=64-22=42

A
D
E| _L——]
C
/
1/
/ .
0 / X
F
_—1 |B
Rys. 1 A

Rys. 2

¥y

I~

=y

P

Q

Odp.: Pozostate wierzcholki szesciokata to: D = (0, 5), E = (-4, 4) i F = (-6, —1),

a jego pole wynosi 42.

8.8. A=(-3,0), B=(50), C=(1, 4\/5)
® [AB|=|-3-5|=8

IBC| = \(1 -5+ (43)’ = V16 + 48 = 8

|AC| = \(1+3)2 + (4V3)" = V16 + 48 = 8

|AB| = |BC| = |AC| = 8, zatem trojkat ABC jest rownoboczny.

® D, E, F - érodki bokow AB, BCi AC
D=(1,0), E=(3,2V3), F=(-1,2V3)
ProstaCD: x =1

Prosta AE: a,p = % = \/T§ i punkt A nalezy do prostej, stad y = \/?gx + 3.
Prosta BF: agp = —21\135 = _\/T§ i punkt B nalezy do prostej, stad y = —?x + —.
Odp.:x=1, y= ?x+ V3, y=—%§x+%§



8. Symetrie wielokatow 111 I

Odpowiedzi i rozwigzania

8.1. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan. 8.1.F,F,P,P,P,P,P,F
. Przekatne réwnolegtoboku sg jego osiami symetrii.
. Symetralne bokéw réwnolegtoboku sg jego osiami symetrii.
. Srodek jednej z przekatnych réwnolegloboku jest jego $rodkiem symetrii.
. Przekatna dzieli rownoleglobok na dwa tréjkaty przystajace.
Symetralne bokéw prostokata sg jego osiami symetrii.
Dwusieczne katéw rombu sg jego osiami symetrii.
. Przekatne dziela romb na cztery przystajace trojkaty prostokatne.
. Przekatna dzieli trapez réwnoramienny na dwa trojkaty przystajace.

T OTEHoOOWwe

8.2. Nazwij réwnoleglobok, ktéry ma 8.2. a) romb b) prostokat
a) tylko dwie osie symetrii przechodzace przez wierzchotki. ¢) kwadrat

b) tylko dwie osie symetrii przecinajace jego boki.

) cztery osie symetrii.

8.3. Narysuj wszystkie osie symetrii danego wielokata.

a) trapez rébwnoramienny o podstawach dtugosci 10 cm, 8 cm i wysokosci 4 cm
b) tréjkat rownoramienny o ramionach dwa razy dtuzszych od podstawy

c) prostokat, ktérego dtugosci bokow sg w stosunku 2:3

8.4. Podaj przyklady wielokatéw, w ktérych symetralna jednego z bokéw zawiera 8.4. np. tréjkat rownoramienny,
dwusieczng jednego z katéw wewnetrznych. pieciokat foremny

8.5. Wyznacz réwnania ogélne osi symetrii odcinka o koncach A = (4, —-11), 8.5. 4x - 6y — 17 = 0,

B = (-6, 4). 3x+2y+10=0

8.6. Wykaz, ze trojkat o wierzchotkach A = (7, -5), B = (10, 9), C = (-6, 1) jest 8.6. Patrzs. 106.
réwnoramienny, a nastepnie wyznacz rownanie jego osi symetrii.

8.7. Podstawg trojkata rGwnoramiennego ABC jest odcinek o konicach A = (3, 2) 8.7.C =(8,7),

i B = (1, 6). Jedno z ramion trdjkata zawiera si¢ w prostej x — y — 1 = 0. Oblicz obw = 2(5\/5 + \/5)

wspdlrzedne wierzchotka C oraz obwdd tego tréjkata.

8.8. Patrzs. 110.
8.8. Wykaz, ze trojkat o wierzchotkach A = (-3, 0), B=(5,0), C = (1, 4\/5) jest aues

réwnoboczny i napisz réwnania jego osi symetrii.

8.9. Prosta o rownaniu x —2y + 1 = 0 zawiera jeden z bokow kwadratu, ktérego
wierzcholki lezg na okregu o $rodku S = (0, —2). Oblicz wspdtrzedne wierzchotkow
tego kwadratu.

89.5=(0,-2), Lx-2y+1=0
® Wyznaczamy rownanie okregu. a

r — promien okregu, d - odlegtos$¢ punktu S od proste;j [ s
1 0-2-(=2)+1] 5
r==-a\2=dV2,d=""—"" 1=~ — /5 stadr = V10. r
2 V12 + 22 \5 . ﬁd I

Réwnanie okregu: x” + (y +2)° = 10
® Szukamy wspoétrzednych wierzchotkéw kwadratu.

x=-3

y=-1

Otrzymujemy wierzchotki: (1, 1), (-3, —1). Pozostale dwa wyznaczamy, korzystajac z faktu, ze S jest srodkiem przekatnych.
+1 +1 =3 =1

0. -2) = (57, 250), stad (oo ) = (-1, -9). (0, -2) = (22, 222, stad (300 3) = 3. -3)

Otrzymujemy wierzchotki: (-1, —5), (3, —3).

Odp.: (1, 1), (=3, 1), (3, =3), (-1, -5)

2 2 -
x +(y+2)" =10 a2 2 _ 2 _ _ _ x=1
{x:Zy—l =>Q2y-1)+(y+2)'=10e5y" =5 y=11Iub y= 1:{y:11ub
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8.10. a) A' = (5, -2),

B =(1,-2), C'=(3, -8)
b) nie

c) tak — dwie osie symetrii:

_ 9
Y oV

811. D=(4, -1), P =104
8.13. nie, np.

8.14. a)

Dziat 2. Geometria analityczna

8.10. Punkty A = (-5,2), B =(-1,2) i C = (-3, 8) przeksztalcono przez sy-

metrie wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych i otrzymano odpowiednio punk-

tyA',B',C.

a) Wyznacz wspétrzedne punktéw A', B, C'.

b) Czy figura bedaca suma tréjkata ABC i trojkata A'B'C’ ma 0§ symetrii? Jezeli tak,
podaj jej réwnanie.

c) Czyfigura bedaca sumg okregdw: opisanego na trojkacie ABC i opisanego na troj-
kacie A'B'C' ma o$ symetrii? Jezeli tak, podaj jej rwnanie.

8.11. Punkty A = (-9, -1), B= (-4, 11), C = (3, 7) sa kolejnymi wierzchotkami
deltoidu ABCD. Wyznacz wspoétrzedne wierzchotka D i oblicz pole tego deltoidu.

8.12. Punkt P = (-2, —3) jest wierzcholkiem rombu, ktérego jeden z bokéw ma
réwnanie x — 2y — 4 = 0. Srodkiem symetrii tego rombu jest punkt M = (1, 1).
Wyznacz pozostate wierzchotki rombu i oblicz jego pole.

b)

O 8.13. Narysuj sze$ciokat foremny. Czy z faktu, ze sze$ciokat ma wszystkie katy réw-
ne, wynika, Ze jest on foremny?

8.15. 210 + 4V13

8.16. 102 + 6V10

8.17. B = (-6, -10), C = (6, —4),

D= (2, 4) 8.15. Punkt S = (2, -3) jest srodkiem symetrii sze$ciokata ABCDEF o danych

trzech wierzchotkach: A = (-1, —4), C = (4, -5), E = (3, 1). Wyznacz obwéd tego

sze$ciokata.

8.14. Narysuj o$miokat, ktéry ma wszystkie boki réwnej dlugosci i ktéry ma
a) jedna o$ symetrii. b) dwie osie symetrii.

8.18. Patrzs. 113.

8.19. A=(0,2V3), B=(2,0),

C lezy na osi x. 8.16. Prosta o rownaniu y = 3x — 5 jest osig symetrii trapezu réwnoramiennego

i ABCD o podstawach ABiCD. Dane sg dwa wierzchotki tego trapezu: A = (-2, -1),
= 5 C = (9, 2). Wyznacz jego obwod.
8.17. Proste o réwnaniach y = %x -2 1 y = -2x—7 s3osiami symetrii czwo-
60{}' a5 D rokata ABCD o wierzchotku A = (-10, —2). Wyznacz wspolrzedne pozostalych
= 60° . .
h wierzchotkow czworokata.
0 Tg ] [[¢c 8%

8.18. Wykaz, ze prosta o réwnaniu y = 3%t 2 jest osig symetrii pieciokata o wierz-

2 2 2 .
|AB|® = (2V3) +2° = 16, wige chotkach: A = (-1, -1), B= (4, -1), C = (4, 4), D = (0, 7), E = (-3, 3).

bok szesciokata ma dlugos¢ 4.
Odp.: C = (6, 0), D = (8, 2V3),
E=(6,4V3), F=(2,43)

8.19. Punkty A, B, C, D, E, F sa kolejnymi wierzchotkami sze$ciokata foremnego.
Wiadomo, ze A = (0, 2\/5), B = (2, 0), aC lezy na osi x. Wyznacz wspolrzedne
wierzchotkéw C, D, E, F.

812. P=(-2,-3), M=(1,1), kkx-2y—-4=0. Pek bo —2-2-(-3)—4=0. R Q
® M - $rodek przekatnych PRiQS

=2 =3

Niech R = (xg, yg). Wtedy (1, 1) = (xRT, yRT>, stad xgp =4, yg =5. Zatem R = (4, 5).

® PR 1L QS, wiec iloczyn wspotczynnikéw kierunkowych tych prostych: app - ags = —1. S
5+3 8 4 3

apR = m = g = 5, St&}d aQS = —Z.

Prosta QS: agg = —Z i punkt M nalezy do prostej, stad y = —ix + :Z Punkt S nalezy do prostych QSik: y = %x =2,

S x+loly 062, 0 =>x=3, y:—l. Stad S=<3, —l)
4 4 2 4 4 2 2 - -
® Niech Q = (xQ, yQ). Punkt M jest srodkiem odcinka QS, stad xq = -1, yo = > Zatem Q = (—1, E)

2
e |PR| = @+ 27+ (5+3) = V36 + 64 = 10, ISle\j(—1—3)2+(g+%> — Vi6+9 =5, P=%|PR|-|SQ|=%-10~5=25

1 5
Odp (4, 5), (3, —z), (—1, z), P=25



8.20. Wszystkie wierzchotki o§miokata foremnego lezg na okregu o srodku w punk-
cie (0, 0). Jednym z wierzchotkdw o$miokata jest punkt (4, 0). Wyznacz wspotrzedne
dwoch sasiednich wierzchotkdw.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

1. Deltoid niebedacy rombem

A. nie ma osi symetrii ani $rodka symetrii.

B. nie ma osi symetrii i ma $rodek symetrii.

C. ma jedng o$ symetrii i nie ma $rodka symetrii.
D. ma jedna o$ symetrii i ma $rodek symetrii.

2. Wskaz rownanie prostej, ktora nie jest osig symetrii kwadratu o wierzchotkach
(2> 4)) (_43 2)a (_2; _4)a (4> _2)
A y=2x B.y=%x C.y=-2x D.y=-3x

3. Punkt (1, 2) jest $rodkiem symetrii szeciokagta ABCDEF o danych wierzchol-
kach: A = (-1, -1), C=(51) i E = (-1, 6). Wskaz punkt, ktory nie jest wierz-
chotkiem tego szesciokata.

A. (-3, 3) B. (3, 5) C. (-3, 4) D. (3, -2)

4. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Srodek dowolnej przekatnej szesciokata foremnego jest jego srodkiem symetrii.
B. Przekatne pieciokata foremnego sa jego osiami symetrii.

C. Jedynym czworokatem, ktéry ma cztery osie symetrii, jest kwadrat.

5. Sprawdz, czy czworokat ABCD o wierzchotkach A = (-19, -24), B = (38, 0),
C =(27, 6), D = (-30, —18) ma $rodek symetrii.

6. Punkty A = (-6,0) i B = (-5, —-8) sa wierzcholkami rombu ABCD, a prosta
o rownaniu x + 2y + 6 = 0 jest jedna z jego osi symetrii. Wyznacz wspotrzedne
wierzchotkow C i D.

7. Jedno z ramion tréjkata rownoramiennego ABC jest zawarte w prostej o rowna-
niu y = 2x — 3. Podstawg trdjkata jest odcinek o koncach A = (2, 1), B = (5, 2).
Oblicz wspolrzedne wierzchotka C.

8. Symetrie wielokatow 113 I

8.20.

A = (4, 0), promien okregu: r = 4
Szukamy wspotrzednych punktow
BiH.

|OB| = |OH| = 4

|OK]| - V2 = 4, stad:

|OK| = |BK| = |HK]| = 2V/2
Zatem B = (2\/5, 2\/5),

H=(2V2, -2V2).
Odp.: (2v2, 2V2), (22, -2V2)

Prosto do matury
1. C

2.C
3. C
4. F,E P

5. tak

6. C=(2,-4), D=(1, 4)

7.C=(3,3)

8.18. A= (-1, -1), B= (4, -1), C= (4, 4), D=(0,7), E = (-3, 3), k:y=%x+2. C ek, bo %-4+2:4.

Wrykazemy, ze: AE L k, BD 1 k oraz K i M to odpowiednio $rodki odcinkéw AE i BD.
Barl ] 7481 :
'aAE=_3+1=—2,w1e;cAEJ_k. 'aBDzm:—Z,wm;cBDJ_k.
® K nalezy do prostych AEik.
Prosta AE ma réwnanie y = —2x + b i punkt A nalezy do tej prostej, wiec y = —2x — 3.
=1l=3 —1+3)

K:—2x—3:%x+2<:>gx:—5:>x:—2,y:1.Stqu:(—Z,l):( TS

czyli K jest srodkiem odcinka AE.
® M nalezy do prostych BD i k.
Prosta BD ma rownanie y = —2x + ¢ i punkt B nalezy do tej prostej, wiec y = —2x + 7.
A440 =147
2

M: —2x+7:%x+2<:>§x:5:>x=2,y=3. Stad M=(2,3)=(

YA

5

— ), czyli M jest $rodkiem odcinka BD.

Punkt C lezy na prostej k: y = %x + 2, punkty A i E oraz B i D s3 symetryczne wzgledem tej prostej, zatem jest ona osig symetrii

pieciokata ABCDE.
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9. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-21 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz

Odpowiedzi i rozwigzania w zeszycie.
1.C 1. Odlegto$¢ miedzy punktami P = (1%, —2%) iQ= (—2%, 1%) jest rowna
A. 22 B. 3. C. 4V2. D. 4.
2.D 2. Punkt A lezy na osi x, B = (=5, 6), a $rodek odcinka AB lezy na osi y. Wskaz
dlugos$¢ odcinka AB.
A.2V17 B. 8 C. 16 D.2V34
3.B 3. W kwadracie ABCD punkty P = (2, 3) i Q = (7, 4) sa odpowiednio $rodkami
bokéw AB i BC. Przekatna kwadratu ma dlugos¢
A. V26, B. 2V/26. C. 326, D. 2 V2%,
4. A 4. Dany jest trojkat o wierzchotkach A = (-2, 3), B = (6, —1), C = (0, 7). Wskaz
dlugos¢ srodkowej tego trdjkata poprowadzonej z wierzchotka C.
A. 210 B. 413 C. 2V15 D.8
5.C 5. Wskaz rownanie prostej przechodzacej przez punkt A = (=3, 5) i réwnoleglej
do prostej y = %x - 4.
A.2x+3y-9=0 C.2x-3y+21=0
B.3x-2y+19=0 D.3x+2y-1=0
6. B 6. W trapezie ABCD, ktorego podstawa AB jest zawarta w prostej x —2y + 10 = 0,
dany jest wierzcholek D = (6, 6). Ktora prosta zawiera podstawe CD?
A.y:—%x+3 B.y:%x+3 C.y=-2x+3 D.y=2x+3
7.D 7. Wskaz odleglos¢ miedzy prostymi y =3x—-2 1 y=3x+ 1.
1 3
A3 B. V10 C. — D. —
V10 V10
8.D 8. Srodek okregu o réwnaniu (x — 3)° + (y + 5)* = 144 ma wsp6trzedne
A. (-3, -5). B. (3, 5). C. (-3, 5). D. (3, -5).
9.D 9. Dany jest okrag o réwnaniu (x + 3)° + (y — 2)> = 3. Wskaz wsp6trzedne srodka

i promien r tego okregu.

A.(3,-2), r=3 C.(-3,-2), r=3
B. (-3,2), r=3 D.(-3,2), r=3
4 Y

Multiteda

* \Wspotrzedne kartezjaniskie

e Topologia

e Ukfad wspotrzednych

biegunowych

dlanauczyciela.pl | Klasdéwka 2

G Generator

testow i sprawdzianow




10. Wskaz punkt nalezacy do okregu o réwnaniu x° + (y +4)> =9 = 0.
A. (0, 4) B. (3, -4) C. (-3,4) D. (4, 0)

11. Liczba punktéw wspdlnych okregu o réwnaniu (x — 3)2 +(y+ 4)2 =16 z osiami
ukladu wspotrzednych jest rowna
A. 4. B. 3. C. 2. D. 1.

12. Na okregu o promieniu 7 lezy punkt A = (0, —4). Réwnanie tego okregu moze
miec postac

A (x-7)+y*=7. C. (x-7)"+(y+4)* = 49.

B. x* + (y +4)* = 49. D.(x-4)’+y* =7.

13. Jaki zbiér punktéw plaszczyzny kartezjanskiej jest opisany za pomoca nierow-
nodci (x — 3)2 +(y+ 1)2 <8

A. koto o srodku (3, —1) i promieniu r = 22

B. koto o $rodku (3, —1) i promieniu r = 8

C. okrag o érodku (3, —1) i promieniu 7 = 22

D. potplaszczyzna

14. Ile punktow plaszczyzny kartezjanskiej jest opisanych za pomoca ukladu warun-
Kéw {(x+2)2+(y—3)2 <9,

y-x-2=0
A. dwa B. jeden C. nieskonczenie wiele D. zero
15. Prosta o réwnaniu y = —2x — 9 jest styczna do okregu o srodku w punkcie
S = (4, 3). Wskaz promien tego okregu.
A. 25 B. 315 C. 45 D. 55
16. Wskaz rownanie prostej, ktéra nie jest styczna do okregu (x+3)%+(y—1)* = 25.
A.3x+4y-20=0 C.3x-4y+12=0
B. 4x+3y-16=0 D.4x-3y-10=0

17. Wskaz réwnanie okregu, ktory jest styczny do osi ukladu wspétrzednych
w punktach P =(-3,0) i Q = (0, 3).

A (x-32+(y-37=9 C.(x+3’+(y-3°=9

B. (x-3)+(y+3)>=9 D.(x+3)+(y+3)>=9

18. Punkty A = (-3 - V3, -1-+3), B=(1+ 3, 5-2V3),
C= (5 +3V3, 7+ 3\/5) sg kolejnymi wierzchotkami réwnolegtoboku ABCD.

Srodkiem symetrii tego rownolegtoboku jest punkt

A. (-1,2-1,5V3). C. (-3+2v3, 2+5V3).
B. (1+3,3+13). D. (3+2V3, 6+0,5V3).

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

9. Powtdrzenie
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19. A 19. Obrazem okregu o $rodku S = (-3, 5) i promieniu 2020 w symetrii osiowej
wzgledem osi y jest okrag o $rodku S;. Odleglos¢ miedzy srodkami tych okregdw jest
rowna
A. 6. B. 10. C. 2010. D. 2020.

20. B 20. Okrag o réwnaniu (x — 77 + (y + 2% = 11 przeksztalcono przez symetrie
srodkowa wzgledem poczatku ukladu wspotrzednych. Wskaz réwnanie otrzymanego
okregu.

A (x+7)+(y+27 =11 C.(x-7+(y-27=11
B. (x+7)+(y-27>=11 D.(x-2)+(y+7)’ =11

21.B 21. Wskaz $rodek ciezkosci trojkata o wierzchotkach A = (-3, 1), B = (2, 6),
C=(-2,4).

A (-13) B. (-1, 3) C. (-3,9) D. (0, 3)

W zadaniach 22-32 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

22. F,F,P 22.
A. Réwnanie 2x +4y + 3 = 0 opisuje prosta przechodzacg przez I, I1 1 IV ¢wiartke
ukladu wspolrzednych.
B. Prosta o réwnaniu —3xm = 0 jest rownolegla do osi x.
C. Prosta o réwnaniu V7x +my = 2 jest wykresem funkcji.

23. F,P,F 23. Dane jest koo opisane za pomocg nieréwnosci (x + 4)* + ( y+ 2’ <0.
A. Punkt A = (=1, —1) nalezy do tego kofa.
B. Punkt B = (-7, —3) lezy na zewnatrz tego kota.
C. Punkt C = (—6, V5 - 2) lezy na zewnatrz tego kota.

24. P,F, P 24. Dany jest okrag o rownaniu (x —3)* + (y +3)* = 9.
A. Punkt M = (3, —6) nalezy do tego okregu.
B. Punkt P = (3, 3) nalezy do tego okregu.
C. Okrag ten jest styczny do obydwu osi uktadu wspotrzednych.

25.P,P,P 25. Okrag o réwnaniu (x + 2)> + (y — 3)* = 9 jest styczny do
A. osi x. B. prostej y = 6. C. prostej x = 1.
26.F L P 26. Dany jest okrag o réwnaniu (x +4)> + (y — 4)* = 16.

A. Prosta y — x = 0 jest osig symetrii tego okregu.
B. Prosta y = x + 1 jest styczna do tego okregu.
C. Prosta y = 4 — x przecina ten okrag.



(x+3)2+(y+1)2<25

27. Figura opisana za pomocg uktadu nieréwnosci
4x+3y-10<0

A. ma nieskonczenie wiele osi symetrii.
B. ma dokladnie jedng o$ symetrii.
C. jest srodkowosymetryczna.

28. Dany jest okrag o rownaniu (x +4)° + (y + 4)* = 16.

A. Prosta y = -8 jest styczna do tego okregu.

B. Prosta y = x nie ma punktéw wspélnych z tym okregiem.
C. Prosta x = —4 jest osig symetrii tego okregu.

29. Dany jest zbior F opisany za pomocg ukladu nier6wnosci 1 x <0

Do zbioru F nalezy

A. punkt o wspélrzednych (-1, 1).

B. co najmniej pie¢ punktéw o obu wspoélrzednych catkowitych.
C. dokladnie sze$¢ punktow o obu wspdtrzednych catkowitych.

30. Punkt przeciecia prostych o réwnaniach 3x+2y—6 =0 i 2x— y—4 = 0 nalezy
do zbioru punktéw plaszczyzny opisanego za pomoca nierdwnosci
A.x2+y2<3. B.x2+y2<4. C.x2+y2<5.

31. Dany jest okrag o réwnaniu (x — 3)2 +(y+ 7)2 =1.
A. Prosta 7x + 3y = 0 zawiera $rednice tego okregu.

B. Prosta y = x — 10 jest osig symetrii tego okregu.

C. Prosta y = 2x — 9 jest styczna do tego okregu.

32. Odleglo$¢ punktu (2, 5) od $rodka okregu (x —4) + y* = 1 jest

A. réwna 3. B. réwna V2. C. liczbg wymierna.

Zadania otwarte krétkiej odpowiedzi

33. Oblicz dltugo$¢ odcinka AB.

a) A=(1,7), B=(3, -3) c)A:< 00’ ),B -0,11, -3)
1

b) A=(-12,3V3), B=(05.V3) &) A=(-V27). B=(2v2 -2)

34. Oblicz odleglos¢ punktu A od prostej [.

a) A=(2 -3), Lx—y+5=0 c)A=<%,g),l:2x+3y+10=0

w|s

b) A=(-1,4), I -3x+4y+1=0 d)A:<\/_ > li—x+3y+5=0

27.

28.

29.

31.

32.

P,E, P

P,E, P

P,P,P

. F,P,P

P,P,F

F,FF

9. Powtdrzenie

33.a)2V26 b)4
085 d)3Vil

34.2)5V2 b)4
) V13 d) @
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35.a) (x+2)°+(y-1)> =26 35. Napisz rownanie okregu o $srodku S przechodzacego przez punkt P.

b) (x - 4)" +* =61 a) S=(-2,1), P=(3,2) Q) S= (% —3), P= (21, —%)
1
O (x-5) roear=ng b) S=(4,0), P=(-2,5) d) S=(-3,3), P= (13, V3)

d) (x+3)+(y-37> =24
36. Zbadaj wzajemne polozenie prostej i okregu.

2&;) Prosta jest styczna do a) (x+4)+ (y - 2)% =20 2x+y-4=0
u. > 5

b) Prosta nie ma punktow b) (x+2)"+(y-3)"=9 3x-2y-3=0
wspolnych z okregiem. c) (x-— 5)2 +(y+ 2)2 =45 x—-4y+2=0

¢) Prosta przecina okrag w dwdch d) (x+7)*+ yz = 34 x-—y-2=0

punktach.

d) Prosta nie ma punktéw 37. Zbadaj wzajemne potozenie okregéw o podanych réwnaniach.

wspolnych z okregiem.

37. a) przecinajace si¢
b) styczne zewnetrznie
c) roztaczne zewnetrznie

a) (x+3)°+(y-2)7%=52
b) (x-3)>+(y-4)°=25
Q) (x-4)+(y-57=16
d) (x-6)°+(y-1%=10

(x-3)2+(y+2)° =13
(x+6)* +(y+8)° =100
(x+2)°+(y+6)° =18
(x-4>+(y-7*=90

d) styczne wewnetrznie
38. m<0 38. Dla jakich wartosci m prosta o réwnaniu 3x + V5y = m przechodzi przez I,
IIi IV ¢wiartke uktadu wspoétrzednych?

39. prostokatem o polu 42 39. Narysuj na plaszczyznie kartezjanskiej zbior:

A A={(x, y): x € (-2;4) i y € (-4; 3)}
Jaka figurg geometryczng jest zbidr A? Ile wynosi jego pole?
1 A
L 40. Dla jakich warto$ci m prosta o rownaniu 2x + y = m ma co najmniej jeden
0 X punkt wspolny z prostokatem o wierzchotkach (1, 3), (=3, 3), (=3, -2), (1, —2)?
41. Danyjest punkt P = (6, —4). Punkt Q jest obrazem punktu P w symetrii osiowej
wzgledem osi x, a punkt R — obrazem punktu P w symetrii osiowej wzgledem osi y.
40. m € (-8; 5) Oblicz dtugos¢ odcinka QR.
41. |QR| = 4V13 42. Wyznacz réwnanie tej sposrod osi symetrii okregu o réwnaniu (x+3)*+y” = 36,
42. y= % x+1 ktora przechodzi przez punkt A = (6, 3).

43. Danajest prostak o réwnaniu y = 3x—7. Wyznacz réwnanie prostej k', ktéra jest
obrazem prostej k w symetrii Srodkowej wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych.

43. k' y=3x+7

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

44. (6, 9), (6, 0), (0, 3), 44. Punkt B = (12, 6) jest wierzchotkiem rownolegltoboku ABCD. Dwa boki réw-
obw = 6(2\/5 + \/5) nolegtoboku zawierajg si¢ w prostych x +2y -6 =0 i x— y +3 = 0. Wyznacz
wspolrzedne pozostatych wierzchotkéw réwnolegloboku i oblicz jego obwdd.

45. Prosta BC: y = —%x +6, A= (=6, 1), Pype = 40, |AC| = |BC|

Prosta BC: x +2y-12=10
h - odlegto$¢ punktu A od prostej BC (wysokos¢ tréjkata ABC opuszczona z wierzchotka A)

|-6 -2 -12| 20
h: B —— :4\/§
V12 +22 V5
2P 2-40

1
Pypc = E'BC| -h, stad |BC| = P

2 2
(x+6)*+ —lx+6+1 =4\/§<:>(x+6)2+ 7—lx =80<:>x2+12x+36+49—7x+lx2=80<:>
2 2 4

45 C-= <x, —Ex+6> i |AC| = |BC| = 45, stad:

<:>Zx2+5x+520<:>x2+4x+4:0<:>(x+2)2:0
Zatem x = -2, yz—%o(—2)+6:7.
Odp.:C = (-2, 7)



45. W trojkacie rownoramiennym ABC, w ktérym |AC| = |BC|, rami¢ BC zawiera
sie w prostej y = —%x +6 1 A= (-6, -1). Pole tego trojkata jest rowne 40. Oblicz
wspotrzedne punktu C.

46. Dany jest trojkat o wierzchotkach A = (-2, 8), B = (4, -1), C = (5, 4). Zwierz-
chotka C poprowadzono wysoko$¢ CD. Wyznacz wspotrzedne punktu D.

47. Trojkat ABC jest ograniczony prostymi AB:x—3y+9 =0, BC:x+2y—-16 =0,

AC:2x -y +8=0.

a) Oblicz wspodtrzedne wierzchotkdw tego tréjkata.

b) Oblicz wysokos¢ tréjkata ABC poprowadzong z wierzchotka C.

c) Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej sSrodkowa poprowadzong z wierzchotka B
tego trojkata.

48. Punkty A = (-8, -13), C = (0, 3) sg wierzchotkami tréjkata ABC, ktérego
wysokosci przecinaja sie w punkcie K = (2, —3). Oblicz wspoélrzedne wierzchotka B.

49. W trojkacie prostokatnym kat ABC jest prosty. Wierzchotek C lezy na prostej
x—2y+6=0 oraz A = (-3, -4) i B =(6, —1). Oblicz wspolrzedne punktu C oraz
pole tego tréjkata.

50. Srodek okregu przechodzacego przez punkty A = (3, 1) i B = (-1, 3) nalezy
do prostej x — y + 3 = 0. Napisz rownanie tego okregu.

51. Oblicz dtugo$¢ cieciwy, ktora okrag (x + 3)> + (y — 2)* = 16 wycina z prostej
y=-x+3.

52. Napisz rownanie okregu opisanego na trojkacie o wierzchotkach A = (4, 4),
B=(2,0), C=(-8, 10).

563. Prosta y = —x + 2 jest styczna do okregu o srodku A = (5, 3). Oblicz wspol-
rzedne punktu styczno$ci B oraz napisz réwnanie tego okregu.

54. Okrag o srodku w punkcie S = (3, 3) jest styczny do obu osi wspétrzednych.
Prosta k jest styczna do tego okregu w punkcie P = (2, m), m > 1. Wyznacz
réwnanie prostej k.

55. Wyznacz réwnania prostych stycznych do okregu (x —3)* + (y —2)* = 9
i prostopadlych do prostej x —3y +6 = 0.

56. Do okregu (x — 7)> + (y + 1)> = 25 poprowadzono styczne z poczatku ukta-
du wspotrzednych. Oblicz pole trojkata, ktdrego wierzchotkami sa punkty stycznosci
oraz punkt przeciecia stycznych.

60. A= (-1, -1), B= (5, 1), punkty A, B, Clezg na okregu (x — 1)2 +(y- 3)2 = 20.
Punkt C = (x, y) spelnia warunek |AC| = |BC]|, czyli IACI2 = |BC|2. Stad:
x+1)7+(y+ 1) =(x-57+(y-1)°

4y=-12x+24 |:4

y=-3x+6

Punkt C lezy na okregu (x — 1)2 +(y - 3)2 =20, wiec:

(x -1 +(-3x+6-3)>=20 & (x-1)*+ (-3(x - 1))* =20

10(x - 1)* = 20, czyli (x-1)* = 2.

x—1==vV21lub x-1=+2

X =1-V2, y;=-3(1-V2)+6=3+3V2

X, =1+V2, y,=-3(1+V2)+6=3-32

Odp.:C = (1-v2,3+3V2) lub C=(1+V2,3-3V2)

9. Powtdrzenie 119 I

45. Patrzs. 118.

46. D = (2, 2)

47.2) A=(-3,2), B=(6,5),
C=(0,8)

c)y=5

48. B = (10, -7)

49.C=(4,5), P=30

50. (x —3)* +(y-6)* =25
51. 412
52, (x +3)* + (y - 5)* = 50

53. B = (2, 0),
(x-57+(y-3°=18

54. k: y=%x+3(l+§>

55. y = —-3x + 11 - 310,
y=-3x+11+3V10

56. P =125

67. A= (-6,2), B=(2, -7),
C=(6,-4), D=(6,1)

|AB| = V64 + 81 = V145

IBC| = V16 +9 = V25 =5

[ICD| =1]1+4]=5

|AD| = V144 + 1 = V145

|AB| = |AD| i|BC| = |CD|,
wiec czworokat ABCD jest
deltoidem, ktorego osig symetrii
jest prosta AC. Zatem o§ symetrii
tego czworokata przechodzi przez
wierzchotek A.
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57. (x +2)* + (y - 5)* = 45
58. (x—6)° +(y—-2)" =18
59. y=—x+2, y=-x+14
60. Patrzs. 119.

62. y=3x+1

63. C = (10, 8), D = (0, -8)

64. A =(-2,-2), B=(6,2),
C=(2,5),D=(-4,2)
Wyznaczamy wspolczynniki
kierunkowe prostych zawierajacych

boki czworokata ABCD.

a _2+2 1

AB T 612 " 2

b 52 _ 3

BCT o6 4

g 275 _1

€D~ 42" 2
2+2

Ayp = —= = -2

AD T 440

AB||CD iAD 1 AB, iAD 1 CD,
wiec czworokat jest trapezem

prostokatnym o podstawach
ABiCD.

a) |AB| = V82 + 42 = V80 = 45 ()
IBC|= V2 + 3 =5

ICD| = V6 + 32 = V45 = 35

|AD| = V22 + 42 = V20 = 25

obw =5+95

b) P = > (|AB| + CDI) - |AD| =

= 2 (4V5+315) 25 =35
¢) |AC| = V42 + 72 = /65,

IBD| = |6 — (-4)| = 10 0
Odp.: a) obw = 5+ 95

b) P =35

c) |AC| = V65, |BD| = 10 (D
65. P =45

66. A =(-7,2), B=(-6,-3),
C=(1,-3), D=(34),
E=(2,9), F=(-59)
Wyznaczamy wspolrzedne
$rodkéw odcinkéw AD, BE i CF.

AD:S:<_7+3, ﬂ):(—z, 3)
2 2

BE:S = (’“2, #) = (-2, 3)

CF: S = (ﬂ ‘3+9> - (-2, 3)
2 2

Punkt S = (-2, 3) jest $rodkiem
symetrii szesciokata ABCDEF.

67. Patrzs. 119.
68. y=2x-6, y= —%x+4,

1 2
=-3x+14, y==-x+=
y x y=3X*3

57. Dany jest okrag o $rodku S = (=2, 5). Cieciwa AB tego okregu ma dtugo$¢ 9v2
ijest zawarta w prostej y = x + 4. Napisz réwnanie okregu.

58. Danesapunkty A = (-4, -2), B=(7,9) i C = (6, 2). Napisz rownanie okregu
o $rodku w punkcie C stycznego do prostej AB.

59. Prosta x— y—2 = 0 przecina okrag (x —5)> +(y —3)* = 18 w punktach Ai B.
Napisz rownania stycznych do tego okregu w tych punktach.

60. Punkty A = (-1, -1), B = (5, 1) leza na okregu (x — 1) + (y - 3)% = 20.
Wyznacz na okregu taki punkt C, aby trojkat ABC byl trojkatem réwnoramiennym
o podstawie AB.

61. Wierzchotki prostokata ABCD leza na okregu (x—4)> +(y—2)° = 13. Ponadto
punkty A i Blezg na prostej y = 5x—5. Wyznacz wierzchotki tego prostokata i oblicz
jego pole.

62. Napisz rownanie prostej rownoleglej do prostej 3x — y + 7 = 0 1 przecho-
dzacej przez $rodek okregu opisanego na trojkacie o wierzchotkach A = (1, -1),
B= (-2, -4), C=(0,0).

63. Punkty A =(3, -5) i B = (-7, 11) sa wierzchotkami réwnolegtoboku ABCD,
a punkt S = (-5, 0) jest srodkiem boku CD. Wyznacz wspolrzedne wierzchot-
kéw CiD.

64. Wykaz, ze czworokat ABCD o wierzchotkach A = (-2, -2), B = (6, 2),
C=(2, 5), D= (-4, 2) jest trapezem prostokatnym. Oblicz

a) obwod czworokata.

b) pole czworokata.

c) dlugosci przekatnych czworokata.

65. Punkty wspolne okregu (x —2)> + (y — 3)* = 17 i prostej o rownaniu
5x+3y—36 =0 przeksztalcono przez symetrie osiowa wzgledem osi y. Oblicz pole
czworokata, ktorego wierzchotkami sa te punkty i ich obrazy.

66. Wykaz, ze szesciokat ABCDEF o wierzchotkach A = (-7, 2), B = (-6, -3),
C=(1,-3), D=(3,4), E=(2,9), F = (-5, 9) ma $rodek symetrii.

67. Wykaz, ze czworokat ABCD o wierzchotkach A = (-6, 2), B = (2, -7),
C = (6, —4), D = (6, 1) ma o$ symetrii przechodzaca przez wierzchotek A.

68. Punkty A = (1, —4) i B = (10, —1) sa wierzcholtkami kwadratu ABCD, a punkt
S = (4, 2) jestjego srodkiem symetrii. Wyznacz réwnania osi symetrii tego kwadratu.

61. Punkty A, B, C, D lezg na okregu (x — 4)% + (y - 2)* = 13, ponadto A i Blezg na
prostej y =5x—5. S=(4,2), r = V13 - $rodek i promien okregu
® Punkty A i Bleza na przecieciu okregu i proste;j:
2 2 _
{(x_4) T =1 i 5x—7) = 130262~ 78x+52=0 |:26
y=5x-5
¥ -3x+2=06 (x-1)(x-2)=0
Stad x =1, y =0 lub x =2, y =5. Otrzymujemy punkty A =(1,0) i B=(2, 5).
® C=(xc yc)» D=(xp, yp). PunktS jest srodkiem odcinkéw AC i BD:

1
4,2) = (%, y7D>, stad xc =7, yo =4, czyliC = (7, 4).

5
4, 2) = (xDTJrz, %), stad xp =6, yp = -1, czyli D = (6, -1).

® Pole prostokata: P = |AB|-|AD|=V1+25-V25+1= (\/%)2 = 26.
Odp.: (1, 0), (2, 5), (7, 4), (6, =1), P = 26



