analizuje i oblicza, ile jest
prawdopodobienstwa
. doswiadczenia losowe, analizuje
I St atysty ka je i oblicza prawdopodobienstwa
® stosuje regute dodawania
i mnozenia do zliczania par
przypadkow,
® oblicza prawdopodobienstwa
kostkami lub losowaniu dwoch
elementow ze zwracaniem i bez
za pomocy tabel, diagraméw
stupkowych i kotowych,
wspotrzednych,
® tworzy diagramy stupkowe
siebie danych lub danych
pochodzacych z réznych zrodet,

Umiejetnosci
Po szkole podstawowej uczen:
< : l I I I e ® wyznacza zbiory obiektow,

wlasnosc,

® przeprowadza proste
zdarzen w doswiadczeniach
losowych,
elementow w sytuacjach
wymagajacych rozwazenia kilku
zdarzen w doswiadczeniach
polegajacych na rzucie dwiema
zZwracania,

® interpretuje dane przedstawione
wykresow, w tym takze
wykreséw w ukladzie
i kolowe oraz wykresy liniowe
na podstawie zebranych przez

® oblicza srednig arytmetyczna
kilku liczb.

Po tym dziale uczen:

® oblicza prawdopodobienstwo w prostych sytuacjach z zastosowaniem klasycznej definicji
prawdopodobienstwa,

® zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych, niewymagajacych uzycia
wzordéw kombinatorycznych,

® stosuje regute mnozenia i regute dodawania,

oblicza warto$¢ oczekiwang w prostych grach losowych,

® prezentuje dane z zastosowaniem mediany, dominanty, sredniej arytmetycznej i Sredniej
wazonej,

® stosuje skale centylowa,

® interpretuje parametry opisowe dla danych empirycznych,

® oblicza odchylenie standardowe zestawu danych (takze w wypadku danych odpowiednio
pogrupowanych).
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e |iczenie kart

1. Wstep do rachunku
prawdopodobienstwa

Prawdopodobne jest to, co si¢ zwykle zdarza.
Arystoteles

Logika klasyczna, nazywana od nazwiska jej tworcy arystotelesowska, zajmuje sig tyl-

ko takimi zdaniami, ktérym mozna przypisa¢ dokladnie jedng z dwoch wartosci —

prawde albo falsz. Teorie matematyczne przez wiele wiekdw opieraly sie na takiej

wlasnie dwuwartosciowej logice. Rowniez obecnie ta metoda rozumowania jest bar-

dzo uzyteczna. W pewnym momencie zaistniata jednak potrzeba wymyslenia czegos,

co uwzglednialoby bardziej skomplikowane przypadki. W zyciu codziennym spoty-

kamy sie bowiem z pytaniami, na ktdre rzadko mozna udzieli¢ jednoznacznej odpo-

wiedzi. Na przyklad:

e Czy wybiera¢ kierunek studiéw zgodnie z zainteresowaniami, czy raczej kierowac
sie potrzebami rynku pracy?

° Czy dostane si¢ na wymarzong uczelnie?

 Jaka mam szans¢ na pomyslne zdanie egzaminu?

W zyciu mamy na ogét do czynienia ze zdaniami,

, . . . ] . ; Okreslenie ,,prawdopodobny” ((( )))
ktére nie s3 ani w pelni prawdziwe, ani w pelni

mozemy rozumie¢ jako
falszywe. Do poruszania si¢ w takim $wiecie bar- »podobny do prawdy”.

dzo przydatna jest logika probabilistyczna (fac.

probabilis — prawdopodobny). Pozwala ona ocenic,

na ile dane zdanie jest wiarygodne. Prawdopodobienstwo zajécia jakiego$ zdarzenia

logika ta ocenia wartosciami z nieskoniczonego zbioru liczb lezacych pomiedzy 0 a 1

(lub w procentach — miedzy 0% a 100%). Mozna si¢ spotkaé np. ze stwierdzeniami

typu:

e Ten pacjent ma ok. 50-procentowg szanse na przezycie operacji.

* Jezeli bede dzisiaj pytany z matematyki, to na 99% dostane jedynke.

° Szanse otrzymania czworki z egzaminu oceniam na 30%.

e Prawdopodobienstwo zdobycia gtéwnej nagrody w lotto, czyli trafienia ,,szdstki”,
wynosi okoto 1: 14000 000.

e Jezeli zatozymy na domu piorunochron, to prawdopodobienstwo pozaru od ude-
rzenia pioruna zmaleje do 0,001.

W dalszych tematach pokazemy, w jaki sposob mozna w pewnych sytuacjach owo
»podobienstwo do prawdy” dobrze oszacowac. Postuzymy sie modelami matema-
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tycznymi zjawisk losowych, chociaz oczywiscie beda si¢ one odnosily (jak kazdy mo-
del) do sytuacji wyidealizowanych. Nie istnieje idealnie jednorodna kostka do gry, ale
nietrudno sobie wyobrazi¢, ze wlasnie z takg kostka mamy do czynienia. Podobnie
zreszta postepowaliémy np. w geometrii. Cala teoria zostala wyprowadzona na ba-
zie obiektdw w rzeczywisto$ci nieistniejacych. Nie da sie przeciez wykresli¢ prostej,
ktdra nie mialaby grubosci, nie narysujemy czego$ takiego jak punkt itd. Mimo to
praktyczne zastosowania twierdzen geometrycznych sg kolosalne i trudno sobie wy-
obrazi¢ dzisiejsza cywilizacje bez rozwijania tej dyscypliny nauki. Z bardzo podobna
sytuacjag mamy do czynienia réwniez w fizyce. Wyjasnienie jej praw na ogot tez wy-
maga jakich$ nierealnych zalozen, ale takie doskonale zjawiska s po prostu dobrymi
przyblizeniami rzeczywistych zjawisk fizycznych.

W dalszym ciagu naszych rozwazan bedziemy wiec zaklada¢, ze mamy do czynienia:
z idealnymi symetrycznymi monetami, ktére po podrzuceniu i opadnigciu nie
ustawig sie na krawedzi,

z idealnie jednorodnymi kostkami do gry,
z ponumerowanymi kulkami o identycznej wielkosci i masie, réznigcymi si¢ co
najwyzej kolorem itp.

Ponadto przyjmiemy, zZe wyniki naszych do$wiadczen bedg zalezaly wylacznie od

przypadku i nie wplyna na nie zadne czynniki zewnetrzne czy wewnetrzne. Na przy-

kiad podczaslosowania karty z talii nie bedziemy podgladac albo nie oznaczymy celo-
wo kart. Jezeli kazde takie losowanie bedzie mozna réwniez wielokrotnie powtérzy¢,
to nazywac je bedziemy doswiadczeniem losowym.

Przyktad

W ksiegarni na polce stoi sze$¢ egzemplarzy powiesci. Jezeli sprzedawca losowo sie-
gnie po jeden, to moze wybra¢ kazdy ze stojacych tomow. O takiej sytuacji powiemy,
ze doswiadczeniem losowym jest wybieranie jednego egzemplarza. Wynik tego do-
$wiadczenia to wybdr konkretnej ksigzki. Wszystkich mozliwych wynikow jest 6.

Przykfad

Ja$ wytrzasa jedng monete ze zgromadzonego w skarbonce bilonu. Doswiadcze-
niem losowym jest wypadnigcie monety, wynikiem - otrzymanie konkretnej monety.
Wiszystkich wynikow jest tyle, ile monet w skarbonce.

Przykiad

Z kolekcji liczacej 113 egzemplarzy Bozenka wyciaga na chybil trafil jedng ptyte. Do-
$wiadczeniem losowym jest losowanie plyty, wynikiem - otrzymanie konkretnego
krazka. Liczba wszystkich wynikéw jest réwna 113.

201 I
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Przyktad 0

Ja$ i Zosia umowili sie, ze po obiedzie zmywa naczynia ta osoba, ktéra wylosuje star-
szg karte z talii liczacej 52 karty. Jezeli obydwoje wylosuja karty tej samej wartosci (np.
dwie dziesiatki), zmywa tata, ktéry po namysle wyrazit zgode na takie rozwigzanie.
Doswiadczeniem losowym jest wiec losowanie dwoch kart, wynikiem - otrzymanie
konkretnej pary kart. Wszystkich mozliwych wynikéw jest 2652, czyli tyle, ile moz-
na utworzy¢ par kart z talii. Sposéb wyznaczenia liczby takich par zaprezentujemy
w dalszych tematach podrecznika.

Przykiad ©

Zjawiskiem losowym jest wybor drogi, ktérg wedruje tornado. Tu jednak mamy do
czynienia z nieskonczona liczba mozliwych wynikéw. Ponadto jedne z nich sg bar-
dziej, a inne mniej prawdopodobne.

J

Matematyczna teoria prawdopodobienstwa, nazywana réwniez probabilistykg, na-
rodzita si¢ we Francji niewiele ponad 350 lat temu. Jej poczatek daly rozwazania
kawalera de Méré na temat gier hazardowych, a $cidlej — nieréwnych szans gracza
i bankiera. Problem zostal rozwiniety przez matematykdéw: Pascala i Fermata. Jed-
ng z pierwszych prac naukowych dotyczacych teorii prawdopodobienstwa napisat
holenderski uczony Christiaan Huygens. Zostata ona opublikowana w 1657 r. Do
rozwoju tej dyscypliny naukowej przyczynily si¢ powstanie i wzrost znaczenia towa-
rzystw ubezpieczeniowych, zajmujacych sie poczatkowo ubezpieczaniem statkéw, co
wymagalo m.in. poprawnego ustalenia wysokosci sktadki.

Przykltad dawnej tablicy do gry w kosci
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2. Klasyczna definicja
prawdopodobienstwa

Umiejetnosci:
* obliczanie prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach z zastosowaniem
klasycznej definicji prawdopodobieristwa

Doswiadczenia losowe i zdarzenia elementarne

Bedziemy sie zajmowac bardzo niewielkim fragmentem rachunku prawdopodobien-
stwa. W rozpatrywanych w podreczniku przyktadach ograniczymy si¢ do takich do-
$wiadczen losowych, ktdre spelniajg réwnocze$nie dwa warunki:

° majg skonczona liczbe wynikéw,

* kazdy wynik ma identyczna szanse (identyczne prawdopodobienstwo) zajscia.
Pojedyncze, wykluczajace si¢ wyniki dos§wiadczenia losowego zostaly nazwane zda-
rzeniami elementarnymi.

Jezeli w doswiadczeniu losowym mozemy uzyska¢ n réznych wynikow i zdarzenia
elementarne sg jednakowo prawdopodobne, to prawdopodobienstwo (szansa) zaj-

$cia kazdego z nich wynosi 1
n

Na przyklad w rzucie monetg mozliwe sa tylko dwa zdarzenia elementarne — wypad-
niecie orla albo wypadniecie reszki, a szansa uzyskania kazdego z nich jest rowna %
Podobnie w rzucie sze$cienng kostka do gry — kazde z szesciu mozliwych zdarzen ele-
mentarnych (czyli wypadniecie jedynki, dwojki, trojki, czworki, piatki albo szostki)
ma szanse zajscia rowna é

W prostych przykladach bez trudu umiemy ocenic¢ szanse uzyskania jakiego$ wyniku
w do$wiadczeniu losowym.

Przyktad €) « zad. 2.1

W doswiadczeniu polegajacym na losowaniu jednej karty z talii mamy 52 zdarzenia
elementarne. Prawdopodobienstwo zajécia kazdego z nich (np. wylosowania waleta

. .1
pik) wynosi =

Przyktad @) < zad. 2.3

Wirdd 13 pitek tenisowych jedna jest uszkodzona. Jezeli losujemy jedng pitke, mamy
. 1 . .12 T .
szansg réwng — trafienia na te zlg i 3 wybrania pitki dobrej.

42.1. Podaj mozliwe wyniki opisanego doswiadczenia losowego. Ile jest tych wynikow?
Jakie jest prawdopodobienstwo uzyskania kazdego z nich?

a) W szkolnym sklepiku jest 17 identycznych butelek wody mineralnej. Sabina bierze jedna
z nich.

b) W pudetku jest 5 kredek czerwonych, 3 zielone, 2 zotte, pomaraniczowa i niebieska.
Piotrek wyjmuje na chybit trafil jedna kredke.

c) W urnie jest 13 loséw pustych i 2 pelne. Wyciagamy jeden los.

d) Z Klasy liczacej 18 dziewczat i 18 chlopcow losujemy jednego ucznia.

e) W przedszkolu Mateusz siega po omacku do skrzynki, w ktorej jest 25 pitek i wyciaga
jedna z nich.

f) Sprzedawca wyciaga losowo z szuflady jedna z pigtnastu 60-watowych zarowek.

1 1 1 1 1 1

42.3. W loterii fantowej

jest 100 losow, w tym 13
wygrywajacych. Wyciagamy jeden
los. Oblicz prawdopodobienstwo
wyciagniecia losu

a) pustego.

b) wygrywajacego.

Odp.:a) 0,87 b) 0,13

( )

Multitea
e Czy matpy moga napisac dzieto
Szekspira?

dlanauczyciela.pl | Kartkowka 4.2

G Generator
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42.6. Z talii 52 kart Robert

wyjmuje jedna karte. Oblicz

prawdopodobienstwo tego,

ze wyciggnie

a) siddemke.

b) figure, tzn. asa, krola, dame

lub waleta.

c) karte pik.

d) karte koloru czerwonego,

tzn. karo lub kier.

e) karte mtodsza od dziesiatki.

f) karte r6zng od damy i krola.
1 4 1

1 8 11
d; 95 D5

42.7. Rzucamy sze$cienng kostka.

Oblicz prawdopodobienstwo

kazdego ze zdarzen:

A - wypadnie szostka,

B - wypadnie nieparzysta liczba
oczek,

C - wypadnie liczba oczek bedaca

liczbg pierwsza,

D - wypadna co najmniej 3 oczka,
E - wypadna co najwyzej 2 oczka,

F - nie wypadnie dwojka,

G - wypadnie czworka lub szostka,
H - nie wypadnie liczba pierwsza.

1 1
Odp.: P(A) = s P(B) = >

>

P(C) = 3, P(D) = 2, P(E) =

P(F) = 2, P(G) = 5, P(H) =

N ==

Dziat 4. Rachunek prawdopodobieristwa i statystyka

Przyktad e zad. 2.6
Losujemy jedng karte z talii. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wyciggniemy asa?

Rozwigzanie
W talii 52 kart s 4 asy. Zatem szukane

Aby wyrazniej pokazac, skad wziat sie ()
wynik, czasem nie bedziemy skraca¢

. . . 4 t h utamkow.
prawdopodobienstwo jest rowne B OHEYmARYCh tamiow

W tym samym doswiadczeniu prawdopodobienstwo wylosowania trefla jest rowne

13 . o020
—, a karty starszej od dziewigtki —.
52 52

Przyktad o zad. 2.7

Izydor Muszka uzaleznia od catkowitego przypadku podjecie decyzji, jak spedzi¢ po-
potudnie. Jezeli w rzucie kostka wypadnie jedno oczko - idzie na mecz, jezeli parzysta
liczba oczek - spotyka sie z kolezanka Jolka, w pozostatych przypadkach - zabiera si¢
do nauki. Ocenimy prawdopodobienstwo, z jakim Izydor zabierze si¢ do nauki.

Rozwigzanie
W rzucie kostka jest sze§¢ mozliwych wynikéw, a tylko jeden sprzyja podjeciu decyzji

Lo s . . . 1 . 1
0 pojsciu na mecz, wiec takie zdarzenie zajdzie z prawdopodobienistwem 5

Inaczej jest w dwoch nastepnych sytuacjach, ktérym sprzyja wigksza liczba zdarzen

elementarnych. Parzysta liczba oczek to wypadniecie dwojki, czworki lub széstki,

wiec szanse na spotkanie z Jolka Izydor ma az w trzech na sze§¢ mozliwych przy-
1

padkéw. Prawdopodobienstwo jest w tym wypadku réwne . >

Pozostaly jeszcze dwa zdarzenia elementarne — wypadniecie trzech albo pieciu oczek.

R . L 2 1
Zatem Izydor wezmie sie do nauki z prawdopodobienstwem e 3

Odp.: Szukane prawdopodobienstwo wynosi %
J

Do powyzszego przykladu wprowadzimy symboliczny opis. Bedziemy z niego korzy-

sta¢ rowniez w dalszych zadaniach. Oto on:

° Zbidr wszystkich zdarzen elementarnych dla danego doswiadczenia przyjelo sie
oznacza¢ duzg grecka literg Q (omega).

e Zapis QO =1{1, 2, 3, 4, 5, 6} jestjedna z form krotkiego zapisu faktu, ze zdarzenia-
mi elementarnymi w doswiadczeniu z przyktadu 4 sa: 1, czyli wypadniecie jednego
oczka, 2 - wypadniecie dwdch oczek itd.

 Zdarzenie polegajace na wypadnieciu jednego oczka zapisujemy kréotko: A = {1}.
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e Zapis B = {2, 4, 6} oznacza zdarzenie polegajace na wypadnigciu parzystej liczby
oczek. Powiemy, ze zajsciu tego zdarzenia sprzyjajg trzy zdarzenia elementarne.

¢ Ostatniemu z opisywanych zdarzen sprzyjaja dwa wyniki: C = {3, 5}.

e Zdarzenie A jest elementarne, natomiast zdarzenia B i C nie s3 elementarne.

 Zdanie ,prawdopodobienstwo zajécia zdarzenia B jest rowne 5 zapisujemy w po-
. 1
staci: P(B) = >

° Liczbe zdarzen elementarnych w zbiorze Q) oznaczamy symbolicznie: Q.

o Liczbe zdarzen sprzyjajacych zajéciu zdarzenia A oznaczamy podobnie: A.

Definicja prawdopodobienstwa

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Zakladamy, ze w danym doswiadczeniu losowym € jest skoniczonym zbiorem
zdarzen elementarnych jednakowo prawdopodobnych.

Prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzenia A w tym do$wiadczeniu jest réwne
stosunkowi liczby zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A do
liczby wszystkich zdarzen elementarnych.

P(A) =

DA

Kazdy wynik elementarny sprzyja zajsciu zdarzenia A = Q i P(Q) = 1, dlatego
zdarzenie () nazywamy zdarzeniem pewnym.

Na przyktad w rzucie szescienng kostka wyrzucenie liczby oczek mniejszej od 7 jest
zdarzeniem pewnym.

Wygodnie jest wprowadzi¢ pojecie zdarzenia
niemozliwego, czyli takiego, ktéremu nie sprzy-
ja zaden wynik elementarny (inaczej mdwiac
- zdarzenie takie nigdy w danym doswiadcze-
niu losowym nie zajdzie). Na przyktad w rzucie
sze$cienng kostka wyrzucenie liczby oczek réow-
nej 8 jest zdarzeniem niemozliwym. Prawdopo-
dobienstwo zajscia zdarzenia niemozliwego jest
wiec rowne 0. Zdarzenie niemozliwe oznaczamy
symbolem zbioru pustego @i P(0) = 0.
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42.12. Biuro turystyczne

ma w ofercie wycieczki do
nastepujacych miast: Ankary,
Aten, Limy, Lizbony, Londynu,
Paryza, Rio de Janeiro, Sydney

i Toronto. Jedna z tych wycieczek
biuro przeznaczyto w ramach
promogcji na nagrode dla zwyciezcy
konkursu ,,Matematyka bez
granic”. Zwyciezca bedzie
losowac¢ cel podrézy. Wyznacz
prawdopodobienstwo, z jakim uda
sie do

a) Ameryki Potnocne;j.

b) Ameryki Potudniowej.

c) kraju Unii Europejskiej.

d) stolicy jakiego$ panstwa.

1 2 1 2
Odp.:a); b); c)g d)g
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We wszystkich rozpatrywanych w podreczniku zadaniach zdarzenia elementarne
opisywanych doswiadczen losowych sg jednakowo prawdopodobne, dlatego nie be-
dziemy powtarza¢ tej uwagi za kazdym razem przed zastosowaniem klasycznej defi-
nicji prawdopodobienstwa.

Zauwazmy, ze liczby Q, A s liczbami naturalnymi. Ponadto, zawsze prawdziwy jest
uktad nieréwnosci 0 < A < Q. Jezeli obie strony kazdej z nieréwnosci podzielimy

<L

Sl

przez Q,to otrzymamy 0 <

Jezeli A jest zdarzeniem w jakim$ do$wiadczeniu losowym, to 0 < P(A) < 1.

Przyktad @) « zad. 2.12

W skrzynce sg cztery kule biale, dwie zielone, pig¢ czerwonych i trzy czarne. Ile wy-
nosi prawdopodobienstwo tego, Ze losowo wybrana kula bedzie zielona?

Rozwigzanie

Doswiadczeniem jest losowanie jednej kuli ze skrzynki zawierajacej 14 kul. Zdarze-
niem elementarnym jest wybor konkretnej kuli. Zatem zbidr zdarzen elementarnych
ma 14 elementow:

Q=14

Interesujace nas zdarzenie A polega na wylosowaniu zielonej kuli. Poniewaz sa dwie
takie kule, liczba zdarzen sprzyjajacych jego zajsciu jest rowna 2:

A=2
Zatem P(A) =

S
[\S)

Odp.: Zielong kule wylosujemy z prawdopodobienstwem %

Opis rozwiazania tak prostego jak powyzsze zadanie wydaje sie troche sztuczny. Odpowiedz (1))
jestesmy przeciez w stanie poda¢ od razu - z pamigci. Chcemy jednak pokaza¢, jak mozna takie
rozwigzanie zapisaé. Przyda si¢ to do dalszych, juz nie tak banalnych zadan.

Przyktad G

W pudetku sg cztery klocki: dwa czerwone i dwa zielone. Jas wyjmuje dwa klocki na
chybil trafil. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze wyjmie klocki réznego koloru?
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Rozwigzanie
Dwa klocki czerwone oznaczmy ¢, ¢,, a zielone - z, z,.

Zdarzeniem elementarnym jest wyciagniecie przez Jasia dwdch klockéow.

Na przyklad zdarzenie polegajace na wyciagnieciu klocka ¢, z klockiem ¢, zapiszemy
w postaci {c;, ¢,}. Zauwazmy, ze kolejno$¢ zapisu c; i ¢, jest w tej sytuacji nieistotna,
poniewaz Ja§ wyjmuje obydwa klocki réwnocze$nie. Zatem zapisy {c,, ¢,} i {c,, ¢;}
oznaczajg to samo zdarzenie elementarne w tym doswiadczeniu.

Wiszystkie mozliwe wyniki losowania Jasia to:
Q= {{Cl’ &by {en 21} {ens 2t

{c 21} {ep 22} {20, Zz}}
® wazna jest kolejno$¢ losowanych

O=6 elementow, to do opisu zdarzen
elementarnych stosujemy nawiasy

g o T okragte (lub nie stosujemy
ze Ja$ wyjal dwa klocki réznego koloru, to: zadnych nawiaséw),

_ ¢ nieuwzgledniamy kolejnosciloso-
A= {{Cl’ zl} > e 22} ’ {CZ’ Zl} ’ {CZ’ ZZ}} wanych elementéw, to stosujemy

nawiasy klamrowe.

Jezeli w doswiadczeniu losujemy ((( )))
wiecej niz jeden element i gdy:

Jezeli A oznacza zdarzenie polegajace na tym,

A=4
P(A) =

ol[ ]

Odp.: Prawdopodobienstwo tego, ze klocki bedg réznego koloru, wynosi %

2.1. Podaj mozliwe wyniki opisanego do$wiadczenia losowego. Ile jest tych wyni-
kow? Jakie jest prawdopodobienstwo uzyskania kazdego z nich?

a) W szkolnym sklepiku jest 17 identycznych butelek wody mineralnej. Sabina bierze
jedna z nich.

b) W pudetku jest 5 kredek czerwonych, 3 zielone, 2 z6lte, pomaraniczowa i niebie-
ska. Piotrek wyjmuje na chybil trafil jedng kredke.

¢) W urnie jest 13 loséw pustych i 2 pelne. Wyciggamy jeden los.

d) Z Kklasy liczacej 18 dziewczat i 18 chfopcéw losujemy jednego ucznia.

e) W przedszkolu Mateusz siega po omacku do skrzynki, w ktorej jest 25 pitek i wy-
ciaga jedng z nich.

f) Sprzedawca wyciaga losowo z szuflady jedna z pietnastu 60-watowych zaréwek.

Odpowiedzi i rozwigzania

1 1 1
21. a) 1—7 b) E C) 1—5

d)

1

36

1 1
e) — -
)25 f)15

207 I
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22.a) A={2,4,5,6} 2.2. Doswiadczenie losowe polega na rzucie sze$cienng kostka.
b) < a) Zapisz zbidr zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A — wypadta parzy-
6 sta liczba oczek lub pie¢ oczek na kostce.
b) Oblicz prawdopodobienstwo zajicia zdarzenia A.

2.3.a) 0,87 b) 0,13 2.3. W loterii fantowej jest 100 loséw, w tym 13 wygrywajacych. Wyciagamy jeden
los. Oblicz prawdopodobienstwo wyciagniecia losu
a) pustego. b) wygrywajacego.

2.4. a) % b) g 2.4. W pojemniku jest 57 bulek §wiezych i 10 czerstwych. Oblicz prawdopodobien-
stwo tego, ze losowo wyciggnieta butka jest
a) $wieza. b) czerstwa.

25, L 2.5. Monika kupila jeden los na loterii ksigzkowej. Wsrod wszystkich 100 loséw jest

= 65 pustych. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze Monika otrzyma ksigzke.
2.6. a) % b) % <) i 2.6. Z talii 52 kart Robert wyjmuje jedng karte. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
1 8 11 ze wyciagnie
d) 2 ¢) 13 H 13 a) siédemke.

b) figure, tzn. asa, kroéla, dame lub waleta.

c) karte pik.

d) karte koloru czerwonego, tzn. karo lub kier.
e) karte mlodsza od dziesigtki.

f) karte r6zng od damy i kréla.

3 2.7. Rzucamy szescienng kostka. Oblicz prawdopodobienstwo kazdego ze zdarzen:
1 A - wypadnie szostka,
3 B - wypadnie nieparzysta liczba oczek,
% C - wypadnie liczba oczek bedaca liczba pierwsza,
D - wypadna co najmniej 3 oczka,
E - wypadna co najwyzej 2 oczka,
F - nie wypadnie dwojka,
G - wypadnie czworka lub szdstka,
H - nie wypadnie liczba pierwsza.

2.7. P(A) = é P(B) =

0O | =

P(C) = 3, P(D) =3, P(E) =

P(F) =2, P(G) = 5, P(H) =

2.8. a) % b) g <) g d) % 2.8. Ze zbioru dwucyfrowych liczb naturalnych wylosowano jedng. Oblicz prawdo-
o 23 f 7 o) 1 h) 1 podobienstwo tego, ze wylosowana liczba jest
30 30 15 45 a) parzysta. e) zlozona.
b) mniejsza od 50. f) pierwsza.
c) podzielna przez 7. g) kwadratem liczby naturalnej.

d) niepodzielna przez 5. h) sze$cianem liczby naturalne;j.
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2.9. W urnie jest 100 loséw ponumerowanych od 1 do 100. Monika wylosowala je-
den los. Wyznacz prawdopodobienstwo tego, ze wyciagneta los z liczba

a) mniejsza od 10. d) podzielng przez 3.
b) parzysta. e) podzielng przez 10.
c) wieksza od 55. f) pierwsza mniejszg od 50.

2.10. W trzypietrowym domu wczasowym na kazdym pietrze jest 15 wolnych dwu-
osobowych pokoi. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze rodzice Bartka, ktérzy zarezer-
wowali sobie miejsca w tym domu, otrzymaja pokéj na drugim pietrze? Zakladamy,
ze wybdr pokoju jest losowy, a na parterze wszystkie pokoje sa zajete.

2.11. W hotelu jest 17 wolnych pokoi jednoosobowych o kolejnych numerach od
1 do 17. Oblicz, z jakim prawdopodobienstwem pierwszemu gosciowi przydzielony
zostanie pokdj o numerze

a) parzystym.

b) bedacym liczbg pierwsza.

¢) réznymod 7iod 13.

d) nie wickszym od 11.

e) réwnym co najmniej 8.

2.12. Biuro turystyczne ma w ofercie wycieczki do nastepujacych miast: Ankary,
Aten, Limy, Lizbony, Londynu, Paryza, Rio de Janeiro, Sydney i Toronto. Jedna z tych
wycieczek biuro przeznaczylo w ramach promocji na nagrode dla zwyciezcy konkur-
su ,Matematyka bez granic”. Zwycigzca bedzie losowa¢ cel podrézy. Wyznacz praw-
dopodobienstwo, z jakim uda sie do

a) Ameryki Pélnocne;j. ¢) kraju Unii Europejskiej.

b) Ameryki Potudniowe;. d) stolicy jakiego$ panstwa.

2.13. Pan Alojzy Mréwka ma w portfelu jeden banknot stuztotowy, dwa pieé¢dziesig-
ciozlotowe, cztery dwudziestoztotowe i siedem dziesiecioztotowych. Wyciaga losowo
jeden banknot. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze bedzie to kwota mniejsza od 50 zI?

2.14. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany miesigc ma nazwe
(w jezyku polskim) zlozona przynajmniej z o$miu liter?

2.15. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana dwucyfrowa liczba natu-
ralna jest podzielna przez 14?

2.16. W pudetku sg klocki czerwone i 6 brazowych. Wiadomo, ze prawdopodo-
bienstwo wylosowania klocka czerwonego jest réwne g Ile czerwonych klockéw jest

w tym pudetku?

2.9. a) 0,09 b) 0,5
d) 0,33 e)0,1 f)

2.10. 1
3

7

8
2.11.3) ﬁ b)1—7

11 10
=) —

) 17 17

2.12. a) é b) 2

213 1
14

214,
2.15. ~

2.16. 36

c) 0,45

0,15

15

c) —

1
C —_—
)3

17

d) =
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217. L
51

2 1
2.18. a) 5 b) 3

Prosto do matury
1. B

4. P,P,F

17
20

N | =

2.17. AniaiMalgosia graja w wojne. Kazda z nich otrzymata 26 kart z talii. Malgosia
odkryta swoja pierwszg karte. Byt to as kier. Teraz swojg karte odkrywa Ania. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze bedzie to as pik?

2.18. W pojemniku sg zielone i niebieskie kulki. Kulek zielonych jest dwa razy wigcej
niz niebieskich. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wyciagnieta kulka jest
a) zielona. b) niebieska.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1. Rzucamy szeScienna kostka. Wskaz prawdopodobienstwo wyrzucenia liczby
pierwszej.
AL B. - c. 2 D.3

3 2 3

2. W torebce sg cukierki owocowe i czekoladowe. Cukierkéw owocowych jest dwa
razy wiecej niz czekoladowych. Wyjmujemy losowo cukierek z torebki. Wskaz praw-
dopodobienstwo tego, ze bedzie to cukierek czekoladowy.

AL B. . c. 2 Dp. L
2 3 3 4

3. Ze zbioru {1,2, 3,4, 5} losujemy jedna liczbe. Wskaz prawdopodobienstwo wylo-

sowania liczby x, ktora spetnia nieréwnos¢ 1 — x < 0.

A0 B. . c 2 D.1
6 6

4. Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych nieparzystych mniejszych od 30 losujemy
jedng. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
Prawdopodobienstwo wylosowania liczby podzielnej

. 2 1 . g 1 . q 1
A. przez 3 jest rOwne 3 B. przez 5 jest rowne = C. przez 7 jest rowne =

5. W pudelku znajduje si¢ 40 zapalek, w tym 6 wypalonych. Jakie jest prawdopodo-
bienistwo, ze wyciagnieta losowo zapatka nie bedzie wypalona?

6. Ze zbioru wszystkich krawedzi ostrostupa wybieramy jedng. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze bedzie to krawedz podstawy?

7. W Klasie 3b jest 12 dziewczat. Nauczyciel wywoluje do odpowiedzi jedna wylo-
sowang osobe. Ilu ucznidw jest w tej klasie, jezeli prawdopodobienstwo wylosowania

chtopca wynosi g?



3. Reguta mnozenia

Umiejetnosci:
» Zliczanie obiektéw w prostych sytuacjach kombinatorycznych, stosowanie reguty
mnozenia oraz reguty dodawania

Jezeli chcemy odpowiedzie¢ na pytanie, jakie jest prawdopodobienstwo zaistnienia
konkretnego zdarzenia w danym do$wiadczeniu losowym, powinni$my obliczy¢:

* liczbe wszystkich mozliwych wynikéw,

¢ liczbe wynikéw sprzyjajacych.

Zaczniemy od wyznaczania liczby wszystkich mozliwych wynikéw uzyskanych
w konkretnym doswiadczeniu losowym.

Przyktad €)

Bagaz do samolotu mozna spakowa¢ w jedng malg walizke podreczng i duze walizki,
ktdre trzeba nada¢ oddzielnie. Franek chce wzig¢ jedng duza i jedng malg walizke.
W domu ma trzy duze i dwie mate walizki. Ile réznych zestawéw moze uzyskac?

Rozwigzanie START
W rozwigzaniu tego zadania pomozemy
sobie rysunkiem.

Oznaczmy walizki:
duze - d,, d,, d;,
male — m, m,.
Jesli Franek siegnie najpierw po duza walizke, ma trzy mozliwosci wyboru. Na rysun-
ku zaznaczono je w postaci trzech odcinkéw (tzw. galezi) wychodzacych z punktu
startu. Do kazdej z wybranych duzych walizek moze dotozy¢ jedng z dwoch matych
- w ten sposob tworzy sie sze$¢ zestawdw ,,duza i mata”.
Mozemy je wypisa¢, przesuwajac sie od punktu START wzdluz gatezi:

dymy, dym,, dym,, dym,, dsm,, dsm,
Zatem Franek moze uzyska¢ 3 -2 = 6 réznych par walizek.

Zauwazmy, ze nie ma znaczenia kolejno$¢ wy- START
bieranych elementéw. Jezeli Franek zacznie

wybierac najpierw mata walizke i do niej dobie- m, 1,
ra¢ duza, rysunek bedzie wygladal inaczej, ina-

czej tez zapiszemy uzyskane wyniki:

myd,;, myd,, myd;, myd,, myd,, myd, d dy, dy d d, d,
ale liczba mozliwosci si¢ nie zmieni: 2 -3 = 6.
Odp.: 6

3. Reguta mnozenia
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43.1. W karcie dan jest 5 zup,
12 drugich dan i 3 desery. Na ile
sposobéw mozna wybrac zestaw
obiadowy skladajacy sie z zupy,
drugiego dania i deseru?

Odp.: 180

43.2. Nauczyciel matematyki
uklada sprawdzian powtérzeniowy
zawierajacy po jednym zadaniu

z dzialow: funkcja liniowa, funkcja
kwadratowa, ciagi, funkcja
wykfadnicza. Ile zestawow

moze ulozy¢, jezeli dysponuje
piecioma zadaniami o funkeji
liniowej, dziesiecioma — o funkgji
kwadratowej, szeScioma -

o ciggach i trzema - o funkcji
wyktadniczej?

Odp.: 900

Dziat 4. Rachunek prawdopodobieristwa i statystyka

Rysunek ilustrujacy wyniki takiego doswiadczenia losowego nazywamy drzewkiem,
a liczba wszystkich mozliwych wynikéw réwna jest liczbie galezi w ostatnim wierszu.

Regula mnozenia
Jesli zbiér A ma m elementdw, a zbiér B ma n elementdw, to liczba par (x, y)
takich,ze x € A i y € B, jestréowna m - n.

Regule mnozenia mozna uogélni¢ nan (n € N, n > 1) zbiordw, z ktérych kazdy ma
skoniczong liczbe elementéw. Pokazemy to na przykladach.

Przyktad @)
Ania odlozyla na polke trzy powiesci, dwie biografie i cztery kryminaty. Sg to ksiagzki,
sposrod ktorych zamierza wybrad zestaw do przeczytania podczas urlopu. Ile réznych
zestawdw moze uzyskad, jezeli z kazdej kategorii wybierze po jednym egzemplarzu?

zad. 3.1, 3.2

Rozwigzanie

Oznaczmy ksigzki stojace na polce:

powiesci - py, ps, P3,

biografie - b, b,,

kryminaly - k;, k,, k3, k.

Kiedy Ania siega na polke po jedna powies¢, ma trzy mozliwosci do wyboru. Na ry-
sunku zaznaczono je w postaci trzech gatezi wychodzacych z punktu startu.

START

kik sk kiky sk ko koky Kok, kiky ik ksky kky ks k,

Do kazdej z powiesci moze dotozy¢ jedna z dwoch biografii — w ten sposéb tworzy
sie sze$¢ zestawow ,,powies¢ i biografia”. Do kazdego z nich mozna dotozy¢ jeden
z czterech kryminalow. Zatem Ania zabierze na urlop jeden z 3-2-4 = 24 mozliwych
zestawoOw. Ostatni wiersz drzewka ma 24 galezie, a przykladowo zaznaczona $ciezka
wskazuje zestaw ps;b,k,.

Odp.: 24



Przyktad e zad. 3.3

W trzech urnach umieszczone sg ponumerowane kule. W pierwszej urnie jest siedem
kul, w drugiej - cztery, a w trzeciej — pie¢. Z kazdej urny losujemy jedna kule. Licz-
ba wszystkich mozliwych zestawow trzech kul, czyli wynikéw tego doswiadczenia,
wynosi 7-4-5 = 140.

Przyktad @

Z czterech klas trzecich wybrano losowo po jednym uczniu do reprezentowania szko-
ty. W klasie 3a jest 27 ucznidéw, w 3b - 30 ucznidéw, w 3¢ - 32 uczniéw, a w 3d - 23
uczniéw. Obliczymy, ile jest wszystkich mozliwych reprezentacji i zilustrujemy wy-
niki losowania za pomocg drzewka.

Rozwigzanie
Wszystkich mozliwych reprezentacji jest 27 - 30 - 32 - 23 = 596 160.

Drzewko ilustrujace wszystkie wyniki tego losowania jest bardzo rozbudowane. Dla-
tego uprosciliémy rysunek - poszczegolne liczby zamarkowali$my kropkami.

START

Przyktad @)

Rzucamy trzy razy kostka. Wynikiem tego do$wiadczenia jest tréjka liczb, np. 1, 6, 6.

zad. 3.5

START

~— wynik w I rzucie

~— wynik w II rzucie

~— wynik w III rzucie

Liczba wszystkich mozliwych wynikéw wynosi 6 - 6 - 6 = 216.

43.3. Rysiek pisze kartki $wigteczne wedtug wzoru:

Wesotych | Swiat, udanego Sylwestra i duzo |zdrowia w Nowym Roku zyczy Rysiek.
Radosnych szalonego pomyslnosci

Pogodnych niezapomnianego szcze$cia

Rodzinnych wystrzalowego sukcesow

Spokojnych

Ile réznych kartek moze napisac?
Odp.: 80

3. Reguta mnozenia

43.5. Ile mozemy otrzymac
wynikow doswiadczenia
polegajacego na rzucie

a) piec razy kostka do gry?

b) siedem razy moneta?

¢) dwiema kostkami do gry?
d) piecioma monetami?

e) kostka i moneta?

f) dwa razy kostka i trzy razy
moneta?

Odp.:a) 6° b) 128
d)32 e 12 f) 288

¢) 36

213 I
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43.7. Na ile sposobéw mozna
rozmiesci¢ n kredek roznych
koloréw w k pudetkach dla danych
n i k? Zaktadamy, ze kolejnos¢
kredek w pudetku nie jest istotna
oraz ze w kazdym pudetku
zmieszcza sie wszystkie kredki.
a)n=2, k=3

b)n=1, k=6

on=12, k=1

dn=10, k=3

Odp.:a)3® b)6 ¢ 1 d)3*

Przyktad 0 zad. 3.7

Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ trzy rozne ksigzki w dwoch pudetkach, jezeli
w kazdym pudetku jest miejsce na trzy ksigzki?

Rozwigzanie
Dla kazdej z ksigzek mamy dwa pudelka do wyboru. Mamy zatem 2-2-2 =2’ = 8
mozliwo$ci umieszczenia trzech ksigzek w dwoch pudelkach.

Odp.: 8

Przyktad @

W pierwszej skrzynce znajduja si¢ 4 modele starych samochodéw osobowych prze-
znaczone na wystawe. W drugiej skrzynce jest 5 modeli wspétczesnych samochodow
wyscigowych. Dekorator ma ponadto do dyspozycji 3 modele motocykli. Na wysta-
wie salonu mozna ustawi¢ po jednym modelu samochodu i motocykla. Wyznaczymy
liczbe mozliwych zestawow.

Rozwigzanie

Jezeli dekorator zdecyduje si¢ na ustawienie starego samochodu, toma 4 -3 = 12
mozliwych zestawdw, a jezeli na auto wyscigowe, to 5 -3 = 15 réznych mozliwosci.
Dekorator postanowit wybra¢ samochdd losowo.

W tym celu wlozyt wszystkie modele samochodéw do jednej skrzynki i poprosit pra-
cownika salonu o wylosowanie jednego samochodu. W ten sposoéb magt otrzymac

jedenz (4 +5)-3 =27 mozliwych zestawow.
J

W ostatnim przyktadzie, poza regula mnozenia, skorzystaliémy z tzw. reguly doda-
wania.

Regula dodawania

Jezeli zbiory A i B sa rozlaczne, zbidér A ma m elementdw i zbiér B ma n elemen-
tow, to liczba wszystkich elementéw x takich, ze x € A lub x € B, jest rowna
m+n.

bN

UB=A+B, gdyy ANB=0

Warunek, ze zbiory A i B sq rozkaczne lub inaczej - nie majg wsp6lnych elementow — zapisujemy (1)
czesto w postaci rownosci AN B = 0.
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Przyktad 0 zad. 3.8 43.8. W trzech urnach
rozmieszczone sg kolorowe

Pan Teodor Motylek ma zamiar wyjecha¢ na tygodniowe wczasy. Spakowal do wa- ponumerowane kule. W pierwszej

lizki 7 koszul, 10 krawatéw i 8 par skarpetek. urnie jest 12 kul z6ttych, w drugiej
a) Ile réznych zestawdw moze stworzy¢ z wymienionych czeéci garderoby? 6 czerwonych, a w trzeciej
b) Po namysle pan Teodor dotozyt do walizki 2 koszule i 3 pary skarpetek. O ile 5 fioletowych.

a) Losujemy po jednej kuli z kazdej

zwigkszyta sie liczba zestawdw? ;
urny. Ile zestawow kul otrzymamy?

Rozwigzanie b) Do drugiej urny dotozono

a) 7-10-8 =560 4 czerwone kule. Losujemy po

b) 9-10-11-7-10-8 = 430 jednej kuli z kazdej urny. O ile
wiecej otrzymamy zestawow kul

Odp.:a) 560 b) 0430 niz w wyniku losowania przed

dotozeniem kul?

S 24
Przyktad @) < zad. 3.9 Odp-:a) 360 b) 0240

. . . 43.9. Do pustej sali kinowej
Klasa Izydora Muszki wybiera si¢ na wy-

weszly 4 osoby. Na ile sposobow
moga zajac¢ miejsca? Wszystkich
foteli w tym kinie jest 180.
Odp.: 180179 - 178 - 177

cieczke. Cala grupa liczy 36 uczniow
i3 opiekunow. W autokarze jest 25 foteli
dwuosobowych. Wychowawca postano-
wit przydzieli¢ miejsca losowo. Zasta-
néwmy sie, jak moze przeprowadzié
losowanie i ile jest réznych wynikéw
w takim do$wiadczeniu.

Rozwigzanie

W urnie powinno by¢ 50 loséw z numerami miejsc. Uczestnicy wycieczki w kolej-
nosci alfabetycznej losuja po jednym losie, a nastepnie udaja si¢ na swoje miejsce do
autokaru. Oczywiscie wyjetego numeru nie wrzucaja z powrotem do urny. Zatem
pierwsza losujaca osoba ma 50 loséw w urnie, druga 49, trzecia 48 itd.

Obliczmy, ile loséw zostanie dla ostatniej osoby. Przed nig byto 38 losujacych, wigc
w urnie zostanie 50 — 38 = 12 losow.
Réznych wynikdw losowania jest wigc tyle, ile wynosi iloczyn trzydziestu dziewieciu
czynnikow:

50-49-48-47-...-14-13-12
Jest to ogromna liczba, réwna w przyblizeniu 7 - 10,

Odp.:50-49-48-47-...-14-13-12
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Przyktad @

Zastandwmy sie, jak mozna przeprowadzi¢ losowanie z poprzedniego przyktadu, aby
spelni¢ ukryte marzenie Izydora Muszki i posadzi¢ obok niego Jolke. Na ile roznych
sposobow mozemy wéwczas rozlokowaé uczestnikéw wycieczki?

Rozwigzanie

Na_J P rosc1e'] h(.:Zb¢ wszystkich H‘lOZhWOSCI Aby lepiej zilustrowa¢ przebieg losowa- ((( )))
opiszemy, Jeéh tym razem zaczniemy loso- nia, warto zapisa¢ wynik jako iloczyn 39
wanie od Izydora. Ma on do wyboru jedno czynnikéw, z tym ze na drugim miejscu

z 50 miejsc (w urnie jest 50 loséw), ale wpisac 1, jako liczbe losow dla Jolki:

po odczytaniu wyniku wiadomo juz, kto- P0-1-48-47- ... 141312

re miejsce powinnismy zarezerwowac¢ dla

kolezanki. Wybieramy los z tym numerem, wreczamy go Jolce (ktéra nie bierze
udzialu w losowaniu) i kontynuujemy losowanie. Nastepny uczestnik ma wigc do
wyboru 48 mozliwosci, kolejny - 47 itd.

Liczba wszystkich mozliwoéci jest iloczynem 38 czynnikéow 50-48-47-...-14-13-12.

Odp.:50-48-47-...-14-13-12
J

Za pomocg urny i ponumerowanych kul mozna symulowa¢ wiele do$wiadczen loso-
wych. Na przyktad:

* rzut szecienng kostka do gry mozna za-
stapi¢ losowaniem jednej z szesciu kul
ponumerowanych 1, 2, 3,4, 5, 6,

° rzut moneta mozna zastapi¢ losowa-
niem jednej z dwoch kul,

e rzut dwiema kostkami mozna zastapié
dwukrotnym losowaniem jednej z sze-
$ciu kul itp.

Mozna wielokrotnie powtarza¢ czynno$¢ wyjmowania kuli z urny. Rozréznimy tu
dwa sposoby losowania — obydwa uwzgledniajace kolejnos¢ losowanych numerow.

1. Przed kazdym podejsciem stan urny jest taki sam. Inaczej moéwiac, po wylosowa-
niu (i zanotowaniu wyniku) wyciagnieta kula wrzucana jest z powrotem do urny.
Taki sposob losowania nazywamy losowaniem ze zwracaniem.

2. Razwyjetakula nie wraca do urny. Taki sposob losowania nazywamy losowaniem
bez zwracania.



Przyktad m zad. 3.13
Z cyfr 4, 7, 8 ukladamy czterocyfrowe kody. Ile takich kodéw mozemy uzyskac?

Rozwiagzanie

Przykladem takiego kodu jest ciag 7448. Cyfry musza si¢ oczywiscie powtarzac. Jezeli
chcemy to do$wiadczenie przeprowadzi¢ za pomoca losowania kul z urny, to:

° w urnie muszg by¢ trzy kule ponumerowane odpowiednio cyframi 4, 71 8,

* losujemy ze zwracaniem z tej urny cztery razy po jednej kuli.

Przy kazdym losowaniu mamy zatem trzy mozliwosci do wyboru, wiec wszystkich

wynikéw (kodéw) jest 3-3-3-3 = 3* = 81.
Odp.: 81

Przyktad ()

Piecioro pacjentéw ustawia si¢ losowo w kolejke (inaczej méwigc - losuje numerek
do lekarza). Na ile sposobow mogg to zrobi¢?

Rozwiagzanie

Teraz w urnie mamy piec¢ kul ponumerowanych od 1 do 5, alosowanie odbywa sie bez
zwracania. Pierwsza osoba ma pig¢ mozliwosci wyboru, druga — cztery itd. Wszyst-
kich wynikéw losowania jest zatem 5-4-3-2-1 = 120.

Odp.: 120

Przyktad (F) < zad. 3.21

Obliczymy, ile mozna utworzy¢ siedmiocyfrowych numeréw telefonicznych, jezeli
a) uktad cyfr moze by¢ dowolny.
b) numer nie moze zaczynac si¢ od zera.

Rozwiagzanie

a) Nakazdym miejscu takiego numeru mozemy wpisac jedna z dziesieciu cyfr.
Takich dowolnie tworzonych numeréw siedmiocyfrowych jest zatem
10" = 10000 000, czyli 10 milionéw.

b) Jezeli numer telefonu nie moze zaczynac sie od zera, to na pierwszym miejscu
mozemy wpisac jedna z dziewieciu cyfr, a na kazdym z pozostatych szesciu - jedna
z dziesieciu. Liczba wszystkich mozliwych wynikéw takiego losowania jest wiec
rowna 9-10-10-10-10-10-10=9- 106, czyli 9 milionéw.

Odp.:a) 10" b) 9-10°

3. Reguta mnozenia 217 I

43.13. Dwanascie
ponumerowanych kul
roZmieszczono w pieciu
pojemnikach oznaczonych literami
A, B, C, D, E. Ile jest roznych
rozmieszczen tych kul?

Odp.: 512

43.21. Ela chciata zatelefonowac
do Alj, ale pamietata tylko pierwsze
cztery cyfry siedmiocyfrowego
numeru. Jaka najwieksza liczbe
numer6w musiataby wyprébowac,
aby polaczy¢ sie z kolezanka?
Odp.: 1000
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Odpowiedzi i rozwigzania
3.1. 180

3.2. 900

3.3. 80

3.4. 6*

3.5.2) 6 b) 128 «¢) 36
d)32 e 12 f) 288

3.6. 2%

37.2)3° b)6 o1 d)3°

3.1. W karcie dan jest 5 zup, 12 drugich dan i 3 desery. Na ile sposobéw mozna
wybra¢ zestaw obiadowy skladajacy si¢ z zupy, drugiego dania i deseru?

3.2. Nauczyciel matematyki ukltada sprawdzian powtdrzeniowy zawierajacy po jed-
nym zadaniu z dzialéw: funkcja liniowa, funkcja kwadratowa, ciaggi, funkcja wykfad-
nicza. Ile zestawdw moze ulozy¢, jezeli dysponuje piecioma zadaniami o funkcji linio-
wej, dziesiecioma — o funkeji kwadratowej, szeScioma — o ciggach i trzema - o funkgji
wykfadniczej?

3.3. Rysiek pisze kartki §wigteczne wedtug wzoru:

Wesolych | Swiat, | udanego Sylwestra i duzo | zdrowia w Nowym Roku zyczy Rysiek.
Radosnych szalonego pomyslnosci

Pogodnych niezapomnianego szczescia

Rodzinnych wystrzalowego sukcesow

Spokojnych

Ile réznych kartek moze napisac?

3.4. W Klasie jest 32 uczniéw. Nauczyciel matematyki nie stawia za prace klasowa
ocen z plusami lub minusami. Ile jest mozliwych wynikéw jednej klasowki, ktora
pisali wszyscy uczniowie?

3.5. Ile mozemy otrzymac¢ wynikéw doswiadczenia polegajacego na rzucie
a) piec razy kostka do gry?

b) siedem razy moneta?

c) dwiema kostkami do gry?

d) piecioma monetami?

e) kostkg i monetg?

f) dwa razy kostka i trzy razy moneta?

3.6. W 30-osobowej klasie odbyt sie sprawdzian z matematyki. Ile mogto by¢ rdz-
nych wynikéw sprawdzianu, jezeli wiadomo, ze nauczyciel wystawial tylko ,,plus”
albo ,,minus™?

3.7. Na ile sposobow mozna rozmiesci¢ n kredek réznych koloréw w k pudetkach
dla danych n i k? Zakladamy, Ze kolejno$¢ kredek w pudetku nie jest istotna oraz ze
w kazdym pudetku zmieszczg si¢ wszystkie kredki.

a)n=2, k=3 on=12, k=1

byn=1, k=6 d)n=10, k=3



3.8. W trzech urnach rozmieszczone sg kolorowe ponumerowane kule. W pierwszej

urnie jest 12 kul z6ttych, w drugiej 6 czerwonych, a w trzeciej 5 fioletowych.

a) Losujemy po jednej kuli z kazdej urny. Ile zestaw6w kul otrzymamy?

b) Do drugiej urny dolozono 4 czerwone kule. Losujemy po jednej kuli z kazdej urny.
O ile wiecej otrzymamy zestawdw kul niz w wyniku losowania przed dolozeniem
kul?

3.9. Do pustej sali kinowej weszty 4 osoby. Na ile sposobéw moga zaja¢ miejsca?
Wszystkich foteli w tym kinie jest 180.

3.10. Z urny zawierajacej sze$¢ kartek z numerami 0, 1, 2, 4, 6, 8 losujemy ze zwra-
caniem cztery razy po jednej kartce. Wylosowane numery zapisujemy kolejno i w ten
sposob otrzymujemy liczbe. Oblicz, ile mozemy otrzymac liczb czterocyfrowych

a) parzystych.

b) nieparzystych.

¢) podzielnych przez 10.

d) w ktdrych zapisie nie wystapi cyfra 0.

3.11. Haslo, za pomocg ktérego mozna sie zalogowaé w sieci, sktada si¢ z 6 zna-
kéw. Kazdy znak jest jedna z 24 liter (system odrdznia litery male i duze) lub 10 cyfr.
Ile istnieje takich hasel? Ile czasu zajeloby sprawdzenie wszystkich mozliwosci przy
zalozeniu, ze w ciggu sekundy mozna sprawdzi¢ jedno hasto?

3.12. Pan Teodor Motylek zabral na tygodniowe wczasy 10 krawatdw. Ile ma moz-
liwosci zaprezentowania swej kolekeji, jezeli kazdego dnia bedzie chodzit w innym
krawacie?

3.13. Dwanascie ponumerowanych kul rozmieszczono w pigciu pojemnikach ozna-
czonych literami A, B, C, D, E. Ile jest roznych rozmieszczen tych kul?

3.14. Lokujemy n pasazeréw w k wagonach tak, aby kazdy z nich byl w innym wa-
gonie. Na ile sposobéw mozemy to zrobi¢ dla danych ni k?

a)n=3 k=7 c)n=6 k=6

b)n=7 k=5 dn=3 k=11

3.15. Ze zbioru {a, b, ¢, d, e, f} losujemy kolejno bez zwracania k elementdw. Ile
jest mozliwych wynikéw tego doswiadczenia dla danego k?

a) k=1 c) k=3 e) k=5

b) k=2 d) k=4 f) k=6

3. Reguta mnozenia 219 I

3.8. a) 360 b) 0240

3.9. 180179178 - 177

3.10. a) 900 b) 180
) 180 d) 625

3.11. 58° ~ 38 mld hasel;
ponad 1200 lat

3.12. 10:9:8-7:6-5-4 = 604 800

3.13. 5%

3.14.a)7-6-5
b) to niemozliwe
€)6-5-4-3.2-1
d)11-10-9

3.15.a) 6 b) 30 «¢) 120
d) 360 e) 720 f) 720
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3.16. 8:7-6-5-4 =6720

3.17.3-9:8-7 =1512

3.18.a)4-3-2 b)5-4-3
c)3-2 d)3-3-2

3.19. 136. Wskazéwka: Ostatnia

cyfra musi by¢ 0 lub 5.
3.20. a) 9-89-88 = 70488
b) 0

3.21. 1000

3.22. 840

3.23. 18-12-28

3.24. 6

3.25. a) 5°° b) 6"

3.16. Ile stow piecioliterowych (majacych sens lub nie) mozna utozy¢ z pigciu liter
wybranych ze stowa KOMPUTER?

3.17. Ile jest czterocyfrowych liczb, w ktérych zadna cyfra sie nie powtarza, zaczy-
najacych si¢ od 1, 3 lub 72

3.18. Ilejest trzycyfrowych liczb, do ktérych zapisania mozemy uzy¢ podanych cyfr?
Cyfry w liczbach nie mogga si¢ powtarza¢.
a) 2,6,8,9 b) 1,3,5,7,9 c) 2,3,5 d) 0,7,8,9

3.19. Ile jest podzielnych przez 5 liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach?

3.20. W urnie sg kule ponumerowane kolejnymi liczbami dwucyfrowymi od 10 do
99. Losujemy trzy razy kolejno bez zwracania po jednej kuli. Z wylosowanych nume-
réw kul tworzymy szesciocyfrowe liczby (zapisywane zgodnie z kolejnoscig losowa-
nia). Ile mozemy otrzymac liczb

a) podzielnych przez 10? b) podzielnych przez 1002

3.21. Ela chciala zatelefonowa¢ do Ali, ale pamietala tylko pierwsze cztery cyfry
siedmiocyfrowego numeru. Jaka najwieksza liczbe numeréw musialaby wyprébo-
wat, aby polaczy¢ sie z kolezankg?

3.22. Krzy$ dostal na urodziny kolejke elektryczng sktadajacg si¢ z elektrowozu
i siedmiu réznych wagonikéw. Na ile sposobéw moze zbudowaé pociag, ktéry ma
elektrow6z na poczatku skladu i cztery wagoniki?

3.28. W Kklasie 5c¢ jest 18 dziewczat i 12 chfopcow. Na ile sposobéw mozna wybraé
w tej klasie samorzad zlozony z przewodniczacego, zastepcy i skarbnika, jezeli funkcje
przewodniczacego ma objaé dziewczynka, a zastepca ma by¢ chlopiec?

3.24. Marta ma trzy rézne klucze. Tylko dwa z nich pasujg do zamkdéw w skrytce
bankowej, ktora mozna otworzy¢ jednoczesnym przekreceniem obydwu kluczy. Klu-
cze nie r6znig sie, niestety, wielkoscia. Ile préb otwarcia podjeta Marta, jezeli dopiero
przy ostatnim z mozliwych wariantéw (a jest madrg dziewczyna i nie sprawdzala kil-
ka razy tego samego uktadu) drzwi sie otworzyly?

3.25. W konkursie ,Kangur Matematyczny” jest 30 pytan, a do kazdego z nich 5 wa-
riantéw odpowiedzi (z ktérych dokladnie jedna jest poprawna). Na ile sposobow
uczestnik konkursu moze wypelni¢ karte odpowiedzi, jezeli

a) odpowie na wszystkie pytania?

b) na niektdre (a nawet na wszystkie) pytania moze nie udzieli¢ odpowiedzi?



W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

1. Ile jest liczb trzycyfrowych, ktdrych wszystkie cyfry sa réznymi liczbami parzy-
stymi?
A. 48 B. 60 C. 100 D. 125

2. W kawiarni mozna zamdwic¢ 8 rodzajow ciastek, 4 rodzaje deseréw lodowych i 7
rodzajow kawy. Na ile sposobéw mozemy zamowi¢ zestaw sktadajacy sie z kawy i cze-
gos$ stodkiego (ciastka lub deseru lodowego)?

A. 19 B. 36 C. 84 D. 224

3. Naile sposobéw mozemy rozdzieli¢ pomiedzy pieciu uczniéw cztery rézne tematy
referatow do napisania tak, aby kazdy dostat co najwyzej jeden temat?
A.5-4 B.5:4:3:2 c. 5t D. 4’

4. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

Liczba wszystkich liczb sze$ciocyfrowych, ktore sg utworzone z cyfr 1, 2, 3 oraz sa
A. parzyste, jest rowna 243.

B. nieparzyste, jest réwna 64.

C. podzielne przez 4, jest réwna 81.

5. Nauczyciel wychowania fizycznego zamawia stroje dla szkolnej druzyny pitki
noznej. Do wyboru ma 6 koloréw koszulek, 4 kolory spodenek i 3 kolory getréw.
Ile r6znych zestawéw moze wybrac?

6. Autobusy w Pyrkach maja specjalng rejestracje, na ktorg sktadaja sie najpierw
dwie litery, a nastepnie dwie cyfry. Ile maksymalnie autobuséw mozna w taki spo-
sOb zarejestrowad, jezeli do dyspozycji mamy 24 litery alfabetu?

7. Przesuwamy sie po bokach i przekatnych wypuklego pieciokata ABCDE. Na ile
sposobow mozemy dojs¢ z punktu A do punktu E, przechodzac przez wszystkie po-
zostale wierzcholki pieciokata i przez kazdy z nich tylko raz?

3. Reguta mnozenia

Prosto do matury
1. A

4. P,E F

6. 57600

221 I
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4. Obliczanie
prawdopodobienstwa

Umiejetnosci:
e obliczanie prawdopodobieristwa w prostych sytuacjach z zastosowaniem
klasycznej definicji prawdopodobienstwa

Przypomnijmy, Ze jezeli w danym do$wiadczeniu losowym wszystkie zdarzenia ele-
mentarne s3 jednakowo prawdopodobne, to prawdopodobienstwo zajscia zdarze-
nia A jest rdwne:

P(A) =

QA

gdzie A oznacza liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A,
a O - liczbe wszystkich zdarzen elementarnych w tym do$wiadczeniu.

Przyktad 0

Rzucamy dwa razy moneta. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze wypadna rézne
wyniki?
Rozwigzanie
W pierwszym rzucie moze wypas¢ orzet

pierwszy Gdyby$my nie uwzglednili kolejnosci ()
(oznaczamy to O) lub reszka (oznaczamy wynikéw rzutéw, to otrzymalibysmy
R), w drugim rzucie pOdObnie - Wynik to 3 zdarzenia elementarne: ,,rézne wyniki”,
O lub R. Przyjmujemy nast@pujgcq kon- »dwa Ol‘l'y” i ,dwie reszki”, ale wowczas
wengcje - zapis OR oznacza taki wynik do- zdarzenia te nie bylyby jednakowo
cwiad . Ktd . . prawdopodobne (co zauwazy nawet
$wiadczenia, wktorym w pierwszym rzucie poczatkujacy gracz).
wypadl orzel i w drugim wypadla reszka.
Zatem zbi6r wszystkich zdarzen elemen-
tarnych zapiszemy w postaci:

Q = {00, OR, RO, RR}
Niech A oznacza zdarzenie: wypadng rézne wyniki.

A = {OR, RO}
2 1
PlA=3=3

Zamiast monety mozemy wykorzysta¢ urne z dwiema ponumerowanymi kulami i lo-
sowac kolejno ze zwracaniem.

1
Odp.: -
P 2

dlanauczyciela.pl | Kartkowka 4.4

G Generator

testow i sprawdzianow




Przyktad e zad. 4.1

Rzucamyltr’zy razy mon,etq', Jakie jest praw- Doswiadczenia ,,k razy rzut moneta (@)
dopodobienstwo tego, ze liczba reszek be- (kostkg)” i ,rzut k rozréznialnymi mone-
dzie wieksza od liczby ortow? tami (kostkami)” mozemy doktadnie tak
samo zinterpretowac i opisa¢. Identyczne

sa zatem zbiory zdarzen elementarnych
takich doswiadczen.

Rozwigzanie

Dos$wiadczeniem jest trzykrotny rzut mo-
neta. Wyznaczmy zbiér wszystkich zda-
rzen elementarnych:

Q = {000, OOR, ORO, ROO, RRO, ROR, ORR, RRR}
Zatem zbi6r zdarzen elementarnych ma 2° = 8 elementow.
Q=8

Interesujace nas zdarzenie A polega na wylosowaniu wigkszej liczby reszek niz ortéw,

czyli:
A = {RRR, RRO, ROR, ORR}
A=4 _
-3 -1

Zauwazmy, ze jezeli wykonujemy nieparzysta liczbe rzutéw monets, to nie ma moz-
liwosci otrzymania takiej samej liczby reszek i orlow. W potowie wszystkich moz-
liwych wynikéw wiecej jest reszek, a w polowie — orléw. Odpowiedzi mozna bylo
udzieli¢ od razu, bez wypisywania elementéw zbioru A.

1
Odp.: =
P 2

Przyktad @)

Zapisujemy czterocyfrowe liczby w nastepujacy sposob: rzucamy 4 razy monetg —
jezeli wypadnie orzel, to zapisujemy 1, a jesli reszka — to 2. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo tego, ze otrzymana liczba jest:

A - parzysta, B - podzielna przez 3, C - podzielna przez 4?

Rozwiagzanie
Zbi6r zdarzen elementarnych ma 2* = 16 element6w.

Q=16
W zapisie otrzymanych liczb wystepuja tylko cyfry 1 i 2. Potowa tych liczb konczy sie
jedynka, a potowa — dwojka, zatem:
A_8 1

"6 2

A=8 P(A) =

S ]

4. Obliczanie prawdopodobienstwa 223 I

44.1. Rzucamy czterema
monetami. Jakie jest
prawdopodobienstwo, Ze na trzech
sposrod tych monet wypadnie
reszka?

1
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Zauwazmy, ze do wybrania zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A nie-
potrzebne byly informacje o cyfrach uzyskanych w pierwszych trzech losowaniach.
Szukane prawdopodobienstwo mozna zatem wyznaczy¢ proéciej — wystarczy wziaé
pod uwage tylko ostatnie losowanie. Skoro na dwie mozliwosci jedna jest dobra, to

P(A) = %

Zdarzenie B zajdzie wtedy, gdy suma cyfr bedzie podzielna przez 3 - w naszym loso-
waniu oznacza to wylacznie liczbe, ktérej suma cyfr jest réwna 6 (najmniejsza z moz-
liwych sum jest 4, a najwieksza — 8). Zatem dobrymi wynikami sg tylko liczby zapisane
z uzyciem dwéch dwojek i dwoch jedynek: 1122, 1212, 1221, 2121, 2112, 2211.

6 3

B=6, P(B)= ===

QI &l

Zdarzenie C zajdzie wtedy, gdy na koncu liczby pojawi si¢ uklad cyfr 12 (zgodnie
z cechg podzielnosci przez 4), czyli dobrymi wynikami sa tylko liczby: 1112, 1212,
2112, 2212.

T=4 PO)-= 4.1

Podobnie jak przy zdarzeniu A, do obliczenia szukanego prawdopodobienstwa nie-
potrzebna jest informacja o wynikach pierwszych dwéch losowan. Zadanie mozna
uprosci¢ — wystarczy obliczy¢ prawdopodobienstwo otrzymania liczby dwucyfrowej

podzielnej przez 4, w ktdrej wystepuja tylko cyfry 11 2. Sprzyjajacy ukltad 12 wystapi

Sl Al

raz na cztery mozliwosci (11, 12, 21, 22), wiec P(C) = i

1

Odp.: P(4) = 3, P(B) = 3, P(C) = §

N | =

44.7. Rzucamy dwiema Przykfad zad. 4.7
kostkami do gry. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze
a) na obu kostkach wypadna
identyczne wyniki.

b) na obu kostkach wypadna

Rzucamy dwa razy kostka. Obliczymy prawdopodobienstwo tego, ze:

A - suma oczek jest wieksza od 10,

B - za drugim razem wypadta liczba oczek o 2 wieksza niz za pierwszym razem,
C - obydwa wyniki s3 nieparzyste,

parzyste liczby oczek. D - wyniki w obydwu rzutach sg rézne.

c) liczba oczek na pierwszej kostce Rozwigzanie Q={11,12,13,14, 15, 16,

bgd.zie wigksza. . . W tym doswiadczeniu losowym: 21,22,23,24, 25,26,

d) liczba oczek na pierwszej kostce — 5

bedzie wielokrotnoscig liczby Q=6"=36 31,32,33,34,35,36,

oczek z drugiej kostki. A - suma oczek jest wigksza od 10: 41,42,43,44,45, 46,

1 1 5 7

Odp.: a) A b) " c) o d) s A = {56, 65, 66} 51,52, 53,54, 55, 56,

1 61,62,63,64,65,66}
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B - za drugim razem wypadla liczba oczek

. .. . Poszczegolne zdarzenia w tym doswiad- ()
o 2 wigksza niz za pierwszym razem:

czeniu mozna tez zlicza¢ na rysunku.
B = {13, 24, 35, 46} Kazdemu z 36 zdarzer elementarnych
= odpowiada jedna komorka w tabeli.

B=4 — Zaznaczymy na przyklad zdarzenia
P(B) = E — i — 1 sprzyjajace zdarzeniu B.
Q 36 9
1orzut| 1 2 3|4 5|6
C - obydwa wyniki sa nieparzyste: o
C=3"=9 1
C_9 1
PCO)===—==-
O =5=3%"1 2
D - wyniki w obydwu rzutach sg rézne: s x
D=6-5 ! X
D_6:5_5 5 x
pD)=2=2322
Q 36 6 6 X

Przyktad @)

Rzucamy trzy razy kostka. Obliczymy prawdopodobienstwo tego, ze w pierwszym
rzucie otrzymamy tyle oczek, ile jest réwna suma oczek w drugim i trzecim rzucie.
Rozwiagzanie

Q=6
Niech A oznacza zdarzenie: w pierwszym rzucie otrzymamy tyle oczek, ile jest rowna
suma oczek z drugiego i trzeciego rzutu.

A = {615, 624, 633, 642, 651, 514, 523, 532, 541, 413, 422, 431, 312, 321, 211}

Z=15 pA)=A-1_3
Q 6 72
2
Odp.: =
Przyktad @

Krzy$ opiekuje si¢ szczeniakami — dwiema suczkami i dwoma pieskami. Podaje je
losowo weterynarzowi do szczepienia. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze suczki
i pieski beda szczepione na zmiane?



44.8. Ze zbioru {4, 6, 7, 8}
losujemy cztery razy po jednej
liczbie ze zwracaniem. Otrzymane
wyniki zapisujemy i tworzymy
w ten sposdb czterocyfrowe liczby -
ostatnia wylosowana liczba
jest cyfra jednosci. Oblicz
z jakim prawdopodobienstwem
otrzymamy liczbe
a) o réznych cyfrach.
b) nieparzysta.

4.3.2.1 3
Odp a) T = 5

41

1
) 4“4 g

44.10. Patryk i Martyna jadg na
wakacje tym samym pociagiem.
Komputer przydzielil im

losowo miejsca w tym samym
sze$cioosobowym przedziale.
Oblicz prawdopodobienstwo tego,
Ze Zajma miejsca

a) naprzeciwko siebie.

b) obok siebie.

1 4
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Rozwigzanie
Cztery szczeniaki sg podawane kolejno, zatem:

Q=4-3-2-1 START
Liczba zdarzen sprzyjajacych jest rowna:
A=4-2

co wyjasniamy na rysunku drzewka
(sy, s, oznacza suczke, p;, p, — pieska).

4.2 1
P(A) = m = g Py P P, P S 05 S5
1
Odp.: =
P 3
Przyktad o zad. 4.8

Tata Ali codziennie $piewa coreczce jedng z siedmiu kolysanek, ktore zna. Z jakim
prawdopodobienstwem nie powtérzy w ciagu tygodnia ani jednej, jezeli kotysanki
wybiera w sposdb losowy?
Rozwigzanie
Jezeli ponumerujemy kotysanki 1, 2, ..., 7, to kazdg mozemy utozsamic z kula o od-
powiadajacym jej numerze. Tata Ali losuje jedna dziennie (z calego zbioru, czyli ze
zwracaniem), wiec ma zawsze 7 mozliwoéci wyboru. Zatem:

a=7
Jezeli przyjmiemy, ze A jest zdarzeniem polegajacym na wyborze réznych piosenek
w ciggu tygodnia, to zdarzenia sprzyjajace otrzymamy, gdy bedziemy losowacé 7 razy
bez zwracania, czyli:

A=7-6-5-4-3-2-1

7-6:-5-4-3-2-1 6-5-4-3-2-1 720 1
P(A): = = = —
77 76 117649 163
6:-5-4-3-2-1
Przyktad @ < zad. 4.10

Klara i Leon wybieraja losowo przedziaty sposréd 7 kolejnych wolnych przedziatow
w wagonie. Obliczymy prawdopodobienstwo tego, Ze nie beda jechali

a) wtym samym przedziale.

b) ani w tym samym przedziale, ani w sasiednich przedziatach.

Rozwigzanie .
Klara i Leon majg po 7 mozliwosci wyboru, zatem Q =7-7.



a) Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym, Ze nie wylosujg tego samego prze-
dziatu. Pierwsza osoba wybierajaca przedzial ma 7 mozliwosci, natomiast druga
juz tylko 6. Liczba wszystkich sprzyjajacych uktadow jest wiec rowna 7 - 6.

A=7-6
7

[e)}
(o)}

P(A) =

7-7 7

oll[]

b) Niech B oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze Klara i Leon nie wylosuja ani te-
go samego przedzialtu, ani sgsiednich przedzialéw. Do wyznaczenia liczby wszyst-
kich zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu B postuzymy si¢ rysunkiem. Przyjmijmy, ze
jako pierwsza przedzial wybiera Klara (cyfry na rysunku oznaczaja numery prze-
dzialéw).

START

34567 4567 1567 1267 1237 1234 12345

Zauwazmy, ze:

e jezeli Klara trafi do pierwszego przedzialu, to Leon moze jecha¢ w kazdym z prze-
dziatéw o numerach 3, 4, 5, 6 oraz 7 — daje to 5 mozliwosci (podobna sytuacja
zaistnieje wowczas, gdy Klara wylosuje ostatni przedzial),

* jezeli Klara trafi do ktdrego$ ze srodkowych przedziatéw, to Leon ma do wyboru
jeden z czterech przedziatow.

Wszystkich sprzyjajacych zdarzen elementarnych jest tyle, ile galezi w ostatnim wier-
szu drzewka.

B=1-5+5-4+1-5=30

PR =2 =2 -0
Q 77 49
6 30

Przyktad @) « zad. 4.14

Autobus wiozacy pieciu pasazerdw jedzie trasa, wzdluz ktdrej jest 8 przystankdw. Za-
ktadamy, ze wszystkie rozktady wysiadania pasazeréw na przystankach sg jednakowo
prawdopodobne. Obliczymy prawdopodobienstwo zdarzenia, ze kazdy pasazer wy-
sigdzie na innym przystanku.

4. Obliczanie prawdopodobieristwa

44.14. Szesciu pasazeréw wsiada na przystanku do tramwaju ztozonego z trzech wagonow. Zaktadamy, ze kazdy pasazer
moze z tym samym prawdopodobienstwem wsiag$¢ do dowolnego wagonu. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
a) wszyscy pasazerowie wsiada do jednego wagonu. b) do jednego z wagonéw nie wsiadzie zaden pasazer.

Rozwigzanie

Q=3°
a) A — wszyscy pasazerowie wsigda do jednego wagonu
A 1 1

o 3 243
b) B - do jednego z wagonéw nie wsigdzie zaden pasazer

Sa trzy wagony, zatem: A =3, P(A) =

Dwa wagony, do ktorych wsiada pasazerowie, wybieramy na 3 sposoby. Kazdy z szesciu pasazeréw ma do wyboru jeden

z dwdch wagonow i odejmujemy 2 przypadki, w ktorych wszyscy trafia do jednego wagonu.

§=3-(26—2)=3-2(25—1):6~31=186, P(B)=%§=%

1 62

227 I



44.23. W pudetku jest 10

kul oznaczonych cyframi

0, 1, ..., 8, 9. Wyjmujemy losowo
jedna kule, zapisujemy jej numer

i wrzucamy z powrotem do
pudetka. Czynnos¢ te powtarzamy
trzy razy. W ten sposdb
tworzymy ciagi trzyelementowe
(a, b, ¢), dla ktorych budujemy
wyrazenia 100a + 10b + c. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze warto$¢
tego wyrazenia jest

a) liczba dwucyfrowa.

b) liczba wieksza od 653 i mniejsza
od 921.

c) wielokrotnoscia liczby 10.

Odp.:a) 0,09 b) 0,267 c) 0,1

BN 228  Dziat 4. Rachunek prawdopodobieristwa i statystyka

Rozwigzanie

Kazdy z pasazeréw ma do wyboru dowolny z o$miu przystankéw (o$miu ponume-
rowanych kul). Wyobrazmy sobie, ze losowanie odbywa sie przed wejsciem pasazera
do autobusu. Pierwszy pasazer losuje jedna kule z o$miu, wrzuca ja z powrotem do
urny, aby drugi pasazer miat do dyspozycji 8 przystankow itd.

Q=¢
Niech A oznacza zdarzenie, ze kazdy pasazer wysiadzie na innym przystanku. Wyniki
sprzyjajace uzyskamy wowczas, gdy zadna cyfra si¢ nie powtdrzy. Zatem:

A=8-7-6-5-4
8:7-6-5-4 _ 105

P(4) = 85 T 512
. 105
P50
Przyktad ) < zad. 4.23

W urnie znajduje sie pie¢ kul podpisanych cyframi 2, 3, 4, 6, 8. Losujemy jedna kule,
zapisujemy wynik i wrzucamy wylosowang kule z powrotem do urny. Nastepnie lo-
sujemy drugi raz i dopisujemy wynik do pierwszej cyfry (po jej prawej stronie). W ten
sposéb wylosowane cyfry tworza liczbe dwucyfrowa. Z jakim prawdopodobienstwem
otrzymamy liczbe wieksza od 44?

Rozwigzanie
W urnie mamy piec kul i losowanie powtarzamy dwukrotnie. Liczba wszystkich moz-
liwych wynikéw jest wigc réwna 25.

0 =25
Oznaczmy literg A interesujace nas zdarzenie — wylosowanie liczby wigkszej od 44.
Przykladami sprzyjajacych zdarzen elementarnych sa wyniki: 66, 48, 63 itd. Nato-
miast niepozadane liczby to np. 23, 44.
Zastanowmy sie, jak zliczy¢ wylacznie sprzy- START
jajace uktady cyfr. Pierwsza wylosowana cyf-
ra bedzie cyfra dziesigtek tworzonej liczby,
wiec nie moze by¢ mniejsza od 4. W pierw- 4 6 8
szym losowaniu interesuja nas zatem tylko
kule oznaczone 4, 6 albo 8.
Jezeli pierwsza wylosowang cyfra jest 6 lub 8, to nie jest wazne, jaka bedzie nastepna
- kazdy uklad jest dobry. Inaczej rzecz si¢ ma z wylosowang jako pierwsza cyfra 4.
Liczba 46 jest dobra, a 43 nie. W tym wypadku w drugim losowaniu mogg pojawi¢ sie
tylko dwie kule — z numerem 6 oraz 8. Ostatecznie drzewko wszystkich sprzyjajacych
ukladéw wyglada nastepujaco:

—-— cyfra dziesiatek



START

§ - cyfra dziesigtek

~—cyfra jednosci

6 8 23 4 6 8 23 4 6 8

Liczba wszystkich mozliwych zakonczen gatezi, czyli dwucyfrowych liczb wigkszych
od 44, jest wiecréwna 1-2+2-5 =12, czyli:

Z-12, pA)=4A-1
Q 25
12
Odp.: —
P35

4.1. Rzucamy czterema monetami. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze na trzech
sposréd tych monet wypadnie reszka?

4.2. Rzucamy pig¢¢ razy monetg. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w zadnych
dwoch kolejnych rzutach nie powtorzy sie ten sam wynik.

4.3. Rzucamy moneta i szescienng kostka do gry. Wypisz zbior zdarzen elementar-
nych dla tego doswiadczenia losowego, a nastepnie oblicz prawdopodobienstwo kaz-
dego z nastepujacych zdarzen:

A - wypadnie reszka i parzysta liczba oczek,

B — wypadnie orzet i liczba oczek podzielna przez 3,

C - wypadnie nieparzysta liczba oczek,

D - wypadnie orzet,

E - wypadnie reszka i liczba oczek podzielna przez 7,

F — wypadnie szdstka.

4.4. Pan Krzysztof ma w lewej kieszeni jeden cienkopis czarny i jeden niebieski,
a w prawej — jeden zielony, jeden czerwony i jeden fioletowy. Wyjmuje losowo po
jednym cienkopisie z kazdej kieszeni. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wyjmie
cienkopisy czarny i czerwony.

4.5. Z talii 52 kart losujemy kolejno dwie bez zwracania. Oblicz prawdopodobien-
stwo tego, Ze pierwszg wylosowang kartg bedzie as, a drugg dama.

4.6. Zpudetka, wktérym sg 3 kule biatei 2 czarne, losujemy bez zwracania dwie kule.
Co jest bardziej prawdopodobne: wylosowanie dwoch kul biatych czy wylosowanie
najpierw kuli czarnej, a potem bialej?

4. Obliczanie prawdopodobieristwa

Odpowiedzi i rozwigzania

41. 1
4

42. L
16

4.3. P(A) = -, P(B) = -,

1
2 6
pC) =1L, pp) =1L

2 T2

P(E) = 0, P(F) = é

4.4. -

45. L
663

4.6. Zdarzenia sg jednakowo
prawdopodobne.

220 I



B 230 Dziat 4. Rachunek prawdopodobieristwa i statystyka

5 7
c) — d)ﬁ

5 4.7. Rzucamy dwiema kostkami do gry. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

1 1
4.7. a) g b) Z

410.2) 1 b L
5 15

411. 1
4

412 L - !
410 1048576

4.413. a) }1 b) i )

1

2

1
d)z

a) na obu kostkach wypadng identyczne wyniki.

b) na obu kostkach wypadna parzyste liczby oczek.

c) liczba oczek na pierwszej kostce bedzie wigksza.

d) liczba oczek na pierwszej kostce bedzie wielokrotnoscia liczby oczek z drugiej
kostki.

4.8. Ze zbioru {4, 6, 7, 8} losujemy cztery razy po jednej liczbie ze zwracaniem.
Otrzymane wyniki zapisujemy i tworzymy w ten sposéb czterocyfrowe liczby - ostat-
nia wylosowana liczba jest cyfra jednoéci. Oblicz z jakim prawdopodobienstwem
otrzymamy liczbe

a) o roznych cyfrach. b) nieparzysta.

4.9. Tworzymy liczbe trzycyfrowa w nastepujacy sposéb: sposrod cyfr 1, 2, ..., 9
losujemy najpierw cyfre setek, potem z pozostalych o$miu cyfre dziesiatek, a nastep-
nie z pozostalych siedmiu - cyfre jednosci. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania
liczby parzystej.

4.10. Patryk i Martyna jada na wakacje tym samym pociggiem. Komputer przydzie-
lit im losowo miejsca w tym samym szescioosobowym przedziale. Oblicz prawdopo-
dobienstwo tego, Ze zajma miejsca
a) naprzeciwko siebie. b) obok siebie.

4.11. W wagonie jest jedenascie przedzialéw po osiem miejsc w kazdym. Kupujemy
(losowa) miejscowke. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze otrzymamy miejsce przy
oknie.

4.12. W teleturnieju prowadzacy zadaje dziesig¢ pytan. Do kazdego z nich podane
sg cztery odpowiedzi, z ktérych tylko jedna jest poprawna. Oblicz prawdopodobien-
stwo tego, zZe osoba nieznajaca odpowiedzi na zadne pytanie odpowie na wszystkie
poprawnie.

4.13. Ambrozy, Baltazar, Cezary i Dionizy losujg kolejnos¢, w jakiej beda skaka¢ do

basenu z trampoliny. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

a) Ambrozy bedzie skakal na koncu.

b) panowie skoczg w alfabetycznej kolejnosci ich imion.

c) Cezary i Dionizy beda skakali jeden za drugim (Cezary za Dionizym lub odwrot-
nie).

d) Baltazar bedzie skakat wczesniej niz Dionizy.



4.14. Szesciu pasazeréw wsiada na przy-
stanku do tramwaju ztozonego z trzech
wagonow. Zakladamy, ze kazdy pasa-
zer moze z tym samym prawdopodo-
bienstwem wsigé¢ do dowolnego wago-
nu. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
a) wszyscy pasazerowie wsiada do jed-
nego wagonu.
b) do jednego z wagonéw nie wsigdzie
zaden pasazer.

4.15. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania dwoch biatych kul z urny zawie-
rajacej 3 kule biale i 2 czarne w do$wiadczeniu, ktére polega na losowaniu kolejno
dwéch kul

a) bez zwracania. b) ze zwracaniem.

4.16. W urnie sa cztery kule, na kazdej z nich napisana jest cyfra. Losujemy dwa
razy po jednej kuli bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze na drugiej
z wylosowanych kul jest wieksza cyfra niz na pierwszej, jezeli kule w urnie maja cyfry
a) 1,2,3,4. b) 1,1,2,3.

4.17. Z cyfr 0, 1, 2, 3, 4 uktadamy wszystkie mozliwe liczby trzycyfrowe o réznych
cyfrach. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze losowo wybrana jedna z tych liczb
ma dwie cyfry parzyste i jedng nieparzysta.

4.18. Ze zbioru wszystkich liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie wystepuja tylko
cyfry 1, 2, 3, 4, 51 6, wybieramy losowo jedng. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

wylosujemy liczbe
a) ordznych cyfrach. C) parzysta.
b) o jednakowych cyfrach. d) wieksza od 500.

4.19. Gracz rzuca dwa razy kostka. Jezeli wyniki sg identyczne, to do sumy wyrzuco-
nych oczek dolicza mu si¢ 5 punktéw, jezeli wyniki sg rézne i wérdd nich jest jedyn-
ka, to dolicza si¢ 3 punkty. W pozostalych przypadkach grajacy traci tyle punktow,
ile wynosi suma wyrzuconych oczek. Oblicz prawdopodobienstwo, z jakim w jednej
grze gracz

a) zdobedzie maksymalng liczbe punktow. ¢) zdobedzie 9 punktéw.
b) zdobedzie 6 punktow. d) straci punkty.

4.20. Piecioletni Tomek pomaga tacie w robieniu porzagdkéw. Oblicz prawdopo-
dobienstwo tego, ze ustawi czterotomowg encyklopedie i zachowa kolejno$¢ tomow
(Tomek nie umie jeszcze czytac i ksigzki ustawia losowo).

4. Obliczanie prawdopodobienstwa 231 I

4.14. Patrz s. 227.

4.15. a) io b) >

4.16. a) % b)

Slo

4.17. —

5 1 1 1
4.18. a) § b) — C) E d) 5

419.a) — b) — ¢) — d);

4.20. % (jesli uznamy za poprawne
ustawienia 1, 2, 3,4 oraz 4, 3,2, 1)
lub i (jesli poprawne jest tylko

ustawienie 1, 2, 3, 4)



I 032

4.21. tak

4.22. >
54

4.23. 2) 0,09 b) 0,267 ¢) 0,1

4.24. 0 =12°

A - wszystkie osoby urodzily sie
w dwoch miesigcach

Dwa miesigce spo$rod dwunastu

wybieramy na sposobow.

Dla kazdej z sze$ciu os6b
wybieramy jeden z dwoch miesiecy
i odrzucamy dwa przypadki,

w ktorych wszyscy urodzili sie

w tym samym miesigcu.

j: 12211 '(26_2)

4.25. a) 0,384 b) 0,096
) 0,008 d) 0,48 e) 0,512

4.26. L
16

Dziat 4. Rachunek prawdopodobieristwa i statystyka

4.21. Blizniaki Antek i Bartek ustanowili nastepujacg zasade wynoszenia $mieci.
Rzucajg kostkg i monetg. Jezeli na kostce wypadnie mniej niz pie¢ oczek i na mo-
necie orzel, to przez tydzien $mieci wynosi Antek, a jezeli na kostce wypadna wiecej
niz dwa oczka i na monecie reszka, to Bartek. W pozostalych przypadkach smieci ma
wynosi¢ ich mtodszy brat Czarek. Czy ustalone warunki sa sprawiedliwe?

4.22. Rzucamy trzy razy kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze
suma liczby oczek wyrzuconych w pierwszym i drugim rzucie jest mniejsza od liczby
oczek wyrzuconych w trzecim rzucie.

4.23. W pudelku jest 10 kul oznaczonych cyframi0, 1, ..., 8, 9. Wyjmujemy losowo
jedng kule, zapisujemy jej numer i wrzucamy z powrotem do pudetka. Czynnos¢ te
powtarzamy trzy razy. W ten sposdb tworzymy ciagi trzyelementowe (g, b, c), dla
ktérych budujemy wyrazenia 100a+10b+c. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wartos¢
tego wyrazenia jest

a) liczbg dwucyfrowa.

b) liczbg wieksza od 653 i mniejszg od 921.

c) wielokrotnoscia liczby 10.

4.24. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia, ze urodziny szesciu losowo wybra-
nych o0séb wypadajg w dwoch miesigcach? Prawdopodobienstwo urodzenia w kaz-
dym miesigcu przyjmujemy za jednakowe.

4.25. Pomalowany klocek szescienny pocieto na 1000 jednakowych szescianikow.
Oblicz prawdopodobienstwo wyciaggniecia szescianika

a) pomalowanego na jednej $cianie.

b) pomalowanego na dwoch $cianach.

c) pomalowanego na trzech $cianach.

d) pomalowanego na jednej lub dwdéch $cianach.

e) niepomalowanego.

4.26. Ankieta sklada si¢ z czterech pytan, na ktdre mozna odpowiedzie¢ ,,tak” lub
»nie”. Jarek i Kasia wypelnili swoje ankiety na chybit trafil. Oblicz prawdopodobien-
stwo tego, ze wypelnili je tak samo.

4.27. Ze zbioru{l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} losujemy ze zwracaniem trzy razy po jed-
nym elemencie. Wylosowane liczby ustawiamy w ciag w kolejnosci losowania. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze wylosowane liczby utworza

a) ciag geometryczny o ilorazie L ub 3. b) ciag arytmetyczny.

427.0=9 .

a) A - wylosowane liczby utworza ciag geometryczny o ilorazie 3 lub 3
= 3 1 1

A={421, 842, 139}, A=3, P(A)= 5= - = =

b) B - wylosowane liczby utworzg ciag arytmetyczny o réznicy r

Ciagi stale: ¥ =0 - 9 ciagow

Ciagi rosnace:

r =1: {123, 234, 345, 456, 567, 678, 789} — 7 ciagow

r =2: {135, 246, 357, 468, 579} - 5 ciagéw

r = 3: {147, 258, 369} - 3 ciagi

r=4: {159} -1 ciag

Ciagow malejacych jest tyle samo co ciagéw rosnacych.

B=9+27+5+3+1) =41, P(B):%

1 41



4.28. Ze zbioru wszystkich liczb catkowitych czterocyfrowych wybieramy losowo

jedna. Oznaczmy ja n. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze 1 jest ostatnia cyfra liczby
2 4

a) n". b) n'.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

1. Wskaz prawdopodobienstwo otrzymania dokladnie dwoch ortéw w trzech rzu-

tach moneta.
A2 B. o D.
3 4

W | =
oo | W

2. Kazik zapomnial czterocyfrowego kodu do domofonu w swoim bloku. Wybrat
wiec losowo liczby na klawiaturze. Wskaz prawdopodobienstwo tego, ze drzwi sie

otworzg.
AL B. — c. = D. —
4 40 10* 410
3. Rzucamy trzema kostkami i czterema monetami. Wskaz prawdopodobienstwo
tego, ze wypadna tylko széstki i reszki.
1 1 1 1
—  ——— C =— D. —
3-6+4-2 3-6-4-2 6> - 2* 36 .42
4. Zcyfr 1, 2, 3, 4, 5 ukladamy wszystkie mozliwe liczby trzycyfrowe o réznych cyf-
rach. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

Prawdopodobienstwo tego, ze jedna z tych liczb wybrana losowo jest

1
A. rowna 125, wynosi —.
wy 125

B. mniejsza od 300, wynosi %
.3
C. parzysta, wynosi =

5. Rzucamy dwa razy kostka szescienng. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze
iloczyn oczek uzyskanych w obu rzutach bedzie liczbg podzielng przez 3.

6. Z pudelka, w ktorym sg 2 kule biate i 3 czarne, losujemy kolejno bez zwracania
dwie kule. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze obie wylosowane kule beda te-
go samego koloru.

7. Trzech profesoréw przyszlo na konferencje z podobnymi parasolami. Po zakon-
czeniu konferencji zabrali parasole losowo. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze kaz-
dy wrécil do domu z wlasnym parasolem.

4. Obliczanie prawdopodobieristwa

4.28.0=9-10°
a) Ostatnig cyfra liczby n” jest
cyfra 1, gdy ostatnig cyfra liczby n

jest 11ub 9.
A=9-10"-2
9.10°-2 1
P(A) = ==
(4) 9-103 5

b) Ostatnig cyfra liczby n* jest
cyfra 1, gdy ostatnig cyfrg liczby n®
jest 1 lub 9, czyli ostatnia cyfra
liczby n jest 1 lub 9, lub 3, lub 7,

czyli:
B=9-10"-4
9.10%°-4 2
P(B) = ==z
(B) 9-103 5

1 2

Prosto do matury

1. D
2.C
3.C

4. F, P, F

[N
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5. Wiasnosci
prawdopodobienstwa

Umiejetnosci:

e obliczanie prawdopodobieristwa w prostych sytuacjach z zastosowaniem
klasycznej definicji prawdopodobienistwa

e Zliczanie obiektow w prostych sytuacjach kombinatorycznych, niewymagajacych
uzycia wzoréw kombinatorycznych, stosowanie reguty mnozenia i reguty dodawania

Zdarzenia wykluczajace sie i zdarzenia przeciwne

Okreslimy pewne relacje, ktore moga zaj$¢ miedzy zdarzeniami A i B w doswiadcze-

L Losuyeny e ey niu losowym o zbiorze zdarzen elementarnych Q.

liczacej 52 karty. Niech A

bedzie zdarzeniem polegajacym ° Moéwimy, ze zdarzenia A i B wykluczajg sie, jezeli nie moga zajs¢ jednocze$nie.

na wylosowaniu karty koloru Nie istnieje zatem zdarzenie elementarne w € (), ktdre sprzyjatoby zaréwno zda-
czarnego, B - kiera, C - figury. Czy rzeniu A, jak i zdarzeniu B.

wsrod zdarzefi A, B, C sg takie, * Zdarzeniem przeciwnym do A nazywamy zdarzenie polegajace na tym, ze zdarze-
ktore sie wykluczaja?

. . . . . . . ! .
nie A nie zajdzie. Zdarzenie przeciwne do zdarzenia A oznaczamy A'. Kazde zda-

.: tak, zd iaAiB . o . . . . . .
QORStagizearzaniail rzenie elementarne sprzyjajace zdarzeniu A nie sprzyja zdarzeniu A' i na odwrét.

45.2. Rzucamy kostkg i monetg. Inaczej méwigc, kazde zdarzenie elementarne w € Q albo sprzyja zdarzeniu A,
A oznacza zdarzenie — wypadia
nieparzysta liczba oczek i reszka,
B - wypadt orzet, C — wypadla
parzysta liczba oczek, D — wypadta Przykfad o zad. 5.1-5.3
szostka. Ktore ze zdarzen A, B,
C, D si¢ wykluczajg?

albo sprzyja zdarzeniu A’

Doswiadczenie losowe polega na trzykrotnym rzucie monetg. Zbior zdarzen elemen-
, ) tarnych w tym do$wiadczeniu:

Odp.: pary zdarzen wykluczajacych

si¢: AiB,AiC, AiD Q ={000, OOR, ORO, ROO, RRO, ROR, ORR, RRR}

45.3. Raucono 6 razy moneta, Przyjmijmy, ze A jest zdarzeniem polegajacym na tym, ze wypadng co najmniej 2 orly:

Niech A oznacza zdarzenie — A=1{000, OOR, ORO, ROO}

otrzymana liczba ortow jest B jest z zdarzeniem polegajacym na tym, ze wypadna doktadnie 2 reszki:

nieparzysta, B — otrzymana liczba B = {ORR, ROR, RRO}

reszek jest mniejsza od liczby

ortéw, C - otrzymana liczba orlow
jest 2 razy mniejsza od liczby

C jest zdarzeniem polegajacym na tym, ze wypadnag co najmniej 2 reszki:
C = {ORR, ROR, RRO, RRR}

reszek. Ktére ze zdarzen A, B, C Wowezas:

sie wykluczajg? ° zdarzenia A i B si¢ wykluczaja,

Odp.: pary zdarzen wykluczajacych ¢ zdarzenia A i C si¢ wykluczaja,

sie: AiC,BiC * zdarzenia A i C sg przeciwne (mozemy ten fakt zapisa¢ C = A’ lub C' = A).

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 4.5

G Generator

testow i sprawdzianow




Przyktad e zad. 5.5

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie kostky. W tabeli przedstawia-
my kilka par zdarzen przeciwnych w tym doswiadczeniu.

Zdarzenie Zdarzenie przeciwne

A - suma liczb oczek jest réwna 10 A" - suma liczb oczek jest rozna od 10

B - wypadly parzyste liczby oczek B' - co najmniej raz wypadta nieparzysta

liczba oczek

C - co najmniej raz wypadta szdstka C' - szostka nie wypadta ani razu

Przyktad €)

Obserwujemy pewien zbidr graczy w lotto. Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia
»losowo wybrana osoba wygrala przynajmniej raz jakakolwiek kwote” jest zdarzenie
»losowo wybrana osoba nigdy nie wygrata”.

Prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego

Niech A oznacza zdarzenie w doswiadczeniu losowym, ktorego zbiorem zdarzen ele-
mentarnych jest zbior Q. Przyjmijmy, ze Q = n. Jezeli oznaczymy A = k, to zgodnie
z okre$leniem zdarzenia przeciwnego A" =n—k. Zatem:
k
P(A) = =

n

P(A")= ”;k -k 1o py

n
Powyzsza réwnos¢ zapiszemy w postaci nastepujacego wzoru:

P(A")+PA) =1

Przyktad o zad. 5.8, 5.9

Rzucamy dwa razy kostka do gry. Obliczymy prawdopodobienstwo zdarzenia A po-
legajacego na tym, Ze przynajmniej raz wypadla szdstka.

Rozwigzanie

Dla dwukrotnego rzutu kostkg wypisywali$émy juz caly zbior zdarzen elementarnych,
wiemy wiec, ze:

Q=¢

Zwrot ,w dwdch rzutach przynajmniej raz wypadta szdstka” oznacza, ze szdstka wy-
padta raz lub dwa razy.

5. Wiasnosci prawdopodobienstwa

45.5. Rzucamy trzema kostkami.
Okresl zdarzenie przeciwne do
zdarzenia A - na co najmniej
jednej kostce wypadty dwa oczka.

Odp.: A’ - na zadnej kostce nie
wypadly dwa oczka

45.8. Rzucamy dwa razy moneta.
Oblicz prawdopodobienstwo tego,
ze co najmniej raz wypadnie orzet.

3

45.9. Rzucamy trzy razy monetg.
Oblicz prawdopodobienstwo tego,
ze co najmniej raz wypadnie reszka.

7
Odp.: -
P13
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45.11. Rzucamy 3 razy
szescienng kostka do gry. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze
iloczyn liczb oczek otrzymanych
we wszystkich rzutach bedzie
mniejszy od 200.

215

45.14. Ze zbioru liczb

{20, 22, 30, 33, 40, 44, 50, 55,
60, 66, 70, 77, 80, 88, 90, 99}
losujemy jedng. Oblicz
prawdopodobienstwo tego,

ze wylosujemy liczbe podzielng
przez 3 lub przez 6.

3
dp.: -
Op8
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Zdarzenie A’ polega na tym, ze w wykonanych rzutach széstka nie wypadta ani razu.

2

=]

=5 o «— odpowiednie pary s utworzone przez
, VU T~ 5 elementow
p( A ) ===2=-=2
Q 6 36
_ n _ 25 11 !
P(A)=1-P(A')=1-2 =+ —P(A)+P(4) =1

Odp.: Szukane prawdopodobienistwo wynosi ;—é

Przyktad @ « zad. 5.11

Zezbioru{l, 2, 3, 5, 7, 8, 11, 13} losujemy ze zwracaniem trzy razy po jednej liczbie.
Obliczymy prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na wylosowaniu liczb,
ktérych iloczyn jest liczba parzysta.

Rozwigzanie

T . . : 5 _ o3
Zbidr liczy 8 elementow, losujemy ze zwracaniem, zatem: Q = 8.

Iloczyn trzech liczb jest liczbg parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedna

znich jest parzysta. Zajsciu zdarzenia A beda sprzyjaly np. takie ukladyliczb: (3, 4, 7),

(11, 8, 8). Prosciej jest obliczy¢ prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia przeciwne-
! s .« e . . . .

go A’, ktore polega na tym, ze iloczyn wylosowanych liczb jest liczbg nieparzysta.

Zajdzie ono bowiem wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie trzy wylosowane liczby sa

nieparzyste.

A =6 o «—— trojki sg utworzone z elementow zbioru
T & o {1, 3,5, 7, 11, 13}
P(a')=% - %
O 8 o4
_ AN 27 37 '
P(A)—l—P(A)—l—a—a —P(A) +P(4) =1

. . , 37
Odp.: Szukane prawdopodobienstwo jest réwne o

Dziatania na zdarzeniach
Wykonamy teraz kilka prostych operacji na zdarzeniach.
Przyktad @ < zad.5.14

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie kostka.

a) Zdarzenie A - iloczyn liczb oczek otrzymanych w obu rzutach jest réwny 6:
A = {16, 23, 32, 61}



b)

c)

Zdarzenie B - przynajmniej raz wypadla szostka:

B = {16, 26, 36, 46, 56, 66, 61, 62, 63, 64, 65}
Zdarzenie C - iloczyn liczb oczek jest réwny 6 lub przynajmniej raz wypadta
szostka, czyli zaszlo zdarzenie A lub zdarzenie B:

C = {16, 23, 26, 32, 36, 46, 56, 66, 61, 62, 63, 64, 65} = AUB

Zdarzenie D - suma liczb oczek otrzymanych w obu rzutach jest mniejsza od 6:
D = {11, 12, 13, 14, 21, 22, 23, 31, 32, 41}
Zdarzenie E - wyniki obydwu rzutéw sa liczbami parzystymi:
E = {22, 24, 26, 42, 44, 46, 62, 64, 66}
Zdarzenie F - suma liczb oczek jest mniejsza od 6 i wyniki obydwu rzutéw sa
parzyste, czyli zaszto zdarzenie D i zdarzenie E:
F={2}=DnE

Zdarzenie G - iloczyn liczb oczek otrzymanych w obu rzutach jest réwny 10:
G = {25, 52}
Zdarzenie H - za drugim razem wypadly o 3 oczka wiecej niz za pierwszym razem:
H = {14, 25, 36}
Zdarzenie K - iloczyn liczb oczek jest réwny 10 lub za drugim razem wypadly o
3 oczka wiecej, czyli zaszlo zdarzenie G lub zdarzenie H:
K = {14, 25, 36, 52} = GUH
Zdarzenie L - iloczyn liczb oczek jest réwny 10 i za drugim razem wypadly o 3
oczka wigcej, czyli zaszlo zdarzenie G i zdarzenie H:
L={25=GnH

Przykfad zad. 5.15

Z talii 52 kart losujemy jedng. Obliczymy prawdopodobienstwo zdarzenia A polega-

jacego na tym, Ze wylosowana karta jest treflem lub figura.

Rozwigzanie
Doswiadczenie losowe polega na losowaniu jednej karty z talii.

Zbidr zdarzen elementarnych Q jest zbiorem wszystkich mozliwych wynikéw, czyli:

Q = {2*, 3*, 4*, ceey 10*, Wé, D*, K*, A*, 2’, 3., ey K‘, A‘,
29> o> Ays 205 -o0s Aal
Q=52

Wprowadzamy oznaczenia.

T - zdarzenie polegajace na wylosowaniu trefla:

T = {24 38> 44> 5a> 64> 74> 84> 94, 104, Wa, Dy, Ky, Ay}
T=13

5. Wiasnosci prawdopodobieristwa 237 I

45.15. Z talii liczacej 52 karty
wyciagnieto jedna karte. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze jest
to figura lub karta w kolorze
czerwonym?

17
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F - zdarzenie polegajace na wylosowaniu figury:
F = {W*, D*, KQ, A*, W‘, D‘, K’, A‘, Wv, Dv, K', A',
Wa, Do, Ko, Aa}

=16

il

A - zdarzenie polegajace na wylosowaniu trefla lub figury:
A = {2*, 3*, 4*, 5*, 6*, 7*, 8*, 9*, 10*, W*, D*, K*, A*,
W, Dy, Ky, Ay, Wy, Dy, Ky, Ay, Wy, Dy, Kyy Ay}

Zauwazmy, 7e A nie jest réwne sumie liczby zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu T i licz-
by zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu F. Musimy bowiem odja¢ liczbe zdarzen sprzy-
jajacych zajsciu obu tych zdarzen, czyli 4 (liczbe figur treflowych). Zatem:

A=13+16-4=25

25
P(A) = 5

Odp.: Szukane prawdopodobienstwo wynosi 523_2

Podsumujmy:

Aby wyznaczy¢ liczbe zdarzen sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A lub B, dodajemy
liczbe zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A do liczby zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu B
i odejmujemy liczbe zdarzen sprzyjajacych obu tym zdarzeniom jednocze$nie.

il
bN
o

T+

hN
C
oo

N

Przyktad ©

Losujemy jedna liczbe sposrod 1, 2, ..., 99, 100. Obliczymy prawdopodobienstwo
zajécia zdarzenia

a) A - wylosowana liczba jest podzielna przez 2 lub przez 3.

b) B - wylosowana liczba jest podzielna przez 11 lub przez 13.

Rozwigzanie

Q=100
a) W rozpatrywanym zbiorze mamy:
50 liczb podzielnych przez 2 «—100=50-2
33 liczby podzielne przez 3 —100=33-3+1

16 liczb podzielnych przez 2 i przez 3, czyli przez6  «—100=16-6+4
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Zatem:

A=50+33-16 =67

67
P(A) = —
(4) 100

b) W rozpatrywanym zbiorze mamy:
9 liczb podzielnych przez 11 —100=9-11+1
7 liczb podzielnych przez 13 —100=7-13+9
W rozpatrywanym zbiorze nie ma liczb podzielnych przez 11 i przez 13 (czyli
przez 143), dlatego w tym wypadku nie musimy nic odejmowa¢. Zatem:

B=9+7=16
16
P(B) = 100
67 16
a) P(A) = — P(B) = —
Odp:a) P(4) = o b) P(B) = -
Odpowiedzi i rozwigzania
5.1. Losujemy jedng karte z talii liczacej 52 karty. Niech A bedzie zdarzeniem po- 5.1. tak, zdarzenia A i B

legajacym na wylosowaniu karty koloru czarnego, B - kiera, C - figury. Czy wéréd
zdarzen A, B, C sa takie, ktore si¢ wykluczaja?

5.2. Rzucamy kostka i monetg. A oznacza zdarzenie — wypadta nieparzysta liczba 5.2. pary zdarzen wykluczajacych
oczek i reszka, B — wypadt orzet, C — wypadta parzysta liczba oczek, D - wypadta si¢: AiB, AiC, AiD

szostka. Ktore ze zdarzen A, B, C, D si¢ wykluczaja?

5.3. Rzucono 6 razy monetg. Niech A oznacza zdarzenie - otrzymana liczba orlow 5.3. pary zdarzen wykluczajacych
jest nieparzysta, B — otrzymana liczba reszek jest mniejsza od liczby ortéw, C - otrzy- si¢: AiC, BiC

mana liczba ortéw jest 2 razy mniejsza od liczby reszek. Ktére ze zdarzen A, B, C sie

wykluczaja?

5.4. Rzucamy trzy razy monetg. Na czym polega zdarzenie przeciwne do zdarzenia 5.4. A' - wypadly trzy reszki

A - co najmniej raz wypadl orzel?

5.5. Rzucamy trzema kostkami. Okres$l zdarzenie przeciwne do zdarzenia A - na co 5.5. A’ - na zadnej kostce nie
najmniej jednej kostce wypadty dwa oczka. wypadly dwa oczka

5.6. Z talii 52 kart losujemy jedna karte. Okreslamy nastepujace zdarzenia: 5.6. nie

A - wylosowano karo, C - wylosowano karte koloru czerwonego,

B - wylosowano asa, D - wylosowano figure.

Czy wérdd zdarzen A, B, C, D jest para zdarzen wykluczajacych sie?
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5.7. a) nie b) tak ¢) tak

d) tak

5.8.

5.9.

5.10.

5.11.

5.12.

e) nie

W

|

33
49

215
216

przez 5 i przez 9: 0,022;

przez 5 lub przez 9: 0,289

5.13.

5.14.

O |

5.7. Czy zdarzenia losowe A i B si¢ wykluczaja? OdpowiedzZ uzasadnij.
a) doswiadczenie - rzut dwiema monetami
A - wypadniecie orla na pierwszej monecie
B - wypadniecie reszki na drugiej monecie
b) doswiadczenie - rzut dwiema monetami
A - wypadniecie orfa na pierwszej monecie
B - wypadniecie dwoch reszek
¢) doswiadczenie - rzut kostka i moneta
A - wypadniecie orla
B - wypadniecie reszki
d) doéwiadczenie - rzut kostka i monetg
A - wypadniecie orla i parzystej liczby oczek
B - wypadniecie reszki
e) doswiadczenie - rzut kostka i monetg
A - wypadniecie orfa lub parzystej liczby oczek
B - wypadniecie reszki lub nieparzystej liczby oczek

5.8. Rzucamy dwa razy monetg. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze co najmniej
raz wypadnie orzel.

5.9. Rzucamy trzy razy moneta. Oblicz prawdopodobienistwo tego, Ze co najmniej
raz wypadnie reszka.

5.10. Zliczb nalezacych do zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} tworzymy wszystkie mozliwe
liczby dwucyfrowe (cyfry moga sie powtarza¢). Nastepnie z tak powstalego zbioru
liczb losujemy jedna. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze w wylosowanej liczbie
przynajmniej jedna cyfra jest parzysta?

5.11. Rzucamy 3 razy szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
ze iloczyn liczb oczek otrzymanych we wszystkich rzutach bedzie mniejszy od 200.

5.12. Losujemy jedna liczbe spo$rdd wszystkich nalezacych do zbioru

{1, 2, ..., 1000}. Wyznacz prawdopodobienstwo wylosowania liczby podzielnej
przez 5 i przez 9 oraz prawdopodobienstwo wylosowania liczby podzielnej przez 5
lub przez 9.

5.13. Rzucamy dwa razy kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze za kaz-
dym razem wypadnie liczba oczek, ktdra jest parzysta lub wieksza od czterech.

5.14. Ze zbioru liczb {20, 22, 30, 33, 40, 44, 50, 55, 60, 66, 70, 77, 80, 88, 90, 99}
losujemy jedna. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wylosujemy liczbe podzielna
przez 3 lub przez 6.



5.15. Z talii liczacej 52 karty wyciagnieto jedna karte. Jakie jest prawdopodobien-
stwo tego, ze jest to figura lub karta w kolorze czerwonym?

5.16. Rzucamy dwa razy kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze dwa
razy wypadnie ta sama liczba oczek lub dwa razy liczba oczek bedzie mniejsza od 4.

5.17. W Klasie jest 18 dziewczat. Siedem z nich trenuje koszykéwke, a trzy tenis.
Wiréd nich jest jedna, ktéra uprawia obydwie wymienione dyscypliny sportowe. Ob-
licz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana dziewczyna z tej klasy nie trenuje
ani tenisa, ani koszykowki.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1. Wskaz liczbe dwucyfrowych liczb naturalnych podzielnych przez 10 lub przez 15.
A. 12 B. 13 C. 15 D. 16

2. Ztalii 52 kart losujemy jedng. Wskaz prawdopodobienstwo tego, ze jest ona kro-
lem lub kierem.
15 16 17
o = o = G = o=
52 52 52 52
3. Rzucamy piecioma monetami. Wskaz prawdopodobienstwo tego, ze wypadnie co
najmniej jedna reszka.

Al B. > c = e

5 6 10 32
4. Rzucamy dwiema kostkami do gry. Oznaczmy zdarzenia:
A —iloczyn liczb oczek jest nieparzysty, C - suma liczb oczek jest nieparzysta,
B - iloczyn liczb oczek jest parzysty, D - suma liczb oczek jest parzysta.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan. Zdarzenia
A. A B sie wykluczaja. B. Ai D sie wykluczaja. C. BiC sie wykluczaja.

5. Rzucamy dwa razy szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo wyrzu-
cenia pary liczb, ktérych iloczyn jest mniejszy od 30.

6. Z talii liczacej 52 karty losujemy kolejno ze zwracaniem dwie karty. Oblicz praw-
dopodobienstwo tego, ze za pierwszym lub za drugim razem wylosujemy asa.

7. Ze zbioru wszystkich liczb trzycyfrowych losujemy jedng. Oblicz prawdopodo-
bienistwo tego, ze wylosujemy liczbe, w ktorej zapisie wystepuje co najmniej jedno
zero.

5. Wiasnosci prawdopodobienstwa

17
26

5.15.

5.16. -

Prosto do matury
1. A

4. P,E F

11
12

2
169

7. 0,19
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Generator

testow i sprawdzianow

6. Wartosc¢ oczekiwana
w prostych grach losowych

Umiejetnosci:
e obliczanie wartosci oczekiwanej w prostych grach losowych
Na koniec wrécimy do zagadnien, ktére zapoczatkowaly powstanie i rozwdj rachun-

ku prawdopodobienstwa, czyli do gier losowych. Przeanalizujemy najpierw kilka
przykladow.

Przykiad €)

Rysiek gra z kolega w rzut moneta. Jezeli wypadnie orzel, Rysiek wygrywa 5 z1, jezeli
reszka — przegrywa i musi zaplacic¢ 5 zt koledze.

Rysiek wygra z prawdopodobienstwem % i z takim samym prawdopodobienstwem
przegra.

Przyktad @)

Teodor Motylek gra w kasynie w rzut trzema monetami. Jezeli wypadng identyczne
wyniki na monetach, Teodor wygrywa 200 zl, w pozostatych przypadkach przegrywa
i wplaca krupierowi 70 zt.

Zbior zdarzen elementarnych w rzucie trzema monetami to:

Q = {000, OOR, ORO, ROO, RRO, ROR, ORR, RRR}
Panu Motylkowi sprzyjaja wyniki {OOO, RRR}, zatem wygra 200 zt z prawdopodo-

- 21 - 3
bienstwem g = p Aprzegraz prawdopodobienstwem T

Przykiad @)

Gra polega na rzucie dwa razy kostka do gry. Zenobia wygrywa 1000 zl, gdy przy-
najmniej raz w tych dwoch rzutach wypadnie széstka. W pozostatych przypadkach
przegrywa i wplaca krupierowi 200 zt.

W przyktadzie 4 w poprzednim temacie (s. 235) obliczyliémy prawdopodobienstwo
otrzymania przynamniej jednej széstki w dwdch rzutach kostka. Zatem mozemy na-

pisa¢é, ze Zenobia wygra 1000 zt z prawdopodobienstwem %, a straci 200 zt z praw-

. 25
dopodobienstwem 6

J

Naturalne pytania, jakie moze postawic¢ kazdy uczestnik gry losowej, to:
° Czy oplaca mi si¢ w nig zagra¢?
* Czy ta gra jest sprawiedliwa?



6. Wartos¢ oczekiwana w prostych grach losowych

Na obydwa pytania od razu mozna odpowiedzie¢ Ryskowi z przykiadu 1. Przy tak
ustalonych zasadach gra w monete jest sprawiedliwa — co nalezy rozumie¢ w taki
sposob, ze jesli Rysiek zagra bardzo wiele razy, to wyjdzie na zero, czyli ani nie zyska,
ani nie straci.

Zastandéwmy sie, jak wyglada sytuacja Teodora z przykladu 2. Obliczymy $rednia
wygrana w jednej grze.

Wynik OO0 | OOR | ORO | ROO | RRO | ROR | ORR | RRR
»Wygrana” Teodora [zf] | 200 -70 -70 -70 -70 -70 | =70 | 200

Srednia wygrana wynosi:
2:200+6:(=70) +86 70 _ -2,50 [zi]

Zapiszmy $rednia wygrana w nieco innej postaci:
2200 + 6 - (~70)

8
Zestawmy mozliwe wartoéci wygranej z ich prawdopodobienstwami.

~ 200 - g +(=70) - g 200 0,25 + (~70) - 0,75

»Wygrana” Teodora [zf]] | 200 | -70
Prawdopodobienistwo 0,25 | 0,75

Jak wida¢, $rednig wygrang mozemy na podstawie powyzszej tabeli obliczy¢ naste-
pujaco:

200-0,25-70-0,75 = 2,5 [zl]
Zatem w grze z przyktadu 2 przewaza prawdopodobienstwo przegranej — Teodor
Motylek moze oczywiscie wygra¢ nawet w pierwszym podejsciu 200 zI, moze réw-
niez za drugim razem wygra¢, bo gra jest losowa — ale nalezy sie spodziewac¢, ze przy
wiekszej liczbie powtdrzen wygranym okaze sie kasyno.

Jak wyglada sytuacja pani Zenobii z przykladu 3?

»Wygrana” Zenobii [zf] = 1000 & -200

Prawdopodobienstwo u 5
36 36
W tej grze $rednia wygrana dla gracza w jednym rozdaniu wynosi:

1000 - L ~200- 22 = L (11000 - 5000) ~ 166,67 [1]

36 36 36

Zatem tu przewaza prawdopodobienistwo wygranej — pani Zenobia moze oczywiscie
przegra¢ nawet duza kwote, ale nalezy sie spodziewac, ze przy wiekszej liczbie powto-
rzen powinna wygrac.

243 I



BN 244 Dziat 4. Rachunek prawdopodobieristwa i statystyka

46.1. Patrzs. 245.

Natomiast w przykladzie 1 $rednia wygrana wynosi 1-0,5-1-0,5 =0 [z1].

O grach, w ktorych $rednia wygrana jest rézna od 0, czyli takich jak opisane w przy-
ktadach 2 i 3, méwimy, Ze nie sg sprawiedliwe.

J

Omawiamy w tym temacie szczegdlny przypadek doswiadczen losowych, dlatego do-
stosowali$my do niego jezyk. I tak:

* zamiast mowi¢ o zdarzeniu losowym, uzywamy tu okreslenia gra losowa,

° zbidr zdarzen sprzyjajacych to wygrana stawka,

» prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia to prawdopodobienstwo wygranej, itp.
Wprowadzimy jeszcze nazwe obliczanej wyzej $redniej.

Jezeli w grze losowej wyniki gracza X przyjmujg wartosci x;, x5, ..., x,, odpo-
wiednio z prawdopodobienstwami py, p,, ..., p,, gdzie py+p,+... +p, =1,
neN i n> 1, to wartocig oczekiwana EX tej gry nazywamy liczbe:

EX=x,p; +x,p5 + ... + X,P,,

Zatem wartos$¢ oczekiwana gry Ryska ER = 0, w grze Teodora ET = -2,5, a w grze
Zenobii EZ = 166,67.

® Wartoé¢ oczekiwana dawniej nazywana byta ,nadzieja matematyczng” i stad pochodzi jej ()
oznaczenie: E - od francuskiego stowa espérance (nadzieja).

® Wryrazenia ,,warto$¢ oczekiwana gry” oraz ,warto$¢ oczekiwana wygranej gracza” znaczg to
samo.

Warto$¢ oczekiwana jest tylko rodzajem $redniej, ale jej wysokos¢é moze by¢ cenna
wskazowka. Gre losowa nazywamy gra sprawiedliwa, jedli jej warto$¢ oczekiwana
jest réwna zero.

Przyktad o zad. 6.1

Z talii 52 kart Karol losuje jedng karte. Jezeli wylosowana karta jest treflem lub figura,
wygrywa 20 zl, w przeciwnym razie przegrywa 10 zt. Obliczymy warto$¢ oczekiwang

tej gry.
Rozwigzanie

W przyktadzie 7 w poprzednim temacie obliczyliémy prawdopodobienstwo zdarze-
nia A polegajacego na tym, ze wylosowana karta jest treflem lub figura.



6. Wartos¢ oczekiwana w prostych grach losowych

Zatem:
Pa=2  pa)=1-2-Z
52 52 52
x; | 20 | —10
2527
Pils | 5

Warto$¢ oczekiwana gry Karola wynosi:
EK=20-2_10-22 = 5027y = 2% L 440 [a1)
52 52 52 52

Odp.: Wartos$¢ oczekiwana tej gry EK = 4,42 zl.

Przyktad @ < zad. 6.5

Tarcza kota ruletki jest podzielona na 37 réwnych sektoréw, ponumerowanych od 0
do 36. Gracz stawia na wybrany przez siebie numer 1 zl, a nastepnie krupier pusz-
cza na obracajaca sie tarcze kulke. Jezeli kulka zatrzyma sie w sektorze o numerze
obstawionym przez gracza, to gracz otrzymuje 36 z, w przeciwnym razie traci swoja
stawke. Sprawdzimy, czy ta gra jest sprawiedliwa.

Rozwigzanie
W tej grze losowej gracz X moze uzyska¢ dwa wyniki:

- 1
35 z prawdopodobienstwem 3 «— gdy wygra (wczeéniej wplacil 1 zt)

. 36
-1 z prawdopodobienstwem Pl gdy przegra
x; | 35 | -1 ‘
1
Pil3 5y
1 36 1 1
EX=35-—-==—-(35-36)=—-—
37 37 37 37

Odp.: Podana gra nie jest sprawiedliwa.

6.1. Losujemy jedna karte z talii liczacej 52 karty. Jezeli wylosujemy asa, wygrywamy
20 zk, jezeli inng figure — wygrywamy 10 zI, w kazdym innym przypadku tracimy 5 z1.
Oblicz wartos$¢ oczekiwang gry.

46.5. Rzucamy trzy razy moneta.
Jezeli dokladnie raz wypadnie
reszka, wygrywamy 50 zi,

W przeciwnym razie przegrywamy
30 zt. Wykaz, ze gra jest
sprawiedliwa.

Rozwigzanie

0=2"=%

A - dokladnie raz wypadnie reszka
A=3

3 / 5
P(A)=§,P(A)=§
x; | 50 | 30
- EEN
bi| |3
EX=2.50+2-(~30) =0
8 8

Gra jest sprawiedliwa, bo wartos$¢
oczekiwana wygranej jest rowna 0.

Odpowiedzi i rozwigzania

6.1. >
13
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6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

Patrz s. 245.

-3,75

—0,625

6.2. Losujemy jedna karte z talii liczacej 52 karty. Jezeli wylosujemy asa pik, wy-
grywamy 100 zl, jezeli figure kier, wygrywamy 50 zl, w kazdym innym przypadku
tracimy 10 zI. Oblicz warto$¢ oczekiwana gry.

6.3. Jolka rzuca monetg i szescienng kostka do gry. Jezeli wypadnie orzet i liczba
oczek podzielna przez 3, wygrywa 20 zt. W przeciwnym wypadku przegrywa 4 zi.
Oblicz wartos¢ oczekiwang tej gry.

6.4. Waldemar rzuca dwiema sze$ciennymi kostkami do gry. Jezeli otrzyma takie
same wyniki na obu kostkach, to wygrywa stawke bedacg iloczynem tych wynikéw.
W przeciwnym wypadku przegrywa 3 zl. Oblicz wartos¢ oczekiwang tej gry.

6.5. Rzucamy trzy razy moneta. Jezeli dokladnie raz wypadnie reszka, wygrywamy
50 zl, w przeciwnym razie przegrywamy 30 zt. Wykaz, ze gra jest sprawiedliwa.

6.6. Gracz wplaca krupierowi 10 zl, a nastgpnie rzuca 5 razy moneta. Jezeli w zad-
nych dwdch kolejnych rzutach nie powtdrzy sie ten sam wynik, wygrywa 100 zi,
w przeciwnym razie traci swojg stawke. Oblicz warto$¢ oczekiwang wygranej gracza.

6.7. W wesolym miasteczku za 5 z1 mozna rzuci¢ do obracajacej o

sie tarczy sktadajacej si¢ z 16 pdl jednakowej wielkosci - jak na &"’)
rysunku. Za trafienie w pole czerwone wygrywamy 20 zi, za tra- | ““
fienie w pole z6tte wygrywamy 10 z1, za trafienie w pole niebieskie \V \ :
wygrywamy 5 zl. Trafienie w pole czarne nie daje wygranej. Ob- \\ /

licz warto$¢ oczekiwang tej gry.

6.8. Losujemy jedng karte z talii 52 kart. Za wylosowanie asa trefl dostajemy 8 punk-
tow, krola trefl — 7 punktéw, damy trefl - 6 punktow, a waleta trefl - 5 punktow.
Stawki za wylosowanie figury w pozostalych kolorach sg wyzsze niz w treflach - od-
powiednio: w karach - dwukrotnie wyzsze, w kierach - trzykrotnie wyzsze, a w pi-
kach - czterokrotnie wyzsze. Wylosowanie karty niebedacej figura oznacza utrate 7
punktéw. Oblicz warto$¢ oczekiwang tej gry.

6.9. Rzucamy trzema sze$ciennymi kostkami do gry. Jesli na wszystkich kostkach
wypadna parzyste liczby oczek, to wygrywamy stawke bedaca iloczynem tych liczb.
W przeciwnym wypadku przegrywamy 8 zt. Sprawdz, czy ta gra jest sprawiedliwa.

6.9. Liczba moiliwych wynikow: 6° = 216
Zdarzenia sprzyjajace wygranej:
1

(2, 2,2) P = 2_16 X = 8 (4,4, 6) Ps = P2 Xg = 96
-y N e (4,6,6)  p;=p, x; = 144
> Pz—ﬁ X2 = (4,4,4) Ps = P1 Xxg = 64
(2,2,6) P3= P> x3 =24 (6,6,6) Po = Py X9 = 216
244  pi=p, Xy =32 2,4,6 =8 =48
(2,6,6) ps=p, x5 =72 ) 246 P =3 10

7 1

Prawdopodobienstwo wygranej: p; + ... + pjo = T

Prawdopodobienstwo przegrania 8 zk: 1 — 5=
EX= -1 . (8+64+216) + —— - (16 + 24 + 32+ 72 + 96 + 144) + - .
216 216 216
288 1 4 16 4

288, 1 agqet 22,010,250 1, EX # 0, wiec ta gra nie jest sprawiedliwa.
216 72 3 3 3 3

o | N

7
48+§~(—8)—



6. Wartos¢ oczekiwana w prostych grach losowych

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz

W zeszycie. Prosto do matury
1. Gralosowa przyjmuje wartosci 10 oraz —3 z prawdopodobienstwami odpowied- 1. A

nio 0,2 i 0,8. Wskaz warto$¢ oczekiwang tej gry.

A. 04 B. 6,4 C. -0,2 D. 04

2. Wptacamy krupierowi 40 zt i rzucamy kostka. Wygrywamy kwote rowna dziesie- 2.B

ciokrotnodci liczby wyrzuconych oczek. Wskaz warto$¢ oczekiwang tej gry.

A. -0,50 zt B. -5zt C. 0,50 zt D. 57zt

3. Wplacamy krupierowi s zt i rzucamy dwiema monetami. W przypadku wyrzuce- 3. A

nia dwdch orlow wygrywamy 20 zt, w przypadku wyrzucenia orfa i reszki wygrywamy
2 zt, w przypadku wyrzucenia dwdch reszek nie wygrywamy nic. Wskaz takg wartos¢
s, dla ktorej gra jest sprawiedliwa.

A. 6zt B. 7z C. 8z D. zadna z wymienionych

4. Gracz przegral w pieciu kolejnych losowaniach gry losowej, w ktorej wartos¢ ocze- 4. FP,F
kiwana jego wygranej jest dodatnia. Ocent prawdziwos$¢ podanych zdan.

W széstym losowaniu prawdopodobienstwo wygranej tego gracza

A. zwigkszylo sie.

B. jest takie samo jak w pieciu poprzednich losowaniach.

C. zmniejszyto sie.

5. Losujemy jedna karte z talii liczacej 52 karty. Jezeli wylosujemy asa kier, wygrywa- 5. —2—2
my 100 zl, jezeli inng figure — wygrywamy 10 zI, w kazdym innym przypadku tracimy

10 zt. Oblicz wartos¢ oczekiwang gry.

6. Placimy krupierowi 50 zl i z talii liczacej 52 karty losujemy kolejno ze zwraca- 6. —%

niem dwie karty. Jezeli za pierwszym lub za drugim razem wylosujemy asa, to wygry-
wamy 300 zI. W przeciwnym wypadku nie wygrywamy nic. Oblicz wartos¢ oczeki-

wang gry.
7. Dwaj bracia grajg ze sobg na punkty. Kazdy z nich na zmiane rzuca dwa razy
kostka. Jesli w kazdym z tych dwoch rzutéw wypadnie parzysta liczba oczek lub liczba

oczek wieksza od czterech, rzucajacy dopisuje sobie 25 punktéw. W przeciwnym razie
20 punktéw dopisuje sobie przeciwnik. Wykaz, ze ta gra jest sprawiedliwa.

7. A — wkazdym z dwoch rzutéw wypadnie parzysta liczba oczek lub liczba oczek wieksza
od 4, czyli 2, 4, 5lub 6.

A=42
2

4 2\ 4 "o 4_5
P(A)_?_(3> _9’P(A)_1 9 9

EX=2.2542.(2200=0
9 9

Warto$¢ oczekiwana wygranej kazdego z braci jest rdwna 0, wiec gra jest sprawiedliwa.
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Co wynikto z gry w kosci

Rachunek prawdopodobienstwa jest stosunkowo mtodym dziatem
matematyki. Jego poczatki sg Scisle zwigzane z grg w kosci.

Gra w kosci

Gra w kosci znana byfa juz w $wiecie staro- W starozytnym Rzymie gry byty ulubiong
zytnym. Przed wynalezieniem dzisiejszych forma rozrywki, a gra w kosci cieszyta sie
szesciennych kosci uzywano m.in. drobnych szczegdlna popularnoscia. Swiadcza o tym
kosci zwierzecych, zwanych astragalusami. chociazby stowa przypisywane Juliuszowi Ce-
Po rzucie upadaty na jeden z czterech zarowi: ,Alea iacta est”, czyli ,Kosci zostaty
asymetrycznych bokéw. Rzucano czterema rzucone”. Grano najczesciej o pieniadze,
kosémi jednoczesnie, a kazdemu bokowi a hazard stat sie taka plaga, ze starano
odpowiadata ustalona liczba punktéw. . sie go prawnie ograniczac.

Grajacy w kosci, mozaika z czaséw cesarstwa rzymskiego, Ill w.,
Muzeum Narodowe w Tunisie



Stynna korespondencja

Wydaje sig, ze dopiero w XVI w. zaczeto
matematycznie rozwazaé szanse wyrzucenia
réznych uktadéw oczek. Prawdziwy przetom
przyniést jednak rok 1654 za sprawa Fran-
cuza, Antoine’a Gombaulda, kawalera de
Méré. Byt on zagorzatym hazardzista, a przy
tym cztowiekiem o duzych zdolnosciach ma-
tematycznych. Obstawiat takie uktady kosci,
ktére wedtug wtasnych obserwaciji uznat

za pojawiajace sie czesciej
niz inne. Kiedy jednak
zaczat gra¢ w nowa

Blaise Pascal
(1623-1662),
francuski filozof,
matematyk i fizyk

Co sie bardziej optaca?

gre, jego metoda przestata dziata¢. Zamiast
uznac to za odwrdécenie kota fortuny, zaczat
szuka¢ matematycznego wyttumaczenia tego
niepowodzenia. Zwrocit sie 0 pomoc do swo-
jego przyjaciela, Blaise’a Pascala, wybitnego
matematyka i filozofa. Ten z kolei listownie
wigczyt w dyskusje innego wielkiego fran-
cuskiego matematyka, Pierre’a de Fermata.

| tak powstata stynna wymiana listéw, ktéra
zapoczgtkowata nowy dziat
matematyki — rachunek
prawdopodobienstwa.

Pierre de Fermat

(1601 lub 1607 — 1665),
francuski matematyk

i prawnik

Rozpatrzmy dwa sposréd problemow rozwigzanych w tej korespondencii. Pierwszy z nich
polegat na ocenieniu szansy wyrzucenia co najmniej jednej széstki przy czterokrotnym rzucie
koscia (zdarzenie A), drugi — na ustaleniu, jaka jest szansa wyrzucenia co najmniej raz dwoch
széstek jednoczesnie przy 24-krotnym rzucie dwiema kosémi (zdarzenie B). Dzi$ wiemy,

ze w rozwigzaniu problemu warto wykorzystac¢ zdarzenia przeciwne:

54 3524
o PA’) = T 4 rzutach koscia 9 PB’) = 87‘ — w 24 rzutach dwiema ko$émi

ani razu nie wypadnie
szostka

PA) =1-PA’) = 0,52

ani razu nie wypadng dwie
szo6stki jednoczesnie

P(B)=1-P(B’) ~ 0,49

Oznacza to, ze jezeli powtorzymy cztero- Oznacza to, ze jezeli powtorzymy 100 razy serig
krotny rzut koscig 100 razy, srednio 52 razy 24 rzutdw dwiema kosémi, Srednio w 49 seriach

wypadnie co najmniej jedna szdstka.

co najmniej raz wypadna dwie széstki jednoczesnie.

Tymczasem kawaler de Méré byt przekonany, ze szansa zajscia kazdego z tych zdarzen jest
wieksza od 0,5. W przypadku zdarzenia A miat racje, mimo ze Zle wyliczyt prawdopodobienstwo,

ale w przypadku zdarzenia B si¢ pomylit. Stad obstawiane
wyniki nie pojawiaty sie z przewidywana przez niego

czestoscia.

Achilles i Ajas grajacy w kosci,
scena z greckiej amfory,

ok. 540-530 p.n.e.,

Muzea Watykariskie
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Uwagi metodyczne

Zaczynamy od umiejetnosci

odroézniania statystyki opisowej
od wnioskowania statystycznego.
Zwracamy rowniez uwage na dwa

znaczenia stowa ,,populacja”

7. Wstep do statystyki

Myslenie statystyczne stanie si¢ pewnego dnia
rownie niezbednym elementem wychowania

(s. 252). obywatelskiego, jak umiejetnos¢ czytania i pisania.
H. G. Wells
Trudno wyobrazi¢ sobie dzisiejszy $wiat bez sta- Dziatalnoé¢ statystyczng pro-  (4))
tystyki. GUS - Gléwny Urzad Statystyczny - wadzono juz w starozytnosci.
zbiera, przetwarza i prezentuje olbrzymia liczbe W Biblii czytamy: , W owym
d b C K d . K czasie wyszto rozporzadzenie
anych. Co roku wydawany jest rocznik staty- Cezara Augusta, zeby przepro-
styczny, dokument wagi panstwowej. Na mniej- wadzi¢ spis ludnoéci w calym
szg skale ze statystykg mamy do czynienia na co panistwie”. Mowa tu o okresie tuz
dzien — media publikujg wyniki najrozmaitszych przed narodzeniem Chrystusa,
i Lo K . . czyli samym poczatku naszej ery.
badan opinii publicznej, nauczyciel jest zobo-
wigzany do robienia statystyki ocen i frekwencji uczniéw, kibic sledzi wyniki rozgry-
wek pitkarskich itd. Wyniki badan statystycznych pojawiaja sie wszedzie (najczesciej
w postaci réznych tabel, diagramoéw, wykresow itp.).
Udziat noclegéw spedzonych przez Europejczykow podczas wakacyjnych podrozy,
w podziale na panistwa zamieszkania turystow, 2018 rok
(% noclegdw za granica mieszkancéw UE-27)
Reszta UE-27
15%
Austria
3% ,
Belgia Niemcy
% 35%
Wiochy
4%
Polska (')
5%
Hiszpania
5%
Szwecja
6% Francja
Holandi
oo 16%
Uwaga: Ocena UE-27 stworzona na potrzeby tej publikacji, na podstawie dostgpnych Zrodet.
(") Dane z 2017 roku. eurostat H
Zrodo: https://ec.europa.eu/eurostat/statistics-explained/index.php?title
=Tourism_statistics/pl#Miejsca_noclegowe_w_UE-27:_dominuj.C4.85_
W.C5.820chy_i_Francja [dostep: 17 grudnia 2020 r.]
( )
Multite4a

* Nieprzewidziana wygrana

¢ Najpopularniejsze zwierze
domowe

e Diagram Nightingale




Lesistos¢ [%]
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Polska Afryka Azja Europa Ameryka  Ameryka  Ameryka Oceania Swiat
Pétnocna  Srodkowa Potudniowa

Zrédlo: https://www.bdLlasy.gov.pl/portal/lasy-na-swiecie [dostep: 17 grudnia 2020 r.]

Statystyka spelnia przede wszystkim dwa

podstawowe zadania:

e stuzyjako narzedzie opisu i woéwczas na-
zywamy ja statystyka opisowa,

° stuzy jako narzedzie do wyciagania
wnioskéw z przeprowadzonych badan,
wowczas mamy do czynienia z wniosko-
waniem statystycznym.

Stowo statystyka wywodzi si¢ od (@)
facinskiego status - stan rzeczy,

panstwo. Dawne znaczenie wyrazu
»statysta” to maz stanu, dyplomata,

osoba zajmujaca si¢ sprawami pafistwa.
Poczatkowo (od XVI w.) statystyka
zajmowala si¢ gromadzeniem rozma-

itych danych liczbowych potrzebnych

do sprawnego kierowania pafistwem.

Mieszkancy zgtaszajacy przestgpstwa, przemoc lub akty wandalizmu w swojej okolicy
(jako % catej populacii)

=y
<
=
a
)
a
x

2010 2011 2012

eurostat

2013 2014 2015 2016

—o— Niemcy UE —&—Francia —e—Polska —e— Wielka Brytania

Zrédto: https://www.money.pl/gospodarka/wiadomosci/artykul/w-polsce-zyje-sie-lepiej
-niz-w-niemczech-czy,24,0,2403864.html [dostep: 17 grudnia 2020 r.]
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Uwagi metodyczne

W podreczniku podajemy kilka
przykladow ilustrujacych obydwa
znaczenia terminu ,populacja”.
Problem nie jest duzy, ale moze
spowodowac¢ zamet. Dlatego
radzimy przedstawi¢ wiecej
przyktadow — po przeanalizowaniu
tych z podrecznika uczniowie
powinni poda¢ wlasne przyklady,
ktére warto omowic na lekgji.

Dziat 4. Rachunek prawdopodobieristwa i statystyka

Statystyka opisowa porzadkuje i prezentuje informacje o pewnym zbiorze elemen-

tow (ludzi, zwierzat, roélin, zdarzen, procesow itp.). Zbiér ten nazywamy populacja.

Natomiast wnioskowanie statystyczne jest najczesciej proba uogélnienia wynikow

takich badan. Wéwczas badana grupa stanowi podzbiér, czyli tzw. probe wybrang

z populagji.

Termin populacja uzywany jest zatem w dwoch znaczeniach:

° W statystyce opisowej oznacza zbiér opisywanych elementéw,

° we wnioskowaniu statystycznym oznacza zbiorowo$¢, w stosunku do ktérej wy-
ciggane sg wnioski (po przeanalizowaniu wynikéw badan wybranej proby).

Prze$ledzmy na przykladach réznice w stosowaniu tych pojec.

Przyktad o

Pani Pidrnik podsumowata wyniki klasy trzeciej po pierwszym semestrze. Obliczyla,
ile jest ocen niedostatecznych, dopuszczajacych, dostatecznych itd., obliczyla $rednia
klasows, liczbe 0séb bez ocen niedostatecznych, liczbe osdb ze srednig powyzej 4,5
oraz ponizej 3 itp. Dane statystyczne przedstawifa najpierw na zebraniu rady peda-
gogicznej, a potem przekazala je rodzicom. Opisala w ten sposob pewna konkretna
grupe os6b. W tym wypadku mamy do czynienia ze statystyka opisowa, a opisywanag
populacja jest zbior ucznidéw klasy trzecie;.

Przyktad @

Na poczatku sezonu wiasciciel firmy Alfa, szkolacej chetnych do zdobycia prawa jaz-

dy, przedstawit dane o wynikach egzaminéw ubieglorocznych absolwentéw kursow.

° Podanie odsetka oséb, ktére zdaly egzamin, jest statystyka opisowa populacji
wszystkich absolwentow.

* Jezeli natomiast na podstawie tej samej informacji ocenimy poziom przygotowy-
wania do egzaminu na prawo jazdy przez Alfe, to przeprowadzimy wnioskowa-
nie statystyczne (niekoniecznie stuszne!), w ktérym zbidr wszystkich absolwentow
stanowi probe, a populacjg jest zbior wszystkich kursantow Alfy.

Przykiad @)

W szkolnej bibliotece podsumowano liczbe wypozyczonych ksigzek i obliczono sred-

nig przypadajacg na jednego czytelnika.

 Taka informacja jest statystyka opisowa populacji wszystkich czytelnikéw wypo-
zyczajacych ksigzki w tej bibliotece.

° Jezeli na podstawie tej statystyki uogélnimy informacje i wypowiemy si¢ na temat
czytelnictwa np. mlodziezy licealnej, to jest to wnioskowanie statystyczne, w kto-
rym probg jest zbidr uczniéw wypozyczajacych ksigzki w konkretnej bibliotece,
a populacje stanowi mtodziez licealna.



Jedna z najgtoéniejszych ,,wpadek” w zastosowaniu statystyki by-
fa prognoza wynikéw wyboréw na stanowisko prezydenta USA
w 1936 r., sporzadzona przez czasopismo ,Literary Digest”. Ga-
zeta twierdzita, ze potrafi przewidzie¢ wynik z dokladnoscig do
ulamka procenta. Sondaz wyborczy miat by¢ przeprowadzony na
ogromnej, 10-milionowej probie. Odpowiedzi udzielito 2,3 min
ankietowanych. Wedlug wynikéw ankiety wybory mial wygra¢
gubernator stanu Kansas, republikanin - Alfred M. Landon (miat
zwyciezy¢ w 32 na 48 standw i uzyskac 370 glosow elektorskich).
Natomiast przegranym mial by¢ urzedujacy prezydent, kandydat
demokratéw — Franklin Delano Roosevelt (161 gltoséw elektor-
skich). Tymczasem F. D. Roosevelt wygral wybory w 46 stanach,
uzyskat 523 glosy elektorskie i zostal prezydentem na nastepna
kadencje. Na dodatek przewaga, jaka zwycigzca uzyskat nad rywa-
lem, byta najwieksza we wszystkich wyborach od czasu, gdy Stany
Zjednoczone staly si¢ niezaleznym panstwem. Franklin Delano Roosevelt
Na bledny wynik prognozy wplyw mialy przede wszystkim dwa czynniki:
niewtasciwy sposdb wyboru ankietowanych (nazwiska losowano z rejestréw samochodowych,
ksigzek telefonicznych oraz prenumeratoréw gazety; w 1936 r. oznaczalo to zawezenie do
zamozniejszej czesci spoteczenstwa, bardziej sklonnej do glosowania na republikanéw),
nieuwzglednienie faktu, Ze w stosunku do liczby wystanych ankiet tylko niewielka grupa osob
udzielita odpowiedzi (w statystyce taka sytuacje okresla si¢ jako obciazenie wynikow wskutek
niepelnosci odpowiedzi).
Préba losowa, pomimo jej ogromnej liczebnosci, nie byta reprezentatywna dla ogotu wyborcow.
W wyniku popelnionego bledu czasopismo ,,Literary Digest” niedlugo po wyborach przestato
sie ukazywac.

Juz po przeanalizowaniu kilku przyktadéw wida¢, jak bardzo wazny dla wnioskowa-
nia statystycznego jest wlasciwy dobor proby. Jedno z zadan statystyki to opracowa-
nie metod, ktdre sprawig, Ze wybierane préby beda reprezentatywne. Bardzo czgsto
proponowany sposob polega na réznego rodzaju losowaniach elementéw z populacji
i wowczas taka probe nazywamy préba losowa. Wspolczesna statystyka dysponuje
na tyle precyzyjnymi narzedziami, ze dobdr préby, metody jej badania oraz wycia-
ganie logicznych wnioskéw z wynikéw tych badan dajg dosy¢ dokladny obraz ana-
lizowanej populacji. W wielu sytuacjach nie ma innej metody niz wnioskowanie na
podstawie badania prébek losowych. Dotyczy to np. kontroli jako$ci wyrobdw, okre-
$lania skutecznosci dziatania nowych lekéw oraz poznawania skutkéw ubocznych ich
stosowania.

Przyktad

W firmie Plasterek produkowane sa m.in. jatowe kompresy gazowe. Poréwnamy ro-
dzaje problemodw, jakie moga by¢ interesujace dla tej firmy z punktu widzenia staty-
styki i rachunku prawdopodobienstwa.

Uwagi metodyczne

W badaniu statystycznym kolejnos$¢ postepowania jest (mniej wiecej) nastepujaca:
postawienie problemu badawczego dotyczacego ustalonej populacji,
opracowanie sposobu zbierania danych (np. przygotowanie pytan do ankiety),

zebranie danych (z proby),
opis danych i ich prezentacja,
analiza, interpretacja i uogélnienie wnioskéw na cala populacje.

SR N N

W szkole zajmowac sie bedziemy w zasadzie tylko punktem 5. powyzszego spisu.

Aby troche rozszerzy¢ horyzont, pokazujemy (w przykladzie 4 powyzej) zwiazek
statystyki z rachunkiem prawdopodobienstwa. Zwiazek ten wystepuje dopiero na etapie
wnioskowania statystycznego, ale na podany przyktad warto zwrdci¢ uwage, zwlaszcza
jezeli rachunku prawdopodobienstwa uczniowie uczyli si¢ zgodnie z podrecznikiem, czyli
przed statystyka.

okreslenie odpowiedniego sposobu wyboru, a nastepnie wybranie proby z danej populacji,

7. Wstep do statystyki
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Dziat 4. Rachunek prawdopodobieristwa i statystyka

W statystyce W rachunku prawdopodobienstwa

Nie mozna sprawdzi¢ jako$ci kazdego kompresu | W skrzynce pobranej z magazynu
(oznaczaloby to zniszczenie calej produkgji!), wiec | firmy Plasterek znajduje sie 1000
kontroli poddawane jest co ktéres opakowanie. | opakowan jalowych kompresoéw ga-
Wryniki takiego badania przesadzaja o tym, czy | zowych. Wiadomo, ze wéréd nich
wyprodukowana partia kompreséw spelnia wy- | jest 60 nieszczelnych (inaczej mo-
magania jakosci i moze by¢ sprzedana, czy teztrafi | wigc - nadajacych si¢ tylko na
na przemial. $mietnik).

Ile opakowan trzeba sprawdzi¢, w jaki sposob je | Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
wybiera¢, jak zinterpretowaé wyniki, aby (z dosta- | wsréd wylosowanych 30 opakowan
tecznie duzym prawdopodobienstwem) dopusci¢ | jest co najmniej jedno nieszczelne?
do sprzedazy tylko warto$ciowa produkcje?

Whioskowanie statystyczne jest $cisle zwigzanie z rachunkiem prawdopodobienstwa.

W statystyce mamy do czynienia z odwrdconym, w stosunku do rachunku
prawdopodobienistwa, wnioskowaniem:
w probabilistyce — na podstawie znajomosci catej populacji okreslamy praw-
dopodobienstwo wylosowania probki o okreslonej wlasnosci,
w statystyce — na podstawie wlasnosci probki losowej wyciggamy najbardziej
prawdopodobne wnioski o wlasnosciach nieznanej populacji.

W tym podreczniku zajmiemy sie przede wszystkim elementarnymi pojeciami staty-
styki opisowej. Zaawansowane metody statystyczne bedg wprowadzane w trakcie stu-
diowania na wyzszych uczelniach (niezaleznie od wybranego kierunku studiéw). Le-
karz, biolog, jezykoznawca, inzynier, ekonomista itd. musi obecnie umiejetnie korzy-
sta¢ z wynikéw statystyki. Nierzadko sam powinien wiedzie¢, jak zaplanowac i opisaé
eksperyment statystyczny. Umiejetno$¢ taka z pewnosécig powinien posiada¢ kazdy
przedsiebiorca prowadzacy wlasng firme. Latwo mozna poda¢ przyklad niepowo-
dzen, do ktérych doszto z powodu braku odpowiednich badan rynkowych. Jezeli np.
wiasciciel firmy odziezowej postanawia rozszerzy¢ dziatalno$¢ gospodarczg poza ob-
szar wlasnego panstwa, to najpierw powinien sprawdzi¢, jakie sa typowe rozmiary
obcokrajowcdéw, ktorym chce sprzedawac ubrania. Moze si¢ bowiem okaza¢, ze roz-
miary te sa np. zdecydowanie mniejsze od rozmiaréw oferowanych przez jego firme
w kraju. Brak tej wiedzy moze spowodowa¢ niepowodzenie catego przedsiewziecia.
A przeciez trzeba jeszcze zbadad, jaki jest gust przyszlych klientdw, gdzie wydzierza-
wic sklepy, jaka metoda rozreklamowac oferte itd.



7. Wstep do statystyki

Dodajmy jeszcze jedng uwage. Ot6z wyniki (na-

J yi h Jb dq' 8¢ W)}Il ( Pewng wysepke zamieszkiwato (1))
wet rzetelnych) badan sta.tystycznyc mozna malzefistwo, ktoremu w pierw-
zaprezentowac tak, aby osiggna¢ zaplanowane szym roku urodzily sie bliznieta,
weczesniej efekty. Méwigc prosciej — tatwo moz- a w nastepnym trzecie dziecko.
na manipulowa¢ opinig publiczna, jezeli $wiado- W zaleznosci od punktu widzenia

‘1 b li i iska. To 6 mozna powiedzie¢, ze w ciaggu
mo$¢ statystyczna obywateli jest niska. To réw- roku przyrost naturalny spadt

niez powod przemawiajacy za tym, zeby poznac 0 50% albo ze liczba ludnosci tej
przynajmniej podstawy statystyki. wyspy wzrosta o 25%.
Przyktad ©
Oto dane z Matego Rocznika Statystycznego 2007 o liczbie 16zek w szpitalach ogdlnych
(w tysiacach):

Rok 1995 2000 2004 2005

Liczba tézek | 213,97 | 190,95 | 183,28 | 179,49

Na podstawie tych danych mozemy wykona¢ ponizszy wykres (liczbe 16zek zaokra-
glono do tysiecy).

220 1 214
210

200
191
190
183

1
180 2

170

160 T T T 1
1995 2000 2004 2005

Te same dane mozemy zaprezentowa¢ w nieco inny sposob i podpisac je odpowied-
nim komentarzem (manipulacja polega na obraniu réznych jednostek na osiach).

Dramatycznie spada liczba Od 1995 r. nieznacznie spadla liczba tézek
16zek szpitalnych! szpitalnych.

2174 214 214
211 200+ 191

208 183
205 =

193 4 191 150

187 183
181 179

17
>T7995 T 2000 " 2004 " 2005 100 1995

2000 2004 ' 2005
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Vs

tematy 4.1, 4.2, 4.4
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testéw i sprawdzianéw

N

8. Mediana, srednia i dominanta

Umiejetnosci:

* prezentowanie danych z zastosowaniem mediany, dominanty, sredniej
arytmetycznej i Sredniej wazonej

e stosowanie skali centylowej

* interpretowanie parametrow opisowych dla danych empirycznych

Dane surowe i uporzadkowane

Wszystkie wyniki badania statystycznego nazywamy danymi surowymi. Najczeéciej
s nimi zbiory liczb (wiek, wzrost, oceny z egzaminoéw, liczby pisklat w gniazdach,
liczby wadliwych elementéw produkeji, ogladalnos¢ programéw telewizyjnych itd.).
Nawet jesli badanie ma charakter opisowy, np. podanie ulubionego gatunku filmo-
wego, to i tak wyniki opisuje sie liczbowo (tyle osob lubi fantastyke, tyle — kryminaty,
tyle — kino obyczajowe itd.).

Danych surowych jest na ogoét bardzo duzo, wiec wyciaganie wnioskéw na ich pod-
stawie jest albo bardzo trudne, albo wrecz niemozliwe.

Przyktad o

Studenci trzeciego roku BIWU (czyli Bardzo Interesujacego Wydziatu Uniwersyte-

tu) zdawali w sesji zimowej egzamin punktowany w skali od 0 do 9. Wyniki byly

nastepujace:
8275523235665145676352043033674664886799911257
25843365847785451452276403671

Sa to punkty spisane z alfabetycznie utozonej listy uczestnikéw egzaminu. Inaczej
moéwigc — pominiete zostaly nazwiska zdajgcych. Tak przedstawione wyniki sg bar-
dzo trudne do zinterpretowania. Lepszym pomystem jest na przyklad uszeregowanie
danych w kolejnoséci od najmniejszej do najwiekszej:
0001111122222222333333333444444444555555555555
66666666666777777777888888999

Taki zapis liczb nazywac bedziemy szeregiem uporzadkowanym.

Centyle

Statystyka opisowa zajmuje sie prezentacjg danych (liczbowych) surowych za pomo-
cg innych liczb, ktérych jest juz tylko kilka.



Przyktad e

Ja$ wrocil ze szkoly bardzo zadowolony, poniewaz dostal z klasowki trojke. Mama
Jasia wcale nie wykazata z tego powodu entuzjazmu i zareagowala typowym dla mam
pytaniem: dlaczego tylko tréjka? Oburzony Jas ttumaczy: nie ,,tylko”, ale ,,az” — w calej
klasie byly z tej klasowki trzy oceny dostateczne i dwie dobre, a wszystkie pozostate
byly nizsze!

Zatem tylko dwie osoby w klasie napisaly prace lepiej od Jasia.

Przyktad €)

Chetni do studiowania na BIWU muszg zda¢ egzamin wstepny oceniany w punktach.
Ustalona przed egzaminem liczba dostepnych miejsc jest rowna 230. Przyjeci zostang
ci kandydaci, ktérzy zmiescili sie w grupie 230 0s6b z najlepiej zdanym egzaminem.
Dla kazdego zdajacego najwazniejsza zatem bedzie pozycja na liScie uporzadkowa-
nych wynikéw, a nie liczba punktéw uzyskanych z egzaminu.

Przyklady 2 i 3 dotyczg ustalenia miejsca interesujacej nas liczby w szeregu liczb upo-
rzagdkowanych wedtug wielkosci. W badaniu statystycznym uzywa sie do tego celu
centyli.

p-tym centylem w zbiorze liczb nazywamy takg warto$¢ k, ze p% liczb z tego
zbioru jest mniejszych lub rownych k.

Zdanie ,,Na egzaminie wstepnym Piotr znalazl si¢ na trzydziestym centylu” oznacza
wiec, ze wyniki stabsze niz jego (lub identyczne) uzyskato 30% zdajacych. Pozostala
grupa, czyli 70% zdajacych, otrzymata wyniki lepsze od wyniku Piotra.

Przyktad zad. 8.1
y o Zasada wyznaczania poszczegolnych — ((+)

Jezeli w Klasie Jasia (przyktad 2) klasowke centyli podana w tym podreczniku nie jest
napisalo 32 uczniéw i 30 uzyskalo oceny jedyna. W réznych podrecznikach mozna
nizsze niz on (lub takie same), to wynik znalez¢ inne sposoby ich znajdowania,

wyznaczane warto$ci moga sie wiec

Jasia znajduje si¢ na 94. centylu, poniewaz . o
nieznacznie roznic.

liczba 30 stanowi 94% liczby 32.

Mediana

Do opisywania danych surowych praktycznie wykorzystuje si¢ tylko niektdre centyle.
Najwazniejszy wérdd nich jest 50. (nazywany mediang), czyli warto$¢, ponizej ktorej
znajduje sie potowa wynikow.

48.1. W tabeli przedstawiono wyniki sprawdzianu w klasie liczacej 30 uczniow.

Ocena 1 2 3 4 5 6

Liczba uczniow, ktorzy uzyskali te ocene 4 5 9 6 4 2

Na ktérym centylu znajduje sie wynik ucznia, ktéry dostat
a) dwojke? b) trojke? c) czworke? d) piatke? e) szostke?
Odp.:a) 30 b)60 ¢) 80 d)93 e) 100

8. Mediana, $rednia i dominanta
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48.3. Podaj takie trzy zestawy
dziesieciu liczb catkowitych, aby
we wszystkich mediana byta
réwna 6, ale kazdy z nich mial inng
warto$¢ najmniejsza i inng wartos¢
najwieksza.

Odp.: np.:

{0,1,2,2,4,8,99,09, 11},
{1,1,3,3,5,7,7,7, 8, 12},
3,3, 4,4, 6,6,9,9, 10, 15}

Uwagi metodyczne

W statystyce opisowej stosuje si¢

tzw. diagramy pudelkowe. Dlatego

podajemy krotkie rozszerzenie

tematu.

Centylami waznymi i czesto

uzywanymi do opisu danych

sg jeszcze centyl 25., nazywany

kwartylem dolnym, oraz

centyl 75., nazywany kwartylem

gornym.

Zauwazmy, ze w uporzagdkowanym

rosnaco szeregu danych:

® mediana dzieli zbiér danych na
polowy,

® 25. centyl dzieli na polowe grupe
danych z lewej strony mediany,

® 75. centyl dzieli na polowe grupe
danych z prawej strony mediany.

Inaczej méwiac, kwartyl dolny jest
mediana lewej potowy danych,

a kwartyl gérny - mediang prawej
potowy danych.

Wiynika stad prosty sposob
wyznaczania obydwu kwartyli.

Na przyklad w szeregu (dane

z przyktadu 1 na s. 256):
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W uporzadkowanym rosngco szeregu liczb mediana nazywamy wyraz srodko-
wy (w szeregu o nieparzystej liczbie wyrazow) lub $rednig arytmetyczng dwoch
wyrazow srodkowych (w szeregu o parzystej liczbie wyrazow).

Mediana dzieli zatem uporzadkowany szereg da-
nych surowych w taki sposoéb, ze przed nig i za
nig jest tyle samo danych.

Mediana (wartos¢ $rodkowa) jest (+))
liczba, ktéra nie musi naleze¢ do
opisywanego zbioru danych.

Przykiad @

Marek kupit po jednej akeji jedenastu rdznych spotek gietdowych. Po roku okazato
sie, ze stopy zwrotu (w procentach) poszczegolnych akeji wyniosty: 10,2, 11, 7,6, 7,3,
13,1, -2,4, 3, -3,2, 4,5, 11,2, 8,2. Wyznaczymy mediane tych danych.

zad. 8.3

Rozwigzanie
Najpierw uporzadkujemy je od najmniejszej do najwiekszej:
-3,2, =24, 3, 4,5, 7,3, 7,6, 8,2, 10,2, 11, 11,2, 13,1
Mediang jest srodkowy (szésty) wynik, czyli liczba 7,6. Przed mediang mamy piec¢
danych: -3,2, -2,4, 3, 4,5, 7,3, za nig rowniez pie¢: 8,2, 10,2, 11, 11,2, 13,1.

Odp.: Mediana tego zestawu wynosi 7,6.

| - -

Przyktad i -
yktad @ S ey

Wynagrodzenia® (w z}) wszystkich pracownikéw
tirmy Szwaczka, ktére umieszczono na spisa-
nej alfabetycznie liscie plac, wynosza: 890, 3400,
1278, 2390, 980, 1500, 1500, 2600, 3400, 980,
1500, 4900. Wyznaczymy mediane tych danych.

Rozwigzanie
Porzadkujemy dane rosnaco:

890, 980, 980, 1278, 1500, 1500, 1500, 2390, 2600, 3400, 3400, 4900

W szeregu znajduje si¢ dwanascie wyrazéw, wiec mediang jest $rednia arytmetyczna

. . . .o . 1500 + 1500
$rodkowych wyrazéw (szdstego i siddmego) réwna 222 = 1500.

* Podane w przykladzie liczby nie maja odzwierciedlenia w rzeczywisto$ci. Dla poréwnania: najnizsza
placa krajowa - czyli najnizsze wynagrodzenie, ktore przystuguje kazdemu zatrudnionemu na peiny
etat pracownikowi — w 2019 r. wynosila 2250 zI brutto (co oznacza 1674 zl netto).

0001111122222222333333333444444444555[5/5555555566666666666777777777888888999

dolny kwartyl jest mediang 38 danych:

mediana = 5

0001111122222222333333333444444444555[5

zatem jest rowny 3 ($rednia arytmetyczna 18. i 19. wyrazu),

gorny kwartyl jest mediana 38 danych:

[55555555566666666666777777777888888999

wigc jest rowny 6 (Srednia arytmetyczna 56. i 57. wyrazu wyjsciowego szeregu).

Ostatecznie mamy:

0001111122222222333[333333444444444555[5]555555556666666666|6777777777888888999

dolny kwartyl = 3

mediana =5 gorny kwartyl = 6
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Przyktad @) < zad. 8.4 48.4. Patrzs. 266.
Lekarze pediatrzy kontroluja rozwdj dziecka miedzy innymi w ten sposéb, ze spraw-

dzajg jego wage i wzrost ze wzorcem umieszczonym na tzw. siatce centylowej. Ro-

dzice moga oczywiscie zaznacza¢ wyniki pomiaréw samodzielnie. Taka kontrola jest

wazna szczegOlnie w pierwszym roku zycia dziecka.

Siatka centylowa masy ciata chtopcow

lkal o7
12 j ?g 97
11 — —
10 //// — gg |
9 —— 10 90
8 = - /—"‘* 3 1
7 e e ]
5 & B A L+
|8
4 B | / /] 50
1 2 3 45 6 7 8 9 10 wiek [mies] /' /
63 — 25
58 //— 10
53 — 3
48
. / /
[<*)
3 ~ vabard 2
33 A /I 8
28 // /////// P
” // AN
~
" ez
==
13 é Z
8

12 3 45 6 7 8 9 10111213 14 15 16  wiek [lata]

Mediana (zaznaczona niebieska linig) zostala wyznaczona na podstawie badan staty-

stycznych przeprowadzonych w naszym kraju. Zauwazmy, ze na przyklad:

° 90% chlopcow w wieku 18 lat nie przekracza masy 82 kg,

° 25% chlopcow w wieku 10 lat wazy nie wiecej niz 30 kg,

° polowa niemowlat plci meskiej w dniu urodzenia wazy co najwyzej 4,6 kg, a po
ukonczeniu roku nie przekracza masy 10,5 kg,

 duze réznice (rozrzut) w masie ciata maja chtopcy w wieku 14,5 roku, a miano-
wicie: 10% z nich wazy co najwyzej 44 kg, 15% miesci sie¢ w przedziale 44-49 kg,
25% w przedziale 49-55 kg, 25% w przedziale 55-65 kg, 15% w przedziale 65-73 kg,
10% przekracza mase 73 kg.

W ten sposob dane surowe zostaly opisane za pomoca pieciu liczb: wartosci najmniejszej, dolnego kwartyla, mediany, géornego
kwartyla oraz wartosci najwiekszej. Liczby te umiescimy na osi, a nastepnie wykonamy rysunek przydatny do interpretacji, ktora
przedstawimy poézniej. Kwartyle faczymy prostokatem, w ktérym na wysokosci mediany stawiamy pionowa kreske; poziomymi
kreskami taczymy wartosci ekstremalne z kwartylami.

) [

0 3 5 6 9

1 ]

Otrzymany diagram pudetkowy czgsto nazywany jest pudetkiem z wasami.



Uwagi metodyczne

Jednym z najwazniejszych
parametrow opisujacych dane
zebrane w badaniu statystycznym
jest $rednia arytmetyczna. Zanim
zaczniemy ja stosowac, warto, aby
uczniowie samodzielnie powtorzyli
pojecie $redniej — wprowadzone
juz w szkole podstawowej. Srednia
arytmetyczna, podobnie jak jej
uogolnienie, czyli Srednia wazona,
ma interpretacje fizyczna ($rodek
ciezko$ci uktadu).

Centyle wskazuja polozenie
wybranych wartosci w zbiorze
danych. Mediana jest wskaznikiem
$rodka - centralnego polozenia
wynikow obserwacji. Oprocz niej
uzywane s powszechnie jeszcze
dwie inne miary — dominanta

i §rednia.

48.5. Wyznacz érednig
arytmetyczng danych surowych.
Wiynik zaokraglij do drugiego
miejsca po przecinku.

a) 1,8,7,3,4,2,9,7,1,3,2,6,3
b) 21, 32, 33, 45, 33, 17, 0, 21, 22,
17, 45, 48, 20, 51

Odp.:a) 4,31 b) 28,93
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Wyznaczenie mediany w zbiorze kilkunastu liczb nie jest czynnoscig skomplikowanga.
Badania statystyczne rzadko jednak przeprowadza sie na tak malo licznych prébach
(populacjach). Jezeli wynikéw obserwacji jest duzo, to oczywiscie ich porzadkowa-
niem i szukaniem mediany zajmuje si¢ odpowiedni program komputerowy.
Wréémy do danych z przyktadu 1. W uporzagdkowanym szeregu 75 liczb:

0001111122222222333333333444444444555555555555
66666666666777777777888888999

wyznaczamy 38. wyraz, czyli mediane. Jest ona réwna 5.

Srednia

W statystyce zamiast ,,§rednia arytmetyczna” méwimy krétko - $rednia. Srednig wy-
nikéw obserwacji jest ich suma podzielona przez liczbe wszystkich wynikéw. Srednig
w prébie oznaczamy X.

Jezeli wyrazy szeregu x;, x5, ..., X,, sa wszystkimi wynikami obserwacji, to ich

$rednia jest rowna:
gl Xttt
n

Przyktad ©

Obliczymy $rednia (z dokladnoscig do drugiego miejsca po przecinku) w przedsta-
wionym zestawie danych.

zad. 8.5

Rozwigzanie

a) 2,2,4,4,4,9,11,12,15,15

2:2+3-4+9+11+12+2-15 78
10 10

X = 7,8

Odp.: X =78

b) 890, 980, 980, 1278, 1500, 1500, 1500, 2390, 2600, 3400, 3400, 4900
890 +2- 980 + 1278 + 3 - 1500 + 2390 + 2600 + 2 - 3400 + 4900 _ 25318
12 B

X = =~ 2109,83

Odp.: x = 2109,83

c) 23,43,73,102, 165, 229, 332, 345, 372, 556

%= 23 +43 +73 +102 + 165 + 229 + 332 + 345 + 372 + 556 — 904
= o =

Odp.: X = 224
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d) 2,2,2,2,5,6,7,11,12,12,12,12,13,17,17, 19
4-2+5+6+7+11+4-12+13+2-17+19

X = ~ 9,44
16
Odp.: X = 9,44
Dominanta

Do opisu zestawu danych liczbowych stuzy réwniez miara zwana dominanta.

Dominanta (moda, warto$cia modalna) w zestawie danych jest ta warto$¢, kto-
ra wystepuje w nim najczesciej, ale wiecej niz raz.

Przyktad o zad. 8.7 48.7. Miesieczna $rednia

. . . temperatura powietrza od stycznia
Wskazemy dominante w przedstawionym Uporzadkowany szereg danych moze (1) do gI;u dnia wazymie (zaokrzglona
zestawie danych. giiee lr:iec' dominanty, moze tez mie¢ ich do 1°) wynosi w kolejnych

Rozwigzanie miesigcach: 7°C, 8°C, 11°C,
a) 2,2,4,4,4,9,11,12, 15, 15 14°C, 18°C, 22°C, 25°C, 25°C,

. . . 22°C, 17°C, 12°C, 9°C
Dominanta jest rowna 4. . . ]
Wskaz dominante i wyznacz

b) 890, 980, 980, 1278, 1500, 1500, 1500, 2390, 2600, 3400, 3400, 4900 mediane tych danych.
Dominanta jest réwna 1500. Odp.: dominanty: 22°C i 25°C,
) 23,43,73,102, 165, 229, 332, 345, 372, 556 mediana: 15,5°C

Ten zestaw danych nie ma dominanty - kazdy wynik wystepuje tylko raz.

d) 2,2,2,2,5,6,7,11,12,12,12,12,13,17,17, 19
Dominantami tego zestawu s liczby 2 oraz 12.

Przyktad () « zad. 88

Spéjrzmy na uporzadkowane wyniki egzaminu 75 studentéw trzeciego roku BIWU
nas. 260.

Mediana danych jest rowna 5.

Teraz zgrupujemy wyniki tak, jak czyni to najczesciej kazdy egzaminator - zliczymy
poszczegdlne oceny.

Liczba punktéw @ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Liczba wynikéw | 3 5 8 9 9 12 | 11 9 6 3

Dominantg tego zestawu jest réwniez 5.

48.8. Zapisz dane surowe w szeregu uporzadkowanym, wyznacz ich mediane, dominante

i $rednia. Wyniki zaokraglij do calosci.

a) Liczby punktow uzyskanych ze sprawdzianu w klasie 3 przez poszczegélnych uczniow:
14,17,12,11, 8, 5, 16, 11, 13, 14,17, 12,7, 8, 14, 11, 12, 10, 15, 11, 13, 9, 14, 11, 7, 18, 15.

b) Liczby batonéw sprzedanych dziennie w sklepiku szkolnym w ciggu miesiaca:

18, 14, 20, 11, 5, 66, 18, 11, 4, 3, 19, 21, 20, 15, 2, 1, 0, 12, 12, 20, 5, 9, 7, 50, 8.

¢) Miesieczne opady w mm od stycznia do grudnia w Lowiczu:

30, 24, 30, 44, 52, 62, 85, 72, 45, 35, 33, 35.

d) Masa w gramach losowo wybranych z koszyka jajek kurzych:

41, 39, 42, 47, 36, 29, 52, 44, 42, 43, 40, 42, 41.

e) Liczby ksiazek wypozyczonych w ciggu roku szkolnego przez poszczegélnych uczniow:
25, 4,107, 21, 23,46, 17, 4, 0, 29, 34.

Odp.: a) mediana: 12, dominanta: 11, rednia: 12 b) mediana: 12, dominanta: 20, $rednia: 15
c) mediana: 40, dominanty: 30 i 35, srednia: 46  d) mediana: 42, dominanta: 42, rednia: 41
e) mediana: 23, dominanta: 4, Srednia: 28
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Srednia ocen:
— 0-3+1:-5+42-8+3-944:9+5-12+6-11+7-94+8:6+9-3
X = - = 4,64

J

Zilustrujmy teraz dwa z oméwionych zestawdw danych. Na poziomej osi x zazna-
czymy wartosci otrzymanych wynikéw, a powyzej narysujemy tyle kropek, ile bylo
tych wynikéw.

Przykiad ()
a) Zestaw 2,2,4,4,4,9,11, 12, 15, 15 mozemy przedstawi¢ graficznie:
2 4 9 11 12 15 X

Zauwazmy, ze mediana dla tej proby jest réwna 6,5. Srednig réwng 7,8 wyznaczylismy
w przykladzie 8a, a dominante réwng 4 - w przyktadzie 9a.

Zaznaczmy te wielkosci na rysunku.

L]
| A 9 1w 15 x
6,5 7.8

b
=hl-eoee

b) Dla zestawu z przykladu 10 mamy $rednig réwng 4,64 i dominante oraz mediane
rowne 5.

o feee

—1-00000

o eoeeoeeeee
wieooeoeoeoeeee
1000000000

T 000000000000
O oo

A

4,64
J

Srednia wynikéw ma interpretacje fizyczna. Jezeli przyjmiemy, ze zamiast rysowa-
nych kéteczek mamy kulki o identycznej masie utozone na osi w odpowiednich punk-
tach jedna nad drugg, to $rednia wskazuje $rodek ciezkosci calego ukladu. Inaczej
modwigc, wyznacza ona taki punkt na osi, w ktérym masy kulek po obydwu jego stro-
nach zréwnowazg sie. Jezeli podeprzemy w tym punkcie 0§, to zadna z jej stron nie
przewazy drugie;j.



Przyktad @

Na rysunku zaprezentowane sg dane surowe pewnej obserwacji. Wyznaczymy na je-
go podstawie §rednia, dominante i mediane.

Szereg uporzadkowany dla narysowanego ((( )))
zestawu danych to: 0,1, 1,2,2,2,3,3,3,3,
4,4,4,4,4,5,5,5,5,6,6,6,7,7,8.

—1®
ol eee
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N eee
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0
Rozwiagzanie

Od razu mozemy wskaza¢ dominante — najczesciej pojawia sie wynik 4.

Na podstawie tego rysunku tatwo réowniez wyznaczy¢ mediane - tyle samo kropek
jest po lewej i po prawej stronie liczby 4.

Srodek ciezkosci calego ukladu jest rowniez w punkcie 4. Aby to sprawdzi¢, oblicza-
my $rednia:

1-0+2-1+3-2+4-3+5-4+4-5+3-6+2-7+1-8 100 _

25 T 25

E =
Odp.: érednia = dominanta = mediana = 4

Srednia wazona

Srednig arytmetyczng czasem wygodnie jest zastapi¢ innym parametrem charaktery-
zujacym dane surowe. Zanim go wprowadzimy, przeanalizujmy przyklad.

Przyktad (F)

Marzeniem wszystkich ucznidéw i nauczycieli jest opracowanie sprawiedliwego i jed-
noznacznego systemu oceniania, zwlaszcza w wypadku wystawiania ocen seme-
stralnych. Najczesciej (cho¢ nie zawsze) $rednia arytmetyczna nie jest dobrym po-
myslem - ocena z klaséwki to nie to samo, co ocena na przyklad za prace do-
mowg. Pani Pidrnik przyjeta nastepujaca zasade: oceny z pracy klasowej mnozyla
przez 5, z odpowiedzi ustnej przez 3, z kartkowki przez 2, pozostale oceny przez L.
Inaczej moéwigc, ocena z pracy klasowej byla liczona pie-
ciokrotnie, z odpowiedzi - trzykrotnie itd. Zatem do
»$redniej” musiata uwzgledni¢ odpowiednio wiecej ocen.

Izydor Muszka otrzymal w semestrze z prac klasowych

oceny: 4, 3, 5, 3; z odpowiedzi ustnych: 4, 5; z kartkdwek:

1, 5. Zgodnie z przyjeta zasada ,,Srednia” ocen Izydora jest
wiec rowna:

5-(4+3+5+3)+3-(4+5+2-(1+5) _ 114

4-5+2:3+2-2 E

Pani Piérnik postawila Izydorowi na semestr czwdrke.

=38

8. Mediana, $rednia i dominanta

Uwagi metodyczne

Rozklad wynikéw zaprezentowany
na rysunku jest symetryczny.
Symetryczny jest rowniez diagram
pudetkowy dla tych danych:

Yy

Uwagi metodyczne

W statystyce opisowej korzysta
sie rowniez ze Sredniej wazonej
oraz $redniej geometryczne;.

W podreczniku wprowadzamy
pierwsze z tych poje¢, natomiast
nie uzywamy (wprowadzonego
zreszta na lekcjach geometrii)
drugiego — dosy¢ trudno

o pokazanie tu praktycznego
zastosowania.

263 I



48.13. Dane sg wyniki

X1> X5, ..., X, 1ich wagi

a, a,, ..., a,. Oblicz $rednig
wazong wynikow.

a)

x| 2| 1] 3
a; 3 5 4
D0 2101 ]2
| 1|3 |5|7/|09
Nl 3] a]s5]s
a; | 030204 01
D] 245
a | 1|11

Odp.:a)% b)‘g1 043 d)4

Uwagi metodyczne

W podreczniku dla klasy drugiej
wprowadziliSmy pojecie Sredniej
geometrycznej dwdch liczb

(s. 204). Przypomnijmy, Ze jezeli
p 19 sa liczbami nieujemnymi, to
ich $rednia geometryczng jest
liczba +/pq. Pojecie to mozna
uogodlni¢ na n nieujemnych liczb.
Srednig geometryczna n (n > 1)
nieujemnych liczb x;, x,, ..., x
jestliczba /x; X, ... X,

n

Miedzy srednig geometryczng
a $rednig arytmetyczng zachodzi
nastepujaca zaleznos¢: dla n

nieujemnych liczb x, x,, ..., x,
Xy +x+ ...+ x
TR ZENNEE S

n

Srednia geometryczna jest
czasem lepszym przyblizeniem
przecietnego wyniku niz srednia
arytmetyczna. Dotyczy to
wielkosci otrzymywanych

w wyniku mnozenia, jak np.
$rednie oprocentowanie kapitatu.
Najczesciej jest wiec uzywana

w statystyce finansowej.
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Jezeli wynikom x,, x,, ..
a,+a,+...+a, >0, to $rednia wazona tych wynikéw jest liczba:

A x|+ a%, + ... +a,x,
v =

., X, nadane sg nieujemne wagi a,, a,, ..., a,, takie, ze

a +a,+...+a,

Przyktad ) < zad. 8.13

Warto$¢ oczekiwana gry losowej (1))
jest $rednig wazona z przyjmo-
wanych wartosci x,, X5, ..., X,

zZ wagami py, Py, .-.s Py-

Obliczymy $rednia wazong nastepujacych wyni-
kéw pomiaru: 10,11, 5, 4, 12 z podanymi wagami.

Rozwiazanie
a) Zwagami odpowiednio 2, 1, 3, 1, 1:
- _210+11+3.5+4+12 62

w 27,75
2+1+3+1+1 8

b) Z wagami odpowiednio 0,1, 0,2, 0,3, 0,2, 0,2:
_ 0,1-10+0,2-11+0,3-5+0,2-4+0,2-12 7,9
X, = =22=79
0,1+0,2+0,3+0,2+0,2

b) X, = 7,9

Odp.:a) X, =775

Zauwazmy, ze: ((( )))
® jezeli wszystkie wagi sa rowne, to $rednia wazona jest rdwna $redniej arytmetycznej,
® jezeli wszystkie wyniki sa réwne, to, niezaleznie od przyjetych wag, ich $rednia wazona jest
taka sama (réwna kazdemu wynikowi),
® $rednia wazona wyznacza srodek ci¢zkosci uktadu ,,kul” o réznych masach.

Przyktad (B

Dwa izotopy miedzi majg masy atomowe 63 i 65. Wyznaczymy mas¢ atomowg miedzi
otrzymanej w sposob naturalny, jezeli wiadomo, ze skfada si¢ ona z obu izotopow
w stosunku odpowiednio 7 : 3.

zad. 8.14

Rozwigzanie

Szukana wielkos¢ jest srednig wazong liczb 63 i 65 z wagami 7 oraz 3.

— 7-63+3-65

X,=——"—
7+3

Odp.: 63,6

=63,6

48.14. Lukasz musi wybra¢ liccum. Aby ulatwi¢ sobie podjecie decyzji, wybrat cztery
kryteria i przypisal im wagi. Nastepnie zdobyl informacje o liceach i ocenit te kryteria

w skali od 0 do 10 (im wiecej punktéw, tym lepsza ocena). Wyniki zebrat w ponizszej tabeli.
Ktore liceum powinien wybra¢ Lukasz?

Wyniki Latwosé Oferta nauki Opinia uczniéw
matury dojazdu | jezykéw obcych | klas starszych
waga 0,4 waga 0,3 waga 0,2 waga 0,1
1LO 6 3 4 8
IILO 3 5 2 7
Il LO 5 7 3 9

Odp.: I LO




Przyktad @ zad. 8.18
Wyznaczymy takie wagimi p, aby srednia wazona liczby 7 z waga m iliczby 4 z waga p

a) bylardéwna 5. b) byla réwna 5, a suma wag m i n wynosita 1.
Rozwigzanie

7 4
a) Zgodnie z definicja: m >0, p=>0, m+p>0 i %P‘D =5.

Réwnanie mozemy przeksztalci¢ do postaci p = 2m.
Rozwigzaniem zadania jest kazda para liczb m, p spelniajaca uklad warunkow:

p>0
m>0
p=2m
m=1 {m=3 m=

=2’ =6’
p P oo

Takich par liczb jest nieskoniczenie wiele, np.: {

[S N GEES)

Odp.: Rozwigzaniem jest kazda para liczb m, p spelniajaca uklad warunkéw: p > 0
im>01ip=2m.

b) Szukamy rozwigzania uktadu warunkow:

p>0
m>0
p=2m
ptm=1 "= %
Rozwigzaniem tego ukladu warunkéw jest jedna para liczb: 5
p=z
3

Odp.:m = ,pz%

8.1. W tabeli przedstawiono wyniki sprawdzianu w klasie liczacej 30 uczniow.

[SSR

Ocena 1 2 3 4 5 6

Liczba uczniéw, ktérzy uzyskali te ocene 4 5 9 6 4 2

Na ktérym centylu znajduje sie wynik ucznia, ktéry dostat
a) dwojke? b) trojke? c) czworke? d) pigtke? e) szostke?

8.2. Marta dostala na polrocze czworke z matematyki. Znajduje sie z tym wynikiem
na 84. centylu w klasie liczacej 25 0s6b. Jej kolezanka Zuzia otrzymata trojke i znalazta
sie na 64. centylu. Ile czwérek bylo w tej klasie?
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48.18. Srednia wazona liczby 15

z waga m i liczby 33 z waga n jest
réwna 21.

a) Podaj przyklad takich wagmin.
b) Jaka zaleznos¢ spetniaja
wielkosci m i n?

Odp.:a) np.n=2, m=4

b) m =2n

Odpowiedzi i rozwigzania

8.1.a) 30 b)60 c¢) 80
d) 93 e) 100

8.2. pigc
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8.3. np.: 8.3. Podaj takie trzy zestawy dziesieciu liczb catkowitych, aby we wszystkich me-
{0,1,2,2,4,8,9,9,9, 11}, diana byla réwna 6, ale kazdy z nich miat inng warto$¢ najmniejszg i inng wartos¢
{1,1,3,3,57,7,7,8 12}, najwicksza.

3,3,4,4,6,6,9,9, 10, 15}

8.4. P, F,P,P 8.4. W 2019 r. egzamin maturalny z matematyki na poziomie podstawowym zda-

walo 250489 os6b. Ponizej przedstawiona jest tabela zawierajaca rozklad wynikow

tego egzaminu w poszczegélnych centylach.

Na jej podstawie ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

A. Wynik nie wyzszy od 10% uzyskato 2% zdajacych.

B. Wynik nizszy od 30% uzyskalo mniej niz 30 000 zdajacych.

C. Liczba osob, ktore uzyskaty wynik wyzszy od 50%, przekracza 150 000.

D. Liczba o0séb, ktore uzyskaly wynik nizszy niz 20%, jest mniejsza od liczby oséb,
ktore uzyskaly wynik wyzszy od 90%.

Matematyka — poziom podstawowy

wynik wartosé wynik wartosé wynik wartosé
procentowy | centyla | procentowy | centyla | procentowy centyla

0 1 34 21 68 64
2 1 36 23 70 66
4 1 38 26 72 69
[§ 1 40 28 74 71
8 1 42 30 76 74
10 2 44 33 78 76
12 3 46 35 80 78
14 4 48 38 82 80
16 5 50 40 84 82
18 7 52 43 86 85
20 8 54 45 88 87
22 10 56 48 90 89
24 12 58 51 92 91
26 13 60 53 94 93
28 15 62 56 96 96
30 17 64 58 98 98

32 19 66 61 100 100
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8.5. Wyznacz $rednig arytmetyczng danych surowych. Wynik zaokraglij do drugie- 8.5. a) 431 b) 28,93
go miejsca po przecinku.

a) 1,8,7,3,4,2,9,7,1,3,2,6,3

b) 21,32, 33,45, 33,17,0, 21, 22, 17, 45, 48, 20, 51
8.6. Oblicz srednig liczbe biletéw sprzedanych 8.6. 224
w kolejnych dniach na seans filmowy w kinie:

43,102, 372, 229, 332, 556, 345, 23, 73, 165

8.7. Miesieczna $rednia temperatura powietrza
od stycznia do grudnia w Rzymie (zaokraglona
do 1°) wynosi w kolejnych miesigcach:

7°C, 8°C, 11°C, 14°C, 18°C, 22°C,

25°C, 25°C, 22°C, 17°C, 12°C, 9°C
Wskaz dominante i wyznacz mediane tych da-
nych.

8.7. dominanty: 22°C i 25°C,
mediana: 15,5°C

8.8. Zapisz dane surowe w szeregu uporzadkowanym, wyznacz ich mediane, domi- 8.8. a) mediana: 12, dominanta: 11,
nante i §rednig. Wyniki zaokraglij do calo$ci. $rednia: 12
a) Liczby punktéw uzyskanych ze sprawdzianu w klasie 3 przez poszczegdlnych ls,)r)eg:ﬁjliga: 12, dominanta: 20,
uczniow: 14,17,12,11, 8,5, 16,11, 13, 14,17, 12,7, 8, 14, 11, 12, 10, 15, 11, 13, 9, ¢) mediana: 40, dominanty: 30 i 35,
14,11, 7,18, 15. $rednia: 46
b) Liczby batonow sprzedanych dziennie w sklepiku szkolnym w ciggu miesigca: d) mediana: 42, dominanta: 42,
18, 14, 20, 11, 5, 66, 18, 11, 4, 3, 19, 21, 20, 15, 2, 1, 0, 12, 12, 20, 5, 9, 7, 50, 8. Srednia: 41
.. . . . e) mediana: 23, dominanta: 4,
¢) Miesieczne opady w mm od stycznia do grudnia w Lowiczu: 30, 24, 30, 44, 52, 62, ¢rednia: 28
85,72, 45, 35, 33, 35.
d) Masa w gramach losowo wybranych z koszyka jajek kurzych: 41, 39, 42, 47, 36,
29,52, 44, 42, 43, 40, 42, 41.
e) Liczby ksiazek wypozyczonych w ciggu roku szkolnego przez poszczegdlnych
uczniow: 25, 4, 107, 21, 23, 46, 17, 4, 0, 29, 34.
8.9. Krzy$ chciat zwazy¢ jednoczesnie cztery szczeniaki na domowej wadze. Uda- 8.9. 2,05 kg

to mu sie zwazy¢ trzy, bo suczka Sinuska uciekta. Srednia masa trzech zwazonych
szczeniat wyniosta 2,1 kg. Sinuske postawiono na wage oddzielnie. Wazyla 1,9 kg. Ile
$rednio wazy jeden szczeniak?



8.10. a) érednia: 8, mediana: 7,
dominanta: 5

b) $rednia: 5, mediana: 5,
dominanty: 517

¢) $rednia: 17, mediana: 17,
dominanta: 12

8.11. a) w piatki
b) Najwiecej zarobila na pierogach
ruskich. Zysk bylby wiekszy.

8.12. Dyskoteka ma trwac

do godz. 21%, bufet bedzie
czynny 2,5 h.
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8.10. Pani Gertruda prowadzi bar Uszko, w ktérym daniem gléwnym s3 pierogi.
Przez trzy tygodnie pani Gertruda skrupulatnie notowata liczbe oraz rodzaj wyda-
wanych porcji pierogéw. W tabeli zanotowane sg zebrane przez nig dane (R oznacza
pierogi ruskie, M - pierogi z migsem, G - pierogi z kapustg i grzybami).

1. 1 2. 3. 4. 5. 8.19.(10.{11.{12.|13.{14.|15.|16.|17.|18.|19.|20.|21.
R| 8 |5/10 6 |13
M 7|10 5|3

G 4,2 75 10

2 7131275327576 -,3|5

NSRS, BT, B )

9

71610 6|16, 4|5 8|7 11|5 14 7 4
3
3

o | | N

5/10/9 1]2 5| -13]9 7|1 6

Wyznacz $rednig, mediane i dominante w zestawie liczb
a) sprzedanych dziennie porcji pierogéw ruskich.

b) sprzedanych dziennie porcji pierogdéw z miesem.

c) wszystkich sprzedanych dziennie porcji pierogdw.
Wiyniki zaokraglij do calosci.

8.11. Skorzystaj z danych dotyczacych sprzedazy pierogéw w barze Uszko z po-

przedniego zadania.

a) Pani Gertruda swoje obserwacje zapisywala w kolejne dni, zaczynajac od ponie-
dziatku. W jaki dzien tygodnia ma najwiecej chetnych na swoje danie gtéwne?

b) Cena hurtowa porcji pierogow, ktore kupuje pani Gertruda, wynosi: R - 3 zl,
M - 5z1, G - 4 zI, natomiast w Uszku klient placi odpowiednio: 5,50 zl, 7 zt
i 6 zk. Na ktérym rodzaju pierogéw pani Gertruda zarobita najwiecej? Czy zysk
pani Gertrudy bylby wiekszy czy mniejszy, gdyby kazdy rodzaj pierogéw koszto-
wal w Uszku 6,50 zt za porcje (zakladamy sprzedaz na takim samym poziomie)?

8.12. Dwie klasy trzecie planujg wspolng dyskoteke. Wszyscy chetni maja przyjs¢
o godzinie 18. Trzeba ustali¢, do ktdrej godziny ma trwa¢ dyskoteka i jak dlugo powi-
nien by¢ czynny bufet. Uczniowie przeprowadzili pomiedzy sobg ankiete z pytaniem
»1le godzin zamierzasz zosta¢ na dyskotece?”. Odpowiedzi zebrano w nastepujacej
tabeli:

Czas (w godz.) 1 1,5 2 25| 3 35 4 |45 5 6
Liczba uczniéw = 2 1 6 4 12 | 4 8 1 2 1
Postanowiono, ze dyskoteka zakonczy sie, gdy w szkole pozostanie nie wiecej niz 50%

liczby uczestnikow. Natomiast bufet bedzie otwarty, dopdki bedzie co najmniej 75%
uczniéow. Do ktérej godziny ma trwac dyskoteka i jak diugo bedzie czynny bufet?



8.13. Dane sg wyniki x;, x5, ..

wynikow.

3) 213
3 5 4

b) -2 /=110 1 2
1 3 5 7 9

8.14. Lukasz musi wybra¢ liceum. Aby ulatwi¢ sobie podjecie decyzji, wybrat cztery
kryteria i przypisal im wagi. Nastepnie zdobyl informacje o liceach i ocenit te kryteria
w skali od 0 do 10 (im wiecej punktéw, tym lepsza ocena). Wyniki zebral w ponizszej

. X, 1ich wagia;, a,, ..

., a,. Oblicz $rednig wazona

DNl s als s
a 0302 04 01
Diel 246
a 11 |1

tabeli. Ktore liceum powinien wybra¢ Lukasz?

8.15. Srednia wazona liczby 4 z wagg 2 i liczby 8 z waga x jest rowna 7. Wyznacz x.

8.16. Srednia wazona podanego zestawu danych i ich wag wynosi X, = 14,3.

Wyniki tatwosé Oferta nauki Opinia uczniéw
matury dojazdu | jezykéw obcych | klas starszych
waga 0,4 waga 0,3 waga 0,2 waga 0,1
ILO 6 3 4 8
IILO 3 5 2 7
Il LO 5 7 3 9

Oblicz brakujaca wage m.

8.17. Oblicz $rednig wazona swoich ocen z pierwszego semestru. Przyjmij jako wage

X 5

10 | 15 22‘

waga 2

3 m | 4 ‘

liczbe godzin danego przedmiotu w tygodniu.

8.18. Srednia wazona liczby 15 z waga m i liczby 33 z waga n jest réwna 21.

a) Podaj przyklad takich wag m in.
b) Jaka zalezno$¢ spetniajg wielkosci m i n?

8. Mediana, $rednia i dominanta
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8.13. a)% b)‘-S1 043 d)4

8.14. III LO

8.15. x =6

8.16. m=1

8.18. a)np.n=2, m=4
b) m =2n
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Prosto do matury
1. D

4. P,P,F

5. X = 3,94, dominanta: 1,5

6. mediana: 3, x = 2,97

7.3,3,9 13

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

1. Sredni wzrost dziesigciorga zawodnikéw druzyny jest rowny 184 cm. Jedenasty
zawodnik ma 195 cm wzrostu. Wskaz sredni wzrost jedenastu sportowcow.
A. 190 cm B. 188 cm C. 187 cm D. 185 cm

2. Srednia wazona liczby 7 z waga 3 i liczby 19 z wagg x jest réwna 17. Wskaz x.
A x=13 B. x =15 C.x=7 D.x =12

3. Do zestawu danych surowych: 2, 3, 3, 4, 6, 6, 8, 9, 11, 11, 11, 25 dopisano jedna
dang, taka ze mediana calego zestawu nie ulegta zmianie. Wskaz te dang.
A. 5 B. 7 C. 10 D. 12

4. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

W uporzadkowanym rosngco szeregu liczb calkowitych mediana
A. moze by¢ liczbg niecatkowita.

B. jest liczba wymierna.

C. moze by¢ liczba niewymierng.

5. Kolejni klienci kiosku robili zakupy za nastepujace kwoty (w zt): 2,40; 0,60; 7,20;
5; 4,20; 1,50; 2; 6,40; 1,50; 12,50; 1,50; 2,50. Wyznacz $rednig i dominante tych kwot.
Srednia podaj z doktadnoscig do drugiego miejsca po przecinku.

6. We wszystkich klasach trzecich pewnej szkoly przeprowadzono wspélny spraw-
dzian z matematyki. Liczbe poszczegdlnych ocen ze sprawdzianu przedstawiono
w tabeli.

Ocena 1 2 3 4 5 6
Liczbaocen 23 | 16 A 35 27 | 11 3

Wyznacz mediane i $rednig tych ocen. Srednig podaj z dokladnoscig do drugiego
miejsca po przecinku.

7. Wyznacz zestaw czterech danych, w ktérym mediana wynosi 6, dominanta jest
réwna 3, a $rednia 7.



9. Miary rozproszenia

Umiejetnosci:

e obliczanie odchylenia standardowego zestawu danych (takze w wypadku danych
odpowiednio pogrupowanych)

* interpretowanie parametrow opisowych dla danych empirycznych

Zastandwmy sie teraz, jakie wady i zalety maja omdwione wczeéniej parametry opi-
sujace dane surowe — mediana i §rednia.

Mediana dzieli uporzagdkowany szereg danych na pol. Jej wartos¢ zalezy od liczby
wszystkich wynikéw oraz od wartoéci wyrazu $rodkowego (dla nieparzystej liczby
wszystkich danych) lub wyrazéw srodkowych (dla parzystej liczby wszystkich da-
nych). Natomiast wartosci skrajne nie majg na nig wpltywu.

Przyktad @) « zad. 9.1

W zestawieniu zarobkéw pracownikéw firmy Szwaczka (zob. przyktad 6 na s. 258)
mediana jest rowna 1500. Z informacji tej wynika tylko tyle, ze np. zarobki ksiegowej
tej firmy wynoszace 3400 zt sytuuja sie w gornej potowie listy.
Przypomnijmy calq liste plac.
* 890, 980, 980, 1278, 1500, 1500, 1500, 2390, 2600, 3400, 3400, 4900

mediana: 1500

Jezeli ksiegowa dostanie podwyzke o 1000 zi, to warto$¢ mediany sie nie zmieni.

* 890, 980, 980, 1278, 1500, 1500, 1500, 2390, 2600, 3400, 4400, 4900
mediana: 1500

Jezeli prezes firmy, zarabiajacy 4900 z1I, dostanie pensje o 2000 zt wieksza, to mediana
rowniez sie nie zmieni.
* 890, 980, 980, 1278, 1500, 1500, 1500, 2390, 2600, 3400, 4400, 6900

mediana: 1500

Natomiast zmiana na liscie w sgsiedztwie mediany moze zmienic jej wartos¢.
Na przykltad w szeregu:

* 890, 980, 980, 1278, 1500, 1500, 1700, 2390, 2600, 3400, 4400, 6900
mediana jest réwna 1600.
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49.1. Kasia bawi sie kostka do
gry, rzucajac ja wiele razy. Wyniki
zapisuje w kolejnosci rzutow:
2,6,4,51,1,3,2,2,2,4,5,6,6,5,
1,3,4,5,2,1,3,5,6,4,3,5, 1,6, 2,
2,3,1,3,2,3,5,6,6,5,4,4,2,4, 3,
4,2,1

Narysuj diagram czestosci oraz
wyznacz mediane tych wynikow
iich dominante.

Odp.: mediana: 3, dominanta: 2

temat 4.3

Multitefa

e Zliczanie thumu

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 4.9

G Generator

testéw i sprawdzianéw
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Uwagi metodyczne

W przykladzie 1 (s. 271)
pokazujemy, jak zmiany

w danych wptywaja na zmiane
warto$ci mediany oraz srednie;j.
Podkreslmy, ze w badaniu
statystycznym najbardziej
watpliwe sg wszelkie skrajne
wyniki. Jezeli ich wielko$¢
znaczaco odbiega od reszty, to
nawet nadaje im si¢ nazwe
»samotnikéw”. Srednia uwzgledni
w sposdb znaczacy takie wyniki,
mediana - nie. Dobrg ilustracjg sa
listy z zarobkami, na ogot wlasnie
mediana znajduje si¢ na nich blizej
wiekszosci liczb.

Dominanta ma w zasadzie
zastosowanie minimalne. Uwaga
ta dotyczy zwlaszcza takich
zestawow danych, ktdre nie maja
dominanty istotnie ,,gérujace;j”
nad pozostatymi warto$ciami.
Moze si¢ bowiem zdarzy¢, ze
zmiana jednego wyniku catkowicie
zmieni dominante.

W zestawie: 2, 2, 3,4, 5,6,7,8,9
dominantg jest najmniejsza

z liczb, czyli 2. Jezeli zmienimy
jedng z dwdjek na dziewiatke
(otrzymamy zestaw: 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8,9, 9), to dominantg zostanie 9,
a wiec liczba najwieksza. Zaleta
dominanty moze by¢ to, ze

(w przeciwienstwie do $redniej)
musi by¢ liczba wystepujaca

w zestawie, np. jezeli badamy, ile
dni wolnych pracownicy firmy
biorg latem, to dominanta powie
nam o najbardziej typowej
dlugosci letniego urlopu.

Jedna z najczesciej naduzywanych
metod korzystania z wynikow
badan statystycznych jest
operowanie $rednig tam, gdzie
powinno sie uzywa¢ dominanty.
Z pewnoscia kazdy poda tu
odpowiednie przyktady ($rednia
podwyzka pensji nauczyciela,
$redni czas pracy itd.).

Dziat 4. Rachunek prawdopodobieristwa i statystyka

Poréwnajmy teraz $rednie dla powyzszych danych. W szeregu:
* 890, 980, 980, 1278, 1500, 1500, 1500, 2390, 2600, 3400, 3400, 4900
$rednia jest rowna 2109,83,

* 890, 980, 980, 1278, 1500, 1500, 1500, 2390, 2600, 3400, 4400, 4900
$rednia jest réwna 2193,17,

° 890, 980, 980, 1278, 1500, 1500, 1500, 2390, 2600, 3400, 4400, 6900
$rednia jest réwna 2359,83.

Zatem zmiana w szeregu danych nawet jednej wartoéci powoduje zmiane $rednie;.

Srednia - $rodek ciezkosci rozktadu danych - ma wiec istotng zalete. Reaguje na
zmiany kazdej warto$ci rozkladu. Poza tym wygodnie jest jg stosowa¢ w réznych ob-
liczeniach matematycznych. Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze to, co uwazamy za zalete
$redniej, w konkretnym przypadku jest wada. Dzieje sie tak na przyklad wtedy, gdy
w szeregu danych wystapi wynik nietypowy.

Przykiad @)

W drugim semestrze, do konca maja, Agata otrzymala z matematyki nastepujace
oceny:

4,4,4,5,5,5,6,6,6
Zauwazmy, ze mediana i §rednia tych wynikéw sg identyczne i wynosza 5. Agata
spodziewala si¢ na $wiadectwie pigtki z matematyki. Niestety, na poczatku czerwca
nie zrobita pracy domowej i ,zlapata” jedna ocene niedostateczng. Zatem jej wyniki
utworzyly szereg:

1,4,4,4,5,5,5,6,6,6
Mediana danych nadal jest réwna 5. Natomiast $rednia ocen spadia do 4,6.
W tym wypadku wydaje si¢, ze do wystawienia koficowej oceny lepiej postuzy¢ sie
mediang, traktujac jedng ocene niedostateczng jako wynik dla Agaty nietypowy.

J

Czestym bledem jest wyznaczanie $redniej dla populacji jako $redniej dla $rednich
jej podzbiorow.

Przykiad @)

Dwie rodziny wybraly si¢ wspdlnie na grzybobranie. Kazde z szdstki dzieci pierwszej
rodziny zebralo odpowiednio 10, 8, 7, 9, 8 i 6 grzybdéw. Czworo dzieci z drugiej ro-
dziny przyniosto odpowiednio 3, 7, 6, 4 grzybdw. Obliczymy $rednig liczbe grzybow
zebranych przez dziecko w kazdej z rodzin i $rednig liczbe grzybow zebranych przez
kazde z dzieci.



Rozwigzanie

Srednia liczba grzybéw znaleziona przez jedno dziecko w pierwszej rodzinie wynosi:

10+8+7+9+8+6 48 _

8
6 6
a w drugiej jest rowna:
3+7+6+4 20 _ 5
4 4
Srednia liczba grzybow zebranych przez jedno

48 +20
=6,8.
10

Zauwazmy, ze ta $rednia nie jest rowna $red-
niej dwéch wyznaczonych $rednich (ktéra

dziecko podczas tej wyprawy to

wynosi 8%5 =6,5).

Czesto zdarza sig, ze $rednia z wy- ((( )))

liczonych wczesniej $rednich klaso-
wych jest blednie nazywana $rednia
ocen w szkole.

J

Rézne parametry charakteryzujace probe wprowadzane sg po to, aby na ich podsta-

wie mozna bylo wyciagnaé poprawne wnioski o calej populacji. Zastanéwmy sie, jak

podanie mediany, dominanty i $redniej spelnia to zadanie.

Przyktad @)

Klasy 3a i 3b licza po 20 oséb. Biblioteka
szkolna zebrala dane o liczbie ksigzek przeczy-
tanych przez uczniéw obydwu klas we wrze-
$niu i pazdzierniku. Po podsumowaniu danych
i wykonaniu obliczen statystycznych okazalo sie,
ze parametry opisujace wyniki byly identyczne
dla obu klas. Liczba 4 byta zaréwno $rednig, me-
diang, jak i dominantg zestawu danych dotycza-
cych kazdej z klas.

Jakie zatem wnioski (wspolne dla obydwu klas)
mozna wyciagnag¢ na podstawie takich infor-
magji?

¢ Srednia jest réwna 4, czyli kazdy z uczniéw
przeczytal przecigtnie 4 ksigzki.

° Mediana jest rowna 4, zatem polowa uczniow
przeczytala co najwyzej 4 ksiazki oraz potowa
ucznidow przeczytala co najmniej 4 ksigzki.

* Dominanta jest rowna 4, czyli najwigksza licz-
ba uczniéw przeczytala w badanym okresie
4 ksigzki.
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Uwagi metodyczne
Proponujemy zwrdci¢ uwage

na przyklad 3, poniewaz btad
polegajacy na usrednianiu srednich
jest dosy¢ czesto popelniany.
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Uwagi metodyczne

Mediana i dominanta to
najprostsze miary tendencji
centralnych badanych wynikow.
W celu doktadniejszego opisu
danych definiowane sg miary ich
rozproszenia. Mamy tu analogie
do poje¢ wprowadzanych przy
zmiennej losowej (warto$¢
oczekiwana — wariancja —
odchylenie standardowe)

w rachunku prawdopodobienstwa.

Omowione cechy wygodnie jest
obserwowac¢ na diagramach
pudetkowych. Wykonajmy je, aby
zilustrowa¢ poziom czytelnictwa
w obydwu klasach z przyktadu 4
(s. 273).

Aby obliczy¢ kwartyle, wypiszmy
dane w postaci uporzadkowanych
roSN3co SZeregow.

Klasa 3a:
00112233444455667788

—L T

0 2 4 6 8

Klasa 3b:
22233334444445555666

A

Dziat 4. Rachunek prawdopodobieristwa i statystyka

Czy z powyzszych danych mozna wniosko-
wa(, ze uczniowie obydwu klas prezentuja
podobne grupy czytelnikéw? Niezupelnie -
mozna si¢ o tym przekonaé, poréwnujac
dane surowe, ktére byly nastepujace:

Podane rozklady nie wyczerpuja (@)
wszystkich mozliwo$ci dopasowania
danych surowych do informacji
podanych na poczatku przyktadu.

klasa 3a klasa 3b
L 2
L]
L 2 L 2 L 2 L 2
L] L] L] L] L] L]
e e T T T T liczba PRSP S R liczba
0123 456 7 8 ksigzek 23 456 ksigzek

W Kklasie 3a cztery osoby przeczytaly co najmniej 7 ksigzek, ale jednocze$nie dos¢
liczna jest grupa uczniéw nielubiacych czyta¢, wyniki sa rownomiernie rozproszone.
Natomiast w klasie 3b kazdy uczen przeczytal co najmniej 2 ksigzki, wszystkie wyniki
sg zgrupowane blisko $redniej, nie ma tu ,,maniakdéw” czytania.

Podanie $redniej, dominanty i mediany nie wystarcza zatem do opisania badanej po-
pulacji.

J

Wprowadzimy teraz parametry mierzace rozproszenie wynikow.

Jest wiele takich miar. Najprostsza jest rozstep w uporzadkowanym szeregu, czyli
odlegto$¢ miedzy danymi skrajnymi.

W wynikach klasy 3a rozstep jest réwny 8 — 0 = 8, a w wynikach klasy 3b:

6 —2 =4. Wada tej miary jest jej wrazliwo$¢ na pozycje skrajne. Jezeli pojawi sie
wynik nietypowy, to rozstep bedzie bardzo duzy i niewiele powie o skupieniu danych
wokot $redniej.

Dla rzeczywistych potrzeb wnioskowania statystycznego taka miara rozproszenia jest
za malo dokfadna i dlatego niezbyt przydatna. Wazniejsza jest informacja o przeciet-
nej odleglosci wynikéw od wartosci $redniej.

Przecietnym odchyleniem od $redniej X liczb x4, x,, ..., x,, jest wartos¢:

lx; =%+ |x, =% + ... + |x, — X|

n

Obydwa diagramy sa symetryczne, ale pudetko danych klasy 3a jest dtuzsze, a odlegtos¢
miedzy skrajnymi warto$ciami jest duzo wieksza niz w pudetku ilustrujagcym rozklad
danych klasy 3b. Jest to zgodne z obserwacja, ze wyniki pierwszej grupy sa rozproszone,

a drugiej - skupione wokot sredniej.

Poza rozstgpem, czyli odlegloscia migdzy koncami ,waséw”, istotng informacja opisujaca
rozklad danych jest wlasnie dlugos¢ pudetka. Jest to tzw. odstep miedzykwartylowy, czyli
réznica miedzy gornym a dolnym kwartylem. Wewnatrz pudelka miesci si¢ potowa danych,
wiec warto$¢ odstepu miedzykwartylowego dotyczy potowy otrzymanych wynikow.
Odstep miedzykwartylowy dla danych klasy 3a jest rowny 6 — 2 = 4, a dla klasy 3b:
5—3 =2, czylijest on istotnie mniejszy — polowa wszystkich danych grupuje sie¢ blizej
$redniej.



Przyktad e
Obliczymy przecietne odchylenie liczb 1, 4, 7, 8, 10 od ich $redniej x = 6.
Rozwiagzanie
Kolejne odleglosci sa rowne:
1-6/=5, 14—-6/=217-6/=1, [8—6|=2, [10-6| =4

. 5+42+1+2+4
Zatem odchylenie to % =28.

Odp.: Przecietne odchylenie liczb tego zestawu od ich $redniej wynosi 2,8. Y

Zauwazmy, ze suma nieujemnych liczb jest tym mniejsza, im mniejsze sg jej sktadniki
ina odwrdt - jezeli suma nieujemnych liczb jest mala, to jej sktadniki musza by¢ row-
niez male (zadne wyrazy nie mogg si¢ przeciez zredukowac). Zatem jezeli przecigtne
odchylenie od $redniej jest male, to dane sa zgrupowane blisko niej.

Wyrazanie wielko$ci za pomoca warto$ci bezwzglednej nie jest wygodne. Takie wzo-
ry nie daja si¢ na przyklad tatwo przeksztalcaé. Dlatego (chociaz nie jest to jedyny
powod) narzedziem mierzacym rozproszenie wynikéw, uzywanym w statystyce, jest
wielko$¢ wyrazona przez kwadraty odleglosci, tzw. wariancja.

Wariancja w zestawie wynikow x, x,, .. ., x,, nazywamy przecietne odchylenie
kwadratowe od wartosci $redniej X, czyli:

(%, = I)2 ’

+(x,-%) 4 ...+ (x, - %)

n

Przyktad @)

Obliczymy wariancje danych 2, 2, 4, 4, 4,5,5,5,5,6,6,6,7, 8, 8.

Rozwigzanie

Kolejno obliczamy:

* $rednig (z dokladnoscig do jednego miejsca po przecinku): x = 5,1

2:3,1+3-1,1°+4-0,1+3-0,9° + 1,9° +2-2,9° 4575
15 15

* wariancje: = 3,05

Odp.: Wariangcja jest réwna 3,05. y

Wariancja ma te sama wlasnos$¢ co przecigtne odchylenie, tzn. jest sumg nieujemnych
sktadnikéw, wiec jest mata tylko wtedy, gdy skladniki sag male. Jej wadg jest niewy-
godna, mierzona w kwadratach, jednostka. Wprowadzona zostata wiec jeszcze jedna
miara rozproszenia, tzw. odchylenie standardowe.
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Uwagi metodyczne

Przed zdefiniowaniem odchylenia
standardowego wprowadzamy
pojecie wariancji. Jej interpretacja
jako miary rozrzutu danych
(Srednie odchylenie kwadratowe
od warto$ci $redniej) ma podobny
charakter do odchylenia
standardowego.

Samodzielnie jednak wariancja
wystepuje rzadko, m.in. ze
wzgledu na jednostke mierzona
w kwadratach. Wariancja
postuzy nam tylko jako pojecie
pomocnicze, potrzebne do
wprowadzenia odchylenia
standardowego.

Najwazniejszym parametrem

jest odchylenie standardowe
wyrazane jako pierwiastek

z wariancji. Wygoda stosowania
odchylenia standardowego zamiast
przecietnego odchylenia bedzie dla
naszych uczniéw, niestety, co
najmniej watpliwa.

Nie przekonamy ich argumentem,
ze matematycy wolg miec¢

do czynienia z funkcjami
rézniczkowalnymi, a te wyrazane
za pomocg moduléw najczesciej
zalozenia rézniczkowalnos$ci

nie spelniajg. Bezposrednie
zastosowanie odchylenia
standardowego (przy rozktadzie
normalnym) uczniowie poznaja
dopiero na dalszym etapie

nauki statystyki — na studiach.
Najprosciej (i najuczciwiej) jest
ich o tym uprzedzi¢. W szkole
majg poznaé pewne narzedzie
statystyczne oraz zrozumiec jego
interpretacje. Natomiast istote

i wygode stosowania tego
narzedzia zauwaza pozniej.
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Odchyleniem standardowym w zestawie wynikéw obserwacji nazywamy pier-
wiastek kwadratowy z wariancji. Odchylenie standardowe oznaczamy o.

Zatem:

. \/ (e =%+ (xy = %)+ ... + (x, - %) o (sigma) jest matg litera (4

" alfabetu greckiego.

Zaletg odchylenia standardowego jest to, Ze wyraza sie je, podobnie jak przecigtne
odchylenie, w jednostkach liniowych, a nie kwadratowych. Nadal zachowana zostaje
podstawowa wlasno$¢ potrzebna do oszacowania rozproszenia — odchylenie stan-
dardowe jest male wtedy i tylko wtedy, gdy wyniki sg skupione blisko sredniej.

Ze wzgledu na zalezno$¢ miedzy wariancjg a odchyleniem standardowym przyjmuje

. 2. . . ..
S1€ O )ako OZnaczenie wariancjl.

Dla zestawu danych z przykladu 6 odchylenie standardowe jest rowne:

o=+305=175

Przyktad @ < zad.9.3

Powrdémy jeszcze raz do wynikow czytelnictwa w klasach 3a i 3b (zob. przyklad 4
nas. 273).

Obliczymy odchylenie przecietne i odchylenie standardowe dla obydwu rozkladow
wynikéw. Przypomnijmy, Ze $rednie wynikéw sa rowne 4 w kazdej z klas.

W klasie 3a (0,0, 1,1,2,2,3,3,4,4,4,4,5,5,6,6,7, 7, 8,8) mamy:
* odchylenie przecietne: % =2

* odchylenie standardowe:

o \/2(0 — 424 2(1 - 4%+ 2(2 = 4)*+ 2(3 = 4)*+ 2(5 — 4)*+ 2(6 — 4)*+ 2(7 — 4)*+ 2(8 — 4)?
20
o=6=245

Natomiast w klasie 3b (2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,4,4,5,5,5, 5, 6, 6, 6) mamy:
* odchylenie przecigtne: % =1
* odchylenie standardowe:

2 2 2 2
_ \/3(2—4) HAG -4 +45-9 136 B 56
20 5

49.3. Oblicz $rednig, wariancje i odchylenie standardowe nastepujacych danych
surowych. Wyniki zaokraglij do jednego miejsca po przecinku.

a) Masa (w gramach) losowo wybranych z koszyka jajek kurzych:

41, 39, 42, 47, 36, 29, 52, 44, 42, 43, 40, 42, 41

b) Liczby pacjentéw przychodni lekarskiej w wybranych dniach:

37,59, 24,113, 49, 83, 57, 57, 69, 17

¢) Rozmiary damskich ubran zakupionych w pewnym sklepie:

38, 40, 38, 42, 42, 42, 44, 50, 36, 38, 38, 46, 42, 42, 40, 44, 46, 42, 36, 40, 40

d) Liczby sprzedanych przez kwiaciarke tulipanéw w losowo wybranych dziesi¢ciu dniach:
112,108, 102, 115, 92, 111, 84, 98, 105, 93

Odp.:a) X =414, 6> =265, 0 =52 b) X =565, 0> =711,1, 0 = 26,7
x=412, 0> =116, 0 =34 d) X =102,0, 0> =91,6, 0 = 9,6



Wiyniki potwierdzaja wczesniejsze obserwacje dotyczace rodzaju czytelnictwa w oby-
dwu klasach. Ale zauwazmy, Ze obserwacje te zostaly poczynione po zaprezentowa-
niu danych surowych eksperymentu. Teraz moglibysmy wyciagna¢ podobne wnioski
bez znajomosci doktadnych wynikéw, a tylko majac do dyspozycji nastepujace liczby:
° w zestawie wynikow klasy 3a:

dominanta = mediana = $rednia = 4, odchylenie standardowe = 2,45,

° w zestawie wynikow klasy 3b:
dominanta = mediana = $rednia = 4, odchylenie standardowe = 1,26.

Przyktad 0

Obliczymy odchylenie standardowe wynikéw o rozkladzie zblizonym do rozktadu
wynikéw klasy 3b, ale skupionych blizej $redniej.
Rozwigzanie

W zestawie danych:

3,53535375375375375444444 : E
4,25 4,25 4,25 4,25 4,5 4,5 4,5 ? hd
7

ol eeee

4,25 4,5 wynik

$rednia wynosi 4, sze$¢ wynikéw jest oddalonych
od niej 0 0,5, osiem - 0 0,25.
Odchylenie standardowe tego zestawu rowna sie:

60,52 +8-0,25
;—O = 0,1 = 0,32

i jest duzo mniejsze niz w wypadku zestawu wynikéw klasy 3b.

Grupowanie danych

Pokazali$my wcze$niej przyktady grupowania danych w tabelach. Przypomnijmy ta-
bele wynikow egzaminu 75 studentéw BIWU:

Liczba punktéw 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Liczba wynikow 3 5 8 9 9 12 11 9 6 3

Na podstawie tak zaprezentowanych danych wyznaczali$my dominante i $rednig wy-
nikéw (mediane wskazujemy w uporzadkowanym szeregu). W tabeli mamy podana
informacje, jak czesto wystepuje kazdy z wynikéw i dlatego tak opracowane dane
noszg nazwe tabeli rozkladu czestosci.

9. Miary rozproszenia

Uwagi metodyczne

Na podstawie tabeli na dole strony
podrecznika uczniowskiego
mozemy odpowiedzie¢ np. na
pytanie ,,Jak czesto wsrod
liczby punktow wystapita
szostka?”. Odpowiedz ,,11 razy”
mowi niewiele. Wyczerpujaca
jest odpowiedz ,,11 razy na

75 zdajacych”. Istotna zatem
jest czestos¢ wzgledna wyniku.
Podajemy ja w postaci ulamka

zwyklego % albo ulamka

dziesietnego 0,15 (przyblizonego),
albo w postaci procentowej 15%.
Czestos¢ bezwzgledna to, inaczej
mowiac, liczebno$¢ wystepowania
danej w zestawie danych
surowych. Zauwazmy, ze pytanie
o czestos¢ wzgledna to nic
innego jak pytanie o to, jakim
procentem calosci jest interesujaca
nas wielko$¢. W omawianym
przyktadzie powiemy, ze szdstka
stanowi 15% wszystkich wynikow.
Whiosek: Suma wszystkich
czestosci wzglednych wyrazonych
w ulamkach jest réwna 1,

a wyrazonych w procentach jest
réwna 100%.

Wiyniki zapisane w postaci
ulamkow dziesietnych lub
procentéw na ogoét podajemy

w przyblizeniu, ale musimy te
operacje wykonac tak, aby
zachowaé powyzsza wlasnosé
czestosci.

Wyznaczmy czestosci wzgledne
wszystkich wynikow z tabeli.

Trzy ulamki dziesietne zostaly
zaokraglone — dwa zgodnie

z przyjeta reguly zaokraglania

(i ~ 0,11, LN 0,15), ajeden nie
75 75
(7—55 =~ 0,06), ale dzieki temu suma

wszystkich utamkéw réowna sie 1.

Liczba punktéow 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Liczba wynikéw 3 5 8 9 9 12 11 9
. . I o 2 2 L 2 (o0 3
Czestosé wzgledna 75 75 75 75 75 75 75 75 75 75
= 0,04 =~ 0,06 =~ 0,11 =0,12 =0,12 =0,16 =~ 0,15 =0,12 0,08 = 0,04
Czestosc wzgledna w % 4 6 11 12 12 16 15 12 8 4

Diagram czestosci wzglednej pokazujemy na nastepnej stronie.

277 I



Diagramy czestosci maja podobny
ksztalt, ale inne s3 jednostki na
pionowych osiach.

(=4
N
[\S)

—
o]

o o
i
S

Czgstos¢ wzgledna

0,10

0,06

0,02

0123456789
Liczba punktéw

Uwagi metodyczne

Diagram stupkowy narysowany

w przykladzie 9 ilustruje rozktad
czestosci. Ze wzgledu na
przydatnos¢ tego typu diagraméw
oraz ich cechy charakterystyczne
okresla sie je specjalng nazwa.
Histogramem nazywamy pionowy
diagram stupkowy, w ktérym pole
stupka reprezentuje czestos¢, z jaka
pojawily sie wyniki obserwacji
nalezace do klasy reprezentowanej
przez stupek. Sasiednie stupki maja
wspolne boki.

Interpretujac histogram

z przykladu 9 geometrycznie,
mozemy stwierdzi¢, ze jego pole
(czyli pole wszystkich stupkow
tacznie) jest rowne 20, a pole
stupka nad 4 jest rdwne 6, zatem
czesto$¢ wzgledna liczby 4 jest

, 6
rowna — = 0,3.
20

Jednostka pola w histogramie jest
prostokat o bokach réwnych
jednostkom osi. Czesto jednostki
te sg rézne i wowczas prostokat nie
jest kwadratem.

Zauwazmy, ze jezeli stupki maja
réwne podstawy, to dominantg jest
wielko$¢ reprezentowana przez
najwyzszy stupek diagramu (pole
takiego stupka jest wieksze od pola
kazdego z pozostalych).
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Czestym sposobem prezentowania danych zgrupowanych sg diagramy stupkowe,
wykonane na podstawie tabeli czestosci. Sg one doktadnym odwzorowaniem ,,punk-
towych” rysunkéw, co mozna zaobserwowac na ponizszych rysunkach.

—_
—_

Czesto$c

~

0123456789

Przyktad @) « zad. 9.5

0123456789

Na diagramie przedstawiono liczbe zniszczonych
w ostatnim sezonie krzesel we wszystkich kinach
sieci Sowa. Odczytamy z tego diagramu rézne in-

formacje.
Rozwigzanie

a) Ile kin liczy sie¢ Sowa?

Stupki diagramu podzielone zostaly poziomymi
kreskami - kazda kostka dotyczy jednego kina.

Zatem dane w diagramie sg nastepujace:

Liczba punktéow

Czestos¢

— N W R U1 Y

0123456

Liczba zniszczonych krzeset

0 zniszczonych krzesel — w jednym kinie, 1 zniszczone krzesto — w trzech kinach,
2 zniszczone krzesta — w dwoch kinach, 3 — w czterech kinach itd. Cata sie¢ sktada

sie z dwudziestu kin.

b) W ilu kinach ulegly zniszczeniu jakies krzesta?

W dziewietnastu.

c) Jaki jest rozstep liczby zniszczonych krzeset?

Najmniejsza liczba jest réwna 0, najwigksza 6, zatem rozstep jest rowny 6.

d) Jaka liczba dominuje?

4 (az w szesciu kinach zniszczone zostaly 4 krzesta)

e) W ilu kinach zniszczono co najmniej 5 krzesel?

W czterech.

49.5. Diagram przedstawia liczby punktéw zdoby-
te w turnieju przez poszczegdlnych zawodnikow.
Na jego podstawie odpowiedz na ponizsze pytania.
a) Ile osob uczestniczyto w zawodach?

b) Jaka najmniejsza i jaka najwieksza liczbe punktow
zdobyli zawodnicy?

¢) Ile wynosi dominanta liczby punktow?

d) Ilu zawodnikéw zdobyto co najmniej 9 punktow?

Czestosc

— N W ok U1 N

M

456 78 910111213

Liczba punktow

e) Ile srednio punktéw zdobyl w tym turnieju jeden zawodnik?

Odp.:a) 25 b) najmniejsza: 4, najwieksza: 13

8 d)13

e) 8,84
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f) Ilejest rowna mediana?

3,5 (w dwudziestu uporzagdkowanych danych surowych mediana jest $rednig aryt- Uwagi metodyczne
metyczng 10. i 11. wyniku) Uwaga, ze proba powinna by¢
reprezentatywna dla badanej

g) Ile jest réwna $rednia liczba zniszczonych krzesel? populacji (zapisana pod ramka

X = 0-1+1-3+42-2+3:444-6+5-3+6-1 =32 poniiej)jestbardzowaina)
20 ’ poniewaz dotyczy mozliwosci
h) Ile jest rowne odchylenie standardowe w tym zestawie danych? Tt Cec_h RO A Pl
na calg populagje.
2 2 2 2 2 2 2
5o \/(0 —3,2)%+ 3(1 - 3,2)%+ 2(2 — 3,2)%+ 4(3 — 3,2)2+ 6(4 — 3,2)*+ 3(5 — 3,2)’+ (6 — 3,2) Ten tekst wymaga jednak
20 dodatkowego komentarza.
o =157 I. Wkraczamy w tym momencie
Y, na teren wnioskowania
statystycznego, stad brak
Za pomocg wprowadzonych parametréw opisujemy dane surowe zebrane w wyniku rozwiniecia tematu (bedzie on
obserwacji proby jakiej$ populacji. Jezeli chcemy uogdlni¢ wyciagniete wnioski na rozwinigty dopiero w trakcie
cala populacje, to bardzo waznym warunkiem jest wtasciwy dobor proby - istotna dalszej nauki, na wyzszej uczelni).
jest np. jej liczebno$¢ i sposdb losowania. II. Nie definiujemy ,,préby

reprezentatywnej” — odwotujemy
sie do intuicyjnego rozumienia
tego pojecia (nauka o sposobach
wyboru takich préb zajmuje sie

Wyniki badar statystycznych prezentowane np. w gazetach powinny by¢ zaopatrzone w infor- (1))
magcje na temat rodzaju proby.

Czy Pan/Pani lub kto$ z najblizszej jednaz galezi statystyki). Podajemy
rodziny pracowat za granica? natomiast przyklad ztego doboru
( ) . »
100 — i - r proby (,Wstep do statystyki” -
e miesigcy trwata 3 3
80 ‘zagrar'liczna praca tej osoby? 1 miesiac = tekSt W ramece, s. 25 3’ opisujgcy
60 893 82,0 ’ 3 8 p 2 miesigce wigcej niz rok prognozg WynlkOW WybOrOW
40 ' ' 15 SmiEtrn Ml bl na stanowisko prezydenta USA
21 4-5 miesiecy ~ odmowa .
2 8 5 6:12 miesigoy  odpowiedz w 1936 r.) oraz prezentujemy tzw.
0 10 | B 1,0 warstwowa probe losowa, ktora
tak B nie wiem/ i 1z kl m inn e
ok nie wier ]CS‘/Z przyk ade ego Wbo u
odpowiedti proby niz zwykle losowanie
Badania daifa Pracownia Badad Spotecznych w Sopocie 24 i 25 stycznia 2004 1. na 1033-osobowej probie reprezentatywnej
s dorosl] udnodg Polt. (przyktad 10 na s. 280).

Dodajmy jeszcze, ze we
wnioskowaniu statystycznym

Préba powinna by¢ reprezentatywna dla badanej populacji. przy przejéciu (uogélnianiu) od

Jezeli ten warunek jest spelniony, to najczesciej cechy rozkladu wynikéw préby sa wariancji proby x;, X, ..., X,
réwniez cechami rozktadu calej populacji. Inaczej méwiac, parametry opisujace pro- wynikéw do wariancji calej
be sg dobrym przyblizeniem parametréw opisujgcych calg populacje. populacji doktadniejszym
przyblizeniem tej ostatniej jest
Pokazemy na koniec przyklad sposobu wyboru préby losowej innego niz typowe lo- liczba:
sowanie ze zbioru wszystkich elementow. o2 = (1 =%+ o+ (x, - %)
n-1

(jest to tzw. wariancja z proby)

\/(xl—x)2+ ot (x, - %)

Podobnie, lepszym przyblizeniem odchylenia standardowego calej populacji jest liczba: o =
odchylenie standardowe z préby)

(jest to tzw.

Z arytmetycznych wlasnosci takiego dzialania wynika, ze otrzymane w ten sposob liczby — wariancja i odchylenie standardowe - beda
mialy troche wieksza wartos¢. Takie obliczenia pozwalaja na szerszy margines bledu przy uogélnianiu wnioskéw na cala populacje.
Mozna powiedzie¢, ze tak obliczone wartosci wariangji i odchylenia standardowego sa nie tyle lepszymi, ile bezpieczniejszymi
przyblizeniami parametréw odnoszacych si¢ do populacji generalnej. Oczywiscie dla duzych wartosci # (przy bardzo licznych
probach) réznice sg praktycznie niezauwazalne. Problem moze wystapic¢ i mie¢ znaczenie podczas uzywania kalkulatora naukowego
z zaprogramowanymi obliczeniami statystycznymi. Nalezy wowczas sprawdzi¢, ktory klawisz podaje wyniki odnoszace sie do proby
(wykonuje dzielenie przez n — 1), a ktéry — wyniki odnoszace si¢ do calej populacji (wykonuje dzielenie przez n). Jeszcze raz
przypomnijmy, ze w statystyce opisowej nie wyrézniamy ,,proby wybranej z populacji”. Zbiory elementow, ktore badamy i opisujemy,
sg cala populacja. Dlatego w definicjach wariancji i odchylenia standardowego oraz w przyktadach wykonujemy dzielenie przez n.
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Przyktad @

W liceum, do ktérego chodzi Matylda, miedzy kilkoma grupami uczniéw doszto do
konfliktu o muzyke nadawang w trakcie przerw. Aby problem rozstrzygna¢ i wy-
bra¢ jeden z kilku mozliwych wariantéw (najprostszy, zaproponowany przez dyrek-
cje, polegal na wylaczeniu radiowezta), postanowiono przeprowadzi¢ badanie opinii
na ten temat wérod szkolnej spotecznosci. Matylda otrzymata za zadanie przygoto-
wanie sposobu wybrania reprezentatywnej proby losowej. Przyjeto, ze jej liczebnos¢
nie powinna przekroczy¢ 50 0séb - taka liczba ankiet wydawala sie¢ mozliwa do opra-
cowania. Ponadto, poniewaz wystapily wyrazne réznice w gustach miedzy réznymi
poziomami klas, a nie poszczegélnymi klasami, nalezalo wybra¢ jedna grupe repre-
zentujaca klasy pierwsze, druga - klasy drugie, trzecig — klasy trzecie, czwartg — klasy
czwarte. O uwzglednienie swoich gtoséw upomniat sie tez personel szkoly.

Przesledzmy, co kolejno przygotowata Matylda.

Krok 1: Zebrata dane o liczebno$ci poszczegdlnych grup.

Grupa Klasy 1 klasy 2 klasy 3 klasy 4 personel

Liczebnosc¢ 180 171 165 150 74

Krok 2: Obliczyla, jaki procent calej szkolnej populacji tworzy kazda z grup.

Grupa klasy 1 klasy 2 klasy 3 klasy 4 personel

Procent 24,3% 23,1% 22,3% 20,3% 10%

Krok 3: Obliczyla, ile 0s6b w takim razie powinna liczy¢ reprezentacja kazdej z grup
w ustalonej 50-osobowej prébie losowe;j.

Grupa Liczebnos¢ | Procent Reprezentacja
24,3% - 50 = 12,15
klasy 1 180 24,3%
sy ’ 12 oséb
23,1% - 50 = 11,55
klasy 2 171 23,1%
ay ° 12 0séb
22,3% -50 = 11,15
Klasy 3 165 22,3% o
11 os6b
20,3% - 50 = 10,15
klasy 4 150 20,3% )
10 0séb
10% - 50 =5
personel 74 10% 0

5 0sdb




W sklad ankietowej proby powinno zatem wejs¢ 12 ucznidéw klas pierwszych,

12 - klas drugich, 11 - klas trzecich, 10 - klas czwartych i 5 0s6b reprezentujacych
personel szkoly.

Wylosowanie tych grup mialo si¢ odby¢ tradycyjnie — poprzez wskazanie (losowo!)
odpowiedniej liczby numerdw z alfabetycznie zapisanych list. Tak wybrana préba
nazywana jest warstwowa proba losowa.

9.1. Kasia bawi si¢ kostka do gry, rzucajac ja wiele razy. Wyniki zapisuje w kolejnosci

rzutow:
2,6,4,51,1,3,2,2,2,4,5,6,6,5,1,3,4,5,2,1,3,5,6,4,3,5,1,6,2,2,3,1, 3, 2,
3,5,6,6,5,4,4,2,4,3,4,2,1

Narysuj diagram czesto$ci oraz wyznacz mediane tych wynikéw i ich dominante.

9.2. Pielegniarka szkolna przeprowadzita wérdd ucznioéw klas pierwszych pomiar
masy ciata. Wyniki (w kg) zapisata zgodnie z kolejnoscig alfabetyczng nazwisk:

48,49, 47, 48, 51, 54, 52, 47, 49, 53, 50, 48, 49, 51, 48, 50, 49, 51, 47, 47, 52, 51, 51,
50, 49, 48, 47, 54, 47, 50, 48, 49, 49, 50, 51, 48, 50, 48, 48, 56, 50, 52, 51, 53, 49, 54,
55, 48, 49, 50, 51, 52, 48, 49, 51, 52, 49, 53, 53, 55, 54, 49

Dla tego zestawu danych

a) wyznacz rozstep warto$ci.

b) wyznacz mediane i dominante.

c) oblicz $rednig mase ucznia (wynik zaokraglij do calosci) oraz odchylenie standar-
dowe od $redniej (wynik zaokraglij do dwdch miejsc po przecinku).

d) narysuj diagram rozkladu czestosci.

9.3. Oblicz $rednig, wariancje i odchylenie standardowe nastepujacych danych su-
rowych. Wyniki zaokraglij do jednego miejsca po przecinku.
a) Masa (w gramach) losowo wybranych z koszyka jajek kurzych:
41, 39, 42, 47, 36, 29, 52, 44, 42, 43, 40, 42, 41
b) Liczby pacjentéw przychodni lekarskiej w wybranych dniach:
37,59, 24, 113, 49, 83, 57, 57, 69, 17
¢) Rozmiary damskich ubran zakupionych w pewnym sklepie:
38, 40, 38, 42, 42, 42, 44, 50, 36, 38, 38, 46, 42, 42, 40, 44, 46, 42, 36, 40, 40
d) Liczby sprzedanych przez kwiaciarke tulipanéw w losowo wybranych dziesigciu
dniach: 112, 108, 102, 115, 92, 111, 84, 98, 105, 93

Odpowiedzi i rozwiazania

9.1. mediana: 3,
dominanta: 2

9.2. a) 9 b) mediana: 50, dominanta: 49
¢) $rednia: 50, odchylenie standardowe: 2,35

d) 3
“ 8
210 810
q(”). 9]
S 8
6
5
4
2
1

1 2 3 4 5 6
wynik rzutu

47 48 49 50 51 52 53 54 55 56
masa [kg]
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Uwagi metodyczne

W zaprezentowanych tematach

poswieconych statystyce

zajmowali$my sie tylko metodami

opisujacymi proby losowe.

Nie bedziemy sie zajmowac

szukaniem odpowiedzi na pytania:

® w jaki sposéb wyciagaé wnioski
dotyczace calej populacji po
obserwacji proby,

® czy i naile wyciaggane wnioski sa
wiarygodne,

® w jaki sposdb wybrac
reprezentatywna probe losowa,

® jak przeprowadzi¢ badanie, aby
zrealizowaé postawiony cel
badawczy.

Sa one przedmiotem bardziej
zaawansowanej statystyki.

9.3.

a) X =414, 6> =26,5, 0 =52
b) X = 56,5, 0> = 711,1, ¢ = 26,7
) x=412, 6> =116, 0 =34
d) X = 102,0, 0* = 91,6, 0 = 9,6
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9.4. mediana: 101,5,
dominanty: 75 i 90,

$rednia: 108,8,

wariancja: 1067,6,
odchylenie standardowe: 32,7

9.5. a) 25

b) najmniejsza: 4, najwieksza: 13
c) 8

d) 13

e) 8,84

9.6. a) 55 cm
b) mediana: 55, dominanta: 53,
rozstep: 13, o = 2,66

9.7. np. 6, 8, 12, 14

Dziat 4. Rachunek prawdopodobieristwa i statystyka

9.4. W tabeli podana jest moc silnika (w KM) wybranych 20 modeli samochodéw.
Uporzadkuj dane niemalejaco, wyznacz ich mediane i dominante. Oblicz $rednig,
wariancje i odchylenie standardowe. Wyniki podaj z doktadnoécia do jednego miej-
sca po przecinku.

Marka samochodu moc [KM] Marka samochodu moc [KM]

Citroen Berlingo II 115 Subaru Forester IV 150

Citroen Xsara Picasso 110 Toyota Auris II 132

Fiat Bravo II 90 Toyota Avensis I 128

Fiat Punto IV 77 Toyota Corolla IX 97

Fiat Grande Punto 90 Opel Astra H 100

Alfa Romeo 146 103 Opel Corsa D 75

Ford Focus 95 95 Opel Omega A 125

Ford Fiesta VI 60 Land Rover Discovery IV 190

Ford KA II 75 Suzuki Swift V 136

IV Mazda CX-5 160 Suzuki Alto VII 68
9.5. Diagram przedstawia liczby punktow 2 6
zdobyte w turnieju przez poszczegdlnych % i
zawodnikdw. Na jego podstawie odpowiedz © 3
na ponizsze pytania. 2
1

a) Ile 0sob uczestniczylo w zawodach?
b) Jaka najmniejsza i jakg najwieksza liczbe
punktow zdobyli zawodnicy?

=

456 78 910111213

Liczba punktow

¢) Ile wynosi dominanta liczby punktéow?
d) Ilu zawodnikéw zdobyto co najmniej 9 punktow?
e) Ile $rednio punktéw zdobyl w tym turnieju jeden zawodnik?

9.6. Dlugosci cial noworodkéw (w cm) wprowadzane do szpitalnego rejestru w ta-

kiej kolejnosci, w jakiej dzieci sie rodzily, wynosily:
54,57, 59, 58, 59, 56, 54, 58, 57, 52, 50, 53, 53, 55, 54, 57, 55, 57, 49, 53, 54, 62, 56,
58, 55, 60, 50, 53, 53, 56, 56, 53, 58, 54, 54, 53, 57, 53, 55, 54, 53, 54, 58, 58, 52, 53,
53, 56, 57,58

a) Jaka jest $rednia dlugos¢ ciata noworodka z badanej proby? Wynik zaokraglij do
catosci.

b) Wyznacz mediane, dominante, rozstep i odchylenie standardowe (zaokraglone do
dwdch miejsc po przecinku) w tym zestawie danych.

9.7. Podaj przyklad zestawu czterech danych, ktérych $rednia jest réwna 10, zas od-
chylenie standardowe zaokraglone do calosci wynosi 3.



W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

Dane do zadan 1-3. Wyniki zaokraglono do jednego miejsca po przecinku.
Wedlug Matego Rocznika Statystycznego 1938 produkcja $wiatowa widkna bawelny
wynosita (w milionach kwintali):

Rok 1929 | 1930 | 1931 | 1932 | 1933 | 1934 | 1935 | 1936

Ming | 574 | 56,3 | 59,7 | 51,8 | 57,7 | 51,3 | 57,4 | 68,6

1. Wskaz $rednia podanego zestawu danych.

A. 57,5 B. 57,6 C. 57,8 D. 56,8
2. Wskaz wariancje¢ podanego zestawu danych.

A. 25,6 B. 25,0 C. 251 D. 25,2
3. Wskaz odchylenie standardowe podanego zestawu danych.

A.53 B. 5,0 C. 51 D. 5,2

4. Przyjmujemy, ze X oznacza $rednia zestawu danych, o’ - wariancje tego zestawu
oraz o — odchylenie standardowe. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
Istnieje taki zestaw danych, w ktérym

A.o0 > o°. B. 0 <0. C.x<0<o.

5. Kolejne miesieczne rachunki za telefon zaokraglone do petnych zlotych wynosity:
50, 61, 43, 60,49, 52,47, 36,42, 45, 33, 46. Wyznacz $rednia i odchylenie standardowe
tych danych (z doktadnoscig do drugiego miejsca po przecinku).

6. Przeliczono zawarto$¢ 100 losowo wybranych pudetek zapatek. Wyniki kontroli
przedstawiono w ponizszej tabeli.

Liczba zapatek w pudetku | 38 | 39 | 40 | 41 | 42 43 | 44

Liczba pudetek 3 11 37 18 16 | 13 | 2

Wyznacz $rednig i odchylenie standardowe liczby zapatek w pudetku (z doktadnoscia
do jednego miejsca po przecinku).

7. Wyznacz zestaw czterech danych, tworzacych ciag arytmetyczny, ktérych $rednia
jest rowna 5, za$ odchylenie standardowe zaokraglone do calosci wynosi 2.

9. Miary rozproszenia

Prosto do matury
1. A

2.C

4. P,E, P

5. x=47, 0 =7,99

6. x =408, 0 =14

7.1np.2,4,6,8

283 I
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Odpowiedzi i rozwigzania

1. A

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 4

G

Generator

testéw i sprawdziandw

10. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-25 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1. Jaka liczbe trzeba dopisa¢ do zestawu -3, 0, 7 i 10, aby $rednia arytmetyczna
wszystkich pieciu liczb byla rowna 32
A1 B.2 C.3 D. 4

2. Ile wynosi prawdopodobienstwo znalezienia w 30-osobowej grupie co najmniej
dwdch 0séb urodzonych w tym samym miesigcu?

30
Al B. L 2

T © 309 D. Jest za mato danych, zeby to obliczy¢.

3. Rzucamy raz kostka do gry. Ktore z ponizszych zdarzen jest przeciwne do zdarze-
nia ,wypadly co najwyzej trzy oczka”?

A. Wypadty mniej niz trzy oczka. C. Wypadly wiecej niz cztery oczka.

B. Wypadly co najmniej cztery oczka. ~ D. Wypadly trzy oczka lub wiecej.

4. Czterech pandéw wybiera losowo (w tym samym czasie, ale w réznych miesz-
kaniach) jeden z pieciu kanatéw telewizyjnych. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
wszyscy wybiorg ten sam kanat?
1
" 125

1 4 4
B. - . — D. —
5 125 54

5. Srednia arytmetyczna liczb A i Bjestrowna ki A = 6k. Ile jest réwne B?
A. 4k B. 2k C. -3k D. -4k

6. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze w rzucie dwiema monetami wypadnie

(w dowolnej kolejnosci) orzet i reszka?

AL B. L c i D.
3 4 2

[SSR S}

7. Z Klasy, w ktorej stosunek liczby dziewczat do liczby chtopcow jest rowny 4 : 5,
wylosowano jedna osobe. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze jest to dziewczyna?

AL B. 2 ct D. 1
9 5 4 9

8. W urnie znajduje si¢ 7 kul biatych i 3 kule czarne. Losujemy dwie kule. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, Ze wylosowane kule sg réznego koloru?

1 1
L B. c l 10
30 15 2 21



9. W uporzadkowanym szeregu: 3, 3, 5, 7, k, k, 15, 16, 16, 19, 20, 21 mediana wy-
nosi 12. Ile jest rowne k?
A. 11 B. 8 C. 12 D.9

10. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze w rzucie dwiema kostkami wypadna

rozne liczby oczek?
11

o= B.
12

C. D.

[ NS}

W
N | =

11. Ula chce zamalowac trzy rézne kwiatki na obrazku, kazdy na inny kolor. W pu-
detku ma 10 réznych kredek. Na ile sposobéw moze zamalowa¢ kwiatki?
A.27 B. 10 C. 10° D. 720

12. Rzucamy trzy razy kostka. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze w trzecim
rzucie wypadnie szostka?

1 1 1 6
A - B. - C. — :

6 3 216 125
13. Srednia dwéch liczb, z ktérych jedna jest /5, wynosi V3. Wskaz druga liczbe.
A.2V3-+f5 B. 2v5- 3 C.2V15 D.2V3+ 5

14. Ze zbioru kolejnych liczb {1, 2, 3, ..., 555} wybieramy losowo jedna. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze wybrana liczba jest podzielna przez 3?
A2 B. - e D. 1

3 2 555 3
15. Odchylenie standardowe zestawu danych: 7,7,7,7,7,7,7,7,7,7,7,7,7,7,7
A. réwna sie 1. B. réwna sie 7. C. réwna sie 0. D. nie istnieje.

16. Ilejest rowne prawdopodobienstwo tego, ze przy losowym ustawianiu w kolejke
sze$ciu 0osob Ania i Mania beda staly obok siebie?
A1 B. < C. 1 D.— >

6 3 2 6-5-4-3-2-1
17. Ktére zdanie dotyczace uporzadkowanego szeregu danych:
1,1,3,3,3,4,7,7,8,8,8,8,9, 10 jest prawdziwe?
A. Dominantg w tym zestawie jest liczba 3.
B. Ten zestaw danych ma dwie dominanty.
C. Dominantg w tym zestawie jest liczba 8.
D. Ten zestaw danych ma cztery dominanty.

18. Ktory zestaw danych ma trzy dominanty?
A.3233113565155779978987 C.242727299212222
B.1233134457737 D.9999999888886666

11.

12,

13.

15.

16.

17.

18.

10. Powtdrzenie

285 I



19. B

20. B

21. A

22.0= 3n(3n-1)
A - wylosowano kule réznego
koloru

A=n-2n-2
n-2n-2 4n

P(A) = =

(4) 3n3n—-1) 3(3n-1)
16

P(A) = 3

163

3B3n-1) 33 4

11n=403n-1)

n=4

Odp.: C

23. D

24. D

25. B

26. F,P, P

27. F,E, P
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19. Uparty pan Kajetan co tydzien bierze udzial w grze w lotto. Przez 100 kolejnych
gier nie wygral ani razu. Wypelnia wigc kupon po raz 101.
I. Szansa na wygrana przez pana Kajetana sie¢ zwickszyla.
II. Szansa na kolejng przegrang nie ulegla zmianie.
Ktore sposrod zdan I, II s3 prawdziwe?
A. tylko I B. tylko II C. zadne D. obydwa

20. Ile wynosi mediana w nastepujacym zestawie danych surowych:
6225282285688?
A.55 B.5 C.6 D.8

21. Srednia punktéw z egzaminu czterdziestu studentéw jest réwna s. Dwudziestu
innych studentéw otrzymalo w sumie 1800 punktéw. Ile wynosi srednia wszystkich
studentow?

2 2 4 1
A §s+30 B. s+ 30 C. 0s + 90 D.S+ 800

3 60 60

22. W urnie znajduje si¢ n kul biatych i 2n kul czarnych. Losujemy kolejno dwie kule
bez zwracania. Prawdopodobienstwo tego, ze wylosowane kule s3 réznego koloru,

wynosi g Ile jest rowne n?
A. 2 B. 3 C. 4 D.5

23. Ile jest pieciocyfrowych liczb o réznych, nieparzystych cyfrach?
A. 60 B. 5 C. 45 D. 120

24. Dany jest uporzadkowany nierosngco zestaw liczb naturalnych: 16, 15, g, 13,
12, 11. Mediana tego zestawu jest rowna 14. Zatem
A.a=12. B. a =13. C. a=14. D.a = 15.

25. Rzucamy trzema monetami dwuztotowymi. Wygrywamy te monety, na ktérych
wypadt orzel. Wskaz warto$¢ oczekiwang wygranej.
A. 27zt B. 371 C. 471 D. 5zt

W zadaniach 26-34 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

26. Liczba wszystkich liczb czterocyfrowych utworzonych z cyfr 0, 1, 5
A. jest rowna 81. B. jest rowna 54. C. podzielnych przez 4 jest rowna 6.

27. Prawdopodobienstwo tego, ze w czterech rzutach moneta co najmniej raz wy-
padnie

. 15
C. reszka, wynosi —.

1
B. orzel, wynosi .
Wynost o 16

.1
A. orzel, wynosi T



28. Zdarzenie polegajace na tym, ze w tysigcu rzutach moneta ani razu nie wypadnie
orzel, jest zdarzeniem

A. niemozliwym.

B. tak samo prawdopodobnym jak to, ze orzel pojawi si¢ 1000 razy.

C. o prawdopodobienstwie zajscia rownym ﬁ

29. Zcyfr1, 2,3, 4,5, 6 mozna utworzy¢

A. 6 liczb pieciocyfrowych.

B. 6 liczb pieciocyfrowych podzielnych przez 5.

C. 654 - 3liczb czterocyfrowych o niepowtarzajacych si¢ cyfrach.

30. Rzucamy dwa razy kostka do gry. Niech p oznacza prawdopodobienstwo wy-
rzucenia sumy oczek mniejszej od 5, a r — sumy oczek wiekszej od 9. Zatem
A.p<r. B.p>r. C.p=r.

31. Rzucamy kostka i moneta. Jezeli wypadnie reszka i parzysta liczba oczek, wygry-
wamy 120 zI. W przeciwnym razie przegrywamy 40 zl.

A. Wartos¢ oczekiwana gry jest rowna 5.

B. Wartos¢ oczekiwana gry jest rowna —2.

C. Gra jest sprawiedliwa.

32. Srednia arytmetyczna zestawu liczb naturalnych: 23, x + 8, 6, 14, x + 15, 2
jest rowna 12.

A. Ten zestaw nie ma dominanty.

B. x=2

C. Mediana tego zestawu jest réwna 12.

33. Srednia arytmetyczna zestawu liczb naturalnych: 5, 21, 2x, 19, 11, 7x, 31,
8x + 5 jest rowna 5x.

A. Ten zestaw nie ma dominanty.

B. Srednia tego zestawu jest rowna 20.

C. Mediana tego zestawu jest mniejsza od srednie;j.

34. Sposrdd 16 ucznidw piszacych kartkowke z jezyka hiszpanskiego dwie osoby do-
staly ocene niedostateczng, dwie — dopuszczajaca, trzy — dostateczng, pie¢ — dobra,
trzy — bardzo dobrg i jedna — ocene celujaca.

A. Wynik ucznia, ktdéry dostal piatke, znajduje si¢ na 94. centylu.

B. W Klasie jest uczen, ktérego wynik znajduje sie na 50. centylu.

C. Najliczniejsza jest grupa ucznidow, ktérych wynik znajduje sie na 44. centylu.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

F,P,P

P,P,P

F,P,P

F,F,P

P,P, P

P,P,F

P,E F

10. Powtdrzenie
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44.

45.

46.

255

12096

30

720

N | =

N =

a)x>8 b)x=-1

5,8

a) 5760 b) 14400 c¢) 2880

Zadania otwarte krétkiej odpowiedzi

35. Na ile sposobéw mozna wybraé¢ dziewczynke i chlopca z klasy, w ktdrej jest
17 dziewczynek i 15 chlopcow?

36. Ile liczb pieciocyfrowych o réznych cyfrach jest mniejszych od 50 0002

37. Grupa 5 znajomych wybiera si¢ na wakacje dwoma samochodami. Kazdy z nich
moze wybra¢, ktorym samochodem chce jechad, ale w kazdym samochodzie musi
jecha¢ co najmniej 1 osoba. Na ile sposobow moga sie podzieli¢?

38. Na ile sposobow mozemy posadzi¢ piecioro dzieci na szesciu réznokolorowych
krzesetkach?

39. Rzucamy kostka o$mio$cienng, na ktdrej sciankach znajduja sie liczby od 1 do 8.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze liczba wyrzuconych oczek jest liczba pierwsza.

40. Rzucamy dwiema kostkami czworo$ciennymi, na ktérych sciankach znajduja sie
liczby 1, 3, 5, 7. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze suma wyrzuconych oczek jest
podzielna przez 3.

41. Z talii 52 kart losujemy 2 karty. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania
dwoch asow.

42. Rzucamy czterema monetami. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania co naj-
mniej trzech ortéw.

43. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze dwie losowo wybrane osoby urodzily sie
tego samego dnia tygodnia.

44. Do zestawu danych 5, 6, 6, 8, 12 dopisz taka liczbe x, aby
a) mediana zestawu byla rowna 7. b) s$rednia zestawu byla rowna 6.

45. Dane s3 wyniki x, x,, ..
iichwagia,, a,, ..
wazong wynikow.

v By

2 e X x| 415358 6 |64 7
., a,,. Oblicz $rednig

| 1|3 |5]4]2]1

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

46. Dwie rodziny - czworo dorostych i piecioro dzieci — zajmuja 9 kolejnych miejsc

w jednym rzedzie w kinie. Na ile sposob6w moga to zrobic¢ tak, aby

a) rodzice siedzieli obok siebie oraz dzieci siedzialy obok siebie (w dowolnym po-
rzadku)?

b) dzieci siedzialy obok siebie (w dowolnym porzadku)?

c) zadnych dwoje dzieci nie siedzialo obok siebie?
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47. Ilejest roznych kodow sktadajacych sie z dwdch liter i dwdch cyfr? Litery i cyfry 47. 345600

moga wystepowaé w dowolnej kolejnosci. Zaktadamy, ze alfabet skiada sie z 24 liter.

48. Rzucamy dwiema sze$ciennymi kostkami do gry. Wypisz zbior zdarzen elemen- 48. P(A) = % P(B) = %
tarnych tego doswiadczenia losowego, a nastepnie oblicz prawdopodobienstwa na- P(C) =0, P(D) = 1
stepujacych zdarzen: ’ 9’

A - wypadng dwie széstki, P(E) = g, P(F) = i

B - na doktadnie jednej kostce wypadnie piatka,

C - suma oczek na obu kostkach jest mniejsza od 2,
D - iloczyn oczek na obu kostkach wynosi 12,

E - na 7adnej kostce nie wypadnie jedynka,

F - na kazdej kostce wypadnie parzysta liczba oczek.

49. Z pudetka, wktorym jest 6 kul biatych i 2 kule czarne, losujemy kolejno bez zwra- 49. %
cania trzy kule. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kul o tym samym kolorze.

50. Z pudetka, w ktérym sa 2 kule biale i 3 kule czarne, losujemy cztery razy po 50. %
jednej kuli ze zwracaniem. Oblicz prawdopodobienistwo wylosowania najpierw kuli

czarnej, a potem trzech kul biatych.

51. Zpudetka, w ktorym sa 2 kule biale, 3 czarne i 5 kul zielonych, losujemy trzy razy 51. %
po jednej kuli ze zwracaniem. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania dwdch kul

w tym samym kolorze i trzeciej w innym kolorze.

52. Na biurku Weroniki stoja cztery maskotki - ston, kot, pies i laleczka Pyza. We- 52. a) % b) %
ronika losuje dwie sposréd nich. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

a) obydwie maskotki beda zwierzakami.

b) jedna z maskotek bedzie Pyza.

53. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana liczba dwucyfrowa jest 53. %
podzielna przez 2 lub przez 5.

54. Trzy osoby kolejno rzucaja kostka szescienng. Oblicz prawdopodobienstwo te- 54. ;—1
g0, ze co najmniej dwie z nich otrzymajg taki sam wynik.

565. Z pudelka, w ktérym jest 7 loséw wygrywajacych i 3 losy puste, wyciagamy trzy 55. %
losy. Oblicz prawdopodobienstwo tego, Ze otrzymamy co najmniej jeden los wygry-

wajacy.

56. Do gry planszowej dzieci uzywajg sze$ciennej kostki, na ktorej $ciankach napi- 56. g

sane sg cyfry: 0, 2, 2, 3, 3 i 5. Jezeli wypadnie liczba oczek rézna od zera, pionek po-
rusza sie na planszy do przodu o wskazanag przez kostke liczbe krokdéw, czyli 2, 3 lub
5. Jezeli na kostce wypadnie 0, pionek musi si¢ cofna¢ o 10 krokéw. Oblicz wartos¢
oczekiwang liczby krokéw w jednym rzucie kostka.
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58. a) 83,9 b) 72%

59. w, =6iw,=4

60. X = 54, 0 = V14 = 3,74

61. x = 100, 0 = V2 =~ 1,41

(0]

57. Rzucamy dwiema kostkami sze$ciennymi. Jezeli wypadna dwie szdstki, wygry-
wamy 50 zl. Jezeli wypadnie jedna széstka lub na obu kostkach wypadng takie same
(ale rézne od 6) liczby oczek, to wygrywamy 10 zt. W pozostatych przypadkach prze-
grywamy 10 zl. Wykaz, Ze gra jest sprawiedliwa.

58. Najednym z wydzialéw pewnej uczelni obowigzuje nastepujacy system oblicza-

nia punktow rekrutacyjnych:

° wynik matury z matematyki na poziomie rozszerzonym (w %) z waga 0,4,

° wynik matury z geografii na poziomie rozszerzonym (w %) z waga 0,3,

° wynik matury z jezyka angielskiego na poziomie rozszerzonym (w %) z waga 0,2,

° wynik matury z jezyka polskiego na poziomie podstawowym (w %) z waga 0,1.

a) Ile punktéw rekrutacyjnych uzyskat Szymon, ktéry otrzymal na maturze 92%
z matematyki, 73% z geografii, 91% z jezyka angielskiego i 70% z jezyka polskiego?

b) Adam uzyskal 69,6 punktéw rekrutacyjnych. Na maturze otrzymat 62% z geogra-
fii, 83% z jezyka angielskiego i 56% z jezyka polskiego. Jaki wynik mial na maturze
z matematyki?

59. Podaj taki uktad wag w, i w,, aby $rednialiczby 32 z waga w, iliczby 27 z waga w,
byta réwna 30 i aby suma wag wynosita 10.

60. W tabeli przedstawiono $redni wynik matury z matematyki na poziomie pod-
stawowym w kraju w latach 2010-2013.

Rok 2010 | 2011 | 2012 | 2013

Wynik (W %) 58 & 48 @ 56 | 54

Oblicz $rednig i odchylenie standardowe tych danych.

61. Zbadano mase 20 losowo wybranych paczek herbaty. Wyniki przedstawiono
w tabeli.

Liczba pudetek 2 4 10 3 1

Masa (w gramach) = 98 | 99 | 100 | 101 | 105

Oblicz $rednig i odchylenie standardowe tych danych.

7.0=6
- wypadna dwie szdstki

a1

1, P(A) = 3_16 - wygrywamy 50 zt

- wypadnie jedna szoéstka lub wypadna takie same (rézne od 6) liczby oczek
3.5, P(B) = 5 = % - wygrywamy 10 z1
pozostalych przypadkach przegrywamy 10 zt z prawdopodobienstwem:

LB 205

36 36 36 9
EX=2 .50+ 2,104+ 2% . (“10) = L (50 + 150 - 200) = 0
36 36 36 36

Warto$¢ oczekiwana wygranej jest rowna 0, wiec gra jest sprawiedliwa.

W o
I

=
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Centyl 257

cigg 122

— arytmetyczny 138
— Fibonacciego 127, 136
— geometryczny 158
— liczbowy 122

— malejacy 129

— naprzemienny 162
— niemalejacy 129
— nierosnacy 129

— nieskonczony 122
— rosngcy 129

— skonczony 122

— staly 124

cosinus kata 8

Dane surowe 256
dominanta (moda, warto$¢ modalna) 261

doswiadczenie losowe 201, 203

Figura osiowosymetryczna 97

— $rodkowosymetryczna 88

Geometria analityczna 46
gra losowa 244

— — sprawiedliwa 244
Iloraz ciggu geometrycznego 158

Kat nachylenia prostej do osi x 58

klasyczna definicja prawdopodobienstwa 205

Liczby Fibonacciego 127
logika probabilistyczna 200
losowanie bez zwracania 216

— ze zwracaniem 216

Mediana 258

monotoniczno$¢ ciggu 129

Nieréwnos¢ opisujaca koto 75

n-ty wyraz ciggu 123

Odchylenie standardowe 276
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— zmienne 178

osie symetrii czworokata 107, 108

— — trojkata 106

— — wielokata foremnego 109

0§ symetrii 95, 97

Populacja 252

prawdopodobienstwo wygranej 244
— zajécia zdarzenia 205, 222

— zdarzenia przeciwnego 235
procent sktadany 175

promien wodzacy punktu 9

proste prostopadle 64

— réwnolegle 61, 62

préba losowa 253

— z populacji 252

przecietne odchylenie od $redniej 274
punkt staly przeksztalcenia 90
punkty symetryczne wzgledem prostej 95
— — — punktu 87

Raty malejace 184

— rowne 182, 184

reguta dodawania 214

— mnozenia 212

rok bankowy 179

rozstep 274

rozwigzywanie trojkata 12

réwnania prostych prostopadtych 42, 64
— — rownolegtych 42, 60-62

réwnanie kierunkowe prostej 40

291 I



I 202

— okregu 71

— prostej w postaci ogdlnej 40

réznica ciggu arytmetycznego 138

Sinus kata 8
statystyka 251
— opisowa 251

stopa procentowa 177

suma poczatkowych wyrazéw ciagu

arytmetycznego 149

— — — — geometrycznego 168

symetria osiowa 95, 97
— — wzgledem osi x 98
- — — —»99

— srodkowa 87, 89
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wspdtrzednych 90, 91
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Srednia 260

— wazona 264

$rodek ciezkosci trojkata 53
— — ukladu 262

— odcinka 51

— symetrii 87, 88
$rodkowa boku tréjkata 53

Tabela rozkladu czestosci 277
tangens kata 8
twierdzenie cosinusow 21

— o dwusiecznej 27

— sinusow 16
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Wariancja 275

warstwowa prdoba losowa 281
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wnioskowanie statystyczne 251

wspolczynnik kierunkowy prostej 40, 58, 59
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— — odcinka 51, 52

wzory redukcyjne 9

wzor Herona 30

— na pole tréjkata 10, 29, 30

— ogolny ciagu arytmetycznego 140

— — — geometrycznego 159

— — — liczbowego 124

— rekurencyjny (indukeyjny) ciagu
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— sinuséw 13

Zbiory roztgczne 214
zdarzenia przeciwne 234
— wykluczajace si¢ 234
zdarzenie elementarne 203
— niemozliwe 205
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Wybrane wzory trygonometryczne

Definicje funkcji trygonometrycznych

kata ostrego kata wypuktego
7
ino = 2 ina = 22 A
sino = - B sina =< P (xﬁ,_y_?)__ 5
|
b c Xp |
CoOSx = — a CoOSx = — |
¢ ’ L] e
C A !
tga = — b tga = ze I -
Xp XP 0 1 x
r=|OP| = \x3 + y3
Wartosci funkciji trygonometrycznych wybranych katéw
o 0° 30° | 45° | 60° | 90° | 180° a | (0% 90°) | (90°% 180°)
sin & 0 1 ﬁ ﬁ 1 0 sin & + +
2 2 2
cos 1 ﬁ ﬁ 1 0 -1 cos« + -
2 2 2
3 nie
tga 0 % 1 V3 istnieje 0 tga + -

Podstawowe zaleznosci trygonometryczne

® Jedynka trygonometryczna

2

.2
sin“a+cos"a =1

* Wzory redukcyjne
sin (90° — &) = cos
c0s (90° — @) = sina

sin (90° + &) = cos
c0s(90° + &) = —sinx

sin

° tga= Z dla « #90°

cos

Zaleznos$ci trygonometryczne w trojkacie

¢ Pole trojkata

1 .
P= Ebcsmtx

* Twierdzenie sinusow

. .L=.L=2R
sind¢  sinff  siny

P= %acsinﬁ

* Twierdzenie cosinusow
242, 2
a” =b"+c" —2bccosa
2 2. 2
b =a" +c¢" —2accos 3

2

& =a’+b* - 2abcosy

P= %absiny

sin (180° — «) = sin«
cos (180° — ) = —cosa
tg (180° — ) = —tg«x
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Miara kata «
OD
10
20
30
40
50
60
70
80
90
10°
11°
12°
13°
14°
15°
16°
17°
18°
19°

20°
21°
22°
23°
24°
25°
26°
27°
28°
29°
30°
31°
32°
33°
34°
35°
36°
37°
38°
39°
40°
41°
42°
43°
44°
45°

Tablica wartosci funkgji trygonometrycznych

sin o
0,0000
0,0175
0,0349
0,0523
0,0698

0,0872
0,1045
0,1219
0,1392
0,1564

0,1736
0,1908
0,2079
0,2250
0,2419

0,2588
0,2756
0,2924
0,3090
0,3256

0,3420
0,3584
0,3746
0,3907
0,4067

0,4226
0,4384
0,4540
0,4695
0,4848

0,5000
0,5150
0,5299
0,5446
0,5592

0,5736
0,5878
0,6018
0,6157
0,6293

0,6428
0,6561
0,6691
0,6820
0,6947
0,7071

Cos «x

1,0000
0,9998
0,9994
0,9986
0,9976

0,9962
0,9945
0,9925
0,9903
0,9877

0,9848
0,9816
0,9781
0,9744
0,9703

0,9659
0,9613
0,9563
0,9511
0,9455

0,9397
0,9336
0,9272
0,9205
0,9135

0,9063
0,8988
0,8910
0,8829
0,8746

0,8660
0,8572
0,8480
0,8387
0,8290

0,8192
0,8090
0,7986
0,7880
0,7771

0,7660
0,7547
0,7431
0,7314
0,7193
0,7071

tga
0,0000
0,0175
0,0349
0,0524
0,0699

0,0875
0,1051
0,1228
0,1405
0,1584

0,1763
0,1944
0,2126
0,2309
0,2493

0,2679
0,2867
0,3057
0,3249
0,3443

0,3640
0,3839
0,4040
0,4245
0,4452

0,4663
0,4877
0,5095
0,5317
0,5543

0,5774
0,6009
0,6249
0,6494
0,6745

0,7002
0,7265
0,7536
0,7813
0,8098

0,8391
0,8693
0,9004
0,9325
0,9657
1,0000

Miara kata o

45°
46°
47°
48°
49°
50°
51°
52°
53°
54°
55°
56°
57°
58°
59°
60°
61°
62°
63°
64°
65°
66°
67°
68°
69°
70°
71°
72°
73°
74°
75°
76°
77°
78°
79°
80°
81°
82°
83°
84°
85°
86°
87°
88°
89°
90°

sin o
0,7071
0,7193
0,7314
0,7431
0,7547

0,7660
0,7771
0,7880
0,7986
0,8090

0,8192
0,8290
0,8387
0,8480
0,8572

0,8660
0,8746
0,8829
0,8910
0,8988

0,9063
0,9135
0,9205
0,9272
0,9336

0,9397
0,9455
0,9511
0,9563
0,9613

0,9659
0,9703
0,9744
0,9781
0,9816

0,9848
0,9877
0,9903
0,9925
0,9945

0,9962
0,9976
0,9986
0,9994
0,9998
1,0000

Ccos «x

0,7071
0,6947
0,6820
0,6691
0,6561

0,6428
0,6293
0,6157
0,6018
0,5878

0,5736
0,5592
0,5446
0,5299
0,5150

0,5000
0,4848
0,4695
0,4540
0,4384

0,4226
0,4067
0,3907
0,3746
0,3584

0,3420
0,3256
0,3090
0,2924
0,2756

0,2588
0,2419
0,2250
0,2079
0,1908

0,1736
0,1564
0,1392
0,1219
0,1045

0,0872
0,0698
0,0523
0,0349
0,0175
0,0000

tga
1,0000
1,0355
1,0724
1,1106
1,1504

1,1918
1,2349
1,2799
1,3270
1,3764

1,4281
1,4826
1,5399
1,6003
1,6643

1,7321
1,8040
1,8807
1,9626
2,0503

2,1445
2,2460
2,3559
2,4751
2,6051

2,7475
2,9042
3,0777
3,2709
3,4874

3,7321
4,0108
4,3315
4,7046
5,1446

5,6713
6,3138
7,1154
8,1443
9,5144

11,4301
14,3007
19,0811
28,6363
57,2900
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