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Wstep

Podrecznik Prosto do matury dla klasy czwartej jest dostosowany do podstawy pro-
gramowej obowigzujacej w liceum od wrzesnia 2019 r. i obejmuje treici z zakre-
su podstawowego. Jest ostatnim podrecznikiem w serii, dlatego tez zamiescilismy
w nim dziat Powtérzenie, w ktérym przypominamy najwazniejsze definicje, twier-
dzenia oraz wnioski, ktére pojawily sie w czasie catego cyklu nauczania.

Po kazdym temacie w dziale Stereometria proponujemy zestaw siedmiu zadan za-
tytutowanych Prosto do matury. Warto, by po omdéwieniu kazdego tematu ucznio-
wie probowali rozwigzywacé je samodzielnie. Bedzie to sprawdzianem umiejetnosci
potrzebnych na maturze.

Dzial Dowody w matematyce ma na celu utrwalenie umiejetnosci logicznego wnios-
kowania i wykorzystywania zdobytej wczesniej wiedzy, co jest niezbedne do przepro-
wadzania dowodéw matematycznych.

Ksigzka zawiera prawie 900 zadan do samodzielnego rozwigzania. To wystarczy do
gruntownego prze¢wiczenia umiejetnoéci nabytych podczas lekcji. Zadania trudniej-
sze oznaczono * lub , zadania typu ,,Wykaz...” poprzedzono znakiem ,ateza-
dania, do ktérych rozwiazania jest przydatny kalkulator — znakiem

Podrecznik umozliwia samodzielng nauke, co moze by¢ cenne na przyktad w ra-
zie nieobecnoéci w szkole. Wprowadzane pojecia ilustrujemy przykladami roz-
wigzanych zadan. W zrozumieniu materialu bardzo pomoga kolorowe rysunki
merytoryczne. Wybrane rozwigzane zadania typu maturalnego zostaly oznaczone
znakiem

Uwagi:

W zadaniach testowych, w ktérych nalezy wybrac jedng odpowiedz sposréd czterech
podanych, wybrana odpowiedz nie musi by¢ jedynym istniejacym rozwiazaniem po-
stawionego problemu.

Odpowiedzi do zadan wymagajacych zaokraglenn mogg sie r6zni¢ w zaleznosci od
np. doktadnosci kalkulatoréw czy kolejnosci wykonywania obliczen.

Odpowiedzi i rozwigzan zadan nie nalezy zapisywa¢ w podreczniku.

Autorzy
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Wykaz uzywanych
oznaczen matematycznych
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zbidr, ktdrego elementami sg a, b, c; zbiér pusty

zbiér liczb naturalnych, catkowitych, wymiernych, rzeczywistych
zbidr A jest podzbiorem zbioru B

cze$¢ wspolna (iloczyn) zbiorow A i B

suma zbioréw A i B

réznica zbioréw A i B

pierwiastek stopnia # z liczby a

logarytm przy podstawie a (10) liczby b

przedzial otwarty

przedzial domkniety (zamkniety)

przedziat lewostronnie domkniety; przedzial prawostronnie domkniety
warto$¢ bezwzgledna liczby a

warto$¢ funkcji f dla argumentu x

dziedzina funkgji; zbiér wartoéci funkcji

delta (wyréznik tréjmianu kwadratowego)

okrag o $rodku S i promieniu r; koto o §rodku S i promieniu r

punkt A o wspélrzednych a (tzw. odcieta) i b (tzw. rzedna)

odcinek o koncach A i B; dlugoé¢ odcinka AB

kat o wierzchotku B i ramionach: potprostej BA i potprostej BC
trojkat ABC

figura F, jest przystajaca do figury F,; figura F, jest podobna do figury F,
prosta a jest rownolegla do prostej b; prosta a jest prostopadia do prostej b
prosta przechodzaca przez punkty A i B

plaszczyzna przechodzaca przez punkty A, BiC

pole figury; obwdd figury

pole powierzchni catkowitej; pole podstawy; pole powierzchni bocznej
objetos¢

sinus kata ; cosinus kata «

tangens kata «

ciag; n-ty wyraz ciagu (a,,)

suma n poczatkowych wyrazéw ciagu

zbiér zdarzen elementarnych; liczba zdarzen w zbiorze Q

liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A
prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzenia A

zdarzenie przeciwne do zdarzenia A

warto$¢ oczekiwana

$rednia wynikéw; srednia wazona wynikéw

odchylenie standardowe; wariancja



Umiejetnosci

]
Po szkole podstawowej uczen:
e re O I I l e rI a ® rozpoznaje graniastostupy

proste, ostrostupy, walce, stozki
i kule w sytuacjach praktycznych
i wskazuje te bryly wsrod modeli
innych bryt,

® wskazuje wsrdd graniastostupow
prostopadiosciany i szesciany
i uzasadnia swdj wybor,

® rozpoznaje siatki
graniastostupow prostych
i ostrostupow,

® rysuje siatki
prostopadioscianow,

® wykorzystuje podane zaleznosci
miedzy diugosciami krawedzi
graniastostupa do wyznaczania
dlugosci poszczegdlnych
krawedzi,

® oblicza objetos¢ i pole
powierzchni prostopadioscianu
przy danych dlugosciach
krawedzi,

® stosuje jednostki objetosci
i pojemnosci: mililitr, litr, cm3,
dm’, m’,

® rozpoznaje graniastostupy
i ostrostupy prawidlowe,

® oblicza objetosci i pola
powierzchni graniastostupow
prostych, prawidtowych oraz
ostrostupow prawidtowych
i takich, ktdre nie sg prawidtowe.

Po tym dziale uczen:

wskazuje plaszczyzny rownolegle i prostopadte do danej plaszczyzny,

wskazuje proste rownolegte i prostopadte do danej ptaszczyzny,

odrdznia proste rownolegle od prostych skosnych,

wskazuje proste prostopadie w przestrzeni,

wyznacza kat nachylenia prostej do ptaszczyzny oraz kat dwuscienny,

rozpoznaje graniastostupy proste, prawidfowe i pochyle, réwnolegtosciany i prostopadlosciany oraz
ostrostupy wypukte,

rysuje siatki graniastostupow i ostrostupéw wypuktych,

stosuje w zadaniach zwigzki miedzy liczbg $cian, krawedzi i wierzcholkéw graniastostupow i ostrostupow
wypuktych,

wskazuje promien podstawy, wysokos¢ i tworzace walca oraz stozka; stosuje w zadaniach zwigzki miedzy nimi,
® stosuje funkgje trygonometryczne do wyznaczania dlugosci odcinkéw i miar katéw w brytach,

oblicza objetos¢ i pole powierzchni graniastostupa, ostrostupa, walca, stozka i kuli.



I S Dziat 1. Stereometria

Uwagi metodyczne 1_ Proste | p{aszczyzny

Podstawowe pojecia zwiazane .
z brylami byly juz omawiane \"\" p rze St rze n I
w trakcie nauki w szkole

podstawowe;j.

Umiejetnosci:

Caly kurs geometrii przestrzennej
i 3 i / ® rozpoznawanie wzajemnego potozenia prostych i ptaszczyzn w przestrzeni

jest prowadzony spiralnie — pojecia
wielokrotnie powtarzaja sie

w réznych sformutowaniach

i zadaniach. Czesto
wykorzystujemy znane uczniom Wiemy, ze:
pojecia graniastostupa, ostrostupa
lub ktdrejs z bryt obrotowych

i dopiero pdzniej porzadkujemy

) . L B taszczyznie
zwigzane z nimi definicje. P ye,
: A
Geometria przestrzenna bardzo
czesto sprawia uczniom duzo
klopotéw - niejednokrotnie

Tematy z geometrii przestrzeni (stereometrii) zaczniemy od przypomnienia i upo-
rzagdkowania niektdrych poje¢ oraz zaleznosci dotyczacych prostych i plaszczyzn.

o przez dwa rozne punkty przechodzi e prosta przechodzaca przez dwa rozne
dokladnie jedna prosta, punkty plaszczyzny jest zawarta w tej

\

wynikaja one z braku umiejetnodei o kazda prosta jest zawarta w nieskonn- ¢ jezeli dwie rozne plaszczyzny maja
wykonania poprawnego rysunku. czenie wielu plaszczyznach, punkt wspolny, to maja wspdlng pro-
Dlatego kladziemy duzy nacisk sta, zwang krawedzig przeciecia.

wlasnie na rysowanie.

W podreczniku zamiescilismy
wiele rysunkow, za pomoca
ktérych pokazujemy kolejne
etapy rysowania wielo$cianow
najczesciej wykorzystywanych

w zadaniach. Zwracamy uwage na
umiejetne korzystanie z kolorow.

+

Nowoscig w szkole . Plaszczyzna jest zbiorem punktéw. W przestrzeni ma wszystkie wlasciwosci wyste-
o OO el St pujace w planimetrii. Jednoznaczne wyznaczenie plaszczyzny polega na precyzyjnym

funkdji t t h o . . s . AT .
S e e okresleniu, ktore punkty przestrzeni do niej nalezg, a ktore nie naleza. Plaszczyzna
w zadaniach do wyznaczania

miar katéw w brylach. Dlatego jest jednoznacznie wyznaczona przez kazdy z podanych zbioréw punktéw:

wieksza wage nalezy przylozy¢ do ° trzy niewspélliniowe punkty, * dwie przecinajace si¢ proste,
omowienia pojec kata nachylenia
prostej do plaszczyzny oraz kata I% M/
dwusciennego. Z N
° dwie rozfaczne proste réwnolegte, ° prosta i punkt nienalezacy do niej.
temat 2.1

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 1.1

G Generator

testéw i sprawdzianéw




1. Proste i ptaszczyzny w przestrzeni 9 I

Wzajemne potozenie dwéch ptaszczyzn

Dwie rézne plaszczyzny

albo nie maja punktu wspélnego albo maja punkt wspolny

Plaszczyzny sa rownolegte: o || 3. Plaszczyzny « i  przecinaja si¢
wzdtuz krawedzi k.

Przyjmujemy ponadto, ze kazda plaszczyzna jest rownolegla do samej siebie.

Moéwimy, ze dwie plaszczyzny:

* saréwnolegle, jezeli nie majg punktow wspolnych albo majg wszystkie punk-
ty wspolne,

* przecinaja sie, jezeli maja wspolna prosta, nazywang krawedzia przeciecia.

Plaszczyzny czesto oznacza si¢ matymi literami al-
fabetu greckiego. Jezeli podane sg punkty A, B, C
wyznaczajace plaszczyzne, to bedziemy ja oznaczaé
za pomocg skrotu ,,pt. ABC”.

Skrotu ,,pt. ABCD” (,pl. ABCDE” itd.) uzywamy
wtedy, gdy chcemy wskazaé wiecej punktéw leza-
cych na plaszczyznie, np. do opisu $cian wielocia-
néw. Skrét ,,pr. BE” oznacza natomiast prosta prze-
chodzacy przez punkty Bi E.

Przyktad @) « zad. 1.3
W narysowanym wielo$cianie plaszczyzny rowno-
legte s3 wyznaczone przez nastepujace pary $cian:
ABCD i A'B'C'D oraz ABBA'i DCC'D', czyli:
pt. ABCD || pt. A'BC'D' oraz
pL. ABBA'|| pt. DCC'D’ A”

A

41.3. Wskaz wszystkie plaszczyzny rownolegle w wieloscianie na rysunku ponize;.

F' E'
|
F E : ,
E D C!
DT IC
Al__ R o
A~ B

Odp.: pt. ABCDEF || pt. ABC'D'E'F/,
pt. ABBA'|| pt. DCC'D' || pt. FEE'F/,
pt. BBC'C || pt. DD'EE || pt. AA'F'F
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Wzajemne potozenie ptaszczyzny i prostej

L

Prosta I ma wszystkie
punkty wspdlne
z plaszczyzna 7.

Moéwimy, ze prosta [ jest
zawarta w plaszczyznie 7.

/k
Prosta k nie ma zadnego

punktu wspdlnego
z plaszczyzna 7.

A

Prosta m ma dokladnie
jeden punkt wspolny
z plaszczyzna 7.

Mowimy, Ze prosta m
przecina plaszczyzne
w punkcie M.

O prostych [ i k méwimy, ze s3 rownolegle do plaszczyzny m:

Himik|ln

Moéwimy, ze prosta:

* jest rownolegla do plaszczyzny, jezeli nie ma z nig punktéw wspélnych albo
jezeli jest w niej zawarta,
* przecina plaszczyzne, jezeli ma z nig jeden punkt wspolny.

Przyktad @)

Opiszemy polozenie prostej BM wzgledem plaszczyzn wyznaczonych przez $ciany

sze$ciennego pudetka przedstawionego na rysunku.

Rozwiazanie

Prosta BM jest rownolegla do plaszczyzny:
° BCML, poniewaz jest zawarta w tej plaszczyznie,

° ADNK, bo nie ma z tg plaszczyzng zadnego punktu

wspolnego.

Prosta BM przecina plaszczyzne:

° ABCD w punkcie B,
° ABLK w punkcie B,
* KLMN w punkcie M,
e DCMN w punkcie M.
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Wzajemne potozenie dwoch prostych w przestrzeni 41.5. Na rysunku ponizej
przedstawiony jest wieloscian
ABCDW. Wypisz wszystkie jego
krawedzie, ktore sg zawarte

Jezeli dwie rézne proste zawarte s3 w jednej plaszczyznie, to takie proste nazy- W pros.tych skosnych do
wamy wspélplaszczyznowymi. L A
w
Przyktad €)
Proste a i b sg wspolplaszczyznowe.
A D
b a W \
B C
Odp.: BW, DW

<1.6. Na rysunku ponizej
przedstawiono graniastostup
prosty BUTMOC o podstawie

Dwie proste, przez ktore nie mozna poprowadzi¢ jednej ptaszczyzny, nazywamy

skosnymi. tréjkatnej. Wypisz wszystkie
jego krawedzie, ktore sa zawarte
w prostych sko$nych do
Przyktad o zad. 1.5-1.7 prostej UC.
Wypiszemy wszystkie pary prostych skosnych ¢
pokazanych na rysunku. M «
Rozwiazanie w,

Skosne sg proste:

e pr. ABipr.CW, C T
* pr. ACipr. BW, Aﬁ‘ — B
7 f (

e pr. BCipr. AW. U
Odp.: BT, MO, MB
Przyktad e 41.7. Na rysunku ponizej

przedstawiono otwarte

Na rysunku obok pokazujemy sposéb umiesz- prostopadloscienne pudelko.
czeniaw przestrzeni dowolnej liczby prostych, a Wszystkie jego narozniki

z ktoérych kazde dwie sa skosne (na rysunku oznaczono literami. Wypisz
mamy model utworzony z czterech prostych: 0 krawedzie zawarte w prostych
a, b, ¢, d). / P skosnych do prostej KL.
H G
K i
T D c
) 17
A B

Odp.: BC, AD, FG, EH, AE, BF,
CG, DH
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Roéwnolegtosé i prostopadtosé w przestrzeni

Jezeli dwie rézne proste na plaszczyznie nie ma-

ja zadnego punktu wspdlnego, to sa réwnolegte. allb
™ alla

Przyjmujemy réwniez, ze kazda prosta jest rowno-
legta do samej siebie, czylia || a.

Réwnoleglos$¢ w przestrzeni definiujemy tak, aby odréznié proste skosne od prostych
réwnoleglych. Proste sko$ne nie maja punktéw wspdlnych, ale nie nazywamy ich
réwnoleglymi.

Dwie proste nazywamy réwnoleglymi w przestrzeni, jezeli sa wspétplaszczy-
znowe i rownolegle na plaszczyznie, na ktorej leza.

Przykiad ©

Proste a, b, c sa rownolegle w przestrzeni, poniewaz:
a || b wplaszczyznie f3,
a || ¢ wplaszczyznie y,
b || ¢ wplaszczyznie a.

Zdefiniowaliémy réwnoleglo$¢ prostej a do plaszczyzny o oraz réwnolegtos¢ dwdch
plaszczyzn.

Zauwazmy jeszcze, ze przez kazdy punkt przestrzeni przechodzi:
* dokladnie jedna prosta réwnolegta do danej prostej a,

 nieskonczenie wiele prostych rownoleglych do
danej plaszczyzny o - zbidr wszystkich punk- %
tow nalezacych do tych prostych tworzy ptasz-
czyzne réwnolegla do plaszczyzny a,

[}

 dokladnie jedna plaszczyzna réwnolegla do da-
nej plaszczyzny a.

Dwie proste przecinajace si¢ na plaszczyznie pod
katem prostym nazywamy prostymi prostopadty- B
mi. Prostopadto$¢ prostych w przestrzeni definiu-
jemy w bardziej ogdlny sposob, tak aby rozszerzy¢
pojecie prostopadlosci prostych na proste skosne.




Prosta a jest prostopadla do prostej b
w przestrzeni (a L b), gdy istnieje prosta a’ j!
réwnolegla do prostej a i przecinajaca pro- Zz
sta b pod katem prostym.

Na rysunku obok przedstawiona jest sytuacja,
w ktorej proste k i m przecinajg si¢ pod katem
prostym, czyli k L m. Proste /i p s rownoleg-
te do prostej m (i skosne do prostej k). Zgod-
nie z definicjg k L [ i k L p. Prosta k jest
prostopadla w przestrzeni do kazdej prostej row-
noleglej do m.

Przyktad o zad. 1.11

Wypiszemy wszystkie krawedzie rownolegle i wszystkie D! c'
krawedzie prostopadte do prostej m w prostopadtoscia-
nie ABCDA'B'C'D’. A B
Rozwigzanie

e Krawedzie rownolegte:

CC'|| m (bo krawedz CC/jest zawarta w prostej ), D c

AA'|| m, BB'|| m, DD'|| m. =
* Krawedzie prostopadle: A %

BC' 1L m, AD' 1 m, D'C' L m, A'B' 1L m,

BC L m, AD 1. m, DC 1 m, AB L m.

Przyktad @) < zad. 1.12

Wypiszemy krawedzie prostopadle do prostej k
w graniastoslupie prostym SUMPAN, ktorego
podstawg jest trojkat prostokatny.

Rozwigzanie
AP 1k, USLk PS_Lk
MN Lk, AU 1k

41.12. Wypisz krawedzie prostopadte do prostej m w graniastostupie prostym
ABCDEF, ktorego podstawg jest trojkat prostokatny (patrz rysunek).

5

»

mA —'p

Odp.: AD, CF, BE, CB, FE

1. Proste i ptaszczyzny w przestrzeni

<41.11. N, M

ry B
Na rysunku pokazano

13 I

prostopadloscian z wyrézniong

krawedzig AB, wyznaczajaca
prosta m. Wypisz wszystkie

a) krawedzie rownolegle do m.

b) krawedzie prostopadte do m.

¢) krawedzie skosne do m.

d) $ciany réwnolegte do m.
e) Sciany prostopadle do m.
Odp.:a) AB, DC, KL, NM
b) AK, BL,CM, DN, AD, BC,

LM, KN
¢) KN, ND, ML, MC

d) ABCD, DCMN, KLMN,

ABLK
e) BCML, ADNK
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Jezeli ustawimy ekierki na stole w sposéb przed-
stawiony na rysunku, to prosta k, zawierajaca jed-
ng z przyprostokatnych, bedzie prostopadla do kaz-
dej prostej przechodzacej przez punkt A i zawartej
w plaszczyznie stotu. Jest zatem prostopadta do do-
wolnej prostej zawartej w plaszczyznie stotu.

Moéwimy, ze prosta k jest prostopadla do plaszczyzny o (k L «), jezeli jest
prostopadta do kazdej prostej zawartej w plaszczyznie a.

Przyjmiemy bez dowodu nastepujace twierdzenie.

Prosta prostopadfa do dwdch przecinajacych si¢ prostych jest prostopadta do
plaszczyzny wyznaczonej przez te proste.

Przyktad Q

Prosta k z przykladu 8 jest prostopadta do dwdch prostych: AP i PS, przecinajacych
sie w punkcie P. Jest wigc prostopadla do plaszczyzny zawierajacej $ciane boczna
PAUS. Rysunek po prawej stronie przedstawia ten sam graniastostup, ale stojacy na
$cianie PAUS. M

=

Moéwimy, ze plaszczyzna o jest prostopadla do plaszczyzny f3, jezeli o zawiera
prosta prostopadia do ptaszczyzny .

Jezeli plaszczyzna o zawiera prosta prostopadla do plaszczyzny S, to plaszczyzna 8
zawiera prosta prostopadia do plaszczyzny o (mozna to pokaza¢ na modelu z ekier-
ka), zatem prawdziwe jest nastepujace twierdzenie, ktoére podajemy bez dowodu.
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Uwagi metodyczne
Podstawg rozwigzania prawie

Jezeli ptaszczyzna « jest prostopadia do plaszczyzny f, to plaszczyzna f3 jest pro- kazdego zadania ze stereometrii
stopadta do plaszczyzny a. jest poprawnie wykonany, duzy,
przejrzysty rysunek. Jezeli

w pracowni matematycznej brak
gotowych zestawdw wielosciandw,
a czas na to pozwoli, warto poleci¢

W przykladzie 9 ptaszczyznami prostopadtymi sg np.: pt. PAUS i pt. PSMN.

Zauwazmy na koniec, ze w przestrzeni dwie dowolne proste maja wspdlna, przecina- uczniom wykonanie modeli
jaca je, prosta prostopadiy. Dla prostych skosnych mozna ja wyznaczy¢ w nastepujacy réznych wieloscian6ow.
sposaéb: Zachecamy do rozwigzywania
Przez proste skosne a i b prowadzimy plaszczyzny m/ zadan z odpowiednim modelem
réwnolegle « i . Nastepnie przez jedng z prostych >/ ustawionym przed uczniem na
(na rysunku jest nig prosta a) prowadzimy plaszczy- AR tawce — mozna w tym celu uzywaé
zne prostopadta do S, ktéra przecina prostg b w punk- Kockéw, pudetek itp. Wralisenin
cie P. Szukana prosta m jest zawarta w tej plaszczyz- P EEmEE dyd.ath.czr.lq 53 tez Ol(.)wkl
. . . Pl z powodzeniem imitujgce odcinki
nie, przechodzi przez punkt P i jest prostopadta do f3, % i 3 ol mssic.
zatem przecina kazda z prostych a, b i jest do nich I
prostopadta.
Odpowiedzi i rozwigzania

1.1. Dane sg prosta k i ptaszczyzna a. Ocent prawdziwos¢ podanych zdan. 1.1. F,P,F
A. Istnieje dokladnie jedna plaszczyzna zawierajaca prostg k i prostopadta do plasz-

czyzny «.
B. Istnieje co najmniej jedna plaszczyzna zawierajaca prosta k i prostopadta do ptasz-

czyzny «.
C. Istnieje nieskonczenie wiele ptaszczyzn zawierajacych prosta k i prostopadtych do

plaszczyzny a.
1.2. Jakim zbiorem moze by¢ zbiér punktéw wspolnych trzech roéznych ptaszczyzn? 1.2. zbidr pusty, punkt, prosta
Rozwaz rézne mozliwosci polozenia plaszczyzn.

E E'
1.3. Wskaz wszystkie plaszczyzny réwnolegle w wielo- —
$cianie na rysunku obok. i D' c
|

1.4. Punkty K, O, Z, A nie lezg na jednej plaszczyznie. b c
Wymien wszystkie plaszczyzny wyznaczone przez kazde //él___ “““ B’
trzy spoérdd tych punktéw. Podaj krawedzie przeciecia A = B
kazdej pary ptaszczyzn.
1.3.

pl. ABCDEF || pt. ABC'D'E'F,
pt. ABBA'|| pt. DCC'D' || pt. FEE'F/,
pt. BB'C'C || pt. DD'E'E || pt. AA'F'F

1.4. plaszczyzny: KOZ, KOA, OAZ, KAZ;
krawedzie: KO, KZ, KA, OZ, OA, ZA
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1.5. BW,DW

1.6. BT, MO, MB

1.7. BC, AD, FG, EH, AE, BF,
CG, DH

1.8. a) nieskonczenie wiele
b) tak, jedna

1.9. Jesli prosta p jest rownolegta
do plaszczyzn « i f3, to nie istnieje
prosta m.

1.5. Na rysunku 1 przedstawiony jest wieloscian ABCDW. Wypisz wszystkie jego
krawedzie, ktére s zawarte w prostych skosnych do prostej AC.

1.6. Na rysunku 2 przedstawiono graniastostup prosty BUTMOC o podstawie trdj-
katnej. Wypisz wszystkie jego krawedzie, ktore sg zawarte w prostych sko$nych do
prostej UC.

w C

Mg/

N :

Rys. 1. B c Rys. 2. U

1.7. Narysunku przedstawiono otwarte prostopadloscienne pudetko. Wszystkie je-
go narozniki oznaczono literami. Wypisz krawedzie zawarte w prostych skosnych do

prostej KL.
H G
K L
D) c
E ik
A B

1.8. Dane sg dwie proste skosne k i I. Wykonaj rysunek (lub zbuduj model) ptasz-

czyzny 7 réwnolegltej do obydwu tych prostych i nieposiadajacej z nimi punktow

wspdlnych.

a) Ilejest takich plaszczyzn?

b) Czy przez kazdy punkt przestrzeni nienalezacy do zZadnej z tych prostych mozna
poprowadzic¢ taka plaszczyzne? Jezeli tak, to ile jest takich plaszczyzn przechodzs-
cych przez dany punkt?

1.9. Dane sg proste skosne k i I. Wykonaj rysunek (lub zbuduj model) prostej m
przecinajacej proste k oraz I i réwnolegtej do danej prostej p. Czy dla kazdej prostej
p istnieje taka prosta m?

1.10. Trzy proste nie leza w jednej plaszczyznie, ale kazde dwie sposréd nich sig
przecinajg. Wykaz, ze proste te maja jeden punkt wspélny.

1.10. Dwie proste przecinajace si¢ leza w jednej plaszczyznie. Trzecia prosta ma przecinaé
podane dwie. Jesli przecina je w réznych punktach to bedzie lezata w tej samej ptaszczyznie,
czyli otrzymujemy sprzeczno$¢ (proste nie leza w jednej plaszczyznie). Zatem trzecia prosta
musi przechodzi¢ przez punkt wspoélny dwéch prostych.



1.11. Na rysunku pokazano prostopadioscian z wyrdzniong N, M
krawedziag AB, wyznaczajaca prosta m. Wypisz wszystkie
a) krawedzie réwnolegle do m.

b) krawedzie prostopadte do m.

¢) krawedzie sko$ne do m. D C
d) $ciany réwnolegte do m. ~

e) $ciany prostopadle do m. A B

1.12. Wypisz krawedzie prostopadte do prostej m w graniastostupie prostym
ABCDEF, ktdrego podstawa jest trojkat prostokatny (rys. 1).

1.13. Na rysunku 2 przedstawiony jest prostopadloscian z wyrézniong kolorem
$ciang . Wypisz wszystkie

a) krawedzie prostopadte do «.
b) krawedzie réwnolegle do «.

c) $ciany réwnolegte do a.
d) $ciany prostopadle do «.

D, c’
F '

A, : B/

A
m

Rys. 1. Rys.2. A - B

1.14. Czy dwie proste prostopadte do tej samej plaszczyzny moga by¢ skosne?
1.15. Czy dwie plaszczyzny prostopadte do tej samej prostej moga sie przecinac?

1.16. Dana jest plaszczyzna 7 i punkt A nielezacy na niej. Ile jest ptaszczyzn prosto-
padlych do 7 przechodzacych przez punkt A? Wykonaj rysunek (lub zbuduj model)
plaszczyzny o prostopadtej do 7, przechodzacej przez punkt A i rownoleglej do danej
prostej k.

1.17. Dane sg dwie proste sko$ne a i b. Wykonaj rysunek (lub zbuduj model) ptasz-
czyzny rownoleglej do prostej a i zawierajacej prosta b.
1.18. Wykonaj rysunek (lub zbuduj model) plaszczyzny zawierajacej dang prosta a

i prostopadtej do danej ptaszczyzny . Rozwaz przypadki, gdy a L 7 oraz gdy a nie
jest prostopadta do 7.

1.19. Wykonaj rysunek (lub zbuduj model) plaszczyzny przechodzacej przez dany
punkt P, prostopadlej do danej ptaszczyzny 7 i réwnoleglej do danej prostej k.

1.20. Wykaz, ze dla pary prostych skosnych a i b istnieje dokladnie jedna para plasz-
czyzn « i 3 takich, ze a zawiera sie w «, b zawierasiew i « || f.

1.20. Przez prostg a prowadzimy dowolng plaszczyzne «. Skoro prosta b jest skosna do a,
to istnieje tyko jedna plaszczyzna 3 zawierajaca prosta b i rownolegla do plaszczyzny «.

%

a

YAt ——
/ o
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1.11. a) AB, DC, KL, NM

b) AK, BL,CM, DN, AD, BC,
LM, KN

¢) KN, ND, ML, MC

d) ABCD, DCMN, KLMN,
ABLK

e) BCML, ADNK

1.12. AD, CF, BE,CB, FE

1.13. a) AB, DC, A'B, D'C’

b) BC, CC',C'B, B'B, AD, DD/,
DA AA

¢) BCC'B, ADDA’

d) ABCD, ABBA', A'BC'D,
pcC'D’

1.14. Nie, sa rownolegle.
1.15. Nie, sa rownolegle.

1.16. nieskonczenie wiele

1.17. a
i
|
i b
|
bt
S
I
1.18.
I przypadek II przypadek
yii /
l |
| |
| |
| |
}z:__ -7_-[_ ///___ -7_T_

1.19. Jezeli prosta k jest
réwnolegta do plaszczyzny 7,
to nie istnieje taka ptaszczyzna.

P k

\,
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Prosto do matury
1. B

4. P,P,P

5. a) CB, FE

b) CF, BE, AD, AC, DF

¢) DF, AD, DE

d) pt. ABC, pt. DEF, pt. CBEF
e) pt. ACFD

6. nieskonczenie wiele,
gdy k|| pr. PQ;
jedna, gdy k 4t pr. PQ

7. Wskazowka: Przez punkt P
poprowadz prosta a’ réwnolegta
do prostej a i prosta b’ réwnolegla
do prostej b. Szukana plaszczyzna

q r.q!
zawieraa ib'.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

1. Punkty P, Q, R, S nie lezg na jednej ptaszczyznie. Wskaz liczbe plaszczyzn wy-
znaczonych przez kazde trzy sposrod tych punktow.
A.3 B. 4 C.5 D. 6

2. Proste ABiCD sa skosne. Jak sg polozone proste AC i BD?
A. Sa réwnolegte. C. Sa skosne.
B. Przecinajq sie. D. Jest za malto danych, zeby odpowiedzie¢ na to pytanie.

3. Dane sg prosta k i punkt P nielezacy na tej prostej. Ile istnieje prostych, a ile plasz-
czyzn przechodzacych przez punkt P i réwnolegtych do prostej k?

A. Jedna prosta i jedna plaszczyzna.

B. Jedna prosta i nieskonczenie wiele ptaszczyzn.

. Nieskonczenie wiele prostych i jedna plaszczyzna.

. Nieskonczenie wiele prostych i nieskonczenie wiele plaszczyzn.

OO

Rézne proste a ib sa prostopadte do prostej k. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
. Proste a i b mogg by¢ réwnolegle.
. Proste a i b moga by¢ prostopadle.
. Proste a i b moga by¢ skosne.

o= > H

5. Podstawa graniastostupa prostego przedstawionego na rysunku jest trojkat pro-
stokatny. Prosta k zawiera przyprostokatng tego trojkata. Wypisz wszystkie wyzna-
czone przez wierzcholki tego graniastostupa i E
a) krawedzie réwnolegle do prostej k. /
b) krawedzie prostopadte do prostej k. D © ¢
c) krawedzie sko$ne do prostej k. B

d) plaszczyzny réwnolegle do proste;j k. ) g

e) plaszczyzny prostopadle do prostej k. A~

6. Dane s3 prosta k i rézne punkty P, Q nielezace na niej. Ile istnieje ptaszczyzn
zawierajacych punkty P i Q i réwnoleglych do prostej k? Rozwaz rézne polozenia
punktow wzgledem proste;.

7. Dane sg dwie proste skosne a i b oraz punkt P nienalezacy do zadnej z nich. Zbu-
duj model lub wykonaj rysunek ptaszczyzny rownoleglej do prostej a i do prostej b
oraz przechodzacej przez punkt P.
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2. Kat nachylenia proste]
do ptaszczyzny

Umiejetnosci:

® rozpoznawanie w graniastostupach i ostrostupach kgtéw miedzy odcinkami
(np. krawedziami, krawedziami i przekatnymi), obliczanie miar tych katow

® rozpoznawanie w graniastostupach i ostrostupach kgtéw miedzy odcinkami
i ptaszczyznami (miedzy krawedziami i Scianami, przekatnymi i Scianami),
obliczanie miar tych katow

e stosowanie trygonometrii do obliczania dtugosci odcinkéw oraz miar kgtow

Rzut réwnolegty

Wiemy, ze przez kazdy punkt przestrzeni przechodzi doktadnie jedna prosta réw-
nolegta do danej prostej. Obserwacje te wykorzystamy do zdefiniowania przeksztat-
cenia, ktore dowolnemu punktowi przestrzeni przyporzadkowuje punkt nazywany
jego rzutem réwnoleglym na ustalong ptaszczyzne.

Niech bedzie dana plaszczyzna 7 i prosta k przecinajaca te plaszczyzne. Przez
punkt P przestrzeni prowadzimy prostg b rownolegla do prostej k. Prosta b prze-
cina plaszczyzne 7 w punkcie P, ktéry nazywamy rzutem réwnoleglym punktu
P na plaszczyzne m w kierunku k.

Na rysunku zaznaczone sg rzuty rownolegle kilku punktéw na ptaszczyzne  w kie-

runku prostej k.
k\m\ \

E
\ \B

Zauwazmy, ze:
o przeksztalcenie to roznym punktom przestrzeni moze przyporzadkowac ten sam
punkt ptaszczyzny 7, np. rzutem kazdego z punktéw A, B, C jest punkt A',

e rzutem punktu nalezacego do plaszczyzny 7 jest on sam (punkty plaszczyzny 7 sa
punktami statymi w tym przeksztatceniu).

( )

temat 2.7

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.2

(‘ Generator

testéw i sprawdzianow
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Dziat 1. Stereometria

W rzucie réwnolegtym:

* obrazem odcinka jest albo odcinek (A'P’ jest obrazem odcinka AP), albo - gdy

rzutowany odcinek jest réwnolegly do kierunku rzutu - punkt* (A’ jest obrazem
np. odcinka AB),

° obrazem prostej jest prosta albo — gdy rzutowana prosta jest rownolegta do kie-
runku rzutu - punkt**,

° obrazem przestrzeni jest plaszczyzna 7.

Szczegdlnym przypadkiem rzutu réwnolegltego jest rzut w kierunku prostej prosto-
padlej do plaszczyzny 1. Nazywamy go wowczas rzutem prostokatnym (prostopad-
tym) na plaszczyzne 7.

Kat nachylenia prostej do ptaszczyzny

Jezeli prosta k przecina w punkcie P plaszczyzne 7, ale \k
nie jest do niej prostopadta, to tworzy rézne katy z pro- ~O 8/
A}

stymi zawartymi w 7 i przechodzacymi przez P. Jeden
z tych katéw ma szczegdlne znaczenie.

Katem nachylenia prostej do plaszczyzny, przy zalozeniu, ze prosta nie jest do
niej ani prostopadla, ani réwnolegta, nazywamy kat ostry utworzony przez te
prosta i jej rzut prostokatny na plaszczyzne.

Kat nachylenia prostej k do ptaszczyzny 7 wyznaczamy w kolejnych krokach.

Krok 1: Na prostej k wybieramy punkt A rézny od O -
punktu przeciecia plaszczyzny.

Krok 2: Przez punkt A prowadzimy prosta m pro- A
stopadla do plaszczyzny m i przecinajacy ja i
w punkcie B (jest to rzut prostokatny punk- 0~ B

tu A na plaszczyzne 7).

Krok 3: Prowadzimy prostag OB. Kat AOB oznaczony
na rysunku literg « jest szukanym katem na-
chylenia prostej k do ptaszczyzny 7.

*Formalnie: zbidr jednopunktowy.

** JW
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Miara kata « nie zalezy od tego, ktéry z punktéw prostej k wybierzemy jako punkt A.

Ponadto przyjmujemy, ze prosta rownolegla do ptaszczyzny tworzy z nig kat zerowy,
czyli kat o mierze 0° a prosta prostopadla do plaszczyzny tworzy z nig kat prosty,
czyli kat o mierze 90°.

Zauwazmy, ze jezeli punkt B jest rzutem prostokatnym punktu A na plaszczyzne 7,
apunkt C € miC # B, to |AB| < |AC|. Inaczej méwiac, punktem plaszczyzny 7,
ktdry lezy najblizej punktu A, jest rzut prostokatny punktu A na te plaszczyzne.

Przyktad o zad. 2.5 D o 425. N, M
W prostopadtoécianie ABCDA'B'C'D' prosta DD’ , K 7
jest prostopadta do plaszczyzny ABCD. Kat D'DB A [\ X c '
jest prosty, wiec kgt D'BD jest katem nachylenia ) 0\ :
prostej BD' do plaszczyzny ABCD. - N A DS B c
- D, c A B

Na. rysu’nku zaznaczcin'e sg katy nachylenia przekat- / Bl ks oo o
nej AC' prostopadioscianu: N 7 ABCDKLMN (patrz rys.).
o do pl ABBA’ — jest nim kat 3, el Zaznacz na rysunku katy

O plaszezyzny Jest nim kat f D pral ¢ nachylenia przekatnej DL do
o do plaszczyzny AA'D'D - jest nim kat «. plaszczyzny

A —B a) podstawy ABCD.

b) $ciany bocznej ADNK.

¢) $ciany bocznej DCMN.

d) podstawy KLMN.

Odp.: Wskazéwka: Szukanym
katem jest: a) SLDB, b)<4LDK,
¢)<LDM, d)<DLN.

Przyktad @) « zad. 2.6

Zaznaczymy kat nachylenia prostej A'B do plasz-

czyzny ACCA' w przedstawionym na rysunku gra-
niastostupie prostym, ktorego podstawa jest trojkat
ostrokatny.

Przerysuj rzut graniastostupa Odp.: C
prostego ABCA'B'C’, ktérego /"’ ,
podstawa jest ostrokatny trojkat A “ B

ABC (patrz rys.). Zaznacz na v

rysunku kat nachylenia prostej
A'C do ptaszczyzny CBB'C',
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Rozwigzanie

Dla ulatwienia ustawmy graniastostup tak, jak na rysunku po lewej stronie. Sciana
ABC jest prostopadta do ptaszczyzny ACCA', zatem wysoko$¢ BD tréjkata ACB jest
prostopadta do ptaszczyzny ACCA'. Rzutem prostokatnym punktu B na plaszczyzne
ACCA' jest punkt D. Szukany kat to 4DA'B, oznaczony na rysunku literg «.

ol

A’ A B
Na rysunku po prawej stronie przedstawiony jest graniastostup w poprzednim poto-

zeniu z zaznaczonym katem o.

Przyktad @) « zad. 2.7

Zaznaczymy katy nachylenia krawedzi bocznych danego ostrostupa o podstawie troj-
katnej do plaszczyzny podstawy.

N

Rozwiazanie

Najpierw nalezy znalez¢ rzuty prostokatne
krawedzi bocznych bryly. W tym celu najwy-
godniej jest zrzutowaé prostopadle wierzcho-
tek ostrostupa, czyli poprowadzi¢ wysokos¢.

a) W ostrostupie ABCS rzut prostokatny
wierzcholka nalezy do podstawy.

a, f3, y to odpowiednio katy nachylenia kra-
wedzi AS, BS i CS do plaszczyzny ABC.

b) W ostrostupie KLMW rzut prostokatny
wierzchotka nie nalezy do podstawy.

«, 3, y to odpowiednio katy nachylenia kra-
wedzi KW, LW i MW do plaszczyzny KLM.

42.7. Przerysuj rzuty ostrostupéw. Na kazdym rysunku zaznacz kat nachylenia proste;j /
do plaszczyzny podstawy 7.
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Odlegtos¢ punktu od ptaszczyzny

Niech A, oznacza rzut prostokatny punktu A na plaszczyzne . Odleglo$c¢
punktu A od plaszczyzny mjestréwna: 0, gdy A, = A, oraz|A A, gdy A, + A.

Za pomocg odleglosci punktu od plaszczyzny mozna zdefiniowac:

* odlegto$¢ miedzy prosta I i plaszczyzng 7 do niej réwnolegly jako odlegtos¢ do-
wolnego punktu prostej  od plaszczyzny 7,

* odleglo$¢ miedzy dwiema plaszczyznami réwnoleglymi jako odleglos¢ dowolnego
punktu jednej z tych plaszczyzn od drugiej plaszczyzny.

Przyktad @)

Odlegtos¢ punktu A od plaszczyzny 7 jest réGwna 6 cm, odlegtos$¢ punktu B od plasz-
czyzny 7 jest rowna 10 cm. Prosta AB jest nachylona do ptaszczyzny 7 pod katem 50°,
apunkty A i Bleza po tej samej stronie plaszczyzny rr. Obliczymy dlugo$¢ odcinka AB
(z dokladnoscia do drugiego miejsca po przecinku).

zad. 2.9

Rozwigzanie

Oznaczmy:

A, - rzut prostokatny punktu A na plaszczyzne 7,
B, - rzut prostokatny punktu B na plaszczyzne 7,
P - punkt przeciecia prostej AB z plaszczyzna 7.

Punkty A i B leig po tej samej ()
stronie plaszczyzny , jezeli
odcinek AB nie ma punktéow
wspolnych z plaszczyzna 7.

Punkty A, B, P, A,, B, leza na jednej plaszczyznie prostopadtej do plaszczyzny 7.
Zgodnie z trescig zadania:

4BPB, = 50° |AA,|=6cm, |BB,| =10cm
Jezeli przez punkt A poprowadzimy prosta rownolegla do prostej PA,, to przetnie

ona prosta BB; w pewnym punkcie. Oznaczmy go litera C. 5

Zatem w trojkacie ACB mamy:
J4ACB = 90°, 4BAC = 50° A C

|BC| = |BB,| - |CB,| = 10 — 6 = 4 [cm] ‘U/
A,
/Al
p Al Bl

™

Dlugo$¢ boku AB obliczymy, korzystajac
z funkgji trygonometrycznych.

IBCl_ sin 50°, stad |AB| =
|AB|

Odp.: |AB| = 5,22 cm

BC| 4
sin50°  0,7660

~ 5,22 [cm].

42.9. Punkty A i Blezg po tej
samej stronie plaszczyzny 7.
Punkty A;, B; sa odpowiednio
ich rzutami prostokatnymi

na plaszczyzne 7. Punkty

A, B, A,, B, spelniaja podane
warunki. Oblicz dlugos¢
odcinka AB.

a) |A;B,| =8, |AA,| = 15,
|BB,| =7

b) |A;B;| = 10, |AA,| = 3,
|BB,| =7

Odp.: a) 812
b) 229

23 I
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Odpowiedzi i rozwigzania

2.2. Trojkat lub odcinek. Trojkat

i jego obraz sa przystajace, gdy leza
w plaszczyznach rownoleglych.

2.3. tak

2.4. W kierunku réwnolegtym
do plaszczyzny zawierajacej
proste przecinajace sig, ale nie
réwnolegtym do 7. Takiego
wyniku nie mozna uzyska¢, gdy
proste leza na plaszczyznie
réwnolegtej do 7.

2.5. Wskazowka: Szukanym
katem jest: a) SLDB, b) 4LDK,
c) <LDM, d)<DLN.

2.6. ol

2.1. Ustaw na stole oléwek tak, by byt on nachylony do plaszczyzny stotu pod danym
katem.
a) 30° b) 45° c) 60° d) 90°

2.2. Jaka figura moze by¢ obrazem trojkata w rzucie prostokatnym na dang plasz-
czyzne? Rozwaz rdzne mozliwosci. Kiedy obrazem tego trojkata jest trojkat do niego
przystajacy?

2.3. Dwierdzne proste rOwnolegle k il rzutujemy prostopadle na plaszczyzne 7. Czy
obrazy tych prostych moga mie¢ punkty wspolne?

2.4. Dane sa dwie przecinajace si¢ proste k i/ oraz plaszczyzna r, ktora ich nie zawie-
ra. W jakim kierunku nalezy zrzutowac te proste na plaszczyzne m, aby ich obrazem
byta jedna prosta? Kiedy nie mozna uzyska¢ takiego wyniku?

2.5. Przerysuj rzut prostopadioscianu ABCDKLMN (rys. 1). Zaznacz na rysunku
katy nachylenia przekatnej DL do plaszczyzny

a) podstawy ABCD. ¢) $ciany bocznej DCMN.
b) $ciany bocznej ADNK. d) podstawy KLMN.

2.6. Przerysujrzut graniastostupa prostego ABCA'B'C!, ktérego podstawa jest ostro-
katny trojkat ABC (rys. 2). Zaznacz na rysunku kat nachylenia prostej A'C do plasz-
czyzny CBB'C'.
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2.7. Przerysuj rzuty ostrostupéw. Na kazdym rysunku zaznacz kat nachylenia pro-
stej [ do plaszczyzny podstawy 7.

2.8. Odcinek AB ma diugos¢ 1. Oblicz dlugo$¢ rzutu prostokatnego tego odcinka
na plaszczyzne, do ktoérej prosta AB jest nachylona pod danym katem.
a) 0° b) 30° c) 45° d) 60° e) 90°

2.9. Punkty A i B leza po tej samej stronie plaszczyzny . Punkty A;, B, s3 odpo-
wiednio ich rzutami prostokatnymi na plaszczyzne 7. Punkty A, B, A, B, spelniaja
podane warunki. Oblicz dtugos¢ odcinka AB.

a) |AB,| =8, |AA,| =15, |BBy| =7

b) |A,B,| =10, |AA,| =3, |BBy| =7

2.10. Punkty A i B leza po przeciwnych stronach plaszczyzny m. Punkty A, i B,
sa odpowiednio ich rzutami prostokatnymi na plaszczyzne m. Ponadto wiadomo, ze
|A|B,| =8, |AA,| = 5, |BB,| = 3. Oblicz dlugos¢ odcinka AB.

2.11. Punkty A i B leza po tej samej stronie plaszczyzny 7. Punkty A, i B, s3 od-
powiednio ich rzutami prostokatnymi na plaszczyzne 7. Wiadomo, ze |AA,| = 5,
|BB,| = 7, aprosta AB jest nachylona do plaszczyzny 7 pod danym katem. Oblicz
dlugo$¢ odcinka AB (z doktadnoscig do dwdch miejsc po przecinku).
a) 30° b) 60° c) 85° d) 10°

2.12. Punkty P i Q lezg po tej samej stronie ptaszczyzny 7. Punkty P'i Q' s3 odpo-
wiednio ich rzutami prostokatnymi na plaszczyzne 7. Punkty P, Q, P', Q'spetniaja
podane warunki. Wyznacz kat nachylenia prostej PQ do plaszczyzny 7.

a) [PP'| =9, |QQ| =5, [PQ'|=4V3

b) [P'Q|=3V2, |QQ'| =2V2, |PP'| =5V2
o |[PQ'|=3, IPQI=6

d) [PQ| =6, |PP'| =3, |QQ'| =13

e) |PQ|=5V2, [PQ'| =10

2.7.

— Y

28.a) 1 b)? o Y2 d)%

2
e)0

2.9. a) 8v/2 b)2V29

2.10. 82
A

\
I
I
5

G

/l/\x y B
' g

A © £

N
B
Prostokatne trojkaty AA,CiBB,C

s3 podobne, stad g = %, ale

X+y=28, zatem x =51 y = 3.
Odcinki AC oraz BC sa wigc
przekatnymi kwadratéw, czyli
|AB| = |AC| + |CB| =
=5v2+3v2=8V2

211.2)4 b) %5

) 2,01 d) 11,52

2.12. a) 30° b) 45° c¢) 60°
d) Taka sytuacja jest niemozliwa.
e) Taka sytuacja jest niemozliwa.

= 2,31

25 I
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2.13. a) 20lub4 Db) 12
¢) 10 d)51lub29

2.14. a) 10,9 b) 50°
) 81° d) 17,5

2.15.a) 26 cm  b) 13V2 cm

2.16. 15 cm

2.17. Kazda z szukanych wielkosci
jest rowna 2 m.

2.18. 2515 cm”

2.13. Punkty A i B lezg po tej samej stronie plaszczyzny 7. Punkty A'i B s odpo-
wiednio ich rzutami prostokatnymi na plaszczyzne 7. Wiadomo, ze

a) |A'B'| =6, |[AA'| = 12, |AB| = 10. Oblicz |BB'|.

b) |AA"| =18, |BB'| = 10, |AB| = 413. Oblicz |A'B'|.

o) |AA'| =2, [BB'| =10, |A'B| = 6. Oblicz |AB].

d) |AB| =20, |BB'| =17, |A'B'| = 16. Oblicz |AA/.

2.14. Punkty M i N lezg po tej samej stronie plaszczyzny 7. Punkty M'i N's3 od-

powiednio ich rzutami prostokatnymi na plaszczyzne 7. Prosta MN jest nachylona

do plaszczyzny 7 pod katem o. Wiadomo, ze

a) |M'M| = 12, N’N| = 5, «a = 40°. Oblicz IMN]| z doktadnoscia do jednego
miejsca po przecinku.

b) |M'N'| =5, |M'M| =10, |N'N‘ = 4. Oblicz o z dokladnoscig do 1°.

c) |M'N'| =4, |MN| = 25. Oblicz « z dokladnoscig do 1°.

d) |M’N'| = 54, a = 72°. Oblicz IMN]| z dokladnoscig do jednego miejsca po
przecinku.

2.15. Przez punkt M, odlegly od ptaszczyzny 7 0 13 cm, poprowadzono dwie proste
przecinajace plaszczyzne m w punktach K i L oraz nachylone do niej pod katem 45°.
Kat KML ma miare . Wyznacz dlugo$¢ odcinka KL.

a) a=90° b) a = 60°

2.16. Z punktu A poprowadzono odcinki AK i AL o dlugo$ciach odpowiednio réw-
nych 25 cmi17 cm. Przez punkty K i L przechodzi taka plaszczyzna 7, Ze prostokatne
rzuty odcinkéw AK i AL na nig pozostaja w stosunku 5:2. Wyznacz odleglos¢ punktu
A od plaszczyzny 7.

2.17. Zosia znalazla na strychu stary namiot i po-
stanowila sprawdzi¢, jak sie go rozbija. Wedlug in-
strukgji kazdy z masztow o dtugo$ci 1 m nalezy przy-
mocowac do podloza za pomocg dwoch linek. Pro-
ducent zaleca, aby kat miedzy linkami byt réwny 60°,
za$ kat miedzy linkami a podlozem wynosit 30°. Ja-
kiej dlugosci powinny by¢ linki i w jakiej odlegtosci
od siebie powinny by¢ ich dolne konce?

2.18. Trojkat ABC, w ktérym kat C jest prosty, wyznacza plaszczyzne m. Przez
punkt C poprowadzono prostg prostopadly do plaszczyzny 7 i wyznaczono na niej
punkt W oddalony od 7 0 10 cm. Ponadto wiadomo, ze |[AW| = 15cm

i [BW| =20 cm. Oblicz pole tréjkata ABC.

6. { 7. I przypadek II przypadek
34
Q
17
X
P
865 T
831
30
sina = 3 = 0,37 Q 15 P
92
=22 aTa— |QQ'| =30 - 8 = 22 [em]

|QQ’| = 30 + 8 = 38 [cm]
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Q 2.19. Dane s3 dwie rownolegle i rézne plaszczyzny 71, i 7, oraz nieréwnolegta do

nich prosta m. Wykaz, ze katy nachylenia prostej m do ptaszczyzn m; i 7, s rowne.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

1. Punkty PiQlezg po tej samej stronie ptaszczyzny 7. Punkty P'i Q'sa odpowiednio
ich rzutami prostokatnymi na plaszczyzne 7. Punkty P, Q, P', Q' spelniaja warunki
|PQ)| = 6, |QQ" =2V3 i ‘PP'| = 51/3. Wskaz miare kata nachylenia prostej PQ do
plaszczyzny 7.

A. 30° B. 45° C. 60° D. 120°

2. Punkty PiQ leza po tej samej stronie ptaszczyzny 7 w odlegtosciach od niej odpo-
wiednio réwnych 8 cm i3 cm. Odcinek PQ o dtugosci 13 cm zrzutowano prostopadle
na plaszczyzne . Wskaz dtugos¢ rzutu tego odcinka.

A. 8V/3 cm B. 213 cm C. 1l cm D.12cm

3. Rzut prostokatny odcinka AB o dlugosci 24 cm na plaszczyzne m ma diugosé
10 cm. Wskaz obliczony z dokladnoscig do 1° kat nachylenia prostej AB do plasz-
czyzny 7.

. 30° B. 65° C. 67° D. 63°

A

4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. W rzucie réwnolegtym na plaszczyzne
A. obrazem kota moze by¢ odcinek.

B. obrazem odcinka nie musi by¢ odcinek.

C. obrazem okregu moze by¢ punkt.

5

. W graniastostupie prostym o podstawie bedacej tréjkatem réwnobocznym po-
prowadzono prosta [ przechodzaca przez wierzchotek podstawy dolnej i $rodek prze-
ciwleglej krawedzi podstawy gérnej. Wykonaj rysunek ilustrujacy te sytuacje. Za-
znacz na nim katy nachylenia prostej  do ptaszczyzny podstawy oraz do plaszczyzny
kazdej ze $cian bocznych.

6. Belka startowa skoczni narciarskiej znajduje si¢ na wysokosci 865 m n.p.m., a prog
tej skoczni na wysokosci 831 m n.p.m. Dlugo$¢ najazdu jest réwna 92 m. Oblicz kat
nachylenia skoczni (z dokladnoscig do 1°). Przyjmij, ze najazd jest odcinkiem.

7. Odlegtos¢ miedzy punktami P i Q wynosi 17 cm, a rzut prostokatny odcinka PQ
na plaszczyzne m ma dtugo$¢ 15 cm. Punkt P jest oddalony od ptaszczyzny 7 0 30 cm.
Oblicz odlegtos¢ punktu Q od plaszczyzny 7.

2.19. Wskazéwka: Z dowolnego
punktu M € m réznego od
punktéw przeciecia prostej

z plaszczyznami poprowadz
prosta k prostopadly do 7, i7,,
a nastepnie rozwaz sytuacje na
plaszczyznie wyznaczonej przez
proste m i k.

Prosto do matury
1. C

4. P,P,F

6. Patrz s. 26.

7. Patrz s. 26.

« — kat nachylenia prostej I do ptaszczyzny podstawy
B> B> B3 — katy nachylenia prostej [ do ptaszczyzn bocznych
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3. Kat dwuscienny

Umiejetnosci:
° rozpoznawanie w graniastostupach i ostrostupach kgtoéw miedzy scianami

Przypomnijmy, ze kazda z dwodch cze-
$ci plaszczyzny wyznaczonych przez dwie

pélproste o wspdlnym poczatku, wraz 360°
z tymi polprostymi, nazywamy katem pla- m

skim. Podobnie definiuje si¢ kat prze-
strzenny.

Dwie rézne polptaszczyzny P,, P,
o wspdlnej krawedzi m dziela prze-
strzen na dwie cze$ci. Kazdg z nich wraz
z tymi polplaszczyznami nazywamy ka-
tem dwusciennym o krawedzi m i $cia-
nach P, i P,.

&

wsp6lna krawedz

]

Miara kata dwus$ciennego nazywamy miare kata plaskiego bedacego czescig wspdlna
kata dwusciennego i plaszczyzny prostopadlej do jego krawedzi. W takim znaczeniu
uzywac bedziemy zwrotu ,.kat dwuscienny « = 30°”.

Miare kata dwusciennego o krawedzi m
i $cianach P;, P, wyznaczamy w kolej-
nych krokach.

Krok 1: Prowadzimy plaszczyzne m pro-

stopadla do prostej m. 3600@
A

Krok 2: Mierzymy kat ptaski, wypukty lub
wklesly, bedacy cze$cia wspdl-
ng kata dwusciennego i ptaszczy-
zny 7. Jeden z katéw dwuscien-
nych ma miare o, a drugi 360° —cv.




3. Kat dwuscienny

Miara kata dwus$ciennego nie zalezy od tego, przez ktéry punkt prostej m poprowa-
dzimy plaszczyzne prostopadla do krawedzi tego kata.

j

|

)

Przyktad €)

Kat dwuscienny wypukly miedzy dwiema poélptaszczyznami prostopadlymi jest ka-
tem prostym, czyli ma miare 90°. Katy takie sa utworzone przez dowolne dwie prze-
cinajace sie $ciany prostopadloscianu.

.........................

Przyktad @)
W graniastostupie prostym kat miedzy sasiednimi §cianami bocznymi jest réwny ka-
towi wyznaczonemu przez odpowiednie krawedzie podstawy.

(@}

Katem nachylenia $ciany bocznej ostrostupa do plaszczyzny podstawy jest kat wy-
pukly wyznaczony przez pétplaszczyzng zawierajaca $ciang boczna oraz pélplaszczy-
zne zawierajgcg podstawe ostrostupa. Kat dwusécienny miedzy $cianami wieloscianu
to kat wypukly wyznaczony przez dwie polptaszczyzny zawierajace $ciany wielo$cia-
nu o wspdlnej krawedzi.
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43.2. Patrzs. 31.

Przyktad e zad. 3.2
Zaznaczymy kat dwuscienny w danym ostrostupie.
Rozwiazanie

a) « — kat dwuscienny miedzy §cianami  b) f3 - kat nachylenia $ciany bocznej do
bocznymi ostrostupa plaszczyzny podstawy w ostrostupie

prawidlowym tréjkatnym
=S
vr/"“

c) y - kat miedzy sasiednimi $cianami  d) & - kat miedzy przeciwleglymi $cia-
bocznymi ostrostupa prawidlowego nami bocznymi ostrostupa prawidlo-
czworokatnego wego czworokatnego

W przyktadzie d) zauwazmy, ze przeciwlegle $ciany boczne ostrostupa, bedace przy-
stajacymi trojkatami réwnoramiennymi, maja wspdlny tylko wierzchotek. Krawedz
kata dwusciennego & jest rownolegta do dwdch krawedzi podstawy ostrostupa zawar-
tych w $cianach kata 8. Wysokosci $cian bocznych poprowadzone z tego wierzchotka
wyznaczaja plaszczyzne prostopadty do plaszczyzn $cian bocznych. Zatem na plasz-
czyznie tej mozemy zaznaczy¢ nie tylko szukany kat &, lecz takze katy nachylenia
$cian bocznych do plaszczyzny podstawy.

3.1. Ustaw ksiazke tak, aby jej okladki wyznaczyty kat dwuscienny o podanej mierze.
a) 30° b) 45° ) 60° d) 90°



3.2. Przerysuj do zeszytu rzut wielo$cianu i zaznacz podany kat dwuscienny.

a) kat miedzy écianami bocznymi ABBA' i BCC'B' graniastostupa prawidlowego
trojkatnego (rys. 1)

b) kat nachylenia $ciany ABS ostrostupa prawidlowego czworokatnego do plaszczy-
zny podstawy (rys. 2)

¢) kat miedzy $cianami bocznymi ABS i ACS ostrostupa prawidtowego tréjkatnego
(rys. 3)

A c' S
|
A C A c
' \44
B A ’ ‘

Rys. 1. Rys. 2. Rys. 3.

3.3. Przerysuj do zeszytu rzut ostrostupa prawidlowego
sze$ciokatnego i zaznacz podany kgt dwuscienny.

a) kat miedzy $ciang boczng CDS a plaszczyzng podstawy
b) kat miedzy §cianami bocznymi AFS i EFS

¢) kat miedzy $cianami bocznymi ABS i DES

3.4. Polplaszczyzny m; i m, o wspdlnej krawedzi k tworza kat dwuscienny o mie-
rze . Przez punkt A nalezacy do tego kata poprowadzono prosta I prostopadla do
prostej k i przecinajacg ja w punkcie A'. Punkt B, jest rzutem prostokatnym punktu
A na plaszczyzne 7, a punkt B, jest rzutem prostokatnym punktu A na plaszczyzne
71,. Prosta [ jest nachylona do plaszczyzny 7, pod katem f3;, a do plaszczyzny m, pod
katem f3,. Przerysuj tabele do zeszytu. Zastap [?| odpowiednimi wielko$ciami.

« B, B, |AA"| | |AB,| | |AB,| | |B,A'| | |B,A'| <«B,AB,

? 30° 60° 10 ? ? ? ? ?
120° 30° ? ? ? ? 6 ? ?

? ? 45° ? 8 ? ? ? 100°

3.4.

« B B, |aA’| | |AB)| | |AB,| | |B,A'| | |B,A'| | 4B,AB,
90° 30° 60° 10 5 54/3 53 5 90°
120° 30° 90° 43 243 4+/3 6 0 60°

80° 35° 45° 13,95 8 9,86 11,43 9,86 100°

3. Kat dwuscienny

Odpowiedzi i rozwigzania
3.2

b)
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3.6. 6\3

3.7. Kat miedzy $cianami

bocznymi jest rozwarty, wiec jest

wiekszy.
3.8.

Jﬁx J17
J (S
A B
¥=17-1, x=4
L
Jﬁy J10
C
A B
y’=10-1, y=3
L
3 5
C 4 K
o =90°

3.9. Wskazowka: Sa to katy

DCS i DAS.

Prosto do matury

1. C

3.5. Z punktu P nalezacego do kata dwusciennego utworzonego przez pélplaszczy-
zny 1, i m, poprowadzono prostg k przecinajaca krawedz tego kata pod katem pro-
stym. Prosta k jest nachylona do plaszczyzny 7, pod katem 13°, a do plaszczyzny m,
pod katem 38°. Jaka jest miara kata dwusciennego?

3.6. Podstawg ostrostupa prawidtowego jest trojkat rownoboczny o boku 5 cm. Wy-
soko$¢ ostrostupa jest rowna 15 cm. Oblicz tangens kata dwusciennego miedzy $ciana
boczna i podstawg ostrostupa.

3.7. Co jest wigksze: miara kata miedzy sgsiednimi $cianami bocznymi ostrostupa
prawidtowego czworokatnego, ktorego $ciany boczne sg tréjkatami réwnobocznymi,
czy miara kata miedzy $ciang boczng a podstawg tego ostrostupa?

3.8. Dwa trojkaty réwnoramienne majg wspolng podstawe o dtugosci 2. Polplasz-
czyzny, w ktorych zawierajg sie te trojkaty, tworzg kat dwuscienny o mierze . Od-
legtos¢ miedzy wierzchotkami tréjkatéw jest réwna 5, ramiona pierwszego tréjkata
maja dlugos¢ V10, a drugiego V17. Wyznacz kat «.

3.9. Podstawa ostrostupa ABCDS jest prostokat. Krawedz S
DS jest prostopadia do plaszczyzny podstawy. Przerysuj do
zeszytu rzut tego ostrostupa i zaznacz na nim katy nachylenia
$cian BCS i ABS do plaszczyzny podstawy.

C
A A‘
3.10. W ostrostupie prawidtowym czworokgtnym ABCDS N
krawedZ boczna jest dwa razy dluzsza od krawedzi podsta-
wy. Kat BPD jest katem dwusciennym miedzy $cianami BCS »
i CDS. Wyznacz cosinus kata SOP.
e
<
A A

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

1. Wskaz miare kata dwusciennego miedzy sasiednimi $cianami bocznymi w gra-
niastostupie prawidtowym tréjkatnym.
A. 30° B. 45° C. 60° D. 90°

3.5. 51°lub 155°. Zadanie ma dwa rozwigzania (pokazano je na rysunkach).
Oznaczamy o szukany kat dwuscienny i mamy

o = 13°+38° = 51° (rysunek I. oraz na rysunku II. - widok z gory) albo

o = 180° — 38° + 13° = 155° (rysunek III. — widok z gory).




2. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym podstawa jest kwadrat o boku dtu-
gosci 10 cm, a krawedzie boczne sg réwne 25 cm. Wskaz wyznaczong z doktadnoscia
do 1° miare kata dwusciennego miedzy $ciang boczna i ptaszczyzng podstawy tego
ostrostupa.

A. 65° B. 82° C. 73° D. 78°

3. Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego ma dlugos¢ 12,
a wysoko$¢ tego ostrostupa wynosi 2+/3. Wskaz miare kata miedzy przeciwlegtymi
$cianami bocznymi.

A. 120° B. 140° C. 135° D. 150°

4. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. W dowolnym ostrostupie katy nachylenia §cian bocznych do ptaszczyzny podsta-
wy maja miare mniejszg od 90°.

B. W kazdym graniastostupie prostym katy miedzy sasiednimi $cianami bocznymi
S3 proste.

C. W kazdym prostopadloscianie katy miedzy sasiednimi $cianami sg proste.

5. W ostrostupie prawidtowym czworokgtnym zaznacz
a) kat dwuscienny, ktory wyznacza $ciana boczna z plaszczyzng podstawy.
b) kat dwuscienny miedzy sasiednimi §cianami bocznymi.

6. Przeciwprostokatna AB o dlugosci a jest wspdlng podstawa tréjkatéw réwno-
ramiennych prostokatnych ABC i ABC,. Pélplaszczyzny, w ktérych zawieraja sie te
trojkaty, tworza kat dwuscienny o mierze 60°. Oblicz odleglos¢ miedzy wierzchotka-
miCiC,;.

7. Punkty M i N lezg na jednej $cianie kata dwusciennego i sa oddalone od jego
krawedzi odpowiednio o 24 cm i 40 cm. Odleglos¢ punktu N od plaszczyzny dru-
giej $ciany tego kata dwusciennego jest rowna 15 cm. Oblicz odlegto$¢ punktu M od
plaszczyzny tej ciany.

3.10. Zauwaz, ze kat SPD jest prosty.

H 2a
stad H = \/7

zatem coso =

3. Kat dwuscienny

|AC| = |BC| = |AC,| = |BC,|

(S| =[C.S| = 3
ASCC, jest rownoboczny, zatem

jcc)| = sa

7.

P 2
V2
R o)
3

Ok a7
S a Stqd |OP| = T
H? = 4a a*

>
>

avV1s
4

a7
0Pl _ &
0S| ~ av7
V2

).

-3
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4. Graniastostupy

Umiejetnosci:

® rozpoznawanie w graniastostupach katéw miedzy: odcinkami, odcinkami
i ptaszczyznami, scianami

e Kkorzystanie z siatek graniastostupéw

e okreslanie, jakg figurg jest dany przekroj prostopadtoscianu ptaszczyzng

Przypomnimy i uporzadkujemy najwazniejsze wiadomosci o graniastostupach
omawiane podczas nauki w szkole podstawowe;.

Zaczniemy jednak od wprowadzenia ogdlniejszych pojec.

Figure (zbioér punktéw przestrzeni) nazywamy wypukla, gdy caly odcinek 13-
czacy dwa dowolne punkty tej figury jest w niej zawarty.

Wieloécianem wypuklym nazywamy taka figure wypukla, ktorej powierzchnie
stanowi skoniczona liczba wielokgtow.

Przekatna wielo$cianu jest odcinek taczacy dwa wierzcholki i niezawarty w zad-
nej ze $cian.

W wielo$cianie na rysunku ponizej:

» wierzcholkami sg punkty: A, B, C, D, E, F,

e krawedziami s3 odcinki: AB, BC, CD, AD, BF, CF, DE, AEi EF,
 §cianami sa wielokaty: ABCD, ABFE, DCFE, BCF, ADE.

F
E

Zauwazmy, ze w podreczniku ((( )))
C wszystkie bryly sa narysowane
A w rzucie rownoleglym.

Ten wieloscian nie ma zadnej przekatne;j.
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Graniastostupy

Graniastostupem wypuklym nazywamy wielo$cian wypukly, ktorego dwie
$ciany (zwane podstawami) s przystajacymi wielokatami zawartymi w réwno-
legtych plaszczyznach, a pozostale $ciany (zwane bocznymi) sa réwnoleglobo-
kami o wierzchotkach nalezacych do podstaw.

Przyklady graniastostupow:

A . N

graniastostupy graniastostup graniastostup
czworokatne trojkatny szesciokatny

Przyktad €)
W narysowanym graniastostupie pieciokatnym
(czyli takim, ktéry ma w podstawie pieciokat):
* wierzchotkami sg punkty: A, B, C, D, E, A" B C D E,
* podstawami s pieciokaty: ABCDE, A'B'C'D'E/,
° $cianami bocznymi sg rownolegloboki:
ABBA', BCC'B', DCC'D', EDD'E', EAA'E/,
o krawedziami podstaw sg odcinki: AB, BC,
CD, DE, EA, A'B', B'C',C'D’, D'E’ EA’,
» krawedziami bocznymi sa odcinki: AA', BB',
CC', DD, EE/,
* wysokoscig h graniastostupa jest odcinek 13-

czacy dowolny punkt M’ plaszczyzny jednej
z podstaw z jego rzutem prostokatnym M na
plaszczyzne drugiej podstawy.

Zauwazmy, ze wszystkie krawedzie boczne sg rownolegle i majg te samg dlugos$é:
|AA"| = |BB'| = [cC'| = |DD'| = |EE'|
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Graniastostup nazywamy prostym, jezeli jego krawedzie boczne sg prostopadte
do ptaszczyzn podstaw.

Yool
’

Réwnoleglo$cian to graniastostup, ktérego podstawa jest réwnolegtobok.

réwnolegloscian réwnolegloscian
prosty pochyty

Jezeli podstawa rysowanego graniastostupa jest rownoleglobok rézny od prostokata, to te ((( )))
informacje trzeba poda¢ stownie, poniewaz na ptaskim rysunku nie wida¢ réznicy miedzy tymi
czworokgtami.



Zauwazmy, ze rownolegloscian ma trzy pary $cian réwnoleglych (i przystajacych).
Kazda z nich moze stanowi¢ pare podstaw tego réwnolegtoscianu. Ten sam réwno-
legtoécian, w zaleznosci od wyboru podstaw, moze wigc by¢ jednoczesnie graniasto-
stupem pochylym i prostym.

Prostopadlosécian to graniastostup prosty, ktérego podstawg jest prostokat.
Prostopadtoécian o wszystkich krawedziach réwnych nazywamy szescianem.

Wiszystkie $ciany prostopadto$cianu sg prostokatami, a wszystkie $ciany sze$cianu s
kwadratami.

Graniastostup nazywamy prawidlowym, jezeli jest prosty i ma w podstawie
wielokat foremny.

4. Graniastostupy
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44.10. Narysuj trzy rézne siatki

Dziat 1. Stereometria

sze$cianu o krawedzi 1 cm.

Odp.: Moga nimi by¢ dowolne
3 siatki sposrod 11 mozliwych.

Siatki wieloscianow
Jezeli chcemy przedstawi¢ wieloscian, czyli figure tréjwymiarows, na plaskiej kartce,

to mozemy albo narysowac jego rzut réwnolegly — tak postepowalismy dotychczas -
albo narysowac jego siatke.

Siatka wielo$cianu nazywamy plaska figure bedaca Czasami zamiast nazwy ()
sumg wielokatow stykajacych sie bokami, a powstaly »siatka wielo$cianu” uzywa

.. .1 .. , . sie zwrotu ,,rozwiniecie
przez rozciecie pewnej liczby krawedzi wielo$cianu

) o ) o o powierzchni wieloscianu
tak, aby jego $ciany daly sie roztozy¢ na plaszczyznie. na plaszczyznie”.

Przyktad e zad. 4.10

Narysujemy siatke sze$cianu. Kolorem czerwonym zaznaczone sg te krawedzie sze-
$cianu, wzdluz ktérych zostal on rozciety.

Aby wykona¢ czynnos$¢ odwrotna, tzn. z siatki otrzymac wielo$cian, trzeba pozagina¢
ja wzdluz kazdej krawedzi, odpowiednio ztozy¢ i skleié.

J

Wielosciany moga miec wiele réznych siatek. Ponizej prezentujemy trzy rézne siatki
tego samego prostopadlo$cianu.
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Przyktad e zad. 4.11-4.13 44.11. Narysuyj siatke
graniastostupa prawidfowego

Narysujemy siatki kilku graniastostupow. Tl e e

Rozwiagzanie rowna
* graniastostup prawidlowy tréjkatny a) podwojonej krawedzi podstawy.
b) potrojonej wysokosci
podstawy.
| | | | 44.12. Narysuyj siatke

graniastostupa szesciokatnego
prawidiowego o wszystkich
krawedziach dtugosci 2 cm.

44.13. Narysuj siatke
graniastostupa prostego, ktérego
krawedz boczna ma dtugo$¢ 5 cm,

' a podstawg jest romb o kacie
ostrym 60° i boku 3 cm.

° graniastostup pieciokatny prosty

e graniastostup pochyly z kwadratem w podstawie

Uwaga: Wymiary siatek graniastostupéw zostalty zmniejszone, aby rzuty graniasto-
stupow i ich siatki zmiescily si¢ na stronie.

Przekroje wieloScianow

Jezeli wielo$cian przetniemy plaszczyzng w taki sposob, ze zadna ze $cian wielo$cianu
nie zawiera sie w tej plaszczyznie oraz do czesci wspolnej wieloscianu i tej plaszczy-
zny nalezg co najmniej trzy niewspoélliniowe punkty, to te cze$¢ wspélng nazywamy
przekrojem plaskim wieloscianu. Przekroje wielo$ciandw sa wielokatami o bokach
wyznaczonych przez $ciany wielo$cianu i ptaszczyzne sieczng. Zastandwmy sie, jaki-
mi wielokatami sg przekroje plaskie prostopadiosciandw.
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44.18. Prostopadloscian
ABCDA'B'C'D’ 0 podstawie
kwadratowej przecigto plaszczyzna
przechodzacy przez wierzchotki

B, D i C'. Krawedz podstawy
prostopadloscianu ma dlugosé¢
122, jego wysokos¢ jest réwna 16,
a o jest katem miedzy otrzymanym
przekrojem a plaszczyzna
podstawy ABCD. Wyznacz cos a.

Odp.: cosa = g

Kazdy prostopadloscian ma sze$¢ $cian, zatem maksymalng liczbg bokéw przekroju
jest 6. Przekrojem o najmniejszej liczbie bokow jest tréjkat. Na rysunku prezentujemy
rézne rodzaje wielokatéw bedacych przekrojami plaskimi prostopadloscianow.

trojkat czworokat (trapez) sze$ciokat

pieciokat

Przyktad o zad. 4.18

Prostopadtoscian ABCDA'B'C'D’ o podstawie kwadratowej przecieto plaszczyzng

przechodzacg przez wierzchotki B, Di C'.

a) Zaznaczymy kat o miedzy otrzymanym przekrojem a plaszczyzng podstawy
ABCD prostopadloscianu.

b) Przyjmujemy, ze krawedz podstawy prostopadloscianu ma dlugos¢ a, a jego wy-
sokos¢ jest rowna h. Wyznaczymy tg a.

¢) Przyjmujemy, ze krawedz podstawy prostopadloscianu ma dtugos¢ 4 cm, a jego
wysoko$¢ jest rowna 12 cm. Obliczymy pole otrzymanego przekroju.

Rozwigzanie
a) Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Dy C'
Przypomnijmy: Uzywamy w podreczniku zwrotow ((( )))
A : B) typu ,bok a wielokata” zamiast ,,bok wielokata
i o diugosci a”, podobnie ,wysokos¢ rowna 37, a nie
: »dlugos¢ wysokosci réwna 37, ,,przekatne sa rowne”
zamiast ,,przekatne maja jednakowa dlugos¢” itp.
Di A foeaes C
s 0 \
A B

Zauwazmy, ze:
° $ciany boczne sg przystajacymi prostokatami,
DC'| = |BC'

. , wiec przekrojem jest rownoramienny tréjkat DBC'.




Plaszczyzna przekroju przecina podstawe ABCD wzdluz prostej DB. Aby wyznaczy¢
szukany kat, nalezy poprowadzi¢ plaszczyzne prostopadty do tej proste;.

* W réwnoramiennym tréjkacie DBC' prowadzimy wysoko$¢ C'O. Punkt O jest
$rodkiem odcinka DB (przekatnej kwadratu ABCD).

* W kwadracie przekatne sg rowne i przecinaja sie pod katem prostym w punkcie,
ktory jest srodkiem kazdej z nich. Zatem odcinek OC - jako potowa przekatnej AC
- réwniez jest prostopadty do prostej DB.

Prosta DB jest prostopadta do dwoch przecinajacych sie prostych - OC i OC'. Jest
wiec prostopadta do plaszczyzny wyznaczonej przez te proste. Szukanym katem «
jest zatem kat C'OC.

Odp.: « =2C'OC

b) & =<C'OC, zatem tga wyznaczymy z tréjkata prostokatnego C'OC.

|OC| = %a\ﬁ «— polowa przekatnej kwadratu
lcc|l o w2
tg(x = —_— = —
IOCl  av2  a
Odp.: tga = ﬂi
a

¢) Trojkat DBC' jest réwnoramienny, zatem jego pole P = %IDBI . |OC'|.

D.’ ol
A’ E B!,
125 ---------------- C
t” . O
A B
|DB| = 42 [cm] «—— przekatna kwadratu
‘OC’| =1 122 + (2 \/5)2 =144 + 8 = 2/38 [cm] «—— twierdzenie Pitagorasa

Zatem: w tréjkacie OCC'

P:%-4x/§-2x/ﬁ=8x/1_9[cm2]

Odp.: P = 819 cm?

4. Graniastostupy
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Odpowiedzi i rozwigzania

4.1. a) 6 $cian, 12 krawedzi,
8 wierzcholtkow

b) 5 $cian, 9 krawedzi,

6 wierzchotkéow

c) 7 $cian, 15 krawedzi,

10 wierzchotkow

d) 8 $cian, 18 krawedzi,

12 wierzchotkow

e) 9 $cian, 21 krawedzi,

14 wierzchotkow

4.2. 27

4.3. a) 16 wierzchotkow,

24 krawedzie

b) 60 wierzchotkow, 90 krawedzi
c) 208 wierzchotkow, 312 krawedzi

4.4. graniastostup siedmiokatny
4.5. 4
4.6. a) 10 b) 18

4.7. b) 5V/3 cm

4.8. ok. 35°

4.9. dwie o dlugosci 10V2 cm,
dwie o dlugosci 20 cm

4.10. Moga nimi by¢ dowolne
3 siatki spo$réd 11 mozliwych.

4.1. Podaj liczbe $cian, krawedzi i wierzchotkow
a) szescianu.

b) graniastostupa trojkatnego.

c) graniastostupa pieciokatnego.

d) graniastostupa szesciokatnego.

e) graniastostupa siedmiokatnego.

4.2. Pewien graniastostup ma 11 $cian. Ile ma krawedzi?

4.3. Okredl liczbe wierzchotkéw i krawedzi graniastostupa, ktéry ma
a) 10 $cian. b) 32 $ciany. ¢) 106 $cian.

4.4. Suma liczb $cian, krawedzi i wierzchotkow pewnego graniastostupa wynosi 44.
Co to za graniastostup?

4.5. Narysuj prostopadlodcian i wszystkie jego przekatne. Ile ich jest?

4.6. Ile przekatnych ma graniastostup o podstawie
a) pieciokatnej? b) szesciokatnej?

4.7. Narysuj szedcian, a w nim jedna z jego przekatnych.
a) Zaznacz kat nachylenia tej przekatnej do plaszczyzny podstawy.
b) Oblicz dlugos¢ przekatnej szescianu o krawedzi 5 cm.

4.8. Wyznacz kat, jaki tworzy przekatna sze$cianu z wychodzacg z tego samego
wierzchotka przekatng $ciany boczne;j.

4.9. Oblicz dlugosci wszystkich przekatnych réwnolegtoscianu prostego, w ktérym
kazda krawedZz ma dlugos¢ 10 cm i jeden z katow podstawy ma miare 60°.

4.10. Narysuj trzy rozne siatki sze$cianu o krawedzi 1 cm.

4.11. Narysuyj siatke graniastostupa prawidlowego tréjkatnego, ktérego wysokosé
jest rowna
a) podwojonej krawedzi podstawy. b) potrojonej wysokosci podstawy.

4.12. Narysuj siatke graniastostupa szesciokatnego prawidlowego o wszystkich kra-
wedziach dlugosci 2 cm.




4.13. Narysuyj siatke graniastostupa prostego, ktorego krawedz boczna ma diugos¢
5 cm, a podstawg jest romb o kacie ostrym 60° i boku 3 cm.

4.14. Przerysuj figure i uzupetnij ja tak, aby otrzymac siatke graniastostupa.
a) b) <)

4.15. Czy narysowana figura jest siatka graniastostupa? Odpowiedz uzasadnij.

4.16. Wysoko$¢ graniastostupa szeéciokatnego prawidtowego jest réwna 8. Srodek
symetrii podstawy jest oddalony od kazdego z jej wierzchotkéw o 6. Oblicz dlugosci
przekatnych tego graniastostupa.

4.17. Dany jest prostopadtoscian ABCDA'B'C'D’ o podstawie kwadratowej ABCD,
niebedacy szescianem. Narysuj przekrdj tego prostopadloscianu ptaszczyzng popro-
wadzong przez

a) wierzcholki A, C oraz érodek krawedzi DD'.

b) s$rodki trzech krawedzi bocznych.

c) wierzcholki D, B oraz srodek krawedzi B'C'.

4.18. Prostopadtoscian ABCDA'B'C'D' o podstawie kwadratowej przecieto plasz-
czyzng przechodzaca przez wierzchotki B, D i C'. Krawed? podstawy prostopadto-
$cianu ma dtugo$é 122, jego wysoko$¢ jest réwna 16, a o jest katem miedzy otrzy-
manym przekrojem a plaszczyzng podstawy ABCD. Wyznacz cos«.

4.19. Podstawe prostopadloscianu stanowi kwadrat o boku 6 cm, a wysoko$¢ pro-
stopadlo$cianu jest réwna 9 cm. Prostopadlo$cian ten przecigto plaszczyzng zawie-
rajacy przekgtng podstawy i przechodzacg przez jeden z wierzchotkéw drugiej pod-
stawy. Oblicz pole otrzymanego przekroju. Rozwaz wszystkie mozliwosci.

b) D c' ¢ D C’

B A

---1---JC Djc--4f--JC

7 z
% %

4. Graniastostupy 43 I

4.15. Nie. Odcinki, ktore po
zlozeniu siatki staja sie jedna
krawedzig, musza by¢ réwnej
diugosci.

4.16. 4113, 243

4.18. cosa = g

4.19. Przekrdj jest albo
prostokatem o polu 54V2 cm?,
albo trojkatem o polu 9122 cm®.
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4. F,P,F

6. Jezeli 0 < tga < V2, to

1

P= Jezeli tga > V2 lub

2cosa

a=90° to P=

\V2sina — cosa

sin? &

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

1. Pewien graniastostup ma 2040 krawedzi. Wskaz liczbe wierzchotkéw tego grania-
stostupa.
A. 680 B. 682 C. 1020 D. 1360

2. Wskaz dtugos¢ przekatnej prostopadtoscianu o wymiarach 3 x 6 x 8.
A. 12 B. 46 C. V109 D. 10,1

8. Szeécian ABCDA'B'C'D' przecieto plaszczyzng przechodzaca przez przekatng BD
i wierzchotek C'. Wskaz podang z doktadnoscia do 1° miare kata nachylenia otrzy-
manego przekroju do plaszczyzny ABCD.

A. 35° B. 45° C. 55° D. 60°

4. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan. . P
Punkty E i F sa Srodkami krawedzi BC i CD szescianu przed- p E
stawionego na rysunku. Przekrdj sze$cianu plaszczyzng wy- !
znaczong przez punkty E, F i P jest E
A. trapezem. Ve
B. tréjkatem réwnoramiennym. A B
C. tréjkatem prostokatnym.

e | —

5. Wysoko$¢ graniastostupa szesciokatnego prawidlowego jest réwna 8. Srodek sy-
metrii podstawy jest oddalony o 6 od kazdego z jej bokéw. Wyznacz cosinusy katow
nachylenia przekatnych tego graniastostupa do ptaszczyzny podstawy.

6. Szescian o krawedzi 1 przecigto plaszczyzng przechodzaca przez przekatng pod-
stawy. Kat nachylenia otrzymanego przekroju do plaszczyzny podstawy wynosi «.
Oblicz pole P przekroju. Rozwaz wszystkie mozliwosci.

7. Prostopadloscian o podstawie kwadratowej przecieto plaszczyzng przechodza-
cg przez jeden z wierzcholkdéw podstawy. W przekroju otrzymano romb o kacie
ostrym «. Wyznacz cosinus kata 3 nachylenia plaszczyzny przekroju do plaszczyzny
podstawy prostopadloscianu.

7. D C
©
A B
av2
|BD| = a2, tggz 1 2 :a\ﬁ, |AC|:&§, cosﬁzmﬁ:a\ﬁztgg
2 ljac lACl g lACl - av2 2
2 o
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5. Ostrostupy

Umiejetnosci:

* rozpoznawanie w ostrostupach katéw miedzy: odcinkami, odcinkami
i ptaszczyznami, scianami; obliczanie miar tych katow

» stosowanie trygonometrii do obliczania: dtugosci odcinkdw, miar katow oraz pol
powierzchni

Przypomnimy i uporzadkujemy najwazniejsze wiadomosci o ostrostupach omawia-
ne podczas nauki w szkole podstawowe;.

Zaczniemy jednak od wprowadzenia definicji rozszerzajacych pojecia trojkata wpisa-
nego w okrag i trojkata opisanego na okregu na dowolny wielokat. Sg one potrzebne
do opisywania niektorych wlasnosci ostrostupow.

Okrag, ktéry przechodzi przez wszystkie wierzchotki wielokata, nazywamy
okregiem opisanym na tym wielokacie.
W takiej sytuacji mowimy rowniez, ze dany wielokat jest wpisany w okrag.

Zauwazmy, ze srodek okregu opisanego na wieloka- / NN
cie jest réwno oddalony (o promien) od kazdego z je- 4}
go wierzchotkéw. Lezy wiec na symetralnej kazdego \'A

N

boku takiego wielokata.

Na kazdym wielokacie foremnym mozna opisac okrag.

Okrag, ktory jest styczny do kazdego boku wielokata, nazywamy okregiem wpi-
sanym w ten wielokat.
W takiej sytuacji méwimy réwniez, ze dany wielokat jest opisany na okregu.

Zauwazmy, ze Srodek okregu wpisanego w wie-
lokat jest rGwno oddalony (o promien) od kaz-
dego boku tego wielokata. Lezy wiec na dwu-
siecznej kazdego z katow wewnetrznych takiego
wielokata.

W kazdy wielokat foremny mozna wpisa¢ okrag.

( )

temat 2.5

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 1.5

G Generator

testow i sprawdzianéw
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Ostrostupy

Ostrostlupem nazywamy wieloscian, ktérego jedna Sciang (zwang podstawa)
jest dowolny wielokat wypukly, a pozostate $ciany (zwane bocznymi) sg tréj-
katami o wspdlnym wierzchotku.

W narysowanym obok ostrostupie: S
* pieciokat ABCDE jest podstawa,

° AB, BC, CD, DE, EA s3 krawedziami podstawy,

° ABS,BCS, CDS, DES, EAS sa $cianami bocznymi,

° AS, BS, CS, DS, ES sg krawedziami bocznymi,

° A, B, C, D, E, S sa wierzchotkami,

A >\ D
e katy ASB, BSC, CSD, DSE, ESA s3 katami ptaskimi '
B C

przy wierzchotku ostrostupa.

Punkt W jest rzutem prostokatnym wierzcholka S na ptaszczyzne podstawy. Odcinek
SW nazywamy wysokoscia ostrostupa, a punkt W - spodkiem wysokosci.

Ostrostupem prawidtowym nazywamy ostrostup, ktérego podstawa jest wie-
lokat foremny i ktérego spodek wysokosci jest srodkiem okregu opisanego na
podstawie.

Przyklady ostrostupéw prawidtowych:

o podstawie o podstawie o podstawie
trojkatnej kwadratowej szesciokatnej

Ostrostup o podstawie trojkatnej ma cztery $ciany — dlatego nazywamy go czworo$cianem. ((( )))



Rysowanie ostrostupéw

Podczas omawiania probleméw dotyczacych wieloscianéw istotna jest umiejetnosé
zrobienia czytelnego rysunku wielo$cianu i poprawnego zaznaczenia jego wlasnosci.

Przyktad €)
Przyjrzyjmy sie sposobom rysowania najczeéciej spotykanych ostrostupow.

® czworoscian

e czworoscian prawidlowy

e ostrostup prawidlowy o podstawie czworokatnej

* ostrostup prawidtowy o podstawie szesciokatnej

5. Ostrostupy
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45.9. Narysuj siatke
czworoscianu foremnego
o krawedzi 3 cm.

Odp.:

45.10. Wyjasnij, dlaczego podana
figura nie jest siatka ostrostupa
czworokatnego.

a)

b)

Odp.: Wskazowka: Zastandw sie,
jakie wartosci moze przyjmowac
suma katdw Scian bocznych przy
wierzchotku ostrostupa.

45.11. m

Przerysuj figure przedstawiong na
rysunku powyzej i uzupelnij ja tak,
aby otrzymac siatke ostrostupa.

 ostrostup o podstawie tréjkatnej, ktorego jedna krawedz boczna jest prostopadta
do ptaszczyzny podstawy

Przyktad e zad. 5.9-5.11
Podobnie jak w wypadku graniastostupdw, mozemy sporzadzi¢ siatki ostrostupow.

Rozwigzanie
e czworos$cian

e czworoscian prawidtowy

e ostrostup prawidlowy czworokatny

Wiasnosci ostrostupow

Przyjmijmy, ze ABCS jest czworoécianem prawidlowym.

I. Zgodnie z definicja punkt W - spodek wysokosci - jest srodkiem okregu opisanego
na tréjkacie rownobocznym ABC.



Trojkaty AWS, BWS i CWS sa przystajacymi
tréjkatami prostokatnymi (cecha bkb). Z tego
faktu wynika, ze:

* |AS| = [BS| = [CS],

* IWAS = 4WBS = 4WCS, czyli katy na-
chylenia krawedzi bocznych do plaszczy-
zny podstawy sa rowne,

° $ciany boczne ostrostupa sg przystajgcymi
tréjkatami rownoramiennymi (cecha bbb).

II. Jezeli punkt E jest $rodkiem boku BC, to SE L BC (SE jest wysokosciag w réwno-
ramiennym trdjkacie BCS) oraz AE L BC (AE jest wysokoscig w réwnobocznym
trojkacie ABC). Zatem kat AES jest katem na-
chylenia $ciany bocznej BCS do plaszczyzny
podstawy.

Jesli F jest $srodkiem boku AC, to kat BFS
jest katem nachylenia $ciany bocznej ACS do
plaszczyzny podstawy. Tréjkaty AES i BFS s
przystajace (bbb), zatem < AES = 4BFS. Ina-
czej moéwiac, katy nachylenia $cian bocznych
do plaszczyzny podstawy sa rowne.

S

III. Aby wyznaczy¢ kat dwuscienny miedzy sgsiednimi $cianami bocznymi, np. ABS
i BCS, trzeba poprowadzi¢ plaszczyzne prostopadla do krawedzi BS. Moga ja wyzna-
czy¢ wysokosci poprowadzone z wierzchotkdéw A (w tréjkacie ABS) i C (w tréjkacie
BCS). Trojkaty ABS i BCS s przystajace, wigc obydwie wysokosci ,trafia” w ten sam
punkt (na rysunku po lewej stronie oznaczony D). Mozna udowodni¢, ze w ostrostu-
pie prawidlowym katy dwuscienne miedzy sasiednimi $cianami sa réwne.

Zauwazmy, ze punkt D nie musi naleze¢ do odcinka BS - jak na rysunku po prawej
stronie.

5. Ostrostupy
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Powyzsze rozumowanie przeprowadzilismy dla czworoscianu prawidiowego. Mozna
je uogdlni¢ dla dowolnego ostrostupa prawidlowego.

W ostrostupie prawidtowym:
wszystkie krawedzie boczne sg réwne i nachylone do plaszczyzny podstawy
pod takim samym katem,
$ciany boczne sg przystajacymi tréjkatami rbwnoramiennymi,
katy nachylenia $cian bocznych do plaszczyzny podstawy sg rowne,
katy dwuscienne miedzy sasiednimi $cianami bocznymi sg rowne.

Prawdziwe sa réwniez ponizsze twierdzenia.

Jezeli podstawg ostrostupa jest wielokat foremny i wszystkie krawedzie boczne
sg rdwne, to ostrostup ten jest prawidtowy.

Jezeli podstawg ostrostupa jest wielokat foremny i wszystkie krawedzie boczne
sg nachylone do plaszczyzny podstawy pod tym samym katem, to ostrostup ten
jest prawidlowy.

Charakterystyczna grupe ostrostupéw tworza te z nich, ktére co prawda nie maja

w podstawie wielokata foremnego, ale taki, na ktérym mozna opisa¢ okrag, a po-

nadto $rodek tego okregu jest spodkiem wysokosci ostrostupa. Mozna wykazac, ze

réwnowazne sg nastepujace trzy warunki (tzn. jezeli spelniony jest jeden z nich, to
spelnione sg réwniez dwa pozostale):

* wszystkie krawedzie boczne ostrostupa sa
réwne,

e wszystkie krawedzie boczne s3 nachylone
do plaszczyzny podstawy pod tym samym
katem,

° na podstawie ostrostupa mozna opisaé
okrag, ktorego $rodkiem jest spodek wyso-
kosci ostrostupa.




Przyktad e zad. 517

Wyznaczymy z doktadnoscig do 1° miare kata nachylenia krawedzi bocznej do plasz-
czyzny podstawy w ostrostupie prawidlowym czworokatnym, w ktérym krawedz
podstawy ma dlugos¢ 6, a wysokos$¢ ostrostupa jest réwna 10.

Rozwigzanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Podstawg ostrostupa jest kwadrat o boku 6. Szukany kat ¢
jest katem ostrym w tréjkacie prostokatnym WCS, w kto-

rym potowa przekatnej kwadratu |WC| = %E = 3V2,

a bok WS jest wysokoscig ostrostupa. Kat o wyznaczymy
za pomoca funkeji trygonometrycznej.

WSl 10

tgo = = — = 2,357

8% wal T 3va
Z tablic odczytujemy, ze o = 67°.
Odp.: 67°

Przyktad @) « zad. 5.19

Kat nachylenia $ciany bocznej do plaszczyzny podstawy trojkatnego ostrostupa pra-
widlowego jest réwny 70°. Wysokos¢ ostrostupa jest rowna 12. Obliczymy pole P
podstawy tego ostrostupa z dokladnoscia do jednego miejsca po przecinku.

Rozwiagzanie
Podstawg ostrostupa jest trdjkat réwnoboczny, wiec do obliczenia pola wystarczy
znalez¢ bok tego tréjkata.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Spodek wysokosci ostrostupa jest punktem
przeciecia srodkowych podstawy.
Zatem:

|WE|=§.|AE|=1.&=Q5

32 6
gdzie a oznacza dtugos¢ boku podstawy.

Dlugo$¢ odcinka WE obliczymy za pomocg
funkgji trygonometrycznej.

[WS|
tg70° = ——
8 WE|
[WE| = sl _12 ~ 4,3676

tg70°  2,7475

5. Ostrostupy 51

45.17. W ostrostupie
prawidlowym sze$ciokatnym
promien okregu opisanego
na podstawie wynosi 10 cm,
a wysokos¢ 30 cm. Wyznacz
(z doktadnoscig do 1°)

a) kat « nachylenia krawedzi
bocznej do plaszczyzny podstawy.
b) kat 3 nachylenia $ciany bocznej

do plaszczyzny podstawy.
Odp.:a) a = 72°
b) g =74°

45.19. W ostrostupie
prawidfowym czworokatnym
krawedzie boczne sg nachylone
do plaszczyzny podstawy pod
katem 60°, a wysoko$¢ jest
réwna 20. Oblicz pole podstawy
tego ostrostupa oraz wyznacz
tangens kata o nachylenia jego
$ciany bocznej do plaszczyzny
podstawy.

800
Odp.: P, = 5 tga = V6
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Mamy wiec d? =~ 4,3676. W tréjkacie rownobocznym wysokosci sa (1)
6 réwnoczes$nie srodkowymi bokéw. Jezeli bok
a~ 43676 -6 trojkata oznaczymy a, wysokos¢ i, pole P, to
V3 he av3 po a*\3
V3 (4,3676-6)*-\3 2’ 4
P= = = 99,1 W dowolnym tréjkacie srodkowe przecinaja
4 3-4 N - NS
sie w jednym punkcie ($rodku cigzkosci),
Odp.: P=99,1 ktory dzieli je w stosunku 2 : 1, liczac od
wierzcholka.
Przyktad 6

Jolka ma wykona¢ z drutu szkielet ostrostupa o nastepujacych wlasnosciach:

° podstawg jest prostokatny tréjkat réwnoramienny o przeciwprostokatnej 16 cm,

o krawedz boczna, ktérej koniec stanowi wierzchotek kata prostego podstawy, jest
prostopadla do ptaszczyzny podstawy,

* pozostale dwie krawedzie sg nachylone do ptaszczyzny podstawy pod kgtem 60°.

Obliczymy, jaka dtugos¢ powinien mie¢ drut potrzebny do wykonania zadania.

Rozwigzanie S
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Kat CAB jest prosty.
Mamy obliczy¢ sume dlugos$ci wszystkich krawedzi ostrostupa.

Zauwazmy, ze:
1. prostokatny tréjkat rownoramienny ABC (podstawa ostro-
stupa) jest polowg kwadratu o przekatnej |BC| = 16, zatem:

16 = |AC| - V2
czyli |AC| = |AB| = 8V2 [cm],

2. §ciana boczna ACS jest potowa tréjkata rownobocznego,
poniewaz 4SAC = 90° i JACS = 60° (to samo mozna
powiedzie¢ o $cianie ABS), stad:

ICS| = 2 |AC| = 16V2 [cm] “

|AS| = |AC| - V3 = 8V2 - 3 = 8/6 [cm] =
Suma dlugosci wszystkich krawedzi jest wigc rowna:

16 +2-8V2+2-16V2 + 8V6 = 103,5 [cm] B
Zauwazmy, ze do wykonania takiego szkieletu trzeba przynaj- @
mniej jedng krawedz odcigé - pozostale boki mozna pozaginaé
z jednego kawatka drutu.

Przypomnijmy:  ((+))

av2

NI

Odp.: Potrzebny kawalek drutu powinien mie¢ prawie 104 cm diugosci.
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Przyktad o zad. 5.21 45.21. Podstawa ostrostupa jest

. . . o trapez rownoramienny, ktérego
Podstawg ostrostupa jest prostokat, w ktérym krétszy bok ma dltugosé a, a przekatne e

przecinaja sie pod katem ostrym «. Wysoko$¢ ostrostupa jest rowna h, a spodek wyso- a krétsza podstawa i ramiona maja

kosci jest punktem przeciecia przekatnych podstawy. Wyznaczymy katy nachylenia dtugos¢ a. Wszystkie krawedzie

krawedzi bocznych do plaszczyzny podstawy. boczne maja dtugo$¢ b. Wyznacz
cosinusy katow nachylenia

Rozwigzanie krawedzi bocznych do plaszczyzny

Jezeli podstawa jest prostokatem, to mozna na niej opisa¢ okrag (na kazdym prosto- podstawy.
kacie mozna opisa¢ okrag). Ponadto jesli spodek wysokosci jest punktem przeciecia Odp.: Ostrostup ma krawedzie
przekatnych prostokata (czyli srodkiem okregu opisanego na tym prostokacie), to boczne réwnej dlugosci, zatem
krawedzie boczne ostrostupa sa rownej dtugosci i tworza rowne katy z plaszczyzna spodek wysokosci to punkt §
podstawy. réwno oddalony od wierzchotkéw
.. - tego trapezu.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunkach. » a @
a a
A S B
D C o
a p 2 F Sciana boczna ABW jest
w prostopadia do podstawy.
A B

Dane s trzy wielko$ci: «, a, h. Za ich pomocg mamy wyznaczy¢ kat f3.

W prostokatnym tréjkacie SWC diugosc boku WS jest dana, wiec wystarczy, ze wy-
znaczymy dlugos¢ jeszcze jednego boku.

Trojkat BCW jest rtownoramienny (|BW| = |[CW|). Jezeli poprowadzimy w nim wy-
soko$¢ WF, to:

a
a o . |FC| cosa =~
FC| = =, 9FWC = —, sinqFWC = —— w iekata () : )
IFCl 2 2 [WC| ost}; Z;;ZCIZ]Z?:;S,Z; R Wszystkie krawedzie sg nachylone
Zatem: polega na wyzna- do podstawy pod katem «.
[WC| = a czeniu wartosci w
2sin « jednej z funkeji
trygonometrycz-
Mozemy teraz wyznaczy¢ tangens kata 8 w tréjkacie SWC: nych tego kata. b
%4
ws| 2hsin 5

t = — =
8P =wel = [\ g
Odp.: Krawedzie boczne sg nachylone do ptaszczyzny podstawy pod takim katem 3,

2hsin &

ze tgf3 =
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Przyktad o

Dany jest ostrostup prawidlowy tréjkatny, w ktorym krawedz podstawy ma diugos¢
a, za$ krawedz boczna jest od niej dwa razy dtuzsza. Obliczymy cosinus kata o miedzy
krawedzig boczng i krawedzig podstawy ostrostupa.

Rozwigzanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Punkt O jest spodkiem wysokosci ostrostupa.
Zgodnie z danymi w zadaniu mamy:
|AB| = |BC| = |AC| =a
|AS| = |BS| = |CS| = 2a
Ostrostup jest prawidlowy, zatem D jest srodkiem krawedzi BC,
a odcinek SD jest wysokoscia rownoramiennego tréjkata BCS.

Odp.: cosa = i

Wielosciany foremne

Graniastostupy i ostrostupy sa wielo$cianami najcze$ciej omawianymi podczas szkol-
nej nauki. Bardzo ciekawa grupe wielo$ciandw stanowia wielo$ciany foremne.

Wieloscianem foremnym nazywamy wielo$cian wypukly, w ktérym wszystkie
$ciany sg wielokatami foremnymi o tej samej liczbie bokéw i w ktorego wierz-
chotkach zbiega sie taka sama liczba krawedzi.

W wielo$cianie foremnym wszystkie wypukte katy dwuscienne utworzone przez s3-
siednie $ciany maja rowne miary.

Istnieje tylko pie¢ wielo$cianow foremnych.

Wieloéciany foremne nazywane s brytami platoriskimi. Wedhug Platona (428-347 p.n.e.) caty ()
materialny $wiat zbudowany jest z czterech skladnikéw - zywiolow, z ktérych kazdy ma swdj
(foremny) odpowiednik matematyczny: ogient — czworo$cian, powietrze — osmioécian, ziemia —
sze$cian, woda — dwudziestoécian. Pigty wieloscian foremny - dwunastoscian — odkryty przez
ucznia Platona, Teajtetosa, zostal przypisany duchowi (wedtug innych zZrédet - wszech$wiatowi).



Wielosciany foremne

nazwa rysunek Sciany
czworoécian foremny trojkaty réwnoboczne
sze$cian ‘ -------- kwadraty
o$mioécian foremny trojkaty rownoboczne
dwunastoscian foremny pieciokaty foremne

dwudziesto$cian foremny

trojkaty réwnoboczne

Na koniec podajemy wzdr, ktéry sformulowal i udowodnit Leonhard Euler
(1707-1783) - szwajcarski matematyk, fizyk i astronom.

W wielo$cianie wypuktym liczba wierzchotkow w, liczba $cian s i liczba krawe-

dzi k spelniaja réwnos¢ (wzor Eulera):

w+s=k+2

5. Ostrostupy
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45.22. Oblicz liczbe krawedzi k
i wierzchotkéw w dwunastoécianu
foremnego.

Odp.: k = 30, w =20

Odpowiedzi i rozwigzania
51.a)s=4, k=6 w=4
b)s=5 k=8 w=5
¢)s=8, k=14, w=38

5.2. a) trzydziestokat
b) trzynastokat
c) dwunastokat

5.3. a) stukatny
b) 21-katny
c) siedemnastokatny

5.4. 6

5.5. 7

5.6.b) h=2v2cm
c) o = 45°

Przyktad 0 zad. 5.22
Obliczymy, ile krawedzi i wierzchotkéw ma dwudziestoscian foremny.

Rozwiazanie
Kazda z dwudziestu $cian ma trzy krawedzie, ale kazda krawedz jest cze$cia wspdlna
dwdch $cian. Zatem liczba krawedzi jest roéwna:

20-3

— =30
2

Podobng metoda mozemy wyznaczy¢ liczbe wierzchotkéw. Mozemy réwniez sko-
rzysta¢ ze wzoru Eulera.

w=k+2-s

w=30+2-20

w=12

Odp.: k=30, w=12

5.1. Podaj liczbe $cian s, krawedzi k i wierzchotkéw w
a) czworoscianu.

b) ostrostupa, ktorego podstawq jest trapez.

c) ostrostupa siedmiokatnego.

5.2. Jaki wielokat jest podstawa ostrostupa, ktéry ma
a) 31 wierzchotkéw? b) 14 $cian? c) 24 krawedzie?
5.3. Jaki ostrostup ma

a) 101 $cian? b) 42 krawedzie? ¢) 18 wierzcholtkdéw?

5.4. Ile $cian ma ostrostup o 10 krawedziach?

5.5. Iloczyn liczby $cian i liczby krawedzi pewnego ostrostupa jest rowny 84. Ile
wierzchotkéw ma ten ostrostup?

5.6. Narysuj ostrostup prawidlowy czworokatny, ktorego wszystkie krawedzie maja
jednakows dlugos¢ a.

a) Zaznacz kat « nachylenia krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy.

b) Oblicz wysokos¢ h tego ostrostupa dla a = 4 cm.

¢) Jaka miare ma kat a?



5.7. Narysuj ostrostup prawidlowy tréjkatny i zaznacz kat nachylenia wysokosci
ostrostupa do $ciany boczne;.

5.8. Narysuj czworoécian foremny i zaznacz kat miedzy jego $cianami.
5.9. Narysuj siatke czworo$cianu foremnego o krawedzi 3 cm.

5.10. Wyjasnij, dlaczego podana figura nie jest siatka ostrostupa czworokatnego.
a) b)

5.11. Przerysuj figure przedstawiong na rysunku obok i uzupetnij ja
tak, aby otrzymac siatke ostrostupa.

5.12. Dany jest ostrostup czworokatny, ktdrego podstawa jest kwadrat o boku dtu-
gosci 4 cm. Jedna ze $cian bocznych, bedgca tréjkatem réwnoramiennym o ramieniu
réwnym 3 cm, jest prostopadta do plaszczyzny podstawy. Narysuj siatke tego ostro-
stupa.

5.13. Wysoko$¢ ostrostupa prawidlowego n-kgtnego jest rdbwna 24 ¢cm, a promien
okregu wpisanego w podstawe jest réwny 7 cm. Oblicz wysoko$¢ $ciany bocznej
opuszczona z wierzchotka tego ostrostupa.

5.14. Wysokosé¢ ostrostupa prawidlowego n-katnego jest réwna 8 cm, a promien
okregu opisanego na podstawie jest réwny 6 cm. Oblicz dlugos¢ krawedzi bocznej
tego ostrostupa.

5.15. Oblicz wysoko$¢ czworoscianu foremnego o krawedzi 6 cm.

5.16. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym o wysokosci 12 cm $ciana boczna
jest nachylona do podstawy pod katem 45°. Oblicz dlugo$ci krawedzi tego ostrostupa.

5.17. W ostrostupie prawidlowym sze$ciokatnym promien okregu opisanego na
podstawie wynosi 10 cm, a wysokos$¢ 30 cm. Wyznacz (z dokladnoscig do 1°)

a) kat « nachylenia krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy.

b) kat 8 nachylenia $ciany bocznej do plaszczyzny podstawy.

5. Ostrostupy 57

5.10. Wskazéwka: Zastanow sie,
jakie wartosci moze przyjmowac
suma katow $cian bocznych przy
wierzchotku ostrostupa.

5.12.
3 5
3 4 5
4
3 5
3
5
5.13. 25 cm
5.14. 10 cm
5.15. 2+/6 cm

5.16. krawedz podstawy: 24 cm,
krawedZ boczna: 121/3 cm

5.17. a) a = 72°
b) g = 74°
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5.18. 74°

800
519. P, = ==, tga = V6

tgB=—--=6
—-a

2
B = 68°

5.21. Ostrostup ma krawedzie
boczne réwnej dlugosci, zatem
spodek wysokosci to punkt S
réwno oddalony od wierzchotkow
tego trapezu.

D a ©
JAVAS
A S B
2a

Sciana boczna ABW jest
prostopadta do podstawy.

cosa =2
b

Wszystkie krawedzie sa nachylone
do podstawy pod katem «.
w

5.22. k =30, w=20

5.23. a) 33,11 m
b) 41°

5.18. Wysoko$¢ ostrostupa prawidlowego 100-katnego jest réwna 24 cm, a promien
okregu wpisanego w podstawe jest rowny 7 cm. Wyznacz kat nachylenia §ciany bocz-
nej tego ostrostupa do plaszczyzny podstawy z dokladnoscia do 1°.

5.19. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym krawedzie boczne sa nachylone
do plaszczyzny podstawy pod katem 60°, a wysokos¢ jest réwna 20. Oblicz pole pod-
stawy tego ostrostupa oraz wyznacz tangens kata a nachylenia jego $ciany bocznej do
plaszczyzny podstawy.

5.20. Pan Karol postanowit zbudowa¢ dom
w ksztalcie piramidy o podstawie kwadrato-
wej. Slyszal, Ze najlepiej mieszka si¢ w pira-
midach, w ktérych kat nachylenia $cian bocz-
nych do plaszczyzny podlogi jest rowny 60°.
Przez pomylke zbudowatl jednak dom, w kté-
rym to nie §ciany, lecz krawedzie $cian by-
ty nachylone do podlogi pod katem 60°. Ob-
licz (z doktadnoscig do 1°), jaki kgt nachylenia
$cian do plaszczyzny podstawy uzyskat w wy-
niku tej pomytki.

5.21. Podstawa ostrostupa jest trapez rownoramienny, ktérego dluzsza podstawa
ma diugo$¢ 2a, a krétsza podstawa i ramiona maja dlugos¢ a. Wszystkie krawedzie
boczne majg dtugos¢ b. Wyznacz cosinusy katéw nachylenia krawedzi bocznych do
plaszczyzny podstawy.

5.22. Oblicz liczbe krawedzi k i wierzchotkéw w dwunasto$cianu foremnego.

5.23. Na dziedzincu paryskiego Luwru, jed-
nego z najstynniejszych muzedw $wiata, stoi
piramida w ksztalcie prawidtowego ostrostu-
pa czworokatnego. Jej budowe zakonczono
w 1989 roku. Sciany piramidy zbudowane s3
z 603 szklanych tafli w ksztalcie rombu i 70
tafli trojkatnych. Piramida ma 21,65 m wy-
sokosci, a dtugos¢ boku jej podstawy wynosi A
35,42 m. Wyznacz : e

a) dlugos¢ krawedzi bocznej (wynik zaokraglij do drugiego miejsca po przecinku).
b) kat nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy (z dokladnoscia do 1°).




W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

1. W pewnym ostrostupie liczba §cian jest o 6 mniejsza od liczby krawedzi. Wskaz
liczbe wierzchotkéw tego ostrostupa.
A. 6 B.7 C.8 D.9

2. Wysokos¢ czworoscianu foremnego jest rowna 41/6. Wskaz dlugos¢ krawedzi te-
go czworoscianu.

A. 10 B. 12 C. 63 D. 4\2

3. Ile $cian ma ostrostup o podstawie n-katnej?
A. 2n B.n-1 C.n+1 D.n+2

4. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

W ostrostupie ABCDW o podstawie ABCD
A. prosta DB jest skosna do prostej AW.

B. prosta DB jest skosna do prostej AC.

C. prosta DB jest skosna do prostej CW.

5. Krawedz boczna ostrostupa prawidtowego 100-katnego ma dlugos¢ 10 cm, a pro-
mien okregu opisanego na podstawie jest rowny 6 cm. Wyznacz kat nachylenia kra-
wedzi bocznej do plaszczyzny podstawy tego ostrostupa (z doktadnoscia do 1°).

6. Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego trojkatnego jest dwa razy dtuzsza od
krawedzi podstawy. Oblicz cosinus kata miedzy sasiednimi $cianami bocznymi tego
ostrostupa.

7. Dany jest ostrostup czworokatny prawidlowy o krawedzi podstawy a. Jedna z kra-
wedzi bocznych ma diugo$¢ b i jest prostopadla do plaszczyzny podstawy. Wyznacz
tangensy katéw nachylenia pozostatych krawedzi bocznych ostrostupa do plaszczy-

zny podstawy.

5. Ostrostupy

Prosto do matury
1. C

4. P,F, P

5. 53°
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Jak zrobic kule

Siatka kuli nie istnieje, co sprawia, ze przy produkc;ji kulistych przedmiotéw,
takich jak pitki, pojawia sie problem — w jaki sposob pociag¢ materiat, by stworzy¢
warstwe okrywajaca kule? Bardzo pomocne okazujg sie wielosciany.

Od dwudziestoscianu do pitki noznej

Dwudziestoscian foremny to bryta, ktérej
powierzchnie tworzy 20 przystajacych trojkatow
rownobocznych. Ma 12 wierzchotkéw i 30 kra-
wedzi. Obcinamy wszystkie naroza tej bryty.

Linie ciecia powadzimy tak, by
przecinaty krawedzie w % ich dtu-
gosci od najblizszego wierzchotka.

W ten sposob otrzymujemy dwudziestoscian sSciety:
bryte, ktérej sciany to 20 szesciokatow foremnych
i 12 pieciokatow foremnych.

Pieciokaty powstaja po
obcieciu narozy.

Szesciokaty to pozostate czesci
Scian dwudziestoscianu foremnego.

Siatke dwudziestoscianu Scietego wykorzystuje sie
jako szablon do uszycia tradycyjnej pitki do gry

w pitke nozna. Zewnetrzna warstwa takiej pitki
sktada sie z biatych i czarnych paneli (tatek):
pierwsze to szesciokaty, drugie — pieciokaty.

Po nadmuchaniu pitki panele sie wybrzuszaja,
dzieki czemu pitka jest kulista, co ja odréznia

od modelu dwudziestos$cianu Scietego.

siatka
dwudziestoscianu
Scietego



Inne szablony

Wierzchnie warstwy pitek wycina sig z réznych szablonéw.
Niektoére ich ksztatty pokazano na ilustraciji.

Y /
N z 4
Pitka tenisowa jest pokryta Pitke baseballowa obszywa Szablon pitki do siatkéwki to
dwoma kawatkami filcu. sie dwoma kawatkami skory. szes¢ paneli ztozonych z trzech

kawatkow skory.

Koputa geodezyjna

Koputa geodezyjna to wieloécian przypominajacy ksztattem kule. Scianami takiego
wielo$cianu sa trojkaty réwnoramienne, uktadajace sie w pieciokaty i szesciokaty. Im
wieksza ich liczba, tym bardziej taki wielo$cian przypomina powierzchnie kuli. Koputy
geodezyjne wykorzystuje sie w architekturze — konstrukcje tego typu sa niezwykle
wytrzymate i stabilne, a dodatkowo nie wymagaja wewnetrznych podpor.

Stacja badawcza wybudowana
w 1974 r. na biegunie
potudniowym.
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Vs

tematy 3.1-3.3

MultiteZa

e Walec — konstrukcja, elementy
i siatka

e Stozek — konstrukcja, elementy
i siatka

e Przekroje bryt obrotowych

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 1.6

G Generator

testow i sprawdziandw

6. Bryly obrotowe

Umiejetnosci:

® rozpoznawanie w walcach i w stozkach kata miedzy odcinkami oraz kata miedzy
odcinkami i ptaszczyznami (np. kata rozwarcia stozka, kata miedzy tworzgca

a podstawa), obliczanie miar tych katow

e stosowanie trygonometrii do obliczania dtugosci odcinkéw oraz miar katow

W tym temacie uporzadkujemy wiadomosci o brytach obrotowych.

Jezeli figure ptaska f obracamy w przestrzeni
o kat pelny wokdt prostej k zawartej w plasz-
czyznie figury f, to otrzymana w ten sposob
figure przestrzenng nazywamy bryla obroto-

wa, a prosta k — osia obrotu.

<

k

k

Jezeli bryle przetniemy jaka$ plaszczyzna, to czes¢ wspdlng tych figur nazywamy
przekrojem plaskim. W tym podreczniku bedziemy sie zajmowac nastepujacymi ro-

dzajami przekrojow bryt obrotowych:

 przekrojem osiowym, czyli cze$cig wspdlna tej bryly z plaszczyzng zawierajacg os

obrotu (rys. 1),

° przekrojem poprzecznym, czyli cze$cig wspdlna tej bryly z plaszczyzng prostopa-

dfa do osi obrotu (rys. 2).

Rys. 1.

Rys. 2.

Omowimy teraz najwazniejsze wlasnosci bryt obrotowych: walca, stozka i kuli.
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Walec

Walcem nazywamy bryle obrotowa powstala przez obrot prostokata dookota
prostej zawierajacej jeden z jego bokow.

Dwa kota powstale przez obrét prostopadlych do osi obrotu <%
bokoéw prostokata nazywamy podstawami walca. /r_ _\
N2

Bok prostokata réwnolegty do osi obrotu i niemajacy z nia
punktéw wspolnych nazywamy tworzaca walca, a drugi bok -
promieniem r podstawy walca. Wysoko$cia / walca jest kaz-
dy odcinek faczacy punkt plaszczyzny jednej podstawy z jego h f
rzutem prostokatnym na plaszczyzne drugiej podstawy (kaz-
da tworzaca to rOwniez wysoko$¢ walca). Suma wszystkich | -

tworzacych walca stanowi jego powierzchnie boczna. \ é/

Pojecia ,promien” (podobnie jak pojecia ,wysokos¢”) uzywaé bedziemy w dwoch znaczeniach - (1)
réwniez zamiast ,,dtugo$¢ promienia”. Nie powinno by¢ z tym klopotu, bo z kontekstu na ogot
jasno wynika, czy ,,promien” oznacza odcinek czy liczbe.

Przekrojem poprzecznym walca jest kolo o promieniu r (rys. 1).
Przekrojem osiowym walca jest prostokat o bokach h i 2r (rys. 2).
Na rysunku 3 przedstawiona jest siatka walca.

Rys. 2.

Rys. 3.
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Stozek

Stozkiem nazywamy bryle obrotowa powstala przez obrdt trojkata prostokat-
nego dookola prostej zawierajacej jedna z jego przyprostokatnych.

Koto powstate w wyniku obrotu drugiej przyprostokatnej nazywamy podstawa stoz-
ka, a ten wierzcholek trdjkata, ktory nie nalezy do podstawy — wierzcholkiem stozka.
Powierzchnia otrzymana w wyniku obrotu przeciwprostokatnej stanowi powierzch-
nie boczna stozka. Kazdy odcinek tgczacy wierzchotek stozka z podstawsg i zawarty
w powierzchni bocznej nazywamy tworzaca stozka.

Rzutem prostokatnym wierzchotka stozka na plaszczyzne podstawy A
jest $rodek podstawy. Wysokoscia stozka nazywamy odcinek facza- A
cy wierzchotek ze §rodkiem podstawy. Tak samo nazywamy réwniez

dlugos¢ tego odcinka.

Przekroj osiowy stozka to trojkat rownoramienny. Kat « miedzy ra-
mionami tego trojkata nazywamy katem rozwarcia stozka. Przekro-
je osiowe stozka sg trojkatami przystajacymi.

Przekrojem poprzecznym stozka jest koto. Cze$¢ stozka zawartg
miedzy jego podstawa a przekrojem poprzecznym nazywamy stoz-
kiem $cietym. Przekrojem osiowym stozka $cietego jest trapez row-
noramienny. Wysokoscig stozka $cietego nazywamy wysokos¢ tego
trapezu.




Kula

Kulg nazywamy bryle obrotowa powstalg przez obrét poétkola dookota prostej
zawierajacej jego $rednice.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku: o
O - $rodek kuli,
r — promien kuli,
k - o$ obrotu.

Zatem O jest srodkiem $rednicy obracanego pétkola. { 9
Srednica ta ma dtugo$é 2r.
Bezposrednio z definicji wynika nastepujace twierdzenie. &

Kula o $rodku O i promieniu r jest zbiorem punktéw przestrzeni oddalonych
od punktu O co najwyzej o r.

Powierzchnie kuli, ktérg tworza punkty oddalone od srodka o r, nazywamy sferga.
Stera powstaje przez obrdt pétokregu dookota prostej zawierajacej srednice tego pot-
okregu.

Prawdziwe jest ponizsze twierdzenie, ktére podajemy bez dowodu.

Sfery nie da si¢ tak rozcig¢, aby mozna ja byto roztozy¢ na plaszczyznie. Dlatego
nie istnieje siatka kuli.

Kazdy odcinek faczacy dwa punkty sfery nazywamy cieciwa kuli, a cigciwe przecho-
dzaca przez $rodek kuli - jej $rednica. Kazda $rednica kuli ma dlugo$¢ réwna 2r,
a odleglos¢ miedzy dwoma dowolnymi punktami kuli nie jest wigksza od dtugosci jej
$rednicy.

6. Bryly obrotowe
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Jezeli plaszczyzna i kula maja punkty wspol-
ne, to czesciag wspdlna tej plaszczyzny i kuli
jest albo koto, albo zbidr jednopunktowy.

Kazdy przekrdj kuli przechodzacy przez jej

$rodek nazywamy kolem wielkim. \\/

Kazda z dwdch czesci kuli, na ktdre dzieli jg kolo bedace jej przekrojem, nazywamy
odcinkiem kuli. Plaszczyzna przekroju dzieli sfere na dwie czeéci. Sa to czasze.

Wycinek kuli to cze$¢ kuli ograniczona sferg i powierzchnig boczng stozka o wierz-
chotku w $rodku tej kuli i tworzacej o diugosci r.

Warstwa kuli nazywamy cze$¢ kuli zawarta miedzy dwiema réwnoleglymi, przeci-

najacymi kule plaszczyznami.

odcinek kuli wycinek kuli warstwa kuli

Przyktad €)
Narysujemy brylte, ktora powstaje w wyniku obrotu danej figury wokoét danej proste;j.

Rozwigzanie
a) Tréjkat réwnoramienny obraca si¢ dookota prostej zawierajacej podstawe.

Otrzymana bryla to dwa przystajace, sklejone podstawami stozki, w ktorych h (wyso-
kos¢ trojkata) jest promieniem podstawy, a (polowa podstawy trojkata) to wysokosé
stozka, a ¢ (ramie trojkata) jest jego tworzaca.



b) Trapez, ktdéry przy dluzszej podstawie ma katy ostre, obraca si¢ dookota prostej
zawierajacej diuzsza podstawe.

Otrzymujemy bryle ztozong z dwoch stozkéw i walca.

c) Trapez prostokatny obraca si¢ dookola prostej zawierajgcej krotsza podstawe.
> 7 \
: {

Otrzymujemy walec z wydrazonym stozkiem.

Przyktad @) < zad. 6.2

Przekatna przekroju osiowego walca jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod
katem o = 75°. Promien podstawy walca jest rowny 3. Obliczymy wysokos¢ walca
(z doktadnoscig do jednego miejsca po przecinku).
Rozwigzanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Mamy:

2£ =1g75°% czyli h=2r-tg75° = 6-3,7321 = 22,4.

.

Odp..h =224

Przyktad e zad. 6.3

Kat rozwarcia stozka o promieniu podstawy 4 jest réwny 70°.
Obliczymy dlugo$¢ tworzacej i wysokos¢ tego stozka (z doktad-
noscia do jednego miejsca po przecinku).

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Przekrojem osiowym stozka jest tréjkat réwnoramienny,
w ktorym kat przy wierzchotku jest réwny 70°. Zatem w pro-
stokatnym tréjkacie ASW mamy:

6. Bryly obrotowe

46.2. Tworzaca walca tworzy
z przekatng jego przekroju
osiowego dany kat «. Dtugosc
przekatnej przekroju osiowego
wynosi 10. Oblicz promien r

i wysokos¢ h walca.

a) o = 30°

b) o = 45°

c) a = 27° (wyniki podaj
z dokladnoscia do 0,01)

Odp.:a) r = g, h=53

b)r:%ﬁ, h=5V2
c)r=227, h~891

46.3. Kat rozwarcia stozka ma
miare «, a wysokos¢ stozka jest
réwna h. Oblicz promien r

i tworzacg [ stozka.

a) a = 60°, h=123

b) a =120° h=7

¢) a =90°% h=10

67 I

d) o = 80°, h =12 (wyniki podaj
z dokladnoscig do jednego miejsca
po przecinku)

e) a = 30° h =18 (wyniki podaj
z dokladnoscig do jednego miejsca
po przecinku)

Odp.:a) r =12, [ =24
b)r=7v31=14

o) r=10,1=10V2

d)r=101, =157
e)r=438,1=18,6

JAWS =35° i |AS| =4
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46.4. Oblicz promien podstawy r
i wysoko$¢ h stozka, ktorego
tworzaca o dugosci 24 cm jest
nachylona do plaszczyzny
podstawy pod danym katem.

a) 60°

b) 45°

Odp.:a) r = 12 cm, h = 12+/3 cm
b) r =122 cm, h =122 cm

Odpowiedzi i rozwigzania
6.1. 31° lub 59°

Szukane wielko$ci wyznaczamy, korzystajac z funkcji trygonometrycznych.

4 = sin 35° w
=2 < % L 697350~70 A
sin 35° 0,5736
. l h
4350
h g
4 4 f r
h=_—4 < ~ 5,7 A B
tg35°  0,7002 4 s 4

Odp.:1=7,0, h=57

Przyktad o zad. 6.4

Tworzaca stozka ma 24 cm i jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 30°.
Obliczymy promien podstawy r i wysoko$¢ h tego stozka.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Zatem [ = |AC| = |BC| = 24 cm.

Kat nachylenia tworzacej stozka do plasz-
czyzny podstawy jest katem DAC przy pod-
stawie przekroju osiowego stozka.

C

Tréjkat ADC jest potows tréjkata réwno-
bocznego AC'C o boku I (rys. obok). Pro- I ]
mien podstawy stozka jest w tym tréjkacie h
wysokoscia, czyli: 4l 30° }\) 30" 5

r:%gzggzu\/g[cm]

Wysokos¢ stozka to potowa boku trdjkata
AC'C. Zatem h = é =12 [cm].

Odp.:r=12V3cm, h=12cm

6.1. Przekrojem osiowym walca jest prostokat o wymiarach 10 x 6. Oblicz kat «
nachylenia przekatnej tego przekroju do plaszczyzny podstawy walca (z dokladnoscia
do 1°).



6.2. Tworzaca walca tworzy z przekatng jego przekroju osiowego dany kat . Dtu-
gosé¢ przekatnej przekroju osiowego wynosi 10. Oblicz promien r i wysoko$¢ h walca.
a) a=30° b) « = 45° c) o =27° (wyniki podaj z dokladnoscia do 0,01)

6.3. Kat rozwarcia stozka ma miare «, a wysoko$¢ stozka jest réwna h. Oblicz pro-
mien r i tworzacg [ stozka.

a) a=60° h=12v3

b) a=120°% h=7

¢) «=90° h=10

d) « =80° h =12 (wyniki podaj z dokladnoscia do jednego miejsca po przecinku)
e) « =30° h =18 (wyniki podaj z dokladnoscig do jednego miejsca po przecinku)

6.4. Oblicz promien podstawy r i wysokos¢ h stozka, ktdrego tworzaca o dlugosci
24 cm jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod danym katem.
a) 60° b) 45°

6.5. Podstawa stozka jest kolem o obwodzie 16m. Wysokos¢ tego stozka jest réw-
na 20. Oblicz kat rozwarcia stozka oraz kat nachylenia tworzacej do plaszczyzny pod-
stawy (z doktadnoscia do 1°).

6.6. Trojkat rownoboczny obrdcono wokot jednego z jego bokdw. Jaka bryle otrzy-
mano? Jaka figura jest przekrojem osiowym tej bryly?

6.7. Trojkat rownoramienny o podstawie dtugoéci 6 cm i ramionach dlugosci 5 cm
obroécono dookota

a) podstawy. b) ramienia.

Oblicz promien wspoélnej podstawy otrzymanych w ten sposéb stozkow.

6.8. Przekréj osiowy stozka jest trojkatem réwnobocznym o polu 147 dm®. Oblicz
pole podstawy i wysokos¢ stozka.

6.9. Potkole o promieniu 18 cm zwinieto w stozek. Oblicz wysoko$¢ i kat rozwarcia
stozka.

6.10. Narysuj bryle powstata w wyniku obrotu rombu (niebedacego kwadratem)
dookota prostej zawierajacej bok tego rombu.

6.11. Narysuj i opisz bryle, ktéra otrzymamy w wyniku obrotu trapezu prostokat-
nego (niebedacego prostokatem) dookota prostej zawierajacej
a) dluzsza podstawe. b) dluzsze ramie.

6.12. W wyniku obrotu pétkola dookola prostej zawierajacej jego $rednice otrzy-
mano kule. Oblicz promien tej kuli, wiedzac, ze obwdd potkola wynosi
a) 10(m + 2). b) 12 + 6m.

6. Bryly obrotowe

6.2.a)r=§,h=5\/§

b)r:%ﬁ,h:sﬁ
) r =227, h~891

6.3.a)r=12, [ =24
b)r=73,1=14
o) r=10, =10V2
d)r=101, =157
e)r=438,1=18,6

6.4.a) r=12cm, h =123 cm
b) r =122 cm, h =122 cm

6.5. kat rozwarcia: 44°, kat
nachylenia tworzacej: 68°

6.6. Otrzymano sume dwoch
stozkéw o wspodlnej podstawie;
przekroj jest rombem o katach 60°
i120°.

6.7. a) 4 cm

b) 4,8 cm

6.8. 4931 dm?, 7v27 dm
6.9. 94/3 cm, 60°

6.10. Wskazéwka: Jest to suma
stozka i walca z wydrazonym
stozkiem; stozki te sg przystajace.

6.11. Wskazéwka: a) Jest to
suma walca i stozka. b) Jest to
suma stozka o tworzacej rownej
dluzszej podstawie trapezu

i stozka $cietego o tworzacej
réwnej krétszemu ramieniu,

z wydrazonym stozkiem

o tworzacej rownej krotszej
podstawie trapezu.

6.12. a) 10 b) 6
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6.13. Droga przez szczyt zajmie
ok. 1 h 25 min, a obejscie gory
ok. 1 h 35 min.

1. B

4. P,P, F

5. 15cm

6. promien dolnej podstawy: 5,
promien gérnej podstawy: g,

. 5V3
wysokos¢: -

7.4

6.13. Pan Jacenty stoi u podnéza gory w ksztal-
cie niemal idealnego stozka i pragnie jak najszybciej
znalez¢ sie dokltadnie po jej przeciwnej stronie. Gora
wznosi si¢ na wysoko$¢ 300 m, a promien jej podsta-
wy ma 2 km. Pan Jacenty po plaskim terenie porusza
sie z predkoscig 4 km/h, wchodzi pod goére z predko-
$cig 2 km/h, a schodzi z predkos$cia 5 km/h. Sprawdz,
czy powinien wej$¢ na szczyt prosta droga i zej$¢, czy
obejs¢ gore dookota.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.
1. Tworzaca stozka o promieniu podstawy 1 ma dlugos¢ 2. Wskaz miare kata roz-

warcia stozka.
A. 90° B. 60° C. 45° D. 30°

2. Jaka bryle otrzymamy w wyniku obrotu trapezu prostokatnego (niebedacego pro-
stokatem) wokot krétszego ramienia?

A. sume¢ dwoch stozkow C. kule z wydrazonym stozkiem

B. sume walca i stozka D. stozek $ciety

3. Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest pétkolem. Wskaz miare kata roz-
warcia stozka.
A. 30° B. 45° C. 60° D. 90°

4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

W wyniku obrotu tréjkata wokot jednego z jego bokéw mozemy otrzymac
A. sume dwoch stozkow.

B. stozek z wydrazonym stozkiem.

C. sume walca i stozka.

5. Oblicz wysokos¢ stozka, ktorego tworzaca ma dlugos¢ 17 cm, a podstawg jest koto

o polu 200,96 cm”. W obliczeniach przyjmij m = 3,14.
6. Trapez réwnoramienny ABCD (AB || DC), wktérym: BD L AD, |AD| =5

i 4ABD = 30°, obrécono wokot jego osi symetrii. Oblicz promienie dolnej i gornej
podstawy oraz wysokos¢ otrzymanego w ten sposob stozka $cietego.
7. Siatke stozka stanowi ¢wiartka kota o promieniu R i koo o promieniu r.

R
Wyznacz —.
r
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7. Pola powierzchni i objetosci
bryt

Umiejetnosci:

* stosowanie wtasnosci podobienstwa do obliczania dtugosci odcinkdw, miar katow,
pdl powierzchni i objetosci

e stosowanie trygonometrii do obliczania dtugosci odcinkéw, miar katéw, pdl
powierzchni i objetosci

Podobienstwo w przestrzeni

Podobienstwo w przestrzeni definiuje si¢ jak podobienstwo na plaszczyznie.

* Podobienstwo w skali k (k > 0) jest przeksztalceniem przestrzeni o tej wila-

snosci, ze dla dowolnych punktéw A, B1iich obrazéw A', B’ zachodzi réw-
nos¢ |A'B'| =k -|AB.

* Figura (bryta) F jest podobna do figury (bryly) F', co zapisujemy symbo-
licznie F ~ F', gdy istnieje takie podobienistwo P przestrzeni, w ktérym
P(F)=F"

Moéwigc pogladowo, podobienistwo proporcjonalnie zwieksza lub zmniejsza figury
W przestrzeni.
Bryly podobne wskali k=1 sa przystajace.

Oto najwazniejsze wlasnoéci podobienstwa w przestrzeni. Podajemy je bez dowodow.

* Podobienstwo zachowuje wspdtliniowos¢ punktéw, czyli przeksztalca prosta na
prosta.

e Podobienstwo nie zmienia katéw, zatem odpowiednie katy (ptaskie oraz dwu-
$cienne) w brylach podobnych sg rowne.

* W podobienstwie obrazem prostych réwnolegtych sg proste rownolegte, tzn. je-

zeli proste a i b sg rownolegle, a ich obrazami sg proste a; i b}, to a, || b, (ale
niekoniecznie a, || a).

o Jezelifigura (bryta) F jest podobna do figury (bryty) F'w skali k, to figura (bryta) F'

jest podobna do figury (bryty) F w skali i tematy 2.4, 2.6, 3.1-3.4
Multiteda
e Pole powierzchni catkowitej
ostrostupa

e Objetos¢ ostrostupa

e Pole powierzchni catkowitej
walca

® Objetosc walca — praktyczne
zastosowanie

e Pole powierzchni bocznej stozka

e Objetos¢ stozka

e Pole powierzchni kuli

dlanauczyciela.pl | Kartkowka 1.7

G Generator

testow i sprawdzian6w
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o Jezeli F~F i FF~F" to F~F".

* Dwa wielosciany sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy w obu wielo$cianach odpo-
wiednie krawedzie sg proporcjonalne oraz odpowiednie katy plaskie i katy dwu-

$cienne sg réwne.

120°

...........

Przykiad €)

1,5b

1,5a

Podamy przyklady figur podobnych oraz skale ich podobienstwa.

Figury

Skala podobienistwa

dwa odcinki w przestrzeni

stosunek dlugosci tych odcinkow

dwa sze$ciany

stosunek dlugosci krawedzi tych
sze$ciandw

dwa wieloéciany foremne o tej samej
liczbie $cian

stosunek dlugosci krawedzi tych
wielo$cianéw

dwie kule

stosunek promieni tych kul

dwa stozki o takim samym kacie rozwarcia

stosunek promieni podstaw tych stozkéw

° Zauwazmy, ze skalg podobienstwa stozkéw o takim samym kacie rozwarcia jest
réwniez stosunek ich wysokosci lub stosunek diugosci ich tworzacych.

o Jezeli przeksztalcimy przez podobienstwo o skali 2 prostopadtoscian o wymiarach
3 x4 x 10, to otrzymamy prostopadloscian o wymiarach 6 x 8 x 20.

Przykiad @)

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Plaszczyzny o i «; przecinajg ostrostup ABCD i sa
réwnolegle. Zatem przekroje, czyli tréjkaty KLM oraz

K,L,M,, sa podobne.




Pola powierzchni i objetosci bryt

W szkole podstawowej wprowadzone zostaly wzory na obliczanie p6l powierzchni
i objetosci podstawowych wieloscianéw. Zbierzemy je w tabeli i uzupetnimy o analo-
giczne wzory dotyczace bryl obrotowych. Wyprowadzenie wiekszosci tych wzoréow
wymaga bardziej zaawansowanej wiedzy matematycznej, dlatego podajemy je bez do-
wodow.

Przypomnijmy najczesciej spotykane oznaczenia:

P, - pole podstawy, r — promien podstawy (promien kuli),
Py, - pole powierzchni bocznej, h - wysoko$¢ graniastostupa, ostrostupa,
P, - pole powierzchni calkowitej, walca, stozka,

V' - objeto$¢, I - tworzgca walca, stozka.

W poprzednich tematach rysowalismy siatki réznych figur przestrzennych. Warto

na nie spojrze¢, aby przyswoic sobie nastepujace uwagi.

° W kazdym graniastostupie $ciany boczne s3 rownoleglobokami. Suma poél tych
$cian jest polem P, powierzchni bocznej. Pole wielokata lezacego w podstawie gra-
niastostupa jest polem podstawy P,. Pole powierzchni catkowitej graniastostupa
jestréwne P.= Py + 2P,

* W kazdym ostrostupie $ciany boczne sg trojkatami. Pole P, powierzchni bocznej
jest suma pol tych trojkatow. Podstawe ostrostupa moze tworzy¢ dowolny wielo-
kat. Jego pole jest polem podstawy P . Pole powierzchni catkowitej ostrostupa jest
rowne P, =P, + p,.

* Jezeli rozetniemy powierzchnie boczng walca wzdluz jego tworzacej i rozplaszczy-
my j3, to otrzymamy prostokat. Jeden z bokéw tego prostokgta ma dtugos¢ rowna
wysokosci walca, a drugi ma dtugo$¢ réwng obwodowi podstawy walca. Pole po-
wierzchni bocznej walca jest rowne Py, = 2nr - h, pole podstawy walca jest réwne
P, = nir’. Pole powierzchni calkowitej walca jest réwne P, = 2nrh + 2mr” albo
krécej: P, =2nr(h +1).

e Powierzchnig boczng stozka jest wycinek kota o promieniu I. Dlugo$¢ tuku tego
wycinka jest rowna obwodowi podstawy stozka, czyli 2nr. Pole powierzchni bocz-
nej stozka jest réwne Py, = 7irl, pole podstawy stozka jest réwne P, = nr’. Pole

powierzchni catkowitej stozka jest rowne P, = mrl+mr” lub inaczej P, = mr (I+7).

Pole powierzchni kuli, czyli pole sfery, jest réwne P = 4mr’, a objetoé¢ kuli jest

. 4 3
réowna V = gnr .

7. Pola powierzchni i objetosci bryt
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©

Bryta Pole powierzchni catkowitej Objetosé
graniastostup
‘ P, =P, +2P, V=P, h
ostrostup
1
P,=P,+P, V=1P,h
- dP
walec
]
Pb = 2T[T’h
L P, = mir? V=mr"-h
P.=2nr(r+h)
stozek
Pb = T[rl
I P, = mr? V =-nr
P.=nr(r+1)
kula
P, = 4mr’ V=nr

Jezeli bryla F' jest podobna w skali k do bryly F o polu powierzchni Py, i objetoéci

réownej Vg, to:

* pole powierzchni bryty F'jest rtéwne Pu = k* - Pp; méwimy — stosunek pol po-
wierzchni bryl podobnych jest rowny kwadratowi skali podobienstwa tych bryl,
o objeto$¢ bryly F'jest réwna Vi = k° - V3 mowimy — stosunek objetosci bryt

podobnych jest réwny sze$cianowi skali podobienstwa tych bryl.

Na przyklad jesli zbudujemy model pomnika warszawskiej Syrenki w skali 1:10, to

pochlonie on 1000 razy mniej materiatu niz oryginal.




Przyktad e zad. 7.3

Obliczymy pole powierzchni calkowitej i objetos¢ graniastostupa prawidtowego troj-
katnego o wysokosci h =5 ikrawedzi podstawy a = 3.

Rozwigzanie
Podstawg graniastostupa jest tréjkat rownoboczny o boku a = 3.

Pole podstawy jest rowne: h [ h
aV3i _ 9V3 sl
PP = = —_— R NN
4 4 a
Powierzchnia boczna sklada si¢ z trzech identycznych prostokatéw
o wymiarach 3 x 5, zatem:
P,=3-3-5=45

Pole powierzchni catkowitej jest rowne:

P =2P,+P,=2- &_ 45_”_ 45

Wysokos¢ graniastoslupa h =5, wiec jego objetos¢ jest rowna:

V=p, =2V 54533
4 4
0<:|p.:z>c=45+%§,V=%g

Przyktad @) < zad. 7.5

Obliczymy objeto$¢ i pole powierzchni graniastostupa prawi-
dlowego szesciokatnego, w ktérym wysokos¢ h = 7, a okrag
opisany na podstawie ma promien r = 4.

Rozwigzanie
Podstawa graniastostupa jest szesciokat foremny.
Bok szes$ciokata foremnego wpisanego w okrag jest rowny pro-

mieniowi okregu. Taki szesciokat jest suma szesciu trojkatow r
réwnobocznych.
2 2
PP=6-r;/§:6-4;/§:6-4'\/_=24\/§

V=P, -h=24V3-7=168V3
P =6-th+2P,=6-4-7+2-24\3=24(7+2V3)

Odp.: V = 1683, P, =24(7 +2V3)

7. Pola powierzchni i objetosci bryt 75

47.3. Krawedz boczna
graniastostupa prawidfowego
trojkatnego jest rowna krawedzi
podstawy. Objetos¢ tego
graniastostupa wynosi 163 cm’.
Oblicz pole powierzchni catkowitej
tego graniastostupa.

Odp.: 8 (6 + \/5) cm’

47.5. Oblicz objetos¢ i pole
powierzchni graniastostupa
prawidlowego szesciokatnego,

w ktorym wysokos¢ jest rowna 5,
a okrag wpisany w podstawe ma
promien 3.

Odp.: V =903, P. = 96V3



I /6 Dziat 1. Stereometria

47.7. Podstawg
prostopadloscianu jest kwadrat.
Przekatna tego prostopadloscianu
ma dtugos¢ 12 i jest nachylona
do plaszczyzny podstawy pod
katem 30°. Oblicz objetos¢ tego
prostopadioscianu.

Odp.: 324

Przyktad 6 zad. 7.7

Podstawa prostopadtoscianu jest kwadrat. Przekatna tego prostopadioscianu ma dhu-
gos¢ 82 i jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°. Obliczymy pole
powierzchni calkowitej i objetos¢ prostopadtoscianu.

Rozwigzanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. N M

ABCD jest kwadratem. K
|AM| = 8V2, <IMAC = 60°

30°

Dla prostopadloécianu o podstawie kwadratowe;j:
P, =2a* + 4ah D
V =a’h

Do obliczenia objetosci i pola powierzchni calkowitej A a B
potrzebne sg wiec:

a - dlugosé¢ krawedzi podstawy (bok kwadratu ABCD),

h — wysokos¢ prostopadloscianu.

Zauwazmy, ze:
* AC jest przekatng kwadratu ABCD, czyli |AC| = a2,

 tréjkat ACM jest potows trdjkata rownobocznego o boku [AM| = 8/2.
W tréjkacie ACM: M
|AC| = S1AM] = 3 -8V2 = 4V2 A
842
o [AMIVE _8V2VE e '
a

2 2 @

A C

Do obliczenia dtugosci a wykorzystamy zwigzek |AC| = aV/2:
4V2 =aV2

a=4

Podstawiamy wyznaczone wielkosci do wzordw.
P,=a’=16
P, =4ah=4-4-4V6 = 646
P, =P, +2P, = 646+ 32 = 32 (1+26)
V=P, -h=16-4V6 =646

Odp.: P, =32(1+2V6), V = 64V6



Przyktad 0

Podstawg graniastostupa prostego jest romb o kacie ostrym 60°. Dtuzsza przekgtna
graniastostupa, o dlugosci 4, tworzy z plaszczyzng podstawy kat 30°. Obliczymy ob-
jetos¢ i pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

Rozwigzanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
ABCD jest rombem o kacie ostrym 60°.

|AC'| =4, <CAC = 30°
Do obliczenia objetosci i pola powierzchni catkowitej

potrzebne sa: dlugos¢ boku rombu, np. |AB|, oraz wy-
soko$¢ prostopadtoscianu, np. ‘CC ! ‘

Zauwazmy, ze:

o tréjkat ACC' jest potowa tréjkata réwnobocznego
(katy 90°, 30° i 60°) 0 boku |AC'| = 4, czyli:

lcc’| = S ac’| =2 — polowa boku
|AC| = w =23 —— wysokos¢ tréjkata rownobocznego
e trojkaty ADB i DBC s rownoboczne, czyli:
S| = JIACI = V3 i |AS] = @
2|AS
Zatem |AB| = % =2.

Pole podstawy graniastostupa jest réwne:

2
Pp=2~|ABJ1\/§=2V§

W graniastostupie mamy wysoko$¢ CC' réwna 2. Zatem objetos¢ jest réwna:
V=P,-|CC'|=2V3-2=43

Scianami bocznymi graniastostupa sg kwadraty o wymiarach 2 x 2, czyli:
P,=4-2"=16

a pole powierzchni calkowitej jest rowne:

P,=16+2-2V3=16+43 =4(4+3)

Odp.: V =43, P, = 4(4+V3)

7. Pola powierzchni i objetosci bryt
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47.12. Oblicz objetos¢ i pole
powierzchni catkowitej ostrostupa
prawidtowego tréjkatnego

o krawedzi podstawy 12

i wysokosci 2.

Odp.: V =243, P, = 36 (1 + \3)

47.13. W ostrostupie
prawidlowym tréjkatnym krawedz
podstawy ma dlugo$c a, a krawedz
boczna ostrostupa jest 2 razy
dluzsza od krawedzi podstawy.
Oblicz objetos¢ i pole powierzchni
catkowitej tego ostrostupa.

Odp.: V = \{—?ai
\/3 + 315 P
PC = T&l

Przyktad 0 zad. 7.12
Obliczymy objeto$¢ i pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidlowego czworo-
katnego o krawedzi podstawy a = 6 i wysoko$ci h = 4.

Rozwigzanie
Podstawg tego ostrostupa jest kwadrat o boku a = 6.

— 2_
Pp—a =36

V:lp .h:l.36.4:48
37 P 3

Powierzchnie boczng tworzg cztery identyczne tréjkaty rGwnoramienne o podstawie
a = 6 inieznanej wysokos$ci. Aby wyznaczy¢ te wysoko$¢, oznaczong na rysunku li-
tera H, skorzystamy z wlasnosci trojkata prostokatnego ABC, ktorego wierzcholek B
jest srodkiem krawedzi podstawy.

|AB|* + |AC|* = |BC|? «— na mocy twierdzenia Pitagorasa
a\? .2 2 2, 42 2 .
(5) +h"=H" 3"+4"=H", czyli H=5.

Pole jednej $ciany bocznej jest rowne %a -H = % +6-5=15.
Pole powierzchni catkowitej ostrostupa: P, =415+ 36 = 96

Odp.: V =48, P, = 96

Przyktad @ < zad.7.13

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym przekatna podstawy ma diugos¢ d,
a krawedz boczna ostrostupa jest 5 razy dluzsza od krawedzi podstawy. Obliczymy
pole powierzchni bocznej i objeto$¢ tego ostrostupa. w
Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Podstawg ostrostupa jest kwadrat ABCD o boku a, $ciana-
mi bocznymi sg cztery przystajace trojkaty rOwnoramien-
ne. Punkt E jest Srodkiem krawedzi podstawy.

Pb:4-§~a-|WE|:2a-|WE|

v==1dan
3

Do obliczenia pola powierzchni bocznej i objetosci potrzebne sg wigc trzy wielkosci:
a, h i [WE|. Wyznaczymy je w kolejnych krokach.

Krok 1: Wyznaczamy a.

Odcinek AC o dtugosci d jest przekatng kwadratu, wiec: d = a2, czyli a = —.

§|Q~



Krok 2: Wyznaczamy h.

Krawedz boczna ostrostupa jest 5 razy dluzsza od a. Zatem |BW| = f/—é
W tréjkacie prostokgtnym WSB:
2 2
W = BW? - |sBI? = 24 _ (‘1)
2 2
W2 = 49 P2
4
h="d
2

Krok 3: Wyznaczamy wysokos$¢ [WE| $ciany boczne;j.
W tréjkacie prostokatnym WSE:

IWE[* = h* + |SE[*

2 2
wEP = 22 4 <E> _Bp, L _Pp
4 2 4 8 8
IWE| = \/9_7901 _ E\/Ed
8 2\2
1 d 7, 7
Teraz mozemy obliczy¢ objetos¢ ostrostupa: V = 35 Ed = Ed3
oraz jego pole powierzchni bocznej: P, =2 - % . % . %d = 3de2.
Odp.i Py = Y2 o T p
2 12

Przyktad @) < zad. 7.22

Obwdd podstawy walca jest rowny 127. Przekatna przekroju osiowego walca jest na-
chylona do plaszczyzny podstawy pod katem 40°. Obliczymy pole powierzchni cat-
kowitej i objetos¢ walca. Wyniki zaokraglimy do pierwszego miejsca po przecinku.

Rozwiagzanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Obwdd podstawy walca jest rowny 2mr = 12n. Zatem r = 6,

a $rednica AB ma dlugos¢ 12. W prostokatnym trdjkacie ABC
AC|

. lAC] _ o .
mamy wiec 1AB| tg40°, czyli:
h =|AC| = |AB| - tg40° = 12 - 0,8391 = 10,0692
P, =2nr (r +h) = 121(6 + 10,0692) ~ 605,8

V = mr*h ~ - 36- 10,0692 ~ 1138,8
Odp.: P, ~ 605,8, V ~ 1138,8

7. Pola powierzchni i objetosci bryt 79 I

47.22. Wysokos¢ walca jest
réwna 7. Przekatna przekroju
osiowego walca jest nachylona
do plaszczyzny podstawy

pod katem 68°. Oblicz pole
powierzchni catkowitej i objetos¢
walca. Wyniki zaokraglij do
pierwszego miejsca po przecinku.

Odp.: P, = 74,8, V = 44,0
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47.28. Objetos¢ stozka jest rowna
2407 cm’, a pole jego przekroju
osiowego wynosi 180 cm®. Oblicz
pole powierzchni catkowitej stozka

(z doktadnoscia do 1 cm?).
Odp.: 618 cm?

47.32. Trapez prostokatny

o wysokosci 2 cm, dluzszej
podstawie réwnej 5 cm i kacie
ostrym o mierze 45° obraca si¢
dookola prostej zawierajacej
krotsza podstawe. Oblicz objetosé
otrzymanej w ten sposob bryly.

Odp.: 17%7’( cm’

Przyktad @ zad. 7.28

Pétkole o promieniu 12 cm zwinieto w stozek.
Obliczymy objeto$c¢ i kat rozwarcia tego stozka.

Rozwigzanie

Promien pétkola jest tworzaca stozka, a obwod podstawy
jest dtugoscia tuku pétkola.

Jezeli oznaczymy litera r promien podstawy stozka (w cm),

a literg [ - jego tworzaca (w cm), to [ = 12 oraz 2nr = 1 - 12.
Zatem:

r=6, h=VE-r2=\122-62 =63
V= %nrzh:§‘36-6\/_=72\/§n [cm3]

I = 2r, wiec przekro6j osiowy stozka jest trojkatem
réwnobocznym i kat rozwarcia stozka 2o = 60°.

Odp.: V = 72V/3m cm’, kat rozwarcia stozka jest réwny 60°.

Przyktad @) « zad. 7.32

Troéjkat prostokatny o przyprostokatnych 15 i 20 obraca si¢ dookota przeciwprosto-
katnej. Obliczymy objetos¢ i pole powierzchni catkowitej powstalej bryty.

Rozwigzanie

Otrzymana bryta jest sumg dwdch stozkow sklejonych podstawami. Zauwazmy, ze

w obracanym tréjkacie:

o przeciwprostokatna AB jest suma b, + h, wysokosci obydwu stozkéow,

* wysoko$¢ CD poprowadzona z wierzchotka kata prostego jest promieniem r
wspolnej podstawy,

° przyprostokatne sa tworzacymi [, [,.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. B

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa
dla tréjkata ABC:

|AB| = V152 + 202 =25

Z poréwnania pola trojkata ABC 20 h,y
obliczanego na dwa sposoby mamy:

L1s.20=L.25.1cp) A
2 2
Zatem |CD| =12 =r.



7. Pola powierzchni i objetosci bryt

Objetos¢ V bryly jest suma objetosci obydwu stozkow:
V= %nrzhl + %nrzhz = %nrz (hy + h,) = %n- 144 - 25 = 12007
Pole powierzchni catkowitej P, bryly jest suma pdl powierzchni bocznych obydwu
stozkow:
P.=nrly +rly = nr (I, +1,) = 121+ 35 = 4207
Odp.: V = 12007, P, = 420m

7.1. Dwie krawedzie prostopadloscianu majg dlugosci a = 3 i b = 20. Pole po- 7.1. 300
wierzchni calkowitej bryly jest rowne 350. Oblicz objeto$¢ tego prostopadtoscianu.

7.2. Do zbiornika w ksztalcie graniastostupa prawidtowego czworokatnego o wyso- 7.2. 5dm
kosci 6 dm wlano 100 litréw wody, ktora wypetnila % pojemnosci zbiornika. Oblicz

dlugo$¢ krawedzi podstawy tego graniastostupa.

7.3. Krawedzboczna graniastostupa prawidlowego trojkatnego jest rowna krawedzi 7.3.8 (6 + \/5) cm®

podstawy. Objetos¢ tego graniastostupa wynosi 161/3 cm”. Oblicz pole powierzchni
catkowitej tego graniastostupa.

7.4. Podstawa graniastostupa jest tréjkatem prostokatnym, w ktérym przeciwpro- 74. P, = (192 +112 \/5) cm?,
stokatna ma dlugo$¢ 8 cm, a jeden z katéw ostrych ma 30°. Powierzchnia boczna V =9 (1 + \/5) —s

tego graniastostupa po rozwinieciu na plaszczyzne jest kwadratem. Oblicz pole po-

wierzchni catkowitej i objeto$¢ graniastostupa.

7.5. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni graniastostupa prawidtowego szesciokatne- 7.5. V =903, P. = 963
go, w ktérym wysoko$¢ jest rowna 5, a okrag wpisany w podstawe ma promien 3.

7.6. Oblicz pole powierzchni calkowitej szescianu S, wiedzac, ze sze$cian o krawedzi 7.6. 486 cm®
krotszej o 5 cm ma objetos¢ mniejsza o 665 cm’ niz szeécian S.

7.7. Podstawg prostopadloécianu jest kwadrat. Przekatna tego prostopadloscianu 7.7. 324
ma dlugo$¢ 12 i jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 30°. Oblicz ob-
jeto$¢ tego prostopadloscianu.

7.8. W graniastostupie prawidlowym tréjkatnym krawedz podstawy ma diugosé 7.8. V3 dm’
V2 dm. Przekatna éciany bocznej tworzy z plaszczyzng sgsiedniej éciany bocznej
kat 30°. Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.
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7.9.

PococooNoooo

]
]
]
]
]
]
| 70°
2

- N

N|2v3 L 243

a

s h
tg70 = m
h=4+/3-tg70°
a=2\/§

2
Pp:6~w =183
V =18V3-4v3-tg70° =
=216 -tg70° = 593

7.10. a) 76°

b) 2517

o) 1662, 8331
3 2

V=P,h

h .
E—smﬁ
h=c-sinf
P,=a b-sina

V =abc -sina - sin 8

7.12. V =243, P, = 36 (1 + \3)

7.43. v = Y3
12

V343415 ,

PC = Tﬂ

7.14. 100 (3 + 23)

7.15. V = 648 cm®,
P, = 216V3 cm®

7.16. V = 1296 cm’,
P, =108V3(1+ VI3) cm’
7.17. 1666

7.9. Podstawa graniastostupa szesciokatnego prawidlowego jest wpisana w kolo
o promieniu 2V3. Najdtuzsza przekatna tego graniastostupa tworzy z plaszczy-
zng podstawy kat o mierze 70°. Oblicz objetos$¢ graniastostupa (z doktadnoscig do
catosci).

7.10. Wysokos¢ prostopadto$cianu jest rowna 20, a jego podstawa jest kwadrat o bo-

ku dtugosci 5V2. Prostopadloscian przecieto plaszczyzng wyznaczong przez wycho-

dzace z jednego wierzcholka przekatna podstawy i przekatna sciany bocznej.

a) Wyznacz z dokladnoscig do 1° kat nachylenia otrzymanego przekroju do plasz-
czyzny podstawy.

b) Oblicz pole otrzymanego przekroju.

c) Oblicz objetosci bryl, na ktdre ptaszczyzna sieczna podzielita prostopadioscian.

7.11. Podstawa graniastostupa jest réwnoleglobok o bokach dlugosci a i b oraz ka-
cie o miedzy nimi. KrawedZ boczna graniastostupa ma dlugo$¢ c i jest nachylona do
plaszczyzny podstawy pod katem 3. Wyznacz objetos¢ V' graniastostupa.

7.12. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego troj-
katnego o krawedzi podstawy 12 i wysokosci 2.

7.13. W ostrostupie prawidlowym tréjkatnym krawedz podstawy ma dlugo$¢ a,
a krawedz boczna ostrostupa jest 2 razy dluzsza od krawedzi podstawy. Oblicz ob-
jeto$¢ i pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

7.14. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym przekatna podstawy jest rowna
106, a kat miedzy poprowadzonymi z wierzchotka ostrostupa wysoko$ciami prze-
ciwleglych $cian bocznych ma miare 120°. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego
ostrostupa.

7.15. W ostrostupie prawidlowym tréjkatnym miara kata nachylenia §ciany bocznej
do plaszczyzny podstawy jest réwna 60°. Wysokos¢ ostrostupa ma 6+/3 cm. Oblicz
objetos¢ i pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

7.16. Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego trdjkatnego ma diugosé 24 cm,
a miara kata miedzy krawedzia boczng i wysokoscig ostrostupa jest réwna 30°. Oblicz
objeto$¢ i pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

7.17. Krawedz podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugos¢ 20,
akat plaski $ciany bocznej przy wierzchotku ostrostupa ma miare 64°. Oblicz objetos¢
tego ostrostupa (z doktadnoscig do catosci).

7.20. w Spodek wysokosci to srodek przeciwprostokatnej (patrz zad.
) ) 7.18.)
a=20° b=3dm, f=46°
A c g = sin46°, h=3sin46°, K’ +|SC|* = 3
ISCI* ~ 4,33, |SC| = 2,08
%
B
A |AC| = 4,16 ~ 4
S X =5in20°, x=4-5in20°~ 1,4
* y =4-cos20° = 3,8
| — AC V=io3e14:38:25 177~ 2dm’



7.18. Podstawa ostrostupa jest trdjkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci
16 i 12. Kazda krawedz boczna ostrostupa jest nachylona do ptaszczyzny podstawy
pod katem 60°. Oblicz objetos¢ ostrostupa.

7.19. Podstawg ostrostupa jest romb o boku 16 i kacie ostrym 60°. Jedna z krawedzi
bocznych ostrostupa przechodzacych przez wierzchotek kata rozwartego rombu jest
prostopadta do plaszczyzny podstawy. Krawedzie boczne ostrostupa przechodzace
przez wierzchotki katéw ostrych rombu tworzg kat 48°. Oblicz objetos¢ ostrostupa
(z doktadnoscig do catosci).

7.20. Podstawg ostrostupa jest trojkat prostokatny o kacie ostrym «. Kazda krawedz
boczna ostrostupa ma diugos¢ b i jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod ka-
tem f3. Oblicz objetos¢ ostrostupa (z doktadnoscig do calosci) dla « = 20°, b = 3 dm,
B = 46°.

7.21. W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym krawedz podstawy ma diugos¢ a.
Plaszczyzna przechodzaca przez krawedz podstawy i srodek wysokosci tego ostro-
stupa jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem «. Wyznacz objeto$¢ i pole
powierzchni bocznej tego ostrostupa.

7.22. Wysoko$¢ walca jest rowna 7. Przekatna przekroju osiowego walca jest nachy-
lona do plaszczyzny podstawy pod katem 68°. Oblicz pole powierzchni catkowitej
i objetos¢ walca. Wyniki zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

7.23. Powierzchnia boczna walca po rozwinigciu jest prostokatem, w ktérym prze-
katna o dlugosci 12,4 cm tworzy z bokiem réwnym wysokosci walca kat 33°. Oblicz

objetos¢ walca (z doktadnoscig do 1 cm’).

7.24. Prostokat o polu réwnym 800 cm” obraca sie dookota jednego z bokéw. Ob-
jeto$¢ otrzymanej bryly jest réwna 16 000 cm”. Oblicz pole powierzchni catkowite]
bryly.

7.25. Stosunek pola powierzchni bocznej walca do jego pola powierzchni catkowitej
jestrowny 2 :3. Wyznacz stosunek wysokosci tego walca do promienia jego podstawy.

7.26. Pole powierzchni bocznej walca jest réwne 60m, a jego pole powierzchni cat-
kowitej wynosi 787. Oblicz objetos¢ tego walca.

7.27. Tworzaca stozka ma dlugo$¢ 12 i jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod
katem 25°. Oblicz objetos¢ stozka (z dokladnoscia do calosci).

L, e
2 av3

=tgu, = —t
a8 38
6

2

V:l.ﬂg.a\/gt

3 4 3

2 2
h 3 6 hb
A A 12 4a*tg’ o + a’ I a\/12tg2¢x+3
b:— = —
a 6
1 a\12tg2a+3 @ V3-4tga+l
3.-a- =

2 6 4

h

=

7. Pola powierzchni i objetosci bryt

7.18.

B

Spodek wysokosci to punkt
réwnoodlegly od wierzchotkow
trojkata w podstawie. Zatem jest
to $rodek okregu opisanego na
tym trojkacie. Skoro trojkat jest
prostokatny, to spodek lezy na
$rodku przeciwprostokatnej.

|AB? = 12° + 16°, |AB| =20
h= —202\5 =103

V:%~%-12~16~10\/_=320\/§
7.19.
o = 48°
P, =16sin60° = 167, 3 2
2

=128/3
|AC|:2~167\B: 163

}
]
83

sin 24° = >

b=34

K +16* =%, KW =34% - 16
K =900, h=30

V= %~128\/§-30 — 12803 = 2223
7.22. P, =748, V = 44,0
7.23. 38 cm’

7.24. 24007 cm?

7.25. 2

7.26. 901

7.27. 628
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7.28. 618 cm?

7.20. 12 oy
16

7.30. ok. 11 m?

7.31. 2007 (2 + 5) cm?
1 3
7.32. 17511 cm

7.33. B

_______

S r A
NAASB ~ ASMB
1BM| cos &
h 2

|BM| = |SB| - cos%

Ve _ IsmP> |BM| _
V, [SAP?> |SB

o
B pid
|S Icos2 .

COS" — + ———= =C0S” —
2 [SB| 2

7.34. w

3x+x=H

V - objetos¢ ABCDW

V| - objetos¢ EFGHW

V, - objetoé¢ ABCDEFGH
V,=V-V,

Ostrostup ABCDW jest podobny

Ao\ BEGEIV wskalil i = i

7.28. Objeto$¢ stozka jest rowna 240w cm’, a pole jego przekroju osiowego wynosi
180 cm®. Oblicz pole powierzchni catkowitej stozka (z doktadnoscia do 1 cm?).

7.29. Kula i stozek maja réwne objetosci. Promien kuli jest réwny 5 cm, a promien
podstawy stozka jest rowny 8 cm. Oblicz wysoko$¢ stozka.

7.30. Chociaz spadlo niewiele $niegu, Maciek postanowit
ulepi¢ balwana. Wedlug niego idealny balwan powinien
sktada¢ sie z trzech kul o $rednicach w stosunku 5:4:3
oraz mie¢ wysoko$¢ 1,2 m. Oblicz, z ilu m* ogrodka musi
pochodzi¢ $nieg potrzebny na balwana. Przyjmij, ze war-
stwa §niegu mozliwego do wykorzystania ma grubo$¢ 1 cm.

7.31. Stopiono 1000 mosi¢znych kulek o promieniu 1 cm kazda i z otrzymanego
stopu wykonano stozek o wysokosci 10 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego
stozka.

7.32. Trapez prostokatny o wysokosci 2 cm, dluzszej podstawie réwnej 5 cm i kacie
ostrym o mierze 45° obraca si¢ dookota prostej zawierajacej krdtsza podstawe. Oblicz
objeto$¢ otrzymanej w ten sposéb bryly.

7.33. Wykaz, ze stosunek objetosci stozka o promieniu SM
i wysokosci M B do objetosci stozka przedstawionego na rysun-

. / 6
ku jest réwny cos’ >

7.34. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym poprowa-
dzono plaszczyzne réwnoleglta do podstawy. Plaszczyzna ta
dzieli wysoko$¢ ostrostupa w stosunku 3 : 1, liczac od wierz-
chotka. Oblicz stosunek objetosci bryl, na ktére ta plaszczyzna
podzielila ostrostup.

7.35. Ostrostup pieciokatny o polu podstawy S podzielono ptaszczyzng réwnolegla
do podstawy na dwie czgsci o jednakowych objetosciach. Wyznacz pole tej czesci
plaszczyzny, ktdra jest zawarta wewnatrz ostrostupa.

7.36. Stozek o wysokosci H podzielono dwiema plaszczyznami réwnolegtymi do
podstawy na trzy czesci o jednakowych objetosciach. Wyznacz wysokosé¢ srodkowej
z tych czesci.

Sposéb I Sposéb 11
|AB| = 4a &_<§)2
|EF| = 3a v \4
1 2 64 2 27
= — . = — V = —V
\%4 5 (4a)” - 4x 5 a’x 15 3
1 3 2 27 27
Vlzg-(Sa)~3x=9ax v, 674V e’ _w
64 37 V-V, 27, 37, 37
Ve = ?azx ~9a°x = ?azx bVraY @Y
L _ 9a°x _27
Va P,
3



W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wrybierz ja i zapisz w zeszycie.

1. Objetos¢ walca otrzymanego w wyniku obrotu prostokata o bokach a i 2a wokét
kroétszego boku jest rowna V|, a objeto$¢ walca otrzymanego w wyniku obrotu tego

\%4
samego prostokata wokoét dtuzszego boku jest rowna V,. Wskaz stosunek V—l
2

A. 1 B. C.2 D. 4

N | =

2. Kula o promieniu 5 cm i stozek o promieniu podstawy 10 cm majg takie same
objetosci. Wskaz wysokos¢ stozka.

A. 5cm B. 10 cm 25

C. —cm D.2cm

I
3. Stosunek objetosci dwdch szesciandw jest rowny 3. Wskaz stosunek dtugosci kra-
wedzi tych szescianow.

A.% B. 3v3

C. V3 D. 27
4. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

Istnieje kula, ktorej objetos¢ wyraza sie liczba

A. mniejszg niz jej pole powierzchni.

B. réwna jej polu powierzchni.

C. wieksza niz jej pole powierzchni.

5. Oblicz z doktadnoscig do calosci pole powierzchni catkowitej i objetos¢ stozka,
w ktorym kat rozwarcia ma 70°, a wysokos¢ jest rowna 10.

6. Krawedz podstawy graniastostupa prawidlowego tréjkatnego ma dtugosé 4,2 dm.
Wierzchotek gérnej podstawy potaczono ze srodkami krawedzi dolnej podstawy od-
cinkami zawartymi w sasiednich $cianach bocznych. Odcinki te tworza kat 50°. Ob-
licz objetos¢ (z dokladnoscia do 1 dm?) i pole powierzchni catkowitej (z dokladnoscia
do 1 dm”) tego graniastostupa.

7. Podstawa graniastostupa prostego jest trapez prostokatny, ktérego podstawy maja
diugosci 3 cm i 8 cm. Krdtsza przekatna graniastostupa jest rowna 12 cm i tworzy
z plaszczyzng podstawy kat 30°. Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

7.35. ‘ 7.36. N
—
VP it
[ —
. 18233
V - objetos¢ calego ostrostupa W wyniku podziatu otrzymujemy
V| - objetos¢ mniejszego ostrostupa 3 stozki podobne
Va=V-Vy, Vi=Vy=3V Vi_loVi1 Va2
Vi 1 L v, 20 Vv, 3 Vv, 3
V.2 ) V2 hy = %H’ hy = i/gH
S, - pole podstawy mniejszego ostrostupa V3 3
1\2 S Wysokos¢ h srodkowej czesci
si=(%) 5=+ : -
2 2 hehy-h=(L2_ L g-¥2-1 g
V3 V3 V3

7. Pola powierzchni i objetosci bryt

1.C

2. A

3.C

4.P,P,P

5.P, =422, V=
6.

85 IS

513

W = (2,48)* - (2,1)°

h =132

2
Ve (4,221 \3
2
P (4,2)4- V3

~ 32 dm?
7.

132 ~ 10 dm°

+3-42-1,32 =

,b:‘

Podstawa

h; +3%= (6\/5)2
hi, =108 -9

hy, =99

h, =3V11

12

643

V:§(3+8)~3\/ﬁ-6

V =99+/11 cm®
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8. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-19 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

1. Ile jest plaszczyzn przechodzacych przez punkt A i prostopadlych do danej pro-
stej k takiej, ze A ¢ k?
A. zero B. jedna

C. dwie D. nieskonczenie wiele

2. Proste PA i PB s3 prostopadfe i nachylone do plaszczyzny 7 pod katem 45°.
Punkt P jest oddalony od ptaszczyzny 7 0 3 cm. Odlegto$¢ miedzy punktami A i B
lezacymi na plaszczyznie 7 jest rwna
A.3V2cm. B. 4 cm.

C. 6V2 cm. D. 6 cm.

3. Krysia przesypala piasek z wypelnionej foremki sze$ciennej o krawedzi 5 cm do
foremki w ksztalcie stozka o wysokosci i promieniu podstawy réwnych 5 cm. Jaka
cze$¢ stozkowej foremki wypetnil przesypany piasek?

AL B. 1 c?
T

3 D. Piasku bylo za duzo, wigc si¢ wysypal.

4. W pewnym gospodarstwie stoi zbiornik na deszczéwke. Zbiornik ma ksztalt pro-
stopadfo$cianu o wysokosci 0,5 m. Ile czasu musi padaé deszcz dajacy 20 mm opadu
na godzine, aby zbiornik catkowicie si¢ zapelnil?

A. 7 godzin B. 5 godzin C. 25 godzin D. 50 godzin

5. Objeto$¢ szescianu jest rowna 343 cm’. Wiskaz pole powierzchni tego szescianu.
A. 126 cm’ B. 294 cm’ C. 343V2 cm’ D. 360 cm”

6. Dzieci majg w ogrodzie plastikowy basen. Podloga basenu jest kolo o $rednicy
2 m, a jego Sciany sa prostopadle do podlogi. Niestety wode do tego basenu trzeba
nalewac dziesieciolitrowym wiadrem. Jaka bedzie wysokos¢ stupa wody po wlaniu
20 wiader? Wybierz najlepsze przyblizenie wyniku.
A. 64 cm B. 6,4 cm C. 10 cm

D. 12 cm

7. Przyjmijmy, Ze pomarancza jest kulg o $rednicy 7 cm.
Wycisniety sok stanowi 60% objetosci owocu. Ile pomaran-
czy trzeba zuzy¢, aby otrzymac 0,5 litra soku?

A 4 C.6

B. 5 D.7




8. Ktore z podanych zdan jest falszywe?

A. Ostrostup tréjkatny jest czworoscianem.

B. Czworoscian foremny jest ostrostupem prawidtowym tréjkatnym.
C. Czworoscian, ktéry ma wszystkie krawedzie réwne, jest foremny.
D. Ostrostup prawidlowy tréjkatny jest czworo$cianem foremnym.

9. V, jest objetoscig kuli o promieniu r;, V, jest objetoécia kuli o promieniu r,
i V, =3V,. Zatem
A.2=13 B. r, =3r; V3. C. rg = r? = 31’?. D.r, =r,V3.
£l
10. Suma odleglosci dowolnego punktu szescianu o krawedzi 5 cm od wszystkich
$cian sze$cianu jest rowna
A. 15cm. B. 20 cm. C. 25cm. D. 30 cm.

11. Wskaz liczbe przekatnych graniastostupa o podstawie pieciokatnej.
A.5 B. 10 C. 15 D. 20

12. Wskaz liczbe krawedzi graniastostupa o 12 $cianach.
A. 24 B. 30 C. 32 D. 36

13. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz boczna o dtugosci a two-

rzy z podstawg kat 60°. Wskaz objetos¢ tego ostrostupa.
3 3 3

p, 88 B 3 C ia’ p, 2
24 12 3 24

14. Cosinus kata nachylenia krawedzi bocznej czworoécianu foremnego do plasz-
czyzny podstawy jest rowny
AL B. . c ¥ p. 2,
2 3 2 3
15. Czworoscian ma pig¢ krawedzi o dlugosci I cm, a széstg o dtugosci 10 cm.
Zatem [ jest
A. réwne 5. C. réwne 2V3.
B. mniejsze od 5. D. wigksze od 5.

16. Kat rozwarcia stozka, ktérego powierzchnia boczna po rozwinieciu jest potko-
lem, jest rowny
A. 45°. B. 30°. C. 60°. D. 90°.

17. V, oznacza objeto$¢ szescianu o krawedzi a, zas V5, — objetos¢ szeScianu o kra-
wedzi 3a. Zatem

A.V,, =3V, B. V;, =9V. C.V, ==V, D. V,, =27V,

10. A

11. B

12. B

13. B

14. D

15. D

16. C

17. D

8. Powtdrzenie
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18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

Dziat 1. Stereometria

F,P,F

F,P,P

P,E, P

P,E, P

P,P,P

F,P,P

18. Krawedzie czworos$cianu sg przekatnymi $cian pewnego szescianu o krawedzi a.
Zatem wysokos¢ tego czworoscianu wynosi

A. \/—ga. B. ﬁa. C. \/—ga. D. 3/3a.
3 3 2
19. Stosunek pol powierzchni dwoch o$mioscianow foremnych jest rowny 1 : 4.
Stosunek objetosci tych osmiosciandw jest rowny
A 1:2. B. 1:8. C. 1:16. D. 1:064.

W zadaniach 20-31 ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

20. Plaszczyzna jest wyznaczona jednoznacznie przez
A. dwie rézne proste. B. trzy niewspolliniowe punkty. C. prosta i punkt.

21. Punkty A, B, Ci D nie leza w jednej plaszczyznie. Skosne sa zatem proste
A. ABiCA. B. BCiAD. C. ACiBD.

22. Kazdy wieloscian wypukly ma mniej
A. wierzchotkéw niz krawedzi.

B. $cian niz wierzchotkow.

C. $cian niz krawedzi.

23. Cztery wierzcholki szescianu o krawedzi 1 cm laczy-
my nitka kazdy z kazdym, jak na rysunku, i otrzymujemy
szkielet pewnego wielo$cianu T

A. Wieloécian T jest czworo$cianem foremnym.

B. Objetos¢ wieloscianu T jest réwna 1 cm’.

C. Pole powierzchni wieloscianu T jest rowne 2v/3 cm”.

24. Drewniang, pomalowang kostke szescienna rozpilowa-
no na 125 przystajacych szescianikow. Wsréd nich

A. 27 jest niepomalowanych. D’ c
B. 36 ma pomalowane dokfadnie dwie $ciany.
C. 81 ma pomalowang co najwyzej jedng $ciane. A : B’

25. Na rysunku przedstawiono prostopadioscian
ABCDA'BC'D'.
A. Prosta DC'jest prostopadta do ptaszczyzny ABCD. ‘D C

B. Prosta DC jest prostopadta do ptaszczyzny ADDA’.

C. Prosta DC'jest réwnolegta do ptaszczyzny ABBA'. A” B



26. W pewnym czworo$cianie cztery krawedzie maja dlugos¢ a i dwie dlugosc b,
gdzie a # b.

A. Kazda ze $cian tego czworoscianu jest tréjkatem réwnoramiennym.

B. Co najwyzej jedna ze $cian tego czworoscianu jest trojkatem réwnobocznym.

C. Kazda ze $cian tego czworoscianu moze by¢ tréjkatem nieréwnobocznym.

27. Z kostki szesciennej odcieto we wszystkich narozach ta-
kie same ostrostupy jak na rysunku. Otrzymany w ten sposdb
wielo$cian ma

A. 12 wierzchotkow.

B. 24 krawedzie.

C. 14 §cian.

28. Dany jest graniastostup prawidlowy szesciokatny.

A. Kat dwuscienny miedzy sasiednimi $cianami bocznymi tego graniastostupa ma
miare 120°.

B. Ten graniastostup ma 12 przekatnych.

C. Kat nachylenia przekatnej tego graniastostupa do plaszczyzny podstawy jest nie
wiekszy niz 60°.

29. Istnieje ostrostup prawidlowy szesciokatny o polu powierzchni catkowitej 1514,
ktéry ma
1
A. obietodé mniei .. ‘
objeto$¢ mniejszg niz -
B. pole powierzchni bocznej réwne 514.
C. pole podstawy rowne 514.

30. Dany jest n-katny ostrostup prawidtowy (n > 3).

A. Spodek wysokosci tego ostrostupa moze by¢ jednym z wierzchotkéw podstawy tej
bryly.

B. Wszystkie krawedzie boczne tego ostrostupa sa nachylone do ptaszczyzny pod-
stawy pod takim samym katem.

C. Sciany boczne tego ostrostupa sa tréjkatami réwnobocznymi.

31. Punkt O jest spodkiem wysokosci ostrostupa trojkatnego, w ktorym wszystkie
krawedzie boczne tworza z plaszczyzna podstawy katy o rownych miarach.

A. Punkt O jest punktem przeciecia sSrodkowych tréjkata w podstawie.

B. Wszystkie krawedzie boczne tego ostrostupa sa tej samej dlugosci.

C. Punkt O jest srodkiem okregu wpisanego w podstawe.

26.

27.

28.

29,

30.

31.

P,P,P

P,P,P

P,E F

P,E P

F,P,F

F,P,F
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

Dziat 1. Stereometria

av2

a)T

b) 55°
c) 45°

38.

39.

40.

41.

42,

43.

4/17n

256

817 (1+2)
12nV13 - V9

48

a=43

Zadania otwarte krétkiej odpowiedzi

32. Oblicz stosunek dlugosci krawedzi szescianu do diugosci jego przekatne;.
33. Oblicz cosinus kata miedzy przekatng szescianu a plaszczyzng jego podstawy.

34. Wymiary prostopadloécianu sg w stosunku 1 :2: 3. Najkrdtsza krawedz ma
dlugos¢ V2. Oblicz dlugos¢ przekatnej tego prostopadloscianu.

35. Oblicz pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidtowego tréjkatnego,
ktorego kazda krawedz ma diugos¢ 6.

36. Przekatna podstawy prostopadio$cianu o podstawie kwadratowej jest dwa razy
dluzsza od wysokosci tego prostopadloscianu. Wyznacz kat, ktory tworzy plaszczy-
zna przechodzgca przez przekatng podstawy i jeden wierzchotek prostopadloscianu
z plaszczyzna podstawy tego prostopadtoscianu.

37. Podstawa ostrostupa prawidiowego czworokatnego jest kwadrat o boku a.
Wszystkie $ciany boczne tego ostrostupa sa trojkatami réwnobocznymi. W tym
ostrostupie wyznacz

a) jego wysokos¢.

b) kat nachylenia $ciany bocznej do plaszczyzny podstawy (z dokladnoscia do 1°).
c) kat nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy.

38. Promien kuli i promien podstawy stozka sg réwne 2. Objetosci tych bryl sa row-
ne. Oblicz pole powierzchni bocznej stozka.

39. Objetos¢ graniastostupa prawidtowego czworokatnego, w ktérym krawedz pod-
stawy jest cztery razy krétsza od wysokosci, jest rowna 256. Oblicz pole powierzchni
bocznej tego graniastostupa.

40. Oblicz pole powierzchni catkowitej stozka o kacie rozwarcia 90° i srednicy pod-
stawy réwnej 18.

41. Srednica podstawy stozka jest trzy razy dtuzsza od jego wysokosci. Objeto$é bry-
ty jest rowna 144m. Oblicz pole powierzchni bocznej tego stozka.

42. Stosunek dlugosci tworzacych stozkéw potaczonych wspdl-
ng podstawa (zob. rysunek) jest rowny 3:5, a pole powierzchni
bocznej mniejszego stozka wynosi 18. Oblicz pole powierzchni
calej bryty.

43. Przekrojem osiowym stozka jest trdjkat rownoboczny o bo-
ku a. Objeto$¢ i pole powierzchni bocznej tego stozka wyrazaja
sie taka sama liczbg. Oblicz warto$¢ a.

NS



Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

44. W prostopadioscianie przekatne $cian bocznych wychodzace z tego samego
wierzchotka tworza kat 50°. Kazda z tych przekatnych ma dlugos¢ 5 dm. Oblicz pole
powierzchni bocznej i objetos¢ prostopadloscianu (z dokladnoscia do catosci).

45. Do prostopadlosciennego naczynia z woda wpadla metalowa kostka sze$cienna
o krawedzi dtugosci 2 cm. O ile milimetréow podnidst sie poziom wody, jesli z naczy-
nia nie wylala sie ani kropla, a podstawa naczynia ma wymiary 10 cm x 20 cm?

46. W graniastostupie czworokatnym prawidtowym przekatna o dtugosci d jest na-
chylona do ptaszczyzny podstawy pod katem « takim, ze sina = 0,4. Wyznacz
objetos¢ tego graniastostupa.

47. Przekatna $ciany bocznej graniastostupa prawidlowego trojkatnego tworzy
z krawedzig podstawy o dlugosci 12 kat o mierze 61°. Oblicz objetos¢ i pole po-
wierzchni bocznej tego graniastostupa (z doktadnoscia do calosci).

48. Szescian ABCDA'B'C'D' o krawedzi 5V2 przecigto plaszczyzng wyznaczona
przez punkty A, C i $rodek krawedzi A'D". Oblicz pole przekroju.

49. Krotsza przekatna graniastostupa prawidtowego sze$ciokatnego ma dlugos¢
44/3 i jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 30°. Oblicz objetos¢ tego
graniastostupa.

50. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objeto$¢ graniastostupa prostego, w ktorym
podstawa jest rombem o przekatnych diugosci 12 cm i 16 cm, a przekatna $ciany
bocznej ma dlugos¢ 15 cm.

51. Pionowy przekrdj poprzeczny watu ochronnego ma ksztalt trapezu réwno-
ramiennego, ktérego gérna podstawa jest réwna 5 m, a ramiona o dfugosci 6 m sa
nachylone do poziomu pod katem 60°. Oblicz dolng szeroko$¢ watu. Ile metrow szes-
ciennych ziemi potrzeba do usypania takiego watu o dlugosci 1 km (z doktadnoscia
do1 m3)?

52. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym wysoko$¢ §ciany bocznej opuszczo-
na z wierzchotka ostrostupa jest rowna 10, a kat nachylenia $ciany bocznej ostrostupa
do plaszczyzny podstawy ma miare 63°. Oblicz objeto$¢ i pole powierzchni catkowitej
tego ostrostupa (z doktadnoscig do catosci).

53. Krawedz boczna ostrostupa prawidiowego tréjkatnego o objetosci 2V26 jest
trzy razy dluzsza od krawedzi podstawy. Oblicz krawedz podstawy.

44,

45.

46.

48.

49.

50.

8. Powtdrzenie

P, = 48dm’, V =36 dm’

0 0,4 mm

0,168d°

.V = 1350, P, = 779

56,25

108

P, = 8(24+255) cm’,

V = 4805 cm’

51. szeroko$¢ watu: 11 m;
41569 m’

52. V = 245, P, = 264
53. 23
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3
4 a)V:al\zﬁ, L =a’\V3

b) cosa = %, a=71°

55. 60°

2\ap? - 2
24

56. <

57. 963

58. \/M 1,2
T[

59.V = 2mr’ tga,
P, =21 (1+2tga)

‘l'[?"3 TIIT"2
60.V = I, p, =

tga sin o

. 3
61. stosunek pol: > stosunek

Lo 4
objetosci: 3

63. 8:117

54. Dany jest czworo$cian foremny o krawedzi dtugosci a.

a) Wyznacz objetos¢ V i pole P. powierzchni catkowitej czworoécianu.

b) Wyznacz cosinus kata o« miedzy sasiednimi $§cianami tego czworosécianu.
Podaj miare tego kata z dokladnoscia do 1°.

55. Podstawg ostrostupa ABCDS jest prostokat. Sciana
ADS jest prostopadla do plaszczyzny podstawy, |AB| = 4,
|IBC| = 6, |AS| = |DS| = 2+21. Wyznacz kat nachylenia
krawedzi CS do plaszczyzny podstawy.

56. Podstawa ostrostupa jest trdjkat prostokatny réwnora-
mienny o przeciwprostokatnej c. Wszystkie krawedzie bocz-
ne majg dtugos¢ b. Wyznacz objetos¢ tego ostrostupa.

57. Podstawa ostrostupa jest trapez prostokatny o podstawach 12i 6. Wszystkie $cia-
ny boczne sa nachylone do plaszczyzny podstawy pod katem 60°. Oblicz objeto$¢ tego
ostrostupa.

58. Obracajac prostokat dookota jednego boku, otrzymujemy walec o objetosci V,
a obracajac go dookota drugiego boku, otrzymujemy walec o objetosci V,. Wyznacz
pole tego prostokata. Wykonaj obliczenia dla V| = 1,44 i V, = 1,27

59. Promien podstawy walca jest rowny r, a przekatna przekroju osiowego jest na-
chylona do plaszczyzny podstawy pod katem . Wyznacz objetos¢ i pole powierzchni
catkowitej tego walca.

60. Wyznacz objetos¢ i pole powierzchni bocznej stozka o kacie rozwarcia 2« i pro-
mieniu podstawy réwnym 7.

61. Trojkat prostokatny o przyprostokatnych 6 i 8 obrécono najpierw wokot krot-
szej, a nastepnie wokol dluzszej przyprostokatne;j. Oblicz stosunek pol powierzchni
i stosunek objetosci powstatych stozkow.

62. Wyznacz stosunek pdl powierzchni kuli i szeScianu majacych roéwne objetosci.
63. Poprowadzono plaszczyzne réwnolegla do podstawy stozka, dzielacg wysokosé

tego stozka w stosunku 2 : 3, liczac od wierzchotka. W ten sposob otrzymano dwie
bryty. Wyznacz stosunek objetosci tych bryt.

62. a - dlugos¢ boku szescianu
r — promien kuli

4 3
Vi=-mr
k=3

Ve :a3
4
a’ = Znrd
3
3/4m
a= rw/—
3
P 4nr2

Pi ,/ 3/8’1 Vz = 4
Psz 3 1671 167{2 167'[2 5



