Umiejetnosci

D d Po szkole podstawowej uczen:
O W O y przeprowadza proste dowody

Wimatematyce

geometryczne, np.:
® oblicza katy z wykorzystaniem:
- réwnosci katéw
wierzchotkowych,
odpowiadajacych
i naprzemianlegtych,
- twierdzenia o sumie katow
trojkata lub czworokata,
— twierdzenia o katach
przy podstawie trojkata
réwnoramiennego,
® stosuje cechy przystawania
trojkatow do uzasadnienia
przystawania jednej
dostrzezonej pary trojkatow
przystajacych oraz wyciaga
wnioski z tej wlasnosci.

Po tym dziale uczen:

potrafi udowodni¢ nastepujace twierdzenia i wzory:
® o istnieniu nieskonczenie wielu liczb pierwszych,
® 0 niewymiernosci liczb: V2, log, 5 itp.,

® o podstawowych wlasno$ciach poteg (o wyktadnikach catkowitych i wymiernych) i logarytmow,
® o dzieleniu z resztg wielomianu przez dwumian postaci x — a,

® o katach w okregu,

® o odcinkach w trdjkacie prostokatnym,

® o dwusiecznej kata,

® twierdzenie sinusow i cosinusow oraz twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa,

® wzory na pierwiastki tréjmianu kwadratowego,

® wzory na n-ty wyraz i sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego i geometrycznego,
® wzory rekurencyjne na wspolczynniki ilorazu i reszte (algorytm Hornera),

® wzor na pole tréjkata z zastosowaniem funkcji sinus.
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Uwagi metodyczne

W szkole podstawowej uczen sie
dowiedzial, ze w twierdzeniach
zaczynajacych sie od stow
»wykaz, ze dla kazdego...”
podawanie wielu przyktadow
nie jest dowodem, a podanie
jednego kontrprzyktadu swiadczy
o tym, ze stwierdzenie nie jest
prawdziwe. Nie oznacza to, ze
uczen nie rozwigzywat zadan,

w ktorych nalezalo poda¢
przyktady badz kontrprzyktady,
poniewaz takie poszukiwanie

i sprawdzanie prawdziwosci tezy
dla konkretnych przypadkow
pozwalato mu zrozumie¢
postawiony problem, a nastepnie
podac ogdlne rozumowanie.

W liceum uczen poznaje
dowody niektorych twierdzen
matematycznych zwigzanych

z tresciami nauczania. Zabieg

ten ma na celu u$wiadomienie
uczniom, co to jest dowod

oraz jaka jest rola dowodu

w matematyce. W tym dziale
uczymy technik przeprowadzania
dowodu matematycznego.

tematy 4.4, 4.5

MultiteZa

e Dowdd za milion dolaréw

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.1

G Generator

testéw i sprawdzianéw

1. Dowody w geometrii

Umiejetnosci:
e dowodzenie twierdzen z zakresu geometrii ptaszczyzny

Od poczatku nauki w szkole $redniej spotykamy si¢ z dowodami - zaréwno war-
tych zapamietania ogélnych faktéw matematycznych (np. twierdzenie Pitagorasa
lub wzory skréconego mnozenia), jak i mniej ogdlnych, podawanych czesto w po-
staci zadan typu ,,Udowodnij (...)”. Ten dzial w calosci po$wiecimy dowodzeniu -
oméwimy kolejno dowodzenie wlasnosci figur geometrycznych oraz dowody w aryt-
metyce i w algebrze. Uzupelnimy réwniez poznane juz twierdzenia o obowiazujace
dowody, ktére zostalty wczesniej pominiete.

Przypomnijmy:

Twierdzenie matematyczne to zdanie
orzekajace prawdziwe, ktére mozna
udowodni¢, wykorzystujac pojecia
pierwotne, znane definicje, aksjomaty
oraz wcze$niej udowodnione
twierdzenia.

» Pojecie pierwotne - pojecie niedefiniowane ((( )))
w danej teorii, uznawane za intuicyjnie
zrozumiale.

o Aksjomat - w danej teorii stwierdzenie
intuicyjnie oczywiste, ktore przyjmuje sie
bez dowodu.

o Zdanie zbudowane na wzor twierdzenia, ale
nieudowodnione, nazywane jest hipoteza.

Wigkszo$¢ twierdzen rozpatrywanych podczas nauki w szkole sredniej ma postaé:
Jezeli zalozenie, to teza.

Zalozenie opisuje warunki, w ktorych twierdzenie moze by¢ stosowane.

Teza to prawdziwe wnioski wynikajace z zalozen.

Dowdd twierdzenia to proces polegajacy na logicznym wnioskowaniu (dedukgji),
prowadzacy do wykazania, Ze podane zdanie jest prawdziwe.

Niektdre twierdzenia majg postac:

A wtedy i tylko wtedy, gdy B.
Udowodnienie tak sformulowanego twierdzenia polega na wykazaniu prawdziwosci
dwoch zdan:

Jezeli A,to B. oraz Jezeli B, to A.

Aby udowodni¢ wiasnoéci figur, warto:
I. wykona¢ czytelny rysunek, czyli:
* wprowadzi¢ wygodne oznaczenia,
° oznaczy¢ znane katy, boki itp.,
° wyrdzni¢ rowne odcinki, katy,
e uzy¢ réznych koloréw lub rodzajéw linii,

«— zobacz przyklady 1, 4

41.7. W tréjkacie ABC poprowadzono srodkowa BM, a nastepnie na pdtprostej BM
wyznaczono taki punkt D (rézny od punktu B), ze |BM| = [MD|. Udowodnij, ze
|BC| = |AD|.
Odp.: D C
m
A B
JCMB =<i1DMA (wierzchotkowe)

ABMC = ADMA
Zatem |AD| = |BC|.



II. uzupelni¢ dany rysunek przydatnymi elementami, aby:  «— zobacz przyktady 1, 4
 pokaza¢ podane zaleznosci,
* zastosowa¢ odpowiednie twierdzenia,

III. zastosowaé poznane definicje i twierdzenia, — zobacz podane przyklady

IV. wykona¢ potrzebne przeksztalcenia i obliczenia. «—— zobacz przyklady 2, 3

Fakty, z ktorych najczesciej bedziemy korzysta¢ w dowodach geometrycznych, to:

o wlasnosci katow (katy: wierzchotkowe, przylegte, utworzone przez prosta przeci-
najacg proste rownolegte; suma katow w wielokacie; katy w kole; kat miedzy stycz-
ng a cieciwg),

° nier6wnos¢ tréjkata,

* cechy przystawania tréjkatow, cechy podobienstwa trojkatow,

° twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie odwrotne do niego,

* twierdzenie Talesa i twierdzenie odwrotne do niego,

° twierdzenie o dwusiecznej, twierdzenie o srodkowych w tréjkacie,

* twierdzenie sinuséw, twierdzenie cosinusow,

° wzory na pola i obwody figur.

Przyktad €)

Wykazemy, ze jezeli w trojkacie dwa boki sg réznej dlugosci,
to naprzeciw dluzszego boku lezy wiekszy kat.

C
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
|CB| > |CA|
JA > 4B A B
Prowadzimy dwusieczng CM, a na pétprostej CB od- C
ktadamy odcinek CD tak, zeby |CD| = |CA].
Punkt D nalezy do boku BC trojkata i jest rézny od
wierzchotka B, poniewaz |CB| > |CA]. D
Trojkaty AMC i DMC (zob. rysunek) sg przystajace
na mocy cechy bkb, zatem: A M B
IMAC =4MDC —— odpowiednie katy w tréjkatach przystajacych
41.29. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
T | 1
Wykaz, ze i
a
b
Cc
Odp.: D Trojkat AFD jest podobny do trojkata CFB
oraz trojkat ABD jest podobny do tréjkata EBF.
c a |DFl a |DF|+|EB| _|DF| a
4 A h1=2 41
a F b |FB| c |FB| |FB| b
b L_1.1
¢ c b a
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41.10. Wykaz, ze dwa wierzchotki
trojkata sg jednakowo oddalone od
prostej, ktora zawiera $rodkowa
poprowadzona do boku taczacego
te wierzchotki.

Odp.: C

M - $rodek boku AB

|AM| = |BM|

AK - odleglos¢ punktu A

od $rodkowej

BL - odleglos¢ punktu B

od $rodkowej

AAKM = ABLM sg prostokatne
i przystajace.

Zatem |AK| = |BL|.

41.13. Wykaz, ze czworokat

jest rownoleglobokiem wtedy

i tylko wtedy, gdy jego przekatne
przecinajg sie w punkcie, ktory jest
$rodkiem kazdej z nich.

Odp.: D C

A B
|AS| = |SC| oraz |BS| = |SD|
JASB =<4CSD (wierzchotkowe)
AASB = ACSD
czyli SSAB = 4SCD, zatem
AB || CD (katy naprzemianlegte).
Analogicznie AD || BC.
Czworokat jest rownoleglobokiem.

41.14. W tréjkacie ABC,

w ktorym miara kata B jest dwa
razy wigksza od miary kata A,
poprowadzono dwusieczng BD.
Udowodnij, ze tréjkat BDC jest
podobny do tréjkata ABC.

Odp.:
PN

<ABD = o« = 4DBC

JCDB to kat zewnetrzny
trojkata ABD, czyli 4CDB = 2a«.
Niech 4ACB = y.

Katy w tréjkacie ABC: «, 2a, p
Katy w tréjkacie BDC: «, 2c, y
Zatem te trojkaty sa podobne.
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Kat MDC jest katem zewnetrznym w tréjkacie MBD.
IMDC =4DMB +<4B —— twierdzenie o kacie zewnetrznym tréjkata
4A =<4DMB +<B —<4MDC =<4A

Zatem 4A > 4B.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Udowodnimy teraz twierdzenie, ktére podalismy W starozytnym Egipcie i Ba- (1)
w drugiej klasie bez dowodu. Jest ono czesto sto- bilonie ok. 4000 lat temu to
. ‘s twierdzenie bylo wykorzystywa-
sowane w celu sprawdzenia, czy trojkat o danych . . :
. ne jako sposob wyznaczania kata
bokach jest prostokatny, ostrokatny, czy rozwar- prostego.
tokatny.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli w tréjkacie suma kwadratow dlugosci dwdoch bokdw jest rowna kwadra-
towi dlugosci trzeciego boku, to kat lezacy naprzeciw tego boku jest prosty.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. C

& =a’+ b

J4ACB = 90° A - B

Dowoéd twierdzenia odwrotnego przeprowadzimy, wykorzystujac twierdzenie Pita-
gorasa.
Zalézmy, ze dany tréjkat ABC ma boki dlugosci a, b, ¢ spelniajace warunek
a+b’=c.
Zbudujmy trojkat A'B'C’, w ktorym:
|B'C'| = a, |AC'| =b, 4A'C'B' = 90°
Na mocy twierdzenia Pitagorasa trzeci bok tréjkata A'B'C' ma dtugoéé ¢, zatem:
AA'B'C' = AABC «—— cecha bbb przystawania trojkatow

czyli 4ACB = 90°.



Zauwazmy, ze twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie odwrotne do niego moglibysmy
sformutowac jako jedno twierdzenie:
Trojkat o bokach a, b, c takich, ze a < b < ¢, jest prostokatny o kacie prostym
lezacym naprzeciw boku ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy a” + b* = ¢*.

Przyktad e
Sprawdzimy, czy tréjkat o bokach dlugosci 11, 60 i 61 jest prostokatny.

Rozwiazanie
Liczby 11, 60, 61 spelniajg nieréwnos$¢ trojkata, wiec trojkat o bokach podanej diu-
gosci istnieje.
W tréjkacie prostokagtnym dwa katy sg ostre, czyli najdluzszym bokiem moze by¢
tylko przeciwprostokatna. Wystarczy wiec sprawdzi¢, czy zachodzi réwno$é
11° + 60% = 61°.

117 + 60” = 121 + 3600 = 3721 = 61°

Zatem, na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa, badany trojkat
jest prostokatny.

Ditugosé¢ tuku i pole wycinka kotowego

Przypomnijmy:

° Obwdd L kota o promieniu r jest réwny L = 2mr.

* Pole P kota o promieniu r jest rtéwne P = mr’.

° Wycinkiem kofowym nazywamy kazda z dwoch czesci, na ktére dzielg koto dwa
niepokrywajace si¢ promienie.

Wyprowadzenie wzoréw na obwod i pole kota wymaga bardziej zaawansowanego
aparatu matematycznego, niz przewiduje to podstawa programowa szkoty ponad-
podstawowej. Rowniez bez dowodu podamy dwa twierdzenia, ktére prowadza do
wyznaczenia dtugosci tuku oraz pola wycinka kotowego w kole o promieniu r.

Dlugo$¢ tuku okregu jest proporcjonalna do kata sSrodkowego odpowiadajacego
temu tukowi.

Pole wycinka kotowego jest proporcjonalne do kata srodkowego odpowiadajg-
cego temu wycinkowi.

1. Dowody w geometrii
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41.19. Dane sa dwa wycinki
kotowe (zob. rysunek)

o promieniach |OA| = V13

i |OD| = /5. Kat wypukly AOB
ma miare 100°.

Wykaz, ze

a) pola obu wycinkéw sg rowne.
b) dtugos¢ tuku wycinka AOB jest
mniejsza od dtugosci tuku wycinka
COD.

Odp.: a) P, - pole wycinka AOB,
P, - pole wycinka COD

2
100 . vi3’ =8

17 360 18
260 2 65m
= —.7T-V5 = —
27 360 V5 18
P, =P,
100 5413
b) byop = — - 2nV13 = 271
) Laop 360 9
260 135
)% =—:2n-V5=——m
COD ™~ 36 V5 9
135 > 513

Zatem LAOB < LCOD'

41.21. Dwa kota, kazde

o polu réwnym S, sa zawarte

w prostokacie ABCD tak jak na
rysunku.

D C

()

Udowodnij, ze pole

A

a) prostokata ABCD jest rowne 6—5
n

b) zamalowanego obszaru jest

. (36-8n-3V3)s
rowne —.

61
Odp.: D K ©
M N 2r
A L B
3r
S=mr’ stad r = \/E
i

6S
a) Pypcp =2r - 3r = o

* Niech Ly, oznacza dlugos¢ tuku AB wyznaczonego w kole
o promieniu r przez kat srodkowy o wyrazony w stopniach
(zob. rysunek).

Zauwazmy, ze jezeli mamy w tym kole kilka wycinkéw wyzna-
czonych przez katy srodkowe «;, «,, a3, ..., o ltukach odpo-
wiednio Ly, Ly,, Ly, ..., to namocy twierdzenia 1 zacho-

dza réwnosci:

bv oy bn o by,
Ly, a Ly, a3 Ly, a
W szczegélnym przypadku:
Ly _ _« ‘ : o .
— = «— kat srodkowy o mierze 180° wyznacza pélokrag
nr  180°

i stad dtugos¢ Ly, tuku AB jest rowna: (@)

Wzér na dlugoé¢ tuku czesto
podawany jest tez w postaci:
* T L o

= ——.2mr
360°

[44
Ly=——
W 180°

* Niech Py, oznacza pole wycinka kotowego wyznaczonego w kole o promieniu r
przez kat srodkowy o wyrazony w stopniach (zob. rysunek).

Podobnie jak poprzednio skorzystamy z réwnosci stosunkéw wielkosci proporcjo-
nalnych:
Py, «
W 360°
i stad pole Py, wycinka kolowego wyznaczonego przez kat srodkowy o wynosi:

«— kat srodkowy o mierze 360° wyznacza okrag

2

o
PW = ﬁ *r

Przyktad € B
Wykazemy, ze linia czerwona (pétokrag o promieniu 2,5 cm) \\\r
taczaca punkty A i B jest diuzsza od sumy dwoch niebieskich g_«)
tukéw wyznaczonych przez katy 59° i 90° w okregach o pro- 2 oy
mieniach 2,8 cm (zob. rysunek). \ y

r \59:’/ r

v

Dlugo$¢ (w cm) czerwonego potokregu jest rowna L, = 2,57,
Dlugos¢ (w cm) tuku wyznaczonego przez kat 90°, czyli jedna czwarta obwodu kota
o promieniu 2,8 cm, wynosi L, = 1,4m.

b) Pole czesci wspolnej két mozna podzieli¢ na romb o boku r i cztery odcinki kotowe
(zamalowane kolorem z6itym).

1 r\/§ 1> 1 > rz\/g
Prombu:E'r'<2'_>:Er \/5’ Podcinka:_nr -

2 6 4

Pole czesci wspdlnej:

2
:%,z@+4.(1nrz_r \/§>:§m2_§r2\/-:§<21_\/_§>:§.w
T

P
WsP 6 4 3 2 b 6

Pole zamalowanego w tresci zadania obszaru:
S 4n-3v3 (36-8m1-3v3)S

6S
P:PABCD_2Pk01a+Pwsp:;_2S+; 6 G




Dtlugo$¢ (w cm) tuku wyznaczonego przez kat 59° wynosi:

Ly = 2T[-2,8= 2-1,47(
180 90
Dlugo$¢ (w cm) niebieskiej linii réwna sie:
Ly+L;=14n+ >, L4n = 1,41[(1 + 2) = 1,411-E
90 90 90

Poréwnamy wielkosci L; i L, + L;. W tym celu zbadamy ich iloraz:

L+l _ l4n-149 _ 2086 _

L, 902,51 2250
Zatem L, +L; < L.

Zwiazki miarowe w wielokatach

Przyktad @)

W kwadracie ABCD punkty E i F s3 odpowiednio srodkami bokéw AB i BC. Wyka-

zemy, ze odcinki DE i DF dzielg przekatna AC na trzy rowne cze$ci.

D
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
ABCD jest kwadratem.
|AE| = |EB] 0
|BF| = |FC|
A E
|[AM| = |[MN| = |[NC|
D
Prowadzimy przekatna DB i jej punkt przeciecia z AC ozna-
czamy literag K, jak na rysunku.
|[AM| = INC| i |[MK]| = |KN| «— prosta BD jest osia M
symetrii kwadratu ABCD
A E

B

W tréjkacie ABD punkt K jest srodkiem boku BD. Zatem odcinki AK oraz DE s3
w tym tréjkacie srodkowymi i przecinaja si¢ w punkcie M. Oznacza to, ze:

|AM| = 2|MK| «—— twierdzenie o punkcie przeciecia $rodkowych tréjkata

co, wobec réwnosci |[MK]| = |[KN]|, konczy dowdd.

1. Dowody w geometrii
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Przypomnijmy twierdzenie udowodnione w podreczniku do klasy drugiej (s. 204).

W tréjkacie prostokatnym kwadrat wysokosci poprowadzonej z wierzchotka
kata prostego jest rowny iloczynowi dlugosci odcinkéw, na ktére ta wysokosé
podzielila przeciwprostokatng.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

ANACB ~ ANADC ~ ACDB
Wrykorzystamy nastepujace proporcje, aby
wyprowadzi¢ kolejne zwigzki miarowe doty-
czgce trojkata prostokgtnego: A

b
- = % «— z podobienstwa tréjkatow DAC i CAB
c

. 2.4 «— z podobienstwa tréjkatow DCB i CAB
c a

Stad:

° bz =C- P

[ ] az = C . q

Udowodnili$my w ten sposob nastepujace twierdzenie.

Jesli odcinek CD jest wysokoscig trojkata prostokatnego ABC o kacie prostym
BCA, to:
|ACI* = |AB| - |AD| i |BC|* = |AB| - |DB]

O}l Zadania _

Odpowiedzi i rozwigzania

1.1. Wskazéwka: Zwr6é uwage, 1.1. Dany jest czworokat ABCD, w ktérym |AB| = |AD| i |BC| = |DC|. Wykaz,
ze ten czworokat jest deltoidem, 7e AABC = 3ADC.

a przekatna AC dzieli go na

tréjkaty przystajace. 1}.2. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Wiadomo, ze

Lo5i2-4 Wykaz e z=72.
X X

1.2, x°+ y° +2° = 180°

y=5, wiec y = 5x

RN R |

=4, wiec z = 4x

X +5x +4x =180
x=18, y=90, z=72
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1.3. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 1. Proste k i/ s3 rownolegte. Udowodnij, 1.3. Wskazéwka: Znajdz kat
7e o = 84°. naprzemianlegly do kata 39°.
1.4. Wskazéwka: Zapisz sume
1.4. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 2. Wykaz, ze o = 35°. miar katow trojkata prostokatnego
przedstawionego na rysunku,
1.5. Dany jest trapez ABCD (AB || DC). Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 3. kt6rego jeden kat ma 38°.
Wykaz, ze |BC| = 154/2. 1.5. Z twierdzenia Pitagorasa
w trojkacie AED:
380 |DE|* + 8% = 17°
|DE| = |CF| = 15
A / k D c Troéjkat FBC jest prostokatny
\f\ S i rownoramienny, wiec
Q) I 17 45° |CF| = |FB| = 15.
57° A |BC| = |CF|- V2 = 15V2
BN AT8E F B
Rys. 1. Rys. 2. Rys. 3.
1.6. Wykaz, ze w czworokacie o bokach réwnej diugosci przeciwlegte katy sa réwne. 1.6. Wskazéwka: Tym
czworokatem jest romb.
1.7. W tréjkacie ABC poprowadzono $rodkowa BM, a nastepnie na pdtprostej BM 1.7. Patrz s. 94.
wyznaczono taki punkt D (rézny od punktu B), ze |BM| = |MD|. Udowodnij, ze
|BC| = |AD].
1.8. W trapezie ABCD (AB || DC), w ktorym D—=C 1.8. 9ADC = 180° — 70° = 110°
JIBAD = 70°, poprowadzono odcinek BM tak, M ‘ 4DMC =4DCM = 35°
ze |MD| = |DC| (zob. rysunek). Odcinek BM JAMB = 180° - 55° = 35° = 90
. . . JABM = 180° — 90° — 70° = 20°
jest zawarty w dwusiecznej kata ABC, 70° .
BMC = 55°. Wykaz, e a = 105° A B
ad =00 Wykaz, ze a = 105% W tréjkacie BMC:
o+ 55° +20° = 180°
1.9. W tréjkatach ABC oraz A'B'C’ poprowadzono dwusieczne BD i B'D'. Wiado- a = 105°
mo, ze |BD| = |B'D'|, 4BDC = <4B'D'C’ i 4B = 4B'. Udowodnij, ze tréjkaty ABC 1.9, c

oraz A'BC' s3 przystajace.

1.10. Wykaz, ze dwa wierzcholki tréjkata sa jednakowo oddalone od prostej, ktora

zawiera srodkowa poprowadzong do boku taczacego te wierzchotki. A K
1.11. Wykaz, ze w tréjkacie prostokatnym $rodkowa poprowadzona z wierzchot- Al \B
ka kata prostego réwna jest potowie przeciwprostokatnej i dzieli ten tréjkat na dwa o
tréjkaty rownoramienne. />
c

111 77T Srodek okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym jest

N s \\ $rodkiem przeciwprostokatnej (Srednicy okregu).

'.\ r | |AS|=|BS|=|CS|=r

/
AN B Zatem |AS| = %|BC|. B
Trojkaty ASC i ASB s3 rOwnoramienne. GABD = 4DBC = 4A'B'D' =

= 4D'B'C', wiec tréjkaty BDC

i BD'C’ sa przystajace, zatem katy
CiC'sa réwne.

Poniewaz 4B = 4B, |BC| = [BC'|,
4C = 4C', wiec AABC = AA'BC.
1.10. Patrzs. 95.
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Wskazowka: Skorzystaj z cechy
kbk przystawania dla trojkatow
ADC i BDC.

1.13. Patrzs. 95.
1.14. Patrzs. 95.

1.16. C
b b
[
A & D a4 B
2
W tréjkacie ADC:
bZ:a2+(E>2 B 205
2/’ 2
a
cosdA:lzﬁ
b 5

1.17. Wskazowka: Oznacz
literami a, b, ¢, d odleglosci
punktu M od bokéw prostokata
i zastosuj twierdzenie Pitagorasa
w powstalych tréjkatach
prostokatnych.

1.18. Py, = %m 2 =

4 7 4
n—2 4n

Py-Py, = -
LN 4 45
_29m-90

180
291 = 91,06
Py > P,

1.19. Patrz s. 98.
1.20.

r
3
a

; w";’

Srodek kota wpisanego w wycinek

lezy na dwusiecznej kata o.

.«
sin — = =
2 2

w\';’lw\ﬁ

% - 30°, o = 60°
2

Dziat 2. Dowody w matematyce

1.12. Wysokos¢ trojkata zawiera sie w dwusiecznej jednego z jego katéw wewnetrz-
nych. Wykaz, ze tréjkat ten jest rtOwnoramienny.

1.13. Wykaz, ze czworokat jest rownoleglobokiem wtedy i tylko wtedy, gdy jego
przekatne przecinajg si¢ w punkcie, ktéry jest srodkiem kazdej z nich.

1.14. W tréjkacie ABC, w ktérym miara kata B jest dwa razy wieksza od miary ka-
ta A, poprowadzono dwusieczng BD. Udowodnij, ze tréjkat BDC jest podobny do
trojkata ABC.

1.15. Dany jest trojkat ABC, w ktorym |AB| = 7, |AC| = 3, 4BAC = 60°. Dwu-
21V3

sieczna kata CAB przecina bok BC tréjkata w punkcie E. Wykaz, ze |AE| = TR

1.16. W tréjkacie rownoramiennym ABC,

w ktérym |AC| = |BC|, wysokos¢ CD jest
V5 D c

réwna podstawie. Wykaz, ze cos<A = -

1.17. Punkt M lezy wewnatrz prostokata
ABCD jak na rysunku. Udowodnij, ze
|AM[* + |CM|* = |BM|* + |DM*. A B

1.18. Promien poélkola (rys. 1) jest rowny 1. Wykaz, ze pole niebieskiej figury jest
wigksze od pola figury szarej.

1.19. Dane sa dwa wycinki kolowe (rys. 2) o promieniach |OA| = V131 |OD| = /5.
Kat wypukly AOB ma miare 100°. Wykaz, ze

a) pola obu wycinkéw sg rowne.

b) dlugos¢ tuku wycinka AOB jest mniejsza od dlugosci tuku wycinka COD.

1.20. W wycinek kota o promieniu r wpisano koto o promieniu g (rys. 3).
Wykaz, ze o = 60°.

m 'S G

Rys. 1. Rys. 2. Rys. 3.
1.15. C E
/o
30°
A 7 B

Papc = Papp + Pace
%-3~7~sin60°:%-7~|AE|~sin30°+%-3~|AE|-sin30°

23 _7)ag) + 2)ag

4 4 4
|AE|:21\6-%:21\/§
4 5 10



1.21. Dwa kota, kazde o polu réwnym S, sg zawarte w pro- D C
stokacie ABCD tak jak na rysunku. Udowodnij, ze pole / \
a) prostokata ABCD jest rowne @ M N
T
(36 - 81 -33)$ K /

b) zamalowanego obszaru jest réwne B — A B
n

1.22. Dane s3 dwa poétokregi o wspolnym $rod- R
ku O i $rednicach odpowiednio AB i CD (punkty
A, B, C, D i O sg wspolliniowe). Punkt P lezy na
wewnetrznym pdtokregu, punkt R lezy na zewnetrz- /’ N
B

nym polokregu, punkty O, P i R sg wspélliniowe. A C O D
Udowodnij, ze <APB +<4CRD = 180°.

1.23. Wykaz, ze suma odlegloéci dowolnego punktu wewnetrznego tréjkata od jego
wierzchotkéw jest wieksza od polowy obwodu tego tréjkata.

1.24. Na dwoéch bokach prostokata ABCD zbudo- D C
wano trojkaty réwnoboczne ADM i BAK, jak na ry- M
sunku. Wykaz, ze tréjkat MKC jest rOwnoboczny.

1.25. Przekatna BD trapezu ABCD jest prostopa-
dla do ramienia AD i zawiera si¢ w dwusiecznej ka-
ta ABC. Wykaz, ze pole tréjkata ABD jest dwa razy
wieksze od pola trojkata BCD. K

1.26. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD. Przekatne tego trapezu prze-
cinajg sie w punkcie M. Wykaz, ze |[MA|-|MD| = |[MB| - |MC|.

1.27. Niech w trojkacie prostokatnym a i b oznaczajg dlugosci jego przyprostokat-
nych, ¢ oznacza dtugos¢ przeciwprostokatnej, r — promien okregu wpisanego w ten
tréjkat, R — promien okregu opisanego na tym tréjkacie. Wykaz, ze

’”;"C b) 2r+2R=a+b.

a) r=

1.28. Punkt P nalezy do okregu opisanego na kwa-
dracie o boku a. Wykaz, ze suma kwadratow odleg-
toéci punktu P od wierzchotkdw tego kwadratu ma
stala warto$¢, niezalezng od wyboru punktu.

1.29. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

o111 g b
Wykaz, ze PRI -
1.28. p ¢ |AB|=|BC|=|CD| = |DA| = a
J |AC| = |BD| = a2
\x’/ Pop lezy na okregu i jest rozny od wierzchotkéw.
/// . Trojkaty APC i BPD sg prostokatne.
A % |PAP +|PCI* = 2a%i |PBI® + |PD]? = 24°

|PA* + |PCI* + |PB|* + |PD|* = 44’
4a® to wartos¢ stata, niezalezna od wyboru punktu P.
Jesli P jest jednym z wierzchotkéw, np. P = A, to

|PAP + |PBJ” + [PC* + |PD* = 0+ a® + (aV2)’ +d’ =

= 4a” - stala.

1. Dowody w geometrii 103 I

1.21. Patrzs. 98.

1.22. AODR = AOPB, zatem
<ORD = 4OBP

AOCR = AOPA, zatem

JORC =<40AP

JAPB +<CRD =

=<J4APB + (RCRO +<ORD) =
=JAPB +<90AP +40OPB = 180°

1.23. Wskazowka: Skorzystaj
z nieréwnosci trojkata.

1.24. Wskazéwka: Zwro¢ uwage,
ze AMDC = AMAK = ACBK.

1.25. Wskazowka: Przedtuz
ramiona trapezu do punktu
przeciecia M, wykaz, ze pola
tréjkatéw BDC i CDM s3 réwne

i wykorzystaj zaleznos$¢ miedzy
polami tréjkatow ABM oraz DCM.

1.26. Wskazowka: Uzasadnij
réwnos¢ miar katow w trdjkatach
AMB i DMC, a nastepnie zapisz
réwnos$¢ stosunkow dlugosci
odpowiednich bokow w tych
trojkatach.

1.27. B

a) |[CL| = |CM|=r
|BL| = |BK|=a-r
|AM| = |AK|=b—-r
|AB| = |AK| + |BK]|
c=a-r+b-r
a+b-c

2
b) 2R=¢
|AB| = |AK| + |BK|
2R=a-r+b-r
2r+2R=a+b

1.29. Patrzs. 95.
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Kiedy w 1918 r. Polska odzyskata niepodlegtos¢, jedna z dziedzin wymagajacych
odbudowania byta nauka. Z ogromnym sukcesem udato sie to polskiej matematyce,
ktéra przebojem dotgczyta do swiatowej elity. Dzi$ o matematykach i ich ogromnych
osiggnieciach z tamtego okresu moéwi sie: polska szkota matematyczna.

Warszawa i Lwow

Najwiekszy wptyw na sukces polskiej szkoty matematycznej miaty dwa
Srodowiska naukowe, dziatajace na uniwersytetach w Warszawie i we Lwowie.
Pierwsze byto skupione wokoét matematykow: Wactawa Sierpinskiego,
Zygmunta Janiszewskiego i Stefana Mazurkiewicza, drugie — wokét Hugona
Steinhausa i Stefana Banacha.

Kierunek ich dziatania nakreslit w 1917 r. Zygmunt
Janiszewski w artykule ,,O potrzebach matematyki

w Polsce”. Zgodnie z jego wytycznymi naukowcy zajmo-
wali sie gtéwnie nowo odkrytymi obszarami matematyki.
Jako pierwsi na swiecie zatozyli czasopismo matematycz-
ne o waskiej specjalizaciji. ,Fundamenta Mathematicae”,
wydawane od 1920 r. w Warszawie, poswiecone byto
gtéwnie teorii mnogosci. Lwowskie czasopismo ,,Studia
Mathematica”, wydawane od 1929 r., uznano za najwaz-
niejsze miejsce prezentowania dokonan z zakresu
nowoczesnej analizy funkcjonalnej.

Srodowisko Iwowskich matematykéw
styneto z jeszcze innej rzeczy —
niepowtarzalnej atmosfery i aury
niezwyktosci. Matematyczne
dyskusje odbywano czesto
nie w salach wyktadowych,
ale we Iwowskich kawiar-
niach, przy poczestunku,
kawie i trunkach.



Ksiega szkocka

Do historii przeszta szczegodlnie Café Szkocka.
Poczatkowo matematycy zapisywali swoje rozwa-
zania otdwkiem na marmurowych blatach stolikdw
i serwetkach. Po wyczyszczeniu blatu przez obstu-
ge kawiarni wszystkie zapiski ginety bezpowrotnie.
Zona Stefana Banacha kupita wiec zeszyt i do
tego zeszytu, nazwanego Ksiega szkocka,
przeniosta sie dyskusja. Wpisywano tam mate-
matyczne problemy, ktére pojawiaty sie w trakcie
kawiarnianych spotkan. Za ich rozwigzanie czgsto
przewidywana byfa nagroda.

LWOW. — Plac Akademicki i ul. Fredry.
LEOPOL. — Place "Académie et rue F
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Przyktadowe nagrody

b= @

Problemy i twierdzenia
Przy kazdym wpisie w Ksiedze
szkockiej widnieje nazwisko jego
autora. Na przyktad tytut ponizszego
fragmentu pochodzi od nazwisk dwdch
matematykéw: Hermana Auerbacha

i Stanistawa Mazura.

Tierdeenie Aucthach - Nazwe
Fezell z ’w?w bilarde o wf/m/g»
WWM bokack, szL Fula
/DM/ Katem 45 ° ta po 5{@//&%&4@7’
bczbic odlbic dojdeie b jedthego
z tuzech /ao/w&t@W togiw.

Dla wyjasnienia dodajmy, ze dwa od-
cinki nazywamy wspotmiernymi, jezeli
istnieje trzeci odcinek mieszczacy sie
catkowitg liczbe razy w kazdym z tych
dwdch odcinkdéw.

Problemami zapisanymi w Ksiedze
szkockiej matematycy zajmuja sie nawet
dzié. Zywa ges$ z rak Stanistawa Mazura
odebrat w 1972 r. Szwed Per Enflo za

rozwigzanie problemu sformutowanego
przez Mazura w 1936 r.
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42.2. Udowodnij, ze dla kazdej
liczby naturalnej n liczba

3. 24n + 42n+1 + 42n+2

jest podzielna przez 23.

Odp.: 32" + 47" 4 4212 =

=4 (3+4+16)=4".23

47" jest liczba calkowitg dla 7 € N,

zatem dana liczba jest podzielna
przez 23.

tematy 4.1, 4.2

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.2

G Generator

testéw i sprawdzianéw

2. Dowody w algebrze
Umiejetnosci:
e dowodzenie twierdzen z zakresu algebry

Aby rozwiaza¢ zadanie na dowodzenie dotyczace podzielnosci liczb, nieréwnosci lub
innych zaleznosci migdzy liczbami czy wyrazeniami algebraicznymi, warto:

I. zapisaé precyzyjnie zaloZenie i tez, «—— zobacz podane przyklady
II. zastosowa¢ poznane definicje i twierdzenia, «— zobacz podane przyklady
III. sprawdzi¢ prawdziwos¢ tezy w rozlacznych przypadkach,

wyczerpujacych wszystkie mozliwosci, «— zobacz przyklady 4, 6
IV. przeksztalci¢ teze rownowaznie, «— zobacz przyklad 9
V. zastosowa¢ dowdd nie wprost. «—— zobacz przyktady 8, 10

Fakty, z ktorych najczesciej bedziemy korzysta¢ w dowodach algebraicznych, to:

 cechy podzielnosci liczb,

° wlasnosci dziatan w zbiorze liczb rzeczywistych (w tym: potegowania, pierwiast-
kowania, logarytmowania); wzory skréconego mnozenia,

° wiasnodci liczb (naturalnych, catkowitych, wymiernych, niewymiernych),

* wlasnosci ciggu arytmetycznego, geometrycznego,

° twierdzenie Bézouta, twierdzenie o calkowitych pierwiastkach wielomianu
o wspolczynnikach catkowitych.

Podzielnos$¢ w zbiorze liczb catkowitych

Przyktad 0

Wykazemy, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczba 7-3" + 3" + 3™ jest podzielna

przez 19.

Zatozenie Liczba 7 € Z jest podzielna (1)
przez liczbe m € Z - {0}

neZ wtedy i tylko wtedy, gdy

Teza istnieje liczba k € Z taka,

. n n+1 n+2 . . zen=m-k.
Liczba 7-3" + 3" +3""" jest podzielna przez 19.

Dowdd
73043 43 273003343037 =3 (743437) =319
3" jest liczbg catkowitg, bo n € Z, zatem podana liczba jest podzielna przez 19.

Koniec dowodu
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Przyktad e

Udowodnimy, ze dla kazdej liczby catkowitej 7 liczba n° —n jest podzielna przez 6.
nez
Liczba n° — n jest podzielna przez 6.

n3—n=n(n2—1) =nn-1)(n+1)

Liczba n(n—1) (n+ 1) jestiloczynem trzech kolejnych liczb catkowitych. Zatem:
co najmniej jedna z nich jest parzysta,
dokladnie jedna z nich jest podzielna przez 3.

Iloczyn liczb podzielnych przez 2 i przez 3 jest liczba podzielng przez 6.

Przyktad @)

Udowodnimy, ze réznica czwartych poteg dwoch kolejnych liczb catkowitych niepa-
rzystych jest podzielna przez 16.

keZ
Dwie kolejne liczby nieparzyste dla n € Z  ((+)
o ) ) mozemy zapisa¢ na wiele sposoboéw: 2n + 1,
Istnieje takie p € Z, ze: 2n+3 lub 2143, 2n+5 itd.
(Zk — 1)4 - (2k + 1)4 =16p Na og6t z powodéw rachunkowych najwy-

godniejsza postac to 2n—1 1 2n+ 1.

(2k-1)* - (2k+1)* =
= [(2k- 1)2]2 - [k + 1)2]2 = — stosujemy wzor na réznice kwadratw
= [@k=1) = @k +1)°] - [(2k = 1)+ (2K +1)°] =
= [(4k2 ~ k4 1) - (47 + 4k + 1)] : [(4}8 — ke 1)+ (4K + 4k + 1)] =
= -8k (8K +2) = 16k (-4k* - 1)

k (—4k2 - 1) jest liczbg catkowity, bo k € Z. Zatem szukane p istnieje

i p=k(-4K*-1),

2.4. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba k® — 2k* + k* jest podzielna
przez 36.

Odp.: k® - 2k' + k¥ = k2K~ 2K* + 1) = k2 (K - 1)° = [k (K* - 1))’

Wystarczy pokazaé, ze k- (k* — 1) jest podzielna przez 6.

k- (k2 - 1) =k-(k-1)-(k+1) toiloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych. Wéréd nich

jest co najmniej jedna podzielna przez 2 i dokladnie jedna podzielna przez 3. Zatem ten
iloczyn jest podzielny przez 6, a jego kwadrat jest podzielny przez 36.
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42.3. Wykaz, ze suma kwadratow
trzech kolejnych liczb catkowitych
zwiekszona o 1 jest liczba
podzielna przez 3.

Odp.:n, n+1, n+2 - trzy kolejne
liczby catkowite dla n € Z
n2+(n+1)2+(n+2)2+1 =
=P+’ +2n+1+n’ +an+4+1 =
=3n2+6n+6=3(n2+2n+2)
nt+2n+2 jest liczba catkowita
dla n € Z, zatem suma trzech
kolejnych liczb catkowitych jest
podzielna przez 3.

Przyktad o

Udowodnimy, ze réznica kwadratéw dwoch liczb catkowitych nieparzystych jest po-
dzielna przez 8.

aib s liczbami catkowitymi nieparzystymi.
Réznica kwadratow a” —b° jest podzielna przez 8.

Niech a=2k+1, ke Zib=2m+1, meZ.
Wowczas:

a*-b=(k+1)7’-C2m+1)° =

=(2k+1-2m-1)2k+1+2m+1) =

=(2k-2m)(2k+2m+2)=2(k-m)-2(k+m+1)=4(k-m)(k+m+1)
Aby wykazaé podzielno$¢ otrzymanego iloczynu przez 8, wystarczy udowodnic¢, ze
jeden z czynnikéw (k —m), (k+m+ 1) jest liczba parzysta.

«—— wzdr na roznice kwadratow

Zauwazmy, Ze:
jesli obie liczby k i m sg parzyste lub obie sg nieparzyste, to liczba k — m jest
parzysta,
jesli jedna sposrdd liczb k i m jest parzysta, a druga nieparzysta, to liczba k+m+1
jest parzysta.

Zatem liczba 4 (k —m) (k+m+ 1) jest podzielna przez 8.

Réznica poteg

Znamy wzory skréconego mnozenia na réznice kwadratéw i réznice szesciandw:
a>-b"=(a-b)(a+b)
a-b = (a—b)(a2+ab+b2)

Uogolnieniem tych zaleznosci jest wzor na réznice n-tych poteg, ktérego dowdd po-
miniemy.

Dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n prawdziwy jest wzor:

a'-bv"=(a-b) (a"‘l +a" 7 b+a" b+ .+ ab" T+ b”_l)
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Na przyklad dla n = 5 powyzszy wzdr ma postac:

a-b =(a-b) (a4 +a’b+a’b’ +ab’ + b4)
Jesli zastosujemy wzdr na roznice n-tych poteg dla liczb catkowitych a, b, to otrzy-
mamy nastepujacy wniosek.

Dla dowolnych réznych liczb catkowitych a i b liczba a” — b" jest podzielna

przez a —b.
Przyktad © 42.11. Wykaz, ze liczba
M _ o s .
Udowodnimy, ze liczba 49'% — 256° jest podzielna przez 3. 257~ 64" jest podzielna przez 3.
Odp.: 25> —647 = (52)21—(26)7 =
12 _ 20
49" - 256° = (7)) " - (4%)° = 7 - 4 2 "l e
Liczba 5 — 2™ jest podzielna
Liczba 7** — 4** jest podzielna przez 7 — 4 = 3. przez 5—-2=3.

Dzielenie z resztg
W szkole podstawowej byto omawiane dzielenie z reszta. Przypomnijmy, Ze na przy-
ktad rownos¢:
17=5-3+2
mozna odczyta¢ w nastepujacy sposob:
reszta z dzielenia liczby 17 przez 3 jest rowna 2
lub
reszta z dzielenia liczby 17 przez 5 jest rowna 2.
Reszta z dzielenia nie moze by¢ wigksza od dzielnika, zatem réwnos¢:
19=5-3+4
oznacza, ze reszta z dzielenia liczby 19 przez 5 jest réwna 4,

ale
nie oznacza, ze reszta z dzielenia liczby 19 przez 3 jest réwna 4.

Dzielenie z reszta mozemy wykonywa¢ réwniez w zbiorze liczb catkowitych. Przy-
jeto zasade, ze reszta jest w takim przypadku liczbg nieujemng mniejszg od warto$ci
bezwzglednej dzielnika.
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42.8. Liczba catkowita a przy
dzieleniu przez 5 daje reszte 2,
liczba calkowita b przy dzieleniu
przez 5 daje reszte 3. Udowodnij,
ze roznica czwartych poteg liczb
aib jest podzielna przez 5.
Odp.:a=5n+2, neZ
b=5m+3, meZ

o —bt = (& - 0?) (& + 1) =
=(a-b)a+b)(a’+b*)

Aby liczba a* - b* byta podzielna
przez 5, wystarczy, aby jeden z jej
czynnikow byt podzielny przez 5.
a+b=5n+2+5m+3=
=5n+5m+5=5n+m+1)
Czynnik a + b jest podzielny
przez 5.

Jezeli na przyktad chcemy wyznaczy¢ reszte z dzielenia liczby —17 przez 3, to korzy-
stamy z rownosci:

17 =(-6)-3+1

Zatem reszta z dzielenia liczby —17 przez 3 jest rowna 1.

Uogdlnieniem tych rozwazan jest nastepujace twierdzenie.

Dla dowolnych liczb calkowitych aib, b # 0 (a - dzielna, b - dzielnik), istnieje
doktadnie jedna para liczb catkowitych q ir (q - iloraz, r — reszta) takich, ze:

a=q-b+r, gdzie r 20 i r < ||

Z powyzszego twierdzenia bedziemy korzysta¢, zapisujac liczby catkowite w odpo-
wiednich postaciach. Na przyklad kazdg liczbe catkowita n, ktéra przy dzieleniu
przez 5 daje reszte 3, mozna zapisa¢ w postaci n = 5k + 3, k € Z.

Przykiad ©

Udowodnimy, ze kwadrat liczby catkowitej niepodzielnej przez 3 daje reszte 1 przy
dzieleniu przez 3.

n jest liczbg catkowita niepodzielng przez 3.
n* przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1.

Skoro liczba calkowita # nie jest podzielna przez 3, to s3 dwie mozliwosci:
n=3k+1, keZ

Weedy n’ = (3k+ 1) = 9k” + 6k + 1= 3 (3k” + 2k) + 1.
n=3m+2, meZ

Wtedy n’ = (3m +2)° = 9m® + 12m + 4 = 3(3m2+4m+ 1)+ 1.

W obydwu przypadkach liczbe n” mozna przedstawié¢ w postaci 3p +1, gdzie p € Z,

. . . 1s 2 . ’
co oznacza, ze reszta z dzielenia liczby n” przez 3 jest réwna 1.



Liczby wymierne i niewymierne

Przyktad @)

Wykazemy bez uzycia kalkulatora, ze \/9 — 4V/5 — V/5 jest liczbg wymierna.

Dowdd

Zapiszemy roznice pod pierwiastkiem w postaci kwadratu i skorzystamy z zaleznosci

\/a_2=|a|.
\/9—4\/_=\/4—4\/§+5=

-V - 8| = -2

Zatem dana liczba:

9-4V5-5=15-2-5=-2

jest catkowita, czyli jest wymierna.

Koniec dowodu

Przyktad ©)

Udowodnimy, Ze liczba log 7 jest niewymierna.

Dowdd nie wprost

Przypus$émy, ze teza jest falszywa, czyli ze liczba
log 7 jest wymierna.

Zauwazmy, ze log, 7 > log, 3 = 1, zatem liczba
log,7 jest dodatnia. Istniejg zatem takie liczby

naturalne dodatnie n ik, ze log,7 = h

E .
n
3k=7 — z definicji logarytmu
3" =7k —— z whasnoéci dziatan na potegach

—2-+5<0

Metoda dowodzenia nie wprost ((+))
(lub sprowadzania do niedo-
rzecznosci) polega na sprawdze-

niu, co by bylo, gdyby podana

teza byla falszywa. Jesli w toku
rozumowania okaze sie, ze ozna-
czaloby to falszywos¢ zatozen,

to wnioskujemy, ze teza jest
prawdziwa.

Otrzymali$my réownos¢ dwoch liczb naturalnych: 3" oraz 7"

Lewa strona tej rownosci jest podzielna przez 3, zatem prawa réwniez. Ale gdyby

liczba 7F byla podzielna przez 3, to réwniez liczba 7 bytaby podzielna przez 3.

Otrzymali$my sprzeczno$¢, co dowodzi, ze liczba log, 7 jest niewymierna.

Koniec dowodu

2. Dowody w algebrze

42.16. Udowodnij bez
uzycia kalkulatora, ze

\/16+6\/7+\/32—10\/7

jest liczba catkowita.

Odp.: \/16+6\/7+ \/32_1on
=\32+6V7+ V7 +

+\52 - 10V7 + V7" =

N ) = -
=3+ V7| +|5- V7| =
=3+V7+5-7=8

42.17. Wykaz, ze liczba V2 jest
niewymierna.
Odp.: Dowod nie wprost.
Zalézmy, ze V2 jest liczba
wymierna, zatem daje si¢ zapisac
w postaci nieskracalnego utamka
g, gdzie peZ i qeZ-{0}.

3
\3/_=§, 2=2L3, 2'(13=p3
Lewa strona jest liczbg parzysta,
zatem prawa tez. To oznacza,
ze p musi by¢ liczbg parzysta,
wiec p’ jest podzielne przez 8.
Aby lewa strona byla podzielna
przez 8, g musi by¢ liczba parzysta.
Dotarliémy do sprzecznosci,

poniewaz utamek § jest

nieskracalny. Zatem V2 jest
liczbg niewymierng.

111 I



I 112

42.20. Wykaz, ze jezeli a+b >0,
to prawdziwa jest nierownos¢
a’+b> >a’b+ab’.

Odp.: a+b—a’b—ab® >0
L=a’-a’b+b’-ab’ =
=a*(a-b)-b*(a-b) =
=(a-0) (az— bz) =
=(a-b)(a-b)(a+b)=

(a-b)’ (a+Db)

a- b)2 jest liczba nieujemna,
natomiast a +b > 0 z zalozenia.
Toczyn (a —b)* (a +b) jest zatem
liczba nieujemna.

—

42.25. Wykaz, ze dla liczb
rzeczywistych x, y takich, ze

xy < —12, prawdziwa jest
nier6wnos¢ x> + y2 = 24.

Odp.: x° + y* = (x + y)* - 2xy
Jesli xy < —12, to —2xy > 24.
(x+y)* 20 i —2xy > 24, wiec
(x + y)* + (-2xy) = 24.

Dziat 2. Dowody w matematyce

Nieréwnosci

Przyktad ©)

Wykazemy, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nieréwnos¢

x2+2y2—2xy+4y+5 > 0.

Zatozenia

x€R, yeR

Teza

x2+2y2—2xy+4y+5 >0

Dowdd

Przeksztalcamy rownowaznie lewa strone nieréwnoéci:
L:x2—2xy+y2+y2+4y+4+1:
=(x-y)+(y+2)+1>0

Pierwsze dwa skladniki otrzymanej sumy s3 nieujemne, zatem lewa strona nieréw-

noéci jest dodatnia.

Koniec dowodu

Przykiad ()

Wykazemy, ze dla liczb rzeczywistych x, y takich, ze xy > 9, prawdziwa jest nie-

réwnoéé x* + yz = 18.

Zatozenia

x€R, yeR, xy>9

Teza

X+ y2 =18

Dowdd (I sposéb)

Zauwazmy, Ze:
x4y = (x-y) +2xy

Z zalozenia xy > 9, zatem 2xy > 18. Ponadto (x — y)* > 0.

Mamy wiec X+ y2 = 18.

Koniec dowodu

Dowdd (Il sposdéb, nie wprost)

Przypusémy, ze dlaliczb x € R, y € R prawdziwy jest uktad nieréwnosci:
xy>9ix2+y2<18

Wykazemy, ze jest to niemozliwe.

Skoro xy >9, to —2xy < —18.

42.27. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nierdwnos¢

l| + [yl
> A \lxyl.

. o X+ Iyl
Odp.: Wystarczy uzasadni¢, ze - A/lxyl > 0.

2
Lo bl e 2y (VR - i)

2 y 5 -
Stad L > 0.



x2+y2<18

. Po dodaniu stronami tych nieréwnosci otrzymujemy:
—2xy <-18

Zatem {

X - 2xy + yz <0

(x-y)° <0
Ostatnia nieréwno$¢ jest falszywa — otrzymali$émy sprzecznos¢, co dowodzi, ze po-
dane w zadaniu twierdzenie jest prawdziwe.

2.1. Wykaz, ze liczba 6'° —2-6" +10-6”° jest podzielna przez 17.

2.2. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 3 - 2% + 4*"*! 4 42"+

podzielna przez 23.

jest

2.3. Wykaz, ze suma kwadratow trzech kolejnych liczb catkowitych zwiekszona o 1
jest liczba podzielng przez 3.

2.4. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba k° — 2k* + k* jest podzielna
przez 36.

2.5. Udowodnij, ze iloczyn czterech kolejnych liczb catkowitych jest podzielny
przez 24.

2.6. Udowodnij, ze jezeli przy dzieleniu przez 7 jedna liczba daje reszte 5, a druga
reszte 4, to iloczyn tych liczb przy dzieleniu przez 7 daje reszte 6.

2.7. Udowodnij, ze jesli liczba calkowita przy dzieleniu przez 5 daje reszte 3, to jej
kwadrat przy dzieleniu przez 5 daje reszte 4.

2.8. Liczba calkowita a przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2, liczba catkowita b przy
dzieleniu przez 5 daje reszte 3. Udowodnij, ze roznica czwartych poteg liczb a i b jest
podzielna przez 5.

2.9. Udowodnij, ze suma kwadratow dwoch liczb catkowitych niepodzielnych
przez 3 jest liczbg niepodzielng przez 3.

2.10. Wykaz, 7e liczba 1918'° — 1795 jest podzielna przez 123.
2.11. Wykaz, ze liczba 252 — 647 jest podzielna przez 3.
2.12. Udowodnij, zejezeli x — y =3 i x* +y* = 13, to xy = 2.

2.13. Udowodnij, ze jezeli a+b=1 i a+b* =7, to at +b* =31.

230.a,,-a,,=0a,-9" —-a, 'qwz =

n-2 2
=a1qn_2(q2—1)=a1-<1+2\/§> _<<1+2\/§> _1>:

~ <1+\/§>""2 <1+2\E+5—4>_ <1+\/§>”‘2 2(V5+1)
=a, \N———— | =a;- .

2 4 2 4

<1+\/§>"_2 1++5 <1+\/§>"_1 el
=a,-| — e =01 ——— =4a,-q =a,

2 2 2

2. Dowody w algebrze 113 IS

Odpowiedzi i rozwigzania

21.6'"-2.6"+10-6" =
=6°(6"-2-6+10)=6" 34 =
=6"°.2-17

6" -2 jest liczbg catkowita, zatem
dana liczba jest podzielna przez 17.

2.2. Patrzs. 106.
2.3. Patrzs. 108.
2.4. Patrzs. 107.

2.5. Wskazowka: Wsrod czterech
kolejnych liczb catkowitych jest co
najmniej jedna liczba podzielna
przez 2, co najmniej jedna
podzielna przez 3 i dokladnie
jedna podzielna przez 4.

2.6. x = 7n+5 - jedna liczba,
nez

y =7m+4 —drugaliczba, m € Z
x-y=(7n+5)(7m+4) =

= 49mn + 28n + 35m + 20 =
=7(7mn+4n+5m+2)+6=
=7k+6
k=Omn+4n+5m+2) € Z

2.7. Patrz zadanie 2.6.
2.8. Patrzs. 110.

2.9. Wskazowka: Liczba
niepodzielna przez 3 daje przy
dzieleniu przez 3 reszte 1 lub 2.

2.10. Liczba 1918" - 1795"
jest podzielna przez
1918 — 1795 = 123.

2.11. Patrz s. 109.

212. x° +y° =13
x2—2xy+y2+2xy= 13
(x—y)+2xy=13

3% +2xy =13

2xy =4

xy=2

213, (@’ +0))’ =7
at + 222 + b = 49
at +b* = 49 - 2(ab)?
a+b=1

@t +2ab+b* =1
2ab+7 =1

2ab = -6

ab=-3

a+b* =49-2-(-3)* = 49-18 = 31
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Dziat 2. Dowody w matematyce

2.14. Z podanego warunku mamy
a+b

€= . Zatem

a b a b
+

=] =+ =]
a_a+b b_a+b

2 2

2a + 2b _2(a—b)=2-

a-b b-a a-b

a-c b-c¢c

2.15. 40’ - 9b* +2a-3b =0
(2a-3b) (2a+3b) +2a-3b=0
(2a-3b)(2a+3b+1)=0
2a-3b=0V2a+3b+1=0
2a=3bV2a+3b=-1
Sprzeczne, poniewaz a i b s3
dodatnie. Zatem 2a = 3b.

2.16. Patrzs. 111.
2.17. Patrzs. 111.

2.18. Dowdd nie wprost. Patrz
zadanie 2.17.

2.19. Obie strony sg dodatnie,
wiec mozemy nieréwnosc¢
podnie$¢ stronami do kwadratu.

DA ), Uy

+24/(25%0-1) (2% +1) < 2%
2.2%0 4 24/2100 _ 1 < 4.2%
24210 _1<2.2% |.2
V2100 _ 1 < 2%

Ponownie podnosimy obie strony
do kwadratu.

210 1< 2" ezyli 0< 1
Otrzymana nier6wnos¢ jest
prawdziwa. Przeksztalcenia byly
réwnowazne, a to dowodzi praw-
dziwosci wyjsciowej nieréwnosci.
2.20. Patrzs. 112.

2.21. Wystarczy wykazac, ze
2x* 42y 422" 2xy-2yz-2zx 2 0.
L=x"- 2xy + y2+ yz— 2yz +

+ P+ -2z + 2 =

= (x— )+ (y-2+(x-2°20
Suma kwadratow liczb jest liczba
nieujemna.

2.22. L=4x*—4xy+ y*+ y*+2y+ 1= Q2x - y)’+ (y +1)* 2 0

2.14. Udowodnij, ze jezeli a #b, a#c, b+cia+b=2c to ﬁ + % =2.
2.15. Liczby dodatnie a i b spelniaja warunek 4a” + 2a = 9b* + 3b. Udowodnij, ze
2a = 3b.

2.16. Udowodnij bez uzycia kalkulatora, ze \/ 16 + 67 + \/ 32— 10V7 jest liczba
catkowita.

2.17. Wykaz, ieliczba V2 jest niewymierna.
2.18. Wykaz, ze liczba log 17 jest niewymierna.

2.19. Wykaz, ze prawdziwa jest nierowno$é V2% + 1 + V2% — 1 < 2%,
2.20. Wykaz, ze jezeli a+b > 0, to prawdziwa jest nieréwno$¢ a’> +b° > a’b +ab’.

2.21. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z prawdziwa jest nie-
réwnosé x> +y2 +2° -xy—-yz—zx20.

2.22. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nie-
réwnoéé 4x” + 2y2 —4xy+2y+120.

2.23. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nie-
réwnoéé 4x” +9y° —12x — 12y + 14 > 0.

2.24. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nie-
réwnosé 9x> + y2 +30x + 14y +74 =2 0.

2.25. Wykaz, ze dla liczb rzeczywistych x, y takich, ze xy < —12, prawdziwa jest
nieréwnoé¢ x> + y2 > 24.

2.26. Wykaz, ze dla dodatnich liczb rzeczywistych x, y takich, ze xy > 3, praw-
dziwa jest nieréwnos¢ x* + y* > 18.

2.27. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nie-

. o 1xl+ 1yl
réwno$é 5 A \0xyl.

2.28. Wykaz, ze jezeli A =3*"? { B=3"V" to B=9VA.

2.29. Dane sg takie dodatnie liczby a i b, ze log, (8a) =10 i log, % = 3. Wykaz,
ze log, (ab) = 5.

\5

2.30. Iloraz ciggu geometrycznego wynosi L5 Wykaz, ze w tym ciagu kazdy

wyraz a,, n = 2, jest rowny roznicy dwoéch sasiadujacych z nim wyrazow.

2.28. 9VA=9- V3432 = 9.\34V2.32 = 9.32V2.3 =

:27.32\5:33.32@:32@%:3

Suma kwadratow liczb jest liczbg nieujemna. 2.29.

2.23. L=4x"-12x+9+9y°— 12y +4+1= 2x - 3)°+ 3y -2)°+1>0
Suma kwadratéw zwiekszona o 1 jest liczbg dodatnia.

2.24. L =9x"+30x+25+ y°+ 14y +49 = Bx + 5+ (y+7)* 2 0
Suma kwadratéw jest liczba nieujemng.

2.25. Patrzs. 112.
2.26. Patrz zadanie 2.25.
2.27. Patrzs. 112.

log,(8a) =10 i log, %6 =3

8a = 2" log, 16 —log, b =3
a=2 2-3=log,b
log,b=-1
b=1
4

log, (27 . %) = 10g225 =5

2.30. Patrzs. 113.



