Umiejetnosci

7% |
R O W n E l ﬂ I E l Po szkole podstawowej uczen:
® sprawdza, czy dana liczba jest

rozwigzaniem réwnania
(pierwszego, drugiego lub
trzeciego stopnia) z jedna
niewiadoma,

® rozwigzuje rownania pierwszego
stopnia z jedng niewiadoma
metodg réwnan réwnowaznych,

® rozwigzuje rownania, ktére po
prostych przeksztalceniach
algebraicznych, s3 rownaniami
pierwszego stopnia z jedng
niewiadoma,

® przedstawia cze$¢ wielkosci jako
procent tej wielko$ci,

® oblicza liczbe a réwna p procent
danej liczby b,

® oblicza, jaki procent danej liczby
b stanowi liczba a,

® oblicza liczbe b, ktérej p procent
jest réwne a,

® stosuje obliczenia procentowe
do rozwigzywania problemow
w kontekscie praktycznym,
réwniez w przypadkach
wielokrotnych podwyzek lub
obnizek danej wielkosci,

® rozwigzuje zadania tekstowe za
pomoca rownan pierwszego
stopnia z jedng niewiadoma,
w tym z obliczeniami
procentowymi,

® przeksztalca proste wzory, aby
wyznaczy¢ zadang wielko$¢ we
wzorach geometrycznych
(np. pdl figur) i fizycznych
(np. dotyczacych predkosci,
drogi i czasu),

® zaznacza na osi liczbowej zbiory
liczb spetniajacych warunek taki

jak x> 1,5 lub x < —;.

Po tym dziale uczen:

® rozwigzuje nieréwnosci pierwszego stopnia i zaznacza zbiory ich rozwiazan na osi liczbowej,

® stosuje prawa dzialan na zbiorach,

® wykorzystuje wlasnosci wartosci bezwzglednej do algebraicznego rozwiazywania rownan
(nieré6wnosci) z wartoscig bezwzgledna typu: |x —a| = b, |x—al <b, |x—al| > b,

Va2 +2ab +b* = |a + b|, ||x — 1| - 2| = 2x; zapisuje przedziat liczbowy jako zbiér rozwiazan
odpowiedniej nieréwnosci,

® rozwigzuje rownania i nieréwnosci liniowe z parametrami,

® bada, dla jakich wartosci parametru réwnanie liniowe ma jedno rozwigzanie (jest sprzeczne,
jest tozsamosciowe),

® rozwigzuje uktady dwoch réwnan liniowych metodami podstawiania i przeciwnych
wspotczynnikow,

® rozpoznaje uklady: oznaczony, nieoznaczony i sprzeczny,

® rozwigzuje zadania tekstowe z zastosowaniem uktadu dwdch réwnan liniowych.
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41.4. Rozwigz réwnanie.

a)5x-2=3
b)2x+11=5
¢)7x-8=13

d)4x-3=2x+7
e)Ix+1=4x-9
f) 2x +3(x—4) =4x -5

Odp.:a) 1
e)-2 )7

b) -3

3 d)5

1. Warto powtorzycC -
rozwigzywanie rownan
linlowych z jedng niewiadoma

Réwnanie, ktore mozna zapisaé w postaci ax +b = 0, gdzie x jest niewiadoma,
aibsaliczbami danymi, nazywamy rownaniem liniowym z jedng niewiadoma.

Liczby aib wystepujace w zapisie ax+b = 0 nazywamy wspétczynnikami réwnania
liniowego.

Aby rozwigza¢ rownanie liniowe z jedng niewiadoma (inaczej: znalez¢ liczbe, ktora

spelnia to réwnanie), mozna:

* do obu jego stron doda¢ te samg liczbe albo to samo wyrazenie liniowe z jedna
zmienny;

° od obu jego stron odja¢ te sama liczbe albo to samo wyrazenie liniowe z jedna
zmienny;

 obie jego strony pomnozy¢ przez t¢ sama liczbe rézng od zera;

° obie jego strony podzieli¢ przez t¢ sama liczbe r6zng od zera.

Po wykonaniu dowolnej z wymienionych czynnosci otrzymamy réwnanie réwno-

wazne, czyli majace identyczny zbidr rozwiazan z réwnaniem danym na poczatku —

przed przeksztalceniami.

Przyktad €) « zad. 1.4
Rozwigzemy podane réwnania, komentujac rownowazne przeksztalcenia.

Rozwigzanie

a) x—-4=0
x—-4+4=4 «— do obu stron réwnania dodajemy 4
x=4

b) 2x+1=7
2x+1-1=7-1 «— od obu stron réwnania odejmujemy 1
2x =6 «—— obie strony réwnania dzielimy przez 2

x=3
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c) —3x=15-6x

—-3x+6x =15-6x+ 6x «— do obu stron réwnania dodajemy 6x
3x =15 —— obie strony réwnania dzielimy przez 3
x=5
d) 5x+2V5=3-7x «—— do obu stron réwnania dodajemy V7x - 25
5x + 25 +V7x = 25 = 3 - V7x +V7x - 2/5
5x +V7x =3-25 —— wylaczamy x przed nawias
X (5 +/7 ) =3-25 «—— obie strony rownania dzielimy przez 5 +V7
o325
5+7

J

Dodawanie do obu stron réwnania tej samej liczby (wyrazenia) potocznie nazywa-
my przenoszeniem tej liczby (wyrazenia) na drugg strone réwnania ze zmienionym
znakiem. Podobnie — odejmowanie od obu stron réwnania tej samej liczby (wyra-
zenia) potocznie nazywamy przenoszeniem tej liczby (wyrazenia) na drugg strone
réwnania ze zmienionym znakiem.

Przyktad e zad. 1.6 41.6. Rozwigz réwnanie.

. , . a) 6x+2(x—-7)+5=8x-11
Rozwiazemy podane rownania. b) x - (7 — 4x) = 3(x - 5) + 8
Rozwigzanie ¢)42x-1)-7=2(4x-6)+1
a) 2(x = \/5) +1=2x «—— wykonujemy dziatania po lewej stronie rownania d) 32x-1)+2(3x +5) =

2x-2V3+1=2x —— przenosimy wyrazy z niewiadoma na lewg, = 4(2x + 8) - 2(3 - 2x)

a liczby na prawa strong znaku réwnosci €) 3(3x+5)+5(3-5x) = 4(6-4x)+6
2x —2x=2V3-1 «—— redukujemy wyrazy podobne f) 1(5 —10x) + 0,2(10 + 5x) =
0=2V3-1 —— sprzeczno$é >

1
=--2(x-3)
Odp.: Réwnanie jest sprzeczne, czyli nie ma rozwiazan. 2 (

Odp.: a) brak rozwigzan b) 0

b) 32-x)+4x=2-x c) x € R d) brak rozwigzan

6-3x+4x+x=2 e)xeR f)35
2x=2-6

2x = -4

se= =2

Odp.: Réwnanie ma jedno rozwigzanie: x = —2.

Q) 3x+2(V2+2)=1+2V2+3(x+1)

3x+2V2+4=1+2V2+3x+3
3x-3x=4+2V2—-4-22

0=0 — tozsamo$¢ (prawda dla kazdego x)

Odp.: Réwnanie jest tozsamosciowe, czyli kazda liczba jest jego rozwigzaniem: x € R.
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41.9. Patrzs. 105. Przyktad e zad. 1.9
Rozwigzemy réwnanie (2x + 1)2 —(x - 3)2 =2x+1)2x-1) - X2+ 3.

Rozwiazanie
Stosujemy wzory skroconego mnozenia: kwadrat sumy, kwadrat réznicy po lewej
stronie réwnania; réznica kwadratéw po prawej stronie réwnania.

(4x2+4x+1)—<x2—6x+9):(4x2—1)—x2+3
4 +4x+1-x>+6x-9=4x" - 1-x"+3
10x = 10, stad x =1

Odp.:x=1
Odpowiedzi i rozwigzania
1.1. F,P,P 1.1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

Podane réwnania s3 rGwnowazne:

3 4 4 3
A . =x=-, -x=-=.
4 3 3 4

B.4(x+1)-12=4, 2(x-3)-3=x-6.
C. V3(x +5) =2V27x, 2V27x+ V3 = V3(x +6).

1.2. P,F,P 1.2. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
Podane réwnania sg rOwnowazne:
A 5x+V3=2(V3+x), VEx+2=3.

5x+1) x-1

B. 2(x+7)-7(x+1) =3(x +5), > +T=17‘
C. x+3 _ x—1 _ ll, 2x+5 _ 2x -5 +4§'
2 3 2 4 2 4
1.3. P, F 1.3. Liczba a spelnia réwnanie x + 3x-8 x_610 =4,

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
A. Liczba a spelnia réwnanie x +3(x —1) =2(x +5) — 7.
BEL _BES

3
C. Liczba a spelnia rownanie x(2x —3) + 1 = 2(x — 3)(x + 4).

B. Liczba a spelnia réwnanie

14.a)1 b)-3 ¢3 d)5 1.4. Rozwigz rownanie.
e)-2 f)7 a) 5x—2=3 c) 7x—-8=13 e) 9x+1=4x-9
b) 2x+11=5 d) 4x-3=2x+7 f) 2x+3(x—4)=4x-5
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1.5. Rozwigz rownanie. 15.a)1 b)9 ¢)2 d)08
a) 12-(Bx+5)=5x—-(2x-1) el f)-3

b) 7(x+3) —3(x—-1) =5(x + 3)

Q) 5-2(x-1)+ %(2x—4) —5(x—3)+8

d) %+2(3—2x)+3(1—x)=5%—2x

e) 3<x - %) - 2(12 —4x) = %(Zx— 12)

D 5(x-3)-2(x+3)=6+5(x-3)

1.6. Rozwigz réwnanie. 1.6. a) brak rozwigzan b) 0
a) 6x+2(x—-7)+5=8x—-11 c) x € R d) brak rozwigzan
b) x—(7-4x) =3(x-5)+8 e)xeR 1) 35

Q) 4(2x—1)=7 = 2(4x - 6) + 1

d) 3(2x = 1) + 2(3x + 5) = 4(2x + 8) — 2(3 — 2x)
e) 33x+5)+5(3—-5x) =4(6—4x)+6

f é(s ~10x) + 0,2(10 + 5x) = % _2(x—3)

1.7. Rozwigz rownanie. 17.a)3 b)xeR o) —3%
a) Cint U 2t d)2_7—x:3x+2_1 d) 1 e) brak rozwigzan f) 17
5 15 3 5
by Lo 2=2 . loxy ¢) 3(“5 ——3"+1)+ 11 = 4(1 - x)
6 3 2 6
4x -8 5x—1 7—x X
= 2 A had
9 T2 —6x+2) p E. I 2<3+2)
1.8. W réwnaniu 3(x+1)—2(x—3) = 2] zastap [?| takim wyrazeniem, aby otrzymane 1.8. ) np.x+9 b) np. 1 (2x—6)
réwnanie O np. 3x 45 2
a) bylo tozsamosciowe. b
b) bylo sprzeczne.
¢) mialo rozwigzanie réwne 2.
1.9. Rozwigz réwnanie. 1.9.a)6 b)0 )4 d)8 e)l
a) (x—1)(x+6)—(x—2)" = 2(3x + 4) f)4

b) x(2x + 1) = 4(x — 2) + 2(x + 2)°

) (7-2x - (x+1)(x-5)=3(x-3)%+3

d) 5(x+1)*=3(x +4)* =1 =2(x +5)* = 6(7x + 5)
e) Bx-2-(2x+1)’=02x+1D)2x-1)+x*-12
) (2x-3)2x+3)+5(x—1)* = 3x-2)3x -2)
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Uwagi metodyczne 2. Nierébwnosci pierwszego

Po przypomnieniu réwnan .
liniowych wprowadzamy Sto p Ni a
nieréwnoéci liniowe. Nalezy

zalozy¢, ze uczniowie nie styszeli

o nieréwnosciach liniowych Umiejetnosci:

i zmianie zwrotu na przeciwny. ° rozwigzywanie nierdwnosci pierwszego stopnia z jednag niewiadoma

Wryjasniajac te zagadnienia e sprawdzanie, czy dana liczba jest rozwigzaniem nierownosci

w podreczniku, odwolujemy

sie do intuicyjnego pojecia Jedna z podstawowych operacji w matematyce Znak < oznacza ,mniejsze lub ()
»uporzadkowania liczb na osi jest poréwnywanie liczb. Na przyktad nieréwno- réwne”. Zatem nieréwnosc 4 < 5
liczbowej”. §ci2<3,-5<0,4<5, VII > 3 sgprawdziwe, flsetr})’fj‘rﬁi‘zag Ej’d"bme Jak

anieréwnosci 1 > 1, +/1,0002 < 1 sg falszywe.

Jezeli do obu stron nieréwnosci dodamy (lub od obu stron odejmiemy) te sama liczbe,
to otrzymane sumy (réznice) zachowaja uporzadkowanie na osi liczbowe;.

Na przyktad: 1<5
e 1<5 1 M
1+2<5+2 «—— do obu stron nieréwnosci dodajemy 2
3<7
3<7 + + + —
1 3 5 7
-2<4
o — + t + -
2<4 > P 4
-2-3<4-3 «—— od obu stron nieréwnosci odejmujemy 3
-5<1
-5<1 + + — + >
-5 -2 0 1 4

Do obu stron nieréwnosci mozemy dodac te samg liczbe.
Od obu stron nieréwnosci mozemy odja¢ te sama liczbe.
Po wykonaniu tych dziatan zwrot nieréwnosci si¢ nie zmieni.

Jezeli pomnozymy dwie liczby przez 2, to otrzymane iloczyny zachowajg uporzadko-
wanie na osi liczbowe;j.

Na przyklad:
e -1<2
(-1)-2<2-2 «—— obie strony nieréwnosci mnozymy przez 2
-2<4
temat 2.5
Multite/a

e Nierownosc liniowa
dlanauczyciela.pl | Kartkowka 2.2

G Generator

testéw i sprawdzianéw




2. Nieréwnosci pierwszego stopnia

° 3<4
3-2<4-2 «—— obie strony nieréwnosci mnozymy przez 2
6<8

e —3<-1
(-3)-2<(-1)-2 —— obie strony nieréwnosci mnozymy przez 2
-6 < -2

Zwrot nieréwnosci nie zmieni si¢ przy mnozeniu obu jej stron przez dowolng liczbe
dodatnig.

Kiedy mnozymy liczbe przez —1, otrzymujemy liczbe do niej przeciwna. Na osi licz-
bowej ilustracja tego dzialania jest symetria srodkowa wzgledem punktu 0.

(=)
(S 3
e

Po wykonaniu takiej symetrii dwie liczby zmienig kolejnos¢ wystepowania na osi,
np.:

° 2 <5, aposymetrii =5 < =2, co mozna zapisa¢ réwniez w postaci -2 > =5,

° —2 <5, posymetrii =5 < 2, czyli 2 > -5,

° —6 < -2, posymetrii 2 <6, czyli 6 > 2.

Te obserwacje krotko podsumujemy: kiedy mnozymy obie strony nieréwnosci
przez —1, musimy zmienic jej zwrot.

Mnozenie stron nieréwnosci przez dowolng liczbe ujemna, np. przez —7, mozemy
wykona¢ w dwdch etapach. Najpierw mnozymy przez —1, a nastepnie przez 7. Przy
pierwszej czynnosci zmienimy zwrot nierdwnosci na przeciwny, drugie mnozenie
zwrotu juz nie zmieni.

Zauwazmy jeszcze, ze dzielenie mozna zastgpi¢ mnozeniem przez odwrotnos¢ dziel-
nika, wigc opisane wyzej wlasnosci dotycza réwniez dzielenia.

Obie strony nieréwnosci mozemy pomnozy¢ (podzieli¢) przez te sama licz-
be dodatniag. Po wykonaniu takiego dzialania zwrot nieréwnosci si¢ nie
zZmieni.

Obie strony nieréwnosci mozemy pomnozy¢ (podzieli¢) przez te sama liczbe
ujemna. Po wykonaniu takiego dzialania zwrot nieréwnosci zmieni si¢ na
przeciwny.

107 I
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Zajmiemy sie teraz sytuacjg, gdy po jednej lub po obu stronach znakéw >, <, €, =
pojawiajg sie niewiadome.

Przykiad €D

Bartek mial banknot 20-ztotowy. Kupit kilka batonikéw po 2 zt kazdy. Kasjerka wy-
data mu ponad 12 zt reszty.

a) Ile batonikéw mogt kupi¢ Bartek?
b) Jaki warunek spelnia niewiadoma liczba x batonikdw?
Rozwigzanie

a) Jezeli Bartek otrzymal ponad 12 zi reszty, to za batoniki zaplacil mniej niz 8 zi.
Moégt zatem kupi¢ co najwyzej 3 batoniki.

b) Warunek podany w przykladzie mozna zapisa¢ w postaci nieréwnosci:
20-x-2>12.

J
Nauczymy sie teraz rozwigzywad takie nierdéwno$ci.
Dwa wyrazenia algebraiczne polaczone Nieréwnosci, w ktorych wystepuje ()
znakiem <, >, <, > nazywamy nierdwno- znak < lub >, nazywamy ostrymi.
écig algebraiczng. Przyklady nieréwnosci Nierdwnosci, w ktdrych wystepuje znak

, <lub 2, nazywamy nieostrymi.
algebraicznych:

5x -7 <6-2x, 4%—29623)/, 4z-3<5 9-2x°37

Nier6wnos¢ z niewiadoma x, ktérg mozna przedstawi¢ w jednej z postaci ax+b > 0
lub ax+b > 0, gdzie a, b € R, nazywamy nieréwnoscia liniowa z jedna niewiadoma.
Jesli dodatkowo zalozymy, ze a # 0, to nier6wnos¢ taka nazywamy nieréwnoscia
pierwszego stopnia z jedng niewiadoma.

Moéwimy, ze liczba spelnia nierowno$¢ (jest rozwigzaniem nieréwnosci), jezeli po
podstawieniu tej liczby w miejsce niewiadomej otrzymamy nieréwno$¢ prawdziwa.

Na przyklad liczba 1 spelnia nieréwno$¢ 5x — 7 < 6 — 2x, bo nieréwnos¢
5:-1-7<6-2-1, czyli -2 < 4, jest prawdziwa, natomiast liczba 2 tej nierdwnosci
nie spelnia, bo nieréwno$¢ 5-2 -7 <6 -2-2, czyli 3 < 2, jest falszywa.

Rozwigzanie nieréwnodci liniowej polega na wskazaniu zbioru wszystkich liczb,
ktdre te nieréwnos¢ spetniajg. Czesto przedstawiamy ten zbiér na osi liczbowe;.



Z rozwazan przedstawionych na poczatku tematu wynika, ze aby rozwigza¢ nie-

réwnos¢, mozna:

* do obu jej stron doda¢ te samg liczbe albo to samo wyrazenie liniowe z jedna
zmienng; od obu jej stron odjac¢ te samg liczbe albo to samo wyrazenie liniowe
z jedng zmienna;

* obie jej strony pomnozy¢ lub podzieli¢ przez te sama liczbe dodatnig, pozostawia-
jac bez zmiany zwrot nieréwnosci;

° obie jej strony pomnozy¢ lub podzieli¢ przez t¢ sama liczbe ujemna, zmieniajac
réwnoczes$nie zwrot nieréwnosci na przeciwny.

Po wykonaniu dowolnej z wymienionych czynnoéci otrzymamy nierdwnos¢ row-

nowazna, czyli majaca identyczny zbidr rozwigzan z nierdéwnosciag poczatkows, od

ktdrej rozpoczynaliémy rozwigzywanie zadania.

Dwie nieréwnosci nazywamy rownowaznymi, gdy maja ten sam zbior
rozwigzan.

Sposob rozwigzywania nierdwnosci pokazemy na przykladach. Zacznijmy od naj-
prostszego zadania.

Przyktad e zad. 2.8
Zaznaczymy na osi liczbowej zbidr rozwigzan podanej nieréwnosci.
a) x>1 ' gzl
0 1 x
Puste koleczko oznacza, ze liczba 1 nie spelnia nieréwnosci, czyli nie nalezy do
zbioru rozwiazan. Zbiér rozwigzan nieréwnosci tworza wszystkie liczby wigksze
od 1.

b) x < 4 VA U A
0 1 4 X
Zamalowane koleczko oznacza, ze liczba 4 spelnia nieréwnos¢, czyli nalezy do
zbioru rozwigzan. Zbidr rozwiazan nieréwnosci tworza: liczba 4 i wszystkie liczby
od niej mniejsze.

Dodawanie (odejmowanie) tej samej liczby do ((( )))
Przyklad e zad. 2.11 (od) obu stron nieréwnosci potocznie nazywamy
Rozwigzemy podang nieréwno$é (podobnie jak przy wykonywaniu takich samych

operacji na réwnaniach) przenoszeniem liczby

1 zaznaczymy zbiér jej rozwigzan z przeciwnym znakiem na drugg strone.

na osi liczbowe;j.

42.11. Rozwiaz nieréwnos$c¢ i przedstaw zbior rozwigzan na osi liczbowej.
a) (x-3)(x+2)=2(x-6)(x—-7)

b) (x-3)?-2(x-D(x+1)<4-(1-x)°

Q) 9(x - 1)(x+1)+6< (Bx+2)* —5x

d) 2x-1)"—(x+1)*>3x(x-5)+18

e (x+1)% < (x-1)>°

f) (x+1)*=5x-2)> (x+ \/E)(x— \/E)

g x-1?-1+5(v3-2)(V3+2) < 45’

h) 3-(2x-5)(5+2x) <1-(2x-3)*

Odp:a)x>4 b)x>1 x>-1 d)x>2 €x<0 fx<8 g)x>—1}1
h) x >3

2. Nieréwnosci pierwszego stopnia 109 I

42.8. Zaznacz na osi liczbowej
zbidr rozwigzan nieréwnosci.
a) x > -3

b) x >2

c)x<-1

d)x-4>0

e)2x+4>6

f) 7x — 15 < -1

g) 2x—13>3x-15
h)3(x+2)>2(x+1)+4
i)2(x-3)<x-4
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Rozwigzanie

a) x—4<7
x—4+4<7+4 «— do obu stron nieréwnosci dodajemy 4
x <11 IR I
01 1 X
Odp.:x <11
b) 20-x-2>12 —— przenosimy liczbe 20 z przeciwnym znakiem na drugg strone
-2x>12-20 «—— wykonujemy odejmowanie po prawej stronie
-2x > -8 «— dzielimy obie strony nieréwnoéci przez —2, zmieniamy zwrot
x<4 — I, =
01 4 X
Odp.:x <4
x—6 2 . . .y (0
C) T + x(x + 2) < (x + 3) +2 «— mnozymy obie strony nieréwnoéci przez 2

X —6+2x(x+2)< 2(x2 + 6x + 9) +4  «— wykonujemy dziatania po obu stronach

X—6+2x" +4x <2x° + 12x + 18 + 4
5x — 6+ 2x° < 2x° + 12x + 22
Sx+2x> - 2x* —12x <22+ 6

-7x <28 —— obie strony nieréwnosci dzielimy przez —7, zmieniamy zwrot
xz-4 — i 7
4 0 x
Odp.: x> —4

d) 2(x+1)<2x-2

2x +2<2x -2
2x—-2x<-2-2
0<—-4

Otrzymana nier6wnosc jest fatszywa. Zadna liczba rzeczywista nie spetnia
podanej nieréwnosci algebraiczne;j.

Odp.: Nieréwno$¢ nie ma rozwigzan.

e) 5x-2>5(x-1)+1
5x-2>5x-5+1
S5x=5x>-4+2
0>-2
Otrzymana nieréwno$¢ jest prawdziwa. Kazda liczba rzeczywista spelnia podang
nieréwnos$¢ algebraiczna.

Odp.: Zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest zbidr liczb rzeczywistych.



W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

2.1. Wskaz zbior rozwigzan nieréwnoséci —2x < 12.

A.x<-6 B. x<-6 C.x>-6 D.x>-6
2.2. Ktéra nier6wnos¢ nie ma rozwigzan?
A x+3<x+5 B.x-3<x-5 C. 3x <2x D. 3x <2x

2.3. Ktora liczba nie spelnia nieréwnosci 5(3 — x) + 1 > 2(x — 6) + 4?
A. -4 B. -2 C.2 D. 4

2.4. Niech X oznacza zbidr rozwigzan nierdwnosci 5(1 — x) + 2 < 3x — 8(x + 2).
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. X jest zbiorem liczb dodatnich.
B. X jest zbiorem liczb ujemnych.

C.X=R
D.X=0

2.5. Sprawdz, czy liczba 2 nalezy do zbioru rozwigzan podanej nieréwnosci.

Q) 4x-1)x+1)> 2x-172+3 b)3—(3x+2)<xT_5 o tzx  3x-2

2 4

2.6. Sprawdz, czy liczba -5 nalezy do zbioru rozwigzan podanej nieréwnosci.

a) 5<x—1%)>6%—2x b) 6(x—1)—1§<3x+1§ c) 7x+5i<3x—2,75

2x

S =T
3

=

+

NN

2.7. Wskaz najwigkszg liczbe catkowita spetniajacg nieréwnosé

C.0 D.1

SRR

A. -2 B. -1

2.8. Zaznacz na osi liczbowej zbidr rozwigzan nieréwnosci.

a) x> -3 d) x-4>0 g) 2x—13>3x-15
b) x>2 e) 2x+4=6 h) 3(x+2) >2(x+1)+4
) x<-1 ) 7x-15< -1 i) 2(x-3)<x-4

2.9. Rozwigz nieréwnos¢.

a) 3x-1>2 e) 2x—-3<x+5
b) 7x+12 = -2 f) 4(x—-1)>3(x-2)
c) 5x-17<3 g 3(2x+1)+5x <2(3x+2)-11

d) 2x+1%>7,5 h) 6(1 —x) +2(x +1) > 10 — 5x

2. Nieréwnosci pierwszego stopnia

Odpowiedzi i rozwigzania
21.C

22. B

23. D

24. F, F FP

2.5. a) nie b) tak ¢) tak

2.6. a) nie b) tak ¢) tak

2.7. A

29.a)x>1 b)x>-2
c)x<4 d)x>3

111

e) x<8

)x>-2 gx<-2 hyx>2
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210.2) x > -3 b)x >4

x>4 d)x<2 ex>0
f)x<—§ g) x > -25

j) x> 32

h) x> 22
3 20

i)x=6

211.a)x>4 b)x>1
Ax=2-1 d)yx>2 e x<0

f)x<8 g)x>—14—11 h) x >3

2.12.a)x<243—L b) x <2

A)x=20 d)x=-2

2.13. x < %; -8

214. x> -1 1
5

2.15. x < —1%;—2

2.10. Rozwigz nieréwnos¢.

a) 8—3B3x+1)<5B-x)+2

b) 5(x-1)-4=23(x+1)—2(x-2) g)

) (x=-3)(x+2)>(x-6)(x—-7)
d) 2x — 4

e)

>x-—2

3x -2

—1<§(2x—3)+x

xX+2

x—2

=5 -U=x<=

3+ g4 5(x—2)
h) 1+x_5x—2>7—2x
4 2
i) 2,5—x—2x_7<1+2_45x
—4x

)

+Xx+22-2(x+2)+

2.11. Rozwiaz nieréwnos$¢ i przedstaw zbidr rozwigzan na osi liczbowe;j.

a) (x-3)(x+2)=2(x-6)(x-7)

b) (x-3)°-2(x-D(x+1) <4-

(1-x)°

o) 9x-1D(x+1)+6<(B3x+2)*—5x
d) 2x-1)%=(x+1)* > 3x(x-5)+ 18

e) (x+1) < (x-1)

f) (x+1)2—5(x—2)>(x+ \/ﬁ)(x—\/ﬁ)
g x-1°-1+5(v3-2)(V3+2)<4x’
h) 3— (2x - 5)(5+2x) < 1 - (2x — 3)

2.12. Rozwigz nieréwnos¢.

2) (x-3)(x+3) (x-4)° Py
3 2 6

X

b) (x—2)2+l>xT_8—(1—x)(1+x)

x— 36

) 1—(3x—2)2> 3

2.13. Rozwigz nieréwno$¢ 2x —

-9(x+1)(x-1)
d) (42" = Z2L 5 (x - V2) (x + V2) -

1
3

(Bx-2)(3x +2)

3

> 3 - 3(x — 1)%. Sprawdz, ktére

. 1 .3 . . . e g [
z liczb: 15, 25, —8 nalezg do zbioru rozwigzan tej nieréwnosci.

2.14. Rozwigz nier6wnosé (x - \/5) (x + \/§) + 3(x - 1)2 -5<-x-— %(8 - 8x2)

i podaj najwigkszg liczbe catkowita, ktdra tej nieréwnosci nie spetnia.

2
2.15. Rozwigz nieréwnosé —3(x — 3)2 + (—3x + 3%) > 6(x+ 1)2 + 0,25

i podaj najwigksza liczbe catkowita, ktora te nieréwnos¢ spetnia.



2.16. Wykaz, ze kazda liczba mniejsza od -2 spelnia nieréwnosé¢

(3x—8)(x—4)—w>2(x+5)2—(x—\/§)(x+ V5).

2.17. Wyznacz wszystkie liczby naturalne spelniajace podang nieréwnosc¢.

2 Xl okx+2)-5
3 2

2.18. Ile czekoladek znajduje si¢ w pudetku, jezeli w pieciu takich pudetkach jest
mniej niz 111 czekoladek, a w siedmiu jest ich wiecej niz 1512

2.19. Samochodem dostawczym mozna przewozi¢ 1200 kg towaru. Po zaladowaniu
cukru okazalo sig, ze samochdd zostal wypelniony w 55% tadownosci. Ile co najwyzej
10,5-kilogramowych workéw z maka mozna wstawi¢, aby nie przekroczy¢ dopusz-
czalnej fadowno$ci?

2.20. Suma dwoch kolejnych liczb naturalnych nieparzystych nie przekracza 16.
Wyznacz wszystkie pary takich liczb.

2.21. Roéznica miedzy kwadratem liczby naturalnej parzystej i kwadratem nastepnej
liczby naturalnej parzystej jest wieksza od liczby —36. Wyznacz wszystkie pary takich
liczb.

2.22. Wykaz, ze kazda liczba ujemna spelnia nieréwnos¢ (3" + Z)x < X.

. Dana jest nier6wnos¢ 0 - (x + 3) < 5. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

. Dla x = -2 nieré6wnos¢ jest prawdziwa.
. Dla x = 11 nieréwnos¢ jest falszywa.
. Nierownos¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej.

. Rozwigz nierdwnos$¢ 2(3x +5) — 3(11 — 5x) > 4(-7 + 4x).

W N OWp =

. Rozwigz nierdwnos¢ (4x —3)(3x + 5) + 3x < (2x + 4)(6x — 5).

4. Rozwiaz nier6wnosé x— w > % —2(x~-3)%. Podaj najmniejsza liczbe

naturalng, ktdra tej nieréwnosci nie spetnia.

5. Rozwiaz nier6wnosé xT+2 + (x + \/5) (x - \/5) +1 < (x+ 2)2 - ? Podaj

wszystkie liczby catkowite ujemne spelniajace te nieréwnos¢.

214, (3x - 8)(x - 4) - w > 2(x +5)2 ~ (x — V5) (x + V5)

25— 20x + 4x° — 11

3x% — 12x — 8x + 32 — >2(x2+10x+25)—(x2—5)

2
3x% —20x +32 =7+ 10x — 2x° > 2x> + 20x + 50 — x> + 5
~30x > 30
x < -1

Te nieréwno$¢ spetnia kazda liczba mniejsza od -1,
spelnia ja zatem kazda liczba mniejsza od -2.

2. Nieréwnosci pierwszego stopnia

217.0i1

2.18. 22

2.19. 51

2.20.7i9,5i7,3i5,1i3

221.0i2,2i4,4i6,6i8

2.22. Dana nier6wnos¢ jest
réwnowazna nieréwnosci

(3" + 1) x < 0, ktérg spetnia kazda
liczba ujemna, bo 3" +1 > 0 dla
dowolnej liczby rzeczywistej x.

Prosto do matury
1. P,F,P

2. x> -1

3. brak rozwigzan

4. x<23

5 x>-2; -1
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43.4. Zaznacz na osi liczbowej
zbidr rozwigzan ukladu

nieréwnosci.
{x22
a)
x<5
x>-3
b) {x =2
x <1
©) {x > —V2
<3
d) 2
x=-1-+2
Odp.:
)y, .
2 5 x
Yw_, = v,
-3 2 X
) __ 7,
_\/Z 1 X
d) .
3
—1-42 -3 5
43.5. Rozwigz uktad nier6wnosci.
x> -2
a) {x=-3
x<1
x <4
b) { x>0
x> -2

Odp.:a) x € (=2; 1) b) (0; 4)

Dziat 2. Réwnania i nierdwnosci

-

Ltemat 2.3

Multitea

e Dziatania na przedziatach
dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.3

(‘ Generator

testéw i sprawdzianéw

N

3. Przedziaty liczbowe

Umiejetnosci:

® rozwigzywanie uktadow nierdwnosci

* postugiwanie sie pojeciem przedziatu liczbowego
® zaznaczanie przedziatdw na osi liczbowej

Zadanie polegajace na szukaniu wspoélnych rozwigzan kilku nierdwnosci nazywamy
rozwigzywaniem ukladu tych nieréwnosci. Méwimy, ze liczba spelnia uklad nie-
rownosci, jezeli nalezy do zbioru rozwigzan kazdej nierdéwnosci danego ukladu.

Rozwigzanie uktadu nieréwnosci polega na wskazaniu zbioru wszystkich liczb, ktore
ten uktad spelniaja. Czesto przedstawiamy ten zbidr na osi liczbowej.

Sposob rozwigzywania ukladu nieréwnosci pokazemy na przykladach.
Zacznijmy od najprostszego zadania.

Przyktad ° zad. 3.4

Przedstawimy na osi liczbowej zbidr wszystkich liczb spelniajgcych nastepujacy
uklad nieréwnosci:

x<4

{ xz-1
Rozwiazanie
Wygodnie jest zacza¢ od zaznaczenia zbioréw rozwigzan poszczegdlnych nieréwno-
$ci na osi liczbowe;j.
T, _
-1

0 4 X

Obok przedstawiona jest ilustracja zbioru rozwig- W—»

zan danego uktadu nier6wnosci na osi liczbowe;j.

«— klamra oznacza, ze obie nieréwnoéci musza by¢ spelnione réwnocze$nie

Przyktad @) « zad. 35
x>3
Rozwigzemy uklad nieréwnosci 4 x > 2.
x <5

Rozwiazanie
Zaznaczamy zbiory rozwigzan poszczegélnych nieréwnosci na osi liczbowe;j.

HH\\\HH\\\\HH\\\\HH\\\H\H\H\HHHHHHH\HHH,mw i

2 3 5 x
Z rysunku odczytujemy, ze kaqu z trzech nieréwnosci spelniaja liczby wieksze od 3
ijednocze$nie mniejsze od 5. Zatem x >3 i x < 5.

N\\\“N\\\\NN N




Obok przedstawiona jest ilustracja ), ,

. . ’ . . . X
zbioru rozwigzan na osi liczbowe;. 3 >

Uktad nier6wnoéci {x >3
x

5 mozemy zapisa¢ w postaci podwdjnej nieréwnosci:
<

3<x<5

W ostatnim zapisie obowigzuje zasada, ze zwroty obu nieréwnosci sa zgodne.

J

Przypomnijmy, Ze zbidr B jest podzbiorem zbioru A (B c A), jezeli kazdy element

zbioru B jest takze elementem zbioru A.

Przyktad €

Poznaliscie nastepujace podzbiory zbioru liczb rzeczywistych R:
N - zbiér liczb naturalnych,
Z - 7bidr liczb catkowitych, Q
Q - zbidr liczb wymiernych.
Zdanie N ¢ Z c Q ilustruje prostg obserwacje, ze kazda liczba naturalna jest liczba
catkowitg, a kazda liczba catkowita jest liczbg wymierna.

J

Pewne podzbiory zbioru liczb rzeczywistych nazywamy przedzialami liczbowymi.

W ponizszych definicjach zaktadamy, ze a i b oznaczajg liczby rzeczywiste oraz a < b.

Przedzialem otwartym (a; b) nazywamy zbior liczb rzeczywistych x spetniajg-
cych podwojna nieréwnosé¢ a < x < b.

Przedzialem domknietym (a; b) nazywamy zbidr liczb rzeczywistych x spel-
niajacych podwojng nieréwnosé¢ a < x < b.

y27777277777787777777787777777777777
a 0 1 b x

3. Przedziaty liczbowe

115 I
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Przedzialem lewostronnie domknietym (a; b) nazywamy zbiér liczb rzeczy-
wistych x spelniajacych podwojng nieréwnoséé a < x < b.

Y7700z
a 0 1 b X

Przedzialem prawostronnie domknietym (a; b) nazywamy zbior liczb rzeczy-
wistych x spelniajacych podwdjng nieréwnosé a < x < b.

Q7777777777777
a b 0 1 x

Do zapisania zbioru rozwigzan pojedynczej nieréwnosci wprowadzamy nastepujace
oznaczenia przedzialow:

e x>a (a; o0) I
ol u x
e x<a (—o00; @) T TEEETTTTTTFERTFTTTFRFFFTTTTRFRNR
a X
e x>a (a; o0) I
bl a X
e x<a (—OO, a> I IIITTTIITITTTITTTTTITITITHIITITHITTIiiiiia
a X
Zapis (a; co0) czytamy: ,przedzial otwarty od a do Symbol co nie oznacza (1)
nieskoniczonosci”. Podobnie zapis (—oo; a) czytamy zadnej liczby.

»przedzial otwarty od minus nieskonczonosci do a”.

43.6. Zaznacz na osi liczbowe;j Przyktad o zad. 3.6

podane przedzialy. 1 , .
(2 5), (=6; 1), (~2; 4), (-3; 2), Zaznaczymy na osi liczbowej przedziat 1
(<42, (=3 -1, (-5 1), (005 2),  a) (~1; 4). b) (~o00; 3). o) (0; 2v2). @) (=35 o).
(=15 00), (=005 3), (2; o0)

Odp.: Rozwiazanie

_ g, . a) (~1; 4)
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) <o; 2x/§> s : >

o(he)

Przykfad e zad. 3.7 43.7. Podaj zbiér rozwigzan
ukladu nier6wnosci w postaci
przedziatu (jezeli to mozliwe).

= Oy
o

—

=

Zapiszemy zbidr rozwigzan ukladu nieréwnosci w postaci przedziatu liczbowego
(jezeli to mozliwe).

{2x—3<—5
a)
x<3 3x-2<7
a) x> -2 b) 2x —6<x+4
x—2210-3x
x=-1

){3x—5>2x+1

Odp.: x € (-1; 3) x+1>2x-3

6x+2>0
x>3 d){4x—8<0
b) 4 x=2 Odp.: —o0; —1) b) (3; 10
2 RO — . pa) (-e0i =1)  b) (3 10
z c) brak rozwigzan d) <—§; 2)
Odp.: x € (3; 00)
g 1*<2 ™S, ,
xz1 -2 0

Odp.: Ten uklad nieréwnosci nie ma rozwigzania.

Przyktad e zad. 3.13 43.13. Zaznacz na osi liczbowej

-1 S oy e, - zbidr rozwigzan podwdjnej
Zaznaczymy na osi liczbowej zbiér rozwigzan podwojnej nieréwnosci . e .
nieréwnodci i zapisz go w postaci

x—-2<3x+4<2x+8 przedziatu.
i zapiszemy go w postaci przedzialu. a)2<x+3<6
b) -1<2x+3<3
) x+3<2x+1<x+7

x—-2<3x+4 .y ¢ bodwéi - taci uklad d)3<x+1<9
<« NIerownosc podwojna zapisujemy w postacl ukiaau
3x+4<2x+8 POCWOINA FapIsyemy Wb e)-3<2-x<5

Rozwigzanie

f) x—2<3x+4<2x+8

xX—=3x<4+2
1 3x—2x <84 «— rozwiazujemy kazda z nieréwnosci Odp.:a) (-1;3) b) (-2;0)
0 (%6) d)(28) e (-35)
-2x<6 f) (-3; 4)
lx<4
x=-3
lx<4

Odp.: x € (-3; 4)
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W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz

Odpowiedzi i rozwigzania w zeszycie.
3.1.D 3.1. Wskaz przedzial, ktdry jest zbiorem rozwigzan ukladu nieréwnosci.
{x$3
x>0
A. (0; 3) B. (0; 3) C. (0; 3) D. (0; 3)
3.2. B 3.2. Ile liczb calkowitych nalezy do przedziatu (-2; 3)?
A 4 C.6
B.5 D. nieskonczenie wiele
33.B 3.3. Wskaz uklad nier6wnoéci, ktorego zbiorem rozwigzan jest przedziat (-5; 2).
> - > -x < -
ALX 5 B. {x 5 C. x<5 p.17* <5
-x = -2 -x > -2 -x =z -2 -x =z -2
3.4. 3.4. Zaznacz na osi liczbowej zbidr rozwigzan uktadu nieréwnosci.
) ___ i . a){XBZ c){xsl
2 5 %5 —
b) . x<5 x>-\2
-3 2 * x>-3 x<-2
) __ i, . b) { 52 d) 2
-2 1 x Xz x=-1-12
& __ i,
Z1-42 _3 x 3.5. Rozwigz uklad nieréwnosci.
2
x> -2 x<4
3.5.a) x € (-2; 1) b) (0; 4) Q) dx>-3 b {x>0
x<1 x> =2
3.6. 3.6. Zaznacz na osi liczbowej podane przedzialy.
— (2 5), (=6; 1), (-2 4), (=33 2), (4 2), (-3 -1), (-5 1),
W (=005 2), (=1; 00), (=005 3), (2; o0)
= X
_M_» 3.7. Podaj zbidr rozwigzan ukladu nieréwnosci w postaci przedzialu (jezeli to moz-
> 4 e liwe).
__ g, 2x-3< -5 3x-522x+1
a) 9)
-3 2 * 3x-2<7 x+122x-3
— i, .
) : = ) 2x—6<x+4 ){6x+2>0
__ g, x-2210-3x 4x-8<0
_3 1 x
— g, .
-5 1 %
T, .
2 X
— T .
—1 x
T, .
3 X
— i, .
2 X

3.7. a) (—o0; —1) b) (3; 10)
c) brak rozwigzan d) (—%; 2)



3.8. Wyznacz wszystkie liczby naturalne spelniajace uktad nieréwnosci.

2) {2x+5>1 b) 7x—-2<6
3x-2<13 5x+22-3

3.9. Wyznacz wszystkie liczby calkowite spelniajace uklad nier6wnosci.
) 3x-8<0 b) {2x—5<0
2x+620 3x+1>0

3.10. Zaznacz na osi liczbowej zbidr rozwigzan ukladu nieréwnosci i zapisz ten
zbiér w postaci przedziatu (jezeli to mozliwe).
2(7-x)+123-4(x-2)
) {6(x+2)—5x< 3x+10

I(x+1)—7(x+1)>3(x+2)+1
b) %(x—2)+5>4—1%x

x—-2 3-x
>
3 5

Bx-1)%—1<3(x-2) +6(x2 +3)

-1

<) 3

G-xP+3x-1°<2x+1)(2x-1)-3

b ] 2x =32 = (4—x)% <5+ (x+1)>

3.11. Znajdz najwigksza liczbe x spetniajaca podany uktad warunkdw.
a) 2x+1 3x-1

3
b) 7x9+ 1 _ 4x —

> 1 i xjestliczbg catkowita.

251 x jest liczba naturalng.

3.12. ZnajdZ najmniejszg liczbe x spelniajaca podany uktad warunkdw.
a) 2(3x—1) -7 > 4x +5 i xjestliczba nieparzysta.

b) %(x —4) - (3-1,5x) < 6 i x jestliczbg naturalna.

3.13. Zaznacz na osi liczbowej zbidr rozwigzan podwdjnej nieréwnosci i zapisz go
w postaci przedziatu.

a) 2<x+3<6 d)3<x+1<9

b) -1<2x+3<3 e) -3<2-x<5

) x+3<2x+1<x+7 ) x-2<3x+4<2x+8

3. Przedziaty liczbowe

3.8.2a)0,1,2,3,4 b)o, 1

39.a) -3,-2,-1,0, 1,2

b) 0, 1,2

3.10. a) (1; o)
b) brak rozwigzan

ok

d) (2; )

311.a) -1 b)4

3.12.a)9 b)0

3.13. a) (-1;3) b) (-2;0)

0 (%6) d)(28) e (-35)
f) (-3, 4)



s 120 Dziat 2. Rownania i nierdwnosci

38.14. a) 7aden b) Bc A 3.14. Zbadaj, czy zachodzi ktorys ze zwigzkéw: A ¢ B, BC A, A=B.
c)AcCB d)BCA e ACB a) A={a, b, c} B={b, ¢, d}
f)A=B b) A={x, y, z} B=10

) A={x: xeN i x>0} B={y: yeRi y>0}

d) A={x:xeRix>2} B = (3; o0)

e) A=(-52,5) B = (—o0; V7)

) o (b ()

Prosto do matury

1. K, P, P 1. Dany jest przedzial (—5; 3). Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
<
A. Przedzial ten jest zbiorem rozwigzan uktadu nieréwnosci { x \3 =
_x —_—
B. Do tego przedzialu nalezy 8 liczb catkowitych.
C. Przedziat ten jest zbiorem rozwigzan nieréwnoséci —3 < —x < 5.
2. (—1%; 2) 2. Podaj zbior rozwigzan uktadu nieréwnosci w postaci przedziatu.
1 1
3 2

17x + 20 > 27x

3.0,1,2 3. Wyznacz wszystkie liczby calkowite spelniajace uktad nieréwnosci.
5x+3>0
7-2x20
11 -4x >0
4. (—oo; 1%) 4. Zaznacz na osi liczbowej zbiér rozwigzan uktadu nieréwnosci:
2x—5 5-3x
< -1
3 2

(2x =32 >10-(5-2x) (5 + 2x)

i zapisz ten zbior w postaci przedziatu.

5.n-7<3n+4<3-n Q 5. Wykaz, ze nie istnieje rozwigzanie podwdjnej nierdwnosci:
n-7<3n+41i3n+4<3-n n—-7<3n+4<3-n

—2n< 111 i4n< L 1 gdzie n oznacza liczbe naturalna.
nz —52 in< _4_1

1 1
ne < =H=g == )

2 4
W otrzymanym przedziale nie ma
liczb naturalnych, wiec nie istnieje

liczba naturalna spelniajaca dang
nieréwnosc.



4. Dziatania na zbiorach

Umiejetnosci:
* wykonywanie dziatari na zbiorach (suma, czes¢ wspdlna, réznica zbiorow)
e stosowanie symboli dziatan na zbiorach

Zdefiniujemy trzy dzialania na zbiorach. Omawiane przyklady dotycza zbioréw licz-
bowych, ale wprowadzane definicje stosuje si¢ nie tylko w matematyce.

Czesc¢ wspdlna (iloczyn) zbioréw
Przyktad o

- o . [2<x<5
Rozwigzemy uklad nieréwnosci {

‘>3 , zaznaczajac odpowiednie przedzialy

na osi liczbowe;j.

Rozwiazanie
Zbiorem rozwigzan pierwszej nierownosci jest przedziat liczbowy (-2; 5), a drugiej -
przedzial (3; o).

Do zbioru rozwigzan ukladu naleza wszystkie liczby spelniajace pierwsza i druga nie-
réwno$¢ jednoczesnie, a wigc takie, ktdre sg elementami obydwu przedziatéw. Two-
rzg one przedzial liczbowy (3; 5).

Odp.: x € (3; 5)

Czescia wspolna lub iloczynem zbioréw A i B nazywamy zbiér utworzony ze
wszystkich elementow, ktore naleza jednoczesnie do zbioru A i do zbioru B.
Cze$¢ wspolng zbiorow A i B oznaczamy A N B.

Przyktad @) « zad. 4.5

Wyznaczymy cze¢$¢ wspdlng podanych zbioréw A i B.
a) A jest zbiorem liczb calkowitych podzielnych przez 3, B jest zbiorem liczb calko-
witych podzielnych przez 2.

Cze$¢ wspdlna ANB jest zbiorem liczb catkowitych podzielnych przez 3 i przez 2,
czyli zbiorem liczb calkowitych podzielnych przez 6.

4. Dziatania na zbiorach

44.5. Zaznacz na osi liczbowej
zbiory A i B, a nastepnie wyznacz
zbiér A N B.

a) A= (-5;2), B=(-1; 4)

b) A = (-00; 3), B=(0; 5)

) A=(-53), B=(36)

d) A =(-00;5), B=(2; o)

e) A=(-5-2), B=(1;3)

f) A= (-c0; 8), B= (8 10)

121 I

Odp.:a) (-1;2) b) (0;3) ¢)0
d) (2;5) e 0 f){8}
Ltematy 21,22,2.4 J
MultiteZa

e Rdznica zbiorow

e Rdznica zbiordw — rozwigzanie
zadania

e Dziatania na dwdch zbiorach (1)

e Dziatania na dwdch zbiorach (2)

e Dziatania na trzech zbiorach (1

¢ Dziatania na trzech zbiorach (2

= =

dlanauczyciela.pl | Kartkowka 2.4

G Generator

testow i sprawdziandéw

N




Dziat 2. Réwnania i nierdwnosci

b) A =(-o00;2), B=(-1;5)

Obydwa zbiory zaznaczamy na osi liczbowe;.

: : —
-100 1 2 5 x

Do zbioru A N B nalezg liczby x spelniajace nieréwnos$¢ -1 < x < 2, czyli
(=005 2)N (=15 5) = (=15 2).

c) A=(-3;1),B=(-1; 3)

3 1 0 1 3 x
(-3 D)n{(-13)=(-1 1)
d) A=(-5;2), B=(2; o0)
s 2 0 1 2 x

Jedyna liczbg nalezaca do przedziatu A i do przedziatu B jest 2.
Zbiér A N B jest jednoelementowy: (—oo; 2) N (2; 5) = {2}.

e) A=(-2;1), B=(2; 00)

-2 0 1 2 X

} & -
T

Nie ma liczby, ktora nalezalaby jednocze$nie do przedziatu A i do przedziatu B.
Zatem czescig wspolng tych zbiordw jest zbidr pusty.
(-2, 1)N{2;00)=0

Jezeli AN B =0, to méwimy, Ze zbiory A oraz B s3 rozlaczne.

f) A=(-00;7), B=N

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9%

W nawiasach klamrowych wypisujemy wszystkie elementy wyznaczonego zbioru.
(—o0; 7)NN =10, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

g) A=(-00;3), B=(0;1)

ANB=(0;1)=B

Jezeli AN B = B, to zbidr B jest podzbiorem zbioru A.



Suma zbioréw

Przyktad @)

Wyznaczymy zbiér X liczb naturalnych mniejszych od 20 podzielnych przez 3 lub
przez 4.

Rozwigzanie

Jezeli A = {0, 3, 6,9, 12, 15, 18} jest zbiorem liczb naturalnych mniejszych od 20
podzielnych przez 3,a B = {0, 4, 8, 12, 16} - odpowiednio zbiorem liczb podziel-
nych przez 4, to szukany zbiér X = {0, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 15, 16, 18} nazwiemy suma
zbioréw A oraz B.

Suma zbioréw A i B nazywamy zbiér utworzony ze wszystkich elementow, kto-
re nalezg przynajmniej do jednego z nich, czyli do zbioru A lub do zbioru B.
Sume zbioréw A i B oznaczamy A U B.

Przyktad @)
Wyznaczymy sume zbioréw A i B.
a) A=1{0,2,4,6, 8,10, 12, 14, 16, 18}, czyli A jest zbiorem liczb naturalnych pa-
rzystych i mniejszych od 20;
B = {0, 5, 10, 15}, czyli B jest zbiorem liczb naturalnych podzielnych przez 5
i mniejszych od 20.
AUB=1{0,2,4,5,6,8, 10, 12, 14, 15, 16, 18}

b) A =(-o00; 3), B=(-2;5)

zad. 4.8

AUB = (—o00; 5)
c) A= (-00;7), B=(3; o)

AUB=R
d) A=(=31), B=(25)
N . NN
-3 0 1 2
AUB=(-3;1)uU{2; 5)
W tym wypadku suma A U B nie jest przedzialem liczbowym, poniewaz zbiory
A oraz B sg rozlgczne.

4. Dziatania na zbiorach 123 s

44.8. Wyznacz sume zbioréw
AUB.

a) A={-3,-2,-1,0,1, 2,3}
i B={-v2 -1, 1, V2}

ma-fol L1l

23 45

- {1234
2°3 4 5

c) A jest zbiorem liczb naturalnych
mniejszych od 5, B jest zbiorem
nieparzystych liczb naturalnych,
spelniajacych nier6wnosé

3x —1 < 20.

d) A jest zbiorem wielokrotnosci
liczby 5, B jest zbiorem
wielokrotnosci liczby 10.

Odp.:a) AUB = {—3, -2,-vV2,-1,
0,1,v2,2,3}

wavs={ol 111224 )
5432345
C)AUB:{0,1)2)3)4)5}

d) AuUB=A
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44.9. Zaznacz na osi liczbowej
zbiory A i B, a nastepnie wyznacz
zbiér A U B.

a) A =(-o00;3), B=(3;5)

b) A=(-32), B=(%4)

€) A=(-00; 1), B=(-3; o)

d) A =(=3; ), B=(0; )

€) A=(27), B=(-32)

f) A=(-2;2), B=(-5,5)
Odp.:a) AUB = (—o0; 5)

b) AUB=(-3;4) ¢)AUB=R
d) AUB=A e) AUB=(-37)
f) AUB=B

44.13. Wyznacz réznice zbioréw
A-BiB-A

a) A={-3,-2,-1,0,1, 2, 3},
B={-v2,-1,1, v2}

b) A={-2,0,2}, B={-1, 1, 3}
c) A= {\/T, V2, V3, \/Z},
B={1, 2}

d) A=1{2356,8,09}
B={1,2,4,5,7,8}

e) A jest zbiorem dzielnikdw
catkowitych liczby 18,
B={xeZix =31}

f) A ={0,3,6 9}
B={x€Zi-1<x<3}
Odp.:a) A- B ={-3,-2,0,2,3},
B-A={-2, V2}
b)A-B=A, B-A=B

o) A-B={V2, V3}, B-A=0
d) A-B=1{3, 6, 9},
B-A=1{1,4 7}

e) A—-B={18,-6,-3,-2,-1, 1,
2,3,6,18}, B-A=0

f) A-B = {6, 9},
B-A={-1,1, 2}

Dziat 2. Réwnania i nierdwnosci

Przyktad e zad. 4.9
Zaznaczymy na osi zbior liczb spelniajacych nastepujacy warunek: x <2 lub x > 3.

Rozwigzanie

N N G
0 1 2 3 X
Szukanym zbiorem jest suma przedzialéw (—oo; 2) U (3; o0).

Roéznica zbiorow
Przykiad ©

Zaznaczymy na osi liczbowej zbior rozwigzan podanego uktadu dwoch nieréwnosci.
xz-1
{x +3 10 1 3 x
Warunki x € (—1; c0) i x # 3 mozemy zapisaé w postaci x € (—1; 3) U (3; o).
Inaczej mowigc, ze zbioru (—1; oo) zostata wykluczona jedna liczba.

R\\\ \k\\\\\\ \}\\\\\\ NN
T T

Roéznica zbioréw A i B nazywamy zbiér utworzony ze wszystkich elementow,
ktdre naleza do zbioru A i nie naleza do zbioru B.
Roznice zbioréw A i B oznaczamy A — B.

Zbior okreslony w przykladzie 6 mozemy zapisa¢ réwniez w postaci (-1; co) — {3}.
Przyklad @ « zad. 4.13

Wyznaczymy réznice zbioréw A — B oraz B — A.
a) A= {1’ 2’ 3) 4) 5> 6}) B= {2, 4, 6, 8, 10}

A-B=1{1, 3,5} B-A={8, 10}
A_B liczba 2 zostaje w zbiorze A—B,
b) A = (—o0; 3), — poniewaz nie nalezy do zbioru B
B =(2; o0) M. §iﬁﬁﬁﬁﬁ '
0 1
A-B=(-00;2) : : B
. liczba 3 nie zostaje w zbiorze B—A, ©
B-A=(3 00) poniewaz nalezy do zbioru A B=A
c) A=(0; ), B=(23) A-B
A-B=(0;2)U(3; o) — -
B-A=9 0 1 2 3 x



d) A=(0;5), B=(3;7) A—B
A—-B=(0; 3)

B-A=(57)

e) A={(-1; ), B=(~-o0; 3) N A-B
A-B=(3 ) s g LI I
B— A= (-o0; -1) -1 0 1 3 x

B—A

Przyktad @) < zad. 4.15

D oznacza zbidr liczb, ktére mozemy podstawia¢ do wyrazenia w miejsce litery x, aby
obliczy¢ warto$¢ tego wyrazenia dla danej liczby.

Dla kazdego z podanych wyrazen wyznaczymy zbidr D, korzystajac z zalozen okre-
$lajacych wykonalno$¢ dziatan.

Wyrazenie Zatozenie Zbioér D
x+1 niepotrzebne R
L x#0 R - {0}
X
\Vx x20 (0; 00)
2 2-x#0 R-{2)
2-x
xrl X+540 R - (-5}
x+5
\/}+i2 x>0ix-2%0 (0; 00) — {2}
x_
Ly x x+140ix-3#0 R-{-1,3}
x+1 x-3 ’
2
@ niepotrzebne R

W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

4.1. Wskaz réznice zbiorow (-2; 6) — (3; 8).

A. (-2; 3) B. (-2; 3) C. (3; 6) D.0

Odpowiedzi i rozwigzania
4.1. B

4. Dziatania na zbiorach 125 [

44.15. Niech D oznacza zbiér
liczb, ktére mozemy podstawia¢ do
wyrazenia w miejsce litery x. Podaj
zalozenia okreslajace wykonalnos¢
dziatan w wyrazeniu. Wyznacz
zbior D, korzystajac z podanych
zalozen.

3
a) —

x

1
b) —
) =5

x+1
) —

x=7

x x-2 x+3

h) Vx-3+3V3
. 7
i) Vli-x+ —
x—4

')l+;+;
’]x x-1 x-2
xX+5 x+2
_+_

2 5

1

5=

x+1 X

£=3 x—-5
1

k)
1)
m)

n) Vx+2+

i

7__L
0) V(x—3) o
Odp.:a) x # 0, D = R — {0}
b) x #5, D =R - {5}
¢)x#7, D=R-{7}
d) x >4, D= (4 o0)
e) D=R
f) x #-11i x # -2,
D=R-{-2, -1}
g x#+0ix+21ix+-3
D=R-{-3, 0, 2}
h) x >3, D = (3; o)
i)x<1ix#4, D= (-o00;1)
PHx+01x+11x+2,
D=R-{0, 1, 2}
k) D=R
1) x>2, D=(2; o)
m)x#3ix>5 D=(5 o)
n)x=>-21ix<3, D=(-23)
0) x #0, D =R - {0}



Dziat 2. Réwnania i nierdwnosci

4.2. C
43. D

44.P,F P

4.5.2) (-1;2) b)(0;3) ¢)0
d) (2;5) €0 f){8}

4.6.a) -3,-2,-1,0,1,2,3
b) 1,2,3,4
00,1,2

4.7.2) A=1{0,1,2,3,4},
B={0,5,10,15}, AnB= {0}
b) A = {13,126, 39, 52, 65, 78, 91}
B=1{1,2,4,13,26,52},

AN B={13,26,52}

) A=1{4,5,6,7,8},
B=1{-3,-2,-1,0,1,...,11,12},
ANB=1{4,5,6,7,8}

d) A=1{2,3,57,11,13,17,19},
B=1{0,1,2,3,4,5},
ANB=1{2,3,5}

4.8.2) AUB ={-3,-2,-V2,-1,
0,1,v2,2,3}

é,l}
5

C)AUB={0>1>2>3>4>5}
d) AuB=A

4.9. a) AUB = (—o0; 5)
b) AUB = (-3; 4)

¢) AUB=R

d) AUB=A

e) AUB=(-3;7)

fy AUB=B

4.2, Wskaz iloczyn zbiordw (2; 6) N (3; 8).
A. (25 3) B. (2; 3) C. (3;6) D.0

4.3. Wskaz sume zbioréw (2; 6) U (-3; 8).

A. (6; 8) B. (-2; 3) C. (-3;6) D. (-3; 8)

4.4. Niech A i B beda niepustymi zbiorami. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.
A AUuD=A

B.Anp=A

C. Zbidr A jest podzbiorem zbioru B. Zatem AN B = A.

4.5. Zaznacz na osi liczbowej zbiory A i B, a nastepnie wyznacz zbiér AN B.
a) A=(-52), B=(-1;4) d) A =(-00;5), B=(2; )
b) A= (-00;3), B=(0;5) e) A=(-5-2), B=(L;3)
) A=(-53), B=(36) f) A=(-00;8), B=(8 10)

4.6. Wymien wszystkie elementy zbioru.

a) Zn(-m ) b) Zn (0;3v2) c) Nn(-o0; V9-1)

4.7. Wyznacz elementy zbioréw: A, Boraz AN B.

a) A:{xEN ix< \/ﬁ}, B={x: x=5nix<18 i ne N}

b) A jest zbiorem dwucyfrowych wielokrotnodci liczby 13, B jest zbiorem natural-
nych dzielnikéw liczby 52.

) A={xeNid<x<8,B={xeZi-3<x<12}

d) A jest zbiorem liczb pierwszych mniejszych od 20, B = {x € N i 3x — 1 < 14}.

4.8. Wyznacz sume zbioréw AU B.

a) A={-3,-2,-1,0,1,2,3} i B={-Vv2,-1, 1, V2}
a-fol Ll (221
23 45 23 45
c) A jest zbiorem liczb naturalnych mniejszych od 5, B jest zbiorem nieparzystych
liczb naturalnych, spetniajacych nieréwno$é 3x — 1 < 20.
d) A jest zbiorem wielokrotnosci liczby 5, B jest zbiorem wielokrotnosci liczby 10.

4.9. Zaznacz na osiliczbowej zbiory A i B, a nast¢pnie wyznacz zbiér A U B.
a) A=(-00;3), B=(3;5) d) A=(-3; 00), B=(0; =)

b) A=(-32), B=(24) e) A=(27), B=(-32)

¢) A=(-00;1), B=(=3; 00) ) A=(-22), B=(-55)



4.10. Danesazbiory A={1, 3,5,9, 11}, B={2,5,7,9, 11},
C = {3,7,9, 11, 13}. Zapisz podany zbiér, uzywajac nazw zbioréw A, B, C oraz

symboli U, N.
a) {5, 9, 11} c) {1,2,3,5 7,9, 11, 13} e) {3, 9, 11}
b) {9, 11} d) {7, 9, 11} f) {1,3,5 7,9, 11, 13}

4.11. Zaznacz na osi liczbowej zbidr liczb spelniajacych podane warunki i zapisz go
w postaci sumy przedzialow.
a) 3x-1<2lubx+3>4
b) x+5<3lub x>4-x

c) -1<x<31lubx>5
d 3<x<2lub5<x<7

4.12. Podaj elementy zbioru A i zbioru B, a nastepnie wyznacz zbiér A U B.

a) A={xeNi2x-5<0}, B={xeRi7x-2=26}

b) A={x: x=2n1ineN i x <10}, Bto zbidr liczb pierwszych mniejszych od 11
) A={x€eZi-3<x<1},B={xeNi-7<x<2}

d) A={x€N ix< \/ﬁ}, B={xeN i x<2\/§}

4.13. Wyznacz réznice zbioréw A—-B i B- A.

a) A={-3,-2,-1,0,1,2,3}, B={-v2,-1,1, V2}

b) A={-2,0,2}, B={-1,1, 3}

o) A={V1, V2, V3, V4}, B={1,2}

d) A={2,3,56,89}, B={1,2,4,5,7,8}

e) A jest zbiorem dzielnikoéw catkowitych liczby 18, B = {x €Zix’= 81}

f) A=10,3,6,9}, B={xeZi-1<x<3}

4.14. Jakie warunki powinny spetnia¢ zbiory A i B, aby réwnos¢ byla prawdziwa?
a) AUB=A ¢c) AUB=ANB e) A-B=A

b) ANB=A d) A-B=0 f) A-B=AUB

4.15. Niech D oznacza zbiér liczb, ktére mozemy podstawia¢ do wyrazenia w miej-
sce litery x. Podaj zalozenia okreslajace wykonalnos¢ dziatan w wyrazeniu. Wyznacz

zbidr D, korzystajac z podanych zalozen.
5 7

3 x+5 x+2
2 - k
2) X 2 x+1 x+2 ) 2 * 5
1 1 2 3 1
b) — o= 1
)x_s 8 x x—2+x+3 ) x=2
) X+l h) Vx-3+3V3 m)x+1+ a
x—=7 x—-3 x—-5
d) vx-4 i) 1—x+L n) vx +2+
x—4 3-x
x—-3 1 1 1 1
- - ) =4 — Vix —3)2 - —
2 5 ) x+x—1+x—2 0) Vix-3) N

Rozwigzanie zadania mozesz zapisa¢ w postaci tabeli (zob. przyktad 8 s. 125).

4. Dziatania na zbiorach

4.10.a) AnNB b) AnBNnC
¢) AUBUC d)BnC e)ANnC
f)y AuC

4.11. a) (—o0; 1) U (15 00)
b) (—o0; —2) U (25 00)

o) (=1; 3) U (5 o)

d) (-3;2) U (5; 7)

4.12.a) A= {0, 1, 2},
B=1{4}, AUB=1{0, 1, 2, 4}
b) A=1{0, 2, 4, 6, 8},
B=1{2 3,5 7},
AUB=10,2, 3,4,5,6, 7, 8
) A={=3, -2, -1, 0, 1},

B =1{0, 1, 2},
AUB={3,-2 -1,0, 1, 2}
d) A=1{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6},
B=1{0, 1,2, 3}, AUB=A

4.13.2) A- B=1{-3,-2,0,2,3},
B-A={-2, V2}
b)A-B=A B-A=8B

o) A-B={V2, V3}, B-A=0
d) A-B={3, 6, 9},
B-A={l, 4, 7}

e) A- B={-18,-6,-3,-2,-1, 1,
2,3,6,18}, B— A =10

f) A-B =16, 9},
B-A={1,1, 2}

414.a) BC A b) ACB
¢)A=B d) AcB
e) ANB=0 f)B=0

4.15.a) x + 0, D =R — {0}
b) x #5, D =R - {5}
¢ox+7, D=R-{7}

d) x>4, D= (4 o)

e) D=R

f) x #-11i x# -2,
D=R-{-2, -1}

g x#+0ix+21ix+-3
D=R-{-3, 0, 2}

h)x>3) D:<3:OO)
i)x<1ix#4, D= (-o0; 1)
Dx+#0ix+11x#2,
D=R-{0, 1, 2}

k) D=R

1) x>2, D=(2; )

m) x+3ix>5 D= (5 c0)
n)x=>-21ix<3, D=(-2;3)
0) x#0, D=R-{0}
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5. Wartos¢ bezwzgledna liczby

Umiejetnosci:
* stosowanie algebraicznej i geometrycznej interpretacji wartosci bezwzgledne;

Wartoscia bezwzgledna liczby nazywamy odlegto$¢ odpowiadajacego jej
punktu na osi liczbowej od punktu o wspolrzednej 0 mierzona w odcinkach
jednostkowych. Wartos¢ bezwzgledna liczby a oznaczamy |al.

Przyktad €)

Kazdemu punktowi osi liczbowej odpowiada dokladnie jedna wspdlrzedna, a kazdej
liczbie odpowiada dokladnie jeden punkt na osi. Znajdziemy odleglos¢ kilku z nich

od punktu O.
A B C (0] D E F
-7 -5 -1 0 1 3 6 7 x

|[AO| =7 |BO| =5 |CO| =1 |IDO| =3 |[EO| =6 |[FO| =7

Zatem zgodnie z definicja:

I-71=7 =51 =5 -1l =1 13 =3 6] = 6 171 =7
J
Jezeli liczba a jest nieujemna, to jest rowna Czgsto spotykany jest nastepujacy ()
swojej wartosci bezwzglednej. zapis definicji wartosci bezwzglednej
liczby:
Jezeli a jest liczba ujemna, to jej wartos¢ bez- lal = { a da a>0
wzgledna jest liczba do niej przeciwna. —a dla a<0
W tym wypadku klamerka nie
lal=a dlaa>0 oznacza ukladu, czyli spelnienia
lal=-a dlaa<0 obydwu warunkéw réwnocze$nie.
Przyktad @)
2) 1-5,3 = 5,3 b) lo] =0 o [3]-2
7 7
J
Wprost z definicji wynikaja nastepujace wlasnosci wartosci bezwzglednej:
a lal
e lal =|-a == (b+0
lal = |-al o= %0
e |la-b|=|al-|b| ° |la]>0 dlaaeR

'd N\

temat 2.10

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.5

G Generator

testéw i sprawdzianéw




Przyktad e

Przeksztalcimy podane wyrazenie, korzystajgc z wlasno$ci wartosci bezwzgledne;.
a) |6[=]-6[=6
b) |2x[ = [2[ - |x] = 2[x|

— |a| = |-al
—la-b|l =|al-|b|

c) ‘xz(x+l)’:‘xz‘-|x+1|:x2|x+1| —x*>0dla xeR

a) |22 = byl _ eyl al _ lal
5 5] 5 b [b]
Przyktad @) « zad. 5.5

Zapiszemy podang liczbe bez uzywania znaku wartosci bezwzgledne;.
a) ‘\/5 - 1| =v2-1

b) [V35-7| =|7- V35| =7- 35
O |-5-V3|=]5+V3=5+3

d) n—4| |n-4 -m+4 4-m
5-1 |5 -7 5-1 5-1

e) |[4- V15| +|4- V17| =
:4—\/1_5+(—4+\/ﬁ)=\/1_7—\/ﬁ

Przyktad ©

Zapiszemy podane wyrazenie bez uzycia symbolu warto$ci bezwzglednej, znajac wa-
runek, jaki spelnia x.
a) |x—4| dla x € (—o0; 4)

Jezeli x < 4, to x —4<0, zatem |x—4|=—-(x—4) = —x+4.

— V2>1, wiec V2-1>0

—7>1/35 Z whasnosci |a| = |-a] (1)
wynika réwnosé

la-bl=|b-al.

—n<4i5>n

— V15<4iV17>4

zad. 5.10

b) [1+x|+|x-7| dla x € (-1; 7)
Jezeli x > -1, to 1+x >0, wiec [l +x|=1+x.
Jezeli x <7, to x—7<0, wiec |[x—-7|=—-(x-7)=-x+7.

Zatem [l + x| +|x-7|=1+x—-x+7=8. )

Pojecie wartosci bezwzglednej mozna wykorzysta¢ przy obliczaniu pierwiastkow
kwadratowych. Przypomnijmy, ze pierwiastkiem kwadratowym z nieujemnej licz-
by a nazywamy taka nieujemna liczbe b, ktéra podniesiona do kwadratu jest rowna a.

Zauwazmy, ze V32 = V9 =3 oraz \(-3)? = V9 = 3.

Va2 =lal dla a € R

5. Wartos¢ bezwzgledna liczby

45.5. Zapisz liczbe bez uzywania
symbolu wartosci bezwzgledne;j.
Nie korzystaj z kalkulatora.
a) |3 = \/§|
b)[s3 -2
2 2
V3-2
V3+2
2-+5
d) |2 =2
) V5+2
e) 3V7 - 5V3|
f) |2v5-3V3|

Odp.:a)3-v2 b)0 ¢)7-4V3
d) 9-4\5 e) 5V3-3V7
f) 33 -2+5

45.10. Wyznacz wszystkie
wartosci x, dla ktorych podane
wyrazenie jest okreslone, i zapisz to
wyrazenie w najprostszej postaci.
) x| - [—x]|
—|x?|
I3 - x|
b) |2x — 6]
C) | \/E — Xl
13x — 32|
d) I5-2x]  |x—6
[4x—10] |12 - 2x]
Odp.:a) x e R—{0}, -1

b) x eR- {3}, %
c)xeR—{\/z}, %

d)xeR—{Z%,6},O

[9)
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45.12. Zapisz podane wyrazenie
bez uzycia symbolu pierwiastka.

3 VG 77
b) V(3 - x)?

) \(x— y+22)?
d) Va2 -2x+1
e)m
f) \/25y? - 10y + 1
g)\/m
h) \/y*-2V2y +2

Odp.:a) [x+7] b)|3-x|
o lx-—y+2z] d)|x-1]
e) 3x+1] f)[5y-1|
g 12-5x h) [y~ 2]

45.3. Patrzs. 131.

Zatem: \/(1 - \/5)2 = |1 - \/5‘ =-1+v2=+2-1 Whasnoé¢ te majg wszyst-  ((4)

kie pierwiastki parzystego

4-m2=4-n=4-m stopnia, czyli

2n
[ —2 1/u2n - |a|
(_\/g B Zﬁ) a |_\/§ B 2\/5| =V3+22 dla wszystkich dodatnich

liczb naturalnych#n i a € R.

Przyktad @ « zad. 5.12

Zapiszemy podane wyrazenie bez uzycia symbolu pierwiastka.

a) V(x—-3)=|x-3|

b) V(x+5)? =|x+5|

) V9—-6x+x2=+Y0B-x)*=|3-x| —(a-b’=a"-2ab+ 1’

d) Va2 +4x+1=V2x+1)% = 2x + 1] — (@+b)?=a®+2ab + b

Zauwazmy, ze w podanych przyktadach musimy zostawi¢ na koncu znak wartosci
bezwzglednej, poniewaz pierwiastek kwadratowy nie moze mie¢ wartosci ujemne;j,
a zmienna x moze przyjmowac réozne wartosci.

Przyktad 0 zad. 5.3

Wiadomo, ze w zadaniu jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Mamy wskaza¢ liczbe
réwng liczbie /8 —2+/7.

A.2-V7 B. V7-2 C.1-V7 D. V7-1

Rozwiazanie
Liczby podane w punktach A, B, C, D nie maja zewnetrznego pierwiastka. Mozemy
sie zatem spodziewaé, ze 8 — 27 jest kwadratem jednej z tych liczb.

I sposéb
Podnosimy do kwadratu liczby podane w odpowiedziach i sprawdzamy, czy moga

by¢ rozwigzaniem zadania.
A (2-V7) =4-4V7+748-2V7

B. Nie musimy sprawdza¢, bo rozni si¢ od punktu A tylko znakiem, czyli kwadraty
tych liczb sg rowne.

C.(1-V7) ' =1-2v7+7=8-2V7, ale
D. (V7-1) =8-2V7

Poniewaz 1 - /7 < 0, wigc poprawna odpowiedzig jest D.



IT sposéb
Przedstawiamy liczbe 8 — 27 jako kwadrat pewnej liczby.

\/8—2\/7=\/7—2\/7+1=\/(\/7)2—2\/7+12=\/(\/7—1)2=|\/7—1|
\/7—1>0, zatem |\/7—1|=\/7—1
Odp.: D

W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

5.1. Wskaz liczbe rowna |[|1 - 2| - 3|.
A0 B.2 C. 4 D.6

5.2. Wskaz réwnos¢, ktora zachodzi dla kazdego x € R.

A Vx?=x B. V(-x)? = x C. V(=x)?=-x D.Vx?=|x

5.3. Wskaz liczbe rowna liczbie \/4 —2+/3.
A V3-1 B.1-3 C.2-3 D. V3-2

5.4. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Réwnos¢ |x| = —x nie zachodzi dla zadnej liczby x, bo wartos¢ bezwzgledna nie
moze by¢ ujemna.

B. Réwno$¢ |x| = —x zachodzi tylko dla liczby x = 0.

C. Rownos¢ |x| = —x zachodzi tylko dla liczb x nie wigkszych od 0.

5.5. Zapisz liczbe bez uzywania symbolu wartosci bezwzglednej. Nie korzystaj z kal-
kulatora.

a) ‘3—\/§| c) ‘g;i e) |3\/7—5\/§‘
b) ‘5%—% d) i/g—ji f) [2v5- 33
5.6. Oblicz.

a) |-3] = |-1-5]-|(=3) - (-2)| o) [3-12-5|]

b) [-2+[2- 13- 5| d) [1-1-]1-4|

5. Wartos¢ bezwzgledna liczby 1371 s

Odpowiedzi i rozwigzania

5.1. B

5.2. D

53. A

54. FFP

55.a)3—-V2 b)0 ¢)7-4V3
d) 9-4V5 e)5V3-3V7

f) 3v3-25

5.6.a) -33 b)2

0 d)1
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5.7.a) V2 + V3 -2
b) 2v3+V5-5
¢) V10 + V17 — V47
d) 3 + /50 — /99

58.a)7 b4 ¢)5v5 d)5
e2 8 g3 h2

S

59.a)1 b) 2 d)1

5.10. a) x ¢ R— {0}, -1
b) x € R {3}, %

c)xeR—{\/E}, %
d)xeR—{Z%,G}, 0

5.11.a)-3 b)13 ¢)-5 d)9
e)6 f)-3

512.a) |[x+7| b)|3—x|
o lx—y+2z] d)|x-1]
e) 3Bx+1] f) |5y —1]

g) 2-5x h) |[y- 2|

5.7. Zapiszliczbe bez uzywania symbolu wartosci bezwzglednej. Nie korzystaj z kal-
kulatora.

a) |\/§+\/§—2| <) |\/ﬁ+\/ﬁ—\/ﬁ|

b) |5-2v3- V3| d) [v99 -3 - V50|

5.8. Oblicz.

a) ‘3,5+2§‘+‘2§—3%| e) |2v5-3| 5|5 -2| +[5-3V3]

b) [V3-5|+|V3-1 B [2-2V3| |2+2V3]

o) [8+3V5] - [2v5- 8| g) [V7-2|-|-V7-2|

O R h) |5 - 33| |5+ 33

5.9. Oblicz.

Y |V |3 - V13| 2-46 g =23
VI3 -11 |30 - 342 2v6 -1 V2-3-1

5.10. Wyznacz wszystkie wartosci x, dla ktérych podane wyrazenie jest okreslone,
i zapisz to wyrazenie w najprostszej postaci.

13 - x|
a St C
) [2x — 6| )

x| - [=x]|

N
; b) | x|

13x — 32
5.11. Zapisz podane wyrazenie bez uzycia symbolu warto$ci bezwzglednej, znajac
warunek, jaki spetnia x.

|5 - 2x| 3 |x — 6]
|[4x —10] |12 - 2x]|

d)

_|x

a) |x+2|-|x-1| x € (—o0; =3)

b) |5+ x| + |x — 8] x € (4;7)
c) |4—x|-2|x-3|-17 - x| x € (4;7)
d) [x-5/-1+]|x+5]| x €(1;5)
e) 32x— 1] - 22% _23x 11 X € (—o0; 1)
|2 - x|
0 lx-2/- 220 -y x € (55 o0)
lx = 3|

5.12. Zapisz podane wyrazenie bez uzycia symbolu pierwiastka.

a) Vix+7)? e) VoxZ+6x+1
b) V(3 - x)? f) /25210y +1

g) V4 -20x + 25x2

h) \y?-2V2y +2

c) \(x—y+22)?

d) Va2 -2x+1



5.13. Oblicz.

) \(2-V7) o (5-2v3) -2(V3-3) w \vr_z
b \(G3-v2) @ \(1-V7) - (V7 +3) (1+x/§—x/§)

5.14. Zapisz podane wyrazenie bez uzycia symbolu wartoéci bezwzglednej, znajac
warunek, jaki spetnia x.

|3x 39|+2\/x —8x+16-2|3 - x| x € (-1 1)
_ A2
b) x*-4 x+6x+9_‘l_x‘ x e (1; 2)
|x] +2 2x+6 2
c) Vx*—-10x+2 —| I+|x+5| x € (1; 5)
d) V3x2—6x+3+ [V3x 3| +\4-2V3 x €(1;2)

5.15. Zapisz liczbe w postaci a + b/c, gdzie a,beZ i c € N.

a) \(2-V3) Q) \4-23 e) V12-63
b) (3~ v10)’ d) \3-2v2 f) \16-6v7

5.16. Udowodnij, ze wyrazenie \/25112 +10V3n+3 - \/9142 +6/3n + 3 przyjmuje
warto$ci naturalne parzyste dla kazdej naturalnej liczby #.

5.17. Zapisz liczbe ‘\/7 + V11 - 6| bez uzywania symbolu wartoséci bezwzgledne;j.
Nie korzystaj z kalkulatora.

1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.
Dla kazdego x warto$¢ wyrazenia |x — 3| jest rowna wartosci wyrazenia

A. |x +3|. B. x - 3. C. |3 - x|.
2. Oblicz |-v2 - V3| +|V18 - 23| + [0,25v32 - 0,5V12].

3. Upro$¢ wyrazenie V4x? —12x+9 -9 — 6x| + V(x - 1,5)%

4. Udowodnij, ze dla wszystkich a € (-2; 5) wyrazenie |2a — 10|+ |-2a — 4| przyj-
muje stalg warto$c.

5. Udowodnij, ze liczba \/11 -6V2+ \/6 +44/2 jest catkowita.

5. \/11—6\/§+\/6+4\/_=|3—\/§|+|2+ V2| =5

5. Wartos$¢ bezwzgledna liczby

5.13.2a) V7-2 b)3-V2 o) -1
d-4 &4 H1+V2-3

5.14.a) -1 b)-1 ¢)9
d)2dla x € (1; V3) lub

2V3x -4 dlax€<\/_;2)

5.15.a) 2— V3 b) -3+ V10
o -1+vV3 d)-1+V2
e)3-V3 H3-+7

5.16. Wskazéwka:
(a+b)’ =la+b|

5.17. Zalézmy, ze V7 + V11 > 6.
Wtedy 7 +2V77 + 11 > 36,

czyli V77 > 9, zatem
77 > 81. Ta nieréwnos¢
okazala sie falszywa, zatem

|V7 + VIT - 6| = 6 - V7 - VIL.

Prosto do matury
1. F, F,P

2. 32

3. —2)ox -3
2

4. Jesli a € (=25 5),

to 2a-10<01i -2a-4<0,
wiec [2a— 10| +|—-2a—-4| =
=—(2a-10) - (-2a - 4) = 14.
Zatem wyrazenie ma stalg warto$¢
dla kazdego a z danego przedziatu.
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6. Interpretacja geometryczna
wartosci bezwzglednej

Umiejetnosci:
e zaznaczanie na osi liczbowej zbiorow opisanych za pomoca réwnan i nierownosci
typu: |x—al=b, |x—al<b, |x-a|>b

Wartos$¢ bezwzgledna mierzy odleglos¢ liczby od zera.

46.6. Zaznacz na osi liczbowe;j Przyktad o zad. 6.6
wszystkie punkty, ktérych

e T e Zaznaczymy na osi liczbowej punkty, ktérych wspolrzedne x spetniajg podane réw-

réwnanie. nanie.
a) x| =4 a) |x| =1
2 t -
b) le = 25 1 0 1 x
<) x| -V3=0 Sa dwie liczby oddalone od zera o jedng jednostke: 1 oraz —1.
d)4-|x|=4 -
) 1—|x| =4 b) Ixl = v2 o .
f)2lx|-1=3 N 0 142 x
g) 5+ 3|x| =14 )
h) 9—5|x| = 4 c) 2|x|+1=7, czyli |x|=3.
Odp.: -3 : : (:) :1 : 3 x=
a) f >
b) = 4 Przykiad @) < zad. 6.8
2 : 2 =
25 0 3 Zaznaczymy na osi liczbowej punkty, ktérych wspétrzedne x spetniaja podang nie-
<) _3 (:) 3 ; rownosc.
& : = a) |x] <2
e) brak Nieréwno$¢ opisuje wszystkie punkty, ktérych odlegtos¢ od punktu 0 jest mniej-
f) ' - sza od 2.
P AN .
=3 0 3 * -2 0 1 2 x
h) =il o 1 Y Sa to punkty o wspolrzednych wigkszych od -2 i réwnoczeénie mniejszych od 2.
Zatem x € (=25 2).
b) |x| <4
-4 0 1 4 X
x € (—4; 4)
46.8. Zaznacz na osi liczbowej wszystkie punkty, ktdrych wspotrzedna x spelnia podana
tormat 2.11 nieréwnos¢.
' a) |x| <5 e) 2+ x| >5
dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.6 b) |x| > 7 f) x| -2<-2
o) x| <2 g) 11 —4[x| <3
C, Generator d) 2Ix] < 0 h) 2 1x| =2 < 3,5/ - 5
h g Odp.:
Q) __ iy, N\ /8
-5 5 2 -3 3 £
AN\ 777/ f) 0 >
=7/ 7 X
) ___ ., N\ W77/
-2 2 % -2 2 &

O I Y Y

0 5% -1 1 &
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c) |x| >3
Nier6wnos¢ okresla wszystkie punkty, ktérych odleglos¢ od punktu 0 jest wigksza
od 3.

-3 0 1 3 X
Sa to punkty o wspolrzednych mniejszych od -3 lub wiekszych od 3.
Zatem x € (—oo; —3) U (3; 00).

d) |x| =2
' ' ' 2 ' 0 1 2 ' ' Cox
x € (=003 =2) U (2; 00)
e) |x|>0
' ' ' ' ' ' 0 1 ' ' ' Cox

Tylko liczba 0 nie spelnia tej nieréwnosci: x € R — {0}.

f) |x|>-2
Warto$¢ bezwzgledna kazdej liczby jest nieujemna, zatem takze wieksza od -2,
wiec kazda liczba rzeczywista x spelnia te nieréwno$é: x € R.

g Ix] <-1
Warto$¢ bezwzgledna kazdej liczby jest nieujemna, wiec ta nieréwno$¢ nie ma
rozwiazan.
Przyktad €)
Sprawdzimy, jaka interpretacje geometryczng ma wyrazenie |a — b|.
3 2
a)a=5>b=3 5
5-3]=2[ =2 S .
0 1 3 5 x
3
b)a=-2,b=1 21
[-2-1|=1]-3]=3 ,
-2 0 1 x
4 1
¢)a=-5b=-1 5
|-5-(D|=1-5+1]=|-4=4 ——
-5 -1 0 1 x
R S
d)a=3b=-2 2 3
3-(-2)|=13+2/=15/=5 N S SN
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46.18. Oblicz dlugos¢ odcinka
AB, ktorego konce A = (a)

i B=(b) lezag na osi

liczbowej oraz

a)a=3, b=-5.

b)a=-1, b=-7.

ca=9, b=2.

d)a=-v3, b=23.

e) a=25 b=-75.
fla=1+2V3, b=2V3+5.
g)a:2—\/§, b=1+2.
h)a=3-25 b=2-1/5.
Odp.:a) |AB| =8 Db) |AB| =6
o) |AB =7 d) |AB| =33
e) |[AB| =9V5 f) |AB| =4
g) |AB| = 2V2 -1

h) |AB| = V5-1
46.11. Rozwiaz réwnanie.
a) |[x—1]=5
b) |[x+2|=3
c) 51 —x‘ SpL
3 3
d) |x+7]=7
e)x-2|=-1
f) |11 +x| =3

Odp.:a) x =—-4 lub x =6
b) x=-51lub x=1
c)x=2§ Jlub x =8

d) x=-14 lub x=0

e) brak rozwigzan

f) x=-14 lub x = -8

Odleglos¢ miedzy punktami odpowiadajacymi na osi liczbom a i b wyraza sie
wzorem:

la - bl

Dowdd tego twierdzenia zostawiamy do samodzielnego przeprowadzenia.

Przyktad o zad. 6.18

Obliczymy dlugo$¢ odcinka AB, jezeli punkty A = (a) i B = (b) leza na osiliczbowe;.
a)a=2-\V2ib=1+2 b)a=-3ib=-8+2

Rozwigzanie

a) |AB|=|a—b|=|(2—\/§)—(1+\/§)|=|2—\/§—1—\/§|=|1—2\/§|=2\/§—1

Odp.: |AB| =2V2 -1

b) |AB| = la—b] = |-3 - (-8+ V2)| = |-3+8- V2| =[5~ V2| = 5- V2

Odp.: |AB| =5 -2
J

Fakt, ze odleglos¢ miedzy punktami odpowiadajacymi na osi liczbom a i b wyraza sie
wzorem |a — b|, wykorzystamy do rozwigzywania prostych réwnan i nieréwnosci
z wartoscig bezwzgledna.

Przyktad e zad. 6.11
Rozwigzemy graficznie rownanie.
a) [x-2|=3 b) |[x+3]=2 o) |1-x|=4
Rozwigzanie
a) |x-2|=3
Szukamy na osi punktow x, ktorych odlegtos¢ od liczby 2 jest réwna 3.
3 3
. . — : ' : . . : . —

Rozwigzaniami sa liczby -1 oraz 5.
Sprawdzmy: |[-1-2|=[-3|=3, |5-2|=3]| =3.

Odp.:x=-11ub x=5



b) [x+3|=2

6. Interpretacja geometryczna wartosci bezwzglednej

Zapiszmy to rownanie w takiej postaci, aby mozna bylo wykorzysta¢ geometrycz-

ng interpretacje wyrazenia |a — b|.
|x—(=3)] =2

Szukamy punktéw x, ktorych odleglos¢ od punktu —3 jest réwna 2.

5 3
Odp.:x=-5lub x = -1
o) |1-x|=4
Ix—1/ =4 —la-bl=b-al

-3 0 1
Odp.:x=-31ub x=5

Przyktad @) < zad. 6.13
Rozwigzemy graficznie podang nierdéwnos¢.

Rozwiagzanie
a) |x—2|<3

Szukamy punktéw x, ktorych odlegtos¢ od punktu 2 jest mniejsza od 3. Zbiorem

rozwigzan jest przedziat otwarty (-1; 5).

46.13. Rozwiaz nierdwnos¢.
a) [x+7|<4

b) |[x -5/ >3

) |x-5+1<5
d)1-|x+6/<4
e)|4—x|+3>3

0 3(2-|x+9))>7
g)2+3[x—-5]>-1

3 h) 15 > 3(Jx — 11| + 5)
| | | R T } > Odp.:a) x € (—11; -3)
-1 1 2 b) x € (—o0; 2) U (8; o0)
Odp.: x € (=15 5) DEZCHO)
b) x - 1] > 4 d))x:;‘ w
. . o . . e) x cR-
Szukamy punktow, ktorych odlegto$¢ od punktu 1 jest wieksza od 4. D b
4 g) xR
: : : ° - h) x =11
-3 0 1 X
Odp.: x € (—o0; =3) U (5; o0)
o) lx+2| <5, czyli [x—(-2)| <5
>
7 -2 3 x

Odp.: x € (-7; 3)
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d) 3-x]22, czyli |[x-3]=2

N\ N N N N \ N \
L LL- --L-GDICHS-:H @ . . S DMULILIIIOIDBINKY

0
Odp.: x € (—o0; 1) U (5; o0)

—
w
=

46.14. Przedstaw w postaci Przyktad o zad. 6.14
|x—al <b lub |[x—a|<b

e g TR o ac Zapiszemy w postaci |x—a| < b nierdwnos¢, ktorej zbiorem rozwiazan jest przedziat
nieréwnos¢, ktdrej zbiorem

rozwigzan jest podany przedziat (=2;6).
liczbowy. Rozwigzanie
a) (-3;7) 4
b) (6; 14) o
c) (-10; 0)
&) =65 =) ' 2 ' 0 1 2 ' ' ' 6 Cox
Odp.:a) [x—2| <5
b)|x-10/ <4 ¢)|x+5/<5 Odlegtos¢ miedzy koncami przedziatu (-2; 6) jest rowna 8. Punktem oddalonym od
d) [x+3]<2 —21i0d 6 o polowe tej odleglosci, czyli o 4, jest punkt odpowiadajacy liczbie 2. Zatem
a=2,b=4
Odp.: |[x-2| <4
46.15. Przedstaw w postaci Przyktad 0 zad. 6.15

|x—a|l>b lub |x—a|>b
nieréwnos¢, ktdrej zbiorem
rozwigzan jest podana suma
przedzialow liczbowych. Rozwiazanie

Zapiszemy w postaci |x — a| > b nier6wnos¢, ktérej zbiorem rozwigzan jest suma
przedzialéw (—oo; —4) U (6; c0).

:)) ((:C:; , 7_)2L>J L(J 1<1 é 'O:O)) Srodkiem odcinka o koricach w punktach —4 oraz 6 jest Srodkiem odcinka o kon- (1))
o ( oo_’ 7yU( ’1 00) punkt 1, a jego odleglo$¢ od —4 oraz od 6 wynosi 5. cach w punktach a i b jest
—03 = -1 - _ . a+h
d) (—o0; —15) U (13; c0) Zatem a=1, b=5. na osi punkt -
Odp.:a) [x—-9|>2 b)|x-3|=5 Odp.: |[x -1 >5
o) lx+4>23 d)|x+1|>14
46.17. Rozwigz uktad Przyktad o zad. 6.17
nierownosci.
2

a) Va2 > 4 Rozwigzemy uklad nieréwnosci { Va > 4 .

Ix+2| <5 lx-2[ <5
. V2 <5 Eozwllqza_nle . o N

Va2 >3 ozwigzujemy pierwsza nierdéwnos¢: 2 - R
) Vax? —4x+1<7 Va2 > 4, czyli |x| > 4, wiec x € (—oo; —4) U (4; o0) -4 4 x
c

[x -2l =1
d) Va2 +10x+25< 3

lx—2| < 10

Odp.: a) x € (-7; —4)
b) x € (-5; -3) U (3; 5)
c) x € (-3;1)uU(3;4)
d) x € (-8; -2)
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Rozwigzujemy druga nieréwnos¢ |x — 2| < 5.

Szukamy punktéw x, ktorych odleglos¢ od punk-
tu 2 jest mniejsza od 5. Zbiorem rozwigzan dru-
giej nieréwnosci jest przedzial otwarty (-3; 7).

Z rysunku odczytujemy, ktére wartosci x spelniaja obydwie nieréwnosci:

o0
‘H\H HH H\H \HHHH\HHHHHHHW
il HH LU PO 2222222227222 gy
-4 -3 0 7 x

Odp.:x € (4;7)

W kazdym z zadan 6.1-6.5 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz

w zeszycie. . .. . .
Odpowiedzi i rozwigzania
6.1. Wskaz przedzial bedacy zbiorem rozwigzan nieréwnosci |x — 4| < 2. 6.1. D
A. (-2;2) B. (0; 2) C. (—00; 6) D. (2; 6)
6.2. Wskaz rysunek, na ktorym przedstawiono zbidr rozwigzan nieréwnosci 6.2. C
|x +9| > 7.
A C
—16 0 2 —16 B 0
B. D.
_— .
02 16 x 20 16
6.3. Na rysunku przedstawiono zbidr rozwigzan jednej z ponizszych nieréwnosci. 6.3. C
Wskaz te nieréwnos¢.
N \\: \ N\ N \ N o
-1 0 1 5 x
A |x+2]<3 B. |[x+3]<2 C.|x-2|<3 D.|x-3]<2
6.4. Wskaz rownanie, ktorego rozwiagzaniami sa dwie liczby ujemne. 6.4. D

A lx-11|=13 B.|x+11]=13 C.|x-13|=11 D.|x+13| =11

6.5. Wskaz nier6wnos¢ tozsamosciowy. 6.5. C
A |lx+7]>0 B. [x+7|>27 C.lx+7|=2-7 D.|x+7|<7
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6.6
RO S TR
b) 5 t 5 >
22 0 22«
) } >
-3 0 \3 X
d) >
0 X
e) brak
f) -2 0 2 x
A 0 3 %
h) f >
-1 0 1 &
6.7.a) x=-6 lub x=6
b) x=-51lub x=5
¢)x=-21lub x=2
d) brak rozwigzan
e)x=—2—g lub x=2+\/T§

f)x=0

1 1
g)x——z lub x=
h) x=-21lub x=2
6.8.

a)

o)

d)

e)

f)
8) §

6.9. a) x € (-9; 9)

b) x € (—o0; =3) U (3; o0)
¢) x € (—oo; —4) U (4; o0)
d) xeR

e)x=0

f) brak rozwigzan

6.6. Zaznacz na osi liczbowej wszystkie punkty, ktérych wspdtrzedne x spelniaja
podane réwnanie.

a) |x| =4 A Ix[-V3=0 e 1-|x|=4 g) 5+3|x| =14
b) |x|:2§ d) 4—|x| =4 ) 2lx|-1=3 h) 9-5|x| =4
6.7. Rozwigz réwnanie.

a) |x| =6 e) 3(lx]-2) = V2

b) 12|x| = 60 f) V6(lx| + V3) =3v2

c) 3|x|-1=5 g 2(1-Ix])=1

1

d) 2|x|+5%:35 h) 3—5|x| = x| - 9

6.8. Zaznacz na osi liczbowej wszystkie punkty, ktérych wspolrzedna x spetnia po-
dang nieréwnos¢.

a) |x| <5 e) 2+|x|>5

b) |x| >7 f) |x|-2<-2

o |x| <2 g) 11 -4|x| <3

d) —2/x| <0 h) %|x|—2<3,5|x|—5

6.9. Rozwiaz nier6wnos¢.

a) |x|-3<6 d) 6 -3|x| <11
b) 3|x| +2 > 11 e) 3-2(7-2lx]) < -11
) 9-2lx| <1 f) 5+3|x|<1

6.10. Opisz réwnanie wedlug wzoru, a nastepnie zilustruj odpowiednim rysunkiem.

° Réwnanie |x — 2| = 3 oznacza, ze odleglo$¢ punktow A = (x) lezacych na osi
liczbowej od punktu B = (2) na tej osi jest rowna 3.

3 3
T o 1 o 5 T a
a) |[x—4|=7 b) [x+2]=1
6.11. Rozwigz rownanie.
a) |x-1|=5 d |x+7|=7
b) |x+2|=3 e) |x-2]=-1
0 ‘5%—4:2% B 11+x =3

6.10. a) Odleglos¢ punktow A = (x) lezacych na osi liczbowej od punktu B = (4) na tej
osi jest rowna 7.

b) Odleglos¢ punktow A = (x) lezacych na osiliczbowej od punktu B = (-2) na tej osi
jest réwna 1.

6.11.a) x=-41lubx=6 b)x=-5Iub x=1 c)x=2§lubx=8
d) x=—-14 lub x =0 e) brakrozwigzan f) x =-14 lub x =-8
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6.12. Opisz nieréwno$¢ wedlug wzoru, a nastepnie zilustruj odpowiednim rysun-

kiem.

° Nier6wnos¢ |x — 1| < 2 oznacza, ze odleglos¢ punktéw A = (x) lezacych na osi
liczbowej od punktu B = (1) na tej osi jest mniejsza od 2.

)
_ 0 1 3

=y

° Nieré6wnos¢ |x + 4| > 3 oznacza, ze odlegloé¢ punktéw A = (x) lezacych na osi
liczbowej od punktu B = (-4) na tej osi jest wigksza lub réwna 3.

Y, | | | | | L
-7 -4 -1

a) |x-2|<1
b) |x+3] <2

) |lx-5=1

d) ‘x+\/§‘>3

6.13. Rozwigz nieréwnos¢.
a) |x+7|<4

b) [x-5]>3

¢) |lx=5/+1<5

d) I-|x+6]<4

e) [4-x|+3>3

) 32-1x+9)>7
g 2+3|x-5>-1
h) 15> 3(|x - 11| +5)

6.14. Przedstaw w postaci |x —a| < b lub |x —a| < b nieréwno$¢, ktdrej zbiorem
rozwigzan jest podany przedzial liczbowy.
a) (-3;7) b) (6; 14) c) (-10; 0) d) (-5 -1)

6.15. Przedstaw w postaci |x —a| > b lub |x —a| = b nieréwno$¢, ktdrej zbiorem
rozwigzan jest podana suma przedzialow liczbowych.

a) (—o0; 7) U (11; o0) ¢) (=005 =7) U (~1; o0)

b) (—o0; —2) U (8; o0) d) (=005 —15) U (13; o0)

6.16. Rozwigz uklad nieréwnosci.

2) |x| >2 o |x] >3
[x -2 <3 [x+1] <3
(x| <5 (|x-5] <15

b (1 o [lx=s
Llx+1]>2 llx—8]>1

a9 lx-1]<3 ) lx—4|>1
[x-2]>21 & [x -3 <2

11<3 -5/<1

o [+ b (1551
[x-11<3 Llx+1] <5

6.12. a) Odlegto$¢ punktow

A = (x) lezacych na osi liczbowej
od punktu B = (2) na tej osi jest
mniejsza od 1.

b) Odlegtos¢ punktéw A = (x)
lezacych na osi liczbowej od
punktu B = (-3) na tej osi jest
mniejsza lub réwna 2.

¢) Odleglos¢ punktow A = (x)
lezacych na osi liczbowej od
punktu B = (5) na tej osi jest
wieksza lub réwna 1.

d) Odleglos¢ punktow A = (x)
lezacych na osi liczbowej od
punktu B = (—\/f) na tej osi jest
wieksza od 3.

6.13. a) x € (~11; -3)

b) x € (—o0; 2) U (8; o)
¢c)xe(1;9 d)xeR

e) x € R— {4} f) brak rozwiazan
g)xeR h)x=11

6.14. a) [x - 2| < 5
b) [x-10/ <4 ¢)|x+5|<5
d) |x+3]<2

6.15.a) [x-9|>2 b)|x-3|=5
Q) lx+423 d)|x+1]>14

6.16. a) x € (2; 5)

b) x € (-5 -3) U (1; 5)
c) x € (-2 1)U (3;4)
d) x € (-2;2)

e) x € (—4; -3)

f) x € (=10; 7) U (9; 20)
g) x € (1; 3) U {5}

h) brak rozwigzan
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6.17. a) x € (-7; —4)
b) x € (-5 -3) U (3; 5)
c) x € (=3; 1) U (3; 4)
d) x € (-8; -2)

6.18. a) [AB|=8 b)|AB|=6
¢) |AB| =7 d) |AB| =33
e) |[AB| =9V5 f) |AB| =4

g) |AB| = 2V2 -1

h) |AB| = V5 -1

6.19. 7-5v2=vi9-v50<0 @

6.20. Rozwigzaniami rownania

saliczby V7 - V11 i V7 + V11,

Ich iloczyn jest rowny
(V7 - VI1) (V7 - V11) =
=7-11=-4.

Prosto do matury
1. FFP

2. x € (—o0; =5) U (9; 00)
3. x€(57)

4. |x-6|<8

5. Rozwigzaniami rownania

|x +5,4| = 6,8 saliczby -12,211,4.
Mozna sprawdzi¢, ze spelniaja one
nieréwnos$¢ |x —3,9| > 1,4.

6.17. Rozwigz uklad nieréwnosci.

a){@>4 C){\/4x2—4x+1<7

|x +2] <5 x-2|>1
b) Vx5 d){\/x2+10x+25<3
Va2 > 3 Ix — 2| < 10

6.18. Oblicz dlugos¢ odcinka AB, ktdrego konice A = (a) i B = (b) leza na osi
liczbowej oraz

a) a=3, b=-5. e)a:2\/§,b:—7\/§.
b)a=-1, b=-7. f) a=1+2V3, b=2V3+5.
c)a=9, b=2. g) a=2-V2, b=1+2.
d) a=-3, b=23. h) a=3-2v5, b=2-15.

6.19. Udowodnij, ze réwnanie ‘x + 3\/§| = 7 — 52 jest sprzeczne (czyli nie ma
rozwigzan).

6.20. Udowodnij, ze iloczyn rozwigzan réwnania |x -7 | = V11 jest liczbg
catkowita.

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Zbiér rozwiazan nieréwnosci |x + 7| < 2 jest zbiorem wszystkich liczb, ktorych
odlegtos¢ od liczby 7 jest rowna 2.

B. Do zbioru rozwigzan nieréwnosci |x + 7| < 2 nalezy 5 liczb catkowitych.

C. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci |x + 7| < 2 jest przedzial (-9; -5).

2. Rozwigz nieréwno$é¢ 10 < 2|x — 2| — 4.

. : 1 S - o)Xl >5
3. Przedstaw w postaci przedzialu zbidr rozwigzan ukladu nierdwnosci {: | 3<4
x -
4. Przedstaw w postaci |x —a| < b nieréwnos¢, ktorej zbiorem rozwigzan jest prze-
dziat (-2; 14).

5. Udowodnij, ze wszystkie rozwiazania rOwnania |x + 5,4| = 6,8 naleza do zbioru
rozwigzan nieréwnosci |x — 3,9| > 2,5.
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7. Roéwnania i nierownosci
z wartoscig bezwzgledna

Umiejetnosci:
° rozwigzywanie rownan i nierdownosci z wartoscig bezwzgledng

Podczas rozwigzywania réwnan lub nieréwnosci typu |x = b| = a, |x - b| < a,
|x —b| > a korzystalismy bezposrednio z geometrycznej interpretacji wartoéci bez-
wzglednej. PrzesledZzmy na przykiadach, jak mozna rozwiaza¢ podobne zadanie, je-
zeli wyrazenie pod znakiem warto$ci bezwzglednej jest bardziej skomplikowane.

Przyktad €) < zad. 7.6
Rozwigzemy rownanie [2x — 5| =7.

Rozwiazanie

Zadanie rozwigzemy na dwa sposoby. W pierwszym skorzystamy z geometrycznej

interpretacji wartosci bezwzglednej, w drugim — bezposrednio z jej definicji.

I sposéb

[2x —=5|=7 «— przeksztalcamy réwnanie do postaci [x —b| = a

‘Z(x— E)‘ =7
2
7

2’x—§’=7, stad ‘x—§‘=—
2 2 2

Wyznaczamy liczby, ktére na osi liczbowej sa oddalone od g 0 %

5 7 5 7
x==-—-=-lubx==+=
2 2 2 2

x=-11lub x=6

IT sposéb

Zauwazmy, ze |w| =7 tylko wowczas, gdy w =7 lub w = -7. Zatem:
[2x -5|=7 — przyjmujemy w =2x -5
2x-5=71lub 2x-5=-7
2x =12 lub 2x = -2
x=61lub x=-1

Druga metoda rozwigzywania réwnania okazala si¢ w tym wypadku prostsza.

Odp.:x=-11ub x=6

47.6. Rozwiaz réwnanie.

a) |6x — 5| =11
b) |2 -5x| =6
c)3x-7|=8
d) |2x - V3| =3V3

e) Vax? —4x+1=5
f) §\/9x2+12x+4=2
Odp.:a) x = -1 lub x:2§
b)xz—é—1 lub x=1E

5 5
c)x=—% lub x =5

d) x=—-3 lub x =23
e)x=-21lub x=3

f)x=—5% lub x =4

temat 2.11 J

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.7

G Generator

testow i sprawdzianéw
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47.7. Rozwigz nierdwnos¢. Przyktad e zad. 7.7 b, d
1
b) ‘2 — g% >1 Rozwigzemy nieréwnos¢ |3 — 2x| = 5.
d) |11 -5x| >4 Rozwigzanie
Odp.: b) x € (—o0; 5) U (15; o) Te nieréwno$¢ mozna, podobnie jak réwnanie z przykladu 1, przeksztalci¢ do postaci
d) x ¢ <_oo; 1§> U (3; o0) |x—al = b irozwigzywac tak, jak w poprzednim rozdziale. Prostsze wydaje si¢ jednak

inne postepowanie.
Zauwazmy, ze |w| >

5 tylko wtedy, gdy zajdzie jedna z dwoch mozliwosci:
w<-51lubw>z5

-5 0 1 5 w
Zatem:
[3-2x]>5 —— przyjmujemy w =3 - 2x

3-2x<-5lub3-2x=5

-2x< -8 lub -2x>2

x>241lub x <-1
Rozwigzaniem nieréwnosci |3 — 2x| > 5 jest kazda liczba nalezaca do przedzialu
(—o0; —1) albo do przedziatu (4; oo).
Odp.: x € (—o0; —1) U (4; o0)

47.7. Rozwiaz nieréwnos$¢. Przyktad e zad. 7.7 a,¢C
a) 3x -5/ <2
¢) |7x-5|<2

Odp.:a) x € <1; 2%>

c)xe<;;1) 9<w<9

Rozwigzemy nieréwnos¢ [2x + 3| < 9.
Rozwiazanie
Zauwazmy, ze |w| < 9 tylko wtedy, gdy spelniona jest podwdjna nieréwnos¢:

Al oni,ye

;
7
%
%
\//
i

Zatem:

[2x+ 3] <9 — przyjmujemy w = 2x + 3
-9<2x+3<9 —— nieréwno$¢ podwdjna zapisujemy w postaci ukladu
{ 2x+3<9 nieréwnosci
2x+3>-9
2x <6 . [x<3
, czyli
2x > 12 x> -6
Rozwigzaniem nierdwnosci [2x + 3| < 9 jest kazda liczba spelniajaca warunek
-6 <x<3.

Odp.: x € (-6; 3)
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Przyktad o zad. 7.9

Rozwigzemy rownanie ‘Ix -3| - 2‘ =5.
Rozwigzanie
Warto$¢ bezwzgledna wyrazenia |x — 3| — 2 jest réwna 5, wiec:
|x -3]-2=5lub |x-3|-2=-5, czyli
|x =3 =7 lub |x-3]=-3
Drugie réwnanie jest sprzeczne (warto$¢ bezwzgledna zadnej liczby nie jest
réwna —3), rozwigzemy wiec tylko pierwsze.
x=3=71lubx-3=-7
x=10 lub x = —4

Rownanie ‘Ix -3| - 2‘ =5 ma dwa rozwigzania.
Odp.: x =10 lub x = -4
Przyktad ©

Rozwiagzemy réwnanie ||2x +4| - 3‘ =1.

zad. 7.9

Rozwiagzanie

2x+4|-3=1 lub [2x +4] -3 = -1

2x +4| =4 lub [2x + 4| =2
2x+4=41lub 2x+4=-4 lub 2x+4=2lub 2x+4=-2
x=0lub x=-4 lub x=-11lub x=-3

Réwnanie ||2x +4| - 3| =1 ma cztery rozwigzania.

Odp.:x=0 lub x =4, lub x =-1, lub x = -3.

Przyktad @)

Rozwigzemy nier6wnos¢ ||x + 2| - 3| <7.

zad. 711 a,b

Rozwigzanie
|1+ 21 = 3| < 7 tylko wtedy, gdy ~7 < |x +2| -3 <7

+2l-3<7 . [lx+20<10
x+2|-3>-7 lx+2| > -4

Nier6wnos¢ |x + 2| > —4 jest prawdziwa dla dowolnej liczby rzeczywistej, wigc do

rozwigzania zostaje tylko nieréwno$¢ |x + 2| < 10.
-10<x+2<10, stad -12 < x < 8

Odp.: x € (-12; 8)

47.9. Rozwiaz rownanie.
a) ‘|x+3| +5‘ =¥/

b) |lx+31 - V7| = =

) ||x+5|—2‘:1

d) |3\/§—|\/§x—1||:2\/§
&) [9- Va9 - 14x+ 2| = 6
f) ‘4—%m‘=7

Odp.:a) x = =5 lub x = -1
b) x = —n—3—-+7 lub
x=n-3+7

145 I

¢)x=-8lub x=-6 lub x=-4

lub x =-2
d)x:w Thaib

x = w lub
6+2V6+ V2
x=———="1ub

2
. -6-2V6+2
2

e) x=-8 lub x=4 lub x =10

lub x =22
f) x =-23 lub x =21

47.11. Rozwigz nierdwnosé.
a) ‘Ix—7| +1‘ <6
b) 213 - x - 6| <2

Odp.:a) x € (2; 12)
b) x € (-1; 1) U (5; 7)
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47.11. Rozwiaz nierdéwno$¢. Przyktad o zad. 7.11¢,d
1
) |7- ‘EX - 2| >3 Rozwigzemy nierdwnosé ‘2 - 3x+ 6|‘ > 1.
d) ||5x 2 = 3| =4 Rozwigzanie
Odp.: ¢) x € (~00; ~16) U 2-3x+6|>1 lub 2-|3x+6| < -1
U (—4; 12) U (24; o0)
4 —13x+6| > -1 lub —13x+6| < -3
d) x € (—oo; —1—> U (1; o0)
5 [3x+6| <1 lub [3x + 6] >3
-1<3x+6<1 lub 3x+6>3 lub 3x+6 < -3
-7<3x<-5 lub 3x > -3 lub 3x < -9
—§<x<—§ lub x>-11Iub x<-3
7 5
X € <—§; —5) lub x € (=1; 00) lub x € (—o0; =3)
| ) \ J % -
-3 _7 _3 -1 0 x
3 3
7 5
Odp.: x € (—o0; =3) U (——; _§> U (-1; o0)
47.16. Rozwigz réwnanie. Przykfad o zad. 7.16
a) [3x—1|-4x=2 . . . . .
b) |5x + 2] = 2x — 1 Rozwigzemy réwnanie |3x — 2| = 5x + 1. Dla dowolnego wyrazenia a: (@)
c)dx—|7-2x|=9 R . . ® jezelia>0,tolal = a,
) ozwigzanie * jezelia <0,tolal = —a.
d) |x+2| = §x+2 I sposéb
€) |x+5|-2=2x Zauwazmy, ze:
f)3lx—2|-4x=6 ° gdy 3x-220, to |3x — 2| = 3x — 2 iréwnanie ma posta¢: 3x —2 =5x+1,
Odp.: a) x = _% ° gdy 3x-2<0, to |3x—2| = =(3x —2) irdwnanie ma postaé: —=3x+2 =5x+ 1.
b) brak rozwigzan Mamy zatem:
2 -2 -
&) = 2 [3x-220 lub [3x-2<0
T o 3lb ~ 3x-2=5x+1 —3x+2=5x+1
)&= -8l 250 3x > 2 3x < 2
e)x=3 i lub 1
—-2x=3 —-8x=-1
f)x=0
2 2
X = 5 x < 5
1 3 lub 1 1
X =—— X = -
2 L 8

Pierwszy uklad jest sprzeczny, natomiast drugi nie, bo liczba 3 nalezy do przedzialu

<—c>o; %) Jedynym rozwigzaniem réwnania |3x — 2| = 5x + 1 jest liczba %



IT sposéb
[3x -2| =5x+1

Zauwazmy, Ze rOwnanie moze mie¢ rozwigzania tylko przy zalozeniu, ze 5x+1 > 0,

czyli x 2 —é. Wtedy mamy dwie mozliwosci:
3x-2=5x+11lub 3x-2=-5x-1

Stad:

1

3
x=-=lub x=-
2 8

Tylko drugie rozwigzanie spelnia zalozenie x > —é.
1

Odp X = g

Przyktad 0 zad. 7.17

Rozwigzemy nieréwnos¢ x — |2x + 4| < 3.

Rozwiagzanie

Zapisujemy nier6wnos¢ w postaci dwéch uktadéw (podobnie jak w przykladzie 8).

2x+4=20 2x+4<0
1 lub {
x-(2x+4)<3 x+2x+4<3
> - _
<2x/ 4 lub {2x< 4
-x<7 3x < -1
S _ x <=2
[x= 2 lub 1
x>7 x<—§

Odp.: x € (—o0; =2) U (7; o0)

Przyktad @ zad. 7.19

Rozwigzemy réwnanie |x — 2| + |3x + 12| = 26.

Rozwiagzanie

Aby pozby¢ sie znakow wartoéci bezwzglednej, zauwazmy, ze:

x—-220dlax=2
3x+1220 dla x > -4

Liczby 2 oraz —4 dzielg 0§ liczbowg na trzy przedzialy.

-4 0 1 2

W kazdym z tych przedzialéw dane réwnanie przyjmie inng postac.

7. Réwnania i nieréwnosci z wartoscia bezwzgledng

47.17. Rozwiaz nierdwnos¢.
a)2lx+1]-3<2x-1

b)%|2x—5|+1>3x

<) |x+3|>éx+3

d)23-x|+3x-7<1
e)5—|2x—7|2%x—3
f) |x+2|—x>2—§x

Odp.:a) x € (—1; c0)

e

c) x € (—o0; =5) U (0; o0)
d) x € (—o0; 2)

e) x € <—%; 6>

3
f) x € (—o0; =3) U (0; o)
47.19. Rozwiaz rownanie.
a) [x-3|+|x+2|=7
b) [x—1|-|x+5|=6
o) |3—x|+4-2x|=4
d) 2x-16|-|x-3|=3
Odp.:a) x=-3 lub x =4
b) x € (—oo0; —5)
¢) x=1 lub x=3§

d)x:é'% il 7 = 1%

147 I
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I. Dla x € (—o0; —4) mamy |x —2| = -x+2,

[3x + 12| = =3x — 12, zatem: Uwaga - kiedy dzielimy 0§ (1)
(—x+2)+(-3x-12) =26 liczbowa na przedzialy, nie
—_4x = 36 mozemy poming¢ krancow
tych przedziatéw.
x=-9 — =9 € (—o0; —4)

II. Dla x € (—4; 2) mamy |x - 2| = —x +2, |3x + 12| = 3x + 12, zatem:
(—x+2)+(Bx+12) =26
2x =12
x=6 —6¢(—4;2)

III. Dla x € (2; 00) mamy |x —2| = x -2, |3x + 12| = 3x + 12, zatem:
(x—2)+ (3x + 12) = 26
4x =16
x=4 4 € (25 00)

Odp.:x=-9 lub x =4

47.21. Rozwiaz nieréwnosc. Przyktad m zad. 7.21
a) [x—2|+2x—-7| <9
b) [3x — 8| < |x + 6|

o) |x+3|-Ix+1]>2(x+1) Rozwigzanie
d|x+2|+]|x-3]|=>x+3
Odp.: a) x € (0; 6)

b) x € <% 7> o) x € (—o0; 0)
d) x € (—o0; 2) U (4; o0)

Rozwigzemy nieré6wnos¢ [4x — 2| — |5 — x| > 2x.

Aby pozby¢ sie znakow wartoéci bezwzglednej, zauwazmy, ze:
4x-220 dla x>t
5-x20dlax<5

Liczby % oraz 5 dzielg o$ liczbowa na trzy przedzialy.

SN

0 11 5 x

W kazdym z tych przedzialéw dana nieréwnos¢ przyjmie inng postac.

I. Dla x € <—oo; %) mamy |[4x —2| = —4x+2, |5 - x| =5 - x, zatem:
(4x +2) - (5-x) > 2x
-5x>3

3
X < —=
5

. . D - 3 . . 1
Sprawdzamy, ktore rozwigzania nieréwnosci x < -z nalezg do przedziatu (—oo; z):

(-2)om )= (-3

1. 777

]
%)

_3 1 X
5
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II. Dla x € <%, 5> mamy |[4x —2| =4x -2, |5—- x| =5-x, zatem:

(4x-2)-(5-x) > 2x
3x>7

|
7 ) 1 7
X>§ 0 2 3

. . s e ‘s 7 . . 1
Sprawdzamy, ktore rozwigzania nieréwnosci x > 3 nalezg do przedzialu <§; 5>:

(s90() -6
2 3 3
7
Zatem x € (5; 5>.
III. Dla x € (5; c0) mamy |4x — 2| = 4x -2, |5 - x| = =5+ x, zatem:

(4x —2) - (-5+x) > 2x

x>-3

Kazda liczba z przedziatu (5; oo) jest rozwigzaniem nieréwnosci x > —3.
(55 00) N (=35 00) = (5 00)
Zatem x € (5; 00).

Podsumowujac - rozwigzaniami nieréwnoéci |4x—2|—|5-x| > 2x saliczby nalezace

do sumy trzech przedziatow: (—oo; —Z), (7; 5>, (55 00).

3
Odp.: x € (—oo; —é) U <Z, oo)
5 3

Przyktad @ zad. 7.25 47.25. Rozwigz rGwnanie.
Rozwiazemy réwnanie |3x — 7| = |5 + 2x]| b dy i tylk dy, () a) lx + 1] = 3lx 1]
Wi Yy row. = . |a|—|_| wte ylt_y o wtedy, b)|\/§+2x|:|1—\/§x|
gdy a=0b lub a = -b.
Rozwigzanie o) Bx—m+1|= |\/§ - 2x|
Rozwigzaniami tego réwnania sa tylko takie wartosci x, dla ktérych wyrazenia 3x—7 d) a2 -2 VEx +3 =
oraz 5+ 2x sgalbo liczbami réwnymi, albo liczbami przeciwnymi. Zatem:
_ _ = \3x2 +2V6x + 2
3x-7=5+2x lub 3x -7 =-5-2x
Stad: Odp.:a) x = % lub x =2
x =12 lub 5x =2 b) x =-5-3V3 lub x =5-3V3
n-1+3
Odp.: x =12 lub x = % 3 & = 5 tub
x=n-1-+3

d) x=-5-2v6 lub x=5-26
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Odpowiedzi i rozwigzania
71.C

7.2. B

73.D

74. F,P,P

725 ENPYE

7.6. a) x = -1 lub x=2§
b)x=-2 b x=13
5 5

c)x:—% lub x =5
d) x=-V3 lub x =23
e)x=-21lub x=3
f)x:—s§ Tub x = 4

7.7.a) x € <1; 2§>
b) x € (—o0; 5) U (15; o0)

C) x € (;, 1)

d) x e (—00; 1§> U (3; o)
€) x € (—oo; —5) U (1; 00)
f)xe(—lg; 2)
78.a)x=2

b) x e R—{V5-1}

c) brak rozwigzan
d) x eR

Dziat 2. Réwnania i nierdwnosci

W kazdym z zadan 7.1-7.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

7.1. Wskaz réwnanie, ktére nie jest spetnione przez wszystkie liczby rzeczywiste.

A lxl-Ixl=x*  B.lx|+|x|=12x] C.|x|-x=0 D. |x] + |x| = 2V/x2

7.2. Wskaz rownos¢ prawdziwa.
A |m—-3,14/=0
B. |n—3,14| = - 3,14

C.|n-314/=314-n
D.|-3,14— 7| = - 3,14

7.3. Wskaz wszystkie rozwigzania réwnania [2x — 1| = |x + 7|.
A.x=8 B.x=21ub x=8 C.x=-2 D.x=-21Iub x=38

7.4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Réwnos¢ |x — 7| = x — 7 zachodzi dla kazdej liczby x z przedziatu (-7; oo).
B. Réwnos¢ |x — 7| = x — 7 zachodzi dla kazdej liczby x z przedziatu (7; oo).
C. Réwnos¢ |x — 7| = x — 7 zachodzi dla liczby x réwnej 7.

7.5. Dane jest rownanie |x — 6| = 2x. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. Jedynym rozwigzaniem tego réwnania jest liczba —6.

B. Jedynym rozwigzaniem tego réwnania jest liczba 2.

C. Réwnanie to ma dwa rozwigzania: —6 oraz 2.

7.6. Rozwigz réwnanie.

a) |6x—5|=11 d) |2x—\/§|=3\/§

b) 2-5x|=6 e) Vix?—4x+1=5

Q) 13x-7]=8 f) %\/9x2+12x+4:2
7.7. Rozwigz nierdwnos¢.

a) |3x—-5]<2 d) |11 —-5x| >4

b) |2—§x‘>1 e) 9—VIx2+36x+36<0
¢) |7x-5|<2 f) V1-14x+49x* < 13

7.8. Rozwigz nier6wnosc¢.

a) 1-16-3x| =1 c)5+’3éx—7‘<1

b) [x=V5+1|>0 d) 9>6-|2x-8|



7. Réwnania i nieréwnosci z wartoscia bezwzgledna

7.9. Rozwiaz réwnanie.

a) [lx+31+5|=7 d) [3v2 - [Vax 1] =23
b) ‘|x+3|—\/7|=7t e) |9—\/49—14x+x2‘:6
) ‘|x+5|—2‘=1 ) ‘4—%\/x2+2x+1‘=7

7.10. Wykaz, ze réwnanie Hlx +3| - 5’ - 2| + 1 =0 nie ma rozwigzan.

7.11. Rozwigz nierdwnos¢.
a) [lx-71+1| <6 d) [I5x+2] - 3] > 4

b) ‘2|3—x|—6‘<2 e) ‘\/0,16x2—4x+25—2‘<3

c) ‘7— |lx—2|
2

>3 ) 7—’3—2|11—3x||<2

7.12. Narysunku przedstawiono zbidr wszystkich liczb rzeczywistych spetniajacych
nierownos$¢ |2x — 6| < 12. Wskaz wielkos$¢ m.

-3 m X

A m=2 B. m=18 C.m=5 D.m=9
7.13. Wyznacz wszystkie liczby naturalne spetniajgce nieréwnosé¢ |x — 7| < 4.

7.14. Wyznacz wszystkie liczby naturalne spelniajace podany uklad nieréwnosci.

|x| > 2
|[x -3 <2

7.15. Wsrdd podanych nieréwnosci jedna jest spetniona przez kazda liczbe rzeczy-
wistg, a jedna nie ma rozwigzan. Wskaz te nieréwnosci.

L ‘Ix—5|+2‘+320 III.||2x+3|—5|+1<0

IL. ‘|5x—1|—3|—220 IV.||3x+2|+1|—5<0

7.16. Rozwigz réwnanie.

a) [3x—1]-4x =2 d) |x+2|:§x+2
b) |5x+2|=2x-1 e) |[x+5/-2=2x
c) 4x—17-2x|=9 f) 3lx-2|-4x=6

79.a) x=-51ub x=-1

b) x = —n—3—+7 lub
x=m-3+V7

¢)x=-81lub x=-6lub x=-4
lub x = -2

PP

‘- —6+2V6+ V2 lub

2
6+2V6+ 2
X=— lub

‘e -6-2V6+2

2
e) x=-8 lub x=4 lub x =10
lub x =22
f) x =-23 lub x =21

7.11. a) x € (2; 12)
b) x € (-1; 1) U (5; 7)
¢) x € (—o0; —16) U

U (—4; 12) U (24; o0)

dix'e (—oo; —1;3> U (1; o0)
e) x € (0; 25)

f) x ¢ <—<>0; 2%) U (5; o0)
7.12. D

7.13.4,5,6,7, 8,9, 10
7.14.3,4,5

7.15. spelnione przez kazda liczbe
rzeczywista: I, brak rozwigzan: II1

7.16. a) x = —%
b) brak rozwigzan
2

= 2—
<) x 3

d) x=-31lub x=0
e)x=3
f) x=0
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7.17. a) x € (—1; o0)

b) x € (—oo; g)

¢) x € (—o0; =5) U (0; o0)
d) x € (—o0; 2)

e) x € <—§; 6>

f) x € (—o00; =3) U (0; o)
7.18. a) x € (—4; -3)

b) x € (=10; 7) U (9; 20)

¢) x € (1; 3) U {5}
d) brak rozwigzan

7.19.a) x=-3 lub x =4
b) x € (—o0; —5)

¢) x=1 lub x:3§

d)x=5§ liels 2 = 16

7.20. a) x = —% lub x =4

b) brak rozwigzan
¢)x=01Ilub x=6
d) x € (—o0; —4)

7.21. a) x € (0; 6)

b) x € <%, 7>

¢) x € (—o0; 0)

d) x € (—o0; 2) U (4; 00)

7.22.a) x € R
5) 2 @ <—1§; 4>
5

c) brak rozwigzan

d) x <3; 4%>

7.23. a) x = 2 lub x=3é
5 5

b)x=—l lub x=é
4 5

c)x:—l lub x:13%
7 3
d) x € (-1; 1)

7.24. 2) x € <—£ _2

22; 22
b) x eR
c) x € (—o0; —6) U <§, oo)
d) brak rozwigzan

7.17. Rozwigz nierdwnos¢.
a) 2|lx+1|-3<2x—-1

b) %IZx—5|+1>3x
c) |x+3|>éx+3

7.18. Rozwigz uklad nieréwnosci.

Va2 =350

a

) ‘lx+l|<1
3573
1-02x|-3<0

b {10z

1-Vx2-16x+64<0

7.19. Rozwigz réwnanie.

a) |[x=-3|+|x+2|=7

b) [x-1|-|x+5/=6
7.20. Rozwiaz réwnanie.

a) 3x—1|+2|x+2| =9+ 3x
b) 2x-3|-13x-2|=5-x
7.21. Rozwigz nierdwnos¢.
a) |x—-2|+2x-7| <9

b) [3x - 8| < |x + 6]

7.22. Rozwigz nierdwnos¢.
a) |[x+1|+3|x-1]>4x-5

b) |x+3|+%(4—x)>|2x—1|

7.23. Rozwiaz réwnanie.

d)23-x|+3x-7<1

e) 5-2x-7z2=x-3

N | =

f |x+2|—x>2—§x

5+§|3x—12|26

|x—3|+|x2‘$x2+2

d) 1-(x=5)2>0

Va2 +2x+1- V12550

) 3-x|+]4-2x|=4
d) 2x-16|-|x-3]=3

¢) VAx?+20x+25-3V1-2x+x2=2
d) 2|x +4] + 12 = |2x — 4|

o) |x+3|—|x+1]>2(x+1)
d) [x+2|+|x-3]=2x+3

o) 13-3x|-12-x|<2x-6

d) |[x-2]-3V4x2 -28x+49>1-«x

a) |x—-2|+4-2x|-13x-6|+|10-5x| =8

b) 3x-1|+]2—-6x]+x=5

) |x+3|+2/4—x|-13x+9]| +|3x—12| =15
d) 2x+2|-|x-1]-|x+1=2-]2-2x]|

7.24. Rozwigz nierdwnosc.

a) |[x+0,5—|-2x—1|+42x+ 1|+ ]2 +4x| <3

b) |x—3|+[2x+6] =2+ |x+ 3|

c) 8—2x+|x+1|-|-2x-2|-13x+3| <0

d) |x+ V3| +2V3 - 2x| <3+ |x - V3|
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7.25. Rozwigz réwnanie.
a) |x+1] =3lx-1 ) Bx—m+1|=|V3-2x|

b) [V3+2x| = |1 - V3x| d) \/2x2—2\/3x+3=\/3x2+2\/3x+2

7.26. Rozwiaz nier6wnos¢.

a) V4x?-12|x|+9>1 c) V25x2-20|x|]+4 <1
b) Vox2—6|x|+1<2 d) V49x% - 56|x| + 16 = 3

7.27. RozwigZz rownanie ‘lx -1] - 2‘ +2 ‘|x -2| - 1‘ +3]2x - 6| = 0.

7.28. Rozwiaz rownanie /x2 + 2x + 26 — 10|x + 1| = 3.

7.29. Udowodnij, ze dla kazdej pary liczb x € R i y € R takich, ze x # y,

o o iy 1
prawdziwa jest nierdwnos¢é: |x — y| + 22

[x -y

7.30. Udowodnij, ze dla kazdej paryliczb x € R i y € R prawdziwa jest nier6wnos¢

x| + 1yl
— > )
5 VIxyl

1. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Rownos¢ [3x—12| = —3x+12 jest spelniona przez wszystkie liczby x z przedziatu
(—o0; 4).

B. Réwnos¢ [3x—12| = —3x+12 jest spelniona przez wszystkie liczby x z przedziatu
(—o0; 4).

C. Réwnos¢ [3x — 12| = 12 — 3x nie zachodzi dla zadnej liczby rzeczywistej x.
2. Rozwigz réwnanie |1 —|x+ SI‘ =3,

3. Rozwigz nierdwnosé |1 -1 - x|| <1.

4. Rozwiaz nierownos$¢ |x| + 6m > X.

5. Rozwigz réwnanie |x — 1|+ [2x + 3|+ [4 — x| + x| = 0.

1 e-yP+1-2x-y (x-y-1)
7.29. |x - y| + -2= - >0,
lx =yl lx -yl lx -yl
bo (|x—y|—1)2>01|x—y|>0. Zatem |x—y|+|x_y|>2dlaX,)’€RiX¢y.
2
Wl —  Webi-2viEil (V- )
- . T = = = 2 A ,
7.30 5 [xyl 5 5 0 dla x, yeR

|x] + [yl
© = > +/lxy| dla x, y € R.

7.25.a)x=% Iub x =2

b) x=-5-3V3 lub x =5-33
Q) x = m-1+V3 lub

5
x=n—-1-+3
d) x=-5-2v6 lub x=5-26
7.26. a)
x € (—o0; =2) U (=1; 1) U (2; o0)
b) x € (-1; 1)
€) x € (—0,6; —0,2) U (0,2; 0,6)
d)

x € (—o0; —1) U <—%; %> U (1; o0)

7.27. x =3
7.28. x € {-9, -3, 1,7}

Prosto do matury
1. PP, F

2. x €{-9, -1}
3. xe(-1;1)uU(l; 3)
4. x € R

5. brak rozwigzan



s 154 Dziat 2. Réwnania i nierdwnosci

8. Rownanie liniowe i nierownosc¢
liniowa z parametrami

Umiejetnosci:
° rozwigzywanie rownan i nierdownosci liniowych z parametrami

Przypomnijmy, ze rownanie ax + b = 0, w ktorym x jest niewiadoma, a i b sa
liczbami danymi, nazywamy réwnaniem liniowym z jedng niewiadoma. Liczby aib
wystepujace w zapisie ax+b = 0 nazywamy wspotczynnikami réwnania liniowego.
Prze$ledzimy sposob rozwigzywania réwnania ax +b = 0 w zaleznosci od wartosci
jego wspolczynnikow. W prawej kolumnie tabeli podajemy odpowiednio dobrane
przyklady ilustrujace omawiane sytuacje.

| przypadek: a# 0

Roéwnanie Przeksztalcamy réwnanie

ax+b=0 23x-7)=3x+1
mozna przeksztalci¢ do postaci 3x-15=0 —a=3ib=-15

ax =-b 3x =15
Skoro a # 0, mozemy podzieli¢ obie Dzielimy obie strony réwnania przez 3.
strony réwnania przez a.

X = - x=5

a
Rdéwnanie ma jedno rozwigzanie. Réwnanie ma jedno rozwigzanie.
Il przypadek: a=0i b=0

Réwnanie Przeksztalcamy réwnanie

ax+b=0 4(5x — 3) = —2(6 — 10x)
ma postac 20x —12 = -12 + 20x

0-x+0=0 0-x+0=0 «—a=0ib=0
Réwnanie jest tozsamo$ciowe, czyli jego Réwnanie jest tozsamo$ciowe, czyli jego
rozwigzaniem jest kazda liczba rozwigzaniem jest kazda liczba
rzeczywista: x € R. rzeczywista: x € R.

Il przypadek: a=0i b#0

Réwnanie Przeksztalcamy roéwnanie

ax+b=0 —3(4x —5) = 2(1 - 6x)
ma postac -12x+15=2-12x

0-x+b=0 0-x+13=0 «—a=0ib=13
Réwnanie jest sprzeczne, czyli nie ma Réwnanie jest sprzeczne, czyli nie ma
rozwigzan. rozwigzan.

temat 5.8

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.8

Generator

testéw i sprawdzianéw
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Udowodnili$my w ten sposdb nastepujace twierdzenie.

Roéwnanie liniowe ax +b = 0:
ma jedno rozwiazanie, gdy a # 0,
jest tozsamo$ciowe, gdy a =0ib =0,
jest sprzeczne, gdy a =01ib # 0.

Jezeli a # 0, to rozwigzaniem réwnania ax +b =0 jest x = ——.
a
Rownanie liniowe z jednym parametrem

Zajmiemy sie analizg réwnan liniowych, w ktorych poza niewiadoma x wystepuje
jeszcze jedna litera oznaczajaca liczbe.

Przyktad €)

Dane jest rownanie 3x + m — V2 =0, w ktérym x jest niewiadomg, a m oznacza
pewng liczbe. Zapiszemy to réwnanie dla m przyjmujacych wartosci: 5, =7, 0, V2.
Rozwigzanie

3x+5-V2=0 «—m=5 3x-V2=0 —m=0

3x-7-V2=0 —m=-7 3x =0 —m=1\2 )

Litere, ktéra w danym réwnaniu oznacza pew- o )

. . . Obrazowo méwigc, réwnanie ((( )))
ng liczbe, nazywamy parametrem. Rozwigzywanie 7 parametrem jest zapisem
réwnania z parametrem polega na okreslaniu liczby calej rodziny rownan.

i postaci rozwigzan réwnania w zaleznosci od tego,
jaka liczba rzeczywista zostata podstawiona w miejsce litery oznaczajacej parametr.
W ponizszych przykladach x oznacza niewiadoma, a pozostale litery to parametry.

Przyktad @) < zad. 8.3
Rozwiazemy réwnanie 3x + m — V2 =0.

Rozwigzanie V3
3x+m—V2=0, czyli 3x = -m+ V2, stad x = ~—

. i . . o V2-m
Dla kazdej wartosci 1 réwnanie ma jedno rozwigzanie x = 3
V2-5
3 Réwnar postaci 3x+m—+2 = 0 jest (« )))
> nieskonczenie wiele, ale kazde z nich
e dla m = 0 rozwigzaniem jest x = ER ma doktadnie jedno rozwigzanie.

. Na przyktad:

e dla m =5 rozwigzaniem jest x =

e dla m = V2 rozwigzaniem jest x = 0.

48.3. Rozwigz rownanie
Z parametrem 1.
a)2x+3m=>5

b) mx-7m=x-m
m(x+1)-2m=x+3
d) 5mx —m = 10x -2

2= 3m dla m e R

Odp.:a) x =

b)x:—6m dla m # 1,
m-—1

brak rozwigzan dla m =1

c)x:m—+3 dla m# 1,
m~—1

brak rozwigzan dla m =1

& x=; dam#2,

xeR dlam=2
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48.4. Rozwigz réwnanie
z parametrem K.

a) Kx-1=x-5k
b) Kx+7k=x+7
c) kx+1=k+Kkx
d) K*x+V3-k=3x

1-5k
Odp.: a) x = e dla

k € R—{-1, 1}, brak rozwigzan

dla k=-11ub k=1

b) x=——— dla ke R—{-1, 1},
k+1

brak rozwigzan dla k = -1, x € R

dla k=1

o) % = —i dla k € R— {0, 1},

x € R dla k =1, brak rozwigzan

dla k=0

1
d = —— dl
) x k++3 a

keR-{-V3,V3}, xeR da

k = /3, brak rozwigzan dla
k=-3

Dziat 2. Réwnania i nierdwnosci

Przyktad e

Rozwigzemy réwnanie mx + 3 — 2m = 0.
Rozwiazanie
mx =2m-—3
Aby wyznaczy¢ x, nalezy obie strony roéwnania podzieli¢ przez m. Mozna t¢ operacje
wykonac¢ tylko przy zatozeniu, ze m # 0. Musimy zatem rozwazy¢ dwie sytuacje.

3 3
,ezyli x=2- =
czyli x -

. 2m -
I m#0. Wéwczas x = —
II. m = 0. Wtedy réwnanie ma posta¢ 0-x = -3 inie ma rozwigzan.

Odp.: Dla m # 0 réwnanie ma jedno rozwiagzanie x = 2 - —, dla m = 0 réwnanie
. . , m
nie ma rozwigzan.

Przyktad @) <84

o . 2
Rozwigzemy rownanie k“x + 3 = k + 9x.

Rozwiazanie
Kx-9x=k-3
(K -9)x=k-3
(k+3)k-3)x=k-3

«— grupujemy wyrazy z niewiadoma po jednej stronie réwnania
«—— wylaczamy x poza nawias

—a’ b’ =(a+b)a-b)

I. Jezeli k #+ -31ik # 3, to obydwie strony réwnania mozemy podzieli¢ przez

k -

wyrazenie (k +3)(k —3). Wtedy x = (k+3)(k-3)

, ezyli x = Pt

II. Jezeli k = —3, to rownanie ma posta¢ 0-x = —6 i nie ma rozwigzan.
III. Jezeli k = 3, to rownanie ma posta¢ 0-x = 0 ijest tozsamosciowe.
Odp.: Dla k = -3 réwnanie nie ma rozwigzan, dla k = 3 rozwiazaniem jest kazda

liczba rzeczywista, dla k # -3 i k # 3 rozwigzaniem jest x = ﬁ

Przykiad ©

Dla jakiej wartosci parametru m réwnanie (m” + m)x — 5m = 5 jest rownaniem
tozsamosciowym?
Rozwiazanie
m(m+1)x =5(m+1)
Réwnanie liniowe tozsamos$ciowe to rdwnanie postaci 0 - x = 0.
Zatem muszg by¢ spetnione dwa warunki: m(m +1) =0 i 5(m+ 1) = 0.
Jedyna liczbg spelniajacg obydwa warunki jest m = —1.

Odp.: Réwnanie jest tozsamosciowe dla m = —1.
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Przyktad o zad. 8.6 48.6. Dla jakich wartosci
. . . . B . _ X parametru m rozwigzaniem
Dla jakiej wartoéci parametru k rozwigzaniem rownania (3k + 4)x = —6k — 1 jest T6wnania (114 3)% — 5= 311 jest
liczba 57 liczba —2?
Rozwiagzanie Odp.: m = o1
(3k+4)-5=-6k-1 «—— w miejsce niewiadomej x podstawiamy 5 5
15k +20 = -6k — 1 «—— rozwigzujemy réwnanie z niewiadoma k
21k = =21, stad k=-1
Sprawdzmy, podstawiajac do danego réwnania k = —1.
B (-)+4)x=-6-(-1)-1, czyli x=5
Odp.:k=-1
Roéwnanie liniowe z kilkoma parametrami
Réwnanie liniowe moze mie¢ wiecej parametrow. Najcze$ciej oznacza sie je literami:
m, k, p lub poczatkowymi literami alfabetu, gdy?z litery koncowe tradycyjnie stuza do
oznaczania niewiadomych.
Rozwigzywanie réwnan liniowych z wigkszg liczbg parametréw nie rézni sie od roz-
wigzywania rownania z jednym parametrem. Przesledzmy to na przykladach.
Przyktad o zad. 8.17 48.17. Rozwigz réwnanie

z parametrami m i p.

a) (x+1)ym=2m+p

Rozwigzanie b) px-m=x+3
x=k-1-m

Rozwigzemy rownanie x +m =k — 1 z parametrami m oraz k.

Odp.:a)x=1+£ dla m #0

ipeR xeRdlam=p=0,

brak rozwigzandla m=01i p# 0

Przyktad
y 0 b)x:’:jf dla p#1imeR,

xeR dla p=11i m=-3, brak
rozwigzandla p=11im# -3

Odp.: Dla dowolnych warto$ci m i k réwnanie ma jedno rozwigzanie x = k— 1 —m.

Rozwigzemy réwnanie kx —3 = m z parametrami m oraz k.

Rozwigzanie

kx=m+3 Jezeli w odpowiedzi nie po-  ((+))
o m+3 dajemy warunku dla jakiego$
I Jezeli k#0, to x = P parametru, oznacza to, Ze pa-

rametr ten moze przyjmowac

II. Jezeli k=0 i m = -3, to rGwnanie dowolna wartoéé liczbowa.

jest tozsamosciowe.

IIL. Jezeli k =0 i m # —3, to rOwnanie jest sprzeczne.

Odp.: Dla k # 0 réwnanie ma jedno rozwigzanie x = mTH, dla k=01im=-3

rozwigzaniem jest kazda liczba rzeczywista, dla k =0 i m # —3 nie ma rozwigzan.
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48.18. Rozwigz réwnanie

m’x —m = p’x + p, wktérym m

i p s3 parametrami.
1
Odp..x— m—_p dla m#p

im+-p, xeR dla m=—p,
brak rozwigzan dla m = p # 0

Przyktad e

Rozwigzemy réwnanie (x —m)(p +2) = —6 z parametrami m oraz p.

Rozwiazanie
px+2x—mp—2m= -6
px+2x=mp+2m-6
(p+2)x=mp+2m—6

mp +2m—6

+2

II. Jezeli p = -2, toréwnanie ma postac:
0-x=m-(-2)+2m-6
0-x=-6

Zatem dla p = -2 réwnanie jest sprzeczne niezaleznie od wartoéci parametru m.

M, azyli x=m-—

I. Jezeli p# -2, to x = - FrES

, stad x =

Odp.: Dla p # -2 réwnanie ma jedno rozwigzanie x = m — I%’ dla p=-2

rownanie nie ma rozwigzan.

Przykiad () « zad.8.18
Rozwigzemy réwnanie k*x — k = m*x —m z parametrami k oraz m.
Rozwigzanie
Kx -k =m’x —m
Kx-m’x=k-m
(kz—mz)x:k—m
(k-m)(k+m)x=k-m
I. Jezeli k- m+#0ik+m+0, to x=

k-m
(k —m)(k +m) k+m’
II. Jezeli k—m =0, to réwnanie ma posta¢ 0-x = 0 ijego rozwigzaniem jest kazda
liczba rzeczywista.
II1. Jezeli k+m = 0, to rGwnanie ma posta¢ 0-x = k—m iliczba rozwigzan réwnania
zalezy od wartosci wyrazenia k —m. Zauwazmy, Ze rozwigzaniem uktadu:
{ k+m=0
k-m=0
jest para liczb k =0, m =0, zatem powtarza si¢ sytuacja z punktu II.
Natomiast gdy k = —m # 0, to réwnanie nie ma rozwigzan.

, czyli x =

Odp.: Dla k # m i k # —m réwnanie ma jedno rozwigzanie x = k%’ dla
m

k = m rozwigzaniem jest kazda liczba rzeczywista, dla k = —m # 0 réwnanie nie
ma rozwigzan.
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Przyktad m zad. 8.20

Za k opakowan ryzu Tomasz zaplacil o p zt mniej niz za m opakowan tego samego
ryzu. Ile kosztowalo jedno opakowanie ryzu?

Rozwigzanie
Niech x oznacza ceng jednego opakowania ryzu.
kx+ p=mx

Po przeksztalceniu réwnania z niewiadoma x otrzymujemy:

p=m-k)x
Stad mamy:
__P
m—k

Z tredci zadania wynika, ze m > k > 0 i p > 0. Zatem otrzymane wyrazenie
Lk’ opisujace cene jednego opakowania ryzu, ma warto$¢ dodatnia dla dowolnych
m—

wartosci m, k i p spetniajacych te nieréwnosci.

4
m-—k

Odp.: Cena jednego opakowania ryzu wynosi x = ddlam>k>01p>0.

Nierownos¢ liniowa z parametrem

Nier6wnos¢ liniowa z jedng niewiadoma to nieréwnos¢, ktorg mozna zapisaé w jed-
nej z dwoéch postaci:

° ax+b>0,

e ax+b=0,

gdzie x jest niewiadomg, a wspétczynniki a i b sg liczbami danymi.

Przesledzmy sposob rozwigzywania nieréwnosci liniowej z parametrem na przy-
ktadach.

Przyktad @ zad. 8.21
Rozwiazemy nieréwnos$¢ 3x — 2m + 6 < 0 z parametrem .

Rozwigzanie

3x <2m -6, stad x < 2m =6

3

Odp.: Dla kazdej wartoéci parametru m zbiorem rozwigzan podanej nieréwnosci jest
. 2m-—6
przedziat (—oo; m3 >

48.20. Kwote k zlotych
wyplacono z bankomatu

w banknotach
piecdziesieciozlotowych

oraz stuztotowych.

Wyznacz liczbe banknotéw
pie¢dziesigciozlotowych

w zaleznosci od k, wiedzac, ze
liczba wszystkich banknotow
wynosita 40.

Odp.: 400500_ K dla
k € {2000, 2050, 2100, ..., 4000}

48.21. Rozwigz nieréwnos¢
z parametrem K.

a) 2(kx - 3) < 3k

b) (5-2x)k+2 < 7k

O 1-3kx>5(k+ 1)

d) 5—kx >2k(x-3)+2

Odp.:a) x € R dla k=0,
3k+6

x < dla k>0,
2k

> K6 g1 k<0
2k

b) brak rozwigzan dla k = 0,
x> -1 da k>0,

x<z-1dlak<0

¢) brak rozwigzan dla k = 0,
x<-13 da k>0,

x> —1% dla k<0

d) xeR dla k=0,
k<24 da k>0,

x>2+idhk<0

159 I
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48.2. Patrzs. 161.

Przyktad @ zad. 8.2

Dana jest nieréwno$¢ px > p + 2 z parametrem p. Ocen prawdziwo$¢ podanych
zdan.

A. Dla p =4 zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest przedziat (1; oo).

B. Dla p =0 nieréwno$¢ jest sprzeczna.

C. Dla p =1 zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest przedziat (3; co).

Rozwiazanie

Do oceny prawdziwosci podanych zdan nie musimy tej nieréwnosci rozwigzywac.

Najprosciej bedzie podstawi¢ podane wartosci parametru p.

A. Jezeli p =4, to nieréwno$¢ ma postaé 4x > 4 + 2, zatem zbiorem jej rozwigzan
nie jest przedzial (1; o).

B. Dla p =0 nieréwno$¢ ma posta¢ 0-x > 2 ijest sprzeczna.

C. Dla p =1 nieré6wno$¢ ma posta¢ x > 1 + 2, zatem zbiorem jej rozwigzan jest
przedzial (3; o).

Odp.: Zdanie A jest falszywe, zdania B oraz C sg prawdziwe.

Przyktad @

Rozwiazemy nieréwnos$¢ px —2p > 0 z parametrem p.

Rozwigzanie
px>2p

I. Jezeli p =0, to nier6wnos$¢ ma posta¢ 0-x > 0 inie ma rozwiazan.

II. Jezeli p > 0, to obie strony nieréwnoséci mozemy podzieli¢ przez liczbe p. Zwrot
nierdwnosci nie zmienia si¢ i otrzymujemy x > 2.

III. Jezeli p < 0, to obie strony nieréwnosci takze mozemy podzieli¢ przez liczbe p,
ale zwrot nieréwnoéci zmienia si¢ i otrzymujemy x < 2.

Odp.: Jezeli p = 0, to nieréwnos¢ nie ma rozwigzan. Jezeli p > 0, to x € (2; o0).

Jezeli p <0, to x € (—oo; 2).

Przykiad ©
Rozwiazemy nieréwnos¢ 2px —2x < 3 p2 — 3 z parametrem p.
Rozwigzanie

2p-Dx<3(p-D(p+1)

I. Jezeli p =1, to nierdwnos¢ ma posta¢ 0-x < 0 ijest spelniona przez dowolna
liczbe rzeczywista.
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II. Jezeli p > 1, to obie strony nieréwnosci mozemy podzieli¢ przez liczbe dodatnia
2(p — 1). Zwrot nieréwnosci nie zmienia si¢ i otrzymujemy nieréwnos¢:
< 3(p+1)
2
IIL Jezeli p < 1, to obie strony nieréwno$ci mozemy podzieli¢ przez liczbe ujemna
2(p — 1). Zwrot nieréwnosci zmienia si¢ i otrzymujemy nieréwno$é:
> 3(p+1)
2
3(p+1
Odp.: Jezeli p=1, to x € R. Jezeli p>1, to x € <—oo; (p2 )>.]eieli p<l1,
3(p+1
to x € < (p ); oo).
2
Przyktad @ zad. 8.24 48.24. Dla jakich wartosci
. S . (. . ' arametru m zbiorem rozwiazan
Sprawdzimy, czy istnieje taka warto$¢ parametru k, dla ktérej podana nieréwnosé E ‘eréwnodei ¢
jest spelniona przez dowolng liczbe rzeczywista. o+ 1)=2(2x=4)> (4 1)x=5
kx +2k < 3x +4 jest przedziat (—oo; 3%)?
Rozwigzanie L
kx +2k <3x+4 Przyktadami nieréwnosci spetnionych () Odp.:m =3

przez dowolna liczbe rzeczywista sa:

kx —-3x < -2k+4 0-%>—4 0-%<5

(k-3)x<-2k+4
Zauwazmy, ze aby nieréwnos$¢ byla spelniona przez dowolna liczbe rzeczywista,
wspotczynnik przy niewiadomej x musi by¢ réwny 0. Ten warunek jest spelniony,
gdy k =3. Aledla k =3 nieréwnos¢ ma posta¢ 0-x < —2 inie ma rozwigzan.

Odp.: Nie istnieje taka warto$¢ parametru k, dla ktérej nieréwnos¢ kx +2k < 3x +4
jest spelniona przez dowolng liczbe rzeczywista.

Odpowiedzi i rozwigzania

8.1. Dane jest rownanie x — 2k = 10 z parametrem k. Ocen prawdziwos¢ zdan. 8.1. P,EF
A. Dla k =0 rozwigzaniem réwnania jest liczba 10.

B. Dla k =5 rozwigzaniem réwnania jest liczba 0.

C. Dla k = V3 rozwigzaniem réwnania jest liczba 12+/3.

8.2. Dana jest nierownos$¢ px > 2p —2 z parametrem p. Ocen prawdziwo$¢ zdan. 82 F FF
A. Dla p =4 zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest przedziat (—1; co).

B. Dla p =2 nieréwnos¢ jest sprzeczna.

C. Dla p =1 zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest przedziat (1; co).
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5-3m

8.3.a) x = dla m e R

b) x = " dla m# 1,
m—1

brak rozwigzan dla m = 1

c)x=m—Jr3 dla m# 1,
m-—1

brak rozwigzan dla m =1

d)x= dam#2,

xeRdlam=2

1-5k
8.4.a) x = P dla

k € R—{-1, 1}, brak rozwigzan

dla k=-11ub k=1

b) x=——— dla ke R—{-1, 1},
k+1

brak rozwigzan dla k = -1,

xeRdla k=1

o) % = —i dla k € R— {0, 1},

xeR dla k=1,

brak rozwigzan dla k = 0

1
d = dl
) x k+3 a

keR- {—\/5, \/5}
x R dla k= 3,
brak rozwigzan dla k = —/3

85. . x=2dla k> -1,
x=-2dla k<-1,
x€R dla k=-1

1

8.6. m=-2-
5
8.7. k <—1; 43>
3 3
8.8. k=2

8.9. Nie ma takiego k.
8.10. m ¢ (oo 1)
5

811.a) k=1

b) Nie ma takiego k.
8.12. a) p € (—o0; 5)
(o)
e (w22
d) p € (-4 )

8.13. m ¢ (—l; oo)
2

8.3. Rozwigz réwnanie z parametrem .
a) 2x+3m=>5
b) mx-7m=x-m

) mx+1)-2m=x+3
d) 5mx—m=10x -2

8.4. Rozwigz réwnanie z parametrem k.
a) kK’x—1=x-5k
b) K’x+7k=x+7

Q) kx+1=k+kx
d) Kx+V3—k=3x

8.5. Rozwiaz réwnanie |k + 1|x — 2 = 2k, w ktérym k jest parametrem.

8.6. Dla jakich warto$ci parametru m rozwigzaniem réwnania (m + 3)x — 5 = 3m
jest liczba —2?

8.7. Dla jakich wartoéci parametru k rozwigzanie réwnania

x-9 _ 3k—x_3x—

1
_ . . 1. 2
1 10 > 5 nalezy do przednalu ( 1; 2) ¢

8.8. Dla jakich wartoéci parametru k rownanie k’x + 4 [3 - (k- l)x] = 12k nie

ma rozwigzania?

8.9. Dla jakich wartoéci parametru k réwnanie k*x — 7k = 10 — 6x jest tozsamo-
$ciowe?

8.10. Dla jakich wartosci parametru m rozwigzanie réwnania

7x —3m = 2(m+ 1) + 3x jest mniejsze od Z?

8.11. Dla jakich wartosci parametru k podane réwnanie jest tozsamo$ciowe?
a) 2—kx=2k-x b) kx+5=3x+1

8.12. Dla jakich wartosci parametru p podane réwnanie jest sprzeczne?
a) [x-1=p-5

b) 2|x-3|+3p=2(1-p)

¢) 5p—|x+2/=2(p-4)

d) VX2 —10x+25+4p> +5=(1-2p)* +3p

8.13. Dlajakich warto$ci parametru m rozwigzanie réwnania 2m+3(x—5m) = m+9

jest wieksze od rozwigzania réwnania 2V9x? — 12x + 4 — %(Zx -3)= 1% - x?
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8.14. Dla jakich wartosci parametru m kazde rozwigzanie rOwnania

m(x—1)— m? =3m+ 2(2 — x) jest nie wicksze od g?

8.15. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie |m — 1| - |x| - 2|x| =3
ma rozwigzanie?

8.16. Wykaz, ze dla dowolnej wartosci parametru m rdwnanie
2(4 - 3x) + mx = 2(m — 2) ma co najmniej jedno rozwigzanie.

8.17. Rozwigz réwnanie z parametrami m i p.
a) (x+1)ym=2m+p b) px-m=x+3

8.18. Rozwigz réwnanie m’x —m = p’x + p, wktérym m i p sa parametrami.
8.19. Rozwigz réwnanie px + 1 = k* — 2x, wktérym k i p sa parametrami.

8.20. Kwote k ztotych wyplacono z bankomatu w banknotach pieédziesiecioztoto-
wych oraz stuzlotowych. Wyznacz liczbe banknotéw piecdziesi¢cioztotowych w za-
leznosci od k, wiedzac, ze liczba wszystkich banknotéw wynosita 40.

8.21. Rozwigz nieréwno$¢ z parametrem k.
2) 2(kx - 3) < 3k & 1-3kx>5(k+ )
b) 5-2x)k+2< 7k d) 5-kx>2k(x—-3)+2

8.22. Dla jakiej wartosci parametru p zbiorem rozwigzan nieréwnosci
5x—3p—8>0 jest przedzial (10; o0)?

8.23. Rozwigz nieréwnos¢ z parametrem .
mx+1 _x-m
>
2
b) 1 - (mx +1)* < (m+ 5)x — (mx — 2)(mx + 2)

a) x —

8.24. Dla jakich wartosci parametru m zbiorem rozwigzan nierdwnosci

m(x +1)—2(2x —-4) > (m+ 1)x — 5 jest przedziat (—oo; 3%)?

8.25. Dla jakich wartosci parametru m zbiorem rozwiazan nierdwnosci
2(m—x)+1>2x -7 jest przedzial (—oo; m + 2)?

8.26. Sprawdz, czy istnieje taka warto$¢ parametru p, dla ktérej zbiorem rozwigzan
nieréwnoséci px — 5p° +2p > 0 jest przedziat (—co; —8).

8.16. 2(4 — 3x) + mx = 2(m - 2)

8§—b6x+mx=2m-4

(m-6)x =2(m-06)

2(m - 6)
m—6

ajezeli m = 6, to réwnanie jest postaci 0 - x = 0, wiec jest tozsamosciowe.

Zatem dla kazdej wartosci parametru m rownanie ma co najmniej jedno rozwigzanie.

Jezeli m # 6, to rownanie ma jedno rozwigzanie x = =2,

8.14. m € (—o00; —2) U (—2; —1%>

8.15. m € (—o00; —1) U (3; o0)

8.17.a)x:1+£ dla m+0
m

ipeR, xeRdlam=p=0,
brak rozwigzandla m=01i p#0
b)x:r;jf dla p#1imeR,
xeR dla p=11im=-3, brak
rozwigzandla p=11m # -3

8.18. x = — dla m #p
m-—p

im#+-p, xeR dla m=—p,

brak rozwigzandla m = p # 0

2
819, x= £ =1
p+2

xeRdla p=-21ike{-11},
brak rozwigzan dla p = -2
ikeR-{-1,1}

4000 — k
50

dla p # -2,

8.20. dla
k € {2000, 2050, 2100, ..., 4000}

8.21.a) x ¢ R dla k=0,

3k+6 dla k>0, x> 3k+6
2k

dla k<0
b) brak rozwigzan dla k = 0,

1 1
>-—-1dlak>0, x<--1
X p a X p

dla k<0
c) brak rozwigzan dla k = 0,

x<—1§ dlak>o,x>—1§ dla
k<0
d)xeRdlak:O,x<2+idla

x <

k>0,x>2+%dla k<0

8.22. p=14
8.23. a) brak rozwigzan dla

mzzl,x>2_5m dla m<21,
2 5-2m 2

x<2_5m dlam>2l
5-— 2

b) x € R dlamz—l%,

x> — dla m>—12,
3m+5 3

x < — 4 dlam<—1z
3m+5 3

824. m=3

8.25. m=0

8.26. tak, p = —1%
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8.27. tak, m =2

8.28. Dana nier6wnos¢ jest Q
rownowazna nierownosci

m(m — 2)x = m(m — 3). Jesli

m =0 lub m =2 to nierdwnos¢

jest tozsamosciowa, a jesli m # 0

i m # 2, to zbiorem rozwigzan
nieréwnosci jest pewien przedzial.
Zatem dla zadnej wartosci

parametru m nieréwno$¢ nie jest 0
sprzeczna.

8.29. np. (k—-2)(k+2)x =k +2

Prosto do matury
1. P,EP

5
2'x_ﬂ dla k € R-1{0, 2},

x € R dla k =0, brak rozwigzan
dla k=2

3. xeR dla p=0,
x?pa—;l dla p >0,

x<p3—;ldlap<0 0

4. m=-3ik=4

5.a) Dla x =5 mamy
2-5+|m| =8, stad |m| = -2.
Jest to sprzeczno$¢, wiec nie ma
takiego m.
b) 2x + |m| =8

_8-Im|

T2

|

x=4—7<4, bo |m| >0

Zatem nie istnieje m spelniajace
warunki zadania.

8.27. Sprawdz, czy istnieje taka warto$¢ parametru m, dla ktorej nieréwnosé
2

m*x —m> —4x —2m < 0 jest spetniona przez kazda liczbe rzeczywista.
8.28. Wykaz, ze nie istnieje taka warto$¢ parametru m, dla ktérej nieréwnosé
m*(x — 1) = m(Q2x - 3) jest sprzeczna.

8.29. Podaj przyklad réwnania liniowego z parametrem k, ktore dla k=2 jest
sprzeczne, dla k = -2 jest tozsamosciowe, adla k # 2 oraz k # —2 ma jedno
rozwigzanie.

8.30. Wykaz, ze dla dowolnej wartoéci parametru k € R réwnanie
2kx + [1 - (k+1)x] - (k + 1) = 4 ma dokladnie jedno rozwigzanie.

1. Dane jest rownanie kx +m = 1 z parametrami k oraz m.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A.Dla k=1 i m =2 rozwigzaniem réwnania jest liczba —1.
B. Dla k =0 i m = 0 réwnanie jest tozsamosciowe.

C. Dla k=0 i m =0 réwnanie jest sprzeczne.

2. Rozwigz réwnanie k°x = 2kx — 5k z parametrem k.
3. Rozwiaz nier6wno$¢ 3px > p — 1 z parametrem p.

4. Dla jakich wartosci parametrow k oraz m rownanie mx — 2k +3x + 8 = 0 jest
tozsamos$ciowe?

5. Wykaz, Ze nie istnieje taka warto$¢ parametru m, dla ktorej rozwigzaniem row-
nania 2x + |m| = 8 jest

a) liczba 5. b) liczba wieksza od 4.

8.30. Przeksztalcamy rownanie.

2kx+[1-(k+1x]-(k+1) =4

2kx+(k+1) = (k+1)°x =4

(2k-K -2k-1)x=3-k |-(-1)

(+1)x=k-3

Dla dowolnego k zachodzi nieréwnos¢ k* + 1 > 0, wiec réwnanie ma doktadnie jedno
:2 +31 ’

rozwigzanie x =
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9. Uktfad rownan liniowych
z dwiema niewiadomymi -
wprowadzenie

Umiejetnosci:

® rozpoznawanie rownania liniowego z dwiema niewiadomymi

* sprawdzanie, czy dana para liczb jest rozwigzaniem réwnania liniowego z dwiema
niewiadomymi

® rozpoznawanie uktadu rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

e sprawdzanie, czy dana para liczb jest rozwigzaniem uktadu réwnan liniowych
z dwiema niewiadomymi

Roéwnanie liniowe z dwiema niewiadomymi

Roéwnanie postaci ax+by = ¢, wktérym niewiadome x i y wystepuja w pierw-
szej (liniowej) potedze, a, b i ¢ sa liczbami danymi oraz a i b nie s3 jednoczeénie
réwne zero, nazywamy réwnaniem liniowym z dwiema niewiadomymi.

Przykladami rownan tej postaci s3: Odpowiedz na pytanie, czy rownanie 2x = 9 jest ((( )))
2x—y=7 réwnaniem postaci ax+by = ¢, gdziea=2,b=0

i ¢ =09, czyjest rbwnaniem liniowym z jedng
~V5x + 4y =0,27(13) niewiadoma, odczytujemy z kontekstu. Czasem dla
2x=9 podkreslenia jednoznacznosci bedziemy zapisywaé
—y=7 \/5 takie réwnanie w postaci 2x + 0y = 9.

Jezeli do réwnania z dwiema niewiadomymi podstawimy pare liczb w miejsce odpo-
wiednich niewiadomych i otrzymamy réwno$é¢, to moéwimy, ze ta para liczb spetnia
to rownanie. Kazdg pare liczb spelniajacg dane réwnanie nazywamy rozwiazaniem
tego rownania.

49.5. Dane jest rdwnanie
liniowe z dwiema niewiadomymi
6x — y = 7. Ocen prawdziwo$¢
Przykfad o zad. 9.5 podanych zdan.

A. Para (1, 1) jest rozwigzaniem
) ) tego réwnania.

Rozwigzanie B. Rozwigzaniami tego réwnania
©5:-2-2y=4 —— wstawiamy do réwnania x =2 (czyli liczbe 2 w miejsce x) s3 uporzadkowane pary liczb.

Znajdziemy kilka rozwigzan réwnania 5x — 2y = 4.

-2y =4-10 C. To réwnanie ma nieskonczenie
y=3 wiele rozwigzan.

Rozwigzaniem réwnania jest paraliczbx =2 1 y = 3. Odp.:P,P, P

temat 3.1 J

Multitefa

e Uktad réwnan — rozwigzanie
zadania

e Uktady rownan liniowych — liczba
rozwigzan

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.9

G Generator

testéw i sprawdzianéw
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49.1. Wskaz pare liczb spelniajagca
réwnanie 3x — 5y = 15.

A. (0, 3) C. (0,-3)

B. (-5,0) D. (3, -1)

Odp.: C

°5-\2-2y=4 —— wstawiamy do réwnania x = V2
2y=-5V2+4
y= gx/i -2
Rozwigzaniem réwnania jest para liczb x = V2 i y = 2\/5 -2
°* 5x-2.-0=4 «—— wstawiamy do réwnania y = 0
-

Rozwigzaniem réwnania jest para liczb x = ciy= 0.

Jest nieskonczenie wiele par liczb spelniajacych rownanie 5x — 2y = 4.

Przyktad @) « zad. 9.1

x=1 (x=2
Sprawdzimy, ktora z par liczb: { y- { y=-3 jest rozwigzaniem réwnania

4)
x—y=>5.
Rozwigzanie
° (1,4
1-4=-3+5 —— wstawiamy do réwnaniax =11 y =4

Odp.: Paraliczb x =1 i y =4 nie jest rozwiagzaniem tego réwnania.
° (2’ _3)
2- (_3) =5 «—— wstawiamy do réwnaniax =2 i y = -3

Odp.: Paraliczb x =2 i y = -3 jest rozwigzaniem tego réwnania.

J

Rozwigzania réwnania liniowego z dwiema niewiadomymi zapisujemy w réznych
postaciach. Jedng z nich jest zapis:

xX=x91y=y,
Druga mozliwo$¢ to zapis z klamerka:

{ X = xo

Y=o

i kolejna — zapis w postaci uporzadkowanej pary liczb:

(%0 ¥0)
Zauwazmy, ze kolejnos¢ liczb w zapisie takiej pary ma znaczenie. Na przyktad para

(2, 3) jest rozwigzaniem réwnania 5x — 2y = 4, natomiast para liczb (3, 2) nie jest
rozwigzaniem tego rownania.
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Przyktad e

Podamy przyklady pieciu par liczb catkowitych spelniajgcych dane réwnanie.

a) x+3y=7 b) —4x+2y =12

Rozwigzanie

a) x+3y=7 «— z rownania wyznaczamy jedng niewiadoma, np. x
x=7-3y

Wrynika stad, ze rozwigzaniami sa pary liczb postaci (7 — 3y, y), gdzie y jest
dowolna liczbg rzeczywista, a x = 7 — 3y. Zatem przykladami takich par sa:
(7, 0)> (4) 1)) (103 _1)> (1) 2)) (_27 3)

b) —4x +2y =12 «— obie strony réwnania dzielimy przez 2
-2x+y=6 «— z rownania wyznaczamy jedng niewiadoma, np. y
y=6+2x

Wrynika stad, ze rozwigzaniami sg pary liczb postaci (x, 6 + 2x), gdzie x jest
dowolng liczbg rzeczywista, a y = 6 + 2x. Zatem przykladami takich par sa:
(O) 6)) (]-a 8); (_1; 4); (_2> 2)) (2) 10)
Odp.:a) np.: (7, 0), (4, 1), (10, —1), (1, 2), (=2, 3)
b) np.: (0) 6)) (1) 8)7 (_1> 4)) (_2) 2)) (2) 10)

Uktad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

Zadania tekstowe, z ktérymi zetkneliscie sie¢ do tej pory, mozna byto rozwiaza¢ albo
w pamieci, albo rozwiazujgc réwnanie liniowe z jedng niewiadomg.

Czesto wygodniejsza forma rozwigzywania zadania jest wprowadzenie kilku niewia-
domych. Pokazemy to na przykladzie.

Przyktad @)

W szkolce lesnej posadzono w sumie 100 sadzonek swierka i modrzewia. Po okreslo-
. L . o1 (o .1
nym czasie okazalo sie, ze do rozsady nie nadaje si¢ A sadzonek $wierka i 3 sadzonek

modrzewia. Po ich odrzuceniu do rozsadzenia pozostalo 86 sadzonek. Sprawdzimy,
ile sadzonek $wierka i ile modrzewia posadzono na poczatku w szkolce.
Rozwiagzanie
Oznaczmy:

x - poczatkowa liczba sadzonek swierka

y - poczatkowa liczba sadzonek modrzewia

1 . o
X - liczba odrzuconych sadzonek $wierka

1 . .
o liczba odrzuconych sadzonek modrzewia
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Na podstawie tresci zadania wiemy, ze:

x+y =100 «—— posadzono w sumie 100 sadzonek
oraz
100 - (g + %) = 86 — po odrzuceniu wszystkich niedobrych zostalo 86

Zauwazmy, ze jest wiele par liczb spelniajacych jedno z réwnan. Na przyktad po pod-
stawieniu x = 60 i y = 40 otrzymamy:
60 + 40 = 100, ale 100—(%+%) = 100 - (10+5) = 85 # 86

Z kolei po podstawieniu x =24 i y = 80 otrzymamy:
100—(%+%> = 100 - (4 + 10) = 86, ale 24+ 80 = 104 # 100
Zadanie, ktére mamy rozwigzaé, polega na znalezieniu takich par liczb x = x;
i y = y,, ktore beda spelniaty wszystkie zalozenia podane w tresci, czyli jedno i dru-
gie rownanie. Inaczej méwiac, mamy do rozwigzania uklad réwnan:
x+y =100

100—(f+2>=86
6 8

Jedyna parg liczb spelniajacg ten uklad réwnan jest x = 36 i y = 64. Sprawdzmy:
36+ 64 =100
100—(§+%> = 100 - (6 + 8) = 86
Metodami rozwiazywania ukladéw réwnan oraz wyja$nieniem, dlaczego poszukiwa-
nym rozwigzaniem tego ukfadu jest tylko jedna paraliczb, zajmiemy si¢ w nastepnych

tematach podrecznika.
Odp.: W szkdlce posadzono 36 sadzonek swierka i 64 sadzonki modrzewia.

Przyjrzyjmy sie ponownie uktadowi réwnan:
x+y =100

100—(£+Z>:86
6 8

Drugie réwnanie przeksztalcimy réwnowaznie do prostszej postaci.

x+y =100
—(f + Z) = 86 — 100
6 8
x+y =100
g + % =14 «— obie strony réwnania mnozymy przez 24
x+y =100
4x +3y = 336

Zatem kazde z réwnan uktadu jest rownaniem liniowym z dwiema niewiadomymi.



9. Uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi — wprowadzenie

Uktad dwoch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi zapisujemy najczesciej

W postaci:

ax+by=c
ax+byy=c,

przy czym litery x i y oznaczaja niewiadome, natomiast a,, b, ¢;, a,, b,, ¢, s ustalo-
nymi liczbami rzeczywistymi spelniajacymi dodatkowo warunki: liczby a;, b; nie sa

jednoczesénie réwne zero i liczby a,, b, nie sg jednocze$nie réwne zero.

Przyklad @) « zad. 9.6

2x+3y =5
6x+5y=3"
a) (2, -3) b) (1, 1) o (=2,3)

Rozwigzanie
a) Do kazdego z rownan ukladu podstawiamy x =2 i y = -3:
2:243-(-3)=4-9=-5%#5
{6-2+5-(—3)= 12-15=-3+3

Sprawdzimy, czy podana para liczb spetnia uktad réwnan {

Odp.: Para (2, —3) nie spelnia podanego uktadu réwnan.

b) Do kazdego z réwnan ukladu podstawiamy x =11 y =1:
2+3=5
6+5=11+3

Odp.: Para (1, 1) nie spelnia podanego ukladu réwnan.

¢) Do kazdego z réwnan ukladu podstawiamy x =-2 1 y = 3:
-4+9=5
{ -12+15=3
Odp.: Para (-2, 3) spelnia podany ukfad réwnan.

Przyktad @ < zad. 9.7

1 1

-Xx+=-y=5
Dany jest ukfad réwnan 4 2 3”7 .

3x+2y =30

Sprawdzimy, czy pary (0, 15), (-2, 3), (2, 12) nalezg do zbioru jego rozwigzan.

Rozwiagzanie

15
0+—=5 ) )

3 «— podstawiamy x =01 y =15
0+30=30

Para (0, 15) spelnia ten uklad réwnan.

49.6. Znajdz trzy pary liczb (x, y),
ktore spetniajg podane rownanie.
aA)x-—y=7

b)2x+y=5

c)5x+3y=38

d)x-y=0

e)0x+y=9

f) x+0y=11

Odp.:

a) np. (1, -6), (5, -2), (0, =7)
b) np. (2, 1), (3, -1), (0, 5)

c) np. (1, 1), <§, O), <0, 2%)
d) np. (2, 2), (-5, -5), (0, 0)

e) np. (-1,9), (3,9), (7,9)
f) np. (11, 3), (11, -7), (11, 105)

49.7. Sprawdz, czy podana para
liczb spelnia uklad rownan.

6x +5y =2
a)4x+y:1 (_3>4)
7x—=2=2y
b (0,-1)
2y-3=x
C)'2x+y:—1 (3,3)
2(x-1) =3y
d)qle—y (2,0)
S5x+y=3 1 4
) |7x-1y=-3 (53)
1
f) x+y=5 (1 1)
1 6 3
x-y=3 6" 3

Odp.: a) tak b) tak ¢) nie
d) nie e) tak f) nie
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Odpowiedzi i rozwigzania
9.1. C

9.2. C

9.3. B

9.4. B

2 3 «— podstawiamy x =-21 y=3

—2+§:—1+1:O;&5
—-6+6=0+%#30

Para (-2, 3) nie spelnia tego uktadu réwnan.

2+£:1+4:5 . .
2 3 «— podstawiamy x =2 i y =12
6+ 24 =30

Para (2, 12) spelnia ten uklad réwnan.

Odp.: Pary (0, 15) i (2, 12) naleza do zbioru rozwigzan tego ukfadu, natomiast para
(=2, 3) nie nalezy do tego zbioru.

Uklad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi moze miec¢ wiecej niz jedno
rozwigzanie.

W kazdym z zadan 9.1-9.4 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

9.1. Wskaz pare liczb spelniajacg rownanie 3x — 5y = 15.
A. (0, 3) B. (-5, 0) C. (0, -3) D. (3, -1)

9.2. Wskaz pare liczb, ktdra nie spelnia rownania 6x —2y = —12.

A. (0, 6) B. (-1, 3) C. (-1, 5) D. (-2, 0)
Sx+3y=-12
9.3. Wskaz pare liczb spelniajaca uktad rownan { X2y .
xX+y=-2
A. (-4,2) B. (-3, 1) C. (-5, 3) D. (3, -5)
éx - §y =12
9.4. Wskaz pare liczb, ktdra nie jest rozwigzaniem ukltadu > ZO
-x+—y=-15

A. (15,0) B. (1, 4) C. (% ‘1) D. (O’ "2)
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9.5. Dane jest rownanie liniowe z dwiema niewiadomymi 6x — y = 7. Ocen praw- 9.5. P,P,P
dziwo$¢ podanych zdan.

A. Para (1, —1) jest rozwigzaniem tego réwnania.

B. Rozwigzaniami tego rownania sa uporzadkowane pary liczb.

C. To réwnanie ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

9.6. Znajdz trzy pary liczb (x, y), ktdre spetniajg podane réwnanie. 9.6. a) np. (1, -6), (5, -2), (0, =7)
a) x—y=7 c) 5x+3y=38 e) Ox+y=9 b) np. (2, 1), (3, -1), (0, 5)
b) 2x+y=5 d) x-y=0 f) x+0y=11 c)np.(l,l),(%,O),(O,Z%)

d) np. (2, 2), (-5, -5), (0, 0)

9.7. Sprawdz, czy podana para liczb spelnia uklad réwnan. e) np. (-1, 9), (3, 9), (7, 9)

6x+5y=2 2(x-1) = - (11, 3), (11, =7), (11,
2 | X+ 3/1 (3, 4) d { (;_c ) =3y 2. 0) f) np. (11, 3), (11, =7), (11, 105)
xty= x=1-y 9.7. a) tak b) tak ¢) nie
7x—=2=2y 5x+y=3 1 4 d) nie e) tak f) nie
{0 0,-1) ){7x_4y:_3 (L)
1
2y-3=x xXty=zo 11
C) 1 Zi/+y_—1 (33 3) f) % <g; 5)
X — y = 5
9.8. Sprawdz, czy para (1, 2) jest rozwigzaniem podanego ukladu réwnan. 9.8. a) tak b) tak c¢) nie
2x -5y =-8 6x +3y =12 d) tak e) nie f) tak
a) { d) {
xX+y=3 x—y=-1
b) —x+V2y=2v2-1 o) 10%x + 10"y = 3-10"
x+5y=11 2:10%x-10"y =210’
V5x +2v5y = 51/5 H 211x+210y=212
2V3x + V7y =210 37%x+3'y=7-3"
9.9. Do danego rownania dopisz drugie rownanie tak, aby otrzymany uklad byl spel- 9.9.a)np.x+y=>5
niony przez podang obok pare liczb. b) np.x -y =-2
a) 2x+y=7 2, 3) d) 4x+3y=>5 2, -1) ¢)np.2x -y =6
b) x+y=10 (4, 6) e ~13x+2y=-1 (-1, -7) d)np. 3x+y=-7
_ _ e)np.-7x+y =0
c) —x+5y=3 (-3, 0) f) 117x-119y =0 (0, 0)

f)np.x+2y=0
2x—y=-log,2
4x+2=2y
a) Wykaz, ze pary (3, 7) i (-1, —1) sa rozwigzaniami tego ukladu.
b) Podaj przyktad dwdch innych rozwigzan tego ukladu oraz jeden przyklad pary
niebedacej jego rozwigzaniem.

9.10. Dany jest ukfad réwnan {

9.10. a) Do kazdego z rownan ukladu podstawiamy x =3 i y =7.
{2-3—7:6—7:—1:—log22
4.-3+42=12+2=14=2-7
Do kazdego z rownan ukfadu podstawiamy x = -1 i y = —1.
{2-(—1)—(—1):—2+1 =-1=—log,2
4.(-1)+2=-4+2=-2=2.(-1)
b) Kazde réwnanie mozna przeksztalci¢ do postaci y = 2x + 1.
Przyklady innych rozwigzan: (1, 3), (\/5, 23+ 1)
Przykfad pary niebedacej rozwigzaniem: (2, 4)
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9.11. tak

9.12. m=3

9.13. Wskazéwka: 11x = 19 + 7y,
zatem dobierz taka liczbe y, aby
prawa strona tego réwnania byla
podzielna przez 11.

9.14. (1, 16), (4, 9), (7, 2).
Wskazéwka: Przeksztalé réwnanie
do réwnowaznej postaci

55-7x

3

9.15. (11, 51), (24, 34), (37, 17),
(50, 0).
Wskazowka: Przeksztalé rGwnanie

do réwnowaznej postaci

1
x=50—2.
17

Prosto do matury

1. P,E P

2.np. x=-1, y=-1
3. tak

4. m=5

9.11. Sprawdz, czy pary liczb <\/€, g), <0, —ﬂ) (Z Ve, 0) 3 rozwigzaniami

2
2v2x - 6y =33

uktadu réwnan .
{ -2V6x + 32y = -9

9.12. Wyznacz taka warto$¢ m, aby para liczb (-3, 5) byta rozwigzaniem réwnania
2x +my = 9.

9.13. Znajdz pare liczb calkowitych (x, y) spelniajacg rownanie 11x — 7y = 19.
9.14. Podaj wszystkie pary liczb naturalnych spelniajacych réwnanie 7x +3y = 55.

9.15. Podaj wszystkie pary liczb naturalnych spelniajacych réwnanie
17x + 13y = 850.

1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

A. Paraliczb | 1! Z\/z, 6 _6\/2 spelnia réwnanie 4x + 6y = 17.
B. Istnieje para liczb catkowitych spelniajaca réwnanie 4x + 6y = 17.
C. Istnieje para liczb wymiernych spelniajaca rownanie 4x + 6y = 17.

N

. Podaj pare liczb ujemnych spelniajacg rownanie 2x — 3y = 1.

3. Sprawdz, czy para liczb (2 V3, —\/5) jest rozwigzaniem réwnania
Véx + V3y = 3v2.

4. Wyznacz takg warto$¢ m, aby para liczb (8, —11) byla rozwigzaniem réwnania
mx+3y=7.

5. Udowodnij, ze para liczb (2101, 2102) jest rozwigzaniem podanego ukladu

rownan.
2x+y = 2!
log, x —log, y = -1

5. Do kazdego z réwnan uktadu podstawiamy x = 2'"" i y = 2'%%,

oF 2101 + 2102 =9 2102 _ 2103
log, 2" ~log,2'% = 101 - 102 = -1

Rozwigzaniem tego ukladu réwnan jest para (2101, 2102).



10. Rozwigzywanie uktadu réwnan liniowych

10. Rozwigzywanie uktadu
rownan liniowych

Umiejetnosci:

° rozwigzywanie uktadu rownan liniowych z dwiema niewiadomymi metoda
podstawiania

* rozwigzywanie uktadu rownan liniowych z dwiema niewiadomymi metoda
przeciwnych wspdtczynnikow

W tym temacie omowimy dwie algebraiczne metody rozwiazywania ukladow row-
nan, trzecig — geometryczng — poznacie pozniej.

Kazda z podanych nizej metod polega na zastepowaniu danego ukladu réwnan in-
nym, réwnowaznym mu i jednocze$nie prostszym uktadem, z ktérego mozna juz
odczyta¢ rozwigzania. Pokazemy to na przykladach.

Metoda podstawiania

Przykiad @) « zad. 105

.. L , , [2x+y=5
Rozwigzemy metoda podstawiania ukltad réwnan { 3x -5y =14
Rozwiazanie

Krok 1: Z pierwszego rownania wyznaczamy zmienng y i podstawiamy do drugiego

rownania.
y=-2x+5
3x - 5(-2x+5) =14

Krok 2: W drugim réwnaniu wykonujemy przeksztalcenia.
{y:—2x+5 ,czyli{y:_2x+5
3x+10x-25=14 13x = 39

Krok 3: Z drugiego rownania, ktére jest juz rownaniem z jedng niewiadoma, oblicza-

my x.
y=-2x+5
lx=3
Krok 4: Obliczong warto$¢ x podstawiamy do pierwszego rownania i obliczamy y.
[y=-2:3+5
x=3
x=3
ly=-1

Odp.: Jedynym rozwigzaniem ukladu jest para liczb (3, —1).

410.5. Rozwigz uklad réwnan
metodg podstawiania.

a) {3x+y=5
x=2
b) {2x_—y=7
y=—
4x-7y=2
) {x=2y
3x+4y =15
d) {y=—2x
3x-y=3
¢ {2x+3y=13
3x+4y=-2
D —2x+6y =10
x=2 x=2
Odp.: a) {y:—l b) {y=_3
x=4 x=-3
d{y=2 ®{y=6
x=2 x=-2
d{y=3 ﬂ{y=1
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Przyktad 9

-x+2y=3
Rozwigzemy ukltad réwnan { 4

2x—4y=1 metodg podstawiania.

Rozwigzanie

fx=2y-3 , (i .
Oy et e s
x=2y-3 o dyialani
Krok 2: { 4y -6-4dy=1 —— wykonujemy dziatania
{ x=2y-3
-6=1

Drugiego rownania nie spetnia zadna liczba, zatem uktad réwnan takze nie ma roz-
wigzan.

Odp.: Uklad roéwnan nie ma rozwigzan.

Przyktad €

—6x+2y=-8
Rozwigzemy uklad réwnan { ey

3x—y=4 metoda podstawiania.

Rozwigzanie

Krok 1: { 6x+2(3x-4) = -8 — z drugiego réwnania wyznaczamy y
y=3x-4
—6x+6x—-8=-8 ) S
Krok 2: { y=3x—4 —— wykonujemy dziatania
0=0
{y =3x—-4

Pierwsze rownanie jest spelnione przez kazda liczbe rzeczywista.

Rozwigzaniem ukladu jest kazda para liczb spetniajgca drugie réwnanie, np. (0, —4),
(1, -1), (-2, —10). Takich par liczb jest nieskonczenie wiele.

Odp.: Uklad réwnan ma nieskonczenie wiele rozwigzan (x, y); sa nimi pary liczb
spelniajace réwnanie y = 3x — 4.

Metode podstawiania, stosowang do rozwiazywania ukladu dwéch réwnan z dwiema
niewiadomymi, mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacego schematu.

Wyznacz Wstaw . Podstaw
. Obliczy ,,
z jednego otrzymane wartosc y
. ” A z otrzymanego )
réwnania wyrazenie A ) do jednego
S réwania n ,
dowolna w miejsce x . z réwnan
- : z jedna
niewiadoma, w drugim Lo ukfadu
2 " niewiadoma. AT
np. x. réwnaniu. i oblicz x.
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Metoda przeciwnych wspétczynnikow

W tej metodzie bedziemy wykorzystywa¢ jedno z podstawowych praw arytmetyki,
ktére mowi, ze:
jezelia=bic=d, toa+tc=b+d
Rozwigzmy tg metodg poprzednio opisane przyklady.
Przyktad @) < zad. 10.7
2x+y=5

3x -5y =14 metodg przeciwnych wspotczynnikow.

Rozwigzemy ukltad réwnan {

Rozwiagzanie
Chcemy mie¢ w obydwu réwnaniach przy jednej z niewiadomych wspétczynniki be-
dace liczbami przeciwnymi. W tym wypadku najlatwiej jest pomnozy¢ obydwie stro-
ny pierwszego réwnania przez 5.

2x+y=5 |5 o [10x+5y=25

3x-5y=14 ’ 3x -5y =14
Jesli dodamy réwnania stronami, to otrzymamy:

(10x +5y) + (3x —5y) = 25+ 14, czyli 13x =39

W ten sposdb wyeliminowali$my niewiadoma y, czyli otrzymalismy réwnanie z jed-
ng niewiadoma x. Mamy wiec nowy uklad réwnan:

13x = 39

2x+y=5

x=3 . x=3
6+y:5’CZyl y=-1

Odp.: Jedynym rozwigzaniem ukladu jest para liczb (3, —1).
Przyktad e

Rozwigzemy ukltad réwnan {

«— przepisujemy ktorekolwiek z poczatkowych réwnan

-x+2y=3 . ’ -
2x -4y =1 metodg przeciwnych wspotczynnikow.

Rozwigzanie
{ ~x+2y=3 |-2

«— obydwie strony pierwszego rownania mnozymy przez 2

2x -4y =1

{ Ay =6 «— dodajemy réwnania stronami i jedno przepisujemy bez zmian
2x —4y =1
0=7

{ -x+2y=3

Z otrzymanej sprzeczno$ci w pierwszym réwnaniu wnioskujemy, ze uklad nie ma

rozwigzan.

Odp.: Uklad rownan nie ma rozwigzan.

410.7. Rozwigz uklad
réwnan metodg przeciwnych

wspotczynnikow.
x—5y=2
a){2x+5y:4
4x -3y =-18
b){x+3y:3
2x -4y =-10
g s dy = =15
4x-3y=3
d){x—3y=—6
2x+7y =4
e){2x+y=—8
7x -3y =4
b 2y +7x =9
x=2 x=-3
Odp.:a){yzo b)«[y=2

PRl e

21327 90
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410.8. Rozwigz uktad
réwnan metoda przeciwnych

wspotczynnikow.
3x-2y=3
a)‘5x+6y=5
b) —2x+3y =38

26x — 39y = 104
2x+3y=1
9 13x+5y=4
4x+5y =0,2
d){Sx—4y:2,3
) 9x+6y=1
©112x+8y=3
2x -3y =6
f){6x—4y=3
7x=3y=7

8 3%x—2y=7
Sx+2y=4

) 3x+4y =-6
=1
Odp.:a){;zo

b) brak rozwiazan

x=-7 x =03
©) {y:S d) {y:—O,Z
e) brak rozwigzan

f {x:—l,S 2) {x:—z

y=-3 y=-7
=2
h){y=—3

Przyktad G

—6x +2y = -8
Rozwigzemy uktad réwnan { Y

3x—y=4 metodg przeciwnych wspoétczynnikow.

Rozwigzanie
{—6x+2y:—8 {—6x+2y=—8 {3x—y=4
3x-y=4 |-2 6x—-2y=38 0=0
Drugie roéwnanie w ostatnim ukfadzie jest spetnione przez kazda liczbe rzeczywista,
wiec uklad ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

Odp.: Uklad réwnan ma nieskonczenie wiele rozwigzan (x, y); sa nimi pary liczb
spelniajace rownanie 3x — y = 4.

Metode przeciwnych wspotczynnikéw, stosowang do rozwigzywania ukladu dwoch
réwnan z dwiema niewiadomymi, mozna przedstawi¢ w postaci schematu.

D

. PZY przy S TAK Dodaj Oblicz Utworzlnowyf Rozwiaz
ktorejs niewiadomej . . . uktad rownan otrzymany
. . —» réwnania niezredukowanag . .
wystepuja przeciwne i Su—y niewiadoma. réwnowazny uktad

réwiwar'l.
N e

Przeksztat¢ rownania uktadu tak,
by otrzymac przeciwne wspétczynniki.

wspotczynniki? wyjsciowemu.

J

Czasem wygodnie jest stosowa¢ metode przeciwnych wspotczynnikéw do kolejnego
wyznaczania niewiadomych.

Przyktad @ < zad. 10.8

7x+5y=1
Rozwigzemy uktad réwnan { ‘

3x-9y =4 metoda przeciwnych wspotczynnikow.
Rozwiazanie
Aby doprowadzi¢ do przeciwnych wspdtczynnikéw, np. przy zmiennej y, musimy

w tym wypadku pomnozy¢ obydwa réwnania przez odpowiednie liczby.

7x+5y=11-9 63x+45y =9 78x = 29 x=2
3x-9y=4]-5 15x — 45y = 20 3x -9y =4 3x_798y_4
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. . 1. . 29 . . .
Gdybysmy chcieli teraz podstawi¢ wyznaczone x = s do drugiego réwnania

i obliczy¢ warto$¢ y, przeksztalcenia bytyby klopotliwymi dziataniami na utamkach.
Dlatego wygodniej bedzie powrdci¢ do pierwotnej postaci ukladu i ponownie za-
stosowaé metode przeciwnych wspdlczynnikdéw — tym razem w celu wyznaczenia
niewiadomej y.

7X+5y:1|-3 21X+15y=3 78)/:_25 y=_§
3X—9y:4|.(_7) —21x+63y:—28 3x_9y:4 3x_97;§:4
29 25
Parg liczb spelniajacg uktad rownan jest zatem x = s oraz y = e

Odp.: Rozwigzaniem ukladu jest para liczb (% —%)

J

Podobnie jak uktad dwoch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi definiuje sie
uklady réwnan z wiekszg liczba niewiadomych, z ktérych kazda jest w pierwszej po-
tedze. Najogolniej - moéwimy o ukladach n réwnan liniowych z n niewiadomymi
(n € N, n > 1). Pokazemy na przykladzie, jak mozna rozwigzywac¢ uktad trzech réw-
nan liniowych z trzema niewiadomymi.

Przyktad @) « zad. 10.10

Rozwigzemy uklad trzech réwnan liniowych z trzema niewiadomymi.

2x+y-3z=7
3x+3y+2z=1
x—-3y+5z=4

Rozwigzanie

Na poczatku korzystamy z metody podstawiania. Z dowolnie wybranego réwnania
wyznaczamy jedna z niewiadomych za pomocg pozostatych i wstawiamy otrzymane
wyrazenie do pozostatych dwdch rownan zamiast tej niewiadome;.

y=7-2x+3z

3x+3(7-2x+3z)+2z=1 —— porzadkujemy drugie i trzecie réwnanie
x—-3(7-2x+3z)+5z=4

y=7-2x+3z

3x4+21-6x+9z+2z=1
x—-21+6x—-9z+5z=4

y=7-2x+3z
-3x+ 11z = -20
7x —4z =25
410.10. Rozwigz uklad réwnan. Odp.:

a) { - 3 - (-1 =x"—4x-(y+2)(y - 2) a){x=—1
3x -6y =15 y=-3
(x+1)°+y"-8=(y-2)"+(x+3)(x-3) b){x=—1
3x+y-4=0 y=1

x=2

9 xry _x- y—0,25(x+2y)+1 C){;\/:4

{(x 2%+ (x+ Yy —x) = y(y—1)
d){

1
(x-20-(y-17= (x P(x+y)+4 0 x=3
2Ax-y)+y* = (y-2v2)(y+2V2)

177
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Drugie i trzecie réwnanie tworza uktad réwnan z dwiema niewiadomymi, ktéry roz-
wigzemy metoda przeciwnych wspotczynnikow.
-3x+11z=-20 |-7
{7x—4z=25 |-3
{ —21x+77z = -140

21x-12z =175
Stad, po dodaniu réwnan stronami, otrzymujemy:
65z = —65
z=-1 «— podstawiamy do réwnania 7x — 4z = 25
7x =25-4
x=3 «— podstawiamy obliczone niewiadome do réwnania
y:7_2.3+3.(_1):_2 y=7-2x+3z

Odp.: Rozwigzaniem ukladu jest tréjka liczb: x =3, y=-21i z=-1.

Przykiad @) « zad. 10.11

Rozwigzemy dany uklad réwnan. lal = 5 wtedy i tylko wtedy, (1)

. . gdy a=5lub a=-5.
Rozwigzanie

) |x —4] =5
Y lox+ y=3
Rozwigzaniem danego uktadu réwnan sa pary liczb, ktére spelniaja
x—4=5 x—4=-5
uktad {2x+y:3 lub uktad {2x+y=3'
x=9 x=-1
{2x+y:3 lub {2x+y:3
x=9 x=-1
{y=—15 tub {y=5
Odp.: Rozwigzaniami ukltadu sg dwie pary liczb: (9, —15) i (-1, 5).
Ix—yl=2
b { -x+3y=28
x—y=2 lub x—y=-2
-x+3y=28 " -x+3y=38

Zastosujemy metode przeciwnych wspotczynnikow.

x—y=2 x—y=-2
{—x+3y=8 tub {—x+3y=8

410.11. Rozwigz uktad réwnan. Odp.:
2(x—y)2—3(x+1)=2(x—y)(x+y)+4y(1—x+y) x=19
’ xjry=1 a){y=—15

I
=

X+y x-y-2 1
b) > T4 b){x
2(x-3)+3(x+y) =-3 Y
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Odp.: Rozwiagzaniami ukltadu sa dwie pary liczb: (7, 5)i (1, 3).
J

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie, ktérego uzasadnienie poznacie w IV dziale
tego podrecznika (zob. przyklad 1 s. 386).

Uktad dwéch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi:
ma dokladnie jedno rozwigzanie

albo
nie ma rozwigzan,

albo
ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

Zgodnie z tym przyjmujemy nastepujacg definicje:

Uklad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy uktadem:
* oznaczonym, jezeli ma doktadnie jedno rozwigzanie,

° sprzecznym, jezeli nie ma rozwigzan,

° nieoznaczonym, jezeli ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

Zatem ukfad réwnan rozwigzywany w przykladzie 1 jest ukladem oznaczonym,
w przykladzie 2 - ukladem sprzecznym, a w przyktadzie 3 — uktadem nieoznaczonym.

Przyktad [) « zad. 10.4

x+my=3
mx+4y =06
niewiadomymi. Ocenimy prawdziwos$¢ podanych zdan.

Dany jest ukltad réwnan { , w ktérym m oznacza parametr, a x i y s

A. Dla m =2 dany uklad jest nieoznaczony.
B. Dla m =0 rozwigzaniem ukladu jest para liczb dodatnich.
C. Dla m = -2 dany uklad jest sprzeczny.

410.4. Dany jest uktad rownan

liniowych z niewiadomymi x i y

oraz parametrem #1.

S5x+my =7

{ 5x+y=3

Ocen prawdziwo$¢ podanych

zdan.

A. Dla m = -1 uklad jest
oznaczony.

B. Dla m = 0 uklad jest
oznaczony.

C. Dla m =1 uklad jest
sprzeczny.

Odp.: P, P, P
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410.20. Z ré6wnan:
1

I. —-x- 2=0
SX= Y+

II. x+4=2y
III. 2x -4y = -4
IV. x+2y =38

uloz trzy uklady dwdch réwnan:

0ZNnaczony, nieznaczony oraz

sprzeczny. Rozwiaz utozone

uklady réwnan, aby uzasadnic¢

odpowiedz.

Odp.: I i II: nieoznaczony,

I'i IIT oraz II i III: sprzeczne,

IV z pozostatymi: oznaczone;

rozwigzania uktadow
. . x=2

IVilorazIVill - ,

{y=3

{x=3
IVilll-{  _5
Y=3

Dziat 2. Réwnania i nierdwnosci

Rozwigzanie
A. Podstawiamy do uktadu réwnan m = 2:
x+2y=3

{ 2x+4y =6
Drugie réwnanie jest rownowazne réwnaniu pierwszemu (powstalo przez po-
mnozenie obu stron pierwszego przez 2), a zatem kazde z nich ma identyczny
zbiér rozwigzan. Réwnanie liniowe z dwiema niewiadomymi x + 2y = 3 ma nie-
skonczenie wiele rozwigzan, kazde z nich jest rownocze$nie rozwigzaniem ukfadu,
zatem pierwsze zdanie jest prawdziwe.

B. Podstawiamy do uktadu réwnan m = 0:
{x=3 {x:3>0
Sl {30
4y =6 y 2
Drugie zdanie jest prawdziwe.

C. Podstawiamy do ukladu réwnan m = -2:

x-2y=3
1-2x+4 y =06 «— dzielimy obie strony drugiego réwnania przez —2
x-2y=3
1x-2 y=-3
(0=06
1 x— 2y=-3 «— odejmujemy réwnania stronami i jedno przepisujemy bez zmian

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze trzecie zdanie réwniez jest prawdziwe.

Odp.: A, B, C - zdania sg prawdziwe.

Zastosowanie uktadéw réownan

W szkole podstawowej rozwigzywaliscie zadania tekstowe za pomocg réwnan z jedna
niewiadomg. Zajmiemy si¢ teraz takimi zadaniami, ktére wygodnie jest rozwigzac,
uzywajac uktadéw réwnan liniowych.

Zaczniemy od zapisywania informacji podanych w zadaniach w postaci réwnan
liniowych tworzacych uklad.

Przyktad @) < zad. 10.20
Zapiszemy podane informacje w postaci ukladéw réwnan.

a) Suma dwoch liczb réwna si¢ 22, a ich réznica wynosi 8. Niewiadomymi s3 te
liczby.



10. Rozwigzywanie uktadu réwnan liniowych

Rozwigzanie
Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:

x — pierwsza liczba
y — druga liczba
Informacje podane w zadaniu mozna opisa¢ dwoma réwnaniami:
x+y=22
x—-y=38

«— suma tych liczb réwna si¢ 22

«— roznica tych liczb wynosi 8
Liczby maja spelnia¢ obydwa warunki zadania, inaczej mowigc — spelnia¢ obydwa
réwnania, zatem szukany uktad réwnan ma postac:

x+y=22
x—y=38

b) Aby odnowi¢ pokdj, pani Malgorzata kupila 4 puszki farby kolorowej przezna-
czonej do pomalowania $cian i 2 puszki farby bialej do pomalowania sufitu. Za
wszystko zaptacita 669,76 zl. Po przeanalizowaniu ulotek informacyjnych doszla
do wniosku, ze musi jeszcze dokupi¢ 2 puszki farby kolorowej i 2 bialej. Tymcza-
sem ceny farb wzrosly odpowiednio: o 3 zl — puszka kolorowej i 0 1,50 zt — puszka
bialej, wiec za drugi zakup pani Malgorzata zaptacita 408,78 zI. Niewiadomymi sa
ceny farb przed podwyzka.

Rozwigzanie

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:
x — cena puszki farby kolorowej przed podwyzka
y — cena puszki farby biatej przed podwyzka
X + 3 - cena puszki farby kolorowej po podwyzce
y + 1,50 — cena puszki farby bialej po podwyzce
4x + 2y = 669,76 «—— kwota za 4 puszki farby kolorowej i 2 puszki bialej
przed podwyzka

«— kwota za 2 puszki farby kolorowej i 2 puszki bialej
po podwyzce cen

2(x +3) +2(y + 1,5) = 408,78

Zatem uktad réwnan ma postac:
4x + 2y = 669,76
2(x+3) +2(y + 1,5) = 408,78

Przyktad @ zad. 10.21

Suma 20% pierwszej liczby i 15% drugiej liczby jest rowna 120, a suma 12% pierwszej
liczby i 25% drugiej liczby jest rowna 136. Wyznaczymy te liczby.

€10.21. Utworz uklad réwnan
opisujacy przedstawiona sytuacje.
a) Liczba x jest o 12 wieksza od
liczby y. Srednia arytmetyczna
liczb x i y jest rowna 11.

b) Suma liczby x i potrojonej
wartoéci liczby y jest rowna 20,

a roznica podwojonej wartosci
liczby x i liczby y wynosi 19.

¢) Po dodaniu 30% liczby x do
liczby y otrzymamy 84, natomiast
po odjeciu 10% liczby y od liczby x
otrzymamy 74.

d) Liczba x jest o 5 wieksza od
liczby y, a iloraz liczby x przez 4
jest 0 4 mniejszy od ilorazu liczby
Yy przez 3.

x=y+12
Odp.:a) {1 x+y - 11
2

x+3y =20

L) {2x—§=19

y+0,3x = 84

<) {x—O,ly:74
y+5=x

4 3

d)

181 IS
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€10.31. Monika dojezdza do
szkoty pociggiem o 790. Potem po 5
minutach czekania wsiada do
tramwaju i jest przed szkotg o 7°0.
Lacznie przebywa droge 30 km.
Pociag jedzie ze srednig predkoscia
50 km/h, a tramwaj — 20 km/h.
Oblicz, ile czasu Monika jedzie
pociagiem, a ile tramwajem.

Odp.: pociggiem: 30 minut,
tramwajem: 15 minut

Rozwigzanie
Wprowadzamy oznaczenia:

x — pierwsza liczba

y — druga liczba
Woéwczas warunki zadania mozna opisa¢ nastepujacymi réwnaniami:

20%x + 15%y = 120

12%x + 25%y = 136
Zamieniamy procenty na liczby.

0,2x + 0,15y = 120

0,12x + 0,25y = 136
Rozwigzemy teraz uklad tych réwnan. Wykorzystamy metode przeciwnych wspot-
czynnikow.

{0,2x+o,15y =120 -0,12x — 0,09y = 72

%licsbya= L .a ()
p% liczby a T

| : (_0’6)
, stad _
0,12x + 0,25y = 136 0,12x + 0,25y = 136

0,16y = 64 y = 400 y =400 {y:400
0,12x + 0,25y = 136 0,12x + 100 = 136 0,12x = 36 x =300

Odp.: Pierwsza liczba jest réwna 300, a druga 400.

Przyktad @ zad. 10.31

W dwoch naczyniach znajduje sie roztwor kwasu. W pierwszym naczyniu jest roz-
twor o stezeniu 3%, a w drugim 8%. Ile litréw roztworu z kazdego naczynia nalezy
przela¢ do trzeciego, aby otrzymac 2 litry roztworu o stezeniu 5%?

Rozwigzanie
Niech x oznacza potrzebna liczbe litrow roztworu 3%. Wéowczas
3%x oznacza liczbe litréw czystego kwasu pobranego z pierwszego naczynia.
Podobnie, jesli y oznacza potrzebna liczbe litréw roztworu 8%, to
8%y oznacza liczbe litréw czystego kwasu pobranego z drugiego naczynia.
Pierwsze rownanie wyraza objeto$¢ calego otrzymanego roztworu:
X+y=2
Drugie réwnanie wyraza liczbe litrow czystego kwasu w otrzymanym roztworze:
3%x + 8%y = 5% - 2
Po zamianie procentéw na liczby drugie rownanie przyjmie nastepujacg postac:
0,03x + 0,08y = 0,05-2

Otrzymany uklad réwnan rozwigzemy metodg podstawiania.



10. Rozwigzywanie uktadu rownan liniowych 183 s

xX+y=2 y=2-x
{0,03x+0,08y=0,1 |- 100 > $d {3x+8y= 10

y=2-x y=2-x x=12
{3x+8(2—x)=10 {3x+16—8x=10 {y=0a8

Odp.: Nalezy wzig¢ 1,2 litra roztworu 3% i 0,8 litra roztworu 8%.

Przykiad @) « zad. 10.30

Linia kolejowa faczaca miejscowosci A i B prowadzi przez przefecz gérska. Pociag
wjezdza na przelecz ze $rednig predkoscig 40 km/h, a zjezdza z niej ze $rednig pred-
koscig 80 km/h. Podrdz z A do B trwa 2 h, a podr6z powrotna trwa 1 h 45 min. Ile
kilometréw liczy linia kolejowa faczaca te miejscowosci?

Rozwigzanie
Wprowadzamy oznaczenia:
s; — droga z miejscowosci A do przeleczy
s, — droga z miejscowosci B do przeteczy
Tradycyijnie litera v oznaczamy predkos¢,
a literg t — czas.

Wiadomo, ze v = %, czyli t = 5 Jesli dodamy czasy przejazdu pociggu na dwoch
fragmentach trasy (pod gore i z gory), otrzymamy laczny czas przejazdu z jednej do
drugiej miejscowosci.

2 N R «— lgczny czas przejazdu z A do B
40 80
2.5 _ 12 «—— laczny czas przejazdu z B do A
40 80 4
Otrzymany uklad réwnan rozwigzujemy metoda przeciwnych wspotczynnikow.
s s
wtsg =2 180 4 [Zirs =160
Suy S g3 |- (~160) = {_251 —4s, = 280
80 40 4
2s; +s, = 160 s, =40 s, =60
{ ~3s, = -120 {251 +40 = 160 {52 = 40

Zatem cala droga jest rowna s, + s, = 100.

Odp.: Linia kolejowa Iaczaca miejscowosci A i B ma dtugo$¢ 100 km.
J

Zwréémy uwage na dodatkowy problem zwiazany z praktycznym wykorzystaniem
matematyki. Czesto wspdtczynniki réwnan sa podawane w postaci przyblizen dzie-
sietnych (np. wtedy, gdy sg danymi notowanymi podczas jakich$ doswiadczen). Na-
lezy wowczas bardzo uwaza¢, gdyz nawet niewielkie zmiany ich wielko$ci na skutek
zaokraglen moga znaczaco zmieni¢ koncowe rozwiazanie uktadu.

410.30. Monika dojezdza do
szkoly pociagiem, a potem
tramwajem. Za oba bilety
miesieczne placi razem 153 zt

60 gr. Bilet kolejowy jest 0 40%
drozszy od tramwajowego. Oblicz,
ile kosztuje kazdy z biletow.

Odp.: kolejowy: 89 z1 60 gr,
tramwajowy: 64 zt
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Odpowiedzi i rozwigzania
10.1. D

10.2. C
10.3. B
10.4. P,P, P
x=2 x=2

10.5.a){y= 1 b){y=—3

x=4 x=-3
C){y=2 d){y=6

x=2 x=-2
e){y=3 ﬂ{y=1

Przyktad @
Poréwnajmy wspolczynniki trzech ukladéw réwnan:
x-3y=5 x-3y=5 x-3y=5
2,4x — 7,201y = 11,999 2,4x - 7,201y = 12 2,399x — 7,2y = 12,001

Réznice w zastosowanych przyblizeniach s bardzo mate, tymczasem rozwigzania
bardzo sie r6znig: pierwszy uktad spelnia para (8, 1), drugi- (5, 0),atrzeci- (-1, -2).

W kazdym z zadan 10.1-10.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i za-
pisz w zeszycie.

. . . , , [x+2y=5
10.1. Wskaz pare liczb spelniajgca uktad réwnan { 3x -7y = -11"
A (1, 1) B. (-1,2) C. (-1,3) D. (1, 2)
X — 2\/5)/ =-3
10.2. Wskaz pare liczb, ktora nie spetnia ukladu réwnan .
pare P {—3\/5x+12y=9\/§
A (2v2-3,1)  B.(-3,0) C. (-1,5) D. (1, V2)
5x + =-12
10.3. Rozwigzaniem ukladu réwnan { xx+ yﬂiy 5 z niewiadomymi x i y jest
para liczb (-3, 1). Wskaz wartos¢ wspdtczynnika m.
A m=-3 B.m=3 C.m=-1 D.m=2

10.4. Dany jest uktad réwnan liniowych z niewiadomymi x i y oraz parametrem .
Sx+my =7
{ S5x+y=3
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
A. Dla m = —1 uklad jest oznaczony.
B. Dla m = 0 ukfad jest oznaczony.
C. Dla m =1 uklad jest sprzeczny.

10.5. Rozwigz uklad réwnan metodg podstawiania.

3x+y=5 3x+4y =15

) d) -

a) x=2 ) y=—2x
2x—-y=7 (3x—y=3

D y=5 € 12x+3y=13

) dx -7y =12 f 3x+4y=-2

¢ <_x=2y 1—2x+6y=10



10.6. Rozwiaz uklad réwnan metodg podstawiania.

3x-y=5
D _1,5x + 0,5y = -2,5

5x -3y =-2
) 7x+7y=14

) 6x=3-5y
Y 118x+7y=17

4x =5y +2
2x+7y =1
(2y =6x-5
|3x+2y =4

d) -

e) -

l4x+3y =4
] 2x—-6=05y

f)

10.7. Rozwiaz uklad réwnan metoda przeciwnych wspoélczynnikow.

x—5y=2
3) {2x+5y=4

4x -3y =-18
b) {x+3y=3

2x -4y =-10
) {3x+4y =15

(4x -3y =3

d) <_x—3y=—6

2x+7y =4

2 ‘2x+y:—8

7x-3y=4

H 42y+7x=9

10.8. Rozwigz uklad réwnan metoda przeciwnych wspétczynnikow.

3x-2y=3
) {5x+6y=5
b -2x+3y=8
)‘26x—39y=104
2x+3y=1
C) A xvoy
3x+5y=4
4x+5y =0,
R B
S5x -4y =23

10.9. Rozwiaz ukiad réwnan.

15-(x-y) =
3) {2y—4:4x

x+y=0
b) { x+2 y-3 1

0,5(y —x) +2

4 3 4

Ix+6y=1
) 12x +8y =3
2x -3 6
2 {6x 4y—3
Y
7x 3y=7
&) 3x 2y=7
S5x+2y=4
h){3x+4y——
%T_y_x%y:él
C) x—y_x+5y_5
2 5
_ _—5(x+y)_5y—25x
d) 7x =3y = 3 3
3V2x+32y =0

10. Rozwiazywanie uktadu rownan liniowych

10.6. a) nieskonczenie wiele par
liczb (x, y) spelniajacych réwnanie
3x-y=5

y=0 y=3
x=-5 g6 =
ly=2 Oly=1
=1
10.8. a){x 0
. § 5= =7
b) brak rozwigzan c) {y: 5
0,3
d) { x- ~02 e) brak rozwigzan
-1,5 x=-2
ﬁ{y=—3 g){y=—7
x=2
w {527
=-1
109.a){ -0
x=—2% X = %
LR INENURCE Y
=43 V=733

d) nieskonczenie wiele par liczb
(x, y) spelniajacych réwnanie
x+y=0
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x=-1 x=-1
10.10. a b
){y=-3 )le=
1
_ %= 3=
ofyi 91
y=73
x=19 X =
10.11. a) {y=—15 b) {y 1

x—2ﬂ
x=-1 65
c){y—o d) y:—é
zZ=2 z——g
T 65
-7 x =11
1013.a){ 4 lub {y )
o1
b){x:11 lub s
Yy y=—
x=3 x=-3
c){y=1 o {y—l
x=4 x=4
d){y=—2 b {y=4
x=-25 x=5
e){y TR {yzl
x=-1 x=1
ﬂ{y= 6lub{y=0

10.10. Rozwigz uktad réwnan.
2) (x-32-(y-1=x"-4x-(y+2)(y-2)
3x -6y =15

by |G D+ =8 =(y =2+ (x+3)(x - 3)
-3x+y-4=0

%—%ﬂ,zs(“zynl

) (x-22-(y-1=(x—y)(x+y)+4
2(x—y)+y2:(y—2\/§)(y+2\/§)

{w—ﬁ+w+ww—m=ﬂy4)
C

10.11. Rozwigz uktad réwnan.

| {2(x—y)2—3(x+1):2(x—y)(x+y)+4y(1—x+y)
a

Xty _ 4
4
x+y_x—y—2_ 1
b) 2 FEYY
2x-3)+3(x+y)=-3

10.12. Rozwigz uklad réwnan.

’x+y:2 ’Sx—y+3z:1
a) 1 10x-y+3z=7 c) 12x+3y—-z=-4
x—-y-3z=-11 -X+5y+2z=5
[ 7x -5y +2z=0 [2x+y-32=7
b) 4 2x+y—-z=5 d) {3x+3y+2z=-5
5x-3y—-z=-5 x-3y+5z=4

10.13. Rozwigz uktad réwnan.

x=3y=5 x+|y-1/=7
Y {|)’+1|:3 d){Zx—ly—II:S
2x+y| =1 x| -2y =3
b) {x—4y:—5 2 x+3y=38
2|x| -3y =3 3x-y=3
<) {|x|+4y:7 D {x+|y+2|:3
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10.14. Jakie wyrazenia mozna wstawi¢ w miejsce 2|, aby otrzymac uklad sprzeczny?

x+y=1 3x-5y=7 6x—y=1
a){x+y=? C){6x+?:? e){?+?=?

2x-y=3 2x+ 10y =7 x—y =100
b){4x—2y=? d){x+?:3 b {y—xz?

10.15. Jakie wyrazenia mozna wstawi¢ w miejsce 2|, aby otrzymac¢ uktad nieozna-

czony?
x—y=3 —X+3y=2
a){?+?=? C){—2x+?:?
b) 2x+3y=5 ) 0,3x-2,1y=18
“2x+ 2 =2 0,4x + 2/ =2

10.16. Podaj liczbe rozwigzan ukladu réwnan.

2x—-y=3 2x-3)+3(y-1) =1
){4x+3y=1 ) 4(x-3)+6(y-1)=4

3x-2=7y 5x+2)-Q2y+1)=6

b B +2)-3C@y+1)=2

1 1 d)
12x 32y—1

10.17. Jakie wyrazenie mozna wstawi¢ w miejsce |2/, aby otrzyma¢ uktad:

I. oznaczony, II1. nieoznaczony?

x+y=2 -3x+10y =4 6x -5y =11 7x—12y = -5
a){2x+?:? b){?+?:8 INe+p-r 9 @+E=k

II. sprzeczny,

21-x)=4(y-1)+3

42y -1)=2(1-2x) -2 jest sprzeczny.

10.18. Wykaz, ze uklad réwnan {

8x—-1)+6(y+2)=2

10.19. Wykaz, ze uktad réwnan { 4x+2) = 10-3(y + 1) jest nieoznaczony.

10.20. Z réwnan:

L %x—y+2:0 II. x+4=2y III. 2x — 4y = -4 IV.x+2y=8

uldz trzy uktady dwoch réwnan: oznaczony, nieznaczony oraz sprzeczny. Rozwiaz
ulozone uklady réwnan, aby uzasadni¢ odpowiedz.

10.18. Przeksztalcamy rownowaznie kazde z rownan ukfadu.

21-x)=4(y-1)+3 -2x—4y=-3
{4(2y—1):2(1—2x)—2 {4x+8y:4 |:(=2)
2-2x=4y-4+3 —2x-4y=-3
{8y—4:2—4x—2 Ji—2x—4y=—2

Zatem ten ukfad rownan jest sprzeczny.

10.19. Przeksztalcamy rownowaznie kazde z rownan ukfadu.
{8(x—1)+6(y+2)=2 {8x+6y=—2
4(x+2)=10-3(y + 1) 4x+3y=-1 |[-2
{8x—8+6y+12=2 {8x+6y=—2
4x+8=10-3y-3 8x +6y=-2

Zatem ten uklad réwnan jest nieoznaczony.

10.14. a) np. 2
b) np. 0

c) np. -10y, 1

d) 5y

e) np. 12x, -2y, 1
f) np. 0

10.15. a) np. 2x, -2y, 6
b) -3y, -5

c) 6y,4

d) -2,8y,2,4

10.16. a) jedno

b) nieskonczenie wiele
) zero

d) nieskonczenie wiele

10.17. d) np.: Lx+y =2,
II. 14x — 24y = -2,
IIL. 3,5x — 6y = =2,5

10.20. IiII: nieoznaczony,
I'i IIT oraz II i III: sprzeczne,
IV z pozostatymi: oznaczone;
rozwigzania ukladow

. . x=2
IV110razIV1II—{ s
y=3

x=3

IVilIll - 3

y=3
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x=y+12
10.21.a) { x+y -1
2

x+3y=20
b) {2x—y=19
y+0,3x = 84
) x=0,1y=74
y+5=x
dhyx_y_y4
4 3

x =21

10.22. {yz -

10.23. 25 dwuzlotowek
i 15 pieciozlotowek

10.24. Staszek: 43 km,
Jurek: 37 km

10.25. jogurt: 2,50 z1, serek: 5,20 zt

10.26. 20 zti 14 7zt

10.27. kromka chleba: 30 kcal,
szklanka mleka: 122 kcal

10.21. Utworz uklad réwnan opisujacy przedstawiong sytuacje.

a) Liczba x jest o 12 wieksza od liczby y. Srednia arytmetyczna liczb x i y jest réw-
na l1l.

b) Suma liczby x i potrojonej wartosci liczby y jest réwna 20, a réznica podwojonej
wartosci liczby x i liczby y wynosi 19.

c) Po dodaniu 30% liczby x do liczby y otrzymamy 84, natomiast po odjeciu 10%
liczby y od liczby x otrzymamy 74.

d) Liczba x jest o 5 wieksza od liczby y, a iloraz liczby x przez 4 jest o 4 mniejszy od
ilorazu liczby y przez 3.

10.22. Liczba x jest o 4 wieksza od liczby y. Srednia arytmetyczna liczb x i y jest
réwna 19. Wyznacz te liczby.

10.23. Hania ma w skarbonce 125 zt w monetach o nominalach 2 zt i 5 zi. Monet
piecioztotowych jest o 10 mniej niz dwuzlotowych. Ile jest w skarbonce monet dwu-
ztotowych, a ile pieciozlotowych?

10.24. Staszek i Jurek poréwnali dystans, jaki przejechali w ciggu tygodnia rowera-
mi. W sumie pokonali 80 km. Gdyby Staszek przejechal 4 km mniej, a Jurek 2 km
wigcej, to obaj przejechaliby tyle samo. Ile km przejechat Staszek, a ile Jurek?

10.25. Za 5 opakowan jogurtu owocowego i cztery opakowania serka koziego An-
na zaplacita 33,30 zt. W tym samym sklepie za 6 opakowan identycznego jogurtu
i 2 opakowania takiego samego serka koziego Grzegorz zaptacil 25,40 zI. Jaka byta
cena jogurtu, a jaka serka?

10.26. Marcin zdal wszystkie egzaminy w sesji zimowej i chciat zaprosi¢ 3 kolezanki
i 3 kolegow z grupy do klubu studenckiego. Aby wyréwnaé proporcje miedzy liczbg
studentéw i liczba studentek odwiedzajacych ten klub, zachecano dziewczeta nizsza
ceng biletow. Marcin za bilety dla wszystkich zaplacitby 122 zl, uznat jednak, ze ab-
solutnie nie moze wyda¢ na impreze wiecej niz 120 zl. Postanowit zmieni¢ plany.
Zaprosit tylko najblizszego przyjaciela, ale za to az 5 kolezanek. Teraz mial zaptaci¢
tylko 110 z1. Jaka jest cena biletéw kazdego rodzaju?

10.27. Michal wazyl za duzo, wiec zaczal zwraca¢ uwage na to, co je. Na pod-
wieczorek, zamiast dwoch drozdzéwek, przygotowal sobie 3 kromki chleba graham
i 2 szklanki mleka. Kiedy jednak zajrzal do tabeli wartosci kalorycznych, przekonat
sie, ze jego podwieczorek to az 334 kcal. Zredukowat go wiec do 2 kromek chleba
i 1 szklanki mleka. Rezultat byt lepszy - tylko 182 kcal. Uspokojony zabrat si¢ do
jedzenia. Jaka jest wartos$¢ kaloryczna jednej kromki chleba, a jaka jednej szklanki
mleka?



10. Rozwigzywanie uktadu réwnan liniowych

10.28. W grupie uczniéw, ktdrzy zapisali sie na wycieczke, liczba chtopcéw stano-
wita 75% liczby dziewczat. Gdy do tej grupy dodatkowo zapisalo si¢ pieciu chlopcow,
liczba chlopcow byta rowna liczbie dziewczat. Ile dziewczat i ilu chlopcéw wybrato
sie na wycieczke?

10.29. Zosia, Krysia i Piotrek wybrali si¢ na kiermasz ksiazki, majac na zakupy po
70 zt. Zosia kupila dwa komiksy po k zt oraz trzy lektury po m zt i otrzymata 5 zt
reszty. Krysia na cztery lektury po m zt oraz jeden komiks w cenie k zI wydata calg
sume. Czy Piotrkowi wystarczy pieniedzy na cztery komiksy po k zt i dwie lektury po
m z1? Zapisz obliczenia i odpowiedz.

10.30. Monika dojezdza do szkoly pociggiem, a potem tramwajem. Za oba bilety
miesieczne placi razem 153 zt 60 gr. Bilet kolejowy jest 0 40% drozszy od tramwajo-
wego. Oblicz, ile kosztuje kazdy z biletoéw.

10.31. Monika dojezdza do szkoly pociggiem o 7%. Potem po 5 minutach czekania
wsiada do tramwaju i jest przed szkotg o 7°9. Lacznie przebywa droge 30 km. Pociag
jedzie ze $rednia predkoscig 50 km/h, a tramwaj — 20 km/h. Oblicz, ile czasu Monika
jedzie pociagiem, a ile tramwajem.

10.32. Stopiono dwa kawalki metalu. Jeden z nich zawieral 80% srebra, a drugi
87,5% srebra. Otrzymano 20 g stopu zawierajacego 83% srebra. Jakg mase mial kazdy
ze stopionych kawatkéw?

10.33. Pole prostokata nie zmieni sig, jesli jego dluzszy bok zmniejszymy o 4 cm,
a krotszy zwiekszymy o 4 cm. Pole to nie zmieni sie réwniez, jesli dtuzszy bok pro-
stokata zwiekszymy o 4 cm, a krétszy zmniejszymy o 2 cm. Oblicz dtugo$ci bokow
prostokata.

10.34. Ktos$ zapytal znajomego, ile ma lat. Zapytany odpowiedzial: ,,Kiedy ja bylem
w twoim wieku, ty si¢ dopiero urodzites; za pie¢ lat bedziemy mie¢ razem dwa razy
tyle lat, ile mieliémy 5 lat temu”. Ile lat ma kazdy z nich?

10.35. Znajdz takie trzy liczby, z ktorych najwieksza jest wieksza od liczby $redniej
o trzecig cze$¢ najmniejszej, Srednia jest wieksza od najmniejszej o trzecig cz¢$¢ naj-
wigkszej, a najmniejsza jest wigksza o 20 od trzeciej czesci liczby $redniej.

10.36. Trzy szkoly zorganizowaly wspolne zawody. Pierwsza szkola wystawita
0 25% ucznidéw wiecej niz szkola druga, a druga o 4 osoby wiecej niz szkota trze-
cia. Szkoly druga i trzecia razem wystawily o 20 uczniéw wiecej niz szkota pierwsza.
Ilu uczniéw z kazdej szkoly brato udzial w zawodach?

10.28. 20 dziewczat i 20 chltopcow

10.29. wystarczy
(k =101z, m =151z}

10.30. kolejowy: 89 zt 60 gr,
tramwajowy: 64 zt

10.31. pociagiem: 30 minut,
tramwajem: 15 minut

10.32. 12gi8g

10.33. 12cmi8cm

10.34. 201 10

10.35. 45, 75, 90. Wskazowka:
Niech g, b, ¢ oznaczaja szukane
liczby, przy czym a < b < c.

1
c=b+za
3
. 1
Woweczas b=a+§c .
1
a=20+-b
3

10.36. Szkoly wystawity
odpowiednio 40, 32 i 28 uczniow.
Wskazowka: Niech x, y, z
oznaczajg liczby ucznidéw
wystawionych przez szkoty.

Wowczas
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10.37. v, = 3 km/h

ivg = 12 km/h. Wskazéwka: Niech
v, oznacza predkos¢ pradu, a v, -

p
predko$¢ wlasng statku (w km/h).
vt v, =
. sTEP T 6
Woweczas by 90"
S P10

10.38. 920. Wskazéwka: Niech
v, oznacza $rednig predkosé
pociagu osobowego,
a v, — §rednia predkos¢ pociagu
pospiesznego (w km/h). Wéwczas
v1-1§+v2-1=240
60
52 40

U1'5+U2'1%=240

v; = 75km/h i v, = 105 km/h.
Po rozwigzaniu réwnania
75t + 105t = 240 otrzymujemy

£=1L,
3

. Stad

Prosto do matury
1. P,P,F

2. 75 dziewczat i 65 chlopcow

. x=-2, y=-2

4. czere$nie: 7,50 zt, truskawki:
5,20 zt

10.37. Statek pokonuje dystans 90 km, ptynac z pradem rzeki w czasie 6 godzin,
a z powrotem w czasie 10 godzin. Oblicz predkos¢ pradu rzeki i predkos¢ wlasna
statku przy zalozeniu, Ze statek ptynie w obie strony z takg samg predkoscig wlasna.

10.38. Stacje A i B laczy linia kolejowa o dtugosci 240 km. O godzinie 8% z A do
B wyjechal pociagg osobowy, a o godzinie 848 z B do A wyjechal pociag pospieszny.
Pociagi te minely sie o godzinie 948. Gdyby pociag pospieszny wyjechat o godzinie
890, a osobowy o godzinie 848, to pociagi minelyby sie o godzinie 940. O ktérej godzi-
nie minelyby sie te pociagi, gdyby oba wyjechaly o godzinie 8%0? Zakladamy, ze we
wszystkich podanych sytuacjach $rednie predkosci pociggdéw sie nie zmieniajg.

1. Dany jest uktad réwnan liniowych z niewiadomymi x i y oraz parametrem .
2x+3y =4
{ 4x + my = 2m
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. Dla m =1 rozwiazaniem ukladu jest para liczb dodatnich.
B. Dla m = 6 uklad jest sprzeczny.
C. Dla m = 0 rozwiazaniem ukladu jest para liczb ujemnych.

2. W konkursie historycznym startowalo 140 uczniéw. Do drugiego etapu zakwa-
lifikowato sie 38 osob, czyli % startujacych dziewczat i é startujacych chtopcow. Ile

dziewczat i ilu chfopcow brato udziat w tym konkursie?

Xty Xty _,
3. Rozwigz uktad réwnan 3 2 :
(x+2)(y-4)=(x-1)(y+2)

4. Wtasciciel sklepu z owocami kupit na gieldzie truskawki i czere$nie. Cena hur-
towa kilograma czere$ni bylta o 2 zt wyzsza niz cena hurtowa kilograma truskawek.
Whasciciel sklepu ustalil cene sprzedazy czeresni o 25% wyzsza od ceny hurtowe;j,
a cene sprzedazy truskawek — o 30% wyzsza od ceny hurtowej. Za pot kilograma cze-
re$ni i kilogram truskawek klient zaplacit w sklepie 8,95 zi. Oblicz cen¢ kilograma
czeresni i kilograma truskawek w tym sklepie.

3x+1)-4y-1)=2
3(x—1)+2(1-2y) =6

trzy przyklady par liczb spelniajacych ten uklad.

5. Wykaz, ze ukfad réwnan { jest nieoznaczony. Podaj

5. Przeksztalcamy rownowaznie kazde z rownan ukfadu.
{3(x+ 1)-4(y-1)=2
3(x—1)+2(1-2y) =6
{3x+3—4y+4=2
3x-3+2-4y=-6
{ 3x -4y =-5
3x -4y =-5
Zatem ten uktad réwnan jest nieoznaczony.

Przyklad par liczb spelniajacych ten uklad: (—g, 0), (1, 2), (=3, 1)
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11. Powtdrzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-22 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

w zeszycie. Odpowiedzi i rozwigzania
1. Wskaz przedzial, do ktérego nalezy rozwigzanie réwnania x(x—3)—15 = x(x+2). 1. D
A. (=8 -5) B. (-5 -3) C. (-3 5) D. (-4; -2)
2. Ktora z liczb nie nalezy do zbioru rozwigzan nieréwnosci —2x > —7? 2.D
A. -4 B. -3,5 C.35 D. 4
3. Wskaz nieréwnos¢, ktéra ma ten sam zbidr rozwigzan co nieréwnosé —2x > 0. 3.B
A. x>0 B. x<0 C.x>2 D.x <2
4. Ktoéra nierdwnos¢ nie ma rozwigzan? 4.D
A . x-2<x+log,8 C.x+\/ﬁ<x+<%)iE
B. 3x < 2x D. x +10og 0,01 < x -3
5. Wskaz nier6wnos¢, ktéra ma inny zbior rozwigzan niz nieréwnos¢ 6 < —3x. 5.C
A 2<—x B. x<-2 C.x>-2 D.3x < -6
6. Ilejest liczb catkowitych w przedziale (-1,1; 15,2)? 6. A
A. 17 C. 15
B. 16 D. nieskonczenie wiele
> =2
7. Ktory z przedzialdw jest zbiorem rozwiazan ukladu nieréwnosci { xx - 5? 7.B
A. (-2 5) C. (-2; ) i
B. (-2; 5) D. Uklad nie ma rozwigzan.
8. Wskaz przedzial, do ktorego nie nalezy zadna liczba podzielna przez 3. 8. B
A. (7; 10) B. (300; 303) C. (101; 102) D. (3; o0)
9. Wskaz ukfad nieréwnosci, ktoérego zbiorem rozwigzan jest przedzial (~1; 3). 9. B
> — — = =
A 1%2 1 B.{xz 1 C. x<1 D. x<1
-x=-3 -x > -3 -x = -3 -xz-3

10. W jakiej postaci mozna zapisa¢ a% liczby b? 10. B
A. 100ab s c. % D.

100 b 100b

dlanauczyciela.pl | Klasdéwka 2
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11. A

12. C

13. D

14. C

15. D

16. D

17. C

18. D

19. B

20. C

Dziat 2. Réwnania i nierdwnosci

11. Wskaz nieréwno$¢, ktdra opisuje przedzial zaznaczony na osi liczbowe;j.
V7, M /Y
-8 0 18 %
A.|x-5/<13  B.|x-5/>13  C.|x-13|<5  D.|[x-13]>5

12. Wskaz nieréwno$¢, ktdra opisuje zaznaczong na osi liczbowej sume
przedzialow.

7, , % /.
-4 0 10 x
A |x-7|=23 B. [x-7|<3 C.lx-3=27 D.|x-3|>7

13. Wskaz nieréwno$¢, ktdrg spelnia liczba 1+ 1.
A |lx-1|>5 B. [x-1|<2 C. |x +log 10| < 4 D.‘x—3_1‘>3

14. Wskaz liczbe, ktora spetnia rownanie [3x — 5| = 4x — 8.
A. 1 B. 2 C.3 D. 4

15. Wskaz réwnanie, ktére ma niepusty zbidr rozwiazan.
A |lx+1]+3]=0 B.|[x-3|+2|=1 C.|Ix-2[+3]=2 D.|lx+5/+3|=3

16. Wiskaz liczbe, ktora nie jest rozwigzaniem réwnania |x + 3| + [x — 2| = 5.
A. 0 B. -2 C. -1 D.5

17. Punkty A = (2\/5) iB= (—3 \/§) lezg na osi liczbowej. Wskaz dtugos¢ odcin-
ka AB.
A 5 B. V5+5 C.5V5 D. 10

18. Wskaz wartos¢ m, dla ktdrej para liczb (-2, 1) jest rozwigzaniem réwnania
(m-1)x+2m-2y=3x—-(m+1)y.
A.m=45 B.m=0 C.m=-5 D.m=-7

\/_x 3V2y = 5v2
\/_y 6+V3"

A. (V2. V3) B. (2, -1) C. (V2, -V3) D. (3v2, -1)
{
)

19. Wskaz pare liczb, ktéra jest rozwiazaniem ukladu

3x+2y=3
7x+5y =8

D( 1log2)

20. Wskaz pare liczb, ktdra jest rozwigzaniem ukltadu

A. (—1, 0,5‘1) B. (-1, 4) C. (log 0,1, 3



. oz - . , | Adx-—my=2 .
21. Wskaz wartos$¢ m, dla ktdrej uktad rownan ][ 2xty=T-2 jest sprzeczny.
A m=-4 B.m=2 C.m=4 D.m= -2
6x—4y =14
22. Wskaz warto$¢ m, dla ktérej uktad rownan 4
mx +6y = -2

wiele rozwigzan.

A.-m=-4 B.m=4 C.m=-9 D.m=9

W zadaniach 23-35 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

23. X oznacza zbidr rozwigzan nieréwnosci 3x +4(x + 1) > 17 — 3(x + 1). Zatem

A. X jest zbiorem liczb ujemnych.
B. najmniejsza liczba calkowita nalezaca do X jest 2.
C. X jest zbiorem liczb wiekszych od 1.

24. Dany jest przedzial (—4; 7).
x<7

A. Przedzial ten jest zbiorem rozwigzan uktadu nieréwnosci {
—-x >

B. Do tego przedziatu nalezy 11 liczb catkowitych.
C. Przedzial ten jest zbiorem rozwigzan nieréwnosci —7 < —x < 4.

25. Roéwnanie ||x| - 7| =2 ma
A. co najmniej dwa rozwigzania.
B. dokladnie cztery rozwigzania.
C. wszystkie rozwigzania mniejsze od 10.

26. Rownanie [x — 3| + |x +2| = 5ma

A. co najmniej dwa rozwigzania.

B. nieskonczenie wiele rozwiazan nalezacych do przedzialu (-2; 3).
C. sze$¢ rozwigzan catkowitych.

27. Zbior rozwigzan rownania |||x| +1|+ 3| =7 ma
A. dokladnie jeden element.

B. dokladnie dwa elementy.

C. nieskonczenie wiele elementow.

28. Warto$¢ wyrazenia |x + 5| jest rowna wartosci wyrazenia x + 5
A. dla kazdej liczby x.

B. dla kazdej liczby x z przedziatu (—oo; —5).

C. dla kazdej liczby x z przedziatu (=5; oo).

| ma nieskonczenie

21.

24,

25.

26.

27.

28.

. F,P,P

F,P,P

P,P,P

P,P,P

F,P,F

F,E P
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

P,P,F

P,EF

P,P,F

F,P,P

F,P,P

F,P,F

FEFP

29. Dane jest rownanie 3x + 2k — 5 = 0 z parametrem k.
A. Dla k =1 rozwigzaniem réwnania jest liczba 1.

5 . . 2 o o :
B. Dla k = 5 Tozwigzaniem réwnania jest liczba 0.

g g . o g 5
C. Dla k = 0 rozwigzaniem rownania jest liczba >

30. Dane jest rOwnanie 2mx + 1 = 0 z parametrem .
A. Dla m =5 réwnanie ma jedno rozwigzanie.
B. Dla m = 0 réwnanie jest tozsamosciowe.

I G g o
C. Dla m = = Cime jest tozsamosciowe.

31. Dana jest nierdwnos¢ px < 5p — 1 z parametrem p.

A. Dla p =1 zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest przedziat (—oo; 4).
B. Dla p = 0 nieréwno$¢ jest sprzeczna.

C. Dla p = -1 zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest przedzial (—oco; 6).

32. Dane jest rOwnanie kx + km —m = 0 z parametrami k oraz m.

A. Dla k =m =1 rozwigzaniem réwnania jest liczba 1.

B. Istniejg takie wartosci parametréw k oraz m, dla ktérych réwnanie jest tozsamo-
$ciowe.

C. Istniejg takie wartosci parametrow k oraz m, dla ktérych réwnanie jest sprzeczne.

33. Dane jest rownanie liniowe z dwiema niewiadomymi 13x —2y = 7.

A. Réwnanie to ma nieskonczenie wiele rozwigzan (a, b) takich, ze a = —1.

B. Réwnanie to ma nieskonczenie wiele rozwiazan (a, b) takich, ze a <0 1 b < 0.
C. Réwnanie to ma nieskonczenie wiele rozwigzan (a, b) takich, ze ab < 0.

. , , [8x—-3y=-44
34. Dany jest uklad réwnan { T
A. Rozwiazaniem tego ukltadu jest para (-3, 7).
B. Rozwigzaniem tego ukladu jest para liczb przeciwnych.

C. Ukfad ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

4x -2y =-2
35. Dany jest uklad réwnan { T

—x+y=4
A. Ten ukfad jest sprzeczny.
B. Rozwigzaniem tego ukladu jest para liczb ujemnych.

C. Rozwigzaniem tego ukladu jest para liczb dodatnich.



Zadania otwarte krétkiej odpowiedzi

o1 (2= ¥3) (s ¥3)
3

2
36. Rozwigz rownanie = (x+3)* + %

37. Rozwiaz nieréwnos¢ 2(x —5) —3(4x — 1) < 4(3 — 2x). Zaznacz zbior rozwigzan
na osi liczbowe;j.

38. Podaj wszystkie liczby naturalne, ktére spetniaja podana nieréwnos¢.

x_x—7 > 11_ 1-2x
3 2 2
2
39. Rozwiaz nieréwnosc¢ @ x)(63 5% _ < (2x3 ) 2)2(x+2). Podaj naj-

wieksza liczbe catkowita, ktora nie spelnia tej nierownosci.

40. Danesa zbiory A = (=5; 3), B = (=7; 0),C = (2; o0). Wykonaj podane dziatania
na zbiorach i zapisz wynik w postaci przedziatu lub sumy przedziatow liczbowych.
a) A-B b) An(BUC) c) C-(ANB) d) BnC)u(B-A)

41. Dlajakich warto$ci parametru m liczba 5 nalezy do przedziatu (3m—1; 4m+9)?

42. Dla jakich wartosci parametru m zbiory A = (—oco; m +3) i B = (2m —1; o)
spelniaja warunek A — B = A?

43. Rozwigz réwnanie.

a) |x|-7=0 ) |x-9/=3 e) 2-13-x|+5=0
b) |x+13] = 0 d) [x+4-1=0 f) §|1—x|—§=1
44. Rozwiagz nieréwnos¢.

a) 5—-|x| <0 ) |x+2|=5 e) 17+|3-x| <0
b) |[x-10| <6 d |x+4/+7>0 f) 11-13+x[=0

45. Przedstaw w postaci |x — a| < b nieréwnos¢, ktorej zbiorem rozwigzan jest
podany przedzial liczbowy.

2) (~4; 12) b) (-9 -3) o (0;2v2) 9 (35)

46. Przedstaw w postaci |[x —a| > b lub |x —a| > b nierdwnos¢, ktérej zbior
rozwigzan jest przedstawiony na rysunku.

11. Powtdrzenie 195 s

36. x =-1—

37. x >-9,5

38.0,1,2,3,4

39. x>-28,-3

40. a) (0; 3) b) (-50)U(2; 3)
o) (25 00) d) (-7 -5)

41. me (-1;2)

42. m >4

43. a) x =-7 lub x =7
b) x =-13

¢)x=61lub x =12

d) x=-51ub x=-3

e) brak rozwigzan

f) x =-1,5 lub x = 3,5
44, a) x € (—oo0; —=5) U (5; o0)
b) x € (4; 16)

¢) x € (—o0; =7) U (3; 00)
d) xeR

e) brak rozwigzan

f) x € (—14; 8)

45. a) |[x —4|< 8
b) [x +6] <3

<) |x—\/§|<\/§
d)|x—§‘<2

46. |x-1|>5
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47. x = -4 lub x =20

48. x € (—o0; —10) U
U (=6; 0) U (45 o0)

49. x:—lg
7
50. x € (—o0; —1)
2
51. x=-c lub x =2

52.x:—é lub x =5

53. (|x/ﬂ—3x/§|+|\/6_m|_9
V- VE) = (V- vE - g
VT2 - V6 - (V75 - ¥53) ) =
=(3\/§—2\/€+2\/’_\/‘_
+5v3+2v6) = (-V6) =6

54. \29 - 12V5-2+5 =
V(3-2v5)* ~2v5 = |3 - 25| -

+2V5=2v5-3-2V5=-3

55. <—4; —21)
4

566. m ¢ <§, §> Wskazéwka:
Musi by¢ spelniony nastepujacy
4-m<2

523m-5 Q

2<3m-5

4-m<5 Q

57.x=—3§ lub x =3

58.x€<§; 3>U(7; 00) 0

59. x| -]2x-6] <10 -x

uktad warunkdéw

I.xe(—oo; 0)
—-Xx+2x-6<10-x
x<8

II. x € {0; 3)
XxX+2x-6<10-x
x <4

IIL. x € (3; o0)
X—-2x+6<10-x
6<10

W kazdym z trzech przypadkow
nieréwnos¢ jest prawdziwa dla
kazdego x, wigc ta nierdwnos¢ jest
tozsamosciowa.

47. Rozwigz réwnanie ||x — 8| — 2| = 10.

48. Rozwigz nieréwnos¢ |5 — |x + 3|| > 2.
49. Rozwiagz rownanie |§x — 2| =256 =15}

50. Rozwiaz nieréwnos$¢ [x — 1| — 4 > 2x.

51. Rozwigz rownanie V25x2 — 40x + 16 = 6.

52. Rozwigz réwnanie V9x? — 12x + 4 = Vdx? + 12x + 9.

53. Wykaz, ze liczba (‘\/ﬂ = 3\/§| + |\/3 = \/ﬁ‘ = |\/ﬁ - \/5_4|)2 jest calkowita.

54. Wykaz, 7e liczba 29 — 12+/5 — 24/5 jest catkowita.

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

55. Zaznacz na osi liczbowej zbidr rozwigzan ukladu nieréwnosci:
2(x—3) > 3(1 +2x)
{5x—13<—(5—7x)
i zapisz ten zbidr w postaci przedziatu.

56. Dla jakich warto$ci parametru m zbiér A = (2; 3m—5) jest podzbiorem zbioru
B =(4-m;5)?

57. Rozwiagz réwnanie |2x — 5| + |3x + 6| = 16.
58. Rozwigz nier6wnos¢ podwodjng 2 < |5 — x| < 2x + 3.

59. Wykaz, ze nierowno$¢ |x| — [2x — 6] < 10 — x jest tozsamosciowa.

60. Wykaz, ze wszystkie rozwigzania réwnania

1 1 . ]
X §| = 45 nalezg do zbioru roz-

wigzan nieréwnosci |x — 6] + [3x + 6] < 24.
61. Wykaz, ze réwnanie |3x — 5|+ [2x + 7| + |13 — 11x| = 0 jest sprzeczne.

62. Dla jakich wartosci parametru m rownanie |7x — 2| = 5+ m nie ma rozwigzan?

60. |x N l‘ _ 4l
2 2

x+l:—4l lub x+l:4l

2 2 2 2
x=-5lubx =4
Podstawiamy otrzymane rozwigzania do lewej strony danej nieréwnosci.
|[-5-6|+|3:-(-5)+6/=11+9=20<24
[4—6]+13-4+6|=2+18=20<24
Zatem wszystkie rozwigzania rownania nalezg do rozwigzania danej nieréwnosci.

61. Suma nieujemnych skladnikéw jest rowna 0, gdy kazdy z tych sktadnikéw jest réwny 0.
[Bx=5|+2x+ 7|+ |13 - 11x| =0
3x-5=0i2x+7=01i13-11x=0

7

5. . 13 . s
X = 3 1x= ~3 1x= TR zatem dane rdwnanie jest sprzeczne.

62. m < -5



63. Rozwigz rownanie 3x — 5m + 6 = 0 z parametrem 7.

64. Rozwigi réwnanie k’x = x + k — 1 z parametrem k.

65. Dla jakich wartosci parametréw k oraz m réwnanie mx — k + x + km = 0 jest

sprzeczne?
e e ” 2
66. Rozwigz nieréwnos¢ 3px — p~ = 0 z parametrem p.

67. Rozwigz uktad réwnan.

(x+5)(y+4)=(x+3)(y+7)

3) (2x +1)( Sy + 2) = 2y(5x +4)

b) 3x 4y 4x 2y -1

<) xX+y-1 x-—y-

4
(x - 4) + y+2)

= 0,75

=(1-x)Q2y+4)+(x+y)’
5

d
) (x+y)—g:—(x+2y)

1(x 5)? —x+3)(x 7) =2(y +3) +48

1
2

68. Rozwiaz uktad réwnan.

5x+3y =12 3x+2-3% =3
a) <) -10 -7
Tx+4y = V8 37 7x-3"y=0
3x -5y =8V2-7v3 16x + 4y =2
b) d) 12
2x+y=2+4V3 8x—y=2
69. Rozwigz uktad réwnan.
3x +2y| =4 [x-1]=y+3
3) {x—3y:6 ©) x—=3y=2
) 2|lx-3|-6y=-5 d [x—y+2]=1
—3|x-3]+9y=38 2x—-y=2

—2)(x+3)—(x—4)(x+4) =

70. Wykaz, ze uklad réwnan { %
(x+2

jest sprzeczny.

70. Przeksztalcamy rownowaznie kazde z rownan ukfadu.
(x=2)(x+3)-(x-4)(x+4)=2(3-y)
{(x+2)2—x(x+3) =y(y—2)2—y(y—2)
X H3x-2x-6-x"+ 16 =6-2y
{xz+4x+4—x2—3x:y2—4y+4—y2+2y

{x+2y:—

4 . -
x+2y=0 Zatem ten ukfad rownan jest sprzeczny.

10

2(3-y)

Y —x(x+3)=(y-2*-y(y-2)

11. Powtdrzenie 197 s

63.x=1§m—2

1
64. x—m dla kER—{—l, 1},

x € R dla k =1, brak rozwigzan
dla k=-1

65. m=-11ik#0
66. x ¢ R dla p=0,x>§ dla
p>0,x<§dlap<0

67. a) (1, 2)
b) (4, 3)

¢ (-2, 2)
d) (1, -4)

68. a) (2V2, -312)
b) (V2 + V3, —V2+2v3)

d) (210’ 12)
L
x=0 T
69. a){y:_2 lub 14

b) uklad sprzeczny
x=-1 x=5
1:)<[y:_1 lub {y:l

x=3 x=5
d){y=4 o {y=8



s 198 Dziat 2. Rownania i nierdwnosci

71. A =37

72. A =531 lub A =612

73. 3601100

74. 14080 24, strata 29,6%

75. 240

76. Zebra: 41%, Lis: 29%,
Lew: 18%, Wielbtad: 12%

77. b) 32%

71. Suma cyfr liczby dwucyfrowej A jest rowna 10. Jezeli przestawimy w niej cyfry,
to otrzymamy liczbe o 36 wigkszg od A. Znajdz liczbe A.

72. Suma cyfr liczby trzycyfrowej A jest rowna 9. Jezeli zamienimy miejscami cy-
fre setek i cyfre jednosci, to otrzymamy liczbe o 396 mniejsza od liczby A. Znajdz
liczbe A.

73. Na dwoch powierzchniach doswiadczalnych posadzono 460 sadzonek. Po pew-
nym czasie okazalo sie, ze do dalszych doswiadczen nie nadaje sie Z sadzonek z pierw-

szej powierzchni doswiadczalnej i H sadzonek z drugiej powierzchni doswiadczalne;.

Po odrzuceniu nieodpowiednich na obydwu powierzchniach facznie pozostato 130
sadzonek. Oblicz, ile sadzonek posadzono na kazdej powierzchni doswiadczalne;j.

74. Pan Raczek zainwestowal na gieldzie 20 000 zI. Podzielit swoj kapital w stosun-
ku 1 : 4. Za mniejsza czes¢ kupil akcje firmy A, a za reszte akcje firmy B. Po roku
akcje firmy A podrozaly o 12%, natomiast akcje firmy B stanialy o 40%. Pan Raczek
sprzedal wszystkie akcje i postanowit zainwestowaé w dziela sztuki. Jaka kwota wtedy
dysponowal? Ile procent pieniedzy stracil?

75. W pewnym technikum f’—} liczby maturzystow bedzie zdawac¢ na wyzsze uczelnie

: 1 : N . .
panstwowe, ¢ zamierza studiowa¢ na prywatnych uczelniach, a pozostale 20 osob

chce po skonczeniu szkoly p6j$¢ do pracy. Ilu maturzystow jest w tym technikum?

76. W wyborach na prezydenta zoo startowalo 4 kandydatéw. Okazalo sie, ze:

° Lew uzyskat poparcie o 6 punktéw procentowych wieksze niz Wielblad,

° Zebra uzyskata 12-punktowq przewage nad Lisem,

° Lew i Wielblad uzyskali razem poparcie o 40 punktéw procentowych mniejsze niz
Zebra i Lis.

Podaj (w procentach) wynik glosowania.

77. W wyborach startujg 3 partie: Partia Niebieskich, Partia Zéttych i Partia Poma-

ranczowych. Na dwa miesiace przed wyborami sytuacja wygladata nastepujaco:

* poparcie dla Niebieskich byto o potowe wieksze niz poparcie dla Zéttych,

* poparcie dla Pomarariczowych bylo o 25% wieksze niz poparcie dla Zéttych,

° co czwarty wyborca nie byl zdecydowany, na kogo glosowac.

a) Narysuj diagram kolowy ilustrujacy poparcie dla poszczegélnych partii.

b) Po uplywie miesigca Niebiescy zyskali 8 punktéw procentowych poparcia, Z6t-
ci stracili 25% poparcia, a liczba niezdecydowanych zmniejszyta sie do 15%
wyborcow. Ile procent wynosito wéwczas poparcie dla Pomaranczowych?



