Umiejetnosci

Po szkole podstawowej uczen:

¢ znajduje wspétrzedne danych
(na rysunku) punktéw
kratowych w ukladzie
wspolrzednych na plaszczyznie,
rysuje w ukladzie wspétrzednych
na plaszczyznie punkty kratowe
o danych wspdtrzednych
catkowitych (dowolnego znaku),
¢ interpretuje dane przedstawione
w uktadzie wspélrzednych za
pomoca wykresow,

tworzy wykresy liniowe na
podstawie zebranych przez
siebie danych lub danych
pochodzacych z réznych zrédel.

/

J

Po tym dziale uczen:

rozpoznaje funkcje wérdd przyporzadkowan, okresla je na rézne sposoby i sporzadza ich wykresy,
wyznacza dziedzine i zbidr wartosci funkgji okreslonej wzorami typu:

f(x) = L, f(x) =+/g9(x), f(x)= #, gdzie g(x) jest funkcjg liniowq lub funkcjg liniowaq z wartoscia bezwzgledna,
9x) \g(x)

z wykresu funkgji odczytuje jej podstawowe wlasnosci; odczytuje rozwigzania nieréwnosci typu f(x) < m, dla ustalonej
wartosci m, oraz rownan i nieréwnosci typu  f(x) = g(x), f(x) < g(x); oblicza miejsca zerowe funkcji na podstawie jej wzoru,

podaje zalezno$¢ funkcyjna miedzy wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi; rysuje wykres funkgcji f(x) = =

X
na podstawie wykresu funkcji y = f(x) rysuje wykresy funkcji: y = f(x—a), y = f(x) +b, y = —f(x), y = f(-x),
y=flx-a)+b, y=|f(x)|,

® dodaje i odejmuje wektory, mnozy wektor przez liczbe oraz interpretuje geometrycznie dzialania na wektorach,
® oblicza wspdlrzedne wektora, wspdtrzedne jego koncow oraz diugosé wektora; wykonuje dziatania na wspétrzednych wektorow,

stosuje wektory do opisu przesuniecia wykresu funkcji.
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Uwagi metodyczne 1 i POJ@Cle funkCJI

Z funkcja, jednym
z najwazniejszych pojec

matematyki, uczniowie spotykaja Umiejetnosci:

sie po raz pierwszy. W klasie e okreslanie funkcji za pomoca opisu stownego, tabeli, grafu, wzoru
pierwszej ktadziemy nacisk e obliczanie ze wzoru warto$ci funkgji dla danego argumentu

na poznanie ogolnych jej

whasnoéci, zwtaszcza na swobodne W zyciu codziennym stale spotykamy sie z sytuacjami, kiedy jednemu obiektowi jed-
korzystanie z wykresu. Zaczynamy noznacznie przyporzadkowany jest drugi obiekt.

od roznych sposobéw okreslania

funkji. Przykiad €)

Zapis f(x) = ... poczatkowo

moze stwarza¢ klopoty. Warto go a) Kazdy towar w sklepie ma swojg cene.

jednak wprowadzi¢, bo bedzie b) Produkty zywno$ciowe maja swoja warto$¢ kaloryczna.
wykorzystywany m.in. przy c) Uczen w szkole jest przypisany do jednej klasy.

przesunieciach wykresow funkcji. d) W ciggu kazdego miesigca zuzywamy pewng ilo$¢ energii elektrycznej.

e) Zazuzyty energie placimy odpowiednie rachunki.
f) Kazdy kredyt bankowy ma swoje oprocentowanie.

Funkcja f ze zbioru X w zbior Y nazywamy przyporzadkowanie, ktére kaz-
demu elementowi zbioru X przypisuje dokladnie jeden element zbioru Y, co
symbolicznie zapisujemy:

i X->Y

Zbioér X nazywamy dziedzing, a jego elementy argumentami funkcji.
Element y € Y przyporzadkowany argumentowi x € X nazywamy wartoscig
funkgji f dla tego argumentu i oznaczamy f(x).

41.5. Podaj trzy przyktady Przyktad e zad. 1.5

dkowan bedacych
gﬁﬁg;? ; t(;xgrzfrk?:}i,; a) Jezelikazdej osobie w twojej klasie przyporzadkujemy miesigc jej urodzenia, to tak

przyporzadkowats, ktére nie s okreslone przyporzadkowanie jest funkcjg ze zbioru uczniéw twojej klasy w zbior
funkcjami. miesiecy. Spelnione sg warunki definicji funkeji, poniewaz kazdy uczen urodzit
sie doktadnie w jednym miesigcu.
Dziedzing tej funkcji jest zbior ucznidéw twojej klasy.

b) Jezeli zechcemy kazdej osobie w Polsce przyporzadkowal jej rodzonego brata,
to takie przyporzadkowanie nie jest funkcjg, poniewaz niektorzy ludzie nie maja
braci, a inni maja ich kilku.

temat 4.1

Multite4a

e Czy podane przyporzadkowanie
jest funkcija

e Czy podany rysunek
przedstawia wykres funkcii

e Sposoby opisu funkciji

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 3.1

G Generator

testow i sprawdziandw




c) Jezeli kazdemu miastu w Polsce przyporzadkujemy kod pocztowy, to nie otrzy-
mamy funkgcji. Co prawda kazde miasto ma jaki$ kod pocztowy, ale w wiekszych
miastach jest po kilka kodow.

d) Kazdemu tréjkatowi mozna przyporzadkowac jego pole. Otrzymamy w ten spo-

sob funkcje, ktorej dziedzing jest zbior wszystkich tréjkatow.

Sposoby okreslania funkcji

1. Opis stowny
W ten sposob okreslone zostaly funkcje z przyktadow 1,2 ai2 d.

Przyktad €)

A oto inna funkcja opisana stownie:
»Kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowujemy
liczbe wieksza od niej o 17

zad. 1.13
Funkje, ktorych argumentami ()

i wartosciami sg liczby, nazy-
wamy funkcjami liczbowymi.

Ta funkcja przyporzadkowuje np. liczbie 0 liczbe 1, liczbie 1 - liczbe 2, liczbie 2000 -
liczbe 2001. Dziedzing funkcji tworzg wszystkie liczby naturalne.

2. Tabela

Tabela czgsto stuzy do przedstawiania funkgji liczbowych wtedy, gdy ich dziedziny
maja tylko kilka elementdw.

Przyktad @)

x (12345 6
fx) 3/6/9/3 6 9

zad. 1.4

«—— zapis ten oznacza, ze liczbie 1 przyporzadkowana
jest liczba 3, liczbie 2 - liczba 6, liczbie 3 - liczba 9 itd.

Dziedzing funkgji f jest zbiér D = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

J
Przykla.daml f/urllkc]l opisanych za pomocq-tabel Wysokosé
s3 w wigkszosci dane podawane w rocznikach Szczyt 0 ]
statystycznych.
R 2499
Oto funkcja, ktdra wybranym szczytom gorskim ¥y
przyporzadkowuje ich wysokosci nad poziomem Babia Gora 1725
morza. Dziedzing tej funkji jest piecioelemento- Barania Gora 1220
zbiér wybranych szczytow:
W w Y o v o Lackowa 997
D = {Rysy, Babia Gora, Barania Gora,
Lackowa, Trzy Korony} Trzy Korony 962

41.4. Dana jest funkcja f opisana za pomoca tabeli.

x |1|3|5|7|9/|11]13
fx) 4 8 |12 16 20 | 24 | 28

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Drziedzing funkgji f jest zbiér {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13}.
B. f(7)=16

C. Funkgcje f mozna opisa¢ wzorem: f(x) = 2x + 2.
Odp.: P, P, P

1. Pojecie funkciji

41.13. Podaj przyktad opisu
stownego funkgji f.

a) f(x) = —x
b) f(x) = v%?
o) f(x)=|x+3]|

d) f(x)=x+)—1c

Odp.: Funkeja f
przyporzadkowuje kazdej liczbie
rzeczywistej:

a) liczbe przeciwng do kwadratu
tej liczby,

b) dodatniej liczbe odwrotna do
pierwiastka kwadratowego z tej
liczby,

c) warto$¢ bezwzgledna tej liczby
powigkszonej o 3,

d) roznej od zera sume tej liczby
i liczby do niej odwrotne;j.

201 I
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Inng wersjg tabeli s3, stosowane czgsto w prasie, diagramy stupkowe.

Ludnos¢ aktywna zawodowo
w rolnictwie w 2007 r.

Liczba telefonéw komorkowych
przypadajacych na 1000 mieszkarncow

(w % ogdtu ludnosci) w2008r.
Estonia 4,8 Estonia 1900
Grecja 6,2 Finlandia 1300
Irlandia 3,7 Grecja 1200
Litwa 4,2 Litwa 1500
Lotwa 52 Lotwa 990
Polska 8,3 Polska 1200

Dziedzinami funkcji przedstawionych na diagramach sg zbiory wybranych panstw.

3. Graf

Przyporzadkowanie jest okreslone za pomocg strzalek.

=)

2
= , b 2 > }
{a, b, c} \/_ L
Funkcja przyporzadkowuje: Funkgja przyporzqdkowuje wybranym
argumentowi a - liczbe 1, liczbom ich rozwiniecia dziesietne
argumentowi b — réwniez liczbe 1, (z doktadnoscig do dwoch miejsc
argumentowi ¢ - liczbe 2. po przecinku).

Uwaga: Nie kazdy graf przedstawia funkcje. Patrzac na graf, fatwo mozemy stwier-
dzi¢, czy przyporzadkowanie jest funkcja czy nie. Narysowany graf okresla funkcje
o dziedzinie X, gdy z kazdego elementu zbioru X wychodzi strzalka i to tylko jedna.

41.7. Sprawdz, czy podane Przyktad o zad. 1.7
przyporzadkowanie jest funkcja.
a) Kazdej dodatniej liczbie

catkowitej przyporzadkowujemy

liczbe jej dzielnikow. - A.
b) Kazdemu uczniowi liceum = ~
przyporzadkowujemy jezyk obcy, ‘- ~
ktdrego sie uczy. ‘—
c) Kazdej liczbie naturalnej

przyporzadkowujemy jej reszte

z dzielenia przez 7.

d) Kazdej liczbie naturalnej
przyporzadkowujemy jej szescian.
e) Kazdej ksigzce
przyporzadkowujemy jej autora.

Ponizsze rysunki nie przedstawiaja funkcji.

Odp.: Funkcjami s3
przyporzadkowania: a), c), d).



Ten graf nie opisuje funkecji w zbiorze {a, b, c, d}, ale

jezeli przyjmiemy za dziedzine tylko zbior {a, ¢, d}, -
to takie przyporzadkowanie jest funkcja. -
4. Wzor

Przyjrzyjmy sie funkcji oznaczonej literg f i przedstawionej za pomoca grafu.

Zapis f(3) = 6 oznacza, ze funkcja f liczbie 3 f

przyporzadkowuje liczbe 6. Czytamy go:
»f od trzech réwna sie szes¢”.
Podobnie: f(\/i) =22, f(5) = 10. ’

Zauwazmy, ze funkcja f przypisuje kazdej liczbie ze

zbioru {\/5, 3, 5} liczbe dwa razy wigksza. Zalezno$¢ takg mozemy zapisaé nastepujaco:
f(x) =2x dla x € {V2, 3, 5}

Taki przepis na przyporzadkowanie podany za pomocg symboli nazywamy wzorem

funkgji.

Przyklad @) « zad. 1.9
Sporzadzimy tabele funkcji wyrazonej nastepujacym wzorem:

g(x) =x’-x+1dla xe¢ {0, 1,2, V2, 7'[—5}
Rozwiagzanie

zeli dany jest wzor funkeji, np.: ()
Aby obliczy¢, jakie wartosci funkcja przyporzad- Jeseli dany jest wadr funki, np: (1)

gx) =x"—x+1

kowuje poszczeg6lnym argumentom, podstawia- to litere x mozemy zamieniaé
my w miejsce x kolejne liczby z dziedziny. na konkretne liczby z dziedziny
g(0) = 02-0+1=1 funkcji,j.ak réwniez na inne litery
) czy znaki:
g(l)zl -1+1=1 g(m)=m2—m+1
g(2)=2>-2+1=3 9@ =& -®+1

g(V2)=(V2)’ - V2+1=2-V2+1=3-2 gk +1) = (k1) (k1) +1
g(T[—S)=(T[—5)2—(Tt—5)+1=Tt2— 10m+25-m+5+1=m—11m+31
Tabela tej funkeji wyglada wiec nastepujaco:

x 0 1 2 V2 n-5
g(x) 1 1 3 3-v2 |7t -1ln+31
5. Wykres

Funkgje liczbowa f mozemy réwniez przedstawi¢ za pomocg wykresu, czyli zbioru
wszystkich punktéw o wspotrzednych (x, f(x)) na plaszczyznie z uktadem wsp6t-
rzednych. Ten sposéb omawiamy w jednym z nastepnych tematéw podrecznika.

41.9. Sporzadz tabele funkgji okreslonej podanym wzorem.

a) f(x)=4x-5 dla x € {-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3}

b) f(x)=x*-2 dla x € {-2,-1,0, 1, 2, 3, 4}

c) f(x)=|x-3]+1 dla x € {-1, 0, 1, 2, 3, 4, 5}

d) f(x)=Vx dla x € {-3, -1, 0, 8, 10}

Odp.:

A5z 10 ]1]2]3 MNx=ilo]1]2]34]s
f(x)|-17|-13|-9|-5|-1| 3 | 7 fx)|5|4|3(2(1]2]3

b e o] 1]2]3]4 DT 508 10
f@)| 2 |-1|-2|-1[2|7 |14 fx)| ¥=3|-1|0 |2 | V10

1. Pojecie funkciji

203 I
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Odpowiedzi i rozwigzania
11.C

1.2. B

13.C

14. P,P, P

1.6. a) tak b) tak ¢) nie
d) nie e) tak f) nie

W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1.1. Wskaz wartos¢ funkgji f(x) = %xz + 2 dla argumentu réwnego 8.
A. 18 B. 33 C. 34 D. 36

1.2. Jezeli wartosé¢ funkcji f dla argumentu 2 jest rowna 8, to funkcja nie moze by¢
okre$lona za pomocg wzoru

A f(x)=2x+4. B. f(x)=x"+2. C. f(x)=2x" D. f(x) = x°.

1.3. Funkgcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie rzeczywistej potowe liczby do niej
przeciwnej. Funkcje f mozna okresli¢ za pomoca wzoru

A f(x) = i B. f(x)= % C. f(x) = —%x. D. f(x) = —%(—x).

1.4. Dana jest funkcja f opisana za pomoca tabeli.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
A. Dziedzing funkdji f jest zbior

X 1 3 5 7 9 |11 | 13

(1,3,579, 11, 13}. f(x) 4 8 12 | 16 | 20 @ 24 | 28
B. f(7) =16
C. Funkcje f mozna opisa¢ za pomocg wzoru:

flx)=2x+2.

1.5. Podaj trzy przykiady przyporzadkowan bedacych funkcjami i trzy przyklady
przyporzadkowan, ktore nie sg funkcjami.

1.6. Czy podany graf przedstawia funkcje?

o) )
F) G G



1.7. Sprawdz, czy podane przyporzadkowanie jest funkcja.

a) Kazdej dodatniej liczbie calkowitej przyporzagdkowujemy liczbe jej dzielnikow.
b) Kazdemu uczniowi liceum przyporzadkowujemy jezyk obcy, ktorego sie uczy.
¢) Kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowujemy jej reszte z dzielenia przez 7.
d) Kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowujemy jej szescian.

e) Kazdej ksigzce przyporzadkowujemy jej autora.

1.8. Oblicz f(~2), f(V3), jezeli

a) f(x)=Vx?+4. o) f(x)=Ix|+x.
b) f(x)=3x" - 6x—2. d) f(x) :——2x+1

1.9. Sporzadz tabele funkeji okreslonej za pomoca podanego wzoru.

a) f(x)=4x-5 dla x € {-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3}
b) f(x)—x -2 dla x € {-2,-1,0, 1, 2, 3, 4}
c) f(x)=|x-3]+1 dla xe{-1,0,1,2,3,4,5}
d) f(x)=Vx dla x € {-3, -1, 0, 8, 10}

1.10. Podaj przyklad wzoru funkcji danej w postaci tabeli.

Dy 2 a0 D% Jalol12]3
fx) 4 10 1

b) 58 0 1 2 3 58 -2/ -1]0 1 2

fx) -8 -1/ 0 1 | 8

O

fx) | 3|5 | 7

1.11. Okresl za pomocg wzoru funkgje f, ktéra przyporzadkowuje

a) kazdej liczbie rzeczywistej liczbe do niej przeciwna.

b) kazdej liczbie naturalnej kwadrat liczby wiekszej od niej o 1.

c) kazdej liczbie rzeczywistej jej podwojony kwadrat.

d) kazdej liczbie rzeczywistej jej warto$¢ bezwzgledng zmniejszona o 2.

e) kazdej liczbie dodatniej logarytm dziesietny tej liczby.

f) kazdej liczbie rzeczywistej polowe pierwiastka szesciennego z tej liczby.

1.12. Okresl podang funkcje za pomocg wzoru.

a) Pole P(r) kota w zaleznosci od promienia r tego kota.

b) Pole P(a) tréjkata rownobocznego w zaleznosci od dtugosci a boku tego trojkata.

c) Obwdd O(a) prostokata o bokach dlugosci a, 2a w zaleznosci od dlugosci krot-
szego boku tego prostokata.

d) Objetos¢ V(a) prostopadioscianu o krawedziach dtugosci a, 2a, 3a w zaleznosci
od dlugosci najkrétszej krawedzi tego prostopadtoscianu.

1. Pojecie funkcji 205 Imm——

1.7. Funkcjami sg
przyporzadkowania: a), c), d).

1.8. a) f(-2) = 2V2,

f(V3)=+7

b) f(-2)=22, f(V3)=7

o) f(-2) =0, f(\/§)=2\/§
d f(-2)=2, f(V3)=1
1.9. a)

x |-3|-2(-1{0|1|2|3
fx)|-17(-13|-9|-5|-1|3 | 7
b)

x |[-2/-1/0 1 /23|4
f@)| 2 |-1|-2|-1[2 |7 |14
V)

x |[-1/0(1|2|3[4]|5
fx)| 5432123
d)

X -3 |-1|{0)| 8| 10
flx)|V-3|-1| 0|2 |10
110. xeD i a)np.f(x)zx2
b) np. f(x) = 2x+3
c) np. f(x) =x-1
d) np.f(x):x3
1.11.a) f(x) = —x, x € R
b) f(x) = (x+1)% x €N
<) f(x)=2x2, x € R

d) f(x)=1|x|]-2, xR
e) f(x) = logx x>0

f) f(x) = 3,x€R

1.12. a)P(\/) nr? dla r>0
b) P(a) = —a dla a >0

¢) O(a) = 6a dla a >0

d) V(a) = 6a’ dla a >0



1.13. Funkgcja f

Dziat 3. Funkcje

przyporzadkowuje kazdej
liczbie rzeczywistej:
przeciwng do kwadratu tej liczby,
b) dodatniej liczbe odwrotna do
pierwiastka kwadratowego z tej
c) warto$¢ bezwzgledna
tej liczby powiekszonej o 3,
d) réznej od zera sume tej liczby
i liczby do niej odwrotne;.

1.14. a)

liczby,

f(x)

X

112(3/4|5(6|7|8|9
112(2|3|2(4|2|4(3

b) 2,3,5,7

1.15. a) 12 b) np. 9993
¢) 1001, 1010, 1100, 2000

Prosto do matury
1. K, P, P

a) liczbe

2.a) f(x)=2" dla x>0

b) f(x) =

log x dla x € N —{
¢) To nie jest funkcja.

d) f(x) = 11 ~dla x €R-
2
(5%)
=12, 4, 6,8, 10}
4.
X 1 2 3 4
1 1 3 5
@557

5. f(14- 6\/_)=\/14 65
=19- 6\/_

BES

V5| =

x/E

=(3- V?)Z

0}

{0}

1.13. Podaj przyklad opisu stownego funkeji f.

a) f(x)=—x2 b) f(x) = o) f(x)=Ix+3] d) f(x)=x+i

1
VX
1.14. Funkgja f przyporzadkowuje kazdej dodatniej liczbie naturalnej jednocyfro-
wej liczbe jej naturalnych dzielnikdw.

a) Sporzadz tabele tej funkgji.
b) Podaj wszystkie argumenty, dla ktérych warto$¢ funkcji jest roéwna 2.

1.15. Funkgja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej sume jej cyfr.

a) Podaj f(2019).

b) Podaj przyklad liczby », dla ktdrej f(n) = 30.

c) Podaj wszystkie liczby czterocyfrowe, dla ktérych wartos¢ funkeji jest réwna 2.

1. Funkgja f przyporzadkowuje kazdej liczbie catkowitej ostatnia cyfre jej kwadratu.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. f(4) =16

B. £(~100) = 0

C. Dla kazdej liczby calkowitej k spetniony jest warunek f(-k) = f(k).

2. Sprawdz, czy dane przyporzadkowanie jest funkcja. Jesli tak, zapisz jej wzor.

a) Kazdej dodatniej liczbie rzeczywistej x przyporzadkowujemy potege liczby 2
o wyktadniku x.

b) Kazdej dodatniej liczbie naturalnej x przyporzadkowujemy wykladnik potegi, do
ktdrej trzeba podnies¢ 10, aby otrzymac x.

c) Kazdej dodatniej liczbie rzeczywistej x przyporzadkowujemy liczbe, ktorej war-
to$¢ bezwzgledna jest rowna x.

d) Kazdej liczbie rzeczywistej x réznej od zera przyporzadkowujemy odwrotnosé
trzeciej potegi potowy liczby x.

5% 2 4 6 8 10

3. Funkgja f jest dana w postaci tabeli.
fx) | 2|02 0] 2

Podaj dziedzine tej funkeji i narysuj jej graf.

4. Funkcja f jest wyrazona wzorem f(x) = ix {1, 2, 3, 4, 5}. Sporzadz

tabele tej funkgji.

0 5. Dana jest funkcja f(x) = v/x dla x > 0. Wykaz, ze f(14 = 6\/5) =3-1/5.



2. Wyznaczanie dziedziny funkcji 207 I

2. Wyznaczanie dziedziny funkcji  ywasimetodyczne

Waznym tematem jest
wyznaczanie dziedziny funkcji.

Umiejetnosci: W podreczniku pokazujemy wiele
* wyznaczanie dziedziny funkcji okreslonej za pomocg wzoru rozwigzanych przykladow,

aby uswiadomi¢ uczniom, ze
Sposdb wyznaczania dziedziny funkcji, gdy jest ona przedstawiona za pomocg tabeli, dziedzine mozemy ,narzucic”
grafu czy opisu stownego, pokazaliémy w poprzednim rozdziale. Zajmiemy si¢ teraz podczas definiowania funkgji.
wyznaczaniem dziedzin funkeji liczbowych danych wzorem. Tylko wtedy, gdy tego nie zrobimy,

pojawia si¢ zadanie: Wyznacz

Przyjmujemy nastepujaca zasade: dziedzing (czyli zbiér wszystkich

jezeli obok wzoru funkcji liczbowej nie jest podana dziedzina, to zakladamy, ze liczb rzeczywistych, dla ktérych
dziedzing tej funkgcji jest zbidr tych wszystkich liczb rzeczywistych, dla ktorych mozna obliczy¢ wartos¢ funkcji).
mozna obliczy¢ warto$¢ funkgji. Oznaczenie D, ktdre stosujemy

dla dziedziny funkgji, jest dos¢
powszechne. Inne oznaczenia

Przyktad o dziedziny funkcji wystepujace
w podrecznikach to np.: X, Dy.

Sposdéb wyznaczania dziedziny funkcji pokazemy na przykladach.

Wyznaczymy dziedziny podanych funkcji.

a) f(x) =x"—4 «— w miejsce x mozna podstawi¢ dowolng liczbe rzeczywista
Odp.: D=R

1
b) f(x) =— «— w miejsce x nie mozna podstawi¢ liczby 0

x

Odp.: D =R -{0}

) f(x) = \/} «—— w miejsce x nie mozna podstawi¢ liczby ujemnej
x=0

Odp.: D = {0; c0)

1
d) f(x) = T +5 «— argumenty funkcji muszg spelnia¢ dwa warunki:
* x 2 0 jako wyrazenie pod pierwiastkiem i +/x # 0 jako wyrazenie
{ x20 z mianownika

Vx #0
Odp.: D = (0; o0)

1-
e) f(x) = ( 2); «— do wyrazenia w liczniku mozemy podstawi¢ dowolna liczbe
x—2)x
(x=2)x+0 «— mianownik rézny od zera
x-2+#01x+#0 — iloczyn wyrazen jest rozny od zera tylko wtedy, gdy kazdy z jego
x #2 czynnikow jest rozny od zera
{ x#0

Odp.: D =R - {0, 2}

tematy 4.1, 4.5 J

Multite4a

e Czy podany rysunek
przedstawia wykres funkcji
e Sposoby opisu funkcji
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x
f) f(x) = — «— mianownik rézny od zera
x

Odp.: D =R - {0} Dziedzine funkeji wyznaczamy ((( )))
przed wykonaniem przeksztal-

Po skroceniu utamka wzor funkgji przyjmie po- cefi we wrorze te] funkdji,

sta¢ f(x) = 1, nie zmieni to jednak jej dziedziny.

g f(x)=Vx2+1 «—— dla dowolnej liczby podstawionej w miejsce x
Odp.: D =R otrzymujemy K +1>0

h) f(x)=V2-x++Vx+5 —— 7adne z wyrazen pod pierwiastkiem nie moze by¢ ujemne

{2 0

X 0
X

VWV

-x
+5
2

<
{ > _5 «— wynik odczytujemy z osi liczbowej
Xz -

y_
/

-5 0 1 2 x
Odp.: D = (-5; 2)

. Vx+1
D £ =
x20 «— zalozenie dotyczace liczby pod pierwiastkiem
(x - 1)2 #0 — zalozenie dotyczace mianownika
x=0 ) . .
{ 41 «— liczby spelniajace obydwa zatozenia

Odp.: D = (0; 1) U (1; co)

) fl)=VIx-3-2
[x-31-2>0 «—— zalozenie dotyczace liczby pod pierwiastkiem
[x-3]>2
x<1llubx>5

Odp.: D = (~00; 1) U (5; o0)

1
90 I0
2—|x|>0 «—— zalozenie dotyczace liczby pod pierwiastkiem
x| <2 w mianowniku

Odp.: D = (~2; 2)



Przyktad e zad. 2.13

Wyznaczymy dziedzine funkcji f(x) = v/|x - 5] —x + 1.

Rozwiagzanie
lx=5|-x+1=0 «— zalozenie dotyczace liczby pod pierwiastkiem

Zapisujemy nier6wnos$¢ w postaci dwéch uktadow.

x—-520 lub x—-5<0

u
(x-=5)—-x+120 (-x+5)-x+120
xz5 x<5

lub
XxX-5-x+120 -Xx+5-x+120
xz5 x<5

1
{—420 ub {-2x>—6

W pierwszym ukladzie otrzymalismy nieréwnos¢ sprzeczna, zatem nie spetnia go
zadna liczba. Drugi uktad jest spelniony przez liczby

x<5 .
{xs 3 czyli x < 3.
Odp.: D = (—o0; 3)
Przyktad @) « zad. 2.7

Wyznaczymy warto$¢ parametru m, dla ktdrej dziedzing funkcji f(x) = 3x
X

zbiér D = R - {5}.

jest

Rozwiagzanie

3x-m+0 — zalozenie dotyczace mianownika
X # m
3
on fr
3

Zatem % =5, czyli m = 15.
Odp.:m =15

Przyktad @) « zad. 2.19

Funkcja przyporzadkowuje dlugosci x boku prostokata o obwodzie 20 pole P tego
prostokata. Wyznaczymy wzor i dziedzine tej funkcji.

Rozwigzanie

Oznaczmy dlugo$¢ drugiego boku prostokata przez y. Wowczas:

2x+2y =20
x+y=10

«— obwdd prostokata wynosi 20

2. Wyznaczanie dziedziny funkcji

42.13. Wyznacz dziedzine
funkcji.

a) f(x) = lx+1]-4x+3
b) f(x) = VIx-2|+3|x| -6
¢) f(x)=+I7-|x+2|]| -3
d)

f(x):\/|x+4|—2|x—2|+4—x
e) f(x)=I4-2x|+|x| -3x+2
ﬂf(x):\/Sx—|3+x|+2|x—1|
Odp.: a) (—oo; 1§>

b) (—o0; —1) U (2; o)

¢) (—o0; —12) U (—6; 2) U (8; o0)
d) (-2; 6)

(=13
o {3)

42.7. Dla jakiej warto$ci
parametru m dziedzing funkcji

x+2 . Y
flx) = e jest zbior
D=R-{3}?

Odp.:.m =6

42.19. Niech x oznacza

dtugo$¢ ramienia trojkata
réwnoramiennego o podstawie
réwnej 10. Funkcja f(x)
przyporzadkowuje zmiennej x
obwdd tego trojkata. Podaj wzor
funkgji i jej dziedzine.

Odp.: f(x) =2x + 10, D = (5; o)

209 I
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Odpowiedzi i rozwigzania
21.B

22. D

23. C

24.2)D=R b)D=R-{5}
D=R d)D=R-{2v3}

2.5. a) D = (0; o)

b) D =(3; ) ¢) D = (-00;5)
d) D= (-00;7) €)D={(1; )
f) D = {3}

2.6. a) D = (-3; c0) — {1}

b) D =R-{-1, 3}

¢) D = (-o0; 3) - {0}

d) D = (-o0; 4) - {-1}

27.m=6

y=10-x

P=xy=x(10 - x)

P(x) = x(10 — x)
Dziedzing funkcji najwygodniej jest wyznacza¢ z warunkdw opisanych w tresci za-
dania. Wyrazenia x oraz 10 — x oznaczajg dlugoéci bokdw prostokata. Zatem:

—— wyznaczamy y za pomocg x
«— wyznaczamy pole prostokata

«—— wzor szukanej funkcji

>
{ x>0 «— dlugosci bokéw sg liczbami dodatnimi
10-x>0
x>0
, czyli x € (0; 10
{ <o A X010

Odp.: P(x) = x(10 — x), D = (0; 10)

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

2.1. Wskaz dziedzing funkcji f(x) = X ;
X —
A.R-{1} B. R - {2} C. (2; ) D. (1; 2) U (2; o)
2.2. Wskaz funkcje, ktdrej dziedzing jest przedziat (—oo; 5).
1 1
A. =Vx-5 B. =5- C. = D. =
Flx) = Vx f@=F=% €)== D.f(v)=- ==

2.3. Wskaz funkcje, ktdrej dziedzing nie jest zbior liczb rzeczywistych.

A f(x) = §x2—5 B. f(x) :% C () =5 D. f(x) = Vx?
2.4. Wyznacz dziedzine funkgji.

3 _ 3 3 _ x+3
a) f(x)=3 b) f(x)—x_5 o fx)=x"-1 d) f(x)_zﬁ—x
2.5. Wyznacz dziedzing funkgji.
a) fx)=x++vVx ¢ f(x)=+V5-x e) flx)=+Vx—1++x
b) f(x)=+vVx-3 d) f(x)=x3+5+\/7—x f) f(x)=V2x-6-3V3-x
2.6. Wyznacz dziedzine funkgji.
Q) k(x) = ZE2 0 k(x) = 2=

x+5 V4-x+5

b) k(x) = m d) k(x) = T

2.7. Dla jakiej warto$ci parametru m dziedzing funkcji f(x) = 2x 2

- jest zbior
D=R-{3)?



2.8. Dla jakiej warto$ci parametru m dziedzing funkcji f(x) = Vx — 3m jest zbior
D = (-12; 00)?

2.9. Wykaz, ze nie istnieje taka warto$¢ parametru m, dla ktorej dziedzing funkcji

f(x) _ Vx —-3m

2x+m
2.10. Wyznacz dziedzing funkgji.

jest zbidér D = (-6; oo) — {2}.

2) f(x) = x4 9 fx)= = e) f(x) = Vix+4-4
! Cxl-1 o
b) f) =1 1= o I =0 =a
2.11. Wyznacz dziedzing funkcji.
oy _ 1
a) f(x)= s o f(x) Tee
b) f(x) = V21| 4) fx) = =2
2.12. Wyznacz dziedzing funkgji.
_ Vlxl =5 1
Q) )= YE=2 B f) = o + V=2
_ V2-x _ VIx-1]-1
b) f(x) = 3 e) f(x)——TM_3|
Ax+1-2 5= lx+ 3]
O 0= TE= D S = 5

2.13. Wyznacz dziedzing funkgji.
a) fx)=Ix+1[-4x+3

b) f(x) = Vix—2[+3[x[ -6

) fx)=I7-Ix+2[-3
2.14. Sprawdz, czy istnieje taka warto$¢ parametru m, dla ktérej dziedzing funkcji
flx) = jest zbiér D = R - {1, 2}.

d) f(x)=l|x+4]-2x-2|+4-x
e) f(x):\/|4—2x|+|x|—3x+2
f) f(x)=\/5x—|3+x|+2|x—1|

2x - 3| -m

2.15. Sprawdz, czy istnieje taka warto$¢ parametru m, dla ktérej dziedzing funkcji

f(x) = /5—|x+m]| jestzbiér D = (0; 5).

2.16. Dla jakiej wartosci parametru m dziedzing funkeji f(x) =

zbiér D = (1; oo0) — {4}?

2.15. Dziedzing funkcji f jest zbidr rozwigzan nieréwnosci 5 — |x +m| > 0, czyli przedziat

(=5—m; 5—my). Zbiér D = (0; 5) bylby wiec dziedzing, gdyby -5-m=01i 5-m =5,

czyli m = =5 i m = 0, co jest niemozliwe. Zatem nie istnieje szukana warto$¢ parametru m.

2.16. Dziedzing funkgji f jest zbior rozwigzan uktadu x — [m+1| >0 i [x - 2] +m # 0.
Zbior D = (1; o) — {4} jest wigc dziedzing, gdy |m + 1| = 1 ijedynym rozwigzaniem
rownania |x — 2| +m = 0 w przedziale (1; oo) jest liczba 4. Tak jest dla m = -2.

2. Wyznaczanie dziedziny funkcji

28. m=—-4

210.a) D=R b) D=R-{-2}
¢ D=R-{-55 d)D=R
e) D = (—o0; —8) U (0; o0)

f) D=R- {6, 14}

2.11. a) D = (—o0; —7) U (7; o0)
b) D=(-2;2) ¢)D=R
d) D = (1; 5)

2.12. a) D = (—o0; —5) U (5; c0)
b) D = (-o0; 2) — {-3}

¢) D = (005 =3) U (1; o0)

d) D = (—o00; —2)U(2; 00)—{-3, 3}
e) D= (-10)U(27)

f) D=R-{2, 4}

2.13. a) (—oo; 11>
3

b) (—o0; —1) U (2; o)
¢) (—o0; —12) U (=65 2) U (8; o0)

&) (-26) ) (-0 13)

o (3)

2.14. tak, m =1

211 I
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f&) = e -9)
b) np. f(x) = Vx+6

¢) np. f(x) = W;j

1
d) np. f(x) = W
e) np. f(x) = V[2-x|-4
0 np. flx) = 2L

2.18. f(x) = 3x, D = (0; )

2.19. f(x) =2x+10, D = (5; o)
2.20. f(x) =20-2x, D = (5; 10)

2.21. P(d) = %d(s—d), D = (0; 5)

2.22. 2) y = 6x° + 12x,
D = (0; o0)
b) y=x3+3x2, D = (0; o0)

Prosto do matury

1. F,P,P
2. D = (—o0; 2)
3. D=(-4;2)

4.D= (-3 ) - @)

5. f(x) =x+32, D=(0; 32)

2.17. Podaj przyktad funkcji, ktérej dziedzing jest wskazany zbior.

a) D=R-{3,7,9} d) D = (-o00; =9) U (3; 00)

b) D = (-6; o) e) D= (—o00; =2) U(6; 00)

) D= (-00;7) f) D= (=005 3) U (5; o0) — {0}

2.18. Podaj wzor i okresl dziedzine funkeji, ktora dlugosci x boku trojkata réwno-

bocznego przyporzadkowuje obwdd tego trojkata.

2.19. Niech x oznacza dlugo$¢ ramienia tréjkata rownoramiennego o podstawie
réwnej 10. Funkeja f(x) przyporzadkowuje zmiennej x obwdd tego trojkata. Podaj
wzdr funkgji i jej dziedzine.

2.20. Niech x oznacza dlugo$¢ ramienia trdjkgta réwnoramiennego o obwodzie
réwnym 20. Funkeja f(x) przyporzadkowuje zmiennej x dlugos¢ podstawy tego troj-
kata. Podaj wzor funkgji i jej dziedzine.

2.21. Suma dlugosci przekatnych rombu jest réwna 5. Podaj wzér oraz dziedzine
funkgji, ktdra dlugosci d jednej z przekatnych rombu przyporzadkowuje jego pole.

2.22. W prostopadloécianie o podstawie kwadratowej krawedz boczna jest o 3 jed-
nostki dluzsza od krawedzi podstawy. Podaj wzor i okresl dziedzine funkcji, ktora
diugosci krawedzi podstawy przyporzadkowuje

a) pole powierzchni catkowitej tego prostopadloscianu.

b) objetos¢ tego prostopadioscianu.

. Dana jest funkcja f(x) = Vmx + 1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
. Dla m = -2 dziedzing funkgji f jest zbiér D = <%, oo).

. Dla m = % dziedzing funkgji f jest zbior D = (=2; oo0).

. Dla pewnej warto$ci m dziedzing funkgji f jest zbior liczb rzeczywistych.
. Wyznacz dziedzine funkgji f(x) = x>+ 1+ V2 — x.
. Wyznacz dziedzine funkcji f(x) = V3 — [x + 1].

4. Wyznacz dziedzine funkcji f(x) = ﬁ
3

W NN O O =

5. Niech x oznacza dlugos¢ podstawy trojkata rownoramiennego o ramieniu réw-
nym 16. Funkcja f(x) przyporzadkowuje zmiennej x obwod tego trojkata. Podaj
wzor funkgji i jej dziedzine.

Uwagi metodyczne

W czgéci zadaniowej umieséciliémy kilka nietypowych zadan nawiazujacych do geometrii;
przynajmniej jedno z nich trzeba rozwigza¢ w klasie. Odpowiednie moze by¢ zadanie 2.20.
Prawdopodobnie podanie wzoru f(x) = 20 — 2x nie bedzie trudne, bo uczniowie maja za
sobg trening w ukladaniu réwnan do zadan tekstowych, ale juz okreslenie dziedziny tej
funkcji moze stwarza¢ klopoty. To dobra okazja, zeby si¢ uczy¢ na wlasnych btedach.
Mozna np. pytac:

- Co oznacza zmienna x?

- Jakich liczb nie mozna za nig podstawiac?

- Czy kazda liczba dodatnia moze by¢ dtugoscig boku tréjkgta?

- Jakie sq ograniczenia?

Mozna tez zrobié inaczej — poprosi¢ uczniéw o obliczenie warto$ci wyznaczonej funkcji
np. dla x = 30 i interpretacj¢ wyniku.



3. Zbidor wartosci funkciji

Umiejetnosci:
° wyznaczanie zbioru wartosci funkcji
e obliczanie, dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje dang wartos¢

W definicji funkgji jest mowa o dwoch zbiorach: X i Y. Definicja narzuca Sciste wa-
runki elementom zbioru X, niewiele natomiast mowi o elementach zbioru Y.
Przyjrzyjmy sie nastepujacym rysunkom.

X Y X, Y,

) (G

Oba grafy przedstawiaja przyporzadkowania bedace
funkcjami. Kazda z nich tym samym argumentom
przyporzadkowuje takie same warto$ci. Roznica mie-
dzy grafami polega na tym, ze w zbiorze Y, sg ,nie-
wykorzystane” elementy. Wygodnie jest wyodrebnic ze
zbioru Y, te elementy, ktoére sg przyporzadkowane ja-
kims$ elementom zbioru X,. Otrzymany w ten sposéb
zbiér nazywamy zbiorem wartosci funkcji i oznacza-
my w tym podreczniku ZW.

na tej samej dziedzinie

i przyporzadkowujace
kazdemu argumentowi x
wartosci takie, ze

f(x) = g(x), nazywamy
funkcjami réwnymi.

Wyznaczenie zbioru warto$ci funkcji, bardzo proste w wypadku graféw czy tabel,
moze by¢ bardziej skomplikowanym zadaniem matematycznym dla funkeji okreslo-

nych za pomoca wzoru.

Przyktad €)

Wyznaczymy zbidr wartosci funkeji f(x) = —3x, ktorej dziedzing jest zbior
D=10, 1,2, 3, 4}.

Rozwiagzanie

X 0 1 2 3 4 ‘
f@ | 0 3 -6 -9 -12

Odp.: ZW = {0, -3, -6, -9, —12}

Funkgje f i g okre$lone ((( )))

«—— przedstawiamy funkcje w postaci tabeli

3. Zbidér wartosci funkcji 213 I

Uwagi metodyczne

Bardzo wazng umiejetnoscia

jest obliczanie wartosci funkcji
okreslonej za pomocg wzoru.
Oznaczenie zbioru wartosci ZW
wydaje sie¢ wygodne. W réznych
podrecznikach i innych
publikacjach uzywa sie Y na
oznaczenie zbioru wartosci
funkcji. Warto wyjasni¢ uczniom,
ze tylko niektére oznaczenia sg
identyczne we wszystkich
ksigzkach matematycznych.
Roéznice pojawiajg sie nawet przy
nazywaniu zbioréw liczbowych
(np.: C=Z, W=0Q).

tematy 4.1, 4.5 J

Multite4a

e Czy podany rysunek
przedstawia wykres funkcji
e Sposoby opisu funkcji
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43.5. Wyznacz zbior wartosci
funkgji, ktora kazdej liczbie
naturalnej przypisuje jej reszte
z dzielenia przez 7.

Odp.: ZW = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

«38. Niech f(x) :31? dla

x € (1; co0). Wyznacz zbidr
wartosci tej funkcji.
Odp.: ZW = (0; 1)

43.10. Dla funkgji o danym
wzorze i wskazanej dziedzinie
sprawdz, ktdra z podanych obok
liczb nalezy do zbioru wartosci tej
funkcji.

a) f(x) =x-3, D=(0; o0);
=5, =1, 3, 5

b) g(x) =2x, D=N; 4,1, 3,8
O hx) = =, D =Z- {0k
IR

37 2

d) m(x) = (x+1) = (x = 1%,
D = (-2; 2); —-10, —4, 0, 4, 8, 10
Odp.:a) -1,3,5 b) 4,8

oL -1 1 a-404
3 2

Przyktad 9

Okreslimy zbidr wartosci funkcji g, ktéra kazdej liczbie naturalnej z przedziatu
(5; 10) przyporzadkowuje liczbe jej dodatnich dzielnikéw; np. g(6) = 4, poniewaz
liczba 6 ma cztery dodatnie dzielniki: 1, 2, 3, 6.

Rozwigzanie

x 5 6 7 8 9 |10

gx) | 2 | 4 | 2| 4 3| 4

Odp.: ZW = {2, 3, 4}

Przyktad e zad. 3.5

Wyznaczymy zbidr wartosci funkcji, ktéra kazdej liczbie naturalnej przypisuje jej
reszte z dzielenia przez 3.
Rozwigzanie

Kazda liczba naturalna daje w wyniku dzielenia przez 3 reszte 0 lub 1, lub 2.
Zatem ZW = {0, 1, 2}.

Przyktad @) < zad. 38

Niech f(x)=-x dla x € (0; o0). Wyznaczymy zbidr wartosci tej funkcji.

Rozwiazanie

Funkcja f przyporzadkowuje dodatnim liczbom rzeczywistym liczby do nich prze-

ciwne. Zatem:

o wszystkie wartosci funkgji sg liczbami ujemnymi,

e kazda liczba ujemna jest wartoscia tej funkeji, poniewaz jest przyporzadkowana
pewnej liczbie dodatnie;.

Odp.: ZW = (=005 0)

Przykiad @) « zad.3.10

Sprawdzimy, czy liczba 5 nalezy do zbioru wartoéci funkcji f(x) = 3x — 1 o dzie-
dzinie D = (0; o).
Rozwiazanie
Szukamy odpowiedzi na pytanie, czy w podanej dziedzinie znajduje si¢ argument x,
ktéremu funkcja przyporzadkowuje liczbe 5.
f(x)=5
3x-1=5
x =2, liczba 2 nalezy do przedziatu (0; o0) i f(2) =5

«— rozwigzujemy odpowiednie rownanie

Odp.: Liczba 5 nalezy do zbioru wartoéci funkgji f.



Przyktad 0

Sprawdzimy, czy liczba 7 nalezy do zbioru wartoséci funkeji g(x) = x — 3, ktdrej
dziedzing jest zbior D = (-2; 2).
Rozwigzanie
Rozwigzujemy réwnanie g(x) = 7.
x=-3=7
x =10 «—— sprawdzamy, czy liczba 10 nalezy do dziedziny

10 nie nalezy do przedziatu (-2; 2).

Odp.: Liczba 7 nie nalezy do zbioru wartoéci tej funkcji.

Przyktad o zad. 3.12

Zbiorem wartosci funkeji f jest ZW = {-1, 1, 3}. Wyznaczymy dziedzine D, jezeli
f(x)=2x+1.

Rozwiagzanie
Szukamy liczb, ktérym funkcja przyporzadkowuje dane wartosci. W tym celu roz-
wigzemy odpowiednie réwnania.

2x+1=-1 2x+1=1 2x+1=3
2x = =2 2x =0 2x =2
x=-1 x=0 x=1

Odp.: Dziedzing funkgji jest zbiér D = {-1, 0, 1}.

W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

3.1. Wskaz zbiér wartosci funkeji f(x) = %, ktérej dziedzing jest zbior {1, 2, 3}.

A {%, 1 1} B. {l, 1 2} C. {%, 1 2} D. {%, 1 2}
9 3 6 3 3 9 3 3 96 3
3.2. Wskaz liczbe nalezaca do zbioru wartosci funkeji  f(x) = 4x — 3, ktorej dzie-

dzing jest zbior liczb catkowitych.
A. 100 B. 101 C. 102 D. 103

3.3. Dziedzing funkcjijest zbior {-2, 0, 2}. Wskaz zbior, ktéry nie moze by¢ zbiorem
wartosci tej funkgji.
A. {0} B. {0, V/3}

C. {-2,0, 2} D. {-2,-1, 1, 2}

3. Zbidér wartosci funkcji 215 I

43.12. Dana jest funkcja

y = f(x) oraz jej zbior wartosci
ZW. Wyznacz dziedzing D tej
funkcji.

a) f(x)=x-1, ZW =10, 3, 5}
b) f(x) =2x, ZW = {-4, 6, 100}
o) f(x)=+x, ZW={0, 1, 2}

d) f(x) = z ZW = (=3, 3, 9}

Odp.:a) D = {1, 4, 6}
b) D = {-2, 3, 50}
¢)D=1{0, 1, 4}

d) D={-3,1, 3}

Odpowiedzi i rozwigzania
3.1.C

3.2. B

3.3. D
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3.4.2) ZW = {-4, -1, 2, 5}
b) ZW = {2, 5, 8, 11}

<) ZW = {% 1, 2, 4, 8}
d) ZW = {-3, 0, 2}

3.5. ZW =10, 1, 2, 3, 4, 5, 6}
3.6. ZW = {4,7,8,10, 11, 12, 15}

3.7. ZW = {12, 14, 16, 18, 20, 22}

3.8. ZW = (0; 1)

3.9. a) ZW - zbiér liczb
catkowitych nieparzystych
b) ZW = {-1, 1}

c) ZW = (0; 3)

d) Zw ={-1, 1}

3.10. a) -1, 3,5

3.11. Wskazowka: Rozwiaz
rownanie k(x) = 1.

312.a) D =11, 4, 6}
b) D = {-2, 3, 50}

o D=1{0, 1, 4}
d)D=1{31,3}

3.4. Wyznacz zbidr wartosci funkcji

a) f(x):3x+% { =, —}
b) f(x)=3vx-1 ={ 4 9, 16}
o flx)=2""" ={-2,-1,0,1, 2}

d) f(x)=log x = {0,001, 1, 100}

3.5. Wyznacz zbidr wartosci funkgji, ktéra kazdej liczbie naturalnej przypisuje jej
reszte z dzielenia przez 7.

3.6. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej naturalnej liczbie dwucyfrowej podzielnej
przez 13 sume jej cyfr. Wyznacz zbidr wartosci tej funkcji.

3.7. Funkgja f przyporzadkowuje kazdejliczbie x ze zbioru D = (10; 20) najmniej-
szg liczbe calkowity parzysta wieksza od liczby x, np.: f(17,3) =18, f ( Y 120) =12.
Wyznacz zbiér wartosci tej funkgji.

3.8. Niech f(x) = 1 dla x € (1; o0). Wyznacz zbidr wartoéci tej funkgji.
x

3.9. Wyznacz zbidr wartosci funkeji.
a) flk)y=2k+1 keZ
b) f(m)=(-1)" neN
o) f(x)=Ix| x€(-33)
O f=2 xer-q0

3.10. Dla funkcji o danym wzorze i wskazanej dziedzinie sprawdz, ktéra z podanych
obok liczb nalezy do zbioru wartoéci tej funkcji.

a) f(x)=x-3 D = (0; o0) -5,-1,3,5
b) g(x) =2x D=N 4,1,3,8
O hix)=1 D=27Z-{0) 1.1,
X 3 2
d) m(x) = (x+ D> = (x - 1)? D =(-2;2) -10, -4, 0, 4, 8, 10

3.11. Dana jest funkcja k(x) = |x| + 2, ktérej dziedzing jest zbidr liczb rzeczywi-
stych. Wykaz, ze liczba 1 nie nalezy do zbioru wartosci tej funkcji.

3.12. Danajest funkcja y = f(x) orazjejzbidr wartosci ZW. Wyznacz dziedzine D
tej funkgji.
a) f(x)=x-1
b) f(x) =

={0’ 3’ 5} C) _]c()C):\/-’_C
ZW = {~4, 6, 100} d fx)=-

ZW = {0, 1, 2}
ZW =1{-3, 3,9}



3.13. Podaj zbidr wartosci funkcji, ktéra kazdemu kwadratowi o boku a przypo-
rzadkowuje jego pole, przy czym a jest liczba podzielng przez 3 i mniejsza od 10.

3.14. Podaj przyktad funkcji o dziedzinie D i zbiorze wartoéci ZW.
a) D=R ZW =R Q) D=(-1;00) ZW = (=003 1)
b) D=2 ZW =N d) D=R ZW={-1,0, 2}

3.15. Podaj przyklad funkgji, ktorej dziedzing jest zbidr liczb wymiernych, a zbio-
rem warto$ci — zbior liczb catkowitych.

3.16. Dana jest funkcja f(x) = 22X++167’

nych. Wykaz, ze do zbioru warto$ci funkeji nie nalezy zadna liczba calkowita.

ktorej dziedzing jest zbidr liczb natural-

3.17. O funkcji y = f(x) wiadomo, ze jej dziedzing jest zbior liczb rzeczywistych,
a zbiorem wartoéci ZW = {-1, 1}. Czy z tych informacji wynika, Ze w pewnym
przedziale (a; b) dla wszystkich argumentéw warto$ci funkcji sg réwne 1 albo dla
wszystkich argumentdw z tego przedzialu wartosci funkcji sg rowne —1?

1. Funkgja f przyporzadkowuje kazdej liczbie catkowitej liczbe o 2 mniejsza od jej
kwadratu. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Liczba -2 nalezy do zbioru wartosci funkgji f.

B. Liczba -1 nalezy do zbioru wartosci funkgji f.

C. Liczba 36 nalezy do zbioru wartosci funkeji f.

2. Wyznacz dziedzine funkeji f(x) = x — 5, znajac jej zbiér wartosci
ZW = {-7, -5, -1}

3. Sprawdz, czy liczba 3 nalezy do zbioru wartosci funkeji f(x) =[x — 5| —x + L.

4. Wyznacz zbior wartosci funkgji, ktéra bokowi kazdego kwadratu o obwodzie
mniejszym od 20 przyporzadkowuje pole tego kwadratu.

5. Danajest funkcja f(x) = V2x—22, ktorej dziedzing jest zbiér liczb naturalnych.
Wykaz, ze liczba 72 nalezy do zbioru wartosci tej funkcji.

3. Zbidr wartosci funkciji

3.13. ZW = {9, 36, 81}

3.14. a) np. f(x) =x dla x e R
b) np. f(x) = x| dla x € Z
c) np. f(x) =-x dla x € (-1; o0)

-1 dla x<0
d)np. f(x) =40 dlax=0
2 dlax>0

3.15. np. funkcja, ktora

kazdej liczbie wymiernej
przyporzadkowuje najmniejsza
liczbe catkowity wiekszg lub rowna
danej liczbie

3.16. Gdyby liczba calkowita k
byta wartoscia funkgji dla pewnego
argumentu n € N, prawdziwa
2"+17

2" +6°

czyli k-2" + 6k = 2" + 17, stad
2"(1 - k) = 6k — 17. Lewa strona
ostatniej rownosci jest parzysta,

a prawa nie. Sprzecznosc.

bytaby rownos¢ k =

3.17. Nie. Wskazowka: Rozpatrz
np. funkgeje, ktéra liczbom
wymiernym przyporzadkowuje 1,
a liczbom niewymiernym
przyporzadkowuje —1.

Prosto do matury
1. PP, F

2.D=1{-2,0,4}

3. tak,f(l%) =3

4. ZW = (0; 25)

5. Wskazowka: Sprawdz, czy
rozwigzaniem réwnania

Jled) = 72 jest liczba naturalna.



e 218 Dziat 8. Funkcje

Uwagi metodyczne 4_ Warto pOWté rzyé

Zanim wprowadzimy wykres L
funkgji, wykonajmy ¢wiczenia — u k»l'ad WS pOI' rzed nyC h
z ukltadem wspdtrzednych.

Stabszym uczniom takie zadania
sprawiaja duzy ktopot. Myli im sie
nazewnictwo (0§ odcietych, 0§
rzednych), miewaja problemy

Prostokatnym ukladem wspotrzednych nazywamy pare osi liczbowych umieszczo-
nych na plaszczyznie tak, by przecinaly sie pod katem prostym w punkcie oznaczo-

z odczytywaniem wspotrzednych nym liczbg 0 na kazdej z nich.

punktu. Jezeli tej ostatniej Ol pperateme;) mevzEmy @) & o Gy Mozna umiesci¢ i nazwaé osie ukltadu ((( )))
umiejetnoéci nie nabedy, dalsza odcietych, o$§ pionowg - osig y lub osig T

czg$¢ nauki o whasnosciach funkcji rzqdnych, a punkt przeciecia osi — Nie jest tez konieczne, by odcinki jednostko-

nie bedzie miafa sensu. Dlatego poczatkiem ukladu. we na obu osiach mialy jednakowa dlugo$é.

warto siegna¢ po rézne, nawet
zdawaloby sie nieprzystajace

do szkoty ponadpodstawowej,
sposoby: x przy osi opisywac jako
»otwarte, tnace nozyczki”, wysylac

Matematycy przyjeli zasade: pierwsza
wspolrzedna punktu jest odczytywana z osi
odcietych (x), a druga z osi rzednych (y).

Kazdemu punktowi ptaszczyzny z wpro-
wadzonym ukladem wspdtrzednych od-
powiada para liczb rzeczywistych zwa-
nych wspolrzednymi punktu.

krasnoludki biegajace tylko po Na rysunku pokazujemy sposdb wyznaczania wspotrzed- v

prostych réwnolegtych do osi nych punktu. :

w celu odczytania wspétrzednych - . . . . ) _
i nie zalowa na takie zabiegi czasu. W danym ukladzie wspétrzednych punktowi P odpowia- = 1 =

da para liczb: 2, -3, co zapisujemy P = (2, -3).
Kazdej parze liczb odpowiada dokladnie jeden punkt
plaszczyzny, np. parze (-1, —2) odpowiada punkt A.

Wszystko za$ nalezy zakonczy¢
sprawdzianem umiejetnosci.

S0

[
(v
)

Uklad wspétrzednych faczy w pewnym sensie algebre z geometria, dlatego jest tak
powszechnie uzywany. Wprowadzenie ukladu wspétrzednych (cho¢ nieco innego
niz opisany wyzej) jest pomystem francuskiego uczonego Kartezjusza (XVII w.), stad
uzywane sg czesto nazwy — ,kartezjanski uklad wspolrzednych” i ,ptaszczyzna kar-
tezjanska” (plaszczyzna z takim uktadem).

Przyktad o

Zaznaczymy czworokat ABCD o wierzchotkach A = (-3,-2), B = (2,-2),
C =(2,2), D =(-3,2) iobliczymy jego pole.

7}
Rozwigzanie D c
Boki tego czworokata sg réwnolegte do osi ukladu wspoét- 7
rzednych. ABCD jest wiec prostokatem, w ktérym P 0 > %
|AB| =5, a |BC| = 4.
A B
Odp.: Pole prostokata ABCD jest réwne 20.




4. Warto powtorzy¢ — uktad wspotrzednych

Przyktad @

Zaznaczymy na plaszczyznie w ukladzie wspoétrzednych punkty, ktorych wspotrzedne
(x, y) spelniaja podane warunki.
a) x>3iy=1 Jezeli w warunku jest informacja tylko o jednej (1)
b) x=1i y> -2 wspolrzednej, to zakltadamy, ze druga moze

=2 przyjmowaé dowolng wartos¢ (chociaz najczesciej
¢ x= zapisujemy taka informacje w postaci np. y € R).

Rozwigzanie

a) b) <)
v v A v 4
I 1 1
0 ; 0 1 ? 0 7
Przyktad €
Zaznaczymy na plaszczyznie zbior wszystkich punktow, ktorych wspolrzedne spet-
niaja podane warunki.
a) x>-1iyeR b) y<3ixeR c) x€(-2;3)1ye(l;4)
///V vy A punkty na tej vA
punkty na tej prostej nie naleza
prostej naleza do zbioru 4
do zbioru (linia przerywana)
(linia ciggta) —» 1 3
_1[/9]
/) ! -
7, 2 |0 X
Przyktad @
yA
Zaznaczymy na plaszczyznie kartezjanskiej punkty,
ktorych wspolrzedne umieszczone sg w tabeli. Jo2
x | 0| 1| 2|3 Joo
y | 100 | 99 | 102 | 100 >
Rozwiazanie 0 ]
Aby zrobi¢ czytelny rysunek, warto ,,skroci¢” o y.

219 I
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Odpowiedzi i rozwigzania
4.2. a) trojkat prostokatny
réwnoramienny

b) réwnolegtobok

¢) trapez rownoramienny
d) prostokat

4.3. Czworokat ABCD jest

prostokatem o polu 24.
4.4.
a) 9]
JA Ji
0 3 ir 0 i
b) d)
A YA
2
1 1
0 £ 0 £
4.5.
a) )
A YA
L 3
0 x )
0 =
b) d)
YA JA
0 ]
o 5 %
T
4.6.
a) <)
JA )i
1 - I |5
0 % of 11
b) d)
11 y YA
0 ~
0 X

Przyktad e y4
Zaznaczymy w ukladzie wspotrzednych punkty:

A=(—2, i), B=<—1, i) : C=<1, i). e
98 98 98 3

Rozwiazanie
W tym wypadku najlepiej przyja¢ na osiach rézne 98
jednostki. EIREI

4.1. Zaznacz w ukladzie wspolrzednych podane punkty.
A=(0,-3), B=(-5-1), C=(-5,2), D=(2,-4), E=(3,5), F=(-2,0)

=Y

4.2. Narysuj w ukladzie wspotrzednych wielokat, ktorego kolejnymi wierzchotkami
s3 podane punkty. Podaj nazwe tego wielokata.

a) A=(-3,1), B=(51), C=(1,5)

b) K=(-2,-2), L=(2,-2), M=(8,4), N=(4, 4)

c) P=(-3,-4), Q=(43), R=(0,2), S=(-2,0)

d) D=(1,0), E=(6,5), F=(3,8), G=(-2, 3)

4.3. Jakim czworokatem jest wielokat ABCD, jesli A = (=2, -3), B = (4, -3),
C=(41), D=(-2, 1)? Oblicz jego pole.

4.4. Zaznacz w ukladzie wspotrzednych zbidr punktdw, ktorych wspotrzedne spel-
niaja podane warunki.
a) x<3iyeR b)xeRiy>1l

) x22iy22 d)x<3iy<2

4.5. Zaznacz w ukladzie wspdlrzednych zbidér punktow, ktérych wspotrzedne spel-
niaja podane warunki.
a) x=0iyeR b)y>0ix=2

c) x<liy=3 d)y<-2ix=2

4.6. Zaznacz w ukladzie wspotrzednych zbidr punktdw, ktorych wspotrzedne spel-
niaja podane warunki.

a) ye(-2;4)ixeR
b) x € (-3;3) i y=-5

c) xe(-51)iye(-2;3)
d) x e (-2;4) i y€(0;5)

4.7. Ktoére z podanych punktéw naleza do osi x?

A=(3.7, B=(-40. C=(vZ0. D=(0.3). E=(-L5)
4.8. Ktore z podanych punktéw naleza do osi y?

K= -1, L=(0,5, M= (—% o), P=(0,-V3), Q=(-4-1)
47.BiC
48.Li P



5. Wykres funkcji
Umiejetnosci:
e okreslanie funkcji za pomoca wykresu

Kazda funkgja liczbowa taczy liczby w pary, ktére mozemy przedstawi¢ w postaci
punktéw na plaszczyznie z uktadem wspoltrzednych.

Wykresem funkcji liczbowej f ze zbioru X w zbior Y nazywamy zbior wszyst-
kich punktéw o wspétrzednych (x, f(x)) dla x € X.

Przyktad €) f

Przyjmujemy zasade, ze pierwszag wspélrzedna ((( )))
1 punktu nalezacego do wykresu funkcji znajdu-

jemy na poziomej osi x, a drugg — na pionowej

osi y. Dziedzing funkeji odczytujemy wiec na

osi x, a zbior wartosci na osi y.

Narysujemy wykres funkeji okreslonej za pomoca grafu.
Rozwigzanie

Dziedzing funkgji jest zbidr trzech liczb, zatem
wykresem funkgji jest zbior trzech punktow.

y A

=Y

0

Przyklad @) « zad. 55
Narysujemy wykres funkcji f(x) = |x — 3| o dziedzinie D = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.

Rozwigzanie

Wyznaczamy wartosci funkcji i zapisujemy je, np. w tabeli: |74
y F M%)
X 1 2 3 4 5 6 7
fe) 2|1 0|1 2|34 1

Wykres sklada si¢ z siedmiu punktow. 0 x
Przykiad @)
Narysujemy wykres funkcji f(x) = 2, ktorej dziedzing v
jest zbidr liczb rzeczywistych. ST
Rozwiazanie ]
Wykresem f jest prosta — zbidr wszystkich punktow ) .
plaszczyzny, ktérych druga wspotrzedna jest rowna 2. 0 x
5.5. Odp.:
a) b) <) d)

b7 b7 b7 b7

0 g 0 E; ! .

0 X

i

5. Wykres funkciji

Uwagi metodyczne

Rysujmy rozne wykresy.

Nie jestesmy skrepowani
wzorami funkcji, powinnismy
wiec zaprezentowaé wiele
mozliwosci, od prostych
punktowych po skomplikowane,
np. z asymptotami. Nasze
doswiadczenia wykazaly, ze
uczniowie fatwiej opanowuja ten
temat, jezeli wykresy sg trudne,
nieliniowe.

45.5. Sporzadz wykres funkgji.
a) f(x) = (-1

D={1,2 3,4, 5}

b) f(x) = 2%,
D={2-1,0, 1, 2}

c) f(x) = -2vx—-1,
D=1{1,2,5, 10}

d) f(x) = Va2,

D={3,-2-1,0,1,2}
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Uwagi metodyczne

Trzeba przyzwyczaja¢ uczniow do
rysowania punktowych wykresow
funkcji. Dobrymi przyktadami

s3 konkretne obserwacje, np.
wykresy pomiaru temperatury, czy
dane zaczerpniete z rocznika
statystycznego. Wiadomo, ze
taczenie kropek odcinkami jest
matematycznym bledem, ale tak
wygladajg wszystkie wykresy
zamieszczane w mediach. Jest

to podyktowane dbaloscia

o czytelnos¢ i tak tez mozna ten
problem wyjasni¢ uczniom.

Podobnie - wykresem funkcji g(x) = 5 jest prosta rownolegta do osi x bedaca
zbiorem wszystkich punktéw plaszczyzny, ktorych druga wspolrzedna jest réwna 5,
a wykresem funkcji h(x) = —V/3 jest prosta réwnolegta do osi x bedaca zbiorem
wszystkich punktéw plaszczyzny, ktorych druga wspotrzedna jest rowna —+/3 itd.
Dlatego przyjmujemy zasade: jesli chcemy zaznaczy¢ w ukladzie wspotrzednych
zbior wszystkich punktéw plaszczyzny, ktorych druga wspétrzedna jest rowna a, to
piszemy krétko: prowadzimy prosta o réwnaniu y = a.

Przyktad o zad. 5.7

W tabeli przedstawiono temperature ciata pacjenta mierzong co 6 godzin.

Kolejne godziny 0 6 12 18 24 30 36 42 48
Temperatura [°C] | 38,2 | 37,4 | 37,1 | 37,5 | 37,9 | 37,7 | 37,1 | 36,9 | 36,8

Sporzadzimy wykres funkgji, ktéra czasowi obserwacji (w godzinach) przyporzadko-
wuje zarejestrowang temperature (w °C).

Rozwigzanie

Cl A

Aby wykres byt czytelny, (1))
r czgsto przyjmuje sig roz-

. ne odcinki jednostkowe

na osiach.

2Q
50

12 18 24 30 36 42 48
liczba godzin

Zauwazmy, ze jednostki na osi pionowej zaznaczone s3 nie od 0.
Dziedzina funkcji sktada sie z kilku liczb, wiec wykres rowniez sklada sie z kilku punk-
tow. W praktyce czesto Iaczy si¢ je odcinkami, aby uzyska¢ nastepujacy wykres:

[Cl4

383 >
.\

»

'3
[«

12 18 24 30 36 42 48
iczba godzin

Oczywiscie nie jest to wykres funkcji z podanej tabeli, gdyz pomiar nie byt wykonany
w sposob ciagly i nie mamy pewnoéci, czy np. po uplywie trzech godzin temperatura
wynosita 37,8°C. Jest on jednak bardziej czytelny od poprzedniego i pozwala tatwiej
stwierdzi¢, kiedy temperatura rosta, a kiedy malata, a w dodatku - kiedy rosta lub
malata najszybcie;j.

45.7. Tabela przedstawia ceny biletow normalnych na dystansie nie wiekszym od 50 km
w pociagach Kolei Mazowieckich obowigzujace w 2018 r.

Odlegtosé [km] | (0; 5) (5; 10) | (10; 15) | (15; 20) | (20; 30) | (30; 40) | (40; 50)
Cena biletu [zf] 3,70 5,80 6,80 8,10 10,50 11,80 13,80

Na podstawie tabeli narysuj wykres funkeji, ktora przyporzadkowuje liczbie przebytych
kilometréw cene biletu za przejazd.



Przyktad @ < zad. 5.12
Narysujemy wykres funkeji f(x) = v/x.
Rozwigzanie

Dziedzina tej funkcji jest zbidr liczb nieujemnych. Jest to zbiér nieskonczony, dlatego
w tabeli umiescimy tylko kilka liczb wybranych z dziedziny.

5 0 1 2 4 9 | 100

f)=vx | 0 1 | v2 ) 2 | 3 10

N = | =

W= | O~

Aby doktadnie narysowac wykres tej funkcji, trzeba wyznaczy¢ o wiele wiecej punk-
tow, niz zrobiliémy to w tabeli. Mozna w tym celu wykorzysta¢ kalkulator graficzny
albo komputer.

Zauwazmy, ze ten wykres nie jest zakonczo- (1))
ny z prawej strony koéteczkiem (pustym lub

-, zamalowanym). W ten sposob zaznaczamy,

— ze funkgja jest okreslona dla wszystkich

liczb rzeczywistych dodatnich. To oznacza,

ze linia wykresu ciagnie si¢ dalej, a funkcja

nie zmienia swoich wtasnoéci. Takg kon-
wengcje stosujemy we wszystkich naszych
podrecznikach.

VA

L G
.
I
\

i

J
W powyzszych przyktadach sporzadziliémy wykresy na podstawie poznanych sposo-
bow przedstawiania funkcji. Czesto jednak jest odwrotnie — dany jest wykres, a my
mamy za zadanie stwierdzi¢, czy przedstawia on funkcje, i ewentualnie opisac jej
wiasnosci.

Przyktad @ < zad. 5.13

Ktory z ponizszych wykreséw przedstawia funkcje?

I. i I A

1
T

=Y
=y

e

Rozwigzanie

Zgodnie z definicja funkcji dla kazdego argumentu x istnieje dokladnie jedna liczba y
taka, ze f(x) = y. Zatem dlakazdego x istnieje najwyzej jeden punkt wykresu funkcji
o pierwszej wspdlrzednej x.

e) i f) vAk
—
1
«AlIRN / .
/ 0 X
i
0 x T

Odp.:a) tak b) nie ¢) tak d) nie e)tak f) nie

5. Wykres funkcji 223 s

45.12. Wyznacz dziedzing funkcji
y = f(x) inarysuj jej wykres.

a) f(x) =3vx
b) f(x) = Vixl
o) f(x) = V2x
Odp.:a) D=(0; o) b) D=R
¢) D = (0; o0)

JA = 3./k
ERRENAIZambENE

0 £

45.13. Czy podany rysunek
przedstawia wykres funkcji?

a) vA

d Y
\l,
/1 \9]/ x
\
\

b) yA
0 1 ?

[9) vk
! X

d) yA
0 3




e 224 Dziat 8. Funkcje

Wrykres I spelnia ten warunek, natomiast wykres II go nie spetnia — nalezg do niego
rézne punkty majace takie same pierwsze wspdtrzedne, np. (0,1) i (0,-1).

Kazda prosta réwnolegla do osi y moze mie¢ z wykresem funkcji najwyzej jeden punkt wspdlny. ((( )))

A A )
/e
/| /\\.
0
\T | /| "‘:E;
To jest wykres funkcji. To nie jest wykres funkcji.

Wykres funkeji nie moze zawiera¢ dwdch réznych punktéw, ktorych pierwsze
wspolrzedne sa takie same.

W postaci wykresow czesto prezentuje si¢ dane statystyczne.

PrzykIad o A poparcie|[%

Wykres przedstawia procentowy 15 — N

udzial oséb popierajacych pewna . ) |

partie polityczng w ciggu 12 kolej- 0 N
nych miesiecy. 2 3 4 7 8 9 10 11 12 | miesigce

Wrykres jest najlepszym sposobem zaprezentowania takich danych. Tabela bytaby
mniej czytelna, a podanie wzoru tej funkeji - praktycznie niemozliwe.

W kazdym z zadan 5.1-5.4 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz

Odpowiedzi i rozwigzania w zeszycie.
5.1.C 5.1. Na wykresie przedstawiono funkcje. Wskaz tabele okreslajaca te funkgje.
A Alel 2l ool 2 Clel2lalol
0 % B. x | -2|-1]0 1 D x | =2|-1]0]1
y —2/02]0 y 2020




5.2. Ktéry z wykresoéw nie przedstawia funkeji?
A. i C. vh

1 1
T T

=y

0

=Y

1
T

ad |

=Y

0

6.3. DanesgpunktyP =(2,7), Q=3,7), R=(3,5), S=(5, 7).

Do wykresu jednej funkcji nie mogg naleze¢ punkty

A.PiQ. B. QiR C. RiS. D.SiP.
5.4. Na rysunku przedstawiono wykres funkgji f, ktora vl
przyporzadkowuje kazdej liczbie rzeczywistej

A. liczbe o 1 wiekszg.
B. liczbe o 1 mniejsza. 0
C. liczbe do niej przeciwna. y /)
D. jej polowe.

.l

sl J

5.5. Sporzadz wykres funkcji.
a) f(x)=(-1)", D={1,2,3,4,5} c) f(x)=-2Vx-1, D=1{1, 2,5, 10}
b) f(x)=2% D={-2,-1,0, 1, 2} d) f(x)=Vx2 D=1{-3,-2,-1,0,1,2}

5.6. Sporzadz wykres funkgji, ktora kazdej liczbie

a) naturalnej mniejszej od 10 przyporzadkowuje jej reszte z dzielenia przez 3.
b) calkowitej przyporzadkowuje liczbe 3 razy mniejszg od niej.

¢) naturalnej przyporzadkowuje liczbe o 2 wieksza od niej.

d) calkowitej przyporzadkowuje liczbe do niej przeciwna.

5.7. Tabela przedstawia ceny biletéw normalnych na dystansie nie wigkszym od
50 km w pociggach Kolei Mazowieckich obowigzujace w 2018 r.

Odlegto$é [km] = (0; 5) | (5;10) | (10; 15) | (15; 20) | (20; 30) | (30; 40) | (40; 50)
Cenabiletu [zf] 3,70 5,80 6,80 8,10 10,50 | 11,80 | 13,80

Na podstawie tabeli narysuj wykres funkgji, ktdra przyporzadkowuje liczbie przeby-
tych kilometréw cene biletu za przejazd.

5. Wykres funkciji

5.2. B

53. B

5.4. B

5.5. a) vh

N

(=}
5

b) §7

-

(=]
)

o) i

N

f=]
=Y

d) 57

hfy
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5.6. a) | [y}

=Y
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5.9. §7Y )
L1
0 K3
Raf
5.10. Wskazowka:
Pow. [dm?] | 1,17 | 1,50 | 2,34 | 3,15
Cena [zt] | 0,75|0,90 | 1,60 | 1,80
5.12.a) D=(0; o) b) D=R
¢) D = (0; o0)
0 = 3
= ~ /124 1; bl
0 £l

5.13. a) tak b) nie ¢) tak
e) tak f) nie

d) nie

5.8. Jak wyglada wykres funkcji y = f(x), jezeli y jest reszty z dzielenia liczby x
przez 5, a dziedzing funkgji jest zbior liczb naturalnych? Naszkicuj ten wykres.

5.9. Sporzadz wykres funkcji, ktora kazdej liczbie rzeczywistej x z przedziatu (—4; 4)
przyporzadkowuje najwieksza liczbe calkowity y taka, ze y < x.

5.10. W pewnym zakladzie fotograficznym [ = . [cmx cm] | Cena odbitki [21]
obowigzuje podany cennik wykonywania od-
. 9x13 0,75
bitek.
Narysuj wykres funkcji, ktéra powierzchni 10x 15 0,90
zdjecia (w dm?) przyporzadkowuje jego cene. 13x18 1,60
15x21 1,80

5.11. Sporzadz wykres dowolnej funkgji spelniajacej podane warunki dotyczace
dziedziny D i zbioru wartosci ZW.

a) D ma 5 elementéw i ZW ma 3 elementy.

b) D ma 5 elementdéw i ZW ma 5 elementdw.

¢) D ma nieskonczenie wiele elementéw i ZW ma jeden element.

d) D ma nieskoniczenie wiele elementéw i ZW ma 3 elementy.

e) D ma nieskonczenie wiele elementéw i ZW ma nieskonczenie wiele elementow.

5.12. Wyznacz dziedzing funkcji y = f(x) inarysuj jej wykres.

a) f(x)=3vx b) f(x) = VIxl o flx)=V2x
5.13. Czy podany rysunek przedstawia wykres funkcji?
a) c) e)

v vA yi

™~
1

o ~
~
=Y
X"

b) d) f)
yA v vA
]
1 1 1 /
ol |1 v 0 x / 0 ~




5.14. Funkgcja f kazdej liczbie calkowitej x z przedziatu (—4; 4) przyporzadkowuje
liczbe o 2 mniejsza od potowy kwadratu liczby x.

a) Okreél funkcje f za pomoca wzoru.

b) Sporzadz wykres funkgji f.

¢) Podaj zbior wartosci funkgji f.

5.15. Funkcja f kazdej liczbie rzeczywistej x przyporzadkowuje najwieksza liczbe
catkowita nie wieksza od liczby x.

a) Oblicz £(2.4), f(-1), f(l—;) F(-V13).

b) Podaj zbidr wartosci funkcji f.

c) Sporzadz wykres funkcji f dla argumentow z przedziatu (-3; 5).

1. Wykres przedstawia funkgje, ktorej dziedzing | vk
jest zbior liczb catkowitych z przedziatu (-5; 5). * . Al
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan. r . S >
X
A f(5) =-3 23 CIERES!
B. Liczba 10,5 nalezy do zbioru wartosci funkgji f. * |
=ll=32

C. Funkcje f mozna wyrazi¢ wzorem f(x)= S

2. Sporzadz wykres funkcji, ktora kazdej liczbie calkowitej z przedziatu (-3; 3) przy-
porzadkowuje liczbe o 4 mniejszg od jej kwadratu.

3. Dana jest funkcja f(x) = x;il o dziedzinie D = {-3, -1, 0, 3, 9}. Podaj zbior

warto$ci i narysuj wykres tej funkcji.

yA
4. Czy na rysunku przedstawiony jest wykres funkgji? 4 =1)
Odpowiedz uzasadnij. ol | 3
o—1 |

5. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej n reszte z dzielenia kwa-
dratu tej liczby przez 3.

a) Sporzadz wykres tej funkcjidlan € {0, 1, 2, ...,9, 10}.

b) Wykaz, ze liczba 2 nie nalezy do zbioru wartosci funkgji f.

5. Wykres funkciji

5.14. a) f(x) = %xz —%
dla x € {-4, -3, ..., 3, 4}

Q) ZW = {—2, 30,2, 6}
2 2

5.15. a) f(24) =2, f(-1) =
(3)=3 £(-V3) = 4

b) ZW =2

Prosto do matury
1. B,E P

2. Wskazéwka:
X -3|-2|-1|0

227 I

=i

1(2|3

fx)=x*-4| 5|0 |-3|-4|-3|0|5

3. ZW=1{-8, -4, -2, 1, 4}

4. Nie, bo argumentowi x = -2

odpowiadajg rézne y.

5. b) Wskazéwka: Reszta

z dzielenia liczby naturalnej n

przez 3 jest réwna 0, 1 lub 2.
Wykaz, ze w zadnym z tych

przypadkow reszta z dzielenia

liczby n* przez 3 nie jest réwna 2.
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Uwagi metodyczne

Trudno wyrokowac o wadze
umiejetnosci nabytych w trakcie
nauki matematyki; naszym
zdaniem, odczytywanie, analiza

i interpretacja wlasnosci funkcji na
podstawie jej wykresu naleza
jednak do najwazniejszych.
Definiowane pojecia sg dla
uczniéw nowe. Jezeli dobrze je
wprowadzimy i uczniowie beda
swobodnie odczytywaé wlasnosci
funkcji na podstawie jej wykresu,
to poznawanie nastepnych, coraz
bardziej skomplikowanych funkcji
nie powinno by¢ trudne. Obrazy
przemawiaja do wyobrazni, trzeba
ja tylko uruchomic i wytrenowac.

46.4. Odczytaj z wykresu
dziedzing i zbidr wartosci funkcji

y=f).
y
y + %)
\[ .
0 X
\

Odp.: D = (=2; 5), ZW = (-3; 4)

-

temat 4.2

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.6

G Generator

testéw i sprawdzianéw

6. Odczytywanie argumentow
oraz wartosci funkcji

z wykresu

Umiejetnosci:

e odczytywanie z wykresu dziedziny oraz zbioru wartosci funkcji

e odczytywanie z wykresu funkcji argumentéw, dla ktorych funkcja przyjmuje
w podanym przedziale wartos¢ najwieksza lub najmniejsza

e odczytywanie z wykresu funkcji liczby rozwigzan rownania f(x) = m

Przyjrzyjmy sie funkcji danej grafem. Jej dziedzing jest zbior

Narysujmy wykres tej funkeji i zauwazmy, Ze na jego podsta-

{—1, 1, 3}, zas jej zbiorem wartosci jest {2, 4}. .

wie rownie latwo jak na podstawie grafu mozemy ustali¢ dzie-

dzine i zbiér wartosci. Trzeba tylko sprawdzi¢, jakie sg pierw-

sze i drugie wspdtrzedne punktéw nalezacych do wykresu.

v A

4
4

=y

«— przez kazdy punkt wykresu prowadzimy prosta
pionowg oraz poziomg

«— odczytujemy, w ktérych miejscach proste przeciely
osie uktadu

Jesli takg operacje zastosujemy do wszystkich punktéw wykresu, to otrzymane punk-

ty na osi x utworza dziedzine, a na osi y — zbiér wartosci funkgji.

Przyktad o zad. 6.4

Odczytamy dziedzing i zbiér wartosci funkcji danej za pomoca wykresu.

A

=
I
—
=
Ny
bo

iy —

O —

F—rod

F-¥rd
O
[N)
b

=y

Rozwigzanie
Wyobrazmy sobie, ze przez kazdy punkt wykre-
su prowadzimy prosta pionowa i pozioma (na
rysunku zaznaczono kilka takich prostych).

«— na osi x otrzymujemy przedzial (—4; —1)

«— na osi y otrzymujemy przedzial (1; 3)

Odp.: D =(-4; -1), ZW =(1; 3)



6. Odczytywanie argumentéw oraz wartosci funkcji z wykresu 229 I

Przyktad e

Odczytamy dziedzing i zbior warto$ci funkcji,  maksymalna cena za uncje ztota
ktérej wykres jest przedstawiony obok. Nale-  (wUSD, zdokfadnoscia

7y pamieta¢, ze odcinki laczace poszczegdlne — dojednegodolara)

punkty wykresu sa tylko pomocnicze.

1415

Rozwiagzanie
Dziedzing jest dziesiecioelementowy zbior lat:

D = {2001, 2002, 2003, 2004, 2005, 2006,
2007, 2008, 2009, 2010}

a zbiorem warto$ci — zbior liczb:

ZW = {295, 349, 416, 438, 541, 730, 845,
1033, 1213, 1415}

Przyktad e zad. 6.5 v[km]‘ 46.5. Funkcja na wykresie
Wykres przedstawia predko$¢ samochodu mie- >0 przedstawia A A

) i ) ryb i przetworéw rybnych
rzong od momentu ruszenia ze skrzyzowania. w Polsce w kg/os. (zrédlo: Tablice
Odczytamy z wykresu, w ktérym momencie sa- geograficzne 2014). Odczytaj
mochod osiagnat predkos¢ 50 km/h. 10 z wykresu, kiedy funkcja osiagneta

0 AT wartos¢ 4,5 kg/os.

Odp.: Nastgpito to w 7. sekundzie.
Roczne spozycie ryb w Polsce [kg/os.]

Przyktad @) « z2d. 6.6 81
Korzystajac z wykresu funkcji y = f(x), spraw- vk
dzimy, dla ktérych argumentéw funkcja f przyj- 3

muje wartosc 3.

Rozwiazanie

=y

S = N W R U1 NN 0O

Prowadzimy prosta pozioma y = 3 iodczytu- = 2 0 4

jemy pierwsze wspoltrzedne wszystkich jej punk- =
5 ; s F F S LSS

tow wspolnych z wykresem funkeji. SN NN Y Y Y

Sanimi: x = -5, x = -2, x =0 oraz x = 4. Odp.: w 1960 r.

Odp.: f(x) =3 dla x=-5 x=-2, x=0 lub x =4.

Wartos¢ najwieksza, warto$¢ najmniejsza funkcji

Funkgje liczbowe opisuja najrozmaitsze zaleznosci. Wérdd wiasnosci, na ktore cze-
sto zwracamy uwage, sa warto$¢ najwieksza i wartos¢ najmniejsza, jakie funkcja
przyjmuje.

46.6. Odczytaj z wykresu funkcji argumenty, dla ktorych
a) f(x)=0, f(x)=2, f(x)= %, f(x)=1. b) f(x) =1, f(x)=-1, f(x)=2, f(x)=-2.

y A 4
y £ 1) ) 4
) % 0 3
Odp.:
a) f(x) = 0 dla x € {~2, 0} L) jled =1 ela 22 {‘1’ 15};
flx)=2 dla x =2 f(x)=-1dla x € {-2, 34

fl) =3 daxe {-z%, %} F(x)=2 dia x € (0, 1);
f(X) =1 dla x€{-3,1, 3} f(x) =-2 dla x € (-4, -3) U {4}
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Uwagi metodyczne Jezeli dany jest wykres funkgji, to szukamy punktu wy- vk
kresu lezgcego najnizej oraz punktu wykresu lezacego )

W naturalny sposéb
wprowadzamy pojecie wartosci najwyzej wzgledem osi x. 1
najwiekszej oraz wartosci
najmniejszej w calej dziedzinie,
a nastepnie w jednym z jej
podzbioréw. Pojawiaja sie tu
bardzo ciekawe mozliwosci,
np. funkcja o ograniczonym Przyktad o zad. 6.12
zbiorze wartosci, dla ktorej nie
mozna wyznaczy¢ warto$ci
najwiekszej i najmniejszej

=y

Dla danej obok funkcji najmniejszg wartoscia jest 2-10 4
liczba -3, a najwieksza — liczba 2.

Wyznaczymy warto$¢ najmniejsza i warto$¢ najwigksza narysowanej funkgji.
Odczytamy rowniez argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje te wartosci.

(zbiorem wartosci tej funkeji a) <)
i i i A A
)e.st.b0w1em Przedzml o.twarty; y — funkeja nie przyjmuje y
a jej wykres jest ,,ograniczony wartosci najwiekszej «—— warto$¢ najwieksza:
albo asymptotami, albo pustymi \ 1 - 2dla x=-2
koéteczkami). \ 1 \ [ =
- m x
46.12. Patrzs. 235. T wartos¢ najmniejsza: N/ «—— warto$¢ najmniejsza:
-1dla x=-1 -2dla x=1
b) d)
v [
d l\\ «— funkcja nie przyjmuje
«— warto$¢ najwigksza: warto$ci najwigkszej
N— 2dla x=-2 1
T [——
0 x \ 0 X
II «— funkcja nie przyjmuje \ «— funkcja nie przyjmuje
wartoéci najmniejszej warto$ci najmniejszej

46.13. Patrzs. 236. Przykiad @) < zad.6.13
Wyznaczymy dziedzing, zbidr wartosci oraz warto$¢ najwigksza i warto$¢ najmniej-
szg funkcji danej w postaci wykresu.

yA «—— D =(-4;4), ZW = (-1; 3)

3 «— funkcja przyjmuje wartos¢ najwieksza rowng 3 dla x = -1

—

X

«—— funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejsza rowng —1 dla x =3

Czasem interesuje nas najwieksza i najmniejsza wartos$¢ funkcji nie w calej dziedzinie,
tylko w pewnym jej podzbiorze.

Gdyby$my na przykiad rozpatrywali te funkcje tylko w przedziale (—4; 0), to wartos¢
najwieksza nie zmienilaby sie, ale warto$¢ najmniejsza ulegtaby zmianie.
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52

3 «— funkcja przyjmuje wartos¢ najwieksza réwng 3 dla x = -1

1 «— funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejszg réwna 1 dla x = —4
—4 0 ?

Liczba rozwigzan rownania f(x) =m

Czasami interesuje nas odpowiedz na pytanie, ile razy funkcja osiagneta pewng war-
tos¢ m, bez wskazywania argumentdw, dla ktérych funkcja te wartos¢ przyjmuje.

Przyktad @) < zad. 6.17 2300 Srednia pensja [21] 46.17. Patrzs. 236.
Z wykresu przedstawiajacego wysoko$¢ 2200 .
éredniej pensji w pewnej firmie w ko- 2100
lejnych miesigcach mozemy odczytal, ze 2000 ® <
e o
np. w tym czasie $rednia w wysokosci 1:22 « .
2000 zt wystgpita dwa razy, w wysokosci .- . HE

1700 zt raz i ani razu nie siegneta kwoty 0 o ©

2300 zt. 1500
I I I IV V VIVIVIIIX X XIXI 1
Jezeli funkcje ,$rednia pensja” oznaczymy przez g, to

R e e . Czasem odniej jest  (((+)
mozemy napisaé, ze rbwnanie g(x) = 2000 madwaroz- e ) R

zamiast ,rOwnanie nie

wigzania, réGwnanie g(x) = 1700 majedno rozwigzanie, ma rozwigzan” zapisa¢
ardéwnanie g(x) = 2300 nie ma rozwigzan. »liczba rozwigzan réw-
nania jest réowna 0”.

Przyktad o zad. 6.18 46.18. Czy funkcja o podanym
Odczytamy z wykresu liczbe rozwigzan réwnania f(x) = m w zaleznosci od zbior 28 TR 2T e e
- warto$¢ najmniejsza? Czy
wartosci . przyjmuje warto$¢ najwieksza?

. ]e’zeh m < 1, to kazda prosta y =m przecina wykres w dwoch punktach, wiec a) ZW = (—o00; 3)
réwnanie f(x) =m ma dwa rozwigzania. b) ZW = (=8; 10)
 Jezeli m =1, to prosta ¥ = 1 majeden punkt wspolny z wykresem, czyli réwnanie Q) ZW = (-3; )
f(x) =1 ma jedno rozwigzanie. d) ZW = {-100}
e Jezeli m > 1, to prosta y = m nie ma punktéw wspolnych z wykresem, zatem Odp.: a) nie, tak  b) nie, nie
réwnanie f(x) =m nie ma rozwigzan. ¢) tak, nie d) tak, tak
v Wiyniki zapiszemy w tabeli.
t N Wartosé m L!czba rozwigzan
/ 0 ~ rownania f(x)=m
y = fix) m € (—o0; 1) 2
/ AN

m € (1; o0) 0
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Uwagi metodyczne Przyktad e
Kolejnym krokiem jest Odczytamy z wykresu funkcji y = f(x) liczbe rozwigzan réwnania f(x) = m
odczytywanie liczby rozwigzan w zalezno$ci od wartosci m.

réwnania f(x) = m. Najpierw na
wykresie przesuwamy linijke
réwnolegle do osi odcietych

i sprawdzamy liczbe przecigé

Rozwigzanie
Podobnie jak poprzednio prowadzimy proste réwnolegte do osi x i odczytujemy licz-
by punktoéw przeciecia kazdej z nich z wykresem.

z wykresem. Proponujemy zaczaé Liczba rozwigzars
od konkretu (przyktad 7.) Warto$é m | ia fx) = m
— odczytania rozwigzan tego \ % rownania
réwnania w przypadku yEA) m € (—oo; —1) 1
podanego wykresu i ustalone;j \\ N m=—1 2
wartosci liczby m. Nastepnie \ /' \

pytamy: Ile jest takich rozwigzan?, 70 [ % m e (-1; 2) 3

i wreszcie analizujemy dowolne m=2 )
warto$ci m. Najlepiej rysowac

proste réwnolegte do osi od dotu m € (2; o) 1

do gory, a wyniki zapisywac
oddzielnie (np. w tabeli) i nie
faczy¢ w sumy przypadkow
tej samej liczby rozwigzan
dla niespdjnych przedziatow

wartosci m (przyklad 9., W kazdym z zadan 6.1-6.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz

W zeszycie.

Odpowiedzi i rozwigzania 6.1. Wskaz dziedzine D i zbidr warto$ci ZW 7\
6.1. D funkcji przedstawionej za pomoca wykresu.
A.D=(-3;5), ZW = (-2; 2) A Biet ()
B. D= (=3; 5), ZW = (=2; 2) 5
C. D= (-3;5), ZW = (=25 2)
D.D =(-3;5), ZW = (-2; 2) 1

i /

6.2. C 6.2. Na rysunku przedstawiony jest wykres i

funkgji f.

Wskaz zdanie prawdziwe.

A. Funkcja f przyjmuje warto$¢ najwicksza
i przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

B. Funkcja f przyjmuje warto$¢ najwicksza 0
i nie przyjmuje wartosci najmniejszej.

C. Funkgja f nie przyjmuje wartosci najwiek-
szej i przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

uin

=

D. Funkcja f nie przyjmuje wartosci najwigkszej i nie przyjmuje wartosci najmniejszej.
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6.3. W ktérym z podanych przedziatow 7 6.3. D

funkcja przedstawiona na wykresie przyj-

muje zaréwno warto$¢ najwigksza, jak -

i warto$¢ najmniejsza? yEN) !

A (-1;1) C. (15 5) 0 X

B. (0; 2) D. (-1; 4)

6.4. Odczytaj z wykresu (rys. 1) dziedzine i zbiér wartosci funkcji y = f(x). 6.4. D= (-2; 5), ZW = (-3; 4)
6.5. Funkcja na wykresie (rys. 2) przedstawia roczne spozycie ryb i przetwordw ryb- 6.5. w 1960 roku

nych w Polsce wkg/os. (zrodlo: Tablice geograficzne 2014). Odczytaj z wykresu, kiedy
funkcja osiagnela warto$¢ 4,5 kg/os.

Roczne spozycie ryb w Polsce [kg/o0s.]

v 9 81
y +flx) 5
9 6
\ ! - 5
0 % ‘3‘
\ )
117
Rys. 1. Rys. 2. ¢
FFELEESSys
6.6. Odczytaj z wykresu funkeji argumenty, dla ktérych 6.6. a) f(x) =0 dla x € {-2, 0};
a) f(x)=0, 7 b) f(x)=1, 7 f(x>=21 dla x =2 .
fx) =2, =/ fx)=-1, y=1% 4 flx)=3daxe {-25, 5};
f(x) = %, 1 f(x) =2, 0 > f(x)=1 dla x € {-3, 1, 3}
flx) = 1. v fW=-2 b) f(x) =1 dla x € {-1, 1%};
f(x)=-1 dla x € {-2, 3};
. ) f(x) =2 dla x €0, 1);
6.7. Odczytaj z wykresu argumenty, dla ktérych f(x) = -2, f(x) =0, f(x) =1. Fx) = -2 dla x € (-4, -3) U {4}
) b <) 6.7.
yA vA v
y=1k) . ) fl)==2 f(x)=0| f(x)=1
. - ) - a)| -4 il 0
0 X 0 x
0 3 T b) 2 -3,-1,1| -4,0
yEA®) \ % y Ef®) ol -1 3 4
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6.8. a) f(x) =-1 dla x € {-4, 0}, 6.8. Na podstawie wykresu funkcji uzupetnij zdania.

f(x)=3dlax=2 a) b) 19)

b) g(x) =0 dla x =0, g(x) =2 17 / vk vi

dla x € {-1, 1} /

c) h(x)=-2 dla x=-3, h(x) =1 y = flx) NEYE)

dla x € (2; 4) y = 2(x) ) .
AN/ 1 0 :

0 x 0 X

f(x)=-1dla x [2| g(x)=0 dla x [z h(x) = -2 dla x [?]
f(x)=3 dla x [?] g(x) =2 dla x [?] h(x)=1 dla x [?
6.9.a) x=-51lub x=7 6.9. Na podstawie wykresu funkcji vh
b) x = -6 y = f(x) rozwiaz podane réwnanie.
¢) x=—4 lub a) f(x)=4
x=2, lubx=6 b) f(x)=6 }’::fx)
d) x=-31ub x=0, lub x = 3, ) =2
lub x = 5 ©) flx) = |
d) fx)=0 .
X
6.10. a) 16 s b) 20 km/h 6.10. Wykres przedstawia predko$¢ rowerzysty od momentu ruszenia z jednego
€)po5s skrzyzowania do momentu zatrzymania si¢ przed drugim skrzyzowaniem.
Ry [fm
[[h
qg <

N

um
g

um

e

[um
A o D D s

D

0 2 4 / 9 10 11 12 13 14 15 16 f[s]

a) Ile czasu trwal przejazd miedzy skrzyzowaniami?
b) Jaka maksymalng predkos¢ rozwinat rowerzysta?
c) Po jakim czasie od ruszenia ze skrzyzowania osiagnal maksymalng predkos¢?
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Bezrobocie [%]
6.11. Odczytaj z wykresu, w kté- 2 6.11. najnizszy w roku 2008,

rym roku prezentowanego okresu 18 najwyzszy w roku 2003
odsetek bezrobotnych byl najnizszy,
a w ktoérym najwyzszy. 12

6.12. Odczytaj z wykresu dziedzine, zbior wartoéci, warto$¢ najmniejsza oraz war- 6.12. a) D = (-2; 2),

to$¢ najwieksza funkgji. ZW = (=5; 3), wartoé¢

d) J najmniejsza: -5 dla x = 2, wartos¢
najwigksza: 3 dla x = -2

y /%) yEpX) b) D = (-5 5), ZW = (-5; 1),

warto$¢ najmniejsza: =5 dla

x =5, warto$¢ najwicksza: 1 dla

0 = x € (=2; 1)

\ N c) D = (~6; 5),

ZW = (=6; =2) U (2; 4), brak

wartosci najmniejszej, warto$¢

najwicksza: 4 dla x = -2

d) D =R, ZW = (-3; 3), warto$¢

b) r4 e) v najmniejsza: —3 dla x = 2, wartos¢

=18(%) najwigksza: 3 dla x = -2

! 1 /K e) D = (4 2), ZW = (-3; 3),

> > warto$¢ najmniejsza: —3 dla

x = —4, warto$¢ najwieksza: 3 dla

x=2

f) D = (-4; 2), ZW = (0; 6),

warto$¢ najmniejsza: 0 dla x = -3,

warto$¢ najwieksza: 6 dla x = -1

a) vA

'
N
A

an

\

Ir=

<) vk f) vk

-

=
=y
—
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6.13. a) wartos¢ najmniejsza: —3
dla x = 1, warto$¢ najwieksza: —1
dla x =0

b) warto$¢ najmniejsza: -3 dla

x = =5, warto$¢ najwieksza: 1 dla
x € (=2; 0)

c) wartos¢ najmniejsza: —2 dla

x = 2, warto$¢ najwieksza: 4 dla
x=-2

d) warto$¢ najmniejsza: —3 dla

x = 2, warto$¢ najwieksza: 2 dla
x=-1

e) warto$¢ najmniejsza: 1 dla

x € (~1; 1), warto$¢ najwicksza: 3
dla x=2

f) warto$¢ najmniejsza: 1 dla

x =1, warto$¢ najwieksza: 6 dla
x=-1

6.14. Przykladowe wykresy

a) [ [y |
D >
!
b) vk \
:) // ~
T

6.15. Przykladowe wykresy

a) JA
o 17 £
LTI T[]
b) [y} )\
0 k3
(9) I Tk
A 3
i

6.16.a)4 b)2 ¢)1 d)o

6.13. Korzystajac z wykresow funkcji podanych w zadaniu 6.12, odczytaj wartosé
najmniejszg oraz warto$¢ najwicksza odpowiedniej funkcji w podanym przedziale.
a) y=f(x) dlaxe(0;1) d) y=px) dlaxe(-1;2)

b) y=g(x) dlax e (-5;0) e) y=k(x) dlaxe(-1;2)

c) y=h(x) dlaxe(-2;2) f) y=m(x) dlaxe(-1;2)

6.14. Podaj przyktad wykresu funkeji o dziedzinie D = (1; 2) U (3; 4), ktdra
a) przyjmuje warto$¢ najwieksza i warto$¢ najmniejsza.

b) przyjmuje warto$¢ najwieksza i nie przyjmuje wartosci najmniejszej.

¢) nie przyjmuje wartosci najwiekszej i przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

d) nie przyjmuje wartosci najwigkszej i nie przyjmuje wartosci najmniejszej.

6.15. Podaj przyktad wykresu funkeji f o podanych wtasnosciach.

a) D = (0; 5), przyjmuje warto$¢ najwiekszg i nie przyjmuje wartosci najmniejsze;.
b) D = (1; 7), nie przyjmuje wartosci najwiekszej i przyjmuje warto$¢ najmniejsza.
c) D = (-5; —1), nie przyjmuje wartosci najwickszej ani wartosci najmniejsze;.

6.16. Na podstawie wykresu funkcji f okresl liczbe 7

rozwigzan podanego réwnania. N yEfx)

a) f(x)=0 A

b) f(x)=2 T
c) f(x)=-3

d) f(x)=3

6.17. Majac dany wykres funkcji y = f(x), podaj liczbe rozwigzan réwnania
f(x) = m, gdzie m jest dowolna liczba rzeczywista.

a) yi c) i) e) A
\ [y %)
W FENX) )
\ - — 1
\ 0 X — 0 X _
0 X
\ = fx)
b) v d) vA f) v
y=fix] / y = flx) y = )
-
[\ . / :
[ [0 x . ) .
| ) L 0 %
0 x

6.17. a) 0 rozwigzan dla m € (—oo; —2), 1 rozwigzanie dla m = -2,

2 rozwigzania dla m € (=2; o)

b) 1 rozwigzanie dla m € (—o0; —2) U (2; 00), 2 rozwigzania dla m € {-2, 2},
3 rozwigzania dla m € (-2; 2)

¢) 0 rozwigzan dla m = 0, 1 rozwigzanie dla m € (—o0; 0) U (0; o0)

d) 0 rozwigzan dla m € (—oo; 0) U (4; 00), 1 rozwigzanie dla m = 4,

2 rozwigzania dla m € (0; 4)

e) 0 rozwigzan dla m € (—oo; —2), 1 rozwigzanie dla m € {-2} U (4; o0),

2 rozwigzania dlam € (-2; 4)

f) 0 rozwigzan dla m € (—oo; —2) U (4; o0), 1 rozwigzanie dla m € (-2; 1) U {4},
2 rozwigzania dla m € (1; 2) U (3; 4), 3 rozwigzania dlam € (2; 3)
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6.18. Czy funkcja o podanym zbiorze warto$ci ZW przyjmuje warto$¢ najmniejsza?
Czy przyjmuje warto$¢ najwieksza?
a) ZW =(-o0; 3) b) ZW =(-8;10) ¢) ZW = (-3; 00) d) ZW = {-100}

6.19. W ksiazce Atlas turystyczny Tatr Polskich s przedstawione tzw. profile szla-
kéw turystycznych. Na podstawie wykresu okresl, ile razy w trakcie wycieczki Orla
Percia od Zawratu do Krzyznego przekracza si¢ wysoko$¢ 2200 m n.p.m.

[m] - 2
] o
[ = = =
Y 5 < ;
g 5 58 BE 3 e
=1 bS] o e N E] 3 < =) 1=
= S B 58 OF Z S D)
&5 1 5 = E 9 Q = 3 2 =
2300 2 § =+T& 8 s P A A
§ = N g= N o = E =
2200 & £ 88 ° = = 5
N
2100
2000 T T T T
0 1 2 3 4 [km]

Zwro¢ uwage na to, ze aby rysunek byt czytelny, na osiach zastosowano rézne jed-
nostki. W rzeczywisto$ci podejécia sa mniej strome.

6.20. Napodstawie profilu trasy kolarskiej (zamieszczonego w jednej z gazet) okresl,
ile razy podczas etapu z Aix-les-Bains do I'Alpe d’Huez uczestnicy wyscigu Tour

de France przekraczali wysoko$¢ 1800 m.
Col de la Madeleine

2000 m
GP - gorska premia

Col du Glandon
najwyzszej kategorii 1924 m
L'Alpe d'Huez

1860 m

e

Col du Fréne
950 m

Start

Aix-les-Bains

40km 14km 156,5 km 209km
Zauwaz, ze aby uwypukli¢ trudnosci, jakie napotkali zawodnicy, na osi piono-
wej przyjeto jednostke ok. 50 razy mniejszg niz jednostka na osi poziomej. Poko-
nanie takich wzniesien jak na rysunku byloby trudne nawet przy uzyciu sprzetu
wspinaczkowego.

6.18. a) nie, tak b) nie, nie

¢) tak, nie

6.19. 3 razy

6.20. 3 razy

d) tak, tak

237 IS
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Prosto do matury
1. P,P,P

2. D= (-55), ZW = (-5 1),
warto$¢ najmniejsza: -3 dla x = 4,
warto$¢ najwieksza: 1 dla x = 1

3. D=(-3;4), ZW = (-1; 4),
warto$¢ najwieksza: 4 dla x = 2,
warto$¢ najmniejsza: 1 dla x = -1

5. me {-2} U (L; 2)

1. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f. 7

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan. Y +fx)

A. Dziedzing funkcji f jest przedziat (-3; 2). 1

B. Zbiorem wartosci funkgji f jest przedziat (—1; 3). 0 kg
C. Funkgja f nie osiaga warto$ci najmniejszej. 1

2. Odczytaj z wykresu (rys. 1) dziedzine i zbidr wartosci funkeji y = g(x). Wyznacz
warto$¢ najmniejszg oraz warto$¢ najwieksza, ktére ta funkcja przyjmuje dla argu-
mentow z przedziatu (1; 4).

3. Odczytaj z wykresu (rys. 2) dziedzine i zbiér wartosci funkeji f. Podaj warto$é
najwieksza i warto$¢ najmniejsza funkcji w przedziale (—1; 3).

i

1 yA

=Y

=

=Y

Rys. 1. Rys. 2.

4. Podaj przyklad wykresu funkgji, ktdrej dziedzing jest przedzial (—1; 3), a zbiorem
wartosci jest przedzial (2; 4).

5. Majac dany wykres funkcji y = f(x), okresl, dla jakich wartoéci m réwnanie
f(x) = m ma trzy rozwigzania.

L1
=y T
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7. Miejsce zerowe funkciji Uwagi metodyczne

Miejsce zerowe funkgji (liczba)
jest czesto mylone z punktem

Umiejetnosci: przecigcia wykresu z osig x.

e odczytywanie z wykresu funkcji jej miejsc zerowych By¢ moze nie warto walczy¢

¢ znajdowanie miejsc zerowych funkcji danych za pomocg wzoru z utozsamianiem przez uczniow
tych dwoch poje¢, ostatecznie

Przyjrzyjmy sie wykresowi, ktory przedstawia temperature w pewnej miejscowosci zdanie: Wykres przecina o$ x

mierzona w sposob ciagly przez 24 godziny. w dwéch punktach, wigc funkcja
ma dwa miejsca zerowe, jest

[aC14 .
= poprawne. Poddajemy to pod

rozwage i osad nauczycieli. Mamy
nadzieje, ze ewentualne ,haczyki”
dzina na egzaminach nie beda dotyczyly
0 ) ! 10 | 12 | 14 | 16 | 18 | 200NW.22 | 24 akurat tego zagadnienia.

N N

[N

aQ

Jezeli interesuje nas, kiedy temperatura byla réwna 0°C, to szukamy punktéow prze-
ciecia wykresu z osig x i odczytujemy pierwsze wspolrzedne tych punktéw. W ciagu
opisanej doby temperatura osiggneta warto$¢ 0°C trzy razy - o godzinie 290, 70012000,
Argumenty, dla ktorych funkcja osiaga warto$¢ 0, majg czgsto duze znaczenie, dlatego
sg wyrdznione specjalng nazwa.

Miejscem zerowym funkcji nazywamy taki argument, dla ktérego wartos¢
funkgji jest rowna 0.

Przyktad @) « zad. 7.4 47.4. Patrzs. 242.
Wyznaczymy miejsca zerowe Nie nalezy myli¢ miejsca zerowego funkeji (@)
podanych funkgji. z punktem przeciecia wykresu z osig x. Miejsce

zerowe jest liczba, a nie punktem. Na przykiad
jesli wykres jakiej$ funkcji przecina o$ x w punkcie
a) vk (2, 0), to miejscem zerowym jest liczba 2.

Rozwiazanie

-

«— wykres przecina 0§ x w trzech punktach

=y

Odp.: Funkcja ma trzy miejsca zerowe. S3 nimi liczby: -2, 01 2.

temat 4.1 J

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.7

G Generator

testow i sprawdzianéw
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47.6. Wyznacz miejsca zerowe
funkgji.
a) f(x)=3x-6
b) f(x) = 2x 22
7 7

o) f(x)= V2x - 2+/3

d) f(x)=2"x-8°

e) f(x) = X - 2

f) f(x)=10"x-10""
Odp:a)2 b)6 ¢) V6 d)2
e) % f)10™*

47.7. Wyznacz miejsca zerowe
funkcji.

a) f(x) = (x+1)(x-3)

b) f(x) = x(%x N %)

o) f(x) = - x

d) f(x)=(x-2)(x+1)(x+5)
Odp.:a) -1,3 b) -2,0 ¢) 0,1
d) -5,-1,2

47.8. Wyznacz miejsca zerowe
funkgji.

a) f(x)=|x—4/-7

b) f(x) =|x+2|+2

o) f(x)=|lxl-3|-1

d) f(x)=|lx-1+3|-5
Odp.: a) -3, 11

b) brak miejsc zerowych

) —4,-2,2,4

d-1,3

b) 74

.

«— wykres przecina 0§ x w nieskonczenie wielu punktach

=y

Odp.: Funkcja ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych. Sg nimi wszystkie liczby
z przedziatu (-1; 0).

J
W omoéwionych przykladach szukali$my miejsc zerowych, analizujac tylko wykresy
funkcji. Jedli znamy wzor funkcji, to jej miejsca zerowe czgsto mozemy wyznaczy¢
rachunkowo, rozwigzujac rownanie f(x) = 0.

Przykiad @) « zad. 7.6-7.8

Wyznaczymy miejsca zerowe funkeji o podanym wzorze i danej dziedzinie.

Rozwigzanie
a) f(x)=-3x+6, D=R
-3x+6=0, stad x =2

Odp.: f(x) =0 dla x = 2.

Zawsze sprawdza- (1)
my, czy rozwigzania
rownania f(x) =0
naleza do dziedziny
funkgji f.

b) f(x) =2x+4, D jestzbiorem liczb naturalnych
2x +4 =0, stad x = -2, ale -2 nie jest liczba naturalna
Odp.: Funkcja nie ma miejsc zerowych.
c) f(x)=Ix|-3, D=Z-N
|x| =3 =0, czyli |x|=3
x=-31ub x=3
-3 € D, natomiast 3 ¢ D
Odp.: Miejscem zerowym tej funkgji jest liczba -3.

Przykiad @) « zad.7.10

Wyznaczymy miejsca zerowe funkcji y = g(x).

Rozwigzanie

a) glx)=(x-4)(x+7)

Jezeli podany jest tylko wzdr funkgji, to zaczynamy od wyznaczenia jej dziedziny.

Dziedzina funkgji g jest zbiér R. Szukamy rozwiagzan warunku g(x) = 0.
(x-4)(x+7)=0
x-4=01Iubx+7=0
x=41Iub x=-7

a-b =0 wtedy i tylko wtedy, ((( )))
gdy a=0lub b=0.

Odp.: Miejscami zerowym funkcji g sa =7 i 4.

47.10. Wyznacz miejsca zerowe funkgji.
(4x +12)(x - 1)

a) f(x)=x—\/_§1 Q) f(x)=(x-5)(x+2)Vx -1 e) f(x) = =
b) fe9) = 5 d) () = Vx=5-V5-x D fl = 2D

Odp.:a) 0 b) brak miejsc zerowych ¢) 1,5 d)5 e)1 f)7



b) g(x) = xVx—1

Najpierw wyznaczamy dziedzine funkgji g.
x-120 «— wyrazenie pod pierwiastkiem nie jest ujemne

Dziedzina funkgji g jest przedziat D = (1; o).

Znajdziemy teraz miejsca zerowe. Szukamy rozwigzan warunku g(x) =0 i x € D.
xVx—1=0,stad x=01ub Vx—-1=0

Liczba 0 nie jest argumentem funkcji, wiec jedynym miejscem zerowym jest liczba 1.

Odp.: Miejscem zerowym funkgji g jest 1.

x+ V2

x-8

Dziedzing funkcji g jest zbiér D = R - {8}.

Szukamy rozwigzan warunku g(x) =0 i x € D.

c) g(x) =

+ V2
X \g_ =0 «— utamek ma wartos¢ 0 tylko wtedy, gdy licznik jest rowny 0
x —
x+2=0, stad x=-2
-V2eD

Odp.: Miejscem zerowym funkcji g jest — V2.

Przyktad @) « zad. 7.15

Sprawdzimy, czy ktdra$ z liczb ze zbioru A jest miejscem zerowym funkeji y = f(x).

Rozwiagzanie

a) f(x)=(x+3)Vx-2, A=1{-1,0,2, 3}

Wyznaczamy dziedzine funkcji f: x =2 2 0, czyli D = (2; o0).

Zatem -1 ¢ D i 0 ¢ D.

Pozostale liczby sprawdzamy, podstawiajac je do wzoru funkgji.
f2)=@2+3)V2-2=5-0=0
fB3)=03B+3)V3-2=6-1%0

Odp.: Miejscem zerowym funkgji f nalezacym do zbioru A jest 2.

«— 2 jest miejscem zerowym f

«— 3 nie jest miejscem zerowym f

2
x" -3
b S =52 a={20-v3
x+2#0, czyli -2¢ D i D=R-{-2}.
f(0) = _73 +0 —— 0 nie jest miejscem zerowym f
f(—\/g) = f/g > 5 =0 «— —/3 jest miejscem zerowym f
-3+

Odp.: Miejscem zerowym funkgji f nalezagcym do zbioru A jest —/3.

7. Miejsce zerowe funkcji 2471 I

47.15. Sprawdz, ktora z liczb ze
zbioru A jest miejscem zerowym
funkcji y = f(x).

a) f(x) = 3x% +5x -2

A= {—2, L 1}
3

b) f(x) = (x*-9) Vx +3

A=1{-3,02, 3}
_ x*—3x-2
A=

A=1{2 -1,2 4
d) f(x)=3"-3x-3
A=1{1,1,2}

e) f(x)=2"-7

A= {log23, 10g27}

B f(x) = 107 -5-10" +6

x—1

A = {log 2, log 3, log 5}

Odp.: a) -2, % b) -3, 3

c)-1,2 d)2 e)log,7
f) log 2, log 3
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47.17. Dla jakich wartosci m Przyktad e zad. 7.17
liczba 5 jest miejscem zerowym
funkeji f(x) = (m + 3)x — 52
Odp.:m = -2 Rozwigzanie
f(B)=0, czyli [4-m|-3-9=0
[4-m|=3
4-m=3 lub 4-m = -3, wiec
m=11lubm=7

Dla jakich wartosci m liczba 3 jest miejscem zerowym funkcji f(x) = [4 — m|x — 9?

Odp.:Dla m=1 lub m=7.

W kazdym z zadan 7.1-7.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz

Odpowiedzi i rozwigzania W zeszycie.
71.B 7.1. Wskaz miejsce zerowe funkeji przedstawionej na wy- i
kresie obok. = fx)
A. (=2, 0) B. -2 C. (0, 2) D.2 /
7.2.D 7.2. Wskaz miejsce zerowe funkcji f(x) = %x -7. B ¢ *
A7 B. 21 c. 71 D.21
3 3
73.C 7.3. Wsrdd podanych funkeji wskaz te, dla ktorej liczba —3 jest miejscem zerowym.
A. f(x)=2x+4 B. f(x)=2x+5 C. f(x)=2x+6 D. f(x)=2x+7
7.4.a)1 7.4. Odczytaj z wykresu miejsca zerowe funkcji.
b) -2, 3 oraz kazda liczba a) 19) e)
z przedziatu (0; 1) vk yi 7h
C)—2,0,2,3 = (_x y:lx)
d) _2) 2’ 6 \ Y+ (X | —
e) 2 i . [ 1) -
f) _2’ 2 0 ; T N T N
0 3 0 x
[
b) d) f)
vk v ’h
y A = kx) y|=m(x)
x 0 X 0 x=




7.5. Podaj przyktad wykresu funkcji o dziedzinie D = R i o danym zbiorze miejsc

zerowych.

a) {-3} c) (1 o0) e) (-1;2) U (4% 5)
b) {-2, 2} d) (1; 2) (=3 D) U (55 o0)
7.6. Wyznacz miejsca zerowe funkeji.

a) f(x)=3x-6 o f(x)=V2x-2V3 e f(x)=m'x-2n
b) f(x) = ;x - z% d) fx)=2"x-8° H fx)=10"x-10"
7.7. Wyznacz miejsca zerowe funkeji.

a) f(x)=(x+1)(x-3) O flx)=x"-x

b) f0x) = x(3x+3) d) f(x) = (x = 2(x + Dx +5)
7.8. Wyznacz miejsca zerowe funkgji.

a) f(x)=|x-4[-7 o f(x)=|lxl-3]-1

b) f(x)=Ix+2]+2 d) f(x)=|lx-11+3]-5

7.9. Wyznacz miejsca zerowe funkgji.

a) f(x)=Ix[-2x-1 d) f(x)=Ix+2]+|x-7|

b) f(x)=I|x-3|+2x e) f(x)=Ix+3+|x-1-10
o) f(x)=Ix-1]—-2x+1| fx)=12x-2]—|x—-4]+3

7.10. Wyznacz miejsca zerowe funkgji.

D f@ =5 9 f@= - DVET ) fly= EEDED
_x+3 Y venn—N _ (x=7)(x-2)

b) f(x) = 7 d f(x)=+vVx-5-V5-x f) f(x)——m

7.11. Wyznacz miejsca zerowe funkcji o podanym wzorze i danej dziedzinie.

a) f(x)=7x+5 D=R

b) f(x)=4x-11 D=7

¢) f(x)=+v2x-3 D=Q

d) f)=V3x-VI2  D=N

e) fx)=|x-1]-|x+7] D=N

f) flx)=Q2x+4)Vx+5 D=(-5 -2)U(2; o)

7.12. Wykaz, ze liczba 3 jest miejscem zerowym funkcji f(x) = 3''x — 9°.

7.13. Wykaz, ze liczba —3 nie jest miejscem zerowym funkcji f(x) = (x+3)Vx — 3.
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76.a)2 b6 ¢ V6 d)2
e)% f) 107

7.7.a) -1,3 b)-2,0 ¢)0,1
d) -5,-1,2

7.8. 2) -3, 11

b) brak miejsc zerowych
c) —4,-2,2,4

d)-1,3

7.9. a) —% b) =3 ¢ -2 0

d) brak miejsc zerowych
e) 6,4 f)1

7.10. a) 0
b) brak miejsc zerowych
ol,5 d)5 e1 f)7

7.41.a) -2
7

b) brak miejsc zerowych
c) brak miejsc zerowych
d)2

e)l

f) -5

712, f(3)=3".3-9°=
_3l2_ (32)6 —32_32_

7.13. D = (3; 00), -3 ¢ D
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7.14. Przykladowe funkcje

_(x+2)(x—4)
VI0="m—

_ x(x—1)(x-2)(x - 3)
b) f(x) = 1o

c) f(x)=(x-13)Vx-3

_ x(x=1)(x = 2)(x - 3)
W = ) x+9

— X7
0=

f) f(x)=(x+3)(x+2)V-—x-1

7.15. a) -2, % b) -3, 3
c)-1,2 d)2 e)log,7

f) log 2, log 3

7.46. np. f(x) = S
.16. np. =

747. m=-2

7.18. m=-3

7.19. k=-8

720.a)l. meR-{0} II. m=0
b)l. meR-{1} II. m=1
ol meR-{-2} II. m=-2
d)IL meR-{3}) I. m=3

7.21.a) m >3
b) m > 15
c)m< —4
dm<1

7.14. Podaj przyktad wzoru funkcji, ktorej dziedzing jest zbidr D i ktdrej wszystkie
miejsca zerowe s elementami podanego zbioru A.

a) D=(-00;10) A=1{-2,4} d) D=N-{9} A={0, 1,2, 3}
b) D=R-{-9} A=1{0,1,2, 3} e) D=(-2;00) A={4}
¢) D= (3; o) A=1{3,13} f) D=(-o0; -1) A=1{-3,-2,-1}

7.15. Sprawdz, ktéra z liczb ze zbioru A jest miejscem zerowym funkcji y = f(x).

a) f(x)=3x"+5x -2 A:{—Z, % 1}

b) fx) = (x*-9)Vx+3  A={-3,023]

<) f(x)=x3+\/%_2 A={-2-1,2,4}

d) f(x)=3"-3x-3 A=1{-1,1,2}

e) flx)=2"-7 A:{10g23, 10g27}

f) f(x)=102x_xsf'iox+6 A = {log 2, log 3, log 5}

7.16. Podaj przyktad wzoru funkgji, ktdrej dziedzing jest zbiér R — {2} iktora nie
ma miejsc zerowych.

7.17. Dla jakich wartosci m liczba 5 jest miejscem zerowym funkcji
f(x)=(m+3)x—-52

7.18. Dla jakiej wartosci parametru m funkcje f(x) =5x-3 i g(x) = 3m—-1)x+6
maja wspdlne miejsce zerowe?

7.19. Dla jakiej wartoéci parametru k funkcje f(x) = |x — 4| -4 i g(x) = x> + kx
majg jednakowe miejsca zerowe?

7.20. Dla jakich warto$ci m funkcja f:
I. ma jedno miejsce zerowe,
a) f(x)=mx-2

b) f(x)=(m-1)x+3

II. nie ma miejsc zerowych?
¢) f(x)=(m+2)x-1
d) f(x)=5-(m-3)x

7.21. Dla jakich warto$ci m miejsce zerowe funkcji
a) f(x)=2x-m+1 jestliczba wiekszg od 1?
b) f(x)=—-5x+m jestliczbg wigksza od 3?

c) f(x)= %x — (m + 2) jest liczbg mniejszg od —4?

d) f(x) = —%x +3m — 2 jest liczbg mniejsza od 1%?



7.22. Dla jakich wartosci m funkcja f(x) = (2x + m)V5x —3 ma dwa miejsca
zerowe?

|x—2|-m

7.23. Dla jakich warto$ci m funkcja f(x) = s
X+

ma dwa miejsca zerowe?

1. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

¥

il

=y

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Réwnanie f(x) =0 ma dokladnie trzy rozwigzania.
B. Funkcja f ma co najmniej trzy miejsca zerowe.

C. Funkcja f ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych.

2. Odczytaj z wykresu miejsca zerowe funkgji f.
\ 7

y = f(x)

-

=y

3. Wyznacz (o ile istnieje) miejsce zerowe funkeji f(x) = 12x — 3, ktérej dziedzina
jest zbidr liczb catkowitych.

4. Dla jakich warto$ci m liczba 2 jest miejscem zerowym funkgji
fx) =|m-1|x — 122

5. Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(x) = [x + 2| - 3.

7.23. Dziedzing funkcji f jest zbiér D = (-3; oo). Funkcja f ma dwa miejsca zerowe, gdy

rownanie |x — 2| —m = 0 ma dwa rozwigzania nalezace do zbioru D. Réwnanie to ma dwa

rozwigzania x =2-m i x =2+ m, gdy m > 0. Wtedy 2 —m < 2 + m, wigc oba
rozwigzania naleza do D, gdy 2 —m > -3, czyli m < 5. Zatem funkcja f ma dwa miejsca
zerowe dla m € (0; 5).

7. Miejsce zerowe funkcji 245 I

7.22. m < —g. Wskazéwka:

3 3
D = <—; oo), zatem _m > =,
5 2 5

Prosto do matury
1. F,P,P

7 =5, =1, 5

3. brak miejsc zerowych

4. m =7 lub m = -5
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Uwagi metodyczne

Niezwykle waznym zagadnieniem

jest odczytywanie z wykresu

zbioréw rozwiazan nierdwnosci

- najpierw w szczegélnym

przypadku f(x) >0 i f(x) <0,
nastepnie ogdlnie, dla f(x) > m.
Przyswojenie tego zagadnienia nie
jest zbyt trudne, jezeli poprzednie

tematy zostaly przez uczniow

opanowane. Warto to sprawdzic,

przeprowadzajac krotka kartkowke

(odbitka ksero wykresu i punkty

z pytaniami dotyczacymi wlasnosci

funkgji).

Jezeli uczniowie dobrze opanuja

to zagadnienie, to pozniej nie
bedzie dla nich problemem
rozwigzywanie nieréwnosci
(zwlaszcza kwadratowych).

-

temat 4.4

G

MultiteZa

e Monotonicznosé funkgji liniowej

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 3.8

Generator

testéw i sprawdzianéw

N

8. Znak i monotonicznosc¢ funkcji

Umiejetnosci:

e odczytywanie z wykresu funkcji maksymalnych przedziatdw, w ktérych funkcja ma
staty znak

e odczytywanie z wykresu funkcji maksymalnych przedziatow, w ktorych funkcja
maleje (lub rosnie)

Odczytywanie z wykresu rozwigzan nierownosci f(x) >0, f(x) <0

Przyktad o

Odczytamy z wykresu, dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci
a) dodatnie. b) ujemne.

Rozwigzanie

Aby wykonac¢ polecenie a), wybieramy wszystkie punk- 4
ty wykresulezace powyzej osi x i odczytujemy ich pierw-
sze wspdtrzedne:
y /)
f(x)>0 dla xe{-4, -3, 3} L
Aby wykona¢ polecenie b), odczytujemy pierwsze 0 ¥
wspolrzedne wszystkich punktow wykresu lezgcych
ponizej osi x:
f(x) <0 dla xe{-2,0,4}
yA
Przyktad e zad. 8.6 2 0)
Wyznaczymy przedzialy, w ktorych funkcja ma staly 1
znak (tzn. ma albo dodatnie, albo ujemne wartosci). 0 -
Rozwigzanie
f(x)>0 dlaxe(-1;2) «—— ten fragment wykresu lezy nad
osig x
f(x) <0 dlax e (-3; -1)orazdlax € (2; 3) «—— te fragmenty wykresu leza pod
osig x

Zwréémy uwage na to, ze przedzial (—3; —1) jest lewostronnie domkniety, bo
f(=3) <0, ale prawostronnie otwarty, bo f(-1) nie jest ujemne, lecz réwne 0.
Podobnie f(3) < 0, natomiast f(2) = 0.

48.6. Dany jest wykres funkcji y = f(x). Odczytaj z niego rozwigzania nieréwnosci:

L f(x) >0, IL f(x) <0, M. f(x) <2, V. f(x) > -1.
a) yA b) v <) yA
Y= i) 23i5) }
: _ 1 _ ; 3
0 X 0 X y|= <x

Odp.:a) . x € (I; 00) ILx € (—o0; 1) IIL x € (—oo0; 3) IV.x € (0; 00)
B)Lxe(-132) ILxe(-3;-1)U(23) TIILx e (-3;3)—{0} IV.x e (3;3)
) Lxe(200) ILxe(—o0;2) IILxe€(—o00;4) IV.xe€{-1}U(1; o0)



Podobnie odczytujemy z wykresu rozwigzanie nieréwnosci f(x) > m, gdzie m jest
dowolna liczbg rzeczywista.

Przyklad @) « zad. 8.4

Wrykres przedstawia $redni kurs pewnej waluty w 12 kolejnych miesiacach.

A (]

3
3

i

II 111 v \4 VI | VII | vlil | IX X XI | XII | miesigc

Sprawdzimy, w ktérych miesigcach kurs przekroczyt 2 zi.

Rozwiagzanie

Z wykresu odczytujemy, ze kurs osiggnat wartos¢ 2 zt w kwietniu, nastepnie w maju,
czerwcu i lipcu przekraczal 2 zt, w sierpniu znéw byl réwny 2 zl, a w pozostalych
miesigcach byl nizszy od 2 zt.

Odp.: Kurs przekroczyl 2 zt w maju, czerwcu i lipcu.

Monotonicznos¢ funkcji

Przykiad @)

Przyjrzyjmy sie wykresom temperatur mierzonych w dwdch miejscowosciach tego
samego dnia przez 10 godzin.

Temperatura w Kreskach Temperatura w Kropkach
(§iSL [1cl

gy

U O U
_
g o U

(=}
=y
o

10 10 |[

=

Poréwnujac oba wykresy, mozemy stwierdzi¢, ze w Kreskach temperatura rosta, na-
tomiast w Kropkach malata.

Pierwszy wykres jest wykresem funkcji rosngcej, drugi jest wykresem funkcji
malejace;.

8. Znak i monotonicznosc¢ funkcji 247 I

48.4. Wykres przedstawia
liczbe widzéw na wszystkich
seansach kinowych w Polsce
w poszczegdlnych latach.

Widzowie kin [min]

250

200

150

100

50

a) Odczytaj, w jakich latach liczba
widzéw byla wyzsza od 100 mln.
b) Kiedy liczba ta byla najwigksza?
Odp.: a) w latach 1950-1980

b) w roku 1960

Uwagi metodyczne
Najtrudniejszym pojeciem w tym
dziale jest monotonicznosé
funkgji, dlatego poswiecamy mu
wiecej czasu.
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Uwagi metodyczne
Wprowadzajac pojecie
monotonicznosci funkdji,
analizujemy wykres ilustrujacy
wysokos$¢ pokonywang w trakcie
wycieczki gérskiej. To bardzo
dobry przyktad funkcji
monotonicznej na przedziatach
w naturalny sposob skojarzonych
ze sfowami: ,,roénie”, ,maleje”

i »jest stala”. Ponadto tatwo
rozszerzy¢ te pojecia na ,nie
maleje” i ,,nie ro§nie”.

Radzimy od razu zwroci¢ uwage na:

® domykanie przedziatow
monotonicznosci,
® nietaczenie ich znakiem sumy.

Przyktad 9

Oto wykres ilustrujgcy wysokos¢ terenu mierzona w czasie pieszej wycieczki po Biesz-
czadach.

A [m]

0
v}

il
jany

0
i}

) N

830

o

10 11 12 13 14 15 16 17 18

=Y

Wrycieczka rozpoczeta sie o godzinie 109 z punktu startu lezacego na wysokosci
830 m n.p.m. Przez pierwsze 4 godziny droga wiodta pod gére. O godzinie 149 tury$-
ci osiggneli szczyt. Tam odpoczywali przez godzine, po czym rozpoczeli schodzenie,
ktére trwalo do godziny 18%0.

Inaczej méwiac, miedzy 1000 a 1490 funkcja opisujaca osiggang wysoko$¢ rosta, od
149 do 15% byla stata, natomiast od 159 do 189 malata.

Oznaczmy omawiang funkcje f. Jezeli porownamy dowolne dwa argumenty z prze-
dziatu (10; 14) - na rysunku 1 zaznaczone jako x; oraz x, - to wigkszemu z nich
odpowiada wieksza warto$¢ funkcji, czyli spetniony jest warunek:

jezeli x, > x1, to f(x,) > f(x;)
Na rysunku z koniecznosci wskazujemy dwa przyktadowe argumenty. Mozna, oczy-
wiscie, poréwna¢ w taki sam sposdb wartoéci dla innych argumentéw wybranych
z tego przedzialu. Wniosek jest taki sam dla kazdej pary argumentéw.

Z kolei dowolnym dwom argumentom z przedzialu (14; 15) odpowiada ta sama
warto$é, czyli: jezeli x, > x;, to f(x;) = f(x).

Jezeli natomiast poréwnamy dowolne dwa argumenty z przedzialu (15; 18), jak na
rysunku 2, to wigkszemu z nich odpowiada mniejsza wartos¢ funkeji, czyli spetniony
jest warunek: jezeli x, > x;, to f(x,) < f(x;).

1o & [m] 1o 8 (M)
oot e = 1100
1900+ fx:) S IECVAN
S=a7 N
0 i 00 “"‘]“zi‘:'“x;
830 i 830 : E
! . L .
Rys. 1. 1o | f1x 12 %13 | 14 [[h Rys. 2. 15 k| % 18 i



8. Znak i monotonicznos¢ funkciji

Funkcje y = f(x) nazywamy funkcja rosngca w zbiorze X, jezeli dla dowol-
nych dwdch argumentow x,, x, nalezacych do X spelniony jest warunek:

jezeli x, > x1, to f(x,) > f(x)

Funkcja z przyktadu 5 jest rosngca w przedziale (10; 14).

Funkcje y = f(x) nazywamy funkcjg malejaca w zbiorze X, jezeli dla dowol-
nych dwéch argumentéw x;, x, nalezacych do X spetniony jest warunek:

jezeli x, > xy, to f(x,) < f(x;)

Funkgja z przykladu 5 jest malejaca w przedziale (15; 18).

Funkcja stala w zbiorze X przyporzadkowuje wszystkim argumentom z tego zbioru
te samg wartosc.

Funkgja z przykiadu 5 jest stala w przedziale (14; 15).

Rozszerzymy wprowadzone definicje tak, aby obejmowaly przypadki, gdy w pewnym
przedziale funkcja jest stata.

Funkcje y = f(x) nazywamy funkcja niemalejacg w zbiorze X, jezeli dla do-
wolnych dwoch argumentéw x;, x, nalezacych do X spetniony jest warunek:

jezeli x, > x1, to f(x,) = f(x)

[==]
D

Okreslenie ,,funkcja niemalejaca” w isto- ((( )))
cie oznacza, ze w rozpatrywanym zbiorze
funkcja nie moze wigkszemu argumen-

towi przyporzadkowywaé mniejszej

/ warto$ci.

[==)
=)
/

[==3
D

Funkgja z przyktadu 5 jest niemalejaca
10 11 12 13 14 15 16 17 18 | [h] w przedziale (10; 15).

249 I
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48.9. Okreél na podstawie
wykresu, czy przedstawiona
funkcja jest monotoniczna.

a) yA
/
0] g
Y E fx)
b) v
y = flx)
AR
0 ]
[ \
) yﬂl
\ [y EA»
~ 0 Wi
\
d) i
LY EAR)
0 =

Odp.: a) tak b)-d) nie

Funkcje y = f(x) nazywamy funkcja nierosnaca w zbiorze X, jezeli dla do-
wolnych dwoch argumentéw x|, x, nalezacych do X spelniony jest warunek:

jezeli x, > xy, to f(x,) < f(x;)

i

D
D

i

[
>
/

4

%*777777777

830

-

10 11 12 13 14 15 16 17 18

[b]

Okreslenie ,,funkcja nierosnaca” wistocie ((( )))
oznacza, ze w rozpatrywanym zbiorze
funkcja nie moze wigkszemu argumen-

towi przyporzadkowywaé wiekszej

wartosci.

Funkcja z przyktadu 5 jest nierosnaca
w przedziale (14; 18).

Kazda funkcje, ktora jest w swojej dziedzinie rosngca albo malejaca, albo niemalejaca,
albo nierosngca, nazywamy funkcja monotoniczna.

Obie funkcje z przyktadu 4 s3 monotoniczne - ta opisujgca temperature w Kreskach
jest rosnaca, a opisujaca temperature w Kropkach - jest malejaca.

Funkcja z przyktadu 5 jest niemonotoniczna.

Kazda funkgja stala jest funkcja niemalejaca
i funkcja nierosnaca.

Przyktad @) « zad. 8.9

Okreslimy na podstawie wykresu, czy przedstawione funkcje s3 monotoniczne.

a)

b)

yA

-

=y

=y

funkcja niemalejgca

c)

d)

A

-

y /
/

1
T

of 1/

=y

funkcja niemonotoniczna

yA

-

funkcja nierosnaca
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Przyktad @ < zad. 8.11 €8.11. Patrzs. 254.

Okres$limy przedzialy monotonicznosci funkeji vk
y = g(x) odanym wykresie.

A
I

o

=

Rozwiagzanie

Dziedzing tej funkcji jest zbior D = (0; o).
Funkcja g nie jest monotoniczna, ale: 0
° w przedziale (0; 2) jest rosnaca,
° w przedziale (2; 5) jest malejaca,
° w przedziale (5; oo) jest rosngca.

-

=y

Przyktad o zad. 8.16 48.16. Podaj przyktad wykresu

Okreglimy przedzialy monotonicznosci funkeji vk funkcji., ktorej dZiefiZh_’az jesi

y = k(x) o danym wykresie I przedzial (2; 6), ktora jest malejaca
’ L~ w przedziatach (2; 4) i (4; 6), ale

nie jest malejaca w dziedzinie.

-

Rozwiagzanie
Dziedzing tej funkdji jest przedzial D = (—4; 4). 1o i
° W przedziale (—4; 2) funkcja k jest rosnaca. VAPER:E:
* W przedziale (2; 4) funkgja k jest rosnaca. I
Funkcja k nie jest jednak rosnaca w calej dziedzinie. Zauwazmy, ze np. argumentowi
x = -1 funkcja k przyporzadkowuje warto$¢ wigksza niz argumentowi x = 4:
k(-1)=2, k(4) =1
Mamy wigc: 4 > -1, ale k(4) < k(-1).

=y

Odp.:np.| [yk

N

..d
<

=Y

Z faktu, ze funkcja jest rosngca (malejaca) w kilku przedzialach, nie wynika,
ze jest rosnaca (malejaca) w calej dziedzinie.

Rozwigz zadania 8.1-8.3 na podstawie zamieszczo- vk
nego obok rysunku. W kazdym z tych zadan jest
tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i za-
pisz w zeszycie.

-

- Odpowiedzi i rozwigzania

=

8.1. Wskaz zbidr rozwigzan nieréwnosci y = flx) 8.1.B
f(x) <o0.

A. (-3;2) C. (-3;0)
B. (-3; 0) D. (0; 3)

Uwagi metodyczne

Koniecznie nalezy uswiadomi¢ uczniom, ze funkcja rosngca w zbiorze A i rosngca

w zbiorze B nie musi by¢ rosnaca w zbiorze A U B. Ten problem analizujemy

w przykfadzie 8.

Czestym bledem przy opisywaniu przedziatéw monotonicznosci jest mylenie argumentow
z warto$ciami (Funkcja rosnie od x =1 do y =5).
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8.2. A

8.3. D

8.4. a) w latach 1950-1980
b) w roku 1960

8.5. spadek ponizej 2%: USA

w 1998 r., Japonia od 1992 r.

(w 1999 r. brak danych), UE od
1997 r.; najwyzsza warto$¢: USA —
w 1990 r. ok. 5,5%

8.2. Wskaz zbidr rozwigzan nieréwnosci f(x) = 3.
6

A. (3;6) B. (3; 6) C. (3; 6) D. (3; 6)

8.3. W przedziale (-2; 6) funkgja f jest

A. rosnaca. B. stala. C. nierosnjca. D. niemalejaca.
8.4. Wykres przedstawia liczbe widzéw na Widzowie kin [min]

wszystkich seansach kinowych w Polsce

w poszczeg6lnych latach. 230

a) Odczytaj, w jakich latach liczba widzéw ~ >*°
byta wyzsza od 100 mln. 150
b) Kiedy liczba ta byta najwigksza? 100

50

8.5. Zpodanego wykresu odczytaj, od ktérego roku w UE, w USA i w Japonii inflacja
byta nizsza od 2%. W ktérym roku badanego okresu i gdzie inflacja byta najwyzsza?
Ile wynosila wtedy jej warto$¢?

Inflacja: pokonana?

Wskaznik cen produktow konsumpcyjnych:
poziom srednich wahar rocznych (w procentach)

3 USA

N N \2 ™
) ) 9 < o

8.6. Dany jest wykres funkeji y = f(x). Odczytaj z niego rozwigzania nierdwnosci:
L f(x)>0, I f(x)<0, L f(x) < 2, IV. f(x)>-1.

a) v b) vk c) yh
y = fx) y +£f1%)

1
T

-
Jamy

=y

0

=y
=y

86.a) . xe(l;00) ILLxe€(—o0;1) IIL x € (—00;3) IV.x € (0; c0)
b)Lxe(-1;2) ILxe(=3;-1)U(2;3) IILxe€ (-3;3)—-{0} IV.xe€e (-3;3)
) Lxe(200) ILxe€(—o0;2) IIlLx€(—o0;4) IV.xe€{-1}U(l; o0)
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8.7. Odczytaj z wykresu zbiory rozwigzan nieréwnosci. 8.7. a) w(x) > 0 dla
a) w(x) >0, b) z(x) > 2, c) m(x) >0, x(e )(_j;(?) (LIJI(Z; 3),
w(x) < a
w(x) <0 2(x) < 2’ mi(x) z 0’1 x € (—o0; =2) U (0; 2) U (3; o0)
z(x) < m(x) < — b) z(x) > 2 dla
yA v yA x € (—o00; —=3) U (45 o0),
Y& wlx y ¥ 2(x) 4 z(x) <0 dla x € (=25 3),
[ 1) ) . z(x) < 4 dla x € (~4; 5)
- - 0 * c) m(x) > 0 dla
0 x =|m(x) x € (—o00; =2) U (25 00),
I m(x) <0 dla x € (-2; 2),
m(x) < -1 dla x € (-1; 1)
8.8. Podaj przyklad wykresu funkgji f, ktdra spetnia podane warunki. 8.8. Przykladowe wykresy
a) D=(-3;5) ¢) D=(-3;3) a) 7h
f(x) >0 dla x e (-3; -1) U (1; 5) f(x) >0 dla x € (05 3) . -
f(x) <0 dla x € (-1; 1) f(x) <0 dla x € (-3; 0) >
b) D =(1;6) d) D =0; 8)
f(x) >0 dla x € (1; 3) f(x) >0 dla x € (0; 2) U (5; 8) b) [T L_i
f(x) <0 dla x € (3; 6) f(x) <0 dla x € (2; 5) i N
0 X
b
8.9. Okresl na podstawie wykresu, czy przedstawiona funkeja jest monotoniczna. 9 N ‘
y
a) b) ) d RoE
yA y i yﬂl A 0 =
/ \ [y EA mas
1 y::fx) 1 N\ ) :f X)
N /T T\ ] / d) )
0 X b -~ \ 0 X 0 X
IOCEEERL ENL ™~ : -
0 x
! 1 T
8.10. Okreél na podstawie wykresu, czy przedstawiona funkecja jest monotoniczna. 8:8: a)ikc D)= mie
2) b) 9 8.10. a) tak b), c) nie
yi=flx y Eflx) /
yE ) /
. \ L 1
; 3 IR R AR
0 x
I
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8.11. a) malejaca w przedziale 8.11. Podaj przedzialy monotonicznosci funkcji przedstawionej na wykresie.
(=005 —1),

rosngca w przedziale (—1; oo) a) ’4 f) v

b) rosnaca w kazdym yENx) yEAX)

z przedzialdw (—oo; =2) i (-1; 1),
malejaca w przedziale (-2; —1),
stala w przedziale (1; oo)

c) rosnaca w kazdym z przedzialéw
(=005 0) i (0; o0)

d) rosngca w przedziale (-3; 1), b) 7h g) A
malejaca w kazdym z przedzialow = f¥) yE )
(1;2)i(2; 3)

e) rosnaca w kazdym

z przedzialéw (—oco; —1) i (15 o0),
malejaca w przedziale (—1; 1)

f) malejaca w kazdym

z przedzialdw (—oco; —3) i (2; o0), <) /‘ y h) J v
rosngca w przedziale (-3; 2)

g) stata w kazdym z przedzialow
(—00; —4) i (4 00), — y = fx)
malejaca w przedziale (—4; 0), 0 ]
rosnaca w przedziale (0; 4)

h) malejaca w kazdym

z przedzialdw (—4; -3) i (-1; 1),
stala w kazdym z przedzialow d) 17 i)
(=3; -1)i(1; 3),
rosngca w przedziale (3; 6) \
i) rosnaca w przedziale (—oo; —2),
malejaca w przedziale (—2; o) 0
j) malejaca w przedziale (—co; 1), e =% |\
rosngca w przedziale (1; o) / \

N

=y

—=Y

/
/

=
(=]
=Y

-

=y

=y T

VA

NN
ol

=y
=y

e) vA J) v A

N

i




8.12. Omoéw monotonicznoéé funkeji o podanym wykresie.
a) Inwestycje zagraniczne § b) Produkcja odbiornikéw radiowych
w Polsce — M w Polsce [tys. szt.]
=
[aa]
3000 2695
Wartos¢ inwestycji 2500
zagranicznych 8
[mIn USD] = 2000
1500
1000
3
o =2 500
[ N =T o B s T (N Vo W o B N ~'o B o}
2328383238333 Y o = = S o
B T B B R R R R ) ) S A S ) N N
N N N

8.13. Omoéw monotonicznos$¢ funkeji opisujacych zmiany wysokoéci n.p.m. pod-
czas pokonywania trzech tatrzanskich szlakéw turystycznych. Ktéry z nich mozna
poleci¢ wycieczce szkolnej?

B 3
>~ o
2 2
a) [m ¢) ml E
2400 2400 E
2300 2300 2 .
2200 £ z
2200 g 2 2
2100 = =
2100 2000 3 2 g z
2000 g § £ 3,
1900 2 1900 & 2 &
<
1800 % 1800 E 3
1700 =< £ 5 g 1700 8
g O R S 1600
1600 £ & o
5 & 9 1500
1500 3 g 5
1400 1400
1300
1300
0 1 2 3 4 [km] 1 2 3 [km]
%
T 5 3
b) [m b A& = &
2§ s %
2000 N 5§ B &
B 5 F
1900 g ol
1800 . g
=1 N
1700 = ©
4 A~
1600 2 =
IS 5
1500 4 - g
1400 & g £
= g 5
1300 = E
1200
1100
0 1 2 3 4 5 6 [km]

Uwagi metodyczne

Radzimy omdwi¢ kilka przyktadow funkcji przedziatami liniowych. Najczesciej spotykane
wnioski w prasie dotyczg takich wlasnie przypadkow: inflacja spada lub rosnie, stopa
bezrobocia maleje, wysokos$¢ srednich zarobkéw w kraju roénie, przyrost naturalny

w Polsce ro$nie itp.
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8.12. a) funkcja rosnaca

b) funkcja rosngca w latach
1950-1980, malejaca w latach
1980-2010

8.13. a) Funkgja jest malejaca
w czterech przedzialach i rosngca
w czterech przedzialach,

w szczegolnosci rosnie od 1 km
do ok. 1,8 km i od ok. 2,7 km
do 4 km.

b) Funkeja ,,przewaznie” ronie;
jest tylko kilka krotkich zej$¢
(wtedy maleje).

¢) Od ok. 0,2 km do ok. 1 km
funkcja rosnie, a w przedziale
od ok. 1 km do 3 km - maleje.
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8.14. a) jedna b) jedna
c) sze$¢  d) dziesied

8.15. a) nie b) nie ¢) tak
d) nie

a) YA

=Y

1
_'10|
d) y
o| i >
e) y
1
0 ]

i/

8.19. Niech x, i x,, gdzie x; < x,,
beda miejscami zerowymi

funkcji . Wtedy f (x;) = f (x,),

wiec funkcja f nie jest rosnaca.

8.14. Ile jest wszystkich funkcji o dziedzinie {1, 2, 3, 4, 5} i zbiorze wartosci
{6, 7, 8, 9, 10}, ktdre sa

a) malejace?

b) rosnace?

c) rosngce w zbiorze {1, 2, 3} i malejgce w zbiorze {3, 4, 5}?

d) malejace w zbiorze {1, 2} i rosngce w zbiorze {3, 4, 5}2

Wykonaj tabele albo wykresy przyktadowych funkcji spetniajacych te warunki.

8.15. Drziedzing funkcji y = f(x) jest przedzial (0; 4). Wiemy, ze funkcja ta jest
malejaca w przedziale (0; 2) i jest malejaca w przedziale (2; 4). Czy z tych informacji
wynika, ze funkcja y = f(x) jest malejaca w podanym przedziale?

a) (0; 4) b) (0; 3) c) (0;1) d) (1; 4)

8.16. Podaj przyktad wykresu funkgji, ktérej dziedzing jest przedzial (2; 6), ktora
jest malejgca w przedziatach (2; 4) i (4; 6), ale nie jest malejaca w dziedzinie.

8.17. Podaj przyktad wykresu funkgji, ktora spelnia nastepujace warunki:

a) jest rosngca w przedziale (—oo; —3), malejaca w przedziale (3; oo) oraz stata
w przedziale (-3; 3).

b) ma dwa miejsca zerowe, jest rosngca w przedziale (—oo; —1) oraz malejaca w prze-
dziale (—1; o0).

¢) nie ma miejsc zerowych, jest rosngca w przedziale (2; co), malejaca w przedziale
(—1; 2) oraz stala w przedziale (—oco; —1).

d) jest rosngca w zbiorze R i ma jedno ujemne miejsce zerowe.

e) jest rosngca w kazdym z przedziatéw (—oo; 1) i (1; o0), ale nie jest monotoniczna
w zbiorze R.

8.18. Przedstaw w jednym ukladzie wspotrzednych wykresy dwoch funkeji maleja-
cych, ktére przecinaja sie

a) wjednym punkcie.

b) w dwoéch punktach.

¢) w trzech punktach.

d) w nieskonczenie wielu punktach.

8.19. Wykaz, ze jezeli funkcja ma dwa miejsca zerowe, to nie jest funkcja rosnaca.

8.18. Przykladowe wykresy

a) y ) y
1
$ 0] 1 X

S
= 2,# <
4
=
/7 =y




1. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji g.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

vy

yE &%)

-

=Y

A. W przedziale (—6; 2) funkcja g jest rosngca.
B. W przedziale (-2; 6) funkcja g jest rosnaca.
C. W przedziale (—6; 6) funkcja g jest rosnaca.

2. Odczytaj z wykresu funkcji h zamiesz-
czonego obok zbiér rozwigzan nierdwnosci

h(x) > 0.

3. Opisz przedzialy monotonicznosci funk-
cji h, ktérej wykres zamieszczono obok.

g

5

=Y

4. Podaj przykltad wykresu funkeji o dziedzinie D = (-5; 1), ktora spelnia

nastepujgce warunki:
° f(x)>0 dla x € (-5 -2) U(0; 1),
° f(x) <0 dla x € {-5} U (=2; 0).

5. Podaj przyktad wykresu funkgji, ktorej dziedzing jest przedziat (1; 5) i ktora jest
stala w przedziatach (1; 3) oraz (3; 5), ale nie jest stala w calej dziedzinie. Czy taka

funkcja jest monotoniczna?
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Prosto do matury
1. E.P,F

2. x € (-4; =3) U (0; 5)

3. malejaca w kazdym
z przedziatéw (—4; -2) i (2; 8),
rosngca w przedziale (—2; 2)

5. Taka funkcja jest niemalejaca
lub nierosnaca, czyli jest
monotoniczna.
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temat 4.13

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 3.9

Generator

testéw i sprawdzianéw

9. Wazna funkcja -
proporcjonalnos¢ odwrotna

Umiejetnosci:

® rozpoznawanie wielkosci odwrotnie proporcjonalnych

e szkicowanie wykresu funkcji  f(x) = % dla danego a

e korzystanie ze wzoru i wykresu tej funkcji do interpretacji zagadnien zwigzanych

z wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi

Jak dobra¢ wymiary prostokata, aby jego pole bylo rowne 20? Przedstawimy kilka
wynikow w tabeli, w ktorej a 1 b oznaczaja dtugo$ci bokdéw prostokata, a P jego pole.

a 2 10 | 2,5 8 |5v2 2v2| 4 5
10 2 8 25 | 2v2|5v2 ) 5 4
P | 20 20| 20 | 20 20| 20 | 20 | 20

Zalezno$¢ miedzy dlugosciami bokéw prostokata o polu 20 zapisujemy w postaci:
a-b=20
Prostokatow spelniajacych taki warunek jest |[pk
nieskonczenie wiele. Mozemy zilustrowaé to
na wykresie. Kazdy z narysowanych prostoka-
tow ma pole rowne 20. Jezeli przyjmiemy, ze
diugos¢ boku a zmienia warto$¢ od zera do
nieskonczonosci, to odpowiadajaca mu dtugosé
boku b bedzie si¢ odpowiednio zmieniata od
nieskoniczonosci do zera. Kazdy z prostokatow
ma trzy wierzcholki lezace na osiach. Czwarte
wierzchotki wszystkich prostokatéw wyznacza-
ja krzywa zwang hiperbola. 0 2345678910

[ui

® O O

[S1 e

N W

N j

Rozwazamy dwie dodatnie zmienne wielkosci x i y. Zalezno$¢ miedzy x i y
taka, w ktdrej iloczyn a tych wielkosci jest staly, nazywamy proporcjonalnoscia

odwrotna.
? xy=a, x>0, y>0

Moéwimy woweczas, ze x i y sg wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi.

Przy stalym polu prostokata dlugo$¢ jednego z bokéw prostokata jest odwrotnie
proporcjonalna do dtugosci drugiego boku.
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Przyktad o

Ojciec Karola dojezdza do pracy samochodem. Codziennie pokonuje trase 20 km
z r6zng predkoscig $rednig. Czas przejazdu t jest odwrotnie proporcjonalny do pred-
kosci $redniej v, poniewaz:

t-v=20
Jezeli ojciec Karola jedzie ze $rednia predkoscia v = 60 km/h, to dojazd do pracy
zajmuje mu 20 minut.

t:§h220min
60

Jezeli jedzie ze srednig predkoscig v = 40 km/h, to dojezdza po pélgodzinie. Pewnego
dnia trafil na korek i calg trase pokonat ze srednig predkoscig 10 km/h. Zajeto mu to
wowczas 2 godziny.

Przyktad @) < zad. 9.5

Na polu moze réwnoczes$nie pracowa¢ maksymalnie
6 traktorow i wowczas zaorza pole w ciagu 8 godzin.
W jakim czasie wykonaja te samg prace 4 traktory
pracujace w tym samym tempie?

Rozwigzanie
Skoro 6 traktorow moze zaora¢ pole w ciaggu 8 godzin, to znaczy, Ze na zaoranie tego
pola przez jeden traktor potrzeba 6 - 8 = 48 godzin. Cztery traktory te samg prace
wykonalyby 4 razy szybciej, czyli w 12 godzin.

Liczba godzin pracy jest odwrotnie proporcjonalna do liczby traktoréw.

Odp.: Cztery traktory wykonaja te prace w ciagu 12 godzin.

Przyktad e zad. 9.6

Narciarska trase zjazdowa ubijajg trzy ratraki w cza-
sie 2 godzin. Ile czasu potrzeba na ubicie $niegu,
jezeli na trase wyjedzie pie¢ ratrakow? Zakladamy,
ze wszystkie ratraki pracuja z taka sama wydajnoscia
i moga pracowac na tej trasie jednocze$nie.

Rozwigzanie
Jeden ratrak wykonatby te prace w czasie 6 godzin.

. , . 6 .
Pie¢ ratrakow — w czasie B godziny.

Odp.: Pie¢ ratrakéw przygotuje trase zjazdowa w czasie 1 godziny i 12 minut.

49.5. Pewna ilo$¢ maki pszennej
wystarcza na upieczenie

120 bulek po 0,3 kg kazda. Ile
pieciodekagramowych kajzerek
mozna upiec z tej samej ilosci
maki?

Odp.: 720

49.6. Jadac na rowerze ze srednig
predkoscia 14 km/h, Jola dojezdza
do szkoly w czasie 30 minut.
Krysia, ktora mieszka w tej samej
odleglosci od szkoty co Jola,
potrzebuje 20 minut na dojazd.

Z jaka $rednig predkoscia dojezdza
do szkotly Krysia?

Odp.: 21 km/h
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49.16. Wlasciciel wyciagu
narciarskiego kupil nowg armatke
$niezng. Poprzednia pokrywata
$niegiem trase zjazdowa w czasie
24 godzin. Jezeli obydwie armatki
pracuja rownoczesnie, to trasa jest
gotowa po uplywie 6 godzin.

Ile czasu zasnieza trase nowa
armatka?

Odp.: 8 godz.

Przyktad o zad. 9.16

Pan Piotr, wykwalifikowany malarz, moze pomalowac¢ calg altane ogrodowsa w czasie
8 godzin. Jego pomocnik Krzys te sama prace wykona w czasie 16 godzin. Ile czasu
zajmie im pomalowanie altany, jezeli beda pracowaé wspélnie?

Rozwigzanie

W ciagu godziny pan Piotr pomaluje % altany, a Krzys 1_16 altany. Wspélnie wykonaja
. 1.1 3

zatem w ciagu godziny st 16 = 1¢ Pracy-

W czasie 16 godzin pomalowaliby 3 takie domki, a pomalowanie jednego zajmie im

16 1
— = 5- godziny.
3 ; godziny

Odp.: Pomalowanie altany zajmie im 5 godzin i 20 minut.

Przyktad ©

Wiadze pewnej gminy oglosity przetarg na wykonanie przed sezonem letnim drogi
prowadzacej nad pobliskie jezioro. Oferty zlozyly trzy firmy. Pierwsza zobowigzala
sie wykona¢ prace w ciggu 4 dni, druga w 6 dni, a trzecia w 12 dni. Ile dni zajeto-
by zbudowanie calej drogi, gdyby wszystkie te firmy pracowaly jednocze$nie, i jak
nalezatoby podzieli¢ miedzy nie kwote wynagrodzenia?

Rozwiazanie
Nalezy przyja¢, ze kazda z firm wykona zaplanowany przez siebie fragment drogi:
w wypadku pierwszej firmy oznacza to i calosci, drugiej - é catosci, a trzeciej — Lz
calosci.
Pracujac wspolnie (cho¢ nad réznymi fragmentami drogi), firmy wykonaja w ciagu
. o1 1 1 /7
jednego dnia ittt czespracy.

1 1 1 1

a6 12 2
Skoro w ciggu jednego dnia firmy moglyby wykona¢ potowe pracy, to cata praca za-
jetaby im 2 dni.
W tym czasie pierwsza firma zbudowalaby %, czyli potowe drogi, druga firma - %,

czyli % drogi, a trzecia firma — 12—2, czyli é drogi. Na takie czesci nalezaloby rowniez
podzieli¢ kwote wynagrodzenia miedzy te firmy.

Odp.: Zbudowanie drogi zajetoby 2 dni; firmy powinny otrzyma¢ odpowiednio

>

N | —
W | =

At .
iz kwoty wynagrodzenia.
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Przyktad 0 zad. 9.10

Grupa n robotnikéw maluje s samochodéw w r dni. Przez ile dni grupa k robotnikow
pomaluje p samochodéw przy zalozeniu tej samej wydajnosci i wykonalnosci pracy?
Rozwigzanie

nr «— tyle dni 1 robotnik maluje s samochodéw

nr

— «— tyle dni 1 robotnik maluje 1 samochdd
N

pnr
s
pnr
ks

Odp.: Grupa k robotnikéw pomaluje p samochodéow w % dni.
S

«— tyle dni 1 robotnik maluje p samochodow

«— tyle dni k robotnikéw maluje p samochodéw

Zgodnie z definicja dwie dodatnie wielkoscixiy [y4
s3 odwrotnie proporcjonalne, gdy ich iloczyn a
jest staly. Jedng z nich mozemy wyznaczy¢ w za- \

leznosci od drugiej, wykonujac dzielenie: \

_a Vi
y=1 (a>0)

Otrzymalismy w ten sposob wzor funkeji, kto- ~
rej zar6wno argumenty, jak i wartosci sg liczba- —

mi dodatnimi. Wykres tej funkeji znajduje sie .
w pierwszej ¢wiartce uktadu wspdtrzednych. 0 *

Zalézmy teraz, ze wielkosci x i y przyjmuja zaréwno warto$ci dodatnie, jak i ujemne.
Wtedy y = 2 jest wzorem funkcji, ktérej dziedzing jest zbidr liczb rzeczywistych
X

roznych od zera. Dla réznych warto$ci wspétczynnika a otrzymujemy w ten sposob
rézne zaleznosci funkcyjne, np.:

1
-dlaa=1mamyy=i Odlaa=§mamyy=i,czyliy=§
-dlaa=—2mamyy=—% -dlaa=\/§mamyy=\/7g

Zajmiemy sie najpierw funkcjami postaci f(x) = %, gdzie a > 0.

Narysujmy wykres funkgcji f(x) = L Dziedzing tej funkcji jest zbidr nieskonczony.
X

W tabeli mozemy uwzgledni¢ tylko kilka wybranych argumentow.

x | -10] =3 | o1 L L L Lo 3 000
2 100 100 4

feo -~ 211 2 c10 100 4 1 1L

0 3 3 1000

49.10. Jezeli Danka bedzie
odktadata do skarbonki
miesiecznie kwote p zl, to
uzbiera potrzebna sume w czasie
t miesiecy. Ile czasu zajmie jej
uzbieranie tej samej sumy przy
comiesiecznej skladce s zt?

Odp.: 1ad miesiecy
s
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Z tabeli mozna wnioskowac, ze: y A
e dla dodatnich argumentéw wartosci funkcji
s3 dodatnie, a dla ujemnych - ujemne,
e dla argumentéw przeciwnych (np. 3 i —3) \
wartosci funkcji s3 rowniez liczbami prze- ) B
. (1. 1 N
ciwnymi <§ i ——), o -

e dla duzych dodatnich argumentéw warto$ci

funkcji s mate,

¢ dla matych dodatnich argumentéw warto$ci

funkcji sg duze.

Do dokladnego narysowania wykresu mozna
wykorzysta¢ komputer lub kalkulator graficzny.

Wykresem funkcji f(x) = i jest krzywa nazywana hiperbola. Poczatek uktadu

wspolrzednych jest jej srodkiem symetrii.

Funkcje o wzorze f(x)

maja podobne wlasnosci.

Przyktad a
Narysujemy wykresy funkgji f(x) = % iglx)= —%.

Rozwiazanie

x | -4 -1 —% 4
2 1 1
fo=21—512 >
v 4
|
\
\
NG
I —
I S 0 1 ?

2 gdzie a jest ustalong liczbg rzeczywistg rozng od zera,
X

Tabela dla funkeji g wygladataby bardzo po-
dobnie, tylko warto$¢ funkeji g dla danego
argumentu jest liczbg przeciwng do wartosci
funkgji f dla tego samego argumentu.

-

J]

|
|
/

x\"
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Wrykresy funkcji fi(x) = i i frlx) = % maja podobny ksztalt. Wykres funkcji
fr(x) = 2 jest bardziej oddalony od poczatku uktadu wspoétrzednych.
x

Aby dokladniej poréwna¢ wlasnosci funkeji o wzorze f(x) = 2 warto narysowac
X

kilka wykresow w jednym ukladzie wspoétrzednych.

Przyktad €
Sporzadzimy wykresy funkcji f(x) = ;

Jeeli g(x) = & i g(x) = &, )
. 1 e g 9 =,
igx)= 2. Orazumiescimy je (wraz z dwoma . *
X toa=-.
juz poznanymi) na jednym rysunku. 4
Rozwigzanie izl
I\
1 T |
x -6 -3 -1 o2 ,Le \
6 1 ~
fx)==2 -1 -2 | 6|12 3 1
x == 0 X
I 1
e T | EREE
4|16 | 2 \
1 1 1 1 \[
=—|-—| = | -1 4| =
9=l % | 1 2 [

Zauwazmy, ze im blizsza zera jest warto$¢ wspotczynnika a funkcji f(x) = = tym
X

bardziej wykres tej funkcji przybliza si¢ do poczatku uktadu wspétrzednych.
J

Wrykres kazdej funkcji o wzorze f(x) = g (a #0, x # 0) nazywamy hiperbola.
lal

Zauwazmy, ze |y| = =t
X

Jezeli warto$¢ bezwzgledna x jest coraz wigksza, to warto$¢ bezwzgledna y maleje do

zera — na wykresie funkeji punkty hiperboli sa coraz blizsze osi x. Méwimy, ze 0§ x
jest asymptota pozioma wykresu.

Z kolei gdy wartos¢ bezwzgledna x zbliza si¢ do zera (mimo ze nigdy go nie osigga!),
to warto$¢ bezwzgledna y nieograniczenie ro$nie — na wykresie punkty hiperboli sa
coraz blizsze osi y. Méwimy, ze 0§ y jest asymptota pionowa wykresu.

263 I
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Odpowiedzi i rozwigzania
9.1. D

9.2. A

9.3. B

9.4. a) nie b) tak ¢) nie

9.5. 720

Zwréémy uwage na jeszcze jedng wlasnos¢ hi- v
perboli. Dla dowolnego punktu P = (x, y) le-

. . . / . a

zacego na hiperboli o réwnaniu y = L Pro-

stokat o wierzchotkach (0, 0), (x, 0), P, (0, y)

ma pole réwne |al.

Jest to prosta konsekwencja roéwnosci: —
x| - 1yl = lal

poniewaz boki rozwazanego prostokata maja

diugosci réwne |x| oraz | /.

W kazdym z zadan 9.1-9.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

-

><V,

"

9.1. Jaka liczbe nalezy wstawi¢ do tabeli w miejsce a, aby 30 s 1
przedstawiata wielkosci odwrotnie proporcjonalne? 3
A B. 40 C. 120 D. 360 4 24 a
9.2. Wskaz wartos¢, ktorg funkcja f(x) = % przyjmuje dla argumentu —6.
X
A —— B. -1 C. -2 D. -18
18 2

9.3. Darmowe minuty w abonamencie telefonicznym wystarczaja Ani na rozmawia-
nie przez 30 dni $rednio po 4 minuty dziennie. Na ile dni wystarczy jej darmowych
minut, jezeli codziennie bedzie rozmawiata 3 razy, a kazda rozmowa bedzie trwala
2 minuty?

A. 10 B. 20 C. 40 D. 80

9.4. Czy wielkosci podane w tabeli sa odwrotnie proporcjonalne?

a) b) c)
x | 3 7 10 a 8 4 1| | p 10 6 |9

yl%é b | 2 | 4 | 16 g 2 3 1

9.5. Pewna ilo$¢ maki pszennej wystarcza na upieczenie 120 bulek po 0,3 kg kazda.
Ile pieciodekagramowych kajzerek mozna upiec z tej samej iloci maki?
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9.6. Jadac narowerze ze $rednia predkoscig 14 km/h, Jola dojezdza do szkoty w cza-
sie 30 minut. Krysia, ktéra mieszka w tej samej odlegtosci od szkotly co Jola, potrze-
buje 20 minut na dojazd. Z jaka $rednig predkoscia dojezdza do szkoty Krysia?

9.7. Pan Jan wyszedt z domu do pracy o godzinie 72°. Jego zona Ewa, pracujaca
w tym samym budynku co maz, wyszla z domu pdzniej. Oboje dotarli do celu o go-
dzinie 7°0. Pani Ewa jechala do pracy ze $rednig predkoscig 45 km/h, natomiast pan
Jan - ze $rednia predkoscig 36 km/h. O ktdrej godzinie pani Ewa wyszia z domu?

9.8. Motocyklista, jadac droga, na ktdérej dozwolona predko$¢ wynosita 90 km/h,
przejechat 1 km w czasie 40 sekund. Czy popelnil wykroczenie?

9.9. Dwie samotne ciotki Julii prowadza wspdlne gospodarstwo. Co miesigc kazda
z nich wkiada do wspélnej kasy pewna kwote pieniedzy przeznaczona na zakup zyw-
nosci. Jezeli dziennie wydaja $rednio 20 zi, to skfadka wystarcza im na 30 dni. Na ile
dni wystarczy skladka, jezeli zwigkszg dzienne wydatki do 24 z1, a na ile - jezeli za-
czng oszczedzad i wydawac $rednio 15 zt dziennie? Jaka jest wysoko$¢ sktadki kazdej
z ciotek, jezeli ptaca po réwno?

9.10. Jezeli Danka bedzie odktadata do skarbonki miesiecznie kwote p zi, to uzbiera
potrzebng sume w czasie t miesigcy. Ile czasu zajmie jej uzbieranie tej samej sumy
przy comiesiecznej skladce s zI?

9.11. Motocyklista przejechal m kilometréw w h godzin. Jaki dystans pokonywat
$rednio w czasie jednej minuty?

9.12. Szkola wyplaca co miesigc 12 uczniom stypendium w wysokosci 80 zt. O ile
zmniejszy si¢ stypendium dla kazdego ucznia, jedli suma przeznaczona na wyplaty
nie wzroénie, a stypendium dostang jeszcze cztery dodatkowe osoby?

9.13. Joanna grabi caly trawnik przed domem w ciagu 20 minut. Jej mtodsza siostra
te samg prace wykonuje 10 minut diuzej. Ile czasu zajmie im zagrabienie trawnika,
jezeli beda pracowaty razem?

9.14. Podloga sklepu zostala wyszlifowana za pomoca pierwszej szlifierki w czasie
35 godzin. Wykonanie tej samej pracy przy uzyciu drugiej szlifierki zajeto 40 godzin.
Ile czasu zajmie wyszlifowanie podtogi, jesli szlifierki beda pracowac jednoczesnie?

9.6. 21 km/h

9.7. 0 730

9.8. nie

9.9. po zwigkszeniu na 25 dni;
po zmniejszeniu na 40 dnij;
wysokos¢ sktadki: 300 zt

9.10. P miesiecy
S

m
9.11. @km

9.12. 020 zt

9.13. 12 min

9.14. 18 godz. i 40 min
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9.15. 8 godz.

9.16. - dni
s+t

9.17. pierwsza: 2 godz.,
druga: 1 godz.

1 1
9.19. a) 2 b) g C) Z

d) Nie ma takiego a.

9.20. Patrzs. 267.

9.21. a) (-1, -6), (2, 3), (-2, -3),
(3: 2): (_3> _2)> (6s 1)) (_6> _1)’
(1, 6)

b) (1) 8)’ (_1’ _8)) (2’ 4)r (_2: _4):
(4, 2), (-4, -2), (8, 1), (-8, -1)

o) (1, 12), (-1, -12), (2, 6),

(_2) _6)’ (6> 2)’ (_6’ _2)) (3a 4)>

9.15. Wiasciciel wyciggu narciarskiego kupitnowa armat- [Ty
ke $niezng. Poprzednia pokrywala $niegiem trase zjazdowa
w czasie 24 godzin. Jezeli obydwie armatki pracujg réwno-
cze$nie, to trasa jest gotowa po uptywie 6 godzin. Ile czasu
za$nieza tras¢ nowa armatka?

9.16. Stefan jest wlascicielem fabryczki produkujacej kap-
sle do butelek. Jedna z jego maszyn tloczy partie kapsli
w s dni, a druga takie samo zamoéwienie wykonuje w ¢ dni.
Ile dni zajmie realizacja tego zamowienia, jezeli Stefan uru-

chomi obydwie maszyny réwnocze$nie?

9.17. Materialy dla uczestnikow konferencji miaty by¢ wydrukowane w ciagu 40 mi-
nut na dwdch drukarkach o réznej wydajnosci uzywanych jednoczesnie. Poniewaz
jednak po 10 minutach pierwsza drukarka zostala uszkodzona, reszte materialéw wy-
drukowano tylko na drugiej, co wydluzylo czas drukowania do 55 minut. Ile czasu
zajeloby wydrukowanie wszystkich materiatéw na kazdej drukarce z osobna?

9.18. Naszkicuj wykres i podaj wlasnosci funkcji.
3 8 12 1
a) f(x)—; b)f(x)—; <) f(x)—; d)f(x)—a

9.19. Dla jakich wartoéci a wykres funkcji f(x) = % przechodzi przez dany punkt?

a) A=(1,2) b) B:<_l, _l> c) c:<l, 2) d) D=(0, 3)
372 8
9.20. Zacieniuj zbiér punktéw plaszczyzny, przez ktore przechodzg wykresy funkcji
fe) =2, gdy
a) a € (1; 6). b) a € (2; 8). c) a € (4; o). d) a € (0; 2).

9.21. Wymien wszystkie punkty o obydwu wspotrzednych calkowitych, przez ktore
przechodzi wykres funkcji y = f(x).

a) f(x)=§ b) f(x)=§ 9) f(x)=1x_2 d) f(x)z_;

9.22. Rozwiaz graficznie nier6wnos¢.

(=3, -4), (4, 3), (-4, -3), (12, 1), Y b) L <2 0 1< d -1
(=12, 1) X x * *
d) (1) _9)) (_1) 9)) (3a _3)a (_3: 3):
©, -1), (=9, 1)
9.18. a) 7h\ b) yi i <) ) d) )i
f ,
1 1 j } f
— 0 53 0 ~ ! = B EENE
0 = \
\

9.22. 2) x € (0;3) b) x € (—o0; 0) U (

Yw) 9xe(-o0-2)ultioo) d)xe(-150)
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1. Niech ¢ bedzie ustalona liczbg cukierkdw. Rozdajemy je wszystkie miedzy n dzieci,
tak aby kazde dostalo k cukierkow. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Liczba n jest odwrotnie proporcjonalna do liczby c.

B. Liczba n jest odwrotnie proporcjonalna do liczby k.

C. Liczba k jest odwrotnie proporcjonalna do liczby c.

2. Przerysuj tabele do zeszytu i uzupelnij ja tak, by wielko$ci x i y byly odwrotnie
proporcjonalne.

x 3 6
y 2 3

4

DN | =

[~]

3. Odczytaj rozwigzanie nieréwnosci % <2, korzystajac z wykresu funkgji f(x)= %

4. Tomek i Romek malowali ptot rozdzielajacy ich posesje, kazdy po swojej stronie.
Romek w ciagu kazdej godziny malowat o 20% mniej niz sasiad. Tomek skonczyt
malowa¢ swojg strone po 5 godzinach. Po jakim czasie skoniczyl prace Romek?

5. W stalej temperaturze ci$nienie gazu jest odwrotnie proporcjonalne do jego ob-
jetosci. Na poczatku ci$nienie gazu w naczyniu o pojemnosci 200 cm? wynosilo p.
Ile bedzie wynosilo ci$nienie gazu, jezeli nie zmienimy temperatury, a objeto$¢ gazu
a) zmniejszymy do 150 cm3?

b) zwiekszymy do 300 cm3?

¢) zmniejszymy o 20 cm3?

9.20. a) A <) 57
|
\
I 0 % 0 £
\
|
I
b) YA d) 7Y
N \
\ ~ \
=+ 0 ] e X
< \ \
N[ \
) L]
AN | |

Prosto do matury
1. F,P,F

267 I

N | =

3. x € (—00; 0) U (2; o0)

4. po 6 godz. i 15 min

5.9)5p b)Zp Op
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10. Odczytywanie wiasnosci
funkcji na podstawie jej
wykresu

Umiejetnosci:
e odczytywanie wtasnosci funkciji z jej wykresu
e graficzne rozwigzywanie rownan f(x) = g(x) oraz uktadow nierdwnosci

W przykladach 1, 2, 3 na podstawie wykresu funkcji odczytamy: jej dziedzing, zbidr
warto$ci, warto$¢ najwieksza i warto$¢ najmniejszg (jezeli funkcja je przyjmuje),
miejsca zerowe, przedzialy, w ktérych funkcja ma staly znak, przedzialy monoto-
nicznosci oraz liczbe rozwigzan réwnania f(x) = m w zaleznosci od wartosci m.

410.4. Odczytaj z wykresu funkgji Przyktad o zad. 104 a

y = f(x): jej dziedzing, zbior e D=R ZW=R &
warto$ci, wartoé¢ najwiekszg > . e
fariatte meme (o * Funkcja nie przyjmuje wartosci najmniejszej.
funkcja je przyjmuje), miejsca Funkgja nie przyjmuje wartosci najwiekszej. N ET )
zerowe, przedzialy, w ktorych * Miejscem zerowym jest argument x = —1. -
funkcja ma staly znak, przedziaty * g(x) >0 dla x € (-1; o0), 0 x
monotonicznosci oraz liczbe g(x) <0 dla x € (—oo; —1).
rozwigzan réwnania f(x) = m * Funkcja jest monotoniczna — jest rosnaca.
w zaleznoci od wartosci . ° Roéwnanie f(x) =m ma dla dowolnej warto$ci m jedno rozwigzanie.
a
) 24 Przyktad e zad. 10.4d vi
\ / © D=(-67) {1}, ZW = (-2; 4)
\Hh / * Funkcja nie przyjmuje wartoéci naj- )
0 x mniejszej; przyjmuje warto$¢ najwiek- ! _
\ / szaréwng 4 dla x = 4. ) 0 x
=l 6 ° Miejscami zerowymi sg x = —4, x = 5. N
° f(x)>0dla xe (-4 1)U(l;5), ]
d f(x) <0 dla x € (=6; —4) U (5; 7).
 Funkcja nie jest monotoniczna, natomiast: w przedziale (—6; —1) jest funkcja nie-
e k malejaca, w przedziale (~1; 1) funkcja maleje, w przedziale (1; 4) funkcja rosnie,
YEMA| |, . . .
t w przedziale (4; 7) funkcja maleje.
0 g ° Rownanie f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla m € (—oo; —2) U (4; o0), 1 rozwig-
zanie dla m € (-2; —1) U {1} U (3; 4), 2 rozwigzania dla m € (-1; 1) U (2; 3),
3 rozwigzania dla m € (1; 2), nieskonczenie wiele rozwigzan dla m = 3.
f
§ . 10.4. Odp.:a) D = (-3; 3), ZW = (—4; 4); warto$¢ najwieksza: 4 dla x € {-3, 3}, wartos¢

najmniejsza: —4 dla x = 0; miejsca zerowe: =2, 2; f(x) >0 dla x € (-3; 2) U (2; 3),
f(x) <0 dla x € (-2; 2); funkcja malejaca w przedziale (-3; 0), rosnaca w przedziale (0; 3);
tematy 4.5, 4.6 f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla m € (—oo; —4) U (45 00), 1 rozwigzanie dla m = —4,

2 rozwigzania dla m € (—4; 4)

dianauczyciela.pl | Kartkwka 3.10 d) D = (-6; 1) U (2; 5), ZW = (—4; 2); warto$¢ najwieksza: 2 dla x = -6, warto$é
(" Generator najmniejsza: —4 dla x = —2; miejsca zerqwe: —5,.3; f(x) > 0 dla x € (—.6; ,—5) U (2; 3),
NH  testow i sprawdzianow f(x) <0 dla x € (=5; 1) U (3; 5); funkcja malejaca w kazdym z przedzialow (—6; —4)
\ J i(2; 5), stata w przedziale (—4; —2), rosngca w przedziale (—2; 1);

f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla m € (-oo; —4) U (2; 00), 1 rozwigzanie dla m € {—4, 2},
2 rozwigzania dla m € (—4; —2) U (2; o0), 3 rozwigzania dla m € (=2; 1), nieskonczenie
wiele rozwigzan dla m = -2
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Przyktad e zad. 10.5

Narysujemy wykres i na jego podstawie opiszemy wtasnosci funkcji
f(x) =% dla 1< x| <4

Rozwigzanie

Wyznaczymy najpierw dziedzine funkcji.
Podwdjng nieréwnos¢ 1 < |x| < 4 zapiszemy w postaci ukladu.

{|x|$4 .{xe(—4;4>
, czyli
>1

2 € (—o0s 1) U (1; o0) i ostatecznie x € (—4; —1) U (1; 4)

Zatem f(x) = % dla x € (—4; -1) U (1; 4).

Wrykres funkgji jest sumg fragmentéw hiperboli. i
e D={(-4-1)U(l;4), ZW = (—4; -1) U (1; 4) _
* Funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejszag rowng —4 N=flx
dla x =-1; 1
przyjmuje warto$¢ najwiekszg rowna 4 dla x = 1. 0 X

* Funkcja nie ma miejsc zerowych.
° f(x)>0dlaxe(l;4), f(x) <0dlaxe (-4 -1).
* Funkgcja nie jest monotoniczna, natomiast:
w przedziale (—4; —1) funkcja maleje,
w przedziale (1; 4) funkcja maleje.
° Réwnanie f(x) =m ma:
0 rozwigzan dla m € (—oo; —4) U (—1; 1) U (4; o0),
1 rozwigzanie dla m € (—4; —1) U (1; 4).

Graficzne rozwigzywanie réwnan i nieréwnosci postaci f(x) = g(x)

W ukladzie wspotrzednych umieszczone sg wykresy b7
dwoch funkgji: y = f(x) oraz y = g(x). Y= 8x

Sprawdzmy, dla jakich argumentéw wartosci funk-
¢ji f sa rowne wartosciom funkgeji g, dla jakich sa DA Y
wigksze od wartoéci funkgji g, a dla jakich — mniej-
sze. Inaczej moéwiac, odczytajmy z wykresu zbior
rozwigzan odpowiedniego réwnania badz nieréw-
nosci.

N

<y

0 %o

f (x) = g(x) =% dlax = X «— obie funkcje maja identyczng wartos¢
f(x) > g(x) dla x > x,

f(x) < g(x) dla x < x,

«— wykres funkgji f lezy ponad wykresem funkgji g
«—— wykres funkgji f lezy ponizej wykresu funkcji g

410.5. Sporzadz wykres funkeji
y = f(x) iodczytaj z niego:
dziedzine funkcji, zbiér wartosci,
miejsca zerowe, przedzialy,

w ktorych funkcja ma staly znak,
warto$¢ najwieksza i warto$¢
najmniejsza (jezeli funkcja

je przyjmuje), przedzialy
monotonicznosci oraz liczbe
rozwigzan rownania f(x) = m
w zaleznosci od wartosci
parametru m.

a) f(x) = Vx dla

x € (0; 1) U (4; o0)

b) f(x) = g dla

x € (=6; —2) U (1; 3)

0 flx) = ‘72 dla

x € (—o0; —1) U (0 2)

Odp.:a) D = (0; 1) U (4; o0),
ZW ={0; 1) U (2; o0);

miejsce zerowe: 0; f(x) > 0 dla
x € (05 1) U (45 0),

funkcja nie przyjmuje wartosci
ujemnych; brak warto$ci
najwiekszej,

warto$¢ najmniejsza: 0 dla x = 0;
funkcja jest rosnaca;

f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla
m € (—oo0; 0) U (15 2),

1 rozwigzanie dla

m € (0; 1) U (2; o0)

b) D = (-6; —-2) U (1; 3),

ZW = (-3; —-1) U (2; 6);

brak miejsc zerowych;

f(x) >0 dla x € (1; 3),

f(x) <0 dla x € (=6; -2);
warto$¢ najwieksza: 6 dla x = 1,
brak warto$ci najmniejszej;
funkcja nie jest monotoniczna,
ale jest malejgca w kazdym

z przedzialéw (—6; —2) i (1; 3);
f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla
m € (-00; =3) U (=15 2) U (6; o0),
1 rozwigzanie dla

m € (=3; —1) U (2; 6)

¢) D = (—o0; —1) U (0; 2),

ZW = (—o0; —1) U (0; 2);

brak miejsc zerowych;

f(x) >0 dla x € (—oo; —1),
f(x) <0 dla x € (0; 2);

brak wartosci najwiekszej, brak
wartosci najmniejszej;

funkcja nie jest monotoniczna,
ale jest rosnaca w kazdym

z przedzialéw (—oo; —1) i (05 2);
f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla
m € (—1; 0) U (2; 00),

1 rozwigzanie dla

m € (—oo; —1) U (0; 2)
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Dziat 3. Funkcje

410.12. Patrzs. 274.

410.16. Odczytaj z wykresu

rozwigzanie podanego ukfadu
nieréwnosci.

a){f(x)<o

f(x) > -3

\

y

\

1
I

0

®y

A

-

=Y

£(x) >0
<) {f(x)<3

v

-

=Y

Podsumujmy:

e graficzne rozwigzywanie rownania f(x) = g(x) polega na narysowaniu w jednym
ukladzie wspolrzednych wykreséw y = f(x) i y = g(x), znalezieniu punktow
wspdlnych tych wykresdéw i odczytaniu pierwszych wspétrzednych tych punktow;

e graficzne rozwiagzywanie nieréwnosci f(x) > g(x) polega na narysowaniu w jed-
nym uktadzie wspotrzednych wykresow y = f(x) i y = g(x) oraz odczytaniu
pierwszych wspotrzednych wszystkich punktow, dla ktorych wykres funkcji f lezy

ponad wykresem funkgji g.

Przyktad @) « zad. 10.12

Odczytamy z wykresu rozwigzania rOwnania

f(x) = g(x) oraz nieréwnosci f(x) < g(x)

i f(x)> g(x).

Rozwiazanie

° f(x)=g(x) dla x=-21ub x=4

° f(x) < g(x) dla x € (—oo; —2) oraz x € (4; co)
° f(x)>g(x) dla x € (-2; 4)

Przyktad @ < zad. 10.16
Odczytamy z wykresu rozwigzanie uktadu nieréwnosci

f(x) <2
flx) = -2

Rozwiazanie

Dziedzing funkgji f jest przedziat (-3; 4).

Prowadzimy proste y = -2 i y = 2. Interesujgce nas

punkty wykresu lezg pomiedzy tymi prostymi.

* Odczytujemy wspotrzedne punktdéw przeciecia tych
prostych z wykresem: (-1, 2), (1, -2), (4, -2).

* Pomiedzy poprowadzonymi prostymi znajduja si¢
dwa fragmenty wykresu, na rysunku obok zazna-
czone zielonym kolorem. Znajdujemy odpowiadajg-
ce im przedzialy na osi x, uwzgledniajac dziedzine
funkgji.

VA /
- /
3 =
1 /I —
0 4 ?
y = g(x)
yA
y Eflx)
¢ 1
0 NIF
[
v A
yF2
< 1
4
10 \ X
=12
[

Zwrdoémy uwage, ze odciete punktdéw przeciecia wykresu z prosta ¥ = 2 nie naleza
do rozwigzania, natomiast punktow przecigcia z prosta y = -2 do niego naleza.

Odp.: x € (-3; -1) U (1; 4)

flx)<2 .
d) {f(x) > Odp.:

c) x € (0; 4)—{1, 3}

N
o>
I

a) x € (-2; -1)uU (1; 2)
A b) x € (—oo0; —4) U(=2; 0) U (3; o0)

d) x € (-3; =2) U (=1; 0) U (3; 5)
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Rozwigz zadania 10.1-10.3 na podstawie zamiesz- i
czonego obok wykresu funkcji f. W kazdym z tych
zadan jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wy- | EI)
bierz ja i zapisz w zeszycie.

=y

0 Odpowiedzi i rozwigzania
10.1. Wskaz nieréwnos¢, ktorej zbiorem rozwia- 10.1. D
zan jest przedziat (-5; 1).
A. f(x) <0 B. f(x)<0 C. f(x)>0 D. f(x)>0
10.2. Wskaz najmniejsza wartos¢ funkgji f. 10.2. B
A. -6 B. -2 C. -1 D.o
10.3. W ktérym z podanych przedzialéw funkcja f jest rosngca? 10.3. C
A. (=65 2) B. (-6; 0) C. (-2;0) D. (-2; 1)

10.4. Odczytaj z wykresu funkcji y = f(x): jej dziedzine, zbidr wartosci, war-
tos¢ najwicksza i warto$¢ najmniejsza (jezeli funkeja je przyjmuje), miejsca zerowe,
przedziaty, w ktorych funkcja ma staly znak, przedzialy monotonicznosci oraz liczbe
rozwigzan rownania f(x) = m w zaleznosci od wartosci parametru .

a) vk c) 7
\ ] \[ [ 7
\l [ / .
0 X
0 g \
\ /
flx
\
b) vl d) ]
7= (%) URERE
) - g T
0 x
\/
I ]

10.4. a) D = (-3; 3), ZW = (—4; 4); wartos$¢ najwicksza: 4 dla x € {-3, 3}, warto$¢ najmniejsza: —4 dla x = 0; miejsca
zerowe: —2,2; f(x) >0 dla x € (=3; 2)U(2; 3), f(x) <0 dla x € (-2; 2); malejaca w przedziale (—3; 0), rosngca w przedziale
(05 3); f(x) =m ma: 0 rozwigzan dlam € (—oo; —4) U (4; o0), 1 rozwiazanie dla m = —4, 2 rozwiazania dla m € (—4; 4)

b) D = (—o0; 4) — {2}, ZW = (-2; 00), brak warto$ci najmniejszej, brak wartosci najwickszej; miejsca zerowe: -3, —1;
f(x) >0 dla x € (—o0; =3) U (=1; 4), f(x) <0 dla x € (-3; —2) U (-2; —1); funkcja malejaca w kazdym z przedziatow
(—o0; —2) i (3; 4), rosnaca w przedziale (—2; 1), stala w przedziale (1; 3); f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla m € (—oo0; -2),

1 rozwigzanie dla m € (2; o0), 2 rozwigzania dla m € (-2; 1), 3 rozwigzania dla m € (1; 2), nieskoniczenie wiele rozwigzan
dla m=2

d) D =(-6; 1) U(2; 5), ZW = (—4; 2); warto$¢ najwieksza: 2 dla x = -6, warto$¢ najmniejsza: —4 dla x = -2;

miejsca zerowe: =5, 3; f(x) >0 dla x € (=6; =5) U (2; 3), f(x) <0 dla x € (=5; 1) U (3; 5); malejaca w kazdym

z przedzialow (—6; —4) i (2; 5), stala w przedziale (—4; —2), rosnaca w przedziale (-2; 1); f(x) = m ma: 0 rozwiazan dla
m € (—oo; —4) U (2; o0), 1 rozwigzanie dla m € {—4, 2}, 2 rozwigzania dla m € (—4; —2) U (2; o0), 3 rozwigzania dla

m € (=2; 1), nieskonczenie wiele rozwigzan dla m = -2

271 I
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Dziat 3. Funkcje

10.5. a) D = (0; 1) U (4; o0),
ZW = (0; 1) U (2; o0);

miejsce zerowe: 0; f(x) > 0 dla
x €(0; 1) U (4 o0),

funkcja nie przyjmuje wartosci
ujemnych; brak warto$ci
najwiekszej,

warto$¢ najmniejsza: 0 dla x = 0;
funkcja jest rosnaca;

f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla
m € (—o0; 0) U (1; 2),

1 rozwigzanie dla

m € (0; 1) U (2; o0)

b) D = (-6; —2) U (1; 3),

ZW = (-3; —1) U (2; 6);

brak miejsc zerowych;

f(x) >0 dla x € (1; 3),

f(x) <0 dla x € (-6; —-2);
warto$¢ najwieksza: 6 dla x = 1,
brak warto$ci najmniejszej;
funkcja nie jest monotoniczna,
ale jest malejgca w kazdym

z przedziatéw (—6; —2) i (1; 3);
f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla
m € (—oo; —3) U (—1; 2) U (65 c0),
1 rozwigzanie dla

me (=3; -1) U (2; 6)

¢) D = (—o0; —1) U (0; 2),

ZW = (—o0; —1) U (0; 2);

brak miejsc zerowych;

f(x) >0 dla x € (—oo; —1),
f(x) <0 dla x € (0; 2);

brak wartosci najwiekszej, brak
warto$ci najmniejszej;

funkcja nie jest monotoniczna,
ale jest rosnaca w kazdym

z przedziatéw (—oo; —1) i (05 2);
f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla
m € (—1; 0) U (2; c0),

1 rozwigzanie dla

m € (—o0; —1) U (0; 2)

10.6. Przykladowe wykresy

b) b7
{ J
0 3
<) b7
J
0 3
10.7. np.
7A
o) 3 fX)

10.5. Sporzadz wykres funkcji y = f(x) iodczytaj z niego: dziedzine funkgji, zbiér
wartosci, miejsca zerowe, przedzialy, w ktorych funkcja ma staly znak, warto$¢ naj-
wieksza i warto$¢ najmniejsza (jezeli funkcja je przyjmuje), przedzialy monotonicz-
nosci oraz liczbe rozwigzan réwnania f(x) = m w zaleznosci od wartosci para-
metru m.

a)
b)

c)

f(x)=+/x dla x € (0; 1) U (4; o0)
_ﬂ@:%dmxee@—muum>

f@ﬁ¥fdhxekwaﬂmma

10.6. Podaj przyklad wykresu funkcji y = f(x), ktora spelnia dane warunki.

a)

b)

<)

D =R, ZW = (-1; o)

Warto$¢ najmniejsza rowng —1 funkcja przyjmuje dla x = -2.

f(x)=0 dla x=-3 orazdla x = -1,

f(x) >0 dla x € (—o0; =3) U(—1; 00), f(x) <0 dla x € (-3; -1).

Funkcja w przedziale (—oo; —2) jest malejaca, a w przedziale (=2; oo) roénie.
Réwnanie f(x)=m madla m € (—oo; —1) zero rozwigzan,

dla m = -1 jedno rozwigzanie, dla m € (-1; co) dwa rozwigzania.
D=R, ZW = (—o0; 2)

Warto$¢ najwicksza réwna 2 funkeja przyjmuje dla x = 0.

f(x)=0 dla x=-2 orazdla x =2,

f(x)>0 dla x € (=2;2), f(x) <0 dla x € (—o0; =2) U (2; 00).

Funkcja w przedziale (—oo; 0) jest rosnaca, a w przedziale (0; co) jest malejaca.
Dla m € (—o0; 2) réwnanie f(x) =m ma dwa rozwigzania,

dla m =2 ma jedno rozwigzanie, dla m € (2; co) réwnanie nie ma rozwigzan.
D=R, ZW = {2}

Funkcja nie ma miejsc zerowych, jest monotoniczna.

10.7. Podaj przyklad wykresu funkgji y = f(x), ktora spetnia warunki:

D=R, ZW =R

f(x)=0dla x=-4, x=-1 oraz x =5,

f(x) >0 dla x € (-4; -1) U (5; o0),

f(x) <0 dla x € (—o0; —4) U (-1; 5).

Funkcja nie jest monotoniczna, natomiast: w przedziale (—oo; —2) jest rosngca,
w przedziale (=2; 1) jest malejaca, a w przedziale (1; oo) jest rosngca.

Réwnanie f(x)=m dla m € (—oo; —4) ma jedno rozwigzanie,

dla m = —4 ma dwa rozwigzania, dla m € (—4; 2) ma trzy rozwigzania,

dla m =2 ma dwa rozwigzania, dla m € (2; oo) ma jedno rozwigzanie.
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10.8. Podaj przyklad wykresu funkcji y = f(x), ktora spetnia warunki:

e« D=R, ZW = (-6; c0)

* Warto$¢ najmniejsza rownag —6 funkcja przyjmuje dla x = -2.

* Funkcja ma trzy miejsca zerowe: x = -4, x =0, x = 2.

° f(x) >0 dla x € (—o0; —4) U(2; 00), f(x) <0 dla x € (—4; 0) U (0; 2).

° W przedziale (—oo; —2) funkcja jest malejaca, w przedziale (—2; 0) jest rosnaca,
w przedziale (0; 1) jest malejaca, w przedziale (1; co) jest rosngca.

° Réwnanie f(x) =m dla m € (—oco; —6) nie ma rozwigzan,
dla m = —6 ma jedno rozwigzanie, dla m € (—6; —1) ma dwa rozwigzania,
dla m = —1 ma trzy rozwigzania, dla m € (-1; 0) ma cztery rozwigzania,
dla m = 0 ma trzy rozwigzania, dla m € (0; co) ma dwa rozwigzania.

10.9. Ponizsze wykresy przedstawiaja warto$ci $rednie najnizszych oraz najwyz-
szych temperatur w Rzymie w poszczegélnych miesiacach (na podstawie obserwacji
z wielu lat). W ktérych miesigcach réznica wartosci tych funkeji jest najwieksza?
[°Cl $rednie temperatury w Rzymie
35
30
25
20
15
10

1 IIr 1m I1v v VI vII VIII IX X XI XII

10.10. Na podstawie danych z diagramu ,,Stawki czynszu w Nowograjkach” narysuj
wykresy czterech funkeji (w jednym ukfadzie wspotrzednych, réznymi kolorami),
ktore kolejnym latom przyporzadkowujg stawki czynszu:

° minimalne w $cistym centrum miasta, * maksymalne w $cistym centrum,

° minimalne poza $cistym centrum, ° maksymalne poza $cistym centrum.
Zbadaj monotonicznos¢ kazdej funkcji. Czy stawki czynszu poza centrum Nowogra-
jek byly w badanym okresie nizsze od stawek w $cistym centrum?

Stawki czynszu w Nowograjkach (w zt za m’ miesiecznie)

[ Sciste centrum 3 poza Scistym centrum
25

122,50

20

15

10

7,60

9,50
g 14,80
% 9,30

12,80
Sl 11580

(=] (9;]
s 11960
£
& 16,00
5 14,50
11,60
g 11750
& 15,00
s 11220
BT o
5[ 11000
1810
=] I—
K 11,60
5 10,40

in, in.

. . . in.
2001 2002 200

2004 2005
10.10. [z/m?  Stawki czynszu w Nowograjkach

25

Iy minimalne w Scistym centrum
20— ——— maksymalne w $cistym centrum

> — —— minimalne poza $cistym centrum
15 —— maksymalne poza Scistym centrum

——_| S
10 ———iu T
5

2001 2002 2003 2004 2005 rok

10.8. np.

yA

iR

10.9. Najwieksza roznica,
réwna 10, jest w kwietniu, maju,
lipcu i sierpniu.
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10.11. Przykladowe wykresy

a) 7 P
J
0 3
9) JA
£
. J
- 0 3
f) b7
. J
310 >

10.12. a) f(x) = g(x) dla x =1,
f(x) < g(x) dla x € (—o0; 1),
f(x) > g(x) dla x € (1; 00)

b) f(x) = g(x) dla x = -1,

f(x) < g(x) dla x € (—o0; —1),
f(x) > g(x) dla x € (-1; c0)

o) f(x) = g(x) dla x € {-1, 6},
f(x) < g(x) dla x € (-1; 6),
f(x) > g(x) dla

x € (—o0; —1) U (65 c0)

d) f(x)=g(x) dla x € {-3, 2, 4},
f(x) < g(x) dla

x € (—oo0; =3) U (25 4),

f(x) > g(x) dla

x € (=3; 2) U (4; 00)

10.13.
b7 | Alx)l 41
[ I I~
i)
0 ™
10.14.
g(ix) | VA
) Z
J¥)
10.15.
YA
Ax)
\\
e ———
//

10.11. Podaj przyklad wykresu funkcji y = f(x), x € R, dla ktérej zbiorem roz-
wigzan podanej nieréwnoéci jest zbior A.

Q) fx)>1 A= (0; ) d fx)<-1 A=(-21)
b) f(x)>2  A=(-o00; -1) &) f(x)>-1 A= (-o0;-1)U {3}
O fx)>1  A=(-3;2) f) f(x)<3  A=(-o00; —2) U(0; 3)

10.12. Odczytaj z wykresow funkcji y = f(x) i y = g(x) rozwigzania réwnania
f(x) = g(x) oraz rozwigzania nieréwnosci f(x) < g(x) i f(x) > g(x).

a) \ o Iyk
y = F(X )/ ::g x)
0 7 0 x
y £/%)
Y ¥ gx)
b) yA d) yA
=lg(%)
y =)
0 | x 0 g
1T by = f) Y+ gx)
L

10.13. Podaj przyklad wykresow dwoch funkcji: y = f(x) oraz y = g(x) o dzie-
dzinie R, takich, ze dla kazdego x € R prawdziwa jest nieréwnos¢ f(x) = g(x).

10.14. Podaj przyklad wykreséw dwoéch funkeji: y = f(x) oraz y = g(x) o dziedzi-
nie R, takich, ze funkcja f jest rosnaca, funkcja g jest malejaca oraz dla x € (—o0; 2)
zachodzi nier6wno$¢ g(x) = f(x), adla x € (2; co) zachodzi nieréwnos¢

g(x) < f(x).

10.15. Podaj przyktad wykreséw dwoch funkeji: y = f(x) oraz y = g(x), ktérych
dziedzing jest zbidr liczb rzeczywistych, funkcja f jest malejaca, funkcja g jest rosnaca
i dla wszystkich x € R zachodzi nieréwno$¢ f(x) > g(x).
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10.16. Odczytaj z wykresu rozwigzanie podanego ukladu nieréwnosci.

f(x) <0 £(x) >0
2 { f(x)> -3 2 { flx) <3
\ 7h / yi
\ / /
. \
0 x o
\ / x
y £ fx)| \
yENx)
flo<2 flx)<2
) {f(x) >0 9 {f(x) > 2
v A vy
= A¥) .
%Nu
N 0 x
0 x y Efx)
—T
10.17. Odczytaj z wykresu rozwiazanie uktadu yi
o)<
Nn1erownosci |g(x) + ll <2 1 :f( )/
/ \ /1.
y|=glx
/ \l 1/
/ \/
[

10.18. Podaj przyklad wykresu funkeji y = f(x), ktéra spelnia nastepujace warunki:
D =R, ZW = (-2; 2). Funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejsza rowng —2 dla kazde-
go argumentu postaci x = 4k, gdzie k € Z. Miejscami zerowymi funkcji sg wszystkie
argumenty postaci x = 4k+2, gdzie k € Z. f(x) > 0 dlaargumentéw nalezacych do
kazdego z przedzialow postaci (4k — 2; 4k), gdzie k € Z, f(x) < 0 dla argumentéw
nalezacych do kazdego z przedzialow postaci (4k; 4k + 2), gdzie k € Z. Funkcja jest
rosnaca w kazdym z przedzialéw postaci (4k; 4k + 4), gdzie k € Z.

275 I

10.16. a) x € (-2; -1) U (15 2)

b) x € (—o0; —4) U (=25 0) U (3; o0)
c) x € (0; 4) — {1, 3}
d) x € (-3; —2) U (-1; 0) U (3; 5)

10.17. x € (-6; —4)

10.18.

o S

=
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Prosto do matury
1. E,E, P

2. D=(-6; 3), ZW = (-1; 3);
warto$¢ najwieksza: 3dla x = 1,
warto$¢ najmniejsza: —1 dla
x=-3;

miejsca zerowe: —4, =2, 3;

g(x) <0 dla x € (-4 -2),
g(x) > 0 dla

x € (=6; —4) U (-2; 3);

funkcja nie jest monotoniczna,
natomiast: maleje w kazdym

z przedziatéw (—6; —3) i (1; 3),
ro$nie w przedziale (-3; 1);
g(x) = m ma 3 rozwigzania dla
m € (0; 2)

3.a) D=R, ZW =R,
miejsca zerowe: —4, 2,

f(x) >0 dla

x € (—o0; —4) U (=25 2),

f(x) <0 dla

x € (=4; =2) U (2; o0),

brak wartosci najwiekszej,
brak warto$ci najmniejszej,
funkcja nie jest monotoniczna,
ale jest malejaca w kazdym

z przedzialdw (—oco; —2) i (=2; o0)
b) dla m € (—o0; —1) U (3; o0)

5. cztery miesigce
(od maja do wrzesnia)

1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan. yh
A. Réwnanie f(x) =1 ma dwa rozwiazania. =)
B. Réwnanie f(x) =2 ma jedno rozwiazanie.
C. Réwnanie f(x) = 0,5 ma trzy rozwigzania. >

il

2. Odczytaj z podanego wykresu funkcji g (rys. 1) jej wlasnosci. Dla jakich wartosci
parametru m réwnanie g(x) = m ma trzy rozwigzania?

3. Narysunku 2 przedstawiono wykres funkcji y = f(x).

a) Odczytaj z wykresu: dziedzine, zbior wartosci, miejsca zerowe, przedzialy, w ktd-
rych funkcja ma staty znak, warto$¢ najwieksza i warto$¢ najmniejszg (jezeli funk-
cja je przyjmuje) oraz przedzialy monotonicznosci.

b) Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie f(x) = m ma jedno rozwigzanie?

v A A
y 42l | YE )
0 i3 k -
0 x
Rys. 1. Rys. 2. 1

4. Podaj przykltad wykresu funkeji y = f(x), ktora spelnia warunki:

D =(-25), ZW = (-4 1); f(x) =0 dla x = -1, f(x) >0 dla x € (-2;-1),
f(x) <0 dla x € (-1; 5); w przedziale (=2; 3) funkcja jest malejaca, a w przedziale
(3; 5) jest rosnaca; rownanie f(x) = m dla m = —4 ma jedno rozwigzanie, dla
m € (—4; —2) ma dwa rozwigzania, dla m € (-2; 1) ma jedno rozwigzanie.

5. Wykres przedstawia $redni kurs euro w kolejnych miesigcach 2017 r. (zrodlo:
NBP). Na podstawie wykresu wyznacz najdtuzszy okres, w ktérym ten kurs nie spadat.

Sredni kurs euro [z1]
4,40

4351 437
430 4271 427
4,25
4,20

4,15

4,10
1 11 Imr VI \% VI VIl Vvl IX X XI  XII



11. Przesuniecie wykresu funkcji wzdtuz osi 277

11. Przesuniecie wykresu funkcji  Uwesimetodyczne

. . Proponujemy zacza¢ od
WZd»I' u Z O S I przesuniecia wykresu wzdluz osi x,
zeby unikna¢ mechanicznego
kojarzenia zwrotu przesuniecia ze
znakiem liczby.
Wyjasnianie, w jaki sposéb
(X) + a na podstawie wykresu funkcji y = f(x) z wykresu funkcji y = f(x)
powstaje wykres funkcji
y = f(x —a), jest trudne
Przesuniecie wykresu funkcji wzdtuz osi x i zmudne. Proponujemy dzialanie
»W druga strone”: najpierw

Umiejetnosci:
e szkicowanie wykresu funkcji y = f(x + a) na podstawie wykresu funkcji y = f(x)
e szkicowanie wykresu funkcji y = f

Przesunmy wykres funkcji y = f(x) Przesunmy wykres funkcji y = f(x) przesuwamy wykres konkretnej
o trzy jednostki w prawo wzdluz osi x o trzy jednostki w lewo wzdtuz osi x funkcji y = f(x) o trzy jednostki
i oznaczmy nowg funkcje y = g(x). i oznaczmy nowg funkcje y = h(x). w prawo wzdluz osi x. Nowg
funkcje (oznaczang innym
% 74 kolorem) nazywamy np. y = g(x),
=) F=g(x =i =yey a nastepnie pytamy uczniow,
N N3 dla jakich argumentéw obydwie
3 2 3 N funkcje przyjmuja takie same
1 /i AN 3 1 %13 \\ 13 warto$ci. Uczniowie powinni
X3 9;1 . T » o A : g samodzielnie sformutowaé
/ / 3 / wniosek, ze wartosci funkgji g sa
? takie same, jak przyjmowane

przez funkcje f dla argumentow

glx) = f(x =3) h(x) = flx+3) o trzy jednostki mniejszych:
Wartosci funkcji g sg takie same, jakie Wartosci funkgji h sg takie same, jakie 9 (x). = flx - 3.’)’ - )
funkcja f przyjmuje dla argumentéw funkcja f przyjmuje dla argumentéw ity 2 wartoscl fu.nkql f 53 tal,(le
. S . . same, jakie funkcja g przyjmuje
o trzy jednostki mniejszych. o trzy jednostki wigkszych.

dla argumentow o trzy jednostki
wiekszych:

f(x) = g(x +3).

W stabszych klasach wykonujemy
oddzielnie dwa przesuniecia —

w prawo i w lewo. Podsumowujac,
stwierdzamy, co nalezy zrobi¢, aby
majac wykres funkcji y = f(x),
aby otrzymac wykres funkcji y = f(x + a), przesuwamy wykres funkcji narysowa¢ wykres funkgji

y = f(x) oajednostek wlewo wzdhuz osi x. y=flx-a).

Jezeli a > 0, to:

aby otrzymac wykres funkcji y = f(x —a), przesuwamy wykres funkcji
y = f(x) oajednostek w prawo wzdluz osi x,

Zauwazmy, ze po przesunieciu wykresu danej funkcji wzdluz osi x otrzymujemy wy-
kres nowej funkgji, ktéra moze mie¢ inng dziedzine.

tematy 4.7, 4.8 J

Multitefa

e Przesuwanie wykresu funkcii
wzdtuz osi OY

e Przesuwanie wykresu funkcii
wzdtuz osi OX

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 3.11

G Generator

testow i sprawdzianow
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411.4. Majac dany wykres funkcji Przyktad o zad. 11.4
y = f(x), narysuj wykresy funkcji: Majac dany wykres funkcji y = f(x), narysujemy wykres funkcji:
L y=f(x-1), IIL. y = f(x-2), _ 1 b) v = P
L y< fGc+ 3,1V, y= fleas), D Y= S&=D . )y =flx+2) ‘
y y
2 7 1S S =8 a2 | e
a .y
\ L [/l =G
. /l/ [l /
0 x ; .
[l / . / .
b) v / / 0] 1 X / of 1 x
=S : .
N Wrykres funkcji f przesuwamy Wrykres funkcji f przesuwamy
0 X o 1 jednostke w prawo. 0 2 jednostki w lewo.
Przyktad @) « zad. 115
Odp.: Wskazéwka: Punkty Na rysunku obok mamy wykres funkgji f(x)=+vx. || i
wykresu nalezy przesunaé: Wykonujac odpowiednie przesunigcia, narysuje- | 3 fx) N
L. w prawo o 1 jednostke, my wykresy funkgji: g(x) =Vx -2, h(x) =vVx+3 2 = =
L vyllems o 3 e, i k(x)=vVx — 1 oraz wyznaczymy dziedziny tych !
IT1. w prawo o 2 jednostki, funk . WY ymy il ot A Ty
IV. wlewo o 5 jednostek. UnKeL
Rozwi .
411.5. Majac dany wykres funkcji OZWIE.lzam?
_ . . Zauwazmy, ze:
y = g(x), narysuj wykres funkcji . B 5 o ) )
y = h(x) ipodaj dziedzine g(x) = f(x -2) «— przesuniecie o 2 jednostki w prawo
funkdji h. ° h(x) = f(x +3) «— przesuniecie o 3 jednostki w lewo
¥ 75w ° k(x)= f(x-1) «— przesuniecie o 1 jednostke w prawo
1 A [ -
0 ; | +—T{ _| NIX/:/;/;::/
N AT T ] 2
a) h(x) = g(x +1) W 1 3 <
b) h(x) = g(x — 4) 5 il
€) h(x) = g(x - 2) 3 0 ] ¥
d) h(x) = g(x +3)
Odp.:a) D = (-3; 1) Zwroéémy uwage na to, ze dziedzina nowej funkeji jest zgodna z przesunieciem
7h wzdluz osi x. Dziedzing funkcji f jest zbior (0; oo). Wykres funkcji g(x) = Vx -2
; otrzymujemy po przesuni¢ciu wykresu f o 2 w prawo, wiec dziedzing funkgji g jest
; »- zbidr (2; oo). Jest to tez zgodne z zalozeniem, ze x —2 > 0.
T Odp.: Dziedzing funkcji g jest zbidr (2; oo), funkcji h — zbidr (—3; oo), funkeji k -
b) D = (2; 6) zbidr (1; o).
)i
0 x
1
¢) D = (0; 4)
YA
o £
O
d) D = (-5; -1)
Ji
ol | I*
AC(
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Przesuniecie wykresu funkciji wzdtuz osi y Uwagi metodyczne
Przesunmy wykres funkcji y = f(x) Przesunmy wykres funkcji y = f(x) Przesunigcie wykresu wzdtuz osi y
o dwie jednostki w gore wzdluz osi y o dwie jednostki w d6t wzdtuz osi y e talf tru.dne,jakwpr.zlypadku
i oznaczmy nowg funkcje y = g(x). i oznaczmy nows funkcje y = h(x). @25, WALOVARES Je wp,rowadzm “
pomoca tabeli badz skorzystac ze
74 e 74 =/x) sposobu zastosowanego przy
2(x;) AN N wprowadzaniu przesuniecia
2 2 1 2 wzdtuz osi x. W podreczniku
), NIA L 5 NIAN > stosujemy konsekwentnie drugi
1% N\, zare \\ B
0 \ X 2 \
y =) [\ -t () || 7= b\
\) \\
g(x) = f(x) +2 h(x) = f(x) -2

Dlakazdego argumentuwartos¢ funkcjig Dla kazdego argumentu warto$¢ funkeji h
jest o 2 wigksza od wartosci funkeji f.  jest o 2 mniejsza od wartosci funkgji f.

Jezeli b > 0, to:
aby otrzymac wykres funkcji y = f(x) + b, przesuwamy wykres funkcji
y = f(x) objednostek w gore wzdluz osi y,
aby otrzymac¢ wykres funkcji y = f(x) — b, przesuwamy wykres funkgji
y = f(x) objednostek w dot wzdtuz osi y.

Zauwazmy, ze po przesunieciu wykresu danej funkcji wzdluz osi y otrzymujemy
wykres nowej funkeji o tej samej dziedzinie.

Przykfad e zad. 11.6 411.6. Majac dany wykres funkgji
Majac dany wykres funkeji y = f(x), narysujemy wykres funkgji: ¥ = k(x), narysuj wykresy funkcji:
a) y=flx)+1. b) y = f(x)-3. Ly=k(x)+1, IIL y=k(x)+2,
A A IL. y = k(x) -1, IV. y = k(x) - 3.
/1 N ) [+ 1 = f(x) a) vk
7 / N / = k(x) .
/ /1y A3 %
[[y=Ix) AN
/] . / N .
7 0 x 17/ ol | x b) vk
Wrykres funkcji f przesuwamy Wrykres funkcji f przesuwamy y =R\ [ >
o 1 jednostke w gore. 0 3 jednostki w dot.

Odp.: Wskazowka: Punkty
wykresu nalezy przesunac:
I. w gore o 1 jednostke,

II. w dot o 1 jednostke,

III. w gore o 2 jednostki,
IV. w dét o 3 jednostki.
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411.10. Zapisz wzor funkeji Przyktad o zad. 11.10
y=9 (x?, .ktéralfrowstfanili po Narysujemy wykresy funkcji g(x) = v/x+1 oraz  vA
Erfe;l?;)?cm wykresu funikat h(x) = v/x — 2, majac dany wykres funkgji o) = kAl
- ’ - /x N A | L
I. 0 7 jednostek w gore wzdluz f@) ) \/E ol L= .
osi ¥, Rozww?zanl? | " h) =1 X
IL. o 5 jednostek w prawo wzdiuz Zauwazmy, ze: — =
. L ) 0 1_+— X
0si x. . g(x) = f(x) +1 «— przesuniecie o 1 jednostke w gore
a) f(x) = |x]| e h(x)= f(x) — 2 «— przesuniecie o 2 jednostki w dot -2
b) f(x)=2x-3
O f(x) = x*—3x+3 Przyktad @ < zad. 11.13
d) f(x) = Dziedzing funkgji f jest zbior (2; 10). Podamy dziedzine funkcji g(x) = f(x — 3).
) Fx) = Rozwiazanie
te~) J{(;C) ;log (x=3)+6 Wrykres funkcji g(x) = f(x — 3) powstaje w wyniku przesuniecia wykresu funk-
Odp.:a) L g(x) = [x| + 7 cji f o 3 jednostki w prawo wzdluz osi x. Dziedzing funkeji g bedzie zatem dziedzina
I 2(x) _ 'lg 5| funkgji f przesunieta na osi x o 3 jednostki w prawo.
b) L g(x)=2x+4 Odp.: Dziedzing funkcji g(x) = f(x —3) jest przedzial (5; 13).

IL. g(x) = 2x - 13

o) L g(x) =x"-3x+10 :
I g(x) = x2—13x +43

8x +4
dL =
) L glx) = 8+ 1 W kazdym z zadan 11.1-11.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i za-
II. g(x) = j pisz w zeszycie.
e)Lglx)=2""+7 vh
IL g(x) = 2°° 11.1. “Na.rysunku Przedstavyiono W).fkre,s’y o 4
f) L g(x) = log (x — 3) + 13 funkgji f i g. Wskaz prawdziwg zalezno$¢. ) -
I g(x) = log (x - 8) + 6 A. g(x) = f(x) +2 el
411.13. Funkgja f osigga wartoé¢ lé gEx; i fEx) 22)
najwieksza réwna 7 dla x = -3. - g0 = flacw
Podaj warto$¢ najwieksza funkcji D. g(x) = f(x -2)
a) y=f(x+1).
b) y = f(x - 10). 11.2. Dziedzing funkgji f jest przedziat (2; 7). Dziedzina funkcji y = f(x +4)
c) y=f(x)+5. A. to przedziat (-2; 3). C. to przedzial (4; 11).
d) y=f(x)-9. B. to przedzial (2; 7). D. jest niemozliwa do okreslenia.
Odp.:a) 7 dla x = —4
b)7 dla x=7 . , . e L . . L. ..
012 dla x = -3 11.3. Zbiorem warto$ci funkgji f jest przedziat (~11; 3). Zbior wartosci funkcji
d) -2 dla x=-3 y=fx) -
A. to przedzialt (—16; —2). C. to przedzial (—6; 8).
Odpowiedzi i rozwigzania B. to przedzial (-11; 3). D. jest niemozliwy do okreslenia.
111. B
11.2. A

11.3. A
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11.4. Majac dany wykres funkcji y = f(x), narysuj wykresy funkcji:

L y=f(x-1), I y=f(x+3), L y=f(x-2), IV. y=f(x+5).
a) v b) 17
=M
\ L /A .
_ 0 x
0 x

11.5. Majac dany wykres funkcji y = g(x), narysuj vh [y E4x)
wykres funkeji y = h(x) ipodaj dziedzine funkgji h. )
a) h(x) =g(x+1) c) h(x) = g(x-2) 5 -
b) h(x) = g(x —4) d) h(x) = g(x +3) T

11.6. Majac dany wykres funkcji y = k(x), narysuj wykresy funkgji:
L y=k(x)+1, I y=k(x) -1, OI. y=k(x)+2, IV. y=k(x)-3.

a) y“ b) A
) = k(x) . /

! yEKE\

=Y

=

11.7. Narysuj wykres funkcji f(x) = i, a nastepnie, wykonujac odpowiednie prze-

suniecie, wykres funkcji o podanym wzorze.

1 1
2 b y=173 gy=1+3 dy=--4
11.8. Przeksztal¢ wykres odpowiedniej funkeji y = % i naszkicuj wykres funkcji
3 8 2
a)y—x+3. b)y—;—S. c)y—;+1. d)y—x_z.

11.9. Narysuj wykres funkcji f(x) = +/x, a nastepnie, wykonujac odpowiednie
przesuniecie, wykres funkcji o podanym wzorze.

a) y= b) y=+x+5 ) y=+x-3 d y=vx-4
11.10. Zapisz wzoér funkcji y = g(x), ktoéra powstanie po przesunieciu wykresu
funkgcji y = f(x):

I. o7 jednostek w gore wzdtuz osi y,

x+1

II. o 5 jednostek w prawo wzdluz osi x.

a) f(x) = |x| o flx)=x*-3x+3 e fx)=2""*
b) f(x) =2x-3 d) fx) =22 B f(x)=log(x—3)+6

11.11. Dziedzing funkcji f jest przedziat (—5; 10), a zbiorem jej wartosci przedziat
(2; 8). Podaj dziedzine i zbiér warto$ci funkeji

a) y=f(x-5). b)) y=flx+1). ¢ y=flx)-4 d)y=flx)+7

11.10. a) I. g(x) = x| + 7 1L g(x) = |x - 5|

b)Lgx)=2x+4 ILg(x)=2x-13

o) L g(x) = x2-3x+10 IL g(x) = x? - 13x +43
8x+4 5=

Lgx)=2""+7 ILg(x)= 27

f) I. g(x) =log(x - 3) +13 1L g(x) =log(x —8) +6

11.11. a) D = (0; 15), ZW = (2; 8)
b) D = (-6; 9), ZW = (2; 8)

¢) D = (=5; 10), ZW = (~2; 4)

d) D = (-5; 10), ZW = (9; 15)

11.4. Wskazowka: Punkty
wykresu nalezy przesunaé:
I. w prawo o 1 jednostke,
II. w lewo o 3 jednostki,
III. w prawo o 2 jednostki,
IV. wlewo o 5 jednostek.

11.5. a) 7
0 5
4((
D=(-3;1)
b) | vk
0 K3
T
D = (2; 6)
) vk
o ~
o
D = (0; 4)
d) vk
TN T
ol T %
4((
Di=(=5; =1}

11.6. Wskazowka: Punkty
wykresu nalezy przesungc:
I. w gbre o 1 jednostke,

II. w dét o 1 jednostke,

III. w gore o 2 jednostki,
IV. w dét o 3 jednostki.

11.7. Wskazéwka: Punkty
wykresu 1 nalezy przesunac:
X

a) wlewo o 1 jednostke,
b) w prawo o 2 jednostki,
c) w gore o 3 jednostki,
d) w dot o 4 jednostki.

11.8. Wskazowka: Nalezy
przesung¢ punkty wykresu:

a) g w lewo o 3 jednostki,
b) % w dot o 5 jednostek,

c) z w gore o 1 jednostke,
d) % w prawo o 2 jednostki.

11.9. Wskazowka: Punkty

281 I

wykresu +/x nalezy przesunaé:

a) w lewo o 1 jednostke,
b) w gore o 5 jednostek,
¢) w dot o 3 jednostki,

d) w prawo o 4 jednostki.
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11.12. a) malejaca w przedziale
(—00;5 —1),

rosngca w przedziale (—1; oo)
b) malejaca w przedziale

(—0035 =6),

rosngca w przedziale (—6; oo)
c), d) malejaca w przedziale
(=005 =3),

rosngca w przedziale (—3; o)

11.13. a) 7 dla x = -4
b)7 dla x=7

¢) 12 dla x =-3

d) -2 dla x=-3

11.14. Zbiorem wartosci funkcji g
jest przedziat (0; 3), wiec nie ma
ona miejsc zerowych.

11.15. g(x) = 8.2 =27 .2 =
=2 = f(x+3). Zatem k = 3.

11.16. f(x—k) = (x—k)*+3 =
= x> - 2kx + k* + 3.

Zatem —12 = -2k i m=k* + 3.
Stad k=6 1 m = 39.

Prosto do matury
1. P,E,P

2. Wskazowka: Punkty wykresu
nalezy przesuna¢:

a) w prawo o 5 jednostek.

b) w gore o 4 jednostki.

3. 4,1,3

4. rosngca w przedziale (—oo; 9),
stala w przedziale (9; 11),
malejaca w przedziale (11; co)

5. Wykres funkgji g jest obrazem
wykresu funkeji f w przesunieciu
0 3 w gore, wiec jej zbiorem
wartosci jest (=3 +3; oo) = (0; o).
Oznacza to, ze 0 nie jest wartoscig
funkgji g, czyli nie ma ona miejsc
zerowych.

o

11.12. Funkgja f jest malejaca w przedziale (—oo; —3) i rosngca w przedziale
(—3; o0). Podaj przedzialy monotonicznosci funkcji

a) y=f(x-2). b)y=fx+3). o y=f(x)+7. d) y=f(x)-100.
11.13. Funkcja f osiaga warto$¢ najwieksza rowna 7 dla x = —3. Podaj warto$¢
najwieksza funkcji

a) y=f(x+1). Db)y=f(x-10). ¢ y=f(x)+5 d) y=f(x)-09.

11.14. Dziedzing funkcji f jest przedzial (2; 8), a zbiorem jej wartosci przedziat
(2; 5). Wykaz, ze funkcja g(x) = f(x) — 2 nie ma miejsc zerowych.

11.15. Wykres funkcji g(x) = 8 - 2* powstat z wykresu funkcji f(x) = 2% po
przesunieciu o k jednostek w lewo wzdtuz osi x. Wyznacz k.

11.16. Wykres funkcji g(x) = x> — 12x + m powstal po przesunieciu wykresu
funkcji f(x) = x* +3 ok jednostek w prawo wzdtuz osi x. Wyznacz k i m.

1. Na rysunku 1 przedstawiono wykresy funkgeji f i g.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. g(x) = f(x+2) B. f(x)=g(x+2) C. f(x)=g(x-2)

2. Na rysunku 2 przedstawiono wykres funkgji f. Sporzadz wykres funkcji
a) y= f(x-5). b) y = f(x) +4.

Rys. 1. Rys. 2.

3. Miejscami zerowymi funkcji g s liczby: -2, 3 i 5. Podaj miejsca zerowe funkgji
y = g(x+2).

4. Funkcja h jest rosngca w przedziale (—oo; 4), stata w przedziale (4; 6) i malejaca
w przedziale (6; o). Podaj przedzialy monotonicznosci funkeji y = h(x — 5).

5. Zbiorem wartosci funkcji f jest przedzial (-3; co). Wykaz, ze funkcja
g(x) = f(x) + 3 nie ma miejsc zerowych.
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12. Wykresy funkcji y=-f(x), €124 Dany jest wkresfunk

y = f(x). Sporzadz wykres funkcji

y= |f(X)|s y= f(—X) y=-f).

a) vk
Umiejetnosci: o= 73 /
e szkicowanie wykresu funkcji y = —f(x) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) )
* szkicowanie wykresu funkcji y = |f(x)] na podstawie wykresu funkcji y = f(x) / -
e szkicowanie wykresu funkcji y = f(-x) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) 0 x
Wykres funkcji y = —f(x) 74
. .. Y= glx b) 7h
Przeksztalcm.y wykres funkc:u y= f(x) myo)
przez symetrie wzgledem osi x i oznaczmy \
nowg funkcje y = g(x). } 7 \
Wartosci funkgji g sg liczbami przeciwnymi do L x %
wartosci, jakie funkcja f przyjmuje dla tych sa- \\
mych argumentow.
yE11) 9 A
/
9x) = ~f () e
Przyktad €) < zad. 12.4 - -
Majac dang tabele funkeji y = f(x), narysujemy
w jednym ukladzie wspotrzednych wykresy
obu funkgji: y = f(x) i y = —f(x). d) 7
yA
Rozwigzanie ¥+ flx)
Tabele funkcji y = f(x) uzupelniamy warto$ciami ) \ / \\
funkcji y = —f(x). yEMR|, 0 1k
3 2 110 1 2 3 0 % \
= yE L)
y=f&x 4 30 2] 1]-2|-3 Odp.: Wskazowka: Punkty
y=—f(x) -4 -3/ 0 2 |-1]|2]3 * wykresu nalezy przeksztalcié

symetrycznie wzgledem osi x.

Aby otrzymaé wykres funkcji y = —f(x), przeksztalcamy wykres funkcji
y = f(x) przez symetrie wzgledem osi x. Dziedziny obu funkcji s identyczne.

Uwagi metodyczne

Uczniowie na 0g6! nie majg problemoéw z przeksztalceniem wykresu przez symetrie osiowa, tematy 4.11, 4.12 J
dobrze znang z wczeéniejszych etapow nauki. Klopotliwe moze by¢ zrozumienie zapisow:

y=—f@) i y=f-x). Multite£a

e Przeksztatcanie wykresu funkcji
przez symetrie wzgledem osi OX

e Przeksztatcanie wykresu funkcji
przez symetrie wzgledem osi OY

e Przeksztatcenia wykresow
funkcji z wartoscig bezwzgledna

dlanauczyciela.pl | Kartkdéwka 3.12

G Generator

testéw i sprawdzianéw
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412.6. Patrzs. 288.

€12.7. Przeksztalé wykres funkji
f i naszkicuj wykres funkcji g.

a) f(x) = 2, g(x) = ~f()

b) f(x) = 2, g(0) = —f(x)

9 f(x) =2, g(0) = (=)

d) f(x) =2, gx) = |f0)

12.7. Odp.:
a) 7\l b)

N

\

|
¥V

Wykres funkcji y = |f(x)|

Przyktad @ < zad. 126

Majac dany wykres funkcji y = f(x), narysu- vA
jemy wykres funkcji h(x) = | f(x)|. v+ hf(x)

Rozwiazanie

Zgodnie z definicjg wartosci bezwzglednej 1
funkcja h jest okreslona w nastepujacy sposob:

=y

° h(x) = f(x) dla wszystkich argumentéw x,
dla ktorych f(x) > 0,

° h(x) = — f(x) dla wszystkich argumentow x, y = (k)
dla ktérych f(x) < 0.
Dziedziny funkeji f oraz h sg réwne. h(x) = | f(x)]

Jezeli funkcja y = f(x) ma miejsca zerowe, to funkcje y = —f(x) oraz y = |f(x)| maja (@)
identyczne miejsca zerowe, zatem ich wykresy maja te same punkty wspdlne z osig x.

Aby otrzymad wykres funkeji y = | f(x)|, przeksztalcamy przez symetrie wzgle-
dem osi x tylko te fragmenty wykresu funkcji y = f(x), ktére leza ponizej osi
x, a pozostale zachowujemy bez zmian. Dziedziny obu funkcji sg identyczne.

Przyktad e zad. 12.7 v

Przeksztalcimy odpowiednio wykres
funkcji f(x) = V/x isporzadzimy
wykres funkeji g(x) = |\/§ - 2|.

/ 1\
\

\
\

=y

Rozwigzanie 0
Dziedzing obydwu funkgji: f i g, jest
przedziat (0; co). /!
Wykres funkgji g(x) = |\/§ - 2‘

otrzymamy w kolejnych krokach.

L\ |/

Krok1: h(x) = f(x) -2 = VX —2  «—— przesuwamy wykres f o0 2 jednostki w dot

Krok2: g(x) = |h(x)| = | VX — 2| «— przeksztalcamy przez symetrie wzgledem osi x tylko
ten fragment wykresu A, ktéry lezy ponizej osi x

vA 9] vk i) 7h

-

=Y
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Wykres funkcji y = f(-x)

Przeksztatémy wykres funkcji y = f(x) v
przez symetrie wzgledem osi y i oznaczmy y F8(%) y =A%)
otrzymany wykres funkcji y = g(x). = AN
Wartosci funkgji g oraz f sa identyczne dla » RYIRN I -
przeciwnych argumentéw.
Dziedziny funkcji g oraz f sa symetryczne
wzgledem 0.
g(x) = f(=x)
Przykfad o zad. 12.8 412.8. Dany jest wykres funkgji
y = f(x). Sporzadz wykres funkcji
Majac dang tabele funkeji y = f(x), Jezeli 0 jest argumentem funkji y = f(x), ((+)) y = f(-x).
narysujemy w jednym uktadzie to jest tez argumentem funkeji y = f(—x). a)
wspolrzednych wykresy funkcji: Wykresy obu funkeji prze.cinajq wowczas J y4
. o$ y w tym samym punkcie.
y=f)iy=f=x.
yEMX) | ]
58 -4 -3 |-2|-1]|0 1 2 ~
0 X
y = f(x) 6 | 514|322 1
Rozwigzanie b) b7
Uzupelniamy tabele o dziedzing i wartosci funkeji g(x) = f(—x). yEJx)
5% -4 -3 |-2|-1]0 1 2 3 4 / \ B
0 x
y = f(x) 6 5 4|3 221 x]|x / \
glx) = f(-x) x X 1 2 2 3 4 5 6 / \
. 9] yA
Zauwazmy:
¢ dziedzing funkcji y = f(x) jest zbior v y =A%)
{-4, -3, -2, -1, 0, 1, 2}, 1
e argumentami funkcji g(x) = f(-x) saliczby 0 “
przeciwne do argumentéw funkeji f, czyli dzie- v =/(x) Y=g
dzing funkgji g jest zbior {-2, -1, 0, 1, 2, 3, 4}, 1 a0
e dla kazdej pary argumentéw bedacych liczbami 0 x 3
przeciwnymi wartosci funkeji y = f(x) oraz yEfx) | —
y = f(—x) sa takie same, zatem odpowiednie — .
punkty wykresu sg symetryczne wzgledem osi y. 0 x

Odp.: Wskazowka: Punkty
wykresu nalezy przeksztalci¢
symetrycznie wzgledem osi y.
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412.9. Przeksztal¢ odpowiednio
wykres funkcji y = v/x lub y = 1
X

i naszkicuj wykres funkcji
o podanym wzorze.

a)y=|\/§—l|
Wy=l;-
c)y:‘i+1‘
d) y=|vx-2|

Aby otrzymaé¢ wykres funkcji y = f(-x), przeksztalcamy wykres funkeji
y = f(x) przez symetrie wzgledem osi y. Dziedziny obu funkcji sa symetryczne

wzgledem punktu 0.

Przyklad @) « zad. 12.9

Przeksztatcajgc odpowiednio wykres funkcji f(x) = v/x, sporzadzimy wykresy
funkcji g(x) = —v/x, h(x) = v=x oraz k(x) = —+/-x.

Rozwiazanie

Wykres funkgcji g(x) = —+/x = —f(x) otrzymamy,
przeksztatcajac wykres funkcji f(x) = /x przez

symetrie osiowa wzgledem osi x.
Dziedziny obu funkcji sa réwne.

}/“ B
fox) =2
|~
1
0 3
I~
v

Wykres funkeji h(x) = v/=x = f(-x) otrzymamy, przeksztalcajac wykres funkcji
f(x) = \/x przez symetrie osiowa wzgledem osi y. Dziedzing funkgji f jest przedziat

(0; 0), za$ dziedzing funkcji h - przedziat (—oo; 0).

VA

()

I

—T

X 1=

1
iy

0

X

Aby uzyska¢ wykres funkcji k(x) = —+/-x = —f(—x), nalezy wykona¢ oba wyzej
wymienione przeksztalcenia. Ich kolejnoé¢ nie ma znaczenia, zatem:

¢ albo przeksztatcamy wykres funkcji g(x) = —+/x przez symetrie osiowa wzgledem

osi y,

e albo przeksztalcamy wykres funkcji h(x) = /—x przez symetri¢ osiowa wzgledem

osi x.

4 s X
~—<] ) =
T~ |1

x
—1 T~
/// '\j : (,/‘{/ S \\\
]F VT




12. Wykresy funkcji y = —f(x), y = |[f(X)], y = f(-X)

Przyktad @) < zad. 12.14, 12.15

O funkgji f wiadomo, ze:

° jej dziedzing jest przedzial (0; 10),

° jest rosnaca w przedziale (0; 5),

* jest malejaca w przedziale (5; 10).

Zbadamy przedzialy monotonicznosci funkgji

a) y=-f(x). b) y = f(-x).

Rozwiagzanie

a) Wykres funkcji y = —f(x) powstaje z wykresu funkcji y = f(x) w wyniku
symetrii osiowej wzgledem osi x. Taka symetria nie zmienia dziedziny funkcji,
zmienia jednak w odpowiednich przedziatach jej monotonicznosé. Zatem funkcja
y =—f(x) jest malejaca w przedziale (0; 5) i rosnaca w przedziale (5; 10).

b) Wykres funkcji y = f(—x) powstaje z wykresu funkeji y = f(x) wwyniku syme-
trii osiowej wzgledem osi y. Dziedzing funkeji y = f(—x) jest przedzial (—10; 0).
Skoro funkcja f jest rosnaca w przedziale (0; 5), to funkcja y = f(-x) jest
w przedziale (—5; 0) malejaca. Podobnie, skoro funkcja f jest malejaca w prze-
dziale (5; 10), to funkcja y = f(—x) jest w przedziale (—10; —5) rosnaca. Zatem
funkcja y = f(—x) rosnie w przedziale (~10; —5) i maleje w przedziale (-5; 0).

W kazdym z zadan 12.1-12.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i za-
pisz w zeszycie.

12.1. Zbiorem wartodci funkcji y = —f(x) jest przedzial (-7; —3). Wskaz zbiér
warto$ci funkeji y = f(x).

A. (0; 3) B. (-7; -3) C. (-3; 0) D. (3; 7)

12.2. W ukfadzie wspdtrzednych narysowane sg wy- i7"

kresy trzech funkcji: f, g oraz h. Wskaz prawdziwg za- P

leznos¢. 1

A gx)=-f(x) C. g(x)=f(-x) 5 »-
B. h(x) = —g(x)  D.h(x) = g(-x) /

12.3. Funkcja y = f(x) jest rosngca w przedziale (2; 7). Wynika z tego, ze funkcja
y = f(=x) jest

A. rosngca w przedziale (2; 7).
B. rosngca w przedziale (-7; —2).

C. malejaca w przedziale (2; 7).
D. malejaca w przedziale (-7; -2).

412.14. O funkgji f wiadomo, ze
jest rosngca w przedziale (—oo; 1)
i malejaca w przedziale (1; co).
Podaj przedzialy monotonicznosci
funkeji y = —f(x).

Odp.: malejaca w przedziale

(=003 1),

rosnaca w przedziale (1; oo)

412.15. O funkgji f wiadomo,
ze jej dziedzing jest przedzial
(=3; 12), ze jest stala w przedziale
(=35 3) i rosnaca w przedziale

(3; 12). Podaj dziedzine oraz
przedzialy monotonicznosci
funkgji y = f(—x).

Odp.: D = (-12; 3),

malejaca w przedziale (-12; -3),
stala w przedziale (-3; 3)

Odpowiedzi i rozwigzania
121. D

12.2. C

123. D

287 IS
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12.4. Wskazéwka: Punkty
wykresu nalezy przeksztalci¢
symetrycznie wzgledem osi x.

12.5. a) D = (0; o),

ZW = (—o0; 0)

b) D = (-3; 5), ZW = (-7; -2)
¢) D= (—4; 00), ZW = (=2; o0)
d) D=(3;9), ZW = (-5; 4)

12.4. Dany jest wykres funkcji y = f(x). Sporzadz wykres funkcji y = —f(x).

a) vi c) vh
/ /
yEfx)] y = flx)
0 x 0 x
b) v A d) v A
=fx)
\ y = flx)
\ \ /] \
- : \=
\ \
\

12.5. Dziedzing funkcji y = f(x) jest zbior D, a zbiorem wartoéci - zbior ZW.
Wyznacz dziedzing i zbidr wartosci funkcji y = — f(x).

a) D=(0; c0) ZW =(0; o0) c) D=(-4; 00) ZW = (~00;2)

b) D=(-3;5) ZW=(27) d) D=(39) ZW = (—4; 5)

12.6. Dany jest wykres funkcji y = f(x). Sporzadz wykres funkcji y = | f(x)|.

a) c)
v v
Y+ flx) L v+ flx)
\ / .
_ 0 X
0 X N /
b) d)
vh vA I
[ [y Efx
. y +flx) .
0 I —— 13




12. Wykresy funkcji y = —f(x), y = |[f(X)], y = f(-X)

12.7. Przeksztal¢ wykres funkgji f i naszkicuj wykres funkgji g.
5

a)ﬂ@=%,gwﬁhf@) ofur3; g(x) = f(-x)
b) f(x)= =, glx) = ~f(x) d) f =2 gt =[]

12.8. Dany jest wykres funkcji y = f(x). Sporzadz wykres funkeji y = f(—x).

a) J vk c) vk
y = M%)
y =A%) - )
0 X 0 3
b) vk d) yA
y = M%)
) yEfl | LT
/ \ . 1 .
0 X 0 X
/ \
/ \

12.9. Przeksztal¢ odpowiednio wykres funkeji y = +/x lub y = L i naszkicuj
X
wykres funkcji o podanym wzorze.

a)y:|\/§—1| c)y:|i+1|
b) y=|2-2| &) y=|vE- 7

12.10. Wisréd podanych funkeji wskaz pary takich, ktérych wykresy sa symetryczne
wzgledem osi x lub osi y. Wybrane pary wpisz do tabeli w zeszycie, wg wzoru.

Pary funkciji, ktérych wykresy sa Pary funkciji, ktérych wykresy sa
symetryczne wzgledem osi x symetryczne wzgledem osi y
ki(x)=5x—-41 ky(x)=-5x+4 ki(x)=5x—41 ky(x) =-5x—-4
(x)=2x-3 (x)=x>+2x+7 hi(x) = 10° 2
1 9 1
(x) = —2x-3 (x)=x"-2x+7 hy(x) = -10° 2
2 92 2
falx) = -2x+3 g3(x) = —x* —2x +7 hy(x) = 10772
galx) = —x*-2x-7 hy(x) = 107°+2
12.10.
Pary funkcji, ktorych wykresy Pary funkgji, ktorych wykresy
sg symetryczne wzgledem osi x sg symetryczne wzgledem osi y
fix)=2x-31 f3(x)=-2x+3 fix)=2x-31i fi3(x)=-2x-3

gl(x)=x2+2x+7 i g4(x)=—x2—2x—7 gl(x)=x2+2x+7 i gz(x)=x2—2x+7

hy(x) = 10572 i hy(x) = -10°2 hy(x) = 1072 i hy(x) = 10772

12.7.
a) 7h\
g f
= 5 -
VU
b) b7
g f
0 £
[9) vA
JU TN
g f
1 1 N
0 ]
~ L~
\\I Y4
d) 57
g A
0 X
f

12.8. Wskazowka: Punkty
wykresu nalezy przeksztalci¢
symetrycznie wzgledem osi y.

289 IS
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12.11. a) D = {-8, -6, 3},
ZW = {0, 2, 8}

b) D = (—o0; 0), ZW = (0; o0)
¢) D= (-9; o), ZW = (0; o0)
d) D= (-9; -2), ZW = (-1; 3)

12.12. a) x = -3, x=-2, x =5
b)x=-5 x=2,x=3

12.13. a) wartos$¢ najmniejsza: -5
dla x = 1, warto$¢ najwieksza: 3
dla x=5

b) warto$¢ najmniejsza: —3

dla x = -5, warto$¢ najwieksza: 5
dla x = -1

12.14. malejaca w przedziale
(=003 1),

rosngca w przedziale (1; co)
12.15. D = (-12; 3), malejaca

w przedziale (-12; -3),

stala w przedziale (-3; 3)

12.16. Tak, wartos¢
najmniejsza: 0, warto$¢
najwieksza: 4.

12.19.
YA

oH

=

12.20. a) f(x) = ixz 4,
D={0,1,2,3,4,5 6,7 8

12.11. Dziedzing funkcji y = f(x) jest zbiér D, a zbiorem wartosci — zbior ZW.
Wyznacz dziedzine i zbidr wartosci funkcji y = f(—x).
a) D=1{-3,6,8 ZW={0,2, 8 ) D = (~c0; 9)
b) D = (0; o0) ZW = (0; c0) d) D=(2;9)

ZW = (0; 00)
ZW = (-1; 3)

12.12. Miejscami zerowymi funkcji y = f(x) sa: x = -3, x = -2 oraz x = 5.
Wyznacz miejsca zerowe funkeji

a) y=—-f(x). b) y = f(-x).

12.13. Funkcja y = f(x) przyjmuje warto$¢ najmniejsza rowng —3 dla x = 51i przyj-
muje warto$¢ najwiekszg rowna 5 dla x = 1. Podaj warto$¢ najmniejszg, wartosé
najwiekszg oraz argumenty, dla ktérych te wartosci przyjmuje funkcja

a) y=—-f(x). b) y = f(-x).

12.14. O funkgcji f wiadomo, Ze jest rosngca w przedziale (—oo; 1) i malejaca w prze-
dziale (1; oo). Podaj przedzialy monotonicznosci funkeji y = — f(x).

12.15. O funkcji f wiadomo, ze jej dziedzing jest przedzial (-3; 12), ze jest stata
w przedziale (-3; 3) i rosngca w przedziale (3; 12). Podaj dziedzing oraz przedziaty
monotonicznosci funkcji y = f(—x).

12.16. Zbiorem wartosci funkgji f jest przedzial (—4; 2). Czy funkcja y = |f(x)|
przyjmuje warto$¢ najwicksza lub warto$¢ najmniejsza? Jezeli tak, podaj te wartosci.

12.17. Wiadomo, ze dziedzina funkcji y = f(x) jest przedzial (—3; 5), a jej zbiorem
wartosci jest przedzial (—2; 3). Podaj przyktad wykresu funkcji y = f(x) spelniajacej
takie zatozenia.

12.18. Podaj przyktad wykresu funkgji f, ktorej dziedzing jest zbior liczb rzeczywi-
stych i ktéra spelnia warunek f(-x) = —f(x).

12.19. O funkgji f wiadomo, Ze jej dziedzing jest zbior R, jest monotoniczna, do
zbioru jej warto$ci nalezg liczby o roznych znakach oraz ze funkcja y = |f(x)| tez
jest monotoniczna. Podaj przykiad wykresu funkcji spelniajacej te zatozenia.

12.20. Funkgja f przyporzadkowuje kazdej liczbie catkowitej x z przedziatu (0; 8)
liczbe 0 4 mniejszg od kwadratu potowy liczby x.
a) Podaj wzor funkgji f i sporzadz jej wykres.
b) Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkcji f, naszkicuj wykres funkeji
9(x) = |f(x)].



12. Wykresy funkcji y = —f(x), y = |[f(X)], y = f(-X)

12.21. Sporzadz wykres funkeji y = f(x), ktora spetnia nastepujace warunki:

D = (-2;5), ZW = (-2; 2), warto$¢ najwieksza rowng 2 funkcja przyjmuje dla
x = 1, warto$¢ najmniejszg rowng —2 funkcja przyjmuje dla x = 3; funkcja ma dwa
miejsca zerowe: x = -1, x = 2.

f(x) >0 dla x € (-1; 2), f(x) <0 dla x € (-2; —1) orazdla x € (2; 5); w prze-
dziale (-2; 1) funkcja jest rosnaca, w przedziale (1; 3) jest malejaca, w przedziale
(3; 5) jest rosnaca.

Réwnanie f(x) = m nie ma rozwigzan dla m € (—oo; —=2) U (2; o0), ma jedno
rozwigzanie dla m = -2 oraz dla m = 2, ma dwa rozwigzania dla

m € (=2; —=1) U (=1; 2), ma trzy rozwigzaniadla m = -1.

Przeksztal¢ odpowiednio narysowany wykres funkcji f i narysuj wykres funkcji
9x) = |f)].

1. Na rysunku przedstawiono wykres funkgji f. yh
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
A. Dziedzing funkcji g(x) = f(-x) jest przedziat 7 —
(—4; 3). i N
B. Miejscem zerowym funkcji g(x) = f(—x) jest 2. 0 x
C. Zbiorem wartosci funkcji h(x) = —f(x) jest prze-
dzial (-4; 1).
2. Majac dany wykres funkcji y = f(x), narysuj wy- v
kres funkcji g(x) = — f(x). Podaj dziedziny i przedzia- f

ty monotonicznosci obu funkgji.

N

=y

3. Postugujac sie¢ wykresem funkcji y = f(x) z poprzedniego zadania, narysuj wy-
kres funkeji h(x) = f(-x). Podaj dziedziny i miejsca zerowe obu funkcji.

4. Wiadomo, ze dziedzing funkcji y = f(—x) jest przedzial (1; 5), a zbiorem war-
tosci funkcji ¥y = —f(x) jest przedzial (~1; 2). Podaj przyktad wykresu funkgji
y = f(x) spelniajacej takie zalozenia.

5. Wiadomo, ze dziedzing funkeji y = f(—x) jest przedzial (1; 5), zbiorem wartosci
funkcji y = —f(x) jest przedzial (—1; 2), a réwnanie |f(x)| = 1 ma 3 rozwigzania.
Narysuj przyktadowy wykres funkcji y = f(x) spelniajacej takie zalozenia.

Prosto do matury
1. PP, F

2. Punkty wykresu nalezy
przeksztalci¢ symetrycznie
wzgledem osi x.

Funkcja y = f(x): D = (-3; 4),
ZW = (-1; 2),

malejaca w przedziale (-3; -2),
rosngca w przedziale (-2; 1),
stala w przedziale (1; 4).
Funkcja y = g(x): D = (-3; 4),
ZW = (=2; 1),

rosngca w przedziale (-3; -2),
malejgca w przedziale (-2; 1),
stala w przedziale (1; 4).

3. Punkty wykresu nalezy
przeksztalci¢ symetrycznie
wzgledem osi y.

Funkcja y = f(x): D = (=3; 4),
miejsca zerowe: —3, —1.

Funkcja y = h(x): D = (-4; 3),
miejsca zerowe: 1, 3.

4. Wskazowka: Narysuj funkcje,
ktorej dziedzing jest przedzial
(=5; —1), a zbiorem wartosci
przedziat (-2; 1).
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Cykloida i elipsa

Punkt okregu toczacego sie bez poslizgu po prostej zakresla krzywag
zwang cykloidg. Taka nazwe nadat jej w 1599 r. Galileusz.
Dtugos¢ tuku cykloidy zakreslonego przez
punkt okregu o promieniu r jest rowny 8r,
a pole pod tukiem wynosi 3mr2.

Wahadto cykloidalne odwrécona cykloida

Holenderski fizyk, astronom i matematyk, 0 fuku diugosci &r

Christiaan Huygens [czyt. hdjchens],
probowat ulepszy¢ zbudowany przez
siebie zegar wahadtowy (1657 r.) tak,
aby dziatat prawidtowo takze w trudnych
warunkach, np. na statku. Odkryt, ze

wahadto
o dtugosci 4r

jezeli wahadto porusza si¢ po cykloidzie, Niestety inne czynniki, jak tarcie wahadta
okres drgan zegara nie zalezy od po- o elementy ograniczajace w ksztatcie cykloidy,
czatkowego wychylenia wahadta. uniemozliwity prawidtowe dziatanie zegara.

Szczegodlne wiasciwosci

Rozwazmy punkty A i B nielezace jeden pod
drugim. Krzywa, po ktérej ciato poruszajace sie
pod wptywem sity ciezkosci pokona droge

z A do B w najkrétszym czasie, jest nazywana
brachistochrona. Okazuje sie, ze brachisto-
chrona zawsze jest fragmentem cykloidy.

Droga z A do B po cykloidzie jest najszybsza
nawet woéwczas, gdy jej fragment znajduje sie
ponizej punktu koricowego B. Czy warto
nadawac ksztatt cykloidy rampom budowa-
nym w skateparkach?
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kotfo

Przekroje stozka ‘parabola

elipsa
Rozwdj geometrii zawdzieczamy starozytnym

Grekom. Okoto Il wieku p.n.e. Apoloniusz

z Pergi napisat ztozony z 8 ksiag traktat
Konika poswigecony przekrojom stozka. To on
nadat krzywym powstajacym przy przekroju
stozka obrotowego ptaszczyzng nazwy
elipsa, hiperbola i parabola.

hiperbola

Dwa ogniska i

Elipsa sktada sie z tych wszystkich punktéw
ptaszczyzny, dla ktérych suma odlegtosci od
dwdch ustalonych punktéw F, i F, (zwanych
ogniskami) jest stata. Na rysunku pokazano
jeden ze sposobow jej wyznaczania, znany juz
w starozytnosci.

Elipsa w medycynie

Skupiajgce wiasnosci ognisk elipsy wykorzystuje sig

do bezoperacyjnego usuwania kamieni nerkowych.
Podczas zabiegu generator umieszczony w ognisku F;
elipsy wytwarza wysokoenergetyczne fale uderzeniowe.
Po odbiciu od czaszy reflektora fale te skupiaja sie

w ognisku F,, w ktérym znajduje sie kamier nerkowy.
Kamien zostaje rozkruszony, co utatwia jego wydalenie
Z organizmu.
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13. Wektory

Umiejetnosci:

e dodawanie i odejmowanie wektordw oraz mnozenie wektora przez liczbe
¢ interpretacja geometryczna dziatan na wektorach

* swobodne operowanie pojeciem wektora

W kolejnych tematach zdefiniujemy wektory i dzialania na nich, oméwimy wlasnosci
tych dziatan oraz pokazemy przykltady zastosowania wektoréw w zadaniach geome-
trycznych.

Przykiad €)

Marta wybrata si¢ w podro6z z Gdanska do Krakowa. Spojrz-
my na mape Polski. Ilustracjg poczatku i konca tej podrdzy
jest narysowana na mapie strzatka. Natomiast z rysunku nie
mozna odczytaé rzeczywistej drogi, ktorg przebyla Marta.

Niech A i B beda dwoma punktami na plaszczyznie. Uporzadkowang pare
punktéw (A, B) nazywamy wektorem o poczatku A i koncu B i oznaczamy
symbolem AB. Jesli A = B, to wektor AB nazywamy wektorem zerowym.

Niezerowy wektor AB jednoznacznie wyznacza:
e prostg AB, ° polprostg AB, e odcinek AB.

* Dwa niezerowe wektory AB i CD s3 réwnolegte (A_B Il C—D), inaczej: maja
ten sam kierunek, jezeli proste AB i CD sa réwnolegle.

* Dlugoscig wektora AB nazywamy dtugo$¢ odcinka AB i oznaczamy ‘@|
albo |AB].
* Wektorem przeciwnym do wektora AB nazywamy wektor BA.

Na dwoch oddzielnych rysunkach
zaznaczylismy wektory przeciwne.

Wektory przeciwne maja ten sam
kierunek i réwne dlugosci.

dlanauczyciela.pl | Kartkowka 3.13

G Generator

testow i sprawdzianow




Zgodnie z definicja kazdy wektor ma swé6j poczatek i koniec. O wektorze AB czesto
moéwimy, ze jest wektorem zaczepionym lub zwigzanym.

Przyjrzyjmy si¢ wektorom wyznaczonym przez prze- D C
ciwlegle boki réwnolegloboku ABCD. Wektory poto-

zone tak, jak AB i DC, nazwiemy wektorami réwnymi.

Wektory AB i DC nazywamy réwnymi (1@ =DC ), jesli odcinki AB i DC sa
réwnej dlugosci i rownolegle oraz odcinki AD i BC sg réwnej dlugosci i réwno-
legte.

Przyktad @)

Wszystkie wektory zaznaczone na rysunku kolorem \
czerwonym s3 rowne. Rowniez wszystkie wektory \ \
zaznaczone kolorem niebieskim sg rowne. \ \ \

W dowolnym punkcie plaszczyzny mozna zaczepié
wektor PQ réwny danemu wektorowi AB.

Wektorem swobodnym wyznaczonym przez wektor zaczepiony AB nazywa-
my zbiér wszystkich wektoréw zaczepionych réwnych wektorowi AB.

Wektory swobodne czesto oznaczamy pojedynczymi literami, np.: ¥, i, w.

Zapis MP = U oznacza, ze wektor MP zaczepiony w punkcie M nalezy do wektora
swobodnego 9. W takim wypadku méwimy réwniez, ze wektor ¥ zostal zaczepiony
w punkcie M lub ze wektor MP reprezentuje wektor #. Kazdy wektor zaczepiony jest
reprezentantem dokladnie jednego wektora swobodnego. W dalszych rozwazaniach
bedziemy uzywaé uproszczonych okreslen, np. ,niezerowy wektor @W” oznacza, ze
niezerowy jest kazdy wektor zaczepiony reprezentujacy wektor w. Wektor swobodny
zerowy oznaczamy symbolem 0.

18. Wektory

295 I
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* Dwa niezerowe wektory ¥ i i s3 rownolegle, jezeli po zaczepieniu ich w do-
wolnych punktach poélproste wyznaczone przez te wektory sa rownolegte.

* Dwa niezerowe i rownolegte wektory Ui & maja ten sam zwrot, inaczej: zwro-
ty zgodne, jesli po zaczepieniu obu wektoréw w jednym punkcie pétproste
wyznaczone przez te wektory sie pokrywaja. Jesli zas te pélproste tworza w su-
mie prostg, to wektory ¥ i #i majg zwroty przeciwne.

wektory o zgodnych zwrotach wektory o przeciwnych zwrotach

Zdefiniujemy teraz dodawanie wektoréw swobodnych.

o . 2
Jezeli AB i CD s3 dowolnymi wektorami swobodny- D
mi, to AB+CD = fTE, gdzie E jest takim punktem, E
ze BE = CD. A

Przyktad €

Niech punkt G oznacza Gdansk, punkt K - Krakéw, punkt
W - Wroctaw. Ilustracjg pierwszego etapu podrozy Marty
jest wektor GK. Z Krakowa Marta pojechata do Wroclawia
i tam swoja podrdz zakonczyla. Ilustracja drugiego etapu
podroézy jest wektor KW. Wektor GW, bedacy suma wekto-
réw GK oraz KW, méwiac pogladowo, podsumowuje cata
podroéz, ktorej punktem startowym byt Gdansk, a konco-
wym - Wroclaw.

GK + KW = GW

Zauwazmy, ze dlugo$¢ wektora GW nie jest rowna sumie dtugosci wektorow
GK oraz KW.



Przyktad o zad. 13.6

« AB+BC = AC b ¢
« AC+CD = AD

* (AD+DC) +CB = AC +CB = AB N
-(E+ITC)+(74:E4:6 B
Przyktad @ < zad. 13.11 E D

W szesciokacie foremnym ABCDEF wektory @, ITS, ﬁf, ED

sa rowne. Wynika to bezposrednio z wlasnosci szesciokata fo-  F C

remnego. Wykonamy podane dziatania na wektorach.

Rozwigzanie A B
E D

F C AB+CD=AB+BS = AS «—CD=8BS
A B
E D

F C AB+FE+SE=AB+BC+CD=AD «FE=BCiSE=CD
A B

Iloczynem niezerowego wektora ¥ i liczby k # 0, co zapisujemy k - U, nazy-
wamy rownolegly do wektora ¥ wektor @ taki, ze || = |k| - |0] oraz:

* jezeli k > 0, to zwroty wektorow W oraz ¥ sg zgodne,

* jezeli k <0, tozwroty wektordéw i oraz ¥ sg przeciwne.

Jezeli k = 0 lub ¥ jest wektorem zerowym, to k- & = 0.

Przyktad @)

Droga z Gdanska do Krakowa (wlinii prostej) wiedzie przez
L4dz. Przyjmijmy, ze odleglos¢ z Gdanska do Lodzi stano-

wi 2 odlegtosci z Gdanska do Krakowa. Jesli oznaczymy

Gdansk, Krakéw i £6dz odpowiednio punktami G, K i £,

to mozemy uzy¢ wektorow i zapisaé, ze GL = 3 GK.

13. Wektory 297 s

413.6. Punkty A, B, C, D

s3 kolejnymi wierzchotkami
réwnolegtoboku. Wyznacz sumy
i roznice wektorow.

a) AB+ DA

b) AD - DC

¢) AC+CD - BC

d) AC - BC + BD

Odp.:a) DB b) BD

0 d)AD

413.11. Dany jest sze$ciokat
foremny ABCDEF. Przedstaw
wektory AB, AC, FC oraz EC

w postaci m - AD + p - BE, gdzie
m, p sa odpowiednio dobranymi
liczbami.

Odp.: AB = %,ﬁ - %373,

Tc:ﬁ—%
FC = AD - BE,
Rz%@—ﬁi

B_]i
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413.14. Dany jest trojkat
ABC. Punkty K, L, M s3
$rodkami odpowiednio bokéw
AB, BC oraz AC. Wykaz, ze

AK + BL+CM =0.

Odp.: AK + BL + CM =

-2+ 5+ led =
2 2 2

=~ (AB+BC+CA) = JAA =0
2 2

Przyktad @ < zad. 13.14 ¢

W tréjkacie ABC punkty K, L, M sg srodkami
bokéw, jak na rysunku.

Udowodnimy, ze MIL = % AB. M S
Dowadd

(FL-FCaCl R S
ML =MA+ AB+ BL

2ML = MC +CL + MA + AB+ BL

2ML = AB «— MC+MA=0iCL+BL=0

— 1
ML = EAB

Koniec dowodu

Podobnie mozna wykaza¢ inne réwnoéci, np.:

2MEK = CB, ﬁz—%m, BA = —2MI.

Wilasnosci dzialtan na wektorach

Dowdd tego twierdzenia pominiemy.

Zilustrujemy wlasno$¢:
k-(+i)=k-ii+k-0

czyli rozdzielno$¢ mnozenia przez liczbe wzgledem dodawania wektoréw, dla k = 2.

Zakladamy, ze: C B’
ii = AB, U = BC oraz AC' = 2AC, AB' = 2AB
Zatem 2BC = B'C’ (zob. przyktad 7). C B

AB+ BC = AC
2(@+1TC)=2E=F:’:@+W:2E+2FC



Jezeli pomnozymy wektor przez —1, otrzymamy wektor przeciwny.

Miedzy wektorem AB a wektorem do niego przeciwnym zachodzi zwiazek:
-AB=BA

Z tej wlasnosci korzystamy, definiujac odejmowanie wektorow.

Aby od wektora U odja¢ wektor W, do wektora ¥ dodajemy wektor przeciwny
do w.

C
AB-CD = H
:1@+7C= <—D—C):E’5'
- AB+ BE = AE D 5
A

Przyktad 0 zad. 13.15

Wykazemy, ze dla dowolnych czterech punktéw A, B, C, D prawdziwa jest réwno$¢:
AB+CD-AD-CB=0

Dowdd
AB+CD-AD-CB=AB-CB+CD-AD =
=AB+BC+CD+DA=AC+CA=AA=0

Koniec dowodu

Zauwazmy, ze kazdy wektor mozna przedstawi¢ B

w postaci sumy innych wektoréw na nieskoncze-

nie wiele sposobow. O takiej operacji mowimy, ze
rozkladamy wektor na skladowe.

Na przyktad na rysunku obok wektor AB zostal A
roztozony na pig¢ skltadowych.

13.1. Punkt M jest $rodkiem odcinka KL. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
A. KM = IM B. KM = -3 IR C. KM = -IM

13.2. Punkt S jest punktem przeciecia przekatnych prostokata ABCD. Ocen praw-
dziwo$¢ podanych zdan.

A AS = BS B. |3 = 53| c. [a3] + 58| = | a5

13. Wektory 299 s

413.15. Dany jest pieciokat
ABCDE. Wykaz, ze

AC + BE-DC - AE = BD.
Odp.: AC + BE - DC - AE =
=AC+BE+CD+EA=
=(AC+CD) +(BE+EA) =
=AD+BA = BA + AD = BD

Odpowiedzi i rozwigzania
13.1. F,P,P

13.2. F,P,F
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13.3. a) AB = ED, AC = FD,
AE = BD, AF =CD, BA = DE,
CA = DF, EA = DB, FA = DC,
BC = FE, BD = EA, BF = EC,
CB = EF, DB = AE, FB=CE
b) ABiDE, ACiDF, AEiDB,
AFiDC, BAiED, CAiFD,
EAiBD, FAiCD, BCiEF,
DBiEA, FBiEC

13.4. Punkt P jest $rodkiem
odcinka AB.

13.5.a) DB b) 0
c) AC d) AB

13.6. a) DB b) BD
0 d)AD

13.9. AC = gﬁs

&

1310 7= -2 0+

13.3. Trzy kwadraty, z ktérych zbudowany F E D
jest prostokat ACDF, sg przystajace. Korzysta-
jac z oznaczen, wskaz wszystkie pary wektorow
a) niezerowych réwnych.

b) niezerowych przeciwnych.

¢) o zgodnych zwrotach i réznych dlugosciach.
d) tej samej dlugosci, ale o réznych kierunkach.

13.4. Dane sg punkty A i B. Wyznacz taki punkt P, aby PA i PB byly wektorami
przeciwnymi.

13.5. Punkty A, B, C, D s3 kolejnymi wierzchotkami prostokata. Wyznacz sumy
i roznice wektordw.

a) AB- BC

b) AB+BC +CD + DA

¢) AB+ AD
d) AC+CD-BD

13.6. Punkty A, B, C, D sa kolejnymi wierzchotkami réwnolegtoboku. Wyznacz su-
my i réznice wektoréw.

a) AB+DA ¢) AC+CD-BC

b) AD-DC d) AC-BC+BD

13.7. Dane sg wektory AB i CD, takie jak P

na rysunku. Skonstruuj wektor ¥.

a) t= AB-CD ¢) =BA+2CD

b) 7= 248 - - CD d) #=3CD - 248 ,
13.8. Dane s3 wektory AB, CD i EF, takie jak B

na rysunku. Skonstruuj wektor 0. C D
a) = AB+CD - EF

b) § = CD - 2F + 5 4B F
¢) §=AB+3CD - EF

d) o = 3 (AB + EF) - 2DC i E

13.9. Wiadomo, ze AB = 3BC. Wyznacz wektor AC w zaleznoéci od wektora AB.

13.10. W réwnolegloboku ABCD punkty K i L s3 odpowiednio §rodkami bokéw
ABi BC. Wyznacz wektor i = BC + BA za pomoca wektoréw DK =7 i DL = @.



13.11. Danyjest szesciokat foremny ABCDEF. Przedstaw wektory AB, AC, FC oraz
EC w postaci m - AD + p - BE, gdzie m, p s3 odpowiednio dobranymi liczbami.

13.12. §jest punktem przeciecia przekatnych w sze$ciokacie foremnym ABCDEF.
Przedstaw wektor @ za pomocg wektora o jednym z koncéw w punkcie S lub wielo-
krotnosci takiego wektora.

a) @ = AB - EF + 3 BF b) @ = AC - (FA + FE)

13.13. Dany jest réwnoleglobok ABCD. Punkty K i L spelniaja warunki:

-ﬁ%:élTB' -ﬂ:%fo

Wyznacz wektor KL za pomoca wektora DC.

13.14. Danyjest tréjkat ABC. Punkty K, L, M s3 srodkami odpowiednio bokéw AB,
BC oraz AC. Wykaz, ze AK + BL+CM = 0.

13.15. Dany jest pieciokat ABCDE. Wykaz, ze AC + BE — DC — AE = BD.

13.16. Roztéz wektor U (zob. rysunek) na dwie sklado-
we tak, aby jedna z nich byta réwnolegta do prostej a,
a druga — do prostej b. Wykonaj odpowiedni rysunek.

13.17. Rozl6z wektor AB (zob. rysunek) na pieé skta-
dowych w taki sposéb, aby jedna z nich byt wektor CD.
Wykonaj odpowiedni rysunek. D

13.18. Wektory ii i ¥ maja rézne kierunki. Dla jakich
warto$ci parametréw m i k prawdziwa jest réwnos¢
(m=3)id + (k+5)0 = 0?

13.19. W réwnolegtoboku ABCD punkt K jest srodkiem boku AB, za$ punkt M jest
$rodkiem boku DC. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan. Uzasadnij odpowiedz.

A. KM =CB

B. || = [CB|

C. AK + KM = KC

. [MC| +|CB| = 73]

E. AK + BK = AD + CB

F. |AK + KD| = |CM + MB|

18. Wektory

13.11. 2B = 14D - LBE,
2 2

AT?:E—%WE,

FC = AD - BE,

E_C':%E—ﬁ

13.12. a) %Xs’ b) A3

13.13. KT, = gD_Cf

13.14. AK + BL+CM =

- 178+ 3+ led=
2 2

(3]

301 I

= 2 (AB+BC+CA) = -AA =0
2 2

13.15. AC + BE - DC — AE =

=AC+BE+CD+EA =

:(R+@)+(ﬁ+ﬂ)=

=AD+ BA = BA+ AD = BD

13.18. Skoro
(m=3)i+(k+57=0, to

(3 -m)ii = (k +5)0. Aby taka
réwnos$¢ zachodzita, wektory po
obu stronach znaku réwnosci

muszg by¢ zerowe, bo ii # 0,

T+0ii}d Zatem 3—-m=0
i k+5=0, stad m =3, k=-5.

13.19. F,P,P,F, P, P
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13.20. BC = BA + AC = Q 13.20. W trojkacie ABC na boku AB zaznaczono taki punkt D, ze |AD|:|AB| = 2:3,
33— —_— —_— 3— —_— —_ —_—
= EDA +5AE = 5AE — EAD ana boku AC taki punkt E, ze |AE|:|AC| =1:5. Wykaz, ze BC = 5AE - ;AD.
13.21. Wskazéwka: Zauwaz, ze 0 13.21. W kwadracie ABCD, w ktorym punkt S jest srodkiem boku CD, dane sg wek-
TR T — 5 o= o = — — — —
AB+BC =1 oraz —- AB+BC =¥ tory AC =1ii i BS = 0. Wykaz, ze AB = %z‘i - %17 oraz BC = %ﬁ+ %U.
i rozwiaz odpowiedni uktad
réwnan.
Prosto do matury
1. P,E F 1. Punkty A, B, C sg wierzchotkami tréjkata.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
A. AB+BC = AC B. AB- BC = -AC C. AB- AC = BC
2.a) AD b) AC ¢)0 2. Punkty A, B, C, D sg wierzchotkami rombu, D
jak na rysunku. Wyznacz sumy i réznice wekto-
oW A c
a) AB+ BC +CD
b) AD + AB
¢) AB+ - BD - AC B
2 2
3. Majac dane wektory i i U, potozone jak na rysunku,
skonstruuj wektor W = 2ii — gﬁ. = /
4.h-= %a, 4. Dane sg trzy wektory o tym samym kierunku: 4, b, ¢, przy czym |d| = 3, b 2,
¢= _%15[ || = 4, wektorydi b majg zwroty zgodne, zas wektory @ i ¢ zwroty przeciwne. Wyraz
wektory b i & za pomoca wektora @.
5. k=m=2 5. W trapezie rownoramiennym ABCD, w ktérym D, C

AB || DC, jak na rysunku, kat DAB jest rowny 60°

oraz |AD| = |DC|. Wyznacz wspoétczynniki k i m, dla

ktorych prawdziwa jest rownosé¢ A B
AB=k-AD+m-CB.
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14. Wektory w ukfadzie
wspotrzednych

Umiejetnosci:

e obliczanie wspdtrzednych oraz dtugosci wektora

* dodawanie i odejmowanie wektordw, mnozenie wektora przez liczbe
e sprawdzanie wspdtliniowosci punktéw

Wygodnym narzedziem do opisywania wektorow na plaszczyznie jest uktad wspot-
rzednych. Zaczniemy od opisu wektora na osi liczbowe;j.

Wektory na osi liczbowej

Wektor swobodny wyznaczony przez wektor za- Ograniczyliémy nasze rozwa- (1)
czepiony o poczatku w punkcie 0 i koricu w punk- zania do jednej prostej, zatem,

cie 1 nazywamy wektorem jednostkowym. méwiac obrazowo, wektor jed-
nostkowy moze si¢ dowolnie

Oznaczymy ten wektor i. przesuwac tylko na tej prostej.
Przyktad €)
Narysujemy na osi kilka wektoréw postaci k-1 (k # 0).

a) k=2 7 7 7 3
g=2-7

=y

<
1l

b)

-2 W T W W

2.

-
<

S
~.
=Y

— —
m m

o
»
I
I
I
3

N
=Y

k4
<1

3l
I

|

|

Zgodnie z definicja mnozenia wektora przez liczbe kazdy wektor réwny wektorowi
k -7 (k #0) ma ten sam kierunek, diugos¢ réwna |k| oraz dla k < 0 zwrot przeciw-
ny,adla k > 0 zwrot zgodny ze zwrotem wektora jednostkowego osi. Wektor 0 -7
jest wektorem zerowym.

—

Liczbe k nazywamy wspélrzedng wektora @ = k - i na osi. Zapis @ = [k]
odczytujemy: wektor @ ma na osi wspélrzedna k.

303 I
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Zatem dla wektordw z przyktadu 1 mamy:

G=[2, W=[-2), - [‘%]

Dwa wektory na osi liczbowej sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy maja réwne
wspolrzedne.

Oznaczmy poczatek osi liczbowej literg O.
Kazdemu punktowi na osi liczbowej odpowiada dokladnie jedna wspolrzedna. Za-
uwazmy, ze wspotrzedna dowolnego punktu A na osi jest rowna wspotrzednej wek-

tora OA.
Niech A = (x,). Wéwczas OA = x, -1, czyli OA = [x,].

o7 A

1 A x

Majac dane wspétrzedne punktéw A i B, mozna wyznaczy¢é wspétrzedng wektora AB.
Niech A =(x,), B=(xp). Wowczas:

OA=x,-i, OB=xp-1 oraz AB=k -1

OA + AB = OB «— definicja dodawania wektoréw

xA-i+k-i=xB-

( )

XA

Sy Sy

i
i=

k-
k-
k=

=y

Jezeli A = (x,) oraz B = (xp), to AB = [x5—x,].

Zatem aby obliczy¢ wspdlrzedng wektora na osi, od wspotrzednej konca tego wektora
odejmujemy wspolrzedna jego poczatku.
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Przyktad e
Wyznaczymy wspétrzedna i dlugo$¢ wektora AB.

Rozwigzanie

a) A=(5), B=(-2) B AR 3 47] Al
AB=[-2-5]=[-7] E) 3
|AB| =7

b) A=(V5), B=(1) B hs[A .
AB = [1- V3] . *

B = |1 - v3| = V5 -1

Jezeli U= [a], p=1[b] i k €R, to:
U

wektor @ = U+ p ma wspdlrzedng réwng sumie wspotrzednych, czyli
W= [a+Db],

wektor @ = ¥ — p ma wspdtrzedng réwna réznicy wspo6trzednych, czyli
w=[a-b],

wektor @ = k- U ma wspolrzedna réwng iloczynowi liczby k i wspotrzednej

wektora U, czyli W = [ka].

Dowdd tego twierdzenia zostawiamy jako ¢wiczenie do samodzielnego wykonania.

Przyktad €)
Dane sg punkty A = (3), B = (-7), C = (5). Wyznaczymy taki punkt D = (x), aby
zachodzita podana réwnos¢.

Rozwiagzanie

a) AD = 3BC b) —2AD + BD = 5AC
AD = [x - 3], BC = [12] AD =[x -3], BD = [x + 7], AC = [2]
[x-3]=3-[12] —2-[x=3]+[x+7]=5-[2]
x—-3=36 -2x+6+x+7=10
x =39 x=3

Odp.: D = (39) Odp.: D = (3)

Wektory w ukfadzie wspéirzednych

Jezeli na plaszczyznie dane sa dwie przecinajace si¢ proste, to rozktad niezerowego
wektora na dwie sktadowe rownolegle odpowiednio do tych prostych jest (z doktad-
noscig do wektoréw rownych) jednoznaczny. Wprowadzimy na plaszczyznie uklad
wspolrzednych i skorzystamy z tej wlasnosci.

305 I
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Przyjrzyjmy sie przyktadom rozkladu niezerowego wektora i na dwie sktadowe réw-
nolegle do osi ukladu wspétrzednych. Aby zwiekszy¢ czytelnoé¢ rysunku, wektor #
zostal umieszczony w pierwszej ¢wiartce ukladu.

A v

\

[N
[

=Y
=Y

Na rysunkach czerwonym kolorem zaznaczone sg skladowe rownolegle do osi x, nie-
bieskim - skltadowe réwnolegle do osi y. Kazda z nich ma na odpowiedniej osi swoja
wspolrzedna.

Jezeli wektor i jest rGwnoleglty do jednej z osi ukladu wspdtrzednych, to jego sktado-
wa rownolegla do drugiej osi jest wektorem zerowym.

yA

«— na osi x wspolrzedna sktadowej jest liczba x5 — x,

«— na osi y wsp6lrzedna sktadowej jest liczba ygz — y4

Wsp6lrzednymi wektora AB o poczatku w punkcie A = (x4, ¥4) i0kofcu
w punkcie B = (xg, yp) nazywamy uporzagdkowang pare liczb:

[xB —Xa YB— )’A]

Wektor zerowy ma obydwie wspéotrzedne réwne 0 i oznaczamy go 0 = [0, 0].

Jezelinp. A= (-7, 2), B= (-4, V2), to AB=[3, V2-2], BA=[-3,2-2].
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Przyktad o zad. 14.2

Wektor AB = [-3, 5] jest zaczepiony w punkcie A = (0, —2). Wyznaczymy wspot-
rzedne konca wektora, czyli punktu B.

Rozwigzanie
Jezeli oznaczymy A = (x,, y4) i B = (xp, yg), to prawdziwe s3 dwie réwnosci:
, stad , czyli
{)’B—J’A:5 lys-2=5 Y 1ys=5
Odp.: B = (=3, 3)
J

Przypomnijmy - plaszczyzne, na ktérej wprowadzony zostal prostokatny uktad
wspolrzednych, nazywamy plaszczyzna kartezjanska. Na plaszczyznie kartezjan-
skiej kazdemu punktowi przyporzadkowana jest dokladnie jedna uporzadkowana
para liczb, nazywanych wspétrzednymi tego punktu. Podobnie — kazdemu wektoro-
wi przyporzadkowana jest dokladnie jedna uporzadkowana para liczb, nazywanych
wspolrzednymi tego wektora.

Przyktad @) 7
Na rysunku prezentujemy kilka wekto- - —
row, ktére maja wspoétrzedne 3, —1]. ~
Wszystkie te wektory maja ten sam kie- - 1 ~
runek (sa réwnolegte), zgodne zwroty o[ T v
i rowne dlugosci, czyli sa rowne.
™~ ™~
™~
™~

Dwa wektory na plaszczyznie kartezjanskiej sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy
maja rowne wspolrzedne.

Korzystajac z wlasnoéci wektorow, mozemy wyznaczaé wspolrzedne punktow dzielg-
cych odcinek w réznych stosunkach. Na przyktad aby wyznaczy¢ punkty M i N dzie-
lace dany odcinek AB na trzy rdwne czesci, mozemy najpierw wykorzystaé zaleznosé

AM = % AB, a nastepnie skorzysta¢ z faktu, ze punkt N jest srodkiem odcinka MB.

414.2. Dane s3 wspolrzedne
punktu M oraz wspolrzedne
wektora MP. Wyznacz
wspolrzedne punktu P.

a) M = (6, 3), MP = [-3, -2]
b) M = (-2, -3), MP = [4, 2]
¢) M =(2, 1), MP = [-4, -3]

—_— 1 1
d) M =(1,2), MP = [_E’ —15]

Odp.:a) P=(3, 1)

b) P=(2, -1)

c) P=(-2,-2)
11

9p=(33)
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414.5. Wyznacz $rodek odcinka
PQ.

a) P=(3,-2), Q=(-5,6)

b) P=(-3,7), Q= (3, -1)

or=(aL3) @=(oLs)

0r=(} 1) a=(s3.)

Odp.:a) S=(-1,2) b)S=(0,3)
c)S=(4,3) d)S=(1,4)

414.7. Punkty A = (3, -5)

i B= (-7, 11) sa wierzchotkami
réwnolegtoboku ABCD, za$ punkt
S = (-5, 0) jest $rodkiem

boku CD. Wyznacz wspotrzedne
wierzchotkéw C i D.

Odp.: C = (-10, 8), D = (0, -8)

Wzory na wspdtrzedne $rodka odcinka warto zna¢ na pamie, bo czesto sie z nich
korzysta.

Srodek odcinka o koficach A = (x,, y4) i B = (xp, yp) mawspolrzedne:

M = <XA+XB’ J’A+)’B)
2 2

Dowdéd twierdzenia pozostawiamy do samodzielnego przeprowadzenia.

Przykiad ©

A
Dane sg punkty A = (1, 2), B = (13, -26). K L
Wyznaczymy wspoétrzedne punktéow K, L, M, M
ktére dzielg odcinek AB na cztery réwne czesci. B

zad. 14.5

Rozwiazanie
Wspolrzedne srodka odcinka sg §rednimi arytmetycznymi odpowiednich wspétrzed-
nych koncéw tego odcinka.

1+13 2-26
L= < +2 > 9 ) =(7,-12) «— L jest $rodkiem odcinka AB
1+7 2-12
k= ( 2’ 2 ) =4, -5) — K jest érodkiem odcinka AL
7+13 -12-26
M = ( +2 > 2 > = (10, -19) —— M jest $rodkiem odcinka LB

Odp.: K = (4, -5), L= (7, -12), M = (10, —19)

Przyktad @) « zad. 14.7

Punkty A = (1, 13) i B = (=6, 0) sa wierzchotkami réwnolegloboku ABCD, a punkt
S = (5, -2) jest punktem przeciecia jego przekatnych. Wyznaczymy wspétrzedne
wierzchotkéw C i D tego rownolegloboku.

Rozwiazanie

Niech C = (x¢, y¢). Poniewaz punkt S jest $rodkiem odcinka AC, wiec:

(ﬂ 13+_yc>=(5 _2) y c
272 ’
1+xc_5 S
2 .
13% ye , stad xc =91 yo=-17
=2 A B

Zatem C = (9, —17).
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Niech D = (xp, yp). Wowczas DC = [9 - xp, —17 — yp].

AB =DC «— ABCD jest rownoleglobokiem
-7, -13] = [9-xp, 17— yp] «—AB=[-7, -13]
-13=-17-yp

xp=16 i yp = —4
Zatem D = (16, —4).

Odp.: C = (9, -17), D = (16, —4)
J

Bezposrednio z definicji mnozenia wektora przez liczbe wynika, ze dwa niezerowe
wektory il i W sg rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba k # 0 spelniajaca
rownos¢:

=k -
Na przyklad:
° wektor U = [-2, 9] jest rGwnolegly do wektora w = [6, —27],
. . 6 =27 . o
poniewaz — = —= = -3, czyli W=-3-10,
° wektor # = [8, 5] nie jest rownolegly wektora @ = [6, —-27],
oniewaz 6 + %z
P 8§ 57

Korzystajac z tej wlasnos$ci, mozemy bada¢ wspotliniowosé punktéw danych w ukla-
dzie wspolrzednych.

Przyktad @) « zad. 14.10
Zbadamy, czy punkty A = (-2, 1), B = (3, 3) oraz C = (33, 15) sa wspolliniowe.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze aby odpowiedzie¢ na Aby zbada¢ wspoHiniowos¢ punktow ()

postawione pytanie, wystarczy sprawdzié, A, B, C, mozemy sprawdzac, czy rézne
pary wektorow s3 réwnolegle, np.:

czy wektory AB i AC sa réwnolegte. R e
pary AB1iBC albo pary AC i BC itd.

AB =[5, 2], AC = [35, 14]
Zatem:
AC=7-AB
Odp.: Punkty A, B, C s3 wspolliniowe.

414.10. Punkty K, L, M

sa wspolliniowe. Wyznacz
niewiadomg wspdtrzedna.

a) K=(2,1), L=(-2,06),
M = (x, -9)

b) K = (18, y), L = (10, 2),
M=(-2,8)

Odp.:a) x =10 b) y=-2
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Wykorzystanie rozkltadu wektora na dwie sktadowe rownolegle do osi uktadu wspot-
rzednych, przedstawienie wektora w postaci wspolrzednych oraz zastosowanie twier-
dzenia o dziataniach na wektorach na osi (zob. s. 305) prowadzi do nastepujacego

twierdzenia.

Dane sg wektory i = [a, b] i U = [c, d]. Wowczas:
U+v=[a+c, b+d]
-v=[a—c b-d]

k-ti=[k-a, k-b]

Przykiad €)
Dane sg punkty O = (0, 0), A= (4, 3), B=(-2,5).
Skorzystamy z powyzszego twierdzenia i zbadamy zalez-
no$¢ migdzy wektorem OB a wektorami OA i AB.
Rozwigzanie
OA=1[4-0,3-0]=[43]
AB=[-2-4,5-3] = [-6, 2]
OB=[-2-0,5-0]=[-2, 5]
Wektor OB jest sumg wektoréw OA i AB.
Mozna to zapisa¢ nastepujaco:

—_

OA+AB=1[4,3]+[-6,2] =[-2,5] =0B

Przyktad ()

y

LT

o

=Y

Na rysunku zaznaczylismy wektory

U=[-4,6], il =[-2, 3], W=[8 -12].

Zbadamy zaleznoéci miedzy tymi wektorami.

Rozwigzanie

=)

Z rysunku odczytujemy, ze zachodzg réwnosci:

.

—

=Y

1., _, -
uzzv oraz w = —-20

Te same rownosci uzyskamy, poréwnujac

wspolrzedne wektordw:

U

ii=[-2 3] =§[—4, 6] =

I =

-2U

w=[8, -12] = -2[-4, 6]




14. Wektory w uktadzie wspotrzednych 3171 I

Przyktad m
Obliczymy dtugos¢ wektora ii = [4, —3].

Rozwiagzanie
Jezeli zaczepimy wektor i = [4, —3] w punkcie O = (0, 0), v
to jego koncem bedzie punkt P = (4, -3).

Rozwazmy tréjkat prostokatny OPR. Przyprostokatne tego o -
trojkata maja dugosci |OR| = | - 3| =3 i |RP| = 4. Zatem i
na mocy twierdzenia Pitagorasa:

R p

OP]* = 3> +47 =9+ 16 = 25, czyli [OF| =5

Odp.: |d| =5

Jezeli A= (x4, y4) i B=(xp yp), to dlugos¢ wektora AB jest rowna:

‘E| = \/(xB - xA)2 +(yp - }’A)2

Przyktad @ zad. 14.20 414.20. W réwnolegloboku
ABCD dany jest punkt A = (2, 2)
oraz wspolrzedne wektorow

AB=1[8,1] i AC = [4, 5].

Punkty A = (1,3), B = (-1, -2), D = (4, 4) sa wierzcholkami réwnoleglobo-
ku ABCD. Wyznaczymy wspolrzedne wierzcholka C oraz dlugosci przekatnych tego

réwnolegloboku. Wyznacz wspoétrzedne pozostatych
Rozwigzanie wierzchotkow.
Punkt C = (x, y) jest wierzchotkiem rownolegtoboku ABCD tylko wtedy, Odp.: B = (10, 3), C = (6, 7),

D = (-2, 6)

gdy AB = DC.
AB=[-2,-5], DC = [x — 4, y — 4]

x—4=-2

y—-4=-5

x=2
{y=—1
Zatem C = (2, -1).
Dlugosci przekatnych réwnolegtoboku ABCD sg dtugosciami wektorow ACiBD.

AC = [1, 4], stad |AC| = [AC| = VI+ 16 = V17
BD =[5, 6], stad |BD| = V25 36 = V61
Odp.: C = (2, -1), |AC| = V17, |BD| = V61



e 312 Dziat 8. Funkcje

Odpowiedzi i rozwigzania

14.1. a) AB = [3, 2]
b) AB = [4, 1]
¢) AB=[-2, 0]
d) AB = [0, 4]

14.2. a) P= (3, 1)
b) P=(2, -1)
¢) P=(-2,-2)

or-(:3)

14.3. a) K = (2, —4)
b) K =(2,2)

¢) K=, -2)

d) K = (5, -5)

14.4. a) [5, 0]
b) [0, 1]
¢) [-3, 0]

)

14.5.2) S = (-1, 2)
b) S = (0, 3)
) S=(4,3)
d) S=(1, 4)

14.6. a) B = (4, 8)
b) B= (-1, 5)

os=(e)
032513

14.7. C = (-10, 8), D = (0, -8)

14.1. Dane sa punkty A i B. Wyznacz wspétrzedne wektora AB.
a) A=(1,3) B=(4,5) c) A=(-1,5) B=(-3,5)
b) A=(-5-2) B=(-1,-1) d) A= (6, -3) B=(6,1)

14.2. Dane s3 wspélrzedne punktu M oraz wspétrzedne wektora MP. Wyznacz
wspolrzedne punktu P.

a) M = (6, 3) MP = [-3, -2] o M=(2,1) MP = [-4, -3]
b) M =(-2,-3) MP =4, 2] d) M=(1,2) MP = [—% —1%]

14.3. Dane sa wspotrzedne wektora KL oraz wspotrzedne punktu L. Wyznacz
wspolrzedne punktu K.

a) KL=[3,5] L=(51) ¢) KL
b) KL =[5, 0] L=(7,2) d) KL

=[-2,3] L=(1,1)

= [0, 3] L=(5-2)
14.4. Podaj wspolrzedne wektora

a) rownoleglego do osi x, o zwrocie zgodnym z osig x i o dtugosci 5.

b) réwnolegtego do osi y, o zwrocie zgodnym z osig y i o dlugosci 1.

¢) réwnoleglego do osi x, o zwrocie przeciwnym do zwrotu osi x i o dtugosci 3.

d) réwnoleglego do osi y, 0 zwrocie przeciwnym do zwrotu osi y i o dlugosci 25.

14.5. Wyznacz srodek odcinka PQ.

Q) P=(3,-2)  Q=(56) o P= (2% —3) Q= (5% 9)
b) P=(-3,7) Q= -1) d) P:(—%, %) Q:(%, 7%)

14.6. Punkt S jest $rodkiem odcinka AB. Znajac wspétrzedne punktow A i S, wy-
znacz wspolrzedne punktu B.

Q) A=(-3,1)  S= (% 4%) Q) A= (o, 5%) S=(3, 3)
b) A= (2 4) S-= (% 4%) d) A= (—% —%) S=(2,0)

14.7. Punkty A = (3, =5) i B = (-7, 11) sg wierzchotkami réwnolegloboku ABCD,
za$ punkt S = (=5, 0) jest $rodkiem boku CD. Wyznacz wspdtrzedne wierzchot-
kéw CiD.
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14.8. Punktem przecigcia przekatnych réownolegloboku ABCD jest P = (-1, —1).
Wyznacz wspétrzedne wierzchotkéw B, C i D, wiedzac, ze BC = [2, 6] oraz
A= (-4, -4).

14.9. Zbadaj wspdlliniowos¢ punktéw A, B, C.

a) A=(0,0) B=(-3,2) C=(9, -6)
b) A=(-4,5) B=(0, -3) C=(2,-8)
c) A=(6,1) B=(-3,-1) C=(-11,-2)

14.10. Punkty K, L, M s3 wspolliniowe. Wyznacz niewiadoma wspotrzedna.

a) K=(2,1) L=(-2,6) M = (x, -9)

b) K =(18, y) L =(10, 2) M = (-2, 8)

14.11. Dane sa punkty A = (-3, 2), B = (1, 4), C = (-1, —1). Wyznacz wspot-
rzedne podanego wektora.

a) 2AB +3BC c)ﬁ—%@—ﬁ

b) 5 AB +24C d) 248 + 5(2BC - AC)

14.12. Dane sg punkty A = (-4, -2), B = (-2, -2), C = (2, 2). Wyznacz wspot-
rzedne takiego punktu D, aby spelniona byla podana réwnos¢.

a) AC + AB - BC = 24D o) 5(BC+ AC) + AB = DC

b) 4B+ BC+CD =0 d) 2(4B - CD) - 5 4D = 4C

14.13. Dany jest wektor d = [-3, 2]. Wyznacz taka liczbe k (o ile ona istnieje), aby
zachodzita réwno$¢ b = ka.

a) b=1[-9, 6] b) b= [3, —1] A b=03 2] d) b= [—ﬁ

2

2V3
>3

14.14. Dane sg wektory: @ = [1, -2], b= [-3, 5]. Wyznacz taki wektor ¢, aby
zachodzita podana réwnos¢.

-

a) d+b=¢ b) 2d-b=¢ ¢) —5d+3b=2¢ d)%a—az—zb
14.15. Oblicz dtugo$¢ wektora AB.

a) A=(2,-5) B=(-2,-2) Q) A= (-41) B=(2,-2)

b) A=(3,3) B=(7,0) d) A=(2V5,V2+1) B=(+51+3V2)

14.16. Dane s punkty: A = (-3, 2), B= (1, 4), C = (-1, —1). Oblicz wspolrzedne
i dlugosci podanych wektorow.

a) AB+ BC b) 2AB-CA ¢) BC--AB- AC d) BA-2AC

14.8. B = (0, -4), C = (2, 2),
D =(-2,2)

14.9. a) wspolliniowe
b) niewspoétliniowe
¢) niewspolliniowe

14.10. a) x =10 b) y=-2

14.11. a) [2, -11] b) [6, 5]
o [-6, -3] d) [sﬂ

14.12. a) D = (-2, -2)
b) D = (-2, 0)
¢) D=(-5,-2)

R

14.13. a) k=3

1
b) k=2

¢) Nie ma takiego k.

d)kz\/—g
3

14.14. a) ¢ = [-2, 3]
b) & = [5, -9]

¢)C= [—7, 12%]
d)z= [—5%, 9]

14.15. a) [AB| =5 b) |AB|=5
o) |AB|=3+5 d)|AB|= V13

14.16. a) [2, -3], V13
b) [10, 1], V101
o) [-6, =3], 35
d) [-8, 4], 45
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14.17. 2V/10

14.18.
[KL| = V(7-6)>+(6-19) =
= V170,

|LTVI| =\J17-72+(12-6)% = Q

= V136,

|MR| = V(6-17)* + (19— 12) =
= V170.

Zatem |ﬁ| = |W< |, czyli trojkat
jest rownoramienny.

14.19. AB=[6-4,5—-1] = [2,4],9

BC =[-2-6,2-5] = [-8,-3],
DC = [-2+4,2+2] = [2,4],

AD =[-4-4,-2-1] = [-8,-3].
Zatem AB = DC oraz BC = AD,
skad wynika, ze czworokat ABCD
jest rownolegtobokiem.

14.20. B = (10, 3), C = (6, 7),
D = (-2, 6)

14.21. AB = [4,2] = DC,
zatem czworokat ABCD jest
réwnolegtobokiem. Ponadto
|AB| = V20 i |BC| = V45, czyli
|AB| # |BC|, wiec czworokat
ABCD nie jest rombem.

14.22. Wskazéwka: Wykaz, ze
|AB| = |BC| = |CD| = |DA| oraz
|AC| = |BD| (romb o réwnych
przekatnych jest kwadratem).

14.23. 5/3

14.17. Dane sg wektory U = [1, -3], @i = [2, —-1], W = [-4, 2]. Oblicz dlugos¢

o= L 1
wektora i = 2v — il — - .

8}

14.18. Wykaz, ze trojkat KLM o wierzchotkach K = (6, 19), L = (7, 6),
M = (17, 12) jest rbwnoramienny.

14.19. Wykaz, ze czworokat ABCD o wierzchotkach A = (4, 1), B = (6, 5),
C =(-2,2), D=(-4, -2) jest rownoleglobokiem.

14.20. W réwnolegtoboku ABCD dany jest punkt A = (2, 2) oraz wspdlrzedne
wektoréw AB = [8,1] i AC = [4, 5]. Wyznacz wspolrzedne pozostatych wierz-
chotkow.

14.21. Wykaz, ze czworokat ABCD o wierzchotkach A = (-5, 2), B= (-1, 4),
C =(2, 10), D = (-2, 8) jest réwnolegtobokiem, ale nie jest rombem.

14.22. Wykaz, ze czworokat ABCD o wierzchotkach A = (6, 1), B=(1, 5),
C =(-5,0), D =(0, -6) jest kwadratem.

14.23. Wykaz, ze trojkat o wierzchotkach A = (-2, 1), B = (2, 3),
C= (\/5, 2- 2\/5) jest rownoboczny i oblicz jego pole.

1. Dane sg punkty A = (=5, 1) i B = (3, —2). Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
A' 1@ = [8> _3] B. E = [—8, 3] C, |E| = ’\/ﬁ

2. Dane sg wspotrzedne wektora PQ = [\/_ > =2 \/f] oraz wspolrzedne punktu
Q= (—3 V3, 5\/5) Wyznacz wspétrzedne punktu P.

3. Zbadaj, czy punkt Q = (%, —1—31> nalezy do prostej przechodzacej przez punkty
K=(-2,-1) i L=(3, -13).

4. Punkty A = (-5,2), B = (2,-2) i D = (-4, 10) sa wierzchotkami rombu
ABCD. Wyznacz wspotrzedne wierzchotka C i oblicz pole tego rombu.

5. Wykaz, ze czworokat ABCD o wierzchotkach A = (-10, -3), B = (8, 3),
C = (4, 15), D = (-14, 9) jest prostokatem.

Prosto do matury

1. P,F,P

2. P = (-43, 72)

3. nie

4.C=(3,6), 60

5. AB=[8+10,3+3] =[18,6], DC =[4+14,15-9] = [18,6],

czyli AB = DC, wigc czworokat ABCD jest réwnolegtobokiem. Ponadto

|AC| = V520 = |BD|, czyli przekatne sa rowne. Zatem czworokat ABCD jest
réwnolegtobokiem o rownych przekatnych, czyli jest prostokatem.



15. Przeksztatcanie wykreséw
funkc;ji

Umiejetnosci:
* przesunigcie wykresu funkcji o wektor
e sktadanie symetrii i przesunie¢ wykresow funkcji

Wykorzystamy teraz pojecie wektora do zdefiniowania pewnej funkgji, ktorej dzie-
dzina jest zbidr wszystkich punktéw plaszczyzny.

Przesunieciem réwnoleglym o wektor i nazywamy przeksztalcenie, w ktorym
obrazem punktu A jest taki punkt B, ze 7 = AB.

Przyktad €) < zad. 15.4

Punkt B = (4, V3 ) jest obrazem punktu A w przesunieciu réwnolegtym o wektor
il = [-1, 7]. Wyznaczymy wspdtrzedne punktu A.

Rozwigzanie
ii = AB, jesli wiec oznaczymy A = (x, y), to AB = [4 -x, V3- y] i spelniony ma
by¢ ukfad rownan:

4-x=-1 d x =
_\/g_y:7>st% y:\/§_7.

Odp.: A= (5,V3-7)
y,

Przesuniecie punktu plaszczyzny o wektor [a, 0] jest przesunieciem tego punktu:

° o ajednostek w prawo wzdtuz osi x, gdy a > 0,

* 0 —a jednostek w lewo wzdluz osi x, gdy a < 0.

Gdy przesuniemy wykres funkcji y = f(x) owektor [a, 0], otrzymamy zatem wykres
funkcji y = f(x —a).

Przesuniecie punktu plaszczyzny o wektor [0, b] jest przesunigciem tego punktu:
* o bjednostek w gére wzdluz osi y, gdy b > 0,

* o —bjednostek w dot wzdluz osi y, gdy b < 0.

Gdy przesuniemy wykres funkcji y = f(x) o wektor [0, b], otrzymamy wykres
funkcji y = f(x) +b.

15. Przeksztatcanie wykresow funkcji

415.4. Wyznacz wspolrzedne
punktu M, ktdry jest obrazem
punktu P w przesunieciu
réwnolegtym o wektor ii.
a)ii=[3,1], P=(-1, -2)

b) ii = [-2, V5], P=(4,0)
c)ii=[1,-7], P=(-1,2)

d) il = [-V2, -V3], P=(V2,-9)

Odp.:a) M = (2, 1)

b) M = (2, V5)
) M = (0, -5)
d) M = (0, -9-V3)
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e Przesuwanie wykresu funkcii
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415.10. Przeksztalcajac
odpowiednio wykres funkeji
f(x) =+/x lub f(x)= %, narysuj
wykres funkeji y = g(x) iwyznacz
jej dziedzine.
a) g(x)=vVx-2-1
b) g(x) = Vx+3+2

1
c) glx) = 5t 1

4
d) g(x)=m+2

Odp.: a) D = (2; o0)
b) D =(-3; 00) ¢) D=R-{2}
d) D=R-{-3}

415.11. Przeksztalcajac
odpowiednio wykres funkcji

fx)= Vx lub f(x) = %, narysuj
wykres funkeji y = g(x) iwyznacz
jej dziedzine.

a) g(x) = —Vx+5-4

b) glx)=3-Vx-2

c) glx) = —%—5

d) glx) =2-

Odp.: a) D = (-5; o)

b) D=(200) ¢ D=R-{-4}
d) D=R-{1}

Jesli przesuniemy wykres funkcji y = f(x) o wektor [a, b], otrzymamy wykres
funkcji y = f(x—a) +b.

Przyktad e zad. 15.10

Narysujemy wykres funkcji y = Vx +2 - 3.

Rozwigzanie
Zauwazmy najpierw, ze jezeli wprowadzimy funkcje pomocniczg f(x) = V/x,
to funkcje y = Vx +2 — 3 mozemy zapisaé w postaci y = f(x +2) - 3.

by PN
J ﬁ//
) —
— — ] —— wykres funkeji f(x) = v/x przesuwamy
0 //”' = * o wektor [-2, =3]
L =X
y
Przykiad @) « zad. 15.11

Przeksztalcimy odpowiednio wykres funkeji f(x) = % i narysujemy wykres funkeji

3
g(x)—4—x+2.

Rozwigzanie
Dziedzing funkgji g jest przedzial R — {-2}. Rysujemy kolejne wykresy.

Krok 1: wykres funkcji f(x) = % 2 |‘ TIE

W
— RAVA

Il

Krok 2: wykres funkcji
3

y = ) «— przesuniecie o wektor [-2, 0] |
x
Krok 3: w3ykres funkcji s f S
y=- T2 «— symetria wzgledem osi x —_— IEE /::$
N

Krok 4: wykres funkeji

3
g(x) = Y +4 «— przesunigcie o wektor [0, 4]
X+




Przyktad @) < zad. 15.13-15.16

Funkcja f ma nastepujace wlasnosci:

° D= (-4 5), ZW = (-1; 2), miejscem zerowym funkgji jest liczba -2,

* funkcja przyjmuje wartos¢ najwieksza rowna 2 dla x = 2.

Na podstawie tych informacji opiszemy wiasnosci funkeji g(x) = f(x - 3) - L.
Rozwiagzanie

Wrykres funkcji g(x) = f(x —3) — 1 powstaje w wyniku przesuniecia wykresu
funkeji f o wektor [3, —1]. Funkcja g ma zatem nastepujace wlasnosci:

e D=(-138),
©ZW=(-21),
° warto$¢ najwiecksza réwna 1 przyjmuje dla x = 5.

«— przesuniecie przedzialu (—4; 5) o wektor [3, 0]

«— przesuniecie przedzialu (-1; 2) o wektor [0, —1]

Miejscami zerowymi funkcji g(x) = f(x —3) — 1 sg argumenty, dla ktérych funkcja
y = f(x —3) przyjmuje warto$¢ 1. Nie mamy informacji, ktdre to argumenty, wiec
miejsc zerowych funkgji g nie mozna okreslic.

Przyktad @) < zad. 15.21
Majac dany wykres funkcji f, narysujemy wykres funkcji g(x) = “f(x +4)+2| - 3|
oraz odczytamy, dla jakich wartosci m rownanie g(x) = m ma 5 rozwigzan.
Rozwigzanie

Dziedzing funkcji f jest przedzial (~3; 3). Rysujemy kolejne wykresy.

Krok1: fi(x)=f(x+4)+2

«—— przesuniecie o wektor [—4,2]

Krok2: f,(x)= |f1 (x)| = |f(x +4)+ 2| —— symetria wzgledem osi x cze$ci wykresu lezacego
pod osia x
Krok 3: f;3(x)=f,(x)-3= |f(x +4)+ 2| —3  «— przesuniecie o wektor [0,-3]
Krok4: g(x)= |f3 (x)| = ||f(x +4)+ 2| - 3‘ «—— symetria wzgledem osi x cze$ci wykresu
lezacego pod osia x

3

=

J(x)

7 \\ £4 y=g)

[ai

Odp.: Réwnanie g(x) = m ma 5 rozwigzan dla m = 1.

415.21. Przeksztal¢ odpowiednio wykres funkcji f(x) = 5 narysuj wykres funkgji
X

g(x)z‘x——Z —1|.

Odp.: i\

[
|
|

=Y/

15. Przeksztatcanie wykresow funkciji

415.13. Dziedzing funkcji f jest
przedzial (0; 4), a jej zbiorem
wartoéci jest przedziat (-3; —1).
Podaj dziedzing i zbior warto$ci
funkeji y = f(x - 6) + 3.

Odp.: D = (6; 10), ZW = (0; 2)

415.14. Funkcja f osiaga warto§¢
najwickszg rowng 25 dla x = 17.
Wyznacz warto$¢ najmniejsza
funkcji y = —f(x +2) -7 oraz
argument, dla ktorego funkcja te
warto$¢ osiaga.

Odp.: -32dla x =15

415.15. Funkgcja f przyjmuje
warto$¢ najwieksza rowna 6

dla x = -3, a wartos¢
najmniejsza rowng 2 dla x = 0.
Wyznacz warto$¢ najwieksza

i warto$¢ najmniejsza funkcji
y=—|f(x-3)+1]|-2.

Odp.: wartos$¢ najwieksza: -5 dla
x =3,

warto$¢ najmniejsza: -9 dla x =0

415.16. Tabela przedstawia liczbe
rozwigzan rownania f(x) = m,
gdzie m jest dowolng liczba
rzeczywista. Sporzadz taka tabele
dla funkeji g(x) = —f(x + 1) + 3.

Wartos¢ m rgdvivcrf:r?i;o?ggziﬁm
m € (—oo0; =2) 2
m=-2 1
m € (=2; 00) 0
Odp.:
Wanoie | bibsromivat,
m € (—o0; 5) 0
m=>5
m € (5; 00) 2
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Odpowiedzi i rozwigzania

15.1. C

15.2. C

15.3. C

15.4.2) M = (2, 1)
b) M = (2, \5)
¢) M = (0, -5)
d) M = (0, -9 - V3)

15.5. (-1, 2)

15.6. a) M = (2, -9)

b) M = (4,7)
M= (7,5-3)
d) M= (2, 13)

W kazdym z zadan 15.1-15.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja
i zapisz w zeszycie.

15.1. Dziedzing funkcji y = f(x) jest przedzial (—oo; 0). Wskaz dziedzing funkcji
y=flx-1)+2.
A. (—o0; 2) B. (-oc0; —1) C. (-o00; 1) D. (—oo; -2)

15.2. W ukladzie wspoétrzednych narysowane sa 7
wykresy funkgji f oraz g.
Wskaz prawdziwg zalezno$¢. f
A g(x)= f(x+5)+2 1
B. g(x) = f(x-5)+2 0
C.glx)=f(x+5)-2

D.g(x) = f(x-5)-2

=y

15.3. Wskaz funkcje, ktéra ma taki sam zbidr wartosci jak funkcja y = f(x).
A.y=f(x+5+3 B.y=f(x)+7 C.y=f(x—-8) D.zadnazpodanych

15.4. Wyznacz wspdlrzedne punktu M, ktéry jest obrazem punktu P w przesunieciu
réwnolegltym o wektor ii.
a) i=[31] P=(-1,-2)

0) ii=1,-7] P=(-1,2)
b) é=[-2 V5] P=(40) d)

lji =
i=[-v2,-V3] P=(v2,-9)
15.5. Dane s3 punkty A = (6,2) i B = (2, 5). Wyznacz wspolrzedne obrazu

punktu (3, —1) w przesunieciu réwnoleglym o wektor AB.

15.6. Obrazem punktu M w przesunieciu réwnolegtym o wektor i jest punkt P.
Wyznacz wspétrzedne punktu M.

a) ii=[-3,7] P=(-1,-2) o ii=[1,V3] P=(,5)
b)i=[3-5] P=(72) d) ii=[-5-9] P=(-34)
15.7. Dany jest wykres funkcji y = f(x). Sporzadz 7

wykres funkcji yEAx)

a) y=flx-1)+2.
b) y= f(x+2)+3.
) y=f(x-3)-1
d) y=flx+4)-2.

=Y

15.7.
a) b) [9) d)

Y YA A A

=Y

=Y

=Y
=Y




15.8. Przeksztal¢ wykres funkcji y = f(x) zgodnie z poda- A
nym wzorem, a nastepnie wyznacz dziedzine i zbior wartosci | v = /(%) /
otrzymanej funkgji. —1
a) y=—f(x)+2 o -
b) y=f(=x) -3
o) y=—f(x-1)
d) y=f(-x)+4
15.9. Przeksztalé wykres funkcji y = h(x) zgodnie z poda- vk
nym wzorem, a nastepnie opisz przedzialy monotonicznosci
otrzymanej funkgji. 1+
a) y=-h(x-1)+2 ) y=1-h(x+3) o -
b) y = -h(x-1)-2 d) y=3-h(-x) N
15.10. Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkeji f(x) = /x lub f(x) = g,
narysuj wykres funkcji y = g(x) iwyznacz jej dziedzine.
a) gx)=+vx-2-1 ) g(x)=ﬁ+1
b) g(x) = Vx 3 +2 d) gx) = ‘i3+2
X

15.11. Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkeji f(x) = v/x lub f(x) = %,
narysuj wykres funkcji y = g(x) iwyznacz jej dziedzine.
a) glx)=-Vx+5-4 c) g(x)=—%—5
b) g(x) =3 - Vx -2 d) gv=2-
15.12. Przeksztatcajac odpowiednio wykres funkcji f(x) = v/x lub f(x) = 4,

X

narysuj wykres funkcji y = g(x) iwyznacz jej dziedzine.

2) g = |[Vx+2-1] 9 g =3-|%
b) g(x) = - [v=x 2| d) g(x):‘%—2|

15.13. Dziedzing funkgji f jest przedziat (0; 4), a jej zbiorem wartosci jest przedziat
(=3; —1). Podaj dziedzine i zbi6r wartosci funkcji y = f(x —6) + 3.

15.14. Funkgja f osiaga warto$¢ najwieksza rowng 25 dla x = 17. Wyznacz warto$¢
najmniejsza funkcji y = — f(x+2) -7 oraz argument, dla ktérego funkcja t¢ wartos¢
osiaga.

15.11.a) D=(-5 00) b)D=(2;00) ¢)D=R-{-4} d)D=R-{1}
15.12. a) D = (-2; c0) b) D=(-00;0) ¢)D=R-{0} d) D=R-{-3}
15.13. D = (6; 10), ZW = (0; 2)

15.14. -32dla x =15

15. Przeksztatcanie wykresow funkciji

15.8. Wskazowka: Punkty
wykresu nalezy przeksztalci¢
nastepujaco:

a) symetria wzgledem

osi x, a nastepnie
przesuniecie o wektor [0, 2],
D =(=3;3), ZW = (-1; 1),
b) symetria wzgledem osi y
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i przesuniecie o wektor [0, —3],

D =(-3;3), ZW = (=2; 0),
c) symetria wzgledem osi x

i przesuniecie o wektor [1, 0],

D= (-2;4), ZW = (-3; -1),

d) symetria wzgledem osi y

i przesuniecie o wektor [0, 4],

D =(-3;3), ZW = (5; 7).

15.9. Wskazowka: Punkty
wykresu nalezy przeksztatci¢
nastepujaco:

a) symetria wzgledem osi x,

a nastepnie przesuniecie o wektor

(1, 2],

rosngca w przedziale (—oo; 1),

malejaca w przedziale (1; o0),

b) symetria wzgledem osi x,

a nastepnie przesuniecie o wektor

[1> _2])

rosngca w przedziale (—oo; 1),

malejaca w przedziale (1; o),

¢) symetria wzgledem osi x,

a nastepnie przesuniecie o wektor

[_3> 1]:

rosngca w przedziale (—oo; —3),
malejagca w przedziale (—3; o),

d) symetria wzgledem osi x,
symetria wzgledem osi y,

a nastepnie przesuniecie o wektor

[0, 3],

rosngca w przedziale (—oo; 0),

malejaca w przedziale (0; o).

15.10. a) D = (2; o)

b) D=(-3;00) ¢)D=R-

d) D=R-{-3}

{2}



B 320

Dziat 3. Funkcje

15.15. wartos¢ najwigksza: -5 dla
x = 3, warto$¢ najmniejsza: -9

dla x=0
15.16.
Wartodé m ,Liczba'rozwigzan
réwnania g(x) = m
m € (—o0; 5) 0
m=5 1
m € (5; o0) 2

15.15. Funkgja f przyjmuje warto$¢ najwigkszg rowng 6 dla x = -3, a warto$¢
najmniejsza rowna 2 dla x = 0. Wyznacz warto$¢ najwiekszg i warto$¢ najmniejsza

funkcji y =—|f(x-3)+1|-2.

15.16. Tabela przedstawia liczbe roz-
wigzan réwnania f(x) = m, gdzie m jest
dowolna liczbg rzeczywista. Sporzadz ta-

m € (—oo0; —2) 2
ka tabele dla funkcji g(x) = — f(x+1)+3. e —2 )
m € (=25 00) 0

Wartosé m

Liczba rozwigzan
réwnania f(x) = m

15.17. D = (-6; 1), funkcja
malejaca w kazdym z przedzialow
(=6; —4)i (-4 1)

15.18. Wskazéwka: Punkty
wykresu nalezy przeksztalci¢
przez symetrie wzgledem osi y
i przesuna¢ o wektor [0, -2].

15.19. x € {-4, -2, 0, 2, 4}

15.20. m € (1; 2)

15.17. Dziedzing funkeji f jest przedziat (3; 10). Funkcja f jest malejaca w prze-
dziale (3; 5), malejaca w przedziale (5; 10), ale nie jest monotoniczna. Narysuj
przyklad takiej funkcji. Podaj dziedzine oraz przedzialy monotonicznosci funkcji

y=f(x+9)-5.

15.18. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkeji
y = f(=x) + 2. Narysuj wykres funkcji y = f(x).

15.19. Dany jest wykres funkcji y = f(x). Narysuj

wykres funkgji g(x) = || flx)| - 1|. Rozwigz rowna-

nie g(x) = 1.

15.20. Dany jest wykres funkcji y = f(x). Nary-

suj wykres funkcji g(x) = ||f(x +3)-1|- 2|. Dla

jakich warto$ci m rownanie g(x) = m ma 4 rozwig-

zania?

y
0 5
yA
W EAX)
0 x
yA
y = fii)
0 3

15.21. Przeksztal¢ odpowiednio wykres funkcji f(x) = % i narysuj wykres funkcji

8
9(""Hm‘2\‘1-

15.21. i

=Y




156.22. Dziedzing funkcji f jest przedzial (—4; 5), zbiorem wartosci jest przedziat
(—2; 3), jej miejscami zerowymi sg liczby 11 3.

a) Podaj dziedzing funkeji y = f(-x) + L.

b) Podaj zbi6r wartosci funkgji y = | f(x) - 2|.

¢) Podaj liczbe rozwigzan réwnania |f(x +2) - 3| = 3.

1. Funkcja y = f(x) przyjmuje warto$¢ najwieksza rowna 10 dla x = 1.

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Funkcja g(x) = f(x — 1) + 5 przyjmuje warto$¢ najwieksza réwng 15 dla x = 2.
B. Funkcja h(x) = f(x+3)—11 przyjmuje warto$¢ najwieksza rowna 13 dla x = —10.
C. Funkcja k(x) = f(x—10)—10 przyjmuje warto$¢ najwieksza rowna 0 dla x = 11.

2. Miejscem zerowym funkcji y = f(x) jest liczba 5. Podaj wartos¢, jaka funkcja
y = f(x+3) —2 przyjmuje dla argumentu 2.

3. Majac dany wykres funkcji y = f(x), narysuj vk
wykres funkcji y = f(x —2) — 1. Podaj zbiér f
rozwigzan nieréwnosci f(x -2)-1<0. \
l..
| g

4. Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkcji f(x) = g, sporzadz wykres funkcji

g(x) = |% + 3| iwyznacz liczbe rozwiazan réwnania g(x) = 3.

5. Podaj przyktad wykresu takiej funkcji y = f(x), ktéra spetnia jednoczesnie
nastepujace warunki:

° funkcja y = f(x) nie ma miejsc zerowych,

¢ funkcja y = f(-x) — 1 ma jedno miejsce zerowe,

° funkcja y = —f(x) + 2 ma dwa miejsca zerowe.

15. Przeksztatcanie wykresow funkcji

15.22. a) (-5, 4) b) (0; 4)
¢) 2 rozwigzania

Prosto do matury
1. B,E P

4. 1 rozwigzanie

321 I



e 322 Dziat 8. Funkcje

16. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-25 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

Odpowiedzi i rozwigzania W zeszycie.
1.C 1. Ktéry z podanych punktéw lezy na osi odcietych?
A.A=(-57  B.B=(0,V3) C.C=(2v20) D.D=(-22V3)
2. A 2. Ktory z podanych punktow lezy na osi rzednych?
A.A=(0,2+V3) B.B=(-3,-1) C.C=(-4,00 D.D=(-3v2,0)
3.B 3. Dany jest wykres funkeji f(x). Ktore zdanie jest A
falszywe?
A.D=R y+ 1)
B. ZW = (—o0; 3) /11, o
C. Funkcja nie jest monotoniczna. 0 x
D. Funkcja ma jedno miejsce zerowe. /
4. B 4. Wskaz zbior wartosci funkcji y = —x + 5 o dziedzinie D = {—1, 2,0, \/7}
A.R B. {5-+7,6, 5, 3} C. {v7-5,3,5, 6} D. {-2.35, 3, 5, 6}
5. B 5. Funkcja przedstawiona na rysunku obok przyjmuje yA
warto$ci wieksze od 1 dla
A x> 1. C. x € (-2; 2). y ¥ /%)
B. x € (-2; 2). D. x > -2. 1 —
JIBIE 3
6. D 6. Wskaz liczbe, ktora nie nalezy do zbioru wartosci funkeji y = 3+/x.
A. V2 B. 3V2+ V7 C.4-2 D.2-7
7.C 7. Wykres funkcji y = Vx — 2 powstaje przez przesuniecie wykresu funkcji
f(x) = v/x o wektor
A.7=0, 2]. B. 7= [0, -2]. C.7=[2,0]. D. 7 = [-2, 0].
8. A 8. Wykres funkgji y = 2+/x + 3 powstaje przez przesuniecie wykresu funkcji
f(x) =2+/x o wektor
A.7=0, 3]. B. 7= [0, -3]. C.7=[3,0]. D. 7 = [-3, 0].

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 3

G Generator

testow i sprawdzianow




9. Dany jest wykres funkgji f. Ktore zdanie jest prawdziwe?

A. Funkcja nie przyjmuje wartosci najwiekszej i nie
przyjmuje warto$ci najmniejszej.

B. Funkcja przyjmuje warto$¢ najwieksza rowna 3 i nie
przyjmuje wartosci najmniejszej.

C. Funkcja przyjmuje warto$¢ najwieksza réwna 1 inie
przyjmuje warto$ci najmniejszej.

D. Funkcja przyjmuje warto$¢ najwiekszg réwng —1
i nie przyjmuje warto$ci najmniejsze;.

10. Jezeli x oznacza dlugos¢ ramienia tréjkata rownoramiennego o podstawie row-
nej 20 oraz f(x) = 2x + 20, to funkcja f przyporzadkowuje zmiennej x

A. obwdd tego trojkata i jej dziedzing jest D = (0; o).
B. pole tego trdjkata i jej dziedzing jest D = (0; oo).

C. obwod tego tréjkata i jej dziedzing jest D = (10; o).
D. obwdd tego tréjkata i jej dziedzing jest D = (20; o).

11. Ponizsze zdania dotycza funkcji y = f(x), ktorej

wykres jest narysowany obok.

I. Dziedzing funkgji jest przedzial (—oo; 3).

II. Funkcja ma dwa miejsca zerowe.

II. f(x) <0 dla x € (—oo; —4).

IV. Warto$¢ najwieksza réwnag 5 funkeja przyjmuje
dla x = 3.

Ktore zdania sg prawdziwe?
A. tylkoTilI B. wszystkie

12. Dany jest wykres funkcji. Ktore ze zdan jest
falszywe?
A. Funkgja nie przyjmuje wartosci najwiekszej

i nie przyjmuje warto$ci najmniejszej.
B. Funkcja ma trzy miejsca zerowe.
C. Dla x € (0; 3) wartosci funkeji s3 dodatnie.
D. Wykres funkcji ma o symetrii.

yA

=Y

-

=y

C. tylko LIIiIV  D. tylko I, IITi IV

yA

i

=

13. Jakie miejsca zerowe ma funkcja przedstawiona

y

na wykresie?

A. -4, -1, 3 C.-5 1,6

n

B. -5 -1, 6 D. 4,3

=Y

16. Powtdrzenie

9. A

10. C

11. B

12. D

13. A
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14. A

15. C

16. D

17. D

Dziat 3. Funkcje

14. Na podstawie wykresu stwierdzono, ze
w badanym okresie liczba wysylanych mie-
siecznie SMS-6w

I. wzrosla 0 600%.

II. rosla.

III. wzrosta o 25 mln.

Ktore z tych stwierdzen jest fatszywe?
Al C. III
B. II D. zadne

15. Ile razy funkcja przedstawiona na wykresie przyjmu- vk

je warto$¢ rowna 3?

A. dokladnie raz

B. dokladnie dwa razy

C. dokfadnie trzy razy

D. nieskonczenie wiele razy

16. Funkcja przedstawiona na wykresie przyjmuje yA

ujemne wartosci dla wszystkich
A. x <0.

B. x € (-2; 1).
C.xe{-2-1,0,5 6}

D. x > 4.

Liczba wystanych miesiecznie SMS-6w
(dane w min)

30 y’
25

— =

20

15
I

I I VI IX XII| I VI IX XII
2000 2001

N

~
[=]
=Y

-

=y

17. Na podstawie wykresu przedstawiajacego rynek obuwniczy ocen, ktére zdanie

jest falszywe.

Buty polskie (dane w min par)
120

80

~
60 - —
40 -

0
1997 1998 1999 2000 2001

100 \ -—
N L |-

20 ‘ -

taczna produkca wg GUS

(firmy powyzej 5 0s6b)

w tym produkgja obuwia skdrzanego
eksport

import rejestrowany

A. W pokazanym okresie produkcja butéw w Polsce malata.

B. W latach 1997-2001 wzrdst eksport butow.

C. Od 1998 r. do 2000 r. import (rejestrowany) butéw zmalat o prawie 50 mln par.
D. W danym okresie zmalal procentowy udzial produkcji obuwia skorzanego w sto-

sunku do calej produkgji.



18. Jezeli zbiorem wartosci funkeji f(x) = 3x + 2 jest zbior {0, 3, 2, 17}, 18. A
to dziedzing tej funkgji jest zbior

A. {—3,0, 1,5}. B. {—3, 0, 2 5}. C.{ 2 L, 5}. D. {2, 3, 4, 5}.
3 3 3 3

373
19. Na rysunku 1 przedstawiono wykresy funkgji f i g. Ktéra rowno$c¢ jest 19. B
prawdziwa?
A. f(x)=g(x-7) C. f(x)-7=g(x)
B. f(x-7)=g(x) D. g(x) = f(x+7)
20. Na rysunku 2 przedstawiono wykresy funkcji f i g. Ktéra rownos¢ jest 20. A
prawdziwa?
A g(x)= f(x—4)+2 C.glx—4) = f(x)+2
B. g(x) -2 = f(x+4) D. g(x+4) = f(x)—-2
7 ] 7
M1\ / N
=/ |/ \[ 1= |[ e S S
1"/
1 ~ .4/1P)
\ / \ /1, =
0 e §
Rys. 1. Rys. 2. 0 [
21. Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji yh 21. B
f ig. Ktéra rownos$¢ jest prawdziwa? =) |
A g(x) = f(x) -1 \\\ 4//7/:
B. g(x) -5 = f(x) \ ]
C. g(x-5) = f(x) ) -
D. g(x) = f(x+5) 0 x
\ /
22. Zapomoca nkosiarek mozna skosi¢ trawniki w osrodku wypoczynkowym w cia- 22. B
gu t godzin. Ile godzin to zajmie, jesli uzyje sie k kosiarek?
Ak B. 2 © D. L

n k " nt kt

16. Powtdrzenie
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23. B

24. C

25.B

26. F,P,P

27.F,P,F

28. P,F, P

23. Ktore ze zdan dotyczacych funkgji f (rys. 1) sa prawdziwe?

I. D=RiZW=R

II. Miejscami zerowymi funkeji f sg liczby -3, -1 1 3.

III. Warto$¢ najwicksza réwnag 2 funkeja f przyjmuje dla x = -2 orazdla x = 6.
IV. Funkgja f nie jest monotoniczna.

A. wszystkie B. tylko ILTIiIV  C. tylko L, ITi IV D. tylko II

24. Wykres na rysunku 2 przedstawia funkcje y = f(x). Ktéra z podanych funkcji
przyjmuje warto$¢ najwieksza?

A.y=f(x)-1 B.y=flx-1) Cy=-fx) D.y= f(-x)

25. Wykres na rysunku 3 przedstawia funkcje y = f(x). Wskaz zdanie falszywe.
A. O$ y jest osig symetrii wykresu funkgji f.

B. Funkgcja f jest monotoniczna.

C. W przedziale (—oo; 0) funkcja f jest rosnaca.

D. Najwieksza wartoscia funkcji f jest 4.

vh \ vh / 74
J D EM € 5)
_ " j
E z \[ LR 2V AN A
x 0 x
[ \
Rys. 1. Rys. 2. Rys. 3.

W zadaniach 26-39 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

26. Funkgja f przyporzadkowuje kazdej liczbie catkowitej ostatnig cyfre jej
szescianu.

A. f(-2)=-8

B. f(-10)=0

C. Dla kazdej liczby calkowitej k spetniony jest warunek f(-k) = f(k).

27. Funkgja f przyporzadkowuje kazdej liczbie calkowitej potowe liczby do niej
przeciwne;j.

A. f(=50) = 100

B. Kazda liczba catkowita nalezy do zbioru wartosci funkgji f.

C. Zbiorem wartosci funkcji f jest zbidr liczb catkowitych.

28. Funkcja f wyrazona jest wzorem f(x) = +/x.
A. Funkgja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

B. Funkcja f przyjmuje warto$¢ najwieksza.

C. Funkgja f ma miejsce zerowe.



29. Funkgja f wyrazona jest wzorem f(x) = Vx + 2020.

A. Dziedzing funkcji f jest przedziat D = (2020; o).

B. Zbiorem wartosci funkgji f jest przedziat ZW = (2020; co).
C. Miejscem zerowym funkgji f jest liczba 2020.

30. Funkgja f okreslona jest za pomoca wzoru f(x) = Vmx — 1.
A. Dla m = -3 dziedzing funkgji f jest zbior D = <§, oo).

B. Dla m = % dziedzing funkgji f jest zbiér D = (—3; oo).

C. Dla pewnej warto$ci m dziedzina funkgji f jest zbiorem pustym.

31. Funkgja f przyporzadkowuje kazdej liczbie catkowitej liczbe o 2 wigksza od jej

kwadratu.

A. Liczba 3 nalezy do zbioru wartosci funkgji f.
B. Liczba 5 nalezy do zbioru wartosci funkgji f.
C. Liczba 51 nalezy do zbioru wartosci funkeji f.

32. Na rysunku przedstawiony jest

wykres funkgji f.

A. Rownanie f(x) =0 ma

dokladnie trzy rozwigzania.

=y

B. Funkcja f ma co najmniej trzy

miejsca zerowe.
C. Funkgcja f ma pie¢ miejsc zerowych.

33. Funkcja y = f(x) przyjmuje warto$¢ najmniejsza rowna 5 dla x = 1.
A. Funkcja g(x) = —f(x + 1) przyjmuje warto$¢ najwieksza rowng 5 dla x = 0.

B. Funkcja h(x) = f(x+3)—11 przyjmuje warto$¢ najmniejszg rowng —6 dla x = 4.
C. Funkcja k(x) = f(x —5) — 5 przyjmuje warto$¢ najmniejsza réwna 0 dla x = 6.

34. Ocen na podstawie wykresu, ktore ze
zdan dotyczacych produkcji samochodéw
w badanym okresie sg prawdziwe.

A. Tylko w Europie Zachodniej produkcja
samochodow w latach 1997-2005 byla
stale rosngca.

B. Miedzy 1997 a 1998 r. produkcja samo-
chodéw w Japonii spadta o ponad 30%.

C. W drugiej polowie 2000 r. nastgpit spa-
dek produkeji samochodéw w Ameryce
Pétnocne;.

Produkcja samochodéw [min]

Ameryka Pdtno¢na
Ty
//

——

Europa Zachodpia

Japopia

N DS D> YD >
O & O & & S
P I IS S

29.

30.

32.

33.

34.

F,F,F

F,F,P

.P,EP

F,P,F

F,F,P

P,E, P

16. Powtdrzenie
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35. P,E, P

36. P,E, P

37. F,P,P

38. P,E, P

39. P,P, P

40. f(1) = —-——f
f@) = 7+4\/',
F(23)=143V3

41. a) D =R - {0}
b) D = (2; o0)

¢) D = (0; 00)

d) D =(0; 2)

e) D = (—o0; 3)
f) D=(0;1)

42.2) D=R- {7}
b) D=R-{-3, 1}

¢) D = (—o0; 0) U (10; o0)

d) D=R

0-( 5[]

=(L; 5)

35. Narysunku przedstawiony jest wykres funkeji g. yh
A. W przedziale (—1; 2) funkcja g jest rosnaca.
B. W przedziale (4; 5) funkcja g jest malejaca.
C. W przedziale (2; 3) funkcja g jest malejaca. 5

k
V
B T

~

36. Punkt C nalezy do odcinka AB i jest rozny od jego koncéw. Wynika stad, ze
A.AB+BC-AC.  B.[AB|+[Bc|=[ac|  c.|Ac|+ [Bc] = [aB|

37. Punkt P jest srodkiem boku AB w trojkacie ABC. Wynika stad, ze
A. AP+ BP = CP. B. AP AC+>CB.  C.AP+BP-PC=CP.

38. Dane sg dwa niezerowe wektory # i @.

A. Jezeli |ti + w| = |ii| + ||, to wektory @i i i sa rownolegle.

B. Jezeli wektory #i i W sa rownolegle, to | + w| = |ii] + |w].

C. Dla kazdej pary wektoréw 7 i @ prawdziwa jest nieréwnos¢ i + w| < |i] + |@].

39. Dany jest wektor i = [-3, 5] oraz punkty M = (7, =2) i N = (-2, 13).
A. Obrazem punktu M w przesunieciu réwnolegtym o wektor i jest
punkt M' = (4, 3).
B. Dla pewnego punktu P prawdziwa jest rowno$¢ 2PM = PN.
C. Dla pewnej liczby m prawdziwa jest réwnos¢ m - i = NM.

Zadania otwarte krétkiej odpowiedzi

+V3
—\3
funkgji f dla tych liczb ze zbioru A, ktére nalezg do dziedziny funkgji f.

40. Dane sg zbior A = {1, V3, 2, 2\/3} i funkcja f(x) = =
x

41. Wyznacz dziedzine funkcji.

2) fx)=-2x+2 o) f(x)= 7 Q) f= =%
b) f(x)=V3x-6 d) f(x)= \/;/:—x f) f(x):i/l_ii

42, Wyznacz dziedzine funkgji.

a) f(x)= 7| o flx)=+Ix-51-5 e f(x)=—|3x3+xﬂ_22
~ B 1 _ V2-|x-3|
b) f(")‘—|x+1|—2 I fe) = == D f= e



43. Dane sg funkcja f ijej dziedzina D. Wyznacz zbior wartosci tej funkcji.
a) f(x)=3x+1 D={-3,-1,0,5} ¢ f(x)=xvx D={0,1,4}

b) f(x) = = .D::{—l,%,o} d) f(x) = o

X2

D={-2,-1,0, 1}

44. Danajest funkcja f(x) = —7x + 3, ktorej dziedzina jest zbidr liczb naturalnych.

Sprawdz, ktore z liczb: —25, -7, —4, 17 naleza do zbioru wartosci tej funkji.

45, Wykaz, ze liczba 2 nie nalezy do zbioru wartosci funkeji f(x) = ||x — 1| + 5| -2.

46. Dane s funkgcja f i jej zbior wartosci ZW. Wyznacz dziedzine funkgji f.
a) f(x)=-2x+3 ZW={-1,1, 5} o fx)=V2x ZW=1{0,1, 4}

b)f(x):z‘f—g zwz{q,éz} d fx) =% ZW={11,8

47. Sporzadz tabele funkcji, ktéra kazdej liczbie naturalnej z przedziatu (20; 25)
przyporzadkowuje sume jej wszystkich naturalnych dzielnikow.

48. Wyznacz miejsca zerowe funkcji.
a) f(x)= V5x - 2+/5
b) f(x) =2x(x+6)(x + 3)

c) f(x)=Ix-1]-6
49. Wykaz, ze funkcja f(x) = ||x — 1] + 1| + 2 nie ma miejsc zerowych.

d) f(x)=|x+2|+2
e) f(x)=4-8x, D=7
f) f(x)=2"x-4", D=N

Telefony mobilne [%]

50. Funkcje f i g przedstawiaja odpowiednio
procentowy udzial klasycznych telefonéw ko-
moérkowych i smartfonéw w ogélnej liczbie sprze-
dawanych na $wiecie telefonéw mobilnych. Opisz 50

70
58 f

60

monotonicznos¢ kazdej z tych funkgji. w0|
51. Dziedzing funkcji y = f(x) jest przedzial 0
20

(25 22), a zbiorem wartosci przedzial (4; 6).

Wz ® > ] b Q)

I IR
. . . 9 oz z_g a9 \) S S S S N
Podaj dziedzine i zbidr wartosci funkcji v Y v W

y=f(x+3)-8. A

52. Na podstawie wykresu funkeji f sporzadz wykres funkeji YR

y=f(x+2)-3. ! N
- -

53. Funkcja y = f(x) przyjmuje wartoéci dodatnie jedynie -

w przedziale (-2; 5) oraz warto$ci ujemne jedynie w przedziale
(5;9). Podaj zbior rozwigzan nierdwnosci f(x—4) > 0 izbidr
rozwigzan nieréwnosci f(x —4) < 0.

45. Sprawdzamy, czy istnieje argument x, dla ktérego f(x) = 2.
llx-1/+5/-2=2

llx—1]+5|=4

[x-1]+5=-41lub |x-1|+5=4

[x =1 =-9 lub |x-1] =-1

W obu przypadkach x € 0, wigc liczba 2 nie nalezy do zbioru wartoéci funkdji f.

16. Powtdrzenie 329 s

43. 2) ZW = {-8, -2, 1, 16}
b) ZW = {—1,%, 0}

Q) ZW = {0, 1, 8}
d) Zzw = {0, 1, 16}

44, -25, 4

46.2) D={-1, 1, 2}

b) D ={1, 7, 10}
¢)D-= {0, %, 8}
d D={11,2}
47.

x | 2021 22|23 |24|25
y 4232362460 31

48.a)2 b) -6,-3,0 ¢)-5,7
d), e) brak miejsc zerowych

f) 8

49. ||x - 1]+ 1] > 0, wiec
fx)=2

50. f:malejaca, g: rosngca

51. D =(-1;19), ZW = (—4; -2)

52. Wskazéwka: Punkty wykresu
nalezy przesung¢ o wektor
[-2, -3].

53. f(x—4)>0 dla x € (2;9),
f(x—4)<0 dla x € (9; 13)
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54. Funkcja y = g(—x) jest
malejaca w przedziale (—6; —4),
stata w przedziale (—4; —3)
irosngca w przedziale (—3; 3).

55. wartos¢ najwieksza: 12 dla
x = -4,
warto$¢ najmniejsza: =3 dla x = 4

56. AC = 2AB + 2AD,

BD = AD - AR,

BC = AB + 2AD.

Wskazéwka: Zaznacz punkt F
nalezacy do odcinka AC taki, ze
AF = FC izauwaz, ze BF = AD
oraz DF = AB.

57. A' = (8, -9), B' = (16, -3),
C' =5 -4

58. a) z 90 elementow

b) ZW ={1, 2, 3,..., 18}

) warto$¢ najmniejsza: 1 dla
argumentu 10,

warto$¢ najwigksza: 18 dla
argumentu 99

e) dla argumentéw: 13, 22, 31, 40

59. a) V(x) = x2(20 - 2x),
D = (0; 10)
b) P(x) = 80x — 6x%, D = (0; 10)

60. 57
4 1
=70 VRiEd
TP LT
e N
10 3

54. Funkcja y = g(x) jest malejaca w przedziale (-3; 3), stata w przedziale (3; 4)
irosngca w przedziale (4; 6). Okresl przedzialy monotonicznosci funkeji y = g(—x).
565. Funkgcja y = f(x) przyjmuje warto$¢ najwieksza rowna 10 dla x = 3 iprzyjmu-
je warto$¢ najmniejsza rowng —5 dla x = 11. Podaj warto$¢ najwiekszg oraz warto$¢
najmniejsza funkcji y = f(x +7) + 2.

56. Dla deltoidu ABCD przedstawionego na D

rysunku obok prawdziwa jest réwnos$¢

ISC| = 3|AS|. Przedstaw wektory AC, BD i BC
za pomocy wektoréw AB oraz AD. A C

57. Dane sg punkty A = (3, —6), B = (11, 0),
C = (0, —1). Wyznacz wspolrzedne wierzchot-

kow A', B, C' tréjkata bedacego obrazem tréj-
kata ABC w przesunieciu réwnolegtym o wek-
tor # = [5, —3].

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

58. Funkgja g przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej dwucyfrowej sume cyfr

tej liczby.

a) Zilu elementéw sklada si¢ dziedzina funkcji g?

b) Wyznacz zbiér wartosci funkgji g.

c) Dla jakiego argumentu funkcja g przyjmuje wartos¢ najmniejsza, a dla jakiego
wartos$¢ najwieksza?

d) Uzasadnij, ze funkgja g nie jest monotoniczna.

e) Dla jakich argumentéw funkcja g przyjmuje wartos¢ 42

59. Dany jest graniastostup prawidlowy czworokatny. Suma dlugosci jego krawedzi
jest rowna 80. Podaj wzor i okresl dziedzine funkcji, ktéra w zaleznosci od dlugosci
krawedzi jego podstawy opisuje

a) objetos¢ graniastostupa. b) pole powierzchni graniastostupa.

60. Podaj przyklad wykresu funkgji f spelniajacej trzy nastepujace warunki:
° dziedzing funkgji f jest przedzial (-2; 4),

° funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza rowna 1 dla x = -2,

e funkcja f przyjmuje warto$¢ najwieksza rowna 4 dla x = 0.

61. Podaj przyktad wykresu funkcji f spelniajacej trzy nastepujace warunki:
° dziedzing funkgji f jest przedziat (-1; 5),

° zbiorem wartosci funkgji f jest przedziat (0; 3),

° miejscami zerowymi funkgji f sg liczby 11 3.
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62. Podaj przyklad wykresu funkcji f spelniajacej trzy nastepujace warunki: 62. vk
o funkcja f ma trzy miejsca zerowe, f
e funkcja y = f(x) — 2 ma jedno miejsce zerowe,
 funkcja y = f(x) +2 nie ma miejsc zerowych.

=Y

63. a) D = (-3; 3),
63. Odczytaj z wykresu: ZW = (-4; 3);
¢ dziedzine funkdji, warto$¢ najmniejsza: —4 dla
x € (=3; —1);
warto$¢ najwieksza: 3 dla x = 3;
miejsce zerowe: 1;

* zbiér wartosci funkeji,
° najmniejsza warto$¢ i najwieksza wartos¢ funkeji,

° miejsca zerowe funkgji, f(x)>0 dla x € (1; 3),

° zbidér argumentow, dla ktdrych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, f(x) <0 dla x € (-3; 1);
 zbidér argumentdw, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci ujemne, funkcja jest stala w przedziale
« przedzialy monotonicznosci funkgji, (=35 -1),

rosngca w przedziale (—1; 3);

* liczbe rozwigzan rownania f(x) = m w zaleznosci od wartosci m. ‘ ) A
f(x) = m ma: nieskonczenie wiele

a) vl b) vAk c) vA rozwigzan dla m = —4,
1 rozwigzanie dla m € (—4; 3),
. . L DL 0 rozwigzan dla
~ - - m € (—oo; —4) U (3; o0)
0 x X 0 x
y = 1) y = flx)
= %)
64. Na rysunku obok przedstawiono vk 64. b) ZW = (~1; 5)
wykres funkgji f. o -3L ol
a) Sporzadz wykres funkcji 7 24
g(x) = f(—x) + L. 1
b) Okresl zbior warto$ci funkeji g. 0 i3
c) Podaj miejsca zerowe funkgji g.
65. Na rysunku obok przedstawiono wykres v 65. b) 1 rozwigzanie
funkgji f. <) 0; 8)
a) Sporzadz wykres funkcji g(x) = — f(x - 2). f
b) Podaj liczbe rozwigzan rownania g(x) = 2. 1
¢) Podaj maksymalny przedziat, w ktérym X
funkcja g jest nierosnaca.
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67. x € (-2;7)

68. a) nie, nie

b) o ok. 269%, o ok. 289%
¢) 230 zl, wzrosta o ok. 5%
d) zima

69. D = (-7, —6)

70. P = (0, 5)

71. obw = 5v/5+ /85, P =10

Q

66. Na podstawie wykresu funkcji f spo- v
rzadz wykres funkgji y = | f(-x) - 2|. y %)

[an

67. Przeksztal¢ odpowiednio wykres funk-
Gi f(x) = +/x, inarysuj wykres funkgji 0
g(x) =2- | Vo +2 — 1|. Odczytaj z wykresu

rozwigzanie nieréwnosci g(x) > 0.

=y

68. Odpowiedz na pytania na podstawie podanych wykresow.

Coraz chetniej za zakupy ptacimy kartami

Liczba transakcji dokonanych kartami [min] Wartos¢ transakji dokonanych kartami [mld zt]

250 207,5 60
200 48

150 36 478
100 24

01 g6 ) 121723
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[=) [=] j=] [=] (=) [=] [=) j=] [=) [=) [=) [=} [=) o

[\l (o} ()] (o} [\l (o} [\l (3] [\l [\ [\l (] [\l (]

i & F§ & & & i E F & & & & i

a) Czy mozna sie zgodzi¢ ze stwierdzeniem, ze liczba transakcji dokonywanych kar-
tami przez caty badany okres rosta? A ze stwierdzeniem, ze wartos¢ transakcji do-
konywanych kartami przez caly badany okres rosta?

b) O ile procent wzrosta w badanym okresie liczba, a o ile warto$¢ transakcji doko-
nywanych kartami?

c) Ile wynosifa $rednia warto$¢ transakcji dokonanej kartg w pierwszym kwarta-
le 2006 r.? Jak zmienila si¢ ta wielko$¢ w poréwnaniu z pierwszym kwartalem
2000 r.?

d) O jakiej porze roku Polacy mniej chetnie niz zwykle wydaja pieniadze, ptacac
kartami?

69. Oblicz wspolrzedne wierzchotka D rownolegloboku ABCD, jesli A = (2, —10),
B=(7,0), C= (=2 4).

70. Danesg punkty A = (3, 0), B = (3, —4), C = (=12, —7). Wyznacz wspolrzedne
takiego punktu P, aby spetniona byta réwnos¢ 3PA — 2PB = i CP.

71. Wykaz, ze trojkat o wierzchotkach A = (3, 2), B = (-5, 6), C = (-6, 4) jest
prostokatny. Oblicz jego obwod i pole.



