Umiejetnosci

1
y Po szkole podstawowej uczen:
® podaje przyklady wielkosci
wprost proporcjonalnych,
1 u ® wyznacza warto$¢ przyjmowana
| I n I Owa Y przez wielkos¢ wprost
proporcjonalng w przypadku
konkretnej zaleznosci
proporcjonalnej,
® stosuje podzial proporcjonalny,
® znajduje wspdlrzedne danych
(na rysunku) punktow
kratowych w uktadzie
wspolrzednych na plaszczyznie,
® rysuje w ukladzie wspolrzednych
na plaszczyznie punkty kratowe
o danych wspdtrzednych
catkowitych (dowolnego znaku),
® interpretuje dane przedstawione
za pomocg wykresow w ukladzie
wspotrzednych,
® tworzy wykresy liniowe na
podstawie zebranych przez
siebie danych lub danych
pochodzacych z réznych zrédel.

Po tym dziale uczen:

® rysuje wykresy funkcji y = ax, y = |ax + b| i funkcji liniowej okreslonej w réznych
przedzialach réznymi wzorami; omawia ich wlasnosci,

® podaje wzory funkgji liniowej i funkeji przedziatami liniowej na podstawie ich wykresow,

® sprawdza rachunkowo, czy dany punkt lezy na danej prostej; sprawdza wspotliniowos¢
punktow (na plaszczyznie kartezjanskiej),

® interpretuje wspdtczynniki wystepujace we wzorze funkgji liniowej,

® wyznacza roéwnanie prostej przechodzacej przez dwa dane punkty oraz punkty przeciecia
prostej (opisanej rOwnaniem w postaci ogolnej) z osiami uktadu wspotrzednych,

® przeksztalca rownanie prostej z postaci kierunkowej do ogélnej i odwrotnie,

® przedstawia interpretacje geometryczng danego ukladu réwnan liniowych,

® bada réwnolegltos¢ (prostopadtos¢) prostych na plaszczyznie kartezjanskiej,

® wyznacza rownanie prostej rownoleglej do danej prostej przechodzacej przez dany punkt,

® wyznacza robwnanie prostej prostopadlej do danej prostej przechodzacej przez dany punkt,

® rozwigzuje zadania tekstowe z zastosowaniem wlasnosci funkeji liniowe;.
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Uwagi metodyczne

Funkcja liniowa jest tematem
nowym dla uczniéw, dlatego
wszystkie pojecia nalezy
wprowadza¢ powoli. Zaczynamy
od pokazania zwigzku pomiedzy
proporcjonalnoscia prosta
(przyktady o realistycznym
kontekscie) a liniowa zaleznoscia
zmiennych.

41.4. Podaj wzér wigzacy
wymienione wielkosci wprost
proporcjonalne. Zapisz ich
wspolczynnik proporcjonalnosci.
a) obwod y okregu i promien
okregu

b) diugos¢ y przekatnej kwadratu
i obwod x kwadratu

c) droga s przebyta pociagiem ze
$rednig predkoscig 80 km/h i czas t
podrézy (w godzinach)

Odp.:a) y = 2mr, 27

b) y = %c 2

T4
¢) s = 80t, 80

dlanauczyciela.pl | Kartkowka 4.1

G Generator

testow i sprawdzianow

1. Od proporcjonalnosci prostej
do funkcji y=ax

Umiejetnosci:
* rysowanie wykresu funkcji y = ax
e interpretacja wspodtczynnika kierunkowego funkcji vy = ax

Proporcjonalnos$¢ prosta

Przykiad €)

W pewnym zakladzie fotograficznym cena jednej odbitki wynosi 60 gr. Zatem za
dwie odbitki zaptacimy 1,20 z1, za trzy - 1,80 zt itd. Zalezno$¢ miedzy liczbg odbitek
a kwotg do zaptacenia pokazujemy w tabeli.

liczba odbitek 1 2 3 4 5 6
kwota do zaptacenia (wzt) = 0,60 | 1,20 @ 1,80 | 2,40 | 3,00 | 3,60

Przyktad @) « zad. 1.4

Drukarka drukuje w ciggu minuty 8 stron. Oznacza to, ze w ciggu 2 minut wydruku-
je 16 stron, w ciggu 3 minut — 24 strony itd. Zalezno$¢ miedzy czasem drukowania
a liczbg stron pokazujemy w tabeli.

czas drukowania (w minutach) | 1 2 3 4 5 6

liczba stron 8 | 16 | 24 | 32 | 40 | 48

J

Sytuacje przedstawione w przykladach sa do siebie pod pewnym wzgledem bardzo

podobne. Wystepuja tam wielkosci, ktérych stosunek jest staly:

e w przykladzie 1 stosunek naleznej kwoty do liczby odbitek jest staly i rowny cenie
jednej odbitki,

* w przyktadzie 2 stosunek liczby wydrukowanych stron do czasu drukowania jest
staly i rdwny liczbie stron wydrukowanych w ciggu minuty.

Wielkoséci dodatnie, ktdrych stosunek jest staly, nazywamy wielkoéciami wprost
proporcjonalnymi. Powiemy wiec, ze:

* kwota nalezna za odbitki jest wprost proporcjonalna do ich liczby,

e liczba wydrukowanych stron jest wprost proporcjonalna do czasu drukowania.
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Narysujmy teraz dla kazdego z powyz- vk
szych przyktadéw wykres funkgji, ktdra
pierwszej z wielkoséci wprost proporcjo-
nalnych przyporzadkowuje druga.

yA
Funkcje te mozna wyrazi¢ wzorami: .
° y=006x, .
L
° y=238x. 1 L >
L
0 ; of 2 |«x

y =0,6x y=8x
Oznaczmy literg a staly iloraz wprost proporcjonalnych dodatnich wielkosci x i y.
Otrzymany zwigzek mozemy wowczas zapisaé w postaci:
% =a, czyli y =ax

Jest to wzdr funkcji opisujacej wielkosci wprost proporcjonalne. Wystepujacy w tym
wzorze wspolczynnik a nazywamy wspolczynnikiem proporcjonalnosci. Punkty
wykresu tak okreslonej funkcji lezg na jednej prostej, a caly wykres znajduje sie
w I ¢wiartce ukladu wspoétrzednych.

Funkcja f(x) =ax

Rozszerzymy teraz pojecie proporcjonalnosci proste;.
Zakladamy, ze:

* dziedzing funkcji jest zbidr liczb rzeczywistych,

* wspolczynnik a jest ustalong liczbg rzeczywista.

Przyktad €)
Naszkicujemy wykres funkcji wyrazonej wzorem f(x) =2x, D =R.

Rozwiagzanie
Obliczmy wartosci funkgji dla kilku argumentow x.

x -1,-05 0]1 213145 yA

(SSIRN SN OS]

y 2| -1 0]2 4.6 8 10

Zauwazmy, ze jezeli kolejne argumenty x zwigkszamy o 1, to
odpowiadajagce im wartosci y zwiekszaja si¢ o 2.

N

=y

Oznacza to, ze do kolejnych punktéw wykresu dochodzimy,
robiac jeden jednostkowy krok w prawo i dwa jednostkowe
kroki w gore.

Uwagi metodyczne

Wyraznie podkreslamy
interpretacje wspotczynnika
kierunkowego zaréwno podczas
sporzadzania wykresu funkgji
liniowej, jak i podczas wyznaczania
wzoru funkgji liniowej na
podstawie jej wykresu.
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41.7. Dziedzing funkcji y = f(x)
jest zbior liczb rzeczywistych.
Naszkicuj wykres tej funkgji.

a) f(x) =-3x
b) f(x) = 3x
o) flx)= —gx
d) f(x) = —;x
Odp.:
a) <\ [k
\
)
A
o\ ™
\
\
b) 7k
%3
o[ 7h
S
0 K3
d) 57
ZH|
\ 1
N -
0 X
N~
™~

Przyktad @

Naszkicujemy wykres funkcji wyrazonej wzorem f(x) = —4x, D =R.
Rozwigzanie

Odpowiednia tabela wartosci tej funkcji dla wybranych argumentéw ma postac:

x| -1 0 1 2 3 4 5
y | 4 0 -4 | -8 | =12 | =16 | -20

Jezeli dla tej funkcji kolejne argumenty x zwigkszamy o 1, to odpowiadajace im war-
todci y zmniejszajg si¢ o 4.

\ v A

b
\\

\
RY

\
)

0 «— jedna jednostka w prawo
\ 1 i cztery jednostki w dot

=y

\
\

Matematycy w takiej sytuacji powiedza, ze przyrost wartosci funkgji jest ujemny.

Przyktad @ < zad. 1.7
Narysujemy wykres funkcji f(x) = %x, D =R

Rozwigzanie
Tutaj zmianie wielkosci x o 1 jednostke odpowiada zmiana wielkosci y o 3 jednost-

ki, albo inaczej — zmianie wielkosci x o 3 jednostki odpowiada zmiana wielkosci y
0 2 jednostki.

VA

’7//*
P «— trzy jednostki w prawo
i dwie jednostki w gére

-

=
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Uogo6lnimy podane przyktady. Uwagi metodyczne

Niech f(x) = ax, gdzie a # 0. Wowczas f(0) = 0 7k [ Po narysowaniu wielu wykreséw
i f(1) = a, zatem wykres funkcji f przechodzi przez y uczniowie powi,nni sam(’)QZieInien
punkty (0, 0) oraz (1, ). 3 POfisurr.lowywac Wlasn0§?1 fur?kql
liniowej. Jedyna trudno$¢ moze
stanowi¢ uzaleznienie pewnych
wlasnosci od ogélnych wartosci
ozl wspolczynnika a, a nie od
: konkretnych liczb, ktére ten
wspolczynnik przyjmuje, np.: Im
AB = [xz - Xy, AXy — ax1] = [xz - xy, alx, — xl)], wigksza jest wartos¢ |al, tym blizej
osi y lezy wykres funkcji y = ax.

Przyjmijmy, ze trzy rozne punkty A, B oraz C nalezg do
wykresu funkeji f. Wynika stad, ze:

=

A = (x, ax;), B=(x,, ax,), C = (x3, ax;) =

Wowczas:

XU

—_—

AC = [x3 - xy, ax; —ax;| = [x5 — xy, a(x; — x1)]

X3 — X alx; — X
Poniewas 21 — 9% 1), wiec punkty A, B oraz C s3 wspélliniowe.
x,—x;  alxy—x;)

Jezeli a = 0, to wykres funkcji pokrywa si¢ z osig x.

Jezeli dziedzing funkcji f(x) = ax jest zbidr liczb rzeczywistych, to jej wykre-
sem jest prosta przechodzgca przez poczatek ukladu wspoétrzednych.

Wspolczynnik a, wystepujacy we wzorze funkgcji f(x) = ax (D = R), nazywa-
my wspélczynnikiem kierunkowym.

Zbadajmy, korzystajac z definicji, monotoniczno$¢ funkcji f(x) = ax. Dziedzing
tunkgji jest zbiér R, a wspotczynnikiem a ustalona liczba rzeczywista. Wezmy pare
argumentdw x, oraz x, i zalézmy, ze wiekszy z nich oznaczony jest jako x,. Zatem:
Xy > X,
Wartosci funkgji dla tak oznaczonych argumentéw wynosza:
f(x;) =ax;, f(x,) =ax,
Sprawdzimy, ktéra z wartosci jest wieksza, badajac znak ich réznicy.
flx) = fx)) = ax, —ax; = a(x, - x;)
Przyjeliémy, ze x, > x;, wiec czynnik (x, — x;) jest dodatni.
Zatem roznica f(x,)— f(x;) jestdodatniadla a > 0, ujemnadla a < 0 oraz réwna
0dla a=0.
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41.9. Wyznacz warto$é m, dla

ktorej podana funkgja jest rosnaca.

a) f(x)=02m-1)x

b) f(x) = (2- V3m)x
c) f(x)=(m-3mx

d) f(x)=(0Gm-1.3)x
e) f(x) = (5_2 + 3_2m)x

f) f(x) = <3m—log19>x

Odp.:a)m>% b)m<%5

cm>3n d)m> 0,26

9 2
e)m>—— m>——
) 25 b 3

41.10. Wyznacz warto$¢ m,
dla ktoérej podana funkcja jest
malejgca.

a) f(x) = (7m+2)x

b) f(x) = (V5 + V3m)x

c) f(x)=(8-3m)x

d) f(x)=(m-19)x

e) f(x) = (2_3 + 3_3m)x

f) f(x) = <4m —log 1 Tt>x

s

Odp.:a) m < —% b) m < —\jg

c)m>§ d m< 1,9
27 1

e) m< ry f) m< -

41.11. Dla jakich wartosci

parametru m funkcja y = f(x)

jest rosnaca, dla jakich malejaca,

a dla jakich stata?

a) f(x) =-2(m-9)x

b) f(x) = (5m —20)x

o) flx) =—-2V3(m+2)x

d) f(x) =-5(3 - |ml|)x

e) f(x) = ((m-2)" —m’)x

f) f(x) = —\/§|m2 - 4‘x

Odp.: a) malejacadla m > 9,
rosngcadla m <9,

statadla m =9

b) malejacadla m < 4,
rosngca dla m > 4,

statadla m =4

c) malejgca dla m > -2,
rosngca dla m < -2,
staladla m = -2

d) malejgca dla m € (-3; 3),

rosngca dla m € (—oo; —3) U (3; c0),

stala dla m € {-3, 3}

e) malejacadla m > 1,
rosngcadla m < 1,

statadla m =1

f) malejagca dla m € R — {-2, 2},
stata dla m € {-2, 2}

Funkcja f(x) = ax jest rosngca wtedy i tylko wtedy, gdy a > 0.
Funkcja f(x) = ax jest malejaca wtedy i tylko wtedy, gdy a < 0.
Dla a =0 funkcja f(x) = ax jest stala.

Kazda funkcja postaci f(x) = ax, gdzie a jest ustalong liczba rzeczywista,
jest monotoniczna.

Przyktad @ < zad. 1.9, 1.10

Dla jakich wartosci parametru m funkcja f(x) = (7 — m)x jest rosngca?

Rozwiazanie
7-m>0
7>m

Odp.: Funkcja f(x) = (7 — m)x jestrosngcadla m < 7.

«— wspolczynnik kierunkowy dodatni

Przyktad @ < zad. 1.11
Dla jakich wartoéci parametru m funkcja f(x) = 2(|m| — 9)x jest rosnaca, dla jakich
malejgca, a dla jakich stala?
Rozwiazanie
I.  frosnaca
2(lm|-9) >0 —— wspotezynnik kierunkowy dodatni
[m| -9 >0, czyli [m| > 9, stad m € (—o0; —=9) U (9; o0)
II. f malejaca

2(lm|-9) <0 —— wykorzystujemy rozwigzanie nieréwnosci
me (-9;9)
III. f stala

2(lm|—9) =0, czyli m=-9 lub m=9

Odp.: Funkgcja f(x) = 2(|m| — 9)x jestrosnacadla m € (—oco; —9)U(9; 00), malejaca

dla m € (-9; 9) orazstaladla m = -9 lub m = 9. )

Podsumujmy wlasnosci funkeji f(x) = ax (D=R) wzaleznosci od wspdtczynnika a.

I. Jezeli a =0, to wzor funkcji ma postac 7
f(x) = 0. Wykresem jest wowczas prosta po- L
krywajaca sie z osig x. Kazda liczba rzeczywi- 5 A -
X

sta jest miejscem zerowym tej funkcji. Funkcja
jest stala, a wiec monotoniczna.
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II. Jezeli a > 0, to wykres przecina I i III ¢wiart- vh L
ke ukladu wspoétrzednych. Zbiorem wartosci '/
jest zbidr liczb rzeczywistych. Miejscem zero- e
wym jest liczba 0. Rdwnanie ax = m ma do-
ktadnie jedno rozwigzanie dla dowolnej war-
tosci m. Funkcja jest rosngca. Wartosci dodat-
nie przyjmuje dla x > 0, a wartoéci ujemne
dla x <0.

4
=3
v

Ea

~
%

N W

=Y

IIL. Jezeli a < 0, to wykres przecina ITiIV ¢wiart-
ke uktadu wspétrzednych. Zbiorem wartosci N,
jest zbidr liczb rzeczywistych. Miejscem zero- \
wym jest liczba 0. Réwnanie ax = m ma do-
ktadnie jedno rozwigzanie dla dowolnej war-
tosci m. Funkcja jest malejaca. Wartosci do- ———
datnie przyjmuje dla x < 0, a wartosci ujem-
nedla x > 0. i\

t
£
¢

_

Ay

v

al—
—
—

b
/ﬁ
Xy

e
_===_—“

|
f =

Przyktad 0 zad. 1.13 41.13. Zaznacz te cze$é
plaszczyzny, ktérej punkty naleza

Zaznaczymy na plaszczyznie zbiér wszystkich punktéw, ktore naleza do wykresow Iy e P

funkcji y =ax, gdy a > % wspotezynnikéw a spetniajacych
. . podany warunek.
Rozwigzanie Das i
Szukany zbiér punktéw zaznaczono na rysunku Iy b)O<a<l
kolorem. <! ax1
Punkty wykresu funkgji y = %x nalezg do wyzna- 1 v d)o<a<2
czonego zbioru, a punkty osi y (poza poczatkiem T :,)) _2< <1 6; sz -
uktadu) do niego nie naleza. asibas
Odp.:
a) d)
Przykiad @) < zad. 1.14 5 . Wl
Sprawdzimy, dla jakich argumentéw funkcja f(x) = 2V/3x przyjmuje wartosci wiek- 10 - /
17
sze od V3. rd - i
. . v 0] x
Rozwigzanie 5, 7
f(x) >3 7o
2\/§x > \/5 71N
x> b) )
2 vh [ 1] IN A [
Odp.: X € (1, OO) av \ p
2 H 4 O\ [N
o[ x =
4 X
41.14. Dla jakich argumentéw funkcja y = f(x) przyjmuje wartosci mniejsze od k? B
a) f(x)=V5x, k=-35
b) f(x) = —9x, k = 27n 9 0
Odp.:a) x < -3 b) x> -3n 7 i
£ ! =
7 X
~
DVAW.S
/)
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41.15. Dziedzing funkgji

y = f(x) jest zbior D. Narysuj
wykres tej funkgji i opisz jej
wlasnosci.

a) f(x) = ;% D =(-6;9)

b) f(x) =3x, D = (—o0; 2)

0 f(x) = —ix, D= (-8; 4)
d) f(x) = éx, D = (=5; oo)

Odp.:a) ZW = (=2; 3), f(0) =0,
funkcja rosnaca,

warto$¢ najmniejsza: —2 dla

x = -6,

warto$¢ najwieksza: 3dla x =9,
f(x) = m ma jedno rozwigzanie
dla m € (-2; 3),

nie ma rozwigzan dla

m € (—oo; —2) U (3; o0)

b) ZW = (-o0; 6), f(0) =0,
funkcja rosnaca,

brak warto$ci najmniejszej,
warto$¢ najwieksza: 6 dla x = 2,
f(x) = m ma jedno rozwigzanie
dla m € (—o0; 6),

nie ma rozwigzan dla m € (6; o)
c) ZW =(-1; 2), f(0) =0,
funkcja malejaca,

warto$¢ najmniejsza: —1 dla x = 4,

brak wartosci najwiekszej,

f(x) = m ma jedno rozwigzanie
dla m € (-1; 2),

nie ma rozwigzan dla

m € (—oo; —1) U (25 c0)

d) ZW = (-1; ), f(0) =0,
funkcja rosnaca,

warto$¢ najmniejsza: —1 dla

x = -5,

brak wartosci najwiekszej,

f(x) = m ma jedno rozwigzanie
dla m € (-1; c0),

nie ma rozwigzan dla

m € (—oo; —1)

Przyktad @ zad. 1.15

Dziedzing funkcji f(x) = —2x jest przedziat (-3; 2).
Narysujemy wykres i opiszemy wlasnosci tej funkgji. A

Rozwigzanie

Wykresem funkgji jest odcinek bez jednego konca.

° Zbiorem wartosci f jest przedzial (—4; 6).

° Miejscem zerowym funkgji jest 0.

° Dla x € (-3; 0) funkcja przyjmuje wartosci dodatnie,
adla x € (0; 2) - warto$ci ujemne.

e Funkcja jest malejaca.

N\

[ai

=y

* Funkcja nie przyjmuje wartoéci najmniejszej, warto$¢ naj-
wieksza réwng 6 funkcja przyjmuje dla x = -3. I
° Réwnanie f(x) = m ma dokladnie jedno rozwigzanie
dla m € (—4; 6), natomiastdla m < —4 orazdla m > 6
nie ma rozwigzan.

Przyktad 0 zad. 1.16

Narysujemy wykres funkeji f(x) = Ex i opiszemy jej wlasnosci.

Rozwiazanie
Jezeli przyjmiemy, ze g(x) = %x, to f(x) = |g(x)|. Zatem wykres funkdji f otrzy-
mamy, odbijajgc symetrycznie wzgledem osi x te cze$¢ prostej y = %x, ktora lezy

pod osig, i zachowujac czes¢ tej prostej lezaca nad osia.

Wykresem funkcji f jest wiec suma dwoch poétprostych 7k

o wspolnym poczatku w punkcie (0, 0). /=12

e D=R, ZW = (0; o0)

° Miejscem zerowym funkgji jest 0.

° Dla x € R - {0} funkcja przyjmuje wartosci dodatnie.
Funkgja nie przyjmuje warto$ci ujemnych.

-

=y

* Funkcja nie jest monotoniczna,

natomiast w przedziale (—oo; 0) jest malejaca,

w przedziale (0; oo) jest rosngca.
* Funkcja nie przyjmuje wartosci najwigkszej,

warto$¢ najmniejsza rowna 0 funkcja przyjmuje dla x = 0.
° Réwnanie f(x) =m nie marozwigzan dla m < 0,

ma dokladnie jedno rozwigzanie dla m = 0,

ma dwa rozwigzania dla m > 0.

41.16. Dziedzing funkcji y = f(x) jest zbior D. Narysuj wykres tej funkgji i na jego
podstawie podaj: zbior warto$ci, przedzialy monotonicznosci, najwieksze i najmniejsze
wartosci funkgji (o ile istnieja) oraz argumenty, dla ktorych funkcja je przyjmuje.

a) f(x)=2|x] D=R o) f(x) = |x| D = (-4; 6)

b) f=lx D=R-{0 & fw=|;x] D=(50)

Odp.:a) ZW = (0; oo), malejaca w przedziale (—oo; 0), rosngca w przedziale (0; o),
brak wartosci najwiekszej, warto$¢ najmniejsza: 0 dla x =0

b) ZW = (0; c0), malejaca w przedziale (—oo; 0), rosnaca w przedziale (0; o),

brak warto$ci najwiekszej, brak wartosci najmniejszej

c) ZW = (0; 6), malejaca w przedziale (—4; 0), rosnaca w przedziale (0; 6),

warto$¢ najwieksza: 6 dla x = 6, warto$¢ najmniejsza: 0 dla x =0

d) ZW = (0; 3), malejaca w przedziale (—9; 0), rosnaca w przedziale (0; 6),

brak wartosci najwiekszej, warto$¢ najmniejsza: 0 dla x = 0



1. Od proporcjonalnosci prostej do funkcji y = ax 3471

W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

W zeszycie. s . .
4 Odpowiedzi i rozwigzania

1.1. Wyciag narciarski moze przetransportowac na gore 10 oséb w ciaggu minuty. 11.B
Zatem funkgcja, ktora opisuje liczbe narciarzy przetransportowanych na gére w ciggu
x minut, jest wyrazona za pomocg wzoru

A f(x) = 1—10x. B. f(x)=10x. C. f(x)=x+10. D. f(x)= %

1.2. Na wykresie przedstawiono funkcje 7} 1.2. C
Af@)=3x  Cfl=-ix S
<

B. f(x) = éx. D. f(x) = —Ex. !

2 2 0 Lot

L\ X

1.3. Wskaz warto$¢ m, dla ktorej wykres funkcji f(x) = (5m + 7)x przechodzi 1.3. D
przez punkt P = (1, —13).
Am=4 B.m= C.m=1 D.m=—4
1.4. Podaj wzdr wigzacy wymienione wielkosci wprost proporcjonalne. Zapisz ich 1.4. a) y = 2nr, 21
wspdlczynnik proporcjonalnosci. V2 2

. . . b) y= —x, — «¢) s=280t, 80
a) obwdd y okregu i promien r okregu 4 4

b) diugos¢ y przekatnej kwadratu i obwod x kwadratu
¢) droga s przebyta ze $rednig predkoscig 80 km/h i czas ¢t podrézy (w godzinach)

1.5. Wyznacz takg warto$¢ wspodlczynnika a, aby wykres funkeji f(x) = ax prze- 15.a)a=-9 b)a= =
chodzit przez podany punkt P.

a) P=(3,-27) b) P=(-7,-11) ¢ P=(4-2n) d) P=(5 VI25)

1.6. Punkt M = <log 1(4k), —2) nalezy do wykresu funkgji liniowej wyrazonej 1.6. k=1

2
wzorem f(x) = x. Wyznacz warto$¢ k.

1.7. Dziedzing funkcji y = f(x) jest zbidr liczb rzeczywistych. Naszkicuj wykres
tej funkgji.

) f@)=-3x b f=3x O f@=-2x & fx)=-3x

1.7.
a) <\7h b) vk o [ vk d) vk
) - St '\ \?4
N \ 1 1 \ 1
1 ks 1 \ 1
0 ; = 0 E3 0 3
\ I~
\
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18.a) BiC b)D ¢)CiD
d) B,CiD

1.9.a)m>% b)m<%g

cm>3n d)m> 0,26

9 2
e)m>—— m>——
) 25 ) 3

1.10. a)m<—g b)m<—\/E
7 3

c)m>§ d) m < 1,9
1

27
e)m< —— i€ ==
) 8 D 4

1.11. a) malejacadla m > 9,
rosngca dla m <9,

staladla m =9

b) malejaca dla m < 4,
rosngca dla m > 4,

statadla m =4

c) malejacadla m > -2,
rosngca dla m < -2,

stala dla m = -2

d) malejaca dla m € (-3; 3),
rosnaca dla

m € (005 =3) U (3; 00),
stala dla m € {-3, 3}

e) malejagcadla m > 1,
rosngcadla m < 1,

statadla m =1

f) malejaca dla m € R — {-2, 2},
stala dla m € {-2, 2}

1.12. Wszystkie zdania sg
prawdziwe.

1.8. Punkt A nalezy do wykresu funkcji f(x) = ax. Sprawdz, ktére sposréd punk-
tow B, C, D réwniez nalezg do wykresu tej funkgji.

a) A= (3, -6), B= (-2, 4), C = (% —1), D = (~10, 5)
b) A= (% é) B=(=2-1.C= (12 411> Dz(%’%)
) A=(-v2,V3), B=(V3,-v2), C=(V6,-3), D= (-6, 3V6)

A=) m=( ) o= ((5)" (5)°) 2= (02 (9)7)

1.9. Wyznacz wartos¢ m, dla ktdrej podana funkcja jest rosnaca.

a) f(x)=02m-1)x d) f(x)=(05m-1,3)x
b) f(x) = (2~ V3m)x &) f(0)=(57+37m)x

c) f(x)=(m-3m)x f) f(x)= <3m —log1 9)x
3

1.10. Wyznacz warto$¢ m, dla ktorej podana funkcja jest malejaca.
a) f(x)=(Tm+2)x d) f(x)=(m-19)x

b) f(x) = (V5 + V3m)x e f(0)=(27+37m)x
c) f(x)=(8-3mx f) f(x)= <4m —log1 n)x

T

1.11. Dla jakich warto$ci parametru m funkcja y = f(x) jest rosnaca, dla jakich
malejaca, a dla jakich stafa?
a) f(x)=-2(m-9)x
b) f(x)=(5m—-20)x

o) f(x)= ~2/3(m + 2)x

d) f(x)=-5(3—-|m|)x
&) f(0) = ((m-2)" - m’)x
f) f(x)= —\/§’m2 - 4‘x

1.12. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
A. Funkgja f(x) = —3x jest malejaca.

B. Funkcja f(x) = ——x jest male]qca
C. Wykresy funkcji f(x) = ——x if(x)= %x sg symetryczne wzgledem osi .

D. Wykresy funkcji f(x) = ——x if(x)= lx sa symetryczne wzgledem osi x.

E. Wykresy funkgji f(x) = —3x i f(x)= 3x s3 symetryczne wzgledem osi x.
F. Wykresy funkeji f(x) = =3x i f(x) = 3x s3a symetryczne wzgledem osi y.



1. Od proporcjonalnosci prostej do funkcji y = ax

1.13. Zaznacz te cze$¢ plaszczyzny, ktdrej punkty nalezg do wykreséw funkeji
y = ax dla wspoélczynnikow a spetniajacych podany warunek.

a)a>1 caz1 e) 2<a<?2
b)0<acx<l1 d)0<a<2 ) ag<llubaz=2

1.14. Dla jakich argumentéw funkcja y = f(x) przyjmuje wartosci mniejsze od k?

a) f(x)=V5x, k=-3V5 b) f(x)=-9x, k=27n

1.15. Dziedzing funkcji y = f(x) jest zbior D. Narysuj wykres tej funkcji i opisz jej
wlasnosci.
a) f(x) = %x D= (-6;9)

b) f(x)=3x

0 fx) = —ix D = (-8; 4)

D = (—00; 2) d) flx) = éx D = (~5; o)

1.16. Dziedzing funkcji y = f(x) jest zbiér D. Narysuj wykres tej funkcji i na jego
podstawie podaj: zbidr wartosci, przedzialy monotonicznosci, najwieksze i najmniej-
sze wartosci funkgji (o ile istnieja) oraz argumenty, dla ktérych funkcja je przyjmuje.
a) f(x)=2lx] D=R O fx)=Ixl D=(-46)

b) fw=Ixl D=R-{o) & f@) = |32 D=(-90)

1. Dana jest funkcja f(x) = —mx. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

A. Funkgja f jest malejaca.

B. Wykresy funkeji f(x) = —nx i f(x) = 3,14x sa symetryczne wzgledem osi x.
C. Dla x > 1 wartoéci funkcji s3 mniejsze od —3,14.

2. Zaznacz te cze$¢ plaszczyzny, ktorej punkty naleza do wykresow funkcji y = ax

dla wspdtczynnikéw a spetniajacych podwojna nieréwnos¢ -3 < a < %

3. Wyznacz takg warto$¢ parametru m, aby wykres funkeji f(x) = (0,5 — |3 — 2m|)x
przechodzit przez punkt P = (-2, 9).

4. Dana jest funkcja f(x) = —%x o dziedzinie D = (-6; 5).

a) Narysuj wykres funkcji y = f(x).

b) Podaj warto$¢ najwieksza i warto$¢ najmniejsza funkcji y = f(x) (oile te wartoéci
istnieja) oraz argumenty, dla ktérych funkgcja je przyjmuje.

c) Dla jakich argumentow funkcja f przyjmuje wartosci wigksze od 1?

5. Dla jakich wartoéci parametru m funkcja f(x) = (Im =1= \/g)x jest malejaca?

Prosto do matury
1. P, E F
2.

3. m=41lub m=-1

4. b) brak wartosci najwiekszej, warto$¢ najmniejsza: —g dla x=5 ¢)xe(-6; -2)

5.me(—\/§+1;\/§+1)

1.13. Patrzs. 339.

1.14. a) x < -3 b) x> -3n

1.15. a) ZW = (-2; 3), f(0) =0,
funkcja rosnaca,

warto$¢ najmniejsza: —2 dla

x = -6,

warto$¢ najwieksza: 3 dla x =9,
f(x) = m ma jedno rozwigzanie
dla m € (-2; 3),

nie ma rozwigzan dla

m € (—oo; —2) U (3; 00)

b) ZW = (~o05 6), £(0) = 0,
funkcja rosnaca,

brak warto$ci najmniejszej,
warto$¢ najwieksza: 6 dla x = 2,
f(x) = m ma jedno rozwiazanie
dla m € (—o0; 6),

nie ma rozwigzan dla m € (6; o)
c) ZW =(-1; 2), f(0)=0,
funkcja malejaca,

warto$¢ najmniejsza: —1 dla x = 4,
brak warto$ci najwiekszej,

f(x) = m ma jedno rozwigzanie
dla m € (-1; 2),

nie ma rozwigzan dla

m € (—oo; —1) U (2; 00)

d) ZW = (-1; o), f(0) =0,
funkcja rosnaca,

warto$¢ najmniejsza: —1 dla

X = -5,

brak warto$ci najwiekszej,

f(x) = m ma jedno rozwigzanie
dla m € (-1; o),

nie ma rozwigzan dla

m € (—oo0; —1)

1.16. a) ZW = (0; o0),
malejgca w przedziale (—oo; 0),
rosnaca w przedziale (0; oo),
brak warto$ci najwiekszej,
warto$¢ najmniejsza: 0 dla x = 0
b) ZW = (0; o0),

malejaca w przedziale (—oo; 0),
rosngca w przedziale (0; o),
brak warto$ci najwiekszej,

brak warto$ci najmniejszej

c) ZW = (0; 6),

malejaca w przedziale (—4; 0),
rosngca w przedziale (0; 6),
warto$¢ najwieksza: 6 dla x = 6,
warto$¢ najmniejsza: 0 dla x = 0
d) Zw = (0; 3),

malejaca w przedziale (-9; 0),
rosngca w przedziale (0; 6),
brak warto$ci najwiekszej,
warto$¢ najmniejsza: 0 dla x = 0

343 I
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-

tematy 5.1, 5.2

MultiteZa

e Wykresy funkgiji liniowych

e Monotonicznosé funkgji liniowej

e Punkty przeciecia wykresu
funkciji liniowej z osiami ukfadu
wspotrzednych

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 4.2

G Generator

testéw i sprawdzianéw

2. Funkcja liniowa i je] wykres

Umiejetnosci:

¢ rysowanie wykresu funkcji liniowej opisanej za pomocag wzoru

e wyznaczanie wzoru funkcji liniowej na podstawie informaciji o funkcii lub jej wykresie
 interpretacja wspotczynnikdw wystepujgcych we wzorze funkciji liniowej

Jezeli wykres funkcji y = ax przesuniemy o b jednostek wzdluz osi y, czyli o wektor
[0, D], to otrzymamy wykres funkcji f(x) = ax +b.

74 N rh, \[\by
5 L /T <
1/ /=
A 2\ 1\

\

. / . AR

0

/ \ I\

Wrykres funkcji f(x) = ax + b przecina oé y w punkcie (0, b).

=

v

il

=
=
=

Funkcje postaci f(x) = ax + b, gdzie x € R, nazywamy funkcjg liniows.
Liczbe a nazywamy wspolczynnikiem kierunkowym tej funkeji.

Operacja dodania liczby (dodatniej lub ujemnej) do wartosci funkcji nie zmienia mo-
notonicznodci tej funkcji. Wykres przesunie si¢ rownolegle wzdluz osi y. W wypadku
funkeji f(x) = ax + b mamy zatem:

e dla a < 0 funkgcja jest malejaca,

e dla a =0 funkcja jest stala,

e dla a > 0 funkgcja jest rosngca.

Podsumowujac - funkcja liniowa jest funkcja monotoniczna.

Ponadto jesli:

° a>01i b>0, to wykres przechodzi przez I, IT i III ¢wiartke ukladu wspotrzednych,
° a>0ib<0, towykres przechodzi przez I, IIT1i IV ¢wiartke uktadu wspotrzednych,
° a<01ib>0, towykres przechodzi przez I, I1i IV ¢wiartke uktadu wspolrzednych,
° a<0 i b<0, towykres przechodzi przez II, III i IV ¢wiartke uktadu wspotrzednych.

Interpretacja wspotczynnikow a i b we wzorze f(x) = ax + b czesto pozwala na
szybkie szkicowanie wykresow funkgji liniowych oraz na czynnos$¢ odwrotng - od-
czytywanie wzoru funkeji liniowej na podstawie jej wykresu.



Przyktad €) < zad. 2.4
Naszkicujemy wykres funkgji liniowej y = f(x).

Rozwigzanie
a) f(x)= %x -4

Méwimy, ze wykresem funkcji y = ax +b (1))
jest prosta o rownaniu y = ax + b.

AV
0 7 —a= g: zmianie wielko$ci x o 3 jednostki
odpowiada zmiana wielkosci y o 2 jednostki
«—— b = —4: wykres przecina 0§ y w punkcie (0, —4)
b) f(x)=-3
yA
5 - «— a = 0: wykres jest prosta réwnolegla do osi x
X
«—— b = -3: wykres przecina 0§ y w punkcie (0, —3)
-3

Przyktad @ < zad. 2.5

Na podstawie wykresu funkgji liniowej wyznaczymy jej wzor.

Rozwiazanie

a) [ hy
1
0 g
)
\//)
b) [ N4
1
0 L X
e
)

«— zmianie wielkosci x o 1 jednostke odpowiada
zmiana wielkoéci y o 1 jednostke; a =1

«— wykres przecina o y w punkcie (0, —6); b= -6

Jest to wykres funkcji o wzorze f(x) = x —6.

«— zmianie wielkosci x o 2 jednostki odpowiada

. . -~ . . 3
zmiana wielkoéci y o -3 jednostki; a = -3

«—— wykres przecina o§ y w punkcie (0, 4); b =4

Jest to wykres funkeji o wzorze f(x) = —%x +4.

42.5. Podaj wzdr funkgeji f przedstawionej na wykresie.

a) v 9] vk Odp.:a) f(x) =x+2
b) f(x)=2x-3
T 9] f(x)=—%x+1
E 0 = 3
5 - d) flx)=—Jx-4
b) vl d) Ay
1 - - -
0 x

2. Funkcja liniowa i jej wykres 345 [

42.4. Narysuj wykres funkeji

y = f(x), wykorzystujac
interpretacje graficzng jej

wspotczynnikow.

a) y=x+2 e) y=2x+3
1 3

b)y=-3x f)y=z2x

y=-x-4 g) y=-3x-1

1 7
d)y—gx—z h)y——zx+1
Odp.:

a) 57 | A,
X
2
N
0 s
b) vk
0 =
Vi
ot
[9) YA
0 3
N
A
<
d) | [y
0 %
T 2
— ES
e) A
>
oF
/1y
A -
0 X
N 57 WY
2
. A
3
1
g) 7
\ -
X
\
\ Lo
2
h) 7A
\
\_A\
Y){
1y
0 ~
AN
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Wyznaczymy miejsca zerowe funkeji f(x) = ax +b.
ax+b=0 «— rozwigzujemy réwnanie f(x) =0
ax =-b

Jezeli a # 0, to réwnanie ma jedno rozwigzanie postaci x = —Z.

Jezeli a =0 i b =0, to rozwigzaniem réwnania jest kazda liczba rzeczywista.
Jezeli a =0 i b # 0, to réwnanie nie ma rozwigzan.

Funkgja liniowa f(x) = ax + b, gdzie x € R, ma albo jedno miejsce zerowe
(gdy a # 0), albo nieskonczenie wiele miejsc zerowych (gdy a =0 i b = 0),
albo nie ma miejsc zerowych (gdy a =0 i b # 0).

42.7. Wyznacz miejsce zerowe Przyktad e zad. 2.7
funkeji y = f(x).

a) f(x) = 5x -2 Wyznaczymy miejsca zerowe funkcji y = f(x).

b) f(x) = —%x ‘1 Rozwigzanie
=x+4 =0
o - \3 ) () =x 9 fx)
d) f(x) = Vax x+4=0 Odp.: Kazda liczba rzeczywista
¢) f(x) = —4 Odp.: x = —4 jest miejscem zerowym tej funkeji.
) f(x) = V3x-3 b) f(x)=-2x+5 d) f(x)=3
Odp.:a) x = % b) x =3 -2x+5=0 Odp.: Ta funkcja nie ma miejsc
5
Ax=v2 d)x=0 Odp.: x = > zerowych.
e) brak miejsc zerowych
f)x=13 Przyktad @) « zad. 2.9
42.9. Wyznacz punkty przeciecia Wyznaczymy punkty przecigcia wykresu funkcji y = —%x + 3 z osiami ukladu
wykresu funkgji f z osiami uktadu wspolrzednych.
wspolrzednych. : :
Rozwigzanie
a) f(x)=3x-6 - . .
Punkt przeciecia z osig y (czylidla x = 0).
b) f(x) = ~x + 31 YA
)f(x)—5x+ 5 A= (0, 3) —dla x =0 wartoé¢ y =3
&) JE2) = 7 7 Punkt przeciecia z osig x (czylidla y = 0).
d) f(x) = -V5x + 10 0= —%x +3 —— rozwigzujemy rownanie y = 0
:))]{((x)) :;) 6 x = 6, zatem szukany punkt to B = (6, 0).
x)=2x-1,

Odp.: Wykres funkeji y = —%x +3 przecina osie uktadu wspétrzednych w punktach
A=(0,3)iB=(60).

Odp a) (2; O)’ (0’ _6)
1
b) (7,0, (0.3}
c) (0, 0)
1 V5
d) (E; O), <0> E)

e) Wykres pokrywa sie z osig x.

o(40) (o)
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Przykfad e zad. 2.10 42.10. Narysuj wykres funkeji
y = f(x) iopisz jej wlasnosci.

Narysujemy wykres i opiszemy wlasnoéci funkeji f(x) = —2x + 6. !
a) f(x) = —§x+2

Rozwigzanie
Najpierw znajdziemy punkty przecigcia wykresu z osiami uktadu wspoétrzednych: b) f(x) = 2
z osig y: punkt (0, 6) >

c) flx)=3x-2
z 0sig x: punkt (3, 0) «—— rozwigzanie réwnania 0 = —2x + 6 d)) J}((x)) —4
Wriasnosci tej funkeji odczytujemy z wykresu. J Odp.:a) D =R, ZW =R,
e D=R miejsce zerowe: x = 6,
i funkcja malejaca

« ZW =R ) Jacd,

f(x) >0 dla x € (—o0; 6),
* Miejscem zerowym funkgji jest x = 3. F(x) <0 dla x € (6; c0)

[ ]
X))

b) D=R, ZW =R,
miejsce zerowe: x = 10,
funkcja rosngca,

Dla x € (3; c0) funkcja przyjmuje wartosci ujemne. f(x) <0 dla x € (—o0; 10),
f(x) >0 dla x € (10; 00)
¢o)D=R, ZW =R,

a6 2
miejsce Zzerowe: X = 5,

Funkcja jest malejaca.

[ ]
[N

Dla x € (—o0; 3) funkcja przyjmuje wartosci dodatnie.

=y

Przyktad G zad. 2.11

Narysujemy wykres funkcji f(x) = 2x — 1 o dziedzinie D = (-1; o). funkdja rosnaca

f(x) <0 dla x € <—oo; §>,

Rozwigzanie

y
f(x)>0 dla x € (%, oo)
! d) D=R, ZW = {4},
0 X brak miejsc zerowych,
funkgja stala,
—T «— punkt (-1, —3) nie nalezy do wykresu Jsa da QL

Wrykresem funkgji jest pétprosta bez punktu poczatkowego.

Przyktad o zad. 2.12 42.12. Dla jakich argumentéw
funkcja f(x) = —2x + 1 przyjmuje

Dla jakiego argumentu x funkcja o wzorze f(x) = %x -5 przyjmuje warto$¢ —2? wart on’ ci:f—(l,)O, 3,22 SR
Rozwiagzanie Odp.: f(1) = -1, f(%) =0,

%x -5=-2 «—— rozwigzujemy réwnanie f(x) = -2 f-1)=3 f <§) -

1x =3

2

x=06

Odp.: Funkeja f przyjmuje warto$¢ -2 dla x = 6.

42.11. Narysuj wykres funkcji y = f(x) o podanym wzorze i dziedzinie D.
a) f(x)=-x+1, D= (-o0; 3)

b) f(x)=x+3, D=N

c) f(x)=-2x, D=1

d) f(x) =x—4, D=(1; 6)

Odp.:

a) vk b) i 9] vk d) [ vk

N

)

e

-,

=Y

N
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42.13. Dla jakich argumentéw
funkcja f(x) = 6x + 11 przyjmuje
wartosci wieksze od —77

Odp.: x > -3

42.16. Sprawdz, ktére z podanych
punktow naleza do wykresu danej
funkciji.

a) f(x) =3x-4, A=(1,0),

B =(-2,-5), C=(2,2),

D = (0, —4)

b) f(x) = —V3x +2,
A=(v3-1), B=(0,2),
C=(-1,3), D=(1,2-V3)

Odp.:a) C,D b) A, B,D

42.17. Dla jakich wartosci m
punkt A lezy na prostej I?
a) A=(m,2m), I: y=5x+3
b)A=(m+1,13), I y=7x-1
) A=(m-2,m-1),
I y= —lx+ >

2 2
dA=(2,-2),I y=(m-3)x+4
Odp.:a) m=-1 b)ym=1
com=3 d)m=0

Przyktad 0 zad.2.13
Dla jakich argumentéw x funkcja g(x) = —%x +2 przyjmuje wartosci wieksze od 32
Rozwiazanie

1
_Ex +2>3 «—— rozwigzujemy nieréwno$¢ g(x) > 3

x< -2

Odp.: Wartosci funkgji g sa wieksze od 3 dla x < 2.

Przyktad e zad. 2.16

Sprawdzimy, czy punkty A = (\/5, 1) oraz B = (3, 2\/5) naleza do wykresu funkcji
fx) = V2x - 1.

Rozwiazanie
Punkt nalezy do wykresu funkgji, jezeli jego wspotrzedne spelniaja wzor tej funkeji.

f)=vV2x-1, A=(V2,1)
f(V2)=v2-V2-1
f(V2)=2-1=1

Odp.: Punkt A nalezy do wykresu funkgji f.
f(x)=V2x-1, B=(3,22)
f3)=~2-3-1
f3)=3V2-1+#2V2

Odp.: Punkt B nie nalezy do wykresu funkgji f.

—— w miejsce x we wzorze funkcji podstawiamy V2

«— jest to druga wspolrzedna punktu A

Przyktad @ zad. 2.17

Sprawdzimy, dla jakich wartosci m punkt A = (m — 1, 2m — 5) lezy na prostej
oréwnaniu y =3x-7.

Rozwigzanie
2m—-5=3(m-1)-7
2m-3m=5-3-7
-m=-5, czyli m=5

«—— wspdlrzedne punktu A majg spelnia¢ rownanie prostej

Odp.: Punkt A lezy na prostej o réwnaniu y = 3x -7, gdy m = 5.
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Przykfad m zad. 2.23 42.23. Wyznacz wszystkie

tosci tru m, dl
Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych wykres funkgji liniowej Ktt’)rr;csﬁl VS; lii:slef::llkr;i lir?io-

f(x) = (m—-2)x+m+7 przechodzi przez I, 111 IV ¢wiartke uktadu wspotrzednych. wej f(x) = (m - 2)x - 2(m + 1)
przechodzi przez IL, IIL i IV
¢wiartke uktadu wspolrzednych.
Odp.:m—-2<01i-2(m+1)<0,

Rozwigzanie
Warunek zadania bedzie spetniony, gdy wspotczynniki spelnia uktad nieréwnosci:

m-2<0 —— wsp6lczynnik kierunkowy ujemny
L, .. wiec m € (-1; 2)
m+7>0 «— wykres przecina o$ y powyzej punktu (0, 0)
{ m<2
m> -7

Odp..m € (-7; 2)

Przyktad @ zad. 2.25 42.25. Wyznacz wszystkie

. - . g wartosci parametru k, dla
Wyznaczymy wszystkie warto$ci parametru k, dla ktérych funkcja liniowa by ol st

f(x) = (4 - 3k)x — 1 + k jest rosnaca, a jej wykres przecina o$ y ponizej punktu )= (1-Kx—k+5 jest

M = (0, -3). malejaca, a jej wykres przecina o y
powyzej punktu A = (0, —2).
Odp.:1-k<01i-k+5>-2,
wiec k € (1; 7)

Rozwigzanie
Warunki zadania beda spetnione, gdy wspdtczynniki spetnia uklad nieréwnosci:
4-3k>0 «—— wspodlezynnik kierunkowy dodatni
{ -1+k<-3 «—— wykres przecina o$ y ponizej punktu (0, —3)

4

{—3k>—4, stad k<5

k<=2 k<-2
Odp.: k € (—o0; —2)

Przyktad @ zad. 2.28 42.28. Narysuj wykres funkgji
y = f(x) inajego podstawie

Narysujemy wykres funkcji f(x) = |x — 1| — 4 i podamy zbidr jej wartosci. el s ot Rk,

Rozwiazanie a) f(x) =|x-2|+1
Rysujemy kolejne wykresy. b) f(x) =[x +5[+2
Krok 1: = o) flx)=Ix-4/-7
rok1: g(x) =x-1 iz D d) f(x)=2|x-3]-4
(przesuniecie rownolegle prostej y = x o wektor [0, —1]) MY e) f(x) = 3x+6|+1
NV
Krok 2: h(x) = |g(x)| = |x - 1] 7 f)f(x):‘lx—1|—3
(symetria czgéci wykresu g lezacych pod osia x wzgledem tej osi) 1 & 2
Krok3: f(x)=h(x)-4=|x-1|-4 0 & X
(przesuniecie wykresu /1 o wektor [0, —4]) 3
Odp.: ZW = (—4; o0)
2.28. Odp.: <) W2l e[\ A/
a) b7\ ZW = (1; o0) 0 ’ ~ ZW = (~7; o) \ / ZW = (1; o0)
\ /
R / \/ 11/
y 1 f
- NN/ E B
0 X 1\ /
7 2 |0 3
b) y d) \\AY f) J’
- ZW = (2 ) 2 zw = (—4; o0) 1 =] ZW = (=3; 00)
f il - . K
R 0 £ 0
‘ o T R 7
N 0 X a
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42.29. Narysuj wykres funkcji
y = f(x) inajego podstawie
podaj liczbe rozwigzan réwnania
f(x) =m, gdzie m € R.

a) f(x) = |lx~5|-7]

b) f(x) = |lx=7|-2|

o) f(x)=|2x+6| -6

d) f(x) = H%-z‘ - 5‘

Odp.: a)

YA

=

0

0 rozwigzan dla m € (—oo; 0),

2 rozwigzaniadla m € {0} U (7; o0),
3 rozwigzaniadla m =7,

4 rozwigzania dla m € (0; 7)

b)

7\ y £ [i]

1

0 5 X

0 rozwigzan dla m € (—oo; 0),

2 rozwigzania dla m € {0} U (2; o0),
3 rozwigzania dla m = 2,

4 rozwigzania dla m € (0; 2)

Przyktad (@) < zad. 2.29

Narysujemy wykres funkcji f(x) = ||x + 2| — 3| ina jego podstawie podamy liczbe
rozwigzan rownania f(x) = k, gdzie k € R.

Rozwigzanie
Rysujemy kolejne wykresy.
Krok1: g(x) =x+2

«— przesuniecie rownolegle prostej y = x
o wektor [0, 2]

«— symetria czgsci wykresu g lezacych ponizej osi x
wzgledem tej osi

Krok 3: m(x) = h(x) =3 =|x+2| -3 «— przesuniecie wykresu h o wektor [0, —3]

Krok4: f(x) = |m(x)| = ||x + 2| - 3]

Krok 2: h(x) = |g(x)| = |x + 2|

«—— symetria czesci wykresu m lezacych ponizej osi x
wzgledem tej osi

Liczba rozwigzan
7h L Wartos¢ k | 200 rozwiaz
AN D réwnania f(x) = k
) 7 k € (—o00; 0) 0
] _ k=0
N 0 X
‘5( - k € (0; 3) 4
Ny 7,8 k=3 3
3
3 k € (3; o) 2

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

2.1. Wskaz punkt, w ktorym wykres funkcji f(x) = —2x + 5 przecina o$ y.

< A. (0, -5) B. (0, -2) C. (0, 2) D. (0, 5)
JA
2 - 2.2. Wskaz wzor funkcji, ktérej wykres przedstawiony v
jest na rysunku.
i A f)=2x43 L
2 _ .
= i > B. f(x) = —gx +3 0 x
3
0 rozwigzan dla m € (—oo; 0), C. fx) = 2T 3
2 rozwigzania dla m € {0} U (6; o), D. f(x) = _éx +3
3 rozwigzania dla m = 6, 2
4 rozwigzania dla m € (0; 6)
d
) 7\ > Odpowiedzi i rozwigzania
ua = == 21.D
™~ — ™~
= 1 = N 22.D
~ — ~L [ _— ~ —
0 X

0 rozwigzan dla m € (—oo; 0),

2 rozwigzania dla m € {0} U (5; o0),
3 rozwigzania dla m =5,

4 rozwigzania dla m € (0; 5)



2.3. Wskaz miejsce zerowe funkcji f(x) = 12x + 3.

A. -3 B. -1 c.t D.3

4 4

2.4. Narysuj wykres funkcji y = f(x), wykorzystujac interpretacje graficzng jej

wspolczynnikow.
a) y=x+2 c) y=-x-4 e) y=2x+3 g) y=-3x-1
1 1 3 7
b)y——zx d)y—gx—z f)y—gx h)y——1x+1
2.5. Podaj wzér funkgji f przedstawionej na wykresie.
a) b) c) d)
v v ba Ay

..

¥

1
I

=Y

0

=y

-
(=}

=Y

2.6. Zaznacz te cze$¢ plaszczyzny, ktorej punkty naleza do wykreséw funkcji
y = —x + b dla wspolczynnikéw b spelniajacych podany warunek.

2) b>1 b) 2<b<2 o [b|>3 d) Ib-2< 5
2.7. Wyznacz miejsce zerowe funkeji y = f(x).

a) f(x)=5x-2 o) f(x)=x-12 e) f(x)=—4

b) f(x)=-3x+1 d) fx) = V2x D fx)=V3x-3

2.8. Wyznacz miejsca zerowe funkcji y = f(x).
a) f(x)=l|x+5| Q) fx)=13x -4+ V2
b) f(x) = |2x - 6] d) f(x)=Ix-11-4

e) f(x)=|x+4-7

2.9. Wyznacz punkty przecigcia wykresu funkeji f z osiami ukladu wspoétrzednych.

a) f(x)=3x-6
b) f(x) = %x 4 3%

c) f(x)=-7x

d) f(x)=-V5x+ ¥_0§

e) f(x)=0
f) f(x)=2x-16

2.10. Narysuj wykres funkcji y = f(x) iopisz jej wlasnosci.

a) f(x) = —%x 12 ¢) flx)=3x-2

b) f(x) = %x 4 d) f(x) =4

2.9.

a) (2, 0), (0, —6) ) (0, 0) e) Wykres pokrywa sie z osig x.

1 1 V5 4 3
b) (_7) 0)’ (0) 35) d) (1_0) 0); <0a 1_0> f) <g) 0); (0) _1g>
2.10. a) D = R, ZW = R, miejsce zerowe: x = 6, funkcja malejaca,
f(x) >0 dla x € (—o0; 6), f(x) <0 dla x € (6; o0)
b) D =R, ZW = R, miejsce zerowe: x = 10, funkcja rosnaca,
f(x) <0 dla x € (—oo; 10), f(x) >0 dla x € (10; 00)

c) D =R, ZW = R, miejsce zerowe: x = %, funkcja rosnaca,

f(x) <0 dla x € (—oo; %) f(x)>0 dla x € (§ oo)
d) D =R, ZW = {4}, brak miejsc zerowych, funkcja stata, f(x) =4 dla x € R

) f(x)=12x-1]-5

2. Funkcja liniowa i jej wykres

23. B

2.4, Patrz s. 345.

25.a) f(x)=x+2
b) f(x)=2x-3

c) f(x) = —%x+ 1

d) f(x) = —%x —4

2.6.
a) b7

0 7
b) 7

0 3
V) vA

- =
d) SOk

0 -

2

2.7.a)x:§ b) x =3

A)x=v2 d)x=0
e) brak miejsc zerowych

f) x =3

28.a)x=-5 b)x=3
c) brak miejsc zerowych
d) x=-3,x=5
e)x=-11, x=3
f)x=-2,x=3

351 I
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212. f(1) = -1, f(%) -0,
fen=3 f(3)=—2
2.13. x > -3
214, x < 42

3
2.15. x < 2

216.a)C,D b) A, B,D

217.a) m=-1 b)ym=1
com=3 d)ym=0

2.18. m=-3

2.19. a)m——l f(x) -3x+8
b)m:— f(x) = —x+4

c)m:E, f(x) =5x+11
d)m=3, f(x)=-2x-9

2.20. k=8

2.11. Narysuj wykres funkcji y = f(x) o podanym wzorze i dziedzinie D.

a) f(x)=-x+1 D = (—o0; 3)
b) f(x)=x+3 D=N
c) f(x)=-2x D=7
d) f(x) =x—4 D=(-1;6)

2.12. Dlajakichargumentéw funkeja f(x) = —2x+1 przyjmuje wartoéci: —1,0, 3, -22

2.13. Dla jakich argumentéw funkcja f(x) = 6x + 11 przyjmuje wartosci wigksze
od -7?
2.14. Dla jakich argumentéw funkcja f(x) = —;x + 2 przyjmuje warto$ci nie-

ujemne?

2.15. Dla jakich argumentéw funkcja f(x) = 2V5x — 315 przyjmuje wartoéci

mniejsze od V/5?

2.16. Sprawdz, ktére z podanych punktéw nalezg do wykresu danej funkgji.
a) f(x)=3x-4 A=(1,0), B=(-2,-5), C=(2,2), D=(0, -4)

b) f(x)=-V3x+2 A=(V3,-1), B=(0,2), C=(-1,3), D=(1,2-3)

2.17. Dla jakich wartosci m punkt A lezy na prostej [?

a) A= (m,2m) I y=5x+3

b) A=(m+1, 13) I y=7x-1 Zapis I: y = 5x + 3 czytamy

) A=(m-2m-1) I y = _%x + g »prostal o rownaniu y = 5x +3”.
d) A=(2,-2) Ly=m-3)x+4

2.18. Wyznacz taka warto$¢ parametru m, aby wykres funkgeji f(x) = mx +3 prze-
chodzit przez punkt (2, -3).

2.19. Wyznacz warto$¢ parametru m tak, aby do wykresu funkcji y = f(x) nalezat
punkt A. Dla obliczonego m napisz wzor funkcji.

a) f(x):3mx—m+7 A=(3-1)
b) f(x) = 2x - (2m-3) A= (2% s)
o) f(x)= (7 4m)x + 11 A=(-2,1)
d) f(x) = 3(2 - 1§m> p A= (-2, -5)

2.20. Wyznacz taka warto$¢ k, aby miejscem zerowym funkeji f(x) = 2x + k byla
liczba —4.

2.11. a) y C) JEEZ d) y
1
NS NI g £
of 1 X of 1 |x f




2.21. Narysuj wykres funkcji y = —=3x + 5.

a) Wyznacz miejsce zerowe tej funkgji.

b) Sprawdz rachunkowo, czy punkty A = (1, 2) i B = (-3, —4) nalezg do wykresu
tej funkgji.

¢) Czy funkgja ta jest rosngca, malejgca czy stala?

2.22. Dana jest funkcja y = ix -2
a) Wyznacz miejsce zerowe tej funkgji.

b) Jakg warto$¢ przyjmuje ta funkcja dla argumentu ?

42 +8
5

¢) Dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci nie mniejsze od 8?

2.23. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych wykres funkcji linio-
wej f(x) = (m—2)x—2(m+ 1) przechodzi przez II, IIT i IV ¢wiartke uktadu
wspodlrzednych.

2.24. Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m, dla ktorych wykres funkgji linio-
wej f(x) = <1 - Z%m)x + m + 5 przechodzi przez I, III i IV ¢wiartke ukiadu
wspolrzednych.

2.25. Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, dla ktérych funkcja liniowa
f(x) =1 -k)x—k+5 jest malejaca, a jej wykres przecina o y powyzej punktu
A=(0, -2).

2.26. Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, dla ktérych funkcja liniowa
f(x) =(6-k)—2(k—1)x jest rosnaca, a jej wykres przecina o y powyzej punktu
K = (0, 7).

2.27. Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, dla ktérych funkcja liniowa
f(x) = (1 -2k)x — (3k — 2) jest malejaca, a jej wykres przecina o$ y ponizej punktu
M = (0, -1).

2.28. Narysuj wykres funkcji y = f(x) ina jego podstawie okresl zbiér wartosci
funkgji.
a) fx)=|x-2]+1 c) flx)=|x—-4]-7 e) f(x)=3x+6/+1

b) f)=lx+5+2  d) f(x)=2lx-3-4 D f(x):’%x—l|—3

2. Funkcja liniowa i jej wykres

221.a)x=2
3

b) A nalezy, B nie nalezy
c) malejaca

222.a) x=1,6
b) V2

c)x=>8

223. m-2<01i-2m+1)<0,
wiec m € (-1; 2)

2.24. m € (—o0; —5)

225.1-k<0i-k+5>-2,
wiec k € (1; 7)

2.26. k € (—o0; —1)

227.1-2k<0i-(3k-2) < -1,
wiec k € (1; o0)

ZW = (1; o0)




I 354 Dziat 4. Funkcja liniowa

2.29. Patrzs. 350. 2.29. Narysuj wykres funkcji y = f(x) inajego podstawie podaj liczbe rozwiazan

réwnania f(x) = m, gdzie m € R.

a) f(x)=|lx-5-7| o f(x)=|I2x + 6| -6

1

b) () = llx-71-2] & f00=[3x-2|-3]
2.30. Wykres funkeji y = f(x) 2.30. Dla jakich wartosci m wykres funkcji y = f(x) pokrywa si¢ z osig x?
pokrywa SIQ.Z 0.512} x, jesli . a) f(x)= (7 _ |m|)x o flx)= _2(m2 _ 9)x rm—_3
wspolczynnik kierunkowy prostej
i wyraz wolny s3 réwne 0. b) f(x)= (m2 - 16)x—m—4 d) f(x)=(Iml-9)x+m-3
aym=-7lubm=7
b)m=-4
c)m=3

d) Nie ma takiego m.
Prosto do matury 1. Dana jest funkcja f(x) = 12x + 3. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
1. E,F, P A. Funkgcja f jest malejaca.

B. Funkcja f przyjmuje wartosci nieujemne dla x < —i.

C. Wykres funkgji f przecina o$ y w punkcie (0, 3).

2, 7 2. Zaznacz te cze$¢ plaszczyzny, ktdrej punkty nalezg do wykreséw funkgji
) 5 ~, y = —%x+b dla wspotczynnikow b spetniajacych podwojng nieréwnosé —2 < b < %
] 0 Al
B 3. Dana jest funkcja g(x) = —2x + 3.
a) Znajdz miejsce zerowe funkgji g.
: Y o 1
3.2) x = % b) =6 ¢ x < -1 b) Jaka jest warto$¢ funkeji g dla x = 45?
c¢) Dla jakich argumentow funkcja g przyjmuje wartosci wieksze od 52
4. (-3, 0), (0, -1), (1, 0), (13, 0), 4. Wyznacz punkty przeciecia wykresu funkcji f(x) = |[x—7| - 8| — 2 z osiami
(17, 0) uktadu wspotrzednych.
5. a)[ [ 5. Dziedzing funkcji f(x) = Ex - 3‘ jest przedzial (0; 4).
’ a) Naszkicuj wykres funkgji f.
1 - b) Czy funkcja przyjmuje warto$¢ najwieksza? Jesli tak, podaj te warto$¢ oraz argu-
of 1214« menty, dla ktorych funkcja jg przyjmuje.

[5) (e, e il g5 = ) i c) Czy funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejsza? Jesli tak, podaj te wartos¢ oraz argu-
e = 4l menty, dla ktorych funkgja jg przyjmuje.

¢) tak, warto$¢ 0 dla x =2
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3. Rownanie prostej
przechodzacej
przez dwa punkty

Umiejetnosci:

° wyznaczanie rownania prostej przechodzacej przez dwa dane punkty

* wykorzystywanie wtasnosci funkciji liniowej do interpretacji zagadnien osadzonych
w kontekscie praktycznym

Przez dwa rézne punkty przechodzi dokfadnie jedna prosta. Na plaszczyznie z ukla-
dem wspétrzednych rozpatrzymy dwa przypadki.

I. Punkty wyznaczaja prosta, ktéra II. Punkty wyznaczajg prosta, ktora nie

jest prostopadla do osi x. Taka pro- jest prostopadla do osi x. Taka prosta
sta nie jest wykresem zadnej funkcji, jest wykresem pewnej funkcji liniowej,
a jej rownanie ma posta¢ x = m. a jej rownanie ma posta¢ y = ax + b.

y4 | A N\ Ay

A

1 X=

1 - N

0 X : sl |

B 0 B [*
N

Réwnanie postaci y = ax + b nazywamy réwnaniem kierunkowym prostej.

Przyktad @) « zad. 3.4
Wyznaczymy rownanie prostej przechodzacej przez punkty A i B.

Rozwigzanie

a) A=(-4,2) i B=(-4, -2) «—— pierwsze wspdlrzedne punktéw A i B sa takie same
yA
A
xX=14
5 > «— prosta jest prostopadta do osi x
B
Odp.: Prosta AB ma rOwnanie x = —4. - N
ZZ i MKP
43.4. Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez dane punkty A i B. Ltematy 53,54 J
1 1
pAZGH o BC 94-(53)  =(s13) Multitefa
b) A= (15, —2) B= (1—, —2) e) A=(-1,-12) B=(3,98) o Wykresy funkgji liniowych
_ A _ (51 _ 1 e Monotonicznos¢ funkgii liniowej
) A=(75) B=(-4-1) f)A= (25’ 3) = (1’ 12) ¢ Punkty przeciecia wykresu

funkcii liniowej z osiami uktadu
wspotrzednych

¢ \Wyznaczanie wspotczynnika
kierunkowego prostej

Odp.:a) y=4 b)y=-2 ¢ y=-2x-9 d)x=5 e)y=5x-7 f)y=3§x—5i

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.3

G Generator

testéw i sprawdziandw
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b) A=(-2,3) i B=(1, 3)

v A

Al

-

«— drugie wspolrzedne punktow A i B sg takie same

«— prosta jest réwnolegta do osi x

Odp.: Prosta AB ma réwnanie y = 3.

c) A=(-2,1)i B=(2,3)

Prosta AB nie jest prostopadia do osi x, zatem jej réwnanie ma postaé y = ax + b.

yA

-

1 . - g
«— a = -, bo czterem jednostkom wzdluz osi x odpowiadaja

dwie jednostki wzdluz osi y

«— b =2, bo prosta przecina 0§ y w punkcie (0, 2)

Odp.: Prosta AB ma réwnanie y = %x +2.

d)Az(l,—%)iB:(

Prosta AB nie jest prostopadla do osi x, zatem jej row-
nanie ma posta¢ y = ax+b, alew tym wypadku trudno
jest odczyta¢ wartosci wspolczynnikéw bezposrednio

z rysunku.
1
-—=a+b
15
3
2w
35 7
1
a+b=-—
) 15
3 9
—a+b=-—
L 7 35
1
a=-
) 3
2
b=-=
L 5

Odp.: Prosta AB ma réwnanie y = %x 2

3 9) v
7> 35

—
B

gy

[

[

9
35)

«— podstawiamy wspolrzedne punktu A w miejsce x i y

«— podstawiamy wspolrzedne punktu B w miejsce x 1 y

«— rozwigzujemy ukfad réwnan

5
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Wyznaczymy wspolczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty
A =(x,, ya) oraz B = (xp, yg), wiedzac, ze x, # xp, czyli punkty A i B nie leza
na prostej rdwnolegtej do osi y.

Prosta AB ma réwnanie y = ax +b. Aby wyznaczy¢ wspotczynnik a, rozwigzujemy

uklad réwnan
ya=Xx4-a+b
yp=xp-a+b
metoda przeciwnych wspotczynnikow.

ya=Xp-a+b
{yB_yA:xB'a_xA'a
W dalszych rozwazaniach pominiemy pierwsze réwnanie - wyznaczamy tylko
wspolczynnik kierunkowy. W drugim réwnaniu wylaczamy a przed nawias.

Y5~ Ya =a(xp—x,)
VB~ YA

XBp =X

«—— z zalozenia x, # xp

Wspotczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty A = (x4, y4)

i B= (xB, yB), gdzie x, # xp, jest rowny yB_}’A'
Xp—Xa

Przyktad @) < zad. 35

Wyznaczymy wspolczynnik kierunkowy a prostej AB, majac dane wspolrzedne
punktéw A i B.

Rozwiagzanie
a) A=(-2v3,3)iB=(25)

goYB=Ya_ 5-3 2 _1-V3_V3-1
xp=xa  2+2V3  2(1++3) 1-3 2
Odp.:a = V3ol
2
b) A=(-m7) i B=(2V13,7)
a= 2\;1_% = «— prosta AB jest rownolegla do osi x
Odp.:a=0

43.5. Wyznacz wspdtczynnik
kierunkowy prostej AB, majac
dane wspotrzedne punktow A i B.
a) A=(-2,-7), B=(-5,9)

b) A= (3% —5), B= <2% —1)
9 A= (3V7.7)
B=(V7-1,-1)

d) A=(1,V3+2), B=(-V3,3)

e) A= <4\TB, —3),

B= (—2%, 22)

f) A =(V2-3,2V2),
B=(-v3,2)

Odp.: a) —5% b) -3

0 3(2V7+5) d)2-V3

e)—%g f)2-2
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43.6. Wyznacz wspotczynnik
kierunkowy prostej AB. Napisz
réwnanie prostej.

a) A=(-V3,-8), B=(1,0)
b) A= (-% zz), B=(7, -15,5)
o A= (1-v2, -4),
B=(V8,V8+1)

2
d) A= (15,2\/5—1),
B:<\/§, 15\/3)

e) A=(V3,-1), B= <i§, 3)

62
f) A= (? —\/3), B = (0, -5)

Odp.: a) a=4(\/§—1),
y=4(\/§—1)x—4(\/§—1)
b)a=-3, y=-3x+55
Ja=1+v2 y=(1+V2)x-3
d)a:—g, y=—§x+2\/§
ea=-V3 y=-V3x+2
Ha=2(v5-1)
y=2(\/§—l)x—5

43.9. Sprawdz, czy punkty
P, M, L leza na jednej prostej.
a) P=(2,0), M = (0, -1),
L=(42)

b) P = (1, 0), M = (0, -3),
L=(2,2)

c) P=(0,4), M=(-2,0),
L=(-3,-2)

dP=(1,-1), M=(-1,7),

=3

e) P=(52V2), M =(3,0),
L=(1,-2V2)
0r=(5os1) = (3-3)
L=(1,1)

Odp.: a) nie b) nie ¢) tak
d) nie e) tak f) nie

Przyktad e zad. 3.6
Napiszemy rownanie prostej AB, wiedzac, ze A = (—2\/5, 3) i B=(2,5).
Rozwigzanie

Wykorzystamy obliczenia z przykiadu 2a.
Prosta AB ma réwnanie y = ax + b, przy czym:

- 3-1 .
a= Ve V31
Xp— Xy 2
3-1
= V3 x+b
2
V3-1 , , e
5= 7 2+b «— podstawiamy wspolrzedne punktu B w miejsce x 1 y

5=V3-1+b, czyli b=6-3

Odp.: Prosta AB ma réwnanie y = \/52_ Lx+6- V3.

Aby wyznaczy¢ réwnanie prostej przechodzacej przez dwa dane punkty, naj-
pierw poréwnujemy pierwsze wspéltrzedne tych punktow:

jesli sa one réwne, prosta ma rownanie w postaci niekierunkowe;

x=m,

jesli sg one rézne, prosta ma réwnanie w postaci kierunkowe;j

y=ax+b.

Woéweczas:

- odczytujemy wartoéci a i b z wykresu lub

- rozwigzujemy odpowiedni uktad réwnan, lub

- wyznaczamy wspoétczynnik kierunkowy prostej, a drugi wspdtczynnik ob-
liczamy, rozwigzujac odpowiednie réwnanie.

Przyktad o zad. 3.9

Sprawdzimy, czy punkty A = (-3,1), B = (-1,2) i C = (3, 5) leza na jednej
proste;j.

Rozwigzanie

Jedna z metod rozwigzywania tego zadania — sprawdzenie réwnoleglosci odpowied-
nich wektoréw - byta oméwiona wczesniej. Inng metodg jest znalezienie réwnania
prostej przechodzacej przez dwa z podanych punktdw, a nastepnie sprawdzenie, czy
wspdlrzedne trzeciego punktu spelniaja to réwnanie.
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Wyznaczamy réwnanie prostej AB.

1
{1:—3a+b {—1:—201 =2
2=-a+b 2=-a+b b=t
. . 1 5
Prosta AB ma réwnanie y = 3%t
g + g =4#5 — podstawiamy wspotrzedne punktu C
Odp.: Punkty A, B i C nie leza na jednej proste;.
Przyktad o zad. 3.15 43.15. W wannie znajduje si¢

120 litréw wody. Po wyjeciu korka
woda zaczyna wyplywaé w statym
tempie i po 30 sekundach

O godzinie 29 stan wody w rzece byl réwny 2,4 m. O godzinie 490 stan wody wynosit
juz 3,2 m. Zaktadamy, ze woda przybiera wcigz w tym samym tempie, co oznacza, ze

stan wody (w zaleznoéci od czasu) jest opisany za pomoca funkcji w = a -t + b, gdzie pozostaje jej 95 litréw. Podaj wzor
w oznacza wysoko$¢ wody w metrach, natomiast ¢ — kolejne godziny. Obliczymy, i dziedzine funkciji, ktéra opisuje,
kiedy poziom wody osiagnie stan ostrzegawczy réwny 4,4 m. ile wody znajduje si¢ w wannie po
Rozwiazanie t minutach.

Wykres tej funkcji przechodzi przez dwa podane punkty (2, 2,4) i (4, 3,2). Po pod- Odp.: f(t) = =50t + 120,
stawieniu ich wspolrzednych do wzoru otrzymujemy ukfad réwnan: te <0; 2§>

24=a-2+b

{ 32=a-4+b
Rozwigzaniem ukladu jest para liczb a = 0,4 i b = 1,6. Zalezno$¢ stanu wody od
czasu (w godzinach) ma wigc postaé:

w=04t+1,6
Aby wyznaczy¢ godzine, o ktorej woda osiagnie stan ostrzegawczy, trzeba znalez¢ taki
argument ¢, dla ktérego wartos¢ w = 4,4, czyli rozwiaza¢ réwnanie:

0,4t + 1,6 = 4,4

t=7

Odp.: Woda osiggnie stan ostrzegawczy o godzinie 7%.

W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie. L 8 8

Odpowiedzi i rozwigzania
3.1. Wskaz rownanie prostej przechodzacej przez punkty (-2, 2) i (4, —1). 3.1.C

A.y:%x+1 B.y:%x—l C.y:—%x+1 D.y:—%x—l
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3.2. D

3.3. C

34.a) y=4 b)y=-2
c)y=-2x-9 d)x=5

3 1
e) y=5x-7 f)y—3z—lx—54—l

3.5. a) —5% b) -3
c)3(2\/7+5) d)2-3

e)—15 f)2-2

12

3.6. a) a :4(\/3—1),
y=4(V3-1)x-4(V3-1)
b)a=-3, y=-3x+5,5

c)a:1+\/§,y=(l+\/§)x—3

d)a:—g, y:—§x+2\/§
e)a=-V3, y=-3x+2

f)a=2(V5-1)
y=2(v5-1)x-5
3.7.2) y=4x-1
b)y:—%x—l
c)y=12x+4

d) y=-2x+3

e) y=-3x+7

f) y=-2V3x-3

3.2. Wskaz pare punktéw, przez ktére nie przechodzi wykres zadnej funkcji
liniowe;j.

A. (3, -2) i (=3, -2)
B. (3,-2) i (-3, 2)

C. (-3,0) 1 (0,0)
D.(3,-2) 1 (3, 2)

3.3. Wskaz punkt nalezacy do prostej przechodzacej przez punkty (0, 3) i (6, 5).
A. (100, 37) B. (101, 37) C. (102, 37) D. (103, 37)

3.4. Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez dane punkty A i B.

a) A=(2,4) B=(-5,4) d) A= (5, %) B (5’ 1%)
by A= (1§ -2) B= (lg —2> e) A=(-1,-12) B=(3,8)
) A=(7.5  B=(4-1 H A= (2% 3) B= (1, —1%>

3.5. Wyznacz wspoélczynnik kierunkowy prostej AB, majac dane wspoélrzedne punk-
tow A1iB.

a) A=(-2,-7), B=(-5,9) d) A=(1, V3+2), B=(-v3,3)
b) A= (3% —5), B= (zé —1) e) A= <%§ —3), B= (—2\/5, 22)

) A=(3VI V7). B=(VI-1-1) D A=(VI-V32V2) B=(-V3,2)

3.6. Wyznacz wspdlczynnik kierunkowy prostej AB. Napisz rownanie prostej.

a) A=(-V3,-8), B=(1,0) d) A= (1% 243 - 1), B- (x/?, 12\5)

b) A= (—% 22), B = (7, -15,5) e) A=(V3 -1), B= (ﬁ, §>

6 2

o) A=(1-v2,-4), B=(V8,V8+1) A=<§,—\5>, B=(0, -5)

3.7. Wyznacz réwnanie prostej przecinajacej osie ukladu wspotrzednych w poda-
nych punktach A iB.

a) A=(0,-1) B= (i o)
b) A=(0,-1) B=(-2,0)

) A=(0, 4) B=(—,0) H A=(0,-V3) Bz(_

W | =
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3.8. Wykaz, ze prosta przecinajacg osie ukladu wspolrzednych w punktach (a, 0)

oraz (0, b)dla a # 0 i b # 0 mozna opisa¢ za pomocg réwnania . % =1
3.9. Sprawdz, czy punkty P, M, L lezg na jednej proste;j.
a) P=(2,0) M =(0, -1) L=(42)
b) P=(1, 0) M = (0, -3) L=(22)
c) P=(0,4) M=(-2,0) L=(-3-2)
dP=(L-n  M=¢L7 1=(3-2)
e) P=(52V2) M=(3,0) L=(1,-22)
1 1 3 5
0 p-(353) M-(3-3) t-v

3.10. Wyznacz brakujaca wspodlrzedna tak, aby punkty A, B, C byly wspotliniowe.

a) A=(1,2) B=(3,6) C=(-1,y)

b a=@ -0  B=(x-3) C=(-4,2)

c) A=(x,-3) B=(5,2) C=(-4-7)
d) A=(-3,-7) B=(1,1) C=(0,y)

9 A=(113) B-(-2 C=(-3,4)

) A=(V5y) B=(-1,-V5)  C=(2,3-15)
3.11. Jaki warunek musi spetniac m, aby punkty R, S, T nie byly wspotliniowe?
a) R=(-1,0) S=1(0,2) T =(m, 4)

b) R=(0, -1) S=(1,0) T =(2,m)

c) R=(0,0) S=(-1,3) T = (m, -6)

d) R=(-1,-1) §=(0,1) T=(2,m)

3.12. Sprawdz, czy istnieje taka warto$¢ k, dla ktorej punkty
A= (-12, -8), B=(-4-|2k|, -7), C = (4, -4), D = (|6k — 4], -1)
sg wspotliniowe.

3.13. Wykaz, ze punkty A = (3, —3\/5), B= (\/5, —2\/5), C= <_\/§, \/E)

nie s3 wspélliniowe.

3.14. Komputer pobiera z internetu ze stalg predkoscig plik o duzym rozmiarze.

Pobieranie rozpoczeto si¢ 0 1732 i do 1740 pobrane zostato 15% pliku.

a) O ktorej godzinie plik zostanie pobrany w catosci?

b) O ktdrej godzinie skonczyloby sie pobieranie pliku o dwa razy wigkszym rozmia-
rze, gdyby predkosc¢ pobierania byla dwa razy wigksza?

3.8.
Sposéb 1. Wspodtczynnik kierunkowy prostej jest rowny g%z = —Z, wiec prosta ma

réwnanie y = —Ex +b, czyli po przeksztatceniu s % = 1,
a a

Sposéb 2. Sprawdzamy, czy wspotrzedne danych punktéw spelniaja dane réwnanie proste;j.

3.9. a) nie b) nie ¢) tak
d) nie e) tak f) nie

3.10.a) y=-2 b)x=3
x=0 d)y=-1
e)x=6 f)y=1

311.a)m#1 b)ym=+1
com+2 dm#+5

3.12. Wyznaczamy réwnanie

prostej AC: y = ix =5,

Podstawiamy do niego

wspotrzedne punktéw B i D

i otrzymujemy uktad réwnan
k| =2 . .

{ 3k— 2| = 8’ ktéry ma jedno

rozwigzanie k = —2.
Punkty A, B, C i D sg wspolliniowe
dla k= -2.

3.13. Wskazéwka: Wyznacz
najpierw réwnanie prostej AB.

3.14. a) ok. 1825 b) ok. 1825
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3.15. f(t) = —50t + 120,
t e <0; 22>
5

3.16.

a) f() = [15-10° - 3-10%,
£20

b) 1208

c) 1610

Prosto do matury

1. P,P,P
2 y=—ix+4%
3. tak

4. k=-1lub k=§

5. ok. 902

3.15. W wannie znajduje si¢ 120 litréw wody. Po wyjeciu korka woda zaczyna wy-
plywac w stalym tempie i po 30 sekundach pozostaje jej 95 litréw. Podaj wzér i dzie-
dzine funkgji, ktéra opisuje, ile wody znajduje sie w wannie po t minutach.

3.16. Jeden z rodzajow czastek elementarnych emitowanych przez Storice to neutri-

no, poruszajace si¢ z predkoscia zblizong do predkosci §wiatla. Przyjmijmy, Ze jedno

z neutrin powstato na Storicu o godzinie 129, zmierza w kierunku Ziemi, przenika

przez nig i dalej porusza sie w przestrzeni kosmiczne;j.

a) Podaj wzor funkcji, ktora opisuje odleglo$¢ tego neutrina od Ziemi (w kilome-
trach) w zaleznosci od czasu mierzonego od godziny 1290 (w sekundach).

b) O ktérej godzinie neutrino przeniknie przez Ziemie? Podaj wynik z doktadnoscia
do 1 minuty.

c) O ktorej godzinie neutrino minie orbite Neptuna? Podaj wynik z doktadnoscig do
10 minut.

W obliczeniach przyjmij, ze predko$¢ neutrina wynosi 3 - 10° km/s, odlegtos¢ Ziemi

od Storica jest rowna 1,5 - 10° km, a odlegtoé¢ od Ziemi do orbity Neptuna jest réwna

4,35 - 10° km. Pomin érednice Ziemi.

Dane sa punkty A = (2, —-1) i B = (4, 0). Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.
. Prosta przechodzaca przez punkty A i B ma réwnanie y = %x =2

. Punkty A, Boraz C = (-4, —4) sa wspolliniowe.
. Punkty A, Boraz C = (100, 48) s3 wspdlliniowe.

O% » =

N

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty (-2, 5) i (6, 3).

3. Sprawdz, czy punkty A = <—§, —2>, B= (g

proste;j.

, 1), C= (3, 1—79> nalezg do jednej

4. Dla jakich wartosci k punkty A = (=8, -5), B=(|3k+1|, 0), C = (5, 3)

sg wspolliniowe?
5. W pewien letni poranek o godzinie 72> temperatura wynosita 22,3°C, a o godzinie

945 bylo juz 26,2°C. Zaktadajac, ze temperatura w opisywanym czasie rosta w stalym
tempie, oblicz, o ktorej godzinie temperatura przekroczyta 25°C.
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4. Rysowanie wykresow funkcji
przedziatami liniowych

Umiejetnosci:
e rysowanie wykresu funkcji wyrazonej roznymi wzorami w przedziatach
e odczytywanie wtasnosci takich funkcji na podstawie wykresu

Przyktad €)
Naszkicujemy wykres funkcji y = 2x — 1 okreslonej dla czterech réznych dziedzin.
a) x€R b) x> -1 c) x<2 d) x e (-1;2)

Rozwiazanie
Obliczmy wartoéci funkcji dla dwdch argumentow: f(-1) =2-(-1) -1 = -3 oraz
f(2) =2-2-1=3. Wykresami funkgji s3 odpowiednio:

a) prosta b) polprosta c) polprosta d) odcinek
bez poczatku
yA vA v yA

.
N

..
.5

=y
=y
=y

=y

.

J
Czesto spotykamy sie z wykresami utworzo- yh
nymi z odcinkéw. Rézne funkcje mozna ba-
da¢, przyblizajac je w przedziatach za pomo- / /
cg funkgji liniowych (zobacz rysunek obok). / /
1 T,
0 X

Nauczymy sie teraz sporzadza¢ zbudowane z odcinkéw wykresy funkeji opisanych
Za pOmocg Wzoru.

Przyktad @) « zad. 4.6, 4.7

Dziedzing funkgji f jest suma przedzialéw (—oo; 0) U (1; co0). W kazdym z prze-
dzialéw funkcja zostala okreslona inaczej: argumentom z przedziatu (—oo; 0) przy-
porzadkowuje wartosci zgodnie ze wzorem f(x) = x + 1, natomiast argumentom
z przedziatu (1; oo) wedtug wzoru f(x) = x — 1. Narysujemy wykres funkgji f.

44.7. Patrzs. 364.

-

44.6. Sporzadz wykres funkgji.

Multitea
a) f(x) = 2x+3 jia X € (—.2; -1) o) f(x) = {—Zx 1 fﬁa x € (_‘OO; 1) o Wykresy funkgji liniowych
3x-2 dla xe(l;2) 2x=3  dla x € (1; c0) « Wykorzystanie funkaii liniowej —
[ dla x € (—o0; 1) _[x dlaxe(=31) rozwigzanie zadania
o) ey = x—3 dla x € (I; 00) < f(x)_{l dla x € (1; o0)
Odp.: dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 4.4
a) 57 b) 7A <) 7k d) A
y: ( ) / 1 3 f-x) T ('x ! y:‘\ ) G Ssgv[]igrla-\?dggél;
paNaN LTl i 1/ T[] HANNANN ] N
o 1 % 0 =
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44.6. Patrzs. 363.

4.7. Odp.:
a) 7A
~ — 7: \X)
0 ™
b) yA
=fx)
0 =
i
[ L[k
\
\
y = flx
\
\
AN
[} X
d) | vk
—C 1 =i fx)

<Y

Rozwigzanie

Podang funkcje mozemy wyrazi¢ wzorem f(x) = {x +1 dla x € (=003 0)

x—1 dla x €(l; 00) °
Obliczmy wartosci funkgji f w kilku punktach.

f(2) =2-1=1 —— 2 € (1; 00), wiec wartos¢ funkgji dla x =2
. . . obliczamy ze wzoru f(x) =x -1
_ 1 -2 1 . . s . _ 1
f(—5> =73 +1 > — 5 € (—o0; 0), wigc wartos¢ funkeji dla x 5
obliczamy ze wzoru f(x) =x+1
f(0)=0+1=1 «—— 0 € (—o0; 0)
f)=1-1=0 —1e(1; )
Liczby z przedzialu (0; 1) nie nalezg do dziedziny tej i

funkcji. Fragment wykresu odpowiadajacy argumen-
tom z przedziatu (—oo; 0) jest potprosta; fragment od-
powiadajacy argumentom z przedziatu (1; oo) tez jest
potprosta. Wykresem funkcji y = f(x) jest wigc suma
dwoch potprostych.

Przyktad e
Podamy dziedzine i narysujemy wykres funkcji f(x) = |x|.

=Y

Rozwiazanie
Jedli przyjmiemy, ze g(x) = x, to f(x) = |g(x)| i wykres funkgji f otrzymamy,
korzystajac z wczesniej poznanych regul. Mozemy tez postapic inaczej.

x dlax>0

-x dla x<0
Dziedzing funkcji f jest zbior liczb rzeczywistych R. yh
Fragment wykresu odpowiadajacy argumentom z prze-
dzialu (—oo; 0) jest pdlprosta bez poczatku (0, 0);
fragment odpowiadajacy argumentom z przedzialu i =y
(0; o0) jest polprostg o poczatku (0, 0). Wykres tej funk- 0
cji jest wiec suma dwdch poélprostych jak na rysunku.

Przykiad @) « zad. 46,47
Wyznaczymy dziedzine i narysujemy wykres funkeji f(x) = {

Zapiszmy wzr funkeji f w nastepujacej postaci: f(x) = {

[N

1 ]

-2 dla x € (-3; 1)

x dla xe(1;3) °
Rozwiazanie

Dziedzing funkgji jest suma (-3; 1) U (1; 3) = (-3; 3). 7
Skoro 1 € (1;3), to f(1) = 1. Ma to swoja ilustracje na
wykresie w postaci zamalowanego koteczka odpowia-
dajacego punktowi o wspotrzednych (1, 1) i pustego
koéteczka odpowiadajacego punktowi o wspétrzednych

(1, -2). [

y Efx)

N

=Y

44.7. Sporzadz wykres funkgji.
—lx dla x € (—o0; —-3)
3 2 dla x € (-4; -3)
c) f(x) =4 -2-4x dla x € (-3;0)

a) f(x) = §x+z dla x € (~3; 6)
2x—2 dla x € (0; 2)

—%x+7 dla x € (6; c0)

x+2 dla x € (—o0; —1)

b) f(x) = {0 dla x = -1
x—2 dla x € (-1; 00)

2 dlax=-1
d) f(x) =1 -x dla xe(-1;1)
-1 dlax=1
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Przyktad @) < zad. 4.6, 4.7 44.6.,4.7. Patrzs. 363, 364.
Wyznaczymy dziedzine i narysujemy wykres podanej funkgji.
-3 dla x € (—o0; -2)
fx)=1x-1 dla xe(-2;2)
2 dla x € (2; o0)

Rozwigzanie

Dziedzing funkgji f jest suma trzech przedzialéw réwna zbiorowi liczb rzeczywi-
stych R. W pierwszym i ostatnim z podanych przedziatéw funkcja f jest stata. Spraw-
dzamy, jaka wartos¢ funkcja f przyjmuje dla x = -2.

f(=2)=-2-1=-3
Zwrdoémy uwage, ze w punkcie x = -2 puste kotecz- yh
ko z lewej strony naklada si¢ na zamalowane kotecz- ,
ko z prawej strony. Inaczej jest dla argumentu x = 2. 1
Z lewej strony wykres ,,dochodzi” do pustego kéteczka 0 -
w punkcie (2, 1), a z prawej zaczyna sie zamalowanym yEfx)
koéteczkiem w punkcie (2, 2).
Przyktad o zad. 4.11 3 dla x = —2 44.11. Narysuj wykres funkgji.
Narysujemy wykres i opiszemy wilasnosci funkeji f(x) = 4 2x+1 dla x € (=2; 1). ~2x-6 dlax<-2
. _ _ 1 dla x =1 fx) = x dla -2<x<1
ozwigzanie -3x+4 dlal<x<2
Pierwsza i ostatnia linia wzoru funkcji oznaczajg, ze do wykre- sh | x—4 dla x >2
su nalezg punkty (-2, —=3) i (1, 1). Pozostala czes¢ wykresu sta- y £ %) Na podstawie wykresu ocen, ktére
nowi odcinek bez koncéw. Punkt (-2, —3) jest akurat jednym 1 zdania s3 prawdziwe, a ktore
z koficéw odcinka (2 - (-2) + 1 = —3), natomiast punkt (1, 1) 5 - falszywe.
nie ma tej wlasnoéci (2-1+1 =3 # 1). A. Funkcja f przyjmuje wartos¢
Wzér funkeji f mozna zatem zapisaé kroce;. najmniejszg réwng -2 dla
dwoch argumentow: x = -2,
f(x):{2x+1 dla x € (-2; 1) =2
1 dla x =1 B. W przedziale (=2; 1) funkcja f
‘s . jest rosngca.
\.ngsrio;az 'fu1n>kCle ‘,{/ :_ o) C. J\/\/przeda;iale (2; o0) funkgcja f
> b - e jest rosnaca.
¢ ) =0 dlax=—3, f(x)>0 da x ¢ (-%; 1>, F(x) <0 dla x e <—2; —%) D. W zbiorze {~2; 1) U (23 oo)

funkcja f jest rosnaca.

E. Funkcja f przyjmuje warto$¢
najwieksza rowna 1 dla
argumentu x = 1.

F. Dla x € <0; %) funkcja

° f nie przyjmuje wartosci najwiekszej,

f przyjmuje warto$¢ najmniejszg rowna -3 dla x = -2,
° f nie jest monotoniczna, ale w przedziale (-2; 1) jest rosnaca,
réwnanie f(x) =m ma 0 rozwigzan dla m € (—oo; —3) U (3; c0),
1 rozwigzanie dla m € (-3; 3) — {1}, 2 rozwigzania dla m = 1.

przyjmuje wartosci dodatnie.
G. Dla

x € (—o0; —3)U<O; %)U(4; o)

funkcja przyjmuje wartosci

dodatnie.
Odp.: 7A

1
S

prawdziwe: A, B, C, F, G,
falszywe: D, E
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44.13. Patrzs. 369.

Odpowiedzi i rozwigzania
4.1. A

4.2. C

4.3. C

Przyktad e zad. 4.13

W pewnym panstwie przyjeto nastepujace zasady placenia podatku dochodowego:
° obywatel, ktorego roczny dochodd nie przekracza 1000 euro, nie placi podatku,
° obywatel, ktérego roczny dochédd przekracza 1000 euro, placi podatek w wysokosci
20% swojego dochodu pomniejszonego o 1000 euro.
Na przyklad podatek nalezny od dochodu w wysokosci 5000 euro wynosi:
20% - (5000 — 1000) = 800 (euro)
Podamy wzor i naszkicujemy wykres funkcji opisujacej podatek p, ktory nalezy za-
placi¢ od dochodu w wysokosci d euro.

Rozwigzanie
Funkcje mozna okresli¢ za pomocg wzoru:

(d):{o dla 0 < d <1000 ‘
P 0,2(d - 1000) dla d > 1000 Pl
czyli ol
p(d):{o dla 0 <d <1000 200 ————
0,2d =200 dla d > 1000 0| 200 1000 d

W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.
. 1 .. .. _[=x+1 dla x € (-00; 0)
4.1. Wskaz zbidér wartosci funkeji f(x) = {x “2 dlaxe {0 00)
A. (-2; o) B. (-o0; 1) C. (-00; =2) U {15 00) D.R

4.2. Dana jest funkcja f(x) = —\17x + V33 dla x € (~119; —118). Wskaz zdanie
prawdziwe dotyczace tej funkgji.

A. Funkgja f przyjmuje warto$¢ najwigkszg i przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

B. Funkgcja f nie przyjmuje wartosci najwigkszej i przyjmuje warto$¢ najmniejsza.
C. Funkgcja f nie przyjmuje wartosci najmniejszej i przyjmuje warto$¢ najwieksza.
D. Funkgcja f nie przyjmuje wartosci najwiekszej ani warto$ci najmniejszej.

4.3. Wskaz wzor funkgji, ktéra ma miejsce zerowe.

A. f(x)=x+3 dla x e (-1;4) C. f(x)=3x-6 dla x € (-2; 2)

B. f(x) =-2x-11 dla x € (-o0; =6) D. f(x) = V3x dla x € (0; o0)

4.4. Narysuj wykres funkeji g o podanej dziedzinie D.

a) g(x)=x-1, D=(-2;2) c) g(x)=-2x+5, D=(-1;2)U(3;5)

b) g(x)=2x-2, D=(-00;0) U(l300)  d) glx)=1x+2 D=(-005-9)U (3:6)

4.4. a) 57 b) 7 o[ Iyk

-

[%S]

=Y

-

=Y

d) vk

A

iR

=Y
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4.5. Okredl dziedzine i wzor funkcji, ktorej wykresem jest podany zbior.

a) odcinek o koncach (0, 1)i (1, 6)

b) odcinek o konicach (1, -1)i (2, 2)

c) polprosta réwnolegta do osi x o poczatku w punkcie (-3, 3) i przecinajaca o$ y

4.6. Sporzadz wykres funkcji.

_[2x+3 dlaxe(-2-1) _[-2x+1 dla x € (-o0; 1)
A S® =132 dlax e 2) 2 f(x)‘{zx—3 dla x € (1; oo)
_[-2 dla x € (—o0; 1) _[x dlaxe(=31)

b)f(x)__x—3 dla x € (1; o0) d)f(x)_{l dla x € (1; o0)

4.7. Sporzadz wykres funkcji.

—lx dla x € (—o0

3 + =3 dla x € (~4; -3)
a)f(x)=<§x+z dla x € (-3 6) ¢ f(x)= -2 4x dla x € (=3; 0)

1 2x -2 dla x € (0; 2)
—5x+7 dla x € (6; o0)

[(x+2 dla x € (—o0; —1)

b) f(x)=40 dla x =-1

| x -2 dla x € (-1; o0)

dla x=-1
—x dla x € (-1; 1)
dla x=1

d) f(x) =

4.8. Podaj wzér funkcji przedstawionej na wykresie.

a) A c) Vi
0 x 0 x
b) yA d) v

=y

=

4.9. Sporzadz wykres funkgji i na jego podstawie okresl monotonicznosé¢ funkcji.

2 f(%) {2x+1 dla x <2 0 (x)z;—x—z dla x <5

3x—1 dlax>2 g 2x+3 dlaxz5

dla x <1 1 dla x<0,5
b) h d = ’
) hx) = { —5x+2 dlax>1 ) 2(x) {2 dla x > 0,5
4.8. 2 dl € ( 3) 2 dl ( 3) U (35 o0)
a x =@ = _ a X € (—oo; — ; 00
DO =112 dia x e (=3; 00) ©) fx) = {—x dla x € (~3; 3)
1 dla x € (—o0; 1)
dl —00; 2 X+
CECES B & f(x) = {—x—l dla x € (-1; 1)
4.9 ’ x—3 dla x € (1; o0)
a) [ 1y b) [y <) 17\ d) 57
/ =R 0 ™ yE=2®)
0 3 =|g(x) =
0 X
Y=
0 F \\ niemalejgca
\
S nierosnaca

malejaca

45.a) D=(0; 1), y=5x+1
b) D=(1;2), y=3x—-4
¢)D=(-3;00), y=3

367 I

4.6.
a) 9)
JA Ji
:f X
Y= 1/
0 > 0 >
b) d)
7 b7\ B
1y =1 YEL0)
0 > >
4.7. a) §7%
T
— (A
~ - YEJX)
0 3
b) b7
= flx)
0 ]
¢
o LT [74
\
\
y = flx
\
\
e >——
EEEEINAEN
) X
d) [ vk
B = flx)

<Y
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410.a)a=-2,b=4 4.10. Wyznacz wspolczynniki a, b w taki sposob, aby podany wzdr okreslat funkeje
b)a=50b=1 przedstawiong na rysunku.
cJa=-7,b=3 dl <3 —-2x+a dla x € (—oo0; —2)
d)a=2b=2 a) f(x)={z ) dlax\‘3 Q) f(x)={3x+b dla xe(-20)
X+ ax>- —2x+b dla x € (0; )
v v
y=fx) y=fx) [
NN IR
0 x /
—x+a dla x>3 ax+10 dla x € (—oo; —4)
D) f()=91 b dla x<3 d) fx)=10 dla x € (—4; 2)
3 2x—-b dla x € (2; 00)
v yA
yEfx) y+fix)
1 / 1
— x i .
0 N\ 0 X
4.11. 57 4.11. Narysuj wykres funkgji.

-2x-6 dla x<-2

-

=Y

la -2 <1
fx) = X dla <x

-3x+4 dlal<x<2

prawdziwe: A, B, C, F, G,
falszywe: D, E

x—4 dla x >2
Na podstawie wykresu ocen, ktére zdania sg prawdziwe, a ktore falszywe.
A. Funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza rowna —2 dla dwdch argumentow:
x==2, x=2.
. W przedziale (-2; 1) funkcja f jest rosnaca.
. W przedziale (2; oo) funkcja f jest rosngca.
. W zbiorze (-2; 1) U (2; oo0) funkcja f jest rosnaca.
. Funkcja f przyjmuje wartos¢ najwickszg rowna 1 dla argumentu x = 1.

m Mg oW

Dla x € (0; %) funkcja przyjmuje warto$ci dodatnie.

o

.Dla x € (—o0; -3) U (0; ;—1) U (4; oo) funkcja przyjmuje wartosci dodatnie.
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4.12. Sporzadz wykres funkcji i na jego podstawie okre$l monotoniczno$¢ funkcji.

3x -1 dla x<1 5 dla x < -2
a) f(x)=142x dla1<x<3 c) f(x)=12 dla -2<x<0
x+3 dlax=3 1 dlax=>0
—5x-7 dla x<-1 x+1 dla x<-3
b) f(x)=49-x-3 dla-1<x<2 d) f(x)=92x+5 dla -3<x<1
2x-1 dla x>2 3x+5 dlax=1

4.13. Przyjrzyj si¢ propozycjom rozwigzan podatkowych przedstawionym przez
trzy partie polityczne.

partia A| ® Kazdy obywatel placi podatek w wysokosci 20% swojego rocznego dochodu.

partia B | ® Kazdy obywatel, ktérego roczny dochdd nie przekracza 5000 zi, nie ptaci
podatku.

* Kazdy obywatel, ktérego roczny dochéd przekracza 5000 z1, placi podatek
w wysokosci 25% swojego dochodu pomniejszonego o 5000 zt.

partia C| ® Kazdy obywatel, ktorego roczny dochéd nie przekracza 10 000 zi, placi
podatek w wysokosci 20% swojego dochodu.
¢ Kazdy obywatel, ktorego roczny dochéd przekracza 10 000 z1, ptaci podatek

w wysokosci 30% swojego dochodu.

a) Pordwnaj, jaki podatek nalezy zaptaci¢ od rocznego dochodu w wysokosci
20000 zt wedlug kazdej z przedstawionych zasad.

b) Podaj wzory funkgji A(x), B(x), C(x), ktére rocznemu dochodowi x podatnika
wyrazonemu w zl przyporzadkowuja nalezny podatek.

¢) Naszkicuj w jednym uktadzie wspétrzednych wykresy funkcji A(x), B(x), C(x).

d) Dla jakiego rocznego dochodu propozycja partii B jest bardziej oplacalna dla po-
datnika niz propozycja partii A?

4.14. Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkcji
_[2x+1 dla x€(-3;2)
fx) = {—x+7 dla x € (2;5)
sporzadz wykres funkcji g(x) = |f(x)|. Odczytaj z wykresu warto$¢ najmniejsza
i warto$¢ najwieksza funkcji g oraz argumenty, dla ktérych funkeja je przyjmuje.

4.15. Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkcji
-3 dla x < -1
f6) = {x—2 dla x> -1’
sporzadz wykres funkeji g(x) = | f(x)|. Odczytaj z wykresu przedzialy monotonicz-
nosci funkgji g.

4.13. a) A: 4000 zt B: 3750 z C: 6000 z1 b) A(x) = 0,2x dla x > 0,

B(x) = 0 dla x € (0; 5000) Clx) = 0,2x dla x € (0; 10000)
~ 1 0,25(x —5000) dla x € (5000; 00)’ ~10,3x dla x € (10000; oo0)
) [ | Altyslzl]
0 !
’ EX0E) =B L
LT 1
A A1y = A(x)
L~
A
! 7
L1
%
1 4/ /
I 5
0 10 20 30 40 [ Sle

d) do 25000 zt

4.12.
a) yh
= flx)
11/ _
0 X
/
rosngca
b) \ vk
\
\ -
\[0 x
= flx)
malejaca
[ i
=/f(x)
0 ~
nierosngca
d) 17\
/
y=[f(x)
0 >
rosngca
4.14. 7k
g
0 ES

i 8. 1
warto$¢ najmniejsza: 0 dla x = -

najwieksza: 5dla x = -3 lub x =2

4.15. b7\

1
S

0 X

stata w przedziale (—oo; —1),
malejgca w przedziale (-1; 2),
rosngca w przedziale (2; oo)
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4.16. 7

o
M

4.17. AT

D =R, ZW = (-1; 3);

miejsce zerowe: 2;

f(x) >0 dla x € (—o0; 2)U(3; 0),
f(x) <0 dla x € (2; 3);

stala w kazdym z przedzialow
(=005 =1) i (3; o0),

malejaca w przedziale (—1; 3);
warto$¢ najwieksza: 3 dla

x € (—o0; —1) U (3; 00),

warto$¢ najmniejsza: —1 dla x = 3;
f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla

m € (=o0; —1) U (3; o),

1 rozwigzanie dla m € (-1; 3),
nieskonczenie wiele rozwigzan dla
m=3

Prosto do matury

1. F FF
3- }/‘
JSESE)
0 £l
T
4 b7} Ii
]
= flx)
0 3

Funkgja nie jest monotoniczna.

5.a=-,b=4

N | =

-x-2 dla x<1
2x-3 dlax>1
sporzadz wykres funkeji g(x) = |f(x)|. Odczytaj z wykresu, dla jakich wartosci m
réwnanie g(x) = m ma dwa rozwigzania.

4.16. Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkcji f(x) = {

—x+2 dla|x-1/<2
3 dla |x-1]>2°
wykresu podaj dziedzine, zbidr wartosci, miejsca zerowe funkgeji, przedzialy, w kto-
rych funkcja przyjmuje wartoéci dodatnie i w ktérych ujemne, przedzialy mono-
toniczno$ci, warto$¢ najwicksza i warto$¢ najmniejszg oraz okredl liczbe rozwigzan
réwnania f(x) = m w zalezno$ci od wartosci parametru .

4.17. Sporzadz wykres funkcji f(x) = { Na podstawie

1
1. Funkcja f wyrazona jest wzorem f(x) = P dla x < 2

2x-2 dlax>2
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Funkgja f jest rosnaca.
B. Funkcja f ma dwa miejsca zerowe.

C. Najmniejszg wartoscig funkcji f w przedziale (1; 2) jest g

2. Sporzadz wykres funkcji f(x) = —%x +4 dla x € (=6; 0) U (3; c0).

3. Sporzadz wykres funkgji, ktora kazdej liczbie rzeczywistej x mniejszej od 4 przy-
porzadkowuje polowe liczby przeciwnej do x, a kazdej liczbie rzeczywistej nie mniej-
szej od 4 przyporzadkowuje liczbe o 2 mniejsza od polowy x.

4. Sporzadz wykres funkgji f i na jego podstawie okresl monotoniczno$¢ funkeji.
et dlax<1
2 2

=ll dla 1<x<4

5x -7 dla x>4

5. Wyznacz wspoélczynniki a, b we wzorze funkeji f w taki sposob, aby wzor okreslat
funkcje przedstawiong na rysunku.

Jx) =

yA
ax+b dla x € (—o0; —4) yEf)
f(x) =4 —ax dla x € (—4; 2) 1
dax-b-1 dla x € (2; 00) 5 -
2 57
~_[JFEN
0 B —%




5. Réwnanie prostej w postaci ogdlnej 3771

5. Rownanie prostej
w postaci ogolnej

5.5. Odp.:
a
Umiejetnosci: ) &
e opisywanie zbioréw punktéw na ptaszczyznie kartezjanskiej "
° zapisywanie réwnania prostej w postaci ogélnej 5 -
Wprowadzenie ukladu kartezjanskiego na plaszczyznie pozwala na opisywanie roz-
nych zbioréw punktow tej plaszczyzny za pomoca roéwnan badz nieréwnosci. b) i
Przyktad @) « zad. 5.5 '
Zaznaczymy w ukladzie wspdtrzednych dane zbiory. . *
Rozwiazanie
a) A={(x, y): x,y€Riy= lx} Zapis x, y € R jest skréconym zapisem ((( ))) o)
2 warunkux € Ri y € R.
7 FLE
2 -
1 —4‘} z
3 LTl
1 ) y
Réwnanie y = 7% opisuje prosta przechodzaca przez poczatek uktadu wspot- 0000008
rzednych. !
0 £3
b) B={(x, y): x,yeRi-1<y<2}
vA
yE= €) YA
0 3 1
yET! o 1%
Zbidr B jest pasem rownoleglym do osi x. f
b7
o C={(x,y): x,yeRix<0iy>0}
y -
of 1 [
0 % AR b/ 1
Zbior C tworzg punkty II éwiartki uktadu wspétrzednych. ;
0 £
45.5. Zaznacz na plaszczyznie kartezjanskiej podany zbior. h) JL A L
a) A={(x, y): x,yeRi-1<x<2} = =
b) B={(x, y): x € (-2;2) i y=—x} N -
)C={(x, y):x>01i-1<y<3} 0 >
d)D={(x,y):x€ZiycZ} ’ )
e)E={(x,y):x,yeRix<liy=1-x}
f) F={(x, y): x € (-3 1) i y € (~2; 4)} tematy 5.3, 5.4 J
g) G={(x, y): Ix| <4 i y=Ixl}
h) H = {(x, V): lxl <9 y= \/W} Multitefa

* Wykresy funkgiji liniowych
dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 4.5

G Generator

testéw i sprawdzianéw
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d) D={(x, y): x,ye Ri-1<x<2i-1<y<2}

v

1..

o 1 Y
Zbiér D jest kwadratem.

e) E:{(x,y): x,yeRiy:\/i}

Do narysowania tego zbioru potrzebne jest dodatkowe zalozenie, ze x > 0.

-

Oli X

Zbior E jest wykresem funkeji y = +/x.
J

Uktad wspoétrzednych na plaszczyznie pozwala na opisanie (w postaci réwnania lub

nieréwnosci) zaleznosci miedzy zmiennymi x i y. Jezeli ktoras ze zmiennych nie wy-

stepuje w takim opisie (czyli wspdtczynnik przy tej zmiennej jest rowny 0), to przyj-
mujemy, Zze moze mie¢ dowolng wartos$¢ rzeczywista.

Zastanowmy si¢ teraz, jaki zbiér punktéw jest wyrazony réwnaniem ax + by = ¢

z niewiadomymi x, y w zaleznosci od warto$ci wspélczynnikéw a, bi c.

° Gdy a =b=c=0, toréownanie 0x + 0y = 0 przedstawia calg plaszczyzne, bo
jest spetnione przez kazda pare liczb (x, y) — czyli kazdy punkt plaszczyzny jest
opisany za pomoca tego rownania.

°* Gdy a=0, b=01i c#0, toréwnania Ox + 0y = ¢ nie spelnia Zadna para liczb
(x, ), mozemy powiedzie¢, ze takie rownanie opisuje zbior pusty.

° Jezeli b # 0, to zréwnania ax + by = ¢ mozemy wyznaczy¢ zmienng y.

=24k
VI

Niezaleznie od warto$ci wspdtczynnikow a i ¢ to réwnanie jest wzorem funkeji li-
niowej zmiennej x i opisuje prosta, ktdra jest wykresem tej funkcji na plaszczyznie.
e Jezeli b =0 i a # 0, to wrdéwnaniu ax = ¢ zmienna y moze przyjmowac
dowolng wartos¢ rzeczywistg. Rownanie to mozemy przeksztalci¢ do postaci:
[

x=-
a

Takie rownanie opisuje zatem na plaszczyznie prosta prostopadly do osi x, ktéra
oczywiscie nie jest wykresem zadnej funkeji zmiennej x.



5. Rownanie prostej w postaci ogolnej

Réwnanie ax + by = ¢ o zmiennych x i y opisuje:
calg plaszczyzne, gdy a=b=c =0,
zbidr pusty,gdy a=b=01i c #0,
prosta, gdy a i b nie s3 jednocze$nie rowne 0.

Réwnanie ax + by = ¢, gdy aib nie sg rownoczesnie réwne zero, czyli rownanie
liniowe z dwiema niewiadomymi, nazywamy réwnaniem prostej w postaci ogolnej,
natomiast rownanie y = ax + b rownaniem kierunkowym proste;j.

Réwnanie prostej w postaci ogdlnej czesto bedziemy zapisywaé w postaci

ax + by — ¢ = 0 (wszystkie wyrazy po jednej stronie réwnania przyréwnane do ze-
ra), a zalozenie, Ze a i b nie s3 rownoczesnie rowne zero - w rbwnowaznej postaci
a’+b> #0.

Moéwimy réwniez, ze wykresem réwnania liniowego z dwiema niewiadomymi lub
jego interpretacjg geometryczng na plaszczyznie kartezjanskiej jest prosta.

Przyktad @ < z2d. 5.6
Przeksztalcimy dane réwnanie prostej z postaci ogoélnej do postaci kierunkowe;j.
Rozwigzanie

a) 2x—y-3=0 b) x+3y-4=0

-y =-2x+3 3y=-x+4
y=2x-3 yz—%x+é—3L

Przyktad e zad. 5.8

Przeksztalcimy dane rownanie kierunkowe prostej do postaci ogolne;j.

Rozwiagzanie

a) y=15x-3
~V5x+y+3=0

«— wystarczy przenie$¢ wszystkie wyrazy
na jedng strone i uporzadkowa¢ ich kolejnos¢

3 1

b) y=-gxts
Zx+y—%=0
3x+4y-2=0

«—— jezeli zalezy nam na catkowitych wspétczynnikach,
to obydwie strony réwnania mnozymy przez 4

J

Zauwazmy, ze rownanie danej prostej w postaci ogélnej mozna zapisa¢ na nieskon-
czenie wiele sposobow (jedne réwnania powstaja z innych przez pomnozenie przez
liczbe r6zng od zera). Natomiast jezeli prosta ma roéwnanie w postaci kierunkowej,
to jest ono tylko jedno.

45.6. Przeksztal¢ rownanie
prostej z postaci ogdlnej do postaci
kierunkowej, jesli to mozliwe.
a)x—-y=0

b) x-3y+2=0

c)2y-7=0

d)2x-5=0

e)2x-2y+1=0
f)x+2y-4=0

Odp.:a) y = x
1 2

b)y—§x+§
1

c)y—35

d) Nie ma réwnania w postaci
kierunkowej.

e) —x+i
y=x%3
ﬂy:—%x+2

45.8. Przeksztal¢ réwnanie
prostej z postaci kierunkowej do
postaci ogolne;j.

a) y=2x-5
b)y:§x+5
) y=-x

2 3
d)y——;x+ﬁ
e)y:—§x+1

2

f)y:gx—z

Odp.:a) 2x—y—-5=0
b) 2x-3y+15=0
c)x+y=0
d)4x+14y-3=0
e)x+3y-3=0

f) 2x—5y-10=0

373 I
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45.9. Sprawdz, czy oba réwnania
opisuja te sama prosta.
a)2x—-y+3=0, 2x+y-3=0
b)x+3y-2=0, x-3y+2=0
c)3x+7y—-2=0,
—6x—-14y+4=0
d)3x+6=0,2y+4=0

e) 2x+4y—-10 =0,
3x-6y+15=0
f)2x—y+3=0,4x-2y+6=0
Odp.: a) tak b) nie c¢) tak
d) nie e) tak f) tak

45.11. Wyznacz punkty
przeciecia prostej z osiami ukfadu
wspotrzednych i narysuj te prosta.
a)x+y-3=0
b)2x-y-2=0
c)3x+7y-21=0

d) 2x-5y+10=0
e)2x-y-V2=0
f)2x+y+2=0

Odp.: a) (0, 3), (3, 0)

b) (0, -2), (1, 0)

c) (0, 3), (7, 0)

d) (0, 2), (5, 0)

e) (0, -v2), (ﬁ, 0)

2
f) (07 _2)’ (_1’ 0)

Przyktad o zad. 5.9

Sprawdzimy, czy réwnania 26x - 65y +91 =0 i —0,4x + y — 1,4 = 0 opisujg rézne
proste.

Rozwigzanie

Jezeli kazde z réwnan zapiszemy w postaci kierunkowej, to z pierwszego otrzymamy
—65y = =26x — 91, czyli y = gx + %, y = %x + g, azdrugiego y = 0,4x + 1,4.
Obydwa réwnania sa wiec rGwnowazne i opisuja te sama prosta.

To samo zadanie mozna rozwigza¢ krécej: pomnozy¢ obydwie strony drugiego réw-
nania przez brakujacy wspétczynnik przy y, czyli przez —65, i sprawdzi¢ wartosci
pozostatych uzyskanych w ten sposob wspotczynnikow.

J

Do narysowania prostej wystarczy zna¢ polozenie dwoch punktdw, ktore do niej na-
leza. Latwo jest wyznaczy¢ punkty przecigcia prostej z osiami uktadu wspoétrzednych,
zwlaszcza gdy réwnanie prostej jest dane w postaci ogdlne;.

Przyktad e zad. 5.11
Wyznaczymy punkty przecigcia prostej o rbwnaniu 2x -3y +6 = 0 z osiami ukfadu
wspdlrzednych i narysujemy te prosta.

Rozwigzanie
Aby wyznaczy¢ punkt przeciecia prostej z osia x, rozwigzujemy ukltad réwnan:
{ 2x-3y+6=0

y=0 «— kazdy punkt osi x ma wspdlrzedng y =0
2x+6=0 x=-3
y=0 y=0

Punkt przeciecia z osig x ma wspétrzedne (-3, 0).
Aby wyznaczy¢ punkt przeciecia prostej z osig y, rozwiazujemy uklad réwnan:
{ 2x-3y+6=0

x=0 «— kazdy punkt osi y ma wspolrzedng x = 0
{ -3y+6=0 A
x=0 N
s %a
x=0 ‘ 1
Punkt przeciecia z osig y ma wspolrzedne (0, 2). o
~ 0 x

Odp.: Punkty przeciecia prostej z osiami to (=3, 0) i (0, 2).



Przyktad @) < zad. 5.13 7 o
Narysujemy prostg o podanym réwnaniu. —
a) 2x-3=0 1 t

Jest to prosta x = % prostopadla do osi x, przecinajaca ja

w punkcie (;, 0).

=y

b) 2y+1=0 Ay
Jest to prosta y = —% réwnolegta do osi x, przecinajaca o$ y

w punkcie (0, —%) 0

-

o| =y

2y+ 1 5

Przyktad @) < zad. 5.14

Narysujemy zbidr punktéw opisany za pomoca podanego réw- vk

e
nania. 7$77ﬁ;i
a) (x+3)2x-y+3)=0 b) [x+2|+|y-5/=0 I

fad A

Rozwiagzanie

a) (x+3)2x—-y+3)=0, czyli: -
x+3=0 lub 2x-y+3=0
x=-3 lub y=2x+3

-

Odp.: Szukanym zbiorem jest suma dwdch prostych.

b) [x+2|+|y-5=0 — lal + |b| = 0 wtedy i tylko wtedy, vk
x+2/=0 i |y-5=0 gly a=01b=0 (+2/5)
x=-2 i y=5

Odp.: Szukanym zbiorem jest punkt (-2, 5).

-

Y=

Przyktad @) < zad. 5.15

Opiszemy za pomocg rownan proste, w ktorych zawarte sg kra- 7
wedzie narysowane;j litery F.

Rozwigzanie

Cztery proste pionowe maja rownania:
x=-3, x=-2, x=-1 oraz x = 0.
Proste poziome wyrazone s3 réwnaniami:
y=1, y=4, y=5 y=7 oraz y =38.

—

45.15. Zaznacz w jednym uktadzie wspoirzednych proste o rwnaniach:
y=x-2, y=x+2, y=-x+2 oraz y=—-x—2.
Ile osi symetrii ma figura bedaca sumg tych prostych? Czy ma srodek symetrii?

Odp 57 Y
2 v
N Y
o 7
NS A N
st )
0 '
X N\
/1‘ 'z
3 °

4 osie symetrii
i $rodek symetrii

5. Réwnanie prostej w postaci ogdlnej 375

45.13. W ukladzie wspélrzednych
poprowadz prosta o podanym
réwnaniu.

a)2x+7=0

b) x-2y+6=0
€)2x+5y-10=0

d)2y-5=0
e)2x—-3y+6=0
f) 2y =3x+12
Odp.:
a) L& [Pk
R
1] 1
NE N
0 5
b) 7h
\»gno
N L
0 >
) 7k
- 2
0 D T
1 \ -
0 ~
d) 7k
1 :2%
0 3
e) 7k
N
YT T
0 X
f) 7
o
Y
‘o
K
0 >

45.14. Patrzs. 378.
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45.16. Wyznacz ¢wiartki uktadu
wspolrzednych, przez ktore
przechodzi podana prosta.

a) y=2x-1

b)x-5y=0

c)x+2y+10=0
d)x+2y-6=0

e) gx ~2y-8=0

f)x+1=0

Odp.:a) LIILIV b) I 1II
o ILIULIV d)LILIV
e) LILIV f) I III

45.,17.-5.20. Patrzs. 378.
45.21,,5.22. Patrzs. 379.

Odpowiedzi i rozwigzania
5.1. B

5.2. D

5.3. D

54. P,P,P

Przyktad @) < zad. 5.16-5.22

Dla jakich warto$ci m prosta o réwnaniu 5x+ (2m—1)y+3 = 0 nie przecina drugiej
i trzeciej ¢wiartki uktadu wspdtrzednych?
Rozwigzanie
Jezeli prosta nie przecina drugiej i trzeciej ¢wiartki ukladu wspétrzednych, to zawiera
sie w pierwszej i czwartej lub pokrywa sie z osig y. Zatem jej rownanie musi mie¢
postac:

x =c, gdzie c >0
Warunek dla zadnego m nie bedzie spetniony, bo nawet jesli 2m — 1 = 0, to dane

réwnanie ma posta¢ 5x +3 =0, czyli x = 5 Jest to rdwnanie opisujace prosta
pionows zawarta w drugiej i trzeciej ¢wiartce uktadu wspétrzednych.

Odp.: Nie ma takiej wartosci m.

W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

5.1. Wskaz réwnanie opisujace wykres funkcji f(x) = lx _Z

A. 15x+60y —28=0
B. 15x-60y-28=0

C. 15x+60y+28:O
D. -15x-60y +28 =0

5.2. Wskaz zbidr opisujacy figure przedstawiona 7

na rysunku.

A.D={(x, y): x>-21i-2<y<1}

B.D={(x,y):xyeR1—2<x 1} 5 -
C.D={(x, y): x=2-21i —2<y<1}

D.D={(x, y): x>-21i-2<y<1}

5.3. Wskaz punkt przecigcia prostej 12x + 3y —4 =0 z osig x.

N R R

5.4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Roéwnanie 4x —2y + 1 = 0 opisuje prosta przechodzacg przez I, II i III ¢wiartke
uktadu wspolrzednych.

B. Prosta o rownaniu 4y — =0 jest rOwnolegla do osi x.

C. Prosta o rownaniu mx — 2 = 0 nie jest wykresem funkcji.



5.5. Zaznacz na plaszczyznie kartezjanskiej podany zbior.

a) A={(x, y): x,yeRi-1<x<2}

b) B={(x, y): x € (-2;2) i y=—x}

) C={(x, y):x>0i-1<y<3}

d)D={( y) xeZiyelZl
={(x,y):x,yeRix<liy=1-x}
= {(x, ) x€(=3;1) i ye(-24)}

g) G {(x, y): Ixl <41 y=|x|}

h)H:{(x,y): |x|<91y=x/ﬂ}

5.6. Przeksztal¢ rownanie prostej z postaci ogélnej do postaci kierunkowej, jesli to
mozliwe.

a) x—y=0 c)2y-7=0 e) 2x—-2y+1=0

b) x-3y+2=0 d) 2x-5=0 f) x+2y-4=0

5.7. Wyznacz wspolczynnik kierunkowy prostej opisanej podanym réwnaniem.

a) x+y-3=0 c) 2x+3y—-1=0
b) 4x—y+7=0 d) V2x-5y+m=0
5.8. Przeksztal¢ rownanie prostej z postaci kierunkowej do postaci ogélnej.
a) y=2x-5 ) y=-x e)y:—§x+1

2 2 3 2
b)y—§x+5 d)y——;x+ﬁ f)y—gx—Z

5.9. Sprawdz, czy oba réwnania opisujg te samg prosta.

a) 2x—y+3=0 -2x+y-3=0

b) x+3y-2=0 x-3y+2=0

c) 3x+7y-2=0 —6x-14y+4=0
d) 3x+6=0 2y+4=0

e) 2x+4y-10=0 3x-6y+15=0
f) 2x—y+3=0 4x-2y+6=0

5.10. Podaj przyktad trzech réznych réwnan liniowych opisujacych te sama prosta.

5.11. Wyznacz punkty przeciecia prostej z osiami uktadu wspotrzednych i narysuj
te prosta.

a) x+y-3=0 €) 3x+7y-21=0 e) 2x—y-V2=0

b) 2x-y-2=0 d) 2x-5y+10=0 f) 2x+y+2=0

5. Roéwnanie prostej w postaci ogolnej

5.5. Patrzs. 371.

5.6.a) y=x b)y=%x+§

1
C)y—35

d) Nie ma réwnania w postaci

kierunkowe;.

e)y=x+l f)yz—%x+2

2

5.7.a)a=-1 Db)
c)az—% d)a=

58.a)2x-y-5=0

b) 2x -3y +15 =

0

d) 4x+ 14y -3 =0
e) x+3y-3=0
f) 2x-5y-10=0

5.9. a) tak b) nie
d) nie e) tak f) tak

c)x+y=0

¢) tak

5.10. np. 2x -y +5 =0,
x=05y+25=0,

—6x+3y—-15=0

5.11. a) (0, 3), (3,
b) (0, -2), (1, 0)
c) (0, 3),(7,0)

d) (0, 2), (5, 0)

e) (0, —\/E), (?

f) (0> _2)) (_1) 0)

0)

)



Dziat 4. Funkcja liniowa

5.12. a) y = x + 7; np. (0, 7),
(=2, 5), (1, 8), (% 71>,

3
(-v2,7-+2)
b) y = —2x+ 3; np. (0, 3), (1, 1),

@ -1), G 2%) (-2, 3+2v2)
c) x =3y+2; np. (5 1),

2, 0), (-1, -1), (3, %)
(-3v2+2, -V2)

d) y= Zx— 1; np. (0, -1),
(4.2, (-4 -4, (3. -3)
<_\/—) _3ﬁ+4>

5.13. Patrzs. 375.

5.15.

4 osie symetrii
i $rodek symetrii

5.16. a) LIIL IV b) I, III
o ILIULIV d)LILIV
e) LILIV f) IL I

517.a)m>0 b)m<0

5.18. Prosta ma réwnanie
kierunkowe y = ax + b, gdzie
a=m-1,b=3-m.
Rozwigzujemy uktad nieréwnosci:
a)a<01ib<0, stad me .
b)a>01ib<0, stad m=> 3.
c)a<0ib>0, stad m<1.
d)a>01ib>0, stad m e (1; 3).

5.19. Prosta y = ax +b nie
przechodzi przez trzecig ¢wiartke
ukladu wspoétrzednych, jesli a < 0
ib>0.

aym<0 bym<-2 ¢m<-1
d) Nie ma takiego m.

5.20. Prosta y =ax+b
przechodzi przez ¢wiartki ukladu
wspotrzednych: pierwsza, trzecia
iczwarta, jesli a >0 i b<O0.
a)ym>5 b)me (2;4)
oom>2 dyme(-4;1)

5.12. Wyznacz piec par liczb spetniajacych podane réwnanie.
a) x-y+7=0 ) x+3y+2=0
b) 2x+y-3=0 d) 3x-4y-4=0

5.13. W ukladzie wspolrzednych poprowadz prostg o podanym réwnaniu.
a) 2x+7=0 c) 2x+5y—-10=0 e) 2x—-3y+6=0
b) x-2y+6=0 d) 2y-5=0 f) 2y =3x+12

5.14. Zaznacz w ukladzie wspolrzednych zbiér punktéw opisany réwnaniem.
a) x(x—y)=0 e) x-1|+|y+2[=0

b) (x-2)(y+1)=0 f) (x-2)(x+5)=0

) X -6x+9=0 2) (x—1)2+(y+3)2=0

d) y*+8y+16=0 h) (x-6)"=0

5.15. Zaznacz w jednym uktadzie wspdtrzednych proste o réwnaniach:
y=x-2,y=x+2, y=-x+2o0raz y=-x-2
Ile osi symetrii ma figura bedgca sumg tych prostych? Czy ma $rodek symetrii?

5.16. Wyznacz ¢wiartki ukladu wspolrzednych, przez ktdre przechodzi podana
prosta.

e) gx—Zy—Szo
f) x+1=0

a) y=2x-1
b) x-5y=0

c) x+2y+10=0
d) x+2y-6=0

5.17. Dla jakich wartosci m prosta o réwnaniu 2y + 3x = m przechodzi przez
a) pierwsza ¢wiartke ukladu wspétrzednych?
b) trzecig ¢wiartke uktadu wspoétrzednych?

5.18. Dobierz m tak, aby prosta o réwnaniu (m —1)x — y = m — 3 nie miala punk-
tow wspdlnych z podang ¢wiartky ukladu wspolrzednych.
a) 1 b) II ¢) III d) v

5.19. Dla jakich warto$ci m prosta o podanym réwnaniu nie przechodzi przez trze-
cig ¢wiartke ukladu wspolrzednych?
a) y=mx+3

b) y=(m+2)x+1

c) m+1)x-2y+5=0
d) 2m-3)x+3y+8=0

5.20. Dlajakich wartosci m prosta o podanym réwnaniu przechodzi przez pierwsza,
trzecia i czwartg ¢wiartke ukladu wspolrzednych?

a) m-5)x-y-m-1=0 ) m-2)x-3y-m+2=0
b) (4-m)x-y-m+2=0 d) m+4)x-2y+m-1=0

e b 8 [
0| 1 x 0f 1 %
L2

*
d) Y, f) y h) [y
1} o1 ¥ : 1
| 0] 1 [x
0f 1 ol 1 X

5.14.

=Y




5. Roéwnanie prostej w postaci ogolnej

5.21. Dobierz m tak, aby prosta o podanym réwnaniu przechodzita tylko przez
pierwsza i druga ¢wiartke uktadu wspotrzednych.

a) y=(m-7)x+5 c) m=5x+3y+2=0

b) y=2(m+3)x+7 d) B-mx+7y-1=0

5.22. Dobierz m tak, aby prosta o danym réwnaniu nie przecinala drugiej i trzeciej
¢wiartki uktadu wspotrzednych.
a) 2x+my—-5=0

b) 3x+(m-1)y+2=0

) 5x-2m+6)y-3=0
d) x+(m-5y-m=0

5.23. Dla jakich warto$ci m wykres funkcji f(x) = |x| + m ma co najmniej jeden
punkt wspélny z prostokagtem o wierzchotkach (0, 1), (-2, 1), (-2, -3), (0, —3)?

5.24. Dla jakich wartoséci m wykres funkcji f(x) = mx + 2 + m ma co najmniej
jeden punkt wspélny z kwadratem o wierzchotkach (1, 1), (-1, 1), (-1, -1), (1, -1)?

1. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Réwnanie 2x +4y + 3 = 0 opisuje prosta przechodzaca przez I, II i IV ¢wiartke
ukladu wspolrzednych.

B. Prosta o rownaniu —3xm = 0 jest rownolegla do osi x.

C. Prosta o réwnaniu V7x + my = 2 jest wykresem funkgji.

2. Wyznacz punkty przecigcia prostej 2x+ 7y — 14 = 0 z osiami uktadu wspdtrzed-
nych i narysuj te prosta.

3. Dla jakich wartosci m prosta o réwnaniu 3x + V5y = m przechodzi przez I1, IIT
i IV ¢wiartke uktadu wspdtrzednych?

4. Narysuj na plaszczyznie kartezjanskiej zbior:
A={(x, y): x € (-4 2) i y € (-3;4)}
Jaka figura geometryczna jest zbior A? Ile jest rowne jej pole?

5. Dlajakich wartosci m prosta o rdwnaniu 2x+ y = m ma co najmniej jeden punkt
wspdlny z prostokatem o wierzchotkach (1, 3), (-3, 3), (-3, -2), (1, =2)?

Prosto do matury

jIFRENESE
2. (7, 0),(0, 2)
3. m<0
4. YA
A W
I
prostokat o polu 42

5. me (-8; 5)

5.21. Prosta y =ax+b
przechodzi tylko przez ¢wiartki
uktadu wspoétrzednych pierwsza
idruga,jesli a=01 b > 0.
aym=7

b) m=-3
¢) Nie ma takiego m.
dm=3

5.22. Prosta nie przecina drugiej
ani trzeciej ¢wiartki ukladu
wspolrzednych, jesli jej rownanie
ma postac:

y =0 (zadna z podanych prostych
nie moze mie¢ takiego rdwnania)
lub

x = x¢, gdzie x, > 0.

Jezeli wiec prosta ma réwnanie
ax +by +c =0, to musza by¢
spelnione warunki: a # 0, b =0

. ©
i—<0.
a

a)m=0
b) Nie ma takiego m.
cm=-3
dm=5
5.23. m € (-5; 1)
5.24. Y
HTRE R
BRI
<

Y=

1

f(=1)=-m+2+m =2, wiec
wykresy wszystkich funkcji dane;
postaci przechodzg przez punkt

(-1, 2). Dla m = —% mamy

fx) = —%w% i f() =1, czyli
prosta przechodzi przez punkt

(1, 1). Proste majgce co najmniej
jeden punkt wspolny z danym
kwadratem zawierajg si¢ w kacie
ostrym wyznaczonym przez proste

] 1 3 ]
x=-11i y:—zx+5, wiec

wykres funkcji f ma co najmniej
jeden punkt wspdlny z danym

kwadratem, gdy m < —%.
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6. Potozenie dwdch prostych
na ptaszczyznie

Umiejetnosci:

* wyznaczanie rownania prostej, ktora jest réwnolegta lub prostopadta do danej
prostej i przechodzi przez dany punkt

* badanie rownolegtosci i prostopadtosci prostych na podstawie ich réwnan

Kazda prosta przechodzaca przez poczatek uktadu wspétrzednych i niepokrywajaca

sie z osig y jest wykresem pewnej funkcji o wzorze y = ax (D = R), gdzie a jest
wspotczynnikiem kierunkowym tej proste;.

Wrykresy funkcji y = a,x+b; i y = a,x+b, saréwnolegte wtedy i tylko wtedy,
gdy wspotczynniki kierunkowe tych funkcji sa rowne, tzn. gdy a, = a,.

Dowdd tego twierdzenia poznacie podczas dalszej nauki.

Przyktad €)
Narysujemy w jednym ukfadzie wspéirzednych v
wykresy funkgji: SN
1 1 y 3
y=2x-1, y:—5x+3, y:—zx+1, <
1 [
y=2x+2, yz—ix—Z
i wskazemy wsrod nich proste réwnolegte. 0 S
Rozwiazanie
Prostymi réwnolegtymi sg wykresy funkgji: = = -
o y=2x—1lorazy=2x+2, v o
. A Vi
a takze: N

oy:—%x+3, y:—%x+1, y:—%x—z.

Przyktad @) < zad. 6.6

Napiszemy rownanie prostej | przechodzacej przez punkt P = (1, —5) i réwnolegtej
do prostej y = —=3x + 1.

46.6. Wyznacz rownanie prostej rownolegtej do danej prostej k i przechodzacej przez
temat 5.5 sl 2. 1
Ak y=-x—1, P=(2,-1) d)k:5x+3:0,P=<—,5)
Multite/ i
u a b) k: y=-2x+3, P=(-1,2) e) k: 2y—2=o,P=<11,—7>
e Proste rownolegte i proste 2
prostopadte w uktadzie ok V2x+3y=1P= (—\/f, 0) f)k: x—y+1=0, P=(-2,3)
wspotrzednych N ) 1
Odp.:a) y=-x+1 b)y=-2x ¢)y=-—"x-= d)x==- e y=-7 f)y=x+5
dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 4.6 ¢ > >
G Generater
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Rozwigzanie

y=ax+b
y=-3x+b «—— prosta [ jest rownolegta do prostej y = —3x + 1
-5=-3-1+b —— punkt P = (1, -5) lezy na prostej /
b=-2
Odp.: Prosta I ma réwnanie y = -3x — 2.
Przyktad @) < zad. 6.7

Dla jakich warto$ci m prosta o rdGwnaniu y = (2m+3)x —3 jest rGwnolegta do pros-

tej y =-5x+1?

Rozwiagzanie
2m+3=-5
m=—4

Odp.: Dla m = —4.

«—— wspolczynniki kierunkowe obu prostych sa réwne

J
Zajmiemy sie teraz prostymi prostopadtymi na plaszczyznie kartezjanskiej. Zacznij-
my od najprostszych sytuacji.
* Jezeli prosta maréwnanie y = b, to kazda prosta do niej prostopadla ma réwnanie
postaci x = c.
° Jezeli prosta ma réwnanie x = c, to kazda prosta do niej prostopadfa ma réwnanie
postaci y =b.
Jezeli rozwazamy proste prostopadte, z ktorych zadna nie jest réwnolegta do osi ukla-
du wspolrzednych, to kazda z nich ma réwnanie postaci y = ax + b.

Prosta prostopadta do prostej o réwnaniu y = mx (m # 0) i przechodzaca

przez poczatek uktadu wspdtrzednych ma réwnanie y = —ix.

Dowdd e

Przyjmijmy, ze m > 0. B
Prosta y = mx przechodzi przez punkt B = (1, m).
Niech A=(1,0) i O =(0, 0).

Oznaczmy 4AOB = «. 4 o\
Przez poczatek ukladu prowadzimy prosta y = ax A A
prostopadla do danej i zaznaczamy na niej odcinek

.l

el

<

OB' réwny odcinkowi OB, jak na rysunku.

JA'OB' = 180°-90° — a = 90° — a« = 4 ABO

46.7. Dla jakiej wartoéci m
wykresy funkcji f(x) = -5x + 1
iglx)=0B-2mx—-1 sa
réwnolegte?

Odp.:m =4

Uwagi metodyczne

Podajemy prosty geometryczny
dowdd twierdzenia o prostych
prostopadlych przechodzacych
przez poczatek ukiadu
wspolrzednych. Nastepnie

na przykladach omawiamy
sposob znajdowania réwnania
prostej prostopadlej do danej

i przechodzacej przez dany punkt.

381 I
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46.9. Wyznacz rownanie
prostej prostopadlej do prostej I
i przechodzacej przez punkt P.
a)l: y=3x-+v2, P=(0,2)
Mky:éx—LP:&H
o)l y=-5P=(3,7)

d) I x=-7V2, P= (4, -2)
e)l: x-5y+2=0, P=(-1,2)

f)l:y=%x+\/§,P=(—1> 1)

Odp.:a) y = —%x +2

b) y=2x-5 ¢)x=3
dy=-2 e y=-5x-3
2

1
Dy=-3x+3

Zatem AAOB jest przystajacy do AA'B'O (cecha kbk). Stad B = (—m, 1), wiec
l=a-(-m) «—— punkt B' lezy na prostej y = ax
1 1
=-—, czyli y=-— — 16 i iOB'
a - czyli y mx réwnanie prostej

Zauwazmy, ze nie ma zadnego znaczenia poczatkowe zalozenie dotyczace znaku licz-
by m, gdyz dla m < 0 prowadzone rozumowanie jest analogiczne.

Iloczyn wspodtczynnikéw kierunkowych dwoéch prostych prostopadlych nie-
réwnoleglych do osi ukladu wspotrzednych jest rowny —1.

Przykiad @)

. . . . . . 1
Prosta o rwnaniu y = —4x jest prostopadia do prostej o rGwnaniu y = %> aprosta

. . 2 . . . .
oréwnaniu y = \/7—36 jest prostopadta do prostej o réwnaniu y = —v2x.

Prosta prostopadtfa do prostej o rownaniu y = ax +b, gdzie a # 0, ma réwna-

: . 1
nie postaci y = ——x +c.
a

Przykiad ©

Prostal maréwnanie y = 7x—5. Kazda prosta prostopadta do I ma réwnanie postaci

y = —%x + b. Takich prostych jest nieskoniczenie wiele.

Przyktad 0 zad. 6.9

Napiszemy réwnanie prostej prostopadlej do danej prostej I i przechodzacej przez
dany punkt P.

Rozwigzanie
a) I y=3x-2,P=(-1,4)

«—— rownanie prostej prostopadtej do prostej

y=—%x+b

4=-§m-n+b

b=32
3

«—— wstawiamy wspolrzedne punktu P

. . 1 11
Odp.: Szukana prosta ma réwnanie y = —3% + 3
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b) I 2x+5y=1, P=(2, -1)
1

y= _Ex + 3 «— zapisujemy réwnanie prostej [ w postaci kierunkowe;j
5
y= Ex +b «— réwnanie prostej prostopadlej do prostej /
5
-1= 3 2+b — wstawiamy wspdlrzedne punktu P
b=-6

. . 5
Odp.: Szukana prosta ma rOwnanie y = 3% 6.

c) I y=-3, P=(\/§, 3)
Prosta [ jest rownolegta do osi x, wiec prosta prostopadta do niej jest prostopadta do
osi x i nie ma réwnania kierunkowego, tylko réwnanie postaci x = a.

Odp.: Szukana prosta ma rownanie x = V3.

Przyktad o zad. 6.10 46.10. Dla jakich warto$ci m
proste o rownaniach y = —3x + 11

Dla jakich wartosci m prosta o rownaniu y = 2mx + 1 jest prostopadta do prostej = B el

y=-3x+2?

1
Rozwigzanie Odp.:m = -3

2m-(=3) = -1 — iloczyn wsp6tczynnikow kierunkowych jest réwny —1
1

m=—
6

Odp.: Dla m = é

W kazdym z zadan 6.1-6.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

w zeszycie. Odpowiedgzi i rozwigzania
6.1. Wskaz prosta rownolegta do prostej y = %x -1 6.1. B

A.2x+3y+5=0 C.3x+2y+5=0

B.2x-3y+5=0 D.3x-2y+5=0

6.2. Wskaz wartos$¢ m, dla ktdrej wykresy funkcji f(x) = (m —3)x — 1 oraz 6.2. D

g(x) = 2x —m sg réwnolegle.

A m=0 B.m=1 Cm=3 D.m=5

6.3. Wskaz prosta prostopadia do prostej o rownaniu 5x +2y —3 = 0. 6.3. A

A.y=§x—6 B.y=—§x—6 C.y=§x—6 D.y=—§x—6
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6.4. np. g(x) = V2x,
h(x) = V2x + 0,5,
k(x) = V2x + 100,

I(x) = V2x -7

6.5. np. x = —/3,

y=x+7,

y=-2x+3

6.6.a) y=—x+1 b) y=-2x
_ V2 2 1

c)y= 3X73 d)x—5

e)y=-7 f)y=x+5

6.7. m=4

68.a)m=3 bym=2

com=-3 dym=0

e)m=—4 f)m=—%

6.9. a) y = —%x+2 b) y=2x-5

cJx=3 d)y=-2

e) y=-5x-3 f)y=—§x+§

6,40, m = —~
3

6.141. k= -2,
2

punkt przeciecia: (2%, -

6

13

)

6.4. Podaj cztery przyklady funkcji liniowych, ktérych wykresy sa réwnolegle do
wykresu funkcji f(x) = V2x - 7.

6.5. Podaj trzy przyklady réwnan prostych przecinajacych prostg k: 5x—-2y = — V2.

6.6. Wyznacz réwnanie prostej rownoleglej do danej prostej k i przechodzacej przez
punkt P.

Q) kiy=-x-1  P=(2-1) d) k: 5x+3=0 P=(§,5>
b) ki y=-2x+3  P=(-1,2) ¢) ki 2y-2=0 Pz(l%,—7)
o k: \/§x+3y:1 P=(—\/§,0) f) kx-y+1=0 P=(-2,3)

6.7. Dla jakiej wartoéci m wykresy funkcji f(x) = -5x+1 1 g(x) =3 -2m)x -1
sg rdwnolegte?

6.8. Dla jakich wartosci m proste k il opisane podanymi réwnaniami nie majg
punktéw wspdlnych?

e)
f)

Bm-5)x-y-7=0
2y+(4m+3)x=0

:(Gm+3)x-y+3=0
t-mx+y+2=0

a) k:3x+2y=5 ILmx+2y=1
b) k: 2x —y=-2 I: 4x —my = -7
c) ki4x+5=0 Lx+(m+3)y=1
d) k: 2mx+3y-10=0 I: 5y-7=0

l

l

k:
k:

6.9. Wyznacz réwnanie prostej prostopadlej do prostej I i przechodzacej przez
punkt P.

a) I y=3x-12 P=(0,2) d) I x=-7V2 P=(4 -2)
b)l:yz—%x—l P=(1) &) Lx-5y+2=0  P=(-1,2)
Ol y=-5 P=(7) D Ly=3x+V2 P=(-1,1)

6.10. Dla jakich wartosci m proste o réwnaniach y = -3x+11 1 y = -mx -3
sg prostopadle?

6.11. Wyznacz taka warto$¢ k, dla ktdrej wykresy funkcji f(x) = %x -2 oraz

g(x) = (k+ 1)x + 3 sa prostopadle. Dla wyznaczonej wartosci k oblicz wspotrzedne
punktu, w ktérym wykresy tych funkgji sie przecinaja.
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6.12. Dla jakich wartosci m proste o rownaniach y = ‘m + §| x+71iy=-3x-3

sg prostopadie?

6.13. Dla jakich wartosci m proste o rbwnaniach y = [2m + 5|x — 3 oraz
y =3 —m|x + 8 sa rébwnolegte?

6.14. Wykres funkgji liniowej f przechodzi przez punkty (-3, —1) i (5, 3). Wykres
funkgji liniowej g jest réwnolegly do wykresu funkeji f i przechodzi przez punkt
(1, =3). Podaj wzory funkgeji fig.

6.15. Funkcja f wyrazona jest wzorem f(x) = —2x + 8. Podaj wzor funkgji g,
wiedzac, ze jej wykres jest prosta prostopadia do wykresu funkgji f oraz ze funkcje
f i g maja to samo miejsce zerowe.

6.16. Dla jakich wartosci k i m wykresy funkeji f(x) = (2k + 3)x + 3m oraz
g(x) = (5 -m)x + k — 2 sg rownolegle oraz jeden z nich przechodzi przez punkt
A=(2,-3)2

1. Dane s3 dwie proste k i l. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Jezeli k: 2x+ y =01 [: x -2y =3, to proste k i[ s3 prostopadle.
B. Jezeli k: 2x+y =11 I: 2x — y = -1, to proste k i[ s3 prostopadle.
C. Jezeli k: y=-3 i I: x =3, to proste k i[ sa prostopadle.

2. Sposrdd prostych opisanych za pomocg podanych réwnan wypisz wszystkie pary
prostych réwnoleglych oraz wszystkie pary prostych prostopadtych.

k:y=-2 I y=-2x+3 m: x =13
p:y=%x+6 r:yz—%x t: y=-0,5x+ 1,4

3. Podaj wzdr funkcjiliniowej f, wiedzac, ze jej miejscem zerowym jest liczba 2 oraz
ze wykres funkgji f jest rownolegly do wykresu funkcji g(x) = —3x + 4.

4. Dla jakich wartoéci m wykresy funkcji f(x) = [2m—-3|x-5 i g(x) = —-0,2x —m
sg prostopadte?

5. Dla jakich wartosci k i m wykresy funkeji f(x) = 4x-3 i g(x) = Qk—-m)x +4m
sa prostopadle i przecinajg o$ odcietych w tym samym punkcie?

6.12. m = —% lub m = -1

6.13. m = -8 lub m = —%

6.14. f(x) = ~x + %

1
g(x) = 3%~ 35

6.15. g(x) = %x —2

6.16. Z warunkow zadania
nika. ze: {2k+3 =5-m

WYRES 28 f2) = -3

lub {2k+3=5—m

g9(2) = -3 ’
czyli {2k+m:2

4k +3m = -9
lub {2k+m=2 .

k—-2m=-11

Stad k=75, m=-13
lub k=-14, m=448.

Prosto do matury

1. P,E P
2.kim, pLL r]|t

3. f(x)=-3x+6

4. m=-11lub m=4

13 3

— m
128 64
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7. Geometryczna interpretacja
uktadéw rownan

Umiejetnosci:

¢ interpretacja geometryczna uktadu rownan pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi

e obliczanie wspodtrzednych punktu przeciecia dwoch prostych

Punkt A = (x4, y,) jest punktem przeciecia prostej k o réwnaniu a;x + by y = ¢
i prostej I o rdwnaniu a,x + b,y = ¢, wtedy i tylko wtedy, gdy jego wspolrzedne
spelniaja obydwa réwnania, czyli gdy para liczb x = x4, i y = y, jest jedynym
rozwigzaniem uktadu réwnan:

ax+by=c

ax+byy=c,
Z geometrycznej interpretacji rownania liniowego z dwiema niewiadomymi wynika
graficzna (geometryczna) metoda rozwiazywania ukladu réwnan liniowych.

Przykiad €) « zad. 7.5
Rozwigzemy graficznie uktad réwnan.

2x-3y=-4 b 4x—y=f “3x+y=-5
) 2x+y=4 ) 2x—1:5y <) 3x-y=-2

Rozwigzanie
2x -3y =-4
a) { =2y
2x+y=4

Wykresy obu réwnan rysujemy w ukfadzie wspotrzednych. A
Wykresem tego ukladu réwnan sa dwie przecinajace sie

2

proste, a jego rozwigzaniem sg wspétrzedne punktu prze- A
ciecia prostych, ktore odczytujemy z rysunku: {1,
A
x=1iy=2 ) 2.
y - ‘_ -

=

Odczytywanie danych z rysunku moze by¢ obarczone ble- 3
dem wynikajacym z niedokladnosci wykresu. Dlatego warto <
sprawdzi¢ rozwigzanie, podstawiajac odczytane wartosci do
pierwotnej postaci ukladu réwnan:
{2-1—3-2:—4
2-1+2=4

Odp.: Rozwigzaniem uktadu réwnan jest paraliczb x =1, y = 2.

'd ~\
47.5. Rozwigz graficznie i algebraicznie uklad rownan.
1
tematy 5.6, 5.9 -2x=6 dx+y =0 3x+y=5 -x+3=2
SRR b) 7 ) o Q12 Y
x—y=2 2x -y =6 -3x+y=-7 oo D=
. V=
Multitea 0dp.:
e Interpretacja geometryczna a) Ay b) YA o) (A d) B YA
uktadu dwdch réwnan liniowych - 1 ° i = —
e 0 x s/ L \[ [/ (2, DN
e Uktady rownan liniowych — 0 3 oy 5 i o
interpretacja geometryczna A \ [N " g =LAl Jo x
« Wykorzystanie funkcji liniowej — L \ / B
rozwigzanie zadania ) i Nl 2-n  x=-2y=1
Zi \h 7\
dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 4.7 \ ; =
(> Generator 4119 x=1,y=-4 AR
NH  testowi sprawdzianow B
x=-8, y=-10
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dx—-y =12 yA 3

b)

1
2x-1==
X Zy

1

2

Wykresem kazdego z rownan jest ta sama prosta. Uklad ma <

nieskonczenie wiele rozwigzan, poniewaz rozwigzaniem sg
wspdlrzedne kazdego punktu lezacego na tej prostej.

-
I~

=
—]
=Y

Odp.: Rozwigzaniem uktadu réwnan jest kazda para liczb spet-
niajgca rdwnanie 4x — y = 2.

0 {—3x+y:—5 rh/
3x-y=-2 /
Wyznaczajac y z kazdego réwnania, otrzymujemy nastepu- /‘/
jaca posta¢ uktadu rownan: ~/ol 1 *
y=3x-5 - /
{ y=3x+2 ik 2

Jego wykresem s3g dwie proste rdwnolegte.

Odp.: Uklad réwnan nie ma rozwigzania. /

J

W przykiadzie 1 wyczerpaliémy wszystkie mozliwosci wzajemnego polozenia dwédch
prostych bedacych wykresem ukladu réwnan liniowych. Uzupelnimy definicje ro-
dzajoéw ukladéw réwnan o ich interpretacje graticzna.

Uktad dwdch réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi nazywamy:

* oznaczonym - gdy uklad ma jedno rozwigzanie, a jego wykresem s3 dwie
proste przecinajace sie,

° nieoznaczonym - gdy uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan, a jego wy-
kresem jest jedna prosta,

¢ sprzecznym - gdy uklad nie ma rozwigzania, a jego wykresem sg proste réw-
nolegte niepokrywajace sie.

Zgodnie z ta definicja — w przykladzie 1 wystepuja odpowiednio:
a) uktad oznaczony,

b) uktad nieoznaczony,

c) uktad sprzeczny.

Uwagi metodyczne

Zwr6émy uwage na czeste mylenie
stwierdzen ,,uktad réwnan ma
nieskoniczenie wiele rozwigzan”

i ,uklad jest spetniony przez kazda
pare liczb”.
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47.8. Podaj przyklad ukladu Przyktad @) « zad.7.8
réwnan, ktérego interpretacje
graficzng przedstawiono na
rysunku. Odczytaj z wykresu
rozwigzanie tego ukladu. Rozwiazanie /
a) 7 Rozwigzaniem ukfadu jest para liczb (-1, 2).
Czerwona prosta jest wykresem funkcji y = 2.
Niebieska jest wykresem funkcji liniowej y = ax+b,
ktdrej wspotczynniki odczytujemy z rysunku.

Napiszemy uktad rownan, ktorego interpretacje gra- vk/
ficzng przedstawia zamieszczony obok rysunek.

_—
e

=Y

-

=\

az%zS oraz b=15

— Zatem y = 3x +5 to réwnanie niebieskiej prostej. Szukanym uktadem réwnan jest:

=2 =2
v { 7 lub w wersji uporzadkowane; { 4

b)

y=3x+5 -3x+y=5

Zauwazmy, ze para (-1, 2) spelnia obydwa réwnania — jest rozwigzaniem uktadu.

y=2
-3x+y=5

-

~ Odp.: {

Przyktad @) « zad. 7.12
<) v Sprawdzimy, jaka pare prostych opisuje dla m = -2 podany uktad réwnan.
2x+(m+1)y=m+3

Cm+6)x-—y+1+m=0

e

=y

Rozwiazanie
2x+(2+1)y=-2+3
(-4+6)x-y+1-2=0

«—— wstawiamy do réwnan —2 w miejsce m

2x-y=1 ba v -
—3v=0 1 o «— oba réwnania opisuja t¢ sama prosta
Odp.:a){§+yy:4,(3, 1) [2x-y=1
Xx+4=0 Odp.: Dla m = -2 ten uklad jest nieoznaczony i opisuje prosta o réwnaniu
){x+2y=_2, (_4) ]-) 2x—y:1.
2x -y =3 . :
S Przykiad @) « zad. 7.14
y - o [3XFY=5
47.14. Wyznacz warto$é m, Wyznaczymy warto$¢ m, dla ktorej uktad rownan mx+ 2y = 1 jest sprzeczny.
dla ktorej ukltad réwnan Rozwiazanie
{;C—f’)’ = 103 jest sprzeczny. Przyjmijmy, ze réwnanie 3x + y = 5 opisuje prosta k, a rownanie mx + 2y = 1
X+my =
o 4 prosta I. Szukamy wartosci m, dla ktérej proste k i [ nie maja punktéw wspolnych.
sm=-15
FEELEL y=-3x+5 «— réwnanie prostej k w postaci kierunkowej
1
y= —%x + 3 «— réwnanie prostej [ w postaci kierunkowej

47.12. Jaka pare prostych opisuje uktad rownan dla wskazanej wartosci k?
QCk+1x+(k-1)y=3

a){x+(1—k)y=k o k=3
kx+2y=1 3

b){x+2ky=k—l’k_\/z

) 3kx+ (2k-1)y = -4 k_l

Y1@-2kx+(k+)y=k "2

d){x+(2k+7)y:k+7 =

(k+3)x+(1-Ky=k+1" %=
Odp.: a), b), c) pare prostych przecinajacych sie
d) jedng prosta



7. Geometryczna interpretacja uktadow rownan

Prosta k przecina o$§ y w punkcie (0, 5), a prosta [ - w punkcie (0, %) Zatem jeze-

li obie proste beda mialy identyczne wspdlczynniki kierunkowe, to nie beda miaty

punktéw wspdlnych.
-3 = —% «— poréwnujemy wspotczynniki kierunkowe obu prostych
m=6

Odp.: Uklad réwnan jest sprzeczny dla m = 6.

Przyktad o zad. 7.9 47.9. Dla jakich wartosci
parametru k punkt przeciecia

Zbadamy, dla jakich wartoéci parametru m punkt przeciecia prostych o réwnaniach ;
prostych o réwnaniach

3x+4y =5m—7 oraz x —4y = m+ 3 nalezy do I ¢wiartki uktadu wspétrzednych.

Rozwigzanie nalezy do IIT ¢wiartki uktadu
Warunki zadania bedg spelnione, jesli rozwigzaniem uktadu réwnan wspdlrzednych?
3x+4y =5m -7 0
{ ) bedzie para liczb dodatnich. Odp:: ke € (2, c0)
x—4y=m+3

Rozwigzemy ten uklad metoda przeciwnych wspotczynnikow.

Najpierw obliczymy x.

3x+4y =5m -7

1 «— dodajemy réwnania stronami
x—4y=m+3

3x+4y=5m-7

, 3
stad ngm—l

[3x+4y=5m=7
4x = 6m—4
Nastepnie obliczymy y.
(’3x+4y=5m—7

| -3x+12y =-3m -9

«— mnozymy drugie réwnanie przez —3 i dodajemy
réwnania stronami
3x +4y =5m—7 3x+dy=osm=7

1 , stad 1
16y = 2m — 16 2 y=gm-1 5
x=-m-1
Zatem rozwigzaniem uktadu réwnan jest para liczb postaci 2 .
y=-m-1
8

Zauwazmy, ze dla dowolnej wartosci m € R uktad ma dokladnie jedno rozwigzanie -
czyli jest oznaczony. Punkt o wspétrzednych <§m -1, ém - 1) nalezy do I ¢wiartki
ukladu wspotrzednych, jesli spelniony jest uktad nieréwnosci:

-m—-1>0 S 2

1 , czyli { m 3 iostatecznie m > 8

ride 1>0 m>8

Odp.: Punkt przeciecia prostych o podanych réwnaniach nalezy do I ¢wiartki uktadu
wspodlrzednych, gdy m € (8; oo).
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Odpowiedzi i rozwigzania
714.D

7.2. C

7.3. A

74. P,P,F

W kazdym z zadan 7.1-7.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

7.1. Wskaz uktad rownan, ktdrego wykresem jest para prostych réwnolegtych.

A {x—y+11=0 C {2x—y+5=0
"|l-x-y-1=0 x-2y-7=0
B {ﬁx—\/gzo D {6x—9y=0
" V3y+5=0 T |8x-12y-5=0
7.2. Wskaz uktad réwnan, ktdrego graficzng in- v
terpretacje przedstawiono na rysunku.
{x+y+3=0 {x—y+3=0 ~y
x+3y-5=0 x+3y-5=0 L
x—y+3=0 x—y+3=0 ' ™~ X
{x+3y+5=0 '{x—3y—5=0 0 ™~

7.3. Wskaz uktad réwnan, ktérego wykresem jest para prostych przecinajacych sie
w punkcie lezagcym na osi rzednych.

x-13y-17=0 x-13y+17=0
{x+13y+17:O {—x+13y+17:O
B {13x+y+17:0 D {13x+y+17=0
T -13x+y-17=0 | -13x-y-17=0

7x+3y=2+m
S5x+6y=k-1
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

7.4. Dany jest uklad réwnan { z niewiadomymi x i y.

A. Uklad jest oznaczony dla dowolnych wartosci k, m € R.
B. Dla m =2 i k=0 proste opisane przez ten uklad przecinaja si¢ w punkcie
(1, -1).
C. Istniejg takie warto$ci m i k, dla ktérych proste opisane ukltadem s réwnolegte.

7.5. Rozwigz graficznie i algebraicznie uktad réwnan.

y—-2x=6 3x+y=5
3) {x—yzz 2 {—3x+y:—7
1
4x+y=0 ht -
XxX-ry= x+2y=0
7.5.
a) A b) (yi o o) A L INEAR 7k
[ 1 ‘,,]—- = —
0 x - & - \ ﬁ#/ (9/33 ] R
A \'\ 1 ! ﬁl +/2 0 X
5 \ B AWANF] N
< = (4 0 (2,=1) x=-2,y=1
Z \Tu /1\
\[y R
(_o)_l) x=1,y=—4 / u.\f\
o

x=-8, y=-10



7. Geometryczna interpretacja uktadow rownan

7.6. Przeksztal¢ uklad réwnan do mozliwie prostej postaci. Rozwigz otrzymany
uklad réwnan algebraicznie i graficznie.

y+1 oy
a) 3
3(x+2)-2(y-2)=3x+12
0,1—§(y+1) ~0,3(x - 2)
b)
x_—3+2y+9 ~15
2 6
9 x2—4x+3=2(x—2y)—(3—x)(3+x)
2x=4-y

q 4x-17°-(By-2)=02x-3"-GBy+1)(3y-1)-2
) (2x-V3) (2x+V3) - 2x+ 1)’ = 12(y - 1)

7.7. Korzystajac z rysunku, na ktérym przed- v
stawione sg wykresy rownan pierwszego stop-
nia, uléz A B
a) oznaczone uklady réwnan i podaj ich roz- S G

wigzanie.
b) sprzeczne uklady réwnan. 0 4

-

=y

7.8. Podaj przyktad uktadu réwnan, ktorego interpretacje graficzng przedstawiono
na rysunku. Odczytaj z wykresu rozwiazanie tego ukladu.

a) b) 9
i v v

N

=y

[N

7=\
(=)

7.9. Dla jakich wartosci parametru k punkt przeciecia prostych o réwnaniach
x—y=k-1 oraz 2x — y = 3 — k nalezy do III ¢wiartki uktadu wspétrzednych?

7.10. Podaj przyktad ukladu réwnan, ktdrego wykresem jest jedna prosta przecho-
dzaca przez punkty (-3, 4) i (5, —12).

x=3y=0 x+4=0
7'8'a){x+y=4 , (3, 1) b){x+2y=—2’ (-4, 1)
2x -y =3 brak o
<) 2x—y= -1’ rak rozwigzan
7.9. k € (2,00)

y=-2x-2
7.10. np. x+%y+1=0

76.a)x=2, y=-1
b7\

o] T

b) brak rozwigzan

(=1
=Y

)x=2,y=0

N

=Y

d) nieskonczenie wiele par liczb
(x, y) spelniajacych réwnanie

——1x+2
Y 3 3
JA
1 l
R
0 3

7.7. a) uklady oznaczone i ich
rozwigzania:

x==-2, y=-3

y=2x+1

b) uktad sprzeczny: { 2%—y=5
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Dziat 4. Funkcja liniowa

y=2x+2
7.11. np'{yzzx—lo

7.12. a), b), c) pare prostych
przecinajacych sie
d) jedna prosta

7.13. Podstawiamy wspotrzedne
punktu A do obu réwnan:
l=-14+mil=k-1. Stad
m=2, k=2.

7.14. Przeksztalcamy uklad
réwnan do postaci

1
=-x-2
4 5
=2
y m m

gdzie m # 0. Ten uklad jest
1 -3 3
i Loy 023
sprzeczny, jesli == 1 + p”
im#0, czyli m = -15.
7.15. Dany uklad jest rownowazny

m
uktadowi { yETET 3.
y=2x-3
Réwnania ukladu opisuja rézne
proste (w roznych punktach
przecinajg o y), wiec nie istnieje
szukana wartos¢ m.

Prosto do matury

o 12,12, I8
2.
)i
>
YX
N3
’h/’f\f/
! V)
H *
ol 1/
y=-2x+3
3. 1
=-x-2
y=35%

7.11. Wykresem pewnego ukladu réwnan jest para prostych réwnolegtych, z ktd-
rych pierwsza przechodzi przez punkt (-1, 0), a druga przechodzi przez punkt (5, 0).
Podaj przyktad takiego ukladu réwnan.

7.12. Jaka pare prostych opisuje uktad réwnan dla wskazanej wartosci k?

QCk+1x+(k-1)y=3 3 3kx+ (2k-1)y =4 _1
){x+0—kW=k k=3 C){@-zmx+m+ny=k k=2

b) kx+2y=1
x+2ky=k-1

3 x+Q2k+7)y=k+7 3
k=v2 d){%+&x+U—My=k+lk__5
7.13. Wyznacz takie wartosci m i k, aby wykresy funkcji y = —-x+m i y=kx -1
przecinaly sie w punkcie A = (1, 1).
x-5y=10

7.14. Wyznacz warto$¢ m, dla ktérej uktad rownan {
3x+my=3

jest sprzeczny.

+2y=6
7.15. Sprawdz, czy istnieje taka warto$¢ m, dla ktorej uktad rownan { ;r;x_ y }:/ 3

jest nieoznaczony.

1. Dane s3 proste o réwnaniach 2x -3y =5 i kx + 6y = 10.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Dla k =2 proste przecinajg sie.

B. Dla k = —4 proste s rownolegle.

C. Dla k =4 proste sg identyczne.

3x-2y=6
2. Rozwiaz graficznie uklad réwnan 1.1 .
—zx ar 5)/ -5=1

3. Napisz uktad rownan, ktorego interpretacje graficzna
przedstawiono na rysunku.

=y

4. Dana jest prosta k o rGwnaniu 2x+ y = 4. Podaj przy-
kiad réwnania takiej prostej m, aby proste k i m przeci-
naly si¢ w punkcie (1, 2). Narysuj obie proste w ukladzie

Y
1
%

wspodlrzednych.
5. W tosci K, dla kt6rych uklad réwnas | °¥ =22 ="

- Wyznacz wartosci m oraz k, dla ktérych uklad réwnan § ky =12
jest oznaczony.
4. np.y=3x-1

m
of 1 x
k

5. Przeksztalcamy réwnowaznie kazde z réwnan ukltadu.

3x-2y=m |-3 9x -6y =3m 9x — 6y =3m

—9x—ky =12 —9x —ky =12 —(6+k)y=3m+12

Ten uklad réwnan jest oznaczony, gdy k # —6, m € R.



8. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-21 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1. Wskaz funkcje liniowa, ktorej wykres przechodzi przez poczatek ukladu wspot-
rzednych.
A. f(x)=3x-1 B. f(x)=3 C. f(x) =3x D. f(x)=3-x

2. Wybierz punkty, w ktorych prosta o réwnaniu x — 2y + 4 = 0 przecina osie
ukladu wspotrzednych.
A.(0,3)1(1,0) B.(0,2)i(-4,0) C.(0,3)1i (-5 0) D.(0,-1)i(-1,0)

3. Rownania y = —%x + 3 oraz 4x + 6y — 9 = 0 opisuja

A. osie uktadu wspotrzednych. C. proste rownolegle.
B. proste przecinajace sie. D. te sama prosta.

4. Sposrdd podanych prostych wybierz te, ktorej nie mozna opisaé za pomocg réw-
nania w postaci kierunkowe;.
A 3x-y+2=0 B.2x-V2y=0 C.-5x+2=0 D.2y+1=0

5. Wskaz funkcje malejaca.
A. f(x)=-3 B. f(x)=-5+x C. f(x)=2x-1 D. f(x)=5-x

6. Ktora z narysowanych prostych jest rownolegta do prostej o rownaniu y = x + 2?2

A. v B. 7h C. vk D. v

/
/

e
-
[
un

=y
=Y
=y
=Y

7. Przez ktore ¢wiartki uktadu wspotrzednych przechodzi prosta bedaca wykresem
funkcji f(x) = —2x + 12
A . LIIiIV B. IL IITi IV C. tylkoIilI D. tylko ITi IV

Odpowiedzi i rozwigzania
1.

3.

7.

C

C

8. Powtdrzenie
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B 304

10. A

11. B

12. C

13. C

14. C

15. C

16. C

Dziat 4. Funkcja liniowa

8. Dla jakiej wartosci m funkcje f(x) = 2x — 1 oraz f(x) = m — x maja to samo
miejsce zerowe?

A.m=-1 B.m=0 C.m-= D.m=2

1
2
9. Ktore zdanie dotyczace prostej / o rownaniu y = 3x + 6 jest falszywe?
A. Prosta [ przecina osie uktadu w punktach (-2, 0), (0, 6).

B. Prosta [ przechodzi przez I, IT i III ¢wiartke uktadu wspoétrzednych.

C. Prosta [ jest rownolegla do prostej —3x + y —2 = 0.

D. Prosta [ przecina prosta x — % Y- V3 =o.

10. Ktory z odcinkéw o podanych koncach przecina prosta 3x + y = 42
A. (_1) l)a (2’ 3) C. (0) O)a (1’ _1)
B. (3,-2),(3, 1) D. (-2, -2), (-5, 1)

11. Prosta [ opisana jest rownaniem 3x — 2y = —7. Wskaz wspolczynnik kierun-
kowy funkgji liniowej f, ktorej wykresem jest prosta [.

AL B. 1,5 C.3 D. 2
3 3

12. Wskaz prosta rownolegta do prostej o réwnaniu x — V3y + V2 = 0.

A x-y+V2=0 C. V3x-3y-11=0

B. x+V3y+V7=0 D.x-y-1=0

13. Wskaz sprzeczny uklad réwnan.

A [3x-27+6=0 c ’16‘8%“3:0

“ly-6=0 ) Ex—4y+3=0
x=2y=5 2x=5y+7=0

B'{3x+y:1 D{x—3y+1:O

14. Wskaz prosta prostopadla do prostej o rownaniu 2x — y = 0.

A.y:%x B. y=2x C.y:—éx D.y=-2x

15. Wskaz punkt nalezacy do prostej o rownaniu —12x +2y + 1 = 0.

A. (0, -2,5) B. (-3, 1) C. (0, -0,5) D. (3. -5)

16. Rownania y = —gx +3 oraz 10x + 6y — 9 = 0 przedstawiajg

A. proste prostopadte. C. proste rownolegle.
B. proste przecinajace sie. D. te samg prosta.



17. Wskaz prostg réwnolegly do osi y.

A.x+y=0 B.x-7=0 C.2x+2y=9

D.y=1

18. Wskaz punkt przeciecia prostych o rownaniach —5x +3y =3 i 2x + 3y = 24.

A (—1, —g) B. (3, 6) C. (12, 0)

19. Wskaz warto$¢ m, dla ktorej wykresy funkcji f(x) = (5m + 7)x — 8

i g(x) =5x—m sa réwnolegte.

2 2 5
A.m=—-= B.m== C.m==
5 5 2

20. Wskaz warto$¢ m, dla ktorej wykresy funkeji f(x) = —%x +1 oraz

g(x) = (m—1)x + 11 sa prostopadte.
A.m:l B.m:E C.m:l
3 3 2

21. Dana jest prosta [: x + y — 3 = 0. Wskaz zdanie falszywe.

A. Prosta [ przecina osie ukladu w punktach (3, 0), (0, 3).
B. Prosta [ przecina I, ITi IV ¢wiartke uktadu wspotrzednych.
C. Prosta [ jest prostopadia do prostej x — y +3 = 0.

D. Prosta l ma dokfadnie jeden punkt wspolny z wykresem funkcji y = —|x — 1| +2.

W zadaniach 22-30 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

—%x— 4 dla x € (—o0; —-2)

22. Dana jest funkcja f(x) = { 5

A. Funkgja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza.
B. Funkcja f przyjmuje warto$¢ najwieksza.
C. Réwnanie f(x) = V2 ma?2 rozwigzania.

5x+1 dla x € (-2; o0) '

D. (0, 1)

D.m=——

D.m=

23. Dana jest funkcja f przedstawiona na wykresie.

v

A. Funkgja f nie jest monotoniczna.

B. Funkcja f przyjmuje wartos¢ najwieksza rowna 3.

C. Rownanie f(x) = 1 ma nieskoniczenie wiele roz-

wigzan.

=Y

17. B

18. B

19. A

20. D

21. D

22. F,F, P

23. F, P, P

8. Powtdrzenie
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

P,F,F

P,E, P

P,P,F

P,P,P

F,P,P

P,P,P

F,FF

. . _[3x+2 dla x € (~o0; 1)
24. Dana jest funkcja f(x) = {Zx +3 dla xe (1 00) °
A. Funkgja f jest rosngca.
B. Funkcja f ma dwa miejsca zerowe.

C. Wykresem funkgji f jest linia prosta.

x=3y-1=0
x+3y-1=0°
A. Rozwigzaniem uktfadu jest jedna para liczb.
B. Uktad jest sprzeczny.
C. Uklad jest oznaczony.

25. Dany jest uklad réwnan {

—3x+4y=7

kx—12y =15

A. Dla k = —27 rozwigzaniem ukladu jest para liczb x = -1, y = 1.
B. Dla k =9 ten uklad jest sprzeczny.

C. Istnieje taka warto$¢ k, dla ktdrej ten uklad jest nieoznaczony.

26. Dany jest uktad réwnan {

2x—y=5

kx+2y=m’

A. Istniejg takie wartosci m oraz k, dla ktérych ten ukfad jest oznaczony.

B. Istniejg takie warto$ci m oraz k, dla ktorych ten uklad jest nieoznaczony.
C. Istniejg takie warto$ci m oraz k, dla ktérych ten uklad jest sprzeczny.

27. Dany jest uklad réwnan {

28. Dana jest prosta k: 2x+y —m+3 = 0.

A. Jezeli m = =3, to prosta k przechodzi przez poczatek ukladu wspotrzednych.

B. Dla dowolnej wartosci m € R prosta k ma punkty wspélne z IV ¢wiartka uktadu
wspolrzednych.

C. Jezeli m < 2, to prosta k nie ma punktéw wspolnych z I ¢wiartka ukladu wspoét-
rzednych.

29. Dane sg proste k: 2x +3y =51 [: 3x -2y = L.

A. Proste k i sg prostopadte.

B. Proste k i [ przecinajg si¢ w punkcie (1, 1).

C. Proste kil oraz prosta x — y = 0 majg dokltadnie jeden punkt wspélny.

30. Dane sg proste k: 4x—y =21 [: x+2y = 14.

A. Proste k i [ sa prostopadle.

B. Proste k il s3 rownolegle.

C. Proste k i [ przecinajg si¢ w punkcie nalezagcym do IV ¢wiartki uktadu wspot-
rzednych.



Zadania otwarte krétkiej odpowiedzi

31. Wyznacz wzér funkgji liniowej, ktérej miejscem zerowym jest liczba 3 i ktdrej
wykres przechodzi przez punkt (0, —5).

32. Podaj wzor funkcji liniowej, ktorej wykres powstaje w wyniku przeksztalcenia
wykresu funkeji y = 2x + 3 przez symetrie wzgledem
a) osi x. b) osi y.

33. Wyznacz takie wartosci m, aby funkcja f(x) = (2m—3)x+6—m byla malejaca.

4x-y=3

34. Wyznacz warto$¢ m, dla ktorej wykresem ukltadu réwnan { e =P

sg dwie rozne proste rdwnolegte.

35. Wykaz, ze nie istnieje taka warto$¢ m, dla ktorej wykresy funkeji
f(x)=|5m—11|x -5 i g(x) = 3x — 5m + 2 sa prostopadte.

36. Jakie warunki spetniaja wspétczynniki funkeji liniowych f(x) = ax+b, ktérych
wykresy zawieraja sie w obszarze zaznaczonym kolorem na rysunku?

a) v b) vi

-
N

=Y

37. Zbadaj wzajemne polozenie prostych ki l.
a) ki =7x+14y-2=0 L x-2y+1=0

1 1 1
b) ki x+3y-7=0 I: 5x+15y—35—0
38. Wyznacz punkt przeciecia prostych o podanych réwnaniach (o ile taki punkt
istnieje).
a) 2x—-3y+18=0 i 6x-9y+15=0
b) 5x-10y-2=0 i x-2y-04=0
c) 7x—14y-1=0 i x-2y-1=0
d)2x-6=0 i y-3=0

8. Powtdrzenie 397 s

31. f(x) = 1§x— 5

32.a) y = -2x-3
b) y=-2x+3

33.me (—oo; 11>
2

34.m=l
2

35. [5m—11|-3>0 dla m € R,
wiec |5m — 11| -3 # —1. Zatem
wykresy funkeji f i g nie sa
prostopadle dla zadnego m € R.

36. a)a=%, be(-22)
b)ac(l;2), b=0

37.a) k||l b)k=I

38. a) proste rownolegle
b) jedna prosta
¢) proste rownolegle

d) (3,3)
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39.a) x+y-1=0
b) V2x+3y+2=0

40.a) x+2y-5=0

b) x+2y-3=0

41.a)m=2 b)m=5

42. x =3

43. Wyznaczamy réwnanie Q

prostej przechodzacej przez punkty
. 1 1
(—1, 4) 1 (3, 2) y= —EX + 35

Podstawiamy do niego
wspolrzedne punktu

(2019, —1006): —% -2019 + 3% =

1 1
=—-1009= + 3= = —1006.
00 5 32 006 Q

Wspdlrzedne tego punktu
spelniajg réwnanie prostej, wiec te
trzy punkty sg wspolliniowe.

44. Funkcja f(x) = ax +b jest
rosngca i ma dodatnie miejsce
zerowe, gdy a >0 1 b < 0.
Rozwigzujemy ukiad
nieréwnosci [3m —5/-4 >0

i |m-2|-6<0. Otrzymujemy:

m e (—4; %)U(Z’:; 8).
45. m=3

46. Wykresy danych funkcji
przechodzg przez punkt A, gdy
2=(k+m)-(-2)+k
{2= (k-m)-(-2)-m-2"
Rozwigzaniem otrzymanego
=2
m=0"
Stad wynika, ze obie funkcje maja
ten sam wzor y = —2x — 2,
co oznacza, ze nie istnieja takie
wartoéci m i k, ze wykresy danych
funkgji przecinaja sie w punkcie A.

ukladu réwnan jest para {

39. Podaj réwnanie prostej rownoleglej do prostej k i przechodzacej przez punkt P.
a) kkx+y+1=0 P=(,-1)
b) k: V2x+3y—-1=0 P=(-v2,0)

40. Wyznacz réwnanie prostej prostopadlej do prostej k i przechodzacej przez
punkt P.

a) k:2x+y-3=0

b) k: 2V3x - V3y+2=0

P=(-1,2)

P=(,1)

41. Dla jakich wartosci m proste k i [ nie majg punktéw wspolnych?
a) k:2x—y+2=0 I4x-my+7=0

b) k: %x+2y+1=0 I 2x+(m+3)y-12=0

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

42. Wyznacz miejsce zerowe funkgji liniowej, ktorej wykres przechodzi przez
punkty (-2, 5)i (1, 2).

43. Wykaz, ze punkty (-1, 4), (3, 2) 1 (2019, —1006) leza na jednej proste;.

44. Wyznacz takie wartosci m, aby funkcja f(x) = (|3m — 5| — 4)x+|m—2| -6 byla
rosngca i miata dodatnie miejsce zerowe.

45. Wyznacz parametr m tak, aby do wykresu funkcji f(x) = (3 — 2m)x — |3m — 6|
nalezat punkt A = (-2, 3).

46. Wykaz, ze nie istniejg takie wartosci m i k, aby wykresy funkcji y = (k+m)x +k
oraz y = (k —m)x —m — 2 przecinaly sie w punkcie A = (-2, 2).

47. Na podstawie wykresu okre§l monotoniczno$¢ podanej funkcji.

x+2 dla x € (—o0; -1)
flx)=10 dla x = -1
x—2 dla x € (-1; o0)

48. Wykres przedstawia funkcje f. v
a) Podaj wzor tej funkgji.
b) Sporzadz wykres funkeji
g = f-) L i
c) Sporzadz wykres funkcji
h(x) = | f(x)]. 0

n

=Y

47. y‘

ast

=Y

g

rosngca w kazdym
z przedzialdw (—oo; —1) i (—1; o0)

—lx -2 dlax € (o005 =2)

2
48.a) f(X)=17x+3 dlaxe (-2, 1)
6-x dlaxe(1; 00)



49. Wrykres przedstawia funkecje f. yA i
a) Podaj wzér tej funkcji.
b) Narysuj wykres funkeji A(x) = | f(x)|. yEAX)

c) Podaj przedzialy monotonicznosci funkgji h.

[h

X"

50. Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkeji [
_ [15x+4,5 dla x e (-5 -1) . . _ .
f(x) = {—x ) dla x € (1, 4y ° Daysy wykres funkgji g(x) = | f(x)| - 3.

Odczytaj z wykresu warto$¢ najmniejsza oraz wartos¢ najwieksza funkcji g oraz ar-
gumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje te wartosci.

3-x dla|x-2|<3

-2 dla |x-2|>3"

Na podstawie wykresu podaj: dziedzine, zbidr wartosci, miejsca zerowe funkcji; prze-
dzialy, w ktorych wartosci funkeji maja ten sam znak; wartos¢ najwigksza i wartos¢
najmniejsza oraz argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje te wartoéci. Nastepnie
ocen prawdziwo$¢ zdan.

A. Rownanie f(x) = -1 ma dokladnie jedno rozwigzanie.

B. W przedziale (—1; oo) f jest funkcja monotoniczna.

C. W przedziale (—oo; —1) f jest funkcja niemalejaca.

51. Narysuj wykres funkeji f(x) = {

x-2y-4=0

52. Rozwigz graficznie ukfad rownan { 2+ y-3=0"

53. Podaj przyktad uktadu réwnan liniowych, ktérego interpretacje geometryczna
przedstawiono na rysunku ponizej.

Ay /

f =

/

54. Dane s3 dwie funkgje liniowe: f(x) = -3x + 6, g(x) = ix — 3. Dla jakich

argumentow obie te funkcje przyjmuja wartosci mniejsze od 32

8. Powtdrzenie 399 s

49. a)

2 dla x € (—o0; —3)
flx)= {x +2 dlax € (-3; 3)

1 dla x € (3; o0)
c) stala w kazdym z przedzialow
(—00; =3) 1 (3; o),
rosngca w przedziale (-3; 3)

50. YA

1
T

g

warto$¢ najwigksza: 0 dla

x € {-5, -1},
warto$¢ najmniejsza: —3 dla
x € {-3, 2}
51. 7k
N J
0 X
i

D=R, ZW = (-2; 4),

miejsce zerowe: 3,

f(x)>0 dla (-1; 3),

f(x) <0 dla

x € (=00; =1) U (3; o),

warto$¢ najwieksza: 4 dla x = -1,
warto$¢ najmniejsza: —2 dla

x € (—o0; =1) U (5; o0).

Zdania A, B, C sg prawdziwe.

52. IV
2k4y-340

¥

%

(2) _1)

3x-y-2=0
53. “P'{x+2y—10=o

54. x € (1; 8)
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55. b € (4; 10)
56. a) A
A\\
2z
0 £
b) tak
c)y=2x-6

57. a) g(x) = 2x + 4,
miejsce zerowe: —2

b) VA

v:3

-+,
i

<Y

¢) x € (—o0; —2)

58.a)x:4,x=13
b) x =2

o) xe <1§; 4)
d) x € (2; o)

59. m>2
60. g(x) =2x - 16

61. p=-2,g=31ub p=2,
q=-3.

Wskazowka:

(4p+3q)2p+q) = -1.
Poniewaz liczby p, q sa catkowite,
rozpatrujemy dwa przypadki:

{4p+3q:11ub {4p+3q:—1.

2p+q=-1 2p+qg=1

55. Wyznacz takie wartosci b, aby liczba bedaca miejscem zerowym funkcji
f(x) = —2x + b nalezala do przedziatu (2; 5).

56. Dana jest funkcja f(x) = —2x + 6.

a) Naszkicuj wykres tej funkcji.

b) Sprawdz, czy punkt A = (-1, 8) nalezy do wykresu danej funkgji.

c) Napisz réwnanie prostej, ktora jest symetryczna do wykresu danej funkcji wzgle-
dem osi x.

57. Wykres funkgji liniowej g przechodzi przez punkt A = (-1, 2) ijest réwnolegly
do wykresu funkcji y = 2x — 2.

a) Napisz wzor funkgji g i oblicz jej miejsce zerowe.

b) Sporzadz wykresy obu funkcji.

c) Dla jakich argumentéw funkcja g przyjmuje warto$ci ujemne?

58. Dane sg funkcje f(x) =0,5x-2 i g(x) = —4x+7. Sporzadz w jednym ukladzie
wspolrzednych wykresy tych funkcji.

a) Oblicz miejsca zerowe tych funkgji.

b) Dla jakiego argumentu wartosci obu funkcji sg rowne?

c) Dla jakich argumentéw funkcje te przyjmuja jednoczesnie wartosci ujemne?

d) Dla jakich argumentéw wartosci funkgji f sg wieksze od wartosci funkeji g?

59. Dla jakich wartosci m punkt przecigcia prostych o réwnaniach x — y = m -1
i 2x — y = 3 —m nalezy do trzeciej ¢wiartki ukladu wspotrzednych?

60. Funkgja liniowa f przyjmuje wartoéci ujemne tylko dla argumentéw wiekszych
od 8. Wykres funkgji f przecina o$ y w punkcie (0, 4). Napisz wzor funkcji g, ktorej
wykres jest prostopadty do wykresu funkgji f, wiedzac, ze funkcje f i g maja to samo
miejsce zerowe.

61. Wyznacz wszystkie calkowite wartosci parametrow p i g, dla ktorych wykresy
funkgji liniowych f(x) = (4p+3g)x +2p -5 oraz g(x) = 2p+q)x—4q9+7
sg prostopadle.



